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ON THE CARDINALITY OF STRONGLY ALMOST
DISJIOINT SYSTEMS

By
A. MATE (Szeged)
(Presented by L. Kalmar)

Let E be an infinite set and denote by P (E) the set of all subsets of E. For countable
E, a subset S of P(E) is said to be almost disjoint if the intersection of each two
elements of S is finite. If moreover the following condition (i) holds, then we call
S strongly almost disjoint:

0] There is no element X of S for which there exists a sequence {L }»<toof type
o of elements of S such that XI") T,,cX YAfor every 3-<A< to, where ¢ denotes
proper inclusion.

It is a well-known theorem of Tarski [1] that there exists an almost disjoint
subset of power 2K of P(.E), where E is countably infinite. On the other hand, P.
Erdés and M. Makkai conjectured that a strongly almost disjoint subset of P(E)
for countable E is also countable. In this note we are going to prove this conjecture
inavery much generalized form, but first we need another formulation of the problem.

Notations. A ciB denotes that A is a proper subset of B. For a set S we denote
by S the power of S. If S is a set of sets, then <S) denotes the set < éJS X.

For a cardinal number m we denote by 2™ the cardinality ¥, 2r. If E is a set

r<m
of power m, it is easy to see that the power of the set of all subsets of power smaller
than m of E is 2-, We denote by w(m) the initial number of the cardinality m, by
m+ the cardinal number following m immediately. Other notations are the common
notations of the set theory.
At first we consider the following:

Definition 1 Let F be an arbitrary infinite set and let SEP (F). We say that
S satisfies the ascending chain condition for the ordinal number ¢, if there exists no
sequence of type z elements ofSsuch that X,,aXxholds for every 3<A<r.
Let us denote by Ac(F, z) the set of all the sets S~P(F) satisfying the ascending
chain condition for z.

Now we prove:

Lemma 2. Let F be a set of power m, where m is an infinite regular cardinal
number. Further let SAP(E) such that

() SeéAc(F, com)),
(2 X <mfor every XES.

| Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



2 A. MATE

Then there exists a subset K of power <m of F such that
(3) KLX for every X€S.

Proor. Consider the partial ordering of S with respect to the relation of in-
clusion. By a theorem of HAUSDORFF [2], there is a maximal ordered subset P of S.
By another theorem of HAUSDORTF [2] P has a well-ordered subset Q which is confinal
to P. It is obvious that (P) =(Q). It follows from (1) that Q <m. Since m is regular
and Q< S, we obtain from (2) that (Q) <m. As (P)=(Q), we have that (P)<m.

Since F=m, F—(P)=0. Let x be an arbitrary element of F—(P). Clearly
the power of (P)!J{x} is <m. By the maximality of P, there exists no set X in
S for which (P)U {x}S X holds. Put K=(P)U{x}. The lemma is proved.

Our main result is the following:

THEOREM 3. Let E be a set of power m, where m is an infinite regular cardinal

number for which 2% =m. Let n be an arbitrary cardinal number for which 0 <n=m+,
moreover let SSP(E) be a set with the following properties:

(1) §>m,
(2) if T is a subset of power n of S, then [\ X <m.
iy
Then

(3) there exists an element X of S and a set {T;}s_ ,omy Such that X€T;E S,
T, is of power n, moreover

N Yc N Y for every S<Ad<ow(m).

Y€Tg YETa
Proor. We may suppose that every element of S is of power m, i.e.
4 X=m for every X€S.

Indeed, the elements of power <m of S can be omitted, since the set of these

elements of S is of power =22 =m.
Now we consider for any element X of S the set

Ax={N Y:X€TSS,T = n}
YeT

and suppose that condition (3) does not hold, i. e. Ay € Ac(X, w(m)) for every X¢S.
Then by Lemma 2 there exists a subset Ky of power <m of X such that

(5 K CH if HcAy. '

Let

(6) Qx={YeS:K;CY}
It follows from the definition of Qy that

(7) XeQyx forevery X¢S.

i Maibenatica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



ON THE CARDINALITY OF STRONGLY ALMOST DISJOINT SYSTEMS 3

On the other hand, it is easy to see that among the Q,’s there are at most as
many different ones as there are among the Ky ’s, where X runs over the elements

of S. But because of the conditions T?X <m and Ky cC E the number of the different
Kesiis =22=m, i.e:;

(8) Among the Qy’ s there are at most m different sets.
It is easy to see that

©) 6,( <n for every X€S.

Suppose, on the contrary, that 6,( =n for some X€S and let T be an arbitrary
subset of power n of Qy for which X €T (such a set T clearly exists because of the
assertion (7)). Then it follows from (5) that Kx& (] ¥ which contradicts (6). This

YET

contradiction proves (9).
Since n=m*, it follows from (9) that

(10) 6,{ =m for every X€S.
On the other hand it follows from (7), that
(11 U Qx=S,

XeS

since by (6) Qx<S.

It follows from (8), (10) and (11) that the power of S is =m-m=m which
contradicts the condition (1). This contradiction proves Theorem 3.

We remark only the following consequence of Theorem 3. Let m=§, and
n=2. Then Theorem 3 yields the justification of the conjecture of P. ERDGs and
M. MAkkAI mentioned above.

COROLLARY 4.! Let E be a countably infinite set and let S be a strongly almost
disjoint subset of P(E). Then S is countable.

( Received 29 April 1965)

References

[1] A. TArski, Sur le décomposition des ensembles en sous-ensembles presque disjoints, Fund.
Math., 12 (1928), pp. 186—304 and 14 (1929), pp. 205—215.

[2] F. Hauspor¥FF, Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen, Math. Annalen, 65 (1908),
pp. 435—505.

! G.Fopor, A. HAINAL and the author proved this corollary independently of one another.

1* Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 196






Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomtis 18 (1—2), 1967, pp. 5—17.

MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT
DISCS

By
M. N. BLEICHER and J. M. OSBORN (Madison, Wisconsin, USA)
(Presented by L. Fejes Toth)

8§ 1. Introduction

In this paper a disc will denote a centrally symmetric convex body with interior
in a finite dimensional Euclidean space. By a Minkowskian Distribution is meant
a collection of discs such that no one contains the center of any other in its interior.
This notion was introduced by L. Fejes Toth in a series of lectures at the Univer-
sity of Wisconsin in the spring of 1964. It is closely related to the notion of packing,
especially as defined by H. Zassenhaus and his students [6, 7].

In [3] Fejes Toth showed that there exist (uniform) Minkowskian distributions
of incongruent discs having arbitrarily high density, but that distributions of homo-
thetic discs in the plane have density not exceeding 4. Fie then raised the following
question. Is there a uniform upper bound for the densities of all Minkowskian
distributions of congruent discs? (See also [4].)

As a partial answer to this question Fejes Toth proved that if a distribution
of congruent discs has high density, then its structure must be very complex. More
precisely, he showed that if a Minkowskian distribution has density greater than
4m then (i) the discs must occur in more than m distinct orientations; (ii) their cen-
ters can not be written as the union of m or fewer lattices; and (iii) the ratio of the
area of the body to the area of its in-circle is greater than m. Corresponding results
hold in Jtdimensional Euclidean space with the 4 replaced by 2k kw 2.

In this paper we show (83) that there does not exist an upper bound for the
densities of Minkowskian distributions of congruent discs. More specifically, we
prove that for each positive integer m there exists a distribution of congruent rect-
angles with at most m distinct orientations having density greater than m + 3—og2m.
This indicates that the bound (i) above of Fejes Toth is good. Generalizing this
bound to k-dimensional space (84), we show that it is best possible when the number
of orientations m is no greater than k.

In 85 we construct a class of Minkowskian distributions of congruent rectangles
having uniform density 6. Each distribution of this class has the property that the
set of all centers of rectangles in the distribution is the union of two lattices of points
in the plane, so that the bound (ii) for m —2 could not be too high by more than 2.
We do not know if it is possible to have a uniform distribution of congruent discs
with density greater than 6.

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae iS, 1967



6 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

§ 2. Number theoretic preliminaries

In this section we derive a number theoretic result which is necessary for our
construction in §3. We begin with

LeMMA 1. Let oy, o5, ..., o, be real numbers which are linearly independent over
the rationals, let ., B,, ..., B, be arbitrary real numbers, and let § be a positive real
number. Then there exists a real number M such that, given any closed interval of
length M, there is a real number x in the interval and integers k., k,, ..., k, satisfying
the system of inequalities

(1) lot; x —k; — B;| <o (=152, )

Proor. By Kronecker’s Theorem on simultaneous approximation [5, Theorem
444], given the hypotheses of Lemma 1, there exists some positive number x, and
integers k,; satisfying (1).

Let a;=(a;y, a;z, ..., a;,) for j=1,2, ..., 2" be an enumeration of the 2" vectors
obtained by taking all possible distinct n-tuples with coordinates + 1. For each
Jj=1,2, ..., 2" Kronecker’s Theorem asserts the existence of a positive real number
x; and integers k;;, i=1,2, ..., n, satisfying the system of incqualities

) o X; = 1525057

We set M=max {x;:j=1,2,...,2"} and m=min {x;:j=1,2, ..., 2"}. In order to
establish that the conclusion of Lemma 1 holds for this choice of M, it is sufficient
to show that, given any real number x, which satisfies (1) for some choice of the
k;’s, there exists at least one real number in each of the intervals [x, +m, x, + M]
and [x,— M, x, —m] satisfying (1) for appropriately chosen k;’s.

Let s denote the sign function defined on real numbers y by

y=0
=0,

Given the solution x, of (1), we pick j such that a;; = —s(a;xo —ko; —f;). It then
follows from (2) that s(x;xo—ko;—B) = —s(u;x;—kj;) for each i=1,2,...,n.
Together with |o;x; — k;;| < which also follows from (2) and with |o;x —kg; — ;| <0,
this implies that

[O(,-(Xo+.Yj)—(ko,-+kji)—ﬁi[<5 (lzl, 2,..., I’l).

Thus x, + x; is the desired solution of (1) in the interval [x, +m, x, + M]. By taking
the vector @, = —a; and applying a similar argument, we obtain the solution x, —x;
in the interval [x, — M, x,—m]. The lemma follows.

THEOREM 1. Let oy, d,, ..., o, be real numbers which are linearly independent
over the rationals, and let ¢ be a positive real number. Then there exists a number N
such that, given any real numbers B, f,, ..., p, and any closed interval of length N,
there is a number x in the interval and integers ki, k,, ..., k, such that

lo;x —k;— B:| <e (I=1,255%on):

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 7

PRrROOF. Since there are no restrictions on the integers ky, k,, ..., k,, we may
suppose that 0=8,=1fori=1,2, ..., n. Let g be a positive integer such that 1/g<e.
Let P, P,, ..., P,, where r=(¢+1)", enumerate all integral lattice points P;=
=(Pj1>Pj2s - Pjn) With 0=p;=q. For each j, j=1,2,...,r we apply Lemma 1
with f8; replaced by p;;/q and o replaced by 1/2¢, and obtain a number M; such
that in every interval of length M; there is a real number x; in that interval satisfying

3 !“i-"j_kjl_l’ji/‘l|<l/2q @i=12,..,n

for suitably chosen k;;. We set N=max {M;:j=1,2,...,r}. Let B,,f,,.... B,
and an interval of length N be given. There is a choice of j such that |, —p;;/q| =
<1/2¢q, i=1,2,...,n. Since N =M, there is an x; in the given interval and integers
k;; satisfying (3). We thus obtain

leix; —kji—Bil = |ox;—kji—pjilal +pjila—Bil <129 +1/2qg <e.
The theorem is proved.
In the next section we use Theorem 1 in the following equivalent form:

Ji

THEOREM 1. If y7 1, y32 1, ..., ya ! are real numbers which are linearly independent
over the rationals and ¢, &,, ..., &, are positive real numbers, then there is a number
N such that for every choice of numbers Ay, A,, ..., A, and every interval of length
N there is a real number x in the interval which satisfies

@) x—kipi—4il<e; ([(=1,2,...,n)
Jfor suitably chosen integers k;.

ProOF. Apply Theorem 1 with o;=1/|y;|, B;=4,/|y;] and e=min {¢;/|y,|:
i=1,2,...,n}; then multiply the /" inequality by |y,|.

§ 3. Distributions in the plane with arbitrarily high density

We recall the definition of the density of a collection of measurable sets {K,};_,
in the plane: If D, is the disk of radius r centered at a fixed point P in the plane,

and if A(r)= > |D,N K;| where |D,MN K;| denotes the measure of D, K;, then the
i1
density of the distribution {K;} is defined to be lim inf A(r)/nr?. It is easy to see

r—oo

that the density does not depend on the choice of the point P. In all of the cases
discussed in this paper the ,lim inf in this definition is just the limit, and the sets
D, can be replaced by any other set of similar convex sets with the same center, if
nr? is replaced by |D,]|.

We are now ready to give the construction which yields our results on the
existence of distributions of high density. All work in this section will be in the plane.
We begin with

LEMMA 2. Let a positive integer n and positive real numbers ¢ <1 and o be given,
and let 0, be an acute angle. For each integer k construct the rectangle of length 2
and width 2¢ with center at the point (2"*'ke, o) and oriented in such a fashion that
its sides of length 2 have slope tan 0,. Then:

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



8 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

1 ifsin 6,,=2~", these rectangles are tangent by their sides of length 2.

2. The vertical cross-section through the center of each rectangle is 2e sec On.

3. If oosin Bn+ s, then they lie entirely in the upper half plane.

4. 1f this construction is repeated with a replaced by a + m21 for every integer
m, then the resulting distribution has density 1

Proof. Let /*= (0, a) and Q =(2n+te, a) and let R be the foot ofthe perpendicular
from P to the line of slope tan Onthrough Q (Figure 1). Denoting the distance from

P to R by PR, and assuming that sin0,,=2"", we have PR —PQ sin 0,= 2"+1£
«2 "=2e. Thus the rectangles constructed as in the hypothesis of the lemma with
centers at P and Q each have a side on the line of slope tan 0, through the mid-
point of the segment PR when sin 6n=2~n, proving the first assertion of the lemma.

Let S be the intersection of the vertical line through Q with one of the longer
sides of the rectangle centered at Q, and let T be the foot of the perpendicular from
S to the line QR.

Then <.QST=0nand the segment ST has length s, so that the segment QS
has length e sec On. This establishes the second assertion.

Suppose now that U is that point on the line QR which is on the same side
of Q as R, and which is at a distance 1from Q. If the perpendicular from U to the
line PQ intersects PQ at the point V then the distance UV = UQsin On= sin 0,,,
so that the y-coordinate of Uis @—sin 0,,. But Uis the midpoint of one of the shorter
sides of the rectangle with center at Q and hence is at a distance B from the lowest
corner of this rectangle. Thus the rectangle will be entirely in the upper half plane
if the y-coordinate of U is at least g, giving a—sin 0,,>g or a>sin 9n+e.

To prove the last assertion of Lemma 2 it is sufficient to consider the case with
the added hypothesis that sin0,,=2_", in which case the rectangles are tangent
by the first part of the lemma. But then the triangular parts of the rectangles we
have constructed which lie below the line y —a—€o0s 9n — a—2~nare congruent
to the triangular areas between the linesy = a—2~"andy = a which are not covered
by our row of rectangles. Thus this row of rectangles makes the same contribution
to the density of the distribution described in the last assertion of the lemma as
would be made by a solid strip between the linesy = a—=2“"andy = a+ 2-"
The validity of the assertion is now clear.

Theorem 2. For each pair of positive integers m and t with m~t, there exist
planar Minkowskian distributions of rectangles oriented in m different directions
and with densities arbitrarily close to

(5) AM, 1) = m+6- 1+ AP

Ada Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae iS, 1967



MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 9

Proof. Let 1j and e be fixed positive real numbers less than 1, and let m and t
be fixed positive integers with m it Near the end of the proof we pick g and e
sufficiently small, the choice of e being dependent upon the choice of g which is
chosen first. Since the conclusion of the theorem is obvious for m=t—1, we may
suppose that m1=2. For each integer n such that 0<a” m, we define the angle

0,,= arc sin as in Lemma 2, and we define Q, as that acute angle satisfying the
relation sin 0,=2_"(1 +qd)- We now select any m—1angles B'M B2, with

the properties that Os'n<enforn=1,2, ..., m and that (tan 0j)_1, (tan82)~1, ...,
(tan (jm~1 are linearly independent over the rationals.

Remark. If the real numbers (tan 0,) 1= /4" —1 for n= 1,2, ... are linearly
independent over the rationals as we strongly suspect, we could simply choose
9,,=0, (and the need for introducing g would evaporate). Otherwise, we can, for
example, choose On as any angle between 0, and On whose tangent is a rational
multiple of 7i~n.

The idea of the construction is to superimpose m distributions of rectangles.
The nth layer is a distribution of rectangles of slope 0' of the type given by Lemma 2
except that we space the rectangles farther apart horizontally. The gaps get smaller
as s gets larger and in fact are subperiods of preceeding gap. Below we define constants
g, which regulate this horizontal spacing. We also define constants y,, and e, which
are related to the vertical spacing of the intersections of the rectangles and the
y axis.

For 0<n<mwe now define gn, v,,, and snby

G, = max{l, 2"-+1}, yn=gn(2'+1)tan0;, s, = -i yn- secQ,

By our choice of the (jn’s it follows that the reciprocals of the y,,’s are linearly inde-
pendent over the rationals. Further, e, is positive, since

e, 2"-1+1(2'+ 1) tan 0' —sec 0 '> 2" tan 0' —sec 0 '=sec 0'(2" sin 0' —1)S0.

For each siwe apply Theorem V with yrand e r—1, 2, ..., n, defined as above, and
obtain a number Mnsuch that in any intea\gll of length Mnthere is a solution to the

simultaneous inequalities (4). Setting Ln= ing'M r,weseethat L1 = 0and that Ln+1=

=Ln+2"M,,. If e is any positive real number and if we replace ytand £; by cyt and
£8; respectively, then the new values obtained for M,, and Lnare simply sM,, and sLn.

Next, set 5=r+E(Lm 1+2m~1. It should be noted that Lm_, depends on
the value of g but does not depend on s, so that the dependence of don s is quite
explicitly given in the definition of Q We shall construct a Minkowskian distribution
of rectangles of length 2 and width 2s having density A(m, i)(l +<S)-1.

We begin by placing rectangles of the desired size with longer sides parallel
to the y-axis and with centers at all points of the form (ke, /(1 +<5)), where / ranges
over all integers and where K ranges over those integers not divisible by 2+1.
Next, we add rectangles of the desired size oriented so that their longer sides have
slope tan B[ and centered at all points of the form (k(2‘+ DE i(l +d)(2/+12))
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10 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

where k and / range over all integers. Since sin  +e< -J1+>/) +s< j(I +0),
it follows from Lemma 2 that none of the rectangles of slope tan Br meet any of
the lines y = /(I+<5), and hence none of them contains the center of any of the
vertical rectangles.

To compute the density of that portion of the distribution so far constructed,
we observe that if the rectangles that we oriented with slope tan 6[ had been oriented
vertically instead, and if we had made the distance between centers of rectangles
on the same vertical line to be 1instead of 1+ 6, then we would have had a covering
of the plane of uniform density 4. The distribution thus far constructed has density
41 +1M)_1

The construction now proceeds by induction. We make the inductive hypothesis
that for some integer n satisfying 1< n<m we have constructed a Minkowskian
distribution of rectangles of length 2 and width 2e oriented in n different directions
and satisfying the following properties (see Figure 2):

1 The set of centers of the vertically oriented rectangles in the distribution
is exactly the set of points of the form (kr, /(1 +d)) where | ranges over all integers
and where K ranges over those integers not divisible by 2‘+ 1

2. The set {a-} of all y-coordinates of centers of rectangles in the distribution
may be indexed by the integers so as to satisfy «0+1 —aJ>21~"(l +d —sLn }"0.
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3. In any interval [k(1 +0), (k+1)(1 +0)] of the real line, there are precisely
2141 elements of the set {«;}.

4. For each integer j, either «; is an integral multiple of 1 + J and every rectangle
with center on the line y =«; is vertically oriented, or else there is a positive integer
i<n such that every rectangle with its center on y=u; has slope tan 6; and such
that the x-coordinates of this set of centers are exactly the numbers of the form x=
=kq;(2"'+ 1)e where k ranges over all integers.

5. For each integer i, 0 <i<n, all the rectangles of slope tan 6; which meet
a given horizontal strip of the form o; <y <a;,, have their centers on the same line.

6. The density 4, of the distribution is given by

We have already constructed a distribution satisfying these properties for n=2.
‘We now show that if a distribution is given which satisfies these properties for some
n, 1 <n<m. then we may add another orientation class of rectangles to it to obtain
a distribution satisfying these properties with n replaced by n+1. We begin by
proving that there exist points appropriately placed to serve as the centers of the
new class of rectangles that we wish to add, but which are not interior to any rect-
angle previously constructed.

Let j be any fixed integer. By Property 5, all the rectangles of slope tan 0]
which meet the y-axis in the interval a;_; <y <a; have their centers on the same
line, say y = ;. If the two longer sides of any rectangle with center on y=uy; are
extended until they intersect the y-axis, then they will cut off a segment on the
y-axis of length 2¢sec O by Lemma 2. A sufficient condition that a point of the
y-axis not be contained in any of the rectangles with centers on-y=p; is that it
not be contained in any of the segments just defined. Since the distance between
two adjacent centers on y=y; is exactly ¢;(2"'+1)e by Property 4, the distance
between the centers of the corresponding segments on the y-axis will be ¢,(2*+ 1)e-
-tan 0] =¢y;. Thus, the condition that the point (0, y) not be in any of these segments
is that
©) [y —(ui + Sey) —kieyi| <ee;
for some integer k;.

By Theorem 1” and by our choice of M,, we can find a value of y simultan-
cously satisfying all of the inequalities (6) for i=1,...,n—1 in any interval of
length eM,_,. Let y=f; be such a solution in the interval of length eM,_,
centered at }(«;+a;_). Property 2 and the definition of L, yield

1

0]

=2""8(14-0—¢L, ;—862""t M, ;) = 27"(1 +6—¢L,),
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12 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

and similarly
(8 dj—Bj=>2~n(\ +6 —eLn).

Thus ) is between @ | and og, and the point (0, B is contained in no rectangle
of the distribution. Since gt divides g, for r<u, the set ofy-coordinates of the points
of intersection of the rectangles of slope tan O- with the line x =kqn(2l+ I)s will
not depend on which integer k is used. Hence, none of the points (kq,,(2° + e, j)
for k=0, £1, +£2, ... are contained in any rectangle of the distribution.

After constructing such a Bj for each integerj, we are now ready to add another
orientation class of rectangles of length 2 and width 2e to our distribution—this
time oriented so that their longer sides have slope tan (),, We construct such a rect-
angle with center at each of the points (kq,,(2+ l)e, &) where k and j range inde-
pendently over the integers. Since 2_"(1 +8—sLn) = 2~"(1 +q+eLm_1+e2m-1—
—eZ,,)a2_"(1 +q) +e>sin en+8 for n*m —1, we see from (7), (8), and Lemma 2
that these rectangles do not intersect any of the lines y = a;. Thus no new rectangle
can contain the center of an old rectangle. We also see that no new rectangle can con-
tain the center of another new rectangle, since the centers of these rectangles are farther
apart than those of Lemma 1 and the slope is at least as big. It follows that our
augmented distribution is a Minkowskian distribution.

To complete the inductive step of the proof, we must show that Properties
1—6 hold for the augmented distribution with n replaced by n+ I. This time the
set of all y-coordinates of centers of rectangles is the union of the sets {a;} and
{Ri}, and Property 2 follows immediately from (7) and (8). Since we have inserted
exactly one B between each two consecutive a’s, Property 3is also clear. Properties
4 and 5 follow easily from our construction, while Property 1is trivial. It remains
to verify Property 6. By Property 3 the average spacing of the B/s is (1 +<5)2‘~n,
while on each line y = §j the horizontal spacing of the centers of the new rectangles
is gn(2‘+ I)g. Comparing this with the vertical spacing of 21 "and horizontal spacing
of 2"+1 for the rectangles in Lemma 2 which have density 1, we see that the density
of the newly added rectangles is 2n+1[g,(2' + 1)(1 + <5} 1. Thus,

n
d,+ = zl,,+ 2"+1[N\,2°4- D)L +<5)]-1 = 4+ 2 '2i+1te,(2'+ 1)]“1
to finish the inductive step.
The induction may be continued until n=m, at which time the construction

terminates. Thus the density of the completed Minkowskian distribution (still for
fixed m, t, ¥ and €) isjust Am Recalling the definition of gh we obtain

4 = j4+2 2i+,(241)-1+ 5 2'(2t+1)-T(l + «5)-1=
= {4+ (2'+1—23 (2" +1)-1+(m-/)2((2i+ 1) - B(1+<5)-1 =

= {6—10(2f+ 1)-1+/1 — —m—2)(2'+ 1)-1}(1 +O)-1= A(m, 0(I+<5)-1.

Suppose now that for fixed m, t, and q we consider the effect of allowing s to vary.
Since 6 —/ as £->0, we may get Minkowskian distributions with densities arbitrarily
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MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 13

close to A(m, t)(1+n)~! by choosing ¢ sufficiently small. But # was an arbitrary
real number selected at the beginning of the proof. By choosing # sufficiently close
to zero and then choosing an appropriate ¢, we can clearly obtain a Minkowskian
distribution with density as close to 4 (m, ) as we please. The theorem is established.

COROLLARY. For each positive integer m, there is a Minkowskian distribution
of congruent rectangles having precisely m distinct orientations and having density
at least m+3 —log, m.

Proor. If m=1, then m+3—log, m=4, and the desired result is known to
be best possible. For m =2, it is possible, as we shall see in the next section, to get
distributions having densities arbitrarily close to 8. By altering the orientations of
some of the rectangles in these distributions, we can easily make m =3 or 4 without
affecting the densities. But since 8 =m+3>m+3 —log,m for 2=m=4, the co-
rollary holds when m=4. If m=5, set t=[log,m]+ 1, where [x] denotes the greatest
integer in x. We note that m=¢=0. Since Theorem 2 guarantees the existence of
distributions with densities arbitrarily close to 4(m, t), it is sufficient to show that
A(m, t)=m+3 —log,m for the above choice of ¢. But since m+[log,m]=7 or
[log,m]—8= —(m+1) for m=35, we have

[log, m]—m—9
m+1

A(m, t) = m+5—[log, m|+

[log, m]—8

= m+4—[log, m] + oy

= m+3—log, m,

as desired.

§ 4. Best possible densities

In the construction given in the last section, it was necessary to sacrifice some
density for the first few non-vertical orientation classes of rectangles in order to
be sure of being able to fit in later orientation classes. For example, the upper bound
of the densities obtained there for distribution with two orientation classes of rect-
angles was 4, whereas it is already known that this density may already be attained
with one orientation class of rectangles. The main result of this section shows that
Minkowskian distributions of rectangles with two orientations in fact exist with
densities arbitrarily close to 8, so that the upper bound (i) of FEejes TOTH is best
possible in this case. Our result actually deals with the more general question of the
best possible bounds for similar discs with no more than k orientations in k-space.

Before establishing our result of this section, we state and prove the k-dimensional
analogue of the FEsEs TOTH upper bound (i). The proof is, in all essentials, the
same as his proof for the two-dimensional case, but is included for completeness.

THEOREM 3. In k-dimensional Euclidean space, a Minkowskian distribution of
similar discs with at most m distinct orientations can have density at most m2*.

Proor. A distribution of the type under consideration can be decomposed into
a union of m distributions each one of which is a distribution of homothetic discs.
It thus suffices to show that a distribution of homothetic discs has density at most 2%.
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14 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

We note that if two homothetic discs are sitvated such that neither contains the
center of the other in its interior, then upon shrinking each by a factor of 1/2 about
its center they become disjoint, except possibly for boundary points. Thus, given
a distribution of homothetic discs we can shrink each disc by a factor 1/2 about
its center and obtain a packing, and hence a distribution of density at most 1. But
in k-dimensional space shrinking a distribution as above decreases its density by
a factor of 27%; thus the homothetic Minkowskian distribution had density at most
2%, The theorem follows.

The next theorem shows the preceeding theorem to be best possible for m =k.

THEOREM 4. In k-dimensional Euclidean space, there are, for each m =k, Min-
kowskian distributions of congruent discs in at most m distinct orientations with
densities arbitrarily close to m2*.

ProOOF. Let k£ and m be given with m=k. For each positive integer g =1 we
shall construct a Minkowskian distribution of rectangular parallelepipeds with

k—1
density m2* (q——~) . The parallelepipeds which we use have for their bases

(k — 1)-dimensional cubes of side length 2/¢ and have height 2.

For each i=m we place the above parallelepipeds with longer side parallel to
the x; axis and centers at all the points of the form (x,, x,, ..., x;) where x; is integral
and where x; has the form 7;/q for some integer n; not divisible by ¢ for j=1.

The density of this distribution is the same as its density in the unit cube,
0=x;=1, since the distribution is obtained by taking all integral translations of
this cube. On a face of this cube which is perpendicular to the x; axis, i =m, there
are precisely (g — 1)¥~! centers of parallelepipeds of the distribution. Since there are
m such values of 7, and two faces for each value of i, we see that there are 2m (g — 1)~ !
parallelepipeds with centers on the unit cube. Of each of these parallelepipeds, half,
having volume (2/¢g)*~!, is contained in the unit cube. Thus the density is

- k=1
{2m(g— 1)k~ 1} {(2/g)* 1} =m2* (q—zl—l) . By taking ¢ sufficiently large we obtain

densities arbitrarily close to m2F.

§ 5. Uniform distribution

A distribution of sets {K;};— in the plane is called uniform if, except for a set
of measure zero, every point of the plane is in the same number of sets K.

Fejes TOTH has shown that a Minkowskian distribution with uniform den-
sity 4 may be constructed in several different ways (see [3] and [4]). Since the con-
structions given in the two previous sections of this paper yield distributions with
non-uniform densities, the question arises of how large a uniform density a Min-
kowskian distribution may possess. In this section we improve FEJES TOTH'S result
by constructing a class of distributions with uniform density 6. These examples
also show that a distribution in which the set of centers is the union of two lattices
can have uniform density 6.

If n is any fixed positive integer, we shall construct a Minkowskian distribution

using rectangles of length 4n/V§ and width 1. We begin by placing a rectangle of
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this size, oriented_ so that the slope of its longer sides is 1/ Y3, at each of the points
(2k+1+1n, In/ l/3) for all integers k and / (see Figure 3). Since, for each choice

of k and /, the rectangle centered at (2k + 1 +/n, In/ ]f?;) has the midpoints of its
two shorter sides located at the points (2k+1+(/—1)n, (I—1)n/ IF3) and
(2k +14(+Dn, (/+ 1)n/¥3), and since this rectangle is tangent to the rectangle
centered at (2k — 1+ In, In/ V§) by its longer side, we see that this set of rectangles
forms a set of infinite strips which are tangent to each other along the lines y=
=(x+2k)/V3 where k=0, +1, +2,.... Thus, this set of rectangles covers the
plane with uniform density 2, and the points of the plane not interior to any of these
rectangles is exactly the set of points on the lines y=(x+2k)/}/3.

Next, we place a rectangle oriented so that the slope of its longer sides is
-1/ Y3 at each of the points (2k+ln, In/ V§) for all integers k£ and /. As before, we
see that these rectangles cover the plane with uniform density 2, and that the points
not interior to any of these rectangles is precisely the set of points on the lines

y=(—x+2k+1)/J3. Combining these two sets of rectangles we have a distri-
bution with uniform density 4 with the property that the set of all centers forms
a lattice.

Our third orientation class of rectangles are to be oriented vertically and to
have their centers at the points (k +34, (k +% +2/n)/¥3) for all integers k and /. For
cach k and /, the point (k + 13, (k+‘7+21n)/l/§) is on the lines y = (x +2/n)/}3 and
y=(—x+2k+1+2In)]¥3, so that this point is not interior to any rectangle of
either of the first two orientation classes. We also see that the midpoints of the
two shorter sides of the rectangle centered at (k-+3, (k+%+2/m)/}3) are at the

points (k+%,(k+-}+2(l-l)n)/l/§) and (k+1%,(k+3+2(+1n/V3), so that
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16 M. N. BLEICHER AND 3. M. OSBORN

this orientation class of rectangles also gives a distribution with uniform density 2.
This gives a total uniform density of 6 and completes the construction. Since the
centers of the rectangles of the third orientation class form a lattice, the set of all
centers is the union of two lattices.

The case n=1 has several special properties that seem worth noting. First
of all, the three orientation classes are indistinguishible in this case—that is to say,
rotation of the plane by 60° around the right point induces an isometry of the distri-
bution (see Figure 4). Secondly, if each center is connected by a segment to those

The case n=1

other centers that are a minimal distance away from it, the result is the semi-regular
tessellation of the plane using hexagons and triangles (denoted by j*j in [1] and by

(3, 6, 3, 6) in [2]). And thirdly, the lattices of centers of each of the three orientation
classes of rectangles may be taken into each other by translation. When 2 the
lattice of centers of the vertical rectangles may be taken into either of the others
by a rotation but not by a translation. For «>3 the lattice of centers of the vertical
rectangles is not isometric to the other two lattices.

The distribution of rectangles of length 4a/¥3 and width 1 that we have con-
structed can be easily modified to give a distribution of uniform density 6 using

parallelograms with brse 4n/('3, height 1, and any preassigned base angle OS90°.
Thinking of our distribution as made up of a set of infinite strips one unit wide,
each of which is the union of a row of overlapping rectangles, we see that we may
rotate the shorter edges of each parallelogram around their midpoints by an angle
of 90°—s and then extend the length of the edge so that it just touches both sides
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of the strip to which this parallelogram belongs. Since this change neither alters
the uniformity of the density within each strip nor allows the center of any parallelo-
gram of the strip to end up in the interior of any other parallelogram of the strip,
the modified distribution will still be a Minkowskian distribution with uniform
density 6.

(Received 11 October 1965)
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ON A CLASS OF SOLUTIONS OF ALGEBRAIC
HOMOGENEOUS LINEAR EQUATIONS

By

A. PETHO (Budapest)
(Presented by P. Taran)

On solving algebraic homogeneous linear equations by Cramer’s rule, solutions
can automatically be obtained in which the number of zero elements is maximal
in a sense [2]—I[3]. In the present communication, these so-called ,,simple” solutions
are defined more simply, in a combinatorial manner, and their properties are formu-
lated more generally. The necessity of introducing simple solutions emerged orig-
inally in connection with a chemical problem [2].

8 1. Definition of simple solutions and several criteria for their existence

Let us consider the set of homogeneous linear equations
n
@) Z lxj aij = 0, i=12 m
J:

Introducing the column vectors aj=[aij, amJ* (j=1 2, ..., ri), instead of (1)

n

(2) Z xj*j =0

J=i
can be written. Defining the matrix A= [at, ...,a,,] and the column vector x—
=[d, ... %J% (O resp. (2) have the form:

(3) Ax=0.

We will assume A to have no column and no row consisting of pure zero elements.

Definition 1 In the set of the solutionss=F1I5 ..., £]* of (3)

(@) the trivial solution should be disregarded, and

(b) two solutions s and 2s, 20 being a real number, should be considered
as a single solution.

So the number of the linearly independent solutions of (3) is/j—, where
r=rank A

Definition 2. Let the non-zero elements of the solution s=T[i,, ..., s,J* be
sJl,...,Sj , where C={y1, ...,jq} is a combination of the numbers 1,2, ...,n taken
g”™n at atime. Then s is said a solution over C.
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20 A. PETHO
ReMARK. Consider now a solution s=[s;, ..., 5,]* of the set of equations

n
lexl'aj=0, qu+1:"’:xjn=0
=

where {j, 1, ...,/,} is the complementary set of C in Definition 2. Let it be agreed
that in this case one says, for the sake of shortness, s to be a solution of the equation

q

(4) ijtajt =10

t=1
Consequently, if s is a solution over C={j;, ..., j,}» s is a solution of (4).

DEFINITION 3. Let s be a solution over C={j,, ..., j,}. s will be said simple
if it is the only solution of (4). Under consideration of Definition 1, s is simple if
and only if
(5) rank [a;, ..., a;]=g— 1.

JX2
THEOREM 1. For the number of the non-zero elements in a simple solution the
inequality holds:
(6) 2=qg=r+1, r=rank A.

PrOOF. Since the trivial solution of (3) has been disregarded due to Definition 1,
no solution with ¢ =0 exists. Nor does a solution exist with ¢g=1, A having no
column with only zero elements. Thus, for every solution of (3), consequently for
the simple ones as well, 2 =g holds. — On the other hand, the inequality

rank [a;,, ..., 8; ]=r

is always true, hence, owing to (5):

g=rank [a;, ...,a; ]+ 1=r+1L

J1?

Q. e. d.

DEefFINITION 4. Let s' be a solution over C! and s? be a solution over C2. The
solution s' is said better than s* if C! is a proper subset of C?: C' = C?.

DEFINITION 5. The solution s' is said just as good as s* if they are solutions
over the same C.

THEOREM 2. A solution is simple if and only if there does not exist any better one.

ProoF. The condition is trivially necessary on the basis of Definition 3. To
show that the condition is sufficient we will prove that, if a solution is not simple,
one can always find a better solution. Let s be a not simple solution over C = {j,, ..., j, }»
then according to Definition 3

rank [a; ,...,a;]=q—2.

Setting e. g. x;, in (4) equal to zero, the new equation
q—1

(7 2 Xptp =0

Jt It
t=1
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becomes such that unchanged
rank [a;,, ..., 8; _ ]=q—2.

Therefore, (7) will still have a solution s” over some C’, such that C’c C: so s’ is
a better solution. Q.e.d.

CoroLLARY. The number of the non-zero elements in a simple solution is at
least 2 according to (6). Thus, a solution with 2 non-zero elements — if existing —
is certainly simple because of the former theorem.

THEOREM 3. A solution is simple if and only if there does not exist any other
Jjust as good one.

ProOF. The condition is trivially necessary, on the basis of Definition 3. The
sufficiency will be proved in the form that if' a solution is not simple, one can always
find another just as good one. Let s be a not simple solution over C={j;, ..., j,}»
then (4) has also another solution, say s’. Let us now form the solution s--es’,
where ¢ =0 is a real number. If ¢ is small enough, the non-zero elements of s vary
hereby only a little, that is, do not become zero. Therefore, s+ &s” will be a solution
just as good as s. Q. e. d.

THEOREM 4. Let a combination C={j,, ..., j,} be given. A simple solution over
C exists if and only if the solution of (4), say s, is unique, moreover

q
(®) VIENE D
=1

This theorem is a trivial consequence of Definitions 2 and 3.

THEOREM 5. The statement of the previous theorem holds if and only if
9) rank[a;,...,a;] =¢g—1,
(10) rank[a; ,....,8;_,,8;, .,....8;]=¢g¢—1, = e

A system of linearly dependent vectors should be called a simplex if, by omitting
any of them, the remaining vectors become linearly independent. The statement of

Theorem 4 holds consequently if and only if {a;, ..., a; } forms a simplex.

s A

PROOF. At first we show that, if {a; , ..., a; } forms a simplex, the solution of
(4) is unique and (8) is also fulfilled. The solutlon of (4) is unique, the number of
the unknowns, ¢, being by one greater than rank [a;,,...,a;]=¢g—1 (see (9)).
Consider now the (unique) solution of (4): s=[s,, ..., s,J*. Were any s;, (1=t=gq)
zero here, (4) without the term corresponding to a;, would have no solutlon (see
(10) and Definition 1), notwithstanding that s was ‘the solution of (4). Thus (8)
must be true.

Now we show that, if the solution of (4) is unique and (8) also holds, the vectors
a;, ..., a; form a simplex. Owing to the uniqueness (9) holds. Here, omitting any
vector a;, (1=t=gq), the remaining ones become linearly independent; otherwise
X, would namely be uniquely zero in (4),! which contradicts (8). Thus (10)
holds, too.

t Cf. Appendix.
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§ 2. Construction of the simple solutions

In the foregoing it has not yet been mentioned how the simple solutions of
“3) can be found. A few theorems with respect to this question will now be proved.

DErFINITION 6. A solution s of (3) is called a base solution if it is a solution of
an equation of the form

(11) xllajx+“‘+xlralr+xjkall e 0’

where {a; ,a;} is a basis (i. e. rank [a; »a;]=r) and k=r+1,...,n

THEOREM 6. (11) determines one and only one solution s, for which also s;, #0.

# SR AT 4%

ProOOF. Let us solve (11). The number of its unknowns being equal to r-+1
and the rank of its matrix [a; , ..., a; ,a;] equal to r, its solution is unique, say s
(by virtue of Definition 1). Here, moreover, s;, #0, otherwise s; =...=s; =0 would
have to hold because {a; , ..., a; } is a basis: thus (11) would have no solution
though s was one. Q.e. d.

The base solutions of equation (3) are obtained when solving it by Cramer’s
rule. More exactly there holds the following

THEOREM 7. Let us solve (3) according to Cramer’s rule. As known, choosing

a basis {a; , ..., a; }, the general solution becomes

(12) 2 xlk JK?

k=r+1

where the x;,_are the so-called free variables. Consider now all the general solutions
of type (12) belonging to the possible bases among a,, a,, ..., a, and consider the set
of the different s;,_in these solutions. As a trivial consequence of Definition 6 we may
assert that by these s;,_all the base solutions of (3) are represented.

We can now formulate our following fundamental
THEOREM 8. The simple solutions are identical with the base solutions.

PROOF. At first we show that the base solutions are simple ones. Consider a
base solution, it is, due to Definition 6, a solution of an equation of type (11).
Without loss of generality we may assume (11) to be of the following form:

(13) X 8 +...+x.a,+x8=0,

where {a,, ..., a,} is a basis. Here, according to Theorem 6, x, cannot be zero;
if, however, any of the unknowns ‘(1 , ..., X, 18 zero, then it must be uniquely zero.
Thus, let the unknowns x;,, ..., x; _, (2<q'\r+l) be different from zero, then
(13) becomes:

(14) x a + +X1q 1 _,q l+xkak:O,

where none of the unknowns can be zero any more. Thus, owing to Theorem 4,
the solution of (14), i.e. the base solution considered, will be a simple one over

C:{jl’ ""jq—l’ k}.
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We prove now that a simple solution is a base solution. Consider a simple
solution s, without loss of generality assuming it to be ofthe form [s,, s4,0,...,0]*.
It is, because of Definition 3, the unique solution of the equation

(15) xlal+... +xgag= 0.

Here, according to Theorem 5, {a,,..., a,} constitutes a simplex, where q—I~r
(see (6)). So we may complete the linearly independent vectors al5 ...,a4_1 with
r—(q—I)fe0 vectors: alt, ..., aJr 9+1, the new vector system {al5..., ae_I9
ajt, ..., ayr_ } becoming hereby a basis. Consider now that of the base solutions
belonging to this basis which is determined uniquely by the equation (see Defi-
nition 6 and Theorem 6):

*1*¥1+ - +*4-ia,-i + *.la,. 1+ ... +*A.-f+ayr-f+i+ *,a, = 0.

This solution is asserted to bes. Namely, on account of the construction, —, mmxJr_gH
are identically zero,2 consequently the equation (15) is left over, whose unique
solution is indeed the simple solution s. So s is a base solution.

Appendix

The system of homogeneous linear equations (1) has a solution in which the
unknown xX (j\ = 1,2, ..., n) is uniquely (identically) zero if and only if the rank
of the matrix of (1) is by one greater than that of the matrix in which the /j-th
column is dropped [1]:

rank [gj2, ..., a,J =rank [a,, ..., a,,]-1 = r-1.

In conclusion, the author wishes to express his indebtedness to Professor
P. Taran for his interest in this work.

(Received 13 November 1965)

Literature

[1] Peths A., Néhany megjegyzés linearis algebrai egyenletrendszerek egyértelmi megoldhatdsaga-
. val kapcsolatban, Pulii. Math. Inst. Hung. Acad. Sei., 3 (1958), pp. 101—108.
[2] A. Pethé, Zur Theorie der Stéchiometrie chemischer Reaktionssysteme, Wiss. Z. Tech. Hochsch.
_ Chem. Leuna—Merseburg, 6 (1964), pp. 13—15.
[3] Peth6 A.—Gyé6ry K., Homogén linearis egyenletrendszerek ,,sok™ zérust tartalmazé meg-
oldasairél, Matematikai Lapok, 16 (1965), pp. 267—273.

2 Cf. Appendix.

Acta Mathematica Acadetniae Scientiarum Hungaricae 18, 1967






Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomus 18 (1—2), 1967, pp. 25—66.

TRANSITIV ORIENTIERBARE GRAPHEN

Von
T. GALLAI (Budapest)
(Vorgelegt von G. HAIOs)

1. Einleitung und Resultate

(1. 1) In der vorliegenden Arbeit kommen nur solche endliche Graphen vor,
die weder Schlingen, noch mehrfache Kanten enthalten. Wenn man die Kanten

eines Graphen G so orientieren kann, dafl G mit den Kanten ab und be stets auch
die Kante ac enthilt ! so sagen wir: G 148t sich transitiv richten, oder G ist transitiv
orientierbar (kurz t-orientierbar). Kiirzlich haben A. GnouiLA-Houri [2], [3]
sowie P. C. GiLMORE und A. J. HOFFMAN.-[5] fiir die t-Orientierbarkeit notwendige
und hinreichende Bedingungen angegeben. In unserer Arbeit wollen wir diese Unter-
suchungen in mehrere Richtungen weiterfiihren. Den Ausgangspunkt von [2], [3]
und [5] bildet die folgende Bemerkung: Ist G t-orientierbar, so folgt aus ab, ac€G

und bc€G, 2 daB bei einer jeden t-Orientierung von G entweder ab und ac, oder

aber ba und ¢a vorkommen, d.h. dic Kanten ab und ac werden beziiglich des Punktes
a in gleicher Weise orientiert. Wir werden das Bestehen der Behauptungen ab, ac€ G
und bc€G — auch fiir beliebige, nicht unbedingt t-orientierbare Graphen G —
mit

ab\ac

bezeichnen. (Das Zeichen A bezieht sich — wenn anders nicht gesagt wird —
immer auf den mit G bezeichneten Graphen, und in die Feststellung ab/Acd soll
die Behauptung, daBl @b und ed verschiedene benachbarte Kanten von G sind,
miteinverstanden sein.) Die Relation A gibt Anlafl zur folgenden Klasseneinteilung
der Kanten von G: Zwei verschiedene Kanten ab und cd sollen dann und nur dann
zur selben Klasse gehéren, wenn es eine Folge von Kanten x;y; (i=1, ..., n; n=2)
mits X7V, =aby X0, =ed, v g (=10 . on— 1) gibt. “Die s definierten
Klassen wollen wir als die Kantenklassen von G bezeichnen. Fiir einen t-orientier-
baren Graphen G hat diese Klasseneinteilung die folgende Bedeutung: Die Richtung
einer Kante bestimmt — fiir jede t-Orientierung von G — die Richtungen simt-
licher zur selben Kantenklasse gehorigen Kanten. Die erste Gruppe unserer Er-
gebnisse — die Sdtze (1.2), (1.5) und (1. 6) — geben die moglichen Strukturen
und ,,Verkniipfungsarten” der Kantenklassen an. Dies mag auch abgesehen von
der Frage der t-Orientierbarkeit von gewissem Interesse sein.

! Die Knotenpunkte (im folgenden kurz Punkte) werden im allgemeinen mit kleinen lateini-
schen Buchstaben (a, b,..., x, »,...), die Kanten mit Buchstabenpaaren (xy=yx), die gerichteten
(orientierten) Kanten mit Pfeilen iiber den Buchstabenpaaren (xy =yx ) bezeichnet.

2 x€G bzw. xye G bedeutet: x ist ein Punkt von G, bzw. x und y sind verschiedene Punkte
von G und die Kante xy gehort zu G.

G bezeichnet den komplementiren Graphen von G, d. h.: G besitz dieselben Punkte wie G,
und zwei Punkte sind in G dann und nur dann verbunden, wenn sie in G nicht verbunden sind.
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Eine triviale Eigenschaft der Kantenklassen ist die folgende: Die Kanten einer
Klasse, zusammen mit den Endpunkten dieser Kanten, bilden stets einen zusammen-
hingenden Graphen. Im folgenden Satz sind einige grundlegende Eigenschaften
der Kantenklassen zusammengefa(3t:

(1.2) SA1z. 1) Ist der Graph G nicht zusammenhdngend, und sind G, ..., G,
(9=2) die Komponenten von G, so geben die Kantenklassen von G, ..., G, simtliche
Kantenklassen von G an.

2) Ist G nicht zusammenhiingend (dann ist G zusammenhéngend), und sind
Gl o0, (9=2) die Komponenten von G, ist ferner A, J(G) die Menge der
Punkte von G; (i=1, ...,q9),° so gilt fiir ein jedes Indexpaar i,j 1=i<j=q), daf}
A; und A;in G vollstandzg verbunden * sind und samtliche A;A; ~Kanten® eine Kanten-
klasse E,- ;von G bilden. Die von den E;; verschiedenen Kantenklassen von G fallen
mit den Kantenklassen der Graphen [A;l;=G; (i=1, ..., q)° zusammen.

3) Sind G und G beide zusammenhingend und mehrpunktig, so existiert eine
eindeutig bestimmte echte Zerlegung P={A,, ..., A,} von Z(G),* mit den folgenden
Eigenschaften:

a) Gibt es fir ein Indexpaar i,j (1=i<j=q) eine zu G gehorige A;A;-Kante,
so sind A; und A; in G vollstindig verbunden.

b) Samrllche Kanten von G, die verschiedene A; Mengen verbmden bilden eine
einzige Kantenklasse E von G. Jeder Punkt von G 1st zu wenigstens einer Kante von
E inzident.

c¢) Die von E verschiedenen Kantenklassen von G fallen mit den Kantenklassen
der Graphen [A]}¢=G; (i=1, ..., q) zusammen.

d) Die Zerlegung P ist keine Verfeinerung * einer anderen, die Eigenschaften
a), b), c) besitzenden echten Zerlegung von 2(G).

Erginzend bemerken wir, da3 im Falle 3) stets ¢ =4 ist (s. (2. 3)).

(1. 3) Betrachtet man nun auch im Falle 1) von (1.2) die Zerlegung P =
={A,, ..., A} mit A;=2(G) (i=1, ..., q) von (G), so gibt (1. 2) fiir jeden mehr-
punktigen Graphen G die eindeutig bestimmte echte Zerlegung P={A4,, ..., 4,} von
P2(G) an, die wir die kanonische Zerlegung von 2(G), oder die zu G gehorige
kanonische Zerlegung nennen. Die Mengen A4, ..., A, heien die Punktklassen
der kanonischen Zerlegung. Bei einem empunktlgen Graphen G soll P={A4} mit
A=2(G) als die kanonische Zerlegung von Z(G) betrachtet werden (mit der ein-
zigen Punktklasse A).

3 2(G) bezeichnet stets die Menge der Punkte des Graphen G. Sind X und Y fremde Punkt-
mengen, und ist x¢ X, yeY, so heilit xy eine XY-Kante (im Falle X= {x} auch eine xY-Kante).
Ist ferner X, Yc g’(G) und enthilt G eine X'Y-Kante, so sagen wir, daB X und Y (in G) verbunden
sind. Enthilt G simtliche XY-Kanten, so sind X und Y (in G) vollstindig verbunden.

Ist XS 2(G), so bezeichnet G—X jenen Graphen, der aus G durch Weglassen der Punkte
von X ensteht. Im Falle X={x} setzen wir G—{x}=G—x. Ist xy€G, so bezeichnet G—xy jenen
Graphen, der aus G durch Weglassen der Kante xy entsteht.

Ist XS 2 (G), so bezeichnet [X]e denjenigen Teilgraphen von G, der durch die Punkte von X
,gespannt wird, d. h. [X]e = G—(Z(G)—X).

{Xl, iox sy ist dann eine echte Zerlegung der Menge Y, wenn n=2, X.NX,=0 (i+#/;

iJj= .,n) und U Xi=Y bestehen.

Dic echte Zerlegung {X1,..., Xu} von Y ist eine Verfeinerung der echten Zerlegung {X7...., Xn.}
von Y, wenn X; S X7, mit ISJ,Sm (i=1, ..., n) gilt, und ji,..., j. nicht alle verschieden sind.

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



TRANSITIV ORIENTIERBARE GRAPHEN 21

Diejenigen Kantenklassen von G, deren Kanten verschiedene 4; Mengen ver-
binden, sollen duflere, die tibrigen innere Kantenklassen von G heiflen. Nach (1. 2)
ist jede innere Klasse von G entweder duflere oder innere Klasse eines [4,]; (1 =i=¢q).
Die Untersuchung der inneren Klassen von G fiihrt so zu den kanonischen Zer-
legungen der Graphen [4,]; (i=1, ..., g). Wir werden die zu diesen Zerlegungen
gehorigen Punktklassen die zu G gehorige Punktklassen zweiter Ordnung nennen.
Und allgemein, bezeichnet A" eine zu G gehorige Punktklasse r-fer Ordnung, so
sollen die Punktklassen der zu [A4"]; gehoringen kanonischen Zerlegung die Punkt-
klassen (r+ 1)-ter Ordnung von G heien (r=0, 1,2, ...). Hier bedeutet 4° die
Menge 2(G) (die Punktklassen erster Ordnung sind mit den Punktklassen der
kanonischen Zerlegung von 2(G) identisch). Offensichtlich gibt es zu jedem
nichtleeren (endlichen) Graphen G eine natiirliche Zahl k so, dafl sdmtliche
Punktklassen k-ter Ordnung von G einpunktige Mengen sind. Durch einen
einfachen InduktionsschluB3 folgt aus (1.2), daB eine jede Kantenklasse von G
duBere Klasse eines Graphen [4"]; (r=0) ist. Daraus sieht man, dall zwei ver-
schiedene Arten von Kantenklassen existieren: die eine entspricht den #dufleren
Klassen des Falles 2), die andere der duBleren Klasse des Falles 3) von Satz (1. 2).

Es sei noch eine nennenswerte Folge von (1. 2) erwihnt: Bezeichnet man mit
P(E) die Menge der Punkte, die zu den Kanten einer Kantenklasse £ gehdren,
so besteht fiir verschiedene Kantenklassen E, und E, von G stets 2(E,) # 2(E,).

(1. 4) Man kann fiir die Punktklassen verschiedener Ordnung auch eine andere,
und zwar eine rekursionsfreie Charakterisierung geben. Aus (1. 2) folgt leicht, dal3
eine jede Punktklasse X = A" (r=0) die folgenden Eigenschaften besitzt: 1) X = &,
2) fiir jedes x€G — X gehort entweder keine xX-Kante zu G, oder gehdren alle
xX-Kanten zu G. Wir wollen nun eine beliebige Menge X S 2(G) mit den Eigen-
schaften 1) und 2) (in G) geschlossen nennen. Ferner soll die in G geschlossene
Menge X (in G) stark geschlossen heilen, wenn fiir jede andere in G geschlossene
Menge Y die eine der folgenden Behauptungen besteht: XY= &5, XC Y, Y X.
Es sei bemerkt, daB jede einpunktige Menge, sowie Z(G) in G stark geschlossen ist.
Eine in G geschlossene (bzw. stark geschlossene) Menge X soll (in G) quasimaximal
heiBen, wenn X < 2(G) besteht, und kein in G geschlossenes (bzw. stark geschlossenes)
Y mit X YC 2(G) existiert. Der folgende Satz gibt den Grund der Benennung
,,geschlossen” an:

(1. 5) SATZ. Ist X eine geschlossene Punktmenge des Graphen G, und gehort
eine Kante der Kantenklasse E von G zu [X]g;, so gehoren alle Kanten von E zu [X];,
Jferner ist E auch eine Kantenklasse von [X);. Umgekehrt, fiir jede beliebige Kanten-
klasse E von G ist 2(E) in G geschlossen.

Der folgende Satz enthélt die erwdhnte Charakterisierung der Punktklassen A”":

(1. 6) SATz. Ist der Graph G mehrpunktig, so fallen die quasimaximalen stark
geschlossenen Punktmengen von G mit den Punktklassen der kanonischen Zerlegung
von P(G) zusammen. Ist G nicht leer, so ist die Gesamtheit der stark geschlossenen
Punktmengen von G mit der Gesamtheit der Punktklassen aller Ordnung von G
identisch.

(1.7) Um die Bedingungen der t-Orientierbarkeit herzuleiten, sowie eine
Ubersicht iiber die verschiedenen t-Orientierungen eines Graphen zu erhalten,
benstigen wir den Begriff des Zerlegungsgraphen GP eines nichtleeren Graphen G.
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Die Definition von G” lautet: Es ist 2(G”) = {4, ..., 4,} (4 =1), wobei {4,, ..., 4,}
die kanonische Zerlegung von 2(G) bezeichnet. Die verschiedenen Punkte 4; und
A; von G? sind in G” dann und nur dann durch eine Kante verbunden, wenn G eine
A;A;-Kante enthilt. Beziiglich G? gilt der folgende Satz:

(1.8) SATZ. 1) Die Punktklassen der kanonischen Zerlegung von P(GP) sind
alle einpunktig.

2) Ist G einpunktig, so gilt das gleiche auch fiir GP.

3) Ist G nicht zusammenhdngend, so besteht GP aus lauter isolierten Punkten.

4) Ist G nicht zusammenhdngend, und besitzt er k Komponenten, so ist GP ein
vollstindiger k-Graph.® Es bildet dann jede Kante von G” in sich selbst eine Kanten-
klasse von GP.

5) Sind G und G beide zusammenhiingend und mehrpunktig, dann ist auch G
und sein komplementdrer Graph zusammenhdngend. G? enthdlt mindestens 4 Punkte,
und samtliche Kanten von GP gehoren derselben Kantenklasse zu.

In unseren Untersuchungen spielen auch die ,,Zerlegungsgraphen hoherer
Ordnung”, d. h. jene Zerlegungsgraphen G7, eine Rolle, die zu den Graphen
G(,y=[A4"]; gehoren, wobei A" eine Punktklasse r-ter Ordnung (r=1) von G be-
zeichnet. Wir wollen kurz den Graphen G%, als den zur Punktklasse 4" gehorigen
Zerlegungsgraphen bezeichnen. Der Einheitlichkeit halber soll G”=G?%,, gesetzt
werden.

Beziiglich der t-Orientierbarkeit von Graphen soll zuerst die folgende triviale
Behauptung erwihnt werden: Ist G t-orientierbar, so ist fiir jedes X S 2(G) auch
[X]; t-orientierbar.

Der folgende Satz ermdglicht eine Ubersicht zu geben iiber die verschiedenen
t-Orientierungen eines Graphen (s. (1. 10)).

(1.9) SATZ. Es sei G ein nichtleerer Graph, und betrachte man eine beliebige
Punktklasse (r — 1)-ter Ordnung (r=1) A"~' von G, die kanonische Zerlegung
Pr={Ay, ..., A} von A"', den Zerlegungsgraphen G,_,, von [A"~'];, sowie zwei
solche Mengen A7 und A’ von P*, die in G vollstdindig verbunden sind.

1) Ist G t-orientierbar, so erhalten bei einer jeden t-Orientierung von G sdamt-
liche A}A-Kanten von G beziiglich der Mengen A; und A} die gleiche Richtung.®
Orientiert man dieser Richtung entsprechend die Kante A}A%; von G¥,_,,, und fiihrt
man die;ve Orientierung fiir jede Kante von G%._,, durch, so erhdlt G?,_, eine t-Orien-
tierung.

2) Umgekehrt, nehmen wir jetzt an, daff sdmtliche Zerlegungsgraphen G?Y,_;,
(r=1,2,...) von G t-orientierbar sind. Wdhit man dann zu jedem G?%,_,, beliebig
eine t-Orientierung,” und erteilt man samtlichen AjA%-Kanten von G (beziiglich Af
und A%) die Richtung der Kante AjA% von GY._yy, fithrt man dies fiir jede Kante
von G,_,, und fiir jeden Zerlegungsgraph G7V._,, von G durch, so erhdilt man eine
t-Orientierung von G.

5 Ein vollstandiger k-Graph enthilt genau k& Punkte, und je zwei von diesen sind mit einer
Kante verbunden.

¢ d. h. entweder sind alle von A} nach A7 gerichtet, oder sind sie alle umgekehrt gerichtet.

7 Wir wollen auch bei einem Graphen, der aus lauter isolierten Punkten besteht, von einer
,»t-Orientierung™ des Graphen sprechen.
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(1. 10) Da jeder vollstindige Graph t-orientierbar ist, hdngt nach (1.8) und
(1.9) die t-Orientierbarkeit eines Graphen G nur von der t-Orientierbarkeit jener
Zerlegungsgraphen G%,_,, (r=1,2, ...) von G ab, die zu dem Absatz 5) von (1. 8)
gehoren. Diese Graphen besitzen — falls sie t-orientierbar sind — genau zwei
t-Orientierungen (bei diesen Graphen gehéren alle Kanten zur selben Kantenklasse).
Diejenigen Zerlegungsgraphen, die vollstindige A-Graphen (k=2) sind, besitzen
genau k! verschiedene t-Orientierungen. Man sieht so, wie die Gesamtheit und
Zahl der verschiedenen t-Orientierungen eines Graphen von der Zahl und Art seiner
Zerlegungsgraphen abhidngt.

(1. 11) Zur Erreichung der obigen Resultate, sowie zur Herleitung von ge-
wissen verschirften Bedingungen der t-Orientierbarkeit bendétigen wir neben der
Relation A noch eine andere, ebenfalls fiir benachbarte Kanten eines Graphen
erkldrte Relation. Sind ab, ac € G, so bestehe die Relation

ab ~ac

(in G) dann und nur dann, wenn entweder b=c ist, oder ein Weg? W =(x, ... x;)
von G mit k=1, xo=5, x,=c ax;€G (i=1, ..., k—1) existiert. Besteht ab~ac
(inG), so sagen wir, dall ab und ac (in G) verkniipft sind, sowie daB sie (in G) bei
a verkniipft sind. (Wenn anders nicht gesagt wird, bezieht sich die Relation ~
immer auf den mit G bezeichneten Graphen. Ferner soll in der Feststellung ab ~ ac
die Behauptung ab, ac € G miteinverstanden sein.)

Man sieht leicht, da3 die angegebene Definition mit der folgenden dquivalent
ist: ab ~ac besteht dann und nur dann, wenn b und ¢ zur selben Komponente
des Graphen [N(a)]; gehoren, wobei N(a) die Menge der Nachbarpunkte von a in
G bezeichnet.? Diese zweite Erklirung zeigt unmittelbar, daB die Relation ~ fiir
die mit demselben Punkt @ inzidenten Kanten von G eine Aquivalenzrelation ist.
Dementsprechend soll ay; ~ay, ~ ... ~ay, bedeuten, daB3 die Kanten ay; (i=1, ..., n)
paarweise verkniipft sind.

Bei der ersten Definition von ab~ac gilt im Falle bs#c¢ ax;Nax;;,
(i=0, ..., k—1). Daraus folgt, daB3 zwei verkniipfte Kanten stets zur selben Kanten-
klasse von G gehoren. Es besteht offensichtlich abAac=>ab ~ac.

Die Bedeutung der Relation ~ beziiglich der t-Orientierbarkeit besteht darin,
daB simtliche bei einem Punkt a verkniipfte Kanten bei jeder t-Orientierung des
Graphen beziiglich a die gleiche Richtung erhalten. (Die Umkehrung dieser Behaup-
tung ist im allgemeinen nicht richtig.)

Wir wollen noch eine einfache, jedoch wichtige Eigenschaft der Relation ~
erwihnen. Gilt a, b, c€ A Z(G), so folgt aus dem Bestehen von ab ~ac in [A]g
die Richtigkeit von ab ~ ac in G (die Umkehrung ist nicht allgemein richtig).

(1. 12) Um die Verkniipfungen der Kanten von G zum Vorschein kommen
zu lassen, fihren wir den Verkniipfungsgraphen G von G ein. Dazu sollen die

8 Die Punkte xo,..., xx eines Weges (xo... xx) sind stets verschieden. Es werden auch entartete,
einpunktige Wege (x) betrachtet. Der Weg (xo... xx) wird nach seinen Endpunkten ein xoxi-Weg
genannt. Es sei noch bemerkt, daB die Wege als spezielle Graphen aufgefaBt werden (es wird also
mit ihnen keine Durchlaufsrichtung verbunden).

9 Fiir xcG soll Ng(x) die Menge der Nachbarpunkte von x in G bezeichnen. Der Index G
wird meistens weggelassen. Das Zeichen N(x) bezieht sich — wenn anders nicht gesagt wird —
immer auf den mit G bezeichneten Graphen.
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Kanten der Graphen nicht als Punktpaare, sondern als selbststindige Elemente
betrachtet werden, deren Inzidenzen zu den Punkten durch die Punktpaarbezeich-
nungen angegeben sind. Wir erkldren nun: Die Kanten von G sind iden-
tisch mit den Kanten von G. Die Punkte, sowie die Inzidenzen der Punkte und
Kanten von G bekommt man folgendermalen: Fir einen jeden nicht isolierten
Punkt x von G betrachte man den Graphen [N(x)jc. Zerfallt dieser in die Kompo-
nenten [ZJg (i= 1, K; KS |; X1, Xk sind die Mengen der Punkte der ein-
zelnen Komponenten), so ,zerspalte” man den Punkt x in die ,Teilpunkte”
x1 xk — diese sollen die Punkte von G sein — und fiige in G samtliche xXr
Kanten von G zu dem Punkt x‘ (/=1, ..., k) hinzu. (In der Zeichnung —s. Fig. 1
und Fig. 2 — werden die Teilpunkte nahe”zueinander aufgenommen. Die Kanten
von G sind voll ausgezogen, diejenigen von G punktiert, oder gar nicht eingezeichnet.)

Aus der Definition folgt unmittelbar: Die Kantenklassen von G fallen mit
den Kantenmengen der einzelnen Komponenten von G zusammen.

(1. 13) Um die Bedeutung von G beziglich der t-Orientierbarkeit von G zu
zeigen, sei jetzt angenommen, dalR G t-orientierbar ist, und betrachte man eine
beliebige t-Orientierung von G. Die Orientierung der Kanten von G macht dabei
auch aus G einen gerichteten Graphen. Und zwar erhdlt G eine besondere Orientie-
rung: Bei jedem beliebigen Punkt x‘ von G sind sdmtliche zu x‘ inzidenten Kanten
bezuglich x' in gleicher Weise gerichtet, x' ist also entweder eine ,,Quelle”, oder
eine ,Senke”. t?(G) zerféllt daher in zwei Gruppen, deren eine die Quellen, die
andere die Senken enthalt; jede Kante von G verbindet eine Quelle mit eine Senke,
und ist von einer Quelle nach einer Senke gerichtet. Der Graph G muR also ein
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paarer 10 Graph sein. Nun werden wir auch die Umkehrung dieser Behauptung
beweisen (s. (4. 6)). Es gilt namlich der folgende Satz:

(L. 14) Satz. Der Graph G ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn der Ver-
knupfungsgraph G von G ein paarer Graph ist.

(1. 15) Man kann auch eine andere Formulierung des Satzes (1. 14) angeben.
Die Behauptung, daB ein Graph ein paarer Graph ist, und die Aussage, daB jeder
Kreis (oder jeder geschlossene Zug) 112des Graphen gerade ist, d. h. eine gerade
Anzahl von Kanten enthélt, sind gleichwertig. Ist Z —\x8Ix{2 ... xd\ ein Zug von G,
und ist x{*bei der Zerspaltung des Punktes xtvon G zustandegekommen (/= 0, ..., ),
so ist Z = fxo.vt ... xr\ ein Zug von G. Ist Z geschlossen, so gilt das gleiche auch fir
Z. Diese offenen und geschlossenen Ziige von G haben (im Falle nS2) die nennens-
werte Eigenschaft, dall je zwei ihrer (in Z) benachbart liegenden Kanten in G ver-
kniipft sind. Genauer gesagt, es besteht xi* Ixi” x ixi+l (i=1, —1) und wenn
Z geschlossen ist, so auch x,,-xXn~xox1. Wir wollen diese speziellen Ziige von G
als die Ketten bzw. geschlossenen Ketten (von G) bezeichnen. Ist Z mit einem Weg
bzw. Kreis identifizierbar, so muR das gleiche fiir das entsprechende Z nicht gelten:
Z kann noch ,mehrfache” Punkte enthalten (s. den Zug \axbxcxdlex 1c2al\ der
Fig. 2). Fallt jedoch auch Z mit einem Weg bzw. Kreis von G zusammen, so wollen
wir dieses Z eine Wegkette bzw. Kreiskette (n-Eckkette) nennen. Die Lange einer
Kette (geschlossener Kette) ist gleich der Anzahl ihrer Kanten. Die geschlossene
Kette heilt gerade oder ungerade, je nach dem, ob ihre Lange gerade oder ungerade
ist. In Betracht der erwéhnten Eigenschaft der paaren Graphen kann man nun mit
den so eingefiihrten Begriffen den Satz (1. 14) folgendermaRen formulieren.

(1. 16) Satz. Ein Graph ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn er keine
ungerade geschlossene Kette enthalt}2

Die Bedingungen von (1. 14) und (1. 16) sind dem Wesen nach mit denjenigen
aquivalent, die von Ghouila-Houri und Gilmore und Hoffman fir die t-Onentier-
barkeit angegeben wurden: man kann mit nicht viel Mihe von (1. 14) bzw. (1. 16)
zu den in [3] und [5] formulierten Sétzen gelangen, und umgekehrt. Wir leiten den
Satz (1. 16) — unabhéngig von den Ergebnissen von [3] und [5] — mit Hilfe von
unserem Satz (1.9) ab. Unser Beweis ist wohl nicht kiirzer als diejenigen von [3]
und [5], er scheint jedoch einen tieferen Ein.dick in die Verhdltnisse zu bieten.

Die im Satz (1. 16) vorkommenden geschlossenen Ketten sind im allgemeinen
noch ziemlich komplizierte Gebilde. Es ist wiinschenswert, diese durch einfachere

10 Ein Graph heiBt ein paarer Graph, wenn seine Punkte so in zwei Klassen eingeteilt werden
kénnen, daR die Kanten des Graphen stets zu verschiedenen Klassen gehdrige Punkte verbinden.

11 Die Folge von Punkten Z=|xo0... X,,| ist ein Zug des Graphen G, falls x,Xi +1£G (7=0,..., N—1)
und XiXi+i ZXjXj +ifur izj besteht. Mit Zistauch |x,,...x0| ein Zug von G. Wir wollen diese Ziige
als identisch betrachten. Istxo = x,, («S3), so heilt Z geschlossen. Sind die Punkte xo,..., xnbzw. im
Fall xo= x,, die Punkte xt,...,x,, verschieden, so kann man Zmit dem Weg bzw. mit dem Kreis
(n-Eck) (xo ... x,,) identifizieren. Die Kreise (Vielecke) werden &hnlich den Wegen als spezielle Gra-
phen betrachtet. Die L&nge eines Zuges ist gleich der Anzahl seiner Kanten. Der Zug heil3t gerade
oder ungerade, je nachdem seine Lange gerade oder ungerade ist.

» Den Teil ,,nur dann” von (1.16) kann man auch ohne Benttzung des Verknupfungsgraphen
leicht erhalten. Durchlduft man namlich in einem t-orientierten Graphen G ein Kette, so findet
man, daB die Kanten abwechselnd Ubereinstimmend und entgegengesetzt zur Durchlaufsrichtung
gerichtet sind. Demzufolge kann G keine geschlossene ungerade Kette enthalten.
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zu ersetzen. Der erste Schritt in dieser Richtung ist der Beweis des folgenden Satzes
(s. Abschnitt 5).

(1. 17) SATZ. Ein Graph ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn er keine
ungerade Kreiskette enthdlt.

(1. 18) Den Abschlufl der Vereinfachungen der ,,auszuschlieBenden Gebilde”
bedeutet die Bestimmung sdmtlicher irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen.
Diese Graphen G sind durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: G
ist nicht t-orientierbar und fiir jedes 42 (G) ist [A4]; t-orientierbar. Oder was
nach (1.17) das gleiche bedeutet: G enthdlt eine ungerade Kreiskette, und fiir
jedes A< 2(G) enthilt [4]; keine solche Kette. Wir bestimmen alle diese Graphen
(s. die Abschnitte 6 und 7). Sie sind auch zeichnerisch in den Tafeln I und II
(S. 64 und 65) dargestellt. Man findet unter ihnen 4 solche Typen, die keine Drei-
eckskette enthalten, und 15 solche, die Dreiecksketten besitzen. Fiir die ersteren sind
gleich die Verkniipfungsgraphen gezeichnet. Die letzterwidhnten sind durch ihre komp-
lementdren Graphen (diese sind einfacher als die urspriinglichen) angegeben.

(1. 19) Wir geben noch eine andere Formulierung des Satzes (1. 17), die bei
der Bestimmung der irreduziblen Graphen und bei der Untersuchung der Zusammen-
hinge mit den Intervallgraphen (s. unten) eine Rolle spielt.

Bilden die Kanten des ungeraden Kreises (@, ... a,,.,a,) von G eine Kreis-
kette in G, d. h. geniigen sie den Bedingungen a;_,a;~aa;,, (i=1,...,2n+1,
g =011, Azps 2 =ay), 0 existiert zu jedemi=1, ..., 2n+1 ein Weg W;=(x;9 ... X;5,)
von G mit X;o0=a;_, X;;,=a;+1 und a;x;;€G (j=0, ..., a;). Wir wollen nun die
Eigenschaften des Gebildes, welches durch die Punkte a, ..., @,,,, und die Wege
Wiy ..., Wit im Graphen G gebildet wird in bezug auf G formulieren. Deswegen
sagen wir folgende Definition aus:

Die Folge

o = {MWiyW3ys-- Ve 1 Wine 101} n=1)

soll eine Astroide, genauer eine (2n-+ 1)-Astroide des Graphen G heiBen,'® wenn
Yis ---s Yau+1 verschiedene Punkte von G sind, W#*
einen y;y;,-Weg von G bezeichnet und y; mit keinem
Punkt von W¥,_, in G verbundenist (i=1,...,2n+1;
das Zeichen W ist fir j<1 und j=2n+1 durch
die Annahme: WF=W; falls a=f (mod 2n+1)
erkldrt). Die Punkte y; sollen die Ecken, die Wege
Wi die Bogen von ¢ heifien. (Der Bogen W7, liegt
»gegeniiber” der Ecke y;. Es gilt offensichtlich
yvi¢ Wi, i=1,...,2n+1.) Die Summe der Lingen
der Bogen gibt die Ldnge von ¢ an.

Nun ist es leicht ersichtlich, daB die Punkte q;
und Wege W, der vorher erwidhnten Kreiskette im
Graphen G eine (2n+ 1)-Astroide bilden, und zwar
die Astroide

o = {a; Wl,a; W,’;.a‘;‘"a.’?n+1 Wén+ la;}’
13 Ahnliche Benennung wird fiir die 3-Astroiden in [7] beniitzt.
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wobei af =ay;—; und W] =W, (i=1, ...,2n+1) gesetzt wurde (a, und a; bzw.
W, und W, bedeuten, falls « = f (mod 2n + 1) besteht, denselben Punkt bzw. Weg).'*
Umgekehrt sicht man auch, daf ciner jeden Astroide von G eine ungerade Kreis-
kette in G entspricht.

Nun kann man mit Hilfe des Begriffes der Astroide den Satz (1. 17) folgender-

mafBen formulieren:

(1. 20) Der Graph G ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn G keine Astroide
enthlt.

(1. 21) Wir wollen bemerken, daB3 die Bogen Wi der Astroide von Fig. 3 be-
sondere Eigenschaften haben: Nur die ,,benachbarten” von ihnen, W} und W ,
(i=1,...,2n+1) besitzen gemeinsame Punkte, und zwar ist jeder Durchschnitt
Wi Wit | ein Weg (dabei soll auch ein Punkt in sich selbst als ein Weg betrachtet
werden). Dies ist natiirlich nicht bei jeder Astroide der Fall. Doch kann man sich
in (1. 20) auf solche einfache Astroiden beschrinken. Es gilt ndmlich, daf3 gewisse
extreme Astroiden eines Graphen stets die erwidhnten Eigenschaften besitzten.
Dabei wird die Astroide ¢ von G dann als extrem bezeichnet, falls die Zahl der
Ecken von ¢ minimal ist, und ¢ unter den Astroiden mit minimaler Eckenzahl
eine minimale Lidnge besitzt. Eben die Untersuchung dieser extremen Astroiden
ist eines der wichtigsten Hilfsmittel der Bestimmung von irreduziblen, nicht
t-orientierbaren Graphen.

Die Formulierung (1. 20) fiihrt zu einer zweiten Art von irreduziblen Graphen.
Diese Graphen enthalten Astroiden, und jeder Teilgraph von ihnen, der durch
Weglassen von Punkten entsteht, besitzt keine Astroide. Offensichtlich sind diese
Graphen genau die komplementdren Graphen der irreduziblen nicht t-orientier-
baren Graphen. Diejenigen von diesen, die keine 3-Astroiden enthalten, sind die
komplementdren Graphen von It 2n+1), I', 2n+1), I52n+1), I,(2n+1) (s. S. 64).
Jene, die 3-Astroiden besitzen, sind in Tafel II in ihrer urspriinglichen Form
dargestellt (S. 65).

Die 3-Astroiden spielen bei der Charakterisierung der Intervallgraphen '3
eine wichtige Rolle. Diesbeziiglich enthilt [7] den folgenden Satz:

(1. 22) (LEKKERKERKER—BOLAND) Ein Graph G ist dann und nur dann ein Inter-
vallgraph, wenn 1) G mit jedem k-Eck (k =4, 5, ...) auch eine Diagonale des k-Ecks
enthdlt, und 2) in G keine 3-Astroide vorkommt.

In [7] sind auch alle solche Graphen bestimmt, die keine Intervallgraphen
sind, aus denen jedoch durch Weglassen je eines beliebigen Punktes schon Intervall-
graphen entstehen (irreduzible Nicht-Intervallgraphen). Die fiinf angegebenen
Typen kommen alle — mit Ausnahme des Fiinfecks — unter den Graphen unserer
Tafel II (S. 65) vor. Das Fiinfeck fallt mit dem komplementdren Graphen von
I';(5) (s. Tafel I) zusammen. Umgekehrt, mit Ausnahme des Typs Iy [9] sind

14 Die Endpunkte von W, = W, sind die Punkte a»;- 1=a/ und a»:: 1=ai .. Simtliche Punkte
des a;=azi-1 gegeniiberliegenden Bogens W; +n= W2 +n)= W2i-1 sind in G mit a2;-1 verbunden,
sie sind also in G mit ai nicht verbunden.

15 Ein Graph G heit ein Intervallgraph, wenn zu jedem Knotenpunkt von G je ein Intervall
der Zahlengeraden so zugeordnet werden kann, daB je zwei dieser Intervalle dann und nur dann
einen gemeinsamen Punkt besitzen, falls die entsprechenden Knotenpunkte in G durch eine Kante
verbunden sind.
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die Typen der Tafel Il entweder identisch mit den in [7] angegebenen Typen, oder
kann man sie aus diesen durch Weglassen von Kanten erhalten.

Der Zusammenhang zwischen t-Orientierbarkeit und Intervallgraphen wurde
zuerst durch Gilmore und Hoffman entdeckt. Sie bewiesen folgenden Satz [5J:

(1. 23) (Gitmore—Hoffman). Ein Graph G ist dann und nur dann ein Intervall-
graph, wenn 1) G mit jedem Viereck auch eine Diagonale des Vierecks enthalt, und
2) G t-orientierbar ist.

Nun l&Rt sich aus (1. 22) der Satz (1. 23) sehr einfach herleiten. Genuigt ndmlich
der Graph G der Forderung 2) von (L 23), so kann er keine Astroiden enthalten
(s. (L. 20)). Da ein Finfeck eine 5-Astroide und jedes k-Eck (/c5 6 ) eine 3-Astroide
enthalt, kann G kein solches k-Eck (ks 5) enthalten, dessen sdmtliche Diagonalen
zu G gehoren. Genlgt also G auch noch der Forderung 1) von (1. 23), so ist er nach
(L. 22) ein Intervallgraph. (Die Notwendigkeit der in (1. 23) gegebenen Bedingungen
ist trivial.)

Es scheint jedoch, daf man (1. 22) aus (1. 23) nicht so einfach bekommen kann.
Dazu muff man namlich folgendes beweisen: Ein Graph G, in dem nur (2k+1)-
Astroiden mit k22 Vorkommen, enthélt ein Viereck, dessen beide Diagonalen zu
G gehoren. Wir kennen keinen unmittelbaren Beweis dieser Behauptung. lhre
Richtigkeit kann eingesehen werden, indem man sie an den angegebenen irreduziblen
Graphen, namentlich an den Komplementédren Graphen von I',(2u + 1), T2(29 + 1),
rs(2n+1) und M'4(2n + 1) bestatigt. Am einfachsten geschieht dies derart, daf man
injedemTf2n + 1) (/= 1, 2, 3, 4) zwei solche nicht benachbarte Kanténak under/
sucht, fir welche ac, ad, bc, bd alle zum komplementdren Graphen gehoren.

2. Die Beweise der Satze (1.2), (1.5) und (1.6)

Um die angedeuteten Sétze zu beweisen, bendtigen wir zahlreiche Hilfssétze.

(2 ) Esseia, b£G, a™b und W= (x0 ... xr), X0 = a, %,= b ein kiirzester ab- Weg
von G. Dann gehdren samtliche Kanten von W zur selben Kantenklasse von G

Beweis. Es genigt, den Fall n”2 zu betrachten. Dann ist Xj*Xj+jCG
(/=1, ..., n—1), denn sonst wiirde in G ein kiirzerer Weg als W existieren. Daher
gilt Xx,gir+! (i=1, ..., n—1) woraus unsere Behauptung folgt.

(2. 2) Es seien X und Y solche nichtleere fremde Teilmengen von SP(G), die in G
vollstandig verbunden sind, und es sollen die Graphen [X]c und [Y]a beide zusammen-
héngend sein. Dann gilt fir ein jedes x£X undy£ Y, dal alle xY-Kanten bei x, alle
y X-Kanten bei y paarweise verknlpft sind. Ferner gehoren alle XY-Kanten zur selben
Kantenklasse von G.

Beweis. Alle T-Punkte gehdren derselben Komponente des Graphen [V(x)]c
an. Dies gibt die Richtigkeit der ersten Behauptung. Das Bestehen der Zweiten
folgt ahnlich. Ist x *x'£X undy”y' £, so gelten nach den vorangehenden xy ~x'y
und x'y ~x'y'. Dies bestétigt die dritte Behauptung.

Die folgende Behauptung ist einer der wichtigsten Punkte unserer Beweis-
fuhrung.
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(2. 3) Hilessatz. Esseien G und G beide zusammenhdngend und mehrpunktig.
Dann enthélt G mindestens 4 Punkte, und besitzt genau eine solche Kantenklasse E,
fur die (P(E) = 3P(G) gilt. (iP(E) bezeichnet die Menge jener Punkte, die mit Kanten
von E inzident sind.)

Beweis. Die Richtigkeit der ersten Behauptung folgt durch eine triviale Dis-
kussion. Zum Beweis des zweiten beachte man, da G kein vollstandiger Graph ist,
und daher gibt es ein Icf(G ) fiir das G—X nicht zusammenhéngend ist. Es soll
L eine minimale unter diesen trennenden Punktmengen X von G bezeichnen, und
G,, ..., 6 (g=2) sollen die Komponenten von G—L sein. Wir setzen Ki="X%Gi)
(j=I, ...<?* Aus der Minimalitdt von L folgt (s. [1] Hilfssatz 2), daf ein jedes
XEL in G mit allen Kt (1Si”q) verbunden ist. Ferner ist fUr jedes Indexpaar
i,j @Si*jrq) Ktund Kj in G vollstandig verbunden. Nach (2. 2) gehdren fir
ein solches festes i,j Paar, sdmtliche K~-Kanten zur selben Kantenklasse.

Da G zusammenhéngend ist, gibt esein Kt, z. B. Kx, das in G mit L verbunden
ist. Es sei alx1£G mit axEKx, xx£EL, und X,bxEG mit b{EKX(i= , Q). Aus
axbi£G folgt dann albilalx1 (i=2,...,9). Es gehoren daher alle A"AJ Kanten
(/=2, ..., q) zur selben Kantenklasse E, die auch axxxenthélt. Da ayxxelne beliebige
Kj L- Kante von G war, gehoren samtliche AAL-Kanten von G zu

Wir zeigen, dal )= (G) gilt. Dazu braucht man nur noch L<"EP(E)
zu beweisen. Es sei x ein beliebiger Punkt von L, und W ein kiirzester ,x-Weg
in G. W mul} eine KX-, oder eine K,KrKante (2*i*q) enthalten. Nach (2. 1)
gehdren alle Kanten von W zur selben Kantenklasse. Es gehdrt daher die mit x
inzidente Kante von W zu E, also gilt xE3P(E).

Es sei K\=&(G)—KX Samtliche KjKj-Kanten von G gehoéren zu E. Gibt
es daher eine von E verschiedene Kantenklasse E' von G mit 0>(E") = 0{G) —K fJK y,
so mufl E' eine Kante von [KAG, und auch eine von [KJg enthalten. Dies kann
jedoch nicht bestehen, da die Kanten von E' einen zusammenhéngenden Graphen
bilden.

(2.4 Man findet die Definitionen der geschlossenen, starkgeschlossenen und
der quasimaximalen Mengen in (1. 4). Es ist ersichtlich, daR alle diese Eigenschaften
beziiglich der Graphen G und G gleichzeitig bestehen. Im Abschnitt 2 werden —wenn
anders nicht gesagt wird — alle diese Begriffe, und auch der Begriff der Kanten-
klasse beziiglich des mit G bezeichneten Graphen verstanden.

Der Beweis daflir, daB ein XaSP(G) geschlossen ist, wird meist in jener Form
durchgefiihrt, dal wir aus den Annahmen x£X, y$X, xyEG folgern, dafll alle
jW-Kanten zu G gehoren.

(2.5) Beweis des Satzes (1.5). I) Es sei X geschlossen, xyEfX]G w [X]G
und im Gegensatz zur ersten Behauptung von (1. 5) E eine Kantenklasse mit xy, uv£E.
Dann gibt es eine Folge xy ((z= 1,..., n) von Kanten (aus G) mit X xy X—Xy, X,,yn—uv
und XijZjAXj+jjj+j (i=1, ..., n—1). Es sei k (2SfcSn) der Kleinste Index mit
xKYk$[X]a- Dann ist xk- tyk- xE[X]G, und man darf yk- x=xk annehmen. Daraus
folgt yk<{X und xk- xyk£G, und dies bedeutet einen Widerspruch.

Die Richtigkeit der zweiten Behauptung von (1. 5) folgt einfach daraus, daR
die Relation J1— auf die Kanten von [X]Gangewendet —in [3fJGund G gleichzeitig
besteht.
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II) Um die dritte Behauptung von (1.5) zu beweisen, sei E eine beliebige
Kantenklasse. Man darf sich auf 2(E) < 2(G) beschriinken. Es sei dann z € 2(G) —
—2(E), X die Menge jener Punkte von 2 (E), die in G mit z verbunden sind, und
Y=2(FE)—X. Nehmen wir an, dall X= @&, Y# & ist. Da die Kanten von E einen
zusammenhéingenden Graphen bilden, gibt es ein xy€ £ mit x¢X, ye Y. Es gilt
daher xy A xz, woraus xz€ E folgt. Dies widerspricht der Definition von 2(E). Da-
mit ist (1. 5) vollstindig bewiesen. Y

(2. 6) Es seien X und Y fremde geschlossene Mengen. Dann sind X und Y ent-
weder in G oder in G vollstindig verbunden.

BewEls. Nehmen wir an, daBB G eine X' Y-Kante enthélt: Es sei xy€G, x€ X, ye Y.
Ferner sei x"€ X, y’€ Y. Dann ist xy’€G, voraus x’y’€G folgt.

(2.7) Sind X, und X, geschlossen und XN\ X,# &, so sind auch X, X,
und X,UX, geschlossen. Gilt ferner noch X;=X,—(X,NX,)# @ (i=1,2), so
sind sogar X{| und X3 geschlossen.

BewEIs. Die erste Behauptung ist trivial. Um die zweite zu beweisen sei x¢ X7 ;
X1, X1 €X7 und xx,€G. Wir zeigen, daB dann xx]€G besteht. Im Falle x¢ X,
folgt dies unmittelbar aus der Geschlossenheit von X;. Es sei nun x€ X, M X,
und x, € X5. Dann folgen aus xx, € G und aus der Geschlossenheit von X, und X,
nacheinander die Feststellungen: x,x,€G, x,x1 €G, X]x€G.

(2.8) Es seien G und G beide zusammenhiingend, X, und X, geschlossen und
X,, X, cP(G). Dann gilt X;U X, < 2(G).

Beweris. Nehmen wir X, U X, =2(G) an. Es kann dann weder X; € X,, noch
X,S X, gelten, woraus X; =X;—X,;NX,= & (i=1,2) folgt. Nach (2.7) und
(2. 6) sind dann X und X, entweder in G, oder in G vollstindig verbunden. Im
ersten Falle wire G, im zweiten G nicht zusammenhiingend.

(2.9) Es seien G und G zusammenhingend und mehrpunktig. Dann fallen die
quasimaximalen stark geschlossenen Mengen (kurz: qm. st. g. Mengen) mit den qua-
simaximalen geschlossenen Mengen (kurz: gm. g. Mengen) zusammen.

BEwEIS. Wir zeigen, dal3 eine jede gqm. g. Menge X auch stark geschlossen ist.
Giibe es nimlich ein geschlossenes ¥ mit Z=XNY= &, X—Z# Q, Y—Z# &,
so wire nach (2. 7) und (2. 8) XU Y geschlossen, und XU Y < 2(G), was mit der
Quasimaximalitit von X in Widerspruch steht.

(2. 10) Ist G (bzw. G) nicht zusammenhdngend und sind G, (bzw. G;) (i=1,..., q,
q =2) die Komponenten von G (bzw. G), so fallen die Mengen A;=2P(G;) (bzw.
A;=2(G))) (i=1, ..., q) mit den gm. st. g. Mengen von G zusammen.

BeweErs. Nach der ersten Behauptung von (2. 4) gentigt es, jenen Fall zu be-
trachten, wo G nicht zusammenhédngend ist. 4,, ..., 4, sind offensichtlich geschlossen.
Wir beweisen, daB sie auch stark geschlossen sind. Ist 4; einpunktig, so gilt dies
trivial. Es sei A4; mehrpunktig, und nehmen wir an, dal es ein geschlossenes X gibt,
fiir welches keine der Mengen Y =4, X, A; — Yund X — Y leer ist. Da G, zusammen-
hidngend ist, gibt es ein y€Y und ein a€ 4;— Y mit ay€G. Ferner sei xe X —Y.
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Es ist dann x€ A; (j#i). X ist geschlossen, und daher ist wegen ay € G auch ax¢G.
Dies widerspricht aber der Definition von A;.

A; ist eine qm. st. g. Menge. Nehmen wir das Gegenteil an: Es sei X stark
geschlossen und 4;,c X< 2(G). Dann muB ein A4;S 2(G)— X existieren. Es ist
jedoch Y=4;U A; geschlossen, und es besteht keiner der Fille XN Y=g, XY
und Y X. Dies ist ein Widerspruch.

(2.11) Es sei G mehrpunktig. Dann bilden die gm. st. g. Mengen von G eine
solche echte Zerlegung von P(G), die simtliche im Satze (1.2) angefiihrten Eigen-
schaften der kanonischen Zerlegung von 2(G) besitzt. Keine andere Zerlegung besitzt
alle diese Eigenschaften.

BewEls. Fiir jedes x€ G ist {x} stark geschlossen und {x}c 2(G). Es gehort
daher jedes x einer qm. st. g. Menge an. Laut der Definition dieser Mengen sind
je zwei von ihnen stets fremd, und daher bilden diese tatsdchlich eine echte Zerlegung
von 2(G).

1) Ist G nicht zusammenhidngend, und sind G;=[4]; (=1, ...,q; ¢=2)
die Komponenten von G, so sind nach (2. 10) 4,, ..., 4, mit den qm. st. g. Mengen
identisch. Die Kantenklassen von G, ..., G, geben offensichtlich simtliche Kanten-
klassen von G an.

2) Ist G nicht zusammenhingend, und sind G;=[4]; (i=1,...,q9;¢=2)
die Komponenten von G, so sind nach (2. 10) die A4,, ..., 4, ebenfalls mit den
gm. st. g. Mengen identisch. Fiir ein jedes Indexpaar i,j (1 =i<j=gq) sind 4; und 4;
in G vollstindig verbunden, und nach (2.2) gehoren sidmtliche 4;4;-Kanten zur
selben Kantenklasse E;;. Wegen der Geschlossenheit von A;, 4; und A4;UA4;
enthilt laut (1. 5) E;; keine andere Kante. Aus denselben Griinden fallen die von
den E;; verschiedenen Kantenklassen von G mit derjenigen der Graphen [4]]6

(i=1, ..., g0 zusammen.

3) Es seien nun G und G beide zusammenhidngend und 4,, ..., 4, (¢=2)
die gm. st. g. Mengen von G. Wie schon erwidhnt wurde, ist P={4,, ..., 4,} eine
echte Zerlegung von 2(G). Nach (2. 6) besitzt P die Eigenschaft a) von (1.2) 3)
Laut (2. 3) gibt es eine Kantenklasse E mit 2(E) =2(G), und fiir jede andere Klasse
E’ gilt Z(E’) € #(G). Da nach (1. 5) Z(E’) geschlossen ist, und nach (2. 9) 4, ..., 4,
mit den qm. g. Mengen zusammenfallen, gibt es ein j (1=j=¢) mit 2(E")S 4;.
Daraus und aus (1. 5) folgt, da P auch die Eigenschaften b) und c) von (1. 2) 3)
besitzt. Nehmen wir jetzt an, daBl P die Verfeinerung der echten Zerlegung P’=
={A41, ..., 4,,} von Z(G) ist, wobei P’ die Eigenschaften a), b) und c) von (1. 2) 3)
besitzt. Wegen a) sind dann die Mengen A; geschlossen. Es gilt ferner A; C 2(G)
(i=1,...,m), und es gibt ein /# und ein j mit 1=h=m, 1=j=q, A;C A4;. Dies
widerspricht aber der Behauptung, daB A; eine qm. g. Menge ist. P besitzt daher
auch die Eigenschaft d) von (1. 2) 3).

Um die Eindeutigkeit der Zerlegung P zu beweisen, nehmen wir an, dall es
eine solche von P verschiedene echte Zerlegung P’'={A4{, ..., 4,,} von 2(G) gibt,
die alle Eigenschaften a), b), c), d) von (1. 2) 3) besitzt. Die Mengen A; sind dann
geschlossen, und es gilt 4] c2(G) (i=1, ..., m). Es gibt dann zu jedem A; ein
A; mit A] S A;. Daher ist P” — im Gegensatz zu d) — eine Verfeinerung von P.
Damit ist der Beweis von (2. 11) beendet.
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(2. 12) Es sei A eine geschlossene Menge von G und G'=[A]0. Dann ist jedes
X~A in G und in G' gleichzeitig geschlossen. Ist A in G sogar stark geschlossen,
so ist X in G und in G' gleichzeitig stark geschlossen.

Beweis. 1) Ist XQA in G geschlossen, dann ist es trivialerweise auch in G'
geschlossen, unabhéngig davon, ob A geschlossen ist oder nicht. Es sei jetzt X in
G' geschlossen, y £0>(G) —X, x6 X und xy£G. Ist yEA, so sind y und X in G'
— und so auch in G — vollstdndig verbunden. Ist y(ztP(G) —A, so ist wegen der
bGesghIossenheit von A y mit A — und demnach auch mit X — vollstandig ver-

unden.

W) Es seijetzt A und X*A in G stark geschlossen und X' AX eine in G' ge-
schlossene Menge. Nach 1) ist X' auch in G geschlossen, und daher gilt eine der
Relationen XDX'= 0, XcX', X'czX. Das bedeutet, daB X auch in G' stark
geschlossen ist.

Es seien jetzt A in G und X in G' stark geschlossen und X' AX eine beliebige
in G geschlossene Menge. Wir zeigen, daR eine der Relationen X'MMX=0, Xa X',
X'<z.X besteht. Ist 1'M 1720, so muB entweder AczX"' oder X'QA gelten. Im
ersten Falle ist XaX"', im zweiten X' auch in G' geschlossen. Es gilt daher tat-
séchlich der eine der angedeuteten Relationen.

Durch (2. 11) ist die Richtigkeit von (1.2) und der ersten Behauptung von
(1. 6) vollstandig bestétigt. Die zweite Behauptung von (1. 6) folgt mit Hilfe von
(2. 11) und (2. 12) durch einen einfachen Induktionsschluf3 beziiglich der Anzahl
der Punkte von G.

3. Die Beweise der Satze (1.8) und (1.9)

Wir beschéftigen uns erst mit dem Satz (1. 8). Die Behauptungen 2), 3) und
4) von (L. 8) sind trivial. Zum Beweis der Behauptung 1) braucht man dann nach
(1. 6) und (2. 9) nur die folgende Aussage zu bestatigen:

(3. 1) Es seien G und G zusammenh&ngend und mehrpunktig. Dann sind die
gm. g. Mengen von Gp einpunktig.

Beweis. Es sei P —{/11; ..., Aq) die kanonische Zerlegung von 2?(G), und
nehmen wir an, daf es in Greine mehrpunktige geschlossene Menge X pm\tX p<3P(GP

gibt. Man darf Xp={Al, ..., Aj} 2"j<q) setzen. Wir beweisen, dal A=_\!J Atcz

1=
a3P(G) in G geschlossen ist. Es sei x"2P(G)—A, und es existiere in G eine XA-
Kante xy. Dann gilt xEAk (j<kSq), ydAh (IS/iSy), und AbhAKk ist eine Kante
von Gp. Daraus folgt, dalR die Kanten AKA, (i=1, ..., /) alle zu Gp gehdren, und
dies ergibt, daR in G x und A vollstandig verbunden sind. Die Geschlossenheit
von A steht jedoch zur Quasimaximalitat von A, in Widerspruch. Damit ist (3. 1)
bewiesen.

(3.2) Endlich beweisen wir die Behauptung 5) von (1. 8). Der Zerlegungs-
graph von G ist nach (2. 4) und (1. 6) der komplementare Graph von Gp. Es besteht
also Gp—Gp. G und Gp, und ebenso™ G und Gp sind offensichtlich gleichzeitig zu-
sammenhangend. Sind also G und G beide zusammenhdngend und mehrpunktig,
so gilt das gleiche auch von Gp und Gp. In diesem Falle enthdlt somit laut (2. 3)
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G? mindestens 4 Punkte. Die letzte Behauptung von 5) ergibt sich aus (3. 1) und
(1. 2). Damit ist (1. 8) vollstindig bewiesen.

(3.3) Um unsere weiteren Beweise zu verkiirzen, fiihren wir fir die Ketten
ein besonderes Zeichen ein: Das Bestehen von

[Xo.-- X cG

|

soll bedeuten, daB |x,... x,| eine Kette von G ist (s. (1. 15)).

Die Kanten einer Kette gehoren selbstverstindlich zur selben Kantenklasse.
Es gilt aber auch das Umgekehrte: Zwei Kanten ab und cd, die zur selben Kanten-
klasse von G gehoren, lassen sich stets durch eine Kette von G verbinden, d. h.
es gibt eine Kette |x, ... x,| C G mit x,x; =ab und x,_,x,=cd. Die in G mit ab und
cd bezeichneten Kanten gehdren namlich derselben Komponente des Verkniipfungs-
graphen G an (s. (1. 12)). Es gibt daher in G einen Zug (Weg) Z, der diese Kanten
verbindet, und die zu Z gehérige Kette in G verbindet dann ab und cd.

Es sei noch bemerkt, daB im Falle xg, ..., x,€ 4 € 2(G), aus |xq ... x,| c[4]g
das Bestehen von |x ... x,| C G folgt. (Das Umgekehrte ist allgemein nicht richtig.
S. die letzte Behauptung von (1. 11)).

(3.4) Zum Beweis von (1.9) bezeichne P={4,, ..., 4,} wieder dic zu G
gehorige kanonische Zerlegung. Es werden jedoch die Punkte von GP?, neben
Ay, ..., A,, auch mit anderen, jedenfalls aber mit groBen Buchstaben bezeichnet.
Ferner wird die Relation ~ auch auf die Kanten von G? angewendet. Die Relation
XY ~ XZ soll sich immer auf den Graphen G” beziehen, und es soll in XY ~ XZ
das Gelten von XY, XZ €GP miteinverstanden sein.

(3. 5) Es seien X, Y, Z verschiedene Punkte von G? und x€ X,y€ Y, z€ Z. Dann
folgt aus XY ~XZ die Behauptung xy ~ xz.

BeEwEels. Gilt XY ~ XZ, so gibt es in G? einen Weg (X, ... X,) mit X, =71,
X,=Zund XX, €GP (i=1, ..,n—1). Essei xo=y, x,=zund x;€ X; (i=1, ..., n—1).
Dann ist (x, ... x,) emn Weg von G, und es gelten xx;€G (i=0, ..., n). Also besteht
Xy ~Xz.

(3.6) Es seien G und G zusammenhiingend und mehrpunktig, XY €GP, x€ X,
Y,V €Y und xy+xy’ (+ bezeichnet die Negation von ~ ). Dann gibt es ein solches
von X und Y verschiedenes Z ¢ GP, dap fiir jedes z€Z |xyzy’x|C G besteht.

BewEss. Es ist y#y’. Da G? und G? beide zusammenhiingend sind, gibt es ein
XY’ €GP, das mit Y nicht inzidiert. Nach (1. 8) gehoren alle Kanten von G? zur
selben Kantenklasse, und daher gibt es nach (3. 3) eine Kette |X ... X,| = G? mit
XX =X umdeds = e =Y O Gelten X, =Y X — X ssonfoletiniachy (B2 5)8ans
XX, ~ X, X, fiir ein x, € X, die Relation xy ~xx, ~xy’, und dies steht zu xy» xy’
in Widerspruch. Daher gelten X, =X und X, =Y. Daraus folgt XY’ =X X,,
und dies ergibt n=>2. Man kann demnach X X, ~X,X; feststellen. Laut (3.5)
gilt dann fiir z€X,, x3€X; die Relation zy ~zx; ~zy’. Aus XoX,; ~ X, X, folgen
yx ~yzund y’x ~y’z, und so gilt [xyzy'x| = G. Z = X, geniigt also unseren Forderungen.

(3.7) Bewers DES TEILES 1) voN (1.9). Man nehme an, daBl G t-orientierbar
ist und betrachte cine beliebige t-Orientierung von diesem. Dabei wird jeder Teil-
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graph [4"~!]; ein t-orientierter Graph. Daher geniigt es nur den Fall r=1 zu
behandeln. Es ist P=P={4,,...,4,}.

Ist G einpunktig oder nicht zusammenhingend, so ist nichts zu beweisen.
Sei also G mehrpunktig und zusammenhingend.

a) Um die erste Behauptung von 1) zu beweisen, sei ein Indexpaar i, j mit
A;A;€GP fest ausgewihlt, und man setze x;€A4;, x;, x; €A4;. Es geniigt folgendes
Zu zeigen:

1) x;x; und x.x; besitzen beziiglich x; die gleiche Richtung.

Ist G nicht zusammenhingend, so folgt (1) einfach aus (1.2) 2) und (2.2)
(s. den vierten Absatz von (1. 11)).

Es sei nun auch G zusammenhangend Ist XX~ X x,, so ist das Gelten von
(1) offensichtlich. Nehmen wir an, daB x;x; % x;x} besteht Nach (3. 6) glbt es dann
ein A, (k #1i, j) derart, daB fiir x, € 4, x= lx iX;X;.X;X;| © G besteht. Bei einem Durch-
lauf der Kette x finden wir jedoch die Richtungen der Kanten abwechselnd tiber-
einstimmend und entgegengesetzt zur Durchlaufsrichtung. Daraus folgt (1).

b) Um die zweite Behauptung von 1) zu beweisen, nehmen wir an, da3 durch
unsere Orlentlerungsvorschnft aus den Kanten 4,4; und 4;4, von G” die gerichteten
Kanten A A und A Ak entstehen Es sex X4y, xj6d; X € de. In Gﬁndet man
dann die gerlchteten Kanten x;x; und x; Ak Es exxstlert daher in G auch x; xk , und
daraus folgt nach a), daBl G? dxe Kante A,Ak enthdlt. G? wurde also tatsichlich
transitiv orientiert.

Zum Beweis des Teiles 2) von (1.9) miissen wir noch die folgende einfache
Behauptung bestétigen.

(3. 8) Es sei G mehrpunktig. Ferner seien samtliche Graphen G?, [A;]c (i=1, ..., q)
t-orientierbar, und man wdahle fiir jeden dieser Graphen eine t-Orientierung. Ist dann
A;A; €GP, und erteilt man simtlichen A;A;-Kanten von G, beziiglich A; und A;, die
Richtung von A;A;, und fithrt man dies fiir jede Kante von G® durch, so erhdlt man,
zusammen mit den Orientierungen der Graphen [A;]g, eine t-Orientierung von G.

BeEwEeis. Nehmen wir an, dafl durch die angegebene Orientierungsvorschrift
aus den Kanten xy und yz von G die gerichteten Kanten xy und yZ entstehen. Wir
beweisen, daB3 dann auch 3z in G vorkommt. Wir unterscheiden drei Fille:

1) Es gilt x, y,z€A4; (1=i=¢q). Dann folgt die Behauptung aus der Transi-
tivitdt der Orienticrung von [4].

2) Zwei von den x, y, z gehdren zu einem A4;, das dritte zu A4; (i#/). Da sdmt-
liche 4;4;-Kanten von G beziiglich 4; und A; diesclbe Richtung haben, kann
X, z€A;, y€A; nicht bestehen. Bei den anderen zwei Mdoglichkeiten folgt unsere
Behauptung aus den Tatsachen, dal 4; und 4; in G vollstindig verbunden sind,
und alle 4;4;-Kanten beziiglich 4; und A; dleselbe Richtung haben.

3) Es 1st xX€A;, yEAj, ,.EA,\, wobel 1 J» k verschieden sind. Dann folgt die
Behauptung aus der Transitivitit der Orientierung von G”.

(3.9) Man erhilt jetzt den Beweis des Teiles 2) von (1. 9) durch Induktion be-
ziiglich der Anzahl der Punkte von G. Besitzt der Graph nur einen Punkt, so ist
die Behauptung trivial. Wir nehmen an, daB die Behauptung fiir Graphen mit
weniger als n (n > 1) Punkten richtig ist, und beweisen sie fiir ein G mit n Punkten. Es
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sei P={A,, ..., A,} die kanonische Zerlegung von 2(G). Es ist ¢ =2, also hat jeder
Graph [4]; (1—1 ., q) weniger als n Punkte. Diese Graphen gentigen samtlichen
Voraussetzungen des Satzes. Infolge der Induktionsannahme erhidlt durch unsere
Orientierungsvorschrift jedes [4,]; eine t-Orientierung. Dann ist jedoch nach (3. 8)
auch die Orientierung von G transitiv.

4. Beweis des Satzes (1.16)

(4. 1) ErRkLARUNGEN. Wir wollen fiir die geschlossenen Ketten ein besonderes
Zeichen einfiihren:
(X XSG

soll bedeuten, daB (x, ... x,) eine geschlossene Kette des Graphen G ist, d.h.
XXy 1 (=1, ..., n; %, 1 =%,) verschiedene Kanten von .G sind, und x;_ ;x; ~x;%;4
(=1 e — = el iR )ebestehen’

Aus (x, ... x,)C G folgt {x, ... x;)C G und {x; ... X, Xy ... X;—-1)CG 2=i=n).
Wir wollen alle diese Ketten als identisch betrachten.

Ist % eine geschlossene Kette von G, so soll x¢€x bzw. xy€x bedeuten, daB x
ein Punkt bzw. xy ein Kante von % ist. Ahnliche Bezeichnungen werden auch fiir
offene Ketten angewendet.

Die Teilketten einer Kette (bzw. geschlossenen Kette) werden ihrer anschau—
lichen Deutung entsprechend definiert. Eine Teilkette, die nicht alle Kanten der
ursprﬁng]ichen Kette (bzw. geschlossenen Kette) enthilt, heillt echz. Dal3 die Kette
%, eine Teilkette der Kette » (bzw. der geschlossenen Kette ) ist, wird mit %, Sx
(bzw. %, %) bezeichnet.

Ist x= =x. und x,_x; ~%X 580 gilt {x§... X ICG,
und wir sagen, daB » (in G) sich schlieflen ldft.

Enthilt eine Kette (geschlossene Kette) eine echte Teilkette, die sich schlieBen
14Bt, so sagen wir, daB sie sich schneidet. Eine sich schneidende Kette (geschlossene
Kette) besitzt einen solchen Punkt, bei dem mehr als zwei Kanten der Kette (ge-
schlossene Kette) paarweise verkniipft sind, und umgekehrt.

Ist eine Kante xx’ mit einer Kante der Kette » (bei dem Punkt x) verkniipft,
so sagen wir, daB3 xx’ (bei dem Punkt x) mit x verkniipft ist. Dies bezeichnen wir
mit xx’ ~x. Die gleichen Benennungen und die gleiche Bezeichnung werden auch
beziiglich geschlossener Ketten angewendet.

Wir werden statt ,,xy##xz und xy~xz” ofters kurz |yxz|C G schreiben.

Ist |xyz| eine Kette von G, und ist y’y€G, so soll y’y+ |[xyz| bedeuten, dafl
y'y+xy gilt (dann gilt auch y’y«yz, und die Punkte x, y, z, y* sind verschieden).
Sind |xyz| und |x’yz’| Ketten von G, so soll |xyz|+ |x"yz’| ausdriicken, daB} xy« x'y
besteht (dann bestehen auch xy« yz’, yz = x’y, yz+ yz’ und die Punkte x, x’, y, z, z’
sind verschieden).

Aus der Tatsache, daB den ,kiirzesten” Ketten von G in G Wege entsprechen,
folgt unmittelbar die Behauptung:

(4.2) Es sollen die verschiedenen Kanten ab und cd zur selben Kantenklasse
von G gehéren, und es sei » eine kiirzeste Kette (von G), die ab mit cd verbindet.
Dann ldft sich » nicht schliefen und es schneidet sich auch nicht.
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Yy Die folgenden einfachen Lemmata sind die wichtigsten Hilfs-
mittel der nachfolgenden Beweise.
1 (4. 3) Lemma. Es sei \xyz\a G, y'y 6 G und es bestehe
yyd \xyz\.
Dann besteht
Fig. 4 \xy'z\ cz G.
(S. Fig. 4.) 16
Beweis, x,Yy, z_und y' sind verschieden. Wegen xy ~yz gibt es einen Weg
W=(yo ...y,) von G mit yo=x,yn=z,yy*"G (/=1, —1). Alle yyt (Omi~n)

sind bei y paarweise verknupft, daher folgt aus y 'y xy die Behauptung y'y-Fyy’i
(/=1 ...,n). Demzufolge mu y'y*G (/=0, ...,n) bestehen, woraus in Betracht
auf W xy'ry'z folgt.

(4.4) Lemma. Es sei Wx"zx2\a G, \yxzy2\czG und

\XyzX2'p \yizy2\
Dann besteht

(x1ly Ix 2y 2)czG.
(S. Fig. 5.) 16

Beweis. Xi,y1,x2,y2 und z sind verschiedene Punkte und es
Fg. 5 gelten
xiZze\ylzy2\ und yz ¥\x%x2| (/= 1,2).

Nach (4. 3) sind dann | g'Xy2| und Ketten von G (/=1,2). Daraus folgt
<*tyiX2y 2)c:G.
Wir beweisen folgenden Hilfssatz:

(4.5) Hitfssatz. Es sollen mindestens zwei der Kanten axa2, a-a3, ata{ von
G zur selben Kantenklasse von G gehéren, und

0) aka2®a2ab, aZa3-ycadal, adaysFaxa2

gelten. Dann gibt es einen Index i (LS /S 3) und einen von at,a2, g5 verschiedenen
Punkt b derart, dafl

Mi+iNi-iaileG (04=0!, a0 =ajd
besteht.

Beweis. Betrachte man die Menge M samtlicher solchen Ketten von G, die
zwei Kanten von aya2, azas und asal verbinden. M ist nicht leer. Es sei

*= |*ix2 ... xk\

eine kirzeste Kette von M. Man darf annehmen, dafll x1=a: und x2 —a2 gelten.
Wegen (1) ist dann x37 03, also ist x3 von ai,a2,as verschieden und deshalb
kS5. Es gilt ata 'p\xix2xb\, und so folgt nach (4.3) |xjosx3|cG. Es besteht
daher x3a3~a,a3.

16 Die nahe zueinander liegenden Punkte bedeuten denselben Punkt. Die Inzidenzen zeigen
die festgestellten Verknupfungen.
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Ist xsas ~ x3x2, so ist \aiaixsasai\czG, man kann also i=1, b=xs setzen.
Wir fuhren nun unseren Beweis dadurch zu Ende, daB wir aus der Annahme xsas ®
®xsx2 einen Widerspruch herleiten. Es sei also xsa3® x3x2. Dann bestehen
x4™asz und asxs ®\x2x3x4 L Nach (4. 3) ist daher \x2asx4\a G, woraus wegen (1)
x4 T#ax folgt. x4 ist also von den Punkten alt a2, a3, xs
verschieden. Wegen (1) gilt ferner \xxas xs [y- \xzasx4\, und
dies ergibt nach (4. 4)

2 x={xxxz2x3x4)a G.

Laut (4. 2) kann sich x nicht schneiden, und daher kann
xaxy keine Kante von x sein. Wére namlich dies der Fall,
so waren bei xy —e da x4xx keine Endkante von X sein
kann — mindestens drei Kanten von x paarweise ver-
knipft. Ferner ist in Betracht von (2) xaX3~ XaX3~ XaX5.
Ersetzt man daher in x die Teilkette \xIx2x3x4\ durch die
Teilkette \x2x1x4\ von x, so bekommt man wieder eine
Kette X' —\x2xIx4x3...xk\von G. X' hat dieselben Endkan-
ten wie X, sie ist jedoch kiirzer als x. Dies ist ein Wider-
spruch.

Bemerkung. Es soll erwahnt sein, daB man im Beweis (3. 7) statt (3. 6) auch
(4. 5) anwenden konnte.

(4. 6) Enthdlt G keine ungerade geschlossene Kette, und gehdren sémtliche
Kanten von G zur selben Kantenklasse, so ist G t-orientierbar.

Beweis. Es soll G den erwéhnten Forderungen geniigen. Man darf annehmen,
dal G Kanten enthélt. Dann ist der VerknlUpfungsgraph G von G ein zusammen-
hangender paarer Graph (s. (L. 15)). Demnach zerféllt 0G) in eindeutiger Weise
in die Punktklassen A und B derart, daR G nur AR-Kanten enthalt. Man orientiere
nun sémtliche Kanten von G von A nach B laufend. Es wird dabei aus jedem J1-Punkt
eine Quelle, aus jedem B-Punkt eine Senke. Fir jeden Punkt x‘von G gilt daher,
dal alle mit x‘ inzidenten Kanten von G beziglich x* die gleiche Richtung haben.
Durch die durchgefiihrte Orientierung der Kanten wurde auch aus G ein orientierter
Graph, der die folgende Eigenschaft besitzt:

Gilt fur die Kanten xy und xz von G xy~xz, so haben
xy und xz bezuglich x die gleiche Richtung.

Wir beweisen, daR G transitiv orientiert ist. Es sollen in G die gerichteten Kanten
ad>2 und a2 43 Vorkommen. Dann mul} aya3£G gelten. Ist ndmlich ayas £G, so
gilt aya2~ asa2, und dies steht mit (1) in Widerspruch. ayas kann nicht von as
nach a, gerichtet sein. Ist namlich dies der Fall, so missen nach (1) alazV-aza3,
azasncasa, und asayy- ayaz gelten, und so existiert nach (4. 5) ein a,, sagen wir a{,
und dazu ein b£G mit x —\alazbasal \cG. Nach (1) mussen dann die bei a2,b
bzw. as verknipften Kanten von x beziglich a2, b bzw. as die gleichen Richtungen
haben. Dies kann jedoch bei den angegebenen Richtungen von axaz und ayas nicht
der Fall sein. G enthélt also mit axdz und azcfs auch a,a3. Damit ist der Beweis
beendet.
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(4.7) Enthdlt G keine ungerade geschlossene Kette, so enthdlt auch der Zer-
legungsgraph GP von G keine solche.

BEWEIS. Es sei (X, ... X;,+,)CGP. Fir jedes i (1=i=2n+1) sind X;_,, X,
X+, verschiedene Punkte von G? (Xo=2X,,+1, X2,+2=2X7). Es sei x;€X; (i=1, ...,
2n+1). Dann gilt nach (3. 5) (x, ... x;,+,)CG. Dies beweist die Behauptung.

(4. 8) Der Beweis des Teiles ,,dann’ von (1. 16) ergibt sich jetzt folgendermaBen:
Enthilt G keine ungerade geschlossene Kette, so gilt das gleiche auch fiir jeden [A]G mit
beliebigem A < 2(G) (s. (3. 3)), also fiir jeden Graphen [A"~']; =G, (r= )5
wobei 4"~! eine Punktklasse (r—1)-ter Ordnung von G bezeichnet. Nach (4 7)
enthidlt dann keiner der Zerlegungsgraphen G7,_,, (r=1, 2, ...) ungerade geschlossene
Ketten. Nach (1. 8) und (4. 6) sind somit alle diese Graphen t-orientierbar, und so
folgt aus (1. 9), daBl auch G t-orientierbar ist.

5. Beweis des Satzes (1.17)

(5.1) ERKLARUNGEN. Bezeichnet R einen Weg, Kreis (Vieleck), eine Kette
oder eine geschlossene Kette, so verstechen wir unter einer Diagonale von R eine
solche Kante, die nicht in R vorkommt, deren Endpunkte jedoch zu R gehdren.

Ist % eine geschlossene Kette und ist die Kante xx” bei ihren beiden Endpunkten
mit % verkniipft, so setzen wir
(1) xx'~%.

(xx’# % soll die Negation von (1) bedeuten.)

In diesem Abschnitt wollen wir unter einer Schlinge (von G) eine Kette
[XoX{...x,|]©G mit x,=x, verstehen. Ist keine echte Teilkette der geschlossenen
Kette x =(x, ... x,) eine Schlinge, so sind die Punkte x,, ..., x, verschieden, und
umgekehrt. Die schlingenlosen geschlossenen Ketten fallen also mit den Kreis-
ketten zusammen.

In Betracht von (1. 16) gentigt es zum Beweis von (1. 17), die Richtigkeit der
folgenden Behauptung einzusehen:

(5.2) SATz. Enthdlt der Graph G eine ungerade geschlossene Kette, so enthdlt
er auch eine ungerade Kreiskette.

Beweis. I) Wir nehmen an, dal3 G ungerade geschlossene Ketten enthilt und
bezeichnen mit » (n =3 und ungerade) den kleinsten Wert der Lingen dieser Ketten.
Es sei M die Menge jener geschlossenen Ketten von G, die die Linge n haben. Wir
schicken zwei triviale Behauptungen beziiglich der Ketten % von M voraus.

a) x kann sich nicht schneiden.

b) Ist xx” eine Diagonale von %, so gilt xx’# %. Die Eigenschaft a) werden
wir in jener Form ausniitzen, dafl in keinen Punkt von % mehr als zwei Kanten
von % paarweise verkniipft sein konnen.

II) Entgegegen der Behauptung unseres Satzes sei angenommen, daBl kein
Element von M eine Kreiskette ist, also daB jedes von diesen eine Schlinge enthlt.
Es bezeichne s (s =3) den kleinsten Wert der Langen dieser Schlingen und

2=(Xg s+ Xn)
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ein solches Element von M, das eine Schlinge x der Lénge s besitzt. Man darf
*=k*i LX) (xs=xn

setzen. Aus iS3 folgt « S 7. Wegen der Minimalitat von s sind die Punkte x,,_ 1(
Xj,  xs, xs+1 verschieden. Nach la) gilt fur die Teilketten \x,,-Ix,,xi| und
Jjts_ixsxs+1| von x |X,,_iX,X]'®|xs_,xsxs+,|, und so folgt laut (4. 4)

Aj =(x,,_iXs_IXiXs+i)cC.

) Es sei zuerst s= 3. Dann ist
*| =<X,,-iX2x1x4),

und so gelten xa4x3~ x2Xj ~X,,X, und X, 1Xx2~ x3x2~ x3x2. Wegen la) sind
dann x4Xj, xn- Ix2$x, und nach Ib) besteht fiir [xix4xm_1|c x 1

(1) X3X4 TA [XjX4Xrt_i]
und
() X jX2 ®X,,_ X,

Daraus folgt xs X, und xs”Xx,,-1. Es besteht jedoch auch x5~x2. Ist ndmlich
x5 =x2, dann ist nach la) x4x5= xax2oi' |XiX2x3|, woraus laut (4. 3) |[x1x4x3|ci G
folgt. Dies steht aber mit (1) in Widerspruch. Da auch x5 ="x3 gilt, Ist x5 von den
Punkten x,, t, Xi, x2, x3 verschieden.

Nun gilt jetzt nach (1) |xix4Xx,,_ 1| ® |x3x4x5, und daraus folgt nach (4.4)

X2 =<X, X8 X, jXj) =<xtx,X, ,x5Hc G
Wegen (2) besteht fiir |x2x,,_1x4[cx1 und [xx,,_1x5|c;A2

X2X» - 1 Xa v+ X%, _1x5],
woraus nach (4. 4)
(x2x,x4x5) = (x2x3x4x5) ez G

folgt. Es besteht also x2xs5«x, und dies steht entweder zu la), oder zu Ib) in
Widerspruch.
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\Y))] Im folgenden sei s £ 4. Dann ist nach 1) xyxs-* x . Man darf Xixs_1®
Y -xMxx® annehmen. Fir \x,,Mxs™ix I\c:x1 gilt dann [jdJ_2xJ_wxi["Njen 1jc)_1x1],
woraus nach (4. 4)
3 *3 =(Xi- Xa-iXsx1) =(xs- 2X,,-1xmx1)c:G
folgt.

Ist nun 5=4, Dist Xs 2= X Und X3=(x2X,,-1X,X{). Also ist X2X,,-1"X>
und das bedeutet wegen 1) einen Widerspruch.
Schlieflich sei 525 angenommen. Dann ist xs-2?+x2, und daher bestehen

nach 1) und (3)
4 X,Xs_2ii und x,_,Xs_2<if.

Ersetzt man daher in
X=(X2..Xs 20 N-2"-iV ])

die Teilkette |xn_21xncl| durch die Teilkette |x,,_Ixs_2x1| von x3, so bekommt man
eine geschlossene Kette

x4=<a2 .. Xs_2 .. X,_2Xn_Ixs_x1>

von G. Esist x4B M, und x4 enthélt die Schlinge x' —\xs_2x{x2 ... xs_2\ Die Lénge
von x' ist jedoch um 2 kleiner als diejenige von x. Wir haben so im jeden Falle
einen Widerspruch hergeleitet, und dies zeigt die Richtigkeit unseres Satzes.

6. Bestimmung jener irreduziblen Graphen, die keine Dreieckskette enthalten

(6. ) Erklarung. Ist x=\xI ... x,\ (mS3) eine Wegkette bzw. x=(yt ...y,,)
(n=3) eine Kreiskette des Graphen G (s. (1. 15)), so sollen die Diagonalen x;_!Xi+1
0=2, .. n—1?1b_zw. T(-iTi+l (i= 1, ..., n; yO=y,,,yn+i =Ti) die kurzen Diagonalen
von x bzw. x heilen.
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Wir schicken drei einfache Lemmata voraus.

(6.2) Lemma. Essei |x'xx"|ciG, und W=(y0...yX (aé2, yo=x', yx=x"¥
sei ein klrzester x'x"- Weg des Graphen [JV(X)]s (s. FuBnote 9). Dann gehort jede
Diagonale von Wzu G, und im Falle » S 3 bestehen die Relationen

2 =3, ..., a),
LiLi+2 ~LiJi+3 ~ (/=o, .. a=3).

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Minimaleigenschaft von W, die
zweite aus der ersten und aus den Tatsachen (fo-.jj-2)cG, (yi+2..yJcG.

(6.3) Lemma. Essei x=\x1.. xk\ (kw 3) eine Wegkette von G, und moge keine
zu G gehorige Diagonale von x bei ihren beiden Endpunkten mit x verkniipft sein.
Ferner moégen samtliche kurzen Diagonalen von x zu G gehdren. Dann gehoren alle
Diagonalen von x zu G.

Beweis. FUr k=3 ist die Behauptung trivial. Nehmen wir an, dafl sie flr
K—n—1 (iiS 4) richtig ist, und es sei jetzt k =n. Die Teilketten |x1...X,, 1] und
[X2... xn\ von x geniigen sdmtlichen Bedingungen des Lemmas, und so gehéren
nach der Induktionsanname aufer x,X,, alle Diagonalen von x zu G. Ware xtx,,6 G,
so wirden XiX,_ !, x2x,,£EG den Widerspruch x(x,,a x ergeben. Es ist also auch
X,X,, £G.

(6.4) Lemma. Es sei x=|x1.. xk\ (ks 3) eine Wegkette von G, x*x, xx2€G
und fir kein xx;£ G soll xXf~ x gelten (i= 2, ..., xk —1). Dann ist xx;£G (i=1, ..., K),.

XXa.-i-XXj
und falls A ist, so auch

XX2i~ xx2

Beweis. Fir Ixjx~lcx gilt xx2-"xix2x3|, woraus nach (4.3) |x,xx3|c G
folgt. Damit ist der Fall k =3 erledigt. Nehmen wir an, dall die Behauptung fiir
K=n—1(n" 4) richtig ist, und sei k =n. Die Teilkette |X,... X,,_X| genugt samtlichen
Voraussetzungen des Lemmas, woraus nach der Induktionsannahme xxmt”G
folgt. Es gilt ferner fir |x,_2x,,_1x,/cx die Behauptung xx,_ t®|x,, 2x,"
Nach (4.3) ist dann |x,_2xx,|cG. Dies ergibt, zusammen mit der Induktions-
annahme, die Richtigkeit sdémtlicher Behauptungen des Lemmas.

(6. 5) Voraussetzungen. Im nachstehenden Teil dieses Abschnittes soll G
einen solchen Graphen bezeichnen, der eine ungerade Kreiskette enthalt, jedoch
keine Dreieckskette besitzt. M bezeichne die Menge der ungeraden Kreisketten
minimaler Lange von G, und es sei

x=(aoal... a2)  («52)

ein Element von M. Wir wollen x im folgenden festhalten.
Erst untersuchen wir die Diagonalen von x. Da bis (6. 14) nur Diagonalen
von x Vorkommen, soll bis dahin der Hinweis auf x unterdriickt werden.
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(6.6) 1) Keine Diagonale ist bei ihren beiden Endpunkten mit x verknipft.

2) Gehort eine kurze Diagonale zu G, so ist sie bei einer ihrer Endpunkte (j
(07j~2n) mit x verknlpft. Ferner gehdren samtliche Diagonalen, die mit aj inzi-
dieren, zu G und diese sind alle bei aj mit x verknupft.

Beweis. Die Behauptung 1) ist trivial. Um 2) zu beweisen, nehmen wir an,
dal ala2£G ist, und daR ala2 ®aka2 besteht. Wir beweisen, da dann aca2~ alav
gilt. Es sei k der kleinste Index mit 37k”2n, alak~ak- kak. (Wegen a0ah~
~az2n-iR2n existiert ein solches /c) Man kann dann (6.4) auf die Teilkette x =
=\a3...ak\ von x und auf den Punkt x =a0 anwenden. Demzufolge gilt aca;£G
(i=3, ..,k und

(2) ala2i-x ~a00i
und fur k> 3 auch
(2) alazi~ala2
Es kann Kk nicht ungerade sein. Ware namlich k =2j—I, so wére nach (1)
ao™2j-i also entgegen 1) aOak~~x. Daher besteht k s 4. Nach (1) und (2)

sind \a&k_3alak-x\ und \ak-2a0ak\ Ketten von G. Ist \ak- 3a0ak i\/c\ak ZaQak),
so besteht nach (4.4) (ak 3ak 2ak 1ak)czG, woraus entgegen 1) ak 3ak~~x folgt.
Somit ist alak~a0ak_x, und demzufolge nach (1) und (2) alat—a(ax (i= 2, ..., K).
AuBer dem Falle k =2n steht jedoch aCak aOal zu (1) in Widerspruch. Damit ist
(6. 6) vollstandig bewiesen.

(6.7) Die Anzahl m der zu G gehdrigen kurzen Diagonalen kann nur die Werte
0, 2 und 4 annehmen.

1) Im Falle m =0 gehoren alle Diagonalen zu G.

2) Im Falle m=2 gibt es einen einzigen Punkt aj (0~ / 2n) derart, daf alle
mit a, inzidenten Diagonalen zu G gehdren, diese alle bei aj mit x verknlpft sind,
und auler diesen keine Diagonale zu G gehort.

3) Im Falle m=4 existieren zwei (eindeutig bestimmte, benachbarte) Punkte
Uj und aj+1 (0" 7" 2/z, a2nH =a0) derart, dal alle von uj und aj+I| auslaufenden
Diagonalen zu G gehoren, diese bei uj bzw. aj+1 mit x verkn(pft sind, und auler diesen
keine Diagonale zu G gehort. Ferner gilt fir jedes i (0SS 2ri), dasvonj undj +1
verschieden ist, ajOi uJ+,a;.
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Beweis. 1) Ist m=0, so bekommt man die Richtigkeit von 1) durch die An-
wendung von (6. 3) auf die Teilketten |a,... d,,—,| und |a,... a,,| von x.

IT) Ist m =0, so sei apa, € G. Nach (6. 6) kann man aya; ~apa, (i=2, ...,2n—1)
annehmen. Daraus folgt m =2.

‘a) Ist m=2, so gehoren auler apa, und aya,,-, simtliche kurze Diagonalen
Zu G wonach man durch die Anwendung von (6. 3) auf die Teilkette |a,... a,,]
von % bekommt, daB alle nicht mit g, inzidenten Diagonalen zu G gehéren.

b) Es sei nunm=2. Dann gibt es eine nicht mit a, inzidierende kurze Diagonale
xy in G. Diese kann nur entweder bei @, oder bei a,, mit % verkniipft sein. Wire
ndmlich xy bei g, 2=k =2n—1) mit x verkniipft, so miisste nach (6. 6) 2) @,a,~
gelten (in Widerspruch zu (6. 6) 1)). Man darf annehmen, daB xy bei a; mit  verk-
niipft ist. Laut (6.6) gilt dann a,a;~a,a, (i=3,...,2n). Es besteht ferner
a,a; *aga; (i=2,...,2n) denn sonst wire (a,a,a;) eine Dreieckskette von G.

In gleicher Weise wie vorher bei a, sicht man ein, dal} eine mit @; nicht inzidie-
rende kurze Diagonale nur entweder bei a, oder beia, mit % verkniipft sein kann.
Daraus und aus den vorangehenden folgt, daB nur die mit a, oder a, inzidierenden
kurzen Diagonalen zu G gehoren. Dies ergibt dann durch die Anwendung von (6. 3)
auf die Kette |a,... a,,|, daB alle Diagonalen, die nicht aus g, oder @, auslaufen,
zu G gehoren. Damit ist (6. 7) bewiesen.

Wir untersuchen jetzt auch solche Kanten, die keine Diagonalen von # sind.
Es sollen zwei Hilfssdtze vorausgeschickt werden.

(6.8) Es sei apga;~apa; (i=2,...,2n—1), x¢x
und xa, ~agya,. Dann gelten

1) xa;~agd, (=1, ..., 2n)
und
2 xatraxas S (T=1 s )

BEWEIS. Es bestehen |aga,x| <G und aga; < a,a;4
(i=2, ...,2n—1). Nehmen wir an, daB fiir einen Index
h (2<h<2n) laga,x| = G gilt. Wegen a,a, ., * |aya,x|
ergibt (4.3) |aga,, x| G. Also besteht |aya;x|CG
fir jedes i=2,...,2n. Aus a,a, »|aga,x| folgt nach (4. 3) |aga;x| = G. Damit ist
die Behauptung 1) bewiesen.

Nach den vorangehenden kann man auf die Wegkette |a,... a,,|] und auf x
das Lemma (6. 4) anwenden. Demzufolge ist

(1) XUy ~xay; (=2, ...,n)
und
(2) Xaz,-wxa;,_ (l=2, csey n).

Es sind also |a,xa,;| und |a,xa,| Ketten von G. Wire Ialxa3|7cla2xa4\, so wiirde
daraus nach (4.4) (a,a,a;a,)cG, und daraus a,a,~x folgen (in Widerspruch
zu (6. 6) 1)). Daher besteht a,x ~ a,x, was mit (1) und (2) die Relationen von 2) ergibt.

(6.9) Es sei aga;~aga; (i=2, ...,2n—1), und W= (b,... b,) (bo=a,, by=a,)
sei ein kiirzester aya,-Weg des Graphen [N(a,))g (s. Fufnote 9). Dann gelten

1) k=2,
2) ab;~aa, (i=1, ...,k—1),
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3) bdx (i=1,....k—1),
4) im Falle k=2 auch

bya;~aga; und bya;~bya, (=1l —2 i dry esdn)
SYeubetia, e GRE=25 v 2n—i)

BEwEIs. k=2 folgt aus aga, € G, die Behauptung 2) aus W [N(a))ls. b ¢ %
ergibt sich aus ayb, € G. Ist k=2, und gilt fiir ein 2 (1 =h=k —2) b, § %, so ist nach
(6.2) b,a, ~aga,, woraus laut (6. 8)

(1) bya,~aga; und bya,~ba, (r="1=rs0n)

folgt. Dies ergibt mit b,b,,€G und b, , #a, zusammen b, , ¢ %. Damit ist 3)
und in Betracht von (1) auch 4) bewiesen.
Nach den obigen gilt b, ,a,€G (i=2,...,2n—1) und

(2) bk_zai’%’ai_lai (122, cesy 2n_1)

Wiirde es ein i 2=i<2n—1) mit b,_,a;€¢G und b,_,a;.,€G geben, so wire in
Betracht von b,_,b,_,€G
iy ~b_ @iy ~bprai4 4,

was mit (2) in Widerspruch steht. Dies bestitigt zusammen mit b;_,a, € G diec Be-
hauptung 5).

(6. 10) VORAUSSETZUNG. Im weiteren Teil dieses Abschnittes soll G einen
irreduziblen Graphen bezeichnen, d.h. neben den Voraussetzungen von (6. 5) soll
er auch der folgenden Bedingung geniigen: Fiir jedes 4 — 2(G) enthilt [A4]; (oder
was dasselbe bedeutet, fiir jedes x enthilt G —x) keine ungerade Kreiskette.

(6. 11) ERKLARUNGEN. Nach (6. 7) zerfillt die Menge M der kiirzesten unge-
raden Ketten von G 1n drei Klassen. Wir wollen diese, entsprechend den Fillen
1), 2) und 3) von (6. 7) mit M,, M, und M, bezeichnen.

Bei jedem Element % ={ay... a,,) von M existiert zu einem jeden a; (0=i=2n)
ein a;_,a;,,-Weg W,=(x;... xia.-)’ Xio=0;—1, X, =015 Q1 =0q3,, Ay,+1 =0y,
des Graphen [N(a;)l; (s. die FuBnote 9). Die Punkte a;, zusammen mit den Wegen

2n
W; bilden in G eine Astroide der Lange > o, (o; ist die Linge von W, s. (1. 19)).
i=0
st fir jedes i (0=i=2n) W, ein kirzester a;,_,a;,,-Weg von [N(a;)ls, so moge
2n
diese Astroide eine zu x gehorige minimale Astroide, die Zahl s(x)= Ja; die zu
i=0

% gehorige minimale Astroidenlinge heilen.

Wir bemerken: Ist @;_,a;,,€G, so ist W,=(a,_,a;,,) der kiirzeste a;_,a;,,
Weg von [N(a;)lg. Aus (6. 7) folgt dann unmittelbar:

(6. 12) Entsprechend den Fillen € M, €M, und %€M, gilt s(x)=2n+1,
s(x)=2n+3 bzw. s(x)=2n+5.
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Nun wollen wir nacheinander die Fille M, = @ ; M,= @, M, & und
M,= @, M,= & untersuchen.

(6.13) Ist M,# &, so ist G mit dem (2n+1)-Eck V=(aq... a,a,) identisch.

BeweErs. Es sei M, # @ und %€ M,. Nach (6.7) 1) gehoren alle Diagonalen
von % zu G. Da offensichtlich % < V besteht, muf3 wegen der Irreduzibilitit von
G G=V gelten.

Die folgende Behauptung ist trivial:

(6.14) Ein (2n+1)-Eck (n=2) enthdlt genau eine ungerade Kreiskette (eine
(2n + 1)-Eckkette) und ist irreduzibel.

Wir werden den in (6. 14) beschriebenen Typ von irreduziblen Graphen mit
I';(2n 4 1) bezeichnen (s. Tafel I ).

(6. 15) VORAUSSETZUNGEN. Von hier an bis (6. 27) sollen G und % auBer den
in (6. 5) und (6. 10) gestellten Forderungen auch noch den folgenden Bedingungen
gentigen:

Es sei M, = @, M, @ und % ein Element von M, mit minimalem s(x)-Wert.

(6. 16) ERKLARUNGEN.
W,=(bo... b); bo=ae, bi=a,

bzw.
Wan=(Co... €); Co=0ag, €=a,—1

bezeichne einen kiirzesten a,a,-Weg von [N(a,)]; bzw. einen kiirzesten aya,,_ -Weg
von [N(a,,)]s-
Nach (6.7) 2) ist s(x)=2n—1+k+1..

(6.17) G enthilt aufer ag,..., Q35,015 ...y by—y, ¢4, ..., €;—y keine weiteren
Punkte.

Bewers. Bezeichnet G’ den Teilgraphen von G, der durch die angefiihrten
Punkte gzspannt wird, so sieht man, daB} %z auch in G’ eine geschlossene Kette ist.
Hieraus folgt wegan der Irreduzibilitit von G G=G".

Aus (6.9) ergibt sich unmittelbar

(6.18) Es gilt b;,c;¢% (i=1,...,k—1;j=1,...,1—=1). Im Falle k=2 be-
steht auch
ba,~asa; und bya;~b,a, (e=15-k—2:1—=1n)

PLs
im Falle =2 auch
Ca;~aog@; und ¢,a;~ Cyas, (=t =2 =1 2,
Ferner sind b,_,a;, ¢,_1a;€G (i=2, ...,2n—1).
Wir beweisen die folgende Ergidnzung zu (6. 18).
(6.19) Es bestehen b,_,a,,€G und ¢,_,a,€G.
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BewEls. Wegen Symmetriegriinden geniigt es b,_,a,,€ G zu beweisen. Nehmen
wir an, daB b,_;a,,€G besteht. Da b,_,a,,_,€G ist, gilt b,_,a,,~a,,_1a,,.
Nach (6. 7) 2) ist jedoch a,a,,€G, und so gilt auch b,_,a, ~b,_,a,,. Simtliche
Diagonalen des (2n+ 1)-Ecks (b, _,a;... ay,b,_,) gehoren also zu G, woraus x,=
=(by_a,... ay,)©G und %, €M, folgt. Dies widerspricht der Voraussetzung

1=

(6.20) Es gilt W, N\W,,=(a,).’

Bewess. Entgegen der Behauptung sei b,=c¢, (1=g=k—1,1=h=/-1),
und setze man b, =c,=a,. Wegen a,a,,€G ist apa, ~aya,,. Nach (6. 19) gelten
g<k—1 und h</—1, woraus laut (6. 18) aga; ~aga, ~aga,, (i=1, ..., 2n) folgt.
Man sieht daraus, daB %, =(aga,... a,,)©G und %,€ M, bestehen. Ferner sind

Wi=(b,... by=[N(a)lg und W3, =(c;... ) =[N (az)ls-

Dies ergibt s(3z,) <2n—1+k +/, was mit der Minimalitdt von s(x) in Widerspruch
steht.

Wir wissen jetzt, daB 2(G) aus den verschiedenen Punkten ay, ..., a,,, by, ...,
by_y, ¢y, ..., ¢, besteht. Beziiglich der Kanten ergibt (6. 2):

(6.21) Auper den Kanten von Wy und W,, gehoren alle Kanten b;b, und c;c, zu G.
Wir untersuchen jetzt die Kanten bc;. '
(6.22) 1) Ist k=3 und 1=g=k—2, so gilt

b,ci~bya, =l =)
2) Ist I=3 und 1=h=1-2, so gilt

cpbi ~cpas, (=L, svesk—1):

BewEeis. Wegen Symmetriegriinden gentigt es 1) zu beweisen. Nehmen wir an,
daB es cin & mit 1=h=/—1 und by, €G gibt. Nach (6. 18) bestchen b,a; ~b,a,
(i=2,...,2n) und %,=(b,a,... a,,)CG. Es gelten %, €M, und Wi=(b,... b)C
C[N(a))lg sowie Wj,=(bscy... ¢) [N(ay,)lg. Demzufolge ist s(x;)<s(x), was
der Minimaleigenschaft von s(x) widerspricht. Daher gilt b,c,€G (i=1, ..., [—1).
Da auch b,¢; € G besteht, bekommt man in Betracht von W,,c G

i=1,....1-1),

=il

by, ~bye,=bya,
und dies ergibt zusammen mit b,a, ~b,a,,_,; die gewiinschten Relationen.
(6.23) Es gilt b,_,c;_,€G.

BEweis. Im Gegensatz zur Behauptung sei b,_,¢,_; €G. Nach (6. 18) sind
b, _.a,,, ¢,_,a, € G, woraus

by—1C—y ~a3p—y und by ¢y ~bi_ya,
folgen. Es besteht also %, =(aoa,b;—¢;— a3,y ©G. Ist n>2, so steht das zur De-
17 (x) bedeutet jenen Graphen, der aus dem einzigen Punkt x besteht.
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finition von M in Widerspruch. Es sei n=2. Von den Diagonalen von %; konnen
nur aob,_, und aoc,_, zu G gehoren, und so gehort %, wegen M, = & zu M,.
In Betracht von

Wi=(bo... ) C[N(alg und W3,=(co... ¢-1) C[N(@0)]g
ist jedoch s(x,)<s(%), und dies bedeutet einen Widerspruch.
(6.24) Es ist k+1=5.

BEweEls. Erstens soll k=3 und /=3 gezeigt werden. Es geniigt k=3 zu be-
weisen. Nehmen wir an, daB3 k& =3 ist. Nach (6. 2) ist agb,_, ~aga, (~aga,). (6.22)
ergibt b,_,c, ~b,_,a,. Wegen ayc, €G besteht dann b,_,c, ~b,_,a,. Dies ist
jedoch unmdglich, da dann (aqa,b,_,) eine zu G gehdrige Dreieckskette wire.
Damit sind k=3 und /=3 bewiesen.

Wir zeigen, daBl k=3 und /=3 nicht gleichzeitig bestehen kénnen. Nehmen
wir k=I[=3 an. Aus (6.2), (6. 18) und (6. 22) folgt V=(b;ca0b,c;b,)G. In
Betracht von (6. 23) gehéren alle Diagonalen des Fiinfecks V zu G. Es gilt also
%y =(bycaob,c,)cG und %, € M. Dies ist ein Widerspruch.

(6. 25) Wir haben von jeder Kante, die zwei Punkte von Z(G) verbindet, ent-
schieden, ob sie zu G oder zu G gehort (s. die Sitze (6. 7), (6. 18), (6. 19), (6. 21),
(6. 22) und (6. 23)). Nun 148t sich zeigen, daB jene Graphen, die bei den méoglichen
Wertpaaren k=2, /=2 und k=3, /=2 (k=2, /=3 ergibt das gleiche wie k =3, /=2)
aus den erhaltenen Punkten und Kantén bestehen, tatsachlich allen gestellten Voraus-
setzungen (s. (6. 5), (6. 10) und (6. 15)) geniigen. Wir wollen die Bestitigung dieser
Behauptungen, die in den folgenden zwei Sitzen ohne Hinweise noch einmal formu-
liert sind, dem Leser tiberlassen.

(6. 26) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten ay, ..., a,, (n=2),
b, . c; und aus den Kanten 'aa:,, (1=0, .2.;2n; @, 1=ap), ded; (i=2, :..,2n—1),
ay by, ay,c, besteht, enthilt die einzige ungerade Kreiskette {(ay... ay,y und ist ir-
reduzibel. Die Kette (ay... a,,) besitzt die minimale Astroidenlinge 2n + 3.

(6.27) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten a, ..., a,, (n=2),
by, b5, ¢; und aus den Kanten ayd;. ; (i=0, ..., 2n; @5,+ 1=0ap), Qp@; (i=2, ..., 2n—1),
bia; (i=1, ...,2n), bc,, byay, bya,, c,a,, besteht, enthdlt insgesamt zwei ungerade
Kreisketten (apa, ... a,,y und(b,a, ... a,,) und ist irreduzibel. Die minimale Astroiden-
ldnge der erwdhnten Ketten betrigt 2n+ 4.

Der in (6.26) bzw. (6.27) beschriebene Typ irreduzibler Graphen soll mit
I,(2n+1) bzw. I'5(2n+1) bezeichnet werden. In der Tafel I findet man die Ver-
kniipfungsgraphen I,(2n+1) und I3(2n+1) dieser Graphen.

(6.28) VORAUSSETZUNGEN. Bis Ende des Abschnittes sollen G und % auBer
den in (6. 5) und (6. 10) gestellten Forderungen noch den folgenden Bedingungen
geniigen: Es sei M, =@, M, =@ und % ein Element von M;= M mit minimalem
s(%)-Wert.

(6. 29) ERKLARUNGEN. Es sollen die Relationen
apa;~ aga, (i=2,...,2n—1) und a,a;~a,a, (I=3. 2n)
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bestehen, und bezeichne W; einen kiirzesten a;_,a;, -Weg des Graphen [N(a,)];
(=0 2N s =da, A= —05) _

Ist die Liange des Weges W, gleich /;, so ist nach (6. 7) 3) fir i=3,...,2n—1
der Wert /,=1. Daraus folgt s(%)=2n—3+1,,+1lo+1; +1,.

(6.30) Es gelten

() W,=(a;byas) und Wy,=(a,,-¢,a),

wobei e

(2) by,c ¢%; biay, c,a,€G, ba;eG (i=4, ..., 2n),
c,a;€G =252 —2)

und

(3) b,c,€G

bestehen.

Bewels. Wegen Symmetriegriinden geniigt es, jene Behauptungen zu beweisen,
in denen b; vorkommt.

Es sei W, =(by--- by), bp=ay, by=a;. Nach (6.9) ist k=2 und b,, ..., b ¢ x.
Da aqa, » b, _a, gilt, ist
(4) aoh, -1 €G.

Wir werden aus der Annahme k =2 den Widerspruch herleiten, daBl G’ =G —a,
dic ungerade Kreiskette %, =(ayb, a,...a,,) enthilt. Nach (6. 9) ist ayb, €G’, also
liegt das Vieleck V=(ayb,a,...a,,a,) in G’. Die Verkniipfungen der Kanten von
V in G’ sichern bei a; (i=3, ...,2n—1) dic Kante a;_,a;,,€G (s. (6. 7) 3) ) und
bei a, der Weg (b,... b)) = G. Da nach (6.9) a,4 W,, ist, gilt a,,a,,_, ~ a,,a, auch
in G’. Laut (6.9) gelten aob;€G (i=1, ...,k—2) und b,_,a,,€G. Daraus und
aus (4) folgt Wi =(a,bx_1bx_5 ... b)) C[N(ay)lg. und dies ergibt wegen a, ¢ W,
die Richtigkeit von aga,, ~ayhb; in G’. Wir brauchen noch zu zeigen, daB in G’
die Relation b,a,~ b, a, besteht. Nach (6. 9) besteht sie in G, d.h. es gibt einen
aya,-Weg W’ in [N(b,)];. Wegen b, a, € G ist jedoch a, ¢ W’, und demzufolge sichert
W’ auch in G das Bestehen von b a, ~ b,a,. Damit ist %, © G’, und daher auch
die Behauptung (1) bewiesen.

Die Behauptungen von (2) folgen unmittelbar aus (1), (4) und (6. 9).

Aus agh, €G und aqc, €G folgt b, #c,. Nehmen wir an, daB entgegen (3)
b, c, €G gilt. Wegen (6. 9) sind b, a,,, ¢, a, € G, woraus ¢, a,, ~c, b, bzw. b,a,~b,c,
folgt. Daher ist %,={c,b,qa,... a,,)C G, und es gehdren laut (6.9) und wegen
den obigen si@mtliche kurze Diagonalen von %, zu G. Dies widerspricht der Voraus-
setzung M, = . Damit ist auch (3) bewiesen.

(6. 31) G enthdlt aufer ay, ..., a,,, b,, ¢, keine weiteren Punkte.

BeweErs. Bezeichne G’ jenen Teilgraphen von G, den die Punkte a, ..., a,,,
by, ¢; ausspannen. Wir zeigen, dal G =G’ ist. Zufolge der Irreduzibilitit von G
g2niigt es % C G’ zu beweisen. Wir miissen zeigen, daB3 die benachbarten Kanten
dzs Vielecks (aq ... a,,ay) auch in G” verkniipft sind. Bei a; (i=3, ..., 2n—1) folgt
dies aus a;_,a;,,€G, bei a, bzw. a,, aus der Existenz des Weges W, bzw. W,,,
bei a, aus (ayc,a,) < G und a,c¢; €G, und schlieBlich bei a, aus (a,b,a,,) =G und
ayb, €G.
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Wir haben von jeder Kante, die zwei Punkte von 2(G) verbindet, entschieden,
ob sie zu G oder zu G gehort (s. die Satze (6. 7), (6. 30)). Man kann nun zeigen,
daB jener Graph, der aus den erhaltenen Punkten und Kanten besteht, tatsdchlich
unseren Forderungen von (6. 5), (6. 10) und (6. 28) geniigt. Wir wollen die Ver-
ifizierung dieser Aussage, die im folgenden Satz noch einmal formuliert wird, unter-
driicken.

(6. 32) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten a, ..., a,, (n=2),
by, ¢, und aus den Kanten aa;,y (@=0, ...,20; G341 =0p), ag8; (i=2; ..., 2n—1),
a,a; (j=3,...,2n), byay, ba, c,a,,, c,a, besteht, enthilt die einzige ungerade
Kl ciskette (ao . dy,y und ist irreduzibel. Die minimale Astroidenlinge von
(g oy, benagt 2n+5.

Der in (6. 32) beschriebene Typ irreduzibler Graphen soll mit I',(2n 4 1) be-
zeichnet werden. In der Tafel I findet man den Verkniipfungsgraphen I (2n+1)
dieses Graphen.

(6. 33) Zusammenfassend, konnen wir behaupten, dall insgesamt vier Typen
I'2n+1) (i=1, 2, 3,4; n=2) irreduzibler Graphen existieren, die keine Dreiecks-
kette enthalten. Man kann leicht verifizieren, daf3 jene minimalen Astroiden, die
den ungeraden Kreisketten dieser Graphen entsprechen, extreme Astroiden der
komplementéiren Graphen sind, und die in (1. 21) erwiéhnten Eigenschaften besitzen.

7. Bestimmung jener irreduziblen Graphen, die 3-Astroiden enthalten

Bei der Untersuchung derjenigen irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen,
die Dreiecksketten enthalten, hat es sich herausgestellt, dal man ihre komplementéren
Graphen einfacher bestimmen und beschreiben kann, als die urspriinglichen Graphen.
Diese komplementiren Graphen, die wir nun im folgenden aufsuchen wollen,
gehoren zu der in (1. 21) definierten zweiten Art von irreduziblen Graphen, und
zwar bilden sie jene Gruppe dieser Graphen, die 3-Astroiden enthalten.

(7. 1) ERKLARUNGEN. Ist W ein Weg und x, y € W, so soll (xWy) jenen Teilweg
von W bezeichnen, dessen Endpunkte x und p sind (dabei wollen wir auch ein-
punktige Teilwege zulassen). Sind W, und W, Wege und x, ye Wy, y, z€ W, haben
ferner die Teilwege (xW,y) und (yW,z) auBer y keinen gemeinsamen Punkt, so soll

(W)U (yWyz)=(x W,y W,;z)

gesetzt werden. Ahnliche Verkiirzungen werden auch bei anderen Vereinigungen
von Wegen bzw. Teilwegen beniitzt.

Ist W ein Weg von G, und gehért keine Diagonale von W zu G, so soll W
diagonalfrei in G heiBen. Die gleiche Benennung soll auch beziiglich Vielecken
angewendet werden. ¢

Den Tatbestand, daB x€G, W=(x, ... x,), n=2 ein Weg von G ist, und
xx;4 G (i=1, ..., n) gilt (dann besteht auch x ¢ W) wollen wir kurz folgendermallen
ausdriicken:

es gilt (in G) W—+x.
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Das Bestehen von
{xwWyUzVx}CG

soll bedeuten, daB {xWy Uz Vx} eine 3-Astroide von G ist (s.(1.19)).

(7.2) VOrAUSSETZUNGEN. Unter irreduziblen Graphen werden wir im folgenden
immer die in (1. 21) erkldrten irreduziblen Graphen verstehen. Der Graph G soll
im ganzen Abschnitt einen irreduziblen Graphen bezeichnen, der eine 3-Astroide
enthilt, d.h. G enthilt eine 3-Astroide und fiir jedes x€ G enthilt G—x keine
Astroide.

Es bezeichne

o ={aCbAcBa}

eine ,,minimale” 3-Astroide von G. Das bedeutet: Es ist a = b#c#a, A ist ein
kiirzester Weg unter jenen bce-Wegen W, von G, fiir die W,+a in G gilt, B ist
ein kiirzester Weg unter den ac-Wegen W, mit W,+bh und C ist ein Kiirzester
Weg unter den ab-Wegen W, mit W, +c.

Es soll im folgenden o festgehalten und fiir die Bogen A4, B, C von ¢

A=A ae @ ) Qo =D G ==Cs
B:(bobl e hﬂ'*‘l.)’ b():C, bﬂ+l:a,

C=(coCy :.. Cy11)s Co=@, C,py=Db
gesetzt werden.

(7.3) Wir stellen noch einmal fest: Es gelten

(1) A+a, B+b, C-+c

und demzufolge auch
a=1, =1, y=1.

Aus der Minimaleigenschaft der Wege A, B und C folgt, daB diese in G diagonal-
frei sind. Im folgenden werden wir uns auf diese Eigenschaft der Bogen 4, B, C
durch das Zeichen

(7.3). Dy, Dy, Do

berufen.

In den folgenden Untersuchungen wird auBer (1) nur diese Eigenschaft der
Bogen A, B, C beniitzt.'8

Es sei noch bemerkt, da3 wir unsere Behauptungen meistens indirekt beweisen
werden, derart, daBB wir fiir ein geeignetes x € G zeigen, dall G’ =G — x eine Astroide
enthdlt. Dabei wird auch die triviale Tatsache in Betracht gezogen, dal3 wenn in
G W~y gilt und x#y, x¢ W bestehen, dann W+ y auch in G’ gilt.

(7.4) G enthdlt aufer den Punkten von A, B, C keinen weiteren Punkt und enthdilt
kein n-Eck (n=35), das in G diagonalfrei ist.

BEwEIs. Die erste Behauptung ist eine triviale Folge der Irreduzibilitit von G.
Die zweite ergibt sich aus der Irreduzibilitit von G und aus der Tatsache, daB ein
Fiinfeck eine 5-Astroide, ein n-Eck (n=6) eine 3-Astroide enthilt.

'8 Die gleiche Methode ist auch in [7] beniitzt worden.
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(7.5) Die Durchschnitte AN B, B(\C und C(\ A sind Wege.

Bewess. Es geniigt, die Behauptung beziiglich 4 N B zu beweisen. Gilt AN B=(c),
so ist nichts zu beweisen. Nehmen wir an, daB 4 () B einen von ¢ verschiedenen
Punkt besitzt. Es sei 4 der grofte Index mit b,€ A. In Betracht von A -+a gilt
0<h<p. Ferner sei g der groBte Index mit 0=g=h, b, A und (cBb,) =(cAb,).
(Wegen (cBby)=(cAb,) existiert ein solches g.)

Ist g=h, so gilt A(\B=(cBb,)=(cAb,), und das bestitigt unsere Behauptung.
Wir wollen nun zeigen, daB3 die Annahme g </ zu einem Widerspruch fiihrt. Aus
g<h folgt erstens b,b, ., ¢ A. Es besteht daher wegen (7. 3) Dy b, ¢ 4, also auch
1=g+1<h, woraus nach (7. 3) Dg cb,€G folgt. Wir zeigen, daBl, im Gegensatz
zur Irreduzibilitit von G, G'=G — b, , eine 3-Astroide enthilt, es besteht ndmlich

(1) {aC’bAcB’a}G’,

wobei B’ =(cAb,Ba) und C’ = (aBb,Ab) gesetzt wurde. In der Tatist B’ ein ca-Weg
und C’ ein ab-Weg. Wegen b, , ¢ A besteht A, B, C’CG’. Aus B~+b folgt bb,cG,
und dies ergibt im Betracht von (7.3) D, (c4b,)+b. Wegen B-+b erhalten
wir daraus B’ +b. cb,€G und (7.3) D,, Dy ergeben C’-+c¢. In Betracht von
A-+a ist daher (1) bewiesen.

(7. 6) ERKLARUNGEN. Nach (7. 5) existieren die eindeutig bestimmten Punkte

ac¢BNC, bcCNA, c’cANB
mit den Eigenschaften
AN B=(cAc’)=(cBc’),

BN C=(aBa’)=(aCa’),
CN A=(bCb’)=(bAb).

(7.7) Es gelten a’ #b,c, b’ #a,c. Im Falle a’ #a, b’ #b, a’ #b’ liegen die
Punkte a, a’, b’, b in dieser Reihenfolge auf dem Wege C.

BEWwEIS. Die zwei ersten Behauptungen folgen unmittelbar aus (7. 6).

Nehmen wir an, daB3 die verschiedenen Punkte a, a’, b’, b in der Reihenfolge
a,b’,da’, b auf C liegen. Wegen (aBa’) =(aCa’) gilt dann b’ € B. Es liegen also die
verschiedenen Punkte a, b’, @’, ¢ in dieser Reihenfolge auf B. Ahnlich bekommt man,
daB die verschiedenen Punkte b, a’, b’, ¢ in dieser Reihenfolge auf A liegen. Dies
ist jedoch ein Widerspruch, da jetzt a’, b’, c€ A\ B=(cAc’) =(cBc’) besteht, und
die Punkte a’, b’, ¢ nur in einer Reihenfolge auf dem Wege 4 () B liegen konnen.

(7.8) Die Punkte a’,b’, ¢’ sind entweder verschieden, oder sie fallen in einem
Punkt d zusammen. Im zweiten Falle ist G =(ac,d)U (ba,d)\U (cb,d).

Bewers. Wir diirfen, falls a’, b’, ¢’ nicht verschieden sind, ¢’ =b" =d annehmen.
Nach (7. 7) ist dann d von a, b und ¢ verschieden. Ferner gilt d€ A B, und dem-
zufolge auch (cAd)=(cBd). Daraus und aus (aBd)(\(bAd)=(d) folgt d=c’.

Aus den obigen und aus (7. 3) D4, Dg, D¢ folgt, daB G die Vereinigung der
Wege (aCd), (bAd) und (cBd) ist. Wegen A-+a, B+b und C-+c sind dic
Liangen dieser Wege =2. Sie sind sogar genau gleich 2. Besitzt ndmlich einer der
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erwidhnten Wege, z.B. (¢Cd), eine Linge =3, so gilt, im Gegensatz zur Irreduzibilitit
von G, {¢,C’bAcB’c;}cG—a, wobei C’=(c,Ch) und B’ =(cBc,) gesetzt wurde.
Damit sind sd@mtliche Behauptungen von (7. 8) bewiesen.

(7.9) Man kann einfach verifizieren, daB der sich im zweiten Falle von (7. 8)
ergebende Graph eine 3-Astroide der Linge 12 enthilt und irreduzibel ist. Dieser
Typ irreduzibler Graphen wird mit I's[12] bezeichnet (s. Tafel II).

(7. 10) Im folgenden wird angenommen, dal3 a’ #b" ¢’ #a’ gilt.

Nach (7. 6) und (7. 7) zerspalten die Punkte a’, b, ¢’ dic Wege A, B, C insgesamt
in sechs Teilwege (unter denen auch einpunktige vorkommen konnen). Die drei
Teilwege (a’Ch’), (b’Ac’) und (¢’Ba’) sind mehrpunktig und bilden ein Vieleck.
Beziiglich der tibrigen gilt

(7. 11) Die Lingen der Wege (aCa’), (bAb") und (¢Bc’) sind hichstens gleich 1.

Beweis. Entgegen der Behauptung nehmen wir an, da z.B. der Weg (¢Bc¢’)=
=(cAc’) einen inneren Punkt x besitzt. Wir unterscheiden zwei Fille.

I) Der Weg (a’Cb’) enthélt einen inneren Punkt y. Dann folgt aus (7. 3) Dy, Dy
(¢’Ab)+c¢ und (¢’Ba)+c, und daher gilt mit C’=(aBc’)U (¢’ Ab)

{aC’bAcBa}— G —y.

II) Es ist (a’Cb’)=(a’b’). Dann folgt aus (7.3) D,, Dg C+x, und so gilt
mit A" =(bAx), B’ =(xBa)
{aCbA’xB’a}c G —ec.

Wir untersuchen erst den Fall, wo a’>a, b"#b, ¢’#c besteht (von (7.12)
bis (7. 15)).

(7.12) Es sei a’#a, b’ #b, ¢’ #c und einer der Punkte a’,b’,c’, z.B. ¢/, sei
mit einem inneren Punkt des ,,gegeniiberliegenden” Teilweges (a’Ch’) verbunden.
Dann erhalten die Wege (¢’ Ab’) und (¢’Ba’) keinen inneren Punkt, und ¢’ ist mit jedem
Punkt von (a’Cbh’) verbunden.

BEWEIS. Es geltena’=c¢,, " =c,=a,, ¢’=a,, y=3, und es gibt ein j (1 <j<7y)
mit c;c’€G.

I) Nehmen wir an, dal entgegen unserer Behauptung einer der Werte von
o und f, z.B. « =3 ist. Wir zeigen, dall dann G —a, eine 3-Astroide enthilt. Nach
(7.3) D¢, Dg gelten (bCc;)+~a und (c’c)+a. Daher besteht mit 4"=(bCc;c’c)

{aCbA’cBa}c G —a,.

II) Esist also =2 und f=2. Es sei y =4, und nehmen wir an, dal} entgegen
unserer Behauptung ein 7 (1 <=i<1y) mit ¢, € G existiert. Man darf i<j setzen.
Wir zeigen, daBB dann G —a eine 3-Astroide enthélt. Es gelten *°

A+¢; [(7.3) D, ¢ic’€G, C+c],
B =(c;Cc,Bc)+b [(7. 3) D¢, B+ b].

19 In der eckigen Klammer, die nach einer Relation W+ x steht, sind die Griinde fir das
Bestehen der Relation kurz angedeutet.
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Es besteht so mit C”=(c,Cb)
{c:C’bAcB’c;}c G —a.

(7.13) Der Satz (7. 12) bestimmt zusammen mit den vorangehenden Fest-
stellungen fiir jeden Wert y =3 eindeutig ecinen Graphen, von dem man leicht be-
statigen kann, dal} er eine 3-Astroide der Ldnge y+7 enthélt und irreduzibel ist.
Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit I'¢[y + 7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.14) Es sei a’#a, b’ #b, ¢’#c und a’, b bzw. ¢’ soll mit keinem inneren
Punktvon (b’ Ac’), (¢’Ba’) bzw. (a’Cb’) verbunden sein. Dann besitzen die drei erwdhnten
Teilwege insgesamt hichstens einen inneren Punkt.

Beweis. 1) Entgegen unserer Behauptung soll angenommen werden, daf
=3 und =3 bestehen.
Nach (7. 3) D,, Dy gilt jetzt C+c¢’. Daher besteht mit A”=(bAc’) und B'=
=(c’Ba)
{aChA’c’B’a} = G —c.

I1) Im Gegensatz zu unserer Behauptung sei «=2, =2 und y=4. Nach
(7. 3) D¢ ist dann das (y + 1)-Eck (¢’c; ... ¢,¢) in G diagonalfrei. Laut (7. 4) bedeutet
dies einen Widerspruch. :

(7.15) Entsprechend den Fillen, in denen die in (7. 14) erwihnten Teilwege
insgesamt genau einen bzw. keinen inneren Punkt enthalten, gibt es (isomorphe
Graphen als nicht verschieden betrachtend) je einen Graph, der die in (7. 14) und
in den vorangehenden festgelegten Eigenschaften besitzt. Man kann leicht be-
stitigen, daB der erste bzw. zweite dieser Graphen eine 3-Astroide der Linge 10 bzw.
9 enthilt, und daB beide Graphen irreduzibel sind. Diese Typen irreduzibler Graphen
werden mit ' [10] und I'g [9] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.16) Es soll jetzt jemer Fall untersucht werden, bei dem von den Ungleich-
heiten a’#a, b’ #b, ¢’ # ¢ nur zwei gelten.

(7. 17) Es sei a’#a, b’ #b und ¢’ =c. Dann bestehen a=p=y=2, a,b,€G,
da,, b'b, €G.

BEwEIs. 1) Aus ¢’=c¢ und C~+c folgt «=2, f=2. Wir zeigen, daBl von
jenen Kanten a,b;, die nicht auf den Wegen 4, B, C liegen, nur allein a,b, zu G
gehoren kann.

Wegen (7.3) (1), (7.3) D4, Dy, D und aus Symmetriegriinden geniigt es,

ab;eG (I=i<a, 1=j<p)

zu beweisen. Nun sei angenommen, daB einiund ein j mit | =i<a, 1 =j<f, ah,€G
existiert. Dann gilt
A’ =(bAab;Bc)+a - [A+a, (1.3) Dg],

und daher besteht {aCbA’cBa}c G —a,.
II) Es gilt y=2. Ist ndmlich y>2, so besteht wegen 1) A+c,;=b;, und so
gilt mit B’ =(cBec,) und C’=(c,Ch)

{¢,C’bAcB’c,} G —a.
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III) Es ist a,b, € G und o= f =2. Ist ndmlich a,b, € G, so folgt aus I), IT) und
(7.3) D,, Dy, daB das Vieleck (b, ... bya, ... a,. ), welches mehr als 4 Punkte
besitzt, in G diagonalfrei ist. Dies ist nach (7. 4) ein Widerspruch.

Ist a,b, € G, und besteht die eine der Ungleichungen «=2 und =2, so ist
aus den gleichen Griinden wie vorher das n-Eck (b, ... bya, ... a,b,) in G diagonal-
frei und es gilt n=35. Dies ist ein Widerspruch.

(7.18) Man kann einfach verifizieren, daBl der durch (7. 17) und durch die
vorangehenden Feststellungen bestimmte Graph eine Astroide der Linge 9 enthilt
und irreduzibel ist. Dieser Typ von irreduziblen Graphen wird mit I’ [9] bezeichnet
(s. Tafel II).

Jetzt soll der Fall behandelt werden, wo von den Ungleichheiten a’ #a, b’ #b,
¢’ #c genau eine besteht.

(7.19) Es seia’=a, b’=b und ¢’ #c. Dann gelten o =f=2, y=1,cc,€G und
ab,€qG.

Bewgis. I) Aus A+a bzw. B+b folgt f=2 bzw. a=2. Es gibt ein ¢;
(1 =i=y) mit ¢’c; € G. Existiert namlich kein solches i, so besteht nach (7. 3) D4, Dy
C+¢’,und dann gilt mit 4" = (bAc’) und B” =(c¢’Ba) die Behauptung {aChA’'¢’B’a}c
=G —ec:

II) Es gilt y=1. Nehmen wir an, daB y=1 ist, und es sei ¢’c;€G (1=i=y).
Man darf i=1 setzen. Dann gilt nach (7.3) Do, Dy A’ =(bCc;c’c)+a, woraus
{aCbA’cBa}— G —a, folgt. ;

III) Es besteht a;b;€G (0<i<a, | <j=p). Wire ndmlich a;b;€G, so hitte
man nach (7. 3) Dy, D, C’=(aBb;a;Ab) + ¢, wonach {aC’bAcBa}cG—c, gelten
wiirde.

IV) Es gilt «=pf=2. Nehmen wir an, dall z.B. « =2 ist. Wir unterscheiden
zwei Fille:

1) Es ist a,c, €G. Dann gelten

C’'=(aciba)~¢ [C+e, (1.3)D,]
B’ =(cc’cia)+a, [(71.3)Da, a,ci€G, A+a],
und daher ist mit A"=(a;Ac)  {aC’a A’cB’a} =G —b,.
2) Es gilt a,c, €G. Dann gelten
C’=(acia,)+c [C+c, (7. 3) Dal,
B+a, [(7. 3) D4, 111), 4 +d],

und so besteht mit A"=(a,4c) {aC’a;A’cBa}c G —b. Damit ist (7. 19) vollstindig
bewiesen.

(7.20) Entsprechend den Fillen 1) ¢,a,,c,;b,€G, 2) c,a,€G, ¢;b,€G und
3) ¢ a,, ¢,b,€G gibt es (isomorphe Graphen als nicht verschieden betrachtend)
je einen Graph, der den in (7. 19) und in den vorangehenden festgelegten Bedingungen
geniigt. Man kann leicht bestidtigen, dal3 diese Graphen je eine 3-Astroide der Linge 8
enthalten und irreduzibel sind. Diese Typen von Graphen werden der Reihe nach
mit I",, [8], I';, [8] und I, [8] bezeichnet (s. Tafel II).
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Endlich miissen wir noch den Fall &’ =a, b’ =b, ¢’ =c untersuchen.

(7. 21) ERKLARUNGEN. Verbindet eine Kante einen inneren Punkt von 4 mit
einem inneren Punkt von B, so soll sie eine AB-Transversale heillen. Wir sagen
auch, daB diese Transversale die Bogen 4 und B verbindet. Ahnliche Bedeutung
kommt den Begriffen der BC- und CA-Transversalen zu.

"~ Wegen (7.3) (1) und (7. 3) D4, Dy, Dc kénnen von den Kanten, die zwei
Punkte von 2(G) verbinden und nicht auf den Bogen A4, B, C liegen, nur die Trans-
versalen zu G gehoren. Der einfachste Fall ist der, wo keine Transversale zu G
gehort. Diesbeziiglich gilt die folgende triviale Behauptung.

(7. 22) Ein n-Eck (n=6) enthilt 3-Astroiden der Linge » und ist irreduzibel.
Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit I 5 [n] bezeichnet (s. Tafel 1I).

Im folgenden sei angenommen, dall mindestens eine zu G gehorige Transversale
existiert.

(7. 23) Die zu G gehirigen Transversalen konnen nicht alle dieselben zwei Bogen
verbinden.

Bewers. Nehmen wir das Gegenteil an: Es sollen alle zu G gehérigen Trans-
versalen die Form a;b; haben. Es bezeichne ferner g den kleinsten Index von den
a; bei diesen Transversalen und 4 den gréfBten Index von den b;, den man bei den

zu G gehorigen Transversalen der Form a,b; finden kann. Dann ist das Vieleck
V=(ac, ... c,ba, ... a,b, ... bya)

in G diagonalfrei, und die Anzahl seiner Punkte ist =35. Nach (7. 4) ist das ein Wider-
spruch.
Wir schicken jetzt zwei Lemmata voraus:

(7.24) LemMMA. Es sei f=2 und a;b;€G mit 1 <j=p und 1 =i=o. Dann gilt
o=T=Ac

BEwers. Es sei, entgegen unserer Behauptung, «=1 angenommen. Ist i<u«,
so gilt wegen (7.3) Dy, Dy C’=(aBb;a;Ab)+c, woraus {aC’bAcBa}cG—c,
folgt. Ist i=1, so gilt nach (7.3) Dy und B-+b B =(cAa;b;Ba)+b, woraus
{aCbAcB’a}c G—b, folgt.

(7.25) LemMMA. Es sei f=2 und ab;€ G mit 1 =j<f und 1 =i=o. Dann gibt
es zu jedem g mit 1 =g<p ein h (1 <h<y) derart, daf} b,c, € G gilt.

BewEls. Entgegen unserer Behauptung sei angenommen, dall ein g mit 1 =g<f
existiert, fiir welches b,c,€G (k=1, ..., y) gilt. Dann gelten

C+b,, (7. 3) Dy, B+ 5],
A’ =(bAabp;Bb)+~a  [A+a,(1.3)Dg),
und so besteht mit B’=(b,Ba) {aCbA’b,B’'a}cG —c.

(7.26) . Es gibt unter den Bogen A, B, C hichstens eine, die mehr als einen
inneren Punkt enthiilt.
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Beweis. Entgegen der Behauptung soll angenommen werden, daB3 o =1 und
p=1 gelten. Aus dieser Annahme beweisen wir erst folgende Feststellungen: Von
den AB-Transversalen kann nur a,b; zu G gehoren; es gelten y=1und ¢,qa,, ¢,b, €G.
Es sollen zwei Fille unterschieden werden:

1) Es gibt ein g;b;€G (1=i=a, 1=j=f). Nach (7. 24) ist dann i=a, j=1,
Laut (7. 25) gibt es ein 7 (1=h=y) mit b,c,€ G. Wegen. (7. 24) ist dann y=h=1,
woraus aus Symmetriegriinden a,c; € G folgt.

2) Es gibt kein g;h;€G (1=i=a, 1=j=p). Dann gibt es nach (7. 23) ein
¢4, €G (1=g=y, 1=k=a) und ein ¢,b,€G (1=u=y, 1=v=p). Nach (7. 25)
kann nur k =« und v =1 bestehen und so folgt aus (7. 24) y=g=u=1.

Jetzt zeigen wir, daB auch a,c, € G gilt. Besteht ndmlich a,c, €G, so existiert
nach (7. 25) (sowohl im Fall 1) als auch im Falle 2)) eine Kante a,b,€G (1 =r= p),
was mit den obigen in Widerspruch steht.

Nun kann man folgern:

C’=(ac\ba,)+c [C+ec, (7. 3) Dyl
B’ =(cbicia)+a; [(7.3)Du,a1b,,a,¢,€G, A+d],
und so ist mit 4" =(a,Ac) {aC’a,A’cB'a}c G—by.

(7. 27) Enthélt jeder Bogen A4, B, C genau cinen inneren Punkt, so existieren
nach (7. 23) entweder drei oder zwei zu G gehorige Transversalen. Wie man es leicht
verifizieren kann, erhédlt man in beiden Fillen solche Graphen, die je eine 3-Astroide
der Lange 6 enthalten und irreduzibel sind. Man kann diese Typen mit jenen von

(7. 33) zusammenziehen. Sie werden deshalb mit I';5 [6] bzw. I'4[6] bezeichnet
(s. (7.33) und Tafel II).

(7.28) Im folgenden sei angenommen, dal einer der Bogen, z.B. C mehr als
einen inneren Punkt enthdlt. Dann gilt

(1) o= B=lr =0

Nach (7.23) kann man die Existenz eines i (1 =i=y) mit a,c;€G voraussetzen.
Es soll dann 4 den groBten dieser Indizes i bezeichnen. Also besteht

2) a,c,€G und a,c;€G  (h<j=y), falls y=h ist
(7.29) Es gilt entweder h=7y —1 oder h=1y.

BEwEIs. Ist ndmlich 2=y —2, so ist wegen (7. 3) D¢ und (7. 28) (2) das Vieleck
(aycy ... c,ba;) in G diagonalfrei, und es besitzt mehr als 4 Punkte. Nach (7. 4) ist
das ein Widerspruch.

(7.30) Ist byc;€G (i=1, ..., y), so gelten a,b, €G, h=1 und y=2.

BEWEIS. a, b, € G folgt unmittelbar aus (7. 23). #>1 steht nach (7. 25) zu ¢,b, €G
in Widerspruch. Laut (7. 28) (1) und (7. 29) besteht also y=2.

(7.31) Man kann leicht einsehen, da3 der durch (7. 30) und durch die vor-
angehenden Feststellungen bestimmte Graph eine Astroide der Linge 7 enthilt
und irreduzibel ist. Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit I, [7] bezeichnet
(s.. Tafel II)-
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(7.32) Im folgenden sei angenommen, daB ein i (1=i=7y) mit b,¢;€G
existiert.

(7. 33) Gehoéren simtliche a,¢; und b,c; (1=i=y) zu G, so gibt es den Fillen
a,;b,€G und ab, €G entsprechend zu jedem Wert y=2 je einen Graphen. Man
kann bestitigen, dal diese Graphen je eine 3-Astroide der Linge y+ 5 enthalten
und irreduzibel sind. Diese Typen irreduzibler Graphen werden mit I'ys [y + 5]
und I [y + 5] bezeichnet. (Dem Wert y=1 entsprechen die in (7. 27) erwéhnten
Typen. Siehe Tafel II).

(7. 34) Im folgenden sei angenommen, daB von den AC- und BC-Transversalen
mindestens eine zu G gehort. Man darf voraussetzen, daB es ein i (1 =i= y) mit
b,c;€G gibt. Ferner moge g den groBten dieser Indizes i bezeichnen. Es besteht also

(1) bye,6G und b,c;€G (g<j=y), falls y=>g ist.

(7.35) Es gilt min (g, h)=1.

BeEweEls. Ist ndmlich min (g, /) =1, so folgt aus (7.25) b,c,€G. Das steht
zu (7. 34) (1) in Widerspruch.

Wir werden jetzt die Fille g<h, g=h und g=h einzeln untersuchen.

(7.36) Es sei g<h. Dann gelten g=1,h=y=2, b,c,, a,c,€G, und im Falle
a,c, €G auch a b, €G.

Beweis. Nach (7. 34) (1) ist b,c, € G, nach (7. 35) g=1.
Entgegen unserer Behauptung nehmen wir an, daB y=2 ist. Dann gelten

A=@chd~e; 173D 1>2,b.c, 66, Cwol,
B’ =(cb,ac,)+b [B-+b, (7. 3) D¢l,

woraus mit C' =(¢,Cb) {c,C’bA’cB’c,} G —a, folgt. Es besteht also y=2, und
so mufl ~=2 sein. Daher gilt a,c, €G.

Ist a,c, €G, so kann a,b, € G nicht bestehen. Sonst wire das Fiinfeck (ac,a,ch,a)
in G diagonalfrei, und das bedeutet nach (7. 4) einen Widerspruch.

(7. 37) Der Voraussetzung g <h konnen nach (7. 36) drei Graphen geniigen.
Derjenige unter diesen, bei dem a,c,, a;b, €G besteht, gehdrt zum Typ Iy [7],
und wie man leicht verifizicren kann, enthalten die iibrigen zwei (die den Féllen
a,c,€G,ab,€G und a,c,€G, a;b, € G entsprechen) je eine 3-Astroide der Lidnge
7 und sind irreduzibel. Diese Typen irreduzibler Graphen werden mit [7;4 [7] und
I'14 [7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.38) Es sei g=h. Dann gelten h=1,y=2,a,¢,,b,¢c;,a,b,€G und byc,,
a,c,€G.

BEwEIs. Nach (7. 35) ist g=h=1, und so gilt laut (7. 28), (7. 29) und (7. 34)
y=2, a;€;,'b,¢,€G und a,c,,b,¢c; €G:

Wire a, b, €G, so wire (a,c,ab,ca,) diagonalfrei in G. Dics bedeutet einen
Widerspruch.
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I*(2n+1), n=2 [F@2/>+ft n* 2
(6.14)
M(2n+1),n"2 n{2n+1),n"2
TAFEL I.

Die Verknupfungsgraphen jener irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen, die keine Dreiecks-
kette enthalten. (Die unter den Figuren stehenden Nummern geben die Erklarungsorte der
Figuren an.)
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TAFEL II.

Die irreduziblen Graphen, die 3-Astroiden enthalten. (Die unter den Figuren stehenden Nummern
geben die Erklarungsorte der Figuren an).
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(7. 39) Der Bedingung g =/ kann also nur ein wohlbestimmter Graph geniigen.
Wie man leicht bestitigen kann, enthilt er eine 3-Astroide der Lidnge 7 und ist
irreduzibel. Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit I';4 [7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.40) Es sei g=h. Dann gilt h=1,g=y=2,a,¢,,b,¢,€G, a,c,,b,¢,€QG.

Bewels. s~ =1 folgt aus (7. 35). Dies ergibt nach (7.29) y=g=2. Laut (7. 28)
und (7. 34) ist dann a,c¢, €G, a,c,, b,¢c,€G, und wegen (7. 32) b,c, €G.

Der Bedingung g=h konnen also zwei Graphen gentigen. Bei dem ersten ist
a b, €G. Dieser gehort dem Typ I'yg [7] zu. Bei dem zweiten ist a,b, € G. Dieser

ist vom Typ I'y4 [7].

(7.41) Wir haben nun sdmtliche Mdglichkeiten untersucht, und haben ins-
gesamt 15 Typen irreduzibler Graphen mit 3-Astroiden gefunden (s. Tafel II).

( Eingegangen am 16. November 1965.)
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BOREL—CANTELLI TYPE THEOREMS
FOR MIXING SETS
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R. M. FISCHLER (Toronto, Canada)
(Presented by A. RENYI)

0. Introduction. In what follows we consider a probablllty triple [Q, <7, P].
The notation follows [4].

A sequence of sets {B,} is said ([S]) to be mixing of density a, 0 <o <1, if for
all 4 in o/
(1) lim [P(B, N 4) —aP(4)|=0.

If one does not require that P(B,) —a, but only the condition
?2) lim |P(B,N A) —P(B,)P(4)| =0

then {B,} is simply said ([7]) to be mixing.

A necessary and sufficient condition for {B,} to be mixing of density « (or mixing)
is that (1) (or (2)) hold for A=B,, k=1,2, ... and for 4 =Q. From this condition
one sees that independent sequences are mixing.

The purpose of this paper is to consider the weaker condition of mixing, and
investigate extensions of the classical Borel—Cantelli lemma to this case.

1. Results. For mixing with density the classical result still holds.
TueoreM 1. If {B,} is mixing o, then P(lim sup B,)=1 and P(lim inf B,)=0.

PROOF. Assume P[llm sup B,] 1. Then there is a set D of positive probability
such that each point in D belongs to a finite number of sets B; (the sets to which
a point belongs will vary). Le., if w €D, then w¢€ B; for zeF(w)—{zl, ot oo
o ¢ B, for i § F(w). Now, for each finite subset F, of the integers, there is a set Dy D
such that w€ D, if and only if w€ B; for (and only for) i€ F,. Note that there are
only a countable number of finite subsets of the integers, that the D, are disjoint,
and hat D=J D,. Therefore for some F,, P(D,) >0 (otherwise P(D)=X P(D.)=0).
Then we€D, lmplles wé¢B;; if i¢F, —{11, by} Fhetefore PR, ND,)=0 for
=13 Wthh contradicts lim P(B,; ﬂDy) _aP(D )>0

To show P(lim inf B,)=0, note that {B‘} is also mixing — with density
(1—o) — and that lim inf B, =(lim sup B).

Another proof of this result is given in [3].

COROLLARY 1. If {B,} is mixing «, then P(UB,)=1.

CoroLLARY 2. If {B,} is mixing «, then XP(B,/B,, ..., B,_,) diverges w.p.lL
This follows directly from Corollary b, p. 398 of [4].

3* Acta Mathematica Academia¢ Scientiarum Hungaricae 18, 1967



68 R. M. FISCHLER

For stable sequences — those for which P(B,,lA)->-J adP, with a a non-
A
negative random variable bounded by one ([6]) — the corresponding result is

Theorem 2. |f {Bn} is stable with local density a, then P(lim sup Bn) ~ P(co0),
and P(liminfBn) W1—P(a< 1.

Theorem 1 has the following interesting application. On page 191 of [2], Feller,
in commenting on the law of the iterated logarithm says that S,,:\—l _Tl[Xj—E(X)]
ni=

— with the Xj independent and identically distributed — gets larger (smaller) than
any number infinitely often w.p.l. This follows directly from the theorem since for
any x we have, with B,,(x) = {S,,= x}, that {Bn(x)} is mixing (see [5] — the proof
follows immediately from the sufficient condition mentioned in the introduction);
and so

P [lim sup 5,,(xX)] = P[limsup Bo(x)] = 1

We can say something about P(lim sup Br) in the more general mixing case (2).
We need the following result.

Lemma 1 If {Q}c {£*}, then limsup Q dim sup Bk.
Proof. If a point is in infinitely many Ck, it certainly is in infinitely many Bk.

Theorem 3. Let {B,,} be mixing (2); let C= lim sup Bin then

(i) if TP(R,)<~, P(C) - O

(i) if TP(5,) = - and P(£,)-+*0, P(C)-1

(iii) if TP(Bn == and P(B,) 0, no conclusion can be reached.

Proof, (i)isa standard result ([4], p. 228). In case (ii) we extract a subsequence
{C,.}, such that P(C,,) -*a, a >0. Then {C,,}is mixing of density a, so that by Theorem 1,
P(lim sup C,) = 1 By the above lemma, P(C)= 1 Under (iiij) we can obtain
P(C) arbitrary by suitable choice of {B,\. To see this take arbitrary t,0<i<lI;
split the unit interval (with Lebesgue measure) into [0, t] and (t, 1]; split [0, t] into
two equal parts U, and B2, then into four equal parts B3, B4, B5, B6, etc. The
conditions of (iii) are satisfied and lim sup Bn= [0, t], which has probability t.

In the special case of mixing where the {Bn} are independent (the classical
Borel—Cantelli lemma), TP(i9,)) = °0 implies that P(C) = 1 even if P(B,,)-*0.

It appears difficult to state general conditions on a non-independent mixing
sequence such that TP(B,,) -<» implies P(lim sup Bn)= 1. However, an example
mentioned in [1] indicates that a fast rate (in some sense) of mixing is needed. The
class of stochastic processes referred to in fl] are the * -mixing sequences {Xn}
those for which there exists a real valued functionf defined on the integers non-
increasing with f(n) —0, such that if A€W X/T  Xn) and BE&(XmHn, ...) then,

[P(NB)-P(1)P(B)| S f(n)P(A)P(B).
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We define a sequence of sets to be * -mixing if the indicators form a mixing sequence.
By taking A =Bk and B —Bn, we have by the remark following (2) that -"-mixing
sequences are mixing.

Theorem ([1]). If {Bn}is A-mixing, then TP(Bn) = °° implies P(lim sup Bn)—1.

2. A different view of the general case. If {Bn} is independent then the tail is
0—1 ([4]; p. 229) by Kolmogorov’s0—1 law. Since for any sequence {Bn}, lim sup B,,
and liminf Bn are tail events, it is not surprising that under certain conditions
(Borel—Cantelli lemma), P(lim sup Bn—L1

Now Sucheston [7] has shown that every mixing sequence contains a further
subsequence whose tail is 0 —L By continuing the process of extracting 0 —1 sub-
sequences, one sees that any mixing sequence can be broken up into countably
many disjoint subsequences, each of which hasaO —ILtail. If the lim sup of any one
of these subsequences has probability one, then by Lemma 1, the lim sup of the
whole mixing sequence has probability one. The problem is to put some conditions on
a mixing sequence such that the structure of at least one of the 0—1 subsequences
(which is also mixing) causes it to behave in the proper manner.
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THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS
FOR INDICATORS OF MIXING SEQUENCES

By
R. M. FISCHLER (Toronto, Canada)

{Presented by A. RENYI)

0. Introduction

In the succeeding [, .«Z, P]is a probability triple. The conventions and notations
follow LOEVE [6], and unless otherwise noted the standard theorems used may also
be found there.

RENYI [8] defined a sequence {B,} to be mixing of density o, 0 <« <1 (mixing «),
if for all 4 €./

(1) lim P(B, N A) =aP(A).

A necessary and sufficient condition for {B,} to be mixing of density o is that
?2) Hm P(B, 1.By) ="«B(B,) for® k=021:2% " with' ¥B, =0

i.e. that (1) holds with 4 = B,.
Later in [9], RENYI extended the concept of mixing and defined stable sequences.
A sequence {B,} is said to be stable of local density «, if for all 4 ¢ .o/

3)

A

From (2) one sees that if {B,} is an independent sequence such that P(B,) =,
then {B,} is mixing of density o. Therefore mixing is a generalization of independence
as well as a type of asymptotic independence. The question therefore arises as to
how far one can extend various results of probability theory with the hypothesis
of independence replaced by that of mixing. In this paper we investigate several
aspects of the strong law of large numbers for indicators of mixing sequences.
Other topics involving mixing will be discussed elsewhere.

In the first section it is shown that in general the strong law need not hold in
the mixing case, but that if it does hold then the limiting random variable must be
identically the mixing density. Bounds are also given for the infimum and supremum
of the averages in the general case.

The concept of Cesaro mixing, which only requires that the averages of the
terms in (2) converge, is introduced in section 2. By applying a uniformity condition
on the Cesaro convergence a weak law is obtained, and then it is shown that the
strong law holds if this uniform convergence is fast enough.

Section 3 characterizes mixing sequences in terms of subsequences obeying
the strong law.

The last section deals with various examples.
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1. Some general results

We shall say that the strong law (of large numbers) holds for the indicators

of {B,;} (or for {£,}) if
1 _ .
4 lim n_J:TIB =/ oexists w.p.1

If {Bn}is mixing of density a, then (1) implies that the sets {B,,} can not “stay
fixed” indefinitely. One might thus suspect that each point in the space should
belong to the same percent of sets, i.e. that (4) holds with a constant limit (which
would have to be the mixing constant since P(Bj)-*a).

In general, however, mixing sets do not obey the strong law as the following
example shows. The idea is to have the sets mix very slowly. We first need

Theorem 1 If {B,} is mixing of density a, then P (limsupBH = 1 and
P (liminfBn= 0.

This is proved in [3], and an alternate proofis given in section 3.

Example 1 Let {A,,} be mixing of density a, and let {nk} be such that njnk+1->0.
Define Bn= Ak for nk<nSnk+1. Then by using (2) we see that {B,.} is also mixing a.
By Theorem 1 we have that for o outside a set of probability zero there exist {y*};
such that co£ASk; and {/.} such that co$Atk, for all k (M} and {tk} depend on to).

Fix to and let
K

S(i, k) = j2=i = n§}.
Then:

— i) = * = e—-— - N
Fﬂl|_(+i S(I, mk+i) ik S(mk,mk+I\ ik (mk+1-m K™ 1

Therefore lim sup—2 I1B.= 1 w.p.l. Similarly liminf— Y /B=0 w.p.l.
nj=1 nj=x J

We next show that even if we suppose that the tail-field of {Bn}is 0 —1the strong
law need not hold.

Example 2. In the above example let {A,,} be 0—1 (which is true for instance
if {A.}is independent), then with {£,} as above

— N {Bk, Bk+1, ...) c £ffl(Ak...Ak, Ak Jik-+imm) — dS(AK, Ak+1, ...) —

Therefore is 0—1, since Mékis 0—L

Suppose now that the strong law holds for some mixing sequence {B,}. Is it
possible that the limit in (4) be other than a? The answer is no and this follows by
taking a constant in the following.

Theorem 2. |f {Bn} isstable of local density ¢, and if lim i_ 1 hj=f w.p.l,

then f= a w.p.l =
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THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS 73
Proof. We have for all BE_sé

J &dP = lira® 2 ViBjOB) = limf ~ E hjdP =Jlim | J? = JfdP.

B B B B

Therefore for all BEs/, ffdp = J ocdP. and by the Radon— Nikodym theorem
B B
/=a w.p.l

1
Corollary 1. If {Bn} is mixing of density a, and if—rlj’\_lh, —f w.p.l., then

/I=a w.p.l

Comment. Suppose we take {Bn} mixing of density a, and such that {/Bn} does
not obey the strong law. Write

/ = f= 1, Pn(A) =JfndP, u(A) = P(A).
A
h j=i
Then computing as above, we have an example of a sequence of probability measures
{/.(..} converging to a probability measure fi, with //,,<sc”, and yet the Radon— Nikodym
derivatives of L,, do not approach the Radon— Nikodym derivative of L,

In the general case of mixing (stable) sequences, we can obtain some information
about the limiting behavior of the averages of the indicators as a corollary to the
following.

Lemma 1 Let {/,,} be a sequence of non-negative, uniformly bounded random
variables. If 1im J fndP=j f dP for all BE£si, then

B B

P(lim inf/,, =£/)=1; P(lim sup/,,£/) = 1.
Proof. Let A= {liminf/,~/}. We have by the Fatou lemma
JfdP —iim JfndP £ fliminf/,672P £ JfdP-
Ac ac a* A=

The last inequality is strict unless P/4 Q= 0 which proves the first result. 1f/, ~ K
for all N, then by using the functions gn= K—fn g—K—f, we obtain the second
result from the first.

Theorem 3. If {#,}is mixing — (stable) of density a, 0<a < 1, then

1 P
lim inf— 2 lJEj = =1 lim sup ﬁ_élha

J

Pr f Let/, = - £ I I —Ct Le al
I i

oo e ” ay
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74 R. M. FISCHLER

2. Cesaro mixing and the weak and strong laws

Definition 1 {Bn} is Cesaro mixing of density a if for all B in sd
1
PPN _
(5) ||mn12=1p(B,FIB) aP(B).

This is weaker than the weak mixing condition of Renyi [8] (see also [4]; p. 37).
By examining the proof of Theorem 2 we see that the following is true.

Theorem 4. If {Bj} is Cesaro mixing of density a and if 1 J? -*["w.p./., then
n j=

J=a w.pd.
We can express the concept of Cesaro mixing in another way. Let

fn=\‘2_lBr /= «
N

Hn{A) =3fn dP = ™~ z P@jla), pA) =JfdP = aP(A)
A A

p,,(A)~+p(A) forall Adsd
is the same as {Bn} being Cesaro mixing. The question arises as to what happens if

then

p,.(A) *p(A) uniformly over sd.

(We will call this uniform Cesaro mixing). To answer this, and for other results,
the following known result is useful.

Lemma 2. Let v be a signed measure on sd with v(A) = j f dP and suppose f is

A
measurable with respect to a o-field M <sd, thenfor any o-field S 0 J we have

2suplv(D)| = [\f\dP +\ [fdp\
Dea f ‘0

The result follows from the fact the supremum is attained for one of the sets
{/=0}, {/<0}, and from the identity 2 max [a, Z= \a—b\ +(a +h).
Using the above notation we have that

2sup \pn(A)-p(A)\ = f \fn-fA\d P +\pn{Q)-p(Q)\
or that

(6) 2sup
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THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS 75

From this we obtain
sup b P(B;NA)—aP(A)| >0
Acog | N j=1

if and only if

which we state as

THEOREM 5. Uniform Cesaro convergence of {B,} () is equivalent to the indi-
cators of {B,} converging to o in the mean.

The following quadratic mean law of large numbers for dependent random
variables is due to PARZEN ([7], p. 419).

THEOREM. Let {x;} be dependent random variables with mean zero and uniformly

; 1 < ] 3
bounded variances. Let Z, = p X;; then Z,—0 in mean square if and only if
=1

E(x,Z,) 0.

13

Note that for bounded random variables on a probability space, L? convergence
is equivalent to L' convergence, which is equivalent to convergence in probability.
We can now state the following weak law of large numbers for indicators of sets.

THEOREM. If P(B,)—~o then the following are equivalent:

: 1 <
0] o 2 [P(B;B)—P(B)P(5)] ~ 0
i
(i) L > p®,8) - a2
n j=1
1 n
(iii) = Iy, ~ o« in probability (in L)
j=1
(iv) sup ; P(BjﬂA)—ocP(A)b — 0, uniform Cesaro mixing
Aeg |0 j=1
1 n
(v) sup |— > P(B;NB)—aP(By)| - 0.
Br | P j=1 !

PrOOF. (i) is PARZEN’s condition which is equivalent to (ii) using the hypothesis;
(i) being equivalent to (iii) is PARZEN’s theorem ; (iii) is equivalent to (iv) by Theorem 5;
(iv) implies (v) because the supremum is taken over a smaller set; and (v) implies
(i) since we are replacing the supremum operation by a special value (the hypothesis
is needed again).

Note that (iv) being equivalent to (v) corresponds to the result of RENYI stated
earlier in (2) (confer also Theorem 6 of [8], for the analogous result for weak mixing).
A Hilbert space argument similar to that used for (2) does not appear to be straight-
forward. We restate this result as
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Corollary 1. Suppose P(A,)-*-oc, then {BN is uniform Cesdro mixing @
(condition (iv)) if and only if (condition (v)) the supremum taken over {Bn}goes to zero.
The more general result corresponding to stable sequences may be obtained

from Theorem 6 by replacing @with hf a@dP in the hypothesis and (ii), and by replacing

«P(A) by JoidP in (iv) and (v).

A
Now consider the condition

1 "

@) SUP \fq j2="iP(FI ,11)-aP(N) I<£,,, where lbn< .

If this holds we say we have dominated uniform Cesaro mixing.
We now obtain a strong law.

Theorem 7. Dominated uniform Cesaro mixing (7) implies the strong law (4)
with the limiting random variable being the Cesaro mixing constant. Conversely if
the strong law (4) holds with constant limit then {Bn} is uniform Cesaro mixing.

Proof. A theorem of Kozniewska [5] states that the strong law holds for

{Xn} — with uniformly bounded variances — if
i—
(8) _Z_lcov (Xj, Xn) < oo.

By the reasoning of Theorem 6 which shows that (iv) implies (i), we see that (8)
is satisfied with Xj =1Bj (the term with j =n can be neglected in (i)). By the result
of Theorem 4, the limit of the averages of the indicators must be the Cesédro mixing
constant.

We can get the strong law directly by noting that (7) implies — using (6) — that

® dp

which implies
1 n
& j2=. IBJ— a
converges w. p. 1, so that
i n
i LI 11 -
w. p. 1 J

On the other hand, if ni_"_l IBi——a w.p.l., where a is a constant (the strong law)
then the weak law (Theorem é (iii)) holds. By repeating the argument of Theorem 6,
using —” P(Bj) —a instead of P(B,,) —a we again have the result of Theorem 6

(iv). Therefore the {Bj} are uniform Ceséro mixing with density @ (Of course, simply
by integrating we have that the strong law implies Cesaro mixing).
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In view of the corollary to Theorem 6, and Theorem 7 one might ask if domi-

1
nation of the terms sup —J P(Bj M BK) —aP (BK) (Theorem 6, (v)) implies the
n

strong law, and whether it implies domination of s%\p[ =2 P{BJI'IA) —aP(A)

(Theorem 6, (iv)). The answer to the first question is yes. For domination of (V)
implies domination of (i), and by duplicating an argument of Parzen ([7], p. 420),
this can be shown to imply the strong law. The answer to the second question is open.

As with Theorem 6 one can obtain the more general result for stable sequences.

3. A characterization of mixing sequences

Despite the lack of a clear relationship between a sequence being mixing,
and the indicators of the terms obeying the strong law, we can characterize mixing
in terms of subsequences obeying the strong law.

Definition 2. A sequence of events {B,} is called semi-ergodic (a), if each

subsequence {B,} admits a further subsequence {B"} such that ﬁjgllR.—a w.p.l.

Theorem 8. A sequence {B,} is stable with local density a if and only if it is
semi-ergodic (a).

Although it is just a corollary to Theorem 8, we first state and give a separate
proof for the case of mixing sequences.

Theorem 9. A sequence {B,,} is mixing of density a if and only if it is semi-
ergodic ().

Proof. Suppose {B,} is mixing a; let {B} be any subsequence. This sub-
sequence is also mixing a. A result of sucheston [10] states:

If {Cj} is mixing of density a (with respect to a probability measure P) — then
for some subsequence {Cj} of {C,} P is absolutely continuous —on (LLC\, Cj,...) —
with respect to Q, the independent a probability measure on {Cj}.

From our subsequence {Bj} we can therefore extract {B"} such that for Q
the independent a probability on B(Bj, Bj, ...) we have P<kQ. Since the set

{n—j_ 1/ B.jb-a|Jhas Q probability zero, it must also have P probability zero, so
tge

strong law holds with respect to P.

To prove the converse consider a semi-ergodic (a) sequence {B,}, and suppose
that it is not mixing of density a. Then there is a set M and a subsequence {Bj}
such that P(B}M)->-a”aP(M), and a fortiori

o J.2=1P(r31nM) - a
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Using the semi-ergodic property we obtain a subsequence {B,} such that

n

1 : . : : :
= J;: Ip; ~o w.p.l. Multiplying both sides of this last expression by 7,,, and taking

: W T - 0
expectations, we obtain 3 ZP(BjﬂM)—»cxP(M). We thus have a contradiction,

i=1
and the proof is complete.

CoROLLARY 1. A sequence {B,} is mixing « if and only if each subsequence
admits a further subsequence which is mixing o.

COROLLARY 2. Let {X,} be mixing of density F(a), then there is a subsequence
3 . 1 <

{Y,} contained in {X,}, such that for each real number a, = > Iiy,=a— F(a) w.p.l.
J=i

Proor. Let {a,} be a dense subset of the reals. By definition [X, = a,] is mixing
of density F(a,), and the theorem gives a subsequence {X}} such that the averages
of the indicators of [X,! =a,] converge to F(a,) w.p.1. Proceeding by induction
we obtain {X;};-; such that {X;*'}c{Xj}, and such that the averages of the
indicators of [X]=a;] converge to F(a;) w.p.l. We obtain, by diagonalization,
a subsequence {Y,} such that the averages of the indicators of [Y,=a;] converge
w.p.1. to F(a;) for all j. Since F is a distribution function, this implies the desired
result.

We comment that even if a mixing sequence obeys the strong law it is not
necessarily true that each subsequence does. Consider the shift 7" on the product
space image of a stationary process. Fix a set 4, then % ZIT —Jjay—o w.p.l. If

i=1
we work with a subsequence of {774}, we are in effect removing coordinates, and
this in general causes loss of stationarity, and of the strong law property.

We note that although Cesaro mixing is implied by semi-ergodicity (because
Cesaro mixing is implied by mixing), a direct proof is not obvious. (As before one

assumes there is an M such that o 0 P(B; N\ M)—a#oP(M), but we now have
nj=1
difficulty getting a subsequence {B} such that % 2, P(B;N M) ~a);
i=1

We now use Theorem 9 to give a proof of Theorem 1. We need:
LemMMA 3. If {C.}c{B:} then lim sup C,Clim sup B,.

Proor. If a point is in infinitely many C, it certainly is in infinitely many B;.

1 < ;
LEMMA 4. For any sequence {B,}, {; Zlﬂj+0} clim sup B,.
j=1

\ Proof. If wd(limsup B)), then w€B;, ..., B;,, for somei,, ..., iy, and to
no other B,. Therefore, for n =iy,

1 < M
;Jg; IBj(a)) = —'; -0.
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PROOF OF THEOREM 1. Let {B;} be mixing of density «, 0 <« < 1. Obtain a sub-
sequence {C,} such that

1 n
— Zlck—’“ w.p. L
n j=1

By Lemma 4, P (lim sup C,)=1, and therefore by Lemma 3, P(lim sup B;)=1.

Using the result; lim inf B,C{% Zlﬂj—»l}, we can similarly prove
ji=1

P(lim inf B;) =0, if {B;} is mixing of density a.

We now prove Theorem 8. Suppose {B,} is stable with local density o. If we
show that we can extract the desired subsequence from {B,} the same technique
will work for any subsequence (which will also be stable with density o).

Let S,= > ({4,—a), where the {4;} are to be chosen from {B,} so that

i=1
S,/n 0. Recalling the Borel proof of the strong law [6, p. 19], we see that we need
only pick {A4;} such that P[|S,./n*|>¢]<b, where 2b,< .

Now P(B;D)— [al,dP for all D, ic. El(ly,—)Ip]~0 for all D. By the
usual approximatior!: argument (confer [9]).
©) [E(lg,—a)f| -0 forall f in L.
. Pick A, arbitrary. By (9), pick 4, so that [E(J,, —a)(Z4,—®)|<b, (b, to be

chosen later). If 4, , 4,, ... have been picked, choose i, so that [E(/,, — o) (Z,, —2)| <
—pbistor j=01.2,... ‘n—1. Then

: S, ‘ 1 n? 1 n? k—1
ngire ey = —x)? S o =
P[. = e] =5 ;E(IAj o+ 2 2 By = U —a)| =
1 ) S 3.1 1
=t o kzl(k—l)bk‘—< oy if we choose b, < Tk

We have therefore obtained a subsequence which obeys the strong law.
The converse is proved in a manner similar to that of the mixing case.

4. Examples

In this section we give some specific examples in which the indicators of mixing
sequences obey the strong law.

1. If {B,} is an independent sequence with P(B,)=a, we are in the classical
case.

2. Let B,=T""(A) where T is a strongly mixing ergodic transformation, (see
[4], p. 37), then by definition {B,} is mixing of density P(A). If 7' is only required
to be ergodic then {B;} is Cesaro mixing of density P(A4). In both these cases the
averages of the indicators of {B,} converge to P(A).
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3. Consider now the *-mixing sequences {Xn}; those for which there exist a real
valued function /, defined on the integers, non-increasing with /(s)—0 such that
if A€A(XIr... Xm and Be38(Xmn, ...) then,

|P(AB) - P(A)P(B) If(n)P(A)P(B).

We define a sequence of sets {Bn} to be * -mixing of density a, if the indicators
form a ~-mixing sequence and P (B,,) —a. By taking A =Bkand B =Bnin the above
we have by (2) that ik-mixing (a) sequences are mixing (a).

The following result is Theorem 2 of [1] in the special case of indicators of
tk-mixing sequences.

Theorem. |f {Bn}is %-mixing of density a then the averages of the indicators
of the B, converge to a w.p.l.

4. Let {Bn} be a sequence of sets, and let Q be the independent a probability
measure on the space 08(Bi, B2, ...). (l.e. with respect to Q the sequence {Bn} is
independent and Q(B,,) = a for all n. Such a probability can be constructed by making
an identification with the appropriate product space and independent product
probability).

Now assume that the probability P is absolutely continuous with respect to
Q(P<kQ) on dS(Bt,B2, ..)m It has been shown (Theorem 1 of [8]) that mixing
with density is invariant under absolute continuity. Thus under the assumption
that P<kQ we have that {B,} is mixing of density a, and so we are in the situation
of interest. Now under the hypothesis of independence of the {Bn}— with Q(B,,) =a —

the set has probability zero, and so one also has that this set has
P measure zero. We can therefore state

Theorem 10. If P<kQ, the independent g probability on {Bn}, then [B,,) is P
mixing of density a and the strong law holdsfor the indicators of {S,.}.

A sufficient condition that P<kQ on B(BX B2, ...) is that for some constant K
<10) P(B] M ... N B Kct.r{\ —a)s

where B? is Bt or Bf and r of the sets are of the form Bt and 5 are of the form Bf.
This follows from the discussion on page 343 of [2], (see also the (e, a) independence
condition of [10]).

A computation shows that (10) is implied by

(12) IPCBj/Bj, ..., BJ_D-a\<bj w.p.l,
By Theorem 10, condition (11) implies the strong law, but domination is much

stronger than what is needed. For if we require P(B,)-*-a, then from Theorem E
p. 387 of [6], the strong law follows from \P(Bj/Bi, ..., B j) —a[ >0 w.p.l.
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ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS
By

K. MAHLER (Canberra, Australia)
(Presented by P. Taran)

In his well-known book ,,Transzendentnye i algebraitcheskie tchisla”, Moskva
1952, pp. 175—181, A. O. Gerfond investigated in detail properties of functions

n—1mv—1

E{z) =2 2

v=0 =0

where the av are distinct complex numbers, and the coefficients Aflv are arbitrary
complex constants. In the present paper | continue his investigations a little
further and prove a general theorem which may have some interest in itself. In order
to make the paper self-contained, | have repeated some of Gelfond’s proofs.

1. Let a0,al( ..., a,_! be finitely many distinct complex numbers; let mO,
Wj, ...,m,,_1 be an equal number of positive integers; and let

6(0="n (C-<Pn m= mv.
v=0 v=10
Let further M and N be two integers satisfying
mN—1, 0”JV S«-1.

Denote by 7 the integral
J_ f (C-gnmde
2niCj (C-z)Q (0

where C is a circle in the C-pbne with centre (=0 and of so large a radius that it
contains the n+1 points ad, &, an_1, z in its interior. The integrand of | is
a rational function of £ which has at £= °° a zero of order

fl+ 1-M 5m + | —(wjy—1) 5"2.
The residue at £= °° is therefore equal to zero, and hence
@) 7s0 identically in z.
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84 K. MAHLER

2. Assume for the moment that 2 is distinct from a0,al; a,_1; and denote
by CO, Clt C,._!, C,circles of very small radii with centres at ad, al5 a,,_t, z,
respectively. By Cauchy’s theorem,

(2) 2niJ (C-2)00 " ~ o

The integrals /vmay be written in the form

1/ (C-«)™(E-**)" oC i - v
2TI'/C.1/ (C-*)0 (0 (c-<r f Osvsm-1, 7N,
(C-an )™« di
2Tr/éq (C-2)R(C) (C- aNm\-M

1 /‘(C-&,,)M iiC
29/J OO C-z
Cn

where the first factors of the integrands are regular at the points £=
and £=z, respectively. Hence, by the residue theorem, these integrals have the ex-

plicit values,

1 ™ i(i-a)"4C-0M 0 Vs u—l
("VTYI\A) N S '
1 mN—M—1 j 1
K = A
Ve I(C-z)B(0/c=aN
if V=on

Therefore, on putting

mMN-M—L
p (Z)_Q(z)ln Q(A
mn M\ M\{mN- M-I)! [dC (*-06(0 /7=«
and
_ _ dY '-1|(C-«<y)m(C-«v)M
= #olvT M8 (mv—1) K (C-2)B(O  n=ctv

it follows from (1) and (2) that

(3) M + Paly(z) identically in z

nei<7 Mathematica AcacLe?niae Scientiarum Hungaricae 18, 7967



ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS 85

From the explicit expressions it is easily seen that Pyy(z) and pyy(z) are polynomials

in z at most of degree
n—1
m—1= 2 m,—1,
v=0

and that
n—1
Pyn(z) is divisible by [ (z—a)™,
v=0

v#N

pun(z) is divisible by (z—oy)m~.

Hence, from (3), it follows that
() mﬁmhﬁlff“:AvaM
i 0 if (u—M)*+(v—-N)?=>0,0=u=m,—1,0=v=n-—1.
In the trivial case n=1 we also see that N=0 and

WM
PMo(z):% if 0=M=my—]L.

3. Since the degree of P,y(z) does not exceed m —1, this polynomial can be
written as

m—1
% ]
Pyx(z) = g{) Pz(&))vzl-

Our next aim is to obtain upper bounds for these coefficients. This will be done

by first estimating upper bounds for |P,y(z)|.

Put, for shortness,
n—1
= max. (o)1) &= oégléif.l_l v]Jo oty — ot |mv/m,

O0=v=n-1
v#N

0§131§i£1‘- 1 (ley—a i, 13
0=N=n-1
vV#EN

a, =

in the trivial case n=1 these constants become,

a=max (|apl, 1), a;=1, a,=1.

The definitions imply that
a=l=a,

and
n—1
I loy—a)m™ = a?, |ay—a, ™ =ay if N
VEN
From the expression for Pyy(z) in terms of Iy,
0@ [(E—an)dl
P = ¢
M) miMl ) =000
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86 K. MAHLER

We choose for Cy the circle

i
IC_aN] o 502/ N,

and assume now that { lies on Cy and that
lz] =2a.

It is obvious that Cy encloses none of the points o, where v = N. Nor does it enclose
the point z because

1 m/myn 1 3
It = IaN|+§a2/ =atze=>a
It furthermore follows that
3 a 1
'Z—CI = 2a—5a-— 5 = 5
Next, if v#N,
L i 1
[{—oan| = 502/ =5 ooy — oz,
hence
1
lc—avl = I(aN_av)—*_(C—aN)] = 7 I“N—avi
whence
( —ayym ‘ " "-1{1 }-mv %
2 = —a,|m = = o — = 2m-mngm
Q(C) Q) lz: vl ‘_!:Z.- o) !aN av{ 1
v#N v#N
Further

’ (C o dN)M_mN

z—¢

It follows therefore that

1 M—mn & "
=0 —a'znl"m S Ol e +1a2‘m+(m /mzv).

2

o M
L (C CXN) dC s 1 m/mN : 2m—m1val—m 5 2mN—M+ 1a2—m+(mM/mN) =

2ni ) =00 e

S B
B aja;)

Next, since |z|=2a, and |o,|=a for all v,

n—1
0@2)| = go (2a+ay™ = (3a)".

Hence the final result is that

m M =
[Pun(2)] = (i‘ﬁ .[%a'z"/mzv] [ 2 ] ’

a;a,
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ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS 87
whence, by M =0 and a, =1,
6a |"
=|— i =124
(5 | Py (2)] [0102] if |z =2a

4. The Taylor coefficients of P,.y(z) are given by

Py = —l—f Pun(2) dz O=l=m-1),

27i ZhhE
where the integration extends, say, over the circle
|z] =2a.
The estimate (5) implies therefore that

|P](;:)N| = %'47{(1'[‘162 ] 'W.
143

Since a=1, we find that

© P = 27122

)

] for all M,N,I.

It is obvious that this formula remains valid in the trivial case when n=1.

For then
(All)(_“")M_' N ) i

M! = MM’

Pz(\?o =
so that, by M=my—1<m,
[P%| = M-t = 2-1(6a)™ O=I=m-1).

5. The inequalities (6) will now be applied to the function

n—1my—1

E(z) = 2 Z A ohent

v=0 pu=
where the numbers m,, m, n, and o, have the same meaning as before, and where
the coefficients 4,, are arbitrary complex numbers not all zero. Let

A= max [4,]|=>0
O=pu=my
O0=v=n

be the maximum of the absolute values of these coefficients.

Evidently,
0 —1my—1 ] d A ‘
E (O) 2 Z Auv Z dz Vol —

v=0 pu= A=0 z=0

n—1my—1 l n—1my—1 I
=2 2 4, [u] Ahal = X Zo Ay [—] 7'

v=0 p=0 v=0 pu=0

z=a,
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88 K. MAHLER

We multiply this equation by the coefficient P$N of PM\(z) and add over the values
of / from 0 to m—1. Then
m—1 n—1nty—1 m—1 ( r\B j m—1 mv—1
- N _ 2 AN = =
12=’o £ (@0) v=20'u=201 V1=20 2 vzzolrzgolnn(< 0,

\Uzj Iz=av

so that, by (4),

2  PttNEa40)=Amn (0SS M S Ifjv—1, 0S N n - 1).

1=0

Here the formula (6) implies that, for all suffixes M and N,

6a 6a

i 22-'=2
12=0:L Ne i ala2) i=o a!az
Hence it follows that
@ odeX EORN 3 Alig ™
6. Let now RO, Bi, ..., Bs-\ be a second set of finitely many distinct complex

numbers, and let r0, ry, ..., rs_, be an equal number of positive integers. Then put

E= nmax \E"O\;
Q-1
our aim will be to establish an upper bound for A in terms of E when the integer

S
r=2 ra
a—0
is sufficiently large.
For this purpose we introduce the following three constants inanalogy to a, ai
and a2,

b=0J?2S*ill ~ bi=0A 1ffo *-B °\r°r
odb
b2 =
ON"Shs- 1
Bda
In the trivial case s= 1 these constants have the values,

£=max (\R0\ 1), bx=1 b2=1.

They always satisfy the inequalities

6=1=62
and

s- 1
M \Bs-Rar "b\, Rs-B.\r Sbr2 if S*G.
aib
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ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS 89

7. If Ris any positive number, put

M{R) = max \E(Q\.

Further let

m* = max mv
OSvSn-l|

denote the largest of the integers mv.
Assume that
® RA3b"3.

An upper bound for M(R) follows easily from the definition of E(z). Evidently,
n-1
M(R)=s 2! A(I+R +...+ Rn*~DeaR
v=10

Here
1+0+...+Tn*-" S Rm*g_lS—l < Rm*

It follows therefore that, if R satisfies the inequality (8), then

) M(R) = nARnteaR
8. Denote by z any complex number of absolute value
(10 |z| —2b.

This implies, in particular, that z has at least the distance b from each of the numbers
Ro, B 1" «*»Rs-]-
Denote by I the circle

_ \C\=R
in the C-plane, and put

r

An upper bound for J is obtained in the following way.
If Clies on I, by (8) and (10),

iz-8 3 §j[ 2+b Y

m A M{R) 3M(R)
17 U-jRJ 1Jo C-z - R-IR R
Hence
(13 SM(R) -
71 2ii2r’ C TR T3 M
whence, by (9),
0,
o ] A 3na B RTSR
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90 K. MAHLER

9. The residue theorem allows to express J in yet a second way. For0 = S=s—1,
denote by I's the circle

[E—Bs| = 5 B,
and by Iy the circle

|-z = =

Evidently all these circles lie outside one another, and hence

ok s 1 s—1 Z—ﬁ,, E(C) o s
(12) J_s;;if?if,]:]o [C—IL] o= dg, _S=20’Js say.

s

First, it is obvious that

Y T

because the integrand has inside I'y only the simple pole { =z.
Secondly, let 0= S=s— 1. By substituting for E(() its Taylor series in powers
of {— B, Js takes the form

zﬁ,"’“E(/}s) :
/H[Cﬁa];(; (Cﬂ)c

rs=1 s=1 E(g) 1
D B
I's aqtzS

For all the integrals with ¢ =rg vanish because their integrands remain regular
inside I's. By means of this representation, an upper bound for /g may now be
obtained by a method similar to that in § 3.

Assume that ( lies on the circle I'. Then for all g3 S,

65l = 5 B8 = 5 |Bs— B,

hence

IC_:BUI = |(C‘"ﬁs)+(ﬁs ﬂo‘) = 5 Iﬂs_ﬂal

and therefore

s—1
]] =B,

ag#S

s—=1
= [I @' |Bs—Bul}r = 2reby.

a#S

Further, by b6=1=b, and by (10),

w

0= 1C~B)+Bsl = 354" +b= 25, hence [(—z| = |zl—[¢| =
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ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS 91

It follows then that for all suffixes ¢ with 0=o0=rg—1,

dC If:-L_ﬁb}/:?-f_rsbl_r[‘l—br/'S]Q_’S.

- ]] i R (S

I's a:;tS

et o/zrirs\e+1 _2_ R
=527 [blbzl‘
Further, by (10),

—By-| = ]=]0 (2b + by= = (3bY.

Thus, by b, =1 =5 and by the definition of E, we find that

grs—l o B SR D=0 6b
= 2, G0y 2701 [b bz] [201 !][“’Z]E

Here
2050 HE
23'— = Ve - 2’
0=0 Q-
so that
6b |
(14) |5 =2 E (S =105 s — 1)L
b1b2

We finally substitute the explicit value of J; from (13) and the estimates for
J and J from (11) and (14) in the identity (12). Since

s—1
E@Q)=J—- 2 s,
S=0

we arrive at the result,

(15) |E(z)| = 3nA[9b] R'"*e""+2s[ % ] Bt [ze="2h;

2R b, b,

10. The derivatives of E(z) at z=0 can be written as

E(z)

I+l

E® (0) dz,

where, similarly as in §4, the integration is over the circle

|z| =2b.
It follows that

il
) =t : 1=,
|[EP(0)| = o 4nb - (2b) 1513%(:; |E(2)|,
whence, by (15),

(16) EOO! = g5 {3 : [29111] S [blézz] E}
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92 K. MAHLER

We are interested only in the values of / with

Os/étn —1.
Now
I (2%)- [ i=gl if os /=s 26,

(/—)1(26) (,.1) 26 (>1 if />26.
Hence, as / runs over the successive values 0, 1,2, ..., the quotient

I
(26)

first decreases and then starts increasing. This evidently means that

', (m—21)!
08Xt 267 = ™ (L og)m1

The inequality (16) implies therefore that

66
(17 o . Ail£0Q)ISMM(T w W, { bnAW  Kr+eaK+2\~ 1

11. In this inequality we choose now

R:%.

This is in agreement with the previous assumption that

(8) AS36
provided
m = 3ab.
Instead of this inequality we impose on m the stronger condition
(18) m S bab.

It is then possible to show that

(m—D!'S(26)m-1
For, since as 1,

InS 66.
Consider now the sequence {c*} where
3kk\ _
&K= k=123, ..).
Then
ck+ 1 3 > 1
G( H
1+

Acta -Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae iS, 1967



ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS 93

k
because, as is well-known, {(H-E)} is an increasing sequence of limit e<3.
Since ¢, = 3, it follows that ¢, =3 for all k, and hence that

kl = 3kk3-*%,

m—1
mm3m = [?] = (2by-1,

whence

(m—1)! =

=

3|3
S|w

as asserted.
On account of this inequality, the formula (17) takes the form,

o (m—=1)! o T 6b |’ }
0§Iln§a")'(_1[E ©0)] = @1 {3 A[ R Rm* R 25 " E¢.

We combine this result with the lower bound (7). This gives

1 [ 6a ‘"'<(m—1)!{ . [6b]' }
2A[a1a2] =@ MR L )

or, on replacing R by its value m/a,

i (m—l)'{ 9ab " (m|™ = [ 6b ] }
(19) A[ 1‘12] = app-1 3nA i € +2s bib, Eq-

12. In order to apply the last relation, let us assume that

1( 6a)™_ (m—1) 9ab Py
s e () (& =
it follows then immediately from (19) that
1 (6a)™ _ (m—1) 6b

21 — = .
il TR = Ak

From these two formulas an important property of E(z) will be deduced.
It is convenient to replace the assumption (20) by a stronger one which has
a simpler form. For this purpose we use the well-known inequality

(m—1)! = emm—te-m,
It shows that (20) is certainly satisfied if
e
4 \a,a, S Zh)m ! 2m ) \a) ’
or, what is the same, if

22) mr—mn = 219’&[ o ]m (2b) [%b]a‘

To simplify further, put

r=m+m*+t
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94 K. MAHLER

where t is a positive integer which will be fixed later. Then (22) becomes

, .. 24ebn ( 6a Ou b\mnr+
m' - ) (2b)~
m \aia2
or
23) 2m)"  2Aebn ( 216-11
9ab \m \2aial
Here, by (18),
1Wwbuw -6’
while, trivially,
n"m

by the definition of m and n in 81. Hence

Me- M-m
2080 _ 6 - aemay
\m \
Next, the expression
(4em32y Im

is easily seen to be a decreasing function of m, and m can by (18) not be smaller
than 6; further
7

(4e-63)6

It follows that
24ebn

tm
Hence the inequality (23) is certainly satisfied if

famY 63a2

(24) (9ab J 2ata:

We assume from now that this inequality holds. Then the inequality (20) and
hence also the inequality (21) are likewise true.
13. The inequality (21) is equivalent to

As8s (m- 1) | 6a 6b
(2b)m~1 \a”a2) \blb2

This relation will now be simplified in a similar manner as was (20). Again
(m—)! —emm~ie~""
and
r=m-+m*+ 1.
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I'he inequality for 4 implies then that
Y N m,—m m m+m*+1t
8s-2b-e m"e [6a][6b] E

A —
Vm (2p)" b 1 b,

[IA

a,a;
or

(25)

b
MIA

16ebs 18am ]'" 6b m*+t
S E.
Vm b, b,

In order to simplify this formula we use the trivial inequality

e'alazbl bz

S=Er=m+m*+t

which follows from the definition of r and s in §6. Therefore, by the theorem on
the arithmetical and geometrical means,

s = ZVE . l/m*+t,
and so, by b= %3 !

16ebs = 16e-mo 2Vm

Vm 6 Vm

Here, similarly as above, by m =6,

16em]1/"‘
3

16em 18am ]"‘<[ 42am ]’"S 16am ]"‘
3 e‘a1a2b1b2 T e'alazblbz " ? alazblbz 3

Ym*+1.

[IA

[16e-6]”6<1
3 3

whence

Next, both m* and ¢ are positive integers, thus
m*+t=2.

Since the function x!/* is increasing for x <e and decreasing for x >e, it follows that

ol 4)?
(m* 4 t)m*+t = max (212, 313) < [3]

P e 6b m*+t ’h m*+t
* ey =
L “[blbz] = [blbz] '

We have then proved that if 7 satisfies the inequality (24), then A has the upper
bound

16am ™[ 86 1™
2 =
) 5 [alazblb:z] [blbz] g

and hence that

in terms of E.
We express this result in the form of a theorem.
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Theorem 1 Let mO, my, m,,_j, n,r0,rt, .., rs_t,s be positive integers,

and let
m1

S—1
m = U =
2 ™y, nroomaxm or= 2ra

Let a0, als a,,_! and R0, Rx, Bs~2 be n and s distinct complex numbers,
respectively, and let

(law 1). b =, max

n— s—1

O Jaw-* \F, b, = min .

= 0SSas-I q=

&N TS

(JaN—avimvim 1), b2 = in
OSNSn-I 8/81@\2'_%

Denote by ( I
p=o0,1,..mv-

Ilv=o01... a—1

any set of m complex numbers. Further put

n— m—+
E(z) = 2 2 Afrzhe™
v=0 4=0
and y
A= 104D B e (B« W
Assume, finally, that
m S6ab

and that further
2mV _ ( 63a2 )m(9b)m~

r=m+m*+t, where .
9ab 200k 2

Then

A s [ala2plt){gpite ©

Corottary. |fm andt satisfy the hypothesis of the theorem, and if, in addition

(8 = 0, 1, T, -M
U=o,l,...,j-1 J
then A=0, and E(z) vanishes identically.

Eew =0

(Received 30 November 1965)
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ON THE CONVERGENCE OF THE INTERPOLATORY
QUADRATURE PROCEDURES IN CERTAIN CLASSES
OF FUNCTIONS

By
J. SZABADOS (Budapest)
(Presented by P. Taran)

8§ 1. Notations and definitions. Let

*00
— *01 *11
X =
*02 *12 *22

be an infinite triangular matrix where
—1 M X bIL+ 1 (/=o0,1, n; n=o0,1,2,..),
xia* x > (My; 1,7=0,1,2, ...,n; =0, 1,2, ..);

knex, X) = T X—xit o™ K"nn=o,1,2,..)
i=o Xfa Xin
i*k
the fundamental polynomials of the Lagrange interpolation belonging to X;
+i

Akn(X) = J Ikn(X, x)dx O©Ak~nn=o0,1,2,..)
-1

the coefficients of the interpolatory quadrature procedure belonging to X;

n
</, * = k2=0An(X)f(xI<n) m=o0,1,2,..)

the interpolatory quadrature formula of a continuous function f(x) in the interval
[—1, + 1]; finally let us denote

(1.2) apgp=21|41 m=o0,12,.).
=0
Now let

be the continuity module of a function /(x) being continuous in [—1, +1]. Let

7 Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



98 J. SZABADOS

U)(h) be such a continuity module. Let us denote by C(c>) the class of continuous

functions f(x) for which
co(J, h)Sa (f)(B(h)

where a(f) depends only on f{x). This class is obviously a generalization of the
class Lipa (0<aSl). It was introduced by S. M. Losinsky [1].

§2. The problem. It is well known (see e. g. [2], p. 471) that

1
(2. 9 rl'iJH)Q"(f’x) = f f(x)dx

holds for all continuous functionsf(x) if and only if the sequence (1. 1) is bounded.

P. Erdss and P. Tauran [3] raised the problem what condition L,,(X) must
satisfy for the existence of (2. 1) for allf(x) £Lip a. We shall investigate this question
in connection with the more general class C(co).

§ 3. A sufficient condition. Theorem 1. If
3 ”I_l‘rqnﬂ to — Ln(X) = 0

then (2. 1) holds for all f(x) £ C(w).

Proof. Let f(x)£C(co) and pn*t(x) be the best-approximating polynomial
offix) of degree n—1, En_ff)= lrg_r%( 1\f{x) —  (a)]. Using (3. 1), the classical
jio +

theorem of Jackson and
+1

oniPn-1X) = J p,,-i(x)dx
we get o

1 +1
Qn(f,X)~ f f(x)dx \Qnf )—Qn(Pn-IN + /[ \Pn-i(x)-fx)\dx s
-1 -1

n
s EAff) Z \AK,(XO\+ 2E,,_1(/) = En. 1(N[bA(X) +2] =

= o|co|*Jz,n(A)j-0o if a-»o

This proves our theorem.

§ 4. The necessity of the sufficient condition. The problem arises: whether the
condition (3. 1) is necessary for the convergence or not. I am unable to answer
this question for all classes C@@>). I can only prove the following
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Theorem 2. Let

(4.1) fgrpooo(h) Inh=o
and
. 0)(haw{hj)
(4.2) Jm i)
Then there is a matrix Y for which
@4.3) Hg&)a>—|A,(iO>o
and "
@4. 4 lim Qn(f, Y)=J f{x) dx

holds for all fix) £ C(w).

Theorem 2 shows that if co(h) satisfies the conditions (4. 1) and (4. 2) then
the condition (3. 1) is not necessary for the convergence. Since

colh)=hx (0<aS 1)
is such a continuity module, the following corollary is true:
Corollary. There exists a matrix Y for which
nr n-*Ln(Y) > 0

and (4. 4) holdfor allfix) £ Lip « i. e. the sufficient condition o f the convergence in Lip a
H_@ n~*L,,iX) = 0
is generally not necessary.

Proof of Theorem 2. \We use the method of Erass and Taran as in the proof
of Theorem 3 in [4]. Let t= {/,}"=0 be a sequence for which

(4.5) 1Si,,<3 («=0,1,2,...)
and denote the matrix of the elements
a 2k+\'n .

- zk,,—cos«+12— if 1S ftS n,
4.6 w,,=

C0S LN if K=o

n+1 2

by F(/). Then

T,,+iix)  vOn-z k,

(4.7) lon(Vit),x) = X-zMm T,+iivln) '

I £ Tn+liX)  von—zon [A+1AQ) "izn v \

2 WA z N

IJ x-zOh A+iAon) o« A A '%‘n({f)>oﬁ
sm 2 it~ )
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where Tn+,(x) = cos (A + 1) arc cos x is the («+ I)th Chebysev’s polynomial, zkn

its roots and Z the corresponding matrix. Thus lim \An =° and all the
more e
@4.8) hm L,,(V(t)) = © #=012"..).

But. obviously I,,(F(i)) SL,,(K(1))=1,(Z2)=2 (=0, 1,2, ...) and so there exists
a t,,by (4. 8) and by Bolzano’s theorem for which

(4.9) L) 0@

(A=0,1,2,..)
ol—
A
holds. Now let be Y=V(t) with these values ?,,(a=0, 1,2, ...), then (4. 3) holds.
We will use the following properties of Y (see [4], pp. 404 and 406):
n
2 IL(Y,x\ =0(ns), |on(T,x)+/In(7, X\ = 0(1)
k=2
( 1—X—T1 9= 234, ..).
This clearly implies that

(4.10) éz \AKN(Y)\ = O(Inun), \AQ,(Y)+AIn(Y)\ = 0(1) (7 =2,3,4,.).
Now we can see that

4.1) Ln{Y ) \A On(Y)\ (f=2,3,4,..)
because in the contrary case we should have

a |nsq:>k_2n VAKAY)\ = T, (Y)-[M 0,(10] + K,,(¥Y)[] S Ln(Y) —2\AON(Y)\ -

S\AO(Y) +AIn(Y) N |1 A(lT)-c2=~"r~c2
J i|)
which contradicts (4. 1).
By (4. 6) we have

7 08 3 a9, 15(3-0
Yon~Y1,,= co,,-cIn = cos N+ 1—02 n+1 2

and so from (4. 11), (4. 6), (4. 7) and the classical Markov’s inequality

i I Tn+1(X) Z0n Y On dX N

L,,(Y)" 3\AON(Y)\ =3 6- max :T'J:,(x)l

Jl 1x-z0 \Tr+L (Tont 1SS +1
1on 7 7 1 1
cos-l;_i-:i-_---i:—2 — cos q+1 2 aT 1 n+ 12 450
6(n+ 1)2
3-n, n2(Ton-T 1) *
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l e
<4.12 4%0 a2
12) Yon-Yin = #3 n(y)  co(2)-n2
Now let f(xX)EC(co), k =[*n +1] and pkx) be the best-approximating poly-

nomial off(x) of degree k. Using the Jackson’s, Markov’s and Lagrange’s theorems,
from (4. 10), (4. 12), (4. 1) and (4. 2) we have

(n=234, .)

i i i
Qn(f, Y) - ff(x)dx ~ jf(x)dx— f pk(x) dx + onipk-f v)I S

0 ® -)MK(YJH)-f(yjn)\-\AjAY)\+ PK(YT) —H(km)I"

\-Yon(Y) + Aln(Y)\ + [[/>k(>'10) —Pk(Yon)\ + 1/(kon) —(kin)!] «\-*on(Y)\ LU

s o ("W )+0("(i)),1 Mi-<y)l+ (“ L) ")+

+ [_max+i [AW I'(j;0«-J,i»)+ 0 (co(j'on-J;in))]-*n(?) =

K 2® 225(0 I—n 2002)
S O\og lInnl+ O +@O
@(2)n2 .
it
@] —~co
= Olol—]Innl+ 0O rr -0 if n °°
Q

which proves Theorem 2.

85. The necessary condition. If condition (3.1) is not necessary, we can ask:
what is the necessary condition of the convergence? | can answer this question only
for the class Lip 1: in this case no necessary condition on Ln(x) is needed. Namely
the following theorem is true:

Theorem 3. Let X be an arbitrary matrix. Then there is a matrix Y for which

5.7 Ln(X)=LnY) (n=0,1,2,...)
and

i
TILLTO Q.(fY)= f f(x)dx
for all f{x) €Lip L
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Proof. We sketch the proof which hardly differs from the proof of Theorem 2.
Define Y by (4. 6) and by

Ln(V(t)) = L,,(X) (n=0,1,2,..),
then (5. 1) holds. Later on we write 1/n instead of to(l/«) and LNY) instead of

2w(2) .
co(I/n) anc*tte Pro°” runs Parallely to the above mentioned one.

§6. The sufficient condition cannot be weakened. We have seen that (3. 1)
is generally not necessary for the convergence. Nevertheless we prove that this
condition cannot be replaced by a weaker one expressed by w and L,,(X).

Theorem 4. if

(6.1) Em o L,.(X) > 0

and C(co)?iLip 1 then there is a matrix Y and a function f(x) £ C(0j) for which

(6.2) Ln(Y) =LnX) (n=0,1,2,..)
and .
(6.3) Jl’i)g) IQn(f, Y) — 1; f(x) dx1> 0.

Proof. We shall follow a similar way as used in [4, Theorem 4], and keep
the previous notations. Let g—{q,, },Lo be a sequence of numbers for which

(6.4) gn™ 1 (n=0,1,2,..)

and denote the matrix with elements

K1 i oslsn-1 and n even
51l
0 if K=n and n even
'kn-2 if o~ts n— and n odd
51l
7L
ST K=n and n odd
h
0 if K —n—1 and n odd
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by V(g). Then
Ikn{V(q), X) = 4,,-x(Z, gqnx) (—D2 Tn(gnx)lkrAZ, 0) 0=k n- 1

(neven)
Im{V(q).x) = {-\)" T n(gnx)
kn(V(q),x) = kn-2(Z, gqx)+ Tj,z4?-fl-«[xlkn-2(Z, % ,0 +
(-1) 2 vm
+(,x-vmlkn 2(Z, 0)] (O SiS/i-2)
In-in{V(q),x) = T- " fi.(x-vm), > (n odd).
(-1) 2 vm
BV T
(-1 2 vm
Using the obvious relation
1
(6.6) f Tn(x)dx = i (n=0,1,2,..)
we get by simple calculation
(6.7) \AKn(V ()l =
1, Y\ zn!l J2r —zhril f To)x2
(-)*A..(Z)-0 n)  zkn\ 1) x2—z|,,-1dx

(O si:S/i-1, n even),

H
(6.8) ARVM =~ o ry+ 2/ WK (@ even);
1

(6.9) \Akn(v{q)) =

1) VI-A-2 +2fT Mpe f Tﬂ(x)x-_d
Zkn-2 (n-NAn-2J x2- 7&-2

i (-1)kAk,-2(Z)-0 X

(0S kS n—2, n odd),
M

(6.10) |A-u(K?) =Kn?2))! = I- O[") +2J I x(x)dx (n odd).
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Hence for gn=1n=0, 1, 2, ...) we have
= N
Ln(V(D» = 2W,, {V{H)\ ZA”(Z)+O<In)koTIrT|'

=2+0 I-=j-I (n even)

(being +4,(Z)>0 and 2 /tI<, (2) =2>see e. g. [2], p. 472). It is easy to show that it
is true for odd n's, too So for sufficiently large n’s
(6.11) L,,(V(1))S3 (n*N).
Using the inequality
Tn(x) ~ Y tké 1, n=0,1,2..),

from (6. 8) and (6. 10) we can see that

wnv@) s drrnt ot if g™ (1=1,23,..)

and all the more
(6. 12 lim L,,(V(q)) = mn=1,2,3,.).

By (6. 1) there isao O and a sequence N=nk< n2<... such that
(6.13) BRW 1A(1)&c and LUX)"3 (i=12,..).

Each Ln(V(qg)) is a continuous function of thus, by (6. 11), (6. 12), (6. 13) and
the Bolzano’s theorem there exists a gn. for which

(6.14) L. (V@) = Ln{X) 0=1,2,..).

In the future let us denote gn. the value for which (6. 14) holds.
Now let us define the matrix Y as follows:

{xk,, if o kLUn and either n<N or n?fni, n2, ..
vk, if O”kSn and n—nln2,....

Then (6. 14) provides that (6. 2) holds.
If lim gn>\ then by (6. 5) and (6. 15) there exist subintervals in [ —1, +1]

for infinitely many «,’s which contain no one of the fundamental points yknr Ob-
viously, then there is a function /(x) £ C(co) which satisfies (6. 3).
Consequently, we may suppose that

(6.16) fima, = 1, S2 o RJ.
In this case let us denote

n,

mt — 5

o

1

o
~—
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We prove that

Zuwm

(6.17) _m}m.-(T =d=>0 G=i)

with a suitable d (obviously d<1). Using (6. 7), (6. 8), (6. 16) and the inequalities.

1 — 2 : ) b
5= l/l—z,m_1 1 (m=k=p) and SX=sinx=x [O_xzfl
we have
Pi
2 [ (D)
e
‘1,,..
carea T b E e :
1
of)or ]
= k'—‘ZI"'i nizkn.'—l(qr%;_'zlfm—l) n? zkni-l. =
p; 5
S sl G Sl e
o : +0[—3]— +2+0[—2 +2 [ T,()dx
k=0 | m;|zpp—1q| - V1—22 —zZ. 1 1) |Zin,— 1 n; i
s I I
2 nn;
B o e e 0D
4lf () ‘kz,,:, 2%k+1mn [n?]
CosS —
= __ n" 2 -
o T -1 I I i =
16 | T, (x)dx-— ———+0[ ]+2+2 T, (x) dx
J 1. m§ .%H] 7 J 70
Sl ———— 7T
n;
an; 1
O(lnm) [ T,,l(x)dx—O[];zni]—Z
;T i
= =d
qp;

o(an) [ T,(x)dx
L

for even n;’s. The proof of (6. 17) for odd n;’s is all the same.

Now let us define the continuous broken line g, (x) as follows:
gn,-(x)zo lf xzym;—lm or xgym+1m (léll)a
gng(y'km) = Sign Akn.-(Y) (mi§k§pi) lgil);
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gm(x) is linear between the neighbouring fundamental points. Clearly
(6.18) g X<) -1 (Ix|Sl,

gnXx) €Lip 1c C(w) (1S V).
Taking into account (6. 5) and (6. 16) we get for m "k"P i

YKk—hti  Ykry

zk-Im -1 ~ zknu 2 - li R I'I_ . .
! gri SN sin 7 S g}—z if ill even
Atii—2 A2 _ 2 G Mpgn N I _ Iz, odd
q ni w -1 20 1) 2(n;-1)
thus
(.19 \gri(x + h)-gm(x)\=Mih (isit, -1*x~x+h~"™ + 1)
Let rl<r2~=.. be a subsequence of the sequence nil<«il+1<... such that

the following conditions are satisfied:

(6.20) Tri(F)E-> 4, Lr(Y) " ~Lril(Y) > 4Lr._t(Y) (i=1,2,.)
(this is possible because of (6. 14)),

fiig o 11 (=12, .)

. i
/1((]Iri\1_ I (T} 1"!U+iJ
(this is possible on account of the relation

(6. 21

T, oy = ©

which is equivalent to the condition of our theorem that c(co)r+ Lip I), and finally

(6. 22) Qri(gr,.Y)- f gr(x)dx =d ).

(If the last inequality would not be fulfilled for a fixed i and for infinitely many
y’s, our theorem would be proved with f(x)=gr.(x)dC(a>)).
Now put

— n(X ;
f(x) = 2, fn(v) (-lgr 1).

The series on the right hand converges uniformly in [ —1, +1] because of (6. 20).
Letj be the smallest index for which

rjihis 1
then
(6.23) hrij-tco ~ 2(o(h)
‘J- 1
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(see e. g. [4]). So from (6. 19), (6. 13), (6. 18), (6. 20) and (6. 23) we get

Ne +A)-/1#1 S 21 W bl +2
i=i i=j ANK1L)
-1 2-43~ [
* 2 A L oy \+\4+ 2 = —Z 21+~Jrj- lhe> +
) i~j Lr.(Y) c rj-i
+

Aol -} S -coth) Z 23+'-J+ < —co(h),
i=i LI'VJ% CCO()Vi:I i—j ) cco()

Ni=i

1(*) £ C(co).

Taking in account (6. 20), (6.22) and the relations

Qrterr Y): 2 gri(ykr)Akrj(Y) = Z A\Arj(Y)\ (j = 1,2,...),
k —ttij

i = Z = 2 M\Akh(Y)\ = Lr (Y i,j=12 ..
\Qrigr, I = £, 20 i(Y) r(y) (i.j , 2, ..)
we have

Ol’j|e ye I)' i gII(X)dX

Lri{Y)
+1
o - [ grt(x) dx
Qrjigrj, Y) y  Lrjige, v -7
Ln{Y) i=jU  Ln(Y) Lri{Y)
X
;.0 QiGei>Y)  f gn(x)dx *d- 7 Lr(Y)
52 Lr(Y) I-T11 bri(F)
7-1 7-1
_é Lm) 1= Ft(wv'd~d¢?+1v'|'2d127*~i'igl'4zA
A d d d d ooy
=d 3 ®-"3 3 =450 (y” 2°3-)’

correspondingly

JJ—=|I;Q Qr(f,Y)- jf(x)dx

and our theorem is proved.
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Theorem 4 excludes the class Lip 1 In connection with this, we prove the
following

Theorem 5. There exists a matrix Y and afunction f(x) € Lip 1for which

(6.24) L(T)=0(n) («=1,2,..)
and (s. 3) hold.

Accordingly, the sufficient condition of the convergence for the class Lip 1

(6.25) hmMI) =o
also cannot be weakened.
Proof. Let us define the matrix Y as follows:

if O siS/i and n# 4,38, 12

6kn

2kn-4 if 0"ks n—4 and a=4s,12

sinn_lgzL if K=n and n = 4 8, 12

(6.26)  ykn=< ¥ il if K=n—1 and da = 4,8,12,
sin S0 i k=n—2 and a=45,12

if K=un—-=3 and A = 4 8, 12

(the meaning of the zk,s is as above). Then it is easy to show that

(x2-y I-2n(x +ym) N
ENEY) {yAn~y2-2n)b. Ikn-*(Z, ¥,,) +

(x2~Yr+ 2)(x -Y,»») . (x2~Ynn)(x +yn- 2
+ - . ~
(Ynn-Yn-2n)b'mn lkn-AZ, MTI) (YZ—Zn—MTI)Zy,,—Zn

IanTl X) = 411_4 (Z! X) -,

lkn-*(Z, ¥n-2n)~

(x2-ytn) (x-ym-2m) 0" kK" n—4, n=47812,.),

(¥Yn-2n-Yynn)*"¥Yn~2n

Tn-3(X) (x2- yA)(X- Y,,_2)

/,,_3,,(T, X) = -
(Vn—2n  ¥nn)AYn—2n
[, (Tx) = - Mr0oixa- yB)(x+yn-2)
(Yn-2,,-y2)2yn-2n
. T.-3(%) (x2- y2 ) (x- y,.0 o(« = 4,812,..).
nn(t, x) = (YI'II'I“YI'I—ZE)Zy,”,
Uvy,x) = -3x2-y2 )(x+ym

(¥Ynn-yn-2n)2y,.,,
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Hence, using the notations

5 o & 31
f Tn—3(x)x3 dx—yrmyr%—ln f Tn—}(x)de
=1 =l

(yr%n_yt%—Zn)zynn

Pn=

L

+1 +1
f Tn—3(x)x3 dx—yu—ZnyI%n f Tn—3(x)xdx
— wl =

Qn (yr%n_yr%—Zn)zyn—Zn

we get for n=4,8, 12, ...

Akn(Y) &= Akn—4(Z)_Pn[lkn—4(Z’ ynn)+lkn—-4(Za _yml)]_

(6 27) _Qn[lkn—-’l(z’ yn—Zn)+lkn—4(25 *yn—Zu)] (O =k= n—4)
An—3n(Y) =1 An—Zn(Y) = O, An—lu(Y) o Ann(Y) = P,

(6.6), (6.26) and the relation

2xT(X) = Tps 1(x) + T, - 1 (x)
gives at once that

(6.28) P,=0(n), Q,=0Mm).
By simple calculation we have from (6. 25)
n—4 y n—4 1
]'n— Z; Yan ol n— Z; )| = = =
2 V-4 (Z, yn) +ha- o2 —yu)] = 275 20—

y 1 - 1

2 2
Yin k=0 Yikn—Vm

LS
T - 1
= ; —3)2+2 -
2(n—3)° =) k:Zo n-2k—4)7 1 =?
n—3 (n—3)? 4
%—3
T 1
== 142 “1=0() (ni="4;13 12 %)

BBy iy
(n—2k—4) 2

and analogously

-4
2 lllm—4(Z> yn-2n)+llm-—4(z> —yn—2n)l = 0(1) (n = 4’ 8’ 12’ )

n
k=0
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Hence, from (6.27) and (6. 28) we have
n 4 4
LnOO = 2 1A,(2)| ~ -290 AkM(Z) +Pn Kzo 14,,-4(Z,jm) + 4n-4(Z,-j;.01+2 +
k= =

n—4

+ M 2 14»-4(Z, yHon)+ an-a(z, —y ,-2n) + 2
d = 2+0(n)0(1) + 0(n)0(1) = 0(n) (n=4,8,12,..),
an

AW =2 Mol = 2 1A,,(Z)] = 2 (« N 4,8,12,..),

SO we can see that (6.24) holds.
It is easy to show that

(6-29) nl_'m ynnPn = nIlrp0 yn- 2nQ,, = br:-j .

Now let us choose the function/(x) = |x|ELip 1 Then, by (6.29) we get

n—4
(6 - 30) pnz  [4,-4(z, >0+ 4.,-4(z,-y..,)] mb J =
r-3
2PnYnnA£ ~N~Ykn\Ykn\ (_1)*+1 ) A ,_i)fC+i YAl A
n-3 4=o0 Y49-Y n n-3 *=0 ykn-ynn
. AE+2 T
2 3 sin
N n-3 2
n 2 (-1)
4=0 . N—2k—4 n . 1
sim —Sin-
n-3 2 n-3 2

sin n—2K—bn n—2K—5n
QP%Z\ (_\])4+l ﬂ—S 2 I'I—3 2

n—3 4=0 . N—2K—3 n . n—2K—5n
sin .
n—3 2 n—3 2
2y, 1N )
nﬂ—a L(-"« ™9, 3, 4 T2 (n= 4812 ..).
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Analogously one can calculate

(6.31) 2, VKN-4(Z,Y,.2,,) + 1Kn-4(2>~Yn-2n)]" K
2B, Vg2, (L, N—171 n n—5na 3 1 1 n
HoY e Y e te 5 Cta T -etg g ractgp =
1

212 3n n 3n3 if n+o (n=43812 ..).

In this way by (6.27), (6.29), (6. 30) and (6. 31) we get

oan{W, Y) = k2:0A,,(Y)\y|<n‘\= k2:0 An-4(z)\yJ

n—4
-Pn 2 Vkn-4(Z, ym + Ikn-4(Z,—, )] * Wk ~
n—a
K=0

on Vkn-AZ, ¥n-2n) + lkn-*(Z,—Jn-2/»)]+ Bn(bn —3nl + b#[-2n1) +

+Pn{\Yn-m\ +\ym\) - 1_~3_3p_+2~+ 24~ =

= 1~3" +1 if (n=4,8,12,.)

and Theorem 5 is proved being

J X| flic =

(Received 20 December 1965)
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EXTREMALPUNKTSBEGRIFFE FUR RICHTUNGSRAUME
UND EINE VERALLGEMEINERUNG
DES KREIN—MILMANSCHEN SATZES FUR
TOPOLOGISCHE RICHTUNGSRAUME

Von

E. DEAK (Budapest)
(Vorgelegt von A. RENYI)

Einleitung

Der eigentliche Kern der vorliegenden Arbeit ist die Erkenntnis, daB der
Begriff der Konvexitdt von Teilmengen eines linearen Raumes bzw. eines lokal-
konvexen Raumes sowie einige damit verwandte Begriffe und viele Eigenschaften
derselben aus der Halbraumstruktur des Raumes (also im Grunde genommen
aus dem algebraisch bzw. topologisch dualen Raum) abgeleitet werden konnen,
u.zw. ohne Beriicksichtigung der algebraischen Besonderheiten der linearen
Struktur, aus der die Halbraumstruktur hervorgegangen ist.

Dies gilt insbesondere fiir den wohlbekannten Satz von KREIN und MILMAN:
Jjede konvexe kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes ist die abgeschlossene
konvexe Hiille der Menge ihrer Extremalpunkte [1].

Es wird nun ein Analogon dieses Satzes bewiesen, u. zw. fiir topologische
Richtungsriume. Der Begriff des Richtungsraumes (eine Verallgemeinerung des
Begriffs des linearen Raumes) bzw. des topologischen Richtungsraumes (cine Verall-
gemeinerung des Begriffs des lokalkonvexen Raumes mit der schwachen Topologie)
wurde in [6] bzw. [7] eingefiihrt. Seine Grundlage ist der Begriff der Richtungsstruktur
einer Menge bzw. eines topologischen Raumes ([6] bzw. [4]), worin die notigen
Ordnungs- und Inklusionseigenschaften der Familie der Halbrdume eines linearen
Raumes bzw. eines lokalkonvexen Raumes abstrahiert wurden.

Der Begriff der Richtungsstruktur wurde auch fiir einen anderen Zweck, u.zw.
fiir die Begriindung eines neuen topologischen Dimensionsbegriffs — der Richtungs-
dimension — verwertet. Dies wurde in [3] eingefiihrt und in [4] eingehend behandelt.

In [6], [7] und dem vorliegenden Artikel spielt der Begriff der starken Konvexitdit
(d. h. die Eigenschaft einer Menge, Durchschnitt von Halbrdaumen zu sein) durchwegs
eine grundlegende Rolle. Fiir lineare Rdume wurde dieser Begriff in [5] eingefiihrt.

Da nun in unseren Ausfiihrungen mehrere bzw. beinahe alle Definitionen und
Ergebnisse aus [3], [4] und [5] bzw. [6] und [7] gebraucht werden, wurden dieselben
systematisch und ohne besondere Hinweise auf die besagten Arbeiten im § 1 dieses
Artikels — der dadurch fiir sich lesbar ist — zusammengestellt.

Im § 2 wird ein Analogon des Begriffs des inwendigen Punktes ([2] 180) fiir
Richtungsriume eingefiihrt und untersucht. Die Idee dieser Begriffsbildung fuft
auf einer Charakterisierung der Menge der inwendigen Punkte einer konvexen
Menge mit mindestens einem inwendigen Punkt, die in [5] gegeben wurde.

Der fiir unser Hauptziel erforderliche Begriff des Extremalpunktes fiir Richtungs-
rdume wird im § 3 entwickelt.
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Im 84 wird endlich der besagte ,,Krein—Milmansche Satz fiir topologische
Richtungsrdume” bewiesen (Satz (4. 3)) und gezeigt ((4. 4) und (4. 5)), dal dies
nicht nur ein Analogon, sondern tatsachlich eine Verallgemeinerung des klassischen
Krein—Milmanschen Satzes ist.

Im 85 werden offene Fragen aufgeworfen.

Einige Bezeichnungen:

VR: Vektorraum (reeller linearer Raum).

TVR: Topologischer Vektorraum (T,-Raum).

LKR: Lokalkonvexer Raum.

LKRST: Lokalkonvexer Raum mit der schwachen Topologie.

[E]: Konvexe Hulle einer Menge E eines VR-es.

M(E) bzw. L(E): Die Kleinste E enthaltende lineare Mannigfaltigkeit bzw.
der durch E aufgespannte lineare Teilraum fiir eine Menge E eines VR-es L.

LE bzw. Le: Die Menge aller Linearformen bzw. stetigen Linearformen auf
einem VR L, die auf der Menge E nicht konstant sind; L* bzw. L1 ist also die
Menge aller nichttrivialen (stetigen) Linearformen.

(x,y): Die durch die Punkte x, y eines VR-es bestimmte offene gerade Strecke.

AdB: A ist echte Teilmenge von B.

A : Die Méchtigkeit der Menge A.

§ 1. Ubersicht der bisherigen Begriffsbildungen und Ergebnisse
Uber Richtungsrdume und topologische Richtungsraume

A. Richtungsraume und topologische Richtungsraume

Definitionen. (1.1) Ein System @, von geordneten Paaren (G, F), die aus
Teilmengen einer nichtleeren Menge X gebildet sind, wird eine Richtung von X
genannt, wenn es folgenden Richtungsaxiomen gentgt:

R, 0,0,(X,x Amo

ERZ& I(:Urj%des (G, F)Ei% gilt GQF, und flr zwei verschiedene Paare (Gt, Ft),
(G2, FA£& besteht eine der Inklusionen FX*G2, F2QG¢.

(R3) Mit der Bezeichnung YiR) fur die Familie der ersten Glieder aller Elemente
von &? gilt

n{C|IC6"*K~(.3?) (Fcagpg,l ~o)

(R4) Mit der Bezeichnung S'iR) fur die Familie der zweiten Glieder aller
Elemente von 01 gilt
n{F\FeOr*}e”~n3i) NENQ).
(R5 U{F\Gj(G, F)££}= X

(1. 2) Ein beliebiges nichtleeres System 9i von Richtungen 0L einer nichtleeren
Menge X ist eine Richtungsstruktur (RS) von X.

(1.3) Ein geordnetes Paar (X, 97), wobei X eine nichtleere Menge und (fir
eine nichtleere Indexmenge A)
9i={"ala€zl}
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eine RS derselben ist, wird Richtungsraum (RR) genannt, wenn folgendes Sepa-
rierungsaxiom erfullt ist:
Jede Menge vom Typ
n{FaGa(Ga,

besteht aus hdchstens einem Element (sie kann auch leer sein).
Die Elemente xd X eines RR-es (X, 9?) sind die Punkte des Raumes, X selbst
ist die Grundmenge desselben.

(1. 4 Mit Bezug auf einen RR (X, 91) werden die Mengen
G X\F bzw. X\G, F (Gd&(0!), FEdF(@), OtEW)

als die offenen bzw. abgeschlossenen fl-Halbraume des Raumes bezeichnet, u.zw.
sind fiir jedes 4?£91

G,F bzw. X\G,X\F (Gd%{0t), FidF(®))
die unteren bzw. oberen 3%-Halbraume und

G X\F bzw. X\G, F (Ge<3(@), FE&{'%))
die offenen bzw. abgeschlossenen 0l-Halbréaume.

(L. 5 Ein RR (X, ¥?) wird als topologischer Richtungsraum (TRR) bezeichnet,
wenn seine Grundmenge X mit derjenigen Topologie versehen ist, die durch die
Familie aller offenen 95-Halbrdume als Subbasis induziert wird.

(1.6) (a) Die algebraische oder natirliche RS eines VR-c.v L ist das System
waL) ={!%ffiLt},
mit den Bezeichnungen
G{= {x(zL\(x) < f}
Ff= {xeL\f(x) = /}
(16.2 N = {(G{ FhHl-oos t= (fEL™*).

(1.6.12) (f€EL*, —°S /S *“),

(b) Die algebraische bzw. topologische RS eines LKR-m L ist das System

9Fa)(Z) bzw.
oWL) = [WALL).
(c) Die natirliche RS eines LKRST L ist die topologische RS derselben.

Erlauterungen und Ergebnisse. (1.7) FUf Jede RiChtUﬂg Ol einer niCht'
leeren Menge X
(@) ist die Relation

(Gi, Ff)<{G2, F)~Ft(y G2 ((Gt,FJ, (G2, F)€A)

eine lineare Ordnung fir A ;

(b) ist die Familie &(R) USF(Ot) durch die Mengeninklusion linear geordnet
und bezugs Vereinigung und Durchschnitt beliebig vieler ihrer Elemente abge-
schlossen ;
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(c) ist jedes GE€¥Y(Z) bzw. Fe€ F () das erste bzw. zweite Glied in h6chstens
zwei verschiedenen Elementen von #; wir bezeichnen dementsprechend fiir ein
FeF () mit
(A7) G(#; F) bzw. G(%; F)

die kleinere bzw. grofere Menge G € %(Z), die als erstes Glied mit F als zweites
Glied ein Element von £ bildet, und in analogem Sinne werden die Symbole

(15752) F(#); G) bzw. F(#; G)

gebraucht. (Natirlich kann auch G(Z; F)=G(Z; F) bzw. F(%:; G)=F(%; G)
sein; dies ist z. B. bei den ,,natiirlichen Richtungen™ eines VR-es der Fall, und
dort kann auch GY= F/ nicht vorkommen, wogegen aus

G(#; F)cG(#; F) bzw. F(#; G)cF(Z; G)
nach (R,)
G#; F)=F bzw. F(#%; G)=G
folgt.)

(1.8) In cinem TRR (X, R) ist jeder offene bzw. abgeschlossene #-Halb-
raum eine offene bzw. abgeschlossene Menge. Umgekehrt kann o.B.d.A. ange-
nommen werden, daf3 fiir jeden R-Halbraum M, der eine offene bzw. abgeschlossene
Menge ist, entweder M € 9(%) bzw. M € (%) fiir ein Z € R gilt, oder M das Komple-
ment eines Elements von Z(2) bzw. %(Z) ist.

(1.9) Jeder TRR ist ein Tychonoffscher Raum, und jeder nichtleere Tychonoff-
sche Raum X kann durch eine geeignete RS R zu einem RR (X, R) erginzt werden.

(1.10) Der Begriff des RR-es bzw. des TRR-es ist eine Verallgemeinerung
desjenigen des VR-es bzw. des LKRST: fiir einen VR bzw. TVR L sind R@ (L)
bzw. R®(L) tatsidchlich RS-en der Grundmenge des Raumes; ist L ein LKR, so
sind (L, R@ (L)) und (L, R(L)) RR-e, und endlich ist die durch R®(L) im Sinne
von (l.5) induzierte Topologie die schwache Topologie des LKR-es L. Jeder
LKRST kann also in einer natiirlichen Weise als TRR aufgefaBBt werden (daher
die Benennung (1. 6), (c)).

B. Die R-Ebenen eines Richtungsraumes

DeriNITIONEN. (1. 11) Sind (X, RN) ein RR und Z€ R, so werden die Mengen
F\G mit (G, F)éEZ und GC F die #-Ebenen des Raumes genannt. Eine Menge
SC X ist eine N-Ebene, wenn sie fiir ein €N eine #£-Ebene ist.

(1.12) Sind (X, M) ein RR, Z€R, (G, F)EZ und GCF, so erzeugt die
- A-Ebene F\G den unteren offenen, unteren abgeschlossenen, oberen offenen, bzw.
oberen abgeschlossenen #-Halbraum G, F, X\F bzw. X\G.

(1.13) Eine Z-Ebene S eines RR-es (X, N) ist die obere bzw. untere A-Stiitz-
ebene einer Menge EC X, wenn S E=@ giltund £ in dem durch S erzeugten unteren
abgeschlossenen bzw. oberen abgeschlossenen #-Halbraum enthalten ist. In diesem
Fall werden die Elemente von SN E die oberen bzw. unteren 2-Stiitzpunkte von
E genannt. Eine Teilmenge bzw. ein Element von X ist eine R-Stiitzebene bzw.
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ein M-Stiitzpunkt von E, wenn sie eine Z-Stiitzebene bzw. es ein Z-Stiitzpunkt
von E fir irgendein Z €N ist.

(1. 14) Eine R-Stiitzebene einer Menge E eines RR-es (X, R) wird echt genannt,
wenn sie E nicht enthilt.

(1.15) Fiir eine beliebige Menge E eines RR-es (X, R) und fiir Z € N benutzen
wir folgende Bezeichnungen:

G R)=U{Ge9R)|GNE=0},

Fy()= N\ {Fe€F ()| F2E}

(nach (R;) bzw. (Ry) ist G(Z) € 9(R) bzw. F(R) € F(R)).

Sp(R) = F{(R)\G(Z; F((R)),

Tu) =F(2; G))\Gy(2)

(statt Gg(2) u.s.w. fiir x€X wird einfach G (%) u.s.w. geschrieben),

(1.15. 1)

(1.15.2)

(1=553) R ={(GAR), F(R))|x€E} (RENR),

(1.15. 4) Ry={RcR| % >1).
ERLAUTERUNGEN UND ERGEBNISSE. (1. 16) Die Mengen

(1.16.1) Sf=FN\G/ (feLl, —w <t <)

eines VR-es L sind die Hyperebenen desselben, und somit ist der Begriff der
R-Ebene (und auch derjenige der R-Stiitzebene) eine Verallgemeinerung des ent-
sprechenden ,,linearen” Begriffs. Das Axiom (Rs) erhilt fiir RR-e die Eigenschaft
der Schar der durch eine beliebige Linearform eines VR-es erzeugten Hyperebenen,
den Raum ginzlich auszufiillen. Fiir einen Punkt x eines RR-es (X, R) und fir
jedes Z €N ist S(Z)=T.(2Z) die (einzige) x enthaltende #Z-Ebene.

(1. 17) Das Separierungsaxiom (1. 3) ist eine Verallgemeinerung der Tatsache,
daB je zwei verschiedene Punkte eines VR-es bzw. LKR-es durch eine Hyperebene
bzw. abgeschlossene Hyperebene getrennt sind. In einem TRR (X, R) ist jede
R-Ebene eine abgeschlossene Menge, und das Separierungsaxiom hat mit (Rs)
zusammengefaBt die 7',-Eigenschaft zur Folge (vgl. (1. 9)).

(1. 18) Eine nichtleere Menge E eines RR-es (X, R) hat eine obere bzw. untere
2R-Stiitzebene fiir ein Z € R dann und nur dann, wenn Sy(2) (N E# @ bzw. Ty(Z) N
NE#=@ gilt, und in diesem Fall ist Sg(Z) bzw. Tp(Z) die besagte Z%-Stiitzebene.

(1. 19) Fiir eine kompakte nichtleere Menge E eines TRR-es (X, R) und fiir
jede Richtung 2N existiert dic obere und die untere Z£-Stiitzebene von E (sie
koénnen auch zusammenfallen).

(1. 20) Fiir Menge E eines RR-es (X, R) gilt
KRR (REeR),
und N, ist die Menge der Richtungen Z€R, fir welche E keine nicht-echte
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A-Stltzebene besitzt (d.h. in keiner &?-Ebene enthalten ist). Fiir eine nichtleere
Menge E eines VR-es L gilt daher
(1.20.1) M(E) =C\{SE(®f)\fdLt\Lt} =

und dies kann den Ausgangspunkt einer Verallgemeinerung des Begriffs der linearen
Mannigfaltigkeit bilden (vgl. auch (2. 2), 2°).

C. Konvexitatsbegriffe fir Richtungsraume

perinitionen. (1.21) Die — mit K(91;.E) bezeichnete — stark 91-konvexe
Hdille einer Menge E eines RR-es {X, 91) ist der Durchschnitt aller E enthaltenden
91-Halbrdume. E ist stark fA-konvex, wenn k (91; E) = E gilt.

(1.22) Eine Menge E eines RR-es (X, 91) ist A-konvex bzw. schwach #-konvex,
wenn sie mit je endlich vielen bzw. zwei ihrer Punkte auch deren stark 91-konvexe
Hille enthalt.

(1.23) Die (abgeschlossene) A-konvexe bzw. (abgeschlossene) schwach A-kon-
vexe Hille einer Menge E eines (topologischen) RR-es (X, 91) ist der Durch-
schnitt aller E enthaltenden (abgeschlossenen) 9!-konvexen bzw. (abgeschlossenen)
schwach 91-konvexen Mengen und wird mit

k(91;E) (ak(91; £)) bzw. sk(91;£) (ask(9i; E))
bezeichnet.

Ergebnisse und Erlauterungen. (1. 24) Die |eer€ Menge, jeder 91-Ha|b-
raum und jede 91-Ebene eines RR-es (X, 91) sind stark 91-konvex.

(1. 25) Fireine Menge E eines LKR-es L gilt allgemein
k(91@(L); E)e=k(91()(L);E);

ist aber E von endlicher algebraischer Dimension, dO gilt
k(91<L); E) = k(91«(L);E).

(1. 26) Eine Menge eines RR-es (X, 91) ist dann und nur dann (schwach)
91-konvex, wenn sie mit ihrer (schwach) 91-konvexen Hille zusammenféllt.

(1. 27) Fir eine endliche Menge E eines RR-es (X, 91) gilt k(91; £) = k(91; E).
(1. 28) Fir eine beliebige Menge E eines VR-es L gilt
[E] = k(9?@(L)-E) = sk(91<L); £7);
ist L ein LKR, so gilt auch
[E] = k(91w(L); E) = sk(91(0(L); E).

Die Begriffe ,,91-Konvexitadt” und ,schwache 91-Konvexitat” sind also (nicht
aquivalente!) Verallgemeinerungen des gewodhnlichen Begriffs der Konvexitat.
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8 2. Das Quasi-9?-Innere einer Menge eines RR-es (X, 9?)
(2. 1) perinition. Das Quasi-'U-Innere einer Menge E eines RR-es (X, 9?)
ist die Menge
211y 0(9?; E) = kf9?; E)\U {SHSt) U THLL\® € 97%£}.

Mit Worten: 0(9?; E) ist die Differenz der stark 9?-konvexen Hiille und der Vereini-
gung aller echten 9?-Stiitzebenen von E.

(2.2) Bemerkungen. 1° Im Subtrahend der rechten Seite dei Gleichung (2. 1 1)
kénnen nicht nur 9?-Ebenen, sondern auch leere Mengen SE34 oder TE34 Vor-
kommen.

2° Eine dquivalente Definition von 0(9?; E) flr den Fall £V 0 ist

(2.2.1) 0(9?; E) =
= (N{G{R; FEHA\))\F{®; CHL))\® i9?£) ) n fl {SENe\3t €997 }.
3° 0(9?; E) ist in jedem Fall eine stark 9?-konvexe Menge; es gilt ferner
(2.2.2) 0(9?; E) = 0(97?; k(9?; E)),

weil ja die stark 9?-konvexen Hullen gleichwie die echten 9?-Stiitzebenen von E
und k(9?; E) dieselben sind; endlich gilt fir jede stark 9?-konvexe Menge E

(2.2.3) 0(97; E)SE.

4° Im Sinne von (1. 3) und mit der Bezeichnung (1. 15.4) gilt 9= 0 und
daher

2.2 4) 009% {PH=kO% {FP={)  (x€X).

5° In einem TRR (X, 97) féallt 0(97?; E) im allgemeinen nicht mit Int E zusammen
(auch nicht im Falle 0(9?; E) QE), und braucht Uberhaupt keine offene Menge
zu sein.

6° Der Begriff des Quasi-9?-Inneren einer Menge ist kein , Kern-Begriff”,
u.zw. erflllt er keine der Gblichen vier ,,Kern-Axiome”.

Am leichtesten kann gezeigt werden, dal 0(9?; E) nicht idempotent ist und
dal nicht immer 0(9?; X) =X gilt. Fir den RR (X, 9?) mit

X={1,2, 3, 4},
9?—{"} und

7={(0,0),(0, {I», {'} {1.2}), ({1.2}, {1.2,3}), {1.2,3}, X),(X,X)}
gilt z. B. 0(9?; {1,2, 3,4} ={2 3} und 0(9?7; {2, 3})=0, also
0(97?; 0(9?; X)) c 0(9?; X) c: X. *

Wir geben im weiteren auch fur die restlichen beiden Axiome (ndmlich Isotonie
und Verkleinerndsein) Gegenbeispiele.

* Fiur einen linearen Raum L gilt 3(9?<g(L);L)=L. Es sollte noch entschieden werden,
ob das Quasi-9i<’, (L)-Innere einer Menge nicht auch idempotent ist.
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7° Fir einen VR L gibt es triviale Beispiele fur — allerdings nichtkonvexe —
Mengen EAL mit 0(91@(L); E)%E (vgl. [5], (1. 6)). Wir geben hier das Beispiel
einer 97-konvexen Menge eines allgemeinen RR-es (X, 99 mit der entsprechenden
schlechten Eigenschaft.

Mit den Bezeichnungen

3f={0, 1,2, ..}, ¥={".[n=12, ..}
wobei flr jede natirliche Zahl u
®n = {(0,0), (0, {«}), {<} {0, *}), ({0, i1}, X), (X, X)}
sei. ist (X, 9?) ein RR. Z.B. gilt das Richtungsaxiom (R5 wegen
*={0}UMU (X\{0,«}) m=1,.2,..)

(d. h. X ist fiir jedes n die Vereinigung aller ~,,-Ebenen), und das Separierungs-
axiom (1. 3) ist erfullt, weil fir jedes Element x£ X die Menge {*} eine 91-Ebene ist.
Fur die Menge

E={1,2,.}
gilt nun — da sie in keinem nichttrivialen 91-Halbraum enthalten ist —

k(9t;£) =~*,
also ist E keine stark 91-konvexe Menge. Sie ist aber 9i-konvex, weil jede endliche
Menge E*dE in einer stark 9?-konvexen Teilmenge von E — u.zw. in einer

91-Ebene — enthalten ist:
E* <<X\{0, n*}CE (v*EE\E™),

und daher k(91; E*)QE qilt.

Nun ist aber jedes Element der Menge E ein echter 91-Stiitzpunkt derselben,
weil (sogar fur jedes u) die Menge {n} bzw. V{0, n} die untere bzw. obere Mt
Stutzebene von E ist. Es gilt daher

QO%E)=Kk(97%,ENE=I1\E={0}|£
w. z. b. w. o
8° Fir schwach 91-konvexe aber nicht 9?-konvexe Mengen mit O(91; E)"E
kann ein einfacheres Beispiel gegeben werden, u.zw. im RR (X, 91) mit

JF={0, 1,2,3}, 9 ={3tu St2,0t3),
wobei die nichttrivialen Elemente der Richtungen

(0, {2 3}, ({2 3} 0.2, 3}), ({0, 2, 3}, X),
(0, {4, 3}, ({1.3} {0 1 3}), ({0, 1 3} X),
®r- (0, {1.2}), {1.2}, {0, 1.2}), {0,1,2}, X)

sind. In diesem Raum ist die Menge £={1,2,3} schwach 9?-konvex (weil jede
echte Teilmenge von E stark 91-konvex ist) aber nicht 91-konvex (weil k(91; E) =X
ist), und es gilt 2(91; £) = o}
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9° Obwohl also die Inklusion (2. 2. 3) sogar nicht fiir jede R-konvexe Menge
E eines beliebigen RR-es (X, R) besteht, ist Q(N; E) doch etwas ,,Inneres”” — aber
nicht der Menge E selbst (deshalb wird auch das Wort ,,quasi’” benutzt), sondern
der stark R-konvexen Hiille derselben, womit der Gebrauch des Wortes ,,Inneres”
in der Benennung dieses Begriffs einigermaBen gerechtfertigt werden diirfte. *

10° Wie schon erwéhnt, ist Q(M; E) auch nicht isoton; fiir beliebige ver-
schiedene Punkte x, y€X in einem beliebigen RR (X, R) gilt z. B.

(2.2.5) O(R; {x}) EO(R; {x, ¥}

Nach dem Separierungsaxiom (1. 3) und mit der Bezeichnung (1. 15. 4) ist ndmlich
Rix, 3 #O und die Mengen S(%), Sy(Z#) sind fiir jedes Z¢ R, ,; echte 2-Stiitz-
ebenen von {x, y}: es gilt also

O(R; {x, y)N(SUBD U S(B) =D  (RER(x, ),

und nach (2. 2.4) folgt hieraus (2. 2. 5).
11° Es gilt aber fiir einen beliebigen RR (X, R)

(2.2.6) OR; ENSOR; E;)  (E\SESX, R, =Re, =R,
weil dies im Falle E;, =@ trivial ist, fiir £, #Q aber

2. 2.7) Sg,(R)=Sg,(R) (RER\RY)

und wegen

Ge,( RS G (B E Fr(BE Fe(B) (RER)
nach (1. 2) und (1. 7) auch
(2.2.8) F(R; G () SF(R; G (R)) S

SO(Z; Fe(B)SG(R; Fe,(B)  (RERY)

gilt; endlich folgt (2. 2. 6) aus (2. 2. 7) und (2. 2. 8) auf Grund von (2. 2. 1).

Es sei noch bemerkt, daB8 die Bedingung Ry =%R;, in (2. 2. 6) keine notwen-
dige ist.

12° Ist (X, M) ein RR, so gilt

2.2.9) OR; E)=Q(R; k(R: E))  (ESX).

Wegen der starken R-Konvexitdt jeder R-Ebene gilt ndmlich fiir jede R-Ebene
S mit S2F auch S=Zk(NR; E); mit Hinsicht auf (2. 2. 6) folgt hieraus

ONR; E)SO(R; k(R E))SOR; k(R E)) (ESX)
und wegen (2. 2.2) endlich (2.2.9).
* Auch hier erhebt sich die natiirliche Frage, ob wenigstens fiir VR-e L und fir jede konvexe
Menge ES L Q(R(L); E) S E gilt. In [5] wurde diese Frage fiir konvexe Mengen E mit mindestens
einem inwendigen Punkt beantwortet und bewiesen, daB fiir eine solche Menge Q(R“(L); E)

sogar mit der Menge der inwendigen Punkte von E zusammenfillt; dies ist ein zusdtzlicher Grund,
in Q(R; E) etwas ,,Inneres” von E zu sehen. (In [5] wurde Q(R“(L); E) mit Q(E) bezeichnet.)
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(2. 3) Hitfssatz. Sind S eine BEXEbene eines RR-es (X, 5?) und E eine nicht-
leere Teilmenge eines von den durch S erzeugten abgeschlossenen EX-Halbraumen,
so gilt

SnQ(41-,E) =0 bzw. <9, E)QS

dann und nur dann, wenn
E\S”"0 bzw. E<gS

besteht; einen dritten Fall gibt es daher nicht.

Beweis. 1° ES seien JLE9?, (G, F)E3$, GaF und S=F\G.

2° E\S”0 gilt dann und nur dann, wenn S entweder keinen gemeinsamen
Punkt mit der Menge E hat oder eine echte J *-Stiitzebene derselben ist. Im ersten
Fall gilt entweder EQG oder EAX\E, also wegen (2. 2. 2)

0(9?; E)A G oder 0(9?7; E)A X\F
und daher
(2.3.1) SMo(9?; E) —0;

im zweiten Fall gilt (2. 3. 1), auf Grund der Definition (2. 2).
3° Aus EQS (d.h. S ist eine nicht-echte J*-Stiitzcbenc von E) folgt wieder

wegen (2.2.2)
0(9?; E)QS,
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

(2. 4) sar.. Flr eine beliebige nichtleere Menge E eines VR-es L ist
0(9?@)(L);E) = {X/‘M(E)\)iglle(») </(x) <)§iLIJEp/O>) (JEE*)}e

Mit Hinsicht auf (1. 20. 1) folgt dies aus (2. 2. 1).
(2.5) kororrar. Ist L ein VR, so gilt
0097(>(L); .y} - (xy)  (x,yeL,x *y).
Dies folgt aus (2. 4) wegen L*Xty}=L* =LM{x w, wobei e die durch x und y
bestimmte Gerade bedeutet.

(2. 6) Hirrssar-. Sind L ein VR, EQL eine konvexe Menge mit mindestens
einem inwendigen Punkt und

(2.6.1) x0€0(92()(L);F), x,6F\{x0},
so enthélt 0(9?,a,(L); E) eine xo enthaltende offene Strecke (x2,x f der durch x0
und Xi bestimmten Geraden.

Beweis. 1° Wir berufen uns wieder auf die in [5] (Satz (2. 4)) bewiesene Tat-
sache: hat eine konvexe Menge A eines VR-es L mindestens einen inwendigen
Punkt, so fallt die Menge der inwendigen Punkte von A mit 0(9?(@)(L); A) zusammen.

2° X0 ist also ein inwendiger Punkt von E, und es gibt daher einen Punkt x2 mit

x0€(x2, xJQE.
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3° Es durfte bekannt sein (jedenfalls ist es mittels einer leichten Rechnung
beweisbar), dal jeder Punkt einer offenen Strecke, die einen inwendigen Punkt
einer konvexen Menge enthélt und Teil dieser Menge ist, selbst zu den inwendigen
Punkten der letzteren gehort.

Die Punkte Von (x2, *i) sind daher inwendige Punkte von E, und es folgt durch
wiederholte Anwendung des in 1° zitierten Satzes

(*2*1)iB (« €)(E);S),
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

(2. 7) Satz. Fir eine Menge E endlicher algebraischer Dimension in einem
LKR L gilt
(2.7. 1 Q(WAL)-E) = R(<RW(L);E).

Beweis. 1° Nach (1. 25) und wegen 9?Y)(1,)~~ o(T) gilt auf Grund von (2. 2. 1)
B(9?<L); E)QQ(3Iw(L); E), es ist also nur noch

(2.7.2) B(9?W(£);E) g 0 (« (€)E); e)
zu beweisen.

2° Gilt (2. 7.2) nicht, so hat die Menge B(9?w(L); E) nach (1. 25) einen
gemeinsamen Punkt mit einer echten fR(@)(L)-Stutzebene von E. Es seien also

2.7.3) *€ R(91()(L): £)\R (9t<e(L); E)

und fZLf\L'L eine nichtstetige Linearform, wofir mit den Bezeichnungen (1. 6. 1)
und (L 16. 1) z. B. die Beziehungen

(2.7.4) EQFf(x), EOGTfix)*0, EC)SfM *0
und
(2.7.5) sf()clQ (" (>);E)"NO

bestehen. (Wir behandeln hier Sflx) als obere i~-Stlitzebene von E; fur den Fall
einer unteren af-"-Stiitzebene Tf(x) kann der Beweis analog gefiihrt werden.)
3° Nach (1.25) und wegen der starken 9l((L)-Konvexitat von M{E) gilt

(2.7.6)  QEL(>(L);E)gk(97()L);E) = k(OL"XL);E) AM (E) g £(£).

Wegen der Endlich-Dimensionalitat von L(E) gibt es ferner eine stetige Linear-
form f'ZL'L mit

(2.7.7) nov=ay)  (yelE)).
4° Auf Grund von (2. 7. 3), (2. 7. 6) und (2. 7. 7) ist nun
(2.7.8) f'(x)=f(x),

und es gilt nach (2. 7. 4)
EQFfa, ETlNGfx)~ 0, EHSfix)*0,
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d. h. auch Sj'(¥) ist eine echte (obere) 9i(i)(L)-Stiitzebene (u.zw. eine JA'-Stiitzebene)
von E. Es gilt daher (von (2. 7. 5) abweichend)

SFix)NQ{W%L)-E) = 0,
woraus wegen (2. 7. 8)
xiQ{W\L)-,E)

folgt. Dies widerspricht aber der Annahme (2. 7. 3), und damit ist der Satz bewiesen.

8§ 3. Extremalpunktsbegriffe fir Richtungsraume

(B D perinition. Es sei (X, ein RR und EQX. Ein Punkt xEE ist ein
Lextremaler bzw. schwach H-extremaler Punkt von E, wenn

(3.1.1) Xx*Q(R\ A)NE

fir keine Menge

(3.1.2) Nak(a;£)

mit der Méchtigkeit

3. 13 2" A<Ko bzw. A =2
besteht.

(82 Bemerxungen. 1°Jeder SR-extremale Punkt einer Menge ist offensichtlich
auch ein schwach iK-extremaler Punkt derselben.

2° Wirde die Definition des schwach SR-extremalen Punktes ohne (3. 1 2)
formuliert, so wére sie mit Hinsicht auf (2. 5) im wesentlichen die Ubertragung
des gewohnlichen Begriffs des Extremalpunktes auf RR-e.

Die Bedingung (3. 1 2) ist im allgemeinen nicht unwesentlich. Es seien z.B.
X = {—1,0, 1} und R = {"} mit

1= {(O , 0 )v (0, {_1})1({ _I}1 {—l, O}), ({_I’ O}v X), (Xv ‘]O}

Es ist leicht zu sehen, daR (X, 91) ein RR ist. Nun ist der Punkt O dieses Raumes
auf Grund von (3. 1 2) ein Jl-extremaler Punkt der Menge E ={0}; er ware aber
sogar kein schwach 5R-extremaler Punkt von E, wenn aus der Definition (3. 1)
die Voraussetzung (3. 1 2) getilgt wirde, weil ja fir die Menge A ={—1, 1} die
beiden anderen negativen Voraussetzungen erfilllt sind: A =2 und Q(9i; A)= {0}.

3° Der Begriff des R-extremalen Punktes ist mit demjenigen des schwach
R-extremalen Punktes nicht aquivalent. 3

Dies kann am einfachsten an Hand des in (2. 2), 8° beschriebenen RR-es (X, 9lI)
gezeigt werden. Der Punkt O dieses Raumes ist ndmlich ein schwach Jf-extremaler
Punkt der Menge X (weil ja das Quasi-ih-Inncre einer jeden zweipunktigen Teil-
menge von X die leere Menge ist), er ist aber wegen Q(jR; {1,2, 3})= {0} kein
TN-extremalcr Punkt derselben.

4° Wird die Definition (3. 1) auf den durch einen linearen Raum L erzeugten
RR (L, J'<¥{L)) angewandt, so verliert die Bedingung (3. 1 2) ihre Bedeutung;
sind ndmlich x,y,zEL, EQL und

xE(y, 2)QE,
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so gilt mit der Wahl " (x, V), z1£(x,z)
*€( {yi,z"E "~V aL)-E).

Es ergibt sich also: flir einen VR L ist der Begriffdes schwach J1 eL)-extremalen
Punktes mit dem gewdhnlichen Begriff des Extremalpunktes &quivalent, und fir den
RR (L, 91(s)L)) ist die Bemerkung 2° belanglos.

Wir beweisen ferner, daB fur (L, 9i(a(L)) auch die Bemerkung 3° ohne Belang
ist, d. h. es gilt der folgende

(3. 3) sat.. FuUr einen VR L sind die Begriffe ,,n (0(Lfextremaler Punkt
und ,,schwach SRig)(Lfextremaler Punkt” miteinander und mit dem gewohnlichen
Begriff des Extremalpunktes &quivalent.

Beweis. 1 GemaR den Bemerkungen (s.2), 1-,4- bleibt nur zu beweisen:
sind EA=b und ein Punkt xOZE ein schwach J1 (L)-extremaler Punkt der Menge
E, so ist er auch ein 9l@@L)-extremaler Punkt derselben.

2° Gibt es wider diese Behauptung eine Menge

(3.3.1) A<gk{WaLl);E)
mit der Machtigkeit 2< A < So und mit

(3.3.2) x0"Q {"dL)-A) E,
so kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit

(3.3.3) x0i A

angenommen werden.
Mit der Bezeichnung
Ag= I\{xC}
gilt namlich
(2.3.4) AO AN k(R@(D ;E)

und — da im Sinne von (2.s. 2) x0 kein 91-Stlitzpunkt von A ist — offensichtlich
K(T@(E); y0) = k($t@(L); A), und daher wegen (2.2.2) und (3.3.2)

(3.3.5) X0£Q (W°\Ly,AQQE;
endlich gilt — weil ja x0 ein schwach 91(gfL)-extremaler Punkt von E ist —
(3.3.6) A0>2,

und aus (3.3.4), (3.3.5) und (3.3.6) ergibt sich die Mdglichkeit im Falle XO£A
in den weiteren Ausfiihrungen AO statt A zu nehmen.
3° Nach (2. 1 1), (1.27) und (1.28) gilt

O(NEXL); A) Qk(AW(L);A)=[A

x0= 2 txx,
XEA

und daher ist

wobei fur die Zahlen tx
txs=0 (x€A), 21fx=I
x£A
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gilt, und nach (3. 3. 3) gibt es einen Punkt

(3.3.7) XMA
mit
(3.3.8) 0<iXlkl,

Mit der Bezeichnung

ko'xﬁg\{x,}t X

gilt nun
(3.3.9) *0= f*,*i+(I-f*i)ko>
m. a. W.
(3.3 10 *,€(*1, yo) = Q{W-\L)- {Xl,y 0}).
4° Wegen yOEA] =k(9t@(Z); A) gilt nach (3. 3. 7) und (3.3 1)
(3.3.11) {*!1,ko} ¢ k(9IW(E);E).
Auf Grund von (2. 4) gilt ferner
(3.3.12) BGRO(E); {*1 ko}) g Q(Wa(L); n).

Wegen (xx,x.) g M g Af(/4) kann namlich fir keinen Punkt x€(Xi,ko) und
fiir keine Funktion fEL% im Gegensatz zu (3. 3. 12) z. B.

fix) = ry%x/(k)
sein, weil dies nach (3. 3.9), (3.3.8) und (3. 3. 7)
fixo) = f(x1) =/(ko) = W/(k)

zur Folge hatte, also (3. 3. 2) widersprechen wirde.
5° Aus (3.3 10), (3.3 12) und (3.3.2) folgt endlich

MWER?20(E);{*i,ko}P)";
mit (3. 3. 11) zusammengefalRt besagt dies aber wider unsere Voraussetzung, dal
x0 kein schwach 91(a)(U)-extremaler Punkt von E ist. Der Satz ist somit bewiesen.
Um zu zeigen, dalR der auf LKR-e L bezogene gewdhnliche Begriff des Extremal-
punktes nicht nur aus der algebraischen, sondern auch aus der topologischen RS
von L abgeleitet werden kann (u.zw. als 9I(i)(L)-extremaler Punkt gleichwie als
schwach 9i(o(L)-extremaler Punkt), beweisen wir noch den

(3. 4) Satz. Die auf einen LKR L bezogenen Begriffe des 9I()(L)-extremalen
und des (L)-extremalen bzw. des schwach 91(()(L)-extremalen und des schwach
*a(@(L)-extremalen Punktes sind &aquivalent.

Beweis. Wegen (1. 25), (2. 7) und (3. 3) braucht nur bewiesen zu werden,

dal fur eine Menge EQL, fir eine endliche Menge AA=b mit A>2 und fir
einen Punkt xOdL aus

(3.4.1) x0fQ (W°\L);A)QE
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die Existenz einer Menge 5c¢cL mit B =2 und mit
(3.4.2) X0£Q(WL);B)QE, BQKk("(L);E)

folgt. Als endlichdimensionale und — wegen (3. 4. 1) — nichtleere konvexe Menge
hat nun [A] inwendige Punkte ([2], S. 180). Wegen 1<J/1<Ko gilt ferner
A\Q(W*°\L) ;A)"0. Nach (2. 6) und (2. 2. 9) existiert also fiir einen beliebigen Punkt
X1E€M{x0}ein Punkt x2EL mit

x0H x2, XI) ¢ 2(91@)(L); [J1)).

Werden endlich zwei Punkte y x£(x0, xt), y2£(x0>x2) gewahlt, so erfiillt die Menge
B={y 1, y2}nach (3. 4. 1) und (2. 5) die Bedingung (3. 4. 2) (und es gilt sogar BQE).

Die Zusammenfassung der Sétze (3. 4) und (3. 3) ergibt das Endergebnis dieses
Paragraphen:

(3.5 Satz. Fir einen LKR L sind die Begriffe , 91<$fL)-extremaler Punkt”
und ,,schwach "\in(L)-extremaler Punkt” und vielmehr allefi nf Begriffe des extremalen
Punktes aquivalent.

8 4. Der Krein-Milmansche Satz fur topologische Richtungsraume

(4. D) sac.. Flrjede kompakte und stark "ftkonvexe Menge E eines TRR-es
(X, 91 sind folgende Aussagen &quivalent:
(@ Mit der Bezeichnung r(9?; A) flir die Menge der HA-Extremalpunkte einer
Menge A<=X gilt
E =k(9i; e(91; £)).

(b) Fir jede 91-Stitzebene S von E gilt
STM«; E)"O.

Beweis. 1° FUr E=0 sind beide Aussagen wahr (vgl. (1. 24)), wir beschranken
uns daher auf nichtleere Mengen E.

2° Fur eine beliebige Menge Af=X und eine Richtung Me 9l des RR-es
(X, 91) seien im Sinne von (1. 7), (b) mit

MA@ bzw. NffR)

der Kkleinste A enthaltende bzw. der groBRte zu A elementenfremde untere ~-Halb-
raum bezeichnet (vgl. die analogen Bezeichnungen in (L. 15. 1)).

3° Gemal Satz (1. 19) hat eine nichtleere kompakte Menge E eines TRR-es
(X, 92) injeder Richtung LLle 91 eine obere und eine untere dH-Stltzebene. Ist die Menge
E auch noch stark 9l-konvex, so ist fir jedes Mf 91 FHCM) bzw. GHff) der durch
die obere bzw. untere af-Stlitzebene von E erzeugte untere abgeschlossene bzw. untere
offene a?-Halbraum, und es gilt

(4.1.2) E= O{FE"M\G ffdt)\0t }.
4° Mit der Abkirzung e=¢(91; E) ist
4 12 k(9t; &91; £))= N {MFfdH)\NfdH)\""}.
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5° Gilt nun die Aussage (b), d.h.

(FE(m\G (3#; PE(L, ) Me(91; E)~ o ]
(>£dfy
) (F(B; GNe))\GJIR)) Me(A; E)*O0
so sind
MT=rT=pEr
Nim = GI®) =GEM)

also gilt nach (4. 1. 1) und (4. 1 2) auch die Aussage (a).
5° Gilt aber (b) nicht fur E, d. h. existiert ein Ot £9? mit z.B.

[Ftm)\G{M; PE L, MeR; E) =0,
so ist k(91; e(9i; Ej)xE, weil ja dann nach (1. 19)
Mt(B)  G(OIN FEOLtj) er PHOL)

(caron

und
(P, {Otj\G('M: FE3t))) ME£V 0

besteht; also gilt auch (a) nicht, und zwar ist wegen der Isotonie von k(9t; A)
k(OlI; k(J1; £))c£
Es geniigt nun eine der beiden Aussagen in (4. 1) zu beweisen:

(4. 2) Satz. Eine kompakte und stark "ftkonvexe Menge E eines TRR-es (X, 91)
hat injeder ihrer 9?-Stiitzebenen einen fA-extremalen Punkt.

Beweis. 1° Wir kdnnen uns wieder auf den Fall EXO0 beschranken. Es seien
MO£ 91 eine beliebige Richtung, ,So eine der &/0-Stiitzebenen von E (eine solche existiert
nach dem Satz (1. 19)), und

K = {t%0,011,012, eee}

eine beliebige, mit 0t0 beginnende Wohlordnung von 9?, wobei jedem Si£9? als Index
die Ordnungszahl der Menge der vorangehenden Elemente von 9l zugeordnet ist;
die Ordnungszahl von 9? sei mit o bezeichnet.

2° Es wird nun mittels transfiniter Induktion fir jede Ordnungszahl O”ocSg
eine Menge E*QX definiert:

(@ Mit den Bezeichnungen

(4.2.1) DO= E, EO= SOnDO

ist EO eine nichtleere und — als Durchschnitt der kompakten Menge DO mit der ab-
geschlossenen Menge SO — kompakte Teilmenge von E.
(b) Sind O<oe<o und fir alle 05 R <a schon entsprechende nichtleere und
kompakte Mengen ER mit
ERQER (0r<j?'<a)
definiert, so sei erstens

(4.2.2) Da= [ ER
0Mi<a
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(dies ist als Durchschnitt der nichtleeren kompakten Elemente einer monoton ab-
nehmenden transfiniten Mengenfolge eine nichtleere kompakte Menge), zweitens
S, eine der Z,-Stiitzebenen von D, (eine solche existiert wieder nach Satz (1. 19)),
und drittens
4.2.3) E=S:ND5;
also ist auch E, nichtleer und kompakt.
(c) Es sei endlich
(4.2.4) 15— A o
O=a<g
Auch diese Menge ist (als Durchschnitt einer monoton abnehmenden transfiniten
Folge nichtleerer und kompakter Mengen) nichtleer und kompakt.
3° Wegen
4.2.5) By =S
O=a<e
und nach dem Separierungsaxiom (1.3) besteht die Menge E, aus einem einzigen

Element; es sei also
(4.2.6) E,=1{x).

Wegen x, € E, geniigt es nun zu beweisen, daBl x, ein R-extremaler Punkt von E ist.
4° Tst wider diese Behauptung x, kein R-extremaler Punkt von E, existiert
also (gemiB der Definition (3. 1)) eine Menge

4.2.7) AE D,

mit der Michtigkeit

@.2.8) 2=4 (<&

und mit

4.2.9) Xo€EO(R; A) S E,

so ist wegen (4.2.5), (4.2.6) und (4. 2.9)

4.2.10) S,NOR; A)=D 0=a<y),

und es folgt hieraus mittels transfiniter Induktion
“4.2.11) ACE, O=a=<yp).

Fiir « =0 kann dies so bewiesen werden: nach (4. 2. 7), (4. 2. 1) und der Defini-
tion von S, ist 4 in dem einen, von der Zy-Ebene S, erzeugten abgeschlossenen
AR,-Halbraum enthalten, also ist Hilfssatz (2. 3) auf 4 und S, (in der Rolle von E
bzw. S) anwendbar; dies ergibt 4SS, auf Grund von (4. 2. 10), also gilt nach
4.2.1) und (4.2.7) ASE,, w.z.b.w.

Ist aber 0 <o < ¢ und gilt

ACE, O0=B<ua),

so gilt nach (4.2.2) auch A4S D,. Mit Hinsicht auf die Definition von S, kann
jetzt Hilfssatz (2. 3) auf 4 und S, (in der Rolle von E bzw. S) angewandt werden,
also gilt auf Grund von (4. 2. 10) A< S, und endlich nach (4. 2. 3) ASE,, w.z.b.w.
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5° Aus (4. 2. 11) folgt nun nach (4. 2. 4)
AQEce,

und daher wegen (4.2.6) i S 1, und dies widerspricht der Annahme (4. 2. 8).
Somit ist also der Satz bewiesen, und nach (4. 1) gilt auch der folgende

(4. 3) satz. Jede kompakte und stark "sftkonvexe Menge EQX eines TRR-es
(X, oy ist die stark HA-konvexe Hille der Menge der #-extremalen Punkte von E.

Dies ist offensichtlich ein Analogon des Satzes vonk rein Und M itman. Um aber
die genaue Beziehung dieser beiden Sétze feststellen zu konnen, berufen wir uns
auf folgenden

(4. 4) satz. Der Krein—Milmansche Satz ist mit der folgenden Aussage aqui-
valent:

Jede kompakte bzw. schwach kompakte und stark 9t®(L)-konvexe Menge E
eines LKRST bzw. eines LKR-es L ist die stark 9 ()(E)-konoexe Hille der Menge
der Extremalpunkte von E.

Beweis. Es geniigt, an einige bekannte Tatsachen zu erinnern, und dieselben
mittels der RS-Terminologie zu formulieren.

1° Jede kompakte Menge eines LKR-es ist schwach kompakt.

2° Eine konvexe Menge E eines LKR-es L ist dann und nur dann abgeschlossen,
wenn sie schwach abgeschlossen ist ([2], S. 246). Die Menge ak(9tw(L); E) ist demnach
durch die topologische RS von L —d.h. durch die natiirliche RS des entsprechenden
LKRST — véllig bestimmt.

3° Jede abgeschlossene, konvexe Menge eines LKR-es L ist der Durchschnitt
der sie enthaltenden abgeschlossenen Halbrdume ([2], S.246) und daher stark 9t(,)(L)-
konvex (wobei wieder zu beachten ist, da 9tw(L) zugleich die natirliche RS des
mit der schwachen Topologie versehenen Raumes L ist). M.a.W.: fir abgeschlossene
— und um so mehr fir kompakte — Mengen eines LKR-es L ist die (gewohnliche)
Konvexitat mit der starken JE~L)-Konvexitat aquivalent.

4° Auf Grund dieser Bemerkungen und mit Hinsicht auf Satz (3. 5) ist nun die
besagte Aquivalenz offensichtlich.

(4. 5) Wird nun aber jeder LKRST L als TRR betrachtet (d.h. die Grundmenge
L des Raumes mit der natiirlichen RS 9V \L) desselben gepaart), und Satz (4. 3)
auf diese TRR-e angewandt, so ergibt sich hieraus die Aussage in (4. 4).

Satz (4.3) ist also nicht nur ein Analogon, sondern —trotz mehreren auferlichen
Abweichungen in der Formulierung — seinem Inhalt nach auch eine Verallgemeinerung
des Satzes von K rein UNd Mitman.

§ 5. Probleme
Auf Grund von (1. 9) ist in einem TRR jede kompakte Menge abgeschlossen,

und Satz (4. 3) kann daher auch so formuliert werden: fiir jede kompakte und stark
9?-konvexe Menge E eines TRR-es (X, 9?) gilt

£'=ak(9?; e(ot; E))
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d.h. E ist die abgeschlossene stark '/1-konvexe Hiille der Menge der '.R-Extremal-
punkte von E.

Es erhebt sich die natirliche Frage, ob der Satz von « rein UNd m 11 m an hicht
auch in einer unmittelbar analogen Formulierung auf TRR-e Ubertragen werden
kann; d.h. ob jede kompakte und (schwach) ".'{-konvexe Menge eines TRR-es (X, 91
die abgeschlossene (schwach) 'Jl-konvexe Hille der Menge ihrer (schwach) ‘Jl-extre-
malen Punkte ist?

Man sollte noch allgemeiner fragen: wie kann die Klasse derjenigen RR-e charak-
terisiert werden, fiir welche das ,,IR-Analogon” gewisser, die Konvexitét in linearen
Raumen betreffender Beziehungen (z.B. Aquivalenz der schwachen 9i-Konvexitét
mit der '.'{-Konvexitdt, u.s.w.) besteht?

Diese Fragen bleiben dahingestellt.

(Eingegangen am 3. Januar 1966.)
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O CPABHUTE/IbHOW TEOPUW MPOCTbIX YWNCE/

N. KATAN (BypanewT)
(MpegcTasneHo M. TypaHoMm)

§ 1. OgHa M3 BaHbIX 06/1aCTeil aHAIMTUYECKON TEOPUM YUCen — U3YyYeHne
3 -CBOICTB Pa3/IMYHbIX YWCNO-TEOPETUYECKMX (YHKUWA. [lepBblii 3HAYMTENbHBIN
war 6bl1 AOCTUrHYT C MOMOLLbIO Cheaytoleli TeopeMbl JlaHaay.

Ecnu koathdmumeHThl anpaga Aupuxne £ —- = F(s) HeoTpuuaTebHbl NPU N =-10

1 abcumcca CXOAUMOCTM psifia — KOHEYHas BefMuMHa a, ToO a — ocobas Touka
thyHKUMM F(S). 3 3TOI Teopembl Nerko cnefyet, uto

I—JT(|/£I,X)— >0, WT(I/(X)—x)-x~i+c <Q

X-> 00

npu nio6om e>0. Takke UMEIT MECTO U HepaBeHCTBa

MM (x)-x_i+8 > o, lIMmM(X) ex~i+s < o.

X-> co X->00

LpyruMu cnoBamu, MOXHO HalTU Takue 3HaYeHMUs
Oc L liahotac <! A< o=

L4NA KOTOPbIX nM(x") < —x'""~\ Ho o Tom, 4TO 3HauyeHusa Xn, X',
KaK rycto MOryT ObITb pacrofioXeHbl Ha 4WC/IOBOW NpsMoN, Teopema JlaHday
HWYEro He roBOPWT.

HepgasHo LI KHanmoBcku u . TypaH paspaboTtann MeTof ANs M3yyeHus
CBOWCTB TUMa Q HEKOTOPbIX YKC/I0- TEOPETUYECKUX (DYHKLMIA B TAKOM 60Jiee KOHKpPET-
HOM cMbIcfie. X JOCTMXKEHUS AOCTUTHYTbI C MOMOLLLIO TNYGOKUX pe3ynbTaTos
TypaHa B 0671acT AMOMAHTOBOM annpoKcUMaLUi.

B 3Toi1 paboTe Mbl AOKaKeM MOA0OHbIE TEOPEMbI C MPUMeHEHMEM uaei K. A.
Popocckoro.

§ 2. O6o3HaueHus.
1) uf{n) — dyHKuma Mebunyca,
2) M(x) =
144

i

3) t(s)=Mzzl—J — [A3eTa-PyHKUus PumaHa,

n
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134 N. KATAN
4) x — xapaKkTep Mo MOAyn K,

5 L(s, x) = — (yHKUMA Oupuxne,
n=1 n

6) T =- 2 No - W)~ (*X,

gp, npu n=p\ p npocroe
f — (yHKUMA MaHronga,

NHaye

8) (x) =nZ‘x” > dx K, /) - n%x M n\

n=/(mod K)

1, TpMu =1

9640 -1 nmpm n> 1,

O nHaue,

10) M) = 2, ek PRG) = RGO~ -

11) S(R) = r%=1_|/|_ e~ n2m
12) NIX) = N(x, e, Ix12) = d{x,k,1") —D(X, K, /2),

13)  5(r4.)=_1 Nu)e—,
) (rh ﬂjle@ (n)e

14) o(r,k,1u12) = S(r, K, 1~ —S(r, K, /2),

15) ¢,c0,cy... YNCNEHHbIE MOMIOXKMWTENIbHbIE KOHCTaHTBI,

16) d, d0,du K, KO, K1 ... MonoXutenbHble KOHCTAHTHI,

17) £,80.e1, ... Nobble Manblie MONOXKUTENbHbIE (DMKCMPOBAHHbIE YMCNa,
18) logix = logx, logv+i = logv(logx), V=1,2, ..,

19) e,(x) = ex, ev+l(x)ev(el(x)), V=12, ..,
20) BOo =2+ {Po, rge y0= 14,13..., C(Bo) = 0,

21) T (y) — dyHKUMA inepa.
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§ 3. lemmbl. K. A. Pogocckuii B cBOeit paboTe [1] AoKa3as, YTo abContoTHOe
3HauveHue yHKLMK iff (X) —X He MOXKET ObITb C/IMLLKOM 60/bLINM Be3ae, B LOBOJIbHO
LNMHHOM MHTepBane. MIHTEPecHOo, YTo Nofo6HbIM 06pa3oM MOXET ObITb [OKa3aHo,
yto (yHKUMKM VOX) —x, M(x), (X, K, /XY — K, /12), S(R), ... NPMHUMAOT OTHO-
CUTE/bHO 6OMbLUME MONOXUTENbHLIE U MO abCOMOTHOW BeMYMHE 60MbLUME OTPU-
LaTesbHble 3HAYEHWs! B HEKOTOPOM [0BO/IbHO A/IMHHOM MHTepBane. B ganbHelilem
HaM MOHAZoO6ATCA CrefytoLime NemMMbl.

Nemma 1[1. Mpn 0<a”l n n —

(3.2) — j dx = 2}/nite1{n2u) + 0{\}.
1
Nemma 2[1]. MNycTb
O<a<0, logy=2u(B—Ys2—ad> 1, logz=2u(9+\i92—a2.
Torga NMelT MecTO HepaBeHCTBa:

y
(3.2) 1log x - ei _l(ZQUZX dx < 9(B2—a2)”"ej (azm),
n -
(3.3) ¥ xe~1llogx-el —Bﬁfx dx < 20(02—a2)“*ei(azM,
(3.4) f xe~'ei < (@ —a2)“*e1(azwn).

[oKa3aTenbCTBO 3TMX NEMM CM. B BbILLEYNOMSIHYTON paboTe Popgocckoro.
Nemma 3 [2]. Nyctb F(w)— ~ abCoMOTHO CXOANTCA Ha MpsSMOi

n=1n

Re w=40. Torga nmeeT MeCTO TO>K/ECTBO

Zane 4 = Yg=- T F(w)ew2udw,
n=1 y td‘@

Nemma 4. TlycTb uHTErpa
@3.5) h(s) m 7 dA ()

abCoMoTHO M PaBHOMEPHO CXOAWTCS B MOMyNIoCKOoCTU <r=<ri(>0). Torga UmeeT
MeCTO TOXKAECTBO

(3.6 fe, dA(x) = T]. [u<o)e-‘-An.
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[oKa3aTensCTBO MPOBOAMTCA TakKMM ke 06pa3oM, Kak [OKa3aTenbCTBO Jlem-
Mbl 3.

Nemma 5 Ecam ~72 (mod k), (/1/2,A)= 1, TO yHKUuS

nMeeT 0cobyto TOuKy B nonynnockocTu ffa J.
[Joka3zaTenbcTBO. VIMeeT MecTo COOTHOLUEHUE

o o €CIn X=PT, p NPOCTOe,
-x(x)*1°gP +°(\ogT),
(3.7) 2 Xe T HaTypa/ibHOE,

O %7 O(log T) uHaue,

npw raoe Q = Re+iye NpMHMMaeT 3HaveHus, ans KotopblXx L(q,y)=0,
Be>0. Myctb p npocToe, p=I1atnodk). N3 (3. 7) cnemyeT, 4TO

-Ap: 2 (xilJ-xVi)) 2 Xe=-~-logp +0(logT),
(bt » 0 S5ikr

npu T-s-c0. C APYroii CTOPOHbI, NeBast YacTb PaBeHCTBA UMEET BUJ o
Ke

npu goctaTtoyHo manom $>0, rge Kc 0603Ha4yaeT KOHTYp MNpsIMOYrOfibHWKA C
BepwmMHaMmn 2+ ie, 2+ i(T—e), e+ i(T —e€), s+ie. Takum 06pa3om, 3HaUeHNe NHTer-
pana He paBHSETCS HY/IO0 MpU JOCTaTOYHO 6O0MbLIOM T, M U3 3TOFO CrefyeT, 4uTo
hyHKumAf(S) nmeeT 0cobyro TOUKY B MoAynnockocTy o >0. OTcloga ¢ NpUMeEHEHNEM
(DYHKUMOHA/NbHLIX YpaBHeHUA Ana dyHkumMm L(s, y) nonydvaem, 4TO CyLLECTBYeT
ocobasi Touka U B MOAYMNIOCKOCTU U Q).

8 4. OueHka Tvna Q ana gyHkumm M(x). L. KHanoBcku fokasan ¢ npume-
HeHvem mMeTofa TypaHa cregytoLLyto Teopemy [3]. Mpeanonoras, YTo B NPAMOYTrofib-
HUKe 0 <er< 1, |i| = co Bce Hymm thyHKumMm C(a+it) nexar Ha AvHUKM a=\, UmMeeM

. —15log T-loggTI
1%M(X.) S Ttei . log2T j

. . log Tmog3T1
AN
,min M (x)s —T"ei log2T 31’

MmeeT MecTo crneaytolee 6e3yCnoBHOE YTBEPXKAEHME.

npu c¢xS T é el (col0).

Teopema 1 lMNpu TU Metw T MeECTO HepaBeHCTBA

4.2) max x~i M(x) S,
(4.2)  Jhin x~i M (x)s—0,

roe x=(2+3}3)2 [, CX YACIEHHO onpefensieMble MNONOXKUTENbHbIE KOHCTaHTBI.
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[okasaTtenbcTtBo. [lyctb zsO,

4.3 I(T)"  ®)ei[-ixio8m- .

1 AO>) ™
cCo 4 T
C NpuUMeHeHvieM JlemmMbl 3 ¢ an= pén)el( —ix log m) nonyyaem opmyny

Tak Kak B MOMYNAOCKOCTM Cr>1 MMeeT MeCTO TOXKAECTBO

2ina T 1

waudv.
o (r, Qw+ it) v

(4.4) I(T)

C [pyroit CTOpPOHbI, C MOMOLLbLIO abeneBckoro CyMMMUpOBaHUA NPaBoi yacTu
thopmynbl (4. 3) cnepyet, uTo

- , log2x logx
4.5 /(1) "4 IXlog x— am P on dx.

MycTb y, Z BeNMUUHLI, 414 KOTOpbIX 1SySz. [donycTuM, 4TO KMMEET MeCTO C
<56>0 0HO W3 HepaBeHCTB

(4.6) >;‘;\1)§)gZ(M(x) —Sx*) Q

4.7) ym)i(ar&M(x)+<3x;) 0.

Torga ogHa u3 (yHKUMIA M(X) + OX* He MeHsSieT 3Haka Ha WHTepBaiie Yy xSz,
N Tak

log* r _ logx
4. 8) T - o ix log x an dx
M(x)ixib(z+ logx log2x dx L log2x logx dx,
I T 21 4« | > (' 4m 2m

rge B WHTerpasne BblOMpPaeTcs 3HaK + WM — COOTBETCTBEHHO TOMY, UTO WMeeT
MeCTO HepaBeHCTBO (4. 7) wunm (4. 6).
Bblbepem BennyuHbI Y, Z, U cnefyowmuM obpasom:

(4.9) logy —2mi1— 3—, logz = 2m11+ 1
n nycte mM>M0(>1). Torga Ha wuHTepBasiie [y, Z] BbINOMHAETCH HepaBeHCTBO

logx

. log x
om £ '21 (> 0), n TaK T+ l%?\nx— S c2(t+ l)—q— « Takum 06pa3om, neast YacTb
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HepaBeHCTBa (4. 8) He NMPEBOCXOLMT BE/IMUMHBI

A
I M(x) logx ( log
co(r+ 1) J X 2n Cl{ Au

(4.10)

Tak kak \M(x)\LLIX, npuMeHss neMMy 2 ca = -£,0 = 1 (Be/IMUMHbIY, Z Obl/IN BblGPaHbI
COOTBETCTBEHHO 3TOMY) NOJlyYaeM HepaBeHCTBa

ox + 26c2(t+ 1) ei

4(r + 1) ej‘
Y3

. __log2¥)
ix log X o dx

N 13 HWUX cnegyeT topmyna

z
[ log2*

(4.11) P

dx+0((x+ 1)c4).
y ]
C nomMowpbio nemMmbl 1 nonyyaem, 4To BTOPON uneH B dopmyne (4. 10) He npe-
BOCXOAMT BeNUUUHBI c3(X + 1)YMGBed. Takum 06pas3om, ¢ npumMeHeHrem (4. 8), (4. 10),
(4.11) nonyyaem, 4TO

(A 12 [/(T)| € c2(T+1)| /(0)] +c3Yu(t+ 1)6e4 + O((T+ 1)ed).

C [pyroil CTOPOHbI Mbl [JOK&XXeM, YTO HepaBeHCTBO (4. 12) He MMeeT MecTO Mpu
NOAXOAALMX MOCTOSHHBLIX S, X. PaccMoTpuM JloMaHyto I, COCTOALLYH M3 YacTeld
I, (2-/fco, 2- /5), F2(2- /5, - /5), F3(- /5,/5), T4(/5 2+ /5), 52+ /5, 2+ /co). U3
(4. 10) cnepgyet npn T=0

ons, <0=TST/ cly
r

TaK KakK abCOo/MOTHblE 3HAYEHWUS OpAMHAT KPUTUYECKUX Hynel A3eTa-(hyHKUMK
PumaHa npeBocxogat 14, 1o wHTerpan (4. 13) asnsietca BenmumHoin 0(1) npm
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O CPABHWTE/IbHOW TEOPWW MPOCTbIX YUCEN 139

Myctb T=yo (=14, 13...)- Xopowo n3BecTHO, uTo £'(|+ nO) » 0 mn £(5)~0
B NpsMoyrofibHuke 0<<71<1, 0<7< 20, ecnm s y*| + ®»6mTakum obpasom,

2ivn T 1 2Yun
(4.14) 100 i 3 iy 2N oo
Tak Kak (hyHKLWS ﬁ—;% PerynapHas u orpaHuyeHa Ha somaHoli I, TO

A

/(Vo) 2" €4 + 0 (1)
I bl

OTcrofja MOXHO BUAETb, YTO (4. 12) He BbINOMHAETCA, €CAM U AOCTAaTOYHO 60MbLIOE
n <5>0 [OCTaTOYHO Manoe 4ucio, T. e. He UMetoT mecTa (4.6) U (4. 7). Takum
obpasom,

%M{X)X'*-b g 4§ ng{';\kM(x)~x~4’\ —5

N3 (4. 8) cnegyet, uto z=y*, x=(2+ F3)2 Muwem T=y 1 Nony4yaem TeOpemy.
8 5. O uucnax, He UMEKOLMX AeUTENein CTeneHU K. INEMEHTapHO MOXHO

[l0Ka3aTb, 4To PKX) = 0 (XK). C Apyroi CTOPOHbI, C MOMOLLbIO BbILLELMTMPOBAHHOM
Teopemsbl JlaHAay MOXHO [0Ka3aTb, UTO

P(x) lim /(%)
1
rx 2K

lim

C NMpUMEHEHWEM PAacCyXXAeHUI, MOXOXMX Ha [0Ka3aTeNbCTBO TEOPeMbl maparpadga
4, nony4yaem CreayoLlee YTBEPXKAEHME.

Teopema 2. MNpu nogxogawmx nocTosHHbIX ak>0, dl=dl(k)>0 gna T>dx
“meeM

1
(5.1) T%-*PW,)—X Xé Ok

(5.2) J.Qi8p Pb)gx,)-x_zlz S —df

roe 9=(2+"b)2. (3asucumocTb NOCTOsAHHLIX 6K, d1 0T k onpegensemas.)

JoKa3aTenbCTBO He ByaemM MoAPO6HO OMNMCbIBATb, TOMIbKO 06paTvM BHUMaHMe
Ha pasHuLy.
M13BeCTHO, 4TO

5. 3) g(%sz BKF(If), npm G 1.
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Tak > B ;524 X +0(1), TO pocTatoyHO foKasaTb HepaBeHcTBa (5. 1),
(5.2 pns H
(54) AW =j(e(»>-<+)

BMECTO (oyHKUMM PK(X).
N3 (5. 3) n 13 onpegeneHns PyHkuun £(s) cnegyet, yto ana a> 1

y g*(") o(fc)
(5. 5) = Ng) C(b)

3Ta (YyHKUMA perynspHa B TOUYKE 5=1 W aHIMTMYHO MPOJO/IKaeMa Ha BCeld
naockoctTn. C NOMOLbI fIEMMbl 3 MOMyYaeM TOXAECTBO

log+vj
(5. 6) ) dx

. . ewsudw.
- W Vi(w+id nw +w-

Bbibepem T= -~ 1 nesyto 4actb (5. 5) NepeHoCMM Ha noMaHyt [, COCTOALLYIO
13 yacTei

20 20 .20 )

rx(2-c/
x(2-c ~K K 1,~KJ

20 .2 20 .
520 R4 |])5+6 2+20/3,r7(2+20r,2+°o/).

TakuM e 06pa3oM, Kak B mpeaplayliem naparpage, MOXHO BUAETb, UTO

logxj  ( iyo log2x . _
TR w "
c(in
= /K ) . 3+0(D.
ki'iQo) Y4
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do,

Tax xaxk 0< %

Yo» (k=2), TO #0. C apyroi CTOPOHBI XOPOIIO

BHUIHO, YTO

1
78 log x- e, dx:=0.(1):

JlanbHeiiliasi 4acrb JOKa3aTesibCTBA COBCEM aHAJOTMYHA C 0Ka3aTeJIbCTBOM
TeopeMsI 1.

§ 6. CpaBHenne NPOCTHIX HHCET B Pa3/NyHbIX apHPMETHUYCCKHX HpPOrpeccHsX.
II. Kuanoscku u II. Typan B pabote [4] noka3zanu cieayrollee YTBEPKICHHE.
Ecnu au oana us Gyskuouit L(s, X) ¢ XapakTepaMu o MO0 k ne obparaercst
B HyJIb B 00JIacTH
O<o<1, |t|l=Ak)(=]),

o 1ipu [y I, Gysxmas 4(x)( =y (x, k, 1;) —y(x, k, 1)) Mensier 3naK B HHTepBane
wéxéezV“’, roe

o = max {e; (k), e,(2(4(k))~3)},

a ¢, — JOCTATOYHO OoJIbIlasi YMCICHHAS IOCTOSHHAS.
O6o3naunm vepe3 @ = f3,+ iy, 0cOObIE TOUKM B KPUTHYECKOH 30HE (DYHKUHH
f(s), m myctp

(6.1) b, = Rezf(w).

U3 onpenenenust pyakmuu f(s) (cm. O6o3navenns 6) cieayer, 4ro ee 0CoObIE TOUKH
OJIHOKPATHBIE.
Ilycts
6.2) 0; = supr f,.
e

U3 nemMmbl 4 crnemyeT, uto 0, =1.
Tenepb MBI JOKaXXeM CJIEAYIOIIEE YTBEPKICHHE.

Teopema 3. Ecau ynkyus f(s) 6 ceemenme 0<s <1 peeyaspuas, e, =0, &5, >0,
a06vle maavle PHurcuposanmvle uucad, mo

(6.3) max. A ()l s =
Tl-82=x=T

(6.4) min  A(x)-x"0ta = —1
Tl-f2=x=T

npu L= T0(813 82)f)°
K COXaJICHUIO, TO HE SIBJISIETCS B(b(beKTI/IBHLIM.

Iloxa3zaTenbCcTBO. MBI NOKaXXeM CHadvalla, YTO IPU MPOU3BOJIBHOM &4 =0
HAXOJMWTCS HeKkoTopass ocobas Touka @, = f;+iy, Gynkuuu f(s) B moioce
0,—e4=p;=0,, nua xoropoit f(s) peryaipsa B o=f,, 0=|t—y,|=4. Oro
OueBHUOHO B ciydyae 0, =1.
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PaccmoTpum cnyyain Ot > \ mO603Haumm vepe3 Nx{a,b) umcno kopHeii hyHKLMK
L(s,x) B obnactm <r-sa, \t\*b. nMMyctb pganee Nf{a,b) umcno ocobbix ToueK
thyHkumm f(s) B obnactu irgl, \t\=b. Torga

(6.5) Nf (a,b)sa 2 Nx(ab).
/(mod ft)
MycTb B1—£2 =*r- M3BeCTHO [2], YTO NPV MOCTOSHHOW C NoAxoaswmum

thmkcupoBaHHbIM  €3>0 BbINONHAETCA HepaBeHCTBO NX(@ b)<bl~es, ecim b
JocTaTovyHO 6onbwoe. Bblbupas a = 6i—s2, ¢ nomowbio (6.5) nonyyvaem yT-

BEpXKAEHME.
C NpuMMeHeHVieM NeMMbl 3 MOMyYaem, UTO

(6. 6) [-OT log* Iogfk}dx

ijwn
2ni
)

f(w +iyi)ew udw,

{6.1) m -~ f ~log x-el[-PiN)dx =~ JfMenrdw.
1 (2)

MepeHOCMM KOHTYP WHTErpupoBaHMs B NPaBoii yacTu (6. 6) Ha nomaHyto I, cocTo-

SALLYI0 13 YacTei
ri(2-i°°,2-iAf), r2(2-iAi,A3-iA1, r3{A3-iAl,A3+iA2),

| :(A3+ A2, 2FiAD), rs2+iA2 2 \-z),

roe 2ST)S4, 2°MN274, « (OyHKUMA /{s+iy" perynsapHas Ha
JMHMAX t=A2,t = —Al,a=A3. OueBuMgHO, 4TO Takme 3HadeHus AIl,A2,A3
cylecTBytoT. Takum 06pa3om,

2 /M ¢ v+ iyDewaudw = O
2Nn1 r

MpU NOCTOAHHbIX 3HaYeHMAX €2, e4. Tak Kak nontockl PyHKUMK/(X) OAHOKpaTHbIE, TO

(6.8) H{yd = 27un 2Z'bere~iy)u+ o0 \ei\r(s >

rAe LWTPMX O3HAYaeT, YTO Mbl CYMMMUPYEM TOJIbKO Ha 3HAYeHWsi g, KOTOpble nexar
HanpaBo oT . Tak kak bQ@"~iy)2u= ofbei eXl) npn n—°°, Q*Qi> 10

(6.9) [(y]j = 2iunbeiel*u{\ + o(1)) npwu

3-3a npeanonoxeHuns Teopembl yHKUuMA f(s) perynsipHa B HEKOTOpOW 06/1acTm

O<<7<l, |/|siA, (A>0). lNepeHOCUM KOHTYp WHTErpMpoBaHWsA Ha NOMaHyk [*,
COCTOALLYHO M3 YacTed M(2—r°°, 2—10), 'A2—T0, 91—iC), I3{91—/C, +—0C),
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I'“@—iC, 3+iC), I*G +iC, 0, +iC), I'*(0, +iC, 2+i,), I*(2+i-10, 2 + i), re
Ci= 5 IMpenmonoxuM, 4To &4 HACTOJIBKO Majoe, YTO 2l/274 =C. Torna na noma-

HOl I'* 02—1*=0%—C?<p?—¢5, THe &€5=>0 momxonsmas NOCTOSHHAsA. Jlajee
Gbyuxkuus f(s) perynspua Hampaso oT I, W Tak

(6.10) 100) = O(Vue,((B* —e6)u)) = o(ey(B*w)), U~ oo,
CTalILlapTllLIM CIIOCOOOM MOKHO JA0Ka3aTb, 4YTO
0,+¢ mpn 0, <1,
= 0 —
(6.11) [4(x)| = K;x°, 6 { 5 S

rae ¢ >0 mpom3BosibHasg noctosiHHas, Ky = K, (¢). ITycTh

logy = 2u(9—}/02—ﬁ%), logz = 2u(0+ 1/02_/3%)_

I'Ipelmonoraﬂ, YTO UMEET MECTO OIHO M3 HEPABCHCTB

(6.12) max (4(x)—dxh) = 0,
Y=EX=z

6.13) min (4(x)+8x#)=0, 6= 0,
y=x=z

TO — Kak B maparpade 4 — moayuyum

_log*x

[(yy)| = d2(|71|+1){[1(0)|+5/Xﬁ“1 105x 61[ o ]dx+

1
y ©o
log x log?x
-1 Al
+/+/x 2u el[ i g%
1 z

C npumenenueM jemMMm 1, 2 u omenox (6. 9), (6. 10) momyvyaemM HepaBEeHCTBO

Vur b, |e, (Biu) = dy(|y,]+ 1) {0(e, (Brw)) + 65V ur e, (B3u)},

HO 3TO HE UMeEET MeCTa IS U >u, (&, &, ..., &). ECIH &, &, HACTOIBKO MaJble, YTO
BBIIIOJIHSIFOTCSL HEPABEHCTBA
Sy
0— VTP

=l—g,e,<¢
e | s § L 25
T
0+ V02 —p?
TO TOJYYHUM TEOpeMy.

[TonoGHoe yTBepxaeHHe mMeeT MecTo U st GyHkumu M (x).

Teopema 4. IIycmo 0,= supr Re g, &, =0, &, =0 ar06vie maavie nocmosnmbvle.

=0
Cywecmeyem maxas nocmosinnan To=Ty(e,, €,), umo npu T=T,

max M(x)-x-%2ra2=1, min @ M(x)-x"%*2 =1,

Tl-81=x=T Tl-81=x=T

OTa Teopema He AOKa3bIBaeTCs B ITOW paboTe.
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§ 7. ®opmyaa Pamanymxkana S(f). Psn

< u(n
1) S = Z&e-(ﬂ/n)z
n=1 B
B. Cram B pabote [6] HazwiBaeT psmoM Pamanymxkana. [lycte [a, b] — 3a1anHBIN
CErMEHT Ha ITOJIOKUTEIbHOM YacCTH YHCIOBOM ocu. OmpenensieTcss MoctosHHas K
cleayommuM obpazom

K= 1max
p€la, b]

— .|
Vn S[F]—ﬁS(ﬁ)‘-

Cram mokasai cieayrollyro Teopemy. Eciam Bce KpHUTHYCCKHE HYJIH A3CTa-
(ynkuun Pumana mpocThie ¥ pacIoNioKeHsl Ha ¢ =4, To npu 7'>max (c,, e;(K1))
HMEET MECTO HEPaBEHCTBO

= -1 -0(1)
T,_mpgpéTlS(ﬁ)l = T :
Tae ¢4 obo03HayaeT YUCJIOBYHKO ITOCTOSHHYIO.
HOKaBaTeHLCTBO OCHOBEBIBA€TCd Ha METOAE TypaHa, C IIOMOIIBIO KOTOPOTO
OILICHUBACTCA CHHU3Y MOAYJIb CyYMMBbI cTeneHeil KOMIIJIEKCHBIX 4uceli. MBI JOKaXEM
CIIEYIOUIYIO Oe3yCIOBHYIO TEOpeMY.

Teopema 5. Ilpu T=pf,

.2 max_fES(B) = o,
(1.3 [ min_fES(B) < =9,

)2
20e §=0, o =0 obosnauaiom uucaogvie nocmosannvie, »=(2+V3)>.

Hoxa3atenabcTBO. M3 ompenenenust GpyHkuumu S(f) MOJIydYUM TOXJIECTBO

o s =) o

(7.4 BS(B) = o / )ﬁz o s =0,
OTCIO/Ia C IIOMOLIBIO 00paTHOM (POPMYJIBI BBITEKAET TOXK/IECTBO

s ) g S —8)
@.5) JorimesGpas = oS
TpH a>%. Tax xax Zo’oﬂ—}(:l) =10,"T0

n=0
5, 2
s = 34O o, [-[]] 1] = o
n=1

npu 0<f=1, u Tak GyHKIUA

1 el
o()™ [ PRELp»
; VB
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3 1
peryJisipHa Ha TOJYMIOCKOCTH 6 <— , U TYT ¢@(s) = O 2 Beenem o0603Ha-

2 3
YCHUs:
.6 vor= [ 5D g
(1.7) W(s+in) = [ ps-i Sf/l/j)dﬁ
i p

roe 7=0. Ilpumensis temmy 4 ¢

aA ()=l S(V_;) d
Vx

noJjy4yacM TOXICCTBO

dx ,Vu fx//(u +it)e¥*tdw.

log x] S(Vx) &
du ) Yx 123 )

(7.8) 1(1')‘2f el[—irlogx
1

ITycTp r:}%’« (ompenenenue 7y, cM. B maparpade 2,20), ¥ HEpeHOCUM KOHTYP

MHTErPUPOBAHUS TPABOM YACTH 3TOrO TOXIECTBA HA JIOMaHYy I, COCTOSIIIYIO U3
yacTen

Tf (%—001,4 41)9 F2(3_41,%_31)’ F3(%—31a _31)7 r4('—3ls 3l)a

[sGi, $3+3i), T'sG+3i,3+4i), ,3+4i3+io).

Takum obpaszom nomydaem (HopMyJibl

)
{3 SR it L RN

(7.9 1[7]—2Vun PaThy C +0(1),
(7.10) 1(0) = O(1).

IMpumensisi 0603HaUYCHMS

logy = 2u(0—V02=42), logz = 2u(0+V0*= —a2), 6

I
v
K
[
i

A0NyCTHUM, 4YTO HMEET MECTO OOHO M3 HEPABCHCTB

;gsg,(S(V})_sx'%] = ylgg,(s(ﬁ)+ax‘%) s
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C NOCTOAHHON <5>0. /I3 3TOro nNpeAnonoXeHns — Kak B naparpade 4 — MOXHO
BbIBECTM HEPABEHCTBO

OueHnBaeM WHTerpasbl B npaeoi vactu opmynbl (7. 11). Tak Kak I—(legzim

n3 (7.4) S(B)=0(1, To c NOMOLLbIO NEMMbl 2 NOMy4YaemM HepaBeHCTBa

f\s(]1/x) [ log2x) (n)
] -~ eT ~ r I '"cebly

[anee M3-3a|231 . (>0) C MOMOLLbLIO NEMMbI 1 BbITeKaeT HepaBeHCTBO

s

In, 0 :x 1*m / N fen» -
Takum 06paszom,

(7.12) I U —|do)| +c6et |-~-|+c5 Yun Cel :

€CnM 1 gocTaTouHO 6onblioe. Ho oueHku (7. 9), (7. 10) cnpaBeanmBbl, U Tak Hepa-
BEHCTBO (7. 12) He MOXeT BbIMOMHATLCA, €CiM U AOCTaTOYHO 6onbwoe U 8>()
[OCTaTOYHO Manoe (PUKCMPOBAHHOE YUCHO.

Takum 06pasom,

Juax, (s'(/x) —ax 4) £ 0, min +

M U3 3TOFO CrefyeT Teopema.
Moao6HbIM ke 06pa3oM MOXHO A0Kas3aTb Crefdytolyto Teopemy.
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Teopema 6. Iycmb &, =0,8,=0 mobvie Puxcuposannsvie uucaa. Toz20a
cywecmeyem marasa eeauuuna To=To(e(, &), umo npu T=T, umerom mecmo

Hepasencmea
max S(ﬁ).ﬁl—01+n =15 min S(/}‘).ﬂl—02+cl Sy
Tl-22=g=T Tl-f2<g=T
rae 0, suprReg. (T, ne-sbdexrnpnas!)

=0

§ 8. Cpasuenue B aGenesom cvbiciae. ll. Kuanmoscku u I1. Typan B pabote [5]
Jiokaszanu cienyroniee yisepxaenne. Ecmu 0<v<c,,/; #1, (mod 8), (I, 1,,2) = 1,10

1 1
1 10g7'10g3‘7
A% alr, Bl by s =
v=r=ovl/- VU l

i log, =

log%- log3%

minl 6(",8,[1,12)< =104 —22'
e Vo 1082%

(Onpepnenenne pyukunu o(r) cM. B O603HaueHHsX.) C NOMOIIBIO HALIEIO METO/a
MOTYT OBITH JI0Ka3aHBI CIEIYIOLINE TEOPEMBI.

Teopema 7. Ecau O0<v<cg, I;#1, (mod 8), (/;1,,2)=1, mo

max xa(r, 8’ ll’ 12) $ V;: = 6’ ,,slnsi,l}l/na(r’ 8, ll, 12) ¢ V; = —6’

v=r=vl/
\2
20e 8=0, cg=0 uymepuueckue nocmosannste, »=(2+Y3)".

Teopema 8. Ecau l{#Il, (modk), (I,1,,k)=1, u ¢ynxyua

1) = =5 = G~ 70) - 6.2

peeyaapna ¢ ceemerme 0<s-<1, mo cywecmeyrom marue nocmosnnvie dy =d(f),
0=0(f), umo npu 0 <v<d; umerom mecmo HepaseHcmea

,max o(r.kl,L)Vr=d  min o(rkl,L)Vr <=9,

20e 1 = (2+ ¥3)>%. (3asucumocmo gynkyuu d; om k nesgppexmusnal)

Teopema 9. Ilycmo ynxyus f(s) peeyaapua é ceemenme 0 <s<1, e, >0, &, >0
aobvie maavie Purcuposannsie yucaa, ly #1, (mod k), (1;1,, k) = 1. Tozoa cywyecmeyem
maxkoe uucao dy =d,(f, &, €,), umo npu v<d, umMerom mecmo HepaseHcmea

max o(r,k,ly,)r*1 =2 =1, min o(r,k,l,1,)-rfr -2 < —1,

v=r=vl—¢ v=r=vl—21 .
(Onpenenenne 0, cm. B maparpade 6, (6.2)).
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Mbi 1oKaxeM ToJIbKO TeopeMy 9. Jloka3aTelbCTBa TEOPeM 7 M 8 NMPOBOAATCS
aHAJIOTHYHBIM 00pa3oMm.
C nomoupro hopmysibl MesinHa MMeeM, YTO

o0(=ot. k1) = 5 [P 16y as

)
OTCrO1a

oo

fr“‘o'(r)dr = F(s)fCs):

0

Tak xak |o(r)) =0(e™") npu r=1, 10 GyHKIHS

oo

h) X [ r-1e(r)dr

1

3 1
nejiast ¥ oHa orpaHuvcHa B 0001 MOJIYILJIOCKOCTH 0 >¢. 3aMEHUB I’=; , OJIyYumM

1 o

fr‘“a(r)dr = fa'

U Tak

fa[%] x5t dx = I(s)f(s)—h(s).
IMpumenss emmy 6, ¢
dA(x) = a[ 1]xel(——zyllogx)dx u dA(x) = a[i]xdx

(rme y; — Kak B maparpade 6) mojydaeM TOXICCTBA

I(O)derf [i]-\‘el [—%{] dx = 2Vu7'c f{F(u)f(n) h(w)}e** dw,

1

i P log? 2
I(y,) ;f [ ])‘e1 [—zyllog x'— fux]dx Vun f{F(n+1y,)f(w+1yQ—

2)
—h(w+iy,)}e” dw.
JloKa3aTeqbCTBO MOXHO MPOIOJIKATH CTAHAAPTHBIM METOIOM.

Tax xak B ciydae k=8 IOJIOCHI, PACIOJIOXEHHBIE B OJIM3W peajbHOM OCH
¢ynkuuu f(s) U3BECTHbI, TO KOHCTAHTBIL 0, Cg SABISIOTCS 3(PDEKTHBHBIMHU.

DTOT METO/I TTO3BOJISICT HAM J0Ka3aTh MCIXKAY NPOYUM CIICAYHOINYIO TECOPEMY.
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Teopema 10. ITpu O <v<cy,

max {2“(”)3_"} ‘/; > 5, c min {ﬁﬂ(n)e—nr} '/7 iz ""6,

v=rsvl/* =r=vl/x

20e x = (2+V3)% 8=0, co= 0 sppexmusnvie nocmosnnvie.

(ocmynuaa 4. 1. 1966.)
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ON SOME PROBLEMS OF A STATISTICAL
GROUP-THEORY. II

By
P. ERDOS and P. TURAN (Budapest), members of the Academy

1. In the first paper of this series' we showed that for almost all elements P
of the symmetric group S, of n letters (i.e. apart from at most o(n!) P’s) the order
O(P) of P satisfies the inequality

=
(1.1) log O(P)—%logzn < w()log?n

if only w(n) > with n. Hence log O(P) is for almost all P’s much less than its maxi-
mum, which is as LANDAU ? proved, ~ Vnlogn. Though several questions in the
first paper were left to later papers of this series and we intend indeed to return to
them in paper III, in this paper we launch another trend which seems to us equally
interesting in itself and perhaps even more inherent to the algebraic aspects. This
refers to the arithmetical structure of the order O(P). We assert the following
theorems.3

THEOREM 1. If w(n) > with n arbitrarily slowly then for almost all P’s the
order O(P) is divisible by all prime-powers not exceeding *

a.2) der logn {1 3log3n_w_(71)_}-

log,n logon  log,n

As an immediate corollary of this theorem we remark that “almost no” P’s
have a square-free order O(P) and for arbitrarily large integer b the order O(P)
is for almost all P’s divisible by b.

How far is this Theorem 1 best-possible? We shall prove that replacing in (1. 2)
the term (— %’%) by (+1(C)0g(:)n] then only o(n!) P’s have this property. However
we shall state this in a slightly stronger form as

1 Zeitschr. fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verw. Gebiete, 4 (1965), pp. 175—186.

2 Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1909, Bd. 1. p. 222.

3 The starting point of these investigations was the question of A. ScHiNzeL, whether or not
for almost all P’s O(P) is even.

4 Throughout this paper log,» means v-times iterated logarithms.
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THEOREM 1I. If w(n)—e= arbitrarily slowly with n then for almost all P’s the
order O(P) is not divisible by some prime not exceeding

(1.3)

For the sake of orientation we remark that for primes =c¢logn much more
is true. We formulate the

TueoreM II1. If o is fixed positive number and p, is any prime of form («+ o(1))log n
we have for the number b(n) of P’s with the property O(P) being not divisible by p,
the relation
(1.4)
holds.

In particular if w(n) ~<- arbitrarily slowly with » and p, =w(n) log n, then for
almost all P’s O(P) is not divisible by p,.

2. What are the corresponding theorems for ““large” prime-factors of O(P)?
As to this we assert the

THEOREM 1V. If &(n) is positive and tends with 1/n to zero arbitrarily slowly,
then for almost all P’s O(P) is not divisible by any prime

(2 1) o ne'f(")}llsg—" 3

Again we shall prove that this theorem is essentially best possible by showing
that replacing in (2. 1) &(n) by 1/e(n) the situation completely changes. We assert
this fact as

THEOREM V. If w(n) tends to infinity with n whatever slowly then for almost all
P’s O(P) has a prime-factor 233
(2. 2) e ne—m(n)}/logn

From theorems 1V and V one has the following somewhat surprising

COROLLARY. If w(n) tends to == with n arbitrarily slowly then for almost all P’s
i el e
the maximal prime-factor of O(P) is between ne-*®™Viosn and pe @@ g -

Further we proved that for an arbitrarily small ¢ =0 for almost all P’s the number
of prime-factors of O(P) (counting with or without multiplicity) is between
(1+e¢)logn-log, n. Since the proof does not differ essentially from that of Theorem
II, we shall not go into details.

As one can easily see from our subsequent proofs we laid no particular stress
to squeeze out sharpest possible laws. E.g. our proof for Theorem V would result
also that for almost all P’s O(P) has not only one but several prime-factors satisfying
(2.2). We could show that the number of P’s whose group-order O(P) is divisible
by all prime-powers not exceeding

} (c real)
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divided by n/ has a distribution function f;(c) and the same holds for the number
of P’s whose order is not divisible by any prime greater than

ne—eViogn (c real).

Our theorems refer to the group S, ; obviously the same holds for the alternating
group A, of n letters too.

We call the attention also to Theorem VI in 8.

As the first of us remarked that by the same method as used in the proof of
Theorem II, combined with the sharpened form of the prime number theorem for
arithmetical progressions he can prove the following theorem. Let w(n) — = arbitrarily
slowly then for almost all integers m=n the Euler-function ¢(m) is divisible by all
primes not exceeding

log,n {1 43 logyan  w(n)
logsn logyn  logsn
and ¢(m) has (1+o0(1)) % (log log n)* prime factors.

3. Next we turn to the proof of our theorems. We represent P uniquely as union
of disjoint cycles; let P consist of m; cycles of length n,, m, cycles of length n,, ...
so that

3.1) ny<ny<..<mn, k=k(P)
3.2) n=myn;+myn,+ ... +my.

The number of those P’s with presciibed k, m,’s and n,’s is, as remarked by
Cauchy?

n!
mylmy! .oy WTnSR . n

(3.3)

It is well-known that
3.4) OP)=[ny; ns,::.,nl

Let p* be an arbitrary prime-power =n and f(n, p*) be the number of P’s such
that O(P) is not divisible by p* Then Theorem I will be any easy consequence of the
LemMmA 1. For f(n, p*) we have the nice exact formula

Sn.p*) _

(8L9) o

For the proof we remark first that the left-side of (3. 5) is owing to (3. 3) nothing
else than the coefficient of z” in

5 See e. g. J. RIORDAN’s book An introduction to combinatorial analysis, New York, 1958.
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where the prime means that the product is to be extended to all v’s divisible by the
(a— 1)th power of p at most. But this can be written for |z| <1 as

et

1
g b —z097 (14z422+... 42" )"
/] exp—v—zexp{z_ 2 } ) :[ a1 ] =

v=1 YV y=1 11—z

p*-1

= Q424224234 ... 2 ) (1 —2F") 7 =

S 1 1 1 1 :
=1+z+22+... +z¢F" 1 [1+ > [1——][ ][ ]...[1—. ] mp* | |
( ) ) p* 2p* 3p* mp* * _

which proves the lemma at once.
For later use we remark that if p, ¢ are different primes and g(n, p, ¢) is the
number of P’s such that O(P) is divisible neither by p nor by ¢ then the same reasoning

gives that —1— g(n P, q) equals the coefficient of z" in the MacLaurin series of

1 1

(3.6) o i LSS L

(1—z)(1 —zP9)pe

4. For the proof of Theorem I we estimate 711—’ f(n, p*) from above using Lemma I.

This gives for p*=n

4.1

log[n] logi
< exp R = ‘

Hence the number of P’s whose order is not divisible by a prime-power p* not ex-
ceeding 4 (in (1.2)) we get the upper bound °

A

Iog 1 logn
def
3 exp|l———|<c¢c¢ ex { } <0 f—ex {——w}d.\‘.
g,, P p"‘ . ,,é; P 22 log x P X
Since
logn 1 det
logsn | jlogsn o) e
lngn Zlogzn

6 ¢y, €2, ... denote positive numerical constants.
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we have
Ay
1 logn
4.2) S < czf o exp {— - }dx.
2
The integral over (2, logn) is evidently
log, n

logn s o =aiCy
b = “log,n logn ~ logon’

For the remaining integral S” we get substituting

S logn
" logyn—y
3 login—3w(n) yd 1
Do e dy 3
G [ log(ogan—y)(,__» Y Gogan)’ ~
t log,n log, n

3logan—4to(n)
e Ll v —$a(n) _,
g0 e’dy < cje 0
if n -, which together with (4. 3) and (4. 2) proves the theorem.
The proof of Theorem III follows also easily from Lemma I. This gives namely

e 1 1 1 1
Iy SRR

1=v=

po

po

= (I+o(l))exp [—k;ﬁ]

which already proves Theorem III. 7
5. For the proof of Theorem II we shall need as to the coefficient of z" in (3. 6) the

Lemma 1II. 7If
3
o logn
5. 1 4 = = et
(5:1) log n‘p<q'1010g2n

and n is sufficiently large then

Sl 1

1 Sl L
—n—!g(n’p’q):n £ "{1+0(10g Zn)}.

7 The ordo-sign refers throughout this paper to n— .
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If p and g were fixed and n — ==, the relation
Lot

prq?

Lt

(pg) ™

coeffs2"in G, ,(z) ~

would follow from known result of Darboux; ® but here p and g vary with n as re-
stricted by (5. 1). A sketch of the rather technical proof we shall postpone to an
Appendix. A more direct (real-variable or algebraic) approach to the determination
of this coefficient would be desirable. °

6. The proof of Theorem II (and also Theorem V) will be based on an idea
which was introduced into arithmetics in 1934 by one of us;'° this is on the way
to become a part of the folklore in this subject. Let (with B in (1. 3))

I logn

(6.1 2 log,n

=Ep1<p<..<p=B

be all primes in this interval; if » is sufficiently large, we have
1 logn S~ logn
10 (log,n)? (log,n)*

We introduce the function A(P) of P as the number of the p;’s from (6. 1) which do
not divide O(P). For this A(P) we shall prove two simple lemmata.

6.2)

LemMMA III. Putting S, :% > h(P) we have
I

S1~Zex{

For the proof we remark first that with notation of Lemma I we have

}+0(1)

v

1 1
(6.3) Sy = -7 2.f(n,p,).
Applying Lemma [ this gives

S, =

8 G. DarBoux, Memoire sur I'approximation des fonctions de trés grands nombres etc., Journ.
de math. pures et appl., Ser. III. Tome IV (1878).

? The same holds for the functions (1 —z)?(1—z"*)(1—z")"%1—z%)"* which — and their
obvious generalization — reminds one to the cyclotomic polynomials.

10 P, TurAN, On a theorem of Hardy and Ramanulan Journ. London Math. Soc., 9 (4) (1934),
pp. 274—276 and Uber einige Verallgemeinerungen cines Satzes von Hardy und Ramanujan, ibid.,
11 (1936), pp. 125—133. See also the beautiful booklet of M. Kac, Statistical independence in
probability, analysis and number theory, Carus Math. Monographs, No. 12.
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Using (6. 1) (and (1. 3)) the product is

1 logn log p
ex ——10 —+0[ ]}:ex {— +O[ it =
p{ pv gpv pV p p\' p\'
2
: {HO[M oo 22
logn Py

Z’ep{ 1"g"}w(l)

and thus, using (6. 2)

as stated.
Further we need the

LemmA IV. Putting S;=— > h(P)* we have

i)
n!

sigeele o) o)) 2

For the proof we write (p;’s in (6. 1))

S =l ZOL F )

P pufO(P) pviOP)

]+0(1)

The contribution of the pairs with p=v is obviously S, ; hence

1
6.4 S=85+2 2 [v, 2% 1] =8+2 2 ,g(n,p,,,po
1=u<v=I\N pu;gggg 1=p<v=l1:
Pv

with the notation of (3. 6). Using the remark (3. 6) and Lemma II we get

Ayl s 1
S, = 8,42 “e o ||1+0 | ——
: ; [éélgtn b ] [ [Vlogn ]] 4

Using also Lemma III we get

logn

e a e e P

7. Lemma III and IV give quickly the proof of Theorem II. We form the ex-
pression

.1) z"ifiz[h(P)—Zex [ 1";’"]]2.

"

as stated.

Lemma III and IV give at once

o =gl geo o op oo (20}
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Let U be the set of P’s with
h(P)=0

and |U| their number; (7. 1) and (7. 2) give a fortiori

(@.3) iZU!_I<O(1){V1gn [,.glexp[ 1;;;1” [ZCXP[ logn]] }

If we succeed in proving

1
ng exp [—lopgn] - OO

n

with n we are ready. But

V> o ; exp [—
ogn

(log2 n)?

logn
p

which is analogously as in 4.
3 logzn+tw(n) d
Cy erdy

N e ==
(log, n)* 1—— Y )*(;_log(og,n~y)
3 logan—%w(n) ]ogzn logzn

3 logsn+4w(n)
Cs

~ (logyn)?®
3login—4wn)

e—"dy—»oo

indeed.

8. The proof of Theorem IV, once having Lemma I is again easy. This gives
namely if f(n, p) stands for the number of those P’s, whose order O(P) is divisible
by p the exact formula

fn,p) 1 1 1 SRy 1
23 ] el ool

4
i.e.,if p=Vn say,
n

o log —
@8.1) f%ﬂ) - _-pi+0 [—11;]

Hence for the proof of our Theorem IV we have only to show that

2 {ilogﬁ—ko[l]} =40,
nexp (—e(m)Ylogn) = p =n P ] 4
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For the second sum this is well-known; for the first it follows easily since it cannot

exceed
1

which tends to O indeed.

9. The proof of Theorem V will be easy after having the Theorem VI, which
is of independent interest. This is the following.

THEOREM VI. Let
(9.1) l=a<ay<..<a

[IA

n

s

be u sequence of integers. Then the number of P’s having no cycles with the length
a, or a, ...or a,, cannot exceed the quantity

n!

s
Hence if > a; ' tends with n to =, then almost all P’s have at least one cycle

v=1
the length of which is among the numbers in (9. 1).
The proof of Theorem VI will be based again on the dispersion-idea. Let L(P)
be the number of the a,’s from (9. 1) with the property that P has a cycle with length
a,. Then we assert the

LemMMA V.  Denoting the expression
1
by H, we have
H,

For the proof we start from the fact that

where the summation within the bracket refers to all P’s containing a cycle with
the length a, (v fixed). But what is the value of this sum? The elements of this cycle

. (n : >
can be selected in (a ) ways; after selection each can be written down on a,! ways.
v

Since a cyclic permutation gives the same cycle, our selection gives rise to

n 1 n!
a)—=—"-—
a, a a,n—a)
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different cycles of length a,. Each can be completed to a P by permuting the remaining
(n—a,) elements. Hence the value of the inner bracket is for fixed v 1/a,, which

proves the lemma.
We need further the

LemMA VI. Denoting the expression

1 2
n! ;, LR
by H, we have

[IA

e o)

v=1 4y v=1 4,

For the proof we start from the fact that

I i
0y  Hm=p3(ZN(Z)=-m+2 > (53]
ayin P ayin P 1=u<v=S I
aptay=n
where the >” is to be extended to all P’s having two cycles with the length a, and a,
respectively. What is the value of the inner sum in (9. 3)? The cycle of length 4, can
!
be filled as before in — ways; the cycle of length a, afterwards in
an—a,)
(n—a,)!

av(n—au—av)!

ways. Each can be completed to a P in (n—a,—a,)! ways. Hence the value of the
expression in the bracket in (9. 3) is 1/a,a,. Hence

s 1 1 1)2
0.4 A e
v=1 """ 1=sp<v=s K a, y=1 ¥ v=1 V
ap+ay=n

indeed.
In order to prove Theorem V we consider the expression

. 5) z, ™ nl Z[L(P)—‘ZGL] :

From Lemma V and VI we get

(9. 6) ko

v=14,
Denoting by U, the set of P’s with L(P)=0 and by |U,| the number of P sin U,
(9.5) and (9.6) give
s =
IUII = [Z’L]

n! v=14a,

i.e. Theorem VI is proved already.
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10. In order to deduce Theorem V from Theorem VI we define the a,’s as all
multiples of all primes in the interval
(10. 1) I: nexp(—wmVYlogn)=p=n
which do not exceed n. The sum of their reciprocals is

(10.2) 2 Z 2—1g"+0(1)2— I;lgp+0(l)

pCI
P

The remaining sum is
1
= > —log>

3 pcl; P P
where /, stands for the interval

nexp{—w(n)l/lo_g—ﬁ} = p =nexp {—— l/logn}

hence this sum is

()'/1 2_ w(n)Vl w(n) 1 _w(n)z.

pet P Vlogn 6

Hence with exception of at most

__—6 |
omz "

P’s the other ones are such that O(P) is divisible by a prime p in 7. Q.e.d.

Appendix

We sketch the proof of Lemma II. We have for » =10 obviously
M) a8ep0 =S [G@eide
Rl Ea e 2m pg

where D, means the following path of integration. We cut off the plane along the
segment

2niv

z=re P4 , r=1

then D, comes from infinity along the ray

2
arcz = ﬂ——0
Pq
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2miv
encircles the point z=e P4 in negative sense with a “small” circle and then goes
to infinity along the ray

2nv
arcz = ——+40.
rq

The contribution of the ‘“small” circles goes obviously to 0 and hence

ra—1

1
@ a8mp =21,

where

3) I, = lim

P
e->+0 prt1

2l ¢ Gpq [r exp i[ﬂ+£]] = [r expi [_Zn_v_ s]]
{ f = i d
T
1

We consider first the 7,’s with

l=v=pg—1.
We have (roughly)
10, 10,
G (@] < cal i qu

FE=DR . - pa

and hence

oo

1

1
=1 ey 2 = ‘1_
pZ || < 10(1"1)2[ - = lO(pq)th Pa(1—f) 1+ dr
v=1
0

rHi(r—1)re

on putting r = le; Using the well-known formula
1
Te+1)IrE+1)
a1 _ 4)\8 = sl e
) oft e (@& =1, 1)
we get for n>n,
1
" F[n+pq} ot
= 2 3 q
2 L] = 20(pg)* ™ < (pa)*n?
and hence
1 Ll
(5) Ig(”,P,q)F_IO <(pq)3npq

As to I, putting

Il
S

| ]
o= (22 (=
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we get

oo

sin A / g(r)ydr

i R (r=)te

Io=

log n

The contrlbutlon of r=1+100 is O(n=3°) quite roughly; replacing on the

remaining interval g(r) by
1

1
prq?
1

(pg) 7

gives an error of O(n~'log? n). Completing again the integration range to (1, =)
we get

L
(6) e % , ") {1+0(n"log? n)}/w +0(@m=3°).
pq) ra

Substituting again r by IL—-t and applying (4) we get for the main term in (6)

1 1
pr q‘1 sinnl-F(l—A)F(n+/1)
1+0(n1'1 i
o iy g 2T (n+1)
a0 oo ool
I'(n+ A pg1
= (1+0(n-1log2m)} 274" r(x)(r( 121) {1+0(n‘llog2n)}-%
(p ) (pq)™
s
n P_F —E
I'(4)
But in our case
4 L 1
Pg1 1L'd
y4 q1 n_(T)— 1+0(log *n)
(pq)™

the proof of Lemma II is complete.

( Received 15 Junuary 1966)
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ON EQUIVALENT POWER SERIES

By
J. CLUNIE (London)
(Presented by P. TURAN)

1. Let fi(w)= > a,»" be regular in |w|<1. Suppose that w:lz—g— , where
0 —{z

1—-{z
= > b,z" (|z| <1). Then we call the power series > a,0" and > b,z" equivalent
0 0 0
under the transformation @ = lz _ZC . To the point @, on |w|=1 corresponds the
—(z
¢

. % N
point z; on |z|=1 under the transformation, where w, =~1—‘—Z—f . The problem of
e

0<|(|=<1, is a bilinear mapping of the unit disc onto itself. Put f,(z) =f; [—Z—_E] =

the relative behaviour of E‘a,,w'{ and S‘ b,z% at once suggests itself. The first
contribution to the problen"? was made ‘t:)y TurAN [4] who showed that to any
{(0<|{|<1) corresponds equivalent power series OZwa,,w" and %’mb,,z" under
= Z—_C such that Ozw’ a, converges and g’b,, [ﬁCZ]" diverges. In a series of

1-¢z 1+
papers ALPAR made further important contributions to the problem [I, 2].

lz _g and {4,}, {B,} are the
—{z

If > a,0w" and > b,z" are equivalent under o =
0 0

sequences of partial sums of >'a, and > b, 11—4_% respectively then TURAN showed
0 0 i

that {B,} is the transformation of {4,} by a matrix whose elements depend only on

the transformation @ = IZ—_? He then showed that if 0 <|{| <1 the matrix is not
L

permanent and so one could find a convergent sequence {4,} which was transformed

into a divergent sequence {B,}. Hence his result indicated earlier followed at once.

However, from an existence proof of this kind one obtains no information about

fi(w)= Da,o" apart from the fact that it is regular in |w|<1. TURAN raised the
0

question as to whether or not such an f;(w) could be continuous in |w|=1. In this
paper I shall answer this question by proving the following
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THEOREM. Let { (0<|{|<1) be given. There exists a function fi(w)= fa,,co"
0

which is continuous in |w|=1 with Z.o'a,, convergent and if f,(z) = fl(lz _g ] =2°'°b,,z"
©o n 0 L2 0

then > b, : +C_ is divergent.
0 14+ ¢

TURAN’s result can be expressed as follows: periphery-convergence is not a
conformal invariant. The above theorem brings this out even more strikingly.

2. The proof of the theorem requires a number of lemmas.

LemmA 1. Let { (0<|{|<1) be given and put ¢ =arg [L——*_—E] Then there is a
constant K, depending only on {, such that |5 ol 8

(1

[IA

g.itl
m
Al=1

Sor all integers j=0 and all integers m=0.
Given ¢ =0 there is a jy(¢) such that

1 n[1=Ceoa)*!
i f 5 [7;7_—5] o o
al=1
Sor all integers m and all integers j=j(e).

&)

—t oi®
If we set A =e¢", where 0 =¢ =2nx, then lTeé% = e ® where Y(¢) is differen-
tiable in 0=7=2n with a derivative which is bounded in modulus by a constant
depending only on {. Hence if we make the substitution A=e¢" (0=7=2n) in the
integral of (1) and integrate by parts we obtain the inequality (1) itself.
Inequality (2) can be proved by means of a result of VAN DER COrRPUT. The
proof is almost identical to one of BAsSanski [3, pp. 143—4] and will be omitted.

LemMMA 2. Suppose that f(w) is regular in |w| <R (R=1) and that f(1)=0. Let
1
{ (0<|{|<1) be given and put ¢ =arg ILCZ . Then, provided n is a sufficiently large
+
positive integer, depending on f(w) and {, the partial sums of the Maclaurin series

of [£+£] g [e"'“’ co+_§] at w =1 are bounded in modulus by a constant depending

14w 1+l{w
only on {.

Let o; be the jth partial sum of the Maclaurin series of gil_ fle='® Ej_-é

1+lw l+{w
at w=1. Then
1 f[e’“/’ 1w i ]
3) Ry { . +lo) 4,
2mi 1+l (1—-—w)w/t!

7
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where 7 is a simple closed contour containing @ =0 and lying in |w|<1. Putting

A=e"l® w-l:C we find that
1+w
ip i = 2
el SR T E e Lt SR 4 i
1—CeieA 1 —Ceie)’ (1 —Ce?2)?

Hence we can write (3) as

we (116 1 Af(2) [I—Ze""’l s
4 ROt == A s dly
( ) o ere 142 27!1.75/(1—1)(1—56"“’/1) Jeiv —(

where y’ is any simple closed contour in |1| <1 containing A ={e~'®.
Since f(4) is regular in |1| <R with R=>1 and f(1)=0 it follows that

—ﬂ“l)—A— = Eﬁklk |A| < min [R, —1—]] ;
(A-D(1-Te*l) % I]
and so there is a constant H, depending on f(4) and ¢, such that

(5) §W<m

From (4) it follows that
m2w B 1l o
AL L s b
I I=1
Consider Lemma 1 with m =n + k and take ¢ of (2) to be 1/H, where H is the bound

appearing in (5). Let j, [}11

the constant in (1). Then from (1) and (2) of Lemma 1 it follows that

1 1—CLeier )" 1
D) R e DL Gl =
2mi /'1 [le“P—C] dl s

1

for all j=0 and k =0. Therefore for j=0,
b e P o 1
loj| = | B =
: |1+CI 2 H TEN

from (5). This proves Lemma 2.
For each integer n=1 the nth Fejér polynomial is defined by

|o;| =

) =j, in Lemma 1. Choose n>KH(j,+ 1), where K is

PP S s el s M

These polynomials have the properties quoted in the next lemma.
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LEMMA 3. (i) There is an absolute constant M such that |f,(z)] = M (n=1; |z| =1);
(i) £()=0 (n=1);

(iii) all the partial sums of f,(z) at z=1 are non-negative for n=1;

(iv) the nth partial sum of f,(z) at z=1 exceeds log n.

3. We are now in a position to give the construction of f(w), f5(z) of the theorem
and prove that the functions constructed possess all the relevant properties. Choose
integers k, >0 so that the partial sums of the Maclaurin series of

o +{ ] w+{
1 +Za) 1 +fw

at w=1 are uniformly bounded for n=1, where { (0<|[{|<1) is fixed and

. From Lemmas 2 and 3 it follows that the k, can be so chosen.

Define

i Sy =2 [ﬂfa] [e_iw lw-Ew]'

We first of all show that the Maclaurin series of f(w) converges at o =1. If o,
denotes the kth partial sum of this series and o{™ denotes the kth partial sum of the

corresponding series for
n p—ikjp kj o
z 2 [w_—!:E] fz.iJ e"ie i ‘_C]
=1 J 1+{w l1+{w

then o, =0 + (0, —0o™) and so

(7 lox— 0y = |o§” — o |+ 0w — 07| + |0, — o]
From the uniform boundedness of the partial sums of the corresponding series of
3 : 1 =l
the terms on the right of (6) without the factors = and the fact that 2;1—2 <o
1

we see that given é=>0 we can choose ny(¢) so that each of the final two terms on
the right of (7) is less than ¢ for all £ and / and n = ng(e). If we fix n=n, >ny(e) then
the first term on the right of (7) is the modulus of the difference of the partial sums
of the Maclaurin series at @ =1 of a function regular in |@| <R with R>1. Conse-
quently there is an N,(g) such that this term is less than ¢ for k, /= N,(¢). Therefore
loy—oy|<3e (k, I =Ny(e)) and so the sequence {o,} satisfies Cauchy’s criterion for
convergence.

If we apply the transformation w = Z_EC to fi;(w) we obtain
z—{z
o p—ikng g
5@ =1, = 3 tf (ea).
n=1
To w=1 corresponds z=%i—f%=e“". Consequently we must investigate the con-
+
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vergence of the Maclaurin series at z= 1 of

©) 22-T o/>(*)m

n=1 _n
n
The (fin+2rth partial sum of the corresponding series for ~"rf2r3(z) is positive

and exceeds log 23 nlog 2, from (iv) of Lemma 3. The (kn+273th partial sums

of the corresponding series of the other terms on the right of (8) are all non-negative
by (iii) of Lemma 3. Hence the Maclaurin series of (8) at z—I does not converge,
but is in fact unboundedly divergent.

From (i) of Lemma 3 it follows that/, (co) is the sum of a uniformly convergent
series of continuous functions in |<o0]SI and so/, (co) is also continuous in |co|SI.
This completes the proof of the theorem.

In conclusion 1 should like to thank Dr. P. vermes for introducing me to the
problem dealt with in this paper. | should also like to express my indebtedness to
Professor P. Taran for many valuable suggestions. The paper incorporates these
suggestions and as a consequence it is very much better than it would otherwise
have been.

- (Received 31 January 1966)
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REMARKS ON THE PRECEDING PAPER OF
J. CLUNIE ENTITLED ,, ON EQUIVALENT POWER SERIES”

Bv
P. TURAN (Budapest), member of the Academy

1. The paper of Mr. CLUNIE is an essential contribution to the investigations
dealing generally speaking with the relationship of periphery-convergence behaviour
of series representing in the domain ,,conformally equivalent” functions. In the
simplest case when the domain is the unit circle it means a comparison of the
convergence-behaviour of the series

(1.1) fi@= 3 az
and
(1.2) ﬁ@=ﬁffﬁﬂﬂ=2mmﬂ
1— CZ n=0
for z=1; here { is any fixed number with 0 <|{|<1 and
1
¢ = arc———.

He showed — far beyond my older remark!® according which periphery-convergence
isnot a conformal invariant —that this phenomenon can occur even in the case when
fi(z) is in addition continuous in |z|=1. His ingenious proof mutatis mutandis
exhibits for each fixed 0<|{|<1 also a function

(1.3) ﬁ@=§qﬂ

regular for [z| <1 and continuous for |z|=1 such that for a suitable countable set

Z1 25 -.. 00 |2|=1 all:series Z(’) c,z} (j=1,2,...) converge and putting
n=

(1.4) AV‘C
2

L Publ. de I'Institut Math. Acad. Serbedes Sci., 12 (1958), pp. 19—26. 1 take the opportunity
to correct a slip of this paper; what actually was proved in 4 was the fact that from the conver-
gence of Ya, the Abel-summability of X b.({) follows.
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all series

314, (©)

diverge.

I.e. conformal mapping can destroy periphery-convergence not only in a single
point, but in a countable set, even if the function is regular in |z| < 1 and conti-
nuous for [z =1.

2. But CLUNIE’s example has another interesting consequence in the theory
of Fourier-series too (of which consequence 1 was aware when writing my note !
in 1957, without having such an example up to now). Let g(x) be continuous for all
real x, periodical with the period 27z and

co

(29 g(x) ~ A (o, cos nx + f§, sin nx).

n=

The series, as well-known, can diverge. As J. PAL and H. Bonr ? discovered, one
can find an x=/A(¢) function which is continuous, monotonically increasing in
0=1¢=2n, satisfies also

h(0)=0, hQ2rn)=2n

so that the Fourier-series of g(h(¢)) converges uniformly in 0=¢=2n. Hence a suit-
able ,,monotonic reshuffling” of the values of g(x) can “smooth out™ its singularities
which could produce divergence of its Fourier-series.

This fact created the impression that any ,,smooth and monotonic reshuffling”
of the values of g(x), though cannot improve the convergence behaviour, perhaps
cannot make it worse. The mentioned consequence asserts that if can and even in
the case of reshufflings as smooth as ,,analytical”. This shows anyway that the
local convergence of the series (2. 1) at x=0 say is a very delicate (local) property
of g(x), which can be spoiled by ,,very mild monotonic reshufflings” of values
of g(x) near x=0. More exactly we assert the following

COROLLARY TO CLUNIE’S THEOREM. There exists an everywhere continuous g,(x)
with period 27 further a hy(7) strictly monotonically increasing in (—m=, n) and
analytical in a neighbourhood of t =0 with

2.2) ho(—7n) = —m, hy(0)=0, hy(n)=n
so that the Fourier-series of go(x) (in x) converges for x=0 but that of gq(/(?))
(in 7) diverges for ¢=0.

For the proof let

2.3) S,

2 J. PAL, Sur des transformations de fonctions qui font converger leurs séries de Fourier,
Comptes Rendus Paris, 158 (1914), p. 101. He proved the uniform convergence only for 6=x=2n-7;
the final form was proved by H. Bonr in his paper ,,Uber einen Satz von J. Pal”’, Acta Sci. Math.
Szeged, 7 (1935), pp. 129—135.
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putting z=¢, w=¢*, —n=t<n, —T=x<mn we get

ol 2et—1
T 2—ei
i. e.
> 3sint
2.4 B = e s

x=ux(t) increases monotonically in [—m, ) and
x(—n) =—n, x(0)=0, x(x)=m,

from (2. 4) x(z) is analytical in a neighbourhood of #t=0. Let { =4 say and write
the corresponding Clunie-functions from (1. 1)

£1@) = f1(e) = u()+iv(t) = i a,ent = 2) (@ — if)emt =

= > (o, cos nt+ B, sin nt)+i§’ (— B, cos nt + o, sin nt)
n=0 n=0
and from (1.2)

f1@) =f,(0) = () = f2(e) = 2 b, [%] enit = 21 (ra—idy)emt =

= > (y,cosnt+0,sinnt)+i > (—0,cosnt+7,sinnr) = u(x)+iv(x) =
n=0 n=0

= u(x (1)) +iv(x(0)).

Since the power-series of f,(z) diverges for z=1, at least one of the Fourier-
series of u(x(7)) and v(x()) diverges for #=0; we may suppose that of u(x(r)) does it.
Since both of the Fourier-series of u(z) and v(¢) converge for 1=0, the functions

u(t) and u(x())

furnish an example for the asserted phenomenon.

(Received 31 January 1966)
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O CXOIMMOCTU METOJA NIOJOBJIACTEU

0. KU (Bynamerr)
(IIpedocmas.ieno A. Penwn)

B pabote [1] M. TleTepceH uCCIENOBAI BO3MOXHOCTb OCYLIECTBICHUS H
BOBICTPOTY CXOAMMOCTH MeTOAa MOA00JACTeH, IPUMEHEHHOTO K PEILeHHIO KPaeBOH
3a7aud IS OOBIKHOBEHHBIX IuddepeHnuanbHbiXx ypaBHeHuil. B cratbe [2] O. B.
Kapnunosckas 0606uipIa pe3yIpTaThl 3TOH paboThl HA CiTyyai OOBIKHOBEHHBIX
JIMHEHHBIX HMHTErpo-auddepeHnranbHbiXx ypaBHennidt. Ecim Ha otpeske [—1, 1]
TpebyeTcst pelnTh ypaBHeHHe THHa Ppenronbma

1

M Lo =y"0-2[Z A0+ [ Zh r)yw(r)dt] ~ /()

===l 0
IIp1 YCIOBHSX

m—1 1 .
2 M;(» E.Z(; LZI a; ;1 YO (t)+ fb,-_j(x)y(i)(x)dx] =0 (i=al 250 0m),
(= = =1

TO COrjIaCHO Me€Tony nono6nacTe1‘i l'IpM6J'IH)KeHHOC PEIICHUE 3a4a4yy UMLICTCS B BHAC
MHOrov4JcHa

yn(x) = _2; cipi(x)a
rae pi(x) MHOTOWICHBI CTEIeHH [— 17, yIOBIETBOPAIOIINE YCIOBUSIM
(%) = »-1 [ N A A

M;(p) =0 (=12 s sn =Rl )y

a YhCiIa ¢; ONPENENSIOTCS W3 CHCTEMBbl JIMHEHHBIX ypaBHEHUHI
xXj

6) S IEGu DS =0 (=12, .0.m),

X513
rae l=xo>%y= ... =%=—1.

ITycTh BBINOJHSAIOTCS CIAEOYIOLHE YCIOBHS:

Veaosue A. r HeOTpULIATENBHOE LENOE YHCTO0, Ha oTpeske [— 1, 1] /M (x) u f{” (x)
(i=0,1, ..., m—2) CyLIECTBYIOT, HCIPEPHIBHbI M YIOBJIETBOPIOT ycrosuio Jlum-
mnna ¢ nokazareneM « (0 =a=1), byaxuuu h(x, 1) (i=0,1, ...,m) npu —1=x=1,
—1=t¢=1 uMeT HEIPEPBHIBHbIC YaCTHHIC IIPOM3BOAHBIC II0 APryMEHTYy X MO
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nopsaaka r BKJIFOYHTEJIBHO, IMPHYEM r-ThbI€ IIPOU3BOAHBIC YIOBJICTBOPAOT YCJIOBHEO
Jlummna ¢ mokasaTtelieM ¢ PaBHOMEPHO OTHOCHTENILHO apryMeHTa f.

VYeaosue B. —1=t,<t,<...<t,=1, uucna a; ; , ¥ CyMMHpyeMBbIe Ha OTpe3Ke
[—1,1] dynxuun b; (x) TakoBbl, 4TO cpeam peweHuii AnddepeHInanTbHOro ypas-
nerust ™ (x) =0 UL TPUBHAIBLHOE YIOBJIETBOPSET yCIoBUSIM (2).

Yeaosue C. ). He sBIsieTcss COOCTBEHHBIM 3HAYEHHEM OJHOPOIHOTO YPaBHEHHSsI
L(y, x)=0 nmpn ycnosusix (2).

B [2] noka3ano, 4TO ecyii BBIMOJIHAOTCS yesioBusi A—C, r =1, ff mOJI0OKHTEIBHOE
uncno, na [—1, 1] umeer Mecto HepaBeHCTBO |f,,_,(x)|=BV1—x2 u B kauecTBe
TOYEK X; B3AThI y3/1bl YeObimuesa

“4) bl S =0 1"00n)

umu y3nel [aycca (1. e. xopuu MHorowieHa Jlexaunnpa crenenu n -+ 1), mpuyemM B
cinyyae r=1 u y3noB I'aycca o =%, TO cucTema JIMHEHHBIX ypaBHeHHi (3) OaHO3-
HAYHO pa3perinMa TPU BCEX JIOCTATOYHO OOJBIIUX 7 M TOJYYEHHBIE METOJIOM
mopobyacteii NpHOIMKEHHBIC PEIICHUsT y,(X) PaBHOMEPHO CXOMSATCS BMECTE CO
CBOMMM TPOM3BOOHBIMH 10 MOPSAKAa m — | BKIFOYHTENIEHO K TOYHOMY PEIIeHHFO
y(x) 3amaum (1)—(2) ¥ K €ro COOTBETCTBYIOIIMM IIPOH3BOAHBIM CO CKOPOCTBHIO

: : Inn 3
) _max Ox)—yP()| = O[W] (i=01,..,m—1)

B ciyvae y3i10B YeOslleBa, u

: . 1
max [y®(x)—yP(x)| = O [m] i=01,..,m-1)

—-1=x=1

B ciydae y3yoB I'aycca. Kpome Toro

max V1—x2 [p™(x)—yim(x)| = O

—1=x=

B ciy4ae y3sioB YeObleBa u

e dmfe 1
m) (m) o
_lng);l‘/l—xz [y™(x) — y™(x)| = O{n,ﬂ_,,s]
B ciydae y3ioB [aycca.

B cratee [3], 3amenuB y3ibl YeObllieBa Ha TOYKH

(6 T s (=01 .on);
g n

ObLI0 1OKa3aHo, 4TO yciaoBus TeopeMsl WM. [leTepceHa, SBISIOLIEHCS CIIeICTBHEM
pesynbTata O. b. KapnuioBckoif, MOryT ObITE OClabJeHBl, a OLEHKA IMOpPSIKa
CXOIMMOCTH MOXKeT ObITh yJiyuiieHa. OKka3bIBaeTCsl, YTO Takke OOCTOMT [0 C
BBIIlIE IUTUPOBAHHBIM pe3ynbTatoM 3. B. KapnumoBCkoif, Tak Kak UMeeT
MECTO CJIEAYFOLIast
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Teopema. Ecnm BobinonHawoTca ycnosms A—C, oc=-0 npu r=0 n B KayecTse
ToueK Xj B3AThbl y31bl (6), TO CUCTEMA NIMHENHBIX YpaBHEHWIA (3) OAHO3HAYHO pas-
pelmmMa npu BCEX AOCTATOYHO OOMbLUMX N U MOMyYeHHble MeTOAOM nogobnacTeit
NPUGMV>KEHHbIE PELLEHNS Y,,(X) pAaBHOMEPHO CXOAATCS BMECTE CO CBOMMMW MPOW3BOA-
HbIMW A0 Mopsidka T BKAUATENBHO K pelleHno y(Xx) 3agaum (1)—(2) u ero cooT-
BETCTBYIOLMM NPOU3BOAHLIM CO CKOPOCTbIO

) _w*iNe )-a® (*)] = O 0=01,..T).

[JokasaTenbCcTBO Teopembl. Beugy ycnosus B, ana auddepeHumaibHOro
ypaBHeHus y'(T)(X)=0 npu ycnosuax (2) cyulectByeT QyHKuma [puHa g(x, t).
B pabote [4] oHa 6blna npescTasneHa B Buae

1 . } T—1 |
(8 906, ) = ( Ly (XD e(x-0)+ Z — (x*+1)pep(t),
roe
1, ecm 5™ o,
e(s) -
o, ecam s <o,
a yHkumm ep(t) KyCOYHO-HeNpepbIBHbI Ha OTpe3ke [—i, 1]

Beuay ycnosusi C 3agaya (1)—(2) umeeT pelueHune y(x) ans nto60oi HenpepbIs-
Holi hyHKUmK fix). MycTb
© r(x)=ym)x).

Torpa .
(10) y(x) = ;f g(x, t)z(t)dt.
Moacrtasus (9) u (10) B ypasHeHwue (1), 3anuviLleM ero B BULE
1 1
zo9)- " T 0 A zwyde+ I hmix Hz(tydt-
1 1 1 :
+J 7 hixs) J d *o0**] =/(*)

nm B *
() z2(x) —X Jk(x,t)z(t)dt =f(x),
rae

(1 k(x, t) = IZzofiix) a'g ) +hmix )+ £ Z hix) g‘gﬁ;t) .
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TaK KaK WHTerpaibHoe ypaBHeHVWe ®peparonbma BTOporo poga (11) mmeer
peLleHne Ans Nr60oiA HenpepbiBHOM yHKUMK /(X), TO X He ABNSIeTCA COBCTBEHHLIM
3HaueHveM ypasHeHust (11). U3 (8), (12) u ycnosua A cnegyet, 4To A4po K(X, i)
no nepeMeHHOMY X YAOBNeTBOPSET YCNOBMIO Jlvnwwmua ¢ nokasaTenem @ ecnu
r=0, nnokasaTenem 1, ecm rsi, paBHOMEPHO OTHOCUTENLHO apryMeHTa t. Beuay
(1) n ycnosua A yHKUpS,

/| k(x, )z(t)dt = iz_é ( X)Y<0(x) + J i2:1&),(x, t)/»{t)dt

UMeEeT r-TYH MPOW3BOAHYIO, YAOBNE TBOPSIOLLYIO YCNOBUIO JUMLLIMLA C NOKasaTenem @

YpaBHeHwe (11) MOXHO pellaTb METOAOM MoAo6nacTeid: NPUBMKEHHOe peLle-
HWe WLLETCA B BUAE MHOTOYNeHa Z,,(X) CTeneHn He Bbille M —1, YAOBNETBOPSIOLLErO
YCNI0BMAM

(13) f |z,,(x)—XJ k(x,1)z,(Ndt—Ax)1 dx = O (¥ = 1,2,.... ).

JCjl -1

B pa6ote [3] 6b110 AOKA3aHO, YTO €CAN BbIMOMHAKTCA TO/IbKO YTO MOAYEPKHYTbIE
ycnosus, a>0 npu r=0 1 nmeeT MecTo (6), TO CUCTEMA IMHENHBLIX YpaBHeHM (13)
OAHO3HAYHO paspeLLMma MpW BCEX AOCTATOYHO BOMbLUMX M W MOMYyYeHHbIE METOAO0M
nofgo6nacteil NPUGAVKEHHbIE peLLIEHMA zn(X) PaBHOMEPHO CXOAATCS K PELUEHUHO
z(X) ypaBHeHMs (11) CO CKOPOCTbIO

4> _niaxz(t)-i.(A): =

[na goctatoyHo 60/bWKX M NOA0XKUM
1
(15) v,,(X) = f g(x, t)z,,(t)dt.
-1

Ecnn

TO O4YeBUAHO
yn(x) = igl CiPiix).

3 (15) nonyuaem:
(16) y2(x) =zn(x).
Beugy (12), (13), (15) n (16), umeet mecTo (3), T. €.Y,,(X) €CTb MOMYYEHHOE METOL0M
nogobnacTein NpuoMmKeHHoe pelleHne 3agaun (1)—(2). Takum 06pasom, pelleHue
3TOM 3afja4mM CyLIECTBYET MpW BCEX AOCTATOYHO OOMbLUMX .

Ecnm n gocTaTo4HO BENMKO, TO ypaBHeHUS (3) paspeluvmbl Npu obbix Henpe-

PbIBHbIX (YHKLMAX/(X) 1, cnegoBaTeNibHO, Npu Nobbix CBOOOAHbIX YnieHax. MoaTomy
NX peLleHne efMHCTBEHHO, T. €. 3agayva (1)—(2) MMeeT NnLb OAHO PeLLEHUE.
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Ecnm i~m, T0 oueHku (7) coBnagaloT ¢ oueHkamu (14). U3 (10), (15) u (14)
cnegyet (7) npn /=0, 1, —1 Bsuay (7), nonyyeHHble METOAOM MoAo6nacTel
NpUONMKEHHbIE peLleHns y(X) BMECTe CO CBOMMMW NPOU3BOAHbIMW A0 Nopafka T
BK/IOUMTE/IbHO PaBHOMEPHO CXOAATCS K pelleHuto y(x) 3agaum (1)—(2) v ero
COOTBETCTBYHOLLMM NPOU3BOAHBIM.

(MocTynuna 2. 2. 1966.)
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ON THE NUMBER OF CIRCLES DETERMINED BY
n POINTS

By
P. D. T. A. ELLIOTT (Nottingham, England)
(Presented by P. ERDOs)

Let S be a set of n points in, for example, the real projective plane, and not
all lying on a straight line. Then it was conjectured by SYLVESTER in 1893, and proved
by GALLAI in 1933, that S determines at least one line containing exactly two points.
At that time much interest in such questions was aroused by ErDGS, and others,
and many further proofs were given. Various extensions of the basic result were
conjectured, principally by Erp&s, and later proved. In particular it was shown
that in the above circumstances S determined at least n distinct lines, and later,
that if no n—1 points of S lay on the same line and n was sufficiently large, then
S determined at least 2n — 4 straight lines, and so on.

Further, it was suggested that if the points of S did not lie all on a circle or a
line then for some suitable constant ¢ =0, S determines at least ¢n? distinct circles.
In the following note we prove this amongst similar and connected results. Much
use is made of ideas and results in the paper of L. M. KeLLy and W. O. J. MOSER [1],
and so we now summarisc them here. Their paper also contains an extensive biblio-
graphy.

Let us call a line determined by S which contains exactly two points an ordinary
line, as in [1]. Then KELLY and MoSER showed that to each point P; of S one could
attach a positive integer /; called the index, and that the number m of ordinary lines
satisfied

) 6m=>1,

11}

unless S determined only one line. Furthermore they showed that either P; lay
on exactly two ordinary lines or that /;=3 (their Theorem 3. 3). From this and (1)
we deduce as they did that

(2 m=3n/7.

It has been conjectured that if n=7 then m =n/2. If true this would be best possible
as Professor ERDGs informs me that TH. MOTZKIN has an example of a set contain-
ing 2n points but determining only » ordinary lines.

Let ¢; denote the number of connecting lines determined by .S which contain
exactly 7 points of S, and let

t= t;.

i

VR

i

Let v; denote the number of points of S which are incident with exactly i connecting
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lines. All these definitions are for i=2, ..., n. Then counting the points covered
by lines counted in  for i—2, ..., n we obtain their result (4. 61), namely

®) i_22 ui =i=22 ilhm

The most important result that they prove in the section of their paper under con-
sideration is that

) th=1t2=3+ i4+ 2is+ 3t6+ ...

and hence that

) 3i-3'S 2 bi-

i=2
From this they deduced the following
Lemma 1. If at most n—k points of S are collinear and

2ns=3(3k-2)2+ 3Kk-\
tAkn —\(k —\)(3k +2).

then

In the case k =2 we seethat t 2n—4 if n>27, and for such values of n this result
is easily seen to be best possible. By modifying their proof in individual cases they
could show that if I"nS 9, t*2n —5, and if n = 10then t &2u —4. They conjectured
that this final inequality held if 10<> 27. We shall prove this as Theorem 3.

Theorem 1. Let S be a set of npoints in the Euclideanplane not all on a circle
or a straight line. Then if n> 3, S determines at least 2n(n —1)/63 circles containing
exactly three points.

Theorem 2. Under the hypotheses of Theorem 1 with n>393 S determines

at least distinct circles.

For convenience we prove these together. The second theorem, conjectured
by Erdés, is clearly best possible for the range of n given. It would be interesting
to reduce the bound on n here. However it was pointed out by Segre that by project-
ing a cube onto a plane in an obvious way we can see that the result is false for
n=8. The status of Theorem 1 is not so clear. In view of Motzkin’s example
mentioned earlier, it will turn out that the constant 2/63 could at most be improved
to 1/18 using the proof given. However, it is entirely conceivable that the result
of Theorem 1 holds with an estimate cn2 where ¢ is much larger than 2/63 or even
1/18. Possibly the correct bound is n2/6 + O(n). The proof of the first of these theorems
is founded upon the following lemma.

Lemma 2. Let P; be any point of aset S satisfying the hypotheses of Theorem 1

Then S determines at least
2{n—1)/21

circles containing exactly three points Pj, one of which is Pt.
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Proor. In what follows we use 4 to denote the inverse of a set 4. Inverting
the system with respect to P; we see that S~ P; becomes a set of n—1 points not
lying on a straight line. The desired will follow if we can show S~ P; generates
at least 2(n —1)/21 ordinary lines not meeting P;.

There are two cases.

Case 1. Suppose that P; lies on at most (n —1)/3 of the ordinary lines generated
by S~ P;. Then since by (2) the number of theseis at least 3(n—1)/7 the result
is immediate.

Case 2. If P; does not satisfy the requirement of case one then by counting
the points of S~ P; on lines through P; it is clear that P; cannot lie on more than

(n—1)/3 of the ordinary lines determined by S~ P; UP;. Since by (2) the number
of such ordinary lines also exceeds 3(n—1)/7 the proof of the lemma is completed.

Proor oF THEOREM 1. The proof is immediate from applying Lemma 2 with
i=1, ..., n and noting that each circle is counted in this manner at most three times.

PrOOF OF THEOREM 2. We see from (4) that
6) t34+2t, =3+t +t3+t,+2t5+...=3+1.

We now reconsider the argument of Theorem 1. Let P; be a particular point
of S and let the maximum number of points of S which lie on a circle or line be

n—r. Then S~ P; has at most n—r —1 pointslying on any connecting line. Hence
applying Lemma 1 to S~ P; and using (6) we see that providing k=r+1 and

7 2h—1)=33k—2)*+3k—1

S ~ P; determines at least
H3+k(m—1)—4(k—1)(3k +2)}

distinct lines each containing at most three points. Moreover the number of these
passing through P; certainly cannot exceed (7 — 1)/2. Those of our lines which do not
contain P; now invert into circles generated by S and on which lie P; and at most
three other points each. It is therefore clear that if we carry out this process for
i=1,...,n we obtain as a lower bound for the number of circles generated by §

%{3+(k—1)(n—1)—;(k—l)(3k+2)},

since any given circle of our construction is counted no more than four times. Using
k=6 with n=394 we see that (7) is satisfied, and the theorem therefore holds for
those S with r=5.

Thus we may assume that 1 =r =5. We treat these cases by an ad hoc argument.
Suppose for example we can find a circle I' containing n —r points with 2=r=>35.
Let O,, Q, be points of S not on I'.

Counting circles determined by the points Q; and pairs of points of S on I' we
see that generates at least

©) 5 =n)
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circles. For, each point Qt gives rise to circles in this manner, and any

circle is counted twice only if it contains four or more points including Qx, Q2.
Inverting the system of such exceptional circles with respect to Qi we obtain a system
of lines, each containing at least three points, one of which is Q2. Clearly, the number
of such lines, and therefore the number of circles counted twice, cannot exceed

(n—r)I2. For 2SrS5 and n &394 the above estimate (9) easily exceeds

A similar proof suffices if " is replaced by a line.
We are thus left with the two cases when n—1 points of S lie on a circle, or on

a line. The number of circles determined by Sisthen ~7+ land "y ,res-

pectively, the last case being the extremal. This completes the proof of Theorem 2.

It is clear that if at most n—« points of S lie on a circle, or a line, the number
of circles determined by S exceeds clkn2, provided only that k2< c2n. It is natural
to ask whether the condition k >c¢3n guarantees that S generates at least c4n3 circles.
There is an analogous question for the number of lines determined by S. Indeed both
results would follow from the following conjecture of Erdss.

Conjecture. There exists a constant ¢>0, independent of n, k so that if there
are given npoints in the plane, no n—k of them on a straight line, then the points deter-
mine more than ckn lines.

Here, as always, we use ¢, ¢1, c2, ... to denote positive constants. In connection
with these problems the following result is perhaps of interest.

Let S, T be two sets ofpoints, not all the points of S lying on a line. Let S denote
the cardinality of S, and T that of T, andfurther let S* >csT >c6. Then S generates
at least S —T lines not meeting T.

The number of lines here is best possible, but it would be interesting to know
if the condition on T could be eased to '< S. We only sketch a proof. Let the
maximum number of points of Sona straight line be S —k, with 2f -*k-*c1Si.

Then by Lemma 1, S generates at least kS —csk2 lines, of which at most S mT «=\k S
meet T. If c6is sufficiently large, but fixed, the desired result is immediate. We may

therefore suppose that k » 2T .

Let 22kw 2T hold. Then we can find S —k collinear points in S, and two
further points Px, P2 not on the line they determine. Consider the lines determined

by points on our line and P1say. There are S—k of these, and at most " meet T.
Hence considering lines through Px and P2 in turn we see that if c6 is suitably
large the number of lines determined by S which are of the desired type is at least

2(S—k —T) s 2(S—3T) > S-T.

Finally, if Kk = 1 we have the extremal case, and the result is clear.
The case T = 1is interesting for the following application.

Let S be a set of n points not all lying on a circle or a straight line. Let P be any
point of S. Then S determines at least n—2 distinct circles containing P.
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This result follows easily on inverting with respect to P, and it is in a certain
sense best possible. Since we need the result on which it is founded later on, we give
a short inductive proof of

LEMMA 3. Let S be a set of n=2 points not all on a line. Let P be a point not
in S. Then S determines at least n—1 distinct lines not meeting P.

PrROOF. The proposition is trivial if »=3. Suppose that it holds for all sets
of n—1 points. If now S’ is a set of » points we can find, as in Lemma 2, an ordinary
line determined by points Q,, O, of §”, and not meeting P. Clearly not both of S* ~ Q,
and S”~ @, can lie on a straight line. Suppose, for example, that S~ Q, is not
contained in a line. Then we may apply the inductive hypothesis to it and obtain
at least n —2 lines which are distinct from our ordinary line. Similarly with $"~Q,
in the alternative case. This completes the proof.

With simple changes the same proof shows that if » =4, then we can replace
n—1 by n unless S contains n—1 points on a line.

THEOREM 3. Let S be a set of n points, no n—1 of which lie on a straight line.
Then S determines at least 2n—4 distinct lines if n = 10.

For the proof we need two lemmas.

LeEMMA 4. Let S determine a line containing exactly n —r points of S. Then S deter-
mines at least
r(n—r)y—34r(r—1)+1
distinct lines.

ProOOF. This is Lemma 4. 1 of [1].
We define a d-configuration to be two ordinary lines with a point of S in
common. We then need the following

LeMMA 5. If S = n=10, and not all the points of S lie on a straight line, then
either S determines a 6-configuration, or t =2n—4.

Proor. If for S 7, =n/2, it is clear that S must determine a J-configuration.
Hence we may assume that 2¢, = n. Recalling that any point P; not lying on two
ordinary lines has index I, = 3, we see that if § does not generate a d-configuration
we must have, by (1), that 27, = n. Hence 2¢, = n, and every point may be assumed
to lie on precisely one ordinary line from now on. Moreover we need only consider
cases when n is even. We proceed much as KeLLy and Moser did in their proof
of our Lemma 1 so we only sketch the details which differ.

Case 1.
5
=),
i=1
Then by (5)
3t=34+4+6(n—2)
so that
t=2n—1.
Gase: 2.
5
ZU;E 3.

-~
]
-
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Thus we can find three points Px, P2, P3 each incident on at most 5 connecting
lines, one of which is an ordinary line. Since we may assume that S does not generate
a "-configuration, at least two of the lines PtPj i +j cannot be ordinary. Suppose
P\P2is not ordinary. Then all points of S not on the line PIP2 must lie on the
intersections of connecting lines joined to Pt or P2, and we see that the number
of points of S on PxP2 s at least 1 —11

Let / be the set of points of S on the line determined by P, and P2.

Suppose first that s £ 20 holds. If now /A n—10, we maintain that each point
P of/, isincident on at least 4 lines determined by S, besides /. For, any line meeting
P cannot contain more than 4 further points of S, as this would imply that either
Pj or P2was incident on 6 or more lines, contrary to assumption. Thus the number
of lines meeting P besides / and one ordinary one, is at least

Un-7-3-2
It follows from this result that the points of /, between them, lie on at least

1+4/g 1+ 4(s—1)=-2n—4
lines determined by S.

If, on the contrary, 7> s —10, then Lemma 4 shows immediately that the result
stated in the present lemma is correct.
The case 1 = 18 can be dealt with on similar lines. The number of lines determined

by S is always at least 2n —4, save possibly if 7= s —11. In such a case, the 7 points
of / are incident on at least 5 lines, whilst the 11 points of S~/ are incident on at
least 7 lines. Applying the inequality (5) we see that

3(53+24 3+11-7+7-5.
i=2

From this, the desired result t*2n —4 follows.

The case s = 16 needs also only minor alterations. If / &s-9, we can apply
Lemma 4 to obtain a sufficiently good lower bound for t. Thus we need only consider
the possibilities 7=6 and 7= 5. If /=6, we can apply the inequality (5) once again,
to show that

3t =£3+ 10-6+ 6.5 = 93 >3(29-4).

A similar application to the case 7=5, shows that 3t €3 + 53 = 83. Thus i>27,
as desired.
We are left to consider the cases si= 12, 14. We do not carry out the details
as they are simpler. Corresponding to the proposition in Case 1we take the respective
4 4

propositions 2 lvi— and 2 Mi=0.
1= 1—
This completes the proof of the lemma.

Proof of Theorem 3. The proof is by induction on all sets S of desired type

with s=n, and we know from the work of Kerry and m oser that the proposition
stated in the enunciation of the theorem holds if A=10. Assume therefore that we

have proved the result for sets of cardinality up to a—L If now S=n Lemma 4
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shows that either ¢ =2n—4 holds for S, or that S determines a J-configuration
with common point P say. If no n —2 points of S lie on a line we apply our inductive
hypothesis to S~ P in the latter case. Then S~ P generates at least 2(n —1) —4
lines not in our d-configuration, and our proposition is proved. We are thus left
with the situation when S determines a line containing exactly n —2 of its points.
For such a set the desired result is obvious. This completes the proof of Theorem 3.

We have shown that if » =1 is odd, then S determines a J-configuration
unless all of its points lie on a straight line. The true condition here is probably
n = 6, and it is desirable to have a proof of this. Indeed more has been conjectured
by ErRDGs, who suggests that save for certain trivial cases S determines a triangle,
all of whose sides are ordinary lines.

Finally we consider the following problem, often set in books of children’s
puzzles.

THEOREM 4. Let S be a set of n = 3 points, not all on a line. Then S determines

at least (n;l] distinct triangles.

It is clear that this result follows from Theorem 1 if # is sufficiently large, but
we give here a proof depending only upon Lemmas 1 and 3, and which works for
all » = 2. In an obvious sense this result is best possible.

Proof. If n—1 points of S lie on a straight line the result is evident. Assume
therefore that this is not the case. Let P be a point of S and let » = 7 hold.

Case 1. The number of connecting lines incident with P exceeds n/2. Then forming
triangles from points on these lines and P, we see that the number of triangles
generated by S, and containing P, exceeds

n

5 —4,
Indeed, if P lies on r connecting lines we still have the second of these inequalities
provided only that r = % —1. For if r<§ then at least one of the connecting lines

contains two or more points besides P.

Case 2. The number of connecting lines incident with P does not exceed (n —2)/2.
Then applying Theorem 3 (we recall the note immediately before statement of
Theorem 1), we see that the number of lines determined by S and not meeting P
is at least

1 3
2n—5—[7n—1] = 7n—4.

Forming triangles with pairs of points on these lines and P we see that P always

lies on at least (3n—8)/2 distinct triangles generated by S. Doing this for each
point P of S we see, since each triangle is counted at most three times, that S deter-

mines at least
n = n—1
3 2
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distinct triangles. We are thus left with the cases 2<n”6. From the footnote to
Lemma 3we see that any point P of S isthe vertex of at least n —1 distinct triangles,
unless exactly n—2 points of S lie on a line. Thus the number of triangles generated
by S is at least

If, on the other hand, S does contain n—2 points on one line, and so, precisely n —2
points on a line, the result is almost self evident. Indeed, if n > 3 it is easily checked
that the inequality of the theorem is sharp.

I should like to thank Professor Erdss for informing me of the examples of
Motzkin and Segre, and Dr. Boliobas for pointing out an improvement of detail
in Theorem 2.

(Received 8 February 1966)
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EXAMPLES OF GENERALIZED SHEFFER
FUNCTIONS
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A. ABIAN and S. LaMACCHIA (Columbus, Ohio, USA)
(Presented by P. TURAN)

In what follows we represent by a natural number n the n-element set
{0,1,...,n—1} and by #* the k-fold cartesian product of n for k=1,2,3, ....

By an n-Sheffer function s,(x, y) we mean a function from n? into n such that
every function from n* into »n is obtained by means of superpositions of s,(x, )
where none of constants 0, 1, ...,n—1 appears in any superposition. Thus, for
n-valued logic s,(x, y) can serve as a primitive binary connective in the same sense
that the usual Sheffer Stroke is a primitive binary connective for 2-valued logic.

Itis known [1] that for » = 3 there are many permutations on the set {0,1 ..., n —1}
each of which together with the cyclic permutation

(1) S=©,1, ...,n=1)

generate the symmetric group S,. We denote such a permutation by g,(x) and we
call g,(x) an S-cogenerating permutation.

Below all arithmetic operations are performed mod » and the result is reduced
to be =0 and =n—1.

THEOREM 1. For every n =3 and every S-cogenerating permutation g,(x) each
of the n — 1 functions pl'(x, y) from n* onto n is an n-Sheffer function where 0 =m=n--2
and

2) Pi(x, x+k) =x+k+1, 0=k=m
(3) rx, x+m+1) = g, (x)
and otherwise
4) P (x,y)=0.
Proor. Consider the superposition pJ(x, x) of pJi(x, y). In view of (2) we have
®)) PR o) =" 10

Thus, as (5) shows, under each pJ(x, x) the set {0, 1, ..., n—1} is transformed
onto itself in the same way that it is transformed by the permutation S given in (1).
We denote this by

(6) pr(x,x) = 8.
Next, consider the superposition 77"(x, x) of pI'(x, y) given by
0 T3 (%, %) = p2(% -0 08 (o (5 DR (2, 2D}y ):

pr iterated (m+2) times
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But then, clearly, in view of (2) and (3) we obtain from (6)
(®) T3(x, X) =gu(x).

Hence, as (8) shows under each superposition 77"(x, x) of pI'(x, y) given by (7),
the set {0, 1, ..., n — 1} is transformed onto itself in the same way that it is transformed
by the S-cogenerating permutation g,(x).

Thus, each p¥(x, y) as given by (2), (3) and (4) is a binary function from »?
onto n whose superpositions as (6) and (8) show generate the symmetric group S,.
However, these conditions, according to [2] are sufficient to ensure that each
pP(x, y) is an n-Sheffer function, as desired.

THEOREM 2. For every n =3 and every S-cogenerating permutation g,(x) each
of the n—1 functions q'(x, y) from n* onto n is an n-Sheffer function where 0 =m=
=n—2 and
(2) gt (x+k,x) = x+k+1, 0=/l =n
(3) In(x+m+1,x) = g,(x)
and otherwise

g (x,7) = 0.
Proor. Precisely as the proof of Theorem 1 except for (7) which must be
replaced by
TR0 = ol G a0, X)X ) %)s s )
L LAY
gn' iterated (m-+2) times

THEOREM 3. For every n =3 and every S-cogenerating permutation there are
at least
nn(u— )Y

=1

n-Sheffer functions.

PrOOF. Let us observe that in the proof of Theorem 1 no essential use was
made of (4). On the other hand, (2) and (3) fix the values of each pZ(x, y) only at
n? —n(n—m—2) ordered pairs (x, y). Thus, for every m with 0=m=n—2 there
are n"»~™m-2) functions from n* onto n each of which satisfy (2) and (3) and each
of which is an n-Sheffer function. Consequently, Theorem 1 yields the existence
(and explicit expressions) of

nn(n— 113 5 1
n"("‘2)+n"("‘3)+...+l = VS
n"—1
n-Sheffer functiors. Similarly, Theorem 2 yields the same number of n-Sheffer
functions. However, as (2), (3) and (2), (3’) show each n-Sheffer function yielded
by Theorem 1 is different from that yielded by Theorem 2. Thus the theorem is
proved.
( Received 21 February 1966)
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A NEW PROOF AND GENERALIZATIONS OF
A THEOREM OF ERDOS AND POSA ON GRAPHS
WITHOUT k + 1 INDEPENDENT CIRCUITS
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Introduction

Let L x, be the subgraphs of a graph G. They are called independent,
if no two of them have common vertices. Consider certain subgraphs and certain
vertices of G. The vertices are said to form a representing set for the considered
subgraphs if each of the considered subgraphs contains at least one of the considered
vertices. If it is unambiguous, which subgraphs are repiesented, it will be said shortly:
the considered vertices form a representing set.

Dirac and Ganiai posed the following problem:

Consider those graphs, which do not have k +1 independent circuits. If there
is an integer r, such that each considered graph contains a representing set for its
circuits consisting of less than r points, denote by r(k) the smallest of these integers.
If there exists no integer with such a property, let r(k) =°°. Now, the problem is
the following: Whether r(k) < °° or not, and ifit is, what is the order of its magnitude?

P. Erdés and L. Pésa proved the following [1]:

Theorem 1 There are absolute constants ¢, and c2 such that
ciklog k - r(k) < cX log k.

This theorem will be proved by a new method.

Erdss and Peésa, proving the lower bound in Theorem 1, proved only the
existence of a graph, which does not contain k+1 independent circuits, and
in which there is no representing set (for the circuits) of less than c,k log k vertices.
In our proof an explicit graph will be given which does not have k + 1 independent
circuits, but each representing set of which consists of at least (i +o(\))k log K
vertices.

On the other hand, Erdé&s and Pésa, proving the upper bound in Theorem 1,
used two theorems, one of which is due to Gallai [2] and seems to be a rather
difficult theorem. This side of the inequality will be proved by a rather simple and
elementary argument. However this is not only a simple proof of Theorem 1,
but a method, which is also applicable with some modification in some other cases.
To show this a theorem, analogous to Theorem 1 will be proved by this method.

Further | prove a generalization of Theorem 1, and in a special case of
Theorem 1 | give a better upper bound than in the general case. (The constants
in the general case are much better, than the constants of Erdss and Pésa.)

It is an interesting result of this paper that the graph, which attains the lower
bound in Theorem 1, has n=2l+1-l vertices each of which has valence 3, and the

2,
shortest circuit is longer than 21=2log n—o (log log n).
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To understand, why this graph is interesting, we must know that ERpGs proved
in [3]: If G is a graph of n vertices, each vertex of which is of valence =3, then G
2

contains a circuit shorter, than 2 lgg n.On the other hand ErRDGs proved the existence
of a graph of n vertices, each of which is of valence =k, in which the circuits are
longer than ¢ log n (where ¢ is a constant depending only on k). Our graph will be
an example (moreover, an almost best possible example) of such a graph if k=3.

Finally our graph will also prove the lower bound in the mentioned theorem,
which is very similar to Theorem 1.

Definition, fundamental notions

We consider non-oriented graphs allowing loops and multiple edges:

A graph consists of two sets. The elements of the first set are called the vertices,
or the points, the elements of the second set are called the edges of the graph, and
two (not necessary different) vertices of the graph belong to each edge: these vertices
are called the endpoints of the edge. An edge is called a loop, if its endpoints are
not distinct. A set of edges form a multiple edge, if each of them has the same end-
points.

The graphs will be denoted by G, H, K, T, ..., the vertices by a, b, ¢, ..., and
the edges by o, 8, 7, ..., or by (a, b), (a, a).

If a subset of the vertices and a subset of the edges of a graph G form a graph
G, we say, G is a subgraph of G. The necessary and sufficient condition for this is,
that if an edge occurs in the considered subset of edges, then its endpoints must
be contained in the considered subset of vertices. G, is a spanned subgraph of G
if it can be obtained by omitting certain vertices and those edges from G, at least
one endpoint of which is among the omitted vertices.

Suppose a,, ..., a, (n =2) are vertices and «, ..., «,_; the edges of G, where
the endpoints of the edge «; are a; and a;,,. The a;’s are not necessarily distinct
vertices and the «;’s are not necessarily distinct edges, but «;#«;, . The subgraph
of G determined by them is called a /ine, and if its vertices are all different, it is called
a path. a,, a, are called its endpoints. If a,, ..., a,_ are all distinct, but a,=a,,
the line is called a circuit. The length of a line is the number of its edges, here for
e.g. n—1. Thus a loop is a circuit of length 1.

The valence of a vertex is the number of those edges, at least one endpoint
of which is the vertex, counted the loops twice. A vertex of valence =3 is called
a branchpoint.

In our problems (and generally, in the problems of topological type) the vertices
of valence 2 have no importance. Because of these the following definitions are
useful:

A vpath (a,, ..., a,) is called a topological edge if a,, ..., a,_ are of valence 2,
but a,, a, are not. If (a,, ..., a,) is a line, for which a, #a, or a; =a, but which
contains at least two branchpoints, it is the union of topological edges, every two
of which have no common vertices except their endpoints. The topological length
of such a line is the number of its topological edges. If a, =a, and (a,, ..., a,) has
only one branchpoint, it will be called a line of topological length 1; if (ay, ..., ay)
has no branchpoint, it will be called a line of topological length 0. (In the first
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case, i. e., if the line contains just one branchpoint, it is also a topological edge.)
Generally the topological length will be used, and the previous notion will be used
only in those cases, when all the vertices of G are branchpoints. In this case the
length and the topological length are equal.

To abbreviate the word “topological”, instead of topological edges or topolo-
gical length only t-edge or t-length will be written.

A graph is connected if each pair of its vertices can be joined by a path. If a
graph is not connected, it is the union of distinct maximal connected subgraphs,

n
called its components. |J)G; denotes a graph, which consists of » independent

1
subgraphs, the ith of which is G;.

A graph is finite if the sets of its vertices and edges are finite. For the sake
of simplicity we always consider finite graphs but all the results of the paper, except
those, in which the number of the vertices of the graph is explicitly stated, are also
true for infinite graphs.

A graph having no circuits is called a forest, a connected forest is called a zree.
A forest has less edges, than vertices, or in other words, if a graph has at least as
many edges, as vertices, it contains a circuit.

A graph having only branchpoints and without short circuits

Here we shall deal with a problem, which is connected with Theorem 1, as will
be seen later. The problem is the following:

What can be said about the length of the shortest circuit of a graph of n vertices,
if all the vertices are branchpoints? Or:

What can be said about the shortest t-length of the circuits of a graph G, if G
has n branchpoints, and the other vertices are of valence 2?7

(The equivalence of these problems is easily seen.)

ErDGs proved [3] that the t-length of the topologically shortest circuit of such

a graph is X.)
A slight sharpening of this result is

LemMmA 1. If G is a graph of n =2 vertices, each vertex of which is of valence
=2, and p is a fixed branchpoint of G, then G contains a circuit C, the sum of whose
t-length and t-distance from p is =2[log n].

(If G,, G, are the subgraphs of a graph G, their distance (or their t-distance)
is the length (or t-length) of the shortest (or topologically shortest) path, joining them.)

The proof of this lemma is essentially the same as in [3]. However it will be
proved here, as it is a fairly simple, but very important result for this paper.

Proor. The proof is indirect. Suppose, G is a graph satisfying the conditions
of our lemma, and p is a branchpoint of G such that there is no circuit in G whose
sum of its t-length and t-distance from p is =2[log n].

a) First consider those points, which can be joined to p by a path of t-length
=[log n]. If there is a vertex among these, which can be joined to p by two different
paths of t-length =[log n], then there are two arcs of these paths having in common
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their endpoints, but no other vertices, and they form a circuit, for which the sum
of its t-length, and t-distance from p is =2[log n]. This is a contradiction.

b) Suppose, all the branchpoints considered by us can be joined to p by
one and only one path of t-length =[log n].

Let L be a path of G of t-length i (i <[log n]) one endpoint of which is p. Denote
by ¢ the other endpoint of L. We prove that L is contained in at least two different
paths, one endpoint of which is p, and the t-length of which is i 4+ 1. As ¢ is a branch-
point, either there is a circuit having the only branchpoint ¢, or there are three
branchpoints of G: a, b, ¢, which are connected to ¢ by t-edges. In the first case the
sum of the t-length and the t-distance of our circuit from p is =[log n] — this is a
contradiction. In the second case we must prove that at most one of the vertices
a, b, ¢ can be contained in L. This means, we can continue L at least in two ways
by adding to it one of the t-edges (a, g), (b, q), (¢, g) whose first endpoint is not
contained in L. Indirectly, suppose, a, b, are points of L. (Here we did not suppose
that a, b, ¢ were different.) Thus ¢ is joined to p by two different paths of t-length
i+ 1 — this is also a contradiction.

So we may suppose, an arbitrary path of t-length i <[log n] is contained in at
least two paths of t-length i+ 1 (where one endpoint of the paths is p), further, all
the considered branchpoints of G are connected with p by just one path of t-length
=[log n]. Thus the number of the considered branchpoints is more than

3+3-2+4...43.20gn-1=3.20lgn] _3=p jf p=2

and this contradiction proves the lemma.

Lemma 1 is asymptotically exact. We have mentioned that ERDOS proved the
existence of a graph of n vertices, all the vertices of which are of valence =k, but
the shortest circuit of which is longer, than ¢, log n, where ¢, is a constant depending
only on k. Now for n=2/-2' we give a graph, which has n vertices of valence 3,
and the shortest circuit of which is of length 2/+1. As

2/+1 =2logn—2log/—1 = 2logn—21loglogn+ O(1)

our graph shows that Lemma 1 gives almost the best possible result, for some special
n, in connection with the posed problem.

The construction of G (/)

Let / be a positive integer, n=1/-2!*!, The vertices of our graph G(/) will be
the numbers: 1, ..., n.

The edges of G(/) are of two type: “short” edges and “long” edges.

A) The “short” edges are: (1,2), (2,3),....,(n—1,n), (n, 1). They form a
circuit C in G(/). The length of an edge is defined as the length of the shorter arc
of those two arcs of C which are determined by the endpoints of the edge (we use this
concept only in connection with G(/)). Thus the length of the edge (x,y) is
min {{x—y|, (x+n—y), (y+n—x)}. For e.g. the length of the “short™ edges is 1.

b) The “long” edges:

First we divide the vertices of G(/) into / classes: Cy, Cy, ..., C;_,. Let x€ C;
if and only if x=s (mod ).
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For a fixed s (s=0, 1, ..., /—1) we divide C by the vertices of form k-/-25*+2
into 2'-5-! paths.* The length of each of these paths is /-2°*2, Now let x¢€C,
be arbitrary. There is just one y€ C, which is on the same path as x and whose
distance from x on C is /-2°*! (i.e., for which the length of (x, y) is /-2°%1'). We
join x by a “long” edge to y. We do this for s=0,1,...,/—1 i.e. we join each
vertex of C to just one other of its vertex.

(Describing G(/) by formulas, we can say, we join two vertices x, y of G(/)
if and only if

(i) x=y (mod /)
and if x=y=s (mod /), then

@ii) |x—y| = 1-.2°*!
and

(iii) [r;lu] = [/Tzf’“] J

Thus we get a graph, the most important properties of which are:

(1) Each vertex of G(/) is joined to two points by a “short” edge and to one
point by a “long” edge.

(2) Each “long” edge of G(/) has length 2/, 4/, ..., 2"~ -/ or 2'-/.

(3) If two “long” edges of G(/) have the same length, their endpoints are
in the same class (i.e. they are congruent (mod D).

We will now prove (using only these properties of G(/)), that its circuits are
longer than 2/+ 1.

LeMMA 2. If x and y are two vertices of G(I) and x —y=s (mod 2]) or x—y =
= —s(mod 2/) where 0 <s <1 and L is a path joining x and y, then L is longer than
s; further if x=y (mod 1), and L is a path joining them, then either L is a “long”
edge, or a path of length =1.

(We need only the case x=p (mod /), but it is easier to prove this stronger
assertion.)

PrOOF. We build up our graph starting from the circuit C, adding the edges
one by one, and prove the lemma by induction on the number of the “long” edges,
added already to C. For C the lemma is trivial. Suppose, we have added some “long”
edges to C, the assertion of the lemma is still true, and we want to add a new edge
to the graph. Denote by G, the graph, for which we know, the assertion of the
lemma is true. Denote by a the “long” edge, which will be added to G,, and by
G, the graph, which is then obtained. Let x and y be two vertices of the circuit
C, L a path joining them. If « is not contained in L, L is a path of G, too, so we
can apply the lemma to it. Thus we may suppose, L contains «. Denote by @ and b
the endpoints of « so that starting from x on L in the direction of y, @ will be nearer
to x than b. The length of L is the sum of the lengths of (x, a), « and (b, y), where
possibly x=a or y=b, or x=a and y=b.

a) If x=a and y=> the lemma is trivially true: x=y(/) and they are joined
by an edge.

* For s=/—1 our ‘““path” is not a path, but this is not important here.
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b) Suppose, x#=a but y=>b. Asa=b=y (2/) and (a, x) is a path of G, we can
apply the lemma for (a, x). Clearly a and x can not be joined by a “long” edge, as @ is
a vertex of valence 3. Thus if x —y = +s5(2/), (a, x) and consequently L are longer
than s — 1. If x = y(/), (a, x) is longer than /— 1 and thus L is longer than /.

¢) Let x,a, b, y be all different vertices. If x—a = +s,,y—b = +s, then
x—y =5;+s,. The length of (a,'x) 18" =&, the lengthrof (b, p) is" =s,. Thus
the length of L is =s, +s,+ 1, which proves the lemma.

d) Finally, if x, y, a, b are different points, and x=a(/) or y=5b(I), as x and
a or y and b can not be joined by a “long” edge, the length of (x, @) or of (y, b) is
=/, qu.ed.

Now we prove, that G(/) has no circuits of length =2/+1.

a) Suppose, C, is a circuit of G(/). If it has two “long” edges of the same length,
denote their vertices by x;, x,, y;, y, in order of lying on C,: starting from x,
in the first edge first we reach x,, then y,, and at last y,. According to 3) x; =y, =
=x,=y,(/), thus the pathes (x,, 1), (5, x;) are of length =/, C, is longer than
2141

b) If no two “long” edges of C, have the same length, suppose, o, is the
longer of them, and «,, ..., o, are the other “long” edges of C,. The sum of the
lengths of o, ..., a,, and of the number of the “short”” edges must be = than the
length of a, . If the length of «, is 2“-/ then the sum of the lengths of a5, ..., ,, is

SRt g2 oy o] 9]

thus C; must have at least 2/ short edges, the length of it is =2/+ 1.
-¢) If C, has no “long” edges, its length is n. Thus we have proved, all the
circuits of G(/) are longer than 2/+- 1.

A new proof of the theorem of Erdds and Pésa

Now we prove:

THEOREM 1. Denote by r(k) the smallest integer (depending only on k), for
which: If a graph G does not have k + 1 independent circuits, G contains a representing
set for all its circuits consisting of =r(k) vertices. Such an r(k) exists and

a) r(k)<(4+o(1))k log k.
b) r(k)=(3 +o(1)k log k.

The proof of the upper bound. Let G be a graph, not having k£ + 1 independent
circuits. Consider all those subgraphs of G, which have only vertices of valence
2 or 3 in the subgraph. (The valence of a vertex of a subgraph G, of G in the subgraph
means the valence of it when we consider G, not as a subgraph of a graph, but as
a graph.) Denote by H a maximal subgraph of the considered subgraphs where
the maximality of H means that if H; > Hand H, is one of the considered subgraphs,
then H, =H. We may suppose G contains a circuit, so the class of considered
graphs is not empty, and is also finite so that H exists.

We assert, the branchpoints of H (the vertices of H, which are of valence
=3 in H) and at most 2k other vertices of G form a representing set for all the
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circuits of G. To prove this divide those circuits of G which contain no branch-
points of H into two classes.

a) C,, ..., C, are those circuits, which have just one common vertex with H.
b) K., ..., K, are those circuits, which are subgraphs of H.

We will prove that we may represent the circuits Cy, ..., C; and K, ..., K,
by at most 2k vertices of G. Thus, if we prove, all those circuits of G, which are not
represented by the branchpoints of H, occur among the circuits Cy, ..., Cg; K, ..., K,
then we have proved our assertion.

Suppose C, is a circuit of G, which contains no branchpoint of H, and which
is not a subgraph of H. H and C, must have a common vertex, because, if they
had no common vertices, HU C,=H,; would disprove the maximality of H. C,
contains an edge (a,b) not contained in H,. Let (a, ¢) be the shortest arc of C,
joining @ and H, which does not contain b, and (b, d) the shortest arc of C,
joining b and H, which does not contain a. Here we allow a=c and b =d. We
assert ¢=d, i.e. H and C, have only one common vertex. Suppose cd. As ¢ and
d are of valence 2 in G, joining the arc (cabd) to H, we get a graph H, each vertex
of which is of valence 2 or 3 and which contains H, disproving its maximality.
This contradiction proves that C; has only one common vertex with 77, i.e. all the
circuits of G, which are not represented by the branchpoint of H, are C,, ..., C
and Sk T ke

Now we prove that we may represent C,,...,C, and K, ..., K, by =2k ver-
tices of G.

a) Denote by @; the common vertex of H and C; (i=1,2,...,5). If a;#a;,
then C; and C; are independent. We prove this indirectly: suppose ¢ is a common
vertex of them. We can join @; and ¢ by an arc of C;; ¢, and a; by an aic of C;.
The union of these two arcs generally will not be a path, buth will contain a path,
which joins @; and a; and is a subgraph of C;U C;: the common vertices of (a;, ¢, a;)
and H are just a; and a;. H,=HU(a;, q, a;) is a graph satisfying our conditions
and containing H, thus disproving its maximality. This contradiction shows C; and
C; are independent. Thus a,, ..., a, are less, than k+1 points, and they represent

i [

b) K,, ..., K, are the subgraphs of H. They must be independent: if g were
a common point of K; and K;, it would be a branchpoint of H, contained by K; and
K;. Thus r = k, and we can represent these circuits by =k points.

Thus we have reduced our problem to a much simpler problem: We must
prove, if H is a graph, each vertex of which has valence 2 or 3, and H does not
contain k + 1 independent circuits, it has n<(4 + o(1))k log k branchpoints. 4x log x

and i—@ are asymptotically inverse functions to each other, in the sense, if
n~klogk, thenk~ —— , and if k~ - then n~k log k. Therefore it is enough
logn logn

to show, if H is a graph of n=2 branchpoints, the other vertices of which have

valence 2 then H contains at least
li=im

4 logn
independent circuits.
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We prove this by mathematical induction:

1
a) [41 ]15 strictly increasing for n=2. If a graph has only vertices of

valence =2, 1t contains a circuit. So, our assertion is trivial, if

[4 logn| —

b) Suppose we know, the assertion is true, if n<n,, and H is a graph having
n, branchpoints. Denote by C the topologically shortest circuit of H. Its t-length
is =2log n,.

(i) Let the t-length of C be greater than 4. Each branchpoint of C (in H) is joined
to another branchpoint of H. A branchpoint of A lying outside of C can not be joined
to more than one branchpoint of C, because, if ¢, €C and ¢, €C were joined
to a, (a¢C), the arc (¢, c,) of C, which is longer than 3, would be replaced
by (¢;, a, ¢,) the t-length of which is 2, and thus we could construct a circuit, topo-
logically shorter than C. Omit the vertices and edges of C, and also those t-edges,
which start from C. (To omit a t-edge means, omit their edges and vertices, except
its endpoints.) The so obtained graph has the same properties as H, except the
number of its branchpoints is less than n,. However, if the t-length of C is r, this
subgraph has at least ny,—2r = n, branchpoints. If n,<8logn,, we apply a),
if no=>8log n, we can apply our inductional hypothesis: it contains at least

[i n, ] e [1 —4logn, [1 no—4logn, [ ]
{ 4 logn, 4 log (no—4logno) log n, 4 log noy

. ), e 2 ! n A
independent circuits, which together with C form a set of =| - Fgl)n ] independent
0

circuits.

(i) If r=4, the only problem is, that after omitting of the topological
edges starting from C we get a graph, which has perhaps one or two vertices of
valence 1. In this case we can omit =3 branchpoints of this graph so that we get
a graph each vertex of which has valence 2 or 3. Thus we get a subgraph of H, which
has =n,—7 branchpoints. From there the argument of (i) is valid.

Thus we have proved the upper bound.

The proof of the lower bound. Consider first a graph of n=4s vertices, each
vertex of which has valence 3. It has 6s edges. Omit s of its vertices and the edges,
starting from them: the so obtained subgraph has 3s vertices and at least 3s edges
and thus the remaining graph contains a circuit. This means we can not represent all
the circuits of the original graph by #n/4 points.

As a special case we see that, a representing set for the circuits of G(/) consists
of more than /-2'~! points, but as all the circuits of G(/) are longer than 2/, it does
not have 2/ independent circuits. Thus for k=2,4,8, ...,2" we obtain: r(k) =
=/.2""'=1klog k. Now we will prove it for an arbitrary k. (Here we remark
that if we wanted to prove only r(k)=1klogk, we need go no further for: if
2i=k=2"*1, r(k)=i-2"-1.) If k is an arbitrary positive integer, let k=2"+ ... +2V
where 0=/,,=... =/;. Let G, be the disjoint union of G(/,), ..., G(I;), where G(1)

1 a=r%
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is by definition a loop. Let k;=24. Trivially G, contains at most k; + ... +k; =k
independent circuits and a representing set for its circuits has more than
Lk, logky+kylogk,+ ... +k;logk;) points.

As xlog x is convex in [, =],

: I % k 1
2 kilogk, = — 57 og—:—kloglogk —klogk—~2~kloglogk,

>\~

r(k) = [%4—0(1)] klog k
Qu.e.d.

Theorems about graphs which do not have & + 1 independent circuits

1) In the proof of Theorem 1 the determination of the upper bound was
reduced to the following problem: How many branchpoints may belong to a graph,
each vertex of which has valence 2 or 3, if the graph contains maximally & independent
circuits? This problem, it seems, differs in character from the original one. We
will prove that this is not true, because this problem is almost equivalent with the
following special case of the original problem:

Denote by R(k) the smallest positive integer, for which: If H is a graph, each
vertex of which has valence 2 or 3 and H does not contain k + | independent circuits,
then it is possible to represent all the circuits of H by less than R(k) vertices.

To show the connection between these two problems first we prove:

THEOREM 2. If H is a graph, not having k + 1 independent circuits, having n
vertices of valence 3 and the other vertices of H have valence 2, then there exists a

3 s . n ;
representing set for the circuits of H, having = [~4—] + k vertices.

From this the connection of the two problems is clear:
We have seen that the minimal representing set contains more than vertices,

if each vertex of H has valence 3, and n denotes the number of the vertices. It is
also true, when a graph has n vertices of valence 3 and some other vertices of valence
2, i.e. it is true in our case too. Thus the minimal representing set contains at least
n PN
4]+k. Thus if X is
sufficiently large, knowing the number of the vertices of a minimal representing
set in H, we know n rather closely and conversely, knowing n we have rather good
bounds for the number of the vertices of a minimal representing set.

Thus essentially in our proot of Theorem 1 we first reduced the proof to show

n i . )
[Z] vertices, and Theorem 2 asserts, it contains at most[

[%+o(l)]klogk = R(k) = (1+o(1))klogk.
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PrOOF OF THEOREM 2 (by mathematical induction). Write r=n+k.

a) If t=1, then n=0 and k=1 (because k=1), H is the union of independent
circuits and the theorem is trivial.

b) Suppose, the theorem is true for 1,2, ...,7—1.

Here, before we prove the theorem for 7, we remark that the first three cases
of b) are trivial, while the last case, (iv) is the “essential’” one: this is the one which

1 - ; ; :
causes that the factor 3 which, as we have seen, in a certain sense is the best

possible.
(i) If H contains a circuit C which has no branchpoints, H=H, U C, where
H, does not contain k independent circuits. Thus we can represent its circuits by

+k—1 points, and C by 1 point.

(ii) If H contains a circuit of t-length 1, let C be this circuit, and @ the branch-
point contained in it. There is a branchpoint b in H, which is connected to a by
a t-edge. This (a, b) t-edge is contained in no circuits and thus we may omit it. A rep-
resenting set in the obtained subgraph is also a representing set in H. As C conta-
ins no branchpoints in this subgraph, we can apply (i), H contains a representing set
for its circuits, consisting of [’l—;—z + k vertices.

(iii) If H contains a circuit C of t-length 2, let @, b be its branchpoints. Denote
by c¢ the vertex of H, which is connected to b by a (third) t-edge. (Possibly a=c.)
Omitting this t-edge from H, we get a subgraph H,, which has n —2 branchpoints.

Thus we can represent its ciicuits by +k points. Suppose C is represented

by x. It is easy to see that if we represent the circuits of a graph, there exists a mi-
nimal representing set, for which: if a circuit contains branchpoints, it is represented
by a branchpoint. So we may suppose, C is represented in H, by a. As a represents
all those circuits, which contain the omitted t-edge, this set represents all the circuits
in H.

(iv) If all the circuits of H are topologically longer than 2, then let a be an
arbitrary branchpoint of A. Omit it, and the t-edges, one endpoint of which is a.
The subgraph H, of H, which is obtained, has n —4 branchpoints. Thus we can

represent its circuits by [#] +k points. The circuits of H, which are not repre-

sented by these points, are not contained in H,. They were spoiled by the omitting
of a, so a representes all these circuits. Qu.e.d.
We have mentioned that we reduced the proof of the upper bound in Theo-
rem 1 to the proof of
R(k)=(1+o(1))k log k.

But we have proved this inequality for we know that n=(4+o(1))k log k, so that
by Theorem 2: R(k)=(1+o(1))k log k. (This result can be proved also in other
ways, for e.g.: Knowing only, that A contains a circuit of t-length =2 logn we
pick out a minimal circuit of H, and omit every second point of it. It is easy to see
that the subgraph which is obtained, does not contain k independent circuits.
From this follows: R(k)= R(k —1)+1log n and by a short computation the required
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result is obtained. This result and Theorem 2 prove again that the number of branch-
points of that very H, which was used in the proof of the upper bound, is
=(4+o(1))k log k.)

2) A generalization of Theorem 1 is:

THEOREM 3. If G is a graph not having k + 1 independent circuits, H,, ..., H,
are arbitrary connected subgraphs and no h+1 of these subgraphs are indepen-
dent, then G contains a representing set for these subgraphs, which consist of

=(4+o(1))k-log k + h vertices.

JIf H,, ..., H,, are the circuits of G, we have Theorem 1.)

The essence of this theorem is that, if some points represent all the circuits
of G, they represent all those subgraphs of G which contain circuits, and those
subgraphs, which are not represented by them, can be represented by =/ other
points. So, instead of proving Theorem 3, we will prove only:

THEOREM 4. H,, ..., H,, are arbitrary connected subgraphs of a graph G, and
no h+1 of them are independent, and x,, ..., x, form a representing set for all the
circuits of G, then G contains =h other points so, that these points and xq, ..., X,
together represent all the subgraphs H,, ..., H,

m*

(As in Theorem 3 wu~<(4+o0(1))k log k, Theorem 3 is really a consequence
of Theorem 4.)
To prove Theorem 4, we need the

LEMMA 3. Let T be a forest, H,, ..., H, certain connected subgraphs of it
(shortly: subtrees) such that no h+1 of H,, ..., H,are independent. These subtrees
can be represented by =h points of T.

ProOOF. By mathematical induction.

A) First we suppose that #=2 and 7 is a tree (i.e. is connected). Let H, L

RN Vh

be independent subtrees of 7. Form the sum of the (z) distances of them. We may

suppose that this sum is maximal for H,, ..., H,. After fixing this system of inde-
pendent subtrees we define the direct paths. L is called a direct path if its endpoints
are the vertices of two different subtrees among H,, ..., H, and the other vertices
of L are contained in none of H,, ..., H,. We remark now that an arbitrary path
of T'is characterised by its endpoints. Thus we may denote a path, which joins @ and b
by (a, b). Further, if we speak about a subtree of 7, it will be always one of H, ..., H;.

First we look for a vertex such that amongst the set of those subtrees of 7,
which are not represented by it, there are no /# independent subtrees.

a) Each H,; i=1, ..., h contains an endpoint of a direct path: H; is joined by
a path to a H;. Suppose that, travelling this path, the vertex where we leave H; is
a and the vertex where we first arrive in a (fixed) subtree is b, then (a, b) is a direct
path.

b) There is a H; i=h, which contains the endpoint of only one direct path.
We prove this indirectly: an elementary argument shows that if each H; (i=k)
contains at least the endpoints of two direct paths, then some of these direct paths
together with some other paths contained by the fixed subtrees (and joining their
endpoints) form a circuit, but this can not be true. Without loss of generality we assume
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that H, contains only the endpoint of one direct path. Denote the endpoints of this
path by a, b. If a€ H,, it is the point we sought: amongst those subtrees which
are not represented by a, there are no / independent subtrees.

To prove this, consider a subtree H, which does not contain a. Observe that
if L, is a path joining H, and H; (j=2, ..., h), it must contain a direct path, starting
from H,. This direct path must be just (a, b), so that the path L, contains a. Because
of this, H, can not have a common vertex with H,: if H, and H, had a common
vertex, H, could not be joined to the other H; subtrees by a path, except when
this path contained (a, b). Thus its distances from H,, ..., H, would be greater
than the distances of H, from H,, ..., H,. This would contradict the maximality
of the sum of the distances between H,, ..., H,.

Thus we have proved, if H, does not contain a, it has no common vertex with
H,, so among those subtrees of 7" which are not represented by a, there are no
h independent ones.

B) Still we did not use the lemma is true for 2—1, but now we will: Let T
be a forest and suppose that the lemma is true for #—1. We show, it is true for 4
also. (If we knew the lemma for the trees (for /), we were ready.) 7 is the disjoint
union of the trees 7T, ..., 7,. If 7; contains maximally /4; independent subtrees
(of Hy, ..., Hy) we can represent these subtrees by /; vertices of T;. These A, ..., h,
vertices together represent all the given subtrees. Thus they are represented by
>'h;=h vertices of T which is wanted to prove.

So we may suppose, T is a tree. We have seen in a), it contains a vertex a, so,
that there are no /# independent subtrees among those, which are not represented
by it. We omit a, so we get a subgraph T* of 7, which is a forest, and the given
subtrees in 7* we can represent by /#—1 vertices of it, these #—1 vertices and a
together will represent all the given subtrees of 7. Thus the lemma is also true
for h.

C) To complete the proof of the lemma, it must be proved for the case h=1:
If some subtrees of a tree are given, each two of them having a common vertex,
then they have a vertex which is common to all of them. (This assertion may be
proved directly. However we will prove it in a shorter way, using the results in A).)

(i) First we prove the lemma for 2=2. It is enough to prove it if 7 is a tree.
We select as we did it in A), two subtrees, H,, H, whose distance is maximal. They
are joined by a direct path (a, b). As we know already, those subtrees which have
a common vertex with H,, are represented by a, (a€ H,), those subtrees which
have no common vertices with H, must have a common vertex with H,, thus they
are represented by b.

(ii)) Now we prove the lemma for 7=1. Let ¢ be a point of 7 and p a point
which is not contained in 7. We join p and ¢, thus obtaining a graph 7%, which
contains 7" as a subgraph. Denote by H,,, the subgraph of 7* consisting of the
only point p. According to (i) we can represent H,, ..., H,, H,,; by 2 vertices of
T*, and trivially one of these is p. The other is a vertex of 7°and represents H,, ..., H,
(as p does not represent them). Qu.e.d.

The proof of Theorem 4. Theorem 4 asserts: if H,, .... H, are arbitrary connected
subgraphs of G, no 4+ 1 of them being independent, and some points of G represent
all the circuits of G then these points and some others (but = /) points will represent
the considered subgraphs. To prove this, omit first x,, ..., x, (the representing set
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for the circuits), thus getting a forest F. It is possible, that F contains no one of
H,, ..., H,, but if it contains any of the H;, we can represent them by =/ vertices
of F and trivially, if H; is not represented by these =/ vertices, it is not a subgraph
of F and is represented by one of the vertices x, ..., x,. Thus xy, ..., x,, and the
other points (the number of which is =#h) represent all the considered subgraphs
of G. Qu.e.d.

A theorem, similar to Theorem 1

Consider a graph which consists of two independent circuits and a path, which
joins them but has no common vertices with them except its endpoints. The form
of this graph is similar to a dumb-bell, so it will be called a dumb-bell.

In the following theorem the dumb-bell will play the same role as the circuit
in Theorem 1.

Denote by s(k) the smallest integer for which:

If a graph G does not contain k+ 1 independent dumb-bells then we can
represent all its dumb-bells by =s(k) vertices. (Or s(k) =<o, if there is no such
finite integer.)

THEOREM 3.
(1+0(1))k log k < s(k) < (4000 + o(1)) k log k.

The proof of this theorem is very similar to the proof of Theorem 1. Because
of this it will not be proved here in all its details.

The proof of the upper bound. We will choose a subgraph H in G, the branch-
points of which will represent all the dumb-bells of G, and show that if A has many
branchpoints and not too many components then it contains sufficiently many
independent dumb-bells. Concretely, if H has less than k41 components, and just

1 n— 80k 2

2000 ' Tog (n—SOk)} independent dumb
bells where {x}=min {n: n integer, n=x}. From this the upper bound for s(k)
is obtained just as in the Theorem 1.

Now we begin the proof.

a) We may suppose that G contains k independent dumb-bells, for e.g.:
D,, ..., D,. Now we fix these dumb-bells and look for a maximal subgraph of G,
each vertex of which has valence 2, 3,4 or 5, and which contains D,, ..., D, and
has less than k41 components. The maximality of it implies that its branchpoints
will represent all the dumb-bells of G.

b) We will use the following lemma. (It is useful in representing-problems.)

n branchpoints, it contains at least {

LEMMA 4. If G is a (connected) graph having m vertices of valence 1, n vertices
of valence =3, no vertices of valence 0, and some vertices of valence 2, then it contains
a (connected) subgraph, each vertex of which has valence =2, and the number of the
branchpoints (in the subgraph) is =n—m.

The lemma can be proved by a trivial mathematical induction.

c¢) Now we show that a connected graph contains a small enough dumb-bell.
Let H, be a connected graph, each vertex of which has valence 2, 3, 4 or 5. Denote
by C, its topologically shortest circuit. Its t-length is =2 log n. Omit the vertices
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and the edges of C, and those t-edges, at least one endpoint of which is contained
in Cy. Thus we get a graph H, which has at least » —8 log n branchpoints, as we
omitted =2 logn branchpoints of C, and =(5-—2)-2logn branchpoints, were
connected to C, by a t-edge. The number of the vertices of valence 1 in H, is

at most 5—2_—2-210gn=310g n. According to Lemma 4 H contains a subgraph

H, each vertex of which has valence 2, 3, 4 or 5. The number of its branchpoints
is =n—11logn. If n=80, H, would not be empty. Let p be a vertex of H, whose
distance from C, in H, is minimal. It is easy to see that the t-distance of p from
Cy is 2. Apply Lemma 1: there is a circuit C, in H, for which the sum of its t-length
and t-distance from p (in H,) is =2logn. The sum of its t-distance from p and
its t-length in H, may be =2logn, but =(11-+2)logn=13logn.

The two circuits C,,, C; and the shortest path of H, joining them form a dumb-
bell which has =(13+2)logn+2 branchpoints.

Thus we obtain, that if »=80, then H, contains a dumb-bell the number of
whose branchpoints is =16 log n.

(In the following part instead of the number of branchpoints of a dumb-bell
we will use the abbreviation: the t-length of the dumb-bell.)

d) Let H, now be a connected graph of n=80 branchpoints, each vertex of
which has valence 2, 3, 4 or 5. We assert that it contains at least

fawo 1)

4000 logn

independent dumb-bells. We prove this by mathematical induction. For n=4000 the
assertion is trivial, as H, contains at least one dumb-bell. Assume it is true for
80, 81, ..., n— 1. We prove it now for n.

Denote by D, the topologically shortest dumb-bell of H,. It is topologically
shorter than 16 log n. Omit the vertices of D, and the t-edges starting from them.
The first problem is, how many components has the subgraph /5 which is obtained.
Suppose U, and U, are two different components of H,, L, and L, are two minimal
paths, joining U, and U, to D,. They must both consist of a t-edge, one endpoint
of which is contained in D,. As U,, U, are different components of H,, they can
not be joined by a path in H;. Thus L,, L, have no common vertex, except (possibly)
their endpoints in D,. As from each branchpoint of D ,leave” at most 3 t-edges
to the components of Hj, it has =3-16log n components. Possibly, H; will con-
tain vertices of valence 1, but no more than 48 log n. With the help of Lemma 4 we
choose a subgraph of H; which has more than n—64 log » branchpoints and less
than 48 log n» components. Denote it by H, and its components having more than
80 branchpoints, by K, ..., K,. They contain together

=n—64 log n—80-48 log n=n—4000 log n
branchpoints. If K; contains »; branchpoints and m; independent dumb-bells, then

= Z 14000 logln } =

1l
!\’

m;

2. n; _} n— 4000 log n _{ n }_
P 4000 log n 40001ogn | — |40001ogn
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; ! n
The dumb-bells in K, ..., K, and D, together are = {Zm
dumb-bells.

e) As H has =k components, similarly as above, we can prove it contains

at least

} independent

{ 1 n— 80k
4000 ~ log (n— 80k)

independent dumb-bells. From this it follows that A has =(4000 +o(1))k log k
branchpoints and G contains a representing set for its dumb-bells, consisting of
less than (4000 +o(1))k log k vertices.

The proof of the lower bound. Consider G(I). Taking ¢=0, we prove that if
/=1y(¢), a representing set for the dumb-bells of G(/) consists of =(% —&)n points.
As G(I) does not contain 2' independent circuits, it does not contain 2'~! independent
dumb-bells. Thus for k =2'~! we shall have a graph such that each of its representing
sets for the dumb-bells consists of more than

[-21+1 = klogk+ o(klogk)

points. If we proved thus the lower bound for k=1,2,...,2/ we can prove
it for an arbitrary value of k similarly, as we did it in the proof of the Theorem 1.

Thus we prove now, (4+—¢)n points are not enough to represent all the dumb-
bells of G(/) if / is sufficiently large.

Omitting (4 —e&)n vertices of G(/), we get a subgraph of it, which has (3 +¢)n
vertices, and minimally (3 + 3¢)n edges. Thus at least one component of this sub-
graph contains r vertices and more than (1 +e&c)r (¢=0 is a constant) cdges. As
it contains a circuit whose length is =2/, this component contains at least 2/ vertices
and thus at least 2¢/c branchpoints. If 2¢e/= 80, this component contains a dumb-
bell, and this proves that (4 —e¢)n points can not represent all the dumb-bells
of G(/). Qu.e.d.

We conclude by posing some

UNSOLVED PROBLEMS. (i) A more general problem that may be posed in connec-
tion with our theorems, is the following: Consider a graph 4, and all the graphs
homeomorphic to it. Does there exist an r=r(k, A) such that if a graph G does
not contain k +1 independent subgraphs homeomorphic with A4, then there is a
representing set for all the subgraphs of G, homeomorphic with 4, and consisting
of =r(k, A) points? If there are such integers, what can be said about the smallest
one if we know only the number of the branchpoints of A?

(i1) The same problem, as in (i), but for the case, when A is a tree.

(iii) Suppose G does not contain k + 1 independent circuits of topological
length =u. What can be said about the minimal representing set for those circuits
of G, the t-lengths of which are =u?

( Received 25 February 1966)
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Added in proof (28 March 1967). H.-J. Vo (limenau, East-Germany) has pro-
ved Theorem 1 showing that

|» + o(D)j k\ogk s r(k) = 2+ o(l)) k\ogk.

He solved also some other problems connected with ours. The method used by
him and our method has many similar features. These results will be published la-
ter. They were performed by Mr. H. sachs in Moscow (Aug. 1966 International
Congr. of Math., Section 13) and by Mr. o} in Tihany, Sept. 1966, Graph Collo-
quium (Hungary).
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DIE METHODE DES BEWEGLICHEN #-BEINES
IN DER FINSLER-GEOMETRIE

Von
0. VARGA (Budapest), Mitglied der Akademie

Einleitung

Die Methode des beweglichen Drei- bzw. n-Beines ist von der klassischen
euklidischen Differentialgeometrie wohlbekannt. Durch Auswahl eines geeigneten
n-Beines, wird die Existenz von Kurven und Flichen auf die Untersuchung von
Differentialgleichungssystemen und ihren Integrabilititsbedingungen zuriickgefiihrt.
Anderseits hat E. CARTAN,! gestiitzt auf die Gruppentheorie von Sophus Lie, die
Methode des beweglichen n-Beines so erweitert, daB} sich jetzt mit ihrer Hilfe die
Struktur von differentialgeometrischen Rdumen definieren 146t. Diese Methoden
haben in dem letzten Jahrzehnt koordinateninvariante globale Erweiterungen
erfahren, fiir die, die Untersuchungen von CH. EHRESMANN? fiihrend waren und
die sich der Theorie der gefaserten Rdume bedienen. Dieselbe ist im wesentlichen
eine koordinateninvariante Fassung der Methode des beweglichen Bezugssystems.

In einer Reihe von Arbeiten® habe ich, in der Finslergeometrie, Hyperflidchen
mit Hilfe dieser Methode untersucht. AuBerdem konnte ich durch eine Erweiterung
dieser Methode, die von F. ScHUR und E. CARTAN herriihrende Charakterisierung
der Riume konstanter Kriimmung geben. Die Paragraphen 3,4 der vorliegenden
Arbeit stellen eine, in einigen Punkten erginzte, einheitliche Zusammenfassung
der vorerwihnten Arbeiten dar, wihrend der, die Invarianten der Flichentheorie
behandelnde Teil (§2) neu ist.

1. Das bewegliche n-Bein

Im Finslerschen Raum, der eine differenzierbare Mannigfaltigkeit von gentigend
hoher Klasse sei, bilde (x%, x') (i=1, 2, ..., n) ein lokales Koordinatensystem. Wir
betrachten eine Hyperfliche. Sie ist eine Teilmannigfaltigkeit des F,, fir die (u*, u*)
(=1, ...,n—1) ein lokales Koordinatensystem bildet. Diese lokalen Koordinaten
hdngen mit den rdumlichen Koordinaten vermoge

(1) S )

(la) X

= % ()

1 Siehe [1].
2 Siehe [4].
3 Siehe Literaturnachweis [6]—[9].
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zusammen, wobei
(2)

gesetzt wurde. Es bezeichne «22(x, dx) die Grundfunktion des F,,, so daB fir das
Bogenelement des Raumes

3 ds = F£(x, dx)
gilt. Die Ubertragung im F,, wird durch die Pfaflfschen Formen
4) a} = Cjk(x, x) dxk+ MK(x, x) dxk

bestimmt.4 Bekanntlich ist durch diese Ubertragung das invariante Differential,
und durch Nullsetzen desselben eine Paralleltibertragung bestimmt. Fir das invariante
Differential eines Vektorfeldes mit den Koordinaten (x, X) hat man, wie im
Riemann-Raum, die Ausdriicke

(5) D? = d?+ui?.

Die Metrik des F,, induziert auf der Hyperflache F,,-, eine Metrik, deren Grund-
funktion durch

(6) L(u, du) = JE2x(«), xx(u)did)

bestimmt ist. Aus dem metrischen Fundamentaltensor gik des Fns laRt sich der
metrische Fundamentaltensor

(7) YaR = gikKXRB

der Hyperflache Fn_t herleiten. Dieser Tensor ist positiv definit und besitzt dem-
nach einen reziproken y%.

Wir betrachten nun die Gleichungen des beweglichen u-Beines der Hyper-
flache. Als n-Bein beziiglich eines Linienelementes (u, 1) nehmen wir die Vektoren
X\j und den Normalvektor n‘. Letzterer &ndert sich natiirlich mit der Richtung il
Die Gleichungen des beweglichen «-Beines sind nichts anders als die absoluten
Differentiale der Feldvektoren x%X und n\ Man hat somit

(8) Dx% = OI4, + Oanl
(sa) Dn' = —eXg+ a)«".

Die Pfaffschen Formen ao® 0X 0Sund oo sind gemaR ihrer geometrischen Bedeutung
unabhangig von dem verwendeten rdumlichen Koordinatensystem, was man auch
rechnerisch unmittelbar einsieht. Wie in der Riemann-Geometrie folgt aus der
Orthogonalitat des Vektors n‘ zu den Vektoren xk

=0
und
(9) Oe = ye*QX'
4 Die GroRen Cjk, Nk sind aus der Grundfunktion L(x, dx) des Raumes eindeutig bestimm-
bar. Auf die bekannten Zusammenhédnge bzw. Formeln verweisen wir auf E. Cartan [3] und

H. Rund [5].
5 Siehe wegen der Bestimmung dieses Tensors 131 und [51L

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, iq6;j



DIE METHODE DES BEWEGLICHEN u-BEINES IN DER FINSLER-GEOMETRIE 209

Wie die Formeln (4) und (5) zeigen ist Dxx eine Form in dx' und dx\ Da die
Funktionen (1), (la), die den Zusammenhang der raumlichen und Hyperflachen-
koordinaten vermitteln, differenzierbar sind, folgt, daB &«und Oa Pfaffsche Formen
in den du* und du* sind. Man hat also

(10) ax = Keldi>+ ealdii}
1 1(
(10Q) oX= 8)2[3du||+— %%Bdu&

Da die di* nicht koordinateninvariant sind, ersetzen wir sie durch die absoluten

Differentiale D}* des Einheitsvektors
if-
(11) “z=Y
der Hyperflache, in Richtung der Ga Der Operator D, ist das absolute Differential

von E. cartan, beziiglich der F,,_i. Unter Einfihrung dieser Differentiale, hat
man fir die oben betrachteten Pfaffschen Formen die Ausdriicke

(12) odl = K*?du’ + LOiRDP
(1) (2) (1) (2) (2)
(12a) 0a= Ofdul+ OpDIR; 8% = 0aR

Die Koeffizienten dieser Pfaffschen Formen sind eindeutig bestimmbar durch
die Ubertragungsparameter C)k, Mk und die ersten bzw. zweiten Ableitungen
xx bzw. xiB der Funktionen (l).e Wir wollen die analytische bzw. geometrische
Bedeutung der Koeffizienten der Pfaffschen Formen erldautern.

Man stellt leicht fest, dafl die LL* und Q¥ — die letzteren sind die Torsions-
koeffizienten des F,_ , — die Komponenten des induzierten Zusammenhanges
der Hyperflache sind. Dieser Zusammenhang gehort zu einem absoluten Differential

2

(D) , das man geometrisch folgendermalien deuten kann: Ist irgend ein Vektorfeld
i auf der Hyperflache Fn_1 vorgegeben, dann bildet ihr absolutes Differential ein
neues Feld Dt, das im allgemeinen kein Feld der Fn_, ist. Projiziert man das Feld

Dt, auf Fn_j so erhdlt man ein neues Feld \ . Benlitzt man, den durch

(13) D2 - dP+callp = dp +(Kff+A}DP)p = dp+( K ~ +6%d")p,

A =g~
definieren Operator S) so gilt
(14)
Die durch die <tp bestimmte Ubertragung ist euklidisch, d. h. es gilt7
)
(15) Dyx3=0.

6 Siehe £6]. Die folgenden Ausfiihrungen sind in dieser Arbeit zu finden.
7 Das invariante Differential von Tensoren wurde auf die Ubliche Weise aus dem der Vektoren
gebildet. Siehe E. Cartan £3], S. 17 und 48.
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Diese Ubertragung fallt aber im allgemeinen nicht mit der E. Cartanschen

tu
des F, -, zusammen. Betreffs der Deutung des Tensors O wollen wir zunéachst
die Normalkrimmung bzgl. einer Richtung (u, ii) des F,,_i bestimmen. Wie in
der euklidischen Geometrie geht man von einer Kurve

16) UX = ux(s)

x"'= x*(m(s))

der Fn_, aus. Die Normalkrimmung N der Richtung (u, ii) findet man dann aus

N ds2 It
Die Ausrechnung ergibt unter Benutzung von (8), (12) und (12a):
(O R
(u,iiyifii
1
n NG iiixas-

Diese Formel wirde aber die Normalkrimmung fir eine solche Richtung
(u, ii) bestimmen, deren Bezugslinienelement selbst (u, ii) ist, also mit dieser Richtung
zusammenféllt. Obige Formel fuhrt uns aber sofort zur allgemeinen Definition
der Normalkrimmung einer Richtung (w, v) beziglich des Linienelementes (u, ii)

in der Gestalt ]
@’ﬁ(u, it) vxvl!
yxB(u, iV
Man kann demnach, entsprechend den Verhéltnissen der euklidischen Geo-
metrie, 03 als den zweiten Fundamentaltensor der Hyperflache betrachten.

2
Es bleibt noch die Betrachtung des Tensors (03*8 Ubrig. Berechnet man Dx;,
auf grund von (5) in der Form

(18) N(u, 0, v)

Dxl = dxh+ (o\xg

und vergleicht dies mit dem Ausdruck (8) fur Dx”, und zieht schlieBlich die Dar-
stellungen (12) bzw. (12a) fir die in den Ausdriicken eingehenden Pfaffschen Formen
ein, so erhalt man

(19 %& = Aijkxkx8nk.
Von (19) ausgehend kann man eine koordinateninvariante Deutung fur den

(2)
Tensor 6x3geben. Der euklidische Tangentialraum des Linienelementes (x(1),x{u)iX)
kann als direkte Summe des Tangentialraumes T des Fn x — in (u, 0) —
und des (eindimensionalen) Normalraumes N dargestellt werden. Daraus folgt,
dall der Torsionstensor Ajk des Finslerraumes die direkte Summe von vier, aus
je drei Vektorraumen gebildeten Tensorprodukten sind. Letztere werden aus den,
mit entsprechender Vielfachheit genommenen Rdumen T und N gebildet. Aus (19)

folgt nun unmittelbar; der Tensor @‘B ist diejenige Komponente des Torsions-
tensors des Finslerraumes der dem Raum angehort.
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2. Uber die Invarianten einer Hyperflache

Als erste Anwendung wollen wir nun nach der Bestimmung samtlicher Differen-
tialinvarianten der Hyperflache F,, , fragen. Eine solche Invariante ist dabei durch
folgende Definition festgelegt.

Definition. Ist eine Hyperflaiche F,,-x im Finslerschen Fn gegeben, so ver-
stehen wir unter einer Differentialinvarianten /c-ter Ordnung eine Funktion der
absoluten Ableitungen der xX bis zur k —1-ter Ordnung, die sowohl gegeniber
Transformationen der lokalen rdumlichen, als der Hyperflachen koordinaten-
invariant ist.

Zur Bestimmung dieser Invarianten, kann man entweder so Vorgehen, daf
man die Ableitungen Dxx, D[, ..., Dkxx nach den Vektoren xx, n' des beglei-
tenden n-Beines zerlegt. Die Koeffizienten dieser Zerlegungen sind schon invariant
gegentber Transformation der radumlichen Koordinaten. Aus diesen Funktionen
muissen dann Invarianten gegeniiber Transformationen der u* gebildet werden.
Man kann die letztere Schwierigkeit aber umgehen. Die Gleichungen (8) stellen
namlich ein Differentialgleichungssystem fir die, die Hyperflache bestimmenden
Funktionen x'(u) dar. Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichungen erhalt
man aber durch Bildung der &uferen invarianten Ableitungen der Formen DxX.
Diese dauBeren Ableitungen sind aber bekanntlich parameterinvariant. Zerlegt
man also, die &uleren absoluten Ableitungen DADx'x, DADADx& usw. nach den
Vektoren des begleitenden si-Beines, so ergeben die Koeffizienten schon die gesuchten
Invarianten. Beachtet man, daB fiir eine vektorielle dufere Form &* beliebigen
Grades

DAa>* = dAco*+ ookAcok

gilt, so kann man unter Beachtung der Gleichungen (8) auf Grund einer Rechnung
die wir hier Ubergehen zu folgenden Ergebniss kommen.

satz 1. Jede Differentialinvariante der Hyperflache der Darstellung (1) ist
2

1
Funktion des metrischen Fundamentaltensors yal3, der Tensoren 3, ., der
Krimmungstensoren der F,, ,, sowie der kovarianten Ableitungen bzw. der Ableitungen
hinsichtlich der ni* bis zu einer gewissen Differentiationsordnung.

Der Satz enthdlt bei geeigneter Formulierung, auch die Bestimmung einer
Hyperflache durch die Fundamentaltensoren derselben, und stellt also eine Verall-
gemeinerung eines Bonnetschen Ergebnisses fest.

3. Uber gewisse spezielle Hyperflachen

Das Verschwinden von gewissen Invarianten in den Gleichungen des beweg-
lichen Bezugssystems, bzw. besondere Formen dieser Invarianten, werden spezielle
Flachenklassen charakterisieren.

Wir beginnen zundchst mit dem Falle dafl der zweite Fundamentaltensor

(i)

(20) 0%=10
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ist. Es sei U= u*(s)

X*=x'(u(s))
irgend eine Kurve der Hyperflache, so ergibt sich aus (8), (12), (19) sowie der be-
kannten Eigenschaft

Aijkxk=0
des Torsionstensors, daR

D2x* Dxn ag 9 ,
ds2  ds ds U X+ Ban'anl

besteht. Aus dieser Relation folgt wegen (20)

@)
D2x* D2u* .

@ ~dn ~ &2

. 2)
Die induzierte Ubertragung IS der Hyperflache ist aber i.a. von der inneren

() . .
D derselben, verschieden. Man kann aber nachweisen, daBR fur Hyperflachen
mit (20) die beiden Operatoren zusammenfallen. Es besteht namlich zwischen den
Parametern K*Qder induzierten, und den Parametern I'*| der inneren Uber-

tragung der Zusammenhang
() @ Mm@ (@
(22) rteB = K*eR+ N{AaBaer - AReaet®)* (otJ™otR - e~etp).

Da also auf Grund von (20)
D2x* D2ux i
~CK*~ = ~dPrX?®

gilt, folgt, dal jede Kurve fir die, die eine Seite dieser Gleichung verschwindet,
auch die andere zu Null wird. Dal} bedeutet aber, jede Flachengeodetische ist auch
Raumgeodetische, und eine beriihrende Raumgeodetische ist Flachengeodetisch.
Man hat also

i
Satz 2. Die durch das Verschwinden von @ gekennzeichneten  Fléchen
sind totalgeodetisch, fiir sie fallt die innere und induzierte Ubertragung zusammen.

Diejenigen Flachen die den Spharen entsprechen, sind offensichtlich durch

23) @R = coy®  (c = konst)

charakterisiert. Wegen (18) sind sie von konstanter Normalkrimmung. Das innere,
von Berwald eingefiihrte KrimmungsmaR dieser Hyperflachen, ist aber i. a. nicht
konstant. Eine Ausnahme bildet der Fall, in dem der Raum ein Minkowskischer
ist.s Betrachten wir den Fall fiir den

2
(24) Otr=0
ist. Aus (22) folgt:
8 Siehe O. Varga [7].
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@)
SAtz 3. Bei Hyperflichen, fir die der Tensor 03, verschwindet ist der indu-
zierte und innere Zusammenhang identisch.

Wegen Satz 2, ist aber die Behauptung von Satz 3 nicht umkehrbar.
Das alleinige Verschwinden von KJi scheint ohne geometrische Bedeutung
zu sein, gilt aber

(25) Kip=0,

(2)
(26) 0z =0,

so folgt aus (22) unmittelbar, daB auch die I';,; verschwinden. Letzteres bedeutet,
daB die Hyperfliche eine Minkowskische Metrik besitzt. Es gibt also eine Koordinaten-
system, fir das

@7 ds = L(du).

(1)
Aus (22) entnimmt man aber, daB auch das Verschwinden von ©7; und Kjf
zu denselben Resultat fiihrt. Man hat also

SATZ 4. Jede Hyperﬂache fiir die neben den Ubertragungsparametern KJ#

entweder der Tensor Haﬂ, oder der Tensor 0 verschwindet, besitzt eine Minkowski-
sche Metrik.

Die bisherigen Resultate geben keine notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir, daB3 die Hyperfliche eine Minkowskische ist. Aus den Gleichungen (8) des
beweglichen n-Beines kann man aber sofort zur Formel

(28) xigu'*u'? +2G' = 2G°xL + Nn'
gelangen. Da aber
(29) G,=0

notwendig und hinreichend dafiir ist, daB die Hyperfliche eine Minkowskische
ist, folgt °

SATZ 5. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daf§ eine Hyperfiiche
eine Minkowskische Metrik besitzt besteht darin, daff der Vektor

Xy i+ 2GF

zur gegebenen Hyperfliche senkrecht ist.

4. Uber die Charakterisiering der Riume konstanter Kriimmung
F. ScHUR und E. CARTAN haben die Rdume konstanter Kriimmung unter den
Riemannschen, durch die unbeschrinkte Existenz von totalgeodetischen Fldchen
charakterisiert. Dieser Satz ist auch in der Finslerschen Geometrie giiltig!® falls

9 Siehe O. VARGA [8].
10 Siche O. VARGA [9].
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man als Krimmungsmal}, den zur Zweistellung x, U gehdrenden, von Berwald
definierten Skalar

(30) R(x, X, x, )

benitzt.

Der Beweis stitzt sich im wesentlichen wieder auf die Gleichungen (8), des
beweglichen Bezugssystems. Wir betrachten aber neben dem Vektorfeld x[ der
Flache

RijkhXinkxi t]h
(gikgdh-gihgjk)xi'lkxJ>h

(31) X‘=x"(u)
noch das Richtungsfeld
(32) xi= xjt(n)nl

Da die Flache totalgeodetisch ist, folgt aus Gleichung (8) und (20), bei Beachtung
von Aikxk=0, zunachst

)
Dx* = Du* ex",
und dann wegen (22)

I
(33) Dx‘= 80*-XL
Aus der letzten Relation folgt aber unmittelbar, daf mit x“(u) auch
x* = ckA(u) +cl

eine Parameterdarstellung einer totalgeodetischen Fldche ist. Die hier auftretenden
Konstanten ck und c* sind willkirlich. Dadurch erscheint in unserem Problem die
allgemeine lineare Gruppe. Man kann so, von einem beliebigen Flachenelement
das durch eine beliebige Richtung geht, zu einem zweiten willkirlich vorgegebenen
Flachenelement, mit einer beliebigen vorgegebenen Richtung in derselben, durch
ein Transformation der Gruppe Ubergehen. Dies bedeutet aber die unbeschrankte
Integrabilitat der Gleichungen (32). Ihr Resultat zeigt, da der Raum von konstanter
Krimmung ist. Umgekehrt, kann nachgewiesen werden,11 dafl in einem Raum
von konstanter Krimmung unbeschrankt totalgeodetische Flache existieren.
Somit gilt

satz 6. Die Finslerrdume konstanter Kriimmung sind durch die unbeschrankte
Existenz von totalgeodetischen Flachen charakterisiert.

(Eingegangen am 21. Marz 1966.)

1 Siehe O. Varga [9].
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A GENERALIZATION OF A PROBLEM
OF STEINHAUS

By
J. KOMLOS (Budapest)
(Presented by A. RENYI)

§1.

H. STEINHAUS [1] raised the following problem: ‘“Does there exist a family
F of measurable functions such that

a) |f()|=1 for f(t)eF
b) for each sequence {f,(7)}, where f,(t)€F the sequence

n

= 2 4@
n k=1
is divergent for almost all 7?7
D. G. AusTiN proved that if &, &,, ..., &,, ... is a sequence of random variables.
with possible values 0 and 1, then there exists an increasing sequence of integers

ny, Ny, ..., N, ... and a random variable x such that

i g,,,+én2—l: oty -»n] o

that is for the subsequence &, ,¢&,,, ..., &, , ... the strong law of large numbers
holds.

A. RENyI proved that the same holds for any sequence of uniformly bounded
random variables (oral communication).

P. REvEsz [2] showed that the condition

ME)=K (n=1,2,...)

for some K =0, guarantees the existence of a subsequence for which the strong law
of large numbers is valid. (He proved the following sharper theorem:
If

M(¢ED=K (=12, ..),

then there exists a subsequence &, ,&,., ..., &, , ... and a random variable n such that

oo

_Z; ci (éni o n)
is convergent with probability 1, provided that ¢,, c,, ..., ¢,, ... is an arbitrary sequ-
ence of real numbers for which

oo

S et < +e)

k=1
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He asked: whether we can replace the condition by the condition

M(|<Y1+*)BA' n=12,..)
with some e (O Se<l).
In this paper we prove that this conjecture holds with e = 0, that is the following

theorem s true:
Theorem 1. /I' <, is a sequence of random variables for which

lim inf M(£,.|) <+<»,
M=+ oo

then there exists an increasing sequence f1,, n2, ..., nk, ... of integers and an integrab/e
random variable g, for which

P Eni+ £«2+ eee + £nk
K
Moreover we prove the following
Theorem la. |f  £2>ee> e ji g sequence of random variables for which

liminf M(Ja |) < +°°,

then there exists a Subsequence {q,,} of the sequence {£} and an integrable random
variable 1j such that for an arbitrary subsequence {fj,,} of the sequence {q,} holds:

ih+rj2+ ...+rjn

P11 lim 1.

In=+ oo
The theorem is the best possible in the following sense:
Theorem 2. |If {g,} is an arbitrary sequence of positive numbersfor which
lim an—+ °o,

then there exists a sequence of random variables
£M12, —N n, — with  M(le,|) = i,

such thatfor any subsequence of this sequence the strong law of large numbers is not
valid.

Moreover there exists a sequence {q,} of independent identically distributed
random variables (with m(»7,)=1) such that for the sequence Q= a,,*q, (and for
any of its subsequences) the strong law of large numbers is not valid.

Clearly Theorem 1 implies the undermentioned corollary (which is also a
consequence of the individual ergodic theorem of Birkhoff):

Corollary. If £2>..., ... are equivalent (symmetrically dependent)
random variables withfinite expectation, then there exists an integrable random variable
N such that

Ei+ g2+
n
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(We say that < £2, are equivalent or symmetrically dependent if the
joint distribution function of the variables £i},£i2, ..., (44 if depends
only on k and it does not depend on the choice of the indices ix, i2, ..., 4 that is

PEX<*i;E6<*2;...;E£ik*x K = Fk(xu x2, ...,xK.

§2.

«
In course of the proof of Theorem 1 we are making use of the following
Theorem 0 [3].
If for a sequence 12, ... of random variables the following two
conditions are fulfilled:
a) PM«I{1,12,...{,_ D-0)=1

where M (<J,,, £2, s, £,,-i) denotes the conditional expectation of  with respect
to the random variables £1; £2, mm £+ 11

y M oo
b) & k2
then for the sequence £2, ... the strong law of large numbers holds that is
£l +£2+ -
P n = L

First of all we introduce some notations and prove some lemmas.

Let H denote the Hilbert space of all random variables £ defined on the
underlying probability space [fi, si, P] for which M(£2) is finite, the inner product
(£, t]) is defined by (£, N)=H("). We say that the sequence {£,} of square integrable
random variables converges to t] weakly (in the Hilbert space 77) and denote

{.14
Jim m- nB) = Mfo/Q
for any element 3 of 77.

(We use ) o
lim or - resp. liminf

instead of the symbols _ o
A, resp. - [iminf.)
All over the paper Fa(x) and Gax) denote the following function (for a>0):
x, if x| Sa
FI) 40, it X >a

Ga(X)=E if TS X< for k=0, +1, +2, ...
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Lemma 1 If £n-"r\ then
M (to])"1im infM (€ ).

Proof. Let R denote the function

3 1 if //2=0

B(fo) = —1 if t<o.
So

M(E,,/0"MO0,/0 = M(M).
But

IM(<y?)|=sM(|6,])

so we have

M(»7)) S lim inf M(",,))
qu. e. d.

Lemma 2. Iffor a sequence {z.}
Hi<DS AT (1= 1,2,...)

holds with some k > 0 and the sequence {Fk.,) \ is weakly convergentfork= 1,2,...
that is
FK(Z.)-r.K No=1,2,...)

then there exists an integrahle random variable g such that

P(lim/i7= f)=1,

and
M(|/7’c—sl) r 0.

Proof. Putting go=0 and

hn = Mn-Yn-1
we have

In = k2:1hk (« = 1,2, ..).

So we have to prove that the series 2 *kis convergent with probability 1, and also
in the norm of the Banach space Lv. Instead of this fact we prove that the series
k£_ \nk\ is convergent with probability 1 Putting FO(") =0,

=1

Zn =k;gFAZn)-Fk- 1(6.)

and since in a fixed element w of the space Q at most one (Fk{En)—~*-1(6,)) is
dilferent from o (u is fixed),

16,1 - ZA\FK(U-Fkfu\

K=
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and so

k=1

Clearly
(Fk(U -F k-i(L))-nk,
and by Lemma 1we have

M (fe|) » Urq.|ian(|Ft(4)—F 1M
that is
»[*|) = i i - |
k%I M(|»/*]) I(gtnmnme (FK{U - Fk 1(Q)).

Clearly for all integer N there exists an integer m=m{N) such that

2 liminf M(F*(E,)— _ .(¢.)) = 2 H(IFt(U -~ -i(U 1)+ 1.
A=l n k=1
So we have

*zllin;],infM (1~ (0-~-i(u1) s M(ia)+1 S a+i

for all integer N, that is the series ~lim inf M(.Pa&ll—  1(<2)) is convergent
k=1 n
and therefore the series

2 Wiife])

is also convergent, and by the Beppo—Levy theorem the series .2 ¢ ¥P1is convergent
with probability 1 and this proves Lemma 2.

83.
Proof of Theorem 1 1) Let {£7} be a subsequence of {£,} for which
M (KO <* («=1,2,...)
for some K>-0.
Clearly {Ti(~,)3+=1 is weakly compact in the space H for k= 1, 2, ... (because

they are bounded).
Let us choose a subsequence {; j}from the sequence {£7} such that

where 1 is a random variable.
Let 2} be a subsequence of the sequence {cn ,} such that

f2(Ca)7R2,
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where 32 is a random variable etc. let {c' k} be a subsequence of the sequence
such that
m'n,k - Rk
where Bk is a random variable etc.
Let us put n=~£mn(«= 1,2, ..). Clearly

FkK{Q T Bk for k=1,2,....
2) The sequence of real numbers
P(&—1 ™ |f,|<A) («=1,2,.., k=12, .)
is bounded, so we can choose from the sequence {£,,) a subsequence {£n ,} for which

P(Oé|"rH<1) -pi
and
y SP~rIU ) <Pi- |, («F12.)

for some
Let us choose from the sequence {£,5 } a subsequence {£r=2} for which

P(1 N2 < 2)-p2

and
§-sP(IS|{J<2)<A+ i («=1,2,...)
for some 0 —1 etc. Let {£,*} be a subsequence of the sequence {£,t j}for
which
PN -Is I£)]
and
fsP N -N |E.34 + A («=1,2,...)

for some 0ép* S i etc.

Let us put
(«=1,2,...).

So for (and clearly for any of its subsequences too) it holds that:

(1) P(£-1 S ICI < k)~pk {k=1,2,...)
and
2) ANosP (k-is\UAK)ANPK+ -4

for «=1,2,.. and k—1, 2, ..., «2
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The relation
2 P(E-is]|i,| «=*)=1
and (2) imply that

2 a2 2'PN-15\Q”" k)*2
. k=1 k=1
for all n that is

3 2 Pk=2.
Similarly because of

42:1 —NHP —1= 1< 7 = M(IC,) < K
hence

2 PAAc—1 = |G <E£)<*+1.
(2) implies that

4Zl k ’Pk=4_21 2 P(c—1s |G "k)A2K + 2
for all «, so we have

@ 2 k-Pk* 2K+2.

3) If {2} is an arbitrary subsequence of {£} and

M= Pn(),
then we prove that
5 HRD .
A
and
(6) &y PClknl)<+"m

Proof of (5): (Applying (2) and (4))

Nin <2 PN Md<B <2797+ ¢

I L) "

s|* (a+”) =1*A +|" < (M+2)+2 = 2AT+

Hence

Qu. e. d.

223
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Proof of (6): (Applying (2) and (4))

PO% Py = Pl > =2 P(k-12 bl <ky=2 P(N-15 b < 4

=n

—1= A : . —
g2, (k=1 Wn|<£)<*a:«{ﬂ+j>1<r’J+P|kl ) <

=
1, M([»b]) A .1 . K r . KR
2 Pk TFF np 2 PREo242 - 2Pk 4
Hence
n:21K 4T w:1\k=¥n ) k=1 k=1" 1t
< (2/:42) + (2a:+2) = 4AT+4.
Qu. e. d.

The relation (6) and the Borel—Cantelli lemma imply that in almost all ©
of the probability space
=M for n>uo(0)
therefore the relations

and /\II I -
are equivalent. | {

4) Let us put
yn=4n-Bn = FJjln)-Bn (n=1,2,...).
(Rk was defined in 1) by the relation
Fk(U - Rk)
We prove that
) Vi +22 + oo +7« 0 =1

if &} is a suitable subsequence of {I,} This fact proves our theorem 1 because
lemma 2 implies that

PR, -r,) =1
for some integrable random variable tj and so
Bi + Bi+ e+ n L
Hence 17) implies that
Pi +T12+ e +Pn
P\=1
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and (s) implies that
Mm+4Y2+...+r]n
n

but {n,}is a subsequence of the original sequence {£,} and so our theorem will
be proved.
5) Now we are going to choose the subsequence {gn} from the sequence {£.}
Let us put

P

*=Qa> 7i=
and
4i=Gi(yi)-
tl[ takes only finitely many Values, so the smallest er-algebra with respect to which
tj[ is measurable, contains only finitely many sets.

Let Aul; Al<2 ...; Al N denote these sets having positive probability (the
finitely many sets having probability o, we can disregard) and x;xli2; alNI
their characteristic functions.

Put

£ = miRy,P (AWK
The sequence
FAU~R2

tends to o weakly (if m tends to +«>).
Let m2 be such a large natural number that

(M(arET2(0 -/?2)N y

hold for k —1, 2, ..., and ni5%.
Let us put
"92=Cm2-

Put y2=F2t]2) —82 and tj2= GtlU(yd. t)\ and ]2 take on only finitely many values,
so the smallest a-algebra with respect to which t)\ and i/2 are measurable, con-
tains only finitely many sets. Let A21; A2°2;...;TJ Nl denote these sets (with
positive probability) and a2>x; a2»2; ;a2 Nltheir characteristic functions.

Let us put

£r P(A2>m

The sequence

F3(CJ~-R3
tends to o weakly.
Let m3>m2 be such a large natural number, that

IM(aw (F3(C J-03))|s-"

hold for k —1, 2, ..., N2and m”~m 3. Let us put A3=£n8. Put y3—F3(r]3) —#3 and
n3= Ge2ls(y3) etc.
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Let mn>mn- 1 be such a large index that

(8) Im

hold fork —1, 2, V«! and where a,, 1& (k=1,2, Nn-t) denote the
indicator functions of the sets A,, , k (with positive probability) contained by the
smallest er-algebra with respect to which t/i;rj2....... >hn-i are measurable and

e,-i = min P(A,,_1K.
Let us put

rh=cm,, y,,= - Bn
and

4n= GenJ1yn)
2
etc.
6) We prove that this sequence {y,} obeys the strong law of large numbers

(with limit o).

The definition of f],,implies, that in all element @ of the probability space Q

Bey,-rin=e 1

holds. Hence
0 < Yi+ Y2+ eo+7n N1+ 42+ -+4", =
n n
= (1 M)+ (y2 )T em (ya ¥ s L
n ~nNn

that is for {y,} the strong law of large numbers holds if and only if it holds for the
sequence {ijn}.
We show that for the sequence {z'} the conditions of Theorem 0 hold.
By (5) we have
v H(@i?,) _ v Mrt(4n))
n =1 n*

+ <
and it is easy to see that
M«) — 2y 2 -Mgy,)
HZI t = nz_'\’jﬁ/_ <+ ’m
M(/?;2) S 2-M(y2 + |
y MbL?2) “
ﬁ=1_fté_ <

So we have to prove only the fulfilment of the first condition of Theorem 0 for

the sequence that is
Po *LLI*1ulMr, mm%1) - 0) = 1.

Clearly

that is
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Using (8) we obtain

max max |[M(Y,a,,_M)| max |Mo i,91
Jafeaivn-l 1SKSivn-1 I 15K5/11n-1
fn1 én-11 @
1. | M(Myd)s 11 £y N 2
ne,,-i £,-i ~n 2 n

in almost all element o of the probability space.
Then
P(M (il«[pfi>[2> 7°) = 1

and this fact proves our theorem 1 Qu. e. d.

84,

Proor of Theorem la. INnthe proof of Theorem 1we choosed m,so large that

IM(@.,_EF(Cn)-/7B)l *

hold for all mSmnwhere a,,_14 (k= 1, 2, ..., IMl_J) denote the indicator functions

of the sets A,,-Ik with positive probability contained by the smallest u-algebra

with respect to which 1= GH_, (T;(*;) —?) are measurable for /=1,2,...,n—1;
2!

B 1= r @ P (-1

Now let us put fy=Ci,(Pi =2 and let us suppose that rh,t]2, and the
numbers t, q2, ..., q@,~1are choosed and choose the variable 1j,,, and the number qn.

Let Kk be an integer with I*fcSn and 17/1<i2< ...</n=wu integers.
Let us put At=G4i (Ft(t]it) —Bt) (/= 1,2, ..., k—1). The smallest ir-algebra with

2
respect to which tj[, 2, ...,rik- 1 0/o=0) are measurable, contains only finitely
many sets. Let us choose the integers iy,i2, mmic- 1 in all possible ways and denote
the obtained sets (which have positive probability) by Ak J1;7~i_ 152 mmj Ak- 15\ t
and their indicator functions by

“%c—l,l;aL-i,z; ;a1/1—I.Mfc—,-
Let us put

onk=.JI5 P("-m)
and

®.= Mgt
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Let /m, k be such a large index that

\W, "N PAN-PRI\"~- (t=1,2,

hold foralln é m , g and putmi,,= max '1r_néhLet us put in= . The proof of Theorem

1 shows that {tJn} is such a sequence that if r]il,t]i2, ..., fjik, ... is a subsequence of
{2.} then for the sequence {q'ik} both conditions of Theorem 0 hold, and this fact
proves Theorem la.

85.

An example proving Theorem 2 is given by P. Révész.

Proof of Theorem 2. Let E£It £2, ... be a sequence of mutually inde-
pendent random variables with common distribution function:

P«;zo):pov W 1=+xk)=pkK (*:1)2v”')
where

pO+2- 2 pk = 1

H([(1]) = 2-k|=f1c-A = 1
The numbers  (*=1,2,...) will be chosen later. We have to choose these numbers
such that for the sequence {t],,= an-",,} and for its any subsequence would not hold

the strong law of large numbers. The variables ;s have symmetric distribution,
so the possible limit is 0. We choose the number pk such that

so clearly

for any sequence o < it «i2 . of natural numbers which implies
"M +4i2+ e +4i, 0 =0

for any sequence {/,} of indices.
Since th, it2, ..., 1/, ... are mutually independent, the relation
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holds if

ttl ® 1) = = p (if.i* ™) =2- 2 » .
Hence

Zp =|L=2 zl{MZnn%=z*fC=Z||\p<-nZi;

(in the last inner sum n is going).
Since a,,—+°°, for the function

m =2 1
[€)
we have
m + 0.
A *
Let us put g{k) = m_, then g(k) -*+ ° and
Z pl— st = sz:LPk k-g{k).

So we have to choose the numbers pk such a way that
Po+Z Pk=1

2 ‘f2_I k'Pk =1
and

Z_k-pk-g(k) = +00
i=i
hold where g(&) is a function withg(lc) + °°.
The construction of a sequence {pk} with these properties is so easy that we

can omit it.
(Received 22 March 1966)
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Each group may be regarded as a direct limit of its finitely generated subgroups.
We develop in §1 a slightly different direct limit representation valid for all abelian
groups. The advantage of this alternate representation lies in the fact that some
properties of abelian groups are preserved under direct limits but are not inherited
by arbitrary finitely generated subgroups. We will be concerned with the following
such property which an abelian group G may have: for a particular subgroup 4
of a particular group B, the canonical homomorphism G® A ~G®B is a mono-
morphism. In §2 we apply the direct limit representation of § 1 to discuss the exactness
of tensor sequences. Since §1 and §2 allow a quick description of those classes of
abelian torsion groups which are closed under direct sums and direct limits, we
insert this description as §3. In §4 we discuss some details of the splitting question
for tensor sequences.

We use Z(n) to denote the group of integers modulo n and Z(p~) to denote
the p-primary component of the group of rationals modulo 1. Otherwise our general
reference for terms and notations is [1].

1. A direct limit representation. Let S, (€ A4) be the family of those subgroups
of G which are isomorphic to the direct sum of a finitely generated free abelian
group and a finite number of indecomposable primary groups each isomorphic
to a direct summand of G. This family is directed by set inclusion. It is a conse-
quence of our first theorem that G is isomorphic to the direct limit of this directed
system of groups S, (x€A4).

THEOREM 1. Each finitely generated subgroup A of each abelian group G is
contained in a subgroup S of G which is the direct sum of a finitely generated free
abelian group and a finite number of indecomposable primary groups where each
of the indecomposable primary groups is isomorphic to a summand of G.

PrOOF. Case I: Let G be a p-primary group. Then A is finite and we may use
finite induction on the order of A. The theorem is trivial for 4 =0. Suppose g is an
element of order p in A. (i) If g is in the maximal divisible subgroup D of G, let
H (=Z(p~)) be a divisible hull of {g} in D. Then A+H = A, @ HCPOH=G
for some summands 4, of 4 and P of G for which P> A4, . (ii) If g is of finite height
n in G, let h€ G be such that g=p"h and let H={h}. Then A+ H = A, ®HC
CP®H = G for some summands 4, of 4 and P of G for which P> A4,. (ii) If
g is of infinite height but is not an element of D then the basic subgroup of G must
be unbounded. These conditions imply the existence of an integer » and an element
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heG for which: G has a summand of the form Z(p"*!), g=p"h, and p"x=0 for
all x€ A. Thus H= {h}ispurein A + Hand A+ H = A, ® H for some subgroup 4,.
Since A, N {g}=0, thereis a subgroup P of G which is maximal subject to the con-
ditions: P {g} =0 and P> A,. Since {g} is a subgroup of the group of elements
of infinite height in G, by [3, theorem 5] or [5] we have: P is pure in G. Also, since
PN {g}=0, we have PNH=0.

In any case we have A+ H = A, & H where H is isomorphic to an indecompos-
able summand of G, 4,c P for a pure subgroup P of G for which P\ H=0, and
(since in each case, A H#0) order A, < order A. By the purity of P, any inde-
composable summand of P is an indecomposable summand of G. Thus by finite
induction the proof of Case I is complete.

Case II: Let G be any abelian group. A =T @ F where T is torsion and F is
a finitely generated free abelian group. Each indecomposable summand of each
maximal primary summand of G is a summand of G. Hence an embedding of A
as desired can be constructed by treating each primary component of 7 as in Case I.

If desired, for each prime p for which the basic subgroup of the maximal
p-primary subgroup is unbounded, any group of type Z(p~) arising in the theorem
may be replaced by a sufficiently large group of the form Z(p") where G has asummand
of this form.

2. An application to tensor sequences. Let G be an abelian group and let A
be a subgroup of an abelian group B. When is the canonical homomorphism G® 4 —
— G ®B a monomorphism? If it is a monomorphism then the same must be true
for any summand S of G, ie. S® 4 >S®B must be monic. On the other hand,
if S®A—~>S®B is monic for every indecomposable primary summand S of G
then the same must be true of G by the direct limit representation of §1. In brief,
§1 gives us the information: GQ® A —~G® B is monic if and only if S® 4 —~S®B
is monic for each indecomposable primary summand S of G.

The functor Z(n) ® M is naturally equivalent to the functor M/nM and the
homomorphism A/nA —B/nB induced by A < B is monic if and only if 4 (\nB=nA.
Thus Z(p") @ A —~Z(p") @ B is monic if and only if 4 N p"B=p"A.

We wish to show that Z(p™)®A4—~>Z(p”)®@B is monic if and only if 4 is
p-subpure in B according to: '

DerFNITION. A subgroup A of an abelian group B is p-subpure if a=p"b
(a€ A, beB) implies that there is a positive integer k& for which p*a=p"**x for
some x€A.

It is convenient to pass over to the torsion functor. Recall that for any abelian
group V and any exact sequence 0 - W XY -0 we have an exact sequence
0—~Tor(V, W)—~Tor (V, X)>Tor (V, Y)> VW ->VRX—~-VQY 0. Thus Z(p°) ®
®A—~Z(p~)®B is monic if and only if Tor (Z(p~), B)~Tor (Z(p~), B/A) is
epic. However, the functor Tor (Z(p~), M) is naturally equivalent to the functor
P(M) where P(M) is the maximal p-primary subgroup of M and where P(M = N)=
=o|P(M). The following computations will verify that P(B) -~ P(B/A)is epic if and only
if 4 is p-subpure in B. First, suppose that 4 is p-subpure in B and let b+ A4 be any
element of P(B/A). Then p"b€ A for some n and there must exist a k and an x€ 4
for which p*(p"b) =p"**x. For this x we have b+ A =(b—x)+ A and b—x¢cP(B).
Thus P(B)~P(B/A) is epic. Secondly, suppose that P(B)—~P(B/A) is epic and let
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b€ B be such that p"b€ A for some n. Then b+ A =5b"+ A for some b’ €B for which
P’ =0 for some k. For this b" we have b —b’"€ 4 and p**"(b—b")=p*(p"b). Thus
A is p-subpure in B. We have now completed the proof of:

THEOREM 2. For an abelian group G and a subgroup A of an abelian group B,
the canonical homomorphism G A —~G QB is a monomorphism if and only if for
each summand of G of the form Z(p") we have A\ p"B= p"A and for each summand
of G of the form Z(p~) we have A p-subpure in B.

The use of Theorem 1 in the proof of Theorem 2 can be avoided by applying
the known special cases of Theorem 2, in which either G is torsion-free or A is
pure in B, to two canonical short exact sequences.

ExampLES. Let A={p}cZ(p*)=B. Then A(p"B=p"A holds if and only
if n#1. Thus GR®A—~G®B is monic if and only if G possesses no summand of
the form Z(p).

Now let k be an integer for which 1 <k. Let A= {(1, p)}c_Z(p" 1)EBA(p’““)
Then A N p"B=p"A holds if and only if n=k. Thus G® A ~G® B is monic if and
only if G possesses no summand of the form Z(p*).

It is easy to verify that a subgroup A4 of an abelian group B is p-subpure if
ANp"B=p"A holds for infinitely many n.

3. Classes of torsion groups closed under direct sums and direct limits. We say
that a class of abelian groups is closed under direct sums and direct limits if each
group isomorphic to a group in the class is again in the class, if the direct sum of
any two groups in the class is again in the class, and if the direct limit of every
directed system of groups in the class is again in the class. For each subset S of the
set of all groups Z(p*)(p a prime, a=-o, 1,2, 3, ...) satisfying the condition that
Z(p=)e S if Z(p")€ S for infinitely many n, let S be the class of all those abelian
torsion groups for which each indecomposable primary summand of G is isomorphic
to a member of S. As a simple consequence of §1 and §2 we have:

THEOREM 3. The classes of abelian torsion groups closed under direct sums and
direct limits are precisely the classes S.

PRrOOF. Suppose that D is a direct limit of members of a class S and that D
possesses a summand isomorphic, for a positive integer k, to a group Z(p")¢S.
For the appropriate choice of 4 c B, from among the examples presented in §2, we
obtain the contradiction: G® A -G ® B is monic for all GeSand yet D® A4 ~D®B
is not monic. A group of type Z(p~) can only appear as a summand of a direct
limit D of groups in S if either Z(p=)€ S or Z(pMes for infinitely many » and
in either case we have Z(p~)€S. Thus each S is closed under direct limits and
remaining closure requirements are trivial.

A direct summand of a group G may be represented as a direct limit of a sequence
of copies of G. Consequently, by Theorem 1, any class of abelian torsion groups
which is closed under direct sums and direct limits must be of the form S.

Notice that if 0~ 4 ~B - C 0 is exact and pure then, for any S, B is in S
if and only if both 4 and C are in S.

4. Splitting of tensor sequences. Since we have considered in detail in §2 the
question of when, for AcB, G® A may be considered to be embedded in GRB
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we will give here what information we have about when G® 4 is pure in G® B and
when it is summand of G®B. We have results only for G a torsion group and we
can say only very little that does not appear in [2]. The questions are reducible
to the indecomposable primary case.

LemMA. If 0~ A— B~ C— 0 is exact then
*) 0-ZM)®A—~>Z(n)®B—~Z(n)®C—0

is exact and splits if and only if it is exact and pure and if and only if im (o) NdB=
=dim (x) for each divisor d of n.

Proor. The following seven assertions are equivalent. (1) (*) is exact and
splits. (2) (*) is exact and pure. (3) For all G, 0-GRZ(nN) QA ~GRZ(n)QB —~
- G®Z(n)®C—0 is exact. (4) For all G, 0-~G/nGR®A~G/nGRB—~GnGRC 0
is exact. (5) For all H for which nH=0,0 > H® A-H®B—~>H® C -0 is exact.
(6) For all divisorsd of n,0+Z(d)® A —~Z(d)®B - Z(d)® C -0 is exact. (7) For
all divisors d of n, im () NdB=d im ().

Of course if 0>A4—->B—~C—0 is exact then 0->Z(p~)®A—~>Z(p~)dB —~
—Z(p~)® C -0 is exact and splits if and only if im («) is p-subpure in B.

THEOREM 4. For an abelian torsion group T and an exact sequence 0 ~A > B —~

—C -0, the sequence
i 0-TR®A->TYB->TR®C~0

is exact and splits if and only if it is exact and pure and if and only if for each p-primary
component P of T: (1) if P has an unbounded basic subgroup then im (o) (\p"B=
=p"im (a) for all positive integers n (ie. im () is a p-pure subgroup of B in the sense
of [2]) and (ii) if n is the largest positive integer for which P contains a cyclic summand
of order p" then im () Np*B=p¥im (x) for k=1,2,...,n (ie. 0~A—~B—~C—0
is p"-pure in the sense of [4]) and if P is not reduced then im (&) is p-subpure in B.

Proor. (Cyclicly.) The splitting of (**) implies the purity of (*¥). The purity
of (**) implies the purity of the corresponding sequences in which 7 is replaced
by any of its summands. The lemma then implies the final condition. (**) splits
if and only if the corresponding sequences in which 7 is replaced by each of its
primary components all split. If (i) holds for P then 0 »PR®A~>PRB—~>PRC -0
splits by the results of [2]. If (ii) holds for P then the same sequence splits by the
lemma.

(Received 1 April 1966)
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UBER DIE STARKE MULTIPLIKATION VON
GEORDNETEN GRAPHEN

Von

L. LOVASZ (Budapest)
{Vorgelegt von P. Erdés)

1.

In den letzten Jahren behandelten mehrere Autoren die direkte Multiplikation
von Graphen und untersuchten die Eigenschaften dieser Operation auf Grund
verschiedener Definitionen ([1], [2] und [3]). Im Artikel [2] von G. Sabidussi wurde
bezugs der sog. Descartesschen Multiplikation bewiesen, daf jeder gewissen End-
lichkeitsbedingungen gentigende Graph eindeutig als Produkt irreduzibler Faktoren
darstellbar ist. Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist der — ebenfalls in
[2] eingefiihrte — Begriff der starken Multiplikation, u.zw. wird das starke Produkt
solcher endlichen Graphen untersucht, deren Punkte linear geordnet sind. Es wird
gezeigt, dass die geordneten Graphen ,,im wesentlichen” eindeutig als Produkt
irreduzibler Faktoren darstellbar sind (Satz (3. 5)).

Unter einem geordneten Graphen A (im weiteren kurz Graph genannt) ver-
stehen wir eine reflexive und symmetrische Relation, die auf einer endlichen Folge

S(A) =(at, a2, ax) (ocSrl)

von verschiedenen — als Punkte bezeichneten — Elementen definiert ist. Das Be-
stehen der Relation fiir die Punkte at, aj wird durch das Symbol a”aj und durch
den Satz ,,a; und a} sind in A mit einer Kante verbunden” ausgedrickt.

Als der durch die Punkte

m él)
eines Graphen A gespannte Teilgraph wird derjenige Graph A' bezeichnet, dessen
Punktfolge S(A') =(ail, ..., ainm) ist, wobei zwei dieser Punkte dann und nur dann

verbunden sind, wenn sie in A verbunden sind.

Jede zu einem Graphen gehérende Relation wird mit demselben Zeichen ge-
schrieben. Es ist jedoch kein Milverstandnis zu befiirchten;ist namlich at~ i fiir
zwei Punkte eines in unseren Ausfihrungen vorkommenden Graphen, so gilt
auch fiir jeden anderen diese Punkte enthaltenden Graphen immer dasselbe. Diesen
Umstand ausniutzend werden wir ferner den durch die Punkte ah,  aimgespannten
Teilgraphen eines Graphen A ohne Hinweis auf A mit [ah, ..., ain] bezeichnen.

mK(A) bedeute die Anzahl der Punkte des Graphen A. Die Graphen A und B
werden isomorph genannt (und dies wird mit A bezeichnet), wenn .V (A) =*V{B)
und — mit der Bezeichnung

S(A) =(al, ..., aj, S(B)=(bl, ..., bR)
fiir jedes Paar i,j
aij <>bi~bj
besteht.
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Ein Graph A4 wird als kantenlos bzw. vollstindig bezeichnet, wenn a; ~a; nur
fir i=j bzw. fiir jedes mogliche Paar i, j besteht.

Das starke Produkt (im weiteren kurz das Produkt) der Graphen 4 und B
wird nun folgendermaBen definiert. Es seien S(4) = (a,, ..., a,) und S(B)=(b,, ... by).
Die Punkte von 4 X B sind dann die geordneten Paare a;b; (i=1, ..., a; j=1, ..., p),
u.zw. werden dieselben lexikographisch angeordnet, d.h.

S(A XB)=(a1b1, ceey albﬂ, ceny aabl 5 suey aabp).

Ferner seien a;,b;, und a;,b;, dann und nur dann in 4 X B verbunden, wenn a;, ~ a;,
fir A und b; ~b;, fiir B gilt.

Es ist leicht einzusehen, dafl aus 4=B die Relationen A X C=BXC und
CX A= CXB folgen (die umgekehrte Implikation wird spéiter bewiesen), und
dal (AXB)XC=AX(BXC) gilt, (d.h. die Multiplikation ist assoziativ). Das
Produkt kantenloser bzw. vollstindiger Graphen ist offensichtlich kantenlos bzw.
vollstandig; wird ferner die Reihenfolge zweier kantenlosen oder zweier vollstin-
digen Faktoren eines Produkts umgekehrt, so ist der neue Produktgraph zum
urspriinglichen isomorph.

A|B bedeute, daB ein C mit CX A=B existiert. Offensichtlich hat A|B und
B|C A|C zur Folge. AXB=B bzw. BXA=B gilt wegen N (4AXB)=AN(A)N(B)
dann und nur dann, wenn A (A4)=1 ist.

Ein Graph A wird irreduzibel genannt, wenn .4 (4)=1 ist und BXC=A4
nur bei /' (B)=1 oder #/(C)=1 bestehen kann.

Als Primzerlegung (kurz Zerlegung) eines Graphen A wird jede Folge 4,, ..., 4,
irreduzibler Graphen mit

A1 XAZXXA,(%A
bezeichnet.

Ist /' (4)=1, so existiert natiirlich eine Zerlegung von 4. Zwei Zerlegungen
Ay, ..., A, und A7, ..., A] eines Graphen 4 nennen wir isomorph, wenn k=/ und
A;=A] (i=1, ..., k) sind. Nichtisomorphe Zerlegungen von 4 werden als ver-
schieden betrachtet.

2.

Vorangehend seien einige einfache Hilfssitze angefiihrt. Aus den Definitionen
folgt unmittelbar:

(2.1) Sind AXB=T und S(A)=(ay,...,a), S(B)=(by, ...,bp), S(T)=
=(ty,.... 1), so gilt af=1; fir i=gf+r O=g=a—1,0<r=p) ist ferner der
i-te Punkt von AXB ay, b, und es gelten
(1) (25, t2p5 -ons Log]l = A,

(2) (L5415 0005 gl 2B,

wobei (2) zur folgenden doppelten Behauptung dquivalent ist: fiir jedes Paar r,s mit
O<r, s=p gilt

3) t,~t, < b,~by,

und fiir je drei Werte i, j, Amit 0=gf <i, j=(g+ 1) f=af und 0<i+Ap, j+iAf=af
gilt

4) Lt Livap~tivap.
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Wir definieren das Symbol b, fiir jedes p mit folgender Vereinbarung: fiir
p=n (mod p) gelte b,=b,. Fir 0<i, j=t gilt dann

(5) t,"\’t_,=>b,'\’bj.
Sind 0<r, s, 0=p und 0=g, h<a, so gilt

(6) tgﬁ+rNthﬂ+s:>rgﬂ+QNthﬁ+g'

(2.2) Sind B ein kantenloser Graph und S(B)=(b,, ..., by), S(T)=(t,, ..., 1),
so sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1}y "B

2) Plz, ferner folgt aus t;~t; i=j (mod ) und t;; ~t;,,
Sfiir BAi bzw. pri—1.

BewErs. 1. Angenommen es gilt B|7, so gilt auch f|r. Aus #,~¢; folgt nun
i=j (mod f) auf Grund von (2. 1) (5) und der Kantenlosigkeit von B; die beiden
letzten Aussagen in 2) folgen endlich aus (2. 1) (6) durch Einfiihrung von i=gf +r,
j=hB+r O<r=4).

II. Angenommen die Behauptungen von 2) sind wahr, seien jetzt aff=r,
T*=[tg, ..., t,5], T*XB=T’. Wir beweisen, daB T’=T ist. Es gilt natiirlich
N (T)=af=7. Es sei nun #; ~¢; mit den Bezeichnungen S(7”)=(t{, ...,%;) und

i=gf+r, j=hB+s (0=i,j=1,0<7r,5=8)

vorausgesetzt. Es gilt dann 7, )5b, ~ (4 1ysbs, alSO (4195 ~ 44 1)p und b, ~b,.
B ist kantenlos, daher ist r=s, und aus #(,4 1)p ~ 4+ 1) folgt deshalb aus 2), mittels
Induktion 7,5, ,~#,., d.h. ¢;~1;. Umgekehrt folgt aus 7, ~¢; wieder r=s wegen
i=j (mod f8), und durch Induktion kann abermals . s~ ;41 und daher
g+ 1)pDr ~ tn 1ypbr» also #] ~1; gefolgert werden.

(2. 3) Fiir einen vollstindigen Graphen B und fiir S(B)=(by, ..., by), S(T)=
=(ty, ..., t,) sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

1) B|T;

2) Plz, ferner folgt aus t;~t; (0<i, j=t) im Falle p1j bzw. p1j—1 t;~t;4,
bzw. t;~t

bZ‘V. ti—l ’\’tj_l

ot

Bewess. 1. Es sei zuerst B|T vorausgesetzt. Es ist dann f|t. 4 sei ein Graph
mit A XB=T und S(4)=(a,, ..., a,). Endlich nehmen wir

ti~t; O<i,j=x, i=gf+r, j=hB+5)

an. Es gilt dann a,,, ~a,,,. Fir p{j gilt s<p, fir f{j—1 aber s>1, und wegen
- der Vollstindigkeit von B gilt sowohl b, ~b,,, als auch b, ~b,_,. Auf Grund
von a,,q ~a, hat dies endlich die Behauptungen von 2) zur Folge.

II. Es seien nun die Behauptungen von 2) als giiltig angenommen, und es
seien aff =1, T*=[t,, ..., t,5], T'=T* X B. Wir beweisen: 7'=T7. Offensichtlich
gilt AT =B =7 Bs seientiS(Z) = (11, ..., ) und

i=gp+r, j=hf+s (0<i,j=1, O<r, s=p).

Wegen der Vollstindigkeit von B gilt #; ~t; d.h. #(, 1)pb, ~ (1,0, dann und nur
dann, wenn 7., 5~ %441 besteht. Dies ist aber nach der zweiten und dritten
Behauptung von 2) mit 7,5, ,~ ;. dquivalent, und es gilt daher 7, ~1;.
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3.

(3.1) Satz. Aus AXB=A"XC,A=A" und aus BXAx=CXA, A=A"
folgt gleicherweise B=C.

Bewess. In beiden Fillen ist A(B)=."(C)evident. Esseien A X B=T, A’ X C=
=SS = (10 ) ST = (1, Sr s ) S (B =H(C) =P~ Wegent T= T pilt
dann [t,, ..., t]=[t;, ..., 2] und auf Grund von (2.1) B=[z, ..., t5], C=
=11, oitp)s “wirds Ghnlicherweise " B4 =T* G Al — T SRR = (11, . .; 1),
S(T) =(tF*, ..., t}), N/ (A) =N (A")=a, #/(B)=A(C)=p angenommen, so folgt

B=[tf, ..., 15, 1=[6F, ..., tfF]=C.

(3.2) Aus B|T, D|T und N (B)|\.¥'(D) folgt B|D.

Bewess. Sind A (B)=p, A/ (D)=6,0=Af und A ein Graph mit AXB=T,
so gilt mit den Bezeichnungen S(4)=(ay, ...,a,), S(T)=(t, ..., t) nach (2. 1)
A/XBg[tl 5 saey t(;]ED fﬁr A,:[al 9 waey a;'].

(3.3) SAtz. Bei den Voraussetzungen B|T, D|T, N/ (B)=B=AN(D)=0 und
(B, 6) =n existieren drei Graphen F, B’ und D’ derart, da§ BB’ X F, D= D’ X F,
N (F)=n gilt und B’ entweder volistindig oder kantenlos ist.

BEwEis. Es scien S(B)=(by, ...,bp), S(D)=(dy,...,d5), S(T)=(ty, ..., t,),
= —g und &' = g Wir koénnen voraussetzen, dall =24 ist. Es geniigt nun zu

zeigen, daB dann die Graphen F=[t,,...,t,], B"=[t,, ..., tz,] den Bedingungen
des Satzes geniigen; ist ndmlich F|B und daher F|T schon bewiesen, so folgt auch
F|D auf Grund von (3. 2).

1° Zunidchst wird gezeigt, daB aus b; ~b; fiir jedes A (auf Grund der Verein-
barung b;=b;.p) biysn~bjy;, folgt.

Es seien fur diesen Zweck i=gf+r, j=hf+s (0O<r,s=p) und x,y nicht-
negative ganze Zahlen mit y6 —xf =n. Es gilt dann wegen (2. 1) 7, ~1,, t, 5~ 15,
daher auch b,,;~b,,; und endlich b;,;~b;,;. Dies hat b;,,;~b;,,; und damit
biyn~bji, zur Folge, woraus die Behauptung durch Induktion gewohnen werden
kann.

2° Der Teilgraph [b¢;— 1yy415 ---» byy] sei fiir 1 =i=p" mit B; bezeichnet. Es ist
dann F=B,. Wegen der in 1° bewiesenen Tatsache sind aber B, ~B,=.. >~By.
Sind in B keine zwei — zu verschiedenen Teilgraphen B; gehérenden — Punkte
durch eine Kante verbinden, so ist B’ der kantenlose Graph mit /- Punkten
und es gilt B’ X F==B.

Es kann also in der Folge angenommen werden, da3 unter den B; zwei verschie-
dene, etwa B, und B, mit z—<u existieren, zwischen denen mindestens eine Kante
verlduft (es mull dann <o sein). Die Endpunkte einer solchen Kante konnen in
der Form b,,_., b,,;; — mit 0=e<n und 0<&=p—zn — angegeben werden.

3° Ist C ein Graph mit CXD=T und S(C)=(cy, ..., c,), SO existiert ein
O<y<ymit ¢,~cCpyq.

Es sei ndmlich y die kleinste positive Losung der Kongruenz 8y =zn (mod f).
(Diese Kongruenz hat wegen (B, d)=n|zn gewiss eine Losung.) Fiir dieses y ist
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vs - ; da hierbei Gleichheit wegen [ : mzn nicht bestehen kann, gilt y E = [BSS\ ”
s = y. Es sei ﬂﬁ_in = X. 'Es fdlgt nun tzaH¥-,~t,,,+x+(, also cyds. e~cy+id(

und cy~ cy+t, weiljawegen <5 0< $—ens6, 0< £< BUNd0<zU + Rx + £E=yO+1;<
< (y—l)d + &= T besteht.

4° Fur beliebige i,j,X,f.i gilt b~bj dann und nur dann, wenn bi+)n—bJ+3,,
besteht.

Es gentgt offensichtlich den zweiten Teil dieser Behauptung zu beweisen.

Ferner kann 0<i,jSRB angenommen werden; bi+j~bj gilt ndmlich wegen
&i+0=6; dann und nur dann, wenn b”bj gilt.

Es seien also 0<i,j s?B und b~bj. Es gilt dann t{~ tj und wegen R < &c/;~ dj
und daher cydi~cy+ldj, wobei y die in der Behauptung von 3° definierte Zahl be-
deutet. Nach (2. 1) gilt tiy- 1)S+i~tyS+], also wegen (2. 1) (5) b(y_1)s+i~byi+J und
endlich wegen n\d nach 1° bt~hs+j. Durch wiederholte Anwendung der letzten
Beziehung ergibt sich bi”b x6+j. Hierin sei x gemdaR der Bedingung 6x = n (mod R)
gewahlt; es folgt dann bi~bn+j, und durch Iteration dieser Beziehung ergibt sich
endlich die Behauptung 4°.

5° Um den Beweis des Satzes (3. 3) zu vollenden, bemerken wir, daf bn~ bn

und daher auf Grund des Hilfssatzes in 4° bxn~ b fUr jedes Paar 2,y gilt, also
B' ein vollstandiger Graph ist. Es seien nun B'XF=B* und S(B*) = (b*,
Wir beweisen: BAB*. Tatsachlich gilt erstens "V(B*)=nR'=R=Iv(B). Ist nun
bf~bj fir ein Paar 0<i,jS. R mit i=gn+r und j —hn+s, so gilt wegen (2. 1)
br~bsund daher auf Grund des Hilfssatzes in 4° br+ng~bs+nh, b*bj. Gilt um-
gekehrt bi~bj, so gilt auf Grund desselben Hilfssatzes br~bs und daher wegen
he+1)n~io+1n auch b(gH)nbr~b0+)nbs, bf~bj. Hiermit ist B=B* und damit
auch der Satz (3. 3) bewiesen.

(3.4) Satz. Bei den Voraussetzungen Jr(B)=R8, A(D)=06, (B, H§=1,1
B\T und D\T sind B und D entweder beide kantenlos oder beide vollstéandig, und es gilt
BXD\T.

Beweis. Es sei S(D)=(dl, d, S(T)=(/x ..., t). Der Fall 6=t kann
offenbar nicht Vorkommen. Es ist also T£2<S. Nach (3. 3) ist der Graph B entweder
vollstdndig oder kantenlos; er sei zuerst als kantenlos betrachtet.

I Wir zeigen, dafl dann auch D kantenlos ist. Im entgegengesetzen Fall gibt
es namlich einen groBten Index j, fiir den ein Index i mit

di~dj o<i</'rg

existiert. Es gilt dann Wegen (2. 1) gilt ti+a~tJ+i. Es gilt ti+1 ~tJ+1; im
Falle Rij ist dies evident; ist aber B\j und daher B\j+d, so gilt 7+ $< 1 und nach
(2.2) ti+s+!~ tj+s+]j, woraus auf Grund von (2.1) gleichfalls ti+1~tj+l folgt.
Wegen der Maximalitat vonj kann aber ti+l ~ tJ+1 nur beij —0 bestehen. Es folgt
daraus nach (2. 1) (6) t1~ts+1, und es mufll daher im Widerspruch zu einer der
Voraussetzungen des Satzes R\0 sein.

Il. BXD ist also kantenlos, und fiir den Beweis von BXT>|Tkann daher der
Hilfssatz (2. 2) verwendet werden. Offensichtlich ist R6\z, weil ja wegen (B, S)=1
[R, 6]—R6 besteht. Nehmen wir (0</,)S t) an. Wegen B\T und D\T sind
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dann R\j —i, 6|j —i und daher R6\j —i. Ist nun B&{i, so gilt entweder B\i oder 6\i,
und wegen B\T oder D\T folgt hieraus ti+1~tj+1. Ist aber R6\i—\, so besteht
eine der Beziehungen B\i —1, 6\i—1, und es gilt darum Nach (2.2)
folgt daraus BXDA\T.

Es sei jetzt B vollstandig.

1. Zundchst beweisen wir, dafl auch D vollstandig ist. Hierfir geniigt es
einzusehen, daB dt~dj (0<i,j ~<5) imFallej<d bzw.j>-\ di~djJrl bzw. dt~ dj-t
nach sich zieht.

Es sei also dt~dj angenommen. Nach (2. 1) gilt dann tt~tj, ti+i~tJ+0. Wegen
B\ besteht eine der Beziehungen B\j und R{j+06 sowie eine der Beziehungen
Bij+6—I1 und Bij—I.

Auf Grund der Hilfssatze (2. 3) und (2. 1) gelten im Fallej < 6 die Implikationen

aus B\j folgt tt~tJ+1,

aus Bij+ ¢ folgt ti+i~tj+i+1,
also gilt di~d J+1; im Falle j> | kann dhnlicherweise

aus B\j—a1 folgt tirtj 1,

aus Bij+06- 1 folgt ti+g”tj+s-!
behauptet werden, und dies zieht di~ c¢/j_, nach sich.

IV. Da B XD vollstandig ist, kann zum Beweis von BXD\T der Hilfssatz

(2.3) verwendet werden. Wegen (B,6) =1 ist Bo\t. Es sei nun i,j ein Paar mit
0<1,j=Tund Ist B6ij, so besteht eine der Beziehungen B\j und &\j, und
es gilt daher Ist aber BOij—1, so gilt entweder Bij—\ oder 6ij—1 und
damit auch

Werden in einem Produkt AxXA2X ...X Ak (k> 1) zwei benachbarte kanten-
lose oder zwei benachbarte vollstandige Faktoren vertauscht, so ist das so erzeugte
Produkt zum urspriinglichen isomorph. Einen solchen Umtausch werden wir als
unwesentlich bezeichnen.

(3.5 Satz. Kann ein Graph auf zwei verschiedene Weisen als Produkt von
irreduziblen Faktoren dargestellt werden, so gibt es eine Uberfilhrung der einen Zer-
legung in eine zur anderen isomorphe Zerlegung mittels unwesentlichen Vertauschungen.
M.a. W.: Die Darstellung eines Graphen als Produkt irreduzibler Faktoren ist bis
aufdie Reihenfolge der benachbarten kantenlosen bzw. der benachbarten vollstéandigen
Faktoren eindeutig.

Beweis. Auf einen einpunktigen irreduziblen Graphen bezogen koénnen wir
den Satz fiir wahr nehmen. Wir fihren nun den Beweis mittels Induktion nach der
Anzahl der Punkte. Es sei

TAATXA2X ... XAK"BiXB2X ...XB, (ks=2, /s 2),

wobei die Faktoren Atund Bt irreduzibel sind, und wir nehmen an, dal der Satz
flir jeden Graphen, der weniger als aV(T) Punkte hat, schon bewiesen ist.

1° Ist AK"éBJ, so ist nach (3. 1) AtX A2X ... XA _ i —BiXB2X ... X Bi-1;
nach unserer Induktionsannahme gilt der Satz fiir die Zerlegungen Ay, A2, ..., Ak,
und B1,B2, ..., /?;_], also auch flr die zur Frage stehenden Zerlegungen.

2° Es sei nun AkjkB, vorausgesetzt. Wir haben die Bezeichnungen so gewahlt,
da Ji{Aj)=A/'{BI) sei. Nach (3. 3) gilt jetzt (e¥(AK, J/'(Blj) =\ und Ak ist voll-
stdndig oder kantenlos; nach (3. 4) sind also Ak und Bt entweder beide vollstdndig
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oder beide kantenlos, und es gibt einen Graphen C mit C X B;X A, = T. Hieraus
folgt aber auf Grund von (3. 1) CXB;=A,; XA, X... X A;—;. Nach der Induktions-
annahme existiert ein 4; mit 4= B, derart, daB3 die Graphen A4,, ..., 4;_, simtlich
vollstindig bzw. sdmtlich kantenlos sind. Dasselbe gilt auch fiir die Graphen
A;, ..., Ay, da A, und B, == A, gleichzeitig vollstindig oder kantenlos sind. Wird
das Element 4; in der Zerlegung A,, 4,, ..., A, nach und nach mit den Graphen
A;iq, ..., A, vertauscht, so sind dies lauter unwesentliche Vertauschungen, und
man gelangt endlich zu einer Zerlegung von 7, deren letzter Faktor =B, ist. Fiir
diese Zerlegung und fiir die Zerlegung B, , B,, ..., B, gilt die Behauptung gemil 1°,
und so gilt dieselbe auch fir die urspriinglich betrachteten Zerlegungen, w.z.b.w.

(Eingegangen am 6. April 1966.)
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KREISPACKUNGEN UND KREISUBERDECKUNGEN
AUF FLACHEN KONSTANTER KRUMMUNG

Von

J. MOLNAR (Budapest)
(Vorgelegt von L. Fejes T o6th)

In einer gemeinsamen Arbeit mit Fejes Toth [2] haben wir uns mit folgender
Frage beschaftigt:

Setzen wir voraus, dafl wir Uber einen unerschopflichen Vorrat von allerlei
Kreisen verfiigen, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen.
Wie soll'man die Kreise wéhlen und anordnen um die Ebene mdglichst dicht aus-
zufiillen, bzw. moglichst dinn zu Uberdecken?

In vorliegender Arbeit beschéftigen wir uns mit einer Verallgemeinerung dieser
Frage, indem wir unserer Betrachtungen eine Fldche konstanter Krimmung x
zu Grunde legen. Fur x>0 handelt es sich um die Sphére, fir x— 0 um die euklidische
Ebene, und fur x <0 um die hyperbolische Ebene. Wir bezeichnen die Flache mit 2.

Zunéchst fuhren wir einige Begriffe ein.

Wir richten unsere Aufmerksamkeit auf zwei besondere Kreisanordnungen
und zwar auf solche, wo jeder Punkt der Flache zu hdchstens einem bzw. wenigstens
einem Kreis gehort, wobei die Kreise im ersten Fall als offene und im zweiten als
abgeschlossene Scheiben angesehen werden (Abb. 1, 2). Wir sagen daf3 die Kreise

Abb. 1

im ersten Fall eine Packung, im zweiten eine Uberdeckung bilden. Wir sprechen
von einer gesattigten Packung bzw. einer knappen Uberdeckung, wenn in der Packung
kein Kreismangel bzw. in der Uberdeckung kein Kreistiberflu auftritt, d.h. wenn
zu der Packung {AL} kein neuer Kreis vom Inhalt > infKt hinzugeftigt, und von
der Uberdeckung kein Kreis fortgelassen werden kann.1 Folglich besitzen in der
Packung die Kreismittelpunkte keinen Haufungspunkt. Dasselbe werden wir auch
bei der Uberdeckung voraussetzen.

1 Wir bezeichnen ein Gebiet und sein Flacheninhalt mit demselben Symbol.
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Es seien K{, K2, K3 drei Kreise vom Radius rt, r2, r3, A das von ihren Mittel-
punkten bestimmte Dreieck und al, a2, a3 die Winkel von A. Wir erklaren s(r, R)
durch

s(r, R) = sup alk1l+ a2K2+ a3K3
' 2nA
erstreckt Uber alle Kreistripel mit folgenden Eigenschaften: 1) r.£(r, R) (/=1, 2, 3),
2) die Kreise greifen nicht (ibereinander, 3) wenigstens ein Kreis beriihrt die beiden
anderen, 4) kein Kreis schneidet die gegeniiberliegende Seite von A
In dhnlicher Weise erklaren wir S(r, R) durch

1K | +cc2K2+ a3K3

S(r, R) = inf A
erstreckt Uber alle Kreistripel mit der Eigenschaft, daf rfE(r, R) (i—1, 2, 3) und
daR die Kreise einen gemeinsamen Randpunkt, aber keinen gemeinsamen inneren
Punkt aufweisen.

Obwohl die numerische Berechnung von s(r, R) und S(r, R) schwierig ist,
laRkt sie sich flr beliebige konkrete Werte von r, R und x mit beliebiger Genauigkeit
durchfiihren. Naheres dartiber folgt spater.

Wir spannen auf die Mittelpunkte 01,02, ... der Kreise Kx, K2, ... ein Drei-
ecksnetz so auf, dalR die Dreiecke ein Mosaik bilden, daR sie also die Flache F
schlicht und liickenlos bedecken. Unter der Kreisdichte beziiglich des Dreiecks
Aijk= OiOjOk des Mosaiks verstehen wir den Quotienten

diKi+ aj Kj + ykKk
2nAijk

wo ar, aj, ak die Winkel von Of)flk bedeuten.
Unsere Hauptergebnisse sind in folgenden Sétzen enthalten.

satz 1 Zujeder vorgegebenen geséttigten Packung der Flache F durch wenig-
stens drei Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen, &Rt
sich ein auf die Kreismittelpunkte aufgespannten Dreiecksmosaik konstruieren, so
daR die Kreisdichte beziiglich jedes Dreiecks ” s(r, R) ist.

satz 2. Zu jeder vorgegebenen knappen Uberdeckung der Flache F  durch
Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) (R<n/2) liegen, laft
sich ein auf die Kreismittelpunkte aufgespannten Dreiecksmosaik konstruieren, so
daR die Kreisdichte beziglich jedes Dreiecks =£S(r, R) ist.

Beweis. WIir bezeichnen das betrachtete Kreissystem mit {Kt}. Ein Kreis C
der im Fall der Packung drei Kreise von aussen berlhrt und kein gemeinsamen
inneren Punkt mit den Kreisen {/1.} hat wird Stiitzkreis genannt. Im Fall der Uber-
deckung wird ein Kreis C Stiltzkreis genannt wenn dieser drei Kreise von innen
berlihrt und nicht im Innern eines Kreises Kt liegt. Die Existenz solcher Stiitzkreise
leuchtet ein. Wir verbinden in zyklischer Reihenfolge die Mittelpunkte der einen
Stitzkreis beriinrenden Kreise K;. Es entsteht ein Vieleck. Wir werden zeigen, daf3
die Gesamtheit der so konstruierten Vielecke die Flache F schlicht und liickenlos
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Uberdeckt. Zerlegen wir die eventuell auftretenden mehr als dreieckigen Vielecke
durch einander nicht kreuzende Diagonale in Dreiecke, so entsteht das gewinschte
Dreiecksnetz.

Wir fihren die (algebraische) Distanz d(P, K) = OP — eines Punktes P von
einem Kreis K vom Mittelpunkt O und Radius r ein. Wir greifen einen Kreis Kt
heraus (Abb. 3, 4) und fassen die Gesamtheit St derjenigen Punkte P ins Auge,

deren Distanz vonK; kleiner ist als die Distanz von allen tbrigen Kreisen kj, d.h.
d(P, Ki)<d(P, Kj), Offenbar gehort O, samt einer Umgebung zu Sj, weil
sonst 7v; ganz in einem Kreis Kj liegen wirde. Ersetzen wir einen von Qtverschiedenen
Punkt P von Sj durch einen Punkt O der Strecke OtP, so nimmt d(P, Kj) um PQ ab:
dagegen nimmt d(P, Kj) fiirjeden Indexj” i entweder zu oder hochstens um PQ ab.
Folglich gilt d(Q, Ki)<d(Q, Kj), also gehort auch Q zu S;. Dies bedeutet, dal
S; in Bezug auf Ot ein sternkonvexes Gebiet, kurz ein Sterngebiet ist.

Es leuchtet ein, daB die Sterngebiete St, S2, ... ein Mosaik M bilden. Wir
konstruieren ein duales Mosaik M', in dem wir jede Kante ku von M, die die Flachen
S; und Sj trennt, durch eine Kante Ktj ersetzen, die aus dem Streckenzug 0 ;C;)QOy

Abb. 5 Abb. 6

besteht, wo Cfj ein beliebiger Punkt von ktj ist. Man kann leicht beweisen, dal die
Kanten k-j durch die Strecken K'J=0iOj ersetzt werden kdénnen, daf also diese

Strecken die Kanten eines zu M' topologisch gleichwertigen Mosaiks M" sind
(Abb. 5, 6).
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Zerlegen wir die mehr als dreiseitigen Flachen von M™ durch einander nicht
kreuzende Diagonalen in Dreiecke, so haben wir das gewiinschte Mosaik vor uns.
Wir haben noch zu zeigen, daR in jedem Dreieck Aijk= 0iOJOk dieses Mosaiks
die Kreisdichte sss(r, R) bzw. é&5(c, R) ist.

Fall der Packung. Es sei E ein Eckpunkt des Mosaiks M, die der Flache OiOjOk
entspricht. Ferner sei C der entsprechende Stitzkreis, d.h. der um E geschlagener
Kreis vom Radius o=d{E, Aj)=d(E, Kj)=d(E, KK. Der Stitzkreis C berihrt

Kb Kj, Kk kann aber in keinen Kreis der Packung hinein-
greifen. Deshalb ist inf rt. Hieraus folgt leicht, daf
keiner der Kreise Kt, Kj, Kk die gegeniberliegende Seite
von A schneiden kann. Um dies einzusehen betrachten wir
die Tangente / an den Berlhrungspunkt B von C und
Kt (Abb. 7). Die Tangente t zerlegt die Flache SF in
zwei C bzw. Ki enthaltenden Halbflachen !FCbzw. tFKi.
Es sei E' das Spiegelbild von E bezlglich t. Wegen
d(Oj, E) < d(0j, E"), d{Ok E) < d(Ok E") und 4 < infr,

K sind Oi und Ok innere Punkte der Halbflaiche & Deshalb
Abb. 7 hat die Strecke OjOk (O}Oks. n/2) keinen gemeinsamen
Punkt mit Kt.

Wir zeigen jetzt, dall wir uns auf solche Kreise Kt, Kj, Kk beschréanken kénnen,
von denen ein Kreis beide andere beriihrt und kein Kreis die gegentberliegende
Seite von A schneidet. Durch konzentrische VergroRerung der Kreise so, dal
die Radien im Intervall (r, R) bleiben, IRt sich immer erreichen, daR entweder
1) ein Kreis einen anderen berthrt, oder 2) die drei Kreise vom Radius R sind,
oder 3) ein Kreis die gegenuberliegende Seite von 2 berihrt.

Wir wenden uns zundchst dem ersten Fall zu und setzen voraus, daf Kt und
Kj einander beriihren. Ist Kk< max (Kt, Kj) so entsteht durch konzentrische Ver-
groBerung von Kk entweder die gewinschte Kreislagerung oder es wird Kk—
= max {Ki, Kj). Folglich kénnen wir uns auf den Fall Kks max (Kt, Kj) be-
schranken.

Zunachst beweisen wir den

Hirtfssatz. Es Seien auf der Flache FF drei Kreise K,, K2, K3 vom Radius
rt,r2,r3 (rl*r2~r3, A das von ihren Mittelpunkten bestimmte Dreieck und
ocj, a2, <8 (a[éq) die Winkel von A. Verschieben wir K3 in der Richtung 0 30 k oder
in der Richtung 0302, so nimmt die Dichte

o Kl +a2K2+ a3K3

2nA
Zu.
Der Beweis leuchtet ein, da
kI KI+a2K2+ad3K3 _ Kl K3-K, w4 7o
2nA 2n *+T I+ 2n

ist. Aus dieser Gleichung sieht man auch, daf im Fall rL—r2=r3 die Bedingung
<KL Uberfllssig ist.
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Es sei Kk max (Kt, Kj) und setzen wir voraus, dal3 a;~ 7 ist. Wir verschieben
den Kreis Kk in der Richtung OkOt bis entweder die gewinschte Lage oder eine
»Sehenberihrung” eintritt. Wie &ndert sich inzwischen die Kreisdichte?

Es bedeute Kk einen mit Kt kongruenten und mit Kk konzentrischen Kreis. Da

fljK; + ctjKj + akkk  «tKi +cijKj + dkKk ~ Kk—Kk yk
2nA 2nA o2n A

ist, nimmt die Kreisdichte wegen unseres Hilfssatzes sicher zu wenn <k zunimmt.

Bei der obigen Operation kann aber tk abnehmen und zwar auf der Sphére
wenn OtOk und OjOk groRer als >42 sind. Dieser Fall &Rt sich folgendermaRen
erledigen. Wir verschieben die Kreise Kt, Kj gegen Kk so, daR inzwischen aj und
ak konstant bleiben. Offenbar ist die Dichte ¢ der Kreise Kh Kj,Kk (K~ KjS.KK)

_BIK: + OfKj+ akKk K a+ dj+ ok ctj(Kj - K)+ dk(Kk—K,) 1

2nA 2n A 2n A
Ki { , n) xJKj-Ki+ak(Kk-Ki) 1
= 2N 1 T j+ e 2n T

Da aj(Kj—K?) + <{(Kk—Ki) konstant ist, so ist 6 eine abnehmende Funktion
von A

Wir behaupten, daR durch solche Verschiebungen von Kt _und Kj, wobei aj
und yk konstant bleiben, A abnimmt. Bezeichnen wir mit 0 ; und O} die Kreismittel-
punkte der Kreise Kit Kj in der neuen Lage (Abb. 8, 9). Im Falle OkO{>O KOt

Abb. 8 Abb. 9

ist offenbar Aljk~cOiOj Ok (Abb. 8). Im Falle OkO{< OkOt bezeichnen wir mit S
den Schnittpunkt der Bogen ORj und 0;0,und mit O-, O'und Okdie Gegenpunkte

von und Ok. Da Op jS—0,0tS und O'BjS ist, haben wir
Nijk  Ot0jOKk.
Jetzt wenden wir uns dem Fall zu. Dieser Fall tritt nur auf der Sphare

auf. Wir beweisen, daR in diesem Fall das geséttigte Kreissystem nur aus den drei
Kreisen Ki,Kj,Kk besteht. Bezeichnen wir mit Aijk das Komplement von Aijk
beziiglich der Kugelflache. Ein weiterer Kreis K des Systems kann offensichtlich
nur in 2 iX liegen. Andererseits aber enthélt Aijk das Spiegelbild K* von K bezliglich
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des Hauptkreises OjOk. Da K keinen gemeinsamen Punkt mit Kit Kj, Kk hat gehort
auch K zu dem Kreissystem, was wegen der Geséttigtkeit von {KJ unmdglich ist.
Folglich besteht das gesattigte Kreissystem aus drei Kreisen.

Auf der Sphére betrachten wir drei nicht Ubereinandergreifende Kreise
Kt, K2, K3 die ein gesattigtes Kreissystem bilden. Offensichtlich kénnen diese Kreise
immer in die gewinschte Lage gebracht werden, so daB sich inzwischen die Dichte
des Kreissystems nicht &ndert.

Der zweite Fall (der Fall der kongruenten Kreise vom Radius R) laBt sich
mit Hilfe unseres Hilfssatzes leicht erledigen.

hWir haben noch den dritten Fall (den Fall einer Seitenberiihrung) zu unter-

suchen.

Beriihrt Kk die Strecke OtOj, so spiegeln wir Kk an Ofij, wodurch den Kreis
Kk vom Mittelpunkt Ok erhalten (Abb. 10). Da die Dichte von Kt, Kj,Kk,K'k
im Viereck OpfjO~ mit der Dichte 6 von Kh Kj, Kk in OiOjOk Ubereinstimmt,
ist die Dichte in einem der Dreiecke O p kOk, OjOkOk nicht kleiner als 5.

Betrachten wir z.B. die Kreise Kt, Kk, Kk. Im Falle Kts Kk kénnen wir durch
VergroBerung von K; erreichen, dal entweder Kb Kj, Kk einander beriihren oder
dal Kt=Kkwird. Deshalb kénnen wir voraussetzen, da Kt*K kist. Auf der Sphére

setzen wir auRerdem voraus, dal OiOk= OiOkS Z ist. Dann nimmt die Dichte

der Kreise im Dreieck O p kOk durch Verschiebung des Kreises Ki in der Richtung
ORj zu und so kdnnen wir die gewinschte Lage erreichen. Auf der Sphére kann

aber OiOk= 0iOk> - sein. In diesem Fall nimmt O p kOk durch die Verschiebung

Abb. 10 Abb. 11

des Kreises Kk bzw. Kk in der Richtung OkOt bzw. OkOt offensichtlich ab, weshalb
die Kreisdichte im Dreieck O p KOk nach unserem Hilfssatz zunimmt. Durch solche
Verschiebungen kann man offenbar die gewlinschte Lage erreichen.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Fall der Uberdeckung. Wir betrachten die zum Dreieck OIQiOk gehérige Kreise
Ki,Kj,Kk. Durch konzentrische Verkleinerung der Kreise nimmt die Kreisdichte
im OIiOjOk offensichtlich ab. Wir verkleinern konzentrisch die Kreise Kh Kj,Kk
so, daB die Radien nicht Kleiner als r seien und die drei Kreise einen gemeinsamen
Punkt haben. Dadurch lassen sich die Kreise entweder in die gewinschten Lage
bringen, wobei die drei Kreise einen gemeinsamen Randpunkt haben, oder es
treten folgende Falle ein: 1 die drei Kreise kongruent sind und haben gemeinsame
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innere Punkte, 2. zwei Kreise beriihren sich von auBen und der Beriihrungspunkt
ist ein inneren Punkt des dritten Kreises.

Der Fall 11aRt sich leicht erledigen. Es seien ndmlich OiOjOk die Mittelpunkte
der kongruenten Kreise K,,K} Kk. Durch Verschiebung etwa des Kreises Kt in
der Richtung OkOtnimmt die Kreisdichte nach unserem Hilfssatz ab. Wir verschieben
K, bis wir die gewinschte Lage erreichen, d.h. Kj, Kj, Kkeinen gemeinsamen Rand-
punkt haben.

Fall 2. Es sei B der Berlihrungspunkt von Kj und Kk (Abb. 11). Offenbar kénnen
wir uns auf den Fall Kt"K jSK k beschranken. Es sei Kf das Spiegelbild von Kt
beziliglich der Gerade OjOk. Aus Kf ~ Kj” Kk folgt leicht, dal der Schnittpunkt
F der Strecke 0*01mit der Gerade OkOj auf der Strecke OkO} liegt. Folglich ist
das Viereck OjOjOkOk konvex. Die Dichte der Kreise Kt, Kf, Kj, Kk beziiglich
O p p KOX ist gleich der Dichte von Kj, Kj, Kk bezliglich OiOjOk. Deshalb geniigt
es die Dichte der Kreise Kj, Kf,Kj beziiglich OjOfOj, bzw. die Dichte der Kreise
Kj,Kf,Kk beziglich OjO*Ok zu betrachten.

Durch Verkleinerung der Kreise K} bzw. Kk kénnen wir erreichen, dal ent-
weder 1 die Kreise Ki, Kf, Kj bzw. Kt, Kf, Kk in die gewlnschte Lage kommen
oder 2. die Kreise Kt, Kf, Kj bzw. Kt,Kf, Kk kongruent seien und gemeinsame
innere Punkte besitzen.

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Auf der Sphare S 14t sich die Dichte eines aus abzahlbar vielen Kreisen be-

stehenden Kreissystems {V;} durch den Quotienten —y_,:;(_l definiert.

In der euklidische Ebene wird die obere und untere Dichte des Kreissystems
{Kff durch die Grenzwerte

2K*"K{R) _ 2K,NKT
“kR) U ASART KR

definiert, wo K(R) ein um einen festen Ursprungspunkt geschlagener Kreis vom
Radius R ist.2 )

Da es sich bei Packungen um obere und bei Uberdeckungen um untere Dichten-
abschédtzungen handelt, betrachten wir bei Packungen die obere und bei Uber-
deckungen die untere Dichte.

Aus den Sétzen 1 und 2 ergeben sich leicht die folgende Satze: 3

Satz 3. Bedeutet d die Dichte einer Packung der Sphéare oder der euklidischen
Ebene durch wenigstens drei Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall
(r, R) liegen, So gilt

d”s(r, R).

Satz 4. Bedeutet D die Dichte einer Uberdeckung der Sphare oder der euklidi-
schen Ebene durch Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen,
so gilt

D &S(r, R).

2 Diese Dichten héngen nicht von der Wahl des Ursprungspunktes ab (S.z.B. Fejes T oth [1]).
3 Vgl. Fejfs Toth— Molnar [2].
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Die konstruktive Bestimmung der Funktionen s(r, R) und S(r, R), die auch
noch den Parameter a enthalten, scheint recht schwierig zu sein. Zahlreiche mit
groRer Genauigkeit durchgefiihrte Rechnungen lassen aber vermuten, dal

_ fmax {d(r, r, r), d(r, r, R)}, > 0,

; v’ (max{d(R, R, R), d(r,r,R), d(r,R,R)}, <0,
o Imin {D{r, r, r), D(r,r,R), D(r,R,R)}, a>0,
S{"’R) = Imin {D(R, R, R), D(r, R, R)}, a<0

ist, wobei d(p, g, @) und D(p, q, q) folgende Bedeutungen haben:

d. d(p, g, q) ist die Dichte von drei einander gegenseitig beriihrenden Kreisen
mit den Radien p, g, g in dem durch ihre Mittelpunkte bestimmten Dreieck.

D. Wir betrachten drei Kreise mit den Radien p, g, g, die in einer achsen-
symmetrischen Lage sind, keine gemeinsame innere Punkte, aber einen gemein-
samen Randpunkt haben. Das Kreistripel hat noch einen Freiheitsgrad. D(p, g, Q)
ist das Minimum der Dichten dieser Kreistripeln in dem durch die Kreismittel-
punkte bestimmten Dreieck.

Wir geben noch einige Kreispackungen und Kreistiberdeckungen an deren
Dichten sehr nahe an die obigen Dichtenschranken eranriickten bzw. mit diesen
Schranken (bereinstimmen.

Fall der Packung. Wir betrachten auf der Sphare ein halbreguldres Mosaik
(4, 4, iymit 6. Die Inkreisradien der Vierecke bzw. n-Ecke seien r und R (Abb. 12).
Dann ist die Dichte der Flacheninkreise s(r, R).

Abb. 12 Abb. 13

Wir bezeichnen jetzt mit r und R die Flacheninkreisradien des hyperbolischen
Mosaiks (6, 6, n) mit n>-6. Flacheninkreise des Mosaiks bilden eine Packung
deren Dichte sehr nahe bei s(r, R) liegt. Z. B. ist die Dichte im Falle des Mosaiks
(6, 6, 7) 0,910... wéhrend s(r, R) den Wert 0,913... hat (Abb. 13). Flier ist/-= 0,286...
und i?=0,335... .
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KREISPACKUNGEN UND KREISUBERDECKUNGEN

Fall der Uberdeckung. Wir schlagen um die Ecken bzw. Flachenmittelpunkte
des Mosaiks {p, q) mit 3*p~q Kreise vom Radius R bzw. r so, daB die Kreise
die Flache J5' Gberdecken. Numerische Rechnungen lassen vermuten, dafl fir
p =3 und 4 die Kreisdichte fur gewisse Werte von r und R mit S(r, R) gleich wird

(Abb. 14, 15).

Abb. 14 Abb. 15

Fir die mihsame Rechnungen méchte ich Frau J. . as-1s meinen aufrichtigen

Dank aussprechen.
(Eingegangen am 9. April 1966.)
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BEITRAG ZUR KOMBINATORISCHEN
INZIDENZGEOMETRIE

E. JUCOVIC (Kosice, Tschechoslowakei)
(Vorgelegt von G. H ajos)

Im vorliegenden Aufsatz werden einige Sétze aus dem Problemkreis erortert,
den Erdés in [1], [2] behandelt. Es sind n Punkte im euklidischen zwei- oder drei-
dimensionalen Raum gegeben und wir untersuchen Fragen Uber die extremale
Anzahl der durch diese n Punkte bestimmten Geraden, Kreise und Ebenen. Um sich
kirzer ausdriicken zu kénnen, wollen wir eine Gerade (Kreis, Ebene) als Gerade
(Kreis, Ebene) m-ter Ordnung bezeichnen, wenn sie (der Kreis, die Ebene) mit
genau m der gegebenen Punkte inzidiert. Einen Kreis und eine Gerade m-ter Ord-
nung mit mg3 wollen wir K-Linie nennen.

Satz 1. Uber die Anzahl <p(n) der Ebenen, die durch n > 3 Punkte A,, ..., An
in E3 bestimmt und parallel mit derselben Gerade pgAiAj sind, gilt

(1) tp{n) =s

Bei n=1 kann Gleichheit eintreten.

Satz 2. Liegenaé6 Punkte A, , A, desE 3aufder Oberflache eines Elipsoides
und nicht in derselben Ebene, dann ist die Anzahl cp'(n) der durch diese n Punkte be-
stimmten Ebenen

@ cp(n) 1+2k+ 5e nl_6

wo k=0, 1,2 und n=kmod 3 ist. Bei n=6 kann das Gleichheitszeichen gelten.

Satz 3. Uber die Anzahl/(n)> 1 bzw. g(n) > 1der durch nS 6 Punkte in der
Ebene bestimmten Kreise bzw. K-Linien gilt

n—6

3 /00 8+2k+ 5 3

4) o{ri) S 11+2k

wo k=0, 1,2 undn=k mod 3 ist. Bei n=6 kann in beiden Fallen Gleichheit eintreten.

Beweis des Satzes 1 Zuerst miissen wir einen Hilfssatz beweisen, der auch an
sich selbst von Interesse ist (s. KArteszi [3]).
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Lemma 1 Uber die Anzahl F(m,ri) der Geraden m-ter Ordnung, n>m
die durch n Punkte der Ebene bestimmt sind, gilt

I W
© ) B T

Trivialerweise gilt die Ungleichung, wenn die Punkte auf derselben Geraden
liegen. Kelly—Moser [4] haben gezeigt, dal die Anzahl der durch n nicht auf
derselben Geraden liegende Punkte der Ebene bestimmten Geraden 2 Ordnung

nie kleiner als fn ist; bei n=7 kann die Anzahl der Geraden 2. Ordnung

sem.  Aufjeder Geraden 77+ter Ordnung (77 >2) gibt es verschiedene Punkt-

paare. Uber die L Punktpaare, die aus n Punkten der Ebene gebildet werden
kénnen, gilt dann

37
(6) y + F(m, 1)

wo u die Anzahl weiterer Geraden 2. Ordnung und Punktpaare auf Geraden k-ter
Ordnung, K 2, /77, bedeutet. Da u eine nichtnegative Zahl ist, folgt aus (6)

) +F(m, 7)m

wo Gleichheit nur dann gelten kann, wenn die Anzahl der Geraden 2. Ordnung genau
3/7

7 ist und keine Geraden k-ter Ordnung, Kk~ 2, m, Vorkommen. Aus (7) folgt (5)

und damit ist Lemma 1 bewiesen.
AUS (5) folgt fur /=3

(8 Fi3,n) 3 3
und aus dem Beweis des Lemma 1

©) FG n+F@4,m+..3=

Jetzt kénnen wir zum Beweis des Satzes 1 lbergehen. Nehmen wir an, daf}
die Anzahl der durch die Punkte At, ...,A,, bestimmten Ebenen, die parallel mit

n 37

einer Geraden pxAtAj sind, groBer als - ist. Projizieren wir die

Punkte An, .... Anzusammen mit den durch sie besti'mmten Ebenen parallel in der
Richtung p auf eine Ebene aiff/7. Projektionen aller mit p parallelen Ebenen sind
Geraden wenigstens 3. Ordnung, deren Anzahl nach (9) aber nicht groRer als

117
31 2 7

ist. Dieser Widerspruch beweist den ersten Teil des Satzes. Gleichheit
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in (1) wird z.B. fiir Punkte mit folgenden Koordinaten erzielt: [—1,0, 0], [1, 0, 0],

Bemerkung L Lemma 1 bietet fiir m —3 eine genaue obere Schranke zu einem
Problem, das Syivester untersucht hat. (Sieh auch Erdss [1].) Gleichheit in (8)
wird fur die Eckpunkte, Seitenmittelpunkte und Schwerpunkt des Dreiecks erzielt.

Bemerkung 2. Mit &hnlichen Erwégungen, wie bei Lemma 1, kaftn bewiesen
werden: Uber die Anzahl f(m, ri) der Kreise w-ter Ordnung, m>3, die durch
n Punkte der Ebene bestimmt sind, gilt

Beweis der Satze 2 und 3. Diese Séatze haben viel gemeinsames, deshalb be-
weisen wir sie zusammen. Zuerst

Lemma 2. Liegen 6 Punkte AX, .... A6 der Ebene auf keinem Kreis und keiner
Gerade, dann ist die Anzahlf bzw. g der Kreise bzw. K-Linien die durch diese Punkte
bestimmt sind, nicht kleiner als 8 bzw. 11

In Betracht missen folgende Mdglichkeiten gezogen werden:

a) Liegen 5der Punkte auf einer Geraden bzw. auf einem Kreis, so ist/=10
bzw. /=9; g= 1L

b) Die Punkte Ax, A4 liegen auf einer Geraden. Dann kann nur eine
Gerade 3. Ordnung existieren, auf der die Punkte AS,A6 liegen. Die Maximal-
anzahl der Kreise 4. Ordnung ist 2 (soviel disjunkte Punktpaare kann man namlich
aus den Punkten AX, ..., A4 bilden). Doch kénnen diese Punkte nicht zugleich
eine Gerade 3. Ordnung und zwei Kreise 4. Ordnung bestimmen. Deshalb ist

C) Keine vier Punkte sollen auf derselben Gerade und keine fiinf Punkte
aufdemselben Kreis liegen. Aus Lemma 1folgt, daR die gegebenen 6 Punkte héchstens
4 Geraden 3. Ordnung bestimmen; es ist trivial, dal sie nicht mehr als drei Kreise 4.
Ordnung bestimmen. Wir werden mit Hilfe einfacher Betrachtungen zeigen, daf}
es keine Lagerung der Punkte At,...,A6 gibt, bei der zugleich drei Kreise 4.
Ordnung und vier Geraden 3. Ordnung Vorkommen.
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Es sollen die Punkte 4,, ..., A4 drei Kreise 4. Ordnung &, k,, k5 bestimmen.
Dann sind die gegebenen Punkte so in drei disjunkte Paare, z. B. 4, 4,, A;A4,,
AsAg, verteilt, daB immer zwei der Kreise k,, k,, k3 ein Punktpaar gemeinsam
haben. Dabei schneiden sich die Geraden A4;A4,, A3A,, AsA; im (eigentlichen
oder uneigentlichen) Potenzmittelpunkt P der Kreise &k, k,, k5. Keine durch die
Punkte A4, ..., A, bestimmte Gerade 3. Ordnung kann beide Punkte eines der
erwihnten Punktpaare enthalten; es ist notwendig, dal} sie aus einem jeden der
Punktpaare immer einen Punkt enthilt. Aus den Punkten 45, A4, A5, A, kommen
die Geraden A;A;, A, Ay, A3Ay, A4 A5 in Betracht, die sich in zwei Diagonal-
punkten des vollstindigen Vierecks A5 A,AsA, schneiden. Diese Diagonalpunkte
konnen aber nicht mit den Punkten A,, 4, identisch sein, denn sonst wiirden alle
drei Diagonalpunkte des vollstindigen Vierecks A; A, A5A, auf einer Geraden
liegen. (Der Potenzmittelpunkt P ist der dritte Diagonalpunkt.) Auf andere Art
konnen Geraden 3. Ordnung nicht gebildet werden; es gibt also nicht vier Geraden 3.
Ordnung, die durch die Punkte A,, ..., A; bestimmt wiirden, falls durch diese
Punkte drei Kreise 4. Ordnung bestimmt sind.

fund g sind dann minimal, wenn die gegebenen Punkte drei Kreise 4. Ordnung -
und drei Geraden 3. Ordnung bestimmen. Eine solche Lagerung existiert, sie ist
auf der Abbildung gezeichnet. Hiermit ist Lemma 2 bewiesen.

LemMA 3. Liegen n=3 Punkte A,, ..., A, der Ebene nicht auf demselben Kreis
oder derselben Geraden, dann inzidiert mit einem jeden dieser Punkte wenigstens
ein Kreis 3. Ordnung.

Trivialerweise ist die Behauptung richtig, wenn (7 — 1) der gegebenen n Punkte
auf einer Geraden oder einem Kreis liegen. Es sollen also weiter keine (n — 1) Punkte
auf derselben Gerade oder demselben Kreis liegen. MOTZKIN [5] hat gezeigt: Wenn
keine (n—1) der gegebenen n Punkte in der Ebene auf derselben Gerade liegen,
dann koénnen nicht alle Geraden 2. Ordnung mit demselben Punkt inzidieren,
die durch diese n Punkte definiert sind. — Wir wihlen einen beliebigen Punkt,
z. B. A,, zum Mittelpunkt einer Inversion. Zu den durch A4, ..., 4, definierten
Kreisen sind Geraden zugeordnet, wenn die Kreise mit den Punkt A4, inzidieren.
Keine (n—2) der Punkte A3, ..., A, (die zu den Punkten 4,, ..., 4, zugeordnet
sind) liegen auf einer Geraden, denn sonst wiirden (# — 1) Punkte auf einem Kreis
oder auf einer Geraden liegen. Die Punkte A, ..., A, erfiillen die Voraussetzung
des Satzes von Motzkin, deshalb inzidieren nicht alle Geraden 2. Ordnung mit dem-
selben Punkt. Es gibt also wenigstens eine solche Gerade 2. Ordnung, die nicht
durch A4, geht; diese Gerade ist bei der betrachteten Inversion zu einem Kreis 3.
Ordnung zugeordnet, der mit 4, und zwei weiteren Punkten aus 4,, ..., 4, inzidiert.

Aus Lemma 3 folgt, daBB zwischen n Punkten ein bzw. zwei solche Punkte
existieren, durch die wenigstens zwei Kreise 3. Ordnung gehen, je nachdem n=2
mod 3 bzw. n=1mod 3 ist. Das bedeutet aber, da3 die Minimalanzahl f(n)=>1
der durch n Punkte definierten Kreise f(n)=f(n—1)+2 fir n=1, 2 mod 3 und
f(m)=f(n—1)+1 fiir n=0mod 3 ist. Ahnliches gilt iiber die Minimalanzahl g(n)
der K-Linien. Wenn sich also die Anzahl der gegebenen Punkte um 3 vergroBert,
wird die Anzahl der durch diese Punkte definierten Kreise und K-Linien wenigstens
um 5 groBer, Daraus und aus Lemma 2 folgt der Satz 3.

Wir beenden nun den Beweis des Satzes 2. Nehmen wir an, daB es eine Lagerung
von n=6 Punkten A4, ..., A, auf der Oberfliche des Elipsoides und nicht in einer
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Ebene gibt, durch welche cl<U+2k +5- n3—6 Ebenen bestimmt sind. Die

Punkte A\, einer Kugelflache G, die zu den Punkten A,, A, bei einer
linearen Transformation des Elipsoides auf die Kugel zugeordnet sind, bestimmen
ebenfalls d Ebenen. Wir projizieren dann die Punkte A[, ...,A',, stereografisch
so aus einem Projektionsmittelpunkt MpA[, daB keine zwei Projektionen der
Punkte Ai zusammenfallen. (Das ist immer mdglich.) Auf Grund der Eigenschaften
der stereografischen Projektion ist die Anzahl der A-Linien in der Projektions-
ebene, die durch die Projektionen der A\ bestimmt sind, der Anzahl d der durch
die Punkte Aj bestimmten Kreise auf der Kugelfliche G gleich; das ist aber im
Widerspruch mit Satz 3. — Eine Lagerung von sechs Punkten auf der Oberflache
des Elipsoides, die genau 11 Ebenen bestimmen, wird erhalten, wenn man die auf
der Abbildung befindlichen Punkte auf die zum Elipsoid affine Kugel entsprechend
zentral projiziert. Damit ist der Beweis des 2. Satzes beendet.

Bemerkung 3. Das Problem die Minimalanzahl /(1) der Kreise zu bestimmen,
die durch n nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegende Punkte der
Ebene bestimmt sind, hat Erdss [1], [2] gestellt. Trivialerweise ist/(4) = 3,/(5) = 5.
— Zugleich ist es sichtbar, dafl dieses Problem nicht aquivalent ist mit dem kombi-
natorischen Problem: Gegeben sind n Elemente a{, ..., at; was ist die Minimal-
anzahl k solcher Klassen Aj, ..., Kk, deren Elemente die at sind, und wobei ein
jedes Dreitupel (ap, ag, ar) genau in einer Masse Aj enthalten ist?

(Eingegangen am 25. November 1965.)

Bemerkung bei der Korrektur. AufS. 181—188 dieses Bandes der Acta Mathe-
matica Academiae Scientiarum Hungaricae behandelt P. D. T. A. E1tiott verwandte

Fragen und beweist u. a., daB fur n>393f(n)£ * | gilt
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LOSUNG EINES PROBLEMS BEZUGLICH
EINER CHARAKTERISIERUNG
DES JACOBSONSCHEN RADIKALS

Von
F. SZASZ (Budapest)
(Vorgelegt von L. REDEID)

§ 1. Einleitung

Der Begriff des Radikals, als eines Ideals, welches das Mal der Singularitit
eines Ringes in irgendeinem Sinne kennzeichnet, spielt in der Ringtheorie bekannt-
lich eine wichtige Rolle. Das Radikal wurde zuerst fiir Algebren endlichen Ranges
tiber dem Grundkérper definiert. Spidter wurden verschiedene Definitionen fiir
das Radikal eines beliebigen (assoziativen) Ringes ohne Endlichkeitsbedingungen
empfohlen, und es wurde auch eine allgemeine Radikaltheorie aufgebaut. Unter
den verschiedenen Typen der Radikale zeigte sich das Jacobsonsche Radikal am
meisten nutzbar (JACOBSON [6]).

Im Buch [4] (Seite 486, Theorem 22. 15. 3) von E. HILLE ist bewiesen' (1948),
daB der Frattinische Untermodul® @, eines Ringes 4, als eines 4-Rechtsmoduls 4
ein zweiseitiges Ideal von A ist, fiir das AJ< @, gilt, wobei J das Jacobsonsche
Radikal von A bezeichnet. Es gilt freilich auch J4 S @,. Da offenbar @,<J und
&, S J bestehen, ergibt sich im speziellen Fall, wenn 4 ein Linkseinselement hat
(vgl. Fucas [1]), bzw. x € Ax fiir jedes x € A oder 4J=J gilt, ®,=J. Neulich hat
A. KerTEsz [7] dieses Resultat von Hille’s Buch folgendermaBen verschirft: Das
Jacobsonsche Radikal J von A ist die Menge derjenigen Elemente x von A, fir
die yx fur jedes y € 4 aus jedem Erzeugendensystem von A, als von einem A-Rechts-
modul A4, weggelassen werden kann. Mit diesem Resultat von KErTESZ [7] ist die
folgende Behauptung dquivalent: Das Jacobsonsche Radikal J eines Ringes A ist
maximal in der Menge derjenigen ldeale K von 4, fiir die AKC &, gilt.

Ein Rechtsideal R eines Ringes A nennen wir quasimodular in A, wenn es zu
jedem Element x€A4 mit x¢ R ein Element y(€ 4, ¢ R) mit yx¢ R gibt. Offenbar
ist jedes modulare Rechtsideal auch quasimodular in 4. Aus der erwihnten Kertész-
schen Charakterisierung J = {x; x€ 4, Ax S ®,} folgt unmittelbar auch eine andere
Kennzeichnung von KERTESZ [8] des Jacobsonschen Radikals J, nach der J mit
dem Durchschnitt D aller quasimodularen maximalen Rechtsideale R des Ringes

! Mit anderen Bezeichnungen und Benennungen.

2 Die Frattinische Untergruppe @ einer Operatorengruppe G mit dem Operatorenbereich Q
ist die Menge derjenigen Elemente g ¢ G, fiir die go fiir jedes « € 2 aus jedem Erzeugenden system
von G weggelassen werden kann. Damit ist dquivalent (vgl. z. B. M. HALL [3]), dafl @ der Durch-
schnitt aller maximalen zuldBigen Untergruppen von G bzw. @ = G ist, je nachdem, ob G eine
maximale zulidssige Untergruppe besitzt, oder nicht. Ahnlich werden die (rechtsseitigen bzw. links-

seitigen) Frattinischen Untermoduln @, und @, eines als A4-Rechtsmodul bzw. A4-Linksmodul
betrachteten Ringes A4, definiert.
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A iibereinstimmt.® Die quasimodularen maximalen Rechtsideale spielen hiernach
von dem Gesichtspunkt einer Charakterisierung des Jacobsonschen Radikals aus
eine wichtige Rolle.

Im Buch [8] von A. KerTEsz ist folgendes Problem (in anderer Abfassung)
aufgeworfen:

Gibt es einen Ring A, der ein quasimodulares maximales Rechtsideal R besitzt,
das in A nicht modular ist?

Einen (assoziativen) Ring A nennen wir Q-Ring, wenn A ein solches quasi-
modulare maximale Rechstideal R besitzt, das in 4 nicht modular ist. Die quasi-
modularen maximalen, aber nicht modularen Rechtsideale eines ©2-Ringes werden
ausgezeichnet genannt. Ein Q-Ring A wird beziiglich eines ausgezeichneten Rechts-
ideales R reduziert genannt, wenn A kein von Null verschiedenes, in R liegendes
zweiseitiges Ideal besitzt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz von Q-Ringen, woraus
die Losung des erwihnten Problems von A. Kertfsz folgt (vgl. §2). Aus diesem
Existenzbeweis fiir Q-Ringe ergibt sich auch die Tatsache, daB3 die in [8] gegebene
Charakterisierung fiir J, und zwar der Beweis von D=/, eine nicht nur formal,
sondern auch inhaltlich neue Kennzeichnung fiir J bedeutet. Weiterhin werden
wir auch die wichtigsten Eigenschaften der Q-Ringe und der reduzierten Q-Ringe
bestitigen (vgl. § 3 und 4) und auch einige offene Fragen beziiglich der Q-Ringe
erwihnen. Zum AbschluB} folgen einige weitere Bemerkungen beziiglich des Jacobson-
schen Radikals (vgl. § 5).

Hinsichtlich der nétigen Grundbegriffe verweisen wir (auller den FuBnoten)
auf die Handbiicher [2], [3], [6] und [9].

§ 2. Die Existenz der Q-Ringe

In diesem § beweisen wir durch eine explizite Konstruktion die Existenz von
Q-Ringen, d. h. wir geben eine Losung des im § 1 erwihnten Problems von A.
KERTESZ an. Insbesondere folgt aus der Existenz der Q-Ringe, daB3 die in [8] gege-
bene Charakterisierung fiir das Jacobsonsche Radikal auch inhaltlich (nicht
nur gestaltlich) neu ist.

Es gilt der folgende

SATZ 2. 1. Fiir jede unendliche Mdchtigkeit wm gibt es einen Q-Ring A mit einem
ausgezeichneten Rechtsideal R, derart, dafy A eine Algebra mit Rang A =Rang R=m
itber einem Primkdrper ist.

3 Im (bald erscheinenden) Buch [8] von A. KErTEsz wird D=J in einem solchen Satz bestitigt,
der das Jacobsonsche Radikal durch eine Folge miteinander diquivalenter Bedingungen kennzeichnet,
und dessen Beweis zyklisch ist. Es kann aber D=J auch direkt bewiesen werden. Da DS J gilt,
genligt cs zeigen, daBl D= J unmoglich ist. Gibt es ndmlich ein Element j¢J mit j ¢ D, so existieren
ein quasimodulares maximales Rechtsideal R und ein Element a€ A mit aj¢ R, a¢ R. Wegen der
Maximalitit von R in A gibt es ein Element b ¢ A mit a+ R = ajb+ R, woraus durch ein leichtes
Rechnen a ¢ R, also ein Widerspruch zu a ¢ R folgt, denn jb ist wegen jeJ quasiregular. Gilt nimlich
Jb+-c—jbe = 0 mit einem ce A, so ergibt sich a = a—a(jb+c—jbc) = a(1—jb)—a(l —jb)cc R.
Aus diesem Widerspruch erhdlt man D = J.
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Beweis. Es Seien p=o0 oder p gleich einer Primzahl, Kp ein Primkdrper,
eine unendliche Méachtigkeit, " eine Index-Menge der Machtigkeit nt, 63 das
Kroneckersche Delta-Symbol,4 A eine Algebra Uber Kp mit den Basiselementen
ax, iy, s/, (a, B, y, e i;, 9dIN) und R die Gber Kp mit samtlichen ry, 20,6 erzeugte
Teilalgebra von A. Definieren wir die Multiplikation der Elemente der Basis durch
die folgende Tabelle:

ak r.n
O« °c cS,,. mci:t
r e s.Bc VBc' Fan e, s«
b'aBy S<xfc Ay e RN dyc'S*B&

Diese Algebra ist offenbar monomial (im Sinne von Rédei [9]). Jedes Element
von A &Rt sich in der Gestalt

(*) a= z*av + z2* Qjo,gj+ _z_\* Oijks<x, Bj yk
1 ['}] (1]

darstellen, wobei 7f, oijkdKp und alle drei Summen endlich sind. Es gilt

ferner adar dann und nur dann, wenn in (*k) 7c,=o fir jedes i besteht.

Auf Grund der Multiplikationstabelle kann bewiesen werden, daf die Multipli-
kation in A assoziativ ist.

Es ist leicht einzusehen, dafl die Teilalgebra R ein Rechtsideal, und zwar ein
maximales Rechtsideal des (ohne den Operatérbereich Kp angesehenen) Ringes
A ist.

Aus der Multiplikationstabelle folgt ndmlich unmittelbar, da R ein Rechts-
ideal in A ist. Gilt nun a”R fir ein adA, so existiert in (3k) ein n*Kp mit
woraus sich a(nflQafl)=gal+r' (r'dR) fir jedes BfT und QdKp, folglich
aR +R =A ergibt. Also R ist wirklich ein maximales Rechtsideal in A.

Es wird jetzt gezeigt, daB R in A nicht modular ist.

Es sei namlich a ein beliebiges Element von A. Ist adR, so ergibt sich wegen
(I —a)az=ax~aaadR gewill (1—a)A%R. Ist aber a$R, so gibt es in (*) ein
imit 4 o, woraus man (1 —a) (—u lraf)=ag +r"jr (r"a R), folglich (1 —) A(jR
erhdlt. R ist also gewiss nicht modular in A.

Wir beweisen, da R in A ein quasimodulares Rechtsideal ist.

Es sei namlich a ein Element von A mit a<"R. Nehmen wir an, dal} a¥ =r*dR
flr einen Index ad I' gilt. Dann hat a offenbar eine Gestalt a= ¥ n;a fir mit end-

licher Summe 2! und fdR- Da axr = —£ +r*ist, hat r dile Form

r = Z* Z * ‘CijSaRJ*t+ r*
i ij

4 Es gilt also 6aB=1 fur a=R und CaB=o0 fir tx R.
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mit <;, €Kp und mit endlichen Summen ¥.r, weiterhin mit raE R und axrxdR.
Folglich gilt fur rx eine Darstellung:

(X V) rx z 71y (Pay{ SxRJ'/) F A CijrB,yj+ Z * A~ijkreirijRi,”

ij iyj Ui. K
wobei Tty, alj, Xijkk.Kp, Bi*ai, e~a, und alle drei Summen Z* endlich sind.
Wegen der Endlichkeit dieser Summen und wegen |F|=m gibt es einen Index ;; GI"
mit eMa und derart, da e von sédmtlichen in (f f ) links stehenden Indizen Rt
und H verschieden ist. Dann erhélt man wegen a.rx=a,r=o0

aE—a:ZI* Nax R,

woraus folgt, dal R quasimodular in A ist.
Es qilt offenbar Rang A =Rang R=m (Uber Kp).
Somit ist der Satz bewiesen.

§3. Untersuchung der R-Ringe

In diesem und den folgenden & werden wir die B-Ringe (welche die Ldsungen
des im &1 erwdhnten Problems von A. Kertész sind), im allgemeinen unter-
suchen und auch einige weitere offene Fragen beziiglich der B-Ringe erwdhnen.5

Satz 3. 1. Ein ausgezeichnetes Rechtsideal R eines R-Ringes A ist kein ldeal
von A, und daher ist jeder Q-Ring nichtkommutativ.

Beweis. ISt R ein Ideal im B-Ring A, so hat der Faktorring AjR kein nicht-
triviales Rechtsideal, und somit ist A/R entweder ein Schiefkdrper oder ein Zeroring
von Primzahlordnung. Ist A/R ein Schiefkdrper, so ist R modular in A, und ist
AIR ein Zeroring, so ist R gewill nicht quasimodular in A. Da aber R ein aus-
gezeichnetes Rechtsideal ist, ist R gewil3 kein Ideal in A. Freilich ist dann A kein
kommutativer Ring, w.z.b.w.

Satz 3.2. Ein Q-Ring A ist kein halbpimarer Ring und somit ist A kein
Artinscher Ring.

Beweis. Nach dem Satz von Kertész [8] gilt JY R fir das Radikal J und
flr jedes ausgezeichnete Rechtsideal R von A, denn J ist der Durchschnitt aller
ausgezeichneten Rechtsideale. Dann ist A/J ebenfalls ein R-Ring. Ist nun A/J ein
Artinscher Ring, so besitzt A/J ein Einselement, woraus der Widerspruch folgt,
dal R modular in A ist. Also ist AlJ fiir einen B-Ring A kein Artinscher Ring.

Satz 3. 3. Jeder Q-Ring A besitzt ein homomorphes Bild, der ein halbeinfacher
und beziglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R reduzierter Q-Ring ist.

5 Die Klasse der nicht B-Ringe ist eine gewissermallen &hnliche Verallgemeinerung der kom-
mutativen Ringe und der Artinschen Ringe, wie auch die Klasse der FC-Gruppen (d. h. Gruppen
mit endlichen Klassen von konjugierten Elementen) eine Verallgemeinerung der kommutativen
Gruppen und der endlichen Gruppen ist.
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BEweErs. Es sei K die Summe derjenigen Ideale 7 von A, die im Rechtsideal
R enthalten sind. Dann ist K ein solches Ideal von A4, daBl 4/K ein beziiglich R
reduzierter Q-Ring ist. Da nach KerTEsz [8] J & R besteht und J ein Ideal von A ist,
ist A/K halbeinfach.

LEMMA 3. 4. Ldpt sich ein Rechtsideal der Gestalt R=(1 —x)A={a—xa; ac A}
durch ein idempotentes Element e erzeugen, d.h. gilt R=eA, so enthdlt A ein Links-
einselement.

BEwels. Wegen (1—x)4=eA erhilt man (1—e)(l —-x)4 = o, folglich
y=(e+ x—ex)y fir jedes y € A, woraus sich ergibt, dal f=e+x—ex ein Links-
einselement von A ist.

SATZ 3. 5. In einem beziiglich R reduzierten Q-Ring A ist (1 —x) A fiir jedes
X €A kein minimales Rechtsideal.

BeEwegis. Wegen der Reduziertheit ist A4 halbeinfach (vgl. dem Beweis von
Satz 3. 4). Ist nun (1 —x)A fiir ein x€A4 ein minimales Rechtsideal, so gibt es ein
e€A mit e?=e#0 und (I —x)4=eA, woraus sich nach dem Lemma 3.4 die
Existenz eines Linkseinselementes, folglich die Modularitit von R in A4 ergibt.
Das ist aber ein Widerspruch, denn R ist in A ausgezeichnet. Also ist (1 —x)A4 kein
minimales Rechtsideal.

SATZ 3. 6. Besitzt ein beliebiger Q-Ring A ein idempotentes Element e +# o,
so gibt es schon in jedem ausgezeichneten Rechtsideal R, ein idempotentes Element
Jo=o0.

Bewers. Es gilt A =R, + (1 —e)A fiir jedes R,, denn R, ist maximal und nicht
modular in A. Es gibt also Elemente r,€ R, und a,€ A mit e=r,+ (1 —e)a, woraus
man e=er,, e=er.e, (r,e)>=re+#o und f,=r,e€R, crhilt, w.z.b.w.

SAtz 3. 7. In jedem Q-Ring A gelten sowohl aR,+ R,= A als auch (1 —a)R,+
+ R, = A fiir jedes ausgezeichnete Rechtsideal R, und fiir jedes a € A mit a¢ R,.

Es gilt aR,+(1 —a)R,=A fiir jeden Q-Ring A, fir jedes ausgezeichnete
Rechtsideal R, und fiir jedes ac A mit a§ R,.

Beweis. Die Menge S, derjenigen Elemente x € A, fiir die x4 € R, gilt, bildet
ein Rechtsideal von 4 mit R, € S, E 4. Da aber R, quasimodular in A4 ist, ist S, # A4,
woraus wegen der Maximalitit von R, in 4 gewil} S,= R, folgt.

Also erhilt man a4 + R, = A fiir jedes a € A mit a{ R,. Folglich gibt es Elemente
b,€A und r,€ R, mit a=ab,+r,, woraus sich a(l —b,)A=r,A< R, ergibt. Da R,
maximal und nicht modular in 4 ist, gewinnen wir 4=R,+ (1 —b,)4, und daher
auch a4<aR,+ R, und aR,+ R,SaA+R,SaR,+ R, d.h. A=aR,+ R,. Ist nun
(1—a)R,ER,, so erhilt man ar,€ R, fiir jedes r,€ R,, was nach dem obigen nur
im Falle a € R, mdglich ist. Also besteht (1 —a)R,+ R,=A flir jedes a¢ R, (ac A)
w.z.b.w.

Das Rechtsideal S=aR,+ (1 —a)R, enthilt sowohl R, als auch aR,, und
somit gilt nach dem ersten Teil von Satz 3. 7 gewil S=4, w.z.b.w.

DErINITION 3. 8. Es sei 4 ein 2-Ring und R, ein (festes) ausgezeichnetes Rechts-
ideal von A. Dann sei R ={y; y€A4, xy€R,}.
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Offenbar ist R ein ,,Rechtsidealquotient™ in A, und zwar selbst ein Rechts-
ideal von A.

SATZ 3.9. R = A gilt dann, und nur dann, wenn x € R, ist. Fiir x¢ R, bestehen
sowohl R & R, als auch R,d- R®, und D,= (| R ist ein solches zweiscitige Ideal

x€A
von A, fiir das A|D, ein halbeinfacher, beziiglich R, reduzierter Q-Ring ist.

Bewgeis. Im Falle R(Y = A4 besteht x4 € R,, folglich x¢€R,, denn im Falle
x¢ R, gilt nach dem Satz 3. 7 schon xR,+ R, = A. Umgekehrt erhilt man offenbar
xACSR, fir jedes x¢R,, folglich ist dann R{® = A4. Also ergibt sich R = 4 fiir
x¢ R,. Wenn wir zeigen, daB fiir x¢ R, R{™ & R, ist, so folgt darausauch R{® P R,.
Wie wir bei dem Beweis des Satzes 3. 7 schon gesehen haben, gibt es zu jedem R,
und jedem a € A mit a¢ R,ein Element b, mit « — ab, € R,. Da aber R, nicht modular in
A ist, existiert ein y, € A mit y, —ay, ¢ R,. Wegen a(y,—b,y,) € R, gilt y,— b, y, € R,
also auch R{” & R,. Es sei nun d ein beliebiges Element von D,= [} R{®. Dann

x€A

gilt xd€ R, fiir jedes x€ A4, also AdS R,. Da R, quasimodular in 4 ist, erhilt man
d€R,, folglich D,=R,. Wegen der Definition von D, folgt aus Ay < R, trivial
y€D,, und wegen A°D, S AD,< R, auch AD,< D,. Somit ist D, ein Ideal von A4,
das in R, liegt. Ist nun / cin Ideal von 4 mit /¢ D,, so gibt es ein Element f¢€/7
mit f¢ D,, und somit ein x€ A4 mit f¢ R™. Dann besteht x/¢ R,, was wegen xf¢€/
bedeutet, daBBl 79- R, ist. Also gilt entweder /< D, oder I R, fiir jedes zweiseitige
Ideal 7 von A. Hiernach ist A/D, wirklich ein beziiglich R, reduzierter und somit
halbeinfacher £-Ring, w.z.b.w.

SAt1z 3. 10. Sind A ein Q-Ring mit einem ausgezeichneten Rechtsideal R,,D,=
= R und R, ein Rechtsideal von A mit R, D,, so gibt es ein ac A mit ad R,

xcAd
derart, dafp aR, + R,=A gilt.

Bewels. Wegen R, Y- D, existiert ein ry € R, mit r, ¢ D,, folglich ein a€ A4
mit ry ¢ R\, woraus sich ar, ¢ R, ergibt. Da aR; L R, besteht, erhilt man wegen

a 2

der Maximalitit von R, in A4 die Gleichung aR, + R,=A, w.z.b.w.

Satz 3. 11. Ist A einbeziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, reduzierter
Q-Ring, so ist (0), das einzige in R, liegende Linksideal von A.

Bewgeis. Ist L ein Linksideal von 4 mit LER,, so gilt wegen LA < R, und
der Reduziertheit von A4 bezliglich R, LA =0, denn LA ist ein Ideal in R,. Da aber
A wegen der Reduziertheit halbeinfach ist, ergibt sich L =0, w.z.b.w.

SA1z 3. 12. Sowohl der Rechtsannullator A, als auch der Linksannulator A, eines
ausgezeichneten Rechtsideales R, eines beziiglich R, reduzierten € -Ringes A stimmen
mit (o) iiberein.

BeEwEis. Ist x€A4,, so gilt R,x=o, folglich Ax=o0, denn man nach Satz 3.7
YR, + R,=A fir jedes y¢ R, (v € A) erhilt. Wegen der Halbeinfachheit von 4 folgt
aus Ax =o trivial x =o0. Ist nun z € 4, so gilt zR, = o, folglich z € R, nach dem Satz 3. 7,
denn im Falle z¢ R, wiirde zR, - R, und somit zR, o bestehen. Also gilt 4, S R,,
und da A4 ein Linksideal von 4 in R, ist, folgt wegen der Reduziertheit von 4 be-
ziiglich R, A,=o0, w.z.b.w.
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SA1Z 3.13. Es sei A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, re-
duzierter Q-Ring. Dann gilt Re# R, fiir jedes idempotente Element e von A. Weiter-
hin folgt x =0 sowohl aus Rx=o0 als auch aus xRX = o fiir jeden Exponenten k.

BEweis. Ist R.e= R, fiir ein idempotentes Element e € 4, so ergibt sich wegen
aR,+ R,= A fir jedes a¢ R, (a€ A) gewill Ae=A. Also ist e ein Rechtseinselement
von A4, und da A4 halbeinfach ist, ist e ein zweiseitiges Einselement in 4. Da aber
R, nicht modular in A4 ist, hat 4 kein Linkseinselement. Es gilt also R,e+#R,. Ist
nun xR¥=o0 (Rkx=o0), so ergibt sich xR¢~'C 4, (RE" xS A4,) und wegen A,—
(4.=70) (vgl. Satz 3.13) xRi7L=0 (R:7'x —0) Nach endlich vielen Schritten
erhilt man xR,=0 (R,x =0), folgllch x=o nach dem Satz 3. 13, w.z.b.w.

SATZ 3. 14. Es seien A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R,

reduzierter Q-Ring und R, ein Rechtsideal von A mit R, & R,, weiterhin Dy= [} R =
X€ERy

={y; RyySR,}. Dann gilt D ,=o. Ist nun I{® ={y; RySR®}, so ergibt sich
I¥) =o. Ferner ist (0) das einzige in R\ liegende zweiseitige Ideal von A.

BEweils. Wegen R;+R,=A und wegen R D; SR, erhilt man AD;ER,,
folglich D} =o, weil A, D, ein zweiseitiges in R, liegendes Ideal von A4, A reduziert
und halbeinfach ist. Wegen R,I{¥ SR und R™® + R,=A (vgl. Satz 3. 10) gilt
AI® S R™, folglich xAI® S R,, und wegen xR,+ R,=A (fiir jedes x€A4, x¢ R,)
ergibt sich AI¥ CR,. Da aber AI® ein Ideal des halbeinfachen reduzierten
Q-Ringes A ist, erhidlt man 4, I =o und somit I{® =o. Es sei [ e¢in Ideal von 4 in
R, Wegen AIC R{® gilt dann x4/< R, folglich wegen xR, + R, = A (vgl. Satz 3.7)
auch AISR,, woraus sich 4/=0 und /=0 ergibt.

SA1Z 3.15. Es seien A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R,
reduzierter Q-Ring, x ein Element von A mit x¢ R, und R, ein Rechtsideal von A
mit R, ER™. Dann gelten (xR,)*+R,=xRX+R,=(1 —x)RE+R,=A fiir jeden
Exponenten k. Im Falle o# RY C R, besteht auch (1 —x)RX +R,=A. Ist KXV =
={y; y€A, RkyS R}, so gilt K =o fiir jeden Exponenten k.

BEweis. Nehmen wir an, daB (xR,)**'S R, und (xR,)*% R, ist. Dann gilt
wegen R; & R offenbar xR, % R, und somit wegen der Maximalitit von R, in
A auch xR, + R, = A. Daher gilt k = 1. Nach der Voraussetzung besteht (xR,)* + R, =
=4, und wegen (xR )**1 S R, auch AxR, S R,. Da A reduziert und halbeinfach
ist, ergibt sich AxR, =0 und xR, =0, obwohl nach der Voraussetzung (xR,)* < R,
und k=1 bestehen. Also gilt (xR,)*+ R,=A fiir jedes k=1. Wegen (xR, )"CxR"
erhilt man auch xR% + R, = A fiir jedes k=1. — Wegen R, & R® besteht xRX & R, .
Folglich gibt es ein r, € R mit xr; ¢ R,. Ist nun (1 —,\)R" ERG, so erhdlt man im
Falle der Voraussetzung Rf S R, auch xR{< R,, was der Bedingung xr,¢R,
widerspricht. Also folgt aus R € R, und R, & R die Gleichung (1 —x)R} + R, = A.
— Wegen REKPWC R™  gilt xREK&PICR, , und wegen xR% + R,=A auch A.
K& C R . woraus K50 =0 folgt, denn A4, K{*® ist ein Ideal von 4 in R,, und 4
ist reduziert und halbeinfach.

BEMERKUNG 3. 16. Die Voraussetzungen des Satzes 3. 16 beziiglich R, gelten
freilich auch fiir R, selbst. Also gelten auch (xR,)*+ R,=xRk+ R, =(1 —x)Rk+
+R,=A fiir jedes k=1. Mit Hilfe einer vollstindigen Induktion nach k& kann
auch (4x)*¢ R, fiir jeden beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, reduzier-
ten Q-Ring A und fiir jedes k =1 bewiesen werden.
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§ 4. Fortsetzung der Untersuchung der Q-Ringe

Wir betrachten hier weitere Eigenschaften der ©2-Ringe. Es gilt der folgende

SATZ 4. 1. Das Zentrum Z jedes beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales
R, reduzierten Q-Ringes A ist {0}.

BEweEIs. Ist z ein Element des Zentrums Z von A4, so gilt wegen zR, = R,zC R,
und nach dem Satz 3. 7 offenbar z € R,, denn im Falle z¢ R, wiirde zR, £ R, bestehen.
Wegen ZC R, ist dann I=ZA = AZ ein in R, liegendes Ideal von 4, woraus ZA4 =o
und Z = {o} folgt, weil 4 reduziert und halbeinfach ist.

SATZ 4. 2. Die additive Gruppe A" eines beziiglich eines ausgezeichneten Rechts-
ideales R, reduzierten Q-Ringes A ist entweder eine elementare p-Gruppe (d.h. es
gilt pA=o0), oder A* ist torsionsfrei mit At =nA+ + R, fiir jede von Null verschiedene
ganze rationale Zahl n, weiterhin ist R, eine reine (servante) Untergruppe der
Gruppe A*.

BeEwers. Es sei A[p] fiir jede Primzahl p die Menge aller Elemente x der Ordnung
p, d.h. mit px=o. Ist A+ nicht torsionsfrei, so existiert ein p mit A[p] = o. Da A[p]
ein Ideal von A, A reduziert und R, maximal in A4 ist, gilt A = A4[p]+ R,. Hiernach
ist pA=pR,<E R,. Da aber A beziiglich R, reduziert und pA ein Ideal von 4 in R,
ist, gilt pA = o. Ist aber A™* torsionsfrei, so gilt n4 # o fiir jede von Null verschiedene
ganze rationale Zahi n, woraus wegen n4 & R, trivial A =nA + R, folgt. — Im Falle
pA=o ist R} ein direkter Summand, also auch eine reine Untergruppe von A*.
Im torsionsfreien Falle besteht ad¢ R, aber na€ R, fiir eine von Null verschiedene
ganze rationale Zahl ». Dann gilt aber aR,+ R,= A, woraus ndA S R, folgt, was
der Reduziertheit von A4 beziiglich R, widerspricht, denn nA4 ist ein Ideal von A4 in
R,. Also ist R} im beiden Fillen eine reine Untergruppe in A4 +.

BEMERKUNG 4. 3. Ist 4 ein Q-Ring, der beziiglich eines ausgezeichneten Rechts-
ideals R, reduziert ist, so ist 4* nach dem Satz 4.2 dann und nur dann teilbar
(divisible), wenn R, teilbar ist.

SATZ 4. 4. Es seien R, ein ausgezeichnetes Rechtsideal eines Q-Ringes A, der
beziiglich R, nicht notwendig reduziert ist, und x ein solches Element von A, fiir welches
x§¢ R, und xR = R, bestechen. Dann ist x ein Linksteiler jedes Elements a¢ A, aber
kein Linkseinselement von A, und es gilt xR=xA= A. Weiterhin ist der Unterring
{x} unendlich, es gilt {(x)R,+ R,= A fiir jedes Element o+ f(x)€{x}, und es gibt
ein Element y von A mit y¢ R, und mit (y —f(x))R,+ R,=A fiir jedes f(x)€{x}.

BewEeis. Wegen R & R, und der Maximalitit von R, in A ist R + R, = A,
woraus man wegen xR C R, offenbar R, +xR,=xA erhiilt. Da aber R,+xR,=A4
fir jedes x ¢ R, gilt, ergibt sich x4 = A. Folglich gibt es eine Losung @ jeder Gleichung
xa=>h (a, be A), wenn xR =R, ist. Es sei ¢ ein Element von 4 mit xc=x. Dann
ergibt sich 4 =R, + (1 —c)A, denn R, ist maximal und nicht modular in 4. Wegen
x(1 —c)=o0 gilt hiernach x4 =xR,=A. x ist also ein Linksteiler jedes Elementes
a von A, aber kein Linkseinselement von A4, denn R, ist nicht modular in A. Es gilt
dann x"R,= A fir jede natiirliche Zahl n. Gibt es nun Exponenten m und » mit
m#=n und x"=Xx", so existiert e¢in idempotentes Element ¢ =x* in der Menge aller
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Potenzen von x (vgl. z.B. REDErs Buch [9]), und dann ist e ein Linkseinselement
von A=x¥4=eA, was unmdéglich ist, denn R, ist in 4 nicht modular. Im Falle
m#=n gilt also x™ > x", und somit ist der Unterring {x} unendlich. Nehmen wir
jetzt an, daB f(x)€ R, fiir ein f(x) € {x} mit f(x) #o gilt. So besteht

(*) k0~xi+k1.Yi+l+...+k,,xi+"ERa

wobei k; €1, und I der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist. Im Falle p4 =o fiir
eine Primzahl p 1i3t sich offenbar k, =1 (mod p) annehmen, woraus

(1+g())XeR, (g(x)€{x))

folgt. Dann ist aber R, wegen x'A=A und (1+g(x))4 < R, modular in 4, was
unmaoglich ist. Im Falle pA =o gilt daher f(x)R, + R, = A fiir jedes f(x) (€ {x}, #o).
Ist aber A+ torsionsfrei, so ergibt sich nach dem Satz 4.2 4=nA+ R, fir jede
ganze Zahl n+o0. Da sich ko in (%) offenbar als von Null verschieden annehmen
laBt, gilt auch A=koA+R, und somit x/=koy;+r; mit y,€4 und r;€R,
(1=1, 2, ..., n), folglich 7

ko(1+y)x'€R,  (y€A).

Da aber R, nach dem Satz 4. 2 eine reine Untergruppe in 4% ist, ergibt sich wegen
ko # 0 auch .
(I+Y)X'€R,,

was wegen x'A=A und (1+y)A < R, genau die Modularitit des Rechtsideales
R, in A bedeutet. Letzteres ist aber unméglich, und dieser Widerspruch beweist
S(X)R,+R,=A auch im torsionsfreien Falle (f(x)€ {x}, f(x) =0, xR{® =R,).
Nehmen wir an, daB es zu jedem y €4 ein Element f(x) € {x} mit y —f(x) € R, gibt.
Aus dieser Voraussetzung werden wir einen Widerspruch ableiten. Im Falle
y—f(x) € R ergibtsich namlich y =f(x) +r mit r € R,. Da wegen xR, = A ein Element
r*€ R, mit xr* =x existiert, erhdlt man nach der Voraussetzung fiir ein beliebiges
y€A die Beziechung y(1—r*)x = (f(x)+r)(1—r*)x = r(1—r*)x, folglich
Al —r*)A=A( —r *)\A CR,. Aus A(1 —r*)A< R, ergibt sich wegen der Quasi-
modularitit von R, in A4 gew1[3 (1—-r¥)ASR,, denn es gilt Az R, fiir jedes z #
(z€A). Da aber R, mcht modularin A ist, gilt (1 —r*)4 % R,, und somit ist (1 —r*) A< =
SR, ein Wlderspruch Also gibt es ein y€A mit (y— f(\))R + R,=A fiir jedes
j(\)E{\} w.z.b.w.
Am Ende dieses Paragraphen mochten wir einige Probleme aufwerfen.

PrROBLEM 1. Gibt es einen Q-Ring 4, der sich als Ring, durch ein ausge-
zeichnetes Rechtsideal R und durch endlich viele Elemente a,, a,, ..., a, erzeugen
1aBt?

PrOBLEM 2. Gibt es einem Q-Ring 4 mit einem ausgezeichneten Rechtsideal R
und einer endlichen Teilmenge a,, a,, ..., a, von A, derart, daB fir jedes x € A mit
x¢ R eine der Relationen a;x¢ R (i=1,2, ...,n) gilt? (Dasselbe Problem auch
fir n=2.)

PrOBLEM 3. Gibt es einen Q-Ring, der ein MHR-Ring ist, d.h. in dem die
Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale gilt? (vgl. Verfasser [11]).
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Problem 4. Man untersuche in einem fi-Ring den Zusammenhang zwischen
der Méchtigkeit m der Menge aller modularen maximalen Rechtsideale und der
Machtigkeit n der Menge aller ausgezeichneten Rechtsideale!

8 5. Weitere Bemerkungen Uber das Jacobsonsche Radikal

Die Resultate dieses Paragraphen sind Folgerungen des Satzes von Kertész [7].
Ein Teil der hier erwadhnten Séatze ist nicht ganz neu, aber wir betrachten in
diesem 8auch solche, schon bekannte Ergebnisse, die sich mit der Hilfe des Fratti-
nischen Untermoduls dr eines Ringes (vgl. Fulnote 3) eleganter beweisen lassen.
Es gilt der folgende

Satz 5. 1 Es sei A ein assoziativer Ring. Gilt ® QR fJ flr ein Rechtsideal R,
fur den Frattinischen Untermodul &r des als A-Rechtsmodul aufgefassten Ringes
A undfiir das Jacobsonsche Radikal J, so ist R ein zweiseitiges Ideal von A.

Beweis. Nach Hiltle [4] bzw. Kertész [7] gilt Y~ ®,., folglich auch ARE
Sarf R, w.z.b.w.

Satz 5. 2. Sindflr die natirlichen Zahlen m,n (S1) die Mengen Im Kn, Lm,,
in einem Ring A folgendermafien definiert:

1, = {v; xEA, Am-gPr},
K ={y;yEA,yAna®.,},
= {z; ZEA, AmZA"QM}
wobei M=®Toder &, bzw. ol @,, so gilt

fir das Jacobsonsche Radikal J von A.

Beweis. Wegen der Ahnlichkeit der Beweisteile, werden wir nur J=Lmn
beweisen. Nach Flitte [4] bzw. Kertész [7] gilt offenbar JQL,,, ,, Ist nun
und ist zB. M =@ rMTd(, so bestehen sowohl ATTA"A®Tr als auch A™zA" <P],
woraus man nach [7] Am-12zZA""J bzw. ATAn~1QJ erhdlt. Da aber A/J halbein-
fach ist, hat AlJ keinen von Null verschiedenen linksseitigen oder rechtsseitigen
Annullator, deshalb ergibt sich Am~1zZA"~1QJ und nach endlich vielen &hnlichen
Schritten Az<=J bzw. zAQJ, woraus zdJ und somit L,,,,,QJ folgt. Es ist also
d—kmn.

Satz 5.3. Ein Ring A ist dann und nur dann ein Radikalring im Sinne von
Jacobson, wenn der Faktorring A/®r von A nach dem Frattinischen Untermodul &r
des als A-Rechtsmodul betrachteten Ringes A, ein Zeroring6 ist. Gilt in einem Ring
A die Bedingung @. = o, so enthélt das Jacobsonsche Radikal J von A nur die Rechts-

6 Ein Ring A, in dem das Produkt xy fur jedes x, ye A Null ist, heiBt Zeroring.
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annullatoren von A. Ist A ein von Null verschiedener einfacher Radikalringl mit A2=A,
so besitzt A kein maximales echtes Rechtsideal, also gilt dr=A.

Beweis. IStJ=A, soerhélt manwegen AJM. drdie Inklusion A2” &r, und somit
ist dann A/®rein Zeroring. Ist umgekehrt A/®,. ein Zeroring, so gilt A2£ &r, woraus
sich nach Kertesz [7] gewils A =J ergibt. — Besteht nun ®dr=o0, so enthalt J wegen
AJQ @r nur die Rechtsannullatoren von A. — Hat A ein maximales echtes Rechts-
ideal, so gilt ®rAA. Ist nun A insbesondere ein einfacher Radikalring, so ergibt
sich dr=o0, denn drist ein Ideal mit dr A A. Da A25%=dr nach dem obigen fiir jeden
Radikalring gilt, erh&lt man A2=0, was wegen A2=A den Widerspruch A=o0
bedeutet. Also hat jeder von Null verschiedene einfache Radikalring A mit A2=A
kein maximales echtes Rechtsideal, w.z.b.w.

Satz 5. 4. Gilt J2”o fiir das Jacobsonsche Radikal J eines beliebigen Ringes A,
so besitzen der rechtsseitige Frattinische Untermodul &r und der linksseitige Fratti-
nische Untermodul &®{ des A-Rechtsmoduls bzw. A-Linksmoduls A einen von Null
verschiedenen Durchschnitt.

Beweis. Nehmen wir an, daB ®&rMd1=o0 ist. Dann erhdlt man wegen AJ£ dr
und JA i= &, offenbar J2f drund J2Q @,, folglich J2f=dr &, = 0. Es ergibt sich
also im Falle J2j+o notwendigerweise ®rild,~o.

Bemerkungen 5.5. In jedem kommutativen Ring A mit drA=o ist trivial
dri /= dr= @ 70. Jeder Matrizenring Uber einem Schiefkérper, der offenbar
halbeinfach ist, ist ein Ring, fir den J2=J=0 und dr= & = ®,I) ® = 0 bestehen.

Es gibt aber auch nichthalbeinfache Ringe, und zwar schon solche mit sechszehn
Elementen, fir die 02" ® *® "o, O d=0und J=dr+ & mit J2=0 gelten.
Ein solcher Ring ist z.B. die Algebra A = {a2, a2, bt, b2} mit 2A—o (d.h. x +x=0
fir jedes x £A) und mit der Multiplikationstabelle

ol 02 bi 62
o1 ol o 0 0
a2 0 @ 0 b2
6, bi o] 0 0
br 0 o 0 0

In diesem Ring A gelten wegen dr= {b2} und @& = {b,} die Beziehungen ®,M®,=0
und J2=, fiir das Radikal J= dr+ &,

Es sei B die durch a{und bi erzeugte Teilalgebra der obigen Algebra
A= {at, a2, bt, b2j. Im Ring B-- {at, ft,}gilt BX=B)fR fiirjedes maximale Rechts-
ideal R des Ringes B, denn at ist ein Linkseinselement von B. Da aber b{${al}
und xbx=oi {6j} fur jedes XxEB bestehen, ist das maximale Rechtsideal {6j} von
B nicht quasimodular in B.

7 Die Existenz der einfachen Radikalringe A mit Ar= AAo wurde in Sasiada [10] gezeigt.
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Die Eigenschaft B2+R =B ist also fur ein maximales Rechtsideal R eines
Ringes B von der Quasimodularitdt von R in B verschieden.

Ist A zum Schluf8 ein einfacher Radikalring, so bestehen wegen J= dr= @ =A
die Ungleichungen J27+0 und ®,M® ("0 (vgl. Sasiada [10]).

(Eingegangen am 22. April 1966.)
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BEMERKUNGEN ZUR APPROXIMATION
IM STARKEN SINNE

Von
L. LEINDLER (Szeged)
(Vorgelegt von K. Tandori)

1. Bezeichne f(x) eine 2"-periodische, stetige Funktion, s,,(x) die u-te Partial-
summe ihrer Fourierreihe, f(x) bzw. s,,(X) die konjugierten Funktionen von f(x),
bzw. ().

In [2] haben wir u.a. bewiesen:

Ist f(x) 0Uberall r-mal differenzierbar und f {~x) 6Lipa (0< a251), so gilt im
Falle (r-f<p< | und beliebiges p (y>0) die Beziehung

<\f,p;x\ = 1Ay J tall» kWU)-/O)"} =0
gleichmaRig.
In dieser Note werden wir zuerst beweisen, dal} dieser Satz nicht mehr ver-
schérft werden kann. Es gilt ndmlich der folgende

satz |. Istf(x) Uberall r-mal differenzierbar, f ()(x)£Lip a (0O<aSl) undy>0,
so gelten fiir (r+a)p= 1 nur die Abschatzungen

anfpr x\ = o (99010

(1) nr+<t
und

v _ ~I(logn™M
(2) tri\f,Pix\ = O( e )"

Es gibt namlich solche Funktionen/, (x) undf 2(x), deren r-ten Ableitungen existieren
und zur Klasse Lip a gehoren, fiir welche aber

d (log n)llp (log nflr

. +a >

) bzw. oy\f2,p;0\

wobei d=d(p,y)>0 von n unabhangige Konstante ist.

Im folgenden werden wir eine weitere Folgerung eines Satzes des Verfassers
[2] angeben.

Bezeichne E,,(f) den im Sinne der Metrik des Raumes C(0, 2n) erreichbaren
besten Annéherungsgrad von/(x) mit trigonometrischen Polynomen u-ter Ordnung.
Sei |la,t] eine positive Dreiecksmatrix und bezeichne

o) = T.(f.p, INiX) = 1~ 2 akik()* /(x)[] P
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die starken Mittel bezlglich der durch A..k bestimmten Summationsmethode,
wobei p> 0 ist und

A, = t2= ark
bedeutet. Wir setzen

A,(m, )= k—2|+1«».*'

In [2] war bewiesen:
Existiert eine Indexfolge {Mm} (0=MN\g<...</Vnx ..) lind eine Zahl q'> 1
derart, daB fir Nnmo*y~n”~N mo die Ungleichung

| Nm 11/«
4 2 w A KN-I*mAn(Nm Nm 3(n = 1,2, ...;m = 2,...,mQ)

U= 2+1 J
mit p' - a?—l erfullt sei, so gelten fiir alle p> 0 die Ungleichungen

A I'IK|_|<I'>AﬂT— Zk:N%— 12+1
in=1 2, m =2, ..., m0)
mmr/
wO 1P

(5) Jn2 An(Nm Nm*) (ENm ff))~ |

woier AT, Ali und K2 positive, nur von |ja,.J] M/ p abhangige Konstanten sind.
Daraus ergibt sich der

satz Il. Sei f{x) Uberall r-mal differenzierbar und/ ir)(x)f_Lipa (0<aSl).
Ist 1.(x) (x=s(), /.(()) —0) eine differenzierbare Funktion, deren Kix) Ableitung positiv
und monoton ist, ferner fiir die

E (2m) 2'(2mt) r(2T)
(©) Kg 29(plr+«)-1) 20"+ D+ 1) S K% 2m(“+9~1)
mit KA*K 3>] und p> 0 erfillt ist, so gilt

D Berome o (T 2 wEHD)AW)Kkw-/wr( =0l
gleichmaRig.

Im Spezialfall 1(x) =xp (/?>(r + o) war diese Behauptung schon in [2] be-
wiesen.

2. Beweis aes satzes I In [2] (S. 260) war schon bewiesen, daf3 fir 2n¥-1 =
<nh2d'

I/p
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gilt. Unter den Bedingungen des Satzes | (r+a)p=1 und En(f) e

ergibt sich daraus, daf3

1 W2 11p w
il 2my~12 Y, 2%e2-

sO(1,{ ~ r +o<,{i}"=0(¢e )

UNfp\x\ s 0(1){

Die Abschatzung (2) fiir die konjugierte Funktion ergibt sich ahnlicherweise, da
auch £+,(/) = O gilt.

Damit haben wir die Abschéatzungen (1) und (2) bewiesen.
Wir behaupten, daR fiir eine ungerade Zahl r die Funktionen

cos (5-2v—I)x  cos (5>2v+ /)x

v=1  a ove (B2 (5-2v- N7 3
und
sinkx
fe=f p+i+a ’
bzw. flir gerade r die Funktionen
-y coskx
0 +1+a

und
—— Isin(5*2v—/)x  sin(5+2v+ 1)x
w -1 «=g 2 A= (5-2v+ )7

erfillen die Ungleichungen (3) und f (N(X) (r=1,2) gehoren zur Klasse Lipx
(0< asS 1). Die Relationenfi'Hx) £ Lipa wurden schon bewiesen (s. in [1] den Beweis
des Satzes | und in [2Z] den des Satzes IV).

Nehmen wir an, dal r ungerade ist. Sei /t die grofite natlrliche Zahl, fir die
6-2*Sn erfillt ist. Dann gilt

1p
®) = L 2 2T  Ai-th)k(0)-/(0)|4
| V=1 fc—5*2V+2V~1 j
R-1 6-2v- | 1/p
- (al)llzk/v:le:ll-Zv-wl 1©_]-u—
Ist 11«2V 1 <6-2V so besteht nach der Definition von /j(x)
v' (- 1 1 v (-1)"H
@ AsMe-md i 2l r(i-5-2y) 2"
wobei

1
Ge2'- If 1 (5-2+ )r/
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ist. Durch einfache Rechnung ergibt sich:

1 1
* I=g§‘+|\|[t (52" +1—)r (5-2»+1+iy
' 1 1

2 Y4
k=2& +12k-2 Ur(52"- for 2r(52"+ K)r

(jua2), d.h. die Folge {/?,} ist monoton abnehmend. Danach haben die erste und
die zweite Summe unter (9) gleiches Vorzeichen, woraus die Abschéatzung

6V .
K*(0)-1O)IP ¢ 1 T (i- 5-2%)

offenbar folgt. Somit erhé&lt man wegen (r + ri)p—I

62w+ 23-2v-2  f n  6-2t 1
2 k(0)-10) it s2\ 15.,)17725Tr)

d(P)2vli272v 22)2v s (?) > o.
Daraus und aus (8) ergibt sich fiir geniigend groRe n

. fl "Uf . 11p (Io?«)l'?
[li,/0] = dx(p,y) |- Z diUQ = ~2(AY I+

Die Behauptung (3) bezlglich f2(x) kann leichter bewiesen werden, ndmhch
gilt mit 2B+LSn<2"+2

ri1 2+ ( ~ 1 vyiilp
R°P;°' - (W M yi
loa ri)vP

ra y 1%

also ist auch die zweite Ungleichung (3) erfillt.
Die Behauptung fiir eine gerade Zahl r kann man genau so wie die vorange-
henden beweisen.

3. Beweis des Satzes Il. Sei ak= X(k"‘ |)“‘2{k) (k< n) und Nm=2m Dann
ist die Ungleichung (4) fir jedes cf > 1 erfullt, namlich gilt im Falle < hs2b»

und 2 mMm=mo0
1

\Z (Ak+D-1(k)y\ s KB2  X(27) =
= K52m(1* ) :/(2") = K52-"~p 2mX(2n) 3=
sK 62-m' 2 (Lk+1)-2(K)) = K62-mri An{2"\2A-).
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