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ON THE CARDINALITY OF STRONGLY ALMOST 
DISJOINT SYSTEMS

By
A. MÁTÉ (Szeged)

(Presented by L. K almár)

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomus 18 (1—2 ), 1967, pp. 1—3.

Let E be an infinite set and denote by P (E) the set of all subsets of E. For countable 
E, a subset S of P(E) is said to be almost disjoint if the intersection of each two 
elements of S is finite. If moreover the following condition (i) holds, then we call 
S strongly almost disjoint:

(i) There is no element X  of S for which there exists a sequence { L }»<ю of type 
со of elements o f S such that ХГ) Т„сХП YÁ for every 3 -<A<  to, where c  denotes 
proper inclusion.

It is a well-known theorem of Tarski [1] that there exists an almost disjoint 
subset of power 2Ko of P(.E), where E is countably infinite. On the other hand, P. 
Erdős and M. M akkai conjectured that a strongly almost disjoint subset of P(E ) 
for countable E is also countable. In this note we are going to prove this conjecture 
in a very much generalized form, but first we need another formulation of the problem.

N otations. A ciB denotes that A is a proper subset of B. For a set S  we denote
by S the power of S. If S is a set of sets, then <(S) denotes the set (J X.

xes
For a cardinal number m we denote by 2™ the cardinality У, 2r. If E is a set

r <m
of power m, it is easy to see that the power of the set of all subsets of power smaller 
than m of E is 2 -, We denote by w(m) the initial number of the cardinality m, by 
m+ the cardinal number following m immediately. Other notations are the common 
notations of the set theory.

At first we consider the following:
D efinition 1. Let F be an arbitrary infinite set and let S £ P (F ). We say that 

S satisfies the ascending chain condition for the ordinal number t, i f  there exists no 
sequence of type z elements ofSsuch that X , ,aX x holds for every 3 < A <  r.
Let us denote by Ac(F, z) the set of all the sets S ^ P (F ) satisfying the ascending 
chain condition for z.

Now we prove:
Lemma 2. Let F be a set o f power m, where m is an infinite regular cardinal 

number. Further let S ^ P (E ) such that

(1) S é Ac(F, co(m)),

(2) X  <  m for every X  £ S.

l Acta M athematica Academiae Scientiarum  Hungaricae 18, 1967



2 A. MÁTÉ

Then there exists a subset К of power «= m of F such that
(3) K % X  for every X eS .
Proof. Consider the partial ordering of S with respect to the relation of in

clusion. By a theorem of H ausdorff [2], there is a maximal ordered subset P of S. 
By another theorem of Hausdorff [2] P has a well-ordered subset Q which is confinal 
to P. It is obvious that (P) =  (Q). It follows from (1) that Q Since m is regular 
and Q Q S, we obtain from (2) that (Q )< w . As (P )= (Q ), we have that (P)<w .

Since F=m, F —(P )^ 0 . Let x be an arbitrary element of F —(P). Clearly 
the power of (P)U {x} is <  m. By the maximality of P, there exists no set X  in 
S for which (P)U {x}LH  holds. Put A =  (P)U{x}. The lemma is proved.

Our main result is the following:
Theorem 3. Let E be a set o f power m, where m is an infinite regular cardinal 

number for which 2™=m. Let n be an arbitrary cardinal number for which 0 < n S m +, 
moreover let S L P (£ ) be a set with the following properties:

( 1)

(2)

Then

S

i f  T is a subset o f power n o f S, then f| X<m.
хчт

(3) there exists an element X  o f S and a set {T?}i<ra(m) such that X  S, 
is o f power n, moreover

n  Y a  p| Y for every
ygTs Ye Та.

Proof. We may suppose that every element of S is of power m, i. e.

(4) X = m  for every X£  S.

Indeed, the elements of power < m  of S can be omitted, since the set of these 
elements of S is of power Ш2™=m.

Now we consider for any element X  of S the set

АХ = {Г\ T :A C T ^ S ,T  =  n}
уст

and suppose that condition (3) does not hold, i. e. Ax£ Ac(X, m(m)) for every A t S. 
Then by Lemma 2 there exists a subset Kx of power < ш  of I  such that

(5) KX%H , if H e A x .
Let
(6) Qx =  {7eS :A xgT}.

It follows from the definition of Qx that

(7) X £ Q x for every S.

Maihcmettica Acaclemiae Scientiarum  H ungaricae iS , / 9 6 7



ON THE CARDINALITY OF STRONGLY ALMOST DISJOINT SYSTEMS 3

On the other hand, it is easy to see that among the Qx ’s there are at most as 
many different ones as there are among the Kx ’s, where X  runs over the elements 
of S. But because of the conditions Kx <m and Kx czE the number of the different 
Kx s is S 2 i .  e .:

(8) Among the Qx s there are at most m different sets.

It is easy to see that

(9) Qx <  n for every Xd S.
Suppose, on the contrary, that Qx ё н  for some X d S and let T be an arbitrary 

subset of power n of Qx for which X d T (such a set T clearly exists because of the 
assertion (7)). Then it follows from (5) that A* 9= П Y  which contradicts (6). This

гет
contradiction proves (9).

Since n S m +, it follows from (9) that

(10) Q x —m for every AgS.
On the other hand it follows from (7), that

(11) U Qa = s,
XCS

since by (6) QXQS.
It follows from (8), (10) and (11) that the power of S is Шт-т = т which 

contradicts the condition (1). This contradiction proves Theorem 3.
We remark only the following consequence of Theorem 3. Let m = X0 and 

n = 2. Then Theorem 3 yields the justification of the conjecture of P. Erdős and 
M. M akkai mentioned above.

Corollary 4.1 Let E be a countably infinite set and let S be a strongly almost 
disjoint subset o f P(£). Then S is countable.

( Received 29 April 1965)
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MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT
DISCS
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M. N. BLEICHER and J. M. OSBORN (Madison, Wisconsin, USA)

(.Presented by L. F ejes T óth)

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomtis 18 (1—2), 1967, pp. 5—17.

§ 1. Introduction

In this paper a disc will denote a centrally symmetric convex body with interior 
in a finite dimensional Euclidean space. By a Minkowskian Distribution is meant 
a collection of discs such that no one contains the center of any other in its interior. 
This notion was introduced by L. Fejes Tóth in a series of lectures at the Univer
sity of Wisconsin in the spring of 1964. It is closely related to the notion of packing, 
especially as defined by H. Zassenhaus and his students [6, 7].

In [3] Fejes Tóth showed that there exist (uniform) Minkowskian distributions 
of incongruent discs having arbitrarily high density, but that distributions of homo- 
thetic discs in the plane have density not exceeding 4. Fie then raised the following 
question. Is there a uniform upper bound for the densities of all Minkowskian 
distributions of congruent discs? (See also [4].)

As a partial answer to this question Fejes Tóth proved that if a distribution 
of congruent discs has high density, then its structure must be very complex. More 
precisely, he showed that if a Minkowskian distribution has density greater than 
4m then (i) the discs must occur in more than m distinct orientations; (ii) their cen
ters can not be written as the union of m or fewer lattices; and (iii) the ratio of the 
area of the body to the area of its in-circle is greater than m. Corresponding results 
hold in Л'-dimensional Euclidean space with the 4 replaced by 2k, кш 2.

In this paper we show (§3) that there does not exist an upper bound for the 
densities of Minkowskian distributions of congruent discs. More specifically, we 
prove that for each positive integer m there exists a distribution of congruent rect
angles with at most m distinct orientations having density greater than m +  3 — log2m. 
This indicates that the bound (i) above of Fejes Tóth is good. Generalizing this 
bound to k-dimensional space (§4), we show that it is best possible when the number 
of orientations m is no greater than k.

In §5 we construct a class of Minkowskian distributions of congruent rectangles 
having uniform density 6. Each distribution of this class has the property that the 
set of all centers of rectangles in the distribution is the union of two lattices of points 
in the plane, so that the bound (ii) for m —2 could not be too high by more than 2. 
We do not know if it is possible to have a uniform distribution of congruent discs 
with density greater than 6.

A c ta  Mathematica Academ iae Scientiarum H ungaricae iS, 1967



6 M. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

§ 2. Number theoretic preliminaries

In this section we derive a number theoretic result which is necessary for our 
construction in §3. We begin with

Lemma 1. Let a l5 a 2, be real numbers which are linearly independent over
the rationals, let , ß2, ..., ß„ be arbitrary real numbers, and let 5 be a positive real 
number. Then there exists a real number M such that, given any closed interval o f 
length M, there is a real number x  in the interval and integers k , , k 2, ..., kn satisfying 
the System of inequalities
(1) \alx - k i - ß i\ ^ 5  ( i= \ ,2 ,

Proof. By Kronecker’s Theorem on simultaneous approximation [5, Theorem 
444], given the hypotheses of Lemma 1, there exists some positive number x0 and 
integers k0i satisfying (1).

Let aj = (aJ1, aj2, ..., aJn) for j =  \, 2, ..., 2" be an enumeration of the 2" vectors 
obtained by taking all possible distinct и-tuples with coordinates ±1. For each 
y =  l,2 , ..., 2", Kronecker’s Theorem asserts the existence of a positive real number 
Xj and integers кд, /= 1 , 2, ..., n, satisfying the system of inequalities

(2) CCiXj 1 , 2 ,

We set M — max j —1,2, ..., 2"} and m = min {xy-:/= 1 ,2 , .... 2"}. In order to 
establish that the conclusion of Lemma 1 holds for this choice of M, it is sufficient 
to show that, given any real number x0 which satisfies (1) for some choice of the 
к -’s, there exists at least one real number in each of the intervals [x0 + m, x0 -f M] 
and [x0 — M, Xq — m\ satisfying (1) for appropriately chosen к I  s.

Let s denote the sign function defined on real numbers у by

у <  0.

Given the solution x0 of (1), we pick j  such that an  =  —i(a;x0 — k 0i—ßß. It then 
follows from (2) that s(aiX0~ k 0i — ßi) = —s^iXj — kji) for each / =  1 ,2 ,...,«. 
Together with [cqx,- — к д | <  <5 which also follows from (2) and with |a;X0 — k0i — ßt\ <  ő, 
this implies that

{oiiixo+xj-ikoi + k j j - ß i l ^ ö  (/=1,2, ...,«).

Thus x 0 + Xj is the desired solution of (1) in the interval [x0 + m, x 0 +  М]. By taking 
the vector — — aj and applying a similar argument, we obtain the solution x0 — x, 
in the interval [x0—M, x 0 —m\. The lemma follows.

Theorem 1. Let а , , a2, ..., аи be real numbers which are linearly independent 
over the rationals, and let г be a positive real number. Then there exists a number N  
such that, given any real numbers ß i , ß2, ..., ß„ and any closed interval o f length N, 
there is a number x  in the interval and integers /с,, k 2, ..., kn such that

|а р с -к ;- /? ;|< е  (/= 1 , 2, ..., rí).

A c ta  Mathematica Academ iae Scientiarum H ungaricae iS, 1967



MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 7

Proof. Since there are no restrictions on the integers /с,, k 2, ..., k„, we may 
suppose that 1 for i — 1,2, n. Let q be a positive integer such that \/q<e.
Let Pu P2, Pr, where r = {q + 1)", enumerate all integral lattice points Pj — 
= (Pji>Pj2 , ••;Pjn) with 0=Pji = ?- For each 7, 7= 1 ,2 , r we apply Lemma 1 
with ßi replaced by pjjq  and 8 replaced by 1/2q, and obtain a number A/,- such 
that in every interval of length Mj there is a real number Xj in that interval satisfying
(3) la i iX j-kj i-p j i lq l^ lßq (i= 1,2, n)
for suitably chosen kjt . We set lV =  max {Mj:j=  1, 2, r). Let ß l , ß 2,...,ß„
and an interval of length N  be given. There is a choice of j  such that \ßt —Pjjq\ < 
<1/2q, /= 1 ,2 , ..., n. Since N ^ M j  there is an Xj in the given interval and integers 
kji satisfying (3). We thus obtain

\aixj~ k j i  ~ßi\ — I <*iXj -  kj, —Pji\q\ + I PjJq -  < 1/2 q + 1 / 2 < e.
The theorem is proved.

In the next section we use Theorem 1 in the following equivalent form:
Theorem V. I f  y í 1, y ß f  •••> УН1 ^re real numbers which are linearly independent 

over the rationals and el5 e2, ..., e„ őre positive real numbers, then there is a number 
N  such that for every choice of numbers 2,, l 2, ..., /„ and every interval o f length 
N  there is a real number x  in the interval which satisfies
(4) |х - ^ ;у ; - 2 ; |< е ; 0 = 1,2, ..., n)

for suitably chosen integers к,.
Proof. Apply Theorem 1 with а,=1/|у4|, /0 =  2г/|уг| and e =  min {ег/|у,|: 

i =  l, 2, ..., и}; then multiply the ith inequality by |yf|.

§ 3. Distributions in the plane with arbitrarily high density

We recall the definition of the density of a collection of measurable sets {АГг }/+ , 
in the plane: If Dr is the disk of radius r centered at a fixed point P in the plane,
and if A(r)= £  |1>гПАг| where \Drr\Kt\ denotes the measure of 77гПАГг, then the

i -  1
density of the distribution {AT;} is defined to be liminf A(r)/nr2. It is easy to see

r —> OO
that the density does not depend on the choice of the point P. In all of the cases 
discussed in this paper the „lim inf” in this definition is just the limit, and the sets 
Dr can be replaced by any other set of similar convex sets with the same center, if 
nr2 is replaced by \Dr\.

We are now ready to give the construction which yields our results on the 
existence of distributions of high density. All work in this section will be in the plane. 
We begin with

Lemma 2. Let a positive integer n and positive real numbers e <  1 and a be given, 
and let 0n be an acute angle. For each integer к construct the rectangle o f length 2 
and width 2s with center at the point (2n+1ke, a) and oriented in such a fashion that 
its sides of length 2 have slope tan в„. Then:

Acta M athe/natica Academiae Scientiarum  Hungaricae i8, ig6 f



8 М. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

1. i f  sin 6„ = 2~", these rectangles are tangent by their sides of length 2.
2. The vertical cross-section through the center o f each rectangle is 2e sec 0n.
3. I f  o o sin  вп +  s, then they lie entirely in the upper half plane.
4. I f  this construction is repeated with a replaced by a +  m21 for every integer 

m, then the resulting distribution has density 1.
Proof. Let /* =  (0, a) and Q = ( 2n+te, a) and let R be the foot of the perpendicular 

from P to the line of slope tan 0n through Q (Figure 1). Denoting the distance from

P to R by PR, and assuming that s in0„= 2 '" , we have PR — PQ sin 0„ =  2"+1£- 
•2_"=2e. Thus the rectangles constructed as in the hypothesis of the lemma with 
centers at P and Q each have a side on the line of slope tan 0„ through the mid
point of the segment PR when sin 6n = 2~n, proving the first assertion of the lemma.

Let S be the intersection of the vertical line through Q with one of the longer 
sides of the rectangle centered at Q, and let T be the foot of the perpendicular from 
S  to the line QR.

Then <.QST=0n and the segment ST  has length s, so that the segment QS 
has length e sec 0n. This establishes the second assertion.

Suppose now that U is that point on the line QR which is on the same side 
of Q as R, and which is at a distance 1 from Q. If the perpendicular from U to the 
line PQ intersects PQ at the point V then the distance UV = UQ sin 0n =  sin 0„, 
so that the у-coordinate of U is oc — sin 0„. But U is the midpoint of one of the shorter 
sides of the rectangle with center at Q and hence is at a distance в from the lowest 
corner of this rectangle. Thus the rectangle will be entirely in the upper half plane 
if the у-coordinate of U is at least g, giving a —sin 0„>g or a> sin  9n + e.

To prove the last assertion of Lemma 2 it is sufficient to consider the case with 
the added hypothesis that sin0„=2_", in which case the rectangles are tangent 
by the first part of the lemma. But then the triangular parts of the rectangles we 
have constructed which lie below the line у — a —cos 9n — a — 2~n are congruent 
to the triangular areas between the lines у =  a —2~" and у = a which are not covered 
by our row of rectangles. Thus this row of rectangles makes the same contribution 
to the density of the distribution described in the last assertion of the lemma as 
would be made by a solid strip between the lines у =  a —2“” and у =  a +  2- ". 
The validity of the assertion is now clear.

Theorem 2. For each pair o f positive integers m and t with m ^ t, there exist 
planar Minkowskian distributions of rectangles oriented in m different directions 
and with densities arbitrarily close to

 ̂ / —m—10(5) A (m, t) =  m + 6 - 1 + —^TTj— .

A d a  Mathematica A cadem iae Scientiarum  H ungaricae iS, 1967



MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 9

Proof. Let rj and e be fixed positive real numbers less than 1, and let m and t 
be fixed positive integers with m i t  Near the end of the proof we pick q and e 
sufficiently small, the choice of e being dependent upon the choice of q which is 
chosen first. Since the conclusion of the theorem is obvious for m = t — 1, we may 
suppose that m 1=2. For each integer n such that 0 < я ̂ m, we define the angle 
0„ = arc sin as in Lemma 2, and we define 0„ as that acute angle satisfying the 
relation sin 0„ = 2 _"(1 + q)- We now select any m — 1 angles в'и в'2, with
the properties that Оп^в 'п< вп for n = 1,2, ..., m and that (tan 0j)_1, (tan в '2)~1, ..., 
(tan ()'m)~1 are linearly independent over the rationals.

Remark. If the real numbers (tan 0„)_1 =  /4" — 1 for л =  1,2, ... are linearly 
independent over the rationals as we strongly suspect, we could simply choose 
9'„ = 0„ (and the need for introducing q would evaporate). Otherwise, we can, for 
example, choose 0'n as any angle between 0„ and 0n whose tangent is a rational 
multiple of 7 i~ n.

The idea of the construction is to superimpose m distributions of rectangles. 
The nth layer is a distribution of rectangles of slope 0' of the type given by Lemma 2 
except that we space the rectangles farther apart horizontally. The gaps get smaller 
as я gets larger and in fact are subperiods of preceeding gap. Below we define constants 
q„ which regulate this horizontal spacing. We also define constants y„ and e„ which 
are related to the vertical spacing of the intersections of the rectangles and the 
у axis.

For 0 < n < m w e now define qn, y„, and sn by

q„ = max{l, 2"-,+ 1}, yn = qn(2 '+ l)tan 0 ;, s„ = -i yn- secQ'„.

By our choice of the ()'n ’s it follows that the reciprocals of the y„’s are linearly inde
pendent over the rationals. Further, e„ is positive, since

e „ ^ 2 " -I + 1(2'+ 1) tan 0' —sec 0 '> 2" tan 0' — sec 0 '=sec 0'(2" sin 0' — 1)S0.

For each я we apply Theorem V with уг and еь г — 1, 2, ..., n, defined as above, and 
obtain a number Mn such that in any interval of length Mn there is a solution to the

n— 1
simultaneous inequalities (4). Setting Ln = 2  2'Мг, we see that L l = 0 and that Ln+1=

i= 1
=Ln + 2"M„. If e is any positive real number and if we replace yt and £; by cyt and 
£8; respectively, then the new values obtained for M„ and Ln are simply sM„ and sLn.

Next, set 5 = r] + E(Lm_1+2m~1). It should be noted that Lm_, depends on 
the value of q but does not depend on s, so that the dependence of d on s is quite 
explicitly given in the definition of Ő. We shall construct a Minkowskian distribution 
of rectangles of length 2 and width 2s having density A(m, i)(l +<S)-1 .

We begin by placing rectangles of the desired size with longer sides parallel 
to the у-axis and with centers at all points of the form (ke, /(1 +<5)), where / ranges 
over all integers and where к ranges over those integers not divisible by 2‘ +1. 
Next, we add rectangles of the desired size oriented so that their longer sides have 
slope tan в[ and centered at all points of the form (k(2‘+ 1)£, i ( l  + d )(2 /+ 1))
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where к and / range over all integers. Since sin +  e<  -J(l +>/) + s <  j(l +Ó), 
it follows from Lemma 2 that none of the rectangles of slope tan в'г meet any of 
the lines y =  /(l+<5), and hence none of them contains the center of any of the 
vertical rectangles.

To compute the density of that portion of the distribution so far constructed, 
we observe that if the rectangles that we oriented with slope tan 6[ had been oriented 
vertically instead, and if we had made the distance between centers of rectangles 
on the same vertical line to be 1 instead of 1 + ö, then we would have had a covering 
of the plane of uniform density 4. The distribution thus far constructed has density 
4(1 + ^ )_1.

The construction now proceeds by induction. We make the inductive hypothesis 
that for some integer n satisfying 1 <  n <  m we have constructed a Minkowskian 
distribution of rectangles of length 2 and width 2e oriented in n different directions 
and satisfying the following properties (see Figure 2):

1. The set of centers of the vertically oriented rectangles in the distribution 
is exactly the set of points of the form (кг, /(1 +d)) where l ranges over all integers 
and where к ranges over those integers not divisible by 2‘ + 1.

2. The set {a,-} of all y-coordinates of centers of rectangles in the distribution 
may be indexed by the integers so as to satisfy <xJ+1 — aJ> 2 1~"(l + d  — sLn_1) ^ 0 .
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3. In any interval [k{ 1+<S), (k + 1)(1 + <5)] of the real line, there are precisely 
2n~l + I elements of the set {aj.

4. For each integer j, either a:• is an integral multiple of 1 + Ö and every rectangle 
with center on the line у — ccj is vertically oriented, or else there is a positive integer 
i <  n such that every rectangle with its center on y = c/.j has slope tan 0\ and such 
that the x-coordinates of this set of centers are exactly the numbers of the form x=  
= kqt{2f+ l)s  where к ranges over all integers.

5. For each integer i, 0 <  / < n, all the rectangles of slope tan 0- which meet 
a given horizontal strip of the form a y<y <ay+1 have their centers on the same line.

6. The density An of the distribution is given by

We have already constructed a distribution satisfying these properties for n = 2. 
We now show that if a distribution is given which satisfies these properties for some 
л, 1 then we may add another orientation class of rectangles to it to obtain
a distribution satisfying these properties with n replaced by n + 1. We begin by 
proving that there exist points appropriately placed to serve as the centers of the 
new class of rectangles that we wish to add, but which are not interior to any rect
angle previously constructed.

Let j  be any fixed integer. By Property 5, all the rectangles of slope tan в- 
which meet the у-axis in the interval aj ^ l <  у  < cij have their centers on the same 
line, say y=Hi . If the two longer sides of any rectangle with center on у =  /г г are 
extended until they intersect the у-axis, then they will cut off a segment on the 
у-axis of length 2e sec 0- by Lemma 2. A sufficient condition that a point of the 
у-axis not be contained in any of the rectangles with centers on y =  jii is that it 
not be contained in any of the segments just defined. Since the distance between 
two adjacent centers on у =  /(; is exactly у;(2г+ l)s by Property 4, the distance 
between the centers of the corresponding segments on the у-axis will be уг(2г +  l)c- 
•tan 0'i =еу;. Thus, the condition that the point (0, y) not be in any of these segments 
is that

for some integer k t.
By Theorem V and by our choice of Mn, we can find a Value of у simultan

eously satisfying all of the inequalities (6) for f= l ,  — 1 in any interval of 
length eM„_1. Let y = ßj be such a solution in the interval of length eMn- 1 
centered at + a;^,). Property 2 and the definition of L n yield

(6) Ь -  Oh + iefi) -  M a I <

( 7)

=  2- "(l +<5 —eL„_x —  e 2 " ~ 1 M n ^ 1)  -  2-"(l+<5 —£l„),
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and similarly 
(8) ctj — ßj>2~n(\ +ő — eLn).

Thus ßj is between ccj _ l and ocj, and the point (0, ßß is contained in no rectangle 
of the distribution. Since qt divides q„ for г<и, the set of у-coordinates of the points 
of intersection of the rectangles of slope tan 0- with the line x  = kqn(2l + l)s will 
not depend on which integer к is used. Hence, none of the points (kq„(2‘+ l)e, ßj) 
for k = 0, ± 1 , ±2, ... are contained in any rectangle of the distribution.

After constructing such a ßj for each integer j, we are now ready to add another 
orientation class of rectangles of length 2 and width 2e to our distribution—this 
time oriented so that their longer sides have slope tan ()'„. We construct such a rect
angle with center at each of the points (kq„(2‘ +  l)e, ßj) where к  and j  range inde
pendently over the integers. Since 2_"(1 + ö —sLn) =  2~"(1 + q + eLm_1 +e2m~1 — 
— eZ,„)a2_"(1 + q) +e> sin  в'п + в for n ^ m  — 1, we see from (7), (8), and Lemma 2 
that these rectangles do not intersect any of the lines y =  a;. Thus no new rectangle 
can contain the center of an old rectangle. We also see that no new rectangle can con
tain the center of another new rectangle, since the centers of these rectangles are farther 
apart than those of Lemma 1 and the slope is at least as big. It follows that our 
augmented distribution is a Minkowskian distribution.

To complete the inductive step of the proof, we must show that Properties 
1—6 hold for the augmented distribution with n replaced by и +  l. This time the 
set of all у-coordinates of centers of rectangles is the union of the sets {a;} and 
{ßi}, and Property 2 follows immediately from (7) and (8). Since we have inserted 
exactly one ß between each two consecutive a’s, Property 3 is also clear. Properties 
4 and 5 follow easily from our construction, while Property 1 is trivial. It remains 
to verify Property 6. By Property 3 the average spacing of the ß /s  is (1 +<5)2‘ ~n, 
while on each line у =  ßj the horizontal spacing of the centers of the new rectangles 
is qn(2‘+ l)g. Comparing this with the vertical spacing of 21_" and horizontal spacing 
of 2"+1 for the rectangles in Lemma 2 which have density 1, we see that the density 
of the newly added rectangles is 2n + 1[g„(2' + 1)(1 +  <5)]-1. Thus,

to finish the inductive step.
The induction may be continued until n = m, at which time the construction 

terminates. Thus the density of the completed Minkowskian distribution (still for 
fixed m, t, У], and e) is just Am. Recalling the definition of qh we obtain

4  =  j 4 + 2  2i+,( 2 4 1 ) - 1 + 5  2'(2t + l ) - 1}(l +  «5)-1 =

=  {4 +  (2'+1—23) ( 2 ' + l ) - 1+ ( m - / ) 2 ((2i + l ) - 1}(l+<5)-1 =

= {6— 10(2f +  l ) - 1 + //1  —/ —(лгг —^)(2'+ 1)-!}(1 + Ő )-1 = A(m, 0(l+<5)-1.

Suppose now that for fixed m, t, and q we consider the effect of allowing s to vary. 
Since ö —I/ as £ ->-0, we may get Minkowskian distributions with densities arbitrarily

d „+1 =  zl„ +  2"+1[ „̂(2‘4- 1)(1 +<5)]-1 =  4 +  2 ' 2i+1te ,(2!+  l )]“ 1
n

A c ta  M athematica A cadetn iae Scientiarum H ungaricae iS, 1967
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close to A(m, /)(1 +r/)~I by choosing e sufficiently small. But rj was an arbitrary 
real number selected at the beginning of the proof. By choosing щ sufficiently close 
to zero and then choosing an appropriate s, we can clearly obtain a Minkowskian 
distribution with density as close to A (m, t) as we please. The theorem is established.

Corollary. For each positive integer m, there is a Minkowskian distribution 
of congruent rectangles having precisely m distinct orientations and having density 
at least m + 3 — log2 m.

Proof. If m— 1, then m + 3 — log2 m = 4, and the desired result is known to 
be best possible. For m =  2, it is possible, as we shall see in the next section, to get 
distributions having densities arbitrarily close to 8. By altering the orientations of 
some of the rectangles in these distributions, we can easily make m =  3 or 4 without 
affecting the densities. But since 8>-m + 3>-n? +  3 —log2m for 2 ^ m ^ 4 , the co
rollary holds when m ̂  4. If m 5? 5, set t = [log2 m] + 1, where [x] denotes the greatest 
integer in x. We note that m ^ t> -0. Since Theorem 2 guarantees the existence of 
distributions with densities arbitrarily close to A (m, t), it is sufficient to show that 
A(m, t )> m  + 3 — log2m for the above choice of t. But since m + [log2m ]s7  or 
[log2m ] - 8 s - ( m  +  l) for m ^5 ,  we have

. ,   ̂ r, , flog2 ml — m — 9A (m, t) >  m + 5 — [log2 m] H— --------- —--------=m +1

, r. , [log2 ml — 8 . ,— m + 4 — [log2 m] H----------------  Ш m + 3 — log2 m,m+ 1
as desired.

§ 4. Best possible densities

In the construction given in the last section, it was necessary to sacrifice some 
density for the first few non-vertical orientation classes of rectangles in order to 
be sure of being able to fit in later orientation classes. For example, the upper bound 
of the densities obtained there for distribution with two orientation classes of rect
angles was 4, whereas it is already known that this density may already be attained 
with one orientation class of rectangles. The main result of this section shows that 
Minkowskian distributions of rectangles with two orientations in fact exist with 
densities arbitrarily close to 8, so that the upper bound (i) of Fejes Tóth is best 
possible in this case. Our result actually deals with the more general question of the 
best possible bounds for similar discs with no more than к orientations in k-space.

Before establishing our result of this section, we state and prove the k-dimensional 
analogue of the Fejes Tóth upper bound (i). The proof is, in all essentials, the 
same as his proof for the two-dimensional case, but is included for completeness.

Theorem 3. In k-dimensional Euclidean space, a Minkowskian distribution of 
similar discs with at most m distinct orientations can have density at most m lk.

Proof. A distribution of the type under consideration can be decomposed into 
a union of m distributions each one of which is a distribution of homothetic discs. 
It thus suffices to show that a distribution of homothetic discs has density at most 2k.
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14 М. N. BLEICHER AND J. M. OSBORN

We note that if two homothetic discs are situated such that neither contains the 
center of the other in its interior, then upon shrinking each by a factor of 1 /2 about 
its center they become disjoint, except possibly for boundary points. Thus, given 
a distribution of homothetic discs we can shrink each disc by a factor 1/2 about 
its center and obtain a packing, and hence a distribution of density at most 1. But 
in /с-dimensional space shrinking a distribution as above decreases its density by 
a factor of 2~k; thus the homothetic Minkowskian distribution had density at most 
2k. The theorem follows.

The next theorem shows the preceeding theorem to be best possible for m ^ k .
Theorem 4. In k-dimensional Euclidean space, there are, for each m S k ,  Min

kowskian distributions of congruent discs in at most m distinct orientations with 
densities arbitrarily close to m2k.

Proof. Let к and m be given with m sek. For each positive integer g > l  we 
shall construct a Minkowskian distribution of rectangular parallelepipeds with

Í q — l *density m2k  ̂ J . The parallelepipeds which we use have for their bases
(k — l)-dimensional cubes of side length 2/q and have height 2.

For each iá m  we place the above parallelepipeds with longer side parallel to 
the X; axis and centers at all the points of the form (x ,, x2, ..., xk) where x t is integral 
and where Xj has the form njjq for some integer tij not divisible by q for j  i.

The density of this distribution is the same as its density in the unit cube, 
since the distribution is obtained by taking all integral translations of 

this cube. On a face of this cube which is perpendicular to the x t axis, i ^ m ,  there 
are precisely (q— l)4-1 centers of parallelepipeds of the distribution. Since there are 
m such values of i, and two faces for each value of i, we see that there are 2m(q — l)k~l 
parallelepipeds with centers on the unit cube. Of each of these parallelepipeds, half,
having volume 
{2m(q-l)k- 1}-

(2/q)k , is contained 
■{(2/q)k~1} = m2k

densities arbitrarily close to m2k.
q

T
the unit cube. Thus the density is 
By taking q sufficiently large we obtain

§ 5. Uniform distribution

A distribution of sets , in the plane is called uniform if, except for a set
of measure zero, every point of the plane is in the same number of sets K\.

Fejes Tóth has shown that a Minkowskian distribution with uniform den
sity 4 may be constructed in several different ways (see [3] and [4]). Since the con
structions given in the two previous sections of this paper yield distributions with 
non-uniform densities, the question arises of how large a uniform density a Min
kowskian distribution may possess. In this section we improve Fejes Tóth’s result 
by constructing a class of distributions with uniform density 6. These examples 
also show that a distribution in which the set of centers is the union of two lattices 
can have uniform density 6.

If n is any fixed positive integer, we shall construct a Minkowskian distribution 
using rectangles of length Anj \Ъ and width 1. We begin by placing a rectangle of
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this size, oriented so that the slope of its longer sides is \/Уз , at each of the points 
(2k+\+ln,  In/Уз) for all integers к and / (see Figure 3). Since, for each choice

of к and /, the rectangle centered at (2k +  1 +  In, In/У3) has the midpoints of its 
two shorter sides located at the points (2k + 1 + ( /— 1)и, (/— \)п/УЗ) and 
(2/c +  l +(/+1)л, (/ + 1 )п/Уз), and since this rectangle is tangent to the rectangle 
centered at (2k— l+ln,  In/Уз) by its longer side, we see that this set of rectangles 
forms a set of infinite strips which are tangent to each other along the lines y = 
= (х + 2к)/Уз where k = 0, ±1, ±2, ... . Thus, this set of rectangles covers the 
plane with uniform density 2, and the points of the plane not interior to any of these 
rectangles is exactly the set of points on the lines у = (х + 2к)/УЗ.

Next, we place a rectangle oriented so that the slope of its longer sides is 
— l /УЗ at each of the points (2k + In, In/У3) for all integers к  and /. As before, we 
see that these rectangles cover the plane with uniform density 2, and that the points 
not interior to any of these rectangles is precisely the set of points on the lines 
y = (— x + 2k + \)/УЗ. Combining these two sets of rectangles we have a distri
bution with uniform density 4 with the property that the set of all centers forms 
a lattice.

Our third orientation class of rectangles are to be oriented vertically and to 
have their centers at the points (fc + J, (к + ̂  + 21п)/Уз ) for all integers к  and /. For 
each к and /, the point (/с +  ̂ , (к + ̂  + 21п)/УЗ) is on the lines у = (х + 21п)/УЗ and 
y = ( — x  + 2k + 1 +21п)/УЗ, so that this point is not interior to any rectangle of 
either of the first two orientation classes. We also see that the midpoints of the 
two shorter sides of the rectangle centered at (k + $, (к + ^  + 21п)/УЗ) are at the 
points (£ + i ,  (k + \ + 2 ( l — 1)п)/УЗ ) and (k + \ ,  (к + %+2(1+ \)п/УЗ ), so that
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this orientation class of rectangles also gives a distribution with uniform density 2. 
This gives a total uniform density of 6 and completes the construction. Since the 
centers of the rectangles of the third orientation class form a lattice, the set of all 
centers is the union of two lattices.

The case n = 1 has several special properties that seem worth noting. First 
of all, the three orientation classes are indistinguishible in this case — that is to say, 
rotation of the plane by 60° around the right point induces an isometry of the distri
bution (see Figure 4). Secondly, if each center is connected by a segment to those

The case n=  1

other centers that are a minimal distance away from it, the result is the semi-regular
tessellation of the plane using hexagons and triangles (denoted by j^ j in [1] and by
(3, 6, 3, 6) in [2]). And thirdly, the lattices of centers of each of the three orientation 
classes of rectangles may be taken into each other by translation. When 2 the 
lattice of centers of the vertical rectangles may be taken into either of the others 
by a rotation but not by a translation. For « >3 the lattice of centers of the vertical 
rectangles is not isometric to the other two lattices.

The distribution of rectangles of length 4я/Уз and width 1 that we have con
structed can be easily modified to give a distribution of uniform density 6 using 
parallelograms with brse 4л/('З, height 1, and any preassigned base angle O S90°. 
Thinking of our distribution as made up of a set of infinite strips one unit wide, 
each of which is the union of a row of overlapping rectangles, we see that we may 
rotate the shorter edges of each parallelogram around their midpoints by an angle 
of 90° — в  and then extend the length of the edge so that it just touches both sides

A cta  M athcmatica Academ iae Scientiarum  Hungaricae 18, 1967



MINKOWSKIAN DISTRIBUTIONS OF CONGRUENT DISCS 17

of the strip to which this parallelogram belongs. Since this change neither alters 
the uniformity of the density within each strip nor allows the center of any parallelo
gram of the strip to end up in the interior of any other parallelogram of the strip, 
the modified distribution will still be a Minkowskian distribution with uniform 
density 6.

(Received 11 October 1965)
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ON A CLASS OF SOLUTIONS OF ALGEBRAIC 
HOMOGENEOUS LINEAR EQUATIONS

By
Á. PETHŐ (Budapest)

(Presented by P. Túrán)

On solving algebraic homogeneous linear equations by Cramer’s rule, solutions 
can automatically be obtained in which the number of zero elements is maximal 
in a sense [2]—[3]. In the present communication, these so-called „simple” solutions 
are defined more simply, in a combinatorial manner, and their properties are formu
lated more generally. The necessity of introducing simple solutions emerged orig
inally in connection with a chemical problem [2].

§ 1. Definition of simple solutions and several criteria for their existence

Let us consider the set of homogeneous linear equations
n

(1) Z  xj aij = 0, i = 1, 2, m.
j= 1

Introducing the column vectors aj = [aij , amj]* (j =  1, 2, ..., ri), instead of (1)
n

(2) Z  x j * j  =  0
j =i

can be written. Defining the matrix A =  [at , ...,a„] and the column vector x — 
=  [jCj_, ..., x„]*, (1) resp. (2) have the form:

(3) Ax = 0.

We will assume A to have no column and no row consisting of pure zero elements.
D efinition 1. In the set of the solutions s =  F l5 ..., £„]* of (3)
(a) the trivial solution should be disregarded, and
(b) two solutions s and 2s, 2 ^ 0  being a real number, should be considered 

as a single solution.
So the number of the linearly independent solutions of (3) i s / j—r, where 

r =  rank A.
D efinition 2. Let the non-zero elements of the solution s =  [ i , , ..., s„]* be 

sJl,...,Sj , where C={y1, ...,jq} is a combination of the numbers 1,2, ...,n taken 
q ^ n  at a time. Then s is said a solution over C.
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Remark. Consider now a solution s = [i1; .?„]* of the set of equations
n

2 X j H j  =  0, X j  =  . . .  =  X jn  =  0
j= 1

where {jq+1, ...J,,} is the complementary set of C in Definition 2. Let it be agreed 
that in this case one says, for the sake of shortness, s to be a solution of the equation

( 4 ) 2 * j t 4  =  °-t=l
Consequently, if s is a solution over C = {j \ ,  ...,jq), s is a solution of (4).

Definition 3. Let s be a solution over C = { j \ ,  s will be said simple
if it is the only solution of (4). Under consideration of Definition 1, s is simple if 
and only if
(5) rank [a,-,, ..., a j  =  ? - l .

Theorem 1. For the number o f the non-zero elements in a simple solution the 
inequality holds:
(6) 2 S q S r  + 1, r = rank A.

Proof. Since the trivial solution of (3) has been disregarded due to Definition 1, 
no solution with q = 0 exists. Nor does a solution exist with q = l ,  A having no 
column with only zero elements. Thus, for every solution of (3), consequently for 
the simple ones as well, 2 ^ q  holds. — On the other hand, the inequality

rank [ay,, ..., ayJsSr
is always true, hence, owing to (5):

<? = rank [ay,, ..., a, ]+  1 S c +  1.
Q. e. d.

Definition 4. Let s 1 be a solution over C1 and s2 be a solution over C2. The 
solution s1 is said better than s2 if C 1 is a proper subset of C2: C1 c: C2.

D efinition 5. The solution s1 is said just as good as s2 if they are solutions 
over the same C.

Theorem 2. A solution is simple if  and only if there does not exist any better one.
Proof. The condition is trivially necessary on the basis of Definition 3. To 

show that the condition is sufficient we will prove that, if a solution is not simple, 
one can always find a better solution. Let s be a not simple solution over C =  {jy , ...,jq}, 
then according to Definition 3

rank [a; i , ..., aJq] táq-2 .

Setting e. g. xJq in (4) equal to zero, the new equation

(7) 2  XJ , 4  -  0
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becomes such that unchanged
rank [au , ..., a;, _ J ^ 0 - 2 .

Therefore, (7) will still have a solution s' over some C , such that C 'c C : so s' is 
a better solution. Q. e. d.

Corollary. The number of the non-zero elements in a simple solution is at 
least 2 according to (6). Thus, a solution with 2 non-zero elements — if existing — 
is certainly simple because of the former theorem.

Theorem 3. A solution is simple if  and only if there does not exist any other 
just as good one.

Proof. The condition is trivially necessary, on the basis of Definition 3. The 
sufficiency will be proved in the form that i f  a solution is not simple, one can always 
find another just as good one. Let s be a not simple solution over C = { j lf . . . ,jq}, 
then (4) has also another solution, say s'. Let us now form the solution s + es', 
where e > 0  is a real number. If e is small enough, the non-zero elements of s vary 
hereby only a little, that is, do not become zero. Therefore, s 4- es' will be a solution 
just as good as s. Q. e. d.

Theorem 4. Let a combination C = { j if be given. A simple solution over
C exists if and only if the solution of (4), say s, is unique, moreover

(8) f [ s j t * 0 .
r=i

This theorem is a trivial consequence of Definitions 2 and 3.
Theorem 5. The statement of the previous theorem holds if and only if

(9) rank[ау, , . . . ,  a j  = q - 1 ,
(10) rank[aJt, ..., ал _,, aJt+i, ..., ayJ  =  q —l, t = \ , 2 , . . . , q .

A system of linearly dependent vectors should be called a simplex if, by omitting 
any of them, the remaining vectors become linearly independent. The statement of 
Theorem 4 holds consequently if and only if {aJt, ..., aJq} forms a simplex.

Proof. At first we show that, if {a71, ..., aJq} forms a simplex, the solution of
(4) is unique and (8) is also fulfilled. The solution of (4) is unique, the number of 
the unknowns, q, being by one greater than rank [ay aJq] = q — 1 (see (9)). 
Consider now the (unique) solution of (4): s =  [il9 Were any sJt ( I S iS ? )
zero here, (4) without the term corresponding to aJt would have no solution (see 
(10) and Definition l), notwithstanding that s was the solution of (4). Thus (8) 
must be true.

Now we show that, if the solution of (4) is unique and (8) also holds, the vectors 
aJt, ..., ajq form a simplex. Owing to the uniqueness (9) holds. Here, omitting any 
vector aJt (1 S t ^ q ) ,  the remaining ones become linearly independent; otherwise 
xjt would namely be uniquely zero in (4),1 which contradicts (8). Thus (10) 
holds, too.

1 Cf. Appendix.
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§ 2. Construction of the simple solutions

In the foregoing it has not yet been mentioned how the simple solutions of
(3) can be found. A few theorems with respect to this question will now be proved.

D efinition 6. A solution s of (3) is called a base solution if it is a solution of 
an equation of the form
(1!) xJt aJt + . . .+ xJraJr + xJkaJk = 0,

where {ayi, . . . ,a jr} is a basis (i. e. rank[ayi, ..., ayJ = r) and k = r+ l ,  ..., n.
Theorem 6. (11) determines one and only one solution s, for which also sJk?± 0.

Proof. Let us solve (11). The number of its unknowns being equal to r +  1 
and the rank of its matrix [ayi, ..., аУг, ayJ equal to r, its solution is unique, say s 
(by virtue of Definition 1). Here, moreover, sjk ^  0, otherwise sjt = ...= sJr = 0 would 
have to hold because {aJt, . . . , aJr} is a basis: thus (11) would have no solution 
though s was one. Q. e. d.

The base solutions of equation (3) are obtained when solving it by Cramer's 
rule. More exactly there holds the following

Theorem 7. Let us solve (3) according to Cramer's rule. As known, choosing 
a basis {aJt, ..., a )V}, the general solution becomes

П
О2) s = 2  xJksJk,*=r + 1

where the xJk are the so-called free variables. Consider now all the general solutions 
o f type (12) belonging to the possible bases among a , , a2, ..., a„ and consider the set 
o f  the different sjk in these solutions. As a trivial consequence o f Definition 6 we may 
assert that by these sJk all the base solutions o f (3) are represented.

We can now formulate our following fundamental
Theorem 8. The simple solutions are identical with the base solutions.
Proof. At first we show that the base solutions are simple ones. Consider a 

base solution, it is, due to Definition 6, a solution of an equation of type (11). 
Without loss of generality we may assume (11) to be of the following form:

(13) х хах + . . .+хгагА-хкак=0,

where {aj, ..., ar} is a basis. Here, according to Theorem 6, xk cannot be zero; 
if, however, any of the unknowns x t , ..., x r is zero, then it must be uniquely zero. 
Thus, let the unknowns x j l , . . . ,x jq_l ( 2 ^ q ^ r + l )  be different from zero, then
(13) becomes:
(14) Xjiaj l + . . . + x Jq_1ajq_l + x kak = 0,

where none of the unknowns can be zero any more. Thus, owing to Theorem 4, 
the solution of (14), i. e. the base solution considered, will be a simple one over 
C — {] 1 , ...,jq— 1 , k}.
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We prove now that a simple solution is a base solution. Consider a simple 
solution s, without loss of generality assuming it to be of the form [s,, s4,0,...,0]*. 
It is, because of Definition 3, the unique solution of the equation
(15) x la1 + ...  + xqaq = 0.
Here, according to Theorem 5, {a, , . . . ,  a,} constitutes a simplex, where q — l ^ r  
(see (6)). So we may complete the linearly independent vectors a l5 . . . ,a4_ 1 with 
r — (q — l)fe0 vectors: aJt, ..., aJr_9+1, the new vector system {al5 ..., ae_ l9 
aj t , ..., ayr_ } becoming hereby a basis. Consider now that of the base solutions
belonging to this basis which is determined uniquely by the equation (see Defi
nition 6 and Theorem 6):

*1*1 +  -  + * 4- i a, - i  +  *,.la,.1 +  ... +*A.-f+,ayr-f+i +  * ,a , =  0.
This solution is asserted to bes. Namely, on account of the construction, , ■•■,xJr_q+i 
are identically zero,2 consequently the equation (15) is left over, whose unique 
solution is indeed the simple solution s. So s is a base solution.

Appendix

The system of homogeneous linear equations (1) has a solution in which the 
unknown xJt (j\ =  1,2, ..., n) is uniquely (identically) zero if and only if the rank 
of the matrix of (1) is by one greater than that of the matrix in which the /j-th 
column is dropped [1]:

rank [aj2, ..., a,J = rank [a,, ..., a „ ] - l  =  r - 1 .
In conclusion, the author wishes to express his indebtedness to Professor 

P. Túrán for his interest in this work.

(Received 13 November 1965)
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TRANSITIV ORIENTIERBARE GRAPHEN
Von

T. GALLAI (Budapest)

( Vorgelegt von G. H ajós)

1. Einleitung und Resultate

(1. 1) In der vorliegenden Arbeit kommen nur solche endliche Graphen vor, 
die weder Schlingen, noch mehrfache Kanten enthalten. Wenn man die Kanten 
eines Graphen G so orientieren kann, daß G mit den Kanten ab und bc stets auch 
die Kante äc enthält1 so sagen wir: G läßt sich transitiv richten, oder G ist transitiv 
orientierbar (kurz t-orientierbar). Kürzlich haben A. G houila-H ouri [2], [3] 
sowie P. C. G ilmore und A. J. Hoffman [5] für die t-Orientierbarkeit notwendige 
und hinreichende Bedingungen angegeben. In unserer Arbeit wollen wir diese Unter
suchungen in mehrere Richtungen weiterführen. Den Ausgangspunkt von [2], [3] 
und [5] bildet die folgende Bemerkung: Ist G t-orientierbar, so folgt aus ab, acZG 
und bc£G,2 daß bei einer jeden t-Orientierung von G entweder ab und äc, oder 
aber ba und ca Vorkommen, d.h. die Kanten ab und ac werden bezüglich des Punktes 
a in gleicher Weise orientiert. Wir werden das Bestehen der Behauptungen ab, ac f G 
und bc£G — auch für beliebige, nicht unbedingt t-orientierbare Graphen G — 
mit

abAac
bezeichnen. (Das Zeichen Л bezieht sich — wenn anders nicht gesagt wird — 
immer auf den mit G bezeichneten Graphen, und in die Feststellung ab A cd soll 
die Behauptung, daß ab und cd verschiedene benachbarte Kanten von G sind, 
miteinverstanden sein.) Die Relation Л gibt Anlaß zur folgenden Klasseneinteilung 
der Kanten von G: Zwei verschiedene Kanten ab und cd sollen dann und nur dann 
zur selben Klasse gehören, wenn es eine Folge von Kanten (/=1, ..., n; n£2) 
mit x , y x =ab, x„yn = cd, aíj íAa,+ 1j'í+1 (/=  1, ..., n — 1) gibt. Die so definierten 
Klassen wollen wir als die Kantenklassen von G bezeichnen. Für einen t-orientier- 
baren Graphen G hat diese Klasseneinteilung die folgende Bedeutung: Die Richtung 
einer Kante bestimmt — für jede t-Orientierung von G — die Richtungen sämt
licher zur selben Kantenklasse gehörigen Kanten. Die erste Gruppe unserer Er
gebnisse — die Sätze (1. 2), (1. 5) und (1. 6) — geben die möglichen Strukturen 
und „Verknüpfungsarten” der Kantenklassen an. Dies mag auch abgesehen von 
der Frage der t-Orientierbarkeit von gewissem Interesse sein.

1 Die Knotenpunkte (im folgenden kurz Punkte) werden im allgemeinen mit kleinen lateini
schen Buchstaben (a, b ,..., x, y,...), die Kanten mit Buchstabenpaaren (xy= yx), die gerichteten 
(orientierten) Kanten mit Pfeilen über den Buchstabenpaaren (xy = y x ) bezeichnet.

2 x c G  bzw. x y c G bedeutet: x  ist ein Punkt von G, bzw. x  und у  sind verschiedene Punkte 
von G_ und die Kante xy  gehört zu G.

G bezeichnet den komplementären Graphen von G, d. h .: G besitz dieselben Punkte wie G, 
und zwei Punkte sind in G dann und nur dann verbunden, wenn sie in G nicht verbunden sind.
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Eine triviale Eigenschaft der Kantenklassen ist die folgende: Die Kanten einer 
Klasse, zusammen mit den Endpunkten dieser Kanten, bilden stets einen zusammen
hängenden Graphen. Im folgenden Satz sind einige grundlegende Eigenschaften 
der Kantenklassen zusammengefaßt:

(1.2) Satz. 1) Ist der Graph G nicht zusammenhängend, und sind G ,, ..., Gq 
(q=2) die Komponenten von G, so geben die Kantenklassen von G1? ..., Gq sämtliche 
Kantenklassen von G an.

2) Ist G nicht zusammenhängend (dann ist G zusammenhängend), und sind 
Gl , . . . ,Gq ( q S 2) die Komponenten von G, ist ferner A t = 3/>(Gi) die Menge der 
Punkte von G; (/ =  1, ...,q),3 so gilt für ein jedes Indexpaar i , j  (1 ё  i < / s q), daß 
A ; und A jin G vollständig verbunden 3 sind und sämtliche A fj-Kanten3 eine Kanten
klasse E(j von G bilden. Die von den Ец verschiedenen Kantenklassen von G fallen 
mit den Kantenklassen der Graphen [Af,  = Gt ( /=  1, ..., q)3 zusammen.

3) Sind G und G beide zusammenhängend und mehrpunktig, so existiert eine 
eindeutig bestimmte echte Zerlegung P= [A, , ..., Aqj von JA(G)f mit den folgenden 
Eigenschaften:

a) Gibt es für ein Indexpaar i , j  (1 ^Si<j^q)  eine zu G gehörige AiAj-Kante, 
so sind A t und Aj in G vollständig verbunden.

b) Sämtliche Kanten von G, die verschiedene A t Mengen verbinden, bilden eine 
einzige Kantenklasse E von G. Jeder Punkt von G ist zu wenigstens einer Kante von 
E inzident.

c) Die von E  verschiedenen Kantenklassen von G fallen mit den Kantenklassen 
der Graphen [At]G = G; (/=1, ..., q) zusammen.

d) Die Zerlegung P ist keine Verfeinerung4 einer anderen, die Eigenschaften 
a), b), c) besitzenden echten Zerlegung von JA(G).

Ergänzend bemerken wir, daß im Falle 3) stets 4 ist (s. (2. 3)).
(1.3) Betrachtet man nun auch im Falle 1) von (1.2) die Zerlegung P = 

= {At , ..., Aqj mit A t = JA(G() (i=  1, ..., q) von JA(G), so gibt (1. 2) für jeden mehr- 
punktigen Graphen G die eindeutig bestimmte echte Zerlegung P = { A t , ..., Aq} von 
JA(G) an, die wir die kanonische Zerlegung von JA(G), oder die zu G gehörige 
kanonische Zerlegung nennen. Die Mengen A 1, . . . , A q heißen die Punktklassen 
der kanonischen Zerlegung. Bei einem einpunktigen Graphen G soll P={A}  mit 
A=JA(G) als die kanonische Zerlegung von JA(G) betrachtet werden (mit der ein
zigen Punktklasse A).

3 JA (G) bezeichnet stets die Menge der Punkte des Graphen G. Sind X  und Y  fremde Punkt
mengen, und ist x íX ,  y e  Y, so heißt xy  eine XY-Kante (im Falle X = {x) auch eine xF-Kante). 
Ist ferner X, Y c  JA {G) und enthält G eine FF-Kante, so sagen wir, daß X  und F  (in G) verbunden 
sind. Enthält G sämtliche FF-Kanten, so sind X  und F  (in G) vollständig verbunden.

Ist F S  JA(G), so bezeichnet G — X  jenen Graphen, der aus G durch Weglassender Punkte 
von X  ensteht. Im Falle X  =  {л} setzen wir G — {x} =  G — x. Ist xycG , so bezeichnet G — xy jenen 
Graphen, der aus G durch Weglassen der Kante xy entsteht.

Ist F S  JA(G), so bezeichnet [F]G denjenigen Teilgraphen von G, der durch die Punkte von F  
gespannt wird, d. h. [F]0 =  G -{JA  (G) — X ).

4 { F j , ... ,,Y„} ist dann eine echte Zerlegung der Menge F, wenn « 5 2 , F, П Xj —  0  ( i^ j;П
i,j = l , ..., n) und U Xi —Y bestehen.

i — 1
Die echte Zerlegung {X ,,..., F„) von F  ist eine Verfeinerung der echten Zerlegung (Fj,..., X'm) 

von F, wenn F iS F j , mit lS j iS m  ( /=  1, ..., n) gilt, und j i , . . . , j n nicht alle verschieden sind.
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Diejenigen Kantenklassen von G, deren Kanten verschiedene At Mengen ver
binden, sollen äußere, die übrigen innere Kantenklassen von G heißen. Nach (1. 2) 
ist jede innere Klasse von G entweder äußere oder innere Klasse eines [A ;]G (1 S  i S  q). 
Die Untersuchung der inneren Klassen von G führt so zu den kanonischen Zer
legungen der Graphen [Ai]g (/=1, .... q). Wir werden die zu diesen Zerlegungen 
gehörigen Punktklassen die zu G gehörige Punktklassen zweiter Ordnung nennen. 
Und allgemein, bezeichnet Ar eine zu G gehörige Punktklasse r-ter Ordnung, so 
sollen die Punktklassen der zu [Ar]G gehöringen kanonischen Zerlegung die Punkt
klassen (r+ l)-ter Ordnung von G heißen (r = 0, 1,2, ...). Hier bedeutet A° die 
Menge 2P{G) (die Punktklassen erster Ordnung sind mit den Punktklassen der 
kanonischen Zerlegung von ?Z(G) identisch). Offensichtlich gibt es zu jedem 
nichtleeren (endlichen) Graphen G eine natürliche Zahl к so, daß sämtliche 
Punktklassen /с-ter Ordnung von G einpunktige Mengen sind. Durch einen 
einfachen Induktionsschluß folgt aus (1. 2), daß eine jede Kantenklasse von G 
äußere Klasse eines Graphen [Ar]G ( г ё 0) ist. Daraus sieht man, daß zwei ver
schiedene Arten von Kantenklassen existieren: die eine entspricht den äußeren 
Klassen des Falles 2), die andere der äußeren Klasse des Falles 3) von Satz (1. 2).

Es sei noch eine nennenswerte Folge von (1. 2) erwähnt: Bezeichnet man mit 
PA(E) die Menge der Punkte, die zu den Kanten einer Kantenklasse E gehören, 
so besteht für verschiedene Kantenklassen £j und E2 von G stets .^(F,) A'P(E2).

(1. 4) Man kann für die Punktklassen verschiedener Ordnung auch eine andere, 
und zwar eine rekursionsfreie Charakterisierung geben. Aus (1. 2) folgt leicht, daß 
eine jede Punktklasse X = A r (гёО) die folgenden Eigenschaften besitzt: 1) X А 0 ,  
2) für jedes x£G  — X  gehört entweder keine xJf-Kante zu G, oder gehören alle 
.xA-Kanten zu G. Wir wollen nun eine beliebige Menge XQdr’(G) mit den Eigen
schaften 1) und 2) (in G) geschlossen nennen. Ferner soll die in G geschlossene 
Menge X  (in G) stark geschlossen heißen, wenn für jede andere in G geschlossene 
Menge Y die eine der folgenden Behauptungen besteht: XC\ f =  0 ,  I c f ,  YczX. 
Es sei bemerkt, daß jede einpunktige Menge, sowie 0"(G) in G stark geschlossen ist. 
Eine in G geschlossene (bzw. stark geschlossene) Menge X  soll (in G) quasimaximal 
heißen, wenn X c  SP(G) besteht, und kein in G geschlossenes (bzw. stark geschlossenes) 
Y mit XczYcz& ffi) existiert. Der folgende Satz gibt den Grund der Benennung 
„geschlossen” an:

(1.5) Satz. Ist X  eine geschlossene Punktmenge des Graphen G, und gehört 
eine Kante der Kantenklasse E von G zu [X]G, so gehören alle Kanten von E zu [X]G, 
ferner ist E auch eine Kantenklasse von [X]G. Umgekehrt, für jede beliebige Kanten
klasse E von G ist SP{E) in G geschlossen.

Der folgende Satz enthält die erwähnte Charakterisierung der Punktklassen Ar:
(1. 6) Satz. Ist der Graph G mehrpunktig, so fallen die quasimaximalen stark 

geschlossenen Punktmengen von G mit den Punktklassen der kanonischen Zerlegung 
von d/(G) zusammen. Ist G nicht leer, So ist die Gesamlheit der stark geschlossenen 
Punktmengen von G mit der Gesamtheit der Punktklassen aller Ordnung von G 
identisch.

(1.7) Um die Bedingungen der t-Orientierbarkeit herzuleiten, sowie eine 
Übersicht über die verschiedenen t-Orientierungen eines Graphen zu erhalten, 
benötigen wir den Begriff des Zerlegungsgraphen Gp eines nichtleeren Graphen G.
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Die Definition von Gp lautet: Es ist 0>(GP) = {A j, ..., Aq} («уё 1), wobei {At , ..., Aq} 
die kanonische Zerlegung von iß(G) bezeichnet. Die verschiedenen Punkte A-t und 
Aj von G" sind in Gp dann und nur dann durch eine Kante verbunden, wenn G eine 
AfAj-Kante enthält. Bezüglich Gp gilt der folgende Satz:

(1.8) Satz. 1) Die Punktklassen der kanonischen Zerlegung von iP(Gp) sind 
alle einpunktig.

2) Ist G einpunktig, so gilt das gleiche auch für Gp.
3) Ist G nicht zusammenhängend, so besteht Gp aus lauter isolierten Punkten.
4) Ist G nicht zusammenhängend, und besitzt er к Komponenten, so ist Gp ein 

vollständiger k-Graph.5 Es bildet dann jede Kante von Gp in sich selbst eine Kanten
klasse von Gp.

5) Sind G und G beide zusammenhängend und mehrpunktig, dann ist auch Gp 
und sein komplementärer Graph zusammenhängend. Gp enthält mindestens 4 Punkte, 
und sämtliche Kanten von Gp gehören derselben Kantenklasse zu.

In unseren Untersuchungen spielen auch die „Zerlegungsgraphen höherer 
Ordnung”, d. h. jene Zerlegungsgraphen GJr) eine Rolle, die zu den Graphen 
G(r) = [Ar]G gehören, wobei Ar eine Punktklasse r-ter Ordnung (rS l)  von G be
zeichnet. Wir wollen kurz den Graphen Gp(r) als den zur Punktklasse Ar gehörigen 
Zerlegungsgraphen bezeichnen. Der Einheitlichkeit halber soll GP = GP(0) gesetzt 
werden.

Bezüglich der t-Orientierbarkeit von Graphen soll zuerst die folgende triviale 
Behauptung erwähnt werden: Ist G t-orientierbar, so ist für jedes X^3P(G) auch 
[X]G t-orientierbar.

Der folgende Satz ermöglicht eine Übersicht zu geben über die verschiedenen 
t-Orientierungen eines Graphen (s. (1. 10)).

(1. 9) Satz. Es sei G ein nichtleerer Graph, und betrachte man eine beliebige 
Punktklasse (r - l)- te r  Ordnung ( r£  1) Ar~l von G, die kanonische Zerlegung 
Pr = {A \,..., AJ) von Ar~x, den Zerlegungsgraphen Gpr_V) von [Ar~l]a, sowie zwei 
solche Mengen AJ und A) von Pr, die in G vollständig verbunden sind.

1) Ist G t-orientierbar, so erhallen bei einer jeden t-Orientierung von G sämt
liche A'Aj-Kanten von G bezüglich der Mengen AJ und AJ die gleiche Richtung. 6 7 
Orientiert man dieser Richtung entsprechend die Kante AJAJ von GJr_, t, und führt 
man diese Orientierung für jede Kante von G{r_ , } durch, so erhält Gp(r_,) eine t-Orien- 
tierung?

2) Umgekehrt, nehmen wir jetzt an, daß sämtliche Zerlegungsgraphen Gpr_ij 
(r = l,2, ...) von G t-orientierbar sind. Wählt man dann zu jedem Gfr-i) beliebig 
eine t-Orientierung,1 und erteilt man sämtlichen AJAJ-Kanten von G (bezüglich AJ 
und Aj) die Richtung der Kante AJAJ von GJr_l-), führt man dies für jede Kante 
von Gp(r_ d und für jeden Zerlegungsgraph G'(’r_ ,, von G durch, so erhält man eine 
t-Orientierung von G.

5 Ein vollständiger Л-Graph enthält genau к  Punkte, und je zwei von diesen sind mit einer 
Kante verbunden.

6 d. h. entweder sind alle von AI nach A'] gerichtet, oder sind sie alle umgekehrt gerichtet.
7 Wir wollen auch bei einem Graphen, der aus lauter isolierten Punkten besteht, von einer 

„t-Orientierung” des Graphen sprechen.
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(1. 10) Da jeder vollständige Graph t-orientierbar ist, hängt nach (1.8) und 
(1. 9) die t-Orientierbarkeit eines Graphen G nur von der t-Orientierbarkeit jener 
Zerlegungsgraphen Gfr_1} ( r  = 1,2, ...) von G ab, die zu dem Absatz 5) von (1. 8) 
gehören. Diese Graphen besitzen — falls sie t-orientierbar sind — genau zwei 
t-Orientierungen (bei diesen Graphen gehören alle Kanten zur selben Kantenklasse). 
Diejenigen Zerlegungsgraphen, die vollständige k-Graphen ( k S 2) sind, besitzen 
genau k! verschiedene t-Orientierungen. Man sieht so, wie die Gesamtheit und 
Zahl der verschiedenen t-Orientierungen eines Graphen von der Zahl und Art seiner 
Zerlegungsgraphen abhängt.

(1. 11) Zur Erreichung der obigen Resultate, sowie zur Herleitung von ge
wissen verschärften Bedingungen der t-Orientierbarkeit benötigen wir neben der 
Relation Л noch eine andere, ebenfalls für benachbarte Kanten eines Graphen 
erklärte Relation. Sind ab, ac (  G, so bestehe die Relation

ab ~ac
(in G) dann und nur dann, wenn entweder b = c ist, oder ein Weg 8 IV = (x0 ... xk) 
von G mit k s  1, x0 = b, xk = c a x^G  (i=  1, ..., k  — 1) existiert. Besteht ab~ac 
(inG), so sagen wir, daß ab und ac (in G) verknüpft sind, sowie daß sie (in G) bei 
a verknüpft sind. (Wenn anders nicht gesagt wird, bezieht sich die Relation ~ 
immer auf den mit G bezeichneten Graphen. Ferner soll in der Feststellung ab^ac  
die Behauptung ab, ac£G miteinverstanden sein.)

Man sieht leicht, daß die angegebene Definition mit der folgenden äquivalent 
ist: ab~ac besteht dann und nur dann, wenn b und c zur selben Komponente 
des Graphen [N(a)]G gehören, wobei N(a) die Menge der Nachbarpunkte von a in 
G bezeichnet.8 9 Diese zweite Erklärung zeigt unmittelbar, daß die Relation ~  für 
die mit demselben Punkt a inzidenten Kanten von G eine Äquivalenzrelation ist. 
Dementsprechend soll ayx ~ ay2 ~  ... ~ay„ bedeuten, daß die Kanten ayt (i = 1, ...,«) 
paarweise verknüpft sind.

Bei der ersten Definition von ab~ac  gilt im Falle b ^ c  ax;Aaxi+1 
(/ = 0, ..., k — 1). Daraus folgt, daß zwei verknüpfte Kanten stets zur selben Kanten
klasse von G gehören. Es besteht offensichtlich abhac^-ab ~ac.

Die Bedeutung der Relation ~ bezüglich der t-Orientierbarkeit besteht darin, 
daß sämtliche bei einem Punkt a verknüpfte Kanten bei jeder t-Orientierung des 
Graphen bezüglich a die gleiche Richtung erhalten. (Die Umkehrung dieser Behaup
tung ist im allgemeinen nicht richtig.)

Wir wollen noch eine einfache, jedoch wichtige Eigenschaft der Relation ~ 
erwähnen. Gilt a, b, c£A<^£?(G), so folgt aus dem Bestehen von ab~ac  in [A]G 
die Richtigkeit von in G (die Umkehrung ist nicht allgemein richtig).

(1, 12) Um die Verknüpfungen der Kanten von G zum Vorschein kommen 
zu lassen, führen wir den Verknüpfungsgraphen G von G ein. Dazu sollen die

8 Die Punkte xo,..., Xk eines Weges (xo... xk) sind stets verschieden. Es werden auch entartete, 
einpunktige Wege (je) betrachtet. Der Weg (xo... xk) wird nach seinen Endpunkten ein -Vo.w-Weg 
genannt. Es sei noch bemerkt, daß die Wege als spezielle Graphen aufgefaßt werden (es wird also 
mit ihnen keine Durchlaufsrichtung verbunden).

9 Für x í G  soll Na(x) die Menge der Nachbarpunkte von x  in G bezeichnen. Der Index G 
wird meistens weggelassen. Das Zeichen N(x) bezieht sich — wenn anders nicht gesagt wird — 
immer auf den mit G bezeichneten Graphen.
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Kanten der Graphen nicht als Punktpaare, sondern als selbstständige Elemente 
betrachtet werden, deren Inzidenzen zu den Punkten durch die Punktpaarbezeich
nungen angegeben sind. Wir erklären nun: Die Kanten von G sind iden
tisch mit den Kanten von G. Die Punkte, sowie die Inzidenzen der Punkte und 
Kanten von G bekommt man folgendermaßen: Für einen jeden nicht isolierten 
Punkt x von G betrachte man den Graphen [N(x)jc . Zerfällt dieser in die Kompo
nenten [ZJg ( i=  1, к; к S l ; X 1, Xk sind die Mengen der Punkte der ein
zelnen Komponenten), so „zerspalte” man den Punkt x in die „Teilpunkte” 
x1, xk — diese sollen die Punkte von G sein — und füge in G sämtliche xX r  
Kanten von G zu dem Punkt x‘ (/= 1 , ..., k) hinzu. (In der Zeichnung — s. Fig. 1 
und Fig. 2 — werden die Teilpunkte nahe^zueinander aufgenommen. Die Kanten 
von G sind voll ausgezogen, diejenigen von G punktiert, oder gar nicht eingezeichnet.)

Aus der Definition folgt unmittelbar: Die Kantenklassen von G fallen mit 
den Kantenmengen der einzelnen Komponenten von G zusammen.

(1. 13) Um die Bedeutung von G bezüglich der t-Orientierbarkeit von G zu 
zeigen, sei jetzt angenommen, daß G t-orientierbar ist, und betrachte man eine 
beliebige t-Orientierung von G. Die Orientierung der Kanten von G macht dabei 
auch aus G einen gerichteten Graphen. Und zwar erhält G eine besondere Orientie
rung: Bei jedem beliebigen Punkt x‘ von G sind sämtliche zu x‘ inzidenten Kanten 
bezüglich x' in gleicher Weise gerichtet, x' ist also entweder eine „Quelle”, oder 
eine „Senke”. t?(G) zerfällt daher in zwei Gruppen, deren eine die Quellen, die 
andere die Senken enthält; jede Kante von G verbindet eine Quelle mit eine Senke, 
und ist von einer Quelle nach einer Senke gerichtet. Der Graph G muß also ein
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paarer 10 Graph sein. Nun werden wir auch die Umkehrung dieser Behauptung 
beweisen (s. (4. 6)). Es gilt nämlich der folgende Satz:

(1. 14) Satz. Der Graph G ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn der Ver
knüpfungsgraph G von G ein paarer Graph ist.

(1. 15) Man kann auch eine andere Formulierung des Satzes (1. 14) angeben. 
Die Behauptung, daß ein Graph ein paarer Graph ist, und die Aussage, daß jeder 
Kreis (oder jeder geschlossene Zug) 11 12 des Graphen gerade ist, d. h. eine gerade 
Anzahl von Kanten enthält, sind gleichwertig. Ist Z  — \xJ0lx{2 ... xJnn\ ein Zug von G, 
und ist x{‘ bei der Zerspaltung des Punktes x t von G zustandegekommen (/ =  0, ..., и), 
so ist Z  =  fx0.v1 ... xn\ ein Zug von G. Ist Z geschlossen, so gilt das gleiche auch für 
Z. Diese offenen und geschlossenen Züge von G haben (im Falle n S2) die nennens
werte Eigenschaft, daß je zwei ihrer (in Z) benachbart liegenden Kanten in G ver
knüpft sind. Genauer gesagt, es besteht x i^ lx i ^ x ix i+l ( i= l ,  — 1) und wenn
Z geschlossen ist, so auch x„-xXn ~ x 0x1. Wir wollen diese speziellen Züge von G 
als die Ketten bzw. geschlossenen Ketten (von G) bezeichnen. Ist Z  mit einem Weg 
bzw. Kreis identifizierbar, so muß das gleiche für das entsprechende Z nicht gelten: 
Z kann noch „mehrfache” Punkte enthalten (s. den Zug \axbx cx d lexf 1c2al\ der 
Fig. 2). Fällt jedoch auch Z mit einem Weg bzw. Kreis von G zusammen, so wollen 
wir dieses Z  eine Wegkette bzw. Kreiskette (n-Eckkette) nennen. Die Länge einer 
Kette (geschlossener Kette) ist gleich der Anzahl ihrer Kanten. Die geschlossene 
Kette heißt gerade oder ungerade, je nach dem, ob ihre Länge gerade oder ungerade 
ist. In Betracht der erwähnten Eigenschaft der paaren Graphen kann man nun mit 
den so eingeführten Begriffen den Satz (1. 14) folgendermaßen formulieren.

(1. 16) Satz. Ein Graph ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn er keine 
ungerade geschlossene Kette enthält}2

Die Bedingungen von (1. 14) und (1. 16) sind dem Wesen nach mit denjenigen 
äquivalent, die von Ghouila-Houri und G ilmore und Hoffman für die t-Onentier- 
barkeit angegeben wurden: man kann mit nicht viel Mühe von (1. 14) bzw. (1. 16) 
zu den in [3] und [5] formulierten Sätzen gelangen, und umgekehrt. Wir leiten den 
Satz (1. 16) — unabhängig von den Ergebnissen von [3] und [5] — mit Hilfe von 
unserem Satz (1.9) ab. Unser Beweis ist wohl nicht kürzer als diejenigen von [3] 
und [5], er scheint jedoch einen tieferen Ein.dick in die Verhältnisse zu bieten.

Die im Satz (1. 16) vorkommenden geschlossenen Ketten sind im allgemeinen 
noch ziemlich komplizierte Gebilde. Es ist wünschenswert, diese durch einfachere

10 Ein Graph heißt ein paarer Graph, wenn seine Punkte so in zwei Klassen eingeteilt werden 
können, daß die Kanten des Graphen stets zu verschiedenen Klassen gehörige Punkte verbinden.

11 Die Folge von Punkten Z = |x o ...  x„| ist ein Zug des Graphen G, falls x,Xi +1 £ G (7 = 0 ,..., n — 1) 
und XiXi + i ZXj Xj  + i für i z j  besteht. Mit Zistauch |x„ ...xo | ein Zug von G. Wir wollen diese Züge 
als identisch betrachten. Istxo =  x„ («S 3 ), so heißt Z  geschlossen. Sind die Punkte xo,..., x n bzw. im 
Fall xo =  x„ die Punkte x t, . . . , x „ verschieden, so kann man Zmit dem Weg bzw. mit dem Kreis 
(n-Eck) (xo ... x„) identifizieren. Die Kreise (Vielecke) werden ähnlich den Wegen als spezielle Gra
phen betrachtet. Die Länge eines Zuges ist gleich der Anzahl seiner Kanten. Der Zug heißt gerade 
oder ungerade, je nachdem seine Länge gerade oder ungerade ist.

12 Den Teil „nur dann” von (1.16) kann man auch ohne Benützung des Verknüpfungsgraphen 
leicht erhalten. Durchläuft man nämlich in einem t-orientierten Graphen G ein Kette, so findet 
man, daß die Kanten abwechselnd übereinstimmend und entgegengesetzt zur Durchlaufsrichtung 
gerichtet sind. Demzufolge kann G keine geschlossene ungerade Kette enthalten.
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zu ersetzen. Der erste Schritt in dieser Richtung ist der Beweis des folgenden Satzes 
(s. Abschnitt 5).

(1. 17) Satz . Ein Graph ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn er keine 
ungerade Kreiskette enthält.

(1. 18) Den Abschluß der Vereinfachungen der „auszuschließenden Gebilde” 
bedeutet die Bestimmung sämtlicher irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen. 
Diese Graphen G sind durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: G 
ist nicht t-orientierbar und für jedes Acz0’(G) ist [A]a t-orientierbar. Oder was 
nach (1. 17) das gleiche bedeutet: G enthält eine ungerade Kreiskette, und für 
jedes ä c ^ ( G )  enthält [A]G keine solche Kette. Wir bestimmen alle diese Graphen 
(s. die Abschnitte 6 und 7). Sie sind auch zeichnerisch in den Tafeln I und II 
(S. 64 und 65) dargestellt. Man findet unter ihnen 4 solche Typen, die keine Drei
eckskette enthalten, und 15 solche, die Dreiecksketten besitzen. Für die ersteren sind 
gleich die Verknüpfungsgraphen gezeichnet. Die letzterwähnten sind durch ihre komp
lementären Graphen (diese sind einfacher als die ursprünglichen) angegeben.

(1. 19) Wir geben noch eine andere Formulierung des Satzes (1. 17), die bei 
der Bestimmung der irreduziblen Graphen und bei der Untersuchung der Zusammen
hänge mit den Intervallgraphen (s. unten) eine Rolle spielt.

Bilden die Kanten des ungeraden Kreises (al ... a2n+iöi) von G eine Kreis
kette in G, d. h. genügen sie den Bedingungen öJ_1űi~ ö Ja í+1 (i=  1,..., 2n +  1, 
ao=chn+i> a2n+ 2  =  e t) ,so existiert zu jedem i =  1, ..., 2n +1 ein Weg W {=(xl0 . . .x ia.) 
von G mit x i0 = a i- 1, x iVi=ai+1 und ö;Xy£G ( j  = 0, ... ,a ;). Wir wollen nun die 
Eigenschaften des Gebildes, welches durch die Punkte a{, ..., a2i:+, und die Wege 
W u ..., W2n+1 im Graphen G gebildet wird in bezug auf G formulieren. Deswegen 
sagen wir folgende Definition aus:

Die Folge
o- =  {yi W fy2 т У з-У 2«+1 1У:} (n S  1)

soll eine Astroide, genauer eine (2n + \)-Astroide des Graphen G heißen, 13 wenn
у l > •••>Т2П+1 verschiedene Punkte von G sind, W f 
einen У1У1+ j-Weg von G bezeichnet und y t mit keinem 
Punkt von Wf+n in G verbunden ist (i=  1, ..., 2n + 1; 
das Zeichen W f ist für j  < 1 und />2/г +1 durch 
die Annahme: W f = Wf falls a = ß (mod 2n+ l) 
erklärt). Die Punkte y t sollen die Ecken, die Wege 
W f die Bogen von a heißen. (Der Bogen Wf+n liegt 
„gegenüber” der Ecke j ;. Es gilt offensichtlich 
yA W ?+n, i= \ , . . . ,2 n  + \.) Die Summe der Längen 
der Bogen gibt die Länge von a an.

Nun ist es leicht ersichtlich, daß die Punkte at 
und Wege Wt der vorher erwähnten Kreiskette im 
Graphen G eine (2n + l)-Astroide bilden, und zwar 
die Astroide

0 ' = {a\ W[a'2 W'2a'3...a2„+1 W'2n+ j aj},

13 Ähnliche Benennung wird für die 3-Astroiden in [7] benützt.
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wobei a- =a2i- i  und W'i = W2i (i= 1, 2n + 1) gesetzt wurde (a„ und aß bzw. 
Wx und Wß bedeuten, falls a = ß (mod 2n + 1) besteht, denselben Punkt bzw. Weg) . 14 
Umgekehrt sieht man auch, daß einer jeden Astroide von G eine ungerade Kreis
kette in G entspricht.

Nun kann man mit Hilfe des Begriffes der Astroide den Satz (1. 17) folgender
maßen formulieren:

(1. 20) Der Graph G ist dann und nur dann t-orientierbar, wenn G keine Astroide 
enthält.

(1. 21) Wir wollen bemerken, daß die Bogen Wf der Astroide von Fig. 3 be
sondere Eigenschaften haben: Nur die „benachbarten” von ihnen, Wf und W*+, 
(j = l, ...»2/1 +  1) besitzen gemeinsame Punkte, und zwar ist jeder Durchschnitt 
Wf П Wi% ] ein Weg (dabei soll auch ein Punkt in sich selbst als ein Weg betrachtet 
werden). Dies ist natürlich nicht bei jeder Astroide der Fall. Doch kann man sich 
in (1. 20) auf solche einfache Astroiden beschränken. Es gilt nämlich, daß gewisse 
extreme Astroiden eines Graphen stets die erwähnten Eigenschaften besitzten. 
Dabei wird die Astroide er von G dann als extrem bezeichnet, falls die Zahl der 
Ecken von er minimal ist, und a unter den Astroiden mit minimaler Eckenzahl 
eine minimale Länge besitzt. Eben die Untersuchung dieser extremen Astroiden 
ist eines der wichtigsten Hilfsmittel der Bestimmung von irreduziblen, nicht 
t-orientierbaren Graphen.

Die Formulierung (1. 20) führt zu einer zweiten Art von irreduziblen Graphen. 
Diese Graphen enthalten Astroiden, und jeder Teilgraph von ihnen, der durch 
Weglassen von Punkten entsteht, besitzt keine Astroide. Offensichtlich sind diese 
Graphen genau die komplementären Graphen der irreduziblen nicht t-orientier
baren Graphen. Diejenigen von diesen, die keine 3-Astroiden enthalten, sind die 
komplementären Graphen von Г1(2п +  1), Г2(2п +1), Г3(2я +  1), ГА(2п + 1) (s . S. 64). 
Jene, die 3-Astroiden besitzen, sind in Tafel II in ihrer ursprünglichen Form 
dargestellt (S. 65).

Die 3-Astroiden spielen bei der Charakterisierung der Intervallgraphen15 
eine wichtige Rolle. Diesbezüglich enthält [7] den folgenden Satz:

(1. 22) (Lekkerkerker—Boland) Ein Graph G ist dann und nur dann ein Inter
vallgraph, wenn 1) G mit jedem k-Eck (k =4 , 5, ...) auch eine Diagonale des k-Ecks 
enthält, und 2) in G keine 3-Astroide vorkommt.

In [7] sind auch alle solche Graphen bestimmt, die keine Intervallgraphen 
sind, aus denen jedoch durch Weglassen je eines beliebigen Punktes schon Intervall
graphen entstehen (irreduzible Nicht-Intervallgraphen). Die fünf angegebenen 
Typen kommen alle — mit Ausnahme des Fünfecks — unter den Graphen unserer 
Tafel II (S. 65) vor. Das Fünfeck fällt mit dem komplementären Graphen von 
f \ ( 5) (s. Tafel I) zusammen. Umgekehrt, mit Ausnahme des Typs Г9 [9] sind

14 Die Endpunkte von Wt =  Wn sind die Punkte a u - i  =  al  und ű2 í + i =  ű,' + i. Sämtliche Punkte 
des o i= a 2 i - i  gegenüberliegenden Bogens Wl+n=  1Ущ + п) =  W u - i  sind in Gmit a u - 1  verbunden, 
sie sind also in G mit ai nicht verbunden.

15 Ein Graph G heißt ein Intervallgraph, wenn zu jedem Knotenpunkt von G je ein Intervall 
der Zahlengeraden so zugeordnet werden kann, daß je zwei dieser Intervalle dann und nur dann 
einen gemeinsamen Punkt besitzen, falls die entsprechenden Knotenpunkte in G durch eine Kante 
verbunden sind.
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die Typen der Tafel II entweder identisch mit den in [7] angegebenen Typen, oder 
kann man sie aus diesen durch Weglassen von Kanten erhalten.

Der Zusammenhang zwischen t-Orientierbarkeit und Intervallgraphen wurde 
zuerst durch G ilmore und Hoffman entdeckt. Sie bewiesen folgenden Satz [5J:

(1. 23) (G ilmore—Hoffman). Ein Graph G ist dann und nur dann ein Intervall
graph, wenn 1) G mit jedem Viereck auch eine Diagonale des Vierecks enthält, und
2) G t-orientierbar ist.

Nun läßt sich aus (1. 22) der Satz (1. 23) sehr einfach herleiten. Genügt nämlich 
der Graph G der Forderung 2) von (1. 23), so kann er keine Astroiden enthalten 
(s. (1. 20)). Da ein Fünfeck eine 5-Astroide und jedes k-Eck (/c5 6 ) eine 3-Astroide 
enthält, kann G kein solches k-Eck ( k s  5) enthalten, dessen sämtliche Diagonalen 
zu G gehören. Genügt also G auch noch der Forderung 1) von (1. 23), so ist er nach 
(1. 22) ein Intervallgraph. (Die Notwendigkeit der in (1. 23) gegebenen Bedingungen 
ist trivial.)

Es scheint jedoch, daß man (1. 22) aus (1. 23) nicht so einfach bekommen kann. 
Dazu muß man nämlich folgendes beweisen: Ein Graph G, in dem nur (2k+1)- 
Astroiden mit к ^ 2  Vorkommen, enthält ein Viereck, dessen beide Diagonalen zu 
G gehören. Wir kennen keinen unmittelbaren Beweis dieser Behauptung. Ihre 
Richtigkeit kann eingesehen werden, indem man sie an den angegebenen irreduziblen 
Graphen, namentlich an den Komplementären Graphen von Г,(2и +  1), Т2(2я + 1), 
r s(2n + l) und Г4(2п + 1) bestätigt. Am einfachsten geschieht dies derart, daß man 
in jedem T f2n  +  1) (/' = 1, 2, 3, 4) zwei solche nicht benachbarte Kanténak under/ 
sucht, für welche ac, ad, bc, bd alle zum komplementären Graphen gehören.

2. Die Beweise der Sätze (1.2), (1.5) und (1.6)

Um die angedeuteten Sätze zu beweisen, benötigen wir zahlreiche Hilfssätze.
(2. 1) Es sei a, b£G, a ^ b  und W = (x0 ... xn), x0 =  a, x„ = b ein kürzester ab- Weg 

von G. Dann gehören sämtliche Kanten von W zur selben Kantenklasse von G.
Beweis. Es genügt, den Fall n ^ 2  zu betrachten. Dann ist Xj^Xj+jCG 

(/=1, ..., n — 1), denn sonst würde in G ein kürzerer Weg als W existieren. Daher 
gilt 1ХгЛх,д:г+! (i =  1, ..., n — 1) woraus unsere Behauptung folgt.

(2. 2) Es seien X  und Y solche nichtleere fremde Teilmengen von SP(G), die in G 
vollständig verbunden sind, und es sollen die Graphen [X]c und [ Y]a beide zusammen
hängend sein. Dann gilt für ein jedes x £ X  und y£ Y, daß alle xY-Kanten bei x, alle 
у X-Kanten bei у paarweise verknüpft sind. Ferner gehören alle XY-Kanten zur selben 
Kantenklasse von G.

Beweis. Alle T-Punkte gehören derselben Komponente des Graphen [V(x)]c 
an. Dies gibt die Richtigkeit der ersten Behauptung. Das Bestehen der Zweiten 
folgt ähnlich. Ist x ^ x ' £ X  und y ^ y '  £ Y, so gelten nach den vorangehenden xy ~ x 'y  
und x'y ~ x 'y '. Dies bestätigt die dritte Behauptung.

Die folgende Behauptung ist einer der wichtigsten Punkte unserer Beweis
führung.
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(2. 3) H ilessatz. Es seien G und G beide zusammenhängend und mehrpunktig. 
Dann enthält G mindestens 4 Punkte, und besitzt genau eine solche Kantenklasse E, 

für die (P(E) =  3P(G) gilt. (iP(E) bezeichnet die Menge jener Punkte, die mit Kanten 
von E inzident sind.)

Beweis. Die Richtigkeit der ersten Behauptung folgt durch eine triviale Dis
kussion. Zum Beweis des zweiten beachte man, daß G kein vollständiger Graph ist, 
und daher gibt es ein I c f ( G )  für das G — X  nicht zusammenhängend ist. Es soll 
L eine minimale unter diesen trennenden Punktmengen X  von G bezeichnen, und 
G,, ..., Gq (q = 2) sollen die Komponenten von G — L sein. Wir setzen Ki = ̂ >(Gi) 
( j= l ,  ...,<?)• Aus der Minimalität von L folgt (s. [1] Hilfssatz 2), daß ein jedes 
x£ L  in G mit allen Kt (1 S i ^ q )  verbunden ist. Ferner ist für jedes Indexpaar 
i , j  (1 S i ^ j ^ q )  Kt und Kj in G vollständig verbunden. Nach (2. 2) gehören für 
ein solches festes i ,j  Paar, sämtliche K ^-K anten zur selben Kantenklasse.

Da G zusammenhängend ist, gibt es ein Kt, z. B. Kx, das in G mit L verbunden 
ist. Es sei alx 1£G mit ax£Kx, x x£L, und x ,bx£G mit Ь{£К Х (i =  2, ..., q). Aus 
axbi£G folgt dann albil\alx 1 (i = 2,...,q). Es gehören daher alle Ä^Äj-Kanten 
(/ =  2, ..., q) zur selben Kantenklasse E, die auch axx x enthält. Da ayx x eine beliebige 
Kj L-Kante von G war, gehören sämtliche Á^L-Kanten von G zu E.

Wir zeigen, daß ) = .^(G) gilt. Dazu braucht man nur noch L<^£P(E) 
zu beweisen. Es sei x ein beliebiger Punkt von L, und W ein kürzester ß,x-Weg 
in G. W muß eine KXL-, oder eine K,Kr Kante (2^ i ^ q )  enthalten. Nach (2. 1) 
gehören alle Kanten von W zur selben Kantenklasse. Es gehört daher die mit x 
inzidente Kante von W zu E, also gilt x£3P(E).

Es sei K \= & (G )—KX. Sämtliche KjKj-Kanten von G gehören zu E. Gibt 
es daher eine von E verschiedene Kantenklasse E' von G mit 0>(Е') = 0>{G) — K fJ K y ,  
so muß E' eine Kante von [KX]G, und auch eine von [KJg enthalten. Dies kann 
jedoch nicht bestehen, da die Kanten von E' einen zusammenhängenden Graphen 
bilden.

(2. 4) Man findet die Definitionen der geschlossenen, starkgeschlossenen und 
der quasimaximalen Mengen in (1. 4). Es ist ersichtlich, daß alle diese Eigenschaften 
bezüglich der Graphen G und G gleichzeitig bestehen. Im Abschnitt 2 werden — wenn 
anders nicht gesagt wird — alle diese Begriffe, und auch der Begriff der Kanten
klasse bezüglich des mit G bezeichneten Graphen verstanden.

Der Beweis dafür, daß ein XaSP(G) geschlossen ist, wird meist in jener Form 
durchgeführt, daß wir aus den Annahmen x£ X , y$X, xy£G  folgern, daß alle 
jW-К an ten zu G gehören.

(2.5) Beweis des Satzes (1.5). I) Es sei X  geschlossen, xy£fX]Cj, uv [X]G 
und im Gegensatz zur ersten Behauptung von (1. 5) E eine Kantenklasse mit xy, uv £ E. 
Dann gibt es eine Folge х ху ( (z= 1,..., n) von Kanten (aus G) mit x xy x —xy, x„yn — uv 
und XijZjAXj+jjj+j (i = 1, ..., n — 1). Es sei k  (2SfcSn) der kleinste Index mit 
хкУк$[Х]а- Dann ist xk- tyk- x £[X]G, und man darf yk- x= xk annehmen. Daraus 
folgt yk<{X und xk- xyk£ G, und dies bedeutet einen Widerspruch.

Die Richtigkeit der zweiten Behauptung von (1. 5) folgt einfach daraus, daß 
die Relation Л — auf die Kanten von [X]G angewendet — in [3f]G und G gleichzeitig 
besteht.
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II) Um die dritte Behauptung von (1.5) zu beweisen, sei E eine beliebige 
Kantenklasse. Man darf sich auf 3?(E)cz3P(G) beschränken. Es sei dann z£^(G ) — 
— 0>(E), X  die Menge jener Punkte von 0*(E), die in G mit z verbunden sind, und 
Y= 0>(E) — X. Nehmen wir an, daß X X  0 ,  YX  0  ist. Da die Kanten von E einen 
zusammenhängenden Graphen bilden, gibt es ein xy£ E  mit x£X, y£ Y . Es gilt 
daher xy A xz, woraus xz£ E  folgt. Dies widerspricht der Definition von SP(E). Da
mit ist (1. 5) vollständig bewiesen. <

(2. 6) Es seien X  und Y  fremde geschlossene Mengen. Dann sind X  und Y ent
weder in G oder in G vollständig verbunden.

Beweis. Nehmen wir an, daß G eine FF-Kante enthält: Es sei xy l  G, x£ X , у £Y. 
Ferner sei x ’ 6  X, y’ 6 Y. Dann ist xy' £ G, voraus x'y' £ G folgt.

(2.7) Sind X l und X2 geschlossen und X\C) X2X 0 , so sind auch X v П X2 
und X y(jX 2 geschlossen. Gilt ferner noch I -  = I i - ( I 1 f l I 2)?i 0  (/= 1 ,2), so 
sind sogar X[ und X2 geschlossen.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Um die zweite zu beweisen sei x([ X [ ; 
x i ,x '1£X[ und xXjCG. Wir zeigen, daß dann xx't £G besteht. Im Falle х^.Хг 
folgt dies unmittelbar aus der Geschlossenheit von X x. Es sei nun x  £ X v П X2 
und x2£X2. Dann folgen aus x x 1 £G und aus der Geschlossenheit von X l und X2 
nacheinander die Feststellungen: x tx 2 £ G, x 2x[ £G, x \ x £ G.

(2. 8) Es seien G und G beide zusammenhängend, X, und X2 geschlossen und 
X , , f ,c # ( G ) .  Dann gilt X, U J 2 c#(G ).

Beweis. Nehmen wir X 1U X 2 = SP(G) an. Es kann dann weder X t U X 2, noch 
X2Q X l gelten, woraus X'i = X i — X í í \ x 2 ?í 0  (/=1,2) folgt. Nach (2.7) und 
(2. 6) sind dann X[ und X2 entweder in G, oder in G vollständig verbunden. Im 
ersten Falle wäre G, im zweiten G nicht zusammenhängend.

(2. 9) Es seien G und G zusammenhängend und mehrpunktig. Dann fallen die 
quasimaximalen stark geschlossenen Mengen (kurz: qm. st. g. Mengen) mit den qua
simaximalen geschlossenen Mengen (kurz: qm. g. Mengen) zusammen.

Beweis. Wir zeigen, daß eine jede qm. g. Menge X  auch stark geschlossen ist. 
Gäbe es nämlich ein geschlossenes Y  mit Z  = XD YX- 0 ,  X  — Z ^  0 ,  Y —Z x  0 , 
so wäre nach (2. 7) und (2. 8) X l) Y  geschlossen, und X l) Ya3P(G), was mit der 
Quasimaximalität von X  in Widerspruch steht.

(2. 10) Ist G (bzw. G) nicht zusammenhängend und sind Gt (bzw. G j (/ =  1 q, 
q=2) die Komponenten von G (bzw. G), so fallen die Mengen Ai = &>(Gi) (bzw. 
Ä . = Y‘{Gi)) (/= 1 , ..., q) mit den qm. st. g. Mengen von G zusammen.

Beweis. Nach der ersten Behauptung von (2. 4) genügt es, jenen Fall zu be
trachten, wo G nicht zusammenhängend ist. A t , ..., Aq sind offensichtlich geschlossen. 
Wir beweisen, daß sie auch stark geschlossen sind. Ist A t einpunktig, so gilt dies 
trivial. Es sei A t mehrpunktig, und nehmen wir an, daß es ein geschlossenes X  gibt, 
für welches keine der Mengen F=^4;n  X, A t — Fund X — Fleer ist. Da G, zusammen
hängend ist, gibt es ein у  £ F und ein a £ A t —Y  mit ay £ G. Ferner sei x ^ X —Y.
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Es ist dann x £ Aj (j  И i). X  ist geschlossen, und daher ist wegen oy 6 G auch ax 6 G. 
Dies widerspricht aber der Definition von A {.

A t ist eine qm. st. g. Menge. Nehmen wir das Gegenteil an: Es sei X  stark 
geschlossen und A iczXcz0>{G). Dann muß ein A j£ &{G) — X  existieren. Es ist 
jedoch Y = A iUAj geschlossen, und es besteht keiner der Fälle ХП Y=  0 ,  X czY  
und I ' d  Dies ist ein Widerspruch.

(2. 11) Es sei G mehrpunktig. Dann bilden die qm. st. g. Mengen von G eine 
solche echte Zerlegung von fP(G), die sämtliche im Satze (1. 2) angeführten Eigen
schaften der kanonischen Zerlegung von 3P(G) besitzt. Keine andere Zerlegung besitzt 
alle diese Eigenschaften.

Beweis. Für jedes x£G  ist {x} stark geschlossen und {x)<zdP(G). Es gehört 
daher jedes x einer qm. st. g. Menge an. Laut der Definition dieser Mengen sind 
je zwei von ihnen stets fremd, und daher bilden diese tatsächlich eine echte Zerlegung 
von 3P(G).

1) Ist G nicht zusammenhängend, und sind Gi = [Ai]G ( i= l , . . . ,q \  q = 2) 
die Komponenten von G, so sind nach (2. 10) А 1г ..., Aq mit den qm. st. g. Mengen 
identisch. Die Kantenklassen von G1; ..., Gq geben offensichtlich sämtliche Kanten
klassen von G an.

2) Ist G nicht zusammenhängend, und sind = [d (7 =  1, ..., q; q S2) 
die Komponenten von G, so sind nach (2. 10) die A x, ..., Aq ebenfalls mit den 
qm. st. g. Mengen identisch. Für ein jedes Indexpaar i,j (1 ^ i< j^ q )  sind A-t und Aj 
in G vollständig verbunden, und nach (2. 2) gehören sämtliche AjAj-Kanten zur 
selben Kantenklasse Ец. Wegen der Geschlossenheit von At, Aj und A ;U Aj 
enthält laut (1. 5) Ey keine andere Kante. Aus denselben Gründen fallen die von 
den Ejj verschiedenen Kantenklassen von G mit derjenigen der Graphen [A ;]c 
(7=1, ...,q) zusammen.

3) Es seien nun G und G beide zusammenhängend und Ax, ..., Aq (q=2) 
die qm. st. g. Mengen von G. Wie schon erwähnt wurde, ist P = {A X, ... ,A q} eine 
echte Zerlegung von 3P(G). Nach (2. 6) besitzt P die Eigenschaft a) von (1. 2) 3) 
Laut (2. 3) gibt es eine Kantenklasse E mit 3P(E) = &4G), und für jede andere Klasse 
E'gilt &>(E') c  ̂ (G). Da nach (1. 5) £P(E') geschlossen ist, und nach (2. 9) A 1; ..., Aq 
mit den qm. g. Mengen zusammenfallen, gibt es ein j  (1 ^ j ^ q )  mit 3?(Е')Я: A j. 
Daraus und aus (1.5) folgt, daß P auch die Eigenschaften b) und c) von (1.2) 3) 
besitzt. Nehmen wir jetzt an, daß P die Verfeinerung der echten Zerlegung P' = 
= {Aj , ..., A'mj von 3P(G) ist, wobei P' die Eigenschaften a), b) und c) von (1.2) 3) 
besitzt. Wegen a) sind dann die Mengen A- geschlossen. Es gilt ferner A[czSP{G) 
(i =  1, ...,m), und es gibt ein h und ein j  mit 1 ^ h S m , I S j ^ q ,  AjCzA'h. Dies 
widerspricht aber der Behauptung, daß Aj eine qm. g. Menge ist. P besitzt daher 
auch die Eigenschaft d) von (1. 2) 3).

Um die Eindeutigkeit der Zerlegung P zu beweisen, nehmen wir an, daß es 
eine solche von P verschiedene echte Zerlegung P' = {A\, ..., A von SA(G) gibt, 
die alle Eigenschaften a), b), c), d) von (1. 2) 3) besitzt. Die Mengen A\ sind dann 
geschlossen, und es gilt A'i d&>{G) (i— 1, ...,m). Es gibt dann zu jedem A- ein 
Aj mit AjQ Aj. Daher ist P' — im Gegensatz zu d) — eine Verfeinerung von P. 
Damit ist der Beweis von (2. 11) beendet.
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(2. 12) Es sei A eine geschlossene Menge von G und G' = [A]0. Dann ist jedes 
X ^ A  in G und in G' gleichzeitig geschlossen. Ist A in G sogar stark geschlossen, 
so ist X  in G und in G' gleichzeitig stark geschlossen.

Beweis. I) Ist X Q A  in G geschlossen, dann ist es trivialerweise auch in G' 
geschlossen, unabhängig davon, ob A geschlossen ist oder nicht. Es sei jetzt X  in 
G' geschlossen, у £ 0>(G) — X, x  6 X  und xy£G. Ist y£A , so sind у und X  in G' 
— und so auch in G — vollständig verbunden. Ist y(ztP(G) — A, so ist wegen der 
Geschlossenheit von А у  mit А — und demnach auch mit X  — vollständig ver
bunden.

И) Es sei jetzt A und X ^ A  in G stark geschlossen und X ' A X  eine in G' ge
schlossene Menge. Nach I) ist X ' auch in G geschlossen, und daher gilt eine der 
Relationen X D X '=  0 ,  X c X ',  X 'czX . Das bedeutet, daß X  auch in G' stark 
geschlossen ist.

Es seien jetzt A in G und X  in G' stark geschlossen und X ' А X  eine beliebige 
in G geschlossene Menge. Wir zeigen, daß eine der Relationen X ' П X = 0 , Х а  X', 
X'<z.X besteht. Ist 1 'П 1 ^ 0 ,  so muß entweder A czX ' oder X'Q A  gelten. Im 
ersten Falle ist X a X ',  im zweiten X ' auch in G' geschlossen. Es gilt daher tat
sächlich der eine der angedeuteten Relationen.

Durch (2. 11) ist die Richtigkeit von (1.2) und der ersten Behauptung von 
(1. 6) vollständig bestätigt. Die zweite Behauptung von (1. 6) folgt mit Hilfe von 
(2. 11) und (2. 12) durch einen einfachen Induktionsschluß bezüglich der Anzahl 
der Punkte von G.

3. Die Beweise der Sätze (1.8) und (1.9)

Wir beschäftigen uns erst mit dem Satz (1. 8). Die Behauptungen 2), 3) und
4) von (1. 8) sind trivial. Zum Beweis der Behauptung 1) braucht man dann nach 
(1. 6) und (2. 9) nur die folgende Aussage zu bestätigen:

(3. 1) Es seien G und G zusammenhängend und mehrpunktig. Dann sind die 
qm. g. Mengen von Gp einpunktig.

Beweis. Es sei P — {Л1; ..., Aq) die kanonische Zerlegung von 2?(G), und 
nehmen wir an, daß es in Greine mehrpunktige geschlossene Menge Xpm\tXp<̂ 3P(GP)

j
gibt. Man darf Xp = {Al , ..., Aj} (2 ̂ j< q )  setzen. Wir beweisen, daß A = \J A tcz

i = 1
a3P(G) in G geschlossen ist. Es sei x^2P(G)— A, und es existiere in G eine xA- 
Kante xy. Dann gilt x £ A k ( j< k S q ) , y d A h ( lS /iS y ), und AhAk ist eine Kante 
von Gp. Daraus folgt, daß die Kanten AkA, (i =  l, ...,_/) alle zu Gp gehören, und 
dies ergibt, daß in G x  und A vollständig verbunden sind. Die Geschlossenheit 
von A steht jedoch zur Quasimaximalität von А , in Widerspruch. Damit ist (3. 1) 
bewiesen.

(3. 2) Endlich beweisen wir die Behauptung 5) von (1. 8). Der Zerlegungs
graph von G ist nach (2. 4) und (1. 6) der komplementäre Graph von Gp. Es besteht 
also Gp — Gp. G und Gp, und ebenso  ̂G und Gp sind offensichtlich gleichzeitig zu
sammenhängend. Sind also G und G beide zusammenhängend und mehrpunktig, 
so gilt das gleiche auch von Gp und Gp. In diesem Falle enthält somit laut (2. 3)
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Gp mindestens 4 Punkte. Die letzte Behauptung von 5) ergibt sich aus (3. 1) und 
(1. 2). Damit ist (1. 8) vollständig bewiesen.

(3. 3) Um unsere weiteren Beweise zu verkürzen, führen wir für die Ketten 
ein besonderes Zeichen ein: Das Bestehen von

i*o •••

soll bedeuten, daß |x0... x„\ eine Kette von G ist (s. (1. 15)).
Die Kanten einer Kette gehören selbstverständlich zur selben Kantenklasse. 

Es gilt aber auch das Umgekehrte: Zwei Kanten ab und cd, die zur selben Kanten
klasse von G gehören, lassen sich stets durch eine Kette von G verbinden, d. h. 
es gibt eine Kette |x0 ... xn\c G  mit x0Xx —ab und x„-lx„ = cd. Die in G mit ab und 
cd bezeichneten Kanten gehören nämlich derselben Komponente des Verknüpfungs
graphen G an (s. (1. 12)). Es gibt daher in G einen Zug (Weg) Z, der diese Kanten 
verbindet, und die zu Z gehörige Kette in G verbindet dann ab und cd.

Es sei noch bemerkt, daß im Falle x0, ..., x„£ A (Z.&{G), aus |x0 ... x„\a[A]G 
das Bestehen von |x0 ... xn\cG  folgt. (Das Umgekehrte ist allgemein nicht richtig.
S. die letzte Behauptung von (1. 11)).

(3.4) Zum Beweis von (1.9) bezeichne P = {A t , ..., Aq) wieder die zu G 
gehörige kanonische Zerlegung. Es werden jedoch die Punkte von Gp, neben 
A 1 , . . . ,A q, auch mit anderen, jedenfalls aber mit großen Buchstaben bezeichnet. 
Ferner wird die Relation ~  auch auf die Kanten von G” angewendet. Die Relation 
X Y ~ X Z  soll sich immer auf den Graphen Gv beziehen, und es soll in X Y ^ X Z  
das Gelten von XY, XZ  £ Gp miteinverstanden sein.

(3. 5) Es seien X, Y, Z  verschiedene Punkte von Gp und x 6 X.y £ Y, z£Z . Dann 
folgt aus X Y  ~  XZ die Behauptung xy~ xz .

Beweis. Gilt X Y  ~X Z , so gibt es in Gp einen Weg (X 0 ... X„) mit X 0 =Y, 
X„ = Z  und XXi£Gp (/ =  1, ..., n — 1). Es sei x0 =y, xn = z und x i£X i {i= 1, — 1).
Dann ist (x0 ... x„) ein Weg von G, und es gelten x x ^ G  (i = 0, ..., ri). Also besteht
xy ~  xz.

(3. 6) Es seien G und G zusammenhängend und mehrpunktig, XY£ Gp, x f  X, 
y, y' £ Y und xy Ф xy' ( Ф bezeichnet die Negation von ~  ). Dann gibt es ein solches 
von X und Y verschiedenes Z£G P, daß für jedes z£Z  Ixyzy'xj a  G besteht.

Beweis. Es ist y ^ y ' .  Da Gp und Gp beide zusammenhängend sind, gibt es ein 
X 'Y 'dG p, das mit Y nicht inzidiert. Nach (1. 8) gehören alle Kanten von Gp zur 
selben Kantenklasse, und daher gibt es nach (3. 3) eine Kette \X0 ... X„\ czGp mit 
X0Xl = X Y  und Xn_lXn = X 'Y '. Gelten X 0 =Y, X t =X, so folgt nach (3.5) aus 
X0X t ~ X tX 2 für ein x 2 €X 2 die Relation x y ~ x x 2 ~xy', und dies steht zu xy-ycxy' 
in Widerspruch. Daher gelten X0 = X  und X t = Y. Daraus folgt X 'Y ' 9̂ X ,X 2, 
und dies ergibt n >2. Man kann demnach X lX 2 ~ X 2X3 feststellen. Laut (3.5) 
gilt dann für z£ X 2, x 3 £X 3 die Relation z j~ z x 3 ~zy'. Aus X 0X 1 ~ X 1X 2 folgen 
yx ~  yzundy'x ~y'z, und so gilt \xyzy'x\czG.Z = X 2 genügt also unseren Forderungen.

(3. 7) Beweis des Teiles 1) von (1.9). Man nehme an, daß G t-orientierbar 
ist und betrachte eine beliebige t-Orientierung von diesem. Dabei wird jeder Teil-
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graph [Ar~1]a ein t-orientierter Graph. Daher genügt es nur den Fall r — 1 zu 
behandeln. Es ist P l = P = { A A qj.

Ist G einpunktig oder nicht zusammenhängend, so ist nichts zu beweisen. 
Sei also G mehrpunktig und zusammenhängend.

a) Um die erste Behauptung von 1) zu beweisen, sei ein Indexpaar i ,j  mit 
A iAj £Gp fest ausgewählt, und man setze x t ^A ,, Xj, x] ZAj. Es genügt folgendes 
zu zeigen:
(1) XjXj und x tXj besitzen bezüglich хг die gleiche Richtung.

Ist G nicht zusammenhängend, so folgt (1) einfach aus (1.2) 2) und (2.2) 
(s. den vierten Absatz von (1. 11)).

Es sei nun auch G zusammenhängend. Ist x tXj ~  x;x), so ist das Gelten von 
(1) offensichtlich. Nehmen wir an, daß x tXjФxpc'j besteht. Nach (3. 6) gibt es dann 
ein Ak (к 9  ̂i,j) derart, daß für xk £Ak x =  |х(х^х*х)х;| er G besteht. Bei einem Durch
lauf der Kette x  finden wir jedoch die Richtungen der Kanten abwechselnd über
einstimmend und entgegengesetzt zur Durchlaufsrichtung. Daraus folgt (1).

b) Um die zweite Behauptung von 1) zu beweisen, nehmen wir an, daß durch 
unsere Orientierungsvorschrift aus den Kanten A tAj und AjAk von Gp die gerichteten 
Kanten AtAj und AjAk entstehen. Essei x i£ A i,X j€ A J,x k£Ak. In G findet man 
dann die gerichteten Kanten xpcj und XjXk. Es existiert daher in G auch x txk , und 
daraus folgt nach a), daß Gp die Kante A tAk enthält. Gp wurde also tatsächlich 
transitiv orientiert.

Zum Beweis des Teiles 2) von (1.9) müssen wir noch die folgende einfache 
Behauptung bestätigen.

(3. 8) Es sei G mehrpunktig. Ferner seien sämtliche Graphen Gp, [AJc (i — 1, ..., q) 
t-orientierbar, und man wähle für jeden dieser Graphen eine t-Orientierung. Ist dann 
A iAj cGr, und erteilt man sämtlichen At A j-Kanten von G, bezüglich A{ und Aj, die 
Richtung von A iAj, und führt man dies für jede Kante von Gp durch, so erhält man, 
zusammen mit den Orientierungen der Graphen [.4 JG, eine t-Orientierung von G.

Beweis. Nehmen wir an, daß durch die angegebene Orientierungsvorschrift 
aus den Kanten xy  und yz von G die gerichteten Kanten xy und yz entstehen. Wir 
beweisen, daß dann auch xz in G vorkommt. Wir unterscheiden drei Fälle:

1) Es gilt x ,y ,z £ A t ( l^ i^ -q ) .  Dann folgt die Behauptung aus der Transi- 
tivität der Orientierung von [̂ 4;]G-

2) Zwei von den x, y, z gehören zu einem A ;, das dritte zu Aj (i jzj). Da sämt
liche A{Aj-Kanten von G bezüglich At und Aj dieselbe Richtung haben, kann 
x, z£ A h ydA j nicht bestehen. Bei den anderen zwei Möglichkeiten folgt unsere 
Behauptung aus den Tatsachen, daß A-t und Aj in G vollständig verbunden sind, 
und alle ^ ^ -K a n te n  bezüglich A t und Aj dieselbe Richtung haben.

3) Es ist x£ A j, y£Aj, z£ A k, wobei i , j ,k  verschieden sind. Dann folgt die 
Behauptung aus der Transitivität der Orientierung von Gp.

(3.9) Man erhält jetzt den Beweis des Teiles 2) von (1. 9) durch Induktion be
züglich der Anzahl der Punkte von G. Besitzt der Graph nur einen Punkt, so ist 
die Behauptung trivial. Wir nehmen an, daß die Behauptung für Graphen mit 
weniger als n (n> 1) Punkten richtig ist, und beweisen sie für ein G mit n Punkten. Es
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sei Р ~ { А г, ..., Aq} die kanonische Zerlegung von 0>(G). Es ist 2, also hat jeder 
Graph [Ade (i= l, ..., q) weniger als n Punkte. Diese Graphen genügen sämtlichen 
Voraussetzungen des Satzes. Infolge der Induktionsannahme erhält durch unsere 
Orientierungsvorschrift jedes [А(]в eine t-Orientierung. Dann ist jedoch nach (3. 8) 
auch die Orientierung von G transitiv.

4. Beweis des Satzes (1.16)

(4. 1) Erklärungen. Wir wollen für die geschlossenen Ketten ein besonderes 
Zeichen einführen:

<*i ••• xn>cG

soll bedeuten, daß (xt ... x„) eine geschlossene Kette des Graphen G ist, d. h . 
X;Xi+1 ( i= l ,  ..., n; x„ +1 =Xj) verschiedene Kanten von G sind, und xi_ 1x i ~ x ix i+1 
(;' =  1, ..., n; x0 =x„, x„+ 1  =  x,) bestehen.

Aus (xj ... x„)czG folgt (x„ ... x x)czG  und (xf ... x„xl ... ^ . ^ с б  (2 ^ i S n ). 
Wir wollen alle diese Ketten als identisch betrachten.

Ist x eine geschlossene Kette von G, so soll xgx bzw. xy£x  bedeuten, daß x 
ein Punkt bzw. xy ein Kante von x ist. Ähnliche Bezeichnungen werden auch für 
offene Ketten angewendet.

Die Teilketten einer Kette (bzw. geschlossenen Kette) werden ihrer anschau
lichen Deutung entsprechend definiert. Eine Teilkette, die nicht alle Kanten der 
ursprünglichen Kette (bzw. geschlossenen Kette) enthält, heißt echt. Daß die Kette 
x t eine Teilkette der Kette x (bzw. der geschlossenen Kette x) ist, wird mit x xG=x 
(bzw. x t czx) bezeichnet.

Ist x =  |x0 ... xn\czG und gelten x0 =x„ und x„_1x„~x„x1, so gilt (x ^ .. x„)cG, 
und wir sagen, daß x (in G) sich schließen läßt.

Enthält eine Kette (geschlossene Kette) eine echte Teilkette, die sich schließen 
läßt, so sagen wir, daß sie sich schneidet. Eine sich schneidende Kette (geschlossene 
Kette) besitzt einen solchen Punkt, bei dem mehr als zwei Kanten der Kette (ge
schlossene Kette) paarweise verknüpft sind, und umgekehrt.

Ist eine Kante xx' mit einer Kante der Kette x (bei dem Punkt x) verknüpft, 
so sagen wir, daß xx' (bei dem Punkt x) mit x verknüpft ist. Dies bezeichnen wir 
mit x x '~ x . Die gleichen Benennungen und die gleiche Bezeichnung werden auch 
bezüglich geschlossener Ketten angewendet.

Wir werden statt „ xy^xz  und x y ~ x z ” öfters kurz \yxz\czG schreiben.
Ist \xyz\ eine Kette von G, und ist y'ydG, so soll y'yic\xyz\ bedeuten, daß 

y'y-z-xy gilt (dann gilt auch y'y yz, und die Punkte x ,y ,z ,y '  sind verschieden). 
Sind Ixyzl und \x'yz'\ Ketten von G, so soll \xyz\-p\x'yz'\ ausdrücken, daß xy-Px'y 
besteht (dann bestehen auch хуф уг', yz ̂  x'y, y z ^ y z '  und die Punkte x, x', y, z, z' 
sind verschieden).

Aus der Tatsache, daß den „kürzesten” Ketten von G in G Wege entsprechen, 
folgt unmittelbar die Behauptung:

(4. 2) Es sollen die verschiedenen Kanten ab und cd zur selben Kantenklasse 
von G gehören, und es sei x eine kürzeste Kette (von G), die ab mit cd verbindet. 
Dann läßt sich x nicht schließen und es schneidet sich auch nicht.
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Die folgenden einfachen Lemmata sind die wichtigsten Hilfs
mittel der nachfolgenden Beweise.

(4. 3) Lemma. Es sei \xyz\ a  G, y'y  6 G und es bestehe
у’уф  \xyz\.

Dann besteht
\xy'z\ cz G.

(S . Fig. 4.) 16
Beweis, x, y, z_und y' sind verschieden. Wegen xy ~ yz  gibt es einen Weg 

W = (y0 . . .y„) von G mit y0 =x, yn = z, y y ^ G  (/= 1 , — 1). Alle yyt (0m i^n )
sind bei у paarweise verknüpft, daher folgt aus y ' y x y  die Behauptung y'y-Fyy’i 
(/ =  1, ...,n). Demzufolge muß y 'y ^ G  (/ = 0, ...,n) bestehen, woraus in Betracht 

auf W  x y '^ y 'z  folgt.
(4.4) Lemma. Es sei \x^zx2 \ a  G, \yxzy2\czG und 

\xyzx2\ 'p  \ y i Z y 2 \.
Dann besteht

( x 1y 1x 2y 2) c z G .
(S. Fig. 5.) 16

Beweis. x i , y 1, x2, y 2 und z sind verschiedene Punkte und es 
Fig. 5 gelten

x iZ7e\y lzy2\ und y-tz -У- \x%zx2| (/ =  1,2).
Nach (4. 3) sind dann |_g!X;y2| und Ketten von G (/=1,2). Daraus folgt

<*t yiX2y 2)c:G.
Wir beweisen folgenden Hilfssatz:
(4.5) Hilfssatz. Es sollen mindestens zwei der Kanten axa2, a2a3, аъа{ von 

G zur selben Kantenklasse von G gehören, und

У'

1

Fig. 4

0 ) ака2Фа2аъ, a2a3-yca3al , a3aysFaxa2

gelten. Dann gibt es einen Index i (1 S / S 3) und einen von at ,a 2, 
Punkt b derart, daß

M i+ i^ i - ia i le G  (04 =  0 !, a0 =a3)
besteht.

as verschiedenen

Beweis. Betrachte man die Menge M  sämtlicher solchen Ketten von G, die 
zwei Kanten von aya2, a2 a3 und a3a-L verbinden. M  ist nicht leer. Es sei

* =  l*i*2 ... xk\

eine kürzeste Kette von M. Man darf annehmen, daß x 1 =a1 und x 2 — a2 gelten. 
Wegen (1) ist dann x3 ^ o 3, also ist x3 von ai ,a 2 ,a 3 verschieden und deshalb 
kS 5 . Es gilt аъа2 'р \х 1х 2х ъ\, und so folgt nach (4.3) |xj0 3x3 |c G . Es besteht 
daher x3a3 ~ a ,a3.

16 Die nahe zueinander liegenden Punkte bedeuten denselben Punkt. Die Inzidenzen zeigen 
die festgestellten Verknüpfungen.
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Ist x 3 a3 ~  x 3 x2, so ist \ai a1 x 3 a3 ai \czG, man kann also i= l ,  b = x 3 setzen. 
Wir fuhren nun unseren Beweis dadurch zu Ende, daß wir aus der Annahme x 3a3 Ф 
Фx 3 x 2 einen Widerspruch herleiten. Es sei also x 3 a3Ф x 3 x 2. Dann bestehen 

x 4 ^ a 3 und a3 x 3 Ф \x2 x 3 x4 1. Nach (4. 3) ist daher \x2 a3 x4\a  G, woraus wegen (1) 
х 4 т±ах folgt. x 4  ist also von den Punkten alt a2, a3, x 3 
verschieden. Wegen (1) gilt ferner \xxa3 x 3 |y- \x2 a3 x4\, und 
dies ergibt nach (4. 4)
(2) x = {x xx 2 x 3 x4) a  G.
Laut (4. 2) kann sich x nicht schneiden, und daher kann 
x 4x y keine Kante von x sein. Wäre nämlich dies der Fall, 
so wären bei x y —• da x 4 x x keine Endkante von x sein 
kann — mindestens drei Kanten von x paarweise ver
knüpft. Ferner ist in Betracht von (2) x 4 x 3 ~  x 4 x 3 ~  x4 x5.
Ersetzt man daher in x die Teilkette \xl x 2 x 3 x4\ durch die 
Teilkette \x2 x l x4\ von x, so bekommt man wieder eine 
Kette x' — \x2 x l x 4 x 3 ...xk\ von G. x' hat dieselben Endkan
ten wie x, sie ist jedoch kürzer als x. Dies ist ein Wider
spruch.

Bemerkung. Es soll erwähnt sein, daß man im Beweis (3. 7) statt (3. 6) auch 
(4. 5) anwenden könnte.

(4. 6) Enthält G keine ungerade geschlossene Kette, und gehören sämtliche 
Kanten von G zur selben Kantenklasse, so ist G t-orientierbar.

Beweis. Es soll G den erwähnten Forderungen genügen. Man darf annehmen, 
daß G Kanten enthält. Dann ist der Verknüpfungsgraph G von G ein zusammen
hängender paarer Graph (s. (1. 15)). Demnach zerfällt 0>(G) in eindeutiger Weise 
in die Punktklassen A und В derart, daß G nur A ß-Kanten enthält. Man orientiere 
nun sämtliche Kanten von G von A nach В laufend. Es wird dabei aus jedem Л-Punkt 
eine Quelle, aus jedem B- Punkt eine Senke. Für jeden Punkt x‘ von G gilt daher, 
daß alle mit x‘ inzidenten Kanten von G bezüglich x‘ die gleiche Richtung haben. 
Durch die durchgeführte Orientierung der Kanten wurde auch aus G ein orientierter 
Graph, der die folgende Eigenschaft besitzt:

Gilt für die Kanten xy und xz von G xy~ xz , so haben 
xy und xz bezüglich x die gleiche Richtung.

Wir beweisen, daß G transitiv orientiert ist. Es sollen in G die gerichteten Kanten 
а̂ сГ2 und a2 á3 Vorkommen. Dann muß aya3£G gelten. Ist nämlich aya3 £G, so 
gilt aya2~  a3 a2, und dies steht mit (1) in Widerspruch. aya3 kann nicht von a3 
nach a, gerichtet sein. Ist nämlich dies der Fall, so müssen nach (1) a la2 V- a2 a3, 
a2 a3 nc a3 a, und a3 ay y- ay a2 gelten, und so existiert nach (4. 5) ein a,, sagen wir a{, 
und dazu ein b£G  mit x — \al a2 ba3 al \ cG . Nach (1) müssen dann die bei a2,b  
bzw. a3 verknüpften Kanten von x bezüglich a2, b bzw. a3 die gleichen Richtungen 
haben. Dies kann jedoch bei den angegebenen Richtungen von axa2 und aya3 nicht 
der Fall sein. G enthält also mit axd~2 und a2 cf3 auch а , a3. Damit ist der Beweis 
beendet.
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(4. 7) Enthält G keine ungerade geschlossene Kette, so enthält auch der Zer
legungsgraph Gp von G keine solche.

Beweis. Es sei (X l ... X2n+1)czGp. Für jedes i (1 ^ г^ 2 и  + 1) sind Xt^ lt X t, 
Xi+l verschiedene Punkte von Gp (X0~ X 2n+1, X2n+2= X 1). Es sei Х;£А; (г =  1, ...» 
2« +1). Dann gilt nach (3. 5) (xx ... x2n+1)c :G. Dies beweist die Behauptung.

(4. 8) Der Beweis des Teiles „dann” von (1. 16) ergibt sich jetzt folgendermaßen: 
Enthält G keine ungerade geschlossene Kette, so gilt das gleiche auch für jeden [A]a mit 
beliebigem A a  SP(G) (s. (3. 3)), also für jeden Graphen [Ar~l]0 = G(r_1) (r = 2, 3, ...), 
wobei A '~ 1 eine Punktklasse (r -- l)-ter Ordnung von G bezeichnet. Nach (4.7) 
enthält dann keiner der Zerlegungsgraphen Gp(r_ i) (r — 1, 2, ...) ungerade geschlossene 
Ketten. Nach (1.8) und (4. 6) sind somit alle diese Graphen t-orientierbar, und so 
folgt aus (1. 9), daß auch G t-orientierbar ist.

5. Beweis des Satzes (1.17)

(5. 1) Erklärungen. Bezeichnet R einen Weg, Kreis (Vieleck), eine Kette 
oder eine geschlossene Kette, so verstehen wir unter einer Diagonale von R eine 
solche Kante, die nicht in R vorkommt, deren Endpunkte jedoch zu R gehören.

Ist x eine geschlossene Kette und ist die Kante xx' bei ihren beiden Endpunkten 
mit x verknüpft, so setzen wir 
(1) x x '^ x .

(xx'tjbx soll die Negation von (1) bedeuten.)
In diesem Abschnitt wollen wir unter einer Schlinge (von G) eine Kette 

|x0xx ...х„|сС7 mit x0 =x„ verstehen. Ist keine echte Teilkette der geschlossenen 
Kette x = ( x i ... x„) eine Schlinge, so sind die Punkte x x, ..., x„ Verschieden, und 
umgekehrt. Die schlingenlosen geschlossenen Ketten fallen also mit den Kreis
ketten zusammen.

In Betracht von (1. 16) genügt es zum Beweis von (1. 17), die Richtigkeit der 
folgenden Behauptung einzusehen:

(5. 2) Satz. Enthält der Graph G eine ungerade geschlossene Kette, so enthält 
er auch eine ungerade Kreiskette.

Beweis. I) Wir nehmen an, daß G ungerade geschlossene Ketten enthält und 
bezeichnen mit n (n S  3 und ungerade) den kleinsten Wert der Längen dieser Ketten. 
Es sei M die Menge jener geschlossenen Ketten von G, die die Länge n haben. Wir 
schicken zwei triviale Behauptungen bezüglich der Ketten x von M voraus.

a) x kann sich nicht schneiden.
b) Ist xx' eine Diagonale von x, so gilt xx ' Фх. Die Eigenschaft a) werden 

wir in jener Form ausnützen, daß in keinen Punkt von x mehr als zwei Kanten 
von x paarweise verknüpft sein können.

II) Entgegegen der Behauptung unseres Satzes sei angenommen, daß kein 
Element von M  eine Kreiskette ist, also daß jedes von diesen eine Schlinge enthält. 
Es bezeichne s (s =  3) den kleinsten Wert der Längen dieser Schlingen und

x=<xx ... x„>
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ein solches Element von M, das eine Schlinge x der Länge s besitzt. Man darf

* =  k * i  ... x,| (xs= xn)
setzen. Aus iS 3  folgt « S 7. Wegen der Minimalität von s sind die Punkte x„_1( 
X j, xs, x s+1 verschieden. Nach Ia) gilt für die Teilketten \x„-lx„xi | und 
Jjts_1xsxs+1| von x |x„_iX„X]! Ф |xs_ ,xsxs+, |, und so folgt laut (4. 4)

Äj =(x„_ iXs_ !XiXs+ i)cC .

III) Es sei zuerst s =  3. Dann ist
*i =<x„-iX2x1x4),

und so gelten x4x3 ~  x2Xj ~x„x, und x„_1x2 ~  x3x2 ~  x3x2. Wegen Ia) sind 
dann x4Xj, xn- lx 2 $x, und nach Ib) besteht für |х1х4хи_ 1 | с х 1

( 1 )  Х з Х4 Т^ [ X j X 4 Xrt_ i |
und
(2 ) x„_ jX2 Ф x„_ [X„.

Daraus folgt x5 x, und x 5 ^x „ -1. Es besteht jedoch auch x5 ^ x 2. Ist nämlich 
x 5 = x2, dann ist nach la) x4 x5 = x4 x2 9í' |XiX2x3|, woraus laut (4. 3) |x1x4 x3|ci G 
folgt. Dies steht aber mit (1) in Widerspruch. Da auch x5 =^x3 gilt, ist x5 von den 
Punkten x„_ t , Xi, x2, x 3 verschieden.

Nun gilt jetzt nach (1) |x1x4 x„_1| Ф |x3x4x5|, und daraus folgt nach (4.4) 
X2 =<X, X3 X„_ jXj) =<xt x„x„_, x5) c  G.

Wegen (2) besteht für |x2 x„_1x4 [ c x 1 und [xnx„_1x5 |c;Ä2

woraus nach (4. 4)
\x 2x » - i x 4 \ *  | x „x„ _ 1x 5 |,

(x2 x„ x4 x5) =  (x2 x3 x4 x5) ez G

folgt. Es besteht also x2 x5 «x, und dies steht entweder zu Ia), oder zu Ib) in 
Widerspruch.
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IV) Im folgenden sei s £ 4. Dann ist nach I) x yxs- ^ x .  Man darf x1xs_ 1 Ф 
У -х^хх^ annehmen. Für \x„^lx s^ 1x l \c :x l gilt dann |jcJ_2xJ_ 1xi['^|jen_1jcJ_1x1|, 
woraus nach (4. 4)
(3) *з = ( x i - 2xa- i X sx l) = (xs- 2x„-1xnx l)c:G
folgt.

Ist nun 5 =  4, SO ist XS_ 2 =  X2 Und X3 = (x2X„-1 X„X{). Also ist X2X„-1^X> 
und das bedeutet wegen I) einen Widerspruch.

Schließlich sei 5 ^ 5  angenommen. Dann ist x s- 2?±x2, und daher bestehen 
nach 1) und (3)
(4) x,xs_2í í  und x„_,xs_2 <í£.

Ersetzt man daher in

X=(X2 ... Xs _ 2 ••• ^ - 2 ^ - i V l )

die Teilkette |хл_ 1хл;с1| durch die Teilkette |x„_1xs_2x 1| von x 3, so bekommt man 
eine geschlossene Kette

x4 =<a-2 ... x s _ 2  ... x„_2xn_ 1xs_2x 1>

von G. Es ist х 4в M, und x4 enthält die Schlinge x' — \xs_2x {x 2 ... x s_2\- Die Länge 
von x' ist jedoch um 2 kleiner als diejenige von x. Wir haben so im jeden Falle 
einen Widerspruch hergeleitet, und dies zeigt die Richtigkeit unseres Satzes.

6 . Bestimmung jener irreduziblen Graphen, die keine Dreieckskette enthalten

(6. 1) Erklärung. Ist x = \ x l ... x,„\ (m S 3) eine Wegkette bzw. x = ( y t ...y„) 
(n=3) eine Kreiskette des Graphen G (s. (1. 15)), so sollen die Diagonalen x;_!Xi + 1 
0 =  2, ..., n — 1) bzw. T(-iTi+1 (i= 1, ..., n; y0=y„,yn+i =Ti) die kurzen Diagonalen 
von x bzw. x  heißen.

A d a  M aihematica A cadem iae  Scientiarum H ungaricae 18, 1967



TRANSITIV ORIENTIERBARE GRAPHEN 4  Г

Wir schicken drei einfache Lemmata voraus.
(6.2) L e m m a . E ssei |x'xx"|ciG, und W = (y0 ... yx) (а ё 2 , y0=x', ух = х"У 

sei ein kürzester x'x"- Weg des Graphen [JV(x)]s (s. Fußnote 9). Dann gehört jede 
Diagonale von Wzu G, und im Falle » S 3 bestehen die Relationen

2 (i’ = 3, ..., a),

LiLi+2 ~LiJi+3 ~  (/ =  0 , ..., a —3).
B e w e is . Die erste Behauptung folgt aus der Minimaleigenschaft von W, die 

zweite aus der ersten und aus den Tatsachen (fo-. j j - 2)c G , (yi+2... y J c G .
(6 . 3) L e m m a . Es sei x =  \x1... xk\ (кш 3) eine Wegkette von G, und möge keine 

zu G gehörige Diagonale von x bei ihren beiden Endpunkten mit x verknüpft sein. 
Ferner mögen sämtliche kurzen Diagonalen von x zu G gehören. Dann gehören alle 
Diagonalen von x zu G.

B e w e is . Für k = 3 ist die Behauptung trivial. Nehmen wir an, daß sie für 
к — n — 1 (íiS 4) richtig ist, und es sei jetzt k = n. Die Teilketten |x1...x„_1| und 
|x2... xn\ von x genügen sämtlichen Bedingungen des Lemmas, und so gehören 
nach der Induktionsanname außer x,x„ alle Diagonalen von x zu G. Wäre x tx„ 6  G, 
so würden XiX„_!, x2x„£G den Widerspruch x (x„ä  x ergeben. Es ist also auch 
x,x„ £ G.

(6.4) Lemma. Es sei x = |x 1... xk\ ( k s 3) eine Wegkette von G, x^x, xx2 € G 
und für kein x x ; £ G soll xXf ~  x gelten ( i  =  2 , ..., к  — 1). Dann ist xx; £G ( i = l ,  ..., k),.

x x a . - i - x x j

und falls A: ist, so auch

XX2i ~  xx2

Beweis. Für I x jx ^ l c x  gilt xx2 -^-|x1x2x3|, woraus nach (4.3) |x,xx3 | c G 
folgt. Damit ist der Fall k = 3 erledigt. Nehmen wir an, daß die Behauptung für 
к = n — 1 (и^ 4) richtig ist, und sei k = n. Die Teilkette |x ,... x„_x| genügt sämtlichen 
Voraussetzungen des Lemmas, woraus nach der Induktionsannahme xxn̂ t ^G 
folgt. Es gilt ferner für |x„_2x„_1x„| c x  die Behauptung xx„_ t Ф |x„_2x„^ 
Nach (4.3) ist dann |x„_2xx„|cG. Dies ergibt, zusammen mit der Induktions
annahme, die Richtigkeit sämtlicher Behauptungen des Lemmas.

(6. 5) Voraussetzungen. Im nachstehenden Teil dieses Abschnittes soll G 
einen solchen Graphen bezeichnen, der eine ungerade Kreiskette enthält, jedoch 
keine Dreieckskette besitzt. M  bezeichne die Menge der ungeraden Kreisketten 
minimaler Länge von G, und es sei

x= (a 0 al ... a2n) («52)
ein Element von M. Wir wollen x im folgenden festhalten.

Erst untersuchen wir die Diagonalen von x. Da bis (6 . 14) nur Diagonalen 
von x Vorkommen, soll bis dahin der Hinweis auf x unterdrückt werden.
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(6 . 6) 1) Keine Diagonale ist bei ihren beiden Endpunkten mit x verknüpft.
2) Gehört eine kurze Diagonale zu G, so ist sie bei einer ihrer Endpunkte üj 

(0 ^ j^ 2 n )  mit x verknüpft. Ferner gehören sämtliche Diagonalen, die mit aj inzi- 
dieren, zu G und diese sind alle bei aj mit x verknüpft.

B e w e is . Die Behauptung 1) ist trivial. Um 2) zu beweisen, nehmen wir an, 
daß a0a2£G ist, und daß а0а2Фака2 besteht. Wir beweisen, daß dann a0 a2~  a0av 
gilt. Es sei к der kleinste Index mit 3 ^ k ^ 2 n ,  a0ak~ ak- kak. (Wegen a0a2n ~  
~ a 2n- i ß2n existiert ein solches /с.) Man kann dann (6.4) auf die Teilkette x = 
= \a3...ak\ von x und auf den Punkt x = a0 anwenden. Demzufolge gilt а0а;£ G 
(i = 3, ..., k) und

(1) a0a2i-x ~ a 0öi 
und für k>  3 auch

(2) a0a2i~ a 0a2

Es kann к nicht ungerade sein. Wäre nämlich k = 2 j—l, so wäre nach (1) 
ao^2j - i  also entgegen 1) a0ak ~~x. Daher besteht k s  4. Nach (1) und (2)
sind \ak_3a0ak-x\ und \ak- 2a0ak\ Ketten von G. Ist \ak- 3a0ak_i \'/c\ak_2a0ak\, 
so besteht nach (4.4) (ak_3ak_2ak_ 1ak)czG, woraus entgegen 1) ак_3ак~~х folgt. 
Somit ist а0ак~ а 0ак_х, und demzufolge nach (1) und (2) a0at — a()ax (i =  2, ..., к). 
Außer dem Falle k = 2n steht jedoch a0ak a0al zu (1) in Widerspruch. Damit ist 
(6 . 6) vollständig bewiesen.

(6 . 7) Die Anzahl m der zu G gehörigen kurzen Diagonalen kann nur die Werte 
0, 2 und 4 annehmen.

1) Im Falle m = 0 gehören alle Diagonalen zu G.
2) Im Falle m = 2 gibt es einen einzigen Punkt aj (0 ̂  / 2n) derart, daß alle 

mit a, inzidenten Diagonalen zu G gehören, diese alle bei aj mit x verknüpft sind, 
und außer diesen keine Diagonale zu G gehört.

3) Im Falle m =4 existieren zwei (eindeutig bestimmte, benachbarte) Punkte 
üj und aj+1 (0  ̂ 7 ^ 2 /z, a2n+l = a0) derart, daß alle von üj und aj+l auslaufenden 
Diagonalen zu G gehören, diese bei üj bzw. aJ + 1 mit x verknüpft sind, und außer diesen 
keine Diagonale zu G gehört. Ferner gilt für jedes i (0 S  i S  2ri), das von j  und j  +1 
verschieden ist, ajOi uJ +, a;.
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B e w e is . I) Ist m = 0, so bekommt man die Richtigkeit von 1) durch die An
wendung von (6 . 3) auf die Teilketten |a0... a2n~i| und \ak... a2n\ von x.

II) Ist m >0, so sei a0a2dG. Nach (6 . 6) kann man a0at ~ a 0a 1 (7 = 2, ...,2n — l) 
annehmen. Daraus folgt т Ш 2.

a) Ist m = 2, so gehören außer a0a2 und a0a2n~ i sämtliche kurze Diagonalen 
zu G, wonach man durch die Anwendung von (6 . 3) auf die Teilkette \a1... a2n\ 
von x bekommt, daß alle nicht mit a0 inzidenten Diagonalen zu G gehören.

b) Es sei nun m > 2. Dann gibt es eine nicht mit a0 inzidierende kurze Diagonale 
xy in G. Diese kann nur entweder bei a{ oder bei a2n mit x  verknüpft sein. Wäre 
nämlich xy bei ak (2 ^ / с ^ 2и —1) mit x verknüpft, so müsste nach (6 . 6) 2 ) aka0^ x  
gelten (in Widerspruch zu (6 . 6) 1)). Man darf annehmen, daß xy bei at mit x verk
nüpft ist. Laut (6 . 6) gilt dann ü1ai ~ a 1a0 (/ =  3, ..., 2ri). Es besteht ferner

(/' =  2, ..., 2n) denn sonst wäre (a0axaß eine Dreieckskette von G.
In gleicher Weise wie vorher bei a0 sieht man ein, daß eine mit ax nicht inzidie

rende kurze Diagonale nur entweder bei a0 oder bei a2 mit x  verknüpft sein kann. 
Daraus und aus den vorangehenden folgt, daß nur die mit a0 oder ax inzidierenden 
kurzen Diagonalen zu G gehören. Dies ergibt dann durch die Anwendung von (6 . 3) 
auf die Kette ja2... a2n\, daß alle Diagonalen, die nicht aus a0 oder ax auslaufen, 
zu G gehören. Damit ist (6 . 7) bewiesen.

Wir untersuchen jetzt auch solche Kanten, die keine Diagonalen von x sind. 
Es sollen zwei Hilfssätze vorausgeschickt werden.

(6 . 8) Es sei a0ai ~ a 0a1 (i=2, ..., ln  — 1), x$x  
und xa2 ~  a0a2. Dann gelten

1) 0 ' = 1, . . . , 2 ri)
und

2) хах~ х а х (i=  1, . . . ,  2n).

B e w e is . E s bestehen \a0a2x \c  G und и0а,- •*-aiai + 1 
(i =  2, ..., 2n — 1). Nehmen wir an, daß für einen Index 
h (2sh< 2n) \a0ahx\ c: G gilt. Wegen ahah+ x Ф \a0ahx\ 
ergibt (4.3) \a0ah+lx\(zG . Also besteht |a0a,x |cG  
für jedes /= 2 , ...,2n. Aus аха2ф\а0а2х\ folgt nach (4. 3) \a0axx\aG . Damit ist 
die Behauptung 1) bewiesen.

Nach den vorangehenden kann man auf die Wegkette \ax... a2n\ und auf x 
das Lemma (6 . 4) anwenden. Demzufolge ist
(1)
und

xa2t- i ' - ' X d i 0  = 2 , . n )

(2) x a 2 j '̂  x a 2 (/ = 2 , ...., и).
Es sind also \аххаъ\ und \a2xaA\ Ketten von G. Wäre \axxa3\Ф \a2xa±\, so würde 
daraus nach (4.4) (ax a2a3a4)c:G, und daraus axa4^ x  folgen (in Widerspruch 
zu (6 . 6) 1)). Daher besteht алх ~ a2x, was mit (1) und (2) die Relationen von 2) ergibt.

(6 . 9) Es sei a0ai '^a0al (i=2, ...,2л — 1), und W=(b0... bk) (b0=a0, bk — a2) 
sei ein kürzester a0a2-Weg des Graphen [/V(a,)]c (s. Fußnote 9). Dann gelten

1) к s 2 ,
2) albi ~ a la0 ( / = 1, —
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3) M «  0  =  f , - Л -  1),

4) im Falle к > 2  auch

Ька ^ а 0а_i und bffli ~  bha{ (A =  l, • k — 2; / = 1, . . . , 2  u),

5) bk- i ai£G 0  =  2 , ..., 2n - l ) .

Beweis. /cS 2 folgt aus a0a2dG, die Behauptung 2) aus W cz[N{a{)\G. bt $x  
ergibt sich aus a0bl £G. Ist 2 , und gilt für ein h (1 Ш к^к — 2) bh$x, so ist nach 
(6. 2) bha2 ~  a0a2 > woraus laut (6. 8)

(1) йлйгг~ а 0аг und bhai~ bhal (г'= 1, In)

folgt. Dies ergibt mit bhb,l+l£G und й,1+1 ^ а 0 zusammen bh+l$x. Damit ist 3) 
und in Betracht von (1) auch 4) bewiesen.

Nach den obigen gilt ^ _ 2ßjCG (/ = 2, ...,2n — 1) und

(2) bk_2ai ^ a i_ iai (f =  2 , 2 и - 1 ) .

Würde es ein i (2 ^ i< 2 n  — l) mit bk_lai£G und bk- xai+i£.G geben, so wäre in 
Betracht von bk_2bk_k£G

a ia i+  1 l ű i +  I ° i +  1 >

was mit (2) in Widerspruch steht. Dies bestätigt zusammen mit bk_ xa2 (2G die Be
hauptung 5).

(6 . 10) Voraussetzung. Im weiteren Teil dieses Abschnittes soll G einen 
irreduziblen Graphen bezeichnen, d.h. neben den Voraussetzungen von (6 . 5) soll 
er auch der folgenden Bedingung genügen: Für jedes Acz^(G ) enthält [A]a (oder 
was dasselbe bedeutet, für jedes x enthält G —x) keine ungerade Kreiskette.

(6. 11) Erklärungen. Nach (6. 7) zerfällt die Menge M  der kürzesten unge
raden Ketten von G in drei Klassen. Wir wollen diese, entsprechend den Fällen 
1), 2) und 3) von (6. 7) mit M ,, M2 und M3 bezeichnen.

Bei jedem Element x= (a 0... a2n) von M existiert zu einem jeden at {Q ^i^2n) 
ein iüi+ j-Weg Wi= (xi0... x iXl), xi0 = a ,_ , , x iai= ai+i; a . l = a2„, a2n+l=a0, 
des Graphen [A(a;)]c (s. die Fußnote 9). Die Punkte at, zusammen mit den Wegen
\Vi bilden in G eine Astroide der Länge У  а, (аг ist die Länge von Wh s. (1. 19)).

i=0
Kt für jedes i (0 ^ iS 2 n ) Wt ein kürzester a i- tai+l-Weg von [A(a()]c, so möge

2 n
diese Astroide eine zu x gehörige minimale Astroide, die Zahl s(x) = У%1 die zu

i=0
x gehörige minimale Astroidenlänge heißen.

Wir bemerken: Ist ai- 1ai+1£G, so ist Wi = (al- iai+l) der kürzeste а,_,а ; + 1 
Weg von [A(a;)]G. Aus (6 . 7) folgt dann unmittelbar:

(6 . 12) Entsprechend den Fällen x f M t , x r M2 und x £ M 3 gilt x(x) = 2n +  1, 
v(x) =? 2/г + 3 bzyv. i(x )s2«  +  5.
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Nun wollen wir nacheinander die Fälle M x ^  0  ; M x =  0  , M2 ^  0  und 
Mj =  0 , M2 — 0  untersuchen.

(6 . 13) /Л 0 ,  .50 isi G mit dem (2n + \)-Eck V=(a0... a2na0) identisch.
Beweis. Es sei M x 0  und x £ . Nach (6. 7) 1) gehören alle Diagonalen

von Ä zu G. Da offensichtlich ü c F  besteht, muß wegen der Irreduzibilität von 
G G = V  gelten.

Die folgende Behauptung ist trivial:

(6. 14) Ein {In +  \ )-Eck (nS  2) enthält genau eine ungerade Kreiskette (eine 
(2n + \)-Eckkette) und ist irreduzibel.

Wir werden den in (6 . 14) beschriebenen Typ von irreduziblen Graphen mit 
Гх{2п + \) bezeichnen (s. Tafel I ).

(6. 15) Voraussetzungen. Von hier an bis (6. 27) sollen G und x außer den 
in (6 . 5) und (6 . 10) gestellten Forderungen auch noch den folgenden Bedingungen 
genügen:

Es sei M x =  0 , M 2 5̂  0  und x ein Element von M2 mit minimalem s(x)-Wert.
(6. 16) Erklärungen.

bzw.
fV, =(b0... bk); b0= a0, bk = a2 

W 2 n  = ( C0- - Cl ) ' i  C0 = a 0 ’ Cl = a 2 n - l

bezeichne einen kürzesten a0a2-Weg von [Afa,)]^ bzw. einen kürzesten aüa2n_ ,-Weg 
von [Vfo2n)]c.

Nach (6 . 7) 2) ist s(x) = 2n — 1 +  к + 1.

(6.17) G enthält außer a0,..., a2n, b2, ..., ht _ ,, ct , ..., сг_х keine weiteren 
Punkte.

B e w e is . Bezeichnet G '  den Teilgraphen von G, der durch die angeführten 
Punkte gespannt wird, so sieht man, daß x auch in G' eine geschlossene Kette ist. 
Hieraus folgt wegen der Irreduzibilität von G G = G'.

Aus (6 . 9) ergibt sich unmittelbar

(6.18) Es gilt bj,Cj$x (í=  1, ..., к — 1 ; j=  1, . . . , /— 1). Im Falle k > 2  be
steht auch

bga%~ a0at und Ьда ^ Ь дах (g = 1, ..., k - 2 ;  i=  1, ..., 2n),

im Falle /> 2  auch

с„ах~ а 0ах und chat ~ cha2n (A= 1, ..., 1-2; i — 1, ..., 2n).

Ferner sind bk_xai, cl^ xai (iG (г = 2, ...,2n — 1).

V/ir beweisen die folgende Ergänzung zu (6 . 18).
(6 . 19) Es bestehen Ьк_ха2паС und cl^ la I £G.
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B e w e is . Wegen Symmetriegründen genügt es bk_ {a2n̂ G  zu beweisen. Nehmen 
wir an, daß bk_ la2n̂ G besteht.^ Da bk-.1a2„-1£G ist, gilt bk_la2n ~ a 2n_ 1ü2n. 
Nach (6.7) 2) ist jedoch ala2n£G, und so gilt auch bk_1ai ~bk_xa2n. Sämtliche 
Diagonalen des (2n+l)-Ecks (bk_ ia l... a2nbk_ 1) gehören also zu G, woraus x t = 
= (bk_1a1... a2n)czG  und x l £ M { folgt. Dies widerspricht der Voraussetzung

=  0 .

(6.20) Es gilt W ^ W 2n^{a 0). 17

B e w e is . Entgegen der Behauptung sji bg = ch (1 — 1, 1 1),
und setze man bg = ch = a'0. Wegen aia2„^G ist a'0al ~ a'0a2n. Nach (6 . 19) gelten 

—1 und A < /— 1, woraus laut (6 . 18) a'0ai ~a'0al ~a'0a2n (/ = 1, ...,2ri) folgt. 
Man sieht daraus, daß x l =(a'0al ... a2n)czG und x i dM 2 bestehen. Ferner sind

W’y =(bg... 6t)c[Ma,)]<? und w 2n=(ch... cl)cz[N{a2n)]G.
Dies ergibt s(x1)<2n — 1 +k + /, was mit der Minimalität von s(x) in Widerspruch 
steht.

Wir wissen jetzt, daß ^(G) aus den verschiedenen Punkten a0, a2„, blt ...,
bk_ ,, ct , ..., c,_l besteht. Bezüglich der Kanten ergibt (6 . 2):

(6 . 21) Außer den Kanten von W1 und W2n gehören alle Kanten bßg und CjCh zu G.
Wir untersuchen jetzt die Kanten bf j .
(6 . 22) 1) Ist k ^ 3  und l ^ g ^ k  —2 , so gilt

bgCi ~  bga , ( /=  1......./ — 1).
2) Ist 1ш 3 und 1 S h ä  / — 2, so gilt

chb i~ cha2n ( i= l ,  1).
B e w e is . Wegen Symmetriegründen genügt es 1) zu beweisen. Nehmen wir an, 

daß es ein h mit 1 ^ h ^ l —\ und bgch£G gibt. Nach (6 . 18) bestehen bgai '^bgal 
(i = 2, ...,2n) und x l =(bgal ... a2n)czG. Es gelten x l dM 2 und W'1=(bg... bk)cz 
с=[Л7(а,)]с sowie W2„ = (bgch... c,)c:[N(a2„)]G. Demzufolge ist ■*(>«!) <s(£), was 
der Minimaleigenschaft von s(x) widerspricht. Daher gilt bgct£G ( i= l, . . . , / —1). 
Da auch bgc, £ G besteht, bekommt man in Betracht von W2n a  G

bgci ~bgcl =bga2 (/ =  1, . . . , / - l ) ,  

und dies ergibt zusammen mit bgal ~ bga2„_l die gewünschten Relationen.
(6 . 23) Es gilt bk_xcl_x£G.
B e w e is . Im Gegensatz zur Behauptung sei bk_xcl- l £G. Nach (6 . 18) sind 

bk- xa2n, c,_la l £G, woraus

bk-iCl- l ~ a 2„ct- 1 und bk_ lcl_i ~bk-.la l 

folgen. Es besteht also x t =(a0albk- lcl_1a2n)c G .  Ist 2, so steht das zur De-

17 (jc) bedeutet jenen Graphen, der aus dem einzigen Punkt x besteht.
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finition von M  in Widerspruch. Es sei n = 2. Von den Diagonalen von x l können 
nur a0bk _, und ö0c,_ , zu G gehören, und so gehört x x wegen M x =  0  zu M 2. 
In Betracht von

W \=(b0... bk- x)cz[N(axj\G und W'2n = (c0... cx_x) c[V(tf2„)]c 
ist jedoch í (xj) < j (x), und dies bedeutet einen Widerspruch.

(6 . 24) Es ist к + / ̂  5.
Beweis. Erstens soll 3 und /^ 3  gezeigt werden. Es genügt k ^  3 zu be

weisen. Nehmen wir an, daß 3 ist. Nách (6 . 2) ist a0bk_2 ~öoö 2 ( ~ öoa i)- (6 - 22) 
ergibt bk_2cx ~ bk_2ax • Wegen a0cxZG besteht dann bk_2cx~bk_2a0. Dies ist 
jedoch unmöglich, da dann (a0axbk^ 2) eine zu G gehörige Dreieckskette wäre. 
Damit sind k S 3 und /S 3  bewiesen.

Wir zeigen, daß k = 3 und 1=3 nicht gleichzeitig bestehen können. Nehmen 
wir k = l =  3 an. Aus (6.2), (6 . 18) und (6.22) folgt V = {bx c2a0bLcx bx)<zG. In 
Betracht von (6 . 23) gehören alle Diagonalen des Fünfecks V zu G. Es gilt also 
x x = (bt c2a0b2c,)c:G  und x x$M x. Dies ist ein Widerspruch.

(6 . 25) Wir haben von jeder Kante, die zwei Punkte von 0>(G) verbindet, ent
schieden, ob sie zu G oder zu G gehört (s. die Sätze (6 . 7), (6 . 18), (6 . 19), (6 . 21), 
(6 . 22) und (6 . 23)). Nun läßt sich zeigen, daß jene Graphen, die bei den möglichen 
Wertpaaren k = 2, 1 = 2 und к = 3, 1=2 (k = 2 ,1 = 3 ergibt das gleiche wie к = 3,1 = 2) 
aus den erhaltenen Punkten und Kantén bestehen, tatsächlich allen gestellten Voraus
setzungen (s. (6 . 5), (6 . 10) und (6 . 15)) genügen. Wir wollen die Bestätigung dieser 
Behauptungen, die in den folgenden zwei Sätzen ohne Hinweise noch einmal formu
liert sind, dem Leser überlassen.

(6 . 26) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten a0, ..., a2n {пШ2), 
b1,c l und aus den Kanten axai+x (/ =  0, ..., 2n; a2n+1=a0), а0ах (i =  2, ...,2л — 1),
а, />,, a2ncl besteht, enthält die einzige ungerade Kreiskette (a0... a2n) und ist ir
reduzibel. Die Kette (a0... a2„) besitzt die minimale Astroidenlänge 2n + 3.

(6 . 27) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten a0, ..., a2n (n =2), 
bx,b 2, c, und aus den Kanten atai+i (i =  0, ..., 2л; a2n+l =a0), a0at ( i  = 2, ..., 2л— 1),
б , а ; ( /= 1, ..., 2л), bící , b2a0, b2ax, cxa2n besteht, enthält insgesamt zwei ungerade 
Kreisketten (a0a , ... a2n) und(bxax ... a2„) und ist irreduzibel. Die minimale Astroiden
länge der erwähnten Ketten beträgt 2n + 4.

Der in (6 . 26) bzw. (6 . 27) beschriebene Typ irreduzibler Graphen soll mit 
Г2(2я + 1) bzw. Г3(2л + 1) bezeichnet werden. In der Tafel I findet man die Ver
knüpfungsgraphen Г2(2л + 1) und Г3(2п +1) dieser Graphen.

(6 . 28) Voraussetzungen. Bis Ende des Abschnittes sollen G und x außer 
den in (6 . 5) und (6 . 10) gestellten Forderungen noch den folgenden Bedingungen 
genügen: Es sei M x = 0 ,  M2 = 0 und x ein Element von M3 = M  mit minimalem 
i(x)-Wert.

(6. 29) Erklärungen. Es sollen die Relationen

a0ü, ~ a 0 ö1 (i = 2, ..., 2n — 1) und al ai~ a 1a0 (i = 3, ...,2л)
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bestehen, und bezeichne Wt einen kürzesten a^jaj+t-W eg des Graphen [V(a,)]c 
(/ =  0 , 2/i; a2n+l=a0, a_l =a2n).

Ist die Länge des Weges Wt gleich /;, so ist nach (6 . 7) 3) für i = 3, 2л — 1 
der Wert /, =  1. Daraus folgt s(x) = 2n—3 + l2rl + l0 + l l + l2.

(6. 30) Es gelten
(1) W2 = (al bl a3) und W 2n = (a2„-1c1a0), 
wobei
(2) bl ,c í ^ x ;  bla0, cl a2 £ G, b ^ ^ G  (i = 4, 2и),

Ctdj tG  0 = 2, 2n — 2)
und
(3) b1c1£ ö  
bestehen.

B e w e is . Wegen Symmetriegründen genügt es, jene Behauptungen zu beweisen, 
in denen b{ vorkommt.

Es sei W2—(b0... bk), b0 = al , bk = a3. Nach (6 . 9) ist k s 2 und bt , ..., bk$x. 
Da а0а2фЪк_2а2 gilt, ist
(4) a0bk_1 ZG.

Wir werden aus der Annahme к > 2  den Widerspruch herleiten, daß G' = G —al 
die ungerade Kreiskette ic1=(a0b1a2 ...a2n) enthält. Nach (6.9) ist a0b1£G', also 
liegt das Vieleck V=(a0bl a2 ...a2na0) in G'. Die Verknüpfungen der Kanten von 
V in G' sichern bei (/ =  3, ..., 2л —1) die Kante ai- 1ai+l£G (s. (6 . 7) 3) ) und 
bei a2 der Weg (6 ,... bk)czG. Da nach (6 . 9) aí C W2n ist, gilt a2naln_ , ~ a 2na0 auch 
in G'. Laut (6.9) gelten a0bi£G (i=  1, ..., k — 2) und bk_1a2ndG. Daraus und 
;aus (4) folgt JK0 =  (ür2A - A -г ... *i)c[IV(eo)b, und dies ergibt wegen a, $ W'0 
die Richtigkeit von a0a2n~ a0b1 in G'. Wir brauchen noch zu zeigen, daß in G' 
die Relation bYa0 ~  b1a2 besteht. Nach (6 . 9) besteht sie in G, d.h. es gibt einen 
a0a2- Weg W  in [iV(öj)]G. Wegen bl a l £G ist jedoch a1 4 W , und demzufolge sichert 
W' auch in G' das Bestehen von 6 1ű0 ~ 6 , ű2. Damit ist x l tzG', und daher auch 
die Behauptung (1) bewiesen.

Die Behauptungen von (2) folgen unmittelbar aus (1), (4) und (6 . 9).
Aus a0b ^ G  und a0cv£G folgt Ъх7^Су. Nehmen wir an, daß entgegen (3) 

k, cx £Ggilt. Wegen (6 . 9) sind bl a2n, cl a2£G, woraus c t a2n~ c lbl bzw. bl a2~ b i cl 
folgt. Daher ist x2= (c1b1a2... a2n)czG, und es gehören laut (6.9) und wegen 
den obigen sämtliche kurze Diagonalen von x2 zu G. Dies widerspricht der Voraus
setzung M l = 0 . Damit ist auch (3) bewiesen.

(6 . 31) G enthält außer a0, ..., a2n, b1, ct keine weiteren Punkte.
B e w e is . Bezeichne G' jenen Teilgraphen von G, den die Punkte a0, ...,a2n, 

b2, cl ausspannen. Wir zeigen, daß G = G' ist. Zufolge der Irreduzibilität von G 
genügt es xczG' zu beweisen. Wir müssen zeigen, daß die benachbarten Kanten 
des Vielecks (a0 ... a2na0) auch in G' verknüpft sind. Bei aL (i = 3, 2л —1) folgt 
dies aus ai_ lai+idG,_bei a2 bzw. a2n aus der Existenz des Weges W2 bzw. W2n, 
bei a1 aus (a0cta2) a  G und al c1£G, und schließlich bei a0 aus (a1bla2„)(^G und 
a0b1£ G.
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Wir haben von jeder Kante, die zwei Punkte von G) verbindet, entschieden,
ob sie zu G oder zu G gehört (s. die Sätze (6 . 7), (6 . 30)). Man kann nun zeigen, 
daß jener Graph, der aus den erhaltenen Punkten und Kanten besteht, tatsächlich 
unseren Forderungen von (6 . 5), (6 . 10) und (6 . 28) genügt. Wir wollen die Ver
ifizierung dieser Aussage, die im folgenden Satz noch einmal formuliert wird, unter
drücken.

(6 . 32) Derjenige Graph, der aus den verschiedenen Punkten a0, ..., a2n (n =2), 
blt Cj und aus den Kanten л;яг+1 (г =  0, ...,2n; a2n+1=a0), a0at (i = 2, ...,2л —1), 
a\ai C/ =  3, . . . ,2л), bl a0, bla2 c ,a2n, cIa1 besteht, enthält die einzige ungerade 
Kreiskette (a0 ... a2n) und ist irreduzibel. Die minimale Astroidenlänge von 
(a0 ... a2n) beträgt 2л+ 5.

Der in (6 . 32) beschriebene Typ irreduzibler Graphen soll mit Г4(2л +1) be
zeichnet werden. In der Tafel I findet man den Verknüpfungsgraphen f 4(2n+l) 
dieses Graphen.

(6 . 33) Zusammenfassend, können wir behaupten, daß insgesamt vier Typen 
Г,(2л +  1) (i—1,2, 3,4; л ё 2) irreduzibler Graphen existieren, die keine Dreiecks
kette enthalten. Man kann leicht verifizieren, daß jene minimalen Astroiden, die 
den ungeraden Kreisketten dieser Graphen entsprechen, extreme Astroiden der 
komplementären Graphen sind, und die in (1. 21) erwähnten Eigenschaften besitzen.

7. Bestimmung jener irreduziblen Graphen, die 3-Astroiden enthalten

Bei der Untersuchung derjenigen irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen, 
die Dreiecksketten enthalten, hat es sich herausgestellt, daß man ihre komplementären 
Graphen einfacher bestimmen und beschreiben kann, als die ursprünglichen Graphen. 
Diese komplementären Graphen, die wir nun im folgenden aufsuchen wollen, 
gehören zu der in (1. 21) definierten zweiten Art von irreduziblen Graphen, und 
zwar bilden sie jene Gruppe dieser Graphen, die 3-Astroiden enthalten.

(7. 1) Erklärungen. Ist W  ein Weg und x, y£W , so soll (xWy) jenen Teilweg 
von W bezeichnen, dessen Endpunkte x und у  sind (dabei wollen wir auch ein- 
punktige Teilwege zulassen). Sind IFj und W2 Wege und x, W1, y, z£  W2, haben 
ferner die Teilwege (xWly) und (yW2z) außer у  keinen gemeinsamen Punkt, so soll

(xJViy)U(y W2z) =(xW 1y W2z)

gesetzt werden. Ähnliche Verkürzungen werden auch bei anderen Vereinigungen 
von Wegen bzw. Teilwegen benützt.

Ist W ein Weg von G, und gehört keine Diagonale von W zu G, so soll W 
diagonalfrei in G heißen. Die gleiche Benennung soll auch bezüglich Vielecken 
angewendet werden.

Den Tatbestand, daß xdG , IF=(X[ ... xn), n ^ 2  ein Weg von G ist, und
G (i =  1, ..., ri) gilt (dann besteht auch W) wollen wir kurz folgendermaßen 

ausdrücken:
es gilt (in G) W +x.
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Das Bestehen von
{x Wy Uz Vx) C G

soll bedeuten, daß {xWyUzVx} eine 3-Astroide von G ist (s. (1.19)).
(7. 2) Voraussetzungen. Unter irreduziblen Graphen werden wir im folgenden 

immer die in (1. 21) erklärten irreduziblen Graphen verstehen. Der Graph G soll 
im ganzen Abschnitt einen irreduziblen Graphen bezeichnen, der eine 3-Astroide 
enthält, d.h. G enthält eine 3-Astroide und für jedes x£G  enthält G — x  keine 
Astroide.

Es bezeichne
{aCbAcBa}

eine „minimale” 3-Astroide von G. Das bedeutet: Es ist a ^  bA а, A ist ein 
kürzester Weg unter jenen 6 c-Wegen Wa von G, für die Wa-t-a in G gilt, В ist 
ein kürzester Weg unter den ac-Wegen Wb mit Wb -+- b und C ist ein kürzester 
Weg unter den ab-Wegen Wc mit Wc -+- c.

Es soll im folgenden a festgehalten und für die Bogen А, В, C von а
A = (a0a1 .• • ax+ l)> a0 — b, ax+у—c,
B = (b0b1 .• • bß+ 1)> 6 0 =  c, bß+i =a.
C = (c0cl ..

gesetzt werden.
• Cy+ l)> c0=a, cy+l=b

(7. 3) Wir stellen noch einmal fest: Es gelten

(1) A + a, B-t-b, C-»-c
und demzufolge auch

<* = 1, ß = l, 7 = 1-

Aus der Minimaleigenschaft der Wege А, В und C folgt, daß diese in G diagonal
frei sind. Im folgenden werden wir uns auf diese Eigenschaft der Bogen А, В, C 
durch das Zeichen

(7. 3) Da , DB, Dc
berufen.

In den folgenden Untersuchungen wird außer (1) nur diese Eigenschaft der 
Bogen А, В, C benützt. 18

Es sei noch bemerkt, daß wir unsere Behauptungen meistens indirekt beweisen 
werden, derart, daß wir für ein geeignetes x£G  zeigen, daß G' — G—x  eine Astroide 
enthält. Dabei wird auch die triviale Tatsache in Betracht gezogen, daß wenn in 
G W+y gilt und x A y , x $  W bestehen, dann W-i-y auch in G' gilt.

(7. 4) G enthält außer den Punkten von А, В, C keinen weiteren Punkt und enthält 
kein n-Eck («S  5), das in G diagonalfrei ist.

Bew eis. Die erste Behauptung ist eine triviale Folge der Irreduzibilität von G. 
Die zweite ergibt sich aus der Irreduzibilität von G und aus der Tatsache, daß ein 
Fünfeck eine 5-Astroide, ein «-Eck (« ^  6) eine 3-Astroide enthält.

18 Die gleiche Methode ist auch in [7] benützt worden.
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(7. 5) Die Durchschnitte AC\B, ВГ\С und С П A sind Wege.
Beweis. Es genügt, die Behauptung bezüglich А П В zu beweisen. Gilt А П В =  (с), 

so ist nichts zu beweisen. Nehmen wir an, daß АО В einen von c verschiedenen 
Punkt besitzt. Es sei h der größte Index mit bh£A. In Betracht von A-^a  gilt 

Ferner sei g der größte Index mit O S g ^h , bg£A und (cBbg) = (cAbg). 
(Wegen (cBb0) =(cAb0) existiert ein solches g.)

Ist g = h, so gilt Л П В = (сВЬд) = (сАЬд), und das bestätigt unsere Behauptung. 
Wir wollen nun zeigen, daß die Annahme g< /i zu einem Widerspruch führt. Aus 
g<h  folgt erstens bgbg+1$A. Es besteht daher wegen (7. 3) DA bg+1$A, also auch 
l ^ g + 1 -е/г, woraus nach (7. 3) DB cbh£G folgt. Wir zeigen, daß, im Gegensatz 
zur Irreduzibilität von G, G' = G —bg+l eine 3-Astroide enthält, es besteht nämlich

(1) {aC'bAcB'a}czG',

wobei B' = (cAbhBa) und C' = (aBbhAb) gesetzt wurde. In der Tat ist B' ein ca-Weg 
und C  ein ab-Weg. Wegen bg+l$A besteht А, B', C 'aG '. Aus B-^b folgt bbhdG, 
und dies ergibt im Betracht von (7.3) DA (cAbh) + b. Wegen B-t-b erhalten 
wir daraus B' -+- b. cbh £ G und (7. 3) DA, DB ergeben C  -+- c. In Betracht von 
A-^a  ist daher (1) bewiesen.

(7. 6) Erklärungen. Nach (7. 5) existieren die eindeutig bestimmten Punkte

я 'ей П С , b'^C O A , c '^A O B
mit den Eigenschaften

A O B  =  ( c A c ' )  =  ( c B c ' ) ,

Bf ] C = (aBa') = (aCa'),

Ci)A=(bCb')=(bAb').

(7.7) Es gelten а '^Ь ,с , Ь '^а ,с . Im Falle a '^a , b '^ b , а'т±Ь' liegen die 
Punkte a, a', b’, b in dieser Reihenfolge auf dem Wege C.

Beweis. Die zwei ersten Behauptungen folgen unmittelbar aus (7. 6).
Nehmen wir an, daß die verschiedenen Punkte a, a', b', b in der Reihenfolge 

a ,b ',a ',b  auf C liegen. Wegen (aBa') = (aCa') gilt dann b'^ B. Es liegen also die 
verschiedenen Punkte a, b', а', c in dieser Reihenfolge auf B. Ähnlich bekommt man, 
daß die verschiedenen Punkte b, a', b', c in dieser Reihenfolge auf A liegen. Dies 
ist jedoch ein Widerspruch, da jetzt a', b', с £ А П В = (сAc') = (cBc') besteht, und 
die Punkte a', b', c nur in einer Reihenfolge auf dem Wege AC\B liegen können.

(7. 8) Die Punkte a', b', c' sind entweder verschieden, oder sie fallen in einem 
Punkt d zusammen. Im zweiten Falle ist G = (ac1d)ö(bald){J(cb1d).

Beweis. Wir dürfen, falls a', b', c' nicht verschieden sind, a' — b' = d annehmen. 
Nach (7. 7) ist dann d von a, b und c verschieden. Ferner gilt ddAf )  B, und dem
zufolge auch (cAd)=(cBd). Daraus und aus (aßd) П (bAd) =  (d) folgt d = c'.

Aus den obigen und aus (7. 3) DA, DB, Dc folgt, daß G die Vereinigung der 
Wege (aCd), (bAd) und (cBd) ist. Wegen A+a, B-^b und C-+-C sind die 
Längen dieser Wege s2 . Sie sind sogar genau gleich 2. Besitzt nämlich einer der
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erwähnten Wege, z.B. (aCd), eine Länge S3, so gilt, im Gegensatz zur Irreduzibilität 
von G, {c^C'bAcB'c^czG — a, wobei C  = (c1Cb) und B '=  {cBcß) gesetzt wurde. 
Damit sind sämtliche Behauptungen von (7. 8) bewiesen.

(7. 9) Man kann einfach verifizieren, daß der sich im zweiten Falle von (7. 8) 
ergebende Graph eine 3-Astroide der Länge 12 enthält und irreduzibel ist. Dieser 
Typ irreduzibler Graphen wird mit Г5 [12] bezeichnet (s. Tafel II).

(7. 10) Im folgenden wird angenommen, daß a' 7±b' ̂ c '  ̂ a '  gilt.
Nach (7. 6 ) und (7. 7) zerspalten die Punkte a', b', c' die Wege А, В, C insgesamt 

in sechs Teilwege (unter denen auch einpunktige Vorkommen können). Die drei 
Teilwege (a'Cb'), {b'Ac') und (c'Ba') sind mehrpunktig und bilden ein Vieleck. 
Bezüglich der übrigen gilt

(7. 11) Die Längen der Wege {aCa'), (bAb') und {cBc') sind höchstens gleich 1.
B e w e is . Entgegen der Behauptung nehmen wir an, daß z.B. der Weg (cBc') = 

= {cAc') einen inneren Punkt x  besitzt. Wir unterscheiden zwei Fälle.
I) Der Weg {a'Cb') enthält einen inneren Punkt y. Dann folgt aus (7. 3) DA, DB 

(c'Ab)-i-c und (c'Ba)-i-c, und daher gilt mit C' — (aBc')U(c'Ab)

{aC'bAcBaja G — у .
II) Es ist (a'Cb') = {a'b'). Dann folgt aus (7.3) DA, DB C-*-x, und so gilt 

mit A' = (bAx), B' = {xBa)
{aCbA'xB'a) a G  — c.

Wir untersuchen erst den Fall, wo а'т^а, b' Ab, c'?±c besteht (von (7. 12) 
bis (7. 15)).

(7. 12) Es sei a '^a , b '^ b , c '^ c  und einer der Punkte a ',b ',c ', z.B. c', sei 
mit einem inneren Punkt des ,,gegenüberliegenden” Teilweges {a'Cb') verbunden. 
Dann erhalten die Wege {c'Ab') und {c'Ba') keinen inneren Punkt, und c' ist mit jedem 
Punkt von {a'Cb') verbunden.

Beweis. Es gelten a' = cy, b' = cy =  ay, c' =  ax, y ^ 3, und es gibt ein / (1 < y< y)  
mit c f '  6 G .

I) Nehmen wir an, daß entgegen unserer Behauptung einer der Werte von 
a und ß, z.B. а S 3  ist. Wir zeigen, daß dann G —a2 eine 3-Astroide enthält. Nach 
(7.3) Dc, DB gelten {bCcj) + a und (с'с) +  о. Daher besteht mit Ä  = {bCcf'c)

{iaCbA'cBa} c G - s 2-
I I) Es ist also а = 2 und ß = 2. Es sei yS4, und nehmen wir an, daß entgegen 

unserer Behauptung ein / (1 <  / < y) mit c f '  P G existiert. Man darf i < /  setzen. 
Wir zeigen, daß dann G — a eine 3-Astroide enthält. Es gelten 19

A + ct [(7. 3) Dc , ciC’(LG, C + 4  

B' = {ciCclBc) + b [(7. 3) Dc , B + b\.

19 In der eckigen Klammer, die nach einer Relation W -+- x  steht, sind die Gründe für das 
Bestehen der Relation kurz angedeutet.
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Es besteht so mit C '=  (c;C6)
{с^'ЬАсВ'с J  czG — a.

(7. 13) Der Satz (7. 12) bestimmt zusammen mit den vorangehenden Fest
stellungen für jeden Wert y ^ 3  eindeutig einen Graphen, von dem man leicht be
stätigen kann, daß er eine 3-Astroide der Länge у+ 7 enthält und irreduzibel ist. 
Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit Г6[у + 7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7. 14) Es sei a '^ a , b '^ b , c '^ c  und a ',b ' bzw. c soll mit keinem inneren 
Punkt von (b'Ac'), (c'ßa') bzw. (a'Cb') verbunden sein. Dann besitzen die drei erwähnten 
Teilwege insgesamt höchstens einen inneren Punkt.

B e w e is . I) Entgegen unserer Behauptung soll angenommen werden, daß 
<x^3 und ß ^ 3  bestehen.

Nach (7. 3) Da , Db gilt jetzt C-+- c'. Daher besteht mit A' — (bAc') und B' = 
= (c'Ba)

{aCbA'c'B'a} czG — c.

II) Im Gegensatz zu unserer Behauptung sei a = 2,ß — 2 und yS4. Nach 
(7. 3) Dc ist dann das (y +  1)-Eck (c'c^ ... cyc') in G diagonalfrei. Laut (7. 4) bedeutet 
dies einen Widerspruch.

(7. 15) Entsprechend den Fällen, in denen die in (7. 14) erwähnten Teilwege 
insgesamt genau einen bzw. keinen inneren Punkt enthalten, gibt es (isomorphe 
Graphen als nicht verschieden betrachtend) je einen Graph, der die in (7. 14) und 
in den vorangehenden festgelegten Eigenschaften besitzt. Man kann leicht be
stätigen, daß der erste bzw. zweite dieser Graphen eine 3-Astroide der Länge 10 bzw. 
9 enthält, und daß beide Graphen irreduzibel sind. Diese Typen irreduzibler Graphen 
werden mit Г7 [10] und Г 8 [9] bezeichnet (s. Tafel II).

(7. 16) Es soll jetzt jener Fall untersucht werden, bei dem von den Ungleich
heiten а' И а, b' ?±b, с'э^с nur zwei gelten.

(7. 17) _Es sei a '^ a , b '^ b  und c' = c. Dann bestehen a =  /? =  y = 2, a2bi dG, 
a'a2, b'b{ £G.

B e w e is . I) Aus c' = c und C + c folgt aS2 , /?£2. Wir zeigen, daß von 
jenen Kanten afoj, die nicht auf den Wegen А, В, C liegen, nur allein axbi zu G 
gehören kann.

Wegen (7.3) (1), (7. 3) DA, DB, Dc und aus Symmetriegründen genügt es, 

atbj £ G (1 sä /<  а, 1 S j< ß )

zu beweisen. Nun sei angenommen, daß ein i und ein j  mit l S i < a ,  l ^ j< ß ,  ajbj€G 
existiert. Dann gilt

A' = (bAaibjBc)-*-a [A + a, (7. 3) DB],
und daher besteht {aCbA'cBa}c:G—aa.

II) Es gilt y = 2. Ist nämlich y>2, so besteht wegen I) A-+- c1=bß, und so 
gilt mit B'={cBcß) und С' = (ctCb)

{cj C'bA cB'Ci } c G -d .
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III) Es ist ajbl £G und ot=ß = 2. Ist nämlich ajbx £G, so folgt aus I), II) und 
(7. 3)D a,D b, daß das Vieleck (b0 ... bßax ... ax+i), welches mehr als 4 Punkte 
besitzt, in G diagonalfrei ist. Dies ist nach (7. 4) ein Widerspruch.

Ist aJji^G , und besteht die eine der Ungleichungen a > 2  und ß >2, so ist 
aus den gleichen Gründen wie vorher das и-Еск (bx ... bßal ... ajbx) in G diagonal
frei und es gilt í i é 5. Dies ist ein Widerspruch.

(7. 18) Man kann einfach verifizieren, daß der durch (7. 17) und durch die 
vorangehenden Feststellungen bestimmte Graph eine Astroide der Länge 9 enthält 
und irreduzibel ist. Dieser Typ von irreduziblen Graphen wird mit Гд [9] bezeichnet 
(s. Tafel II).

Jetzt soll der Fall behandelt werden, wo von den Ungleichheiten a '^a , b' ?±b, 
c '^ c  genau eine besteht.

(7.19) Es sei a'= a, b '=  b und c'7±c. Dann gelten u = ß = 2, у =1, c'ci £G und 
axb2 £ G.

Be w e is . I) Aus A-i-a bzw. B +  b folgt ß ^ 2  bzw. a s 2. Es gibt ein ct 
(1 S i§ ji)  mit c ' C i ^ G .  Existiert nämlich kein solches i , so besteht nach 17. 3) DA, DB 
C-t-c', und dann gilt mit A' = (bAc') und B' = (c'Ba) die Behauptung [aCbA'c'B'a}a 
a G —c.

II) Es gilt 7 = 1. Nehmen wir an, daß y > l  ist, und es sei c 'c^G  (1 á iS y ) .  
Man darf /=-1 setzen. Dann gilt nach (7. 3) Dc, DB A' =  (6Cc;c'c)-+-a, woraus 
{aCbA'cßa} czG ~ a x folgt.

III) Es besteht afij^G  (0 < i< a ,  1 < j^ ß ) .  Wäre nämlich afij-ZG, so hätte 
man nach (7. 3) DB, Da C  =  {aBbfliAb) +  c , wonach {aC'bAcBa}aG — cx gelten 
würde.

IV) Es gilt a = ß = 2. Nehmen wir an, daß z.B. a=~2 ist. Wir unterscheiden 
zwei Fälle:

1) Es ist alcl £G. Dann gelten
C  ={acxbaß)-^c [C-+-c, (7. 3) DA]
B' =  (cc'c,a)-*-ö, [(7. 3) DA, a,c1 £G, A->-a],

und daher ist mit A' — (alAc) {aC'axA'cB'a)<z.G — b2.
2) Es gilt axcx£G. Dann gelten

С'  =  (ас1а 1)-ьс [C ■+■ c, (7. 3) DA],

Я- f l i  f(7. 3) Da , III), d + 4

und so besteht mit A '= (alAc) {aC axA' cBajczG — b. Damit ist (7. 19) vollständig 
bewiesen.

(7.20) Entsprechend den Fällen 1) clax, c lb2£G, 2) cxax £G, cxb2£G und
3) схах, с, h2 6 G gibt es (isomorphe Graphen als nicht verschieden betrachtend) 
je einen Graph, der den in (7. 19) und in den vorangehenden festgelegten Bedingungen 
genügt. Man kann leicht bestätigen, daß diese Graphen je eine 3-Astroide der Länge 8 
enthalten und irreduzibel sind. Diese Typen von Graphen werden der Reihe nach 
mit Г jo [8], Гц  [8] und T12 [8] bezeichnet (s. Tafel II).
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Endlich müssen wir noch den Fall a' = a, b' = b, c' = c untersuchen.
(7. 21) Erklärungen. Verbindet eine Kante einen inneren Punkt von A mit 

einem inneren Punkt von B, so soll sie eine AB-Transversale heißen. Wir sagen 
auch, daß diese Transversale die Bogen A und В verbindet. Ähnliche Bedeutung 
kommt den Begriffen der BC- und Cd-Transversalen zu.

Wegen (7.3) (1) und (7. 3) DA, DB, Dc können von den Kanten, die zwei 
Punkte von SP(G) verbinden und nicht auf den Bogen А, В, C liegen, nur die Trans
versalen zu G gehören. Der einfachste Fall ist der, wo keine Transversale zu G 
gehört. Diesbezüglich gilt die folgende triviale Behauptung.

(7. 22) Ein л-Еск (лёб) enthält 3-Astroiden der Länge n und ist irreduzibel. 
Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit f j 3 [n] bezeichnet (s. Tafel II).

Im folgenden sei angenommen, daß mindestens eine zu G gehörige Transversale 
existiert.

(7. 23) Die zu G gehörigen Transversalen können nicht alle dieselben zwei Bogen 
verbinden.

B e w e is . Nehmen wir das Gegenteil an: Es sollen alle zu G gehörigen Trans
versalen die Form aßj haben. Es bezeichne ferner g den kleinsten Index von den 
a ; bei diesen Transversalen und h den größten Index von den bj, den man bei den 
zu G gehörigen Transversalen der Form agb} finden kann. Dann ist das Vieleck

V=(aci ... cybüi ... agbh ... bßa)

in G diagonalfrei, und die Anzahl seiner Punkte ist ^5. Nach (7. 4) ist das ein Wider
spruch.

Wir schicken jetzt zwei Lemmata voraus:
(7.24) L e m m a . E s sei ß =  2 und aßjdG mit 1 < j =  ß und l ^ i ^ a .  Dann gilt 

a =  i= l .
B e w e is . E s sei, entgegen unserer Behauptung, a=-l angenommen. Ist i<= a, 

so gilt wegen (7.3) DB, DA C  = (aBbjaiAb) ■*- c, woraus {aC'bAcBa}czG —cl 
folgt. Ist i>  1, so gilt nach (7.3) DA und B-*-b B' = (cAaibjBa) + b, woraus 
{aCbAcB'a}a G — h, folgt.

(7.25) Lemma. Es sei ß = 2 und aLbj£ G mit 1 S / < ß und l S / s « .  Dann gibt 
es zu jedem g mit 1 s j < / J  ein h (1 ^ h ^ y )  derart, daß bgch£G gilt.

B e w e is . Entgegen unserer Behauptung sei angenommen, daß ein g mit 1 ^ g < ß  
existiert, für welches bgck£G (к — 1, ..., y) gilt. Dann gelten

С-ь*,. [(7. 3) DB, B + b],

A' = {bAaßjBbß -+- a [A -+- a, (7. 3) DB], 

und so besteht mit B' = (bgBa) {aCbA'bgB'a}czG — c.
(7. 26) Es gibt unter den Bogen А, В, C höchstens eine, die mehr als einen 

inneren Punkt enthält.
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B e w e is . Entgegen der Behauptung soll angenommen werden, daß а >  1 und 
ß > l  gelten. Aus dieser Annahme beweisen wir erst folgende Feststellungen: Von 
den ^^-Transversalen kann nur ajbl zu G gehören; es gelten у = 1 und cxax, cxbx £ G. 
Es sollen zwei Fälle unterschieden werden:

1) Es gibt ein afij^G  ( l ^ / S a ,  1 S jS ß ) .  Nach (7.24) ist dann / =  « , /=  1, 
Laut (7. 25) gibt es ein h ( lS / i^ y )  mit bxch£G. Wegen. (7. 24) ist dann y =  A = l, 
woraus aus Symmetriegründen axcx £ G folgt.

2) Es gibt kein aibj £G ( l^ i^ o c , Dann gibt es nach (7.23) ein
cgak£G ( l ^ g ^ y ,  1 und ein cubv£G (1 1 ^  иШ ß). Nach (7. 25)
kann nur к  = а und v =  1 bestehen und so folgt aus (7. 24) у =  g — и = 1.

Jetzt zeigen wir, daß auch axcx£G gilt. Besteht nämlich axcx£G, so existiert 
nach (7. 25) (sowohl im Fall 1) als auch im Falle 2)) eine Kante axbr£G (1 ä  ß)?
was mit den obigen in Widerspruch steht.

Nun kann man folgern:
C  = (acxbax)-t-c [C c, (7. 3) DA]
B' = (cblc1a)->-a1 [(7. 3) DA, axbx, axcx £G, A + a],

und so ist mit A' = (axAc) {aC'axA’cB'a}ci G — bß.
(7. 27) Enthält jeder Bogen А, В, C genau einen inneren Punkt, so existieren 

nach (7. 23) entweder drei oder zwei zu G gehörige Transversalen. Wie man es leicht 
verifizieren kann, erhält man in beiden Fällen solche Graphen, die je eine 3-Astroide 
der Länge 6 enthalten und irreduzibel sind. Man kann diese Typen mit jenen von 
(7. 33) zusammenziehen. Sie werden deshalb mit Г15 [6] bzw. f j 6 [6] bezeichnet 
(s. (7. 33) und Tafel II).

(7. 28) Im folgenden sei angenommen, daß einer der Bogen, z.B. C mehr als 
einen inneren Punkt enthält. Dann gilt
(1) a. = ß=  1, у = 2.
Nach (7.23) kann man die Existenz eines i  (1 á /S y )  mit a 1ciGG voraussetzen. 
Es soll dann h den größten dieser Indizes i bezeichnen. Also besteht
(2) axch£G und axCj£G (fi< /^y ), falls y> h  ist.

(7. 29) Es gilt entweder h = у — 1 oder h = y.

B e w e is . Ist nämlich /г == у — 2, so ist wegen (7. 3) Dc und (7. 28) (2) das Vieleck 
(aych ... cybax) in G diagonalfrei, und es besitzt mehr als 4 Punkte. Nach (7. 4) ist 
das ein Widerspruch.

(7. 30) Ist bxCi^G (/= 1 , ..., y), so gelten axbx£G, h — 1 und y = 2.
Be w e is . axbi£G  folgt unmittelbar aus (7. 23). h >  1 steht nach (7. 25) zu chbx £ G 

in Widerspruch. Laut (7. 28) (1) und (7. 29) besteht also у =  2.
(7. 31) Man kann leicht einsehen, daß der durch (7. 30) und durch die vor

angehenden Feststellungen bestimmte Graph eine Astroide der Länge 7 enthält 
und irreduzibel ist. Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit Г14 [7] bezeichnet 
(s. Tafel II).
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(7.32) Im folgenden sei angenommen, daß ein i (1 S iS]>) mit b1ci £G 
existiert.

(7. 33) Gehören sämtliche axcx und 6,c; ( I s i s  y) zu G, so gibt es den Fällen 
alb1dG und aibl ^G entsprechend zu jedem Wert у ^ 2  je einen Graphen. Man 
kann bestätigen, daß diese Graphen je eine 3-Astroide der Länge у +  5 enthalten 
und irreduzibel sind. Diese Typen irreduzibler Graphen werden mit F15[y + 5] 
und f 16 [y +  5] bezeichnet. (Dem Wert у =  1 entsprechen die in (7.27) erwähnten 
Typen. Siehe Tafel II).

(7. 34) Im folgenden sei angenommen, daß von den AC- und ßC-Transversalen 
mindestens eine zu G gehört. Man darf voraussetzen, daß es ein i ( l s i ^ y )  mit 
b ^ i^G  gibt. Ferner möge g den größten dieser Indizes i bezeichnen. Es besteht also

(1) bxcg£G und biCj^G (g <y'^y), falls y> g  ist.

(7. 35) Es gilt min (g, h) — l.
Be w e is . Ist nämlich min (g, h) >-1, so folgt aus (7.25) bxcg£G. Das steht 

zu (7. 34) (1) in Widerspruch.
Wir werden jetzt die Fälle g<h, g = h und g>h  einzeln untersuchen.
(7. 36) Es sei g < h. Dann gelten g = \,h  = y=2, blc2, alc2£G, und im Falle 

axcxdG auch ö161£G.
Be w e is . Nach (7. 34) (1) ist bxcy^G, nach (7. 35) g — 1.
Entgegen unserer Behauptung nehmen wir an, daß у >2 ist. Dann gelten

A' = {bcyblc) + cl [(7. 3) Dc, у >2, b1c1£G, C+c],

B' = (cblac1) + b [B-*-b,(7. 3)DC],

woraus mit C' = (cxCb) {cyC'bA'cB'cx}<z.G— ax folgt. Es besteht also у =  2, und
so muß h = 2 sein. Daher gilt axc2dG.

Ist axcy £ G, so kann albí £ G nicht bestehen. Sonst wäre das Fünfeck (асуаусЬуа) 
in G diagonalfrei, und das bedeutet nach (7. 4) einen Widerspruch.

(7. 37) Der Voraussetzung g < /i können nach (7. 36) drei Graphen genügen. 
Derjenige unter diesen, bei dem alci , a1bl dG besteht, gehört zum Typ T,4 [7], 
und wie man leicht verifizieren kann, enthalten die übrigen zwei (die den Fällen 
a 1c1€G, aybx^G und aicl ^G, a1b1^G  entsprechen) je eine 3-Astroide der Länge 
7 und sind irreduzibel. Diese Typen irreduzibler Graphen werden mit Г17 [7] und 
f 18 [7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.38) Es sei g = h. Dann gelten h = 1, у =  2, aycy, bl c2, ayby € G und bycy, 
a\C2 € G.

B e w e is . Nach (7. 35) ist g = h = \,  und so gilt laut (7. 28), (7. 29) und (7. 34) 
у = 2, al cl , biC2^G  und axc2, bycy £G.

Wäre a1b1£G, so wäre (a1cl abl cal) diagonalfrei in G. Dies bedeutet einen 
Widerspruch.
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l^(2n+1), n= 2 |Г(2/>+f t  л *  2

( 6 . 1 4 )

П (2 п + 1 ) ,п ^ 2 П {2п+ 1),п^2

TAFEL I.

D ie Verknüpfungsgraphen jener irreduziblen nicht t-orientierbaren Graphen, die keine Dreiecks
kette enthalten. (Die unter den Figuren stehenden Nummern geben die Erklärungsorte der

Figuren an.)
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TAFEL II.

Die irreduziblen Graphen, die 3-Astroiden enthalten. (Die unter den Figuren stehenden Nummern 
geben die Erklärungsorte der Figuren an).
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(7. 39) Der Bedingung g = h kann also nur ein wohlbestimmter Graph genügen. 
Wie man leicht bestätigen kann, enthält er eine 3-Astroide der Länge 7 und ist 
irreduzibel. Dieser Typ irreduzibler Graphen wird mit f 19 [7] bezeichnet (s. Tafel II).

(7.40) Es sei g>h. Dann gilt h = \,  g =  y = 2, al cl , bl cl £G, aLc2, b i c2£G.
Be w e is . /?= 1 folgt aus (7. 35). Dies ergibt nach (7. 29) y —g = 2. Laut (7. 28) 

und (7. 34) ist dann al c, € G, a2 c2 ,b xc2f  G, und wegen (7. 32) bx ct £ G.
Der Bedingung g>-/i können also zwei Graphen genügen. Bei dem ersten ist 

al bl ^G. Dieser gehört dem Typ T18 [7] zu. Bei dem zweiten ist albl £G. Dieser 
ist vom Typ Г , 4 [7].

(7. 41) Wir haben nun sämtliche Möglichkeiten untersucht, und haben ins
gesamt 15 Typen irreduzibler Graphen mit 3-Astroiden gefunden (s. Tafel II).

(Eingegangen am 16. November 1965.)
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BOREL—CANTELLI TYPE THEOREMS 
FOR MIXING SETS

By

R. M. FISCHLER (Toronto, Canada)

{Presented by  A. Rényi)

0. Introduction. In what follows we consider a probability triple [Í2, sí, Р]. 
The notation follows [4].

A sequence of sets {Bn} is said ([5]) to be mixing of density a, 0 < a <  1, if for 
all A in s i
(1) lim jP (S „ГЫ )—аР(Л)| =  0.

If one does not require that Р(Д,)—а, but only the condition

(2) lim |Р(0„ПЛ)-Р(0„)РМ )| =  0

then {Bn} is simply said ([7]) to be mixing.
A necessary and sufficient condition for {Bn} to be mixing of density a (or mixing) 

is that (1) (or (2)) hold for A —Bk, k  = 1, 2, ... and for A = Q. From this condition 
one sees that independent sequences are mixing.

The purpose of this paper is to consider the weaker condition of mixing, and 
investigate extensions of the classical Borel—Cantelli lemma to this case.

1. Results. For mixing with density the classical result still holds.
Theorem 1. I f  {Bn} is mixing a, then P(lim sup Bn) =  1 and P(lim inf Bn) = 0.

Proof. Assume P [lim sup B„]^l. Then there is a set D of positive probability 
such that each point in D belongs to a finite number of sets Bt (the sets to which 
a point belongs will vary). I.e., if co£D, then a)€# ; for i£F(oo)= {ix, i2, 
со I Bi for i í  F(co). Now, for each finite subset Fy of the integers, there is a set D . a  D 
such that ü) f  Dy if and only if w £ I f  for (and only for) i£Fy. Note that there are 
only a countable number of finite subsets of the integers, that the Dy are disjoint, 
and nat D=U Dy. Therefore for some Fy, P(Dv)> 0  (otherwise P(D) =  1Р(Оу) = 0). 
Then co£Dy implies co^Bg, if i$ F y =  {/1, Therefore Р(Й; П1)7) = 0 for
i > /„, which contradicts lim P(/i; П D.) =aP(Dy)> 0 .

To show P(lim inf Bn) = 0, note that {Bcn} is also mixing — with density 
(1—a) — and that lim inf B„ =(lim mp Bcn)c.

Another proof of this result is given in [3].
Corollary 1. If {Bn} is mixing a, then P( U Bn) = I.
Corollary 2. If {Bn} is mixing a, then TP(Bn\B {, ..., Bn_l) diverges w.p.l. 
This follows directly from Corollary b, p. 398 of [4].
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For stable sequences — those for which P(В„ПА)->- J  adP, with a a non-
A

negative random variable bounded by one ([6]) — the corresponding result is

Theorem 2. I f  {Bn} is stable with local density a, then P(lim sup Bn) ^  P(coO), 
and P(lim inf Bn) Ш 1 — P(a <  1).

Theorem 1 has the following interesting application. On page 191 of [2], Feller,
1 ”in commenting on the law of the iterated logarithm says that S'„ = —  T [Xj — E(X)]

\n  j= 1
— with the Xj independent and identically distributed — gets larger (smaller) than 
any number infinitely often w.p.l. This follows directly from the theorem since for 
any x we have, with B„(x) = {S'„ =  x}, that {Bn(x)} is mixing (see [5] — the proof 
follows immediately from the sufficient condition mentioned in the introduction); 
and so

P [lim sup 5„(x)] =  P[lim sup Bcn(x)] = 1.

We can say something about P(lim sup Bn) in the more general mixing case (2). 
We need the following result.

L e m m a  1. I f  {Q} c  {£*}, then lim sup Q  d im  sup Bk.
Proof. If a point is in infinitely many Ck, it certainly is in infinitely many Bk. 

Theorem 3. Let {B„} be mixing (2); let C =  lim sup Bin then

(i) if  TP(ß„)<~, P(C) -  0

(ii) if  TP(5„) = -  and P(£„)-+*0, P (C )-1

(iii) if  TP(Bn) =<=° and P(B„) 0, no conclusion can be reached.

P r o o f , (i) is a standard result ([4], p. 228). In case (ii) we extract a subsequence 
{C„}, such that P(C„) -*a, a >0. Then {C„}is mixing of density a, so that by Theorem 1, 
P(lim sup C„) =  1. By the above lemma, P(C) =  1. Under (iii) we can obtain 
P(C) arbitrary by suitable choice of {B,,\. To see this take arbitrary t, 0 < i < l ;  
split the unit interval (with Lebesgue measure) into [0, t] and (t, 1]; split [0, t] into 
two equal parts Ű, and B2, then into four equal parts B3, B4, B5, B6, etc. The 
conditions of (iii) are satisfied and lim sup Bn = [0, t], which has probability t.

In the special case of mixing where the {Bn} are independent (the classical 
Borel—Cantelli lemma), TP(i9„) =  °o implies that P(C) =  1 even if P(B„)-*0.

It appears difficult to state general conditions on a non-independent mixing 
sequence such that TP(B„) -<» implies P(lim sup Bn) =  1. However, an example 
mentioned in [1] indicates that a fast rate (in some sense) of mixing is needed. The 
class of stochastic processes referred to in fl] are the *  -mixing sequences {Xn}-, 
those for which there exists a real valued function f  defined on the integers non
increasing with f(n) —0, such that if А €Щ ХЛ, Xm) and B£&(Xm + n, ...) then,

|Р(ЛВ)-Р(Л)Р(В)| S  f(n)P(A)P(B).
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We define a sequence of sets to be * -mixing if the indicators form a mixing sequence. 
By taking A = Bk and B — Bn, we have by the remark following (2) that -^-mixing 
sequences are mixing.

Theorem ([1]). I f  {Bn} is ^-mixing, then TP(Bn) = °° implies P(lim sup Bn) — 1.

2. A different view of the general case. If {Bn} is independent then the tail is 
0 — 1 ([4]; p. 229) by Kolmogorov’s 0 — 1 law. Since for any sequence {Bn}, lim sup B„ 
and lim inf Bn are tail events, it is not surprising that under certain conditions 
(Borel—Cantelli lemma), P(lim sup Bn) — 1.

Now Su c h e sto n  [7] has shown that every mixing sequence contains a further 
subsequence whose tail is 0 — 1. By continuing the process of extracting 0 —1 sub
sequences, one sees that any mixing sequence can be broken up into countably 
many disjoint subsequences, each of which hasaO — 1 tail. If the lim sup of any one 
of these subsequences has probability one, then by Lemma 1, the lim sup of the 
whole mixing sequence has probability one. The problem is to put some conditions on 
a mixing sequence such that the structure of at least one of the 0 —1 subsequences 
(which is also mixing) causes it to behave in the proper manner.

3. Acknowledgement. This work was done at the University of Oregon with 
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like to express his appreciation to Professor D o n a l d  T r u a x  for his assistance 
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THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS 
FOR INDICATORS OF MIXING SEQUENCES

By

R. M. FISCHLER (Toronto, Canada) 

(Presented by A. Rényi)

0. Introduction

In the succeeding [ß, s í,  P] is a probability triple. The conventions and notations 
follow L o e v e  [6], and unless otherwise noted the standard theorems used may also 
be found there.

Rényi [8] defined a sequence {B„} to be mixing of density a, 0 < a  <  1 (mixing a), 
if for all d f r f
(1) lim P(ß„ ГЫ) =  a P (T ).

A necessary and sufficient condition for {Bn} to be mixing of density a is that

(2) lim P(ß„ П Bk) = aP(ß*) for A: —0 ,1 ,2 ... with B0 — Q,

i.e. that (1) holds with A = B k.
Later in [9], Rényi extended the concept of mixing and defined stable sequences. 

A sequence {Д,} is said to be stable of local density a, if for all A £ s i

From (2) one sees that if {Bn} is an independent sequence such that P(Bn) =  a, 
then {Bn} is mixing of density a. Therefore mixing is a generalization of independence 
as well as a type of asymptotic independence. The question therefore arises as to 
how far one can extend various results of probability theory with the hypothesis 
of independence replaced by that of mixing. In this paper we investigate several 
aspects of the strong law of large numbers for indicators of mixing sequences. 
Other topics involving mixing will be discussed elsewhere.

In the first section it is shown that in general the strong law need not hold in 
the mixing case, but that if it does hold then the limiting random variable must be 
identically the mixing density. Bounds are also given for the infimum and supremum 
of the averages in the general case.

The concept of Cesäro mixing, which only requires that the averages of the 
terms in (2) converge, is introduced in section 2. By applying a uniformity condition 
on the Cesäro convergence a weak law is obtained, and then it is shown that the 
strong law holds if this uniform convergence is fast enough.

Section 3 characterizes mixing sequences in terms of subsequences obeying 
the strong law.

The last section deals with various examples.

(3)
A
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1. Some general results

We shall say that the strong law (of large numbers) holds for the indicators 
of {B„} (or for {£„}) if

1 П(4) lim — IB =  /  exists w. p. 1.
n J=1

If {Bn} is mixing of density a, then (1) implies that the sets {B„} can not “stay 
fixed” indefinitely. One might thus suspect that each point in the space should 
belong to the same percent of sets, i.e. that (4) holds with a constant limit (which 
would have to be the mixing constant since P(Bj)-*a).

In general, however, mixing sets do not obey the strong law as the following 
example shows. The idea is to have the sets mix very slowly. We first need

Theorem 1. I f  {B„} is mixing of density a, then P (lim sup BH) = 1 and 
P (lim inf Bn)=  0.

This is proved in [3], and an alternate proof is given in section 3.
Example 1. Let {A„} be mixing of density a, and let {nk} be such that njnk+1 ->-0. 

Define Bn = Ak for nk< n S n k + 1. Then by using (2) we see that {B„} is also mixing a. 
By Theorem 1 we have that for со outside a set of probability zero there exist {.у*}, 
such that co£ASk; and {/,.} such that co$Atk, for all к ({.vt } and {tk} depend on to). 

Fix to and let
к

S(i, k) = 2  = nSj.
j = i

Then:

—Г— S(l, mk+i) = * S(mk,m k+l\ =  -~— (mk+l- m k) ^  1.
mk+i mk+i Mk+i

1  n 1 n
Therefore lim sup — 2  IB.= 1 w.p.l. Similarly lim inf — У / B = 0 w.p.l.

n j = 1 n j= 1 J

We next show that even if we suppose that the tail-field of {Bn} is 0 — 1 the strong 
law need not hold.

Example 2. In the above example let {A„} be 0 — 1 (which is true for instance 
if {A„} is independent), then with {£„} as above

— ^{B k, Bk+1, . . . ) c £ffl(Ak...A k, Ak Лк + !■■■) — dS(Ak, Ak+1, ...) —

Therefore is 0 — 1, since П cék is 0 —1.
Suppose now that the strong law holds for some mixing sequence {B,,}. Is it 

possible that the limit in (4) be other than a? The answer is no and this follows by 
taking a constant in the following.

1 "Theorem 2. I f  {Bn} is stable o f local density ct, and if  lim — h j =f  w.p.l., 
then f=  a w.p.l.

j= 1
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P r o o f . W e h ave for all B£_sé

J  ос dP =  lira ^  2  ViBjOB)  =  lim f  ̂  É  h j d P  =  J l i m  |  J ?  =  J f d P .
в  в в в

T h erefore for all B£s/, f  fd  P  =  J ocdP. and  by the R adon — N ik o d y m  theorem
В в

/ = а  w .p .l .
1 "

C o ro llary  1. I f  {Bn} is m ix in g  o f  density  a, and i f  — ^  h ,  —f  w .p . l . ,  thenП j = 1
/ = а  w .p .l .

C om m ent . S uppose w e ta k e  {Bn} m ix ing  o f  density  a, and  su ch  th a t { /Bn} d o es  
n o t ob ey  the stron g  law . W rite

/ . =

1 "
- Z < „n ,= • ‘

In j=i

f =  1, Pn(A) = J f ndP, ц(А) =  P(A).
A

T h en  com p u tin g  as above, w e h ave an  exam ple o f  a  sequence o f  p rob ab ility  m easures  
{/,(„} con verg in g  to  a p rob ability  m easure fi, w ith  //„<sc^, and yet th e  R a d o n — N ik o d y m  
derivatives o f  ц„ d o  n ot ap p roach  th e  R ad on — N ik od ym  d erivative o f  ц.

In  the general case o f  m ix in g  (stab le) sequ en ces, w e can o b ta in  so m e  in form ation  
ab ou t the lim itin g  b eh avior o f  th e  averages o f  the indicators as a  co ro llary  to  the  
fo llow in g .

L emma 1. Let {/„} be a sequence of non-negative, uniformly bounded random
variables. I f  lim  J  f ndP = j  f  dP for all В £ s í , then 

в в

P (lim  in f /„  = £ /)  =  1; P (lim  su p /„  £ / )  =  1.

P roof. L et A =  {lim  i n f / , ^ / } .  W e have by  the F a tou  lem m a

J f d P  — lim  J f ndP £  f  l im in f/„ 6 ? P  £  JfdP-
Ac ac a* A<=

T h e last in eq ua lity  is strict u n less  P / 4 C) =  0  w h ich  proves th e  first resu lt. I f /„  ^  К 
for  all n, th en  by using th e  fu n ctio n s gn = K —f n, g — K —f ,  w e o b ta in  the second  
resu lt from  th e first.

Theorem 3. I f  {#, } is mixing — (stable) o f density a, 0 < a  <  1, then

1 "
lim  in f — 2  JBj =

j = 1
=  1:

i "
r  Z hlim  sup — iBj
П 7=1

1 "
Pro o f. L et /„  =  -  £  IBj,rl 7=1

f  =ct, in  L em m a 1.
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2. Cesaro mixing and the weak and strong laws

Definition 1. {Bn} is Cesaro mixing of density a if for all В in sd

1 "
(5) l i m -  2 ^ р (В,ПВ)  =  a P ( ß ) .n j= 1

This is weaker than the weak mixing condition of Renyi [8] (see also [4]; p. 37). 
By examining the proof of Theorem 2 we see that the following is true.

1 "Theorem 4. I f  {Bj} is Cesaro mixing of density a and i f  — J?  -*/' w.p./., then
f  n  j =  1
J = a w.pd.

We can express the concept of Cesaro mixing in another way. Let

f n = \  2 1  вг  / =  «,
r I j  =  1

H n { A )  =  J f n  d P  =  ^  Z  P ( B j  П A ) ,  p ( A )  =  J f d P  =  a P ( A )

A A
then

p„(A)~+p(A) for all Adsd
is the same as {Bn} being Cesaro mixing. The question arises as to what happens if

p„(A) -* p(A) uniformly over sd.

(We will call this uniform Cesaro mixing). To answer this, and for other results, 
the following known result is useful.

Lemma 2. Let v be a signed measure on sd with v(A) = j f  dP and suppose f  is
A

measurable with respect to a о-field M <z. sd, then for any о-field S o J  we have

2sup|v(D)| = [ \ f \d P + \ [ fd p \
Dea f  'o

The result follows from the fact the supremum is attained for one of the sets 
{/=0}, {/<0}, and from the identity 2 max [a, Z>] = \a — b\ +(a + b).

Using the above notation we have that

2 sup \pn(A )-p (A )\ = f  \fn- f \ d P  + \pn{Q)-p(Q)\

or that

(6) 2 sup
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From this we obtain

if and only if

which we state as

I "
sup -  2  Y(BjC \A)-aP(A)
ACst П j = 1

0

Theorem 5. Uniform Cesäro convergence o f {B„} (a) is equivalent to the indi
cators o f [Bn\ converging to a in the mean.

The following quadratic mean law of large numbers for dependent random 
variables is due to Parzen ([7], p. 419).

Theorem. Let {.v;} he dependent random variables with mean zero and uniformly 

bounded variances. Let Z„ = — 2  xp, then Z„— 0 in mean square if and only ifП ;=i
E(.v„Z„) —0.

Note that for bounded random variables on a probability space, L2 convergence 
is equivalent to L 1 convergence, which is equivalent to convergence in probability. 

We can now state the following weak law of large numbers for indicators of sets.

Theorem. I f  P(/?„) ->-a then the following are equivalent:

(i)

(H)

(iii)

-  2 [P(BjBK)-P(Bj)P(Bn)] -  0n j= 1

-  2  P (BjB„) -  a2
71 j  =  1

1 П— 2 Ibj a In probability (in If)
П j  = I

(iv)

(V)

1 n
sup ' — 2  ¥(BjC\ Ä) —dP(A)
AC jV \ П j =i

0, uniform Cesäro mixing

sup
вк

^  2 P ( B j n B k)~ aP (B k)n J= 1
Proof, (i) is Parzen’s condition which is equivalent to (ii) using the hypothesis; 

(i) being equivalent to (iii) is Parzen’s theorem; (iii) is equivalent to (iv) by Theorem 5; 
(iv) implies (v) because the supremum is taken over a smaller set; and (v) implies 
(i) since we are replacing the supremum operation by a special value (the hypothesis 
is needed again).

Note that (iv) being equivalent to (v) corresponds to the result of Rényi stated 
earlier in (2) (confer also Theorem 6 of [8], for the analogous result for weak mixing). 
A Hilbert space argument similar to that used for (2) does not appear to be straight
forward. We restate this result as
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C o r o l l a r y  1. Suppose P(Ä„)-*-oc, then {BN} is uniform Cesäro mixing oc 
(condition (iv)) if and only if (condition (v)) the supremum taken over {Bn} goes to zero. 

The more general result corresponding to stable sequences may be obtained
from Theorem 6 by replacing oc with f  oc dP in the hypothesis and (ii), and by replacing

h
«P(A) by Joi dP in (iv) and (v).

A
Now consider the condition

1 "
(7) sup -  2 ^ Р (Я ,П Л )-а Р (Л )  < £ „ ,  where Ibn < °°.А \П j =i I
If this holds we say we have dominated uniform Cesáro mixing.

We now obtain a strong law.
Theorem 7. Dominated uniform Cesäro mixing (7) implies the strong law (4) 

with the limiting random variable being the Cesäro mixing constant. Conversely if  
the strong law (4) holds with constant limit then {Bn} is uniform Cesáro mixing.

Proof. A theorem of Kozniewska [5] states that the strong law holds for 
{Xn} — with uniformly bounded variances — if

( 8 )
tl — 1
2  C O V  (Xj , Xn) 
j= 1

<  oo.

By the reasoning of Theorem 6 which shows that (iv) implies (i), we see that (8) 
is satisfied with Xj = IBj (the term with j  = n can be neglected in (i)). By the result 
of Theorem 4, the limit of the averages of the indicators must be the Cesäro mixing 
constant.

We can get the strong law directly by noting that (7) implies — using (6) — that

CO

which implies

converges w. p. 1., so that

w. p. 1.

d P

1 n
2  lB -  аft j=i J

i n
i g ' “ -

1 "On the other hand, if — ^  IB. --a w.p.l., where a is a constant (the strong law)
n j= 1 1

then the weak law (Theorem 6, (iii)) holds. By repeating the argument of Theorem 6, 

using — ^  P(Bj) — a instead of P(B„) — oc, we again have the result of Theorem 6
7=1

(iv). Therefore the {Bj} are uniform Cesäro mixing with density oc. (Of course, simply 
by integrating we have that the strong law implies Cesáro mixing).
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In view of the corollary to Theorem 6, and Theorem 7 one might ask if domi

nation of the terms sup
к

1 "— P(Bj П Bk) — aP(Bk) (Theorem 6, (v)) implies the
n J= 1 : j "

strong law, and whether it implies domination of sup [ — 2  P {Bj ПА) — aP (A)A ' П j=i
(Theorem 6, (iv)). The answer to the first question is yes. For domination of (v) 
implies domination of (i), and by duplicating an argument of Parzen ([7], p. 420), 
this can be shown to imply the strong law. The answer to the second question is open. 

As with Theorem 6 one can obtain the more general result for stable sequences.

3. A characterization of mixing sequences

Despite the lack of a clear relationship between a sequence being mixing, 
and the indicators of the terms obeying the strong law, we can characterize mixing 
in terms of subsequences obeying the strong law.

Definition 2. A sequence of events {B,,} is called semi-ergodic (a), if each

subsequence {B'„} admits a further subsequence {B"} such that — 2  IR. —a w.p.l.П j= 1
Theorem 8. A sequence {B„} is stable with local density a i f  and only if it is 

semi-ergodic (a).

Although it is just a corollary to Theorem 8, we first state and give a separate 
proof for the case of mixing sequences.

Theorem 9. A sequence {B„} is mixing of density a if and only if  it is semi- 
ergodic (a).

P r o o f . Suppose {B„} is mixing a; let {B'} be any subsequence. This sub
sequence is also mixing a. A result of Suchesto n  [10] states:

If {Cj} is mixing of density a (with respect to a probability measure P) — then 
for some subsequence {Cj} of {С,} P is absolutely continuous — on (Ш(С\, C j,...) — 
with respect to Q, the independent a probability measure on {Cj}.

From our subsequence {Bj} we can therefore extract {В"} such that for Q 
the independent a probability on B(Bj, Bj, ...) we have P<kQ. Since the set

{— / в.-ь-а| has Q probability zero, it must also have P probability
n j= 1 J J

the strong law holds with respect to P.
zero, so

To prove the converse consider a semi-ergodic (a) sequence {B,,}, and suppose 
that it is not mixing of density a. Then there is a set M  and a subsequence {Bj} 
such that Р(В}ПМ)->-а^аР(М), and a fortiori

-  2  P (ß jn M ) -  a. n j= 1
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Using the semi-ergodic property we obtain a subsequence {B"} such that 
1 "У  lB■■ —a w.p.l. Multiplying both sides of this last expression by IM, and taking
n j= 1 1

1 nexpectations, we obtain — У  P(ß- П М )^аР(М ). We thus have a contradiction,
П j - I

and the proof is complete.
Corollary 1. A sequence {Bn} is mixing a if and only if each subsequence 

admits a further subsequence which is mixing a.
Corollary 2. Let {Xn} be mixing of density F(a), then there is a subsequence

{У„} contained in {Xn}, such that for each real number a, — У  fyjma] ~*F(a) w.p.l.
n j'= 1

Proof. Let {an} be a dense subset of the reals. By definition [X„ =  c ,] is mixing 
of density F(al), and the theorem gives a subsequence {Xi} such that the averages 
of the indicators of [X‘ = а ,] converge to F(af w.p.l. Proceeding by induction 
we obtain {XJn}j=x such that {XJn+1} a  {XJn}, and such that the averages of the 
indicators of [XJn^ aß converge to F(aj) w.p.l. We obtain, by diagonalization, 
a subsequence {У„} such that the averages of the indicators of [YnS.aj] converge 
w.p.l. to F(cij) for all j. Since F is a distribution function, this implies the desired 
result.

We comment that even if a mixing sequence obeys the strong law it is not 
necessarily true that each subsequence does. Consider the shift T  on the product

1 "space image of a stationary process. Fix a set A, then — У  IT — j,^  - a  w.p.l. Ifn j=i
we work with a subsequence of {T~jA}, we are in effect removing coordinates, and 
this in general causes loss of stationarity, and of the strong law property.

We note that although Cesäro mixing is implied by semi-ergodicity (because 
Cesäro mixing is implied by mixing), a direct proof is not obvious. (As before one

assumes there is an M such that — P(BjDM )—a but we now have
П j =  I

1 "difficulty getting a subsequence {В]} such that — ^  P(Bj П M) -*a).n j =  !

We now use Theorem 9 to give a proof of Theorem 1. We need:
Lemma 3. I f  {Ck}a {B k} then lim sup Ck c lim sup Bk.
Proof. If a point is in infinitely many Ck it certainly is in infinitely many Bk.

Lemma 4. For any sequence {ß,,}, j-^ j  d im  sup /!„.

Proof. If со ^(lim sup ß^), then cog Bh , ..., BlM for some , ..., iM, and to 
no other Bk. Therefore, for n>~iM,

1 v ,  r  ̂ M  n
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Proof of Theorem 1. Let {Bj} be mixing of density a, 0 < a <  1. Obtain a sub
sequence {Ck} such that

1 "
-  2 Ick -  « w. p. 1. n j= l

By Lemma 4, P (lim sup Ck) = 1, and therefore by Lemma 3, P(lim sup Bk) =  1.

Using the result; lim inf B c U  we can similarly
I n  J = \  1 J

prove
P(lim inf Bj) = 0, if {ßj} is mixing of density a.

We now prove Theorem 8. Suppose {ß„} is stable with local density a. If we 
show that we can extract the desired subsequence from {ß„} the same technique 
will work for any subsequence (which will also be stable with density a).

Let Sn= У (IAj  — a), where the {/(,} are to be chosen from {ß„} so that
i= 1

S„/n^-0. Recalling the Borel proof of the strong law [6, p. 19], we see that we need 
only pick {Aj} such that Pl/S//«2 j >  к] < b„ where Ib„ <

Now P(B jD )^ J a /DdP for all D, i.e. Е[(/в. - а ) /д]-*0 for all D. By the
Si

usual approximation argument (confer [9]).

(9) |E(/Bj- « ) / | - 0  for all /  in ZA

Pick A 1 arbitrary. By (9), pick A2 so that |E(/4l — a)(/^2 — a ) | (bn to be 
chosen later). I fA 1,A 2, ...have been picked, choose in so that \E(IA. — a)(/i„ — a)|<  

for y = l , 2 , . . .  n — 1. Then

‘j 2 E f t r “ )2 +  7 / i  2 2  |E ( / ^ - a ) ( / ^ - a ) |  ^
П j=X S я  i = U = l

if we choose bk1 2 V /,  .4L 3 1o2„2 У p2„4 2  (k tybk— 2
с  И Ь n  k =  1 о  n к — 1 I *

We have therefore obtained a subsequence which obeys the strong law. 
The converse is proved in a manner similar to that of the mixing case.

4. Examples

In this section we give some specific examples in which the indicators of mixing 
sequences obey the strong law.

1. If {ß„} is an independent sequence with P(ß„)=a, we are in the classical
case.

2. Let B„ = T~"(A) where T  is a strongly mixing ergodic transformation, (see 
[4], p. 37), then by definition {ß,,} is mixing of density P(A). If T is only required 
to be ergodic then {Bj} is Cesäro mixing of density P(A). In both these cases the 
averages of the indicators of {ß„} converge to P(A).
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3. Consider now the ^-mixing sequences {Xn}; those for which there exist a real 
valued function / ,  defined on the integers, non-increasing with /(я )—0 such that 
if  А €Я (Х 1г ... Xm) and Be38(Xm+n, ...) then,

|P(AB) -  P(A)P(B) I ^f(n)P(A)P(B).

We define a sequence of sets {Bn} to be * -mixing of density a, if the indicators 
form a ^-mixing sequence and P (B„) — a. By taking A =Bk and B = Bn in the above 
we have by (2) that ik-mixing (a) sequences are mixing (a).

The following result is Theorem 2 of [1] in the special case of indicators of 
tk-mixing sequences.

T h e o r e m . I f  {Bn} is %-mixing o f density a  then the averages o f the indicators 
o f  the B„ converge to a w.p.l.

4. Let {Bn} be a sequence of sets, and let Q be the independent a probability 
measure on the space 08(Bi , B2, ...). (I.e. with respect to Q the sequence {Bn} is 
independent and Q(B„) =  a for all n. Such a probability can be constructed by making 
an identification with the appropriate product space and independent product 
probability).

Now assume that the probability P is absolutely continuous with respect to 
Q(P<kQ) on dS(Bt , B2, ...)■ It has been shown (Theorem 1 of [8]) that mixing 
with density is invariant under absolute continuity. Thus under the assumption 
that P<kQ we have that {B„} is mixing of density a, and so we are in the situation 
of interest. Now under the hypothesis of independence of the {Bn} — with Q(B„) = a  —

the set has probability zero, and so one also has that this set has
P measure zero. We can therefore state

T h e o r e m  10. I f  P<kQ, the independent a, probability on {Bn}, then [B„) is P 
mixing of density a and the strong law holds for the indicators of {S,,}.

A sufficient condition that P<kQ on B(BX, B2, ...) is that for some constant К  
<10) P(B] П ... П B'n)^Kct.r{\ — a)s

where B? is Bt or B f and r of the sets are of the form Bt and 5 are of the form Bf. 
This follows from the discussion on page 343 of [2], (see also the (e, a) independence 
condition of [10]).

A computation shows that (10) is implied by 
(11) IPCBj/Bj , ..., BJ_ 1)-a \< b j  w.p.l.,

By Theorem 10, condition (11) implies the strong law, but domination is much 
stronger than what is needed. For if we require P(B„)-*-a, then from Theorem E 
p. 387 of [6], the strong law follows from \P(Bj/B i , ..., B ^  j) — a[ ->-0 w.p.l.
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ON A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS
By

K. MAHLER (Canberra, Australia)

(Presented by P. T úrán)

In his well-known book „Transzendentnye i algebraitcheskie tchisla” , Moskva 
1952, pp. 175—181, A. O. G elfo nd  investigated in detail properties of functions

n — 1 m v — 1

E{z) =  2  2
v =  0  д  =  0

where the av are distinct complex numbers, and the coefficients Aflv are arbitrary 
complex constants. In the present paper I continue his investigations a little 
further and prove a general theorem which may have some interest in itself. In order 
to make the paper self-contained, I have repeated some of Gelfond’s proofs.

1. Let a0, a1( ..., a„_! be finitely many distinct complex numbers; let m0, 
Wj, ...,m „_1 be an equal number of positive integers; and let

6 (0  =  "п  (С -< Р л  m = mv.
v =  0  v =  0

Let further M  and N  be two integers satisfying

mN — 1, 0 ^ JV S « -1 .

Denote by 7 the integral
J _  f  (C-qN)M dC

2  n i j  ( C - z ) Q ( 0c

where C is a circle in the C-pbne with centre (= 0  and of so large a radius that it 
contains the n +1 points oc0, tx1, ocn_1, z in its interior. The integrand of I  is 
a rational function of £ which has at £ =  °° a zero of order

ffl +  l - M 5 m  +  l — (wjy — 1) 5^2.

The residue at £ = °° is therefore equal to zero, and hence 

(1) 7 s 0  identically in z.
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2. Assume for the moment that 2  is distinct from a0, a1; a„_1; and denote
by C0, Clt C„_!, C„ circles of very small radii with centres at oc0, a l5 a„_t , z, 
respectively. By Cauchy’s theorem,

(2) 2ni J  (C-z)Ö(O ’
Cv

The integrals /v may be written in the form

1 / ( C - «.)"'’(£ -** )" dC
2тг/ J

cv (C -*)Q (0 ( с - < г

1 / ( С - а л , ) ' " « dí
2тг/ J (C-z)ß(C) (С - ocN)mN~M

Cn

1 / ‘(С -а„)м г/С
2я/ J

Cn
Ö (0 C -z

n
=  2  h  say.

V =  O

i f  O s v s m - 1 ,  v 9  ̂ N ,  

i f  v =  N ,

i f  V =  n ,

where the first factors of the integrands are regular at the points £ = 
and £=z, respectively. Hence, by the residue theorem, these integrals have the ex
plicit values,

1
( " V 7 “! ) !  \ A )  

1

mv - 1 í ( í - av) " 4 C - 0 Ml if 0 s  v s  и — l ,
I >«IIvjl

o>TT1

К
mN — M — 1 j  1

if v =  А ,
! Ic/Cj l ( C - z ) ß ( 0 / c = a N

if V =  п.

Therefore, on putting

Q(z)InPmn(z) — — Q(A
M\ M\{mN- М - l ) !  [dC

mN — M— 1

( * - 0 6 ( 0  /?=«
and

= #  2  / .  =  2
d Y ' - 1 |(C-«y)m“(C-«v)M

(C -z)ß(O  n=ctvM! vt"0 v M! vt o  (mv— 1)! К  

it follows from (1) and (2) that

(3) M! + Paly (z) identically in z.
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From the explicit expressions it is easily seen that PMN(z) and pM V(z) are polynomials 
in z at most of degree

m -
П— 1

1 = 2 j mv-  1,
v =  0

and that

PMN(z) is divisible by I J  0 - a v)m'',
v =  0

Pmn(z) is divisible by (z — ocN)mN. 

Hence, from (3), it follows that

(4)
I 1 if Ц =  M, v =  N,
(o  if » ^ 2 ^Л,_ЛА2if (p — M  )2 + (v — N )2 > 0 ,  mv— 1, O s v S n - 1 .

In the trivial case n = 1 we also see that N = 0 and
(г- a  0)M

Pmo(z) — Ml if 0 á  M S  m0 — 1.

3. Since the degree of PMN(z) does not exceed /м — 1, this polynomial can be 
written as

t r i — 1

PMN (Z) = ^  PmNz1-
1 =  0

Our next aim is to obtain upper bounds for these coefficients. This will be done 
by first estimating upper bounds for |PMjv(z)I- 

Put, for shortness,
n — 1

a =  n maX , (l«vU 1)’ al =  n , П  ia N — av|mv/m>O ^ v ^ n - 1  4 O ^ N ^ n -  1 v =  о

a2 =  min (|ajv-av|тк'т, l);
0 ^ v ^ n —1 O^N^n-1 v±N

in the trivial case n = 1 these constants become,
a =  max (|a0|, 1), a, = 1, a2 = \.

The definitions imply that
öS  1 =a2

and
n — 1
П  |*Jf- « v|-* S e T , |ал - а у|тк S  a^ if N  ^  v.

v =  0  v*N
From the expression for P\íÁZ) in terms of IN,

Q(z) f  ( C ~ « j v ) M ^C  
2niM\ J  (z -0 0 (C )P.mn(z) —

A cta  M athematica Academ iae Scientiarum Hungaricae iS, 1961



8 6 К . MAHLER

We choose for CN the circle

=  ~ a m2lmN,

and assume now that £ lies on CN and that
|z| =2 a.

It is obvious that CN encloses none of the points av where v ^ N .  Nor does it enclose 
the point z because

\ Ц ^ Ы  + ±аЧ1т" ш а + ± а  = ^ а .

It furthermore follows that 

Next, if v ^ N ,  

hence 

whence

«•I ~ 3 a 1!z — c S  2a — — a = — ё  —. 
' 2 2 2

IC-«J»| =  —av|,

IC -a v| =  |(а^ -а„)  +  (С-а,у)] ^  -  K ~ a v

(C - <xN)m»
Q (0

n — 1 И — 1 Í  1 1 -fflv

= П  IC -avh mv = П  u  laJv -avl} S  2" -""e r" .
v =  0  v =  0  { ^  )\*N \*N

Further

z - C

It follows therefore that

S  2 - \~ a m2lmN
— triN

2 niN — M  + 1 —m + (тМ/т ы)  Ü2

1 f  ( C - « N)MdC
2 7П J ( z - 0 Q( 0 2л

m/niN ^ m - n i N  „ — m ~ ttin- M  + 1 —т + ̂ тМ/ты)
• 71Ű2 • Z  (X\  • Z  Ö 2

Cn

_ , 1 m/ntN— I 7Г #2
ff 2 jm
U i * 2J *

Next, since |z|=2a, and |av|^ u  for all v,

Iß (z)| == Я  (2« + a)m“ =  (За)"
v =  0

Hence the final result is that

Ц-„001- ^ - ( 2 - в ^ Г  Ш -
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if Ы = 2a.

whence, by M SO and a2 = 1,

(5) \Pmn(z)\ —

4. The Taylor coefficients of PMN(z) are given by

PMN^)dz

6 a
al a2

pd) ^  MN _L f.
2 KiJ

where the integration extends, say, over the circle

\z\~2a.

The estimate (5) implies therefore that

1
I-̂ mjvI =  2n ' ^na ' I ~

6 a 1
il+l ’

Since a S l ,  we find that

(6) № 1  S  2-
6a

al a2

ai ai ) (2a)

for all M, N, l.

It is obvious that this formula remains valid in the trivial case when n =  1. 
For then

(-« o f
M lPmo =

so that, by

\Р$о\ Ш aM~l ^ 2 - ‘(6a)m ( O ^ / s w - l ) .

5. The inequalities (6) will now be applied to the function
/1 — 1 mv— 1

E{z) =■ 2  2  Alivzlle*'z
v =  0  ц = 0

where the numbers mv, m, n, and av have the same meaning as before, and where 
the coefficients AMV are arbitrary complex numbers not all zero. Let

A = max \A,.J >  0
0  ==// v ^

be the maximum of the absolute values of these coefficients.
Evidently,

' d
V = 0 ц = 0  Л =  0 v dz

n - l m v - l  (  A  n — l m v - l  (  т \ / i

= 2 2  a!v-" /i!=  Z  2  ^  J  г '|
v =  0  n = 0  v =  О 11 =  0  I,

n — 1 mv — 1
2 2

v =  О ц  = 0
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We multiply this equation by the coefficient P$N of PMN(z) and add over the values 
of / from 0 to m — 1. Then

m — 1 n — 1 nty — 1 m — 1 (  г \ ß  j и — 1 m v — 1

2 ; ^ £ (О( 0 ) -  2?  2 1 ^ v 2  2 =  2 1 2 1 Л Л ( < = 0 ,
1 = 0  v =  0  ц  = 0 1 = 0 \ U Z j  lz =  a v v =  0  ß = 0

so that, by (4),

2  PttNEa4 0) = Amn (0 S  M  S  Iffjv— 1, 0 S  N  n - 1). 
1 = 0

Here the formula (6) implies that, for all suffixes M  and N,

1 = 0

Hence it follows that

(7)

2 1 № i
6a

a l a 2 J  i = o
2 2 - '  =  2 6a

a, a 2

max |£'(,)(0)| 2  A [ ■
O S / S m - l '  Wl 2 [aiűj

6. Let now ß0, ß i, ..., ßs- \  be a second set of finitely many distinct complex 
numbers, and let r0, ry, ..., rs_ , be an equal number of positive integers. Then put

E =  n max \Е ^ Ю \;
0 ̂ Q̂ r<r- 1

our aim will be to establish an upper bound for A in terms of E when the integer
S— 1

r = 2  ra
a — 0

is sufficiently large.
For this purpose we introduce the following three constants in analogy to a, ai 

and a2,

b = oJ?S*-i Ш  ^  bi = 0Ä 1 f fo  ^ - ß ° \ r°,r’
о ФБ

Ь2 =
O^S^s- 1 

Б ф а

In the trivial case s = 1 these constants have the values,

£ = max (\ß0\, 1), bx =  1, b2 = l.

They always satisfy the inequalities
6 = 1 = 62

and
s -  1

П  \ß s -ß a\r’ ^ b \ ,  Iß s -ß .\r’ S-br2 if S * G .
<r= 0 офБ
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7. If R is any positive number, put

M{R) = max \E(Q\.
Further let

m* = max mv
O S v S n - l

denote the largest of the integers mv.
Assume that

(8) R ^ 3 b ^3 .

An upper bound for M(R) follows easily from the definition of E(z). Evidently,
n- 1

M(R) =s 2 !  A ( l+ R  + ...+ R m*~1)eaR.
v =  0

Here

1 + Л + . . . + Л и*-'  S Rm* 2  3-1 < Rm*-(= 1
It follows therefore that, if R satisfies the inequality (8), then

(9) M (R) =  nARm*eaR.
8. Denote by z any complex number of absolute value 

(10) |z| —2b.

This implies, in particular, that z has at least the distance b from each of the numbers
ßo, ß l ’ ••'*» ßs-l-

Denote by Г the circle
\ C \ = R

in the C-plane, and put

г
An upper bound for J  is obtained in the following way. 

If C lies on Г, by (8) and (10),

17
i z - ß .} Г<т

U -jß J
sf j [  2 b + b Y'
/Jo

m  Ä M{R) 
C -z  -  R - Í R

Hence

'7 I “  2 ii '2lcR' ( “ Г. 3 M(R) - з ИR

3 M(R) 
R

| / |  ^  3nA %

2 R

R‘г* s>aR
whence, by (9),

( П )
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9. The residue theorem allows to express J  in yet a second way. For 0 ^  
denote by Fs the circle

1С-/У =
and by Ts the circle

[C-z[ =  t „ .

SsSS-1,

Evidently all these circles lie outside one another, and hence

' z - ß . X *  m( 12) = 2 ±  [  f f
S  = 0  J <r =  0

r n I r ,  = 2  Js say.
—  i — z  s  = о

First, it is obvious that

<13> и - я / д ( т = л Г  r S á£ = £(z)
because the integrand has inside Fs only the simple pole C = z .

Secondly, let O S S ^ i - l ,  By substituting for E (Q its Taylor series in powers 
of ^ —ßs , J s takes the form

rs
r s — 1 s — 1

= 2 2  (* -ß .Y
Q= 0  <7=0

0!

E (e4 ß s )
• ШTs <7̂:S

(c-ß a )— (t:-ß sy -rs J L
Z - z '

For all the integrals with q  £ r s vanish because their integrands remain regular 
inside r s . By means of this representation, an upper bound for Is may now be 
obtained by a method similar to that in § 3.

Assume that £ lies on the circle Fs . Then for all a S,

K ~ ß s \  =  ^ b p S  \ \ ß s - ß a

hence

K - ß a \ =  I( C - ß s )  +  ( ß s - ß . ) \  s  \  \ ß s - ß a

and therefore

П  ( t - ß a ) - r°<7=0 афБ
S  П  { 2 - 1 \ ß s - ß a \ } ~ ' ^ 2 ' - ' S b ? .

<7=0афБ
Further, by Ь ш 1^Ь 2 and by (10), 

lil =  \ ( C ~ ß s )  +  ß s \  S  ^ Ь ? *  +  Ь —  b ,  hence |£ — z \
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It follows then that for all suffixes q with 0 S g ^ r s - l ,

а / Д <2^  / U  ( ^ ß ar r- ( . C - ß s r rs
dl

Г s
t - z

= 1 - 2  ~e(brl rsy +1

1 2nbr[rs 
2n ‘  2

r  1 , r / r s

Further, by (10),

_2
^11>2 )

П  (z “  ß«)'" п  (2ft +  ft)" = (3by.

Thus, by b 2 =  \=  b  and by the definition of E ,  we find that

Here

so that 

(14)

i * i s  z W - 5 4 2' W +1e = o
J__о

g! b Ъу Ьу s  2
2 -®l Í 6ft V

~o в'- b y b 2
E .

2 2^  = У ё < 2 ,
e=o e!

1Л
6ft У

ftjft2
(5 =  0 , 1, . . . ,5 -1 ) .

We finally substitute the explicit value of Js from (13) and the estimates for 
J and J s from (11) and (14) in the identity (12). Since

s — 1

E(z) — J  — Z  JiS i

we arrive at the result, 

(15)
6 ft Г

M z J
10. The derivatives of E(z) at z =  0 can be written as

\E(z)\ =э ЗпА | Ц  Rm* enR +  25 E if Izl =  2 ft.

where, similarly as in §4, the integration is over the circle

Izl = 2 ft.
It follows that

whence, by (15),

(16)

|£ (0 (0 )| == -0--47rft-(2ft) - ' “ 1 • max |£(z)|,
Z7T | z |  =  2b

l i ' " ( 0 ) l  *  щ ; { з  n A .
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We are interested only in the values of / with

O s /ёти — 1 .
Now

/! (2*)- / i=gl if 0  s  /=s 26,
(/— 1)! (26)_(,_1) 26 ( > 1  if /> 2 6 .

Hence, as / runs over the successive values 0, 1,2, ..., the quotient

/!
(26)'

first decreases and then starts increasing. This evidently means that

max /! У = max 1, (m— 1)!
OeiSm-l (26)' ( ’ (26)m_1

The inequality (16) implies therefore that

(17) o . Ä i l £<0(0)l SmM(1’ щ Щ { ЪпАШ Кт*еаК + 2\~ 1
11. In this inequality we choose now

R = Z .a
This is in agreement with the previous assumption that

(8) ÄS36
provided

m =  3ab.
Instead of this inequality we impose on m the stronger condition

(18) m S  bab.
It is then possible to show that

66

For, since a s  1,
(m — 1)! S(26)m~1. 

/n S 66 .
Consider now the sequence {c*} where

3 kk\
Ck =

Then
kk

c k+ 1
Ck

(k = 1, 2, 3, ...). 

3 >  1,
1 +
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because, as is well-known, ( К П  is an increasing sequence of limit e<3. 
Since <̂  =  3, it follows that ck^ 3  for all k, and hence that

k\ s  3kk3~k,
whence

tn\ 3(m— 1)! =  — ^  — ттУ  m m a  (2 bym — 1

as asserted.
On account of this inequality, the formula (17) takes the form,

max |E(,)(0)| s  ^  |з nAoslsm -l 1 4 Л (:lb)m~1 I
9b]r
2 R Rm* eaR + 2s

We combine this result with the lower bound (7). This gives

1 6 a
ai a2

(m-
(2 b)'

9b]r 
2 R Rm* e“R + 2s

Ш4

or, on replacing R by its value m/a,

(19)
1

12. In order to apply the last relation, let us assume that

(20)
1 Í 6 a
4 (a l a2

(m — 1)!
~(2bY~1 - 1

3 n 9ab\ \ m \ e-' 
2m

it follows then immediately from (19) that

(21) i A
6 a 

aka2
(m — 1)!
(2b)m-T • 2s 6b

byb2 E.

From these two formulas an important property of E(z) will be deduced.
It is convenient to replace the assumption (20) by a stronger one which has 

a simpler form. For this purpose we use the well-known inequality
(m — 1)! -■ етт~^е~т.

It shows that (20) is certainly satisfied if

1 6a 
4 (ajUj

or, what is the same, if 

(22) ш 

To simplify further, put

~  (2 b)m-i

24ebn ( 6a 
(a ,a

■ 3 n

(2b)-
1 u2 ) 

r = m+m* + 1

9 ab У í m 
2 ni I I a

9 ab 
2
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where t is a positive integer which will be fixed later. Then (22) becomes

m' ::- 24ebn ( 6a
(2 b)~

9 ub\m+m*+t

or
(23)

Here, by (18), 

while, trivially,

m \a i a2 

2 m )' 2Aebn ( 21a1
9 ab \m  \ 2ai a1

1 ш Ь ш m
~6’

n ^ m

by the definition of m and n in §1. Hence

Next, the expression

ли m, 24c- — -m24 ebn 6 . ,,,
—-=~ =  ——j=----- =  4cm3'2.

\m  \ m

(4 em3l2y lm

is easily seen to be a decreasing function of m, and m can by (18) not be smaller 
than 6 ; further

7(4e • 6 3/2) |/б 3 '
It follows that

24ebn
t m

Hence the inequality (23) is certainly satisfied if

63 a2(24) f 2mY 
(9ab J 2at a:

We assume from now that this inequality holds. Then the inequality (20) and 
hence also the inequality (21) are likewise true.

13. The inequality (21) is equivalent to

A s 8 s  (m- 1)! Í 6a 6b E.(2b)m~l \а^а2) \b l b2 
This relation will now be simplified in a similar manner as was (20). Again

(m—1)! —: emm~ie~"‘

r = m + m* + 1.
and
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The inequality for A implies then that
8s-2b-e mme~m ( 6a )m 6b y«+m*+»A ^ -----=■

Ут (2b)m \а уа2
or
(25) 16 ebs 18 am

b,b2

6b K+* E.
Ут e-ai a2bl b2) \b Yb2\

In order to simplify this formula we use the trivial inequality

s S r  =  m +  m* T t

which follows from the definition of r and s in §6 . Therefore, by the theorem on 
the arithmetical and geometrical means,

mand so, by b S  — 
6

2 )'m • Уm* + 1,

16ebs m гУт , ■—-=s- S  I6e-------—-*ут* +  Г.
Ут 6 Ут

Here, similarly as above, by m ^ 6 ,

whence

16 em ] l/m 16e • 6

16em 18am

3

42 am

1/6
2  
3 ’

16am
3 ye • ai a2bi b2) [e • ai a2b1b2j уа^а2 b1b2 )

Next, both m* and t are positive integers, thus

m* +  t^2 .

Since the function x ilx is increasing for x <  e and decreasing for x > e ,  it follows that

(m* + t)m’+i max(21/2, 31/3)
and hence that

ír
ym* + t 6b

bib:
8 b

bib2

We have then proved that if t satisfies the inequality (24), then A has the upper 
bound

(26) A Ш 16am 8 b
ai a2bi b2 j ybib2

in terms of E.
We express this result in the form of a theorem.
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T h e o r e m  1. Let m0, m v, m„_j, n, r0, r t , ..., rs_t , s be positive integers, 
a n d  let

П- 1 S —1

m = 2  ™v, nr max m 
0 — 1 v .  r = 2 ra.a= 0

Let a0, al5 a„_! and ß0, ß x, ßs~2 be n and s distinct complex numbers, 
respectively, and let

Denote by
O S N S n - l

(lavU 1). b = max 0 1
n— 1
П  |aw- * v|"»/",v = 0

b, = minossas-i
x*N
(|aN —av|miv/m, 1), b2 =  minO í̂t̂ s— 1 OáS^s- 1

s  — 1

<r = 0 <r̂ S

(p =  0 , 1, ... ,m v- l  
lv =  0 , 1 .......я — 1

any set of m complex numbers. Further put

and

n— 1 mv — 1
E(z) =  2 2 A^z^e™

v =  0  ц  = 0

^Q̂ ra-O^a^s- 1

m S6ab

A =  1 0 4 "D ’ E =  o Ä - 1 (l£(e)< W
O S v S « - l

Assume, finally, that 

and that further

r =  m + m* + t, where
Then

2m V _ ( 63a2 )m (9b)m~ 
29 ab 2ÖJŰ2

A s [ - J r i n r \ '{ т л е\ a l a2bl b2) ybI b2 E.

C o r o l l a r y . I f  m and t satisfy the hypothesis o f the theorem, and if, in addition

(в  =  0 , 1, т „ - П

U = 0 , l , . . . , j - 1  J ’
then A=  0, and E(z) vanishes identically.

Е (е)Ю  =  0

(Received 30 November 1965)
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ON THE CONVERGENCE OF THE INTERPOLATORY 
QUADRATURE PROCEDURES IN CERTAIN CLASSES

OF FUNCTIONS
By

J. SZABADOS (Budapest)
(Presented by P. T úrán)

§ 1. Notations and definitions. Let

X  =

* 0 0

* 0 1  * 1 1  

* 0 2  * 1 2  * 2 2

be an infinite triangular matrix where

— 1 ^ х ыШ + 1 (/ = 0 , 1, n ; и = 0 , 1, 2 , ...),

x ia^ x Jn (My; / , 7  = 0 , 1, 2 , ..., n; /г = 0 , 1, 2 , ...);

l k n ( X ,  x) = П
X — x it

i = о  X f a  X i n 
i * k

(0 ^  к ^  n, n =  0 , 1, 2 , ...)

the fundamental polynomials of the Lagrange interpolation belonging to X;
+ i

Akn(X) = J  lkn(X, x)dx  (0  Ä к ^  n, n =  0 , 1, 2 , ...)
- 1

the coefficients of the interpolatory quadrature procedure belonging to X;
n

Qn (/, *) = 2  An (X)f(xkn) (и = 0 , 1 , 2 , ...)
k = 0

the interpolatory quadrature formula of a continuous function f(x )  in the interval 
[—1, + 1]; finally let us denote

( 1. 1)
Now let

а д = 2 | 4 1  (и =  0 , 1, 2 ,...) .
k  =  0

co(f, fi) = sup i/(*) —f(y)\ ( 0 s / i s 2 )
\x-y\^h

- 1 S I , 1 S + 1

be the continuity module of a function /(x) being continuous in [— 1, +1]. Let
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ü)(h) be such a continuity module. Let us denote by C(o>) the class of continuous 
functions f(x )  for which

co(J, h )S a ( f  )(ß(h)

where a ( f) depends only on f{x). This class is obviously a generalization of the 
class Lip a ( 0 < a S l ) .  It was introduced by S. M. Losinsky [1].

§ 2 . T h e  p ro b le m . It is well known (see e. g. [2], p. 471) that

(2. 1) lim Q„(f,X) =n~* 00

+1f  f(x )d x

holds for all continuous functions f(x )  if and only if the sequence (1. 1) is bounded.
P. E r d ő s  and P. T ú r á n  [3] raised the problem what condition L„(X) must 

satisfy for the existence of (2. 1) for all f ( x ) £ Lip a. We shall investigate this question 
in connection with the more general class C(co).

§ 3 . A  su ff ic ie n t  c o n d it io n . T h e o r e m  1. I f

(3. 1) lim to —
n - * ° о  I  П

Ln(X) =  0

then (2. 1) holds for all f(x) £ C(w).

P r o o f . Let f(x) £ C(co) and pn ̂  t (x )  be the best-approximating polynomial 
of f i x )  of degree n — 1, En_ f f ) =  max \f{x)  — , ( a' )| .  Using (3. 1), the classical

-  1 SjiS+1
theorem of Jackson and

+ 1

QniPn-1 > X ) = J p„-i(x)dx
-  1

we get

+1

Q n ( f , X ) ~  f  f(x )d x
- 1

+ 1
\Q n (f ) — Q n ( Pn- l )\  +  /  \Pn- i ( x ) - f (x ) \ d x  s  

- 1

n
s  E ^ f f )  Z  \Ak„(X)\ +  2E„_1 ( /)  =  Еп. 1(Л[Ья(Х) + 2] =

k  = 0

= o |c o |^ J z ,n(A )j- 0  if я - » o.

This proves our theorem.

§ 4 . T h e  n e c e s s i ty  o f  th e  s u f f ic ie n t  c o n d it io n . The problem arises: whether the 
condition (3. 1) is necessary for the convergence or not. I am unable to answer 
this question for all classes C(a>). I can only prove the following
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ON INTERPOLATORY QUADRATURE PROCEDURES 99

T h e o r e m  2 . Let
(4.1)
and

(4.2)

lim со (h) In h = 0ft= + о

lim
h =  + 0

0)(h2w{hj)
w{h)

0 .

Then there is a matrix Y for which

- |A , ( i O > o(4. 3) lim a>П~*оо
and +1

(4. 4) lim Qn(f, Y )=  J  f{x) dx

holds for all fix) £ С(ш).
Theorem 2 shows that if co(h) satisfies the conditions (4. 1) and (4. 2) then 

the condition (3. 1) is not necessary for the convergence. Since
co(h) =hx (0  < a S 1)

is such a continuity module, the following corollary is true:
C o r o l l a r y . There exists a matrix Y  for which

Пт n-*Ln(Y) >  0
П-*оо

and (4. 4) hold for allfix) £ Lip oc; i. e. the sufficient condition o f the convergence in Lip a
lim n~*L„iX) =  0
П —* 00

is generally not necessary.
P r o o f  o f  T h e o r e m  2. We use the method of E r d ő s  and T ú r á n  as in the proof 

of Theorem 3 in [4]. Let t =  {/„}”= 0 be a sequence for which
(4.5) lS i„ < 3  (« = 0 ,1 ,2 ,...)
and denote the matrix of the elements

2k+ \ n

(4. 6)

by F(/). Then 

(4. 7)

vt„ =
zk„ =  cos

cos

«+  1 2 

t„ n

— if 1 S  fc S  n,

if к =  0

lon(Vit),x) =

n+  1 2 

T„+iix) v0n- z k„
x - z 0n T„+iiv0n) '

I f  Tn+1ix) V0 n —  z 0 n

I J x - z 0n
_ . . WA
A+iAon)

I A + l A 0 „) l  ' iZ0n t̂ On) A {r7 \ ft----------------------------^ 0n(Z )> 0
• ^ / * \ 

sm 2 it«~  l)
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where Tn+ ,(x) =  cos (я + 1) arc cos x is the (« + l)th Chebysev’s polynomial, zkn 
its roots and Z the corresponding matrix. Thus lim \A0n = °o and all the

r „ - > 3
more 
(4. 8) hm L„(V(t)) =  co (я =  0,1, 2, ...).

But. obviously I„(F(i)) SL„(K(1)) =  I„(Z) =  2 (я =0, 1, 2, ...) and so there exists 
a t„ by (4. 8) and by Bolzano’s theorem for which

(4.9) Ln{V{,tj) 2(o (2)

со I — я

(я =  0 , 1, 2 , ...)

holds. Now let be Y=V(t) with these values ?„(я=0, 1,2, ...), then (4. 3) holds. 
We will use the following properties of Y  (see [4], pp. 404 and 406):

n

2  I L (Y , x)\ = О (In я), |/0n(T, x) + /ln(7, X)\ =  0(1)
k  = 2

( 1 — -X — T 1, я =  2, 3, 4, ...).
This clearly implies that

n

(4.10) 2 \Akn(Y)\ = О (In и), \A0„(Y) + A ln(Y)\ =  0(1) (я =  2 ,3 ,4 ,...).
k  = 2

Now we can see that
(4.П ) Ln{ Y ) ^ \ A 0n(Y)\ (я =  2 , 3,4, ...)
because in the contrary case we should have

n

Cl In Я =? 2 \AkÁY)\ =  Т „ (У )-[И о„(10| +  К „(У )|]  S  Ln(Y) — 2\A0n(Y)\ -
k  = 2

- \ A 0n(Y) + A ln(Y )I ^  | т л( Г ) - с 2 =  ~ ^ r ~ c 2

which contradicts (4. 1).
By (4. 6) we have

J (i)1

Уоп~У1„ = c0„ - c ln =  cos
71

n+  1 2
— — cos 3 я „  1 5 ( 3 - 0

л + 1  2

and so from (4. 11), (4. 6), (4. 7) and the classical Markov’s inequality

L „ (Y )^  3\A0n(Y)\ == 3

1 71
C O S ------------ —  —  C O S

Í  I Tn+1(x) Z 0n У On

J 1 x - z 0n \Tn+1 (Тол)1
-  1

tn  71 71

dx ^  6 - max :T'+, (x)l
- I S j S  +  1 1

1 71
n+  1 2 я + 1  2

6 (n + 1)2

sin -  (3 -  О

я T 1 и +  12
3 -л ,

450
и2 (Тол- Т 1П) ’
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l. e.

<4.12)
450 225«

Уоп-У1п = ~Г; (n = 2, 3, 4, ...)•n2Ln(Y) co(2)-n2

Now let f(x)£C(co), к = [^n + l] and pk(x) be the best-approximating poly
nomial of f(x ) of degree k. Using the Jackson’s, Markov’s and Lagrange’s theorems, 
from (4. 10), (4. 12), (4. 1) and (4. 2) we have

+i +i +i
Qn(f, Y) -  f f(x )d x  ~  J f ( x ) d x -  f pk (x) dx +  1 Q n i P k - f  Y )I S

О со i)M\Рк(У]п) -f(yjn)\  • \AjAY)\ +  IРк(Ут) —/(km )l'

\-^0n(Y) + A ln(Y)\  +  [|/>к(>'1п) —Рк(Уоп)\ +  1/(коп) —/(k in)!] • \-^on(Y)\ Ш

s  °  (" Ш ) + 0 (" ( í )) ,1  Mi-<y)l+°  (“ Ш ) • ° " ) +
+ [_m ax+i |A W I'( j;o«-J,i») +  0 (co(j'on-J;in))]-^n(^) =

S  О \ o) I ln n I + О
к 2СО

+ CO
225(0 I -  n

со (2) и2
2co(2 )

J Í1!I

= О I со I — |ln л I + О
CO | —̂ corr

CO

- 0  if n °°

which proves Theorem 2.
§5. The necessary condition. If condition (3.1) is not necessary, we can ask: 

what is the necessary condition of the convergence? I can answer this question only 
for the class Lip 1: in this case no necessary condition on Ln(x) is needed. Namely 
the following theorem is true:

Theorem 3. Let X  be an arbitrary matrix. Then there is a matrix Y for which 

Ln(X) = Ln(Y) (n = 0 ,1 ,2 ,...)

+ i

(5. 1) 
and

lim Q„(f Y) = f f(x )d x
71—» oo «/

for all f{x) € Lip 1.
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Proof. We sketch the proof which hardly differs from the proof of Theorem 2. 
Define Y by (4. 6) and by

Ln(V(t)) = L„(X) (n = 0 ,1 ,2 ,...),

then (5. 1) holds. Later on we write 1/n instead of ю(1 /«) and Ln( Y) instead of
2w(2)
co(l/n) anc* t îe Pro°^ runs Parallely to the above mentioned one.

§ 6. The sufficient condition cannot be weakened. We have seen that (3. 1) 
is generally not necessary for the convergence. Nevertheless we prove that this 
condition cannot be replaced by a weaker one expressed by со and L„(X).

Theorem 4. i f

(6.1) Em со L,.(X) >  0

and C(co)?í Lip 1 then there is a matrix Y and a function f(x) £ C(oj) for which

(6.2) Ln(Y) = Ln(X) (n = 0 ,1 ,2 ,...)  
and

+ 1
(6 . 3) líin I Qn(f, Y) — f  f(x )  dx I >  0.

Jl > CO •/

Proof. We shall follow a similar way as used in [4, Theorem 4], and keep 
the previous notations. Let q — {q„ }„“L 0 be a sequence of numbers for which

(6 .4 ) qn^ l  (n= 0 ,1 ,2 ,.. .)

and denote the matrix with elements

kn- 1
Яп

if 0 s l s n - 1 and n even

0 if к = n and n even
'kn-2
Яп

if 0 ^  t s n — 2 and n odd

71

1 n— 1 if к = n and n odd
Яп
0 if к — n — 1 and n odd
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by V(q). Then
n

lkn{V(q), x) =  4„-x(Z, qnx) — (—l)2 Tn(qnx)lku-A Z , 0) (0 == к n -  1)

lnn{V(q),x) = { - \ ) ^ T n(qnx)

lkn(V(q),x) = lkn- 2(Z, qnx)+ Tj,z4 ? - f l - • [xlkn- 2(Z, <7 , 0  +
( - 1) 2 vm

+ (,x-vnn)lkn- 2(Z, 0)] ( O S i S / i - 2 )

ln-in{V(q),x) = T- ^ f i . ( x - v nn),

h.n{V(̂ \ X) =

( - 1) 2 vnn 
T„-i(q„x)-x

П+ 1
( - 1) 2 vnn

> (n

Using the obvious relation 
+ 1

(6. 6) f  Tn(x)dx = j (n =  0 ,1 ,2 ,...)

we get by simple calculation
(6 . 7) \Akn(V(q))I =

1 ( - i)* A „ (Z ) -o
l )  У\ Z2n_! | 2 ^ 1  —zkn- 1 f  T„{x)x2

n ) zkn- \

( O s i : S / i - l ,  n even),

(6. 8) 

(6 . 9)

Hn

\Ann{vm\ = ~  - ° [ ^ } + 2 / T*wdx
1

\ A k n ( V { q ) )  I =

l - i  Í  Tn(x)x2 
-1 J  x2- z l „ - 1

(n even);

4n
( - l ) kAk„-2( Z ) - 0 1) V l - ^ - 2  + 2 f T ^ l

Zkn-2 ( n - l ) A

(0 S  к S  n —2, и odd),

'n— 2 f  Tn(
k n - 2 J X 2 -

Tn(x)x-
7 2z kn~

4n

(6 . 10) |A -  u (K(?))| =  K n ? ) ) !  =  “  I -  О [ ^ )  +  2 J  Ги_ x (x) dx

(n even)

odd).

dx

— dx 
2

(n odd).
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Hence for qn = 1 (и =  0, 1, 2, ...) we have

Ln(V( 1» = 2 W „ { V { \ ) ) \  ^  2 A n ( Z ) + 0  Í-U 2  -j- Ц -  =
fc =  o л = о  (  П ) k=o \zkn- i I

= 2  + 0  l-=j-l (и even)
n

(being +4„(Z)>0 and 2  /tk„(Z) = 2> see e. g. [2], p. 472). It is easy to show that it
k = 0

is true for odd n's, too. So for sufficiently large n’s 
(6.11) L„(V( 1))S3 (n ^N ).
Using the inequality

Tn(x) ^  У  (ж ё  1, л =  0,1, 2, ...),

from (6 . 8) and (6 . 10) we can see that

\Am{V(q))\ S qnn+l~  1 1 0 [ 1

and all the more
(6. 12)

(«+!)?„ qn

lim L„(V(q)) =

if qn-»°° (n = 1 ,2 ,3 ,...)  

(и = 1, 2 , 3,...).

By (6 . 1) there i s a o O  and a sequence N = n k <  и2 < ...  such that

(6.13) ß W  1 Л1( 1 ) ё с  and L,U( X ) ^ 3  (i =  l,2 ,...) .

Each Ln.(V(q)) is a continuous function of thus, by (6 . 11), (6 . 12), (6 . 13) and 
the Bolzano’s theorem there exists a qn. for which
(6.14) L„, (V (q)) =  Lni{X) 0 = 1 ,2 , . . . ) .
In the future let us denote qn. the value for which (6 . 14) holds.

Now let us define the matrix Y  as follows:

{ xk„ if 0  ^  к Ш n and either n < N  or n?£n1, n2, ... 
vk„ if O ^ k S n  and n — n1,n 2, . . . .

Then (6 . 14) provides that (6 . 2) holds.
If lim qn > \  then by (6 . 5) and (6 . 15) there exist subintervals in [ — 1, +1]

i->oo 1
for infinitely many «,’s which contain no one of the fundamental points yknr Ob
viously, then there is a function /(x) £ C(co) which satisfies (6 . 3).

Consequently, we may suppose that

(6.16) Jim q„ = 1, S  2l * °o
In this case let us denote

mt — n,
6

0  E? J'l).

0  =  0 ).
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We prove that 

(6 . 17)
2  lA JiO l

k  = rtii & <i> 0  ( i s  ij)
Lni(Y)

with a suitable d (obviously d < 1). Using (6 . 7), (6 . 8), (6 . 16) and the inequalities

1 /-----------  2  { n )— ^  \ \  — S  1 and - ^ s s i n r ^ x  10 ^  ^  — I

2  \А *Л П
k = nti

we have

А,(Ю

Pi

2
k = mt

9„
2 У1 -Z *V l J T„.(x)dx

1 n 1 1 1
niZkni- M lr - 1

<N J * N l«.?J f̂enr-l

iii- 1
Z

k  = 0

-fit

8 J T„. (x) dx

«ikbi-il * Z1
+ o 1 1

1 1 Pi
4 /  Tnt{ x )d x - -  2
U  , l ‘ k = nu

1

/  1 \  q">

-f- 2 + О j ̂ 2 1 -I" 2 j  Tn.(x) dx

cos -2k + 1  n 
n, 2

О In Hj
„2

p‘ 1 ni- l16 J TnXx) d x - -  2
• П ‘ к = 0 . 2 fc +  1 sin------- я

+ o ( 1̂ j + 2  + 2 /

0 (ln»;) /  Гп, ( х ) Л - о |А ^ | - 2

«m
o  (Inn,) J T ( x )  dx

s  J

for eren n;’s. The proof of (6 . 17) for odd n;’s is all the same.
Now let us define the continuous broken line g„.{x) as follows: 

^ ( х) =  ° if x ^ y mt- ini or хШуР1+1т O'S/t),

£п,(л„,) =  sign Л*,,/1") (Mi=k=Pi ,  iSi i ) ;
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gm(x) is linear between the neighbouring fundamental points. Clearly 

(6.18) |g„Xx) l - l  ( |x |S l,
gnXx) € Lip 1 c  C(w) ( i S i\).

Taking into account (6 . 5) and (6 . 16) we get for m ^ k ^ P i

У к —hti  Укгч

z k - l m - l  ~  z k n t - l  2  . k n  . П  1-------  --------- !—  — —  sin — sin —— «S ■—qni /2; 2 /1; 2/2,
Zk — 1 ;ii — 2 Zkni — 2 2  . кл n 1=  —  sin------г sin —----- — & —----- —

q ni Щ -  1 2 (/1; 1) 2 (И ;-1 )

if ill even 

if /7; odd

thus 
(6 . 19) \gni(x +  h) -gm (x)\=Mih ( i s i t ,  - l ^ x ^ x + h ^  + 1 ).

Let r1< r2~=:... be a subsequence of the sequence nil < « il + 1 < ... such that 
the following conditions are satisfied:

(6.20) Tri( F ) £ - >  4, Lr.(Y) ^  ~  Lr i l (Y) >  4Lr._t(Y) (i =  1 ,2 ,...)

(this is possible because of (6 . 14)),

1f i i 1 1 1Í 1 ]/•;« 1I ri\1 -  I ' " 1"!U + i J
(6. 21)

(this is possible on account of the relation

lim

(i=  1, 2 , ...)

=  0h=+ 0 CO(/l)
which is equivalent to the condition of our theorem that С(со)т± Lip l), and finally

( 6. 22) Q rj(gr,,Y )- f  gr.(x)dx =s d (j 1 ).

(If the last inequality would not be fulfilled for a fixed i and for infinitely many 
у’s, our theorem would be proved with f(x )= g r.(x)dC(a>)).

Now put

f(x )  = 2 g r ,(X) ( - l g r 1 ) .
1-1 Ln(Y)

The series on the right hand converges uniformly in [ — 1, +1] because of (6 . 20). 
Let j  be the smallest index for which

then 

(6 . 23)

rjh is 1

hrij-tco
‘j - 1

~  2(o (h)
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(see e. g. [4]). So from (6 . 19), (6 . 13), (6 . 18), (6 . 20) and (6 . 23) we get

№ + А ) - Л *)1 S  2  1 Щ Ы  + 2
i = i  i = j  ^ n K 1 )

j - 1

* 2 ^ -  » \ ± \ + 2
2-4J~‘ 7 - 1

= — Z  21+i~Jrj - 1ha>
rj - i

+

l. e.

‘i )  i ~ j  L r . ( Y )  c

+ -  Z ^ - Ц - }  S  -co(h) Z  23+,'- J + <  — co(h),
^ í = i  V J7  C Vi=l i — j  )  C

/(*) £ C(co).

Taking in account (6 . 20), (6 . 22) and the relations

Qrterr  Y) =  2 g r j ( y k r ) A k r j ( Y )  =  Z  \ A r j ( Y ) \  ( j  =  1, 2 , . . . ) ,
k — ttij

\Qrj(gr,, Y)I = 
we have

Z  =  2 \Akrj(Y)\ = Lr (Y) (i,j =  1, 2, ...)
fc = 0 k = 0

+ 1
örjfer,. Í") -  f  g ri( x ) d x

Qrj(f, Y) -  J f (x )dx  =  Z
Lri{Y)

Qrjigrj, Y)
Ln {Y)

у  1 Qrjig«, Y ) \  

i=jU Ln(Y) -z
+1

/  grt(x) dx

Lri{Y)

7 - 1

■2i=i

I X
Qrj(,gri> Y) f  gn(x)dx

L r, ( Y )
*d-  z LrJ(Y )

I-1 Í !  b ri(F)

-z 7-1
■2

7 - 1

^  L m  ^  r (Y V - d ~ d 2  v - l- 2 d Z * ~ i - 2 - z ^i = j  )  1= 1 L rt( I )  < = j +1 1 = 7 i=l 4

^  . d  d d  d , .  Л, ,  ч
= d 3 Ф -^ З  3 =  4 > 0  (y ”  2’ 3’ - ) ’

correspondingly

Hmj=°°

+ 1

Qr]( f , Y ) -  J f(x)dx

and our theorem is proved.
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Theorem 4 excludes the class Lip 1. In connection with this, we prove the 
following

Theorem 5. There exists a matrix Y and a function f(x) € Lip 1 for which
(6.24) L„(T) =  0(n) (« =  1 ,2 ,...)
and (6 . 3) hold.

Accordingly, the sufficient condition of the convergence for the class Lip 1

(6.25)
also cannot be weakened.

h m M I )  =  o

Proof. Let us define the matrix Y as follows:

6kn

(6.26) ykn=<
sin

sin

z k n - 4  

1 71
n - 3 2 

У  nil

3 n
n - 3 2

if O s i S / i and л #  4, 8 , 12,
if 0 ^  к s  n — 4 and я =  4, 8 , 12,

if к = n and л = 4, 8 , 12,

if к = n — 1 and я = 4, 8 ,12,

if к = n — 2 and я =  4, 8 , 12,

if к  =  и —3 and я = 4, 8 , 12,

(the meaning of the zk„ s is as above). Then it is easy to show that

(x2 - y l - 2n)(x +уnn)

+

IkniT, x) =  4„_4 (Z, х ) - Г „ _ з ( х )  

(х2~Уп- 2»)(х -У„„)
( У п п - У п - 2 п ) Ь ’пп

(x2- y tn ) ( x - ул- 2п) 
( У п - 2 п - У п п ) ^ У п ~ 2 п

lkn-ÁZ, —Упп) ~

Ikn — 4  ~ У п - 2 п )

{y2nn~y2-2n)b, 

(х2~Упп)(х + уп- 2п)
(У2- 2 n -Упп) 2y„-2n

lkn-*(Z, У„„) +

l k n - * ( Z ,  У п - 2 п ) ~

(0 ^  к ^  n — 4, n = 4, 8 ,12,...),

/,,_з„(Т, x) =  -

/„_2„(T,x) = -  

ln-in(Y, x) = 

U Y ,x )  =

Tn -  3 (x) (x2 -  y 2nn) (x -  y„_ 2„)
(.Vn — 2n У п п ) ^ У п  — 2n

Tn - г ( х ) { х 2 -  y 2n„) (x +  Уп-2„) 
(Уп-2„-у2п)2уп-2п 

т„ - 3 (X) (x2 -  y2_ 2n) (x -  y„n)
(Упп~Уп-2п)2у„„

T„ _ 3 (x) (x2 -  y2_ 2n) (x + ynn) 
(Упп-Уп-2п)2у„„

•(« =  4, 8,12,...).
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Hence, using the notations
I 1 T  A

/  T„-3(x)x3 d x - y myl_2n f  Tn- 3(x)xdx
P. =

Qn

(У„п-Уп-2п)2у„
+ 1
f  Tn-3 (x)x3d x - y „ .2ny 3n f  Tn- 3(x)xdx

(Упп-Уп-2п)2у„-2п
we get for n — 4,8, 12, ...

A n ( Y )  = Akn. 4(Z)~P„[lkn_ 4 (Z , >>„„) +  /*„ -  4 (Z , -

(6 . 27) - Q n U k n - Á Z ,  y„-2n) + lkn- Á Z ,  - y „ - 2,,)]
4 , - з . ( П  =  Л - 2Л(У )  =  ß „  -  А „ ( Г )  =  Р п

(6 . 6), (6 . 26) and the relation

2 хТ„(х) = Tn+l(x) + Tn_y(x)

P n =  0 ( n ) ,  Q„ — 0 ( t t ) .

By simple calculation we have from (6 . 25)
n —4  n - 4  j

2  |/*„ -4 (Z , ynn) + lkn- 4(Z, - y j I s  2  О ----- 21k=0 И —О fc = 0 |Л„-У„„

i - 3

(0 к S  и -4 ) .

gives at once that 
(6 . 28)

Уп,
n — 3

1 .  v  1
„2 "h 2 2  .,22 1 ^ 2 _  „2, 2 лл fe = 0 2 /сл Уnn ,

2 (и — 3) 2

— - 3  
2

(n — 3) 2 + 2 2
1

k=o n - 2 k  — A 1 7l2

"2 3
1+2  2

k =  0 (n — 2k — 4) 2 — -

n — 3 J (л — 3) 2 4 

— 0(1) (л = 4, 8 ,12 ,...)

and analogously

2  |4И-4 (^ ,Л -2 п) +  4П-4(^. - J n- 2n)l =  0 (1) (n =  4, 8 , 12, ...).
k  = 0
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Hence, from (6 . 27) and (6 . 28) we have

k  = 0

n П — Ч- II — 4
LnOO = 2 IA„(Z)| ^  2  Akn̂ ( Z )  + Pn 2  l4„-4(Z ,jnn) +  4n- 4 (Z ,-j;„n)l+ 2

' " ' * к= 0
+

+ Qn
n — 4

2  I4»-4(Z, yH- 2n) +  4 n - 4 ( Z ,  — У „ - 2 л )| +  2

and
=  2 + 0(л)0(1) +  0(л)0(1) =  0(n) (л =  4,8,12,...), 

A W  =  2  Mta(IOI =  2  IA„(Z)| = 2 (« И 4, 8 , 12, ...),
4 = 0  4 = 0

so we can see that (6 . 24) holds. 
It is easy to show that

1
(6- 29) I'm ynnPn = lim yn- 2nQ„ = - r - j .

n -м »  n - + 0 0  47Г

Now let us choose the function /(x) =  |x|£Lip 1. Then, by (6.29) we get

n — 4

( 6 - 30) p n 2  [4 „  -  4 ( z ,  >’„ „ )+ 4 „ -  4  ( z ,  - y „ „ ) ]  ■ b J  =

2 РпУппЛ- £  ^~Укп\Укп\
г-3

л - 3  4 = 0  У4Я- У л
( - 1)*+1 - ^  ,_i)fc+i У ^ 1 ^кп

Л - 3  * = 0 Укп-Упп

2 3
^  2  ( - i ) ‘

sin 4£ + 2 тг 
л - 3  2

4 = 0
sin̂ п — 2к — 4 л 

л - 3  2
— Sin- 1 7Г

л - 3  2

Sin п — 2к—Ъ л п — 2к — 5 л
л —3 2  л —3 29 Р V z^г пУяа ^  (_ J)4+1

л —3 4=0 . п — 2к — 3 л . п — 2к — 5 лsin л — 3 2
• sin л — 3 2

2ДУ,
л — 3 L ( - " « I■ + ctg

1 л
л —3 2 I я if л (л =  4, 8,12, ...).
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Analogously one can calculate

(6 . 31) Qn 2  Vkn-4(Z, У„-2„) + 1кп-4(2>~Уп-2п)]' \Укk = 0

2 ß„v„-2„ ( п — 1 л  л п — 5 л 3 л 1 л„ V  • ctg----- y - c t g -  +  c tg ~ — T - c t g —— -  + 2 ctg——n — 3 1 n — 3 2 2 и — 32  n — 3 2 n — 5 l

1
2л2 3n n Зл3 if n -+ о» (n =  4, 8 ,12, ...).

In this way by (6 . 27), (6 . 29), (6 . 30) and (6 . 31) we get

Q n { W, Y) =  2  A ,,(Y )\ykn\ =  2  A n - 4 ( Z ) \ y J
k = 0 k = 0

n — 4

-P n  2  Vkn-4(Z, ytm) + lkn-4(Z,— y„„)] • \Укп\ ~

и — 4

ö n  2  V k n - A Z ,  У п- 2 п )  +  l k n - * ( Z , —  Jn-2/»)] +  ß n ( b n  —3nl +  Ь # |-2п1) +k = 0

+ Рп{\Уп-и\ + \упп\) -  1 _ ^ з _ з р _ + 2 ^ + 2 ^  =

= 1 ~ 3^  + Í  if (n =  4,8,12,...)

and Theorem 5 is proved being

J |x| í/jc =

(Received 20 December 1965)
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EXTREMALPUNKTSBEGRIFFE FÜR RICHTUNGSRÄUME 
UND EINE VERALLGEMEINERUNG 

DES KRE1N—MILMANSCHEN SATZES FÜR 
TOPOLOGISCHE RICHTUNGSRÄUME

Von

E. DEÁK (Budapest)
( Vorgelegt von A. Rényí)

Einleitung

Der eigentliche Kern der vorliegenden Arbeit ist die Erkenntnis, daß der 
Begriff der Konvexität von Teilmengen eines linearen Raumes bzw. eines lokal
konvexen Raumes sowie einige damit verwandte Begriffe und viele Eigenschaften 
derselben aus der Halbraumstruktur des Raumes (also im Grunde genommen 
aus dem algebraisch bzw. topologisch dualen Raum) abgeleitet werden können, 
u. zw. ohne Berücksichtigung der algebraischen Besonderheiten der linearen 
Struktur, aus der die Halbraumstruktur hervorgegangen ist.

Dies gilt insbesondere für den wohlbekannten Satz von K rein  und M ilm an  : 
jede konvexe kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes ist die abgeschlossene 
konvexe Hülle der Menge ihrer Extremalpunkte [1].

Es wird nun ein Analogon dieses Satzes bewiesen, u. zw. für topologische 
Richtungsräume. Der Begriff des Richtungsraumes (eine Verallgemeinerung des 
Begriffs des linearen Raumes) bzw. des topologischen Richtungsraumes (eine Verall
gemeinerung des Begriffs des lokalkonvexen Raumes mit der schwachen Topologie) 
wurde in [6] bzw. [7] eingeführt. Seine Grundlage ist der Begriff der Richtungsstruktur 
einer Menge bzw. eines topologischen Raumes ([6] bzw. [4]), worin die nötigen 
Ordnungs- und Inklusionseigenschaften der Familie der Halbräume eines linearen 
Raumes bzw. eines lokalkonvexen Raumes abstrahiert wurden.

Der Begriff der Richtungsstruktur wurde auch für einen anderen Zweck, u.zw. 
für die Begründung eines neuen topologischen Dimensionsbegriffs — der Richtungs
dimension — verwertet. Dies wurde in [3] eingeführt und in [4] eingehend behandelt.

In [6], [7] und dem vorliegenden Artikel spielt der Begriff der starken Konvexität 
(d. h. die Eigenschaft einer Menge, Durchschnitt von Halbräumen zu sein) durchwegs 
eine grundlegende Rolle. Für lineare Räume wurde dieser Begriff in [5] eingeführt.

Da nun in unseren Ausführungen mehrere bzw. beinahe alle Definitionen und 
Ergebnisse aus [3], [4] und [5] bzw. [6] und [7] gebraucht werden, wurden dieselben 
systematisch und ohne besondere Hinweise auf die besagten Arbeiten im § 1 dieses 
Artikels — der dadurch für sich lesbar ist — zusammengestellt.

Im § 2 wird ein Analogon des Begriffs des inwendigen Punktes ([2] 180) für 
Richtungsräume eingeführt und untersucht. Die Idee dieser Begriffsbildung fußt 
auf einer Charakterisierung der Menge der inwendigen Punkte einer konvexen 
Menge mit mindestens einem inwendigen Punkt, die in [5] gegeben wurde.

Der für unser Hauptziel erforderliche Begriff des Extremalpunktes für Richtungs
räume wird im § 3 entwickelt.
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114 E. DEÁK

lm § 4 wird endlich der besagte „Krein—Milmansche Satz für topologische 
Richtungsräume” bewiesen (Satz (4. 3)) und gezeigt ((4. 4) und (4. 5)), daß dies 
nicht nur ein Analogon, sondern tatsächlich eine Verallgemeinerung des klassischen 
Krein—Milmanschen Satzes ist.

Im § 5 werden offene Fragen aufgeworfen.
Einige Bezeichnungen:
VR: Vektorraum (reeller linearer Raum).
TVR: Topologischer Vektorraum (T,-Raum).
LKR: Lokalkonvexer Raum.
LKRST: Lokalkonvexer Raum mit der schwachen Topologie.
[£]: Konvexe Hülle einer Menge E eines VR-es.
M(E) bzw. L(E): Die kleinste E enthaltende lineare Mannigfaltigkeit bzw. 

der durch E aufgespannte lineare Teilraum für eine Menge E eines VR-es L.
LE bzw. L'e : Die Menge aller Linearformen bzw. stetigen Linearformen auf 

einem VR L, die auf der Menge E nicht konstant sind; L* bzw. L'l ist also die 
Menge aller nichttrivialen (stetigen) Linearformen.

(x,y): Die durch die Punkte x, у eines VR-es bestimmte offene gerade Strecke.
A d B : A ist echte Teilmenge von B.
Ä : Die Mächtigkeit der Menge A.

§ 1. Übersicht der bisherigen Begriffsbildungen und Ergebnisse 
über Richtungsräume und topologische Richtungsräume
A. Richtungsräume und topologische Richtungsräume

D e fin it io n e n . (1.1) Ein System 0t, von geordneten Paaren (G, F), die aus 
Teilmengen einer nichtleeren Menge X  gebildet sind, wird eine Richtung von X 
genannt, wenn es folgenden Richtungsaxiomen genügt:

(R,) ( 0 , 0 ) ,  ( X ,  x ) ^ m .
(R2) Für jedes (G, F)£i% gilt GQF, und für zwei verschiedene Paare (Gt , Ft), 

(G2, F2)£&  besteht eine der Inklusionen FX̂ G 2, F2Q G ( .
(R3) Mit der Bezeichnung У iß )  für die Familie der ersten Glieder aller Elemente 

von á? gilt
и{С|Сб^*К^(.3?) ( Г с а д , Г ^ 0 ).

(R4) Mit der Bezeichnung S 'iß )  für die Familie der zweiten Glieder aller 
Elemente von 01 gilt

n{F\Fe0r* }e^ r(3i) ^ * ^ 0 ) .
(R5) U{F\Gj(G, F) ££}  =  X.
(1. 2) Ein beliebiges nichtleeres System 9i von Richtungen 01 einer nichtleeren 

Menge X ist eine Richtungsstruktur (RS) von X.
(1.3) Ein geordnetes Paar (X, 9?), wobei X  eine nichtleere Menge und (für 

eine nichtleere Indexmenge A)
9 i= { ^ a|a€zl}
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1 1 5EXTREMALPUNKTSBEGRIFFE FÜR RICHTUNGSRÄUME

eine RS derselben ist, wird Richtungsraum (RR) genannt, wenn folgendes Sepa
rierungsaxiom erfüllt ist:

Jede Menge vom Typ
n{Fa\Ga|(Ga,

besteht aus höchstens einem Element (sie kann auch leer sein).
Die Elemente x d X  eines RR-es (X , 9?) sind die Punkte des Raumes, X  selbst 

ist die Grundmenge desselben.
(1. 4) Mit Bezug auf einen RR (X, 91) werden die Mengen

G, X\F  bzw. X\G, F (Gd&(0!), F£dF(@), 0t£W)

als die offenen bzw. abgeschlossenen ‘il-Halb räume des Raumes bezeichnet, u.zw. 
sind für jedes á?£91

G ,F  bzw. X \G ,X \F  (Gd%{0t), FidF(®))
die unteren bzw. oberen 3%-Halbräume und

G, X \F  bzw. X\G, F (Ge<$(@), F£&{!%))
die offenen bzw. abgeschlossenen 01-Halbräume.

(1. 5) Ein RR (X, У?) wird als topologischer Richtungsraum (TRR) bezeichnet, 
wenn seine Grundmenge X  mit derjenigen Topologie versehen ist, die durch die 
Familie aller offenen 95-Halbräume als Subbasis induziert wird.

(1.6) (a) Die algebraische oder natürliche RS eines VR-c.v L ist das System

W a\L )  = {!% ffiL t} ,
mit den Bezeichnungen

G{ =  {x(zL\f(x) < /}
Ff = {xeL\f(x) = /}

(1.6. 2) ^  = {(G{, Ff)l-oo s  t == (f£L*).

(1. 6 . 1) (f€.L*, — °° S  / S  “ ),

(b) Die algebraische bzw. topologische RS eines LKR-м L ist das System 
9Fa)(Z.) bzw.

9?W(L) =  [ Щ Д Ц ) .
(c) Die natürliche RS eines LKRST L ist die topologische RS derselben.
E r l ä u t e r u n g e n  u n d  E r g e b n i s s e . (1. 7) Für jede Richtung 01 einer nicht

leeren Menge X
(a) ist die Relation

(Gi, Ff)<{G2, F2) ~ F t g  G2 ((Gt , F J , (G2, F2) € Я) 
eine lineare Ordnung für Я ;

(b) ist die Familie &(ß) U SF(0t) durch die Mengeninklusion linear geordnet 
und bezugs Vereinigung und Durchschnitt beliebig vieler ihrer Elemente abge
schlossen ;
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(c) ist jedes G C tS(0b) bzw. F  C SF(0t) das erste bzw. zweite Glied in höchstens 
zwei verschiedenen Elementen von 0t; wir bezeichnen dementsprechend für ein
FS.0'(0t) mit
(1.7.1) G(ß; F) bzw. G(ß; F)
die kleinere bzw. größere Menge G C r£(SA), die als erstes Glied mit F als zweites 
Glied ein Element von Sk bildet, und in analogem Sinne werden die Symbole
(1.7.2) F{ß)\ G) bzw. F(0t;G)
gebraucht. (Natürlich kann auch G(Sk; F) = G(Sk; F) bzw. F(Sk; G)=F(Sk; G) 
sein; dies ist z. B. bei den „natürlichen Richtungen” eines VR-es der Fall, und 
dort kann auch G{ = F{ nicht Vorkommen, wogegen aus

G(Sk; F) c  G(Sk; F) bzw. F(Sk; G) c  F(3k; G)
nach (R2)

G(0t; F) = F  bzw. F(0t; G) = G
folgt.)

(1. 8) In einem TRR (X, 91) ist jeder offene bzw. abgeschlossene ^-Halb- 
raum eine offene bzw. abgeschlossene Menge. Umgekehrt kann o.B.d.A. ange
nommen werden, daß für jeden 91-Halbraum M, der eine offene bzw. abgeschlossene 
Menge ist, entweder M C  ^(Sk) bzw. M ^ 0 r(St) für ein 0t C 91 gilt, oder M das Komple
ment eines Elements von !F(Sk) bzw. ‘'S(0t) ist.

(1. 9) Jeder TRR ist ein Tychonoffscher Raum, und jeder nichtleere Tychonoff- 
sche Raum X kan n durch eine geeignete RS 91 zu einem RR (X , 91) ergänzt werden.

(1. 10) Der Begriff des RR-es bzw. des TRR-es ist eine Verallgemeinerung 
desjenigen des VR-es bzw. des LKRST: für einen VR bzw. TVR L sind 91(<,)(L) 
bzw. 91(i)(L) tatsächlich RS-en der Grundmenge des Raumes; ist L ein LKR, so 
sind (L, 91<a)(L)) und (L, 9t(0 (L)) RR-e, und endlich ist die durch 91(()(L) im Sinne 
von (1. 5) induzierte Topologie die schwache Topologie des LKR-es L. Jeder 
LKRST kann also in einer natürlichen Weise als TRR aufgefaßt werden (daher 
die Benennung (1. 6), (c)).

B. Die 9!-Ebenen eines Richtungsraumes

D e f i n i t i o n e n . (1. 11) Sind (X, 91) ein RR und á?C91, so werden die Mengen 
F\G mit (G, F) CS0t und G e f  die Sk-Ebenen des Raumes genannt. Eine Menge 
S Q X  ist eine 91-Ebene, wenn sie für ein á?C9í eine 0-Ebene ist.

(1.12) Sind (X, 9?) ein RR, ^C91, (G, F)£Sk und GaF,  so erzeugt die 
St-Ebene F\G den unteren offenen, unteren abgeschlossenen, oberen offenen, bzw. 
oberen abgeschlossenen ^-Halbraum G, F, X \F  bzw. X\G.

(1. 13) Eine St-Ebene S eines RR-es (X, 91) ist die obere bzw. untere St-Stütz- 
ebene einer Menge EQX,  wenn S  П E  =  0  gilt und E  in dem durch S  erzeugten unteren 
abgeschlossenen bzw. oberen abgeschlossenen .^-Halbraum enthalten ist. In diesem 
Fall werden die Elemente von S H E  die oberen bzw. unteren (Ш-Stützpunkte von 
E  genannt. Eine Teilmenge bzw. ein Element von X  ist eine 91-Stützebene bzw.
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EXTRE MAL PUNKTS BEGRIFFE FÜR RICHTUNGSRÄUME 117

ein 9?-Stützpunkt von E, wenn sie eine Л-Stützebene bzw. es ein .^-Stützpunkt 
von E für irgendein 0t £ 91 ist.

(1. 14) Eine 91-Stützebene einer Menge E eines RR-es (X, 91) wird echt genannt, 
wenn sie E nicht enthält.

(1.15) Für eine beliebige Menge E eines RR-es (X, 91) und für 0t £ 91 benutzen 
wir folgende Bezeichnungen:

GE{0t) = U {G £ ^($ )|G n £  = 0 },
(1Л 51) FE(ß)=  П { Е £ ^ ( $ ) |^ £ }
(nach (R3) bzw. (R4) ist GE{M) £ bzw.  FE(M) £$X$)),

SEm  = FE(®)\G(M-FE(®j),
(1' 15' 2) TE(ß) = F ($ ; Ge(;W))\Ge(M)
(statt G(x)(0t) u.s.w. für x £ V wird einfach Gx{0t) u.s.w. geschrieben),
(1.15.3) 0tE-= {(Gx(0t\ FX(M))|.v££} (0t £ 91),

(1.15.4) 91E =  {$ £ 9 i!$ £ >l} .
E r l ä u t e r u n g e n  u n d  E r g e b n i s s e . (1. 16) Die Mengen

(1.16.1) S{ = F{\G{ (/£  L t,  -  <  t < <*>)

eines VR-es L sind die Hyperebenen desselben, und somit ist der Begriff der 
91-Ebene (und auch derjenige der 91-Stützebene) eine Verallgemeinerung des ent
sprechenden „linearen” Begriffs. Das Axiom (R5) erhält für RR-e die Eigenschaft 
der Schar der durch eine beliebige Linearform eines VR-es erzeugten Hyperebenen, 
den Raum gänzlich auszufüllen. Für einen Punkt x eines RR-es (X , 91) und für 
jedes $ £ 9 l ist Sx(3t) = Tx(ß) die (einzige) x enthaltende $-Ebene.

(1. 17) Das Separierungsaxiom (1. 3) ist eine Verallgemeinerung der Tatsache, 
daß je zwei verschiedene Punkte eines VR-es bzw. LKR-es durch eine Hyperebene 
bzw. abgeschlossene Hyperebene getrennt sind. In einem TRR (X, 91) ist jede 
91-Ebene eine abgeschlossene Menge, und das Separierungsaxiom hat mit (R5) 
zusammengefaßt die 7\-Eigenschaft zur Folge (vgl. (1.9)).

(1. 18) Eine nichtleere Menge E eines RR-es (X, 91) hat eine obere bzw. untere 
$-Stützebene für ein 0t £ 91 dann und nur dann, wenn SE(ß) П Е ^ 0  bzw. TE(0t) П 
П £ V 0  gilt, und in diesem Fall ist SE(0l) bzw. TE{0) die besagte $-Stützebene.

(1. 19) Für eine kompakte nichtleere Menge E eines TRR-es (X, 91) und für 
jede Richtung $ £ 9 1 existiert die obere und die untere $-Stützebene von E (sie 
können auch zusammenfallen).

(1. 20) Für Menge E eines RR-es (X, 91) gilt

0tE^ 0 t  {ß  £ 91),

und 91/; ist die Menge der Richtungen $£91, für welche E keine nicht-echte

Actii Mathenuitica Academiac Scientiarum  Hungaricae iS, i<)6j



118 E. DEÁK

^-Stützebene besitzt (d.h. in keiner á?-Ebene enthalten ist). Für eine nichtleere 
Menge E eines VR-es L  gilt daher

(1.20.1) M(E) =C\{SE(® f)\fd L t\L t}  =

und dies kann den Ausgangspunkt einer Verallgemeinerung des Begriffs der linearen 
Mannigfaltigkeit bilden (vgl. auch (2. 2), 2°).

C. Konvexitätsbegriffe für Richtungsräume

D e f i n i t i o n e n . (1.21) Die — mit k(91;.E) bezeichnete — stark 91-konvexe 
Hülle einer Menge E eines RR-es {X, 91) ist der Durchschnitt aller E enthaltenden 
91-Halbräume. E ist stark Я-konvex, wenn к (91; E) =  E gilt.

(1.22) Eine Menge E  eines RR-es (X, 91) ist Я-konvex bzw. schwach Я-konvex, 
wenn sie mit je endlich vielen bzw. zwei ihrer Punkte auch deren stark 91-konvexe 
Hülle enthält.

(1.23) Die (abgeschlossene) Я-konvexe bzw. (abgeschlossene) schwach Я-kon
vexe Hülle einer Menge E eines (topologischen) RR-es (X, 91) ist der Durch
schnitt aller E enthaltenden (abgeschlossenen) 9!-konvexen bzw. (abgeschlossenen) 
schwach 91-konvexen Mengen und wird mit

k(91; E) (ak(91; £)) bzw. sk(91;£) (ask(9í; E))
bezeichnet.

E r g e b n i s s e  u n d  E r l ä u t e r u n g e n . (1. 24) Die leere Menge, jeder 91-Halb- 
raum und jede 91-Ebene eines RR-es (X, 91) sind stark 91-konvex.

(1. 25) Für eine Menge E eines LKR-es L gilt allgemein

k(91(a)(L); E)c=k(91(')(L);£');

ist aber E von endlicher algebraischer Dimension, oO gilt

k(91<a)(L); E) =  к (91« (L);E).

(1. 26) Eine Menge eines RR-es (X, 91) ist dann und nur dann (schwach) 
91-konvex, wenn sie mit ihrer (schwach) 91-konvexen Hülle zusammenfällt.

(1. 27) Für eine endliche Menge E eines RR-es (X, 91) gilt k(91; £) = k(91; E).
(1. 28) Für eine beliebige Menge E eines VR-es L gilt

[E] = k(9?(a)(L)-E)  =  sk(91<a)(L); £");
ist L ein LKR, so gilt auch

[E] = k(91w(L); E) = sk(91(0(L); E).

Die Begriffe „91-Konvexität” und „schwache 91-Konvexität” sind also (nicht 
äquivalente!) Verallgemeinerungen des gewöhnlichen Begriffs der Konvexität.
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§ 2. Das Quasi-9?-Innere einer Menge eines RR-es (X, 9?)

(2. 1) D e f i n i t i o n . Das Quasi-'ü-Innere einer Menge E eines RR-es (X , 9?) 
ist die Menge
(2. 1. 1) 0(9?; E) =  kf9?; E)\U {SE{St) U ТЕ(Щ\® € 9?£}.
Mit Worten: 0(9?; E) ist die Differenz der stark 9?-konvexen Hülle und der Vereini
gung aller echten 9?-Stützebenen von E.

(2. 2) B e m e r k u n g e n . 1° Im Subtrahend der rechten Seite dei Gleichung (2. 1. 1) 
können nicht nur 9?-Ebenen, sondern auch leere Mengen SE(3%) oder TE{3%) Vor
kommen.

2° Eine äquivalente Definition von 0(9?; E) für den Fall £ V 0  ist

(2.2.1) 0(9?; E) =
= ( П {G{ß; FE(dt))\F{®; СЕШ))\® i9?£) ) n f l  {SE№ \3t € 9?\9?я}.

3° 0(9?; E) ist in jedem Fall eine stark 9?-konvexe Menge; es gilt ferner
(2.2.2) 0(9?; E) = 0(9?; k(9?; E)),
weil ja die stark 9?-konvexen Hüllen gleichwie die echten 9?-Stützebenen von E 
und k(9?; E) dieselben sind; endlich gilt für jede stark 9?-konvexe Menge E

(2.2.3) 0(9?; Е)ЯЕ.
4° Im Sinne von (1. 3) und mit der Bezeichnung (1. 15.4) gilt 9?* =  0  und 

daher
(2. 2. 4) 0(9?; {*}) = k(9?; {*}) = {.v} (x € X).

5° In einem TRR (X, 9?) fällt 0(9?; E) im allgemeinen nicht mit Int E zusammen 
(auch nicht im Falle 0(9?; E) Q E), und braucht überhaupt keine offene Menge 
zu sein.

6° Der Begriff des Quasi-9?-Inneren einer Menge ist kein „Kern-Begriff”, 
u.zw. erfüllt er keine der üblichen vier „Kern-Axiome” .

Am leichtesten kann gezeigt werden, daß 0(9?; E) nicht idempotent ist und 
daß nicht immer 0(9?; X ) = X  gilt. Für den RR (X, 9?) mit

X={1,2,  3, 4},
9? — {.^} und

^ = { ( 0 ,0 ) , ( 0 ,  {1», ({!}, {1,2}), ({1,2}, {1,2,3}), ({1,2,3}, X) , (X,X)}  

gilt z. B. 0(9?; {1,2, 3, 4}) =  {2, 3} und 0(9?; {2, 3}) =  0 , also

0(9?; 0(9?; X)) c  0(9?; X) с: X. *

Wir geben im weiteren auch für die restlichen beiden Axiome (nämlich Isotonie 
und Verkleinerndsein) Gegenbeispiele.

* Für einen linearen Raum L gilt ß(9?<a) (L); L )= L . Es sollte noch entschieden werden, 
ob das Quasi-9i<“, (L)-Innere einer Menge nicht auch idempotent ist.
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7° Für einen VR L gibt es triviale Beispiele für — allerdings nichtkonvexe — 
Mengen E ^ L  mit 0(9l(a)(L); E) %E  (vgl. [5], (1. 6 )). Wir geben hier das Beispiel 
einer 9?-konvexen Menge eines allgemeinen RR-es (X, 9?) mit der entsprechenden 
schlechten Eigenschaft.

Mit den Bezeichnungen
3f={0, 1,2, ...}, 9* =  {^„[л =  1,2, ...},

wobei für jede natürliche Zahl и

®n =  { (0 ,0 ) , (0 ,  {«}), ({«}, {0, *}), ({0, й}, X), (X, X)}

sei. ist (X, 9?) ein RR. Z.B. gilt das Richtungsaxiom (R5) wegen
*={0}U M U (X \{0,«}) (и =  1 ,2,...)

(d. h. X  ist für jedes n die Vereinigung aller ^„-Ebenen), und das Separierungs
axiom (1. 3) ist erfüllt, weil für jedes Element x£ X  die Menge {*} eine 91-Ebene ist. 

Für die Menge
E = {  1, 2 ,...}

gilt nun — da sie in keinem nichttrivialen 91-Halbraum enthalten ist —

k(9t ;£ )  = *,
also ist E keine stark 91-konvexe Menge. Sie ist aber 9í-konvex, weil jede endliche 
Menge E * d E  in einer stark 9?-konvexen Teilmenge von E — u.zw. in einer 
9Í-Ebene — enthalten ist:

E* <= X \{0, n*} C E (и* £E\E*),
und daher k(9I; E*)QE  gilt.

Nun ist aber jedes Element der Menge E ein echter 91-Stützpunkt derselben, 
weil (sogar für jedes и) die Menge {n} bzw. V\{0, n} die untere bzw. obere 'Mn- 
Stützebene von E ist. Es gilt daher

Q(9?; E) =  k(9?; E)\E = I \ £ = { 0 } |£
w. z. b. w.

8° Für schwach 91-konvexe aber nicht 9?-konvexe Mengen mit Ö(9Í; E )^ E  
kann ein einfacheres Beispiel gegeben werden, u.zw. im RR (X, 91) mit

Jf={0, 1,2,3}, 9 \ = {3tu St2,ü t3),

wobei die nichttrivialen Elemente der Richtungen

: (0, {2, 3}), ({2, 3}, {0, 2, 3}), ({0, 2, 3}, X),
(0, {1, 3}), ({1,3}, {0, 1, 3}), ({0, 1, 3}, X),

®г - (0, {1,2}), ({1,2}, {0, 1,2}), ({0,1,2}, X)

sind. In diesem Raum ist die Menge £= {1 ,2 ,3}  schwach 9?-konvex (weil jede 
echte Teilmenge von E stark 91-konvex ist) aber nicht 91-konvex (weil k(91; E) = X  
ist), und es gilt 2(91; £) = {0 }.
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9° Obwohl also die Inklusion (2. 2. 3) sogar nicht für jede 91-konvexe Menge 
E eines beliebigen RR-es {X, 9?) besteht, ist 0(91; E) doch etwas „Inneres” — aber 
nicht der Menge E selbst (deshalb wird auch das Wort „quasi” benutzt), sondern 
der stark 91-konvexen Hülle derselben, womit der Gebrauch des Wortes „Inneres” 
in der Benennung dieses Begriffs einigermaßen gerechtfertigt werden dürfte. * 

10° Wie schon erwähnt, ist 0(91; E) auch nicht isoton; für beliebige ver
schiedene Punkte x , y £ X  in einem beliebigen RR (X, 91) gilt z. B.
(2.2.5) <2(91; {*})g0(91; {*,>’}).
Nach dem Separierungsaxiom (1. 3) und mit der Bezeichnung (1. 15. 4) ist nämlich 
9!{x, y )X0  und die Mengen SJß), Sy(0t) sind für jedes á?£9í{*, y) echte ^-Stütz- 
ebenen von {*, у }; es gilt also

0(91; {x, >>}) n (S x(m  U Sy(m ) = 0  (;%e 91 (x, „>),
und nach (2. 2. 4) folgt hieraus (2. 2. 5).

11° Es gilt aber für einen beliebigen RR (X, 91)
(2.2.6) 0(91; E t) g  0(91; E2) {Ex g e 2 g  X, 91£l =  91£, =  91*),

weil dies im Falle Ey= 0  trivial ist, für El ^ 0  aber

(2. 2. 7) SEl{ß) = SFJiß )  (St € 91\91*)
und wegen

gE2(M) g  gEi(£)  g  f Eim  g  Fb№ )  0 * € * )

nach ( 1. 2) und (1.7) auch
(2 . 2 . 8) F{St-, GEim ) ^ ¥ ( m -  GÄl(Ä))g

g  G {ß ; FEi(m )  g  G(M ■ FEjßt)) (ß  € 91*)

gilt; endlich folgt (2. 2. 6) aus (2. 2. 7) und (2. 2. 8) auf Grund von (2. 2. 1).
Es sei noch bemerkt, daß die Bedingung 91Bl =  91B2 in (2. 2. 6) keine notwen

dige ist.
12° Ist (X, 91) ein RR, so gilt

(2.2.9) 0(91; E) = 0(91; k(91; E)) (EQX).

Wegen der starken 91-Konvexität jeder 91-Ebene gilt nämlich für jede 91-Ebene 
5 mit S g E  auch S g  k(91; E); mit Hinsicht auf (2. 2. 6) folgt hieraus

0(91; E)  g  0(91; k(91; E)) g  0(91; k(91; E)) (ЕЯХ)

und wegen (2. 2. 2) endlich (2. 2. 9).

* Auch hier erhebt sich die natürliche Frage, ob wenigstens für VR-e L  und für jede konvexe 
Menge E ü L  (3('}1<'‘) (L) ; E ) 4 E  gilt. In [5] wurde diese Frage für konvexe Mengen E mit mindestens 
einem inwendigen Punkt beantwortet und bewiesen, daß für eine solche Menge 6(91<a,(L); E)  
sogar mit der Menge der inwendigen Punkte von E zusammenfällt; dies ist ein zusätzlicher Grund, 
in ß (91; Ff) etwas „Inneres” von E  zu sehen. (In [5] wurde ß(9t<a)(£); E)  mit Q(E)  bezeichnet.)
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(2. 3) Hilfssatz. Sind S eine ‘EX-Ebene eines RR-es (X, 5?) und E eine nicht- 
leere Teilmenge eines von den durch S erzeugten abgeschlossenen EX-Halbräumen, 
so gilt

SnQ(4l- ,E) = 0  bzw. <2(9?; E ) Q S  
dann und nur dann, wenn

E \ S ^ 0  bzw. E<gS
besteht; einen dritten Fall gibt es daher nicht.

B e w e i s . 1° Es seien 3/1 £ 9?, (G, F)£3$, G a F  und S=F\G.
2° E \ S ^ 0  gilt dann und nur dann, wenn S  entweder keinen gemeinsamen 

Punkt mit der Menge E  hat oder eine echte J ’-Stützebene derselben ist. Im ersten 
Fall gilt entweder EQG  oder ЕЯХ\ Е,  also wegen (2. 2. 2)

0(9?; E) Я G oder 0(9?; E) Я X\F
und daher
(2.3.1) S  П 0(9?; E) — 0;

im zweiten Fall gilt (2. 3. 1), auf Grund der Definition (2. 1).
3° Aus E Q S  (d.h. S  ist eine nicht-echte J ’-Stützcbenc von E) folgt wieder 

wegen (2 . 2 . 2)
0(9?; E)QS,

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
(2. 4) S a t z . Für eine beliebige nichtleere Menge E eines VR-es L ist 

0(9?(a)(L);E) = {x/_M(E)\ inf/(>>) < /(x )  <  sup/0>) (/€£*)}•
yZE )’iE

Mit Hinsicht auf (1. 20. 1) folgt dies aus (2. 2. 1).
(2. 5) K o r o l l a r . Ist L ein VR, so gilt

0(9?(“>(L); {x ,y }) -  (x,y) ( x , y e L , x  *  y).

Dies folgt aus (2. 4) wegen L*Xty}=L* = L M({x, _v», wobei e die durch x und у 
bestimmte Gerade bedeutet.

(2. 6) H i l f s s a t z .  Sind L ein VR, E Q L eine konvexe Menge mit mindestens 
einem inwendigen Punkt und
(2 .6 .1) xo€0(9?(“)(L );F ), x,6 F \{ x0},

so enthält 0(9?,a,(L); E) eine x0 enthaltende offene Strecke (x2 , x f  der durch x0 
und Xi bestimmten Geraden.

Beweis. 1° Wir berufen uns wieder auf die in [5] (Satz (2. 4)) bewiesene Tat
sache: hat eine konvexe Menge A eines VR-es L mindestens einen inwendigen 
Punkt, so fällt die Menge der inwendigen Punkte von A mit 0(9?(a)(L); Ä) zusammen. 

2° x0 ist also ein inwendiger Punkt von E, und es gibt daher einen Punkt x2 mit

x 0 € ( x 2 , xJQE.
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3° Es dürfte bekannt sein (jedenfalls ist es mittels einer leichten Rechnung 
beweisbar), daß jeder Punkt einer offenen Strecke, die einen inwendigen Punkt 
einer konvexen Menge enthält und Teil dieser Menge ist, selbst zu den inwendigen 
Punkten der letzteren gehört.

Die Punkte Von (x2, *i) sind daher inwendige Punkte von E, und es folgt durch 
wiederholte Anwendung des in 1° zitierten Satzes

(*2,* i ) i ß ( « (e)(£ );s),

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
(2. 7) Satz. Für eine Menge E endlicher algebraischer Dimension in einem 

LKR L gilt
(2.7. 1) Q (W ‘\L )-E ) = ß(<RW(L);£).

Bew eis. 1° Nach (1. 25) und wegen 9?̂ ()( 1 , ) ^ ^ о)(Т) gilt auf Grund von (2. 2. 1) 
ß(9?<a)(L); E)QQ(3lw(L); E), es ist also nur noch

(2 . 7 . 2) ß ( 9?w(£ );E) g  ö ( « (e)(£); e )
zu beweisen.

2° Gilt (2. 7. 2) nicht, so hat die Menge ß(9?w(L); E) nach (1. 25) einen 
gemeinsamen Punkt mit einer echten fR(a)(L)-Stützebene von E. Es seien also

(2. 7. 3) *€ ß (9 l(,)(L); £ )\ß (9 t<a>(L); E)

und fZ L f\L 'L eine nichtstetige Linearform, wofür mit den Bezeichnungen (1. 6 . 1) 
und (1. 16. 1) z. B. die Beziehungen

(2.7.4) E Q F f (x), E 0 G f i x ) * 0 ,  E C ) S f M * 0  

und
(2 .7 .5)  S f (x) C]Q ( ^ (,>(L ) ; E )^0

bestehen. (Wir behandeln hier Sflx) als obere i^-Stützebene von E; für den Fall 
einer unteren áf-^-Stützebene Tff(x) kann der Beweis analog geführt werden.)

3° Nach (1.25) und wegen der starken 9Í(o)(L)-Konvexität von M{E) gilt

(2.7.6) Q (91 ('>(L); E) g k (9 í(,)(L); É) = k(9L“>(L); E) Я M (E) g  £(£).

Wegen der Endlich-Dimensionalität von L(E) gibt es ferner eine stetige Linear
form f'Z L 'L mit
( 2 .7 .7 )  П у ) = А у )  (уеЦ Е)).

4° Auf Grund von (2. 7. 3), (2. 7. 6) und (2. 7. 7) ist nun

(2.7.8) f'(x)= f(x), 
und es gilt nach (2. 7. 4)

E Q F f a ,  E П G f (x) ^  0 , E H S f i x ) * 0 ,
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d. h. auch Sj'(x) ist eine echte (obere) 9Í(Í)(L)-Stützebene (u.zw. eine J^'-Stützebene) 
von E. Es gilt daher (von (2. 7. 5) abweichend)

woraus wegen (2. 7. 8)
Sf'ix)r\Q{W % L)-E) =  0 , 

x iQ {W \L )- ,E )
folgt. Dies widerspricht aber der Annahme (2. 7. 3), und damit ist der Satz bewiesen.

§ 3. Extremalpunktsbegriffe für Richtungsräume

(3. 1) D e f i n i t i o n . Es sei (X, 5R) ein RR und EQX. Ein Punkt х£Е  ist ein 
Ш-extremaIer bzw. schwach H-extremaler Punkt von E, wenn

(3.1.1) x^Q (R \ A )^ E  
für keine Menge
(3.1.2) Л д к (Я ;£ )  
mit der Mächtigkeit
(3. 1. 3) 2 ^  А < K0 bzw. А = 2
besteht.

(3. 2) B e m e r k u n g e n . 1° Jeder SR-extremale Punkt einer Menge ist offensichtlich 
auch ein schwach iK-extremaler Punkt derselben.

2° Würde die Definition des schwach SR-extremalen Punktes ohne (3. 1. 2) 
formuliert, so wäre sie mit Hinsicht auf (2. 5) im wesentlichen die Übertragung 
des gewöhnlichen Begriffs des Extremalpunktes auf RR-e.

Die Bedingung (3. 1. 2) ist im allgemeinen nicht unwesentlich. Es seien z.B. 
X  = {—1,0, 1} und R = {^}  mit

я  =  {(0 , 0 ), (0 , {— 1}),({ — l}, {— l, o}), ({— l, o}, x ) ,  (X, JO}.

Es ist leicht zu sehen, daß (X, 9Í) ein RR ist. Nun ist der Punkt 0 dieses Raumes 
auf Grund von (3. 1. 2) ein Jl-extremaler Punkt der Menge E = {0}; er wäre aber 
sogar kein schwach 5R-extremaler Punkt von E, wenn aus der Definition (3. 1) 
die Voraussetzung (3. 1. 2) getilgt würde, weil ja für die Menge A = { — 1, 1} die 
beiden anderen negativen Voraussetzungen erfüllt sind: А =2 und Q(9i; A)= {0}.

3° Der Begriff des R-extremalen Punktes ist mit demjenigen des schwach 
‘R-extremalen Punktes nicht äquivalent.

Dies kann am einfachsten an Hand des in (2. 2), 8° beschriebenen RR-es (X , 9Í) 
gezeigt werden. Der Punkt 0 dieses Raumes ist nämlich ein schwach Jf-extremaler 
Punkt der Menge X  (weil ja das Quasi-ih-Inncre einer jeden zweipunktigen Teil
menge von X  die leere Menge ist), er ist aber wegen Q(jR; {1,2, 3}) = {0} kein 
‘Л-extremalcr Punkt derselben.

4° Wird die Definition (3. 1) auf den durch einen linearen Raum L erzeugten 
RR (L, J!<a){L)) angewandt, so verliert die Bedingung (3. 1. 2) ihre Bedeutung; 
sind nämlich x ,y ,z £ L , E Q L  und

x£(y, z)Q E ,
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so gilt mit der Wahl ^ ^ (x , .v), z 1£(x,z)
* € ( {y i , z ^ E ^ V a\L )-E ).

Es ergibt sich also: für einen VR L ist der Begriff des schwach Л <a> (L)-extremalen 
Punktes mit dem gewöhnlichen Begriff des Extremalpunktes äquivalent, und für den 
RR (L, 91(<,)(L)) ist die Bemerkung 2° belanglos.

Wir beweisen ferner, daß für (L, 9í(a,(L)) auch die Bemerkung 3° ohne Belang 
ist, d. h. es gilt der folgende

(3. 3) S a t z . Für einen VR L  sind die Begriffe ,, Л (o)(Lfextremaler Punkt”  
und „schwach S.Ria) (Lfextremaler Punkt” miteinander und mit dem gewöhnlichen 
Begriff des Extremalpunktes äquivalent.

B e w e i s . 1 °  Gemäß den Bemerkungen ( 3 . 2 ) ,  1 ° ,  4 °  bleibt nur zu beweisen: 
sind ЕЯ=Ь und ein Punkt x0ZE ein schwach Л (L)-extremaler Punkt der Menge 
E, so ist er auch ein 9Í(a>(L)-extremaler Punkt derselben.

2° Gibt es wider diese Behauptung eine Menge
(3.3.1) A<gk{Wa\L );E )

mit der Mächtigkeit 2 <  А < So und mit
(3.3.2) x0^ Q { ^ a\L ) -Ä )^ E ,  
so kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit
(3.3.3) x0iA  
angenommen werden.

Mit der Bezeichnung
Aq = Л\{х0}

gilt nämlich
( 2 . 3 . 4 )  A 0̂ A ^ k ( iR (a) ( D ; E )

und -— da im Sinne von (2. 3 .  2) x 0 kein 91-Stützpunkt von А ist — offensichtlich 
к(Л(а)(Е); y40) = k(sf t(a)(L); A), und daher wegen (2.2.2) und (3.3.2)
(3.3.5) x0£Q (W °\L y,A 0)Q E;
endlich gilt — weil ja x0 ein schwach 91(o)(L)-extremaler Punkt von E ist —

(3.3.6) A0>2,

und aus (3.3.4), (3.3.5) und (3.3.6) ergibt sich die Möglichkeit im Falle x0£A 
in den weiteren Ausführungen A0 statt A zu nehmen.

3° Nach (2. 1. 1), (1.27) und (1.28) gilt

und daher ist 

wobei für die Zahlen tx

О (Л (e> (L); А) Q к (Я(u) (L) ; А) = [A\

x 0= 2  txx,
x £ A

txs=0 (x€A), 21 fx = l
x £ A
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gilt, und nach (3. 3. 3) gibt es einen Punkt
(3.3.7) x ^ A  
mit
(3.3.8) 0 < iXl< l .
Mit der Bezeichnung

k o -  Zx6A\{x,} t 'x 1
gilt nun
(3.3.9) *o =  f*,*i+(l-f*i)ko> 
m. a. W.
(3. 3. 10) *„€(*!, yo) = Q{W°\L)- {X l, y 0}).

4° Wegen y0 <E [A] =k(9t(a)(Z,); Ä) gilt nach (3. 3. 7) und (3. 3. 1)
(3.3.11) {*!,ko} c  k(9JW(£);£).

Auf Grund von (2. 4) gilt ferner

( 3 . 3 . 12) ß(5R(0)(£); {*1, ko}) g  Q(Wa)(L); л).
Wegen (xx, k o )  g  M  g  Af(/4) kann nämlich für keinen Punkt x€(Xi,ko) und 
für keine Funktion f£L%  im Gegensatz zu (3. 3. 12) z. B.

f ix )  =  max/(k)у е л

sein, weil dies nach (3. 3. 9), (3. 3. 8) und (3. 3. 7)

f i x  o) = f ( x l) = /(ko ) =  max/(k)уел

zur Folge hätte, also (3. 3. 2) widersprechen würde.
5° Aus (3. 3. 10), (3. 3. 12) und (3. 3. 2) folgt endlich

.v0 €ß(9?(o)(£ ) ;{ * i,k o } )^ ;
mit (3. 3. 11) zusammengefaßt besagt dies aber wider unsere Voraussetzung, daß 
x 0 kein schwach 91(a)(U)-extremaler Punkt von E ist. Der Satz ist somit bewiesen.

Um zu zeigen, daß der auf LKR-e L  bezogene gewöhnliche Begriff des Extremal- 
punktes nicht nur aus der algebraischen, sondern auch aus der topologischen RS 
von L abgeleitet werden kann (u.zw. als 9l(i)(L)-extremaler Punkt gleichwie als 
schwach 9i(0 (L)-extremaler Punkt), beweisen wir noch den

(3. 4) Satz. Die auf einen LKR L bezogenen Begriffe des 9l(,)(L)-extremalen 
und des (L)-extrema!en bzw. des schwach 91(()(L)-extremalen und des schwach
*a(a)(L)-extremalen Punktes sind äquivalent.

Bew eis. Wegen (1. 25), (2. 7) und (3. 3) braucht nur bewiesen zu werden, 
daß für eine Menge EQ L, für eine endliche Menge АЯ=Ь mit А >2 und für 
einen Punkt x0dL  aus
(3.4.1) x0fQ (W °\L );A )Q E
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die Existenz einer Menge 5 c L  mit В =  2 und mit
(3.4.2) x0£Q (W ‘\L );B )Q E , B Q k ( ^ ( L ) ; E )
folgt. Als endlichdimensionale und — wegen (3. 4. 1) — nichtleere konvexe Menge 
hat nun [A] inwendige Punkte ([2], S. 180). Wegen 1 < Л < К 0 gilt ferner 
A\Q(W°\L) ;A ) ^ 0 .  Nach (2. 6) und (2. 2. 9) existiert also für einen beliebigen Punkt 
Х!€^\{х0} ein Punkt x2£L  mit

x 0H x 2, Xl) c  2(91(a)(L); [Л]).

Werden endlich zwei Punkte y x £(x0, x t), y 2 £(x0> x2) gewählt, so erfüllt die Menge 
B = {y  1, y2} nach (3. 4. 1) und (2. 5) die Bedingung (3. 4. 2) (und es gilt sogar BQE).

Die Zusammenfassung der Sätze (3. 4) und (3. 3) ergibt das Endergebnis dieses 
Paragraphen:

(3. 5) Satz. Für einen LKR L sind die Begriffe ,,91<l>(L)-extremaler Punkt” 
und „schwach ')\in (L)-extremaler Punkt” und vielmehr alle fü n f Begriffe des extremalen 
Punktes äquivalent.

§ 4. Der Krein-Milmansche Satz für topologische Richtungsräume

(4. 1) S a t z . Für jede kompakte und stark ''Я-konvexe Menge E eines TRR-es 
(X, 91) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Mit der Bezeichnung г (9?; A) für die Menge der Я -Extremalpunkte einer 
Menge A<=X gilt

E = k(9i; e(91; £)).
(b) Für jede 91- Stützebene S von E gilt

STM «; E ) ^ 0 .
B e w e i s . 1° Für E = 0  sind beide Aussagen wahr (vgl. (1. 24)), wir beschränken 

uns daher auf nichtleere Mengen E.
2° Für eine beliebige Menge Af=X und eine Richtung M 6 91 des RR-es 

(X, 91) seien im Sinne von (1. 7), (b) mit
MA(@) bzw. N ffß)

der kleinste A enthaltende bzw. der größte zu A elementenfremde untere ^-Halb- 
raum bezeichnet (vgl. die analogen Bezeichnungen in (1. 15. 1)).

3° Gemäß Satz (1. 19) hat eine nichtleere kompakte Menge E eines TRR-es 
(X, 91) in jeder Richtung Ш 6 91 eine obere und eine untere dH-Stützebene. Ist die Menge 
E auch noch stark 9l-konvex, so ist für jedes M f  91 FE(:M) bzw. GE(ff) der durch 
die obere bzw. untere áf-Stützebene von E erzeugte untere abgeschlossene bzw. untere 
offene á?-HaIbraum, und es gilt
(4.1.1) E= 0{FE{^)\G ffd t)\0 t^}.

4° Mit der Abkürzung e = e(91; E) ist 
(4. 1. 2) k(9t; e(91; £))=  Г) {M fdH)\NfdH)\^^}.

A cta  Mathernatica A cadem iae Scientiaru/n H ungaricae 18, 196-



128 E. DEÁK

5° Gilt nun die Aussage (b), d.h.
( F E( m \ G ( 3 # ; Р Е( Щ )  П е(91; E ) ^ 0

(j> £ gfy
(F(ß; G № ))\G Jß)) Пв(Я; E ) * 0

so sind
м т = г т = р Ет

(ся г 9?1
N im  = Gl®) = GE{M)

also gilt nach (4. 1. 1) und (4. 1. 2) auch die Aussage (a).
5° Gilt aber (b) nicht für E, d. h. existiert ein 0t £ 9? mit z.B.

[Ft m)\G{M ; РЕ( Щ  П e(<R; E) = 0,
so ist k(9l; e(9i; E j)xE , weil ja dann nach (1. 19)

Mt(ß) G(0l\ FE{0tj) er PE(0t)
und

(P,.{0tj\G('M: FE(3t))) П £V  0

besteht; also gilt auch (a) nicht, und zwar ist wegen der Isotonie von k(9t; A)

k(9I; к(Л; £ ) ) c £

Es genügt nun eine der beiden Aussagen in (4. 1) zu beweisen:
(4. 2) Satz. Eine kompakte und stark ''Я-konvexe Menge E eines TRR-es (X, 91) 

hat in jeder ihrer 9?-Stützebenen einen Я-extremalen Punkt.
Beweis. 1° Wir können uns wieder auf den Fall Е Х 0  beschränken. Es seien 

M0 £ 91 eine beliebige Richtung, ,S'0 eine der á#0-Stützebenen von E (eine solche existiert 
nach dem Satz (1. 19)), und

K = {t%o,0!l ,0!2, •••}

eine beliebige, mit 0t 0 beginnende Wohlordnung von 9?, wobei jedem Si £ 9? als Index 
die Ordnungszahl der Menge der vorangehenden Elemente von 9Í zugeordnet ist; 
die Ordnungszahl von 9? sei mit о bezeichnet.

2° Es wird nun mittels transfiniter Induktion für jede Ordnungszahl O^ocSg 
eine Menge E^QX  definiert:

(a) Mit den Bezeichnungen

(4.2.1) D0= E, E0= S0n D 0

ist E0 eine nichtleere und — als Durchschnitt der kompakten Menge D0 mit der ab
geschlossenen Menge S0 — kompakte Teilmenge von E.

(b) Sind O<oe< 0  und für alle 0 5  ß < a schon entsprechende nichtleere und 
kompakte Mengen Eß mit

Eß.Q E ß ( 0 ^ < j ? '< a )
definiert, so sei erstens
(4.2.2) Da = П Eß

0̂ ß<a
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(dies ist als Durchschnitt der nichtleeren kompakten Elemente einer monoton ab
nehmenden transfiniten Mengenfolge eine nichtleere kompakte Menge), zweitens 
Sx eine der .^-Stützebenen von Dx (eine solche existiert wieder nach Satz (1. 19)), 
und drittens
(4.2.3) я . = 5 т ;  
also ist auch Ea nichtleer und kompakt.

(c) Es sei endlich
(4.2.4) Ee = П Ea.

О < q

Auch diese Menge ist (als Durchschnitt einer monoton abnehmenden transfiniten 
Folge nichtleerer und kompakter Mengen) nichtleer und kompakt.

3° Wegen
(4.2.5) EeQ П S.

0̂ a<Q

und nach dem Separierungsaxiom (1.3) besteht die Menge Ee aus einem einzigen 
Element; es sei also
(4.2.6) £ , =  {*<>}■
Wegen x0£E0 genügt es nun zu beweisen, daß x 0 ein iR-extrcinaler Punkt von E  ist.

4° Ist wider diese Behauptung x0 kein iH-extremaler Punkt von E, existiert 
also (gemäß der Definition (3. 1)) eine Menge

(4.2.7) AQ D 0 
mit der Mächtigkeit
(4.2.8) 2 ==Л (< K 0)
und mit
(4.2.9) *0 €Ö(9l; А) Я E, 

so ist wegen (4. 2. 5), (4. 2. 6) und (4. 2. 9)

(4.2.10) Saf\Q № ;A )9 i0  (0=1 я<е), 

und es folgt hieraus mittels transfiniter Induktion

(4.2.11) AQ EX (0=ia < e).

Für a =  0 kann dies so bewiesen werden: nach (4. 2. 7), (4. 2. 1) und der Defini
tion von S0 ist A in dem einen, von der á#0-Ebene S0 erzeugten abgeschlossenen 
á?0-Halbraum enthalten, also ist Hilfssatz (2. 3) auf A und S0 (in der Rolle von E 
bzw. S) anwendbar; dies ergibt А Q S0 auf Grund von (4.2. 10), also gilt nach 
(4. 2. 1) und (4. 2. 7) A Q E 0, w.z.b.w.

Ist aber 0  <  а <  q und gilt
AQEß (O ^ß ^a ),

so gilt nach (4.2.2) auch AQDa. Mit Hinsicht auf die Definition von Sa kann 
jetzt Hilfssatz (2. 3) auf A und Sx (in der Rolle von E bzw. S) angewandt werden, 
also gilt auf Grund von (4. 2. 10) A ^ S a und endlich nach (4. 2. 3) AQ Ea, w.z.b.w.
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5° Aus (4. 2. 11) folgt nun nach (4. 2. 4)
A Q E e ,

und daher wegen (4. 2. 6) i S  1, und dies widerspricht der Annahme (4. 2. 8).
Somit ist also der Satz bewiesen, und nach (4. 1) gilt auch der folgende
(4. 3 ) S a t z . Jede kompakte und stark ''Я-konvexe Menge EQ X eines TRR-es 

(X, 9Í) ist die stark Я-konvexe Hülle der Menge der Я-extremalen Punkte von E.
Dies ist offensichtlich ein Analogon des Satzes von K r e in  und M il m a n . Um aber 

die genaue Beziehung dieser beiden Sätze feststellen zu können, berufen wir uns 
auf folgenden

(4. 4) S a t z . Der Krein—Milmansche Satz ist mit der folgenden Aussage äqui
valent:

Jede kompakte bzw. schwach kompakte und stark 9t ® (L)-konvexe Menge E 
eines LKRST bzw. eines LKR-es L ist die stark Я (‘](Е)-копоехе Hülle der Menge 
der Extremalpunkte von E.

B e w e is . E s genügt, an einige bekannte Tatsachen zu erinnern, und dieselben 
mittels der RS-Terminologie zu formulieren.

1° Jede kompakte Menge eines LKR-es ist schwach kompakt.
2° Eine konvexe Menge E eines LKR-es L  ist dann und nur dann abgeschlossen, 

wenn sie schwach abgeschlossen ist ([2], S. 246). Die Menge ak(9tw(L); E) ist demnach 
durch die topologische RS von L — d.h. durch die natürliche RS des entsprechenden 
LKRST — völlig bestimmt.

3° Jede abgeschlossene, konvexe Menge eines LKR-es L  ist der Durchschnitt 
der sie enthaltenden abgeschlossenen Halbräume ([2], S.246) und daher stark 9t(,)(L)- 
konvex (wobei wieder zu beachten ist, daß 9tw(L) zugleich die natürliche RS des 
mit der schwachen Topologie versehenen Raumes L ist). M.a.W.: für abgeschlossene 
— und um so mehr für kompakte — Mengen eines LKR-es L ist die (gewöhnliche) 
Konvexität mit der starken JE^L)-Konvexität äquivalent.

4° Auf Grund dieser Bemerkungen und mit Hinsicht auf Satz (3. 5) ist nun die 
besagte Äquivalenz offensichtlich.

(4. 5) Wird nun aber jeder LKRST L als TRR betrachtet (d.h. die Grundmenge 
L des Raumes mit der natürlichen RS 9V \L )  desselben gepaart), und Satz (4. 3) 
auf diese TRR-e angewandt, so ergibt sich hieraus die Aussage in (4. 4).

Satz (4 .3 )  ist also nicht nur ein Analogon, sondern — trotz mehreren äußerlichen 
Abweichungen in der Formulierung — seinem Inhalt nach auch eine Verallgemeinerung 
des Satzes von K r e in  und M il m a n .

§ 5. Probleme

Auf Grund von (1. 9) ist in einem TRR jede kompakte Menge abgeschlossen, 
und Satz (4. 3) kann daher auch so formuliert werden: für jede kompakte und stark 
9?-konvexe Menge E eines TRR-es (X, 9?) gilt

£ '= a k ( 9 ? ;  e ( 9 t ;  E))
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d.h. E ist die abgeschlossene stark 'Л-konvexe Hülle der Menge der '.R-Extremal- 
punkte von E.

Es erhebt sich die natürliche Frage, ob der Satz von K r e i n  und M i l m a n  nicht 
auch in einer unmittelbar analogen Formulierung auf TRR-e übertragen werden 
kann; d.h. ob jede kompakte und (schwach) '.'{-konvexe Menge eines TRR-es (X, 91) 
die abgeschlossene (schwach) 'Л-konvexe Hülle der Menge ihrer (schwach) 'Л-extre- 
malen Punkte ist?

Man sollte noch allgemeiner fragen: wie kann die Klasse derjenigen RR-e charak
terisiert werden, für welche das „ÍR-Analogon” gewisser, die Konvexität in linearen 
Räumen betreffender Beziehungen (z.B. Äquivalenz der schwachen 9i-Konvexität 
mit der '.'{-Konvexität, u.s.w.) besteht?

Diese Fragen bleiben dahingestellt.

(Eingegangen am 3. Januar 1966.)
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О СРАВНИТЕЛЬНОЙ ТЕОРИИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ
И. КАТАЙ (Будапешт)

(Представлено П. Т уран ом )

§ 1. Одна из важных областей аналитической теории чисел — изучение 
ß -свойств различных число-теоретических функций. Первый значительный 
шаг был достигнут с помощью следующей теоремы Ландау.

Если коэффициенты ап ряда Дирихле £  —j- = F(s) неотрицательны при п =-и0

и абсцисса сходимости ряда — конечная величина а, то а — особая точка 
функции F(s). Из этой теоремы легко следует, что

Нт(|/Дх) — >  0 , Ит(|l/(x) — х )-x~i+c -< О,
Х - * с о  Х-> оо

при любом е>0. Также имеют место и неравенства

IImM(x)-x_ i+ 8  >  0 , lim М(х) • x~i+s <  0 .
Х ->  со Х->оо

Другими словами, можно найти такие значения
0 / // / // / // /< < xt < х 2 < х 2 <  ... <  х„ <  ..., хп~*

для которых и М(х") <  — х '^ ~ \  Но о том, что значения х'п, х"„
как густо могут быть расположены на числовой прямой, теорема Ландау 
ничего не говорит.

Недавно Ш. Кнаповски и П. Туран разработали метод для изучения 
свойств типа Q некоторых число- теоретических функций в таком более конкрет
ном смысле. Их достижения достигнуты с помощью глубоких результатов 
Турана в области диофантовой аппроксимации.

В этой работе мы докажем подобные теоремы с применением идей К. А. 
Родосского.

§ 2. О бозначения.

1) ц{п) — функция Мебиуса,
2) М(х) =

п^х
° о  j

3) t(s )=  Z - J  — дзета-функция Римана,
и = 1 п
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4) х — характер по модулю к,

5) L(s, х) = — функция Дирихле,
п =  1 п

6) т  = -  2  №  -  Ш )  • ~  (*, х),

{log р, при п = р \ р простое
„ — функция Манголда,
О иначе

8) ф(х) = Z  л (п)> ф(х, к, /) -  2  М п \п^х п^х
п =  /(m o d  к)

9) 6*00 -
1,
1
О

при п = 1
при п >  1,
иначе,

10) ДДдг) =  2  ек{п);
п^х Рк(х) = Rk(x)~ х

Ш ’

11) S(ß) =  2  — — e~(ß'n)2■п= 1 и

12) Л(х) = Л(х, /с, /х, /2) =  ф{х,к,1^) — ф(х, к, /2),

1 3 )  5 (г Д ,/ )=  1  Л(и)е— ,
л = /(*) л = 1

14) o ( r , k , l u l 2)  =  S(r, к, l ^  — S(r, к, /2),

15) с, с0, С ц . . .  численные положительные константы,

16) d, d0,d u К, К0, К и ... положительные константы,

17) £,£0,е 1, ... любые малые положительные фиксированные числа,

18) log 1 х =  logх, logv+i =  logv(logx), v =  1, 2 , ...,

19) e,(x) = ex, ev+1(x)ev(e1(x)), v =  1 ,2 ,  ...,

20) во = ~2 + {Уо, где y0 =  14,13..., С(во) = 0,

21) Г (.у) — функция Эйлера.
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§ 3. Леммы. К. А. Родосский в своей работе [1] доказал, что абсолютное 
значение функции if/ (х) — х не может быть слишком большим везде, в довольно 
длинном интервале. Интересно, что подобным образом может быть доказано, 
что функции i/Дх) — х, М(х), ф(х, к, /х) — к, /2), S(ß), ... принимают отно
сительно большие положительные и по абсолютной величине большие отри
цательные значения в некотором довольно длинном интервале. В дальнейшем 
нам понадобятся следующие леммы.

Л емма 1 [1]. При 0 < а ^ 1  и и —

(3.1) — j  dx = 2}/пйе1{л2и) + 0{\}.
1

Л ем ма 2 [1]. Пусть

0 < а  <0, log у = 2и(в—Ув2 — а2)>  1, logz = 2u(9+\í92 — á2). 
Тогда имеют место неравенства: 

у
(3.2)

(3.3)

(3.4)

и -
1

оо

И

1 log х - ei —

xe~1logx-e l —

log2x
~4u

log2 x 
~4u

dx <  9(в2 — a 2)^ej (а2 и), 

dx <  2 0 (0 2 — a2)“*ei(a2M),

f хе~' ei < (О2 — а2)“*е1(а2и).

Доказательство этих лемм см. в вышеупомянутой работе Родосского.
Лемма 3 [2]. Пусть F(w)— ~ абсолютно сходится на прямой

п =  1 п

Re w = <j0 . Тогда имеет место тождество

V  i f ü  Г
Z a ne 4“ =  -£=-

п = 1  У 7Г J
F(w)ew2udw.

(<Ю)
Л емма 4. Пусть интеграл 

(3. 5) h(s) -7 dA (х)

абсолютно и равномерно сходится в полуплоскости <т=-<т1(>0). Тогда имеет 
место тождество

( 3. 6) f e ,  dA(x) = ‘T jL  [ц<о)е-‘-Аи.
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Доказательство проводится таким же образом, как доказательство Лем
мы 3.

Лемма 5. Если ^ / 2 (mod к), (/1/2 ,А:) =  1, то функция

имеет особую точку в полуплоскости ff a  J .
Д оказательство . Имеет место соотношение

(3.7) 2  Xе
в = вХО < < Т

- x ( x ) ^ l ° g P  + ° (\o g T), 

О (log Т) иначе,

если х= рт, р простое, 
т натуральное,

при где Q = ße + iye принимает значения, для которых L(q, у) =  0,
ße>0. Пусть р простое, р = látnod к). Из (3. 7) следует, что

-А р : 2  (x i lJ -xV i) )  2  Xе =  - ^ - l o g p  + 0( logT),
( p ( k )  х  в = в х

О <  Уд < Т

при Т-> -оо. С другой стороны, левая часть равенства имеет вид —2л ке
при достаточно малом s>0, где Кс обозначает контур прямоугольника с 
вершинами 2 + ie, 2 + i(T —e), е +  i (T —e), s + ie. Таким образом, значение интег
рала не равняется нулю при достаточно большом Т, и из этого следует, что 
функция f(s) имеет особую точку в полуплоскости о >0. Отсюда с применением 
функциональных уравнений для функции L(s, у) получаем, что существует 
особая точка и в полуплоскости u g ) .

§ 4. Оценка типа Q для функции М(х). Ш. Кнаповски доказал с приме
нением метода Турана следующую теорему [3]. Предпологая, что в прямоуголь
нике 0 <ег< 1, |í| =  со все нули функции С(а + it) лежат на линии а = \ ,  имеем

max М(х) S  Т±еi
1SxST '

Г —15 log T-loggTl 
1 log 2T j

min M (x )s  —T^ei
l s i í r

log T ■ log3 T 1 
log 2T J ’ при cx S  T  ё  el (co10).

Имеет место следующее безусловное утверждение.
Теорема 1. При Т и м е ю т  место неравенства

(4.1) max x~ i M(x) S,

(4.2) min x~ i M ( x ) s —ö,
r « S T «

где х = (2 + }' 3)2, д, сх численно определяемые положительные константы.
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Д оказательство. Пусть zsO,

(4. 3) /(т) "  Ф )  ei [ - ix 1о8 и -  •

Так как в полуплоскости сг>1 имеет место тождество

=  /*<

2 /ия Г 1
г»

1 V А* О») ™Z  —— . тоС СО  п° ’
с применением Леммы 3 с ап = ц(п)е1( — ix log п) получаем формулу

(4.4) /(т)
2ni (г, С (w + it)

ew2ud\v.

С другой стороны, с помощью абелевского суммирования правой части 
формулы (4. 3) следует, что

(4. 5) /(т) - I^ 4
ÍX log х —log2x

4и IZ  +
logx

2 и dx.

Пусть у, z величины, для которых 1 S y S z .  Допустим, что имеет место с 
<5>0 одно из неравенств
(4.6)

(4.7)

max (М(х) — Sx*) Ш О,y^x^z' 7

min (М(х) + <5х*) 0.у^.х^гк 7

Тогда одна из функций М(х) + дх* не меняет знака на интервале y ^ x S z ,  
и так

(4. 8) т - log*
2 и - ix log х - log2x 

4 и dx

z

I
M (x )± x i ö ( logx z +T 2  и

log2x
4« dx

z

’I * ' * “  ( -
log2x

4m
logx

2 m
dx,

где в интеграле выбирается знак +  или — соответственно тому, что имеет 
место неравенство (4. 7) или (4. 6).

Выберем величины у, z, и следующим образом:

(4.9) log у — 2м 11 — 3 — I, log z = 2м 11 + 11

и пусть м>м0(>  1). Тогда на интервале [у, z] выполняется неравенство
logx

2м £?1 Í 1
2

log х
(>  0), и так т+  ' ^ " - S c2(t+ 1 ) - ^ -  • Таким образом, левая частьlogx

2м
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неравенства (4. 8) не превосходит величины

с2(т +  1) 

(4.10)

Z

Í  М (х) log х (J  х 2и Cl{
log2x

Au clx +  2<5c2 (t +  1) I e i

Tак как \М(х)\Шх, применяя лемму 2 с а  =  -£ ,0  =  1 (величиныу, z были выбраны 
соответственно этому) получаем неравенства

Z

ix log X —log2*)
4« j dx 4(r + 1)

Уз

u

e* ,

l

и из них следует формула

(4.11)

Z

У

[ log2*
{ Аи ,

и

dx + 0(( х+ 1)с4).

С помощью леммы 1 получаем, что второй член в формуле (4. 10) не пре-
и

восходит величины с3(х + 1)Умбе4. Таким образом, с применением (4. 8), (4. 10), 
(4.11) получаем, что

(А. 12) |/(т)| ё с 2(т+1)| /(0)| + с 3Уи(т+ 1)6е4 + 0 ((т+  1)е4).

С другой стороны мы докажем, что неравенство (4. 12) не имеет место при 
подходящих постоянных S, х. Рассмотрим ломаную Г, состоящую из частей 
Г, ( 2 -  /со, 2 -  /5), Г2 (2 -  /5, -  /5), Г3 ( -  /5, /5), Г4(/5, 2 +  /5), Г5 (2 +  /5, 2 +  /со). Из 
(4. 10) следует при т = 0

о л з ,  ,<0) =  T S T  /  с Щ
г

так как абсолютные значения ординат критических нулей дзета-функции 
Римана превосходят 14, то интеграл (4. 13) является величиной 0(1) при
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Пусть т = у0 (=14, 13...)- Хорошо известно, что £'(| +  гу0) ^  0 и £(.5 ) ^ 0  
в прямоугольнике 0<<т<1, 0 < 7 <  20, если s ŷ  l + *Уо ■ Таким образом,

(4.14) 1( Уо)  =
2 Í ил Г 1

2ni J  C(w + iy0) ew2ud\v + 2 У ил 
С (в о) е '

Так как функция —---- — г регулярная и ограничена на ломаной Г, тоCOv +  гуо)

/(Vo)
2^ил
Г Ы

• е4 +  0 (1).

Отсюда можно видеть, что (4. 12) не выполняется, если и достаточно большое 
и <5>0 достаточно малое число, т. е. не имеют места (4. 6) и (4. 7). Таким 
образом,

max М{х)х~Ъ ё  <5, min М(х)~х~4 ^  — <5.>> ̂ x^z ŷ X̂ Z

Из (4. 8) следует, что z=y*, х =  (2 +  F3)2. Пишем Т= у  и получаем теорему.

§ 5. О числах, не имеющих делителей степени к. Элементарно можно

доказать, что Рк(х) =  о ( х к) . С другой стороны, с помощью вышецитированной 
теоремы Ландау можно доказать, что

lim Рк(х) lim /*(*)
г2 к

_1_
,2  к

С применением рассуждений, похожих на доказательство теоремы параграфа 
4, получаем следующее утверждение.

Теорема 2. При подходящих постоянных дк >0, dl =dl(k)> 0 для T > d x 
имеем

1
(5.1) max Рк(х)-х 2к ё  дк,TSXST* КУ ’

(5.2)
__i_

min Pk(x)-x 2k S  — ök,J-SISP ky ’ k

где я = (2+^Ъ)2. (Зависимость постоянных ők, d1 от k определяемая.)
Доказательство не будем подробно описывать, только обратим внимание 

на разницу.
Известно, что

(5. 3) С(д) = у  вк(») 
C(ks) Á  п* ’ при G 1.
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Так ж в к 2 ш  п^х 4 \К) 
(5. 2) для

х
щ

+  0 (1), то достаточно доказать неравенства

(54) A W = j ( e,(» > - < + )
вместо функции Рк(х).

Из (5. 3) и из определения функции £ (5) следует, что для сг >  1

(5. 1),

(5. 5) у  g*(”) g(fc)
=  № ) С(Ь)

Эта функция регулярна в точке 5 = 1  и аналитично продолжаема на всей 
плоскости. С помощью леммы 3 получаем тождество

(5. 6)
1

--‘ W ! í(w + í4 n w + щ -

log+vj 
4 и ) dx

ew*udw.

Выберем т =  - -̂ и левую часть (5. 5) переносим на ломаную Г, состоящую 
из частей

Г х ( 2 -  с°/,
20
~к

20  . 2 0  .) 
к 1,~ к 1)

(2 0  . 2  2 0  )  Í 2 20  . )
Г5 ^  +  “̂ ~г] 5 + 6 2 +  20/J , Г7(2 + 20г, 2 + °о/).

Таким же образом, как в предыдущем параграфе, можно видеть, что

- + ■

=  21/Кл"

logx j  ( iy  0
2 m  J 1 I *

c ( i ^
) ,

k i ' iQ o ) Ч 4
3

log2*
4м

+  0 (1).

dx =
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Так как 0 < - ^ < у 0,гС
видно, что

( к ё  2), то А 0. С другой стороны хорошо

1
2 и log х • eí dx — 0 (1).

Дальнейшая часть доказательства совсем аналогична с доказательством 
теоремы 1.

§ 6. Сравнение простых чисел в различных арифметических прогрессиях.
Ш. Кнаповски и П. Туран в работе [4] доказали следующее утверждение.

Если ни одна из функций L(s, х) с характерами по модулю к не обращается 
в нуль в области

0 <ст< 1, |í| ^S.A(k){Sí 1),

то при Zj 5 ^ /2 функция А (а')( = ф (х, к, /Д — ф(х, к, /2)) меняет знак в интервале
с о ^ х ^ е 1̂ а , где

со ^  тах {е! (к°2), е}(2(А (к)) ~3)},

а с2 — достаточно большая численная постоянная.
Обозначим через д =  ß„ + iy„ особые точки в критической зоне функции 

/ С О ,  и пусть
(6 .1) Ьв =  Rez/(ir).

W = Q

Из определения функции/(Д (см. Обозначения 6) следует, что ее особые точки 
однократные.

Пусть
(6 . 2) =  supr ße.

е
Из леммы 4 следует, что 0( = ̂ .

Теперь мы докажем следующее утверждение.
Теорем а 3. Если функция f(s) в сегменте 0 < <  1 регулярная, Sj >0, е2 >-0, 

любые малые фиксированные числа, то

(6.3) шах А (х) • x~e‘ + El S  1,
T1_E2SxSr

(6.4) min А (х) • x_8l+£l £  — 1
r 1-£2*xsr

при T ^ T 0{eí ,E2,f) .
К сожалению, Т0 не является эффективным.
Д оказательство . Мы докажем сначала, что при произвольном е4>0 

находится некоторая особая точка Q i~ ß i  + iyi функции /(Д  в полосе 
в1 — s4^ ß 1s 0 1, для которой ДД регулярна в a > ß 1, 0S|Z —y1|S 4 . Это 
очевидно в случае
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Рассмотрим случай 0t >  \ ■ Обозначим через Nx{a,b) число корней функции 
L(s, х) в области <r~sa, \t\^b . Пусть далее Nf {a,b) число особых точек 
функции f(s ) в области irgű , \t\=b. Тогда
(6.5) Nf (a,b)sá 2  Nx(a,b).

/(m o d  ft)

Пусть в1— £2 =*т - Известно [2], что при постоянной с подходящим
фиксированным е3 >0  выполняется неравенство Nx(a, Ь)<Ь1~ез, если Ъ 
достаточно большое. Выбирая а = 6í —s2, с помощью (6.5) получаем ут
верждение.

С применением леммы 3 получаем, что

( 6. 6)

1
|-Ó T  log*

í j  ил 
2 ni /

( 2 )

f(w  + iyi)ew udw,

log2* ] 
4 и J dx

{6.1) m - ~ f  ^ l o g  x -e1 [ - 1° Í ^ ) d x  =  ^  J f M e ^ d w .
1 ( 2 )

Переносим контур интегрирования в правой части (6 . 6) на ломаную Г, состо
ящую из частей

r 1( 2 - i ° ° ,2 - iA í), r 2( 2 - iA í ,A 3- i A 1), r 3{A3- i A l , A3 + iA2),

/ .;(Аз + iA2, 2 -f- iA2), r s(2 + iA2, 2 \- z°°),
где 2 S T ) S 4 , 2 ^ И 2 ^ 4 , и  функция /{s + iy^  регулярная на
линиях t = A2, t  =  —A l , a  =  A3. Очевидно, что такие значения A Í ,A 2,A 3 
существуют. Таким образом,

2 / м7Г 
2 ni f /(tv+  iy1)ew2udw 

г
= О

при постоянных значениях е2, е4. Так как полюсы функции/(х) однократные, то

(6.8) 1{у3) = 2 ^ un 2Z 'be^ e~iy')2u + o \ e i \ ^ ( s >

где штрих означает, что мы суммируем только на значения q, которые лежат 
направо от Г. Так как bQe^~iy')2u = o{bei е1*1“) при и—°°, Q^Qi> то

(6.9) / ( y j  =  2iunbeieß*u{\ + о(1)) при

Из-за предположения теоремы функция f(s ) регулярна в некоторой области 
0<<т<1, |/| sí А , (А >0). Переносим контур интегрирования на ломаную Г*, 
состоящую из частей Г^(2 —г°°, 2 —ПО), Г2{2 — ПО, 91—iC), Г3{91 — /С, -{- — гС),
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т  -  /С, 1 +  /С), +  г'С, 0! + /С), / ж  + /С, 2 + /0,), Г$(2 + МО, 2 +  /°°), где
С = — . Предположим, что е4 настолько малое, что 2 У 2г4 s C . Тогда на лома
ной Г* о2 —12^ 6 \  — С2</?i — е5, где е5>0  подходящая постоянная. Далее 
функция /0 )  регулярна направо от Г*, и так

(6.10) 1(0) = 0 ( i u e 1((ß2- e 6)u)) =  о^ОЗ2«)),
Стандартным способом можно доказать, что

+ S при 0: <  1, 
при 0 4 =  1,

где е> 0  произвольная постоянная, K í = K 1(e). Пусть

log у =  2 м (0 -  i 6 2- ß 2), log z = 2м (0  + Y02- ß 2).
Предпологая, что имеет место одно из неравенств
( 6. 12)

(6. 11) \А(х)\ -:г К 1хв, в JÖ1 + 
= 1 о,

(6.13)

то — как в параграфе 4

max (А(х) — <5xM s  0 ,y^x^z4 7

min (Э (x) + öxßl) a  0 ,ŷ X-̂ Z 4 7

-  получим

|/(v1) l ^ ^ 2 (|y1| +  i)il/(0)l+5  J

0 ,

log2x
4m

í/x +

у oo

1 Ф
. log X \ \og2x  

2 и Cí Au ) 4

С применением лемм 1, 2 и оценок (6 . 9), (6 . 10) получаем неравенство 

l/un \b6i\ e ^ \ u )  =á d2(\y1\ + l){o(e1(ßju)) + 6ö\iuTi e^ßju)},
но это не имеет места для и>и0 (е,гу, ..., е4). Если е, е4 настолько малые, что 
выполняются неравенства

o - i e ^ ß f  _  ,
-----------г ~  =  1 —  в , ,  е 4  <  £ 2 ,
o+ i/e2- ß 2

то получим теорему.
Подобное утверждение имеет место и для функции М(х).
Теорема 4. Пусть в2 = supr Re q, e1 >0, e2 > 0  любые малые постоянные.

í(e)=o
Существует такая постоянная Т0 =  T0(£i > £г)> что ири Г >  Г0

max М(х) • x _ei2+S2Ti-eiSjear 1, min М (х ) 'x~°2+S2 S  — 1 .
Г1 ~EÍSxST

Эта теорема не доказывается в этой работе.
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§ 7. Формула Рамануджана S(ß). Ряд

(7.1)
оо

s(ß )  = 2п= 1
ß (n )

п
е-и>м2

В. Сташ в работе [6] называет рядом Рамануджана. Пусть [а, Ь] — заданный 
сегмент на положительной части числовой оси. Определяется постоянная К  
следующим образом

К = шах Р £ [а, ь] y n s \ j j - ß S ( ß )  .

Сташ доказал следующую теорему. Если все критические нули дзета- 
функции Римана простые и расположены на а = то при Т > т а х  (с1, е2(К~ ’)) 
имеет место неравенство

шах7'1-°(1) \ S ( ß ) \

где Cj обозначает числовую постоянную.
Доказательство основывается на методе Турана, с помощью которого 

оценивается снизу модуль суммы степеней комплексных чисел. Мы докажем 
следующую безусловную теорему.

Теорема 5. При T > ß0 
(7. 2) шах ß±S(ß) >  <5,TSxST“
(7.3)

Т

где (5>0, ßo>0 обозначают числовые постоянные, я = (2 + }'3)2.

Д оказательство . Из определения функции Д(/?) получим тождество

а  4 )  =  J  р - ' ш г *  < « . > » ) •

(* + «i)
отсюда с помощью обратной формулы вытекает тождество 

(7. 5) /  ß-*-*S< Jß)dß =

1 “  р (п )при о —. Так как > ----- =  0, то
4 „ = 0 и

£(£> =  2
/'(и)

„=1 п

при 0  </?-:§ 1, и так функция

<?, - - 1  Ь = 0 (/?2)

dß
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з  Г 1 'lрегулярна на полуплоскости а < — , и тут <р (s) = О — -J . Введем обозна
чения:

(7.6)

(7.7) i//(s + ít) = f  ß-
где тёО. Применяя лемму 4 с

■,-г s(iß) 
iß

dß,

получаем тождество 

(7.8) et (—ít  log.

dA(x) = x~ ,x S ^ .-^ -dx, 
\x

log2x l
4 и dx = ’ f  il/(w+ix)ew2udw.

Ух У« ( /)

Пусть т =  ^ ~  (0ПРеДеление y0 см. в  параграфе 2,20), и переносим контур
интегрирования правой части этого тождества на ломаную Г, состоящую из 
частей

Л Ö - °°и-40, г2(-|—4/,i —зо, г3а - з / , -30, Г4(-3/, 30,

Г5 (31, * + 30, г 6а  + 3/, I + 40, Г7(* + М, I + *»).

Таким образом получаем формулы

(7.9)
У®.

7 |T j  = 2^ ^ T ő l " - el6+0(1)’
(7.10)

Применяя обозначения

7(0) =  0 (1).

log у — 2и (в — У О2 — a2), log z  =  2и (б + У О2 — а2), в = а =  £,

допустим, что имеет место одно из неравенств

1 ,
max ~y^x^z4 ' y^x^z'4) ^  0 , min ( s ( /x )  + <5;c 4) ^  0
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с постоянной <5>0. Из этого предположения — как в параграфе 4 — можно 
вывести неравенство

log Z 1Оцениваем интегралы в правой части формулы (7. 11). Так как --- -- g  — и
2 и 2

из (7.4) S(ß) = 0 (  1), то с помощью леммы 2 получаем неравенства

f \s (] /x )  [ log2x) ( и )
] - ^ е Т ^ г Г ' с‘е ‘ Ы У

Далее из-за ló g j 
2  и с4. (> 0) с помощью леммы 1 вытекает неравенство

/ л ,  í ; х  I *  ■ч /  ^ f e n » -

Таким образом, 

(7.12) I
U  J

— |Д0 )| + c6et |- ^ - |+ с 5 У un Öe1 ,

если и достаточно большое. Но оценки (7. 9), (7. 10) справедливы, и так нера
венство (7. 12) не может выполняться, если и достаточно большое и 8 >-() 
достаточно малое фиксированное число.

Таким образом,

max (s '( /х )  — дх 4) £  0 ,y^ x^ z min +

и из этого следует теорема.
Подобным же образом можно доказать следующую теорему.
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Теорема 6 . Пусть е3 >0, е2>0 любые фиксированные числа. Тогда 
существует такая величина Т0 =  Т0( , е2), что при Т > Т 0 имеют место 
неравенства

шах S(ß)-ß l~e>+̂  >  1, min S(ß) ■ <  -  1,
Г1-£2̂ /?^Г Т1-£2 /̂З^Г

где в2 'Ы supr Re о. (Т0 не-эффективная!)
<(<?)=о

§ 8 . Сравнение в абелевом смысле. Ш. К наповски и П. Туран в работе [5] 
доказали следующее утверждение. Если 0 < v <  с7, /х ^  /2 (mod 8), (/t /2 ,2) =  1, то

max <т(/% 8 , /3, /2) >  ~j=eyü1/3
- 2 2

log у  • l0g3 1

, 1
log2y

min (т(/-, 8 , / 1(/2) <  -zrEi -22
logy-log3y

1оё2 77

(Определение функции сг (г) см. в Обозначениях.) С помощью нашего метода 
могут быть доказаны следующие теоремы.

Теорема 7. Если 0 < г < с 8, 

max ст(г, 8 , / l5/2)-

/ j ^ / 2 (mod 8), (/1 /2 , 2) =  1, mo 

>  6 , min er(r, 8 , /1( /2) • <  -<5,

где б > 0 , c8 > 0  нумерические постоянные, у =(2 + ('З)2.
Теорема 8 . £Ъш / 1 ^ / 2 (mod/с), ( /3l2,k )  = \, и функция

т = ~ т к ? (х(/1)_;с(/2))т (' ’х)
регулярна в сегменте 0  < 1, то  существуют такие постоянные d1= dl(f),
ö = ö (/), что при 0 < v< d l имеют место неравенства

max a (r ,k ,l,,l2)]^r >  d, min o (r ,k ,L ,l2)Ír  <  — <5,V̂kr̂ kVXI>i v̂ r̂ kV1/*

где í =  (2 -f ^З)2. (Зависимость функции dx от k неэффективна!)
Теорема 9. Пусть функцияf(s ) регулярна в сегменте 1, е3 >0, е2 >0

любые малые фиксированные числа, / 3 ^ / 2 (mod А:), (/3/2, k) =  1. Тогда существует 
такое число d2 = d2( f ,s í ,e2), что при v< е/2 имеют место неравенства

max o(r,k, lu l2)re'~n >  1, min o(r, k, lu l2) • re,~‘2 <  — 1. 

(Определение см. в параграфе 6 , (6 . 2)).
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Мы докажем только теорему 9. Доказательства теорем 7 и 8 проводятся 
аналогичным образом.

С помощью формулы Меллина имеем, что

<т(г)( = о(г, к, 1и /2)) -= ~  J ~ - f ( s )  ds,
( 2 )

отсюда

/  r s ~ l o ( r ) d r  = r(s)f(s). 
о

Так как \о(г)\ = 0{е~г) при /•£ 1, то функция

h (s )d= f r s 1 а (г) dr

целая и она ограничена в любой полуплоскости <т>с. Заменив г = — , получим

и так

1 00 Jrs~ l(j(r)dr = J о
О 1

J  a \ j ^ x ~s+'dx = г О )/0 )-ЛС*)-

Применяя лемму 6 , с

dA(x) =  а | — j х е ^ — /у, log.r)í/x и dA(x) = а xdx

(где у! — как в параграфе 6) получаем тождества

/ ( 0 ) =  / ^ xe1 [—IO| ( A j dx =  J ir (w)f(w) -  h(и')}e“2udw,

J(V i)= J ff ( | j  xe1 |- /y ,  l o g x - i ^ |  dx = f  {r iw + iy jfiw  + i y j -

— h(w + iy i)} e"'2udw.

Доказательство можно продолжать стандартным методом.
Так как в случае /с = 8 полюсы, расположенные в близи реальной оси 

функции f(s ) известны, то константы <5, с8 являются эффективными.
Этот метод позволяет нам доказать между прочим следующую теорему.
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Теорем а 10. При 0<t><c9,

max I 2 V( /г)е-шТ y7 ><5, min | 2 v ( n)e~"r\ ^ r
U = 1  J v s r m v U »  [ n = 1  J

где к =  (2 +  |/з)2, <5 ==- 0, c9 > 0 эффективные постоянные.

(Поступила 4. 1. 1966.)

<3,
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ON SOME PROBLEMS OF A STATISTICAL 
GROUP-THEORY. II

By

P. ERDŐS and P. TÚR ÁN  (Budapest), members of the Academy

1. In the first paper of this series1 we showed that for almost all elements P 
of the symmetric group S„ of n letters (i.e. apart from at most o(n!) P ’s) the order 
O(P) of P  satisfies the inequality

( 1 . 1) logO (P)— * log2n
3̂

cu(n)log2n

if only co(n) — °° with n. Hence log O(P) is for almost all P’s much less than its maxi
mum, which is as L a n d a u  2 proved, ~  in  log n. Though several questions in the 
first paper were left to later papers of this series and we intend indeed to return to 
them in paper III, in this paper we launch another trend which seems to us equally 
interesting in itself and perhaps even more inherent to the algebraic aspects. This 
refers to the arithmetical structure of the order O(P). We assert the following 
theorems.3

T heorem  I. I f  a>(n) — °° with n arbitrarily slowly then for almost all P’s the 
order O(P) is divisible by all prime-powers not exceeding 4

( 1. 2 ) ^di , ^ ( , + 3 log2 » _ » W . }
log2n { log2n log2«J

As an immediate corollary of this theorem we remark that “almost no” P ’s 
have a square-free order O(P) and for arbitrarily large integer b the order O(P) 
is for almost all P ’s divisible by b.

How far is this Theorem I best-possible? We shall prove that replacing in (1. 2) 
the term | — J by ( + then onU °(n0 P’s have this property. However
we shall state this in a slightly stronger form as

1 Zeitschr. für Wahrscheinlichkeitstheorie und verw. Gebiete, 4 (1965), pp. 175— 186.
2 Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1909, Bd. I. p. 222.
3 The starting point of these investigations was the question o f A. Schinzel, whether or not 

for almost all P ’s O(P) is even.
4 Throughout this paper logvH means v-times iterated logarithms.
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T h e o r e m  II. I f  oj(n) arbitrarily slowly with n then for almost all P's the 
order O(P) is not divisible by some prime not exceeding

For the sake of orientation we remark that for primes > clog и much more 
is true. We formulate the

T h e o r e m  III. I f  a. is fixedpositive number and p0 is any prime ofform (a + o ( l ) ) l o g  n 
we have for the number b(n) o f P's with the property O(P) being not divisible by p 0 
the relation

In particular if co(n)-» °° arbitrarily slowly with n and p0 >a>(«) log n, then for 
almost all P ’s O(P) is not divisible by p0.

2. What are the corresponding theorems for “large” prime-factors of О(Р)? 
As to this we assert the

T h e o r e m  IV. I f  e(n) is positive and tends with lIn to zero arbitrarily slowly, 
then for almost all P's O(P) is not divisible by any prime
(2.1) >  ие-'ööfiogn .

Again we shall prove that this theorem is essentially best possible by showing 
that replacing in (2. 1) e(n) by 1 /e(n) the situation completely changes. We assert 
this fact as

T h e o r e m  V. I f  oj(n) tends to infinity with n whatever slowly then for almost all 
P's O(P) has a prime-factor
( 2 .  2 )  >  w e - m ( n ) f lo g n

From theorems IV and V one has the following somewhat surprising
C o r o l l a r y . I f  w(n) tends to °° with n arbitrarily slowly then for almost all P's

the maximal prime-factor of O(P) is between rie~<o(n)̂ [oe" and ne <o(n) ".
Further we proved that for an arbitrarily small e =»0 for almost all P's the number 

of prime-factors of O(P) (counting with or without multiplicity) is between 
(1 + e) log«-log2 n. Since the proof does not differ essentially from that of Theorem 
II, we shall not go into details.

As one can easily see from our subsequent proofs we laid no particular stress 
to squeeze out sharpest possible laws. E.g. our proof for Theorem V would result 
also that for almost all P ’s O(P) has not only one but several prime-factors satisfying 
(2. 2). We could show that the number of P’s whose group-order 0(P) is divisible 
by all prime-powers not exceeding

(1.3)

(1.4)
holds.

(c real)
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divided by n! has a distribution function / ,  (c) and the same holds for the number 
of P’s whose order is not divisible by any prime greater than

ие- e«fiog n (creal).

Our theorems refer to the group S„ ; obviously the same holds for the alternating 
group An of n letters too.

We call the attention also to Theorem VI in 8 .
As the first of us remarked that by the same method as used in the proof of 

Theorem II, combined with the sharpened form of the prime number theorem for 
arithmetical progressions he can prove the following theorem. Let o)(n) -* °° arbitrarily 
slowly then for almost all integers itiSn the Euler-function <p(m) is divisible by all 
primes not exceeding

log2” |i 13 log4'? 1log3n 1 log3n log3«J

and сp(mi) has (1 + o(l)) \  (log log n)2 prime factors.
3. Next we turn to the proof of our theorems. We represent P uniquely as union 

of disjoint cycles; let P consist of cycles of length n , , m2 cycles of length n2, ... 
so that
(3.1) k=k{P)

(3.2) n= m lnl + m2n2 + ... + mknk.

The number of those P’s with prései ibed k, mv’s and n ’s is, as remarked by 
Cauchy5

’ mx! m2l ... mk\ и™1 л™2..-
It is well-known that

( 3 .4 )  0 ( T )  =  [n 1 , n 2 , . . . , n k] .

Let pa be an arbitrary prime-power Шп and f(n, pr) be the number of P’s such 
that О(P) is not divisible by p*. Then Theorem I will be any easy consequence of the

Lemma I. For f{n, px) we have the nice exact formula

(3. 5) f(n,P*)
n\

For the proof we remark first that the left-side of (3. 5) is owing to (3. 3) nothing 
else than the coefficient of z" in

5 See e. g. J. Riordan’s book An introduction to combinatorial analysis, New York, 1958.
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where the prime means that the product is to be extended to all v’s divisible by the 
(a — l)th power of p at most. But this can be written for |z| < 1 as

/ / 'e x  p -  = e x p l Z - - Z ~ }  = 
V U= 1 V v= ! V/P J 1 — z

1 +Z + Z2 +  .. .  + zp' - IIP
( l-z )P*-1

p * - l

=  (1 +Z + Z2 + Z3+ ... +  Z P“_1)(1 — zp‘) p* =

=  (1 + z + z2+ ... + z p“-1) zmp*

which proves the lemma at once.
For later use we remark that if p, q are different primes and g(n, p, q) is the 

number of P ’s such that O(P) is divisible neither by p nor by q then the same reasoning
gives that — g(/t, P> <?) equals the coefficient of z" in the MacLaurin series of

(3.6) ( l - z ' Q p q - ^ def

(1 - z)(1 - zp«)~m

4.  For the proof of Theorem I we estimate —/(я, px) from above using Lemma I.
This gives for рхШп

(4.1)

L / ( „ ,p. ) < e x p { - l  2  i j
ls,íÍ7l

exp
log n

P* 3 exp
log

Hence the number of P ’s whose order is not divisible by a prime-power p* not ex
ceeding A (in (1.2)) we get the upper bound 6

S def 3 ^  exp
pâ A

Since

1 n

h ' с!/ьЬехр{-̂}л-
log«A <  -j-------
log2«

1 def

x 3 logъ" | "(и)
log2« 21og2n 

Ci, Ci,... denote positive numerical constants.
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we have
A
Г

(4.2) S < C 2 J
The integral over (2 , ^  ̂  j is evidently

log и 1(4. 3) <  c3 -----------------— --------.log 2 я log n log2n

For the remaining integral S' we get substituting

log иx =

3 log3n -^ c o (n )

S ' = c,
/  h i

log 2n - y  

eydy 1

log (log2 « -y )  
log2

3 log3/i -£ co (n )

F 1 ) ! 1 log2«
(log2n) 3

(log2« )3 / eydy <  c3e~iaM -+0

if « — 00, which together with (4. 3) and (4. 2) proves the theorem.
The proof of Theorem III follows also easily from Lemma I. This gives namely

■Kf(n,p0) =  / 7  Í1 -  “ I =  exp I

= (1 +o(l))exp | -  

which already proves Theorem III. 7

5. For the proof of Theorem II we shall need as to the coefficient of z" in (3. 6) the 
L e m m a  II. I f

2 - + o 1

Po v (Po
1 Iw j

log«
Po J

(5.1) log4« ^  p <  q S  10
log«
log2«

and n is sufficiently large then
1 _J__L _L

—rg(n>P>q) — n v «{l + 0(log 2«)}.«!

7 The ordo-sign refers throughout this paper to n -° ° .
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lf p and q were fixed and the relation

p P  n  9
coeffsz"in G pq(z) ~ ------ —

( p q ) pq

would follow from known result of Darboux; 8 but here p and q vary with n as re
stricted by (5. 1). A sketch of the rather technical proof we shall postpone to an 
Appendix. A more direct (real-variable or algebraic) approach to the determination 
of this coefficient would be desirable. 9

6 . The proof of Theorem II (and also Theorem V) will be based on an idea 
which was introduced into arithmetics in 1934 by one of us; 10 11 this is on the way 
to become a part of the folklore in this subject. Let (with В in (1. 3))

(6 . 1)
1 log n
2 1 ^ 1  ~ Pl < / ? 2

be all primes in this interval; if n is sufficiently large, we have

1 lpg ” / ч lQg "
1 J 10 (log2 n) 2 ^  <  (log2n) 2 •
We introduce the function h(P) of P as the number of the p f  s from (6 . 1) which do 
not divide O(P). For this h{P) we shall prove two simple lemmata.

Lemma III. Putting Sl = —- ^  h{P) we haven: P

Sl = 2  exp { - - ^ - 1  +  0 (1).
v = l  [ Pv J

For the proof we remark first that with notation of Lemma I we have

(6.3) 5-1 =  L  2 f ( n , p v).
Yl. v =  1

Applying Lemma I this gives

■Si

8 G. D arboux, Memoire sur ('approximation des fonctions de trés grands nombresetc., Journ. 
de math, pures et appl., Ser. III. Tome IV (1878).

9 The same holds for the functions (1 — z)pq(\ — zp,)( l — zp)~q(l — zqY v which — and their 
obvious generalization — reminds one to  the cyclotomic polynomials.

10 P. Túrán, On a theorem of Hardy and Ramanujan, Journ. London Math. Soc., 9 (4) (1934), 
pp. 274— 276 and Über einige Verallgemeinerungen eines Satzes von Hardy und Ramanujan, ibid.,
11 (1936), pp. 125— 133. See also the beautiful booklet o f M. K ac, Statistical independence in 
probability, analysis and number theory, Cants Math. Monographs, No. 12.
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Using (6 . 1) (and (1. 3)) the product is

Í 1 , n A  1expl----- log-----1-0
l Pv Pv Ш Ь 'Ч

log П _exp \ -----------1- О
Pv

log Pv
Pv

and thus, using (6 . 2)

as stated.
Further we need the

■Si =  2  exp | - ^ }  +  0(1)
V=1 I Px )

1
L emma IV. Putting S2 = ̂  2  KP)2 we have

11+0 7 п У ) + . 1 “ р\ Z exv
l v = l

и! “  
log« ' " 2 log n

Pv
+  0 (1).

For the proof we write (p f s in (6 . 1))

1
s 2 = ^ Z (  2  1) (  2  1).

n - P P„fO(P) PvfO(P)

The contribution of the pairs with ц =  v is obviously S y; hence 

(6.4) 5'2 = 5'1 +  2 2 \  2  1 = S i + 2  2 Kg(n,P^,Pv)
l = a p < v * I  \ П 1  p „ f O ( P )  )  1 S / i < vS !

PvfO(P)

with the notation of (3. 6). Using the remark (3. 6) and Lemma II we get

S2 = ^  +  2 2  n p" pv
1 s^<vsl

1 + 0 1

Using also Lemma III we get

as stated.

I
s 2 < 2 expH=1

log и
Pß

+ 0 (1)+  1 + 0 ( 1)

/log J

/log  n

2 ex p
1p=i

log
T ) ) !

7. Lemma III and IV give quickly the proof of Theorem II. We form the ex
pression

(7.1)

Lemma III and IV give at once

(7.2) Z  = О
/log n

2  exp
ß=i

log n) ) !+ o o , { i+ i „ P ( - ! ^ ) } .
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Let U be the set of P’s with
h(P)=  0

and |t/| their number; (7. 1) and (7. 2) give a fortiori

(7 . 3) ^ - = 0 (1) {test+1 !
exp -

If we succeed in proving
J /d e f

with n we are ready. But
■ 2  exP (-ß=i \

log n 
P ß

log n 
P ß

-1 ( l

u - H S T I -

exp -

lo g 2  П \  IOg2  П )
< a ( n )

which is analogously as in 4.

3 lo g 3 n +  %(o(n)

(log2n) 3 / ....1 Г -

log n 
( lo g 2  n)2

eydy

log n

3 log3 n — £(0(tl)
У

log2n

3 !og3 n +  ̂ Cd(n)

log (log2H-j>) 
log2n

(log2n) 3 / eydy

indeed.
3 log3  n -£ (0 (n )

8 . The proof of Theorem IV, once having Lemma I is again easy. This gives 
namely if f(n, p) stands for the number of those P’s, whose order О(P) is divisible 
by p the exact formula

1 - 1
J(n,P)

n\

i. e., if p >- /и  say,

i ) H
1

1

j \ ‘

'  1 — exp I—-log  — + 0  
P P

(8. 1) / 0 , p) _ Iogj^  + 0
л !  p

\
P)

Hence for the proof of our Theorem IV we have only to show that

► 0 .2 _  J > g  ̂ + o
/ ie x p (  — e (n ) / lo g n  )  ^  и l ̂  ”
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For the second sum this is well-known; for the first it follows easily since it cannot 
exceed

which tends to 0  indeed.
9. The proof of Theorem V will be easy after having the Theorem VI, which 

is of independent interest. This is the following.
T heorem  VI. Let

be a sequence of integers. Then the number of P’s having no cycles with the length 
a, or a2 ... or a., cannot exceed the quantity

Hence if 2  av l tends with n to then almost all P’s have at least one cycle
the length of which is among the numbers in (9. 1).

The proof of Theorem VI will be based again on the dispersion-idea. Let L(P) 
be the number of the ay’s from (9. 1) with the property that P has a cycle with length 
av. Then we assert the

L emma V. Denoting the expression

where the summation within the bracket refers to all P’s containing a cycle with 
the length ay (v fixed). But what is the value of this sum? The elements of this cycle

(9. 1) l S s 1< a 2<  ... <  as =  я

n\

v =  1

by I f  we have

For the proof we start from the fact that

can be selected in I ways; after selection each can be written down on af. ways.CJ
Since a cyclic permutation gives the same cycle, our selection gives rise to

ay) v' ay a„(n-av)\
n 1 n\

a»! — =  ■ 7—
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different cycles of length av. Each can be completed to a P by permuting the remaining 
(n — ay) elements. Hence the value of the inner bracket is for fixed v 1 jay, which 
proves the lemma.

We need further the
Lemma VI. Denoting the expression

by H2 we have
T « ? L <-P>2

Í ~ + Í Í J - f .v = 1 av \v= l J

For the proof we start from the fact that

(9.3) H >=̂Z(Z') ( 2 ‘ ) = я ‘ + 2  2  Í ^ Z " 1}
P 7 a v i n P  7 l ^ / i < v = i S V  P )

Ofi + av^n

where the 2 "  is to be extended to all P’s having two cycles with the length alt and av 
respectively. What is the value of the inner sum in (9. 3)? The cycle of length a)t can 

n\be filled as before in —-—' ' ways: the cycle of length a„ afterwards in aß(n~aß)\
(n — aß)'-

av(n -a  - a v)l

ways. Each can be completed to a P in (n — aß — av)! ways. Hence the value of the 
expression in the bracket in (9. 3) is 1 /aßav. Hence

(9.4) H-, =“  2 x + 2, 2 ; 2 z +  \ 2 a
V =1 v 1 ^ H < \ ^ S  Pâ  + av̂ n v = l  v y v = l  v

indeed.
In order to prove Theorem V we consider the expression

I I . p  у  v =  1 /
(9. 5)
From Lemma V and VI we get 

(9.6) Z ^ Z  —  -
v = i  a v

Denoting by U, the set of P’s with L(P) = 0 and by \U{ [ the number of P’s in Ul 
(9. 5) and (9. 6) give

- 1
1 ^ 1
n\

i.e. Theorem VI is proved already.
v =  1 O v
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10. In order to deduce Theorem V from Theorem VI we define the av’s as all 
multiples of all primes in the interval

(10.1) I: /? exp (—со (n) )^log/2) =i p == n

which do not exceed n. The sum of their reciprocals is

(10. 2) = 2 ^ o g ^ - + o ( i ) 2 ^  = 2 ^ i o g ± + o ( i ) .
p a l  P  n v  p a l  P  P  p a l  P  p a l  P  P

v ^  —
P

The remaining sum is

where l x stands for the interval
Z 1 ^

p c / ,  P  P

nexp{— co(n)/logn} S  p S. n exp j— / logoj ;

hence this sum is 

oj(n) ,/i-----  ^  1 со (и)
r tiog» Z j ^ ^ r

p c i ,  r

to(n) 1

J flog и
со (и) 2

Hence with exception of at most

n\
co( h ) ! 2

P ’s the other ones are such that O(P) is divisible by a prime p in I. Q.e.d.

( 1)

A p p e n d ix

We sketch the proof of Lemma II. We have for n ё  10 obviously 

~ g (n ,p ,q )  =  2 ' J G pq(z )z -" -4 z ,
v = 0 ^n\Dv)

where Dv means the following path of integration. We cut off the plane along the 
segment

2 n iv

z = re pq r a l

then Dv comes from infinity along the ray

2nvarcz = ---- ■ —0
РЧ
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2niv

encircles the point z = e pq in negative sense with a “small” circle and then goes 
to infinity along the ray

2к\ л arc z — ------ 1- 0 .
pq

The contribution of the “small” circles goes obviously to 0 and hence

(2)

where

(3)

pi- l
^rg(n,p,q)  =  2  / v ,  
n\ v = 0

{ 2 nxni Í*

J

2nv
2*vni Г GP4 | reXP 'l  "ZT +£\ \ ~ Gpq\r CXP 'pq dr.

We consider first the 7v’s with 

We have (roughly)

\GPM

1 ^  v =pq — 1.

10pq 1Opq

and hence

1 1 
(гм _ 1) р« (r — 1)м

р я- 1
2 1Д1 <  l ° (p q ) :
V — 1

f -------- —— j r  =  l°(pq)
I rn+1( r - l ) M

_1_ n l J_
t P4(l- t )  + p* dt

on putting r

(4)

we get for я > и 0

1 - t Using the well-known formula

f r i t

( " + ^ 1p i - 1 г

2 | / , l  <  2 0 (pq)2
V = 1

and hence

(5)
As to I0, putting

Г (л + 1) (.pq)3n

S { n , p , q ) - r - I 0 (pqyn3 n  P i

and
t H 1- ? ) - *

g(r) =
’ rp- 1 ’ p ( p i - 1 8 f  r - l  j

r - l  J 1 r - l  J [ r Pi- l  J
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we get

T sin nk f  g(r)dr
/o ~  я J rn+i( r - i y

The contribution of r>  1 + 100 
remaining interval g(r) by

log n is 0(n~so) quite roughly; replacing on the

i_
P n ippq

{pq)Pq
gives an error of 0(n~l log2 n). Completing again the integration range to (1, °°) 
we get

l i  °°

(6) /» =  {1 +  0 („ - .,o g ^ )>  /  +  o<n-°>.
(pq)pq 

lSubstituting again r by j— - and applying (4) we get for the main term in (6)

{1 + 0(n~i log2«)} j 
(pq) Pq

pPqq sin^A*r(l — Х)Г(п + Х)
пГ (и + 1)

{1 + 0(n~ 1 log2«)} p p q 4 Г (n + X)
_ L r(A )r(« + l)

(pq)M

î  j_ 
p a qppq= {l + Oin- 1 log2«)} ,

(РЧУ4
1

ц  P Я РЯ

But in our case
Г(Л)

p p q q n pq
, ±  ПХ)
(pq)pq

= 1 + 0 (log~*n)

the proof of Lemma II is complete.

( Received 15 January 1966)
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ON EQUIVALENT POWER SERIES
By

J. CLUNIE (London)
(Presented by  P. T úrán)

“ z —£1. Let j \ (со) = У, ancon be regular in |co|<l. Suppose that со = ---- — , where
о 1 1  1 — £z

Í z —£0 < |£ I <  1, is a bilinear mapping of the unit disc onto itself. Put / 2(z) — f x | -----—
1 -  £z

=  2  b„z" (|z| <  1). Then we call the power series 2  anc°n ar|d 2  b„zn equivalent 
0 0 0

under the transformation со = ——J~ . To the point со, on |cu| =  l corresponds the
1 -C z

point Zj on |z| =  l under the transformation, where с о . The problem of
1 -  £zt

the relative behaviour of anco\ and £  b„z" at once suggests itself. The first
о о

contribution to the problem was made by Túrán [4] who showed that to any

C(0 < |£ [< 1) corresponds equivalent power series 2  a nco "  ar|d 2  Az" under
о о

diverges. In a series of 

papers Alpár made further important contributions to the problem [1, 2].
oo c° 2  ---£

If 2  a n0>"  and 2  bnzn are equivalent under со = -----— and {An}, {B,,} are the
о о 1 — £z

~ «■ П + £ Т
sequences of partial sums of 2 an and ^  bn ---- _l respectively then Túrán showed

о о U + U
that {5,,} is the transformation of {An} by a matrix whose elements depend only on

2 — T
the transformation со =  ---- — . He then showed that if 0 < <  1 the matrix is not

1 - £ z
permanent and so one could find a convergent sequence {A„} which was transformed 
into a divergent sequence {Д,}. Hence his result indicated earlier followed at once. 
However, from an existence proof of this kind one obtains no information about
f x(co) = 2 anc°n apart from the fact that it is regular in !co| < 1. Túrán raised the

о
question as to whether or not such an f x(co) could be continuous in |co|Sl. In this 
paper I shall answer this question by proving the following

z —£ °° “
со = -----— such that 2  an converges and 2  b„

1 — £z о о
1 +£ 
l +  £.
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Theorem . Let £ ( 0 < | £ | < 1 )  be given. There exists a function / , (со) =  ancon
о

which is continuous in |co |s l with ^ a n convergent and i f f 2(z)= f\ ——— j = 2 bnzn
-  f l +П" 0 U-CzJ о

then У b \ -----= is divergent.
о " U + d

Turán’s result can be expressed as follows: periphery-convergence is not a 
conformal invariant. The above theorem brings this out even more strikingly.

2. The proof of the theorem requires a number of lemmas.
Lemma 1. Let £ ( 0 < | £ | < 1 )  be given and put (p = arg Í—t£ | .  Then there is a 

constant K, depending only on £, Such that 1 1 + £ j

( 1)
|A| = 1

m

for all integers j  = 0 and all integers 0 . 
Given £ > 0  there is a j 0(s) such that

(2) ~  f  л2я:г J  Ac'«’ — £ J
|A| = 1

/o r  all integers m and all integers j  >J0(e). 

If we set A =  <?", where 0 S  t ^  2я, then l - £ e ‘>A — е‘>(<) where iJ/(t) is differen-
Xei(p — £

tiable in 0 ^ t ^ 2 n  with a derivative which is bounded in modulus by a constant 
depending only on £. Hence if we make the substitution A = еи (0^1Ш2п) in the 
integral of (1) and integrate by parts we obtain the inequality (1) itself.

Inequality (2) can be proved by means of a result of Van  der Corput. The 
proof is almost identical to one of Bajsanski [3, pp. 143—4] and will be omitted.

Lemma 2. Suppose that /(to) is regular in (/? >  1) and that / ( 1) =  0. Let
£ (0 < ]£| < 1) be given and put <p =  arg | Then, provided n is a sufficiently large

positive integer, depending on f(oo) and £, the partial sums of the Maclaurin series

o f  I— - %  
\1 +£cuj

CO +
1 +£<uj

at со =  1 are bounded in modulus by a constant depending

only on £.
Let a j be the jth  partial sum of the Maclaurin series of 

at co=l. Then
to +  £ )

(o + £ ' 
1 +loo, f V

Q>+C]
1+ Ы

(3) 1
a' 2 ni

co + £ ' f V

1 +  £co  J
l + £ « J

(1 — (o)(Oj+1
doo,
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where у is a simple closed contour containing co=0 and lying in |co|<l. Putting
A =  e~‘<l> 01 we find that

1 +Crn

Ae'>-£
03 , 1 —co =  e'i’il + Q  ■

1-A
1 -  W pX 

Hence we can write (3) as

(1 -ICI2) 1(4) ccj = e1"«’ i f

1 - C e W  (l-Ce'>A) 2

i -C«^aV+1A"/W
1 +  с 2™ / (1 — Л)(1 — £е->А) I Яе,> -  с

dk.

where у' is any simple closed contour in |A|<1 containing X =£e “L 
Since /(A) is regular in IA| <  R  with R >  1 and /(1) = 0 it follows that

/(A) = 2 jß kkk |A| < min Л
(1—A)(l —Ce*»A) -о 

and so there is a constant H, depending on /(A) and (, such that
’ lil))’

(5)
From (4) it follows that

MCI2

z m
k = 0

H.

*  =  |I+C|
1

2ni / [ Xe‘i’ — Í J
Ul = l

Consider Lemma 1 with m = n + k  and take e of (2) to be 1 /Я, where H  is the bound 
appearing in (5). Let ./o yjjj =  Jo in Lemma 1. Choose n> K H (j0 +  1), where К  is 
the constant in (1). Then from (1) and (2) of Lemma 1 it follows that

ш  Г м
|y| = i

Я

for all у SO and ksO. Therefore for j  = 0,

1 - 1Л2 -
ICi 2 IA ,* = 0 H

i-ICI2 

ll+ci ’J ll+ f l
from (5). This proves Lemma 2.

For each integer n S 1 the nth Fejér polynomial is defined by

zn+2Z Z 2 Z n Zn+1
/ . (*) - - - + - ^ з Г + - + Т  —

z2n
n

These polynomials have the properties quoted in the next lemma.
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Lemma 3. (i) There is an absolute constant M such that \f„(z)\ s  M (пШl ; \z\S 1); 
(ji)/„(l) = 0  ( « S 1);

(iii) all the partial sums o f f n(z) at z —\ are non-negative for n S 1;
(iv) the nth partial sum o f f n(z) at z =  1 exceeds log n.

3. We are now in a position to give the construction of f f w ) ,  f 2(z) of the theorem 
and prove that the functions constructed possess all the relevant properties. Choose 
integers kn> 0 so that the partial sums of the Maclaurin series of

(Q+C
1 + c ® .

со+Ц
l+Ccaj

at со =  1 are uniformly bounded for пШ 1, where £ (0 <  |£| <  1) is fixed and

Define

(6)

From Lemmas 2 and 3 it follows that the k„ can be so chosen.

/ i (  <o) = 2
n=  1

' (O + C 
. l + £co

co + C )
1 - O o J

We first of all show that the Maclaurin series o f/ , (to) converges at co = l. If ak 
denotes the kt\\ partial sum of this series and a(kn) denotes the /cth partial sum of the 
corresponding series for

" e - ikJf f t o + C ) kj .Д  j 2 [ l + C o j J  J3e~i<pсо- i -1
l+lco)

then

(7)
-oin)- (ak — ajcn)) and so

К -o il S K n) ■ b<n)l +  Wk ~  °*">1 rí") I

From the uniform boundedness of the partial sums of the corresponding series of
the terms on the right of (6 ) without the factors Дг and the fact that У Дг <  °°n2 1 n2
we see that given s > 0  we can choose n0(e) so that each of the final two terms on 
the right of (7) is less than e for all к  and l and n > я 0(я). If we fix n = n l >n0(e) then 
the first term on the right of (7) is the modulus of the difference of the partial sums 
of the Maclaurin series at a> = 1 of a function regular in [oj| <  R with 7?>1. Conse
quently there is an N0(s) such that this term is less than e for k ,l>  N0(g). Therefore 
l°it~<r;|<3e (k, />iV0(e)) and so the sequence {ak} satisfies Cauchy’s criterion for 
convergence.

^ c
If we apply the transformation ю = ----—  to /i(co) we obtain

z —£z

/ 2 (2) = / 1
00 p  — ik tup

=  Z  —  zk"f2̂  (e-^z). 
/1=1

To o) = l corresponds z = ---- = = ei<p. Consequently we must investigate the con-
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vergence of the Maclaurin series at z =  1 of

(8) 2 ?- г  •/>(*)■
п=1 n

7kn
The (/fn+2n3)th partial sum of the corresponding series for ~^rf2n3 (z) is positive

and exceeds log 2"3 и log 2, from (iv) of Lemma 3. The (kn + 2”3)th partial sums
of the corresponding series of the other terms on the right of (8) are all non-negative 
by (iii) of Lemma 3. Hence the Maclaurin series of (8) at z —l does not converge, 
but is in fact unboundedly divergent.

From (i) of Lemma 3 it follows that / ,  (со) is the sum of a uniformly convergent 
series of continuous functions in |<o]Sl and so / , (со) is also continuous in |co|Sl. 
This completes the proof of the theorem.

In conclusion I should like to thank Dr. P. V ermes for introducing me to the 
problem dealt with in this paper. I should also like to express my indebtedness to 
Professor P. T ú r á n  for many valuable suggestions. The paper incorporates these 
suggestions and as a consequence it is very much better than it would otherwise 
have been.
- (Received 31 January 1966)
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REMARKS ON THE PRECEDING PAPER OF 
J. CLUNIE ENTITLED „ON EQUIVALENT POWER SERIES”

Bv

P. TÚRÁN (Budapest), member of the Academy

1. The paper of Mr. C lunie  is an essential contribution to the investigations 
dealing generally speaking with the relationship of periphery-convergence behaviour 
of series representing in the domain „conformally equivalent” functions. In the 
simplest case when the domain is the unit circle it means a comparison of the 
convergence-behaviour of the series

0 - 1) / i 0 0 =  2  a.,z”n = 0
and

(1.2) /гС ) = / ,  i-r—=he~i<p\ = 2  bn(OzK
( 1 — <=z ) n=o

for z =  1 ; here £ is any fixed number with 0  <  |£| <  1 and

tp = arc----=.
i - c

He showed — far beyond my older remark1 according which periphery-convergence 
is not a conformal invariant—that this phenomenon can occur even in the case when 
/j(z) is in addition continuous in |z |S l .  His ingenious proof mutatis mutandis 
exhibits for each fixed 0 < | £ | < 1  also a function

(E 3 ) /oOO =  2  c„z"
n = o

regular for \z\ < 1 and continuous for \z\ S 1 such that for a suitable countable set

z t 5 z2 > ••. on \z\ = 1 all series
n = 0

(1.4) 42 -C
1 - Í ZH  =  2 4 ( 0 * -

B = 0

1 Р 11Ы. de Vlnstitut Math. Acad. Serbedes Sei., 12 (1958), pp. 19—26. I take the opportunity 
to correct a slip of this paper; what actually was proved in 4 was the fact that from the conver
gence of Za„ the Abel-summability of Zb„(0  follows.
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all series

4,(0
diverge.

1. e. conformal mapping can destroy periphery-convergence not only in a single 
point, but in a countable set, even if the function is regular in |z| <  1 and conti
nuous for |z| S 1 .

2. But Clunie’s example has another interesting consequence in the theory 
of Fourier-series too (of which consequence I was aware when writing my note 1 
in 1957, without having such an example up to now). Let g(x) be continuous for all 
real x, periodical with the period 2 n and

(2 . 1) g(x) ~  2  (a„cosnx + ßn sin их).
n = о

The series, as well-known, can diverge. As J. Pál and H. Bohr 2 discovered, one 
can find an x = h(t) function which is continuous, monotonically increasing in 
0 ^ t s 2 n ,  satisfies also

A(0) — 0, h(2n) = 2n

so that the Fourier-series of g(h(tj) converges uniformly in 0S(S27t. Hence a suit
able „monotonic reshuffling” of the values of g(x) can “smooth out” its singularities 
which could produce divergence of its Fourier-series.

This fact created the impression that any „smooth and monotonic reshuffling” 
of the values of g(x), though cannot improve the convergence behaviour, perhaps 
cannot make it worse. The mentioned consequence asserts that it can and even in 
the case of reshufflings as smooth as „analytical”. This shows anyway that the 
local convergence of the series (2 . 1) at x —0 say is a very delicate (local) property 
of g(x), which can be spoiled by „very mild monotonic reshufflings” of values 
of g(x) near x = 0. More exactly we assert the following

Corollary to Clunie’s theorem. There exists an everywhere continuous g0(x) 
with period 2л further a h0{t) strictly monotonically increasing in ( — n ,n ) and 
analytical in a neighbourhood o f t = 0  with

z

(2.2) h0( - n ) = —n, ho(0) = 0, /?о(тг) = 7г

so that the Fourier-series of g0(x) 0n x) converges for x = 0 but that of g0(h0(t)) 
(in t) diverges for t =  0 .

For the proof let

2 J. Pál, Sur des transformations de fonctions qui font converger leurs séries de Fourier, 
Comptes Rendus Paris, 158 (1914), p. 101. He proved the uniform convergence only for S ^ x ^ 2 n  — 5: 
the final form was proved by H. Bohr in his paper „Über einen Satz von J. Pál”, Acta Sei. Math. 
Szeged. 7 (1935), pp. 129— 135.
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putting z = eu, w = eix, — —n ^ x < n  we get

i. e. 

(2.4)

eix  __ 2e“ - 1  
2  — eu

sin x = 3 sin 1 
5 — 4 cos t '

x = x(t) increases monotonically in [ — n, n) and
x( — n ) = —n, x(0) =  0 , x(n) = n;

from (2. 4) x(t) is analytical in a neighbourhood of t =  0. Let C = i  say and write 
the corresponding Clunie-functions from (1. 1)

/ 1(2) = /i(e") =  u(t) + iv(t) = 2  anemt
n =  0

= 2  iß n)enit =
n = 0

— 2  (an cos nt +  ßn sin nt) + i 2  (~ ßn cos nt +  a„ sin nt)
n = 0 n = 0

and from (1. 2)

/ 1  (eix) =  /i(w) = fi(z )  = / 2(eu) =  2  К [ \  I enit = 2  (Уп~‘0„)е"и =
n = 0  ( ^ )  n = 0

— 2  (Уп cos nt + ön sin nt) + i 2  (— (5„ cos nt + yn sinnt) =  u{x) + iv(x) =
/1 = 0 n = 0

= u(x(tj) + iv(x(t)).
Since the power-series of f 2(z) diverges for z = 1, at least one of the Fourier- 

series of u(x(t)) and v(x(t)) diverges for t =  0 ; we may suppose that of u(x(tj) does it. 
Since both of the Fourier-series of u(t) and v(t) converge for / = 0, the functions

u(t) and u(x(t))
furnish an example for the asserted phenomenon.

( Received 31 January 1966)
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О СХОДИМОСТИ МЕТОДА ПОДОБЛАСТЕЙ
О. КИШ (Будапешт)

(Представлено А. Рени)

В работе [1] И. П етерсен исследовал возможность осуществления и 
быстроту сходимости метода подобластей, примененного к решению краевой 
задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. В статье [2] Э. Б. 
К арпиловская обобщила результаты этой работы на случай обыкновенных 
линейных интегро-дифференциальных уравнений. Если на отрезке [—1,1] 
требуется решить уравнение типа Фредгольма

( 1) U y ,x ) s y b * ( x ) - k
т - 2  í* т
2 Л Ш Ч х ) +  I 2  К(х, t)yU(t)dt

,i = 0 _•[ i = 0
= /(х)

при условиях
т — 1

(2) M j(y) =  2
1 = 0 1к=1

« г
2  aij,kyU)(tk)+ J  K Á x)y(l){x)dx = О U = 1, 2 , ..., т),

то согласно методу подобластей приближенное решение задачи ищется в виде 
многочлена

п
Уп(х) =  2 c iP i(x ),

i — 1

где Pi(x) многочлены степени / — 1+т, удовлетворяющие условиям 

р[т\х )  -  x‘~l (i = 1, 2 , . . . , и),

Mj(Pi) = 0  (/ = 1, 2 , ...,л ; j  =  1, 2 , . . . ,  т),

а числа с% определяются из системы линейных уравнений
XJ

(3) /  [L (уп, х) --/(*)] dx = 0 0‘ = 1,2......п),
*i- 1

где 1 ^ х 0>Ху — 1.

Пусть выполняются следующие условия:
Условие А. г неотрицательное целое число, на отрезке [— 1, 1 ]/(г)(х) и f \ r) (х) 

(1 =  0, 1, ..., т — 2) существуют, непрерывны и удовлетворяют условию Лип
шица с показателем а (О S а ё  1), функции ht(x, t) (/ =  0 , 1, ..., ni) при — 1 S x S 1, 
- 1  ä  t s  1 имеют непрерывные частные производные по аргументу х: до
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порядка г включительно, причем r-тые производные удовлетворяют условию 
Липшица с показателем а равномерно относительно аргумента t.

Условие В. —l S / 1 < í 2 < . . . < í nS l ,  числа ai jk  и суммируемые на отрезке 
[ —1, 1] функции bij(x) таковы, что среди решений дифференциального урав
нения у {т)(х) = 0  лишь тривиальное удовлетворяет условиям (2).

Условие С. А не является собственным значением однородного уравнения 
L{y,x) = 0 при условиях (2).

В [2] доказано, что если выполняются условия А—С, г ё  1, ß положительное 
число, на [—1, 1] имеет место неравенство \fm- 2{x ) \^ ß i\ — х 2 и в качестве 
точек Xj взяты узлы Чебышева

(4) Xj = cos 2J Ĵ  ' ~  O' =  0 , 1, ..., rí)

или узлы Гаусса (т. е. корни многочлена Лежандра степени п +1), причем в 
случае г =  1 и узлов Гаусса « >  А, то система линейных уравнений (3) одноз
начно разрешима при всех достаточно больших п и полученные методом 
подобластей приближенные решения у„(х) равномерно сходятся вместе со 
своими производными до порядка т — 1 включительно к точному решению 
у(х) задачи (1)—(2) и к его соответствующим производным со скоростью

(5) max b (i)0 ) - r® (x ) | =  О — 1
в случае узлов Чебышева, и

_™ х , | / ‘->(А)-у<г,(*)| =  0 ( ^ , 5.) (г =  0 , 1, 1)

в случае узлов Гаусса. Кроме того

шах ^1 —х 2 | j (m)(x)— ylm)(x)\ = О

в случае узлов Чебышева и

шах 1—х 2 \у(т>(х)— у (пт>(х)\ = О

в случае узлов Гаусса.
В статье [3], заменив узлы Чебышева на точки

(6) X j  =  cosJ— ( j  =  0 ,1 ,. . . ,и),п
было показано, что условия теоремы И. П етерсена, являющейся следствием 
результата Э. Б. К арпиловской, могут быть ослаблены, а оценка порядка 
сходимости может быть улучшена. Оказывается, что также обстоит дело с 
выше цитированным результатом Э. Б. Карпиловской, так как имеет 
место следующая

и г +  а — 1 , 5

In п
„г + сс- 1 (г = 0 , 1, . . . ,т — 1)
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Теорема. Если выполняются условия А—С, ос=-0 при г = 0 и в качестве 
точек Xj взяты узлы (6), то система линейных уравнений (3) однозначно раз
решима при всех достаточно больших п и полученные методом подобластей 
приближенные решения у„(х) равномерно сходятся вместе со своими производ
ными до порядка т включительно к решению у(х) задачи (1)—(2) и его соот
ветствующим производным со скоростью

(7) _ ш * 1№ ) - л ® ( * ) |  =  О 0  =  0,1, ...,т).

Д оказательство  теоремы. Ввиду условия В, для дифференциального 
уравнения у'(т)(х)= 0 при условиях (2) существует функция Грина g(x, t). 
В работе [4] она была представлена в виде

(8)

где
g(x, t) =

1
(т — 1)! ( x - i )

e(s) -

т — 1 I

n’- , e ( x - í ) +  Z  —
p = о P -

1, если 5 ^ 0 ,
0 , если s -< 0 ,

(x+ l)pep(t),

а функции ep(t) кусочно-непрерывны на отрезке [ — 1, 1].
Ввиду условия С задача (1)—(2) имеет решение у(х) для любой непрерыв

ной функции fix). Пусть
(9) г(х )= у(п,)(х).
Тогда

1

(10) у(х) =  f  g(x, t)z(t)dt.
- 1

Подставив (9) и (10) в уравнение (1), запишем его в виде

или

(П)

где

( 12)

1 1

Z(* )-;. | ^ / ; М  J  () ^  z(t)dt +  J  hm(x, t)z(t)dt-
- 1  - 1  

1 1

+ J  ’Z  h fx ,s )  J  d *(0 * * ]  = /(*)
- 1  - 1  

1

z(x) — X J k(x,t)z(t)d t = f(x),

d‘g(s, t)
k(x, t) = Z  fi ix )  a 'g£ ’f) +hm{x,t)+ f ”Z  h f  x,*) " W  ds.

i = 0 dx' ds*
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Так как интегральное уравнение Фредгольма второго рода (11) имеет 
решение для любой непрерывной функции /(х), то X не является собственным 
значением уравнения (11). Из (8), (12) и условия А следует, что ядро к(х, i) 
по переменному х удовлетворяет условию Липшица с показателем ос, если 
г = 0, и показателем 1, если г s i ,  равномерно относительно аргумента t. Ввиду 
(1) и условия А функция,

k(x, t)z(t)dt =  2 / ( х)У<0(х) + J 2 h , ( x ,  t)/»{t)dt
i — 0 i = 0

имеет r-тую производную, удовлетворяющую условию Липшица с показателем ос.
Уравнение (11) можно решать методом подобластей: приближенное реше

ние ищется в виде многочлена z„(x) степени не выше п — 1, удовлетворяющего 
условиям

(13) f  I z„ (х) — X J  k (x ,t) z„ (/) dt —Дх)1 dx = О (У =  1, 2 , .. ..  и).
JCj-l - 1

В работе [3] было доказано, что если выполняются только что подчеркнутые 
условия, а > 0  при г =  0 и имеет место (6 ), то система линейных уравнений (13) 
однозначно разрешима при всех достаточно больших п и полученные методом 
подобластей приближенные решения zn(x) равномерно сходятся к решению 
z(x) уравнения (11) со скоростью

, | 4 > _ n i a x z ( t ) - í . ( A ) : =

/

Для достаточно больших п положим

1
(15) у„(х) =  f  g(x, t)z„(t)dt.

-  1
Если

a ( x )  =  2i= 1
то очевидно

п
Уп(х) =  2  CiPiix).

i= 1
Из (15) получаем:
(16) y ,2 ( x )  = zn(x).

Ввиду (12), (13), (15) и (16), имеет место (3), т. е. у„(х) есть полученное методом 
подобластей приближенное решение задачи (1)—(2). Таким образом, решение 
этой задачи существует при всех достаточно больших п.

Если п достаточно велико, то уравнения (3) разрешимы при любых непре
рывных функциях/(х) и, следовательно, при любых свободных членах. Поэтому 
их решение единственно, т. е. задача (1)—(2 ) имеет лишь одно решение.
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Если i~ m , то оценки (7) совпадают с оценками (14). Из (10), (15) и (14) 
следует (7) при / = 0, 1, — 1. Ввиду (7), полученные методом подобластей
приближенные решения уп(х) вместе со своими производными до порядка т 
включительно равномерно сходятся к решению у(х) задачи (1)—(2) и его 
соответствующим производным.

(Поступила 2. 2. 1966.)
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ON THE NUMBER OF CIRCLES DETERMINED BY
n POINTS

By

P. D. T. A. ELLIOTT (Nottingham, England)
{Presented by P. Erdős)

Let S be a set of n points in, for example, the real projective plane, and not 
all lying on a straight line. Then it was conjectured by Sylvester in 1893, and proved 
by G allat in 1933, that S determines at least one line containing exactly two points. 
At that time much interest in such questions was aroused by E r d ő s , and others, 
and many further proofs were given. Various extensions of the basic result were 
conjectured, principally by E r d ő s, and later proved. In particular it was shown 
that in the above circumstances S determined at least n distinct lines, and later, 
that if no n — 1 points of S  lay on the same line and n was sufficiently large, then 
S determined at least 2n — 4 straight lines, and so on.

Further, it was suggested that if the points of S did not lie all on a circle or a 
line then for some suitable constant c > 0 , 5 determines at least cn2 distinct circles. 
In the following note we prove this amongst similar and connected results. Much 
use is made of ideas and results in the paper of L. M. K elly and W. O. J. M oser [1], 
and so we now summarise them here. Their paper also contains an extensive biblio
graphy.

Let us call a line determined by S which contains exactly two points an ordinary 
line, as in [1]. Then K elly and M oser showed that to each point P, of S' one could 
attach a positive integer 7, called the index, and that the number m of ordinary lines 
satisfied

(1) 6 2  Iti= 1
unless S determined only one line. Furthermore they showed that either P ; lay 
on exactly two ordinary lines or that 7; s 3  (their Theorem 3. 3). From this and (1) 
we deduce as they did that
(2) m s3n/7.

It has been conjectured that if n >7 then m ё я /2. If true this would be best possible 
as Professor E rdős informs me that T h . M o t z k in  has an example of a set contain
ing 2n points but determining only n ordinary lines.

Let ti denote the number of connecting lines determined by S which contain 
exactly i points of S, and let

t = 2 u -i = 2
Let denote the number of points of S  which are incident with exactly i connecting
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lines. All these definitions are for i = 2, ..., n. Then counting the points covered 
by lines counted in for i — 2, ..., n we obtain their result (4. 61), namely

(3) 2 ui = 2 ilh ■
i - 2 i = 2

The most important result that they prove in the section of their paper under con
sideration is that
(4) tn = t2 =  3 +  i4 +  2is +  3t6 + ... 
and hence that

(5) 3 i - 3  S  2  t»i-
i=  2

From this they deduced the following
Lemma 1. I f  at most n —k points o f S  are collinear and

2ns=3(3k-2)2 + 3 k - \
then

t ^ k n  — \(k  — \)(3k + 2).

In the case k = 2 we see that t 2n — 4 if n >27, and for such values of n this result 
is easily seen to be best possible. By modifying their proof in individual cases they 
could show that if l ^ n S 9 ,  t ^ 2 n  — 5, and if n = 10 then t &2и — 4. They conjectured 
that this final inequality held if 10 < ж  27. We shall prove this as Theorem 3.

Theorem 1. Let S be a set o f n points in the Euclidean plane not all on a circle 
or a straight line. Then if  n >  3, S determines at least 2n(n —1)/63 circles containing 
exactly three points.

Theorem 2.

at least
Under the hypotheses o f Theorem 1 with n >393 S determines 

distinct circles.

For convenience we prove these together. The second theorem, conjectured 
by Erdős, is clearly best possible for the range of n given. It would be interesting 
to reduce the bound on n here. However it was pointed out by Segre that by project
ing a cube onto a plane in an obvious way we can see that the result is false for 
n = 8. The status of Theorem 1 is not so clear. In view of Motzkin’s example 
mentioned earlier, it will turn out that the constant 2/63 could at most be improved 
to 1/18 using the proof given. However, it is entirely conceivable that the result 
of Theorem 1 holds with an estimate cn2 where c is much larger than 2/63 or even 
1/18. Possibly the correct bound is n2/6 + O(n). The proof of the first of these theorems 
is founded upon the following lemma.

Lemma 2. Let P ; be any point of a set S satisfying the hypotheses of Theorem 1. 
Then S determines at least

2{n —1)/21

circles containing exactly three points Pj, one o f which is Pt.
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P ro o f . In what follows we use A to denote the inverse of a set A. Inverting 
the system with respect to Pt we see that S  ~  Pt becomes a set of n — 1 points not 
lying on a straight line. The desired will follow if we can show S ~ P t generates 
at least 2(и —1)/21 ordinary lines not meeting Pt.

There are two cases.
Case 1. Suppose that P{ lies on at most (n — l)/3 of the ordinary lines generated 

by S ~ P t . Then since by (2) the number of these is at least 3(« —1)/7 the result 
is immediate.

Case 2. If P, does not satisfy the requirement of case one then by counting 
the points of S ~ P t on lines through P ; it is clear that Pi cannot lie on more than 
(и —l)/3 of the ordinary lines determined by S' ~ P ; U P ;. Since by (2) the number 
of such ordinary lines also exceeds 3 (n — l)/7 the proof of the lemma is completed.

P roof of T heorem  1. The proof is immediate from applying Lemma 2 with 
f = l ,  ..., n and noting that each circle is counted in this manner at most three times.

P roof of T heorem  2. We see from (4) that 
(6) + 2 12 = 3 + Т U + t4 + 2ts + ... =  3 + 1.

We now reconsider the argument of Theorem 1. Let P f be a particular point 
of S  and let the maximum number of points of S which lie on a circle or line be 
n — r. Then S  ~  P; has at most n — r — 1 points lying on any connecting line. Hence 
applying Lemma 1 to 5 ~ P ; and using (6) we see that providing k ^ r + l  and

(7) 2(и — 1)^3 (ЗЛг — 2) 2 + 3/c — 1
£ ~ Р г determines at least

* { 3 + * ( » i - l ) - i ( * - l ) ( 3 *  +  2)}

distinct lines each containing at most three points. Moreover the number of these 
passing through Pt certainly cannot exceed (n —1)/2. Those of our lines which do not 
contain Pi now invert into circles generated by S and on which lie Pt and at most 
three other points each. It is therefore clear that if we carry out this process for 
i=  1, ..., n we obtain as a lower bound for the number of circles generated by S

- |{ з  + (А:— 1)(„—1) —! ( * :—l)(3fc +  2 )J,

since any given circle of our construction is counted no more than four times. Using 
к =  6 with n = 394 we see that (7) is satisfied, and the theorem therefore holds for 
those S  with r >  5.

Thus we may assume that 1S  r ^  5. We treat these cases by an ad hoc argument. 
Suppose for example we can find a circle Г containing n — r points with 2 S r ^ 5. 

Let , Q2 be points of S not on Г.
Counting circles determined by the points Qt and pairs of points of S’ on Г we 

see that generates at least

(9) - \ { n - r )
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circles. For, each point Qt gives rise to circles in this manner, and any
circle is counted twice only if it contains four or more points including Qx, Q2. 
Inverting the system of such exceptional circles with respect to Qi we obtain a system 
of lines, each containing at least three points, one of which is Q2. Clearly, the number 
of such lines, and therefore the number of circles counted twice, cannot exceed
(n — r)l2. For 2 S r S 5  and n &394 the above estimate (9) easily exceeds
A similar proof suffices if Г is replaced by a line.

We are thus left with the two cases when n — 1 points of S lie on a circle, or on
a line. The number of circles determined by S' is then ^  ̂j +  1 and  ̂1 j , res
pectively, the last case being the extremal. This completes the proof of Theorem 2.

It is clear that if at most n — к  points of S  lie on a circle, or a line, the number 
of circles determined by S  exceeds clkn2, provided only that k 2 <  c2n. It is natural 
to ask whether the condition к >c3n guarantees that S  generates at least c4n3 circles. 
There is an analogous question for the number of lines determined by S. Indeed both 
results would follow from the following conjecture of E r d ő s .

C o njecture . There exists a constant c > 0 ,  independent o f n, к so that if there 
are given n points in the plane, no n —к o f them on a straight line, then the points deter
mine more than ckn lines.

Here, as always, we use c, c1, c 2 , ... to denote positive constants. In connection 
with these problems the following result is perhaps of interest.

Let S, T be two sets o f points, not all the points o f S lying on a line. Let S denote 
the cardinality of S, and T that o f T, and further let S* > c s T  > c 6. Then S  generates 
at least S — T lines not meeting T.

The number of lines here is best possible, but it would be interesting to know 
if the condition on T  could be eased to Г <  S. We only sketch a proof. Let the 
maximum number of points of S o n a  straight line be S —k, with 2 f  -^k-^c1Si . 
Then by Lemma 1, S  generates at least kS — csk 2 lines, of which at most S ■ T «= \k S  
meet T. If c6 is sufficiently large, but fixed, the desired result is immediate. We may 
therefore suppose that к  ̂  2 T .

Let 2 ^ к ш 2 Т  hold. Then we can find S —k collinear points in S, and two 
further points Px, P2 not on the line they determine. Consider the lines determined 
by points on our line and P1 say. There are S —k  of these, and at most Г meet T. 
Hence considering lines through Px and P2 in turn we see that if c6 is suitably 
large the number of lines determined by S which are of the desired type is at least

2(S — k — T) s  2(S — 3T) >  S - T .
Finally, if к =  1 we have the extremal case, and the result is clear.

The case T = 1 is interesting for the following application.
Let S be a set o f n points not all lying on a circle or a straight line. Let P be any 

point o f S. Then S determines at least n —2 distinct circles containing P.
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This result follows easily on inverting with respect to P, and it is in a certain 
sense best possible. Since we need the result on which it is founded later on, we give 
a short inductive proof of

Lemma 3. Let S be a set of n > 2  points not all on a line. Let P be a point not 
in S. Then S determines at least и — 1 distinct lines not meeting P.

Proof. The proposition is trivial if и = 3. Suppose that it holds for all sets 
of n — 1 points. If now S' is a set of n points we can find, as in Lemma 2, an ordinary 
line determined by points ß i , Q2 of S', and not meeting P. Clearly not both of S' ~  Qy 
and S' ~ ß 2 can lie on a straight line. Suppose, for example, that S' ^ Q ,  is not 
contained in a line. Then we may apply the inductive hypothesis to it and obtain 
at least n — 2 lines which are distinct from our ordinary line. Similarly with S' ~ Q 2 
in the alternative case. This completes the proof.

With simple changes the same proof shows that if h^ 4, then we can replace 
n — 1 by n unless S contains n — 1 points on a line.

Theorem 3. Let S be a set of n points, no n — \ o f which lie on a straight line. 
Then S determines at least 2n— 4 distinct lines if n ё  10.

For the proof we need two lemmas.
Lemma 4. Let S determine a line containing exactly n — r points o f S. Then S deter

mines at least
r(n — r )—%r(r — 1) +  1

distinct lines.
Proof. This is Lemma 4. 1 of [1].
We define a ö-configuration to be two ordinary lines with a point of S' in 

common. We then need the following
Lemma 5. I f  S = n >  10, and not all the points o f S lie on a straight line, then 

either S determines a ö-configuration, or t S 2 n  — 4.

Proof. If for S t2 >л/2, it is clear that S must determine a ^-configuration. 
Hence we may assume that 212 ̂  n. Recalling that any point Pt not lying on two 
ordinary lines has index f  ^  3, we see that if S does not generate a ^-configuration 
we must have, by (1), that 212 = n. Hence 212 = n, and every point may be assumed 
to lie on precisely one ordinary line from now on. Moreover we need only consider 
cases when n is even. We proceed much as Kelly and Moser did in their proof 
of our Lemma 1 so we only sketch the details which differ.

Case 1.

Then by (5) 

so that

Case 2.

Z  S  2 .
i=  1

3/ ^ 3 + 4  + 6(«-2) 

t üé2a2- 1.

5

2 4  s  3.
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Thus we can find three points Px, P2, P3 each incident on at most 5 connecting 
lines, one of which is an ordinary line. Since we may assume that S' does not generate 
a ^-configuration, at least two of the lines PtPj i +j  cannot be ordinary. Suppose 
P\P2 is not ordinary. Then all points of S not on the line Pl P2 must lie on the 
intersections of connecting lines joined to P t or P2, and we see that the number 
of points of S  on P x P2 is at least я — 11.

Let / be the set of points of S  on the line determined by P, and P2.
Suppose first that я £  20 holds. If now 7 ̂  n —10, we maintain that each point 

P  of /, is incident on at least 4 lines determined by S, besides /. For, any line meeting 
P  cannot contain more than 4 further points of S, as this would imply that either 
P j or P2 was incident on 6 or more lines, contrary to assumption. Thus the number 
of lines meeting P besides / and one ordinary one, is at least

Un- 7 — 1)  > 2.

It follows from this result that the points of /, between them, lie on at least

1 + 4 / g  1 +  4(я — 1 l)=-2n —4
lines determined by S.

If, on the contrary, 7 >  я — 10, then Lemma 4 shows immediately that the result 
stated in the present lemma is correct.

The case я =  18 can be dealt with on similar lines. The number of lines determined 
by S  is always at least 2n — 4, save possibly if 7 = я — 11. In such a case, the 7 points 
of / are incident on at least 5 lines, whilst the 11 points of S ~  / are incident on at 
least 7 lines. Applying the inequality (5) we see that

3 (5  3 + 2 4  3 + 11-7 +  7-5.
i =  2

From this, the desired result t ^ 2 n  — 4 follows.
The case я =  16 needs also only minor alterations. If / & я - 9 ,  we can apply 

Lemma 4 to obtain a sufficiently good lower bound for t. Thus we need only consider 
the possibilities 7 = 6  and 7 = 5. If 7 =  6 , we can apply the inequality (5) once again, 
to show that

3t =£3 + 10-6 +  6.5 = 93 >3(2я -4) .

A similar application to the case 7=5, shows that 3t ё З  + 5я = 83. Thus i>27, 
as desired.

We are left to consider the cases я =  12, 14. We do not carry out the details 
as they are simpler. Corresponding to the proposition in Case 1 we take the respective

4  4

propositions 2  vi — and 2  Vi = 0.
i= 1 i — 1

This completes the proof of the lemma.
P roof of T heorem  3. The proof is by induction on all sets S' of desired type 

with S = n ,  and we know from the work of K elly and M oser that the proposition 
stated in the enunciation of the theorem holds if я =10. Assume therefore that we 
have proved the result for sets of cardinality up to я —1. If now S =n Lemma 4
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shows that either t s2 /i — 4 holds for S, or that S determines a ^-configuration 
with common point P say. If no n —2 points of S  lie on a line we apply our inductive 
hypothesis to S ~ P  in the latter case. Then S ~ P  generates at least 2(n — 1)— 4 
lines not in our ^-configuration, and our proposition is proved. We are thus left 
with the situation when S  determines a line containing exactly n — 2 of its points. 
For such a set the desired result is obvious. This completes the proof of Theorem 3.

We have shown that if n > 1  is odd, then S determines a ^-configuration 
unless all of its points lie on a straight line. The true condition here is probably 
n ^ 6 ,  and it is desirable to have a proof of this. Indeed more has been conjectured 
by E r d ő s , who suggests that save for certain trivial cases S  determines a triangle, 
all of whose sides are ordinary lines.

Finally we consider the following problem, often set in books of children’s 
puzzles.

Theorem 4. Let S be a set of n ^  3 points, not all on a line. Then S determines 
at least | /! ^ *) distinct triangles.

It is clear that this result follows from Theorem 1 if и is sufficiently large, but 
we give here a proof depending only upon Lemmas 1 and 3, and which works for 
all и >  2. In an obvious sense this result is best possible.

P roof. If n — 1 points of S  lie on a straight line the result is evident. Assume 
therefore that this is not the case. Let P be a point of S and let n S  7 hold.

Case 1. The number of connecting lines incident with P exceeds n/2. Then forming 
triangles from points on these lines and P, we see that the number of triangles 
generated by S, and containing P, exceeds

n
2 -4 .

Indeed, if P lies on r connecting lines we still have the second of these inequalities
fi fi

provided only that r S  — — 1. For if r < — then at least one of the connecting lines
contains two or more points besides P.

Case 2. The number of connecting lines incident with P does not exceed (n — 2)/2. 
Then applying Theorem 3 (we recall the note immediately before statement of 
Theorem 1), we see that the number of lines determined by S  and not meeting P 
is at least

Forming triangles with pairs of points on these lines and P we see that P always 
lies on at least (Зи —8)/2 distinct triangles generated by S. Doing this for each 
point P of S we see, since each triangle is counted at most three times, that S' deter
mines at least

n
I

n — 1 
2
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distinct triangles. We are thus left with the cases 2 < n ^6 . From the footnote to 
Lemma 3 we see that any point P of S is the vertex of at least n — 1 distinct triangles, 
unless exactly n — 2 points of S  lie on a line. Thus the number of triangles generated 
by S is at least

If, on the other hand, S does contain n — 2 points on one line, and so, precisely n —2 
points on a line, the result is almost self evident. Indeed, if n > 3 it is easily checked 
that the inequality of the theorem is sharp.

I should like to thank Professor E rdős for informing me of the examples of 
M otzkin  and S e g r e , and Dr. B o llo bás for pointing out an improvement of detail 
in Theorem 2.

(Received 8 February 1966)
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EXAMPLES OF GENERALIZED SHEFFER 
FUNCTIONS

By

A. ABIAN and S. LaMACCHIA (Columbus, Ohio, USA) 
(Presented by  P. T úrán)

In what follows we represent by a natural number n the «-element set 
{0, 1, ...,«  —1} and by nk the к-fold cartesian product of n for k — 1, 2, 3, ... .

By an n-Sheffer function sn(x, у) we mean a function from n2 into n such that 
every function from nk into n is obtained by means of superpositions of sn(x, y) 
where none of constants 0,1, ...,« — 1 appears in any superposition. Thus, for 
«-valued logic sn(x, y) can serve as a primitive binary connective in the same sense 
that the usual Sheffer Stroke is a primitive binary connective for 2-valued logic.

It is known [1] that for « a  3  there are many permutations on the set {0,1 ..., и — 1} 
each of which together with the cyclic permutation

(1) S = (0, 1, . . . , « - l )
generate the symmetric group Sn. We denote such a permutation by gn(x) and we 
call g„(x) an S-cogenerating permutation.

Below all arithmetic operations are performed mod « and the result is reduced 
to be SO and Шп — 1.

Theorem 1. For every « S 3  and every S-cogenerating permutation g„(x) each 
of the n — 1 functions p™(x, y) from n2 onto n is an n-Sheffer function where O ^ m ^ n  --2 
and
(2) Pn(x, x  + k) = x  + k -1-1, O ^ k ^ m
(3) p™ (x,x  + m + \) = g„(x) 
and otherwise
(4) P f(x,y) = 0.

Proof. Consider the superposition p'f(x, x) of p',','(x, y). In view of (2) we have
(5) Pn{x,x) =  x+  1.

Thus, as (5) shows, under each p’,"(x, x) the set {0, 1, . . . ,« —1} is transformed 
onto itself in the same way that it is transformed by the permutation S  given in (1). 
We denote this by
(6) pZ(x, x) = S.

Next, consider the superposition T™(x, x) of p"‘(x, y) given by
(7) T'"(x, x) = p“ \x, ...,p™ (x, p’’’(x, p™(x, x))),...).

pH iterated (m + 2) times
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But then, clearly, in view of (2) and (3) we obtain from (6)
(8) T”'{x, x)= gn(x).

Hence, as (8) shows under each superposition T'"(x, x) of p',"(x, y) given by (7), 
the set {0 , 1, ..., и — 1 } is transformed onto itself in the same way that it is transformed 
by the S-cogenerating permutation g„(x).

Thus, each p™(x, у) as given by (2), (3) and (4) is a binary function from n2 
onto « whose superpositions as (6) and (8) show generate the symmetric group S„. 
However, these conditions, according to [2] are sufficient to ensure that each 
Pn(x, y)  is an n-Sheffer function, as desired.

Theorem 2. For every п ё З  and every S-cogenerating permutation gn(x) each 
of the n — 1 functions q”(x, y) from n2 onto n is an n-Shejfer function where O Sm S 
S n —2 and
(2 ') q™(x+k, x) — x + k + 1,
(3') q”(x + m + \,x )  =  g„(x)
and otherwise

q'n(x -> y) =  0 .

Proof. Precisely as the proof of Theorem 1 except for (7) which must be 
replaced by

T™(x, x) = < ( . . .  д™{д™(дп (x, x), x), x) , ..., x). 
fH iterated (от+  2) times

Theorem 3. For every n ^  3 and every S-cogenerating permutation there are 
at least

n-Sheffer functions.

1)_ 1
«" — 1

Proof. Let us observe that in the proof of Theorem 1 no essential use was 
made of (4). On the other hand, (2) and (3) fix the values of each pf(x, y) only at 
n2 — n(n —m — 2) ordered pairs (x, y). Thus, for every m with 0 ^ m ^ n —2 there 
are rinin- m~2) functions from и2 onto n each of which satisfy (2) and (3) and each 
of which is an n-Sheffer function. Consequently, Theorem 1 yields the existence 
(and explicit expressions) of

nn(n- 1) _  1
«"("-2)+  «"("—3 ) 4 - . . .  - f  1 = ------------, -

п п — 1
«-Sheffer functions. Similarly, Theorem 2 yields the same number of n-Sheffer 
functions. However, as (2), (3) and (2'), (3') show each n-Sheffer function yielded 
by Theorem 1 is different from that yielded by Theorem 2. Thus the theorem is 
proved.

(Received 21 February 1966)
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Introduction

Let L x, be the subgraphs of a graph G. They are called independent,
if no two of them have common vertices. Consider certain subgraphs and certain 
vertices of G. The vertices are said to form a representing set for the considered 
subgraphs if each of the considered subgraphs contains at least one of the considered 
vertices. If it is unambiguous, which subgraphs are repiesented, it will be said shortly: 
the considered vertices form a representing set.

D ir a c  and G allai posed the following problem:
Consider those graphs, which do not have к +1 independent circuits. If there 

is an integer r, such that each considered graph contains a representing set for its 
circuits consisting of less than r points, denote by r(k) the smallest of these integers. 
If there exists no integer with such a property, let r(k) = °°. Now, the problem is 
the following: Whether r(k) <  °° or not, and if it is, what is the order of its magnitude? 

P. Erdős and L. Pósa proved the following [1]:
Theorem 1. There are absolute constants c, and c2 such that 

ci к log к - r(k) <  c2k log k.
This theorem will be proved by a new method.

Erdős and Pósa, proving the lower bound in Theorem 1, proved only the 
existence of a graph, which does not contain к + 1  independent circuits, and 
in which there is no representing set (for the circuits) of less than с ,к log к  vertices. 
In our proof an explicit graph will be given which does not have k + 1 independent 
circuits, but each representing set of which consists of at least (i +o(\))k  log к 
vertices.

On the other hand, Erdős and Pósa, proving the upper bound in Theorem 1, 
used two theorems, one of which is due to Gallai [2] and seems to be a rather 
difficult theorem. This side of the inequality will be proved by a rather simple and 
elementary argument. However this is not only a simple proof of Theorem 1, 
but a method, which is also applicable with some modification in some other cases. 
To show this a theorem, analogous to Theorem 1 will be proved by this method.

Further I prove a generalization of Theorem 1, and in a special case of 
Theorem 1 I give a better upper bound than in the general case. (The constants 
in the general case are much better, than the constants of Erdős and Pósa.)

It is an interesting result of this paper that the graph, which attains the lower
bound in Theorem 1, has n = 2l+1-l vertices each of which has valence 3, and the

,2,

shortest circuit is longer than 21 = 2 log n — 0 (log log n).
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To understand, why this graph is interesting, we must know that Erdős proved 
in [3]: If G is a graph of n vertices, each vertex of which is of valence S3, then G

g,
contains a circuit shorter, than 2 log n. On the other hand Erdős proved the existence 
o f a graph of n vertices, each of which is of valence S к , in which the circuits are 
longer than c log n (where c is a constant depending only on k). Our graph will be 
an example (moreover, an almost best possible example) of such a graph if к — 3.

Finally our graph will also prove the lower bound in the mentioned theorem, 
which is very similar to Theorem 1.

D e f in it io n ,  f u n d a m e n ta l  n o tio n s

We consider non-oriented graphs allowing loops and multiple edges:
A graph consists of two sets. The elements of the first set are called the vertices, 

or the points, the elements of the second set are called the edges of the graph, and 
two (not necessary different) vertices of the graph belong to each edge: these vertices 
are called the endpoints of the edge. An edge is called a loop, if its endpoints are 
not distinct. A set of edges form a multiple edge, if each of them has the same end
points.

The graphs will be denoted by G, H, К, T, ..., the vertices by a, b, c, ..., and 
the edges by a, ß, у, ..., or by (a, b), (a, a).

If a subset of the vertices and a subset of the edges of a graph G form a graph 
G x, we say, G is a subgraph of G. The necessary and sufficient condition for this is, 
that if an edge occurs in the considered subset of edges, then its endpoints must 
be contained in the considered subset of vertices. G x is a spanned subgraph of G 
if it can be obtained by omitting certain vertices and those edges from G, at least 
one endpoint of which is among the omitted vertices.

Suppose at , ..., an (n s2 )  are vertices and a , , the edges of G, where
the endpoints of the edge a; are a, and ai+1. The cr/s are not necessarily distinct 
vertices and the a /s  are not necessarily distinct edges, but а(^ а ;+1. The subgraph 
of G determined by them is called a line, and if its vertices are all different, it is called 
a path. al ,an are called its endpoints. If a ,, . .. ,a „ _ 1 are all distinct, but an = a1, 
the line is called a circuit. The length of a line is the number of its edges, here for 
e.g. n — 1. Thus a loop is a circuit of length 1.

The valence of a vertex is the number of those edges, at least one endpoint 
of which is the vertex, counted the loops twice. A vertex of valence S3 is called 
a branchpoint.

In our problems (and generally, in the problems of topological type) the vertices 
of valence 2 have no importance. Because of these the following definitions are 
useful:

A path (ax, ..., am) is called a topological edge if a2, ..., am- i  are of valence 2, 
but д , , am are not. If  (alt ..., as) is a line, for which al ^ а 5 or aY =as but which 
contains at least two branchpoints, it is the union of topological edges, every two 
of which have no common vertices except their endpoints. The topological length 
of such a line is the number of its topological edges. If ax =as and (alt ..., as) has 
only one branchpoint, it will be called a line of topological length 1 ; if (a1, ..., a,) 
has no branchpoint, it will be called a line of topological length 0. (In the first
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case, i. e., if the line contains just one branchpoint, it is also a topological edge.) 
Generally the topological length will be used, and the previous notion will be used 
only in those cases, when all the vertices of G are branchpoints. In this case the 
length and the topological length are equal.

To abbreviate the word “ topological”, instead of topological edges or topolo
gical length only t-edge or t-length will be written.

A graph is connected if each pair of its vertices can be joined by a path. If a 
graph is not connected, it is the union of distinct maximal connected subgraphs,

n
called its components. (J Gt denotes a graph, which consists of n independent

l
subgraphs, the ith of which is G;.

A graph is finite if the sets of its vertices and edges are finite. For the sake 
of simplicity we always consider finite graphs but all the results of the paper, except 
those, in which the number of the vertices of the graph is explicitly stated, are also 
true for infinite graphs.

A graph having no circuits is called a forest, a connected forest is called a tree. 
A forest has less edges, than vertices, or in other words, if a graph has at least as 
many edges, as vertices, it contains a circuit.

A  g r a p h  h a v in g  o n ly  b r a n c h p o in ts  a n d  w ith o u t s h o r t  c irc u its

Here we shall deal with a problem, which is connected with Theorem 1, as will 
be seen later. The problem is the following:

What can be said about the length of the shortest circuit of a graph of n vertices, 
if all the vertices are branchpoints? Or:

What can be said about the shortest t-length of the circuits of a graph G, if G 
has n branchpoints, and the other vertices are of valence 2 ?

(The equivalence of these problems is easily seen.)
Erdős proved [3] that the t-length of the topologically shortest circuit of such

A slight sharpening of this result is

Lemma 1. I f  G is a graph of n £ 2  vertices, each vertex o f which is o f valence 
Ш2, and p is a fixed branchpoint o f G, then G contains a circuit C, the sum o f whose 
t-length and t-distance from p is S. 2 [log n],

(If Gl , G2 are the subgraphs of a graph G, their distance (or their t-distance) 
is the length (or t-length) of the shortest (or topologically shortest) path joining them.)

The proof of this lemma is essentially the same as in [3]. However it will be 
proved here, as it is a fairly simple, but very important result for this paper.

Proof. The proof is indirect. Suppose, G is a graph satisfying the conditions 
of our lemma, and p is a branchpoint of G such that there is no circuit in G whose 
sum of its t-length and t-distance from p is S  2 [log n].

a) First consider those points, which can be joined to p by a path of t-length 
ä  [log n]. If there is a vertex among these, which can be joined to p by two different 
paths of t-length S  [log и], then there are two arcs of these paths having in common
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their endpoints, but no other vertices, and they form a circuit, for which the sum 
of its t-length, and t-distance from p is s=2[log и]. This is a contradiction.

b) Suppose, all the branchpoints considered by us can be joined to p by 
one and only one path of t-length ^  [log и].

Let L  be a path of G of t-length i (i <  [log «]) one endpoint of which is p. Denote 
by q the other endpoint of L. We prove that L is contained in at least two different 
paths, one endpoint of which is p, and the t-length of which is i +1. As q is a branch
point, either there is a circuit having the only branchpoint q, or there are three 
branchpoints of G: a, b, c, which are connected to q by t-edges. In the first case the 
sum of the t-length and the t-distance of our circuit from p is ^  [log n] —- this is a 
contradiction. In the second case we must prove that at most one of the vertices 
a, b, c can be contained in L. This means, we can continue L at least in two ways 
by adding to it one of the t-edges (a, q), (b, q), (c, q) whose first endpoint is not 
contained in L. Indirectly, suppose, a, b, are points of L. (Here we did not suppose 
that a, b, c were different.) Thus q is joined to p by two different paths of t-length 
/ + 1  — this is also a contradiction.

So we may suppose, an arbitrary path of t-length /<[logn] is contained in at 
least two paths of t-length / +  1 (where one endpoint of the paths is p), further, all 
the considered branchpoints of G are connected with p by just one path of t-length 
S[log«]. Thus the number of the considered branchpoints is more than

3 + 3*2 + ... +  3*2[log "1-1 = 3*2[log "i- З ё я  if n S2

and this contradiction proves the lemma.
Lemma 1 is asymptotically exact. We have mentioned that E r d ő s proved the 

existence of a graph of n vertices, all the vertices of which are of valence sAr, but 
the shortest circuit of which is longer, than ck log n, where ck is a constant depending 
only on k. Now for n — 21-21 we give a graph, which has n vertices of valence 3, 
and the shortest circuit of which is of length 2/ + 1. As

21 + 1 = 2  log n — 2  log / —1 = 2  log n — 2 log log n + 0 (1)

our graph shows that Lemma 1 gives almost the best possible result, for some special 
n, in connection with the posed problem.

The construction of G (/)

Let l be a positive integer, n —l-2l+l. The vertices of our graph G(l) will be 
the numbers: 1, ..., n.

The edges of G(l) are of two type: “short” edges and “long” edges.
A) The “short” edges are: (1,2), (2, 3), ...,(« — 1, rí), (,n, 1). They form a 

circuit C in G(l). The length of an edge is defined as the length of the shorter arc 
of those two arcs of C which are determined by the endpoints of the edge (we use this 
concept only in connection with G(l)). Thus the length of the edge (x, у) is 
min (|x — y\, (x + n —y), (y + n —x)}. For e.g. the length of the “short” edges is 1.

b) The “long” edges:
First we divide the vertices of G(l) into / classes: C0, C1; ..., С,_( . Let x£ C s 

if and only if x = s (mod /).
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For a fixed s (s = 0, 1, / —1) we divide C by the vertices of form k-l-?.s+2
into 2i_s_1 paths.* The length of each of these paths is /• 2S+2. Now let x£C s 
be arbitrary. There is just one y£C s which is on the same path as x and whose 
distance from x on C is /• 2V+1 (i.e., for which the length of (x, y) is /-2S+1). We 
join x by a “long” edge to y. We do this for í  =  0, 1, ..., / —1 i.e. we join each 
vertex of C to just one other of its vertex.

(Describing G(/) by formulas, we can say, we join two vertices x, у  of G(l) 
if and only if

(i) x = y  (mod /) 
and if x s y  =  s(mod/), then

(Ü) Jx —y\ =  / • 2 S+1
and

\  x _ Z _  1
l / - 2 s+2J L/-2S+2J

Thus we get a graph, the most important properties of which are:
(1) Each vertex of G(l) is joined to two points by a “short” edge and to one 

point by a “long” edge.
(2) Each “long” edge of G(l) has length 2/, 4/, ..., 21-1 • l or 2'•/.
(3) If two “long” edges of G(I) have the same length, their endpoints are 

in the same class (i.e. they are congruent (mod /)).
We will now prove (using only these properties of (?(/)), that its circuits are 

longer than 2/ +  1.
Lemma 2. I f  x and у are two vertices o f G(l) and x — у  = s (mod 21) or x —y = 

= — s(mod 21) where 0 < s < /  and L is a path joining x and y, then L is longer than 
s; further if x= y  (mod /), and L is a path joining them, then either L is a “long” 
edge, or a path of length = /.

(We need only the case x = y (mod l), but it is easier to prove this stronger 
assertion.)

P r o o f . We build up our graph starting from the circuit C, adding the edges 
one by one, and prove the lemma by induction on the number of the “long” edges, 
added already to C. For C the lemma is trivial. Suppose, we have added some “long” 
edges to C, the assertion of the lemma is still true, and we want to add a new edge 
to the graph. Denote by Gl the graph, for which we know, the assertion of the 
lemma is true. Denote by a the “long” edge, which will be added to Gt , and by 
G2 the graph, which is then obtained. Let x and у  be two vertices of the circuit 
C, L a path joining them. If a is not contained in L, L is a path of G, too, so we 
can apply the lemma to it. Thus we may suppose, L contains a. Denote by a and b 
the endpoints of ce so that starting from x on L in the direction of y, a will be nearer 
to x than b. The length of L is the sum of the lengths of (x, a), a and (b, y), where 
possibly x = a or y — b, or x = a and y = b.

a) If x = a and y = b the lemma is trivially true: x= y(l) and they are joined 
by an edge.

* For s ~ l — 1 our “path” is not a path, but this is not important here.
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b) Suppose, x + a but y =  b. As a = b = у (21) and (a, x) is a path of Gx we can 
apply the lemma for (a, x). Clearly a and x can not be joined by a “long” edge, as a is 
a vertex of valence 3. Thus if x —y =  + s(2l), (a, x) and consequently L  are longer 
than s — 1. If x =>'(/), (a, x) is longer than / — 1 and thus L is longer than /.

c) Let x, a, b, у  be all different vertices. If x — a =  ± s t , y  — b =  + s 2 then 
x —y = ± s 2± s 2. The length of (a, x) is S j x the length of (b, y) is S s2. Thus 
the length of L is S.Sj + s2 +  1, which proves the lemma.

d) Finally, if x, y, a, b are different points, and x = a(l) or у =  b(l), as x and 
a or у  and b can not be joined by a “long” edge, the length of (x, a) or of (y, b) is 
S /, qu.e.d.

Now we prove, that G(l) has no circuits of length s 2 / - f l .
a) Suppose, Сх is a circuit of G(l). If it has two “long” edges of the same length, 

denote their vertices by x x, x 2 , y t , y2 in order of lying on C, : starting from x, 
in the first edge first we reach x 2 , then y , , and at last y 2. According to (3) x ,  =  y,  =  
=  x2= y2(l), thus the pathes ( x 2, y t), ( y 7, x x) are of length S / ,  Cx is longer than 
21+ 1.

b) If no two “long” edges of Cx have the same length, suppose, a x is the 
longer of them, and a2, ..., am are the other “long” edges of Cx. The sum of the 
lengths of ocj, ..., a„, and of the number of the “short” edges must be S  than the 
length of oq. If the length of ax is 2"•/ then the sum of the lengths of a2, ..., am is

^ l (2u~1 + 2"-2 + . . . + 2) = 2“- / - 2/
thus Cx must have at least 21 short edges, the length of it is ^21+  1.

c) If Cj has no “long” edges, its length is n. Thus we have proved, all the 
circuits of G(l) are longer than 2/ T 1.

A new proof of the theorem of Erdős and Pósa

Now we prove:
T heorem 1. Denote by r(k) the smallest integer (depending only on k), for 

which: I f  a graph G does not have к + 1 independent circuits, G contains a representing 
set for all its circuits consisting o f = r(k) vertices. Such an r(k) exists and

a) r(k) <  (4 +  o(\f)k log k.

b) r(k)> (f + o(\))k log At.

The proof o f the upper bound. Let G be a graph, not having k + 1 independent 
circuits. Consider all those subgraphs of G, which have only vertices of valence 
2 or 3 in the subgraph. (The valence of a vertex of a subgraph G, of G in the subgraph 
means the valence of it when we consider G, not as a subgraph of a graph, but as 
a graph.) Denote by H  a maximal subgraph of the considered subgraphs where 
the maximality of H  means that if H 1 zd H  and I f  is one of the considered subgraphs, 
then Hx—H. We may suppose G contains a circuit, so the class of considered 
graphs is not empty, and is also finite so that H  exists.

We assert, the branchpoints of H  (the vertices of H, which are of valence 
S 3  in H) and at most 2k other vertices of G form a representing set for all the
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circuits of G. To prove this divide those circuits of G which contain no branch
points of H  into two classes.

a) Ct , ..., Cs are those circuits, which have just one common vertex with H.
b) K x, ..., Kr are those circuits, which are subgraphs of H.
We will prove that we may represent the circuits C1; ..., Cs and K 1, ..., Kr 

by at most 2k vertices of G. Thus, if we prove, all those circuits of G, which are not 
represented by the branchpoints of H, occur among the circuits C1, ..., Cs; K x, Kr 
then we have proved our assertion.

Suppose Cj is a circuit of G, which contains no branchpoint of H, and which 
is not a subgraph of H. H  and Cj must have a common vertex, because, if they 
had no common vertices, H U Cj = //, would disprove the maximality of H. C, 
contains an edge (a, b) not contained in H {. Let (a, c) be the shortest arc of Cx 
joining a and H, which does not contain b, and (b, d) the shortest arc of Ct 
joining b and H, which does not contain a. Here we allow a = c and b =d. We 
assert c = d, i.e. H and Cx have only one common vertex. Suppose c ^ d .  As c and 
d are of valence 2 in G, joining the arc (cabd) to H, we get a graph Tfj, each vertex 
of which is of valence 2 or 3 and which contains H, disproving its maximality. 
This contradiction proves that Cj has only one common vertex with H, i.e. all the 
circuits of G, which are not represented by the branchpoint of H, are C ,, ..., Cs 
and K l , ..., Kr.

Now we prove that we may represent Cx, ..., Cs and A j, . . . ,  Kr by s 2 k  ver
tices of G.

a) Denote by at the common vertex of H and Ct (7=1,2, ...,.?). If a ^ a j ,  
then C; and Cj are independent. We prove this indirectly: suppose q is a common 
vertex of them. We can join a; and q by an arc of C;; q, and cij by an arc of Cs. 
The union of these two arcs generally will not be a path, buth will contain a path, 
which joins cij and cij and is a subgraph of C, U Cf. the common vertices of {ab q, aj) 
and H  are just at and cij. H { = / /и ( а ;, q, a})  is a graph satisfying our conditions 
and containing H, thus disproving its maximality. This contradiction shows C; and 
Cj are independent. Thus a ,, ..., as are less, than k+  1 points, and they represent 
Cx, ..., Cs.

b) K j, ..., Kr are the subgraphs of H. They must be independent: if q were 
a common point of Kt and K j, it would be a branchpoint of H, contained by Ki and 
K j. Thus r ̂  k, and we can represent these circuits by ^  k  points.

Thus we have reduced our problem to a much simpler problem: We must 
prove, if H  is a graph, each vertex of which has valence 2 or 3, and H  does not 
contain k + 1 independent circuits, it has ж  (4 + o( 1 ))k log k  branchpoints. 4x log x

1l Xand — ——  are asymptotically inverse functions to each other, in the sense, if4 log x
TÍ fln ^ k  log k, thenk ^ , ----- , and if km ------- then п к k  log k. Therefore it is enoughlog n log n

to show, if H  is a graph of n S 2  branchpoints, the other vertices of which have 
valence 2 then H  contains at least

1 n
4 log n

independent circuits.
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a)
valence

We prove this by mathematical induction: 
1 fi 1I is strictly increasing for n =ё2. If a graph has only vertices of4 log

= 2, it contains a circuit. So, our assertion is trivial, if

4 log я

b) Suppose we know, the assertion is true, if ж и 0, and H  is a graph having 
я о branchpoints. Denote by C the topologically shortest circuit of H. Its t-length
is ^21og«0.

(i ) Let the t-length of C be greater than 4. Each branchpoint of C (in H) is joined 
to another branchpoint of H. A branchpoint of H lying outside of C can not be joined 
to more than one branchpoint of C, because, if c ^ C  and c2£C  were joined 
to a, (a(fC), the arc (c^Cj) of C, which is longer than 3, would be replaced 
by (Cj, a, c2) the t-length of which is 2, and thus we could construct a circuit, topo
logically shorter than C. Omit the vertices and edges of C, and also those t-edges, 
which start from C. (To omit a t-edge means, omit their edges and vertices, except 
its endpoints.) The so obtained graph has the same properties as H, except the 
number of its branchpoints is less than n0. However, if the t-length of C is r, this 
subgraph has at least n0—2r = л , branchpoints. If n0 < 8 log n0, we apply a), 
if и0>8 logn0 we can apply our inductional hypothesis: it contains at least

1 П1 1 n0 —41ogn0 1 n0 — 4 log n0
4 log /íj 4 log (n0 -  4 log n0) 4 log «о

independent circuits, which together with C form a set of ' 1 » 0 
.4 log я0 J independent

circuits.
(ii) If r ^ 4 ,  the only problem is, that after omitting of the topological 

edges starting from C we get a graph, which has perhaps one or two vertices of 
valence 1. In this case we can omit S 3  branchpoints of this graph so that we get 
a graph each vertex of which has valence 2 or 3. Thus we get a subgraph of H, which 
has s n 0- 7  branchpoints. From there the argument of (i) is valid.

Thus we have proved the upper bound.
The proof o f the lower bound. Consider first a graph of n = 4s vertices, each 

vertex of which has valence 3. It has 65 edges. Omit s of its vertices and the edges, 
starting from them: the so obtained subgraph has 3s vertices and at least 35 edges 
and thus the remaining graph contains a circuit. This means we can not represent all 
the circuits of the original graph by n\4 points.

As a special case we see that, a representing set for the circuits of G(l) consists 
o f more than h2 '~ x points, but as all the circuits of G(l) are longer than 21, it does 
not have 21 independent circuits. Thus for k — 2, 4, 8, ...,2 ' we obtain: r(k) S  
S /-2 ,_1 = \k  log k. Now we will prove it for an arbitrary k. (Here we remark 
that if we wanted to prove only r(k) Ш \k  log k, we need go no further for: if 
2isA t^2i+,) r(k )S /-2 i_1.) If к is an arbitrary positive integer, let k = 2h + ... +2lJ 
where 0S / j , S ... S/,-. Let Gk be the disjoint union of G(l{), ..., G(lj), where G(l)
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is by definition a loop. Let k ~ 2 U. Trivially Gk contains at most k y + ...  +kj =k  
independent circuits and a representing set for its circuits has more than 
i(k i  log кл +  к2 log k2 + ... + kj log kj) points.

As x log x  is convex in [1 9 °°],

1 Чг 7 л ,  1 к , к 1 / 1  к  1 > I ;  1 /  1 J

2 i S  к< '° 8 * ' ® 2 i S  1  8 7  ® 2 * log Í5Í T  =  r k '°gk  -  2 * 108'° 8<Г'

r (k )^ 2 +0(1)
к log к

Qu. e. d.

Theorems about graphs which do not have к + 1 independent circuits

1) In the proof of Theorem 1 the determination of the upper bound was 
reduced to the following problem: How many branchpoints may belong to a graph, 
each vertex of which has valence 2 or 3, if the graph contains maximally к independent 
circuits? This problem, it seems, differs in character from the original one. We 
will prove that this is not true, because this problem is almost equivalent with the 
following special case of the original problem:

Denote by R(lc) the smallest positive integer, for which: If Я  is a graph, each 
vertex of which has valence 2 or 3 and H  does not contain к +1 independent circuits, 
then it is possible to represent all the circuits of H  by less than R(k) vertices.

To show the connection between these two problems first we prove:
T heorem  2. I f  H  is a graph, not having k+  1 independent circuits, having n 

vertices o f valence 3 and the other vertices of H have valence 2, then there exists a
representing set for the circuits of H, having Ш i ^ j + к vertices.

From this the connection of the two problems is clear:
We have seen that the minimal representing set contains more than vertices,

if each vertex of H  has valence 3, and n denotes the number of the vertices. It is 
also true, when a graph has n vertices of valence 3 and some other vertices of valence 
2, i.e. it is true in our case too. Thus the minimal representing set contains at least

vertices, and Theorem 2 asserts, it contains at most n
14 + k. Thus if -- is

sufficiently large, knowing the number of the vertices of a minimal representing 
set in H, we know n rather closely and conversely, knowing n we have rather good 
bounds for the number of the vertices of a minimal representing set.

Thus essentially in our proof of Theorem 1 we first reduced the proof to show

|~  + o(l)j k\ogk  ^  R(k) ^  (1 +o(l))/clogk.
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Pro o f  of T heorem  2 (by mathematical induction). Write t = n + k.
a) If t= \ ,  then n — 0 and к=  1 (because 1), H  is the union of independent 

circuits and the theorem is trivial.
b) Suppose, the theorem is true for 1,2, —1.
Here, before we prove the theorem for t, we remark that the first three cases 

of b) are trivial, while the last case, (iv) is the “essential” one: this is the one which
causes that the factor — which, as we have seen, in a certain sense is the best
possible.

(i) If H  contains a circuit C which has no branchpoints, H = H l U C, where 
H v does not contain к  independent circuits. Thus we can represent its circuits by

+ к — 1 points, and C by 1 point.

(ii) If H  contains a circuit of t-length 1, let C be this circuit, and a the branch
point contained in it. There is a branchpoint b in H, which is connected to a by 
a t-edge. This (a, b) t-edge is contained in no circuits and thus we may omit it. A rep
resenting set in the obtained subgraph is also a representing set in H. As C conta
ins no branchpoints in this subgraph, we can apply (i), H  contains a representing set

n — 2 Tfor its circuits, consisting of 4 +  к  vertices.
(iii) If H  contains a circuit C of t-length 2, let a, b be its branchpoints. Denote 

by c the vertex of H, which is connected to b by a (third) t-edge. (Possibly a = c.) 
Omitting this t-edge from H, we get a subgraph Я ,, which has и -2  branchpoints.
Thus we can represent its ciicuits by + k  points. Suppose C is represented
by x. It is easy to see that if we represent the circuits of a graph, there exists a mi
nimal representing set, for which: if a circuit contains branchpoints, it is represented 
by a branchpoint. So we may suppose, C is represented in H { by a. As a represents 
all those circuits, which contain the omitted t-edge, this set represents all the circuits 
in H.

(iv) If all the circuits of H  are topologically longer than 2, then let a be an 
arbitrary branchpoint of H. Omit it, and the t-edges, one endpoint of which is a. 
The subgraph Нл of H, which is obtained, has n — 4 branchpoints. Thus we can 

[я — 41represent its circuits by - — \+ k  points. The circuits of H, which are not repre
sented by these points, are not contained in Нл . They were spoiled by the omitting 
of a, so a representes all these circuits. Qu.e.d.

We have mentioned that we reduced the proof of the upper bound in Theo
rem 1 to the proof of

i?(/c)s(l+o(l))k  log k.

But we have proved this inequality for we know that n ̂ (4  + o(l))k log k, so that 
by Theorem 2: i?(k)^(l +o(l))k log k. (This result can be proved also in other 
ways, for e.g.: Knowing only, that H  contains a circuit of t-length ^ 2  log и we 
pick out a minimal circuit of //, and omit every second point of it. It is easy to see 
that the subgraph which is obtained, does not contain к  independent circuits. 
From this follows: R (k )^ R (k — l) +  log n and by a short computation the required
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result is obtained. This result and Theorem 2 prove again that the number of branch
points of that very H, which was used in the proof of the upper bound, is 
s ( 4  + o(l))k log k.)

2) A generalization of Theorem 1 is:
Theorem 3. I f  G is a graph not having к + 1 independent circuits, H 1, ..., Hm 

are arbitrary connected subgraphs and no h + \ of these subgraphs are indepen
dent, then G contains a representing set for these subgraphs, which consist o f 
t=(4 +o(Vj)k'\ogk+ h vertices.

(If Н1г ..., Hm are the circuits of G, we have Theorem 1.)
The essence of this theorem is that, if some points represent all the circuits 

of G, they represent all those subgraphs of G which contain circuits, and those 
subgraphs, which are not represented by them, can be represented by S.h other 
points. So, instead of proving Theorem 3, we will prove only:

Theorem 4. I f , Hm are arbitrary connected subgraphs of a graph G, and 
no h + 1 of them are independent, and x x, . .. ,x uform a representing set for all the 
circuits o f G, then G contains ^ h  other points so, that these points and x x, x„ 
together represent all the subgraphs H x, ..., Hm.

(As in Theorem 3 n<(4 + o(l))A: log k, Theorem 3 is really a consequence 
of Theorem 4.)

To prove Theorem 4, we need the
Lemma 3. Let T be a forest, I f , ..., Hs certain connected subgraphs of it 

(shortly: subtrees) such that no h + \ o f H x, ..., Hsare independent. These subtrees 
can be represented by ^  h points o f T.

P r o o f . By m a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n .
A) First we suppose that h ^ 2  and T is a tree (i.e. is connected). Let / /Vl,..., I f h 

be independent subtrees of T. Form the sum of the distances of them. We may
suppose that this sum is maximal for H x, ..., Hh. After fixing this system of inde
pendent subtrees we define the direct paths. L is called a direct path if its endpoints 
are the vertices of two different subtrees among Hx, ..., Hh and the other vertices 
of L are contained in none of H x, ..., Hh. We remark now that an arbitrary path 
of T  is characterised by its endpoints. Thus we may denote a path, which joins a and b 
by (a, b). Further, if we speak about a subtree of Г, it will be always one of / / , ,..., Hs.

First we look for a vertex such that amongst the set of those subtrees of T, 
which are not represented by it, there are no h independent subtrees.

a) Each Нл /= 1 , ..., h contains an endpoint of a direct path: H t is joined by 
a path to a H}. Suppose that, travelling this path, the vertex where we leave H, is 
a and the vertex where we first arrive in a (fixed) subtree is b, then (a, b) is a direct 
path.

b) There is a Ht is h ,  which contains the endpoint of only one direct path. 
We prove this indirectly: an elementary argument shows that if each 7/; (i = k) 
contains at least the endpoints of two direct paths, then some of these direct paths 
together with some other paths contained by the fixed subtrees (and joining their 
endpoints) form a circuit, but this can not be true. Without loss of generality we assume
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that Я, contains only the endpoint of one direct path. Denote the endpoints of this 
path by a, b. If a £ H t , it is the point we sought: amongst those subtrees which 
are not represented by a, there are no h independent subtrees.

To prove this, consider a subtree Hp which does not contain a. Observe that 
if L x is a path joining Я, and Я, ( /  =  2, ..., /?), it must contain a direct path, starting 
from Hx. This direct path must be just (a, b), so that the path contains a. Because 
of this, Hp can not have a common vertex with Я , : if Hp and Я, had a common 
vertex, Hp could not be joined to the other Hj subtrees by a path, except when 
this path contained (a, b). Thus its distances from H2, Hh would be greater 
than the distances of H { from H2, ..., Hh. This would contradict the maximally 
of the sum of the distances between H 1} Я,,.

Thus we have proved, if Я(, does not contain a, it has no common vertex with 
H l , so among those subtrees of T  which are not represented by a, there are no 
h independent ones.

B) Still we did not use the lemma is true for h — 1, but now we will: Let T 
be a forest and suppose that the lemma is true for h — 1. We show, it is true for h 
also. (If we knew the lemma for the trees (for h), we were ready.) T is the disjoint 
union of the trees Tl , . . . ,T v. If 7j contains maximally hi independent subtrees 
(of Я , , ..., //,) we can represent these subtrees by ht vertices of 7j . These A,, ..., Av 
vertices together represent all the given subtrees. Thus they are represented by 
]?hi = h vertices of T  which is wanted to prove.

So we may suppose, T is a tree. We have seen in a), it contains a vertex a, so, 
that there are no A independent subtrees among those, which are not represented 
by it. We omit a, so we get a subgraph T* of T, which is a forest, and the given 
subtrees in T* we can represent by h — 1 vertices of it, these h — 1 vertices and a 
together will represent all the given subtrees of T. Thus the lemma is also true 
for A.

C) To complete the proof of the lemma, it must be proved for the caseA =  l: 
If some subtrees of a tree are given, each two of them having a common vertex, 
then they have a vertex which is common to all of them. (This assertion may be 
proved directly. However we will prove it in a shorter way, using the results in A).)

(i) First we prove the lemma for A = 2. It is enough to prove it if Г is a tree. 
We select as we did it in A), two subtrees, H i , H2 whose distance is maximal. They 
are joined by a direct path (a, b). As we know already, those subtrees which have 
a common vertex with Я 1; are represented by а, (абЯ,), those subtrees which 
have no common vertices with Я , must have a common vertex with H2, thus they 
are represented by b.

(ii) Now we prove the lemma for A — 1. Let q be a point of T  and p a point 
which is not contained in T. We join p and q, thus obtaining a graph T*, which 
contains Г as a subgraph. Denote by Hs+l the subgraph of T* consisting of the 
only point p. According to (i) we can represent H v, ..., Hs, Hs+l by 2 vertices of 
T*, and trivially one of these is p. The other is a vertex of T  and represents Нл , ..., Hs 
(as p does not represent them). Qu.e.d.

The proof of Theorem 4. Theorem 4 asserts: if / / , , ..., Hm are arbitrary connected 
subgraphs of G, no h +  1 of them being independent, and some points of G represent 
all the circuits of G then these points and some others (but S /г) points will represent 
the considered subgraphs. To prove this, omit first x { , . . . , x u (the representing set
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for the circuits), thus getting a forest F. It is possible, that F contains no one of 
H x, Hm, but if it contains any of the we can represent them by ^ h  vertices 
of F and trivially, if H t is not represented by these ^ h  vertices, it is not a subgraph 
of F and is represented by one of the vertices x x, ... ,x u. Thus x x, . .. ,x u, and the 
other points (the number of which is S  h) represent all the considered subgraphs 
of G. Qu.e.d.

A th e o re m , s im ila r  to  T h e o re m  1

Consider a graph which consists of two independent circuits and a path, which 
joins them but has no common vertices with them except its endpoints. The form 
of this graph is similar to a dumb-bell, so it will be called a dumb-bell.

In the following theorem the dumb-bell will play the same role as the circuit 
in Theorem 1.

Denote by s(k) the smallest integer for which:
If a graph G does not contain к +1 independent dumb-bells then we can 

represent all its dumb-bells by = s(k) vertices. (Or s(k) =®, if there is no such 
finite integer.)

T heorem  5.
(l + o(l))k log к < s(k) <  (4000 +  o(l))A- log k.

The proof of this theorem is very similar to the proof of Theorem 1. Because 
of this it will not be proved here in all its details.

The proof o f the upper bound. We will choose a subgraph H  in G, the branch
points of which will represent all the dumb-bells of G, and show that if FI has many 
branchpoints and not too many components then it contains sufficiently many 
independent dumb-bells. Concretely, if Я  has less than k + 1 components, and just
n branchpoints, it contains at least ■ -—————-—-} independent dumb-(4000 log (и — 80k) J
bells where {x} = min{n: n integer, пШх}. From this the upper bound for s(k) 
is obtained just as in the Theorem 1.

Now we begin the proof.
a) We may suppose that G contains к independent dumb-bells, for e.g.: 

D t , ..., Dk. Now we fix these dumb-bells and look for a maximal subgraph of G, 
each vertex of which has valence 2, 3, 4 or 5, and which contains Dx, ..., Dk and 
has less than k + 1 components. The maximality of it implies that its branchpoints 
will represent all the dumb-bells of G.

b) We will use the following lemma. (It is useful in representing-problems.)
L emma 4. I f  G is a (connected) graph having m vertices o f valence 1, n vertices 

of valence S3, no vertices o f valence 0 , and some vertices of valence 2 , then it contains 
a (connected) subgraph, each vertex o f which has valence =2, and the number o f the 
branchpoints (in the subgraph) is s n —m.

The lemma can be proved by a trivial mathematical induction.
c) Now we show that a connected graph contains a small enough dumb-bell. 

Let H0 be a connected graph, each vertex of which has valence 2, 3, 4 or 5. Denote 
by C0 its topologically shortest circuit. Its t-length is ^ 2  log«. Omit the vertices
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and the edges of C0 and those t-edges, at least one endpoint of which is contained 
in C0 . Thus we get a graph H l which has at least n — 8 log « branchpoints, as we 
omitted ^ 2  log« branchpoints of C0 and ^ (5  —2)-2 log n branchpoints, were 
connected to C0 by a t-edge. The number of the vertices of valence 1 in H t is 

5 — 2at most —- — 2 log n — 3 log «. According to Lemma 4 H 1 contains a subgraph
H2 each vertex of which has valence 2, 3, 4 or 5. The number of its branchpoints 
is S h _  и  log «. If « is 80, H 2 would not be empty. Let p be a vertex of H2 whose 
distance from C0 in H0 is minimal. It is easy to see that the t-distance of p from 
C0 is 2. Apply Lemma 1: there is a circuit C, in H2 for which the sum of its t-length 
and t-distance from p (in H2) is ^ 2  log «. The sum of its t-distance from p and 
its t-length in H0 may be > 2  log «, but S (1 1 -f 2) log и =  13 log «.

The two circuits C0, Cj and the shortest path of H0 joining them form a dumb
bell which has ^(13 + 2) log n +2 branchpoints.

Thus we obtain, that if «S80, then H0 contains a dumb-bell the number of 
whose branchpoints is S 16 log«.

(In the following part instead of the number of branchpoints of a dumb-bell 
we will use the abbreviation: the t-length of the dumb-bell.)

d) Let H 0 now be a connected graph of «S80 branchpoints, each vertex of 
which has valence 2, 3, 4 or 5. We assert that it contains at least

f_ i____ Ü- 1
[4000 lognj

independent dumb-bells. We prove this by mathematical induction. For «^4000 the 
assertion is trivial, as H0 contains at least one dumb-bell. Assume it is true for 
80, 81, ..., « — 1. We prove it now for «.

Denote by D0 the topologically shortest dumb-bell of H0. It is topologically 
shorter than 16 log «. Omit the vertices of D0 and the t-edges starting from them. 
The first problem is, how many components has the subgraph H3 which is obtained. 
Suppose Ul and U2 are two different components of H3, L t and L2 are two minimal 
paths, joining Uy and JJ2 to D0. They must both consist of a t-edge, one endpoint 
of which is contained in D0. As I / , , U2 are different components of H3, they can 
not be joined by a path in H3. Thus L x, L2 have no common vertex, except (possibly) 
their endpoints in D0. As from each branchpoint of D „leave” at most 3 t-edges 
to the components of H3, it has ^3-16 log n components. Possibly, H3 will con
tain vertices of valence 1, but no more than 48 log n . With the help of Lemma 4 we 
choose a subgraph of H3 which has more than n — 64 log n branchpoints and less 
than 48 log n components. Denote it by HA and its components having more than 
80 branchpoints, by Kx, ..., Kt . They contain together

= « — 64 log n — 80-48 log «==«-4000 log n 
branchpoints. If K, contains ni branchpoints and «7; independent dumb-bells, then

m, —

Щ __
4000 log «

у  Í 1 Щ 1 
щ  -  r  í 4000 ' log«,} -

« — 4000 log « | i «  
4000 log « J j  4000 log « - 1 .
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The dumb-bells in and D0 together are = ----- f independent14000 log n)
dumb-bells.

e) As H  has components, similarly as above, we can prove it contains 
at least

I 1 n — 80 к I
ИООО ' log (n -  80k) J

independent dumb-bells. From this it follows that H  has ^(4000 +o(l))A: log к 
branchpoints and G contains a representing set for its dumb-bells, consisting of 
less than (4000 +  o(l ))k log к vertices.

The proof o f the lower hound. Consider G(l). Taking г >0, we prove that if 
7> /0(e), a representing set for the dumb-bells of G(l) consists of 55( | — e.)n points. 
As G(l) does not contain 2' independent circuits, it does not contain 2}~ 1 independent 
dumb-bells. Thus for k = 2'~1 we shall have a graph such that each of its representing 
sets for the dumb-bells consists of more than

/• 2,+ i =  к log к +  о (к log к)

points. If we proved thus the lower bound for k=  1, 2 , ..., 2J we can prove 
it for an arbitrary value of к similarly, as we did it in the proof of the Theorem 1.

Thus we prove now, (£ — s)n points are not enough to represent all the dumb
bells of G(l) if / is sufficiently large.

Omitting (£ — s)n vertices of G'(7), we get a subgraph of it, which has ( | +e)n 
vertices, and minimally (J +  3s)n edges. Thus at least one component of this sub
graph contains r vertices and more than (1 +sc)r (c >0 is a constant) edges. As 
it contains a circuit whose length is > 2 /, this component contains at least 21 vertices 
and thus at least 2sic branchpoints. If 2ce/>80, this component contains a dumb
bell, and this proves that (£ — e)n points can not represent all the dumb-bells 
of G(l). Qu.e.d.

We conclude by posing some
U n s o l v e d  p r o b l e m s , (i) A more general problem that may be posed in connec

tion with our theorems, is the following: Consider a graph A, and all the graphs 
homeomorphic to it. Does there exist an c = r(k, A) such that if a graph G does 
not contain к +1 independent subgraphs homeomorphic with A, then there is a 
representing set for all the subgraphs of G, homeomorphic with A, and consisting 
of =r(k, A) points? If there are such integers, what can be said about the smallest 
one if we know only the number of the branchpoints of A?

(ii) The same problem, as in (i), but for the case, when A is a tree.
(hi) Suppose G does not contain k + l independent circuits of topological 

length — u. What can be said about the minimal representing set for those circuits 
of G, the t-lengths of which are ?« ?

(Received 25 February 1966)
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Added in proof (28 March 1967). H.-J. Voß (Ilmenau, East-Germany) has pro
ved Theorem 1 showing that

|^  +  o(l)j k\o g k  s  r(k) = (2 + o(l)) k\ogk.

He solved also some other problems connected with ours. The method used by 
him and our method has many similar features. These results will be published la
ter. They were performed by Mr. H. Sa c h s  in Moscow (Aug. 1966 International 
Congr. of Math., Section 13) and by Mr. Voß in Tihany, Sept. 1966, Graph Collo
quium (Hungary).
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DIE METHODE DES BEWEGLICHEN «-BEINES 
IN DER FINSLER-GEOMETRIE

Von

O. VARGA (Budapest), Mitglied der Akademie

Einleitung

Die Methode des beweglichen Drei- bzw. л-Beines ist von der klassischen 
euklidischen Differentialgeometrie wohlbekannt. Durch Auswahl eines geeigneten 
«-Beines, wird die Existenz von Kurven und Flächen auf die Untersuchung von 
Differentialgleichungssystemen und ihren Integrabilitätsbedingungen zurückgeführt. 
Anderseits hat E. C a r t a n , 1 gestützt auf die Gruppentheorie von Sophus Lie, die 
Methode des beweglichen «-Beines so erweitert, daß sich jetzt mit ihrer Hilfe die 
Struktur von differentialgeometrischen Räumen definieren läßt. Diese Methoden 
haben in dem letzten Jahrzehnt koordinateninvariante globale Erweiterungen 
erfahren, für die, die Untersuchungen von C h . E h r e s m a n n 2 führend waren und 
die sich der Theorie der gefaserten Räume bedienen. Dieselbe ist im wesentlichen 
eine koordinateninvariante Fassung der Methode des beweglichen Bezugssystems.

In einer Reihe von Arbeiten3 habe ich, in der Finslergeometrie, Hyperflächen 
mit Hilfe dieser Methode untersucht. Außerdem konnte ich durch eine Erweiterung 
dieser Methode, die von F. Sc h u r  und E. C ar ta n  herrührende Charakterisierung 
der Räume konstanter Krümmung geben. Die Paragraphen 3, 4 der vorliegenden 
Arbeit stellen eine, in einigen Punkten ergänzte, einheitliche Zusammenfassung 
der vorerwähnten Arbeiten dar, während der, die Invarianten der Flächentheorie 
behandelnde Teil (§ 2) neu ist.

1. Das bewegliche «-Bein

Im Finslerschen Raum, der eine differenzierbare Mannigfaltigkeit von genügend 
hoher Klasse sei, bilde (x\ x ‘) (/=1,2 , ...,«) ein lokales Koordinatensystem. Wir 
betrachten eine Hyperfläche. Sie ist eine Teilmannigfaltigkeit des F„, für die (u1, ü*) 
(ot=l, ...,«  — 1) ein lokales Koordinatensystem bildet. Diese lokalen Koordinaten 
hängen mit den räumlichen Koordinaten vermöge

(1) x‘ =  x‘(u' ,

(la) x ‘ = Xlx(u)u

1 Siehe [1].
2 Siehe [4].
3 Siehe Literaturnachweis [6]—[9].
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zusammen, wobei

(2)

gesetzt wurde. Es bezeichne «2?(x, dx) die Grundfunktion des F„, so daß für das 
Bogenelement des Raumes
(3) ds = F£(x, dx)
gilt. Die Übertragung im F„ wird durch die Pfaflfschen Formen
(4) со} = Cjk (x, x) dxk + Г)к (x, x) dxk
bestimmt.4 Bekanntlich ist durch diese Übertragung das invariante Differential, 
und durch Nullsetzen desselben eine Parallelübertragung bestimmt. Für das invariante 
Differential eines Vektorfeldes mit den Koordinaten (x, x) hat man, wie im 
Riemann-Raum, die Ausdrücke

(5) D ? = d? + u i? .
Die Metrik des F„ induziert auf der Hyperfläche F„ - , eine Metrik, deren Grund
funktion durch
(6) L(u, du) =  J£?(x(«), xx(u)did)
bestimmt ist. Aus dem metrischen Fundamentaltensor gik des Fn 5 läßt sich der 
metrische Fundamentaltensor
(7) У aß =  g i k K X ß

der Hyperfläche Fn_ t herleiten. Dieser Tensor ist positiv definit und besitzt dem
nach einen reziproken y*ß.

Wir betrachten nun die Gleichungen des beweglichen и-Beines der Hyper
fläche. Als и-Bein bezüglich eines Linienelementes (и, и) nehmen wir die Vektoren 
x\j und den Normalvektor n‘. Letzterer ändert sich natürlich mit der Richtung ü1. 
Die Gleichungen des beweglichen «-Beines sind nichts anders als die absoluten 
Differentiale der Feldvektoren x‘x und n\ Man hat somit

(8) Dx‘x =  О)1х\, + 0ап1

(8a) Dn' =  — öeXg + a)«‘.

Die Pfaffschen Formen со®, 0X, 0S und со sind gemäß ihrer geometrischen Bedeutung 
unabhängig von dem verwendeten räumlichen Koordinatensystem, was man auch 
rechnerisch unmittelbar einsieht. Wie in der Riemann-Geometrie folgt aus der 
Orthogonalität des Vektors n‘ zu den Vektoren xlx

und
(9)

co = 0

0 e =  y e*QX'

4 Die Größen C jk , Г )к sind aus der Grundfunktion L (x , dx) des Raumes eindeutig bestimm
bar. Auf die bekannten Zusammenhänge bzw. Formeln verweisen wir auf E. C artan [3] und 
H. R und [5].

5 Siehe wegen der Bestimmung dieses Tensors 131 und [51.
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Wie die Formeln (4) und (5) zeigen ist Dxx eine Form in dx' und dx\ Da die 
Funktionen (1), (la), die den Zusammenhang der räumlichen und Hyperflächen
koordinaten vermitteln, differenzierbar sind, folgt, daß &>« und 0a Pfaffsche Formen 
in den du* und du* sind. Man hat also
(10) cu« =  Keaßdul> + eeaßdüß

(1) 1 (2)
(10a) 0X = 0xßdull + —  0aßdüß.

Da die dü* nicht koordinateninvariant sind, ersetzen wir sie durch die absoluten
О)

Differentiale Dl* des Einheitsvektors
if-

(11) /“ =  Y
(1)

der Hyperfläche, in Richtung der üa. Der Operator D, ist das absolute Differential 
von E. C a r t a n , bezüglich der F„_ i . Unter Einführung dieser Differentiale, hat 
man für die oben betrachteten Pfaffschen Formen die Ausdrücke

(12) cdl = K*?du’ + L0ißDP
( 1) (2 ) ( 1) ( 2 ) (2 )

(12a) 0a = 0xß duß + 0*p Dlß; в% = 0aß.
Die Koeffizienten dieser Pfaffschen Formen sind eindeutig bestimmbar durch 

die Übertragungsparameter C)k, Г)к und die ersten bzw. zweiten Ableitungen 
xx bzw. xiß der Funktionen (l) . 6 Wir wollen die analytische bzw. geometrische 
Bedeutung der Koeffizienten der Pfaffschen Formen erläutern.

Man stellt leicht fest, daß die Щ* und ОЦ* — die letzteren sind die Torsions
koeffizienten des F„_, — die Komponenten des induzierten Zusammenhanges 
der Hyperfläche sind. Dieser Zusammenhang gehört zu einem absoluten Differential 
( 2 )
D , das man geometrisch folgendermaßen deuten kann: Ist irgend ein Vektorfeld 
'i auf der Hyperfläche Fn_1 vorgegeben, dann bildet ihr absolutes Differential ein 
neues Feld Dt, das im allgemeinen kein Feld der Fn_ , ist. Projiziert man das Feld 
Dt, auf Fn_ j so erhält man ein neues Feld \ . Benützt man, den durch

(2 ) ( 1)
(13) D ?  -  dP + саЦр = d p  + (K ff + A}TD P)p  =  d p + ( К ^  + 6$yd ^ ) p ,

( 2 )
definieren Operator D, so gilt 
(14)

Ae — №ßy  —  u liy>

Die durch die <oep bestimmte Übertragung ist euklidisch, d. h. es g ilt7

(15)
( 2)
Dyxß = 0.

6 Siehe £6]. Die folgenden Ausführungen sind in dieser Arbeit zu finden.
7 Das invariante Differential von Tensoren wurde auf die übliche Weise aus dem der Vektoren 

gebildet. Siehe E. C artan £3], S. 17 und 48.
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Diese Übertragung fällt aber im allgemeinen nicht mit der E. Cartanschen
tu

des F„ - , zusammen. Betreffs der Deutung des Tensors 0*ß wollen wir zunächst 
die Normalkrümmung bzgl. einer Richtung (и, ii) des F„_i bestimmen. Wie in 
der euklidischen Geometrie geht man von einer Kurve

ux = ux(s)
(16)

x ' =  x ‘(m(s))

der Fn_ , aus. Die Normalkrümmung N  der Richtung (и, ii) findet man dann aus

N  ds2 П‘
Die Ausrechnung ergibt unter Benutzung von (8), (12) und (12a):

(17) N(u, ü; ii)
(i)

(u, ii) i f  i i
yaß(u, it)iixüß ’

Diese Formel würde aber die Normalkrümmung für eine solche Richtung 
(и, ii) bestimmen, deren Bezugslinienelement selbst (u, ii) ist, also mit dieser Richtung 
zusammenfällt. Obige Formel führt uns aber sofort zur allgemeinen Definition 
der Normalkrümmung einer Richtung (w, v) bezüglich des Linienelementes (u, ii) 
in der Gestalt

(18) N(u, ü, v)
(i)
0*ß (u, it) vx vl! 
yxß(u, il)v“vß'

Man kann demnach, entsprechend den Verhältnissen der euklidischen Geo-
( i )

metrie, 0*ß als den zweiten Fundamentaltensor der Hyperfläche betrachten.
( 2 )

Es bleibt noch die Betrachtung des Tensors 0*ß übrig. Berechnet man Dx‘„ 
auf grund von (5) in der Form

Dxl = dxla + (о\хка,
und vergleicht dies mit dem Ausdruck (8) für Dx^, und zieht schließlich die Dar
stellungen (12) bzw. (12a) für die in den Ausdrücken eingehenden Pfaffschen Formen 
ein, so erhält man

<2> . .(19) 0*ß =  Aijkx‘xxJßnk.
Von (19) ausgehend kann man eine koordinateninvariante Deutung für den

( 2 )

Tensor 6xß geben. Der euklidische Tangentialraum des Linienelementes (х(и),хх(и)йх) 
kann als direkte Summe des Tangentialraumes T  des Fn_x — in (и, ü) —- 
und des (eindimensionalen) Normalraumes N  dargestellt werden. Daraus folgt, 
daß der Torsionstensor A‘jk des Finslerraumes die direkte Summe von vier, aus 
je drei Vektorräumen gebildeten Tensorprodukten sind. Letztere werden aus den, 
mit entsprechender Vielfachheit genommenen Räumen T  und N  gebildet. Aus (19)

(2)folgt nun unmittelbar; der Tensor 0*ß ist diejenige Komponente des Torsions
tensors des Finslerraumes der dem Raum angehört.
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2. Über die Invarianten einer Hyperfläche

Als erste Anwendung wollen wir nun nach der Bestimmung sämtlicher Differen
tialinvarianten der Hyperfläche F„_, fragen. Eine solche Invariante ist dabei durch 
folgende Definition festgelegt.

D efin itio n . Ist eine Hyperfläche F„-x im Finslerschen Fn gegeben, so ver
stehen wir unter einer Differentialinvarianten /c-ter Ordnung eine Funktion der 
absoluten Ableitungen der x‘x bis zur к — 1-ter Ordnung, die sowohl gegenüber 
Transformationen der lokalen räumlichen, als der Hyperflächen koordinaten
invariant ist.

Zur Bestimmung dieser Invarianten, kann man entweder so Vorgehen, daß 
man die Ableitungen Dxx, D2x[ , ..., Dkxx nach den Vektoren xx, n' des beglei
tenden и-Beines zerlegt. Die Koeffizienten dieser Zerlegungen sind schon invariant 
gegenüber Transformation der räumlichen Koordinaten. Aus diesen Funktionen 
müssen dann Invarianten gegenüber Transformationen der u* gebildet werden. 
Man kann die letztere Schwierigkeit aber umgehen. Die Gleichungen (8) stellen 
nämlich ein Differentialgleichungssystem für die, die Hyperfläche bestimmenden 
Funktionen x'(u) dar. Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichungen erhält 
man aber durch Bildung der äußeren invarianten Ableitungen der Formen Dx‘x. 
Diese äußeren Ableitungen sind aber bekanntlich parameterinvariant. Zerlegt 
man also, die äußeren absoluten Ableitungen DADx'x, DADADx‘a usw. nach den 
Vektoren des begleitenden я-Beines, so ergeben die Koeffizienten schon die gesuchten 
Invarianten. Beachtet man, daß für eine vektorielle äußere Form a>‘ beliebigen 
Grades

DAa>‘ = dAco‘ + co‘kAcok

gilt, so kann man unter Beachtung der Gleichungen (8) auf Grund einer Rechnung 
die wir hier übergehen zu folgenden Ergebniss kommen.

Sa t z  1. Jede Differentialinvariante der Hyperfläche der Darstellung (1) ist
(1) (2)

Funktion des metrischen Fundamentaltensors yaß, der Tensoren 9*ß, 0*ß, der 
Krümmungstensoren der F„_,, sowie der kovarianten Ableitungen bzw. der Ableitungen 
hinsichtlich der m“ bis zu einer gewissen Differentiationsordnung.

Der Satz enthält bei geeigneter Formulierung, auch die Bestimmung einer 
Hyperfläche durch die Fundamentaltensoren derselben, und stellt also eine Verall
gemeinerung eines Bonnetschen Ergebnisses fest.

3. Über gewisse spezielle Hyperflächen

Das Verschwinden von gewissen Invarianten in den Gleichungen des beweg
lichen Bezugssystems, bzw. besondere Formen dieser Invarianten, werden spezielle 
Flächenklassen charakterisieren.

Wir beginnen zunächst mit dem Falle daß der zweite Fundamentaltensor

( i )
( 20) 0% =  0
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ist. Es sei u* = u*(s)
x‘ = x'(u (s))

irgend eine Kurve der Hyperfläche, so ergibt sich aus (8), (12), (19) sowie der be
kannten Eigenschaft

Aijkxk = 0
des Torsionstensors, daß

D2x‘ Dxn cog ,g
ds2 ds ds U

besteht. Aus dieser Relation folgt wegen (20)
( 2 )

х1в + ваи'ап1

(21)
D2x‘ D2u* . 
~ d ^  ~  "&2"*01'
(2)

Die induzierte Übertragung D der Hyperfläche ist aber i.a. von der inneren
( i )
D derselben, verschieden. Man kann aber nachweisen, daß für Hyperflächen 
mit (20) die beiden Operatoren zusammenfallen. Es besteht nämlich zwischen den 
Parametern K*ßQ der induzierten, und den Parametern Г*| der inneren Über
tragung der Zusammenhang

( 2 )  ( 2 ) ( 1 )  ( 2 )  ( 1)  ( 2 )

(22) r t eß = K * e ß + N { A aßa e r  -  A ßeae t ° ) + ( o t J ^ o t ß  -  e ^ e t p ) .

Da also auf Grund von (20)
( i )

D2x ‘ D2ux j
~ск*~ = ~dPr X °

gilt, folgt, daß jede Kurve für die, die eine Seite dieser Gleichung verschwindet, 
auch die andere zu Null wird. Daß bedeutet aber, jede Flächengeodetische ist auch 
Raumgeodetische, und eine berührende Raumgeodetische ist Flächengeodetisch. 
Man hat also

(i)
Satz 2. Die durch das Verschwinden von gekennzeichneten Flächen

sind totalgeodetisch, für sie fällt die innere und induzierte Übertragung zusammen.
Diejenigen Flächen die den Sphären entsprechen, sind offensichtlich durch

( i )
(23) e*ß = c • yaß (c = konst.)
charakterisiert. Wegen (18) sind sie von konstanter Normalkrümmung. Das innere, 
von Berwald eingeführte Krümmungsmaß dieser Hyperflächen, ist aber i. a. nicht 
konstant. Eine Ausnahme bildet der Fall, in dem der Raum ein Minkowskischer 
ist.8 Betrachten wir den Fall für den

( 2 )
(24) 0tß = 0 
ist. Aus (22) folgt:

8 Siehe O. V arga [7].
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( 2)
Sa t z  3. Bei Hyperflächen, für die der TenSor 9*ß verschwindet ist der indu

zierte und innere Zusammenhang identisch.
Wegen Satz 2, ist aber die Behauptung von Satz 3 nicht umkehrbar.
Das alleinige Verschwinden von K£ß scheint ohne geometrische Bedeutung 

zu sein, gilt aber
(25) K*? = 0,

( 2 )
(26) 0*ß = 0 ,

so folgt aus (22) unmittelbar, daß auch die T*„ß verschwinden. Letzteres bedeutet, 
daß die Hyperfläche eine Minkowskische Metrik besitzt. Es gibt also eine Koordinaten
system, für das
(27) ds = L(du).

cd
Aus (22) entnimmt man aber, daß auch das Verschwinden von 0*ß und A*/ 
zu denselben Resultat führt. Man hat also

Sa t z  4 . Jede Hyperfläche für die neben den Übertragungsparametern 
( 1 ) ( 2 )

entweder der Tensor 9*ß, oder der Tensor 0*ß verschwindet, besitzt eine Minkowski
sche Metrik.

Die bisherigen Resultate geben keine notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür, daß die Hyperfläche eine Minkowskische ist. Aus den Gleichungen (8) des 
beweglichen w-Beines kann man aber sofort zur Formel

(28) xißu'*u'ß + 2G‘ = 2G°x\ + Nn‘ 
gelangen. Da aber
(29) G. =  0

notwendig und hinreichend dafür ist, daß die Hyperfläche eine Minkowskische 
ist, folgt 9

S a t z  5. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß eine Hyperfläche 
eine Minkowskische Metrik besitzt besteht darin, daß der Vektor

x‘Xßü*üß + 2G‘

zur gegebenen Hyperfläche senkrecht ist.

4. Über die Charakterisiering der Räume konstanter Krümmung

F. S c h u r  und E. C a r t a n  haben die Räume konstanter Krümmung unter den 
Riemannschen, durch die unbeschränkte Existenz von totalgeodetischen Flächen 
charakterisiert. Dieser Satz ist auch in der Finslerschen Geometrie gültig10 falls

9 Siehe O. Varga [8].
10 Siehe O. V arga [9].
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man als Krümmungsmaß, den zur Zweistellung x, ц gehörenden, von B er w a l d  
definierten Skalar

(30) R(x, x, x, rf) R i j k h X i n k x i t]h

(gikgJh - g i h g j k ) x i'1kx J>1h
benützt.

Der Beweis stützt sich im wesentlichen wieder auf die Gleichungen (8), des 
beweglichen Bezugssystems. Wir betrachten aber neben dem Vektorfeld x[ der 
Fläche
(31) x‘ = x' (u) 
noch das Richtungsfeld
(32) xi = xjt(n)n1'.

von
Da die Fläche totalgeodetisch ist, folgt aus Gleichung (8) und (20), bei Beachtung 
AiJkxk = 0, zunächst

(2 )
Dx‘ = Dü* • x^,

und dann wegen (22 )
(33)

Aus der letzten Relation folgt aber unmittelbar, daß mit x‘(u) auch

(l)
Dx‘ = Dü* • xL

x ‘ = c‘kA(u) + cl
eine Parameterdarstellung einer totalgeodetischen Fläche ist. Die hier auftretenden 
Konstanten clk und c‘ sind willkürlich. Dadurch erscheint in unserem Problem die 
allgemeine lineare Gruppe. Man kann so, von einem beliebigen Flächenelement 
das durch eine beliebige Richtung geht, zu einem zweiten willkürlich vorgegebenen 
Flächenelement, mit einer beliebigen vorgegebenen Richtung in derselben, durch 
ein Transformation der Gruppe übergehen. Dies bedeutet aber die unbeschränkte 
Integrabilität der Gleichungen (32). Ihr Resultat zeigt, daß der Raum von konstanter 
Krümmung ist. Umgekehrt, kann nachgewiesen werden, 11 daß in einem Raum 
von konstanter Krümmung unbeschränkt totalgeodetische Fläche existieren. 
Somit gilt

Satz 6. Die Finslerräume konstanter Krümmung sind durch die unbeschränkte 
Existenz von totalgeodetischen Flächen charakterisiert.

(Eingegangen am 21. M ärz 1966.)

11 Siehe O. Va r g a  [9].
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§ 1 .

H. St e in h a u s  [1] raised the following problem: “Does there exist a family 
F of measurable functions such that

a) | / ( 0 I =  1 for / ( 0 €T
b) for each sequence {/„(<)}> where f„(t)0F the sequence

I z m« k= 1
is divergent for almost all /?”

D. G. A u stin  proved that if £ l5 £2> is a sequence of random variables
with possible values 0  and 1, then there exists an increasing sequence of integers 
nl ,n 2, ...,«*, ... and a random variable rj such that

p "̂2 +  • • • +  £„k _  J

that is for the subsequence £Л1,£Л2, ...,£ Пк, ... the strong law of large numbers 
holds.

A. Rényi proved that the same holds for any sequence of uniformly bounded 
random variables (oral communication).

P. Révész [2] showed that the condition

H ( O ^ K  ( « = 1, 2 , ...)

for some K>0, guarantees the existence of a subsequence for which the strong law 
of large numbers is valid. (He proved the following sharper theorem:

If
m i ) ^ K  (« = i , 2 ,...) ,

then there exists a subsequence £Л1, Е,П2, ..., £Лк, ... and a random variable t] such that

Z cAZm-n)
i= 1

is convergent with probability 1, provided that cq, c2, ..., c„, ... is an arbitrary sequ
ence of real numbers for which

Z ck <  + “ •)
k= 1
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He asked: whether we can replace the condition by the condition

М(|<У1+*)ёА' (и= 1,2, ...)
with some e (O Se<l).

In this paper we prove that this conjecture holds with e = 0, that is the following 
theorem is true:

T heorem  1. / / '  , <f2 , is a sequence of random variables for which
lim inf M(|£„|) <+<»,
П= +  oo

then there exists an increasing sequence я , , n2, ..., nk, ... o f integers and an integrab/e 
random variable q, for which

P £ n i  +  £ « 2 +  • • •  +  £ n k

к
Moreover we prove the following

T heorem l a .  I f  £2> •••> ••• й  a sequence of random variables for which
lim inf M(|4 |) <  +°°,

then there exists a Subsequence {q„} of the sequence {£„} and an integrable random 
variable rj such that for an arbitrary subsequence {fj„} of the sequence {q„} holds:

P I lim
I n= +  oo

Íh+rj2+ ...+rjn
1.

The theorem is the best possible in the following sense:
T heorem 2 . I f  {a,,} is an arbitrary sequence of positive numbers for which

lim an — +  °o,

then there exists a sequence o f random variables

£,\Л2, —Л п, — with М(|6 ,|) =  йгп,
such that for any subsequence o f this sequence the strong law of large numbers is not 
valid.

Moreover there exists a sequence {q,,} o f independent identically distributed 
random variables (with М(| »7„ | ) = 1 )  such that for the sequence Qn =  a„• q„ (and for 
any of its subsequences) the strong law of large numbers is not valid.

Clearly Theorem 1 implies the undermentioned corollary (which is also a 
consequence of the individual ergodic theorem of Birkhoff):

C orollary . I f  £2> ..., ... are equivalent (symmetrically dependent)
random variables with finite expectation, then there exists an integrable random variable 
r\ such that

P £i +  £2 + 
n =  1 .
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(We say that < £2, are equivalent or symmetrically dependent if the
joint distribution function of the variables £i},£ i2, ..., (4 ^ 4  if depends
only on к and it does not depend on the choice of the indices ix, i2, ..., 4  that is

P(£íx< * i ;£ó< * 2 ; ...;£ ik^ x k) = Fk(xu x2, ...,x k).

§ 2 .
«

In course of the proof of Theorem 1 we are making use of the following 
Theorem 0 [3].

If for a sequence 12, ... of random variables the following two
conditions are fulfilled:
a) P(M «J{1, Í 2, . . . ,{ ,_ 1) - 0 )  =  1.
where M (<J„, £2, •••, £„-i) denotes the conditional expectation of with respect 
to the random variables £1; £2, ■■■, £п- й

b) y M
á i  к2 + °°,

then for the sequence £2, ... the strong law of large numbers holds that is

P £l + £2 + 
П = 1.

First of all we introduce some notations and prove some lemmas.
Let H  denote the Hilbert space of all random variables £ defined on the 

underlying probability space [fi, sí, P] for which М(£2) is finite, the inner product 
(£, t]) is defined by (£, r\) = H (^). We say that the sequence {£„} of square integrable 
random variables converges to t] weakly (in the Hilbert space 77) and denote

if

for any element ß of 77. 
(We use

instead of the symbols

{ . Í 4

lim m nß) = Mfo/QH = + 00

lim or -  resp. liminf

lim resp. lim inf.)Л=+оо П = + 0 0

All over the paper Fa(x) and Ga(x) denote the following function (for a> 0):

(x, if |x| S  a 
0 , if |x| >  a,FJx) 4 «

Ga(x) = — if — s  x <  for k = 0, ±1 , ± 2 , ....a a a
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Lemma 1. I f  £n-^r\ then
M ( t o | ) ^ l i m i n f M ( | £ , | ) .

n
Proof. Let ß denote the function

So

But

so we have

ß(fo) =
1 i f  / / 2 = 0  

— 1 i f  tj <  0.

M(£„/0^M0,/0 = M(M).

|M(<y?)|=sM(|6,|) 

M(|»7|) S  lim inf М(|^„!)
qu. e. d.

L e m m a  2 . I f  for a sequence {£„}

.  H(|<^„[) S  AT (/1 =  1 , 2 , . . . )
holds with some K >  0 and the sequence { Fk (£ „ ) \ is weakly convergent for к =  1 , 2 , . . .
that is

F k( Z „ ) - r , k № = 1 , 2 , . . . )

then there exists an integrahle random variable q such that

and

Proof. Putting qo=0 and 

we have

P(lim/7* =  /7) = l ,
к

M (|/7 fc — л/l) r  0 .

hn = Пп-Чп- l

In  =  2  h k (« =  1,2, ...).k= 1

So we have to prove that the series 2  *1k is convergent with probability 1, and also
k= 1

in the norm of the Banach space L v. Instead of this fact we prove that the series 
£  \nk\ is convergent with probability 1. Putting F0(^) = 0,

k= 1

Zn = Z (F Á Z n )-F k- 1(6 ,)) k= 1

and since in a fixed element со of the space Q at most one (Fk(£n) — ̂ *-1(6 ,)) is 
dilferent from 0  (и is fixed),

16,1 -  2 \ F k( U - F k- f U \k= 1
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and so

k =  1

Clearly
(Fk( U - F k- i ( L ) ) - n k,

and by Lemma 1 we have
M (fe|) ^  Urn inf H(|Ft ( 4 ) - F ,_ 1(^)|)n

that is

2  M(|»/*| )  =  2  l im  in f  H (IFk{U  -  Fk. ! ( Q | ) .k=l k=t n
Clearly for all integer N  there exists an integer m = m{N) such that

2  lim inf M(|F*(£„)—̂ _  , (£„) !)  =s 2  H ( | F t ( U - ^ - i ( U I ) + l .
A =1 n k = 1

So we have

2  l i m i n f M ( | ^ ( 0 - ^ - i ( U I )  s  M (ia )+ 1  S  a: + i
*=1 "

for all integer N, that is the series ^ l im  inf М(|.Р4(<1;П) — 1(<?„)|) is convergent
k =  1 n

and therefore the series

2  M f l i f c l )
k =  1

is also convergent, and by the Beppo—Levy theorem the series 2  1*7*1 is convergent
* = t

with probability 1 and this proves Lemma 2.

§3.

P roof of T heorem  1. 1) Let {£'} be a subsequence of {£„} for which

М ( Ю < *  (« = 1, 2 ,.. .)
for some K>- 0.

Clearly {Ti(^„)}“=1 is weakly compact in the space H  for k=  1, 2, ... (because 
they are bounded).

Let us choose a subsequence {<!;' j } from the sequence {£'} such that

where ß l is a random variable.
Let 2} be a subsequence of the sequence {c'n ,} such that

f2 ( C a ) 7 ß 2,
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where ß2 is a random variable etc. let {c' k} be a subsequence of the sequence 
such that

m 'n ,k) -  ßk
where ßk is a random variable etc.

Let us put п = £'п<п (« =  1,2, ...). Clearly

Fk{Q  T  ßk for k=  1 ,2 ,....

2) The sequence of real numbers

P(& — 1 ^  |f„|<A:) (« = 1, 2 , ..., к = 1,2, ...)

is bounded, so we can choose from the sequence {£„) a subsequence {£n ,} for which

Р (0 ё |^п>1|< 1 ) - p i
and

y S P ^ I U 1) <Pi- l 3
(« = 1, 2 ,...)

for some
Let us choose from the sequence {£„л } a subsequence {£n>2} for which

P(1 |^ ,2| <  2) - p 2
and

§ - s P ( l S | { J < 2 ) < A + i  ( « = 1 , 2 , . . . )

for some 0 —1 etc. Let {£„_*} be a subsequence of the sequence {£„ t_ j } for 
which

P № - l s  l £ J
and

f s P № - N  |£„,*| +  ̂  (« = 1, 2 , .. .)

for some 0  ёр* S  i etc.
Let us put

(« = 1, 2 ,...) .

So for (and clearly for any of its subsequences too) it holds that:

(1) P ( £ - l  S  IC.I <  k ) ~ p k {k = 1,2, . . . )
and

(2) ^ - s P ( k - i s \ U ^ k ) ^ Pk +  -±r  

for « = 1, 2 , ... and k — 1, 2 , ..., «2.
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The relation

and (2) imply that

for all n that is

(3)
Similarly because of

2 P ( £ - i s | i „ |  « = * )= !

2 a ^ 2  2 'P № - 1  s  \ Q ^ k ) * 2
k = 1 k= 1

2  Pk=2.

2  — I ) P — 1 =  ICnl <  ^ )  =  M(|C„|) <  к4=1
hence

(2) implies that
2  PAr(Ac — 1 = |C„| < £ ) < * + ! .

Z k ’Pk = 2 2 • • P (fc — 1 s  |C„| ^ k ) ^ 2 K + 2
4= 1 4=1

for all «, so we have

(4) 2 k -Pk*  2K+2.

3) If {/?„} is an arbitrary subsequence of {£„} and

Пп = Рп(Пп),
then we prove that

(5)
and

(6)

2H(7?„2)
n= 1 Я

+  <

2  PC'/« и  I,,) < + ” ■n= 1
Proof of (5): (Applying (2) and (4))

M(rjn) < 2 ̂ 2P(̂ -i  ̂Id < fc) < 2 ̂ 2|  ̂+
4=1

1
Л3 Г

H en ce

IT -ДИ*+̂).1 ^
s | * ( a  + ̂ )  = Í * A  + | ^ <  (2^ + 2) + 2  =  2АГ+4

Qu. e. d.

223

A c / . :  M atbem atica Academiae Scientiarum  Hungaricae iS, 1967



224 J .  K O M L Ó S

Proof of (6): (Applying (2) and (4))

P O ?«  И Pn) =  P ( l 4 - I  >  n) =  2  P (k -  1 =  Ы  <  k) =  2  Р ( Л - 1 S  Ы  <  * )  +
k = n  k = n

+ 2  P(k — 1 = w„| <  £) <  а ^ ( л  + x r j  +  P ik l  == и2) <Jfc = «2+1 * = « f л ;

2  Pk+2  TT+
1 , М([ »ь| )  ^  , 1 . к г  . K+\

Hence
к  k 3 n2 2 Pk+—2+-~2 ~  2 P k  + ~

k = n П П  *  =  «

2 к ч .  *  a.)< =  1 * - a +
n =  1 и =  1 \ k  = n f t  )  k =  1 k  = 1 ft

<  (2 /:+ 2) +  (2ä:+2) =  4ÄT+4.
Qu. e. d.

The relation (6) and the Borel—Cantelli lemma imply that in almost all со 
of the probability space

4n = Pn for л > и 0(ю)
therefore the relations

and

are equivalent.
4) Let us put

p(̂ IH=i
y n = 4n-ßn = FJjln)-ßn (n = 1,2,...). 

(ßk was defined in 1) by the relation

We prove that

(7)

Fk(U  -  ßk.) 

Vi +?2 +  ••• +7« 0  = 1

if {>/„} is a suitable subsequence of {Г„}. This fact proves our theorem 1 because 
lemma 2  implies that

P  ( ß „ - r , )  =  l

for some integrable random variable tj and so

ßi + ßi + ••• +  ßn

Hence 17) implies that
Pi +П2+ ••• +Pn

1.

P\ =  1
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and (6) implies that

P П1 +Ч2 + ...+r]n 
n = l;

but {rj„} is a subsequence of the original sequence {£„} and so our theorem will 
be proved.

5) Now we are going to choose the subsequence {qn} from the sequence {£„}. 
Let us put

*7i =  Ci > 7i=
and

4i = Gi(y i)-
tl[ takes only finitely many Values, so the smallest er-algebra with respect to which 
tj[ is measurable, contains only finitely many sets.

Let A u l ; A 1<2; ...; A l Nt denote these sets having positive probability (the 
finitely many sets having probability 0 , we can disregard) and x ; xli2; oc1Nl 
their characteristic functions.

Put
£i = min P (AUk).1 -^k^N 1

The sequence
F2{ U ~ ß 2

tends to 0  weakly (if m tends to +«>).
Let m2 be such a large natural number that

(M(a1>fe(T2 (0 - /? 2) ) N y

hold for k — 1, 2 , 
Let us put

..., and n i5 % .

' ?2= Cm2 -

Put y2 = F2{t]2) — ß2 and t]2 =  GtlU(y2). t)\ and t]2 take on only finitely many values, 
so the smallest а-algebra with respect to which t]\ and i/2 are measurable, con
tains only finitely many sets. Let A2 1 ; A 2̂ 2; ... ;T2j Nl denote these sets (with 
positive probability) and a2> x; a2> 2; ; a2, Nl their characteristic functions.

Let us put
£г P(A2.»)■

The sequence
F 3( C J ~ ß  3

tends to 0  weakly.
Let m3 > m 2 be such a large natural number, that

|M(aw (F3 ( C J - 0 3) ) | s - ^

hold for к — 1, 2, ..., N2 and m ^ m 3. Let us put r\3 =£m3. Put у3 — F3(r]3) — ß3 and
n'3 = Ge2l8(y3) etc.
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Let mn>mn- 1 be such a large index that

( 8 )  |m

hold for к — 1, 2 , JV«-! and where а„_1& (k= l,2 , Nn- t) denote the
indicator functions of the sets A„_, k (with positive probability) contained by the 
smallest er-algebra with respect to which t / i ; rj'2 ....... >hn-i are measurable and

e„-i =  min P(A„_1 k).
Let us put

П n=Cm„, У„ = -  ß„
and

4n =  Gen-ЛУп)
2"

etc.
6) We prove that this sequence {y„} obeys the strong law of large numbers 

(with limit 0 ).
The definition of t]'„ implies, that in all element со of the probability space Q

n ^  , 10  s  y„-rjn =£ —

holds. Hence
0  <  У1 +  У2 +  ••• + 7 n  n'1+ 4'2 +  -+4'„  =

n n

= (y 1 ?̂i) +  (y2 ^2) T • • ■ +  (уд у/я) s  l_
n ~ n

that is for {y„} the strong law of large numbers holds if and only if it holds for the 
sequence {rj'n}.

We show that for the sequence {27'} the conditions of Theorem 0 hold.
By (5) we have

v  H(i?„) _  у  M { F t  (4 n))
n

and it is easy to see that
п=1 n* + <

V M(y«) — ' v 2 -M(iy,f)Z Z2  =  Z  — Z2—  < + ” ■
n — 1 f t  n = l  ft

Clearly 

that is
M(/?;2) S  2 -M(y2) + l

у  Mb/;2)
z  — 2— < + “ •71= 1 ft

So vve have to prove only the fulfilment of the first condition of Theorem 0 for 
the sequence that is

P0 *Ш*1 иПг, ■■■>%-1) - 0 ) =  1.
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Using (8) we obtain 

max max |M(y„a„_M)| max |М0 й i,*)l
J á f e á iV n - l  1 S K S iV n - 1_______________  I 15 К 5 Л 1 п -1 ___________________________

£и-1  ел- 1  ®П—1ön- 1

£я- 1  | M(l^-yJ) s  1 l £n- 1 ^ _2_ 
ne„-i £„-i ~  n 2 n

in almost all element со of the probability space.
Then

P ( M ( i /« |» / i> » /2 >  7 ° )  =  1
and this fact proves our theorem 1. Qu. e. d.

§4.

P r o o f  o f  T h e o r e m  la. In the proof of Theorem 1 we choosed m „ so large that

|M(a„_1>fc(Fn(Cn)-/?B))l ^

hold for all m S m n where а„_1Д (к = 1, 2 , ..., iV(I_ 1) denote the indicator functions 
of the sets A„-lk  with positive probability contained by the smallest u-algebra 
with respect to which 17- =  GEi_, (Т;(^;) — /?;) are measurable for / = 1, 2 , ..., n — 1 ;

2‘

£„_i=  min Р ( Л - 1,*)-lafcsJV„-i
Now let us put r\y = Ci,(Pi = 2 and let us suppose that rh,t]2, and the
numbers <pt , cp2, ..., cp„~ 1 are choosed and choose the variable rj„, and the number cpn.

Let к be an integer with l^ fc S n  and 1 ^ / 1< i2<  . . . < /л = и integers. 
Let us put r\'t =G4,i (Ft(t]it) — ßt) ( /=  1, 2, ..., к — 1). The smallest ir-algebra with

2‘t
respect to which tj[, ri'2, ...,ri'k- 1 0 /o =  0) are measurable, contains only finitely 
many sets. Let us choose the integers iy, i2, ■■■, ik - 1 in all possible ways and denote 
the obtained sets (which have positive probability) by A'k_J1; ^ i_ 1>2; ■■■’, Ak- 1>Mk_t 
and their indicator functions by

/ / /“fc-1,1; aL-i,2 ; ; ал -l.Mfc-,•
Let us put

9n.k = . J Í 5  P ( ^ - m )
and

cp„ =  min <?„,*.1 =̂k=n
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Let /и„ k be such a large index that

\ Щ ^ Л Р Л и - Р к) ) \ ^ ~ -  (t = 1, 2 ,

hold for all и ё м , д  and put m'„ =  max тпЛ. Let us put r\n =  . The proof of Theorem
1 = /с =л

1 shows that {t]n} is such a sequence that if r]il,t]i2, ..., rjik, ... is a subsequence of 
{/?„} then for the sequence {q'ik} both conditions of Theorem 0 hold, and this fact 
proves Theorem la.

§5.

An example proving Theorem 2 is given by P. Révész.

P r o o f  o f  T h e o r e m  2. Let £lt  £2, ... be a sequence of mutually inde
pendent random variables with common distribution function:

P « , = 0 )  =  p o , Щ 1 = + к ) = р к ( *  =  1 , 2 , . . . )
where

p 0 + 2- 2  P k  =  1

H ( [ ( 1|) =  2 - i f c - A =  1.k= 1

The numbers (* = 1 ,2,...) will be chosen later. We have to choose these numbers 
such that for the sequence {t]„ = an-^„} and for its any subsequence would not hold 
the strong law of large numbers. The variables >?„’s have symmetric distribution, 
so the possible limit is 0. We choose the number pk such that

so clearly
= 0

for any sequence 0  <  it «= i2 . of natural numbers which implies

'/и +4i2+ ••• +4i, 0 = 0

for any sequence {/„} of indices.
Since th , it2, ..., !/„, ... are mutually independent, the relation
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holds if

Z pn= 1 == 1 =  +

Hence

t t I ® 1) =  =  p ( i í . i * ^ )  = 2 -  2 » .
—on

= l |  = 2  z {  Z л ]  =  2*  Z \pk- Z i ]
)  /1 = 1  V, n )  f c = l  l  n )

Z p

(in the last inner sum n is going). 
Since a„ — +°°, for the function

we have

m  =  2  1

m  „
A: *

--On

+  00 .

mLet us put g{k) = - - — , then g(k) -* + °° and

Z p Í — S  1
l  и /

= 2  Z P k ‘ k-g{k).
k=L

So we have to choose the numbers pk such a way that
CO

P o+ Z  Pk = 1

and
2 ‘ 2  k'Pk  = 1

f c=l

Z  k-pk-g(k) = +oo
i=i

hold where g(&) is a function with g(/c) +  °°.
The construction of a sequence {pk} with these properties is so easy that we 

can omit it.
(Received 22 March 1966)
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A DIRECT LIMIT REPRESENTATION FOR ABELIAN 
GROUPS WITH AN APPLICATION TO TENSOR

SEQUENCES
By

T. J. HEAD (College, Alaska)
(Presented by L. Rédei)

Each group may be regarded as a direct limit of its finitely generated subgroups. 
We develop in § 1 a slightly different direct limit representation valid for all abelian 
groups. The advantage of this alternate representation lies in the fact that some 
properties of abelian groups are preserved under direct limits but are not inherited 
by arbitrary finitely generated subgroups. We will be concerned with the following 
such property which an abelian group G may have: for a particular subgroup A 
of a particular group B, the canonical homomorphism G®A-*G®B  is a mono
morphism. In §2 we apply the direct limit representation of § 1 to discuss the exactness 
of tensor sequences. Since §1 and §2 allow a quick description of those classes of 
abelian torsion groups which are closed under direct sums and direct limits, we 
insert this description as §3. In §4 we discuss some details of the splitting question 
for tensor sequences.

We use Z(n) to denote the group of integers modulo n and Z(p~) to denote 
the ^-primary component of the group of rationals modulo 1. Otherwise our general 
reference for terms and notations is [1].

1. A direct limit representation. Let S\ (<x£A) be the family of those subgroups 
of G which are isomorphic to the direct sum of a finitely generated free abelian 
group and a finite number of indecomposable primary groups each isomorphic 
to a direct summand of G. This family is directed by set inclusion. It is a conse
quence of our first theorem that G is isomorphic to the direct limit of this directed 
system of groups Sa (a£T).

T heorem  1. Each finitely generated subgroup A o f each abelian group G is 
contained in a subgroup S o f G which is the direct sum o f a finitely generated free 
abelian group and a finite number o f indecomposable primary groups where each 
of the indecomposable primary groups is isomorphic to a summand of G.

P roof. Case I: Let G be a /^-primary group. Then A is finite and we may use 
finite induction on the order of A. The theorem is trivial for A = 0. Suppose g is an 
element of order p in A. (i) If g is in the maximal divisible subgroup D of G, let 
H  ( =  Z(p”°)) be a divisible hull of {g} in D. Then A + H  = A 1® H a P ® H = G  
for some summands A x of A and P of G for which Pz>A1. (ii) If g is of finite height 
n in G, let h£G  be such that g=p"h and let H={h}. Then A + H  =  
a P @ H  = G for some summands A i of A and P of G for which Pz>A1. (iii) If 
g is of infinite height but is not an element of D then the basic subgroup of G must 
be unbounded. These conditions imply the existence of an integer n and an element
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h£G  for which: G has a summand of the form Z(pn + 1), g= pnh, and pnx = 0 for 
all x£ A. Thus H =  {h} is pure in A + H  andA + H  = Ay ®Hfor some subgroup Ay. 
Since Ал П  {g} =  0, there is a subgroup P of G which is maximal subject to the con
ditions: РП {g} =  0 and PzoAy. Since {g} is a subgroup of the group of elements 
of infinite height in G, by [3, theorem 5] or [5] we have: P is pure in G. Also, since 
P fj {g} = 0, we have Pf}H = 0.

In any case we have A + H  = Ay ® H  where H  is isomorphic to an indecompos
able summand of G, A ydP  for a pure subgroup Pof G for which РГ\Н=  0, and 
(since in each case, APlHzO) order Ay < order A. By the purity of P, any inde
composable summand of P is an indecomposable summand of G. Thus by finite 
induction the proof of Case I is complete.

Case II: Let G be any abelian group. A — T® F  where T  is torsion and F is 
a finitely generated free abelian group. Each indecomposable summand of each 
maximal primary summand of G is a summand of G. Hence an embedding of A 
as desired can be constructed by treating each primary component of T as in Case I.

If desired, for each prime p  for which the basic subgroup of the maximal 
/^-primary subgroup is unbounded, any group of type Z(p°°) arising in the theorem 
may be replaced by a sufficiently large group of the form Z(p") where G has a summand 
of this form.

2. An application to tensor sequences. Let G be an abelian group and let A 
be a subgroup of an abelian group B. When is the canonical homomorphism G 0  A — 
— G 0B  a monomorphism? If it is a monomorphism then the same must be true 
for any summand S  of G, ie. S<Z>A-*S<8>B must be monic. On the other hand, 
if S<8>A-»S<S)B is monic for every indecomposable primary summand S of G 
then the same must be true of G by the direct limit representation of § 1. In brief, 
§1 gives us the information: G<g)A->-G®B is monic if and only if S® A-»S® B  
is monic for each indecomposable primary summand S of G.

The functor Z(n)tg>M is naturally equivalent to the functor M/nM  and the 
homomorphism A/nA -+B\nB induced by A d B  is monic if and only if A C\nB = nA. 
Thus Z(p") <g)A —Z{pn)®B  is monic if and only if A C\p"B =p"A.

We wish to show that Z(p”)®/4 — Z(p°°)0 .B is monic if and only if A is 
/7-subpure in В according to:

D e f i n i t i o n . A subgroup A of an abelian group В is p-subpure if a=p"b 
(a£A, b£B) implies that there is a positive integer к for which pka= pn+kx  for 
some x£A.

It is convenient to pass over to the torsion functor. Recall that for any abelian 
group V and any exact sequence 0 —IF—A—F —0 we have an exact sequence 
0 — Tor(F, IE)—Tor (V, A)—Tor (V, ThusZ(p“)®
0/4  — Z(p°°)<g>B is monic if and only if Tor (Z(p~), ß )— Tor (Z (/?“), ß/Л) is 
epic. However, the functor Tor (Z(/>“), M) is naturally equivalent to the functor 
P(M ) where P(M) is the maximal ^-primary subgroup of M  and where P(M — N) = 
= cc\P(M). The following computations will verify that P(B) -*P(B/A) is epic if and only 
if A is /;-subpure in B. First, suppose that A is /?-subpure in В and let b + A be any 
element of P(BjA). Then p"b £ A for some n and there must exist a к and an xdA  
for which p \p nb)= pn+kx. For this x  we have b + A={b — x) + A and b — x£P(B). 
Thus P(B) -^P(BjA) is epic. Secondly, suppose that P(B) -+ P(Вf A) is epic and let
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b£B be such that pnb^A  for some n. Then b + A=b' + A for some b'dB  for which 
pkb '= 0 for some k. For this b' we have b — b'^A  and pk + n(b — b')=pk(p"b). Thus 
A is p-subpure in B. We have now completed the proof of:

Theorem 2. For an abelian group G and a subgroup A o f an abelian group B, 
the canonical homomorphism G ® A ->- G ® В is a monomorphism if and only if for 
each summand of G of the form Z(pn)  we have А  П p"B = p"A and for each summand 
of G o f the form Z(p°°) we have A p-subpure in B.

The use of Theorem 1 in the proof of Theorem 2 can be avoided by applying 
the known special cases of Theorem 2, in which either G is torsion-free or A is 
pure in B, to two canonical short exact sequences.

E xam ples. Let A = {p}(zZ(p2)= B. Then АГ\р"В=р"А holds if and only 
if n ^ l .  Thus G® A G®>В is monic if and only if G possesses no summand of 
the form Z(p).

Now let к be an integer for which 1 <k. Let A —{(l, p)}ciZ(pk~1)® Z (p k+l). 
Then A O pnB=pnA holds if and only if n ^ k .  Thus G® A -*G®B is monic if and 
only if G possesses no summand of the form Z(pk).

It is easy to verify that a subgroup A of an abelian group В is p-subpure if 
AC\pnB = pnA holds for infinitely many n.

3. Classes of torsion groups closed under direct sums and direct limits. We say
that a class of abelian groups is closed under direct sums and direct limits if each 
group isomorphic to a group in the class is again in the class, if the direct sum of 
any two groups in the class is again in the class, and if the direct limit of every 
directed system of groups in the class is again in the class. For each subset S  of the 
set of all groups Z(px)(p  a prime, a =  °°, 1, 2, 3, ...) satisfying the condition that 
Z(p°°)£S if Z(p") 6 S  for infinitely many n, let S be the class of all those abelian 
torsion groups for which each indecomposable primary summand of G is isomorphic 
to a member of S. As a simple consequence of §1 and §2 we have:

Theorem 3. The classes of abelian torsion groups closed under direct sums and 
direct limits are precisely the classes 5.

P r o o f . Suppose that D is a direct limit of members of a class S and that D 
possesses a summand isomorphic, for a positive integer k, to a group Z(pk) $ S. 
For the appropriate choice of AczB, from among the examples presented in §2, we 
obtain the contradiction: G®A-+ G®B is monic for all G £S  and yet D® A -+D®B 
is not monic. A group of type Z(p°°) can only appear as a summand of a direct 
limit D of groups in S if either Z(p°°)£S or Z(p")£S  for infinitely many n and 
in either case we have Z(p°°)dS. Thus each S is closed under direct limits and 
remaining closure requirements are trivial.

A direct summand of a group G may be represented as a direct limit of a sequence 
of copies of G. Consequently, by Theorem 1, any class of abelian torsion groups 
which is closed under direct sums and direct limits must be of the form S.

Notice that if 0->-Л-*2?->-С->-0 is exact and pure then, for any S, В is in S 
if and only if both A and C are in S.

4. Splitting of tensor sequences. Since we have considered in detail in §2 the 
question of when, for AczB, G®A may be considered to be embedded in G®B

A cta  Mathematica A cadem iae Scientiarum H ungaricae 18, 1967



234 T .  J .  H E A D : A  D I R E C T  L I M I T  R E P R E S E N T A T I O N  F O R  A B E L I A N  G R O U P S

we will give here what information we have about when G®A is pure in G®B and 
when it is summand of G®B. We have results only for G a torsion group and we 
can say only very little that does not appear in [2]. The questions are reducible 
to the indecomposable primary case.

L emma. I f  0 ̂  A-* В C -* G is exact then 

(*) 0 ^Z (n )® A  Z(ri)Z В -+ Z(n)<g>C—0

is exact and splits i f  and only i f  it is exact and pure and if and only if im (а) П dB= 
= d im (a) for each divisor d o f n.

Proof.. The following seven assertions are equivalent. (1) (*) is exact and 
splits. (2) (*) is exact and pure. (3) For a\\G,G-+G®Z(ri)®A-*-G®Z(ri)®B-> 
-*■ G <8 Z(n) ® C-+G is exact. (4) For all G, G^-G!nG®A^GInG®B^-GlnG®C-*G 
is exact. (5) For all H  for which nH  = 0 , 0 A-+H&B — H — 0 is exact.
(6 ) For all divisors d of n, 0-+Z(d)<g)A -+Z(d)®B^>-Z(d)®C-<-G is exact. (7) For 
all divisors d of n, im (а) П dB — d  im (a).

Of course if О — A-+ B-* C->-0 is exact then G-*Z(p°°)® A-*Z(p°°)®B^ 
Z(p~) <g> C -+ 0 is exact and splits if and only if im (a) is p-subpure in B.

T heorem 4 . For an abelian torsion group T and an exact sequence 0 -+A 2-B — 
-*C —0, the sequence
(**) G ^T® A+T® B-+T® C-+G

is exact and splits i f  and only if it is exact and pure and i f  and only if  for each p-primary 
component P o f T: (i) i f  P has an unbounded basic subgroup then i m (а) П pnB = 
= p" im (a) for all positive integers n (ie. im (a) is a p-pure subgroup of В in the sense 
o f  [2]) and (ii) if n is the largest positive integer for which P contains a cyclic summand 
o f  order pn then im (а) Г\ркВ = pk im(v) for k = l ,2 , . . . ,n  (ie. 0 -+A — C->-0
is pn-pure in the sense o f [4]) and i f  P is not reduced then im (a) is p-subpure in B.

P roof. (Cyclicly.) The splitting of (**) implies the purity of (**). The purity 
of (**) implies the purity of the corresponding sequences in which T  is replaced 
by any of its summands. The lemma then implies the final condition. (**) splits 
if and only if the corresponding sequences in which T  is replaced by each of its 
primary components all split. If (i) holds for P then G-+P®A-*P®B^P®C-*G  
splits by the results of [2]. If fii) holds for P then the same sequence splits by the 
lemma.

(Received 1 April 1966)
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ÜBER DIE STARKE MULTIPLIKATION VON 
GEORDNETEN GRAPHEN

Von

L. LOVÁSZ (Budapest)
{Vorgelegt von P. Erdős)

1 .

ln den letzten Jahren behandelten mehrere Autoren die direkte Multiplikation 
von Graphen und untersuchten die Eigenschaften dieser Operation auf Grund 
verschiedener Definitionen ([1], [2] und [3]). Im Artikel [2] von G. Sa b id u ssi wurde 
bezugs der sog. Descartesschen Multiplikation bewiesen, daß jeder gewissen End
lichkeitsbedingungen genügende Graph eindeutig als Produkt irreduzibler Faktoren 
darstellbar ist. Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist der — ebenfalls in
[2] eingeführte — Begriff der starken Multiplikation, u.zw. wird das starke Produkt 
solcher endlichen Graphen untersucht, deren Punkte linear geordnet sind. Es wird 
gezeigt, dass die geordneten Graphen „im wesentlichen” eindeutig als Produkt 
irreduzibler Faktoren darstellbar sind (Satz (3. 5)).

Unter einem geordneten Graphen A (im weiteren kurz Graph genannt) ver
stehen wir eine reflexive und symmetrische Relation, die auf einer endlichen Folge

S(A) = (at , a2, ax) (ocSrl)
von verschiedenen — als Punkte bezeichneten — Elementen definiert ist. Das Be
stehen der Relation für die Punkte at, aj wird durch das Symbol a ^ a j  und durch 
den Satz ,,a; und a} sind in A mit einer Kante verbunden” ausgedrückt.

Als der durch die Punkte
m ä l)

eines Graphen A gespannte Teilgraph wird derjenige Graph A' bezeichnet, dessen 
Punktfolge S(A') = (ail, ..., aim) ist, wobei zwei dieser Punkte dann und nur dann 
verbunden sind, wenn sie in A verbunden sind.

Jede zu einem Graphen gehörende Relation wird mit demselben Zeichen ge
schrieben. Es ist jedoch kein Mißverständnis zu befürchten; ist nämlich at ~  й,- für 
zwei Punkte eines in unseren Ausführungen vorkommenden Graphen, so gilt 
auch für jeden anderen diese Punkte enthaltenden Graphen immer dasselbe. Diesen 
Umstand ausnützend werden wir ferner den durch die Punkte ah , aim gespannten 
Teilgraphen eines Graphen A ohne Hinweis auf A mit [ah , ..., aim] bezeichnen.

■Ж(А) bedeute die Anzahl der Punkte des Graphen A. Die Graphen A und В 
werden isomorph genannt (und dies wird mit A bezeichnet), wenn . V(A) =*V{B) 
und — mit der Bezeichnung

S(A) = (al , ..., a j, S(B) = (bl , ..., bß)
für jedes Paar i,j

a ^ ü j  •<=> bi~bj
besteht.
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Ein Graph A wird als kantenlos bzw. vollständig bezeichnet, wenn a, ~ я, nur 
für i = j  bzw. für jedes mögliche Paar i, j  besteht.

Das starke Produkt (im weiteren kurz das Produkt) der Graphen A und В 
wird nun folgendermaßen definiert. Es seien S(A) = (a ,, ..., a j  und S(B) = (bt , ... bß). 
Die Punkte von A X B  sind dann die geordneten Paare a f j  ( /=  1, ..., ос; j=  1, ..., ß), 
u.zw. werden dieselben lexikographisch angeordnet, d.h.

S(A XB)=^(al bl , ...,а кЬр, ...,a jb lt ...,ajbß).
Ferner seien a,.b,■ und а,Ъ< dann und nur dann in A X B  verbunden, wenn а, ~ а,•‘ 1 J 1 J 2 7 4  ^2
für A und bJi ~  bj2 für В gilt.

Es ist leicht einzusehen, daß aus A ^ B  die Relationen A x C ^ B x C  und 
C x A =  C X B  folgen (die umgekehrte Implikation wird später bewiesen), und 
daß (A X B )X C  = A X (B X C )  gilt, (d.h. die Multiplikation ist assoziativ). Das 
Produkt kantenloser bzw. vollständiger Graphen ist offensichtlich kantenlos bzw. 
vollständig; wird ferner die Reihenfolge zweier kantenlosen oder zweier vollstän
digen Faktoren eines Produkts umgekehrt, so ist der neue Produktgraph zum 
ursprünglichen isomorph.

A\B bedeute, daß ein C mit C X A = B  existiert. Offensichtlich hat AI В und 
B\C A\C zur Folge. A x B  = B bzw. B X A ^ B  gilt wegen W(A XB) 
dann und nur dann, wenn А^(А) = 1 ist.

Ein Graph A wird irreduzibel genannt, wenn .Ar(A) >  1 ist und B X C ~  А 
nur bei jV(B) =  1 oder ,/F(C) =  l bestehen kann.

Als Primzerlegung (kurz Zerlegung) eines Graphen A wird jede Folge Al3 ..., Ak 
irreduzibler Graphen mit

A l X A 2X ...X A k^ A
bezeichnet.

Ist J f(Ä )>  1, so existiert natürlich eine Zerlegung von A. Zwei Zerlegungen 
A lt ..., Ak und A \,  ..., A'i eines Graphen A nennen wir isomorph, wenn k — l und 
A ^ A 'i  ( i= l ,  ..., k) sind. Nichtisomorphe Zerlegungen von A werden als ver
schieden betrachtet.

2.

Vorangehend seien einige einfache Hilfssätze angeführt. Aus den Definitionen 
folgt unmittelbar:

(2.1) Sind A X B ^ T  und S(A) = (a1, ..., ax), S(B) = (b1, bß), S(T) = 
= (tl , ..., tr), so gilt ocß=z; für i=gß-\-r ( Ö S ^ S a - 1, 0 < r ^ ß  ist ferner der 
i-te Punkt von A X B  ag+lbr und es gelten
( 1 )  [ t ß i  f l ß i  t a ß ] — A ,

( 2 )  \d g ß +  1 > • • • ’ tgß  + ß \ —

wobei (2) zur folgenden doppelten Behauptung äquivalent ist: für jedes Paar r, s mit 
O er, s ^ ß  gilt
(3) tr~ t s o  br~ b s,
undfürje drei Werte i,j, X mit O ^ g ß e i ,  j s ( g  + l)ß^ccß und 0 < i + Xß, j+XßSctß  
gilt
(4) ti ~  tj «=>■ ti+kß ~  tj+xß.
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Wir definieren das Symbol bp für jedes p mit folgender Vereinbarung: für 
p  = n (mod ß) gelte bp = b„. Für 0 < ; ', /S t gilt dann
(5) t i~ tj =>- b ^ b j .

Sind 0 < r, ä, Q ^ß und 0=g, h< a, so gilt
(6) tgß + r~ thß + s=$-tgß + g~thß + Q-

(2. 2) Sind В ein kantenloser Graph und S(B) = (bi , ..., bß), S(T) = (t1, ..., tT), 
so sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

1) B\T;
2 ) ß\t, ferner folgt aus tt ~  tj i= j  (mod ß) und ti+1 ~  tj+; bzw. t ^  , ~  tj_ x 

für ß ü  bzw. ß \ i—\.
B ew eis. I. Angenommen es gilt B\T, so gilt auch ß\r. Aus tt ~ tj  folgt nun 

i =  / (mod ß) auf Grund von (2. 1) (5) und der Kantenlosigkeit von B; die beiden 
letzten Aussagen in 2) folgen endlich aus (2. 1) (6) durch Einführung von i= gß + r, 
j  = hß + r (0 -<r^ß).

II. Angenommen die Behauptungen von 2) sind wahr, seien jetzt а/?=т, 
T* = [tß, t xß], T*X B = T '. Wir beweisen, daß f s f  ist. Es gilt natürlich 
jV{T') = aß = x. Es sei nun t[ ~  tj mit den Bezeichnungen S(T') ~-(t\, ..., t'x) und

i=gß-{-r, j  = hß + s (0 < у 'ё т ,  0 < r,
vorausgesetzt. Es gilt dann t(g+1)ßbr~ t (h+1)ßbs, also t(g+1)ß~ t (k+l)ß und br~ b s. 
В ist kantenlos, daher ist r=s, und aus i(e+1)/! ~t(h+l)ß folgt deshalb aus 2), mittels 
Induktion tgß+r~ thß+r d.h. t i ^ t j .  Umgekehrt folgt aus wieder r = s wegen
i =  j  (mod ß), und durch Induktion kann abermals t(g+, )ß ~  t(h+1 )ß und daher 
/(s+ i)A ~ i(*+i)A» also ~ g e fo lg e r t  werden.

(2.3) Für einen vollständigen Graphen В und für S(B) = (b1, ...,bß), S(T) = 
= (tl , ..., tz) sind die folgenden zwei Aussagen äquivalent:

1) B\T;
2) ß\z, ferner folgt aus t ^ t j  ( 0 < ; , / S t) im Falle ß \j  bzw. ß \j t t ~  tj+ { 

bzw. ti ^ t j ^ 1.

B ew eis. I. Es sei zuerst B\T vorausgesetzt. Es ist dann ß\x. A sei ein Graph 
mit A X B s íT  und S(A) = (а ,, . ax). Endlich nehmen wir

t i~ tj  (0 < j г, i=gß + r, j  = hß + s)
an. Es gilt dann ag+l~ ah+1. Für ß \j gilt s < ß, für ß \ j— 1 aber s >  1, und wegen 
der Vollständigkeit von В gilt sowohl br~ b s+1, als auch br ~  bs_ ,. Auf Grund 
von ag+1 ~  ah +, hat dies endlich die Behauptungen von 2) zur Folge.

II. Es seien nun die Behauptungen von 2) als gültig angenommen, und es 
seien ccß = x, T* = [tx, ..., txß\, T '=  T*XB. Wir beweisen: T 's íT. Offensichtlich 
gilt Jf(T ') = aß = T. Es seien S(T') = (t'1, ..., t') und

i = gß + r, j= h ß  + s (0 < / ,7 ^ t, 0 < r , s^ß ).
Wegen der Vollständigkeit von В gilt t- ~ t) d.h. t(g+i)ßbr~ t (h+i)ßbs dann und nur 
dann, wenn t(g+ 1)ß ~  t(h+, )ß besteht. Dies ist aber nach der zweiten und dritten 
Behauptung von 2) mit tgß+r~  thß+s äquivalent, und es gilt daher tt ~  t j .
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3 .

(3.1) S a t z . A us A X B  =  A 'X C , А =  А' und aus B X A  =  CXA', A =  Ar 
folgt gleicherweise B-z íC.

B ew eis. In beiden Fällen ist Jd(B) = Ж(С) evident. Es seien A X B = T , A 'x C =  
= r ,  S(T) = (tl , ..., tz), s e n  =  О . JV(B)=jV(C) = ß. Wegen Г - Г  gilt 
dann [t1 ; ..., t f \ ^ [ t \ , ..., tß] und auf Grund von (2. 1) B ^ [ t l , ..., tp], C ~  
= [t[, ..., t'ß\; wird ähnlicherweise B X A  = T*, C x A ' = T**, S(T*) = (t(, ..., tf), 
S(T**) = (t**, ...,t**), Ж(А) = Ж(А') = а, Ж (В)=Ж (С) = ß angenommen, so folgt

B = [ t* ,..., t% ]=[?**,..., t+ n ^ c .

(3. 2) Aus B \T,D \T  und jV(B)\jV(D) folgt B\D.
B ew eis. Sind aV(B) = ß, aV(D) = ö, Ő = Iß  und A ein Graph mit A X B s íT, 

so gilt mit den Bezeichnungen S(Ä) = (ax, ..., aa), S(T) = (t1, ..., tx) nach (2.1) 
A 'X B ^ [ tu  ..., tö] = D für A' = [a,, ...,ал].

(3.3) Sa t z . Bei den Voraussetzungen B\T, D\T, Ж (B) = ß=  Ж (О ) = ö und 
(ß, ö)=n existieren drei Graphen F, B' und D' derart, daß В zeB' X F, D ^iD 'XF , 
Ж (F) = n gilt und B' entweder vollständig oder kantenlos ist.

Bew eis.

ß' = — und n

Es seien S(B) = (b1, bß), S(D)=(di , ds), S(T)=(t1, ..., tx),
C

S' =  —. Wir können voraussetzen, daß x -=2d ist. Es genügt nun zu n
zeigen, daß dann die Graphen F=[tt , ..., t,], B ' = [tn, ..., tß-„] den Bedingungen 
des Satzes genügen; ist nämlich F\B und daher F\T  schon bewiesen, so folgt auch 
F\D auf Grund von (3. 2).

1° Zunächst wird gezeigt, daß aus bt ~  bj für jedes 2 (auf Grund der Verein
barung b( =  bi+p) bi+Xn~ b J+)in folgt.

Es seien für diesen Zweck i = gß + r, j  — hßA-s (Oer, s^Sß) und x ,y  nicht
negative ganze Zahlen mit yö —xß = n. Es gilt dann wegen (2. 1) tr~ ts, tr+e~ ts+s, 
daher auch br+s~ bs+s und endlich bi+ö~ bJ+ö. Dies hat bi+vS~ b j+ya und damit 
bi+n ~bj+n zur Folge, woraus die Behauptung durch Induktion gewöhnen werden 
kann.

2° Der Teilgraph [6 (i_ i)n+i, • ••, bin] sei für 1 s i ^ ß '  mit Bt bezeichnet. Es ist 
dann F ^ B X. Wegen der in 1° bewiesenen Tatsache sind aber Bl 3iB2 = ...=  Bß-, 
Sind in В keine zwei — zu verschiedenen Teilgraphen Bt gehörenden — Punkte 
durch eine Kante verb nden, so ist B' der kantenlose Graph mit ß' Punkten 
und es gilt В' X F~B.

Es kann also in der Folge angenommen werden, daß unter den B{ zwei verschie
dene, etwa Bz und Bu mit z e i t  existieren, zwischen denen mindestens eine Kante 
verläuft (es muß dann ß <  ö sein). Die Endpunkte einer solchen Kante können in 
der Form йг„_£, bzn+i — mit OS £<n und 0 ei; e ß  — zn — angegeben werden.

3° Ist C ein Graph mit C X D ^ T  und S(C) = (cx, ..., cy), so existiert ein 
O -cjxy  mit cy~ cv+1.

Es sei nämlich у die kleinste positive Lösung der Kongruenz Sy = zn (mod ß). 
(Diese Kongruenz hat wegen (ß, S)=n\zn gewiss eine Lösung.) Für dieses у ist
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V s  —  ; da hierbei Gleichheit wegen ß : n ■zn nicht bestehen kann, gilt у ß =  [ß, S\ „  
n ö

г _ . Sy — zn „  . , , , ,S  =  y. Es sei — ß—  =  x. Es folgt nun tza+ßx-,~ t„ ,+fx+(, also cyds. e~ cy+id(
und cy ~  cy+! ,  weil ja wegen ß < 5  0  <  <5 — e^Sö,  0  <  £ <  <5 und 0<zu +  ß x  +  £=yö+ l;<  
<  (y — l)d + <5 =  T besteht.

4° Für beliebige i,j,X,f.i gilt b ^ b j  dann und nur dann, wenn bi+)n — bJ+ß„ 
besteht.

Es genügt offensichtlich den zweiten Teil dieser Behauptung zu beweisen.
Ferner kann 0< i, jS ß  angenommen werden; bi+/j ~bj gilt nämlich wegen 

&i+0 = 6 ; dann und nur dann, wenn b ^ b j  gilt.
Es seien also 0 <  i, j  s? ß und b ^ b j .  Es gilt dann t{ ~  tj und wegen ß <  <5 c/; ~  dj 

und daher cyd i~ cy+ldj, wobei у die in der Behauptung von 3° definierte Zahl be
deutet. Nach (2. 1) gilt tiy- 1)S+i~ tyS+J, also wegen (2. 1) (5) b(y_1)s+i~byi+J und 
endlich wegen n\ö nach 1° bt ^ h s+ j . Durch wiederholte Anwendung der letzten 
Beziehung ergibt sich bi^ b xö+j. Hierin sei x gemäß der Bedingung öx =  n (mod ß) 
gewählt; es folgt dann b i~ bn+j, und durch Iteration dieser Beziehung ergibt sich 
endlich die Behauptung 4°.

5° Um den Beweis des Satzes (3. 3) zu vollenden, bemerken wir, daß bn ~  bn 
und daher auf Grund des Hilfssatzes in 4° b Xn ~  bßn für jedes Paar 2, ц  gilt, also 
B' ein vollständiger Graph ist. Es seien nun B 'X F = B * und S(B*) = (b*,
Wir beweisen: B^B*. Tatsächlich gilt erstens ^V(B*)=nß' = ß= lv(B). Ist nun 
b f~ b j  für ein Paar 0 < i, jS .  ß mit i=gn + r  und j —hn + s, so gilt wegen (2. 1) 
br~ b s und daher auf Grund des Hilfssatzes in 4° br+ng~ bs+nh, b ^ b j .  Gilt um
gekehrt b i~ b j, so gilt auf Grund desselben Hilfssatzes br~ b s und daher wegen 
й(9+1)п~йо,+ 1)л auch b(g+l)nbr~ b0l+1)nbs, b f~ b j.  Hiermit ist В=В* und damit 
auch der Satz (3. 3) bewiesen.

(3.4) Satz. Bei den Voraussetzungen J r(B)=ß, ,Ar(D) = ö, (ß, <5) = 1, 1 
B\T und D\T sind В und D entweder beide kantenlos oder beide vollständig, und es gilt 
BXD\T.

Beweis. Es sei S(D) = (dl , dö), S(T) = ( /x, ..., tT). Der Fall ö = t kann 
offenbar nicht Vorkommen. Es ist also т £2<S. Nach (3. 3) ist der Graph В entweder 
vollständig oder kantenlos; er sei zuerst als kantenlos betrachtet.

I. Wir zeigen, daß dann auch D kantenlos ist. Im entgegengesetzen Fall gibt 
es nämlich einen größten Index j, für den ein Index i mit

di~dj (0  < i < /' ̂  <5)

existiert. Es gilt dann Wegen (2. 1) gilt ti+a~ t J+i. Es gilt t i+1 ~ tJ+1; im
Falle ß ij ist dies evident; ist aber ß\j und daher ß\j+ d, so gilt 7 + <5 < т und nach 
(2 . 2) ti+s+ ! ~  tj+s+ j , woraus auf Grund von (2.1) gleichfalls ti+1~ t j+1 folgt. 
Wegen der Maximalität von j  kann aber ti+1 ~  tJ+1 nur bei j  — ö bestehen. Es folgt 
daraus nach (2. 1) (6) t1~ ts+1, und es muß daher im Widerspruch zu einer der 
Voraussetzungen des Satzes ß\ö sein.

II. B X D  ist also kantenlos, und für den Beweis von BXT>|Tkann daher der 
Hilfssatz (2. 2) verwendet werden. Offensichtlich ist ßö\z, weil ja wegen (ß, S) = 1 
[ß, ö]—ßö besteht. Nehmen wir (0< / , ) S t) an. Wegen B\T und D\T sind
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dann ß\j  — i, ő| j  — i und daher ßö\j  — i. Ist nun ßö{i, so gilt entweder ß \i oder ö\i, 
und wegen B\T  oder D\T folgt hieraus ti+1~ t j+ l. Ist aber ßö \i—\, so besteht 
eine der Beziehungen ß \i — 1, ö \i — 1, und es gilt darum Nach (2.2)
folgt daraus BXD\T.

Es sei jetzt В vollständig.
III. Zunächst beweisen wir, daß auch D vollständig ist. Hierfür genügt es 

einzusehen, daß dt ~dj (0<  i, j ^<5) im Falle j< ö  bzw. j> -\ di ~ d jJrl bzw. dt ~ dj- t 
nach sich zieht.

Es sei also dt ~dj angenommen. Nach (2. 1) gilt dann tt ~ t j ,  ti+i~ tJ+ö. Wegen 
ß\ö besteht eine der Beziehungen ß \j und ß{j+ ö  sowie eine der Beziehungen 
ß ij + ö —l und ß i j—l.

Auf Grund der Hilfssätze (2. 3) und (2. 1) gelten im Falle j <  ö die Implikationen 
aus ß \j  folgt tt~ tJ+1, 
aus ß ij  + ö folgt ti+i~ t j +i+1, 

also gilt di ^ d J+1; im Falle j >  I kann ähnlicherweise 
aus ß \ j — 1 folgt ti ^ t j_ 1, 
aus ß ij  + ö - 1 folgt ti+g^tj+s-! 

behauptet werden, und dies zieht di ~  c/j_, nach sich.
IV. Da В XD  vollständig ist, kann zum Beweis von BX D \T  der Hilfssatz

(2.3) verwendet werden. Wegen (ß,ö) = l ist ßö\t. Es sei nun i , j  ein Paar mit 
0 < i,j = T und Ist ßöij, so besteht eine der Beziehungen ß \j und ö\j, und
es gilt daher Ist aber ß ö ij— 1, so gilt entweder ß i j —\ oder ö ij—1 und
damit auch

Werden in einem Produkt A ±X A 2X . . .X A k (k>  1) zwei benachbarte kanten
lose oder zwei benachbarte vollständige Faktoren vertauscht, so ist das so erzeugte 
Produkt zum ursprünglichen isomorph. Einen solchen Umtausch werden wir als 
unwesentlich bezeichnen.

(3. 5) Satz. Kann ein Graph auf zwei verschiedene Weisen als Produkt von 
irreduziblen Faktoren dargestellt werden, so gibt es eine Überführung der einen Zer
legung in eine zur anderen isomorphe Zerlegung mittels unwesentlichen Vertauschungen. 
M.a. W.: Die Darstellung eines Graphen als Produkt irreduzibler Faktoren ist bis 
auf die Reihenfolge der benachbarten kantenlosen bzw. der benachbarten vollständigen 
Faktoren eindeutig.

B ew eis. Auf einen einpunktigen irreduziblen Graphen bezogen können wir 
den Satz für wahr nehmen. Wir führen nun den Beweis mittels Induktion nach der 
Anzahl der Punkte. Es sei

T ^ A l X A 2X . . .X A k^ B í X B 2X ...XB , (ks= 2, / s 2),

wobei die Faktoren At und Bt irreduzibel sind, und wir nehmen an, daß der Satz 
für jeden Graphen, der weniger als aV(T) Punkte hat, schon bewiesen ist.

1° Ist Ak ^éB[, so ist nach (3. 1) A t X A2 X ... X A _ i —B i X B2 X ... X B i-1 ; 
nach unserer Induktionsannahme gilt der Satz für die Zerlegungen Ay, A2, ..., Ak^ , 
und B1,B 2, ..., /?;_], also auch für die zur Frage stehenden Zerlegungen.

2° Es sei nun AkjkB, vorausgesetzt. Wir haben die Bezeichnungen so gewählt, 
daß Ji{Aj)=A/'{Bl) sei. Nach (3. 3) gilt jetzt (еУ(Ак), J/'(Blj) = \ und Ak ist voll
ständig oder kantenlos; nach (3. 4) sind also Ak und Bt entweder beide vollständig
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oder beide kantenlos, und es gibt einen Graphen C mit CXBtX A k^.T.  Hieraus 
folgt aber auf Grund von (3.1) C X B , ^ A 1X A 2X . . . X  Ak_ j . Nach der Induktions
annahme existiert ein At mit Ai = Bl derart, daß die Graphen Ab ..., Ak__, sämtlich 
vollständig bzw. sämtlich kantenlos sind. Dasselbe gilt auch für die Graphen 
A h ..., Ak, da Ak und = ^ ; gleichzeitig vollständig oder kantenlos sind. Wird 
das Element A t in der Zerlegung A , , A2, ..., Ak nach und nach mit den Graphen 
A i+1, . . . ,A k vertauscht, so sind dies lauter unwesentliche Vertauschungen, und 
man gelangt endlich zu einer Zerlegung von T, deren letzter Faktor =B, ist. Für 
diese Zerlegung und für die Zerlegung Bt , B2, ..., Bt gilt die Behauptung gemäß 1°, 
und so gilt dieselbe auch für die ursprünglich betrachteten Zerlegungen, w.z.b.w.

( Eingegangen am 6. April 1966.)
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KREISPACKUNGEN UND KREISÜBERDECKUNGEN 
AUF FLÄCHEN KONSTANTER KRÜMMUNG

Von

J. MOLNÁR (Budapest)
( Vorgelegt von L. F ejes T óth)

In einer gemeinsamen Arbeit mit F ejes T ó t h  [2] haben wir uns mit folgender 
Frage beschäftigt:

Setzen wir voraus, daß wir über einen unerschöpflichen Vorrat von allerlei 
Kreisen verfügen, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen. 
Wie soll'man die Kreise wählen und anordnen um die Ebene möglichst dicht aus
zufüllen, bzw. möglichst dünn zu überdecken?

ln vorliegender Arbeit beschäftigen wir uns mit einer Verallgemeinerung dieser 
Frage, indem wir unserer Betrachtungen eine Fläche konstanter Krümmung x 
zu Grunde legen. Für x> 0  handelt es sich um die Sphäre, für x— 0 um die euklidische 
Ebene, und für x < 0  um die hyperbolische Ebene. Wir bezeichnen die Fläche mit 2ä .

Zunächst führen wir einige Begriffe ein.
Wir richten unsere Aufmerksamkeit auf zwei besondere Kreisanordnungen 

und zwar auf solche, wo jeder Punkt der Fläche zu höchstens einem bzw. wenigstens 
einem Kreis gehört, wobei die Kreise im ersten Fall als offene und im zweiten als 
abgeschlossene Scheiben angesehen werden (Abb. 1, 2). Wir sagen daß die Kreise

Abb. 1

im ersten Fall eine Packung, im zweiten eine Überdeckung bilden. Wir sprechen 
von einer gesättigten Packung bzw. einer knappen Überdeckung, wenn in der Packung 
kein Kreismangel bzw. in der Überdeckung kein Kreisüberfluß auftritt, d.h. wenn 
zu der Packung {AL} kein neuer Kreis vom Inhalt >  inf Kt hinzugefügt, und von 
der Überdeckung kein Kreis fortgelassen werden kann. 1 Folglich besitzen in der 
Packung die Kreismittelpunkte keinen Häufungspunkt. Dasselbe werden wir auch 
bei der Überdeckung voraussetzen.

1 Wir bezeichnen ein Gebiet und sein Flächeninhalt mit demselben Symbol.
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Es seien K{, К2, К3 drei Kreise vom Radius rt , r2, r3, A das von ihren Mittel
punkten bestimmte Dreieck und al , a2, a3 die Winkel von A. Wir erklären s(r, R) 
durch

s(r, R) = sup a1K1 + a2 K2 +  a3 K3 
2nA

erstreckt über alle Kreistripel mit folgenden Eigenschaften: 1) r,£(r, R) (/= 1 , 2, 3), 
2) die Kreise greifen nicht übereinander, 3) wenigstens ein Kreis berührt die beiden 
anderen, 4) kein Kreis schneidet die gegenüberliegende Seite von A.

In ähnlicher Weise erklären wir S(r, R) durch

S(r, R) = inf ct1Kl +cc2K2 + cc3K3 
2nA

erstreckt über alle Kreistripel mit der Eigenschaft, daß r f £ (r, R) (i — 1, 2, 3) und 
daß die Kreise einen gemeinsamen Randpunkt, aber keinen gemeinsamen inneren 
Punkt aufweisen.

Obwohl die numerische Berechnung von s(r, R) und S(r, R) schwierig ist, 
läßt sie sich für beliebige konkrete Werte von r, R und x mit beliebiger Genauigkeit 
durchführen. Näheres darüber folgt später.

Wir spannen auf die Mittelpunkte 0 l , 0 2, ... der Kreise Kx, K2, ... ein Drei
ecksnetz so auf, daß die Dreiecke ein Mosaik bilden, daß sie also die Fläche F  
schlicht und lückenlos bedecken. Unter der Kreisdichte bezüglich des Dreiecks 
Aijk = OiOjOk des Mosaiks verstehen wir den Quotienten

c/.iKi + aj Kj + y.kKk
2nAijk

wo аг, aj, ak die Winkel von O f) f l  k bedeuten.
Unsere Hauptergebnisse sind in folgenden Sätzen enthalten.
Sa t z  1. Zu jeder vorgegebenen gesättigten Packung der Fläche F  durch wenig

stens drei Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen, läßt 
sich ein auf die Kreismittelpunkte aufgespannten Dreiecksmosaik konstruieren, so 
daß die Kreisdichte bezüglich jedes Dreiecks ^  s(r, R) ist.

Sa t z  2. Zu jeder vorgegebenen knappen Überdeckung der Fläche F  durch 
Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) (R< n/2) liegen, läßt 
sich ein auf die Kreismittelpunkte aufgespannten Dreiecksmosaik konstruieren, so 
daß die Kreisdichte bezüglich jedes Dreiecks =£ S(r, R) ist.

B ew eis. Wir bezeichnen das betrachtete Kreissystem mit {Kt}. Ein Kreis C 
der im Fall der Packung drei Kreise von aussen berührt und kein gemeinsamen 
inneren Punkt mit den Kreisen {Л-,} hat wird Stützkreis genannt. Im Fall der Über
deckung wird ein Kreis C Stützkreis genannt wenn dieser drei Kreise von innen 
berührt und nicht im Innern eines Kreises Kt liegt. Die Existenz solcher Stützkreise 
leuchtet ein. Wir verbinden in zyklischer Reihenfolge die Mittelpunkte der einen 
Stützkreis berührenden Kreise К ;. Es entsteht ein Vieleck. Wir werden zeigen, daß 
die Gesamtheit der so konstruierten Vielecke die Fläche F  schlicht und lückenlos
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überdeckt. Zerlegen wir die eventuell auftretenden mehr als dreieckigen Vielecke 
durch einander nicht kreuzende Diagonale in Dreiecke, so entsteht das gewünschte 
Dreiecksnetz.

Wir führen die (algebraische) Distanz d(P, K) = OP — r eines Punktes P von 
einem Kreis К vom Mittelpunkt О und Radius r ein. Wir greifen einen Kreis Kt 
heraus (Abb. 3, 4) und fassen die Gesamtheit S t derjenigen Punkte P ins Auge,

deren Distanz vonK; kleiner ist als die Distanz von allen übrigen Kreisen K j ,  d.h. 
d(P, Ki)<d(P, Kj), Offenbar gehört O, samt einer Umgebung zu Sj, weil
sonst 7v; ganz in einem Kreis Kj liegen würde. Ersetzen wir einen von Qt verschiedenen 
Punkt P von Sj durch einen Punkt О der Strecke OtP, so nimmt d(P, Kj) um PQ ab: 
dagegen nimmt d(P, Kj) für jeden Index j ^ i  entweder zu oder höchstens um PQ ab. 
Folglich gilt d(Q, Ki)<d(Q, Kj), also gehört auch Q zu S;. Dies bedeutet, daß 
S'; in Bezug auf Ot ein sternkonvexes Gebiet, kurz ein Sterngebiet ist.

Es leuchtet ein, daß die Sterngebiete St , S2, ... ein Mosaik M  bilden. Wir 
konstruieren ein duales Mosaik M', in dem wir jede Kante k u von M, die die Flächen 
S; und Sj trennt, durch eine Kante k'tj ersetzen, die aus dem Streckenzug 0 ;С;уОу-

A b b .  5  A b b .  б

besteht, wo Ctj ein beliebiger Punkt von k tj ist. Man kann leicht beweisen, daß die 
Kanten k-j durch die Strecken k"J = OiOj ersetzt werden können, daß also diese 
Strecken die Kanten eines zu M' topologisch gleichwertigen Mosaiks M" sind 
(Abb. 5, 6).
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Zerlegen wir die mehr als dreiseitigen Flächen von M" durch einander nicht 
kreuzende Diagonalen in Dreiecke, so haben wir das gewünschte Mosaik vor uns. 
Wir haben noch zu zeigen, daß in jedem Dreieck Aijk = OiOJOk dieses Mosaiks 
die Kreisdichte 55 s(r, R) bzw. ё5(с, R) ist.

Fall der Packung. Es sei E ein Eckpunkt des Mosaiks M, die der Fläche OiOjOk 
entspricht. Ferner sei C der entsprechende Stützkreis, d.h. der um E geschlagener 
Kreis vom Radius о = d{E, Aj) =  d(E, Kj) =  d(E, Kk). Der Stützkreis C berührt

K b Kj, Kk kann aber in keinen Kreis der Packung hinein
greifen. Deshalb ist inf rt . Hieraus folgt leicht, daß 
keiner der Kreise Kt, Kj, Kk die gegenüberliegende Seite 
von Á schneiden kann. Um dies einzusehen betrachten wir 
die Tangente / an den Berührungspunkt В von C und 
K t (Abb. 7). Die Tangente t zerlegt die Fläche SF in 
zwei C bzw. Ki enthaltenden Halbflächen !FC bzw. tFKi. 
Es sei E' das Spiegelbild von E bezüglich t. Wegen 
d(Oj, E) < d(Oj, E'), d{Ok, E) <  d(Ok, E') und q  <  inf r, 
sind Oi und Ok innere Punkte der Halbfläche &C- Deshalb 
hat die Strecke OjOk (O}Ok s. n/2) keinen gemeinsamen 
Punkt mit Kt.

Wir zeigen jetzt, daß wir uns auf solche Kreise Kt, Kj, Kk beschränken können, 
von denen ein Kreis beide andere berührt und kein Kreis die gegenüberliegende 
Seite von A schneidet. Durch konzentrische Vergrößerung der Kreise so, daß 
die Radien im Intervall (r, R) bleiben, läßt sich immer erreichen, daß entweder 
1) ein Kreis einen anderen berührt, oder 2) die drei Kreise vom Radius R sind, 
oder 3) ein Kreis die gegenüberliegende Seite von zl berührt.

Wir wenden uns zunächst dem ersten Fall zu und setzen voraus, daß Kt und 
Kj einander berühren. Ist Kk <  max (Kt, Kj) so entsteht durch konzentrische Ver
größerung von Kk entweder die gewünschte Kreislagerung oder es wird Kk — 
=  max {Ki, Kj). Folglich können wir uns auf den Fall Kk s max (Kt, Kj) be
schränken.

Zunächst beweisen wir den
H ilfssatz . E s seien auf der Fläche FF drei Kreise K , , K2, K3 vom Radius 

rt , r2, r3 (rl ^ r 2~ r3), A das von ihren Mittelpunkten bestimmte Dreieck und 
ocj, a2, <x3 (а [ё я )  die Winkel von A. Verschieben wir K3 in der Richtung 0 30 k oder 
in der Richtung 0 30 2, so nimmt die Dichte

Kl
Abb. 7

ccl Kl + cc2K2 + a3K3
2nA

zu.
Der Beweis leuchtet ein, da

txl K l + a2K2 + oi3K3 _  Kl 
2nA 2л * +  T l +

к 3- к ,
2 n x + -Л  —  Oii

ist. Aus dieser Gleichung sieht man auch, daß im Fall rL — r2 = r3 die Bedingung 
<х2Шл überflüssig ist.
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Es sei Kk^ max (Kt, Kj) und setzen wir voraus, daß а;^ 7г ist. Wir verschieben 
den Kreis Kk in der Richtung OkOt bis entweder die gewünschte Lage oder eine 
„Sehenberührung” eintritt. Wie ändert sich inzwischen die Kreisdichte?

Es bedeute Kk einen mit Kt kongruenten und mit Kk konzentrischen Kreis. Da

fljK; + ctjKj +  cckKk «tKi +cijKj + ctkKk Kk — Kk y.k
2nА 2nA ' 2n А

ist, nimmt die Kreisdichte wegen unseres Hilfssatzes sicher zu wenn <xk zunimmt.
Bei der obigen Operation kann aber txk abnehmen und zwar auf der Sphäre 

wenn OtOk und OjOk größer als ж/2 sind. Dieser Fall läßt sich folgendermaßen 
erledigen. Wir verschieben die Kreise Kt, Kj gegen Kk so, daß inzwischen аj und 
ak konstant bleiben. Offenbar ist die Dichte ö der Kreise Kh Kj,Kk ( K ^  KjS.Kk)

_  rJ-i K; + otjКj + ak Kk _  К, ccj + otj + ak ctj(Kj -  К,) + ctk(Kk — К,) 1 
2nA 2n А 2 n А

Ki { , л)  xJ( K j - K i) + ak(Kk- K i) 1
=  2^ r  + T j + “----------- 2n T

Da аj(Kj — К?) + <Xi(Kk— Ki) konstant ist, so ist ö eine abnehmende Funktion 
von A.

Wir behaupten, daß durch solche Verschiebungen von Kt _und Kj, wobei ocj 
und y.k konstant bleiben, A abnimmt. Bezeichnen wir mit 0 ; und О} die Kreismittel
punkte der Kreise Kit Kj in der neuen Lage (Abb. 8 , 9). Im Falle OkO{>О кОt

Abb. 8 Abb. 9

ist offenbar Aljk~cÖiÖjOk (Abb. 8). Im Falle ОкО{ <  OkOt bezeichnen wir mit S 
den Schnittpunkt der Bogen O ß j  und 0 ;0 , und mit O-, Ö' und Ok die Gegenpunkte 
von und Ok. Da Оp ’j S —0 ,0 tS und O 'ßjS  ist, haben wir
^ ijk О t0  jOk.

Jetzt wenden wir uns dem Fall zu. Dieser Fall tritt nur auf der Sphäre
auf. Wir beweisen, daß in diesem Fall das gesättigte Kreissystem nur aus den drei 
Kreisen Ki,Kj ,Kk besteht. Bezeichnen wir mit Aijk das Komplement von Aijk 
bezüglich der Kugelfläche. Ein weiterer Kreis К des Systems kann offensichtlich 
nur in 2 iJk liegen. Andererseits aber enthält Aijk das Spiegelbild K* von К  bezüglich
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des Hauptkreises OjOk. Da К  keinen gemeinsamen Punkt mit Kit Kj, Kk hat gehört 
auch К zu dem Kreissystem, was wegen der Gesättigtkeit von {KJ unmöglich ist. 
Folglich besteht das gesättigte Kreissystem aus drei Kreisen.

Auf der Sphäre betrachten wir drei nicht Übereinandergreifende Kreise 
Kt , K2, K3 die ein gesättigtes Kreissystem bilden. Offensichtlich können diese Kreise 
immer in die gewünschte Lage gebracht werden, so daß sich inzwischen die Dichte 
des Kreissystems nicht ändert.

Der zweite Fall (der Fall der kongruenten Kreise vom Radius R) läßt sich 
mit Hilfe unseres Hilfssatzes leicht erledigen.

Wir haben noch den dritten Fall (den Fall einer Seitenberührung) zu unter
suchen.

Berührt Kk die Strecke OtOj, so spiegeln wir Kk an Ofij ,  wodurch den Kreis 
K'k vom Mittelpunkt Ok erhalten (Abb. 10). Da die Dichte von Kt, K j,K k,K'k 
im Viereck O p ß j O ^  mit der Dichte ö von Kh Kj, Kk in OiOjOk übereinstimmt, 
ist die Dichte in einem der Dreiecke О р кО'к, OjOkOk nicht kleiner als 5.

Betrachten wir z.B. die Kreise K t, Kk, K'k. Im Falle Kt s  Kk können wir durch 
Vergrößerung von K; erreichen, daß entweder Kb Kj, K'k einander berühren oder 
daß Kt = Kk wird. Deshalb können wir voraussetzen, daß Kt^ K k ist. Auf der Sphäre

71setzen wir außerdem voraus, daß OiOk = OiO'k:S — ist. Dann nimmt die Dichte
der Kreise im Dreieck О р кОк durch Verschiebung des Kreises Ki in der Richtung 
O ß j  zu und so können wir die gewünschte Lage erreichen. Auf der Sphäre kann

71aber OiOk = OiO'k> — sein. In diesem Fall nimmt O p kO'k durch die Verschiebung

des Kreises Kk bzw. K'k in der Richtung OkOt bzw. OkOt offensichtlich ab, weshalb 
die Kreisdichte im Dreieck О р кО'к nach unserem Hilfssatz zunimmt. Durch solche 
Verschiebungen kann man offenbar die gewünschte Lage erreichen.

Damit ist Satz 1 bewiesen.
Fall der Überdeckung. Wir betrachten die zum Dreieck OlOiOk gehörige Kreise 

Ki , Kj , Kk. Durch konzentrische Verkleinerung der Kreise nimmt die Kreisdichte 
im OiOjOk offensichtlich ab. Wir verkleinern konzentrisch die Kreise Kh Kj,Kk 
so, daß die Radien nicht kleiner als r seien und die drei Kreise einen gemeinsamen 
Punkt haben. Dadurch lassen sich die Kreise entweder in die gewünschten Lage 
bringen, wobei die drei Kreise einen gemeinsamen Randpunkt haben, oder es 
treten folgende Fälle ein: 1. die drei Kreise kongruent sind und haben gemeinsame

Abb. 10 Abb. 11
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innere Punkte, 2. zwei Kreise berühren sich von außen und der Berührungspunkt 
ist ein inneren Punkt des dritten Kreises.

Der Fall 1 läßt sich leicht erledigen. Es seien nämlich OiOjOk die Mittelpunkte 
der kongruenten Kreise К, ,К},Кк. Durch Verschiebung etwa des Kreises Kt in 
der Richtung OkOt nimmt die Kreisdichte nach unserem Hilfssatz ab. Wir verschieben 
K, bis wir die gewünschte Lage erreichen, d.h. Kj, Kj, Kk einen gemeinsamen Rand
punkt haben.

Fall 2. Es sei В der Berührungspunkt von Kj und Kk (Abb. 11). Offenbar können 
wir uns auf den Fall Kt^ K jS K k beschränken. Es sei K f  das Spiegelbild von Kt 
bezüglich der Gerade OjOk. Aus Kf  ^  Kj ^  Kk folgt leicht, daß der Schnittpunkt 
F der Strecke 0*01 mit der Gerade OkOj auf der Strecke OkO} liegt. Folglich ist 
das Viereck OjÖjOkOk konvex. Die Dichte der Kreise Kt, Kf, Kj, Kk bezüglich 
О р р кОХ ist gleich der Dichte von Kj, Kj, Kk bezüglich OiOjOk. Deshalb genügt 
es die Dichte der Kreise Kj, Kf,Kj  bezüglich OjOfOj, bzw. die Dichte der Kreise 
Kj , Kf , Kk bezüglich OjO*Ok zu betrachten.

Durch Verkleinerung der Kreise K} bzw. Kk können wir erreichen, daß ent
weder 1. die Kreise Ki, K f, Kj bzw. K t, K f, Kk in die gewünschte Lage kommen 
oder 2. die Kreise Kt, K f, Kj bzw. K t, K f , K k kongruent seien und gemeinsame 
innere Punkte besitzen.

Damit ist Satz 2 bewiesen.
Auf der Sphäre S  läßt sich die Dichte eines aus abzählbar vielen Kreisen be-

У1 К-stehenden Kreissystems {V;} durch den Quotienten - 1 definiert.*3
In der euklidische Ebene wird die obere und untere Dichte des Kreissystems 

{Kff durch die Grenzwerte

2 K ^ K { R )  
~  K(R)

und A = hm
R-+oо

2 к , п к т
K{R)

definiert, wo K(R) ein um einen festen Ursprungspunkt geschlagener Kreis vom 
Radius R ist.2

Da es sich bei Packungen um obere und bei Überdeckungen um untere Dichten
abschätzungen handelt, betrachten wir bei Packungen die obere und bei Über
deckungen die untere Dichte.

Aus den Sätzen 1 und 2 ergeben sich leicht die folgende Sätze: 3

Satz 3. Bedeutet d die Dichte einer Packung der Sphäre oder der euklidischen 
Ebene durch wenigstens drei Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall 
(r, R) liegen, So gilt

d ^s(r , R).

Satz 4. Bedeutet D die Dichte einer Überdeckung der Sphäre oder der euklidi
schen Ebene durch Kreise, deren Radien in einem vorgegebenen Intervall (r, R) liegen, 
so gilt

D & S(r, R).

2 Diese Dichten hängen nicht von der Wahl des Ursprungspunktes ab (S.z.B. Fejes T óth [1]).
3 Vgl. Fejfs Tóth— M olnár [2].
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Die konstruktive Bestimmung der Funktionen s(r, R) und S(r, R), die auch 
noch den Parameter я enthalten, scheint recht schwierig zu sein. Zahlreiche mit 
großer Genauigkeit durchgeführte Rechnungen lassen aber vermuten, daß

und

_  fmax {d(r, r, r), d(r, г, R)}, я >  0 ,
' ’ (max{d(R, R, R), d(r,r,R), d(r,R,R)}, я <  0,

Imin {D{r, r, r), D(r,r,R), D(r,R,R)}, я >  0, 
S{' ’ R ) =  Imin {D(R, R, R), D(r, R, R)}, я <  0

ist, wobei d(p, q, q) und D(p, q, q) folgende Bedeutungen haben:
d. d(p, q, q) ist die Dichte von drei einander gegenseitig berührenden Kreisen 

mit den Radien p, q, q in dem durch ihre Mittelpunkte bestimmten Dreieck.
D. Wir betrachten drei Kreise mit den Radien p, q, q, die in einer achsen

symmetrischen Lage sind, keine gemeinsame innere Punkte, aber einen gemein
samen Randpunkt haben. Das Kreistripel hat noch einen Freiheitsgrad. D(p, q, q) 
ist das Minimum der Dichten dieser Kreistripeln in dem durch die Kreismittel
punkte bestimmten Dreieck.

Wir geben noch einige Kreispackungen und Kreisüberdeckungen an deren 
Dichten sehr nahe an die obigen Dichtenschranken eranrückten bzw. mit diesen 
Schranken übereinstimmen.

Fall der Packung. Wir betrachten auf der Sphäre ein halbreguläres Mosaik 
(4, 4, ri) mit 6 . Die Inkreisradien der Vierecke bzw. и-Еске seien r und R (Abb. 12). 
Dann ist die Dichte der Flächeninkreise s(r, R).

A b b .  1 2 A b b .  1 3

Wir bezeichnen jetzt mit r und R  die Flächeninkreisradien des hyperbolischen 
Mosaiks (6, 6 , n) mit и>- 6 . Flächeninkreise des Mosaiks bilden eine Packung 
deren Dichte sehr nahe bei s(r, R) liegt. Z. B. ist die Dichte im Falle des Mosaiks 
(6 , 6 , 7) 0,910... während s(r, R) den Wert 0,913... hat (Abb. 13). Flier is t/- = 0,286... 
und i? = 0,335... .
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Fall der Überdeckung. Wir schlagen um die Ecken bzw. Flächenmittelpunkte 
des Mosaiks {p, q) mit 3 ^ p ^ q  Kreise vom Radius R bzw. r so, daß die Kreise 
die Fläche J5" überdecken. Numerische Rechnungen lassen vermuten, daß für 
p = 3 und 4 die Kreisdichte für gewisse Werte von r und R mit S(r, R) gleich wird 
(Abb. 14, 15).

Abb. 14 Abb. 15

Für die mühsame Rechnungen möchte ich Frau J. L á s z l ó  meinen aufrichtigen 
Dank aussprechen.

(Eingegangen am 9. April 1966.)
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BEITRAG ZUR KOMBINATORISCHEN 
INZIDENZGEOMETRIE

E . JUCOVlC (Kosice, Tschechoslowakei)
( Vorgelegt von G . H a jó s)

Im vorliegenden Aufsatz werden einige Sätze aus dem Problemkreis erörtert, 
den Erdős in [1], [2] behandelt. Es sind n Punkte im euklidischen zwei- oder drei
dimensionalen Raum gegeben und wir untersuchen Fragen über die extremale 
Anzahl der durch diese n Punkte bestimmten Geraden, Kreise und Ebenen. Um sich 
kürzer ausdrücken zu können, wollen wir eine Gerade (Kreis, Ebene) als Gerade 
(Kreis, Ebene) m-ter Ordnung bezeichnen, wenn sie (der Kreis, die Ebene) mit 
genau m der gegebenen Punkte inzidiert. Einen Kreis und eine Gerade m-ter Ord
nung mit m g 3  wollen wir K-Linie nennen.

Satz 1. Über die Anzahl <p(n) der Ebenen, die durch n > 3 Punkte A , ,  ..., A n 
in E3 bestimmt und parallel mit derselben Gerade pgA i Aj sind, gilt

( 1 ) tp{n) =s

Bei n = l  kann Gleichheit eintreten.
Satz 2. Liegen я ё б  Punkte А , , A„ des E 3 auf der Oberfläche eines Elipsoides 

und nicht in derselben Ebene, dann ist die Anzahl cp'(n) der durch diese n Punkte be
stimmten Ebenen

(2) cp'(n) 11 + 2k +  5 • n — 6 
1

wo к =  0, 1, 2 und n =  к mod 3 ist. Bei n = 6 kann das Gleichheitszeichen gelten.
Satz 3. Über die Anzahl / (и )>  1 bzw. g(n) >  1 der durch n S  6 Punkte in der 

Ebene bestimmten Kreise bzw. K-Linien gilt

(3) /00 8 +  2k +  5 • n — 6 
3~

(4) g{ri) S  11+2к

wo k =  0, 1,2 und n = k  mod 3 ist. Bei n = 6 kann in beiden Fällen Gleichheit eintreten.
Beweis des Satzes 1. Zuerst müssen wir einen Hilfssatz beweisen, der auch an 

sich selbst von Interesse ist (s. KArteszi [3]).
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Lemma 1. Über die Anzahl F(m,ri) der Geraden m-ter Ordnung, n>m  
die durch n Punkte der Ebene bestimmt sind, gilt

(5) I) -{(ä)
3/7

lUJ T-

Trivialerweise gilt die Ungleichung, wenn die Punkte auf derselben Geraden 
liegen. Kelly—Moser [4] haben gezeigt, daß die Anzahl der durch n nicht auf 
derselben Geraden liegende Punkte der Ebene bestimmten Geraden 2. Ordnung

nie kleiner als 3n
T

ist; bei n =  7 kann die Anzahl der Geraden 2. Ordnung 

Auf jeder Geraden 777-ter Ordnung (/77 >2) gibt es verschiedene Punkt

paare. Über die L  Punktpaare, die aus n Punkten der Ebene gebildet werden

sem.

können, gilt dann

(6)
3/7
У

+ F(m, /7)

wo и die Anzahl weiterer Geraden 2. Ordnung und Punktpaare auf Geraden k-ter 
Ordnung, к 2, /77, bedeutet. Da и eine nichtnegative Zahl ist, folgt aus (6)

(7) + F(m, 77) ■

wo Gleichheit nur dann gelten kann, wenn die Anzahl der Geraden 2. Ordnung genau 
3/7

7 ist und keine Geraden k-ter Ordnung, к ̂  2, m, Vorkommen. Aus (7) folgt (5)
und damit ist Lemma 1 bewiesen. 

AUS (5) folgt für /77 =  3

(8) F f 3, n )  3  3

und aus dem Beweis des Lemma 1

(9) F(3, n) +  F (4 ,77) + . . . 3= {(;
Jetzt können wir zum Beweis des Satzes 1 übergehen. Nehmen wir an, daß 

die Anzahl der durch die Punkte A t , ...,A„ bestimmten Ebenen, die parallel mit

einer Geraden p x A tAj sind, größer als -
Punkte Ал , .... An zusammen mit den durch sie bestimmten Ebenen parallel in der 
Richtung p auf eine Ebene a if/7. Projektionen aller mit p parallelen Ebenen sind 
Geraden wenigstens 3. Ordnung, deren Anzahl nach (9) aber nicht größer als

n) 3/7
UJ . 7

ist. Projizieren wir die

1 1 /7 3/7
3 1 2 _ 7 _}■

ist. Dieser Widerspruch beweist den ersten Teil des Satzes. Gleichheit
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in (1) wird z.B. für Punkte mit folgenden Koordinaten erzielt: [—1,0, 0], [1, 0, 0],

Bem erk ung  1. Lemma 1 bietet für m — 3 eine genaue obere Schranke zu einem 
Problem, das Sylvester untersucht hat. (Sieh auch E rdős [1].) Gleichheit in (8) 
wird für die Eckpunkte, Seitenmittelpunkte und Schwerpunkt des Dreiecks erzielt.

B em erk ung  2. Mit ähnlichen Erwägungen, wie bei Lemma 1, kaftn bewiesen 
werden: Über die Anzahl f(m, ri) der Kreise w-ter Ordnung, m > 3 , die durch 
n Punkte der Ebene bestimmt sind, gilt

Bew eis der  Sätze  2 u n d  3. Diese Sätze haben viel gemeinsames, deshalb be
weisen wir sie zusammen. Zuerst

L emma 2. Liegen 6 Punkte Ax, .... A6 der Ebene auf keinem Kreis und keiner 
Gerade, dann ist die Anzahl f  bzw. g der Kreise bzw. K-Linien die durch diese Punkte 
bestimmt sind, nicht kleiner als 8 bzw. 11.

In Betracht müssen folgende Möglichkeiten gezogen werden:
a) Liegen 5 der Punkte auf einer Geraden bzw. auf einem Kreis, so ist /= 1 0  

bzw. / = 9 ;  g =  11.
b) Die Punkte A x, A4 liegen auf einer Geraden. Dann kann nur eine 

Gerade 3. Ordnung existieren, auf der die Punkte AS, A 6 liegen. Die Maximal
anzahl der Kreise 4. Ordnung ist 2 (soviel disjunkte Punktpaare kann man nämlich 
aus den Punkten Ax, ..., A4 bilden). Doch können diese Punkte nicht zugleich 
eine Gerade 3. Ordnung und zwei Kreise 4. Ordnung bestimmen. Deshalb ist

c) Keine vier Punkte sollen auf derselben Gerade und keine fünf Punkte 
auf demselben Kreis liegen. Aus Lemma 1 folgt, daß die gegebenen 6 Punkte höchstens 
4 Geraden 3. Ordnung bestimmen; es ist trivial, daß sie nicht mehr als drei Kreise 4. 
Ordnung bestimmen. Wir werden mit Hilfe einfacher Betrachtungen zeigen, daß 
es keine Lagerung der Punkte A t , . . . , A 6 gibt, bei der zugleich drei Kreise 4. 
Ordnung und vier Geraden 3. Ordnung Vorkommen.
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Es sollen die Punkte Alt ..., A6 drei Kreise 4. Ordnung k v, k 2, k 3 bestimmen. 
Dann sind die gegebenen Punkte so in drei disjunkte Paare, z. B. Al A2, A 3A4, 
ASA6, verteilt, daß immer zwei der Kreise k 1, k 2, k 3 ein Punktpaar gemeinsam 
haben. Dabei schneiden sich die Geraden A1A2, A3A4, ASA6 im (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Potenzmittelpunkt P der Kreise k 1, k 2, k 3. Keine durch die 
Punkte A1, . . . ,A 6 bestimmte Gerade 3. Ordnung kann beide Punkte eines der 
erwähnten Punktpaare enthalten; es ist notwendig, daß sie aus einem jeden der 
Punktpaare immer einen Punkt enthält. Aus den Punkten A3, A4, As, A6 kommen 
die Geraden A3AS, A 4A6, A3A6, A4A S in Betracht, die sich in zwei Diagonal
punkten des vollständigen Vierecks A 3A4ASA6 schneiden. Diese Diagonalpunkte 
können aber nicht mit den Punkten A , , A2 identisch sein, denn sonst würden alle 
drei Diagonalpunkte des vollständigen Vierecks A3A4ASA6 auf einer Geraden 
liegen. (Der Potenzmittelpunkt P ist der dritte Diagonalpunkt.) Auf andere Art 
können Geraden 3. Ordnung nicht gebildet werden; es gibt also nicht vier Geraden 3. 
Ordnung, die durch die Punkte A t , . . . , A 6 bestimmt würden, falls durch diese 
Punkte drei Kreise 4. Ordnung bestimmt sind.

/ und g sind dann minimal, wenn die gegebenen Punkte drei Kreise 4. Ordnung 
und drei Geraden 3. Ordnung bestimmen. Eine solche Lagerung existiert, sie ist 
auf der Abbildung gezeichnet. Hiermit ist Lemma 2 bewiesen.

L emma 3. Liegen « > 3  Punkte A ,, ..., A„ der Ebene nicht auf demselben Kreis 
oder derselben Geraden, dann inzidiert mit einem jeden dieser Punkte wenigstens 
ein Kreis 3. Ordnung.

Trivialerweise ist die Behauptung richtig, wenn (n — 1) der gegebenen n Punkte 
auf einer Geraden oder einem Kreis liegen. Es sollen also weiter keine (n — 1) Punkte 
auf derselben Gerade oder demselben Kreis liegen. M o t z k in  [5] hat gezeigt: Wenn 
keine (n — 1) der gegebenen n Punkte in der Ebene auf derselben Gerade liegen, 
dann können nicht alle Geraden 2. Ordnung mit demselben Punkt inzidieren, 
die durch diese n Punkte definiert sind. — Wir wählen einen beliebigen Punkt, 
z. B. A 3, zum Mittelpunkt einer Inversion. Zu den durch A1,.. . ,A„ definierten 
Kreisen sind Geraden zugeordnet, wenn die Kreise mit den Punkt A l inzidieren. 
Keine (n — 2) der Punkte A2, ..., A'n (die zu den Punkten A2, ..., An zugeordnet 
sind) liegen auf einer Geraden, denn sonst würden (« — 1) Punkte auf einem Kreis 
oder auf einer Geraden liegen. Die Punkte A2, A'n erfüllen die Voraussetzung 
des Satzes von Motzkin, deshalb inzidieren nicht alle Geraden 2. Ordnung mit dem
selben Punkt. Es gibt also wenigstens eine solche Gerade 2. Ordnung, die nicht 
durch А у geht; diese Gerade ist bei der betrachteten Inversion zu einem Kreis 3. 
Ordnung zugeordnet, der mit А , und zwei weiteren Punkten aus A2, ..., An inzidiert.

Aus Lemma 3 folgt, daß zwischen n Punkten ein bzw. zwei solche Punkte 
existieren, durch die wenigstens zwei Kreise 3. Ordnung gehen, je nachdem n = 2 
mod 3 bzw. n = 1 mod 3 ist. Das bedeutet aber, daß die Minimalanzahl f{n) >  1 
der durch n Punkte definierten Kreise f(n)=f(n — l) +  2 für и = 1, 2 mod 3 und 
f ( n ) S f ( n — 1) + 1 für n =  0 mod 3 ist. Ähnliches gilt über die Minimalanzahl g(n) 
der K-Linien. Wenn sich also die Anzahl der gegebenen Punkte um 3 vergrößert, 
wird die Anzahl der durch diese Punkte definierten Kreise und Ä-Linien wenigstens 
um 5 größer. Daraus und aus Lemma 2 folgt der Satz 3.

Wir beenden nun den Beweis des Satzes 2. Nehmen wir an, daß es eine Lagerung 
von пШб Punkten A lt  ..., An auf der Oberfläche des Elipsoides und nicht in einer
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Ebene gibt, durch welche cl<U+2k + 5- n — 6 
3 Ebenen bestimmt sind. Die

Punkte A\, einer Kugelfläche G, die zu den Punkten A ,, A„ bei einer
linearen Transformation des Elipsoides auf die Kugel zugeordnet sind, bestimmen 
ebenfalls d Ebenen. Wir projizieren dann die Punkte A[, ...,A'„ stereografisch 
so aus einem Projektionsmittelpunkt МрА[ ,  daß keine zwei Projektionen der 
Punkte A'i zusammenfallen. (Das ist immer möglich.) Auf Grund der Eigenschaften 
der stereografischen Projektion ist die Anzahl der A-Linien in der Projektions
ebene, die durch die Projektionen der A\ bestimmt sind, der Anzahl d der durch 
die Punkte Aj bestimmten Kreise auf der Kugelfläche G gleich; das ist aber im 
Widerspruch mit Satz 3. — Eine Lagerung von sechs Punkten auf der Oberfläche 
des Elipsoides, die genau 11 Ebenen bestimmen, wird erhalten, wenn man die auf 
der Abbildung befindlichen Punkte auf die zum Elipsoid affine Kugel entsprechend 
zentral projiziert. Damit ist der Beweis des 2. Satzes beendet.

B em e r k u n g  3. Das Problem die Minimalanzahl /(и) der Kreise zu bestimmen, 
die durch n nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegende Punkte der 
Ebene bestimmt sind, hat E rdős [1], [2] gestellt. Trivialerweise ist /(4) =  3,/(5) =  5. 
— Zugleich ist es sichtbar, daß dieses Problem nicht äquivalent ist mit dem kombi
natorischen Problem: Gegeben sind n Elemente a{, ..., a,t; was ist die Minimal
anzahl к solcher Klassen Á j, ..., Kk, deren Elemente die at sind, und wobei ein 
jedes Dreitupel (ap, aq, ar) genau in einer Masse Áj enthalten ist?

(Eingegangen am 25. November 1965.)

Bemerkung bei der Korrektur. Auf S. 181—-188 dieses Bandes der Acta Mathe- 
matica Academiae Scientiarum Hungaricae behandelt P. D. T. A. E lliott verwandte

Fragen und beweist u. a., daß für n > 393 f(n ) £ *  | gilt.
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LÖSUNG EINES PROBLEMS BEZÜGLICH 
EINER CHARAKTERISIERUNG 

DES JACOBSONSCHEN RADIKALS
Von

F. SZÁSZ (Budapest)
(Vorgelegt von L. Rédei)

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomus 18 (3—4), (1967), pp. 261—272,

§ 1. Einleitung

Der Begriff des Radikals, als eines Ideals, welches das Maß der Singularität 
eines Ringes in irgendeinem Sinne kennzeichnet, spielt in der Ringtheorie bekannt
lich eine wichtige Rolle. Das Radikal wurde zuerst für Algebren endlichen Ranges 
über dem Grundkörper definiert. Später wurden verschiedene Definitionen für 
das Radikal eines beliebigen (assoziativen) Ringes ohne Endlichkeitsbedingungen 
empfohlen, und es wurde auch eine allgemeine Radikaltheorie aufgebaut. Unter 
den verschiedenen Typen der Radikale zeigte sich das Jacobsonsche Radikal am 
meisten nutzbar (Jacobso n  [6]).

Im Buch [4] (Seite 486, Theorem 22. 15. 3) von E. H ille ist bewiesen1 (1948), 
daß der Frattinische Untermodul2 <Pr eines Ringes A, als eines d-Rechtsmoduls A, 
ein zweiseitiges Ideal von A ist, für das d /U  Фг gilt, wobei J  das Jacobsonsche 
Radikal von A bezeichnet. Es gilt freilich auch JA U Ф, . Da offenbar Фг U ,/ und 

bestehen, ergibt sich im speziellen Fall, wenn A ein Linkseinselement hat 
(vgl. Fuchs [1]), bzw. x £ A x  für jedes x £ A  oder d /= /g i l t ,  Фг = 7. Neulich hat 
A. Kertész [7] dieses Resultat von Hille’s Buch folgendermaßen verschärft: Das 
Jacobsonsche Radikal J  von A ist die Menge derjenigen Elemente x  von A, für 
die yx für jedes у CA aus jedem Erzeugendensystem von A, als von einem d-Rechts- 
modul d, weggelassen werden kann. Mit diesem Resultat von Kertész [7] ist die 
folgende Behauptung äquivalent: Das Jacobsonsche Radikal /  eines Ringes d  ist 
maximal in der Menge derjenigen Ideale К von d, für die АК^Ф,. gilt.

Ein Rechtsideal R eines Ringes d  nennen wir quasimodular in d, wenn es zu 
jedem Element x (A  mit x$  R ein Element y ( ( d, (f R) mit y x (j R gibt. Offenbar 
ist jedes modulare Rechtsideal auch quasimodular in d. Aus der erwähnten Kertész- 
schen Charakterisierung /={.v; x (_ A, d.v U Ф,} folgt unmittelbar auch eine andere 
Kennzeichnung von Kertész [8] des Jacobsonschen Radikals J, nach der J  mit 
dem Durchschnitt D aller quasimodularen maximalen Rechtsideale R des Ringes

1 Mit anderen Bezeichnungen und Benennungen.
2 Die Frattinische Untergruppe Ф einer Operatorengruppe G mit dem Operatorenbereich (1 

ist die Menge derjenigen Elemente g€ G, für die ga  für jedes a € ß  aus jedem Erzeugenden system 
von G weggelassen werden kann. Damit ist äquivalent (vgl. z. В. M. H all [3]), daß Ф der Durch
schnitt aller maximalen zuläßigen Untergruppen von G bzw. Ф =  G ist, je nachdem, ob G eine 
maximale zulässige Untergruppe besitzt, oder nicht. Ähnlich werden die (rechtsseitigen bzw. links
seitigen) Frattinischen Untermoduln Фг und Ф, eines als Zl-Rechtsmodul bzw. /t-Linksmodul 
betrachteten Ringes A, definiert.
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A übereinstimmt.3 Die quasimodularen maximalen Rechtsideale spielen hiernach 
von dem Gesichtspunkt einer Charakterisierung des Jacobsonschen Radikals aus 
eine wichtige Rolle.

Im Buch [8] von A. K er tész  ist folgendes Problem (in anderer Abfassung) 
aufgeworfen:

Gibt es einen Ring A, der ein quasimodulares maximales Rechtsideal R besitzt, 
das in A nicht modular ist'!

Einen (assoziativen) Ring A nennen wir Q-Ring, wenn A ein solches quasi
modulare maximale Rechstideal R besitzt, das in A nicht modular ist. Die quasi
modularen maximalen, aber nicht modularen Rechtsideale eines ß-Ringes werden 
ausgezeichnet genannt. Ein Q-Ring A wird bezüglich eines ausgezeichneten Rechts
ideales R reduziert genannt, wenn A kein von Null verschiedenes, in R liegendes 
zweiseitiges Ideal besitzt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz von ß-Ringen, woraus 
die Lösung des erwähnten Problems von A. K ertész folgt (vgl. § 2). Aus diesem 
Existenzbeweis für ß-Ringe ergibt sich auch die Tatsache, daß die in [8] gegebene 
Charakterisierung für J, und zwar der Beweis von D = J, eine nicht nur formal, 
sondern auch inhaltlich neue Kennzeichnung für J  bedeutet. Weiterhin werden 
wir auch die wichtigsten Eigenschaften der ß-Ringe und der reduzierten ß-Ringe 
bestätigen (vgl. § 3 und 4) und auch einige offene Fragen bezüglich der ß-Ringe 
erwähnen. Zum Abschluß folgen einige weitere Bemerkungen bezüglich des Jacobson
schen Radikals (vgl. § 5).

Hinsichtlich der nötigen Grundbegriffe verweisen wir (außer den Fußnoten) 
auf die Handbücher [2], [3], [6] und [9].

§ 2. Die Existenz der ß-Ringe

In diesem § beweisen wir durch eine explizite Konstruktion die Existenz von 
ß-Ringen, d. h. wir geben' eine Lösung des im § 1 erwähnten Problems von A. 
K e r t é s z  an. Insbesondere folgt aus der Existenz der ß-Ringe, daß die in [8 ] gege
bene Charakterisierung für das Jacobsonsche Radikal auch inhaltlich (nicht 
nur gestaltlich) neu ist.

Es gilt der folgende
S a t z  2. 1. Für jede unendliche Mächtigkeit nt gibt es einen Q-Ring A mit einem 

ausgezeichneten Rechtsideal R, derart, daß A eine Algebra mit Rang A = Rang R =  nt 
über einem Primkörper ist.

3 Im (bald erscheinenden) Buch [8] von A. K ertész wird D =  J  in einem solchen Satz bestätigt, 
der das Jacobsonsche Radikal durch eine Folge miteinander äquivalenter Bedingungen kennzeichnet, 
und dessen Beweis Zyklisch ist. Es kann aber D =  J  auch direkt bewiesen werden. Da D £ ./ gilt, 
genügt es zeigen, daß D X J  unmöglich ist. Gibt es nämlich ein Element j  £ J mit j  <t D, so existieren 
ein quasimodulares maximales Rechtsideal R  und ein Element a c A  mit aj iR ,  a í  R. Wegen der 
Maximalität von R in A gibt es ein Element b c A  mit a +  R — ajb +  R, woraus durch ein leichtes 
Rechnen a cR , also ein Widerspruch zu a » R  folgt, denn jb  ist wegen j c J  quasiregular. Gilt nämlich 
jb  +  c —jbc =  o mit einem с e A, so ergibt sich a =  a —a ( jb + c —jbc) — a( { —jb )- a(\ —jb)c ( R. 
A us diesem Widerspruch erhält man D  — J.
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B e w e i s . Es seien p = o oder p gleich einer Primzahl, Kp ein Primkörper, n t  

eine unendliche Mächtigkeit, Г eine Index-Menge der Mächtigkeit nt, öaß das 
Kroneckersche Delta-Symbol,4 A eine Algebra über Kp mit den Basiselementen 
ax, rßy, sEn„ (a, ß, y, e, i;, 9 d Г) und R die über Kp mit sämtlichen rßy, ,so;ö erzeugte 
Teilalgebra von A. Definieren wir die Multiplikation der Elemente der Basis durch 
die folgende Tabelle:

a E r . n

O« ° c cS,,. ■ ci:t

r «ß S . ß c
,

V ß c '  Госп АOßE, S «

b'aßy S<xßc ^ y c  * ^*<xßn d y c ' S*ß&

Diese Algebra ist offenbar monomial (im Sinne von Rédei [9]). Jedes Element 
von A läßt sich in der Gestalt

( * )  я  =  Z *  n v +  Z *  Qij G ,  ß j  +  Z *  Oijks<x, ß j  yk
i i, j  i, j \

darstellen, wobei 7tf, oijkdKp und alle drei Summen endlich sind. Es gilt 
ferner a d R  dann und nur dann, wenn in (^k) 7c,= o für jedes i besteht.

Auf Grund der Multiplikationstabelle kann bewiesen werden, daß die Multipli
kation in A assoziativ ist.

Es ist leicht einzusehen, daß die Teilalgebra R ein Rechtsideal, und zwar ein 
maximales Rechtsideal des (ohne den Operatőrbe reich Kp angesehenen) Ringes 
A ist.

Aus der Multiplikationstabelle folgt nämlich unmittelbar, daß R ein Rechts
ideal in A ist. Gilt nun a ^ R  für ein adA,  so existiert in (зк) ein п ^ К р mit 
woraus sich a (n f lQraiß) = gaß + r' (r'd R) für jedes ß f  Г und QdKp, folglich 
aR + R = A ergibt. Also R ist wirklich ein maximales Rechtsideal in A.

Es wird jetzt gezeigt, daß R in A nicht modular ist.
Es sei nämlich a ein beliebiges Element von A. Ist adR,  so ergibt sich wegen 

(l —a)aac = ax~aaad R gewiß (1— ä)A%R. Ist aber a$R,  so gibt es in ( * )  ein 
i  mit 7t; o ,  woraus man (1 — a )  (— щ 1 ratß) =  a ß + r "  j R  ( r " d  R), folglich (1 — a )  A (]j R 
erhält. R ist also gewiss nicht modular in A.

Wir beweisen, daß R in A ein quasimodulares Rechtsideal ist.
Es sei nämlich a ein Element von A mit a<^R. Nehmen wir an, daß a!Xa = r*dR 

für einen Index ad Г gilt. Dann hat a offenbar eine Gestalt а = У л;а fi r mit end-
i

licher Summe 2! und fdR-  Da axr = — £  + r* ist, hat r die Form
i

r  =  Z *  Z *  'CijSaßJ *t +  r *
i i, j

4 Es gilt also öaß =  l für a =  ß  und Őaß =  o für tx^ß.
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mit <r;, € Kp und mit endlichen Summen У. г, weiterhin mit ra £ R und axrxdR.
Folglich gilt für rx eine Darstellung:

(  Ж V  )  Гх  Z  71 у  ( Р а у { S x ß  J '/,) F  A  ° i j r ß , y j +  Z *  ^ i j k ^ e i r i j ß i , ’
i , j  i y j  U i .  к

wobei Tty, alj, x'ijkk.Kp, ßi^ai, e ^ a ,  und alle drei Summen Z *  endlich sind. 
Wegen der Endlichkeit dieser Summen und wegen |F |= m  gibt es einen Index ;; G Г 
mit еИа und derart, daß e von sämtlichen in ( f  f ) links stehenden Indizen ßt 
und Ei verschieden ist. Dann erhält man wegen а. rx = а, r = о

aE-a = Z *  ^ a x.^R ,
i

woraus folgt, daß R quasimodular in A ist.
Es gilt offenbar Rang A = Rang R =  m (über Kp).
Somit ist der Satz bewiesen.

§ 3. Untersuchung der ß-Ringe

In diesem und den folgenden § werden wir die ß-Ringe (welche die Lösungen 
des im § 1 erwähnten Problems von A. Kertész sind), im allgemeinen unter
suchen und auch einige weitere offene Fragen bezüglich der ß-Ringe erwähnen.5

Satz 3. 1. Ein ausgezeichnetes Rechtsideal R eines ß -Ringes A ist kein Ideal 
von A, und daher ist jeder Q-Ring nichtkommutativ.

B ew eis. Ist R ein Ideal im ß-Ring A, so hat der Faktorring AjR kein nicht
triviales Rechtsideal, und somit ist A/R  entweder ein Schiefkörper oder ein Zeroring 
von Primzahlordnung. Ist A/R ein Schiefkörper, so ist R modular in A, und ist 
AIR ein Zeroring, so ist R gewiß nicht quasimodular in A. Da aber R ein aus
gezeichnetes Rechtsideal ist, ist R gewiß kein Ideal in A. Freilich ist dann A kein 
kommutativer Ring, w.z.b.w.

Satz 3. 2. Ein Q-Ring A ist kein halbpimärer Ring und somit ist A kein 
Artinscher Ring.

Beweis. Nach dem Satz von Kertész [8] gilt J У R für das Radikal J  und 
für jedes ausgezeichnete Rechtsideal R von A, denn J  ist der Durchschnitt aller 
ausgezeichneten Rechtsideale. Dann ist A/J ebenfalls ein ß-Ring. Ist nun A/J ein 
Artinscher Ring, so besitzt A/J ein Einselement, woraus der Widerspruch folgt, 
daß R modular in A ist. Also ist AIJ für einen ß-Ring A kein Artinscher Ring.

Satz 3. 3. Jeder Q-Ring A besitzt ein homomorphes Bild, der ein halbeinfacher 
und bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R reduzierter Q-Ring ist.

5 Die Klasse der nicht ß-Ringe ist eine gewissermaßen ähnliche Verallgemeinerung der kom
mutativen Ringe und der Artinschen Ringe, wie auch die Klasse der FC-Gruppen (d. h. Gruppen 
mit endlichen Klassen von konjugierten Elementen) eine Verallgemeinerung der kommutativen 
Gruppen und der endlichen Gruppen ist.
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Beweis. Es sei К die Summe derjenigen Ideale I von A, die im Rechtsideal 
R enthalten sind. Dann ist К  ein solches Ideal von A, daß А/К  ein bezüglich R 
reduzierter ß-Ring ist. Da nach Kertész [8],/ fd R  besteht und J  ein Ideal von A ist, 
ist AI К  halbeinfach.

Lemma 3. 4. Läßt sich ein Rechtsideal der Gestalt R = { 1 — x)A = {a — xa; ad A )  
durch ein idempotentes Element e erzeugen, ddi. gilt R=eA, so enthält A ein Links
einselement.

Beweis. Wegen ( l —x)A=eA erhält man (1 — e){\ — x)A = o, folglich 
y=(e + x — ex)y für jedes ydA,  woraus sich ergibt, daß f = e  + x  — ex ein Links
einselement von A ist.

Satz 3. 5. In einem bezüglich R reduzierten Q-Ring A ist (1 —x)A für jedes 
x d A kein minimales Rechtsideal.

Beweis. Wegen der Reduziertheit ist A halbeinfach (vgl. dem Beweis von 
Satz 3. 4). Ist nun (1 —x)A für ein xdA  ein minimales Rechtsideal, so gibt es ein 
e£A mit e2= e ^ o  und (1 — x ) A —eA, woraus sich nach dem Lemma 3.4  die 
Existenz eines Linkseinselementes, folglich die Modularität von R in A ergibt. 
Das ist aber ein Widerspruch, denn R ist in A ausgezeichnet. Also ist (1 — x)A kein 
minimales Rechtsideal.

Satz 3.6. Besitzt ein beliebiger Q-Ring A ein idempotentes Element e A- o, 
so gibt es schon in jedem ausgezeichneten Rechtsideal I f  ein idempotentes Element 
h A o .

Beweis. Es gilt A = RxA-{ 1 —e)A für jedes Rx, denn Rx ist maximal und nicht 
modular in A. Es gibt also Elemente rxdRx und axdA mit e — ra + {\ — e)ax woraus 
man e = erx, e — erxe, (rxe)2 —rxeAo  und f x = rae d R, erhält, w.z.b.w.

Satz 3. 7. In jedem Q-Ring A gelten sowohl a f f + R x = A als auch (1 -- a ) I f  + 
+ Rx —A für jedes ausgezeichnete Rechtsideal Rx und für jedes ad A mit ad Rx.

Es gilt aRx + {{ — a)Ra = A für jeden Q-Ring A, für jedes ausgezeichnete 
Rechtsideal I f  und für jedes ad A mit ad Rx.

Beweis. Die Menge Sx derjenigen Elemente xdA,  für die xA Q Rx gilt, bildet 
ein Rechtsideal von A mit R^^S^QA.  Da aber Rx quasimodular in A ist, ist Sa^ A ,  
woraus wegen der Maximalität von f f  in A gewiß Sx ~ I f  folgt.

Also erhält man a A +  Ra = A für jedes ad A mit a(\ R,. Folglich gibt es Elemente 
bxdA und rxd Rx mit a = abx + ra, woraus sich a( 1 — bx)A — rxA £  Rx ergibt. Da I f  
maximal und nicht modular in A ist, gewinnen wir A = Rx + (\ — bx)A, und daher 
auch aAL=aRx + Rx und aRx + Rx^a A  + Rx^ aRx + Rx d.h. A =aRx+ Rx. Ist nun 
(1 — a)RxQ Rx, so erhält man arxdRa für jedes rxd I f , was nach dem obigen nur 
im Falle adRx möglich ist. Also besteht (1 —a)Rx + Ra = A für jedes adRx (ad A ) 
w.z.b.w.

Das Rechtsideal S = aRx + ( i —a)Rx enthält sowohl Ra als auch aRx, und 
somit gilt nach dem ersten Teil von Satz 3. 7 gewiß S = A, w.z.b.w.

Definition 3. 8. Es sei A ein ß-Ring und Rx ein (festes) ausgezeichnetes Rechts
ideal von A. Dann sei R^x) = {y; ydA,  xydRfj .
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Offenbar ist Rxx) ein „Rechtsidealquotient” in A, und zwar selbst ein Rechts
ideal von A.

Satz 3. 9. R(ax) = A gilt dann, und nur dann, wenn x £ Rx ist. Für x (| Ra bestehen 
sowohl R(x) gi Ra als auch Rx^  Rlx), und Dx — fj fff* ist ein Solches zweiseitige Ideal

-x€ A
von A, für das A /Da ein halbeinfacher, bezüglich Ra reduzierter Q-Ring ist.

B e w e i s . Im Falle Rfx)= A  besteht x A f£ R x, folglich x £ R a, denn im Falle 
x (J Rx gilt nach dem Satz 3. 7 schon xRa + Rx = A. Umgekehrt erhält man offenbar 
xA£kRx für jedes x£R x, folglich ist dann R^X)=A. Also ergibt sich R ^ ^ A  für 
x  <f Ra. Wenn wir zeigen, daß für x£ Rx f f x) f f  ist, so folgt daraus auch l f x) Rx. 
Wie wir bei dem Beweis des Satzes 3. 7 schon gesehen haben, gibt es zu jedem Rx 
und jedem a £ A mit a lfá é in  Element bx mit a — abx £ I f  . Da aber R2 nicht modular in 
A ist, existiert ein yx£A mit ya -  aya £ Rx. Wegen a(ya -  bxyx) £ Rx gilt yx- b x yx £ R f \  
also auch Rf* 9= Rx. Es sei nun d ein beliebiges Element von Dx = fj Rxx>. Dann

х£  A
gilt xd£Rx für jedes x£A,  also AdQRx. Da Rx quasimodular in A ist, erhält man 
d£Rx, folglich DXQRX. Wegen der Definition von Dx folgt aus Ay Q Rrj trivial 
y £ D x, und wegen A2DXQADX^ R X auch ADXQDX. Somit ist Dx ein Ideal von A, 
das in Rx liegt. Ist nun /  ein Ideal von A mit I%DX, so gibt es ein Element f £ l  
mit / it Dx, und somit ein x £ A  mit / £ Rxx>. Dann besteht xf£ Rx, was wegen x f £ I  
bedeutet, daß 1% Rx ist. Also gilt entweder 7Q Dx oder Rx für jedes zweiseitige 
Ideal /  von A. Hiernach ist A/Dx wirklich ein bezüglich Rx reduzierter und somit 
halbeinfacher ß-Ring, w.z.b.w.

Satz 3. 10. Sind A ein Q-Ring mit einem ausgezeichneten Rechtsideal RX,DX = 
= П А'л) und /?, ein Rechtsideal von A mit R l Dx, so gibt es ein a£A mit а <j I f

xQ_A
derart, daß aRt + Rx = A gilt.

B e w e i s . Wegen Ri (f i Dx existiert ein ri £ R l mit rv (j Dx, folglich ein a£A  
mit rl £R^a>, woraus sich arl £ R x ergibt. Da aRt %Rx besteht, erhält man wegen 
der Maximalität von Rx in A die Gleichung uRj + RX = A, w.z.b.w.

Satz 3.11. Ist A ein bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales f f  reduzierter 
Q-Ring, so ist (o), das einzige in Rx liegende Linksideal von A.

B e w e i s . Ist L  ein Linksideal von A mit L Q R X, so gilt wegen LAQRX und 
der Reduziertheit von A bezüglich Rx LA=o,  denn LA ist ein Ideal in Rx. Da aber 
A wegen der Reduziertheit halbeinfach ist, ergibt sich L = o, w.z.b.w.

Satz 3. 12. Sowohl der Rechtsannullator Ar als auch der Linksannulator At eines 
ausgezeichneten Rechtsideales I f  eines bezüglich f f  reduzierten Q -Ringes A stimmen 
mit (o) überein.

B e w e i s . Ist x £ A r, so gilt Rxx  = o, folglich Ax = o, denn man nach Satz 3. 7 
yRx + Rx = A für jedes у (J I f  (у £ A) erhält. Wegen der Halbeinfachheit von A folgt 
aus Ах = о trivial „r =  o. 1st nun z £ At so gilt zRx = o, folglich z £ R x nach dem Satz 3. 7, 
denn im Falle z£  Rx würde zRaQ^Rx und somit z f f  ^ о bestehen. Also gilt At Lj Rx, 
und da A ein Linksideal von A in Ra ist, folgt wegen der Reduziertheit von A be
züglich Rx At = o, w.z.b.w.
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Satz  3. 13. Es sei A ein bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales Rx re
duzierter Q-Ring. Dann gilt Rxe ̂  Ra für jedes idempotente Element e von A. Weiter
hin folgt x  = о sowohl aus Rkx = о als auch aus xRk =  о für jeden Exponenten k.

B ew eis. Ist Rxe ~ R a für ein idempotentes Element e£A,  so ergibt sich wegen 
aRa + RX=A für jedes a $RX (a 6 A) gewiß Ae — A. Also ist e ein Rechtseinselement 
von A, und da A halbeinfach ist, ist e ein zweiseitiges Einselement in A. Da aber 
Rx nicht modular in A ist, hat A kein Linkseinselement. Es gilt also Rxe Rx. Ist 
nun xRk = o (Rkx = o), so ergibt sich xRkf 1 <=Al (Rk~kxQ Ar) und wegen At = о 
(Ar = o) (vgl. Satz 3. 13) xRk~ '= o  (Rx~'x — o). Nach endlich vielen Schritten 
erhält man xRx = o ( I f x  =  o), folglich x  = o nach dem Satz 3. 13, w.z.b.w.

S atz  3. 14. Es seien A ein bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales Rx 
reduzierter Q-Ring und R i ein Rechtsideal von A mit R y Rx, weiterhin Dx= f | I f x) =

x Z R  1

= {j’; R ^ y f  Ra}. Dann gilt Dx = o. Ist nun f x) = {y ; Rxy R(f }, so ergibt sich 
f x) =  o. Ferner ist (о) das einzige in Rxx> liegende zweiseitige Ideal von A.

Bew eis. Wegen R t + RX = A und wegen ^ Rx erhält man AD'aQRx,
folglich Dx = o, weil A, Dx ein zweiseitiges in f f  liegendes Ideal von А, A reduziert 
und halbeinfach ist. Wegen RXIXX) Q R^X) und Rxx) + Rx — A (vgl. Satz 3. 10) gilt 
AI^X) QR^X\  folglich xA lxx) £  Rx, und wegen xRa + Rx = A (für jedes x£_A, д-(£ Rx) 
ergibt sich AI^x)^ R x. Da aber AIXX) ein Ideal des halbeinfachen reduzierten 
Í2-Ringes A ist, erhält man A, I^x) = о und somit I^x) = o. Es sei I  ein Ideal von A in 
R(xx). Wegen AIQR^x) gilt dann x A I ^ R x, folglich wegen xRx + RX = A (vgl. Satz 3. 7) 
auch AIQ RX, woraus sich AI = o und I = o ergibt.

S atz  3. 15. Es seien A ein bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales l f  
reduzierter Q-Ring, x ein Element von A mit x  $ R, und Ri ein Rechtsideal von А 
mit Ri^gR(xx)- Dann gelten (xRf)k-f Ra=xR\ + Ra =  (1 — x)Rk + Rx = A für jeden 
Exponenten k. Im Falle Rx besteht auch (1 — x)Rk + Rx = А. Ist K f -k> =
= {y, yf_A, I f  у Rxx)}, so gilt K f ’k> = о für jeden Exponenten k.

B ew eis. Nehmen wir an, daß (aRj)*14-1 *g=Rx und (x R Ак f  Rx ist. Dann gi 1Л 
wegen l f  J  Rxx> offenbar xR l %Rx und somit wegen der Maximalität von Rx in 
A auch x R l +  RX = A. Daher gilt к  S 1. Nach der Voraussetzung besteht {xRf f  + Rx — 
= A, und wegen ( x f f )k+1 Rx auch AxRt c= Rx. Da A reduziert und halbeinfach 
ist, ergibt sich AxRx —o und xR x =o, obwohl nach der Voraussetzung ( x R j f ’f  ff 
und k ^  1 bestehen. Also gilt (.vR,)*: + Ri[ = z( für jedes k ^ \ .  Wegen {xRx)kQxRk, 
erhält man auch xRk + RX = A für jedes к S 1. — Wegen % R{xx) besteht xR\ Rx. 
Folglich gibt es ein r1£R\  mit xr1$Rx. Ist nun (1 — x)R\QRx, so erhält man im 
Falle der Voraussetzung Rk f  ff auch xR\ Rx, was der Bedingung лт, <j Rx 
widerspricht. Also folgt aus R\ QRX und R t %R^X) die Gleichung (1 — x)Rk + RX = A. 
— Wegen R\K^x’k)Q R^x> gilt xRkK(x’k)iQRx, und wegen xR\ + Ra = A auch A. 
K[x'k) ^  Rx, woraus K^x,k) =o folgt, denn A, K^x,k) ist ein Ideal von A in Rx, und А 
ist reduziert und halbeinfach.

B em erk ung  3. 16. Die Voraussetzungen des Satzes 3. 16 bezüglich gelten 
freilich auch für Rx selbst. Also gelten auch (xRx)k + Rx = xRk +  Д, =  (1 — x)Rk + 
+ RX = A für jedes f c s l .  Mit Hilfe einer vollständigen Induktion nach к kann 
auch (Лх)*^/?а für jeden bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, reduzier
ten fi-Ring A und für jedes к ^  1 bewiesen werden.
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§ 4. Fortsetzung der Untersuchung der ß-Ringe

Wir betrachten hier weitere Eigenschaften der ß-Ringe. Es gilt der folgende
Satz 4. 1. Das Zentrum Z  jedes bezüglich eines ausgezeichneten Rechtsideales 

Ra reduzierten Q-Ringes A ist {«}.
B e w e is . 1st z ein Element des Zentrums Z  von A, so gilt wegen zRy = Ryz (= Ry 

und nach dem Satz 3. 7 olfenbar z £ Ry, denn im Falle z<{ Ry würde zRy Sg Ry bestehen. 
Wegen Rx ist dann I= Z A  = A Z  ein in Rx liegendes Ideal von A, woraus ZA =o 
und Z —{o} folgt, weil A reduziert und halbeinfach ist.

Satz 4. 2. Die additive Gruppe A + eines bezüglich eines ausgezeichneten Rechts
ideales Ry reduzierten ß-Ringes A ist entweder eine elementare p-Gruppe (d.h. es 
giltpA ~o) ,  oder A + ist lorsionsfrei mit A + =nA+ + Rxfür jede von Null verschiedene 
ganze rationale Zahl n, weiterhin ist Ry eine reine (servante) Untergruppe der 
Gruppe A + .

B e w e is . E s sei A[p] für jede Primzahl p die Menge aller Elemente x  der Ordnung 
p, d.h. mit px — o. Ist A + nicht torsionsfrei, so existiert ein p mit A[p]Zo. Da A[p] 
ein Ideal von A, A reduziert und Rx maximal in A ist, gilt A=  A[p] + Ry. Hiernach 
ist pA = pR a,<jf Rx. Da aber A bezüglich Ry reduziert und pA ein Ideal von A in Ry 
ist, gilt pA — o. Ist aber A + torsionsfrei, so gilt n A ^o  für jede von Null verschiedene 
ganze rationale Zahl n, woraus wegen nA Ry trivial A =nA +Ry folgt. — Im Falle 
pA=o  ist Ry ein direkter Summand, also auch eine reine Untergruppe von A + . 
Im torsionsfreien Falle besteht a$Rx aber na 6 Ry für eine von Null verschiedene 
ganze rationale Zahl n. Dann gilt aber aRa + RX = A, woraus nA Q Ry folgt, was 
der Reduziertheit von A bezüglich Ra widerspricht, denn nA ist ein Ideal von A in 
Rx. Also ist R j  im beiden Fällen eine reine Untergruppe in A + .

B e m e r k u n g  4. 3. Ist A ein ß-Ring, der bezüglich eines ausgezeichneten Rechts- 
idea’s Rx reduziert ist, so ist A + nach dem Satz 4. 2 dann und nur dann teilbar 
(divisible), wenn Ry teilbar ist.

Satz 4. 4. Es seien Rx ein ausgezeichnetes Rechtsideal eines ü-Ringes A, der 
bezüglich Ry nicht notwendig reduziert ist, und x ein solches Element von A,für welches 
x (f Ry und xRyx) = Ry bestehen. Dann ist x  ein Linksteiler jedes Elements авА,  aber 
kein Linkseinselement von A, und es gilt xR = xA=A. Weiterhin ist der Unterring 
{x} unendlich, es gilt f (x)Ry + Ry =- A für jedes Element о z':fix )  f {x}, und es gibt 
ein Element у von A mit у  j; Ry und mit (y —f(xj)Ry + Ry = A für jedes f(x)  6 {x}.

B ew e is . Wegen R ix) f  R.y und der Maximalität von Ry in A ist R(yx) -V Ry =  A, 
woraus man wegen xR^x) f  Ry offenbar Ry + xRy = xA erhält. Da aber Ry + xRy = А 
für jedes x(f Ra gilt, ergibt sich xA = A. Folglich gibt es eine Lösung a jeder Gleichung 
xa = b (a, b fA),  wenn xR ,yx> = Ry ist. Es sei c ein Element von A mit xc = x. Dann 
ergibt sich A — Rx + ( 1 —c)A, denn Rx ist maximal und nicht modular in A. Wegen 
x ( l— c)—o gilt hiernach xA = x R x = A. x  ist also ein Linksteiler jedes Elementes 
a von A, aber kein Linkseinselement von A, denn Rx ist nicht modular in A. Es gilt 
dann x"Rx = A für jede natürliche Zahl n. Gibt es nun Exponenten m und n mit 
m Z n  und xm=x", so existiert ein idempotentes Element e = xk in der Menge aller

Acta M atbem atica Academ iae Scientiarum  Hungaricae iS, 1967



E I N E  C H A R A K T E R I S I E R U N G  D E S  J A C O B S O N S C H E N  R A D I K A L S 269

Potenzen von x  (vgl. z.B. Rédei’s Buch [9]), und dann ist e ein Linkseinselement 
von A = x kA =eA, was unmöglich ist, denn Rx ist in A nicht modular. Im Falle 

gilt also x'n A x n, und somit ist der Unterring {.v} unendlich. Nehmen wir 
jetzt an, daß f(x) d Rr für ein f(x)  € {x} mit f(x) А о gilt. So besteht

(* )  k 0x? + k 1xi+1 + ... + k„xi+ndR0i

wobei kj d /, und /  der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist. Im Falle p A = o  für 
eine Primzahl p läßt sich offenbar k0 = 1 (mod p) annehmen, woraus

(1 +g(x)).V € R, (g(x) d {л-})

folgt. Dann ist aber Rx wegen x‘A = A  und (l+g(.v))/l modular in A, was 
unmöglich ist. Im Falle pA=o  gilt daher f (x)Rx + Rx — A für jedes f(x)  ( d {.v}, и  о). 
Ist aber A + torsionsfrei, so ergibt sich nach dem Satz 4. 2 А = iiA + R„ für jede 
ganze Zahl n ^ o .  Da sich k0 in ( Ж) offenbar als von Null verschieden annehmen 
läßt, gilt auch A = lc0A + Ra und somit xJ = k Qyj + rj mit yjdA  und rj d Rx 
( j= l ,2 ,  folglich

M l  +y)xi £Rx (ydA).

Da aber Ri nach dem Satz 4. 2 eine reine Untergruppe in A + ist, ergibt sich wegen 
k o ^ o  auch

(1 +y)x‘dRx,

was wegen x‘A = A und ( \ + y ) A ^ R x genau die Modularität des Rechtsideales 
Rx in A bedeutet. Letzteres ist aber unmöglich, und dieser Widerspruch beweist 
f (x)Rx + RX = A auch im torsionsfreien Falle ( f i x )  d {.v}, f(x)  ^  o, x R {yxl = Rx). 
Nehmen wir an, daß es zu jedem ydA  ein Element f(x) d_ {.vj mit у —f(x)  d Rx gibt. 
Aus dieser Voraussetzung werden wir einen Widerspruch ableiten. Im Falle 
y —f(x) d Rx ergibt sich nämlich у =f(x)  +  r mit r d Ry. Da wegen xRx = A ein Element 
r*dRx mit xr*=x  existiert, erhält man nach der Voraussetzung für ein beliebiges 
ydA  die Beziehung y(l — r*)x = (/(*) +  г)(1 — r*)x = r(l — r*)x, folglich 
A(l — r*)A =A(\ — r*)xA Q Rx. Aus A(l — r*)A Qi Rx ergibt sich wegen der Quasi
modularität von Rx in A gewiß (1 — r*)A QRX, denn es gilt A z ^ R x für jedes z ^ R x 
(zdA ). Da aber Rx nicht modular in A ist, gilt (1 —r*)A^Rx, und somit ist (1 —r*)Aü  
QRX ein Widerspruch. Also gibt es ein y d A  mit ( y  — f(x))Rx +  Ra = A  für jedes 

/ ( x) í (a:} w.z.b.w.
Am Ende dieses Paragraphen möchten wir einige Probleme aufwerfen.
P roblem  1. Gibt es einen ß-Ring A, der sich als Ring, durch ein ausge

zeichnetes Rechtsideal R und durch endlich viele Elemente ay,a 2, ..., an erzeugen 
läßt?

P roblem  2. Gibt es einem ß-Ring A mit einem ausgezeichneten Rechtsideal R 
und einer endlichen Teilmenge ax, a2, ..., an von A, derart, daß für jedes xd  A mit 

eine der Relationen atx d R  (i =  1 ,2 ,..., и) gilt? (Dasselbe Problem auch 
für n = 2.)

Problem  3. Gibt es einen ß-Ring, der ein MHR-Ring ist, d.h. in dem die 
Minimalbedingung für Hauptrechtsideale gilt? (vgl. Verfasser [11]).
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Problem 4. Man untersuche in einem fi-Ring den Zusammenhang zwischen 
der Mächtigkeit m der Menge aller modularen maximalen Rechtsideale und der 
Mächtigkeit n der Menge aller ausgezeichneten Rechtsideale!

§ 5. Weitere Bemerkungen über das Jacobsonsche Radikal

Die Resultate dieses Paragraphen sind Folgerungen des Satzes von Kertész [7].
Ein Teil der hier erwähnten Sätze ist nicht ganz neu, aber wir betrachten in 

diesem § auch solche, schon bekannte Ergebnisse, die sich mit der Hilfe des Fratti- 
nischen Untermoduls Фг eines Ringes (vgl. Fußnote 3) eleganter beweisen lassen.

Es gilt der folgende
Satz 5. 1. Es sei A ein assoziativer Ring. Gilt Ф, Q R f J  für ein Rechtsideal R, 

fü r  den Frattinischen Untermodul Фг des als A-Rechtsmodul aufgefassten Ringes 
A und für das Jacobsonsche Radikal J, so ist R ein zweiseitiges Ideal von A.

Beweis. Nach H ille [4] bzw. Kertész [7] gilt ЛУ^Ф,., folglich auch A R £  
S== Фг f  R, w.z.b.w.

Satz 5. 2. Sind für die natürlichen Zahlen m ,n  ( S l )  die Mengen Im, Kn, Lm „ 
in einem Ring A folgendermaßen definiert:

/„,= {.v; x£A,  Атл-дФг},

К  = { у ;у£ А ,уА пдФ,},

=  {z; Z£A, AmzA "Q M } 

wobei М=ФГ oder Ф, bzw. Фг П Ф,, so gilt

fü r  das Jacobsonsche Radikal J von A.
Beweis. Wegen der Ähnlichkeit der Beweisteile, werden wir nur J = L m n 

beweisen. Nach FIille [4] bzw. Kertész [7] gilt offenbar JQL„, „. Ist nun 
und ist z.B. М = Ф гПФ(, s o  bestehen sowohl АтгА"ЯФг als auch A"'zA"^<P1, 
woraus man nach [7] Am~1z A " ^ J  bzw. АтгАл~1 Q J  erhält. Da aber A/J halbein
fach ist, hat AIJ keinen von Null verschiedenen linksseitigen oder rechtsseitigen 
Annullator, deshalb ergibt sich Am~1zA"~1 Q J  und nach endlich vielen ähnlichen 
Schritten Az<=J bzw. zAQJ,  woraus zdJ  und somit L,„„QJ folgt. Es ist also 
d — k mn.

Satz 5. 3. Ein Ring A ist dann und nur dann ein Radikalring im Sinne von 
Jacobson, wenn der Faktorring А/Фг von A nach dem Frattinischen Untermodul Фг 
des als A-Rechtsmodul betrachteten Ringes A, ein Zeroring6 ist. Gilt in einem Ring 
A die Bedingung Ф,. = o, so enthält das Jacobsonsche Radikal J von A nur die Rechts-

6 Ein Ring A, in dem das Produkt xy  für jedes x, y e  A Null ist, heißt Zeroring.
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annullatoren von A. Ist A ein von Null verschiedener einfacher Radikalring1 mit A2 =A, 
so besitzt A kein maximales echtes Rechtsideal, also gilt Фг =  А.

B ew eis . Ist J=A,  so erhält man wegen AJ^f. Фг die Inklusion А2 ^  Фг, und somit 
ist dann А/Фг ein Zeroring. Ist umgekehrt А/Ф,. ein Zeroring, so gilt А2 £  Фг, woraus 
sich nach K ertész [7] gewiß A = J ergibt. — Besteht nun Фг = о, so enthält J  wegen 
AJQ Фг nur die Rechtsannullatoren von A. — Hat A ein maximales echtes Rechts
ideal, so gilt ФгАА.  Ist nun A insbesondere ein einfacher Radikalring, so ergibt 
sich Фг = о, denn Фг ist ein Ideal mit Фг А A. Da А2 Я= Фг nach dem obigen für jeden 
Radikalring gilt, erhält man A2=o, was wegen A2=A  den Widerspruch A=o  
bedeutet. Also hat jeder von Null verschiedene einfache Radikalring A mit А2 = А 
kein maximales echtes Rechtsideal, w.z.b.w.

Satz 5. 4. Gilt J 2 ^ o  für das Jacobsonsche Radikal J  eines beliebigen Ringes A, 
so besitzen der rechtsseitige Frattinische Untermodul Фг und der linksseitige Fratti- 
nische Untermodul Ф{ des A-Rechtsmoduls bzw. A-Linksmoduls A einen von Null 
verschiedenen Durchschnitt.

B ew eis . Nehmen wir an, daß ФгГ\Ф1 = о ist. Dann erhält man wegen AJ  £  Фг 
und JA i= Ф, offenbar J 2 f  Фг und J 2 Q Ф,, folglich J 2f= Фг П Ф, = о. Es ergibt sich 
also im Falle J 2j±o notwendigerweise ФгПФ,^о.

B em erk ung en  5.5. In jedem kommutativen Ring A mit ФгА=о ist trivial 
Фг П Ф/ =  Фг =  Ф, 7̂  о. Jeder Matrizenring über einem Schiefkörper, der offenbar 
halbeinfach ist, ist ein Ring, für den J 2= J = o  und Фг = Ф, = Ф, Г) Ф, =  о bestehen.

Es gibt aber auch nichthalbeinfache Ringe, und zwar schon solche mit sechszehn 
Elementen, für die о ^ Ф ^ Ф ^ о ,  ФгП Ф, =  о und J = Фг +  Ф, mit J 2=o  gelten. 
Ein solcher Ring ist z.B. die Algebra А =  {a2, a2, bt , b2} mit 2A — o (d.h. x  + x==o 
für jedes x  £ A) und mit der Multiplikationstabelle

Ol Ü2 b i 6 2

о  1 Ol О 0 0

a2 0 02 0 b 2

6 , bi О 0 0

Ьг 0 О 0 0

In diesem Ring A gelten wegen Фг = {b2} und Ф, = {b,} die Beziehungen Ф,ПФ,=о 
und J 2 = o  für das Radikal J=  Фг + Ф,.

Es sei В die durch a{ und bi erzeugte Teilalgebra der obigen Algebra 
A= {at , a2, bt , b2j. Im Ring B-- {at , ft,} gilt B2{ = B ) f R  für jedes maximale Rechts
ideal R des Ringes B, denn at ist ein Linkseinselement von B. Da aber b { $ {a1} 
und xbx =  o í  {öj} für jedes x£B  bestehen, ist das maximale Rechtsideal {öj} von 
В nicht quasimodular in B.

7 Die Existenz der einfachen Radikalringe A mit Аг =  А А о  wurde in Sasiada [10] gezeigt.
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Die Eigenschaft B2 + R = B ist also für ein maximales Rechtsideal R eines 
Ringes В von der Quasimodularität von R in В verschieden.

Ist A zum Schluß ein einfacher Radikalring, so bestehen wegen J =  Фг = Ф, = А 
die Ungleichungen J 2 7 ^ 0  und Ф,ПФ(^ о  (vgl. Sa sia d a  [10]).

(Eingegangen am 22. April 1966.)
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BEMERKUNGEN ZUR APPROXIMATION 
IM STARKEN SINNE

Von
L. LEINDLER (Szeged)

( Vorgelegt von K . T andori)

1. Bezeichne f(x) eine 2^-periodische, stetige Funktion, s„(x) die и-te Partial- 
summe ihrer Fourierreihe, f (x )  bzw. s„(x) die konjugierten Funktionen von f(x),  
bzw. л'„(х).

In [2] haben wir u.a. bewiesen:
Ist f (x)  überall r-mal differenzierbar und f {r>(x) 6 Lip а (0 <  а 251), so gilt im 

Falle (r -f <x)p <  I und beliebiges p (y>0) die Beziehung

< \f,p; x\ = I A )v) J t A l l »  kvU) -/O)!"} = о
gleichmäßig.

In dieser Note werden wir zuerst beweisen, daß dieser Satz nicht mehr ver
schärft werden kann. Es gilt nämlich der folgende

Sa t z  I. Ist f(x) überall r-mal differenzierbar, f (r)(x)£ Lip  а (0 < a S l)  und у >0, 
so gelten für (r + а)p =  1 nur die Abschätzungen

( 1)

und

(2)

al\ fP' ,x\  = О (log и)1/р)
nr+<t I

trl\f,P ‘,x\ = О Í (log h)‘M 
( nr+a ) '

Es gibt nämlich solche Funktionen / ,  (x) und f 2(x), deren r-ten Ableitungen existieren 
und zur Klasse Lip а gehören, für welche aber

(3) d (log n)llp bzw. oy„\f2,p;0\ (log nflr
„ г  +  а >

wobei d = d(p,y) > 0 von n unabhängige Konstante ist.
Im folgenden werden wir eine weitere Folgerung eines Satzes des Verfassers 

[2] angeben.
Bezeichne E„(f) den im Sinne der Metrik des Raumes C(0, 2n) erreichbaren 

besten Annäherungsgrad von /(x) mit trigonometrischen Polynomen и-ter Ordnung. 
Sei ||a„t || eine positive Dreiecksmatrix und bezeichne

f l ” l 1/p
Tn(x) = T.( f ,p ,  IN; x) = j j -  2 a„k fk(x)“ /(x ) |'j
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■nk
A.die starken Mittel bezüglich der durch 

wobei p >  0 ist und
П

A„ =  2  ank
bedeutet. Wir setzen

bestimmten Summationsmethode,

t= 1

A „ ( m , l ) =  2  «»■*•
k = l+ 1

In [2] war bewiesen:
Existiert eine Indexfolge {/Vm} (0 = /Vq < . . .  </Vm< ...) lind eine Zahl q' >  1 

derart, daß fü r  Nmô y ^ n ^ N mo die Ungleichung
I N m  1 1 /« '

(4) 2  W  ^  K N - 1'* ■ An(Nm, Nm
U = JVm-2+l J

2)(n =  1,2, . . . ;m =  2, . ..,m 0)

mit p' - —7— -  erfüllt sei, so gelten für alle p >  0 die Ungleichungenq ' - l

1
л/ у 2 ’ 

А пКП<т > ^ т - 2)  k = Nm - 2 + 1

миг/

(5) {Ĵ  wO 1 1 IP
-Jn 2  An(Nm, Nm^ ) ( E Nm_ f f ) ) ^  ,

in =  1, 2, m = 2, ..., m0)

1/P

и’ойег AT, A'i und K2 positive, nur von ||a„,J| ми</ p abhängige Konstanten sind.
Daraus ergibt sich der
Satz II. Sei f{x) überall r-mal differenzierbar und / ir)(x)f_Lipa (0 < a S l) . 

Ist /.(x) (x=s(), /.(()) — 0) eine differenzierbare Funktion, deren К ix) Ableitung positiv 
und monoton ist, ferner für die

(6) K, E  (2m) 2'(2m+1) S К4 Г(2т)
3 2'»(p(r+«)-1) 2(",+ l)('’(r+c<)_1) 4 2m(p(,‘+‘*)~1)

mit KA^ K 3>] und p >  0 erfüllt ist, so gilt

r „ a / ;  A-)  =  { , („Tl) 2 w *+i)^w )kw -/w r( = о I и-
Ч р

(7) г„

gleichmäßig.
Im Spezialfall l(x) = х р (/?>(г + оф) war diese Behauptung schon in [2] be

wiesen.
2. Beweis d e s  S a t z e s  I. In [2] (S. 260) war schon bewiesen, daß für 2m"- 1 -= 

<  и ̂  2ra"
l / p
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gilt. Unter den Bedingungen des Satzes I 
ergibt sich daraus, daß

(r + a)p =  1 und En( f ) =°U))
ü l \ f p \ x \  s  0(1)

2 1 1 lp
2mny~12 У, 2"'y • 2-

1/P{ 1 Win -  ̂

2 . Д

s 0 ( 1 , { ^ r +o<1, { i} ‘" = 0 ( e ) .

Die Abschätzung (2) für die konjugierte Funktion ergibt sich ähnlicherweise, da 

auch £•„(/) = О gilt.
Damit haben wir die Abschätzungen (1) und (2) bewiesen.
Wir behaupten, daß für eine ungerade Zahl r die Funktionen

v =  1 ^
2

I = 2 v - ‘ + l

und

bzw. für gerade r die Funktionen

und

ш  -  i  « = g
V= 1 ~

2

cos (5-2 v — l)x cos (5>2v +  /)x
(5 * 2V — /)*■/ (5-2v +  /)7  J

sinkx
, , O +í+а ’f c = l  А

-у coskx 
0 +1+a

Í sin(5*2v —/)x sin (5 •2v +  l)x
( (5 • 2V — /)г/ (5-2v +  /)7

erfüllen die Ungleichungen (3) und f (r)(x) (г =1 ,2) gehören zur Klasse Lip x 
(0 <  a S  1). Die Relationen fi'Hx) £ Lip a wurden schon bewiesen (s. in [1] den Beweis 
des Satzes I und in [2] den des Satzes IV).

Nehmen wir an, daß r ungerade ist. Sei /t die größte natürliche Zahl, für die 
6-2*S n  erfüllt ist. Dann gilt

(8) =?{ L  2  2 Г  ^ i - t1)k ( o ) - / ( o ) |4
l  V= 1  fc— 5 * 2 V +  2 V~ 1 j

1 lp

ß - 1  6 - 2 v - l

= (a v) hv 2 2 1 lv(o) -лог
l «  v = l  t = l l - 2 v - ‘ + l

1 / p

Ist 11 • 2V_1 < 6 -2V, so besteht nach der Definition von /j(x)

(9)

wobei

\ s M - m \ v ” ( - 1 1  v  (-1 )"+1
i á i  1 2 -  r ( i - 5 - 2 v) 2"a

1
(5 • 2" -  I f  l (5-2 '‘ + /)r/
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ist. Durch einfache Rechnung ergibt sich:

1
+ !■ \ [  I = 2»*+l l t

1

2" 1

(5 • 2" +1 —/)r (5-2 »+1+iy

1 12 Z
k=2& +1 2k - 2  U r(5 • 2" -  fc)r 2r(5 • 2" +  k)r

(jua2), d.h. die Folge {/?,,} ist monoton abnehmend. Danach haben die erste und 
die zweite Summe unter (9) gleiches Vorzeichen, woraus die Abschätzung

k*(0)-/(0)|p
6-2V
Y  —Ova

1
U-f+1 2™ r ( i -  5-2*)

offenbar folgt. Somit erhält man wegen (r + rí)p — l 
6-2v— 1z v- l  2 3 - 2 v ~ 2 f  л o - z 1' 1

2  k»(0)-/(o)|' s  2 \  l5 . , J l7^ 5 T r )
f t = l l - 2 v “ 1+ l fc= 22-2v~ 2 + 1

6 - 2 v

d(P)2v I 2^2v_2 2J 2v s  ( /? )  >  o .

Daraus und aus (8) ergibt sich für genügend große n

f l  "Uf 11/p (log«)1'?
| / i , />; 0 | =  dx (p, y) | -  Z  d i ÜOj = ^2  (А У) lf+

Die Behauptung (3) bezüglich f 2 (x) kann leichter bewiesen werden, nämhch 
gilt mit 2ß+1 S n < 2"+2

Г 1 2* ( ~ 1 yii/p

1/2 ’P; ° ' -  {W  M  ) Í ”

^ (A  y)
(log rí)1/  P

also ist auch die zweite Ungleichung (3) erfüllt.
Die Behauptung für eine gerade Zahl r kann man genau so wie die vorange

henden beweisen.
3. Bew eis des Satzes  II. Sei ocnk = X(k + l)~2{k)  (k < n ) und Nm = 2m. Dann 

ist die Ungleichung (4) für jedes cf >- 1 erfüllt, nämlich gilt im Falle < h s 2b» 
und 2  /и =  m0

1

\ Z  (Дк + 1) - 1 ( к ) у \ " s  K5 2 X(2”') =
U = 2 m ~ 2 + l  J

= K52m(1^ )  ;/(2"‘) =  K52~"'~p' 2mX(2m) 3=

s K 62~mj' Z (Ц к+ 1)-2 (к ))  = K62~mrí An{2"\2^-^).
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Wir können also den zitierten Satz anwenden, und dann kann man die Beziehung 
(7) aus (5) leicht herleiten. Aus (5) und (6) folgt nach dem bekannten Satz von 
Jac k so n

Kr
A(«+ 1) nt — 2

2  An(2'\ 2m~2)(E2m-2(f))P
Up

S K , 1
X(n 4-1) m—22  2mX  (2m) • - l  .}2m(r + a)p I

1/P

I l l l 1/p= K S -Г7-----г г  2'"'J A (2mo) [ =  О
8 1 X(n+  1) v ’ 2 m°(r+ l) ', j

Damit haben wir den Satz II bewiesen.

(Eingegangen am 9. M ai 1966.)
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REMARK ON POWER-SUMS OF COMPLEX NUMBERS
By

J. LAWRYNOWICZ (Lodz, Poland)
(Presented by  P. Túrán)

1. The problem of finding the infimum Mn of

(1) max \z\ + ...  + z j_x +  1 | (z1; complex)
v = l , 2 ........n

due to P. T ú r á n  [3] is still open. The best known general estimate Mn > 1 
(n •= 2, 3, . . . )  was obtained by F .  V .  A t k i n s o n  [1]. The exact value of M n is known 
only in the case rt = 2. It is easy to show that M2 = (l//2 )(^ 5  — l)% 0,8740320. 
The extremal points z* =  -£(/5 — l) exp f  nei, where s = 1 or —1, are the only 
solutions.

2. In this note I solve the problem in the case и =  3. In [2] I have proved that 
for any integer n >  1 there exists an extremal system of points z * ,  . . . ,  z * _ 1 situated 
in the closed unit disc and the corresponding non-trivial system of real numbers 
4 , ..., Án such that

( 2 )  Á1ö í + Á2a 2z* + ... + Ána„z*n~l =  0  (ß =  1 , . . . ,  n — 1 )  

where
(3) M„<tv= zÍv + . . .+ z£ I1 + 1 (v =  l,

In the same paper 1 have proved that the obtained system can be replaced in the 
case it —3 by the system of equations

(4) 2á '25 -  m '23 -  48/Ц2 + 27241 +  5974° +  4754 + 1844 -  2424 -

-  296Af +  494 -  З5 4  -  624 -  224 -  16 4  -  8 =  0 ,

(5) M3 = {(l/64)[84 +  7 4  + 2 + y ( -8 4 + 1 1 2 4  + 3 2 4 -2 3 4  + 284  +  4)±lP
(Af3 S  1, у  =  1 or - 1),

(6) x \ - { M \ - Á \ - l ) t i  +  4  = 0, M 3a3 =  - ( t? +  3t i-2)/(3A2 +  2),

M3a2 = - ( ti/A2)M 3 <T3 ,

(7) z2 = ( \lx i) [ l- ( l+ Á 2)M 3a3] - l ,  Ál = \r2\2, M3Oi = (l/Ái)x2M3c3,

(8) z*2- ( M 3Oi - \ ) z* +  ^ ( M 3<j1- \ ) 2- ^ ( M 3o2- \ )  =  0 (|z*| S l , v  =  l, 2).
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3. In this note, using the result mentioned above, I show that*
(9) M3% 0,8247830.
The only extremal systems of points z*, z2 (Re z\ s  Re z2) satisfying (4), (5), (6), 
(7), (8) are

(10) z*i «  —0,583346 ±0,091465ei, 0,089975-0,742306s/ (s =  l or -  1).
4. In order to show (9) we solve (4) and obtain

Я21, 2 ~  — 0,46323644 ± 0,18099268/, 
Я23>4. Ä —0,24697560+ 1,0594488/, 
Я25,6 % 0,028829335 ±0,46800456/,
Я27>8 «  0,43435734±0,42238274/,
Я29>10 «  3,9152484 ±0,15008257/,

Я211 %-3,2763689, 
Я212 «  -2,0190629, 
Я213 ä  -1,4409083, 
Я214 я» -1,4168133, 
Я215 % 0,81670731.

If Я2 ^Я 2 | 4  or Я2 ^  Я2 3 5 , then

!-(8Я1 +  7 + 2/Я2) >  ~  (8 -0 ,82 ± 7 -2 /1 ,4 ) > 1. 
о о

Consequently, we must choose у =  1 in (5) for Я2 =  Я2у (v =  11, ..., 14) and у =  — 1 
in (5) for Я2 =Я215. But if Я211 ёЯ 2 ё Я 212, then we have

M3 > 6~*{8  • 2 ,0 2 ± 7 — 2 / 2 , 0 —

-  ( -  8 • 2,04 ±  112- 3,32 -  32 • 2,0 -  23 -  28/3,3 ±  4/2,02)±}± >  1. 
Analogously, if Я213ё Я 2 ёЯ 214, then we have

M3 >  6 ~ * { 8 • 1,42 ±7 —2/1,4 —

- ( - 8 - 1,44±  112-1,52 — 32- 1 ,4 -23  — 28/1,5 ± 4 /l,4 2)*}* >  1.
Thus Я2 =  Я215, and (5) with у =  — 1 gives (9).

5. In order to show (10) we apply (6), (7), (8), and obtain
ti  % — 0,4933719-0,6508418s/ (s= 1 or -1 ) ,
M3a3 %0,6681257 ± 0,4836065s/, M3a2 % 0,7890045 -  0,2402895s/, 
t2~-0,0154086 ±0,4412519c/, %0,4415209s' (e' =  l or -  1),
M 3a3 % 0,5066287s' -  0,6508413ee7.

We may assume, without loss of generality, that Re z* <  Re z2. Then (8) yields 
(10) in the case if e '= l ,  and

z f  % -0,987952-0,463336s/, z% s ; -0,518677 ±  1,114177s/

* Some calculations were made in the Imperial College of London Computer Centre. I would 
like to express here my thanks to Mr. J. L. M arais.
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in the case if e' = — 1. It is easily seen that the last systems of extremal points do not 
satisfy the conditions \z*| S  1 and \z%\S 1 .

6 . From (2) and (3) it is possible theoretically to calculate Mn also for any 
7j > 3 , but it is much more complicated.

(Received 24 M ay 1966)
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RESTES DES FORMULES DE QUADRATURE 
DE GAUSS ET DE TÚRÁN

Par
D. V. IONESCU (Cluj, Roumanie)

(Présenté par P. T úrán)

P. Turan [3] a donné une belle extension de la formule de quadrature de Gauss 
en démontrant qu’on peut déterminer les noeuds x t , x 2 , ■■■, x„  et les coefficients 
C j , C 2 , . . . ,  C„; C' t ,  C'2 , . . . ,  C'„; C ' l ,  C 2 , C" de telle manière que la formule 

ь
(1 )  J  f ( x )  d x  =  C J ( x , )  +  C 2 f ( x 2)  +  . . .  +  C J { x n)  +

+  C i f ' ( x l ) +  C'2f { x 2) + . . .  + C ' nf \ x „ )  +

+  c i r ( X l ) + c ; r ( x 2) + . . . + c ; r ( x n)  ■

soit vérifiée par un polynôme quelconque du (4n — l)-ième degré.
Cette question est liée à un problème de minimum.
D. Jackson [2] a démontré qu’on peut déterminer un polynôme

(2 )  <»n(x ) — х п +  Х 1Хп~ 1 + Л 2 х п~ 2 +  . . .  +Á„  
qui rend minimum l’intégrale

ь
(3) J  m * ( x ) d x .

a

Le polynôme con( x)  est déterminé d’une manière unique par les équations
h

(4) J  xhco2(x) dx = 0
a

où h  =  0, 1, . . . ,  n  — 1 et l’on prouve que les zéros du polynôme con( x )  sont réels, 
distincts et compris entre a et b.

Dans la formule (1) les noeuds x 2 , x 2 , . . . ,  x n sont les zéros du polynôme <o„(x) 
et les coefficients C l t  C 2 , . . . ,  C„; C [ ,  C 2 , C'n ; C ' i ,  C 2 , C "  se calculent 
sans difficulté.

Dans ce travail nous considérons la formule de quadrature de P. Túrán avec 
le reste, c’est-à-dire la formule

b

(5) / f ( x ) d x  -  C 1f ( x l )  +  C 2A x 2) +  . . .  + C nf ( x n)  +

+  c ;  f ( x  о + c '2f  ( x 2) + . . . + C J '  (x „ )+
+  C \ f ” (A-,) +  C l f "  ( x 2)  +  .. .  +  c : r  (Xn) +  R,
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et en supposant que f  € C4"[a, h], nous allons déterminer le'reste R, en le mettant 
sous la forme d’une intégrale définie.

Nous montrerons que le reste R  s’obtiendra, d’une manière très simple, comme 
la représentation de la différence divisée d’une fonction par une intégrale définie.

Le problème du reste de la formule (5) étant une extension du problème du 
reste de la formule de quadrature de Gauss, dans le second paragraphe de ce travail 
nous donnons une méthode pour établir le reste de la formule de Gauss comme la 
représentation de la différence divisée d’une fonction par une intégrale définie. 
Ensuite dans le troisième paragraphe nous donnons une extension de cette méthode 
pour obtenir le reste de la formule de Túrán.

Mais ce travail débute par quelques considérations sur la représentation des 
différences divisées d’une fonction par une intégrale définie, qui seront utiles pour 
exprimer les restes des formules de quadrature de Gauss et de Túrán.

§ 1. La représentation des différences divisées par des intégrales définies

La représentation des différences divisées par des intégrales définies, dans 
le cas des noeuds simples et aussi dans le cas des noeuds multiples, a été donnée 
pour la première fois, par L. Tchakaloff [4], et a été retrouvée par moi-même dans 
le travail [1]. Nous exposons dans ce paragraphe cette représentation dans les cas 
des différences divisées
(6)  [a, x 1 , x l , . . . , х й, х п, Ъ \  f ]
et
(7) [a, x 1 , x 1 , x 1 , x 1 , . . . ,  xn, x„, x„, x n, b ; f]

nécessaires pour établir les restes des formules de quadrature de Gauss et de Túrán. 
Nous supposons que les noeuds x t , x 2 , . . . ,  x n sont choisis de manière que a < x t <  
< x 2 < ...

1. Pour une fonction / C2n+l[a, b], on peut représenter la difference divisée 
(6), par une intégrale définie, de la manière suivante:

Associons aux intervalles [a,  x 1 , ] , [ x 1 , x 2 ], ...,[xn,b] les fonctions q>1,(p2,... 
. . . , ( p n + 1 solutions des équations différentielles

(8)  (pŸn+1) =  0 ,  (p^n+1) =  0 , . . . ,  <PÎm" i+1) =  0 ,
On a alors

Xi  X2 b

J (p\2n+1)f d x  = J  (p¥n+1)f d x  =  . . .  =  f  <P(n+ni+1)f  dx =  0.
a X 1 x n

En appliquant à chaque intégrale la formule généralisée d’intégration par parties, 
on obtient

X\

(9 ) [<p[2n)f -  cpi2n~')f ' +  ■■■+(- 1 ) 2> i / (2n)] î 1 =  /  cpJ^+Vdx,
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Introduisons des conditions aux limites
( 10)

(p\ (fl) = 0, «Pi (a) =  0, ... , ç> « -2>(e) =  0, ç>j2" J)(a)
<P2(*i) = (p i(x t), <P2(*i) =  <?;(x,), ... , <^2"“2)Cn) =  q>i2" -2)(*,),

(pn+ i W  = <РлСО, =  Ç>»(*„), , <рЯ"Г2)СО =  <pi2,,- 2)CO,
<P„+i(6) = 0, 9»n+i(*) =  0, . . . ,  <pl2+\ - 2>(b) = 0 , °  (л)

et supposons que le système d’équations (8) ait une solution avec les conditions (10). 
Dans ce cas, en ajoutant membre à membre les équations (9), on obtient
(11) - (p\2n)(a)f(a) + [(p\2n)(л-,)- <p(22n)(x1)]f(x1) + ...+  К 2"’(x„)- <рЦя\ (x„)]/(x„) +

+ч>&п\т Ф )н < р (г п- 'К х ,) - (Р? п- 1\х { ) } г {х 1) + ... +
b

+  W i l r 11 CO -  <p(„2"- 11 C O ]/ 'C O  =  /  <pf(ln + ’O x
(l

où la fonction cp coïncide avec les fonctions q>it (p„+l sur les intervalles [a, x J ,
K ,  b].

Nous allons démontrer que la formule (11) conduit à la représentation de la 
différence divisée (6) par une intégrale définie.

2. Il est évident que les fonctions

( 12) (p\ — K
(x-à )

(2//)!
2 n

_ _  j ( x -a )2" . ( x - x i )
Pl ~  X° (2n)l (2и)!

2 n
+ /<] ( x - x , ) 2" " 1

(2n— 1)!

Vn+ 1
( x -a )2n ( x - x ^ 2” (x -X i)2" - 1

° (2n)! + 1 (2и)! + / l  (2/1— 1)! +  ...+

( x - O 2” ( x - x „ ) 2"
(2и)! (2и - 1

satisfont aux équations différentielles (8) et aux conditions aux limites relatives aux 
noeuds xt , x 2, ..., x„ quelles que soient les constantes A0, At , A„ et p lt ц2,

En écrivant que les conditions aux limites au point b sont également satisfaites, 
nous avons le système de 2n équations
(13) A„ (Ь- a )  +A1( ù - x 1) +  ... +A„(ù„-x„) + [щ -f ... +/г„] =  0,

A0(b -a )2 + k i ( b - x l)2 +  . . .+A„(ù„-xn)2 +2 № i(* -* i)+  — +
+ H„(b-xn)] =  0,

l 0(b -  a)2" + Ai (b--  x J 2" + ... + A„(ù„ -  x„)2" + 2n[pl{b -  x ,)2"- Ч - . . .+
+  ^n(^ ~ ^ n)2,,_1] =  0

pour déterminer les 2n +1 inconnues A0, A,, ..., A„ et Hi, ц2, ■■■, /V
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En introduisant encore une inconnue auxiliaire Xn+1 par l’équation
+  Л.1 +  • • ■+K  +  K + 1 = o,

on démontre facilement que le système (13) se réduit au système de 2n + 1 équations 
(14) X0 +  Xt + ...+X„ + Xn+1 = 0,

À0a + X1x 1- f i 1 + ...+Xnxn- f i n + Xn+xb = 0 ,
X0a2 + X1x2l - 2  pl x 1 +  ... + X„x2-2 f inx„ +A„+1 b2 = 0 ,

X0a2n + X^x2" — 2nfii x \”~l + ... + Xnx 2n — 2nfinx 2n~1 + Xn + 1b2n = 0.
La matrice des coefficients de ce système en X0,X1, — n v, ..., Xn, —цп, Xn+1 

est du rang 2n + 1. En désignant par D0, Dlf D \, ..., D„, D'„, D„ + 1 les déterminants 
des matrices qu’on obtient de la matrice du système (14) en supprimant la première 
colonne, la seconde colonne, ..., la dernière colonne, nous avons

(15) _ —jtq
D0 D x Dl

A 2___Ù2
— D 2 D2

~ß„
D'„

An + 1

D, H,
n+ 1

où H  est encore une constante quelconque.
Les constantes X0, Xl , Xn+1, ц1г p2, fin étant déterminées, les fonctions 

(pi, (p2, ..., <pn +, sont parfaitement déterminées et, par suite, la formule (11) est 
valable. Il nous reste à lui donner sa forme définitive.

Nous avons
( 1 6 ) 3 II

0 (p Í2"  °  =  x 0  ( x - a ) ,

Ç>22 " ) —  X 0 + X t , =  A 0 ( x - û )  +  A 1 ( x - X i )  +  / / j ,

—  x 0 + x t + .. ■ + A n ,  t f + V 1'  =  A 0 ( x - e )  +  A 1 ( x - : x : 1) + / i 1 +

+ ... + Xn(x — x„) +
et la formule (11) devient
(17) -  X0f(a) -  A, /(.V.) -  ... -  X J(xn) -X n+1 m  + fllf ( x l) + ...+  n„f (x„) =

b

=  J  v f * + » d x .
a

En remplaçant les constantes X0, Xt , Xn+1, /it , ..., цп de la formule (17) 
par leur expressions déduites des formules (15), on voit que la formule (17) se 
réduit à

1 1 0 ... 1 0 1
a *1 1 ... xn 1 h

a2 ->xj 2 x , ... x„ 2v„ b2

a2n x \ n 2 nx\n- ' 2nx2n~1 b2n

Aa) /(•Vl) f (X l) . ■■■/(*,) f ( x n) m
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On sait que la différence divisée (6) est définie par la formule

1 a a2 . . .  a2n /(«)
1 *i x\ -y 2  n

. . .  X 1 /(* i)
[a, X j , x , ,  . .. ,x n, xn, b ;f]  = V- 1 0 1 2xx . . .  2nx\n~1 / '( *  i)

1 b b2 ... b2n Ab)

1 a a2 a2n a2n+1
1 X1

X 2x i -y2nX1 ■y.2 n+  1 X i

V = V(a, x x, x t , . . . , x n , x n , b )  = 0 1 2x 2nx2ln~1 {2n+\)x\

1 b b2 b2" b2n+1
Alors, en choisissant

(19) H = l/V (a , x x, x x, ..., xn, x„, b),

le premier membre de la formule (18) se réduit à la différence divisée (6) et, par suite, 
nous avons le

Théorème 1. Lorsque /6  C2n+ l[a, b], on a la représentation
ь

(20) [\a,x1, x 1, . . . , x n,x n,b ; f ]  = J  (pf2n+l'> dx,
a

où la fonction <p est déterminée par les équations différentielles (8), par les conditions 
aux limites (10) et par la formule (19).

3. Nous avons obtenu plusieurs théorèmes concernant la formule (17) et la 
fonction q>.

Théorème 2. On a
(21) +  ... +  2.r 5̂  0
pour ;- =  0, 1, ..., n.

Pour r = 0 le théorème est évident, parce que, d’après les formules (15) et (19), 
nous avons

T ___  T J  П  ___  ^ ( - * - 1  9 X \  9 * •  •  9 ^ П )  X n9 b )  f \Л-o — t i V 0 — . ГГ 7= U.V(a, x 1, x 1, ...,x„,x„,b)

Le théorème est encore évident pour r — n parce que, d’après la première 
équation (14) et les formules (15), (19), nous avons

2 o  +  A x +  . . .  + 2 n —  —  A „ + i  =  — H D n +
V(a, * ! ,* ! , . .. ,x„ ,x„) 

V(a, x 1, x 1, . . . , x n,x n,b )
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Il nous reste à démontrer le théorème pour r = l ,2 ,  — 1. Dans ce but
introduisons le polynôme d’interpolation h(x; r) — h(x) déterminé par les conditions

h(a) = \, h{x{) =  1, A(xr) = l ,  A(xr+1) = 0, ..., A(x„) =0,

h'(Xi)=  0, h'(xr)=0, h \xr+1) = 0 ......h'(x„) = 0.

On voit facilement par le théorème de Rolle que la dérivée h'(x) a n — 1 zéros 
réels et distincts dans les intervalles (a, Xj), (xr_ j , xr), (xr+t, xr+2), ..., (x„_,,  xn) 
et qu’elle a aussi les zéros x t , ..., xr, xr+1, ..., x„. Donc h'(x) a 2n —1 zéros réels 
et distincts. En tenant compte du fait que h(a) =  1, h(xn) =  0, on conclue que le 
polynôme h(x) est effectivement du degré 2n. Il résulte de ce fait que h(b) y  0. En 
remplaçant dans la formule (17) la fonction/ par le polynôme h, nous déduisons que

+  Я1 +  ... + 2, = — A„ + ] h(b) ^  0

et, par suite, le théorème 2 est démontré.
Théorème 3. La dérivée (p{2n~2) a 2(n — 1 ) zéros au plus sur Г intervalle (a, b).
En effet, d’après les formules (12) et les conditions aux limites (10) au point b, 

les dérivées ip\2n~Z), <pi2+ i2) n’ont pas de zéros sur les intervalles (a, xJ, [x„, b). 
D ’autre part les dérivées (p(2”~2), ■■■, 4>l2n~2) sont des polynômes du second degré 
dont les coefficients de x2 sont i(2 0 + 2!), ..., i(A0+Ai + ...+Я„) et, d’après 
le théorème 2, ils sont différents de zéro. Il en résulte que ç><2,1_2) a 2 zéros au plus 
sur l’intervalle ( x , , x 2], ...,(p{2n~2) a 2 zéros au plus sur l’intervalle (x„_ L, x„) et,par 
suite, la dérivée <p(2n-2) a 2(и— 1) zéros au plus sur l’intervalle (a, b).

Théorème 4. La fonction <p ne s'annule pas sur l'intervalle {a, b).
Pour démontrer ce théorème, supposons le contraire, ce qui veut dire que cp 

s’annule en un point £ au moins de l’intervalle {a, b). La fonction <p ainsi que ses 
dérivées cp', ..., <p(2n~2> étant continues sur l’intervalle [a, b] (cf. (10)), nous pouvons 
appliquer successivement le théorème de Rolle. Nous en tirons alors que cp' a deux 
zéros sur l’intervalle (a, b), ... et que (p<2"~2> a 2« —1 zéros sur l’intervalle (a, b). 
Mais cela est impossible parce qu’on est en contradiction avec le théorème 3. Donc 
la fonction cp ne s’annule pas sur l’intervalle (a, b).

Théorème 5. On a
ь

(22) f  (p(x)dx = (2w +  1),

et, par suite, la fonction (p est positive sur l'intervalle (a, b).
En effet en remplaçant dans la formule (20) la fonction /  par x2n+1, le premier 

membre de la formule est égal à 1, tandis que le second membre est égal à
b

(2и+1)! j  ip dx. Nous obtenons ainsi la formule (22), et en tenant compte du
a

fhéorème 4, nous déduisons que la fonction (p est positive sur l’intervalle (a, b).
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4. Une démonstration analogue conduit à la représentation

(23) [a, x l , x 1, x l , x 1, ...,xn, x n, x n,x n,b ; f]  = f  (р/^п + 1Ых

lorsque f £  C4n + 1[û, b].
On démontre aussi que la fonction q> est positive sur l’intervalle (a, b) et qu’on a

(24) J  cp(x) dx 1
(4и+1)! •

§ 2. Le reste de la formule de quadrature de Gauss

5. On sait qu’on peut déterminer les noeuds x x, x 2, . .. ,x n et les coefficients 
CX,C 2, Cn de telle manière que la formule

h

(25) J f d x  = C J{xx) +  C2f( x 2) + ... +  C J (x n)
a

soit vérifiée par un polynôme quelconque du (2n — l)-ème degré.
Les noeuds x x, x 2, ...,x„ sont les zéros du polynôme de Legendre, associé 

à l’intervalle [a, b] et l’on a les identités

(26) +  Ci +  •• ■ +c„

Ci-Vi +  C2 x2 +  ••.. +  Cnx,

O X — t
o 3 1 1 +  C2x2"~ -j- f"1 x‘• • 1 '-'л

b

=  J  d x ’
a

b

a

b= J  x 2n~l dx.
a

6. Considérons la formule (20) du § 1 et remplaçons /  par la fonction 
b]

b

(27) [a, x x, x t , xn, b\g] = J  (pgi2n+l) dx
a

et écrivons-la sous la forme

(28) A0g(ct) + Alg(x1)+  ... +Ang(x„) + An+1g(b) + A'lg '(x1)+ ... + A 'g '(xn) =

b

=  J  (pg(2n+1) dx,
a
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où les coefficients А 1г A2, A „  sont donnés notamment par les formules, avec 
V=V(a, x t , x l9 . . . ,x n,x„,b),

(29)

1 a a2 .... a2n
0 1 2хл . .. 2nx2l"~1
1 *2 x\ . v2nX 2

0 1 2 x 2 . .. 2пх\п~х

1 b b2 .,.. b2n

Nous avons le

Théorème I. Si dans la formule (28) les noeuds x 1 ; x2, • • •, xn sont les zéros 
du polynôme de Legendre associé à l'intervalle [a, b] les coefficients A t , A2, A „  
sont nuis.

Il suffit de faire démonstration pour le coefficient A ,.
Nous pouvons écrile le coefficient A ,, donné par la formule (29), sous la forme

-1 0 0 1 . . i 1

—  fl l 1 *2 • • b

Ai = Ki - a 2 2xt . • 2x„ x \ . y?• л п b2

— fl2" 2nx2n~1 ... 2ПХ2" - 1 -v-2 nx 2 • v 2 n • л п b2n

où Kt est un certain coefficient.
On peut encore écrire Ax sous la forme

0
h

0 ... 0 1 ... 1 1

J * î ... 1 x 2 ... x„ b

=  (2и)! Ki
bJ  xd x

a
Xj ... x„ X2

2
лп
2

b2
2

f x 2-
a

ldx x 2in~ v2n— 1 ... Л„
x \n 
2 n

v2/iлп
2/7

b2n
2n

immédiatement, d’après les identités (26), que Ai = 0.
est ainsi démontré.
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7. Cela étant, remplaçons dans la formule (28) les noeuds x l , x 2, ..., x„ par 
les zéros du polynôme du Legendre associé à l’intervalle [a, b] et calculons tous 
les coefficients At, A\. Nous avons, d’après le théorème 1,

A L=A2 —... =A„ = 0.

En écrivant que la formule (28) est vérifiée par g = l, nous avons

(30) Ao+An+1=0 (An+1*0)

et, par suite, nous pouvons écrire la formule (28) sous la forme

(31) An + 1[g(b)-g(a)\ + A \g (x1) + A2g'(x2) + ... +A'ng'(xn) =
b

—  J  (p(x)g(2n+1)(x)dx
a

où les coefficients An+1, A[, A2, ..., A'n et la fonction tp(x) correspond à la formule 
(27) relative aux zéros x t , x 2, ..., xn du polynôme de Legendre associé à l’intervalle 
[a, b].

En posant
(32) g'(x) =f(x)

nous déduisons la formule de quadrature de Gauss
b

(33) f  f(x) dx = B if ( x l) + B2f( x 2) + ... + Bnf( x n) + R,
a

avec les coefficients

(34) B y = 

et avec le reste

(35)

A[ B , = A2
Jn+1 *n+ 1

R =
ь

f  (p(x)f(2n)(x)dx.
a

Ainsi nous avons obtenu le
Théorème II. La formule de quadrature de Gauss (33) se déduit de la formule 

(27) ou (28), en posant g'(x) = f(x) et en remplaçant les noeuds х 1гх 2, x„ par 
les zéros du polynôme de Legendre associé à l'intervalle [a, b]. Son reste est donné 
par la formule (35).

Il est remarquable qu’en introduisant le polynôme

( 36) 0>n(x) = ( x - x 1) ( x - x 2) ...(x -x„ )
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et en remplaçant dans la formule (33) la fonction /  par m 2 ( x )  nous avons, d’après 
la formule (22),

h

—----- =  (2л+1) f  œ 2 ( x ) d x
л »+1

et l’intégrale du second membre a une interprétation intéressante.
Si l’on envisage l'intégrale définie

b

J  n 2 (x) d x
a

où n„(x) = x" + Àtx  " -1 +... + À„ est un polynôme qui dépend des paramètres 
Al , k2, ..., Àn, son minimum est atteint lorsque n„(x) est le polynôme de Legendre 
associé à l’intervalle [a, b].

§ 3. Le reste de la formule de quadrature de Túrán

8. T ú r á n  a démontré qu’on peut déterminer les noeuds x , ,x 2, ■■■,x„ et les 
coefficients Ct , ..., C„; C[, ..., C'n ; C'ù C'„ de telle manière que la formule

b
(37) f f ( x )  dx = С I f ( x , ) + C2f( x 2) +  ... + C J(xn) +

+ C \f '{ x i) + C'2f \ x 2) + ... + C„/'(x„) +

+ C \f"  (xt) + C2f "  (x2) + ... + c : r  (Xn)

soit vérifiée par un polynôme quelconque du (4л — l)-ème degré.
Les noeuds Xj, x2, ..., x„ sont les zéros du polynôme ojn(x) qui rend minimum 

l’intégrale définie (3), et l’on a les identités
ь

(38) J" dx = С1 +  C2 + ••■ + Cn,
a

b

f  X  dx = Ct x 1 + C2x2 +  ... +  C„x„+ Ci (xj)' + C2(x2) +  ... +  Cn(x„) ,
a

b

J  X 2 dx =  CjXi + C2x2+  ... + C nx 2 +  C '1 ( x i Y +  C 2 ( x j y  +  ... +C'n(x2)' +

+ c ;  ( x iy + c"2 (x 22)"+ . . .+ с ;  (X2)",

b

f  x4n - 1 dx = Ci x în- 1 + C2 x in- 1 + ... + Cn x ï ' ■- ■1 + C\ (xi'* ■-1 y + C'2 ( x f  - 1 y  +

+ . . .  + c ; ( x ? - 1y + c : ( X? - 'y + c " 2(x? - l) " + ... + с Ж " - ]г .
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9. Considérons la formule (23) du § 1, pour la fonction g ^C 4n+i[a, b\9
b

(39) [a, , Xj, Xj, Xi, ...,xn, x n,x n,x n,b;g] = J  cpg^+^dx
a

et écrivons-la sous la forme

(40) A0g(a) + A 1g(x1) + A2g(x2) + ... + Ang(xn) + An+1+g(b) +

+ A'Ig '(x1) + A'2g' (x2) + ...+A'ng'(x„) +

+ A ig"(x1) + A'2 g"(x2)+ ... +A"g"(x„) +
b

+ A7g", (xl) + A2g"'(x2) + ... +A"'g'"(x„) = J  (pg(An+l)dx

où les coefficients A0, A t , An+1; A[, A'n; A'i, A"; A '",..., A"' sont 
tous bien déterminés. En particulier les coefficients A L, A2, ..., A„ sont donnés par 
les formules

l (a, x t ,x l,X i,X 1 9 * * * 9 % П 5x„,x„,

1 a a2 a3 ... a4"
0 (*1 )' (xiï (x\y ... (хГУ
0 0 (xi)" (xi)" ... (х\Г
0 0 0 (xiï" ... ( x i T
1 *2 x 22 xi ... V 4 nX  2

1 b b2 b3 ... bAn

Théorème III. Si dans la formule (40) on remplace les noeuds x t , x 2, xn 
par les zéros du polynôme co„(x) qui rend minimum l'intégrale (3) et qui est déterminée 
d’une manière unique par les équations (4), alors les coefficients A i , A2, ..., An sont nuis.

Il suffit de faire la démonstration pour le coefficient A t . D’après la formule 
(41), nous pouvons écrire le coefficient A t sous la forme

- 1 0 .. 0 0 .. 0 0 .. 0 1 ... 1 1
—a (*.)' ••• (x„y 0 .. 0 0 .. 0 x 2 ■.. x„ b
- a2 (xjy .~ (x 2ny (xi)" •.. (xi)" 0 .. 0 x l . X 2■ * л п b2
- a 3 (xi)' •■■ (x3ny (xî)" •■■ (xi)" (x iï"  ■ (xi)'" x i . Y^• • b3
—a* (хГУ •■■ixt)' (xi)" •■■(xi)" (x iï"  ■■■(x4„)'" x i . X 4  .. л п b4

—a4" (х\пУ •■■(■Т У ( x iT  •■■ ( x 4„ r ( x i T  ■■ ■ ( x i T X Ï -
v-4/i .. xn b4n
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où K  est une certaine constante. On peut encore écrire ce coefficient sous la forme
A x = (4и)! K

0
b

0 .0 0 . 0 0 .. 0 1 ... 1 1

J  dx 1 . 1 0 . 0 0 .. 0 x 2 ... x„ b

bJ  xdx
a

■ Xn ( x J  . (х„У 0 .. 0 xl 
2 '

xl 
" 2

b2
2

bJ  X2 dx X 2 X1 0• x; {x\У • ■ (x2)' (xi)" ■• (xl)" x l
3 ‘

xl 
" 3

b3
3

bJ  X3 dx
a

V 3X1 V 3• , (*?)' • • (x„3)' (xf)" ■• (xl)" x i
4 ‘

x i 
" 4

b4 
4

bJ  x4n~1 dx
a

лЛп — 1 x l v4h- 1 • лп ■(X4nn~ly (x f" -1)". ■(xl"-1)"
xi"
4 n '

лп b4" 
4 n

et l’on voit immédiatement, d’après les identités (38), que A l =0. 
Le théorème III est démontré.
10. Cela étant, remplaçons dans la formule (40) les noeuds x 1, x 2, . . . , x n 

par les zéros du polynôme con(x) qui rend minimum l’intégrale (3), et calculons 
tous les coefficients Ah A\, A", A'". Nous avons, d’après le théorème III,

A i — A 2 =  ■■■ = A n =  0

et la formule (40) étant vérifiée par g(x) = 1, nous avons de plus
Ao ~hAn + i —0 (An + i 9^0).

La formule (40), dans laquelle nous posons g'(x)= f(x), devient la formule 
de Túrán, avec son reste 

ь
(42) J  f{x) dx = Ci f ( x i )  + C2f( x 2) + .. .+  Cnf i x n) +

+ Ci f  ix i) + C2f  (x2) + ...+  C 'J' (,v„) +

+ C1f " ( x 1) + C2f" (x 2)+  ... +  C„f" (xn) +  R 
où

C i
A i г A i . . .  , C„ = A'„

+e

1

A „ + 1 A „ + 1

A i n ' 1 N) ^ c
À”XX n

w
A n + 1 ’ A  „ + 1 A „ + 1

c i A T C ” A T c "
A'"

A „ + 1
l 2

A n+1 ’ A „ + 1
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et

(44)

Ainsi nous avons le
T héorème IV. La formule de quadrature de Túrán (42) se déduit de la formule 

(39) ou (40) en posant g'(x) = f(x ) et en remplaçant les noeuds x t , x2, x„ par les 
zéros du polynôme (o„(x) qui rend minimum l'intégrale définie (3). Son reste est donné 
par la formule (44).

Il est intéressant de donner la signification du coefficient 1 /An+l de l’intégrale 
intervenant dans la formule (44) donnant le reste de la formule de Túrán. On peut 
écrire

Ю„(х) =  ( x - x 1) ( x - x 2) . . . ( x - x n)

et en posant dans la formule (42) / =  ofi(x), nous aurons, d’après la formule (24),
b

(45) —  = (4n + 1) f  o4(x) dx.
АП+1 a

Ainsi le facteur l/An+l diffère par le facteur 4я + 1 du minimum de l’intégrale 
(3) donné par le polynôme dont les coefficients sont déterminés d’une manière 
unique par les équations (4).

11. Il va de soi que les considérations précédentes s’appliquent pour déterminer 
les restes de toutes les formules de Túrán:

£  „ 2 K
J /(* ) d x=  Z  2  C /» /(» (*,) + R,
Z  i =  1 fc =  O

où K = 2, 3, ... .
Nous étudierons dans un autre travail, certaines extensions de la formule de Túrán. 
Les résultats de ce travail ont été communiqués au „Colloque sur la théorie 

des fonctions convexes avec des applications au calcul numérique”, organisé par 
l’Institut de Calcul de l’Acad. de la R. S. Románia, Cluj 1—5 Juillet 1965.

( Reçu le 21 juin 1966.)
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THE SUM OF THE SQUARES OF THE 
COEFFICIENTS OF THE CYCLOTOMIC POLYNOMIAL
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L. CARLITZ (Durham, USA)

(Presented by  P. Túrán)

1. Let
Fn(x) =  П (X~

r s  = n

where q(s) is the Möbius function, denote the cyclotomic polynomial. When n =pq, 
where p, q are distinct primes, Bang  [1] and M igotti [3] proved that the coefficients 
of Fpq (x) are +1 or 0. B a n g  proved also that for n = pqr, a product of three 
distinct primes, p< q< r, the coefficients of Fpqr(x) are numerically = p — 1. S c h u r  
proved the existence of cyclotomic polynomials with arbitrarily large coefficients. 
E mma Lehm er  [4] proved the stronger result that as n runs through all products 
of three distinct odd primes, the cyclotomic polynomials F„(x) contain arbitrarily 
large coefficients. Sc h u r ’s proof is included in this paper.

Let 90(pq) denote the number of terms in Fpq{x) with positive coefficients, 
91(pq) the number of terms with negative coefficients and

e(pq) = 0o(pq) + 91(pq)

the total number of nonzero terms. Since Fpq( 1) =  1 it follows that 90(pq) =  1 + 9i(pq)_ 
so that
(1.1) 0(pq) = 29o(pq) — 1.

The writer has proved [2] that if q>p and и is defined by means of

qu = — 1 (mod p) (0 <ы<д),

(p -u)(uq+  1)
then

( 1. 2) e0(pq) =

It follows from (1. 2) that, if p and и are fixed, then

(1.3) 1 n , , (p -u )uhm -  90(pq) =
q=°° q P

qu =  — 1 (mod p) 
q  prim e

Therefore, by (1. 1), we have

( 1 .4 )  Um =
q = oo q P

q u =  — 1 (mod p) 
q prim e
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In the general case we put

(1.5)
and define

( 1. 6)

If

4>(n)
F„(x) = 2  c„sxv

S=0

Ф (П )

s(n) =  2 c2
ns •

П =  P?P?--Pkk, П i = P 1P 2 — Pk,

where the pj are distinct primes, then

Fn(x) = Fni(xnlni).

Thus there is no loss in generality in assuming that n is squarefree. We shall show 
that if n and t are fixed, then

(1. 7) lim — S(nq) = A(n, t ),
q = o a  q

4  =  i(m o d n )  
q p r im e

where A(n, t) is a positive constant depending on n and t. Since S(pq) =  9(pq), it is 
evident that (1. 6) is in agreement with (1.4).

2. The proof of (1. 7) depends on the following representation of S(n):

(2.1) nS(n) = 2 « - ф(п)( а д ) 2,an= 1

where the summation on the right is over all nth roots of 1.
To prove (2. 1) we observe that Fn(x) is a reciprocal polynomial:

(2 . 2) F ^ x y ^ x ^ F J x - 1).
Thus by (1. 5) and (2. 2)

2  a-*M(F„(a))2 =  2 ’ T„(«)FH(« -i)  =
«'*= 1 a”= 1

Ф(/0 Ф(и) Ф(л)
= 2 2  cnrXr 2  c„sa - s =  2 ” 2  *r~s-

a ”  =  1 r  =  0  s = 0  r ,  s  =  0  a "  =  1

Since, for O S r^  Ф(я), Ö S iS  Ф(п),
^  Í л (r 

Д “' “  = |о  (г
we immediately get (2 . 1).

=  s) 
*  s),

It may be of interest to remark that, analogous to (2. 1), we have

(2. 3) S(n) — f  I f  (sin nax)2/‘w dx.J „и__
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Indeed we have

JJ (sin лахУ‘(ь) = JJ (enaxi -  e- naxi)>*h) =  е~пх‘ФМ Fn(e2nxC),
so that

J  / 7  (s'n nax)2̂ d x  = f  е - 2™фЫFf (e2"°xi)d x  =
O ab = n о

1 1 Ф(п) Ф(п)
/ F„(e2*xi)F  (e~2*xl) dx = /  Z  cnrcnse2™*'-* dx =  Z  cl  = S(n).V J .....-  n .. _ n

Thus, for example, it follows from (1. 1) and (1. 2) that
\ 2

s  Ui
sinpqx sin x I _  2 (p — u)(uq+ 1) ^

f sin px sin до! 71

3. To illustrate the use of (2. 1) we take n=pq. Then

(3. 1) pqS(pq) = Z  «-*<*>**(«).
1

Let £ denote any primitive pth root of 1 and q any primitive r/th root of 1. Then 
(3. 1) becomes

pqS(pq) =  Z Z - 4m)F № + Z n - * ipq)Flq{ri) +  Fm{\).

Since

we get

xpq-  1 xpi - 1

x p — 1 |*=i q> xq — 1

(3. 2) pqS(pq) =  q2 Z  ( ^ T j ]  + ^ 2 2^ '?p~ 1 (^Z T f) + L

Define p', q' by means of

(3.3)
Then

and similarly

\qq' = l(modp) (1 S  q' < p), 
(mod p) ( l s p '< ? ) .

\qq' = 11
!/>/>' = li

2 V " 1
q — l

{qp-  1 qp - p

Substituting in (3.- 2) we get

pq S(pq) = q2(pq' -  q'2) +p2(qp' - p ’2) +  1,
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so that 

(3.4) S(pq) =  p p '+ qq'~ p2p ’2 +  q2q'2 — 1

pq

To show that (3. 4) is in agreement with (1. 2) we recall that qu = — 1 (mod />), 
0 Hence by the second half of (3. 3) we have

This implies
pp'=  1 + qu.

p ( q - p l + i = q ( p - u ) ,

so that q '—p — u. Thus (3.4) becomes

S (« )  =  l + „ + , ( f - , ) - (t + , i i Ö t i t ^ =  2 0 —„ ) ( , . + 1)
pq p

which is correct.

4. We shall now prove (1. 7). In (2. 1) replace n by nq so that

(4.1) nqS{nq)= 2 * ~ ФШ\ Г пЛ<*))2’
anq = 1

the summation now extending over all nq-th roots of 1.
By the notation 2  we shall understand a summation over all primitive w-th

a(m)
roots of 1. Thus (4. 1) becomes

(4. 2) nqS(nq) = 2  Z  a "*("«> (F„, (a))2.
d Inq a(d) 

d< nq

For d = nq we have Fnq(a) = 0 and therefore

Z  oc-^)(F„4(a) )2 -  0 .
ca(nq)

We consider first the terms in the right member of (4. 2) for which qicl. Put 
nq = dm, so that q\m. Then

Fm(x) = П  (*dr-  l)"(s)- П  (-vr~ 1)"4
rs = m rs = nq

d f r

so that, for a = cc(d),
(4.3) Fnq(a) = Fm(\)Gnqd(<x), 
where
(4.4) GnqJ x )  =  t f ( * r- l ) " (s)-

rs = nq 
d\r

We consider separately the cases m = q, m >q. For m —q, Fq(\) = q and (4. 3) 
becomes
(4.5) Fnq(a) = qGnqi„(a) (a = a(n));
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for q\m, m>q, Fm(l) =  1 and we get

(4.6) Fnq(a) = Gliqtd(y) (« =  “№)■
Now, by (4. 4), when q\d,

' x v _  1 yw
G ^ i ix )  = П  (v’r-  l)"(s)- I J  (xr~  = I J  ~y7Z I -

rs  — n rs  = n rs = n X  1 J
d \ r  i / f r  d \ r

so that
^qr_ 1 \ß(.s')

(4.7) Gnq<i{a) = IJ
rs  = n 
d \ r

OLr — 1

We now introduce the hypothesis 

(4. 8) q = t (mod n),

where t and n are fixed while q CO, Thus (4. 7) becomes
V<(')

(4. 9) G „ q,ü ( c c )  =  П
rs = n 

d \ r

qtr— 1 
аг — 1

which is independent of q. It follows that

(4. 10) 2  а -ф<"«>(̂ (ос) )2 = 0 (1) (q\d7n).
<d)

Combining (4. 5), (4. 6) and (4. 10) we get

2  2  x - ^ ( F nq(a) ) 2 = q2 У G„29»  + 0 (1).
d I n a (d) a(n)

(4.11)

Now by (4. 7) and (4. 8), for а =  а(и),

G nq, M )  =  П
rs =  n 
r < n

a!r — 1 
yr -  1

|P (s)

Í qir— (oi~tr—] 
y - W G nqJ a )  = а - '-* « » ) П  z z  , =  Я  T

l*S = П \ ̂  1 K = *

/<(«)

so that

« -ф(л,)е я2?,п(а) -  П  ^
s = n Cí 1

Therefore if we put 

(4. 12)

it follows from (4. 11) that

rs = n I 
r < n

2p(s)
0 .

Л(«> 0  = 2  Пa(n) rs = n 
r < n

0L,r— 1
<xr-  1

2Ф)

(4. 13) 2  2 « ~ ФШ(Р п М 2 = я2А0(п, 0  + 0 (1).
d\n  a(d)
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5. It remains to consider the terms in the right member of (4. 2) for which 
q\d. We have

F (aq)(5Л)

Put d=mq, 1  =  ßc, ß = ß(m), £ = £(q); then (5. 1) becomes, using (4. 8),

F.(F)(5.2) F„n(a) =

In what follows we may assume that га<л.
Now, by the Lagrange interpolation formula,

4 ^  =  2 -
1 1

Fn(x) ум x  — y F'n(y)

where у runs through the primitive и-th roots of 1. It follows that

1 У  У ,____ \____ у  1
4-i é - i  F ' M  F '/V i- П  é i(5.3) 2 1

««) к т \ 2 y(n) d(n) К ( у ) К ( ^ 1) m  ( ß t - y w - 1* -1- * - 1)
Since

1 1

we have
(x — d)(x — b) a — b x  — a a —b x —b {a jib),

1 ßZS
( К - у ) Г Ч - 1- ^ - 1) ~~ W - у Ш - д )  

yö

Also, since

2  « «»)

1 , <52 1 ,
y - S  ß £ - y  + y - S  ß t - ö  ^  <5)-

1 (q — l)xq~2+(q — 2)xq~3+ ... + 1
v« - 1 + xq~2+ ... + 1

it follows by means of (4. 8) that

(5.4) 2 ^ - Z ^ O { q ) .
m  P<= -  У

Thus (5. 3) reduces to
1 1 1

ёшт2 = ё iK(y)i2 ё
Since

1 ßyS
m - y \ 2 W - y ) 2 ß Z - y  w - y ) 2 ’

we get, using (5. 4),
v  1 v  1 v  i ß - ' y ) 2

I 117 í RPW2  ■“  № ' (лЛ\2  ( f _  й - 1 л Л 2(5. 5)
«9) \F n № V m \K(y)\2tA {i-ß~xy)2
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Again making use of (4. 8) we find that

1 _  q2 , n M
M  (Z -ß - 'v )2 I /P - /I 2

Since it is clear that ß ̂  y.
Therefore (5. 5) becomes

(5.7)
m  \fn(ßO\2 q2 M  I P - f l 2 \K(y)\2 + 0{q)'

It follows from (5. 2) and (5. 7) that

2 1 2 1 \f „m 2 = q2Z  2
m\n a(mq) y (n) ß n = 1
m < n  /M y *

Fn(ß)
(ß-Y)F;(.y) + 0(q),

where the inner summation is over all и-th roots of 1 except y‘. 
We now put

Fn(ß)(5.8)

so that
(5.9)

A,(n, 0 = 2  2P"= 1 ß*v‘
(ß - f)F 'n{y)

2  2 \Fni(<*)\2 =  q2A1(n, t) + 0(q).
m \n  ct{rnq) 

m < n

Substituting from (4. 13) and (5. 9) in (4. 2) we get

(5. 10) 
where

(5.11)
Since

S(nq) = qA(n,t) + 0 (  1) (q = t (mod и)),

A(n, t) =  -  {Л0 (и, 0  + ̂ i(« ; 0}- 

F„'(a) — na.~x 11 (of — l)"(s), F{,(a') =  na- ' / /  (a,r — l)"(s),
r s~ t l  
r < n

F'n ( « 0
it is clear that

^  = e i - , I 7 | ! £ = J
T„' (a) rs<n 1 ar — 1

r < n
we may therefore replace (4. 12) by

f;,(F)

r s - n
r < n

ß(s)

(5.12) Л(и> 0  = 2a(n) F'nO)

It then follows from (5. 8), (5. 11) and (5. 12) that

(5. 13) AQt, o  = \  2  2
П / ) '■ = !  y(n)

F„(ß)
i ß - f ) F ' nb )
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where it is understood that
FAß)
ß —y’

We may now state the following
ß = y‘

FAY).

Theorem. Let n be square free and (t, ri) =  1; let q = t (mod n), q prime. Then 
S(n, q), the sum o f the squares o f the coefficients o f the cyclotomic polynomial Fnq{x), 
satisfies
(5.14) S(nq) = qA(n, t) + 0 (\) (q~+°°),

where n and t are fixed and q is restricted to the residue class t (mod n). The coefficient 
A(n, t) is determined by (5. 13); in particular
(5.15) A(n, t) = A(n,n — t).

If n is prime (4. 12) reduces to

Л0 (и, 0 - 2or(n)

=  2  (au_1 +  ... +  l)(a~ “+1 +  ... +  1) — u2 = u(n — u),
ct"- 1

where tu =  — 1 (mod n), 1 Ши<п. As for (5. 8), we have

a — 1 2
у au— 1

a* — 1 — Zjx(n) a — 1

Since
A An, о  = 2 Fn( 1)

( 1 - / Ж О О 1(1 -У Ж (у )12 '

F ' ( y )  =
n y n

this reduces to

Thus

У -  1 ’

A An, t) =  2
v (n )

У 1
y‘- l

=  u(n — u).

n agreement with (1.4).
(Received 27 June 1966)
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PARTIAL HOMOMORPHIC IMAGES 
OF CERTAIN GROUPOIDS

By
M. PETRICH (University Park, Pennsylvania, USA)

(Presented by L. R édei)

C lifford [1] proved that any regular ^-class of an arbitrary semigroup is  a 
partial homomorphic image of a Brandt groupoid. We show (Theorem 1) that 
given a group G and a regular ,^-class D of any semigroup, D is a partial homomor
phic image of a Brandt groupoid В with the structure group G. We then define 
a „rectangular groupoid” and show (Theorem 2) that every á^-class is a partial 
isomorphic image of a rectangular groupoid. We also deduce some consequences 
of these results.

To avoid repetition, we use the terminology and notation of [2] and adopt 
the definitions and conventions introduced in [1] (in these references, the reader 
will also find motivation for the study and properties of the concepts used in this 
paper). In particular, if S and S* are semigroups with zero 0 and 0*, respectively, 
then a mapping 0: S -* S* is said to be a partial homomorphism (isomorphism if it 
is 1—1) if (i) 00 — 0*, (ii) (ab) 0 = (aO) (bO) for all a, b£S  such that ab ̂  0. The re
striction of 0 to SCO is a partial homomorphism of the groupoid £40  into S*. 
We do not even require that S* have a zero, for a zero element can always be adjoined 
to S* (to satisfy (i)).

1. Recall that if В is a Brandt groupoid, and if we adjoin an element zero to 
В and declare undefined products in В as being equal to zero, we obtain a completely 
0-simple inverse semigroup B° = Jt°(G; I, I; A); we say that G is the structure group 
of B.

T heorem 1. Let G be a group, S a semigroup, and D a regular 2-class o f S. 
Then D is a partial homomorphic image of a Brandt groupoid with the structure 
group G.

P roof. Let G, S, and D be as in the statement of the theorem. Also let {R;|i£/}, 
{Тя|Я(ЕЛ} be the set of all :Ш and if-classes of S  contained in D (we say, simply, 
that these are M and if-classes of D, respectively). We suppose (as we may) that 
/П  A =  {1} and that H11 ~ B LC\ L 1 is a group. For every г '£ /\1  (arbitrarily) 
choose rt (iHn , and for every X€ Л \1  choose qx£H lx; let rx = q1= e11. Then as 
in (8) of [1], we have that every element of D can be uniquely expressed as
(1) rtaqx,
where a^H xl, i£ l, Л£Л.

Let К  be the union of all Jf-classes of D which contain an idempotent. Let В 
be the set of all triples (g; x, y), where gdG, x ,y£K , and x, у  are represented 
as in (1), under the following multiplication:

(g\ ri°qx, rjbq„)(h', rkcqv, r,dqr)=(gh; r{aqx, rtdqx)
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if Tjbq„ =  rkcqv, undefined otherwise. It is straightforward to verify that В is a Brandt 
groupoid. Let 0: B-*D  be the function defined by:

(q; riaqx, rJbqfl)0 = riab -1 (q„rj~ 1 q„

(recall that a, b£H lt which is a group; further, since HJfl is a group, we have 
q /j€ H u )-  We obtain

(g; rLaqx, rjbqß)e(h; r}bq„, rkcqf)0 = [r£ab~ 1 (qßrj) ~ 1 qfJ [гуbc~fqvrk) ~ 1 r/v] =
— riac~l(qvrk)~lqv = (glr, rtaqx, rkcqv)0

and 0 is a partial homomorphism. For any rtaqx£D, there exist j € I, ц£Л  such 
that Hifl and HJX are groups. Then

rtaqx = ( 1 ; rtaqlL, г ^ хГу)~^х)0
and 0 maps В onto D (1 is the identity of G).

C o r o l l a r y . For any group G and any regular O-bisimple semigroup S, S  is a 
partial homomorphic image o f a Brandt semigroup with the structure group G.

2. Let E be a completely 0-simple semigroup over a one element group, let 
E * = E \0 with the induced multiplication of E, and let G be a group. We write 
E = J i° (\; 7, Л; P) and identify (g, (1; i, A)) with (g; i, A). In GXE* define multipli
cation by:

(g; i, A) (h; j, /<)
(gh; i, /0 if PXJ = 1 
undefined otherwise.

We call GXE*  a rectangular groupoid. Note that if 0 is added to G XE* and unde
fined products are declared to be 0 , the system (GXE*)° arising in this way is a 
completely 0-simple semigroup; we call (G X E*)° a rectangular 0-group. (Theorem 1 
of [3] gives several necessary and sufficient conditions in order that a completely 
0-simple semigroup be a rectangular 0-group.) Further, if E is an inverse semigroup, 
GXE* is a Brandt groupoid and conversely. We regard the fM and if-classes and 
the structure group of (G X E*)° as being FA and i?-classes and the structure group 
of GXE*, respectively (except, of course, the class 0 of (GXE*)0).

Theorem z (cf. Theorem 6, [4]). Every regular Os-class D o f any semigroup is a partial 
isomorphic image of a rectangular groupoid having the same structure group, the same 
number of 01-classes, and the same number o f i f -classes as D.

P r o o f . As b e f o r e ,  l e t  /  a n d  Л b e  i n d e x  s e t s  o f  01 a n d  i f - c l a s s e s  o f  D, r e s p e c t i v e l y .  

For a l l  i € I, А в Л, l e t

(2) Í 1 if HiX is a group 
0 otherwise.

Then the matrix P = (pXi) is regular since D is a regular áAclass. Well-order both 
/  and Л and for all i £/, A € Л, let

{0  _ ; if there exist _ / < / ,  / i < A  such that p Xip XjplliPllj =  1 

pxi otherwise.
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Let T = (tM) and for /£ /, let f \  =  {Я£ Л \pn = 1}. Since P is a regular matrix, Pt is 
not empty and by well-ordering of A, Pt has a smallest element Xt . Then pkii =  1 
and Pxi = 0 if X <  )-i by minimality of Xt. But then (2) implies that tXii =pXji = L 
Consequently every column of T has a non-zero entry; one shows similarly that 
every row of T  has a non-zero entry. Thus T  is a regular matrix.

We suppose (as we may) that IC\A = { 1} and that tlt =  1. By (3) and (2), it 
follows that HX1 is a group. For all i €7, XdA, let

(4) lh .i —

0  if 2  =  1, i 7̂ 1 
0  if z =  l, Я7̂  1 
tki otherwise.

and tßi =  1 for some /t И 1 

and tkJ =  1 for some / V 1

Then U=(uki) is a regular matrix since t lt = l. By eiX denote the identity of Ht 
if Ha is a group. For un =  1, let rt='en and for ulk = 1 let qk —e u  (all id I, X d A). 
Then e11en =elke11 = e11 and thus qiri = qxrl = e l l 5  where п;1 = п 1Я=1.

Suppose now that mi; =  0 (then necessarily ipV). Let ri be any element of Ha . 
For every XdA  such that uu = 1, let qk be the (unique) inverse of r; in HiX (recall 
that uki — 1 implies that Hik is a group). Since ult = 0 and U is a regular matrix, 
there is at least one XdA  such that uu =  1. We have qxri = e11.

Let qx be one of the elements just constructed. For every j d j  such that uXJ = 1, 
let rJW be the inverse Of qx in /7,,. For /' =  / (see above), we have riW = rt since both 

and r; are inverses of qx in Hxi. Further, if qд is another element constructed 
in the previous paragraph (qxÂ q„) and u? i =  uflj = 1, then by the definition of qx 
and q^, also un = u/li = l. Then by (3) and (4), either X =  // or i = j. The hypothesis 
qx fí qfl implies that X P ц since both qx and qß are inverses of rt . Consequently i = j  
and every rJW is the inverse of a unique qx. Hence we may write rj instead of rJ(X). 
We have again q j j  =  <?,,.

Now starting with rj just constructed, we define qß, the inverse of rs in H lß, 
and as before see that the new qß either coincides with the previously constructed 
one or is an inverse of a unique r; and that q / x =exl . We continue this process 
indefinitely unless it stops after a finite number of steps.

We next define a relation q on the set of all non-zero entries of the matrix U 
as follows. If uiX = ujfl =  1, (Я, i) о(ц, j) if there exists in 17 a polygonal line with a 
finite number of vertices, connecting (Я, i) and (ft, j), whose sides agree with segments 
of rows or columns of U and whose vertices are non-zero entries of U. Then g is 
an equivalence; we call its classes the cycles of U. By (4), if a cycle C contains an 
entry of the form (Я, i) with X^A, iV l, then C contains no element of the form 
(Я, 1) or (1, г). Consequently one cycle consists of all (Я, i) such that uxi = 1 and 
either z =  l or Я = 1; this cycle contains (1, 1) and we have defined above rt and qx 
for it. Every one of the remaining cycles C contains an element (Я, i) with uXi =  1 
and tiu = uxl =0. We have defined above r; and qx also for such cycles. In all cases, 
the г,- and qx have been defined so that
(5) q*rt=e u ,
whenever uXi =  1.

Finally let F = M ° ( \; /, A; U) (1 stands for a one clement group), M = l f l xX F*, 
and let the function в : M  -*■ D be defined by:

(a; i, 1)0 =  rtaqx.
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(As before, we identify (a, (1; i, Я)) with (a; i, Я).) M is clearly a rectangular groupoid 
satisfying the conditions of the theorem. Since every element of D can be uniquely 
written as rtaqx with r;, qk defined above and 9 is 1 — 1 and maps M  onto
D. If (a; i, Я)(b ; j, /;) AO (in M°), then uXJ =  1 and (5) yields

(a ; i, Я) 9(b; j, p) 9 = (riaqx) (r,-bq„) = ria(qxVj)bqß = rlabqß =
= 0ab; i, ц)в = [(a; i, Я) (b; j, ц)] 9

and 9 is a partial homomorphism. Therefore 0 is a partial isomorphism of the rectan
gular groupoid M  onto D.

C o ro lla ry . A Semigroup with zero is a partial isomorphic image of a rect
angular 0-group i f  and only i f  it is regular and 0-bisimple.

Proof. This follows from the theorem and the fact that a partial homomor
phism preserves Green’s equivalences (in this case <2>) and regularity.

(Received 4 July 1966)
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ON SOME PROBLEMS 
OF A STATISTICAL GROUP-THEORY. Ill

By
P. ERDŐS and P. TÚRÁN (Budapest), members of the Academy

1. Let S„ be the symmetric group of n letters, P a generic element of it and 
O(P) its order (as group-element). As E. L a n d a u  proved* denoting by G(n) the 
maximum of 0 (P ) for P£ Sn the relation

holds. In our first paper in this series** we proved that for almost all P ’s (i.e. with 
exception of o(nl) P ’s) the much stronger inequality

holds if only a>(n) tends to infinity with n arbitrarily slowly and we expressed the 
conjecture that log O(P) shows a Gaussian distribution. In this paper we are going 
to prove essentially this conjecture. This proof rests heavily on the inequality (14. 4) 
of P. I, which we are going to expose detailed in 2; otherwise this paper can be 
read independently of P. I (and also from P. II).

More exactly, we are going to prove the following
T heorem . Denoting by K(n, x) the number of P's in Sn satisfying the inequality

holds, uniformly for - r 0 S x ^ r 0, x0 being an arbitrarily large positive number.***

* See his Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, (1909), Bd. I. p. 222.
** Zeitschr. f . Wahrscheinlichkeitstheorie und verw. Gebiete, 4 (1965), pp. 175 — 186. Quoted 

later as P. I.
*** As A. R ényi remarked the relation (1. 1) can be written in the more elegant form

l i m  1° g g ( " )  =  1

|log O(P) — \  log2 n\ <en(n) log2 n

the relation

( 1. 1)
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Our proof is a direct one and rather long; but a first proof can be as long as 
it wants to be. It would be however of interest to deduce it from the general principles 
of probability theory. Obviously our proofs could be modified so that they could 
replace (1. 1) by an explicit inequality, even with a main-term plus an explicit error- 
term. As to this we shall not enter into details.

2. The different cycle-lengths in the canonical cycle-decomposition of P will 
be denoted by
(2.1) (1 Ш')п1 < k = k{P)

and their multiplicity by тл , m2, ..., mk ( s i ) ,  respectively, so that

(2. 2) mk nt + ... +mknk = n.

Then the crucial inequality (14. 4) from P. I asserts that for all but о (и!) P's the 
inequality

(2. 3) exp (—3 log «(log log n)4) ^  ^  ]n1n2...nk
holds.

Also here we shall use the fact, known to Cauchy, that fixing the n, and mv 
numbers with (2. 2) as above, the number of P’s in S„ having my cycles of length 
kv (v = 1, 2 , ..., k) in the canonical cycle-decomposition is

(2.4) __________ n l________
mfi. m2\ ... mk\ n™1ri22...rikk

and also an easy consequence of it, namely that

(2. 51 Z Z Z“ i ~  — rnk\ m2 .. mk\ n“г ■■Пкк = 1.

where the summation is extended to all systems satisfying (2 . 1)—(2 . 2).
In what follows c will denote positive constant, not necessarily the same in 

different occurences, which may depend at most on t0 (in (4. 6)). If for |z| <  1

/ 0) = Z
v =  0

яО) = Z  bvzV’ bv = о
v =  0

we shall use the notation
(2.6) f{z)«g{z)  
if and only if
(2.7) \a„\sbn (n = 0 ,1 ,2 ,...).

Some positive numerical constants will be denoted by dl , d2, ... . Sometimes we 
use the О-sign which refers to n -+ depending perhaps on t0.
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3. We shall need two simple lemmata. 
L e m m a  I. We have

logm 1 1 1
--------------Z — 7 Г log --------- < k  c log ,— .Г2 m 2 b l - z  1 - z2

For the simple proof we remark only that m §2

1 V  1coeffs of zm in log2 

L e m m a  II. We have

m — 1 л /-) m — 1 1
ЛГ7 1 Z  ^ 7  1

1 —  Z  v = !  V ( n i  —  v )  Ш  v =  1 V
2 - ^  +  0772

у  Jog2 m ^  
Á  m - I lo g 3 ~ ~ « c Z

3  1 Z  m = 2

log m log log m
m

Among the several possibilities to prove it, possibly the shortest one is based 
on complex integration (and part of which can be used later too). Obviously

(3. 1) Jm =  coeffs of zm in log3 —'
1 — z 2 -  I s2n,

- m - i j o g 3 —  d z
1 — z

where / encircles the origin in |z| <  1. Let L be the loop along the segment 1 S z - 
Trivial estimations lead to

(3.2) Л, = 1 f-
" 2m' A  ‘

log3
1

1 —Z dz.

On the upper part of the cut

(3. 3)
on the lower one 

(3.4)

log

log

1
1 — z 

1

log -  + in,

log 1 - — inl - z  ° r - 1

with the positive value of the logarithm. Routine-estimation gives then

(3. 5) Jm = \Jm\ =- /
3 log2 1 -  n2 r — 1

dr = ^ - + з [m J (1 + x )-m~1 log2 — dx.

As to the remaining integral this is
1 От * 1 lo g  mI -  lo g  m  /

f  (1 + A ' ) _ m _ 1  log2 — dx >  - log2 
о x  m {

n
m

10 log m

1 - 1 +
10 log m log2 m log m log log m-----------c ------m m
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. „ ^  flog m log logm) , , , , ,and — apart from О I--------—-------- 1 — the same upper bound can analogously be
obtained. These prove the lemma.

4. Now we can turn to the proof of our theorem.
First step. Let x be real and

(4.1) f  ( ) drf у  у ' у '  __________ 1__________
^  '  á i  f f  « г !  rn2l ... тк\ п Г п Г . . .п р

where the summation is extended to all (mv, «v)-systems with

(4.2) (1 ^ )Й1 < Л2 < . . .< й4>

(4.3) mv = 1,

(4. 4) ] ? m vnv = n,
V =  1

(4. 5) n1n2...nk^ e \p  {1 log2 n + x  log^ n}.

This is an increasing function with Fn(-°°) = 0 and owing to (2.5) also 
F„( + °°) =  1. Let us consider the characteristic function

(4. 6) <P,„(0 = /  ehxclFn(x) ( - t 0 ^  t ^  t0).

This gives for all real t’s at once
(4-7) k , ( 0 | s i .

To get an alternative form of <pn(t) we use the form (4. 1) of F„(x). This gives

„(0 =  222 1 1
I „„ m 1lm 2l ... ntk\ п^пр.-.п?* • exp

k 12 log nv- ~  log2 n
v =  1 A

logi n

where the summation is extended to all (mv, nv)-systems with (4. 2)—(4. 3)—(4. 4). 
Hence putting

(4- 8) — г "  =  T,logl n

(4.9) 
we have 

(4. 10)

у  у  у  (nin2-.-nk)h
'  n  '  '  YH \ W1 ! Ytm  1 n m 2  n m li. 5k = 1 fflv nv m i n v 4 l 2 •••' Ik

4>n (t) =  exp I - 1  |/iog n I q>* (t).
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5. Next we try to find a suitable representation for (p*(z). 
Second step. We form for |z| <  1 the generating function

(5. 1) D{z, z) = \ + Z

Putting n = m1nl + ... +mknk in the expression of <р*(т) in (4. 9) we obtain

D(z,z)=l+Z Z (ni n2...nk)il Z
к=1п\П2-Мк

1 (z^)Ml 1 M
Ш)! U J ■ mk\ U J

1 +  J _  2(» и ,...»,r  ( « £ - i )  i ) } .

en as

{ l+ ( /■ '- l ) ( l — e“T)}eTz';

k =  1 n i}

The l ih factor can be written as

since for Ы < 1

we get here
Я  exp 

/=1 1 — z ’

D (2, T) = 7 z { l +(/ir-  1) ( l 1 Z')}.

Since the factors belonging to /ё и - И  obviously do not contribute to the coefficient 
of z" in D(z, t) we obtain the required representation of <p„(t),

(5.2) <p„(t) = exp j— 2  V̂ lognj • coeffs ofz"in J J  | |  + (/‘r— 1) ^1 — e 1 ]} =

=  exp | —~  )/log«J-coeffs ofz"in j  ̂ _ JJ {l + ( /"— 1) (l — e 1 ]}.

6 . Next we simplify the expression 

(6 . 1) Dn(z, z) == Z  log {l +  (/**- 1) (l - e “T2')}.
1 =  2

Third step. Obviously Z)„(z, z) can be written as the sum of the following four 
functions

(6. 2) 

(6 . 3) 

(6.4) 

(6 . 5)

I г \ V / •  l o g f  %2 l o g 2 / l  i
h‘(z> = ,úr-r ~ r —

. ^  ( liT — 1 . log / z2 log2 / ) ,

*»Сг) =  1) (

m o  = 2  2 ^ ^ - ( P - ~ , y (  i - . - b ' ) ' .
1 = 2  j  =  2
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Owing to (4. 8) we get

" “  ( Tf V í 1 .! V " ~K(z) « 2 2  -t= M  [e‘ ' -  i) « 2 2
1 = 2 j= 2 \\\O gn  ) 1 = 2  j = 2 V (/log и

i V

(2 /q) 2 у  z»  
Jo ей fT2l - z l

1

l -  1 + _2 t0

/ lo g t

« (2t0)2
lOg« ( = 2 / 22,;

z'
l — Zl 

1

1 - 1
2 t 0 )  ^

(/log n ) l

(2 t0) 2
1+ -

, 2  2  (m + 1)log« ,=2т = о

so that for « >exp (104íq) and v ^ 4

(2t0)2

2 tg_
(/Jog «

m + 2

(6 . 5) Icoeffs of zv in hA(z)\ == 2  (m +  1)log n (m+2 )( =  V f  I
(й2,шВ0

. 7 !(m + 2)

1,02

(2 f o)2_ ■v 2 .
« if? /log« i |

1,0 2 ) ' z, 1 .

2SÍ3

Since the possible divisors of v between v/4 and v/2 are v/3 and v/2, we get for

(6 . 6)

+ 2 "

(2r0) 2 j j  2,04 
log« 1 [ v

+  2

+ 3 3,06
v +

1,02
/

1 0  lo g  v
------- < l ̂
1 0  lo g  v 4

v ( i ,02

/ / V2 l o g «  ’

This holds for v< c , too. As to h3(z) we have

. . .  ^  2 t0 f zO $  2t0 ^ [ z l
lh(z) «  2  /:----  \e 1 / ^  2  /. 2  t

1 = 2 flog« V 1 ) 1=2 flog« m=2\l
and hence for vS 4  

(6 . 7) 2  to|coeffs of zv in h3(z)\ s  - ----  V
flog« t\v 2 (/log «

2 S m i -

as before. As to h2(z) we have owing to (4. 8)

/ ! 2 ( z ) < k  c 2 [ - ~ ,)
1 = 2 \ }\0 gn

3 lZ

V >C
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i.e. for v^ 2

(6 . 8) j coeffs of zv in h2(z)\
I logt n

Collecting all these, (6 . 1) gives

(6.9) 
with 
(6. 10)

Remarking that

ЧГ7 log/ . T2 -Sn log2 / , -sri ... 
Dn(z,T) = Л 2 — r ~ z  ~ T  2  , - z  + 2 j al )z

1 = 2 '  z  1 = 2  '  v = 2

jO)|
' v2 /log« vloginj

coeffs of z" in — - — exp {Dn(z, t)} =

= coeffs z" in ' -  exp J/т ^°y^ -z1 — -  j?, zl + j?a$1)zv!
f —Z l ; = 2 < 2 1=2 I 1=2 J

the representation (5. 2) assumes the form

(6 . 11) <pn(t) = exp | - |  ^logwj •

• coeffs ofz" in * exp (ir ^  —ILL zi _  1 _ J ?  z 'j exp Í 2  <2Í1)zv| .
l —z l i = 2 I 2  1 = 2 ' J lv=2 J

7. Next we want to have in the „essential” factor of (6 . 11) elementary functions 
only. This is performed by the

Fourth step. Here we shall use Lemmata I and II. Using (4.8) this gives at 
once the modified representation of

(7. 1) <Pn(t) = exp j - y  /log«

• coeffs ofz" in — exp j -  log2 ---- log3
1 - г  12 login 6 log3« 1 z

where again for v S 2 

(7.2)

exp {Í 4
l v = 2

|ai2) I ё  c 1 +  J_ + log v log log V
V2 / l o g  n v l o g 2 «  v l o g 3 «

8. If we want to hope that the factor exp j  ̂  flj2)zvj  will not matter in (7.1) 

we have to know that putting

( 8. 1) exp ( J ^ a i2)zv}̂ £=f l+  j?  al
lv  =  2 J v =  2
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the ö '3)-coefficients are sufficiently small. This is done by the
Fifth step. By (7. 2) we have — meaning the majoration only for vSn

oo Г - ° ° i + l l( 8 . 2 )  1 +  ^ a i 3 ) z v < s : e x p c | l o g _ i n l o g  + l o g _ i «  2  f  , 14 f  =
v =  2 I 1 — Z „  = 1  /í(/í +  1) J

c lo g  2 и

■ exp {c log i« ( ( l - z ) lo g ( l - z )  +  z)}

=  ( l + 2 < ^ { l + 2 *i5)zvl .

1
1 —z

Obviously we have — with c log 2n = rj0 — for p S n  

<8.3) W ’l =  - Н , + ? ) И ) - ( 1+ ^ Ь

de f

p log! П

As to the aJ5)-coefficients we have — with clog~2 n = ih — for v ^ 2  

Ini /  2 _ v _ 1  exP'?i{(1 - ^ ) l ° g ( 1 - z )  + z}i/z =

' W - t- i

J  z“vloS j - ^ 2rexpi?1{ ( l - z ) lo g ( l - z )  +  z}i/z =

= 1 -  —
V

f  Z_V+1 {l -  z +  ̂ 1 l0g2 1 -  z ] CXP 'h ft1 _ z ) loS ( 1 ~ z) + z)2niv(v— 1)

4 5) = 1 [
2 тг* J

l - l - i

4 1
2  n i v

J  Z~v log 
. , 1\z

J

l = 1-7

Г
1) J u -

|z |  =  l — -

and hence

\a(5 )1

v2 )/log Í  J«  J I 1
|rfz|_ c lo g (v + 1)

-z| v2}/logn
1*1 = 1- -V

From this and (8 . 3) we get for l á v á n

*Í4)+ öÍ5)+ 2 4 í44 5>; -
j=i

<  c f— V +  L _ + —  2  lo g 0 + 1 )l  =
lv lo g l /3 V2 y,logn log2 /7 2=1 j 2(v—j)  )

{v login v2 j/logn log2« ( ,^ -  + Л<^ _ 1)} (vlogf n  + v2l/logn)J — о О ■* — v J2 2
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Hence the representation (7. 1)—(7. 2) takes the form

(8.4) 

with

(8.5)

<P«(0 = exp I  j/lognJ coeffsz"in//(z){i-f ^  ai3) z
V = 1

/i(z) =
r h  logi -  6 i o ? n logi u M

where for

(8. 6)
1 1

’log2TI V2^log/I J

9. Now we turn to the study of the coefficients em of the Mac—Laurin series 
of h(z) for m Sn. This will be based on the integral-representation

(9. 1) h (z) dz
(L о

where L, means the following path. Cutting the plane along the segment 1 5

=1 z <  °° it comes from z = 2 till z =  l + — along the lower part of the cut, thenm

encircles z = 1 by the circle |z — 11 =  — clockwise, it goes from z =  l +  — to z =  2m m
along the upper part of the cut and is finished by the arc of the circle |z| =  2 in the 
cut-plane. The contribution of the circle |z| =  2 is evidently absolutely

(9.2) <  c-2_m.

We shall investigate separately the contributions of the segments and the circle

[z — II =  —, respectively. m
Sixth step. Using (3. 3) and (3. 4) h(z) is on the upper slit

1

(9. 3) =  exp it [ l 0 g r - l + , ' J t 2
2 logi n 6 log3 n

on the lower one
Í 1 ) 2

(9. 4) = exp it r s r - i  “ J t 2
2 logi П 6 log3 n

+
3
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We write the expression in (9. 3) as

exp

•exp

and (9. 4) in the form

lo g 2  1 1 Ü r —l t 1 l0g3 r ^ T 2 7Г2 t 2 log —r  7Zz It Г-1
2 logi n 6  log3 n 2 log i n  2  log3 и

nt log——г rá/ 2 log2 1 2
Г —  1  Г —  1  ^  t 2 7 l 3 l

2 logi n 2  log3 n 6  log3 n

exp
log2It r — 1 V log3 —Ц- 2. n2t 2 log—'r — 1 n2it b r - 1

2  logz n 6 log3 n 2  logi n 2  log3 n

• exp
Trtlog---- - int2 log2 — 2r — 1 Г— 1 t 2n3l

2 logi n 2 log3 n 6  log3 n

1The difference of these is for l + - S r ^ 2 , f f l S / i  absolutelym

c<  —- 
У log n

and thus the contribution of the segment integrals is absolutely

(9. 5) J  ( r  — dr
l/logn Д  ( r - l ) r "'+1 ’

As to this last integral, we have

drг dr c f  dr
J rm+ l(r _ l )  m 2 J r —l
lo g  m  v 7 4

and further
1+2

, .  lo g  m1+2 — -

dr log m c

1 +  2 lo g  m

I dr f  y z i  <  c log log
i + —

\ r m+1 (r — 1)
1 + 1

m,

hence the contribution of the segments is absolutely

log log n(9. 6)
^logn
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10. Seventh step. We consider the integral on |z— II =  —. This ism

2n

2n/
itexpl 3 (log w + i(n — (p))2 — —  (log m + /(я — (p)Y 

2 log2 n 6 logJ n

t 1 •1-1—  ei<p
m

and hence for m ^ n

(Up

Since

L e x p j ^ o ^  — Ü?}. / i i  + o f  » ]
■n l log2 n 61og3« J  0 l V l^logn ,

))1 + ° l ~ l l exp ( - ei"’) i/<p-

1 2* “  I c_iy  2я
■у- / exp (-e^clcp = 1 + Z 4 ------ у -  J  ev‘> d(p = 1
ZTC У  v = l  Z7T V . У

we get for this integral the value

Í it log2 m t 2 log3 in
( 10. 1) exp

( 10. 2)

2  logi n 6 log3 n 

This and (9.6) give for тШп

it log2 m t 2 log3 m

+ 0
log

} + o f i | .
n J \m )

e,„ = exp
2  log 2 n 6 log3 n 

What we actually need is the case m =n

+  0  I -
m

+ ^  Í log log
[ yiog n )

(10. 3)

and for тШ?г the inequality 
(10. 4)

in t2]
6J

\em| < c .

11. The next (short) eigtht step is the determination of <pn(t) based on the repre
sentation (8 . 4) and on the inequalities (8 . 6), (10. 3) and (10. 4). (8 . 4) gives

<PÁ0 = j<’*+ ÜZ en-mam) + an3,j  exp j— ^ l0g” |  
i.e. for —10  =  t  =  t ( j

(10. 5) <PÁ0~e
c log log n 

j/log n
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The ninth step is the application of a classical theorem of the calculus of 
probability. This gives for the distribution-function F„(x) in (4. 1) the relation

/ ■ x  3

2 ~ J e  2 Я dk =  F(x).
— co

The last tenth step will be the application of our theorem exposed in (2. 3). 
We have to compare the distribution K(n, x) in our theorem with F„(x) and F(x) 
in (10. 6), respectively. (2. 3) gives at once for all i i s and real x ’s

K(n, x) ё.и! Fn(x)
i.e. for

(10.7) lim A(/'; X) =r F(x).n—*°° n\
On the other hand, fixing л; and an arbitrarily small e>0 we have for n >n0(fi, v) 
the inequality

exp j-i log2 n + x  log^ n + 3 log n (log log n)4J exp |   ̂ log2 n +  (x -f e) logi n

i.e. using again (2. 3)
и!(1 — Fn(x  +  e))< е п \ + {n\ — K(n, x)).

Hence for n —► oo

(10. 8) lim Л n̂’ X-  ts E + F(x + e).и —> °° /7!

Since s was arbitrarily small positive, the theorem is proved.

( Received 8 July 1966)
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Introduction

We deal in this paper with (relational) structures (H, Rl , ..., R,) with finitely 
many Unitary relations over a set H . H  is not necessarily non-empty. We shall con
sider only the case when 1= 1, i.e. structures of form (H, R) but our results extend 
without difficulty for the general case.

Our main concern will be in the direct product of finite structures (i.e. (H, R) 
with finite domain H ). In [1] the question was discussed under what conditions 
it is true that any two direct factorizations of a structure have a common refinement. 
It was mentioned that if the structures A, В have this “refinement-property” then 
e.g. A2= B 2 implies A=*B. We shall prove a general theorem from which it follows 
that for finite A, В the last implication always holds. On the other hand, it is easy 
to see that not all finite structures have the refinement-property (or the unique prime 
factorization-property).

The same is true with an arbitrary natural number n instead of 2. Further, if 
А, В, C are finite structures, and the relation of C is not irreflexiv (i.e. there is an 
element c in C such that R(c, ...,c) holds, where R is the relation of C), then 
AC = BC implies Ai=B. Our general result states that under certain conditions, 
a “polynomial” formed from structures assumes every value only once (up to iso
morphism).

In § 1 we define the necessary notions, among them the (cardinal) sum and 
the (direct) product of two structures and a new operation on structures which 
will be called exponentiation. This operation has a remarkable resemblance to ordinary 
exponentiation in the domain of the natural numbers, when we bring it into contact 
with the sum and the product operation on structures. The relevant identities will 
be proved in § 2. In § § 1—2 we do not suppose that the structures are finite.

In § 3 we prove our main theorem from which the result mentioned above 
(concerning “polynomials” of structures) will follow easily. We mention that the 
operation of exponentiation is not indispensable in our arguments in § 3, i.e. the 
necessary notions derived from it could be introduced more directly. This will be 
pointed out on the due place. However, the “exponentiation” seems to us to be 
very natural in the present context and to be interesting also for its own sake.

§ 1. If N  is a set we denote its cardinality by |iV|. Let q>, ф be mappings. By 
Dorn <p, Rng <p we denote the definition domain and the range of (p, respectively. 
The result of application of cp on a £ Dom cp is denoted by cup. The product срф is 
defined if and only if R n g  r/> cp )om In this case Dom (срф) = Dom (p and срф 
is determined by the equation а(<рф) = (аср)ф (a € Dom cp =  Dom срф). If cp is one-to-one 
then <p~l is defined by (acp~1)(p=a (ad Rng <p). We have in this case Dom cp~l =  
Rng cp, Rng tp~l = Dorn cp. If MQDomcp then Mcp = [xcp: x£M }.
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Let A: be a natural number, k ^ l .  By a k-dimensional structure we mean a 
pair (5, R), where S is a set and Rf=Sk. S  is the domain and R is the relation of 
A=(iS, R). S  and R are also denoted by S(A) and R(A) in dependence of A. The 
elements of A are the elements of S(A). Obviously, for к = 2, the 2-dimensional 
structures are the directed graphs without parallel edges. On the other hand, if 
i f  is an algebraic structure with domain S  and Unitary operations m ,, ..., m, then 
we can correspond to i f  the к +1 dimensional structure (S', R) where к is the maximum 
of the numbers kt of places of /?;,• ( i  = 1, ..., /) and R is defined as the set of the k + l 
tuples (xt , xk, xkl), xkl)). What is important for us
is that this correspondence is a one-to-one and is preserved under isomorphism and 
direct product. Hence our results in § 4 extend also to finite algebraic structures.

In what follows we consider structures of a fixed dimension Ic. By А, В, C, D, E, 
F, G (possibly with indices) we always mean structures.

If S(A) = 0 , R(A) = 0  then we denote A by O. A (pk) is the structure with the 
domain consisting of the natural numbers 1, 2 , ...,p  and with the identity relation; 
i.e. (rb  ..., xk)£R (A (pk)) if and only if x x = ... = xk.

We denote the set of elements x of the structure such that (x, x)£R(A)
by Q(A).

Let M, N  be sets, <pk, ..., <pk mappings of M  into N  (i.e. Dorn cp~ M , 
Rng (pi^N). [(Pi, ..., (pk\ denotes that mapping of Mk into Nk for which the image 
of (x1; ..., xk)£ M k is lx t(pi, ..., xk(pk)e N k.

If A is a structure and for the mapping <p we have Dorn <p = S(A) then B — Acp 
denotes the structure defined as follows. S(Aq>) = S(A)cp = Rng <p, R(Axp) = 
=  {(x1; ..., xk)[<p, ..., <p]: (xj, ..., x j  € R(A)). In this case we call <p a homomorphism 
o f A onto B. If, in addition, q> is one-to-one, then cp is isomorphism of A onto B, 
and we write A = B . H(A, B) will denote the set of all homomorphisms of A onto B.

Let e = (x t , . .. ,x k), f= ( y 1, . . . , y k). Then e - / denotes ((X j,^), ..., (xk, yk)). 
Similarly, if (x j, x2, ...), (yk, y 2, ■■■) are vectors of the same (finite or infinite) 
length then <xl5 x2, ..., ...)-(y1, y 2, ••■> =  <(x,, yf), (x2,y 2), ...).

Let A and В be structures. If A '~ A  and B' = /i, furthermore A' and B' have 
no element in common then the structure C defined by 5(C) =  2>(у4')и S(B') and 
Ä(C) = Ä(4')UÄ(fi') is called a (cardinal) sum of A and B. Obviously, all cardinal 
sums of A and В are isomorphic. Therefore we may denote an arbitrary one of 
them by A + B  and this indeterminacy will not cause any difficulty. Certainly, in 
case 5(Л)П S(B) = 0  we define A + B  by putting A' = A ,B '= B  in the above 
construction. AB is the direct product of A and B, i.e. S(AB) = S(A)- S(B) (where 
for any sets M, N  M • N  means the cartesian product of M  and N) and if e € S(A)k, 
fdS(B )k then e - f  f  R(A ■ B) if and only if e i  R(A) and / £ R(B).

To define the exponentiation, we mean by AB the structure for which S(AB) = 
=  S(A)S(BI (i.e. the set of all mappings of S(B) into 5(/l)) and if (px, ..., cpk£S(A B) 
then (cpl , ..., (pk) £R(AB) is equivalent to R(B)[(p1, ..., <pk] <+R(A).

We remark that the following are identically true:
A + O ^  O + A ss A, A ^ - A  ^  A • A™ s  A -p  = A + ...+ A ,

I  g
A[k) -A ^  A -A \k) ^  A,

О • A = A • О О, AAfrk) ss A”,
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AA'k> as A, (A p )A™ ^  A ft, 

(А[кУ  as A\k>,

A° as Л«».

Concerning the product of structures we mention that every element of S(AB)k 
can be written in the form ef with e £ S(A)k, f  6 S(B)k in a unique way. В is called 
a substructure of A and we write B(=A if S(B)QS(A) and R(B)<^ R(A). This 
notion is more general then the usual notion of substructure, namely, in the case 
of the latter we require R(B) = R(A) П S(B)k.

In § 3 the expression Q(AB) will play a central role. It is seen that Q(AB) 
consists of all <p f  S(A)S(B) for which Btp £  A. Therefore we might call the elements 
of Q(AB) homomorphisms of В into A. F(B, A) will denote the elements of Q(AB) 
which are one-to-one mappings. Similarly, the elements of F(B, A) can be called 
isomorphisms of В into A.

Finally, we call a structure connected if it cannot be split up into a sum of two 
structures neither of which is 0. In case к  =  2 this is the notion of the graph-theoretic 
connectedness. If (p is a mapping of S(A) and A is connected, then obviously so 
is Acp.

§ 2. We enumerate the basic identities for the addition, the multiplication 
and the exponentiation of structures.

(2. 1) The following are identically true:

(2 . 1. 1) A + B ^ B + A (2 . 1. 2) (A+B) + C ^ A + (B  + C)
(2 . 1.3) A B ^B A (2 . 1.4) (AB)C = A(BC)
(2. 1. 5) A(B + C) = AB + AC (2 . 1. 6) AB+Ĉ A B-AC

(2 . 1.7) (A B)c9í AcBc (2 . 1. 8) ABCst(AB)c.

The relations including only the addition and multiplication are well known, 
so we confine ourselves to the proof of (2 . 1. 6)—(2 . 1. 8).

Proof of (2. 1. 6). We may suppose that В and C have no element in common. 
If (p € S(AB+C) then we can associate with <p the pair (<т, t) in a one-to-one way such 
that o(LS(AB), x£S(Ac) and xq> = xa if x£S(B) and xcp =  xx if x£S(C ). Obviously, 
the pairs (n, t) associated to all <p £ S(AB+C) exhaust the set S(AB-AC). With this 
correspondence, the mapping ф defined by (рф = (о, т) is an isomorphism of AB+C 
onto AB-AC. To show this, let cpt , ..., q>kk S(AB+C), <рхф = (<ri, r ;) ( i=  1, ..., k). 
In this case

R(B + C)[cpx, ..., <pk] =

— R(B)[(P\ , ..., <pk] U V?(C) [<p j , ...,(pk] =  R(B) [cr j , ..., o*]U R{C)[xx, ..., xk\.

Therefore R(B + C ) [ c p q > k\ Q R(A) if and only if R(B)[al , ok]QR(A) 
and 7?(C)[t,, • тк]^/?(Л). Hence we have (tpx, ..., <pk) €_ R(AB+C) if and only if
(<r,, .... ak)eR (A B) and ( r , , ..., rk) €R(AC), i.e. if ((<7U iq), ..., (crfc, xk)) = ((pu  ..., 
—,<Рк)Ы', ]eR(Ac-Bc). Q.e.d.
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(2. 1. 7) If cp £ S(AB)S(C) then we can associate with cp in a one-to-one way 
the pair {a, x) (<t £ S(AC), x 6 S(BC)) such that for every y(LS(C) y-(p=(ya, yx). 
The mapping ф defined by = (cr, x) is one-to-one and maps S((AB)C) onto 
S(AC Bc). We show that ф is an isomorphism. Let tpx, cpk£ S((AB)C) and 

= (cTj, T,-) (i=  1, . . /с). If e is any element of S(C)k then
(1) e[<Pi, ...,(pk]=e[(Tl , ..., . . .,xk\.

(<pi , ..., <pk) R((A B f  ) if and only if the expression on left hand side of (1) is an 
element of R(AB) for any e€/?(C), i.e., by (1), if for any edR(C) we have e[al , ..., 

ak]dR(A) and е[х1г xk]£R(B). The last condition is equivalent to saying 
that (<71, <Тк)£7?(Лс) and (t1; xk)£R (B c), or in other words that (<plt ..., cpk)•
•[ф, ..., ф]=(((т1, хф), ..., (ak, xk))£R (A cBc). Our proof is complete.

(2. 1. 8) First we prove that for any £ £ S(ABC) there is exactly one ip 6 S((AB)C) 
and conversely, for any <p £ S((AB)C) there is exactly one £ € S(ABC) such that
(2 )  ( x ,  y ) Z = x ( y < p )

is true for any € S(B) and у 6 S(C). The unicity in both directions and the existence 
of the appropriate  ̂for given <p are obvious. It remains to show that for any appro
priate £ there exists а ц>. Let y f  S(C). Let xy be the mapping of S(B) into S(A) 
satisfying xxy = (x, y)£ for any x£S(B). Then the mapping <p defined by y<p = xy 
is the required one.

We prove that the mapping ф, defined by Q = срф, where <p £ S((AB)C) $ £ S(ABC) 
and (2) holds, is an isomorphism. Indeed

O i, •••, <Рк)^ЩАв)С)
if and only if for any e £ R(C)

e[<Pi, ■■■, <pk] £R(AB).

This is equivalent to that for every e £ R(C), f  £ R(B)

(3) /  \ e [ c p G R ( A ) .

Applying (2) for the components of the vector standing on the left hand side of 
the last formula, we obtain

f[e[<pi, . .. ,% ]]= ( /•  e)[<Pi<A, •••, <РкФ1

This means that the assertion that (3) holds for every e£ /?(C) , / 6  R(B) is the same as

Oil//, ...,(ркф) = ((р1, ..., (рк)[ф, Il/]£R(ABC)

what was to be proved.
We have finished the verification of (2. 1).
We close this section with three simple remarks.
(2. 2) If D is connected and S(A), S(B) are disjoint then we have Q((A +B)D) = 

= Q(AD)[J Q{BD). The z> inclusion is obvious. Conversely, if cp £ Q((A + B)D) then 
D(p is a connected substructure of A + B , therefore Dip QA  or Dtp Q B.

(2.3) Q(AB) = Q(A) Q{B).
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(2.4) If Q(A) is non empty, then so is Q(AB). Indeed, if x£Q(A) then the 
mapping of S(B) which maps every element of В into ,v is an element of Q(AB).

§ 3. In this section we deal with finite structures. The operations Aip, A + B, 
A ■ B, AB applied to finite A, В give again finite structures. Furthermore, the following 
are obviously true:

(3. 1) A finite structure has finitely many different substructures.
(3. 2) Every finite structure can be written uniquely as the sum of connected 

substructures.
(3. 3) If both of two structures are isomorphic to a substructure of the other, 

then the two structures are isomorphic to each other.
(3.4) If ip is a mapping of S(D) then |5'(£>(lo)| ^  |5"(/))| and here equality 

holds if and only if (p is one-to-one.
(3. 5) If (p £ H(G, G) i.e. cp is a homomorphism of G onto itself, then cp is an 

isomorphism of G onto G, i.e. an automorphism of G.
Our main aim is to prove the following theorem.
(3. 6) T heorem . With every finite structure A we can associate an infinite vector 

(A) o f type in whose components are natural numbers and the following are satisfied:

(i) (A +B) = (A) + (B),
(ii) (AB) = (A).(B),

( i i i )  I f  Q(A) is non-empty, then all components of (A) are non-zero.
(iv) (A) =  (B) if and only i f  A=B.
Let us select a series D{, D2, ... of connected finite structures such that for 

i ^ j  Dj is not isomorphic to I f  but every connected finite structure is isomorphic 
to one of Dt , D2, ... . Then we can make the following addition to (3. 6):

For the i-th component o f (A) we can take \Q(ADi)\.

P r o o f . T h e  s t a t e m e n t s  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i )  a s s e r t  t h a t

Q((A + B)°‘) \ = I6 (A«OI +  Iß(5°0l;
Q ((A B f‘) = |ß (A »O I lß ( ß D,)|;

and if \Q(A)\ > 0  then \QXADi)\ >0. These follow from (2. 2), (2. 1. 7), (2. 3), (2. 4) 
directly.

We remark that (ii) could be shown more directly, without the notion of 
exponentiation but using the alternative characterization of Q(AD) given at the. 
end of § 1 as a definition.

Obviously, A ^ B  implies (A)=(B ). Therefore it suffices to prove the following:
I f  for every connected D

(4) \Q(AD)\ = \Q(BI))\,
then A=tB.

Suppose that for every connected D (4) holds. Let C be an arbitrary structure. 
By (3. 2) we have C =  C1 + . . .  + C r where C l t  . . . ,  C r are connected. Using (2. 1. 6) 
and (2. 3)

|ß ( A c) | = \Q{Acf\...\Q{Ac-)\ = \Q(Bc')\...\Q(Bcf  \ = \Q{BC)\,
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i.e. (4) holds for arbitrary (not necessarily connected) structures. Therefore it is 
sufficient to show that 

I f  for every D
(5) \Q(AD)\ = \Q(BD)\ 
then A = B.

Suppose that (5) holds for every D. By (3. 3) it is sufficient to prove that A and В 
are isomorphic to a substructure of the other, i.e. that \F(A, B) \ > 0  and | F(B, A)\ >0.

This will follow from \F(A, B)\ = \F(A, A)\ and \F{B, A)\ = \F(B, B)\. More 
generally we shall show that \F(D, A)| =  |F(D, B)\ for every D.

Let G1; G2, G3, ... be a sequence of hnite structures such that no two of them 
are isomorphic, and every finite structure is isomorphic to a Gt.

I. First we deduce the following formula

(6 )  l e u ° ) l  =  2 ЩЩР № , 4
By (3. 1), the sum on the right hand side of the formula contains only finitely many 
members different from 0. If cp is a mapping of S(D), then Dip is isomorphic to 
exactly one Gi . Let Qt be the subset of Q (AD) consisting of those cp for which D<p =  G;. 
Then obviously \Q(AD)\ = 2? \Qt\. Hence (6) will follow from

(7) Iß ,-I -
IH(D, Gj)I 
\*f(Gt,Gd\

\F(Gj, A)\.

For any (p£Qi we consider the set X,p of all pairs (f, i//) such that 'i £ H(D, G;), 
i//£F(Gi, A) and (p = ft//. We show that (a) for any (p there are exactly ://(G;, G;)| 
elements in X,p and (b) for different mappings <p,, (p2 X(pi П X,P2~ 0 ,  and finally, 
(c) every pair (£, \p) with G;) and il/dF(Gi, A) is an element of an X^ for
some cp£Qi. (b) and (c) are trivial. We deal with (a). For (p^Oi Xv is non-empty 
since by D<p ~  G{ there is an isomorphism •// with Dip = Gpj/, consequently t// £ F(GL, A), 
and if we put £,=(p-\jj~l £H(D, G;) then cp = ̂ il/.

On the other hand, let <p =  fi/q ££H(D, G;), ^ 6 F(G;, A). If a£H(G;, G;) 
then by (3. 5) we can write <p =  (fa) (a“ V ) and here we have fa f H(D, G;), a ~ 1 ф f  
6 F(Gi, A). Consequently, with (f, ^ d X ^  we have also ( |a , а~1ф)£Х<р for all 
a£H(Gi, Gi).

For different a1; oc2£H(Gi, G;) fa t X & 2 is clearly true, using Rng^ =  G;. 
Therefore the set X'p =  {(fa, a~ 1i/'): a €7/(G;, G,)} is a subset of Xv and has the 
cardinality |77(G;, G;)[. To complete our proof it is sufficient to show X,pf X ’,p. 
Let <;p = = £'\jV where £H(D, G,) and ij/ '£ F(G;, A). Then a = i/'t/' /_1 is defined
and a £H(Gi, G,), furthermore f '  =  fa and i / /= a ~ ‘iJ/. Therefore we have really 
XyQXy and thus Xip =  X'v . We have completed the proof of the assertion (a).

To sum up our considerations, (a), (b), (c) show that the sets X,P for different 
<peQi form a partition of a set with the cardinality \H(D, G;)| \F(Gt, A)\ into 
disjoint subsets, furthermore all Хф have the same cardinality \H{Gn G,)|. This 
gives (7), and as mentioned above, also (6).

Suppose now that \Q(AD)\ = \Q(Bn)\ for every D.
II. We prove by induction on [.S’(D) that |F(D, A)| = |F(D, B)j. For \S(D)\ = 0  

this is obvious, for Ĵ (^>)I = 1 we have \F(D, A)\ = \Q(AD)\ =  |ß(-ßD)| = |F(D, 2?)|.
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Suppose that our assertion is true for any D' such that |S(Z)')|-<= I SCO) I• By (3. 4),
(6) can be written in the form

\ Q ( A ° ) \  =  IF ( D ,  A )I +  2  1 " ^  Ц  \ F ( G „  A ) \ .

|S(Ci)|<|S(fl)|
Therefore

\F (D ,A)\-\F (D ,B)\=  2  Д)< -  ^)D
|S (G i) l  <  |S ( 0 ) l

and by the induction hypothesis the right hand side is equal to 0, thus \F(D, A)\ — 
= \ F ( D ,  B)|.

By the remarks given above we have finished the proof of (3. 6).
§ 4. We prove the result mentioned in the introduction.
(4. 1) T heorem . I f  C0, ..., Cn are finite structures and \Q(CX + ... + C„)| > 0  

then for the “polynomial” f (A)  = C0 +  CtA + ... +  C„A“ we have that f(A) = f(B)  
implies A = B  (A, В are finite structures).

Taking C0 = ... =  C„_! =0, Cn = A[k) we get
(4. 2) If A and В are finite structures and A” as Bn then A ^ B .
Taking и=1, C0— 0 we obtain
(4.3) If А, В, C are finite structures and Q(C) is non-empty then AC — BC 

implies A=B.
P roof of (4. 1). L et/(4)a/(B ). We have by (3. 6) ( f  {Ä)) = {J\B)). We introduce 

the notations (A )= (a1, ...),( B ) = ( b l ,  ...), (C,-)=(cu , ...). Then by (3.6)

(9) c0J + ctjaj + ... + cnj a) = c0J + c l j b J + ...+  cnjbnj

for every j=  1, 2, ... . There is an i ( i=  1, ..., n) such that |ß(C;)| >0. This implies 
Cjj =>0 for every / '= 1 ,2 ,... by (3. 6). Therefore the function c0j + ci j t + ... +cnjtn 
is strictly monotonic and thus (9) gives that aj = b} for every /= 1 ,2 , ... .

This means (A) = (B) and by (3. 6) A s íB, q.e.d.
We note that the condition |Q(Ct + ... +C,,)| > 0  cannot be left out from (4. 1). 

Let namely к = 2, .S'(C) = {x, y}, R(C) = {(x, y), (y, x)}, f(A) = CA. In this case 
C 'A (22) ~C -C  but C ^ A ^ .  However, I do not know whether this condition can be 
weakened.

Since the identical mapping of S(D) is always an element of (p(Dn) therefore 
if A D ^B D  then we have ADDD^ B nDn and (4.3) An^ B D. Therefore we can 
infer from the last example that (A(2k>)c = Cc i.e. the exponentiation does not have 
an inverse in general.

Finally, we note that the structure A (2k}- C  =  C - C  defined above has two irre
ducible direct factorizations which are essentially different. The unique prime-fac
torization property appears not even in case \Q(A)\>0 (see [2], [3]).

( Received 8 July 1966)
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§ 1. Introduction and preliminaries

In 1952 L. F u c h s  [4] obtained an external characterization of subdirect pro
ducts with two factors in case of groups, rings and Boolean algebras using W- 
homomorphisms (first introduced by J. H. M . W ed d e r b u r n  [7] in 1941). I. F leisch er  
[3] showed in 1955 that a universal algebra of any type internally represented as 
subdirect product of two factor algebras (see G. B irkhoff [2]) can be constructed 
using Fuchs’ method if and only if the relevant congruence relations are permutable. 
In this note we shall introduce the concept of ’’absolute permutability of congruence 
relations” which, if substituted for the pairwise permutability in Fleischer’s result, 
yields a characterization of those families of congruences on an algebra which 
permit Fuchs’ construction regardless of the number of factors, and which, if sub
stituted for the pairwise permutability in Birkhoff’s characterization of direct 
products with two factors (see [1]), yields the corresponding internal characterization 
of direct products with an arbitrary number of factors. A short analysis of the 
meaning of absolute permutability will show that only an unsatisfactorily small 
class of subdirect representations can be obtained from IF-homomorphisms if 
more than two factors are involved. This essentially limits the value of IF-homo- 
morphisms for the purpose of an external characterization of subdirect product 
representations. An obvious specialization to groups and rings is given. Before 
proceeding to the preliminaries I want to express my thanks to Professor G. G r ä t z e r  
for helpful suggestions.

We assume familiarity with such elementary concepts of the theory of universal 
algebras as homomorphism, direct and subdirect product and the lattice of con
gruence relations (see e.g. [5], Chapters 0, 3). A (universal) algebra with operations 
F = { f0, ...}y<a on the set A is denoted by II = (A ;F ) , its congruence
lattice by (£(9I), the universal relation by i, the identity relation by a>, the elements 
in a direct product Л(21г; /£ /)  by (a,),- Mappings stand usually behind the elements; 
only operations make an exception. We make free use of the following generalization 
of the Chinese Remainder Theorem (see [8], p. 279/280) due to G. Grätzer (see [5], 
Chapter V, exercises): We say that an algebra 91 satisfies C. R. T. (0,, ..., 6„) where 
0 l5 6„ are a finite number of congruences on 21 if for any choice of elements
alt an in A the relations at = о,- (mod 0tU Qj), /,./£/, imply the solvability of the 
system of congruences й[ = х  (mod d;), i£I. C. R. T. (0t , 0„) is satisfied in 21 if
and only if { 9 9„) are pairwise permutable and C([0], ..., 9,,]) is distributive 
where <S([0i, ..., 0,,]) denotes the sublattice of (£(21) generated by 01, 9n.

A cta  M athematica Academ iae Scientiarum Hungaricae 18, 1961



330 G. H. WENZEL

§ 2. Results

Definition 1. The algebras 9l;, i f f  are called W-homomorphic under {<p,}, 
i f  I, if there is an algebra © such that cpp. 'Л, — © is an epimorphism for each i f  I. 

Using this terminology we get immediately
Theorem 1. Let 91 f, i f  I, be W-homomorphic under {<p;}, i f  I. Then Л  =  (A ; F )  

with A = { (a f ; a{ (pi = aj cpj, i , j f l )  is a subdirect product o f the algebras 9I; .
Proof, a) 

Then

and

Let (аГ)о О ^т ^П у— 1, be in A and let f yf F be an n^-ary operation. 

f y((af)i, ..., (fl?»-1),) = ( f y(a?, ...,a f~  1)>i,

fy(af,..., a f~  l)(pi =fy(af(p;, . .. ,a’b~ l (pd =

= f y(aj, •••> a"y~l)(pj

for any choice of i , j f l .
Thus, 91 is a subalgebra of /7(91,, i f  I).
b) Let i0 f l  and aiofA io. Using the axiom of choice we choose a specified 

(ai0<P i„ ) V j 1 in each A , and take a io =  ( a io <p io) ( p r l .
Then ((aio(pio)(pi is an element of A with the /'0-th component aio.
This shows that 91 is a subdirect product of the algebras 9f;, i f  I, q.e.d.
Definition 2. 9Í is said to be the internal subdirect product of the 91/0,, i f  I, 

if it is isomorphic to a subdirect product of the 91 /0г under the canonical isomorphism 
a-*-([a]0;);- In this case we identify a and ([а]0г)t.

Definition 3. A subdirect product representation is said to be W-constructable 
if it can be constructed by the method of Theorem 1.

Definition 4. Given a set of congruences {0;}, i f  I, on 9Í. {(!,} is said to be 
absolutely permutable if, given any family {a,}, i f  I, of elements in A, the relations 
a I =  aj (mod U (0i, i f  I)), i, j  f  /, imply the existence of an element c fA  such that 
c = a, (mod O f i f  I.

D efinition 5. Let 9Í be a subdirect product of the algebras 9If, i f  I, and let 
/’({«,}) be a property which is either true or false for each family {«;}, i f  I, in A. 
Then 91 is called a P-diagonal subdirect product if = (aj); f  A, y f l ,  and / ,({av}) 
implies that (й|)г 6 A.

Since pairwise and absolute permutability are clearly equivalent in case of 
two factors, the following theorem is the announced extension of Fleischer’s result. 
We agree to denote by 0({a,}) the property that at = üj (mod 0) for i , j f l ,  at f  A, 
and a congruence 0 on 91.

Theorem 2. Let {9,}, i f f  be a given family of congruences on 91 and 
0 =  U (О;, i f  I). Then the following statements are equivalent:

1) 91 is the internal subdirect product of the 91/0г, i f i ,  and as such W-construct
able.

2) (i) П ((!;, i f  I) =(», (ii) {0J, i f  I, is absolutely permutable.
3) 91 is the internal subdirect product o f the 9l/0i; i f f  and as such 0-diagonal.
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P roof. 1)=>2): Assume that there is an algebra © and a set of epimorphisms 
<рр. ©/0; — © such that A ~  [а,]0£<р£ =  [а,]0; <Pj for all i, j d l )  (we identify
a and ([a] 0,-);). If n i: 91—91/0г are the natural projections, then we denote r ; = n iq>i, 
id l, and agree that f £, id l, stands for the congruence relation on 91 induced by тг. 
Thus, ([u]0j)i=<[h]0j)j (mod t io) if and only if [a] 0io iph = [b] 0io <pio for all i0dL  
Since, by assumption, [а]в, <pL = [a] Oj <pj for all i , jd l ,  the relation ([я]0;)г = (И 0г)£ 
(mod t; j  for a specific i0 is equivalent to the relation <[«] 0£)j = ([/;] 0г)£ (mod г/) 
for arbitrary jd l .  Hence, xi = Xj for any choice of j  6 /, i.e. U (t£; i£ l)= x io for 
any fixed i0 £/.

Since т£ё 0 ; for all id I, we immediately get xio S  U (0£; i d_ /)  =  0 and, as a 
matter of fact, even f io =  0 (as easily computed). Thus, we can assume that S  is 
replaced by 91/0 since ©s=91/fio. Now let {at}, id I, be a given family of elements 
in A and assume that [aJ0 = [а}]в for all i , j d l ■ Then ([а,]0;); satisfies [a]0i(Pi = 
= [aj\0j(pj for all i, j dI ,  and the assumed Ж-constructability guarantees the existence 
of an element cd A such that ([а,]0;); =  ([с]0;)£, i.e. c = a-t (mod 0;). Thus, {0J is 
absolutely permutable and (ii) holds, (i) is clear.

2) => 3): (i) implies that 91 is the internal subdirect product. Now let a; = 
=(\ay]ed)idA, у dl, and assume that ay =  a6 (mod 0), y, öd I- Then the absolute 
permutability implies the existence of an element cd A such that c = ay (mod (>,),
i.e. <[с]0£)£ = < И 0г)£€^. Hence, the subdirect product is 0-diagonal.

3) =>-l): Let Я £: 91 — 91/0; and <p;: 9l/0; —91/0 be the natural projections. Then

A = {([a] 0£>j} £  D = {([a,] 0;>£; [a,] 0f 9i = [a,] 0, <Pj}

is immediately seen. Conversely, ([őj0;);6 D implies [aj0 = [aj]Q for all i , j dL  
Then, by 0-diagonality, there is an element cd A such that at =  c (mod 0), i.e. 
<[«;]0;>г=<[с]0(>( =  с€^ . Hence, A= D , q.e.d.

We get as an immediate corollary an existension of BirkhofFs characterization 
of direct products in terms of absolute permutability.

C o ro llary . Let {0,}, id I, |/ |= 2 , be congruences on the universal algebra 91. 
Then 91 is a direct product of the factor algebras 91/0г under the canonical isomor
phism a —([«] 0(); if and only if

(i) U(0i; idl )  = \, (ii) П(0,; idI)  = (o, (iii) {0,}, id I, 

is absolutely permutable.
P roof. 1) Assume 91г=77(91/0£; id l). Then (i), (ii) are immediate, and 7791/0; 

is i-diagonal. Thus, (iii) follows from Theorem 2.
2) Assuming (i), (ii), (iii), we conclude from Theorem 2 that the internal 

subdirect product of the factor algebras 9I/0; is t-diagonal, i.e. it is the direct product, 
q.e.d.

An analysis of the concept of absolute permutability in the finite case yields 
the following result.

T heorem  3. Let 0,, ..., 0„ be congruences on 9Í yielding an internal subdirect 
representation o f 91. Then 11 is W-constructable i f  and only if (i) 0 ,, ..., 0„ are pairwise 
permutable, (ii) (f ([0 X, ..., 0„]) is distributive, (iii) 0ioU 0jo = U(0 ,; / = 1, ...,«) for all 
different pairs 0 io, 0JO in {0 X, ..., 0„}.
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This theorem, particularly (iii), shows the decisive restrictedness of the class 
of tK-constractable subdirect representations.

The theorem follows trivially from the following lemma.
L em m a . Let 0X, ..., 0„ be different congruences on 21. Then {0,, ..., ()„} is ab

solutely permutable if  and only if the following three conditions hold:
(i) {0t , ..., 0„} is pairwise permutable.

(ii) (£([0 ,, ..., ()„]) is distributive.
(iii) 0 io U 0Jo = U (0;; I =  1, . . n) for all pairs 1 S  i0 ^ j 0 s  n.
P r o o f . 1) First assume that {0X, . . . ,  0„} are absolutely permutable. Let

al , a„ be any elements in A such that aL = aj (mod 0i U Of, i ,jd l ,  then surely 
ai = aj (mod U (0;; /'=1, ... n)). Hence, there is an element c£A  such that c = a; 
(mod Of Thus, C. R. T. (0ls ..., 0„) is satisfied in 21 which implies 1) and 2) (see §1).

In order to prove 3), take any congruence block modulo 0 = U (0;; i =  1, 2, ..., rí), 
say 0(0). We obviously can assume и S3 . Assume that there are 2 different blocks 
B f0 ioU 0 J  and 0 2(0,0 U 0Jo) modulo 0io U 0Ja contained in 0(0). Then choose any 
°ko^°i0’ °jo and a block B(0ko) modulo dko in 0(0). Let uio€ 0 (0 J^ 0 (0 ) , akj B ( 0 J  
and conclude that every simultaneous solution x of aio = x  (mod 0io) and ako = x 
(mod 0ko) is contained in some block 0(0 io Г10ko) f  B(()io) modulo 0io f l  0ko. Only 
one of the blocks BfOio U 0JO) and B2(OioU O J  can contain 0(0,o). Thus, we assume
w. l.o.g. that 0 2  (0/o 0yo) 0(0('o Г) 0fco) =  О- If we now choose any element 
gjoí 0 (0jo) ^ 0 2 (0íoU0jo.), then the simultaneous solvability of

aio= x  (mod 0J ,  ajo = x  (mod 0JO), ako = x  (mod OJ, ...

would imply that

л- 6 0(0io П O J  П 0(0JO) c  0 (0 ,,o П OJ П 0 2(0io U O J  = 0.

This contradiction shows that there is no block modulo 0 which contains more 
than one block modulo 0io U 0jn. Thus, the blocks of 0 and 0ioU0JO coincide, 
proving (iii) 0  =  0 ,o U 0jo ■

2) Assuming (i), (ii), (iii), we first observe that C.R.T. (01; ..., 0„) is satisfied 
in 21. Let a t , ...,an be n elements in A which are pairwise congruent modulo 0. 
Then, by (iii), G; =  Uj (mod O J O f  for all 1 S i, j Sn and hence, by C.R.T. (0t , ..., 0„), 
there is an element c£A such that c =  a; (mod 0;) for all i € /, q.e.d.

R em a r k . We note that conditions (i) and (iii) in Theorem 3 and the above 
lemma can obviously be combined to the postulate: (i, iii): 0;о QJ. =  0k о 0 , if 
1 j, к ^ 1 = п .

§ 3. Applications and remarks

1) The universal algebras 21 in which all finite subdirect representations 
21 = 17(21/0;; i € /) can be IT-constructed are precisely those in which every finite 
set of congruences with identity intersection generates a distributive congruence 
lattice whose join is obtained by joining any two of them.
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2) A finite subdirect representation of a group (ring) © with the factors ©/A;
where the A; are normal subgroups (ideals), lS iS n ,  can be IT-constructcd if and 
only if I) N i ' N j = N 1 ' N 2 ... A„ for any N ^ N j  and 2) ©([A), A„]) is distri
butive.

3) The system of congruences at = x  (mod A;) is solvable for any given 
ay, ...,an^ N 1 ... A„ where the Nt are as in 2) if and only if ©([A,, ..., A„j) is 
distributive and Ni-NJ = N l ... A„ for any A; ^  A; . (3) follows from the fact that 
the solvability of at = x (mod Аг) for arbitrary at £ A, ... A„ is obviously equivalent 
to the solvability of bt = x  (mod A;) for any family {bt} in a fixed coset of A, ... A„).

4) J. H ashimoto [6] introduced the concept of “complete permutability” 
of congruences in order to characterize /.-restricted direct products. It should be 
noted that absolute permutability implies complete permutability which in turn 
implies pairwise permutability.

(Received 15 July 1966)
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OPERATIONAL REPRESENTATION 
FOR THE LAGUERRE POLYNOMIALS

B y

M. K. DAS (Calcutta, India)
(Presented by P. T ú r á n )

1. In 1960, C a r l i t z  [1] gave the following operational formula involving 
Laguerre polynomials:

n U p

(1.1) / 7  (xD -  x  + a +j) = n\ 2 j Ln-pp)(x) D"1=1 p=opi
where

( 1 . 2 )  L f ^ f x )  =  ~ x ~ ae x D n( x a+" e ~ x).

Later, C h a t t e r j e a  [2] developed certain operational formulas involving Laguerre 
and Bessel polynomials in order to derive already known formulas or to obtain 
new ones. For the Laguerre polynomials, we may note the following formulas of 
C h a t t e r j e a  :

(1.3)
where

^nУ =  2 ~ v L t +Pp\x )D ”Y,
“ o p \

p^> \ n - p )  pa- l \ £ v - w - '

(1.4) x"
nl D + a + n — x Y = Z X, L<n*_y>(x)D”Y. 

p—-0 P-

Recently A l - S a l a m  [3] has given the following operational formula for the Laguerre 
polynomials:

" x p(1.5) [,\'(I + xD)]"(x*e~xf(x)) = xx+"e~xn\ ^  — L (*dpp)(x)D!’f(x),
p  =  o /> !

wherefrom he has obtained the following operational representation of the Laguerre 
polynomials:
(1. 6) [x(l + xD)]n(x*e~x) — xx+ne~xnl Lf?\x).

In [3, p. 127], A l - S a l a m  has mentioned the following operational formula of 
A .  M .  C h a k :

(1. 7) L ^(x ) = x■r*-n- 1ex(x2D)n(x°+1e -x).
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The object of this note is to give simple proofs of the formulas due to C a r l it z , 
A l-S a l a m  and C h a r . Also we shall show that the formulas of A l-S alam  and C h ak  
are special cases of the following formula:

(1.8) [x(0-k+ l)]"(x°+ke -xY) = n! x«+k+ne - x 21  ~ t U -+pp)(x)DpY
p=0 P'-

(where <5 m uD), which we propose to prove in the present note. We shall also point 
out several consequences of (1. 8).

2. For our purpose, we shall require the following well-known properties 
of the operator Ö:
(2. 1) F{ö)[x*№\ = x*F(ö + a)f(x)

(2. 2) F(5)[e»w/(x)] =  «•<*>F(fi + xg ')f(x )

(2. 3) xnaF(ß)F(ö + a) ... F(S + (n-  l)a) =  [x*F(8j\n.

Now we observe

x~“ex Dn(xcl+ne~xY) = x~n~“exő(ő— l)...(d — n+  l)(Aa+ne“xF) =

— ех(^ + а  + и)(<5 +  а +  л —l)...(^ + a +  Y){e~xY) =

n
=  (d — x + a + n)(ő — x + u + n — 1)...(<5 — x + a+  1 )Y  = ]] (S — x  + a.+j)Y.

J = i

Thus we have proved that

(2.4) Dn(x*+”e~xY) = x*e-x j j  ( S - x  + a + j)Y
j =  1

which was proved by C arlitz with the help of induction. Next C arlitz  proved
bv Leibniz theorem 
'(2. 5) Dn(x*+ne~xY) = и! x*c~x 2  ~r U % p\x )D pY.

p = o Pi

Thus (1. 1) follows immediately from (2. 4) and (2. 5).
To derive A l-S a l a m ’s formula (1. 5), we first note

(2.6) U  ( x D - x  + cc+j)f(x) = e x  f f  (xD + ct+ j)e-xf(x) =
j = 1 j = 1

= x~xex J] (S+j)x*e~xf(x )  = x~aexx~n[x(d +  \)]n(xxe~xf(x)) 
j =  1

(where 5=xD). Thus A l-S alam ’s formula (1.5) follows from (1. 1) and (2.6).
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Now we shall furnish an easy proof of C h a k ’s formula (1.7). The method of proof 
is as follows:

L (f \ x )  =  ~ e x x ~ x~ " (x nD n) ( x x+" e~ x) =  - ^ e x x ~ a~ " S ( ő  — l ) . . . ( á  — n +  l ) ( x x+ne ~ x) =  

=  -exx~x~l (ß + n — 1)(<5 + я —2)...t>(x°[+1e- *) =

= ~  e x x ~ x~ l 5 { 5  + 1)...(<5 + л — l)Cx“+1e- *) = e x x ~ x~ l  x ~ n( x ö ) n( x xJrí e ~ x)

which is Chak’s formula (1. 7). It may be noted that l /и! is omitted in (1. 7).
Finally we shall generalise the formulas of Al-Salam and Chak. First we 

observe that
x - a e x D n( x x+l,e ~ x Y ) =  x ~ x- ne x 0 ( 0 -  1)...(<5-я+ 1)-x n- k( x x+ke ~ x Y )  =

_  ~ k e x (S +  n  — k ) ( ö  +  n  — к  — l ) . . . ( ő  — k +  1 ) ( x x+ke ~ x Y )  =

=  x ~ x~ ke x (S — k +  l ) ( ö  — k  +  2 ) . . . ( ö  — k  +  r i ) (xx+ke ~ x Y )  —

_  X ~ x~ ke x x ~ n[ x ( ö — k +  1 )]n{pCx^ ke ~ x Y ) .

Thus we have proved
(2. 7) D " ( x * + ne ~ x Y )  = х ~ к ~ п[ х ( 0 - к +  1 ) ] n( x x+ke ~ x Y ) .

It follows therefore from (2. 7) and (2. 5)

(2. 8) [ x ( ö - k  +  l ) ] n( x x+ke ~ x Y )  =  n \  x x+k+" e ~ x Z  l £ - +pp\ x ) D p Y ,
p = o  P'

which is the main result (1. 8) of this note.
We shall now consider several consequences of this main result. If we put 

к = 1 in (2 . 8) we obtain
» x p

(2.9) ( x ö y ( x x + 1 e ~ x Y )  = n\  Xx + n + 1 e ~ x Z  ~~г L n - ¥ \ x ) D p Y ,
p = o  P'-

which can also be considered as a generalisation of Chak’s result (1. 7). Again, 
if we use к  — 0  in (2 . 8) we derive

n X P
(2. 10) [x(<5 + 1 ) ]n( x * e ~ x Y )  = n \  x x+ne ~ x Z  i  L ^ \ x ) D p Y ,

p = o  P-
which is Al-Salam’s result (1. 5). Thus (2. 8) can be considered as a generalization 
of Al-Salam’s result.

Using к  =  2 in (2. 8) we obtain

(2. 11) [ x ( d - l ) ] n( x x + 2 e - x Y )  = n \  x x+n+2e ~ x Z Z L t \ v\ x ) D p Y
P = o f!

which may be compared with (2 . 10).
In (2. 11), if we take Y =  1, we have

(2. 12) [ x ( x D — l ) ] n( x x + 2e ~ x)  = x x+n+2e ~ x ( n l ) L , y \ x ) ,
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which may well be compared with (1. 6).
Putting Фп =[x(xD — 1)]", we can write (2. 12) in the form

(2. 13) Фп(ха+2е~х) = x°l+n+2e~xn\ L (na\x ) .

By a simple change of variable we also note from (2. 13) that
(2  14) Ф"(ха + 2 е-Ах) — хх + л + 2 е-Лхп 1 ^ x)

Further we notice from (2. 13) that

(2. 15) Фт{х*+п+2е -хЬ<?\х))  =

± ф п + т ( х * + 2 в - * )  =  (« +  ">)! ■ytx +  n +  ?и +  2 л *  Т (  y \
n\ '  v '  и!

Returning to the formula (2. 8), we notice that

(2 . 16) [cc(<5—A:+ l ) ] n( x « +ke ~ x)  = .r«+"+lr , n! £<e)(jc).

Writing W" for fx(ö — k  + 1)]", we observe in the same manner the following result: 

(2. 17) 4Jn( x * + ke ~ Xx)  =  x * + " +ke - Xxn! L ^ ( k x ) ,

(2 . 18) 4>M{ x * + n+ ke - x L f \ x ) )  = x * + " + m+k e ~ x L f l J x ) .

Lastly it is interesting to note from (2. 11) that
m p

(2. 19) Фт( х ? +п + 2 е ~ х Ь!?>( х )) =  m \  x * + n+m+ 2 e - x 2  ~t  L m- ^ ' ' Ч х ) D"L<na)(x).
p = o P !

Now we know that
(2. 20) D > L P  ( x )  =  ( -  У у Ц ^ / Ч х ) .

Thus it follows from (2. 15), (2. 19) and (2. 20) that
/  Л m in  (и, m) ✓  \ p

(2.21) v • \n + m =  2  ’1 ^ * ь + ; +'Чх№-УЧх)
1 m  )  P=  0  / П

which is a well-known formula for the Laguerre polynomials.
I a m  g r a t e f u l  t o  D r .  S. K. C h a t t e r j e a  f o r  h i s  g u i d a n c e  a n d  h e l p  d u r i n g  th e  

p r e p a r a t i o n  o f  t h i s  n o t e .
(Received 30 July 1966)
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CORRECTION TO MY PAPER ON THE COLOURING 
OF INFINITE GRAPHS 

AND THE THEOREM OF KURATOWSKI
By

J. MYCIELSKI (Wroclaw, Poland)
(Presented by O. H a j ó s )

N. G. De B ruijn  has pointed out in [1] that condition (iv) in § 2 of [4] is too 
weak and this invalidates a theorem which claims that (iv) is equivalent to some 
other conditions (i), (ii) and (iii) stated there. These conditions are stipulations 
on a graph G; e.g. (ii) is the requirement that every finite subgraph 1 of G be homeo- 
morphically imbeddable in the plane. The following corrected form of (iv) is equi
valent to the other conditions.

(iv) There exists two functions /  and E  defined on the set of all circuits 2 of 
G whose values are subgraphs of G such that
(1) 1(С)(ЛЕ(С) = С and 1(C) U E(C) = G;
(2) if Pl , P2 and P3 are three pathes 3 of G with disjoint interiors but common 
ends then the three circuits Л U P2, A U P3 and P2 U P3 can be ordered in a sequence 
C0, Cj, C2 such that

/(C0) = /(C 1)U /(C 2) and /(С 1)П /(С2) =  С1 ПС2.
The idea of this condition is that 1(C) and E(C) in a sense replace the domain 

bounded by C and the exterior of this domain which would exist if G was imbedded 
in the plane. Now the proof of the equivalence of the conditions (i), ..., (iv) outlined 
in [4] becomes valid (after an obvious modification of the step (iii) ->-(iv)).

Several other combinatorial conditions for planar graphs are known (see e.g. 
[6], where other references are given), but (iv) differs from the others which in general 
do not seem to be applicable to the infinite graphs possibly of high power.

For additional facts and references concerning the subject of § 1 of [4] see
[2], [3] and [5].

(Received 12 August 1966)

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungarióae
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1 i.e. a collection of simplices of G which is a closed complex.
2 i.e. subgraphs topologically equivalent to the circumference o f a circle.
3 i.e. subgraphs topologically equivalent to a closed interval on the real line.
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ZUR GEOMETRIE DER KREISLAGERUNGEN
Von

A. FLORIAN (Wien)
(Vorgelegt von L .  F e j e s  T ó t h )

Meinem verehrten Freund, Professor L. Fejes Tóth, gewidmet

In der euklidischen Ebene sei eine Menge offener Kreise Kt (mit Radien r;) 
so verteilt, daß kein Paar übereinandergreift. Die Größe

P = inf— (i,j = 1, 2, ...)
'j

heißt die Homogenität des Kreissystems (O SpS l). L. F ejes T óth und J. M o lná r  
befaßten sich mit der Frage, w'e gut s:ch d;e Ebene durch ein System mit gegebener 
Homogenität p ausfüllen läßt. Ihr Ergebnis war folgendes (vgl. [1]; bezüglich des 
Begriffes „Dichte” einer Menge von Scheiben vgl. etwa [2], S. 154):

Betrachten wir ein Kreistripel, dessen Mittelpunktsdreieck den Inhalt A besitzt 
und aus den Kreisen Sektoren mit den Inhalten St (i =  1, 2, 3) ausschneidet. Dann 
gilt für das Supremum d(p) der (oberen) Dichten aller Kreislagerungen mit gegebener 
Homogenität p

( 1) r /(p ) s s u p —±----2 --------= sO)>

wobei sich das Supremum über alle Kreistripel mit folgenden Eigenschaften er
streckt :

1. Die Kreise greifen nicht übereinander,
2. die Homogenität ist Sp (>0, wenn p = 0),
3. kein Kreis schneidet die Verbindungsstrecke der beiden anderen Mittel

punkte und
4. mindestens ein Kreis berührt die beiden anderen.
Die in dieser Arbeit ausgesprochene Vermutung, daß

(2) s(p) =
np2+ 2(1 — p 2)arc sin P

1 +p
2p^2p+l

ist, habe ich vor einiger Zeit bewiesen [3]. In (2) bedeutet die rechte Seite die Größe 
S  S  s- 1---- 2------ für drei sich gegenseitig berührende Kreise mit den Radien p, p, 1

(Fig. la) und für drei Kreise mit den Radien p, 1, 1, wobei der kleine Kreis die 
beiden größeren und die Verbindungsstrecke ihrer Mittelpunkte berührt (Fig. lb).
(1) und (2) ergeben den
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Fig. la Fig. lb

Satz  I. Das Supremum d(p) der Dichten aller Kreislagerungen der Homogenität 
p genügt der Ungleichung

Für p — 1 und (in der Grenze) für p = 0 besteht Gleichheit.
J. M o l n á r  bzw. J. M o l n á r  und A. H e p p e s  [4, 5] gaben durch Konstruktion 

interessanter, ausgezeichneter Kreislagerungen eine untere Abschätzung für d(p) an. 
Damit wurde diese Funktion zwischen zwei sehr engen Schranken eingeschlossen. 
Bisher konnte nicht nachgewiesen werden, daß für eine dieser Lagerungen (den 
bekannten Fall p  — 1 ausgeschlossen), die Dichte d(p) erreicht wird. In einer späteren 
Arbeit [6] zeigte ich in teilweiser Verschärfung von Satz 1, daß

g i l t ,  d.h. daß man nicht zu verschiedene Kreise nicht dichter lagern kann als gleich 
g r o ß e .  Das entsprechende p-Intervall wurde seither von K. B ö r ö c z k y  vergrößert.

In letzter Zeit verallgemeinerte J. M o l n á r  die Ungleichung (1) und eine analoge 
untere Abschätzung der Überdeckungsdichte auf Flächen konstanter Krümmung [7].

Kürzlich trug J. M o l n á r  eine auch anschaulich interpretierbare Erweiterung 
der Untersuchungen über Kreislagerungen vor. * Es sei A eine feste Zahl S 1 und 
es bezeichnen К  und к К  zwei konzentrische Kreise mit den Radien r und kr. Ein 
System von Kreisen Áj der euklidischen Ebene heißt ein k-Kreissystem, wenn Kt 
und kKj für alle Paare -Aj nicht Übereinandergreifen; hingegen können kKi und 
kKj gemeinsame innere Punkte aufweisen. Falls A, =§ k2 ist, ist jedes A2-Kreissystem 
auch ein ^-System. Die Menge der 1-Kreissysteme ist identisch mit der Menge 
aller Kreislagerungen. Man kann daher die A-Kreissysteme als Kreislagerungen auf
fassen, die in einem bestimmten Sinn „geräumig” sind, wobei к ein Maß für die 
Geräumigkeit der Lagerung ist. J. M o l n á r  gab mit einem davon wesentlich ver
schiedenen Geräumigkeitsbegriff Abschätzungen für die Lagerungsdichte an [8].

Zwei Kreise Áj, Kj eines A-Kreissystems nennt man benachbart, wenn entweder 
kK, un<i Kj °der Áj und kKj sich von außen berühren.

Es ergibt sich nun das folgende H a u p t p r o b l e m : Wie gut läßt sich d ie  Ebene 
durch ein A-Kreissystem der Homogenität p ausfüllen?

* Geometriekolloquium in Tihany im September 1965.

(3)
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Es bezeichne d(p, A) das Supremum der (obe
ren) Dichten aller A-Kreissysteme der Homoge
nität p. d(p, A) ist bei festem A eine nicht wach
sende Funktion von p und bei festem p eine mo
noton abnehmende Funktion von A; in unserer 
früheren Bezeichnung ist d(p, 1) = d(p). % sei die 
Menge aller Kreistripel Kt (i =  1, 2, 3) mit fol
genden Eigenschaften (Fig. 2):

1. Die Kreise bilden ein A-System,
2. die Homogenität ist ^ p  (>0, wenn 

P = 0),
3. kein Kreis ■■ K, schneidet die Ver-О 1

bindungsstrecke der beiden anderen Mittelpunkte und
4. mindestens ein Kreis (K2) ist zu den beiden anderen benachbart. 
Molnár bewies den folgenden, (1) als Sonderfall enthaltenden
S a t z  2 . d(p, A) genügt für alle O S ^ S l ,  A s l  der Ungleichung

(4) d(p, A) — sup +  +  ^

(mit der gleichen Bezeichnung wie früher), wobei das Supremum über die Menge 
% zu erstrecken ist.

Wir führen nun die folgende Bezeichnung ein: rl ä r 2 = r 3 seien die Radien 
dreier paarweise benachbarter Kreise eines А-Systems. Die Funktion a(r1, r2, r3; A) 
sei definiert durch

<r(r 1 , r2 , r 3-, A) S l + S 2 + S3 

А
für dieses System. Dann ist nach (2)

(5) s(p, l) = s(p) = o(p, p, 1; 1) ( O ^ s i ) .

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis von 
Satz 3. Für alle 0 S/> ё  1 und alle A s l  gilt

(6) s(p, A) -  Ma\{o(p,p, 1; А), a(p, 1, 1; A), <7(1, 1, 1; X) = M(p, A).

Dies entspricht einer von J. Molnár auf Grund numerischer Rechnungen 
ausgesprochenen Vermutung. Die zwei ersten Funktionen rechts, die den Kon
figurationen 3a, b entsprechen, sind für p = 0 durch ihre Grenzwerte für p-*  0 zu 
ersetzen.

Andererseits ist sehr leicht zu sehen, daß für alle O SpS  1 und alle A&1

(7) d(p, А)ё<т(1,1, 1; А)

ist. Aus (4), (6) und (7) ergibt sich der folgende
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H a u p t s a t z . Für das Supremum d(p, X) der Dichten aller /.-Kreissysteme der 
Homogenität p gilt

(8) cr(l, 1, 1; X) ё  d(p, X) ^  Max{tr(/7, p, 1; X), o(p, 1,1; X), cr(l, 1, 1; A)}.

Bei der Diskussion von (8) wird sich herausstellen, daß in sehr vielen Fällen 
z.T. beiderseits, z.T. in der rechten Ungleichung Gleichheit erreicht wird.

Aus

(9)

und

(9)

folgt

a(p,p, 1; A) =

crO, 1, 1; X) =

2  ^  +
Л- + 1 p 1(2Я + kp +  3p)(2Á Xp +p) 

^ + 1  1/(ЗЯ+ 1 +  2p)(l — 1 +  2p)

lim а (p,p, 1; X) 1
p~* 0

, lim a(p, 1, 1; X) —
p ~*o

„ . A + 1
7t — 2  arc sin —.Z 2/t

^ +  Г  } (3л+ 1)(A — i) ’

daraus und aus unserem Lemma 4 ergibt sich

Da

<T (p,p, 1; X) s  Max

a{p, 1, 1; X) ё  Max

2 n 1

1A2’ ^3 (A +l): 

A + 1n — 2  arc sin 2A 2я
л +1 ^(ЗА+1)(А-1) ’ ]/3 (A +l)2

J  _ 2я 1
А2 ~  Т з  (А + 1)2
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für alle

gilt, ist 
( 6')

1 1,106...

s(p, X) = Мах{ст(р, 1, 1; X), cr(l, 1, 1 ; X)}

für 0;§/>S I. Da weiter für alle X>  1

T 2

n — 2  arc sin Л+ 1

^+ 1  /(3A + 1)(A— 1)

und für X S  X2 = 1 + 1/3 =  1,3660..

gilt, ist 
( 6")

7t — 2 arc sin X+l
2X

^+ 1  )/(3A+ 1)(A— 1)
2  7Г 1

7 f(X + T F

s(p, X) =  <7(1, 1, 1; X)

für X ^X 2, O ^ p S l .  Dies war von F e j e s  T ó t h  vermutet worden und wurde von
K. Böröczky auf ganz anderem Wege als hier bewiesen. Unser Beweis von Satz 3 
benützt dieses Teilresultat nicht und folgt im wesentlichen dem Gedankengang 
in [3].

Aus (8) und (6 ") ergibt sich für alle X S X2, 0= p = \

(10) d(p, X) =  <r(l, 1, 1; X),

womit für diese Paare p, X die Frage nach der dichtesten Anordnung vollständig 
beantwortet ist. Man erhält eine solche, indem man von der dichtesten Lagerung

2 pder Einheitskreise {KJ ausgehend KL durch 
2— г К, ersetzt.X+ 1 1

X + l K, und alle übrigen KL durch

Aus Lemma 4 folgert man für jedes X >-1 die Existenz einer kleinsten Zahl 
/?0(А)<1, sodaß für alle p mit р 0 ШрШ1 s(p, X) = a{\, 1, 1; X) = d(p,X) ist. Man 
kann also auch für jedes X >  1 mit nicht zu verschieden großen Kreisen die Ebene 
nicht dichter unterdecken als mit gleich großen. Z.B. findet man p 0 (l, 2) ^0,11.

Es ist bemerkenswert, daß -— von diesen Fällen abgesehen — für gewisse 
Wertepaare p£(0, 1), X 6(1, X2) in der zweiten Ungleichung (8), jedoch nicht in der 
ersten, Gleichheit besteht; dabei wird die maximale Dichte durch Kreissysteme 
erreicht, in denen jeweils nur Kreise von zwei Größen auftreten, deren Mittel
punkte zu bekannten Symmetriegruppen gehörige Punktsysteme bilden.
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Fig. 7

Man betrachte ein System von Einheitskreisen, deren Mittelpunkte ein quadra
tisches Gitter mit dem Zelleninhalt (Я + l ) 2 bilden (Fig. 4). Den Radius p der 
kleinen Kreise, deren Zentren die Flächenmittelpunkte sind, wähle man so, daß 
jeder zu vier großen Kreisen benachbart ist. Dies trifft genau dann zu, wenn

Я =  l - 2 p + V 2 ( l - p )  = k(p)

1 ist p < i 2-1=0,41421... zu wählen. Die Dichte o(p, 1,1; 2(g))

~ ~ l  = 0,39331... ist. 
^3

( 11)

ist. Wegen Я:

ist genau dann größer als <r(l, 1, 1 ; X(p)), wenn p:

Die numerische Rechnung zeigt, daß für
(12) 0,39331... <p<0,412034...

a(p, 1, I ; X(pj) >  a(p, p, 1; X(p)),
also

M(p, X(p)) = a(p, 1, 1 ; X(p))

ist. Damit ist für Werte p, Я, die durch (11) verbunden sind, im Intervall (12) je ein
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dichtestes А-System gefunden; in der Ungleichung (8) besteht rechts Gleichheit, 
links jedoch nicht. Hingegen gibt es für kleinere Werte p und nach (11) zugehörige 
A dichtere A-Systeme.

Ein weiteres Beispiel zeigt Fig. 5, in der die Mittelpunkte von Einheitskreisen 
die Ecken eines regulären Dreieckgitters mit der Kantenlänge A+ 1 bilden. Um den 
Mittelpunkt eines jeden Dreiecks lege man einen Kreis von solchem Radius p, daß 
er zu den drei umgebenden Kreisen benachbart ist. Dazu muß notwendig

(13) A =  j ( ^ 3  + l) ( l- /> /3 )  =  A(/>)

sein. Wegen A >  1 ist notwendig

(14) 0 <  p < = 0,15470
Уъ

während für die Dichte a(p, 1, 1; A(p)) der Lagerung stets 
a(p, 1, 1; A(p)) >  ff(l, 1, 1; A(p)) 

gilt. Die numerische Rechnung zeigt, daß für
(1 5 ) 0 < p < 0 , 1 5 0 5 8 ...

a(p, 1,1; A(p)) >  a(p,p , 1; A(p)),
also

M ( p ,  k(p)) = a(p, 1, 1 ; AOO)
ist. Damit ist für Wertepaare p, A, die durch (13) verbunden sind, im Intervall (15) 
je ein dichtestes А-System gefunden, und in der Ungleichung (8) besteht rechts 
Gleichheit.

In den beiden bisherigen Beispielen läßt sich die Ebene in ein Mosaik kongruen
ter Dreiecke zerlegen, in denen das Kreissystem die Dichte a(p, 1, 1; A) besitzt. 
Im folgenden geben wir zwei Beispiele von Kreissystemen, bei denen die Ebene 
jeweils in ein Mosaik von Dreiecken zweier Typen zerlegbar ist. Ihnen entsprechen 
die Kreisdichten a(p, 1, 1; A) und <т(p,p, 1; A). Durch geeignete Wahl von p und 
A erreicht man, daß
(16) <r(p, 1, 1; A) =  o ( p , p ,  1; A) 
wird.

Fig. 6 zeigt einen Teil, eines aus kongruenten Rhomben von der Seitenlänge 
А +1 bestehenden Mosaiks, dessen Ecken Zentren von Einheitskreisen sind. In die 
große Diagonale des Rhombus legt man symmetrisch zwei kleine Kreise vom Ra
dius p. Wählt man diesen und den Rhombuswinkel passend, so ist jeder kleine 
Kreis zum anderen und zu drei großen Kreisen benachbart. Eine einfache Rech
nung ergibt als Bedingung den Zusammenhang

(17)
p2 + 5 p -2  ( l_ p ) ^ 2  +  8

2 (p + 1) + 2 (p + l)

A ist >1 genau dann, wenn p У \1~3 = 0,28077... Die numerische Rechnung
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zeigt, daß (16) bei Berücksichtigung von (17) erfüllt ist für
/7 = 0,27849... , A= 1,00919.....

Das System hat die Dichte a(p, 1, 1; A) = 0,92094... ><x(l, 1, 1; A) =  0,89861... .
Ein weiteres Mosaik läßt sich aus kongruenten, zentralsymmetrischen Sechs

ecken von der Seitenlänge A + l aufbauen. Um jeden Eckpunkt legen wir einen 
Einheitskreis und in jedes Sechseck in symmetrischer Weise zwei Kreise vom Radius p 
(Fig. 7). Wählt man p und die Winkel geeignet, so ist jeder kleine Kreis zum anderen 
und zu vier großen Kreisen benachbart. Ist 2ß der Winkel an der Spitze des Mittel
punktdreiecks der Konfiguration p, 1, 1, so findet man mit sin ß =  fx

га \ \л 1  l - * о 1 —2p ixг  =  (4 * - ц ] /  —  я =  27-_ т .

Die numerische Rechnung ergibt, daß damit (16) für
p = 0,63707... , A = 1,00421...

erfüllt ist. Das entsprechende System hat die Dichte a(p, 1, 1; A) =  0,90633... >  
>tr( 1, 1, 1; A) =  0,90309... .

In diesen beiden Beispielen besteht in (8) rechts wieder Gleichheit, links jedoch 
nicht.

Die beiden Funktionen a(p, p, 1; A) und a (p, 1, 1; A) haben für alle A in p = 1 
gleiche Ableitung. Eine genauere numerische Untersuchung ergibt folgendes 
Resultat, dessen exakter Beweis die Mühe nicht lohnen würde: Für A>A0 =  1,0098... 
ist in 0  <-p <  1 durchwegs

o(p, 1, 1; А) >  a{p,p, 1; A),
also

M(p, А) = Max{<7 (/?, 1, 1; A), <r(l, 1, 1; A)}.

Hingegen existieren für jedes A mit 1<A<A0 zwei Zahlen 0 <Pi(A) < p 2(A)< 1, 
sodaß

o(pi, 1,1; A) =  o-(P;,Pi, 1; A) (/ = 1,2)
und

o{p, 1, 1; A)>cr(p, p, 1; A) (0 < p x, p 2 <p < 1),

ist, während
(т(р, 1, 1; A)<<x(p,p, 1; A) (p 1 < p< p2)

P i(2o) — / ’2(^0) — 0,180... 

ist. p^X) und p2(X) sind monoton, und es ist

]im Th (A) =  0 , lim p 2 (A) =  1 .

B e w e i s  v o n  (8). Wir können uns auf А >  1 beschränken, da der Beweis für 
A=1 bereits in [3] erbracht wurde. Ferner können wir p --0 voraussetzen; denn 
es ist dann nach dem vorhin Gesagten

ä(0, A) =  supi(p, A) =  Max {lim a(p, p, 1; A), lim o(p, 1, 1; А), <т(1, 1, 1; A)}.
p>  0  p-*0 p -*0
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Es handelt sich also um die Bestimmung von sup ö, wobei ö = Si +  1S2 + »S3 
A

die Dichte der drei Kreise im Dreieck ihrer Mittelpunkte bedeutet und das Sup
remum über die in Satz 2 definierte Menge % von Kreistripeln zu erstrecken ist.

Der Beweis von (8) beruht auf einigen Hilfssätzen, von denen sich die beiden 
ersten auf Kreistripel aus % beziehen. Der Mittelpunkt von Kt sei 0 ;, und wir setzen
noch АК =К \, = ( i=  1,2,3).

Lemma 1. WennK'{ die Strecke 0 2 0 3 berührt, so können K2 undK3 die Strecken 
0 3 0 1 bzw. О] О2 nicht berühren oder schneiden.

Beweis. Sei 0 k0 2 = a; dann ist

rl + kr2 ^ a ,  r2 + Ar1 ^ a ,
somit

2 + 1 ,
~ 2 ~ ( / ’l  +  'a) S  a.

Daher haben K'l und K '2 und ebenso die beiden anderen Paare keinen gemeinsamen 
inneren Punkt. Daraus folgt die Behauptung.

Lemma 2. Wenn Kj und Kk benachbart sind, kann K" die Strecke OjOk nicht 
berühren oder schneiden.

Beweis. Sei etwa i\  g r 3. Würde K'{ die Strecke 0 2 0 3 berühren oder 
schneiden, so läge der Lußpunkt der Höhe aus Ok auf der Strecke 0 2 0 3, und
die Höhe wäre ш ^ ^  r , . Daraus folgte

o 2  0 3 S  I[ ( M l  +  r 2 y  -  P  2 1 r i) +  j/"(2ri +  r z Y  -  ( ^ i )  >  2r2 + r3 ;

denn

fi(r3) =  |/'(A r1 +  r2)2- | ^ y - 1 r 1) + | / Г(2г1+ г 3)2- ( ~ 11г1) — r3 
ist eine monoton wachsende Funktion von r3, also

ЛОз)
Wegen

• ] [ (2/-I +  r2y  -  ( A ± l  rj)~ + | / l 2-  ( Я̂ ) 2 г,

f i  У 2) = -  (- ^ j [ 0 1  + Г2)2 Л + 1
2

ist f 2 (г2) konkav; da f 2 (0) = 2 1/ Я2 -  ( ^ у - )  ri >  0 und

= М г 2) + Аг2-

? <  О

M r  i)
/3
2 (2 + 1 )r ! +

A— 1
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ist, folgt
f l ( rl) >  0  (0 — r2 — r l)>

also
Zifo) >  Ar2 ,

wie behauptet. Darm könnten aber K2 und A'3 nicht benachbart sein. Ähnlich er
ledigt man die beiden anderen Fälle.

Für 0 läßt sich in (4) das Supremum durch das Maximum ersetzen. Wir 
wenden uns nun der Bestimmung des Maximums von <5 zu, wobei

die Dichte dreier Kreise im Dreieck ihrer Mittelpunkte bedeutet und das Maximum 
über alle Kreistripel der Menge X zu nehmen ist. Der erste Schritt ist

Lemma 3. Es seien A >  1 und p > 0 fest. Die drei Kreise Kt ( i= l ,  2, 3) sollen 
so variiert werden, daß sie stets ein A-System mit einer Homogenität & p  bilden, 
daß K2 zu К у und K3 benachbart ist und K2 die Strecke О { 0 3 nicht schneidet. Das 
Maximum von ö wird von einem Kreistripel erreicht, bei dem entweder auch Кл und K3 
benachbart sind oder K2 die Strecke Oy 0 3 berührt.

B ew eis. Nach Lemma 2 kann es nicht eintreten, daß K" die Strecke 0 2 0 3 
oder K3 die Strecke Oy 0 2 berührt oder schneidet. Hält man zunächst die rt fest 
und bezeichnet die Winkel des Dreiecks O y0 2 0 3 mit ot; , so gilt nach Lemma 2

(19) Ct2 “  ^2  — «2 ,

wobei a2 jener Lage entspricht, in der K x und K3 benachbart sind, und a2 der Be
rührung von K2 und 0 y 0 3.

Setzt man ferner

(18) b — ‘̂ 1 $2 + $3

(20)

mit
hy — A, A2 — 1, fl — А (p 2 =  Py),

Ay =  1, A2 =  A, p =  А (p x s p 2 =  1).

=  j , A2 = 1, p  - = j  ( i S  p 2),

so ist

(21)

Daraus folgt

sin (otj +  a2) 
sina,

qy+Ji
Pi +P

( 22)
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mit

Weiter ist 

(23)

x — cos a2,

A = ( q i + q 2)2 + (P2+lS)2 -2(P2+n)(<h+<l2)x>Q- 

(Pl — l)a l + (P\ — 1)«2 + ЛÖ = C Sin 0Í-, Cfi (a2),

wobei c eine positive Konstante bedeutet, und für a2?í —

cos oc,
/ i ( “ 2) =  ^ - / 2  («2)sin^ a,

c/aj
da2

( ^ 2 _ 1) - 1„ +  ( / , 2 _ 1) - t ( p f - l ) a i  + ( p | -  1)а2 +  л].

(24) 
mit

(25) / 2 (a2) =  tgo!2 

Damit findet man

(26) 
mit
( 27 )  <p ( x )  =  -  4 P 2 + p ) 2(qi+q2)2( i + p 2i - № ) x 2-

f l  («2)
1 - x 2
х2Л2

(p(x)

+ 4  (p 2 + /0  (? !+ q2) to ? - p l )  (p2 + p) 2 + (1 -p l )  (q 1+ q2)2] x  -  
-  t o i + q2) 2 + O 2 + ^)2] to i  - p 2) (p2 + A<)2 + (1 - p 2)(q i+ <72)2]

und der Diskriminante

(28) -0 =  2(1  - P i )  (p2 + p) 1 (?i +  2) 2 КРг + P) 2 -  (0 i + 0 2)2] •

• to ?  - p 2)(/>2+/02 +  (i - p !)(0 i +  02>2]- 

Fall a) p 2 <Pi, also p 2 <  1. Dann ist nach (20) für p2=Pi 

b  = (p 2 - p 22)(p2 +p)2 + ( \ - p 2)(q i+ q 2) 2 =
= ^2 (2p l - p 22 -p ip$ ) + 2p 2 U pi - p j+ p 21 - p 1p 22)+ p 22 ( l+ p 21 - 2p%) > 0 

und für p 2 >Pi

В = X2 { p \-p \)  + 2p2 X{pl - p 22 + p \ - p ip22) + {p \-p$)  >- 0.

Für p2^ p  1 ist
P2 + P- ( 0 i +  0 2) = X{} -P i)S O

und für p 2 =»px ist

P2 +  P — (<7i + 02) =  (P2 -P i)  +  ̂ ( l - p 2)>0 ,
somit stets
(29) P gO .
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Daher kann cp(x) sein Vorzeichen nicht wechseln und ist wegen ф(0) <  0 stets ^0 , 
also nach (26) auch
(30) / 2  («2) — 0

n
2 'für a2 ^

Fall b) P2 —P1 , also P2 - ^ -  Es ist wieder D ^O  und <p(x) stets ^  0, sodaß
erreicht sein Maxisin a0

wieder (30) gilt. Für p i = p 2 = 1 ist cp(x) =  0, undfy(a2) =  
mum für a2 =a2 oder a2  — a"2.

Es sei nun a2€/\ =  |a 2, und zunächst p 2 <Pi', wir beweisen

/ 2(012) < 0 .(31)
Wegen

ist

und

d2at 
da о S  0

day ^  dat 
da2 ~  da2

(A2 — \)p\ + 22p yp2 — 2 2p 2 — 22p t — 2A2

da y
da 2

1

2(A+jPl)2

■ [A2 (/>i — 2 p 2 +  2/i2) +2{2+Piy

-\-22(—p \ +p\p2 —p \p 2 —P 1 P 2 —P 1 + P 2  + 2p1p2)+ p 2 (2p2 —p\ — 1)] <  0,
also (31) nach (25) richtig.

Für p 2 =Py> 0 gilt
(32) / 2(«2)^0.

Zum Beweis nehmen wir 1 an 1 für p 2 £  1 verläuft er ganz analog. Setzt man

(33)
so findet man

(34) ФФ,Р2) =

f 2(*2) =  'l' ( P i , P2)

^A2— 1 
2A2

p 2 У(2A + /> 2) 2 — 22p 2 +

arc cos (Л’ - 1 ) Л - 2  i _ (i>i_ , ) arccos
2A2

(A2 +  l)p 2 + 2A 
2A (/>2 +  A)

mit
(35)

(36)

*(0 , 0) =  0 ,

Я*(0 , />2)
dp2

= IPi'l'iiPzl

* i 0 2) =
l/A2 1 1

2A2 /?2 +  А/  (2A + ^ 2) 2 — A2/i2 — arc cos
(A2 + \)p2 + 22 

22 (p2 +  A)
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Wegen
d\h _ (A2 -  1)2 _____ p2 + 2A
др2 2A{p2 + A) 2 / ( 2Я +p2) 2 — A2p\

und
<AiO)<o

ist
'l'ÁPi) <0,

somit nach (35) und (36)
(37) VHO, p2)<0 .
Nach einiger Rechnung findet man

(38) W  _ _______ p 2 (A+l)(p2 A - p 2 -2A )________  3,_ ~  ,
0/?! 8 cos2 a2 sin a2(Pi + ДРг)4 (Р1 +  Л.)3(Рг + 4 )3 1>'P2’ ' Pl 1

wobei «i jenen Wert von a t bezeichnet, der a2 =a2 entspricht, und P (p t , p2, A) 
ein- der Länge wegen nicht angeschriebenes-Polynom in den drei Variablen bedeutet. 
Durch geeignetes Zusammenfassen der Glieder kann man leicht zeigen, daß

F(pl ,p 2, л)>о

für 0 < p 1 ^ p 2 -^l, A>1 ist. Somit ist

Ц
dpl 0

und wegen (37)
Ф(Р1 ,Р 2)<  0 ,

womit (32) bewiesen ist.
Aus (30) und (32) folgt wieder die Ungleichung (31), die somit in den Fällen

a) und b) in /, gilt. Wegen (24) ist daher /[ (a 2) dort gleichfalls <0.
Für a2 (lI2 =(?• «2 ist wegen (30) / 2 (а2) entweder stets >0 oder stets <0

oder mit wachsendem a2 zuerst >0, dann <0. Aus (24) folgt für f[(<x2) das ent
gegengesetzte Vorzeichen, woraus man mit Rücksicht auf das Verhalten in I t und 
die Stetigkeit schließt: f [ (a2) ist in [a2, a2] entweder stets > 0  oder stets < 0  oder 
zuerst <0, dann >0, weshalb /j(a 2) in den Fällen a), b) sein Maximum am Rande 
dieses Intervalles annimmt.

Fall c) p2 > P i, also p 2 >p±. Für p2S  1 ist B<0  und p2 +p — {q2 + q2) >0,
also

Z>< 0.
Für p2> 1 ist

В =  -j2 [P2k2 {p \-2 p 12 + \) + 2Ap2 ( p \ - p 22 + pl - p 1p22) + {2p{-p 22 -p lp l)]  <  0 

und

P2 + P-(<h + <h) = C1 —Pi) S  0»
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also

Nun ist nach (27)
D^O.

(p'(x) = 4(p 2 +ii)(q1 + q 2) - [ - ( p 2 +fi)(q1 + q 2) ( l+ p i-2 p j)x  + ß],

somit in I x für 1 + p \— 2p2 = 0

(39) <?'(•*) <0,

während für \ + p \ — 2p\<0 (p"(x)  > 0  ist. Mit x '  =  cos я2 ist daher in diesem Fall 
( p' (x ) ^L<p\x ' ) .  Für p t <p2 = 1 ist

<p'(x') =  (A2 +  1) PiPl
2

und für p 2 >  1
+ 2(p 1 — 2p1p 2 + p \ —p 2 +Р1Р2 +P 1P2 —P1P2) <  0

(p'(x') =  A2 - P  2 +

+ HPi ~P 2 +PiP2 +P\Pi ~ 2PiPi + P Í-P ÍP 2 ) +
3p\ - 1

-P1P2 < 0:

also (39) auch in diesem Fall richtig. Daher ist (p(x) entweder stets > 0  oder stets 
< 0  oder mit wachsendem x zuerst >0, dann <0 . Wegen (26) ist / 2(«2) entweder 
stets > 0  oder stets < 0  oder mit wachsendem a2 zuerst <0, dann >0. Aus (32) 
folgt, daß / 2(a2) in /) entweder stets <0  oder zuerst <0, dann > 0  ist. (24) zeigt,
daß f [ (a2) gleiches Vorzeichen hat, sodaß /) (a2) in |a 1; ~J sein Maximum am
Rande des Intervalles annimmt.

71Sei nun a2 — 2  und es Ье2^ с^пе F den Fußpunkt der Normalen aus 0 2 auf 
Ox 0 3; dann ist

(40) 0 l F > ± ± ± r lt 0 3 F > ^ r 3.

Zum Beweis nehmen wir p l ^ p 2 ~=z 1 an. Dann ist
(Ar2 +  r , ) 2

o 2f  =
V (Ar 2 + Г1)2 + (r2 +  Ar 3)2

und wir zeigen 
(41) (2P2 +P i) 2____ __ A+l

Íi}p2 + P i )2 + { P i  + A) 2 2

Bei festem p t wächst die linke Seite monoton mit p 2 und ist wegen />2 >  ÍPi daher 
größer als

А + Ipx
f i h V \

Pi Min A, A +l
V'2 P1

A+l
Pi-
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0 3F >  ^  *-r3 ist gleichwertig mit

{p2 +  A) 2 ^  A +1
l/(Xp2 +Pi) 2 + (Pi + ХУ 2

Die linke Seite nimmt bei fixem p 2 mit wachsendem p } ab, ist also größer als

^ ~b P2

V'y+pl
> Min Я+1

2

Analog zeigt man (40), wenn p2 =1 ist.
Nimmt oc2 bei festen r; zu, so nehmen ot1 und a3 ab, daher nehmen OtF und

710 3F zu, sodaß für a2 S -  stets (40) richtig ist. Spiegelt man K2 an der Geraden
Ox 0 3., so geht K2 in den zu K y und K3 benachbarten Kreis K f über, und (40) be
deutet, daß die Kreise K{ und K3 die Strecke 0 2 0 2 nicht treffen. Da K2 0 1 0 3 
nicht schneidet, greift K2 nicht in K2 hinein und K f  nicht in K2 . Bezeichnen <5,, <53 
die Dichten der aus X stammenden Kreistripel Кл , K2, K2 bzw. K3, K2, K2 in 
den Dreiecken 0 , 0 2 0 \  bzw. 0 3 0 2 0% (Inhalte A3 bzw. A3), so ist wegen 
A2 +A 3 = 2A

z + d 3d3
<5 = ~ 2A -  Max (<?1 ’ 8з)‘

Ist ö die maximale Dichte in der Menge X, so ist notwendig

<5 = Max (<51( <53),
also

<5i=<53 =<S.

Im Fall c) ist aber r2 ; ist <53 die maximale Dichte, so müssen nach dem Ergebnis 
in a) für p2 <P\ = \ K2 und K2 benachbart sein, da nach (40) K ' i  0 2 0 \  nicht be
rührt. Dies tritt aber nur dann ein, wenn K 2 O t  0 3 berührt. Daher kann <5 sein 
Maximum nur dann erreichen, wenn entweder K y und K3 benachbart sind oder 
K2 die Strecke О y 0 3 berührt. Damit ist Lemma 3 auch im Fall c) bewiesen.

Nun beweisen wir zwei Eigenschaften der in (9) gegebenen Funktionen.

Lemma 4. Es sei А >  1 fest und es bezeichne A die positive Wurzel von nX2 — 2A — 
— 2 = 0 (1=1,17...). ct( p, p, 1; A) ist für Хш X in (0,1] monoton wachsend, für 1 < A <  А 
mit wachsendem p zuerst abnehmend, dann wachsend. a(p, 1, 1; A) nimmt für jedes 
А >  1 mit wachsendem p zuerst ab, dann zu.

Daraus ergibt sich, daß beide Funktionen in jedem Intervall [p i,p 2] c  (0 , 1] 
ihr Maximum am Rande annehmen.

Beweis. Führt man in (9) die neue Variable q durch

(42)

ein, so wird

& + l)P = _ g _  (0 < j S l )
2(A +p) 1 +q
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(43)
mit

*(ЛА1;Л) = A-2(A+1)-Vifo)

(44) /1  (<7) =  q~ Ч2?+ 1) 1 • ^2nA2 q2 + (A +  1)(1 — q)[(A + l) + q(3A — 1)] arc sin  ̂^ - j  
und
(45) f 1' ( q ) = q ~ 2(2 q + l)-i.[(3 A ~ l)q 3 +  (5A~3)q2 +  (A +l)(3q+ l)]f2 (q) 
mit

(4i) fM  =  (31 -1 )9» +  (Ц -3 )? ’  + (Я+ 1)(3?+1)~ (1+ l)arCSi" 1 lq +

4 - f i + i W S T T  " - g ; ( 3 I - l ) + ^ W - l ) + ( I + l )
1 И  Í M  1 + 9 ( з я _ 1 ) 9 з  +  ( 5 Я _ з ^ 2  +  ( 1 + 1 ) ( з 9 + 1 ) -

Man findet mit Í2q +  1 = x

(47) f i ( q )  = | ( ? + 1) - 1 [(ЗА -1к 3 + (5А -3 ) ? 2 + (Я+1)(3? +1)]-2.

wobei

(48)

•[hi {x) + h2 (x)\,

hL(x) = tzA2 [(А -  l)x 8 +  (4A + 8)x 6 + (6Я + 6)x4 +  4Ах2 +  (1 + 3)] -  
-  2 (А +  1) [(9 A1 -  91 +  2) x7 +  ( -  712 +  291 -  8) x5 +  (712 +1 -10) x3 -

— (912 + 371 — 64) x], 
xh2 (x) = - 128( l2 -  1) x2 +1

ist. Verfolgt man die Vorzeichen von /iin)(l) und /г5")() 3), die natürlich von 1 ab- 
hängen, von n =  8 bis n =  3, so ergibt sich die Existenz einer Zahl 13>  1, sodaß 
im Intervall [ l ,  /3 ] mit wachsendem x h'"(x) zuerst >0, dann < 0  für 1 < 1 < 1 3, 
während h'"(x) stets < 0  für 1 > 1 3 ist. Wegen h\{\) > 0  ist h'[(x) entweder stets 
> 0  oder zuerst >0, dann < 0 . Aus h2 (x) > 0  in (l, V3) schließt man, daß im 
ersten Fall mit

g(x) = hl(x)+ h 2(x)

g'//(x)>0 in (l, ]/3) ist. Im zweiten Fall gibt es genau ein £ mit 1< £< ]/3 , sodaß 
h'i( ^ ) ~ 0  und

h'iix) >0 für l< x < £
und

h" (x) < 0 für £ < x < /3

gilt. Somit ist g"(x) >0 in [ 1, £]. Wegen h'"(x) <  0 in [£, \ 3] und h2 (x) < 0 in [ 1, Í3>\ 
gilt g"'(x) < 0  in [£, I З], weshalb g"(x) entweder stets > 0  oder zuerst >0, dann 
< 0  in [l, / 3] ist. Dies trifft auch für g'(x) zu, da g'( 1) >  0 ist. Nimmt man noch 
g(}/3)>0 und

g( 1) =  16(1+1)(л12- 2 2 - 2 )
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hinzu, so folgt, daß g(x) > 0  in [l, }'3] für 1 ё !  und g(x) zuerst <0, dann >0  für 
1 < X <■ 1 ist. f 2 (q) hat nach (47) gleiches Vorzeichen; daraus folgert man mitf 2 {0) = 0, 

/ 2(1) > 0 , daß f 2(q) für 1  S l  stets > 0  in (0 , 1) und für 1 < 1 < 1  f 2(q) zuerst < 0 , 
dann > 0  ist. Nach (45) hat f[{q) gleiches Vorzeichen, woraus mittels (43) der erste 
Teil von Lemma 4 hervorgeht.

Zum Beweis des zweiten Teiles berücksichtigt man

(49) <t ( p , 1 , i ; X )  =  i ;  j j ;

daher genügt es, a (p ,p ,l;X )  für p S  1 ,1<1 zu untersuchen. Dies führt über
T+x(42) bis (47) wieder auf g(x), wobei jetzt / 3 S .

1 - 1
ist. Setzt man

g(x) (x2 + l) =g(x),
so findet man, indem man das Vorzeichen von g (,l)(x) von n =  10 bis n = 0 an den

/ 4 ?Grenzen des Intervalles 3 +  1
-1

untersucht, daß g(x) entweder durchwegs
-0 ist oder genau einmal das Vorzeichen wechselt. Da wegen (47) f 2 (q) das gleiche

Vorzeichen besitzt und / 2(1)<0, f 2 > 0  ist, geht f 2(q) von negativen zu
positiven Werten über. Da bei (45) der Ausdruck in der eckigen Klammer > 0  
ist, hat f[(q) gleiches Vorzeichen, was zusammen mit (42) und (49) die Richtig
keit der Behauptung beweist.

Lemma 3 reduziert die weitere Untersuchung des Maximums von ö auf die 
in Lemma 5 bzw. 6 enthaltenen Fälle.

L emma 5. Es seien 0 < p <  l, X ^  l , p und X fest. K 1 ,K 2, К 3 seien drei gegenseitig 
benachbarte Kreise eines X-Systems mit den Radien r2 ^  r2 = r3, die wir so variieren,
daß die Homogenität des Systems -- =p' =p bleibt. Dann gilt

r  3

Max ö = M(p, 1),

wobei im Falle des Maximums notwendig eine der drei Konfigurationen (p, p, 1), 
(P, 1, 1). (1, к 1) eintritt.

B ew eis. < r3 seien zunächst fest, r2 variabel. Dann erreicht <5 (r2) sein Maxi
mum für r2 = r! oder r2 = r3. Der Beweis dafür verläuft Schritt für Schritt völlig 
analog dem des Satzes 3 in [3], kann jedoch wegen der viel umfangreicheren 
(elementaren) Rechnungen hier nicht wiedergegeben werden. Die diesen Konfigura
tionen entsprechenden Werte von ö sind cr(//, // ,  I ; 1) bzw. cr(p', 1,1; 1). Da 
diese beiden Funktionen nach Lemma 4 im Intervall p ^ p ' ^ l  ihr Maximum 
jeweils in einem Randpunkt annehmen, folgt

Max ö = Max {а(p, p, 1; 1), o{p, 1, 1; 1), <т(1, 1, 1; 1)},
wie behauptet.
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Auf den zweiten Teil der in Lemma 3 enthaltenen Alternative bezieht sich 
Lemma 6 . Für jene Kreistripel aus X, bei denen K "2 die Strecke Ox 0 3 berührt, gilt

Max <5 — M(p, X).
Der Beweis ergibt sich aus der Überlegung im Fall c) bei Lemma 3. Es ist 

mit dieser Bezeichnung mit Rücksicht auf Lemma 5
5 ё  Max (<5j, <53) á  M(p, X),

wobei in
ö ' M(p, 1)

Gleichheit genau dann eintritt, wenn öt =S 3 = M(p, X) ist.
Die Hilfssätze 1 bis 6 ergeben unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 3 und 

damit des Hauptsatzes.
Prof. J. M o l n á r  bin ich für mehrere Diskussionen zu Dank verpflichtet. Prof.

H. F l o r ia n , dem Leiter des Rechenzentrums Graz, und Dr. K. H ellmich  danke ich 
besonders für die Durchführung zahlreicher numerischer Rechnungen.

(Eingegangen am 5. August 1966.)
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ON DECOMPOSITION OF GRAPHS
By

P. ERDŐS, member of the Academy and A. HAJNAL (Budapest)

§ 1. Introduction. Notations

We are going to use the notations introduced in our paper [1]*, § 2. A graph 
3  is an ordered pair (g, G) where the elements of the sets g and G are the vertices 
and the edges of 3  respectively. We assume that the reader is familiar to the usual 
terminilogy of graph-theory. The aim of this paper is to consider two kinds of 
decompositions of graphs called vertex- and edge-decompositions respectively.

D efinition  1.1. Let 3= {g,G ) be a graph and let 3£= (g£, G>), c be a 
sequence of type f of graphs.

The sequence 3£, £ <  t is said to be a vertex decomposition of -3 if the g£ are 
disjoint, U St = S and <&, is the subgraph 3(g£) of 3  spanned by g£ in 3.

i<C
The sequence 3£, £, is said to be an edge-decomposition of 3  if g$=g for 

every the G> are disjoint and U G( = G.
í<í.

The cardinal number [f| will be said the type o f the decomposition, and the 
graphs 3£ will be called the members o f the decomposition in both cases.

We mention that the expression decomposition is usually used for the edge 
decompositions, in some cases vertex decompositions are called colourings.

Our problems will be of the following type. Let 3  be a graph and Ф a property 
of the graph usually expressing that 3  is “small” in a certain sense. Let further Ф' 
be a stronger property usually expressing that the graph having property Ф' is 
even “smaller”. We investigate the problem if then 3  necessarily has vertex- or 
-edge-decompositions of relatively small types where the members of the decompo
sition all have property Ф'.

We will investigate these problems in details, when Ф and Ф' are properties 
expressing that 3  does not contain complete а-graphs. We also have results when 
the properties in question are that 3  does not contain rectangles or is a tree. We are 
going to discuss the different problems in different sections and we give a short 
summary of the results there. We have very little information on edge-decomposition 
problems. We discuss some obviously not final results for them since we think 
that some of the open problems are fundamental. Though we have been motivated 
mostly by infinite graphs when starting this paper almost all the problems are relevant 
for finite graphs, and there remain some interesting unsolved problems for finite 
graphs too.

* These are mostly the usual notations o f set theory. We mention that ordinals are introduced 
so that every ordinal is the set of smaller ordinals. In some parts o f the paper we consider finite 
problems and we use negative integers as well. In these parts we naturally do not assume that an 
integer is the set of smaller integers.
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§ 2. The decomposition problems for graphs characterized by complete subgraphs.
Further notations and definitions. Preliminaries

D efinition  2. 1. Let ß(&) denote the least cardinal number for which the 
graph (S does not contain a complete Д-graph \ß\.

We have obviously /?(^)&2 if g^O  and ß(lßl) = ß +- ß{eS)= 2  itf g^O  and 
has no edges. These graphs will be called independent graphs.

We remind the reader that by [1] 2. 1 denotes the cardinal jg|.
We are going to consider the following problems involving four cardinals 

a, ß, у, ö. Is it true that every graph with = at, ß(?/) S  ß has a vertex-de- 
composition or an edge-decomposition of type у such that ßß&tßsö
holds for all members 3?,, £ < у  respectively?

To have a brief notation we introduce the symbols

[« ,ß ]^ h , ő], (a,ß )-+ (y,8 ).

D efinition  2.2. [a, ß]-»[y, <5], (a, ß) -*-(y, 8) denote that the answer to the 
above problem is yes in case of vertex-decomposition or edge-decomposition res
pectively. As usual [a, /?]-к[у, <5], (a, ß)-\+(y, 8 ) denote the negations of the respective 
statements.

Both symbols are obviously decreasing in the cardinals standing on the left 
and increasing in the cardinals standing on the right.

We always assume ß, 8  £2 .
The following statements are trivial.
2. 3 a) For every a, ß

[a,j3]-[l,<5] and (a ,/0 - ( l , á )
i f f  ö̂ ß.

b) For every oc, ß [a, ß]-*[a, 2] and if аёй), then (a, /?)— (a, 3).
Hence the relavant cases are only a > y i 2 ,  8 <ß. Note that [a, ß] — [у, 2] 

means that each graph with х(У) =a, ß (^ )S ß  has chromatic number at most y, 
hence in case of vertex-decompositions the case 8= 2  is very important. On the 
other hand, we trivially have (a, /i)-к(у, 2) if а> 1 , ß ^ 2  and у is arbitrary. Hence 
for edge-decompositions the simplest relevant case is 8  S3.

There is an obvious connection between the decomposition problems and the 
Ramsey problems treated in the partition symbol а-*-(/^)' defined in [2] and rather 
completely discussed in [3].

Using our present terminology we redefine the special cases r =  l, 2 of the 
symbol. The rather trivial case r =  1 is connected with vertex-decompositions, the 
case r = 2 is connected with edge-decompositions.

D e f i n i t i o n  2.4. The symbols a  —  ( / L ) '  ( r= l ,2 )  denote that the following 
statements are true.

The complete а-graph [a] has no vertex-decomposition or edge-decomposition 
£< y  of type у satisfying ßßg/ßsß^ for i  <  у for r = 1 or r = 2  respectively.
a-+-(/h)' denotes the negation of the respective statements.
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If all the /?4 are equal to ß we use the notation я ->- (ß)r, . I f  — У and 
[l£ equal to ßj we use the notation j<i

« -(V o  )n ,. . . ,(ß i- i)n_Ü 
or

<X-~((ßo)y0’ (ßi-l)y,-,)r-
In case some у,- is 1 we omit it. As a corollary of the results of {2] (see Theorem 

39) corresponding to every sequence for every r (r =  l, 2) and for every
у there is an я for which <x-+(ß̂ )' holds.

Let y, r) denote the least я of this kind. This function is said to be the 
generalized Ramsey function. We will use for it the same obvious abbreviations 
as for the corresponding symbols.

As an immediate consequence of the definitions we have
2. 5. Assume я</?, y, 5 ^ 2 .  Then

[a, ß] — [у, 5] and (a, ß) -  (у, S)
hold iff жя(<5, y, r) for r = l  and r — 2 respectively.

The if part holds for every ß in both cases.
2. 5 shows that we get new problems only in case я =?/f.
As an easy consequence of theorems of [2] and [3] we have
2.6. A) a — (/?)’ holds iff /?<я and у < я  or ß — a and y< cf (a) provided /?=»1, 

яёй).
В) 2"'-+-(3)а for every a.
As a corollary of 2. 5 and 2. 6 we obtain
2.7. [я, ß] — [cf (a), a]

(2’, /9 - ( y ,  3)
hold for every ß and for every infinite a.

Hence in case of edge-decompositions we have a best possible positive result 
if a S 2T.

The following lemma establishes a connection between the two types of decom
positions.

Lemma 1. Let У be a graph which has a vertex-decomposition £ <  у o f type 
у satisfying ß (Tf) = S for every £ <y. Assume further that y-+-(<5)j?< holds for some y'. 
Then У has an edge-decomposition У'п, rj<y' + 1 of type y' + l, such that ß (Í#') = <5 

for every tj -= y' + 1.
Proof. By the assumption the complete у-graph [y] with the set of vertices у 

has an edge decomposition @ ",ri< f satisfying ßff,,) = ö. For an arbitrary xf_g 
let £(x) be the unique ordinal £ for which x£gg.

We define the edge-decomposition (S'n, r] <  y' +1 of ^  as follows. Let {x, y} £ G 
be arbitrary

if £(x)^Z(y), {x,y}eG'tl iff {£(*), Z(y)}eG" for some y',
if dx)=£(y), {x,y}eG'r .

, ri <  y' +  1 is obviously an edge-decomposition of type у' + 1 of (d. It is 
obvious that ß(<&".)^S because of ß(&() ^ ö  for £<y. On the other hand ß(^'n) ^ ö  
since ßfd") =  S for tj < y'.

Corollary 1. Assume [я, /?] — [у, <5], у S 2 1’’, <5^3. Then (я, ß)-*(y' + 1, ő).
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P r o o f . By Lemma 1 and by 2. 6 . В).
2. 8 . Assume that [a, jS]4*-[y, 5] holds for every у< я , a Sen. Then there is а 

graph У, with я,(^) =  я, Д(^) =  ß such that no vertex-decomposition 9{, £ <  у of type 
у <  я of ^  satisfies /i(^) s  <5 for every £ <  y.

P r o o f . For every у < я  let ^ y be a graph satisfying the requirements of [я , /?]-(► 
4*[y, <5]. We may assume that the sequence gy, у < «  is disjointed. Put (f/ =  (g, G) 
g = U gy, G =  U Gy. 0  obviously satisfies the requirements of 2. 8 .

y < a  y < a

§ 3 . T h e  v e r te x  d e c o m p o s it io n  p ro b le m  fo r  g r a p h s c h a r a c te r i z e d  b y  c o m p le te  s u b g r a p h s

As we have already mentioned [я,/?]-* [y, 2] means that if x(^) = я and 
ß(y) s  ß then <& has chromatic number ^  y. It was proved by P. E r d ő s  and R . R a d o  
that for every infinite я

[a, 3]-+*[y, 2] holds for every у < a
in other words by 2 . 8 this means that for every infinite я there exists a graph of 
power я not containing triangles and having chromatic number я (see [4]). Using 
a well-known compactness argument this also implies that for every finite у there 
exists an яу< м  for which [яу, 3]-t*[y, 2] holds.

This result was obtained by several other people (for references see [1]) and 
a very good estimation for я у is given by E r d ő s  [5].

We are going to prove the following generalizations of this theorem.
T h e o r e m  1. For every infinite cardinal я  and for every integer < 5 ^2  

[я , <5 +  l]-F-[y, <5] holds for every у < я .

T h e o r e m  2. For every infinite cardinals я, ő [a.5, <5+] +-[y, <5] holds for every у <  a. 
As a corollary we obtain
T h e o r e m  3. Assume G. C. FI. (generalized continuum hypothesis). Let я  be 

infinite, я & /1, я =-y, /1 x 5 ^ 2  then [я, ß] 4*-[y, fi].
In view of the preliminaries collected in § 2 this is a best possible negative 

result which settles all the problems concerning the vertex-decomposition symbol. 
From Theorem 3 and 2. 8 we obtain

C o r o l l a r y  2. Assume G. С. H., я ь ш 1 а а ^ ,^ > й & 2 . Then there exists 
a graph У with ifd )  =  я, ß((d) = ß such that for every у < я and for every vertex- 
decomposition £< y  of type у of У we have for some £<<5.

In case я is a limit cardinal Corollary 2 is a slightly stronger statement than 
Theorem 3.

We postpone the proofs of Theorems 1 and 2. First we prove Theorem 3 using 
these theorems.

P r o o f  o f  T h e o r e m  3. Considering that ß x 5  by the monotonicity of our 
symbol it is sufficient to prove that

[я , 5 4 - H y ,  <5]
holds for я £<5+, я>у.
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If a is regular, then as = a by G. С. H. and the statement follows from Theorems 1 
and 2 for finite and infinite a respectively. If a is singular thenoo<5+, hence there is 
a regular a' satisfying max (y, d+) S a '< a .  [a', <5+]Ч у , <5] holds for this a', hence 
by the monotonicity we have [a, <5+] 4 y ,  <5]. Note that the special case а = ш of 
Theorem 3 implies

Corollary 3. For every finite у and <5, y s  2, S S 2  there is an < to such that

K .i ,  <5+] Ч у, <5].

This has been proved previously by P. Erdős and A. Rogers in [6], where a 
good estimation for ay ä is given. We return to the discussion of this result in § 4, 
where we consider further refinements of the vertex-decomposition problem.

For the proof of Theorems 1, 2 we need some definitions and lemmas.
D efinition 3. 1. Let a, <5>0. We define the usual lexicographical ordering 

of the set 6a as follows. Let f 'A h £ sy.,f-gâ h  iff <  h, for the least £ for which

We denote typ га(«<а>а) briefly by typ sa* In case <5 = 0 we put typ ‘A = 1.
Lemma 2. Assume 5 is finite, <5 S  1, a Sen, a is regular. Then -<a i is a well 

ordering of öa.
(A) Let -<Ifi be briefly denoted by -<. Assume gC^a, typ _£?■(-<) = typ sx. 

Let further g = [J for some cardinal у < a. Then there is a £ <  у such that
i<y

typ^(-< ) = typáa.
(B) Let g £  scc, typ g(-<)=  typ5 a. For an arbitrary let ö |= { /€ g (T áa:

/о = £}. Then the set
{^<a: typ а^(-<) = typ a~la.}

has power a.
Lemma 2 is well-known and we omit the proof.
We need
Lemma 3. Let lS<5<co, 1=/, aScn, a regular. Assume g 4 « ,  l y p  g(4,<0 ~  

=  typ soc. Let ak = (i(k), j(k)), k ^ F ö  be an enumeration o f all the pairs (/, j) , i <  /, j  <  <5 
such that
( 0  ak= (i,j), ak.= (i',j ') , j ^ f  implies к < k ' for every i , i '< l .

Then there exists an increasing sequence £,k, k< F ő o f ordinals < я and a sequence 
/*, i< /  о / elements o f g such that

f j  = £k if {Uj)=ak.
Proof. For every &</•<5 consider the sequence (i(k), j )  = ak(Jk), j  =j(k). 

Then к (j, k ) ,jS j(k )  is an increasing sequence of integers -sflk, k(j(k), k) = k.
We define the sequence £k, к ■</•<) of ordinals less than a by induction on к

* Note that in case S  is finite °<x equals to the ordinary ordinal power a.6, a  notation we can 
not use since we denoted by a.6 the ordinal power and if а ё в  this equals to a  and not to typ f‘a .
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as follows. Assume that for some &</•<5 £k, is defined for every k' < k  in such a 
way that for the set

Ak. = {fe*ar\g : / ,  = £,кил.) for j^ j(k ')}
(2) typ A '(“<a,á)=typ <W№')- ‘a

holds. Put k ( j ( k )  — 1, k )  = k '  if j ( k ) > 0. In case j ( ! c )  =  0 puty‘(&') =  — 1 , A k. — g .  
Then k ( j ,  k ) = k { j ,  k ' )  for j s j ( k )  -  1 = j ( k ' ) .

The set Ak. has a natural isomorphism on a subset Bk, with respect
to the orderings and

It follows from Lemma 2/B that there are a £ for which 

typ { Л 4 : / о  =  ̂ }
Put £ = £k for the least of this type satisfying £,>E,k_k. Then

Л  =  { / £ П g : /,• =  £*(m ) for j ^ j ( k ) }  =

=  { f f J a C \g : f j  =  í k(j,k) =  £,k(jX) f o r  j = K k) ~  1 a n d  / * 0 -,* > = / *  =  £ * } .
Hence typ At( ^ ct á) =  ty p á~-'^')-2a =  ̂ ypá-j(t)-ia. Thus the increasing sequence 
£k, k<-l, S of ordinals is defined and satisfies (2) for every k< l-ö. For every /< /  
there is a к < l - ö  such that a k = ( i ,  <5 — 1).

By (1) typ A(-<M)= ty p 0a = l.
Let f ‘ be the unique element of Ak. Then by (1) f j  =  £k(jtk) for j s j ( k )  = d — 1. 

This means that £k and f ‘ satisfy the requirements of Lemma 3.
Proof of Theorem 1. By monotonicity we may assume that a =  y+ and so 

a is regular. We are going to define a graph -S =  (g, G). g will be a subset of a+1a.
(1) Put g = { / 6 *+Ia : /o < . . .< /a}.
Let / ,  h e g ,f^ h .
(2) Put { f  h}£G  if there exists a j, 2 S yS d  such that f j - k </г0 .
We prove that the graph У defined by (1) and (2) satisfies the requirements.

It is obvious that a(^) =  a.
First we prove

(3) l i  +  i i p .

Let f° ,  be S +1  dilferent elements of We have to prove that there are 
two f l not connected in (S. We may choose the notation so that f° = fo  for is ö .  
Assume that f °  is adjacent to each f ‘ for 1 S i ^ ö .  Then by (1) and (2) for every 
i, 1 S  i S  d there is a yj-, 1 S y jS ö such that

(4) /,?-i </o </jJ <//■
It follows that there are i A- Г, 1 =  i ,  i '  = <5 satisfying (4) with j t =  j v . It follows 

that f i  < / / ' and ß  •=//, hence by (1) < / /  for 1 <5 and /<j" < / /  for 1 ^ j ^ ő .
Hence by (2) { /* ,/ '} $  G. This proves (3).

Now we prove
(5) Let be a vertex-decomposition of type у of У. Then ß (^ )= ö +  1

for some i.e. for some
Let -<a>á+i be briefly denoted by -<.
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It is well known that for the set g defined in (1) we have typ g (-<) =  typ s+1a. 
It follows from Lemma 2/A that there is a £ <  у that

typ ^(-< ) =  typ 5+1a.
Hence by the definition of the vertex-decomposition it is sufficient to prove

(6) If g ' ^ g ,  t y p g ' « )  = t yp6+1a then ^ ( g ') ü [<51-
To prove (6) we have to define a sequence f° ,  of elements of g' so that

every pair of them is connected in 2k Considering (1) and (2) it is sufficient to define 
t h e / ‘-s for i~<0 so that /* £g' and the ordinal numbers f j ,  /<<5,у<<5 +  1 satisfy 
the following conditions
(7) /о < • • • < / /  for i <<5.
(8) For every z</'<<5 f j - t<fo 1 < //'•

Let ak = (i(k), j(k)), к  <  <5 • (<5 +1) be the following enumeration of the pairs 
(i,j), í<á,/<<5 + 1. If ak =  (i, j), ak, =  (Г, j ')  then к <  к' iff either z +y <  V +  j ’ 
or i+ j= i' +  /  and г< г'. It is easy to see that

(9) any of the following conditions a)—d) imply k < k '
a) i —i' and j  < j '
b) i < i' and j —i '—i,j ' = 0
c) i d '  and j = i '— i+  l , j '=  1
d) i =-i' and j = 0 , j '  = i — z" +  1.

It follows from Lemma 3 that there is an increasing sequence £k, к <ő-(ő + 1) 
of ordinals and a sequence / ‘, z<<5 of elements ofg' satisfying f j  = £k for ak =  (i, ./), 
к < <5-<5 + 1. Considering that the enumeration ak satisfies (9) the ordinal numbers 
f j  satisfy (7) and (8). This proves (6). By (3) and (5) satisfies the requirements 
of Theorem 1.*

For the proof of Theorem 2 we need further preliminaries.
Lemma 4. Let 6 =  w. Let ö denote the converse of the lexicografical ordering 

-<5,^ defined in 3. I. Let g С and assume that g is well-ordered by Then \g\=ö.
Proof in outline: If this is not true, then there exists a g ^ da such that

ty p g O M) =  <5+-
It is easy to see by induction on £<<5, that for every £<<5 there is an f l- € irJ. 

such that the set
At = { f e g : f \ ^ ß }

has power ^<5. Then f n—f^ \r \ for every r\ <  £, <  <5. The set g — (J has power <5+,
because |g| =  <5+ but for each element /  of it /(£ = /'=  for every £, <  <5. This is a con
tradiction.

Definition 3. 2. Let A be a set ordered by the relation -<. We say that -< is a 
<5-well ordering of A if every subset BQ A  well-ordered by the converse ordering 
>• has power <<5. co-well-ordered sets are the ordinary well-ordered sets. Our 
previous lemma states that 6oc is <5+-well-ordered by -<í á for every infinite <5.

The next lemma contains the essential idea of the proof of Theorem 2.

* The proof o f Theorem 1 makes use of an idea of E. S p e c k e r  [7] used for the proof of typ3 to +  
+• (typ3 to, 3)2. The same idea is used in [4].
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Lemma 5. Let a, ÖSco. Then sa is not the union o f less than a sets d-well-ordered
by < x,6 -

Proof. Let g?, £< у  be a disjointed sequence of subsets of sa, <5-well-ordered 
by -<xs- We have to prove that

{<y
First we prove
(1) Let g Я= da be d-well-ordered by «<а(5. Then for every fd g  there is an rj<ő 

such that for every h £g h\ t] =g\rj implies that /iff) f f f ) .
In fact if such an rj does not exist then for every t] < S there is an If (I g such 

that hn\t]= f\tj and lf(g) >/(>?). But then I f 'g -^ ff ' for every >/ and {lf}n<d
is a subset of g of power <5 well-ordered by >~aiS, a contradiction.

It follows immediately from (1) that the following assertion holds.
(2) Let g f sa be (5-well-ordered by -<M . For every fd g  let t](f) be an ordinal 

<<5 satisfying (1). Let f ,  hdg  be such that rj ( / )  = 4  (h) = ц and / ( rj = h\ij. Then 
f(r\)=h(t]).

(3) Put g=  U gi . For every fd g  put £ ( / )  = ^ for the unique £, for which
i<y

I f  g-. and let n (f)  be an ordinal <<5 satisfying (1) with gHn instead of g.
(4) Put an = {fdg: „ ( /)  =  „} for r,X&. We have

(5) g = U an.t]<d
We define a function / £ йа —g by defining f n, <<5 by transfinite induction 

on t] as follows. Suppose that for some q <  ő f t. is defined for every f  <  q, hence 
f \ t ]  is defined. It follows from (2) and (4) that for each £ < y  there is an ordinal 
nürnbergi,?/) such that for every h d g ^ a n h \ rj = f\ rj implies h(t]) = q Con
sidering that there is an ordinal number f n < a  such that f n ^  o ( f  ц) for every 
£<у. This defines the function /  and it is obvious that f d sa.. Assume fd g . Then 
by (3) fdg^ for £ = £(/)■ Let >i(f) = r\. Considering that f t r j= f \  /?,/„ = e(£, rj) a 
contradiction, since fdg$C\an. This proves Lemma 5.

P roof of T heorem  2. We define a graph =  (g, G). Let g = sa. Then a(^) = as. 
Let /  be a one-to-one mapping of a.0 onto g. Let { fe, f a} q  < a be arbitrary. 
Put {/е, / Л е с  iff f Q>a,5f a.*

First we prove a lemma.
(1) Let a ^ s<x and let /I Sco be arbitrary. Then \ß\Q^(a) iff a is not ß-well- 

ordered by -< K i ,5.
The only if part is trivial from the definition of dS. Assume a is not /?-well-ordered 

by -< к. a • Then by 3. 2 it contains a subset b ^  a such that \b | =  ß and typ b (V ä) =  ß, 
i.e. b is well-ordered by . It is well known that then b contains a subset effb , 
\c\ = ß such that for each f Q, f adc iff

For the convenience of the reader we mention that this can be easily proved 
using a theorem of [3] which in terms of the partition symbol defined in 2. 4 states

* The idea o f  graph definitions o f  this type goes back to S i e r p i n s k i . We call it a Sierpinskisation 
o f  the complete graph.
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that ß-»(ß, со) 2 holds for every ß^co. The proof is simply a Sierpinskisation of the 
complete graph with set of vertices b, using the two different well-orderings.

It is obvious that the complete graph with vertices c is a subgraph of S. This 
proves (1).

By lemma 4 and (1) we have [5+\% S, hence ß(S) = ö + . On the other hand if 
and , £ < y  is a vertex-decomposition of type у of S  then by Lemma 5, 

there is a £<у such that is not d-wcll-ordered. Then, by (1) \6 \^ S (g ^ ,  hence 
/?(^)ёс>+. This proves the theorem.

We wish to discuss two possible strengthenings of the theorems of this section. 
It is possible that under the conditions of Theorem 3 there always exists a graph S, 
with a(S) = a, ß(S)= ß  such that for every vertex-decomposition 'S ,̂ у of type 
у of S  we have ß ('S^ = ß for some £ <  y. As a corollary of Theorem 3 this is trivial 
if ß is not a limit cardinal, and it is easy to see that if ß is a limit cardinal then a 
further condition ß< a  or y< cf(a) is necessary. In case ß = co we can prove the 
following

T h e o r e m  4. Let я be regular. Then there exists a graph S  with a('S) =  a, 
ß(S) = co such that, for every y < a  and for every vertex-decomposition S%, £ <  у 
o f it, ß ( S i )  = co for some £<y.

We postpone the proof.
We do not know whether this result can be generalized for limit cardinals 

ß x o .  The simplest unsolved problem is
P r o b l e m  1. Assume G.C.H. Does there exist a graph 'S with я (S) = coco+1, 

ß(S) = сою such that for every vertex-decomposition ^ ^  <  сош of type oim of 'S, 
ß(Si) = Q) l0 holds for some

The second generalization of Theorem 3 would be that under the conditions 
cf Theorem 3 and the additional condition я >/? or cf (я) >y the following assertion 
is true. There exists a graph 'S with ai'S) = я, ß(S) — ß such that for every vertex- 
decomposition 'Sr, с < у of type y, there is a £ < y  for which Sr contains a sub
graph isomorphic to 'S.

We did not investigate this problem very closely, but we mention that e.g. 
the graph constructed for the proof of Theorem 1 has this stronger property in 
case я is regular.

Now we give the
P r o o f  o f  T h e o r e m  4. Let g = 2я. Assumef ,  h eg and/(0) ^  h(0). Put {/, h) <E G 

ifif/(0 ) < g (0) and/(1) >y(l). Obviously oi('S) =  я.
We prove

(1) ß(S) = co.

It is obvious that ß ( S ) ^ i  for every i<.a>. If /?(^)xuthen  [wj <^S, i.e. £S2[g ']^S  
for some g '^ g , \g'\=a>. We may choose the notations so that g' =  {/'},<„ where 
f ‘^ f J and /'(0) S / J(0) for every г < /  <  co. Then by the definition of S  /'(0) < / -'(O) 
a n d /‘(1 )> /J(1) for every /</<<«. This is a contradiction, hence (1) is proved.

Let now S/c, £< y  be an arbitrary vertex-decomposition of type у < я  of 'S. 
Then by Lemma 2/A there is a £ <  у such that

t y p ^ « , 2) = typ 2a-
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It follows from Lemma 3 that for every / < to there exists a sequence { /J}J<i of 
elements of gs satisfying the conditions

/Ч Р ) ^  ••• < / <- 1(0) < / , - 1( i ) < ... < /° ( i) .
Hence by the definition of & ÍH for every i  < tu, hence ß ( ^ )  = co. This proves 
Theorem 4.

§ 4. Further refinements of the vertex-decomposition problem

As a corollary of a theorem of [6] which also follows from our Theorem 2 we 
know that for every integer ß, y s 2  there exists a finite graph with ßfS) = ß+  l 
such that in every vertex-decomposition of type у of ^  there is a member
^  with ß (Щ) = /i + 1. L. Lovász pointed out to us that possibly this theorem can be 
improved so that one can find such a graph У which satisfies even further conditions 
expressing that (S does not contain “greater” graphs, other than the complete ß- 
graph [ß\. He gave in the special case ß = 3, у = 2 a tricky construction of a graph 
& which does not contain a quadrilateral with a diagonal (hence does not contain 
a [4]-graph) but has no vertex-decomposition of type two where the members do 
not contain triangles.

It turned out that using the methods of our paper [1] one can easily prove a 
very general result in this direction. This will be given in Theorem 5. An interesting 
feature of this theorem is that unlike the previous results it does not generalize 
for infinite graphs. In Theorem 6  we prove that if a graph (S  with ß(f) = ß + l,
2 s / l< w  does not contain a subgraph of ß + 1-vertices and — 1 edges
(i.e. a complete ß + 1-graph minus one edge) then it has a vertex-decomposition 

of type <о such that ß (&s) s  ß for every
Before stating the theorems, for the convenience of the reader we recall some 

definitions given in [1].
D efinition  4. 1. A pair Ж = (h, H ) is said to be a set-system if U HQh. 

Ж  is said to be uniform if \A\ = \B\ for every pair A, B f  H. If Ж is uniform then 
the cardinal of the elements of Я  will be denoted by x(H). A graph ^  is a uniform 
set-system with *(//) =  2. The chromatic number o f a set-system Ж denoted by 
Chr (Ж ) is the least cardinal у for which there is a decomposition /;,, £< y  of type 
у of h such that no hi contains an element of Я  as a subset.

Let s be an integer, and let Ж  be a uniform set-system with х(Ж) = к, 2 S  к  <  со. 
Ж  is said to be s-circuitless if for every 1 S  i S r, Я ' \H'\ — t we have | U H '\ё  
S 1 +  {k — 1)/. A graph ^  as a set system is r-circuitless iff it does not contain cir
cuits of length S r.

We need the following
D efinition  4. 2. Let ^  be a graph with ß(&) = ß + 1, 2 S  ß < w. Let denote 

the set system (g, ^ipi) where

Gm = {g'Eg: \g'\=ß and y 2 [g']QG}

i.e. the system of complete ^-subgraphs of Let r be an integer. The graph ^  is 
said to be ß, s circuitless if is r-circuitless.
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We need the following
Lemma 6 . Let 2 S  ß <  со. Let Ж  =  (h, H) be a uniform s-circuitless set system 

with r.{H) = ß, s >  ß. Let be the graph , Сж) defined by the following stipu
lations:

g x  = h ,  Gx  = U ST2 [A\
AiH

Then Ужщ = Ж, ß(y#) = ß +  1 und 1$ ß, s-circuitless.
Proof. Let g'^=h, |g'|, 2 s t s ß +  1. We prove by induction on t that b̂2 [g']Q 

QGj? implies that there is an А £Ж  for which g' £  A. For t = 2 this is trivial by 
the assumption. Assume 2 < t^ ß  +1 and that the statement is true for t — 1. Let 
S' Ш h, \g' I = t, 6^2 [s'] = G #. Assume that g'f=A for any А£Ж. The by the induction 
hypothesis there is an H' = {A0, ..., At_t }QH, |H'\ = t so that the Ar s contain 
the different subsets of / — 1 elements of the set g'. Then

\U H '\s t  + t ( ß - t  + \) = t ( ß - t  + 2 ) t£ t- (ß - l)
since 3.

Considering that Ж  is .s-circuitless for s ̂ ß +1 this is a contradiction, hence 
g '^ A  for some A dH. In case ß + 1 = t this is impossible, hence \fi + 1] $ Уж- 
In case t = ß the statement just proved implies that Ужт = Ж. Hence by the assump
tion and by definition 4. 2 Уж is ß, s’-circuitless.

Theorem 5. Let ß, y,s be integers, ß, у ̂ 2 .  There is a finite graph У with 
ß(fii) = ß + \ such that У is ß, s-circuitleSs and every vertex-decomposition У ,̂ 
of type у o f У contains a member У̂  with ß (fiifi = ß + l .

Proof. By Corollary 13. 4 of fl] there exists a uniform set-system Ж = (Ь, H ) 
with x(H) = ß, C h r(Jf)S y  + l which is s' circuitless for s' = max (s', ß +1). Then 
by Lemma 6 the graph Уж satisfies ß ifi ж) = ß + l and is ß, s-circuitless.

Let У ,̂ be an arbitrary vertex-decomposition of type у of Уж- Then 
, £ < у is a decomposition of h . Considering Chr (Ж)шу +  1 there is an A dH  

and a £ <  у such that A £ g* but then by the definition of Уж ST2  [A] C Уж(р£), hence 
[/?]€% ß(9f i=ß + l.

Note that the proof of Theorem 13. 4 of [1] makes use of the so called proba
bilistic method.*

Theorem 6 . Let У be a graph with ß (У) = ß + 1, 2 ё  /1 <  m. Assume that У 
does not contain a subgraph y '= (g ',G ')  such that \g '\= ß+ l, G'=£T2 [g'] —{x} 
for some x£Sf2[g']. Then there is a vertex-decomposition У̂ , o f type to o f У
such that

ß (Уfi Ш ß for every S, <  <x>.

Proof. Let Ущ ={g, Gm) be the uniform set-system defined in 4.2. Then it 
satisfies the requirements of Theorem 12. 1 of [1] with ß = co and therefore has

* After having prepared this manuscript the authors learned that L. L ovász obtained a 
constructive proof of Theorem 13. 4 o f [1] and so a proof of Theorem 5. We will point out that 
this gives a constructive proof of the theorem of P. Erdős [5] concerning the existence of graphs 
containing no short circuits and having large chromatic number. His proof is to appear in the next 
volume o f Acta Math. Acad. Sei. Hung.
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chromatic number S o .  This means that there is a decomposition g(, £ of type 
со of g such that A%gi for any A £Gm . Considering the definition 4. 2 of G\ß\ this 
means that 9f = &(g$ satisfies the requirements of the theorem.

We mention that Theorem 6  is trivial for ß = 2 even with 2 instead of со. This 
is no longer true for ß>2. The reason for this is that a ß, 2-circuitless graph satis
fies the conditions of Theorem 6  for ß s 3  but not for ß =  2 since each graph is 
2 , 2 -circuitless.

It is known that there are 2, 3-circuitless graphs of arbitrarily high chromatic 
numbers but by 5. 6 of [1] a 2, 4-circuitless graph has chromatic number Шсо.

§ 5. The edge-decomposition symbol

In view of the preliminaries collected in § 2 a best possible negative result 
similar to Theorem 3 would be that under the conditions
(1) a.>2\ a^co-ß, ß > ö ^ 3 , y S 2, (ос, ß)+(y, S)
hold. In fact the condition o o 2 v is necessary by 2. 7, the case a < ß is covered 
by 2. 5, by the discussion of the Ramsey function while the other conditions except 
a exclude trivial and irrelevant cases. The case a <a> will be discussed separately.

We do not know any theorem which would disprove (1), but we have only 
partial results. The only genuine result relevant to the problem we have is the following

T heorem  7. Let oc =  (2(2V)+)+, y^co. Then (a, a>)4 *(y, 3) holds for every 3 <  ox

C orollary  4. Assume G.C.H. Then (юв+4, a>)-4*(coe , 3) holds for every q 
and for every 6  <  со.

The simplest unsolved problem is
Problem  2. Assume G .C .H . Is (coh со) -»(со, 3) true for i= 2 or / =  3 and 

for some <5<co?
The only other information we have is a further corollary of the results con

cerning the partition symbol 2. 4.
Theorem 8. A) Let a =  (2T)+, y S o , Then

(a, a)-K(y, y+).

B) Assume G.C.H, ocSco then (a+, a+)-4*0> °0 f or y<cf(a).
Corollary 5. Assume G.C.H. Then

(“ {-i-i. "«) for y<cf(a>,*).

All other instances of (1) remain unsolved. We will point out only one special case 
which seems intrigueing.

P roblem  3. Does (a, co^-^iy, со) hold for any pair a> 2y, y^col
Proof of Theorem 7. The graph we construct will be a subgraph of the graph 

constructed for the proof of Theorem 4. Put ß = (2y)+ (then а = (2р)+) and g = 
= { /€ 2a:/o</?}- Assume f  h £ g ,f0 ^ g 0.
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(1) Put {/, //}£(/ if f /0 < g 0 and Then as in the proof of Theorem 4
we have

a(^) =  a, ß(&) = со.
Let be an arbitrary edge-decomposition of type у of We prove

(2) There is а such that ß(^i) = co.
This is a slightly stronger statement than that of Theorem 7. (To prove the 

theorem it would be sufficient to show that for every <5 < w there is a c depending 
on ö such that /? (^ )x5 .) Let v< /i< a . We define an edge-decomposition ^ (v , /i), 
£ <  у of type у of the complete graph with set of vertices ß as follows.

(3) Let ц <  £ -c ß be arbitrary. Let /,  h be the elements of g satisfying

fo =th fi= H , h0 =C, hi = \.
Then by (1) {/, h}£G, hence { f l i } ^ G i for some

Put [r], Q dG fv , ц) for this <J. By Theorem 4 of [2] we have (2V)+ 
for every y^co. This means that by 2.4 corresponding to every v <  p < a there 
exists a £(v, p) <  у and a set B(v, n)ßßß such that

(4) [В(У, P)J E  (v, p) 
and
(5 ) |B ( v , p ) |  =  y.*

(6) Let /1 be the set of those functions a with 9) (a) =2, for which a0 £ß, d£f?,[ß].
Considering that ((2y)+)y = (2y)+, we have

(7) \A\=ß.

We define an edge-decomposition aQ_A of type ß of the complete graph 
with set of vertices a as follows.

(8) Let v< p  < a . Then by (4) and (6) a0 =  d(v, ji), a1 = B( v, p) for some 
a£A. Put then {v, p}€^„0.

By (7) this edge-decomposition has type ß. Considering again Theorem 4 
of [2] it follows that there exists an a£A  and a subset CCa, such that

(9) |C |= j8+ and ^ 2 [C]QG°.
Put a0  = ̂ ,a i =B, D = { f£ g : f0£B and / ^ C } .  We have by (8) and (9) 

<Ü(v, = B(v, ц) - В  for every v< p , v, ц£С. If f  h eD ,f0 ^ h 0 and {/, /i}£G
then by (1) /о < h0, , /„ , h0 £ В, f t , £ C. Hence B(h1, f f )  = В, £(/?! , / J  =
hence by (4) {/0, h0 }dG fh l , f 1) and that means by (3)

{/, A} € Gelt follows that 
( 10)

Using (5) and (9) it follows that for every i<ct> there are sequences of ordinals 

/o° < . . .< / ( j_1 <  ß, f i  € Ö for j  <  i

a > /i°  > ••• > / i ~ \  / / € 5  for j  < I.

* The theorem gives а ß(v, /г) with ;ß(v, /г)! =  y+ but we choose ß(v, ц) as a set of power 
у for the sake of argument given for the proof of (7).
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Let f J, j< i  be the corresponding sequence of elements of g and let g' =
Then \g'\ = i, by (1) £̂ 2 [s '] = G, by the definition of D we have g' £ D, hence by (10) 
if2 [g'] . That means [i] Q for every i and thus /J(^») = a>. This proves (2).

R em ark s. The set D obtained in the proof is such that \B\ = y, \ C \ = ß + . 
Using the G.C.H. we obtain e.g. in the simplest case y=co that \B\=co, [C|=co3. 
If the hypothesis is assumed this can be improved so that \B\ =co1 since in the proof 
of (7) we can use that ((2a>)+)<n‘ =a>2 =  (2“)+.

We mention that even assuming the G.C.H. we cannot decide the following
Problem  4. Let IS' be the subgraph of *S defined in the proof of Theorem 7 

spanned by the set g' — { / 6 2oe: / 0 < (2m)+, / i  < (2“)+ }.
Does then S ' have an edge-decomposition £ <  со of type со with members 

/?(<%)«» for
To prove Theorem 8 we need
L emma 7. Let a, ß, ß', у, ő be cardinals such that

a) «+(/?, Л 2
b)

hold. Then (a, /0~+*-(y, <5).
P roof. By a) the complete graph with set of vertices a has’an edge decomposi

tion S°, S l of type 2 such that ß (S °)^ß , ß(Sl)S ß '.  The graph S° satisfies the 
requirements of our theorem. In fact if S^, £ is an arbitrary edge-decomposition 
of type у of S°, then S 1, Sr, у is an edge-decomposition of type у T 1 of the 
complete graph with the set of vertices a. Then by b) considering that ß iS 1) = ß’ 
there is a i s u c h  that ß(S£)  ><5.

Proof of T heorem  8 . By Theorem 7 of [2] and by Theorem 1 of [3] we have

(2 y)+— ((2 0 +, (y+)y),+ i for у S  <w, a +-E-(a+, a +) 2 for a S  со

and a+ -*(a)y if the G.C.H. holds and у < c f (a), a Sw. Hence the theorem follows 
from Lemma 7 in both cases.

N ote. If we assume G.C.H., then by the results of [3] a +-y*(co1, ß ' ) 2 holds 
iff ß' = a.+ and cf(a) =  co. On the other hand, a+ — (a + , (3)ш) 2 holds if cf(a) = co. 
Hence no information concerning Problem 3 can be obtained using the above 
method.

§ 6. The edge-decomposition symbol for finite graphs

Let now a, ß, у, 3 be finite, and assume a S /? x 5 s 3 .  It is obvious from the 
definition 2. 4 of the Ramsey function that if ß >  a((<5)y, y, 2) then (a, /?)-H-(y, d) 
holds.

It is not known whether (a, ß)--(y, ö) holds for any ß S  a((d)y, y, 2). Probably 
for every integer yS 2  and <5 S3 there is an ayi such that (a;,á, d +  1) -*(y, §) 
holds.
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The special case у = 2, 8  = 3 was suggested by the authors as a problem to 
several people. It is known that a((3)2, 2, 2) = 6  and in fact it was prowed by several 
people* that there is an a such that (a, 6)-w(3, 2) holds.

L .  P ó s a  p r o v e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  a  f o r  w h i c h

(a, 5)-K3, 2)
holds, but the problem whether (a, 4) — (3, 2) holds for every a, is still unsolved.

W e  o u t l i n e  P ó s a ’s  p r o o f .
By Corollary 3 there exists a graph (S' = (g', G') such that ß((d') = 4 and q’ 

has no vertex-decomposition T f, (d\ such that ß (%) S  3 for i <  2. Let g consist 
of g' and of one new vertex x, and let G = G' \J {x, y), i.e. the new vertex is con
nected to each of the old ones. yf g’

Then ß((d) = 5 and (d has no edge-decomposition (S0 » of type two with 
ß ( ( d ß - ^ 3  for / < 2  for if not, then put g \  =  { y £ g ' :  {x ,  y}6 C,} for z'-=2 .

Then ^'(£ъ) =  ̂ 1> hence &'(g '0), ’Sfg'i) is a vertex-decomposition
of (S' with ß(y'(gi))^  3 for /<  2, a contradiction.

§ 7. A special edge decomposition problem

We say that a graph ^  is a tree if it does not contain circuits. The problem 
arises what graphs have an edge-decomposition of type у where all the members 
are trees. In Theorem 9 we give a necessary and sufficient condition for y^co. 
N ash  W illiam s gave in [8] a necessary and sufficient condition in case у < со. The 
condition is that every finite subgraph of i elements has at most (i — !)• у edges. 
The necessity of this condition is obvious. Our Theorem 11 gives a more difficult 
necessary condition. It states that the union of у trees and even more general graphs 
have colouring number S 2 y.

In Theorem 10 we state a corollary of our previous results, that a graph not 
containing a quadrilateral has an edge-decomposition into со trees.

To state our theorems we need some concepts defined in [1].
D efinition  6. 1. Let У be a graph, and let К  be an ordering of g. For any 

arbitrary g '^ g , V(x,g') = {y: {x,y}£G  and y f g' }  t(x, g') = \V(x, g')\. For x i g  
g |< x  is the set {ydg’-y-Kx}.

The colouring number of (d is the least cardinal у for which g has a well-ordering 
«< such that t ( x , g| -<x) <  у for every x f g .  The colouring number of (d is denoted 
by Col ((d).

We prove
T heorem  9. Let у ё? ы. The graph (d has an edge-decomposition onto the union 

of у trees i f  and only i f  Col ((d) ̂  y+.
As a corollary of this and a result of 1 we prove
T heorem  10. A graph У not containing quadrilaterals has an edge-decomposition 

of type oo where all the members are trees.

*  G. L. Cherlin, R . L. G raham, Van Lint.
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We need the following
L emma 8. Let 8  be a graph and let 8 ^, S, <  у be an edge-decomposition o f type 

у o f У such that C o l(^ )S y + for every Then Col(@ )Sy + .
P roof. By the assumption for every £ <  у there is a well-ordering -<4 of g 

such that \V(x, g|-<?x)|^y . Put

f (x )  =  U Vix,g\<^x).
S<r

Then f{x) is a set mapping of order + . It is obvious that {x, y}£G, iff y£ f(x )  
or x€f(y). Hence the statement follows from Theorems 6 . 3 of [1].

Proof o f T heorem  9. Let ^  be a graph and assume that Col ( ^ )S y +. Let 
-< be a well-ordering of g such that

t(x, g I «<x) S  у for every x£g.

It is obvious that one can define the graphs on such a way that if y A z ,
and y, zd  F(x, g\~<x) then [y, x}, {z,x} belong to different 8 %-s. Hence 8  is the 
union of у trees.

On the other hand, assume now that 8 ^, £ < 7  is an edge-decomposition of 
type у of 8  where all the 8 ^-s are trees. Then Col (8 ß = 2 for every £ < y. Hence 
the statement follows from Lemma 8 .

P roof of T heorem  10. Let <8 be a graph not containing quadrilaterals (or more 
generally [г, aqj-complete even graphs) for some i < со. Then by Corollary 5.6 
of [1] Col (8 ) = со, hence the statement follows from Theorem 9.

Assume now y<®. Using an argument similar to the one used in the proof 
of Lemma 8 and using Theorem 6.5 of [1] it would be easy to obtain that if 8  has 
an edge-decomposition to у trees then it has colouring number S  2y + 1. However 
this is not a best possible result. We will prove the following stronger

T heorem 11. Let y<co. Assume that 8 . has an edge-decomposition 8 *, £ < y  
where the 8 ^-s are trees. Then

Col(S?)s=2y.

This is best possible since by a well-known result (see e.g. [9], p. 185) the complete 
2 y-graph [2 y\ has an edge-decomposition to у trees.

Theorem 11 can be proved with a similar argument to the one used for the 
proof of Theorem 9. 1 of [1] saying that for every 2Sß<a> a graph all whose finite 
subgraphs have colouring number ß has colouring number ё  2ß — 2. We mentioned 
in [1] that the same argument should be used to the proof of Theorem 6 . 5 of [1].

For the convenience of the reader we outline here the proof of a more general 
theorem, which implies theorems 9.1 and 6.5 of [1] and Theorem 11 as well.

T heorem  12. Let 8  be a graph and Q^eco, n(x) >0 for x  Cg. For an arbitrary 
A £&L(g) Put

i{A, 8 ) = 2\G(A)\ and q(A, 8 )=  2  <?(*)•
x£A

We briefly write v(T, 8 ) = v(/l), o(A, 8 ) = g(A).
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Assume that v(A)< q(A) for every A f t f fg ) ,  A A 0. Then g has a well ordering 
-< such that

T(*,g|-<jc)<e(*) for every x£g.
C o r o l l a r y  6 . Let У be a graph, 1 ё 7 <ш. Assume that every finite subgraph 

of /> 0  vertices has less than i-y edges. Then ■■§ has colouring number ^2y.
Corollary 6 follows from the case g(x) = 2y of Theorem 12 and obviously 

implies Theorem 11.
P r o o f  o f  T h e o r e m  12 (in outline). If C# is finite, the assumption implies that 

there is an x£ g  such that z(x,g)<g(x) since v(g)= 2  r(x’ s ) ^  2  в(х) = e(g)-
x i g  x i g

Hence the result follows by induction on afS).
Assume a(^)Sco. Let AQg. We shall briefly say that A is closed if for every 

B & J g ~ A )
(1) 2  r (x ,A ijB )  <  q(B).

x i B

The following assertions are evident:
(2) If A is not closed then there are A'€S%,(A), B ^SA^g^A ) such that

2  *(*, d 'U ß)ä q ( B ) .
x i B

(3) If for every A'£Sf,(A) there is an A"Q A  such that A 'Q A "  and A" is 
closed then A is closed.

(4) If is an increasing sequence of closed sets then (J A, is closed.
i<n

We prove
(5) If AQ g  then there is an A '^ g ,  A Q A ' such that A' is closed
a) \A' \ < ( 0  if |T |<w
b) \A'\ = \A\ if \A\^co.
First we prove (5) a).* Assume that the assertion fails for some finite A. We 

define by induction on i an increasing sequence At of finite subsets of g as follows. 
Put A0 = A. Assume /> 0  and that Aj is defined for every;< i such that Aj is finite. 
Then A g  [J Aj is finite, hence it is not closed by the indirect assumption. Let then

i<‘
Af be a finite subset of g ~  (J Aj such that

j<i

(6) 2 Ф . 1 1 ^ ) 5 е ( 4
x £ A i  j<i

Thus the sequence At is defined and (6) holds for every i<u). By the assumption 
*(Ad~=e(At), r(x, U Aj) A 0 holds for at least one x£A,. It follows by induction

j<i
on i that

v (  U  A j)  = 2 e(Ad + i fo r  * S  1.
j ' S i  J =  1

This is a contradiction since the right hand side is at least o( (J Aj) if i = g(A0).
j ^ i

* The proof is similar to the proof of Lemma 9. 4 o f [1].
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Thus (5) a) is proved. Let A' denote a set satisfying (5) a) for every A £ ^(a(g). 
To prove (5) b) let AQ g, (A)^co. Put A 0 = A, Ai+1= U B’,A '=  (J ^-.Then

B <i S r « , ( A d  i < t ú

obviously \A'\ =  \A\ and by (3) A' is closed. This proves (5) b).
Put а ( ^ ) = а ё и  and assume that the theorem is true for every graph with 

a(^') < a.
Using (5) it is easy to define by transfinite induction an increasing sequence 

A?, £ < a  of type a of subsets of g such that
(7) g=  [j A^, A$ is closed and |Л?|< а  for every £< a .

£<<*
Put B* = (J A for £< a , Bo = 0, Cf = Af — B*. By the assumption the empty

t<i
set is closed, hence by (4) Bs is closed for every £ <  a.

Put z1(x) = t(x, B^) for every х£С^, £<a.
Put =  ̂ (Q ) for £ < a. Then a (^ )  < a by (7) and т^л:) <  q(x) for every x 6 C? 

since 5^ is closed. Hence
q ( x , £) =  (?(x) — tx(x) > 0  for every C4.

We will apply the induction hypothesis for the graphs ^  and the functions 
q(x, £). Let В ^ Ш{С )̂. Put briefly

v4(ä) = v(5, s 4), ee(5) =  e(5, sFj) = 2 1 e(*. 0-
x £ B

Then v,«(5) =  2  т(л:> В). Hence
X Í B

v4(5) + Z  h W  =  2 1 *(*, BÖ BS) < 0 (5 ) =  2  e(x)
X Í B  X Í B  '  X Í B

since 5 , is closed and BQC^. Hence

v 4 ( 5 )  <  2  e W - f i W  =  6 { ( 5 ) -
x ( B

It follows that ^  satisfies the conditions of the theorem. It follows from the induction 
hypothesis that there is a well-ordering -<, of Ci such that t(x , C{| -<^x) <  q(x) — r t(x) 
for every x g Q . We define a well-ordering -< of g by the stipulation x-<y if x£C ( , 
y€Cq and either £ 0 7  or £ =  and х<§у.

By (7) -< is obviously a well-ordering of g and
r(x, g|-<x) =  Ti(x) +  T(x, Q |C ?x)

for every x ^ C i , £<a. Hence z(x, g| -<x) <  q(x) for every x£g.

(Received 14 September 1966)
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ON INVESTIGATIONS
IN THE COMPARATIVE PRIME NUMBER THEORY

By
I. KÁTAI (Budapest)

( P re se n te d  b y  P. Túrán)

1. Introduction. In the analytical number theory an important direction of 
the investigations is the omega-estimations of number-theoretical functions. The 
first, significant steg was the famous Landau’s theorem concerning the Dirichlet- 
series with positive coefficients (E. Landau  [1]). This theorem asserts that if the
Dirichlet-series F{s) = ^ - \  has nonnegative coefficients, further its convergence- 
abscissa is a, then a is a singular point of F(s). From this theorem easily follows 
that e.g. Tim M(x) • x~*+e >0. lim A/Yx)-x~^+e < 0 . M (x)= ^  ii(n). In other

n^x
words there exists a sequence 0  <  x[ <  x'[ < ...  <  x'„ <  x" < ... ,  x'„ -*■ such that
M(x'v) M(x") < - x"*~*. But the question concerning the density of the
values is not answered by this theorem.

Recently S. Knapowski and P. Turan  [1], [2], [3] elaborated a method which 
gives omega-estimations of many number theoretic functions, in more effective 
form. Their proofs were based on the very deep results of Prof. Túrán  in the theory 
of diophantine approximation. S. K napowski has dealt with similar questions 
in the papers [1], [2], [3], and W. Stas in [1], [2], [3].

In this paper we shall deal with similar questions. The author in [1] obtained 
some new effective results for number-theoretic functions without any conjectures. 
In the proofs of these theorems an idea of R odossky [1] is important. These results 
were published partially in author’s paper [4]. The aim of this paper is to obtain 
a more general theorem. Our earlier theorems will be direct consequences of this 
theorem.

Throughout this paper с ,су,с г , ... will denote explicitely calculable numerical 
constants not necessarily the same at every occurence. Further we use the notation 
e{(x) = ex.

Acknowledgement. I am very indebted to Prof. P. Túrán and Mr. J. M ogyoródi 
for their important remarks.

2. A theorem on Dirichlet integrals. Let

(2 .1 )  f ( s )  =  ( s  =  <7 + i t )

and let the integral be absolutely convergent on the halfplane o^~(7l . Let us suppose 
that A(x) is real and that
(2 . 2) |Л(.x:)|Sc1:Yв, if хШ\,
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where ck is a constant. Let, further/(.?) be analitically continuable on the halfplane 
<r>02 —<5ls where is a suitable constant, 0 < 0 2 < 0 X. Let

(2. 3) q  = 02 +  iy (у И 0)
a pole of multiplicity к of f(s).

Let the Laurent-expansion over s = q of f(s)  be of the form

(2. 4) f(s) = P((s -  q) - 1) + g(s),
where
(2. 5) P(x) =  bkx + b2x 2 +  ... + bkxk (bk 0),

is a polynomial of degree k, and g(s) is a function, which is regular in the neigh
bourhood of S =  Q.

Let D(e) denote the set of — cr + it, which satisfy the inequalities a2 — i 2>  
> ( 0 2 —e)2> 0 2 ~ e — —<Ti + e i-e. in notation

(2. 6) D(e) =  {5 ; a2 —t 2 >(в2 — г)2, в2 — £ £  a S a 1 +г}.

Now we define the curves C^e), C2(e) as

(2.7) C'1(e) =  js; o2- t 2 = |(?2- 1 j" ,  02- 1  =§ <r a 1+£J,

(2. 8 ) C2(e) =  js; a =  0 4 +e, t 2 >  (oy + e)2- |б2 -  ~ j  j .

Let us suppose that for a suitable £>0 f(s) is regular in the domain s £D(e), and 
f ( s + iy) is also regular in s£D(e), except for the point s = 02.

Let us fix this value of e.
The function f(s) and f( s  +  iy) are bounded on C^e) U C2(e). The boundedness 

on C\(s) follows from the finiteness of the length of C,(/;), and from C1(e)c£>(e). 
The boundedness on C2(e) follows from the absolute convergence of (2. 1) on
<T .

Let
(2. 9)—(2. 10) Mi = max |/(.v)[, M2 = max \f(s + iy)\.s£Cí \JC2 s6Cj UC2

From these conditions we obtain the following
Theorem. For T > c2 we have

(2 . 11) A (a-)max 7,-----гг—7- >  0 ,xe2(\ogx)k~1

(2 . 12) A(x)mm .. , <  — 0 , T^x^T* xe2 (log x )k~ 1
where

(2. 13)
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and <5 >0, c2 > 0  are suitable constants. They are numerically calculable functions 
of ву,02, e, My, M2, у and of the coefficients of P(x).

3. Lemmas. For the proof of Theorem we need the following lemmas.
Lemma 1. Let x be a real number and

(3.1) I(x) = f ey | - i r l o g x - ~ ^ d A ( x ) .

Then the relation
/— G\ + e + i°°

(3.2) 7(t) =  — “ J f(w  + ix)efw 2u) dw
J <T 1 + £ — foo

holds by means of (2. 1).
For the proof see K. Prachar [1], p. 381. In the Prachar’s book is proved 

only the case A(x) =  2  am but it is easily seen, that in the general case it is also true.
n^x

Lemma 2. I f  0 < ß ё  1 and u-»°°, then

(3.3)

Lemma 
we get

(3.4)

(3.5)

(3.6)

~  /  x ^ -1 \ogx-ey * j dx =  2Упиßey(ß2u) + 0(\).

3. I f  0 < a <0, logу — 2и{в — 02 — a2), log z = 2u(9+ fő 2 — a2), then

--- f  xe~' logx-e, Í——f  X- \ dx <  0(02 — a2)_Te1(a2n),2и ß ( 4м )

- -  J  хв~' lo g x -ву d* ^  2б(б2 —а2)_3е1(а2м),

~  j  x°-'ey  (— dx <  (02- a 2)"i e1(a2M).

For the proofs of Lemmas 2 and 3 see K. A. Rodossky [1].
4. Proof of the Theorem. First we prove that

(4. 1) 1(0) = О [My fuey | | e 2 - | j  m| |  ,

(4.2) 1 ( f )  =  2\un Rezf(w +  iy0)ey(w2u) +  O \ M 2iuey
W =  02 (

Applying the representation (3. 2) at t =  0, and transforming the way of integration 
to Cy U C2 (the value of integral is not changing), so

| / ( 0 ) | ^  j / i i M ,  j e y ( ( o 2 - t 2)u ) \ d w \  +  2 ^ ~ ^ M y  J e y ( ( a 2 - t 2) u ) d t .

Ct c2
A cta  Matbematica Acaclemiae Scientiarnm H ungaricae 18, 1967



382 I .  K Á T A I

By (2. 7) and (2. 8) the first term is 0 ^ M V j u e x w]|> and the second is

o | ^ e i | | 0 2  — y j  ujj.  From this (4.1) follows. The proof of (4.2) is similar.

Transforming the way of integral in the relation (3. 2) at т =  у to Ct U C2, we go 
through a pole w = 92. The module of the integral (3.2) on C, U C2 is

О ̂ M2}/uel (MM) , and the residue at the point w = d2 is the first term of
right hand side of (4. 2).

We take into consideration the residue. By easy calculation

where
et (w2u) =  ex(0 |m) Z c M i w - B J ,

/1=0

c„(u) =
у  (202)mu<m+"V2

2 j+m = n 7WÍ./Íj^O
is a polynomial in и of degree n.

Considering (2. 4), (2. 5) we have
к

2.]/un Rez e , (w2u)f(w + iy) = 2}'иле, (О2и) bjCj-^u) = ^uex(0\u)Qw-Bz j = 1

where Qk- X{u) is a polynomial of degree (k — 1), with main coefficient 2(я 
So

jt-i(w),

(2в2)к~1 
(к -1)1 ■

(4.3) |/(y)| >  съи ~ ^ е х(в\и),

if « > с 4. The choice of c3 depends only on 0l5 02, s, ct , M 2.

5. After these preliminaries we begin the proof. Let us introduce the following 
notations:
(5.1) log y  = 2u(ei - Y 9 21- e 22);

(5.2) logz = 2и(в1 + УЩ^Щ).

Let и so large that log ̂  >  1. Let <5 > 0 be a constant, which we choose later, 
and let
(5.3) £ ± ( x )  = A ( x ) ± S  (log x ) t_ 1  -A"®2.

Suppose now that at least one of the following inequalities 

(5. 4)—(5. 5) min B+ (x) S  0, max (x) S  0y-̂ X̂ Z y^x^z

is satisfied. We will show that this assumption contradicts (4. 1) and (4. 4). Hence 
our theorem follows immediately.
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From (3. 1) by partial integration

(5.6) m  =  /
A(x)

h  +
logx 

2 и — h  log x  —log2 X  

4u j dx.

Let Kx{t), K2(t), А'з(т) the parts of (5. 6) on the intervals [1, y], [y, z], [z, °°). 
Applying (5. 4) or (5. 5) we have

I , , , +

+ ÖI
■e2-i (logx)k h  +

logjc 
2 и

From (4. 3) it follows that

(5. 8) R , ^

Using the inequality 

logx

/
A(x)

x h  +
logx 
2 и e , -

log2 x 
4u

log2 X 
~4iT

dx = R {+ R2.

dx R ->

n  + 2 и T + logX 
2 и

2 и|т| • , ----- (-1
logL

logx 
2 и c6(W + l),

we obtain from (5. 8) that
(5-9) ä 1S c6(|t|+ 1 ) ^ 2(0) + ä 2.

log2 X 
4n

Further by (2. 2) and (3. 4), (3. 6) it follows
z

(5. 10) R2 s  <5c6(|t| +  ^(logz)*"1 • “  f  x®2-1 • logx*ex
У

<  <5c7(|т| +  1)ик~^е1(в2й).

From (5. 7), (5. 8), (5. 9), (5. 10) we obtain that 

(5. 11) \K2(t)\ ^  c6(|t| +  1)AT2(0) -F2<5c7(|t| +  l)uk~^e1(ßlu)

Further, from (2. 2), (3. 4), (3. 6) it follows

dx

(5. 12) l*i Ml ^  / *И(*)1 h  + log x 
2 и e , I —log2x

4u dx

S  c 1 ( | t | +  2 0 1) ( 0 ? - O | )  t é t e l ű )  S  c 8 ( | t | +  t y e ^ O l u ) ,  

and similarly, from (2. 2) and (3. 5) we get 

(5.13) |*3(т)|ёс9(|т| + 1)е1(01и).
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Now taking into account that 1{х) = K,(x)->r К2{т)-\-К3{х), from the inequalities 
(5. 7)—(5. 13) it follows that
(5. 14) |/(t) H c10(|t| +  1) {|/(O)| +  átt‘ -±e1(0!«) +  <?1(0|«)}.
Now choose x — y and compare (5. 14) with (4. 1) and (4. 3). So, from (5. 14) the 
inequality

съи ^e^e iü )  =§ c10(|y| +  l) I Ö2“ | )  г'] +  <5г/* ^ i(6 |w ) +  ei(0ÍM)J

follows for и=-с4. But this is not true, if <5<c3 and и > с и . So the inequalities 
(5. 4), (5. 5) cannot be satisfied if <5 < c 3, . Let us now take у = T, so z = Tx
(see (2. 13)) and the Theorem is proved.

6. Number-theoretical applications. We mention now some corollaries of 
our theorem.

6. 1. On the Moebius-function. Let
M(x) = 2  /*(«),

n^x
where /i(n) is the Moebius function. Apply the Theorem with 0i =  1, 02 = i,

f ( s ) =  щ ,  M(.x) = A(x), Q = e0, e0= i + iy0, ?o=14, 13... where g0 is a simple
root of £(•*■)■ It is well known that in the domain 0<<7<1, 0< ?< 20  the function 
C(cr + //) has no other root. Thus the conditions of our Theorem are satisfied and 
the following assertion holds.

T h e o r e m  1. I f  T > cy, then

max x 2M ( x )  S  <5, mm x  2 M i x )  S —6,
T S x S T *  T S i s r *

where x= (2  +  } 3)2, and >0, <5 > 0  are exp/icitely calculable numerical constants.
This theorem can be found in the author’s paper [4], too. With similar questions 

deals Mr. K n a p o w s k i  in his papers [1], [2], [3], and the author in [3], [4].
6. 2. On the k-free numbers. Let

1, if n is k-iree 
0 otherwise,

M _  у  , ч M
m  £ x Jk( ) c(k)~

It is well known that Pk(x) = 0 (x 1,k). Applying the Theorem with

Qk(") =  

Pk(x) = Rk( x ) - .

° i -  k ’ °2 -  i ’ f(s) -  u ks) m
a s) as) = 2 е*(и) a ®

A(x) = Pk(x),
we obtain the following
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T h e o r e m  2 .  I f  T> dk, then
_l l

m a x  Pk(.x)‘X 2k S  ök, m i n  Pk(x)-x  2 k^ —5kT^x^T* T^x^T*

where y,=(2+  V 3)2, and ők>0, dk >  0 are constants, which are explicitely calculable 
functions o f k.

T h i s  t h e o r e m  c a n  b e  f o u n d  i n  a u t h o r ’s  p a p e r  [4 ].
6 .  3 .  P r o f .  G e l f o n d  r a i s e d  t h e  p r o b l e m  t o  e x t e n d  o u r  i n v e s t i g a t i o n s  f o r  

M (x, k, l) = 2  /'(«).
n ^ x

n = l  (m od  k)
a n d  f o r

M(x, x,k) =  2  h(n)yfn),
n ^ x

i f  x  i s  a  r e a l  c h a r a c t e r  m o d  k. I t  s e e m s  t o  b e  d i f f i c u l t  t o  a n s w e r  t h e s e  q u e s t i o n s ,  
b e c a u s e  w e  d o  n o t  k n o w  m u c h  o n  t h e  r e a l  r o o t  o f  L(s, x) i n  t h e  c r i t i c a l  s t r i p .  W e  
h o p e  t o  r e t u r n  t o  t h e s e  q u e s t i o n s  l a t e r .

W e  a r e  d e a l i n g  w i t h  t h e  c a s e  к = 4 o n l y .

T h e o r e m  3 .  I f  T > ck then

( 6 . 3 . 1 )  m a x  x~ 2M (x ,4 , l ) ^ S ,  m i n  x~2M(x, 4, l) Ш — S,
T S x S T "  T S l S P

( 6 . 3 . 2 )  m a x  x ~ ^ M ( x , у )  ^  <5, m i n  x ~ 2M ( x , x ) = —b,
I S j ä P  4 T l S x S T *

where x={2 +  ) 3 ) 2 , 1= 1 or 3  m o d  4 ,  and у is the non-principal character m o d  4 ,  
с I and Ö are calculable numerical constants.

For the proof of the inequalities (6. 3. 1) we apply the Theorem with

/(*) =
1
2

1
M s, Xo)

x(f) I Ms, x) J Or =  1, 02
1 1 .
2> Q — Q\ — ~2 + 1' Vt >

yt —6,020... where gk is a simple root of L(s, y)- It is known, that in the domain 
0 <<t< 1, the function has no other root, and in this domain L(s, Xo)
is non-vanishing. (See K n a p o w s k i — T ú r á n  [3], p. 254).

For the proof of (6. 3. 2) let

т = ц Ь ) '  "■ =  1' e =  e "
6. 4. An other interesting question is the oscillatorious behavior of

M0(x) = у  Mn) 
t s* П

From the prime number theorem it follows M0(x) = o( 1), if x-*°°, and from the 
quoted theorem of Landau we obtain M0(x) = Q±(x~i). We prove the following
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T h e o r e m  4 .  I f  T > cx then

max M0(x) • x1- Ш b, min M 0(x) • x 1 ^  — ő,
T S l S P  

\2
T S i s r *

where x =(2 + }3)2, c, >0, <5 >0  are explicitely calculable absolute constants. 

P r o o f . Let

f(s) = f  x sdxM0(x) =  f  M<‘̂ ) dx =
1 1

( i - i )  m
; 4(.v') =  xM0(x),

9t = l, 02 = i ,  Q — 6o■ The conditions of our Theorem are satisfied. 
6. 5. On a formula of Ramanujan. Let

« » - j ' - N - d r ) -
be the so-called Ramanujan-formula. H a r d y  and L i t t l e w o o d  [ 1 ]  proved that the
estimation S(ß) = 0(ß~*+e) is equivalent with the Riemann-conjecture. W. S t a s  
[1], [2], [3] considered the fi-properties of this sum assuming the Riemann-hypothesis 
and other conjectures. The author dealt with similar questions in [2], [6]. We prove

T h e o r e m  5 .  I f  T t h e n

max ß * S (ß )> 5 , min ß ^ S (ß )< —5,T^ß^T* T^ß^T*

where x —(2 + t^3)2, <5 >0, ct > 0  are explicitely calculable numerical constants. 
P r o o f . It is k n o w n  that

ßS(ß) = 2ni J  P2S Г̂ -} dsC(2 s) Oh -  0).

From this and by the Mellin-formula we obtain
oo

s(i /ß)  г а - s )
fß  1 C (2s) •

Using the prime-number theorem in the form ^  ̂  =0, we have

■а д - . 1 ^ Ы - Ш - ,} - о о т  r "
Thus the function cp(s) defined by
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is regular and (p(s) = o |  ' 3.j on the halfplane By partial integration

m -  f  r sd (p s { \ß j)  = s m - s )
C (2  s )

< p (s ) S( 1).

Let us now apply our Theorem, choosing f(s)=h(s), d2= i,  в1= ^, q= ~ .
Hence the theorem follows.

6. 6. On a theorem of M. Riesz. Let

2T(x) = V  ( - 1 ) * + 1 * *

Á  {к~ \)\Ц 2к) ■

M. R i e s z  proved [1] that the estimation ^ ( x) = 0 ( x2+e) and the Riemann-con- 
jecture are equivalent.

Using similar arguments as in § 6. 5, we can prove the following 
T h e o r e m  6. 7 /'T > c1 then

max . T ( x )  • x ^  2 >  c l, min , T ( x )  ■ x ~  2 <  — 6  rs jS P  r s j s r “

where x =(2 +  ^З)2, ct >0, S >0  are explicitely calculable numerical constants. 
6.1 Q estimations for the Moebius-function in Abel-sense. Let

>n(x) = 2  h(n)eitl= 1
The following theorem holds.

T h e o r e m  7 .  I f  T > c x then
_JL  _  l

max m ( x ) ‘ X  2  >  d ,  min m i x ' ) - x  ^  - <  —  ő
r s i s r »  TSxST*

where х —(2 + \/3)2, cL >0, <) >0 are calculable absolute constants. 
P r o o f . L e t

f(s) = J  x  5 dm(x).

Hence by partial integration

f(s) = m(\) + s J  m(x)x~s~1 clx = m(\) + s J  m I — n >s_1 dy —
I о '-■f /

\ys- 1dy-q>(s),
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where cp(s) =  J  m y - j / s 1 dy is an integral function. Using the relation

/  y s~ l 2  k ( n ) e i ( - n y ) d y  =  
o n= 1 Cw

we may apply our Theorem choosing

A(x) = m(x), f(s) = s ~ ^  + m(l)~(p(s), 0X =  1, 02 =  Q = Co-

6. 8. On the к-free numbers in Abel-sense. Let

**(*) =  2 \в к (п ) Uk)

(The definition of Qk{n) see in § 6. 2.)
With similar arguments can be seen the following
T h e o r e m  8 .  I f  T>dk then

_ j _  __ i_

max тк(х)х 2k > ők, min xk(x)‘X 2k <  — Sk
T S i S P  ky ’ k r s i S P  kx '  k

where * =  (2 + (3)2, 3k >  0, dk >  0 are constants, being explicitely calculable functions 
of k.

6. 9. On prime-numbers in different arithmetical progressions. Let us denote

Ф(х,к, 0 =  2 ' Л(и), <К*) =  2Ж и)>П ̂ Х М̂Х
п =  I (m o d  /с)

п(х,к,1) = 2  1>
р=' х

р = I (m o d  к)

л(х) =  2  1»
p s x

where р denotes prime-numbers, Л (и) the Mangoldt’s function. S. K n a p o w s k i  

and P. T ú r á n  treated sistematically the oscillation of ф(х, к, lf) — \f(x, к, If) and 
of n(x, k, If) — rt(x, k, If) in the series of their papers entitled „Comparative prime- 
number theory” .

We can prove the following
T h e o r e m  9 .  For T > ck and for all pairs f , l2, f  ^  /2 ( m o d  8 ) ,  ( / j  /2, k) = 1 we have

maxrs is r* {ф(х, 8, lf)-\!/(x , 8, lfj)x  2 > <5,

and if f f \ ,  12 f  1 t/геи

^max^ {гт(х, 8, /j) — л(х, 8, I f )}x~ 2 log x  > <5,

vv/геге x = ( 2  + / 3)2, <5 >0, cx > 0  are explicite/у calculable constants.
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T he corresp on d in g  results concern ing th is  an d  the fo llo w in g  theorem  o f  S. 
K n a p o w sk i and  P . T ú r á n  are better in  a lm o st every  respect (see  [2], p. 31, (1. 2 );
[3], p. 253, (1. 9 )). Let

a ( x ,  k , l )  — £  Л ( п ) е Л - — .
n =  /(m odfc) V. X ,

T heorem  10. For all T > ct and for all pairs / , , /2; ^  l2 (m o d  8), ( f , k) =
= (l2 , к) — 1 we have

 ̂ m ax ̂  {<r(x, 8, f )  — a{x, 8 , >  <5,

where у =  (2 -f  ( 3 ) 2, <5>0, cq > 0  are calculable constants.
7. Applications to ineffective theorems. In  w h at fo llow s w e q u ote  so m e £2- 

tbeorem s, w h ich  correspond  to  th e  an alog  th eo rem  o f  the p reced in g  paragraph . 
Let 0 be th e  upper lim it o f  the real part o f  th e  roots o f  l(s), i.e. in  n o ta tio n

0 =  sup e R e  q.
t(e)=o

T h e fo llow in g  th eorem  holds.

T heorem 11. For arbitrary > 0 ,  s2 > 0  we have

m a x  M(x)’X~e+ei >  1, m in  M(x)-x~e+e2 <  — 1, 
r 3 i l s r 1+ £2 r s i s r 1+ £ i

where T ><:/. (d is a suitable constant. We cannot calculate d.)
Pro o f, a ) I f  0 = \ , then u sin g  the es tim a tio n

\M(x)\ <  d1(B3)x^+e3

(see  E. C. T it c h m a r sh  [1]) w e ap p ly  the T h eo rem  w ith о =  o0 =  a +  По > к — 1, вг — 
=  i+ £ 3, 02 =  2- Thus

x + j / j  — 1 <  1 + 2e3 +  Í2e3 +  4e3 <  1 +  e2

i f  e3 is sm all en o u g h , and so  th e  theorem  is p roved , 
b) The p r o o f  o f  the case is sim ilar.
Let N(a, T) represent th e  num ber o f  ze ro s  g= ß + iy o f  th e  ( -fu n c tio n  that  

satisfy  стШ[{ an d  0  s  у Ш T. A ccord in g  to a th eorem  o f  A . Selberg (E . C. T itc h m a r sh  
[1], p. 204) w e h ave

N(a, T) =  0(Tr lo g  T)

u niform ly  for  =e= о =  1, w here r =  l — i(< r  — | ) .  A pp ly in g  th is w ith  o — 9 — e2 w e  
can  guarantee th e  existence o f  su ch  a (-ro o t = ß l +iylt for  w h ich  in  the d o m a in  
\t — У1| < 2, cr> /? ! , the (-fu n ctio n  does not va n ish . Since ( ( x ) ^ 0  in 0 < 5 < 1 ,  w e  
can  guarantee th e  con d itions o f  the T heorem .

W e can d ed u ce  sim ilarly th e  fo llow in g  th eorem s.
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Theorem 12. For arbitrary but fixed e. > 0 ,  e , > 0

max m{x) • x~e+H >  1,
rS iS r1+£2

max S(ß)-ßl - e+El > 1,
Ts;sT1+tJ
max .Mo(x)-x1~0+£l >  1,r s i s r 1+£2

max ^"(x) - • 1,
r s j s r 1 + t£

min m(x) •x~e+El <  — 1,
r s j s r 1+££

min w (x)-x_0+£1 <  — 1,
rsjST 1+'2

min Afo(x)x1“e+El < — 1,
TSliT1+!2

min ^~(x) <  — 1,
rsiST1+<2

i f  T  is large enough.

Finally we draw up a conditional result as a consequence of our Theorem. 
Let /x pÉ/2 (mod A:); lt , l2 be coprime to k, and

f(s) = ~  Ш ~  ?  {x(lí)~ x(l^  T *}>
where the y-'% denote multiplicative characters mod k.

Let us denote by 0* the upper limit of real parts of the poles of f(s). We proved 
in [4], that в * S  t, . (This assertion implicitely has been stated and was proved in 
K napowski— Turán’s paper [3] p. 243 earlier.) Now suppose, that f(s) is regular 
in 0 < í <  1. (This condition was quoted by K napowski and T úrán as Haselgrove’s- 
condition. See their paper [2], p. 51.)

Theorem 13. I f  f{s) is regular in the interval 0 < s < l  then for arbitrary but 
fixed ех>0,  e2 >0

max
rSlST1+t2

(Ф(х, к, l ^  — xßipc, k , l2))x-°*+°' >  1,

max (o(x, к, f )  — o(x, к, l2))x~e*+ei 1,
r s i s r 1+'2

when T is large enough.
8. The number of sign-changes. Let us denote by N(A, T) the number of 

sign-changes of A(x) in the interval 1 S x  S  T. From our Theorem follows immediately 
that for T>  ct

щл, T) > log Л
holds where

Thus the following inequalities hold.
If T > c t then
ЩМ, 1 ') > cp(T), N{M0, T) > <p(T), N(S, T ) > <p(T), N(.r, T) > <p(T)

where cp(T) = J °§ l°g  ^  f 2-. (See Theorems 1, 4, 5, 6.)
21og(2+j/3)
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Similarly from the Theorems 11, 12 it follows that

N(M0,T )
log log T 

N(m, T)

-- — oo

lim , ,T log log T

lim

urn

log log T

N{3T, T) _ 
log log T ~

,■ N(S, T) 
f— log log T

(Received 5 October 1966)
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RATIONAL APPROXIMATION TO x*

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Totnus 18 (3—4 ), 1967, pp. 393—399.

By
G .  F R E U D  a n d  J .  S Z A B A D O S  ( B u d a p e s t )  

(P r e s e n te d  b y  P .  E rdős)

§ 1. Introduction

In his paper [1] D. J. N e w m a n  proved the following famous theorem: There 
exist rational functions R n ( x ) *  for which

(1.1) ||* |-J? W(*)| ' s  Зе-У" (|x| l ,N  = 4, 5, ...).
Starting from this result, he showed the existence of rational functions RN(x) for which

(1.2) | y i - Ä w(*)| =  0{е~ 'Щ  ( O S * S l ,  IV = 4 ,  5, ...)
with an absolute positive constant c. He stated that this might be the order of 
approximation for x® (a >0 rational), too, i. e.

(1. 3) I x * - R N(x; a) I = O (e-^)A ) ( O s x s l ,  iYg N0( a))
where c(a)>0 depends only on a. We are not aware of any proof of this statement, 
and the method used to show (1.2) breaks down in the case (1. 3).

In this paper we deal with this problem (§ 3), starting from a general locali
zation theorem (§ 2). We intend to give an extension of the obtained result (§ 4). 
As to the methods we use see [2] and [3].

In our theorems we consider the intervals [0, 1] and [0, +  °°), but it will be 
easy to turn to the intervals [ — 1, +1] and ( — °Oj -f- со).

§ 2. A general localization theorem

Theorem 1. Let f(x) be a continuous function in [0, 1] and

(2.1) |/(x)|==M  (O S x S l).
Further let
(2. 2) 0 =  &°> < ü i] Üs(n)) = 1, A = min ( { « -  £?-*>)

(n = 2, 4, 6, ...)
where s(n) (n= 2, 4, 6, ...) are some kind o f integers. I f  we have such polynomials 
p)f'(x) of degree n at most that

(2.3) sup sup \ f (x ) -p ik](x)\ = en (n -  2,4,6, . . . ) ;  lim e„ = 0 
i ew w iS *-1»***«?» "^ + ~

*  B y  R N(x ) ,  R n (x ) ,  R k (x ; a ) ,  a n d  s o  o n  w e  d e n o t e  r a t i o n a l  f u n c t i o n s  o f  d e g r e e  N  a t  m o s t .

Acta M athem atica Academiae Scientiarum  H ungaricae 18, 196-}



394 G .  F R E U D  A N D  J .  S Z A B A D O S

then there exist rational functions RN{x) for which

\f{ x )~ R N{x)\^lEn (0=ÍJCS1 , N ^ N 0) 

where n is the greatest even number satisfying the inequality

(2. 4) s(ri)(3n + m — 1) == /V where m log 2 57M 2 n2s(n)
<5„e2 +  1.

R e m a r k . Analogous localization theorems can be found in [2] and [4].
P r o o f . Adding an appropriate linear function to pj,k̂ (x) we obtain polynomials 

?W(jc) (cf. [2]), for which

(2.5) sup sup l / W  — P<‘}( a-)| =§ 4e„ (n = 2,4,6, . . .)
1 S k rS s (n )  4  S x S i W

and
(2. 6) P « (йк- 1}) -  ЛЙ*- 1 >), ^ (Й‘>) - Я й к}) (к =  1, Í (и)).
Let

(2.7) A «  =
Ф - й к- 1]

й к}+ й к~1}

Тп(х) be the Chebyshev-polynomial of degree n,

(2.8) r« (* ) =
Then by (2. 5) and (2. 1)

2(M +e„)P f(x)
2M+e„ +  enr„(2fW) (fc =  1. •••,■?(«))•

(2.9) I / W - A }WI S  4en + e„
[PW(A)[-[1-T„(ZW)]

. 4M ,4e„ + £n 2— = 6s„

2 М + е п +  ЕпТп(ХЮ) -

( й к ~ 1Ы  x  S  t i k}) ;

by (2. 6)—(2. 8)

(2 . 1 0) г»)(0*-1>)=лй‘- 1>), г«(£«)=ЛЙ‘}) (Л = 1.....Ф)),
We have from (2. 1), (2. 2) and by the Markov’s inequality

( 2. 11)

2n22M  , ,  _ . , , ,  2/z2(2M + 2e„) + 2Me„ 9 Mn2
0nk~l} S  x ^  I « )-  £{*} _£{*-!> V ” ~ ̂ '°п7 Г«ио, ^

where inside the module sign stands a polynomial ф$ (х) of degree 2n at most. 
By an inequality of Bernstein we have

№$(*)! ^
9Mn2

T2n(XW) (x€ (0, 1 ] - [ е - ‘>, Ä
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Hence

(2. 12)
drjPW

dx —  2 ( M  f  £ „ ) \2М + еп + е„Тп(Х^)\2 

2 „219 M 2n2 T2n(x) \9M 2n
ä  —  max ^  - - 2-

ö„e2 W s i  Tn(x)2 Ö„E2

for {£*)], and — as a consequence of (2. 11) —(2. 12) holds for all
too.

Now let
Л О / ч л  + -{» (я )} /чл  1 SP, d kU x ) - d k~ 1)(x)

(2. 13) <p(x) = f” W +/*  ! -1 2  ( t  %  —
Z  Z  k = 2 x ~4>n

then
(2. 14) cp(x) =  г«(ж) for x 6 [ ^ - 1}, fi?>] (* = 1,.... J(ii)),
so that
(2.15) | / ( г ) - ф ) |ё б £ „  (O SxS l).

Let Q,„(x) be the rational function of N e w m a n  (cf. [1] and (1. 1)). Then by (2. 4) 
the rational function

(2. 16) Rn(x) = ? Р (х ) + г!?м Чх) +  1 2  Q J x  -  tik>) rjp(x)-rik 1}(x )

is of degree
2 1 2 ^ “ * '"  ъ" '  x - e >

2и + [.?(и) — 1 ] (m + 2 rí) S s(n) (Зи - f m - l ) S j V  

at most. Finally, we have from (2. 15), (2. 13), (2. 16), (1. 1), (2. 10) and (2. 12) 

I Ax)  -  J?*(x)| S  I f(x)  -<p(x)| + 1 (p(x) -  Rn(x) I
1 s(n)

« & - + V 2 |

— + 3

\ x - t t k]\ - Q m( x - & k))\-
/ f ! ( x ) - / f - ,»(x) „

г i,» ( x ) - r « ( i « )
+11 x - W x - e 1

á £3Ő , . я(й) max max 51M2n2s(n) is is jW osisi
d/fl(A-)

</x

. (5„£3 19 M 2n2
6,:" 1 19 Л/2 /I2 lE" ( V “  )

which proves Theorem 1.
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§ 3. Approximation to jt® (0 ^ л ^ 1 )

T h e o r e m  2. Let a  > 0  be an arbitrary real number. Then there exist rational 
functions RN(x; a) for which

3 — -----

| л - a)I 3  19<?-0 '7 ' <1 + 3“>2 (0 s  Л- Ä 1)

for sufficiently large N's, i.e .fo r  N ^ N 0(a).
R e m a r k s . 1 .  If we replace x  by x 2, a by a/2, N  by N/2 in Theorem 2 then we get 

rational functions RN(x; a) for which
3 ________

||x|*-.Ri¥(x;a)| S  \<)e~0'55l  u  + W  ( _ i  ^  x  Ш+ \, N ^  2N0(a)).

2. Theorem 2 shows the advantage of the rational approximation, because 
the order of magnitude of the polynomial approximation is only OiN"01) or 0(N~2tl)
in [ — 1, 1] or [0,1], respectively. Though we are unable to replace \N  by / N , our 
result has the advantage that it applies to arbitrary real a SO (not only rational).

P r o o f . Using the binomial series we get

(3. 1)
Let

(3.2)

then

a
n+  1 (1 + x)S[~',_1x',+ 1 — xn (r g  0, л г  a).

/ 5 - 1 so that — — 1 =  £ j ;

\k =  ],...,s(n); s(n) = + 1

S„ = min (tik)~Ü k~í}) = £s(n)-1 Sk^s(n)

— к +  2
Replacing x by — — (& =  2, . . .9s(n)) in (3. 1) we have£ n - k + 2

|x“- IpW(x)| S
? n - k  +  1 _  Г п - к  + 2  ) "  (  I

4 4 1 = 1 4  — 11 =  €"

where

Further let
=  4"~‘+2£ n - k + 2

p l 'fx )  =  ( (a" 1)s(”).v

— x = й кК к = 2, ..., s(ri))

{ к  =  2 ...... .?(«)).
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then by (3. 2)

|ля- / 4 1)(х)| =  |x*-<i;(l,_1)s(n)Jt| s  «̂(n)al-« |i _ a| ^  £«

(0 =  W  ^  x  ^  Й‘> =  eo.
Thus we may apply Theorem 1 with 

f(x )  = xa, M =  1, л(/7) =

and we obtain from condition (2. 4)

+ 1 3« + log2

1  + 1  
a

9 ■ <5n =

.
n
a

5 7  и 2
+ 1 )

£
j + 1 + 3/i

TV

i.e. for sufficiently large n's we have

0,78a i Г  
n (

N
(1 + 3a)2

correspondingly

|x * - 7 ? n (.y ; a ) I  ^  7 £  

qu. e. d.

£2
3a)2 <  ] 9 ^  ' (1 +  3a)2

(0 =í X ^  1),

§ 4. Approximation to xp/'i (0 ̂  x < + °°)

T h e o r e m  3 . Let p, q = \ be integers. Then there exist rational functions RN(x; p/q) 
for which

3

Г р 1 o,42li / H [f]
•l<7 J e  4  1' Я (0 s  X < +oo, TV S  TV0(a)).

R e m a r k s . 1. As in case of Theorem 2, if we replace x  by x2, q by 2q, TV by 
TV/2 in Theorem 3, then we get rational functions RN(x; p/q) for which

2. Theorem 3 solves the problem of rational approximation to Xх on an infinite 
interval — if a is rational. Passing over to irrational a’s we are unable to obtain 
a reasonable estimation. Further we do not know whether the weightfunction 
(1 + x)xtp/,] is the best possible.

-R * x ; S  19(1 + x 2)x
fjLl °’131/ » 111

Я

( - +  ~ ,  T V S 2TV0 (a)).
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P r o o f . We use the idea of [3]. Theorem 2 insures the existence of rational 
functions Rn(x; 1 /q) for which

(4.1) \xq - R n\ x \ ^ — \9e
ir~ 0 , 7 8 - j /  ,

4 f («
0 ,4 2

+ 3)2 ä  \9e q U
(0 ^  x  ^  1, n s  n0).

First of all let p= q. Then being

x"
( l  +  -v)"

if 0 ^  x  <  + <

we may replace x by ^  ^  ^  in (4. 1). Thus we have

(4.2) .г« - (1  +  х)Л„ 1
(1+x)«’ q

0 ,4 2  7,-Vn

The rational function

^  19(1 + x)e ч

x p 1
(I + x)" ; q

(0 s  x <  + °°).

Rm(x) =  (1 +x)Rn 

is of degree m = nq+ \. Therefore by (4. 2) we get

I I  0 ,4 2  - i f  m — 1

(4.3) |x^-/?„,(x)| g  19(l+*)e~ " * 4 (0

Finally, we get rid of the restriction p ^ q .  Let

.£
<7

where [p/g] is integer and O s {p/q} = q'lq< L Then applying (4. 3), we obtain

\xq — fi„,(x)| S  19(1 + x)e  

Multiplying by x[pl‘'i, we have

i ___
0 ,4 2  I J  m — 1 

Я 1 Я (0 ^  x <  +  “>),

(4. 4) x q -  Rn \ x ; S  19(1 +.v).vL'! J e
___

Г p l  0 ,4 2  I /  m — 1
1я]p Я I Я (0 S . X  <  +  oo)

where the rational function

Ц * ;  =  * [« ]* .(* )

is of degree N ~[plq] + m. The substitution m = N — [p/q] in (4. 4) gives Theorem 3.

( R e c e iv e d  12  O c to b e r  1 9 6 6 )
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ENDOMORPHISM RINGS 
OF ABELIAN GROUPS GENERATED 

BY AUTOMORPHISM GROUPS
B y

R .  W .  S T R I N G A L L  ( D a v i s ,  C a l i f o r n i a ,  U S A )

( P re sen ted  b y  L .  R é d e i )

In this note, necessary and sufficient conditions are given for the endomorphism 
ring of an Abelian p-group G to be generated by the group of automorphisms of G. 
These conditions are then applied to give a partial answer to L. F u c h s ’ question: 
For which Abelian groups does the automorphism group generate the endomor
phism ring? In particular, it is shown that if E(G) denotes the endomorphism ring 
of the Abelian p-group G without elements of infinite height and if H(G) =  (a £ E{G) : 
x£G, px =  0 and height x<<*> imply height a(x)> height x}, then E(G) is generated
by its units if and only if the quotient ring E(G) is generated by its units and everyH(G)
isomorphism a 6 E(G) is a sum of units. Furthermore, it is shown that the condition 
on the isomorphisms a €£(G) can be removed in case G has a standard basic sub
group or in case H(G) is the Jacobson radical of E(G).

In what follows, “group” means Abelian group. If p is a prime number and 
G a p-group, let G\p\,E(G) and A(G) denote the socle of G, the endomorphism ring 
of G and the automorphism group of G, respectively. For an element x£G , let 
hc(x) denote the p-height in G of the element x and let G ' denote the subgroup 
of elements of infinite height. The notation is that of [1] and [4].

For the p-group G, let
H(G) =  {a ( E(G): x 6 G, px = 0 and hG(x) < °° imply ha(a(x)) >AG(x)}.

It is known that H(G) is a two-sided ideal in E(G) which always contains the Jacobson 
radical, denoted by J{E(G)), of E(G). (See [5], lemmas 14. 2 and 14. 4.)

L e m m a  1. Let cc be any automorphism o f the p-group G without elements of 
infinite height. I f  ß i  H(G), then a — ß is one-to-one.

P r o o f . Suppose 0 ^  x  € G[p] and (a — ß) ( x )  = 0. Then, by definition,
A ; ( x )  <  hG(ß(x)) =  /ге ( а ( х ) )  ё  / г с ( о Г  ‘ ( a ( x ) ) )  =  hG(x)

a contradiction. Thus, ker (a — /i) П G[p] = 0. This is enough to insure that ot — ß 
is one-to-one.

The following corollary to lemma 1 will be used at a later point.
C o r o l l a r y  1. I f  G is a p-group without proper isomorphic subgroups and if 

G' = 0, then H(G) is the Jacobson radical, J{E(G)), of E{G).
P r o o f . If a  £H(G), then 1—a  is an isomorphism by lemma 1. Since G has 

no proper isomorphic subgroups, 1—a is an automorphism of G. Therefore, each
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a €#(G) is quasi-regular (see [3], page 7). Since H(G) is an ideal, it follows that 
H(G)QJ(E(G)) ([3], theorem 1, page 9). Finally, J(E(G))QH(G) by 14.2 of [5].

T h e o r e m  1 . I f  G is any p-group without elements of infinite height, then the 
following conditions are necessary and sufficient fo r E(G) to he generated by A(G):

(i) The quotient ring E(G) 
H(G) is generated by its units,

(ii) Every isomorphism o f G into G is a sum o f automorphisms o f G.
P r o o f . The necessity of the conditions is obvious. To show the suffiency, 

F(C\
suppose is generated by its units and that every isomorphism of G into G//(G)
is a sum of automorphisms. Let n be the natural m ap:

7Г: E{G) E(G) 
H(G)

If a 6/7(G) and if n(a) is a unit, then there exists an endomorphism ß of G such 
that 1— ußdH(G). By lemma 1, 1— (1 — ß<x) = ß<x is one-to-one. It follows that 
a is an isomorphism. Now suppose ß is an arbitrary endomorphism of G. Let
ß lf ..., ßn be elements in E(G) such that n(ßi), ..., n(ß„) are units in E(G)

//(G)
and such

E(G)that (/^ +. . .  +ß„)~ß  = y£#(G). Such elements exist since ——f-  is generated//(G)
by its units. By lemma 1, 1 — у is an isomorphism. Thus,

ß =  ßi + . . .  +ß„  — у =  ßi  +  . . .  +  ß„ — 1 + ( 1  — у)

is a sum of isomorphisms. By (ii), each of these isomorphisms is a sum of auto
morphisms of G.

It should be noted that the quotient rings E(G) are not altogether unknown.
//(G)

In fact, as will be shown, there exists a useful partial description of them in R. S. 
P i e r c e ’s  work [5] (see theorem 14. 3 and lemma 14. 4).

The result of the foregoing theorem can be sharpened in the case where G 
has a standard basic subgroup.

T h e o r e m  2 .  Let p be any prime other than 2 .  I f  G is a p-group with standard 
basic subgroup and G' = 0 ,  then the following conditions are equivalent:

(i) The endomorphism ring o f G is generated by the automorphism group o f G,
(ii) Every isomorphism of G into G is a sum o f automorphisms o f G.

P r o o f . Clearly (i) implies (ii). By theorem 14. 3 of [5] E(G) 
’ //(G)

is isomorphic

to a subring R of the ring direct product TI^QZP (Zp the ring of integers modulo p). 
Obviously, R has an identity e. Suppose л is any idempotent in R. Then n = (e + л) — e. 
Since p z 2 ,  there exist integers a and b such that 2a+pb — 1. It follows that

(е — ал)(е + л) = е — 2ал + л =  e — (2a+pb)n + n = e.
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Hence, both e + n and e are units. Thus, any idempotent in R is a sum of units 
in R. Suppose r is any element in R. It is clear that r can be written as a linear 
combination of orthogonal idempotents in n ^ 0Zp, say r = aln l +a2n2 +  ... +а„л„.

n
Furthermore, it can be assumed that 2  ni =e and that the coefficients at ,

t= 1
are distinct modulo the prime p. For each /'= 1, ..., n, the existence of a polynomial 
f ( x )  with integer coefficients such that /(a j)  = 0 (modulo p) if and only if j  Z i is 
easy to verify. Consider

(f(r))p 1 = [ f M M i  + ■■■+f{a^ni +  ...A-fifafintf 1 =

=  t/i(fli)^]p-1 =  { f ( ai))p l n i = Щ-

This follows since (/(ö;))p~1 =  1 (modulo/)) by Fermat’s theorem. Consequently, 
each Ut^R and r is a sum of idempotents in R. Since each idempotent is a sum of

is a sum of units.units, it follows that each element of R and, hence, of E{G)
H(G)

Therefore, if every isomorphism of G is a sum of automorphisms of G, then an 
application of theorem 1 shows that every endomorphism is a sum of automorphisms.

It was shown by R. S. P i e r c e  that the restriction on p is necessary (see [ 5 ] ,  

theorem 14. 9).
Recently, much attention has been given to /i-groups without proper isomorphic 

subgroups. In this connection both of the foregoing results can be sharpened since 
condition (ii) of each of them is automatically satisfied.

C o r o l l a r y  2 .  Let G be a p-group without proper isomorphic subgroups and G' =  0 .  

A necessary and sufficient condition for E(G) to be additively generated by A(G) is that
— — 7  be generated by its units. In particular, i f  G has a standard basic subgroup and ti (Gj
if p Z 2, then E(G) is generated by A(G).

Corollaries 1 and 2 suggest a further application of theorems 1 and 2.

Lemma 2. I f  R is any ring with identity, then R is generated by its units if 
and only i f  "j Qq 's generated by its units.

ß
P r o o f . Clearly, if R is generated by its units, then so is —— . On the other

JyR)
R. Rhand, suppose is generated by its units. Let /b e  the natural map / :  R-»—— J(R) J(R)

and suppose r^R . Since R
■HR) is generated by its units, there exist r1} . .. ,r n in R

and sOJ(R) such that /(г,), ...,/(/*„) are units and r = r1 +  ... +  r„ — s. To complete 
the proof it will be enough to show that for r£ R ,f(r) is a unit only if r is a unit 
in R. Suppose/(r) is a unit in f(R). Since f(r )  is a unit, there exists an element s£R  
such that f(rs) = l =f(sr). Consequently, 1 —rs and 1— sr are in J(R). It follows 
that rs and sr are units and, consequently, r is a unit in R.
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C o r o l l a r y  3 .  Let G be any p-group for which H(G) is the Jacobson radical, 
J(E(G)), of E(G). Then:

(i) The ring E(G) is generated by its units i f  and only if E(G)
H{G) is generated

by its units,
( i i )  I f  p ^  2  and i f  G has a standard basic subgroup, then E(G) is generated by 

its units.
P r o o f . The proof of ( i )  i s  clear. The proof of ( i i )  follows from the proof of 

theorem 2, lemma 2 and 14. 3 of [5].
R e m a r k . Corollary 3 has application in case G is a torsion complete group 

(see [4], problem 58) since in this case J(E(G)) = H(G). Moreover, R .  S. P i e r c e  
has given necessary and sufficient conditions for H(G)=J(E(G)) (see [5], lemma 14. 5).

( R e c e iv e d  2 8  O c to b e r  1 9 6 6 )
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ON THE 2-SYSTEM OF CIRCLES 1
By

J .  M O L N Á R  ( B u d a p e s t )

(Presented by L. Fejes Tóth)

In a joint paper with F e j e s  Tóth [3] we dealt with the following question: 
Suppose that we have at our disposal an inexhaustible stockpile of all kinds of 
circles, the radii of which lie in a given interval (a, b). How must the circles be chosen 
and arranged in order to fill the plane as densely2 as possible?

In the present paper we deal with a generalisation of this question.
Let be given in the Eucledean plane a numerable set {Q} of circles with the 

radii rt. We name

q =  i n f * 1 ( / , y ' = l , 2 , . . . )
rl

the homogeneity of the set. In the case <г/ = 0 the set is quite inhomogeneous, i.e. the 
radii of the circles either have no upper bound or no positive lower bound. Con
versely, the other extrem possibility q =  1 means that the set is quite homogeneous, 
i.e. the circles are congruent.

Let us consider a set {C,} of circles with the following property: If ri denote 
the radius of the circle Ct then the concentric Я-times circle 2C; with the radius 
2rt has no common inner point with Cj ( j ^ i ,  i= l,  2, ...) (Fig. 1). We name such 
a system of circles a 2-system of circles.

Fig. l Fig. 2

We say, that the two circles C; and Cj of the 2-system of circles are neigh
bouring, if at least one of them touches the 2-times circle of the other (Fig. 2).

1 C o m u n i c a t i o n  m a d e  a t  t h e  C o l l o q u i u m  o n  G e o m e t r y  i n  T i h a n y  ( H u n g a r y )  i n  S e p t e m b e r  1 9 6 5 .
2 C o n c e r n i n g  t h e  n o t i o n  o f  d e n s i t y  o f  a  s y s t e m  o f  c o n v e x  d o m a i n s  s e e  f o r  i n s t a n c e  Fejes 

Tóth [1].
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Let {C;} be a Я-system of circles with the homogeneity q. Let C1; C2, C3 be 
three circles of radii rt ,r 2, r 3, A the triangle determined by the centres of these 
circles and a1, oc2, ot3 the angles of A.3 We introduce the function

s(q, Я) =  sup at Ct + «2 C2 + «3 C3 
2 nA

where the supremum extends over all triplets of circles satisfying the conditions
f.

that: 1) f  = q (/, j  = 1, 2, 3), 2) at least one circle is neighbouring with both others, 
1 j

3) no —̂ — times circle intersects the opposite side of A.
Our main result is the following
T heorem . The density o f a /-system of circles of homogeneity q is =s(q, Я).
Proof. Without loss of generality we may suppose that the Я-system of circles 

is saturated, i.e. to the set of circles no circle of radius inf rt can be added.
We shall span a tessellation with triangular faces over the centres Oif 0 2, ... 

of the circles C \, C2, ... and we shall show that in each triangle AiJk = OiOJOk 
the density <5 of the circles C;, Cj, Ck belonging to the triangle Aijk and defined by

a jCj + ttjCj + (xkCk 
2nA

s S3s(q, Я), where a;, y.j, <xk denote the angles of Aijk at Ot, Oj and Ok.

F i g .  3

For this purpose we introduce the notion of the algebraic distance d(P, ЯС;) = 
=  OiP — Ái'i of a point P from a circle ЯСг of radius Ягг centred at Ог .4 We associate 
with any circle Сг the set .S’, of points P lying „nearer” to ЯС; than to any othre 
circle XCj, i.e. d(P, XC;)^d (P , XCj), iP j  (Fig. 3).

3 We denote a domain and its area by the same symbol.
4 See Fejes T óth—Molnár [3].
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It is easy to show that St is a star region with respect to the pole 0 ; and the 
star regions S L, S 2 , ... constitute a tessellation T. It is also easy to show that with 
the help of this tessellation we can construct a dual tessellation T* in which each 
edge eu of T  separating the faces St and Sj is replaced by the segment 0 ,0 ; (Fig. 4). 
The faces of the tessellation T* are polygons.

By inserting non-intersecting diagonals in the polygons of T* which are not 
triangles we obtain the desired tessellation with triangular faces. We have only to 
show that in each of the triangles AiJk = OiOj Ok of the resulting tessellation the 
density of the circles is S i(g, A).

Let V be the vertex of the tessellation T  corresponding to the triangle AiJk = 
= О[OjOk. Further let C be the corresponding support circle, i.e. the circle of radius 
g = d(V, AC;) =  d( V, kCj) = d( V, AQ), and centred at V. The support circle C 
obviously touches the circles AC;, AC;, XCk.

We begin by showing that none of the circles ^  С;, Ck
can intersect the opposite side of AiJk. This statement is obsvious in the case the 
support circle C touches the circles AC;, AC;, XCk from inside.

In the case that C touches AC,, AC;, XCk from outside we remark that q 
is <  inf r;. Namely q S  inf /■; contains the contradiction that the А-system is not sa
turated why in this case the circle of radius centred at V can be added to the 
A-system.

From the inequality q <  inf rt it follows very easily that none of the circles
1 +  A 1 +  A
T "  h j and 1 + ACk can intersect the opposite side of Aijk. To prove

this statement we consider the tangent t at the tangent point of C and AQ (Fig. 5).
Let t* be the straight line lying between 

C and C;, parallel to t and tangent to the
circle - Ci. Let C* and Of be the images
of Cj and O; by reflection in t * .  t* divides the 
plane in two halfplanes H, H* containing the f* 
circles С;, C* respectively.

Since 0 ; 0 f < 0 ,0 i7 OkO f<O kO, and 
q -c inf /•; therefore O; and Ok are interior 
points of the halfplane H*. Thus the segment 
OjOk has no common interior point with the

circle * Q  • F‘8' 5
We show now that we can restrict ourselves to those triplets C;, C,-, Ck of 

circles one of which is neighbouring the others two. By a concentric dilatation of 
the circles Q , C;, Ck during which the radii remain in the interval (a, b) we can 
always achieve that either 1) one circle is neighbouring with another one or 2) the

1 + Acircles are congruent, or 3) one -times circle touches the opposite side of Aijk.
We proceed with the first case and we suppose that C, and C; are neighbouring. 

If Ck < max (Ci, Cj) than by a concentric dilatation of Ck we obtain either the
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desired circle arrangement in which one of the circles is neighbouring the two 
other or Ck =  max (C;, Cj).

Thus we may suppose that Ck Smax (Ct, C}). Displace Ck in the direction 
OkOi until the wanted arrangement or the „side-touching” takes place. By this 
displacement a; and %i + cxk remain invariant, thus ociCi + aJCj + (xkCk increases. 
Since during this process AiJk decreases, the density <5 increases.

In the same way, by displacement of the congruent circles C;, Cj, Ck it is 
very easy to show that the second case can also be reduced to the third one.

Thus we have only to consider the case of side-touching. Let Ck touch the 
side Ot Oj. Let Ck and Ok be the images of Ck and Ok by reflection in Ofij and consider 
the density of the circles Ch Cj, Ck, C'k in the quadrangle OiOkOjO'k. Since this den
sity equals the density <5 of Сг, Cj, Ck in OfijOk, the density in one of the triangles 
OtOkOk and OjOkO'k is at least 5. Let this triangle be Aijk — with the angles
txh ak, ak. If C; < Ck then by a concentric dilatation of the circle Сг we can either 
achieve the desired situation, or С ^ С к = Ск. In this last case we displace C; in 
the direction Ot Oj until the desired situation takes place. During this displacement 
the angle аг increases and <xk and txk decreases, therefore C; + ak Ck + ak Ck does 
not decrease. Since furthermore AikW decreases, the density 3 increases.

This concludes the proof that 6^s(q , A). In order to deduce the inequality 
d^s(q, A) let us remark that, in view of sup rf<°° the circumradii of the triangle 
Aijk also have a finite upper bound t. Therefore, on account of aiC; + а,-C;- +akCk =

Passing to the limiting case i? —°° we obtain d^s(q , A). This completes the proof 
of our theorem.

We denote by s(q, q, 1; A) and s(q, 1, 1; A) the densities of the circles in the 
case where two small and one large circles, or one small and two large circles are 
neighbouring, respectively (Fig. 6 , 7).

In 1960 A. F lo rian  [4] proved that s(q, I) =  s(q, q, 1; 1).

Fig. 6 Fig. 7
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K. BÖRÖCZKY first5 proved the following conjecture of Fejes Tóth 

s(q, Я) =  ä(1, 1, 1; Я) if Я s  Я0 =  l-+̂  ~  1,365.

Numerous computations6 have suggested that

s(q, Я) =  Max{5 (̂ r, 1, 1; Я), s(l, 1, 1; Я)} if ~  1,009

5 A communication made in the Math. Research Institute in May 1965. F l o r i a n  [5] has given 
another proof.

6 From the results of computations which fortify our conjecture we let know only a diagramm 
of the functions s(q, 1, 1; /i) and s(q, q, 1; fi) respectively (in Fig. 8 continuous lines and broken

lines respectively), where ц =  1/Я.
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and
s(q, A) =  Max{s(íjr, q, 1; A), j ( l ,  1, 1; A)} if  S  Я <  1.

These upper bounds seem to be precise for many values of q?±l (Fig. 9, 10).

Fig. 9 Fig. 10

At the end 1 wish to express my sincere gratitude to Mrs. Susan László for 
the computations.

(Received 9 November 1966)
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1 .1 .  E in le itu n g

In I konnten wir das asymptotische Verhaltender Summe 2 ’/-(w) für nicht-
пШх

negative multiplikative Funktionen X im wesentlichen unter der Voraussetzung

( 1 . 1 )

bestimmen:

( 1. 2)

2 ^ 0 0  log/>~T.Y (p prim)
P̂ X

2 ^ (« )~
e~CT x 
F(t) logx П

, X(p) X{p2)
и - -  + - ^ - + . . .

(c ist die Euler-Konstante). Speziellere Sätze vom gleichen Typ gibt Delange [3]. 
Das gleiche Ergebnis (1.2) soll hier unter der bedeutend schwächeren Voraus
setzung

(1.3) 21 l (P)  l0g/; ~ t log .v
pSX P

allerdings mit der zusätzlichen Forderung X(p) = 0( 1) und nur für т > 0  gezeigt 
werden (Satz 1. 1). Auch die Bedingungen über X(pv) (v 2) sind schwächer als 
in I, wir wollen sie aber in der Einleitung vernachläßigen. Dasselbe Resultat für 
komplexwertige Funktionen X erhalten wir nur, wenn X von |A| nicht erheblich

abweicht, nämlich wenn 2  ' (W/7)! — ^(p)) konvergiert (Satz 1.1. 1). Der Spe-

* Als Teil I soll die unter dem gleichen Titel erschienene Arbeit [11] gelten.
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z i a l f a l l  т  =  1 , U | S l ,  Х(р)) k o n v e r g e n t  w u r d e  v o n  D e l a n g e  [4 ]  b e w i e s e n ,
P

e i n f a c h e r  v o n  R é n y i  [8 ].

Ein interessantes Gegenstück geben Erdős und Rényi [7]: Konvergieren
(1 — A(p)), 2  \ K p)2 und 2  2  - 7 A(pv) UJtd ist für jedes г> 0  

P P P v S l P

l i m  ^  X ( p )  1O g P > - 0 ,
X < p s ( l  +e)x P

so gilt (1. 2) (mit t =  1). Hier wird A also nach unten eingeschränkt.
Ist X* eine weitere multiplikative Funktion, |A*|sA, so konnten wir in I mit 

den Voraussetzungen (1. 1) und
1.4) 2  A*(/>) log p ~  r*x

P S x

die Summe 2 ^* (n) bis auf ° (  2  А(и)) bestimmen und insbesondereП̂ Х '
2  x * ( n ) = o (  2 К " У \

n^X '
zeigen, falls 2  ~  { K p ) ~  Re A*(p)) divergiert. Für den Fall /  =  1 siehe D e l a n g e  [3]. 

p P
In der vorliegenden Arbeit erhalten wir entsprechende Ergebnisse ohne (1.4), 
zum Teil mit (1. 1), zum Teil schon mit (1. 3), falls der Wertevorrat von A* geeignet 
eingeschränkt ist. Insbesondere beweisen wir (Satz 1. 2. 2): Gelten (1. 3), X(p) = 0( 1), 
|А*|ёА und ist X* reellwertig, so existiert der Mittelwert von A* bezüglich A:
(1.5) Hmf 2 Ъ * Щ ( 2 т у '
und hat den Wert

( 1. 6) lim Ц
X —> со p ^ X

X*(P2)
P2

K p) X(p2) 
p p2

-1

Nimmt man speziell für A die Konstante 1 und gestattet A* nur Werte ±1, 
so ist dies die Lösung eines bekannten Problems von W i n t n e r  [9 ]  (dort mit einem 
vermeintlichen Beweis), siehe E r d ő s  [6].

Bei komplexwertigen Funktionen X *  ist der Sachverhalt komplizierter. 
Das Beispiel X(n) = 1, А*(и)=иг zeigt, daß aus der Existenz von (1. 6) die von (1. 5) 
nicht foltg, wenn man nur (1. 1), X(p) = 0( 1) und |A*|sA voraussetzt. Es ist dann 
nämlich 2  А*(и)~х1+г(1 + / ) _1 während (1. 6) den Wert 0 hat. Wird aber [A*|^A

n̂ x
zu folgender Forderung verschärft:

X*(n) — e(ri)X(ri), |e(w) | =  1.

Es gibt eine Zahl eUp vom Betrage 1, die kein Häufungspunkt der Folge (e(p)) 
ist, so folgt (Satz 1.2. 1):
(1.7)

( 2  А*(и)1 ( 2  А^ ) ! -1  -*0 bzw.
\n^x ) V/Ĵ JC ) П  1 +

X*(p)
+

■■■)(
1 + 3 «  +  . 

p
je nachdem das Produkt gegen 0 strebt oder nicht.
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Ersetzt man (1. 1) durch die schwächere Bedingung (1. 3), so wird dieser Satz 
falsch, wie das folgende Beispiel zeigt:

K p) : =  .
0 sonst, 

A(pv) : =  0 für v 5  2, 
А*(и): =  и'А (и).

Man kann hier A*(p) =  £(р)л(р) mit

2  für U (e2™, e(2»+Dit))
n= 1

e(p): Pl

0

für p£  U (e2"’1, é>(2»+i)*),
П = 1

sonst
setzen. Diese e(p) liegen alle in der oberen Hälfte des Einheitskreises. Trotzdem 
gilt (1.7) nicht, vielmehr strebt die rechte Seite gegen 0, während die linke 
~ x i(l-H ) _1 ist ( 2 K n) läßt sich mit Satz 1. 1, ^A*(n) daraus durch partielle

n^x n^x
Summation bestimmen).

Wir können jedoch (1. 7) schon mit (1. 3) zeigen, wenn wir nicht den Werte
bereich von A*/A sondern den von A* selbst einschränken. Eine geeignete Bedingung 
ist (Satz 1.2):

A*(p) € © für alle p,

ist konvex, 

( 1. 8)

©: =  {ge“1’; 0 ^ ( р < 2 л ,  O S дШг((р)}

2n

r (© ) : =  2n J  d(P ^  T•
О

/.*(p) soll also nur Werte aus einem konvexen Bereich © mit „mittlerem Radius” 
г annehmen. Für die Anwendung läßt dieser Satz noch Wünsche offen, da 

А*(и) =  Х(п)х(п) mit einem Restcharacter X die Voraussetzung im Allgemeinen 
nicht erfüllt.*

Daß die Forderung A(p) =  0(l) zumindest in Satz 1. 1 nicht einfach fehlen 
darf, zeigt folgendes Gegenbeispiel: Man bezeichne mit pk die kleinste auf ek folgende 
Primzahl. Dann konvergiert f f  pke~k. Man wähle k0 so groß, daß f f  pke~k = e*

к k^ko
wird und setze

KPk)- = Pk
log Pk

für k s k 0

A(p): =0 für alle übrigen p,

A(pv): =  0 für vä2 . 

* Siehe den Zusatz zu Satz 1.2.
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Dann ist offenbar

2 K p) - 3 L  =  log x+  0 ( 1).P̂ X P
Damit gäbe Satz I. 
(1.9) 2  2 (и)~ const.

Da aber ).{n) nur für quadratfreie Produkte aus Primzahlen pk von Null verschieden 
ist, und nach Konstruktion jede solche Zahl n in einem Intervall (em, e'n+i) liegt, 
kann (1. 9) nicht gelten.

In diesem Beispiel ist die Forderung 2(/f) =  0(1) unnötig heftig verletzt. Wir 
werden zeigen (Satz 6 . 1), daß Satz 1. 1 stets falsch wird, wenn man X(p) =  0(1) 
durch á(/>) S  G(p) mit einer positiven wachsenden Funktion G ersetzt, für die

konvergiert, also z.B. schon für G(x) =  (log log x)i  + c mit e>0.
Einige Zwischenergebnisse sind als Sätze bezeichnet, weil sie nach Meinung 

des Verfassers auch für sich interessant sind. Es handelt sich erstens (Abschnitt 2) 
um die Werteverteilung gewisser Faltprodukte von Funktionen einer reellen Variablen. 
Auf einer derartigen Abschätzung beruhte schon der Beweis des Primzahlsatzes 
mit Restglied in [12]. Daher stellt [12] methodisch den Ausgangspunkt der vorliegen
den Arbeit dar. Zweitens handelt es sich um Taubersätze (Abschnitt 3), in denen 
Funktionalgleichungen vom Typ

behandelt werden.

I. 2. Formulierung der Sätze über multiplikative Funktionen

Satz 1.1. Die Funktion 2 sei multiplikativ, ihre Werte seien nichtnegativ. Es gelte

3

X

xf(x )  =  J f ( x —y) g(>’) (ly + Restglied
0

(1.3)

mit einer Konstanten x >0,

(1. 10) X(p) -  G für alle Primzahlen p

mit einer weiteren Konstanten G > 0,

( 1. II)

Acta M atbem atica Academiae Seientiarum H ungaricae iS, . '9 6 7



Ü B E R  M U L T I P L I K A T I V E  F U N K T I O N E N .  I I 415

außerdem, falls т ̂  1 ist,

<112) 2  — )• 

Dann gilt
»*2, pvax

( 1. 2) 2  Ц п)'
x

Г(т) log л: Я 1 + K p ) , А(/>2)
• т + .. .

Satz 1. 1. 1. 1st л multiplikativ und erfüllt (1.3) mit т >0, gelten (1. 10) und 
(1. 11) für |A| л7а?/ Я, ebenso (1. 12), falls хШ 1 ist, und ist noch

(1.13)
so gilt (1. 2).

2  (|2(/0| -  Re X(p)) <
p p

Satz 1. 2. Die Funktion X erfülle die Bedingungen von Satz 1.1. Auch X* sei 
multiplikativ und es gelte stets А+(и)| Ш X(n). Gibt es dann in der Zahlenebene einen 
konvexen Bereich (5 mit 0£©, so daß

(1. 14)

(1.15) 
ist, so gilt

(1.16) 2 > ( « )

A*(p) € r© für alle p 

r(© )< l *

e * J J
Г(т) log X  p s x

Ш . + Щ 1 + . . + U«))-

Zusatz bei der Korrektur. Satz 1. 2. läßt sich allgemeiner für alle kompakten, 
bezüglich 0 sternförmigen Bereiche © mit f(©)< 1 beweisen. Beweis in einerweiteren 
Arbeit.

B em e r k u n g . Je nachdem

ist und
2  lp (Mn) -  Re X*(p)) <  °o

2  *v A*(/>v) í6 0  für alle p
v= 1 P

gilt oder eine dieser Bedingungen verletzt ist, wird

П

1 + — Д*(р)-|-_!-Д*(/>2)_|_ ...1

p

1 + p K p )+~^p K p2)+  •••
*  o

* Definition von r siehe (1.8).
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oder = 0 (s. Abschnitt 5). Im ersten Fall wird also

2  'L* («) ~  Пn^x p̂ X

im zweiten Fall

1 +  ~  A* (p) + -jz A* (p2 *) +  ...

1 + k(p) + —y X(p2)+ ...
F F

2  A*(«) =  o (  2  '• ( « ) )  ■n^x Уп̂ х '

2  m ,

Satz 1.2. 1. Die Funktion A erfülle die Bedingungen von Satz 1.1, statt (1.3) 
schärfer
( 1. 1) 2  k(p)\ogp~xx.pSX

Auch A* sei multiplikativ, |A*|^A und es gebe einen konvexen Bereich (5 mit 0 P©, 
so daß (1. 15) und
(1. 17) A*(p) d A(/;)© für alle p
gelten. Dann gilt (1. 16).

Wegen |A*|^A genügt es hier, für © Teilmengen des Einheitskreises einzu
setzen. Dann hat (1. 15) die folgende einfache Bedeutung: Es gibt eine Zahl ё 9, 
die kein Randpunkt von © ist.

Ein bemerkenswerter Spezialfall ergibt sich aus Satz 1. 2, wenn auch A* reell
angenommen wird. Nimmt man nämlich für © das Intervall G

H—  > г so
sind (1. 14) und (1. 15) von selbst erfüllt. Da das Produkt

П 2  p~v**(pv)(v = 0

OO Л — 1

2 V va(p v)
,v =  0 )

eigentlich oder uneigentlich (gegen 0) konvergiert, erhält man:

Satz 1. 2. 2. Erfüllt A die Voraussetzungen von Satz 1.1, ist A* reellwertig, 
|A* \=k, A* multiplikativ, so existiert der Mittelwert von A* bezüglich A und hat 
den Wert

lim ( 2  Л*(«)) í 2  Дл) ) -1
Х-+ОС, Уп̂ Х '  Уп̂ Х '

п 1

р"

1. 2.1. Zu allen diesen Sätzen (1. 1—1. 2. 2) ist zu bemerken, daß die Voraus
setzung (1. 12) nicht in allen Fällen mit x — 1 benötigt wird, z. B. nicht, wenn

2  ' H p) =  log log x + 0 (1)
p-sx P

ist, also insbesondere in dem wichtigen Spezialfall A(p) =  1 für alle p.
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1. 3. Anwendungen

Wir behandeln zunächst drei schon in 1 besprochene Anwendungsbeispiele, 
bei denen sich sowohl die Verbesserung gegenüber I zeigt, als auch, daß eine 
weitere Verbesserung wünschenswert wäre.

1. 31. Anzahlfunktion einer multiplikativen Zahlenmenge. Es sei X eine Menge 
von Primzahlen mit

(1.18) 2  ^ - T l o g * ,  t> 0 ,
pSx.peX P

und 90t die Menge der natürlichen Zahlen, deren Primteiler alle zu X  gehören. Dann 
gilt nach Satz 1. 1

M(x) : = 2  1
n^xюг

Г(т) log л: П
p s xрех

Man hat dazu nur

zu betrachten.

e c ( l - r )

T c o : n { ' ~ \

А ( и ) :
1 1 für «i9.lt 
{ 0  sonst

1. 32. Verteilung von co(n) mod m auf '.Dt. Es bezeichne co(n) die Primteiler
anzahl, m un r seien beliebige natürliche Zahlen, 90t die Menge aus 1. 3. 1. Unter 
der Voraussetzung (1. 18) gilt dann

2n=íx, n 6 юг m  
m(n) =  rm o d  m

Zum Beweis betrachte man 1*(и): = e“("U(«) mit den m-ten Einheitswurzeln e. 
Außer für e — 1 gibt Satz 1. 2

2  £га(л) =  o(M(.v)).
nsx, nem

1.33. Verteilung einer multiplikativen Zahlenmenge nach Restklassen (Vergl. 
I 2. 4. 6). Die Bedeutung von X und 9Jt sei wieder dieselbe, wir müssen aber statt 
(1. 18) jetzt

2  log p ~  xx, x >  0
psx, pex

voraussetzen. Kein p £ X  teile m. Es sei R die Menge der (primen) Restklassen 
f  mod m, für die

2  -  =  ~
p £ % , p = r  m o d /и P

ist. Dann behaupten wir: 9JÍ ist genau dann auf die primen Restklassen mod m 
gleichverteilt, wenn R die Gruppe aller primen Restklassen mod m erzeugt.
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Zum Beweis betrachte man A*(n): =  %(n)А(и) für jeden Restcharakter у mod m. 
Wenn R die Gruppe der primen Restklassen mod m erzeugt, gibt es bekanntlich 

zu jedem Nichthauptcharakter у eine Restklasse r d R mit y(r) ^  1. Für jeden Nicht
hauptcharakter folgt also

2  !: (A(/»)-  Re A*(n» s  (1 -  Re *(/•)) 2  \  =  «•
л P per P

Damit gibt Satz 1. 2. 1 
(1.19) 2  *(«) =  o(M(x))n^x

für alle у außer dem Hauptcharakter. In bekannter Weise folgt

1
( 1. 20) 2  1 -------- r v  Щ х )  f ü r  (r, m)  =  1 .<P(m)n=r m od m

Gilt umgekehrt (1. 20) für alle r mit (r, m) = 1, so auch (1. 19) für jeden Nicht
hauptcharakter у• Würde nun R nicht die volle Gruppe der primen Restklassen 
erzeugen, so gäbe es einen Nichthauptcharakter Xi mit Zi(0 = l für alle rdR. 
Dann wäre

2 \ ( i - x i ( p j )P6I P

konvergent und nach Satz 1.2. 1 wäre in diesem Falle

i™ ~ m  Ж гЛи) = f f J '
SO?

1 - Xi(P) *  0

im Gegensatz zu (1. 19).
1. 34. Unvollständige Summen. Nach d e  B ruijn  und v a n  L int [2] II läßt sich, 

hauptsächlich mit den Voraussetzungen
( 1. 21 )

und

( 1. 22)

M(x): =  2  A(n) ~  x logT 1 x • L(1 og x),
n^x

L langsam oszillierend,

2  ' A (/»)-► rlogw für v — °° und jedes 1
x<p^xu P

das asymptotische Verhalten der „unvollständigen Summe”

M (x,y )\ = 2  А (и)
п^хр\п^р^у
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bestimmen, nämlich

(1.23) M(x, y )~  ri(u)ul ~z M(x) mit и =  . °&x - für x —°°
logj'

gleichmäßig in n1^ u ^ u 2, 0 < < u2 beliebig, wobei i] die stetige durch 
f ч(и) = ит~1 für 0 < н ^  1
l щ '(и ) =  (х — l)/7(w) — xt]{u— 1) für u >  1 

definierte Funktion ist.
Nun folgt (1. 21) aus Satz 1. 1, (1. 22) ist gleichwertig mit (1. 3)* und die von 

de Bruijn und van Lint benötigten Voraussetzungen über A(pv) (v ^2) sind schwächer 
als (1. 11) und (1. 12). Wir können also feststellen:

Unter den Voraussetzungen von Satz 1. 1 gilt (1. 23).

1. 4. Erweiterungen

1. 41. Die jeweiligen Bedingungén über die Werte Mp), M(p) brauchen nicht 
durchweg erfüllt zu sein, vielmehr kann man Ausnahmen etwa für die Primzahlen 
aus einer Menge % zulassen.

Man stellt dann A als Faltprodukt aus zwei neuen Funktionen A0 und A2 dar, 
wobei X{p) = X0(p) + Xi(p) für alle p, A0(p) =  0 für p£%  und X1(p)=0 für р$2. ist, 
und schließt ähnlich wie in Abschnitt 5.

Das geht z.B., wenn A(p) (also A,(p)) auf I  beschränkt und ^  — konvergent ist.
P Í 3 . P

Auf diese Weise bekommt man als Verallgemeinerung eines Ergebnisses von 
Delange [5]:

Ist |A*| S  1, gibt es einen Randpunkt z des Einheitskreises und ein e > 0 , so daß 
7  — konvergiert, so ist
7  p

| A * ( p ) - z |  < £

Z  ^  («) Ä*(p) A* (p2) 
p p +  » ( 4

1. 42. Der Beweis von Satz 3. 1 zeigt, daß man (3. 1) abschwächen darf, indem 
man den Faktor т vor dem Integral durch eine Konstante xt ersetzt, die nur

Ti<Ty,(©)-*
erfüllen muß. Umgekehrt kann man, wenn т beim Integral stehenbleibt, den Expo
nenten in der Restgliedern von (3. 1) und (3. 2) zu

t2> t7 i ((6)*
verkleinern und erhält dann auch (3. 7) mit t2 statt x.

* Aus (1. 3) folgt (1.22) leicht durch partielle Integration. Wird umgekehrt (1. 22) angenom
men, so folgt für beliebiges e > 0 , genügend großes (  und =  ( l+ s ) {

logpT (l-eK i'-i) 5 I  X(p) -
4 <  log  p = £ '

йт(1 + «)«Г-{).
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Ist z.B. |A*|^ 1, !*(/>)€©, © konvex, 0 6 ®, f(© )< l, und weiß man noch

2 ^  = Oflop. Jt)
«si П

mit t2 >?!(©)*, so liefert diese Erweiterung von Satz 3. 1

У, А*(и) =  0(x  log12-1 x)
ft̂ X

während Satz 3. 1 selbst nur o(x) gibt.
In diesem Zusammenhang wären allerdings bessere Abschätzungen von y^©) 

erwünscht. Die in Abschnitt 2 dafür erhaltenen Schranken liegen recht dicht bei 1.
1. 43. Die beiden Voraussetzungen (3. 32) und (3. 33) von Satz 3. 3 werden 

nur von Funktionen g erfüllt, die „fast” reell und positiv sind. In unseren Anwen
dungen gelten sie zwar, wir wollen aber doch noch einen Satz formulieren, bei dem 
g mehr Freiheit hat:

Satz 3. 4. Die Funktionen f  und g mögen die Voraussetzungen von Satz 3. 3 
erfüllen außer (3. 33). Es gebe eine Konstante a und einen bezüglich 0 sternförmigen 
Bereich © mit /~(©)< 1, so daß gilt

g(x) d © +  a für alle x  >  0 ,
*2

/ \g(y)~a\ dy = x2 -X ! +  o(x2)
Xl

(x2 -* °°, gleichmäßig für x t <  x2).

Dann ist f(x)  ~  Txr_ 1 L(x).
Zum Beweis führe man wie beim Beweis von Satz 3. 3 die Funktion /', (x): = 

—f(x) — txz ~ 1 L(x) ein, sowie gfx):  =g(x) — a. Dann folgen leicht alle Voraus
setzungen von Satz 3.1 für f t und g t .

1.44. Die Methoden, die in der vorliegenden Arbeit auf V  ~A(p) uncj
P S *  P

f f  ).(n) angewandt werden, lassen sich auch verwenden, allgemeinere Funktionen
t l ^ i X

k(f) (f = log x) und F(f) zu untersuchen, die durch
oo oo

J  e-i(s+D dF(£) = exp [J e~$s \  i/k(<̂ )j
0 0 ’

verknüpft sind. Um ein zu Satz 1. 1 analoges Ergebnis zu bekommen, muß sich 
к in der Form

k(Q = h(® + 0 (  1), h(0  = r f  g(fi)dn
о

mit 0^g(r])SG darstellen lassen. Ohne auf den Beweis einzugehen, der dem von 
Satz 1. 1 weitgehend analog ist, formulieren wir einen Satz für den Fall h = k.
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Satz 1. 3. Die Funktion g sei auf (0, °°) meßbar, nichtnegativ, beschränkt, 
und es existiere

l
/ g(q)dq.J yi

Es gelte

und

s n

s

f  g(h) dq ~

/ e-«s+1) dF{ß) =  exp (tf  e_{,y g ( i ) ^ )  
о 0  ^

für s >  0 mit einer Konstanten т >0. Dann És/ für  £ —°°
í

jF(^) ~  п ' к exp ^  ~  CT+T/  ■

1. 5. Probleme

1. 51. Das wichtigste Problem in unserem Zusammenhang ist wohl, funktionen
theoretische Beweise der Sätze aus 1. 2 zu finden. Von solchen Beweisen kann 
man hoffen, daß sie weniger Technik erfordern als die hier gegebenen, und daß 
sie auch bei den folgenden Problemen helfen würden.

1. 52. Bleibt Satz 1. 1 richtig, wenn man statt (1. 10)
Mp) = G(p)

fordert mit einer positiven wachsenden Funktion G(x), für die

! счМ.»в1 *- <‘iver8i' rt?
xo

Heuristische Überlegungen sprechen dafür (s. Satz 6 . 1).
1.53. Die Voraussetzungen über A* in Satz 1.2 sollten sich so abschwächen 

lassen, daß M(n) = /(я)А(я) für jeden Restcharakter x erfaßt wird.*
1. 54. Gilt stets

wenn (z. В.) A exponentiell multiplikativ, 0 SA (p)sG  und t = 0, also

2 — ~~M p) = o( logx)
psx P

ist?

* Eine Lösung von Problem 1. 53 gibt der Zusatz bei der Korrektur zu Satz 1. 2.
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1.55. Gilt für multiplikative Funktionen A* mit |A *|^1 stets die folgende 
Alternative: „Es ist 2  X*(n) =  o(x) oder es gibt Konstante a und b, b reell, und
eine langsam oszillierende Funktion L mit L| = 1, so daß

2  A* (n) ~  ax1+ib L (x)
nSx

ist” ?

1. 6. Vorbemerkungen zu den Beweisen

1. 61. Die Sätze werden zunächst wie bei Erdős und Rényi [7] für „exponentiell 
multiplikative” Funktionen A bzw. A* bewiesen, das sind solche, für die stets A( pv) =

= und daher 2 K n)n~s — exp ( 2 A p)p ~s) gilt. Wir sparen dadurch im
V . n p

Hauptteil des Beweises Restglieder ein und kommen bei der nachträglichen Ver
allgemeinerung mit schwächeren Bedingungen über A(pv) (v& 2) aus. 

Ausgangspunkt zum Beweis von Satz 1.1 ist die Relation

2  А (и) log n = 2  А (я) A (p) log
aus der wir

U W  = J Д 1 ~  П) dk (i/) + Restglied

mit
Л 0 = е - {|А (» )  (£ = logx)

und

Щ ) = P̂ X P

erhalten. Die Sprungfunktion к  wird durch eine stückweise lineare Funktion h 
approximiert und h' = tg gesetzt. Das gibt

S
(1.24) U W  =  т J m  -  П) g W  dr] +  Rest

о
mit

í
(1.25)

о

Aus X(p) = 0( 1) wird dabei g(£) = 0( 1).
Aus diesen Beziehungen läßt noch nicht viel über /  entnehmen. Man hat aber 

noch

jm  dn = -m  + 2  j j  «  = iog *)
Q n ^ X  fl
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und das asymptotische Verhalten von 2  — /(«) ist uns aus I bekannt (s.a. d e  B r u ijn
n^x ft

und v a n  Lint  [2] I):

2  ~  l°g' 4:L(log x)nsx n

mit einer angebbaren langsam oszillierenden Funktion L.
Die Hauptschwierigkeit des Beweises besteht darin, einen Taubersatz zu be

weisen (Satz 3. 3), dessen wesentliche Voraussetzungen (1. 24), (1. 25), g(J;) = 0( 1) 
und

(
(1.26)

0

sind und dessen Behauptung /(£ )~ т^г_1£(^) lautet.
Für Satz 1. 2 geht man formal genaunso vor. Unter ziemlich allgemeinen 

Bedingungen ist aus I

bekannt, das gibt statt (1. 26)

0

Ein anderer Taubersatz (Satz 3. 1) liefert damit

1.62. Der Beweis von Satz 3. 1 würde sich vereinfachen, wenn wir zusätzlich

(1-27) f ( 0  = o (? - lL(0)

voraussetzen würden. Statt „vollständige Induktion im Kontinuum” anzuwenden, 
könnten wir

K: = fim Í J  \ f 2(n)\ [ f  n2t~2L2(>l)dn
( l+ £ ) i s4 'a ( i  + c)24 4  '  4

betrachten und würden K S yK  mit у -*= 1, also К — 0 zeigen. Bei den Anwendungen 
steht (1. 27) tatsächlich zur Verfügung: Für exponentiell multiplikatives Я mit 
Я(р) s  G hat man nämlich

2 4 n ) \o g n  = 2  Я(л) 2  2(p)logp S G 2  А (л) 2  l°gP = o
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Im Hinblick auf spätere Verbesserungen ist es aber gerechtfertigt, die Voraus
setzung /.(/;) S  G möglichst wenig zu verwenden. Außerdem entfiele bei diesem Ver
fahren die Möglichkeit, wie in 1. 42 skizziert, Restglieder zu gewinnen.

1.63. Interessiert man sich nur für reellwertige Funktionen (also für Satz 
1. 1 und Satz 1. 2. 2) so kann man Abschnitt 2. 3 übergehen und statt 2. 8 den 
leichter beweisbaren Satz 2. 5 zum Beweis von Satz 3. 1 verwenden.

1. 7. Bezeichnungen

Die Abschnitte der Arbeit sind numeriert und dezimal unterteilt. Formeln 
und Sätze erhalten als Kennzeichen den ganzen Teil der Abschnitt-Nummer, danach 
einen Punkt und eine weitere ganze oder dezimal gebrochene Zahl. Zitate mit vor
gestelltem I, z.B. I (35), verweisen auf [11].

Multiplikativ heißt eine Funktion Я auf der Menge der natürlichen Zahlen, 
wenn 2(1) = 1 ist und wenn aus (n1,n 2) = 1 folgt 2 (n1n2) = А(и1)А(й2), 

exponentiell multiplikativ: s. 1. 61.
А : = oder =  : A bedeutet, daß A durch diese Gleichung erst definiert wird. 

f(x)  ~ g(x) bedeutet — 1 •
& V7

2  bezeichnet Summation über alle natürlichen Zahlen bzw. Primzahlen,
n p

C:
Du-
/(*),/(£): 
g(x), g(ö- 
G:
(5:
V (® ):
2i(©):
h  , h :

Euler—Mascheroni-Konstante, 
siehe (2 . 1),
Funktion eines reellen Argumentes, speziell s. 4,
Funktion eines reellen Argumentes, speziell s. 4. 5,
positive Konstante, obere Schranke für X(jp) bzw. |A*(/i)| oder g(x),
konvexer oder bez. 0 sternförmiger Bereich der komplexen Ebene,
s. Hilfssatz 2. 6 ,
s. Satz 2. 8 ,
s. 3. 3,

Ja s. zwischen (3. 20) und (3. 21),
Щ): s. 4,
l(x): s. 4,
Цх), Щ ): langsam oszillierende Funktion, s. (3. 6),
Kn), 2*(«): multiplikative Funktionen, meistens 2 S
M(x): s. 4,
m(x) : s. 4,
m, n: natürliche Zahlen,
P- Primzahlen,
П(х): s. 5,
т: positive Konstante, Mittelwert von Kp),
x, у : reelle Variable,
Z, Ц- reelle Variable, £ =  log x, r\ = log y,
x u x2: s. Hilfssatz 3. 2,
x 3, x4: s. 3. 3.
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2. Abschätzung von Faltprodukten

2.1. Wir betrachten reel- oder komplexwertige Funktionen — +  °°)
und Faltprodukte vom Typ

+ со

(2. 1) Du (r) : = f  f ( y ~  x)j;{y) dy.

Offenbar ist stets
О ц(-х)  =  Djt{x).

Unser erstes Ziel ist eine Funktionalungleichung.
Satz 2. 1. Die Funktionen f y, f 2, f 3 seien durch

+ 00
(2.2) Du( 0 )=  f \ f ( y ) \ 2d x = l

normiert. Dann gilt für beliebige reelle Zahlen ui mit
-f“ U2 “H" W3 — 0

(2. 3) 2 Re (D uiuJD uiuJD uiuJ)  - \Dl2(u3)\2 -  |T>23(«i) | 2 -  \D3l(u2)\2 +1 SO.

Äquivalent mit (2. 3) sind

(2. 4) i 2(^3) dD23(Ui)D31(^2)12 =(1 — !^23(ki)12)(1 — l-^з 1(^2)Í2)
und die durch zyklische Vertauschung der Indices daraus erhaltenen Ungleichungen.

Beweis. Wir wählen ay,a 2, a3 so daß

ay—a2 — u3, a2 — a3 = u y, a3—ay = u2

wird. Es seien x 1}x2, x 3 komplexe Variable. Dann ist für beliebige Werte dieser 
Variablen

/  Z  * ; / ( * - Я;)[ dx U 0 ,

also
2  Ki^jD ij(ai — üj) & о-

i,j=l, 2 , 3

Wegen Dij (ai — aj) = Dß {а} — a;) ist dies eine Hermitesche Form. Da die Form 
keine negativen Werte annimmt, ist auch ihre Determinante nichtnegativ:

1 k)i2{u3) D31(u2)
^ и ( из) 1 k)23(u1) ! == 0 .
^ 3 1  (мг) ^23 (Mi) 1

Das ist genau (2. 3).
Wegen (2. 1) und (2.2) ist |rDfJ(jc)| =  1 - Man kann daher [D;j(x)|, im Falle 

reeller Funktionen f , f j  auch Du(x) selbst, als Cosinus eines Winkels auffassen.
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Satz 2. 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 2. 1 seien af durch cos ax = 
=  l^23(wi)l. cos a2 = |ö 31(w2)|, cos a3 = \Dl2(u3)\, afi iß, -|J  definiert. Dann gilt

а ^ а г+ о с з , a2S « 3+ a , ,  a3^ a ! + a 2.

(Im Falle reeller Funktionen entsprechend: cos ax = Z>23(Mj), а;€[0, n]. Man
erhält dann zusätzlich ixl +oc2 + a3s2n .)

Beweis. Von (2. 4) ausgehend finden wir

|cos a3 — cos <*£ cos a21 ^  \D12(u3) - D23(u1)D31(u2)\ S

= 0  -  |/>23(«i )I2)*(1 -  lAnOz)!2)* = sin а х sin a2,

cos at cos a2 — sin a t sin a2 Scos a3 ^cos at cos a2 +  sin otj sin a2,

cos (aj + a 2)Scos a3 ^cos (at — oc2),

<*i + a2s?a3s?|a1- a 2|.
Das ist die Behauptung.

2.2. Mit den Ergebnissen von 2. 1 kommen wir nun zu Aussagen über die 
Werteverteilung von Dtj(x).

Es bedeute p das Lebesguesche Maß.
Satz 2.3. Es seien wieder Dll(0) = D22(0) =  l, ferner ut < a 2, r >0, n eine 

natürliche Zahl und

Dann ist

|Z>n(V)| =  cos a, O s a á y ,

1-012 (*)l > cos

pA S u2—ul +v 
n + 1

Beweis. Zunächst stellen wir fest, daß die Funktionen D ,j(x) stetig sind. Das 
ist aus der Definition sofort zu sehen, wenn f , f j  Treppenfunktionen mit nur endlich 
vielen Sprungstellen sind. Sind f ,  f j  beliebige L2-FUnktionen, so gibt es Folgen 
von solchen Treppenfunktionen , f j n), die im Sinne der L2-Norm gegen f , f j
konvergieren. Das Faltprodukt von f ( n) und f - n) konvergiert dann gleichmäßig 
gegen Dij. Die Grenzfunktion einer gleichmäßig konvergenten Folge von stetigen 
Funktionen ist aber selbst stetig.

Da ö u (0) =  1, !Z>X 1(f)| =  cos а und Dlt(x) stetig ist, gibt es Zahlen nv£[0, n] mit

V(X|0IlOv)l =  cos—  (v =  0, 1, ..., n) n
Setzt man

|Z>i2(x)| =cos ß, Dl2(x + vy) = cos yv,
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so liefert Satz 2.2 mit = —x — v, u2=vv, u3=x:

^  ß-

Läßt man nun x  durch A laufen, so ist ß <  —  ■ Die Werte von yv liegen im Intervall

/ =  P '  * а, * а I . Die Intervalle L  (v = 0, 1, ..., n) sind disjunkt, folglich \ 2n 2n )
sind auch die Punktmengen A + vv disjunkt. Da sie alle das Maß j.iA haben und 
in [ul , u2+ r] liegen, folgt die Behauptung:

(я + 1) /IA ^ u 2—uí +v.
Hilfssatz 2.4. Ist D , ,(0) =  1, f \ (x) = 0 für  x£[0, a], Z>>0, 0 o ; S l  und gilt

b

so ist

Beweis.

f  / ,  (a) dx \ Ш rj —— für alle x ’, x" £ [0, d\'*■ 1 Уа
ь

\  f  £>u(x)dx I  rj.

b b а

f  Dl l (x)dxi =  J J f i ( y ~ x ) f 1(y)dydx\ =?
0 0 0

a b  а

-  / 1 / / i  О  _  *) dx\ I f l  OOI dy -  4 f r  1 dy -0 0 1 ГЙ 0
а

-  i b i f  l / i ( t ) I 2dy ) 2 =  n b -

Der folgende Satz betrifft speziell reellwertige Funktionen/;. Abgesehen von 
der besseren Konstanten ist er in Satz 2. 8 enthalten und wird daher später nicht 
benötigt. Wir bringen ihn hier trotzdem, weil er einfacher als Satz 2. 8 zu formulieren 
und zu beweisen ist, und weil ein Teil des Beweises in den Beweis von Satz 2. 8 
übernommen werden kann.

Satz 2. 5. Sind 0 und h >  0, j \  und f 2 reellwertige auf[ö, a] bzw. [О, а + />] 
definierte Funktionen,

a a  +  b

f j ? ( x ) d x  = f  f i ( x )d x  = 0, 
о о

/‘ I bgilt / f i  (x) dx\ — ’—r  für ade x » *"£[0, a], ist ferner g eine auf [0, h] definierte
/  1 2 Sa

meßbare und beschränkte Funktion:

\g(x)\^G, Gm 1,
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und gilt noch
ь

(2. 5) / \g(x)\ dx es b,

f ' g ( x) f / i  (y ) f2 (y  + x) dy\ dx ES | l  -  ̂ 2] b.

Bew eis. Setzen wir / i ( x ) , / 2(x ) =  0 außerhalb der Intervalle [0, a ] bzw. [0, a + b ] ,  
so haben wir die Voraussetzung ö n (0) = £>22(0) = 1 und das Integral, das wir 
abzuschätzen wünschen, ist

h
f  \g(x)D12(x)\dx.
0

Hilfssatz 2. 4 gibt uns zunächst

l

Da Dxx eine stetige reellwertige Funktion ist, muß es ein u£[0, b] mit |Z)u (ü) |s  
S  — =cos-^ geben. Setzen wir also

A =  j.v; 0 ä  x  ^  b, |D |2(x)| >  cos ^  J ,
so gibt Satz 2. 3

. b + v 2b uA = ----- - ä ----- -.

Das Komplement von A bezüglich [0, b] sei B. Damit wird 
ь

f  \g(x)D 1! 0)1 dx S  f  \g (x)| dx + cos ~ J  |gO)l dx

= cos J  \g 0)1 dx + 11 -  cos 6̂ |  / 1g 0)1 dx

Mit h = [3G] (das ist ёЗ ) wird das

^  cos - b + 1 — cos 6 n
n I 2b
6n I n+  1 G.

=§ cos-— b + 6n 1 — cos л I 2b (2 1
6n T  ~  Ь У + 3 C0S ~(m

ES b
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Daraus folgt in einer elementaren Rechnung die Behauptung 

/  \g (x)D 12 0 ) | dx S  b | l  -  2Q̂ G2 j .

2. 3. Satz 2. 5 soll für komplexwertige Funktionen f  verallgemeinert werden. 
Das erfordert einige Vorarbeit.

Wir betrachten kompakte, bezüglich 0 sternförmige Bereiche © der komplexen 
Ebene. Jeder derartige Bereich läßt sich darstellen als

(б — {де‘'р; 0Ш(р<2п, 0 ^QSr(cp)}
mit einer nach oben halbstetigen (d.h. lim г(ф) ̂ rfp)) 27i-periodischen Funktion

. .r(cp). Für eine solche Funktion existiert
2n

'(© ): =  -Л /  r((p) d(p,
Z7ro

was man als „mittleren Radius von ©” bezeichnen kann.
H ilfssatz 2. 6. Ist © kompakt, bezüglich 0 sternförmig und /'(©) <  1, so gibt 

es eine Konstante y(©) <  1 mit folgender Eigenschaft:
Für jede meßbare Funktion g auf[0, 1], die

gO) € © für alle x€[0, 1]
und

l
/  l#0)l dx == 1 
о

erfüllt, ist
l

J e 2nixg(x)dx ^  }’(©)■ 
о

Bemerkung. Daß für jede in Frage kommende Funktion g

J  e2niXg(x  ̂^ vj 1 
0

ist, sieht man leicht so: Wäre

IJ e 2ni*g(x) dx\ =  1, 
о

so wäre
l

/ 1^0)1 dx =  1 
0

und arg e2nixg(x) fast überall gleich einer Konstanten i/z, also für fast alle x: arg g(x) = 
= \jj — 2nx, jgO)i = r(t// — 2nx). Daraus ergäbe sich der Widerspruch

1 = J\g(x) Idx S  J  r(\jj — 2nx) dx =  r(©) < 1.
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Da aber die Menge der Funktionen g nicht kompakt ist (im Sinne der L- oder L2- 
Norm), kann man hieraus den Hilfssatz nicht unmittelbar folgern.

Beweis des H ilfssatzes. Da © kompakt vorausgesetzt ist, ist r beschränkt,
etwa

r(cp) = G für (p £ [0, 2n]
und damit auch
(2-6) |g(x)|sG  in [0,1].

Setzen wir
rs((p)\=  sup r(  i/0,

Ф € [<p -  <5, <p + ö]
so wird die Halbstetigkeit durch

lim re((p) = r((p) {cp € [0,2tt])
d->0

ausgedrückt. Nach Lebesgue folgt daraus die Konvergenz dem Maße nach. Es 
ist also

Lt{(p;rö((p)>r((p) + e} 2ne
^7

für beliebiges e> 0  und geeignetes d >0. Mit (2. 6) folgt

(2. 7)

Wir verwenden dies mit

/ K=)0 = <p̂s 2 Tz
r s > r  + e

d<p rs 2ле.

1
s: =  - ( l - f ( © ) )

und dem entsprechenden ö um die Behauptung mit

y(©): =  1 — e(l — cos d)
zu zeigen. Es werde noch

Ё ■ =  /  kW ! dx
gesetzt. Dann ist

/  |g(.Y)| dx > f  (\g (x )\-r(2 n x)-z)d x  ё

( 2 . 8)

1
|0 ( * ) |> г ( 2 ях) +  е |* (x )| > r ( 2 n x )  + e

=  /  ( |g ( Y ) |- r ( 2 m v ) - £ ) < / . v  =  g - r - E .

also

An Stellen x mit |g(x)| >rd(2nx) folgt aus g(x)€© 

arg g(x) $ [2лх -  <>, 2лх + <5],

Re e~2rrixg(x) =  jg(x)| cos (arg g(x) — 2лx) ̂  |g(x) | cos S.
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Damit wird nun
l

/ (|g(*)l -  Re e~2Kixg(x))dx s
О

£  /  (\g (x)\-R ze~ 2nixg(x))dx ^
r<5(2n x ) ^ r ( 2 к х )  +  E <  Ig(x )|

^  (1 — cos(5) J \g (x )\d x^
r ö ( 2 n x ) ^ r ( 2 n x )  + e<\g(x) \

= (1 -  cos S) í  f  Ig (*)| dx f  \g (x)| dx
I lör(x)| > r(2 n x )  + e rö (2nx)  > r ( 2 n x )  + e

Mit (2. 7) und (2. 8) gibt das
l

g — Re J e ~ 2nixg(x)dx s  (] —cos<5)(g — r — 2s), 
о

l
Re J e ~ 2nixg(x)dx s  gcos ö + (r + 2e) (1 — cos ö) = 

о
=  g cos ő +  (1 — s) (1 — cos c>) ё  cos <5 + (1 — e) (1 — cos c>) =  у.

Wendet man dies auf g*(x): — g(x +y) an (g sei mit der Periode 1 periodisch), 
so erhält man für beliebiges у

l l
Ree2xiy J e ~ 2nixg(x) dx =  Re f  e~2ni"g*(u) du S  y, 

о о
also

l
У e~2nixg{x) dxj = y. 
о

Hilfssatz 2. 7. Für (5 und g mögen die Voraussetzungen von Hilfssatz 2. 6  

gelten, ф sei eine stetige reellwertige Funktion auf [0, 1] und es gelte mit gewissen 
ö >0 und £ >0

(2. 9) /i{x; ф(х) 6 [у, у  + <5) mod 1} S  (1 + e)ö für alle у  € [0, 1].
Dann ist

l
• J e 2ni'l'Mg(x)dxI S  y(©) + 8<5 + £. 
о

Bew eis. Der Satz wird durch Approximation von i/r mit einer Treppenfunktion 
und durch „rearrangement” auf Hilfssatz 2. 6 zurückgeführt.

Wir nehmen ö <  , £ <  1 an, da der Hilfssatz sonst trivial ist.
О
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Wir bestimmen die natürliche Zahl к durch

(2.10) 1 x 1
к  '  “  к - 1

und setzen

(2.11) e' : = S — —, S ': — (1 +  e)<5.К

Die stetige Funktion ij/ approximieren wir mod 1 durch eine Treppenfunktion 
IJ/0 so, daß

|ij/(x) — ф0(х)\ — i  E' mod 1 für alle x £ [0, 1]
und

0Si/io(x)< 1
wird. Für

1~ j~  ipo (x) <  ~  (*= 1» 2.......k)
folgt dann

I— 1 e' . . .  i e’— - T  * « * ) - = -J -+ J  modi.

Wegen -j^+e' = ö liefert (2.9) für (= 1 ,2 ......

/( |x; 0 s  X =2 1, =§ lAo(x) <  ^  S',

Indem man ip0 auch auf (1, к S'] als Treppenfunktion geeignet definiert, erreicht man 

//jx ; 0 s  x ^  kö', —j~- = ^o(x) <  ^_j =  S' für i = 1, ..., k.

Auf (\,kd'] setzen wir g(x) =  0. Wegen \eiu — eiv\s \u  — v\ ist dann

(2. 12)

1 k S '

J e2ni'l'^g(x) dx — J e2ni,l>0<-x)g (x) dx 5
о о

l
S  2n j {i/f(x)-t/f0(x)> |g(x)| dx ^  e' л, 

о

worin ( ) den Abstand von der nächsten ganzen Zahl meint. Wir ordnen nun die 
Konstanzintervalle von i/f0 so um, daß die dabei aus i//0 entstehende Funktion ij/ 1 nicht 
fallend ist. Die dabei aus g herforgehende Funktion heiße g t . Dabei bleibt

k ö ' k ö ’

(2.13) J  e2mVi(x)gi (x) dx = J  e2x,* ^ g (x )  dx
о о
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und

(2.14)

Ebenso ist auch

kő' 1

/  Ы *)| d x  =  j\g {x )\d x  S  1,

/  1-

=s ,  kf} = 4
/ —1

s  Фо(х)

Da I\j/1 monoton ist, bedeutet das

— j~ ~  — ФЛХ) -*= ^  f ü r  ( i — 1)<5' <  x  <  i S ' ,  i = l , 2 , . . . , k ,

woraus

+ M - W
1 für Q s x s k b '

folgt. Damit wird weiter
kő’

IJ  e2ni<l' ,Mg1(x) dx — J  e kö gt (x)dxJ s
kö' 2nix

(2. 15)
kő'

- 2n I ФЛ*)-
X

kö' \gt(x)\dx
2 n

Auf J e2niy g fkö 'y) dy läßt sich wegen (2. 14) Hilfssatz 2.6 anwenden. Das
о

liefert

(2.16)
kf  2nix

j J  e k>’ gt (x)dx I S  kö'у (($>).

Aus (2. 12), (2. 13), (2. 15) und (2. 16) folgt nun

\ J e2*i'l'Wg(x)dx j S  л е '  +  +  kö ' у ( © ) .
о к

Wegen (2. 10) und (2. 11) ist das
^ ле ' + 2л(<5 — e') +  (l +e)(l + <5)y((G) S  у((б) + <5(2л +  1 +  е) + еёу(©) +  8<5 + е.

Satz 2. 8 . Sind f y, f 2 komplexwertige L2-Funktionen auf [0, a] bzw. [0, a + b] 
mit а >0, 6 >0, normiert durch

a a + b
f  \fi(x)\2dx = f  | / 2(X)|2 dx = 1,
0 0
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ist © ein kompakter bezüglich 0 sternförmiger Bereich mit

m )  <  l,

ist g eine meßbare Funktion auf [0, b\ mit

g(x) 6 © fü r  alle x  € [0, b]
und gilt

(2.17) f  f i  (x) dxI s  (1 _  у (©)) für alle x ' , x ' f  [0, a\,
x '

so ist
b a  b

j / g(y) f  f i ( x ) f2(x+ y)dxdy\ Ш ?! (©) Max (й, f\g (y )\ dy)
0 0 0

mit у i (©) < 1, nämlich

2 1 1 - y
У l (©): “  "з" у  c o s  ~y2ß Q  > У '■ = У(®)> G  ■ =  M a x  (1, sup \z\). 

B e w e is . I s t  d e r  S a t z  f ü r
b

(2.18) f \ g ( y ) \ d y ^ b
0

richtig, so auch für
b

(2.19) f \g (y ) \d y > b .
0

Im Falle (2. 19) ist der Satz dann nämlich auf
b

g*(x): =  g(x)b [ J |g(j)| dy]
0

anwendbar, weil £*(лг)6® für alle jv 6 [0, Z>] und
b

f  \g*(x)\dx= b 
0

ist. Das liefert
b а

I /  g* (y)/ f l  (x ) f2 (x+ y)dx dy =з У1 b,
0 0

also
b a. b

IJ  g(y) J f i ( x ) f2(x + y)dxdy  =§ \g(y)\dy.
0 0 0

Im folgenden sei daher (2. 18) vorausgesetzt.
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Wie beim Beweis von Satz 2. 5 setzen wir a = a +  6, f 2( x )  = 0 in [a, a'] und 
bilden Dtj mit a statt a, überdies mit f 2 statt f 2 . Dann ist also

a

D 12 (x) =  J f i  ( y) f l  (x +  У) dy für x  € [0, 6],
0

Du (0) =  D22(0) =  1.
Wir setzen noch

<5; =
und unterscheiden nun drei Fälle:

a) Es gibt ein «0€[0, b] mit \DiX(u0)\Scos ö.
b) Für alle w£[0, b] ist iD1 j(u)| > cos <5 und es gibt einy0 €[0, b] mit j-D12(y0) |s  

ä c o s  2 d .
c) Für alle >>£[0, b\ ist \D21{y)\>cos 6 und \Di2(y)\>cos 2d.
Zu a). Für natürliches n gibt Satz 2. 3

/<|у; j€ [0 , 6], \Di2(y)\ > cos™ J ^

Wie beim Beweis von Satz 2. 5 (mit d statt n/3) folgt daraus

\ j t ( y ) D M d >I «  б ( т + у “ 8^ )  =  4 ( т + т “ ! w )-

Zu b). Jedes yd[0, b] läßt sich darstellen als y —y0± u  mit u£[0, b]. Satz 2. 2 
gibt für beide Vorzeichen

Es folgt sofort
\Dn(y)\ =  cos (2d-  6) = cos 6 (y £ [0, b]).

и о

\ J  g(y)Dii(y)dy\ S  cos <5 j\g (y)\dy^L  6 cos6<  b
2 1 <5
T + y C0SG

Zu c). Dem folgenden liegt die Idee zugrunde, daß wegen l-DnOOl s*l, 
\Dl2(y)\ %1 und Satz 2. 1 sich Dl2 etwa wie

Z> 1 2 (>’) sí e'>const-
verhalten muß. Aus 2. 17 schließt man mit Hilfssatz 2. 4, daß die Konstante im 
Exponenten nicht 0 sein kann, daß sich die Werte von D l2(y) also längs des Ein
heitskreises annähernd gleichmäßig verteilen. Damit liefert dann Hilfssatz 2. 7 
das gewünschte Ergebnis.

Es sei also
l̂ nOOl >cos 6, |D12(j)|> cos2á in [0,6].

In [0, 26] und damit in [0, (1 +46)6] gilt dann nach Satz 2. 2 noch

|Di2Q>)|g;cos (26 + 6) =  cos 36.
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Mit (2. 17) gibt Hilfssatz 2. 4 für rj=%, öb statt b :
öb

- J b \ f  Du(y)dy\ S y .

Da Z>n stetig, |ü n | >cos b >cos =  —  ist und der Mittelwert einer Funktion
4 f 2

stets in der konvexen Hülle des Wertebereiches liegt, hat das von arg Dll(y) für 
у  £ [0, öb] durchlaufene Intervall mindestens die Länge n/2. Für beliebiges £ [0, 2n\ 
gibt es also ut , u4 t [0, öb] mit

a rg ( =  9.

Wir betrachten die beiden Mengen

M O): = {y ;y e [0, b], arg D12(y)£[(p, <p + 2nö)}
ЩФ)- = {y;y£[0, (l+4b)b], arg В 12(у)^[ф, ф+ 2nö+ 32ö2)}.

Um pM(<p) abzuschätzen, zeigen wir yM(cp)SyNty) für beliebiges (p und ф. 
Dazu wählen wir uy, . n4f [0, öb] so, daß

arg П  D iA ud = Ф -Р +  16b2
i =  1

wird. Für beliebiges у  >0 und и f  [0, öb] mit у  +  «S(1 + 4b)b bekommt man aus 
Satz 2. 1

ID12(y + u )~ D 12(y)D11(u)I =£(1 -  ID,20)!2H  1 -  O uO )!2)^S 
S sin  3(5 sin b ^ 3 b 2,

und weiter wegen \Dl2(y + u) \ Scos 3b S l  — 5b2

arg /5l ,(v)/5 ,1(u)
D12(y+ u) — log / ; ,2( v)/5.,0/) 

D xiiy  + u)

log 1 - D ^ y  + ̂ - D y ^ D ^ i u )
Di2(y + u)

^  log 1 - D i Á y  +  u ) - D í 2{y)Dií(M) 
Di2(y+  u)

S  log 1 - 3b2
1 — 5b2

4b2

wie man wegen b ^   ̂ leicht nachrechnet.
Für y£[0, b] sind y + ux, y  +  Ux+u2, ...,y  + Ux + ... + й46[0, (1 + 4b)b]. Man 

kann die Abschätzung daher viermal anwenden und erhält

[a rgD ^O  + KiF ... + n 4) -a rg D 120 )  + <p-i/>- 16b2| =

P l2 (y  + U 1 + ••• +U4) 16b2.
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Für у  £ M((p) ist also y + ut + ... + uA£N  0//), folglich

/хМ((р)^цЩф).

Mittelt man nun über ф, so ergibt sich

2 к  2 к

ßM(<p) S t -  f  nN(\ф) с!ф =  2 * -/ ; dychjj =
0 0̂ >>̂ (l+4á)b

O ^ arg D i2 (y )-^ = 2 7 i< 5 +  32<52

(l+4«5)b

= у  /  (2тг5 + 3252)ф> <5+ 16 <521 (1 +  45)6 =  ( l+ e 0)<5b,

mit
16 , 64£0 = 45 + —  <5 + —  52 sí 4 + —  +16 3,2

n n 5 <  10,25.

Die Funktionen i//(/): = ~~ arg D l2(tb) und gQ(t)'. =g(tb) auf [0, 1] erfüllen2n
nun die Voraussetzungen von Hilfssatz 2. 7. Daraus ergibt sich

h 1
(2.20) i J e 'argBl2Wg (j)  = b >Je2nî g 0(t) dt | ^  6(7(©) + £0 + 85).

о 0
Nun ist

\Dl2(y) — ei™iDi2('y)\ =  1 — 1^12 001 *= 1—cos25 S  252 (j2G[0,7>]), 

ь
also

I f  g (y ){D\2(y)~eiariDl2b))dy\ = 2?>2b- 
0

Dies und (2. 20) geben endlich
b

I / g(y)D12(y)dy\ b(y + £0 + 85 + 252) =i

S 5(7 +  5(10,2 + 8 + 0,1)) s  b(y + 195) = 6 1 - l - y
20

und das ist
2 1 l - уy  + y co s  120G b = 71(©)6.
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3. Taubersätze

3.1. Satz 3. 1. Für die reell- oder komplexwertigen Funktionen f  und g gelte 
mit einer Konstanten т > 0  für

(3. 1)

und

(3.2)

* |/(x)| S  TI J f ( x - y ) g ( y )  dy\ + o(x'L(x)) 
0

x
J f ( y ) d y  = o(xTL(x)).

Die Funktion f  sei auf jedem Intervall [0, x] L2-integrierbar. Die Funktion g 
sei L-meßbar und es sei
(3.3) g(x)6© für alle IS O ,

worin © einen kompakten bezüglich 0 sternförmigen Bereich mit
(3. 4) f(©) < 1
bedeutet.

Falls 0 < t  <  1 ist, sei
X2

(3.5.1) f  \g{y)\dy Ш x2- x 1 + o(x2) (x2-+°°, gleichmäßig für x ^ x 2),
Xi.

falls t ^ I  ist, gelte die schwächere Annahme*
X

(3. 5. 2) /isOOl dy Ä x + o(x) (x—°°).
о

Die Vergleichsfunktion L sei überall positiv, meßbar und langsam oszillierend, d.h. 

L(ux)

(3.6)
L(x) 1 fü r  x-*- °° und u> 0

(gleichmäßig fü r  wf [w,, u2], 0 <  i/j <  u2)**.

(3. 7)
Dann gilt für x

f(x )  = o(xT lL(x)).

Zusatz 3. 1. 1. Die Behauptung gilt auch, wenn man (3. 3) abschwächt zu 
g = g\ +gi mit ^ (x K © ,

(3. 3. 1) g2 beschränkt und J  \g2(y)\ dy =  0(x).

* In unseren Anwendungen ist stets (3. 5. 1) gegeben. Die Tatsache, daß (3. 5. 2) bei г ё 1  
genügt, ist aber an sich interessant.

** Die Gleichmäßigkeit ist beweisbar, s. V. A ardenne-Ehrenfest, D e Bruijn, Korevaar [1].
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Der Beweis beruht wesentlich auf dem folgenden 

H ilfssatz 3. 2. U n t e r  d e n  V o r a u s s e t z u n g e n  v o n  S a t z  3. 1 s e i  

7 2 ( ® ) :  =  7 i ( ® ) * ( 2 - 7 i ( « ) ) * .
E s  s e i  A  g e n ü g e n d  g r o ß  ( ^ A 0 { L j ) ,  e p o s i t i v  u n d  g e n ü g e n d  k l e i n  (S £ 0(r, ©)), K 0 e i n e  
b e l i e b i g e  p o s i t i v e  K o n s t a n t e  u n d  В  g e n ü g e n d  g r o ß  { =  B 0 ( f  g ,  L ,  s ,  A ,  K0)j. M i t  
e i n e r  K o n s t a n t e n  K s K 0 g e l t e

(3.8)

f ü r  a l l e  x x , x 2 m i t

X 2  X 2

f  | /(* ) |2 d x  =  K 2 J  x 2 t ~ 2 L 2 ( x )  d x
X i  X I

x t ^ A ,  (1 + е) х 1 ^ х 2 ШВ.

D a n n  g i l t  f ü r  a l l e  x i , x 2 m i t

x x 5 5 ,  x2 =  (1 +  £)*i
s o g a r  

(3. 9)
X 2

J  \ f ( x ) \ 2 d x

X 2

y2(($>)K 2j  x 2 ' ~ 2 L 2 ( x )  d x .
X i

Bemerkung. Die Festsetzung von y2 ist ziemlich willkürlich. Es soll nur 

gesichert werden, und für x s l ,  wenn der Beweis mit (3. 5.2) geführt wird,

y i ( 2 - y i ) < y 2 < l -

3.2. Den Hilfssatz setzen wir zunächst voraus und beenden von da aus den 
Beweis von Satz 3. 1.

Wegen (3. 6) kann A0 so groß genommen werden, daß

(3.10)

gilt. Sind nun

1 _  L ( x ' )  „
2 “  L ( x )  -

für A 0 S x ^ x '  ^  2 x

s€(0, s0) und K0 beliebig gewählt, so
X 2

hat J  x 2 z~ 2 L 2 ( x )  d x  für
X i

X 2  B o

x l ^ A 0(\+e)xi ^ x 2^ B 0 eine positive untere Schranke. Da anderseits j \f(x)\2d x ^  J
x i  Ao

ist, kann man (3.8) für x t ^ A 0 , ( l  + e ) x 1 S x 2 ^ B 0 mit einem genügend großen 
K ^ K 0 befriedigen. Der Hilfssatz liefert dann (3.8) mit К г : =  у \ К  statt К  für 
x 1 ^ A 1 : =  B 0( . . . ,  A 0 , K 0 ) ,  x 2 = ( l  +e)xj. Mit genügend großem B ,  nämlich 
B l : = B 0( . . . ,  A , , K i )  läßt sich der Hilfssatz erneut anwenden usw. Auf diese Weise 
bekommt man

für

X 2  X 2

f  \ f ( x ) \ 2 d x  ^  y 2 K 2 J  x 2x~ 2 L 2 ( x )  d x
Xi Xi

X  i ^ A r9 x 2 ^ ( l + e ) x l 9  r =  1 ,2 , . . . .
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Wegen у 2 <  1 haben wir das Zwischenergebnis:
Zu beliebigen s £(0, e0) und K >  0 gibt es ein C, so daß (3. 8) für x t  =  C,  x 2 =  

sC l+e)^! gilt.
X

Wir nehmen C ^ A 0 , х ё ( 1  + e ) 2C  an und wollen f  \ / ( y ) \ d y  abschätzen.
0

Das Intervall [C, x ]  läßt sich durch geeignete x r , x 0 = C,  x„ = x  so zerlegen, daß 

(1 +e) S ^  (1 + e)2 für v =  1, 2, . . . , n
x v -  1

ist. Mit (3. 8) erhält man

Xv Xv

f  1 /0 ) 1  d y  Ä  ( A x  f  | / 0 ) | 2 0 )  2^
X v - 1  W - l

Xv
=? J  y 2 z ~ 2 L 2 ( y )  </yj Ä"d.v sup y x ~ l L ( y ) S .

X v -  l ^ y ^ X v

Wegen - ^ ^ ( 1 + 8 ) 0 2  und (3. 10) ist das 
Xv—1

X v

~ s 2 \ t - i \ + i к  f  y x~ i L ( y ) d y .
X v -  1

Insgesamt wird
X  C X

(3.11) / 1 /0 ) 1  d y  S  /  \ f ( y ) \ d y  +  2 \ ' ^ \  + 4 c f y ' - i L { y ) d y  
0 0 0

für x S ( l+ e ) 2C, C ^ A 0 .
Da Formel (3. 11) auch beim Beweis von Hilfssatz 3.2 verwendet werden 

soll, sei gleich darauf hingewiesen, daß der Hilfssatz nicht als Voraussetzung ein
geht. Es ist lediglich (3.8) für x t > C ,  ( l  + e ) x l ^ x 2 S x  angenommen worden. 

Da L  langsam oszilliert, gilt

X

(3.12) f  y z_1 L ( y ) d y ~  —  L ( x )  für
. T

Man sieht dies z.B. so: Für e=-0 ist

( l + e ) - 1!^*) L ( y )  ^  (1 +e)L(x), wenn У  =  x o 00,
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demnach auch für r = l ,  2 ,  . . .

(1 + s ) - ' L ( x )  S  L ( y )  S  (1+в)»1,(дс) wenn 7 6 2r ’
x

2Г 71
у  s  x0(e).

Integration über у  und Summation über r  liefern (3. 12).*
Das oben formulierte Zwischenergebnis, zusammen mit (3. 11) und (3. 12) 

hat zur Folge
X

/  1/0)1 d y  =  o ( x TL ( x ) ) .  
о

Da g  wegen (3. 3) beschränkt ist, erhalten wir nun aus (3. 1) sofort die Behauptung 
(3. 7) des Satzes.

3 . 3 . B ew e is  v o n  H i l f s s a tz  3 . 2 . Es genügt (3. 9) unter der Voraussetzung

(3 .13)  (1 + s ) x l ^ x 2 = ( l  + e ) 2 x 1 , Ä S r 2 S ( l + s ) f i

zu zeigen. Für solche x 1, x 2 folgt dann erst recht (3. 8). Da jedes Intervall [xx, x 2 ] 
mit x2 S ( l  +e)xj sich in Teilintervalle vom Typ [ x \  x " )  mit (1 + £ ) x 'S x 'g ( l  +  e)2x' 
zerlegen läßt, folgt (3. 8) für alle x t , x 2 mit

x t ^ A ,  х2ё ( 1 Т  e ) x 1 , x2S ( l  + e ) B .

Iteration dieses Schlußes zeigt, daß (3. 8) für alle x t , x2 mit

xx£ / l ,  x2 S ( l+ s )x 1 

gilt. Gleichzeitig folgt (3. 9) für

(1 + 8 ) x t S X 2 S ( 1  + £ ) 2Xi

und beliebiges x2S fi, also für beliebige x 1, x2 mit

x t ^ B ,  x 2 S ( 1 + e ) x 1 .

Beim Beweis wird zu beachten sein, daß die Bedingungen, denen A ,  s ,  В  jeweils 
genügen müssen, nur die in der Formulierung des Hilfssatzes angegebenen Para
meter enthalten. Dadurch wird sicher gestellt, daß alle Bedingungen sich gleich
zeitig erfüllen lassen.

Eine weitere Größe <5, die im Beweis auftritt, ist klein (s<50(©)) zu wählen. 
Die einzige Bedingung über A  ist mit (3. 10) bereits angegeben.
Der Beweis wird zunächst mit (3. 5. 1) geführt, auch für r S l .  Daß bei т ё 1  

schon (3. 5. 2) genügt, wird anschließend gezeigt.
Wir nehmen also (3. 13) an und setzen noch

x3 : =  A x  —  x2 — X j, x4 : = (1 — ]/e )x2.

* Es ist wohl interessant, zu bemerken, daß umgekehrt (3. 12) die Funktion L  als langsam 
oszillierend charakterisiert. Darauf beruht (unausgesprochen) der Beweis von I Hilfssatz 4.
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Für x € [x ,, x 2] bezeichne I Q( x )  ( g  =  1, 4) der Reihe nach
X - X l  * 3  JC4 *

/  ’ / ’ /  ’ /  T f ( x - y ) g ( y ) d y .
0  X  — X l  X 3  X 4

Dann ist nach (3. 1)
•* 1 /0 )1  =  1 / 0 ) 1 +  ••• + 1 /0 ) 1  +  R (x )

mit R ( x )  = o ( x zL ( x ) ) ,

( 3 .1 4 )

(1 +  s ) ~ 2 B  ( / \f(x)\2 d x f s  ( / x 2 1 /0 )|2 d x f ^
X i  X i

ё  ( 7 W d x ) \ { ] \ I 3\2d x f + {  j \ I 2+ U  + R\2dx]/2.

Der Sinn der Aufspaltung ist folgender: /  liefert das Hauptglied, das mit den 
Ergebnissen aus 2. abgeschätzt werden kann. /, enthält die Werte von /  bei Argu
menten in [В , (1 +  e)ß], wo (3. 8) noch nicht vorausgesetzt werden darf. /  enthält 
/  bei kleinen Argumenten, für welche (3. 2) noch nicht genügend wirksam ist, um 
die Abschätzung wie bei I 3 durchzuführen. Die Abspaltung von /  macht die Integ
rationsgrenze bei / 3 von x unabhängig und erleichtert so dessen Abschätzung.

Wir behandeln zuerst / , / , /  und R .
Die positive Größe <5 wird später festgelegt, und zwar, wie schon gesagt, durch 

eine Bedingung (5s<50(©).
Mit

A x ^ ( l  —(1 + e)~2)x2 —0  + e — (1 + e ) ~ 1) J B < 2 s B  

und |g|^G  erhält man
X  X

1 /0 )1 2 ^  T2G2 ( / 1/0)1 d y f s  r 2 G 2 A x  f  \ f ( y ) \ 2 d y ,
X i  X i

( 3 .1 5 )

X 2  X 2

( / l / 0 ) | 2^*)/2S  г G A x [ f  | / 0 ) | 2 0 ) /2 =
X i  X i

X 2

=  SB I J *  \ f ( y ) \ 2 d y }  L (e genügend klein).
* 1

Für /  erhält man zunächst ähnlich
X i

IZO)|2 ^  T2G 2 A x  J  \ f ( y ) \ 2 d x .
Xi — Ax

Wegen x t ^ B ,

*• > - v‘ + J V > i + e  
x t  —  A x  x ±

und Í 2 ^
X i  -  A x  =  2 x 1 -  X 2  a  l _  — -  11 x2 £

> m  4-е)2 ~  4  ^  >  0  — 4e)R S  A  (s klein, В groß)
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sind hier (3. 8) und (3. 10) anwendbar:
Xi

\ I 2 ( x ) \  ^  t G k { a x  J  j>2r-2L2(j) i/y ) /2^
x i —A x

S  2 x G K L ( B ) A x  Max ((xj — dx)r_1, ß t_1).
Wegen A x < 2 e B  gibt das bei genügend kleinern e
(3.16) \ I 2 ( x ) \ ^ Ö K B x L ( B ) .

Zur Abschätzung von / 4 ziehen wir (3. 11) mit A  statt C und (3. 12) heran. 
Wegen

Г -Х 4 5 г 2- Х 4 =  /8 Х 2 5  2У е  В  

ist
X - X 4  У  e В

|/4(x)| rS  x G  f  |/(z )l d y  =  \ f ( y ) \  d y  ^
о 0

А У1В
Ш  x G f  \ f ( y ) \ d y  +  x G 2 ^ - ^  + 1 K  J  y x _ 1  L ( y )  d y  S

О А

~  2 - 2 \ ' - 1 \ + 1 G K ( \ [ ~ s  B ) z L { ] / ^ B )  ( K s z K o , В  groß)

(3. 17) ^ Ö K B ' L ( B )  (e klein, В  groß).
Schließlich ist auch

(3. 18) R ( x )  =  o ( x zL ( x ) )  x b Ö K B ' L ( B )  ( В  groß).

Setzt man (3. 15)—(3. 18) in (3. 14) ein, so ergibt sich, wenn man e so klein 
wählt, daß (1 + e)~2> l  — <5 wird,

az  -vz

(3.19) ( 1 - 2 S ) b [ J \ f ( x ) \ 2 d x ] ' /2^  ( /  II 3 ( x ) \ 2 d x } \ 3 5 K B ' L ( B ) ( A x ) V * .
X i  X 1

Nun zur Abschätzung von J \ I 3 \2d x .  Es ist
X 2  X 2  X 4  X 4

f  \ h ( x ) \ 2 d x  =  x2 /  ( /  f ( x - y ) g ( y ) d y ]  ( f  f ( x - z ) g ( z ) d z ] d x  =
X i  X 3  

X 4  X 4
(3. 20)

=  T2 / g ( z )  J g ( y )  f  f ( x - y ) f ( x - z ) d x d y d z .
z  = x  3 y  = x  3 x = x i

Das Intervall [x3, x4] zerlegen wir durch

y y : =  x 3 +  —  ( x 4 - x 3)  (v = 0, 1, . . . ,  n )  
n
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und bilden
ys> X2

JA2) • = Jg (y) f  f ( x  -  y ) f ( x  -  z ) d x  d y  ( z  € [ x 3, x 4]).

Dabei soll n  gemäß
yv- 1

gewählt werden. Für genüged kleines e ist das möglich. Für kleines e haben wir ferner 
% A x ^ e ( x 4  —  x 3) ^ A x .  Dann ist

40e 150e
! _  A x  =  А У  =  1 A x  (A y  =  y v - y v - u y  =  y(ffi)).(3.21)

Für genügend große В  gilt nach (3. 5. 1)
yv

f  \g(y)\ d y  =  A y  +  e 3 y v  =5 А у + е г х 3 (v =  1, 2, ..., и).
Уу-  1

Wegen e 2x 1 ^ s A x ^ A y  folgt daraus

(3.22)

In J v ist

V̂

J  |g(.v)| (1 +  e ) A y .

x - y  =  x 2 - x 3 =  r ,  S  Д

also 

(3.23) 
Ebenso ist

У  =  * i -  x4 3? ( ( г Ь )2 -  1 +  / е j *2 Sr ~  Y e  x 2 == J  У е  В  (e klein),

x —y e \ f e  В ,  В für х€[х1гх2], к € [ х 3 , х 4].

x  —  z e  2 l / e  В ,  В

Weiter sei В  so groß, daß

(3.24) ( 1 + e ) - 1 ^
L i d ) 
L ( B )

^  1 + E für ) ' ё  В ,  В

gilt. Für großes В  liefern (3. 2) und (3. 24)
u

(3.25) f  f ( y )  d y \  Ш  ~ e 2 K 0 u vL ( t i )  ^   ̂ e 2 K u t L ( B )  für )/e В ,  В

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 
Fall I : Es sei

X 2 - Z

(  J  \ f ( x ) \ 2 d x ) 1/2 S  ‘ K ( x 2 ~ z y ~ '  L ( B )  ( A x ) * .
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Wegen (3. 25) folgt dann für x ' ,  x " £ [ x 1 — z ,  x 2 —  z ]

X"
I / R y ) d y \  Ш $ e2K ( x 2 —  z ) x L ( B )  ^
x '

(3.26) á  ~ e K  —  ( x 2 - z ) x L ( B )  s  i EK ( x 2 - z y ~ 1 L ( B ) A x  S
A  X  ̂  A

X2-Z

f  \ f { x ) \ 2 d x Y -
X l — Z

Nach Normierung und einfachen Substitutionen läßt sich jetzt Satz 2.8 mit 
a  —  A x ,  b  =  A y  anwenden. Dabei geben (3. 26) und die linke Seite von (3. 21) die 
Voraussetzung (2. 17). Man erhält

.KV .KV— 1 -

Ш  =  7i(© )Max (dy, j \ g ( y ) \ d y )  ( f  \ f ( u ) \ 2 d u  J  \ f ( v ) \ 2 d v ) A S
y v - 1 * l - y v  X i - Z

X 2 ~ y v - 1  X 2 - Z

S yi(©)(l+e)4)>( /  If(u)\2du f  \f(v)\2dv\\Vi

X l - y v

In diesen Integralen ist nach (3. 23)

u, v€ j f z  В ,  В i  [ А ,  B ] ,

daher ist (3. 8) anwendbar. Mit (3. 24) gibt das
X 2 ~ y V - l

| / v| == (1 +  e ) 3 y 1 K 2 A y L 2( B )  ( J  u 2x~ 2 d u  J  v 2x~ 2 d v ^  2 —
X i - y v  X I - z

=  (1 +  e)3 У1 к 2 А у ( А х ) ' Ь ( А х  +  А у ) ' / г ( и 0  r0)t_) L 2 ( В )  

mit yt =  yi(©), u 0 £ [ x l — y v , x 2 - y v - i ] , v 0 £ . [ x l — z , x 2 — z ] .  Darin ist nach (3.21)

150e
A x  +  A y  S  A x

Weiter geben A x ^ 2 e B  und (3.23)

1+ -

(3.27) 

ebenso

(3.27)

B - y v

Х г - У у - í  Ä 1+  d x  +  A y

X i ~  У  у x v —XA

1 - 7

S  1 + ^ —  S  1 +  8 ] / e , 
I7e В

1 + 4 / 1 ,
u Q B  —  z  v 0  x t  —  x 4
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womit wir für genügend kleines г

1Л1 — (1 +£)3 | l  + ' у з ~ |  2 (l + 8 /¥ ) 2|t_11 у j ^ K 2 ( B  —  y v) r - 1 ( B  —  z ) r ~ 1 L 2 ( B ) A x  A y ,

(3.28) |Л| S  (1 + ö ) y 1 K 2 ( B - y vy - 1 ( B - z y - l L 2 ( B ) A x A y

erhalten.
Im Falle II:

X 2 - Z

(  f  l / ( x ) l 2 < & ) ' 2 <  - ^ K { x 2 - z y - l L ( B ) ( A x ) ' b
X i - z

genügt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung statt der Anwendung von Satz 2. 8

y v  Х 2 - У  X 2 - Z

1Л 1 =  f \ g ( y ) \ {  J  \ f ( u ) \ 2 d u  f  \ f ( v ) \ 2 d v )  f ld y  S
y v - 1  X i - y  X i - z

y v  X 2 —y v - l  X 2 - Z

3= f \ g ( y ) \ d y {  J  \ f ( u ) \ 2 d u  f  \ f ( v ) \ 2 d v ) /2^
y v - 1 X i - y v  X i - z

X 2 - y v - l

S  (1 + e ) A y  { f  \ f ( u ) \ 2 d u ^ 1 *- К ( x 2 — z)T_ 1 L ( B )  ( A x ) l/2.
X i - y v

Wie im Falle I gibt das weiter

| / v| S  (1 +  S ) ^ K 2 ( B - y vy ~ 1( B  -  z y -  1L 2( B ) A x A y .

und damit (3. 28) auch im Falle II.
Nun ist über v zu summieren. Wir verwenden (3. 27) (mit statt u 0 ) :

f (В — у у - 1 d y  =  u \  1 A y  S  ( 1 + 8 / e ) “ Ií _ 1 I ( 5  — y v) r ~ 1 A y  

»*- 1

( и ^ [ В - у у , 5 - y v_j]),

X4

2  ( В - у Уу - ' А у ^ { \  +  д) f { B - y y - i d y ^ ( \ + ö ) - B \  
* =  i  A  T

X4 X2

f  g ( y ) f  f ( x - y ) f ( x - z ) d x d y \  S  2  1Л 001 S
X3 x ,  ' • = 1

S  (l + ö ) 2 y 1K 2 - B * ( B - z y - 1L 2 ( B ) A x .
T

A d a  M atbematica A cadem iae Scientiarum  Hungaricae iS, 1967



Ü B E R  M U L T I P L I K A T I V E  F U N K T I O N E N .  I I 447

Um jetzt in (3. 20) auch die Integration nach z durchzuführen zerlegt man 
[ x 3 , x4] wieder durch die / v. Dabei wird

Jlv y v

J  \ g { z ) \ { B ~ z ) x~ 1 d z  =  f  \ g ( z ) \  d z  =s ( l  +  e ) A y ( B - z ' vy ~ 1 s
3 » v - l  y v - l

y v

=  (1 + e )( l  + 4 / e ) lT_1 J  ( B — z ) z ~ 1 d z ( B —z'vy - 1, z'v e [ y v - u  y v],
y v - l

X 4  X 4

J  \ g ( z ) \ ( B - z Y ~ 1 d z  =? (1 + 5 )  f  ( B - z y - ' d z  Ш ( l + < 5 ) - B \
х г  x í  X

Damit haben wir endlich
X2

(3.29) J  \I3 ( x ) \ 2 d x ^ ( \ + ö ) 3 y 1K 2 B 2^L2 ( B ) A x .
Xl

Setzt man (3. 29) bei (3. 19) ein und berücksichtigt noch
X l

f  x 2' ~ 2 L 2 ( x ) d x  S  ( l - ö ) B * ~ 2L 2 ( B ) A x ,
Xl

so erhält man wegen y, <  y 2 für genügend kleines d  die Behauptung (3. 9). Damit 
sind Hilfssatz 3. 2 und Satz 3. 1 bewiesen unter der Voraussetzung (3. 5. 1).

3 . 4 . B e w e is  von  S a tz  3 . 1  m it  (3 . 5. 2 )  f ü r  r s l .  Es handelt sich darum, Hilfssatz
3. 2 mit dieser abgeschwächten Voraussetzung zu beweisen. Wir folgen den obigen 
Beweis im wesentlichen bis Formel (3.28). Da aber (3.22) ohne (3.5.1) nicht zu bekom

men ist, kann nach der Anwendung von Satz 2.8 der Faktor Max A y ,  I  \ g ( y ) \ d y \
У y v - l  )

nicht durch (1 + e ) A y  ersetzt werden. Wir haben also nur

|/,|S (1  + S ) y l K 2 ( ß - y vy - ' ( B - Z y ~ 1 L 2( B ) A x M a x  ( A y ,  G v)  
mit

yv

G , : =  f \ g ( y ) \ d y
y v - l

statt (3. 28). Diese Schranke ist auch im Fall II richtig. Sie ist aber in beiden Fällen 
unnötig schlecht, wenn Gv^  у,Ду ist, wie die triviale Abschätzung nach demMuster 
von Fall II zeigt:

X 2 - y v - l  X 2 - Z

| / V| — Gy ( J  \ f ( u ) \ 2 d u  f  \ f ( v ) \ 2 d v ] /2^
X l - y v  X i - Z

(3 . 2 8 . 1)
TS ( l + d ) K 2 ( B - y vy - 1 ( B - z y - ^ L 2 ( B ) A x G v .
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Wird

F ( u ) : =
и  für 0 S M S y14 )>, 

y , A y  für y x A y ^ u ^ A y ,  

y 1 u  für A y ^ u

gesetzt, so ist also

|/v| ^  (1 +  ö ) K 2( B - y vy - ' ( B  - z y - 1 L 2 ( B ) A x F ( G J .  

Ist В  und damit y 0 = x 3 genügend groß, so gibt (3. 5. 2)
У п

2  ° y = J I^O O I dy  =  0  + E)y„ für /I =  1, 2,jLJ
V = 1

Um jetz

: =  2  F { G v)

abzuschätzen, zerlegen wir die Summe folgendermaßen:

2  H G V)  =  y, 2  Gv+  2  0 - y . ) G v +  2  у Л А у - G , ) .
v =  1 v = l  G v ^ y i A y  У1 A y < G v ^ A y

Jeder Summand der zweiten oder dritten Summe rechts ist ^ y ,( l  — У \ ) А у .  Damit 
wird

H n =  У 1 2  Gv +  W iC l-y J z lj  ^  7,(1 +  £)_F„ + y ,( l — У \ ) У ц ,

S  Г1 (2 — у 1 + e ) y f l .

Dies läßt sich durch partielle Summation zur Abschätzung von 2 W  ver
wenden. Dabei ist т s  1 zu beachten:

2  (B - y vy - ' F ( G v) =  2  ( ( B - y vy - i - ( B - y v + i y - ' ) H v +  ( B - y ny ~ ' H n =5
V — 1

7i ( 2 - 7 i +£)

V= 1

n — 1
2v= 1
2 { ( в - у , у - ' - { в - у У+ху - ' ) у х+ { в - у пу - ' у Л  =

=  У1 (2  — У1 +  e)
п

(Я -У 1)т-1Уо+ 2  ( , В - У ч У - ' А у  \ S
V = 1 

ХА

 ̂1 (2 — у 1 +  е) [ в ' - ' А х +  J ( В - у у - 1 d y ]  ^

1
у,(2  —у, +  е) 2 с5 г + -  Я* S  (1 + < 5 )у ,(2 -у ,)  В ' .

Acta Mcithematica Acade?iiiae Scientiarum H ur.garicae iS, 196]



Ü B E R  M U L T I P L I K A T I V E  P U N K T I O N E N .  I t 449

Analog läßt sich (3. 5. 2) durch partielle Integration ausnützen, um
* 4 .

/  kOOl ( ß - z ) T~ l d z  =£ (1 +e) B z 
xÍ  T

zu zeigen. Im übrigen geht der Beweis wie bei der Annahme (3. 5. 1) zu Ende.

3 . 5 . Beweis v o n  Zusatz 3 . 1 . 1 .  Ein Unterschied ergibt sich nur bei der Ab
schätzung der 7v(z). Man zerlegt: 7v=7v l+ 7 v2, wobei 7vl mit g t und / v2 mit 
g 2 gebildet ist. Die Abschätzung von 7vl ist die alte, 7v2 wird trivial abgeschätzt, 
etwa wie 7V beim Beweis von (3. 28. 1). Statt Gv treten dabei

yv

Gv2 : =  f  \ g 2 ( y ) \  d y
yv- 1

auf. Für genügend großes В  ist aber nach (3. 3. 1)
X4

G v2 S  /  \ g i { y ) \  d y  S  e3x4 S  e2 A x  ^  e dp. 
о

3. 6. Asymptotik mit Hauptglied. S a t z  3 .  3 .  F ü r  d i e  r e e l l -  o d e r  k o m p l e x w e r t i g e n  
F u n k t i o n e n  f  u n d  g  g e l t e  m i t  e i n e r  K o n s t a n t e n  т > 0

(3. 30) x f { x )  =  z  f f ( x - y ) g ( y )  d y  +  o ( x z \ L( x ) \ ) ;
О

*
(3.31) x ~ Tf f ( y )  d y  L ( x ) ,  L ( x )  o s z i l l i e r t  l a n g s a m ,

0
Jt

(3.32) f g ( y ) d y ~ x ,
О

л:

(3.33) f \ g ( y ) \ d y ~ x .
О

D a b e i  s e i  f  a u f  j e d e m  e n d l i c h e n  I n t e r v a l l  L 2 - i n t e g r i e r b a r ,  u n d  g  s e i  b e s c h r ä n k t  
u n d  L - m e ß b a r .  D a n n  i s t

f ( x )  ~  z x z ~ 1 L ( x )  f ü r  x 

B e w e i s . E s  soll Satz 3. 1 mit Zusatz 3. 1. 1 auf 

f i  (*): = /(* ) ~ z x T~ l L ( x )

angewendet werden. Da g  beschränkt ist (etwa |gj S  G)) und mit L  auch \ L \  langsam 
oszilliert, ist nach (3. 12)

(3. 34)

s x

1 L ( y ) g ( x - y ) d y \  S  G f  z y r ~ l \ L { y ) \  d y
О

-  G ( e x y  \ L ( e x ) \  ~  G ( s x y  \ L ( x ) \ .
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Anderseits wird, da L ( y ) / L ( x ) in [ex, x ]  gleichmäßig gegen 1 strebt,
X  X

(3.35) f  r y T~ 1 L ( y ) g ( x - y ) d y  =  L ( x )  f  т у * - 1 g ( x - y )  d y  + o ( x * \ L ( x ) \ ) .
e x  e x

Für das Integral rechterhand bekommt man mit partieller Integration aus (3. 32)
X

J  T y * ~ 1 g ( x  —  y ) d y ~ ( l  —  e * ) x *
EX

Mit (3. 34) und (3. 35) gibt das

(3.36) /  r y * - 1 L ( y ) g ( x  —  y )  d y  ~  x * L ( x ) .
о

Nimmt man für g  speziell die Konstante 1, so folgt wieder (3. 12), jetzt aber 
auch für komplexwertiges L .

Mit (3. 36) und (3. 12) folgen aus (3. 30) und (3. 31) sofort die Voraussetzungen 
(3. 1) und (3. 2) von Satz 3. 1 für / ,  statt /  und \ L \  statt L .  Statt (3. 1) erscheint 
sogar die schärfere Aussage

x f i ( x )  =  *  f f i ( x ~ y ) g ( y )  d y  +  o ( x * \ L ( x ) \ ) .
0

Für g  verwenden wir die Zerlegung g  =  g \ + g 2

g r -  = tei, g i -  = g - k i -  

Aus (3. 32) entnehmen wir

/  Reg(>»)i/g-x.
0

Mit der Ungleichung
(3.37) |z — r \ 2 s 2 r ( r  —  Rez) für \ z \ — r  

folgt daraus (3. 3. 1):
X  X

f  \ g i ( y ) \ d y  =  J \ 2 g ( y ) \ ' / l ( \ g ( y ) \ - ^ g ( y ) ) ,̂ d y  =
О О

S  ( / : 2 \ g ( y ) \  d y )  h  ( f \ ( |g (j ) |-R e g (j )) i/y )  '2= =  o ( x ) .
0 0

Aus Satz 3. 1 und dem Zusatz erhält man also / 1(x) =  o(x,_ 1|L(x)|), d.h. 

f ( x )  =  x x T~1 L ( x )  +  o(xT~1 |L(x)|).
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4. Beweise der Sätze aus 1.2 für exponentiell multiplikative 
Funktionen

Bei dieser speziellen Klasse von multiplikativen Funktionen, für die stets

(4. 1)
ist, anders ausgedrückt 

(4. 2)

Mpv) =  ~MpT

2 Mn)

verläuft der weitere Beweis am natürlichsten. Unmittelbar aus (4. 1) oder durch 
Differentiation und Koeffizientenvergleich aus (4. 2) findet man nämlich

(4. 3) Я(л) log n  =  2  А —  I M p )  logp .
Pi n  K P )

Bei allen anderen multiplikativen Funktionen enthält die entsprechende Formel 
störende weitere Glieder (s. 1 (35)).

Wir übernehmen aus I die Bezeichnungen

M ( x ) : =  2  Mn)> m ( x ) :  =  2 ~ M n ) ,  l ( x ) :  =  2  Mn) l°g n
und setzen noch

t ( 0 : =  2
log p S £  P

M P ) ,  M )  : -  e ~ W ( e i ) ,  Щ ) : -

Die mit Я*, Я1 usw. entsprechend gebildeten Summen mögen M * ( x ) ,  M , ( x )  usw. 
heißen.- Ferner sei stets

Z- = l o g . v ,  ty. =  l o g  j a

4. 1. Hilfssätze über У  — Я(и). H ilfssatz 4. 1. I s t  Я e x p o n e n t i e l l  m u l t i p l i k a t i v ,  
n

ЯёО u n d

(4.4) k(£)~ x Z  m i t  r > 0 ,

s o  o s z i l l i e r t  L ( Q  =  т ( е ^ )  l a n g s a m  u n d  e s  g i l t

(4. 5)
1 -CZ+ 2  1л(р)

m ^ ~ W + W e  '

Das sind im wesentlichen 1 Hilfssatz 4 und I Hilfssatz 6. Die in I verwendete 
Voraussetzung I (3) über die I ( p v) (v g 2 ) ist bei exponentiell multiplikativen Funk
tionen entbehrlich: Aus (4. 3) erhält man

2 ^ ~  l o g «  =  2 ;  P>
M n )  M p )

n p S x  n  у
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weiter mit (4. 4)

f  l o g  у  d m ( y )  =  Z  Á—  I r log -F о  (log x)
(  n s x  П { П

X

=  T / log ' d m ( y )  +  o ( m ( x )  log x ) ,
1 У

und nach partieller Integration
X

i(x) log (1+x) J m ( y ) d  l o g  у .m (

Das ist I (41). Im übrigen kann der Beweis aus Г genommen werden.
H ilfssatz 4.2. S i n d  X  u n d  X *  e x p o n e n t i e l l  m u l t i p l i k a t i v ,  i s t  \ X * \ ^ X ,  g e l t e n  

(4. 4) u n d

(4. 6) Z  1 (AGp)-ReA*(p))-
P P

s o  i s t  L *(£) =  £ Tm * ( e S )  l a n g s a m  o s z i l l i e r e n d  u n d  e s  g i l t

(4. 7) 

s o w i e  

(4. 8)

m* (x )  -
1 -CX+ Z  A*(p)

g  P ^ x  p
Д1 + Т)

IL* ( £ )  I - z  -  a ( p )  -  Re Л *(Р »

L W
■■ 0 .

Die im Vergleich zu Hilfssatz 4. 1 notwendigen Aenderungen im Beweis sind 
in I 2. 5. 1 angegeben. Für exponentiell multiplikative Funktionen fällt I (23) mit 
(4. 6) zusammen.

Aus (4. 5) und (4. 7) folgt (4. 8).

H ilfssatz 4. 3. 
(4. 4) u n d

(4. 9)
s o  i s t

S i n d  X  u n d  X* e x p o n e n t i e l l  m u l t i p l i k a t i v ,  i s t  g e l t e n

Z  ‘ (X ( p ) -R СЛ*(Р)) =  °°,
P P

m * ( x )  =  o ( m ( x ) j .

Das ist ein Spezialfall von I Hilfssatz 7. Die Bedingung I (43) ist wegen Hilfs
satz 4. 1 erfüllt:
(4.10) m ( c x ) ^ m ( x )  ( x  -*-<=>, о 0).

4. 2. Wir benötigen ferner die einfachen Abschätzungen 

(4. 11) M ( x )  =  o ( x m ( x ) ) ,

(4. 12) l ( x )  =  M { x )  log x  +  o ( x m ( x ) ) ,

die z.B. unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 4. 1 gelten.
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B ew eis. A us

M ( x )  =  2  4 n )  —  x  2  - x m ( x )
n S í  n S x  H

folgt zuerst für beliebiges e > 0

M ( e x )  e x  m ( e x )  =  e x  m ( x ) .

Mit (4. 10) sieht man anderseits

M ( x )  — M ( e x ) S x  2  1 А (и) =  x ( m ( x )  —  m ( e x ) )  =  o ( x m { x ) ) .
ЕХ<П̂ Х W

Das beweist (4. 11). Damit wird weiter

l ( x )  —  J  log y d M ( y )  =  M  ( x )  log a — J  d y  =
1  1 y

X

=  M ( x )  logx +  J o ( m ( x ) )  d y  =  M ( x )  log x +  o ( x m ( x ) ) .
l

Ist |A*|sA, so folgt auch
(4. 13) 

(4. 14)

M * ( x )  —  o ( x  m ( x ) ) ,

/*(x) —  M * ( x )  log x + o ( x  ra(x)),

denn offenbar ist \ M * ( x )  \ S3 M ( x )  und

IM * (x) log x — /* (x)I =  2 (и) log —

S  2  А (и) log =  M { x )  log x -  / (x).

4.3. Die asymptotische Faltungsgleichung. Wir setzen in diesem Abschnitt 
A und A* exponentiell multiplikativ, |A*(^)|^A(/i)^G und (4.4) voraus.

Aus (4. 3) folgt

2  A ( w )  log m  =  2  А ( и ) А ( / > )  log p  = 2  M \ ~ \  ^ P )  l o § ^  =
тШх прШх P ^ x  \ P  )

=  /  m (tt] y d 2
1 Vd7 J P^y

log p

Führt man hier е* und e4 statt x und у  ein und dividiert durch x =  C% so erhält man 
rechterhand

/ м й ^ 2  - o g p - h p ) =  J m  -  ц )  d k { y ) .
!  К У  )  X  рШу P  0
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Wegen (4. 12) hat man linkerhand

I  K x )  =  m )  +  o { m ( e i ) )  =  t f ( 0  +  o ( ? L ( 0 ) .

Zusammengibt das
4

(4. 15) Ш )  =  f  f ( $ - t l ) d k ( y )  +  o ( Z ' L ( Z ) ) . *
о

Ebenso, mit (4. 14) statt (4. 12), folgt
4

(4.16) €/*(Ö -  f f * ( £  —  4 ) d k *  (»?) +  о (£'£(£)) •
0

Daß die Stieltjes-Integrale nicht existieren, wenn k ( p )  und /(£  — rf) gemeinsame 
Unstetigkeitsstellen haben, ist unerheblich, da dies nur für £= log  n ,  n —  1, 2, ... 
Vorkommen kann.

4. 4. Nun soll k ( f )  durch eine stückweise lineare Funktion h ( f )  ersetzt werden. 
Dazu wählen wir

so, daß gilt
(4.17) i v- ~ ,  {v- i v - ! - 0 ,

und definieren h ( f )  durch lineare Interpolation von k ( Q  in den Intervallen [d;v_ ,, £J. 
Aus der Selberg-Formel

2 , \ o g 2 p +  2 j ^ o g p X o g q  =  2xlog.v + 0 (v)
p ^ x  pq=ix

folgt bekanntlich leicht

2  logP  ̂ 2(x2*-Xl) + 0 [ ' 2 ],
K l < p S X 2  U°g x 2 )

was hier wegen X ( p )  s  G  und (4. 17)

2  %(p) ^  2 G e ~ ív- l (e^v — e i v - ‘) +  0
J|v-l<logpS4v P

S p G + o C l ) ) « , - ^ )  (v-co)

liefert. Damit ist einerseits
(4.18) 0SÄ '(O s2G  +  o(l) ( { - « » . i * «

* Zusatz nach Fertigstellung des Manuskripts. Das Restglied läßt sich vermeiden, wenn man 
£,(£): =  k(£) — e~s verwendet. Man erhält dann statt (4. 15) die Identität

4
<?/(£) =  /  f ( £ - n ) d k  Ш  

0
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gezeigt, anderseits ist

l* (ö -A (ö l  S  2
log P

X ( p )  =  O tfv- { v- i)  für i€

(4.19)
Es ist nun

4 v - I < l o g p S 4 v  P

* (ö  =  A(ö +  o( 1) « — )•

4
Я : =• /  №-4)d(k(ji)-h{rj))

abzuschätzen. Wegen /(0  —) =  £(0) =  /i(0) =  0 ist auch
4

Я : = J  (k($- t j ) -h(Z-t i ) )df( tD.
О

Setzen wir
Щ ) - К О = : г ( е * ) ,

so ist wegen (4. 19)
|r (x )|se  für x S x o00 

und im übrigen etwa |r(x)|Sft. Beachtet man

Г 1/ — d M ( y )  =  m ( x ) ,
- i  У

(4- 20) f  p  M ( y )  d y  =  -  f M  (y ) d - ~  =  /  j  d M ( y )  -  ^ M (x) =

so findet man

W \

m ( x )  +  o ( m ( x ) ) ,

1
Я § ) ( > « - м ; / ч )

r [ l d M ( y )  +  ^ - d y
W

=  2 e m ( x )  + o ( m ( x ) )  +  2 R  jm (x ) — m  | ~ | j  •
Nimmt man noch (4. 10) dazu, so folgt
(4. 21) Я =  o ( m ( x ) ) .

4.5. Beweis von Satz 1.1 für exponentiell multiplikatives X .  Aus (4. 15) wird 
mit (4. 21).

4
Ш )  =  f  M - ^ h ' i ^ d r t  +  o ^ L i O ) .
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Indem wir

m  =  \  h \ o

setzen, geben wir der Funktionalgleichung die Gestalt (3. 30):

№ )  =  T  f  f ( t - r , ) g ( r , ) d r , + . o { Z ' L ( 0 ) .
о

Schreiben wir (4. 20) in der Form

/  f ( r i ) d r i ~ m ( e t ) =  {'£(£),
о

worin /,(£) nach Hilfssatz 4. 1 langsam oszilliert, so haben wir (3. 31). Wegen g  =  0  
fallen (3. 32) und (3. 33) zusammen und folgen aus (4. 19) und (4. 4):

Zusammen mit (4. 5) gibt das die Behauptung von Satz 1.1.

4. 6 . B e w e is  d e r  S ä tz e  1. 2  u n d  1. 2 . 1 f ü r  e x p o n e n tie l l  m u lt ip lik a tiv e  F u n k t io n e n .
Wie k(<k) in 4. 4 werde nun auch k * ( c )  in den Intervallen £v] linear inter
poliert. Dies so gebildete Funktion heiße Л*(£). Wie in 4 .4  folgt k * = h * + o (  1), 
H *  =  o ( m ( x ) )  und mit

Nun folgt nach Satz 3. 3

das ist

r ( £ ) :  =  -/**(£)
wird

(4.22)
о

Für £e(£v- ! ,  £v) ist

| A * ( £ ) l ( £ v - £ v - i ) =  2  Щ г - f r i P )  s
| í v - l < l o g p S í v  P

2  Щ £ - х { р )  =  и ' ш ^ - ^ - 1)
| v - l < l o g  P

K P )  = / » ' « )  ( í v “  « v - i )

also 
(4. 23) l s * ( ö N e « ) .
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Im Gegensatz zu 4. 4, wo die Selberg-Formel genügte, um g(i) abzuschätzen, 
würde im folgenden der Faktor 2 stören.* Zum Beweis von Satz 1. 2 verwenden 
wir statt dessen den Primzahlsatz in der Form

log P

Das gibt mit (4. 17) 

у  lo g p

z p
l o g  P

i - c + o 1

i j '

£ v - l < l o g p S i ; v

=  £v — £ v- i  +  0
1 '

ív .
=  ( í v - í v - ! ) . (1 + 0 ( 1 ) )  ^  ( í v - í v - l ) ( l + e ) ,

für beliebiges e  >0  und genügend großes v.
Aus A*Q?)€T© auf Grund der Konvexität von ©

log p

g * ( í)
1 z

©. 

log P
T ( í v  í v - l )  i v - l < l o g p S £ v  P

g*(í)€ (l +  e)© für genügend großes i.

Dieselbe Relation können wir aus den Voraussetzungen von Satz 1.2. 1 be
kommen. Die i v müssen dafür nur so gewählt werden, daß i v — í v—i genügend 
langsam gegen 0 strebt. Dafür sei zunächst (s k) eine beliebige monotone Nullfolge 
( e k > 0 ) .  Wegen (1. 1) lassen sich C k - Sk 2 finden, so daß

z log p
í < l o g p S Í  + Efc P

gilt. Bilden wir dann die i v gemäß

1( ? ) S M  l+ e )  für ÍS Í*

so folgt

2
4 v - l < l 0 g p S i v

i v+1= i v + £, für i v 6 K 4 , C *  +  l ) ,

Я(/>) ё  ( í v - í v - !)(1+E) für iv_1s i 1.

Mit л * ( р )  € A(/»)© liefert nun die Konvexität von ©

©

und es folgt wieder 
(4.24) g*(í)€ (l+ g)©  für genügend großes i.

* Ist g  reellwertig, ( S = [ ---- G, А— G'j , so ist r(2(S)=r(©) =  0. Zum Beweis von Satz

1. 2. 2 wird der Primzahlsatz daher nicht benötigt. Wir bemerken dies, weil der Primzahlsatz (näm
lich ^  ß(n) =  o(x)) in Satz 1. 2. 2 enthalten ist.
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Von hier an fallen die Beweise von Satz 1.2 und Satz 1. 2. 1 wieder zusammen. 
Wegen f(@) <  1 läßt sich e so klein wählen, daß auch noch

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden.

4. 61. Es gelte (4. 9). Wir wenden Satz 3. 1 auf /*  und g *  an. Mit (4. 22) ist 
(3. 1) gezeigt. Aus (4. 26) folgt (3. 2) mit Hilfssatz 4. 3. Daß L ( £ )  langsam oszilliert, 
sagt Hilfssatz 4. 1. Für (3. 3) und (3. 4) haben wir (4. 24) und (4. 25) gezeigt. Daß 
(3. 3) nur für genügend große £ gilt, spielt nach dem Zusatz keine Rolle. Aus 4. 5 
übernehmen wir

Das ist die Behauptung von Satz 1. 2 bzw. Satz 1. 2. 1 wenn (4. 9) angenommen wird.

4. 62. Es gelte (4 6). Dann wird Satz 3. 3 auf /*  und g *  angewendet. Nach 
Hilfssatz 4. 2 ist

und L * oszilliert langsam. Damit folgt (3. 30) aus (4. 22) sowie (3. 31) aus (4. 26). 
Zu zeigen bleiben (3. 32) und (3. 33) mit g *  statt g .

(4.25) f  ( ( l + e ) © ) <  1
ist.

Analog (4. 20) ist
í X

(4.26)
=  m * ( x )  +  o ( m ( x ) ) .

(4.27)

und schließen mit (4. 23) auf
о

/ 1g * ( 4 ) \ d n  == j g y e i t ]  =  £ 2 - ^ + o ( ^ 2).

also auf (3. 5. 1).
Damit ist Satz 3. 1 anwendbar und gibt

/ * ( 0  =  « № ) ) ,
das heißt

L ( 0  =  O ( \ L * ( ® \ )
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Aus (4.6) folgt leicht, z.B. mit partieller Integration, Re k * ( 0  =  Щ )  +  о(£),
also

J  ( g ( n ) -  Re g *  ( r j ) )  d t]  =  ~  (Л (Í) — Re **(<?)) =
0 T

=  ^ ( * ( ö - R e * * ( ö )  +  o (l) =  o ( & .

Mit (4. 27) und (3. 37) folgt weiter

4 4
f \ \ g * ( r i ) \ - g * ( 4 ) \ d y  S  J  \ g ( t l ) ~ g * ( n ) \ d >1 ==
о о

4 4

=  { 2 f  g 0?) d y  J ( g ( n ) -  Reg* ( 4 ) ) d n )  2 =  o ( 0 ,
о 0

also
4 4

/ g *  ( l )  d*! =  J g ( * l ) d r i  +  o ( 0 ~  £>
0 0

<5 €

/  |«*0/)l<fy =  /  £*O0ify +  o(£)~£-
о о

Das sind (3. 32) und (3. 33).
Satz 3. 3 behauptet jetzt

Das gibt mit Satz 1. 1 und Hilfssatz 4. 2 endlich die Behauptung von Satz 1. 2 bzw. 
Satz 1. 2. 1 für den Fall (4. 6):

M *  (x) f * ( 0  £*(£) -Z  *U(p)-ReA*(p))
В Д  “  Ж Г ~

4 . 7. Beweis von Satz 1.1 .1  für exponentiell multiplikatives X. Wir zeigen den 
Satz mit der Bezeichnung X* statt X und setzen X:  =  |A*|. Aus (1. 13) wird dabei 
(4. 6). Das gibt wieder

4
f  (g(tl)-Reg*(ri))dri = o(0- 
0

€
Aus (1. 3) mit X* statt X  folgt J g * ( q ) d r ] ~ l ;  also auch

о

4 4
J  Re g *  (r f )  d t] ~ £ , f  g  ( t j )  d t ] ~ Z .
о о
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Wegen R eg*S |g* |=g  enthält das (3. 33) für g * .  Weiter schließen wir wie in 4. 62 
und erhalten mit Satz 3. 3 und Hilfssatz 4. 2

=  I  m*(x)
Das ist die Behauptung.

1

r m

- C t + E  — A*(j>)
e  p s x  p

5. Vervollständigung der Beweise zu den Sätzen aus 1. 2

Wie in I sei

Щ х )  : =  П  U + y  X ( p )  +  ~  4 p 2)  +  ■■■),
р я х  \  P  P

entsprechend П * ,  T I l usw. Aus X  bilden wir zwei weitere multiplikative Funktionen 
X 0 und X y durch

у  X q (n ) £  л(.р)р - *

X y («) _  - E 4 p ) p - S у  X ( m )  

n s m m s
Dann ist also

A0 (/>') =  A (p )v ( v =  1, 2 ,
speziell X 0 ( p )  =  X ( p )  und

A l  ( P l  =  2  Ч р У Ч р * )  ( V =  1,  2 ,  . . . )
Цу у Г"

H + x  = v

speziell X y ( p )  =  0. X 0 ist exponentiell multiplikativ, und X  ist das Faltprodukt von 
X 0  und X y :

( 5 . 1 )  X ( n )  =  2  X 0 ( c l ) X y ( e ) .
de = n

Entsprechend seien Áj und Ai der Funktion X *  zugeordnet.
H ilfssatz 5. 1. I s t  d i e  m u l t i p l i k a t i v e  F u n k t i o n  X  n i c h t n e g a t i v  u n d  g e l t e n  (1. 11)

u n d

(5.2) Z y 2 4 p ) 2 ^ - ,
P P

s o  k o n v e r g i e r e n

—  П ( 1 + ^2 Ai( p 2) +  ...
u n d

' » i W  =  Z  i  4 ( n )
m = 1 n

a b s o l u t  u n d  e s  i s t  « ) , (  o o j  =  П у (  с о ) ,

A  eta M atbem atica A cadem iae Scientiarum  H ungaricae iS, ig6j



Ü B E R  M U L T I P L I K A T I V E  F U N K T I O N E N .  I I 461

I s t  |A* IS  Я, s o  g i l t  d a s  e n t s p r e c h e n d e  f ü r  m * f ^ )  u n d  Щ («>). 
B e w e i s . E s  k o n v e r g i e r t  s o g a r

Я М  +
|a, ( p 2)I , |a, ( p 3)|

+ . . .

wie man aus
P  P

I M p v) M  v  1 W M F )
2 ^ ^  2
p ,  v  P  
v^2

P> V, д  
у + д^2

V! пу + Д

=  у  í  L l i(p) _  1) A M + e'nя(р) _  1 _  A M + е7 я(р) у  A M A '  
7 i  M p p  &  p “ ,

= 2’MЯ р ) 2
м2 +  o ( i ) 2 ^д~ 2 P^

sieht. In bekannter Weise folgt daraus die absolute Konvergenz von sowie
=  Я ,( с о  ). Für A* kann man genauso schließen, wenn man

I 4 ( p v)I =
benützt.

2  М ч р ^ а ч р *)
д  +  x  =  v / *  í

S  2 ’ ' Я р )" Я р *)
Д + X = v P»

H i l f s s a t z  5 . 2 .  G e l t e n  f ü r  X d i e  V o r a u s s e t z u n g e n  v o n  S a t z  1. 1 м и г / /.vt т  >  1 , 

да g/Л/ es1 е/ие K o n s t a n t e  К ,  m i t  d e r

( 5 .  3 )  

g i l t .

w y s K « Ш  fiir
у  X

B e w e i s . Auf X 0 läßt sicht nach 4  der Satz 1. 1 bereits anwenden. Es ist also 

mit langsam oszillierendem L 0 . Wegen т ==-1 ist

und
L 0 ? - ' L 0( 0  f ü r  ^ ^ 0

€für ^ i | i i ,

Durch Iteration der beiden Relationen folgt
für

Damit wird auch
M M  s K M_oOO_ für

У  x

Eventuell mit einer größeren Konstanten gilt dies dann auch für y S x 0S r .
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H ilfssatz 5. 3. F ü r  d i e  m u l t i p l i k a t i v e  F u n k t i o n  X  g e l t e :  AsO, (1. 1), (1. 17) 
u n d  (1. 12). D a n n  i s t

x

I s t  |A*| -  s o  g i l t  a u c h
log x J 'Z  |A, 001 =  o  f

n=*x  V

Beweis. Wegen |A(p)|S(r gilt (1. 12) auch, wenn man die Summations
bedingung vs=2 fortläßt. Damit wird zunächst

Z  l î O v)l log P v S  Z  Я(/?)УЯС^) log x 3»
pv+<‘sx v!
» + ( l S 2

S  2  Х ( р г ) е а  log* =  o(x).
p » * S  ДС

Daraus folgt mit Hilfssatz (5. 1) ((5. 2) gilt wegen (1. 10)):

2  1̂ 1001 log П =  2  |Aj (w)| \ X l  (pv)I logpv
n^x pv-m^x

p^m

S  2  |Ai(m)| 2  \*i(P*)\logp'= o {  j t  ,Ali Wi)4  =  O(x).
m ^ x  x  \m  =  1 У

Partielle Summation liefert nun die Behauptung.
1Für A* kann genau so geschlossen werden, da auch 2  ~  |A*00l konvergiert. 

Da offenbar
s  - а д

П ( х )  =  П 0 ( х ) П 1 ( х ) ,  П о(.т) =  е > * *  р 

ist, folgt aus Hilfssatz 5. 1 insbesondere

П ( х )  ~  П 0 ( х ) т ! H  (.v -  °°)
und entsprechend

П * ( х )  =  ТЦ(х)  m í ( - )  +  о ( \ Щ ( х ) \ )  =  n U x ) m * M  +  о ( П ( х ) ) .

Für A0 und Aq statt A und A* sind in 4 die Sätze 1 schon bewiesen. Um sie 
auch für A und A* zu beweisen, brauchen wir nur noch

(5. 4) M ( x )  ~  M 0( x ) m 1{ ° ° ) ,  M * ( x )  =  M % ( x ) n t f ( » ) + o ( M ( x ) )

zu zeigen; dann folgt offenbar

M (*) ~  M 0 ( x ) MjH - j  T J0 ( x ) m 1 И  ~  * 2 -  j  n (*),
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und

M * ( x )  =  +  O)) =  j  n% (x) m \  ( ° o )  +  о  ( M ( x j )  =

p — CT у  p  CT у

=  Г ( т )  у  ( П * ( х )  +  о ( П ( х ) )  +  о ( М ( х ) )  =  j l l * 00  +  О (М(х)),

also die Behauptungen der Sätze 1.1; 1.2; 1.2. 1.
Für Satz 1.1.1 kann man genauso schließen, nur ist es zweckmäßig, wieder 

die Bezeichnung von X zu 2* zu ändern und |2*| — X  zu setzen.
Zum Beweis von (5. 4) gehen wir von (5. 1) aus:

M ( x )  =  2  M M  =  2  4 (m ) X i ( n )
n̂ =x m.n^x

2  X M n ) M 0 -  • n  I

Nehmen wir zunächst t > 1 an. Satz 1. 1, auf X 0 angewendet, gibt 

M o  | —■ ~  — M0(x) für x-*°°, и fest.( n )  fl

Für beliebiges festes a  folgt damit

2 7 M («) M o  Í ~ } =  M o  (x) 2  ^  +  О (M0 (x)),
n^a \ n ) n^a n

=  M 0 ( x )
M i ”)

2  „n>a n
+  o(M0(x)).М о { х ) т ^ ) - 2 М ( п ) М 0 \ Ц

n^a \ n )

Mit Hilfssatz 5. 2 erhalten wir anderseits für x S r 0

2  -0 (И) M o [ X \  S K  2  ' \ M  («)| M o  ( x ) .
a < t t ^ x  \ n  )  n > a  n

Wählt man a  zu gegebenem s > 0  genügend groß, so folgt mit Hilfssatz 5. 1 

\ M 0 0 0 mi H  — M (x)| S  ( K ~  \ ) 2  ' \ X l ( n ) \ M 0 ( x )  +  o ( M 0 ( x ) ) s
n > a  rl

— £ M 0 ( x )  +  o ( M 0 ( x ) )  (x-*°°),

also ist M(x) =  M0(x)m1(o°) +  o(M0(x)). Da w ,(<*>) ^ 0  ist, darf man das Rest
glied auch als o(M(x)) schreiben.

Für X* verläuft die Rechnung analog.
Die Annahme x  =» 1 wurde nur für Hilfssatz 5. 2 gebraucht. Also gelten die 

Sätze auch für т =  1 noch ohne die Voraussetzung (1. 12), falls (5. 3) gilt. Das ist 
z.B. der Fall, wenn X ( p )  =  1 für alle p  ist, allgemeiner, wenn

2 ~  M p )  =  log log x + o ( i )
P S x  P  

gilt.
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Nun sei 0 < т ^ 1 . Außer (1. 11) wird dann (1. 12) vorausgesetzt. Wegen Hilfs
satz 5. 3 ist

K x
(5.6)

Mit 0 <  ё <  1 und noch zu wählendem a  betrachten wir die Zerlegung

M ( x )  =  Z  =  Z  A,(m)M0 i n  +
mn- x̂ n^a V'' /

+  2 1 h { n ) M 0 \ ^ +  Z ^ m M ,
a<n^xl~c ) n^xE v

Davon ist wieder für genügend großes a  

(5.7) Z  (n) [— j — M 0  (x) Wi (o°)
|n^a \ u )

^  eM0 (x) +  о  (M0 (x)).

Zweitens folgt mit Hilfe von Satz 1.1, auf A0 angewandt, für genügend großes x
T — 1

(5. 8)
2  |Л ,(» ) |М 0 Ы  =  2  2  ^ n)i

V ™ /  а < л = ? х 1 - Е  ™

log

logx M0(x) S

S  2e' - ‘ M 0 ( x )  Z  —  s  2 e x M 0 ( x ) .
n > a  f t

Formel (5. 6), Hilfssatz 4. 1 und nochmals Satz 1. 1 geben drittens

x
Z  A0(«) \ m ,

n S x c f  \ n  )
( x 1- ' ) S 2 К  Z  Л>(«)

n^xE
n  log

(5.9)
n

3K x  , 4 , 4 , n4
3  toJV “ m»w  ~  (* grol)) 

4 К £TM0(x) ( x -  oo).
c

Aus (5. 7), (5. 8) und (5. 9) insgesamt folgt
M(x) =  M0(x)»ij(°°) +  o(M0(x)) =  /W0(x)m,(») +  o(M(x)). 

Für A* geht die Rechnung wieder ganz entsprechend.
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6. Ein negatives Resultat

Es soll noch gezeigt werden, daß die Bedingung X { p )  ~ G  in Satz 1. 1 nicht 
beliebig abgeschwächt werden kann. Schon, wenn man die immer noch recht 
scharfe Forderung X { p )  =  0((log log/?)9) mit einer Konstanten !) >  j- an ihre Stelle 
setzt, wird der Satz falsch.

(6. 1)

Satz 6. 1. I s t  d i e  F u n k t i o n  G  p o s i t i v w e r t i g ,  n i c h t  f a l l e n d  u n d  e r f ü l l t

d x
I2 G 2 ( x ) x  log x  

s o  g i b t  e s  e i n e  e x p o n e n t i e l l  m u l t i p l i k a t i v e  F u n k t i o n  X ,  f ü r  d i e

(6. 2) Z ^ - U p )  =  log* +  0 (l), 0 S ^ ) S C ( ? )
p S x  P

g i l t ,  o h n e  d a ß  lim — M ( x )  e x i s t i e r t .  
x->~ x

Bemerkung. A us (6. 2) folgt durch partielle Integration 

^  — X ( p )  =  log log* +  const +  0(1).
p S x  P

Wäre Satz 1. 1 anwendbar, so würde also aus (1. 2) die Existenz von lim — M ( x )
x-><=° x

folgen.
Beweis. Wir werden X  so konstruieren, daß die erzeugende Funktion

der Ungleichung
F ( s ) '  =  2

|F(1 +  a +  2я/)|

m
n s

const
a

X  Л(р)р~®
e p

für 0 < a g « o

genügt. Das widerspricht einer Beziehung M (*)~Cx.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man G  in ( e k ~ k ,  e k + i ] [konstant 

annehmen (A: = 1 ,2 , ...), denn (6. 1) bleibt bestehen, wenn man G  durch G 1 :

ersetzt. Es sei also
Gx(x) =  G(efc-i) für e k ~ k  <  * ä  e k + i

G ( x )  =  g k in ( e k ~ i ,  e k + i ] .  

Dann ist (6. 1) äquivalent mit

(6.3)
“  i

Z v
Ferner dürfen wir

(6.4)

14*

k g l

g k  =  0 {log k )
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annehmen, weil, wenn (6. 3) gilt, auch die mit g l k : =  Min ( g k , log k )  ( k  S 2) ge
bildete Reihe konvergiert. Da die g k nicht fallen, folgt aus (6. 3) g k > l  für k ^ k 0 . 
Wir setzen

u k : =  ~  - für к  s  k 0 ,
ASk

4 : =  ( e k ~ “k , e k+Uk],

4 P ) :! - {S
S k  für p £ l k ( k s ? k 0 ) ,

sonst.

Damit ist eine exponentiell multiplikative Funktion A vollständig definiert. 
Zieht man den Primzahlsatz in der Form

heran, so folgt
2 log p =  log x  — С +  О 1

log2 л:

Z 4 ^  = 4 ^ + o { ^ ) )  =

= 2 u k +  0 \ ^ \  +  0 n)) 1 +  0

also (6. 2).
Mit einigen Zwischenrechnungen findet man für a > 0

log&  )
k 2 } ’

2  4 р ) р ~ 1 ~ * - 2 п '1 =  g k \  J  у
p € l k

- a — 2ni  _ l

log к
d \ o g y + 0

=  * ,_ /  О ( a )  = ] - e-.» + 0 (-Jf ) + 0 ( l | ) ,

mit Restgliedern, die bezüglich a gleichmäßig sind. Wegen (6. 3) und (6. 4) gibt das 

2 ,  4 р ) Р ~ 1 ~ л ~ 2ж1 =  — l o g ( l - e - “) +  0 (l) =  log 1 + 0 (1) (а —0 +).

Damit wird nun

F ( l + a  +  2 n /)  =  — e0(1),

(6.5) |F ( 1 + «  +  2fti)| a  cons<' für 0 < а ^ а о .

Nehmen wir jetzt entgegen der Behauptung des Satzes 

M ( x )  —  C x  +  R ( x ) ,  R ( x )  =  o ( x )
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an, so folgt für

F(1 +  a  +  2 n i )  =  f  y ~ l ~ x ~ 2 n i d  M ( y )  =

1 +  a  +  2 n i  

a +  2 n i
+  ( l + a  +  2 m )  J  R ( y ) y - 2 - * - 2,,i d y  =

=  0  + (1 +  а +  2яг) J R ( y ) y ~ 2 ~ x ~ 2ni d y
XO

mit beliebigem y0 . Nimmt man x 0 genügend groß, so ist [ R ( y )  | S  s y  für y ^ x 0 , 
also hat man

oo oo oo

j J  R ( y ) y ~ 2 ~ x ~ 2ni d y \  S  £ J y ~ 1 ~ x d y  ^  £ J  y ~ 1 ~ x d y  —
*0 XO 1 ^

Es wäre also F ( l + x  +  2 n i ) — o ^ j .  Der Widerspruch zu (6. 5) beweist Satz 6. 1.

(Eingegangen am 10. Juni 1966; in veränderter Form am 6. April 1967.)
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