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UNMITTELBARE EINFÜHRUNG WEIERSTRASSSCHER 
HOMOGENEN KOORDINATEN IN DER HYPERBOLISCHEN 

EBENE AUF GRUND DER HILBERTSCHEN 
ENDENRECHNUNG

Von
PAUL SZÁSZ (Budapest)
{Vorgelegt von G. Hajós)

Einleitung

Unter einer hyperbolischen Ebene soll im folgenden irgendeine Gesamt
heit von „Punkten11 und „Geraden“ verstanden werden, für die außer den 
ebenen Axiomgruppen I, II, III von D. Hilbert,1 noch die nachstehenden 
zwei Axiome gelten:2

IV7,. Es seien P, Q zwei verschiedene Punkte in der Ebene und Q Y 
eine Halbgerade an der einen Seite der Geraden PQ. So gibt es stets eine 
Halbgerade P X  an derselben Seite von PQ, die Q Y nicht schneidet, während 
jede im <$QPX gelegene innere Halbgerade PZ  
diese Halbgerade QY schneidet (Fig. 1).

IV.,. Es gibt eine Gerade g0 und einen nicht 
auf ihr liegenden Punkt P„ der Ebene derart, daß 
durch P0 zwei verschiedene Geraden gelegt werden 
können, die g 0 nicht schneiden.

Aus diesem unvollständigen Axiomensystem 
folgt schon3 der von D. H ilbert4 bei seiner neuen

1 D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. (Leipzig und Berlin, 1930), Anhang 
III, S. 160—162.

2 Von dem modernen, viel allgemeineren Begriff der hyperbolischen Ebene wird hier 
abgesehen. Bezüglich dieses Begriffes verweise ich auf die Arbeit von W. Klingenbero 
Eine Begründung der hyperbolischen Geometrie, Math. Annalen, 127 (1954), S. 340—356

3 P aul S zász, Über die Hilbertsche Begründung der hyperbolischen Geometrie, Acta 
Math. Acad. Sei. Hung., 4 (1953), S. 243—250, insbesondere S. 243, Fußnote. Für den Beweis 
siehe Szász P ál, A Poincaré-féle félsík és a hiperbolikus síkgeometria kapcsolatáról (unga
risch), MTA Mat. és Fiz. Oszt. Közi, 6 (1956), S. 163—184, insbesondere S. 165, oder aus
führlicher P aul S ász, A remark on Hilbert’s foundation of the hyperbolic plane geometry, 
Acta Math. Acad. Sei. Hung., 9 (1958), S. 29—31.

4 D. Hilbert, Neue Begründung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie, Math. 
Annalen, 57 (1903), S. 137—150, insbesondere S. 139—140, oder a. a. O. », S. 159—177, 
insbesondere S. 162.

1 Acta Mathematica IX/I—2
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Begründung der hyperbolischen Geometrie der Ebene neben den Axiomgrup
pen I, II, III noch als Axiom vorausgesetzte

Sa tz . Ist g  eine beliebige Gerade und P ein nicht auf ihr gelegener 
Punkt, so bilden die durch P gelegten und g  schneidenden Geraden, die inne
ren Geraden eines gewissen <f(Pi,p2)- Die Geraden p,, p,, die also g  nicht

mehr schneiden, heißen die durch P  
gelegten hyperbolischen Parallelen zur 
Geraden g  (Fig. 2).

Nach dem Gesagten bilden die 
Hilbertschen ebenen Axiomgruppen 
I, II, III zusammen mit den von mir 
gewählten Axiomen IV, und IV2 ein 
Axiomensystem, welches mit dem durch 
D. H ilbert5 zu Grunde gelegten äqui
valent ist. Dieses Axiomensystem hat 
den Zweck, ebenso wie das von 

D. Hilbert, die hyperbolische Geometrie der Ebene ausschließlich auf Grund 
der ebenen Axiome ohne Anwendung von Stetigkeitsaxiomen zu begründen.

D. Hilbert hat in seiner eben zitierten Arbeit die Fernpunkte der Ebene, 
die durch je eine hyperbolische parallele Geradenschar bestimmt werden (Fig. 3), 
Enden genannt. Eine Gerade besitzt infolge des obigen Satzes stets zwei 
Enden (Fig. 4). Nach dem Beweis des grundlegenden Satzes, laut welches

Fig. 3

zu irgend zwei Geraden, die sich weder schneiden, noch einander hyper
bolisch parallel sind, stets eine Gerade gibt, welche auf beiden zugleich 
senkrecht steht, konnte D. Hilbert auch die Existenz jener Geraden bewei
sen, die zwei vorgeschriebene Enden besitz. Das hat schon zur Folge, daß auf 
eine Gerade von einem nicht zu ihr gehörenden Ende aus ein bestimmtes 
Lot gefällt werden kann. Von den vorbereitenden Sätzen, die D. Hilbert

5 D. Hilbert, a. a. O. 4, S. 137—140 bzw. S. 160—162.
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a. a. O.6 seiner sogenannten Endenrechnung vorangeschickt hat, möchte ich 
hierbei nur die erwähnten hervorheben. Diese Endenrechnung, die von ihm 
für die Enden eingeführt wurde, werde ich der Vollständigkeit halber im § 1 
besprechen.

Während der von D. H ilbert7 gestreifte Weg zum Aufbau der hyper
bolischen Geometrie der Ebene mit Hilfe seiner Endenrechnung durch die 
projektive Geometrie führt, wird in vorliegender Arbeit durch die unmittel
bare Einführung gewisser homogenen Koordinaten 'und selbstsändige Begrün
dung der analytischen Geometrie der hyperbolischen Ebene die Grundlage 
für einen vollständig elementaren Aufbau geschaffen. Diese Koordinaten wer
den bei der Annahme der Stetigkeitsaxiome (statt des Axioms IV]), die das 
obige unvollständige Axiomensystem zu einem vollständigen machen, iden
tisch mit den bekannten Weierstraßschen homogenen Koordinaten, deshalb 
nenne ich sie ebenso.8 Bei diesem Aufbau der hyperbolischen ebenen Geo
metrie habe ich mit der hyperbolischen Trigonometrie nichts zu tun, letztere 
ist vielmehr eine Folge der hier begründeten analytischen Geometrie der 
hyperbolischen Ebene.9 Ich mache auch von der euklidischen Geometrie 
keinen Gebrauch, daher kann meine Darstellung als ein independenter ele
mentarer Aufbau der hyperbolischen Geometrie der Ebene gelten.

§ 1. Die Hilbertsche Endenrechnung. Die Streckenfunktion E(t) 
und die aus ihr hergeleiteten Streckenfunktionen

Die Hilbertsche Endenrechnung ist kurz gefaßt und in etwas anderer, 
meinem Ziele entsprechender Form, die folgende.10

Es sei in der hyperbolischen Ebene ein rechter Winkel mit dem Schei
tel О vorgelegt, dessen Schenkel als Halbgeraden die Enden Í2 bzw. E haben

6 Siehe а. а. О. 4, § 1, S. 140—145 bzw. S. 164—170.
7 D. Hilbert, a. a. O. 4, § 4, S. 149—150 bzw. S. 175—177.
8 Bei der Annahme der Stetigkeitsaxiome habe ich die unmittelbare Einführung der 

Weierstraßschen homogenen Koordinaten und die selbstständige Begründung der analyti
schen Geometrie der hyperbolischen Ebene in einer früheren Arbeit mutatis mutandis 
dargetan. Siehe P aul Szász, Begründung der analytischen Geometrie der hyperbolischen 
Ebene mit den klassischen Hilfsmitteln, unabhängig von der Trigonometrie dieser Ebene, 
Acta Math. Acad. Sei. Hung., 8 (1957), S. 139—157.

9 Für den Fall der Annahme der Stetigkeitsaxiome siehe P aul Szász, Die hyper
bolische Trigonometrie als Folge der analytischen Geometrie der hyperbolischen Ebene, 
Acta Math. Acad. Sei. Hung., 8 (1957), S. 159—161.

10 Vgl. auch P aul Szász, а. а. О. 3, zweites Zitat, § 1, wobei die Hilbertsche Enden
rechnung als Bogenrechnung bezüglich des Grenzkreises dargestellt wird. Diese Darstellung 
ist anschaulicher, setzt aber aus der hyperbolischen Elementargeometrie etwas mehr voraus.

l*
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(Fig. 5). Das Ende ß  (in der Bezeichnung von D. Hilbert das oo) wird 
ausgezeichnet und die Endenrechnung für die von ß  verschiedenen Enden 
erklärt. Ein solches Ende a heiße positiv, wenn die Geraden a£2 und Eß 
auf derselben Seite der Geraden O ß  liegen, und heiße negativ, wenn diese 
Geraden auf verschiedenen Seiten von O ß  liegen. Wenn wir eine Gerade 
« ß  mit dem anderen Ende « an der Geraden O ß  spiegeln, so werde das 
von ß  verschiedene Ende der so entstehenden Geraden mit —« bezeichnet. 
Das andere Ende der Geraden O ß  mag mit 0 bezeichnet werden.

D. Hilbert11 definiert nun die Summe zweier Enden folgendermaßen:
Erklärung. Es seien a, ß irgend zwei von ß  verschiedene Enden; 

ferner sei O« das Spiegelbild des Punktes О an der Geraden « ß , und Oß 
das Spiegelbild von О an der Geraden /Ш; die Mitte F der Strecke UaOß 
(im Falle cc =  ß den Punkt O« =  Oß selbst) verbinden wir mit dem E ndeß ; 
das andere Ende der so konstruierten Geraden E ß  heiße die Summe der 
beiden Enden a und ß und werde mit cc + ß bezeichnet (Fig. 6).

Die Definition des Produktes zweier Enden wird einfacher als bei 
D. Hilbert,12 wenn vorher eine gewisse Streckenfunktion E(t), die den 
Schlüssel meiner ganzen Darstellung bildet und die ich übrigens schon in 
einer früheren Arbeit" eingeführt habe, definiert wird, wie folgt:

Die Gerade O ß  sei nach ß  gerichtet; bedeute 
( 1) a =  E(f)
das positive Ende derjenigen Geraden, die im Endpunkt A der mit Vorzeichen 
genommenen Strecke OA =  t auf O ß  senkrecht steht (Fig. 7). Offenbar ent-

11 D. Hilbert, a. a. O. 4, § 2, S. 145—146 bzw. S. 170—171.
12 D. Hilbert, а. а. O. 4, § 3, S. 147—148 bzw. S. 173.
13 P aul S zász, а. а. О. 3, erstes Zitat, S. 248.
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spricht ein positives Ende о immer einer bestimmten, mit Vorzeichen genom
menen Strecke t.

Mit Hilfe dieser Streckenfunktion (1) können wir nunmehr das Produkt 
zweier Enden folgendermaßen definieren:

Erklärung. Das Produkt o, a, der positiven Enden ox =  E (4) und 
a2— E  (4) heiße das Ende 
(2) E  (4) E (4) £ (4  +  4)

(Fig. 8); wir kommen noch darüber ein, daß für positive Enden a, ß immer
(3) a ( — ß ) = ( — a ) ß = — aß,  (— a ) ( — ß ) =  a ß  

und für ein von Ei verschiedenes Ende S, stets
(4) £.0 =  0-§ =  0 
ausfalle.

In der Bezeichnung (1) bedeutet E(0) das Ende E und dieses spielt 
bei der Multiplikation die Rolle der positiven Einheit, da doch nach (2)

E(t)E(0) =  E(0)E(t) =  E(t) 
ausfällt. Deshalb sei für dieses Ende die Bezeichnung
(5) £ (0 )= 1
eingeführt. Auf Grund von (2) kann diese Formel auch noch in der Gestalt 
(5*) E( t )E(— t ) = \
geschrieben werden.

Das Ende 0, welches im Sinne von (4) bei der Multiplikation die Rolle 
von Null spielt, verhält sich auch bei der Addition als Null, da offenbar für 
ein von Ei verschiedenes Ende stets
(6) S +  0 =  0 +  g =  £
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und
O)  § +  ( - D  =  0
besteht. In dieser Endenrechnung gelten nach dem grundlegenden Ergebnis von 
D. Hilbert14 die nämlichen Regeln, wie für die Rechnung mit gewöhnlichen 
Zahlen. Oder in moderner Ausdrucksweise: die von £2 verschiedenen Enden 
bilden einen kommutativen Körper. Dieser Körper hat aber noch die funda
mentale Eigenschaft,15 daß es zu jedem positiven Ende stets ein positives Ende 
gibt, dessen Quadrat jenem Ende gleich wird. In der Tat ist mit Rücksicht

auf (2) E(t) : E I —1 . Dem positiven Ende § so entsprechendes Ende möge

mit f |  bezeichnet und positiver Quadratwurzel von |  genannt werden.
Der Körper der von £2 verschiedenen Enden kann noch zu einem ange

ordneten Körper gemacht werden, durch die folgende
Festsetzung, Es heiße a größer als ß (ß kleiner als a), in Zeichen 

а  > ß ( /? < « ), wenn das Ende a —ß positiv ausfällt. Man überzeugt sich 
leicht, daß fü r positive Enden a, ß im Falle a  > ß die Gerade ß£2 zwischen 
den Geraden 0£2 und а22 liegt, und umgekehrt (Fig. 9). Das hat zur Folge, 
daß fiir t > 0 stets E(t) > 1 ist (Fig. 10) und ganz allgemein 
(8) E{tj) > E(j)  für f > f .

Der Kürze wegen ist es zwäckmäßig, außer der Streckenfunktion E(t) 
unter (1), noch die Streckenfunktionen
(9) С (0  =  £ (0 +  Я ( - / ) , S i f > = E ( f ) - E ( - t ) '

S(t) E ( t ) - E ( - t )
’ E(t) +  E ( - t )

14 D. Hilbert, а. а. O. 4, §§  2—3, S. 145— 149 bzw. S. 170— 174.
15 D. Hilbert, a. a. O. 4, § 3, S. 148 bzw. S. 174.
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einzuführen. Während E(f) das Analogon der Exponentialfunktion ist, sind 
diese letzteren Streckenfunktionen die Analoga der Hyperbelfunktionen. Für 
die zwei ersten besteht z. B. die Grundformel
(10) C (t f— S ( t f  1 
und auch noch
(11) C(a +  b) =  C(a)C(b) +  S(a)S(b), 
sowie
( 12) S(a + b) =  S(a)C(b) + C(a)S(b).

Auch ihren Verläufen nach erinnern diese Streckenfunktionen unter (9) 
an die Hyperbelfunktionen, ähnlich wie die Streckenfunktion E(t) an die 
Exponentialfunktion erinnert, z. B. der Ungleichung (8) genügt.

§ 2. Die Weierstraßschen homogenen Koordinaten eines Punktes

Ein Punkt P  der Ebene kann durch die folgenden zwei Daten charak
terisiert werden. Das eine ist das andere Ende a der Geraden P£2 (Fig. 11). 
Ist aber Oa das Spiegelbild von О an der Geraden mit den Enden

2 , £2, so ist das andere Ende der

Geraden 0„£2 nach der Definition der

Summe zweier Enden (§ 1) gleich

- -  +  - =  o, d. h. ist die Gerade о£2

das Spiegelbild von 0£2 an der vorher 
erwähnten Geraden, die neben £2

das andere Ende ^ hat- Infolgedes

sen liegt das Spiegelbild P' von P  an dieser Geraden mit den Enden 

°2 , £2 auf 0£2. Nun ist der Punkt Я durch die Daten о und OP’— t, wobei

letztere auf der nach £2 gerichteten Geraden 0£2 mit Vorzeichen genommen 
wird, offenbar vollkommen bestimmt. Diese zwei Daten t, о sollen die 
gemischten Koordinaten des Punktes P  heißen. Mit Hilfe dieser Koordinaten 
beweise ich den folgenden

S a tz . Zwischen den Punkten der hyperbolischen Ebene und den Enden
tripeln (x,, x.,, x3), für welche 
(1) xl— x\— 4 = 1

E
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und
(2) *3 > о
ist, findet ein eineindeutiges Entsprechen statt. Dieses Entsprechen kann dadurch 
hergestellt werden, daß man einem jeden in gemischten Koordinaten gegebenen 
Punkt (t, a) das Endentripel

(3) je, =  S(0 +  y a,£ ( - 0 .  x, =  o E ( - t ) ,  x, =  C(0 +  y O a£ ( - 0  
zuordnet.

Bfweis. Für das Endentripel (3) erweist sich die Gleichung (1) mit 
Rücksicht auf die Formeln (9) und (10) des § 1, sofort als richtig. Und 
mittelst der dritten Gleichung unter (3) fällt das Bestehen von (2) ins Auge, 
da doch C(t)> 0 und E{—1)> 0 ausfallen (§ 1, (1), (9)).

Ich werde jetzt zeigen, daß umgekehrt jedes Endentripel (x,,x2, x3) von 
den Eigenschaften (1) und (2) durch die Zuordnung (3) genau einem Punkt 
(t, a) entspricht.

Aus (1) folgt zunächst
*3 =  1 +  xj2 +  x;;>x?, 

also ist mit Rücksicht auf (2) gewiß х3>Х!, d. h.

(4) X,— X:>0.

Wenn es nun überhaupt einen Punkt (t, d) gibt, für welchen die Gleichungen 
unter (3) bestehen, so muß (§ 1, (9))

oder (§ 1, (5*))

(5)

xs- Xl =  C ( t ) - S ( t )  =  E ( - t )

Eit) 1
x3— x,

gelten. Eine solche mit Vorzeichen genommene Strecke t gibt es aber genau 
eine, da doch nach (4) die rechte Seite von (5) positiv ausfällt. Aus der 
zweiten Gleichung unter (3) ergibt sich weiter durch Verwendung von (5)

Das gegebene Endentripel (x,, x2, x3) von den Eigenschaften (1) und (2) kann 
also durch die Zuordnung (3) nur dem durch (5) und (6) bestimmten Punkt 
(t, o) entsprechen.

Durch eine direkte Rechnung verifiziere ich nun, daß es dem in der 
Tat entspricht.
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(5) und (6) ergeben vor allem (§1, (5*))

xl<PE(— t)=  - — —y2(x3—*i)
und (§ 1, (9))

bzw.

(x3—x,)2 X3—X,

5(f) =

C(0 =

X,— X, -(Xs — Xi)

X3—X, (xg —X,)

1—(x3—xQ2 
2(xs—x,)

1 + (x 3—xQ2 
2(x3—x,)

Also ist auf Grund von (1)

о/Л , 1 .4 1 —(x3 —X,)2 +  X̂ X3 X? (x3 Xj)2
5 (0  +  у  a E ( - í )  =  — -2-(jc- -   --------------- -------2 (xs—X])

(Хз +  Х,) — (X3—X,) X,,

während
n t* \  , 1 „2cv  л  1 + (Х з — X02 +  Xi xs — XI +  (X3 — xO2C(() +  T  ® E ( - f )  =  2(Xt_ x0 -  = ----- 2(xi_ xJ

x3 +  X, +  (x8—X,) X3.

Weiter ergibt sich aus (5) und (6) unmittelbar

o E (—0 =  x2.

Damit ist das Bestehen von (3) bewiesen.
Durch die Zuordnung (3) wird demnach zwischen den Punkten (t, o) 

der hyperbolischen Ebene und den Endentripeln (x,, x2, x3) von den Eigenschaf
ten (1) und (2) ein eineindeutiges Entsprechen hergestellt, w. z. b. w.

Aus diesem Grunde sollen die unter (3) definierten Enden х ,,х 2,х 3 als 
die Weierstraßschen homogenen Koordinaten des Punktes (t, o) erklärt werden.

Aus (3) ergeben sich für / =  0, о =  0 als die Weierstraßschen homoge
nen Koordinaten des Punktes О
(7) Xj =  0, x2 =  0, x3 =  1.

ln meinen späteren Erörterungen spielt die folgende Eigenschaft der hier 
definierten Weierstraßschen homogenen Koordinaten eine entscheidende Rolle: 

für die Weierstraßschen homogenen Koordinaten x ,, x2, x;; bzw. ха,Зс2,х 3 
zweier Punkte ist stets
(8) x3x3—x2x2—x3 Xj > 0.
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Sind nämlich diese Punkte in gemischten Koordinaten (t, a) bzw. (t , o), 
so bestehen neben (3) noch

(3) Äi =  5(Ö + ^ o * E { — t), x2 =  öE(— t) x3 =  C(t) + у ^ £ ( -  Ö

und aus diesen Formeln (3), (3) ergeben sich

x3x3 =  C{t)C(t) +  -2- o*E(-t )C(t )  +  -L & E (- i )C ( f )  +

+  ± o °ö * E (- t)E (- t~ ) , 

x2x2 =  oöE(— t)E(— i),

XiX, =  5 (0 5 (0  +  у  o * £ (-0 5 (Ö  +  —  o*E(-—t)S(t) +

+  4 o2o2E(— t)E(— t).
Also ist (§ 1, (9), (11))

x3x3— x2x2—ХЛ =  C(t— t) + ~  <PE(— f)E(— t) +

+  Y ^ £ ( — i)E(— f)— aäE(— t)E(— i) =  C(t— i) +

+  ’ E (—/) E(—t)(a—of.

Da aber hierbei (§1, (1), (9))

C(t— 1)> 0 , E(—t)>  0, E(— t) > 0, (o— ö f ^ O  

ausfallen, so tritt dadurch die Ungleichung (8) in Evidenz.

§3. Die Gleichung der Geraden. Weierstraßsche homogene
Linienkoordinaten

Im folgenden werde ich von den nachstehenden zwei Hilfssätzen von 
D. Hilbert1“ Gebrauch machen. Diese beziehen sich auf die Endenrechnung, 
die zum angenommenen rechten Winkel £20E  gehört (§1).

Hilfssatz 1. Sind a und ß von Ei verschiedene Enden, und wird die 
Gerade a£2 an der Geraden ß£2 gespiegelt, so entsteht diejenige Gerade, die 
das Ende 2ß— a mit £2 verbindet (Fig. 12). 16

16 D. Hilbert, а. а. O. 4, §2, S. 147 bzw. S. 172, weiter §3 , S. 148 bzw. 174.
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Hilfssatz 2. Wird durch den Punkt О eine von der Geraden O ß  
verschiedene Gerade gelegt, so erfüllen die Enden a, ß dieser Geraden die 
Gleichung aß = — 1. Das folgt einfach daraus, daß die Enden einer solchen 
Geraden offenbar a =  E{t) und ß = — E(— t) sind (Fig. 13). Das Produkt 
dieser Enden ist in der Tat —E(— t ) E ( t ) ~ — 1 (§ 1,(5*)).

E

E

Fig. 12 Fig. 13

Unter Benützung dieser Hilfssätze leite ich nun die Gleichung der 
Geraden her.

Es sei zunächst eine solche Gerade betrachtet, deren Enden t ,  rj von ß  
verschieden sind (Fig. 14). Es sei durch gemischte Koordinaten (§2) ein 
beliebiger Punkt P(t, o) dieser Geraden angegeben. Dann geht P  mit Rück
sicht auf die Definition der gemischten Koordinaten durch die Spiegelung

an der Geraden mit den Enden , ß  in denjenigen Punkt P' der Geraden

O ß  über, für den mit Vorzeichen genommen O P '=  t ausfällt. Dieser Punkt 
P' geht also durch die Verschiebung längs der Geraden O ß  mit der Strecke 
— / in О über. Die ursprüngliche Gerade tri wird daher durch die Aufein
anderfolge von dieser Spiegelung und 
Verschiebung in eine solche versetzt, 
die durch den punkt О läuft. Die En
den t, r] gehen bei der genannten Spie
gelung laut des Hilfssatzes 1 in о —t, 
о— г], sodann diese letzteren durch 
jene Verschiebung nach der Definition 
des Produktes (§ 1, (2), (3), (4)) der 
Reihe nach in die Enden E(—t)(o—t),
E ( — t)(o— t}) über. Da aber die 
Verbindungsgerade dieser Enden iden- Fig. 14
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tisch mil derjenigen ist, in welche versetzt wurde, also durch den Punkt О 
geht, so ist nach dem Hilfssatz 2 das Produkt dieser zwei Enden (§ 1,(2))
(1) E { - 2 t ) { o - $ ) ( o - r i ) ^ - \ .
Demnach genügen die gemischten Koordinaten t, о eines jeden Punktes der 
betrachteten Geraden b  dieser Gleichung (1). Es leuchtet sofort ein, daß 
auch jeder Punkt, durch dessen gemischte Koordinaten t, о diese Gleichung
(1) erfüllt wird, der Geraden angehört. (1) ist also die Gleichung dieser 
Geraden in gemischten Koordinaten. Sie geht wegen

5) (o— rj) =  £ г/—(I +  /;) О+ о 2 
durch Multiplikation mit £ ( 1)ф О  in die Gleichung 
(1*) g»j£(— t)— g  + r i)oE(— t) +  o2E ( — t) +  E(t) =  0
über. Mit Rücksicht auf die Formeln (3) im vorigen § ist aber (§ 1,(9))

* 3 - *  =  C ( f ) - 5 ( 0  =  E  ( - 0
und

x3 +  x ,=  C (0 +  5  (/) +  a ä £  (—1) =  E(t) +  ö > E (- t ) ,
während

x 2 =  o E ( — t ),

also kann dieser Gleichung (1*) die Gestalt
b l  (x3—Xj)— (§ +  /i) X2 +  x3 +  X, == 0

gegeben werden.
Damit ist gezeigt, daß eine Gerade mit den von ß  verschiedenen Enden 

I, ц, in Weierstrafischen homogenen Koordinaten x ,, xL,, x;; durch die Gleichung
(2) (|r /—l)x, +  (g +  i?)x,—(Si^+ l ) x 8 =  0 
charakterisiert werden kann.

Wird ein von ß  verschiedenes Ende rj mit ß  verbindet, so lautet die 
Gleichung dieser Verbindungsgeraden in gemischten Koordinaten offenbar 
о —?/ =  0. Durch Multiplikation mit E(—f)=j=0 wird diese Gleichung infolge 
der Formeln (3) des vorigen §

x.2— ri(x3—x1) =  0.
Die Gleichung der Geraden, die das Ende i] mit ß  verbindet, lautet 

also in Weierstrafischen homogenen Koordinaten
(3) ?}Х, +  х2— ijx3 =  0.

Wird die Gerade (2) nach dem Ende |  gerichtet, so sollen die Enden

(4) S 4 -1 U' =
V 6 —Ч' S— rj

als die Weierstrafischen homogenen Linienkoordinaten dieser gerichteten Gera
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den erklärt werden. Als solche erkläre man für die nach £2 gerichteten Gera
den (3) die Enden
(5) U = 1], V =  1, W =  7}\

bei Umkehrung des Richtungssinnes sollen die Linienkoordinaten dieser 
Geraden mit —1 multipliziert werden.

Es besteht für die Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten u, v, w 
einer Geraden in jedem Falle
(6) u2-\-v2— w2 =  l,
und ihre Gleichung kann in Weierstraßschen homogenen Koordinaten x , , x2, x:i 
in der „Normalform“
(7) uxl -\r vx.,—wx3 =  0
geschrieben werden. Umgekehrt ist eine jede Gleichung dieser Art, in welcher 
die Kooeffizienten u, r, w der Forderung (6) genügen, die Gleichung einer 
gerichteten Geraden in ihrer Normalform.

Davon überzeugt man sich leicht auf Grund der Erklärungen unter (4) 
und (5).

§ 4. Transformation der Weierstraßschen homogenen 
Linienkoordinaten

Außer dem bisher zu Grunde gelegten rechten Winkel £20E sei noch 
ein rechter Winkel mit dem Scheitel 0 ' angenommen werden, dessen Schen
kel als Halbgeraden die Enden £2' bzw. E' 
haben (Fig. 15). Wir betrachten diejenige Be
wegung bzw. Umwendung der Ebene, durch 
die der rechte Winkel £2'0'E' in den ur
sprünglichen ßOE übergeführt wird. Als Weier- \  
straßsche homogene Linienkoordinaten einer 
gerichteten Geraden g  in Bezug auf das „Ko
ordinatensystem“ £2' O'F sollen die Linien
koordinaten u', v', w' (§ 3) derjenigen Geraden 
g ' verstanden werden, in die g  bei der betrach
teten Bewegung bzw. Umwendung übergeht.
Wir sehen zu, wie sich u', v , w' durch die 
ursprünglichen Linienkoordinaten и', V, w' von 
g  ausdrücken lassen.

Die Beantwortung dieser Frage kann auf 
die bekannte Tatsache gegründet werden, daß
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bei einer Bewegung bzw. Umwendung der Ebene ein jedes Ende g in
a l + ß

( 1) 7§ +  d
übergeht, wobei «, ß, y, ő von g unabhängig sind und 
(2) a ö — ß y = ±  1
ausfällt, je nachdem eine Bewegung bzw. Umwendung vorliegt.17 (Im Falle

ö cc7 =1=0 geht das Ende ------ in ß ,  und ß  in das Ende— über.)
7 7

Sind die Enden der gerichteten Geraden g  von ß , sowie von ß '  ver
schieden, und sind diese Enden g, /j so bezeichnet, daß g  nach dem Ende g 
gerichtet ist, so sind im Sinne von ( 1) die entsprechenden Enden von g' der 
Reihe nach

( 1*) g' = <*l +  ß ац +  ß
yZ +  д ’ yr] +  d '

Auf Grund dieser Formeln ( 1*) ergeben sich mit Rücksicht auf (2) für die 
Linienkoordinaten u', v ,  iv' der Geraden g' in Bezug auf das ursprüngliche 
System (§3 ,(4)) die Enden

g y —1 (er— T2) g q +  (aß— yd) (g +  tj) + ß2 — ö2
" Г - i /  ■ ± ( i - 4)

g' +  г/ 2ay%Ti +  (ßy +  cc0)(Z-{-rj) +  2ßd
“ S W "  ± ( W

gУ  + 1  («2+  f )gq +  (aß+ yd) (g +  n) +  ß2 +  ö2
%—n’ ± (S —v)

Es ist aber, wie sofort ersichtlich (§3,(4)), durch die ursprünglichen Linien
koordinaten u, v, w der Geraden g  ausgedrückt

2 _ iv +  и v , 2v
iv—и :

iv

S»r § +  r!IV —  U ' IV —  U ■ IV —  и

und durch Einsetzen in die obigen Formeln erhält man nach u, v, w geordnet

(3)

и =

IV

а2—у2—ßä-j-ö2 . „ч а2
±  ------- — 2---------- u +  ( a ß — y ö )  г Н------------- —

±  { (« 7 — ßfy и + (ßу  +  a Ő) г +  (а у  +  ßö) tv},

-iv

cf +  f — f — Ő* u +  ( a ß + y ö ) v  + a2 + f  +  ß2 + d2iv

17 Vgl. H. Liebmann, Über die Begründung der hyperbolischen Geometrie, Math. Anna
len, 59 (1904), S. 110—128, insbesondere S. 118. Für den Beweis siehe P aul S zász, a. a. О. 3, 
S. 246—247, sowie den Anhang.
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Werden hierbei in dery'-ten Gleichung die Koeffizienten von u, v, w der Reihe 
nach mit a}i, af2, üß bezeichnet (y '=  1,2,3), so lauten diese Formeln

Í « ' =  ŰU u  +  Ű12 V +  ö ]3 XV,
(3*) \ v' =  a2lu +  Ű22 V +  Ö 23 W,

( w’ =  aMu +  ai2v +  a^w.

Diese Formeln (3) bzw. (3*) sind auch dann gültig, wenn die Enden 
von g  nicht beide von £2 und £2' verschieden sind. Davon überzeugt man 
sich leicht, in jedem möglichen Falle.

Für die Koeffizienten auf der rechten Seite von (3*) gelten die Glei
chungen

(  Ű n + Ö M  — Ű31 =  1 ,

(4) l Ű12 +  ŰM—a sa = b
( ----Ű13-----Ö23 +  Ö33 =  1

und ouch noch
1 а и a12 +  a21 Ö22—Ősi а32 =  О,

( 3 )  \  й у 2  Ű13 - f -  ű o 2 Ű23 Ű g2 ű,33 === 0 )

(  ű 13 ű „  +  ű 23 Ű21 —  Ű 33 Ű31 =  0 .

Diese ergeben sich auf Grund von (2) durch einfache Rechnung mit Rück
sicht auf die unter (3) angeschriebenen Ausdrücke der Koeffizienten ajh.

Die aus den Koeffizienten ajk gebildete Determinante ist

(6)

a~—/ 2—ßPßfß 
2

a y —ßö 
(F +  f — ßP— d1 

2

a ß —  yd  

ßy  +  aö  

a ß + y ö

a 2— f  +  ß2— d2 
2

a y - \ - ß ö

cd T~ у  +  /?' +  d~ 
2

=  1 ,

wie man sich davon auf Grund der ersten Gleichung unter (4) und mit 
Rücksicht auf (2) durch die Entwicklung

D an Dl -j~ Ö21D2 -f- Ű31D3

nach den Elementen der ersten Kolonne leicht überzeugen kann.
Zusammenfassend können wir also über die Transformation der Weier- 

straßschen homogenen Linienkoordinaten folgendes aussagen:
Sind die Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten einer gerichteten 

Geraden in der durch den rechten Winkel £20E definierten Endenrechnung 
der Reihe nach u, v, w, so ergeben sich ihre Linienkoordinaten u', v , w', bezüg
lich eines neuen Koordinatensystems £2' O' E' aus den Formeln unter (3*), wobei
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die Koeffizienten a,k von g  unabhängig sind und den Gleichungen unter (4) 
und (5) genügen, ferner die Determinante dieser Transformation

(6*)
an av> a13

D  = Ű21 #22 Cf‘23 =  1

ausfällt.
Ö31 ct32 Озз

Aus (4) und (5) 
die Gleichungen

(7)

und

<8)

folgt bekanntlich,18 daß für die

Í ah +  ali— a?3=  1.
I О и +  Ű22 Ö23 =  1,
( — Í&—üf2 +  a ^ = l

, ana2l +  a12a22— a13a23 =  0,
1 2̂1 О31 —|— a22a32 a23a33 == 0,
Ö31O11 -(- Ű32Ű12 Ű33Ö13 =  0

Koeffizienten ajk auch

bestehen. Diese Gleichungen können übrigens ähnlich wie die unter (4) und
(5) durch direkte Rechnung verifiziert werden.

Aus (3) folgen schon durch eine leichte Überlegung die Formeln

u =  + ■ fe li' ( a y — ßd)v - Ó2 — f  +  f - -w

V =  ±  {{aß— yd)u' +  {ßy +  aö)v'—{aß +  yd)w'},

w —  -t-
ö- +  f — ß”- — cc2li' —  {ay  ßö)v d" +  y- +  ß 1 +  a-

w

Das bedeutet, mit Rücksicht auf die unter (3) angeschriebenen Ausdrücke 
der Koeffizienten üjk in (3*), folgendes:

Die ursprünglichen Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten u, r, w 
sind durch die auf das neue Koordinatensystem £2’ О' E' bezogenen Linien
koordinaten u', v , w’ ausgedrückt

1 u =  anu '+  a21v'— a3lw',
(9) \ v =  a12u' -}- a22 v — a32 w,

w =  — a13u '— a23v + a 33w',
wobei die Koeffizienten ajk mit denen unter (3*) identisch ausfallen.

18 Vgl. z. B. G. Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie einschließlich 
der unendlichen and der Fredholmschen Determinanten (Leipzig, 1909), S. 161.
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§5. Transformation der Weierstraßschen homogenen 
Punktkoordinaten. Der Abstand zweier Punkte

Ähnlich wie am Anfang des vorigen § die Linienkoordinaten, definiere 
ich die Weierstraßschen homogenen Punktkoordinaten in Bezug auf ein neues 
Koordinatensystem folgendermaßen:

Als Weierstraßsche homogene Koordinaten eines Punktes P in Bezug auf das 
„Koordinatensystem“ Sl'O'E' sollen die Koordinaten x[, x',, x3 (§ 2) desjenigen 
Punktes P' verstanden werden, in den P bei derjenigen Bewegung bzw. 
Umwendung der Ebene übergeht, durch die der rechte Winkel El' O'E' in den 
ursprünglichen ЕЮЕ übergeführt wird.

Wir sehen zu, wie sich die ursprünglichen Koordinaten durch die neuen 
ausdrücken lassen und umgekehrt.

Es sei zu diesem Zwecke durch den Punkt P eine gerichtete Gerade g  
gelegt, deren ursprüngliche Weierstraßsche homogene Linienkoordinaten (§ 3) 
der Reihe nach u, v, w, und die auf das neue System bezogenen u', v , w' sind. 
Durch diejenige Bewegung oder Umwendung, welche den rechten Winkel 
El'О’E' in <10E überführt, gehen die Gerade g  und der Punkt P in  g' bzw. 
P' über, die die ursprünglichen Linien- bzw. Punktkoordinaten v , w' bzw. 
xí,xá,X3 haben. Da aber die Gerade g' durch den Punkt P' hindurchgeht, so 
ist (§ 3, (7))
(1) u’x j +  v'xó— w’x3 =  0.
Diese Gleichung nimmt durch Anwendung der Transformationsformeln der 
Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten (§ 4, (3*)) die Gestalt
(anx[ +  a,1x ,—a:nx'i)u +  {av,x[-\-a.nx2— anx'j)v— (— a13x[— anx2 +  a,ax )  w =  0 
an. Wenn der Kürze halber die Bezeichnung

I уг =  anx[ +  а,21х2—а31х'з,
(2) l y* =  ű12xí +  a^xi— ü32X3,

( y3 =  — aV3x[— anx', -f а:ах,
eingeführt wird, so geht diese Gleichung (1) in 
( 1*) y1u +  yiV—y3w =  0
über. Aus (2) folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (7) und (8) des 
vorigen §4

n —f i — yi =  — x j —x j  +  Xf,
also ist (§ 2, (1))

yl—yi—yl =  h
da doch х[,х'г,х~ Weierstraßsche homogene Koordinaten sind. Demnach sind 
entweder yu yit y3 oder —yu —y2, —y3 die Weierstraßschen homogenen 2

2 Acta Mathematica IX/l—2
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Koordinaten eines Punktes Q in der durch den rechten Winkel £20 E defi
nierten Endenrechnung. Dieser Punkt Q liegt aber infolge (1*) auf der Gera
den g, und zwar bei beliebiger Wahl der letzteren, die durch den Punkt P 
gelegt wird, deshalb fällt Q mit P  zusammen. Die Enden y1,y 2,y 3 oder 
— yl t —y2, —y3 sind also mit Xi, x2,x3 der Reihe nach identisch, und es 
bestehen daher mit Rücksicht auf (2) die Formeln

—о — \  —Mit--Ж -W 'i 1 —

wobei # =  +  1 ausfällt. Jedem Punkt P  entspricht ein solches Vorzeichen s, 
es ist aber noch fraglich, ob dies für jeden Punkt dasselbe ist.

Ich zeige, daß es unter (3) für jeden Punkt P dasselbe e== + 1 gilt, 
je nachdem die Koordinatensysteme ßO E und £2 '0 'E' gleichsinnig oder 
ungleichsinnig ausfallen.

Für den Beweis seien x ,,x 2,x 3 die Weierstraßschen homogenen Koor
dinaten eines von P  verschiedenen Punktes P. Dann gelten neben (3) die 
entsprechenden Gleichungen

und auf Grund der Gleichungen (7) und (8) im vorigen § 4 ergibt sich 
hieraus

Da aber hierbei der auf der linken Seite, sowie auf der rechten in Klammern 
stehende Ausdruck positiv ausfällt (§ 2, (8)), so ist se > 0, es bedeuten also 
s und s in den beiden Punkten gewiß dasselbe Vorzeichen. Wird nun (3) 
speziell auf den Punkt O' angewandt, dessen Koordinaten in Bezug auf das 
neue System £2'О' E' der Reihe nach x[ =  0, xó =  0, x3 — 1 sind (§2, (7)), so 
erhält man aus der dritten Gleichung x3 =  sa33, d. h. mit Rücksicht auf die 
dritte Gleichung unter (3) im vorigen §

wobei das Vorzeichen +  oder — gilt, je nachdem das System £2'O'E'durch 
eine Bewegung bzw. Umwendung in £20E übergeführt wird, oder mit ande
ren Worten die beiden Koordinatensysteme gleichsinnig oder ungleichsinnig 
ausfallen. Das hat wegen x3 > 0 (§ 2, (2)) zur Folge, daß diesen zwei Fällen 
entsprechend auch v ! ist, wie behauptet wurde.

(3)

xa =  s(anx[ +  a21Z — aaix3),
X2 =  f (a]2XÍ +  022*2 — 032*3),
* 3  =  i  ( —  O l 3 * í  —  Ű28 * 2 +  Ű33 * 3 )

(4) X3X3 — *2*2 — *1 Xi  — SS  (X3 Хз — x2 x 2 — X, x j ) .
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Wir haben somit folgendes Ergebnis gewonnen:
Sind x,, x2, X; die Weierstraßschen homogenen Koordinaten eines Punktes 

P in der durch den rechten Winkel О О E definierten Endenrechnung und 
x[, x2, X;' die Koordinaten desselben bezüglich eines neuen Koordinatensystems 
Pi'O'E', so bestehen die Transformationsformeln

U i  =  ±  (űxiXÍ +  űsjXá —  a 31Xs),
(3*) j x2 =  ±  (av,x[ +  a22X2 — a32x'3),

( x3 =  +  ( a13x, Ű23X2 Ö33X3),
wobei die Koeffizienten aJk von P  unabhängig, nämlich mit den obigen (§ 4, (3*)) 
identisch sind, und das Zeichen +  oder — gültig ist, je nachdem das neue Koor
dinatensystem mit dem ursprünglichen gleichsinnig oder ungleichsinnig ausfällt.

Aus (3*) kann schon auf Grund der Formeln (9) des vorigen § durch 
eine leichte Überlegung gefolgert werden, daß die neuen Weierstraßschen 
homogenen Koordinaten х[,х'г, x'. durch die ursprünglichen ausgedrückt

 ̂XÍ =  ±  (öl! X, +  ü12 X2 +  fl13 x3),
(5) ! x2 =  {a.n x, +  o22 x2 +  Ой x3),

( X3 =  ±  (Ű31 X, +  Ö32 X2 +  Ű33 X3)
sind, wobei das Zeichen +  oder — zu nehmen ist, je nachdem die beiden 
Koordinatensysteme gleichen oder entgegengesetzten Drehungssinn haben. Es 
kann noch mit Rücksicht auf die Formel (6*) des vorigen § zusätzlich hin
zugefügt werden, daß die Determinante der 
Transformation (5) dem gültigen Vorzeichen 
entsprechend А —  +  1 ist.

Die Formel (4) hat wegen s =  ё =  +  1 
zur Folge, daß der Ausdruck x3x3—x2x2—x,x, 
gegen Koordinatentransformation invariant 
ist. Wird das neue Koordinatensystem O' O' E' 
so gewählt, daß 0 ' mit dem Punkt P  zusam
menfällt und P  auf der Halbgeraden O' O' 
liegt (Fig. 16), so sind die neuen Koordina
ten dieser Punkte x, = 0 ,  x2 =  0, x3 =  1 
(§2,(7)) bzw. x,' =  5(d), x; =  0, Xg=C(d)
(§2, 3)), also der fragliche Ausdruck X3X3—x2x2—x[x[ =  C(d). Wir können 
somit wegen der Invarianz dieses Ausdruckes folgendes feststellen:

Der Abstand d der Punkte P und P von den Weierstraßschen homogenen 
Koordinaten x ,,x2,x 3 bzw. x ,,x 2,x 3 ist durch die Formel
(6) C(d) =  xsx3— x2x2 — x,x, 
bestimmt.

2»
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E Mit Hilfe dieser Formel kann die ein
fache geometrische Bedeutung der Koordinate 
x3 gleich entdeckt werden. Wird nämlich 
neben dem Punkt P(x1, x 2,x3) als zweiter 
Punkt P =  О gewählt (Fig. 17), dessen 
Koordinaten xu =  0, x2 =  0, x3 — 1 sind 
(§2, (7)), so lehrt die Formel (6) folgendes: 

Die dritte Koordinate des Punktes P ist 
mit dem Abstand O P = d  ausgedrückt
(7) x3 =  C(d).

§ 6. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden

Es seien x,, x2,x 3 die Weierstraßschen homogenen Koordinaten eines 
Punktes P und u, v, w die Linienkoordinaten einer gerichteten Geraden g. 
Hat ein neues Koordinatensystem £2'O'E' denselben Drehungssinn wie das 
ursprüngliche System £20 E, so ist nach den Formeln der Transformation 
der Linien- bzw. Punktkoordinaten (§4,(3*); §5 ,(5))

u'x[ +  v'x'2— w'x3 =  (anu +  anv +  a13w) (allx í -f a12x2 +  ü13x3) +
+  (an и +  Ű22 v +  ö23 w) (a2l x, +  a.,2 x2 +  o23 x3) —
— (a31 u +  aS2v +  a^w) (о.их, +  a32x2 +  a.ax:).

Es besteht also auf Grund der Gleichungen (4) und (5) des § 4 die Formel 
(1) u' X\ -f- v x2—w'Xs =  ux, +  rx2 — wx3.
Der Ausdruck ux,+?>x2 — wx3 ist demnach gegen Koordinatentransformation 
bei Beibehaltung des Drehungssinnes inva
riant. Dieser Ausdruck hat eine einfache geo
metrische Bedeutung. Um sie zu bestimmen, 
werde das neue Koordinatensystem Í2'0'E' 
so gewählt, wie es an der Figur 18 zu sehen 
ist. Wir nehmen zunächst an, daß P auf der 
positiven Seite der Geraden g  liegt, und es 
sei t der Abstand dieses Punktes von g.
Bei derjenigen Bewegung, durch die der 
rechte Winkel £2’0 'E' in £20E übergeführt 
wird, geht der Punkt P  in P ' = 0  und die 
Gerade g  in g ’ über, die auf 0£2 senkrecht 
steht. Letztere ist mit OE gleichgerichtet und hat von О den Abstand t>  0 
(Fig. 19). Die Enden §, r/ dieser Geraden g ' (wobei 2 in die positive Rich
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tung gefallen sei) sind (§ 1, (1)) £ = E(t) und rt =  — E(t), also hat g  defini
tionsgemäß (§4) in Bezug auf das neue System ÍJ'O'E' die Linienkoordi
naten (§3,(4))

iv S ij+ 1 - £ ( 0 2+ i
g— Tj 2 E(t)

E ( t ) - E ( — t)
2 5(0

(§ 1, (5*), (9)), während P  die neuen Koordinaten (§5) x\ =  0, x2 =  0, x3 =  1 
(§2,(7)) aufweist. Demnach ist auf Grund von (1) der fragliche Ausdruck 
uxj + rx.j—ivxj =  5(0- Liegt P auf der ne
gativen Seite von g, d. h. auf der positiven 
Seite der entgegengesetzt gerichteten Geraden 
von den Linienkoordinaten —u, — v, — w, 
so ist nach dieser Formel

— и Xi —ex,-f wx3 =  S(t).
Zusammengefaßt können wir dieses Ergebnis 
so ausdrücken:

Sind x1; x2, x3 die Weierstraßschen ho
mogenen Koordinaten eines Punktes P und 
u, v, w die Linienkoordinaten einer gerichte
ten Geraden g, und wird der Abstand t dieses 
Punktes von dieser Geraden positiv oder 
negativ genommen, je nachdem P auf der 
positiven oder negativen Seite von g  liegt, so besteht die Formel

— UXJ +  vx2 — IVX3.
Diese Formel (2) ist geeignet, die ein

fache geometrische Bedeutung der zwei ersten 
Koordinaten Xj,x2 zu entdecken. Da nämlich 
dasEnde E in der Endenrechnung £ =  £ (0 )= 1  
ist (§1,(5)) und folglich das andere Ende 
der Geraden OE als rj =  — 1 ausfällt, so 
sind die Linienkoordinaten dieser nach E 
gerichteten Geraden der Reihe nach — 1,0, 0 
(§3,(4)). Wird also der Abstand des Punk
tes Р (х1;х2,х 3) von der Geraden OE mit 
—a bezeichnet, so ist nach (2) — —a), 

d. h. X! =  5 (ö). Da die Gerade OÍ2 das andere Ende 0 hat, also die 
Linienkoordinaten dieser nach Í2 gerichteten Geraden der Reihe nach 0, 1,0

(2) 5 (0
El

E
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sind (§ 3, (5)), so besteht für den Abstand b des Punktes P  von 0£2 im 
Sinne von (2) x2 =  S (b).

Mit Rücksicht auf die Formel (7) des vorigen § können wir also über 
die geometrische Bedeutung der Weierstraßschen homogenen Koordinaten 
eines Punktes zusammenfassend folgendes feststellen:

Wird der Abstand eines Punktes von der Geraden OE mit a, von der 
Geraden O ß  mit b, und vom Punkt О mit d bezeichnet, und zwar (Fig. 20) 
a an der rechten Seite von OE, b an der oberen Seite von О£2 positiv, und 
an der anderen negativ genommen, so sind die im § 2  unter (3) definierten 
Weierstraßschen homogenen Koordinaten dieses Punktes 
(3) xx =  S{a), x, =  S(6), x3 =  C (d).

§ 7. Die geometrische Bedeutung des Ausdruckes 
«i u2 +  ь\ v2—iVi iVo in Bezug auf zwei Geraden

Ich betrachte nun zwei voneinander verschiedene gerichtete Geraden 
g u g2, die in der durch den rechten Winkel £2OE definierten Endenrechnung 
die Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten их,г \ ,м х bzw. u2,v2, iv2 
haben (§ 3). Auf Grund der Formeln unter (3*) im § 4 und mit Rücksicht

auf die Gleichungen (4) und (5) in demselben § ist der Ausdruck uxu2 +  
•\-vxv2— WiWo gegen Koordinatentransformation invariant. Es sind bezüglich 
der geometrischen Bedeutung dieses Ausdruckes drei Fälle zu unterscheiden. 

1° Fall. Die Geraden g x, g 2 schneiden einander.
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Das neue Koordinatensystem £2'0'E' werde so gewählt, wie es die 
Figur 21 zeigt. Von dem in die positive Richtung fallende Ende von g2 werde 
auf g ! das Lot gefällt, und der Fußpunkt F  desselben habe von O' den mit 
Vorzeichen genommenen Abstand a. Bei derjenigen Bewegung bzw. Umwen
dung, durch die der rechte Winkel £2'OE' in £20E übergeführt wird, gehen 
die gerichteten Geraden g , , g 2 der Reihe nach in g f g i ,  der Punkt F in F' 
über, wobei mit Vorzeichen genommen OF' =  a ausfällt (Fig. 22). Die Enden 
von g[ sind £2 und rtl =  0, und zwar fällt £2 in die positive Richtung von 
g[. Sind $,2, rji die Enden von gl,, wobei §2 in die positive Richtung gefallen 
sei, so ist (§ 1,(1))

§2 =  E(a), /j2 =  — E ( — a).
Also hat g 2 in Bezug auf das neue System £2'0' E' definitionsgemäß (§ 4) 
die Linienkoordinaten (§ 3, (4); § 1, (9))

ih =
E(a)— E{— a)

2 E(a) + E ( - a )  
während die von g 1 (§ 3, (5))

u[ =  0, v[ ----- 1, wj =  0
sind. Es folgt deshalb

«i «2 +  v[ v'i— w[ W i = T  (a),

T(a), w!, =

und wir haben somit wegen der Invarianz des fraglichen Ausdrucks folgen
des Resultat gewonnen:

Für einander schneidende gerichtete Geraden gu g% hat man 
(1) ux üa +  fi v2—w, =  7  (a),
wobei a den vom Schnittpunkt der beiden Geraden gerechneten Abstand des 
Fußpunktes desjenigen Lotes bedeutet, welches 
von dem in die positive Richtung fallenden 
Ende der Geraden g, auf g l gefällt wird 
(Fig. 21).

2° Fall. Die Geraden g 1}gz haben ein 
gemeinsames Lot und sind gleichgerichtet.

Es sei а > 0 der zwischen g x und g 2 
fallende Teil des gemeinsamen Lotes, und 
das neue System £2'OE' werde so gewählt, 
wie es die Figur 23 andeutet. Wird der rechte 
Winkel £2'OE' durch eine Bewegung bzw.
Umwendung in Í2 0E übergeführt, so gehen g i ,g2 der Reihe nach in die 
gerichteten Geraden g[,gl über, die das gemeinsame Lot 0£2 haben, dessen 
zwischen diesen Geraden fallender Teil а > 0 ist (Fig. 24), und zwar fällt g[

L E.'
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mit der Geraden OE überein, nach dem Ende E oder (§ 1, (5)) §г =  1 gerich
tet. Das andere Ende von g[ ist % =  — 1, während g'2 die entsprechenden 
Enden §2 =  E(a), t]2 =  — E(a) hat (§1, (1)). Die neuen Linienkoordinaten 
von g x, g-2 sind mithin (§ 3, (4))

u[ = — 1, v j  =  0 , w i =  0

7И

.«
к-

а ______ £

*г

а___________
0 \ а

1
Л

1

bzw.

Vr-E(a) 
Fig. 24

11, - — E (a f—1 г\ — • • •, Wo =

«2 +  v[ v'o—w'xw'2 C(a).

dem

2 E ( a )
also ist in diesem Falle (§1, (5*), (9))

£ ( « ) 3+ l  
2E( a )

Infolge der Invarianz des fraglichen Ausdruckes 
R  kann demnach jetzt folgendes festgestellt werden;

Haben die Geraden g x, g, ein gemeinsa
mes Lot und sind sie gleichgerichtet, so ist 
(2) ulu2+ v1v2— w1w2 =  C(a),
wobei a den Abstand der Schnittpunkte dieser 
Geraden mit ihrem gemeinsamen Lot bedeutet 
(Fig. 23).

3° Fall. Die Geraden gx, g sind hyperbolisch parallel und gleichgerichtet. 
Es kann offenbar angenommen werden, daß die beiden Geraden nach 
gemeinsamen Ende gerichtet sind, ln diesem Falle werde das neue

Koordinatensystem LEO’E' so gewählt, wie es an der Figur 25 zu sehen ist,

Fig. 25
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und es sei das von 0 ' auf g2 gefälltes Lot als positive Strecke mit t bezeich
net. Bei derjenigen Bewegung bzw. Umwendung, durch die der rechte 
Winkel Li'O 'E' in ßOE übergeführt wird, gehen die gerichteten Geraden 
g u gi der Reihe nach in g[,g\  über (Fig. 26), mit dem in die positive Rich
tung fallenden Ende & =  =  E(t). Das andere Ende von g[ ist rtl =
während g 2 das andere Ende r;2 =  — E(t) hat. Demzufolge sind die neuen 
Linienkoordinaten dieser Geraden (§3, (4); §1, (9))

bzw. (§ 1, (5*))

woraus sich

—  2 1
E(t) +  E ( - t ) ~  C(t) , vx •, w[ =  0

E ( t f - 1
2 E(t) — C(t), v’2 =  0, w', =  ■■■,

u[u2+ v[v 2 —  w[w'2 =  1

ergibt. Wegen der Invarianz dieses Ausdruckes sind wir somit in diesem 
dritten Falle zum folgenden Resultat gekommen:

Es besteht für hyperbolisch parallele und gleichgerichtete Geraden g ., g, 
(Fig. 25) die Gleichung
(3) Щ U2 + Vi v2 — ív, w2 =  1.

Aus den gewonnenen Formeln (1), (2) und (3) kann mit Rücksicht auf 
den Verlauf der Streckenfunktionen C(f) und T(t) (§ 1) folgendes gefolgert 
werden:

Die in Weierstraßschen homogenen Linienkoordinaten gegebenen verschie
denen Geraden gi(uu vlt w2),g2(u2, v2, w2)

1. schneiden einander dann und nur dann, wenn
\U1U2 +  V1V2 —  w , w 2 1 <  1

ausfällt, insbesondere stehen sie nur dann aufeinander senkrecht, falls
«2 +  vx v2—w} w2 =  0 

ist;
2. haben ein gemeinsames Lot dann und nur dann, wenn

+  — Wiw2\ > 1
ausfällt;

3. sind hyperbolisch parallel dann und nur dann, falls die Gleichung
U\U2 -j— V\V2 —  ^ ^ 2 =  +  1

besteht.
*

Durch diese Erörterungen der §§ 2—7 habe ich im Besitze der Hilbert- 
schen Endenrechnung, die analytische Geometrie der hyperbolischen Ebene
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selbstständig begründet. Ich meine damit für einen vollständig elementaren und 
independenten Aufbau der hyperbolischen Geometrie der Ebene, die Grund
lage geschaffen zu haben.

Es ist in der Tat nicht schwer, auf Grund der obigen Darlegungen 
auch die homogenen Koordinaten von Fernpunkten (d. h. Enden) und von 
idealen Punkten einzuführen, sowie den Begriff der idealen Geraden bzw. 
Randgeraden analytisch zu erklären. Die Identität der hyperbolischen ebenen 
Geometrie mit dem bekannten Klein—Hilbertschen Kreismodell,19 wohlver
standen unabhängig von der Stetigkeit, ist sodann eine Folge dieser analy
tischen Geometrie.20

Anhang

Darstellung der Bewegungen bzw. Umwendungen der hyperbolischen 
Ebene mit Hilfe der Hilbertschen Endenrechnung

Die Bewegungen bzw. Umwendungen der hyperbolischen Ebene sind, auf 
die Enden 5 bezogen, analytisch durch die linearen Transformationen

(1) « ! +  /* 
7? +  b

оЛos.1

bzw.

(2)
cc% +  ß 

5 +  d (ad — ßy  < 0)

dargestellt.

Für diesen oben benutzten Satz (§ 4), der dem Wesen nach von
H. Liebm ann21 herrührt, habe ich schon früher einen einfachen Beweis mit
geteilt.22 In den folgenden Zeilen gebe ich der Vollständigkeit halber diesen 
Beweis mit einer wesentlichen Modifikation wieder. Diese neue Beweisanord
nung scheint mir anschaulicher zu sein.

19 Vgl. F. Klein, Über die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Annalen, 
4 (1871), S. 583—625, insbesondere S. 620—621, oder Gesammelte mathematische Abhand
lungen. /(Berlin, 1921), S. 254—305, insbesondere S. 300—301; ferner D. Hilbert, a. a. O. i, 
S. 38.

20 Für den Beweis der Indentität der hyperbolischen ebenen Geometrie mit der 
Poincaréschen Halbebene, ebenfalls unabhängig von der Stetigkeit, siehe B. Kerékjártó, 
Nouvelle méthode d’édifier la géométrie plane de Bolyai et de Lobatchefski, Commentarii 
Math. Helv., 13 (1940), S. 11—48. Dieser Beweis erfordert eine viel kompliziertere Be
trachtungsweise.

21 H. Liebmann, a. a. O. I7.
22 Siehe 17.
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Da die Transformationen

Г =  1 +  Я, Г------ i ,  Г =  Р§ (M>0)4

der Reihe nach eine Drehung um den Fernpunkt £2, die Halbdrehung um 
den Punkt O, eine Verschiebung längs der G eraden О £2 bedeuten,23 so stellt 
die Transformation (1) auf Grund der Umformung (im Falle y - f=0)

fe!r ~r ß 
y t  +  ö

a a ő — ßy  — 1
7 +  f  £ +  6

eine Bewegung der hyperbolischen Ebene dar (das leuchtet unmittelbar ein, 
falls 7 =  0 ist).

Umgekehrt kann eine jede Bewegung der hyperbolischen Ebene, durch 
eine derartige Transformation dargestellt werden, wie es die folgende Über
legung zeigt.

Die Bewegung ist durch die Angabe 
derjenigen Halbgeraden O'w, die in О£2 über
geführt wird (Fig. 27), vollkommen bestimmt.
Sie läßt sich nun im Falle соф £2 aus den 
folgenden vier Bewegungen zusammensetzen:

1° Drehung um den Fernpunkt £2, bei 
der die Gerade co£2 in 0Í2 übergeführt wird.
Dabei soll die Halbgerade O'co in 0 ,0  über
gehen. Der homologe Punkt von Oi auf der 
Geraden 0£2 sei mit O* bezeichnet. (Dieser 
Punkt wird durch die Forderung <jOOiO* —
=  < 0 0 *0 i bestimmt.)

2° Verschiebung längs der Geraden 0£2, 
bei der 01 in den Punkt О übergeht. Dabei werde OiO in die Halbgerade 
OoO übergeführt. Da 0 \ der homologe Punkt von O, war, so ist jetzt О der 
von O,.

3° Halbdrehung um den Punkt O. Dabei soll 0 20 in die Halbgerade 
0 3£2 übergehen. Da О und 0 .2 homologe Punkte waren, so sind О und 0 3 
ebenfalls homologe Punkte.

4° Drehung um den Fernpunkt £2, bei der die Gerade 0 3£2 in 0£2 
übergeht. Da О und 0 3 homologe Punkte waren, so wird dabei die Halb
gerade 0 3£2 in 0£2 übergeführt.

23 D. Hilbert, а. а. O. 4, § 4.
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Wie man sieht, wird durch die Aufeinanderfolge dieser vier Bewegun
gen, die Halbgerade O'io in 0£2 übergehen. Die angenommene Bewegung 
ist also in der Tat die Zusammensetzung dieser Bewegungen 1° — 4°.

Bei der Bewegung 1° geht ein von £2 verschiedenes Ende $ in §1 =  f  +  A

über, bei 2° wird j;, in £ä =  — (/r>  0), sodann S2 durch 3° in £3 = —
Iм  § 2

übergeführt, endlich wird bei der Bewegung 4° in $4 =  %3 +  v  übergehen, 
wobei l, p, v  von S, unabhängig sind. Folglich ist die betrachtete Bewegung 
durch eine Transformation

Г cg -f (v /.—ft)
5 +  A (,“ > 0)

dargestellt, die die Form (1) hat.
Im Falle to =  £2 ist die Bewegung offenbar die Zusammensetzung einer 

Drehung um den Fernpunkt £2 und einer Verschiebung längs der Geraden 
0£2, also durch eine Transformation

f  =  ft (£  +  / .)  =  ,«? +  «  /  (fl  >  0 )

darstellbar, die ebenfalls von der Form (1) ist.
Die Transformation =  —§ stellt definitionsgemäß (§ 1) die Spiegelung

an der Geraden О£2 dar, also bedeuten die Transformationen (2) mit Rück
sicht auf die Bedeutung der Transformationen ( 1), die Umwendungen der 
hyperbolischen Ebene.

Damit ist der Beweis des obigen Satzes über die Transformationen (1) 
und (2) beendet.

Diese Beweisanordnung hat auch den Vorteil, daß solcherart der nach
stehende Satz von В K e r é k j á r t ó 24 zugleich mitbewiesen ist.

Jede Bewegung der hyperbolischen Ebene kann aus den folgenden zusam
mengesetzt werden:

a) Halbdrehung um einen gegebenen Punkt O;
b) Verschiebung längs einer Geraden 0£2, wobei £2 ein gegebener Fern

punkt ist;
c) Drehung um den Fernpunkt £2.
Während der ursprüngliche Beweis von B. Kerékjártó  fünf solche 

Bewegungen verwendet, bin ich im obigen mit vier ausgekommen.

(Eingegangen am 30. Juli 1957.)

24 B. Kerékjártó, а. а. О. 20, §  2, Théoréme 11.
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D. Hilbert1 showed that the hyperbolic plane geometry may be built 
up also exclusively based on the axioms of the plane and without the use 
of axioms of continuity. The system of axioms laid down by him for this 
purpose may be even somewhat more reduced. Namely, as I have already 
alluded to at another place,- beside Hilbert’s groups of axioms I, II, III on 
incidence, order, and congruence in the plane, the following two axioms 
are sufficient:

Axiom IV!. Let P, Q be two different points in the plane, and Q Y a half
line on one side o f the straight line PQ, then there exists always a half-line 
P X  on the same side of PQ, that does not intersect QY, while every half- 
line P Z  lying in the <$QPX cuts the half-line Q Y  (Fig. 1).

Axiom IV.,. There exists in the plane a straight line s0 and a point Pn 
outside it through which two different straight lines can be drawn not inter
secting s0.

1 D. Hilbert, Neue Begründung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie, Math. 
Annalen, 57 (1903), pp. 137—150; or Grundlagen der Geometrie, 7. ed. (Leipzig und Ber
lin, 1930), Anhang UI, pp. 159—177.

2 P aul S zász, Über die Hilbertsche Begründung der hyperbolischen Geometrie, Acta 
Math. Acad. Sei. Hung., 4 (1953), pp. 243—250, in particular p. 243, footnote 2.

Fig. 1 Fig. 2
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From these axioms we can conclude indeed on the axiom by which 
the Euclidean axiom of parallels was substituted by H ilbert  if maintaining 
the groups 1, II, III of axioms. Namely, by help of these groups I, II, III 
and of my Axioms IV1; IV2 we can prove the following

T heorem . I f  s is any straight line and P any point outside it, then the 
straight lines drawn through P and intersecting s form the interior o f a cer
tain < (/7„A ) (Fig- 2).

For the proof we use the following
Lemma. I f  the point R moves along the half-line QY, then gc Q /?P —*■ 0 

for Q R -+ + °о (Fig. 3).

This lemma is due to János B olyai.3 We prove it by Axiom IV,.
Let P X  be the half-line mentioned in Axiom IVj. Let us be given an 

arbitrarily small angle e. We draw the half-line P Z  in <  Q PX  in such a 
manner (Fig. 3) that <$ZPX<e. According to Axiom IV2, P Z  cuts Q Y  in a 
point T. If T S = T P ,  then <£TSP=<ZTPS. Since <$TPS < gt Z P X  < *, 
we have <$TSP < e. Moreover, if 77? > TS  then, as well known, gt TR P<  
<<$TSP. Therefore we obtain <£TRP<s  if T R > T S . Thus <$QRP<s 
holds if QR is large enough, i. e. gcQ /?P—>■ 0 for QR —► +  and the 
lemma is proved.

P roof of t h e  t h e o r e m . By reason of Axiom IV2 there exist two 
straight lines /, m through P0 not crossing s0 (Fig. 4). Let ő denote the 
supplement of that angle со =  gr (/, m) which contains the straight lines 
through P0 and crossing s0 (Fig. 4). Owing to our lemma, we can obviously 
choose the points A, В  on s0 in such a way that

<  P„A B +  < Pa В A < Ö.

3 Johannes B olyai, Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens etc. (Maros- 
vásárhely, 1832), § 1.
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It follows that the sum of the angles in the triangle AB P 0 is less than two 
right angles since AP0B < со and the angles со, ő form two right angles. 
From this it follows, as well known, that in any triangle the sum of the 
angles is less than two right angles.4 Relying on this fact it results at on ce

Fig. 5

(Fig. 5) that in the case of every straight line s and every point P outside 
it there exist two straight lines through P  which do not cross s. Hence, by 
Axiom IV], the theorem follows immediately.

(Received 30 September 1957)

4 A very elegant p ro o f  w a s  given by K. F ladt, Der Saccheri—Legendresche Satz etc., 
Zeitschrift fü r  Mathematischen und Naturwissenschaftlichen Unterricht, 56 (1925), p. 345.





ZUR AXIOMATIK DER ZAHLEN
Von

HANFRIED LENZ (München) 
( Vorgelegt von G. Hajós)

Es ist üblich, die elementare Arithmetik ausgehend von den Peanoschen 
Axiomen1 zu entwickeln und anschließend die ganzen, rationalen und reellen 
Zahlen mit ihren Rechengesetzen einzuführen. Hier sollen die Peanoschen 
Axiome etwas abgeschwächt werden. Man erhält so gemeinsame Axiome für 
das System der natürlichen Zahlen, der ganzen Zahlen und für endliche 
zyklische Gruppen, und kann ausgehend davon in natürlicher Weise die 
Addition und Multiplikation in diesen Bereichen gemeinsam einführen.

§ 1. Axiomatische Definition der Zahlensysteme

Man kann die Peanoschen Axiome wie folgt fassen:
Die natürlichen Zahlen bilden eine Menge N  mit einer umkehrbaren 

Abbildung sc (der Nachfolgerfunktion) in sich von folgender Eigenschaft:
Es gibt in N  ein Element 0 (£ N", so daß aus 0 £ U  ̂  N  und Un EkU 

stets U =  N  folgtr
Dieses Axiomensystem schwächen wir wie folgt ab:
D efin itio n  1. Ein Zahlensystem ist eine Menge S  mit einer Abbildung 

st in sich von den folgenden Eigenschaften:
. . (I) sc ist umkehrbar, d. h. aus x" =  y" folgt x y.

(II) Es gibt ein Element 0 £ S, so daß aus 0 £ UEkS und U" = U П S" 
stets U =  S  folgt (Induktionsaxiom).

Eine Teilmenge U'EkS soll also mit S zusammenfallen, sobald sie die 
Zahl 0 und mit jedem Element x den Nachfolger und, falls einer existiert, 
einen Vorgänger von x enthält. Es ist wohlbekannt, daß die natürlichen 
Zahlen, die ganzen Zahlen, sowie die Elemente einer zyklischen Gruppe die-

1 Vgl. etwa Asser oder Landau. Namenangaben beziehen sich auf die Literaturan
gaben am Schluß.

2 Das Bild des Elements x  bzw. der Menge X  sei mit xn bzw. X "  bezeichnet. 
Natürlich ist es Formsache, ob man die natürlichen Zahlen mit der 0 oder mit der 1 
beginnen läßt. 3

3 Acta Mathematica IX/1—2
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sem Induktionsaxiom genügen. Wir wollen zeigen, daß es — abgesehen von 
Isomorphie — keine anderen Zahlensysteme gibt, die den Axiomen (1)(I) 
und (II) genügen.

Wir zeigen zunächst, daß die Sonderstellung der Zahl 0 nur scheinbar ist.
Hilfssatz 1. Ist U eine nichtleere Teilmenge von S  mit der Eigenschaft 

Un= U n S n, so ist U = S .
B e w e i s .3 V s e i  d ie  M e n g e  a lle r  x £ S  m it d e r  E ig e n s c h a f t :  F ür b e l i e b i 

g e s  LI m it x d U, LI" =  U П S n i s t  U =  S. N a c h  (1) (II) is t  0 £ V.
Nun sei у £ V und y" £ LI, U" =  U П S", also y" £ U n 5" =  LJn. Nach

(1) (I) folgt daraus y £ U .  Wegen y £  V folgt (nach der Definition von V) 
U==S. Also ist yn£V, wieder nach der Definition von V.

Ferner sei y ^ V  und y =  zn; U sei eine г enthaltende Teilmenge von 
5  mit Un =  U П S n, also Un ÜZU, zn =  y d U. Wegen у £ V muß U =  S  sein. 
Weil das für beliebige nach obiger Vorschrift gewählte Teilmengen U ^ S  
gilt, muß sein.

V enthält also mit jedem Element у  den Nachfolger yn, sowie den Vor
gänger, falls er existiert. Also ist l/'I= V n S '1. Nach dem Induktionsaxiom 
folgt V = S , w. z. b. w.

Hilfssatz 2. Hat die Zahl 0 keinen Vorgänger, so hat jede andere Zahl 
einen Vorgänger.

B e w e i s  (ohne Verwendung von (1) (I)). Es sei O^S". D sei der Durch
schnitt aller Mengen U ^ S  mit den Eigenschaften 0 $ U, Un ^  U. D hat selbst 
diese Eigenschaften. D enthält nach Definition außer 0 kein Element a ohne 
Vorgänger in D; denn mit D hätte auch die Differenzmenge U = D \{ a }  
die Eigenschaften 0 £ U, Un^ U ,  im Widerspruch zu der Annahme, daß D 
der Durchschnitt aller derartigen Mengen sein sollte. Daher ist D " = D \{ 0}. 
Es folgt D n S " ^ ű \ { 0 }  =  Dn. Andererseits ist offenbar D"IZD n S n, also 
Dn =  D П S n, nach dem Induktionsaxiom also D =  S, S n =  S \{0}, w. z. b. w.

Gleichzeitig haben wir das Induktionsprinzip in der klassischen Form 
abgeleitet, nämlich

Satz 1. Ein System S, das durch (1) (II) erklärt ist, und in dem die Zahl 
0 keinen Vorgänger hat, genügt dem Peanoschen Induktionsaxiom. Gilt auch 
(1) (I), so gelten alle Peanoschen Axiome.

Weil man nach Hilfssatz 1 die Zahl 0 in den Axiomen durch jede 
andere Zahl ersetzen kann, folgt (wenn (1)(I) vorausgesetzt ist)

Hilfssatz 3. Es gibt in S  höchstens ein Element ohne Vorgänger.

3VgI. Loewy, S. 6, wo eine ähnliche Betrachtung angestellt wird.
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Später wird gezeigt werden, daß dieser Hilfssatz ohne Verwendung des 
Axioms (1)(I) bewiesen werden kann.

Satz 2. Ein nach (1)(I) und (1) (II) erklärtes Zahlensystem S  mit 
S nczS genügt den Peanoschen Axiomen. Die Rolle des Nullelements über
nimmt dabei das einzige Element der Menge S \ S n.

D efinition 2. Ein System natürlicher Zahlen ist ein Zahlensystem S  
mit der Eigenschaft S n cz S. Eine natürliche Zahl ist ein Element eines Sy
stems natürlicher Zahlen. Wenn nichts anderes gesagt wird, bedeute dabei О 
stets das einzige Element von S \S " .  (Das ist keine Folgerung aus den 
Axiomen, sondern eine willkürliche, aber zweckmäßige Festsetzung, die nach 
Hilfssatz 1 berechtigt ist.)

Wir behandeln nun den Fall

(2b)

(2) 5" =  5
und unterscheiden zwei Unterfälle:

. Jede nichtleere Untermenge U ^ S  mit der Eigenschaft UnÊ  U ist mit S  
3 identisch.

Dann nennen wir 5 ein zyklisches Zahlensystem.
Es gibt eine nichtleere Untermenge V c S  mit УлЯк\/-, nach Hilfssatz 1 
also V" czV  (sonst wäre doch V = S ).

Dann nennen wir 5  ein System ganzer Zahlen.
Natürlich haben derartige Definitionen nur einen Sinn, wenn sie wider

spruchsfrei sind. Am einfachsten ist das im Fall (2a). Dann liefert schon die 
Menge {0} ein Beispiel. Die Existenz eines Systems natürlicher Zahlen schließt 
man nach Dedekind aus dem Glauben an die Existenz einer Menge, die sich 
umkehrbar in eine echte Teilmenge abbilden läßt. Unter Annahme dieses 
Glaubenssatzes zeigen wir nun, daß es Systeme ganzer Zahlen gibt.

Es seien +  und — die beiden Elemente der Menge { +  , —}, und N  
ein System natürlicher Zahlen mit der Nachfolgerfunktion щ . Wir betrachten 
die Produktmenge N  X { +  , —} =  S und führen in ihr eine Nachfolgerfunktion 
л  ein durch die Festsetzungen

(x, + )"  =  (x"0, + ) , (x,—)n =  (xn°1, —) für x=f=0, (0, — У =  (0, +  ).
Man überzeugt sich mühelos, daß S  die Bedingungen (1), (2) und (2b) 

erfüllt.
Umgekehrt läßt sich jedes System ganzer Zahlen S mit der Nachfolger

funktion тс in zwei Systeme natürlicher Zahlen N, N  - mit den Nachfolger
funktionen л  bzw. л  1 zerlegen.

Es sei etwa V die in (2b) angegebene Menge. Nach Hilfssatz 1 kann 
in den Axiomen die Zahl 0 durch jede andere ersetzt werden; daher ist es

3*
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keine Beschränkung der Allgemeinheit, 0 6 V, 0(jjl/" anzunehmen. Wirsetzen 
1 _ =  0" . Weiter bedeute N bzw. N den Durchschnitt aller Mengen U ^ S  
mit den Eigenschaften
(3) 0 £ U, U" Я  U 
bzw.
(4) 1 - € U, Un ' Я  U.

Es ist 1 also N d S .  Weiter ist l.^TV, also 1 £ S\fV . Wegen 
О £ V n^ N n ist
(5) N nd N .

Ferner enthält S \A f mit jedem x auch xn , daher ist N ^ S \ N  oder 
AniV- =  0, also О<£ЛГ, 1 - $ N n'1,

<6) N n~' d  N ..
Weil N  und N- den Bedingungen (1) genügen, sind sie Zahlensysteme, 

wegen (5) und (6) also Systeme natürlicher Zahlen. Ihre Vereinigung enthält 
0  und mit jedem x auch xn und xn' , fällt also mit 5  zusammen, w. z. b. w.

§ 2, Die Definition durch Induktion

Für die Zulässigkeit der Definition durch Induktion ist ein auf Kalmár 
zurückgehender Beweis üblich.4 5 Unsere axiomatische Darstellung gestattet 
einen anderen einfachen Beweis.8

Satz 3. Es sei N  ein System natürlicher Zahlen mit der Nachfolger
funktion :c und В  eine beliebige nichtleere Menge, у sei eine beiebige Abbil
dung der Produktmenge N X  В in die Menge B. Dann gibt es zu jedem b ^ B  
genau eine Abbildung a von N  in В mit den Eigenschaften
(7) 0 a =  b, ( x 7  =  (x,x*y.

B e w e i s . Eine Abbildung ß  von N x B  in sich sei erklärt durch

<8) (*, y f  =  (W (x, >’)')-
D sei der Durchschnitt aller Teilmengen U < Z N x B  mit den Eigenschaften

(o , b ) z u ,  и ^ я и .
Offenbar genügt D hinsichtlich des Nullelements (0, b) und der Nach

folgerfunktion ß der Forderung (1) (II); also gilt Hilfssatz 2 des vorigen 
Paragraphen. (0,6) hat in N x B , also erst recht in D keinen Vorgänger.

4 Vgl. z. B. Kneser, S. 82. Über Verallgemeinerungen des Satzes vgl. van der Waerden 
{§ 3), Lorenzen.

5 Inhaltlich bringt der vorliegende Paragraph nichts Neues.
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Nach Hilfssatz 2 hat daher jedes andere Paar (x, y ) i D  einen Vorgänger in ZX 
Insbesondere kann (0, c) mit с ф б  nicht in D liegen.

X  sei die Menge aller x £ N, für die genau ein Paar (x, у) mit у  £ В 
in D liegt. Es ist О £ X  Nun sei etwa x £ X ,  (x,y)£D, (x,z)(£D für z ф у . 
Dann ist wegen sicher ( x " , ( x j f ) ( ü .  Ein anderes Paar (x", t) kann
nicht in D liegen; denn es könnte in D keinen von (x, y) verschiedenen 
Vorgänger haben. Wenn es gar keinen hat, so liegt es nach Hilfssatz 2 nicht 
in D ; ist aber (x, y) der Vorgänger, so ist t =  (x, y)T. Daher ist xn£X;nach 
Satz 1 ist also X =  N.

Es gibt also zu jedem x (lV  genau ein Paar (x, y) £ D. Die Abbildung 
и : x —-у  mit (x, y) € D erfüllt die Bedingungen (7). Ist «' eine zweite Abbil
dung, die diesen Bedingungen genügt, so sei Y  die Menge aller x mit 
x“ =  x“'. Y enthält 0 und mit jedem x auch x". Daher ist Y =  N. Damit ist 
Satz 3 bewiesen.

Satz 4. Je zwei Systeme natürlicher Zahlen sind isomorph, d. h. sind 
N, N ’ Systeme natürlicher Zahlen mit den Nachfolgerfunktionen 7t bwz. тг', 
so gibt es eine umkehrbare Abbildung a von N  auf N  mit den Eigenschaften 
(9) a Ti =  л  а , ct~l тг =  тг'а~г.

B ew eis . Daß die zweite Eigenschaft (9) aus der ersten folgt, ergibt 
sich durch beiderseitige Multiplikation mit a 1.

Mit den vorherigen Bezeichnungen sei 6 =  0' (Null des Systems TV'), 
(x, y)Y = -y n gesetzt. Dann wird (x, y f  =  (xn, yn). Weil die Voraussetzungen 
in N  und TV' ganz symmetrisch sind, gibt es nicht nur zu jedem x £ TV, son
dern auch zu jedem у  $ TV' genau ein Paar (x, y) $ D. Also bildet a das 
System TV umkehrbar auf TV' ab. Die Bedingung атг' =  тга ist nichts ande
res als die zweite Zeile von (7), w. z. b. w.

Aus der am Schluß des §1 gezeigten Zerlegung jedes Systems ganzer 
Zahlen in zwei Systeme natürlicher Zahlen folgt nun sofort:

Je zwei Systeme ganzer Zahlen sind isomorph.

Wir setzen nun voraus, daß ein System S gegeben sei, das nur dem 
Axiom (1) (II) zu genügen braucht. Sein Nullelement heiße 0', seine Nach
folgerfunktion t i  . Nach Satz 3 gibt es eine Abbildung « des Systems TV der 
natürlichen Zahlen in S mit den Eigenschaften

§ 3. Folgerungen aus dem Induktionsaxiom allein

( 10)

( 1 1 )

0“ =  0',
xna =  xan für x £ TV, oder kurz 

Ti а  =  а 7t'.
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а ist also ein Homomorphismus von N  in S. Weiter sei p eine Abbildung 
von S n in S mit der Eigenschaft
( 12) x'1" = x  für alle x £ S " ,
d. h. prc' bildet S n identisch ab. Die Abbildung p besteht einfach darin, 
daß zu jedem Element von S" ein Vorgänger ausgewählt wird. Wir verwen
den also in diesem Paragraphen das Auswahlprinzip. Jetzt sind zwei Fälle 
zu unterscheiden.

Fall 1. (0)“ existiert für alle natürlichen Zahlen n £ N.
Fall 2. Es gibt eine natürliche Zahl m, so daß (O')'1 genau für n< m 

existiert.
Wir setzen nun die Abbildung a auf negative Zahlen als Argumente 

fort durch die Festsetzung

(13) ( _ л ) “ =  (0У" für
\ alle n £ N  im Fall 1, 
I 0 < n < m im Fall 2.

Dann gilt, wie man mit Hilfe von Gleichung (12) leicht sieht, die Gleichung 
xna _  xan’ jm paii 1 für aiie ganzen Zahlen x, im Fall 2 für alle ganzen 
Zahlen x > —m. a ist also ein Homomorphismus der Menge M aller ganzen 
Zahlen bzw. aller Zahlen > — m in 5. Im Fall 2 ist M isomorph zu N. Wir 
setzen nun

xß
x“ im Fall 1 (für alle ganzen Zahlen x),

(x—m + l) K im Fall 2 (für natürliche Zahlen x).
Dann ist ß ein Homomorphismus des Systems Z  der ganzen Zahlen 

bzw. des Systems N  der natürlichen Zahlen in das System S mit den Eigen
schaften
(14) 0 ' £ Z ß bzw. 0 '( M ,
(15) xnß =  xß"’ für alle x £ Z  bzw. x £ N .

B eh a u ptu n g , ß bildet Z  bzw. N  auf S ab.
B ew eis. Wir setzen U =  Zß bzw. Nß. Aus x £ Í/, etwa x =  yß folgt 

x n' =  yßn' =  y nß £ U, also
(16)

Ferner sei x £ ( J { ) S n. Im Fall 1 sei wieder х =  У* gesetzt, у  hat in Z 
einen Vorgänger, etwa z; dann ist x =  yß =  znß =  zßn', d. h. x hat einen 
Vorgänger in U, oder es ist

(17) £/fl S n' ^ U n'.

Im Fall 2 hat (—m +  l)“ =  Oi5 keinen Vorgänger in 5. Ist dagegen n — 1 £N,
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so hat nß =  (n — \)nß den Vorgänger (n—l /  in U. Also ist
U = U "' и {O'5} oder U" =  U \ { O'5}.

Es folgt [ 5 \  {Ô5}] =  U \ { ( f }  =  U", also wieder (17). Nach (16)
und (17) ist U П S n =  Un , nachdem Induktionsaxiom also U = S ,  w. z. b. w.

Wenn die Funktion ß umkehrbar ist, so ist S zu Z  bzw. zu N  iso
morph. Wir nehmen also jetzt an, sei nicht umkehrbar. Ist aß — bß für zwei 
Zahlen a, b, so ist auch anß =  bnß, d. h. die Menge M aller Zahlen x, für die 
eine Zahl y=j=x mit xß =  yß existiert, enthält mit jedem x auch xn. Ent
weder ist also

Fall a) M- = Z  bzw. M N, oder6
Fall b) es gibt in der Komplementärmenge M eine größte Zahl p.
Wir untersuchen zunächst Fall a). Es sei к die kleinste Zahl > 0, so daß 

für irgendeine Zahl x (aus Z  bzw. N, je nachdem ob Fall 1 oder 2 vorliegt)
(18) (x +  k)ß =  xß
ist. Dann ist auch für alle у > x 
(18') (y +  k)ß =  yß.
Wir zeigen, daß (18) sogar für alle x gilt. Andernfalls sei z die größte Zahl 
mit (z +  k)ß 4= zß. Unter den positiven Zahlen n, für die (z +  n)ß =  zß ist 
(solche gibt es wegen M =  Z  bzw. M=^ N  und (18')), gibt es eine kleinste, 
etwa q. Nach unserer Annahme ü b e rlis t q>k.  Dann ist aber (z + q —k)e =  
=  (z +  q)ß =  zß im Widerspruch zur Minimaleigenschaft der Zahl q. Die Glei
chung (18) muß also für alle x £ Z  bzw. N  gelten. S enthält genau die к  
Elemente 0 ,̂ 1?, . . . , (&— \)ß. Es ist Sn' =  S. {n')k ist die Identität. S erweist 
sich in diesem Fall als zyklisches Zahlensystem. Man denke etwa an die Rest
klassen nach der Zahl к  in der elementaren Arithmetik der ganzen oder der 
natürlichen Zahlen. Die Nachfolgerfunktion я:' ist umkehrbar; denn aus 
xn' = y n' würde, wenn wir x =  aß, y — bß setzen, folgen

aßn' == bßn', anß =  bnß, also an =  bn (mod к), a =  b (mod к) 
und daher x =  y.

Fall b) p  sei die größte Zahl aus M. Alle Zahlen < p gehören gleich
falls zu M. Es gibt eine kleinste Zahl r > 0 mit ( p +  1 + r y  =  (p +  1) .̂ Für 
alle у > p ist, wie Induktion zeigt, (y +  r)ß =  yß. Wir nehmen an, es gebe 
eine kleinste Zahl z£ M ,  für die ein positives s < r  mit (z +  sß) =  zß existiert. 
Dann ist, wie Induktion zeigt,

(z +  r — s —\ y  =  (z +  r— i y  =  (z— \)ß

6 Wir verwenden hier die Addition und die Ordnung der natürlichen bzw. ganzen 
Zahlen.

1:9
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im Widerspruch zur Minimaleigenschaft vom г. Also ist M ein zyklisches 
Zahlensystem aus r Elementen und M eine vorgeschaltete, zu einem Abschnitt 
entweder von Z  (d. h. zu einer rückwärts angeordneten natürlichen Zahlenreihe) 
oder von N  (d. h. zu einer endlichen Folge) isomorphe Menge.

Die fünf Fälle, die nach dieser Untersuchung für Systeme S, die dem 
Induktionsaxiom (1) (II) genügen, möglich sind, werden in der Figur veran
schaulicht.

(l) (1), nicht (2) 
(natürliche Zahlen)

(1) (1), (2), (2b) 
(ganze Zahlen)

(1) (I), (2), (2a) 
(zyklisches Zahlensystem)

О 1

Nicht (1) (1), nicht (2)

Nicht (1) (I), (2)

Fig. 1. Systeme, in denen das Induktionsaxiom (1) (II) gilt

In den zuletzt behandelten Fällen, in denen also die Abbildung ß nicht 
umkehrbar ist, ohne daß 5  ein zyklisches Zahlensystem wäre, nehmen wir 
an, es sei

x” =  yn für x, y £ S  (х ф  у),
etwa x =  aß, у =  bß, anf> = bnß. Das ist im Fall a < b  nur möglich für an £ M, 
bn£M, also a = b n (mod r), a z b (mod r). Im Fall a $ Ai ist x =  y; nur 
im Fall a(£M, b^M ,  also a = p ,  b =  p-\-r  ist x=j=y.

Im Fall a) ist also :t  umkehrbar, während e§ im Fall b) genau ein 
Paar (x, y) mit у  =}=x gibt, für das xn' =  yn' wird.
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Ab jetzt setzen wir wieder stets das Axiom (1) (I) voraus, das man 
nach dem Ergebnis dieses Paragraphen auch ersetzen könnte durch: Gibt es 
in S zwei Elemente mit demselben Nachfolger, so gibt es in S noch ein drittes 
Element, das mit einem anderen denselben Nachfolger hat.

Daraus folgt nämlich ein Widerspruch, sobald man die Voraussetzung 
dieser Forderung als zutreffend annimmt; also die Umkehrbarkeit von ж’.

§ 4. Homomorphismen von Zahlensystemen

Unter einem Homomorphismus a eines Zahlensystems 5  mit der Nach
folgerfunktion ж in ein Zahlensystem S' mit der Nachfolgerfunktion ж ver
stehen wir eine Abbildung von S in S' mit der Eigenschaft (9)

жа =  аж'.

Ein umkehrbarer Homomorphismus ist ein Isomorphismus, was sich 
durch Links- und Rechtsmultiplikation mit к 1 ergibt.

Hilfssatz 4. Sind a und ß zwei Homomorphismen eines Zahlensystems 
S in ein Zahlensystem S', und ist a" =  a? für ein a £ S, so für alle a d S, 
d. h. es ist a =  ß.

Be w e is . Die Menge U der Zahlen x d S  mit der Eigenschaft xa =  xß 
enthält nach Voraussetzung die Zahl a und mit jeder Zahl x wegen 
x"“ =  xan' =  xßn' =  xnß auch die Zahl x". 1st x d U Nachfolger einer Zahl y, 
so ist

y a n ' -------y n a  _ _  y n ß --------y ß n '  ̂

wegen der Umkehrbarkeit der Funktion я : 'also y d  El. Daher ist Un =  UV\Sn, 
also U =  S, w. z. b. w.

Hilfssatz 5. 0  sei im Fall S " a S  Element von S \ S n, andernfalls ein 
beliebiges Element von S  (diese Annahme ist nach Hilfssatz 1 zulässig). 
Dann gibt es zu jedem a d S genau einen Homomorphismus aa von S in sich 
mit der Eigenschaft 0e“ =  a.

B ew e is . Daß es höchstens einen solchen Homomorphismus gibt, folgt 
aus Hilfssatz 4. Zu zeigen ist noch, daß es mindestens einen gibt. U sei die 
Menge der a d S, für die ein Homomorphismus aa mit 0“° =  a existiert. 
Offenbar ist 0 d U, weil die Identität ein Homomorphismus ist. Aus x d U  
folgt nun 0“' =  x, 0а*п= х л. Ferner ist ж(ахж) =  (жат)ж = (ахж) ж, d. h. 
ахж ist ein Homomorphismus und x" d U. Im Fall SczS"  sind wir also nach 
Satz 1 fertig.
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Nun sei Sn= S .  Dann existiert :t  x, und aus x ^ U , x =  y", n a x= a xn  
folgt axn~x — n~x ax, O'*1" = y ,  ferner rt(axn~x) =  (axn~l) t i , d. h. ахзт х 
ist ein Homomorphismus. Es folgt y £ U ,  U =  U", U =  S, w. z. b. w.

D efinition  d e r  Ad d itio n , ln einem Zahlensystem bedeute ay den Homo
morphismus, der 0 in у überführt. Dann erklären wir

(19) x-\-y — xau für alle x £ S .

Aus dem assoziativen Gesetz für Homomorphismen folgt leicht das 
assoziative Gesetz der Addition. Es ist nämlich

x =  0“G y + z  =  у*’ =  (О“")“' =  0(“"a-' = 0 “"+‘, 
x +  (y + z) =  ( 0 ^ p â =Oâ \
(x + y) + z =  (0“*“" )a= = 0(e**»

Im Fall Sn =  5  sind nach Hilfssatz 5 alle Homomorphismen umkehr
bar, und ihre Umkehrabbildungen sind wieder Homomorphismen. Zu je zwei 
Elementen a, b gibt es nämlich eindeutig bestimmte Homomorphismen a, ß 
mit aa= b, bß =  a. aß  läßt also a fest und ist daher die Identität. Im Fall 
S n =  S  verstehen wir unter —a das Element 0“- . Offenbar ist ö +  (—a) =  
=  —ű-t-o =  0. D. h.

Ein Zahlensystem S mit S n =  S bildet hinsichtlich der Addition eine 
Gruppe.

Das kommutative Gesetz der Addition beweist man leicht durch Induk
tion. Das bleibe dem Leser überlassen. Eine leichte Folgerung ist: Jeder 
Homomorphismus eines Zahlensystems in sich ist ein Isomorphismus.

Das ist im Fall S =  S" schon bewiesen. Es sei also nun Sn= S \ { 0}. 
Zu zeigen ist noch, daß jeder Homomorphismus a umkehrbar ist. Es sei 
o“ =  6“, 0“ = c. Nach Hilfssatz 4 ist « =  «,., ferner a“ =  o +  c =  6 +  c, also 
c +  o =  c +  £>. Nach Hilfssatz 4 muß aa =  ah oder a — b sein, w. z. b. w.

Wir haben also die Addition nach einem einheitlichen Prinzip für die 
verschiedenen Zahlensysteme eingeführt. Es ist noch zu zeigen, daß die im 
System der ganzen Zahlen Z erklärte Addition in der Teilmenge der Zahlen 
^  0 gerade die im System der natürlichen Zahlen definierte Addition ergibt. 
Doch soll diese leichte Aufgabe hier nicht durchgeführt werden.

Jedes Zahlensystem, als Struktur mit Nachfolgerfunktion erklärt, wird 
also durch Hinzunahme der mittels seiner Isomorphismen in sich erklärten 
Addition zu einer kommutativen additiven Halbgruppe (im Fall S =  S" 
Gruppe). Es liegt nahe, nach den Homomorphismen dieser additiven Halb
gruppe, ohne Berücksichtigung der Nachfolgerbeziehungen, zu fragen.



ZUR AXIOMATIK DER ZAHLEN 43

H ilfssatz  6. ist S  ein Zahlensystem, so existiert zu jedem Element 
s £ S genau ein Homomorphismus der additiven Halbgruppe von S in sich, 
der die Zahl 1 =  0" in s überführt.

B ew eis . U sei die Menge der Zahlen s £ S, für die der gewünschte 
Homomorphismus ps mit l ,is =  s existiert. Es ist 0 £ £/; denn die Abbildung 

0 für alle x £ S ist ein solcher Homomorphismus. Aus s £ U  folgt 
wegen {x -\-y f‘ +  (x +  у) =  хм* +  x + y*1” +  у, daß die Abbildung ps±i: 
x—>-'xM“ +  x mit der Eigenschaft l Ms±1 = 5  +  1 gleichfalls ein additiver Homo
morphismus ist. (Dabei ist das — Zeichen nur im Fall Sn =  S  zu berück
sichtigen.) Also ist s +  1 £ U und daher (nach dem Induktionsaxiom) U = S .  
Sind nun zwei Homomorphismen [л und ц' mit gegeben, so enthält
die Menge V der Zahlen x £ S  mit х^ =  х^' die Zahl 1 und mit jedem x 
wegen (x +  l)M =  xM +  lfl =  x'1 +  1д = ( x  +  1)  ̂ auch x-f- 1 und (falls in S 
vorhanden) x —1. Also ist E = S , w. z. b. w.

D efin itio n  der  M ultiplik a tio n . Für beliebige x , y £ S  erklären wir
(20) xy =  x>iu,
wobei gy den Homomorphismus der additiven Halbgruppe von 5 in sich 
bedeutet, der 1 in у überführt.

Es ist leicht, aus dieser Definition die üblichen Rechengesetze für ganze 
Zahlen bzw. Restklassen mod n abzuleiten. Das sei hier nicht durchgeführt.

Ist G eine additiv geschriebene (nicht notwendig abelsche) Gruppe, so 
existiert zu jedem g  £ G ein Homomorphismus pg des Systems der ganzen 
Zahlen Z  in G mit der Eigenschaft

1"' =§■
Dann kann man genauso ein Produkt von ganzen Zahlen n mit Gruppen
elementen g  erklären durch

ng =  nILii.
Natürlich kommt dabei das übliche heraus.

Die hier skizzierte Einführung der elementaren Rechenoperationen dürfte 
dem Standpunkt der neueren Algebra am besten gerecht werden. Sie ist 
analog zur Einführung der Vektoren in der affinen Geometrie als Isomorphis
men des affinen Raumes, die alle Richtungen einzeln fest lassen und der 
Skalare als Homomorphismen der Vektorengruppe, die jeden Vektor in einen 
parallelen überführen nach Artin .7

(Eingegangen am 18. November 1957.)

7 Im Kapitel II seines Buches.
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Introduction

Let us consider a telephone exchange. Suppose that the subscribers 
make calls at the instants t 1; t 2, . . t „,  . . .  where 0 < т 1< т 2< -- -< т п<---<оо. 
It is assumed that r 1 is an arbitrary positive random variable and the inter
arrival times r n+i—r„ (n =  1 ,2 ,3 ,...)  are identically distributed independent 
positive random variables which are independent also of t 1. Put

Suppose that there is an infinite number of available channels and that 
each call gives rise to a connection (conversation) on one of the free chan
nels. Denote by %n the duration of the holding time beginning at the instant 
t „ (n =  1 ,2 ,3 ,...) . It is assumed that the %n (n =  1 ,2 ,3 ,...)  are identically 
distributed, mutually independent positive random variables which are inde
pendent also of the random variables t „ (n =  1 ,2 ,3 ,...) . Put

R emark 1. The usual assumption that { t „} forms a Poisson process, 
with intensity A, is a particular case of the above one. Namely, in this case 
F(;t) =  l —e~lx if 1/A) and the distribution function of is also
F(x) =  l —e^x if ig O .

( 1) P { t „+i — г n^ x } = F ( x )  (л =  1, 2, 3, ...),
further

CO

(2)
Ó

and
CO

(3) (p (s) ) e~srdF(x).
о

(4) P{Xn^ x }  =  H(x) (n= 1 ,2 ,3 ,...)
and

(5)
о
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In the sequel we shall call the sequence {r,,} defined above a recurrent 
process. If, particularly, a < °о and the distribution function of Tj is

x

~ J [ 1 - F (y ) ]d y  if ХШО,
0

0 if x < 0,
then we shall call {rn} a stationary recurrent process.

Accordingly, the Poisson process is a particular case of a stationary 
recurrent process.

We mention here some important properties of the stationary recurrent 
processes.

Denote by £(t) the distance between f and the next incoming call 
Then in case of a stationary process we have P{£(/)^x}  — F*(x) for all fig 0.

Denote by m (t) the expected number of calls taking place in the time 
interval (0, t]. Then, generally, we have

(7) m ( 0 = J ; P { T n^ f}«—1
and in case of a stationary process m(t) =  t/a.

Remark 2. In the theory of the telephone traffic it is usually supposed 
that the holding times are exponentially distributed, i. e.

(8) H(x)
l — e ^ if xgO ,
0 if x < 0.

Then This particular case has an important property. Namely, if
(and only if) x n *s distributed according to (8), then we have

P i*„^ y  +  xj*,tgy} =  //(x)
for all y g  0.

Remark 3. The unrealistic assumption that the number of channels 
is infinite requires some explanation. Firstly, knowing the probability laws 
concerning this ideal model we can establish the correct design of a telephone 
exchange with a finite number of channels. Secondly, by the aid of this ideal 
model we can determine the law of the overflow traffic for a telephone 
exchange with a finite number of channels.

Finally, we remark that the mentioned problem arises also for instance 
in the theory of counters or in connection with power-supply.

Notations. Denote by r](t) the number of the busy channels at the 
instant t and put tj(tm—0) =  т}п {n — 1 ,2 ,3 ,...) . We say that the system is 
in state Ek (к —  О, 1, 2 ,...)  if Л: channels are busy. Let us introduce the
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limiting distributions lim P{i](0 =  k) =  P* and lim P{rin =  k) — Pk (k =
t->- ОЭ n - V C D

=  0 ,1> 2 ,...) if they exist. Further let their binomial moments be B*r =  

=  X I IP* and Br =  ̂ [ k \Pk (r =  0, 1, 2 ,...), respectively, if they exist.к=г\Г) к—г\Г)
Put Р { ,; (0 = Л  =  в ( 0  U =  0 ,1 ,2 ,...) .

Denote by r f ) the number of transitions Ek—-Ek+i (k =  0 ,1 ,2 , . . . )  
occurring in the time interval (0, f] and put М{Г(к)} =  Mk(t) (k =  0, 1 ,2 ,...) . 
Further denote by Nk+i(t) (k =  0, 1 ,2 ,. . .)  the expectation of the number of 
transitions Ek+i-*Ek occurring in the time interval (0,/]. Finally, denote by 
ßk(t) the Lebesgue measure of that subset of the interval (0, t) which consists 
of all points и for which r i(u )^k  (k is a fixed integer).

In this paper we shall distinguish four cases as follows:
A) {t„} is a recurrent process and the distribution of the random 

variables yin  is arbitrary.
B) {t„} is a recurrent process and the random variables yn are expo

nentially distributed.
C) {t„} is a Poisson process and the distribution of the random vari

ables y n is arbitrary.
D) {t„} is a Poisson process and the random variables y n are expo

nentially distributed.
Remark 4. We can describe the state of the system by the following 

random variables: n(t), the number of the busy channels at the instant t; 
£(f), the distance between t and the next incoming call; y2( t ) , . . . ,  the 
distances between t and the termination points of the conversations which 
are going on at the instant t (if such are going on at all).

It is easy to see that in the case A) the vector process {r;(t),^(t);
XÁ0> ■ ■ •} is a Markov process; in the case B) the vector process 

is a Markov process; in the case C) the vector process {?;(/); 
Xi(t), X?(t)> ■ ■ •} >s a Markov process and in the case D) the process {^(f)} 
is a Markov process.

It is possible to show that under general assumptions (a<oc, p<oo, F(x) 
is not a lattice distribution) the processes in question are ergodic. Supposing 
that cc<oo and p<<» and choosing an appropriate initial distribution for 
{7ДО), ?(0); /i(0), £2(0),...}  we can define the stationary process. In case of 
a stationary process we denote by /;’ (/) the number of the busy channels at 
the instant t.

Remark 5. The process {/](/)} can be described as a secondary sto
chastic process generated by a recurrent process (or a Poisson process, re-
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spectively). Put

(9)
 ̂ 1 if

f (u>x) ) q otherwise.
If, especially, ^(0) =  0, then we have
( 10) V(0 =  2  f ( t —Tn,X„)•0 <r
If the initial state is other than 7 (̂0) =  0, then (10) contains also an addi
tive term.

If we suppose that «<oo, q< oo and F(x) is not a lattice distribution, 
then {^’(f)} can be considered also as a secondary stochastic process. Sup
pose that calls are arriving at the exchange in the instants тп (л =  0, +1, 
+  2 ,. . .)  where —°°< ---< т_1< т п< т 1<---<оо and P ]t„+i — тп^ х }  =  F(x) 
( n =  0, +1, + 2 , . . . ) ,  further that the holding times (n =  0, +  1, + 2 ,...)  
are identically distributed, independent positive random variables with the 
distribution function H(x). Then we have

R e s u l t s . In what follows we shall deal with the determination of the 
distributions {Pk} and {P*} and that of their binomial moments B, and B*r 
(r =  0 ,1 ,2 ,...) , respectively. Further, in case D), we shall investigate the 
distribution of the number of transitions Ek—*Ek+1 occurring in (0, f] and the 
distribution of the total sojourn time ßk(t) spent in states Ek, Ek+i, . . .  in the 
time interval (0, t). In addition we shall deal with some related problems.

The above problems in the cases А), В), C), D) were investigated by 
the author [32], [34]. The case B) was treated by C. P a l m  [18] and J. W. 
C o h e n  [4]. In the cases C) and D) the distribution {P*} was determined by 
several authors, namely A. K. E r l a n g  [5], F. P o l l a c z e k  [19], C. P a l m  [17], 
L. K o s t e n  [14], R. F o r t é t  [7], A. R é n y i  [21], C. R y l l - N a r d z e w s k i  [22], B. A. 
S e v a s t j a n o v  [23] and others.

Further we mention that the process {?/(0} arises also in the theory of 
counters. At Type II counter the main problems consist of the determinations 
of the probability Р{гД/) =  0} and the distribution function of the number 
of the transitions E0—* Ei occurring in the time interval (0, t). (Cf. [35].)

Finally, we remark that the author [27], [26] has previously given some 
general results concerning secondary stochastic processes generated by a 
recurrent process (or a Poisson process, respectively). These results contain 
some theorems of this paper as a particular case.

( 11 ) n* (0  =  2  _ f ( t — , /,.).
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§ 1. The case A)

First, for the sake of simplicity, let us suppose that t](0) =  0 and 
Р{тг^л:} =  F(x). In this particular case let P {?;(/) =  k) =  Pk(t) (A: =  0, 1, 2,...). 
Knowing Pk(t), the determination of P{/;(7) =  £} in the general case can 
easily be reduced to this particular case.

The process may be considered as a secondary stochastic process
generated by a recurrent process. In this case, to determine the distribution 
of 1]{t), the method of R. F o r t é t  [8] or that of the author [27] can be 
applied. I am indebted to Mr. R. Syski (England) who has kindly called my 
attention to this possible way.

Let us introduce the generating function

G ( t , z ) = 2 P k ( t ) z k.к=0
T h e o r e m  1.  The generating function G(t,z) satisfies the following integral 

equation: t
( 1 2 )  G(t, z) =  [1 —  / = ■ ( / ) ] +  J G{t— x,z)[z + ( \— z)H(t— x)]dF(x).

6
P r o o f . By (10) w e  c a n  w r i t e

n (  0 =  2  f ( t  — T n , X „ )0<%sf
where f (u ,x ) is defined by (9). Earlier the author [27] investigated this pro
cess for arbitrary f(u, x). As a particular case of the theorems of [27] The
orem 1 and some further results can be obtained.

Let us suppose that conditionally Tj =  x, then
. . _ \ f ( t — x,Xi) +  n(t— x) if x ^ t ,

) /() if X > t.
Here T](t—x) is independent of f ( t —x, yj) and has the same distribution as 
it(t—x). Now the generating function of f ( t —x, / г) is H(t  — x) +  2[l — H(t—x)] 
and the generating function of rj(t—x) is G{t— x,z). Therefore, by the aid 
of the theorem of total expectation, we obtain

t
G(t, z) =  [ 1 -  F(t)] +  J  G ( t - x ,  z)[z+(1 - г )  H ( t - x)] dF(x)

ö
what was to be proved.

Let us introduce the binomial moments B,(t) (r =  0 ,1 ,2 ,...)  of the 
distribution {Яа(0}, i. e.

(13) В r(t)

4 Acta Mathematica IX/1—2
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T h e o r e m  2. The binomial moments (13) exist and can be determined 
by the aid of the following recurrence formulae: Bn(t) =  1 and

t
(14) Br(t) =  j B r-i(t— x)[l— H(t— x))dm(x) (/- =  1 ,2 ,3 ,...)

Ó
where CO
(15) m ( x ) = ^ F n(x)

n=. 1
and here Fn(x) denotes the n-th iterated convolution of F(x) with itself. 

Further

(iß) а д = i ;  ( - i r fc( ' )

P r o o f . I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t

* ( 0  =  7г
1 { drG{t,z)

dzr (r 0, 1 ,2 ,...).

Clearly, B0(t) =  1 and derivating (12) Mimes with respect to г at z — 1 we 
obtain t t

Br(t) — j  Br{t—x) dF(x) + jBr- i ( t— x)[\— H{t— x)] dF(x).
о 0

This is a linear integral equation of Volterra type for the unknown Br(t). 
As it is well known, the solution is

B r( t ) =  I Br-i(t— x)[\ — H(t— x)]dm(x)
о

what was to be proved.
To prove (16) we remark that there exists a positive constant C so that

Namely, according to (14) we can write

Br( t ) =  fJ —J [\—H(t2— t1)]"-[\— H(t— tr)]dm(t1)-"dmitr).

Let now h be a fixed positive number, K(x) =  H (x—h) and take into consider
ation that m{t-\-h) — m ( / ) M -fm(h)  for all t^ O .  Then we easily obtain that

Brit)^ ± ^ ]  J  [ - . . j  [1 - K ( x 1) \ - [ l - K ( X r ) \d x i- d x r =
xx+x2+ • ■ .+xr = t+h 

t+h
.(
1 '

1 [1 — K(x)\dx]
' ...... -=r 1(1 +rn(h)\Г (Л +«)Г

1 h 1 r! =  I\ h 1 r \ ’
as stated.
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Now it is allowed to invert (13) and so we obtain (16).
The following theorem relates to the general process:
Theorem 3. If  P<oo, a < oo and F(x) is not a lattice distribution, then the 

limiting distribution lim P{^(0 =  k) =  P* (k=  0, 1 ,2 ,...)  exists, it is inde-<->co
pendent of the initial distribution and we have

where B* is the r-th binomial moment of the distribution {Pf} and it can be 
determined by the following way: B* =  1 and

(18) В; =  ~ \ В Г- Ш ' - Н { № 1  (r =  1 ,2 ,3 ,...) .
0

P r o o f . First we prove the theorem in the particular case when ^(0) =  0 
and P{r, six} == F(x). Next we shall show that it is true also in the general 
case. We need

L e m m a  1. If g(t)  is a function of bounded variation in ( 0 ,  o o ) ,  « < ° c  

and F(x) is not a lattice distribution, then we have

(19) lim \ g { t - x )d m ( x )  =  -- \g{x)dx.t-+ oo J a j

This easily follows from a theorem stated by D. Blackwell [3] which 
asserts that for any h > 0
(20) m (< + A ) - m ( 0 _ _ L
v ' t-FCD h a
Estimating the upper bound and lower bound of the approximative sum of 
the integral t

) g ( t—x)dm(x),
6

we easily obtain (19). (Cf. also W. L. Smith [24], [25].)
Now we show that limBr(t)  ̂ B* (r =  0 ,1 ,2 ,. . .)  exists and then we

f —>- OO

shall prove that Я* (r- 0, 1 ,2 ,...)  is the r-th binomial moment of the dis
tribution {Я*}-

Clearly, -65 =  1. Applying Lemma 1, from (14) we obtain that 
limßi(/) =  ß ’ exists and we have
f->co

00

0

4*
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Proceeding similarly, (18) can be proved by induction. If we suppose 
that lim ß ,_!(/) =  ß ’.i exists, then, by Lemma 1, it follows from (14) that

lim Br(t) =  B,r also exists and (18) holds.
CO

Since

for all t^O ,  consequently
(21) lim G(t, 2) =  G*(z)

VCO

exists and we have

<22) G*{z) =  ^ l B l ( z —1)’.
r = 0

The series (22) is convergent for every г. By (18) we conclude also that
CO

(23) G’(*)= -l— G(t ,z)[ \ -H(t ) ]d t .
0

Now G*(l) =  l and according to the continuity theorem for generating func
tions it follows that the limiting probabilities lim P{?j(f) =  k) =  PI

Í-VCO
(k =  0, 1 ,2 ,...)  exist and we have

(24)

Finally, by (22),

(25)

G*(2) =  2>*2'--

P* = 1 i dkG*{z)\ 
k\ ( dzk ) г = 0  r = k

r - k  I Г 
к в:

and it can evidently be seen that B* (r =  0, 1 ,2 ,...)  are, indeed, the bino
mial moments of the distribution {P*}. This completes the proof for our 
particular initial state. If we consider an arbitrary initial state, then the only 
difference is that i^t)  is to be replaced by Tj(t— +  where r, is an 
arbitrary positive random variable, fj(t) has the same distribution as the par
ticular ij(f) and lim P{f(f) =  0} =  1. Consequently, ?J(f—t^ +  s^)  has the

f-vco
same limiting distribution as the particular i]{t) when t—►<». This completes 
the proof for the general case too.

Finally, we mention that the distribution {P*} can also be expressed 
as follows:

Л)* =  1 - - ^ | П ( 0 П - Р ( 0 ] ^( 2 6 )
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and

(27) K  =  ^  I [ A - i ( 0 ~ A (/)][!-//(/)]< // (* =  1 ,2 ,3 )...) .

Remark 6. Denote by m(t) the expected number of calls in the time 
interval (0, f]. Clearly, we have CO
(28) m ( / ) = Z P

If «<°o and F(x) is not a lattice distribution, then we can easily prove by 
the aid of the mentioned theorem of D. B l a c k w e l l  [3] that for all h > 0

(29) Um j M t  +  h)—m(t) _  1
Í-F0D h CC

independently of the distribution of t : .

Lemma 2. Denote by ßk(t) the sojourn time spent in states Ek, Ek+\, . .  
in the time interval (0, /), then we have

(30) M { Ä ( 0 } = 2  I Ps(u)du.
j = k

P r o o f . D e f i n e

/ А 0 :
1 if r i( t)^k ,  

/0  if i;(t)<k.
Then

Since

we get

ßk(t )=  I yk(u)du.

M {/t (u)} = Р {»(«) =  1}= 2,Pj(u)du,
j = k

M{&(0} =  M j I Xk{u)du[ =  I M{ /AA}du =  Z  I Pj(u)du
о 0 1 0

what was to be proved.

The stationary process. It can be shown that the Markov process 
{?;(/), £ (0 ; /А0>%А0> • ••} is ergodic if p<°o, «<<*> and F(x) is not a 
lattice distribution. Accordingly, there exists a uniquely determined stationary 
process. If we suppose that p<oo and a<°c,  then by choosing an appro
priate initial distribution we obtain the stationary process. In case of the
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stationary process let us denote by rf(t)  the number of the busy channels 
at the instant t. Then we have P {if(t) =  k } = P Z  (k =  0 ,1 ,2 ,...)  for all 

Further in this case P{£(f)^x] = F*(x) for all t ^ O  and m(t) =  t/a.
Remark 7. In case of a stationary process we get by (30)

(31) М { Щ  =  ( | я » ) / .

Let us introduce the following notations: M{r;*(f)} — M and D 
then M =  B[ and D2 =  2B* +  В*— Bp. By (18) we have

(32) M =  "a
and

(33)

where
£ 2= | - j

B f t )  ^ [ \ - H { t - x ) ) d m { x )
6

and m(x) is defined by (15).
Theorem 4. For the stationary process {r\*(t)} there exists the correlation 

function

(34) R i b 
and we have

M {if { t) r f f t  +  t)} — M2
D-

(35) R(t) =  ^  j [1—H(x)]dx +  ̂ p 2 ) [Л(х +  т) +  Л(х—r)\dm(x)
)tI 0

where
CO 36 37

(36) h(r) j ' [ l - / / ( 0 ] [ l - / / ( f  +  T ) ] r f f
о

and m (x) is defined by (15).

Mf
D2

P roof. This theorem is a particular case of Theorem 6 in [27] and so 
the proof is omitted.

Remark 8. Denote by G*(o>) the spectral distribution function of the 
process {r*(t)}. According to the theorem stated by A. J a . K h i n t c h i n e  [10] 
we have

CO

(37) /?(t ) =  j cos ari d
-CO

and by inversion we obtain G*(co).
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Remark 9. The random variable
T

(38) Í  J rf(t)dt
6

can be used to the statistical estimation of the telephone traffic. (Cf. e. g. 
L. Ko sten  [15], V. E. Benes  [1].) It is easy to prove that

T

(39)

and
0

T  T

D" II  ( r*(t)dt\  ̂ ~  1 (T —r)R(r)dT(40)
0 0

where R(r) is defined by (35).

§ 2. The case B)

Let us consider the case A) in the particular case
 ̂ 1—g-*“ if x==0,
0 if x < 0(41) H(x) =

when o =  \/fi.
Introduce the following notations: <jO =  <jp(z,w) (/ =  0 ,1 ,2 ,...) , further 

C0 =  1 and

(42) П т ^ ~  ( / — 1,2 ,...).г=1 1--фг
Theorem 5. The limiting distribution {A} (k =  0, 1 , 2 , . . .) exists and 

is independent of the initial distribution o f {//(0), c(0)| . We have

(43) A  =  2 ’( - 1)’r= k X C r

where C, is defined by (42). The r-th binomial moment o f {A} is 
(44) B, =  Cr (r =  0 ,1 ,2 ,...) .

P roof. It is easy to see that the sequence of random variables 
{/?„} (л =  1 ,2 ,3 ,...)  forms a Markov chain with transition probabilities
P {rjH+1 =  Л:| 7jn= j } =  Pjh where

CO

pjk ■ К k 11 ) e - ^ ( l — e -^ y +i'kdF(x).
Ü

( 4 5 )
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The Markov chain {̂ „} is evidently irreducible and aperiodic. By the aid of 
the theorem stated by F. G. Foster [9] can easily be proved that the states 
are also ergodic. Namely, to apply Foster’s theorem it is enough to con
sider the probabilities (43) themselves. Consequently, the limiting distribution 
lim P{t]n =  k} =  Pk (Ar=»= 0 ,1 ,2 , . . . )  exists and is independent of the initial

n—> co
distribution of rtl (and thus also independent of {//(0), £(0)}). The limiting 
distribution {Pi} is uniquely determined by the following system of linear 
equations:

(46) Pk=  £  pjkP; (A: =  0, 1 ,2 ,...)
j=k- 1

and
CO

(47) У, Pu =  1
i=0

(cf. W. Feller [6], p. 325).
To solve this system of linear equations, let us introduce the generating 

function
CO

(48) U ( z ) = y  Pkzk.k= 0
By (46) we have

CO

(49) U(z) =  ) (1—e '^  +  ze ß*)U(\—е~̂ х -\- z e ^ d  F(x).
о

Now let us consider the binomial moments B, (r =  0, 1, 2, .. .)  of the distrib
ution {Pi}. As it is known

(50) P/,.

If Br exists, then by (48) we get 

(51) Br [drU(z)\
dzr '

Now by (47) Bu =  1 and forming the r-th derivatives of (49) at z — 1 we 
obtain

B r  =  ( B r  +  B r - i ) g > r  ( r  =  f> 2, 3,...),
i. e.

Br =  T ^ — Br-, (/- =  1 ,2 ,3 ,...) .1 cpr

Hence it follows by induction that 
(52) Br =  Cr
what proves (44).

(r =  0, 1 ,2 ,...)
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We observe that lim^pr =  0 and therefore
r - > C D

lim  5*r -  —  0 .
r —>- CO ^  r  - 1

Thus taking (51) and (52) into consideration we can write 

(53) U { z ) = ' Z C r{z— \)r
r = 0

and this series is convergent for every г. Consequently,

(54) (dkU(z) \
l  dzk l =0

what was to be proved.
Remark 10. As we have seen, to prove Theorem 5 it is sufficient to 

show that Br =  Cr (r =  0 ,1 ,2 ,...) . Knowing B, (r =  0 ,1 ,2 ,. . .)  the distrib
ution {Pk} can easily be determined. To determine Br we can apply the 
following heuristic way. Let us define a stationary Markov chain {i]n} 
(n — 0, +1, +  2 ,...)  for which P {/;„ =  к) =  Pk (к =  0, 1 ,...)  for all n. Let us 
consider an incoming call in the stationary process. Define (л =  1 ,2 ,3 ,...)  
as follows: s„ =  l if the conversation corresponding to the former л-th call 
is in course and en =  0 if this is not the case. Then clearly
(55) Pk — P {ii T" £2 +  • • • *n • • • — k) {k ■— 0, 1,2,...)
and

(56) Br =  M
il +  *2 + Sn- lim M

n-^co

) (il T" f2 4~ ■ ■ ' +  in 
r

where it is still to be proved that the expectation and the limit can be 
interchanged. Since

® 1 +  * 2  +  * •  •  +  i n )

.  =  — *Л«Л+А' J ji+Js+~+jr=n
where are positive integers, consequently

(ii +  "T • • • T" in) j

* 'Í/l+Í2+---‘Or

lim M
СО 00

—  '  " '  —  ^  {i j  1 i j i + Л  ’ ' '  i / j  O sT ' • ■Tjr l  • j'i=l j*=i ir—1
A simple calculation shows that

M (ij.iA+v • •i>1+ia+...+ir} =  <PÍ'<PiU • ■ ■ 9{r
and, consequently,

(57) Br ffl <P-2 <pr

what was to be proved.
1--- <jP, 1— cp-z 1— <pr

=  Cr
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T heorem 6. Suppose that F(x) is not a lattice distribution and a<oo, 
then the limiting distribution limP{ij(f) =  A:}==P* (k =  0 ,1 ,2 ,...)  exists

t—F CO

and is independent o f the initial distribution of {^(0), £(0)}. We have

(58) 
and

(59)

K = - 2 ' ( -a[*r=k
(A :-1,2, 3 ,. . .)

P* =  l- *0 --  1
1 00 

ß;U“ i -O’
-lCr

Further the r-th binomial moment of the distribution {P*} /s

(60) B f - % 1  (r — 1 ,2 ,3 ....)
wA/fe ß* =  l.

P roof. We need a lemma.
Lemma 3. Denote by Mj(t) the expectation o f the number of transitions 

Ej—yEj+i occurring in the time interval (0,/]. I f F(x) is not a lattice distrib
ution and a<oo, then for all h>  0 we have

(61) lim M,(t + h) — M,(i) _ P}
( /  =  0 ,1 ,2 ,...) .

P roof. The time differences between consecutive transitions Ej—yE,•j+1
are, as it can easily be seen, identically distributed independent positive 
random variables. If F(x) is not a lattice distribution function, then these 
random variables have not lattice distribution functions either. If «<<x>,then 
these random variables have a finite expectation a/P,. Under these conditions 
according to an easy extension of the theorem of D. Blackwell [3] we ob
tain the limit (61) and this limit is independent of the initial distribution of 
(i](0), C(0)}. It remains only to prove that the expectation in question is a/Pj. 
Let us consider the Markov chain {??.,}. The state Ej is a recurrent state and 
the expectation of the recurrence step number is 1 tPj (cf. W. Feller [6], p. 
325). As transitions £)—►£}+1 occur at such instants т„ (л =  1,2, 3 ,. . .)  for 
which 7]n=j,  consequently the expected number of steps between consecutive 
transitions Ej—yEj+i is \/Pj. The expectation of the length of each step is a 
and so using the Markov character of the process it follows by the aid of 
the known theorem of A. Wald [36] (cf. A. N. Kolmogorov and J. V. P ro
horov [13]) that the expectation of the time differences between consecutive 
transitions Ej—>Ej+1 is a/Pj. This completes the proof of the lemma.

To return to the proof of Theorem 6 we shall show that the limits 
lim P {r;(f) =  к) =■ --P* (k =  0 ,1 ,2 ,. . .)  exist and are independent of the initial
distribution of {гДО), C(0)}.
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First we can write
t

(62) P{i?(0 =  A:}= j t  f7“I“ 11 и)1(/Л^(и).
j=k-11 « 0

For the sake of brevity put

(63) яг*(х) =  (У +  1 ] e - ^ ( \ - e - ^ ) j+l-k

and denote by t (/>, tIJ\ . . . ,  r]p,. . .  the instants of the consecutive transitions 
Ej-*-Ej+1. Then evidently

CD

(64) A i i ( 0 = l P W ^ 0 -M=1•
Now the event i](t) =  k can occur in the following mutually exclusive 

ways: the n-th (n — 1, 2 ,3 ,...)  transition £}—*•£}+1 (j  =  k —1 ? Ar,. . .)  occurs 
at the instant и (where O ^ u ^ t ) ,  i. e. r (tp =  и and in the time interval (u,t\ 
does not arrive any new call (let this event be A„t), further in the time 
interval (u,t] y '+ l— к conversations terminate and к conversations do not 
terminate (the probability of this is rrjk(t—и)). Consequently,

V{r\{t) =  k,A„t\T\p =  u} =  n jk(t— u)[\— F(t— u)\ if O ^ u ^ t
and finally by the total probability theorem we can write

t

(65) P f t p)  =  k) = Í Í |  rrjk(t-u )[ \-F (t-u )]dP {T% >  Ш u)j=k-1 >i=l J 0
what proves (62).

Applying Lemma 1 and Lemma 3 it follows that lim P {rj(t) =  k) = P l
t->- CO

exists and is independent of the initial distribution of {f](0), ?(0)}> further

(66) P* =  Z  P%P,j fc-i
where

CD

(67) p% =  -^  J  (x) [ 1 — F(x)\dx.
0

It is easy to see from (66) that {P*} is a probability distribution. The for
mula (66) gives {P *} explicitly, but we shall construct later a simpler formula. 

Introduce the generating function
CO

U*(z) =  Z  P*zk-
k= 0

( 6 8 )
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By (66) we have
CD

(69) LT(z) =  ~  j (1—e~̂ x ze~ßx)U(\ — е ^х-\-ге~̂ х)[ \—F(jc)]£/x

For the binomial moments

(70) r\ I dzr
we have B* =  1 and forming the r-th derivative of (69) at z =  \

1 — cpr(71)
As we have seen earlier, 

consequently

(72) B* 
what proves (60).

Br — \Br -(- Br-1] - Г Up

(r =  0 ,1 ,2 ,...)

=  1

(r =  1 ,2 ,3 ,...).

B r — \Br-\-Br \\(fr (r— 1 ,2 ,3 ,...) , 

1-- cpr Br Cr-1

(73)

ffr rap ráfi 

Hence, using (70), we obtain

U*(z) =  ] + j t  —  ( ^ - l ) rrap  v '
and this series is convergent for every 2. Finally

<->

( — 2 4 - 1  Г * —) u f i é i K ’ l к) г
r\Cr-x 
к) r (к =  1,
\ r— 1 >
1 C r-X

0j ___L v  1— 1
«/< é l  r

what completes the proof of the theorem.
Theorem 7. The probability distribution {P *} can be expressed by the 

distribution {Pk} as follows:
P k - X(75) 

and

(76)

P! - иKati

p . =  , _ i y A j
0 ap léi к

(* =  1,2, 3 ,...)

Proof. First we prove a lemma.

Lemma 4. Denote by Nk(t) the expectation of the number of transitions 
E k->-Ek-i occurring in the time interval (0, /]. I f  F(x) is not a lattice distrib
ution and a < 00, then we have
(77 ) lim Nk(t)= P tkp  (* =  1 ,2 ,3 ,...) .f-FCD
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It is easy to see that
Nk(t + J t ) - N k(t) =  P  {rj (0  =  *} k(iJt-+  о (Jt).

As lim P {?Д/) =  к) — P* exists, (77) follows immediately.
Í-VC0
To prove Theorem 7 we observe that the difference of the number of 

transitions E k - i - * E k and E k - * E k - i  occurring in the time interval (0, t\ is at 
most 1. Consequently, \Mk.\(t)—M-(0I =  1 and hence

,im ^ _ l i m * e > .

By Lemma 3 we obtain 

and by Lemma 4
l i m ^ M ^  =  — x

.. Nk(t) D4 hm — == Pk kfi

and thus (75) is proved. Further, clearly, P* =  1— >, P* what proves (76).
k =  1

R e m a r k  11. For the sake of simplicity let us suppose that r/(0) =  0 and 
Ti has the distribution function F(x). Now in this particular case we put 
P{ij(f) =  k} =  Pk(t) (k — 0 ,1 ,2 ,...)  and introduce the following generating 
function:

(78)

As now

G(t, z) =  ] £  Pk{t)zk.
k = 0

) l— e-i** if
Í 0 if x < 0,

0,

we can write by Theorem 1 that
t

(79) G(t, z) =  [1 — F (/)]+  \G ( t— x, z)[\—( \— z)e-M-^]dF{x).
6

I should like to mention that Mr. R. S y s k i  was so kind to call my 
attention to the possibility of such a treatment. Applying the results of 
R. F o r t é t  [8] or of [27], Mr. R. S y s k i  showed that for G(t, z) we have

t

(80) G(t, z) =  \ — (1—z) ) G(t—x, z)e-^t~x''dm(x)
о

where m{t) denotes the expectation of the number of calls occurring in the 
time interval (0, t].

The integral equations (79) and (80) can easily be solved by Laplace 
transform. Inverting the Laplace transform we can determine the probabilities
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Pk(t) (k =  0 ,1 ,2 ,. . .) .  Knowing the probabilities Pk(t) for this particular 
case, the solution for the general case can easily be given. Now we shall prove

T heorem  8 . I f  rt(0) =  0  and Р { т ^  x} = F (x), then for the Laplace 
transform of Pk(t) =  P{i](t) =  k) we have

(81)

and

(82)

I e-stPk{ t ) d t =  £
J j=k

0
s + j p

jrf <p(s +  ip) 
Ы  1 —<p(s +  ip) if  k =  1 ,2 ,3 ,...

| е 8<Р о (0 ^  =  4* 
0

v ;  ( - 1 Г '  j j  <f(s+id)
Щ s + j f i  Ы  \ —<p(s +  ifi)'

P roof. Introducing the Laplace transform

(83)
CO

fj(s, z) =  j e  s t G ( / ,  z)dt  
о

we obtain by (79) or by (80) that

(84) f(s , z) =  ̂ ~ — 4>(s + P, z).

By successive applications of this formula we can express ip(s, z) with the 
aid of i/j (s + nfi, z)  (л =  1, 2, 3, . . .) , respectively. If we take into consider
ation that lim ip(s +  np, z) =  0, then, finally, we get an explicit formula for

i/>(s, г), namely:
(85) f ( s ,  z ) - = A  +  j p

s j 1
(—1)^(1— z)j

S + j p
r j  (p(s +  ip)_

iA  \—(p(s +  ip)  '

This series is convergent for every 2 if 9i(s)>0. Forming the coefficient of 
zk we obtain

CO

( e~stPk(t)dt
Ö

what proves (81) and (82).
Inverting the Laplace transforms we can determine Pn(t) (k — 0, 1 ,2 ,...)  

uniquely. We have shown that limPk(t)= P* (k =  0 ,1 ,2 ,. . .)  exists and
Í - V C 0

then clearly
CO

P * =  l i m  s I e'stPk(t)dt.
s-vO J 0

( 8 6 )
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Since

we easily obtain that

(87) 

and

(88)

scp(s)
Hm-, , 0ч — .
s-ж  1 —  cp(s) a

Pt =  —  _ | 7 7  v M

1 “
p ; - i — 1- 2anj  1

к) гЛ  1—9 (if1) 

M  9 (if1)

(k =  \, 2, 3 ,. . .)

i = S - n 1— 9 (if*)
where the empty product means 1. These results are in agreement with 
Theorem 6.

The stationary process. Denote by $(t) the distance between the 
instant t and the instant of the next incoming call. The conditional limiting 
distributions of £(f) are described by the following

Theorem 9. I f  a<oо and F(x) is not a lattice distribution, then there 
exist the following limiting distributions:

(89) lim P{£(/)^x| 4(0  =  *} =  « ( * )  (* =  0 ,1 ,2 ,...) ,
t-*-CD

where
00

(90) Ft(x) =  -"p-: ̂  Р, р +  1| jV*«i(l- e - ^ y +l k[F(X+ y ) -F (y ) }d y ,
6

and they are independent of the initial distribution of {tj(0), C(0)}.

Proof. We can proceed similarly as in the proof of Theorem 6. Apply
ing similar notations we can write

t

(91) P { £ (0 ^ * , r\(t) =  k) = 2  \rrjk(t—u)[F(t+x—u)—F(t—u)]dMj(u).
j=k-1 J 0

The event {£(f)^iJt, p(t) = k} can occur, namely, in the following mutually 
exclusive ways: the л-th (n =  1, 2, 3 ,.. .)  transition Ej—*Ej+i (j  =  k —\ , k , . . . )  
occurs at the instant и (where 0 í í / ^ í ), i. e. =  и and in the time 
interval (0, f] new calls do not arrive (event A„t) and the next incoming 
call occurs in the time interval (t, f +  x], further in the time interval (u, t] 
y '+ l— к conversations terminate and к conversations do not terminate (the 
probability of this is mjk(t—«)). Consea.uently,

P {?(0 =  x> n (0  =  k, Aut IT« =  u) =  njk(t— u) [F(t + x — u) — F(t— u)\
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if O ^ u ^ t  and by the aid of the total probability theorem we obtain

<92)
P { £ (0 ^ x , ri(t) =  k} =

UJ UJ / •

2  2  \rrjk(t— u)[F(t +  x — u)— F(t— u)]dP{T<J^Uij=k -1 »i=l J
what proves (91).

Applying Lemma 1 and Lemma 3 it follows that lim P{?(f)^x , i]{t)=k)
t->  CD

=  P*F*.(x) (£ =  0, 1, 2 , . . . )  exists and is independent of the initial distribu
tion of {/ДО), S(0)}. Finally, since lim P { ^ (f)  =  A) == P*, we have

t-yCD

(93) lim Р { £ ( /)^ х |/;(/) =  &} =  lim P { £ (0 ^ * , y(t) =  k}
P M O  =  *}

P’(x)

what was to be proved.
Thus we have shown that the Markov process {??(/),£(/)} is ergodic if 

ct<oo and F(x) is not a lattice distribution. Accordingly, there exists a 
uniquely determined stationary process. Namely, if we suppose that a<°c 
and the initial distribution of {/ДО), £(0)} is
(94) Р{£,(0)^х,/Д0) =  *} =  А**Я(х) (* =  0 ,1 ,2 ,...) ,
then Q(t)\ will be a stationary stochastic process for which
(95) P{£(/) =  x> >](t) =  A:} =  P ÍFt(x) (k =  0 ,1 ,2 ,. . .)
for all t^ O .

In case of a stationary process {/j(f), £(f)} the Markov chain {/;„} will 
also be stationary and we have for every n
(96) P {rln =  k) =  Pk (Ar =  0, 1 ,2 ,...).
This is a consequence of the identity

CO

(97) Pk =  2  p;[j+k x ) J e - ^ ( l - e ^ ) i+l-kdF; (x).

Remark 12. In case of a stationary process {/;(f), £(f)} we have
(98) P{£(f)^x} =  F*(x)
for all t ^ O  and, consequently, in this case {t „} forms a stationary recurrent 
process.

Further, in case of a stationary process we have

(99) Mk(t) — Pit
a (k =  0, 1 ,2 ,...)

and
(100) NM (t) = P/ip (k =  0 , 1 ,2 ,...
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Palm ’s functions. Hitherto we did not make any restrictions concern
ing the servicing of the calls. Now following С. Ра ш  [18] let us suppose 
that the channels are numbered by 1,2, . . . , r , . . .  and an incoming call 
realizes a connection through the idle channel which has the lowest serial 
number. This assumption does not restrict the generality, since {r;(t), £(/)} is 
independent of the system of handling of the traffic. Now, denote by 
t W T<r), . . . , t W . . .  the instants of the calls which find all the channels in 
the group ( 1 , 2 busy.  It is easy to see that the time differences 

— т<(г) (л =  1 ,2 ,3 ,...)  are identically distributed independent positive 
random variables. Denote by G,(x) their common distribution function.

C. Palm [18] has proved that the distribution functions Gr(x) 
( r = l , 2 , . . . )  satisfy the following system of integral equations:

x

(101) Gr(x) =  G,-i(x) — [(1—e~M!0 l l— Gr(x—y)\dGr-i(y) ( r =  1,2,3,...)
о

where G0(x) =  F(x).
Let us suppose, namely, that т<г) =  т £ ' 1) (where т<°) =  т п). Then clearly

r(’-i) =  y} =
e~«'+(l — e ^ y)Gr(x— у) if O ^ y ^ x ,  
0 if у > xP — r (r) <  x I T(r7.b — T' n+1 n — I m+1 1

and by the theorem of total probability we have
x

G,(x) P{t£>i —■T][r)^x}==J [e-™ +  ( l—e-w)Gr(x—y)]dGr-i(y)
ö

what proves (101).

T heorem 10. Define
CO

(102) Yr(s)=  [ e~sxdGr(x) (r =  0, 1, 2 ,...) ,
0

then we have

(103) 7r(s):
I  ; Я

— 1 — <y(s +  i[i)
=0 \ j  J i~0 <p(s~{-if1)

f i r  +  1 j j - j  1 — <p(s -f- ip)
r k  l  j  ./So 9>(s +  r>)

(r =  0, 1 ,2 ,...)

where the empty product means 1.

P roof. Taking the Laplace—Stieltjes transform of (101) we obtain 
Palm’s recurrence formula

7 r - i ( s  + / < ) ________(104)
where 70(s) =  9>(s).

M s) 1 — 7r -100 +  yr i(s +  u) ( r - 1 ,2 ,...)

5 Acta Mathematica IX/1—2
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Introduce the following functions:

(105) Dr(s) =  ±  M  П  > (r =  0, l ,2, . . . ) .
It is easy to see that

(10Ö) ~ w vv —~ r w  , ^

and a simple calculation shows that

A +i(s) =  Dr(s) +  1 V[S) Dr(s +  f<) (r =  0 ,1 ,2 , . . . )

(107) Yr(s) Dr(s)

satisfies (104) and y0(s) =  <p(s). 

R e m a r k  13. Define

Dr¥i (s) ( r =  0 ,1 ,2 ,...)

(108)

Since

and

we have 

(109)

a r =  xdGr{x).

ar —  lim
S - И )

1 — M s)

1—<p(s)lim-----=  a,
s-> 0 sr/>(s)

К  /7 ->=o I /  У f= i

1—y(f>)
9 (if1)

(r =  0 ,1 ,2 ,...) .

Remark 14. Let us consider the stationary process. Denote by П г 
(r =  1 ,2 ,3 ,...)  the probability that an incoming call finds every channel in 
the group (1,2, . . . , r )  busy and put /70 =  1. C. P alm [18] has showed that

( 110) Hr 1
У ’К )  / /  1 — 9 (if1)
m \ j ) t í  9 (if1)

(r =  0,1,2, . . . ) .

( C f .  also F. P o l l a c z e k  [20], J. W. C o h e n  [4] and the author [32], [33].) It 
is easy to see that

OH) ttr =  Wr
and thus (110) follows from (109).

(r =  0, 1 ,2 ,...)
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§ 3. The case C)

Let us suppose that {r„} forms a Poisson process with intensity l  and 
H(x) is arbitrary. First let us suppose that ?/(0) =  0 and put P {?}(/) =  k) =  
=  Pk(t). In this case the following result is well known:

T h e o r e m  1 1 .  If  r, ( 0 )  =  0 ,  then we have
t

- x f n - H («)]d, M ( l  — t f ( x ) W

( 1 1 2 )  Pk(t) =  e  0 — ------- ^ ----------  ( * = = 0 , 1 , 2 , . . . )

and if q< oo, then there exists lim Pk( t )= P *  where
t-> CD

( 1 1 3 )  P: = e ks{~ f  (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) .

This theorem is plausible taking into consideration the investigations 
of A. K. Erlang [5]. (Cf. L. Kosten [16].) If we suppose that the limiting 
distribution {P*} exists, then (113) follows from the results of F. Pollaczek 
[19], C. Palm [17] and L. Kosten [14]. Further (112) and (113) follow from 
a more general result given by the author [26]. An immediate proof for (113) 
was given by A. Rényi [21], R. Fortét [7] and C. Ryll-Nardzewski [22].

Proof. By the aid of the theorem of total probability we can write

(114) P{4(/) =  *>
CO

n=k
( u y
n\

- к

(1 — H(x))dx
о

' I H(x)dx
о

For the event rft) =  к can occur in several mutually exclusive ways, namely 
in the time interval (0, t) n {n =  0, 1, 2 , . . . )  calls can occur. The probability 
that n calls arrive in the time interval (0, t) is

M !
л! *

It is known (cf. [26], p. 233) that under the condition that in the Poisson 
process in the time interval (0, t) there occur exactly n calls, the joint distrib
ution of the instants of these calls agrees with the joint distribution of n 
independent random points distributed uniformly in the time interval (0, t). 
Thus under the condition that in the time interval (0, t ) there occur n calls, 
the probability of i](t) =  k is

Thus we get (114).
t ,

(1 — H(x))dx H(x) dx
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Since
t

l i m  I [ 1  — H(x)]dx =  o,
t—► со J  О

we conclude that lim P {?;(/) =  к) =  P* (к =  0, 1 ,2 ,...)  exists and (113) holds.
t-+- CO

If we consider instead of /Д0) =  0 an arbitrary initial distribution, then 
the new Pk(t) can easily be obtained by the aid of (112) and we get again 
the limiting distribution (113) independently of the initial state.

Remark 15. If Mk{t) is the expectation of the number of transitions 
Ek—*Ek+1 occurring in the time interval (0, t ], then we have

t

<115) Mk(t) =  i j p k(u)du.
о

Namely, the transitions Ek~*Ek+1 in (0, /] can be obtained in such a 
way that we consider each call in (0, f] and take into consideration only 
those which occur at such instants when there is a state Ek. Thus we get

(116) Mk( t + J t ) —Mk(t) =  Pk( t ) U t + o ( d t )

what proves (115)

The stationary process. Under the condition that t](t) =  k, denote 
by yi(t) , • • •» Xk(0 the distances between t and the termination points 
of the conversations which are going on at the instant t.

T heorem  12. I f  q<°°, then we have the following limiting distribution:

<117) lim P {*(/)=£*,Í-VC0 , y.2( t ) ^ x 2, . . . , y k( t ) ^ x kШ )  =
== Н*(х,)Н'(х2)---Нф(Хк)

where
/ x

<118) H'(x) Ц | [ 1  - H ( y ) \d y  if 
\ 9 ■> 
i  0

x íéO,

(o  if x < 0

and the limiting distribution is independent of the initial state.

P roof. First we suppose that ;;(0) =  0. In this case proceeding simi
larly as in the proof of Theorem 11 we obtain by the aid of the theorem of 
total probability that

P f a  (t) x t, / , ( / )  ^  x*, . . . ,  у  к (t) s  Xk; r< (t ) =  k) =
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= É IУ \ \ H(x)dx //jy )[#(* +*<)—#(*)]<(*
=  e

-X j[ l  H(x))dx к Í •
% п \  |[Я (х  +  х , ) - Я ( х ) ] ^ | .

Hence, by (112),
P {/.,(0  ^  X;, xAt) = *2, ■ • •, /* (0  =  xkI r;(t) =  k)

(119)
I I

[H(x +  Xi)  —  H(x)\dx

[1 — H(x)\dx

If t-*oo, then we obtain (117). If we consider an arbitrary initial state, then 
the only difference is that 7t(t) is to be replaced by r;(f) +  s(f), where
lim P{f(f) =  0} =  1 and, consequently, we obtain the same limiting distribu-
(->-00
tion as above. This completes the proof.

Thus we have shown that the Markov process {/Д/); xA0> X*(0> ■ ■ •} >s 
ergodic if q<oc. Accordingly, there exists a uniquely determined stationary 
process. If we suppose that p<°o and

Р{*(0) =£*, /,(0) S  x2, /. . ,/А 0)Ш хк; /ДО) =  £} =  P t H ' W i x * ) -  ■■H'(xk),

then we obtain the stationary process. In this case {/Д(); хЛ?)> %Л0> ■ • •} has 
the same distribution for all t^O .  For the stationary process let us denote 
by r*(0 the number of the busy channels at the instant t. Then we have 
P{rf(t) =  k\ = P :  (A: =  0, 1 ,2 ,...) for all t^O .

Remark 16. The stationary process {//*(/)} forms a particular case of 
the secondary processes investigated in [26]. The following statements can 
be proved by the theorems of [26] or by an immediate way.

If В* denotes the r-th binomial moment of rf(t), then we have

(120) =  (r =  0 ,1 ,2 ,...) .

Especially M{?;*(f)} =  2o and D2 {?/*(/)} =Ap.
The correlation function R(r) exists and we have

( 121) tf(T) =  y j  [1 -H (x)]dx .
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Denote by G*(со) the spectral distribution function of the process {^*(0}- 
Then, by the theorem of A. J a . K hintchine [10], we have

CD

( 122) 7?(r) =  j cos( O T d G * (со)
—  CD

and by inversion we obtain
CO

(123) G*'(o>) =  — J (1 —cos cox)dH(x).
0

The above results were proved by V. E. Benes [2] in another way. 
For the average traffic

T

(124) ~ \ r' {t)dt
0

we have
T

(125) M j— ) r*(t)dt\ =  Яо
0

and
T r

(126) D2j ~ J  r n t ) d t ^ ^ - \ ( T - r ) R { T ) d r
0 0*

where R(r) is defined by (121). Thus
T  со T

(127) Ds J y  ( rf(t)dt[ = k  ] [1 -H(x)]dx  +  ̂  x(2T—x)[l — H(x)]dx.
o r  0

§ 4. The case D)

In this case {t „} forms a Poisson process with density Я and

(128) H(x)
1—e UT if IIV о

0 if x < 0
when p =  1/,m. In this particular case {/j(f)} is a Markov process. 

If, particularly, ?j(0) =  0, then by (112) we obtain

(129) Pk(t) =  e

Я(1— е ц')
U

~~кГ~ (Ar==0,1,2,...),
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and by (81) and (82) the Laplace transform of Pk(t) is

V
. ^ - ' r  I;  i^ tl-

CO

(130) [ e-*pÄ( o ^  =  Z ( - i r fc(^)J S(s +  f i ) - - - ( s + j u ) (* =  0 ,1 ,2 ,...) ,

namely in this case

<f(s) Я - j-  S
If ri(0) =  k, then as an easy consequence of (129) we obtain that

(131) P (/,(0  j\
and clearly

Tl 1 l
(1  —  e - n t y - i e - i ß t e  p

J '
Я(1—e ^ )  

w
j~ г

0  0 -

lim P{?;(0 = j )  =  e ^
t.-xn j-

(132)
independently of k.

The distribution of the transitions Ek—*EM . Denote by rj^T ®  
r<f),. . .  the instants of the consecutive transitions Ek—>EM  (* =  0 ,1 ,2 ,...) . 
It is easy to see that the time differences ^ —r f  (n =  1 ,2 ,3 ,...)  are 
identically distributed independent random variables. Denote by Rk(x) their 
common distribution function. Further put

(133) ipl(s) =  j e axdRk{x),
о

and
CD

(135) al =  ̂ x - 9kf d R k(x).
0

T heorem  13.* We have 
4’k(s) =  1 —

(134) Qk =  j xdR k(x)

if

(136)
*k+1 +  ,v̂ O \ *

k + l s(s + fi)---(s +  (k—

1

Z ( - i y - k Ík )  s(s +  [*)---(s+jfi) .
Note added in proof. In the case B) we have the following generalization of (136):

tM s)=l-
Ar +  1) f i l - q p ( S +  I> )

2 { к У ) п
j = 0 \ J J 1=0

у  (-1 y-k П  i f  y(s+l> )
é k  W ö i - » ( « + w

i-i
<p(s +  ifl)

(Cf. the author’s paper: “On the limiting distribution of the number of coincidences con
cerning telephone traffic” submitted to the Annals o f Mathematical Statistics.)
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further
(137)

and

(138)

e*

— Ql
2 ^  (— \)j k 

k \ j k  ( j —k)\
P roof. Let us consider the process {77(f)} with initial state /;(0) =  0. 

Denote by G0(x) the distribution function of the distance between t =  0 and 
the first transition Я,,— further denote by Ог(х), G2(x),. . Gk(x) the dis
tribution functions of the distances between the successive transitions E0—*EU 
Е 1 — * Е 2, Е 2- + Е з , . . . , Е к — >-Ек+1 , respectively. It is easy to see that the distrib
ution functions Gr(x) ( r = 0 , 1, 2 , . . к) are the particular cases of the 
Palm’s functions Gr(x) defined by Theorem 10. In our case <jp(s) =  A/(A-f s) 
and we have

(139) /r(s) =  ̂ P  (r =  0 ,1 ,2 ,...)  
where

(140) Br(s) =  Ar+1 +  Z  [r Í  1) s(* +  ■ • (s +  (f -  ")#*)^  (r =  - 1 ,  0 ,1 ,2 ,...)

(cf. C. Palm [18] and A. Ja. Khintchine [11]). Namely, in this case, especially,

Dr(s) =  j  Br i(s).

Now, in our particular case denote by Mk(t) the expectation of the 
number of transitions Ek-*EM  occurring in the time interval (0,7]. Then it 
can easily be seen that

(141)

and

CD

j e~stdMk (t)
0

7oOQ-/i(s)--"a (s)
1—y k(s)

____A*‘+1
Bk(s)[í — ifjk(s)]

(142) Ml{t) =  kPk(t)
where Pk(t) is defined by (129). Thus by (130) we obtain 143

(143) j e~stdMk(t) =  aJ e~stPk(t)dt
о о

______ __________
s(s + l*)---(s+jt*) ■
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Comparing (141) and (143) we obtain (136). Further if we take into 
consideration that

(144) 1 — ’M s) °k + ̂ k s + o(s)

if s —>0, we obtain (137) and (138).

Remark 17. We now suppose that /Д0) is arbitrary. Denote by v\k) the 
number of transitions Ek—*EM  occurring in the time interval (0, /]. Inde
pendently of rj(0) we have

M{M’} l(145) *lim
<->CD

and

(146) lim
<->00

t Qk

D M M  <*l
t e l '

Further the random variable vf~> has an asymptotical normal distribution as 
t —»•»=, namely

tr/O1)--t
(147) lim P <—

<->00 j 1 №

(cf. [29]).

\

Ok 1
n Jl

e~v -idy

Denote by M O the Lebesgue measure of that subset of the interval 
(0, t) which consists of the points и for which rj(u)^k.

Theorem 14. If then М О  Лas an asymptotical normal distribu
tion and is independent o f the initial state. We have

M0- ßk t

(148)

where

(149)

(150)

(151)

lim P
<->00

ctk “F ßk /

(« М М 3

=  í  e ^ d y ,
гг. J

<£k =  -

r l - U i

J J 1 

Ml I

Й = 1  -y  k i n
I r=f+l vl \ ft
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and 
(152)
where a2k is defined by (138) and o\ k by (150). 

Further we have

(153) 

and

(154)

М {Д(р| A
Лео t ak +  ßk

lim
t~>- CO

P 2{A(Q}
t

a> l k+P!°:к a, к

(ßfc ~b ßkf
P r o o f . Let us consider the instants of the successive transitions 

Eu —»•Eic+i, 1 —»• Ek, Ek-* Ek+i , Ek+i->-Ek!. . . .  It is easy to see that the time
differences between such transitions are independent positive random variables, 
namely the distances between consecutive transitions Ем —*Ек and Ek—>-Ek+l 
have a common distribution function, say Gk(x), and the distances between 
consecutive transitions Ek—*Ek+\ and Ek+i~*Ek have also a common distribu
tion function, say Hk(x). Put

(155) ak= ) x d G k{x), ßk =  ) xdHifx)
0 o'

and
CD CO

(156) o l k= \ ( x - « , , ) 2dGk(x), o l k^ j ( x - ß kf d H k(x).
0 ’ 0

It is evident that
,T

(157) Rk(x) =  Í Hk( x - y ) d G k{y)
o'

and, consequently, we have
(158) Qk =  ctk -(- ßk 
and

(159) al = 0l,k +  0%u-
We have seen that or is finite and therefore o- , and a'-„, are also finite./v Cf, A p,  к

In this case we can apply Theorems 1, 6 and 7 of our paper [30] (cf. also 
[31]) and it follows that (148), (153) and (154) are valid. It remains only to 
prove (149), (150), (151) and (152).

We have seen that

e~stdRk(x) =  xfjk(s)(160)
0
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where ipk(s) is defined by (136). Further it can easily be seen that Gk(x) is 
just the P alm’s distribution function for which

(161) e sxdGk(x) =  yk(s)

where yk(s) is defined by (139) and (140).
Taking (157) into consideration we obtain by Laplace—Stieltjes trans

form that

(162) ) e °*dHk(x) M s)
M s)  '

Knowing the Laplace—Stieltjes transforms (161) and (162) we can write 
clearly that

(163) 

and

(164)

f °2 1 +  aLJ е 8 г г / 0 , ;( х )  =  1 —  aks-\- - - —^ —  s- +  o(s-)

Í
a2 _j_ oo

e STdHk(x) =  1— ßks +  —-  Sr +  o(s-)

if s —>-0. Hence we obtain (149), (150), (151) and (152). This completes the 
proof of the theorem.

R emark 18. We shall now give another method to prove (149), (150), 
(151) and (152). Let us suppose that rt(0) =  к (к is fixed) and put 
P { v ( t ) = j}  =  Pj(t) and lim P {i\ (t) = j }  =  Pj ( j  =  0 ,1 ,2 ,...) . By (131) we

t->CD
have

(165) о 11Pj(t) =  2
-(l-e-V*)

/(1 — e M  'J-*

(y—0-
and, consequently,

(166) li шЯ,(/) =  Я ,=  е " ' {- ^
f-*co J -

where the convergence is of exponential type.
In this particular case also denote by Mk(t) the expected number of 

transitions Ek—>Ek+i occurring in the time interval (0, t) and by Nk+i(t) the 
expected number of transitions EM -*Ek occurring in the time interval (0, t). 
Clearly, we have
(167) Mi(t) =  l P k(t)
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and
(168) Ní+1(t) =  (k + l) f iP k+1(t)-
Further it can easily be shown that

(169) 

and

(170)

\ e stdMk(t) =  - j ^ ( s)VJk(s)

§ e ° 4 N M (t) =  -T ^ s)Vk(s)
0

Comparing (168) and (170) we obtain
CD

(k + l)f* J £ StP k + 1 {t)dt
(171) V*(s) =  — - — 0

CD

1 +  ( k + 1 )^ J  e~stPk+i(t)dt

Hence, by (169) and (167),
CO

CO l  \e stPk(t)dt
(172) e sxd Gk(x) =  yk(s) =  

J
0

CD ’
0 1 + (A :+ l)p J  e st PM (t)dt

further by (162)
0

CD

CO (k + \) ( i je -* P k+1(t)dt
(173) 0

CO

0 l  e slPk(t)dt

Using (165), the Laplace—Stieltjes transforms of Gk{x) and Hk{x) can 
be obtained explicitly. But it seems that the formulae obtained in this way 
are more complicated than the earlier similar formulae (cf. [28]). We shall 
now show that the expectations and variances in question can easily be de
termined by (172) and (173). Namely, we shall show that

%(174)

(175)

Ctk

& =

IPk ’ 
1 - SJL

< *  =  «*\2 j (  +  ak

IPk ’ 

- 2 Pc +  R i  +  • • • +  R k(176)
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and

(177)
where

(178) 
and
(179) 
Further

(180) 
and 

(181)

f  o R k  a  \  , 0 /?o +  /? !+ •• •  +  R k
ß, к ' { 4 ~A 2 ^ - A  + 2 ЯР,£

Pj =  e 11 Ш' ( / = 0 ,1 ,2 , . . . )

%  =  P  +  P Л-

1 03 ( - 1)
JSÉ (/-—£)! \и-

j-k f / V - kf ^ j _
“  /

/?, =  P, P, , JL 1 y ±
LPo+  я á  л- я e  я

and

To prove the above formulae let us introduce the quantities
00

Rj =  j [P> (0  P i\ d t ( /  =  0 ,1 ,2 ,...)
0

CO

5у =  } # [Р Д 0 -Л ]Л  (7 =  0, 1 ,2 ,...).
О

Rj and Sj exist because lim Pj(t) — Pj and the convergence is of ex-
í->-00

ponential type. Clearly, we have

(182) I e  stPj(t)dt — P j S 1 + P j — S j S  +  o(s)

if s —»0.
Substituting (182) in formulae (172) and (173), by virtue of (163) and 

(164) we obtain that
1 4- ( k  -f- 1 ).u P;.,i— I R u(183)

(184)

(185) 
and

(186)

Kk-

ß k

IPk
IRk—(k -T 1)^Р+1 

IPk

o- , -■a, к

Op

I r) R k  , ) 0  i * k — ( k - \ - \ ) [ i S k +1■■аЛ2-рг +  ак\ — 2 ----~k ^ P k  1 “ IPk

£ . |2 § - & )  +  2 k S k — [k-\-  l),itSjt+ i
IPk

where we used that (&+ \)fiPk+i — l P k.



7 8 L. TAKÁCS

We remark that by (158) and (159) we have

(187) Pk =  «к +  A =  ^-Tp- 
and

(188) ° k  =  °l,k +  a % k =  2(,;£̂  +  P*(afc —  A)-

In the above formulae only R3 and Sj ( j  — 0 ,1 ,2 ,. . .)  are unknown. 
In order to determine Rj and Sj we observe that Pj(t) (J — 0, 1 ,2 ,...) satisfy 
the following system of differential equations:

dPj(t)
dt 0 j ( t ) - 0 j - i ( t )  0  =  0 ,1 ,2 ,...)(189) 

where
(190) ФД/) =  ( / +  \)fiPj+i(.t)— lPj(t) (y =  0 ,1, 2 ,...) , 
while 0  i(t) =  O. The initial conditions are

1 if j  =  k,
П О - 0  =  j

By (189) we get
' ’’« » “ jo  if УФ*.

J 4>,(/)df =  J 4>;-,(()Л+Л-Л(0)
0 0

and by successive applications of this recurrence formula we obtain
0

0 j( t )d t  =  £ [ P i- P i( 0)].

It is easily seen that

(191) 0 +  1 )t, R „ - X R j =  I 0j(t)dt  =  Z [ P — Pi(0)]

and putting j  =  к we get
(192) (Лг+1)/</?к+1 -Я /?* =  $&—1.

Substituting (192) in (183) and (184) we obtain (174) and (175), 
respectively. Further by (189) we get also

CO CO

\ t 0 j ( t ) d t  =  \ t 0 j-l( t ) d t - R j
0 0

and by successive applications of this formula we obtain

I t<Dj(t)dt — — (/?0 +  /?i +  • • • +  R j ) -
о
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Since

(193) (Ar+ l)/<St+i— ^Sk — j t<J>k(t)d t— —(/?« +  /?! ~t~ Rk),

this proves (176) and (177) by virtue of (185) and (186), respectively.
Finally, it remains only to determine the unknown Rj (y' =  0 ,1 ,2 ,. . .) .  

By (191) we obtain
U =  0, 1, ...,Ar—1),

(194) ( j  +  1 ),«<Rj+i a Rj =  j s-ß î y  =  k t k + \ , . . . )  
and clearly
(195) Rj — 0.

3=0

The difference equation (194) can easily be solved (cf. C h . J ordan [12]). 
Taking into consideration that (y +  1)/' />+1 =  Л Pj from (194) we obtain

i %

(196) Rjr\
Pj+1

E i
Pj

ip j

Т,— 1 
IP;

(У =  0 , 1 , . . к—1),

( j = k , k +  1,...).

Summing up the above equations, we get

Rj Po __ x'  % i_I 1
V J L
S  IP; (7 =  1 ,2 ,...)(197) Pj P°o S'JLPi

what proves (181). Finally, R0 can be determined by the aid of (195) or by 
the following way: Clearly

(198) P..{t) e *
and therefore

..................  (— iy  I I „

(199) Ro
I 03 /_I \J~k

(Pl(i)_ P o|rf(_ _ _ ^ I 7_ L r
У-* Г У 1y l

é í  /

what proves (180).
We remark, further, that the identities

Inl

and
- É n  J I FPj ét> W U

So P; So W + l J U
7 + Mi,«

hold which may be applied in the formulae (174), (175), (176) and (177).
MATHEMATICAL INSTITUTE
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OSCILLATION AND MONOTONITY THEOREMS 
CONCERNING NON-LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS 

OF THE SECOND ORDER
By

I. BIHARI (Budapest)
(Presented by P. T úrán)

Introduction

There are known theorems stating the existence of an oscillating solu
tion of a linear or non-linear differential equation of the second order and 
also theorems stating the monotonity of the amplitudes (S o n in ’s and P olya’s  
theorem). Only one will be quoted here: that of W. E. M il n e 1 concerning 
the non-linear equation

У" +  <рШ(у) =  0.
Let (p{x) be a positive continuous increasing and bounded function for хШа; 
the function f(y )  an increasing odd one and /(y )^ L ip ( l)  for \ y \ ^ b .  
Taking a real value /; (0< |?j| ^  b) the theorem states for x  s  a the existence 
and uniqueness of a solution subjected to the initial conditions y(a) =  rj, 
y'(o) =  0 and this solution oscillates infinitely often for x  is a, the ampli
tudes decrease but do not approach zero.

The present paper discusses the generalization of this theorem and cer
tain comparison theorems of Sturmian type concerning the “half-waves”, 
“quarter-waves”, “amplitudes” (see below the explication of these expressions) 
and the distances of the zeros.

§1

One can raise the question what a condition imposed on the function 
f(x, y, y') involves the existence of an oscillatory solution of the equation 
(I) / '  = f(x ,  y, y').
It will be shown here that the separability of the variables of f(x, y, y') leads 
to such conditions. — We shall prove the following generalization of the 
above-mentioned theorem of W. E. M il n e :

T heorem 1. Suppose that in the non-linear differential equation 
(1) y" +  v(x )f(y )h (y ')  =  0

1 W. E. M i l n e ,  A theorem of oscillation, Bull. Amer. Math. Soc., 28 (1922), pp. 102—104.

6*
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1. (р(х) > 0 is continuous, increasing and bounded for хШа;
2. /(>’) is an odd'1 non-decreasing function and f(y )  £ Lip (1) for \ y \ ^ b ]
3. h(u)>  0 is non-decreasing for и О and non-increasing for и Ш О, 

further h(u) £ Lip (1) for all и ; 2 3 then equation (1) has a unique solution 
subjected to the initial conditions у (a) =  rj, y'(a) =  О (0 < | \ ^ b ) ;  this solu
tion exists for all x Ш a, oscillates an infinite number of times, the ampli
tudes decrease but do not approach zero and y' remains bounded too.

P ro o f . Being f (x ,y ,  u) =  cp(x)f(y)h(u) continuous in the domain 
x Ш a, \y\ b and и arbitrary, the existence of the desired solution in a cer
tain right-hand neighbourhood of a is already clear. In order to prove the 
uniqueness of the solution, we shall show that the function f(x, y, u) =  
=  q>(x)f{y)h(u) satisfies in у  and и a Lipschitz condition for \y \^kb  
(u arbitrary and x ^  a).

On account of 2 and 3,

I f(x, y2, u,)—f(x, yu u,)| =  9>(x) I/ ( Уя)h(uj) —/ ( уг)h(uj)\ Ш

^  4>(x)\f(y-2) — /(y.)|Ä(Ui) +  |/(y*)| |Л(«2)—Л(«0| =
^q>(x)(Kl\y.2—yl\h(0) + K1\u.,— ul\f(b)) =£ M(\y.2— y1\ +  \u2— ul\),

where M =  L max (Kh(0), KJ(bj) and L is the least upper bound of cp(x), 
i. e. L =  lim (fix), further |y, | ^  b, \y2\ ^  b, ur and u2 are arbitrary, К  and

.r-*-+CO
Ко are the Lipschitz constants of f(y)  and h(u), respectively. We must show 
the existence of the solution for all x s  a. Equation (1) may be written in 
the form

(1') hi}’) +  9 У)У' °'
By means of the notations

У иJ f ( t )d t  =  F(y), J * d t  =  H{u) (tf(± oo) =  +  oo)
0 0 

this can be written as follows:

d H ( j l
dx +  9>(x) 'lF(y)

dx 0 or 1 dH(y') dF(y)
cp{x) dx dx

2 In order to prove the oscillating character of the solution, it is sufficient to assume 
instead of “f{y)  is odd” that sg /(y )  =  sgy.

3 E. g. Л(и) may be an even function decreasing for и 3 :0 .

\
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Hence, making use of Stieltjes integral, we obtain the following two equations:
x

(2) H(y') +  cp(x)F(y)=\ F(y)dcp(x) + (p(a)F(,i),

(3) cp(x)

The function F(y) is positive for y=}=0, F(0) =  0 and F(y) is an even 
function and increasing for у > 0. The function H(u) is positive, except at 
u =  0 where H(0) =  0, and H(u) is increasing for иШ 0.

With regard to (2) and (3) the first of the functions

P(x) =  H(y') +  cf (x)F(y), Q(x) = Н(У')
cp(x) + F(y) P(x)

<p(x)
is obviously increasing, the second one is decreasing.

The solution y(x) in question cannot attain for x >  a the boundary 
y = + ö  of the domain D (хШа, \y\-^b, и arbit
rary). For, if a\ is the next point where y(a[) =  +  íj 
(Fig. 1), then, by the monotonity of Q(x),

» u mQ(a)
whence

F{n) > QW) <p(f ) +  F(n)

0 > H jy ja  Q)
<p(a 0

Fig. 1
and this is in contradiction to H (u )^  0, <jp(x)>0
also in the case when y'(a[)=  0. Therefore y(x) cannot attain the value +  цг 
still less the value +  b.

Equation (1) assures that y"(x) remains finite in every finite interval

\a, c] and even as y’(x), being y '=  | y"(t)dt. Therefore the solution y(x) may
a

be continued for all x ^ a ,  i. e. this exists for x ^ a .
Otherwise, the monotonity of Q(x) involves the boundedness of [y'\ 

for all x ^ a ,  too.
Now we prove the oscillatory character of y(x).
See e. g. the case n>  0. Then considering (1) it is clear that at the 

place x =  a y" is negative and remains this as long as у is positive. Since

y '= \ y "  dx<  0 (x > a), у decreases, its graph is concave downward with
a

negative slope to the right of a (as long as у is positive) and therefore must
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cut the x axis at a finite point Xj > a (Fig. 2). In this point the derivative 

of y(x) is y[ =  I y"dx  < 0. To the right of x, the value у is negative and
a

therefore (see (1)) / ' > 0  (the graph of у is convex downward), moreover y" 
increases as long as y' is negative, because y' (which is < 0) is increasing

and thus h(y'), too, and again by virtue of

( 1 ) / ' ,  increases. Since y' — y[ + 1 y"dx,
xl

У must vanish for a finite value x =  ai 
(otherwise y" would be positive and in-

X
creasing, | y"dx  would surpass y[\ and

•T ,

У would be positive without having been 
zero). Starting at the place x =  at, y =  y(al)<  0 we can arrive in the same 
manner at the succeeding zero x2 and further at a maximum place a2 (where 
У (ű2) =  0), etc. Consequently, the oscillatory character for x i i s  proved.4 
Zeros and only these are the points of inflexions. If i\ < 0, the proof follows 
exactly the same lines. Let the zeros, the places (> a) of the extrema and

the corresponding values at these be denoted by x,, o, and yt (/ =  1, 2, 3 ,...) , 
respectively. Let |y,-| be called as “amplitudes” of y(x), the graph of y(x) 
belonging to [Xi,xi+i] as a “half wave”, and that belonging to [x,, a,] or 
[a,-, xi+i] as a “quarter-wave” (Fig. 3). Being Q(x) decreasing and y’{a) =  
У(а,) =  0 ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) ,  Я(0)==0, we have

F{y,) > F(yi+1) whence \y{\ > \yM \ (/ = 1,2, 3 ,...) ,

what indicates the decrease of the amplitudes;5 but these do not approach

4 Similarly, it may readily be seen that all the solutions of (1) have this character, 
provided that b is large enough compared to 17.

5 h f(y) >s like that in footnote 3, then the maxima form a decreasing sequence 
and similarly the minima form another one.
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zero because owing to the increase of P(x)
<p(a)F(rj) <  (p(a1)F (y l) <  q>(aQ)F(y2) < • • • <  <p(an)F (yn) <■■■,

F(y><) > Ffo) > F(ij) (L =  lim cp(X) ) .
</ \U n )  ^  at->+oo

Corollaries.

1. At places of equal \y\ (not only at zeros) the sequence 
decreasing.

H(y') 
9 x)

is

2. At places characterized by equal va*ues M decrease.

3. At places of equal y’ the values <p(x)F(y) increase. If h(u) is an 
even function, these values corresponding to equal | / |  are increasing too.

4. At zeros and at places of equal (f>(x)F(y) of the ascending branchs 
of the curve of y, the values у increase. A similar statement is valid for the 
descending branchs. If h(u) is even, |y'| increases at places of equal (p{x)F{y).

5. On account of the decrease of Q(x) we obtain

(>><= /(* ;))•

This is the relation between the amplitudes and the slopes at the neighbour
ing zeros.

6. Being P(x) increasing we get (p(a)F(rj)< H(y[)< viaJFiy,) < 
<H(y:2)<cp(ao)F(y2)<---.

7. In the case of M ilne’s theorem h(u) ehe: const

P ( x ) = y 2-  + fp(x)F(y), Q(x) = ^ ^  + F(y)

and considering the linear equation y”-\-y{x)y =  0 (f(y) =  y, h(u) =  const)

and some of the above formulae will be simplified.
8. Assumption </>(*) =  £ =  const > 0  is possible too. In this case the 

functions P(x) and Q(x) remain constant, therefore the amplitudes, the va
lues H(y') at zeros and at places of equal у  remain constant too, conse
quently all the “half-waves” are congruent, finally y(x) is periodic and y' is 
bounded.6 If h(ii) is even, all the half-waves are symmetrical relative to their 
centres.

6 h fly) Is like that in footnote then the maxima are equal and the minima too, 
but their absolute values may be different.
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Provided that <p(x) =  & =  const > 0 , equation (1) will be of the form
y"+ k f(y )h (y ' )  =  0

and from this
H (У) +  к F(y)  =  c =  kF(jj),

hence denoting the inverse function of H(u) by H \u )  (it is a bivalent
function)

y  =  H - \k ( F ( n) - F ( y ) ) ) ,  
therefore

У

I { y ) =
du x —a.

J H ^ k l F W - F m
v

According to the above theorem, the 
solution of this equation (the inverse 
function) exists for all хШ a and it is 
periodic. If h(u) is even, all the half
waves are symmetrical to their centres. 
Let the inverse of the function H(u)

x1— a =  Г----J H i
v

Similarly

dy
-v

(k[F(V) - F ( y ) ) )
cti— x, = dy

dy
0k[F(t]) - F ( y )])

(' dy
J Hi (k[F(q) —

-v
etc. The length of a period is 

p =  a2— a

a 2 —x.j

dy
+

J Hi  Ч - )  J № (•••)

J H i W F W - F i y ) ] )

rj
dy

H i\k [F (r i)-F (y )])

dy

~n
Let lim cp(x) be denoted by к, then we see that the solution of (1) in ques-

x-H-oo
tion tends to the above periodic function and the distance of two consecutive 

zeros tends to -y (moreover decreasing as we shall show later) as x —►+<». 

See, for example, the equation

у " + к у  т т р т ^  =  ° (*> °)-
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We get herefrom

i(y)
du

\ +  y \ + 2 k ( i f — ua)
=  x — a ( a ^ x ^ a , ) .

Introducing the notation Y\ +  2 k i f  =  K and carrying out the transformation
2k
K 1-  u -  =

КУ)
К r vdv 

\r2k J /1 —ír) {Kr— 1)
1 /К

x —a (a ^  x ^  X]), К1 + 2k(tf—y-) 
К

This integral is an elliptic one and its inverse is an elliptic doubly periodic 
function and the theorem states that one of the periodes is real, etc., and 
we recognize all these without the explicit form of the solution. As another 
example we take the equation

Hence
y" +  kye y'2 =  0 (к > 0).

/(y) =  — Г  . —  ^ U ---- =  x— а (а ш x  ш x,).J t/log (1 —ku‘-)
v

The above statements are valid here too and this is already more interesting 
because otherwise there is very little known about this function.

§ 2

Take now the general form of the explicit differential equation of the 
second order
(1) y " = f(x ,y ,y ') .

It will be formulated here an oscillation theorem concerning this:

T heorem  2. Let f (x ,y ,u ) be defined for x ша and for arbitrary у and 
и with the following properties:

1. /(x, у, и) is continuous and sg/(x, y ,u) =  — sg у ;
2. fr(x, y, u), f y(x,y,u), f , ( x ,y ,u ) exist and are continuous;
3- sg /, =  — sg y ;

Í > 0 if  sg и =  sg у  ф  0, )
4. f y(x, y,u)<  0 and /„(x, y, u) j =  0 if  у =  0, ! (x ̂  a) ;

( < 0  if  sg и =  sg у О/
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5. let f(x , у, и) satisfy the Nagumo condition, i. e. let a continuous po
sitive function Ф(и) (и s  0) exist satisfying the conditions

\f(x,y, u)| ^  Ф (|и|) and | ф ^ у ^ и =  +  °о;
0

then there exists for хШа a unique solution of (1) satisfying the initial con
ditions y(a) =  r] Ц=0, у' (a) 0 and oscillating an infinite number of times.

The proof follows exactly the same lines as in § 1. The theorem of 
N a g u m o7 assures the existence of the solution for х ш а  stating the bound
edness of y'. (The question arises whether there exist at all functions 
f (x ,y ,u )  satisfying 1—5. The function f{x, y, u) =  — <p(x)f(y)h(u) of § 1 is 
an example for a function of this kind. Another example is f(x, y, u) =

(|yj ^  b). The corresponding equation8 has an oscillatory
У1 +  У1

solution etc.) The increase and decrease of y" in the right-hand neighbourhood of 
the zeros xx and x2, respectively (see Figures 2—3), are to read off from the 
formula y'" =  f x -\-fyy' +  f y y" in which all the terms of the right member are 
positive or negative, respectively. It is easy to see, even as in the linear 
case, that the zeros cannot have a finite limit point. If we restrict у by 
\ y \ ^ b  (b > 0), then the graph of у can leave the domain x ^ a ,  \y\^kb  
attaining the boundary y — — b (supposed > 0) and we cannot assert its 
further existence.

§ 3

Theorem 1 may be extended to the equation 

(О У"+  É<Pi(x)f(y)hi(y') =  0
i= l

where the functions (pi, / , ,  hi have the same properties as in § 1. Theorem 2 
cannot be applied here immediately without any hypothesis on the deriva- 
bility of the functions <jp,, f ,  hi. In general, it seems to be impossible to 
find the analogues of the functions P(x) and Q(x). Let the restriction 

hi =  ho =  h3 =  • ■ ■ ~  h„ ел h (y')
be assumed. Then

+  j t  4>i(x)f(y)y =  0

7 M. N agumo, Über die Differentialgleichung у" =  f(x,  у, / ) ,  Proc. of the Phys.-math. 
Soc. of faparx (3), 19 (1937), pp. 861—865.

8 See the discussion of this equation in a forthcoming paper of the author.
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and with the notations

we have

(2)

F i { y ) = \ f i {  t ) d t ,
0 0

d H W  • ± ^ ) dFÁdx dx

whence, making use of Stieltjes integral,

= 0

H ( / )  +  2 4>i(x)Fi(y) =  2 J F,{y)d<p,{x) +  2 Чг{а)Рг(л).
a

Thus the function

P ( x )  =  H ( y ' )  +  2 4>i 00 F i ( y)
i=  1

is increasing, and similar conclusions may be made as in § 1. Without fur
ther restriction one cannot find the analogue of the function Q(x). If one 
of the functions say <р,(х), is more quickly increasing, then the other

ones, i. e. are decreasing for / =  2, 3, then from (2)

1 dH (y )  ^  tjr,(x) dFi(y)
<P,(x) dx

and so we obtain by integration

V *  •« ’ w  ~ *  __ n
é l  <p>(x) dx

+

Clearly, the function

Q (x )  =
н ( у ' )  <pí(x )

'pi(x) Ъ ( х )
Fi ( у )

is decreasing. In this case we cannot state the decrease of the amplitudes 
(however, see this problem later), only the decrease of the sequence
X-  <Ti(x) Fi(y) formed at the amplitudes, etc.

9i00 
The equation

(3) í r  (Р(х)у') +  q ( x ) f ( y ) h { p ( x ) y ' )  =  0
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may be written by the transformation £ =  J ^  in the form
a

o ')  ^ + т ж ш т [ ^ г ) = о

where y, p, q mean y, p, q as functions of |.  Since p(x) must have a con
stant sign (see the above transformation), p(x) must be positive (in the op
posite case £ would be negative for jc> o). Being

d(pq) d(pq) dx d(pq)
d t dx d l dx  p’

Theorem 1 may be applied:
T heorem  Г . Let the functions p(x) and q(x) be positive continuous, 

pq increasing and bounded for x Ш a, further let f ( y )  and h(u) be the same 
as in §  1, then the same is true as under conditions o f Theorem 1. The inflex
ions are not necessarily on the x  axis.

The function 
H(py')

pq
functions.

In the linear case

P(x) =  H(py ')+pqF(y)  is increasing and Q(x) =  

F(y) is decreasing and the results of § 1 hold concerning these

P ( x ) = (py y- + p q ^ ,  Q(x) (p y j
2pq ^  2

Q(x) is the function used in proving the Sonin—P ólya theorem. This is 
thus included in the above theorem.

The equation

-fa  (PУ) +  gi(x)My)hi(py') 0

may be discussed similarly.

§ 4

Let us consider again the equation 
(1) y" + <p(x)f(y)h(y') =  0
with the premises of § 1 and the graph of the solution obtained there.

T heorem 3. I f  h(u) is an even function, then regarding equal values of 
у (equal levels) on a half-wave, the slope y' is greater to the right of the 
maximum (extremum) point than to the left of it. Consequently, the symmet-



OSCILLATION AND MONOTONITY THEOREMS 93

rical o f the left-hand quarter-wave to the ordinate x =  xm of the extremum 
will lie entirely above the right-hand quarter-wave (Fig. 5), hence its area is 
greater too, finally

Xm X \ ^  X<2 Xm .

Proof. Equation (1) may be written in the form

(2) dHd x ^  =  ~  v W f W ? -

M

Fig. 5

The coordinates and the derivative of the left-hand branch will be denoted 
by x, у and y', and those of the right-hand branch by §, rj and if, respec
tively. Then (2) relates to the left-hand branch and

(3)
to the right-hand one.

Integrating (2) as a function of x from x„ to x„, and (3) as a function 
of £ from £0 to xm, we have (being H(0) =  0) (Fig. 6)

xm Vm

H(y'f) =  f <p(x)f(y)y'dx= I <j(x)f(y)dy (y' =  / ( x 0))
* 0  V o

and
xm Ут.

H(rfo) =  j cp(g)f(ii)rfd%= J q.(i)f(n)dn (rj’0 =  v'ßo)),
to »io

respectively. The variables of the integration of the right sides (i. e. у and //) 
pass the same interval (у0,ут), but £ passes the interval (xm,£0) and x the 
interval (x0, x,„). On account of the 
monotonity of cp(x), there will be on 
the same level 0 ^  y0 =  t;0 ^  ym 

H(rf) > H(y')
and, being H(u) an even function,

bo| > \y'o\-
The further conclusion is obvious.

The case of Milne’s theorem and 
that of the linearity are included too. Fig. 6
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§ 5

T h e o r e m  4 .  Holding the premises o f the previous §  but omitting the 
restriction h(— u) =  h(u) it will be proved that a quarter-wave lying before 
a zero may be brought by a rotation of 1 8 0 °  or —1 8 0 °  around the common 
endpoint quite over the succeeding half-wave, i. e. (Fig. 7) the arc A M ' is 
outside of the area bounded by the arc A N  В and the part AB of the x 
axis:

\y{x2— u)\ > |y(x2 +  u)| (0 < и ^  min (x2 —xM, x3— x2)).

Here xM is the abscissa of the point M, Xn is that of the point N. 
Placing the origin in x2 (carrying out a linear transformation) the form of 
the equation will not be changed. Let e. g. y(x) be the left-hand half-wave 
under the x axis and let the ordinate of the rotated half-wave be denoted by 
rj(x) as a function of x. Then

Ф ) = — У(— х), г /(*) =  / ( —x), rf(x) =  — y " ( - x )
whence

?(*) =  — *), y ' ( x )= i ( {— x), y"(x) =  — Ti"(— x).
Writing these in the equation
(1) / '  +  <p(x)f(y)h(y') =  0

we have
— »?"(— * )  +  (p{x)f{— /? (— x))h(i](—X» =  0.
Putting here —x instead of x and taking 
into account that/ ( —rj) =  —f(rj) we obtain 
as an equation satisfied by ^(x)
(2) Ti"(x) +  cp(-x)f (V)hW) =  0.
Now it will be proved that on the same 
level (y =  rf) i f  > y’ from the level у =  q =  0 
up to the level =  where yx=--y(xN)
(Fig. 8). Equations (1) and (2) may beFig. 8
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written, denoting the abscissae by x and |, in the form

O') dHJ x ^  ~  <f ( x) f ( y ) y ’
and

(2 ) =

respectively. Integrating from 0 to the common level y =  t}^kys  and taking 
into consideration that j/(0 ) =  r/(0) =  y0, we obtain

x  у

H(y') =  H ( y ’0) — I cp(x)f(y)y'dx =  H(yó) — I 4>(x)f(y)dy,
6 0 

Í  У

H{Ti) H ( Ú ) - j V{ - № v )  ’í r t  =  H ( y ó ) - S < P ( - m r i ) d r i ,
О О

hence
У

H(r/)—Н(у') =  / [9> (х ) -9 ( -Э ] /(У )^ .
о

but
?(*) > гу(—§) (х > х2) and Ду)Ш  О,

therefore # (  г/)>  Н(у), consequently if  > /  (being rf >0, у' > 0) up to the 
level у — yN, i. e.

\y{x2— u)| >  |j>(x2 +  «)| (0 <  u ^  m in(x2— Хм, x3— x2)).

On this level / = 0 ,  r/ > 0  and i] is still further increasing up to its maximum; 
thus its arc will be over that of y.

We shall prove, restricting f (y ) ,  in § 7 that an extremum lying to the 
left of a zero is farther hereform than the extremum lying to the right of this 
zero, what means: the left-hand quarter-wave may be brought quite over the 
right-hand one; its area and “length” are greater. Similar facts will be stated 
concerning the half-waves too.

§ 6

Now we extend one of Sturm’s comparison theorems to the equations
(1) y” + <p(x)f(y)h(y') =  0,
(2) Ч" +  У(*)/(Ч)Л(Ч') =  О- 

Theorem 5. We assume the following conditions:
1. (p(x) and xp(x) are positive continuous increasing bounded functions 

in [a,b] and <p(x) ^  гр(х) but cp(x) ф ^ (х )  in any subinterval o f [a, b], fur
ther <p(x) — у ( х ) ш О ( х —о), x —a —* ű -(-0;
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2. f(u) £ Lip (1), f(u) is increasing and sg/(w) =  sgy, ^ Û  =  0(1)

(u -* 0), further is non-increasing for и > 0 and non-decreasing for

и < 0 (e. g. f(u) =  Arctg u) ;
3. h(u) > 0 is an even function non-increasing for u> 0, non-decreasing 

for u<  0 and h{u) £ Lip (1);
4. let y(x) and i, (x) be oscillatory solutions o f ( 1) and (2), respectively, and

У {а) Ш 0, /; (а) Ш 0, y' (a) >  0, r {  (a) >  0, y(b) =  0,
П(а)у(а)— у'(а) ч(а)ш 0 ;

then (Fig. 9) increas

ing in a < x ^  b and assuming 
т]{а) | ё j>(ű) we have 
>i(x) > у ’ (x) (a < x < xm>] +  d) 
and

a  *my b x m,i >  Xm y;

Fjg 9 where d is a certain positive
number, xm and xmy mean the 

abscissae of the first maximum points of ц(х) and y(x), respectively, succeed
ing a, finally

rt (x) > У(х) (a < x  ^  b).
P r o o f . It w i l l  b e  d e a lt  w ith  h e r e  o n ly  th e  c a s e  w h e n  

У (a) =  Ч (a) =  О, у  (а) Ш y' (a) > 0.
The general case may be treated in the same way.

In the first place it will be shown that in a certain right-hand neigh
bourhood of а У > у’ and so ц > у. Applying the finite Taylor formula we 
have

У(*) =  у ’(a) ( x a )  +  ~ y ‘"(a +  0 <(x-—<a)) ( x —,a)1, )
\ (O<0, в'<1).

4 (x ) =  » i '( о )  (x — a )  +  Y  rí ' ( a  +  f f  (х — а ) )  ( x — a f  j

Being У'(x), y"(x) continuous (see (1) and (2)) 
У(х) =  у'(а)(х— а) +  о((х — af),  i

(being у'(а) =  У'(а) =  0)

and
h (x)— y(x) =  ( y  (a)— у' (a)) (x —a) +  o ((x—af) (x — a + 0).
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Now we have two cases:
1 .  rí (a) >y'(a), thus r{(x) >  у’(x) and i\(x) >  y(x) for sufficiently small 

x —a >  0 ;
2. г\'{а) =  уг(а), consequently

* l ( * ) —  y(x) =  o((x—af) (x - ra  +  0)
and we get similarly

П'(х)—?(х) =  о((х—а)) ( x - a  +  0).

By virtue of these and 2—3 we obtain

1/OiOO)—/(>>00)1 =  * i h ( * ) — У(х)1 =  о ((х — !af), ■
I Л(ч'(*))—■Н У ( Х))\  =  К * \ п \ х ) — У ( х ) \  =  о ( х — а),

А  n 0 0 )  =  A y  0 0 )  +  о {{х—af), 
л 0 / 0 0 )  =  h (У (х)) +  О (х—а),

Ап  00 ) Л О /0 0) Ay(x))h(y'{x)) +  o((x—af)
being f(y(x)) =  0 ( х — a). Therefore

7f ( x ) - y " ( x )  =  у (х )А у)Г г(у ')-Ш А п Щ п )  =
=  [ <p(x) — if>(x)]f(y)h(?) +  o((x—aY)

(x-*a +  0),

( x - » a  +  0)
but

f(y)  =  0 ( x —a), <р(х)—г р (х ) ^ 0 (х —а) (x -*a  +  0),
consequently

hence

finally

П" > У", I

7]’ > y ,  > for sufficiently small x — a >  0.

П>У '
It will easily be found from equations (1) and (2) that

n 'y — y"n =  9 {х) А у) А у')п—Y'OO/OOM'/))'
or

whence

(3)

{ц'У—у'пУ =  Пу{<Р(x) Ä  h(y ')— V'0 0  h (»?'))

x

J(x) =  i / y —y ' / ; = j  7]У (<jp 0 0 h(y')—7p(x) - Ä -  hO') j dx.

T aking 1—3 into consideration we have for sufficiently small x — ö > 0  (at 
least as long as r (  ^ / § 0 )

J(x) =  ii'y— riy' >0.
W e state that r{ > y ’ holds up to x  =  m ax(xm;;, xm;/) +  d  at least with some

7 Acta Mathematica IX/1—2
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ó >  0. In the opposite  case there would exist a first place c (a<c<b) where
>i(c)= y'(c), i]{c)>y{c)> 0

an d
Ac)  =  Ц (c)y (c)—y' (c) >i (c) > 0,

w hat is a contradiction, provided that rf(c) =  y'(c) Ш 0. Therefore xmi]>x,„y 
an d  r / > /  for a  <  x  <  x„ij;-(-d an d  с > х 1Пг] when c exists at all.

See now the sign of z/(x). T h is could be negative only for x>x,„r . 
W e state that z/(x) remains non-negative at least up to b. In the opposite 
case  there would be a first place d (xm>j< c < d < b )  where

n'(d) y'(d)
Ad) ' y(d) ’

/ / ( d )  < 0 ,  / ( d )  < 0

hold  but J(x) =  y i ; \A -----^ ] < o  in a certain right-hand neighbourhood

of d. -y  increases up to d, th u s //(d) >  V(d) >  0, | //'(d )| >  | / ( d ) | ,  conse

quently  the in tegrand  of (3) is positive at d  and in some right-hand neigh
bourhood of it. Therefore

d x x

A x) =  j - - - - - f J - " = J - " > 0  (x>d) ,
a d d

w h a t is in contradiction to the definition of d. Moreover <d(d) >  0. For, if 
z /(d ) =  0, the function  A(x) has a  minimum at d  where d'(x) (the integrand 
of (3) at x =  d)  m ust vanish in contradiction to the above statement. Thus 
the theorem is proved.

We cannot decide w hether or not r[ rem ains greater than y' for 
a < x ^ b .  A ssum ing z / '( a ) > / ( o )  the functions <p(x) and / ( x )  may be iden
tical, i. e. a solution of (1) having a greater initial slope remains greater up

to b, provided that at least one of and h(u) is strictly monotone.

§ 7

Now we can  solve the problem  of the quarter and half-waves. We 
shall prove the follow ing

T heorem 6 .a All the half-waves of the solution, obtained in §  1, of the 
equation
(1) y" +  v(x)f(y)h(y') =  0

9 This is a generalization of a theorem of E. M a k a i  concerning the linear equation 
y" fp(x)y =  0: On a monotonity property of certain Sturm—Liouville functions, Acta
Math. Acad. Sei. Hung., 3 (1952), pp. 165—172.
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may be rotated (in the sense of §  5) over the succeeding one (see Fig. 7), 
provided that the premises of §  6 hold, further one of D+cp(x) and D- cp(x) 
is positive at every place ХШ a (D± cp(x) mean the one-sided derivatives). 
A similar statement is valid concerning the quarter-waves too (without supposing 
that h(u) is even).

P roof. As we have seen, placing the common endpoint in the origin, 
the ordinates of the rotated curve satisfy the equation

(2) ri" +  4>(-x)f(r])h(rl') =  0.

Let e. g. the left-hand half-wave be under the x  axis. Now we have

г( (a) =  у '(a) >0, i;(ű) =  y(ö) =  0, l i m - | ^ = l ,  (p(x)xp(— x) (x>a)
x->-0 У \Х )

and

у(х ) - у (- » ) - (  + 9 < я > - 9 Щ х

but

lim
x  —>- +  0  %

thus ( p ( x )  —  <f ( — x) :-:- 
Theorem 6 is proved.

- - - - D M  0) and Пт У(0) X) =  D<f (0),a-->. + 0 X
0 ( x )  ( x —* +  0) and Theorem 5 can be applied whereby

Fig. 10

Denoting the areas and “ lengths” of the successive quarter-w aves by 
Ti and di ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  respectively, we have (Fig. 10)

T ,> T ,>  T;> •••,

í/j > d2> d3> (convexity of the zeros).

Of course, all these are valid in the M ilne’s case and in the linear case, too. 
Simultaneously, the present proof is a new one concerning the decrease of 
the am plitudes too (although making use of more restrictive conditions).

7*
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§ 8

Consider again the equation of § 3 
<i) (py'Y+qf(y)h(py')  =  o
with the premises assumed there and further let us assume m to be as

in § 6  and p(x) a decreasing function. Then the decrease of the area of the 
half-waves holds.

dxNamely, as we have seen in § 3, by the transformation  =  d£, equa
tion (1) will be of the form ^

d-y
(2) d f -pq f(y)h  l =  0-

г̂Ч-1 ■T»-+1

J К Ш = J *<*> p(x) J s
Éí x i

The results of § 7 concerning y(£) hold, i. e. denoting the zeros of y(§) by 
li»'£s»?s» • • • and those of y(x) by xu xit x3, . . the sequence

( i = I ,2 ,  3 ,...)

xi+1
is decreasing. Omitting the increasing factor - the sequence y{x)dx

P\x) J
( / = 1 ,2 ,3 , . . . )  is a fortiori decreasing. H

We canno) decide in this way whether over-rotation of the half-waves 
is possible or not, because by the above transformation the distances of the 
zeros increase compared to the corresponding ones of y(§), hence the distan
ces in question can be increased too (while the amplitudes remain decreasing). 
Proofs and results of §§ 4—7 may be extended to the equation

У" +  2  <Pi (x)f(y) hi(y') =  0
inclusive the decrease of the amplitudes what we could not prove in §  3. 
Sturm ’s theorem can also be formulated and proved. The above Sturm theo
rem may otherwise be extended to the equations

Vi +  (pi (x)Myi)hi(y'i) =  0 (/ 1, 2)
with different ср{, f  and hi, but we do not deal with this.

§ 9
The question arises how Sturm’s comparison theorem will be formed 

■concerning the equation
(О {ру’У + яШ ( у) К ру ' ) = 0.
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Holding the premises already often used relative to p, q, f(u), > Л(и)
and the initial conditions of § 6 we have for the solutions y, and y2 of the 
equations

(pyi)' +  qif(yi)b(py'd =  0 (q2 Sr q,)
( / = Ь 2 )

(but not identically in any interval) the inequalities
У- > y'i (a < -v x,„i; +  Ó),

xm>] > Хту>
у,>у-, ( а < х ш  b).

It is more interesting that assuming qi =  q1 =  q (a unique equation) these 
inequalities hold, provided that у,(й) =  у2(а) =  0, y\ (о) > y'2 (a) > 0 and that

one of the functions , h{u) is strictly monotone. The proof follows pre
vious lines.

Corollaries. Two particular solutions of (1) can have a zero in common 
without having only common zeros (differently from the linear case).

In fact, y^(a) — y2{a) and y[(a) =  y2(a) imply y ,= y ,  by virtue of the 
uniqueness of the solution, but yl{d) =  y.1(a) and y[(a) > y m  > 0 result in 
уг> у2 up to the next zero of y2. Hence two consecutive zeros of уг cannot 
be consecutive zeros of y2. y2 cannot twice intersect у, without vanishing 
one or other between these points of intersection. If у is a solution, — у 
is also that. Therefore, comparing the zeros of уг and y2, these functions may 
be assumed of the same sign in the initial part of the interval of the com
parison and so the comparison can be carried out.

In order to compare the solutions of the equations
(РгУУ +  qif{y)h (pty'i) =  0 (/' =  1, 2)

one can deduce in the usual way the analogues of the formulae of Sturm 
and P icone. These are the following:

- ^ ( Р 2У'гУ2—Р2У2У,) <?2 h(p,y2) — q, h(p,y\) 
У 2 У1

d \ А р'у'л PzV'A
dx LM у, У-2 jj

q* h(p2y'2) - q , f(y-l h(Ply[) fl +  (PlL У2 У1
However, applying these either in this form or

f У1У2 —yíyi f
Л y>

sidering one equation with two particular solutions) it will not be obtained
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new results because the first term of the right-hand member of the Picone 
formula cannot be asserted to be positive when q.2> qx and p^> p2.

Fig. ll

According to Sturm’s theorem we 
can enclose any solution of

y" +  v W ( y ) b ( y ' )  =  0
by the solutions o f the equations 

K  +  (min cp)f(y,)h(yi) =  0,
У2 +  (max <f)f{y2)h{y2) =  0 

with the same initial conditions, i. e. we 
have (Fig. 11)

y> < У < У\ (a < x ^  b).
A separability theorem in the sense of Sturm is not valid here. Rather there 
are particular solutions of (1) situated to each other as on the Figures 12. 
The existence of the first and second configurations is obvious. It will be 
shown the existence of the third too. Corollary 5 of § 1 ensures that the 
value of a maximum and the slope on the next zero may be made as small 
as wanted by decreasing the slope at the zero preceding the maximum place.

Fig. 12a Fig. 12b

Corollary 8 of the same § shows that the distance of two consecutive zeros 
tends to zero with this slope, provided that cp(x) is constant, but also for 
variable y{x) on account of our statement relative to enclosing of a solution 
by solutions of the equations with constant <jp(x). Thus we obtain the inter
esting result: given a solution y(x) of (1), then there are also solutions 
having an arbitrary number of zeros between two consecutive zeros of y(x).
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Application of § 1. On account of the decrease of10 11 Q(x) =  —~ у  
-f-F(y), we have ^ *

H(y'n) < F(i])cp(xn) < L F ^ ) .
This implies11 a bound for \y'n\ and considering that \y'\ assumes its maxi
mum at the zeros the mentioned bound of \y'„\ is that of \y'\ too. The ine-

Thus we obtain a lower bound for J  and for the distances o f the zeros:

and 2\/<f(a)
L

respectively. E. g., the function ][xJ,-{x) satisfies
y" +  cp(x)y -0.

1

The function (p(x)= 1 +  —
v~
— is increasing for \v\ > Denotinga maxi

mum place, where already (jp(x)>0, by av, the distances of the zeros of 
][xJr(x) and those of /,.(x) (which are the same) remain greater than

1 :
1 — 4 v2 1 1 +  4(öí-—v2)

A - a (L =  1)-Aav a>'
1. e. J  > 1 and the distances of the zeros are greater than 2. The increase 
of P(x) and decrease of Q(x) imply

F(y/-l) > F (y /) > ^ ^ F ( y ^ f .
In the linear case

jh-1 > У>. >

w(a,■)

y(g'-i)
<p(ai) У.-i-

10 See the notations in § 1.
11 Viz. H(u) and F(u) are increasing functions for и >  0 and have also increasing 

inverse functions.
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Application of § 7. Let us denote any solution of the Bessel equation
1

y " + ^ y ' + { ' - * ) y = °

by Zv(x). The function \ x Z v(x) satisfying the equation
1—4 И

Г +  1 4x2 - j y  =  o
is of character of § 7 for \v \ > - ^ -  and x ^  0 being <р'(х)>0. Similarly, the

Í -1 1 ± -2function ]/xZvy2vx2vJ for 0 < r < - y ,  x ^ O  (this satisfies y"-\-xv y =  0)

and, in general, ][xZv(xa) for a > 1, x > 1 — 4 a 2v2 V“ 
4 a2(a — 1) and arbitrary v

this satisfies y" - \ — 4cc2v2 +  4a?x2a 
4x2 у =  0 are also of this character. Con

cerning Jv(x) the decrease of the area of the half-waves holds, provided that 
xi^O and v > — 1 as R. Cooke12 showed. E. Makai13 proved the same for Z,.(x),

provided that \v\>-^-,  x^O , moreover also the same is shown by G. Szegő14
3

for all v but only for x >

Of course, for v < 0 the lower limit of x is positive in all the above 
cases. The property of the quarter-waves of fxZ,.(x) etc. cannot be extended 
to Zv(x).

(Received 2 December 1957)

12 R. C ooke, A monotonity property of Bessel functions, Journal London Math. Soc., 
12 (1937), pp. 180—185.

13 Loc. cit. in § 7.
14 Still unpublished.



ON A MAXIMUM PROBLEM

By
E. MAKAI (Budapest)

(Presented by P. Túrán)

In his book1 P. Túrán deals among others with the problem of find
ing the minimum of the quotient

n
max I avwv

where the ű,.’s are given and the uv’s are variables and gives applications 
of his estimates for it. In connection with this, P. Túrán suggested the inves
tigation of the following problem the solution of which may be regarded as 
a first step in a chain of extremal problems with further applications in view: 

Let us define the polynomial P(z) by

M{t) [M{t) = mm
= 1 . 2 , . . . ,

|UV|(]

n  CO

P(z) =  I / O  +UiZ) =  £ c i Z ! (c0=  1, |cn| =3 1, Cn+i =  C„ + 2 =  --- =  0)i=l г=0
where |иг| ^ 1  and let 2biZl be the formal power series expansion of the 
function [P(z)L' =  g(z). Finally, let the function hm(z) be defined by

M 0  =  ( - 1 )
m + 1 ]— p(z)2^biZ: a,„kZK

What upper and lower bounds may be given for the quantity
2rc

Kmn =  max I (z =  ei9)?
о

In this paper there are given several estimates of the quantity Kmn, 
the simplest of which is the double inequality (4).

1. It is easily seen that the coefficients amk are vanishing if 0 ^  к ^  m 
or k>  n +  m and so m+n

hm(z )=  2  amkzk.k=m+\

1 P. Túrán, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Budapest,
1953).
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One may verify by induction that

Ло(2) =  C iz -f- c->z~ -f- — -f- cnz”,
Cl 1 I Cl 1

hi ( z )=  z- +  c3H-------b
Co Ci C3 Co

and generally

Cl 1 Cl 1
Zn -f-

0  c„Cn C n - l 1

hm (г) = V

Ci 1 0 0 ••• 0
C-2 Cl 1 0  0

c3 c2 Ci 1 0

Cm Cm- 1 Cm- 2 
Cfc Cfr-1 Cfc-2

1
C/.; - f)

ZK,

as the upper limit m + n of the summation can be replaced by 00.
We argue by induction from m — 1 to m. For m =  0 the assertion 

trivial. If m=b 0, then

—hm-i(z) + ( -  \)mP(z)b,nzn

( 1)

( - I f
m - 1

P ( z ) Z  М - \  + P { z ) b mzmi=0
ci 1 0 •• 0

CO Co Cl 1 0

1! M

к=m Cm- l  Cm-2 Cffi—3 i
Ck Ck -l Ck-2

2K +  ( - l f 2 .  bmClZ
1= 1)

From Omm =  0 it follows that

6„, =  ( - l )

Comparing this with (1) we have

Ci

Cm-I Cm- 2 

Cm Cm- l

I
Cl

U iti к

Cl 1 • ■ ■ 0 Cl 1 •• 0

Cm 1 Cm -2 Ct "F Сд-m Cm -1 Cm -2 i
Ck Cfc-l • * * Cfc-m+1 Cm Cm - 1 * • Cl

Ci 1 0 0

— Cm -1 Cm-  2 1 Ó
Cm Cm -1 Ci 1
Ck Ck- i  • • • Ck - w+1 Ck - m
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2. The coefficients amk are symmetrical functions of the quantities 
ult u2, . . iin, more precisely, symmetrical polynomials of the form

(2) @mk dm, k; rt\, a,, an U\ U‘2 . . . Un •
<eJ>

It will be shown that the coefficients d  of  these polynomials are non-negative 
real numbers.

It is well known that
Cl =  U\ +  «2 +  • • • +  U„ ,
Co =  U\ U2-\~ Uy U$ -p ■ * ■ -|- Un- 1 Un,

Cn =  UiU-2. . . U».
As an analogy of this we define the quantities yt by

у  I =  Ui +  U-2~\--------- \ - U n - l ,

y -2 =- UlUo U\ U'i T" • • • -f- U, 1-2 Un- 1 ,

Yn~ 1---U\U± . . • Un-1 •
Furthermore, it will be assumed that yo =  l,yn  =  7«+i= ••
=  Cn+ 2  =  • • • =  0. Now clearly

c, =  /i +  (f = 1 ,2 ,...),
and so

Uni к

0, Co — I j Cn+i

Cl t 0 .. .  0 7i +  un 1 ■■• 0
Co Cl l 0 У-2 +  и„уу 7l +Un 0
Сз Co Cl 0 уз+ un y-i /o +  ün/l 0

Cm Cm - 1 Cm-2 1 Ут Un ут 1 /m-l +  Unym-a 1
ck Cfc-1 Ck-2 ' • ' Ck-m Ук +  Un у  к. 1 /fc-1 +«n7fc-2 • Ук-т

1 0 0 .. .  o 0
— Un 1 0 0 0
(-И ..)2 — Un 1 0 0 __

( -
\tn-2 /Un) ( — \Ж-3 4u„) 1 0

( -И -)" ( - Un) (—
чгп-2Un) ■■■ — Un 1

7 ‘ 1 0 . .  0

/ 2 7 i 1 0

7 3 7 2 7 i
0

7 » , 7 « - i Y  m  -  2 1

/ f c  \  ^  n )  / А : - m  -- 1  7 * - i — ( -

ч ш  /  v m - 1  
~ U j i )  Y к  m - 1  / О с  -  2  \  ^ O c - m - l  •. . .  7 f c
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From this form we can determine the power series expansion of amk 
as a function of un:

where
Umk ----Umk “{” Y ^  1 ( U m - 1, m Un “ l-  U n i-2, in 1 Un “f" ’ * * “f-  CC03 Un —J- Un )

/1 1 0 •• • 0
/2 Yi 1 0

Yv Yv-1 Yv  2 1
Yi Ya-1 Yi-2 • Yi-v

The quantities apq have the same structure as the amks except that they 
are symmetrical functions of not n but only of л—1 arguments, namely of 
the quantities Ui, u2, . . un- \ .

Therefore the assertion of 2 will be proved by induction with respect 
to n by showing that in case n — 1 the amks are polynomials or rather mo
nomials of the quantity иг with non-negative coefficients.

Indeed, if n =  1, then Я(г) =  1+ И 1г and

—1)” p (z) 2 ( ~  Uizf—1 пН-1 rn+1ll\ z

3, Now we make use of the assumption \щ\ ^  1 ( / =  1, 2 , . . . ,  л). From 
formula (2)

IUmk I =  dm, k;  alt  a2, . . . ,an \ U\  U2 • - • Un }

and from this
I Umk I =  d m , k- a lt a2, ... , a n •lot;l

The upper bound will be reached if e. g. u1 =  u2 =  ••• =  un— 1 and so

] \h m( z ) \ 4 & = 2
-V 1»

Umk ” j dm
<ai>

Km

with the sign of equality if P(z) =  (l +  2)n.
Consequently, the polynomial ( l + г ) ’1 and hence every polynomial of 

the form (1 + е ‘“г)” (a real) has the property of extremum.

4. If P(z) =  ( l+ z )" , then g(z) =  ( l + 2)-n =  ^ |  R \ z \
— n

Hm(z) the quantity
Denoting by

( - 1 Г
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one can show again by induction that

(n +  m
m n j r o +?)"■ 'rf?.(3) Hm(z) =

For, if m =  0, it is readily seen that
z

H0(z) =  (1 +  z)n— 1 =  n |'(1 +  O " 1^  

and, if т ф О , then using (1) we have

Hm(z) =  - H m. iC?) +  ( - l )

о

=  — H„,-\(z) -f-

whence we get by differentiating
(n +  m — 1

— n 
m

n +  m— 1 
m

(1 + 2 ) V  =  

(1 +z)nzm

mЯ ;( г )  =  — H + l(z) +

Using our inductive assumption we have
In +  m— 1

[ n( \ +z ) n l zm +  m ( \ + z ) nzm .̂

Hm (Z) = m — 1 nzm- l( l + z ) n-l +

+
n + m —П n n +  m 

m
rn / 1 , \nnz  (1 + z )m _ l  ;  m [n( 1 + z r 1zm +  m( 1 + г ) Т,г т “1] =  |

This is equivalent to formula (3) as from / /m(0) =  0 it follows that
z

(2 ) = J //;,(?)</£.
0

5. Let the quantities Amli be defined by
m+n

Hm (■2') — AmkZk.Ic—M+I
By 3 we have

2л m+n

Knn =  \ \Hm(ei&) |2dS- =  2 tc 2  Aik.
q к = т +1

Comparing this with the quantity
9 j t

Lmn=  ) ] Hm (e’̂ ) |2i/>9- =  2 yr 2

it follows that

(m +  nf K m

i=m+1

(m +  \ y '
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=  п

Now Lmn can be readily determined. Its value is (z =  e‘#)

zm{\ +  z)n l zm( \ + z ) n- 'd$ -

2л
2(n +  m \2

2 (n +  m'i2 
mLmn=  j H„(z)-Hm(z)d& =  n

2 л

j (1 + z  + z +  z z ) n~1d& =  n

0
n + m 

m m (2 +  2 cos fr)H 'd&.

Calculating this last integral we are able to show the validity of the double 
inequality

1 _  Kmn _  1
(m +  n f n + mX 4u(2n — 3)(2n — 5) . . .  1 л: (m + 1)2

m (2n—2) (2л—4) . . .  2 2
and from this the simpler but less sharp inequalities 

m +  n— lV2
(4)

(5)

4" m 2 n —  2  2  m n  U + l J  '  2  '

6. The quotient KmJLmn fulfils the sharper inequalities

m

1 -c Kmn <  1 1 1
. л -T 11 Lmn 2 1 (m + n f \

too. This can be seen if we write Km„ in its explicit form
\2 П-1v-ч n I 11L 1 / L

Kmn ----- 2

From the equality | ^ j =

m +  n\2 , tt* (n — 1 \2
n 2 ,1=0n

n— Y\ ( n — 1 \
1 — k )

tion X-2 it follows that 
1 (n—IV

m

l J (m + l + i y  

and from the convexity of the func-

1
n +  l f i S l  I ) < iS l  / )(m  +  / + l ) 2

1 1 i_ 1 . _
2

ioi+J5 {m + tif
Since

Lmn — 2 л:

1 Г 7 Т -

"ТМГ/Г-
the last double inequality is equivalent to (5).

(Received 12 December 1957)



ON THE STRUCTURE OF SET-MAPPINGS
By

P. ERDŐS (Budapest), corresponding member of the Academy, and A. HAJNAL (Budapest)

1. Introduction. Let 5 be a set and f ( x ) a function which makes 
correspond to every a subset f ( x ) of S  so that x(£f(x). Such a function 
f(x)  we shall call a set-mapping defined on 5.

A subset S ' ^ S  is called free (or independent) with respect to the 
set-mapping f(x), if for every x £ S '  and x $ f ( v )  and y $ f ( x ) .

Let 5  =  / n ^ X o and n < m. Assume that f ( x ) < n  for every x^S.  
RuztEWicz raised the problem if there always exists a free set of power m. 
Assuming the generalized hypothesis of the continuum the answer to the 
problem of Ru ziew icz  is positive.1

In our present paper we are going to define more general set-mappings 
and raise analogous questions to those of Ru ziew icz . Let there be given the 
set 5  and a set of its subsets /. Assume that the function f ( X )  makes 
correspond to every set X  of /  a subset f (X)  of S so that the intersection of 
f (X )  and X  is empty. f (X )  will be defined as a set-mapping of 5  of type 
/. This is clearly a generalization of the original concept of the set-mapping. 
(There / consisted of all the subsets of 5 having one element.) The subset 
S ' ^ S  is called free (with respect to this set-mapping, or briefly a free 
set of the set-mapping) if for every X<~S'(X£I)  the intersection of f(X)  
and S'  is empty.

Our aim is the investigation of those set-mappings where /  consists 
either of all subsets of 5  of a given cardinal t or of all subsets of less than 
a given cardinal t. In these cases we shall briefly say that the set-mapping 
is of type t or of type < t, respectively. If f(X) < n for all X  of 1 we shall 
say that the set-mapping is of order n. Our problems will be of the 
following kind: Let S  =  m, further let f (X )  be a set-mapping of 5  of order 
n and type t. Does there then always exist an independent set of power p?

2. Definitions and notations. In what follows capital letters will 
denote sets; x, y, z , . . .  are the elements of the sets; greek letters denote 
ordinals; a, b, c, m, n,t, P denote cardinals and k , l , s , . . .  denote integers.

1 For the history and older results on this problem see [1], for the more recent 
results and ramifications see [2].
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Union of sets will be denoted by +  and I ,  intersection of sets by • and П. 
+  will also be used to denote addition of ordinals, — will be used to 
define taking relative complements. x ^A  denotes that x is an element of 
A y A ^ B  denotes that the set A is contained in В  (A c:ß  denotes that A is 
a proper subset of B). ot„ will denote the initial number of X« (ot0 =  ot). 
a" will denote the cardinal Xa+i where a X«. If £2 is the initial number of 
a, then £2V is the initial number of o+.

The cardinal numbers bat k are defined by induction as follows:
ba,o =  a, ba,M  =  2ba’k.

The initial number of b„, k will be denoted by Í2a, s .
The proof of some of our theorems makes use of the generalized 

continuum hypothesis. These theorems will be denoted by (*).
In the proof of some of our theorems, wich will be denoted by (**), 

we make use of the following hypothesis:2
Let m be a strongly inaccessible cardinal number, S = m .  Then one 

can define a two-valued measure p(X)  on all subsets of 5  for which 
f t ( S ) = l ;  la({x}) =  0 for all x £ S  and the measure is additive for less than 
m summands. In the present paper we do not investigate the problem, if 
these theorems are equivalent to the above hypothesis.

Let cp(x) be an arbitrary property of the elements of the set H. The set 
of all x £ H  which satisfy <p(x) will be denoted by {x:cp(x)\. The notation 
{ } will also be used to denote sets whose elements are those which are 
contained in the brackets { }_. The set {X: X^kS; X  =  t) will be denoted by 
[5]( and the set {АГ:ЛГ<=5; S <  t) by [5] \

For the study of the set-mappings we introduce the notations (m, n,t)->-p 
and (m, n, <t)-+p  to denote that every set-mapping, defined on 5  (S = m ), 
of order n and type t (or < t, respectively) has a free set of power p. In 
the opposite case we write (m, n, f) —\-*P and (m, n, < t) -r*p, respectively.

3. A short summary of the principal results and problems. As a
first step we show that if the type t of the set-mapping is infinite, one can 
never assure the existence of a (non-trivial) free set, even if the order of the 
set-mapping is 2, in other words we shall show that for every m and t ^  X0, 
(m, 2, t) —К t. (From this it is easy to deduce that (m, 2, < t) —1- X() for t> X„ 
(see Theorem 1).)

Thus we can expect positive results only for (m ,n ,k ) —>p and 
<m,n, < X„) -» p, for simplicity we write (m, n, a>) —>p  instead of (m, n, < Xn)—1yP-

For the symbol (m, n, p  we obtain the following negative result: 
Let m < X<a, then (m , 2, от) —->- X„ (see Theorem 2).

2 See [3] and [4j.
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Then we prove the following surprising result: (**) Let m be strongly 
inaccessible and n < m, then (m, n, со) —> m (see Theorem 7).

The simplest unsolved problem here is the following:

P roblem  1. (XM, 2, to ) -*•&?„?
(It is easy to see that (Xw, 2, со) Ч-* X,, this easily follows from 

(m, 2, (o) —f*- X„ for m < X„>).
The problem of the set-mappings of type со is closely connected with 

a problem considered by E rdős— Ra d o :
Can one split for each к (1 Ш к < Xo) the subsets of к elements of 5 

into two classes so that if S ^ S  (6\ iS X0) is an arbitrary infinite subset of 
S, then there always exists a к such that has a subset of к elements in 
both classes?3

By the methods used in this paper we prove that if m is less than 
the first strongly inaccessible cardinal mu, ma > Xo, such a splitting is possible, 
but if m is strongly inaccessible, m > X„, then there always exists an 
S ,^ S ,  5i =  m, such that for every к (1 ^ArcXi.) all subsets of S, having к 
elements are in the same class (here we have to use (**)). (See Theorem 9.) 
By the symbolism introduced in [6] these results can be expressed in the 
form:

m —к  m  s" if m is less than the first strongly inaccessible cardinal 
m„ > X, and

m -*(m) >0 if m is a strongly inaccessible cardinal, m > Xo-
For the set-mappings of finite type our results are more complete.
For the set-mappings of type 1 we already stated that (*) (m, n, 1 ) —-m  

for n < m and m ^  Xo-
For strongly inaccessible cardinals m we have (m, n, w) —► m (**) and 

consequently (m, n, k )—* m (n < m) for every к too.
If m =  X<r, where a is a limit number (but we assume that X« is not 

inaccessible), we can prove, using (*), that (m, n, k) —<• m (n < rn) (see Theo
rem 8).

Thus in these cases the exact analogue of the results of Ruziew icz  for 
k =  1 holds.

If m --- Xa+i, the analogue of the conjecture of Ruziew icz  fails already 
fo r/f^2 , i. e. we shall show that (Х«+/. ъ X«, k ) - Ĵ k +  1 for k =  1, 2 ,. . .  (see 
Lemma 2).

On the other hand, we can prove that (*) (X,t+;., Xa, k) —>- X«+i (see 
Theorem 3).

3 See [5].

8 Acta Mathematica IX/1—2
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Thus we know that the smallest m, for which the symbols (/?г, X«, A:)—► 
-»N o,..., (яг, X«, к)-*  Kc+i are true, is Xa-ot, but, on the other hand, we do not 
know the greatest p for which (Ха+ю X„,Ar) —>■ p is true. We can prove only 
the following negative result: (*) ($ lc+k, X«, к) 4 -  S*ahfc if к ^  2 (see Theo
rem 5).

So the simplest unsolved problem here is the following:
P roblem 2. (Хз, Ко, 3) —► К ,?
((Хз, Nn, 3)->-Xi is true and (X3, X0,3 )-> X 3 is false.)
For the set-mappings of finite order we have the following results: 
If m is infinite, then (яг, / +  1, к) —► N, (see Theorem 10) and 

(*) (Ka+fc-i, / +  1, k) —>► X« for A: =  1 ,2 ,. . . ;  / = 1 , 2 , . . .  (see Theorem 11).
We have no negative results corresponding to the result of Lemma 2, 

but we know that (*) (X«+i, 2, 2)-+*X«n (see Theorem 5).
The simplest unsolved problem here is the following:
Problem 3. (Х2, 2, 3 )—► X>?
((Xa,2, 3)->-X„ is true, (X,, 2, 3)-> X3 is false.)
We investigate separately the set-mappings defined on a finite set 5. 

We have the following result: If p, m, l and к are integers and p{m,l ,k)  
denotes the greatest integer p for which (m, l + 1 , k) —*■ p is true, then

7c+l к
сг fm  < p(m, l, k) < c2 f  m log m

where the positive real numbers ^  and c2 depend on к and /.
The following problem arises:
Problem 4. What is the exact order o f magnitude of p (m, /, k) ?

4. Proof of the results. We
our symbols:

If m < m' and (яг, гг, t) -*P,
If n < rí and (яг, n’, t) -*P ,
If p < p ’ and (яг, я, t)

enumerate some simple properties of

then (m,' n, t)—yp. 
then (m, n, t) —*• p. 
then (m, n, t) —*• p.

Similar theorems are true for the symbol (яг, n, <t)~* p and we also
have

(,m,n, t)-+p  and (m ,n ,< t ) —>p if / < / '  and (m,n,<t ' ) -+p.
In what follows we shall use these theorems without references.
Lemma 1. Let S be a set, S t ш There exists a function g(X)  

defined on the set [Sf which satisfies the following conditions:
(1 ) g ( X ) c z X ,  (2) g ( X )  =  t, (3)g(X)=\=g(Y) if

4 This construction is due to J. N o v a k .
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P roof. First we prove the existence of such a function in the case 5  =  t .

Then [5]' =  2'. Let Í2 denote briefly the initial number of 2l, and let 
{Xr }v q be a well-ordering of [5]' of type Í2. We define the function g(Xv) 
by transfinite induction as follows: Let g(X0) be an arbitrary proper subset 
of power t of Xr>. Suppose that g(Xu) is already defined for all ц < v  where 
v<£2.  Then {g(Xfl)}li<v <2* and, on the other hand, [ХГ\  — 2К Thus 
there exist proper- subsets of power t of X r different from all g (X ,,) for all 
iu < v. Let g(Xv) be such a subset of Xr with the smallest subscript. Thus 
g(Xr) is defined for all v < Í2 and it is obvious that conditions (1), (2) and 
(3) hold.

Now let us consider the case_S> t. Let M be a maximal subset of [5]‘ 
such that X  = t for every X^M  and X- Y < t if X, Y are two distinct elements of M. 
(The existence of such an M is assured by Z o r n ’s  lemma.) Let {Ya}a<i be a well
ordering of M. Since Ya =  t for every a<  x, we already know that there 
exist functions g a(X) defined on the set \YaY satisfying the conditions (1),
(2) and (3). By the definition of M there exists an a (a < x), for every 
X $ [5]L for which X  Ya = t .  Let «(A”) denote the smallest « for which 
X- Ya =  t.

We define g(X)  as follows:
g(X) =ga(X)(X- Ya{X)) +  (X--T«(X)).

From the properties of the functions g a(X)  it follows immediately that 
g(X)  satisfies the conditions (1) and (2).

We have only to prove g-(A'1) =\=g(X2) for Х ,ф Х  where X t, X2£ [S]L 
We distinguish two cases: (i) a(XY)= a(X2)= a, (ii) a(X,) ф а ( Х 2).

(i) Then either Хг-Уаф  X.yYa or Х л — Ya=\=X2— Ya and therefore
either T«) =j=g-a(AT Ka) or X1— 7«=)=%,— Ya, hence g(XJ  ф ^ (Х 2).

(ii) We may suppose а(Хл) <a(X.2). Then, by the definition of a(X),
g(X{)- Ya<Xl) = t  and g (X 2y  Y„(Xl)<t, 

hence g ( ':’,) ф ^ (Х ) . Q. e. d.
Remark. In case S>t, we can prove with a slight modification of the 

construction the existence of a function gi(X)  defined on the set [S]‘ satisfying 
the conditions (1), (2), (3) and the following condition too:

(4) For every Y  £ [,S]* there is an X  £ [5]' for which Y =  g 1(X).r'
We can not solve the following problem:
P roblem  5. Let S be a set, S>  ts= SV Does there exist a function 

g.,(X) defined on the set [S]' satisfying the conditions (2), (3), (4) and the 
following stronger condition (Г) instead of (1):

ь See E rdős— F odor—Hajnal’s forthcoming paper.

8*
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(Г) For all X£[S]' and X —g(X )  t?
T heorem 1. (m,2,t)  - t  i f  (m, 2, if f>X „.
We shall only prove the first statement;'the second is a consequence of it.
P roof. Let 5  be a set, S = m ^ t .  We define a set-mapping f ( X )  of 

S  of type t and order 2, having no free sets of power t. Let g(X)  be a 
function defined on the set [5]' satisfying the conditions (1), (2), (3) of 
Lemma 1. We define the set-mapping f{X)  as follows: Let X  be an arbit
rary element of [S]'. If there is a P£[S]' for which X= g(Y) ,  then by con
dition (3) this Y  is uniquely determined and by (1) the set Y— X  is not 
empty. In this case we choose an element * of Y— X  and we put f (X )  =  {x}. 
In the other case we put f (X )  =  0. It is obvious that f (X )  is a set-mapping 
of vS of type t and order 2.

If X„ is an arbitrary element of [5]', then by (1) and (2) we have 
g(X0)c:X0, g(X n) £ [5]'.

By the definition of f ( X ) , f (g ( X n)) X„ =  {x„} 4=0. It follows that X0 is 
not free. Q. e. d.

We need the following lemma:
Lemma 2. (Ka+* .,, X« , k ) - - > k + \ ;  (X«+*, X«, к) к 4 - 1 ( k =  1 , 2 , . . . ) .

Lemma 2 is another form of a theorem of Kuratowski—S ierpinski 
proved in [7]. Therefore we omit the proof of it.6

The proof of Kuratowski shows that the first part of Lemma 2 is true 
in the following stronger form too:

Let S be a set of power X„u- i and (x,.}r ша+к_1 a well-ordering of S 
of type toart-i. One can define a set-mapping f (X )  o f S  of type к and order 
X«, having no free sets of power k +  1 and satisfying the following condi
tion: (1) For every {xVl, . . xVk} £ [S]fc, xy ^ f{{xVl....... x,.J) implies that
у < Max (i'i, . . . ,  г*).

T heorem 2. (m , 2, w) -  i- X.» i f  m < X«.
P roof.7 Let 5  be a set of power X„ (k 1 ,2 ,...) ;  {x,.)> Mfc a well

ordering of S and f (X )  a set-mapping of S of type к and order X; satis
fying the first part of Lemma 2.

6 The equivalence of Lemma 2 and of Kuratovski’s paper [7] may be seen by using 
the following idea. The splitting of Z "+1 in [7] induces a set-mapping /(x 1(.. . ,x „ )  as

follows: /(x t , . . . ,x „ )
(«1....* „) fc=1

runs over all permutations of the numbers 1,. , n.
0 is  due to  ]. S urányi.7 The idea of this proof for the case к
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We define a set-mapping g(X)  of 5  of type со and order 2 as follows: 
Let X  be an arbitrary element of [SJ ‘4o and {f;(X)}< ,0 a well-ordering 

of type со of the set /(W). We have two cases: a) X  has at most к elements. 
Then we put g(X)  =  0. b) X  has more than к elements. Then X  has the 
form {xn xVli, xVk+1, Xrk+,} ( i’i < vj for / < j).

Let g(X)  =  {f;({xVl, . . . , x Vk})}.
Since g ( X ) X =  0, by condition (1) of Lemma 2, g(X)  is a set-map

ping. It is obvious that g(X)  is of type со and order 2. We have only to 
prove that g(X)  has no infinite free sets.

Let Y  be an arbitrary infinite subset of 5. Then there is a subset 
{XvJs -a, of Y  such that vSi<vH for Sj < s 2. The set-mapping f (X)  has no free 
sets of Лг —(— 1 elements. Therefore there is an i (0 ^  i Ш k) and an l < со such
that

Xvr-M{Xv0> •• J)-
Let Wo denote the set {x„0, . . . ,  xVj ; , x„.+, , . . . ,  xVk+l}. Then Wo £ [5] ‘v", W0 c  Y 
and by b) g(Xa) =  {xVi}. Thus .g(Wo)-Y =  {x,,.}=j=0; hence Y is not free. 
Q. e. d.

Lemma 3. If  [S]t+1 =  lr and S>b$ail:, then there exists a subset
V 0Ja

So of S and a r0<coa such that [S(,]';+1 <= /,.„ and So Ш X„,i (k =  0, 1,2,. .).8
P roof. Without loss of generality we may assume that the sets Iv are 

mutually exclusive.
We prove the theorem by induction on k. In the case к - 0 the theorem 

is obviously true. Suppose now that it is true for a certain к and let 5  be 
a set satisfying the following conditions:

О  $>Ь«а,ш , П  [S]*+2=  2  Iv, C ) I v , I v =  0 for г , ф г ,
r« o „

Let Xo, . . . ,  xk be k + \  arbitrary elements of S. We split the set 
5 —{x0, . . . ,  x,£} into classes. The elements x and у belong to the same 
class if and only if there is a v < coa such that {x, Xn, ...,x * } € /„  and 
{y, x0, . . . ,  xk) £ It follows from the conditions (") and ("') that this really
defines a splitting of the set 5 — {x0, . . . ,  xk} into classes. Let Qßi denote 
these different classes where ß\ runs through the ordinals less than coa. We 
select an element x^ from each of the non-empty classes.

Suppose that we have already defined the classes Qßv..ßfl and the ele
ments xßi...ß for ^< Я . Let be a sequence of type l  of these ordi-

8 This theorem is proved in [6]. By the symbolism introduced there the theorem 
can be expressed in the form : If m > b^  k , then m -* (Ka+l)K„ •
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nals. Let us consider the classes

I l Q Pi- ■{Xo,...,Xk.Xßl. . .  Xßfl} ^ K =  Q'{ß,i}fL. x •

We split these classes into subclasses as follows: The elements 
x, у  of Q i ^  x are in the same class if and only if for an arbitrary 
A £ [{xo,. . xk, xßl... ^}M<x]'t+1 there exists a r < m a such that the sets 
{х}4-Л, {y}-\-A belong to the same class Iv. It follows from the conditions (") 
and ("') that this really defines a splitting of the class x into sub
classes. Let Qßl.. Pfj. ßx denote the classes thus obtained where ßx runs over
the ordinals less than a certain initial number. We select an element Xpl...ßx 
from the non-empty classes Qßi...px.

We shall prove that there is a sequence {A}*.<ßxa k for which the ele
ments xPi...px are really defined. First of all we prove that ßx < Í2xa;í£+1 for every 
Я < ßxa4  ancI for every sequence {.őjj x, i. e. at every step in our process 
the power of the set of all non-empty subclasses of the class Q'^.-.p^...}^ x 
is at most fba>fc+i .  Namely, we can obtain these classes as follows: First 
we split the set Q j^ . ..plL.. w  x corresponding to an element A of 
[{xo,'. . . ,  Xtc, x^... <3̂  into X« classes and then we say that x and у 
belong to the same class if they belong to the same class for all A. On the 
other hand, Я ^ й Хя,к and so [{x0, . . . , xk, xßl ..TpJ^Tj*1 -  bHa,*. Thus the

is at mostpower of the set of all non-empty subclasses of Q{pp}IL k 
_2*a'k =  b
Let Ax denote the set of all sequences {ßß}ß<x- 

proved we have
By the result just

A x ^ b k 2 Ьй а ,к -  , к =  k+i if l  <í2$a, le

het Sx denote the set 2  {Xo, •. Xk, xßl...ßJ  x. If я < Q i ík, then 
{Pß}ß<X €

Sx =  Ax-2, " b$ fc+i.
It is obvious from the construction that S  =  Sn

+ v
{ßx)x<Q+atk e AQ+atk >- Q)a,k

( / /  Qßi-.-Pi) and So*4̂- k a ’ V  Sx.
Sa, к

Therefore öq+ £2$a k ■ b$a, M  g ö  -a M  • It follows by condition (')
that there is a sequence {/%.}>.. ß+ k for which Ц  QA,..^ is non-empty. Thus

* n '  W 4 -X ß ̂  jc Set >,c
Qpt... Px is non-empty and therefore xßl...px is really defined. It is obvious 
from the construction that if Я1Н=Я2, then X p t . . . px =%=Xpt . . . p ^ .
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For the sake of brevity let xM  denote xßl ßk. Then for the set 
Si =  {Хх}л<й£а1 k we get 3>!>6ха,*. If {x^ , . . . ,  XxJ is an arbitrary subset of
£ + 1  elements of the set Si, then by the construction there is exactly one
v < coa such that {xx0, . . . , X x k , x?.} £/r for every A> Max(A0, If). In this case 
we say that {xx», Xxfc} isan element of I f  It is obvious that [Si]fc+1=  КV < Oia
and I f ■ I f  =  0 for v\ ф  v2■ Thus by the induction hypothesis there is a set 
So £  Si and a v0 < wa such that [So]A'+1 <= If, and So ^  X«+i.

But if {xx0,. . . ,  Xxfc+1} (Ao < • •• < AÄ+i) is an arbitrary subset of k-\- 2 
elements of the set So, then{xx0, . . Xx J  g K0 and therefore {xx0,...,Xxt+1} CT-, 
i. e. [So]A+2c  . Thus we have finished the induction, and Lemma 3 is 
proved. Q. e. d.

Lemma 4. Let S be a set, S /л=ёХо (n < m) and f ( X)  a set-mapping
of S  of type 1 and order n. The set S is the sum of at most n free sets.

Lemma 4 is a theorem of G. Fodor.9 
(*) Theorem 3. (Xa+t, (k --- ----1,2,...).
Proof. Let S be a set, S =  K«+it and f ( X)  a set-mapping of S of type 

к and order X«. We have to prove the existence of a free set of power 
X«+,. For Ar=l the theorem is well known. We shall suppose k>  1.

/({xb ..., X,,}) will be denoted briefly by /(x i, . . . ,xk). Let {xb ..., xfc_i} 
be an arbitrary element of [S]fc_1. We define the set-mapping grl ,...,Tk l (X)  
of the set S— {xb . . . ,x*-i} of type 1 and order X« as follows:

For every x £S — {xb . . . ,  xk-i} let ^ 1...Jt.1({x})=/(X i,...,xi-i,x). 
By Lemma 4 S — {xlf . . . ,  xfc_i} =  ^ S . ' . . . ^  for every xb . . . ,  x*_i, where

v < a a

the sets S ’’, . . . X k _ x are free sets of the set-mapping g n . . .  for every
v < o)„. We may suppose that Sff ..xk_1-Sf‘...x1c,1 — 0 for Let
{xM}M a,a+k be a well-ordering of S of type coa+;£. Let {x,M>.... xßk} gk)
be an arbitrary subset of к elements of the set 5. We split the set [S]fc into 
subsets I(n ...Vk) where the symbol (Ф .. - vk) used as subscript consists of к 
ordinals less than w„. {xUl, . . . ,  х^}£/(П ...Vki if and only if хн £
£S llßi ...Xfl._iV .+i ...Vä for every / ( l ^ i ^ k ) .  Obviously

[S]k=  hvi — vp.
0'i - vk> —>*)

The set of the symbols ( ф . . .  vf) is of power X« and by (*) S > b ita,k-i, 
thus by Lemma 3 there is a subset So and a symbol (У/. . .  У) such that 
[So]'- — /(r?... vk) and So =  Na+i •

119

» See [8], Theorem 1.
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The set So is free. It is sufficient to prove that if {xM , . . . ,  xMfc} 
(.mo < • • • < Ик) is an arbitrary subset of k -\-1 elements of the set So, then 
X„t $/(*„ 0, ■ ■ •, xllk) for i 0 , . . . ,  k.

In fact, for example, in the cases/=}=0 we have {хЦ(|,.. . ,  x„t l , x,,(>|,...,
€ / ( „ « and {x^,  . . . , x N_2,x^, . . . ,Xak} € / ( „ « and therefore

consequently (x%l_1}) =
Z== f ( x f t 0 > • •  • >  X p i - 1 9  • • • »

We have similarly in the case / =  0 that x„0 ,Mjk. ({xMl}) =
= f i x ,,, , . . . ,  x^fc). Thus we have proved that there is a free set So of power
X„n . Q. e. d.

(*) T heorem 4. The smallest in for which the symbols (m, H,,,k) —> K/s 
( O s ^ K - f  l) ore frae is Ка+и.

Theorem 4 is an immediate consequence of Theorem 3 and Lemma 2. 
(*) T heorem 5. (&,+*, X«, k)-f* H„+k if к ш 2; (K«+i , 2, 2) -r* X«+i. 
We shall only prove the second statement, the first is a consequence 

of it. We have stated the first one explicitly, to make Problem 2 clear.
Proof. Let S be a set, S = X a-i. We define a set-mapping of S of 

type and order 2 which has no free set of power Xa+i. Using (*), we have
4 4

[S] "=- КЙ+1 =  X«+i. Let {xv}r <ja+1 and {Xv}„ ,„a+1 be well-orderings of 
type соои of the sets S and [S]s«, respectively. We define the sets S,. =  

(x„}u and [S]r" — {Xu: X^ <= S,.; /<<»'.} Then Sr s  X« and [SJÍ“^  X« for 
every r< (o a+i. Let {x?}£. ,oa and {Xf}t<0>a be well-orderings of type w„ of 
the sets S,. and [S],.e, respectively. We can choose a sequence {та}а, Ша 
(tv, < То.2 if Oi < g2) in such a manner that This sequence may be
defined by induction. Suppose that we have already defined x f ,  for every 
o' < a, then the set {x!\}<r'<cr has a power less than Xa and the set Xf,  being 
an element of [5] “, has an element x \ different from all x f ,  (o' < a). Let та 
be the smallest r  for which x'i^X'f and x \$ {x r,o) a'

We define the function g(x^.,xv) for // < r<coa+\ as follows: We define 
g(x t ,xv) for every fixed v<a}cc+i and for all r  <i»a. If r  is an element of 
the set {Tv}r<Coa, we put g(Xt, x„) =  xM() where ,m0 denotes the smallest ordinal 
number ц for which x„. £ X f  (г  T(r,x„=f= xv, xu ±  хГст) and put g(x(, xv) =  Xo 
in the other cases.

Thus we have defined g(xß, x t)  for every y< r< a > a+i. We define the 
set-mapping f ( X)  of the set 5  of type and order 2 as follows:

If {xM, x,,} (и < v) is an arbitrary element of [S]2, we put /({xu, x„}) =  
= {^(а> ,хг)}.
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We have to prove that there is no free set of power Xa+i . Let So be an 
arbitrary subset of power Xa+i of S and Só a subset of So such that So' =  S«. 
Then there is a v <  coe+i for which So' =  X v and a vo>v  such that 
X v £ [S]*“ and xV(J £ So. Then, by the construction of the function g(xß,x,), 
there exists a po < vQ for which f  X v and g(x,ÍQ, x v̂  ^ Xv. This means 
that (xMo, x,_o} c  So and /({лф  x„0})-So =  x,.0})}=|=0, consequently
the set So is not free. Q. e. d.

(*) T heorem  6. I f  a is an ordinal number of the second kind and N„ 
is not inaccessible, then (X„, N,?, k) —>-X« for every ß <a ( k = \ , 2 , . . . ) .

P r o o f . We prove the theorem by induction on k. For к — 1 the 
theorem is well known.10

We shall now prove the theorem for к = 2 .  Our proof shows clearly 
how induction works in the general case.

Let S be a set of power N„, f ( X)  a set-mapping of S of type 2 and 
order Hß. Let т be the smallest ordinal number for which K« 4  X;r

< ßv < a  if p < v). By the assumption of the theorem -r < X«. Since ß< a, 
we may suppose that ß-\-2<ßv for every v< r .

We define X7y as the sum Xp . We may also suppose that 
üßv ^  K7j, +  3 and that every ßv is of the form 7 +  5 where s l 3 .

By Theorem 3 every subset of power of the set S contains a free 
subset of power Xßr. So we may select a sequence * of the subsets
of 5 which satisfies the following conditions:

(1) S r =  üß,,; (2) S,. is a free set; (3) S,., • S,.2 =  0 if то ф  »0 •
Put =  By (1) and (3) Fv S \r . Thus [FVj2 =  Nyv, conse-

/1- V

quently V  /(20  =  Ky К« =  K7 < Hß . Therefore we may suppose that
A" 6 IF',.? V V

(4) f(X)-Sv =  0 if 2 ф [/у ]2.

Let 5° denote the set If X  £ [5°]", then X = \ x , y } .  In what
v<z

follows f (X)-S°  will be denoted by f x(x,y). Suppose now that x ,y  £ S r - Then 
fi(x,y)-Su==0 tor p > v  by (4) and for p = v  by (2). Thus f ( x , y ) ^ F r and 
since /, (x, y) < N3, /, (x, y) £ [Fv\  *ß.

We split the set [S„]2 into classes. The sets {xi.yi} and {*2, 72} belong
to the same class if and only if f i(x\,yi)=f\(x->,y 2). Using (*), we have
[Fv] =  K7£ ^  Ny„+i ^  K^-2- Thus, by Lemma 3, there is an S,',c=S,.

10 See e. g. [1].
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(S'r ^  Üßv-i) such that for every x ,y £ S ; /i(x, y) is the same subset of Fv. 
We define Si  as follows: S l = S v— 2  fi(x,y). It is obvious that

f*>*» {r, y}<=s'ß

2 f \  (X, y) g  T • X X*r- 2 < X*„ -1
f i> v , {x , > } c s ' 

and therefore we have
(5)

Let 5 ' be the set 2  S i. By the construction of S i we have
v <x

(6) f l (x,y)-Sl =-- 0 if x, yZSj,  for every v < r.
Let FÍ be the set 2 Sl.  We define the set-mapping gy({y}) of the set

p<V
S i  of type 1 as follows: For every element у  of Si  let g r({y}) — 
=  21 f i(x,y)-Sl.

i f r 1V
We have

v  M x ,  y) =  f I- X, т x7r • x, = XV.
tG-F1

Thus the order of the set-mapping gv({y}) is less than X̂ -i- By the case 
к  = 1 of Theorem 3 there is an S l'— Sl (S i X,?„-i) such that S; is a
free set of g v{{y})-

Let 5 ~ be the set 2  Sv and Fl the set 2  ■ We have by the
• r 2 v<.%construction of Sr

( V — Xp„-i.
From (6) we have

(8) M x ,y > s 2 =  o if x, у d S ‘t  for every v < t ,
and from (4), by the construction of S Í, we get

(9) M x,y)-  2  =  0 if x £ Fl and У 6 Fl or у £ Si

Put f,(x, y) =fi(x ,  y)-S2.
If x £ / v  and у £S l ,  then, by (9), / 2(x, y ) ^ F l .  We split the set Si 

into classes as follows: у and z  belong to the same class if and only if 
M x ,  y)=- f>(x, z) for every x £ /v .

We can obtain these classes as follows: First we split S i  into classes, 
corresponding to every X o £ / v ,  s o  that у and г  belong to the same class 
if /o(x0, y) = /a(xo, z) for this x0 and thus we obtain at most [/v]<Xfi =  
^ X 7£^=N7y+1 classes, since / 2(x, y) £ \Fl]<yß. у  and г belong to the same
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class if they belong to the same class for all x0. Therefore we have split the 
set Sf. into at most classes, consequently, by (7), there is a subset
Sr of power X/3y-i of Sf, whose all elements belong to the same class. It 
follows that

(10) 5? =  К,Г-1.

Let S'J be the set V  SÍ and Ft the set S f  If
v<  г P-<fv

(11) x£F't, y, z £ St,

then, by the construction of S ’i, f>(x, y) =  f ( x ,  z). Further, by (8),

(12) f,(x,y)-S '' 0 for x , y i  St-

We define the set-mapping £-o({x}) of the set S'J of type 1 as follows: 
For every x £ S 'J there is exactly one v <% for which x £ S l .  Put 

g-,,({*}) =  f 2(x, y)-S'] for all x £ S 4 where v is the ordinal number
^>r>vesl _____

for which x £ S t-  It follows from (11) that go({x}) ^  т-Хр < X«.
The set S3 has the power X«. This is true because by (3) the sets Si 

are mutually exclusive and by (10) 5 3 =  X/?.,,-1. Thus, by the induction hypo
thesis, i. e. by the case к 1 of our theorem which is already proved, there 
is a free set S 4 of ^ 0({лг}) such that S 4^ S 4 and S4 = X«. Let Si be the set 
S4-St. Then S* =  2L S}. If x, у £ 5 4, then there is а ц and v such that л: £ Si

V l
and у £ SÍ. We may suppose that ,« ^  r. Obviously, /({x, y})-S4 = / 2(x, y) ■ S 4 
and, by (12), f>(x,y)-S* =  0 if n =  v. Further / 2(x, y)<^£o({x}) if n < v . 
Therefore / 2(x, y )S 4 =  0 in this case too, since S4 is a free set of £b({x}). 
Thus S4 is a free set of power X« of the set-mapping f(x). Q. e. d.

In the proof of Theorem 6 we have made use of the assumption that 
X„ is not inaccessible. In the case when X« is inaccessible, we can prove 
(X«, Xp, k) —► X« (ß< «) only if we use (**)• But using (**), we can prove 
the following much stronger result:

(**) T heorem 7. I f the cardinal number X« > X,> is strongly inaccessible, 
then (K„, X/j,G>)-*X« for every ß < a .

Proof. Let 5  be a set, 5  =  Х„ and f(X )  a set-mapping of 5  of type 
со and order X,?. We have to prove the existence of a free set of power X«.

Let f ( x i , . . . ,  xk) denote briefly / ( { x i , . . . ,  x*j). Let ,u(X) be the two
valued measure defined on all subsets of 5 the existence of which is assured 
by the hypothesis (**).
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Let {xi, . . . ,  Xi,} be an arbitrary element of [5]1 and у  £ 5. We define 
the set 5 Д as follows: Let
( 1 )  S*1...xj£ =  { J c : y ^ / ( x : i , . . . > JCfc, x ) ;  х ф х .............. х ф х ф

We define the set-m apping/'(xi,. . x,.) of the set 5 of type со as follows: Let
(2) / '(x i , . . . ,x * )  =  {y:i<(Sj-'1...,fc) =  l} for every {xb . . x*} € [Sf.

We call / '  the derived set-mapping of /. First we prove the following 
lemma:

(3) If f  is an arbitrary set-mapping of S o f type со and order (ß< ct), 
then the derived set-mapping f  is o f order ü ß too.

To see this assume / '( x i , . . хк) Ш üß for a certain {x i,. . x,}£ [5]fc. 
Then there is a set Y (Y  = N-?) such that Y ^ f ' ( x i,...,x ,.) . Let {yr}r be 
a well-ordering of Y  of type coß. For every v<coß, by (2), p{Svrf...rk) =  l 
and therefore /<( П  5ГГ..,,) I, since ß < a  and the measure ц is ad-

v' °>ß
ditive for less than summands. Thus the set П Sfr... . is non-empty;

V  ß

let Xo be an element of it. Then y v g  f{ x \ , . . xk, Xn) for every v < o ) ß, there
fore Y /(x i , , xk, xo), consequently /(x  i , . . . ,  xk, Xn) i? Nß. This is a 
contradiction, because /  is of order N;. Therefore / '  ( x i X / , )  < S ß for 
every {xi, . . . ,x ,K  [5]'\

Now we define the set-mappings f ( X )  of 5 by induction on /.
Put / n ( x ) = . - / ( x )  and f+\(x)1 -fí(x). We define 5ф',..,(. writing f ( X )  in

stead of f(X )  in (1).
(4) The set-mappings f ( X )  of type со are, by (3), of order ü ß.
Now we define a sequence {x,,},. ,.jn by induction as follows: Let Xo 

be an arbitrary element of 5. Suppose that we have already defined the ele
ments x„ for all ,m < v, where v < coa is a given ordinai number, such that 
x„ £ 5.

Let S 1’ be the set {x,,}„ and 5 Г the set 2  f(X ) .  We

define the sets .S':', as follows: Let

(5)
1 0

rk Íf
if

.« (S ' ;U )  =  o, 

.0(5;;:..,,) l.
Let further S f  be the set V Sx{...Tk. It follows that S' Ш v < X„

and 5Г si v • X« • üß < X«. From (5) it follows by the additivity of the 
measure that ^(Sl') 0. Thus the set 5 — is of measure 1 and
therefore it is non-empty. Let xr be an arbitrary element of it.



ON THE STRUCTURE OF SET-MAPPINGS 125

Thus we have defined xv for all v < coa and it is obvious from the 
construction that x,,=j=xM for v =f= u. Therefore the set Si =  {xv}v<a>a is of 
power K«.

We define the set-mapping g-({x}) of S, of type 1. Let ^({x}) =
CO ____________

=  ^ f ' ( x) 'S  1 for every x £ S ,.W e  have by (4) that g-({x}) ^  N„-N0, i. e.
7=0

_§•({*}) i s  o f  o r d e r  T h e n ,  b y  a  t h e o r e m  o f  E r d ő s  a l r e a d y  c i t e d , 11

t h e r e  i s  a  f r e e  s e t  5 ^ 5 ,  o f  p o w e r  S a o f  t h e  s e t - m a p p i n g  ^({x}).
We shall prove that S-, is a free set of the set-mapping /(x) too. Since 

S.,^lSu S, has the form {x,.Ju . If S, is not a free set of f(X ), then 
there is a subset {хГ(И£|, . . . ,  xy } (go < • • • < Ик) of So for which xVflj € 
£/(x,V o XiV l, xV(j.+i, . . . ,xV/ii)  for an i (ОшШ ). If / k, then x,V; $ S ’v*, in
contradiction to the construction. Therefore we may suppose that i < k. But
/ < A-, then by the construction x,. (f 5-Гма. Thus " ) -----

H  vH " r N - i vN + r v »k - l
i.e., by (2),

x,. M x , x , Iх i

if
L

Repeating these considerations for f , / , , . . .  instead of /„, we obtain 
that / — 0 and

Xrß 0 Z A  i(x,Ml).
But this is a contradiction, because So is a free set of the set-mapping 

^•({x}) and fk~i(х,.и ( ^  ̂ ({хГм1}). Thus So must be a free set of /(x) and

S2 =  X„. Q. e.d. *•
(**) T heorem  8. I f  a is an ordinal number o f the second kind and 

ß<cc, then k )—+H„ for к l , 2 ,---
Theorem 8 is a consequence of Theorems 6 and 7.
Theorem 9.’2
9a) Let tn„ be a strongly inaccessible cardinal number, mn > N„, S  =  m0

and [5],c =  /* +  l-i for k =  l , 2 ,__  Then there exists a subset and
a series ..., where nk =  l , 2, such that S0 =  rn„ and [S]fc<= ltk for
every k.

9b) Let /72,, be the first strongly inaccessible cardinal number greater 
than Xo and m < m„. Let S be a set, S==m. One can define the classes 
11 , l'i for every к so that the following conditions hold:

4 See [1].
12 Theorem 9 gives the solution of the problem of P. E rdős and R. Rado mentioned 

on p. 113. The statement 9b) was first proved by G. Fodor.
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(1) / í - / |  =  o for £ = 1 , 2 , . . . ;
(2) [5 f  =  / í  +  / |  for £ = 1 ,2 , . . . ;
(3) for every infinite subset S„ of S  there is a £ such that neither 

[S„f<=/Í nor [S0f  c=/*.
P r o o f . The idea of the proof of 9 a )  is the same a s  the one w e  have used 

to prove Theorem 8. Therefore we shall only sketch this proof.
We define the classes i f 1, i f ’1 for every / < m by induction on l.
Put i f " - if, Io’̂  =  i f . Suppose that i f ,  i f  are already defined 

and let {x,, ...,Xjc} be an arbitrary element of [S]\ Put S f . .Xk =
=  {*:{x,.......xfc,x }£ /f+M} and S f  .*k =  { x : {x1}. . . ,  x*,x} € l f h’}. We shall
say that {xu . . . ,x k} O f H if and {х1г.. . ,х к}£1£1+1 if (S,2; !...>■*)=1.
Let wa be the initial number of m„. We define the sequence {x,,},. -w by 
induction. Let x0 be an arbitrary element of 5. Suppose that xß is already 
defined for all /t < v. For every l and X  (X  £ [{xM}M<r]' No) there is an 
n(X ,t) (n(X, /> = 1  or n(X, l) =  2) such that /*(Sx(X’!M) =  1. The set 

/ /  is non-empty and we define xv as an arbitrary
x€[W}i“<*'] ь'о;1 0,1,2,...
element of it.

Put Si =  {xv}v . ш„. We split the set S, into classes, x and у belong 
to the same class if and only if for every / < to {x} £ i f  holds if and only 
if { y } ^ l f  holds. Thus we obtain at most 2*° classes, and therefore there 
is a class S0^ S !  of power m0 which satisfies the requirements of 9a). 
Indeed, S0 has the form {x^} . Suppose that for a £ neither [S„] ^  i f  nor
[50]ac  i f . Then there is a set {xV f i i x, , ^} (^  < and a
set {xVfi, , . . . ,  xvf f (,hJ < • • • < ц ’к) for which {xVj, . . . ,  xVfiJ  £ i f 0 and 
{x^j, . . . ,x vf £ l f  \  Then, by the construction, (x,,^, . . . ,  x,Vj_ J ^ l f  1,1 and 
{xv /i,.  € i f ’ \  and finally {x,Vi} 6 i f  k~\ {xvf ( £ i f  k~\ but this,
contradicts the fact that xV/tj, xV/i, belong to the same class So.

To prove 9b) we shall first prove the following:
(i) If the statement is true for m=- X«, then it is true for m =  2*".
Let Si be the set {v}r (0a. Then Si =  and by the assumption of 

(i) one can define the classes if, i f  satisfying the conditions (1), (2), (3) 
of 9b) (with Si instead of S). To prove (i) it is sufficient to define a set S 
of power 2s’« and the classes i f ,  i f  satisfying the conditions (1), (2) and (3).

Let S be the set of all sequences {ev}v<0>a where e„ =  0 or e „ = l .  
Then S =  2s“. Let Xi, x-> be two arbitrary elements of S, Xi =f=x2, Xi =  {sl}v<u,a



ON THE STRUCTURE OF SET-MAPPIJ4GS 127

and jto =  {4}г<ша. Let г(хьХо) denote the smallest ordinal number v  for 
which

We define the usual lexicografical ordering of S, we say that Xi < x2 if 
and only if =  0.

Now let {xi, . . . ,  Xa} be an arbitrary subset of к elements of 5. We 
may suppose that X \ <  • • •  < x k . We write v i , . . . , v k i  instead of 
Г(ХЬХ2), . . . , v ( x k- i,Xk).

We define the classes I\, In for к 2 as follows:
(a) if Vi < ••• < v k- 1 or v i >  ■•• > v k- \ , then we say that

{X i,..., x*} $ p
J n

if {vu  . . . .  \
if {v! , . . . ,  vk.i} £ i t 1;

(b) in the other cases let {xi, . . . ,  xk} £ I\.
Obviously, conditions (1) and (2) hold for S,I\ and In. We have to 

prove that condition (3) holds too.
Let So be an infinite subset of S. It is well known that there exists a 

sequence {Xi}i<a)<=So for which either Xj <•• • < хг <••• or Xi > ••■> Xi > •••.
We shall define a subsequence {xis}s<ü) for which ^  < — < № , <• • • ,  

where [its =  v ( x i s , X js+ 1) .  Without loss of generality we may assume that 
Xj <• • • < Xi<• • •. Let v' denote the smallest ordinal number which occurs among 
the ordinals v(xt, Xv) (/ < со, l' < со, l =j= /'). Let /' be the smallest integer for 
which =  1 and let / be the greatest integer less than /' for which 
fy ==0. Put X(, =  X ( . It is obvious that v{xil,x r )  =  v' for every /" íé l' and 
v  {xv , Х г - )  > v' for l”, / ' ' íé If we repeat this for the sequence xv,Xv+\,... 
we obtain an element x ,2 and so on. The sequence {X (s }s < (J  satisfies our 
requirement.

In what follows we write xs instead of Xis and /us instead of nis. Let 
5' denote the a set {xs}s<w and Si the set {,иs}s<M.

If {.mSi , . . . ,  Psk_,} (ftSl < ■ ■ • < Hsk. i) is an arbitrary finite subset of Si, 
then {xSl, .. .,xSk_j, xsJ  with sk =  sk-i +  1 is a subset of к elements of S ' 
such that v(xSl,Xs2) =  fiSl, . . . ,  v(xSA_1,х ,к) =  р,к_1. This means by (a) that to 
every finite subset of к —1 elements of SI there is a subset of к elements 
of S ' such that the second belongs to I\ or to In if and only if the first 
belongs to l\  or to /2, respectively. But there is a A- for which neitherifc+i. ■Ins+i[Si'] с / , 1 nor [Si] ^ /2 and for this к neither [S'] + ^ /1  nor [S']
Thus the sets S, I\, In satisfy condition (3) too, and so (i) is proved.

Let coa0 denote the initial number of mo.
(ii) If a is an ordinal number of the second kind, a < ao and if the 

statement of 9b) is true for every m =  (/?<«), then it is true for =
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Proof o f (ii). If Sa is inaccessible, then it can not be strongly 
inaccessible, because 0 < « < « 0. Thus if X«. is inaccessible, then there is a 
ß < a  for which Xa g  2^, but then, by (i), 9b) is true for X«. Thus we 
may suppose that X« is not inaccessible.

Let 5 be a set, S = X a  and т  the smallest ordinal number for which 
Xa =  ^.X:j,r, ßvl <ßr2< K f°r »'i < »'г < T. In this case we have t <X„.

v<%

There is a sequence {Sv}v t for which 6’ SV, SVl-Sv,2 =  0 if r, =f= v-i and
_ v < x
5v= K ;j/. By the assumption corresponding to every set Sv (r<  t), we can 
define the sets l t ’v, i f v so that (1), (2) and (3) hold for Sv, l f v, l t ’v 
instead of S, it, it, respectively. Put 5* =  {v}v t . Then S* < X„ and we can 
define the sets //" , i f*  satisfying the conditions (1), (2) and (3).

Now we define the sets it, i t  for k =  1 ,2 , . . .  as follows: Let 
{xi, . . . ,  x*} be an arbitrary element of [S]\

a) If for every i (1 ^  i ^  k) x, £ SVl and v, =j= v, for every i =(= j, then let

i*i
if {Vi, . . vk }£ i f  *, 
if {vlt . . . ,  vk} £ l f  *•

b) If there is a r  for which {xi, . . . ,  xk} then let

( ( i i t  if { х ь . . . .х ^ К /i*’”,
,Xl....... It if {xi, . . . , x k} Z l f v.

c) Let {xi, . . . ,  Xi} £ i t  in the other cases.
It is obvious that conditions (1) and (2) hold for it, it-
Let S ' be an arbitrary infinite subset of S. Then either (o) S'-S*,=j=0 

for infinitely many v or (oo) there is a v such that SV S' ^  So-
If (o) holds, then there is a subset S" of S' such that S" is infinite 

and У '-5 „= 1  for every v. Then, by the case a), there is a A: for which 
neither [S"]*c/*  nor [ 5 " f c / | .

If (oo) holds, then there is a v and a subset S '"  of S' such that 
S " '^ S r  and 5 " ' §  К,,. Then, by the case b), there is a Ar such that neither 
[ S ' f c / f  nor [ 5 " f c / ‘.

It follows that condition (3) holds, consequently (ii) is proved.
The statement of 9b) is true for m X0-13
It follows from (i) and (ii) by transfinite induction that 9b) is true for 

every m =  X« where a < a 0.
Remark. In the proof of 9 b) neither (**) nor (*) are used.

13 See e.g. [5].
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Lemma 5. Let S  be a set, S  Ш No and [S]k+l =  I» + ---- L . Then there is
an i (0 =1 / /) and a subset So^S such that So iS No and [5o]i'+1 <~I, for
k =  0 ,1 ,2 , / =  0, 1,2.......

Lemma 5 is a theorem of Ramsey.14

T heorem 10. (m , / +  1, /r)-*-No if  т ш  No for 1=  1,2,. . . ;  k =  1, 2 ,... .
P roof. Let 5  be a set, S §  No and f ( X)  a set-mapping of 5  of

type к and order / +  1. We shall prove the existence of a free set of power No-
For every X  £ [S]fc the set f[X)  has at most / elements. Let /i (A'),_, f ( X)

denote the elements of the set f (X) .  (If f (X)  has less than / elements, then 
one element may occur more than once.)

Let us split the set [S]fc+I into the sum of the sets /о ,. . . , / /  as follows: 
If {xo, . ..,x*} is an arbitrary element of [S]fc+1, then it is an element 
of /, (for / = 1 , . . . , / )  if and only if there is a j  (0 ^  j  ^  k) for which 
X j= fi ({x0, . . . ,  X/-1, Xj+i, . . . ,x t}). If such aydoes not exist, then {хь, ...,x*} 
belongs to /о.

Obviously [S],i+1 =  AH------ V I k .

Let now S" be a finite subset of 5  and suppose that it has s elements.
If [S"]w ? / i  for some i ( 1 ^ / ^ / ) ,  then the set of subsets of S'' taken
Ar+1 at a time has at most as many elements as the set of subsets of S''

taken A: at a time. It follows that —( .̂)’ *• e- 5 =  2Ar+l. Therefore,
for every infinite subset S' of S, [S']fc+1 Ш /, for i =  1.......A:. Then, by Lemma
5, there is an infinite subset So of 5  for which [Ső]fc+1̂ /o , but then So is 
obviously free. Q. e. d.

(**) T heorem 11. (N*+i-i, / + 1 ,k)~*  N« i f  « is of the first kind; 
(Na, / +  1, Ar)->-Na if  a  is of the second kind ( / = 1 , 2 , . . . ;  A: =  1 , 2 , . . . ) .

The first part of the theorem is a consequence of Theorem 3. The 
second one follows for « > 0  from Theorem 8, and for a =  0 from Theorem 
10. The hypothesis (**) is used only in the case when N« is inaccessible. 

We have stated Theorem 11 explicitly only to make Problem 3 clear. 
In what follows let p, m, l and к denote integers.
T heorem 12. Let p (m ,l,k ) denote the greatest integer p for which 

(m, / + 1 ,  k)-*P is true. Then
k+1 к ___________

ci 1 m < p (m, l, k) < c21/ m log m
where the numbers ci and c-2 depend on к and l but they does not depend on 
m, and Ci > 0.

14 See [9].

9 Acta Mathematica IX 1—2
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t+!_
P ro o f . First we prove (i) Ci^m <  p ( m , l, k).
Let 5  be a set, S =  m and f ( X )  a set-mapping of 5  of type к and 

order / + 1.
If p is an integer for which there is no free subset of power =ép, then 

every [S]*’ has a subset F£  [S]fc+1 such that Y is not free. But if

F £ [S ]fc+1, then there exist in [S]p at most ^ jj  sets X  such that

Therefore there are at least ( p )f ( ^  \  j j  se*s ^  >n [5]fc+1 which

are not free. On the other hand, we know that there are at most | ^  j/ such 
F ’s and therefore we have

M
....Ур> . < i \ m \(m — k —p\ \ k )

\ p - k -  l j
It follows that for such a p

k+l_

c ]/'m <  p
for some c > 0 which proves (/).

7c

Now we outline the proof of (ii) p(m, l, к) < с-гУ m log m. Let S be a set, 
S  =  m and M the set of all set-mappings of S of type к and order / +1 .  
We define on M a probability field such that every element /  of M has the 
same probability. Let A be the following event: The set-mapping f ( X)  of 5  
of type к and order /+ 1  has a free set of p  elements. For the proof of (ii) 
it is obviously sufficient to show that the probability of the event A is lessк
than 1 if p^co.}[m \ogm .

The probability of the event that a given subset of p elements of S is 
a free set, is

m —p 
l

m — к 
l

(')

Thus the probability of A is less than 1 if
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It follows that there is a Co (ci =  c* (k, /)) for which the probability of A
к______

is less than 1, if p  =ё cs J/m log m.к
Consequently, p (m, l, к) < c° Уm log m. Q. e. d.

(Received 18 December 1957)
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GENERALIZATION OF THE INEQUALITY OF P. CIVIN FOR 
THE FRACTIONAL DERIVATIVE OF A TRIGONOMETRICAL 

POLYNOMIAL TO Lp SPACE
By

I. 1. OGIEWETZK1 (Dniepropetrovsk, USSR)
(Presented by B. S z . - N a g y )

In the paper [1] C ivin has generalized the well-known Bernstein theo
rems on derivatives of a trigonometrical polynomial on the fractional index 
of derivative.

The purpose of this paper is to obtain an analogous result for Lp space 
(p is 1), particularly, when the index of the derivative is integer, the paper’s 
results reduce to Zygm und’s known theorem (see [2]).

For a trigonometrical polynomial
n

T„ (x) =  (di: cos kx + bk sin kx)
£  A — 1

the fractional derivative of order a is defined as follows:

T“(x) =  cos ~  ka Ak(x)— sin T!'' У, ka В к (x)
Z  fc= l Z  к -1

where
Ak{x) =  ak cos кх + bk sin kx, Bk(x) =  ak sin k x — bk cos kx.

Let

ii/ i i p = |
-n

then we show the following inequality:

m \ P^ C {a )n a\\Tn^  (рш  1)

where C(«) denotes some constant depending only on a.
This inequality represents a generalization of C ivin’s inequality to which 

it reduces for p =  <x>.
The method of the proof is based on a devise related to the operation 

of convolution.
Let

Л

Fn(x )=  j T»(x + y)g(y)dy.( 1 )
- Л
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It may easily be shown that
n

(2) K { x ) = \ T U x  + y)g{y)dy.
— 71

From C ivin’s inequality (max j T“\ ^  C(a)na■ max |7 „ (x ) j)  and H older’s 
inequality we have, for p > 1 (since F„(x) is a trigonometrical polynomial of 
order rí)

|/7“(0)|=  m a x j / \ ( x ) | ^  С(«)л“ -т а х |/г„(х)| ^  C(a)na\\ Г„||р||^||р'. 
Hence on the class of functions g  for which í|ár||1>' =  l we have
(3) |F ,? (0 ) |^ C (« )n l7 „ ||P.
But if we write in (2) x =  0, then we get that on the same class of functions
(4) \Fn (0)| Ш H Tn\\v.
The inequality (4) is exact, an extremal function of this inequality being

Therefore

g(x)
[I Tn\p • sg Г”}

I 'T  ° * n
a ip-ln {p> \).

(5) | |7 “ ||p ^ C ( « ) n e ||7 11||J,.

If p — l, it may easily be seen that on the class of functions g  for which 
|^ ( x ) |^ l  we will have

\F"(0)| ш С(«)л°'|| 7,„||1
and

(4') \F„ (0)| =§ К r “||t
where we have an equality for the function g ( x ) :

g(x) =  sg Tű (x).
therefore (5) holds also for p =  1.

Since C(a) =  1 for integer cc =  k, (5) gives for those a
II 7t||p s  nfc|| 7„||p,

an inequality of Zygmund (see [2]).

DNIEPROPETROVSK STATE UNIVERSITY, 

SHEVCHENKO 59, DNIEPROPETROVSK, USSR

(Received 30 December 1957)
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ОБОБЩЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА САЙВИНА О ПРОИЗВОДНОЙ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА НА СЛУЧАЙ ПРОСТРАНСТВА Lp

И. И. О г и е в е ц к и й  (Днепропетровск, СССР)

(Резюме)

Для тригонометрического многочлена Тп(х) =  ^  (ак cos кх  +  bk sin кх)
* fc-i

дробная производная порядка а определяется следующим образом

где

Положим

T“ (х) cos V  ка Afc(x) — sin ~  V  ка В, (х),
“ к= 1 “ fe=l

Ак(х) - ак cos кх  -f- bk sin кх, Вк (х) ак sin кх  — bk cos кх.

1
II/. II I' \ i f d x V ,

\ -л
тогда справедливо следующее неравенство

II Ир =  С(а) Ла У Т",, ||р ( Р ^ 1 ) ,

где С (а) — некоторая постоянная зависящая от а а не зависящая от п и  р. Это 
неравенство является обобщением неравенства С а й в и н а, которому оно приводится 
для р -  ос.

Доказательство опирается на т. н. метод свертки.





IDEALS AND CONGRUENCE RELATIONS IN LATTICES
By

G. GRÄTZER and E. T. SCHMIDT (Budapest) 
(Presented by A. Rényi)

Introduction

One of the important tools of the lattice-theoretical researches is the 
examination of lattice congruences. In connection with lattice congruences 
arises the necessity of the examination of lattice ideals, for IQ — the kernel 
of the homomorphism induced by the congruence relation 0  — is an ideal 
(if it is any), and this ideal implicates a lot of properties of 0 .

In this paper our aim is to examine the properties of lattice congru
ences and the correspondence 0 —*/0. Our main tools in the discussion are 
two special types of congruence relations: the minimal congruence relations, 
induced by a subset of the lattice L, and the separable congruence relations, 
respectively.

In this paper we deal also with three problems of G. B irkhoff [2].1 
We prove a result of J. Ha shim oto  [14] (solving problem 73) in a new 
and more simple way,2 and get a new answer to the question raised in 
problem 72; this has more applications to special cases than the original 
solution of this problem given by T. T anaka [18]. We obtained a more 
general solution of problem 67 than J. Jakubik in [15].

The paper consists of four parts. In Part I we deal with congruence 
relations in distributive lattices. First we prove a theorem that describes the 
minimal congruence relations in distributive lattices. By the help of this 
theorem we get a good look at numerous properties of congruence relations in 
distributive lattices, all of which are able to characterize the distributivity of 
a lattice. We prove, finally, a theorem which is a far-reaching generalization

1 Numbers in brackets refer to the Bibliography given at the end of the paper.
2 In his cited paper J. Hashimoto deals with the representations (representation is a 

homomorphism of a lattice onto a ring of sets) of a lattice, and with topologies which 
are defined by special representations and inverse representations. Among the applications 
of these general discussions one can find the solution of problem 73. This explains that 
if we consider a single theorem independently of the others, then the proof seems to be 
rather difficult. It has some interest that while J. Hashimoto uses the Axiom of Choice 
during the proof, we succeeded in omitting it.
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of many known theorems (which are due to J. Hashimoto and M. Kolibiar), 
and contains the solution of G. B irkhoff’s problem 73 too.

In Part II we discuss with the help of the notion “weak projectivity” 
(introduced hy R. P. D ilw orth  [3]) the questions related to congruences in 
general lattices. After three preliminary lemmas we get an answer to the fol
lowing question: In which lattices is every congruence relation 0  com
pletely determined by the ideal IQ consisting of all x with x =  0? Further on 
we consider the least congruence relation ©[/] under which a given ideal 
is a congruence class. We point out that the correspondence / —>-0[/] is a 
complete join-homomorphism and in case of distributive lattices it is moreover 
an isomorphism. Finally, we turn our attention to some questions related to 
weak projectivity.

In Part III we deal with the notion of separable congruence relations. 
After the definition and typical examples we prove some lemmas of prelimi
nary character, some of which are interesting in their own right. Next we 
turn to the problem of giving an answer to G. Birkhoff’s problem 72, by 
applying the results concerning separable congruence relations. Then we use 
these results in order to characterize the distributive lattices on which the 
congruence relations satisfy the dual infinite distributive law.

In Parts II and III we get the results of J. Jakubik [15] — concerning 
problems 72 and 73 of G. Birkhoff, in case of discrete lattices — as trivial 
special cases.

We close Part III by analysing a question raised in problem 67 of 
G. B irkhoff.

After some preliminary theorems we deal in Part IV with the problem: 
in which distributive lattices may a Boolean ring operation be defined? We 
describe also in Part IV the types of these lattices and operations.

The kernel of this paper has been published in Hungarian in the pa
pers [6] and [7]. We supplemented the results by several new ones. For 
instance, the results concerning G. B irkhoff’s problem 67 are all new.

Preliminaries

Let L be a lattice. The elements of L are denoted by the letters 
a, b, c, . . . ,  x, y, z. If the lattice L has a greatest or a least element, then it 
will be indicated by 1 and 0, respectively. Proper inclusion will be denoted 
by a > b, while the fact that a covers b will be indicated by a>-b. The 
lattice operations are denoted, as usual, by и and n , while Vo« and f\a„

a a
will mean the complete join and meet of the elements aa, respectively, if 
they exist. If a has a complement, it will be denoted by a'.
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{x,a(x)\ designates the set of all elements x \n L for which the pro
position a(x), defined on the elements of L, is true.

The principal ideal generated by a is (o] =  {x; x a}, the principal 
dual ideal generated by a is [o) =  { x ; x s a }  and the closed interval [o, b\ 
is {x; a ^  x ^  b).

The congruence relations on the lattice L are denoted by 0 , Ф, §, r;. 
The set of all congruence relations on the lattice L is indicated by 0(L).
The universal and the identical congruence relations are designated by 1 and
o>, i. e. x  =  y  (i) for all x , y £ L ; x  =  y  (a>) if and only if x  =  y .

Ideals of the lattice L are denoted by the symbols /, J, K. The set of
all ideals of the lattice L is indicated by £.

The sets 0(L)  and £ under suitably defined partial orderings form a 
lattice. This is assured by the following two assertions:

Under the natural partial ordering, 0 ^ Ф  (О, Ф £ Q(L))  if and only 
if xz__y (0) implies x =  y  (Ф), 0 ( L )  form a complete lattice. Moreover, 
let A be any set of congruence relations 0  on L. We define two new relations 
S, and r; by

(i) x =  y(§) means x = y  (0) for all 0 £ A ;
(ii) x = y ( tj) means that for some finite sequence x  —  z0, zu . . zm =  y  

we have 2,-1 = Zi (0 ,) for some ©г-£Л.
Then I, 1} are congruence relations; moreover r\ is the join and § is 

the meet of all 0  £ A.
Lemma 1. Let L be a lattice and £  the set of all ideals of L. Under 

the set inclusion, £ is a lattice with complete union. I f  A is a subset o f £, 
then we define К  as the set o f all x for which

x  Ш Ух и Уч и • • • и уп, у,' £ /,
for some /, £ A. Then К is the complete union of the 16 A.

The first assertion is due to G. B irk h o ff  [2]; we were unable to find 
a proof of the second one in the literature, but the proof is clear from the 
definitions, so we omit it.

Now we define some special congruence relations. Let S be a subset of L and 
A the set of all congruence relations under which 5 lies wholly in one congruence 
class. By B irk h o ff’s theorem (cited above) the meet of the set of congruen
ces A is again a congruence relation, and under this, too, all the elements of 
5  are in the same congruence class. Hence there exists a least congruence 
relation under which the elements of 5  are in the same class. We shall say 
that this is the congruence relation generated by S, and we shall denote it 
by 0[S]. A special case of great importance is when 5  contains only two
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elements a and b\ in this case 0[S] will be designated by 0 а,ь- A trivial 
connection between the notions 0[S] and 0 „,ь is the following

Lemma 2. Let S be a subset of the lattice L. Then
(О @ [ s ] = v a , b .n, bes

P ro o f . Obviously, 0„, 6S 0 [ S ]  for all a, b£S,  hence V 0«, ь Si 0 [S ].
a, b£S

On the other hand, 5  is in one congruence class under V @а,ъ, for x, y £ S  and
a,bes

х ф у (  V &a,b) contradict 0 Х,У ^  V @а,ъ- Thus 0 [5 ] =  V ®а,ъ by thea,b£S a,b£S a,b£S
minimal property of 0[S], as asserted.

If L is a lattice, then L denotes a homomorphic image of L, under the 
homomorphism a-*a , i. e. a denotes an element of L as well as the class 
of those elements x of L for which x —*a. If a congruence relation 0  is 
given, then the homomorphic image of L induced by 0  (i. e. the lattice of 
all congruence classes) will be indicated by L(0). If there exists an ideal 
which is a congruence class under the congruence relation 0 , then we denote 
it by le. Clearly, /& is the kernel of the homomorphism induced by 0 .

If in L all bounded chains are finite, then following J. Jakubik and 
M. Kolibiar we speak of a discrete lattice. Further, if in L between all com
parable pairs of elements there exists a finite maximal chain, then we call 
the lattice semi-discrete. (These notions coincide in modular, moreover in 
semi-modular lattices, see e. g. [10].)

At last, we shall denote by S and T the five element lattices generated 
by the elements x, y, z such that the following identities hold:

(S) x > y ,  x u 2 =  y u z = l ,  х п г  =  у п г  =  0;
(T) х и у  =  х и г  =  у и 2' = 1, х п у  =  х п г  =  у п г  =  0.

1. CONGRUENCE RELATIONS IN DISTRIBUTIVE LATTICES

§ 1. Description of minimal congruence relations 
in distributive lattices

It is well known that if 0  is a congruence relation, then a =  b (0 )  if 
and only if a и b =  a f) b (0 ) (see [2]). From this trivial fact it follows that 
we need consider only the problem of determining the comparable pairs of 
elements congruent under the minimal congruence relation, which collapses 
a comparable pair of elements. (We say that 0  collapses a and b if they 
are in one congruence class under 0 )
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T heorem  1. Given two elements a, b o f the distributive lattice L with 
аШ b, the elements c , d £ L with с Ш d satisfy c =  d (Оа,ъ) if  and only if
(2) (а и d) n c =  c 
and
(3) (öUí / )nc=í / .

P roof . We define the relation 0  on L by putting
(4) x = y  (0)
if and only if c =  x u y  and d =  xr\y  satisfy (2) and (3).

From the identities ( a u x ) n x  =  x, ( 6 u x ) n x  =  x it follows that 0  is 
reflexive, and from the symmetry of x, у in the definition of 0  it follows the 
symmetric property of 0 . To prove the substitution law for 0 , let us sup
pose x = y  (0), and let t be arbitrary, then from the distributivity of L and 
from (2), (3), (4) we obtain

{a U [(x u t) n (y u 0]} n [(x u t) и (у и 0] =  {[« и (x n y)] u t } n 
n [(x uy) и t] =  {[a и (x n y)] n (x uy)} и t= { x  uy) и t =  (x и О и (у и t); 

and in a similar way
{b и [(x и 0  n (у u 0]} n [(x и 0 и (у и о] =  (х и t) п (у и 0; 

furthermore
{а и [(х п О П (у Л 0]} П [(х п /) и (у П /)] =  {[а и (х п у)] Г) (а и 0} П 
п [(х иу)п/] =  [аи(хп у)] п (х и у) п [(а и 0  n f] =  {[a и (х п у)] п 

л (х и у)} n t =  ( х  и у) n t =  (х п /) и (у n t),
and likewise

{b u [(x n t) n (у u 0]} n [(x n t ) u (y n /)]= (x n 0  n (y n 0-
Thus these equations show us that x =  y (0 ) implies x{j t =  y и t (0 ) and
x n /= y n  / (0).

We show the transitivity of 0  at first in case u ^ v ^ w ,  u = v  (0), 
v =  w (0). By (4) we get
(5) (a и r) n и =  u,
(6) (b и г) П и — v
and
0 )
(8)

We prove
(9)
( 10)

(a U w) П v  =  v ,  

(b U w) П v  =  w.

(a U w) П a  =  u, 
(b U w) n a  =  w
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which are by (4) equivalent to u =  w (0). Clearly, from (7) we have a \ j w ^  v, 
applying this fact, и Ш v, v Ш w and the distributivity of the lattice we get

(aUiv)n« =  [(aUtv)nK]Uv =  (öUivUi!)n(í/Uti) =  (űUí’)n  и,
but by (5) a =  (au»)fla,  thus ( a u w ) n «  =  u, completing the proof of (9). 

From v íé w we get b u v ^ b \ j w ,  hence, using (6) and (8),
(b U w) П и =  (b U w) П (b U v) П и =  (b U w) П v — w,

as asserted.
Now let us suppose u =  v (0 ), v =  w (0 ) for arbitrary u ,v ,w ^ L .  

Applying the substitution law, it follows a U »  =  («U v) U (v niv)  =  a U r U i v  (0), 
и П v — (u n v) П (v U w) =  (u П v) П (v П w) =  и П v П w (0 ), i. e.

But

U \ J V \ J W  =  U l i V  ( 0 ) ,

u \ J v =u  r\v (0),
ur\v =  unv r \ w  (0).

u U r U w ^ a u r ^ a f l r ^ a n r i l i v ,

thus from the previous paragraph it follows that u u r u w  =  a n r n i v  (0). 
From the substitution law by direct computation we obtain и и iv =  (и и w) и 
U ( a  fl w )  =  [(и U V U w) П (и и  í v ) ]  и  (и П w) =  [ ( «  П v П w )  П (и U ív ) ]  и  (и П w) =  
=  (ununiv)u(«nw) =  i/niv (0). This completes the proof of the transiti
vity of 0 .

We conclude that 0  is a congruence relation. Furthermore, a =  b (0), 
so 0 Ш 0 а,ь, 0a, ь being the least congruence relation with a =  b. Again, 
Х — у (0 ) implies in view of Theorem 1

x u y = 4 a u ( x n j ’) ]n(*uy)  and x n у =  [ö и (x n у)] n (x и у).
a =  b (0а, ъ) and so applying the substitution law twice to the elements 
t = x  U у and t =  xV\y, we get [a U (x fl y)\ П (x U y) =  [& U (x n y)\ П (x U у) (0a,ь) 
which is equivalent to x u y  =  x n y  ( 0 a,ъ) if we take into consideration the 
above equations. Hence x ^  у  (0 ) implies x =  y (0 а,ь), that is, 0 ^ 0 „ , b, 
which compared with the inequality proved above gives the desired result, 
0  =  0а,ъ, completing the proof of Theorem 1.

Some of the most important applications of Theorem 1 will be proved 
in the following section.
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§2. Characterizations of distributive lattices

Some properties of congruence relations of a lattice are suitable to 
characterize the distributivity of a lattice. We shall deduce such characteri
zations from Theorem 1.

T heorem  2. Each one of the following conditions is equivalent to the 
distributivity of the lattice L :

(a) if c =  d ((da,I,), then a ^ d  (or c ^ b )  is impossible whenever b^ka, 
d < c  (a, b ,c ,d  ( L) ;

(b) [b, a] is a congruence class under 0 a, ь for all b~Eka (a, b ( L);
(c) Оа,ъП 0 c,d =  (o for all a ^ b ^ c ^ d  (a, b,c,d ( L);
(d) 0 a,ь has a complement in 0(L) (for all а Ш b) such that c ^ a  

implies c ~ a  (0'„, ъ) (a, b,c £ L);
(e) if C is a chain of the lattice L, then every congruence relation of 

C may be extended to L such that the congruence classes on C remain the 
same;

(f) for any ideal /  and for any хШу,  x  =  y (© [/]) if and only if
x =  jLU i for some v ( I;

(g) the condttion (f) is valid for all principal ideals I;
(h) every ideal is a congruence class under some homomorphism;
(j) every principal ideal is a congruence class under some homomorphism.

P ro o f . First we prove that conditions (a)—(j) hold in a distributive 
lattice L.

Let us suppose that c eee d (0 a, b) (a ^ b , c>  d) and yet b i s  c, then from (3) 
d =  ( bud) nc  =  c contrary to c >  d. W e get a contradiction in a sim ilar way 
from a ^ d  and (2). Thus the validity of (a) is a simple consequence of 
Theorem 1.

From (a) we can easily deduce (b). Indeed, if c =  a (0 а,ь) and  c(£[b, a], 
then either c [ i a > a  or c n b < b  holds (for, in case c u ű  =  ö and  cf\b =  b, 
we should have b ^ c ^ a ,  i. e. c([b,a]).  But from a < a u c  and a =  c ( 0 a , ь) 
we get 0  =  0  u c  (0 a, ь), while b > c n b ,  c =  b (0„,ь) imply b = c t \ b  (0 а,ь), 
both are in a contradiction to (a).

Now we prove that (c) holds in L. Let a > b ^ c > d , x > y  and 
x = y  (0a,ь П 0c,a)- Then x =  y (0 c,d), hence by Theorem 1

(11) ( i / u y ) n x  =  y

W e assert that c n (d и x) >  c n (d и у). Indeed, if с П (d и x) =  c n (d U y), then 
from the equality c \ j x = c \ j y  (it follows from с и x =  c \j у ( 0 c,a) and
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from (a)) we get cu( r fux)  =  cu(ciu у). Thus d u x  and d и у are both relative 
complem ents of c in the interval [c n (d и x), c U x], hence du x =  d[j y. From
(11) we infer x =  (d\ j x)nx =  (d\ jy)r\x =  y, a. contradiction. Obviously, 
cn( r /ux)  =  cn( t fuy)  (©*,</) and  0 .r ,!/= ® o ,i, so we get cn( i /ux)  =  
= c n  (duy)  (0а,ь) and  а >  Ьшсшс n( dux) >  cn(duy) ,  in contradiction 
to (a). If a =  b or c =  d, then there is nothing to prove.

Next let us consider condition (d). We define Ф as the join of the 
congruence relations 0 [[я )]  and 0[(b] j. Then 0 a,bl> Ф =  i, because for all 
x ^  L, [x, y] <=[* n b, у и a], thus from x n b  =  y \ j a  (0„,bU Ф) we get 
x =  y ( 0„, ь U Ф). Let us suppose that for some x, y£L  (x=j=y) we have 
x  =  у (Oa, ь П Ф). T h is  is equivalent to со < 0 x,y and 0*, y Ш 0 a, ь П Ф. 
From the latter 0 r, y =  0„, ъ П 0 X, y П Ф and Ф — V 0«,»- Thus (using the«>!>—q
infinite distributive law in 0 (L ), see in [2], [4], or in §  1 of Part II) 0 x,y =  0 X,V П
П 0 a, b П v 0«,v =  0Х,У П У(0О,Ь П 0u,v) and from (c) 0 a ,  Ь П 0„,r =  оJ which

u > v ^au<v̂==b
is a contradiction. So, Ф =  0'„,ь. Obviously, с ш а  implies с =  й(Ф ).

To prove the validity of condition (e), let a chain C be given in L, 
and  a congruence relation Ф on C. We define the following congruence 
relation of L: 0 — \J 0„,b. W e prove that 0  has the desired property.a=b̂ C а = Ъ(Ф)
Assum e x = y  (0 ), x, y£C.  Then by Birkhoff’s theorem cited in the Preli
m inaries, there exists a finite num ber of pairs of elements a:, 6, such thatn
at < bi and a, =  bi (Ф ), furthermore x =  y( V ©0f, »,.). If [x, y] a  |J [a;, b\,  thenl=l
x =  y  (Ф ) is valid too and there is nothing to prove. If x ф у ( Ф ) ,  then there 
exists a part [Xt, y,] of [x,y] with the property that for each i either a, <  Ьг Ш

n
^ x T< y i  or x1< y 1^ O i < b i. T hen from (с) 0 r,y П V 0в;,ьг =  ® which con
tradicts 0 ,. j i V  0 a o  bf ■ 1=1

To verify condition (f), let the ideal /  of L be given and let хШ y, 
x =  y  (0 [/])-  We prove that x =  y (0a, ъ) for some a,b£l .  Indeed, from Lemma 2 
©[/]= V ©a,6, and by Birkhoff’s theorem there exists a finite num ber of

a, bei
pairs of elements a,->bi, ai ,bi£l  ( / =  1 , 2 , . . . ,  rí) such that x =  y ( \ j  0„i} b.).

l=l
Let ű =  Vcti and b=/ \ b i ,  then a, b^I  and obviously x =  y ( 0 н,ь). Then by 
Theorem  1 x =  x n ( ö l i y ) ,  thus from the distributivity of L we get 
x  =  ( x n u ) u y ,  hence r  =  x n  a has the desired property. On the other hand, 
it is clear that if x  =  y  U r and r£l ,  then x =  y  (© [/]), so we have proved 
the validity of (f).
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The conditions (g), (h), (j) are special cases of (f).
Now we prove that each one of the conditions (a)—(j) implies the 

distributivity of L.
If L is not distributive, then it contains as a sublattice a lattice, iso

morphic to the lattice S or T, defined formerly. Since a lattice has one of 
the properties (a)—(j) only if every sublattice of it has this property, so we 
must prove only that the lattices S and T fail to have this property. Among 
the conditions (f), (g), (h), (j) the last is the weakest one, hence in this step 
of the proof we may omit the others, (b) is a consequence of (a), so we 
may omit condition (a) too.

First we verify that the interval [0, y] is a congruence class under 
no homomorphism in S and T. Indeed, if y =  0 (0 ) for some 0 , then 
x =  x n (y U z) =  x  n (0 и z) = 0̂ and x(£[0, y], a contradiction. Hence it results 
that in a non-distributive lattice conditions (a), (b), (f), (g), (h), (j) do not 
hold. A similar trivial computation shows that conditions (c) (consider in S 
the chain 0, y , x  and in T the chain 0, x, 1), (d) (in S the interval [y, x], in T 
the interval [0, x] play the role of the interval [b, c]), (e) (see the chains 
described at the condition (c)), do not hold in the lattices S and T. Thus 
the proof of Theorem 2 is completed.

We mention that the conditions of Theorem 2 play a fundamental role 
in our researches related to all properties of distributive lattices, not only 
in this paper, but in the papers [9], [10], [11], [12] too.

Conditions (h) and (j) are the same as those of Theorem 2.2 of
J. Hashim oto  [14] (conditions (3) and (4)).

§ 3. A generalized form of G. Birkhoff’s problem 73

In his textbook [2] G. Birkhoff proposed the following problem :
Find necessary and sufficient conditions in order that the correspond

ence between the congruence relations and ideals of a lattice be one-to-one.
More precisely:
Find necessary and sufficient conditions in order that the correspond

ence 0 —*Ie be an isomorphism between 0(L) and £.
Applying Theorems 1 and 2, we get an answer to this question.

Lemma 3 (J. Hashimoto’s theorem). In the lattice L there is a one-to- 
one correspondence (in the natural way) between the ideals and congruence 
relations if and only i f  L is a distributive, relatively complemented lattice with 
zero element. 10

10 Acta Mathematica IX 1—2
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P roof.

The necessity of the conditions. Obviously, Ito is the zero ideal of L. 
Every ideal of L is a congruence class under some homomorphism, so the 
distributivity of L is assured by condition (h) of Theorem 2.

Now let us suppose that L is a distributive lattice with zero element. 
We prove that L is relatively complemented. By a theorem of J. von N eumann 
(see [2], p. 114), it is sufficient to prove that if b < a, then b has a complement 
in the interval [О, о]. Let V„,b be the ideal which consists of all и with 
u =  О (0a,ъ). Pa,ь is a congruence class under precisely one congruence 
relation, hence a =  b (©[Va>b]). From condition (f) it follows that for some 
v £ V„, ь we have
( 1 2 )  b\Jv =  a.
It is clear that v =  0 (0 а,ъ), hence from Theorem 1 (v and 0 play the roles 
of c and d)
(13) b n r - -  0.
(12) and (13) show that v is the complement of b in [0, о].

The sufficiency of the conditions. From condition (h) of Theorem 2 it 
follows that every ideal of L is a congruence class under some homomor
phism. Furthermore, every ideal is a congruence class under at most one 
congruence relation, as it follows from the complementedness of the intervals 
of type [0, a] (see [2], p. 23, or the Corollary of Theorem 4 in this paper). 

Now we are ready to prove the general theorem.
T heorem  3. Let L be a lattice and “a” a fixed element o f L. Every con

vex sublattice o f L containing “a” is a congruence class under precisely one 
congruence relation i f  and only i f  L is distributive, and all the intervals o f 
type [a, b\ (а Ш b or a <b) are complemented.

P roof.
The necessity o f the conditions. First we show the necessity of the dis

tributivity of the lattice L. Let us suppose that L is not distributive; then it 
contains as a sublattice either the lattice S or the lattice T. (x, y, z  will indi
cate the generators of S or T.)

We prove that z =  a is impossible. Indeed, since х п у ф х и у ,  that is, 
0  =  0xny,xvV is not equal to со, the congruence class which contains a 
under ©, is different from the congruence class which contains a under со. 
Thus the congruence class under 0  containing a contains a further element x, 
so we may pick out an element c such that c ^ a  and
(14) err: a (0).
Now, according as o a  or c < a, the interval [x Пу П o,a] or [a, xuyUö] i s
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a congruence class under no homomorphism. Let us discuss the case о  a 
(if c < a, then the proof goes on the same lines). Then oeelx Г\у П а (Ф) implies 
(as in the proof of condition (b) in Theorem 2) x =  y (Ф), for any Ф, so 
xu  y — x п у (Ф), hence Ф  7 0, c ~ a  (Ф) (see (14)*, but c(£[x n у fi a, u] * 
a contradiction.

Thus we have proved that x u  z =  y и z  and x f ) z = y n z  are 
impossible if z =  a. So we may suppose by the Duality Principle that 
U l ű í y U ö .  We assert that under these hypotheses the interval [y n z n а, у и ö] 
(which contains a) is no congruence class under any congruence relation, 
indeed, if у  и a =  y П z  П a, then

z =  z U (у Г\ z П a) =  z U (y U a) =  (z U y) U a =  z U x и a,

furthermore xnz =  xn(zUxUfl)  =  x. But x =  у П z, y u a ^ y n z ^ y n z n a  
and n 2 n a, у U a], a contradiction.

Summarizing the above proved assertions, we get that the existence of 
the sublattices S or T contradicts the fact that every convex sublattice of L 
containing a is a congruence class under precisely one congruence relation.

Our second aim is to prove the complementedness of the intervals of 
type [a, b] (0 2 Í or a < b). Let br > b2> a. Since 0ъ„ьА=(o, there exists an 
element c, comparable with a, such that c =  a (0bltb2)- From condition (a) of 
Theorem 2 we see c < a is impossible. It follows that the congruence class under 
0b1,b.i which contains a is not empty and it is a part of [a). Hence in [0) the 
condition of Lemma 3 holds, that is, (a) is relatively complemented. In a 
similar way we get the relative complementedness of (0] too. The necessity 
of the conditions is therefore proved.

The sufficiency o f the conditions. Let L be a distributive lattice such that, 
for a fixed a, the lattices (0] and [0) are relatively complemented. First we 
show that the distributivity of L implies that every convex sublattice is a 
congruence class under some homomorphism. Let D be a convex sublattice, 
I and J  the ideal resp. dual ideal generated by D. A trivial computation 
shows that D is a congruence class under ©[/] П 0[У1-

Secondly we prove that every convex sublattice containing a is a 
congruence class under precisely one congruence relation. It is enough to 
prove in case the convex sublattice consists of a alone, for if D is a con
gruence class under more than one homomorphism, then let us consider 
among these the minimal one, 0[D], and let L =  L( 0[ D ]) be the corresponding 
homomorphic image of L. In L there are fulfilled all the conditions as in L 
if the fixed element is d, furthermore the one element convex sublattice d 
is a congruence class under more than one homomorphism of L. So we 
succeeded in reducing the proof to a special case.

10*
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Now let us suppose that x > y. It is enough to prove the existence of 
a c with с ф а  and c =  a (0 T From the distributivity of L we obtain 
a и x  > а и у or а n x > a n у (а и x  =  а и у and a n x — a n у contradict x =j= y). 
Let c be the relative complement of oi ly in the interval [й, й и x] in the first 
case, and the relative complement of anx in the interval [a n y, a] in the 
second case. A trivial calculation shows that x =  y implies c =  ű in both cases, 
that is, the one element sublattice a is a congruence class only under w. 
Thus the proof of Theorem 3 is completed.

The proof shows us that Theorem 3 may be sharpened by replacing 
the condition “every convex sublattice containing a .. by the following 
weaker one : “every interval containing a ..

That the relative complementedness of the whole lattice is not a con
sequence of the condition, it may be illustrated by the following simple 
counterexample: L is the chain of three elements and a, the fixed element, 
is the only element different from 0 and 1.

An immediate consequence of our Theorem 3 is the
Corollary. Every convex sublattice of L is a congruence class under 

precisely one homomorphism if  and only if  L is a relatively complemented 
distributive lattice.

Special cases of Theorem 3 were already known. Lemma 3 (the spe
cial case ö =  0) was first proved by J. Hash im o to  [14] in 1952; a year 
later G. J. Areskin  [1] has proved Lemma 3, by supposing that the lattice 
L is distributive and has a zero element. The Corollary was proved inde
pendently of us — by supposing the distributivity of the lattice considered — 
by M. Kolibiar [16].

We remark that we may get further theorems, too, as easy consequences 
of Theorem 3. For instance, in [9] we have pointed out that the following 
assertion of j. H ashim oto  [14] is also a simple consequence of Theorem 3:

A relatively complemented lattice L is distributive if and only if L has 
an element a such that («] and [a) are prime factorizable.

Using transfinite methods it results [11] that Lemma 3 may be sharp
ened;  in [11] we have published another very simple proof of Lemma 3. 
Related to these questions we refer to [9] too.
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II. CONGRUENCE RELATIONS IN GENERAL LATTICES

§ 1. Some lemmas on congruence relations

In this section we prove three lemmas which will simplify the proofs 
of several theorems in Parts II and III. A part of the merely technical Lemma 4 
was proved already in Theorem 2.

Lemma 4. Let £ be a binary relation defined on the lattice L. £ is a 
congruence relation if and only if

(a) x =  x (£) for all x£L;
(b) x = y  (£) is equivalent to x u y  =  xn y  (£) for all x , y£L;
(c) хШуШг,  x =  y (£) and y ^ z  (£) imply x =  z  (£);
(d) if  х ш у  and x =  y (£), then x u f = y u f  (£), x i \ t  =  y[ \ t  (£) for 

all t£L.
P r o o f . Obviously, it is sufficient to prove that a relation £ satisfying 

conditions (a)—(d) is a congruence relation.
By (a) £ is reflexive, and by (b) it is symmetric too.
Let u igr ,  u =  r (£) and a,b^[v,u], then we assert a ^ b  (£). Indeed, 

и Ша и Ь ша п Ь Шс  and from (d) и П (a и b) =  v П (a и b) (£) and « n ( ö U i ) ^  
£ r í l ( ö U  b), thus applying again (d), a U b - [и n (a и b)\ и (a n b) =  [v n, 
П (a и b)\ и (ö П b) =  a n b (£), whence from (b) a =  b (£), and the assertion 
is established.

Next let x =  y (£) and y ~ z  (£). On account of (b) x u y  =  x n y  (£), 
thus from (d) x и у и 2 =  (x и у) и (у и г)  =  (х п у) и (у и z)  =  у и z  (£), simi
larly, х п у п г  =  у п г  (£), that is, x u y u z ^ y u z ^ y n z ^ x n y n z  and the 
consecutive elements are congruent modulo £, so applying twice (c) we get 
х и у и г  =  х п у п г  (£). Considering that x, г  £ [x n у П z ,  x  и у U z ] ,  we conclude 
X5E2 (£), i. e. £ is transitive.

The substitution law may easily be proved too, for if we assume x =  y (£), 
then from (b) and (d) x u y  =  x n y  (£) and (x и у) U t =  (x n у) U t (£), 
but x и t, у  и t £ [(x П y) U t, x  и у U t], hence we obtain x u f  =  y u / ( £ )  and 
alike x n f  =  y n f  (£), completing the proof of the Lemma.

We note that the conditions of Lemma 4 are independent and may be 
weakened, e. g. (a) may be replaced by (a') x =  y (£) for some x , y£L,  but 
we need only the above described form of Lemma 4.

Now we prove a lemma which sharpens for lattices a similar result 
of G. B irkhoff for general algebras (see the Preliminaries).
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Lemma 5. Let A be a subset o f O(L). We define the relation q : x = y  (q) 
i f  and only i f  there is a finite sequence x u j '= í í 0£ í / , s - ^ i i ,  =  x n j '  
satisfying u, — u, 1 ((■),) for some 0,  £A (/ =  1, . . . ,  л). Then /, is a congru
ence relation and /, =  V ©« •®«ел

P roof. It is clear that if q is a congruence relation, then q =  \J0 a. 
Thus it remains to prove that q is a congruence relation. Obviously, it is 
reflexive and symmetric. If хШуШг,  x = y  (q) and y =  z (q), then we have 
two chains which connect x and y, resp. у and z, having the desired property. 
Joining, these two chains, we get one from x to 2 with the desired property. 
At last if x =  20^ 2i s ^ z n =  y, then fu x  =  /U 20^ / U 21g - - - ^ f U 2„ =  
=  t l ly,  thus x =  y  (q) implies x и t =  y l> t (rj), and in a similar way we get 
that it implies x n t = y n t  (q) too. We see q satisfies the conditions of 
Lemma 4, that is, q is a congruence relation.

The importance of Lemma 5 should be revealed by the fact that it 
decides in the interval [a, b] whether a = b  is valid or not. For instance, 
applying Lemma 5, it may be proved easily3 the notable theorem of N. 
F unayama and T. Nakayama [5], according to which in 0(L)  unrestrictedly 
holds the infinite distributive law

(ID) 0  П V 0« =  V(£> П 0„).
In proving (ID) it suffices to show that хШ у  and x = y  (V(0n (•)„)) imply 
x =  y (0  n V ©«)• If x =eeу (V (0 П 0«)), then by Lemma 5 for some finite 
sequence we have x =  Zo Ш Zi Ш Ш zn =  y, Z ; - i  =  Z;  (0  П ©>), hence 
2^i = 2 ,(0 ) , further on 2; 1 Z; (0,), so Z;-1 =  г,- (V 0«), consequently 
Z; 1 =  2, (0  nV 0a), that is, х — у  (0  n v ©«)> thus 0  П V =  V (© П 0«), 
q. e. d.

According to Theorem 1, in a distributive lattice under 0„, h (a is 6)
the elements c, <i, (c ^  d) are congruent if and only if с =  (a и d) П c,
d =  (bud)f \c.  Now we generalize this theorem to arbitrary lattices. 

Obviously, if

(15) [•••({[(° U b) U x,] П xj U x3) П • • •] U x„ =  c U d,

(16) [---({[(a П b) и x,] n x2} ux3) n •••] U x„ =  cn d,

then c =  d (О«,ь), as it follows from the substitution law.
The theory of congruence relations in arbitrary lattices is based upon 

the notion of weak projectivity due to R. P. D ilworth [3]. 8

8 The idea of this proof of the theorem of F u n a y a m a  a n d  N a k a y a m a  is essentially d u e  

to R. P. Dilworth [3].
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Definition l.4 Let L be a lattice and a, b,c, d £ L. The pair of elements 
a, b is weakly projective into the pair of elements c, d if for some Xi, x„£L 
the equations (15) and (16) hold.

In what follows a,b->-c,d will denote that a, b is weakly projective 
into c, d. Obviously, the relation —► is transitive.

With the help of this notion we can easily describe the congruence 
relation 0 a, ь-

Lemma 6 (Dilworth [3]). c =  d (0„, b) in the lattice L i f  and only if  
for some finite sequence
(17) c u d -  -У0 ШУ1 Ш ■■■ £  yk =  с П d one has a, b —» yt \, yt (i =  1,2, . . . ,  k).

Proof. It is clear that if c, d  satisfy (17), then csL d (0 „,b)- On the
other hand, let us define the relation § such that u ^ v  0) if and only if
some sequence {y,j and c =  u, d =  v satisfy (17). Repeating word for word 
the trivial calculation of Lemma 5 we get (applying Lemma 4) that |  is a 
congruence relation, completing the proof of this lemma.

Corollary 1. Let L be a lattice and S a subset of L. S is a congru
ence class under some congruence relation, i f  and only if  a, b, c £ S and
a , b^ - c , d  imply d £ S.

P roof. The assertion “only if” is trivial from the definition, and “if” 
is obvious from Lemma 2 and Lemma 6.

From Corollary 1 and from Theorem 1 it results the well-known fact 
that every convex sublattice of a distributive lattice is a congruence class under 
some congruence relation. This proof gives perhaps more insight into the 
cause of the validity of the above statement.

Another trivial consequence of this lemma is
Corollary 2. A lattice L is simple if and only if for all a, b ,c ,d  6 L 

there exists a finite sequence с и d =  20 z\ ^  ••• Ш 2» = c n  d such that 
a,b-+z, i, Zi (i 1,2 , . . . ,n) .

If L is a modular lattice and a covers b, then a,b->-c,d implies that 
c =  d or c covers d. Thus we are led to

Corollary 3. I f  in the simple modular lattice L there exists a pair of 
elements a, b such that a covers b, then L is discrete.

4 Definition 1 is that of [6], but it may be shown easily that it is equivalent to that 
of R. P. D ilworth. The notation is the same as in [6].
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§2. Weakly complemented lattices

The notion of weak complementedness was introduced by H. W allman 
[19] for distributive lattices. Now we define the notion of weak comple
mentedness5 in general such that for distributive lattices this is equivalent to 
that of H. Wallman.

Definition 2. A lattice L with 0 is weakly complemented if to all 
pairs of elements a, b (ű=j=ö; a, b £ L) there exists an element сф О  suchthat 
a, b —► c,0.

A trivial computation shows0 that in a distributive lattice a > b and 
a ,b —>c, 0 (сфО) imply a n c > 0, b n c =  0. On the other hand, if а П c > 0 and 
frnc =  0, then putting d  =  o n e  we obviously have a,b-+d, 0 and с'фО. 
This coincides with the original definition of weak complementedness in 
distributive lattices.

Weak complementedness is not a homomorphic invariable property, 
that is, there exists a lattice which is weakly complemented, but a suitable 
homomorphic image of it is not relatively complemented. If this lattice is 
distributive, then it is necessarily infinite (see the example in [11]), but 
in the non-distributive case there are finite examples too; e. g. let L be the 
following lattice:

We can easily verify that this lattice is weakly complemented, yet L(0„, 0) — 
which is isomorphic to the chain of three elements — is not weakly com
plemented.

G. J. Areskin [1] proved the following assertion:
Let I  be a distributive lattice with zero element. Every ideal of L is 

the kernel of at most one homomorphism if and only if every homomorphic 
image of L is weakly complemented.

5 It seems to be unreasonable to change the definition of weakly complemented 
lattices, for it is a well-known notion. Our motivation i s : the original notion of weak 
complementedness was successfully used only in distributive lattices in discussing the 
connection of topological spaces and distributive lattices [19] and in the researches of the 
congruence relations of distributive lattices [1]. In general lattices only some theorems were 
known which are based on the original definition. For this reason we propose the notion 
of “weakly complemented in the stronger sense” for the original one. 

c It follows trivially from Theorem 1 too.
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Now we show that this theorem is valid for arbitrary lattices with the 
above defined notion of weakly complementedness. This is a solution of the 
most natural generalization of G. B ir k h o ff’s problem 73.7

T heorem  4. In the lattice L every congruence relation is the minimal 
one of a suitable ideal if  and only if L has a zero and every homomorphic 
image of L is weakly complemented.

For the proof a preliminary lemma is needed.
Lemma 7. Let L be a lattice with zero element. The zero ideal is a 

congruence class under precisely one congruence relation if and only i f  L is 
weakly complemented.

P r o o f . If the lattice L is weakly complemented, then the zero ideal is 
a congruence class only under со, for if х ф У> then there exists a z =j= 0, with 
x, y —>■ z, 0, that is, 2 =  0 (0.,, „), i. e. the zero ideal is not a congruence 
class. On the other hand, let us assume that to the elements x, у  there is 
no element 2 with x, у —► 2, 0. Then 2 =  0 (0,,,,), z > 0, is impossible, for if this 
held, then from Lemma 6 it would follow the existence of a zx > 0 with 
a, b —t-Zi, 0. Thus the zero ideal is a congruence class under w and Q r, y too, 
a contradiction.

Now we prove Theorem 4. Let I be an ideal which is a congruence 
class under at least one congruence relation. Obviously, /  is a congruence 
class under more than one congruence relation if and only if the zero ideal 
of L(0[/]) is a congruence class under more than one congruence relation. 
Thus the proof of Theorem 4 is completed.

If L is distributive, then we get from Theorem 4 the above theorem of 
of G. J. Areskin .8 On the other hand, we want to point out that every rela
tively complemented lattice with zero element is weakly complemented, so as 
a trivial special case of Theorem 4 we get a result of G. B irkhoff (see [2], 
p. 23):

C orollary . In a lattice with 0, where all closed intervals [0, a] are 
complemented, every congruence relation is determined by the ideal consisting 
of all x with x =  0.

We can get another answer to the above-mentioned problem.

7 J. Jakubik [15] and J. Hashimoto [14] have also formulated in such a way the 
more natural generalization.

8 Comparing Theorem 4 with Lemma 3 we get the following theorem of G. J. Areskin 
[1]: A distributive lattice with zero is relatively complemented if and only if every homo
morphic image of it is weakly complemented. (A far-reaching generalization of this theorem 
may be found in our paper [11].)
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If a, b£L,  then V1,ь will denote the ideal which is generated by all

Theorem 5. In the lattice L every congruence relation his an ideal as 
a congruence class and every ideal is a congruence class under at most one 
congruence relation if and only i f  L is a weakly complemented lattice with 
zero element and to all a, b £ L there exist a у  £ V„, i, and a sequence a и b 
=  d o ^ d i ^  ••• Ш dn =  af[b with у, 0 —► </,•_i , d, ( i=  1, . . . ,  n).

P roof. We already know the necessity of the existence of a zero ele
ment and of weak complementedness. The third condition is necessary too, 
because if for a, b it did not hold, then V„fwould be a congruence class under 
more than one homomorphism, indeed, if V„,ь were the kernel of precisely 
one homomorphism, then a =  b would be valid, and this means just
by Lemma 6 the validity of the third condition.

The sufficiency of the conditions follows from the fact that under these 
conditions

a b (0 ) if and only if V„,bckle,
that is, /© determines the congruence relation. Indeed, if a =  6 (0), then 
a,b->-c, 0 implies c=  0 (0), that is, V„ ,ь^1о- On the other hand, if 
V«, ь—/©) then there exist a V„, ъ and a finite sequence a{] b =  ytíl±yx^

•-Шуп =  a f] b with y ,0 -* y i- i,y ,, but from y £ V a, b ^ I e  it follows 
у --- 0 (0) and so a =  b (0), q. e. d.

Theorem 5 is a generalization of a theorem of J. Jakubik [15]. J. Jakubik 
dealt with discrete lattices and he got the conditions of Theorem 5 with the 
small difference that the conditions on a, b are supposed only if a covers b. 
An easy computation shows that these conditions are equivalent in discrete 
lattices, and what is more it becomes trivial that it is valid not only in dis
crete lattices but under that weakened condition, too, that L is semi-discrete.

§ 3. Minimal congruence relations generated by ideals

In Ihis section we deal with the correspondence I —>■(-)[!].

Theorem 6. The congruence relation generated by the ideal \jI« is 
V 0 [/<*]> that is,

x  with a, b^-x ,  0.

(18) 0[V /.] V ©[/«]•
P roof. First we verify that if e s f t  and ашс ,  then

0 „ ,  b U  0<r, с =  0 Я ,  b u c(19)
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Since a =  6 (&a,buc) and a =  c ( 0 а>ьис), thus 0„<ь U 0 a,c^  0 n,6uc; on the 
öther hand, a =  b (0 а,ъ) and a =  c (0 O,,), hence a =  b u c  (0 а,ъ U0a,<), that 
is, 0а,ъисШ 0«,tU ». These inequalities prove (19).

By Lemma 2, (18) is equivalent to
(20) v  a , v = v  v 0a,ь.

x , u e  V Iа « 6 А  a ,b £ laA

Let us suppose that 0„, ь occurs in the right side of (20), then a, b £ /« for 
some cc£A, hence a, b £ V A*> thus we obtain that 0 a, ь occurs in the left<igA
side of (20), i. e. (20) holds with s  instead of = .

Conversely, let 0 ,r, y be a congruence relation which occurs in the left 
side of (20). By Lemma 1 this means the existence of such i„r (€/«,., a ,^A ;

n
r = \ , 2 , . . . , n )  that x, y ^ i a ,  U ••• U iar. Let и =  Д Ur П (x n y). Obviously,

Г— 1
и £ Iar ( r  n), hence 0„, ,a occurs in the right side of (20). By (19)
n
V 0u,ia = 0  » ^  0 x .y ,  and so

r = l  r  «, v_ 'a r

V 0*,y =§ V V 0a,b,
*, </€ V I<x a g A  a, b £ Iaa^A

that is, (20) is valid.
Let us denote by 0 O[/] the least congruence relation under which /  is a 

congruence class. Obviously, 0 [/] =  0 O[/] if 0 O[/] exists.9
Corollary. If 0„[/«] exists for all a £ A, and also 0 O[ V A] exists, then

v®o[/.]= a  ív/-]-
In Theorem 6 we have proved that the join of minimal congruence rela

tions of ideals is a minimal congruence relation of an ideal. The analogous 
assertion for the meet is not true as it may be shown by the example of 
the lattice S. It would have some interest to give conditions under which the 
meet of minimal congruence relations remains minimal. We assert only

L e m m a  8 .  Let L be a lattice with 0  on which every ideal is a congru
ence class under at most one congruence relation. Let £ denote the lattice of 
all ideals in L which are congruence classes under some congruence relation. 
Then £ is isomorphic to 0(L), i. e.
(21) 0 [  V /.] = V 0 [ Ц (la € £),

A a £ A

(22) 0 [  Л Цa£A = Л & Ш
a £ A

(/«€£);
9 It would be of great interest to examine the lattice of all ideals for which @0[/] 

exists. One can easily prove that they form a distributive lattice.
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let (I, K, Xi, YjZZ)
I =  X u^ X ^ - - - z x X n =  K

and
7 =  ? ,Э К 1Э . . 0 П  =  ^

then there are refinements o f these chains o f common length.
Proof. (21) was proved in Theorem 6. (22) follows from the fact that 

the existence of 0 6 L implies the existence of Д/„; furthermore Д/„ is a con
gruence class under Д 0 [/а]. But Д /„ is a congruence class under at most 
one congruence relation, hence Д 0 [/«]== 0 [Д /О]. Thus we have proved 
that the correspondence / —>-0[/] ( /$ £ ) is an isomorphism, between £ and 
0(L), and so £ is distributive. Hence the Jordan—Dedekind theorem is 
applicable to £, and this assures the validity of the last statement.

Now we give a simple answer to the problem formulated above.

Theorem 7. The congruence relations o f the form 0 [ / ]  form a sub
lattice of 0(L ) if
(23) 0 a , Ь П Qa,c—  0 a , b n c  for all a ^ b , a ^ c .

Proof. We must prove only
(24) ©[А] П 0 [ /3] =  0 [/, П /J,
for the same statement for joins was proved in Theorem 6. Applying Lemma 2,
(24) get the following form :

V 0a, Ь П V (fa d =  V (fa, у,a, ben C, х,у£1,г\12
thus from the infinite distributive law we conclude
(25) V (©«,* n 0e ,d) =  V (fa. Уо, beii]c, d£I2 x, у̂ 1\Г\12
If 0 j ,у occurs in the right side of (25), i. e., x , y £ f n  h , then occurs 
in the left side too, i. e.

V (0a, Ъ  П 0c, d) =  V 0.c, у.a, Ъ̂1г; c, У̂.11г\12

On the other hand, we see that if t ̂ a  П b П с П d (a, b £ Д, c, d£  /2), then 
by (23)

0a, Ъ П 0c, d =: (da \j h. t П 0c\j d, t   0(aub) л(сч/<?), t ,
where (a U b) П (c U d) £ /, n A and П/2, i. e. every member of the left 
side is less than or equal to a suitable member of the right side, and so 
the inequality holds in the reversed sense too, completing the proof of (25). 

The condition (23) is not necessary, not even in modular lattices.
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As an easy consequence of Theorems 1 and 7 we g e t:
Corollary. In a distributive lattice the congruence relations of type 

(•)[!] form a sublattice of O(L).
P roof. Let a ^ b  and ci^kc, then u =  v (0 U,b) and u =  v (0„, c) under 

the condition иШ г are equivalent to (Theorem 1)
(26) (a и r) n u =  v,
(27) (b U г) П и =  и,
(28) (с U г) пи  =  и.
From (27) and (28) by the distributive law
(29) и =  и П и =  (b U v) П и П (с U v) П и = [(b П с) U ?’] П и.
(26) and (29) together mean by Theorem 1 that u ~ v  ( 0 о,ьлс). Thus 
0a, ь П 0a, с =  ©а, ъпс j the converse inequality is an immediate consequence 
of 0а,ь, &a,c^ 0a,bnc', the proof is completed.

We remark that this Corollary is an immediate consequence of condi
tion (f) of Theorem 2 too.

The validity of (21) and (22) is assured under a lot of restrictions by
T heorem 8. Let L be a dual infinite distributive lattice with zero ele

ment. Then the congruence relations 0[I] form a complete sublattice o f 0  (L), 
that is, (21) and (22) are valid.

P roof. It is enough to prove (22). This may be treated in a similar 
manner as the Corollary of Theorem 7. It suffices to note that the zero ele
ment assures the existence of f\Ia, and the dual infinite distributive law is 
used in the proof of

A ha =  ЛЬ«
which is analogous to (23). We omit here the detailed proof.

§4. Remarks on weak projectivity

Let four elements a ,b ,c ,d  be given in L such that a,b-+ c,d  and 
c,d->-a,b. Then a =  b is equivalent to c =  d under every congruence rela
tion. The situation is the same if a, b and c, d are projective10 (which shall 
be denoted by [a, b] II[c, d] if a ^ b  and c ^ d ) .  The following problem 
arises: give a necessary and sufficient condition under which a, b is

10 In the literature one speaks about the projectivity of intervals. We say that a, b 
and c, d are projective if the intervals [а П b, aUft] and [с П d, c U d ] are projective in the 
usual sense. Our definition is more convenient in the sequel.
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projective into c, d if and only if

(30) a ,b —-c ,d  and c,d->-a, b.
Now we consider two classes of lattices in which this condition holds. 

T heorem 9. Let L be a
A) distributive, or
B) discrete, modular

lattice, then a, b and c, d are projective if and only if  (30) holds.
P roof. Evidently, in both cases it is enough to verify that (30) implies 

th e projectivity of a, b and c, d.
A) By Theorem 1, (30) is equivalent to (we suppose that a b, c g  d)

(31) (аис)П£/ =  с;
(32) (& uc)nűf= tf;
(33) (c u ű )n ö  =  ű;
(34) (d U а) П b =  b.
Let us prove the equation b U (а и c) =  d  U (а и c), i. e.
(35) b и c =  d и a.
From (32) b uc s  d and from b Ша we get b и с Ш d и a and, on the other 
hand, from (34) a\j d Ш b and from d ^ c  we get a и d Ш b ö c; these inequa
lities prove (35). The equations (31), (33), (35) show that the consecutive 
members of the sequence of intervals [a, b], [auc, 6 Uc], [c, d] are transposed, 
that is, [a, b] 11 [c, d], q. e. d.

We see that we have proved more than it was required by Theorem 9. 
In addition we get

T heorem 9'. 0 a, ъ =  &c, д in a distributive lattice L if and only if 
a, b and c, d are projective.

B) The proof may be decomposed into two assertions. These may be 
proved by trivial induction, hence the detailed proofs may be omitted.

Lemma 9. I f  L is a modular, discrete lattice and a, b, c ^ L, a b, then 
under condition В we have11

l[a, b] Ш l[a U c, b и c] and l[a, 6] is /[a n c, b nc], 
and if a sign of equality holds, then the corresponding intervals are transposed^ 

P roof by induction on l[a, b],

11 / [a, b] denotes the length of a maximal chain from a to b.
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Lemma 10. If L is a modular, discrete lattice and a, b, c, ddL, 
a b, c ^  d, a, b —>c,d, then

P roof by Lemma 9 and by an induction on the number of steps in 
the definition of weak projectivity (the number n in (15) and (16)).

The proof of case B) may be completed as follows: if a g  b and с Ш d 
and condition (30) holds, then l[a, b\ =  l[c,d] from Lemma 10, hence 
[a, b] П  [c, d] from Lemma 9, q. e. d.

By repeated use of distributivity it is clear that if in a distributive 
lattice a,b~*c,d  (a s  b, с ш d), then for suitable p and q(£L) the following 
two equations hold (see Theorem 1 too):

Now we prove that this property characterizes the distributivity of the lattice L.
T heorem 10. The condition a ,b —*c,d (а шг b, c ^ d )  is equivalent to 

(36) and (37) if and only if L is distributive.
P roof. The sufficiency of the distributivity is obvious. Therefore we may 

restrict ourselves to the necessity.
Let us suppose that the stated condition holds. We prove that c> d Ша 

is impossible. Indeed, if d ^ a ,  then b и p Ш a, and so a и p s  b и p, that is, 
a\)p =  b\jp , consequently c == (a и p) n q =  (b lip) 0 q =  d, a contradiction.

It follows from Lemma 6, that c > d is a, c d (Оа,ъ) is impossible, 
hence from condition (a) of Theorem 2 we get the distributivity of L. III.

§1. The definition of separable congruence relations; examples

In this section we introduce the notion of separable congruence rela
tion. This notion will enable us to solve many problems.

Definition 3. Let L be a lattice and 0  a congruence relation on L. 0  
is separable if to all a ^  b in L there exists a chain a =  Zo Ш Zi ^  ^  zn =  b
such that for each i either 2,-1 7z, (0 ) or (z.-iф г ,( 0 ) and) x,y£[Zi-1, zj, 
x - у (О) imply x =  y.

We also say that this chain {z,} is separated modulo 0 , or 0  separates 
the chain {z,}, or a and b are separated modulo 0  by the chain {z,}.

l[a, b] Ш l[c, d).

(36)

(37)

(a и p) П q =  c, 

(b\jp)r\q  =  d.

III. SEPARABLE CONGRUENCE RELATIONS
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We get immediately from the definition:
Lemma 1 1 . / /  the lattice L is .semi-discrete, then all congruence relations 

on L are separable.
Now let us consider an example12 of a non-separable congruence rela

tion. Let L be the chain of all positive integers, together with + °c . We 
define x =  y (0 )  if and only if x =  2i, у = 2 / + 1  for some / = 1 , 2 , . . . .  
Obviously, 0  is non-separable, e. g. no chain separates 1 and +  <*>.

From the definition it is also clear that if 0  is separable, then between 
all a, b (a s  b) there exists a maximal chain such that on this chain there is 
but a finite number of congruence classes with more than one element 
under 0, Indeed, every maximal chain which refines a separating chain has 
the required property.

The converse statement is in general not true. It is neither true that if 
0  is a congruence relation such that between all a > b there is a maximal 
chain with the property described above, then 0  is necessarily separable. 
The statement: if 0  is separable, then all maximal chains between any а Ш b 
have the property described above, is also false. Counterexamples may be found 
in § 4 of this Part, see examples (A) and (B).

Some typical examples on separable and non-separable congruence 
relation will be shown by the following lemmas.

Lemma 12. Let L be a lattice with the greatest element 1, and I a 
neutral ideal13 14 o f L. 0  [/] is separable if and only if I is a principal ideal.

P roof. If 1 and y(£/) are separated under 0 [ / ]  (/=(=/.) by the chain {г,} 
(i =  1 ,..., n), then it may be supposed that z ,= y ,  z3= l  (n =  3). There is 
no subinterval of [z2, 1] which is congruent under 0[/], thus z2 is the gener
ating element of /. On the other hand, if / =  (a], then x ^ y  may be sepa
rated under 0 [ /]  by the chain у  ^  x П (y U а) Ш x .u

The following is a significant example of a non-separable congruence 
relation of distributive lattices.

Lemma 13. Let an infinite sequence of elements я =  a, < й, < ••• < a, <co
< b< < ■■• <b be given in the distributive lattice L. Then V 0„., b. is not

i = l
separable.

12 This example is generalized by Lemma 13.
13 The ideal I  of the lattice L is called neutral if for any ideals J, К  of L, the sub

lattice of the lattice of all ideals of L  generated by I, J, К  is distributive. If /  is neutral, 
then x  =  y under ©[/] if and only if ( x C \ y ) U i ^ x 0 y  for some i £ /. For this fact we 
refer to [2], pp. 28, 79, 119 and 124, or to [14]. p. 167.

14 If in Lemma 14 we omit the condition that L has a unit element, then the 
assertion does not remain valid.
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P r o o f . Suppose that 0  =  V©a£, ь{ is separable, and let {z£} be a chain 
which separates a and b (a =  z0< zx < ••• <z„ =  b). If Zi-i ~ z t (© ), then

n
Zi-i= Zi(\/ 0 a , ь ), that is, already a finite number of the [ait b,] generates all7__1 -П
congruences on the chain {Zi}. Let {at, b,] be an interval different from the 
above ones. Let 0 '„ (, bt be the complement of 0 „ (, &t (see condition (d) of 
Theorem 2), then a =  b ( 0 „ (, bf U 0 % , ь,), а ф Ь  ( 0 'O(, ht) (for о(ф 6 ( ( 0 'Of>i,()). 
Hence for a suitable index j  we have ф Zj (0'at,i<4). According to Lemma 
5 applied to Zj-i =  z,- ( 0 ' t(, t ( U 0 ,(, 4  there is a pair of elements u, v such 
that Zj-i Ш и < v ^  Zj and u =  v (0„t, bt). On the other hand, Zj-\ =  Zj (0 ) ,

n
that is, u =  v ( 0 )  whence u =  v ( V 0«,-, ъ, )■ Com paring this withl—I Jl

и
the above congruence we get u =  ( 0 а ь n V ©</,-, ».•)» that is,

l=zl 31 31
11

u =  v ( V (@a •, it,- П 0at, b.)). From the conditions of the Lemma and from

\an , bj,\ Ф  [a,, bt\, we get for each / either ah < bn <at < bf or at < bt < a3l < bjt. 
Thus by condition (c) of Theorem 2 we get 0„ .(, bjl Л 0 Я(, bt =  ш. Hence the 
above congruence becomes u = v  (со), i. e. u =  v, in contradiction to и < v. 
The proof is completed.

Now we prove
L e m m a  14. The separable congruence relations on L form a sublattice 

&S(L) of O(L). Os(L) contains i and со.

P r o o f . It is clear that i and со are separable, so 0 .,(L ) is not the void 
set. Furthermore, let 0 ,  Ф £ 0 S(I) , and let a ^ b  (a, b £ L). The chain {zt}, 
separates a and b modulo 0 ,  and let {и ,ф  be a chain which separates z{ and 
г , -1 modulo Ф. A  rather sim ple com putation shows that the chain {u ,j} ij  sepa
rates a and b modulo 0  и Ф as well as  modulo 0  П Ф, com pleting the proof.

0 (L )  is distributive, hence its center 0 2(Z.) is the set of all congruence 
relations having a complement. It is well known that 0 fL )  is a sub
lattice of 0 (L ) . (It is trivial from the identities ( 0 и Ф ) '  =  0 'п Ф '  and 
( 0  n Ф)' =  0 '  и Ф .)

Lemma 15. If the congruence relation 0  has a complement, then it is 
separable, that is, 0 - ( L ) ^ Q s(L).

P r o o f . By Lemma 5, to all a>b there exists a chain а =  г0^ - - - !^zn =  b 
such that either Zi =  Zt-i ( 0 )  or Zi =  Zi-\ ( 0 ')  for every i. We assert that 
the chain {z,} separates a and b m odulo 0 . Indeed, if x,y£[Zi,Z i-1] and 
г г ф г ,- !  ( 0 ) ,  furthermore x = y  ( 0 ) ,  then from x =  y (© ') we get 
x =  y ( 0  П 0 ') ,  that is, x =  y, q. e. d. 11

11 Acta Mathematica IX/1 —2
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Corollary, in a distributive lattice all congruence relations of the form  
0 a, ь are separable.

This is an immediate consequence of condition (d) of Theorem 2 and 
of Lemma 15.

§ 2. Weakly modular lattices and G. Birkhoff’s problem 72

First of all we introduce the notion of weakly modular lattices. It plays 
an important role in the discussion of problem 72 as well as in our resear
ches concerning the so-called standard ideals (see [8]).

D e f i n i t i o n  4. The lattice L is weakly modular if a,b^>-c,d 
(a<b,c=\=d, a, b ,c ,d £ L) implies the existence of elements au 6, (a ^a ^K b ^^b )  
such that c,d-*a^,b^.

The weakly modular lattices are a common generalization of the modu
lar and relatively complemented lattices15 as it is assured by

L e m m a  16. If L is a
(a) modular, or
(b) relatively complemented 

lattice, then it is weakly modular.

P r o o f . The case (a) is an immediate consequence of the isomorphism 
theorem for modular lattices (we refer to [2], p. 73). Now consider case (b). 
Let a > b and a n x > у Ш Ь п х .  Then denoting by z the relative complement 
of у in the interval [öfix, a m ] ,  we have afix , y —>b, b u z  and b < b l i  z ^ a ,  
for [(a n x) n z] и b =  b и z  and (yflz)U ö =  6. In the same lines it may be 
proved that in case a > b , a \ j x ^ y > b ü x ,  we have b и x, y —>a1} a for

15 The necessity of a common generalization of modular and relatively complement
ed lattices has arisen in many cases. Let us consider an illustrative example. Dilworth 
and Hall [4] proved — generalizing a theorem of G. Birkhoff — that every weakly atomic 
(a lattice is called weakly atomic, if any a > 0  implies the existence of c, d with a ^ c > -d j^ b )  
modular lattice is the subdirect product of projective lattices (a projective lattice is a lat
tice in which all prime intervals are projective). J. Hashimoto [13] proved a similar result for 
relatively complemented lattices. Thus the necessity of a theorem arises which is a com
mon generalization of the above mentioned ones. Let us call the lattice L weakly projec
tive if for any pair of prime intervals p, q the relations p —*■ q and q —► p hold (the notations 
are that of § 3). Obviously, any weakly projective modular or relatively complemented lattice 
is projective. We assert: Any weakly atomic, weakly modular lattice is a subdirect product 
of weakly projective lattices. The proof goes on the same lines as the proof of the asser
tion of Dilworth and Hall, or, what is the same, the proof of J. Hashimoto. This is also 
a consequence of Lemma 18.
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suitable а > а г Ш b. The proof may be completed by an easy induction on n 
of Definition 1.

From Lemma 16 it is also clear that the weakly modular lattices gener
alize the modularity in another way than the semi modularity. We remark 
that by the Corollary 2 of Lemma 6 all simple lattices are also weakly 
modular.

An important property of weakly modular lattices is proved in

Lemma 17. Let L be a weakly modular lattice and 0  a congruence rela
tion on L. Define x e ~ у ((■)*) i f  and only i f  in the interval [x n y, x u  y] every 
congruence class under 0  consists of a single element. Then 0* is a con
gruence relation, furthermore 0* is the pseudo-complement16 of 0  in 0 (L).

P roof. Owing to the definition of 0*, it is reflexive and satisfies the 
condition (b) of Lemma 4. Let u > v > w ,u  =  v (©*) and v =  w (0*) and 
let us suppose that for some и ^ х > у Ш и  we have x = y  (0). Since 
x =  y  (0„,„ и from Lemma 5 it follows the existence of хг,у х such that
x^_ xx> yx^ y  and either Ufv —*xl,y 1 or vt w —*• x , , y1. From the weak modu
larity it results that xu yx —► iffW^ for some v =ё vx > wx ^  w or xfy  —> ut, v1 
for some и Ш ux > vx Ш v. But x  =  y (0) implies vx =  wx (0 )  or ux =  vx (0), 
in contradiction to v =  w (0*) or to u =  v (0*). The cases u =  v and v =  w 
are trivial. Finally, we prove that x ^ y  and x  =  у (0*) imply x и t =  у и t (0*). 
Indeed, if x \]t =  y \ i t  (0*) is not true, then u = v  (0) is valid for some 
x \j t ^ u  > v ^ y  \j t. From the weak modularity it follows that ufv —► x,,y x 
for some хШхг > yx^ y ,  that is, x =  y (0*) is false. Thus we have proved 
the validity of the conditions (a)—(d) of Lemma 4, and so 0* is a con
gruence relation. The last assertion of the lemma is clear.

C orollary. Any separable congruence relation of a weakly modular lat
tice has a complement, that is, 0 S(L) =  0 :(L).

P roof. Let 0  be separable; we assert that the congruence relation 0* 
of Lemma 17 is the complement of 0 . Indeed, if аш Ь (a ,b£L ), then let 
a =  z0 =  £1 =  ---iS2., =  b be a chain which separates a and b modulo 0 . If 
2 гф  Zi-i (0), then by the definition of 0* it follows z, =  zl+i (0*), whence 
a b (0  и 0 '), completing the proof of 0 u 0 ’ =  i.

Now we proceed to problem 72 of G. B irkhoff (see [2], p. 153):
Find necessary and sufficient conditions on a lattice L that its con

gruence relations should form a Boolean algebra. 10

10 Let L be a lattice with 0. The element a* is called the pseudo-complement of a 
if x f |a  =  0 is equivalent to í S ű*.

1 1*
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First T. Tanaka [18] gave an answer to this question.17 He got the 
following interesting theorem which is a generalization of a theorem of R. P. 
D ilworth [3]:

The congruence relations of the lattice L form a Boolean algebra if and 
only if L is a discrete subdirect product of simple lattices. (Discrete sub
direct product is a subdirect product in which any two elements differ only 
in a finite number of components.)

The theorem of T. Tanaka may be considered as the structure theorem 
of lattices L for which 0(Z.) is a Boolean algebra. However, in some 
respects the following theorem is more applicable to interesting special 
cases:

T heorem 11. The congruence relations of the lattice L form a Boolean 
algebra if and only if

(W) L is weakly modular
and

(S) all congruence relations on L are separable.

P roof.

The necessity o f the conditions. Let us suppose that O(L) is a Boolean 
algebra for the lattice L. Then by Lemma 15 all congruence relations are 
separable, hence (S) is necessary.

Let us suppose that a, b->-c, d (a> b, c=(=d). 0 c>d has a complement, let 
us denote it by Ф. Now, a ^ b  (Oc,d \j Ф), but in case a ^ b  (Ф), it follows 
that c =  d (Ф) which is impossible, so а ф б  (Ф). Thus Lemma 5 implies 
that for some a ^ a x> b ^ b  the relation a p ^ b x (0,., d) holds. By Lemma 6 
this implies that for some ű1̂ a 2> ö 2 =  ö1, c ,d —>a2,b 2 is valid, thus in case 
O(L) is complemented, (W) holds.

The sufficiency of the conditions. By (W), 0 2(L) =  0,(1), as it was 
proved in the Corollary of Lemma 17. Condition (S) is equivalent to 0(L) =  
=  0 S(Z,), thus 0(L ) =  0.(L), as we wished to prove.

We get from Theorem 11 a lot of Corollaries.

Corollary 1. The lattice of all congruence relations of a
(a) modular, or

17 The result of T .  T a n a k a  remains valid in abstract algebras, too, this explains that 
for lattices one can get sharper results. We note that while the result of T .  T a n a k a  de
pends on the Axiom of Choice, our result does not use it.
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(b) relatively complemented18
lattice is a Boolean algebra if and only if the condition (S) holds.

It follows from Theorem 11 and from Lemma 16.
In case the distributivity of L is assumed, we can get further improve

ments.
Corollary 2 (Theorem of J. H ashimoto [14]). The lattice o f all con

gruence relations of a distributive lattice L is a Boolean algebra i f  and only 
if  L is discrete.

Proof. By Corollary 1 it is enough to prove that in distributive lattices 
(S) is equivalent to the discreteness of L. Indeed, if L is discrete, then by 
Lemma 11 (S) holds. On the other hand, if L is not discrete, then by the 
usual method of bisection of intervals we get a sequence of elements re
quired in Lemma 13, so that, by this lemma it follows the existence of a 
nonseparable congruence relation, that is, condition (S) is false.19

In case of modular complemented lattices, Shih-chiang W ang got a 
condition for the complementedness of O(L).

Corollary 3 (Theorem of Shih-chiang W ang [20]). The lattice of all 
congruence relations o f a complemented modular lattice is a Boolean algebra 
if  and only if all neutral ideals are principal.

P roof. By a theorem of G. B irkhoff, every congruence relation of a 
complemented modular lattice is a minimal congruence relation of a neutral 
ideal. By Lemma 12, the minimal congruence relation of a neutral ideal is 
separable if and only if the ideal is principal, and so Corollary 3 follows.

It is surprising that Corollary 3 which seems to be true only in comple
mented modular lattices remains true after omitting the condition of modu
larity, provided that we replace neutral ideals by standard20 ones. In [8] we 
proved that every congruence relation of a relatively complemented lattice 
with 0 and 1 is a minimal congruence relation of a standard ideal, thus the 
proof of Corollary 3 may be applied to establish

18 The results of this section were published in [7] in 1957. At the same time, 
J. Hashimoto published in [13] the following result: If in L the restricted chain condition 
holds (that is, in every (closed) interval of L the maximum or the minimum condition 
holds) and L  is relatively complemented, then 0(L) is a Boolean algebra. Indeed, the 
restricted chain condition is a special case of semi-discreteness, further, on any semi
discrete lattice all congruence relations are separable (Lemma 11), thus the assertion follows 
from the part (b) of Corollary 1.

19 For a direct proof of Corollary 2 see our paper [12].
20 We have introduced the notion of standard ideals in [8]. Among the more than 

seven equivalent definitions now we formulate only the following tw o: (a) the ideal 1 is 
called standard if for any ideals J, К of L the relation J  f| ( 1 U К) =  ( /  f| I)  U (J  П K) holds;
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Corollary 4. The lattice o f all congruence relations of a relatively 
complemented lattice with 0 and 1 is a Boolean algebra if and only if all 
standard ideals are principal.

We get other types of Corollaries if we restrict our consideration to 
discrete or semi-discrete lattices. In semi-discrete lattices (S) is valid (Lem
ma 11). We prove that in semi-discrete lattices (W) is equivalent to

(J) weak projectivity between prime intervals is symmetric.
(The interval [a, b\ is called prime if b covers a.) Indeed, if (W) holds 

and b covers a, d covers c, a ,b —>c,d, then for some b ^ b ,  > ű̂ íéö, 
c, d —*■ a1} bx is valid, but from the covering relations we infer Ь =  Ьг and 
a =  aly hence (J) is valid. On the other hand, assume the validity of (J), 
and let a,b-+ c,d, a < b. Let a =  x0 < xx < ■ ■ • < xn =  b be a finite maximal

n
chain between a and b. Then c =  d  ( jj so that by Lemmas 4 and 5,г=1
for some c n d ^ c 1~<d1^ c \ j d  and for some /, Xi-i, x ,—*-ct, dx is valid. But 
then by (J) сг, dl —>Xi, Xi-i and the assertion follows. Thus we have

Corollary 5. The lattice o f all congruence relations of a semi-discrete 
lattice is a Boolean algebra if and only if the relation of weak projectivity 
between prime intervals is symmetric.

Corollary 5 in case of discrete lattices was firstly proved by J. Jakubik[15].
We shall weaken the conditions of Corollary 5 in the following section.

§ 3. Special properties of C-)(L)

If we can construct from the lattice L a new lattice, then it is always 
interesting to characterize those lattices for which the new lattice has some 
special properties. So, for instance, the characterization of those lattices for 
which 0 (L ) is a Boolean algebra was the content of § 2. Now we consider 
further problems of this kind.

(b) the ideal /  is said to be standard if x  =  y  under © [/j if and only if (x { \y ) \J t  =  x[}y  
for some t £ I. From (a) it is clear that the notion of standard ideals is a generalization 
of the neutral ideals; from (b) we see that the proof of Lemma 12 for standard ideals 
remains valid.

In [8] we have proved Corollary 4 in another way. We can sharpen Corollary 4, 
for in [8] we have proved that in a weakly modular lattice all standard elements are neutral 
and in a relatively complemented lattice all ideals which are congruence classes under 
some congruence relation are standard, thus we get: the lattice of all congruence relations 
of a relatively complemented lattice with 0 and 1 is a Boolean algebra if and only if every 
ideal which is a congruence class under some congruence relation is a principal ideal.
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We know that in 0(L) the infinite distributive law 
(ID) 0П V©« =  V(® П 0„)

holds, but, as it was pointed out by N. Funayama and T. Nakayama [5], 
the dual law

(DID) 0 и Д 0 а  =  Л (0 и 0 „ )
does not hold in general. Let us consider the lattices in which (DID) does 
hold. First we prove

Lemma 18. Let О be a separable congruence relation of L. Then for 
any subset A of 0{L)

0 и A ©« =  A (0 U 0а)

is valid.
Proof. Since 0  и AÖ« =  A(© и 0«) is true in any complete lattice, it 

is enough to verify that 0  U A©« =  A(© и ©<*). Let x =  y (A(0 U 0«)); 
since 0  is separable, there exists a chain x и у =  =  х П у
separating х и у and x n y  modulo©. If г;ф г ,-1 (0 ) for some i, then from 
Zi-í=Zi (A(0 U 0«)) we get Zi =  Zi-i (A©«)- Thus for every i either Zi =  z(-1 (0) 
or 2; =  27-i (A©«)> that is> х =  У (0  U A©«), which we intended to prove.

Corollary. I f all congruence relations on L are separable, then (DID) 
holds unrestrictedly.

Lemma 18 or its Corollary may not be conversed, as it will be shown 
in § 4 by a counterexample (example (C)).

Now we characterize the distributive lattices L such that in ©(/,) 
(DID) holds.

T heorem 12. In the lattice of all congruence relations of a distributive 
lattice (DID) holds unrestrictedly if and only if L is discrete}1

P roof. If L is discrete, then all congruence relations on L are separable 
by Lemma 11, thus, by the Corollary of Lemma 18, (DID) holds in 0(L).

On the other hand, assume that (DID) holds in 0{L). Let 0 £ 0 (L ). 
then 0 =  V &a,ь- By condition (d) of Theorem 2 any 0 а,ь has a com-

а = 6(0)
plement 0'а,ь- Put Ф =  A ®ó,ь, then by (ID)

o = b  ( 0 )

0  П Ф = =  V©.'.b П (A 0a.b) = \l(0a,b n A©á,b) =  V(®4,b n 0a,b) = M (0  =  0), 
hence 0 п Ф  =  со, and from (DID)

0  и Ф =  V0„,6 U ( Л 0 ф )  =  Л (© М  U У @ а ,» )ё Л (© М  U 0а,b) = I,

21 A simple proof of Theorem 12 was published in our paper [12].
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(the Д and V are extended to all a, b with a =  b (0 ) in all above formulae), 
thus ©U Ф — i, that is, Ф is the complement of©. Thus ©(L) is a Boolean 
algebra, hence from Corollary 2 of Theorem 11 L is discrete and the theorem 
follows.

*
Now we consider a question related to problem 67 of G. Birkhoff [2].
Let P be the set of all prime intervals of the lattice L ; the elements 

of P  are denoted by p, q. If p =  [a, b] and q =  [c, d], furthermore a ,b —*c,d, 
then we write p-+ q . The elements of P under the relation — are quasi- 
ordered, thus if we identify those p, q for which p —*q and q-+p  simul
taneously, then we get a partially ordered set which will be denoted also 
by P. Now we are seeking for a condition under which 0 ( L ) ^ 2 F. (2 denotes 
the lattice of two elements. The definition of 2P may be found in [2], p. 8.)

Lemma 19. For any lattice L, 2!' is a complete homomorphic image of 
0 (L ).

P roof. We say that the congruence relation 0  collapses the prime 
interval p, if p — [a, b] and a =  b (©). We call a subset A of P  s-ideal, if
p £ A  and p -* q  imply q£A. We assert that every s-ideal may be regarded
as the set of all prime intervals collapsed by some congruence relation. 
Indeed, if © is a congruence relation, then the set of all collapsed prime 
intervals A form an s-ideal, for if p£A  and p —*q, then q is also collapsed
by 0 . On the other hand, let A be an s-ideal of P, and let us define
0 =  V © а ,ь. Under © the prime intervals of A are collapsed, further-

more if q is collapsed by 0 , then q =  [a, bJ, a b (©), thus, by Lemmas 4 
and 5, p->-q for some p£A, hence q£A.

In a similar way we get that if under Ф and © the collapsed prime 
intervals are A,p and Ae, respectively, then under ©и Ф and 0 п Ф  the col
lapsed prime intervals are A® и A© and 4<z>n4®, where и and n denote the 
set theoretical meet and join. Thus the set В of all s-ideals of P, partially 
ordered under set-inclusion is a homomorphic, moreover, a complete homo
morphic image of ©(Z.) (naturally the void set is also regarded as an s-ideal). 
It is evident that В  is isomorphic to 2P, completing the proof of Lemma 19.

A trivial condition concerning the problem under discussion follows 
from Lemma 19.

T heorem 13. The isomorphism &(L) ~  2P holds if  and only if to any 
pair 0  > Ф (©, Ф £ © (/.)) there exists some p £ P  collapsed by 0  but not by Ф.

P roof. Since 2P is a homomorphic image of 0(L), the condition of 
Theorem 13 is necessary and sufficient in order that this homomorphism may be 
an isomorphism. Q. e. d.
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As a trivial consequence of Theorem 13 we get immediately a sharpened 
form of a theorem of J. Jakubik [15] (he restricts himself to discrete lattices; 
in § 4 we prove by examples that the following Corollary is more sharpen 
than Jakubik’s theorem):

Corollary \. I f  L is a semi-discrete lattice, then 0(L) ~  2'”.
Instead of proving it we shall verify a more general assertion.
Corollary 2. Let L be a weakly atomic lattice with separable congru

ence relations. Then & ( L ) ^ 2 P.
Proof. It is enough to prove that if 0  > Ф, then there exists a prime 

interval p which is collapsed by 0  but not by Ф. As a matter of fact, there 
exists a pair of elements a, b with a > b , a =  b (0 ) and а ф б  (Ф), and 
there exists a chain which separates a and b modulo Ф; let a =  z0^ - - - ^  zn= b  
be this chain. Choose an index i for which Zi^Z i-i (Ф). Then no subinter
val of [Zi,Zi-1] is congruent under Ф. By weak atomicity there is a prime 
interval p  in [zi,Zi-1]; thus p is not collapsed by Ф but is collapsed by 0 , 
completing the proof.

Theorem 13 and Corollary 2 may be regarded as a general solution of 
Q. Birkhoff’s problem 67.

From Corollary 1 one can deduce Corollary 5 of Theorem 11 using 
only the fact that 2P is a Boolean algebra if and only if P  is unordered.22 
Thus from Corollary 2 of Theorem 13 we get a generalization of Corollary 
5 of Theorem 11:

Let L be a weakly atomic lattice with separable congruence relations. 
0(L) is a Boolean algebra if and only if weak projectivity is a symmetric 
relation among its prime intervals.

§ 4. Counterexamples

Now we construct some counterexamples to questions raised in Part III.
(A) There is a lattice having a congruence relation 0  and a maximal 

chain C such that 0  induces on C an infinity of congruence classes 
of more than one element.

22 Let us prove that 2r is a Boolean algebra if and only if P is unordered. Indeed, if 
P  is unordered and /  £ 2P, i. e. /  is an isotone function from P  to 2, then define g  by 
g-(a) =  0 if f(a )  1 and g ( a ) ~ l  if /(a ) =  0. Obviously, g  is the complement of /  in 2P. 
On the other hand, if х ,у £ Р  and x > y ,  then consider the function /  for which / ( x ) = l ,  
f( y )  =  0. If g  is the complement of / , then max (/(a), g(a)) - 1 for all a £ P, that is, 
g ( y )  =  1, min (f(a),g(a)) =  0 for all a £ P, whence g(x) — 0, g  is not isotone, a cont
radiction.
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E x a m p l e . Let P be the chain of all non-positive integers together with 
— oo, with the natural ordering. In the cardinal product of P  with itself let 
us consider the congruence relation 0  =  ©io.ou- m,o) and a maximal chain C 
which consists of all elements of type (x, x). By the Corollary of Lemma 15 
0  is separable, yet on the chain C it induces an infinity of congruence 
classes with more than one element.

(B) There exists a lattice L on which there is a non-separable congruence 
relation 0  with the property that any a, b (а Ш b) may be connected by a 
maximal chain on which there is but a finite number of congruence classes 
of more than one element.

E x a m p l e . L e t  P b e  th e  c h a in  o f  a ll  n o n - n e g a t iv e  in t e g e r s  a n d  let L b e
CO

the lattice P P  bounded with /, and 0 =  V 0(2t,o)(2;+i,oj. By Lemma 13, 0i=1
is non-separable. Let a > b. We may suppose a =  I unless [b, ö] is finite. 
If a =  I, then a chain with the required properties is formed by the elements 
(bu x), where b (b,, b2) and x runs over the numbers bl ,b.i -\-\,b.1-\-2,___

It is of some interest that examples (A) and (B) could be constructed 
among distributive lattices.

(C) There is a lattice L with the property that in 0(L), although the 
dual infinite distributive law unrestrictedly holds, yet there are non-separable 
congruence relations.

E x a m p l e . Let P be again the set of all non-negative integers and let 
L consist of P  and of three new elements /, x, y. L will be a lattice if the 
partial ordering of P  remains the usual and the following relations hold: 

X U / = y U (  =  X U y  =  X U / =  у  и  /  / ,

x n i — y  П / =  /  П 0 = 0  for all i £ P.
Let us have a look over the congruence relations of this lattice L. It is easy 
to verify that I = i  and / =  0 (/ =)=0) hold only under 1. This implies that 
with the exception of t all congruence relations of L are those of P, in the sense 
that the congruence relations of P are extended to congruence relations of L 
such that the congruence classes outside P  consist of one element only. 
In 0(P ) the law (DID) is satisfied as we proved it in Theorem 12, thus a 
trivial calculation shows its validity in 0(L) too. Yet in 0(L) there are non- 
separable congruence relations, for instance, let x =  y (0 ) if and only if 
x =  2 /+  1 and у 2i (i is arbitrary, / '$ P, /4=0), then one cannot separate 
e. g. 1 and /.

Naturally, all counterexamples of type (C) are non-distributive, for if 
L were distributive, then by Theorem 12 it would follow that L is discrete, 
hence by Lemma 11 all congruence relations on L are separable.
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(D) There is a semi-discrete but not discrete lattice L, with the pro
perty that 0(L )  is a Boolean algebra.23

Exam ple . Let L be the set of all non-negative integers. We partially 
order L by putting

2 / —1 < 2/ < 0, i
2 / - K 2 / + 1  Í ( i = l , 2 , . . . ) .

Then L is a lattice which is obviously non-discrete but semi-discrete, fur
thermore L is simple, that is, it has all the required properties.

(E) There is a weakly atomic, not semi-discrete lattice L with separable 
congruence relations such that 0(L) is a Boolean algebra.24

Ex a m ple . Let L be the lattice of all partitions of an infinite set. Then 
L is a simple, weakly atomic lattice (for the proof we refer to O. Ore [17]), 
thus it satisfies the required properties.

IV. BOOLEAN RING OPERATIONS ON DISTRIBUTIVE LATTICES

§ 1. A characterization of relatively complemented distributive
lattices

In this section we prove a theorem which enables us to prove the 
main theorem of this part without complicated computations.

Let
f i  {U \ , . .  . ,  U ti , X i , . . . ,  x m)

and , , 4V4* I # ■ • > Un > Xi, . . . ,  xm)
be lattice-polynomials with the variables Xj.

T heorem  14. In a relatively complemented lattice L the system of equations 
(38) =  ( i= l ,2 ,. . . ,A r )
has a solution for any

Ui =  au . . . ,  ü„ =  ű„ (ű,-€ 1 ,2 ,. . . ,  rí)
if  and only if (38) has a solution in 2 for any

иг =  Ьи . . . , и п =  b„. (b j£ 2 ; j=  \ ,2 , . . . ,n ) .
We remark that if m 0 (that is the set of unknowns is void), then 

(38) is a system of identities, the validity of which is in question.

23 Example (D) shows that Corollary 5 of Theorem 11 is applicable to more lattices 
than the original theorem of J. J akubik.

24 (E) shows that the assertion formulated at the end of § 3 is actually stronger 
than Corollary 5 of Theorem 11.

( /= 1 ,2 , . . . ,* )
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First we prove
Lemma 20. Let L be a relatively complemented distributive lattice and 

x ,, . . . ,  xn £ L. L has a sublattice B„ which is a finite Boolean algebra con
taining Xi,. . x„ (and О(Bn) Ш 4").25

P r o o f . The assertion for n —  1 is true. Now we make an induction 
on n. Let us suppose that we have already constructed Ba-i which contains 
X!,...,x»-i. Let 0„-i,/n-i be the least and greatest elements of Bn~i, 
respectively. Let us consider in the interval [0„-i, u„ U /n-i ] the relative com
plement Ih-] of In 1 and let A, and A2 be sublattices of L consisting of 
On-i, I'n-i and x„u/„.i,x„, respectively. Let Bn =  (Bn~i ■ А ) о А» where о de
notes the cardinal product, but if Bn is regarded as a sublattice of L, then the 
embedding B„ in L is effected by ( x j ) - > x n y  Obviously, Bn is a finite 
Boolean algebra and xl t . . x„ 6 Bn. The calculation on the number of the 
elements of Bn is very easy by the construction.

Now we prove Theorem 14.
The necessity o f the condition. Consider a finite Boolean algebra Bn+m 

containing the elements x , , . . . ,x m; (38) is solvable in Bn+m, thus
it is solvable in 2 too. Any choice of ö; may be regarded as a homomorphic 
image of a suitable chosen a,.

The sufficiency of the condition. Let us suppose that (38) may be 
solved for some x; =  b, in 2. Then (38) is solvable in all finite Boolean algeb
ras, for (38) is solvable componentwise. Let B„ be a finite Boolean algebra 
containing 0 ] ,...,a„ . (38) is solvable in Bn, thus it is solvable in L too.

From Theorem 14 we get easily a theorem which characterizes the 
relatively complemented distributive lattices.

T heorem  15. The solvability o f (38) in L is equivalent to the solva
bility in 2 if  and only i f  L is relatively complemented and distributive.

P r o o f . The case “if” was proved in Theorem 14. Now prove the 
“only if”. The identity

a и (b П с) =  (a и b) n (а и c)
holds in 2, thus it must hold in L, that is, L is distributive. Furthermore, 
the equation system

(a и b) и x  =  a и b и c,
(a и b) n x =  a

is solvable in 2, thus it must be solvable in L too, hence L is relatively 
complemented, q. e. d.

25 The number of the elements of the finite lattice L is indicated by 0(L).
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§ 2. Boolean ring operations

In Corollary of Theorem 3 we have shown that among distributive 
lattices just the relatively complemented ones have the property that every 
congruence relation is determined by any congruence class of it. It is well 
known that the rings have the same property. We prove that this connection 
between the rings and relatively complemented distributive lattices is not 
accidental. We shall see that any relatively complemented distributive lattice 
may be regarded as a Boolean ring, hence the validity of the above state
ment becomes very natural.

D efin itio n  5. Let A be a set of equations on the distributive lattice L, 
containing a finite number of equations, parameters and the unknowns x, у 
and z. If A has a unique solution with respect to z  for any fixed values of x 
and у in any homomorphic image of L, then we write z =  x-\-y. If the oper
ation +  satisfies the group axioms, then we speak of a group operation 
defined on the lattice L. If, furthermore, in a similar way (that is, with an 
equation system, having unique solution in any homomorphic image of L) 
there is defined another operation denoted by • such that +  and • satisfy 
the ring axioms, then we speak of a ring operation defined on the lattice Z..26

T heorem  16. On the distributive lattice L one may define a Boolean 
ring operation if and only if L is relatively complemented.27 All Boolean ring 
operations may be defined in the following way:

Let a be a fixed element of L. Let x-y be equal to (x и a) n (x и у) П (а и у) 
and let x  +  у be the relative complement of x-y in the interval [anxnp, tfuxuy].

P r o o f . First we prove that the operations defined in the Theorem are 
ring operations. Applying Theorem 14 we get that it suffices to prove in 
case of the lattice 2.

In the lattice 2 the above operations may be given by the following 
tables:

+ 0 1 0 1
0 =  0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1

26 The conditions of Definition 5 are satisfied if we define - f  and • only with 
the operations: join, meet, and taking the relative complement of an element in an interval.

27 One can easily show that if we restrict ourselves to that special case in Defini
tion 5 in which the equations of A contain x  and у only in the form x  U у and x  П y, then 
the existence of a ring operation characterizes not only the relative complementedness of 
a distributive lattice, but even the distributivity of the lattice. It immediately follows from 
the fact that with the above definition -f- is ambiguous in the lattices S and T.
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Thus it is clear that we get Boolean ring operations. The case a =  1 is the 
dual of the above.

Now we prove that in a relatively complemented distributive lattice one 
cannot define other Boolean ring operations. First we prove this for finite 
lattices. If the lattice considered is 2. then the assertion is trivial, there is 
only two types of Boolean ring operations. Let us consider the Boolean 
algebra Bn =  2”. A system of equations is uniquely solvable in a lattice 
which is a cardinal product of lattices if and only if the same is true 
in all of its cardinal-components. Thus the Boolean ring operations in Bn 
are in a one-to-one correspondence with the Boolean ring operations of the 
n components. In all of its components two operations may be defined, thus 
in Bn the number of different operations is 2" (these are all different from 
each other, for the zero elements are unequal). On the other hand, the con
struction in the Theorem gives also 2™ different operations, for a may be 
chosen in 2n different ways and these are also different from each other, 
for the zeros of the rings (a) are unequal. Thus the definition of Theorem 16 
exhausts all the Boolean ring operations in the finite case.

Now, let us turn to the general case. Let x, у  and u, v be two pairs of 
elements of L, and Bx,y, Bu, v will denote the finite Boolean algebras containing 
x, у  resp. u,v  and the parameters of the operations. B c,y and B„r „ are finite, 
thus they have elements a and b which characterize the operations in Bx,y and 
in Bu,v, respectively. We get a contradiction from a=\=b, and this will com
plete the proof of the statement according to which all Boolean ring oper
ations may be defined in the way described in the Theorem. Indeed, 
if а ф Ь , then consider an element s common to BXi v and to Bu,v. Now, 
s +  s =  ö considered in Bx, y and s +  s =  b in B„, «, thus necessarily a =  b.

We shall use the following note: if L is a distributive lattice and 
x l t . . . ,  xn € L, then there exists a finite sublattice L„ of L, containing 
X ! , . . . , x „ .  Indeed, by an obvious induction (n =  1 is trivial) if Ln \ is 
already constructed such that Xj,. . . ,  x„-i£ Ln-i, then let Ln consist of Ln-i, 
from x„ and from the elements of the form x„ n и and x„ и и where и runs 
over the elements of Ln-1.

At last we prove that if on the distributive lattice L one may define a 
Boolean ring operation, then L is relatively complemented. Let Lx, „ be a finite 
sublattice of L which contains x, у and all the parameters. Lx, y is a subdirect 
product of replicas of 2 and in 2 the operations are defined as in the 
Theorem, thus in Lx, y the operations are defined by the definition of our 
Theorem too. From the fact that Lx,y is closed under the operations -f and • , 
it follows the relative complementedness of Lx,y and in the same way the 
relative complementedness of L, q. e. d.

(Received 2  January 1958)
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ÜBER DIE METRISCHE THEORIE DER DIOPHANTISCHEN
APPROXIMATION

Von
P. SZÜSZ (Budapest) 

{Vorgelegt von P. T uran)

Khintchine  [И bewies den folgenden
Satz 1. Es sei f ( x ) eine positive, monoton abnehmende Funktion des 

Argumentes x. Dann hat die Ungleichung1

(1)  I M K ^

für fast alle reellen a (d. h. für alle a, höchstens bis auf eine Menge vom 
Lebesgueschen Maß Null) höchstens endlich viele oder unendlich viele Lösungen

mit natürlichem x, je nachdem die Reihe N_’ , - konvergiert oder divergiert.k— 1 к
Ist a  eine beliebige Irrationalzahl, so kann nach einem klassischen Satz 

von H urw itz  die Ungleichung

(2) ii“ *n

unendlich oft mit natürlichem л: erfüllt werden und die Konstante 5~1/2 läßt 
sich im allgemeinen durch keine kleinere ersetzen. Nach Kh in tchine  [4] ist 
(2) auch dann mit natürlichem x unendlich oft erfüllbar, wenn man in (2) 
||ax]| durch ||« jc—/?|| ersetzt, wobei ß eine beliebige reelle Zahl bedeutet.

Es erhebt sich die Frage, was sich über die Ungleichung

(3) \ \a x -ß \ \< f- Q
aussagen läßt, wenn man eine Nullmenge in a außer Acht läßt. Der Ver
gleich des Hurwitzschen Satzes über die Ungleichung (2) mit dem Khintchi- 
neschen Analogon im inhomogenen Falle, d. h. mit dem Satz über die Lös

barkeit von К «je—/?||<-pL- mit natürlichem x legt die Vermutung nahe, daß
jb x

die Behauptung des Khintchineschen Satzes 1 gültig bleibt, wenn man statt 
(1) die Ungleichung (3) betrachtet.

1 II • • • II bedeutet den Abstand der zwischen den Strichen stehenden Zahl von der 
nächstbenachbarten ganzen Zahl. 12

12 Acta Mathcmatica IX/1—2
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Es ist mir gelungen, den Khintchineschen Beweis des Satzes 1 so zu 
modifizieren, daß er auch die Bestätigung der obigen Vermutung ergibt. 
Außerdem zeige ich, daß sich im allgemeinen nichts aussprechen läßt, wenn 
man in (3) a festlegt und nach einer für fast alle ß gültigen Behauptung 
fragt. Es werden genauer die folgenden beiden Sätze bewiesen:

Satz 2. Es sei f(x) eine monoton abnehmende Funktion. Ist dann ß eine 
beliebige reelle Zahl, so hat die Ungleichung (3) für fast alle a unendlich viele 
oder höchstens endlich viele Lösungen mit natürlichem x, je nachdem die 

ю f i k )Reihe V ,  - divergiert oder konvergiert.

Satz 3. Ist g(x) eine mit x  —► <x> beliebig langsam gegen Null strebende 
Funktion, so existiert ein a derart, daß die Ungleichung

(4) ||a x _ ^ | |< £ M

fü r  fast alle ß höchstens endlich viele Lösungen hat, d h. es gilt für fast alle
o-(x)

ß \\ax—/?|| Ш fü r jedes ganze genügend große x.

Bevor ich zum Beweis dieser Sätze übergehe, mache ich einige Bemer
kungen.

1. Frau Vera T. Sós verdanke ich die Bemerkung, daß die Behauptung 
des Satzes 3 nicht mehr gültig bleibt, wenn unendlich oft g(x) > c ist, wobei 
c eine beliebig kleine positive Konstante bedeutet

2. Satz 2 ist im gewissen Sinne schärfer als ein Satz von Cassels [7], 
S. 121. Dort wird der entsprechende Satz, allerdings auch für den mehr
dimensionalen Fall nicht bei gegebenem ß für fast alle a, sondern für fast 
alle Zahlenpaare (a, ß) (d. h. für alle Zahlenpaare ( a ,  ß )  höchstens bis auf 
eine zweidimensionale Nuilmenge) bewiesen. In diesem Falle braucht über 
die Monotonie von f{x) nichts vorausgesetzt zu werden. In unserem Satz 2 
läßt sich die Forderung der Monotonie von f(x )  nicht ohne weiteres weg
lassen; sonst lassen sich Gegenbeispiele angeben.

3. Es erhebt sich die Frage, ob die zu Satz 2 analoge Behauptung 
nicht auch im mehrdimensionalen Falle gilt, ähnlich zum homogenen Fall 
(vgl. Khintchine [3]). Bisher ist mir nicht gelungen, diese Frage zu beant
worten. Ich hoffe, auf diese in einer späteren Arbeit zurückkommen zu können.

Im § 1 gebe ich eine Zusammenstellung derjenigen Bezeichnungen, die 
durchweg gebraucht werden, § 2 enthält den Beweis des Satzes 2, § 3 den 
des Satzes 3.
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§ 1

In dieser Arbeit bezeichnen a und ß stets reelle Zahlen. Ohne Be
schränkung der Allgemeinheit kann 0 < a < l ,  0 ^ / ? < l  vorausgesetzt wer
den. Ferner wird a als irrational angenommen. Es bezeichnen ад,о 2, . . .  die 
Teilnenner der regelmäßigen Kettenbruchentwicklung der Zahl a :
( 1 . 1 ) « =  [0;ö1, ö2, ...].

AnEs seien die Näherungsbrüche von a, schon in irreduzibler Gestallt geschrie-
LJ-tl

ben, d. h.

( 1. 2)

Es wird 
(1.3)
gesetzt. Bekanntlich gilt 

( 1 4 )

wobei

[0; Oi, Ű2, .. .,an\ — j ^ ,  (An,B « ) = 1 (л =  1 ,2 ,...) .

Bna — An =  Dn (л = 1 , 2 , . . . )

( - 1)”D

Wegen Cm > Om ist 

(1.5)

ßnCn+l +  ßn-l ’

Cn — [on, 0-rt-t-i, . . . ]  (л — 1, 2 ,...) . 

1
I Dm I < t tm+l

Ist г eine reelle Zahl, so bezeichnet [г] bzw. (г) den ganzen bzw. Bruch
teil von z. Es ist also
(1.6) z =  [z] T  (z), O s ( z ) <  1.
Ferner bedeutet, wie bereits erwähnt, ||z|| den Abstand der reellen Zahl z 
von der nächstbenachbarten ganzen Zahl, es ist also
(1.7) ||z|| =  min((z), (1—(z))).
1st E  eine Lebesgue-meßbare Teilmenge des Intervalles (0, 1), so bedeutet
(1.8) fi(E) 
das Lebesguesche Maß von E.

§ 2. Beweis des Satzes 2

Der Beweis des Satzes 2 verläuft parallel zum Khintchineschen Beweis 
des Satzes 1. Damit der einzige, aber sehr wesentliche Unterschied zwischen 
den beiden Beweisen hervorgehoben werden kann, möchte ich zunächst in

2 Vgl. P erron [6], S. 33, Formel (3).

12*
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großen Zügen den Khintchineschen Beweis des Satzes 1 wiedergeben. Es sei 
also zunächst ß = 0 .

« Ц  f ( ! A
Der Fall der Konvergenz von У  kann im Falle ß = 0  und auch im

к— к

inhomogenen Falle auf triviale Weise erledigt werden. Die Durchführung dieser 
Überlegung soll unterbleiben. (Vgl. z. B. Khintchine  [2], S. 75.) Im folgenden

/(*). ist.wird angenommen, daß
k=1 К

Der Khintchinesche Beweis von Satz 1 beruht auf folgenden drei Hilfs
sätzen :

H ilfssa tz  1 (F. B er n stein  [5]). Ist c:, c>,. . .  eine Folge positiver Zahlen
00

mit cfc=  oc, so gilt für fast alle a für unendlich viele n

oder, was wegen \\B„a\\ =

ön+l >

1
Cjl + l

1
В u Ь” fi -F Bn-1 а 1,11 /Fi dasselbe besagt,

(2. 1) ||Д , « | | < . ^ - . 3

Hier hat a ,,a2, . . .  bzw. ß , , Bi t . . .  die Bedeutung (1.1) bzw. (1.2). IstCO
dagegen £ c k <. » ,  so gilt (2. 1) für fast alle a für höchstens endlich viele n./£=1

Hilfssatz 2 (Khintchine [1]). Es existieit eine numerische Konstante 
A derart, daß für fast alle a bis auf endlich viele n die Relation
(2. 2) B„ < eA”
gilt.

Außer diesen beiden Hilfssätzen benötigen wir noch den folgenden, fast 
trivialen

Hilfssatz 3 .4 Ist f(x ) eine monoton abnehmende Funktion und ru r2, . . .  
eine monoton streng zunehmende Folge natürlicher Zahlen mit rn ^  K n, wobei

3 Wegen der späteren Anwendung müssen wir voraussetzen, daß q ,,c 2, ... eine mono
ton abnehmende Folge ist.

4 Khintchine [1] benutzt statt Hilfssatz 3 einen nur formell veschiedenen Hilfssatz, in

dem statt der Reihe  ̂ das Integral I dx  auftritt. Hilfssatz 3 besagt im Wesent-
n l x

liehen dasselbe und scheint mir anschaulicher zu sein.
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К eine beliebige natürliche Konstante £  2 bedeutet, so folgt aus der Diver- 

gern der Reihe 2^ 7  '  die Divergenz der Reihe f(rk).
fe=l Л fc=l

Der ganz einfache Be w e is : E s gilt wegen der Monotonie von f(x ) und 
wegen rn Är"

V  У  * V  ' / ( n) . у М ( ^ ‘_ ^ )  =
Ä  Л v , — , Л , -V KJ

CD ОЭ

=  (A’- i ) Z / ( * 7  =  ( A - i )  2 7 (o ) .j=AI >=JV
CO r  /  \  CD

Aus 2 —  =  00 folgt also 2 / ( r« )= °° -«=1 ^ W=1
Nun kann der Khintchinesche Satz 1 aus den Hilfssätzen 1—3 folgen

dermaßen gefolgert werden:
Es sei К  eine natürliche Zahl, die größer ist als das A des Hilfssatzes

2. Beschränken wir uns auf die Zahlen a mit
Bn < K n,

falls n genügend groß ist, so bilden die außer Acht gelassenen « eine Null
menge. Man setze nun
(2.3) M x ) = f ( K n) für K nl  < x ^ K n (л =  1 ,2 ,...) .
Dann ist natürlich für alle a, die nicht derjenigen Nullmenge angehören, für 
deren Elemente bei unendlich vielen n B„ > K n ist,
(2.4) f(B n) ШМВ„),
falls n genügend groß ist. Gehört a nicht der obenerwähnten Nullmenge an,

so folgt wegen Hilfssatz 3 aus 2  7 7 1  =  oo die Relation 2  /i (B„) =  oc ;n—1 n n=l

die Ungleichung 11 Bna 11 < ̂  ist also wegen Hilfssatz 1 für fastOn On
alle a unendlich oft lösbar, und damit ist auch die nichttriviale Behauptung 
des Khintchineschen Satzes bewiesen.

CO r /  \

Will man den Beweis der Aussage im Falle 2  ■ '  =  00 desn= 1 fl
Khintchineschen Satzes 1 auf den inhomogenen Fall übertragen, so stellt man 
zunächst die Frage, wo die Voraussetzung, daß es sich um ||«x[| und nicht 
um II a x —ß\\ (ß beliebig reell) handelt, ausgenutzt war. Man erkennt leicht, 
daß dies nur bei Hilfssatz 1 der Fall war. Der Khintchinesche Beweisgang 
läßt sich nämlich wörtlich wiederholen, wenn man zu jedem ß (0 < / ? < ! )
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und für fast alle a eine Folge monoton streng zunehmender natürlicher Zahlen
xu Xu,...

angeben kann, die folgendes erfüllen:
a) Es existiert eine von a unabhängige natürliche Zahl K, für die bei 

jedem genügend großen n die Ungleichung
(2. 5) xn < K"
gilt.

b) Ist c1(ca, . . .  eine beliebige monoton abnehmende Folge mit diver
genter Summe, so gilt

(2.6) \\axn— ß\\ < —
Xn

bei unendlich vielen n.
Nun versuche ich, für fast jedes a eine Zahlenfolge xy,x<,,... zu kon

struieren, die (2. 5) und (2. 6) erfüllt. Habe ich dies erzielt, so bin ich nach 
dem Gesagten mit dem Beweis des Satzes 2 fertig.

H ilfssatz  4. Ist c,, c2, . . .  eine monoton abnehmende Folge positiver
CO

Zahlen mit ^ c k=  °° und ß eine beliebige Zahl mit 0 < ß<  1, so gibt es
к 1

für fast alle a eine Zahlenfolge xlt x2, . . für die
(2.7) 2Bn ^ x „ < 3 B n 
und bei unendlich vielen n

(2.8) \\axn- ß \ \ < C- f -
gilt. (Für die Bedeutung der Bn s. (1.2).)

Aus (2. 7) folgt wegen (2. 2) die Relation (2. 5) mit einer geeigneten 
natürlichen, von a unabhängigen Zahl K. (2.8) ist wegen (2.7) gleich
bedeutend mit (2.6), die Folge си с2, . . .  wird dabei geändert, genügt aber 
ebenfalls den Voraussetzungen. Haben wir daher Hilfssatz 4 bewiesen, so ist 
der Beweis des Satzes 2 vollendet.

B ew eis d es  H ilfssatzes  4. Es sei ß eine gegebene Zahl, die nur der 
Beschränkung
(2.9) 0 < / ? < l
unterworfen ist. Ist a eine Irrationalzahl, so gibt es immer eine natürliche 
Zahl n0 derart, daß

(2.10) - J - < / ? < l ---- J - ,  falls n ^ n 0LJn xJn
gilt. Bekanntlich läßt sich für n0 eine von a unabhängige obere Schranke 
angeben. Im folgenden wird stets angenommen, daß (2. 10) gilt.
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Nehmen wir an, daß die ersten n Teilnenner von a schon angegeben sind :
(2.11) « =
Bekanntlich sind durch alt ai t . . an die Zahlen A:,A 2, . . . , A n und 
Bu B2, . . ., Bn völlig bestimmt und die Zahlen a, die (2. 11) genügen, bilden

A„-\-AH-\ , An-\-A„-i An . , ,, D—  oder -ö——  ---- < а < je nachdem n
D r . -  D n - 1 D »  T  O n - 1  D n

, das wir nach KhIntchine [2] ein Intervall vom Rang n

ein Intervall < а
D n

gerade oder ungerade ist. Es ist ferner bekannt,5 daß a eine Darstellung der 
Gestalt
(2.12) K i= A L + ( - } L t

D n  n

zuläßt, wobei ,9- eine positive Zahl mit

(2.13) 0 < ,9- < ~r ~^Tr —

ist. Das durch (2. 13) definierte Intervall sei mit $ bezeichnet. Offenbar gilt

— < n{S) < 1. Durchläuft ,9 das Intervall 3, so durchläuft a das Intervall

An An-\-An-i 
Bn Bn T- Bn 1

nennen wollen. Ein Intervall vom Rang n sei mit /„ bezeichnet. Falls es 
nötig ist, die Abhängigkeit von den Zahlen a, ,ö2, . . . ,  a„. besonders hervor
zuheben, so wird
(2.14) /„ =  /(ö1,ű 2, . . . ,ű„) 
gesetzt. Bekanntlich gilt

CD
\JI(a ,,a2,... ,a „ ,k )  =  I(aI,a2....... an)° (fc= 1,2,...).

k~ 1
Da bekanntlich (A„,Bn) — 1 ist, sind die Zahlen x^  (x  =  2B„,

2Bn-\-1, • • 3Bn— 1) in irgendeiner Reihenfolge gleich den Zahlen
I 2 ^ _I

0, -5- ,  -Б~, . . ,  wegen (2. 10) existiert daher genau eine natürliche Zahl
ß n  D n

Xn (2 Bn ^  x„< 3B„) und eine natürliche Zahl k„. (3 ^  k„ Ш Bn—3) derart, daß

,0 ^  ß-
( 2. 15) 

ist.

( / F JCn)  =  /S— ZT <  ZT ’ falls n  gerade>

0 ^  ( f ’ x ^  — ß =  ~  — ß < -jj-, falls n ungerade
\JL Jn  /  t j n  x J n

Vgl. P erron [fi], S. 39.
U bedentet die mengentheoretische Vereinigung, Л den Durchschnitt.
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Es sei nun Ci,c2, . . .  die im Hilfssatz 4 auftretende monoton abnehmende 
Folge positiver Zahlen mit divergenter Summe. Es bezeichne E(a^, a , , an) 
die Menge der Zahlen a £ I(au a2, ■.., an) für die

( 2 . 16)
L-) П

ist, En die Vereinigungsmengeder E(au at, . . a„), falls au a2, . . an von
einander unabhängig alle natürlichen Zahlen durchlaufen, ferner bezeichne

rn
(2.17) E :,m=  П Ek.

k —n

Natürlich gilt En,« =  E„. Es wird gezeigt, daß 

(2. 18) n(E:,m)<  n  ( i - c- ^ J . 7
0=£fc=S -

Ist (2. 18) bewiesen, so ist wegen der Monotonie von cl f c2, . . .  und wegen
03

2  ck =  oc unser Hilfssatz 4 bewiesen, denn das Produkt auf der rechten*■==!
Seite von (2. 18) kann durch Wahl genügend großer Zahl m beliebig klein 
gemacht werden.

Setzt man in (ajt„) statt a den Wert — so erhält man mit
Rücksicht auf (2. 10)

(— \)n$X n\ кn , {-\T & X n
Bl Bn Él

ß—
kn Exn\
Bn B n ) ’

' ß ,
Hieraus folgt wegen (2.15)

(2. 19) ß— (axn

wobei Э das durch (2. 13) definierte Intervall 3 durchlaufen kann. Wegen

4 - < p <1,  2ВпШхп<ЗВп

durchläuft («*„) ein Intervall, dessen Länge nicht kleiner als und nicht

größer als д- ist. Da ß- Bn < -J -is t, nimmt der Ausdruck (2. 19) auch den
LJn

Wert 0 an. Nun bestimme ich diejenigen ih, für die

( 2 . 20) |/? -(« * „)| < ^ -

7 Für die Bedeutung von ( . . .)  vgl. (1. 8).
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gilt. Wegen (2.19) ist (2. 20) äquivalent mit

a kn
ß— s :

also

woraus

fr—  xn 
Bn

< £h+i

Oi+l <
Bn

& %n ^  Cn-Fl
ß f  в ~

—  ( I Bnß— kn I -  Cn+i ) < f r < - { \ B nß - k n\ + cn+i)
X n  X n

jß
folgt. Da wegen der Definition von fr jedenfalls 0 < fr < ..sein muß,Bn +  Bn- 1
ist (2. 20) äquivalent mit

(2. 21)

max (о, ̂ ( IB„ß— kn|—c,.+i) | <
V x n J

< fr<  min I Д—~ — ,~ r{\B n ß —Ä-„I +  C„+1)).
\-Dn 1 D n - 1 X n J

Nun zeige ich für c„+i S E ( w a s  ohne Beschränkung der Allgemeinheit an

genommen werden darf)

min
(2. 22)

Bn - , B - ( \ B n ß - k n\ + ckn )А  -\r в п - 1  Xn

— max |o, ̂ ( \ B nß — kn\—c*+i)j = ^y--

(2.22) kann folgendermaßen eingesehen werden: wegen (2. 15) ist 
\Bnß— kJ  1. Ist

max
so ist

und

0, у  {\Bnß— * „ |-c„+i)j =  0,

I Bn ß kn I ^  cn+i ^  2

folglich auch \Bnß—kn|^ i — . Daher gilt wegen der Definition von xn

~  (\B„ß— kn\+ cn+]) =  4 -;Xn ^
В 1andererseits ist ъ——̂ a l s o  ist im Falle \B„ß—kn\^c„+ i die linke 

Seite der Ungleichung (2. 22) nicht kleiner als -^-с„+ь Gilt |B„ß—Ar„|>cn+i,
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SO ist

т г з л г - >  9  - ~ { \ B nß - k n\+ c n̂ ) > B;  \Bnß - k n\Dn~V Dn-1 zS Xx Xn
R 1

und — IB„ß— die linke Seite von (2.22) ist größer als
Xn A

~ ( \ B nß— kn\— (\Bnß— kn\ - c n̂ ))  - -  Bncn+i> ^ .
Xn Xn о

(2. 22) ist also bewiesen. Ich erinnere noch einmal daran, daß ,9- das Intervall 
cf durchläuft. Jedenfalls ist S- < 1. Damit (2.20) gilt, muß daher aus jedem 
Intervall л-ten Ranges (was durch a durchlaufen wird, wenn // das Intervall

cf durchläuft) mindestens der -fache Teil gestrichen werden, wenn wir

nur diejenigen « betrachten, für die (2. 16) gilt. Daher besagt die Uglei-

chung (2.22), daß g{E(ax, о , , . . . ,  ű„)) höchstens das 11 — -^ j-fache  von

fi (I(ax, ai t . . . ,  an)) ist.8 Da (2.22) unabhängig von der speziellen Wahl der 
alt ü2, ..., an gültig ist und alle Intervalle л-ten Ranges paarweise fremd sind, 
folgt hieraus weiter
(2.23) iM(£ n%) =  M(^,l) ^ l - £ ^ L < l _ ^ L ;

die Ungleichung (2. 19) ist also für E*,m, n =  m bewiesen. Wir führen nun 
eine vollständige Induktion bezüglich m durch.

Es ist zweckmäßig, anstatt E*<m ähnlich, aber einfacher konstruierte 
Mengen En,m. zu betrachten, die die Eigenschaft haben, daß stets
(2.24) E;,m^ E n,m
ist. Natürlich wird es genügen, (2. 18) mit E  anstatt E * zu beweisen.

Es ist En,n =  En. Wir bildeten die Durchschnitte
/(öi, a2, . . . ,  a„, А) n En (k =  1,2, . . . )

und strichen aus diesen die Zahlen a mit (2.20). So erhielten wir EnEn+1 =  
=  £■*,„+1. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhielten wir £ ’>m. En<m ent
steht dadurch, daß man nicht aus jedem I(ax, a2, . . am-1, k) n En,m-1 dieZahlen 
a mit (2.20) streicht, sondern nur aus jenen I(qlf a2, .., am_i, k) die Zahlen 
mit (2. 20) ausschließt, die ganz in Er,m-1 enthalten sind. En<n ist also gleich 
En,n. En,n+1 erhält man so, daß man von denjenigen Intervallen I(au a2, ö„, k), 
die ganz in En,n enthalten sind, die Zahlen a mit (2.20) ausschließt usw. 
(2. 24) ist offenbar erfüllt.

8 Für die Definition von E(au a2, .. . ,  a„) bzw. I(alt a2, ..., a„) vgl. (2. 14) bzw. (2.16).
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Nun zeige ich (2. 18) mit E„,M statt EZ,m> d. h.

(2.25) fi(E„,m) <  П  ( 1- - ^ — -).

Die Relation (2. 25) ist, wie bereits gesehen, für m =  n richtig. Nehmen wir 
an, sie ist bis m bewiesen. Nun ist trivialerweise

CO
(2. 26) En,m Eji,m П (J ö2, ■ • Hrn+l).

a i >  a 2 , . . . ,  am ± \  1

Nun entsteht En , m +2 dadurch, daß man aus sämtlichen Intervallen 
I(au . . . ,  üWh), die. ganz in En,m enthalten sind, die Zahlen a mit (2.20) 
streicht und dann von allen Intervallen I(ax, . . . ,  öm+o), von welchen noch 
keine Zahlen ausgeschlossen wurden, die Zahlen a mit (2. 20) ausschließt. 

Es seien au .. .,am gegeben und wir betrachten das Maß der Menge
ЕП}т+2 0 /(öi, > . . , üm).

Bei jedem Ausschließen von Zahlen mit (1.9) muß nach (2.22) ein Intervall 
von einer Länge ausgeschlossen werden, die nicht kleiner als

- 3— |M(/(öi, . .  ,ßm,/)) bzw. ^ - ( i ( I ( a u . . . ,a m,l,r))  

ist. Daher ist CO
/ О  fY 7 \ H '(E n ,m + 2 П / ( ö 1 , . . . ,  ö m ) )  fr(E *n ,m -t-2 П  ( J  / ( ö i ,  . . . ,  ö m ,  / ,  7) )  '-Cf-S. 41) i,r=1

(ЕП)т П Ui/ (öl, .. ., öm , /, 7)) -J- 1 3 I fr (En,m П U2/  (öi , . .., Clm , /, 7)),

wobei U, über diejenigen Intervalle (m-f-2)-ten Ranges zu erstrecken ist, für 
die En,m П /(ö l ,. . . ,  am, l, г) ф  /(ö,, 7) ( / ,7 =  1 ,2 ,...)  ist, und U2 über
die Übrigen.

Im folgenden wird das Maß
fr (En.m П Uä/(öi, . . . , Om, 7))

nach unten abgeschätzt. Es sei / ( ö , , . . . ,ö m) ein beliebiges Intervall vom 
Rang m. Wegen der Konstruktion von E„,m entsteht der Durchschnitt 
E„,m П /(ö ,,. . . ,  öm) aus /(ö i ,.. .,öm), indem daraus genau ein Teilintervall 
ausgeschlossen wurde. Ist also der Durchschnitt

En,m П / (öi , . . ., öm)
nicht leer, so besteht er aus höchstens zwei fremden Intervallen, die, falls 
beide vorhanden sind, die Endpunkte von I(au . . . ,a m) enthalten. Besteht 
En,m Л /(öj, . . . ,  öm) aus einem einzigen nichtleeren Intervall, so enthält dieses 
den einen Endpunkt von I(au . . . ,a m).
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Geht man von Ev<m П I(a,....... am) auf E„ ,m + 1 П I(ax, . . . ,  am) über, so hat
man folgendermaßen zu verfahren: Man muß die Endpunkte der Intervalle 
/и +  1-ten Ranges (die I(alt a , . . am) genau einfach überdecken)

I(au . . . , a m,l) ( / = 1, 2, . . . )
auf der Zahlengeraden markieren. Von denjenigen dieser Intervalle, die ganz 
in En,m Г\ I(au . . am) enthalten sind, müssen die a mit (2.20) gestrichen 
werden. Falls aus einem I(ax, . . . ,  am, /) bei dem Übergang auf E„im+1 n I(ax, ...,/) 
überhaupt etwas gestrichen wird, so muß wegen (2.22) mindestens das

-fache von I(au . . . ,  am, /) ausgeschlossen werden. Da nun
Ец,т П / (U], . . ., öm)

aus höchstens zwei disjunkten Intervallen besteht, die (falls sie nicht leer 
sind) die Endpunkte von I(ax, . . . , a m) enthalten, gibt es höchstens zwei von 
den Intervallen I(au . . . ,  am, /), die einerseits mit En,m Л I(au . . . ,  am) einen 
nichtleeren gemeinsamen Teil haben, andererseits nicht ganz in E„,m n I{au . . . ,am) 
enthalten sind; mit anderen Worten, es gibt höchstens zwei I(a1}... ,  am, Г), die 
mit En,m П I(at, ...,a m) einen nichtleeren gemeinsamen Teil haben und von denen 
beim Übergang von E„,m n I(au , . . ,  am) auf En,m+i П I(al t . . . ,  am) keine Zah
len gestrichen werden müssen.

Wir setzen für einen Augenblick
(2. 28) I u / ?  =  E„,m П /(ö, , . . . ,  öm),
wobei L das Intervall am linken Ende von Ещт П I(ax, . . . ,  am), R dasjenige 
am rechten Ende von En>m П I(ax, . . . ,  am) bedeutet. Nehmen wir an, m ist 
ungerade und L nicht leer. Da die Endpunkte der I(ax, . . . ,  am, /) ( /= 1 ,2 , . . . )  
die Zahlen

Aml-\- A,„-\
B„, l -T Bm -1

Amsind, die mit / —>• » monoton abnehmend gegen ~  streben, folgt die Tat-Dm
sache, xiaß es höchstens ein I(ax, . . . ,  am, l) mit nichtleerem L n I(au . . . ,  am, l) 
und L n I(ax, . . . ,  am, /) ф 1(ах, . . . ,  am, l) geben kann. Da durch eine ganz 
einfache Rechnung die Ungleichung

(2. 29) 1 < n(I(ax, . . . ,  om, / + 1)) < 3

bestätigt werden kann, gilt
1 °> 1(2.30) fi(Z. 0 U2/(a i,. . . ,  am, /)) > [i(L n U I(ax,...,a m,l)) =  =  ̂ (L),О I—1 О

wobei U2 über diejenigen I(ax, . . . ,  am, /) zu erstrecken ist, die ganz in L
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enthalten sind. Man erhält dasselbe mit Intervallen m +  2-ten Ranges 
l(a....... ,a m,l ,r ) für R, wobei R durch (2.28) definiert ist. So ergibt sich

p(Rr\ UiHßu . . am, /, r)) > -jn (R ),

also, da man die I(al t . . am, l) in (2.30) noch weiter in Intervalle m +2-ten 
Ranges unterteilen kann und wegen (2. 28),

(2. 31) Л U2/(öi, .*», n,„, /, г)) ^ ш).
Hieraus folgt wieder, wegen (2. 28),

2
P (En,m П Ui / (fl\ t • • - , Um , ly J*)) =  -0- P( Rn,m)

(U, bzw. U2 bedeuten dasselbe wie in (2. 27)), also wegen (2. 27)

(2. 32) fi(En<m+2 П /(a ,,.. .,am)) < 11 _  p(En,m П /(fli,. . . ,  ü,„)).

Für gerades m erhält man dasselbe; es tauschen nur bei der Rechnung L 
und R  die Rolle.

Nun lasse man die Zahlen au a2, . . . ,  am voneinander unabhängig alle 
natürlichen Zahlen durchlaufen. Da alle Intervalle m-ten Ranges das Intervall 
(0, 1) genau einfach überdecken, erhalten wir

(2. 33) p(E„,m+f) < (1 -  —̂ - J  и (En,m),

womit (2.25) wegen der Induktionsvoraussetzung bewiesen ist. Damit ist 
wegen (2.24) auch (2.18), also auch unser Satz 2 bewiesen.

§ 3. Beweis des Satzes 3

Der Beweis des Satzes 3 geschieht ebenfalls mittels der Kettenbruch
lehre. Für die Bezeichnungen vgl. § 1.

H il f s s a t z  5. Es sei bu b2, . . .  eine Folge positiver Zahlen mit konver
genter Summe. Dann ist die Menge der Zahlen ß (0 ^ /? <  1), für die für  
unendlich viele n mit einem natürlichen x (1 ^ x  <B„)

(3.1) \\aX- ß \ \ < ^ -
gilt, eine Nullmenge.

B e w e i s . E s  bezeichne (bei gegebenem n) E„ die Menge der Zahlen ß 
mit (3. 1). Offenbar gilt

p {En) <2 bn.
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Falls ^  bn konvergiert, kann keine Menge vom positiven Maß inn=1
CO
П Ещт) enthalten sein, wobei {Ц(т)} eine beliebige unendliche Teilfolgen=m

der natürlichen Zahlenfolge bedeutet.
Hilfssatz 6 . Man markiere im Intervall (0, 1) die Punkte («x) 

( x =  1 ,2 ,..., B„—1). Diese Punkte zerlegen (0 ,1) in Bn Teilintervalle, die 
mit In, i  {n =  1 ,2 , . . . ;  y = l , 2 , . . . ,  B„) bezeichnet werden mögen. Dann gilt

(3.2) h(I«,j) > | A.-i|,
wobei Die (A: =  1 ,2 ,...)  durch (1.3) definiert ist.

(3.2) ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Gesetz der besten 
Näherung der Kettenbruchlehre (vgl. P erron [6 ], S. 44).

Hilfssatz 7. Es bezeichnen kj bzw. l} diejenigen natürlichen Zahlen un
terhalb Bn, für die (kja) der linke, (/,«) der rechte Endpunkt von I„j ist, 
welches im vorigen Hilfssatz definiert wurde. (Der rechte Endpunkt von In, ип 
ist der Punkt 1, der sich nicht in der Gestalt (ex) (x natürlich) schreiben 
läß t; ferner ist k, =  0.)

Betrachten wir dann nicht nur die Punkte
(ах) (x =  1, 2 , . . . ,  Bn— 1),

sondern auch die Punkte
(«x) (x =  1,2,. .., ß n+]—1),

so liegen von den Punkten (ex) im Inneren des Intervalls Inj  genau die Punkte

((kj + qBn)a ) ( q = \ ,2 , . . . , a n+i)
oder

((lj + qBn)a) (<7=1,2 , . . . , a n+1),
je nachdem n gerade oder ungerade ist; ist kj bzw. l} nicht kleiner als Bn-b 
so entfällt das letzte Glied in den obigen Folgen.

Der Beweis folgt sofort aus Hilfssatz 6 und aus der durch eine einfache 
Umformung zu bestätigenden Tatsache, daß für m < Bn+i, m =  qB„-\-s, s ^ l ,  
die Relation

(ma) =  (sa)-\-qD n
gilt.

H il f s s a t z  8 .  Es sei ß eine Zahl, fü r die

(3.3) ||ax /S||

gilt, falls x eine natürliche Zahl ist, die kleiner als Bn ist. Betrachtet man
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dann die Zahlen ax' mit natürlichem x' (1 ^  x' < Bn+1), so gilt für jede Zahl 
x' mit

(3.4) \\ах ' - ^ < Ж
die Ungleichung

(3. 5) Bn+1 =i x' < ß „+1.
CO

B e m e r k u n g . Ist У^Ьк< о о, so bilden die Zahlen ß, die für unendlich
k= 1

viele n die Relation ||a x —/?|| < (1 S kx< B n) erfüllen, eine Nullmenge;Dn
(3. 3) ist also für fast alle ß und für jedes genügend große n erfüllt, falls

CO
bk konvergiert. Diese Tatsache wird stark ausgenutzt werden.

fc=l

B e w e i s . E s  bezeichne /  die Zahl, für die Inj  ß enthält. Wir dürfen 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß 0 < /? < l  gilt und 
dann n so groß wählen, daß 2 t k f <  Bn gilt.

Voraussetzungsgemäß gilt

(3.6)
\(kjd ) - ß \ ^ ^ ,

Wegen Hilfssatz 7 haben die Zahlen x' (1 ^  x’ < B„+1), für die (ax') im 
Intervall Inj liegen, die Gestalt kf-\-qBn oder !r -\-qBn, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. Es gilt

falls n gerade,
(«*')—ß = (k j a ) ~  ß+qD„, 

(a x )— ß==(lja)—ßf-qD n,
falls n ungerade ist. Damit (3. 4) gilt, muß wegen (3. 6) jedenfalls

<7>
bn

sein. Daher gilt
2 Bn\Dn > bn В?H-1 Ьп

Bn > 2 an+1

x’ > -fj- QM+i Bn> ^ - B n+1-, 

womit Hilfssatz 8 bewiesen ist.
Nun kommen wir rasch zum Ziel. Wir wählen и so, daß ihre Ketten

bruchnenner so schnell anwachsen, daß stets 
(3.7) b„Bn+i>4ß„
gilt.
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Ist n gegeben, so teilen wir die natürlichen л: mit B„-\ Ш x < B„ in 
zwei Klassen, je nachdem

(3.8) 
oder

(3.9) ~ B n ^ x < B n 
gilt.

Gilt nun für alle natürlichen x" mit Вп-ъ^кх" <Bv-\

\\ax''— ß \ \ > ~ ^ ,Dn-1
was nach Hilfssatz 5 für fast alle ß  bei genügend großem n der Fall ist, 
so ist für alle x mit (3. 8) nach Hilfssatz 8

(3. 10) ||«x—/?||> bn -1
2B„-i

Ьп-\ 
~2x‘

Gilt (3. 9), so folgt, nach Hilfssatz 5, für fast alle ß

(3.11) !«*—ß \\> jr - ‘Dn
bn-1 Ьп 1  ̂ Ьп 

8 x > 8x '
Daher gilt in jedem Falle für fast alle 
x < B„ .

(3. 11), für genügend großes n und

Es sei nun g’(x) eine beliebig langsam gegen Null strebende Funktion. 
Wachsen die Kettenbruchnenner a1, ax, . . .  von a  so stark an, daß (3.7)

erfüllt ist und die Reihe ^  (g(B„))l/2 konvergiert, so folgt hieraus, daß die
7f =  l

Ungleichung

für fast alle ß  höchstens endlich viele Lösungen besitzt.
Zum Schluß möchte ich Herrn J. S u r á n y í  meinen besten Dank für 

manche Verbesserungsvorschläge und für seine wertvolle Hilfe bei der Ab
fassung dieser Arbeit aussprechen.

BUDAPEST, MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

(Eingegangen am 3. Januar 1958.)
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NOTES ON INTERPOLATION. Ill
(CONVERGENCE)

By
J. BALÁZS (Budapest) and P. TÚRÁN (Budapest), member of the Academy

§ 1. Introduction

1. In this paper as well as in the previous two of this series1’ 2 we 
are dealing with the investigation of what we call as (0,2)-interpolation which 
is in some respects thoroughly different from other sorts of interpolation 
studied sofar. Given n points in [— 1, -f 1]

1 ■••>/„§=— 1
usually only that sort of interpolation was considered when the consecutive 
derivatives were prescribed for the tv’s. By (0,2)-interpolation we mean the 
investigation of those polynomials of degree ^ 2n— 1 whose function-values 
and values of the second derivatives at the tv’s (v =  1, 2, . . . ,  n) are pre
scribed. It turned out in *>2 that the behaviour of these polynomials can be 
studied most conveniently in the case when we choose as the “fundamental 
points” tv of the (0,2)-interpolation the zeros xr (v== 1 , 2, . . . ,  n) of the 
polynomial П„(х) where

x

(1.1.1) n n( x ) ~ — n ( n - 1) \ Pn l( t ) d t= ( \— x2)P fp x )
-1

and Pk(x) stands throughout this paper for the kib Legendre polynomial with 
the normalisation
( 1 . 1 . 2 )  / > * ( ! ) =  1.
Then we have
(1.1.3) 1 =  Xi> x2> ■■■ > xn-i>  xn — 1.
We shall use also in the present paper exclusively this choice o f the tv’s. It 
turned out1 that such interpolatory polynomials exist if and only if n is even,

1 J. Suränyi and P. Túrán, Notes on interpolation. I (On some interpolatorical pro
perties of the ultraspherical polynomials), Ada Math. Acad. Sei. Hung., 6 (1955), pp. 
67—79.

2 J. Balázs and P. T úrán, Notes on interpolation. 11 (Explicit formulae), A da Math. 
Acad. Set. Hung., 8 (1957), pp. 201—215.

13*
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Throughout this paper let
(1.1.4) л =  2/г^ 4.
Denoting by Rn(x) the polynomial of degree ^  2 n — 1 with

Rn{Xv) — av =  prescribed,
Rn(xv) =  ßv =  prescribed,

we have obviously
(1 .1 .5)

( 1. 1. 6) Rn(x)  CCVTy(x) ■J" ßvQv(x)i
V — 1 V - - 1

where the polynomials rv(x) and Qr{x), the so-called fundamental functions 
of the first and second kind, are of degree g  (2 n — 1), uniquely determined1 
by the conditions

1 for j  — v, ..
0 for у ф у  ( ! = /  =  «). 

r’v (Xj) =  0 for y '= l , 2, . . . , n
(1 .1 .7) 

and

( 1. 1. 8)

/V(X;) =

(jq)

(>rOq) =  0 for у =  1, 2, . . . ,  n, 
1 for j  =  V,
0 for у 'ф у (1

respectively.
2. We now consider the sequence of points 

( 1 . 2 . 1 )  1 =  Xin >  x2n >  • • • >  *n-i, n >  x„„= — 1 (n 4, 6, 8 , . . . ,  2 k ,. . .)

where хфэ stand3 for the zeros of JJn(x). Then forming the interpolator 
polynomials (1. 1.5 ) and (1. 1. 6) for each n =  2 k  we shall write the funda
mental functions ( 1. 1. 7)  and (1. 1. 8) as

Гvn (x) and pm(x),
respectively. Let now f(x) be defined for [— 1, + 1 ]; we consider the sequence 
of polynomials

n it
(1 • 2. 2) R n(x,f) =  £  f (x v,)rvn(x) +  >; ßvnQvu(x)

V = t V = \.

with arbitrary numbers ßvn. We shall prove the following
T heorem I. Let f(x ) be continuously derivable in [— 1, + 1 ]  with the 

continuity modul a>(ő) of f '(x )  such that

(1 .2 .3) \ (̂ dt
0

3 The notation (1. 1.3) of the zeros TIn (x )  was more suitable when n was f ixed .
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exist. Supposing that for arbitrary small a > 0 we have for n > n0(e) and 
v =  l , 2 , . . . ,  n
(1.2.4) \ßvn\ si ел,
the sequence Rn(x,f) converges to f(x ) uniformly in [— 1, +  1].

In order to show that Theorem I is to a certain extent best-possible, 
we state the

Theorem II. I f s is an arbitrary small positive number, then there is a 
function F(x) belonging to the class Lip (1—s) such that the polynomials 
Rn(x, F) (even in the case ßvn =  0) are unbounded for x  0.

3. The theory of the interpolation abounds in convergence proofs. The 
essentially new feature of the present one — apart from the fact that this is 
according to our knowledge the first convergence theorem concerning 
“lacunary” interpolation process — is caused by the fact that being forced to 
use rational approximation polynomials of increasing degree we need a 
good upper bound for its second derivative in the whole [— 1, + 1]. 
Approximating periodical functions by trigonometrical polynomials the first 
result in this direction is due to L. Fejér4 who, when proving that if the 
Fourier series of an everywhere continuous function, having an everywhere 
continuous conjugate, converges uniformly everywhere, then so does the 
Fourier series of the conjugate function, used the remark that if the sequence 
n,i(F) (n— 1, 2, . . . )  of trigonometrical polynomials of order n converges 
uniformly to a (continuous) g(F), then we have тт((Э) =  o(n) (and thus 
Til!(ff) =  o(n2)). This result was generalized by G. Freud0 in his study on the 
asymptotical representation of general orthogonal polynomials and asserts that ifft

|я:„(#)—<§4^)1 =СлП ° (0 < a < 1),
then
(1.3.1) K ( # ) |s i  c2n' « 
and in the case a =  1
(1.3.2) |< ( # ) | =§cs logn
(and thus - О (n\ogn)). Even from

К ( # ) - ^ ) |  =  о ( у )
it follows Tt'n(F) =  о (n log n) only and this is not enough for our purposes; 
moreover, new difficulties arise in the rational case near the points x — +  1.

4 L. F ejér, Über konjugierte trigonometrische Reihen, Grelle J o u rn .,\\ \  (1914), pp. 48—56. 
6 See his unpublished thesis. For (1.3.1) and (1.3.2) simpler proofs have been 

given by the second of us.
6 In what follows Cj, o>,. .  . denote numerical positive constants; if some of them 

depends on some parameters, then this will be explicitly stated.
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Therefore we have to make use of a different approach using special rational 
approximation polynomials to overcome this difficulty.

Since — after having once Lemma 4.4 — the proof of Theorem II 
follows closely a construction given in a paper of P. Er d ő s  and P. T úrán  
(On the role of the Lebesgue functions in the theory of the Lagrange inter
polation, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 6 (1955), pp. 47—66), we shall omit 
the details.

§ 2. Preliminaries

1. The explicit form of the fundamental functions rv(x) and (v(x) what 
we have found in 2 is the following:

( 2 . 1. 1)

(2. 1. 2)
and7 for 2 ^  r ^  n — 1

PiM

&n(x) -

//„ (x)
n2( n -  1)

П„(х)

1
2“ I f + - 3- / 5« - l (x ) | ,

l + { P „ o W j

еЛх) :
(2. 1.3)

Further, if 

(2. 1.4)

n - ( n -  l )2

4n2(n— l )2

+  (1 -4) I dt  +  2Pn. ! (x)
X r

1
3P„-i(x„) xv \ — 4\.

Ц х)
Hn(x) (r 1, 2, . . . ,« )I7n(xv)(x— xv)

stand for the fundamental functions of the Lagrange interpolation based on 
our x,-points in (1. 1.3), then we have

1—x2

(2. 1.5)

( 2 . 1. 6)

/ \ 3 +  x . . v,h W =  4 /i(x)-

+ 5 , 1
16^ 8n(n — 1)

11 (x) I'l (x) -f-
1

/ /„ ( x )  jl +  y P „ -i(x ) ,

rn (x) =  3- r^  /„ (x)2 +  -1- . —  In  (X) In  (x )  +

16 1 8n (n — 1) //„(x) ! 1 — у  P„-i(x)

7 ( 1. 1. 1) gives that the integrand of (2. 1.3) is a polynomial.
8 Since according to a remark of F ejér l'v (xv) =  0, the integrand in (2.1.7) is a 

polynomial (see u ).
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and for1 2 s i / S f i  — 1

(2.1.7) " «  - á f g ! J’Ä  +

A -iW
3(1 — xi.)P„-i(xr):' )

2. These forms seem to us the most symmetrical ones for the funda
mental functions. In this paper, however, we shall need some other represen
tations more suitable for our purposes. Lemma 4. 1 and Lemma 6. 1 of the 
paper2 give for v =  2, 3 , . . . ,  n — 1

?.(*) =
(2. 2. 1)

- Я, 1 (t) 
2lK (xv)P ’u-i(Xr)U t - х , -

U„(x)
dt +

+  f t - i  (*)( — -
1 1

-Xr 3 (1— X;)P„-i(Xr) j
+

and

( 2. 2. 2)

+  /V i(* )j

+

£>„(*) =

— +
1

1— Ху (1 —Xv)Pn-l(Xv) ) \

U„ (X) \ j’ Pn-1 (t)
2n;,{xv)P"-x{xv) I J t — xv dt +

Xr 1
1—xl ' 3 (1— xl)P„-i(xv) J I 1—xi (1—xl)Pn \{xv) H ’ 

respectively. From (2. 1.7) we evidently have for v =  2, 3 , . . . ,  n —1

r,,(x) =  lv{xf-

and

rv(x) =  Ц х)2-

П п(х) \ C K{t)
2 Ip, (xr) I

I MT?
J t— xr

dt + 2 Kin
J t--Xy

dt- Pn-iix)

n nix) \ C Kit) d t— 2
2 II,'iXy) I J t— Xy-1

According to Lemma 9. 1 of 2 we have

dt +

3(1—Xy)Pn-iixvy  

P„-iix)Kit)
t Xy 3(1 Xy)P„ г iXy) '

 ̂ Kjt)
J t — Xy

dt =
(1 Xy)Pn-\ iXy)
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which gives 

rv(x) =  Ц х)2 П п(х) i Г K{t)
Пп (xr) I J t — X,

dt ■ч , P« - i W j 1

2 6 j ( \ —xt)Pn-Axvf

and

гЛ * ) = Ц х)2- Л £ ±  j  { Ш -  d t+ ( -
Un(xv) f j  t— x,. V

1 P„-i(x) 1
(l—x;)P„-i(xr) Г

Applying partial integration the term /„(x)2 will obviously be cancelled and 
we obtain, using /„ (+ !)  =  0, in the case x < x 3, the form

(2- 2- 3) г Л х ) =
Ш

( Xr )  I J  ( t — X r )-1
dt- 1 Pn-i(x) 1

and in the case xv < x 
lln (x)(2. 2. 4) rv{x) l r ( t )

/7n(x,.) \ J (t— xvf  \ 2
Г Й + [1 _ Л Ж | .

(1—xv)Pn-i(xvy

1
б j ( l—x;)P„-i(x„) \ '

Using (2. 1.4) and (1. 1. 1) we obtain the forms, which fit the best to our 
present purposes valid for v = 2 ,  3, . . . , n  — 1,

r,,(x) =  (x—xv)lr(x) U t)

(2. 2. 5)
(t— xv)

— dt-

and

( 2 . 2 . 6)

1 1 IГ 1 , Pn-1 (x) \ n„(x)
' n(n — 1) '1 2 +  6 141 - x l ) P n̂ (xvf

for X  <  x „

rv(x) =  (x—xv) /„ (x) /,(0
(t— Xr)

* dt +

1 P„-1 (x) j ____ TI„(x)

2 6 /( l-x íO P ^ ^ x ,,)3
for X  >  X r ,

n ( n - 1) 
respectively.

Owing to the uniqueness theorem in 1 we have for an arbitrary poly
nomial l7(x) of degree ^ 2/2 — 1

(2. 2. 7) V(p)rj(x) + 2 L  V"(Xj)Qj(x) =  V(x).
j=i ,/=i

9 See e. g. G. S zegő, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coll. Publ. (New 
York, 1939), p. 167, formula (7.33.8).



NOTES ON INTERPOLATION. Ill 201

3. We shall use some well-known facts about Legendre polynomials. 
For — 1 x ш +  1 we have9

(2.3.1) |/Э Д | g  - ~ (/П2+  1}
and S. B e r n s t e i n ’s  inequalities10

|A .(x)| Ш
XT , r —

1 /72 f l —  X2

I п п(х) I g Л-n.

(2. 3. 2)

for i! ^ 4  
(2. 3. 3)

(2. 3. 4)

Further, for —l ^ x ^  +  1 we need11 
(2.3.5) |Pm(x ) |3 i l ,
the equation12
(2. 3. 6) (1—х-)Рш (х)~2xP^,(x) +  m(m+ \)Pm(x) =  0,
and finally13 the estimation

(2.3.7) I A'-! (0)| 1 -3-5 . . .  (n — 1) 1 лГ-
2-4-6 . . .  (л—2) > IT  ̂Л~

We shall also repeatedly use M a r k o v ’s  and S. B e r n s t e i n ’s  inequalities, 
according to which for a polynomial g{x) of degree £  m and real coeffi
cients we have for —1 ^  x  ^  -f 1
(2. 3. 8)

and
m

Ig-'OOI^m'2 max |g(x)j
-1=®=+1

(2. 3. 9) lá’X*)! =  T 7 T = r  max Is'Wb У1—x2 -a<«+i
respectively.

Further, for the fundamental functions lj(x) from (2. 1.4) we have14

(2. 3. 10) 1 ( - l ^ x ^  +  1; 7 = 1, 2, . . n).

10 S. B ernstein, Sur les polynőmes orthogonaux relatifs á un segment tini. II, Journ. 
Math, pures et appl, 10 (1931), pp. 219—286.

11 See S zegő , 1. c., p. 159, formula (7.21. 1).
12 See S zeg ő , !. c., p. 59, formula (4.2. I).
]3 See S zeg ő , 1. c., p. 161, formula (7.3. 11).
14 L. F ejér, Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, für welche die Quad

ratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle ein möglichst 
kleines Maximum besitzt, Artnali delta Sc. Norm. Sup. di Pisa  (2), 1 (1932), pp. 3—16.
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4. An important role will be played by
Lemma 2. 1. For the relative extrema o f P„ i (x) in 0 < x <  1 (i. e. for 

the numbers \Pn-\(xv)\) we have the estimation15

I **»-!(*»)! =  Vo " (л =  4, 6, 8, . . . ;  v =  2, 3 ,.

Proof. Denoting for 0 ^  .9 ш гг 
(2. 4. 1) i i f9) =  sin''2.9--Pn i(cos .9-)
and

(2.4.2) Ф(,9) =  (2 sin ,9)“2 +  (« — y )  .

S onin’s theorem16 gives that

(2. 4. 3) m  =  u(&Y +  u’(9-f

JT
increases for 0 ^  ^  ■ If av =  cos .9* and \Pn i{xv)\ — Mv, then owing

to (2. 4. 2) and (2. 4. 3) we have

/ ( i9v) =  sin frv-My
1 cos <9v My< M p 2 sin S-y.Ф(&у) V 2 sin'2,9,,

On the other hand, we apply Sonin’s theorem (2 .4 .3 ) with 9- =  9-v and

.9 =  — УГ
4 (л -1 )

(< S-x < ,9r). This gives

(2. 4. 4)

But, as well known,17
n- 1

Р„-1 (cos />) =  ^  av cos r.9
v=0

15 One could deduce Lemma 2. 1. and (2 .3 .2) also from the deep asymptotical rep
resentation of P„_  i(x) due to H ilb, without explicit constants. We shall not need this rep
resentation in this paper. With slight modifications one could obtain also the correspond
ing lower bound also for odd r ís but we do not need it. For the relative extrema in 
—1 < x <  0 obviously an analogous estimation holds. For v =  1 the lemma holds trivially. 
Our first proof was longer than that in the text and also the numerical constant was 
worse; the proof in the text was communicated to us in a letter of Prof. G. S zegő  in 
4 Nov. 1957.

10 See e. g. S zeg ő , 1. c., p. 160.
17 See e. g. S zegő , 1. c., p. 131.
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with av > 0 and ^  av =  1; hence
v—0

) n-1 1ЛГ X1 1

. >C0ST á , ‘1-— 7 Г

2 ,7„УИ; > М;-2 sin <9y > 1
i. e. from (2. 4. 4)

(2.4.5) ~ - . . - r -  4(n_ 1)-

If еру s stand for the zeros of P„-i(cos .9-), we evidently have
0 =  < (jpj < 5-2 < 9d2 < • • • < S-v < cpy < • • • <n

and thus from (2. 4. 5)
1 1(2. 4. 6) Mr > 8<9>(л— 1) 8cfr(n—1)'

But owing to the separation theorem of Bruns18 we have for our v’s

(2. 4. 7) ( « - D ^ T  < * • < - £ '
which together with (2. 4. 6) proves the lemma.

7ГFor later purposes we remark that for 0 < S-v ^  we have

(2. 4. 8) -9v > h ' — 3 \ ;t

2 I л — 1 '

§ 3. Investigation of the fundamental functions of the second kind

1. In this § we shall estimate the quantity

i'=i
It follows immediately from (2. I. I), (2.1.2), (2.3.4) and (2.3.5) that for 
л =  4, 6, 8, . . .  and — l ^ x ^  +  1

(3.1.1) \  ;
?..(*)[ :£ -J7пЦ п— iy  '

For the further fundamental functions we have
Lemma 3. 1. For n-= 4, 6 , 8 , . . . and —1 Ш x ^  +  1 we have

im*)ig m Iair( í)" '( iá r  ,or 2s ,,= t
18 See S zegő, 1. c., p. 118, formula (6.21.7).
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and

Ы * ) |  ^  | 8 -'T  ][n— v +  128л:

for y + l i J ' í  л - 1 .

I n — V \3/г 1

\ n ) (n — l )2

Since

P r o o f . Obviously, i t  suffices to prove the first assertion. Let first be
X <  xv <  1.

Г Pi - l ( t )d t . Pn.l(X>J t — Xr X — x,.
1

+ P„-l(Q

we have owing to (2. 3. 5)

J  t — xr d t Xr — X 1 -f X,

1+X ,. J (t — Xrf

<2

г dt,

(  1 , 1 )
(  X ,, — x 1 1- 4 J

Then (2.2. 1) gives owing to (2. 1.4) and (2.3.5)

(3.1.2) |P' (X)|- ] ^ Ö Í |/- (X)|-L
+  i _______ I_______  ̂< \ЦХ)\

2 1 /7,: (x„) P ,"1 (xv) I M — Ху

л \/L(*)\ 1
3 (l—Xr)|P„-i(x,.)| j p ::,(x„) tf,:(x„)p;:1(.vr)| (l—jc;.)!P„_: (x,.)|

Since from (2. 3. 6)
( 1 — Xr ) Pú'-1 (x,,) =  — П (П — 1 ) Pn-1 (x,.)

and from (1. 1. 1) 

further
1 1—xi

|P»-i(x„)| — n(n — 1) I P„ _ j (x,.) I ’

Lemma 2. 1 and (2.3.4) give from (3. 1.2)

П:,(Хг) =  — n(n — 1)P, i(x,.),

| ( v ( x ) |  ^  | / 8  л
| / , . ( x ) | ( l  x ; )  -,r

n(n — \) \v -\-  128ít — 1
n )  { n - \ r

For —ls ix „ < x  the estimation runs similarly, since we have again

f  Pn+l(t)
J  t — xr

d t < 2 ( 1 H, 1 )
1 X — Xr 1 —XT.J

For x =  xr the lemma obviously holds.
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From Lemma 3. 1 we can deduce
Lemma 3. 2. We have for n =  4, 6 , 8 , . . .  and —1 ^  x ^  +  1 the esti

mation
V i / M _  36л2 , Ы * ) | — •v --1 n

P roof. From (3. 1. 1) and Lemma 3. 1, using also (2.3. 10), we obtain

2 |p r ( x ) |S -3 T
/ 8iл

33 л  34 л-------< -------

я3/’-(л — 1 )2 л (я—1) 1

1А8л

f r  140с) I +  V  У« — v\lv(x)\ +
p = - + l

2 \ l/2 / n
1 И  2 ^ ) 1  <

3 4 л  2 л 36 л
л(л—1) J

In order to show that Lemma 3. 2 is best-possible what order concerns, 
we state

Lemma 3. 3. We have for all even / i s 8  the inequality

2 V ( o ) | > f .v=l 11
P roof. From (2.1. 3) and (1 .1 .1 ) we have

1 |Ян-,(0)i f ]
Z V ( o ) |>  v
v = l . 4n2(n—1)- Pn.i(xvy  

~m
c - ^ J  T = i: d t+

Using (2. 3. 7) and (2. 3. 2) this gives

S  M 0)| >
71

24\fn(n — l )2 r= j | j

[ f ]  _ _V  l / f _ x ; (1—X-)2 \ Г P » - i ( t )
t—xv dt —

- 2 ( 1 - 4 )  J  T ^ f d t  +  4
-1

Taking into account2 (Lemma б. 1) that

\P fM t)  
J t—xv

d t
2x„

1 Xv (1 Ху) Pn-l(-Xr)



2 0 6 J . BALÁZS AND P. TÚRÁN

we obtain, using once more (2. 3. 2),

тс
2 > r ( ° ) l  1Ч2 -v -1 2A \n (n—l )2 i' [-j

г а  г____ , 2

Рп-г ( r̂) I

о
— 6—2 1 Pn-Át)

.1 t — xr dt Z h - ^ r n o - ^ -
,,=m

—20—2 f  P n - y j t )
J ( t— xr)’ dt

r a
71  1

> M W . 2 ;  f f 2 « „ ( l - « ) - 4 0 > >  ]0,
r Ы

§ 4. Investigation of the fundamental functions of the first kind

1. We need the

Lemma 4. 1. For n =  4, 6 , 8 , . . .  ű/?tí —1 ^  x  ̂  +  1 the estimations

| t ( x ) |  < - | -  +  2 l in,  |r „ ( x ) |  <  -^- +  21In
hold.

P r o o f . It is enough to consider only /^(x). Owing to (2. 1.5), (2.3.10) 
and (2. 3. 5) we have

! о (x) I == 1 + 1 ^ - 21 /; (x) I+ J -1 //„ (x) I.

Using (2. 3. 9) and (2. 3. 4) the lemma is proved.
Further we have

Lemma 4. 2. For n =  4, 6 , 8 , . . . and —1 ^  x ;

rv (x) I * 87 : r 

\rv(x)\ 87;t

T  2

1 we have 

n

< r g / i  — 1.
f0 r  2 

)urselves to the

x < x,,. Then the representation (2. 2. 5) gives with (2. 3.10), (2. 3. 4), (2. 3. 5)

P r o o f . We may confine ourselves to the case 2 ^ k v ^ ~ . Let first be
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and Lemma 2.1

|г,,(х)| =  I x—xv
(4. 2. 1)

dt
2̂
71 1

g l

(t— Xrf 3(л — \)Yn ( \— xi)\Pn-,(xv) f

, 64 71  r 3/2

3 (n — 1)]/n 1— xí 

Since according to R o l l e ’s  theorem w e  have
Xy <\  - 1

a n d  th u s ,  u s in g  a g a in  B r u n s ’s  e s t im a t io n  (2.4.7),

v —
1 2 , 1-2 - 2  4 г .  41— xv > \ —§r -i =  sin 9V-1 > —2 („_!)»

ЯГ
> 4(n—l)2’

Lemma 4.2 follows from (4.2.1) for x < x r . For x > x r this follows analog
ously, starting from (2.2.6) instead of (2.2.5). For x  =  xv the lemma is 
trivial.

From Lemma 4. 1 and 4. 2 it follows evidently
L e m m a  4.3. For n =  4, 6, 8, . . .  and —l ^ x ^  +  1 we have

n

X  r,,(x)i ss 249 7Г n.
V=l

2. In order to show that the estimation of Lemma 4.3 is essentially 
best-possible, we prove

L e m m a  4. 4. For all sufficiently large even n’s we have for a suitable 
numerical positive c

X  |/v(0) |> c 6n,

/. e. a fortiori
П

X I МО)I > cbn.v=i

P r o o f . Using the representation (2. 2.3) we have for ~

rv(0) :
//„(0) U 0 dt- 1
Щ х г) < J ( f - x ,,)2 2(1—Xr)Pn-i(xv) 1

-1
Using (1.1.1), (2.3.7), (2.3.10) and (2.3.2) for sufficiently large even rís
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and for <  7' <

Tv (0)  >

we obtain with numerical positive c6 and c7 

1 l j
3 f n (л—l)|P„-i(xv)I ) 2(1 —xí)P„ l(xvf  x f  

C6

>

> T7=-
Vn (n —  1)|Р„-1(х„)|

from which Lemma 4.4 easily follows.

Ö- > c7

§ 5. Lemmas on Jackson means

1. Let have the period 2тг and its Jackson means1
4

(5 .1 .1 )  Jn (&, cp) = 2nn(2ril + 1) .1

( . t— 9-\
S i n n - 2 ~

t— 9- 
\  sin ^

dt.

An alternative form of /„(<9-, <jp)  is, as well known,
л / 2

3
(5 .1 .2 )  Л ( ^ , 9 >) = я:л(2/г2+  1) {y(^ +  2 0  +  <iP(^-2 0 } dt.sin f

From (5 .1 .2) it follows 

(5 .1 .3 )  1

л/2

sin П t\4 
rrn(2n2-\- 1) J ( sin f j dt.

W e need the following lemma which is certainly well known, but we know 
no place where it is explicitly s ta te d ; so we sketch its (conventional) proof.

Lemma 5. 1. I f  у (9) is everywhere continuously derivable, then for an 
arbitrary small e > 0 we have for n > n0(e)

Proof. From (5.1.2) and (5 .1 .3 ) we get

' {<p(9 +  2t) +  4>(9-2t)-2<p(9)}л:п(2п‘+  1) J

19 D. Jackson, Über die Genauigkeit der Annäherung stetiger Funktionen durch Poly
nome gegebenen Grades und trigonometrische Summen gegebener Ordnung, Inaug. Diss. 
(Gottingen, 191t).
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The mean value theorem gives
n

<5. 1. 4) =  M (2 r f +  T ) i  ” '<«> ( i f f  U
0

with
(5.1.5) , 9 ^ t ^ f r  +  2t, & ^ t2m & — 2t.
Since owing to the hypothesis and (5.1.5) we have
(5. 1.6) \<p'(t,)— cp'(tj\^a),(4t)
denoting by мг(д) the continuity modul of <p'(&), (5. 1. 4) gives

и IIn 2

M W  = лгл(2па+  1) J 2'“'<4,) (iBt) dt < 27? i J+í+Ji<

<4 ! 4  ta>1(2 t ) d t+ ^

1
Yn

0 1 _L
V" n

— ^ — d t+ т ) . И
(20 d t\<

1
iO

for n > n0(s). Q. e. d.
2. Let now f(x )  be continuously derivable in [—1, +1] and 

(5.2.1) q>(»)=f(cos 9).
Let o j ( ő )  be the continuity modul of f'(x)  for —l § x s  +  l with existing

‘« ( 0 .- d r .

If max \f’(x)\ — M, then
-1 SlS+l

a>i(d)= max Í df( cos u)\ _  Г df(cos n))
V du )u=&" l du )„=»'

max ( d m
\ dx У1 — x2 - Ш  K T = 0

:r = C 0 S Э" '  V L I  X  J x =  COS

<  Crj (Ő) +  Md,

i. e. the integral

(5.2.2) j - ^ - d v
о

exists too.
We consider the polynomials /„(5-, r/>) belonging to cp(,9)= f (cos,9). 

Since <p(,9) is now even, J„(-9, (p) is a pure cosine polynomial of order

14 Acta Mathematica IX/1—2
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(2 n — 2), i. e.
/ „ ( a r c  COS X, (p) =  Л2п-2(х)

is a rational polynomial of degree (2 n—2) and

JT~>4-2(X)
(5. 2. 3)

ЛП( 2 n2+  1) {<jp(arc cosx-f 2f)-f

+  <jp(arccosx—2/)} dt.

Lemma 5.1 gives for —l g x ^ - f  1, arbitrary small « > 0  and n > n,(e)

|я&._а(х)— / ( x ) |^  — .(5. 2. 4)

Differentiating (5. 2. 3) оле-times according to x we get

íTÍn-i/x) ’ \(dg>(u)\
ятг(2л2+ 1) f l  — x

+ tew ) 1 ( ^ у лV UM Ju = arc cosx-2t) V Sin t J

du J u — arccos x+21 
4

+

or using the alternative form (5. 1. 1)

, / \ 3 1^2n-2(X) = -------------- ------- ~7=
2'лп(2п2-\- 1) K l-  

Differentiating once more on the last form we get

л ’>п-2(x) 3

-f

( . t—arc cos x\
f  dq>(t) sinn 2

J dt . t—arc cos x
l Sin 2 /

dt.

2лп(2пг+ \)  (1—x2) '2J dt

( ■ t — &\
fd<p(t)

sin n ——

J  dt . t— 9л  ̂ sin 2 /

_3_______ 1 f  rfy(Q
^тп(2п2+ 1) 1 — x2J off

sin n

dt +

. t— & sin

n sin t — 9- cos n t — &
2 >

t — 9- t— 9Sin n ---=— cos-- X—

. 2 t— 9  sin2-------
dt.

2
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Returning to the form (5. 1.2) this gives

„ , ч 33T2n-2 00 = --
yrn(2 /z2-f  1) (1— x2) ' \ du Ju

+
&+2t

+

(5. 2. 5) 

(dcp(u

Hu)] l f sinnfT d t
du sin/ J 7in{2n1-\ 1) I ^ J

l du ] u = S -

sin n t г cos nt
_ 2 i |  l sin / J П s in / ^  УГП(2п2+ \)  1 — X2J R du ju=»+£

(^у(ц)]
I du Ju=&+2 t

(d<p(u))

(d<p(u)\ Sm ctg t d t =  u,(x) +  «2(x) +  u3(x).I du Ju=#-2t) I sin 

With the aid of this representation of rcín-zix) we can easily prove

Lemma 5. 2. For —1 < x < +  1 we have for n > n2(e) for the лг2п-2(х) 
defined in (5. 2. 3) the estimation

I rrdfa- 2  (x) J ^  ■

P roof. Denoting

1 d f  (cos ,9) 1 fn
(1- -

o\3/2 maXIC2) » d& ' 1 —X2

max d f  (cos &)
d t f

we have from (5. 2. 5) and (5. 1. 3)

(5.2.6) I ил (x) I si Mi
(1—ха)8/з yin(2riXjr 1) U

For the estimation of uf x)  and us(x) we write

■(1—X2)s/2

Гп
U (x ) = — A _ _ _ _ _ _ _ i _ f  f +  f  +  Í  M

aW rr(2n2+ \ )  1 — x2 L J J J du )u=&+at
(5. 2. 7) 0 1 _L

Г

idcpfu) j j cos л / (sin nf*  
\ du ju==fl.-2i| sin / V sin / dt

1
:т(2п2 +  1) 1 — x; [Л +  Л +  Л1.

14*
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and
j_ _L
n У n

us(x)
1

лп (2 п А 1 — x1
<5. 2. 8)

И

1 1
n Уп

Ы<р(и)\
\ du j,i = #+2í

sin nt
V du J« = a-2tH  sin t

ctg tdt 1
nn(2n2-\-1) 1 — xа [Л +  /в +  A;|,

respectively. For Л we have owing to (5.1.6), (1.2.3) and (5.2.2) for 
n > n3(e)

|A|=i
6 _ 

7т(2п’-\- 1) 1
1  (’ n3d t < _£^_
—  x 2 J  f  ^  1 — x 2

The same holds for /4. For /2 we have for « > л4(«)

n
1

К W
Cs

n2( 1—x2) J t dt А П
1 —X2'

The same holds for 5. For I3 we have for n > nTi(s)
CO

I j , c9Af, Г d t g/г
! =  /г2 ( 1 — x2)  J  f 4 1 —  x1'

1
У n

The same holds for /„. This proves Lemma 5.2.
Lemma 5.2 gives no information for x =  +  l. This is given by

Le m m a  5. 3. We have for the ;r>„-2 (x) defined in (5. 2. 3) the estimation

\rt2„-2(±\)\ ^C ,0n:i.

Proof. If 2'; s 2 n — 2 < 2Ш, we write
к-1

(5. 2.9) rr2„-2 (x) =  (rr2„-2 (x)— 2T2k(x))+  2 ^ 0 Toj+l(x)— 7I3j(x)) + ?r,(x).
3 =  0

For — l ^ x ^  +  1 and from (5.2.4) we get roughly

j 71ф , (X) —  7 toJ (X ) |= S | 7 l0M  (X) — / ( X )  j +  j 71 , j  (X) — /(x) | ’ ~
2
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and similarly for \я->п- 2 {х)—л ^ ( х ) |. Thus Markov’s inequality gives

I </+i (*)— 0 ) I =  ci2 2'ij
and similarly for | Tióú-a (x) —тг”к(х)\. Thus we get

fr-1
|^r*,-2 (x)| ^  cyin3 +  c,2 -2 3j <  c10n3.

j-0

§ 6. The proof of Theorem I

1. The previous lemmas lead quickly to the proof of Theorem 1. For 
the polynomial jt2M-2(x) in (5. 2. 3) we have owing to (2. 2. 7)

n n
(6 . 1. 1) УТ'2 == ^  ■ УТ2 п - 2 (Х '1/н ') Г у п ( х )  4~ ^T'2n- 2 (%-vri) Qvn ( ^ )  •

v —l v = l

Hence owing to this, (1.2.2) and (1.2.4) we have for n > nG(s)

\f(x) — Rn(x,f )\^ \f(x)—яъп-2 (х)\ +

n
“ I "  (яГ2п -  2 (Xvn) ß v n )  Qvn {x )

2 1 (л:-2п-2(Х vn )—f(x  vn  ) ) l~vn (x) "T 
=  1

=  | / ( x )  — Я а » - 2 ( х ) |  +

(6. 1. 2)
+  2  |JVn(*)| шах If (u)—7i2n-2{u)\ -\-sn ^  | ( > r n ( x ) |  +-l^u^+1 

v
■y

V—l
+ УС'2п-2 (X,’a) I I Orn(x) j .

Using Lemma 5.1 and Lemma 4. 3 the first two terms tend to 0 uniformly 
for —l ^ x ^  +  1; so does the third term owing to Lemma 3.2. To estimate 
the last sum in (6. 1. 2)

n

I ^ 2 n - 2  ( Х у п )  I j Qvn ( x )  j =  « S
v—l

we write owing to (1. 2. 1)
w-l

(6. 1.3) S  =\л%п-20)\\У1п(х)\ +  \я&п-2(—l)ll^nn(x)| +  2 ; i ^ « ( ^ ) I I M * ) | .
у — 2

Lemma 5.3 and (3.1.1) obviously give for the first two terms in (6.1.3)
l

the upper bound cun 2. In order to estimate the critical sum
n-1

S-\ - — - ^  f1 j JT'2n-2 (Хуп)  I I Qvn ( x )  j
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we use Lemma 5.2 and Lemma 3. 1. These give
n—1

S\ * cVi 2 ^ M, tn

(6.1.4)

=2 f(l— Xv„) ‘ 1--X~
n—1

\lvn{x)\{\-- xln) ][v v’l>
rí2 + ríi*

Mx
K i - x U ) 1

■sn

v  1/3/2+ c« 2 ,- jr ,
M, £П

“ Л ' Ч (1 — xinf2 1 —xi
The “heaviest” terms are the sums

I lyn(x)\lv

s i + s r + s r + s r

sn tl „ .
and

Si"
n -  1 3/

£  X T ' V /a

Л 2 2 1— X*„
For ST Schwarz’s inequality gives owing to (2.3. 10)

_ \V, г  П у / .
(6.1.5) - 2
and for Si"' oving to (2. 4. 8)

s r  ^  1 2l ivn(xf I 12  v I <  c«s

(6. 1. 6) S T < ^  2  ~ < c ws.П '* 2 = |/v
For the remaining two sums

M, ^4 f r | /„„(*) | c,„ M\ \
’ —  -v,S; n*^S (1- * L ) ' \

we have owing to (2. 4. 8)
n h “  (1—x,„,)',2 A

(6.1.7) 

and

(6. 1. 8)

у  < M i ,  у  |/У„(х)| ^  c,„Af, log /;
л á  \fv n

c-2\Mx - у  ■ сиЛ/[
O, < Z * V < ■■■ .

jn  v~- fn
(6 . 1. 2), (6.1.4), (6.1.5), (6. 1. 6), (6.1.7) and (6. 1. 8) complete the proof 
of Theorem I.

(Received 6 February 1958)



ON MIXING SEQUENCES OF SETS
By

A. RÉNYI (Budapest), member of the Academy

Introduction

Let [ S 2 ,  é t ,  f t ] be a measure space. By other words, let Í 2  be an arbitrary 
abstract set, é t  a а-algebra of subsets of Í 2  and ft (A) ( A  £ 6 1) a measure 
defined in S2 and on é t .  We shall denote tne elements of é t  by capital 
letters A, B, C,-.. . .  The elements of S2 will be denoted by w. We denote by 
A + B the union and by AB  the intersection of the sets A and B.

We shall call a sequence An (n =  0, 1 ,...) of measurable sets strongly 
mixing with density a if for any В £61, such that и (В) < +  °o, we have
(1) lim fi (A, B) — a n (B)

where 0 < a < 1 and the value of a does not depend on B.
Evidently, in the case when o, we have, choosing in (1)

The term “strongly mixing” has been chosen in accordance with the well- 
known definition of a strongly mixing measure preserving transformation of 
a measure space in ergodic theory (see [1], [2]). As a matter of fact, if T  is 
a measurable transformation of the measure space [Í2, é l ,  fr] preserving the 
measure и and ft (Í2) < +  <*>, then T  is called strongly mixing if for any 
A £ é l  and В $ é l  we have

Taking into account that in this case /л(Т~пA) = {i(A) (л =  0 ,1 ,. . .)  and 
using the terminology introduced above, we may say that the measure preserv
ing transformation T is strongly mixing if and only if for any A £ é l  the

lim ,«(A„) =  a

Thus if (Í2) < +  , (1) can also be written in the form

(3)

(4)
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This is, however, a very special way of obtaining strongly mixing sequences 
of sets, as will be seen from the examples given below.

The notion of strongly mixing sequences of sets is especially important 
in probability theory. In the present paper we shall mostly deal with these 
applications, and therefore we suppose in general that the measure space 
considered is a probability space, i. e. ,«(£) =  1. To avoid misunderstandings 
we shall denote probability measures by P (or Q). If [Í2, 6t, P] is a proba
bility space, then, as usual, the elements of 61 will be called events. Thus a 
sequence An (л =  0 ,1 ,...)  of events will be called strongly mixing with 
density a if for any event В £ 61 we have

(5) lim P (An В) =  a P  (В )
n->-00

where 0 < « <  1. As (5) is trivially satisfied (with every value of a) for any 
sequence An of events if the event В has probability 0, it suffices to suppose 
that (5) holds if P (ß )> 0 . By using the usual notation P(Ajß) for the 
conditional probability of the event A with respect to the event B, defined 
in the case P (В) > 0 by

(6) P(A\B)  =  P̂ ± ,

we may write (5) in the following equivalent form:

(5*) lim P(A„\B) =  u
n-> 00

for every event В  for which P (В) > 0. Thus a sequence An (n =  0, 1 , . . . )  
of events is strongly mixing with density a (0 < a < 1) i f  (5*) is satisfied 
for every В which has a positive probability.

It is easy to show that the following theorem1 holds:
T h e o r e m  1. I f  [ ß ,  6 t , P] is a probability space and the sequence 

An (n =  0, 1,. ..) of events is strongly mixing with density a, then

(7) lim Q(A„) =  a.
n->  CO

holds for any probability measure Q in ß  and on 61 which is absolutely 
continuous with respect to the measure P.

P r o o f . By the Radon—Nikodym theorem there exists a non-negative 
and measurable function x(a>) on ß  which is integrable with respect to the

1 This theorem is, of course, known. (It has been used e. g. implicitly in [3].) We 
state it here for the sake of reference, as we did not find it explicitly formulated in the 
literature. For the same reason we sketch its simple proof.
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measure P and is such that for any A £ 61 we have

(8) Q (Л) = [ / ( « )  P.
A

Clearly, (7) holds if x(w)  is a step function (i. e. if %(to) takes on 
only a finite number of different values). As to any integrable /  and any 
s > 0  there can be found a step function / ,  such that | | /(u>)—/ foj) jdP<e,  
it follows easily that (7) holds in the general case too.

Thus Theorem 1 is proved.
In § 1 of the present paper we shall give the following necessary and 

sufficient condition for a sequence of events being strongly mixing:
Theorem 2. The sequence A„ of events, such that A0 =  Í2 and P(A „)>0 

(n — 1, 2, . .  .),2 is strongly mixing with density a if (and only if)
(9) lim P (A„ I A*) =  a

n —>-00

for k =  0, 1, . . .  where 0 < a < 1 and a does not depend on k.
Thus the strongly mixing property of the sequence A„ depends on the 

relative positions of the sets A„ only.
Theorem 2 will be proved in § 1 by means of Lemma 1, relating to 

sequences of elements of an arbitrary Hilbert space.
Theorem 2 is fairly general and when applied to different types of 

sequences of events, leads to some interesting special cases. One of these 
is the following:

T heorem 4. Let be a sequence of independent random
variables on the probability space [Í2, Я, P] and let us suppose that there can 
be found a sequence Cn of real numbers and another sequence Dn of positive 
numbers such that lim D„ =  -f , further a distribution function F(x) such

n->- 00

that putting £n =  & +  & -f------b {n — 1, 2, . . . )  we have

(10) lim p f e ^ < * W ( x )
n-> CO V U n  J

for every real x which is a point o f continuity of the distribution function 
F(x). Let Q be an arbitrary probability measure in £2 and on 61 which is

2 The supposition P (A„) >  0 for every n ü; 1 is made only to make a simple for
mulation of our result possible; it is not an essential restriction. As a matter of fact, 
according to the definition, in a strongly mixing sequence of events there can occur only 
a finite number of events having the probability 0, and these may be omitted as the 
strongly mixing character of a sequence of events is not influenced by the change of a finite 
number of elements of the sequence. The condition A0 =  Q  is not a restriction either; it 
has been supposed only to include the condition lim P  (A„) =  a into (9).
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absolutely continuous with respect to P. Then we have

( 11) Hm Q ( C- c  s) =  F (x)

in every point of continuity x of F(x).
r _c

Thus the fact that the distribution of — - —- tends to a limiting distrib-Jb'n
útion as well as this limiting distribution itself, are invariant against the 
change of the underlying probability measure, provided that this measure P 
is replaced by a probability measure Q which is absolutely continuous with 
respect to P.

Note that with respect to the measure Q the random variables are, 
in general, not independent. Thus Theorem 3 may be considered as a result 
extending the validity of the limit theorems of probability theory, valid for 
independent random variables, to certain sequences of “almost independent” 
random variables.

The first result of the type of Theorem 4 has been given by the author 
of the present paper in [3] where there were two restrictions: it has been 
supposed that the random variables have discrete distributions and that 
the probability space [Í2, 61, PJ is isomorphic to the probability space for 
which Í2 is the interval (0, 1) and P the ordinary Lebesgue measure. In a 
subsequent paper [4] A. N. Kolm ogorov  has proved a more general result. 
He dropped the supposition that the variables §„ are discrete, and concern
ing the probability space he supposed that the measure P is perfect (for 
the definition of perfect measures see [5]). Theorem 4 does not contain any 
restriction concerning the probability space, thus it is more general than the 
result of Kolm ogorov  mentioned above. It has been pointed out by
E. M arczew ski (oral communication) that Theorem 4 can be deduced also 
from certain results of E. S parre-A n d e r s e n  and B. Je sse n  [6]. P. R évész 
(oral communication) has shown that Theorem 3 can be proved also by 
using certain limit theorems of J. L. D o o b  on martingales [7]. However, 
the proof given in § 2 of the present paper, which shows that Theorem 4 
is a special case of Theorem 2, is in some sense the most natural approach. 
As a matter of fact, Theorem 2 is a source of a large number of similar 
results which can not all be obtained by the other methods mentioned. We 
can obtain e. g. by means of Theorem 2 results similar to Theorem 4 for 
general Markov chains instead of the special Markov chains formed by par
tial sums of independent random variables.3

3 This question will be discussed in a forthcoming joint paper ofP. Révész and the 
author.
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Theorem 2 when applied to ergodic theory leads to a criterion (Theo
rem 3) for a measure preserving transformation defined on the measure space 
[Q, ŰL, [л] being strongly mixing.

In § 3 we consider weakly mixing sequences of sets and events, re
spectively, and obtain similar results as in the case of strong mixing.

M y  t h a n k s  a r e  d u e  t o  M r .  P .  R é v é s z  f o r  h i s  v a l u a b l e  r e m a r k s  w h i c h  I 
u t i l i z e d  i n  p r e p a r i n g  t h e  p r e s e n t  p a p e r .

§ 1. A criterion for the strongly mixing property of a sequence
of events

Let % be an arbitrary Hilbert space. We denote the elements of Ж by 
small letters (e. g. f,g ). The inner product of the elements /  and g  will be 
denoted by (f,g) and the norm ( / , / ) 1/2 of /  by ||/||. We first prove the fol
lowing

Lemma 1. Let f ,  (n =  0, 1, . . . )  be a sequence of elements o f a Hilbert 
space Ж. Let us suppose that
( 1. 1) WUW^K  (/1= 0 , 1— )

where К is a positive constant not depending on n. Let us suppose further that 
for any к =  0, 1, . . .  we have
(1. 2) Urn (/*,/„) = 0.

w->co
Then for any g  we have
(1.3) lim (£-,/„) =  0.

n - > C O

P roof. Let us denote by X  the least subspace of Ж which contains 
the elements /<,,/,, • ■ __  Clearly, (1.3) holds if g  is a finite linear

n
combination of the elements / 0, / i , ., i. e. if g =  ~£ckf k. It follows/c=1
that (1.3) holds also if g  is an arbitrary element of Ж,, because in this case

n
for any £ > 0 there exists a finite linear combination g\ =  ^ c kf k such that<c=l
||,g—gx|j < £ which implies that
(1.4) \(g,fn) — (g i,f,)\ ^  Ke 
and thus
(1.5) lim sup tCg,/n)| ^  Kr.

W—>-00
As £ > 0  is arbitrary, (1.5) implies (1.3). Now, let X  denote the set of 
those elements of % which are orthogonal to every element of the sequence
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f n. Clearly, (1.3) holds if g  £ %2. As by a well-known theorem (see [8], p. 8) 
every g  can be represented in the form g  =  g i+ g 2 where gt^iCj and

2 , it follows4 that (1.3) holds for any g ^W . Thus our lemma is 
proved.5

It should be mentioned that our lemma contains as a special case the 
well-known fact that if {/„} is an orthonormal system, the Fourier coefficients 
(g, f„) of an arbitrary g  are tending to 0 for n —*• =». This fact is usually 
proved by means of B essel’s inequality which gives, of course, much more. 
The corresponding stronger result under the supposition (1.2) will be given 
in a forthcoming paper.

We now deduce from our lemma
T heorem 2. Let [Li, 61, P] be a probability space. Let An (n 0, be 

a sequence of events such that Atí =  Li and P  (An) > 0  (n =  1 ,2 ,...). The 
sequence An of events is strongly mixing with density a ( 0 < a <  1) if (and 
only if)
(1.6) lim P  (A„|A) =  a

il—>- 00
for k =  0 , \ , ----

P roof of T heorem 2. Let denote the Hilbert space of all real ran
dom variables £ =  £(ш) (ы £ Li) such that ) Z1 d P exists. Let us define the

f  йinner product by (£, i]) =  | £ ц d P  and, correspondingly, the norm by
1 1 5 1 1 = ( W d p ) l,\

&
Let the random variables «„ =  «,,(«) be defined as follows:

Then we have
an (a>)

1 —«
— a

if (o£A n, 
if со £ An (n =  0, 1,. . .) .

(1.7) (ak, an) = P (Ak An) — a P (Ak) — a P (A„) + a2.
As A0 =  Li, it follows from (1.6) that
(1. 8) Hm P ( A „ )  =  a .

??->- CO

Further it follows from (1.6) that
(1.9) lim P ( A n  A k)  =  a P  ( A k)  (k =  1 ,2 ,...) .

4 B. Sz.-Naqy kindly called my attention to the fact that the idea of the above 
proof of our lemma is the same as that of the standard proof of the theorem (see e. g. [8], 
p. 10) that if /„ is an arbitrary sequence of elements of 91 such that ||/„|| is bounded, 
then there exists a subsequence of the sequence /„ which converges weakly to an element 
f  of 91.

6 Another proof of Lemma 1 has been found independently by P. Révész.
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From (1.7), (1.8) and (1.9) we obtain
(1.10) lim (ak, «„) =  0 (A: =  0, 1,...).

Taking into account that
(1.11) ||«n||2 =  (1 —a)1 P (An) +  a2 (1 —P(A„)) Si 1,
we see that the sequence an satisfies the conditions of Lemma 1. Thus we
have for any g  £ %
(1. 12) lim (g , a„) =  0.

Choosing for g= g(co)  the random variable defined by

(1. 13) 
we have

g(°>) =
1
0

if о) £ B ,

if со £ B,

(1.14) (g, a n) =  P  (An B ) — a P ( B )

and thus by virtue of (1. 12) we obtain, provided that P (ß )> 0 ,
(1.15) lim P (A „ |ß )=  «.

« —>co
Thus Theorem 2 is proved.

By combining Theorem 2 with Theorem 1 it follows8 that if Q is any 
probability measure in Í2 and on ŰL which is absolutely continuous with 
respect to P, and An satisfies the conditions of Theorem 2, then we have
(1.16) lim Q (yl„)=«.

n-*-CD
Let us now consider the application of Theorem 2 to ergodic theory. 

Let [Í2, é t ,,«] be a measure space and suppose that f t(ß ) < -f A measure 
preserving (not necessarily one-to-one) transformation T  of this space is 
called strongly mixing if, denoting by T  l A the inverse image of the set A 
(i. e. the set of those co£i2 for which Tсо £ A) and defining T~n A by the 
recursion T n A =  T ''(Г~1А) (n =  2,3,...), we have for any A $ 61 and ß£6t

(1. 17) lim n ( T  " A  B )
В  (А) ,м ( B)

M ß )
0 It should be mentioned that (1.16) could be deduced directly from the above proof 

of Theorem 2 without making use of Theorem 1. As a matter of fact, let x =  X (bJ) be a 
function, the existence of which is ensured by the Radon—Nikodym theorem, such that

Q(A) \x(o>)dP for A £ d .
X

If X belongs to %,  i. e. if ) x2dP exists, then applying (1 .12) to this function X we directly
Q

obtain (1.16). The general case follows by remarking that to any integrable random 

variable % and any e >  0 there can be found a %\ € *K such that | x — | dP <  «.
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Applying Theorem 2 to the sequence A „ = T  nA of sets of the probability 

space \£2, ót, P] where P (4) =  -‘“y™ and taking into account that by virtuefi (ÍJ)
of the supposed measure preserving property of the transformation T 

(1. 18) p(T ~nA-T 'kA) =  p(T~k( T (n' k) A A ) )  =  g ( T ' (n-k)A A )  
for n ^ k ,  we obtain the following

Theorem 3. Let [£2, 61, /*] be a measure space, у  (L2) < -\-°° and T a 
measure preserving transformation of £2 onto itself. A necessary and sufficient 
condition for T  being strongly mixing (i. e. for the validity o f (1. 17)) is that 
for any A £ ót with y(A)>  0 we should have

(1.19) lim g ( T  nA A) P \A)
P (£2)

By other words, if (1. 17) is valid for B =  A, it is always valid.

§ 2. The invariance of the limiting distribution of sums 
of independent random variables

In this § we prove
T h e o r e m  4 .  Let | 2, be a sequence of independent random

variables defined on the probability space \£2, ót, Р]. Let us suppose that there 
can be found a sequence Cn o f real numbers and another sequence D„ of 
positive numbers for which lim A , —- + ° ° >  further a distribution function

n->-CO
F (x ) such that putting S„ =  §i +  &H------ [-£„ we have

(2. 1) lim P f e ^ »  < * )  =  /=■(*)
u-> со V U n  J

in every point o f continuity x  o f the distribution function F (x). Let Q be an 
arbitrary measure in £2 and on ót which is absolutely continuous with respect 
to P. Then we have

(2. 2) lim Q f e £ < * W ( r )
n-> ao V l—'n J

i f  x is any point of continuity o f F(x).
P r o o f  o f  T h e o r e m  4 .  Let r  be a point of continuity of F(x) and 

F(x) >0. Clearly, it suffices to consider such values of x. In this case evi

dently P 0 for n > n0. Let us put A0 =  £2 and denote by An
r _r

the event that the inequality x takes place (n = 1, 2, . . . ) .A*+»0
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According to Theorems 1 and 2, if we show that condition (1.6) is fulfilled
r _с

for these events, (2.2) follows. Let us put Thus it suffices toi-Ai
prove that
(2.3) lim P(£*«<x | £ < x) =  F ( jc)

tl-> CO
for any k>  nQ.

Now we need the following simple lemma (see e. g. [9], p. 254): 
L e m m a  2. I f  and sn are random variables such that lim P (//„< x) =

n —>-00

=  F(x) in every point o f continuity x of the distribution function F (x), and 
lim P(|e»| s  d) =  0 for any d > 0 , then we have lim P(#„ +  e„ < x) =  F(x)
• « - >  CD CO

in any point of continuity of F(x).

Applying Lemma 2 to and e„ =  — it follows from (2.1) that

(2. 4) lim P f  fe- < x) =  F(x).
n -> 0 0  V J

Ач Г*__ ■*.
A s ^ ‘ D n 

(2. 5)

£ n -£ * -C „
Dn is independent of it, we have

k -  ' 5E<x PI ^  Dn <X
and thus from (2. 4)

(2.6) lim P K j— < x«->- 00 \ J-Jn
£

Applying again Lemma 2 to the random variables # И =  £Л— yy- and 

e„ ==■ j f-  on the probability space [12, 61, P'] where Р'(Л) =  P  (A |3J < x),Ls n
we obtain (2. 3). Thus Theorem 3 is proved.

Let us call a sequence r\n (л = 1 ,2 , . . . )  of random variables a mixing 
sequence with the limiting distribution function F(x) if for every В £ ŰL with 
P (ß ) > 0 and for every real x which is a point of continuity of F(x) we have
(2.7) lim Р(/;п < x |ß ) =  F(x).

«•-»■00
The assertion of Theorem 3 can be expressed by saying that if the random 
variables are independent and putting £„ =  & +  £>-f------ b the random

r _c
variables =  where Dn~* have the limiting distribution function

F(x), then C* is a mixing sequence of random variables with the limiting 
distribution function F(x).
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Mixing sequences of random variables have remarkable properties. For 
instance, if is a mixing sequence of random variables, then r\n is in the 
limit independent of any random variable H. As a matter of fact, if 
P («9- < y) > 0, we have
{2.8) lim P (/]„ < x, H < y) =  P(,9 < y) lim P (r/„ < x|.9 < y) =  P(5- < y) F(x).

w->co w->-co

Thus we obtain the following consequence of Theorem 4:
Corollary 1. I f  the random variables §„ are independent, 'Q„ =  ̂  +  

+  d------ h , and there can be found sequences of real numbers Cn and

Dn > 0 such that D» —*■ +  and £* =  ^  has the limiting distributioni-Jn
F(x), then 'C* is in the limit independent of any random variable.

Another interesting property of mixing sequences of random variables 
with a non-degenerate limiting distribution is that they can not be stochas
tically convergent to some random variable. As a matter of fact, let us 
suppose in contrary to our statement that tjn is a mixing sequence of random 
variables with the non-degenerate limiting distribution F(x), and that qn 
tends stochastically to the random variable r/m, i. e. for any d > 0  we have

lim P(\r\n— рю\ s  d) =  0.
П-> CD

Then evidently by Lemma 2
(2.9) P (?̂ m < x) == lim P (tjn< x) =  F(x),

n-»-co

further by Theorem 4 and Lemma 2
(2. 10) P (rja < x, Tjk <y) =  Hm P < x, >ik < y) =  F(x) P (rjk < y),

V —► CO

and therefore, applying again Theorem 3 and Lemma 2,
(2. 11) P (/;„ < x, rja < y) =  lim P (rja, < x, rik <y) =  F(x) F(y).

k->- eo

Thus 1}к, would be independent of itself which is clearly impossible, as by 
(2. 9) and the supposition that F(x) is a non-degenerate distribution, is 
not a constant.

Thus we obtain the following
Corollary 2. I f  5., S, . are independent random variables,

further there can be found real sequences Cn and D„ > 0 with D„ —► +  oc
r _r

such that putting -(------ h and == —- the limiting distribution
J-Jn

of C* exists and is non-degenerate, then the random variables C* can not con
verge stochastically to a random variable.
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A special case of Corollary 2 has been mentioned in the textbook on 
probability theory of the author ([10], p. 534, Exercise 21).

Let us consider an example. Let

( 2. 12)

be the dyadic expansion of the real number t (0 < t <  1) where each e„(t) 
is equal to 0 or 1. The functions s„ (x) may be considered as random 
variables on the probability space [£2, 61, P], where £2 is the interval (0, 1), 
61 the set of all Lebesgue measurable subsets of £2 and P the ordinary 
Lebesgue measure. The random variables e„(t) are clearly independent and each

takes on the values 0 and 1 with probability It follows by the Moivre— 
Laplace theorem that putting
(2. 13) S„ (/) =  *1 (0 +
we have

Í \
(2. 14) lim P 1 < X

l  ~2 Vn j

-*»(0

\l2y
uz
2" du.

Our Theorem 4 gives in this case the following result: If Q is any proba
bility' measure defined on the Lebesgue measurable subsets of the interval 
(0, 1), which is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure, 
i. e. if
(2.15) Q (A )=J<7(0df

A

1
where q ( t) ^  0 and \ q (t) dt \, then we have

о

(2. 16) lim Q
Sn (t) — —-

< x

/

X

1
][2 71

U'2
e~*du.

Let us define the set E„(x) as the set of those t’s ( 0 < /<  1) for which

< x  ( n =  1 ,2 ,...) . Then, clearly, En(x) is a strongly mixing
&(0 —  * 15

sequence of sets. This example gives some idea about the structure of 
strongly mixing sequences of sets, as the sets En(x) can easily be constructed.

15 Acta Mathematica IX/t — 2
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§ 3. Weak mixing

A measure preserving transformation T  of the measure space [£2, é t ,  ,u)' 
with ju(ß)< +  oo is called weakly mixing (see [1], [2]) if for any A £ é t  

and В £ é t  we have

( 3 . 1 )
1 N - l

UrnN->-a> ГУ „̂ 0 f i ( T nA B ) f'(A)p(B) =  0,

i. e. if fi(T n A -В) is strongly (C, l)-summable to the limit Qener_
f1 \ ’2)

alizing this notion, we shall say that the sequence An (л =  0, 1, ...)  of sets 
is weakly mixing with density a  (0 < a  < 1) i f  for every B^GL we have

( 3 .  2 )
1 N - 1

lim 77 2N-> cd 'V  n =  0
fi(AnB) — a[i(B) I =  0 .

A sequence of sets in a probability space which is weakly mixing withi 
density«, will correspondingly be called a weakly mixing sequence of events 
(with density a). By the same method as used in the preceding §§ we can 
obtain analogous results for weak mixing.

The analogue of Theorem 1 runs as follows:

T h e o r e m  5 .  I f  the sequence An (n =  0 ,  1, . . . )  of events of the prob
ability space [£2, é t ,  PJ is weakly mixing with density и ( 0 < a <  1), we have 
for any probability measure Q  in £2 and on é t ,  which is absolutely con
tinuous with respect to P,

i -У-1
(3. 3) lim Z  IQ — «| =  0.

N - y c o  2 V  n = 0

The proof of Theorem 5 runs along the same lines as that of Theorem 1. 
Instead of Lemma 1 we need the following analogous

Le m m a  3 .  Let f n (n =  0 , 1 , . . . )  be a sequence of elements of the Hilbert 
space %. Let us suppose that

( 3 . 4 )

further that for any к =  0, 1, . . .  we have

(3.5) Н т ^ ^ | ( Л , / я)| =  0.
N - усо iV  w=o

Then we have for any g  £ %

(3.6) lim - Í Z \{g,fn)\- o.
N - y со / V  n — 0

(N — 1, 2, . .  .);
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P roof of Lemma 3. Clearly, (3.6) holds if g  is a finite linear combina
tion of the elements of the sequence f „ ,  because

1
N

N -  I
V

n=0
2  Ck fk , f„ )fc—о / k—0 /V n—0

If %x is the least subspace of Ж containing the sequence f n and we
r

may find for any s > 0 coefficients Co, Ci, cr such that putting g, =  2 Ckfk
k =  0

we have |jg-— It follows that

and thus
I(g, f n ) ! — I( g i  , fn ) \I ^  I(g , f n )  — (gi, fn)I ^  в у / , I!

i j  2 ! (g,  f n )  I —  i r  2  I (g'  -  f n )  I/V n=0 Tv ,1=0
Ke

what proves that (3.6) holds for any g £ % ,. But if we denote again by %2 
the set of those elements % which are orthogonal to every f„, (3.6) evidently 
holds for g  too, and as every g  £ Ж can be represented in the form 
g  =  g i+ g 2 with g 1 £ and g-2 ^% >, it follows that (3.6) holds for every 
g  £ Ж. Thus Lemma 3 is proved. From Lemma 3 we may deduce the following 
result which is analogous to Theorem 2:

T heorem 6. The sequence A„ (n =  0,1, ...)  of events belonging to the 
probability space [T2, d , P], for which Au =  £2 and P(4„) > 0  (n =  1, 2, ...) , 
is weakly mixing with density a (0 < a < 1) if (and only if) we have

1 ^
(3.7) lim y r f 2  |P(A.i^*) — «1 =  0 for к 0 , 1 , ----N-> CO v=0

The analogue of Theorem 3 for weakly mixing transformations may be 
stated as follows:

T heorem 7. The measure preserving transformation T of the measure 
space [Í2, d , p], for which p (Í2) < fo e , is weakly mixing if for any A £&  
for which a. (A) > 0 we have

(3. 8) lim
N-+ co

1
N 2

k= 0
р ( Г пА - А )

fd(A)
p(L>) =  0.

The analogue of Theorem 4 for weakly mixing sequences of events is. 
evidently also valid.

(Received 6 February 1958)
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ON THE THEORY OF D10PHANT1NE APPROXIMATIONS. II
(INHOMOGENEOUS PROBLEMS)

By
VERA T. SÓS (Budapest)

(.Presented by A. Rényi)

§ 1

The one-dimensional homogeneous problems of diophantine approximations 
have a unified treatment by the algorithm of continued fractions. It is possible 
to give such a geometrical interpretation of convergents and by-denominators 
(Nebennenner) of continued fractions, which can be extended for the inhomo
geneous case, and so it furnishes a parallel treatment of these cases. In 
this way, e. g., it is possible to prove some simple theorems of Borel type 
for the inhomogeneous case, to get new lower and upper bounds for the 
Khintchine constant c defined by

c =  inf sup inf x \a x — ß —y|.
a ß x> 0, у integers

This last result will be treated in [5] and [6].
A similar algorithm, as we give in this paper for the inhomogeneous 

case, is given in an arithmetical way by J. W. S. Ca sse l s  [1] and used also 
by R. D escom bes [2]. A comparison of both treatments is made in footnote8- 

In § 2 we give this geometrical interpretation of continued fractions for 
an irrational a and the corresponding algorithm for the inhomogeneous case 
giving a sequence of multipia s„(/J) which corresponds to the sequence of 
convergents and by-denominators of continued fractions, and further a sequence 
of pairs of multipla qk(ß), q'k(ß) which is a subsequence of sr(ß) and corres
ponds to the sequence of convergents qk of a.

In § 3 we give the proof of some simple theorems of Borel type 
corresponding to the inhomogeneous case. We call these theorems Borel type, 
since B o r e l  sharpened H u r w i t z ’s  theorem to the effect that the inequality

( 1 .1 )  x\xa — y \ < y =

is soluble with x being among any three consecutive convergents of a. it is 
well known that if we consider two consecutive convergents of a, we may 
assert only the solubility of the inequality

(1 .2 )  x \ x a — y \ < ~ 2
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am ong them, and the constant — cannot be diminished. For any convergent

one may assert only the inequality

(1 .3 )  x Ix a  — y\ < 1,

and again the constant 1 is best-possible. Hurwitz’s theorem gives at once 
that for more than three consecutive convergents generally no inequality better 
than (1 .1 ) can be proved.

Corresponding to (1.3) and what has been said above we shall prove 
for the inhomogeneous case that to an irrational a and real ß the inequality

x \x a  — ß — y I < 3

is soluble among any pairs qk(ß), Qk(ß) corresponding to a, and the constant 
2

-g- is best-possible. Corresponding to (1.2) we shall prove that the inequality

x \x a  — ß — y\ < y

has a solution among any two consecutive pairs qk(ß), qlßß), Qk+i(ß), q'k+i(ß) 

corresponding to « and again ~  is best-possible.

Concerning (1. 1) we remark first that a theorem corresponding to 
Hurwitz’s is due to Cassels [1] and asserts that for any real irrational a 
and />'ф(/кг) 1 the inequality

xjx« — ß — 7J < 27 1
28 f l +  s

27 1has infinitely many solutions (with arbitrary f > 0) and the constant yy

is best-possible. So one would expect that for any real irrational a and 
/?Ф < nc) the inequality is soluble among any three consecutive pairs qu(ß) 
q ’k{ß), qk+i(ß), q'k+i(ß), qk^.{ß), q'h+ziß) corresponding to «. It is somewhat 
surprising, after what has been said above, that this is not the case. More
over, one can show that the number three cannot be replaced by any universal 
constant /. For any prescribed positive integer / we shall even show that 
the inequality

x j x a  — ß — у I <  c

with any c < — is not soluble in general among any l consecutive pairs
К 5

qk+i(ß), q'k+i(ß), . . . ,  qkn(ß), q'ko(ß) of our algorithm.

1 <x> denotes the fractional part of the real number x.
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§2

In what follows let « be irrational, 0 < « <  1 and 0 ^ / ? < l .  Starting 
in positive direction from a periphery-point О of the circle К  with unity 
periphery, we put up the arcs with length ß and net for я =  1,2, . . .  . We 
call the endpoints of these as the and “я «-points”, respectively. As it is 
easy to see, the structure of the як-points for я =  1, 2, . . .  has the following

P roperty A. The directed distance between the та- and як -points 
for m > я is the same as that between the (m — я) «-point and the point O.

Definition. We call the s«-point and the corresponding multipla s 
adjacent to ß (corresponding to «) if there are no я к -points with 0 < n < s  
in at least one of the two arcs determined by ß and the s«-point.

We shall use the following notations:
The sequence of the adjacent multipla s to ß is denoted by

Si(ß) ^  s2(ß) < s3(ß) < • • • <  sv(ß) <  . . .

where s1(ß) =  s2(ß) if and only if /? =  0 and - < « <  1.®

We denote by Av(ß) the directed “empty” arc on the circle К  corre
sponding to sv(8\  which does not contain як-points with 0 < n < s. dv (ß) 
has positive or negative sign, according to the direction in which it starts 
from the point ß. We denote the directed length of Av{ß) by öv(ß) and the 
absolute length of it by ör(ß).

If for an index v the inequality ö„(ß) öv+i(ß) < 0 holds, we call this 
pair of adjacent multipla a pair of jumping multipla and denote it by 
Svk(ß) =  Qk(ß), sn +\(ß) =  q'k(ß).2 3 For the corresponding öv(ß) we use the 
notation ö„k(ß )= d k(ß),örk+i(ß) d,':(ß). For the sake of simplicity, in the 
case ß =  0 we use instead of s„(0), ^ ( 0) etc. only sv, qk etc., respectively.

From the definition of the adjacent multipla sv(ß) it follows that for an 
arbitrary positive integer х ф 5„(А) ( v = \ ,2 ,  ...)  there is an sv(ß) < x for 
which

öv(ß) =  min |sr (/i) « — ß — y\ < min \xa — ß — y\
У У

and a fortiori
(2. 1) sv(ß,öv(ß )< x \xa  — ß — y\.

The homogeneous case. For the case /? = 0  we have proved in [3] and 
[4], as a simple consequence of Property A, the following

2 By this convention the recursive formulae in (2. 2 )— (2 .4 )  are valid also for k  =  1.
3 I. e., if the S v ( i i ) a -  and s».+] (/J)a-points approach the point ß  from opposite sides.
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Lemma I. I f the sva-point is adjacent to О and the sv-ia-point (l positive 
integer) among the a-, 2a-, . . . ,  sra-points is the nearest to О from the 
opposite side, 4 then

■Sjz+i =  sr 4- s,. í j 
d W i —  ó v ~j- ó v - i .

Further, as a consequence of Lemma I and Property A, we have proved 
Lemma II. Let ak be defined b y :>

dk-1
dk

and let
S(, =  <7o =  0, rf„ =  d0=- — 1, (]i =  <72 i f  s, =  s,, 

then for the above-defined quantities we have for k=~ 1, 2, . . .
(2.3) qk+i — qk~\ +  akqk, dk+x =  dk-i-\-akdk, dk+i — dk~i— akdk,
(2. 4) qk+1 dk +  qkdk+i =  1,
and for 0 < r< a k
(2.5) sVk+r =  q k - i  +  r q k, dVk+r =  dk-1 +  rdk, dVk+r dk-i — rdk.

As a consequence of Lemma II it follows
Lemma III. I f  qk < sv < qk+i, then

(2. 6) qk+1dk+i< s rdv. 6
These lemmas show that the above-defined multipla qk are identical 

wit,h the convergents of «, the other multipla sv with the by-denominators 
(Nebennenner) of «. The numbers ak defined in (2. 2) are identical with the 
digits of the continued fraction of a.

From the definition of the multipla qk and from Lemmas 1 — II it 
follows the

Remark, a) The sequence dly . . . ,d k>... has alternative signs, [nM,...,  \dk , 
is monotonically decreasing.

b) For an arbitrary among the «-, 2«-, . . . ,  N  «-points the two adjacent 
points intercepting О have always the form with a suitable r and k.

Sr-iu =  qka, sva =  (qk-i +  rqk)a (0 < r ^  ak).
c) The (qk.\ +  r^ « -p o in ts  with 0 < r ^ a k are between the ^ c-ia-point 

and the point O, in the arc dVk l , and with the restriction n < q k+l only these 
/m-points are in Д. .

4 1. e. Svtv-i <  0 and in the arc A v  +  d v - i  there is no na-point with 0 <  n <  Sv. 
E fx] denotes, as usual, the integral part of the real number x. 
e I.e. Lemma III diminishes further the set of those integer x’s for which x \ x a —y \  is 

the “least possible”.
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The inhomogeneous case. Since in the case when ß =  ( n a f  the approxima
tion of ß by the multipla of a is similar to the case ß=0,  in the sequel we 
suppose that /?=}= <//«)>.

Theorem I. For every 0 <  ß<  1 one can determine uniquely a sequence 
of integers f t i ,  . . . ,  bk, . . .  with the property
(2. 7) 1 < fti =  öl -T 1, 0 bk si As {k — 2, 3, ...),

bk+1 =  0 only if bk =  a I,,
so that the sequence of the adjacent multipla sr(ß) is identical with the numbers 
(2. 8) b\q\ 4- • • • -f- bk-\qk-i rqk
for 0 < r ^  bk (k =  1, 2, ...).

P roof. In what follows we give a process for the determination of the 
numbers bk ( k =  1 , 2 , . . . )  from which the statement of the theorem follows.

Determination of ft,. The «-, 2 a -,. . . ,  (ű, 4- 1) «-points split the periphery 
of К  into al -f- 1 disjunct arcs.

Case 1. If ß lies in the arc with length a =  d, bordered by the (r—1)«- 
and /■«-points with 0 < r g  +  1, then let ft, = r .

Case 2. If ß is in the arc with length d2 bordered by the (0,4-1)«- 
and «-points, then let ft, =  «i 4-1- From the definition of ft, in both cases 
obviously follows that the /-«-points (0 < r ^ f t , )  — and with the restriction 
n S ű , } l  only these — are adjacent to ß.

In Case 1 (ft, —1)« and ft,« are jumping multipla, i. e. in this case
<7,(/?)=--= ft, — 1 = ( f t ,  — \)qx, q'fß)- ft, ft,q,-

Next we determine bk supposing that f t i ,  . . . ,  bk-1 are already determined.
Case к —1.1. If ß is in an arc with length dk \ bordered by the

(fti<7i 4------ \-(bk-i— l)qk-i)cc- and (fti<7i 4------ \-bk-iqk-j) а -points, then we
consider the points with multipla

fti qi 4* • • • 4" bk-iqk-i 4- rqk (0 < r s  aj).
According to Remark c) and Property A, these — and with the restriction
n ^b iq i-\------ 'rbk-\qk-i +ctkqk only these — points are in this arc with
length dk-1. We determine bk in a similar way as ft, by distinguishing two 
cases:

Case к. 1. If the point ß is in one of the arcs with length dk bor
dered by the (ft,?i4------\-bk iqk-\-\-(r— \)q i)a- and (ft,^i4------- \-bk-iqk-i +
4- rqk) «-points with 0 < r ^ a k, then let b,-. =  r.

Case k.2. If the point ß is in the arc bordered by the (fti 1̂ 4- -"  4-
+  bk-iqk-i +  akqk)a- and (fti<71 4----- j-(ft,.-i — lj^^ija-points with length dk 1,.
then let fti =  űk.
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Case к—1.2. If ß is in the arc with length dk bordered by the
(M H ------ \-bk-2 qk- 2  +  ak l qk-i)a- and (6igH------ К&*-2— «-points,
then let bk=^0. (Since the first point with smallest multiplum which lies in
the arc bordered by these points, is the (6igH------ j-űk-igk- i-Pg*-i)«-point.)

From the definition of b k it follows, according to Remark c) and Pro
perty A, that the ( ó i <71 - h  ••• - \ - bk \qk i-{-rqk) «-points (0 < ; s j , . ) — and with
the restriction 61 gH-------\-bk-iqk.i < n<  biqi-\------ \-bk-iqk-i +  akqk only these
— are adjacent to ß.7

Corollary. From the determination of the numbers bk it follows that
if 6к+1ф 0, then sv(ß) =  biqi-\------ \-bk l qk-l +  (bk — \)qk and sr+l(ß) =
=  ói<7i -|------ \-bkqk form a pair of jumping multipla, i. e. with a suitable /
(2.9) q>(ß) —-b\q\ +  • • • -(- {bk — 1 )qk, qi(ß) =  6i<7i -)- • • • -j- bkqk.

If b k + 1==0, then it is suitable to call also the pair of multipla
(2. 10) ql(ß) =  s,.(ß) =  blqi -\------ h bkqk, q[{ß) =  sv{ß)— qkn
a pair of jumping multipla.

From Property A it follows that for every index v the distance between 
the s„(/?) «-point and the point О has the form
(2. 11) <s„(/?)«> =  M i-t------ \-bk-idk-i +  rdk (0 < r ^ b k).

Since the л «-points are everywhere dense on the periphery of K, the 
/i-point is the limit of the sr (ß)«-points, and so, according to (2. 10),

(2. 12) ß ^ Z b kdk.
k= 1

From (2. 10) and (2. 11) we obtain for v > v 2
CO

(2. 13) <h’(ß) =  <s,.(/?)«>— i =  rdk— ] £  bvdv.a
v—k

The following theorem gives an analogous result as (2. 5) for the in
homogeneous case :

Lemma IV. Let bM =f=0, bk > 1, 0 < r < bk — 1 and
(2. 14) sv(ß )= blq, -j------- \-bk-iqk-i +  (bk — \)qk (=qi(ß)), sv-r(ß)= sv(ß)— rqk;

7 It follows directly from the definition of the numbers bk that for every index v
sv+16*)— sr(p') qk with a suitable l. Using this remark, bk could have been defined as
the number of indices with the property sr+1(ß)— sv (ß) =  q , .

8 The difference between the treatment of Cassels— D escombes and that given above 
for the inhomogeneous case lies in the fact that the mentioned authors start from an 
arithmetical definition of the numbers qk(ß) and deduce from it the minimum properties, 
while we start from the minimum properties and deduce their arithmetical properties.
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then we have
(2. 15) sv(ß)dv(ß) < sv-r(ß) öv-r(ß).

I f bM  =  0, (bk =  a*), let 0 < r < bk and
sv(ß) =  biql -\------ \-bk-iqk-i + bkqk (=qi(ß)), sv-r(ß) =  sv(ß)— rqk,

then we have
(2. 16) sv(ß)6v(ß) < Sv-r (ß)Öv-r(ß).

Proof. From the definition of the numbers bk it follows that 
dv(ß)dv-r(ß )> 0  and, consequently, from (2. 13) and (2. 12)

ö„(ß) =  (h r(ß)— rdk.
From this and (2. 13)

( 2. 17)
r(ß)Öv-r(ß) (1 — r - ^ - ) i l + r = ^ - )

M ß )Sr(ß)M ß)
(2. 14) gives sv{ß)>(bk—1 )^ . Further, from the definition of bk and 
it follows that ß is in the arc with length dk bordered by the sv(ß)a- and 
(sv(ß) +  qi<)«-points. Consequently,
(2.18) öv(ß )< d k.
Using these in (2. 16), we obtain

Sy-r(ß)ÖV-r(ß)
Sy(ß)Öv (ß) bk- 1 ( l+ O i=  I-

The proof of (2. 15) runs analogously as the above proof of (2. 14).

§ 3

For the proof of theorems of Borel type we' need the following 
Lemma V. I f  bM  — 0, then for

(3 .1 )  qi(ß) =  b iq if-------- h bkqk, ql(ß) =  qi(ß)— qk+i
we have

(3. 2) min (q/ßYdfß), q[{ß)d[{ß)) < у . 0

P roof. Using the recursive formulae (2. 3) and (2 . 7), we have
(3 .3 )  qi(ß) Ш ( f l i+  1 ) < 7 H ------ \ - a kq k =  q M  +  q,c, q i ( ß )  ^  q k .

From the definition of the numbers bk and bk+\ —  0 it follows that ß is 
in the arc with length dk+1 bordered by the qfß)cc- and {qi(ß)—qk+i)«-points. 9

9 The same lemma occurs in C assels’ paper [1]
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Therefore
(3. 4) di(ß) +  dl (ß) =  dk+i .

Let t be defined by
(qk+i+Qk)t =  qk (dk i — t).

Obviously, from (3. 3) and (3. 4), using also (2. 4) we get

min (qi(ß)di(ß), ql(ß)d',(ß)) Ш min ((qk+1 +  qk)d,(ß), qk(dk+i — dßß)) ^
qk 1(ßk+l +  ßk)t - Я м  + Я к  “7 Як+1 +  ЯкQk w/f+i <

Since 0 < Як

Ям + 2 Як

dk

Як- 1 +  2 Як Ям Як
Ям dk-л

Ям
1, —— > 1, it follows that 

dM

min (qi(ß)d,(ß), q'i(ß)dl(ß))< Як
Ям 1 + 2

1 1
-------< -q"Як 3

Ям
1From this proof it is easy to see that the constant is best-possible. 

Theorem 11. For every pair o f  jumping multipla we have

(3.5) m m (q fß )d i(ß ) ,  <7? (/?)#(£» < У '

Proof. Owing to Lemma V' we may suppose that the pair of jumping 
multipla qfß), ql(ß) has the form as in (2.9). Similarly as in (3.3), we have

ЯI (ß) Ш Я м  , ЯI (/*) =  Я м  +  Як.
Similarly as we obtained (2. 17), we have

d'(ß) +  di(ß) =  dk .
Therefore, if t is defined by

Ям t =  {як +  Я м) (dk — t),
we have

min (qi(ß)di(ß), qi(P)di(ß)) ^  Я м  t =  _^ +1 +  ̂  gk+1 ^
2 Ям +  Як

ЯкFrom this, taking (2.4) and - < 1 into account, it follows the
Я к г Í 2

statement of the theorem, and also the fact that the constant -y  is best-possible.

Theorem HI. For any two consecutive pairs o f jum ping  multipla the 
inequality

min (q,(ß)di(ß), q',(ß)dl(ß), q:+ßß)d,^(ß), qi+1(ß)dl+1 (ß)) < ~
holds.
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By other words, the inequality xja x —ß—y\ < — has a solution among 
any two consecutive pairs of jumping multipla.

Proof. Owing to Lemma V we may suppose that both pairs of jumping 
multipla have the form as in (2. 9), i. e.

qßß) =  M i 4------\-bk-iqk+i +  (b,c— l)qk, q'i(ß) =  qi(ß) +  qk,
q>+i{ß) — q'i(ß) 4“ (Ьм  — 1 )qk+i, q!+i(ß) — qí(ß) 4~ bk+i Qm  •

Similarly as in (3. 3), we have

qi(ß) = qk+1, Qi(ß) = qM -\-Qk,
 ̂  ̂ Qi+i(ß) =  Qk +  bk+iqM i Qi+i{ß) =  qk +  {Ьм 4~ 1 )Qm  •

Let и be defined by M i(ß) =  и M i. According to (2. 17)10 0 < и < 1
holds.

From (2.13), taking into account that the sequence di, . . . ,  dk, . . .  has 
alternative signs, we have

d,(ß) =  dk— (bk и — u) M i , d’,{ß) =  (M i — u) M i ,
di+i(ß) =  (1 — u)M i, dUi(ß) =  « M  1.

dk

<3. 7)

With the notation x =  

(3. 6) and (3. 7), using (2. 4),
M -1

1
Qk

dk

4--=r
dk+i

(3. 8) 

Similarly 

(3. 9)

(3. 10)

(3.11)

Qm  <Mi

1qi (ß)d, (ß) ^

q'i(ß)d',(ß) ^  

qM (ß)d,+i(ß) Ш 

q!±i(ß)di+i(ß) =

x  +  y  

1
X + y

1
X +  y  

1

Qk
—  У b =  bk+1 we have from
Qk+1

qM M-i 1l i r — { Ь м ~
- o ) =

- dk+i

(Ьм
[

+  и) det F\(x, y, b, u).

(1 + y)(b — u )deiF,(x,y, b, u), 

(b + y ) ( \ - u ) def F3(x, y, b, u), 

(1 +Ь + у)и*+ Ft(x, y, b, u)
X +  y

10 ß is in the arc with length dM  bordered by the qM (ß)a- and q[+1 (ß)«-points.
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where

(3.12) (ak < x < a k+ 1, 0 < у < 1 ,  0 < b ^ a k, b integer).
Since from (3. 12) we get ( l + y ) ( 6 — и)Ш(Ь + у)( 1 — и) and conse

quently F2 Ш F3, for the proof of the theorem we have to show that with the 
restriction given in (3. 12) for (x, y,  b, u)

sup min (Flt F3, F4) g  ~
x, y ,b ,u  ^

holds. It follows obviously from (3. 8)—(3.11) that if for a value of (x , y, b, и) 
for any pair i=\= к  also Fi+= Fk, then one may change the value of и so that 
min (F , F3, F4) increases. This is the fact also in the case when Fa =  F4 < F3. 
So for the determination of sup min (Fu F3, F4) we have to investigate the

x, у, Ь, и
following two cases only:

1. F  =  F3SiF4,
2. F3 =  F4^ F 1.
Case 1. From F  = F3 it follows x— b +  r =  {y+  b ){\+ r),

y + 2b— x x  — 6+ 1
Г~  У + Ь + 1 ’ y  +  b + V ’

and consequently in this case

(3.13) F  =  F3= — ]—  (b + y)X , t t !  , v ’ 3 x + y K y +  b + 1
and, since F  =  F3 ^  F4, therefore (b +  y)(x 
i. e.

(1+ ö  +  T)
y-\-2b— x 
1 + b + y

b + \ ) ^ ( \ + b  +  y)(y  +  2b +  x \

(3. 14)

From b Ш 1 it follows that

<  _ (У + b f 
- 2y +  2 b + \ v b.

x — b + 1 b +  y y  +  b— 1 j b +  y
x + y 1 +  b + y  1 x +  y ) \+ b  +  y

is monotonically increasing in x. Putting therefore in (3. 13) the upper bound' 
of x, from (3. 14), we get

(3.15) p  _  p  <  У +  Ь+  1 J_
1 3 =  3y +  3 b + \  =  2 •

In Case 2 we can obtain in a quite analogous way the same expres
sion of у and b as an upper bound for the minimum in question. These 
together prove the theorem.



ON THE THEORY OF DIOPHANTINE APPROXIMATIONS. II 239

From the proof it follows that for the values
b =  bk+1 =  1,

У= — ~ 0 (ük large),<Jk+1

X =  dk -■ ~  4  (or+i =  1, ak+2 =  3, ű*+3 large), 
rfk+i J
1
3

we have F  F3 =  F, ~  , i.e. the constant ^  is best-possible.

T heorem IV. For every positive integer l there exists a suitable irrational 
a and a real ß=\=< n a )  so that with arbitrary s > 0  /o r  an infinity o f ku the 
inequality

min (qi:(ß)dk(ß), q'k(ß)dk(ß)) > -j= — tk„<k<k„+l / 5
holds.

By other words, the inequality x jax —ß- -vI< —f=—f  cannot be sa-
^5

tisfied among the / consecutive pairs of jumping multipla and, according to 
Lemma IV, also among the numbers x with qko(ß) < x < q'ko+i(ß).

P roof. The theorem follows easily from the following
Lemma. Let e be an arbitrary small positive number and the integer M 

sufficiently large. If for an a and ß  and for к —2 M  ^  v  äi k- \ -2M (k > 2 M)  
we have
(3.16) av =  br =  1,
then putting

q k( ß )  q'k i(ß) =  biq I-\-----+  bk i q k- i ,
the inequality

qk( ß ) d k( ß ) > - ^ = — s  
15

holds.

Proof of the Lemma. Using the recursive formulae (2. 3), we obtain 
according to (3. 16)

k-i ь-i fc-i
qk(ß) =  biqi-\------- {-bk-iqk- i <  У, bvqv =  У  qr =  avqv =(3.17)

— ^  iflvk 1 — Vt-i) =  q k + qk- i —q k 2M—qk-2M-i =  qk+i —  qsa+i > <F+1 (1 —V=k-2M
where s is arbitrary small if M is large enough.
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Similarly, for dk(ß) we have from (2. 3) and (3.16)
со k+ 2 M -1 со

dk(cs) =  dk+ У^ b,.d„= £  dv +  У  b,.d„.
v = k + 1 v = k  1 ' = k + 2 M

Since
k+2il-1

V
k+2M - к+2АГ- 1

у
y = k

d r — У a„ dv— ~У, (dyJr 1—d v i) ——d u - i—dk -f-d^M-1T- d%u =
— —dk± 1 +  Ом+1

CD CO

У  bydy I 5  a k +2Mycird k+ » M + 2 v  =  d ky2 M  \ ,

and

we have
(3. 18) dk(ß) > di; у I —dk+2И-1—dk+2M > dk+i (1 —s")
where *" is arbitrary small if M is large enough.

From (3. 17) and (3. 18) we get

q k( ß ) d k( ß )  >  q k+i d M ( \ —0(1 —0  = -------—=^(1 —0(1—0-
q k dk

Qm  d kM

Since the first 2M digits of the continued fractions of ^k and ~~k-
Qk+l dk+1>are the same as those for the numbers 

1 1У 5 - 1
2 1+  I r 

respectively, we obtain 
1

and 1+ i b i 1 1 1
1 + 1 +

(3. 19)
<?a ___dk

— —  >

/ 5 — 1
-  77=--------- (1  —  8’") = - L  (1 —  s " ) .
, + / 5 - l  0 V

Як+i dkc-i 2 2
From (3. 19) the Lemma follows if M is so large that 

0 - 0 0 - 0 ( 1 - 0  > ( ! -* ) •
Theorem IV is a simple consequence of this. Namely, if in the sequence 

Ok (A: =  1, 2, . . . )  we have for an infinity of indices v
a у = ar+1 =  • • • Oy+-2 n+i — 1,

this means that the conditions of the Lemma are fulfilled for / consecutive 
indices Аго+ l , . - . ,  k0-\-l and for infinitely many k0. Further, if for infinitely 
many .u-indices » O  1 and b,L =j= a,L, b,L =t 0, then, as one can see from the 
definition of the numbers bk, /?=]=</* a ) .

(Received 6 March 1958)
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NOTES ON INTERPOLATION. IV
(INEQUALITIES)

By
J. BALÁZS (Budapest) and P. TÚRÁN (Budapest), member of the Academy

§ 1. Introduction

1. In this paper we continue the investigation of the interpolatory poly
nomials R„(x) of degree ^ 2 n  — 1 for which
(1.1.1) R„ (x,.) - - =  prescribed )
and ( (»' =  1, 2, . . n).
(1. 1. 2) Rn{xr)= ß,. prescribed )
Here n is always even and the values
( 1. 1.3) 1 =  x,>x2> -- '> x „ -i> x B = — 1
are zeros of the polynomial

(1.1.4) n„(x) =  — n(n — 1) I Pn-i(t)dt =  ( \—x*)P;,-i(x),

P„ i(x) being the (n — l) th Legendre polynomial with the normalisation
(1.1.5) A ,-i(l) =  1.
We may write

n v
(1.1.6) R„(x) — V  cc„rr(x) 4- У  ßvQv(x),г 1 г 1
where the fundamental polynomials rv{x) and Qr(x) are defined by 

\ 1 for j  --- r,
(1.1.7) 
and

гЛх) =  j 0 for'  v and r\:(Xj) =  0 for all / s

( 1. 1. 8) ov(Xj) 0 for all / s and Qv{x})
1 for j  =  v,

) 0 for j -(= r,
respectively. These rv(x) and дг(х) are uniquely determined.1 It follows from 
this fact that if лг2„ i(x) is an arbitrary polynomial of degree Ш2 n — 1, then

n  n

(1.1.9) У  л -in -1 (x,,) rv(x) +  2  -'Ta« -1 (x,.) o, (x) =  x (x).
V—l V = l  !

Based on this we shall prove the following theorems.

1 J. S urányi and P. T úrán, Notes on interpolation. I (On some interpolatorical pro
perties of the ultraspherical polynomials), Acta Math. Acad. Set. Hung., 6 (1955), pp. 67— 79.

1 Acta Mathematica IX/3—4
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Theorem I. I f  for v =  1 ,2 ,. . . ,  n we have for a polynomial ;t>„-i(x) o f  
degree Ш2п— 1
(1.1.10) \non-i(xr) \ ^ A ,  !;TÓ;, i(x,.)j is B,
then for — 1 ^  x  ^  +  1 we have

I;to„_ 1 (x)I g.'T6nA +  — B.1 1  n
This theorem will follow very easily from the estimations of the previous 

paper of this series.2 It will follow further easily that this theorem is essen
tially best-possible, i. e. for a suitable polynomial /„(x) of degree Ш2п — 1 
and numerical positive c

\М 0)\> с(ап +  ̂ У

More difficult is, however, the estimation of
max \xi2n-\(x)\.

We shall prove the somewhat unusual
T heorem  11. Under the condition (1. 1. 10) we have for —l ^ x ^  +  1 

the estimation3
|^2n-i(x)| ^ x r sn -• A -\-:t :’]jn  B.

Unusual is the appearence of the exponent 5 /2 ; that this is really con
nected with the matter, will be shown by constructing a suitable polynomial 
/ t(x) of degree ^ 2 n — 1 satisfying ( 1. 1. 10), for which

\ f[(1)\>c(An! + Bn J)
with a suitable numerical positive c. If, however, we consider only

max |̂ T2.«-i(x)| (0 < £ < 1),
-l+fSr§l-£

S. B ernstein’s inequality gives at once from Theorem 1 that for —1 + s ^  
g x ^ l —s we have
(1.1.11) N»-i(x)| <  -yLя:6rí1- A -(- -yL 7tb.

]/ e ]/ e
Finally, we shall show that this is also essentially best-possible, too, i. e. for

2 J. Balázs and P. T úrán, Notes on interpolation. HI (Convergence), Acta Math. Acad. 
Sei. Hung., 9 (1958), pp. 195—214.

3 For the sake of orientation we remark that if in [—l , + l ]  f"(x)  exists everywhere 
and here |/ (x ) |^ l  and |/" ( x ) |á l ,  then we have for [— l . + l ]  |/ '(x ) |^ 2 . This has been 
proved after the first results of C. N. M oore and Hardy-  L ittlewood by E. L andau (Einige 
Ungleichungen für zweimal differenzierbare Funktionen, Proc. London Math. Soc., Ser. 2, 
13 (1913), pp. 43—49).
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a suitable/ 2(х) of degree ^ 2 n  —1 satisfying (1. 1. 10) we have

1ЯЫ1 >c(An* + B)

with a numerical positive c; here jj0 is “near” to 0.
We are indebted to Mr. G. Freud for his valuable remarks.

§ 2. Preliminaries

1. The explicit form of the fundamental functions r„(x) and p,,(x), what 
we have found in 2, is the following:

(2. 1. 1) ft (*) =  — ■
IJn(x)

пг(п —1):г l1+ j ^ ( 4

(2. 1. 2)

and4 for 2 s r i n —1

о  Г Г '
n«(x) ) Г PU (t)■dt-

(2.1.3)

and

(2.1.4)

21In(xv)Pn-\(Xi) (J t— Xy 
-I

+ p - <x)(_  T 3 ^ + i ( i - x ; ) k - , w ) +

+
1 —  Xy (l — Xv) Pn-i(Xy),

O M  ^n(x) j f  ̂ - l (0 . .
2II'(xv)P'K'.i{xr) j j  t —Xr dt +1

+p. .w (- - j r j +J  (,-4 )k .,w )

respectively. Further, if 

(2.1.5) /,(x)

( 1 — xl)P„-i(Xy) } ) ’ 

Пп(х) (y =  \ ,2 , . . . ,n )Jp(xy)(x— Xy)

stand for the fundamental functions of the Lagrange interpolation based on

4 ( 1. 1.4) gives that the integrand of (2. 1.3)—(2. 1.4) is a polynomial.

l*
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our x„-points in (1.1.4), then we have

(2. 1. 6)

/ \ 3 -f- x . , v2 1 — x2
''>(*) =  — j— lÁ x f ----- ~A

+
1

16 1 8n(n — 1)

/t(x)/,'(x)

1П„(х) jl P„-i(x)

rn(x) =  L (x f  +  l- r - x ' L ( X ) / '( x )  +
(2.1.7)

1
16 1 8n(n — 1) 

and for 2 g í ' g n  — 1 and x<x„

(2. 1.8) r,.(x)

П,, (x) jl —у  P„-i(x)

П п(х) \ г m dt ( 1 . , Pnl(x)) 1 i
Пп (Xjr) \ j1 ( t - x „ f  

1
12 6 6 J4 1 --x i)P n. 1 (Xyf\

n —1 and x> x r

Hn{x) \ I
X

Г W .HtJ-l 1 P, -1(x) 1 1 (
Пп(хг) )J (t - X r f

Ul 1
. 2 6 I' ( 1- — X r ) P n- ,(X„)M

(2.1.9) r„(x) 

respectively.

2. We shall use some well-known facts about Legendre polynomials.
For —l ^ x s l  + 1 we have6

(2. 2. 1)
and S. Bernstein’s inequalities6

(2.2.2) |Pm(x)|=§

and for пш 4

p ; w i §  "1<m+ 1)

I j _
:t  m ( 1- x 2)

(2. 2. 3) (1 — x2f h\Pn-i( x ) I s  \Í2n,

(2.2.4) \П«(х)\Ш 
Further, for —l g x ^ - f l  we need7
(2.2.5) Pm(x ) |^ l

XT

5 See e. g. G. S zegő, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coll. Publ. (New 
York, 1939), p. 167, formula (7. 33. 8).

6 S. B ernstein, Sur les polynőmes orthogonaux relatifs ä un segment fini. II, Journ. 
Math, pures et appl., 10 (1931), pp. 219—286.

7 See G. S zegő , l.c., p. 159, formula (7.21.  1).
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and the differential equation”
(2. 2 .6) ( W x 2)Pm(x) — 2xP'm (x) +  m (m +  1)P,„ (x) =  0,

We have further for v — 2, 3 , . .  and n 4 ,6 ,8 , . . .  the estimation2

(2 .2 .7 ) IP„-j(x„)I >  -jt===- •
у 8 rev

We shall use further the estimation2
n

(2.2. 8) max 2L I r>-(*) < ;т';/г

and that for a suitable positive- numerical c
v

(2 .2 .9 )  ^ | / v( 0 ) |> c/j,
V = \

further2 that n 5 .... ‘ > .
(2 .2 .10) max У  |^ ( . \ - ) [ s  —

- I S l S L l f d  П

and2 with the above c

(2.2.11) Í M 0 ) | > 7 -г=Л n
We shall also repeatedly use Markov’s and S. Bernstein’s inequalities, 
according to which for a polynomial g (x )  of degree s§ m and real coefficients 
we have for — 1 ш x ^  +  1
(2 .2 .12) jg '(x)| ^  ni1 max |^(х) 

and

(2 *-2 1 3 ) S '(x) К  niax jg-(x)|,
I I--X*-lÄrS+l

respectively.
Further, for the fundamental functions lr{x) from (2 .1 .5 ) we have”

n
(2 .2 .14) 1

V  1

(— 1 ^  x ^  +  1, n 4, 6, 8, . . . ,  j  1,2
3. We shall need further something about the Hermite—Fejér interpola

tion based on our x,-points.10 This is the polynomial of degree Ш 2п—1

8 See G. Szegő, I. c., p. 59, formula (4. 2. 1).
s L. Fejér, Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, für welche die Quad

ratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle ein möglichst 
kleines Maximum besitzt, Annali della Sc. Norm. Sup. di Pisa (2), 1 (1932), pp. 3—16.

10 L. Fejér, Lagrangesche Interpolation und die zugehörigen konjugierten Punkte, 
Math. Annalen, 106 (1932), pp. 1—55.
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whose function values and first derivatives are prescribed numbers yv and 
y ’r, respectively (y  =  1, 2 , . . n). This polynomial is alw ays uniquely deter
m ined and has the form

Qn(x) =  £ y,,h„(x) +  У'ЛЬ'(х).v=l r=  1
In particular, if the values are values of a function f(x),  we write 

( 2 . 3. 1 )  / / „ ( / ,  x) =  f(xr)hv(x) +  j?yibr(x).

The polynomials Ил,(х) and b7.(x) are of degree ^ 2 n— 1 and

(2.3.2) J > r (x) =  l

h o ld s; more generally, if cp(x) is any polynomial of degree ^ 2 / i  — I, we have
n n

(2. 3. 3) 2V(*r)M *) +  .Z y  (Хг)Ь,.(х) =  9>(дс).t'=l v=i
As Fejér 1. c.10 proved, we have for v  — \ , 2 and — l £ x s | l

(2. 3. 4) M *)i=  0.

§ 3. Investigation of the derivative of the fundamental functions
of the second kind

1. In this §  we shall estim ate the quantity

■ZVOOI-v—1
It follows im m ediately from (2. 1. 1) and (1. 1 .4 ) that

?;(*)==
1 Пп(х) p,:-i(x)~ n(n— i)p „ - i(x ) 1 +  "2* Pni(jc)

1

n 2( n  — 1)2 ( 3

and  using (2 .2 .4 ) , (2 .2 .5 )  and (2 .2 . 1)

(3.1.1) Ы х У к - ^
2 n (n — 1)

valid for л =  4, 6, 8 , . . .  and — l ^ x g  +  1. The same holds for |p;(jc)|.
For the further fundamental functions we have the

L e m m a  3 . 1. For n = 4 ,  6 ,  8 , . . . ,  — 1 s i x ^  +  1 we have for 2 ^  v ^
Z

Ií»;(x)| S  154.-T
»/«



NOTES ON INTERPOLATION. IV 249

and for ~2 +  1^=»' =  л — 1

I Qr (x) i ^  154 :t n +  4 l ” ( W

Proof. It is sufficient to consider the case 2 ^  r ̂  . From (2.1.4),
(1.1.4) we have

°'v(x) = — n(n — 1)P< i(x) P-.(Q
t—xr

(3.1.2)

2 П п (Х у)Р ;и (Х г) 1

+  P - i ( x ) i — r ^ V  +  v-TT-----«Чр - / Ч I ~l  1 — X,. 3 (1 — Xr )P ,_ i(X ,,) j

d t+

1 1

+  /7,(( х ) & ^
V x—x,.

We split it into parts 

(3.1.3) /> =

, l —x'r ^  ( l — x ;,)P ,-i(x ,.)J\
X,- . 1э: i(x)(-

1
l —x~r 3 ( l—x;)P„-i(x,.)

/! ( /i- l) /V ,(x )  f Pn-\(t)V-iW I
n- 1 (Xr)J2 Hú (x„) P,'_, (x,/) J t — x dt,

h
n ( n - 1)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

___ \
2Щ(х,.)(\—х1)Р'п'-1(хг) I

+  Pn-l(x)( 1

Pn-l(x)2|x

1

1
3P ,-i(xr) J

+

h

P  l(X„) ’

fin (x) P ,- t(x)
2 //,;(x,,)P:'-\(xv) x — xr ’

h -
/y„(x)P'_i(x) l

2 i 7 ^ ( X y ) P , - i ( x r ) ( l —xr) I 3P„-i(x„)
2. As to / 4 we have from (2.2.6) and (1.1.4)

(1—x2)P,',-i(x)2 1 — Зх„Р-,(х,/)
2n2(n—1 )2 P„ - 1 (xr ) 2 3P,(x„)

(2.2.5) and (2.2.13) give for —l ^ x ^  +  1
(1— x2)P , ,(x)2^ (n  — 1)- 

and thus, using (2. 2. 5) and (2.2. 7),

(3.2.1) 1 / 4 1 ^ 1 6 ^ ^ 2 1 ^ .

- x,. .
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For J., we have from (1.1.4), (2.2.6), (2.2.5)
2LM< n(n — ]yP a-i(xr)\s

and hence from (2. 2. 7)

(3.2.2) LAI < 7 2 ^ ^ 9 4 ^ .

The estimation of | / х| and |_/3| is much more difficult and needs another idea. 
We represent

Рп-Лх)
X  —  X,,

which is a polynomial of degree n — 3, as a Lagrange interpolatory poly
nomial taken at our x^-numbers. With (2.1.5) we have

(3.2. 3) A(x) +  P ” , (x,.)lr(x )-----^ (~ 1} /„(x).

Using this, (2.2. 1) and (2.2. 14) we obtain

| /  i < ____ 17/n(x)j____ Í 0  I jp/> / \ I 1 ^_
=  2 1IIn(xv)Pn- 1 (Ху) I U ( l —Xr) +  i "'l W I  +  2(1 +x„)j(3. 2. 4) A7„(x)

Я'(х„)
л(л—1) |Я„(х)| <7;r

2  [ //„ ' ( x „ )  I ( 1 — x f , )  I Pn' - 1  ( x , , )  I n 3'» ’

using also (2.2.4), (1. 1.4), (2.2.6) and (2.2.7). For Jx we get from (3.2.3)
X  X  X  X

(3- 2 .5) J  j  y ( t ) d t + p ; u x v) I / , .(0 tf /-  ^  ^ ^  J in(t)dt.

(2. 1.5) and (1. 1.4) give 

1
1

л (л -1 ) . j ( l + 0 P L ,( f ) ^  =

л(л —1) |(1 + х )Р и ]( х ) - 2 -  |p„.,(0rf/j,

i. e. from (2. 2. 5) 

(3. 2. 6) 

and similarly 

(3.2. 7)

/,(/)<//

/ « ( O ^ f  i

n ( n - \ y

_ 6
л(л—1)-
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Since
X  í

we have from this, (3.1.3), (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7), (1.1.4), (2.2. 1) and
(2. 2. 6)

!/ ,!< n ( / i - i ) | p„_i(x)| )|p;,-i(i)i 6 , ip:, , ( - i ) i  6
2 | t f , I ( X I. ) / yH-l(Xr)| i 1—xr n(n — 1) 1+x,. n(n —  1)

3 |/V i(x)|+  !Я” ,(хг) |И - *  \ iv ( ffd t \  ^i n{n —  \ ) P H \ { X ^

l/l — x|P„. i(x)| 
2 \ P n ~ i ( X i ) \

(2. 2. 5) and (2.2. 7) give

(3.2.8) Ш * & я %  + У 2 я * У 0 - х ) \ Р * - 1 Щ \Ш М \ ■
-1

(3.1.2), (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4) and

(3.2.8) give for 2 = i , '= £ y ,— l ^ x ^  +  1

(3.2. 9) \ 9 г { х ) \ ^ \ Ы я ^ \ 2 п ( \ - х ) \ Р н- , ( х ) \Ь у ]  b i f f  dt] .
-1

Actually, we shall use it only for O ^ x ^ l ;  for —l ^ x ^ O  we shall use 
the estimation 1

(3.2. 10) IQ’r(jc) i g l5 4 - T ^  +  V2't(1 + x)\P,i ,(x)\ ]fr ( | l,.{tfdt]

which one obtains similarly but starting form the representation (2.1.3) in
stead of (2. 1.4). Since for O ^ x ^  +  1 and for —l^jx^iO  we have

1' 1— x  =  -% £ - g  ]/' 1 — x1 and | l + x ^ | ' ' l  —X-,
y i+ x

respectively, (3.2.9) and (3. 2.10) give for —l ^ x ^ +  1

|p ;.(x ) |g l5 4 y r^+ K 2 -'T (l—x -) |P „-i(x )|f/'[ I lr(t fdt^ .
-1

Then (2.2.2) proves the lemma.
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From this we easily obtain
L e m m a  3 . 2 . We have for n — 4, 6 , 8 , . . .  and —1 s: -f- 1 the estimation

n
' £ \ q'V{x) < ^ \ '  n.

r = l

P roof. From (3. 1. 1), (2.2. 14) and Lemma 3. 1 it follows

j ?  I (b-001 — Tf~F^—T\ +  58rr i' n +  2  Ь ’ I \lv { tfd t\ '^ 6 0 r r  ] /n< n i ]/n,S i  /n(n — 1) In  и  )

using Schwarz’s inequality.

3. Next we show that Lemma 3. 2 is essentially best-possible. This will 
be shown by

Lemma 3. 3. For all sufficiently large even n’s we have

Í£  |с>;(1)|>сКлv= 1
with a positive numerical c.

P roof. For 2 ^ r ^ - ^  we have from (3 .1 .2 ), (1 .1 .5 ) and (1 .1 .4 )

n ( n - 1) 1 2 1 1 + Х П
' 2 n i ( x , ) P Z . t ( x , ) [ 3  ( l — d ) P « - i ( X r )  1— x l ) ’

i. e. using (2 .2 .6 ) and (1.1. 4)

l i , ; ' ( 1 ) 1 -  2n(n-l)Pn-i(XrY ( '

Since for all sufficiently large n’s and

1
|A-,(x„)| - 2  .

п <  у < п
8" ~4 we have

we get for such r ’s

(2.2. 2) gives then 

i. e.

P „ - i(x ,.) !< ~ ,

,р;(1 ),- 6 л(л-1 )|Р1|.1 (хг)Г

[т ]
^ К ( 1 ) ! >  2  |Рг(1)| >С У п.»—1 Г п ]

hr]
Q. е. d.
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Further we need the following
Lemma 3. 4. Denoting by щ the smallest positive zero o f /7„(x) we have 

for all sufficiently large even n’s

|pr(iJo)l >cv=l
with a numerical c.

P roof. (2. 1.3) gives for 2 ^ v ^ n  — 1

(3. 3.1)
Qv(r)o)

n{n \ Г P'.-l(Q ,,
2 n ;t{xv)p:u{xv) )J t - x v 4

-l

+
Pn-l(rj0) IÍ 1 t  I1+ 1 1r 1 3 |

1 — xi 'i3Pni(xr) \) 1— xi 'l P n - l ( X v)  V

Restricting again v  by n n
J T we get from (2 .2 .5 )

i p " - 1 ( 0 d f __ P u - l(0

1 t — X,, _1 J  ( t— x,.y
-1 -1

20
1— xi

and thus from (3.3.1), (2.2.5), (1.1.4) and (2.2.6)

|PU„0) |£ ___<■(<■—01Л-.Ы 1------j------1--------3--------- 1-----  21Ы
-  2\n;,(xr) \( \-x l) \p ;h l(xr)\ I |Ри-,(х„)| 3|P„-i(x„)| \

1Ян-1Ы| \ 1 ___ 1_____ 12| 1Я.-1Ы1
(Л -1 )л |Р н-1(Х„)|* j 3 ' |P„-i(xr)| Г  6л(/1 —1)|Рп-,(х„)Г

for all sufficiently large n’s. Applying (2.2.7) and (2.2.2) we obtain with 
a numerical c

\Qr(ho)\>~^
and thus

[t]
2 > ;(i2 „)| i= iE  |?r(i2o)| > ■§- • Q. e. d.
r=l rwl 0
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§ 4. Investigation of the derivative of the fundamental functions
of the first kind

1. We shall start with a general observation valid for any of our r.y(x)- 
polynomials. We represent it as an Hermite—Fejér interpolatory polynomial 
defined in (2.3. 3). This gives owing to the definition of r,.{x)

(4.1. 1) r'v (x) =  £  r'r (xj) hj (x).
j=1

Using (2.3. 2) and (2.3. 4) we obtain
(4. 1. 2) \r'v(x)\Ш max r;(x,)|.

j
Actually, we have even
(4. 1.3) max I r'r (x) | =  max | r’v(xf) \,

- 1 £ * £ + 1  j

i. e. all polynomials r'v[(x) attain their absolute maxima with respect to 
[—1, + 1] at one of the xr points.n The use of (4.1.2) consists obviously 
in the fact that we have only to estimate the numbers ry(xj)| which are 
owing to our explicit formulae much easier.

2. We shall first prove
Lemma 4. 1. For n =  4, 6, 8 ,. . .  and —1 s i  x ^  +  1 we have

|л (* )| =  4л 2,

\r'a(x)\^An\
Proof. It is sufficient again to discuss the first. Owing to the remark 

(4. 1.2) we have to estimate only

max |ri(x,)|.

For 2 ^ j ^ n  we have from (2.1.6), using (1.1.4), 

(4. 2.1)
r'Axj) - i'AxjY-

(b + И Д ) ) л(" - 1 >p - ‘Oi> ( '  + Í  (Ai) I ■| ( л — 1 ) J
Since from (2.2.14) and (2.2.13) we have 11

11 A similar remark holds instead of our x^-numbers for any point-system, which 
Fejér calls normal point-systems, supposed that for this system the (0 ,2)-interpolation is 
uniquely determined. For the normal systems see 10.
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(2.2.5) gives from (4.2. 1)

(4.2.2) 4
Further from (2.1.6)

,, v (n — l)2 n(n — 1) 4Л(х,)| ^  >- , ’ +  v „ L-— < n \

л(1) 4 +  2 W1) ( l 6 + л (п -1 ) )л(/г °  3 ’
i. e. since from (2.2. 14) and (2.2. 12)

I / ; o ) l  s g ( « - i ) \
we obtain

\r[(])\<4n\
This and (4.2.2) prove Lemma 4. 1.

To the further fundamental functions refers

Lemma 4.2. For n — 4 ,6 ,8 ,. . . ,  —l ^ j x ^ - f l  we have 

Ir'„(x)I ^ 66л 3/= +  348:t -  ' for 2 2 ^ "  ,

I Гг (X) I — 66 rc- -JL— +  348 :r П 
\n — r

nW for -- < V ^ n .
( n - v p  2

nProof. It is sufficient again to consider the case 2 ^ v  ^  ; let first

be 8. We use again (4.1.2). The representation (2.1.8) gives for j> r ,  
using also (1. 1.4),

Pn- l(x,) \ f  (if 1, 1 Pu-fXj) 1
1 1 - !

Pn-i(Xr) .1 d  112 1 6 '(1 —xi)P„  i(x,.)2i
(4.2. 3) r'v(Xj) 

and for j< v  from the representation (2.1.9)

(4.2.4) r'v{Xj) =  ̂ f ±
Pn ! (X?/) IJ  (t xr)

respectively. Using (2.2.5), (2.2.14) we get for j> v

j 1 P )1 1 i
[2  6 J1 ( \—xi)P»i(xrf {

(4.2.5) \г\,(х,)\Ш 1 1 1
I P„ -1 (x,,) | (x„ — xr+t 3 (1—x ;,) Pn _ 1 (xvy  \

But we have with an xr+i ^  Я ̂  x,.

1 f \ x f )  / , .  (X , . ])

X».—X„+i Xy —  Xr+ 1
/;.(Я) =  |/;(л)!,
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i. e. using (2.2.14), (2.2.13) and1- with the notation xv =  cos <9v

1 _ n — 1 n n л, n n2 ^  2  n2
xv—Xr+i [/1 — A2 f i —x% sin 9-v 2 9-v 2 v—3 < v

Putting it into (4. 2. 5) and using footnote 12 and (2. 2. 7) we get

(4 .2 .6 ) I r'v (Xj) I < 66 лг3/а -~=.
Iv

For the case j< v  we have to proceed analogously, starting, however, from
(4.2.4) instead of (4.2.3). For j  =  v we have13 from (2.2. 13) and footnote12

(4.2.7) I/■;(*,.) I ^  87 л:

From (4.2.6), (4.2.7) and (4.1.2) our lemma evidently follows.
From Lemma 4. 1 and 4. 2 it follows evidently 
Lemma 4. 3. For n — 4, 6, 8 , . . .  and —1 g? x  ^  +  1 we have

2n — 1 n5/2
< 348л—rr.

X  | r ; ( x ) | ^  л 8 « 5/«.

In order to show that the estimation of Lemma 4.3 is essentially best- 
possible, we prove

Lemma 4.4. For all sufficiently large even n’s we have
n

X  |/v(l)| >crí^v=l
with a positive numerical c.

Proof. (4 .2 .4 ) gives for 2 ^ v ^ ~

r'A\) 3 ( \ - x l ) P n-A xr f

12 Here we use l 3 t nthe estimation & „ > \ v ----------------------- for
l  2 )  n 1

>wn inequalities. See 2, formula (2 
estimation

I M * ) I ^ 8 7 *  II f i  f o r
\  V i

0 — which follows at

once from Bruns’s well-known inequalities. See 2, formula (2. 4. 8). 
13 Here we use the estimation

\rv (x ) |^ 8 7 *  0 1  
I П —  v

valid for n 4 , 6 , 8 , . . .  and — l^ x :£ j- )- l ,  which is proved in 2 (Lemma 4.2).

for — <  v n,
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Hence (2.2. 2) gives with a numerical positive c

2 > И 1 )1 >  2 K 0 ) l > 4 -  2 ■? ( n - i ) ay=i 0 - * ; ) '*
>crí'“-,

indeed.
Further we need the
Lemma 4 .5 . Denoting again by rio the smallest positive zero of 77„(x) 

we have for all sufficiently large even n’s
n

2 \ r'Áha)\>cri2

with a numerical c.

P roof. From (4.2. 3) we get for n <  |/ < л
8" T .

%
T'v ( t] o)

P«-i (Vo) \ C lv(t) dt-
P n -  I (Vy) f J  ( /  Xy)-1

Hence, using (2.2.5) and (2.2.14),

П  , / V lOio))1 1 '
l 2 +  6 J ( 1 - х ; ) Я , ( х „ ) М

(4 .2 .8 ) £ К Ы | > , ^

У 18 J
since for our r ’s, for all sufficiently large n’s,

J  ( / — dt
Xv Tfo

< 10.

Since owing to (2.2. 2) we have for our ?'’s
1 ÍT n — 1> — •

3(1—x2) |P n_i(x„)|2 " 6 V l - x l  
if n is sufficiently large, this gives from (4. 2. 8)

: >40,

á l  ” Ы  б  - г - , ,  ( i - x ; ) ! P „ _ , ( ^ ) i
r = m

as in Lemma 4.4. Thus (2.2. 7) completes the proof.

■g- > c í P, , (7/0) j n s
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§ 5. Conclusion of the proofs

1. Owing to (1. 1.9) Theorem 1 follows at once from (2.2.8) and (2. 2. 10). 
That Theorem 1 is essentially best-possible, is shown by the polynomial

n n

A(x) =  V  sign r,.(0) rv(x) +  У  sign fjr(0)-or(x)
v — Л  v = l

for x =  0 owing to (2.2.9) and (2.2.11).
Since from (1. 1. 9) we have

n n

^  1 (\Xv)  Г 7/ ( x )  “f " 1
7 /— 1 7/ — 1

Theorem II follows at once from Lemma 3.2 and 4.3. That Theorem II is 
essentially best-possible, is shown by the polynomial

n  n

fi(x) =  2  sign r'„(l)r,.(x) +  signp;(l)i>r (x)
V =1 v = t

for x  1, owing to Lemma 3.3 and Lemma 4.4. That (1. 1. 11) is essentially 
best-possible, is shown by the polynomial

11 n
f,(x) =  У  sign r'v(T}0)-rv(x) +  Sign Pr(f]0)-Pr(x)

r —1 V =1
for x=T]0, owing to Lemma 3.4 and Lemma 4.5. Here rlo stands for the 
least positive zero of П„{х).

(Received 6 February 1958)



NOTES ON INTERPOLATION. V
(ON THE STABILITY OF INTERPOLATION)

By
E. EGERVÁRY and P. TÚRÁN (Budapest), members of the Academy

1. Let
(1.1) 1 ^  JCi>X2>--->XnS  — 1
be n points in [—1, + 1 ]  and
( 1. 2) ri(x), r2(x ), 
polynomials with the property

(1-3) rv(Xj) — | q for

Then for arbitrary real yv’s we have for
n

(1.4) Rn(x) =  £  yvrv(x)
V—l

the relations
(1.5) Rn(Xj) =  yj ( j  =  l, 2 , . . ri).
The polynomial R„(x) we call an interpolatory polynomial, the points x ,. the 
n,h fundamental points, the polynomials rr(x) the nlh fundamental functions. 
A classical example is furnished by the Lagrange interpolation where with

( 1. 6)

we have

< L 7 )

n
(0 (x )=  I I ( X  — Xr)

11=1

rv{x)
ю'(хО (а:—xr) lv{x),

i.e. all fundamental functions are of degree л — 1. Another type of inter
polatory polynomials is due to Herm ite  and extensively investigated by F ejér, 
S zegő  and others; here is

( 1. 8) rr(x) =  hr(x) Q)"(XV)
co’(x,) (x — X,.) / „ (* ) - ,

i.e. all fundamental functions are of degree 2n — 1. Fejér discovered that at 
certain choices of the л"' fundamental points his interpolatory polynomials

n
Fn(x) =  V  yvhv(x)

v = l

have a remarkable stability property, whose importance for the study of
2 Acta Mathematica IX/3—4
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experimentally given functions is obvious. This asserts that for any real yv 
and yt we have for — 1 s | x  s i +  1

( » « A2 yvhv(x)— У  y lhv(x) max (yv— yl).
V — \  V = l  J  v

The Lagrange interpolation has according to a theorem of G. Faber1 never 
such a stability property.2 Generally we call the procedure (1.2) a stable one 
if for arbitrary real y„ and y*. we have for — 1 ^  x si -+-1

(1.9) min (Уг— yl) Ш 2 УгГг(х)—2  y*rv (x) ^  max(yv— y*„).
v  W = 1  v = 1 J  v

We define the degree deg R„ of the interpolation process (1.2) by
n

(1.10) deg RH =  2  degree of rv(x).
V = l

In this note we intend to determine the “most economical” interpolation 
process, i. e. which is stable and deg R„ is minimal. In our solution essential 
role is played by the n —2 simple zeros
(1.11) (1 = | i  >)£2 > S 3 >•••>§«-! (>§„ =  — 1)
of the (n — 2)"‘ Legendre polynomial Pn.2(x) (which we always mean with the
normalisation
(1.12) Я„-2(1)=1
in the sequel). We assert namely the following

Theorem I. The minimal degree of a stable interpolation process (1.2) is 
2(2n — 3) +  (n — 2)(2n — 4) =  2(n— l)-; 

this is attained i f  and only if the fundamental points (1.1) are given by
ll,?2 , . . .Л п

in (1.11).
Hence our theorem gives a new interpolation-theoretical characterisation 

of the zeros of the Legendre polynomials. The first such characterisation was 
given by G a u ss  and Jacobi with the aid of mechanical quadrature.

The most economical interpolation process is given by

(1.13)
Rn(x)= y, — Pn-2 {xf  +  y„ Pn.2(x)2 +

- 1 1 —x2
2  Ук 1 £2A—2 1  bk

Рп-ч(х)
P’n-г Ш х - & )

2 1 УкГк(х).

1 Über die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, Jahresb. der Deutschen 
Math. Ver , 23 (1914).

2 This was in the particular case of equidistant abscissae emphasized by H. Hahn. 
See his paper: Über das Interpolationsproblem, Math. Zeitschrift, 1 (1918), pp. 115—142.
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2. The economicity of the interpolation process (1.13) shows itself also 
in other respects. In 7 we shall see how they give at once a proof of the 
classical inequality

(2.1) |Я»(х)|зП

for — l ^ x ^  +  1- More interesting is the comparison of the sequence

Rn(x,f) = / ( l )  -* 4 ^  Pn-2 (X)2+ / ( -  1) ~  Pn-2 (x f  +
( 2 . 2) и-l 1—X2 Pn-2(X) l2 _  »

+ S /(i, ) ' 1 I Pn-2(&)(JC —&) j J Í / ( -'í)r'£n (X) 

with that of the step-parabolae of Fejér

f'n-l
(2,3) F n - 2 (x ,f )= Z f& ) 1+gfc—2&x M,-2(x)

/*-*(& )(*-£
/(x ) should stand for a function continuous for — l ^ x s  +  l. The 
deg Fn(x ,f)  of this interpolation process is obviously л(2л— 1 )> 2 (л — l)2 
and, as he proved,3 the sequence FH(x ,f)  converges to f{x )  uniformly in 
[— 1 + f, 1—í], but not for — 1 ^ x ^  +  1, since it converges at x = + l  
curiously enough to 1

(2.4) \ \ f W t -

In 6 we shall give the very short proof of the following

T heorem II. The sequence of interpolatorу polynomials (2 .2) converges 
uniformly in [— 1, +  1] to f(x ) whenever f(x ) is continuous for — 1 ^  x ^  +  l4
i f  n —f оо.

In an Appendix we shall give a very simple explanation of the pheno
menon (2.4) of Fejér.

3. For the trigonometrical interpolation the corresponding stability 
problem was solved by D. Jackson5 and L. Fejér0 to the effect that the

3 L. F ejér, Über Interpolation, Gott. Nachr., (1916), pp. 1—16.
4 Actually a much stronger local theorem could have been stated.
3 A formula of trigonometric interpolation, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, 37 

(1914), p. 371.
0 In a lecture of G. P ólya. See Jahresb. der Deutschen Math. Ver., 22 (1913), Mit

teilungen und Nachr., p. 206.

2*
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most economical trigonometrical interpolatory polynomial is given by

(3.1) fc=i V n

sin (

, n sin Í x ктг\
V2“ ~n J

Improving a result of D. Quilghini7 we remark that if 0 ^  ^  n,
О Ш Ф Ш 2rr denote the spherical coordinates of a point P on the unit 
sphere, then with the polynomials r,t(x) from (2.2) and gk(x) from (3.1) the 
polynomials

in n

(3. 2) R m n ( 0 ,  Ф, F ) v  £  F (0r, Фи) Гг (cos ©) д,(Ф)
V = \  /A=l

converge for т —ю с, n —> <x> uniformly on the whole sphere to F(P) 
whenever F(P) is continuous on the whole sphere. We shall omit the simple 
proof.

The 7 shall also contain a remark on Legendre functions of the second 
kind. In a further note we shall return to the stability problem concerning 
infinite intervals. (See also the addendum.)

4. Next we turn to the proof of Theorem I. Let 1 ^  к Ш n and integer 
and we apply (1.9) with

Ук= 1,
y v =  0 for v ф  k,

further
yt =  0 for v = l , 2

This gives at once that for — 1 g x s - | - l  we have

(4.1) 0 ^ r k(jc)=g 1.
Taking into account also (1.3) we obtain at once that if x, (/=}=£) lies in the 
inside of [— 1, +  1], then rk(x) has at x — x, a zero of multiplicity ^  2. Thus if 
all points Xi are in the inside of [— 1, +1], the degrees of all rk(x)’s are 
^  2n—2, i. e.

deg R„ B' n(2n—2) > 2(n— 1)-.
If e.g. X\ =  1 and x„> — 1, then the degree of n(x)  is B 2 n—2 and the 
degrees of the other fundamental polynomials are at least 1 + 2 (n — 2) =  
=  2 n —3, i. e.

degRn ^  (2n—2) + (n — 1)(2л —3) > 2 (n — l)2

7 Interpolazione di una funzione F(P)  continue nei punti P  di una superficie sferica, 
Boll. Un. Mat. Ital. (3), 11 (1956), pp. 40—45.
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again and similarly if Xi < 1 and x« = — 1. Hence the relation deg = 
=  2(n— l)2 can only be true if
(4.2) 1 =  JCi > > • • • > x„ 1 > xn =  — 1
and putting

(4.3) 77 (x— xk) =  со* (x),

R,(x) =  yi
(4.4)

1 + x («>*(*)■
2 U*(i).

o/(x)

+ Уп

1 —xl 1. co*'(x,,)(x — x*) 
1—X( CO*(x)

+

2 W ( — 1 )J
But from (4.1) and (1.3) it follows also 
(4.5) r'k(xk) — 0  for к =  2, 3 , . . n— 1.

Deriving three-times the identity
(х—хк)2гк(х) 1 —  X2 Í CO* (x)

1 — Xk U*'(x,,))
at x -=xk we get from (4.5) and (4.2)

0 =  (1 - x ? )  oj* "(xa) —2X k c o * ' (X k )  (k - 2, 3 , . . . .  я -  1).
Hence the polynomial

(l-x -)o * " (x )-2 x w * '(x )
of degree n—2 has the same zeros as to*(x) itself and thus 

(1 — x2)co*"(x)—2xco*'(x) + Cco*(x) =  0
with a C independent of x. As well known, then it follows C -  (n — l)(n — 2) 
and

® * ( x )  =  P 11-2 ( x ) .

Hence the necessity-part of Theorem 1 is already proved.
5. Owing to the non-negativity of the fundamental functions rk(x) in 

(1.13) the sufficiency-part will be an easy consequence of the identity

(5.1) 2 r k(x) I-k=i
But this follows at once from the fact that the polynomial

— 1 +  ^  rk(x)k=1
is of degree ш 2п  — 3, vanishes for x =  S i,...,£„  and for x =  | 2, .. 
least doubly. Hence the proof of Theorem I is completed.
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6. Next we turn to the proof of Theorem II. Owing to (5.1) we may
write

(6. 1) /?„ (.x, / ) - / ( * )  =  Z  ( № )  - № )  rvn (x).
Let for — I ^  x ^  +  1 be
(6-2) | / ( x ) |  ш M
and for the fixed x-place with an arbitrary small positive t and x'—x| ^ d  (< 1)

(6.3) |/ (x ')—/(x")|S ie .
From (6.1), (6.2), (6.3), (5.1) and the non-negativity of the fundamental 
functions rvn(x) we have

(6.4) \Rn( x , f ) - f ( x ) \ Ше +  2М Z v fVn(x).

Taking (1.13) into account we have for — 1 +  d < x < 1—d

<6' 5) , J i L  ?- (x)< 0  - * >  ЯЛхУ>7 11 +  i S  0  -© «-,(& > ■  I-
further for 1 —d ^  x ^  1 or for — 1 s j t s  — 1 -f- d

( 6 .  6 )  Z v  Tvn(X ) <  (  1 —  X2) P„ 2 (X )2 j y  +  i  Z  7 7  t ' j p ,  , ,  x‘2 j .
\i v - x \> a  [ 4  о k = 2  ( 1  Sk ) K ,-2($e) )

But writing out (5. 1) explicitly by the aid of (1. 13) we obtain
P«. 2{xf

(6- 7)
n_1 1 --Y2

p „ M x f + ZШ2 1— й  ATo(&.)2(x—g,)2
and thus taking the coefficient of the highest power of x we gef

1n-1

m  (1 — %)Pn-*(&)“
This, (6.4), (6.5) and (6.6) give together

4M

1.

(6 . 8) I R„(x,/)—/(x)|̂  * + -3 2 - (1 — x2) P„ o(x) 2

Taking into account that according to S. B e r n s t e i n ’s  inequality8 9

Pn-a(x) F 2 1_____
я  F O —2) (1 —  X - )

8 The same identity was derived by F ejér 1. c. from his step-parabola and used in 
his convergence-proof too.

9 Sur les polynómes orthogonaux relatifs á un segment fini, Journ. de Math. (9), 9 
(1930) and 10 (1931), pp. 219—286, especially p. 236.
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for — 1 ^  x ^  +  1, we obtain finally from (б. 8) 

if only

.. , 8 iH 1
R . ( x , / ) - / W ! s t  +  - ? ? Ä = 2) 2 í ,

2 + 8 M Q. е. d.
■л Ő 2f  '

7. The formula (6. 7) deserves a slight attention. It can be written in 
the form — replacing n by n +  2 and the numbers S;, by the -zeros of 
P,(x) -

(7 , )  •
which puts into evidence the well-known fact that for — 1 ^  x si -f 1 the 
inequality

|P«(x)|= il
and for x ^  1

Pn(x) ÍÉ 1
holds. A similar but perhaps more complicated identity given by G. Szegő10 

A  ) ^  ’ (л +  1 )2(л +  2)2. . .  (л +  A:)2 v dxk J
2n

=  [{1— cos2# ( l — x2)}nd&
0

can serve the same purpose. Another consequence of (7.1) worth-while 
mentioning is the inequality

(7.2) \P»(x) l=§

valid for — 1 Ш x ^  +  1 and k — \ ,2 , . . . ,n .
Secondedly dividing in (7. 1) by (1—x2)P n(x)2 we get the identity

1 j « J ]
(7' 3) ( l - x 2)P n(x)2 =  1 - x 2 +  i §  (1 - i l ) P n ( ^ n f  \ x - $ knf '
This can be used to give a simple representation of the Legendre function 
of the second kind Q, (x). We start from the representation

(7.4) Q„(x) =  P„(x) dt
( l —P)P„(02 '

10 Ein Beitrag zur Theorie der Polynome von Laguerre und Jacobi, Math. Zeitschrift, 
1 (1918), pp. 341—356.
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It is well known that Q„(x) can be written in the form 

(7. 5) Q- (* )= y  Pn (*)log y z z j  + я »-1(4

where n n-i(x) stands for a polynomial of degree n — 1. Now replacing the 
representation (7. 3) into (7.4) we obtain

Qn(x) =  Pn(x) I +  P„(x) у ------------------ -г Í a t „ =
J 1 — r  é i  (1 —& ) p ; J  (f— £/,„)2ж ж

1+JC , ^  1 Pn(x)

1

’ P.(*)log- 
2 1 — x -z-(1 —Én) Pn (£knf X - Z kn '

Comparing this with (7. 5) we obtained the representation
J______ Pn (x)

é l  (1 — Шп)Р'п(Ьп)2 x - '
(7. 6) ;т„.1( х ) =  V

AcW«/ /л proof (1 December 1958). In a conversation with G. Szegő 
he suggested the possibility of a new identity concerning the Bessel function

со/_iy' ( z \ 2v
by a passage to limit from (7. 1). One could deduce,~  r '-

indeed, in this way elementarily the interesting identity
1

Ш >(*гУ(22-Я1У
where l v runs over the positive zeros of / 0(z). To the general function- 
theoretical background of this formula we shall return elsewhere.

Appendix

As mentioned after (2.4), we shall compare our polynomial P„(x,f) 
with Fejér’s step-parabola in (2. 3). Writing shortly

1
gk (A: == 2, 3, . n — 1)

(1 - S )  Pi- 2(1.)
we have

Fn±{ x, f )  - g / ( & ) f t ( l  - 2 & x  +  g ) ( - ^ ^ - ) ‘  =

{(1 - * 2) +  ( х ~ е ку) ( ^ | )) =  Pn., ( x f Z m ) g k+
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+
Pn- 2(x)n-1  1 __ v 2 (  P

) ( * -& )

1 ^ / 3»-2W2( g / ( 5 0 ^ )  +  

|2+ ^ A - 2 W 2g / ( ^ ) ^ )

and thus

Fn-z(x,f)  =  £ * / ( & )  I r i ( x )  +  ^ / ( & )  r * ( x )  +  f e g ' n / d i k ) ) /•„ ( x ) .
U=2 J k=2 U=2 У

Hence F ejér’s (/г— 2)Wl step-parabola is identical with our Rn( x ,f )  if  fo r  
x =  + 1  instead o f  / ( +  1) the value

ÍE f(^ )g kк=2
/s prescribed. Since, as well known,

lim j £ / ( & ) £ k = 4 -  1 / ( 0 ^
n-> co fc=2 ^  «/-1

and generally 1

У  / / ( 0 ^ Ф / ( ± 1 ) .
-1

the convergence of Fejér’s step-parabolae is generally not uniform in the 
whole interval [— 1, + 1 ] .

(Received 30 June 1958)





ÜBER EIN PROBLEM VON K. ZARANKIEWICZ
Von

i. REIMAN (Budapest)
(Vorgelegt von P. T uran)

1. K. Zarankiewicz stellte die folgende Frage: Es sei A, eine Matrix 
mit n Zeilen und n Spalten, dessen Elemente nur O-en und 1-er sind. Min
destens wieviel 1-er muß AH enthalten, damit darin gewiß ein aus lauter 
1-ern bestehender Minor zweiter Ordnung M2 vorhanden sei [1].

Wir bezeichnen mit k2(n) die kleinste Zahl der 1-er, bei welcher An 
schon gewiß wenigstens einen Minor M2 enthält. S. Hartman, J. Mycielski 
und C. Ryll-Nardzewski [2] haben

bewiesen, wo c2 und c2 Konstanten sind. T. Kővári, Vera T. Sós und 
P. Turan [3] haben

Es sei A,h,h eine Matrix mit nx Zeilen und n2 Spalten, dessen Elemente 
nur O-en und 1-er sind, und sei k2(nl t n.2) die kleinste Anzahl der 1-er, bei 
welcher A,h„2 schon einen Minor AE enthalten muß. In [3] ist für n ^ ^ p r+ p ,  
«2= p '2 (p prim)

bewiesen werden.
Im folgenden beweisen wir unter Anwendung des in [3] benützten 

Gedankenganges, daß

übergeht. Dies ist etwas genauer als (1. 1). Mit Hilfe geometrischer Über-

c, л4я < k,{n) < с,п3 -

( 1 . 1 ) k2(n) < 1 + 2  n + [n312]
und

bewiesen.

( 1. 2) W + p ,  p i) =  /f(p  + \ ) + \

(1.3) k.2{ih,n.) ^  y ( n 1 +  fn'i +  4n,n.,(n2 — 1)) +  1

ist, was bei л1 =  л2 =  л in die Ungleichung

(1.4) k,{n) =  ~ 2  (л -J- л 1/ 4л — 3) +  1
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legungen geben wir schließlich unendlich viele solche Wertepaare (nu n2) bzw. 
Werte n an, bei welchen in (1.3) bzw. in (1.4) Gleichheit zutrifft.

2. Zum Beweise von (1.3) führen wir

( 2 .  1 ) s  =  y  (n1 +  Yni +  4nJno(n.2—1))

ein, das die Gleichung

(2.2) (s— ni)s== /Jin2(n2— 1)

erfüllt. Wir bezeichnen durch lv die Anzahl der 1-er in der v-itn  Zeile von 
A n,n2 und nehmen an, daß für die Anzahl der 1-er in A„ll4 die Ungleichung

(2.3) £ l v >s
r  I

gilt. Wir beweisen, daß unter dieser Voraussetzung ein Minor M, aus 4„,„2 
auswählbar ist.

Es seien тл, m2, . . ., nhv die Indizes der die 1-er der r-ten Zeile ent

haltenden Spalten. Aus diesen können |  ̂j Zahlenpaare ausgewählt werden. 
Die Gültigkeit der Ungleichung

(2. 4)

ist eine hinreichende Bedingung dafür, daß A,hn.2 einen Minor M2 enthält. Für 
die nichtnegativen lv besteht die Ungleichung

und folglich ist

Hieraus ergibt sich wegen (2. 3) und (2. 2)

( 5 )  -  Ü V V '  я и ,  "  ! " ' •2v=1
womit wir (1.3) bewiesen haben.

3. Wir nennen die Matrix 4„l(la gesättigt, wenn aus ihr einerseits kein 
Minor M2 auswählbar ist, andererseits aber dies ermöglicht wird, sobald man 
die Anzahl ihrer 1-er mit Eins vermehrt. Es ist offenbar, daß jede Matrix
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A,h,h gesättigt ist, aus der kein Minor M, auswählbar ist, und dabei die 
Anzahl ihrer 1-er gleich [s] ist. Ist in einem solchen Falle s ganz, so gilt für 
das entsprechende Wertepaar (nlt n.2) in (1.3) das Gleichheitszeichen, d. h.
es ist

Um gesättigte Matrizen zu konstruieren, betrachten wir den /--dimensio
nalen endlichen projektiven Raum über einem endlichen Körper der Ordnung

N  =  pa (p prim).

Die Punkte dieses Raumes sind die aus Körperelementen bestehenden r +  1- 
tupeln (*!, x2, . . . ,  JCr+i) (nicht alle x, gleich 0). Die Punkte x(x1( x2, . . . ,  xr+i) 
und y(yr, y2, ■ ■ ■, Уг+i) sind dann und nur dann identisch, wenn es ein Kör
perelement A gibt, für welches

wird als /-dimensionaler Unterraum bezeichnet, wo AI; Я2, . . . , A<+1 Körper
elemente und a,, a , , . . . ,  a#+i linear unabhängige Punkte des Raumes sind. 
Die eindimensionalen Unterräume heißen Geraden. Eine beliebige Gerade des 
/--dimensionalen Raumes befindet sich entweder gänzlich in einem bestimmten 
r —1-dimensionalen Unterraum, oder hat mit ihm genau einen Punkt gemein. 
Zu zwei Punkten gehört eine und nur eine Gerade und zwei Geraden kön
nen höchstens einen gemeinsamen Punkt besitzen.

Jede Gerade hat N + 1 Punkte. Ein /-dimensionaler Unterraum kann 
gewonnen werden, indem man jeden Punkt eines /—1-dimensionalen Unter
raumes mit einem nicht zugehörigen Punkt verbindet; die Gesamtheit der 
Punkte der Verbindungsgeraden bildet einen /-dimensionalen Unterraum. So 
kann man, z. B. durch vollständige Induktion, einsehen, daß die Punkteanzahl 
des /-dimensionalen Unterraumes

(3.1) fc>(/h, п2) =  ̂ ( п 1 + Уп1 + 4п1пг(п2— 1)) +  1.

Xi =  ly i ( / = 1 , 2 , . . . , / - + 1)
gilt. Die Menge der Punkte

Ai a, -(- L>3. Aifi üi . 1 (/ < /")

N t+1—1 
N — 1 ’

und die Punkteanzahl n2 des /-dimensionalen projektiven Raumes

(3. 2)

ist. Es sei nun /?, die Geradenanzahl des r-dimensionalen Raumes. Mit Rück
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sicht darauf, daß jede Gerade 7V+ 1 Punkte hat, gilt

(3.3) U W T V + n  (ЛГ+1-1 ) ( Л Г - 1 )
12 J Л 2 j (ЛР-1) (TV-1) •

Wir konstruieren nun die Inzidenzmatrix I,h„2 der Geraden und Punkte 
des Raumes. Die Zeilen von I,h,H entsprechen den Geraden und die Spalten 
den Punkten. Ein Element der Martix ist genau dann gleich 1, wenn die 
seiner Zeile entsprechende Gerade den seiner Spalte entsprechenden Punkt 
enthält. Die so gewonnene Matrix ist gesättigt, d. h. es kann aus ihr kein 
Minor M ausgewählt werden, da dies bedeuten würde, daß zwei Geraden 
zwei verschiedene gemeinsame Punkte haben. Ferner ist die Anzahl der in 
/n,n2 befindlichen 1-er /^(Af-j-l), da in jeder Zeile N +  1 1-er sind. Diese 
Anzahl ist genau der unseren in (3.3) und (3.2) angegebenen Werten nx, 
und n2 laut (2. 1) entsprechende Wert s, wie dies durch Einsetzen leicht 
bestätigt werden kann. Damit haben wir das Bestehen von (3. 1) bewiesen.

1st r =  2, dann ist
(3. 4) щ =  n2 =  n =  N'2 -j- N  +  1 = p-a -f pa +  1.
ln diesem Falle gilt also

(3.5) к2(п) =  ^ ( п  +  п]/4n — 3) +  1.

Gesättigte Inzidenzmatrizen werden auch durch r-dimensionale endliche 
affine Räume geliefert. Läßt man aus dem /-dimensionalen projektiven Raum 
einen r—1-dimensionalen Unterraum weg, so erhält man einen /'-dimensio
nalen affinen Raum. Auf Grund obiger Überlegungen gilt für die Geraden
anzahl щ bzw. Punkteanzahl n2 des /--dimensionalen affinen Raumes

(3.6) «i =
N r- \ N r— 1) 

TV—1 n2 N r.

Die Anzahl der Punkte auf jeder Geraden ist nun gleich N. Die Matrix /%„2 
hat somit nx N  1-er, und das ist wiederum der durch (2. 1) angegebene Wert 
s, was durch Einsetzen der Werte (3.6) bestätigt werden kann. Laut (3. 1) 
gilt dann in diesem Falle

(3.7) =

1st N = p , r =  2, so ergibt (3.7) eben das Ergebnis (1.2).
Endlich sei als Beispiel die Inzidenzmatrix des zweidimensionalen pro

jektiven Raumes, d. h. der projektiven Ebene mit 5 Punkten auf jeder Gera
den, also der Spezialfall N =  22, r =  2, n =  21 angegeben. Die gestrichelt 
abgegrenzte Teilmatrix ist die Inzidenzmatrix der affinen Ebene mit 4 Punk
ten auf jeder Geraden.
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(Eingegangen am 6. März 1958.)
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SUR LES SOMMES DE PUISSANCES 
DES NOMBRES COMPLEXES

Par
S. UCHIYAMA (Sapporo, Japon) 

(Présenté par  P. T orán)

1. Étant donné un nombre 
quantité

min
(*1> 22, ••• ,2„)

max

naturel n, nous désignerons par M„ la

4" Z2 + • • • -Ь 2n I
(max|Zj|y'

où le minimum est évalué sur tous ensembles (zu z 2, . . zn) de n nombres 
complexes. M. P. T úrán1 a démontré qu’on a

M„ > log 2
11

I

1
v

pour tout n Ш 1. Cette inégalité peut s’améliorer considérablement, quand n 
est un nombre assez grand. En effet, M. N. G. d e  B ruijn2 a établi qu’il existe 
une constante numérique C > 0 telle que

( 1)
IO£lOg«

logn
pour tout n assez grand.

L’objet de la présente note est de donner une démonstration de l’in
égalité ( 1), en montrant qu’on peut prendre 1—s pour la constante C, quel 
que soit le nombre positif on note que la démonstration originale2 de (1)

n’a pas affirmé la possibilité de prendre C supérieure à y  Par exemple, on a

( 2) " » > !

n 1

n .
У  J
1 г

pour tout n Ш 1, ce qui est meilleure pour пШ 9 que l’inégalité de M. Túrán 
mentionnée ci-dessus.

1 P. T ú r á n ,  Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Budapest;
1953).

2 P. T ú r á n ,  Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen, édition 
chinoise (Peking, 1956).

3 Acta Mathematica IX/3—4
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Ce m’est un vif plaisir de pouvoir présenter ici l’expression de ma 
profonde reconnaissance à M. P. T úrán pour tout l’intérêt qu’il m’a porté 
avec la plus aimable bienveillance et pour ses remarques très précieuses. Ma 
gratitude s’adresse également à M. N. G. de Bruijn qui m’a montré comp
laisamment son témoignage pour ( 1).

2. Soit donné un ensemble (zu z2, . . z n) de n nombres complexes 
quelconques, tel que

1 =  zx ^  \z2\ a . . . a |z „ | .
Posons s v =  z ï - { - Z 2 + ---- b Z». Pour démontrer notre inégalité (1) ou (2) il
suffit évidemment de montrer que

pour les {zu z2, . . . ,  Z,,) envisagés où M — max|s,.| et e(x) =  ex. En effet, (1)1 < n
est une conséquence immédiate de (3): quant à (2) on notera seulement 

que log X ш pour r ^ l .
n

Nous posons f ( z )  =  7 / d -  Zjz): évidemment /(1) =  0. En suivant la
i=i

méthode de M. de Bruijn, on considère l’expression

e [ - È ^ ) = m  ( | г | < 1 ) .
On a alors

/ 11 s '\ 03e — 2  -rr z" =  2  Oj(s, , . . . ,  sn)zi = / ( г )  +  2  Ű>(s,, . . . ,  sn)z>,
\  V= 1 'V J  j = 0 jSn+1

ce qui est toujours valable sans restriction à 2 : donc, en y posant z =  1 et 
en prenant le module, on obtient d ’une part

0,(5. t ' ■ • >J = «T 1
D’autre part, la fonction a}-(tl t . . t„) est pour chaque j  un polynôme 

en U , . . . , t n dont les coefficients, étant universels, deviendraient non négatifs, 
si l’on remplaçait par — —tn. On a donc

2  Oj s»)
J?«+1 ^  2 aj(s2, 2  =7=«+1

puisque
=  e M +  n \ 

n I

7=o

II \M + j — 1 ГГ)
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Or, on peut supposer sans rien perdre de la généralité que M < 1 : on 
a ainsi

ГГ)-я(-+£)-*(*?М(т-Ч+3
L v l  M~ ^  i \  [ . . ' fШ e\M > ------- — У —? >  e Af >
I  1 V  2 “ Г  V1)  V 1

£  1 -г2 M2
V 12

11 en résulte que

E  a y ( s i , . . . , s » ) | < e ( A Î e
a t  î  1 V  1 v j \ Ш

et par suite

d’où

-m  У
1 »'J

И ;т2ЛГ< 12

' 1 г /  гг
2^3ce qui achève notre démonstration de (3), car > 1.

3. Nous voulons mentionner finalement une application du résultat (2) 
à la solution approximative des équations algébriques de B erno ulli et 
G r a e ffe : le passage sera complètement analogue à celui de 3.

Considérons maintenant l’équation algébrique
M x )  =  ûoo +  a10x  4------ b amxa =  0 (am =  1 ),

où on peut supposer sans rien perdre de la généralité que ses racines 
x,,x2) . . . , x n soient telles que

|Xi| ^  |x2| Ш ••• Ш (x„|.
La suite des polynômes /*(x) (x =  1,2,. ..)’ étant définie par la formule

/*(*)=(—0’7*-i (K*) /*-!(- Vx),
nous posons

/*(x) =  ûox +  aixx H------ b amxn (aHX =  1 ).
Comme on sait bien, en vertu des formules récurrentes de N e w to n , la somme 
svx des v'èmes puissances des racines du polynôme /*(x) peut s’écrire sous 
forme d’un polynôme en ses coefficients aox,aix, . . . ,  a„x.

3 P. T úrán, Remark on the preceding paper of J. W. S. Cassels. (Application to 
approximative solution of algebraic equations), Acta Math. Acad. Sei. Hung., 7 (1956), pp. 
291—294.

3*
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M. T u r á n !í a  é t a b l i ,  d’après u n  r é s u l t a t  dû à  M. J. W. S. C a s s e l s /  l a

règle

(4)
X

( шах srx I ")"-1
De même, en utilisant le résultat (2), on trouve

(5 )
(  m a x
1

*1
1

V I
X V

o - x

I
v)

dont la borne supérieure est plus faible que celle de (4) : mais concernant
1

le calcul pratique avec les |s„*|r y impliquées, il peut arriver que la règle 
(5) soit encore plus convenable que (4). Cette remarque est due à M. T ú r á n .

(Reçu le 31 mars 1958.) 4

4 J. W. S. Cassels, On the sums of powers of complex numbers, Acta Math. Acad. 
Sei. Hung., 7 (1956), pp. 283-289.



TWO NEW METHODS FOR THE APPROXIMATE 
CALCULATION OF MULTIPLE INTEGRALS

By
L. C. HSU and L. W. LIN (Changchun, China) 

(Presented by P. T úrán)

This work is concerned with the approximate calculation of multiple 
integrals. We shall present two general methods, of which the first one is 
devised only for the approximate integration of periodic functions.

§ 1. The first method

Very recently, N. M. Korobov  [1] has offered a number-theoretical 
method for the approximate integration of periodic functions. His results are 
surely of practical value. In fact, the labour of calculation involved in his 
approximate formulae, can be conveniently carried out by means of the high
speed computing machine, though the convergence of his approximation 
process appears to be quite slow.

In this section we shall proceed to give a new method which is actually 
suggested by the idea of W e y l ’s  lemma [2] in the theory of almost periodic 
functions. For obtaining our principal result, we need to make use of 
C h e n g — C h e n ’s  generalization [3 ] of Z y g m u n d ’s  theorem [4] for the trigono
metrical approximation of periodic functions. Our method will yield a kind 
of approximate formulae whose constructions are as equally simple as those 
of K o r o b o v ’s . On the other hand, the degree of approximation given by our 
process appears to be much better than that of K o r o b o v ’s .

Let f(P ) = f ( X i , . . . ,  xm) be a function of period 2;r in each variable Xj. 
It is always assumed that f(P ) has continuous partial derivatives of the orders 
up to p (рШ4).

Denote by . . . ,  xm) the partial derivative of /  in which «, just
indicates the number of times of differentiation with respect to Xj ( j  =  1 , . . . ,  rn).
Thus the partial derivative with order p just means that « ,-j------j-a m— p
(<*j =  0). Define

rOjo(p) =  max fa:... am (X\ > • • ■ > f at. . «m(Xj,. • •, xm) J 

where the “max” is taken over all the compositions (cc, , . subject to
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the condition at 4-----4-am= p  (c ^ O ) , and over all the points (.x,, . . . ,  x,„)
and (x[ ,...,x 'm) with the restriction —x 'ff^ q2.

j
Let f(P) have the Fourier series of the form

(1) f ( P )  ~ Z C n t ... i.mei(niT,+- +”m'rm)
where the summation 2  ranges over all —<х<п} <оо (j — , m). Define

АУ(Р )=  £  C,h...
n ,  + . . .  +  n -  —  v1 m

the summation being extended over all (nu . . . , n m) subject to the condition 
indicated. It is known that the following trigonometrical polynomial (with 
large R) gives actually a very good approximation to f(P ) (see [3]):

(r \°"wl
1 -  V  Л' -  2  a-,...«m ( t f y ("‘'*+~+"»'»)

*\ J v<R2

where R ,k ,ow are positive integers with k>p-\- 1, a„,

y/k/2 'l

m — 1 + 1 , and

(3) On1(. — 1 Rk
Ся, —,,nm .

Moreover, let us denote
<4) o \ R ) = ' Z ' \ a * .....J R )  I,

V < I P

the summation 2" being omitted the term of the case v — 0, (i. e. all л,- =  0).
Having stated all the preliminaries as above, we may now prove the 

following
T heorem 1. Let q be a positive integer and let <p(t) = f(y i  /„,/), 

Yj — R q i ( j  = \ , . . m) and M =  R ',+m q. Then for R large we have

P ro o f . It is clear that the inequality v =  n\-\---------1-nin<R~ implies
—1 (/ =  1 ,. . . ,  m). Consider now all the linear combinations п,у, 

of yJ =  R7 } ; we may easily find that
(6) inf я, / ,  4------ 1- n,„ ym 1 =  R '

v<Br-
where the “inf” (infimum) is taken over all (nu . . . , n j  subject to the con
dition n\-\------ |-л£, </?2 with (n,, . . . ,  n,„)4= (0 ,. . . ,  0).
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According to a generalization of Z y g m u n d ’s  theorem due to C h e n g  and 
C h e n  (see [ 3 ] ) ,  we know that

(7) S i V ; / ) - / ( P ) =

holds uniformly on the domain D ( 0 ^ X j^ 2 n ;  j  — 1 , . . m). Therefore, on 
substituting y,J) into (7) and by term-wise integration, we
may obtain (in view of (2))

M.
19 (t)d t =  M ) S $ \ P ; f)d t  +  0 [ Ш  «Ц

( 8)

where

1 £M г ,п  /(n,/i "j------ b Птут)

+  öo,...,o(P)+0 ||- ^ J

^e H n ,7 i +  ... +  .im 7 m).V ___j  ^ _j_

1

2 л  'In

ao....o(R) =  Co....,o =  j ■ • • j f(P)dxr ■ -dxm.
0 0

Hence, by making use of (6) and (8), we have
M

± [ 9 ( t ) d t - C o , „ , 0M J0

2
MR"-"’

where the constant factor involved in the order estimation O(-) depends 
merely upon the function f(P). This is what we wish to prove; as we have 
already assumed M =  R P+’"-'1.

Obviously, the factor o*(R) contained in the right-hand side of (5) can 
be replaced by the absolute constant
(9) o =  ^  I Cn,,..., лт I,
in case the Fourier series (1) is absolutely convergent.

As is easily seen, the meaning of Theorem 1 lies in the fact that the 
/«-fold integration of f(P) over the domain D (0^kXj^2ri) may be replaced 
approximately by a definite integral. This remark suggests that Theorem 1 
can be employed to construct a variety of approximate formulae for the

M

multiple integral concerned, since in fact the definite integral | (p(t)dt may
0

be evaluated by various approximation methods (quadrature formulae).
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In order to illustrate the method just indicated, we now take, for instance, 
q =  p + m — 1 in Theorem 1, so that M =  R, and we apply the Simpson

Л
formula with Af-f 1 terms to the integral (1/Af) | cp(t)dt, where N  =  M1 \s

О
a large even integer, r being a certain positive integer to be chosen for best 
advantage. Clearly, we may express

M

(10) ü  I
0

where yk =  yk | ~  j  (к =  1, . . . ,  m) and

í 1 for / = 0 ,  N;
(11) A  =  \2  for / =  even integer </V;

(4  for / =  odd integer,
and the remainder is estimated by

( 12) |€* 180AÍ
(M
I n

N •sup \ (f>W(t)\.

By the definition of y{t) we may find that

К Ч 0 Н  ■ •  ■ > / » . / )  j ^

у dV
d Xi d X j d X k d X i

where

(13) К  =  sup dXidXjdXkdx,
the supremum being taken over all 1 ^  i, j, к, 1шт and 0 ^ x ;, Xj, xk, xt 2:x. 
Thus, by recalling that N  =  Mr =  Rr, we obtain

(14) |6v Hl R  m  К  j y l ( p + m - r - l )

180 180
On the other hand, we have seen that the order estimate of the right-hand 
side of (5) is of 0 (R  P). Hence it is better to choose r such that 4(p-\-m  —

— r—1) =  —p. That is, we may take r =  ~ (5 /? -f 4m — 4), so that we have

(14 bis) |Cv|=i m4R Í  1 Y
180 I R I
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Moreover, we may express y* =  7?' 4/1 (k =  \ , . . m). Hence, as a con
clusion, we may state the following (with M =  R =  L4) :

Theorem 2. Let L denote a positive even integer, and let 7V =L ;,i'+4”‘"4, 
у и =  Z.4(1"'f)' ,> (k =  \ , . . . ,  m). Then for N  large we have

(15)
Ш 0 0

1
3 TV

N

1=0

where o(L) = o*(L') =£ о and A, and К  are defined by (11) and (13).

As a comparison with Ko r o b o v ’s results, we may observe that the 
degree of approximation by Theorem 2 is much higher than that of Korobov’s , 
especially for large p. In fact, the principal error estimation contained in 
Ko ro bo v’s theorems (pp. 1062—1065 of [1]) is 0((\/N )' f", while in our 
case the error is of the same order as ( \ / L)4p =  ( \ / N)4p(:,pJr4'" 4) where 
4p/(5p + 4m —4)*4/5 for p large and 4рЦЪр +  4ni — 4)>4/7 for p ^ 2 m .

§ 2. The second method

The object of this section is to present a quite effective method for the 
approximate integration of functions having no periodicity in its variables. 
The original idea of the method has been generally given in a previous 
paper [5] due to one of the authors, but not fully developed. In the present 
work we shall always assume integrand functions to possess continuous 
partial derivatives of higher orders, so that results much more precise and 
useful than the original ones may be obtained.

We shall confine our attention mainly to the case of double integrals, 
for there is no essential difficulty involved in the extension of our results 
to the case of many variables.

In what follows <a> always denotes the fractional part of «, i. e. 
<ci}=-« — [«]. For convenience, we also use the notation (1р (х ) ) ^  =  гк(Ь)—гр(а).

Applying the Euler—Maclaurin summation formula and making use of 
a well-known property of the Bernoulli polynomials, we can now establish 
a pair of “expansion theorems” as follows:

Theorem 3. Let F(x,y) be continuous together with its partial derivatives, 
with respect to x, of orders up to m ( s l )  on the square region R(O ^ j c s I ,
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O ^ y ^ l ) .  Then for N  (integral parameter) large we have

I I F(x, y)dx dy = j  F(x, < N x»dx  -

(16)
о о

tti-l

where Bv(y) is the Bernoulli polynomial of degree v.
T heorem  4. Lrt the continuous function f(r, в) be of period 2 ;t in в  

having continuous partial derivatives, with respect to r, of orders up to m on 
the circular region S{03= r 1,0 0 5= 2;r). Then for N  large we have

j ) f(r, b)dS =  2;t | f(r, 2:zNr)rdr-

(17)

5

•’.11

where Fv(e )= fiv l\ l , e )  + ( v - l ) f ? - 2\ l , e ) - ( v - l ) f t 2\0 ,e ) , f i \ r , 0 )  de
noting the vth partial derivative o f f(r, в) with respect to r.

Proof. Denote J x  =  l/N  and let (cf. §1 of [5])
к  A x

=  É  f  j F(x, <Nx>)~f ( ~ Z , <Wx>)) dx,
( к - l ) A x  

к  A x

М Ю  Z  I dx I F
k — \

N • У] — F(x, y)\dy\.

Evidently we have
к  A x

( k - l ) A r  0

, <Nx> dxк — 1 
N

( к - \ ) Д х

so we may easily verify that
1 1 I

ft új: I

J  äxj к —1 
N ,y \dy ,

( k - l ) A x  0

(18) I F(x, (N x » d x  =  J j F(x, y)dxdy-\-'iiix(N)-\-ifjfN).

Applying T a y l o r ’s  theorem to expand F(x, <Wx>)— F ^ ^  * , <7Vx> | in terms
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£ _]
of the powers of lx ------
express ipi(N) in the form

I, and then using term-wise integration, we may

09)

Let us define

V  N

dxv N ,y \y 'd y \ +  0 { N m).

ф (х )=  j  -~ F { x ,y ) y vdy  ( l ^ r ^ / n  — 1).

Then the Euler—Maclaurin summation formula with a remainder estimate is 

seen to be applicable to the sum X * Ф ( r M tv , yielding

-  %  *  ШI j
-\

в 2 (Y dv+1FX:=i
2 ! № j l . a r +1L o

dy +

r * + M & L - r o + ---+ o v ~ > \

where Bu B,, Bt , . . .  are known as the Bernoulli numbers. Now collecting 
all the terms of the same power in N, we find that the coefficient of N  ’’ is 
given by (with B0 =  l)

fl ПJl0 [дхгЛjU
v - \

2 -
B„

(v — s ) !  s !
\dy.

Making use of the formula B„(y) =
• w - 1 0

Bkyn~k for the Bernoulli polynomial,
we can still simplify the expression of the coefficient. In fact, we have

C — — d” 1 F\
\d x v~1)x=o(B,.(y)— Br)dy.

Thus we get the result
vn-1 ■«

(20) =
v-i v ! N

{ 1
dxv-4 x=оCBv( y ) - B r)dy + 0 ( N m).

As regards the summation ^ { N ) ,  we may directly apply the Euler— 
Maclaurin formula inasmuch as -ifa(N) may be rewritten in the form

V'i<A o=á G ( v - ) w - j ° ( x)‘'x
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where G(x) =  | F(x, y)dy. Noticing that
0 1

G(, n(, ) _ qo- o(0) = J ( | L ^  dy

we obtain finally

( 21) 4>.,(N) 2 l■\1 ßr
5  v\ N VJ V dxr 1 /1=0

о

rfj/+ 0(A r"‘).

Hence our Theorem 3 is proved by means of (18), (20) and (21).
For proving Theorem 4, it needs only to transform the polar coordinate 

system into the rectangular one, and make use of Theorem 3. Since the 
deduction from Theorem 3 to Theorem 4 consists of only elementary calcu
lations, we may omit its details here.

In particular, taking m =  2 and recalling B,(y) =  y — we see that 
the formula (17) gives

1
[I’/(r, 0)dS— 2 л  I f(r, 2:tNr)rdr =
8 0

(22)

o
This is clearly a refinement (or an improvement) of the Maréchal— W ilkins 
theorem (see [6]; cf. G rossw ald  [7]) and also of a result obtained previously 
by one of the authors (see § 1 of [5]). As a consequence, we may immediately

infer from (22) that the integral 2;t | f(r, 2ttN r)rdr can approximate | ) f(r, 0)dS
Ó 8

with an error estimation of the order 0 (N  ')  in case f(r, в) - vanishes along 
the circle r  =  l  (the boundary of S).

As is easily observed, the formulae (16) and (17) are useful for the 
approximate evaluation of the double integrals

1 1
(I F(x,y)dxdy, 11/(л, &)dS.

о ö W
In fact, taking for instance N = 1 0 , m =  4, we see that the right-hand side 
of (17), which consists of only 4 definite integrals, will provide quite a good 
approximation to \\f(r ,6 )d S  in case |/\,(0)| is moderate in its magnitude

(noticing also Iß , (>>)| \B,(y)\ =£~  , ß :i(y)j = g jß4(n)| =  3̂ 0 for 0 =  >̂ =  1) -
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On the other hand, if F(x, y) is of period 1 in y, then F(x, <ЛЬс>) =
1

=  F{x, Nx) and the integral \ F(x, N x)dx  with large parameter N  can also
Ó

be evaluated approximately through the computation of the double integral 
1 1
I I F(x, y)dxdy  with an error estimate rendered by the formula (16).

0 Ö
It is clear that F(x, (N x f)  is in general not a continuous function of x 

unless F(x, 0) =  F(x, 1). But this disadvantage can easily be obviated by 
replacing F(x, y) by

(23) F(x, у) =  ^ { F { x , y) +  F(x, 1 - y ) } ;
1 1 1 I

for actually we have F(x, 0) =  F(x, 1) and | | F{x,y)dxdy  | | F(x, y)dxdy.
_ 0 Ö 0 Ó

Moreover, recalling the simple relation fí,.(l —y) =  (— \)rB ,(y) for the 
Bernoulli polynomials, we may accordingly deduce that

1 v yt=1
^ F { x , y ) \  Bv+l(y)dy — (—l),+l
0  X 1 Jxz=0

0

Thus upon substituting (23) into (16) we get at once the following
0

T heorem  5. Let F(x,y) be continuous together with its partial derivatives, 
with respect to x, of orders up to 2p-\-\. Then we have the expansion of 
the form

1 1 1
j ) F(x, y)dxdy  =  I F{x,(N xy)dx  —

Ö Ó 0
(24)

■Bir(y)dy + R,

where Rp =  RP(N) =  0(N ~2p~2) for N  large.

This expansion formula is certainly better than that of Theorem 3, 
inasmuch as F(x, <7V:c)>) is already made continuous and the speed of con
vergence has been improved. Moreover, it is seen that the formula may be 
used effectively for the construction of cubature formulae. As a matter of fact, 
when specializing N  and p (e. g. 5 ^ TVs 10, 3 ^ / ;^ 6 ) ,  the right-hand side 
of (24) gives only a few definite integrals, to which the Gauss quadrature 
formulae may directly apply. Concrete examples will be omitted here. However, 
it is worthy of mention that the cubature formulae so constructed are actually
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o f  h ig h e r  a c c u r a c y  w h ic h  m a y  b e  c o m p a r a b le  w ith  L i u s t e r n i c k ’s  w o r k  [8] 

o n  t h e  c u b a tu r e  o v e r  a  c irc u la r  r e g io n .
A question of some theoretical interest may arise: When does the 

remainder RP= R P(N) tend to zero as /?-*■«=? Evidently, the following 
theorem just gives a sufficient condition for Rf,(N ) —>-0 (p —*•■»):

T h e o r e m  6 .  I f  the continuous function F(x, y) possesses partial deri
vatives of all orders with respect to x, and if

(25) max0S/S=1 (r =  l,2 , 3 ,...),

then we have the following estimate for \R,,\:

(26) /?„|si6 1 + Cr1
2 p )ráf+\ ( 2  crN)l r '

P r o o f . It is known that |#?,(x)—Blr\ attains its maximum at y =  -y .  
Moreover, by the multiplication theorem of Bernoulli polynomials we have 

Bv \ \ ) ==(21 1—1 )B V. Thus, for we get

\Bir(y) \ = ß 2, | ~ | - ß 2r +  \B-2r\ =  1(2 r — 2)Bor \ + 1#->'!=§

(2 r)\
(2 n f r 2r— \ (r mo

niere we have employed the series form of the number \B2r\. Consequently 
we obtain

1\o  i<  V
l pl = r ^ o  (2r)\ l N ■ m a x  | ß 2 ) ( y ) | - C r ^ 6  1OS9S1

1
2 p +1

CO /->

V  W

- 4 b  (2.JiN)2r •
Hence the inequality (26) is proved.

C o r o l l a r y . I f  the series C,/(2?iN)2r converges, then /?,, —> 0  (р —юс)1
and the right-hand side of (24) can be extended as an infinite series.

Let us finally mention a result for the case of 4-fold integrations. In a 
manner similar to the case of two variables, we define

F(x, y, u, r) =  {F(x, y, u ,r) +  F(x, y ,\  — u, v) +  F(x, у, и, 1 — r) +

+  F(x, у, 1 — и, 1 — r)}.

It is then easily verified that F(x, y, fN x f, (N y f)  is a continuous function 
of (x, y), provided that F(x, y, u, v) is a continuous function of the 4 variables.
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Thus, by applying a generalized form of the Euler—Maclaurin summation 
formula for several variables, we can establish the following

T h e o r e m  7 . Let the continuous function F(x,y,u,ii) have continuous 
partial derivatives, with respect to x and y, of orders up to 2 p. Then we have 
the expansion formula

(27)

where

(28)

1 1 I I 11
) I j ) Fdx dy du dv =  j* | F(x, y, <Nxy, <Ny>)dx dy

0000 00 
1 1-1 нШ7 /^’>л'л+о((*2p+i

*'<"• •> -  s  G ) * < •> * •* «

the summations V* and V * being taken over even integers г (2ш гш 2р)

f dr 1F  \—
and s ( O ^ s s r ) ,  and the notation [ dx~10yr~i j signifying Ihat the func
tion F is differentiated r—1 -times with respect to у and then integrated with 
regard to x from 0 to 1.

The proof of this theorem runs quite similarly as that of Theorem 3 
and need not be reproduced here.

Evidently, the formula (27) can be employed for constructing approxi
mate formulae for the 4-fold integrals, as TV and p are suitably chosen fixed. 
Finally, we see also that Theorem 7 actually suggests a further generalization 
to the case of more variables.
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AN EFFICIENT PROCESS OF SUCCESSIVE APPROXIMATION 
FOR SOLVING ALGEBRAIC OR TRANSCENDENTAL

EQUATIONS
By

L. C. HSU (Changchun, China)
(Presented by P. T úrán)

§ 1. Introduction

Throughout this paper we shall consider an equation of the ordinary
form
(1) f(x )  =  0.
Here /(x ) is a single-valued function continuous together with its first and 
second derivatives f '( x ) , f”(x). In case the function f(x) is of a complex 
variable (x =  u +  iv), it is assumed to be analytic.

The process mentioned in the title is constructed as follows:

(2) *"+1 x" (/(*„)— /(x w - i)V ^  ^  1’ 2,3,
where x0 is an initial approximate solution of (1), and x, is determined by 
the classical Newton method

Obviously, the process (2) differs from both the Newton process and 
the ordinary method of chord for real equations. Certainly, we may also call
(2) the “asymptotic Newton process” in view of the fact that

/ ( * « )  — f(Xn-1) ~  f  ( * „ )
for

As a comparison with the Newton method

(xn—Xn-i) *■ 0.

(4) x„+i =  x„ Ж 1
f ( A )

(n =  o, 1, 2,.. Xo =  X0)

we may assert that the process (2) is more convenient for practical appli
cations. In fact, the Newton method requires the values x*,/(xí),/'(x*,) 
( r  =  0, 1 ,..., rí) in order to determine the (л +  l)th approximation x*+i; while 
in the process (2) only the values xv, /(x r) (r =  0, 1 ,. . . ,л )  and f '( x 0) are 
needed for calculating x)1+i. On the other hand, we may also predict that 4

4 Acta Mathematica IX/3—4
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the convergence speed of the process (2) should be much better than that 
of the modified Newton method

(5) X » + i = X n  —
Г  ( A )

(n =  о, 1, 2 , . . xó =  x0).

§ 2. Convergence theorem s

In this section we shall be concerned with the case in which /(x) is 
a real function of the real variable. By means of certain geometrical consi
derations we may prove first the following

Lemma. Let I be a closed interval within which the equation (1 ) has at 
least one solution. Let xn be an interior point o f I and let
(6) /(*„)/"(*)>  0 (x £ I).
Then the sequence {x„} as given by (2) converges monotonically to a solution 
x* o f the equation with x* £ /. Moreover, the convergence speed is comparable 
with that of {x*} o f the Newton process (4), viz.
(7) |x2»-i— x*I < Ix*—x*I (/? =  2 ,3 ,...) .

P roof. It is no real restriction to assume /(x„) >  0 , / " ( * )  >  0 (x£ /). 
For otherwise we may consider — /(x) instead of /(x). Clearly, the condition 
/" (x )>  0 just means that the curve y = f ( x )  is strictly convex throughout / .  
This fact actually implies that / '( x 0)=}=0. Suppose on the contrary that 
/ '( x 0) =  0. Then /(x ) must attain an absolute minimum at x =  x0, and con
sequently /(x) ü  /(x 0) > 0 for all x £ /. This clearly contradicts the pre-suppo
sition that /(x) has at least one zero within /.

Consider now the case / '(x 0) < 0. Let x* denote a zero of /(x) in I 
which is nearest to x0. Then by the convexity of y = f{ x )  we see that the 
Newton sequence {x*} (x* =  x0) is monotonically increasing to x*. In fact, 
the relation limx* =  x* follows at once by letting n-+°c in (4 bis):
/ '  (x*) (x*+i—x*) =  —f{xt).

In order to prove (7) and limx„ =  x* we need to compare the conver
gence speed of {x,,} with that of {x*}. Evidently, the relation (2) means that 
x„+i is just the abscissa of the x-axis determined by the intersection of the 
line through the pair of points (x„_i,/(xn_i)) and (x„,/(x„)). On the other 
hand, the abscissa x«+i is determined by the intersecting line tangent to the 
curve y = f{ x )  at x =  x*. Thus by the convexity of y — f(x) we easily find 
that x„ < x*+i < x* (for all n) and

X0 =  XŐ <  Xi == Xi <  X2 <  Xo <  x 3.



AN EFFICIENT PROCESS OF SUCCESSIVE APPROXIMATION 293

Consider now, for instance, x*v < xM_i < xß. Clearly, it must follow that x*+i < xM+i, 
using the convexity again. In other words, the case xt < < xM < xM+i s  x*+J
can never occur. Hence the worst case regarding the convergence speed of 
{x„} is seen to be
Xo <  X* < X-> <  X* <  X3 < X 4 g X * <  X:, <  x() s  x! <  • • • <  x* <  xiv i <  x2v ' x*.+1 <■■■. 
Consequently, we obtain limx„ =  x* and, moreover,

|*2r-l — x*|< |xj — x*| (*> = 2, 3, . . .).
The other case /'(x„)> 0  can be treated in exactly same way. Hence our 
lemma is proved.

The lemma just proved enables us to state a pair of convergence theo
rems with the aid of the well-known results due to A. O s t r o w s k i  and 
L. V. K a n t o r o v i t c h , respectively (see § § 5 —6 of [1] and [2]).

T h e o r e m  1. Let x„ be a point interior to a closed interval I and let
(8) /(x„)/"(x)>  0, f(x,)f{a)  <  0 ( x £ l )
where a is an endpoint of I. Then the sequence |x„] constructed by (2) con
verges monotonically to a unique solution x* of (1) with x* £  / .

T h e o r e m  2. Let xn be an initial approximation and denote
1 / ( * « )

f ( x o)
Poy

f i x o)

Let /  be an interval of the form
/1ЛЧ , 1— V1—2«o fn 1 'i(10) |x — Xn| =  ------ — ----- -  r i0  | 0 < « о ^ у  I
within which we have

(П) \ r \ x ) \ ^ £ - ,  m r ( x ) > o.
Pa rlo

Then the sequence {x,,} of (2) converges to a solution x* of (1) within /. 
Moreover, the speed of convergence is estimated by

(12) |xj„—x* < |x2n-i—x*| <

As a matter of fact, the uniqueness and the existence of the solution 
of (1) as asserted, respectively, in Theorems 1 and 2  are implied by O s t r o w s k i ’s  

and K a n t o r o v i t c h ’s  theorems (see Theorem 4  of § 5 and Theorem 1 of § 6  

of [1]). Other conclusions of our theorems are merely consequences of the 
lemma. For instance, (12) actually follows from (7) and the known estimate 
about |x*—x*|.

Evidently, our Theorems 1 and 2 do not apply to the case where (x*, 0) 
is just the point of inflection of the curve у == f(x).

4 *
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§ 3. A further theorem on convergence

More generally, we shall now consider (1) as a complex equation in 
which the unknown x may be complex or real. A result to be presented 
here is somewhat similar to that of I. P. M isovskih for the case of N e w t o n ’s 
method in solving general functional equations (cf. Theorem 5 of § 6 of [1]; 
see also [3]).

T h eo rem  3. Let the following conditions be fulfilled:
1° l/'C*»)'1! =  ^ >  0, m ax(|/(x0) |,4 |/(x 1)j)= = /> 0 ;
2° |/"(x)| ^  ó holds for all x ’s in the region x —x«| ^  y;

3° y = ß l  1
i;=0 )

a =  4ß‘2lö, ßyö s; 4 ’
Then the equation (1) has a solution x* ( x*—x0 j y), toward which 

the process (2) converges with the convergence speed estimated by
(13) I xn+i — x* I ^

where a < 1 and tf>(n) — 21" 21— 1, [л/2] denoting the integral part of n!2.

Clearly, all the conditions 1°, 2°, 3° of the theorem can always be ful
filled when l is sufficiently small (i. e. when the first two approximations x0 
and x, are sufficiently near to x*).

P r o o f . To begin with, we shall now prove that all the x„’s are con
tained in the region G :|x —Xo| 5= y. Since in accordance with (3) we have

X , —  X J  = /(*>) 
/'(* o) =i ß l  < У,

it is seen that xxdG. Using induction, suppose that xu x2, . . . ,  x„ £ G. We 
shall show that x„+i £ G. Clearly we have, using conditions 1°, 2° and 3°,

_  j №

| / ' ( x 0)|-— ! I [ / '  ( x „ -1  +  / ( x „ — x „  - 1 ) )  — / '  ( x 0) ]  dt  \

ß l — ö I Jx„ 1-f t(xn— x„.|)—x0\dt ш

to. Óy: 1 —ßyö  1 — 3/4 1
ß 4ß '
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Hence it follows that

|x„+i—x„| =

=  4pf

Xn — Xn-1 \f(x„)\^4ß\f(x„)\-
f ( X n ) — f(Xn- 1)

/ ( * » ) — / ( *  n -l)

 ̂4ß  11 /(x„) —f{ x n. 1) —/' (x„. i) (x„—x„-1) I +
1 —  Xn- 2 /

+ / '(* „ - l) -
f(Xa-i)—f{Xn-i)

Xn-i — Xn-2 
1

=  4^ rl fd \x H—x„-i|2+  xu—Xn-ilJ I \f'(Xn-i) —f '{ x n-o-f-t(xn-i х„-з))]dt | Ш
0 1

^  4 /? jy  d|x„—x,t i|2+  |x„—x„-i|d j  |(x„-i—x„-2) ( l — O l^ j  =
0

^  4ßö |-i- |x„—x„-i|2 + y  |x„—x„-i| |x„-i—xn-2|| ^

i 4ßd\xn — Xn-i|2 for |xn—xn-i| =  |xn-i—хи-2|,
=  I 4/Sd|x„-i—x„-2|2 for |x„-i—X « - 2 1 =  |x„ — xn-i|.

So we have arrived at a recurrence relation for |x„+i—x»|; and consequently 
we get

|x„+i—x„| ^  (4/?d)4-2+ •+2*'1(шах(|х2—x,|, )х2—х0|))^ 

n—  1where s . Notice that

maxdx!—x0|, |x2—x,|) g  max\ßt, X. — Xo
f(Xi)—f(x o) 

max (ß l,4 ß \f(x ,)\)^ß l.

l/(*0lj ^

n —  1Moreover, we have a  =  4/?2/d <  1. Hence for any s ü

|xn+i—x„I =g (4ß ä f - ' (ß t f  =i ßl«--' ^  ßlaW-v.
Consequently, we obtain

n Í n

| x n+i —  X 0 | ^  |Xk+i — X*I ^  ßl  1 + 2 ’ aV '(k-D <
fe=0 f k= 1 У

< ßl’\  1 + 2  a2”' 1 j  =  y,
f v=U J

so that x„+i is contained in G, and the induction is complete.

we have
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Furthermore, we find
ttH-p-1 í co \

(14) Ix„+p — x„I s | £  lxk+1- x kj< ? /
к=н ' А'--П )

О (П —> oo).

Hence {x,,} is a fundamental sequence tending to a limit, say x* =  lim x„. 
Evidently, jx*—x0| ^  у  and moreover/(x*) =  0, since in fact

|xH+i—xn| g  4/?|/(x„)| ^  4/Sd- max (|x„—x„ 11, |x„_i—x„-2|).

Finally, we have by letting p —*oo in (14),

|x*—x„|

The theorem is therefore proved.

§ 4. Remarks

Our first remark, as may easily be justified, is that almost all the known 
results concerning the Newton process may be extended to the case of the 
new process here proposed. Actually, the validity of this general remark 
follows precisely from the asymptotic relation between the two processes.

Also, it may be noticed that the estimations of the convergence speed 
involved in Theorems 2 and 3 are quite rough. In fact, there can be found 
various numerical examples, showing that the real speed of convergence of 
the process (2) is often much better than those given by (12) and (13).

As a final remark, we point out that the classical C hebyshev’s process

(15) x„+1 =  x„- /(* » ) 1 ( / ( * , )  Y
/ '( * « ) 2 1/'(X »)J

'(*>■)
'(*»)

(л =  0, 1 ,2 ,...)

may be modified in such a form that the third term of the right-hand side 
of (15) is replaced by

1 ( /(*„) УУ/ ' Ы —
2  l/'(x „ )j { (x „— x„ i ) f ( x „ ) l '

It is apparent that the modified process

(16) x„+i Xu /(*,-) 
№ 0

— (>n (n =  0 ,1 ,2 ,. . .)

is more convenient in practice than the original one, especially when the 
values /"(x„) are not easily calculated. Certainly, the mode of convergence
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of (16) should be, in general, much better than that of the Newton process 
and is slightly inferior to that of (15).
DEPARTMENT OF MATHEMATICS,
NORTH-EAST PEOPLE’S UNIVERSITY,
CHANGCHUN, CHINA

(Received 9 May 1958)

Bibliography

[1] Г. С. С а л е х о в  и M. A. M e p т в e ц о в а, О сходимости некоторых итерацион
ных процессов, И з в .  К а з а н с к о г о  Фил.  АН СССР, (1954), рр. 77—108.

[2] Л. В. К а н т о р о в и ч ,  О методе Ньютона для функциональных уравнений, ДАН
СССР, 59 (1948), рр. 1237-1240.

[3] И. П. М ы с о в с к и х ,  О сходимости метода Л. В. Канторовича решения функцио
нальных уравнений и его применениях, ДАН СССР, 70(1950), рр. 565—568.



ái£



AN ESTIMATION IN THE THEORY OF DIOPHANTINE 
APPROXIMATIONS

By
E. MAKAI (Budapest) 

(Presented by P. T urAn)

§ 1

P. Túrán observed [5] that certain extremal problems connected with 
the sums of the same powers of different complex numbers play an important 
role in numerous problems of the analysis and number theory. One of his 
results is that there exists a constant A such that

( 1 ) M, „ -= mm max |1 +22 H------ \-Zn I >
/A=m+1,..., m+n

П
A{m-\-ri) =  Km,n(A).

Originally he found that (1) is satisfied by A — 2Ae? and later in a paper 
written with Vera T. Sós [4] it is shown that A =  2el+4cx24, too, satisfies 
the inequality (1). They remark that the lessening of the constant A plays 
an important role at certain applications and the question was raised to find 
the least numerical constant A* for which Mm, n>Km, „(4) independently of 
m and n.

Applying an idea of P. E rdős they showed [4] that A* >1,321 and in 
the same paper they indicated a way which it was expected to lead to a 
better lower estimation of A*. They have shown, namely, that if Hy(y) is 
the Hermite polynomial defined by

**O0 =  ( - D V - k - er„y! d
dyv

and H,l+1(/) =  0, then denoting by Dn(i) the least of the moduli of the roots 
zu z.,,. . . ,  zn of the equation

(2) sn(z, A ) = i ; ^ - W o
one has 1

n\(2') j .  < lim min Dn(Я)
n->- 00 Я

In the following we will give in a certain sense asymptotically exact 
estimation for the least of the moduli of the roots of the equation s„(z, Á) =  0 
if Hn(l)  <0. This estimation is as follows:
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If 0 ̂  fr ш 1 is a prescribed quantity and Zf+i is that of the numbers Я 
satisfying Hn+i(Я) =  0, //„(Я) < 0 м’Л/с/г /s nearest to the quantity— .91 2« -f-2, 
then the roots o f the least modulus of the sequence of the polynomials

S" ( í § ’ * - +1)  ( «  =  2 , 3 , . . . )

converge, as n-*oc} to the only positive root xl!h o f the transcendental equation
( 3 )  Ц Т е х е ^ гг- ^ 2= \ }

From this we will have that
A* >1,473.

Our result has common features with some other investigations, too. 
The polynomial ( 2 )  is a partial sum of the power series expansion of 
e-#+2\z considered as a function of z. The repartition of the roots of the 
partial sums of the power series of ez was studied by G. S z e g ő  [2] who 
investigated the possibility of the extension to entire functions of a theorem 
of J e n t z s c h . T o  this question some contribution is given by the result (3 ) .  

Another equation analogous to ( 2 )  is

2 Р г(Л)Г =  0
l '= 0

where P„(k) is the Legendre polynomial of degree v normed by the condition 
P,,(l) =  l. Its roots were investigated by G . S z e g ő  [3 ] .

§ 2

W e  w ill  n e e d  a  g e n e r a l iz a t io n  o f  a  th e o r e m  o f  S o n in  b y  P ó l y a  w h ic h  

a c c o r d in g  to  S z e g ő  [1 , p . 1 6 1 ] c a n  b e  s h o w n  a s  f o l l o w s :
Given the differential equation

(4) [£ (* )/] '+  9P(*)J' =  0
where in a< x< b cp =  cp(x) and k =  k(x) are positive and sufficiently smooth 
functions, moreover t/j =  %fj(x)= 1 !(kcp) is monotonous. The derivative of the 
function

f(x) =  y- +  k-y'-tp 
is

f'(x )  =  2 yy' +  (2 kk'y'- +  k2-2y'y”)ifj + k2y'2ifj' — /dy"2ip =  — ^

1 If Ht,(Ä) >  0, the same statement holds, only the calculations are more lengthy. 
Cf. G. S zegő [2], the basic idea of which is used in the following demonstration. Formulae 
(8) and (9) of this paper are the analogues of formula (1") of G. Szegő.
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w h e n c e  o n e  s e e s  th a t if  k<p is  m o n o t o n o u s ly  d e c r e a s in g  ( in c r e a s in g ) ,  th en  

f(x)  is  m o n o t o n o u s ly  in c r e a s in g  ( d e c r e a s in g )  in  th e  in te r v a l a ^ x ^ b .
It f o l lo w s  th a t if  th e  z e r o s  o f  th e  fu n c t io n  y' =  y'(x) are  x i  ( a ^ x , ' <  

<  xó <  • • • ^  b) a n d  kcp i s  e . g .  m o n o t o n o u s ly  in c r e a s in g  in  (a, b), th e n

/(я) ^ [ j4*0F> [ > « > • • •
( th e o r e m  o f  S o n i n — P ó l y a )  a n d  h e n c e

(5) /(я ) >  [y(x)F ( a ^ x ^ b ) .
If a g a in  th e  z e r o s  o f  y  =  y ( x )  a r e  х , (аШх{< х 2<---шЬ)  a n d  kcp is  

e . g . m o n o t o n o u s ly  d e c r e a s in g  in  (a, b), th e n  the in e q u a l i t ie s

f  {a) ^ f(x ,)<  f(x,_)<■■■ 
a r e  e q u iv a le n t  to  th e  in e q u a l i t ie s

(6)

From (5) and (6) we can derive two lemmas connected with the Hermite 
polynomials.

L e m m a  I. If Hn+i(A ) =  0 ,  th en

H„ (Я) ^  An Y2n +  3 - V e w
where

A > n\

+  1 !

P r o o f . It is known that e~**j-Hn+i(x) is a solution of the differential 
equation y" +  (2/z +  3—x-)y =  0. Comparing this equation with equation (4) 
it is seen that now k = l ,  cp(x) =  2n +  3 — x2 and kcp is monotonously de
creasing and positive in 0 < x < f2 /!-F 3 . Now it is known that Я2< 2л  +  3, 
so using (6) we have for кшО

ДО) [ e ^ H ^ ( x ) ] L  0 + 2 T P + 3
d_

dx e ^ H n+l(x)
a ? = 0

1
2n-\-3—Я2

w h e n c e  w ith  th e  h e lp  o f  th e  r e la t io n  / / , ' +i ( * )  =  2 ( n  +  \ )Hn(x)
Я„+1( 0) l2
2 { n +  1). +

1
2 n +  3 [tt.(0 )F

1
2л +  3 —Я2

Denoting the left-hand side by Al and using the formulae

( ? ) H>,„(P) ( , у» (2 m) !
'  m\ ’ я ,га+1(0) =  0
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[ l , p .  102}, one can write 
(2/71)!Л 2 п

2  .1 /  3 ’
^ 2  ж 1

2
m l

/ т + т

(2/77-1)! 1
ml

whence

A > -  *»« —
/7!

+  11

Thus we have proved Lemma I for non-negative A’s. The validity of the lemma 
for negative A’s follows from |//„(A )|=  [//„(—A)|.

L e m m a  II. I f  |x| < K2j' +  1 ( r > l ) ,  then
етУ2

where

Hr(x) I ^  Br
][2v -f- 1 —x2

B„ Ш í'27+ l
[''/2]!

P r o o f . Consider the differential equation

y" +  u(x)y =  0 (« =  //(*) =  2 v + ] —x2),
one of whose solutions is e~x2/2 Hr(x), and put y =  u ll4r. Performing the 
calculations we get

( и 1'2*/)' +  (A  u~5/2-4x2 + j  и -»* +  u1'2] v =  0, 

one solution of which is
(8) v =  u14e -^ H r(x).

The last differential equation is that special case of (4) where

k(x) =  тг1/2, cp(x) =  ^  «’5/2-4x2 +  ~  и 3/2 +  и112.

It is to be seen that if 0 < jc< } /2 7 '+ 1 ,  then k(x)> 0, <p( x ) > 0  and

k(x)<p(x) =  ~  //~3-4x2 +  у  и 2 + 1

is a monotonously increasing function of x. Using formula (5) we have

v2 +  a->■* и 5/2-4x2 +  у  и-312 +  ы1«] V 2 И*)]2 ( 0 ^ x < } '2 i '+ 1).
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Writing in the place of v the right-hand side of (8) and in the place 
of и the quantity 2 r + l —x \  we have for xi < 2 r+ \

K ^ + T  ([//„(O)]2 +  ^  lf2 r  +  1 - x ? e ^ H v (x ) \ .

Denoting the left-hand side by B~r and using (7) one can write
(2 m ) \B,m = \ 4m (-1

B2m+l =  í'4m +  3 (2/” + 1)! • 2m\
and from this

Br ^ ] f2 v + \

ml ’ 

2(2 m +  1) + 1  +  

v\

1 1

[*/2]!

2 2(2m +  1) +  1

О'ФО-

§ 3

Let again //„+](Я) =  0. Our two lemmas yield upper and lower bounds 
of Hn(l), whence using the notation

«+I,

we have 
1

J tf„ (A ) |( / i+ l) s
С„(Я) 2 — (2e)(li+i)/2 « Л8 2

(« + !) '
(n+l)/2+l \(n+l)/24-l

___ ___________________ - < C (Я) < \!2n I 1
2 /2/1 +  3 — Я2([л/2]+1)!(2е)(,,+1)/2 [л/2]!(2e)(n+1)/2

i. e. there exist quantities у  and / ’ independent of Я and n such that
2(9) — — < Cn (A) < / V 4 < /'n.

l/2/i+  3 —A* n 
Consider now the polynomial

(2) s„(г, Я) =  s„ (2) =  £  m  z"r=0 # •
where again //>i+i(Я) =  0. One can verify using the recurrence formula of the 
Hermite polynomials that

É ^ A  +  2 ( z - 1 ) s „(z )

Integrating this differential equation we have
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Formula (10) shows that if #„(Я)<0 and х>0, then о„(х) is a mono
tonously decreasing function having one positive zero х„(Я). It will be shown 
that supposing Я gO, хп(Я) is the zero of least modulus of the complex 

-Junction ct̂ z). For consider a complex number 2„ the modulus of which is 
less than х„(Я). Then choosing as path of integration the straight line segment 
connecting 0 with z0, we have (£ =  § +  /+)

K ( z 0)| 1 + 2 Я,(Я) ( wi+1 £*-24t 
n\ J b

1—2 ^ Р / | 5 Г Ч ^ - зд ||</{;| =
0
ko|

hoi
1 +  2 - I in n+l^i+-V2-2'i|£| r!\f\_

n\ d  | £ |

and so |cr„(Zo)|>0.
«„(|20|)><7„(х„(Я)) 0

§ 4
Let + and be the quantities defined in § f • It is known that

lim Z”+1 = —
"->® ]/ 2n + 2

Denoting the quantity х,г(Я,?+1) by fn  +  lx,(f  our task will be to inves
tigate the asymptotic behaviour of x„V} as n tends to infinity. Writing in for
mula (10) instead of z, C and Я the quantities ]/n +  1 x, 1+ +  1S and lt+1 , 
respectively, we have

/„(x, +) =  an(]/n +  1X, /.ti l) =

(11) = i + 2 ^ ^ ( n H - l  у  +1 | r +1exp[(n +  l)£2- 2 2 f + i ^  +  l£]£/tn\

1 — c;

where

n ) r +1(K2<?)n+I exp (n +  1)£ 2 —===r (n +  1)£
]/n +  1

СГ =  Сп(Я,Т+1).

n + 1 1 я;,+1 1
2 lj//2 +  1

z/5
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Now the only positive root of the equation f u(x, fr) =  0 is x{n} and our 
task will be to seek upper and lower bounds of this root. To get these 
bounds we will majorize and minimize the function f,(x,x9) by two other 
functions, each monotonously decreasing for positive x’s. With the help of 
the positive zeros of the latter functions we will estimate x)P.

If x>0, we have, using (9),

1 — Гп I 2e£expg £,
.9  n 1̂ 1

л „+1

<1
1 ;̂i4

fn +  1

]/2n + 2

]/2et,expg 2,

di.< fn{x, ,9) <

Л»+1
\f2n +  2

n+1
dl

where the function
g ( l  0 )  =  ?  +  2V2O$ + &

is in the case of positive | ’s and 0 ’s a monotonously increasing function of 
these quantities. As for any positive s and sufficiently large n

■»— s < 77̂ = < - 9 + 8 ,

therefore
I 2n +  2

g ( l  ,9— *)<g S, — tín
][2n + 2

< g (t 9  + 1:)

if n is sufficiently large.
Consider now the monotonously decreasing functions

and

k„(x) =  \ — Гп [\Í2etél(i'*+íY XdZ

KÁX) = 1 ~ J
0

We have
ku(x)<f,(x, ,9)<K,,(x)

and the positive zero x^P of f„(x,'9) lies between the positive zeros of k„(x) 
and Kn(x).

We now define the quantity as the positive zero of the equation 
(3') \гТе£ем 'e> =  1
where we regard 0  as a constant quantity. It is to be seen that x<0) is a 
decreasing function of 0 .
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Further if x < x ^ t) and n —*oo, then кя(х )-*•! and if x > x (# £) and n—►<», 
then Kn(x)-+ — oc.

For if x < x (df£), then in the interval 0^§^= х  the function \f2e%ea<i’& t) 
is less than q where q< 1, and so

x

1—k„(x) =  Г п \ [ } 2 e ^ ^ y +1d i< r n x q ,,+i-^0.
6

On the other hand, if x>x<^£) and the value of the monotonously in

creasing function at the place x(# £) +  x) is r (/">1), then

J  [\’2eZeq(S- *  £)] n + 1 r f §  >  j  [\2eS,éÁL d ~£)] n + 1 < / |  >  rnH-+°o.
0 x(« c)+.r

2

Therefore for any positive and sufficiently large n it holds
f n  (x<#+£) — rf)> kn (x<d+£) — ц) > 0

and
fn  (**"> +  n )  <  к *  (*#-£) +  v )  < o.

Tending with e and r\ to 0 we have
l i m x f W * 1

tt->00
where x<#) is the positive root of the transcendental equation (3).

§ 5
Returning now to formula (2') we can insert in the place of D„(k) the 

quantity Уn xw, and using (9) one has
1 \_

A• < A<°>
where
(12) A*> =  [У2^e0!xW yl.
We have now to search for a value of 9  for which Ai&~> is large. Numerical 
calculations show2 that

Л<°> =  1,15, AW =  1,395; x<w =  0,3731, x(1> =  0,1131.
The quantity considered as a function of 9- has a maximum in

d A ^0< & < \ only when ——  =  0. Now the interval where the derivative of A(#) J dS-
2 The numerical calculations were performed by A. Heppes to whom 1 express my 

gratitude.
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may vanish can be estimated as follows. Differentiating equations (3) and 
(12) with respect to $  and equating this last expression with 0, we have

x’ +  x(2xx ' +  2][2x +  2 1/2 ,‘>x' +  2 V) =  0,
2S-x-\-x'  ^ 0 .

(The differentiation is denoted by a prime, x stands for x({>) and & is the 
place of a possible extremum or inflexion of A(#).) Eliminating x! from these 
equations we have

But we know that x(m< x < x (1) (§4), i. e.

0,113 < -7=------ f  2,‘><0,374
| : 2 //

or 0,59<»<0,67 . From these data a rough graphical estimation shows that 
the place of the extremum is near to i*> =  0,642. At this place we have 
A<»> =  1,473.

(Received 25 April 1958)

References

[1] G. Szegő , Orthogonal polynomials (New York, 1939).
[2] G. Szegő , Über eine Eigenschaft der Exponentialreihe, Sitzungsb. der Berliner Math.

Ges., 23 (1924), pp. 50-63.
[3] G. Szegő, Zur Theorie der Legendreschen Polynome, Jahresb. der Deutschen Math. Ver.,

40 (1931), pp. 163-166.
[4] Vera T. Sós and P. T úrán, On some new theorems in the theory of diophantine ap

proximations, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 6 (1955), pp. 241—255.
[5] P. T úrán, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Budapest, 1953),

Akadémiai Kiadó.

5 Acta Mathematica IX/3—4





ON AN EXTREMAL PROBLEM
By

I. DANCS (Budapest)
(Presented by P. T úrán)

In h is  book1 P. T ú r á n  raised new problems of the theory of diophantine 
approximations and the results of the theory are applied to various problems 
of the analysis and analytical number theory. Pushing further these researches 
he got recently to a general extremal problem, the general solution of which 
would imply the improvement of the applications. This extremal problem is 
the following:

Let zu z2, . . zn be complex numbers with absolute value 1, к of them 
are fixed: z, =  а ,, z2 =  «2, . . z* =  «*, furthermore

11 11

(1) f(z) =  п  (1 -Z jz )  =  1 +  2 '  a\l)z ,
3=1

(2) щ ^ + é ú ' z ,

(3)
and
(4)

■ s \ „ 0 )  1 +  af ]z

I(zk+1, Zk+2, . . . ,  z,„) - I 11 —f(z)sm(z)\2\dz\.
1*1=1

The general question is : what is max I(zk+i, zk+2l. . z„) when zk+i, zk+2 , ■ ■ ■, zn 
vary independently on |г| =  1.

In this paper we solve the special case k = 1. This case was also 
solved by E. M akai.2 His proof is different from ours. We shall prove

T heorem  1. If k =  1 and |a , |  =  l, then max I ( z u  z 2, . . z n)
W=i>-. l*Kl=i

is attained only for сс1==г1 =  г2==---=2„ and its value is
m+11 i

2rC i  Z ( - i y
v= m +1 f 0—7

jlm  + n —j —1 
n — 1 v — m + j

1 P. T úrán, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Budapest, 
1953), Akadémiai Kiadó.

2 E. Makai, On a maximum problem, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 9 (1958), pp. 
105—110.

5*
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P r o o f . Without loss o f  generality we may suppose zx =  -  1. For the
2 л

proof we write I(ziyzly . zn) =  | |1—/{е^)зт{е{(р)\2(1ср. Introducing the nota-
o

m+n

tion,g(z) =  l — f(z)s,Jz) =  У  we may observe, as i n 1, p. 40, that

« Р » =  o f *  = =  • •— e5>=o. V=1

Hence
m+n

(5) I(zu z.,,.. z„) =  2-л V  | о (,?’( г , , г , , .
v = m + 1

Our assertion will be proved if we can show that — for all our v ’s — 
attains its maximal value if and only if Zi =  z2 =  ---= z„  =  l. From (1), (2) 
and (3) it follows easily that

,0) / .v
(6)

( 7)

further

Flence
( 8)

«'u =  (—1)' 2  ZjAr-Zn,1=Л' h<— j&!*
a)2) =

Mi+М г+-"+М ге= *
M lSO , М г= 0 ,.. . ,  M „= 0

гУгГ-гЙ»,

„(3) .

(3)ay =

---~p QjH-lör-m+l -\---------------------)•

V

„(2) (1)

li+h+.~+ln= v  
i,^o, г„=эд

; I f„ 7„ah, inz{z$-- -z, ”.

Obviously, ( a ^ s i  £  |űí„/2,..., ?J and the equality occurs if and only if
l\+l^r.,.+ln—V

z 1 =  zi = " ' — zn =  \, provided that the sign of each O/,,/,,...,/„ (A+  44-------F
+  /„ =  r ;  / ,^ 0 ,  /2 =  0, • • -, /» =  0) is for each fixed v the same. This is what 
we shall prove.

a,uьг, will be determined explicitly. At first we consider what is the
contribution of —űmVr-m to aiu i2... in. From (6) and (7) it is clear that
Zizi- ■ -z\"' (/, + 1, H------ p/„ =  v) occurs as often in a^a^-m as many-times one
may choose v — m at a time from the positive l ,’s. Denoting by i the numbers 
of the positive s in a fix /,, L, . . . , /„ (/, +  AH------ this contribution

amounts, taking also the signs into account, to (—l)r m+1i г J ( i s / j  and 
i <  v).

By the same reasoning we see that the contribution of — a^. iűíí-,,+1 to

a/1( is (—1)’’ m+21 ‘ ) etc. Hence" г. - n v {v— m +  1)

r-wi+1
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Taking the well-known property j  “M  =  ^ J  j  +  p  ^  * }  of the binomial coef

ficients into account, and using /' ^  n and i ^  v, we get

/_|\r-m+l I
(9) ah,h

i — 1

V— m— 1

From this representation it follows that the sign of ctiu in (4 +  4  +  • • • +  
+  4  =  v) is independent of lu l , , . . . , lu. Hence the first part of our theorem 
is completed.

For the proof of the second part of our assertion, from (6 ) and (7) 
taking into account that

cii, ( i )

and

ч/ l«  
/

Cli(2).

( - 0  
« + / - 1 U

П— 1 ) )

I ,if z1 =  z2= - - -= z„  =  1 ,

further the first part of Theorem 1, we write

I(zu z , , . . . ,  z„) =  2 yrmax
l*il=tal=-=|z«l=i

m+n
V__ max \ a (r \ z , , z < , , . .  . , z n) f  =

v=m+1 |г,|=Ы==-=|2я1=1
m+n m+n
V  \n^n  1 1  9 тг V2 n  2 , К  (L 1. •••> 1)Г =  2;т 2L

r= m+1 v = m fl LV
m +  n— 1 

n — 1

(m +  n— 21 [ n )
1 n — 1 J [ v —m +  1J r

n
v—m

as asserted.
As to the application we shall improve a main theorem of the book 

mentioned in \  This theorem is the following:
Let zu z2, . . . ,  zn and ö,, b2, . . . ,  bn be arbitrary complex numbers and 

m — 1 integer. Then one can find such an integer v that
m +  \ ^ v ^ m  +  n

and

m =
\blz ,; +  b2zÍ2 ' bn Zn =  I b-i +  by -f- • • • +  bn I

n
2e(m +  n )) 'mm \Zj\ 

l a ' a i
Our assertion is that under the sam e conditions the following theorem 

h o ld s :

Theorem 2.

4, +  b2 +  +  b, 11
2e 2e(m +  n)
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This im provem ent is not essential if n is large, but in the case n =  2
1 —

th is gives the real order in m, as the exam ple 6i =  6 2 =  -w- and z1 =  e‘Zm,
n i

Z —  e 2m S h O W S .

In this case

|/(m +  l ) | =  cos r t(m + \)
2m sin

tt :c 
2m <  2m ’

sim ilarly
7 1

an d  from Theorem  2

\f(m +  2 ) \ < ~ ,

m ax I f(v) I ^  -=-а , , 0 4 .m+isj/s,n+2 2 c {m -j- 2)

1 —П
P roof o f  T heorem  2. It may be assum ed obviously that min |z/j =  l. 

In this case one can prove that (see in p. 40)

I bi +  b2 +  • • • +  b„ I
max I/ ( f) I i

w+l^r—m+n Z  |A?|v—m+1
where

< > = „ « ( 1 , 1 .........1 ]Ui Zn)
in our notation. Obviously,

max a
N & i,- ,  |* „ |s i

From  (9) we have

(10) l~,3)

(») j 1 1

Zi , ~ , . . . , ~ U v > 3)o , i , . . . , i ) i
/С *  4 n  J

.......................  ')\~ Z
/ — l P(i)

where P(i) indicates that how m any solutions are of the equation / 1 +  /2-Ь
4 --------b L =  v  ( / i ^ 0 , / 2 ^ 0 , . . . , / „ ^ 0 ) by the condition: exactly i of t h e / / s
are  positive. Obviously, P(i) is less than the number of the solutions of the 
equation

h -b 4  -p ■ ■ ■ "b In =  v —i (l\ =  0 , l2 =  0 , . . . ,  7„ =  0 )

. . , . (v—i +  n — 1 which is n —  1
Thus from (10)

....................П - Г '
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further
m+n
Z  l^ 3)r=m -t-1

f f |  ) f r - / + n - n
é í  vÁ i { v — m — \ ) {  n — 1 J

and thus

<

1 —

from which our Theorem 2 follows.

(Received 5 May 1958)





SUR LES COURBES IRRAMIFIÉES
Par

Á. CSÁSZÁR et J. CZ1PSZER (Budapest) 
(Présenté par G .  A l e x i t s )

1. On connaît bien le rôle fondamental que deux espaces topologiques 
particuliers, l’arc et la courbe simple fermée, jouent dans bien de problèmes 
de la topologie. C’est ce rôle de grande importance qui explique le nombre 
très considérable des travaux s’occupant de la caractérisation topologique de 
ces deux sortes d’espaces. Parmi ces caractérisations, il y a une, due à 
K. M en o er , qui mérite une attention particulière, parce qu’elle est basée sur 
la notion très intuitive d’ordre de ramification d’un point d’un espace topolo
gique, notion que l’on définit, en se bornant à des points d’ordre fini, de la 
façon suivante : le point x de l’espace topologique R possède l’ordre de 
ramification n, en symbole: ordxR  =  n, si n est le plus petit des nombres 
cardinaux finis m tels que chacun des voisinages du point x contient un 
voisinage ouvert de x dont la frontière se compose de m points au plus.

Or, la caractérisation en question affirme que l’arc et la courbe simple 
fermée sont les seuls continus1 métriques non dégénérés se composant exclusive
ment de points d’ordre 2 au plus.'2 En appelant point de ramification tout 
point d’ordre supérieur à 2 (y compris les points dits d’ordre infini, c’est-à- 
dire : les points qui ne possèdent aucun ordre de ramification fini), on peut 
donc dire que l’arc et la courbe simple fermée sont les seuls continus métri
ques sans points de ramification, ou qu’ils sont les seuls continus métriques 
irramifiés.

C’est F. F rankl qui a réussi à généraliser les résultats cités de 
K. M en g e r , en démontrant que si l’on remplace dans l’hypothèse, les mots 
“continus métriques” par “espaces de Hausdorff connexes et contenant un 
sous-ensemble dense dénombrable”, on parvient à  une caractérisation topo
logique des espaces homéomorphes, soit à un segment, soit à une circon
férence, soit à une droite, soit à  une demi-droite. De plus, il a montré qu’en 
supprimant l’hypothèse de l’existence d’un sous-ensemble dense dénombrable, 
l’énoncé reste le même, pourvu que l’on substitue, dans la définition du

1 Nous entendrons par continu un espace de Hausdorff connexe et (bi)compact ; un 
espace est dit dégénéré s’il se compose d’un seul point.

2 V. [7], p. 303; [8], p. 267.



3 1 6 Á. CSÁSZÁR ET J. CZIPSZER

segment, de la circonférence, de la droite et de la demi-droite, à l’ensemble 
ordonné des nombres réels, un ensemble ordonné quelconque dont l’ordre 
est continu.3

Le but de cet ouvrage est de donner une nouvelle démonstration aux 
résultats indiqués de F. F rankl. Cette démonstration présente deux avantages 
vis-à-vis de la démonstration originale : d’une part, certaines étapes communes 
aux deux démonstrations ont été considérablement simplifiées (v. p. ex. la 
démonstration de la compacité locale, proposition (2. 10)), de l’autre, la 
méthode de démonstration utilise la notion de connexité par arcs généralisés, 
ce qui permet des simplifications ultérieures lorsqu’on se borne au cas d’un 
espace de Hausdorff séparable4 5 ou d’un espace métrisable. Dans ce qui suit, 
nous commençons par traiter ces deux cas particuliers, sans doute les 
plus importants au point de vue des applications, et passerons ensuite 
aux modifications nécessaires pour parvenir aux résultats généraux de 
F . F rankl.

Dans §4, nous présentons comme application de ces résultats une 
généralisation de la caractérisation topologique, due à K. M e n g e r , des ainsi- 
dites courbes ordinaires. On appelle courbe ordinaire un contenu métrique 
qui est la réunion d’un nombre fini d’arcs n’ayant deux à deux qu’une 
extrémité commune au plus, ou, autrement dit, un espace homéomorphe à 
un polytope connexe de dimension 1. Le théorème mentionné de K. Menger 
affirme qu'un continu métrique non dégénéré composé exclusivement de points 
d’ordre fini et ne contenant qu’un nombre fini de points de ramification est 
nécessairement une courbe ordinaire

Nous allons généraliser ce théorème de K. M enger dans la même 
direction que F. F rankl Га fait quant à la caractérisation de l’arc et de la 
courbe simple fermée, en considérant des continus généraux au lieu des 
continus métriques. Notre démonstration présente, vis-à-vis de la démonstra
tion de K. M en g e r , même si l’on se borne à des continus métriques,

3 V. [3]. Nous reviendrons à la formulation précise de ces résultats au § 3. Un 
résultat analogue a été démontré pour des espaces de Moore connexes irramifiés par 
F. B. Jones [5].

4 C’est-à-dire admettant une base dénombrable.
5 V. [7], p. 304; [8], p. 266. Il faut remarquer que la formulation du théorème est 

inexacte à chacun des deux endroits cités, puisque la condition que l’espace ne doit con
tenir aucun point d’ordre infini manque de l’hypothèse. Cette condition est tout de même 
essentielle, comme le montre l’exemple de la réunion, dans le plan, d’une suite infinie de 
circonférences à rayons tendant vers 0 et contenant un point commun où elles possèdent 
une tangente commune ; en effet, cet espace est un continu métrique se composant d’un 
seul point d’ordre infini et des points d’ordre 2 et lequel, pourtant, n’est pas une courbe 
ordinaire.
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l’avantage de ne pas faire usage du théorème profond appelé ’’л-Beinsatz“,6 
sur lequel K. M en g er  a fondé sa propre démonstration.

2. Dans ce qui suit, nous entendons par courbe irramifiée un espace 
de Hausdorff R connexe, non dégénéré et sans points de ramification, c'est- 
à-dire tel qu’on ait ord:, R s  2 pour x£R  quelconque.

(2.1) R étant une courbe irramifiée, tout sous-ensemble connexe et non 
dégénéré de R est une courbe irramifiée.

En effet, il suffit de remarquer que l’on a
(2.2) ord.rE ^  ord., ./? pour x d E czR ,  
conséquence évidente de la formule
(2.3) Fr>;(G П E ) c ( F rj?G) П E,
valable pour un ensemble ouvert G quelconque, où Fr.vK désigne la frontière 
de l’ensemble Y  relativement à l’espace X:

(2.4) Tout espace de Hausdorff R admettant une base composée d'en
sembles à frontière finie est régulier. Si, en outre, R est connexe, il est 
localement connexe.s

D ém o n stra tio n . Si x ^ G c z R  et si G est un sous-ensemble ouvert de 
R, il existe un voisinage ouvert U de x tel que U œ G et à frontière finie : 
Fr U — {xo, . x„}. En désignant par U; et par V, deux ensembles ouverts 
tels que

X £ U,-, X,- Ç V,-, Ui П V, =  0,
l’ensemble V =  G n (Jo П ••• П U„ est un voisinage ouvert de x tel que 
x Ç V a  V a  U  —  {x0, . . . ,  x„}= U  c i  G .

La seconde partie de l’énoncé s’ensuit de la première par un raison
nement connu."

(2. 5) R étant une courbe irramifiée, tout point x£R  possède des voisi
nages ouverts arbitrairement petits, connexes et dont la frontière se compose de 
n points au plus, où n ord* R ^  2; en particulier, R est localement connexe.

D ém o n stra tio n . La connexité locale de R  est contenue dans la pro
position (2.4). En posant ensuite ordxR = n ,  on peut trouver des voisinages 
ouverts arbitrairement petits de x et dont la frontière se compose de n points 
au plus. En remplaçant ces voisinages par leurs composantes contenant le 
point x, on parvient aux voisinages exigés, eu égard à ce que, dans les

« V. [8], p. 214.
7 Fr^ Gf l f )  - £ f l ( G n £ ) - £ n G c : £ n G - £ n G  =  £ n ( G - G )  -  EflFr^G.
8 V. [3], th. I et II ; [5], th. 3.
» V. p. ex. [61, §46, IV, 1 ou [3], th. II.
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espaces localement connexes, toute composante C d’un ensemble ouvert G 
est ouverte10 et qu’on a Fr Ce; Fr G.11 12

(2. 6) Si la courbe irramifiée R  contient deux points d’ordre s i , R est 
compacte.

D ém o n stra tio n . On a par hypothèse deux points а ф Ь  de R  tels que 
ord« R  1, ord,, R  ^  l.

Soit /? = U G ' un recouvrement ouvert quelconque de R. Désignons 
par Ua (et par Ub) un voisinage ouvert de a (et de b, respectivement), con
nexe, compris dans un seul ensemble G7, dont la frontière se compose d’un 
seul point au plus, et tel que bQU,, (a(£LL). De même si я ф х ф б ,  soit LL 
un voisinage ouvert de x, connexe, compris dans un seul ensemble G7, dont 
la frontière se compose de deux points au plus, et tel que a, b^U r. L’existence 
des voisinages de ce genre s’ensuit de (2.5).

Or, les ensembles ouverts Ua, Ub et Ux (a ф  x  ф  b) couvrent l’espace 
connexe R, par suite il existe une suite finie LL0, . . . ,  UXn telle que

On peut supposer que cette suite se compose du plus petit nombre possible 
de termes. En ce cas, on a évidemment

ce qui entraîne, LL, étant connexe, l’inégalité Fr Ua Л LL,4=0, équivalente à 
l’inclusion Fr LLc: LL,, puisque Fr LL se compose d’un seul point. On obtient 
delà même façon Fr U,,œ UXh1. Enfin, pour 0 < i<  n, on a

ce qui entraîne en vertu de LL(1 n LLi+1 =  0 et comme Fr Ux. se compose 
de deux points au plus, Fr ф  с  Ц Г; 4  U LL;+1- 

Les inclusions obtenues impliquent

(2. 7)

(2.8) x0 =  a, xn =  b, LL; П ф  =  0 pour /—y| > 1.
Les relations (2. 7) et (2.8) ont pour conséquence

U  a П U x ,  Ф  O, U x - U a ф О ,

donc

n 11иф=ифсиф,0 O

10 V. [6], § 44, II, 4.
и V. [6], §44, III, 3.
12 V. [6], §41, II, 8.
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de sorte que l’ensemble U Ux, est fermé-ouvert, d’où
0 '

R =  Ú UX;,U
vu que R est connexe. A plus forte raison, R peut être couvert avec une 
suite finie des ensembles Gy, ce qui montre que R est (bi)compact.

(2. 9) R étant une courbe irramifiée, tout voisinage U d’un point x£R 
contient un voisinage fermé V de x, tel qu’il existe deux points a=\=b jouis
sant de la propriété

a,b£V,  o rd„E sil, ord;, E si 1 
et que V soit lui-même une courbe irramifiée.

D é m o n s t r a t i o n . R étant connexe et non-dégénéré, l’égalité ord., / ?  =  0  

est évidemment impossible.
Supposons qu’on ait ord,/? =  l. D’après (2.5) et (2.4), le voisinage U 

de x contient un voisinage ouvert U' connexe et tel que U’czU, ti'=j=/?, 
Fr U' =  {y}. L’ensemble V =  U' satisfait aux conditions de la proposition. 
En effet, Vœ U est un voisinage fermé de x, il est connexe, donc une 
courbe irramifiée (cf. (2.1)), et on a d’après (2. 2) ord.r E si ordæ R  =  1. De 
plus, on a ord„ E si 1 ; pour s’en convaincre, il suffit de montrer l’existence 
de voisinages ouverts arbitrairement petits VE de y  tels que En Fr VE se 
compose d’un seul point au plus (cf. (2. 3)). Or, s’il n’en était pas ainsi, 
posons z £ R — E et soit VE un voisinage ouvert de y tel que г(£ W  et que 
Fr IE se compose de deux points au plus, mais que En Fr VE contienne 
au moins deux points. On aura en ce cas FrV EcE, donc U' U VE =  
— U' U Fr U’ U VEu Fr VEc LT U VE, en vertu des inclusions Fr U’ =  {y} a  VE 
et Fr Wcz V— U’ U Fr U ’ cz U' и VE. L’espace R étant connexe et l’ensemble 
U' U W  fermé-ouvert, il s’ensuivrait R = U ’ и VE, ce qui contredirait à la 
relation U’ и VE.

Considérons ensuite un point x d’ordre 2 : ordT/? 2. Soit U ' a  U un 
voisinage ouvert de x tel que la frontière d’un voisinage ouvert U\ c  U' 
quelconque de x se compose d’au moins deux points. D’après (2. 5) et (2.4), 
il existe un voisinage ouvert et connexe U" de x tel que U" a  U\  
Fr U" =  {a,b}, a ^ b .  Il suffit de poser V = U "  et de montrer que l’on a 
ord„E ш 1, ordi, E S  1. A ce but, nous montrons comme plus haut que le 
point a possède des voisinages ouverts arbitrairement petits VE tels que 
En Fr VE se compose d ’un seul point au plus. S’il n’en était pas ainsi, soit 
VE un voisinage ouvert de a tel que W œ LT, que Fr VE contienne deux 
points au plus et que En Fr VE contienne au moins deux points. En ce cas, 
on a Fr lE cE , donc U” U VE= U" U VE= U" U {a, b) U VEu Fr W =
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=  U" U {b} и W, en vertu de la relational W. Il s’ensuivrait Fr (Í/" U W )c{b) ,  
ce qui contredirait à l’inclusion U" U W c.il' et au choix de U'. Le cas du 
point b se traite de la même manière.

Les propositions (2. 6) et (2.9) ont pour conséquence immédiate :
(2.10) Toute courbe irramifiée est localement compacte.
La proposition (2.4) entraîne, en vertu du théorème de métrisation de 

T y chonoff  et d ’URYSOHN:
(2. 11) Toute courbe irramifiée séparable est métrisable.
La proposition suivante joue un rôle fondamental dans ce qui suit:
(2.12) Toute courbe irramifiée métrisable est connexe par arcs.
D é m o n s t r a t i o n . D’après (2.10), une courbe irramifiée R quelconque 

est localement compacte. Or, un espace métrique localement compact est 
ouvert dans son complété,13 donc topologiquement complet, ce qui entraîne 
l’énoncé d’après la connexité locale de R et le théorème de M a z u r k i e w i c z —  

M o o r e — M e n g e r .14

(2.13) Si la courbe irramifiée métrisable R  contient une courbe simple 
fermée C, on a C =  R.

En effet, soit x £ R — C, y£C,  et 2 le premier point situé sur C d’un 
arc x y  ; on aurait ordET ? s 3, ce qui est impossible.

(2. 14) R étant une courbe irramifiée métrisable ne contenant aucune 
courbe simple fermée, deux points quelconques a f= b se laissent unir par un 
arc ab et un seul, et, parmi trois points distincts, il y a un qui est situé sur 
l’arc qui relie les deux autres.

D é m o n s t r a t i o n . Si A e t  A' é t a i e n t  d e u x  a r c s  d ’e x t r é m i t é s  a e t  b, 
p o s o n s  p. e x .  x(:A’—A e t  s o i e n t  y  e t  2 l e s  p r e m i e r s  p o i n t s  s i t u é s  s u r  A d e  

l ’a r c  x a c A '  e t  x b c A ' ,  r e s p e c t i v e m e n t .  L a  r é u n i o n  d e s  a r c s  y z c A '  e t  

y z c A  f o r m e  u n e  c o u r b e  s i m p l e  f e r m é e ,  c o n t r a i r e m e n t  à  l ’h y p o t h è s e .

Si a, b, c sont trois points distincts tels que aQbc, b(£ca, c$ab, le 
premier point x situé sur bc de ab ne peut coïncider ni avec b, ni avec c; 
on en tire ord,7? s  3, ce qui est impossible.

13 La plus simple démonstration de ce fait est la suivante : Soit R* le complété 
de l’espace métrique R, x £ R  et K  c  R  un voisinage (relatif à R) compact de x. Si 
x n £R* — R> K-+X. soit {*„;} une suite telle que xni£R, xni -*■ x* pour /->- oc. Pour n 
fixé, il n’y a qu’un nombre fini de points x ni qui soient compris dans K, puisque xni-> x*(£K

1
et que K  est compact, on peut donc trouver un indice in tel que xni ̂  K, 9 (x„in, x*) <  —. 
11 s ’ensuit xni -y x, contrairement à l’hypothèse que K  est un voisinage de x relativement à R.

» V. p! ex. [6], § 45, II, 1 et § 45, I, 2.



SUR LES COURBES IRRAMIF1ÉES 321

(2.15) R étant une courbe irramifiée métrisable contenant deux points 
a Ф  b d’ordre ш 1, R est un arc ab.

En effet, si ord,,R Шв 1, ord<,/?si 1, а ф /i, soit A cz R un arc ab. Si 
X £/?—A, soit y le premier point situé sur A d’un arc xa. Or, y =  a impli
querait o rd „ /? ^ 2, y =  b impliquerait o rd ,,/? s2 et а ф у ф б  impliquerait 
ord„/?=È3, inégalités qui sont toutes impossibles.

(2.16) Dans les hypothèses de (2. 14), tout ensemble compact KczR  est 
contenu dans un arc A a  R.

En effet, on conclut de (2.9) et de (2. 15) que K  peut être couvert par 
une suite finie d’arcs 0 ;6 ,: ( / =  1, . . . ,  n) .  Or, la réunion des arcs ab et 
bc étant identique à l’arc bc, ac ou ab suivant que l’on a a£ôc, b£ac  
ou c£ab  (v. (2.14)), on constate que l’ensemble ûi&i U b\a-2 U â b-i и ••• U 
U ün-ibn-i U bniûn и a„b„ est un arc A œ R  contenant K.

(2. 17) R étant une courbe irramifiée métrisable, si ab cz R est un arc, 
tout point x£ab, в ф х ф й  est un point intérieur de ab.

D é m o n s t r a t i o n . Soit U un voisinage ouvert et connexe de x  tel que 
a, b(£U (cf. (2.5)) et posons y ^ U —ab. L’ensemble U étant, d’après (2.1), 
une courbe irramifée métrisable, il contient en vertu de (2. 12) un arc yx. 
En désignant par z le premier point situé suruftde l’arc yx, on a а ф г ф б , 
donc ord,-/? js 3, ce qui est impossible.

Les propositions établies permettent de démontrer les deux théorèmes 
suivants :

T h é o r è m e  1. R étant une courbe irramifiée séparable, R est homéomorphe, 
soit à un segment, soit à une circonférence, soit à une droite, soit à une demi- 
droite.

D é m o n s t r a t i o n . D’après (2.11), R  est métrisable. Si R est compacte, 
elle est une courbe simple fermée ou un arc, d’après (2.13) et (2. 16).

En supposant que R n’est pas compacte, elle ne contient aucune courbe 
simple fermée (cf. (2.13)) et elle est localement compacte (cf. (2. 10)), donc, 
en désignant par /?* =  /? и {да} le compactifié d’Alexandroff correspon
dant,15 R* est un espace de Hausdorff connexe, compact et séparable, et on 
a évidemment ord.,/?* =  ord,/? ^  2 pour xÇ/?. Or, on a ord„/?* ^  2, puisque 
les ensembles R* — K, où K  est un sous-ensemble compact quelconque de 
R, forment un système fondamental de voisinages du point да, et que tout 
ensemble compact KczR  peut être renfermé dans un arc ab = Л с /? ,  (cf. 
(2. 16)) ce qui entraîne d’après (2. 17)

да £ /?* — A cz R* — K  et Fr/f*(/?* — A) — Frj/*A =  FrA>4 cz {ô, b).

is V. [1], p. 93.
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On voit donc que R* est une courbe irramifiée séparable et compacte, 
donc, en vertu de la partie démontrée de l’énoncé, une courbe simple fermée 
ou un arc. L’ensemble R = R * — {a»} est donc homéomorphe à une droite ou 
à une demi-droite, puisque si R* est un arc, w doit être nécessairement une 
de ses extrémités, autrement l’ensemble R ne serait plus connexe.

T h éo rèm e  II. Les énoncés du th. I restent valables sous l’hypothèse 
que R est une courbe irramifiée métrisable.ie

D ém o n str a tio n . Il suffit évidemment de démontrer que l’espace R  est 
séparable, ce qui est évidemment le cas si R est compact. Supposons donc 
que R ne soit pas compact, donc, d’après (2. 13), qu’il ne contienne aucune 
courbe simple fermée.

Soit a £ R  et posons R' =  R  — {a}. L’ensemble R' ne peut avoir que 
deux composantes au plus; en effet x, y et z étant situés dans trois compo
santes distinctes de R', les arcs xa, ya et za sont compris, sauf le point a, 
dans les mêmes composantes que leurs extrémités x, y  et z, donc ils ne 
possèdent d’autres points communs que a, ce qui entraînerait ordUR 3.

11 suffit donc de montrer que toute composante C de R' est séparable. 
S’il n’en était pas ainsi, C ne pourrait pas être totalement bornée, elle con
tiendrait donc une suite infinie {x,} telle que р(х;,хф ^  >  0 pour / ф у .  
Les arcs ax, sont tous séparables, l’inclusion C cz (Jax, serait donc impos
sible. Or, en posant x £ C —\ J a X i ,  aÇxx, impliquerait a£C,  puisque C est
ouvert, donc connexe par arcs, et par conséquent xx, c C  (cf. (2.14)). Ega
lement d’après (2.14), on aurait x .^ax  pour / = 1 , 2 , . . . ,  contrairement à ce 
fait que l’arc ax est compact.

3. Afin de passer au problème des courbes irramifiées quelconques, 
rappelons d’abord les définitions et les propositions suivantes.

Soit R  un ensemble (totalement) ordonné et supposons que l’ordre de 
R soit continu, ce qui veut dire, d’une part, que l’inégalité x < y  entraîne 
l’existence d’un élément z £ R  tel que x < z < y ,  de l’autre que si R =  A{jB,  
A flß  =  0, Л ф О ф Л , et si ad A, b dB  implique a<b,  en ce cas ou bien 
A contient un élément maximum, ou bien B contient un élément minimum.

Posons
(— oc,a) =  {x :x<  a) (a, +  oo) =  {x:x>û}, (a, b)=  {x :a < x<  b) 

et munissons R de la topologie dans laquelle les ensembles de la forme

16 Tandis que le th. I est un cas particulier des résultats de F. Frankl ([3]), 
l’énoncé du th. II semble être nouveau; v. tout de même [6], §46, V, 5. En se bornant à 
des courbes irramifiées métrisables complètes, la démonstration devient bien plus facile; 
cf. [2].
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(— °e,a), (a, +oo) et (a, b) forment une base. De cette façon, R devient un 
espace de Hausdorff connexe et sans points de ramification, autrement dit, 
une courbe irramifiée (pourvu qu’il contienne au moins deux points). Si R 
contient un élément minimum a et un élément maximum ft=(=û, il s’appelle un 
arc généralisé ab, a et b étant ses extrémités ; si R contient un élément 
minimum, mais il ne contient aucun élément maximum, il s’appelle une demi- 
droite généralisée-, si R ne contient ni élément minimum, ni élément maxi
mum, il s’appelle droite généralisée. Enfin, un espace de Hausdorff qui est 
la réunion de deux arcs généralisés dont les extrémités sont communes mais 
qui n’ont aucun autre point commun, s’appelle circonférence généralisée.

D’après ces définitions, on démontre facilement les propositions suivantes:
(3.1) Tout arc généralisé est compact; toute circonférence généralisée est 

une courbe irramifiée compacte.
(3.2) A étant un arc généralisé, si a,b£A et a < b, l’ensemble [a,b] =  

=  {x : о =  b) est un arc généralisé ab.
(3.3) R étant un espace de Hausdorff et ab et bc étant deux arcs 

généralisés tels que ab n bc =  {b}, R =  ab\jbc, R est un arc généralisé ac.
(3.4) Е ф О  étant un sous-ensemble fermé d’un arc généralisé A, F 

contient un élément minimum et un élément maximum.
(3.5) ab et bc étant deux arcs généralisés, situés dans un espace de 

Hausdorff, leur réunion contient un arc généralisé ac.
(3.6) C étant une circonférence généralisée, si x£C, l’ensemble C—{x} 

est une droite généralisée.
Nous démontrons ensuite la proposition suivante, analogue à (2. 15):
(3. 7) R étant une courbe irramifiée contenant deux points a =j= b d’ordre 

g  1, R est un arc généralisé ab.
D ém o n stra tio n . Soit a=)=x=}=ô. En désignant par C une composante 

de R — {x}, on a F r C c jx }17 et FrC=f=0 (puisque R est connexe), donc 
FrC={x}. Par conséquent, la frontière d’un voisinage ouvert quelconque 
suffisamment petit de x rencontre l’ensemble C, ce qui entraîne que le nombre 
des composantes de R — {x} est inférieur ou égal à 2. Or, ce nombre ne 
peut pas être inférieur à 2, en particulier, les points a et b appartiennent à 
deux composantes distinctes de R — {x}, autrement la composante de /? — {x} 
qui contient a et b serait compacte d’après (2. 6), donc fermée-ouverte,18 
contrairement à l’hypothèse de la connexité de R.

Désignons par Ar et par Bx les composantes de R —{x} qui contien-

”  V. 6, § 44, III, 3.
18 Cf. (2.5) et [6], §44, II, 4.

6 Acta Mathematica IX 3—4
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nent a et b, respectivement. Si y £ A x, y=j=a=j=x, on a x ^ B y, parce que l’en
semble connexe Bx и {x} réunit les points b et x sans rencontrer le point y.

On en conclut que l’on peut définir un ordre (total) sur R  de la façon 
suivante :

posons a < x pour x  ф  a, x < b pour x  =j= b, et, pour x, y ф  a, b, soit 
x < y  si et seulement si х £ А у.

En effet, d’après ce que nous venons d’établir, pour х ф у , des relations 
x£A , et y£Ax une et une seule est remplie (on pose naturellement Аа= В ь =  0, 
Ab =  R— {b}, Ba =  R —{a}); de plus, x£4„ et y^A , entraînent г £/?,,, par 
suite A,j relie x à a sans rencontrer z, d’o i xÇ A .

Désignons par /?' l’ensemble R  muni de la topologie qui résulte de cet 
ordre. La topologie de R' est identique à celle de R; en effet, les ensembles 
(— » ,x) =  Ax et (x, +  °o) =  BX sont ouverts dans R, donc il en est de 
même quant à l’ensemble (x, y) — AtJ n Bx, ce qui veut dire que la transfor
mation identique de l’espace compact R (cf. 2. 6)) en /?' est continue, donc 
un homéomorphisme.

Eu égard à ce que R est connexe, on constate aisément que l’ordre 
introduit sur R  est continu.

Ceci établi, on arrive à la proposition suivante, analogue à (2. 12):
(3.8) Toute courbe irramifiée R est connexe par arcs généralisés (c’est- 

à-dire deux points quelconques c=\=d de R peuvent être reliés par un arc 
généralisé cdczR).

D ém o n stra tio n . Soit A l’ensemble des points x£ R tels que soit x =  a, 
soit qu’il existe un arc généralisé c x œ R .  R  étant connexe, il suffit de 
démontrer que A est fermé-ouvert pour en conclure que A =  R.

Or, si x£A,  soit V un voisinage fermé de x qui satisfait aux conditions 
de la proposition (2. 9). D’après (3. 7), V est un arc généralisé, et il existe 
un point y(i Vn A. En vertu de (3.2), V contient (pourvu que с ф у )  un arc 
généralisé cy, ce qui entraîne d’après (3.5) que x£A.  Par suite, A est fermé.

D’autre part, si x£A,  soit V un voisinage fermé de x, remplissant les 
conditions de (2. 9), donc identique à un arc généralisé. Également d’après 
(3.2) et (3.5), on constate que V<=A; donc A est ouvert.

Les propositions suivantes s’obtiennent de la même manière que les pro
positions (2.13), (2. 14), (2. 16) et (2.17), seulement on doit remplacer les 
mots “arc” et “courbe simple fermée” par “arc généralisé” et “circonférence 
généralisée” et appliquer (3. 7) au lieu de (2.15), (3.8) au lieu de (2. 12), de 
même que les propositions (3.1) à (3.5) au lieu des propriétés élémentaires 
analogues des arcs.

(3.9) Si la courbe irramifiée R contient une circonférence généralisée C, 
on a C = R .
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(3.10) R étant une courbe irramifiée ne contenant aucune circonférence 
généralisée, deux points quelconques аф Ь  se laissent unir par un arc géné
ralisé ab et un seul, et, parmi trois points distincts, il y a un qui est situé 
sur l’arc généralisé qui relie les deux autres.

(3.11) Dans les mêmes hypothèses, tout ensemble compact KczR est 
contenu dans un arc généralisé A c  R.

(3.12) R étant une courbe irramifiée, si ab a  R est un arc généralisé, 
tout point x£ab, о ф х ф б  est un point intérieur de ab.

On parvient enfin aux deux théorèmes suivants de F. Frankl ([3]):19
T héorème III. R étant une courbe irramifiée quelconque, elle est soit un 

arc généralisé, soit une circonférence généralisée, soit une droite généralisée, 
soit une demi-droite généralisée.

La démonstration est analogue à celle du th. I, sans faire appel à la 
séparabilité de R  (et de R").

T héorème IV. Si la courbe irramifiée R contient un sous-ensemble dense 
dénombrable, elle est homéomorphe, soit à un segment, soit à une circonférence, 
soit à une droite, soit à une demi-droite.

D ém o n stra tio n . L’énoncé résulte de th. III lorsqu’on remarque que, 
d’après (3.12), tout arc généralisé A c :R contient un ensemble dense dénom
brable et qu’un arc généralisé de ce genre est identique à un arc (au sens 
ordinaire).20

4. Nous formulons de la façon suivante la généralisation du théorème 
de K. M enger sur les courbes ordinaires :

T héorème V. Si le continu non dégénéré R ne contient aucun point 
d’ordre infini et s’il ne contient qu’un nombre fini de points de ramification, 
il est la réunion d’un nombre fini d’arcs généralisés, dont deux quelconques n’ont 
d’autres points communs qu’une extrémité commune au plus. Si, en outre, R 
contient un ensemble dénombrable dense, il est une courbe ordinaire.

D ém o n stra tio n . Si R ne contient aucun point de ramification, il est en 
vertu du théorème 111 soit un arc généralisé, soit une circonférence généra
lisée (les droites généralisées et les demi-droites généralisées n’étant pas 
compactes), et satisfait par conséquent évidemment à l’énoncé.

19 Le lecteur observera que la démonstration des théorèmes 111 et IV ne fait pas 
usage des cas particuliers traités dans § 2; nous n’avons commencé par le cas des espaces 
séparables ou métrisables que pour mettre mieux en évidence le caractère élémentaire des 
raisonnements.

20 En effet, un ensemble dense au sens topologique est évidemment dense an sens de 
l’ordre, de sorte qu’on peut appliquer un théorème connu de la théorie des ensembles 
ordonnés, V. p. ex. [4], p. 54, th. V.
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Supposons donc que l’ensemble fini 5 des points de ramification de R 
ne soit pas vide. L’égalité R —5 =  0 entraînerait que l’espace connexe R  se 
compose d’un seul point, on a donc R  — 5  4=0.

Soit C une composante de R —5. D’après (2.4), R est localement connexe, 
donc C est un ensemble ouvert; de plus, on a évidemment ord^Cs ord*/?^  2 
pour x£C , de sorte que C est une courbe irramifiée ou il se compose d’un 
seul point. Cette dernière possibilité et, de la même manière, la possibilité 
que C soit un arc généralisé ou une circonférence généralisée, sont exclues, 
puisque en ces cas C serait compact, donc fermé, tandis que R est connexe 
et que l’on a R —C з 5 4 = 0 . Par conséquent, C est soit une droite généra
lisée, soit une demi-droite généralisée.

Supposons d’abord que C soit une droite généralisée et considérons 
pour x£C  quelconque les ensembles (— ®=,x).21 L’intersection d’un nombre 
fini quelconque de ces ensembles n’étant jamais vide et l’espace R  étant 
compact, il existe au moins un point aÇ.R tel que ô£( — pour x£C. 
Si l’on avait a 4= a' et a, f| (— ^ , 4  soient U et U' deux voisinages
ouverts disjoints de a et a', respectivement, ayant des frontières finies; on 
pourrait construire aisément une suite infinie d’arcs généralisés xnxùczC dis
joints et tels que x„ÇU, x'n£U',  et il s’ensuivrait que chacun des arcs géné
ralisés x„x'n rencontre tant l’ensemble Fr U que celui Fr f/', ce qui est 
impossible, Fr U et Fr U' étant finis.

On a donc П (— °°,х) =  {0} et on constate de la même manière l’exis
t e '  _______

tence d’un point b tel que П (x> + <*■) =  {b}.
i g e

On a naturellement a, b(£C, et les composantes de R — S étant fermées 
relativement à R —5, il s’ensuit que a, b£S.  De plus, on a pour x, y£C, 
X  < y  l’égalité (— oc,j/) =  (— ос, x) и xy,  ce qui entraîne (— °o, y) — Ccz 
<= П (— 00>x) ~  {°}- 0 ° obtient de la même façon (y, -f- OO ) - C  c

x < y

a  f) (x, 4- =  {6}, par conséquent C =  C U {a} и {b}.
х>У

L’ensemble C est donc connexe et non dégénéré et, C étant ouvert, on 
a pour x£C  ord.,C =  ord.rC^ 2. Nous montrerons qu’on a également 
o rd „ C â 2 , ordftC^2. En effet, si a=\=b, les ensembles (— oo,x)u{a} for
ment un système fondamental de voisinages du point a relativement à C, 
puisque, d’une part, C—((— °o,x)u ja}) =  [x, -f °°)и {b} est fermé, de l’autre 
que si un voisinage ouvert G du point a ne contenait aucun ensemble de 
la forme (— °«,x:), l’intersection d’un nombre fini quelconque des ensembles 
(— <^,x) — G serait non vide, de sorte que, par suite de la compacité de R,

21 Pour la notation, v. le début de § 3.
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il existerait un point f l (— 00 , x)— G, ce qui entraînerait la relation

П (— oo,x), dont l’impossibilité a été établie plus haut. On parvient,
si a =  b, par un raisonnement analogue à la conclusion que les ensembles
(--  00 J x) U (y, +  00) и {a} forment un système fondamental de voisinages du
point a relativement à C. Or, la frontière relativement à C de l’ensemble 
(— c», x) и {û} se compose évidemment du seul point x, et celle de l’ensemble 
(— oo,x)u(y, -f- ос) и {a} (si a — b et x < y) des deux points x et y. On а 
donc dans les deux cas orda C Ш 2, et on établit de la même manière 
ord b C 5= 2.

L’ensemble compact C est par conséquent une courbe irramifiée. De 
façon plus précise, si а ф  b, on a ordaC ^ l ,  ord;, C ^  1, donc C est un arc 
généralisé ab en vertu du théorème III, tandis que si a =  b, C est une circonfé
rence généralisée, car autrement il serait un arc généralisé qui, privé d’un de ses 
points, deviendrait une droite généralisée, ce qui est évidemment impossible.

On constate par un raisonnement analogue (même plus simple) que si 
C est une demi-droite généralisée d ’extrémité a, il existe un point b£S  tel 
que C est un arc ab.

Convenons d’appeler arêtes de R  les fermetures des composantes de 
R —S. D’après ce que nous avons établi, une arête est soit un arc généra
lisé dont l’une des extrémités, ou toutes les deux, appartiennent à S, soit 
une circonférence généralisée dont un point et un seul appartient à 5.

Si un point a £ S  appartient à n arêtes distinctes, on a évidemment 
ord,,/? §  n .  Par conséquent, un point quelconque de 5 n’est contenu qu’en 
un nombre fini d’arêtes, d’où il s’ensuit que le nombre des arêtes est fini : 
Ci ( /=l , . . . , r ) .

Dans l’espace connexe R, l’ensemble fini 5 est non-dense, de sorte que
_____  r _

R — R —- 5 =  (JC - En décomposant chacune des arêtes ayant la forme d’une1
circonférence généralisée en trois arcs généralisés au moyen du point de 
celle-ci commun avec 5  et de deux autres points, et chacune de celles ayant 
la forme d’un arc généralisé en deux arcs généralisés au moyen d’un point 
de celle-ci qui n’appartient pas à S, l’espace R sera représenté comme 
la réunion d’un nombre fini d’arcs généralisés, dont deux quelconques n’ont 
d’autres points communs qu’une extrémité commune au plus.

Si R  contient un ensemble dénombrable dense, on conclut du théorème 
IV que les ensembles C sont des droites ou des demi-droites (ordinaires), 
ce qui fournit la seconde partie de l’énoncé.22

22 Bien entendu, si l’on suppose que l’ensemble R  est métrisable (ou, ce qui veut 
dire la même chose, qu’il est séparable), on peut faire intervenir dans la démonstration le 
théorème I (ou II) au lieu des théorèmes III et IV.
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Le lecteur observera que la démonstration précédente reste valable 
si l’on remplace l’hypothèse que R  ne contienne aucun point d’ordre infini 
par celle que R  admette une base composée d’ensembles à frontière finie, 
sauf la dernière proposition d’après laquelle le nombre des arêtes est fini. 
L’égalité R = R  — S = |J C y  reste tout de même valable, où les ensembles

Y

C y  désignent les composantes de R  — 5. En effet, soit a £ S  et désignons par 
U un voisinage ouvert de a tel que U ne contienne aucun autre point de 
5  et dont la frontière est finie. L’égalité R  =  R  — 5  =  (JQ- étant évidente, si
LJ ne rencontre qu’un nombre fini des ensembles CY, a appartient à la ferme
ture d’un de ceux-ci. Si U rencontre une infinité des ensembles CY, il y en 
aura une infinité qui sont contenus entièrement dans U, autrement une infi
nité des C y  rencontreraient la frontière (finie) de U .  Or, si C y c z U ,  l’ensemble 
Cy a U  contient, comme nous l’avons vu, au moins un point de S, qui ne 
peut être autre que a. En tout cas, on a donc a^[]Cy Pour ^€5.

Y

Or, l’hypothèse que l’espace compact R  ne contienne qu’un nombre 
fini de points de ramification entraîne l’existence d’une base composée d’en
sembles à frontière finie.23 De cette façon, nous avons démontré le théorème 
suivant :

T héorème VI. Si le continu non dégénéré R  ne contient qu'un nombre 
fini de points de ramification, R  est la réunion d’une famille (de puissance 
quelconque) d’arcs généralisés, dont deux quelconques n’ont d’autres points 
communs qu’une extrémité commune au plus. Si, en outre, R  contient un 
sous-ensemble dénombrable dense, ces arcs généralisés sont des arcs ordinaires 
et leur famille est dénombrable.

(Reçu le 7 mai 1958 )
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-л V. [7], p. 288, théorème VIII, ou [6], § 46, III, 5. Le théorème y est formulé pour 
des espaces métriques compacts, mais la démonstration reste valable pour des espaces 
de Hausdorff compacts quelconques.
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(Présenté par G. Alexits)

1. On doit à R. L. M oore la caractérisation topologique suivante de 
l’arc et de la courbe simple fermée : Si un continu1 métrique localement con
nexe et non dégénéré2 ne contient aucune triode,3 * 5 * 7 ce continu est soit un arc, 
soit une courbe simple fermée.*

F. B. Jones a démontré que ce théorème admet la généralisation 
suivante : Si un espace métrique non dégénéré, complet, connexe, localement 
connexe et localement compact ne contient aucune triode, cet espace est homéo- 
morphe soit à un segment, soit à une circonférence, soit à une droite, soit à 
une demi-droite:'

Ce théorème se ramène évidemment, au moyen du théorème profond de 
K. Menger appelé ’’n-Beinsatz“/’ au théorème suivant : Un espace métrique 
non dégénéré, connexe et admettant une base composée d’ensembles dont la 
frontière ne contient que deux points au plus, est toujours homéomorphe soit 
à un segment, soit à une circonférence, soit à une droite, soit à une demi- 
droite.1

Le but de cet ouvrage est de montrer qu’on peut supprimer des 
hypothèses du théorème précédent la condition de la compacité locale et de 
donner à cette forme plus générale du théorème une démonstration élémentaire, 
ne faisant pas appel au théorème appelé ”n-Beinsatz“.

2. T héorème. Un espace métrique R non dégénéré, complet, connexe, 
localement connexe et ne contenant aucune triode est homéomorphe soit à un 
segment, soit à une circonférence, soit à une droite, soit à une demi-droite.

1 Nous appelons continu un espace de Hausdorff connexe et (bi)compact.
2 Un espace topologique est dit dégénéré s’il se compose d’un seul point.
3 Une triode est la réunion de trois arcs issus d’un point a et ne contenant deux-à-deux 

aucun point commun, sauf a.
* V. [6], p. 250.
5 V. [3], lemma A. A vrai dire, il s’agit dans ce théorème de F. B. J ones, de façon 

un peu plus générale, des espaces de Moore complets.
e V. [5], p. 214.
7 V. [1], théorème II.
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D ém o n str a tio n . L’espace R  est connexe par arcs et localement connexe 
par arcs, en vertu du théorème de Mazurkiew icz— Moore— M enger .8

Ceci étant établi, supposons d’abord que R  contienne une courbe simple 
fermée C. En ce cas on doit avoir R — C; autrement posonsx £ R —C, y£C  
et soit z le premier point situé sur C d’un arc xy  : on obtiendrait de cette 
façon une triode de sommet z  contenue en R.

On peut donc supposer que R ne contienne aucune courbe simple 
fermée. 11 s’ensuit que deux points a Ф b de R  peuvent être reliés par un arc 
et un seul. En effet, si A et A' étaient deux arcs d’extrémités a et b, posons 
p. ex. x£A — A' et soient y et z les premiers points situés sur A' des arcs 
x a a A  et xbczA  respectivement. Les arcs yzczA  et yzczA '  formeraient 
une courbe simple fermée contrairement à l’hypothèse.

Les points a, b et c étant trois points distincts de R, l’un d’eux est situé 
sur l’arc qui relie les deux autres. En effet, si l’on avait a(£bc, b$ca, c(£ab, 
le premier point x situé sur bc de l’arc ab ne pourrait coïncider ni avec a, 
ni avec b, ni avec c, de sorte que R  contiendrait une triode de sommet x.

Admettons à présent l’hypothèse suivante :
(*) R contient un point a tel qu’il n’existe pas deux arcs ab et ас ne 

contenant aucun point commun autre que a.
Dans cette hypothèse, on définit sur R  un ordre (total) en posant x < y  

si et seulement si x£ay:'  En effet on a toujours a£ay  et, si x 4= a 4= y, la 
relation a £xy  étant inpossible d’après (*), on a soit x£ay,  soit y£ax.  De 
plus, x ^a y  et y£ax  entraînent évidemment x =  y. Enfin, x £ a y  et y£az  ont 
x ^ a z  pour conséquence.

S’il y a, dans cet ordre, un point maximum b, l’espace R  coïncide avec 
l’arc ab. Supposons donc qu’il n ’existe aucun élément maximum.

Nous montrons que les intervalles [a, х) =  {г: z£R,  a ^ z < x }  et 
(x,y) =  {z: z£R,  x  < z < y} forment une base pour la topologie de R. En 
effet, ces ensembles sont ouverts, car, si z£(x, y), désignons par U un 
voisinage du point z connexe par arcs et ne contenant ni x, ni y, et posons 
t £ U —(x,y); le premier point s situé sur l’arc xy de l’arc tzc^U  ne 
pouvant coïncider ni avec x, ni avec y, on obtiendrait une triode de sommet 
s, de sorte qu’on en conclut U cz (x, y). On constate de la même manière 
que l’ensemble [a, x) est ouvert, en faisant appel à la condition (*). D’autre 
part, si z 4= я, z é G et si G est ouvert, soient x' et y' deux points tels que 
x’ < z < ÿ ; l’intersection G n x 'y ' étant ouverte relativement à l’arc x'y', il 
existe un arc xycix 'y 'te l que x < z < y  et que xy c: G et il s’ensuit évidem
ment z ( ( x ,y ) c x y c G .  On raisonne de la même manière pour z =  a.

8 V. p. ex. [4], §45, H, 1.
9 On pose c d  =  {c} pour c =  d.
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L’espace R  étant connexe, l’ordre établi sur R doit être continu. Il suf
fit donc de montrer que R contient un sous-ensemble dénombrable dense 
(au sens topologique et par conséquent au sens de l’ordre) pour pouvoir 
appliquer un théorème classique10 et conclure que l’ordre de R  est semblable 
à celui d’une demi-droite, donc que R est homéomorphe à une demi-droite. 
Or, si l’espace métrique R ne contenait aucun sous-ensemble dénombrable 
dense, il ne pourrait pas être totalement borné, donc il contiendrait pour un 
é  >  0  une suite infinie {x,} telle que q{x1}Xj) ^ s (f=j=j). Chacun des arcs 
ax, étant séparable, il en serait de même quant à l’espace R  si l’on avait

CO CO

/? =  UaXj. D’autre part, si x £ R — Uaxi, on a nécessairement xi^ax  pour
1 1

/ = 1 , 2 , . . . ,  contrairement à la compacité de l’arc ax. Cette contradiction 
montre que R doit être séparable, et par conséquent homéomorphe à une 
demi-droite dont l’extrémité correspond à a.

11 ne nous reste qu’à considérer le cas où R  ne contient aucune courbe 
simple fermée et où tout point a de R est l’extrémité commune de deux 
arcs n’ayant aucun autre point commun. Posons en ce cas a £ R  et désignons 
par C une composante de l’ensemble R—{a}. Si x£C, l’arc xa  est contenu, 
sauf l’extrémité a, entièrement dans C, ce qui a pour conséquence que le 
nombre des composantes de R — {a} ne peut être supérieure à 2, autrement 
R  contiendrait une triode de sommet a. D’autre part, si ab et ac sont deux 
arcs tels que ab ç\ ac =  {a}, les points b et c appartiennent à deux compo
santes distinctes de R — {a}, autrement la composante C de R — {a} qui les 
contient serait un ensemble connexe, ouvert11 et localement connexe,12 donc 
topologiquement complet et, par suite, connexe par arcs; C contiendrait par 
conséquent un arc bc, tandis qu’il existe un arc bac distinct du premier, ce 
qui est impossible.

Ainsi l’ensemble R — {a} se compose de deux composantes. C étant 
l’une de celles-ci, l’ensemble C и {û} est fermé, donc complet, connexe 
(puisque a£C, autrement C serait fermé-ouvert) et la condition (*) est évidem
ment remplie pour le point a relativement à l’espace C и {a} au lieu de R  
(vu que R ne contient aucune triode et qu’il contient un arc issu de a et 
contenu, sauf le point a, dans l’autre composante de R — {o}^ L’ensemble 
C = C ll{û}  est, de plus, localement connexe, puisque Fr C = {a}  l’est 
également.13 Eu égard à ce que C и {a} ne contient aucune courbe simple 
fermée et que tout point х ф  a de C u {û} est, par hypothèse, l’extrémité

io V. p. ex. [2], p. 54, th. V.
и V. [4], §44, 11, 4.
iä V. [4], §44, 11, 3.
«  V. [4], §44, III, 4.
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commune de deux arcs n’ayant aucun point commun, sauf x, et qui peuvent 
être évidemment choisis suffisamment petits pour être contenus dans C, on 
peut appliquer la partie démontrée du théorème et constater que C U {a} est 
homéomorphe à une demi-droite, le point a formant l’extrémité de Си {a}. 
Ceci étant valable pour chacune des composantes de R —{0}, l’espace R est 
évidemment homéomorphe à une droite.

Ceci achève la démonstration.
Corollaire . L’énoncé du théorème précédent reste valable si R est un 

espace métrique non dégénéré, complet, connexe et admettant une base 
composée d’ensembles dont la frontière ne contient que deux points au plus."

En effet, un espace R de ce genre est localement connexe14 15 et ne 
contient évidemment aucune triode.

(Reçu le 7 mai 1958.)
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EIN BEITRAG ZU DEM SATZE VON CANTOR 
UND BENDIXSON

Von
Q. FREUD (Budapest) 

(Vorgelegt von G. Alexits)

In den folgenden Zeilen wollen wir eine allgemeinere F assung  des 
Cantor— Bendixsonschen Satzes geben, nach welchem eine abgeschlossene 
Menge in einem separablen Raum die Vereinigung einer perfekten und einer 
abzahlbaren Menge ist.1

Im ersten Teil wollen wir uns mit einer Alt Neutopologisierung eines 
topologischen Raum es beschäftigen; diese enthält als einfachste Spezialisie
rung den Fall, wenn man die Kondensationspunkte als verallgem einerte 
Häufungspunkte betrachtet. Im zweiten Teil wird unter passenden einschrän
kenden Bedingungen ein Satz hergeleitet, welcher auf diesen Spezialfall ange
wendet eben den C antor—Bendixsonschen Satz ergibt. Im dritten Teil wer
den w ir verschiedene weitere Spezialfälle der bewiesenen Sätze aufzählen.

§ 1. Einführung einer neuen Topologie

R sei ein topologischer 7, Raum. In R sei eine nichtleere Klasse 2Í der 
Teilm engen von R m it folgenden beiden Eigenschaften vorhanden:2

I. Jede Teilm enge einer M enge der Klasse 21 gehört ebenfalls zu 21.
II. Die Vereinigung zweier M engen aus 2Í gehört ebenfalls zu 21.
Es scheint treffend, für die 21-Mengen nach einem Vorschläge von Herrn 

Prof. P. S. Alexandro w  (persönliche Mitteilung) die Bezeichnung “fast leere 
M enge” einzuführen.

W ir nennen d as  Element c einen 2l-Häufungspunkt der M enge C c /? ,  
wenn für jede den Punkt c enthaltende offene Menge U/' die Beziehung

(C n  Uc)—c l  21
besteht. Sei C  die Menge der 2f-Häufungspunkte von C ; die Menge 
C = C u C '  nennen wir 2l-Abschließung von C.

1 Vgl. K. Kuratowski, Topologie. /, 2. Aufl. (Warszawa, 1948), S. 141.
2 Teilmengen dieser Art wurden zuerst von F. Hausdorff, Mengenlehre (3. Aufl., 

Leipzig, 1935), § 45, betrachtet.
3 Im weiteren wollen wir, ohne es besonders hervorzuheben, mit Ua, Uh, U c,. . .  stets 

eine den Punkt a, b, c , . . .  enthaltende offene Menge bezeichnen.
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In diesem Paragraphen w ollen wir zeigen, daß mit der 2t-Abschließung 
eine neue Г, T opologie in R entsteht, d. h.4 die folgenden Axiomen sind 
befriedigt:5

a) А и В =  Ä  и В.
b) Besteht A aus einem einzigen Punkt oder ist es die leere Menge, 

dan n  gilt Ä =  A.
c) A =  Ä.
a) Wir zeigen  zunächst, daß

(1 ) ( A u ß ) '  =  A 'u ß '

gü ltig  ist. Sei а <Ё А' U В', dann gibt es U m gebungen und Wa, so daß 
( Va П A)— a £ 2( un d  (Wa n B)—a £ 2t besteht. Sei nun U„ —- P„ n W dann ist 

[UaU (А и В))—а =  [(Va П Wo) П (А и B ) \-a  c; 
c i [(!/„ n А) и (Wa П B)\ — a =  [(V„ n A) —  о] и [(Wa П B ) - a ] 6 21, 

d a  beide in den eckigen Klammern stehende M engen des letzten Ausdruckes 
zu 21 gehören (vgl. II), also ist o £ ( A u ß ) '.  H ieraus folgt (А и В)' а  А' и В'. 
Anderseits ist А' с :  (А и В)'. Ist nämlich (A n U,) — a £31, dann ist wegen II 
um som ehr (А П Ua) — ö c [(A и B) n £/„]— a £2 t. Ebenso ist ß 'c ( A u ß ) ' ,  also 
Л 'и В 'с ( Л и В ) ' ,  und hieraus folgt (1). W egen А и B =  (A и В) и (А и В)' =  
=  (А и А') и (В и В') =  А и В ist dam it а) bew iesen.

b) Die leere M enge t) gehört wegen I zu 2Í. Infolgedessen ist t) =  f).
Besteht A aus einem  einzigen Punkt a, so ist (A n Ua)— o =  £)£2l für jedes 
U«; ist Ьф а  und a ^ U b, dann ist auch (An Uh) — 6 =  2Í, d. h. A' =  ty,
Ä = A u A ' =  A, w. z. b. w.

c) Nach (1) ist

A = ( A u A ') u ( A u  A')' =  A U A  U A".

Es bleibt zu zeigen, daß A " c A '  gilt. Sei a£A",  dann ist für jedes 
Ua (UanA')— а  £31, infolgedessen gibt es einen von a verschiedenen Punkt 
a' £ Ua П A'. W ir w ählen ein Ua mit а £ £/„■ c  Ua. W egen a '£  A' ist (AnUa) — 
—  a' £ 2Í und um som ehr А П Ua- = -  (A  n Ua) — а £ 21. Diese M enge ist aber 
in (A  n LJ,)— a enthalten , daher ist auch (A n U.) —  а £ 21, also я £ А ' .  Damit 
h aben  wir den B ew eis beendet.

4 K. Kuratowski, loc. cit. S. 20.
5 Diese Topologie ist mit der Ursprünglichen identisch, wenn 31 nur aus der leeren 

Menge besteht.
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§2. Der Cantor—Bendixsonsche Satz

Im weiteren wollen w ir über die Klasse der Ausnahmemengen zwei 
weitere Vorzusetzungen stellen.

Die M engenklasse 3t* erfülle 1 und II und  außerdem auch die folgenden 
Bedingungen:

III. Die aus einem einzigen Punkt bestehenden M engen gehören zu 31*.
IV. Gibt es zu jedem P unkt a £ A eine Umgebung Ua dieses Punktes, 

für welche А П Ua € 31* gültig ist, dann ist auch A $31*.
Ein Punkt a ist dann und nur dann ЭР-Häufungspunkt der Menge A, 

wenn 3t* für jedes Ua besteht. Um das einzusehen, genügt es zu
zeigen, daß «) A n Ua £ 3t* und ß )  (AnU„) —a £91* gleichzeitig richtig oder 
falsch sind. Nach I folgt näm lich ß) aus «), und nach II und III folgt «) 
aus ß).

Im weiteren soll A' die 9t*-Derivierte von A, Ä die 9l*-Abschließung von 
A bezeichnen.

Hilfssatz. Enthält die Menge BczR keinen einzigen seiner 9{'-Häufungs
punkte, dann ist ß c 9 t* .

Beweis. Jeder Punkt b £ В hat eine Umgebung Lh, mit (Uh n ß ) (  91*, 
also ist nach IV auch ß<=9(*.

Satz I. Gilt für ein BczR die Beziehung В n B' £ 91*, so ist auch ß £  91*.

Beweis. Nach Hilfssatz I ist ß — ß '£ 9 l*  und nach Voraussetzung 
ß  n ß '  £ 9t*, also folgt ß  =  ( ß n ß ' ) u  ( ß — В') £ 91*, w. z. b. w.

Eine M enge nennen w ir 9I*-perfekt, wenn sie aus ihren 9t*-Häufungs- 
punkten besteht.

Satz II. Jede 91*-abgeschlossene Menge CczR ist die Vereinigung einer 
91*-perfekten Menge und einer Ж-Menge, und umgekehrt.

Beweis, Es ist C =  (C  — C ') u C '.  Nach Hilfssatz I ist C —C  £ 91*, und 
wir zeigen, daß C  9t*-perfekt ist. Es ist zunächst C" c= C  (vgl. den Beweis 
von c) im § 1). Ist weiter c £ C ', dann gilt U, П C £ 9t* für jedes Uc, und wegen 
Satz I folgt hieraus (Uc n C ) n  (Uc n C)' $ 91*, umsomehr £/<.nC'£9l*, da diese 
Menge die vorangehende enthält. Infolgedessen ist c£C", also  C'czC", d. h. 
С  =  С"; C  ist 9t*-perfekt. Die Umkehrung ist trivial: aus А =  ß  и С, В' В 
und C 6  9Í* folgt A'=B' =  BczA.

Satz III. Jede Ж-perfekte Menge ist auch in der ursprünglichen Topo
logie des Raumes R perfekt.

Beweis. Sei PczR  eine 9t*-perfekte Menge und а £ P, dann gibt es ein 
U0 mit Ua П P  £ 9t*. Die M enge U, Л P kann keinen 9(*-Häufungspunkt von P
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und mithin auch keinen Punkt von P  enthalten, d. h. sie ist leer. Also ist 
P —P  offen und somit P  abgeschlossen. P  ist auch in sich dicht, d a  alle 
seiner Punkte 2l*-Häufungspunkte und dam it auch Häufungspunkte sind.

§ 3. Anwendungen

Als 2l*-Mengen kann man z. B. die folgenden M engenklassen wählen:
a) 2t* bestehe aus den separierten M engen. (Eine M enge heißt separiert, 

wenn sie keine nichtleere in sich dichte Teilmenge enthält.)
b) 2Г sei die Klasse der nirgends dichten Mengen, wenn R keine isolierten 

Punkte enthält.
c) Es sei г  das Gewicht0 von R, g eine nichtabzählbare Mächtigkeit 

größer als r .  2t* bestehe aus den M engen, deren Mächtigkeit höchstens 
gleich g ist.

d) R sei m etrisierbar und habe keine isolierten Punkte. 2Í* bestehe aus 
den Punktm engen erster Kategorie.

e) R besitze die Lindelöfsche Eigenschaft (d. h. jede Überdeckung einer 
beliebigen Menge mit offenen Mengen soll eine überdeckende Teilfolge 
haben). 2t* soll 1, III erfüllen und sei abzählbar additiv. (Aus dieser W ahl 
von 2t* ergibt sich der Cantor— Bendixsonsche Satz.)

f) R sei ein separierbarer, metrischer Raum und 21* bestehe aus allen 
M engen, die Teilm engen von höchstens Ar-dimensionalen /v-M engen sind. 
(Spezialfall von e).)

g) R habe eine abzählbare Basis, /< sei eine abso lu t additive M aß
funktion, für welche jeder einzelne Punkt eine Nullmenge ist. 2t* bestehe aus 
den Mengen vom .«-Maße Null.

Meinem Kollegen J. Czipszer  verdanke ich eine Reihe wertvoller Bem er
kungen. Insbesondere war die Einführung der Bedingung IV seine Idee 
(Verf. formulierte den Satz ursprünglich nur für den Fall e)), und von ihm 
stammen auch die meisten der aufgezählten Anwendungen.

(Eingegangen am 31. Mai 1958.)

0 Als Gewicht von R bezeichnen wir, wie üblich, die kleinste Kardinalzahl i, für 
welche eine Basis der offenen Mengen in R  der Mächtigkeit г vorhanden ist. (S. L. P ontr
jagin, Topologische Gruppen, 2. Aufl., Definition 14.)



BEMERKUNG ÜBER DIE KONVERGENZ EINES 
INTERPOLATIONSVERFAHRENS VON P. TÚRÁN

Von
Q. FREUD (Budapest) 

(Vorgelegt von P. T úrán)

P. T uran und seine M itarbeiter studierten in mehreren Arbeiten1 die 
Interpolationspolynome höchstens 2 /г— 1-ten G rades

(1) Ra(X\f)  =  V  [f(Xv)rm(x) +  ßVnQvn(x)\,
V~l

welche an n Stellen xvn vorgeschriebene W erte f(xr) und vorgeschriebene 
zweite Derivierte ßrn besitzen. Es erwies sich am zweckmäßigsten die n 
Grundpunkte xnv als Nullstellen von (1— x2)P ,'- i(x )  zu wählen, wobei Pn{x) 
das Legendresche Polynom л-ten Grades ist, und n gleich einer geraden 
Zahl zu setzen.

Es wurde im Teil 1 von 1 gezeigt, daß ein Polynom höchstens 2 n — 1-ten 
G rades durch seine Werte und die Werte seiner zweiten Derivierten an 
diesen Stellen eindeutig  bestimmt ist. Für diesen Fall wurde unter geeigneten 
Bedingungen, welche u. a. die Differenzierbarkeit der interpolierenden Funk
tion voraussetzen, die Konvergenz des Verfahrens bewiesen. In den folgenden 
Zeilen geben wir, uns auf die Abschätzungen von J. Balázs und P. T úrán 
stützend, ein verschärftes Resultat an. Wir wollen alle Bezeichnungen der 
dritten Mitteilung von J. Balázs und P. T úrán  (loc. cit. übernehmen.

S a tz . Die stetige Funktion f(x) genüge der Bedingung

(2)

mit

(3)

f{x +  h) — 2f (x)+f (x—h)\ ^s(ii)  (x—h,x +  h) ( [—1 ,+  1]

lim _
h~>- О П

0.

1 J. S uranyi and P. T uran, Notes on interpolation. 1, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 
6 (1955), S. 67—79.

J. B alázs and P. T uran, Notes on interpolation. II, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 8
(1957) , S. 201—215.

j. Balázs and P. T úrán, Notes on interpolation. Ill, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 9
(1958) , S. 195-214.
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Die vorgeschriebenen Werte ß,,„ der Interpolationspolynome sollen in v  
gleichmäßig den Abschätzungen

(4) \ßv„ 

mit

g„ n
| /Г = х Г' vn

0' =  2, 3, . л — 1), I Äh, I =5*>,rí1, |Ä„| ^ e „ n 2

(5) lim =  0
П-> CO

genügen. Unter diesen Bedingungen konvergiert die Folge R„(x,f) der Turán- 
schen Interpolationspolynome in [— 1 ,-f-l]  gleichmäßig gegen f(x).

W ir wollen zuerst eine Reihe von Ungleichungen, welche in der Arbeit 
von Balázs und T úrán bewiesen sind, erwähnen:

Qh,(x) =  0(n -), q„„(x) — 0(n  2 );

9 т(х) =  0(п 2)lv„(x)(l—xl„)v-  +  0(n - ) v -  (2 ^  г ^  ~ I

1 — 3 
Q v „ (x )  =  0 ( n "')/гн(х)(1— х™)(л — v ) -  +  0(/i - ) ( n  —  v ) -

(6)

(7a)

und

(7b)

(hierbei bedeutet lvn(x) die zu xrn gehörende Lagrangesche Parabel des 
G rundpunktsystem s Xi„, x2„ , . . x„„);
(8) rl„(x)= 0(n), r„n(x)= O(n);

(9a) rvn(x) =  0 ( n - ) r  2 12 ^  r  ^

und
n

(9b) /V.«(x) =  О (n - ) (n — v) 2 <  V n— 1

Die aufgezählten Abschätzungen sind der Reihe nach mit (3. 1 .1 ), Lemma
3. 1, Lemma 4. 1 und Lemma 4 .2  der dritten Arbeit von 1 identisch.

Es sei noch bemerkt, daß durch die Substitution xr» =  cos Qrn 
(0  ?§ 0 rn ?§яг) aus den wohlbekannten Abschätzungen über die Nullstellen
verteilung der Jacobischen Polynome

( 10)

folgt.2

±L <  Q
n =  r+ b ' Or„ C-2

n

2 Das Grundpunktsystem {xvn} ist bekanntlich im Fejérschen Sinne streng normal 
und auch hieraus folgt (10) mit Hilfe eines Satzes von P. Erdős und P. Túrán: On inter
polation. 11, Annals o f Math., 39 (1938), S. 703—724.
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Das hat

(11a) x l n ) 2 = G y ( 2 ^  v  Ш
t )-

(11b)
n ---- V .. 2 л  —  i

C, n  =£ ( 1  X r n ) ~ ^ C t n
r ( n- U<j/  <  n —  1 J

zur Folge.

H il fssa t z . Die stetige Funktion / ( x )  ( — 1 £  x ^  +  1 )  soll (2) und (3)
befriedigen. Dann gibt es eine Polynomfolge {Ф„(х)} mit den folgenden Eigen
schaften :

a) der Grad von Ф„(х) ist höchstens n;
b) es gilt _____

(12) / (* )  — Фп(х)^=о(п~1)(У\ — x- + n  l)
gleichmäßig in x £ [— 1, +  1 ];

c)
(13) Ф« (x) =  o(n) Min {(1— X-) 2, n) 
besteht in [— 1 ,+  1] gleichmäßig.

Teil a) und b) dieses Satzes ist ein Spezialfall eines Satzes des Ver
fassers,3 wir zeigen mit Hilfe einer Idee von Herrn Prof. P. Túrán,4 daß c) 
aus den Behauptungen a) und b) folgt.

W ir setzen n0 =  n, n̂  — [n /2 ],. . . ,  /iy+i =  [л ,/2 ],. . . ,  л, =  1;

r =
Es ist

und infolge (12)

lo g «
log 2 +  1 .

Фп(х) =  У  [Ф„,(х)— Ф„.+1 (x)] +  Ф,(х)
3= О

ФяДх)— ФпМ (х) =  о (« ;') (!  1— х- +  п] ').

Da die linke Seite ein Polynom höchstens «y-ten Grades ist, ergibt sich aus 
der Ungleichung von D zjadik3

1
Ф " (Х )— Ф ; ; + 1 ( х )  =  0(Лу) Min [(1 — X2) ¥ , Лу] =  O Min [(1— x2) 2 , n]

3 G. F reud, Über die Approximation reeller stetiger Funktionen durch gewöhnliche 
Polynome, Math. Annalen (im Erscheinen).

4 Persönliche Mitteilung; der ursprüngliche Beweis des Verfassers war verwickelter. 
5 B. К. Д з я д и к ,  О конструктивной характеристике функций, удовлетвор

яющих условию Lip а (0 <  а 1) на конечном отрезке вещественном оси, И з в. А к а д. 
Н а у к  СССР, Сер. мат., 20 (1956), S. 623—642.

7 Acta Mathematica IX 3—4
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und weiter

Фп(х) =  ^  0 [ ^ j  M in [(1— ■x2) 2, л] =  о ( л ) М т  [(1— X2) т , л], 

w. z. b. w.
Nun w enden wir uns zum Beweise des Hauptsatzes. Es gilt (vgl. (1))

R,, (x ; / )  —f{x)  =  Rn (x; f — Фп) +  Фп (x) —fix)  =
(14) n n

=  UiX*) — Фп(X„)]rvnix) +  V  [ßvn — Фп (x„)]Qvn(x) 4 -o (l) .
V —  1 v — 1

Es ist infolge (8), (9a), (11a) und (12)
n
~2

■ [ / ( ^ у )  Ф п  C^v)] ? v n  (-^) ===
v = l n

*2 J_ __1_
(15a) = ö ( / r 2) 0 ( f l ) +  ^Eo(n~1) — 0 ( n 2)v  2 =

2 /2
n

=  o i n 1) + o in  * ) £ v * = 0 (l) 

und infolge (4), (6), (7a), (11a) und (13)
n

2"
^  [Ä 'n  Фп (X .n)] ?rtl (-^)r=l

n

=  o(n>)0(nh +  2  o ( n ) ±  0 (n -* )U x )£  Д  =
r—2 / /Z

n
3 T  3

=  0(/T^) +  0 (/r2) i ;  V * l m i x )  =

n 1 n
\~2 / ~2

=  o (n '2) +  o(n'2) | J > 3J [ g U x ) l  •

Nach einem schönen Satze von L. Fejér6 gilt
n

]£ l ln ix )^  1 für x ( [ - 1 , +  1].

6 L. F ejér, Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, für welche die Quad
ratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle [ - 1 . +  1] 
ein möglichst kleines Maximum besitzt, Annali della Sc. Norm. Sup. di Pisa (2), 1 (1932), 
S. 3-16.
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Es folgt also aus den beiden letzten Beziehungen
n
~2

(16a) V [  ßVH. — Ф" (xv„)] orn (x) =  o(l).r=l
Auf dieselbe Weise w ie (15a) und (16a) ergibt sich aus (8), (9b), (11b) 

und (12) bzw. (4), (6), (7b), (11b) und (13)
n

(15b) £  [/(xr) — Фп (x,,)] rvn (x) =  0 (1)
n 4

**=T+1
bzw.

(16b) №т — Ф' п(Хгп) \е»п(х) =  0(\).
П ,»=-+1

Aus (15a), (16a), (15b) und (16b) folgt dann wegen (14) die Behauptung 
des Satzes.

MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

(Eingegangen am 6. Juni 1958.)





EINE CHARAKTERISIERUNG DER HALBEINFACHEN RINGE 
(ERGÄNZUNG ZU MEINER ARBEIT „BEITRÄGE ZUR THEORIE 

DER OPERATORMODULN“)
Von

A. KERTÉSZ (Debrecen)
(Vorgelegt von L. Rédei)

In einer früheren Arbeit [1] ist der folgende Satz bewiesen:
Ein Ring1 R ist dann und nur dann halbeinfach (d. h. ein Ring, der 

keine von Null verschiedenen nilpotenten Linksideale besitzt und für Links
ideale der Minimalbedingung genügt), falls er ein Einselement hat und der 
linksseitige Annihilator eines jeden (фО) Elementes von R der Durchschnitt 
von endlich vielen maximalen Linksidealen des Ringes R  ist.

In Zusammenhang mit diesem Satz wird (auch in [1]) die Frage ge
stellt, ob der Satz seine Gültigkeit behält, wenn man statt der Existenz des 
„Einselementes“ nur die Anwesenheit eines „rechtsseitigen Einselementes“ 
erfordert. Das Ziel dieser kleinen Note ist zu zeigen, daß die Antwort auf 
diese Frage affirmativ ausfällt. Wir beweisen den folgenden

S atz . Für einen Ring R sind die folgenden beiden Bedingungen äqui
valent:

a) R ist halbeinfach-,
ß) R ist ein Ring mit rechtsseitigem Einselement und der linksseitige 

Annihilator eines jeden (фО) Elementes von R ist der Durchschnitt von end
lich vielen maximalen Linksidealen des Ringes R.

Zum Beweis werden wir die folgenden Hilfssätze benutzen:
H ilfssatz  1. Ein Ring ist dann und nur dann halbeinfach, falls er ein 

Einselement besitzt und eine direkte Summe von endlich vielen minimalen 
Linksidealen ist. (Siehe [3], § 123.)

H ilfssatz  2. Es sei R ein beliebiger Ring. Der linksseitige R-Modul G 
ist genau dann eine direkte Summe von endlich vielen minimalen Untermoduln, 
wenn in G eine endliche Menge von maximalen Untermoduln existiert, die als 
Durchschnitt das Element 0 haben. (Siehe [2], Lemma, S. 231.)

Nun sei zuerst а) erfüllt. Dann enthält R, auf Grund des Hilfssatzes 1, 
ein Einselement, und es existiert eine direkte Zerlegung
(I) R =  Li-\--------\-Lk,

1 Ring bedeutet hier immer einen assoziativen Ring.
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wo die Li (i =  \ , . . . ,  k )  minimale Linksideale von R sind. Jedes Element 
r(€ R )  wird offenbar genau durch diejenigen Elemente annulliert, welche 
sämtliche, der Zerlegung (1) entsprechende Komponenten des betreffenden 
Elementes annullieren. Um zu zeigen, daß für R die Bedingung ß) erfüllt 
ist, ist es somit genügend, den Nachweis zu erbringen, daß der linksseitige 
Annihilator A eines beliebigen Elementes /(=j=0) von L, ein maximales Links
ideal des Ringes R ist. Es sei s ein beliebiges, in A nicht enthaltenes Ele
ment von R. Dann gilt 0 4=s/(£  Li), und wegen der Minimalität von L, ergibt 
sich die Existenz eines Elementes t(£k) derart, daß tsl =  l, d. h. (1—ts)l =  0 
ist. So ist (1 — ts)£A, was zeigt, daß das von A und s erzeugte Linksideal
mit dem ganzen Ring R übereinstimmt; somit ist A ein maximales Links
ideal von R.

Umgekehrt gelte jetzt ß)  für den Ring R. Wenn e ein rechtsseitiges
Einselement und r ein beliebiges Element von R ist, dann gilt s(er—r) =
=  (se)r—sr =  0 für jedes Element s (£/?). Darum ist der linksseitige Anni
hilator von er— r der ganze R, und folglich gilt kraft der Eigenschaft 
ß) er— r =  0; somit ist e ein zweiseitiges Einselement. Dabei besitzt R, da 
der linksseitige Annihilator von e die 0 ist, endlich viele maximale Links
ideale, die den Durchschnitt 0 haben. Deshalb ist R auf Grund des Hilfs
satzes 2 eine direkte Summe von endlich vielen minimalen Linksidealen. 
Wir wenden jetzt noch den Hilfssatz 1 an, und damit ist der Beweis des 
Satzes erbracht.

(Eingegangen am 18. Juni 1958.)
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ON SOME INTERPOLATORY PROPERTIES 
OF LEGENDRE POLYNOMIALS

By
R. B. SAXENA and A. SHARMA (Lucknow, India) 

(Presented by P. Túrán)

1. In most of the problems of interpolation we prescribe the values of 
a function at each point xv, and of some of its consecutive derivatives there. 
Thus in the Hermite interpolation formula, the value of the function and its 
first derivative are prescribed at some points in a given interval. A general 
problem of interpolation was treated by B irkhoff , who considered a system 
of pairs of numbers (кг,х )  ( / = 1, 2, . . . ,« )  where k, are integers ^ 0  and 
Xi are any points in a given interval. A more particular case « =  2 was 
treated directly by Pólya. A similar case in the complex plane has been 
treated by C inquini. But this general point of view does not bring out the 
character of the interpolatory polynomials.

Recently in two papers, T úrán has opened a new line by considering 
what he calls (0,2)-interpolation, where the value of the function and its 
second derivative are given at some points. He considers the problem of 
their existence and uniqueness and also the problem of their explicit represent
ation. He has also promised a study of the problem of convergence.

The object of this paper is to extend the programme of T úrán to the 
case of (0, 1, 3)-interpolation, i. e. the problem of existence and uniqueness 
of interpolatory polynomials when the value of the function, its first and 
third derivatives are prescribed at a set of points. The other part of the paper 
obtains the explicit representation of these polynomials, in a most suitable 
form. The problem of convergence will be treated in the next communication.

2. We seek a polynomial fen-\{x) of degree ^ 3 n— 1, where the value 
of the function, its first and third derivatives are prescribed at the n points 
xv where
(2.1) — 1 ^  Xn <x„-i <•••< Xi ш 1,
that is, we are given (say):
( 2 . 2 )  fsn-i(xr) =  yr , fi„-\(xv) =  yl, f :in i(xt)  =  yV 0 ' =  1 , 2 ,  . . . r n). 
In order to get the simplest proofs, we choose the points (2 .1) to be the 
same as those chosen by Túrán and his associates for the case of (0, 2)-inter- 
polation, i. e. as the zeros
(2 .3) — 1 < •••< § !  =i 1
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of the polynomials
(2. 4) 7tn(x) =  (1 —x2) P'„ 1 (x)
where Pn~i(x) is the (n — l)th Legendre polynomial with /V i(l)  =  1.

3. Let n — 2k-\-\, and let
(3. 1) 1 ^  Xi > Xo > — > JCjt > X*+i =  0 > Xk+2 >- - >Х2ш Ш — \
with
(3.2) Xj — —X2k+2-j ( j — k-\-2 ,. . . ,  2k-\-\).
We shall prove

T h eo rem  1. I f п==2к+\ and the points Xi, x >,.. . ,x n satisfy (3.1) 
and (3.2), there is in general no polynomial f(x) o f degree ^  3 n — 1 such that 
for given yv, yl and yV
(3.3) f(x v) = y v, f '(x v) =  y l, f " \ x v) =  yV ( * =  1 ,2 , . . . ,  n). 
I f there exists such a polynomial, then there is an infinity of them.

Thus in the case of an odd number of distinct symmetrical points xv, 
both the problem of existence and uniqueness have a negative solution.

Taking X,- as the points (2. 3) we shall show that in the case of infinitely 
many solutions in Theorem 1 for n ^  3, the general form of the solution is 
(3-4) f ( x ) = f 0(x) + cf(x)
where / 0(x) and /,(x) are fixed polynomials of degree ^ З л  — 1 and c is an 
arbitrary complex number.

4. In the case of n even ( = 2 k) the situation changes. We shall show
T h eorem  II. I f n =  2k, then to prescribed values yv, y*., yl* there is a 

uniquely determined polynomial f(x )  o f degree g 3 n — 1 such that
(4.1) Ш  =  Уг, / '( g r ) = y ;  and /" '(§ ,) =  K* ( * = 1 ,2 , . ..,/r) 
if  4,. stands as in (2. 3) for the zeros o f :тп (x).

This means, of course, that in the case
(4.2) yv =  y l= y l*  0 ( v =  1 ,2 ,..., n ; n even)
the only solution of (4. 1) is /(x) =  0. This result is curious because the 
polynomial

( f},/ (x) - c~i (x)
has the property

Q a » ( g r ) = Q '2»(Sr) =  0,
but Q'2n(£v) =  0 for * =  2,3, . . . ,n  — 1, i. e. there is a non-trivial polynomial 
of degree 2n satisfying almost the requirements (4.2), i. e. all except the two 
conditions

f '"@i) =/'"(£.) =  o.
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Theorem II shows that for n even there is no polynomial of degree ^  Зп — 1 
satisfying condition (4.2), except /(x ) =  0.

5. If we replace in the interpolation problem (2. 2) the points xv by

then by the method used by Túrán and Surányi we get the following

case 4 s  n (even) ^  2Я +  1, the only solution of  (4. 2) is g(x) =  0. In case 
n =  even and Ш 21 3, there is an infinity of solutions of the form

where c is an arbitrary constant and k(x) is a uniquely determined polynomial 
of degree 2п +  2Я +  1.

The proof of this theorem is omitted as it can easily be carried out on 
the same pattern as that of the corresponding theorem of T úrán— S urányi.

6. We now prove Theorem I. We decompose the polynomial

The first part of the condition (2. 2) will then give

Since s'(x) and t'(x) are odd and even polynomials, respectively, from the 
second part of the condition follows

the zeros rf of the nth ultraspherical polynomial P,f(x) with Я > — 2

j for Я =  — we come back to the case of Theorem II j which satisfies 

the differential equation
(5. 1) (1 — x - ) / '—(2 Я +  \ )xy '  +  n(n +  21) у  =  0
with

for Я ф  0, 

for Я =  0,

T heorem III. If  2Я +  2 =  odd integer ^ 3 ,  Я > — Men ‘n Me

(5. 2) g(x) =  ck(x)

Bn 1
f (x )  =  crxr

into an even and an odd part;

s(x) =  У  C2rx2r, t(x) =  £  C‘2r + l X 2r+l.

(6. 2) / '  (x,,) =  s' (x,.) +  f  ( X r )  =  y*v,
/ '  (— xr) =  — s' (x,.) +  t'(xv) =- y*n-r+1

( r = I , 2,...,Ar).
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Since s'"(x) and f" (x )  are again odd and even, respectively, the third con
dition then gives

(6. 3) /"' (*„) =  s'” (xv) +  r  (xv) =  y*: 
f ' " ( - x v) =  - s ' ”(xv) + t”’(xv) =  y” r+, ( » '= 1, 2, . . . ,  k).

From (6.1), (6.2), (6.3) we get for t(x)

t(Xi) =  ^-{yv —yn-v+\)>

(6. 4) t (xr) —~(.Уг + Уп-г±\)у ( v = \ , 2 , . . . , k )

and, of course,
'" '(0 =  2 (Уг+Уп-г^)

(6. 5) H 0) 0, /'(0) =  c„ Г ( 0) = 6 c3.

The coefficients to be determined are 3 /f+ l, out of which two are deter
mined from (6. 5). For the remaining 3k— 1 coefficients we have 3k  equations 
which is one more than the number of coefficients to be determined.

For s(x) the equations (6. 1), (6.2), (6.3) give

s(xv) =  ^-{yv + y n-v+1),

<6. 6) 5 ; ~2“ (Уг Уп-г+1)> > ( » '= 1,2 , . . . ,k )

and
s''’(xv) =  ~ ( y;*-yZr+i)

(6.7) s(0) - c 0, s '(0) = 0, s"'(0) == 0.
The coefficients to be determined are 3& +  2, out of which one is determined 
by (6.7). For the remaining 3k +  1 coefficients we are furnished 3к equations 
which is one less than the number of coefficients to be determined. Hence 
there are an infinity of solutions.

7. As stated in § 3, we shall consider with an odd n, in the case of 
xv =  % r, the general structure of the solutions. The assertion is obviously 
proved if we show that in our case all polynomials /(x) of degree ш З п — 1 
satisfying
(7.1) / ( ! , ) = / '& ')  = / '"& •) =  0 (>’= 1 , 2 .......rí)
are
(7.2) cQbi(x)(P„- i(x) — 2)
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with arbitrary numerical c. If f(x) statisfies (7. 1), the first part of the con
dition implies
(7. 3) / ( * ) =  Qm(x)qn- i(x)
where <7„_i(x) is a polynomial of degree — 1. But the second part of the 
condition requires
(7. 4) QL (Ik) g»-i(lr) +  Q-2 „ (£r) q ',- 1  (Ik) =  o
which is automatically satisfied as the S,.’s are the double zeros of Q>n(x). 

The third part of the condition means
Q&'Gk) <7,-1 (5,.) +  3C&(lr)9« i(lr) +  3 Q5»(Ik) q«’-1 (5.) +

+  Оы(1к ) ^ 1(|к) =  0.

Qbi (5r) =  QL (Z,v) =  0 for > '= 1, 2, . . . , / ; ,

Q£(Sr) +  3 Q&&) q'n-i(D =  0.
The differential equation satisfied by
(7.8a) Ttn (x) =  (1 — x2) Я; 1 (x)
is

(7. 5) 
Since
(7.6) 
we have
(7.7)

(7.8) (1— х2)л£(х) +  л(л— 1)тг„(х) =  0 (л Ш 2).
Hence the differential equation satisfied by Q2„(x) is
(7 .9) (1  — x2)2 Q&'(x) +  4л (л — 1) (1  - x 2) Q 2'„ ( x )  +  4 л ( л  — 1)x Q 2« ( x )  =  0.
This gives
(7.10) Q&'(lr) =  0 (>' =  2,3, . . . ,л  — 1).
Therefore (7. 7) gives

<7n-i(ir) =  0 (>' =  2, 3 , . . . ,  л — 1).
But this means that q'n-\(x) has all its zeros common with P,'_i(x), 
?;_i(x) =  cP'-i(x) with a numerical c. Hence if c=j=0,

<7«-i (x)=c{P„_i(x)-fci},
that is

i. e.

(7.11) /(x)=cQo„(x)(P„-i(x) +  ci).
To determine c and C\, we shall make use of / " ' ( + 1) =  0. We shall now 
require the following known results:

p ; . , ( i ) = | « ( n - i ) = ( — í y p ; i(— i), 

ÍT»( 1) =  — л(л— 1) =  (— 1)"_1л:;,(— 1), 

Л-'„'(1) =  -  у  Л >  -  I)2 =  ( -  1 ) " .< ( -  1).

(7. 12) 

(7. 13) 

(7. 14)
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From the above three relations we have
(7.15) Q&(1) =  2л2(л — 1)2 =  Q & (-1),
(7.16) QÓ" (1) =  3 n3 {n — 1 )3 =  — Qz'n (— 1).
The requirement / " ' ( 1) =  0 then gives with the help of (7. 15) and (7. 16) 
Ci = —2. Hence
(7.17) /(x) =  cQzn(x) (Pn-i (x) — 2).

For n odd it is easy to verify with (7.12), (7.15), (7.16) that the 
polynomial (7.17) satisfies also the condition / " ' ( — 1) =  0. If c =  0, then 
q„_i(x) =  constant, i. e. /(x) would be cQo,/*) with a numerical c; but then 
/" '(1 )ф 0 . Hence only the polynomials (7.17) fulfil our requirement.

8. The proof of Theorem 11 in the case of n even runs parallel to that 
of Theorem I. In the case of n even, it is proved also that if
(8.1) /(f„ )= / ' (£ .)  = /'" & ,) =  0,
then /(x) has necessarily the form (7. 17) with numerical c, without using 
the requirement / " '( — 1) =  0.

For even n it can be seen with the help of formulae (7.12) to (7. 16)
that

^г(< Ы *){Я н -i ( x ) - 2})
Hence c =  0, i.e.
(8.2) f(x) =  0.

Now this means that writing out (8.1) as a linear system, the deter
minant is not zero. Considering the general problem
(8.3) m  =  yv , f'($r) =  yr, Г '& )  =  у7  (* == 1, 2,...,/? )  
this shows that the corresponding linear system is always uniquely solvable 
and Theorem II is proved.

9. Explicit representation of the interpolatory polynomials. We
now consider the following problem of (0, 1, 3)-interpolation :

Given n (= 2 k ) distinct points S1; f2, . . . ,  | n satisfying (2. 3) and arbitrary
bit b-2i * * *, bn, C\, C‘2, C3 , . . . ,  c,i, d\, d-2, í/з, . . . ,  dn,

we want to find explicit form of the polynomial R„(x) of degree ^ 3 n — 1 
such that
(9.1) Rngv) =  bv, Rn($v) = c v, Rn"(Zr) =  dr ( y =  1 ,2 ,3 , . . . ,  n).
The existence and uniqueness has already been proved in Theorem II. For 
convenience we select the numbers S,v as n different real xv-zeros
( 9 . 2 )  —  1 = x n < xn-i < ■■■ < x2 < Xi =  1 
of the polynomial я-„(х).
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For Rzk(x) we evidently have the form
2k 2k 2k

(9 .3) Rik(x) =  ^L briiv(x)+ CrVr ( x ) +  £  d r wr(x)
V —  1v—\

where the polynomials uv{x), vv{x), wv(x), the fundamental polynomials of 
the first, second and third kind of the (0, 1, 3)-interpolation belonging to the 
xrpoints, respectively, are polynomials of degree ^ 3 n — 1 = 6 k — 1, uniquely 
determined by the following requirem ents:

(9.4) Uv(Xj) = i i for j . 2 r \ J Ф п
, Uy(Xj) =  0, Uy’(Xj) = 0 ,

(9.5) vv(Xj) = 0, Vy(Xj)= 1 Q
,ог /Ф *  i-

v'v"(Xj) =  0,

(9.6) uv(*,) = 0, Wr(Xj) =  0, w ;"(x>)=  q •-ft О

'—
 '—

1
1

respectively, where j =  1, 2 , . . . ,  n. In what follows we shall explicitly deter
mine these fundamental polynomials uv(x), vv{x), wr (x).

10. We shall denote by lv(x) the fundamental polynomials of the Lag- 
range interpolation, i. e.

:гп(х)
( 10. 1) lv(x) :т'п(х,.)(х—х,У 

We shall make use of an observation of Fejér that

(10.2) /,',(*„) =  0 (>' =  2, 3, . . . , л - 1).
Further we have

(10. 3) l r (X j )  ■
1 ,  j  =  VL  for .

10 ] ф г
(У =  1,2....... rí).

We shall also require the following results which are easy to verify: 

(10.4) (1 - ? )  (t— xv) l ’\ t)  +  2(1 — f )  l’rif) +  n ( n - 1 ) ( t — xr) lr (t) =  0,

ly (Xj) =  —2 l’y(Xj)/(.Xj—Xy),(10.5)

( 10. 6)

(10.7)

Ц П
— n(n — 1) ( ! ) ,+1 n(n 1)

/и - d(1 — Х у ) л ' п { Х у )  ’ ‘rv l/ (1 +  xr) rr,',(x„) ’

ц - 1) =  Ít- ^ г 1),1 -f- xv 2

1 --Xy
( 10. 8) :Тп'(х,.)
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(10.9)
*<■ >- o - * U w

( ,0. Ю) e ( - D — ( Т + д а з < ' ( — 0
2я £ (— 1)

1 -)- xr

11. Theorem IV. The fundamental polynomials uv(x), vv(x), w,.(x) are 
given by the following:

(a)
Qm(x)

( H I ) Wi(x)

( 11. 2) w„(x) = —

and for 2 =  v =  л — 1

IVr(x)

6n3(n— l)3 
Chn(x)

6n3(n — l)3 

Q-2„(X)

1 + { f t - l ( x )  

l - | f t - i ( x )

М л -J f—x„

(11.3) -Я.(х)

3Qi'n(xv) P f 1(xv) l  
-1

Х у  1 f P ’n-\(f)
' 2 ( 1—х;) 4 J / —х,.

(b)
(11.4) 

where

(11.5)

(П .6)

and

(11.7)

( 11. 8)

- 1- Ц + 1  ( « 2Й 1й
/1 — x7 2 J t—xr )

n W — t  (x !) +

+

Cl 4 8 11'

Cl 2

A(X) = 1; . л /Ах,

( 5  + 1 V
1.16 8я(я — 1) у

n(n— \))’
_ J____

32 n (n— 1)

1—x2/i (x)/;(x) +

Пп (x) j 1 + y f t - i ( x )  ,

Vn0 ) =  ' r"0 ) + c"-T"00  + c'*QO00}'*'»1 (Any
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where

(11.9)

( 11. 10) 

and

Cn : Г 1

C n ■■

_1
48 V n(n 

1
32л(л— 1)

+ ( т е + 8 Ш = п т ) Я1,(х)! , _ т А -‘Н '

( 11. 11)

(16 ̂  8л(л— 1) 

and for 2 Ш v ^  л — 1

f n W  =  ^ 4 - Й (Х )  +  ! T X" Ш Ц Х )  +

(11. 12) vv(x) 

where

(11.13)

:rn(x)
- Cn (Xr)

Гv(x) - f  ■ P  Qr (x) 4- cvж„ (x) +  c'rQ0„ (x)
3(1—x,,)

(11.14)

(11.15)

and

Cv

c; =

l
6 Л (л — 1) (1 — Xr) Pn- 1  (Xv)

_______ ____1___________
18л2(л —1)2(1 —Xr) P n  i(xr)

Г,,(х) =  /2(х) + m
2n(n—\)P„-i(Xv) { J t—xr

:rn(x) dt +
+1

+ r m  
J  t — xv

dt + P /i—l (x)
3(1—x';)K .,(xv)

M *) =
Xf„(x)

v) ( j  t—Xr
(11.16)

4л'(л — К  i(x,.)
X

+  ( 1 - 4 )  J dt+ 2P n.l (x)
-1

(c) and lastly for 2 ^  v ш л — 1 we /?ave

■ xv +  -Ö
1

3P„-i(x,.) - 4J;

(11.17) uv(x) =  Ar wr(x) +  B„ ivi ( x )  +  С,. w„ ( x )  +  it (x) +  ^  ly -

where wv(x), W i( x ) ,  t v „ ( x )  are polynomials each of degree ^  Зл — 1, given
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by (11.3), ( 11. 1) and (11. 2), respectively, and
2n*(n— l )4

<11.18)

(11.19)

where

Av= — 4i,'/(xv), B, =  — j 

C,

:i'n{xv){\ — x,)- 
2 n \n  — \y

(1 + X , , ) L':T ,f  (x ,,)

« l ( x )  =  Ä ( x ) + ^ | [ Z , ( x )  / í ( x ) —  1 0 / í ( l ) r . ( a c ) ]  +

+  4iWi(x) +  ßiU/„(x)

+  =  — n (n ~ l\ n*— 2 /г3 — 17n2+  18/1 +  8),

£ i =  (25 л4— 50 /23 +  35 /г2 — 10 /2—48),96

<11. 20)

where

u„(x) =  /,1(x) 3Tn(x)
Зя4(— 1)

+  i4„ivi(x) +  Bn wn(x)

[/„ (x) in (x) — 10 /ú(—1) r„ (x)] +

Л„ =  — ^ (25 +  — 50n4 +  35n-—10n — 48),

1)("4- 2”8- 17"a+ 1 8 " +  8)-
12. In order to prove part (a) of the above theorem, we observe that 

in view of conditions (9. 6) we take
W \ ( x )  = =  c  Q-2n (x) (C l +  P n - 1 (x))

which is of degree g 3 n — 1, so that it only remains to verify that 
w'í"(Xj) =  0 for y =  2,3 ,. ..,/2 — 1. This is easily done in virtue of (7.10), 
(7.8a) and (7.6). In order to determine c and C\, we use the requirement

u + ' ( l ) = l ,  w i " ( — 1 )  =  0
which gives on simplification

wi"(l) =  3c/23(/2— 1)3(2 +  Ci)= 1
and

wi" (— 1) =  3 c ns (n— 1 )3 (2—c,) =  0 
whence we get ( 11. 1)

Similarly we get (11. 2). For obtaining (11.3) for 2 ^  v s  n—1, we put

w,.(x) =  ci Qm (x) PLijty  
t —x,. dt +  Co+,_i(x) +  c3 .

1
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The conditions
Wv (Xj) =  Wr(Xj) =  0 for j  =  1, 2, . . . ,  n 

are already seen to be true. Also
Wv" (x,) — 0 for j  =j= v.

But from u>;"(xr) 1 and iv(,"( +  l) =  iv,',"(— 1) =  0, we are able to determine
Ci,c2, Сз, viz.,

iv,'," (x,.) =  3ci Qon(x,.) P” I(x,.) =  1,
1

w" '( 1) =  2 c2 +  c3 +  t : ^ c- +  </, =  (>,

w"'(— 1) =  2 c2 — Сз— 1
1 ф  X,- 0.

Solving these, we get (11.3) for 2 ^ v ^ n  — 1.
13. In order to obtain part (b) of Theorem IV, we require the polyno

mials r,,(x) and ov(x) obtained by P. T úrán  and J. B alázs for (0, 2)-inter- 
polation for v =  1, 2, . . . ,  n, where we have

for j ~ V ) , . . „ ,J Ф»'. I ( y = l , 2, . . . ,n )(13.1) M*./) =  jo
r"  (Xj) =  0

and
Or(Xj) =  0,

(13.2) for j  ф г 0 = 1, 2,...,/? ).

We now determine rr (x) of degree g  3n — 1 for 2 i r i  n — 1 in the form 
лг„(х)Vr(x) [r,,(x) +  C £>,. (x) +  Cr (x) +  c ’r QL (x)].тс* (x,-)

It is easy to check from (13.1) and (13.2) that
rr(Xj) =  0 for у = 1, 2, . . . , л

and

< ( X j )
0 c y=f= v,, for .1 7 =  /'.

Also from (13.1), (13.2), (7.10) and (7.8)
Vv' (xj) =  0 for 7 =j= v

and ф"(хг) =  0 gives
1 ;г'"(х„) _  1 n (n — 1) 
3 7i'n (x,.) 3 1—X,2,

0 = 2 , 3 , . . . , /1 — 1),

c =  •

8 Acta Mathematica IX 3—4
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Now the two conditions <;(."(+1) =  0 furnish the two linear equations 
/•;(l) +  cp,'.(l) — 2 л (л— 1)с,- +  8л2(л— l)2Cr =  О

and

whence

cv

and
Cv =

r'r(— l) +  cpr(— 1) +  2л(л— 1)с„ +  8л2(л— l)2cí, =  О 

1
4л(л— 1) 

1
16л”(л — 1) 

1 1 .

ГгО)

{r'A 1 1 ) } + - -  п\ п-  J } {р;(1) -  ? ; .( -  i )} 
3  1 — х ,.

{г'Л 1) +  ^ - ( - 1)} +  - ^ ” !л Р ш 1) + р ; ( - 1»3 1 — Хг
From (11.15) and (11.16) we get after simplification

1
3(1 — Хг)Я,3 ,(x„) г 'Л -  О

and
? ; ( 1 )  = - - - - - - - - - ;- - - - - - - - - ( l  H- - - - - - - - Í- - - - - - V

л ( л - 1 ) /^ ,( х г)1 ЗЯ,,,(х,.) j

Pr(—1) =
1 —1 1

л (л 1) Рн—\ (x,.) v. 3 PH-i (xr)
for 2 ^ v ^ n  — 1. Hence we get the formula (11.12).

In order to obtain vi(x), we take

wi (*) =  {n (*) +  Ci-tu(x) +  ci Qi„ (x)}.
Clearly,

v\ (xj) =  0 for j  =  1, 2, . . . ,  л ; and v\ (x,) = °  for J. ~ 2’ 3’ ‘ Л’ 
1 7 = 1 .

Also wi"(Xj) =  0 for j — 2, 3, . . . ,  л — 1, while ví"(+ 1) =  0 help us to determine 
c i  and c í .

Indeed, we get
(л +  1)(л —2)16cí л2(л — l)2 =  — rí( 1) — (— 1 ) —

and
12

(л +  1)(л — 2) 
124С]Л(л —1) =  — г\ (— 1) +  rí (1) - 

From (11.7) we can easily get

* 0 > = 4 + - 5 М = * < - . > .
Hence we get (11.4).

Similarly one obtains the formula (11.8).



ON SOME INTERPOLATORY PROPERTIES OF LEGENDRE POLYNOMIALS 357

14. The explicit representation of uv(x) and its determination gave us 
the greatest trouble. In order to prove (11.17), we start with the forms 
(11.17) with А, В, C still to be determined.

Obviously,

11,.(Xj) 0 j  =f= v, for .1 j = v ( j = \ , 2 , n ) .

Also u'v ( X j )  =  0 ( / = 1 , 2 , . . . ,  л). Further from (10.2), (10.3) we get for 
j ф  v and 2 i  г  s  л — 1

2 i 2 ( x )__ ^ 1^1Uv’(Xj) =  3 l ’v (Xj)
-l,< î X,.) Xj Xy

0.

For j  — v, we see from u'v"(xv) =  0 that

A =  —4lv’(xv) 4 л (л—l)x„
(I- « ) 2 '

From the requirement that ui,"(+ l) =  0 we get

д + б / ,3(1) +  /;г(1) + 3- ,,<1>/^ 1) /^ 1> ^ 0
and

ri,(Xr) rí,(xr)

C +  6/;?(— 1) -f —H +  Злг,‘(— pl>A—11 =  о.
Л п \£-v/  Лп \Ху)

These on simplification with the help of (10.4) to (10.10) yield the required 
results.

The explicit forms of ux(x) and un{x) are obtained in a similar manner.
*

The following computations have helped to simplify some formulae:

/!(!) =
n ( n -  1) 

4 /:.0 )= ( - 1)"
2 ’

/;'0 ) =
(n 2) (л -f 1) . . 6 - o(i;, /п(1) =

( я - 2К л + 1) й(1)_

/i"(l) = (л —3) (л +  2)
g о (*;. /»"(i)==

(л —ЗКл +  2) /г (]^

( -  1) ( - 1Г  
2 /« ( - ! )  =

л (л 1) 
4

’( - 0 -
(л —2) (л ~F 1) „ / 

2 /l( - 1), / ; , '( - ! ) =
( л - 2Нл +  1) /;( 1Х

( - 1)
( л - 3 )  (л+  2)

4------- / l ( -О, /;r(— i) —
(л -З Н л  +  2) /,,( ]}

(Received 25■ June 1958)

8*
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ÜBER DIE GEODÄTISCHEN ABBILDUNGEN 
VON RIEMANNSCHEN RÄUMEN AUF PROJEKTIV

SYMMETRISCHE RIEMANNSCHE RÄUME
Von

GY. SOÓS (Debrecen) 
(Vorgelegt von 0 . Varga)

Prof. Dr. O. Varga anläßlich seines 50-ten Geburtstages gewidmet

Ein л-dimensionaler Riemannscher Raum V" wird projektiv-symmetrisch 
genannt, falls der Weylsche projektive Krümmungstensor

genügt. Man sieht leicht, daß die Riemannschen Räume konstanter Krüm
mung, ferner die im Cartanschen Sinne symmetrischen Riemannschen Räume 
(Rijk\i =  0) zur Klasse der projektiv-symmetrischen Räume gehören.

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit den (von der Identität ver
schiedenen) geodätischen Abbildungen eines beliebigen Riemannschen Raumes 
auf projektiv-symmetrische Räume, und zeigen, daß ein V", der auf einen 
projektiv-symmetrischen V'1 geodätisch abbildbar ist, notwendig ein Raum 
konstanter Krümmung sein muß. Diese Behauptung bildet eine wesentliche 
Verschärfung eines Satzes von N. S. S injukow  [1], der die obige Behauptung 
im Falle von in Cartanschem Sinne symmetrischen Räumen bewiesen hat.

Im folgenden stellen wir die aus der Bedingung (0. 1) herleitbaren 
Konsequenzen zusammen.

1. Projektiv-symmetrische Riemannsche Räume

Man bekommt aus (0. 1) leicht die Relationen

W-Jk =  /?!}, -  n_  l (öl R:j -  ö) Ra)
der Bedingung 
(0 . 1)

d. h. es folgt, falls л ф 2 ist,
( 1 . 1 ) Rik\j — Rij\k =  0.

Da andererseits
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* U = o .

f f í j k  h\m  ----- 0 .

ist, haben wir auch
( 1. 2)

Aus (1.2) folgt
(1.3)

Es wird gezeigt, daß auch die Relationen
(1.4) /4 н '. =  0
gültig sind. Dazu brauchen wir folgendes Lemma von A. G. W alker [2Д 

Es gilt in einem Riemannschen Raum die Identität:
ffh ijk \l\m  ffh ijk \m \l i~ ffjk lm \h \i ffjk h n \i\h  “f ff lm h i\j\k  ffh n h i\k \j 0.

Zieht man nun den Index h herauf, und verjüngt nach h und /, so 
entstehen aus der obigen Identität die Relationen:

f f i jk \h \m  ~ ' f f i jk \m \h  ffm jk \t t \ i  f fn i jk \ i \h  f f  im \j\k  f f i m \ k \ j  0 .

Wegen (1.3) folgt
(1. 5) f f i m \ k \ j  f f tm \ j \ k  f f i jk \m \h  f f v t jk \ i \h ---0.

Wir betrachten nun die Gleichungen
W%k\m\i =  0.

Diese lauten, wenn man nach h und / verjüngt,

( 1. 6) n — 1 m /, f f ik \m \ j )  ( f f i j \ k \m  ff ik \ j \m ')  f f i j k \ m \ h --- 0 .

Wegen (1.1) verschwindet der in Klammer stehende Ausdruck. Ver
wendet man dieselben Relationen auf die beiden ersten Glieder, so erhalten 
wir aus den vorangehenden Gleichungen

(1. 7) /?̂ 7i|iH|fa= j- ( f f im \ j \k  R im \k \j)-

Setzt man dies und den ähnlichen Ausdruck für R’ljkinh in (1.5) ein, so 
ergibt sich

H Ü  (ffr,n\j\k — ffnn\k\j) 0,
also ist
(1. 3) f f im \j\k  R i m \ k \ j-- 0.

Unter Beachtung von (1.6) und (1.7) stellt man die Richtigkeit der 
Behauptung (1.4) fest.

Endlich gelten wegen (1.3) und (1.4) die Gleichungen
g "  ( f f , ; , k ;h  m  f f s i j k \ m \ l i )  6 ,

oder nach einer Umformung
(1 • 9) g kl (R p ijk \l\m  — ffp ijk \m \l) =  0.
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2. Formulierung und Beweis des Hauptsatzes

S a t z  1. Ist ein Riemannscher Raum V" (n > 2 )  auf einen projektiv
symmetrischen Riemannschen Raum geodätisch abbildbar, so ist V" von kon
stanter Krümmung.

B ew eis . E s seien Vn und Vй Riemannsche Räume, ferner sei V" pro
jektiv-symmetrisch. Es wird vorausgesetzt, daß V" auf Vn geodätisch abbild
bar ist. Da V* projektiv-symmetrisch ist, folgt das Bestehen von (1.9):

g U (Rv'jk\t\>n Rpijk\m\l) =  0
oder
(2. 1) g kt (RpsjkRilm Rpisk Rjhn +  RpijsRklm RijkRpslm) — 0.

Diese Gleichungen bilden, zusammen mit den in unserem Falle nach
(1.7) auch geltenden Gleichungen
(2. 2) Rim\j\k--Rim\k\j =  0,
die einzigen Relationen, mit deren Hilfe N. S. S i n j u k o w  die Richtigkeit des 
Satzes, falls Vn symmetrisch ist, beweist. Damit ist der Beweis auf die 
Aussage eines schon bewiesenen Satzes zurückgeführt. Für die Einzelheiten 
des Beweises verweisen wir auf die zitierte Arbeit.

Nach einem bekannten Satz von Beltrami kann man Riemannsche 
Räume konstanter Krümmung nur auf Räume mit derselben Eigenschaft geo
dätisch abbilden. Daraus folgt

S a t z  2 .  Es ist unmöglich, Riemannsche Räume Vn (n > 2) auf vom 
Raum konstanter Krümmung verschiedene projektiv-symmetrische Räume geo
dätisch abzubilden.

MATHEMATISCHES INSTITUT 
DER UNIVERSITÄT DEBRECEN

(Eingegangen am 27. Juni 1958)
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BEMERKUNGEN ZUR HERMITE— FEJÉRSCHEN 
INTERPOLATIONSTHEORIE

Von
J. BALÁZS (Budapest)

(Vorgelegt von P. T uran)

§ 1. Einleitung

1. Es sei /(x) eine im Intervall [—1, +1] definierte Funktion und
( 1. 1. 1) 1 (« =  1 ,2 ,3 ,...)
ein Punktsystem in demselben Intervall, dann ist

n n
(1.1.2) //„(/; x) =  y^f(tr„)hrn(x) +  У, av„f)™(x) (« =  1, 2, 3 , . . .)

r = l  V — Í

die zur Funktion /(x) gehörende und am Punktsystem (1.1.1) definierte 
Hermite—Fejérsche Interpolationsfolge. Die im Ausdruck (1.1.2) enthaltenen 
{«,,„} sind vorgeschriebene Zahlenwerte,
(1.1.3) Л,.„(х) =  vv„{x)lvn(x f  
sind die Grundpolynome erster Art und
(1.1.4) I)rH(x) =  (x—£,.„)/„„ (x)2 
die Grundpolynome zweiter Art, wobei

"in (x)(1.1.5) 
und
( 1. 1. 6)

sowie

(1.1.7)

/,,h(x) «>;.&0 (x - s „ n)

co„(x) =  c(x—£i„)(x—So,,). • -(x—S„„)

v,v„(x) =  l - - ^ | 4 ( x - g y„)

(c =  konstant ф  0),

Oin(^pb)
bedeutet. Aus der Definition von //„(/; x) folgt, daß es ein Polynom höch
stens (2n — l)-ten Grades ist, wofür

(1. 1. 8) H „(f;b,n)= № n) und ^ { Я „ ( / ; х ) } ^  =  е„
besteht.

Es sei 7i‘2n-i(x) ein Polynom höchstens (2n—l)-ten Grades, dann ist, 
wie bekannt, n 11
(1. 1. 9) ^ , JT2n-l féini) “f" í̂2n-l Qsvii) =  ?T'2n-l

V — \  v = \
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und für den Spezialfall von ^ 2n-i(x) =  l
n

( 1. 1. 10) hvn{x) — 1 *

2. Die Untersuchungen der Interpolationsfolge {#„(/; x)} bezüglich ihrer 
Konvergenz wurden von L. Fejér ([1], [2J, [3], [4], [5]) begonnen. Das Kon
vergenzproblem der Folge {//„(/; x)} mit den Wurzeln der zur Gewichts
funktion w(x) =  (1—x)“(l gehörenden orthogonalen, sogenannten Jacobi-
schen Polynome als Grundpunktsystem wurde für den allgemeinen Fall, also 
für jeden Parameterwert a>  — \ , ß> — 1 von G. Szegő [9] und S. Shohat [8] 
geklärt. Aus ihren Untersuchungen ging hervor, daß aus der Voraussetzung 
der Stetigkeit von /(x) im abgeschlossenen Intervall [— 1, +1] und aus 
{«»->.} =  {/'(?™)r, \f’(£m)\< A die gleichmäßige Konvergenz von Hn(f;x ) gegen 
/(x )  im Intervall [—1+£, -F l— г] folgt; für a < 0 ist die Konvergenz auch 
im Intervall [— 1 + e ,+1] gleichmäßig, für « i^O ist jedoch {//„(/;*)} im 
Punkt x =  -j- 1 — wo also die Gewichtsfunktion bei a > 0 gleich Null ist — 
im allgemeinen divergent.

G. Freud [6] beschäftigte sich mit der Konvergenz der Folge {//«(/; x)}, 
wenn das Grundpunktsystem aus den Wurzeln der zu einer beliebigen nicht
negativen Gewichtsfunktion w(x) gehörenden orthogonalen Polynome 
{a>„(x)} besteht. Seine Konvergenzsätze enthalten die Voraussetzung, daß die 
Gewichtsfunktion w(x) im ganzen Intervall [— 1, + 1] entschieden positiv ist. 
Prof. P. Túrán hat nun die folgende Frage gestellt: Gibt es im Intervall 
[— 1, +1] ein orthogonales Polynomsystem {<y„(x)}, dessen Gewichtsfunktion 
an einer inneren Stelle dieses Intervalles gleich Null ist, während die Folge 
{H„(f;x)} im abgeschlossenen Intervall [—1, +  I] gleichmäßig gegen die Funk
tion /(x) konvergiert, wenn die Wurzeln von {co„(x)} zum Grundpunktsystem 
gewählt werden und von der Funktion nur die Stetigkeit, von den {avn} die 
Beschränktheit vorausgesetzt wird ? Auf diese Frage geben wir im Satz I 
dieser Arbeit eine bejahende Antwort.

L. Fejér nannte das Grundpunktsystem von (1.1.1) normal, wenn im 
Interpolationsintervall —1 ^ x ^  +  1

besteht, wobei vrn{x) die lineare Funktion (1. 1.7) bezeichnet. Bezeichne Xvn 
die Nullstelle von vr„(x), so besteht wegen (1.1.7)

( 1. 2. 1) 1 т (х)ш 0  (v =  l , 2 , n ;  n =  1 ,2 ,3 ,...)
besteht, und streng normal, wenn
( 1. 2 . 2) rv » (x )^p > 0  (v =  l ,2 , . . . , n ;  n =  1 ,2 ,3 ,...)

(1.2. 3)
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L. Fejér hat die Nullstelle Xvn als konjugierten Punkt bezeichnet. Aus (1.2.1) 
und (1.2.2) folgt offensichtlich, daß keiner der konjugierten Punkte im Inneren 
des Intervalls (—1, + 1 ) liegt, wenn das Grundpunktsystem (1. 1.1) normal 
ist, bzw. alle konjugierten Punkte außerhalb des Intervalls [—1, + 1] liegen, 
wenn das Grundpunktsystem streng normal ist.

Den Untersuchungen von Fejér anschließend hat G. G rünwald [7] 
folgendes gezeigt: liegt keiner der zum Grundpunktsystem (1. 1.1) gehörenden 
konjugierten Punkte im Inneren des Intervalls (—1, +1), d. h. ist das Punkt
system normal, so konvergiert {//„(/; x)} in jedem beliebigen inneren Teil
intervall des Intervalls (—1, + 1 )  gleichmäßig gegen die im abgeschlossenen 
Intervall [—1, + 1 ] stetige Funktion f(x), wenn die Zahlenwerte {«„„} be
schränkt sind. Befindet sich jedoch jeder konjugierte Punkt des Grundpunkt
systems außerhalb des Intervalls [—1, +1], d. h. ist das Grundpunktsystem 
streng normal, so ist die Konvergenz im abgeschlossenen Intervall [—1, - f l |  
gleichmäßig; es genügt sogar, statt der Beschränktheit der Zahlen {«„} die 
Ungleichheit |«,.„| < cn°‘ anzunehmen, wobei c eine von л unabhängige Kon
stante bedeutet und q > s > 0 ist. Im Zusammenhang mit den Gesagten hat 
ebenfalls Prof. P. Túrán die folgende Frage erwähnt: Kann im Intervall 
[ - 1, +  1] ein Grundpunktsystem angegeben werden, dessen konjugierte Punkte
(1.2.3) im Intervall [—1, + 1] überall dicht sind, und die zu diesem Grund
punktsystem gehörende Interpolationsfolge {//„(/; x)} im abgeschlossenen 
Intervall [—1, + 1 ] trotzdem gleichmäßig gegen die Funktion /(x ) konver
giert, wenn nur die Stetigkeit der Funktion /(x) im Intervall [—1, +1] und 
die Beschränktheit der Zahlen {«,,„} angenommen wird? Mit dem Beweis des 
Satzes II dieser Arbeit bejahen wir auch diese Frage.

Die zu beweisenden Sätze sind die folgenden:
Satz I. Die auf das Grundpunktsystem

(1.2.4) Xin,X2n,...,x„„ (n =  1 ,2 ,3 ,...)
beruhende Interpolationsfolge {//„(/; x)}, wo (1.2.4) die Wurzeln des zur 
Gewichtsfunktion

gehörenden orthogonalen Polynomsystems {pn(x)} bezeichnen, konvergiert im 
abgeschlossenen Intervall [— 1, +  1 ] gleichmäßig gegen die in diesem Intervall 
stetige Funktion /(x), wenn | (crr \^gc,nö, \р\>дшО besteht und c, eine von n 
unabhängige Konstante ist} 1

1 Im weiteren werden c; (/ =  1,2,3,...) immer von n unabhängige Konstanten be
zeichnen.

(1 .2 .5 )
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Satz II. Die zum Interpolationsgrundpunktsystem (1.2.4) gehörenden 
konjugierten Punkte

( 1. 2. 6 ) X v , %vn P n (Xvti) 
Pn (> '==1,2, . . . ,  n; л =  1, 2, 3 , . . . )

liegen überall dicht im Intervall [ - 1 ,  +!]■
Aus (1.2.5) folgt p(0) =  0, also ist die Gewichtsfunktion an einer Stelle 

im Inneren des Intervalls [—1, + 1] tatsächlich gleich Null.

§ 2. Bei den Beweisführungen angewandte Resultate

1. Die im Intervall [—1, + 1 ]  zur Gewichtsfunktion p(f) =  (l — t2)a ge
hörenden orthogonalen Jacobischen Polynome y ( t ) =  Pm \t) (m =  0, 1 ,2 ,...) , 
die sogenannten ultrasphärischen Polynome, genügen der Differentialgleichung2
(2. 1. 1) (1— t2)y"— 2(c i+\) ty ’+ n (n + 2 c t+ \ ) y  =  0
für « > —1. Das Polynom Pl?(t) ist derart normiert, daß

(2. 1. 2)

Es besteht die folgende Gleichung:3
(2.1.3) P i: \t) =  ( - 1 )"‘ Pl? ( - 1).
Wir werden von den folgenden Formeln Gebrauch machen:4

(2.1.4) max |P,'“)(/)| wenn ----

sowie5

(2.1.5) ^  =  -1  (m +  2« +  \)P £ \u(t).

Bezeichne tv =  cos S-v eine Wurzel des Polynoms P ;j\t)  =  P!°\cos .V-), so gilt 

f ü r ----die Brunssche Ungleichung“

(2. 1. 6) —  vm
:c

m + \

2 Siehe z. B. G. Szegő, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coli. Publ. (New 
York, 1939), S. 59, Formel (4.2. I).

3 Siehe S. 58, Formel (4. 1.3).
* Siehe S. 163, Formel (7. 32. 2).
5 Siehe 2, S. 62, Formel (4.21.7). 
n Siehe 2, S. 118, Formel (6.21.7).
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Eine ähnliche Ungleichung gilt für die negativen Wurzeln wegen der aus
(2.1.3) folgenden Gleichung /,. +  £„+i_r =  0.

Für den Differentialquotienten von P m \t) nach t besteht für «>  — 1 
die folgende Ungleichung:7

(2.1.7) |Pir)<(cos 9-,)\Ш c2r  a T ma+2 (0 < />,. s  ~ j .

2. Im folgenden bestimmen wir die zur Gewichtsfunktion (1.2.5) gehö
renden und im Intervall [—1, + 1] ein orthogonales System bildenden Poly
nome {p»(x)}. Diese sind die folgenden:8

(2. 2. 1) Pn(x) P2W I - * 2)
-ХГ

für
für

n =  2k, 
n =  2k +  1

(n =  0, 1, 2, . . . ) ,

wobei durch die Substitution f l — x2 =  t, Pzc\t) bzw. P ^ +1\ t )  die im Intervall 
— l ^ f ^  +  1 zu den Gewichtsfunktionen (1 — t~)ß bzw. (1 — t‘2)ß+l gehörenden 
orthogonalen, ultrasphärischen Polynome von geradem Grade bezeichnen,

wobei — ^-</*<0 ist. Die Ausdrücke in (2.2.1) sind offensichtlich wegen
(2. 1.3) Polynome.

Es läßt sich leicht zeigen, daß die Polynome in (2.2.1) im Intervall 
— l ^ l x ^  +  l ein zur Gewichtsfunktion (1.2.5) orthogonales System bilden. 
Und zwar erhält man mit Rücksicht darauf, daß die Polynome P& \t) bzw. 
P2k+1)(t) zu den Gewichtsfunktionen (1 — t2)'L bzw. (1—/2)M+1 gehörende ortho
gonale Systeme bilden und (1.2.5) eine gerade Funktion ist, durch die Sub
stitution t=  f l  — x- wegen (2.1.3)

1 1

j Pik(x)p-ц(x)p(x)dx =  2 I pik(x)pi,(x)p(x)dx =
-1 0

г , ,  , . Í = 0  für к del,
=  2 ) P№{t)P£\t){ \-Pydt  =  őkl j ф 0  fü r  (k,l= 0 , 1 , 2 , . . . ) ,

0
sowie auf ähnliche Weise 

1 1

|р 2к+1(х)р2,+1(х)р(х)г/х =  2 - ' Т +’^  =  4 ,  J J  q I J  \
-1 0

■ Siehe ä, S. 232, Formel (8.9. 2).
8 Die zur Gewichtsfunktion (1—jc2)j' |x |e ( p > -  \ , q > —1) gehörenden orthogonalen 

Polynome wurden durch К. V. L a s c e n o v  bestimmt. Siehe К. V. L a s c e n o v ,  On a class of 
orthogonal polynomials (russisch), Leningrad, Gos. Ped. Uc. Zap., 89 (1953), S. 167—189. 
Die Polynome in (2.2. 1) unterscheiden sich nur durch konstante Faktoren von den durch
К. V. L a s c e n o v  bestimmten orthogonalen Polynomen für p

1
—  und <7 =  2,« + 1 .
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und 1
j Pv,(x)p2M (x)p(x)dx =  0,

-1
da die zu integrierende Funktion, wie aus (2.2.1) und (2. 1.3) sofort ersicht
lich, ungerade ist. Also bildet {р„(х)} im Intervall [—1, + 1 ] tatsächlich ein 
zur Gewichtsfunktion p(x) in (1. 2. 5) gehörendes orthogonales Polynomsystem. 
Daraus folgt nun, daß die Punkte Xi„, x-2n, . . . ,  xnn in (1.2. 4) alle verschieden 
sind und im Inneren des Intervalls [—1, + 1] liegen. Wir betrachten diese 
Wurzelstellen in folgender Reihenfolge:
( 2 . 2 . 2)  

und

—  1 <  Xfc+ 1 , „  <  Xfc+2 , « < • • ■ <  xnn < 0  <  x bl  <  x 2„  <  • • • <  xkn <  +  1

für n =  2k

(2.2. 3) — 1 < xk+2,n<xk+3,„<■••<xHn< 0  =  xM ,n<Xm<x2n<---<xkn< +  1
für n =  2/r-p 1.

Aus der Reihenfolge von (2.2.2) und (2.2.3) folgt offensichtlich wegen 
(2. 2. 1) und (2. 1.3)

(2.2. 4) X-rti - |-  X n + l-v . H ---- 0
n
2

Wir werden bezüglich der Wurzelstellen des Polynoms p ,fx ) von folgender 
Abschätzung Gebrauch machen:

Hilfssatz 2 .1. Bezeichne xVH (v — 1,2 , . . . ,  n ; n =  1 ,2 ,. . .)  die Wurzeln 
der Polynome pn(x) in der Reihenfolge (2.2.2) bzw. (2.2.3), so ist für

f l — =  tm =  cos ,9t.„ í v  =  1 , 2 , . . . ,  ~

(2.2. 5) &rn >
Я.
n

:t  v  

2 ~n ‘

B e w eis . Für den Fall n =  2k +  1 seien r,., 2*+i =  cos tp,,t 2(<+i bzw. tr, 2a+i =  
=  cos S-Vi 2t+i die Wurzel- bzw. relativen Maximumstellen des Polynoms 
P2*+i(0 - Wegen (2.1.5) ist jedoch die relative Maximumstelle tr, 2k+1 =  
=  cos dkVi ofc+i eine Wurzel des Polynoms Р-2к+' \ t), daher gilt wegen (2 . 2. 1) 
und (2.2.3)

tr ,  2*+i =  COS 9 - r n  =  у  1 — x ; .n

für jeden von k - f  1 verschiedenen Wert von v. Da, wie bekannt,
0 < ( p \  , 2 M  <  <P'2, 2*4-1 < •  • • <  <P>W, 2*+l <  -Г

ist, folgt aus dem Satz von Rolle

( 2 . 2 .  6 )  <f r  , 2)c+l ^  2fe+l <Prrl, 2fc+l j
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und d a ----2"</ i<0 gilt, erhält man wegen (2.2.6) und (2.1.6)  die Un

gleichung (2.2.5) für den Fall n — 2k-\-\.

Ist n — 2k, so ergibt sich, d a ----^-<|U<0, wegen (2.2. 2), (2. 2. 1) und
(2.1.6) direkt die Ungleichung (2.2.5).

F o lg er u n g . Für die Wurzeln xvn der in (2 .2 .1 ) definierten Polynome 
p„ (x) gilt die folgende Ungleichung:

(2. 2. 7) Xn i  i -  V; ti I v =  \ ,2 , .

Ist nämlich tvn =  ]/\— =  cos S-v„, so ist wegen (2.2. 2), (2. 2.3) und
(2. 2.4) offensichtlich

Х у /  I --  I X n + l - V ,  n  I --  sin Fyy ' Ihyy71 v =  l, 2 , . .

und daraus folgt schon (2.2.7) wegen (2.2.5).
Wir werden weiterhin folgende Abschätzungen der Polynome pn(x) 

(2.2. 1) gebrauchen :
Hilfssatz 2 .2. Im Intervall — 1 ^  x ^  +  1 (л — 1 ,2 ,. . . )  besteht

(2. 2. 8) \Pn(x)\^CrJn'>.

B e w e is . Die Ungleichung (2 .2 .8 )  kann für den Fall n =  2k  sofort ein-
1gesehen werden. Es ist nämlich O ü f l  — und — ^~<p<0, sow'e

wegen (2. 2. 1) und (2.1.4)

max i/bfcOOl {2k+ p\
V 2 к ) ^ с 3(2АгГ.

Ist dagegen n = 2 k + \ ,  so erhält man durch die Substitution t — \ \ — t2 
mit Rücksicht auf (2.2.1) und (2. 1.5)

p>k+i(x) =  \r\ - P P t ' \ t ) k+ ti+ 1  ^  ¥  d t {P^ l(t)}-
Hieraus folgt jedoch durch Anwendung der Bernsteinschen Ungleichung für 
Polynome wegen (2. 1.4)

2 k +]  (2 k + \+ p \\Р-2ш (х)\
Q. e. d.

k + ti+ 1  \  2k+  1 ^ Ci( 2 k + \ f .
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§ 3. Eine Abschätzung bezüglich der Grundpolynome erster Art

1. Bezeichne xvn eine Wurzel des Polynoms p„(x), so folgt wegen 
(2.2.1) durch Differenzieren nach л: für n =  2k

(3.1.1) pn (Xvn)
d̂ _

)d t2 1
Pи (Xvn) b —*in аf_ 

d t K ’(0 ] ^=K»-4n
Xm (1 Xrri)

Durch die Substitution ]f\—x2vn =  tvn erhält man dagegen wegen (2. l .l)

? [ p £ \ t ) \ )üp 
rff2
d r p(p 
dt ^ ? ( 0 ] \

2 (,m +  l ) tr„ 2 (и +  l) i l—xln .
у .2 2 >
I Tvn Xvn

dies setzen wir in (3. 1.1) ein: 

(3 l 2) _ 2(,u l 2 ( p  +  l ) ( x Vn —  l )  +  l

pn(Xm) Xv,i X j.,( 1 Xyd) Xyy, (1 X,.;:)

Ist dagegen л =  2 £ + 1  und >' ={= Ar +  1, so ist wegen (2.2.3) und (2. 2. 1)

(3.1.3) pn (x l'tt) 1 2 —xT,
Pn(Xvn) Xvn I' 1 x%n j d г D(/i+l)i 1 X,/,i (1 — xrn)

3i[p“ (')]L .r a
Durch die Substitution Kl—х2и = tvn erhält man wegen (2. 1. 1)

dd_
d tA ^  4UJ ( P&+1)"(tVH) __ 2(fi +  2)Un _  2(fi +  2) Kl— *L,
d

jA P n X\ t ) } \

r j)(0 ] \
/* = tV„

P£+lY(Un)

und dies in (3. 1.3) einsetzend 

^2 ] Pn (^  »)__1___ 2 (it -f- 2)

1— t;

-x;„

Xrn

2 (fi -j- l)(x^n— 1) -j- 1
Pn(Xyn) X , Xjrn X у у ( 1 Xyy) Xjrn (1 Xyy)

In dem Fall r  =  Ar +  1 ist wegen (2.2.3) xv„= xk+i,n =  0; da jedoch auch 
das Polynom p'„'(x) eine ungerade Funktion ist, besteht p"(xk+i,n) =  0 und 
es ist in diesem Fall

Pn (Xfc+l,)i)
Pn (Xk •!.i ‘) 0.(3.1.5)
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2. Nun können wir zur Abschätzung der Summe der absoluten Werte 
der Grundpolynome erster Art übergehen. Es gilt der folgende

H ilfssatz 3.1. Im Intervall —l ^ x ^  +  1 besteht für das Grundpunkt
system (1.2.4)

n
(3. 2.1) 2 \h,;,(x)\^c10.v=l

(3.2. 2)

Beweis. Aus (1 .1 .7), (3 .1 .2 ) bzw. (3 .1 .4) folgt 

2 (,м -|- 1) (x,,„ — 1) —f— 1
.(*) =  !■ Xyn ( 1 " -x2 )Лун)

(x—x,.„) für Х „ ф 0 ;

ist dagegen im Fall л =  2Аг+1, v — k +] ,  d. h. ist wegen (2.2.3) xfc+1,„ =  0, 
so folgt aus (1.1.7) und (3.1.5)
(3. 2. 3) Vk+1, n (x) =  1.

Aus (3.2.2) ergibt sich für x =  0 wegen der Ungleichungen — ~ < ц < 0
und \xvn\ <1 

(3.2. 4) »(О) =  1
2 (,u +  1 )(x,.„ — 1) +  1

1_  v21 Луц
^  2 1 I > 0.

Diese Ungleichung ist wegen (3.2.3) auch für n =  2 k +  1 und v = k +  1 gültig. 
Im Intervall —l ^ x ^ O  ist wegen r„ l(x,,,1) =  l und (3.2.4) für x„„ ^ 0

(3.2.5) vvn(x )^2 \fi\> 0 ,
da rv„(x) eine lineare Funktion ist. Im Intervall O ^ x g  +  I folgt aus 
Vrn(xvn) =  1 und (3.2.4) für x„n^ 0  ebenfalls
(3.2.6) vvn (x) 1ё 2 1 ,m | > 0.
Wir beweisen die Ungleichung (3.2.1) im Intervall —l^ x ^ O .  ln diesem 
Intervall ist für x „ £ Ö  wegen (3.2.5) und (1. 1.3) Л„(х) 2  0, also mit Rück
sicht auf (1. 1. 10)

(3. 2.7)
ÍL \hr„(x)\=  2  +  2  =  2  bvn(x)+ 2  |Л„„(х)| =
V —  1 xyn=® Xyn>® xvn=Q >0

=  1— 2  hvn(x)+  2  jhrn(x)\ =i 1 +  2 2  \hr„(x)\.
* vn> °  xvn 0

Wegen (1.1.3), (3.2.2), sowie (1.1.5) erhält man

2  I M * ) I  =  2
x v n > 0  i m X

!
1- 2 (,M +  1) (xr„ —1)4-1

Xyn ( 1 Xyn)
( X  —  X y„)

Pnjxf

(3.2. 8)

2  -
pn(x) 'V 2(/*+l)(Xrn—1)+1

2  * — -  I / t  2  \

p n  ( X y n )  ( X  X y n )  

Pn(xf
Xy n ->̂  pn (X yn ')  (-X X yy\) Хуц У 0  I X y n ( \  X y n ) p'n{Xyn) \x--Xy

ö Acta Mathematica IX/3—4
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Da - l ^ x g O ,  0 < xrn< 1 und — ^ < ^ < 0 ,  ist \2(f i+ l)(x?,„—1)+  1 |^1  
und |x—xrn\> xvn, also auf Grund von (3.2.8)

Pn(xf
—  I h vn (x) j Ш 2 2  2 - \  > / Vs

aVn->^ xvn^>® X vn  V 1 %vn) P n  \X-vn)

woraus wegen (2. 2. 1)

(3.2.9) 2  IM * ) |3 i

P»(xf
xrn ° 4

Л-7/11 ^  ) p(M)
dt

2 2
Pn(xf

—  für n =  2k,

VH>° .6
dt {РГ'ЧО}

t  =  V 1 - , T 2r v?;

für л =  2/г +  1

folgt. Sei tv». =  f l —х-и =  cos «9>„, so folgt aus der Ungleichung (3.2.9), 
sowie aus (2. 2. 8), (2.2. 7) und (2.1. 7)

I M * ) I ^
c« ^  л2м (— I 1/2м+3 Л ~2,t"4 für /? =  2 к,

V=í

[c7 2  n2'L\ ~ \ 2/1~6 für л =  2А:+1,

und da — 2" < ,u<0 ist; 

(3. 2.10) 2  \hr,i(x)\^c8.

Aus (3.2.7) und (3.2.10) ergibt sich (3.2.1) im Intervall —l^ x ^ O .
Durch ganz ähnliche Beweisführung erhält man für das Intervall

0 s ix ^  + 1 n
Z \h m ( x ) \^ c 9.

V — l

Es ist nämlich im Intervall O ^ x ^ l  für xvil^ 0  wegen (3.2.6) und (1.1.3) 
Л»-н(х)^0, und deshalb besteht, ähnlich dem Ausdruck von (3.2.7),

n
Z |A ~ (x ) |S l+ 2  2  \hm{x)\.1'—1

Diese Abschätzung erfolgt im Intervall O ^ x ^  +  l analog wie die des Aus
druckes (3.2.7) im Intervall — l^ x ^ O ,  bei Beachtung von (2.2.7). Q. e. d.
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§ 4. Eine Abschätzung bezüglich der Grundpolynome zweiter Art

1. Aus (1.1.4) und (1.1.5) ergibt sich

(4.1.1) 2  ] (x)i =  2 1*—Xv*Ipr,
Pn(xf

v=\ p'n(xvnf ( x  — xvnf
Für diese Summe gilt die folgende Abschätzung:

H ilfssatz 4.1. Im Intervall - l s x s  +  1 (n =  l , 2, 3 , . . .)  besteht nebst 
dem Grundpunktsystem (1.2.4) die Abschätzung

2\Ьгп(х)\ШСпП'1.
V ~ 1

(4.1.2)

B ew eis. Wir betrachten das Intervall —l ^ i x ^ i O  und den Ausdruck
n

2  I ilr« (x) I =  2  +  2  ■(4.1.3)
V = l

Wegen —l s x ^ O  ist x—xOT,|^x*„ für xv„>0; daraus folgt nach (2.2.1), 
(2.2. 2) und (2. 2. 3)

I f)rn (x) I

V  A.(x)2
W 0 1 |3 

Xvn  I

у

j t {Ptt\t)} 

P n ( x f

2 J U1 

ftir
_

V" >0 I  v |5 1 Л-vn \ ~ { P ^ \  0}

Hieraus ergibt sich bei Beachtung von (2.2. 8) und (2.2. 7), sowie durch die 
Substitution ]/1—x2n — cos S-Vn wegen (2.1.7)

i 1̂1
(4.1.4) ^  |i>«(xc)|^

V=1
к

У  n2ftí— I für n =  2k,

c,2 2  n2(l j T2,i+r’ n 2il“e für л =  2 k +  1 •

Da — 2 < il < 0  ish güt wegen (4.1.4) im Intervall - l ^ x ^ O

(4. 1. 5) 2  |fbm(x)|^C18n2'1.

Es seien nun xV)!̂ 0, —l s x ^ O  und
(4.1.6) 2  |^»(x)t== 2  +  2  =  2  + 2  ■

xrn~^ xvn—® Tvn—®
\ X - X vn\ | « - » v n | >nM

9*
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In Anbetracht von (1.1.4), (3.2.5), (1.1.3) und (3.2.1) gilt im Intervall 
— l ^ x ^ O

2 '  I í)rn (x) I ^  n“ lvn (xf ш 2y- 2L' I «V» (x) I lm (xf Ш
í4 » 7) „ n

=  'öt—г Iл’-" (*) I= c"Z I I 7/ — 1
Aus (1. 1.4), (1.1.5), (2.2. 1), (2. 2. 8) und (2. 2.7) folgt jedoch wegen (2. 1.7) 
durch die Substitution j/1—x\n =  cos 9-vn die Beziehung

yn X̂ Vh)
к

C]rJ l  !J n2fl }/2m+3/j-2íi-4 für n =  2k,(4.1.8)

1 /r 'tjPl.‘(fw +  Cii;/r'J S, n2fir2̂ 'n  211 6 für zz =  2Ä:-h 1.pn (0 )- " l

Aus ( 2 . 2 . 8 ) ,  ( 2 . 2 . 1 )  und ( 2 . 1 . 2 )  erhält man für n =  2 k + \
P n ( x f  _ _  Cr.n-’1 с 5л 2^  1

- . --,9 =^17 •n[р2̂ +1>(1)]- (2k + p + \ ) 2
{ 2k )

Hieraus und aus (4. 1.8) ergibt sich im Intervall —l^iJcsgO
(4.1.9) 2 " l  (*)I =  rp.
Im Intervall —l^ jx ^ O  besteht also auf Grund von (4.1.3), (4. 1.5), (4.1.6), 
(4. 1.7), sowie (4. 1.9)

n
|f)»-»(x)| =АяЛ''.

V = 1

Auf ganz ähnliche Weise läßt sich im Intervall O ^ x ^ l  die Ungleichung
n

^  (x)| ^c,„n"
V = 1

beweisen. Hiermit ist unser Hilfssatz bewiesen.

§ 5. Beweis von Satz I

1. Sei f(x) im Intervall —l ^ i x s i - f l  stetig. Dann ist
n n

(5. 1. 1) Я д / ,  x) —  ^  / ( ^ уп) Луп (x) -f- ccvn ( r̂)
v = l  v — \

die Hermite—Fejérsche Interpolationspolynomfolge des Grundpunktsystems
(1.2.4), wobei {(cvn} ^ c Ynö und 0 ^ d < | ta| ist. Laut des Weierstraßschen
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Approximationssatzes g ibt es ein rationales Polynom яг(х) derart, daß im 
Intervall — l ^ x g  +  1 für * > 0

(5.1. 2) |/ ( x )— rr(x )| min [ ^ r . y ]

besteht. 1st M =  max \n'(x)\, so läßt sich n w e g e n -----^ -< ,« < 0  und (4 .1 .2 )

so groß wählen, daß im Intervall — l ^ x ^  +  1

(5 .1 .3 )
П

2  ̂  (Xv>l) [)vn (x) (Ai +  c, nd) 2 1 ^ n (x )  I ^

gilt. Ist n groß genug, so folgt aus ( 1 .1 .9 )

(5 .1 .4 )  ;t (x) =  ^  n(xvn)hVH(x) +  ^  ;c '(x r ,,) t),,,,(x).
r = l  r-=l

Nun erhalten wir mit Hilfe von (5 .1 .1 ) , (5 .1 .4 ), (5 .1 .3 ), (5 .1 .2 ) , sowie
(3 .2 .1 ) die Abschätzung

iH„(f; x)—f(x)I ^  ^  \f(xv„)—я г ( х „ „ ) |  |/rr i l( x ) |  +  ( A i  +  c1n')) (x )| +
v = \  r - 1

+  \'Л(x )—/ ( x ) I ^  m ax \ f ( x vn) — зт(хг„)\-сю +  -у  +  у  ^  «• 

Hiermit ist Satz I bewiesen.

§ 6. Beweis von Satz II

1. Die zum Grundpunktsystem  (1 .2 .4 )  gehörenden konjugierten Punkte 
sind aus (1 .2 .6 ), (3 .1 .2 )  bzw. (3. 1 .4 ) folgend, für x„„=j=0:

í c  1 1 \ v  „ t xr„(l X,.„) ХГ1,[(2,м +  l)x,„ 2̂ r]
(О. 1 • 1 I Л ул ----Худ I ij ö •

2 (fi -p l)(XyB— 1) Ф  1 2 (m - j-1 )x,.„— (2,« + 1 )

Ist dagegen x,,„ =  0, d. h. im Fall n =  2 k +  \ mit v — А ф 1 , so g ilt wegen
(3 .1 .5 ) und (1 .2 .6 )

Xk-l,n —oo.

Zum Beweise des Satz II werden w ir von folgender Behauptung Gebrauch 
m achen :

Sei («, ß) ein beliebig kleines, festgehaltenes Teilintervall des Intervalls
М .  +  1]. Betrachten w ir das Grundpunktsystem  (1 .2 .4 ) . Wir bew eisen, daß 
für ein genügend großes n, von diesem  n an m indestens ein G lied einer
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jeden Reihe der dreieckförmigen Matrix des Grundpunktsystem s sich im In
neren des Intervalls («, ß) befindet."

Es sei
i 0  für — 1 g  x < «,

/ ( x ) = , ( x — a) (ß— x) für a ^ x fk  ß,
‘ 0  für ß <  x ^  +  1 ;

/ ( x )  ist im Intervall — l ^ x ^ i  +  1 offensichtlich stetig. Nehmen wir an, daß 
die  Behauptung falsch ist. D ann gibt es eine Folge «1< л 2< - " < « ,< •••  
derart, daß kein Glied der zu diesen Indizes gehörenden Punktgruppe 
Xi«,-, Xo,,,-,. . . ,  x„iH (/ =  1, 2, 3 , . . . )  sich im Inneren des Intervalls (a, ß) befindet. 
H ieraus ergibt sich, daß im Intervall — l ^ x ^  +  1 lim / / „ ( / ; x) =  0 gilt.

£->-co

Dagegen ist nach Satz I an der Stelle x =  —̂~

in W iderspruch zur vorausgehenden Folgerung.
Also bedecken die Punkte des Punktsystem s (1 .2 .4 )  das Intervall 

{— 1 , + 1] überall dicht.
Hiernach ist es leicht zu beweisen, daß  auch die zum Punktsystem

(1 .2 .4 )  gehörenden konjugierten Punkte (6 . 1 .1 ) das Intervall [— 1, + 1 ]  über
all dicht bedecken.

Die zu den Punkten xvn =f= 0  gehörenden konjugierten Punkte erhält 
m an wegen (6 . 1. 1) aus der Funktion

g(x)
x [(2 u +  l)x " — 2 .«]

2 (g +  1 )x2 — {2 fi +  1) 
an  den Stellen x,.(i. Im Intervall — l ^ x ^  +  1 ist ^ '(x )< 0 . Daher ist die

í  I 9 ч
Funktion g(x) im Intervall +

2 f( +  l
2 .« +  2.1

, welches wegen — - <
2 fi + 1
2 /Г+ 2  ’

< g < 0  ein Teilintervall von [— 1 ,+ 1 ]  bildet, monoton abnehm end, stetig, 
und ihr W ertbereich umfaßt alle W erte von - f o e  b i s — о с .  Also muß es zwei 
voneinander verschiedene Punkte a und b im Inneren des Intervalls

( -
2 fi +  1

+2 .U +  2 ’
^ •'(x ) < 0  ist — 1

/ 2 ,н +  1 
2 и +  2J

if(x)ä= +  l im Intervall й ^ х :

j geben, so daß g(ci) — 1 und g{b) =  +  1. Wegen 

\a. Es seien у  und ö zwei

0 Diese Behauptung wurde für den Fall eines normalen Punktsystems x1)(,x2n, . . . , x lm 
(л = 1 ,2 , . . . )  von L. F ejér bewiesen. S. L. F ejér, Lagrangesche Interpolation und die zuge
hörigen konjugierten Punkte, Math. Annalen, 106 (1932), S. 68. Der hier mitgeteilte Beweis 
ist identisch mit der Beweismethode von L. F ejér.
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voneinander verschiedene, reelle W erte, für welche — l < y < d <  +  l besteht. 
Dann muß es offensichtlich im Intervall (ö, b) zwei verschiedene Punkte a 
und ß geben derart, daß g(cc) =  y  und g(ß) =  ö. W ie wir vorausgehend 
bewiesen haben, liegt m indestens ein Punkt einer jeden Reihe des Punkt
systems ( 1 . 2 . 4 ) ,  von einem bestim m ten Index n an, im Inneren des Intervalls 
(a, ß). Daraus ergibt sich, daß sich die zu den im Inneren des Intervalls («, ß) 
liegenden Grundpunkten gehörenden konjugierten Punkte wegen der Monotonie 
von g(x) — von diesem  Index an — im Inneren des Intervalls ( / ,  d) befinden. 
Da у  und d  beliebig nahe zu einander liegen können, ist hiermit der Satz II 
bewiesen.

(Eingegangen am 8. Juli 1958.)
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A NOTE ON THE SECOND MAIN THEOREM OF P. TÚRÁN
By

S. UCHIYAMA (Sapporo, Japan)
{Presented by P. T úrán)

Let z , , z . , , . .  . , z n be n complex num bers satisfying the condition
( 1) 1 = Z i  ^  |z2| ^  ••• & |z„|
and put for the sake of brevity

Sv =  b1zvl + b 2z ^ + - - - + b llzl
where the bf s are arbitrary complex num bers. Then the second main theorem 
in the title states that there exists an absolute constant A > 0  such that

max \s,
m+l—v—m+n

■ I >  Í___ ZL
r | =  U ( m 4

X . m in ------- \-b j\
( A ( / n  +  n))

where m is a non-negative integer.
It is know n1 that the constant A in the second main theorem 

the inequalities

(2) 2 е +Тш А ш ев»
where ö0'is  the (only) positive zero of the equation

вев+1 =  1

satisfies

and hence 1,321. It is to be noticed that the second inequality of (2) 
occurs even when the bf s are restricted in such a way that b, =  b., =  • • • =  6„ =  1.

The purpose of this brief note is to prove that the constant A in the 
second main theorem in its full generality cannot be smaller than e. A proof 
will be supplied if we construct a suitable example with n complex num bers 
zlt . . . , z n satisfying ( 1) and the complex num bers bu ...,b„: indeed, as  is 
seen below, such an example exists in which all the bfs are real num bers.

Consider n complex num bers z , , z2, . . zn such that

(3)

and put

Z1 Z2 • • • z„ П (zj—zk) Ф 0

b j= W W )  0 - 1 , 2 , . . . ,n)

where f(z) =  1 2  (z—zf). It is then clear that
j = 1

Í 0  for 1 ^  v Ш n— 1 , 
(4) м г + . . . + t ó - L  for

1 Vera T. Sós and P. T úrán, On some new theorems in the theory of diophantine 
approximations, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 6 (1955), pp. 241—255.
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In fact, th is is nothing but so-called E uler’s identity and is well known. 
Let us take

Zj==1~~J~ lT  ( / ' =  1,2,

Then the conditions (1) and (3) are satisfied and, by definition, the b/s are 
now real num bers. A sim ple com putation shows that

n”
( / —  I)! (n—/’+  1)! ’

V ,  Л" х -t . П ) . . s . . t l n(n  —
n ! S v \ k —  l j  v 7 n i l / — 1

Thus we find that

(5) mm
1 S '= 4

fl -n"
=  —7 • m in , .

«1 1 7zT
Now, by the second main theorem  with m =  0  we must have

max |s y | s  ( — I • m in | Ьг-\------- f- bj\,
l<y<n \ -Vi у

and hence, using  (4) and  (5),

Since

tln
А" Ш . n\

Jln £H+o(l)

n! l/r2 r rn
and n may be arbitrarily large, this last inequality im plies that

A
completing the proof of our assertion.

(Received 15 Ju ly  1958)

Added in proof (20 November 1958). The double inequality (2) can 
now be replaced by

8  ешАШ  1,473;
the second inequality is, according to a written communication of Prof. Túrán 
with the author, a recent result of M r. E. Makai who proved this for 
b i=  b2=  ••• = b n =  1 , while the first is seen without difficulty from the 
argum ent developed in \

We have
l+A

2e *■ >  8 e —  21,746,
j_ i

since ee >  2 2 .



PROBLEMS AND RESULTS ON THE THEORY 
OF INTERPOLATION. I

By
P. ERDŐS (Budapest), corresponding member of the Academy

x ( i )

Let ^ 2) 1 2 x(2) be a triangular matrix of real num bers in (— 1 ,+  1)> — 1 =

g  xfjn) <  4 ’° <  ••• < x ,(1n) =  L It is well known that the unique polynomial of 
degree at most n — 1 , which assumes the values yk at x[")(l ^  к Ш n), is given 
by (the upper index n will be omitted if there is no danger of confusion)

Clearly

n
X  ydk(x), 

1
lk(x) ы(х)

o/ (X a)(X — X,,) ’

n

0)(x) =  I J ( x — Xi).
1=1

Ik  ( X k )  =  1 , lk ( X i )  =  0 for 1 ^  ^  n, i Ф  k. 
Let / (x )  be a continuous function in (— 1, +  1). Put

M /( x ) )  =  < Z M ( x ) ,
k= 1

i. e. L „(/(x )) assum es the values f(xk) at xk (1 ^  к Ш n).
Let f(x) be continuous in (— 1, +  1). A well known theorem of Hahn1 

states that the sequence L„ ( /(x 0)) converges to / ( x 0) if and only if

(1) 2 > -(X o ) |< C
k =  1

where c is independent of n.
Faber- first proved that for every point group there exists a function 

/(x ) continuous in (— 1 , + 1) for which L„(/(x)) does not converge uni
formly to /(x )  in (— 1 ,+  1), Faber in fact proved that for every point group

n
(2) lim max 2  \Ц х ) \  =  ос.

n = co  -  7i, =  l

Actually Faber proved slightly more, he shoved that

(3) max У",
-1^3-Sl л— 1

/fc(x) I >  c lo g  n.

1 H. Hahn, Über das Interpolationsproblem, Math. Zeitschrift, 1 (1918), pp. 115—14?.
2 Q. Faber, Über die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, Jahresb. der 

Deutschen Math. Ver., 23 (1914), pp. 190—210.
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From (2) and (3) it does not yet follow that to every point group there 
exists a point x 0 and a continuous function / ( x )  so that the sequence L „(/(x0)) 
does not converge to f(x0), or w hat is the same thing (by H ahn’s theorem) 
that there exists an x0 ( — 1 ^  x0 ^  1) so that

n
( 4 )  l i m  £ \ Ц х ) \ =  o o .и=со k=1

S. Bernstein3 proved (4), and in fact he proved that for a certain xe 
and for infinitely many л

(5) J j | / fc(Xo)| > ( ^  +  0(l)jlog  n.

In the case of the Chebyshev abscissae

(6 ) max j t \ l * ( x) \ < ~  log л + 0 ( 1).
k = l  i t

T hus in some sense (5) is best-possib le. (5) holds in fact for the Chebyshev 
abscissae for every jc0 and infinitely many n.

In this paper we shall prove that for every point group (4) holds for 
alm ost all x. In fact, we shall prove the following stronger

Theorem 1. Let я and A be any given numbers, and let n >  п0 =  п0(я, A). 
Further let — 1 Ш Xi < x2 < • • • <  x„ Ш 1 be any n points. Then the measure 
of the set in x (— °c <  x <  «=) for which

(7) Z M x ) \ ^ A
k = 1

holds, is less than я.
Theorem 1 clearly implies that (4) holds for almost all x in (— 1 , +  1). 

It is well known that (4) does not have to hold for all x in (— 1 ,+  1), in 
fact, it is easy to see that there exists a Cantor set 5  so that for every x in 5

(8) É \k ( x ) \< c
k =  1

w here c does not depend on n or x. To see this it suffices to start with the 
roots of Tn(x) and  push two consecutive roots close together; we suppress 
the details which can easily be supplied by the reader. By slightly more 
complicated argum ents one can show  that the set 5  can have Hausdorff 
dim ension 1 .

3 S. Bernstein, Sur la limitation des valeurs etc., Bull. Acad. Sei. de l’URSS, (1931), 
No. 8, pp. 1025— 1050.
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By more complicated argum ents we could prove the following stronger 
Theorem 2. Let n >  n0(A ,  c, ß, s) be sufficiently large, — l ^ x ,

■ ■■ <x„^k  1. Then the measure of the set in x for which

k= 1
holds, is less than c/log n (с =  с(Д)). Further if ц =  r;(e) is sufficiently small, 
then the measure of the set in x for which

n

2 1M*) I log n
k —l

holds, is less than ?.
The case of the Chebyshev abscissae  shows that Theorem 2 is best- 

possible. W e do not give the proof of Theorem 2 since it is similar bu t more 
complicated than that of Theorem l.

In a subsequent paper I shall prove that for every point group there 
exists a point x 0 (— l s x 0 s l )  so that for infinitely m any n

(9) É \ l Á x 0) \ > ~ \ o g n — c.
k = l  - T

In view of (6 ) (9) is best-possible.
Here the following question could be asked: For which distribution of 

points — 1 ^  х г <  ■ • • <  X» 1 is
n

max £  \lk(x)\
- 1 = ^ = 1  =  l

a m inim um ? It has been conjectured that this point group x l t x 2, is
n

uniquely determined by the fact that all the л + l  maxima of У  ! L(x)\
k= 1

in (Xi, xi+i)  (0 =  /' =  л -j- 1 > x0 =  — 1, x„+i =  +  1) are equal. Denote the value 
of this minimum by U„.  W e would further conjecture that for every other n 
points in (— 1 , +  1) ( — 1 s x j  <  xó <  • • • ^  ^  1) at least one of the n - \ - 1

n
maxima of \ k(x)\ in (xí,xí+i) ( O i / s n - f l )  is less than Un. T he only

k= 1
result I can prove in this direction is that at least one of these m axim a is 
less than л 1 - . 4

It m ight be further worth-while to formulate the following conjecture: 
Let |z.-| =  1 (1 ^  ш n). Then

n
max ^  \lk(z)\
| z | g l  k = l

is a minimum if and only if the г ,’s are the roots of z"==a, |aj =  l.

4 P. E rdős, Some remarks on polynomials, Bull. Amer. Math. Soc., 53 (1947), pp, 
1169—1176, Theorem 2 (p. 1171).
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G. G rünw ald6 and J. M arcinkiewicz6 proved simultaneously and inde
pendently that there exists a continuous function /(x )  so that the sequence of 
Lagrange interpolatory polynom ials Ln(f(x)) taken at the Chebyshev abscissae 
diverge for every x  (— 1 ^  x ш 1). In fact, they prove that for all x (— 1 Ш х^ 1) 
l im Ln(f(x)) — ос. In a subsequent paper I hope to prove the following resu lt:
n = r C O

Х$>>
Let x d) x (2) be any point group. Then there exists a continuous function f(x)

so that for alm ost all x, lim L „(/(x ))  =  OO .
n=co

On the other hand, it is not true that there always exists a continuous 
/ (x )  so that L „ (/(x )) diverges at all those x  for which (4) holds. In fact, I 
can construct a point group so that for every continuous function /(x )  there are 
continuum m any points x0for which (4) holds and nevertheless Т „(/(х0))—> / ( x 0) 
as n tends to infinity.

If (4) holds for every x„ (— 1 ^ x 0 ^ l ) ,  I can not decide whether there 
exists an f(x) so that Ln(f(x)) diverges for every x (— l i  x g l ) ,

One final remark. It is not difficult to construct a point group so that 
for every continuous function / ( x )  and every x0 there should exist a sequence 
nk (depending on / ( x )  and x0) so that
(10) lim Z,„A(/(x 0) ) —> /(x 0).k=co

We can, in fact, construct a point g roup  so that for every x„

( 1 1 ) lim ^ | / / , ( x 0) | =  1

which by H a h n ’s theorem im plies (10).
The proof of (11) is easy, we just outline it. Let x1 ; . . . ,  x,-, X;+2, . . . , x „

be n — 1 roots of Tn(x) and x i+i — X; =  o 

tation shows that for x ; ^  x s  xi+i

1

.«(log «)4 Then a simple com pu-

|4 (x)| — l + o ( l ) .
f c =  1

1Now ..
S i  «(log n)

group whose nth
— =  0 0 , thus it is easy to see that we can construct a point 

row is the above-m odified Chebyshev point group and so

5 O. G rünwald, Über die Divergenzerscheinungen etc., Annals 0/  Math., 37 (1936), 
pp. 908—918.

e J. Marcinkiewicz, Sur la divergence des polynómes d’interpolation, Acta Sei. Math. 
Szeged, 8 (1937), pp. 131—135.
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that every x0 ( — 1 ^  x 0 ^  1) should be contained infinitely often in a  „short“ 
interval (Xi.Xi+i) and thus ( 1 1 ) follows.

Now we prove Theorem 1. W e put x0 = — 1, x„+i =  + 1 .  Henceforth 
cu c2, . . .  will denote positive absolute constants independent of s, A and n. 
The points x (— oo <  x < oo) which satisfy (7) we shall call bad points. 
Thus we have to prove that the measure of the bad points is less than s. 
First we prove the following

Lemma 1. The measure of the bad points x which satisfy any of the 
conditions

a) are not in (— 1 , +  1),
b) for which min |x — X ;|< « /1 2 n ,

1 ̂ =k=.n
c) which are in intervals (x;,x l+i)  satisfying xi+i — x, >  c^Afn, 

is less than si2.
Let x„ be a bad point not in (— 1, +  1). By interpolating x '* '1 on the 

points Xi (1  s |  / n) we obtain for all x

x“-1 =  хГ1 l k ( x )
k = l

or

(12) x ^ < Z M x o ) \ .
k =  1 

A
Now if |x0| 1 then x ’“ 1 >  A, or we have from (12) that for |x | Ш 1 +  Ain

Z | / k(x )| > a ;
k=1

or if x0 is bad we have |x0|<  1 +A/n. Thus the m easure of the bad  points 
satisfying a) is less than 2A/n<e/6  for n > n 0.

By similar argum ents we can easily show that the measure of the bad 
points satisfying a) is less than c2/n2. In fact, it is easy to show that the 
m easure of the points x  outside (— 1, +  1) for which

max |4 (x ) | <  A,
lSfcS)i

is less than cjn2.
Since the num ber of the points x ; is n +  2, it is clear that the m easure 

of the points in x satisfying b) is less than f/6 .
Now we have to deal with the bad points satisfying c). Let — 1 1.

It is well known7 that there exists a polynomial p„~i(x) of degree at most

7 See e. g. P. E rdős and P. T úrán, On interpolation. II, Annals of Math., 39 (1938), 
p. 712.
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n —  1 for which

(13) Ai-i ( f)~  1, lp(x)l <  m in for — l ^ x ^ l .

Assum e now that

(14) m in | i — Xk\>c6A/n.

Then we ob tain  from (13) and  (14)

(15) |/7„-i (xa)| <  ( l s A r ^ n ) .
n

Thus from (15) and the identity Pn-i(£) =  £ p » -i(x k)lk(g) we obtain
k= 1

k=1
o r  a  point $ can be bad only if

■(16) min |£ — хк\шкс6А/п.
1

The num ber of intervals (x t , x i+i) satisfying xiH—xi > c lA/en is clearly 
less than an/CiA and  thus from (16) the m easure of the bad points satisfying 
c) is less than

2 cr,A an 2 cba a 
n CjA Ci <  6  ’

if Ci > 12c5. T hus the proof of Lem ma 1 is complete.
To complete the proof of ou r theorem we only have to prove that the

m easure of the bad  points not satisfying any of the conditions a), b) and c)
is less than a/2. In other words, we have to prove that the m easure of the
poin ts x (satisfying — l ^ x ^ l )  which are in intervals (x,, x,+i) satisfying

£ c A.
— <  x,+i — —  and for w hich

6 n an

(17) x, 12/1 <x<Xi+1 12/1

and  which satisfy (7), is less than  a/2.
If the above statement is false there clearly must exist at least гл /2 с , A 

intervals (x,, x i+i), x i+i— Xi<CiA/an, which contain bad points satisfying (17). 
But then there m u st exist at least a2n/4CiA such intervals

(18) (Xir , X,,.+i)

w hich do not have an endpoint in  common and  each of which contains bad 
po in ts  satisfying (17). Now we prove
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Lemma 2. Assume without loss of generality that |a /(x ;) | ^  |o/(x,-+1) |.  
Then for any x satisfying (17) and Хг+i— x, ^  c, A/sn (i. e. not satisfying c)) 
we have

|/f+i(x)| >cee2/A.
It is known8 (and easy to see) that for x, <  x  <  xi+\

(19) /;(х) +  /,+1(х )>  1,
or by I m' (x )  I iS I c o '(X i)  I we have for x, <  x <  x +i

(20) ю(х) 1 co(x)
o/(xi+i ) (x — X,) l (o'(xi+i)(x  — Xi+i) >  1 .

Now since x satisfies (17) and (x,, x i+i)  does not satisfy c) we have

(21)

T hus from (20) and (21)

, , 1 2 с,Л ,X —  X/| >  ---- 5—  X — Xi+1 .

I im (x) | l  +
12 c,A > 1

which proves the lemma.

Lemma 3. Let yu y. , , . . . ,  yt be any t ( t>  t0) distinct numbers in (— 1, +  1) 
not necessarily in increasing order. Then for at least one и (1 g  и ^  t)

(22)

2 ’-=i
e f.

2

1 ^  t log t
“  \y„—yi\ 8

If the lemma would be false we would have

1 _  <  lQg  *
i=á<m y'i—y'j " 8

where the j / ’s are ordered by size, i. e. — 1 s i y í  < yí<  < yl Ш 1. But it is 
easy to see that (22) is false. To see this observe that

t-k
2  (yi+k—y’i) ^  2k,
i = 1

and using the inequality between the arithmetic and harm onic mean, we 
obtain

2k
or

2 1 '{t—k f f2 log t
y ' — y'i \ Ы  у'ш — y'i " t~\ 2 k 82 2 ^ > 2

for t > t0 which proves Lemma 3.

8 See P. E rdős and P. T úrán, On interpolation. Ill, Annals o f Math., 41 (1940), 
Lemma IV, p. 529.

10 Acta Mathematica IX/3—4
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Consider now the intervals (18). By assum ption each of them contains 
bad points satisfying (17). Define

Угг =  Xir if K ( * ír) |i= |ö /(X v + i) |, otherwise y,r =  x r+i .

Reorder the y»r as follows:

(23) |ю '( У 0 1 ^ |® 'Ы 1 ^  " •  S |® '0 * )l>
By Lemma 3 there is a yu so that

t = 8*n 
4c, A

(24)
f log t

á  \y»—yiI >  8
We have (say) yu =  x r . Now we show that the interval

(25) X ir  +
8

1 2 n < X <  JCi+1
8

12n
does not contain any bad  points, and this contradiction will complete the 
proof of Theorem  1. T o see this let x satisfy (25).

We have form (24) and (23) by a simple com putation that for the x’s 
satisfying (25) we have for n > n0(8)

(26)

Further clearly

y - ___] _  t log t n log n
é í  |x — j i |  16 '  2 0

n
(27)

where the dash indicates that the sum m ation is extended only over those 
xk’s which are equal to one of the y t (1 Ш i Ш u). By (23) we have ( x r =  y„)

(28) l ! / i W I = r
w(x) w (x) u-\

у Х— Уи
(o'(xk)(x—xk) ю'(У<.)(х— У«) x—yi

Now, by Lemma 2, (23) and (26) we have i\x—yu \ > 8

12n by (25)

(29) ® (x) ___
ш '(У и)(Х — у и)

u- 1 x —yu
x —yi

8 1 CC£3 П log tl
12n é í  x —у,: 12n 20

which com pletes the proof of Theorem 1.

(Received 1 August 1958)



ON MIXING SEQUENCES OF RANDOM VARIABLES
By

A. RÉNYI (Budapest), member of the Academy, and P. RÉVÉSZ (Budapest)

Introduction

In a recent paper [1] the first named author proved the following

T heorem 1. Let [£2,61, P] be a probability space (i. e. P  =  P  (Д) a prob
ability measure defined for sets A belonging to the o-algebra 61 of subsets 
of the set £2). Let C„ be a sequence of sets such that C0 =  £2, C„ £ 61 and 
P (C „) > 0  for n — 1 , 2 ,___ If for к == 0, 1, 2 , . . .  the condition1

(1) lim P (C „ |G )  =  A ( 0 < A < 1 )
n - >  CD

is fulfilled, then for any В £ 61 such that P  (В) > 0 we have 
(2a) lim P (C lt|ß )  =  ;k.

H —>- CD

This implies that if Q is an arbitrary measure on 61 which is absolutely 
continuous with respect to P , we have 
(2b) lim Q (C„) =  A.

t i - >  CD

We shall say that a sequence {?„} of random  variables defined on the 
probability space [£2,61, P] has the “ m ixing” property (or simply: is  
„m ixing“) if

(3) P ( S „ < x | B )= > F (x )
for every В £ 6 t with P  (В) >  0, where F(x) is a distribution function not 
depending on B. Here ==> denotes, as usual, the weak convergence of a 
sequence of distributions to a limiting distribution (i. e. that Р (£ п < х )  tends 
for n —Kx> to F(x) for every x which is a continuity point of F(x)).

It has been shown in [1] that in case {£„} has the m ixing property, 
and Q is a measure on 61 which is absolutely continuous with respect to P , 
then
(4) Q (£„ <  x )= ^  F(x).

In [1] it has been proved by means of Theorem 1 that if Sj, §2, . . .  are  
independent random variables, A, and B„ sequences of real numbers such

1 P(A\B)  denotes the conditional probability of A with respect to the condition B.

10*
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that B n - * - j-oo for n —*oc and putting

§1 §2 “I-  ‘ - - Cn-- A„

P(C„<x)==>F(x)
where F(x) is a distribution function, then the sequence £„ is mixing, i. e. 
(3) holds.

This result has been proved previously only under some restrictions 
in [2] and [3].

As the random variables (5) form an (additive) Markov chain, it is 
natural to ask whether general Markov chains do possess also under suitable 
conditions the mixing property.

In § 1 it is shown that it is rather easy to find sufficient conditions 
for a sequence of random variables being mixing. The conditions in question 
are, especially, satisfied for certain M arkov chains. T his is shown in §  2 by 
giving some examples.

(5)
we have

(6)

§ 1. Some conditions for a sequence of random variables
being mixing

Let bo> Ci, &>>••• be a sequence of (real-valued) random variables and 
suppose that for any real x and for any possible value у of £* we have for
n—*°o

(1.1) P(£« < *|Ca = y )= .-F (x )
where F(x) is a distribution function.2

Putting P, (x) =  P (Ca < x) we have for any real 2

z

0-2) P (C„ < xjCit <  2 ) =  p  I — ) P(Cn < x | £ fc =  y)rfP*(y).
-  CO

Thus, by the theorem of Lebesgue on the integration of bounded convergent 
sequences of functions it follows from (1.2)  by virtue of (1.1) that

(1 .3 ) lim P (C„ < x I Ca- <  2 ) =  F(x)
?! —>- CO

for every point of continuity x of F(x). Especially we have (for 2  =  +  » )  

( L 4 )  P (C „ < x )= =  F(x).

2 It suffices to suppose that (1. 1) holds for y £ B k  where P (£a £  B/, ) =  1.
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Thus, applying Theorem  1 to the sets C0 =  ß ,  C„ =  {cu: £„(w) <  x} 
(n =  1 ,2 , . . . )  we obtain that if Q is a probability m easure on ét which is 
absolutely continuous with respect to P, we have

(1 .5 ) Q (L < x )= > F (x ) .
Evidently, condition (1 .3 )  is also necessary for the validity of (1 .5 ). 

Thus we have obtained the following

T heorem 2. The sequence {£,,} (n =  0, 1, 2 , . . . )  of random variables 
defined on the probability space \ í f  él, P] has the mixing property if and only 
if for every k =  0, 1 , 2 , . . .  there exists a set Ek for which P (Ck £ Ek) =  1 and 
is such that for у £ Ek we have for n—**о
( 1 . 6 ) Р (£ и < x |£* =  ? )= = > E(x)

where F(x) is a distribution function not depending on y.
Theorem 2 can be applied, especially, to verify the mixing property of 

Markov chains.

§2. Examples

Example 1. Let {£„} be a Markov chain. It follows from a well-known 
theorem of Kolmogorov [4] that condition (1 .6) is satisfied (moreover, the 
convergence is uniform) if the following two conditions are fulfilled:

a) For any pair x, у of possible values of Ck and  for any m easurable 
set G we have

(2. 1) P(£*+. € G | £ fc =  x ) i = ^ P ( £ fc+i £ G |£ fc =  >-)

for k =  0 , 1 , 2 , . . .  where the constants are such that
CO

(2 . 2) =
fc=0

b) P (Cn < x) ==> F(x) for n—ЮС.

Example 2. Let {£„} be a hom ogeneous Markov chain having a finite 
num ber of possible states. Suppose that each £„ can take on only the values
1,2 , . . . , r .  Let us denote by pu the transition probabilities of the Markov 
chain {?„}, i. e. put

(2 .3 ) P q =  P ( U 1= / I ? «  =  0
and denote by л  the m atrix (pij). Suppose that there exists a positive inte
ger s so that all elements of л s are positive. Then, a s  well known, (1 .6 )  is 
satisfied. Thus it follows from Theorem  2 that the Markov chain {£„} is 
mixing.
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Example 3. Let the random  variables £» (n =  0, 1, 2 , . . . )  defined on the 
probability space [ß , d, P] form a hom ogeneous Markov chain. Let C„ and 
Dn >  0  be two sequences of real numbers such that for any fixed k(k=  1 , 2 ,...) 
we have

(2. 4) 

further 

(2. 5)

lim ^  -  =  1 and lim п "̂ к — 0 ,
71—>  CO M l  П-УСО U n

L - С ,,.
Dn - < x £o =  y \= > F (x ) ,

where F(x) is a distribution function which is independent of the value of 
у  where у may take on any element of a se t Y such that P(C0 £ F )  =  1. 
Then we have

< 2 . 6) 0 Г /  л- i -

for any probability measure Q  on d  which is absolutely continuous with 
respect to P .

As a m atter of fact, ow ing  to the supposition that the Markov chain is 
hom ogeneous and the supposition  (2 .4 ) , it follows from (2 .5 ) that if 
л —>oc, then

(2. 7) <  x ==>F(x)

for k =  0, 1, 2 , . . . ;  thus our assertion  follows from Theorem 2.

Example 4. Let us consider the Engel’s series of the real number t 
( 0 < t < \ )

(2 .8 )  f =  — +  — l—  +  - - Ч ---------- 1--------+ • • •
q 1 <7i qi <7. q> ■ ■ ■ q„

w here qn =  qn(t) Ш 2 is an integer. It is know n (see [5] and for another

proof [6 ]) that 4''—n is in the limit for n - и х  normally distributed, that is
In

(2 .9 ) lim P
n-vco

(jo g  q,: — n
1 Y n

-  CO

where P  denotes the Lebesgue measure. It has been shown in [6 ] that the 
random  variables lo g ^ ,t (0  are form ing a hom ogeneous M arkov chain on the 
probability space [£?, d, P] w here Í2 is the interval (0, 1), d  the set of meas
urable subsets of ß  and P (A ) the Lebesgue m easure of A £ d .  
It is easy to see from the proof given in [6 ] that (2. 9) rem ains valid also 
un d er the condition q ^ k  where кш  2  is an arbitrary integer. As for C„ =  /2,
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D n =  Уn the conditions (2. 4) of Example 3 are satisfied, it follows from 
Theorem 2 that

( 2 . 10) ( — <  X  <  +  o o )

if Q is any probability m easure in the interval (0, 1) which is absolutely 
continuous with respect to the Lebesgue measure.

(Received 6 August 1958)
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MAXIMUM-MINIMUM SÄTZE ÜBER GRAPHEN
Von

T. GALLAI (Budapest)
( Vorgelegt von G. Hajós)

Einleitung

Im folgenden behandeln wir in vereinfachter W eise die E rgebnisse einer 
kürzlich in ungarischer Sprache erschienenen Arbeit ([9], [10]). W ir beweisen 
mehrere, dem M engerschen „n-Kettensatz“ ([14], S. 222) ähnliche „M axim um- 
M inim um “ Sätze. EgervAry verallgemeinerte (in matrizentheoretischer Form ulie
rung) den auf paare G raphen bezüglichen Spezialfall des M engerschen Satzes 
in solcher W eise, daß er die Kanten der Graphen mit Zahlen bewertete und 
statt des M aximums der Kantenanzahlen gewisser Kantenmengen das Maximum 
der W ertsummen der betrachteten Kantenmengen nahm ([3], S. 1 7 ,1). Den allge
meinen Mengerschen Satz kann man nicht in der gleichen Richtung ausdehnen. 
Es gelingt aber, einen der Egerváryschen Verallgemeinerung ähnlichen Satz 
dadurch zu finden, daß man statt ungerichteter G raphen gerichtete, statt 
W ege gerichtete Kreise nimmt. In gleicher Weise kann man aus dem „max- 
flow m in-cu t“ Satz ([1], [5], [6 ], [7]), der den M engerschen Satz als Spezial
fall enthält, mehrere der Egerváryschen Verallgemeinerung entsprechende 
Sätze herleiten (Sätze (2 .1 .6 ) , (3 .1 .4 ), (3 .2 . 3), (3 .2 .6 ) ) .  W ir w erden jedem 
dieser Sätze je einen „dualen“ Satz zur Seite stellen (Sätze (2 .1 .7 ) , ( 3 .1 .5 ) ,
(3 .2 .4 ) , (3 .2 .7 )) . Durch Anwendung der erhaltenen Sätze auf besondere 
Graphen bzw. Bewertungen gelangen wir zu weiteren Maximum-M inimum 
Sätzen (Sätze (4 .2 .3 ) , (4 .2 .5 ) , ( 4 .2 .7 ) ,  (4 -2 .9 ), (4 .3 .1 ) , (4 .3 .3 ) , (4 .3 .5 ) , 
(4 .4 . 12), (4 .4 . 13)), die sich auf W ege bzw. auf Kanten beziehen, und die 
als Spezialfall den „max-flow m in-cut“ Satz, den erwähnten Egerváryschen 
Satz und einen von D ilworth stam menden, auf halbgeordnete Mengen 
bezüglichen Satz ([2 ], S. 161, 1 . 1) enthalten.

Es ist bemerkenswert, daß in den Sätzen die Ganzwertigkeit der Bewer
tung die Ganzwertigkeit der anderen auftretenden Zahlenwerte nach sich 
zieht. W ir werden unsere Sätze erst unter Berücksichtigung der G anzw ertig
keit ableiten und nur nachträglich zeigen, daß sie auch mit nicht ganzzah li
gen Bewertungen in Kraft bleiben (Abschnitt 2. 5).

Man kann unsere Sätze auch auf unendliche G raphen ausdehnen. Das 
zeigen wir in Bezug auf Satz (2 .1 .6 )  (Abschnitt 2 .6 ).
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Als Anw endung bew eisen wir zwei Sätze bezüglich Faktoren (Sätze
(5 .1 .2 ), (5. 2. 2 )), und wir leiten aus diesen einen Satz von O re ([15], S. 405, 
Theorem 2 .3 .2 ) ,  sowie einen Satz von T u t t e  ([16], S. 930) ab.

Unser Beweisverfahren stam m t aus der in [8 ] angewendeten Methode. 
Man kann d ieses Verfahren sow ohl auf die Sätze (2. 1.6), (2 .1 .7 ), als auch 
auf die Sätze (3. 2. 6 ), (3. 2. 7) anwenden, doch sind die Beweise der erst
genannten Sätze viel einfacher (siehe [9] und [ 1 0 ]). Glücklicherweise lassen 
sich jedoch m it einem durch F ord  und F ulkerson  ersonnenen Verfahren 
([6 ], S. 212) aus (2 .1 .6 )  und (2 .1 .7 )  die Sätze (3 .2 .6 )  und (3 .2 .7 )  leicht 
herleiten (Abschnitt 3. 2).

Zuletzt zeigen wir, daß die Sätze (2 .1 .6 )  und (2 .1 .7 )  auch mit Hilfe 
des Dualitätssatzes der Theorie der linearen Program m ierung (s. [11], S. 58—65) 
ableitbar sind (§  6 ).

§1
1.1. Grundbegriffe

Betrachten wir zwei nichtleere Mengen Ф und lP. Es sei Ф die Menge 
der Knotenpunkte — im folgenden einfach nur Punkte — Ф die Menge der 
gerichteten Kanten. W ir bezeichnen einen beliebigen Punkt mit X, eine belie
bige Kante m it x. Auch die m it Indizes versehenen Buchstaben X  und x 
sollen Punkte bzw . Kanten bedeuten. Der gerichtete Graph Г  ist dann gege
ben, wenn es vorgeschrieben ist, welche Punkte und Kanten zueinander 
inzident sind. W ir geben die Inzidenzen in folgender Form an: Man ordnet 
zu jedem P aar der Elemente x  und X  eine Zahl (x, X) mit folgenden Eigen
schaften zu:
(1 ) es gebe zu jedem  x ein X' und ein X" mit

(x, X') -  y ,  (x, X") =  -2  , (x, X) =  0, falls Х ф Г Д " ;

(2) es gebe zu jedem  X  ein x mit ( х Д ) ф О .
Die in (1) auftretenden Punkte X' und X" heißen die Randpunkte der Kante 
x , X' ist der Anfangspunkt, X" der Endpunkt. W ir werden die Behauptung, 
daß  X' der Anfangspunkt, X" der Endpunkt der Kante x ist, kurz mit der 
Gleichung x =  x{X ' X") ausdrücken. Auch die folgenden Ausdrucksweisen 
werden wir benützen: die Kante läuft von ihrem Anfangspunkt aus, läuft in 
ihren Endpunkt ein, ist zu jedem  ihrer Randpunkte inzident.

Die Bestim m ung eines ungerichteten G raphen unterscheidet sich von 
der vorausgehenden Definition nur darin, daß die Funktion (x, X), welche 
d ie  Inzidenzen angibt, für eine jede Kante und für die beiden zu der Kante 
gehörigen Randpunkte den W ert 1/2 annimmt.
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Im folgenden verstehen wir — w enn nicht das Gegenteil bem erkt wird 
— unter einem Graphen immer einen gerichteten G raphen.

Sind die Mengen Ф und Ф endlich, so heißt d e r Graph endlich.

1.2. Ketten

(1 .2 . 1) Es s e i / (x )  eine auf der Menge Ф' definierte ganzwertige Funk
tion. W ir nennen die lineare Form ^  / (x )x ,  sowie d ie  Funktion f(x ) selbst

■Tg Ф
(diese Zweideutigkeit führt zu keinem Mißverständnis) e ine Kette und bezeichnen 
sie mit / .  Der Wert f(x) heißt die Multiplizität der Kante x in / .  Ist die 
Anzahl der Kanten, die in /  eine von Null verschiedene M ultiplizität haben, 
endlich, so heißt die Kette endlich. In dieser Arbeit treten  nur endliche Ketten 
auf, und deshalb wird das  Wort „endlich“ meistens weggelassen.

Sind die in /  vorkommenden, von Null verschiedenen Multiplizitäten 
sämtlich positiv, so nennen wir die Kette positiv. D ie Positivität d e r Kette /  
drücken wir mit der Ungleichung / ä O  aus. Im allgem einen fassen wir eine 
sich auf Funktionen beziehende Ungleichung bzw. Gleichung, in der das 
Argument nicht explizit vorkommt, derart auf, daß sie  für jeden Argument
wert besteht. Dem entsprechend bedeutet f  0, daß  jede Kante in /  die 
M ultiplizität Null besitzt. /= j= 0  soll die Negation von / = 0  bedeuten.

( 1 .2 .2 )  Sind fi f . . .  у fn Ketten, Я........ . Я„ ganze Zahlen, so ist auch
f = l xf - \ --------}-Я„/„ eine Kette. Sind die Ketten / , . . . , / „ ,  sowie d ie  ganzen
Zahlen Яа, . . . ,Я „  positiv, so ist auch /  positiv.

f 'c z f  soll bedeuten, daß die Ketten / '  und /  den  Ungleichungen / ' / £ 0 
und | / ' | ^ | / |  gleichzeitig genügen.

Man kann die folgenden Behauptungen leicht einsehen:
Ist f'c z f ,  so ist auch f —f ’c zf
Aus / ^ 0  und f ' c z f  folgt / '2 : 0 .
S i n d / ! , . . . , / ,  positive Ketten, und ist / = / - j -------j- /„ , so i s t / с /

(/ =  1 , . . . , л ) .

( 1 .2 .3 )  Besitzt die Kette /  d i e , Eigenschaft, daß  mit Ausnahm e einer 
Kante x ' jede Kante in /  die M ultiplizität Null besitzt und |/(x ') | =  l ist, so 
nennen w ir die Kette /  eine Kante. (W ir werden solche Kanten gewöhnlich 
mit e bezeichnen.) Um die ursprünglichen Kanten von den jetzt definierten 
zu unterscheiden, werden wir die ersteren Grundkanten nennen. Kann jedoch 
kein M ißverständnis Vorkommen, so werden wir s ta tt G rundkante einfach 
Kante sagen.

Ist e eine Kante und ist e (x ') | =  l, so heißt x ' die Grundkante von e. 
Im Falle e(x ') =  l ist e — x'. e ist jetzt eine positive Kante und w ir sagen,
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daß  der Anfangs- bzw. der E ndpunkt der Kante e mit dem  Anfangs- bzw. 
dem  Endpunkt der Grundkante x ' zusammenfällt. Falls e (x ')  = — 1 ist, g ilt 
e =  — x'. W ir nennen jetzt e e ine  negative Kante, und w ir verstehen unter 
dem  Anfangs- bzw. Endpunkt d e r  Kante e den Endpunkt bzw . Anfangspunkt 
der Grundkante x’. (Wie ersichtlich, kann m an die positiven Kanten mit den 
Grundkanten identifizieren.) W ir werden die Tatsache, daß X' der Anfangs
punkt, X" der Endpunkt der K ante e ist, durch die G leichung e =  e(X' X") 
ausdrücken.

(1 .2 .4 )  Ist /(x )= j= 0 , so heiß t x eine Grundkante der Kette f. Ist fe ^ O  
und fe  4=0, so sagen wir, daß e eine Kante von f  ist, oder daß  e auf f  liegt, 
oder d a ß / e  enthält. Da wir n u r endliche Ketten betrachten, hat jede Kette 
nur endlich viele Grundkanten u n d  Kanten.

1st e eine Kante von /  und  x ' die G rundkante von e, so nennen wir 
den W ert |/ (x ') | die Multiplizität von e in f.

Es sei die Folge eu . . . ,  en aus Kanten der Kette /g e b i ld e t .  Kommt 
eine jede Kante von /  in der Folge ebensooft vor, wie die Multiplizität der
Kante in /  ist, so gilt die G leichung f = e x-\--------\-en, und w ir sagen, daß
die Anzahl der Kanten von f  g leich  n ist. W ir werden d iese  Anzahl der 
Kanten von /  m it v( f )  bezeichnen. Wie ersichtlich, ist v ( / )  =  Z m \ .  w°

das Zeichen 2L die Summation nach allen Grundkanten x bedeutet.
x

In ähnlicher Auffassung w ollen  wir von der Anzahl derjenigen Kanten 
von /  sprechen, die zu einem P unk te  X inzident sind, von X  auslaufen bzw. 
in X  einlaufen. W ir bezeichnen d iese  Anzahlen, in der gleichen Reihenfolge, 
mit vx{f), v’x(f), v'x(f). Es gelten die  Gleichungen

" * ( / )  =  2 Z l / ( x ) | | ( x ,  X)\, <'*(/) = - 2  V / ( x ) ( x ,  X),

vHf)  =  2 'E 'fix)  (x, X); X
X

hierbei bedeuten die Zeichen Г  bzw. V "  die Summation nach denjenigen
X  X

G rundkanten, welche die Ungleichungen /(x )  (x, X) < 0 bzw. / ( x )  (x, А) >  0 
befriedigen.

Ist I'X ( / )  >  0, so sagen w ir, daß X ein Punkt von f  ist, oder daß X  
auf f  liegt, oder daß /  X enthält. W egen der Endlichkeit der vorkommenden 
Ketten enthält jede Kette nur endlich  viele Punkte.

(1 .2 .5 )  W ir führen das Z eichen  (/, X) e in :

( / ,  X) =  2 f ( x ) ( x ,  X ) =  l  ( , A ( / ) - r 'v ( / ) ) .
X £

n  n

Ist f = y i , f i ,  SO gilt ( / , , А ) = = 2 ’Я; ( / >А).
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Besitzt die Kette /  die Eigenschaft, daß für jeden beliebigen Punkt X  
die Anzahl der von X  auslaufenden Kanten von /  gleich der Anzahl der in 
X  einlaufenden Kanten von /  ist, d. h. wenn für jedes X  ( / ,  X ) =  0  ist, so 
nennen wir die Kette /  geschlossen, oder wir sagen, daß /  ein Zyklus ist. 
W ir werden die Zyklen gewöhnlich mit dem Buchstaben z  bezeichnen. n

Sind z , , . . . ,  z„ Zyklen, A,, . . . ,  A„ ganze Zahlen, so ist auch z =  ]£ iiZ i 
ein Zyklus.

(1. 2. 6 ) Es sei
(*) X, e■ X , . . .  Xn-i e,i Xn
eine Folge von Punkten und Kanten, welche die folgenden Eigenschaften 
besitzt:

e, =  ei (Xi-x Xi) ( f = l , . . . , n ) ,  Xi=\=Xj wenn / ф у  (/,y' =  0 ,1 , . . . ,  n).
Dann heißt die Kette f = e x-\--------\-en ein Weg, genauer ein X ,Xn-Weg, und
wir nennen die Folge (*) die zum W ege /  gehörige Folge. X0 und Xn sind 
die Randpunkte, X0 der Anfangspunkt, X , der Endpunkt des W eges. Die 
Punkte Xu . . . , X n-i nennen wir — wenn solche Punkte vorhanden sind — 
die inneren Punkte.

Es ist vorteilhaft, auch die Kette / = 0  als einen XX-Weg zu betrachten, 
wo X  jeden beliebigen Punkt bedeuten kann.

Die aus den Elementen der Folge (*) gebildete Kette f  =  У', e,
i= j

(1  ist ein A}_i Xi-Weg. Es gilt / ' с / ,  und wir bezeichnen / '  als
den Xj-1 Xk-Teil von / .  Den W eg / '  =  0 werden wir als den Ai Xi-Teil von 
/  betrachten (/ =  0 , 1, . . . ,  n).

1st in der Folge X0exX ,. . .  X„-ie„ X , X„ =  X„, sind jedoch X0, X ,,...,X „-i 
alle voneinander verschieden und gilt e, =  e , ( X - iX )  (/ =  1 , . . . ,  n), so heißt
die Kette f = e l -\--------\-e„ ein Kreis. W ir werden die Kreise gewöhnlich mit
dem Buchstaben к bezeichnen. W ir betrachten auch die Kette / =  0 als einen 
Kreis.

Ist /  ein W eg oder ein Kreis, so gilt | / ф  1.

(1 .2 . 7) S a t z . Man kann jeden Zyklus z in der Form z =  ^  k:, dar
stellen, wobei К einen Kreis mit k,czz bedeutet (i— \, . . . ,n) .

Be w eis . Ist z =  0, so kann man « =  1 , ^  =  0 setzen. Es sei г ф О ,  
und es sei e1 =  e1 (X0 X 1) eine beliebige Kante von z. W egen der Geschlos
senheit der Kette z  existiert eine zu z  gehörige Kante e2 =  e.2(X, Xj). Aus 
dem gleichen Grunde gibt es auch eine zu z gehörige Kante e3 =  e:i (X2 Xj) 
usw. Da jedoch z  nur endlich viele Punkte enthält, müssen in der Folge 
X0, Xj , X , , . . .  gleiche Punkte Vorkommen. Bezeichnen wir mit m die kleinste
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Nummer, für d ie  Xm =  Xi_i m it / <  m g ilt; so ist ein Kreis, <г,фО
i= L

und  кг cz z. Ist кг — z, so ist d er Beweis beendet. Ist Aa ф  z, so ist der Zyklus 
z  — кг ф О , und die Zahl der Kanten von z — kx ist kleiner als diejenige von 
z. W ir können unser Verfahren auf z — A, wiederholen. So erhalten wir einen 
Kreis ko mit k2c zz—k, und А2 ф 0  usw. Da z  nur endlich viele Kanten 
enthält, kommen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten zum Ende. 
U nsere B ehauptung ist damit bewiesen.

Wir bem erken, daß die in (1 .2 .7 )  angegebene Darstellung auf mehrere 
W eise realisierbar ist, und m an kann im Falle г ф О  auch die Forderung 
ki ф  0  (/ =  1 , . . . ,  rí) erfüllen.

(1 .2 .8 )  Ist e =  e(X'X") eine Kante eines Zyklus z, so gibt es einen 
X"X'-Weg f  mit fczz.

n
Beweis. N ach (1 .2 .7 )  ist z — У', A;, wo A,: ein Kreis mit kj<^z( i= \ ......n)

t= 1
ist. e muß in einem  der Kreise A,, zum Beispiel in A,, enthalten sein. Dann 
ist jedoch / = A i — e ein gesuchter Weg.

(1 .2 .9 )  Ist fi ein Xi-i X-W eg  ( / =  1 , . . . ,  n), so gibt es einen X0Xn-
Weg f  mit f c z f - \ ------- Yfn.

Beweis. Ist X0 — Xn, so kann man / = 0  setzen. Es sei X0 ф  XH. 
Ergänzen wir dann  den G raphen Г  mit einer neuen Grundkante y = y  (XnX0).
In dem so entstandenen G raphen ist z = / , - j --------Yfn+У  ein Zyklus, der die
K ante у enthält. Nach (1 .2 .8 )  g ib t es also einen X0Xn-Weg f  mit fczz.  
у  kann aber nicht zu /g e h ö re n ,  und so gilt auch f cz f - \ --------Yfn-

(1 .2 .1 0 )  Aus (1 .2 . 2), (1 .2 . 7) und (1 .2 .9 )  ergeben sich die nachste
henden Sätze:

Jede Kante einer positiven Kette ist positiv.
Man kann jeden positiven Zyklus als Summe von positiven Kreisen 

dar stellen.
Ist ft ein positiver X; i Xt- Weg (/ =  1 , . . . ,  n), so gibt es einen positiven 

Xn X,-Weg.

§ 2
2. 1. Die Bewertung der Kanten. Die Hauptsätze

(2. 1.1) Es seien /  und g positive Ketten. W ir wollen mit dem Wert

\f,g\ =  2 f ( x ) g ( x )

den  „Inzidenzgrad“ der Ketten /  und g  ausdrücken. Sind xa, . . . ,  x„ die 
G rundkanten des positiven Kreises A, so ist |/ , A |= /(X i)H --------Yf(Xn), d. h.
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[/, k\ g ib t die mit Multiplizitäten gerechnete Zahl der auf к liegenden Kanten 
von /  an.

n n
Ist g  =  Z  gb g i ^  0  (i n), so gilt \f,g\ =  2 \ f , g i \ .

i=I i- 1
(2. 1 .2 ) Es seien <p(x) und tp(x) zwei — in diesem Paragraphen fest

gehaltene —  auf der Menge lP  definierte ganzwertige Funktionen. W ir nen
nen die W erte cp(x) und гр(х) den cp-Wert bzw. den \p-Wert der Kante x. 

Ist /  eine Kette, so soll

<?[/] =  2  <P(x)f(x) bzw. f [ f \  =  ^ L f ( x) f(x)
X  x

der cp-Wert bzw. der 1p-Wert von /  heißen. Nach unseren Annahmen sind 
sämtliche cp- und i/i-Werte ganzzahlig.

Ist f = j t k f i ,  so ist y[f]  =  j t  h^[f]-
i—  l  i =  1

W ir nennen einen positiven Zyklus г kanteaufnehmbar bzw. kantefiil- 
lend, w enn z  ^  cp bzw. гШ у  gilt.

Die positive Kette /  heißt kreisaufnehmbar bzw. kreisfüllend, wenn für 
jeden positiven Kreis к \ f, k\ ip[k\ bzw. \f, k\ Ш ip[k\ besteht.

( 2 .1 .3 )  Ist 0  und ist f  kreisaufnehmbar bzw. kreisfüllend, so gilt 
für jeden positiven Zyklus z \f, z\ ^  ip[z] bzw. \f ,z\^ip[z] .

n
B e w e is . Ist z ein positiver Zyklus, so ist nach (1 .2 .1 0 )  z =  ^  k,, wo

i= 1

die ki positive Kreise bezeichnen. Ist nun /  kreisaufnehmbar, so gilt

\ f , z \ = ' 2 \ f , k i \ * s 2 y m  =  y { z li= l i= l

Ähnlich sieht man die auf kreisfüllende Ketten bezügliche B ehauptung ein.
W ir bezeichnen die Menge der kanteaufnehmbaren bzw. kantefüllenden 

positiven Zyklen mit Za bzw. Zf, die Menge der kreisaufnehm baren bzw. 
kreisfüllenden positiven Ketten mit F„ bzw. Ff.

( 2 .1 .4 )  Ist z t  Za und f  t  Ff, so gilt cp[z] ^  cp[f].
Bew eis . Nach (2 .1 . 3) ist

m  ^  I/, z\ =  2^f{x)z(x) Ш Z f ( x)<p(x) =  <p[f]-
X  X

Ähnlich kann m an die folgende Behauptung bew eisen :
( 2 .1 .5 )  Ist z £ Zf und f t  Fa, so gilt (p[f\.
Aus (2 .1 .4 )  und (2 .1 .5 )  bekom m t man die folgenden U ngleichungen:

m axt/i[z] Ш min cp[f], min ip[z] Ш max cp[f],
z&Za f€Ff *£ Zf ret'a

vorausgesetzt, daß die vorkomm enden Extremwerte existieren.
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ln den Abschnitten 2. 2, 2. 3 und 2. 4 beweisen wir die folgenden zwei 
H auptsätze:

(2 .1 .6) Satz, Ist F endlich und ist <p 0, so existieren die Werte 
m ax ip[z\ und m in und diese Werte sind einander gleich.feFf

(2. 1. 7) Satz . Ist Г  endlich, und ist für jeden positiven Kreis к f[k] s  0, 
liegt ferner jede Kante x, für welche cp (x) >  0 ist, auf einem positiven Kreis, 
so existieren die Werte min >h[z\ und max 7- [ / ] ,  und diese Werte sind einan-

. 1 • и Z&zf  ‘der gleich.

2. 2. Zwei Hilfssätze

(2. 2 .1) H ilfssa tz . Ist Г  endlich, und ist für jeden positiven Kreis к 
V 'W  =  °> so existiert eine auf Ф definierte ganzwertige Funktion s(A ), für die

f ( x ) ^ s ( X " ) - s ( X ' )
für jede beliebige Grundkante x — x(X'X") besteht.

Bew eis. E s sei X  ein beliebiger Punkt des Graphen Г, und bezeich
nen wir mit H(X)  die M enge der positiven A 0A-W ege, wobei X0 sämtliche 
Punkte des G raphen  durchläuft. Da Г  endlich und der A A -W eg / = 0  ein 
Element von H(X)  ist, ist H(X)  endlich und nicht leer. Es existiert also 
d e r  Wert

s (A )  =  max i//[ /] .
reu tx)

W ir zeigen, daß  s (A )  den gew ünschten Forderungen entspricht. Erstens ist 
s(X)  offensichtlich eine ganze Zahl. Es sei nun weiter x — x (X'X") eine 
beliebige Kante und / '  ein positiver AoX '-W eg, für den tp[f )  =  s(X’) gilt.

(1) Enthält f  den P unkt X" nicht, so ist f " = f '  +  x ein positiver 
Ao^T'-Weg, und es besteht

s ( X j  +  f (x)  =  ip[f\  +  V (x) =  V '[ /" l ^  s(X’j.
(2) Enthält / '  den Punkt X", so teilt X" den W eg f  in die Teile f{ 

u n d  / 2 , wo / /  ein  positiver A0A "-W eg, f i  ein positiver X"A '-W eg ist. Es 
g ilt f>[fi] =  s(X"), und da k = f i  +  x ein positiver Kreis ist, besteht auch 
*p [ / 2 ]  +я//(дс) =  if[k] ^  0. Aus diesen Ungleichungen folgt

S ( X ' )  +  гр{х)  =  V* [/i] +  f l M  +  V' (X) ^  s (  X " ) .

Aus (2 .2 . 1) kann man den  folgenden Satz leicht ab leiten:
(2. 2. 2) H il fssa t z . Ist Г  endlich und ist für jeden positiven Kreis к 

й’Щ =  О, so existiert eine auf Ф definierte ganzwertige Funktion s(X), für die
■f(x) s  s(X")— s(X')

fü r jede beliebige Grundkante x =  x(X‘X") besteht.
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2.3. Beweis des Satzes (2.1.6)

(2. 3. 1) Zuerst beweisen wir, daß der allgemeine Fall auf den Fall cp > 0  
zurückführbar ist. Wir nennen eine jede Kante, deren (y-Wert gleich Null ist, 
eine O-Kante. Wir zeigen, daß die W eglassung der O-Kanten w eder die 
Existenz noch die Größe der im Satze auftretenden Extremwerte beeinflußt.

W as den Maximalwert anbelangt, folgt unsere Behauptung aus der Tat
sache, daß die Zyklen von Z„ keine O-Kanten enthalten, und deshalb  die 
W eglassung der O-Kanten die Elemente von Z„ nicht berührt.

Bei der Untersuchung des Minimalwertes ziehen w ir in Betracht, daß 
die positiven Kreise des durch die W eglassung entstehenden G raphen mit 
denjenigen positiven Kreisen des ursprünglichen G raphen übereinstimmen, 
die keine O-Kanten enthalten. Es ist ferner klar, daß die zu den O-Kanten 
gehörigen Multiplizitäten (d. h. die f(x ) Werte) einer Kette /  den W ert cp[f] 
nicht beeinflussen. Nun folgt aus den o b ig en : Ist /  im ursprünglichen Gra
phen kreisfüllend, so bleibt diese Eigenschaft auch nach der W eglassung in 
Kraft, und auch cp[f] b leib t unverändert. Ist hingegen /  im neuen Graphen 
kreisfüllend, so kann man wegen der Endlichkeit des G raphen die O-Kanten 
mit so großen /  Werten versehen, daß /  auch im ursprünglichen Graphen 
kreisfüllend w ird ; dabei bleibt cp\f\ unverändert.

Aus den vorgeführten Betrachtungen folgt die zu beweisende Behauptung.

( 2 .3 .2 )  Wegen der Annahme cp ^  0 ist der Zyklus z =  0 ein Element 
von Zu. Aus der Endlichkeit von Г  und der Ganzwertigkeit der Ketten folgt 
die Endlichkeit von Z„. Es existiert daher der Wert m ax *p[z\.

Es sei z  ein — im Abschnitt 2. 3 festgehaltenes — Element von Z„, 
für welches ip[z] =  m ax -i/z[z] gilt.

Zum Beweis des Satzes ( 2 .1. 6 ) genügt es wegen (2. 1.4 )  zu zeigen, daß 
eine solche positive, kreisfüllende Kette /  existiert, für welche (p[f] =  >̂[z] 
besteht. Die Existenz einer solchen Kette beweisen wir in mehreren Schritten. 
W ir setzen im folgenden voraus, daß cp>0 ist.

(2. 3. 3) Es existiert eine auf Ф definierte ganzwertige Funktion s(X), 
welche die folgende Eigenschaft besitzt: Für eine jede Kante x x(X'X") gilt

0 ) Ip(x) =i s (W ")— s(W'), falls 0 = z ( x )  <  <p(x),

(2 ) i>(x) =  s {Xr')-s{X') , falls 0  < z(x ) <  cp(x),

(3) f ( x )ms (X") - s (X ' ) , falls 0 < z(x) =  cp(x)

ist.

ll Acta Mathematica IX 3—4
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Bew eis . W ir konstruieren aus Г  einen neuen G raphen Г Die Punkte 
von Г' seien identisch mit den Punkten von Г. Ist x — x(X'X")  eine G rund
kante von Г, und ist
(Г )  z(x) =  0, so sei x mit unverändertem  i//-W ert auch eine Kante von Г ’; 
(2 ') 0 <  z(x) < <p(x), so sei x m it unverändertem W ert auch eine Kante 

von Г', außerdem  nehm en wir jedoch noch eine neue Grundkante 
x =  x(X”X') mit i/'(*) = — 1p{x) auf;

(3 ') 0  <z(x)  =  (p(x), so lassen w ir die Kante x  weg und wir nehmen d ie  
neue Kante x =  x(X"X')  m it y(x) =  — ip(x) auf.
W ir werden die in den Fällen (2') und (3 ')  auftretenden Kanten x und 

x  als zueinander gehörige Kanten bezeichnen.
Nun zeigen wir, daß für jeden positiven Kreis k' von Г'  die Unglei

chung y[k'] ^  0  gilt.
Unsere Behauptung ist trivial für k' =  0  und für diejenigen Kreise, d ie  

aus zwei zusam m engehörigen Kanten x und x  bestehen. Ist k' von diesen 
verschieden und enthält es eine neue Kante x , so kann es die zu x gehörige 
alte Kante x nicht enthalten. Ersetzen wir in k' eine jede solche Kante x durch 
die Kante — x, wo immer x und x  zusammengehörige Kanten bezeichnen, so 
bekommen wir einen eventuell nicht positiven Kreis Ar, des Graphen Г. Es 
gilt — tyW]- Enthält k' keine neue Kante, so sei kx =  k'. Die Kette 
zx =  z-\-kx ist ein Zyklus von Г. Es gilt zx Ш 0. Es ist näm lich z  ganzwertig 
und z ^ O .  Ferner ist |Ar, |^ i  1 und kx(x)<0  kann nur für solche Kanten x 
bestehen, zu welchen wir neue Kanten zugeordnet haben, also  für welche 
z(x) > 0  gilt. Es besteht weiter г, g  (p, da у  und z  ganzwertig sind, |АГ]|^1 
ist und A r,(x)>0 nur für solche Kanten x bestehen kann, die auch in k! ent
halten sind, was nur im Falle z(x) < <jp(x) möglich ist. Unsere Behauptungen 
bedeuten aber, daß z, $ Z„ ist. Demzufolge gilt i / '[ z ]+  */»[£,] =  t / ^ ]  =  Y ^ ] ,  
w oraus ip[k’\ xp[k,\ Ш 0  folgt.

Man kann nun auf Г' den Hilfssatz (2. 2. 1) anwenden. Nach diesem 
existiert eine ganzwertige Funktion s(X) mit der folgenden Eigenschaft: Ist 
x =  x(X’X") eine zu Г ’ gehörige alte Kante, so besteht ip(x) ^s(X")— s(X'). 
Ist x -= x(X"X') eine neue Kante, so besteht ip(x) 2 ? s(X ') —s(X"), d. h. 
für die zu x gehörige alte Kante x =  x{X’X") gilt il>(x) Ш s(X")— s(X '). 
Aus der Definition von Г'  folgt jetzt, daß s (X )  den in (2. 3. 3) gestellten 
Forderungen entspricht.

(2 .3 .4 )  Es sei x =  x(X'X")  eine beliebige Kante von Г,  und es sei 
/ ( x )  == max [0, i / 'ix )— (s(X")— s(X '))], 

w o s(X) eine den in (2. 3. 3) gestellten Forderungen entsprechende Funktion 
bezeichnet. W ir zeigen, daß / £ / 7  und <р1Л =  /*к[г] gilt.
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/ (x )  kann nur nichtnegative, ganze W erte annehmen, sie ist also  eine 
positive Kette. Es gilt ferner für jede Kante x =  x(X'X")
(4) f(x) Ш yj(x)-(s(X")-s(X')) .
Nach (2. 3. 3) (2) und (3)
(5) gilt / (x )  =  i/i(x )— (s(X")—s(X')), falls z (x ) >  0 ist.
Man sieht auch, daß f(x) > 0  nur im Falle z(x) =  y (x ) eintreten kann. D ar
aus folgt, daß
(6) f(x)<p(x) =  f(x)z(x)
für jede Kante x besteht.

/  ist kreisfüllend: Es sei nämlich к ein beliebiger positiver Kreis. Falls 
к =  0  ist, so gilt \f, к : =  ip  [Ar] =  0. Ist /r =j= 0, so seien x , , . . . ,  x„ die Kanten 
von k, und es sei x{ =  Xí(Xí-iXí) (i== n), X„= X0. Dann ist nach (4)

\f ,kI =  Í f (x<)  j £  M * ; ) — [« (* .)— s(X,-i)J} =  y ( Xi) =  Ф\к].

ln gleicher Weise ergibt sich aus (5), daß im Falle k a z  / ,  k\ — гр\к\ 
besteht.

Um die Gleichung <?[/] =  zu beweisen, betrachten wir eine nach
m

(1 .2 .7 )  existierende Darstellung z =  ̂ k i  von z , wo ki ein Kreis und f c c z
t=i

ist ( / =  1 , . . . ,  m). Es gelten die Gleichungen \f, ki] =  ip[k] (/ =  1 , . . . ,  tn), 
und aus diesen und (6) folgt

9>[/] =
X

l ^
Z f ( x ) m = Z m [ Z mT V \ 1 =  1

m

- > Ч 2 7 м в д )
m

i=l
’Z y [ k ]  =  y[z).

Dam it haben wir den Beweis des Satzes (2 .1 .6 )  beendet.

2.4. Beweis des Satzes (2.1.7)

(2 .4 .1 )  Zf ist nicht leer. W ählen wir nämlich zu jeder Kante x, mit 
<p(x)>0, einen x enthaltenden, positiven Kreis kx, so ist z =  Z +o> fx) к,-

x

ein positiver, kantefüllender Z yk lus; dabei bedeutet 2 7  die Summation nach

sämtlichen Elementen von Ф, die positive «jc-Werte besitzen.
Aus der Annahme, daß die g/-W erte der positiven Kreise nicht negativ 

sind, und aus (1 .2 .1 0 )  folgt xp[z] ^  0  für jeden positiven Zyklus z. Daraus 
und aus der Ganzzahligkeit der i/i-Werte ergibt sich, daß  der W ert m in g>[z] 
existiert. ‘eZ/

и»
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Es sei z  ein im A bschnitt 2. 4 festgehaltenes Elem ent von Zf, für w el
ches ib[z] =  m in if)[z] gilt.

^ zf
Zum Bew eis des Satzes (2 .1 .7 )  genügt es, nach (2 .1 .5 )  zu zeigen, 

daß eine positive kreisaufnehm bare Kette /  existiert, fü r die cp\f] =  ̂ ’[z) 
besteht. Die Existenz einer solchen Kette bew eisen wir in mehreren Schritten.

(2. 4. 2) Es existiert eine auf Ф definierte ganzwertige Funktion s(X), 
welche die folgende Eigenschaft besitzt:
(1) Für jede Kante x =  x(X'X") ist ip(x) ^  s (X”)— s(X').
(2) Für diejenigen Kanten x  =  x {X' X"), die der Ungleichung z(x) > 

> max (0, cp(x)) genügen, gilt i/'(x) =  s (A " ')— s(AT').

Bew eis . Durch H inzufügung neuer Grundkanten konstruieren wir aus 
Г  einen neuen Graphen Г' w ie folgt: G enügt eine Kante x =  x(XX")  von 
Г  der U ngleichung z(x) >  m ax (0, cp(xj), so fügen wir zu x  eine neue G rund
kante x =  x ( X " X j  mit fj(x) -----— 1p(x) hinzu.

Durch die  in (2. 3. 3) angewendete Schlußweise können wir zeigen, daß 
für jeden positiven Kreis k' von Г' у[к'] igO  gilt. Nach dem  Hilfssatz (2. 2. 2) 
existiert dann eine ganzwertige Funktion s(X)  m it der folgenden Eigenschaft: 
Ist x ^  x(X'X")  eine beliebige Kante von E ,  so gilt i/j ( x )  ü  s(X")—s(X'). 
Ist x =  x(X"X')  eine neue Kante, so gilt ip(x) Ш s ( X j —s(X j,  d. h. für die 
zu x gehörige alte Kante x =  x ( X ’X") gilt i/'(x ) =  s(X")— s(X'). Aus der 
Definition von Г'  folgt jetzt, d aß  s(X) den in (2. 4. 2) gestellten Forderungen 
genügt.

(2 .4 .3 )  W ir definieren d ie  Funktion / ( x )  folgenderm aßen:

\f(x) =  ip{x)—(s(X")—s(X')), falls z(x) =  cp (x) ist,
I f(x) =  0, falls z(x)>cp(x)  ist;

dabei bedeutet x =  x(X’X") e ine beliebige Kante von Г  und s(X) eine den 
in (2 .4 .2 )  gestellten Forderungen genügende Funktion. W ir zeigen, daß 
/ £  F„ ist, und daß <p[ /]  =  r j [г] gilt.

/(x )  kann nur nichtnegative ganze W erte annehmen, d. h. /  ist eine 
positive Kette. Ferner gilt

(3) für jede Kante x =  x(X' X”) die Ungleichung f(x)^rp(x) — (s (X ')— s(A"));

(4) für diejenigen Kanten x  =  x ( Z T ') ,  die der Ungleichung i ( x ) > 0  ge
nügen, die Gleichung f ( x ) - = i(j(x) — ( s ( X " ) — s(A")).

Die letzte Behauptung folgt im Falle z(x ) =  cp(x) aus der Definition von / ,  
im Falle z(x) >  r/(x ) aus (2. 4. 2), da in diesem  Falle z(x) >  max (0, y(x)) ist.
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Laut der Definition von /  kann /(x) > 0 nur im Falle z(x) =  <p(x) be
stehen und daraus ergibt sich die Gleichung
(5) f(p =  f z .

Ganz ähnlich wie in (2. 3. 4) kann man mit Hilfe von (3), (4) und (5) 
zeigen, daß /  kreisaufnehmbar ist und daß 9»[/] =  Ц[г\ gilt. Damit ist der 
Beweis des Satzes (2. 1. 7) beendet.

2. 5. Nicht-ganzzahlige Bewertungen

Man kann die Sätze (2.1.6) und (2.1.7) auch auf solche Fälle über
tragen, wo die Funktionen r/(x), Ф(х), f(x)  und z(x) auch nicht-ganzzahlige 
Werte annehmen. Die Definitionen und Sätze bleiben — mit eventuellen 
kleineren Änderungen — auch dann in Kraft, wenn wir die Forderung und 
die Behauptung der Ganzzahligkeit weglassen. Es ist zum Beispiel z(x) ein 
Zyklus, wenn für jeden Punkt X (z, X ) =  ^  z(x)(x, X ) = 0 gilt. Ferner ist

x
es leicht ersichtlich, daß wir statt der nach (1.2.7) existierenden Zerlegung

n  n

z = y ^ k ;  die Existenz einer Darstellung z =  У  hk-, beweisen können, wo
;=i i=l

A; is 0 und ki ein Kreis mit k, cz z ist (/ =  1 ,, . . ,  n).
Die Existenz der in (2.1.6) und (2. 1. 7) auftretenden Extremwerte kann 

man durch die gewöhnliche Schlußweise der Theorie der reellen Funktionen 
erhalten; man muß nur die Grundkanten des Graphen irgendwie in eine Folge 
x , , . . . ,x n ordnen, und zu einer jeden Kette /  einen Punkt [/(x ,),. . . , /(x„)] 
eines /г-dimensionalen Raumes zuordnen.

Die Definition der Kette zt in (2. 3. 3) muß man folgendermaßen abän
dern: Es sei £ bzw. ő das Minimum der positiven Werte, welche die Funk
tion z(x) bzw. <jp(x)—z(x) annimmt. Ist z =  0 bzw. rp—z =  0, so sei £ =  1 
bzw. d = l .  Ferner sei s =  min (£, ö, 1). Es ist dann e > 0. Wir setzen

z1 =  z -j- s k\ .
Eine ähnliche Änderung muß man in (2.4.2) durchführen.
Man kann nun leicht kontrollieren, daß durch die erwähnten Modifizie

rungen die Beweise der Sätze (2 .1 .6) und (2.1.7) auch auf nicht-ganzzahlige 
Funktionenwerte anwendbar sind.

2.6. Übertragung des Satzes (2.1. 6) auf unendliche Graphen

(2. 6. 1) Satz. Betrachten wir auch weiterhin nur endliche Ketten, so gilt 
der Satz (2 .1 .6) auch bezüglich unendlicher Graphen, vorausgesetzt, daß die 
folgenden Bedingungen bestehen:
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(1) Die \p-Werte der kanteaufnehmbaren positiven Zyklen sind von oben
beschränkt.

(2) Die Anzahl der O-Kanten ist endlich.
(3) Die ip- Werte der positiven Kreise, die O-Kanten enthalten, sind von oben

beschränkt.
Den Beweis erhalten wir durch folgende Modifizierung des Beweises 

von (2. 1. 6).
(2. 6. 2) Es genügt, uns wieder nur mit dem Fall cp >0  zu beschäfti

gen. Dies kann man aus den Bedingungen (2) und (3) ebenso einsehen, 
wie das in (2 .3 .1) geschah. Wir heben hervor, daß zufolge cp > 0 jeder 
positive Kreis kanteaufnehmbar ist.

Gilt für jeden positiven Kreis к *p[k] ^  0, so ist die Kette / = 0  kreis
füllend, und dann ist die Behauptung unseres Satzes trivial. Wir setzen daher 
im folgenden voraus, daß es einen positiven Kreis mit positivem y/-Wert gibt.

Der Zyklus z =  0 ist ein Element von Z„; Z„ ist also nicht leer. Die 
Existenz des Wertes maxy/[z] =  ,M ist jetzt eine einfache Folge der Bedin-

2£Za
gung (l) und der Ganzwertigkeit der y/-Werte. Es gilt ,«>0, da nach unse
ren Voraussetzungen ein Element von Za mit positivem y/-Wert existiert.

Es sei wieder z ein im Abschnitt 2 .6  festgehaltenes Element von Za, 
für welches у<[z\ =  u gilt. Wegen ,u > 0 ist 2 ф 0 . Zum Beweis unseres 
Satzes genügt auch jetzt, die Existenz eines solchen Elementes von F, zu 
zeigen, für welches y>[/] =  y>[z] gilt. Das geschieht in mehreren Schritten.

(2. 6. 3) Zuerst führen wir einige neuen Abkürzungen und Begriffe ein.
Die zu z gehörigen Punkte und Kanten wollen wir z -Punkte bzw. 

z-Kanten nennen.
Haben die Punkte X  und X' des Graphen F die Eigenschaft, daß 

sowohl ein positiver XX'-Weg wie auch ein positiver X'X-W eg  existiert, so 
sagen wir, daß X  mit X' (in / ’) in Verbindung steht, oder daß X  und X' 
(in F) miteinander in Verbindung stehen. Es ist klar, daß X  mit X, und 
wenn X  mit X ', dann auch X ' mit X  in Verbindung steht. Aus (1.2. 10) 
folgt ferner, daß wenn X  mit X' und X' mit X", dann auch X  mit X" in Ver
bindung steht. Wie ersichtlich, stehen zwei beliebige Punkte eines positiven 
Kreises immer miteinander in Verbindung. Aus (1.2.8) folgt, daß die Rand
punkte einer jeden z-Kante miteinander in Verbindung stehen.

Wir definieren die Teilmenge Ф von Ф wie folgt: Ein Punkt gehört 
dann und nur dann zu Ф wenn er mit irgendeinem z-Punkt in Verbindung 
steht. Die Teilmenge Ф von Ф' wird folgendermaßen definiert: Eine Kante 
gehört dann und nur dann zu Ф, , wenn die Randpunkte der Kante zu Фг 
gehören, und wenn diese Randpunkte miteinander in Verbindung stehen.
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ф. bzw. P- enthält sämtliche Punkte bzw. Kanten von z. Da £ ф О  ist, sind 
Ф_ und lP- nicht leer.

(2 .6. 4) Wir werden nachfolgend in (2 .6.5) beweisen, daß eine auf 
Ф: definierte ganzwertige Funktion s(X) existiert, für die eine jede Kante 
x =  x(X 'X ') von P z den in (2.3.3) gestellten Forderungen (1), (2) und (3) 
genügt. Mit einer solchen Funktion s(X) definieren wir die Kette /folgender
maßen:

1st х(£Ф‘ , so sei /(x) =  0. 1st x £ Ф- und x =  x (X 'X '), so sei 
f(x)  =  max [0, Y>(x)-(S(X ')-s (X '))] .

Da 0 < z (x ) (p(x) nur für endlich viele Kanten bestehen kann, ist /
eine endliche Kette. Ferner ist /  offensichtlich eine positive Kette.

Für eine jede Kante x =  x(X'X") der Menge P z gilt f ( x ) ^ ip (x )  — 
— (s(X") — s(X')), gehört jedoch die Kante auch zu z, so gilt /(x )= i/» (x)— 
- ( S(X ")-s(X ')).

Wie ersichtlich, besteht die Gleichung /(x)rf(x) = /(x )z (x ) für jede 
Kante des Graphen.

/  ist kreisfüllend. Enthält nämlich der positive Kreis к keine z-Kante, 
so ist der positive Zyklus z2 =  z -)- к wegen (p > 0  kanteaufnehmbar, d. h. es 
ist Zo^Za, und daher gilt i^[z]-\-ip[k\ =  i /M  =  '•/'И» a*s0 4’[k\ =  0 und 
\f,k \ ^  тр[к\. Enthält к eine z-Kante, so gehört jeder Punkt bzw. jede Kante 
des Kreises zu Ф- bzw. P z, und man kann dann die Ungleichung /, k\ Ш ty[k] 
genau wie in (2. 3. 4) beweisen.

Schließlich kann man die Behauptungen, daß im Falle k a z  die 
Gleichung I/, k\ =  гр[к\ gilt, und daß tp[f\ = ^ [z ] ist, ebenfalls mit der in 
(2. 3. 4) angewendeten Schlußweise beweisen.

(2. 6. 5) Zum Beweis des Satzes (2. 6. 1) blieb es nur zu zeigen, daß 
die in (2. 6. 4) verwendete Funktion s(X) wirklich existiert. Den Beweis füh
ren wir in mehreren Schritten.

(I) Wir konstruieren aus P  mit dem in (2. 3. 3) angewendeten Verfahren 
den Graphen Г'. Dann gilt für jeden positiven Kreis k’ von Г  ip[k'] Ш 0.

Wir zeigen erst, daß wenn Хг und X2 in Г, so auch in Г  miteinander 
in Verbindung stehen und umgekehrt, daß die Verbindung in Г  diejenige 
in Г  nach sich zieht.

Es sei /  ein positiver A^X-Weg von V. Wir konstruieren aus /  einen 
positiven X X -W eg / '  des Graphen V . Gilt für jede Kante x von /  z(x) < <p(x), 
so ist jede Kante von /  auch eine Kante von Г , und man kann / '  = /  
setzen. Es sei nun x =  x(X 'X") eine solche Kante von /, die in Г' nicht 
vorkommt, d. h. für die 0<z(x)=^^>(x) gilt, x ist eine z-Kante, und so 
existiert nach (1.2. 8) ein aus lauter z-Kanten bestehender X"X'-Weg /, in Г.
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Zu jeder г-Kante gehört aber eine neue Kante, und so bilden die zu den 
Kanten von /, gehörigen neuen Kanten einen positiven X'X'-W eg von / ' .  
Nimmt man nun zu jeder Kante von f, die in Г' nicht vorkommt, einen 
solchen positiven Weg von Г', so bilden diese Wege zusammen mit den
jenigen Kanten von / ,  die auch in Г  Vorkommen, eine Folge von sich einan
der anschließenden positiven Wegen, die in Г  von X, zu X2 führen. Dann 
existiert aber nach (1.2. 10) ein in Г' liegender, positiver X  X-Weg.

Umgekehrt sei jetzt / '  ein positiver X,X,-Weg von Г .  Wir zeigen, 
daß dann auch in Г  ein positiver X,X,-Weg existiert. Enthält / '  keine neue 
Kante, so ist / '  selbst ein positiver Weg von Г. Nehmen wir nun an, daß 
/ '  eine neue Kante x =  x (X "X )  enthält. Die zu x gehörige alte Kante sei 
x =  x (X 'X ”). Es muß dann x eine г -Kante sein und daraus folgt, daß ein 
positiver X"X'-Weg von Г  existiert. Nimmt man zu jeder neuen Kante von 
f  einen solchen Weg von Г, so bilden diese Wege zusammen mit denjeni
gen Kanten von / ' ,  die auch in Г  Vorkommen, eine Folge von sich einander 
anschließenden positiven Wegen, die in Г  von X  zu X  führen. Dann exi
stiert aber nach (1.2. 10) ein in Г  liegender positiver XX-W eg.

Aus der bewiesenen Behauptung folgt, daß die Menge derjenigen Punkte, 
die in Г' mit г -Punkten in Verbindung stehen, mit Ф, identisch ist.

(II) Es sei X  £ Ф- und bezeichnen wir die Menge derjenigen in / ’' 
liegenden positiven X0X-Wege, wo X. sämtliche mit X  in Verbindung ste
henden г -Punkte durchläuft, mit H '(X). Es sind dann die г̂ -Werte der zu 
H \X )  gehörigen Wege von oben beschränkt.

B e w e i s . E s  sei der X0X-Weg / '  ein Element von H'{X)  und f'n ein 
positiver XX-Weg von Г'. Die Kette z' =  f  + / 0' ist ein positiver ZyklusП
von Г '. Wir betrachten eine Zerlegung z' =  ^  kl von г', wo kl ein positi-

i— 1
ver Kreis von Г ' ist ( i=  n). Da die V'-Werte der positiven Kreise

von Г' nicht positiv sind, gilt !/<[г'] = ^* p [k ']  ^  0. Demzufolge ist ip[/'] =
i -  1

=  -ip[z’]—ip[fó] =  —V4/o]- Daraus und aus der Endlichkeit der Anzahl der 
г -Punkte folgt unsere Behauptung.

(III) Es sei X ein beliebiges Element von Фг. Aus (II) und aus der 
Ganzzahligkeit der i/i-Werte folgt die Existenz von

s(X) =  max xp[f'].
г  ен 'и

Ganz ähnlich wie im Beweis des Hilfssatzes (2.2.1) kann man jetzt aus der 
Tatsache, daß sämtliche positive Kreise von Г ' nichtpositive i/'-Werte besit
zen, zeigen, daß eine jede alte Kante x =  x (X ’X") bzw. eine jede neue
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Kante x =  'x(X"X'), deren Randpunkte zu Фг gehören und miteinander in 
Verbindung stehen, die Ungleichung

y ( x ) ^ s ( X ”)— s(X ') bzw. y ( x ) ^ s ( X ’)— s(X") 
befriedigt. Daraus folgt aber ähnlicherweise wie unter (2. 3. 3), daß s(X) den 
in (2. 6. 4) gestellten Forderungen genügt.

§ 3
3.1. Neue Fassung der Sätze (2.1.6) und (2.1.7)

(3. 1.1) Wir können den Sätzen (2.1.6) und (2.1.7) eine anschaulichere 
Fassung geben, wenn wir — entsprechend der Darstellung (1.2.7) bzw.

------ \-ea (s. (1.2.4)) — die Zyklen durch „Kreissysteme“, die (kreis
füllenden und kreisaufnehmbaren) positiven Ketten durch „Kantensysteme“ 
ersetzen.

Das Kreissystem x =  (ku . . . ,  kn) bzw. das Kantensystem s =  (x,, . . . ,  x„) 
ist eine solche Folge von Kreisen bzw. Grundkanten, wo ein Kreis bzw. 
eine Kante auch mehrmals Vorkommen kann. Diejenigen Folgen, die sich nur 
in der Reihenfolge ihrer Elemente unterscheiden, betrachten wir als identisch. 
Es ist vorteilhaft, auch die „leere Folge“ als System zu betrachten. Daß ein 
System leer ist, werden wir mit x =  0 bzw. s =  0 ausdrücken.

(3. 1.2) Sind alle Kreise eines Kreissystems positiv, so heißt das System
positiv. Das System z = 0 nennen wir auch positiv. Ist * =  (£ ,,.. . ,  k„), so

11
heißt p > \y \ —  'У . Ф \к,] der i/'-Wert Von x. Ist x  =  0 , so sei гр[х]  =  0.  (Ein

i=  1
Kreis ist positiv, wenn jede seiner Kanten positiv ist. Nach (2.1.2) gilt für 
eine positive Kante e =  x, \p[e\ =  ip(x), für eine negative e =  —x, Ц[е] =  
=  — ip(x). Der i/i-Wert eines Kreises ist die Summe der if>-Werte seiner 
Kanten.)

Das Zeichen \x,x\ soll die Anzahl derjenigen Kreise der Folge кл, . . . , к л 
bedeuten, welche die Kante x als Grundkante enthalten (d. h. es besteht 
ä-£( jc)  =4= 0). Ist y =  0, so sei |x, jc| =  0.

Das Kreissystem ■/ heißt kanteauf'nehmbar bzw. kantefattend, wenn für 
jede Kante x \x, x| ш bzw. \x, x Шф(х) gilt.

11
(3.1.3) Ist s =  (x ,,. . . ,  x„), so heißt <p [i] =  (x,) der tp-Wert von«.

Ist s =  0, so sei 9P[*] =  0.
Das Zeichen Je, к j soll die Anzahl derjenigen Kanten der Folge xu . . xH 

bedeuten, die Grundkanten des Kreises к sind. Ist s =  0, so sei |f,/r| =  0.
Das Kantensystem ь heißt kreisaufnehmbar bzw. kreisfattend, wenn für 

jeden positiven Kreis к Je, k\ tp[k\ bzw. |e, Ar| ü  гр[к\ gilt.



412 T. GALLAI

Mit den oben eingeführten Begriffen können wir nun die angekündigte 
Umformung der Sätze (2.1.6) und (2.1.7) in folgender Weise durchführen. 
(Der Kürze wegen werden wir die Existenz der Extremwerte, die in unseren 
Sätzen Vorkommen, von jetzt an nicht mehr explizit festsetzen, wohl aber 
wollen wir diese immer zu den Behauptungen der Sätze stillschweigend 
hinzunehmen.)

(3. 1.4) S a t z , Ist Г  endlich und ist q íé 0. so ist das Maximum der 
-ip-Werte der kanteaufnehmbaren positiven Kreissysteme gleich dem Minimum 
der (f-Werte der kreisfüllenden Kantensysteme.

(3. 1.5) S a t z . Ist Г  endlich und gilt für jeden positiven Kreis f [ k \  s :0, 
ist ferner jede Kante x mit q (x) > 0 in einem positiven Kreis enthalten, so 
ist das Minimum der гр-Werte der kantefüllenden Kreissysteme gleich dem 
Maximum der q>-Werte der kreisaufnehmbaren Kantensysteme.

3.2. Verallgemeinerung der Sätze (3.1.4) und (3.1.5)

Wir wollen unsere Sätze in solcher Richtung verallgemeinern, wo die 
Funktionen q> und ip auch auf den Punkten des Graphen definiert sind. Wir 
müssen dann die Kantensysteme durch „Punktsysteme“ bzw. durch „Punkt- 
Kantensysteme“ ersetzen.

(3.2. 1) Die Punktsysteme sind aus Punkten in gleicher Weise gebildet, 
wie die Kreis- und Kantensysteme aus Kreisen bzw. aus Kanten (s. (3. 1. 1)).

Ein Punktsystem ti und ein Kantensystem s bilden zusammen ein 
Punkt-Kantensystem y =  (rr,e). Wir machen folgende Verabredungen: 
(jr, 0) я , (0, t) =  e, (0, 0) =  0.

Zu den schon früher eingeführten „Inzidenzgraden“ |f ,g \ ,  \%,x\ und 
|f, x nehmen wir noch die folgenden hinzu:

Ist /  eine beliebige Kette, so sei

l / > * l = Z l / ( * ) l l ( * ,* )  = { b ( / ) .

Wenn к ein Kreis ist, so ist \k, X\ gleich 1 oder 0, je nachdem ob X  ein 
Punkt von к ist oder nicht.

1st x =  (ki, . . . ,  k„) bzw. x ^ O ,  so sei
n

\x,X\ =  2 \ k i , X  bzw. \ x , X = 0 .
1=1

\x, X\ gibt die Anzahl derjenigen Kreise der Folge ku . . . , k n an, die den 
Punkt X  enthalten.
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Ist jc =  (Xu . . . ,X„)  ein Punktsystem und к ein Kreis, so sei \л,к\ 
die Anzahl derjenigen Punkte der Folge Xl t . . . , X n, die auf к liegen. Ist 
л  =  0, so sei \ji, k \ =  0.

1st y =  0r,f), so sei \y, k\ =  \n, Ar| +  |s, k\. \y,k\  bedeutet die gemein
same Anzahl derjenigen Punkte und Kanten von y, die zu к gehören.

(3. 2. 2) Es seien cp und гр zwei ganzwertige Funktionen, die auf sämt
lichen Punkten und Kanten des Graphen, d. h. auf der Menge Ф и lP  defi
niert sind. Sind Xl t . . . ,X„  und die Punkte bzw. die Kanten des
Kreises k, so wollen wir jetzt unter dem гp-Wert von к den Wert

*р ыi=1 г=1
verstehen. Ist k =  0, so seFi//[£] =  0. n

Für ^ === (Ar,, . . . ,  k„), л  — (W,,. . . ,  X,) und у =  (л , e) sei гр[х\ = £ ц [к ,] ,
„ i=l

<f [■T] 2." <P (Xi) und cp [у] =  cp [л] +  cp [s].t=l
Für x =  0 und л  =  0 sei гр[х\ =  0 und ср[л]=0.
Wir nennen ein Kreissystem z aufnehmbar bzw. füllend, wenn für jedes 

X  und x \x, X\ ^cp(X)  und \x,x\ cp(x) bzw. \x, X \ ^cp ( X)  und \х,х\Ш 
m cp(x) gilt.

Ein Punkt-Kantensystem у heißt kreisaufnehmbar bzw. kreisfüllend, wenn 
für jeden positiven Kreis к у, к \ ^кгр[к] bzw. \y, k\ Ш 'p[k\ gilt.

In (3 .2 .8 ) werden wir unter Benützung eines Gedankens von Ford 
und Fulkerson aus den Sätzen (3. 1.4) und (3. 1 .5) die folgenden Verall
gemeinerungen ableiten:

(3. 2. 3) Satz. Ist Г  endlich und gilt für jedes X  und x cp s  0, so ist 
das Maximum der гр-Werte der aufnehmbaren positiven Kreissysteme gleich 
dem Minimum der cp-Werte der kreisfiillenden Punkt-Kantensysteme.

(3. 2. 4) S a t z . Ist Г  endlich und gilt für jeden positiven Kreis к die 
Ungleichung гр[к\ !ё 0, gibt es ferner zu jedem Punkt X  bzw. zu jeder Kante 
x mit <f (X) > 0 bzw. cp (x) > 0 einen positiven Kreis, der den Punkt bzw. die 
Kante enthält, so ist das Minimum der гр-Werte der füllenden Kreissysteme 
gleich dem Maximum der cp-Werte der kreisaufnehmbaren Punkt-Kanten
systeme.

Man kann leicht einsehen: Gilt für jedes X  cp(X)=°o (d. h. sind 
sämtliche <p(X) Werte genügend groß), und für jedes X  гр(X) =  0, so erhält 
man aus (3. 2.3) den Satz (3. 1.4). Ist für jedes X  cp(X) =  0 und — 
so ergibt (3.2.4) den Satz (3. 1. 5).
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(3. 2. 5) Wegen der Anwendungen haben einige Spezialfälle von (3. 2. 3) 
und (3. 2.4) besondere Bedeutung, und zwar bei (3. 2. 3) der Fall, wo für 
jedes x cp(x) =  oc und für jedes X  xp(X) =  0 ist, bei (3.2.4) der Fall, wo 
für jedes x <jp(x)=  О und für jedes X  xp(X) =  0 gilt. Wir wollen einige in 
diesen Fällen auftretende Vereinfachungen hervorheben.

Die Aussage, daß ein Kreissystem x aufnehmbar bzw. füllend ist, be
deutet jetzt, daß \x, X\ g  <p(X) bzw. \x, X  s  cp(X) für jeden Punkt X  besteht. 
Wir werden ein solches Kreissystem punktauf nehmbar bzw. punktfüllend 
nennen.

Der i//-Wert eines Kreises ergibt sich als die Summe der -ih-Werte sei
ner Kanten.

Bei der Aufsuchung des Minimums bzw. des Maximums der y-Werte 
können wir uns auf kantenlose Punkt-Kantensysteme, d. h. einfach nur auf 
Punktsysteme beschränken. Ein Punktsystem st ist dann kreisfüllend bzw. 
kreisaufnehmbar, wenn für jedes positive к \ж,к\ üé «/'[/:] bzw. \сс, к \ xp[k\ 
gilt.

Wir sehen so, daß in der Tat nur die zu den Punkten gehörigen 9c- 
Werte bzw. zu den Kanten gehörigen xp-Werte eine Rolle spielen, also wir 
können uns auf solche Funktionen cp bzw. xp beschränken, die nur auf Punk
ten bzw. Kanten definiert sind. Mit solchen Funktionen formulieren wir die 
betrachteten Spezialfälle folgendermaßen:

(3. 2. 6) Satz. Ist Г  endlich und ist <p Ш 0, so ist das Maximum der 
xp- Werte der punktauf nehmbaren positiven Kreissysteme gleich dem Minimum 
der (f-Werte der kreisfüllenden Punktsysteme.

(3. 2. 7) S a t z . Ist Г  endlich und gilt xp[k] Ш 0 für jeden positiven Kreis 
k, gibt es ferner zu jedem Punkt X  mit <f(X)> 0 einen positiven Kreis, der 
X  enthält, so ist das Minimum der xp-Werte der punktfüllenden positiven 
Kreissysteme gleich dem Maximum der cp- Werte der kreisaufnehmbaren Punkt
systeme.

(3. 2. 8) Wir beweisen nun die Sätze (3. 2. 3) und (3. 2. 4) dadurch, 
daß wir sie auf die Sätze (3. 1.4) bzw. (3. 1.5) zurückführen. Zu diesem 
Zwecke konstruieren wir, nach einem Verfahren von Ford und F ulkerson 
([6], S. 212), aus Г  einen neuen Graphen V'. Die Konstruktion kann man 
kurz folgendermaßen beschreiben : Wir zerspalten einen jeden Punkt X von 
Г  in zwei Punkte X ~  und X + und fügen die in X  einlaufenden Kanten zu 
X~, die von X  auslaufenden zu X +, ferner verbinden wir X~  mit X T durch 
eine neue, aus X ~  nach X + laufende Kante yx .

Aus den Funktionen cp und 1p, die auf den Punkten und Kanten des 
Graphen Г  definiert sind, bilden wir zwei neue Funktionen cp' und xp', die 
nur auf den Kanten von Г ' definiert sind:
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Ist x eine auch in Г  vorkommende Kante von Г', so sei cp'(x) =  cp(x) 
und ip'(x) =  iU(x). Für eine neue Kante yx sei <p'(yx) =  <f(X) und ih'(yx) =  

'!>(*)■
Jeder positive Kreis von Г ’ enthält mit einem Punkte X  (bzw. X +) 

den Punkt X + (bzw. X~) und die Kante yx . Dies ermöglicht uns, daß wir 
zwischen den positiven Kreisen und dementsprechend zwischen den positiven 
Kreissystemen der Graphen Г  und Г ' eine sich natürlicherweise ergebende 
ein-eindeutige Zuordnung errichten. Es ist leicht ersichtlich, daß bei dieser 
Zuordnung die entsprechenden Kreissysteme gleichzeitig aufnehmbar bzw. 
kanteaufnehmbar, sowie gleichzeitig füllend bzw. kantefüllend sind; ferner, 
daß die ip- bzw. i//-Werte der entsprechenden Kreise einander gleich sind.

Gleichfalls kann man eine natürliche Zuordnung zwischen den Punkt- 
Kantensystemen von Г  und den Kantensystemen von Г ’ errichten. Hier sind 
die entsprechenden Systeme gleichzeitig kreisaufnehmbar bzw. kreisfüllend, 
sowie besitzen sie gleiche cp- bzw. qp'-Werte.

Laut der obigen können wir nun feststellen: Der auf Г ' ausgesprochene 
Satz (3. 1.4) bzw. (3. 1.5) ergibt den auf / '  bezüglichen Satz (3.2. 3) bzw. 
(3.2. 4).

3. 3. Beliebige Kreissysteme

(3.3. 1) Man kann einen zu (3.2.3) ähnlichen Satz auf beliebige — 
nicht nur positive Kreise enthaltende — Kreissysteme aussprechen. Wir wol
len jedoch hier uns nur mit demjenigen Satz beschäftigen, der dem Spezial
fall von (3. 2. 6) entspricht.

Es sei also у  bzw. ip nur auf allen Punkten bzw. Kanten definiert. 
Wir untersuchen nun solche Punktsysteme я, die mit jedem — nicht nur 
positiven — Kreis к die Ungleichung |яг, k\ Ш 4>[k] erfüllen. Wir nennen 
diese Punktsysteme b-kreisfiillend.

Es besteht nun der folgende Satz:
(3. 3.2) S a t z . Ist Г endlich und ist у 1ё  0, so ist das Maximum der 

ip- Werte der punktauf nehmbaren Kreissysteme gleich dem Minimum der cp- 
Werte der b-kreisfiillenden Punktsysteme.

Beweis. Wir führen unseren Satz auf (3.2.6) zurück (s. [1], S. 217 
und [6], S. 211). Durch Hinzunahme von neuen Kanten errichten wir aus Г  
einen Graphen Г ' wie folgt: Wir nehmen zu jeder Kante x =  x ( X ' X ”) von 
1Г eine neue Kante x =  x(X" X')  mit г/>(х) = — ip(x) auf. Nennen wir einen 
Kreis, der aus zwei zueinander gehörigen Kanten x und x besteht, einen 
O-Kreis, so hat jeder O-Kreis den i p -Wert Null. Lassen wir dann aus einem 
positiven punktaufnehmbaren Kreissystem x' von V  die eventuell Vorkommen
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den O-Kreise weg, so bilden die zurückbleibenden Kreise ein positives punkt- 
aufnehmbares Kreissystem von Г', das den gleichen -»/'-Wert besitzt wie x . 
Demzufolge können wir uns bei der Untersuchung des Maximums der -»//-Werte 
auf diejenigen positiven Kreissysteme beschränken, die keinen O-Kreis ent
halten.

Wenn man jedoch von den O-Kreisen absieht, so kann man zwischen 
den positiven Kreisen von Г ’ und sämtlichen Kreisen von Г  eine sich in 
natürlicher Weise ergebende ein-eindeutige Zuordnung errichten (man ersetze 
in jedem Kreis von Г ' eine jede neue Kante x  durch —x). Bei dieser Zu
ordnung stimmen die Punkte und die -»//-Werte der entsprechenden Kreise 
überein. Durch die Zuordnung der Kreise entsteht eine solche ein-eindeutige 
Abbildung der O-kreislosen, positiven Kreissysteme von Г ' auf sämtliche 
Kreissysteme von Г, wo die entsprechenden Systeme gleichzeitig punktauf- 
nehmbar sind und den gleichen »//-Wert besitzen.

Anderseits kann man leicht einsehen, daß wenn ein Punktsystem in Г ’ 
kreisfüllend ist, so es in Г  ö-kreisfüllend ist — und umgekehrt.

Nach den obigen kann man nun feststellen: Der auf Г ' ausgespro
chene Satz (3. 2. 6) ergibt den auf Г  bezüglichen Salz (3. 3. 2).

Bem erkung . Ähnlich wie der Satz (2. 1. 6) lassen sich auch die Sätze 
(3. 2. 3) und (3. 3. 2) auf unendliche Graphen ausdehnen.

§ 4

In diesem Paragraphen leiten wir einige Maximum-Minimum Sätze über 
Weg- und Kantensysteme ab. Wir erhalten diese Sätze dadurch, daß wir die 
Sätze (3. 2. 6) und (3. 2. 7) auf spezielle Graphen bzw. Bewertungen anwen
den. Entsprechend den Sätzen (3. 2. 6) und (3. 2. 7) soll immer in § 4 die 
Funktion (p nur auf den Punkten, die Funktion гр nur auf den Kanten defi
niert sein.

Wir bemerken, daß unser Verfahren auch auf die Sätze (3.1.4) und 
(3. 1. 5) bzw. (3. 2. 3) und (3. 2. 4) anwendbar ist.

4. 1. Wegsysteme

(4. 1. 1) Es sei Ф die Menge der Punkte des gerichteten Graphen /', 
Ф„ und 0 ß seien zwei — in § 4 festgehaltene — nichtleere, elementfremde 
Teilmengen von Ф. Wir werden die Punkte von Ф« bzw. <t>ß a-Punkte bzw. 
ß-Punkte nennen, g sowie о sollen im folgenden einen beliebigen der Buch
staben « und ß bezeichnen. Ein Weg heißt до-Weg, wenn sein Anfangspunkt
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ein p-Punkt, sein Endpunkt ein o-Punkt ist, und wenn seine inneren Punkte 
weder «- noch /i-Punkte sind.

Es sei w ein beliebiger Weg und X ein beliebiger Punkt. Der Wert 
des Zeichens [iv, X ] soll gleich 1 oder 0 sein, je nachdem X auf w liegt 
oder nicht. (Der in (3.2. 1) eingeführte Wert \w, X\ stimmt außer den Rand
punkten von w mit [iv, X] überein, in den Randpunkten gilt jedoch 2|w, X\ =  
=  [», X].)

Unter einem Wegsystem co =  (w,, . . . ,  w„) verstehen wir eine solche Folge 
der aß-Wege iv;, wo ein Weg auch mehrmals Vorkommen kann. Systeme, 
die sich nur in der Reihenfolge ihrer Elemente unterscheiden, werden als 
gleich betrachtet. Die „leere Folge“ (eo =  0) sei auch ein Wegsystem.

Das System со heißt positiv, wenn alle seine Wege positiv sind, oder 
wenn <o==0 ist.

n

Es sei [со , X] =  iwi> X] bzw. [со , X] =  0, wenn со =  0 ist. [со , X]
«=1

bedeutet die Anzahl derjenigen Wege der Folge iv,,...,iv„, die den Punkt 
X  enthalten.

1st я  =  (X ,,. . . ,  X,„) ein Punktsystem und w ein Weg, so sei \n, iv] =
m

=  2> , -ЭД- Ist n = 0 ,  so sei [ct, iv] =  0. [i t , w] bedeutet die Anzahl deríti
jenigen Punkte von тт, die auf w liegen.

Ist 7c =  (Xt, . . . ,  X m) und со =  (iv,, . . . ,  iv„), so sei
n n m m

[TT, CO] =  V  [ ; г ,  IV,] =  2 1 Z  l w ‘ > X .i] =  Z  [ ® ,  X j] .
i= 1 i= i  j —l  j'=i

Ist 7i =  0 oder co==0, so sei [t t , co] =  0.
Durch die Vereinigung der Wege der Systeme со,, . . . ,  core entsteht ein 

neues System, das wir mit со =  (со,, . . . ,  co„) bezeichnen wollen. Es gilt
n

[со, X] =  ^  [с о ;, X] für jeden beliebigen Punkt X.
;=i

(4. 1.2) Es seien cp(X) und ß>(x) zwei ganzwertige Funktionen, die auf 
den Punkten bzw. Kanten des Graphen definiert sind.

Wir nennen das Wegsystem со punktauf nehmbar bzw. punktfiillend, 
wenn für jedes X [со, X] ^  <jr(X) bzw. [со , X] =é  cp(X) besteht. Die Menge 
der positiven punktaufnehmbaren bzw. punktfüllenden Wegsysteme bezeichnen 
wir mit Í2a bzw. S2f.

Der гр-Wert des Wegsystems со =  (w,, . . . ,  w„), Ф[со] ist gleich der 
Summe der -i -̂Werte der Wege w*. (Der ip-Wert eines Weges ist gleich der 
Summe der ip-Werte seiner Kanten.) Ist co =  0, so sei i/>[<o] =  0. Ist co =

m

=  (со,, . . ., C O , „ ) ,  SO ist »/z[со] =



418 T. GALLAI

Ein Punktsystem я  heißt wegaufnehmbar bzw. wegfüllend, wenn für jeden 
positiven ccß-Weg w die Ungleichung [я, w] =| -ф [wj bzw. [:r, u>] гр [ц>] gilt. 
Gibt es keinen positiven aß-Weg, so betrachten wir das Punktsystem я  =  0 
als wegfüllend.

Ist я  wegaufnehmbar bzw. wegfüllend, so kann man leicht einsehen, 
daß für jedes positive Wegsystem to [я, to] ^  ip [co\ bzw. [я, to\ §£ %p [m\ gilt.

Wir bezeichnen die Menge der wegaufnehmbaren bzw. wegfüllenden 
Punktsysteme mit R„ bzw. /?,.

4. 2. Sätze über punktaufnehmbare Wegsysteme

In diesem Abschnitt spielen folgende Bedingungen eine Rolle:
(4.2.1) tp^O.
(4.2.2) (1) Jeder positive ßa-, aa- und ßß-Weg besitzt einen nicht

positiven ip-Wert.
(2) Jeder positive Kreis besitzt — mit Ausnahme jener Kreise, die gleich

zeitig a- und ß-Punkte enthalten — einen nichtpositiven ip- Wert.
Es besteht nun der folgende Satz:
(4. 2. 3) S a tz . Ist Г  endlich und bestehen die Bedingungen (4. 2.1) und 

(4. 2. 2), so gilt
max 'ip [to] =  min cp [я].

я eBf
Be w e is . (I) Man kann aus unseren Bedingungen leicht einsehen, daß 

die Werte рг =  max гр [w] und рг =  min cp [я] existieren. Den Beweis der
Ü)gfia n £Rf

Behauptung ptx =  jt, werden wir durch die Konstruktion eines neuen Graphen 
Г ’ auf den Satz (3. 2. 6) zurückführen. Г'  entsteht aus Г  dadurch, daß wir 
einen jeden ß-Punkt mit einem jeden «-Punkt durch je eine neue, von dem 
/?-Punkt zu dem «-Punkt gerichtete Kante verbinden. Ferner soll jede neue 
Kante den ip-Wert Null erhalten.

(II) Wir ordnen zu einem jeden positiven Kreis к von V  ein solches 
positives Wegsystem tok von Г  zu, für welches mit jedem X  die Ungleichun
gen [tok, X]^k\k,  X\ und 'ip [cüa] is гр [Ar] bestehen.

Enthält к nicht gleichzeitig «- und A-Punkte, so kann к keine neue 
Kante enthalten, also ist к ein positiver Kreis von / ’ und nach (4. 2. 2) (2) 
ist t/'[A:]^0. Wir setzen jetzt tok =  0.

Nehmen wir nun an, daß к gleichzeitig «- und A-Pimkte enthält. Diese 
Punkte zerlegen den Kreis in sich einander anschließende positive Wege

,r„ (пШ 2). Jeder Weg v{ ist entweder ein q o -  Weg, oder er besteht
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aus einer einzigen neuen Kante. Nach unseren Annahmen kann also гр [? »] > 0
nur dann eintreten, wenn vL ein aß-Weg ist. Gibt es zwischen den vt keinen

11

aß-Weg, so ist гр [&] == ^  гр [u,] Ш 0 und wir setzen dann to;, = 0 .  Sind
гс=0

einige Vi aß-Wege, so wollen wir diese mit w,, . . . ,  wm bezeichnen. Wir 
setzen jetzt cok =  (wu . . . ,  w«,). Es gilt dann

in 11

гр [o>i] =  £  гр [w,J S  ф [r,] =  гр [AJ
г— 1 .7=1

und es ist für jedes X  [cok, X]-s,\k, X\, da w; und Wj (/=(=/) gemeinsame 
Punkte nicht enthalten können.

(III) Es sei x =  {ku . . . , k n) ein nichtleeres, positives Kreissystem von 
Г ' . Wir ordnen zu z das positive Wegsystem cox =  (cokl, . . . ,  cok„) zu, wo 
jenes Wegsystem bezeichnet, das laut (II) zu k, gehört. Ist x =  0, so sei 
tox =  0. Mit Hilfe dieser Zuordnung beweisen wir die Ungleichung u\ Ш [*i, 
wo ,«i = = max гр [x] ist, und К die Menge der positiven, punktaufnehmbaren

*£Ká
Kreissysteme von Г'  bezeichnet. Ist nämlich x =  (ku k„) ein nichtleeres 
positives Kreissystem von / ' ,  so gilt

11 11

(*) 4’ i<’>x] ■— 2  U1 [со*,] = £  гр [Ar,] =  гр [x],
i — 1 i=  1

und für jeden Punkt X  besteht

[cox, A] ] £  [wki,X] ш]£ \ к , , Х \  =  \х,Х\.i= 1 1=1
Ist weiterhin х£К'„, so gilt für jedes X  \x, X\ Шф(Х), also gilt [cox, X]^<f(X),  
d. h. wÄ( ß „ . Die gleichen Behauptungen treffen auch im Falle x =  0 zu. 
Aus (*) und (ox£i2a folgt nun =

(IV) Wir beweisen, daß ist. Zu diesem Zwecke ergänzen wir
einen jeden positiven aß-Weg w von / ’ zu einem positiven Kreis k„ von Г '. 
Die Ergänzung erfolgt durch Hinzunahme derjenigen neuen Kante, die von 
dem Endpunkt zum Anfangspunkt des Weges w führt. Offenbar gelten die 
Gleichungen xp[k„] =  xp[w],\k„, X\ =  [w, X] für jedes X.

Ist (o —- (и>!, . . . ,  w„) ein beliebiges, nichtleeres, positives Wegsystem, 
so sei хы =  ( k , k „ „ ) .  Ist co =  0, so sei хы =  0. Es bestehen die Glei
chungen \p[x(0\ =  xp[o)], хы, X  | =  [<o, X] für jedes X. Man sieht, daß aus 
w £i2a die Behauptung x£K,', folgt. Aus den obenstehenden folgt nun

(III) und (IV) ergeben die Gleichung ,«! =  /«[.
(V) Bezeichnen wir mit II} die Menge der kreisfüllenden Punktsysteme 

von Г'. Wir zeigen, daß n ,f = R l ist.

12 Acta Mathematica IX 3—4
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1st лг =  (X i,. . X„) £ und ist A: ein beliebiger positiver Kreis von Г', 
so gilt mit den Bezeichnungen und nach den Behauptungen von (II)

n n
171, к I =  У? I к, Xi I [tt>i, Xi] =  [.% <ok] ш V' [« * ]  ^  ijj [A:].

4=1 4=1

Es ist daher
Ist umgekehrt j t  —  (Xl t . . . ,  X„) und ist w ein beliebiger positiver 

aß-Weg, so gilt mit den Bezeichnungen und nach den Behauptungen von (IV)
n 11

[-% w] =  У  [iv, Xi] =  j ku, Xi  | =  | Л-, k,r \ Ш1/' =  у  [w],
4= 1 4=1

Es ist daher 7t(:Rf.
(Die gleichen Behauptungen treffen auch im Falle rr =  0 zu.)
Aus den obigen folgt ITf = R f .
Nun folgt endlich aus (3.2.6), =  und n'f =  R, der Satz (4.2.3).
Bem erkung . Durch Hinzunahme der folgenden Bedingungen kann man 

den Satz (4. 2. 3) auf unendliche Graphen übertragen:
(1) Die V'-Werte der positiven, punktaufnehmbaren aß-Wege sind von oben 

beschränkt.
(2) Die Anzahl der O-Punkte ist endlich. (Ein Punkt heißt O-Punkt, wenn 

< P (X )  =  0 gilt.)
(3) Die гр-Werte jener positiven aß-Wege, die O-Punkte enthalten, sind von 

oben beschränkt.
(4. 2. 4) Im folgenden wenden wir den Satz (4. 2. 3) auf einige spezielle 

Graphen bzw. -i/i-Bewertungen an.
Ein gerichteter Graph hei t azyklisch, wenn er außer dem Kreis k =  0 

keinen positiven Kreis enthält. Es gilt nun der folgende Satz:
(4. 2. 5) Satz. Ist Г  endlich und azyklisch, treten ferner die a-Punkte 

nur als Anfangspunkte, die ß-Punkte nur als Endpunkte von Kanten auf, 
so gilt mit jeder beliebigen Ф-Rewertung

max -ip [ « ]  =  min cp [ ;t ],
»eß„ 6 Kf

vorausgesetzt, daß (p ^  0 ist.
Der Graph kann nämlich keinen positiven ßa-, aa -  und ßß-Weg, und 

außer A: =  0 keinen positiven Kreis enthalten. Die Bedingungen (4.2.2) sind 
daher erfüllt.

Ist der Anfangspunkt einer jeden Kante ein «-Punkt und der Endpunkt 
ein /?-Punkt, so liegt ein spezieller Fall von (4. 2. 5) vor. Es ist jetzt Г  ein 
paarer Graph ([13], S. 170) und die positiven aß-Wege reduzieren sich auf
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Kanten, die positiven Wegsysteme auf Kantensysteme. Man kann ferner den 
Satz auch auf ungerichtete Graphen aussprechen.

(4. 2 .6) Betrachten wir einen ungerichteten Graphen und es seien auf 
dessen Punkten bzw. Kanten die ganzwertigen Funktionen <y(X )  bzw. ip(x)n
definiert. Ist s =  (Xj,. . . ,  x„) ein Kantensystem, so sei -t/ф ] ifj (x,). Ist

i=  1
* = 0, so sei я/ф] =  0.

Wir nennen das Kantensystem t \-aufnehmbar bzw. 1 -füllend, wenn für 
jeden Punkt X  die Anzahl derjenigen Kanten von e, die zu X  inzident sind, 
nicht größer bzw. nicht kleiner als f f(X)  ist. Ferner heißt das Punktsystem 
л  \-aufnehmbar bzw. 1 -füllend, wenn für jede Kante * die Anzahl derjenigen 
Punkte von л ,  die zu x inzident sind, nicht größer bzw. nicht kleiner als 
i//(x) ist.

Nach (4.2.5) kann man nun folgenden Satz formulieren (s. [6], S. 
214—218):

(4 .2 .7 ) Satz. Bei jedem ungerichteten, endlichen paaren Graphen ist 
das Maximum der if>-Werte der \-aufnehmbaren Kantensysteme gleich dem 
Minimum der cp-Werte der \-fiillenden Punktsysteme, vorausgesetzt, daß 
(рШО gilt.

Im Falle <jp =  l ergibt (4. 2. 7) den in der Einleitung erwähnten Eger- 
väryschen Satz.

(4. 2. 8) Es seien jetzt der Graph und die Mengen Фа und 0 ß beliebig, 
die Funktion ß{x)  soll jedoch folgendermaßen gewählt werden: Sind beide 
Randpunkte einer Kante x «-Punkte, oder ist kein Randpunkt von x ein 
«-Punkt, so sei i//(x) =  0. Ist nur der Anfangspunkt bzw. der Endpunkt von 
x ein «-Punkt, so sei ß  (x) =  1 bzw. гр(х) — — 1.

Es folgt aus diesen Bedingungen, daß die i/<-Werte der positiven aß-, 
ßa-, ««-, ßß-Wege, in dieser Reihenfolge, gleich 1,—1,0, 0 sind, und daß 
für jeden positiven Kreis к ß \k \ =  0 gilt. Daraus folgt jedoch, daß f ( x )  den 
Bedingungen (4. 2. 2) genügt.

1st weiterhin eo — (wa, . . . ,  iv„) ein positives Wegsystem, so gilt ip[oj\ =
n

=  X  Uj fw.-l =  n. also die Weganzahl von tw an.

Ein Punktsystem л  ist jetzt dann und nur dann wegfüllend, wenn jeder 
positive aß-Weg mindestens einen Punkt von л  enthält. Nach (4. 2. 3) gilt 
nun der folgende Satz:

(4. 2. 9) Satz. Ist der Graph endlich und gilt а  0, so ist das Maximum 
der Weganzahlen der punktaufnehmbaren positiven Wegsysteme gleich dem 
Minimum der (f-Werte der wegfüllenden Punktsysteme.

12»
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Dieser Satz ist im wesentlichen einem Falle des „max-fiow min-cut“ 
Satzes gleich (s. [1], [6]).

Ist cp =  1, so ergibt (4.2.9) den auf gerichtete Graphen formulierten 
Mengerschen Satz ([7], S. 188).

Bemerkung. Die in (4.2.9) nicht enthaltenen Fälle des „max-flow 
min-cut“ Satzes ([ 1J, [5], [6], [7]) kann man aus dem Satz (3.2.3) und aus 
den unter (3. 3.1) bzw. (4. 2. 10) erwähnten Sätzen herleiten.

(4. 2. 10) Von (3. 3. 2) ausgehend kann man einen dem Satze (4. 2. 3) 
ähnlichen Satz erhalten, in dem die Positivität der Wege nicht verlangt wird. 
Wir können die in (4. 2. 8) definierte 'i/,-Funktion auch hier anwenden. Auf 
diese Weise kann man zu dem auf ungerichtete Graphen bezüglichen „max- 
flow min-cut“ Satz und zu dem Mengerschen-Satz ([14], S. 222) gelangen.

4.3. Sätze über punktfüllende Wegsysteme

Ähnlich wie den Satz (4.2. 3) kann man mit Hilfe von (3. 2. 7) den 
folgenden Satz beweisen:

(4.3.1) S a t z . Ist Г  endlich und azyklisch, kommen ferner die a-Punkte 
nur als Anfangspunkte, die ß-Punkte nur als Endpunkte von Kanten vor, 
sind schließlich die ip-Werte der positiven aß-Wege nicht negativ, so gilt

min ip [<w] =  max cp [яг],
« e S f  n 6  и a

vorausgesetzt, daß Iß nicht leer ist.
Wir heben zwei Spezialfälle von (4. 3. 1) hervor.
(4. 3. 2) Г  soll nur «- und /i-Punkte enthalten. Der Graph ist dann 

paarer und an die Stelle der Wegsysteme treten Kantensysteme. Ähnlich wie 
bei (4. 2. 5) kann man jetzt wieder den Satz auf ungerichtete Graphen for
mulieren (s. (4.2.6) und [6], S. 214—218):

(4 .3 . 3) Satz. Bei jedem endlichen, ungerichteten paaren Graphen ist 
das Minimum der Ф- Werte der 1 -füllenden Kantensysteme gleich dem Maxi
mum der cp-Werte der 1 -aufnehmbaren Punktsysteme, vorausgesetzt, daß 
Ф 0 gilt.

Daß überhaupt ein 1-füllendes Kantensystem existiert, folgt jetzt aus der 
Annahme (2) des Abschnittes 1. 1.

Derjenige Fall von (4 .3 .3 ), wo y =  l und гр =  \ ist, stammt von 
D. König (mündliche Mitteilung, 1932).
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(4.3.4) Der Graph soll nur die in (4.3.1) gestellten Bedingungen 
erfüllen. Wir definieren die Funktion гр folgendermaßen: für jede Kante x, 
die von einem «-Punkt ausläuft, sei ip (x) =  1, für jede andere Kante x sei 
if)(x) =  0. Ist jetzt iv ein positiver aß-Weg, so gilt ip[w] — \ und daher gibt 

die Weganzahl des Systems со an. Ein Punktsystem л  ist dann und 
nur dann wegaufnehmbar, wenn jeder positive aß-Weg höchstens einen Punkt 
von л  enthält. Nach (4. 3. I) gilt nun der folgende Satz:

(4. 3. 5) S a t z . Ist Г  endlich und azyklisch und treten die a-Punkte nur 
als Anfangspunkte, die ß-Punkte nur als Endpunkte von Kanten auf, so ist 
das Minimum der Weganzahlen der punktfüllenden positiven Wegsysteme 
gleich dem Maximum der cp-Werte der wegauf'nehmbaren Punktsysteme, vor
ausgesetzt, daß irgendein positives punktfüllendes Wegsystem existiert.

Ist cp — l, so gibt (4 .3 .5 ) einen von D ilworth stammenden, sich auf 
halbgeordnete Mengen beziehenden Satz für endliche Mengen an([2],S. I6 l, l. I).

4.4. Weitere Sätze über ungerichtete Graphen

(4. 4 .1) ln Abschnitt 4.4 sollen folgende Annahmen gelten:
Г  sei ein ungerichteter, endlicher Graph, cp(X) und ip(x) seien ganz

wertige, nichtnegative Funktionen, die auf den Punkten bzw. auf den Kanten 
von Г  definiert sind. Unter Ketten wollen wir nur positive Ketten, d. h. nur 
nichtnegative, ganzwertige Funktionen /(x) verstehen.

(4.4.2) Wir definieren die Begriffe „x ist eine Kante von / “, „die 
Anzahl der Kanten von / “, „die Anzahl der zu X  inzidenten Kanten von / “, 
„ein zu /gehöriger Punkt“ wie in (1.2.4), die Zeichen i/>[/] und \f, X\ wie 
in (2.1.2) bzw. (3. 2. 1).

Wir heben hervor, daß /, X\ die halbe Zahl der zu X  inzidenten Kanten 
von /  bedeutet. Die volle Anzahl der zu X  inzidenten Kanten von /  heißt 
der Grad von X  in f. Ist der Grad gerade, so ist \ f  X\ eine ganze Zahl, ist 
er ungerade, so ist f, X\ eine halbe Zahl. Bezeichnet 2  die Summation nach

X

sämtlichen Punkten des Graphen, so folgt aus

Z I/. x \ = 2 2 fix) (x, x) =  2 fix) ( 2 (x, x))= 2 fix),
X  X  x  x  X  x

daß für jede beliebige Kette /  die Anzahl derjenigen Punkte, die in /  einen 
ungeraden Grad besitzen, gerade ist.

Wir nennen jetzt eine Kette /  geschlossen (Zyklus), wenn sie keinen 
Punkt ungeraden Grades (in / )  enthält.
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Gibt es zu der Kette /  eine Folge X * i^ i  . . .  X-iXnXi (n=sl) mit 
lauter verschiedenen Punkten, und sind X -i und X  die Randpunkte von 
Xi (i =  \ , . . n), gilt ferner /(x ,)= ^ l (/ =  1, . . л) und f (x)  =  0, wenn x mit 
keiner der x, zusammenfällt, so heißt /  ein Weg. Х0хгXx. .. X - ix„Xn ist 
eine zu /  gehörige Folge, X  und X, sind die Randpunkte von /.

Die geschlossene Kette к wollen wir einen Kreis nennen, wenn entweder 
k =  0 ist, oder wenn es eine solche Kante x gibt, für die f = k — x ein Weg 
ist. Nach dieser Definition ist auch eine solche Kette f(x)  ein Kreis, die eine 
Kante x' mit /(* ')  — 2 enthält und für die /(x ) =  0 für х ф .г ' ist. Einen 
solchen Kreis werden wir eine zweifache Kante nennen.

Dem Satz (1.2.7) entsprechende folgende Behauptung kann man leicht 
durch Induktion beweisen:

(4.4.3) Jede geschlossene Kette kann man als Summe von Kreisen 
darstellen.

Durch eine einfache Schlußweise, die dem Beweis von (1.2.9) ähnlich 
ist, gelangt man aus (4.4.3) zum folgenden Satz:

(4. 4. 4) Jede ungeschlossene Kette f  kann man als Summe von einer 
geschlossenen Kette und von solchen Wegen, die keine gemeinsame Rand
punkte haben, darstellen. Jeder Weg verbindet zwei solche Punkte, die in f  
ungeraden Grad besitzen.

(4.4.5) Wir nennen die Kette /  punktauf nehmbar bzw. punktfattendt 
wenn für jedes X  f ,X  ^ ( f  (X ) bzw. /, X =  f/>(X) gilt. Wir bezeichnen 
die Menge der punktaufnehmbaren bzw. punktfüllenden Ketten mit Fa bzw. 
Ff, die Menge der punktaufnehmbaren bzw. punktfüllenden geschlossenen 
Ketten mit Ga bzw. Gf (G„ cz F„, Gf c:Ff).

(4. 4. 6) Es gilt
max яp[f] =  max ty[g\.

Га ' aeoa
Bew eis. Die Existenz der Maximumwerte kann man leicht einsehen, 

und so genügt es nur zu zeigen, daß es zu jedem /  von Fu ein g  von G„ mit
V[g\  = 4 i f l  gibt.

Es sei /  ein beliebiges Element von F„. 1st /  geschlossen, so ist unsere 
Behauptung trivial. Ist /  nicht geschlossen, so betrachten wir eine dem Satz

m

(4. 4. 4) entsprechende Darstellung f = g ' + ' £ f i  ( s ’ ist geschlossen, die f
i=1

sind Wege ohne gemeinsame Randpunkte (m s  1)).
Wir wollen jeden Weg /, durch eine geschlossene Kette g, ersetzen. 

Betrachten wir nun einen Weg /, und es sei X*i X - • -Xv iX„Xr, eine zu f
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gehörige Folge. Wir konstruieren folgende Summen:
r

=  2  yiXüj-i) (n — l ^ 2 r — l ^ n ) ,
>= 1

s
ip2 =  i>(x2j) (n — 1 ^  2s ^  n).

3=1
Die Definition von g, lautet: 1st ipx ip2, so sei gi(x2j-i) - 2  ( j r),
und für jede andere Kante x sei g;(x) =  0. Ist so sei g;(x-ij) =- 2
(/--= 1 , . . s), und für jede andere Kante x sei ^ (x ) =  0.

Wie ersichtlich, ist g: geschlossen und es gilt gj[gi\ s  i/>[/,]. Außerdem 
besteht \gf, X\ =  \f,, X\ für jedes X  mit Ausnahme von X0 und X„ und es 
gelten

g it X0\ =  \fi, X, ±  2 , Igi, Xn\ =  If i ,  W„| ±  у .

Daraus folgt (<jp(x) ist ganzwertig!), daß die Kette g = g '  +  S ’ gi ein Elementi= 1
von G„ ist und *p[g] =  V/[/j gilt.

Ähnlicherweise kann man auch die folgende Behauptung beweisen:
(4. 4. 7) Es gilt

min yj[f] =  min ip[g\.
f€z Ff  Ü^zGf

(4. 4. 8) Wir nennen ein Punktsystem л  2-aufnehmbar bzw. 2-füllend, 
wenn die halbe Anzahl der Punkte von л , die zu einer jeden Kante x inzi
dent sind, nicht größer bzw. nicht kleiner als ip(x) ist.

Unter Berücksichtigung der zweifachen Kanten kann man leicht einsehen, 
daß ein Punktsystem л  dann und nur dann 2-aufnehmbar bzw. 2-füllend ist, 
wenn es „kreisaufnehmbar“ bzw. „kreisfüllend“ ist, d. h. wenn für jeden 
beliebigen Kreis к \л, k\ к] bzw. \л,к\  £  ip[k\ gilt, wo \л ,к \ die Anzahl
der auf к liegenden Punkte von л  bedeutet.

Bezeichnen wir mit Пп bzw. l l f die Menge der 2-aufnehmbaren bzw.
2-füllenden Punktsysteme, so können wir den folgenden Satz aussprechen:

(4. 4. 9) Es gilt
max i/'Ш =  min у[л\.

nenf

B e w e is . Bilden wir aus Г  den gerichteten Graphen Г ' in solcher Weise, 
daß wir zu einer jeden Kante x von Г  je eine neue Kante x mit den glei
chen Randpunkten hinzunehmen und dann x und x mit entgegengesetzten 
Richtungen versehen (s. [1], S. 217 und [6], S. 211). Es sei =
Man kann in natürlicher Weise zu jedem Kreis к von Г  je einen positiven
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Kreis к' von Г ' mit den gleichen Punkten und mit dem gleichen гр-Wert 
zuordnen — und umgekehrt. Mit Hilfe dieser Zuordnungen und (4. 4. 3) kann 
man zu einem jeden Element von Ga ein den gleichen ip-Wert besitzendes, 
punktaufnehmbares positives Kreissystem von Г' konstruieren — und umge
kehrt. Man kann ferner leicht nachweisen, daß die Punktsysteme in Г  und 
in Г' gleichzeitig kreisfüllend sind oder nicht.

Nach den obigen Behauptungen können wir nun feststellen: Der auf Г ' 
angewendete Satz (3. 2. 6) ergibt den auf Г  ausgesprochenen Satz (4. 4. 9).

Ähnlicherweise kann man aus (3.2.7) den folgenden Satz ableiten:
(4. 4. 10) Es gilt

min 1p[g] =  max <p[:r],77д
(4.4.11) Wir nennen das Kantensystem s =  (xu .. . ,x„) 2-aufnehmbar 

bzw. 2-füllend, wenn für einen jeden Punkt X  die halbe Zahl der Kanten 
von s, die zu X  inzident sind, nicht größer bzw. nicht kleiner als <f(X) ist. 
Diese Kantensysteme entsprechen offensichtlich den punktaufnehmbaren bzw. 
punktfüllenden Ketten.

Nach (4. 4. 6) und (4. 4. 9) bzw. nach (4. 4. 7) und (4. 4. 10) können 
wir dann die folgenden Sätze aussprechen:

(4. 4.12) S a t z . Das Maximum der ip-Werte der 2-aufnehmbaren Kanten
systeme ist gleich dem Minimum der cp- Werte der 2-fiillenden Punktsysteme.

(4.4.13) S a t z . Das Minimum der ip- Werte der 2-fiillenden Kantensy
steme ist gleich dem Maximum der cp-Werte der 2-aufnehmbaren Punktsysteme.

B e m e r k u n g . Man kann d i e  Sätze (4.4.9) und (4.4.12) bzw. (4.4.10) 
und (4.4.13) auch aus d e m  Satz (4.2.7) bzw. (4.3.3) ableiten.

§ 5
Als Anwendung der gewonnenen Maximum-Minimum Sätze leiten wir 

in diesem Paragraphen einige Bedingungen für die Existenz von speziellen 
Faktoren gerichteter und ungerichteter, endlicher Graphen ab.

5.1. 1-Faktoren von gerichteten, endlichen Graphen

(5.1.1) Es sei Г  ein gerichteter, endlicher Graph, der N  Punkte enthält. 
Unter einem 1 -Faktor von Г  verstehen wir ein positives Kreissystem mit 
folgender Eigenschaft: Durch jeden Punkt von Г  geht ein und nur ein Kreis 
des Systems ([16], S. 922).

Die gesamte Anzahl der Kanten, die zu den Kreisen eines 1-Faktors 
gehören, ist gleich N.
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Definieren wir die Funktionen cp(X) und ip(x) so, daß für jeden Punkt 
X  bzw. für jede Kante x cp(X) =  1 bzw. ip(x) — \ gelte, so ist ein positives 
Kreissystem z dann und nur dann punktaufnehmbar bzw. punktfüllend, wenn 
durch jeden Punkt höchstens bzw. mindestens ein Kreis des Systems geht. 
Ferner gibt der ip-Wert des Systems die Summe der Anzahlen der Punkte 
der zu dem System gehörigen Kreise an, da die Anzahl der Punkte eines 
Kreises der Anzahl seiner Kanten gleich ist. Daraus folgt, daß Г  dann und 
nur dann einen 1-Faktor besitzt, wenn das Maximum der «/«-Werte der punkt- 
aufnehmbaren positiven Kreissysteme, oder das Minimum der ■«/'“'Werte der 
punktfüllenden positiven Kreissysteme gleich N  ist. Da jetzt tp[zt] die Zahl 
der Punkte des Punktsystems я: angibt, kann man nach (3. 2. 6) und (3. 2. 7) 
folgenden — zwei duale Behauptungen enthaltenden — Satz aussprechen:

(5. 1. 2) S a t z . Ein gerichteter, endlicher Graph mit N  Punkten besitzt 
dann und nur dann einen \-Faktor, wenn es zu einer jeden Folge X u . . . ,  X nt 
die weniger (bzw. mehr) als N  Punkte enthält (п ш  1; derselbe Punkt kann 
in der Folge mehrmals auftreten), einen solchen positiven Kreis gibt, der von 
der Folge weniger (bzw. mehr) Elemente enthält, als die Anzahl der Punkte 
des Kreises ausmacht.

(5.1.3) Aus (5.1.2) beweisen wir folgenden Satz von Ore ([15], S. 
405, Theorem 2.3.2):

Jeder reguläre, gerichtete, endliche Graph besitzt einen 1 -Faktor.
Einen gerichteten Graphen nennt man regulär, wenn für jeden Punkt 

die Anzahl der auslaufenden Kanten, sowie die Anzahl der einlaufenden 
Kanten die gleiche Zahl j  ist ( j Ш 1 )•

Die Kette z0=  1, die jede Kante des Graphen mit der Multiplizität 1 
enthält, ist jetzt ein positiver Zyklus. Betrachten wir nun eine Zerlegung von
z„ in positive Kreise kr. z{, =  k1-\-------\-km ( т ^ 1 Д ;ф 0  (/ =  1 , . . . ,  mj). Es
gehen dann durch jeden Punkt genau j  Kreise von k , , . . . ,  km. Bezeichnet 
v(k)  auch ferner die Anzahl der Kanten bzw. der Punkte von k, und \n,k([ 
die Anzahl derjenigen Punkte eines Systems n  — (Xy, . . . ,  X„), die auf k, 
liegen, so bestehen folgende Gleichungen:

m m

(*) £  К  ki \=jn,  2  v(k)  = j N ,
i= 1 i= l

da jeder Punkt in den linksstehenden Summen genau у-mal vorkommt.
Gilt daher \n, Лг»| ^v (k i)  für i = \ , . . . ,  m, so folgt aus (*), daß n ^ N  

ist. Wenn also n< N  ist, so muß ein Kreis k; existieren, für den \zr, kt \ < v(k() 
gilt. Daraus folgt aber nach (5. 1. 2), daß der Graph einen 1-Faktor besitzt.
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5.2. Q-Faktoren von ungerichteten, endlichen Graphen

(5.2.1) Es sei Г  ein endlicher, ungerichteter Graph, der N  Punkte 
besitzt. Unter einem Q-Faktor von F verstehen wir ein solches Kreissystem 
von Г, bei dem durch jeden Punkt von Г  ein und nur ein Kreis des Sy
stems geht. Dabei wird eine durch eine einzige Kante repräsentierte „zweifache 
Kante“ als Kreis betrachtet ([16], S. 930).

Es sei x ein beliebiger Q-Faktor. Nehmen wir die Kanten derjenigen 
Kreise von x, die mehr als zwei Punkte enthalten, je einmal, und diejenigen 
Kanten, welche die in ^ vorkommenden zweifachen Kanten repräsentieren, je 
zweimal in einer Folge an. So erhalten wir ein solches Kantensystem, bei 
dem zu jedem Punkt von Г  genau zwei Kanten des Systems inzident sind. 
Umgekehrt kann man jedes solche Kantensystem in der angedeuteten Weise 
aus einem Q-Faktor herleiten. Es ist klar, daß in den erwähnten Kantensy
stemen die Anzahl der Kanten gleich N  ist.

Es seien wieder <y(A )=l und гр(х) =  1. In diesem Falle ist ein Kan
tensystem s dann und nur dann 2-aufnehmbar bzw. 2-füllend, wenn zu jedem 
Punkt höchstens bzw. mindestens zwei Kanten von а inzident sind. Ferner 
gibt г/ф] die Anzahl der Kanten von а an.

Daraus folgt, daß Г  dann und nur dann einen Q-Faktor besitzt, wenn 
das Maximum bzw. das Minimum der Kantenanzahl der 2-aufnehmbaren bzw. 
2-füllenden Kantensysteme gleich N  ist. Da (p[ri\ wieder die Anzahl der 
Punkte des Punktsystems angibt, kann man aus (4.4.12) und (4.4.13) 
folgenden, zwei duale Behauptungen enthaltenden, Satz ableiten:

(5. 5. 2) Sa tz . Ein ungerichteter, endlicher Graph mit N  Punkten besitzt 
dann und nur dann einen Q-Faktor, wenn zu jeder Folge Xl t . . . ,  X n, die 
weniger (bzw. mehr) als N  Punkte enthält (пш  1; derselbe Punkt kann in der 
Folge mehrmals Vorkommen), eine solche Kante existiert, zu der weniger (bzw. 
mehr) als zwei Punkte der Folge inzident sind.

(5. 2. 3) Wir zeigen, daß aus (5. 2. 2) ein Tuttescher Satz über Q-Fak- 
toren folgt ([16], S. 930):

Ein endlicher, ungerichteter Graph soll ein Q-Graph heißen, wenn zwei 
Teilmengen Ф, und Ф, der Punkte von Г  existieren, die folgende Eigen
schaften besitzen:
(1) Ф, und Ф, haben keinen gemeinsamen Punkt.
(2) Ф, enthält mehr Punkte als Ф ,.
(3) Gehört der eine Randpunkt einer Kante zu Ф ,, so gehört der andere

zu Ф2.
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Nun besagt der Tuttesche Satz:
Ein endlicher Graph besitzt dann und nur dann einen Q-Faktor, wenn 

er kein Q-Graph ist.
B e w e i s . E s  bezeichne N  die Zahl der Punkte des Graphen Г.
(I) Wir nehmen zuerst an, daß ein solches, weniger als N  Punkte 

enthaltendes Punktsystem existiert, bei dem jede Kante von Г  mindestens zu 
zwei Punkten des Systems inzident ist. Es sei я = ( Х , , . . . ,  X„) ein solches 
System mit minimaler Anzahl von Punkten.

Es existieren Punkte, die in я  nicht Vorkommen. Bezeichnen wir diese 
mit Ui, . . . ,  Ur (/"isl). Ist der eine der Randpunkte einer Kante ein Punkt Ui, 
so muß der andere in я  mindestens zweimal Vorkommen. Aus der Minimalei
genschaft von n folgt, daß in я  kein Punkt mehr als zweimal Vorkommen 
kann. Bezeichnen wir dann die in я  zweimal vorkommenden Punkte mit 
Vl } . . . , V s, und die Anzahl derjenigen Punkte, die in я  nur einmal Vor
kommen, mit t. So gilt n =  2 s +  / und wir erhalten aus n < N  und r +  s + t = N  
die Ungleichung s < r. Die Mengen d>1 =  (Ui, . . . ,  Ur) und <2>2 =  (Vi,. . . ,  V») 
genügen demnach den Bedingungen (1), (2), (3), Г  ist also ein Q-Graph.

(II) Umgekehrt nehmen wir jetzt an, daß Г  ein Q-Graph ist und es 
seien Ф1 =  ( и г, . . . ,  Ur) und 0>=?(VU . . . ,  U,) zwei, den Bedingungen ( 1), 
(2), (3) genügende Mengen.

Bezeichnen wir jene Punkte, die weder in Фг noch in Ф., Vorkommen, 
mit Xu . . . , X t. Existieren solche Punkte nicht, so sei t —  0. Die Zahl der 
Punkte des Systems я = ( У и . . . ,  Vs, Vu . . . ,  Vs, Xl t . . . ,  X t) ist n =  2s + t < 
< r +  s +  i== N. Offensichtlich sind nun zu jeder Kante von Г  mindestens 
zwei Punkte von я  inzident.

Aus (I), (II) und (5. 2. 2) folgt der Tuttesche Satz.
(5. 2. 4) Man kann ähnlich wie unter (5. 1.3) aus (5. 2. 2) den folgenden 

Satz beweisen:
Jeder endliche, ungerichtete, reguläre Graph besitzt einen Q-Faktor.
Ein ungerichteter Graph heißt regulär, wenn zu jedem seiner Punkte 

gleichviel Kanten inzident sind.
Wir bemerken noch, daß der letzte Satz auch aus dem bekannten Peter- 

senschen Satz, laut dessen jeder endliche, reguläre Graph geraden Grades 
einen Faktor zweiten Grades besitzt, folgt (s. [13], S. 161).

§ 6
In diesem Paragraphen wollen wir die Sätze (2.1.6) und (2.1.7) mit 

Hilfe des Dualitätssatzes der Theorie der linearen Programmierung (ПН.
S. 58—65) ableiten.
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(6. 1) Wir führen zuerst geeignete Bezeichnungen ein. Es seien die 
Punkte bzw. die Grundkanten des gerichteten, endlichen Graphen Г  X , , X , „

bzw. x , W i r  setzen (x,, XJ) =  a,j. (Die Größen ay können nur die

Werte 0 ,1 ,— 1 annehmen. Die Matrix [cUj] ist die „Kante-Punkt“ Inzidenz
matrix von Г.)

1st /e in e  beliebige Kette, so sei /  =  f (x t)  (/ =  1 , . . . ,  rí). Wir können 
die Kette /d u rch  den Vektor / = [ / , , . . . , / „ ]  ersetzen. /  ist positiv, wenn 
/  ^  0 ist (f =  1 ,..., rí). Es ist

(f,X,) =  ~  V ü /  z  1
und eine Kette z ist dann ein Zyklus, wenn

V QijZi =  0 (j  m)
besteht.

Es seien <pi =  (f(x;), ipi =  xfj(x,) ( /=  1 , . . . , /?). Dann gelten
n n

ff  [ / ] = 2  <pif> - v» W = 2  v^z ‘ ■i=1
Der positive Zyklus z ist kanteaufnehmbar bzw. kantefüllend, wenn Zi ^  y, 
bzw. Zi Шуе (i =  1, . . rí) besteht.

Für den Inzidenzgrad der positiven Ketten /  und z gilt

\f>z\ =  j t f iZ i -
i =  1

Die positive Kette /  ist kreisaufnehmbar bzw. kreisfüllend, wenn für 
jeden positiven Zyklus z \f,z\ ü  ip[z\ bzw. \f,z\ iv[z] gilt (s. (2. 1. 3)).

(6.2) Um den Satz (2.1.6) zu behandeln, verzichten wir vorläufig auf 
die Ganzzahligkeit der vorkommenden Werte. Dann bedeutet die Bestimmung 
der maximalen i/>-Wert besitzenden, positiven, kanteaufnehmbaren Zyklen die 
Aufsuchung derjenigen Zahlensysteme Zi , . . . , z„,  die den linearen Ausdruck
( ! )  ü'iZi -)- • • • -j- i p n Z u

maximal machen, während sie folgende Bedingungen erfüllen:
(2) zi ш ff\ , . . . ,  zn ^  (fn;

ön Zi-\- ••• —a,ii zn — 0,
о )  : :•

Ü U n Z t  -f- • • • -j -  a  am Z n  =  0 ;

( 4 )  Zi Ш  0 , . . . ,  Zn Ш  0 .

Dies ist ein lineares Programmierungsproblem mit gemischten Bedingungen.
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Zu diesem „ursprünglichen“ Problem gehört das folgende „duale“ 
Problem (s. [11], S. 63) :

Man soll diejenigen Zahlensysteme /i ,  S i , sm bestimmen, die
den linearen Ausdruck
(5) cpifi H------ h (f»fn
minimal machen, während sie folgende Bedingungen erfüllen:

/1  +  Ű 11 S l  + ’ * -f" Q\m S m =  Ф 1 :

( 6 )
fn  +  i N l S l  -j- •'’ * “f“ @nm Sm =  фп

( ? ) /i^O,. /» § = 0.

(Die Erfüllung der Bedingungen sa ig 0 , . . . ,  s„, g  0 wird nicht gefordert!)
Die in (2.1.6) gestellte Annahme 9 g  0, d. h. die Annahmen <pi g  0, 

•-.,911 =  0 sichern, daß ein Wertsystem existiert, welches den Bedingungen 
(2), (3), (4) genügt. (га =  0 , . . . ,  z„ =  0 ist nämlich ein solches System.)

Die Existenz eines Wertsystems /,, s , , . . . ,  sm, das den Bedin
gungen (6) und (7) genügt, ist trivial. Nun folgt aus diesen beiden Existen
zen nach dem Dualitätssatz (genauer nach dem Existenz- und Dualitätssatz) 
das Vorhandensein eines den Bedingungen (2), (3), (4) genügenden Wert
systems zu . . . , z„,  welches (1) maximal macht, sowie das Vorhandensein
eines den Bedingungen (6), (7) genügenden Wertsystems ,/„ ,$!.......sm,
welches (5) minimal macht; ferner folgt, daß das Maximum von (1) gleich 
dem Minimum von (5) ist. ([11], S. 60—61.)

Bei einem bestimmten Wertsystem hat aber das Ungleichungs
system (6), laut eines bekannten Satzes ([4], S. 100), dann und nur dann 
eine Lösung in den Unbekannten su . . . , sm, wenn für sämtliche die Bedin
gungen (3) und (4) erfüllende Wertsysteme zu . . . , z n stets

—/i) +  ■••-(- г„(Фп —/„) g  0.
d. h.

Z\f\ -p • • • +  Znfn =  -[- • • • -(- zn Ipn
gilt. Das bedeutet jedoch nach (6.1), daß die Kette [/,, ...,/„ ]  = /  kreisfül
lend ist. Das duale Problem ist daher gleichwertig mit der Aufsuchung sol
cher positiven, kreisfüllenden Ketten / =  [ / , , . .  .,/„], deren 9-Werte minimal 
sind. Abgesehen von den Ganzwertigkeiten ergibt also der Dualitätssatz tat
sächlich den Satz (2.1.6).

Um den vollständigen, auch die Ganzwertigkeiten berücksichtigenden 
Satz (2.1. 6) zu erhalten, ziehen wir in Betracht, daß die Matrix [%] die Inzidenz
matrix von Г  ist. Man kann nun leicht zeigen, daß die oben vorkommenden 
Programmierungsprobleme, sowie die zu diesen gehörigen „kanonischen“ 
Probleme ([11], S. 54) unimoduläre Matrizen besitzen. (Eine Matrix heißt uni-
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modular, wenn sämtliche aus ihr gebildeten Minordeterminanten nur die 
Werte 0,1 und — 1 annehmen können.) Daraus folgt jedoch (s. [12]) für 
ganzzahlige Werte von cpi und гpit daß solche ganze Zahlen zu . . . , z n bzw. 
/ , , . .  su . . . ,  s,„ existieren, die (l) bzw. (5) maximal bzw. minimal machen 
und die gestellten Bedingungen erfüllen. Damit ist der Beweis von (2. 1.6) 
vollendet.

(6.3) Um den Satz (2.1. 7) zu behandeln, verzichten wir wieder erst 
auf die Ganzzahligkeiten. Nach (6. 1) bedeutet dann die Bestimmung der den 
minimalen i//-Wert besitzenden positiven, kantefüllenden Zyklen die Aufsu
chung derjenigen Wertsysteme zu . . . , z„,  die den Ausdruck
(8) V'iZH-------bY’ " z n

minimal machen, während sie folgende Bedingungen erfüllen:
(9) Zi Ш cpi, 

öll Z\ +  • •
. • . ,  Zn Ш
■ +  a„i z n

(10)
OlmZl +  • • * “P OnmZn

( И ) z i  s  0, 7  >• • • j t'U  =z

Zu diesem ursprünglichen Programmierungsproblem gehört das folgende duale 
Problem: Man suche diejenigen Wertsysteme f u sl t . . . ,  sm, die den
Ausdruck
(12) cp, / ]  + • • • - + -  <p„fn
maximal machen, während sie folgende Bedingungen erfüllen:

f l  “b  O l l  S l  - j -  • • • - j -  ü lm S m  ^  lf>l ,
(13) : :

fn -j- a,,1 Si -(-••• -j- ünmSm =  Y,,H >
(14) / i ^ 0 , . . . , / n §=0.
(Die Bedingungen Sj Ш 0 , . . . ,  sm ш 0 werden nicht gefordert!)

Aus der in (2.1.7) gestellten Annahme, nach der jede Kante x, die 
einen positiven cp-Wert besitzt, in einem positiven Kreis enthalten ist, folgt: 
Es existiert zu jedem solchen Index /, für den cp, > 0 gilt, ein solches System 
zu . . . , z„,  welches (10) und (11) erfüllt und in dem Z; > 0 ist. Durch lineare 
Kombination solcher Wertsysteme kann man jedoch leicht ein solches System 
Z i , . . . , z „  erhalten, das sämtliche Bedingungen (9), (10), (11) des ursprüng
lichen Problems erfüllt.

Hat weiter das Ungleichungssystem
f l l l  S l - p  • • • +  Ü lm Sm  ^  l / ' l  ,

(15) : ;
Ctnl —}~ * * * " ] '  CLnmSni

eine Lösung in sl9. . sm> so existiert offensichtlich ein Wertsystem / 1?..
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su . . . , s m, das die Bedingungen (13) und (14) des dualen Problems erfüllt. 
Die Lösbarkeit von (15) ist mit derjenigen Bedingung gleichwertig, daß für 
jedes Wertsystem Z j , . . . , z „ ,  welches (10) und (11) erfüllt,

-f- • • • -f" fpnZn =  0
gilt ([4], S. 100). Diese Bedingung ist aber gleichbedeutend mit der in (2 .1. 7) 
gestellten Annahme, daß für jeden positiven Kreis к ib[k\ ^  0 ist (s. (2. 4. 1)).

Da so die in (2.1.7) gestellten Annahmen die Erfüllbarkeit von (9), 
(10) und (11), sowie von (13) und (14) sichern, folgt nach dem Dualitätssatz 
die Existenz solcher Wertsysteme zu . . . , z n und S i,. . . ,  sm, welche
die gestellten Bedingungen erfüllen und (8) bzw. (12) minimal bzw. maximal 
machen. Es folgt ferner, daß das Minimum von (8) gleich dem Maximum 
von ( 12) ist.

Bei bestimmten Werten von f u . . . , f n hat jedoch (13) dann und nur 
dann eine Lösung in su . . . , s m (s. [4], S. 100), wenn für jedes Wertsystem 
zu . . . , z„,  welches (10) und ( 11) erfüllt, stets

Zi(tp i —/0  +  • • • +  Zn ( гр „— f n )  = 0,
d. h.

Z \ f \  +  • • • +  Znfn =  Zilp i +•••-(- Z„xpn

gilt, d. h. wenn die Kette [ / i , . ..,/„] = /  kreisaufnehmbar ist. Das duale 
Problem ist demnach gleichwertig mit der Aufsuchung derjenigen positiven, 
kreisaufnehmbaren Ketten deren <p-Werte maximal sind. Von
den Ganzwertigkeiten abgesehen ergibt also der Dualitätssatz tatsächlich den 
Satz (2. 1. 7).

Den vollständigen Satz (2.1.7) kann man in ähnlicher Weise erhalten, 
wie bei (2. 1. 6).

Wir bemerken noch, daß man — abgesehen von den Ganzwertigkeiten 
— auch die Sätze (3. 2. 6) und (3. 2. 7) aus dem Dualitätssatz unmittelbar 
herleiten kann. Bei den Beweisen der Ganzwertigkeiten stößt man jedoch 
hier auf Schwierigkeiten.

(Eingegangen am 1. September 1958.)
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