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BCTYNNEHWE

OG6HoBneHne BeHrepckoli AkageMun HaykK OTKPbINO wosyw [NaBY B
MCTOPUN BEHIEPCKOM HayKW. YudeHble BeHrpum BceMU culaMu  CTPEMATCA
cnyxuts [€NY HapoLa WU CBOMMW WCCNeLOBaHMSMWU CrOCO6CTBOBaTL CO3UAaA-
TelbHOMY TpyAy MOCTpoeHusa couuanusma. BeHrepckas HapopgHasa Pecny-
6/1MKa OKasblBaeT PasBUTUIO HAy4HOW >KW3HW Halleil CTpaHbl TPOMAaAHYH
mMaTepuanbHY0 U MOPasibHYKO MOMOLLb M HayKa MO/b3yeTcs B Halleill poavHe
TakKMM YBaXKEHMEM W TaKOW NOAAEPXKKONM, KaK elle HUKOr[a B Halleil NCTOpuM.
OfHON M3 XapaKTepHbIX YepT Halleil 06HOBNEHHON HayKu SIBNSeTCS CBA3b
MeXJy HayuyHOW Teopum W NPaKTUYECKON XWU3HbIKD. 3TO B3aMMOAeNCTBUE
OKa3blBaeT CEpPbe3HOe, MNOAOTBOPHOE B/WSHME HA Pa3BUTME HaLLeld HayKw.

BeHrepckas Akafemus Hayk nocrtasunia cebs Lento usgaHuUeM HOBOWA
cepun Acta Mathematica cnoco6cTBoBaTb Yrnyo6neHNl0  MeXayHapoaHbIX
CBf3eli NPOrpecCcUMBHON HayKuW, [anbHEeMLemMy pasBUTUIO HayKu, [eny mupa
M nporpecca n ApyX6bl HapoJoB.



INTRODUCTION

La renaissance de I’Académie des Sciences de Hongrie ouvre un nouveau
chapitre dans I’histoire des sciences hongroises. Les savants hongrois font tous
leurs efforts pour servir la cause du peuple travailleur et aider par leurs travaux
de recherche le travail créateur de I’édification du socialisme. La République
Populaire Hongroise contribue largement, matériellement et moralement, au
développement de la vie scientifique de notre pays. Dans notre pays, le travail
scientifique jouit d’une estime et d’un soutien tels qu’il n’en a encore jamais
joui au cours de notre histoire. Une des caractéristiques de notre vie scienti-
fique renaissante est le contact entre la vie scientifique et la vie pratique de
notre pays. Cette influence réciproque se fait fructueusement sentir dans le
développement de notre vie scientifique.

Le but de I’Académie des Sciences de Hongrie, en publiant la nouvelle
série des Acta Mathematica, est de contribuer par la au développement des rela-
tions internationales de la science progressiste, au développement de la science,

a la défense de la Paix et du progrés, et au développement de I’'amitié entre
les peuples.



INTRODUCTION

The rebirth of the Hungarian Academy of Science has opened a new
chapter in the history of Hungarian science. The scientists of Hungary endea-
vour in every way to serve the cause of the working people and with their
research work to help in the creative task of building socialism. The Hungarian
People’s Republic affords vast help and encouragement to the development of
the scientific life of our country and scientific work in Hungary today is
honoured and aided to an extent that is unparalleled in the history of the
land. One of the characteristic features of our reborne science is the connection
between scientific theory and the practical life of the country. This inter-
relation has a profound stimulative effect on the development of our
scientific life.

The aim of the Hungarian Academy of Science in starting the new series
of Acta Mathematica is to contribute to the improvement of the international
relations of progressive science, to the further development of science, to the
ause of peace, progress and the closer friendship of the peoples.



EINLEITUNG

Die Wiedergeburt der ungarischen Akademie der Wissenschaften er-
Offnete einen neuen Abschnitt in der Geschichte der ungarischen Wissenschaft.
Die ungarischen Gelehrten bemihen sich auf jede Art und Weise der Sache
des werktétigen Volkes zu dienen und mit ihren Forschungen die schopferische
Arbeit des Aufbaues des Sozialismus zu fordern. Zur Entwicklung des wissen-
schaftlichen Lebens in unserem Lande trégt die ungarische Volksrepublik mit
riesiger materieller und moralischer Hilfe bei. Die wissenschaftliche Arbeit
in unserer Heimat wird in solchem MaRe geschéatzt und unterstiitzt, wie noch
niemals in unserer Geschichte. Einer der charakteristischen Ziige unserer
wiedergeborenen Wissenschaft ist die Verbindung der wissenschaftlichen
Theorie mit der Praxis im Leben unseres Landes. Diese Wechselwirkung ist
von ernstem, fruchtbarem Einflu auf die Entwicklung unseres wissenschaft-
lichen Lebens.

Mit der Ausgabe der neuen Serie der Acta Mathematica verfolgt die unga-
rische Akademie der Wissenschaften das Ziel, beizutragen zur Veitiefung der
internationalen Verbindungen der fortschrittlichen Wissenschaften, zur
Weiterentwicklung der Wissenschaft, zum Frieden und zum Fortschritt, zur
Sache der engeren Freundschaft zwischen den Vélkern.



ON THE EEUERBACH-SPHERES OF AN ORTHOCENTRIC
SIMPLEX

By
E. EGERVARY (Budapest), member of the Academy

1. Attempting to extend the theorems of the geometry of the triangle
to three and more dimensions it is known by experience that strict analogies
exist only in the case of an orthocentric tetrahedron or simplex, i. e., such one
whose altitudes have a point in common.

Actually it has been recognized rather long ago that the Feuerbach-
circle (or nine-point circle) has no analégon in the case of a general tetra-
hedron, but if the tetrahedron is orthocentric then there are two spheres (the
»twelve-point® spheres), each of which can be regarded as the three dimensional
extension of the Feuerbach-circle.

Recent researcheslhave shown that with an orthocentric simplex in
n —1 dimensions n spheres may be associated so that the Cth sphere
contains the orthocenters and the barycenters of all the Kk — 1 dimensional
partial simplices. Consequently, in n — 1 dimensions there are n extensions
of the Feuerbach-circle. These Feuerbach-spheres belong to the pencil which is
determined by the circumsphere and the polarsphere.

It is well known that the discussion of the Feuerbach-figure is rather
asymmetrical and cumbersome if one uses Cartesian coordinates. Therefore
several writers, when dealing with the Feuerbach-circle, made use of triangular
coordinates. The discussion in Cartesian coordinates becomes even more
clumsy in the case of three and more dimensions.

In the present paper we wish to show that the Feuerbach-figure in any
dimension is capable of a symmetrical and very intuitive analytic represen-
tation by means of an orthocentric system of coordinates.

The orthocentric system of coordinates is a barycentric system whose
fundamental simplex (tetrahedron) is orthocentric. In order to simplify the
discussion of metric questions, the barycentric coordinates can be normalized
in such a way that their sum should be equal to 1.

1 E. Evekvary, On Orthocentric Simplexes, Acta. Sclent. Math. Szeged., 9(1940),
pp. 218- 226.
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These orthocentric coordinates proved to be a very useful instrument
in the treatment of some metric questions2 Their application to the investiga-
tion of the Feuerbach-figure is particularly suggested by their close connection
with the poly(penta)spherical coordinates.

2. The Feuerbach-circle possesses the following characterstic pro-
perties:

I. It is a Carnot-conic of the fundamental triangle belonging to the
orthocenter and the barycenter.

Il. It is a pedal-conic of the fundamental triangle belonging to the
orthocenter and the circumcenter.

I11. It touches each of the four tangent-circles of the fundamental
triangle.

1 shall show first that a simplex in n — 1 dimensions being given, one
can associate with any pair of points n quadrics each of which is an extension
of the Carnot-conic.

In agreement with this interpretation, the Feuerbach-spheres ®(u,
@, ..., &) of an orthocentric simplex appear as the Carnot-quadrics
belonging to the orthocenter and the barycenter.

Moreover | prove that the Feuerbach-sphere >\h is the pedal-quadric
of the orthocenter and of its symmetric with respect to the center of @(>
i. e, it passes through the orthogonal projections of these points on the le—1
dimensional partial simplices.

Before entering into the discussion of the Feuerbach-figure we give
a short summary of the properties of the orthocentric system of coordinates.

I. The orthocentric system oi coordinates

1. If in the space of n—1 dimensions a fixed set of N n) points
Pv P2 ... Psr (containing at least one non-degenerate n—1 dimensional
simplex) is given, then any point X may be represented as the barycenter of
masses  placed in the points P, (i= 1,2,..., N). Using the notation of

Grassmann, a point X can be represented in the form
A Y _ $2-A%2 4~ o o o ~1~ biyPflr
bl + »2 + eeee + PN

and the (real) numbers are the homogeneous (and in the case N > n super-

numerary) barycentric coordinates of the point X. When dealing with metric

problems it is convenient to use normal barvcentric coordinates submitted
N

to the restriction AI il = 1 (with the exception of points at infinity).

2See e. g. E. Egervary, Uber ein raumliches Analogen des SehnenVierecks,
Journ. /. Math., 12 (1940) pp. 122—128.



ON THE FEUERBACH-SPHERES 7

The distance of two points X = A&P, and Y = *?T]iPi is given by

) XY2= - ij>_‘ iYP2 (-- )& - ,), Jl I-= 21 m= i
2. A general simplex of n points P1P2...Pnin n — | dimensions is
determined by ) " independent parameters, e. g. by the lengths of

its edges P, Pj. If the simplex is orthocentric, i. e., if its altitudes meet in one
. . . nin _3

point PO (the orthocenter), then its parameters have to satisfy —---:-2 -
equations. In order to avoid the necessity of having regard continually to
these equations of condition it seems to be desirable to determine an ortho-
centric simplex by a minimal number of independent and symmetrical para-
meters.

In one of my previous papersllhave shown that an orthocentric sim-
plex PrP%. . *Pnin n — 1 dimensions can be determined by n independent
and symmetrical parameters in such a way, that the measure (length, volume)

of its k — 1 dimensional partial simplices (k= 1,2, .. ., n —1)is immediately
given by the elementary symmetric functions of the parameters in the form
I I 1 1
—1)! — .
©) (xk —1)12Pj1Pj2. = " 'sn.% "+
In particular
3) PjPK —ij+ him

From this representation it is obvious that any partial simplex of
an orthocentric simplex is orthocentric too.

For some purposes it is more convenient to consider the set of n + 1 points:
the orthocenter POand the vertices Pr,P 2 ..., Pnas a whole, called an ortho-
centric set of n A | points in the n — 1 dimensional space, each point of the
set being the orthocenter of the simplex formed by the others.

The mutual distances P, Pj of the points of an orthocentric set can be
expressed in the same way by n + 1 symmetric parameters (i= 0, 1,..., n)

(3" PiP2=h + |j

but the n-dimensional measure of the simplex formed by the points POP1.. ,Pn
of the n — 1 dimensional space is equal to 0, consequently, the parameters
h are restricted by the relations

4 e e heeet ~ = U+ h> 0).

@ 5 tA - ( )
According to this there is always one and only one negative value

amongst the parameters #, or, what is the same thing, one and only one
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point of the set POP, ...P,, is contained in the interior of the convex cover
of the set.

The consideration of the n — 1 dimensional volumes of the simplices
contained in the orthocentric set PiiP r. m.Pnshows immediately that if

the masses —are placed in the points P, (i= 0, L ... n), then each point

is the barycenter of the masses placed in the others. In other words, the

mass-points P—, P— .. P satisfy the equations
A A A

Po 11 1
Ao o om A KX S

i. e. they constitute an indifferent mass-system.
3. In general we shall use in this paper the barycentric simplex-coordina-
tes xxx2...xnreferring to the basic orthocentric simplex I\ P2...Pn But,
for the sake of simplicity and symmetry, at the beginning we shall develop
the most important metric relations in terms of the supernumerary barycen-
tric coordinates 50£x82 referring to the orthocentric set POPxP2. ..Pn
Afterwards we arrive by specialisation at the corresponding relations in terms
of the simplex coordinates.
Let |0 £2eeetn be£a system of suPIernumerary barycentric coordinates

ofapoint X, i.e. X = "O P, E.// 'MY.'Er. '(;/,,I-,l’\ 0. Then, from the fact that the

mass-system Pj/A; is indifferent, we infer immediately that the most general
system of supernumerary coordinates belonging to the same point X is

iven b
v y 1 M
v R1tﬁ "’PILI
6) h+ — @(=01,..., n); o v
A X h b

where g denotes an arbitrary real parameter.

Applying the expression (2) of the distance of two points and having
regard to the relations (3"), we find immediately that the expression for the
distance in terms of the coordinates £»is given by

XY2 X XPipi2 (1 —M) (1; — ) M )2
(«) M M
0 0

I should not miss here to draw the attention to the analogy between
the orthogonal Cartesian coordinates and the orthocentric coordinates. For
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both system of coordinates (and only in these cases) the expression for the
squared distance reduces to a sum of squares.
4. The equation of any sphere, having the center C—2 vy;P,;

n n 0

vV y-= 1 and the radius r2—2 Ayf, may be derived immediately from (6)
(o} U

2 MH- yp- 12 3@3-512 2>'AytH 0. 2 h Yn=1

or in homogeneous form

n n n

0 2 Afi -2 2 AyfHi2 "H= o.

We infer from this that the n -- 1 spheres P* having their centers in the
vertices Pk= 2 " &Pi(the= 0 for k i, Skk= 1) and their radii r\ = X
are represented by the equations

8) rk=2 AP o2mm Y hi=o (¢=o 1 )

Any two of these spheres are orthogonal to each other in consequence of the
equations rR+ rl —PkP\ = A<+ h —(h + h) = 0.

Comparing (7) with (8) we see that the equation of any sphere (point,

plane) may be written as a homogeneous, linear combination of the forms Pk
M M n n

9 > v - fc.
) 0 u U 1] U

and in the case of this representation of a sphere the supernumerary coordina-
tes of its center are proportional to the coefficients yi, while the radius is

given by r2= 2O AyV (g yi)2-
The plane resp. the point are obviously characterised by the relations

n n

20' Yi = 0 resp. 2u' Ayt = 0.

5. In order to pass from the supernumerary coordinates (Ho Hi H2ee«H)
to the simplex-coordinates (@qx2...x,,) referring to one of the simplices,
e. g. to PjP 2. ..Pn, we have only to impose on the supernumerary coordina-
tes the restriction that the point POis deprived of mass. This involves that the
arbitrary parameter g in the expression (5) of the supernumerary coordinates
must be chosen so that x0= Hb—gjA = 0, i. e. g— HA). Hence the passage
from Hto X is mediated by the equations (and similarly the passage from

Yi to ¢j)

(10) X= H — h Ho (i= 1>2, . . n).
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By means of these equations Y; A (§—Y;)2 will be transformed into

- lj X —Q)2 and similarly U h into "0 X,; consequently, the general

equation of a sphere in orthocentric simplex-coordinates takes the homoge-
neous form

(11 v l-ﬁJ.L—?_)i(’OtJXi,i X=0

with arbitrary coefficients
Comparing this with (9), excluding the case of a plane and assuming

n

AL,J Yi = 1, we get for the supernumerary coordinates yi and the radius r ofthe
sphere the following expressions:
n a nn7
y? L <4 _ 1 y< h
yl= 7- r* = 2 hr* — -
T n 4 1 ro N

The corresponding formulae in terms of the orthocentric simplex-coordi-
nates X follow from here immediately by substituting these values in the
equations (10).

11. Representation of the Feuerbach-spheres as Carnot-quadrics
1. Two points

JJ_ UM + r2-r2 + a3p 3 V= Nog2nr2 AT 3
«l + «2 + «3 ®1 + V2+ V3

in the plane of the basic-triangle P )P 2P 3should be projected from the vertices
on the opposite sides. According to a theorem of carnot, these projections

Oua13) (uxou3) (u20); (0vA3) (tg0v3 (vw20) lie on a conic represented
by the equation

uz2

W x1 x2 | "3
- +— +
livx T u2v2 u3v3  \ul L

N3 Vi v2 v3

Consider now two points U, V in the 7 —1 dimensional space, whose
barycentric coordinates are (ux u2mmmun) resp. (tq v2. m. vn).

These points U, V can now be projected from any n —k 1 dimensio-
nal partial simplex Pk+1Pk+2m. wPn on the k- 1 dimensional comple-
mentary partial simplex PP 2 mmmPk- The projection of U (being the point of
intersection of the n —k dimensional plane Pk+XP*+2...P,, U with the
K — 1 dimensional plane PxP 2. ..PKk) has the coordinates

(uxu2...Uk—xuw 00... 0)
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and the coordinates of the projection of V are
K v2...vk- k»*00 ... 0).

Obviously all these projections of the pair of points U, V on the k —|
dimensional partial simplices lie on a quadric whose equation is easily found
to be

KynAL-- v Xi>n/XJ'
1 LM 1 Vi1V

Consequently, with any pair of points and with an a - 1 dimensional
(general) simplex n quadrics may be associated each of which can be inter-
preted as an extension of the Carnot-conic, i. e., the quadrics given by (13)
for the values k=1, 2, ... n.

2. Let us now assume that the basic simplex I\ P, ...Pnis an ortho-
centric one, specified by the parameters kit A2, ¢ A,and consider the Carnot-

quadrics @(\), 0(2, .. 0(,) associated with the orthocenter O= P0=
S 1 1
= );p_/ ); — and the barycenter B = —ny Pj.
“aygr 1 dj n 1

Their equation follows at once from (13):

n n n

(14) hK= KZijIJ_I,—Z1 >ﬁxi|— xi = 0 (* c 2,....4a),

and comparing this equation with (11) we notice that they represent n sphe-
res belonging to the pencil which is determined by the polarsphere (kx — co)
and the circumsphere (k = 1). But the projections of 0 and B are obviously
identical with the orthocenters and barycenters of the partial simplices, con-
sequently, each of the spheres ®*), ®(2>mmmd() can be interpreted as an
n — 1 dimensional extension of the Feuerbach-circle. The sphere ®K) (k = 2,
3, ..., n—1) passes through the orthocenters and barycenters of all the
K — 1 dimensional partial simplices, 0 () is the circumsphere; ®() is the
orthocentroidal sphere, because it has the join of the orthocenter Oand bary-
center B as diameter.

Applying (12) we get for the radius k) and the supernumerary coordina-
tes jP> of the center C\K) of the Feuerbach-sphere (\k)

yl — 1 U+ Y= — (1,2, n);
r LR Tl B
M= Y(h—2K)2A,+ Ix+ ...AJk
According to (15) the center C(K) of ®(K) is given by

(15)

(16) cm=i2h- n2>I(<)+nB:O+/2\K'{B_O)'
i

i. €., (\K) is collinear with 0 and B and coincides with the terminal-point of the
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vector ZE-CB issuing from O. Thus all the centers lie on the ,Euler-line“
K

joining O and B.

3. Having regard to the following discussions it is convenient to distri-
bute the Feuerbach-spheres into complementary pairs @®{), d(+) (which
coincide only for n —2m, Kk = m). The radii of a complementary pair are

connected by the simple relation
Kr() = (n—K) »<.»,
while their centers satisfy the equations
2kC()=nB @Kk—n)0\ 2(h—Kk)(Ani) =nB (@2k—n)O.
i. e., the barycenter B, the orthocenter O and the centers (/@, (7(,_>of a

pair of complementary Feuerbach-spheres form a harmonic quadruple of

points.
Particularly in the case of the orthocentric tetrahedron (n = 4) we get

from (15)
C)=2B—0O, rl)= f450+ S+ 2+ B+ kIJ2 (circumsphere)

2= B , o) = [In2 - n2-|- B+A44 (first twelve-point-sphere)
39 = 2B+ O, re) = f4A0+ - 2+ B+ W6 (second twelve-point-
sphere)

in agreement with the well known results in the geometry of the tetrahedron.

It has been observed that the four circumcircles, resp. the four Feuer-
bach-circles of triangles contained in a planar orthocentric quadruple of
points are equal, while in the three dimensional space no such relations exist.
The expression (15) of r(i) shows clearly that similar relations exist only in a
space of an even number of dimensions. In the case of 2 m dimensions we have
from (15)

r()= ¥+ 4 + k2mtj2 kK=m, m-(- 1),

i. e, the Feuerbach-spheres (1) resp. 0 (m+i> of the orthocentric simplices
contained in an orthocentric set of 2m + 1 points in 2 todimensions are equal.

I11. Representation of the Feuerbach-spheres as pedal quadrics

1 An other characteristic feature of the Feuerbach-circle is that it
passes through the orthogonal projections of the orthocenter and circum-
center on the sides of the basic triangle (it is the pedal-circle of 0 and (7(9).

In order to establish the corresponding property of the Feuerbach-
spheres in n — 1 dimensions let us consider the intersection of the Feuerbach-

sphere
Mn Mn
dT = k2 1jxi— Y 8xi ¥Yxp=0
| 1

1
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with one of ..its* partial-simplices, e. g. with

XK.fi —Xky2—eee—ixn—0*

This intersection
K K K

P :K21. IjXI—%LLI,XITXj: 0

s obviously the orthocentroidal-sphere of the partial-simplex PrP 2 mmsPk-
According to one of our former results (Il. 2.) the center C* of ®* is collinear
with and equidistant to the oithocenter 0* and the barycenter B* of the
partial simplex PrP2.. .Pi,.

Erect now through 0*,C* and B* n —k — 1 dimensional planes which
are perpendicular to the k — 1 dimensional plane of P, ...J\. These parallel
planes meet the Euler-line of the basic orthocentric simplex in 0, Cy) and in
a point By,), this latter being obviously the symmetric of 0 with respect to Cy).

Starting with any other k — | dimensional partial-simplex, we arrive
evidently at the same point By,). Hence we have the theorem:

The Feuerbach-sphere @) is the pedal-sphere of the orthocenter O and
of its symmetric By) with respect to the center Cy) of ®y). In other words,
®y) passes through the orthogonal projections of 0 and By) on all the k — |
dimensional partial-simplices.

The point By), being the symmetric of O with respect to Gy), is represen-
ted by

By) = 2Cy) - 0 =0+;((B~0),

I. e., By) coincides with the terminal-point of the vector —OB issuing from O.
K

All these centers of projection lie en the Euler-line, moreover Cyk) coincides
with By).

IV. On the intersections oi the Feuerbach-spheres and the altitudes

1 In the case of three and more dimensions the notion of the altitude
may be viewed from a more general point of view, i. e., as the common per-
pendicular of a pair of complementary partial-simplices. This extension is
justified by the fact that the normal-transversal of any pair of complemen-
tary partial-simplices passes through the orthocenter O as well as through the
orthocenters Oy) and Oy—:) of the complementary partial-simplicels_,l.

Indeed, the orthocenter of PrP2...Pnis O = Pyisly %’} /5y, the

k k
orthocenters of P"P., e« P/ resp. P/;XiPu*>.. Pnare OT = %’:Py/ﬂy:zI n
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resp. 0(, K= 3_’ Pjllj : Y, 1/ Hence
*j bl

0" W + 09" Wy=0Y I,

i. e, O, Ob), 00+ are collinear.

We have further OOw | P1P2.. ,Pkand 00(,,_*)1 Pk+1... P,,. consequently
the altitude Ow O(HK) belonging to P1P2...Pk and Pk+lPk+2...P,
is the normal-transversal of these partial-simplices.

In this wider sense the number of the altitudes of an orthocentric sim-
plex PxP2...Pnin the n — 1 dimensional space is obviously

>2m 1 for n=2m+ 1 and 22m1 -f-1|2rn —1 forn= 2m.

We shall prove that the products of the segments, into which any of
these altitudes is divided by the orthocenter, has the same value, this com-
mon value being equal to /..

The segment OG(K) is the altitude (inthe narrower sense) of the partial-
simplex POPX. . .Pk, therefore its length is given by

00K = k2 and similarlyooh A= (n- k)2 " +  —
PjP2me Pk Plc+l e «Pn

Applying (3) we get from here
00{K) «00(n-K —

Okx ... kk T + - + ko kk+| mmmk,,
D h

bV nk+i+ -+ Ty

k\lllkk[ i kIC+l'llkn(|7|T,+ X

n

or, having regard to 0 s = 0,

1
00(k) +00(n—k) = KO+ V(ko+ 1 1\
kkJ kk+1 KiJ
g e d
2. The denomination ,,nine-point circle“ is justified by the fact, that

this circle passes not only through the projections of O and B on the sides,
but it passes also through the middle-point of the ,,upper* segments of the
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altitudes. A corresponding theorem is known in the case of an orthocentric
tetrahedron, i. e., the sphere which contains the orthocenters and barycenters
of the faces, divides the ,,upper” segments of the altitudes in the ratio 1: 2.

These statements can be generalised as follows. Each extremity of an
altitude is lying on a Feuerbach-sphere. E. g. the extremities of an altitude of
type OK)0(nt) (belonging to a kK — 1 dimensional and to an n —k —1
dimensional partial-simplex) are lying on ®K and ®(,_ *). Using our former
results we can easily determine the second point of intersection of a Feuer-
bach-sphere with its corresponding altitude.

Retaining the previously used notations and denoting the second point
of intersection of &uy with its altitude 0(K) by O[K, we inquire after
the value of the ratio

00y __ OOwe-00W
00(nK) 00(,_3 *00(Kk)

It has been previously proved that 00y9 400(nK) = A) thus we have
only to calculate 00{K) 00k, i. e., the power of the orthocenter O with
respect to the Feuerbach-sphere ®K- Using our former results (15) we have

6% - B6h= VR — 10§ = 221) —r?= o L=Ks

K

Hence we infer that 00K : 00(nHK = (n —k) \k and this result can be
stated as follows.

Each altitude of the type O() O(n¥X) joins a point O(K of the Feuer-
bach-sphere <\ to a point 0(n—K) of the complementary Feuerbach-sphere
d([[k)- Consequently, this altitude cuts both of ®F, P@a+«) once more,
and the positions of these intersections O0[K), O[n—K) are determined by the
ratios

QK _ n—k 00{nk) _ K
00(n-k) K > 00K n —Kk
This theorem contains the above mentioned results in the geometry of

the triangle, resp. of the tetrahedron, if we adopt the circumcircle, resp.
sphere as the first member ®(p in the Feuerbach-sequence.

If n=2mand K = m, then the two complementary Feuerhach-spheres
coincide. This is realized in three dimensions (n = 4) for k = 2, i. e., in the
case of the first twelve-point sphere.

(Received 8 May 1950)
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LAPbl ®EMEPBAXA OPTOLEHTPNYHOIO CUMIJIEKCA
K. SrEPBAPW (ByaaneLur)

(Vestane)

Ecnn pebpa cumnnekca P, P 2...P, pasmepHocTM N —1 MoryT 6blMb BbIpaXeHbl C MO-

MOLLBIO M napameTpoB B Buge P, Py = S+ £ TO cuMNIeKC SABASETCA OPTOLEUTPUYHLIM U B
OTHOCSsILLElCS K Hemy GapuLEHTPUYHON cucTeMe KoopauHaT (XTI, X2, . . XI) KOOpAMHAaTbl opro-
1 1 1"
eH , ,
A ) ¥n.
n n
"o Y x V.
1 1
YpaBHeHue
n n
axi Y
1 1

rnosyyatoLLieecsl M3 COOTBETCTBYHOLLEH cneupanmsaumm koedduumeHToB alal. .. an o3HayaeT Takoi
LWap, KOTOPbIF COAEPYUT OPTOLEHTPbI M GapuLieHTpLI Beex uacTHbix cumnnekcos PV PV . PW(
BCEX pa3MepHOCTel K— 1, To ecTb BCe LUapbl COOTBETCTBYOWME A= 1,2 ,..W MOryT CUATaThCA
0606LLEeHNEM OKpY>XHOCTU Deiiep6axa. Vcrnonb3oBaHWeM  BbILLENPUBEAEHHOTO YPaBHEHWsSI  LLIAPOB

deiiep6axa MHOTVe TeOpeMbl TPUFOHOMETPUM U FEOMETPUU TETPasapoB 06OGLLAIOTCA Ha OPTOLEHT-
pUYHbIE CUMMJIEKCI.



THEORIE MATHEMATIQUE DU TRAFIC
DE MARCHANDISES SOUS LE REGIME
DU CAPITALISME DE MONOPOLE

Par
GEORGES ALEXITS (Budapest), membre de I’Académie

1. Méthode de la fondation mathématique de I’économie politique

Le traitement des problemes de I’économie politique par des méthodes
mathématiques a déja un long passé. C’est bien compréhensible que les succes
de la physique mathématique aient éveillé le désir de décrire d’une maniére
exacte les lois de I’économie politique. Malgré cela, les travaux de mathé-
matiques économiques sont loin d’approcher I’exactitude de la physique
théorique. La vérité est que la plupart de ces investigations ne cherche qu’a
se donner I’apparence d’une recherche scientifique en se servant du symbolisme
mathématique, mais en réalité elles ne font que d’habiller les allégations des
différentes théories bourgeoises d’économie dans un vétement mathématique.
Mais méme I’usage qu’elles font des formes mathématiques ne parait point exact
parce qu’il faut considérer en général les refontes mathématiques des notions
de I’économie politique bourgeoise comme manguées en principe.

Avant tout, nous considérons intenable le point de vue des travaux bour-
geois de I’économie mathématique qui examine les phénomeénes économiques
d’une fagon axiomatique et par la ne tient pas compte de la structure sociale
des phénomeénes économiques qu’ils veulent décrire. De cette maniére, les
méthodes mathématiques employées dans |’6conomie bourgeoise donnent au
systéeme économique capitaliste I’apparence d’étre la seule forme possible de
I’6conomie. Le systéme économique capitaliste apparait donc dans ces théories
mathématiques de la science économique bourgeoise comme une nécéssité
mathématique alors qu’il est évident que c’est entré dans la théorie non eomme
conséquence du contenu mathématique, mais parce que ce systéme a été taci-
tement insinué dans les formes mathématiques. Il est clair qu’une théorie qui
croit trouver les mémes lois économiques dans le systétme économique d’une
société barbare dent la production est basée sur le travail des esclaves que dans
une société développée du capitalisme financier est nécéssaireinent fausse et

Acta Mathematica
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ne pourrait étre considérée comme science sérieuse malgré I’'apparence mathé-
matique.

En principe doit encore étre considéré intenable un point de vue qui
promet de traiter exactement les relations quantitatives se présentant dans
des formes différentes de la valeur d’économie politique sans mettre au point
la notion de valeur comprise implicitement dans les symboles mathématiques.
Pourtant, nous rencontrons dans la science économique mathématique bour-
geoise a tous les pas cette erreur: les formules expriment des changements de
valeur, mais on ne peut pas établir qu’est-ce que c’est qui change: est-ce
seulement la valeur des fonctions figurant dans les formules mathématiques
ou est-ce l'unité servant a mesurer la valeur des variables figurant dans les
fonctions, unité qui elle-méme est une fonction inconnue d’une autre unité
pas nommee?

Mais il se trouve, méme dans les oeuvres fondamentales de |’¢conomie
mathématique, non seulement des grosses erreurs de caractere économique,
mais aussi des fautes mathématiques irréparables. Leur caractéristique
commun est que les auteurs ne tdchent méme pas a examiner si le systeme
d’équations accepté comme point de départ possede une solution interprétable
au point de vue économique. Nous en trouvons un exemple tres caractéristique
dans le systéme d’équations connu sous le nom d’équations dew atras—cassert.
Les inconnus de ces équations sont les quantités de moyens de production
et de produits ainsi que leurs prix. Ce systéme d’équations ne peut donc avoir
du sens économique que s’il a un systéme de solutions positives uniguement
déterminé. Par contre, on a réussi a démontrerl que la supposition d’un tel
systeme de solutions contient une contradiction mathématique, c’est-a-dire:
le systéme d’équations de w a1ras—casser €St bien un résultat apparemment
important de I’économie mathématique, mais en réalité il n’a pas de solution
a laquelle on pourrait attribuer un sens économique.

Les fautes graves revenant fréguemment et systématiquement ont
discrédité la science d’économie mathématique a tel point qu’aujourd’hui on
peut recevoir & priori avec suspicion toute oeuvre qui traite les problemes de
I’6conomie politique par des méthodes mathématiques. Il serait cependant
faux de proscrire tout a fait des sciences économiques les réflexions mathé-
matiques exactes, puisque ce n’est point la méthode mathématique qui est
responsable des erreurs de principe commises jusqu’ici, mais son application
tout a fait erronnée, ou plus précisement: I’'abus commis a I’aide du formalisme
mathématique. Mais I’application des résultats de la mathématique — avec la
critique nécéssaire — aux phénomeénes sociaux qui sy prétent peut conduire
a des résultats précieux, parce qu’elle pourrait éclaircir plus profondément les

1 Au sujet de la discussion mathématique concernant le systéme d’équations de
W alkas- Cassel, v. Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, Wien, 6 (1935),
p. 10—20 et 7 (1936), p. 1-6.
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rapports intrinséques des forces cachées derriere les mouvements de la
S0Ciété.

(e serait naturellement une grave erreur de nous imaginer que la méthode
mathématique nous rendra capables & décrire exactement les phénomenes
économiques. Le développement économique est un phénomene social, il faut
done considérer a priori comme manqué toute tentative qui essayerait de le
faire paraitre comme un processus machinal, déterminé au sens mathématique.
La méthode mathématique ne peut jamais décrire la réalité sociale toute
entiere, mais seulement le développement d’un modéle économique qui dans
certaines circonstances peut approcher la réalité. Les tendances éclaircies par la
mathématique économique ne peuvent donc refléter une partie de la réalité
que jusqu-au point ou la structure sociale crée des situations économiques
similaires- au modele supposé. Mais la société peut changer les conditions et alors
les processus économiques réels peuvent s’écarter complétement de ceux
qu’'avaient établi les méthodes mathématiques, méme si le modele avait reflété
primitivement la structure économique assez exactement. Il parait que cette
circonstance rend l'applicabilité des mathématiques a I’économie politique
illusoire, mais en réalité c’est justement ce qui la rend légitime. C’est que les
réflexions mathématiques appliquées au modele économique correctement
construit peuvent éclaircir de quels modeles la structure économique de la
société doit s’écarter si nous en attendons un développement qui s’écarte
qualitativement du développement se révélant nécéssairement sur le modele.
Le traitement mathématique de la science d’économie politique joue donc
dans la cognition de la réalité sociale un role pareil par exemple a celui de la
mécanique rationnelle dans la construction des appareils éléctriques: la mécani-
que, sans étre capable de décrire completement le fonctionnement des appareils
éléctriques dont le fonctionnement est déterminé par les lois propres de 1'électro-
dynamique, peut indiquer les difficultés mécaniques que le constructeur
doit éviter s’il veut que son appareil fonctionne avec un certain effet.

L’idée fondamentale de nos investigations suivantes remonte a la
théorie mathématique de VoLrerra? concernant le développement des collec-
tifs biologiques: en ce qui concerne leur contenu, elles essayent de refléter
sur un modele aussi simple que possible le développement du trafic des mar-
chandises qui se produit sous les conditions de production du capitalisme le
plus développé. Nous allons démontrer que ce développement conduit nécés-
sairement & ce que certains producteurs de marchandises deviennent mono-
polisateurs, dont il s’ensuit aisément que les conditions économiques reflétées
par notre modele rendent forcément la lutte de clagses plus aigué. Nous allons
encore démontrer que 1’on ne peut faire disparaitre ces phénomenes méme
par des changements assez importants faits sur le modele, mais seulement par

® L. Vorrerra, Legons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie,
(Paris, 1931).

2%
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la modification compléte de la structure du modele. Exprimé d’une autre
maniére, cela veut dire qu’a un certain degré du développement du capitalisme,
Vintensification de la lutte de classes est inévitable si 1’on conserve tant soit peu
de I’essence de Véconomie capitaliste.

2. Le systeme d'équations différentielles du trafic des marchandises

Dans le modéle servant comme base de notre travail mathématique,
nous ne faisons pas de différence entre producteurs et vendeurs de marchandi-
ses, c’est-a-dire nous ne tenons pas compte de Iintermédiaire qui s’interpose
entre le producteur et le consommateur. Nous mesurons la valeur des marchan-
dises, moyens de production etc. & un moment donné uniformément par le
temps du travail socialement nécéssaire pour les produire, c’est-a-dire nous
employons une mesure dont l'unit¢ ne dépend pas des fluctuations
momentanées du marché. Nos prem éres hypotheses sont les suivantes:

1°. La production est tellement développée que le producteur est prati-
guement incapable d'utiliser ses surplus pour d’autre chose que l’augmenta-
tion de sa production, c’est-a-dire ses ventes avec profit augmentent sa pro-
duction.

2°. La production de marchandises a saturé le marché au point que si
le producteur A vend de la marchandise d’une valeur [;, il y aura une quantité
de marchandises de valeur y = ffE) que le producteur B ne pourra pas placer
s’il cherche a atteindre sa production maximum.

Dans les conditions du capitalisme le plus développé, ces conditions se
réalisent si nous ne tenons compte que du trafic de marchandises non produi-
tes par des petits producteurs, mais seulement par des grandes installations
mécaniques. Nous ajouterons que nous ne considérons comme différents deux
producteurs que s’ils se font de la concurrence aigué, c’est-a-dire si la condi-
tion sous 2° jolie sur eux.

Supposons que Av A2 , An signifient tous les producteurs d’un
marché qui répond a nos conditions et n’est pratiguement pas influencé par
le trafic d’autres marchés. Supposons que la valeur des marchandises écoulées
par eux au moment t exprimée comme fonction du temps t sera3

Y\ = Vitt), y2= Y&), mwam> ¥Yn = Y«(O-

Les producteurs emploient le surplus restant du profit provenant de la valeur
des marchandises placées, conformément a notre hypothése 1°, immédiate-

8 Plus précisément, nous entendons par yk la fonction définie de la maniére suivante:
Soit Yjc{t) la valeur de la quantité totale des marchandises écoulées par le producteur Ak
jusqu’au moment t; alors, yk est la vitesse de la croissance de YK(t), c’est a dire:

d Yk
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ment pour produire de nouvelles marchandises ce qui entraine une augmenta-
tion du trafic de marchandises si le marché est capable d’absorber la nouvelle
quantité. De cette maniére, la valeur des ventes de marchandises du produc-
teur Ak dans I'intervalle de temps (t, t -f- dt) augmente de la quantité dyk et
cette augmentation peut étre représentée comme résultante de deux composan-
tes. L’une est la quantité que I'augmentation des ventes de marchandises de
Ak atteindrait si la capacité d’absorption du marché était illimitée. Dans ce
cas Ak pourrait vendre, aprés avoir placé une quantité de marchandises de
valeur d’unité, des marchandises d’une valeur 1-f-ak ou = ak(t) est une
fonction positive ne dépendant que de I’augmentation de la capacité de pro-
duction du producteur Akrésultant de I’hypothése 1°. De cette maniere, dans
I'intervalle de temps (t, t -f dt) I’'augmentation de valeur des ventes de mar-
chandises de Ak serait

dyk = tkYk dt
et la valeur yk(t) serait déterminée par I’égalité
ykit) = eh "',

Par contre, nous avons tenir compte de I'autre composante qui résulte de la
diminution de la puissance d’achat du marché découlant de notre hypothese
2° de maniére que les marchandises d’une valeur de yv y2 ..., yn rendent
impossible que Ak puisse déployer le maximum de sa capacité de vente de
marchandises, ainsi la valeur des marchandises valant une imité vendues au
moment t ne pourra pas accroitre dans l’intervalle de temps (t, t -f dt) de la
quantité «* dt, mais il faut réduire la quantité uk de la valeur d’une fonction
positive XX (yv y2 ... , yn) dépendant des variables yv y2 ..., yn; soit I'aug-
mentation de valeur des ventes de marchandises de Ak est défini au lieu de
dyk = <k¥kdt par I’équation
dyk = («t —fk) Ykdt.

Mettons que mp (vl y2 ... , yn) signifie la diminution totale qui se produit
dans la croissance maximum av «2,..., an des ventes de valeur unité des

producteurs Av A2 ..., A, dans lintervalle de temps (t, t + dt), alors yjk
sera la part de la diminution ptombant sur le producteur Ak, autrement dit

YKV, y2, --->yn) = Bk<P (yv y2---> M)

ou Bk= Rk(t) est une fonction ayant des valeurs comprises entre 0 et 1
L’équation précédente peut donc étre écrite sous la forme

dyk = («t — Rk y) Ykdt

également, c’est-a-dire qu’en désignant la dérivée de yk(t) par yRt), la valeur
des ventes des producteurs Av A2 ... , An se laisse déterminer par le sys-
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téeme suivant d’équations différentielles:

Yy .

— = «1l - B|4 >y2.°°'.M-|.

v (M )
(1) v 2 4 )

— = K - R i vv v i EER’y,)-

Y2 (

— = «,, — 72,4 (y1- Y 2. yn)

yn

pour toute valeur ¢ rAo0.

3. L’existence d’'un systéme de solutions positives

Afin de pouvoir démontrer I’existence d’un systéme uniquement déter-
miné de solutions continues et positives du systeme (1) d’équations différen-
tielles de premier ordre, nous avons besoin de I’hypothese suivante:

3°. Le marché est saturé par les quantités de marchandises vendues
au point que, si n'importe quel producteur met en circulation de nouvelles
marchandises, il en résulte une diminution immédiite de la puissance d’achat.

Cette hypothése s’exprime en langage mathématique par I’exigence que
mp(yvy2 ..., yn) soit une fonction croissante en chacune de ses variables
yv y2 ..., yn. Il sensuit immédiatement que, si m(yv y2 ...,yn) >
P (yv 22>+, ynp>il existe un indice le pour lequel yk>yk Puisque p mesure
la diminution de la puissance d’achat du marché, il n’a de signification économi-
que qu’en cas de valeurs bornées. Les valeurs économiquement interprétables
de m ont donc un maximum et un minimum, au-dela les valeurs de p peuvent
étre définies arbitrairement. Choisissons une telle extension de p aux valeurs
économiquement non interprétables qu’il reste monotone en chacune de ses
variables, de plus qu’il soit assez régulier dans le sens que, «> 0 étant
une quantité arbitraire, il existe toujours un 6> 0, de maniére que

Tiovi,v . >EEE>, -, v + s, YK+1, ... yn)m PG Y2 ... ,yn)+ €.
Par cette extension du domaine des valeurs de la fonction rp, nous avons atteint
gue 1p n’ait pas de maximum et qu’il ne devient infini que si au moins une
des variables yk devient également infinie. Apres cela, nous démontrons le
lemme suivant:

Les fonctions yx y2, . . ., ynrestent bornées dans I’intervalle de temps (0, oo).
Admettons, par absurde, que ykatteint & un certain moment une valeur

supérieure a une quantité M que I'on peut choisir arbitrairement grande.

Il'y aura alors, en conséquence de la continuité des fonctions yu, un moment
Im auquel

YK{L ): M
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Mais si nous choisissons M assez grand, la valeur de @ (yLy2 ..., yn) devi-
endrait, d’aprés ce qui précéde, arbitrairement grande, quelles que soient
les valeurs des fonctions yi ayant un indice i différent de k, c’est-a-dire:
méme si y, S yA™) pour chaque indice i ¢ le on a

@ tf (yv y----—--- Yie v Yi{Iv), Yk+1, ..., yaym N

ou N peut étre arbitrairement grand, pourvu que M soit assez grand. En choi-
sissant donc M assez grand, on peut aboutir & I'inégalité

(2 N = Max —-
R’k

C’est que dans le cas contraire la relation — .. devrait subsister, ce qui
Rk

est impossible vu la signification économique de et Rk, puisque aaest définie
par les valeurs et les frais de production des marchandises, uk reste donc
pour des raisons économiques au-dessous d’une certaine limite, quant a la
valeur de Bk, elle doit rester au dessus d’une quantité positive B, sinon la
diminution de la puissance d’achat du marché n’affecterait pas du tout la
production de Ak, ce qui est également absurde pour des raisons d’ordre

économique. La quantité Max Lk est donc finie, il s’ensuit par conséquent

Bk
d’aprés (2) et (2*) pour des valeurs yv y2 ..., yn prises au moment tu-
— ak
13(’)’1,}%> "'I)’n )\: Z_k'
On en obtient, en vertu de (1):
yriw) < 0,

la valeur yKt) ne peut donc pas étre > M dans le voisinage de tu- — L’hypo-
these qu’aprées un moment t'u
it) < —M"
ou M est arbitrairement grand, conduit pareillement a une contradiction et
notre lemme est entiérement démontré.
Aprés cela il n’est pas difficile de démontrer le théoréme d’existence
suivant :

Le systéme (1) d'équations différentielles posséde en tout intervalle fini de
temps un systéme de solutions composé de fonctions continues, positives et
uniquement déterminées par leurs valeurs initiales.

Comme il ressort de (1) ¢

- @ —Bk
log () 3 (@ — Rk <) dt
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Mais, selon notre lemme, yk(t) est borné et ainsi —comme nous I’avons vu —
¢ reste aussi sous une borne finie, donc

lak —Rklw C
ou C est une constante absolue. Par conséquent

yat)_
YK(*0)
c’est-a-dire:
yk(t)myk(t0)e-c < '’>,

donc, si yk(0)> 0, alors yk(t) est également positif. La détermination des
fonctions yv y2 ..., yk peut se faire par la méthode des approximations
successives. La continuité et la donnée des valeurs initiales assure I’unicité
du systeme des solutions.

4. La monopolisation du trafic de marchandises dans un systeme de production
capitaliste trés développée

Nous allons rechercher le développement du trafic des marchandises
pendant une longue période tranquille de I’conomie capitaliste trés déve-
loppée. La tranquillité de la période signifie que les conditions pour le pla-
cement des marchandises d’un producteur par rapport a celles de Ilautre
ne varient pas. Or les fonctions Bv B2 ... Bndésignent la part de la dimi-
nution totale de la puissance d’achat du marché tombant sur les producteurs
Av A2 ... An la tranquillité de la période se traduit donc en langage de
notre symbolisme mathématique par I’hypothese que les Bv R2 ..., Bn sont
des constantes, hypothése que nous allons accepter pour le calcul suivant.

Eliminons m des équations (1) et nous obtenons la relation

R ] YK n Q
Bk Bi — uti Bk «ic Bi
yi Yk
gue nous pouvons écrire sous la forme suivante aussi:

h-\

d Vi «i ak
Bk_ g ~Jk
V YK

11 en résulte que

0
Mais nous avons démontré au chapitre précédent que, pour un t quelconque
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0< iis M, donc

A f
€) VK(t) =5 y|(tn) )W?"‘eXp I « (4 dt.
Il existe donc une constante absolue K, ainsi que
A
@ ydip) Pk K

()

Le quotient — exprime le rapport entre le plus grand accroissement possible
m

des ventes de marchandises du producteur Amet la diminution de la puissance

d’achat du marché limitant cet accroissement, c’est-a-dire;: — est une mesure
Bm

de la capacité de vente du producteur Am L’expérience prouve que, s’il ny
a pas de changement essentiel dans les conditions de la concurrence, la capacité
de vente du producteur qui aréussi de vendre plus pendant un temps prolongé
continuera de rester plus grande que la capacité de celui dont les ventes
sont restées entretemps toujours plus petites; au contraire, la différence
entre les deux aura plutdt tendance a augmenter et non a diminuer. Ce fait
d’expérience s’exprime dans le langage de notre formalisme mathématique

que la différence ——— ne disparait pas si ———a différé de zéro pendant
Bi Bk Bi Bk
un temps prolongé. Si donc &> B_ NouUs PouvoNs supposer par expérience
i
I’existence d’un nombre y > 0 ainsi que
(5) - A< -y,
Bi Rk

Il s’ensuit des inégalités (3), (4) et (5):
mzEKe-r*-'s
d’ou nous parvenons au résultat
lim yi{t) = 0.
t—Q@
Cette relation est valable pour chaque indice i auquel on peut trouver un

indice k de maniere qu’on ait &> B— pendant un temps prolongé. Vu que,
i

abstraction faite de quelques valeurs momentanées, on ne peut pas supposer

en général —= — parce que cela signifierait que les conditions de la con-
Ri K
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currence entre les producteurs A, et Au sont inaltérables, il ny a, en géné-

ral, qu’un seul indice K tel que @> & pour tout i différent de k. Il ny a
i

donc qu’un seul producteur A* qui soit dans la situation que la valeur yk(t)
des marchandises vendues par lui reste constamment au-dessus dune
borne inférieure positive, la valeur des ventes de marchandises de tout autre
producteur Ai tend, dans les conditions économiques décrites, a zéro.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Le trafic de marchandises étant suffisamment développé et les conditions
de concurrence économique assez constantes, un des producteurs tend nécessaire-
ment & acquérir un monopole en s'accaparant tout le trafic de marchandises
du marché.

Au sujet de I’applicabilité de notre théoreme a la réalité, nous devons
tenir compte du fait que les considérations mathématiques ne peuvent jamais
décrire exactement la vie économique réelle, ils peuvent seulement éclaircir
quels phénomeénes devront se présenter dans la vie économique en cas de la
stabilisation de certaines conditions. Ces conditions se reflétent dans les hypo-
theses faites sur le caractére du modele mathématique. Une partie de nos
hypothéses exprime la sursaturation en marchandises du marché. Ces hypo-
theéses peuvent étre acceptés comme premiére approximation dans la con-
currence économique aigué du capitalisme développé pour beaucoup de
marchandises. L’autre partie de nos hypothéses cependant, a savoir que les
fonctions Bv B2 ... Bnsont des constantes et I’nypothese E-_ < —y

i Bk
ne sont pas des concomitants indispensables du capitalisme développé. Car

ces hypotheses veulent dire économiquement qu’il ne se produit pas de chan-
gement essentiel dans les conditions de concurrence des producteurs
Av A2 ... An par rapport de l'un a lautre. Et de tels changements
essentiels ne se produisent pas si des crises économiques éventuelles ne chan-
gent pas completement la structure du marché. Le deuxiéme groupe de nos
hypothéses concernant notre modéle établit donc en essence le postulat
que le développement se produise sans crises économiques. Nos investigations
mathématiques montrent donc que la monopolisation des marchés par des
producteurs individuels ne peut pas étre considérée seulement comme un
excés du capitalisme, comme on prétend souvent a tort, mais justement au
contraire: le phénoméne de la monopolisation est un concomitant aux périodes
exemptes de crises du capitalisme développé. Le développement de la con-
currence toujours plus aigué du capitalisme ne mene donc pas du tout vers un
nivellement des forces économiques, mais entraine nécessairement le développe-
ment inégal.

Cette conclusion obtenue par des considérations mathématiques est
justifiée par la supériorité sur les producteurs indépendants destrust de mam-
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mouth proliféres et des cartels entrelacés par des fils compliqués. Voici com-
ment une bonne part de ces monopoles s’est formée: les petits producteurs
étaient incapables de suivre la concurrence méme dans les périodes tran-
quilles, parce que la diminution de la capacité d’absorption du marché les
aurait fait supporter des charges hors de proportion avec le bénéfice pro-
bable; c’est-a-dire I’accroissement des ventes de marchandises effectuées
par le petit producteur Ai était affecté bien plus par la diminution de la capacité
du marché que I'accroissement de celles effectuées par le grand producteur Au.
Ce procédé est exprimé dans le langage de notre symbolisme mathémati-

que comme suit: la quantité Ri est grande par rapport a 8k, tJest donc petit
par rapport a — , autrement dit: la différence ‘f;----ﬁ—reste ﬁ@gative, par con-

séquent la fonc{(ion yRt), c’est-a-dire la valeurI des ventes de marchandises
du petit producteur Aj diminue exponentiellement. Nous pouvons donc
considérer, en quelque sorte, le procédé de formation des monopoles connus
dans la réalité comme exemple réél de notre théorie mathématique, c’est-a-dire
que notre modéle mathématique refléte le développement du capitalisme
moderne correctement quant a la qualité.

5. Le développement des ventes de marchandises effectuées par le producteur
monopolisateur

En comparaison de la valeur des ventes de marchandises effectuées
par le producteur Au devenu monopolisateur & partir d’un moment t0, nous
pouvons négliger la valeur des ventes de marchandises qui pourraient éventu-
ellement encore étre effectuées par les n — 1 autres producteurs. A partir
de ce moment, nous pouvons supprimer I’indice k et désigner par a, 8 ety les
quantités au, Bk et M+ Puisque q aussi ne dépend que de la seule variable
y =y(t), le systtme (1) d’équations différentielles se réduit pour t> t0a la
seule équation différentielle

6) —=a—B8a) -
Yy

Le producteur qui se trouve dans une situation monopolisée n’est naturelle-
ment pas tenu de compter avec la force impérieuse de la concurrence, il a
donc moyen de planifier sa production tant que possible et de produire tant
qu’exigent les besoins du marché et, en proportion a ces besoins, le maintien
et le dévéloppement de sa situation monopolisée. Le producteur monopoli-
sateur peut donc régler sa production de maniére que le développement des

ventes de marchandises devienne uniforme, c’est-a-dire que le quotient — peut
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étre considéré pour t> t0 comme constant. Dans ce cas, nous pouvons
démontrer le théoréme suivant:

La valeur des ventes de marchandises effectuées par le producteur monopo-
lisé augmente & partir du moment t0 d’'une maniere monotone et tend asymptoti-
quement vers une limite uniguement déterminée par les valeurs de a, B et p
données au moment' t0.

Admettons que y ait au moment t1 un maximum. Dans ce cas, il
s’ensuivrait de (6)

Ty = =

et pour des valeurs t > ix voisins de tx on devrait avoir

TS =

c’est-a-dire que rp(y) augmente autour de tv Or p étant une fonction monotone
de y, il s’ensuivrait y(t) > y(tt), par conséquent y(tL) ne peut pas étre le
maximum de la fonction y(t). Par cette contradiction nous avons démontré
que y(t) n’a pas de maximum, mais elle est une fonction croissante pour t> t0.

En ce qui concerne la deuxiéme partie de notre proposition, supposons
que dans des intervalles assez petits rp(y) varie proportionnellement a y et
a sa valeur initiale. 1l nous semble que cette hypothése peut étre acceptée
comme premiére approximation de la réalité. Si nous introduisons donc
pour simplification la notation y0= y(t0), m0— rp(y0) et divisons l’inter-
valle (Y0, y) en un nombre n assez grand de parties, alors il est approximative-
ment vrai que

W - To 1+ ¢ y; Yo

ou c est un facteur de proportionnalité. Cette équation est d’autant plus
exacte que n est plus grand, c’est-a-dire qu’ayant passé a la limite n—v oo,
nous arrivons a la définition suivante de mp:

TO) = glertyy” .

L’équation différentielle (6) peut donc étre écrite dans la forme suivante:

Y= («—RTo y.
Nous avons cependant vu que y augmente de maniére monotone restant,
en méme temps, fini, par conséquent c’est seulement sa valeur obtenue par
le passage a la limite t— 00 qui représente son maximum, il s’ensuit
donc que
lim y't)=0.
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Nous en obtenons d’aprés la relation précédente:

lim ecO-») = — -,
r->=% R p0
c’est-a-dire:
lim y@t) = - log ~ —+ Ym
t> C B (fo
(Tette valeur est en effet uniquement déterminée par les quantités const..

R
<o et i/o données au moment t0.

6. L’influence du développement du capital monopoliste sur les salaires

Tant que la production et le trafic de marchandises sont assez équi-
librés, ce que le producteur monopolisé peut atteindre par la rationalisation
de sa production, la valeur de ses marchandises vendues sera proportionnelle
a la valeur de l'installation et des matiéres premiéres. La valeur du capital
fixe du producteur monopolisé est donc ay ou a est un facteur de propor-
tionnalité. Si le travail était gratuit, la partie fixe ay du capital augmenterait
pendant le temps dt de la quantité ady. Pour pouvoir établir le profit du
capitaliste, il en faut encore déduire les salaires dz revenant a la période
dt comme quantité qui réduit le revenu brut. Au point de vue du capitaliste
I’accroissement dx du capital est défini par

dx = ady —adz,

c’est-a-dire le capital est déterminé par I’équation fonctionnelle

x —ay
11 en résulterait formellement
X' ay'
X ay

nous pouvons cependant considérablement simplifier cette équation différen-
tielle en tenant compte du fait que, selon notre théoréme précédent, y croit
monotonément en tendant vers une limite finie. Si nous supposons le moment
t0assez grand, I’accroissement de y pourra étre négligé pour t > t0; cela revient
a dire que nous pouvons supposer y+ — 0 et y(t) = y(t0) — y0. De cette maniére
nous ne devons résoudre que |’¢quation différentielle

X' z
X ay —z
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En introduisant la notation z0 = z(t0), nous obtenons donc le résultat
t

) 2(t) = ay0o —(ayo- z0) exp - dt.
3 X

Vu que dans la production de la plupart de marchandises la valeur de I'installa-
tion et des matiéres premiéres a un moment donné (capital fixe) est plus grand
que celui des salaires payés au méme moment (capital variable), on a en
général ayo—z0> 0. En méme temps, le capitaliste tdche nécéssairement

d’augmenter son capital, c’est-a-dire que —> 0. Mais on a alors pour
X

Il résulte donc de (7), tenant compte de la valeur positive de ayo —g0:

22 z(t)-
Nous sommes donc arrivés au résultat que, si le capital monopoliste croit con-
stamment, ceci entraine —a moins que d'autres influences ne se fassent valoir —
ladiminution des salaires.

Notre résultat exprime la propriété de I’époque du capitalisme de mono-
pole que la valeur presque constante des ventes de marchandises du producteur
monopolisateur ne signifie pas en méme temps que le développement économi-
que de la société devient uniforme, car le développement du capital monopoliste
produit nécéssairement des périodes pendant lesquelles la valeur des salaires
payés par les entrepreneurs capitalistes diminue.

Dans la réalité sociale, le rapport du développement du capital et des
salaires n’est pas tellement simple comme le montre I’équation différentielle (7).
Cest que le développement des salaires est influencé hors du développement du
capital monopoliste examiné isolément par beaucoup d’autres facteurs sociaux
que notre modéle mathématique ne refléte pas du tout. Toutefois nos raisonne-
ments n’ont méme pas le but d’exprimer la réalité sociale insaisissable par des
moyens mathématiques, mais de signaler une tendance de développement QUi
dans la réalité apparalt sous une forme ou une autre; nous pouvons exprimer
cette tendance le plus simplement comme suit: il s'ensuit de la nature du
développement du ca.pital monopoliste que la lutte pour les salaires devient plus
aigué.

7. Lapparition du processus e monopolisation en cas du reglement de la
concurrence capitaliste

Nous avons taché d’exclure de nos raisonnements, autant que possible,
toute circonstance qui hors du développement du trafic de marchandises basé
sur offre et demande et hors de la structure du marché pourrait encore influ-
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encer la vie économique. Ainsi nous n’avons pas tenu compte par exemple des
fluctuations des prix ou des possibilités offertes par le crédit et nous avons
surtout négligé de prendre en considération I'influence de la structure politique
de la société sur la vie économique. Malgré cela, notre modéle refléte justement
les conditions du capitalisme développé, car la structure du modéle est basé sur
des hypotheses économiques qui ne peuvent se réaliser que dans les conditions
de production et du marché du capitalisme développé. C’est qu’une telle
diminution de la capacité d’absorption du marché qu’exige notre modéle ne
peut étre supposée que dans une époque quand le développement téchnique
de la production est capable a satisfaire la plus grande demande, par consé-
quent la production dss marchandises dépasse les demandes moyennes du
marché.

Supposant en plus certaines relations constantes par rapport de I’un
a lautre dans les capacités de vente des producteurs, nous avons également
compris la concurrence aigué du capitalisme développé parmi nos hypothéses,
parce que I’exclusion de divergences essentielles ne peut étre considérée comme
hypothése réelle que si la production est développée au point que le producteur
ne peut pas changer essentiellement sans intervention extérieure ses rapports au
marché et aux autres producteurs. Nos investigations se rapportent par
conséquent aux conditions du capitalisme le plus développé; nos résultats
obtenus jusqu’ici peuvent donc s’exprimer sous la forme suivante aussi:
le développement inégal créant des monopoles appartient aux propriétés intrinse-
ques de la production capitaliste la plus dévelojypée; il en résulte nécessairement
lI’'apparition de certain! phénoménes de la lutte pour les salaires. ApréS Cela.,
il paralt naturel de poser la question suivante: peut-on maintenir |’essence
de la concurrence capitaliste, mais régler en méme temps le trafic des mar-
chandises par intervention sociale de maniére qu’il ne puisse pas se développer
de monopoles au détriment des autres producteurs?

Le maintien de I’essence de la concurrence capitaliste veut dire que les
lois d’offre et de demande doivent en général rester en vigueur, il peut y étre
ajouté tout au plus encore une mesure qui restreindrait les ventes de mar-
chandises effectuées par les producteurs individuels a point suffisant pour
exclure la monopolisation du marché. L’hypothése de la restriction se refléte
mathématiquement par cela que la valeur yk{t) des ventes du producteur Ak
ne pourrait augmenter de la quantité ukykdt méme si le marché était capable
d’absorber n’importe combien de marchandises, parce que la mesure de restric-
tion diminue cette augmentation d’une quantité XxMdt ou la grandeur de
XK — X(t) dépend de la valeur de ak = <i{t) et des valeurs yt(t) des ventes
de marchandises effectuées des producteurs Ai différents du producteur Ak.
Les fonctions X A2 ... Xn sont donc des facteurs appelés a compenser le
développement inégal des ventes de marchandises ayant les valeursyv y2 ..., yn
effectuées par les producteurs Av A2 ... An. De cette maniére, nous
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obtenons, au lieu de (1), le systéme d’équations différentielles suivant:

= ftj —Ar —N (fF(yvy2 .., yn),

—_ = ((2- FQ' BZG:G)VV ------- yn)v
r

Si nous admettons que les relations

nl ' a2 @
Bl R2

subsistent pour toute valeur de t, alors les facteurs /.It /2, ..., )n devraient
changer de maniére de compenser un a un les différences des quotients

8

parce qu’il est impossible de prendre des mesures qui régleraient le trafic des
marchandises automatiquement. L’hypothese (8) est par conséquent irréelle,
en écrivant donc akau lieu de ak — A le systeme (la) d*®quations différenti-
elles devient tout a fait analogue a (1), nous pouvons donc tirer de (la) les
mémes conclusions que de (1), c’est tout au plus le moment t0de monopolisation
qui peut changer. Bien entendu, pour pouvoir raisonner ainsi, il faut supposer

gue les quotients @ sont doués des mémes propriétés comme les quotients ?

En ce qui concerne cette question,fil n'y a que trois possibilités: 1° 11 existe
une constante y > Otelle que —------ < —y. 2° Les fonctions $* oscillent

constamment, c’est a dire: si 55! (ijm;«; (9) a un moment /,, il existe toujours
un moment t2> (1 auquel ak (t2) < ai (t2. 3° Les A tendent asymptoti-
quement vers des valeurs déterminées par

lim 2 =Yim—

Q@ Rk r»aofi
pour tous les couples d’indices i et k.

Ce dernier cas équivaut a un réglement presque automatique du trafic
des marchandises; de plus, l’automatisme doit fonctionner sans limites.
Or I'hypothése qu’un tel reglement automatique peur étre imposé a la société
est évidemment absurde. Dans la réalité, en ne peut donc accepter que les
hypothéses 1° et 2°. Nous sommes donc parvenus au résultat suivant: si I’essence
de la concurrence capitaliste est maintenue, il n’y a en réalité que deux cas
possibles: 1° ou la monopolisation du trafic des marchandises et les conséquences
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qui en découlent sonmt imévitables malgré toutes mesures de compensation qui
pourraient €tre introduites; 2° ow bien les facteurs de compensation causent une
oscillation sans fin de la puissance de production, phénomene qui rend tmpossible
le développement tranquille de la société. 1l est done impossible de transformer le
capitalisme développé — tout en conservant son essence — en un systéme
social dont le développement se déroule sans secousses et sans crises.

Le résultat serait tout autre si nous ne nous limitions pas uniquement & la
restriction de la concurrence capitaliste, mais, en excluant complétement la
possibilité de la concurrence capitaliste, nous examinerions le développement
sur le modéle mathématique d’un caractére tout différent de I’économie planifiée.
(Uest que dans ce cas le développement des forces productrices et le trafic
des marchandises se produit selon un plan établi d’avance; le probleme mathé-
matique ne consiste donc pas a établir le systéme d’équations de I’équilibre
dynamique entre le développement maximum selon la téchnique de I'époque
de la production des producteurs individuels d’'une part et de la diminution
de la puissance d’achat survenue par suite de ce développement d’autre part;
le probléme consisterait a rechercher I'optimum du développement des forces
productrices en présence duquel la puissance d’achat du marché augmente au
maximum. La condition préalable d'un changement si radical des conditions
économiques est cependant une transformation essentielle de toute la structure
de la société capitaliste dont la discussion dépasserait de loin les cadres de nos
raisonnements de caractere mathématique.

(Regu le 2 juin 1959.)

MATEMATHYECRAL TEOPUA MOHOIOADL-RAITTUTAAUCTUIECROTI'O
TOBAPOOBOPOTA

IEOPIHIH ANEKCHY (Byraunemr)
(Peswme)

Bypikyasno-sk0HOMHUECKAA HAYKA UHTAIACH TPAKTOBATH HE MAXO MPOOAEM MATEMATHYCCKHMU
MEeTOlaMH. IounTen 5TH OKasHBaIACH a0CcoATHO 0[“K60‘IHHMB, [OTOMY 4YTO M[OX BHIOM Marema-
THYECEHX 11)0[)){ CEPHBAETCA TOT BIIAAJL, AKOOH KANHTAIHCTHYECKOE XO3AHCTBO ABIAETCA eJIuH-
creenHoil (popmoii mmsHE. OHM He BHACHWAM, MOKHO JH CYATATH [OCTOAHHON, eIMHHIY 000poTA
CTOHMOCTH, WIH OHA CcaMa ABIAercH (JYHEIHEH HEH3BECTHHX (haKTOpOB. Jaree MH BCTpETHIH jake
TakHe TPAKTOBKH, KOTODHE C MATEMATHYECKOH TOUKH BDEHHA MOIYT OHTH PEe3KO KPHTHEOBAHH.
Takmy obpasom o cHereme ypasnenwit Boapac— Kaccexs cumrapmeiics B Oypmyasuoil maremaru-
YECKOH HKOHOMHH OCXIOBHOITI7 6HK() JOKas3aHo, 4TO OHA HE HMeeT OIHO3HAYHO onpone.mnnoﬁ MOXOKH-
TeAPHOH CHCTEMH PpemeHHd, T. €. MATEMATHYeCKHe pemeHH:s CcHCTeMH ypasHenud Boapac—lac-
cexn, He MOKET MMeTh HHREAKOrO HKOHOMHYECROIO 3JHAYCHHA,

Mu IpeRxe BCEro NOJYCPKHBAEM, 4YTO MaTeMaTHYeCKad TPAKTOBKA HKOHOMHH He MOKeTr
Onre npuBATa €3 KPHTHEM Jajke M B TOM cAydyae, ecXd OHA Onia OH JAMMEHS BHIIEYITOMAHYTHX
OWHOOK. JKOHOMHYECKOE PABBHTHE €CTh CONMMAALHOE ABAEHHE, BCAKHE NONNTKH CTapabimecH

3 Acta Mathematica
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[OKazaTb 3TO pasBUTME B MaTeMaTW4YeckoM CMbIC/e [eTepMUHUPOBaHHbLIM MPOLECCOM,
ABNSAOTCS (hyHAAMEHTANBHO OLLMBOUHBIMU. MaKCUMyM Yero MOXKHO [JOCTUIHYTb 3TO KOHCTPYKLMSI TaKoi
MOZENW, MaTemaTUUecKue CBOMCTBA KOTOPOK MPaBU/IbHO OTPAXKAOT OfHY YacTb 3KOHOMUYECKOW UCTUHBI
1 TakuM 06pa3oM 6pOCaloT CBET Ha TO, KaKVMW CW/TaMU BbI3bIBAIOTCS WM3BECTHbIE WCCMEAyeMble SIBIEHUS
Ha (hoHe 3TOr0 MOXHO OMPefe/MTb W TO, Kakue YCroBUs A0mMKHb! 6bTb Ge3ycroBHO M3MeHeHbI ofLLe-
CTBOM, UTOObl 3/IMMMHMPOBATL HEKOTOpPble BpefHble ABMeHUs. Llenb JaHHOW CTaTbW, YTO MO METody
uccnefoBaHWii  BonbTepa B CBA3M € 6GMOMOTMUYECKVMM  KO/IEKTVBOM, [OKa3aTb Ha MaTeMaTnyeckoid
MoZefie OTpaXKaloLLell HeKoTopble CBOWCTBA TOBApPOOGOPOTA PasBUTOTO KanuTaM3ma, uTo nNpoLecc
MOHOMOMN3ALMN eCTb HEU3BeXKHOe MOCNeACTBME PA3BMTOrO KanuTa/Mama, M TakuM 06pasoM MpUHLM-
NUa/bHO OLLIMBOYHO MtoGoe MpeAcTaBfieHUe O TOM, YTO MPU COXPAHEHWU OCHOBHbIX CBOMCTB KanuTa-
JINCTMYECKOTO KOHKypca 6e3 MOHOMOMM3aLmMM, MOr/o Gbl HafesTbCsl Ha CMOKOMHOE 3KOHOMUUECKOe
pasBuTMe.

Myctb AT A2 ...» AN 03HayalOT MpOV3BOAUTENEA TOBAPOB OMPEfENEHHOr0  pblHKA
yHkumm y X(0), T 2A), ..., YN0 cToMMOCTb BCErO KO/MYeCTBA TOBApOB, BbIMyLLUEHHbIX UMW [0
BpemeHu t n

tix 1 dy dYn
yA0— "1 a0 T eva0 "

Ecnu pblHOYHasi NOTPeGHOCTb Gblia 6bl GesnpesenbiTa, To KonmuecTBo YAO™ B uHTepBane BpeMeHM
(I, t-f dt) yBenuumnocb 6bl KONMYECTBOM rae ak = ua(<) SBNSETCA MOMOXKMTENBHON (hyHK-
umeli 3aBuCALLEl MWL OT NPOM3BOAUTENbHOM CcrMoco6HocTM AK npousBoguTens. Ecnu  npegnono-
XUTb, YTO PbIHOK HACTOMb MEPErpyXeH, 4YTO KOrda OAMH U3 MNPOW3BOAUTENe BbINYCTUT TOBap B
060pOT, TOrAa PacrnofioeHHOe KOMMYECTBO ToBapa BfieYeT 3a CO6O0 HEMEANEHHOE YMeHbLLEHME
MaKCUMa/ilbHO BO3MOXHOTO 060opoTa [Apyrux npousBoguTeneil. B atom cnydae YAO  yBennuutes
He Ha auVkd, a Ha (ak~Y'K)YK rle Uk sBnsetcs (yHKUMeA nepeMeHHbIX yIr y2 ..., yn.
Mycte <p(ylr y2 ..., YN YyMeHblUEH/e MPUYMHEHHOE €eAMHWLE ToBapooGopoTa MOKyMHOl cro-
co6HOCTU pbiHKa, Torda ilfj = 8k<f, rpe fik= fiAO sBnsieTcA (yHKUMEN CO 3HAYEHUSIMN MEXIY
Owun 1 Ecnu y'AO o03HauvaeT npomssBogHyto oT YAO> Torga pasBuTVe TOBapoo6opoTa Bblpaa-
eTcs crieflytoLleld cucTemol AndihepeHUManbHBIX YNpaBieHuii:

C ozl RIE(CYYZ eeesY)

Yx

¥yr
=, - Yi» YT me e, Y)>
(W )

—an fin(f {y y2' eeenyqy:

CoxpaHvBLUM MPeLNONOXKeHNE O Meperpy>KeHHOM pPblIHKe, [0Ka3blBaeM, YTO 3Ta cucTeMa Aud-
(hepeHUMaNbHbIX YPaBHEHUI WMeeT CUCTEMY PELLEHWSl, COCTOSILLYIO W3  MONOXKUTENbHBLIX (YHKLNIA,
OJHO3HAYHO OnpefeNieHHbIX Hava/lbHbIMA YCIIOBUSMN.

PaccmoTpym BOMpOC O TOM BO3MOXHO /M CMOKOMHOE pa3BuTMe ToBapoobopoTa 6e3 Kpusuca,
npy NPOU3BOACTBEHHBLIX OTHOLLIEHWSAX PasBUTOro KanuTanmsma? Takoe pasBuUTHE XapaKTepu3oBasiochb
Obl TeM, YTO CpaBHMBaeMble OfWH C [pYrMM YCNOBUS KOHKypca npowssoguTenein A,, A2 ..., An
CYLLIECTBEHHO He M3MEHWMCh Obl, YTO Mbl MOXEM BbIpasuTb Ha Halleli Mogenie paccMaTpuBas (yHKUWN
fjj, fi2, ., fin NOCTOSIHHLIMK. Kpome 3TOro Mbl YroTpe6/isieM elle TOr M3BECTHbIA IMMUPUUECKUiL
(haKT, YTO CMOCOGHOCTb YBe/MYeHWs ToBapoobopoTa y AK, 3a [AMTeNbHOe Bpemsi Obuia 6osbLLe,
yem y Ai, Torga e B YCNOBUSX PasBWUTOr0 KanuTasmM3Ma TaK M 0CTaeTcs BOOGLLUE, YTO Ha Halueid
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MOAEXE BHpaKaercd TEM, 4TO CyUleCTBYeT TaKOe NOCTOAHHOE ¥ = 0 I KOTOPOro

o o
o . TR
e P "

Ha ocmoBanum 5THX JBYX IPEINOIOKEHMIT MH JOKA3HBAEM, YTO IHWE OXHA EJAHHCTBEHHHO
QYHENLHA Yi'l) MoikeT ocrarhca Goable UYeM HEKOTODPOE HOJIOKHTEILHOE Mma-
¢TOAHHOE, & JAPYyrHe ACHMITOTHYECEH NPUOIMKAOTCH K HYIL.

DEoHONHYECKOe O0ACHEHME HTHX MATeMATHICCKAX JAHHHX CIELyluee: IpH TOBAPO0OOpOTE
COOTBETCTBYIOLLEM YCIOBHAM DA3RUTOIO KAUUTAXM3MA, M IPH 0oXee MeHee IOCTOSHHHX YCIOBHAX
KOHEypCa, OZWH M3 NPOM3BOJMTEICH 00A3aTEIbHO NPAXOAHT B MOHOIOJXH3UPOBAHHOE COCTOAHUE
BRULY TOTO OH OXBATHBAET COBEPHIEHME BCEr0 TOBAPOOGOpOTA pHHEA. MOHOIOIH3AIMA eIHHIYHEMI
UPOUBBOUTEIANI DHHEOB, HE MOKeT OHIh PACCMOTpPEHA Kak 0Od€sHEHHbl NPHPOCTOR KauATaIn3Ma,
K4k 5TO YIBEPHKAACTCA HEKOTOPHMM OyDikyasHBME HKOHOMHCTAMI, & HA CaMOM Jele, OHA dBIAeTCA
0e3YCIOBHHM CHYTHHEOM PasBHTOTO RAHHTAJM3MA M B nepuHojgax 0e3 KPH3HCA.

Ha (oue uccrerosanmii T0Bapootopora MOoHONOIXZHPOBAHHOIO HPOH3BOXUTERA, MH JORa-
3BBAEM, YTO €CIH MOHONOIB-RAUATAX MOHOTOHHO YBEIHMYABAEICA BMECTE C TOBap()O()OpoTO)l, TOrLa
5T0, €CIL JPYIHe BIMAHMA HA HEro He JeicTBYIOT, BIeueT 3a CO0O0Il yMeHbIIeHHe 3aPILIATH.

Haxonen paceMorpuy Boupoc O TOM, BO3MOKHO 1M COXPAHHBIIM CYTh KalUTAIHCTHYCCKEOIO
KOHEYPCA, HPUHATH TAKHE MEPH KOTOpHE HCKIIOYMIM OB MOHOUOIMBAINIO W ee NoCIefcTBud ? Ira
npoduaena MareMaTHieCKH BHPAKACTCA TEM, YT0 B cHCTeMY Jf(epennuaibibX yPaBHEHH HYKHO
UPHBECTH TakHe (YHENUH Ax 3HAUYEHHE KOTODPHX SaBHCHT OT «x W OT 3HAUYCHHA (yHEnmit y,,

Yor + w5 Yn T. € MM JONKHH HCCIELOBATH CIETYIOULYI CUCTEMY AH(()epEeHIIAIbHEX Y]aBHEHHiT :
’l/'
J1 -
=ty — b — 3,9 W1 Yas -5 Yn)s
Y1
ll/l
J2 Y
= ty—hy— B¢ Y1> Yo -5 Yn)s
Ys
y/
n
=0p—An—0n9 Y15 Yss -+ » Yn)-
Yn

13 9THX HCCAELOBAHMIT MH HOXYIMIH TOT PE3Y.ALTAT, 4T0 B LEHCTBHTEIBHOCTH HMEIOTCH XL
XBe BOSMORHOCTH : 1) HIM HPOMCXOJHUT UPONECC MOHONOIM3AIMM, HECMOTPA HA UPHMEHENHHE Npi-
HYAUTEIBHEX Mep, 2) Wil B TOBAP0OOOOpPOTE HACTYHAET TAKOe NOCTOAHHOE EoIe0aHue, ROTOpoe
IOIHOCTBI0 IPHBOAKT IPOM3BOACIBO B HeoupejeleHHoe cocrosine. COXPaHUBUIM CYTh KalHTAIMCTHi-
YECKEOro CONMaJIBLHOIO CTpPOA, CTAHOBUTCA HEBO3MORHBIM IIOCTOAHHO CHOKOITHOE pasBurie 0es Kpusuca
TOBAPOOGOPOTA AAKE HPH UPHMEHEHHH HPHHYANTEILHHX Mep.

3*



TSCHIRNHAUS'SCHE ETFLACHEN UND EIKURVEN

Von
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie

1. Eine Tschirnhaus’sche Kurve ist der Ort der Punkte der Ebene,
deren Abstande von n festen Punkten der Ebene multipliziert mit gegebenen
Konstanten eine konstante Summe ergeben.1

Eine Tschirnhaus’sche Flache En(R) n-ten Grades mit dem Radius R
wird den Ort der Punkte P bedeuten, deren Abstdnde von n festen Punkten
FIRF2 ... Fn (Brennpunkte) multipliziert mit gegebenen positiven Kon-
stanten glt g2, mm-, (h (Gewichte der Brennpunkte), deren Summe gleich n ist,
die konstante Summe nR ergeben.

Liegen die Brennpunkte in einer Ebene e, so ist die Schnittkurve der
Ebene #und der Tschirnhaus’sehen Flache En(R) eine Tschirnhaus’sche
Kurve. Auch diese Kurve l&Rt sich mit En(R) bezeichnen. Liegen die Brenn-
punkte nicht in einer Ebene, so bezeichnet En(R) nur die Flache.

In einem multipolaren Koordinatensystem, dessen Pole die Brenn-
punkte sind, hat die Flache oder Kurve EnR) die Gleichung

(9 T(P)= G(P) -nR Y gkrk—nR = 0,
k>0, Yk=n, r=PFk k=12 ...,n).
~1

Ein Punkt P liegt dann auf En(R), wenn seine multipolaren Koordi-
naten ry, r2 ..., rnder linearen Gleichung (1) genugen. Eine nichtnegative
Losung Iy, r2 ..., rn der Gleichung gibt aber nur dann einen Punkt von
EnN[R), wenn die n Kugeln von Halbmessern rk, mit den Mittelpunkten Fk
(k=1, 2, ..., n) einen Punkt gemeinsam haben. Dann liegt dieser Punkt

1 Die Tschirnhaus’sehen Kurven kommen erst in der Arbeit ,,Medicina mentis“ von
W. V. Tschibnhatjs, Amsterdam 1686, S. 91. vor. Die Tschirnhaus’sche Kurven sind
spezielle Polyzonalkurven von A.cayiey.VQgl.G. Lobia, Spezielle algebraische und trans-
zendente ebene Kurven, Bd I: Die algebraischen Kurven, Leipzig, 1910, S. 348 —351.
1. MoiiXAi: hat fur die Fadenkonstruktion Tschirnhaus’scher Eikurven mit ganzzahligen
Gewichten ein einfaches Verfahren gegeben, Kdzépisk. Mot. Lapok. 2 (1950), S. 117-121.
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auf EnR). Es wird angenommen, dall En(R) eine reelle Flache oder Kurve
ist, dall sie also mindestens einen reellen Punkt besitzt.

Wir nennen die Flachen oder Kurven En(R) TschirnkauFsehe Eiflachen
bzw. Eikurven, weil sie nach Satz Il konvex sind.

En(R) ist isobar bzw. allgemein, anisobar, je nachdem die Gleichungen
gx—0g2= ...= gn (= 1) bestehen bzw. nicht bestehen. Die Flache bzw.
Kurve EX(li) ist eine Kugel bzw. ein Kreis vom Halbmesser li. Eine isobare
bzw. allgemeine Kurve E2R) ist eine Ellipse bzw. ein Cartesisches Oval.2

Haben die Brennpunkte eine symmetrische Lage in bezug auf eine
Ebene, Gerade bzw. auf einen Punkt, so besitzt offenbar auch EnR) diese
Symmetrie. Eine Tschirnhaus’sche Eiflache, deren Brennpunkte auf einer
Geraden g liegen, ist eine Rotationsflache mit der Achse g. Bei einer zentralen
Symmetrie der Brennpunktgruppe hat En(R) ein Zentrum.

2. Die Flachen oder Kurven EnfRy) und E,,(R,,) sind konfokal, wenn sie
dieselben Brennpunkte besitzen und einem Brennpunkt bei beiden Flachen
oder Kurven dasselbe Gewicht gehort.

Der Radius R der konfokalen Flachen oder Kurven En(R) hat einen
von der Lage der Brennpunkte und von ihren Gewichten abhdngigen kleinsten
Wert RO mit der Eigenschaft : En(R) ist eine reelle Flache oder Kurve, wenn
R > RO ist, im Falle R < RO hat sie keinen reellen Punkt. En(RQ) ist ein
isolierter Punkt oder eine isolierte Strecke, mit einem gemeinsamen Namen: der
Kern der konfokalen reellen Flachen oder Kurven En[R) (R > ROQ). Dieser
Kern ist also ein Kernpunkt oder eine Kernslrecke.

Der I_I|<ern von En(R) besteht aus den Punkten, in denen die Funktion

G(P) = I okPFk ihren kleinsten Wert G* = n RO erreicht. Die stetige F(ink-
u

tion G(P) hat in der (abgeschlossenen) konvexen Hille H* der Brennpunkte
ein Minimum, das von G* nicht abweichen kann. Es gibt ndmlich zu jedem
Punkt P auferhalb von H* eine Ebene t, durch welche P und 11* getrennt
werden. Die orthogonale Projektion PO des Punktes P auf « liegt zu jedem
Punkt von H*, also zu jedem Brennpunkt Fu, ndher als P. Deshalb sind

POFK<PFk (k=12 ...n)
und G*=G(P0)= 2 qkPOFk< 2 2*Ne = G(p)-
k

=1 k™l

Der Kern von En(R) liegt also in der konvexen Hulle 11* der Brenn-
punkte.

Ist H* keine Strecke, so ist der Kern ein Kernpunkt. Die Annahme:
G(P) = G(P2) —G*= nRO, Px-tpP2 fuhrt nédmlich zum Widerspruch

2 Vgl. bei G. Loria, a. a. O., S. 173—183.
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0(H) < G*, wo H den Halbierungspunkt der Strecke P X 2 bezeichnet.
Nach einem bekannten elementargeometrischen Satz besteht fiir einen belie-
bigen Punkt F die Ungleichung

@ 2HFAPAF~+PAF

und das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn F ein Punkt
der Verlangerungen der Strecke PP 2 ist (inbegriffen auch die Punkte
PxundP32. Enthalten also die Verlangerungen der Strecke P X 2nicht jeden
Brennpunkt, so besteht mindestens eine der Ungleichungen

€)) 2HFk= PXFk P2Fk (k= 1,2,..,, n)
mit Ungleichheitszeichen. Deshalb ist
M M pf
2G(H) = 2k>_’1quFk <k2_1FkPi Fk + gl AKKPK = G(PJ + G(P2 = 2G*

Liegen die Brennpunkte auf einer Geraden und haben sie dort die

Reihenfolge Fv F2 .. . ,Fn so gibt es einen Index p (lip g n), so dal
entweder

p—1 n p n p n
2:1$:k<K_§ sk und K2:1H<>K:2p+1ﬂ< oder I%—lﬂ(:K—sz.Fk
n

sind. Diese Relationen lassen sich wegen der Gleichung E_fk: u in der Form

ATKS S 2tk
schreiben. Besteht die Ungleichung bzw. Gleichung fiir p, so ist der Kern
von EnR) der Kernpunkt Fp bzw. die Kernstrecke FpFp+l, weil der Wert
der Funktion G(P) in Fpbzw. in den Punkten der Strecke FpFp+L minimal ist.

Besteht namlich die Ungleichung fir p und ist P (d Fp) ein beliebiger
Punkt der Geraden g, so ist

P
bzw. %2 k=
k=

M M
G(P) - G(FP = 2_ 5k (PPfc - FPFY =2, FKDu>0.

Liegt P auf der Halbgeraden FpFt bzw. FpFn (im Falle p= 1 bzw.
p —n ist diese Halbgerade die Verlangerung der Strecke FpFnbzw. FPF1
Uber Fp), so erhalt man aus der Reihenfolge der Brennpunkte offenbar die
Relationen

Dk> - PFp (fc= 1,2, ...,p—1), Dk=PFp (k=p, p+1 ...,n),
bzw.

Dk= PFp (k= 1,2,...p), Dk> —PFp (k=p+ 1,...,n).
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Daraus ergibt sich die Ungleichung
p—l n p— Mn
G(P) - G(FP= K2:14ka +k%p 4&Dk> ( k2 4K +k:p
bzw.
p n n
G(P) - G(FP = 2 4ka +k=p I4ka> ‘(2 4k- C:pb|4k) PFp> 0.

Der Punkt 7hist also der Kernpunkt von En(R).

P n

Ist 2 4= 2 4k so erhdlt man ebenso fir einen beliebigen Punkt
k=1 k=pt+l

F der Halbgeraden FpF, bzw. FP+1F,, die Ungleichung G(P) —G{FP > 0
bzw. G(P) - G(FP+) > 0.

In einem beliebigen Punkt P der Strecke FPFP+ (Fp und Fp+l inbe-
griffen) sind

Dk= —PFp (k= 1,2,...,n), Dk=PFp (k—p+1,.. mn)

K PF, >0

und
G(P) - G(FP= — ok Bor 4kPFp—0

Damit ist der Satz bewiesen:

I. Der Kern einer Tschirnhaus’sehen Eiflache oder Eilcurve En(R) liegt
in der konvexen Hille ihrer Brennpunkte. Liegen die Brennpunkte nicht auf
einer Geraden, so ist der Kern ein Kernpunkt.

Liegen die Brennpunkte auf einer Geraden in der Reihenfolge Fv F2 mme
Fn und besteht fur einen Index p die Ungleichung bzw. Gleichung

p— p P
2k=14k < n< 2k%14k bzw. 2A£1 A& = n,

so ist der Kern von En(R) ein Kernpunkt, der Brennpunkt Fp. bzw. eine Kern-
strecke, die Strecke FPFP+.

Ist also E,,(R) keine Rotationsflache, so hat sie einen Kernpunkt. Eine
Rotationsflache E,,(R) hat dann eine Kernstrecke, wenn ihre Rotationsachse
auBerhalb der Brennpunkte einen Punkt enthdlt, von dem die linksseitigen
Brennpunkte dieselbe Gewichtssumme ergeben, wie die rechtsseitigen.

3. Der folgende Satz ist fiir uns wesentlich.

I1. Jede Tschirnhaus’sehe Flache oder Kurve En(R) (R > RO ist eine
Eiflache bzw. Eikurve.

Dieser Satz wurde von mir zuerst mit Hilfe der Ungleichung (2) elemen-
tar bewiesen. Man kann namlich zeigen, dall keiner der Punkte einer Sehne
PiP2von EnR) (R > RO0), von denen die Sehne in 2N(N =1,2,.. .) gleiche
Strecken geteilt werden, auf E,,(R) liegen kann.
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Die Konvexitdt von En(R) folgt aus den Eigenschaften der konvexen
Funktionen einfach.

Ist ndmlich g eine Gerade durch einen beliebigen Punkt P1von En(R),
so ist der Abstand rk eines auf g laufenden Punktes P vom Brennpunkt
Fk eine (von unten) konvexe Funktion von P. Deshalb ist auch G(P) —

n

= kA"I Ak (k> 0, k= 1,2,...,n) auf g eine konvexe Funktion von P,
die den Wert G(PX = nR in hdchtens einem Punkt P 2 auBerhalb von P x
annimmt. En(R) hat also mit g hdchstens zwei Treffpunkte. Daraus folgt

(Ij_ie K03nvexitét von EnR), weil ihre Punkte in einem beschrédnkten Raum
iegen.

4. Sind Rv R2 ..., Rn beliebige nichtnegative reelle Zahlen, so laRt
sich die Gleichung von En(R) in der Form
M M
)] g_le(rk—Rk)—nR —2-<IkRk = C
schreiben.

Bezeichnet Kk die Kugel vom Halbmesser Rk (=i 0), deren Mittelpunkt
der Punkt Fhist, so bedeutet dh—rh—Rh den Abstand eines Punktes P
mit den multipolaren Koordinaten rlt r2 .. rhvon der Kugel Kh Dieser
Abstand ist negativ, Null oder positiv, je nachdem P innerhalb von Kh,
auf Kk bzw. auBerhalb von Kh liegt.

Es gilt also der Satz:
1. Ist Kh eine Kugel von Halbmesser Rh (LUl 0), deren Mittelpunkt
im Brennpunkt Fh einer Tschirnhaus’sehen Fléache En(R) liegt und hat Fk
das Gewicht gh, so genligen die Absténde dh eines beliebigen Punktes der Flache
En(R) von den Kugeln Kh (h= 1,2, ...,n) einer linearen Gleichung
9iNi + *22 + eee + Indn= G.

Die Punkte, deren Abstdande von n Kugeln mit verschiedenen Mittel-
punkten einer linearen Gleichung mit positiven Koeffizienten genlgen, liegen
auf einer Tschirnhaus’sehen Eiflache n-ten Grades, deren Brennpunkte die

3 Ebenso kann man einsehen, daB eine reelle Fi& -he oder Kurve mit einer Gleichung
von der Form

(]) g%) rt «$>rpF+ L+ *n] = Konst >0,9<E>; «0, >hi

th=1,2,..., m) konvex ist, weil rihim Falle - 1 auf einer Geraden Jeine konvexe
Funktion ist. Legt man namlich {in die xAchse, so hat %die Form

Sl = 1(x) = [0k —0*)2+ 1\ + 4] -

und in den Punkten der »-Achse ist j"(x) > 0.
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Kugelmittelpunkte sind. Die Gewichte der Brennpunkte sind zu den Koeffizienten
der linearen Gleichung proportional.

Sind Bj, B2 mm., Bndie multipolaren Koordinaten eines festen Punktes
PO von En(R), haben also die Kugeln K/, (h= 1,2, .. n) einen Punkt P%
gemeinsam, so hat die Gleichung (4) die Form

n

n n
6) W 4h(th—Rh) = 2 shdh= 0, 214hRh = nR.
n=1 n=1 n=1

Daraus erhélt man im Falle n = 2 die von I. Newton entdeckte Eigen-
schaft des Cartesischen Ovales, dall die Abstande seiner Punkte von zwei
festen Kreisen in einem gegebenen Verhdltnisse stehen.4

Die Kugeln Kh(h= 1,2,.. ., n), deren Mittelpunkte Brennpunkte
von EnR) sind und deren Halbmesser Rh der zweiten Gleichung von (6)
gentigen, bilden ein konfokales System 2 von En(R). Insbesondere bilden
die Kugeln Kh vom Halbmesser R mit den Mittelpunkten Fh (h= 1,2, ... ,n)
ein konfokales System von En(R). Hat die erste Gleichung von (6) ein nicht
verschwindenes Glied, so hat sie mindestens je ein positives und negatives
Glied.

Daraus folgt der Satz:

IV. Ein jeder Punkt einer Tschirnhaus’sehen Eiflache En(R) liegt inner-
halb einer Kugel eines konfokaién Systems 2 von En(R) und auferhalb einer
Kugel von 2, oder er ist ein gemeinsamer Punkt der n Kugeln von 2.

Die Gesamtheit der gemeinsamen inneren und der Randpunkte der n
Kugeln eines konfokalen Systems 2 von En(R) enthalt die Flache. Der Durch-
schnitt der Kugelinneren von 2 enthalt keinen Punkt von En(R).

Aus diesem Satz erh&lt man im Falle Rx= R2= ...= Rn{=R)
den Satz:

V. Enthélt eine Kugel K vom Halbmesser g die Brennpunkte einer Eiflache
En(R) im Innern oder am Rande, so liegt jeder Punkt von En(R) im Innern
oder am Rande der konzentrischen Kugel K' vom Halbmesser g —R -j-g.
Im Falle g < R liegt die Flache En(R) aulRerhalb der konzentrischen Kugel
K" vom Halbmesser p" = R —o.

Die Flache En(R) hat bei gentigend groBem Radius die Form einer Kugel.

Die Kugeln vom Halbmesser R, deren Mittelpunkte in die Brennpunkte
fallen, bilden nédmlich ein konfokales System 2 von En(R), sie liegen in IC und
enthalten K".

Der zweite Absatz des Satzes folgt daraus, dalR das Verhdltnis p' :g"
von der Einheit wenig abweicht, wenn der Radius R genugend grof ist.

4 |. Newton, Philosophie naturélis, Principia mathematica. Buch |, Satz XIV.
Vgl. bei G. Loria, a. a. O., S. 178.
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5. Der Hauptpunkt O einer Tschirnhaus’schen Eiflache oder Eikurve
En{R) ist der Schwerpunkt ihrer (mit Gewichten versehenen) Brennpunkte.
Die Hauptkugel der Eiflache bzw. der Hauptkreis der Eikurve hat den Mittel-
punkt im Hauptpunkt O und den Halbmesser R. Es gilt der Satz:

VI. Eine Eiflache bzw. Eikurve E,,(R) (R > R ) liegt innerhalb ihrer
Hauptkugel bzw. ihres Hauptkreises und sie Lann auf der Hauptkugel bzw. auf dem
Hauptkreis nur dann einen Punkt haben, wenn die Brennpunkte auf einer
Geraden liegen.

Dieser Satz verallgemeinert einen bekannten Satz der Ellipse. Er scheint
fur ein Cartesisches Oval nicht bekannt zu sein.

Hat der Brennpunkt Fkbzw. der Hauptpunkt O in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem die Koordinaten ak bk, ck bzw. |, g, C so sind

r n

n n
(7 21 (kak='Z22 ok=nE,, 21 gkbk=ng, gkck= n£.
k=1 k=1 k=1 k=1

Fiar einen beliebigen Punkt P = (x, y, z) des Raumes bestehen also
die Gleichungen

n M
Y, &{k—x)=nE—x), VItk—y)=n{]—y),
(8) *=j n *-j

Y K(&K—1z)= n((C—1z).

*:I

Die linken bzw. rechten Seiten dieser Gleichungen sind Komponenten
t > -
des Vektors JV gkPFkbzw. n PO. Die Gleichungen (8) lassen sich also in der
k=i

Vektorgleichung

(9) j?c,kPFk= nPb
k=1

zusammenfassen. Liegt der Punkt P auf En(R), so ist

n
(10) nR = "YKPPKLWINPO, also RmPO.
*=1
—_>
Hier besteht das Gleichheitzeichen nur dann, wenn die Vektoren PFk
(k= 1,2, ... ,n) dieselbe Richtung haben, wenn also die Brennpunkte auf

der Halbgeraden PO liegen. Damit ist der Satz VI bewiesen.
6. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem hat Ek(R) die Gleichung

q
T(x,y,2)= Y krk—nR =
(i) N k=1 )
=N A {x—a%2+ (y —b2+ 2 —d922—R = 1
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Die Richtungscosinus der Normalen dieser Flache in ihrem Punkt
PO= (x0,y0.20) sind zu Tx[x0, y0, z0, Ty (x0, y0, z0), Tz (x0 yQ zQ propor-
tional.

Liegt die Normale bzw. der Punkt PO in der z-Alchse bzw. im Anfang

des Koordinatensystems und sind dk= (a] + + )2 (k= 1,2, , N,
so sind

ak hk
-Tx(0.00)=2 ¢k =0. - Ty(0,0,0) = .> gk- = 0,

- tz(0,0,0)= k2_: qkyk n

Der Punkt Mg, in dem die Einheitskugel mit dem Mittelpunkt PO von

der Halbgeraden PO Fk getroffen wird, hat die Koordinaten xk= ZE

YK= & &= & Wird der Punkt Mk mit dem Gewicht gk von Fk belegt,

so geniigen die Koordinaten £0, , cO des Schwerpunktes Sf) der Punkte Mv
M2 ..., Mnden Gleichungen

00 ck=nl0= Y, cxk= —Tx(0,0,0 = 0,

n n
n =J?gkyk= —Ty (0,0,0 =0, nu,=" $kZ<m
k= y 0,09 =l
Der Punkt SO liegt also auf der Normalen von En(R) im Punkt PO.
Daraus ergibt sich die folgende einfache Konstruktion der Normalen:

VII. Ist Mk die zentrale Projektion des Brennpunktes Fk von einem
Punkt PO der Eiflache En(R) aus auf die Einheitskugel mit dem Mittelpunkt P ,
wird Mk mit dem Gewicht gk versehen und ist SO der Schwerpunkt der Punkte
Mv Mv .. Mn so schneidet die Gerade PO SOdie Flache En(R) im Punkt
PO senkrecht.5

Aus diesem Satz folgt der Satz:

VIII. Jede Normale einer Eiflache En(R) (R > RO) trifft die konvexe
Hdlle ihrer Brennpunkte.

7. Ein Punkt einer konvexen Flache heilt regulér bzw. singulér, je nach-
dem durch ihn eine bzw. mehr als eine Stitzebene der Fldche geht. Der Punkt
P,, ist also ein reguldrer Punkt der Tschirnhaus’sehen Eiflache En(R), wenn
die Fl&che in PO eine bestimmte Normale besitzt. In einem singuldren Punkt
PO versagt also die eindeutige Konstruktion der Normalen. Dies findet nur

5 Der Satz VIl kommtnach G. Loria (a.a. O., S. 176) auch bei G. Ppeano, Applica-
zioni geometriche del calcolo infinitesimale, Torino 1887, S. 142 vor.
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dann statt, wenn PO mit dem Schwerpunkt SO oder mit einem Brennpunkt
Fk zusammenfallt, weil dann der Punkt Mk und damit S, unbestimmt ist.

Fallen P, und S) zusammen, so verschwinden die partiellen Differential-
quotienten Tx, Ty und T2in P . Enthélt die Flache En(R) mit der Gleichung
G(P) = T{P) -\-nR = T(x, y, z) den Punkt PO, so ist POein mehrfacher Punkt
von En(R). Wegen der Konvexitat von En(R) kann P nur ein isolierter Punkt
oder Punkt einer isolierten Strecke, also ein Punkt des Kerns sein. Deshalb
sind R = Raund G{PQ)= G*

Die Differentialgotienten von T(x, y, z) sind offenbar Komponenten des

Vektors k)-clqk POMk. Daraus folgt der Satz :

IX. Hat eine Tschirnhaussehe Eiflache einen singuléaren Punkt P,,,
so fallt PO entweder in einen Brennpunkt oder in den Kern der Flache. In einem

*
Punkt PO des Kerns besteht die Vektorgleichung 'R—,I gkPOMk —0.

Aus dieser Vektorgleichung kann man auf die Lage des Kerns Folgerun-
gen ziehen. Im Falle gx= g2= ... = gn= 1 lassen sich die S&tze Uber die
Lage eines Punktes kleinster Entfernungssumme von n gegebenen Punkten
leicht ableiten.6

Die Sétze dieser Arbeit lassen sich ohne Schwierigkeiten auf die &hnlich
definierten Tschirnhaus’schen Hvpereiflachen mit positiven Gewichten ver-

allgemeinern.
(Eingegangen am 10. Marz 1950.)

* H. sturm, Uber den Punkt kleinster Entfernungjsumme von gegebenen
Punkten, Journal fir die reine und angew mdte Mathematik, 97 (1884), S. 49 —61.
F, Weissfetd, Sur un prob ene de minimum dans I’espace, Téhoku Math. Journal,
42 (1936), S. 274-280.

BbINYK/bIE MOBEPXHOCTN N KPVBbLIE TLWAPHIAYCA
O. C.-HAOb (Cerep)

(Pestome)

MoBepxHOCTb TLWMpPHrayca CTeneHW M ABASETCA eOMETPUYECKUM MECTOM Tex TOoYeK, Y
KOTOPbIX PacCTosiHWe OT N HemnofABWKHbIX Touek 1<\, Fit .. Fn ((hoKycoB) YMHOXeHHble Ha AaH-
Hble MOMOXWUTENbHbIE MOCTOsIHHbIE b 2 .. ., qN (Macchl (hOKYcoB), CyMMa KOTOPbIX PaBHsieTcst M,
[al0T MOCTOsiHHYl0 cymmy VR. Ecnm dokycbl nexkat B OAHOW MIOCKOCTW, TO KpvBasi, KoTopas
nonyyaeTcA Kak MepeceyeHne M/I0CKOCTV C MOBEPXHOCTLIO, HasbIBAETCH KPUBOM TLuMpHrayca. Ecnm
2! ; 7 (mMaccbl (hokyca) MNONOXUTENbHbI U ecn

n
gk=n nC-=nR,
K=1
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TO MOBEPXHOCTb SIBNSIETCS BbIMyK/O/ MOBEpPXHOCTbIO TlumpHrayca En(R) eTemeHn n u paguyca
R, Tak Kak Takasi MoBepXHOCTb BbIMyK/a.
B Takoii MynuunonupHoli cucTeme KOOPAMHAT, TAe MOOCaMU CNyxaT (OKyCbl, ypaBHeHUue
MOBEPXHOCTU WMEET BUR
n
Y} (krk — riR = 0.
k=1

Ecnn  dokycbl nosepxHoctn EN(RL, n En(lid n maccbl OTAeMbHbIX (hOKYCOB  COOTBET-
CTBYET [Apyr-4pyry, Torga [Be MOBEPXHOCTU COOKYCHbl. Mexay paguycamyt KOHHOKabHbIX Mo-
BepxHocTeih En(R) wumetoTca Takoit pagnyc R,,, 3aBucswmii oT MecTa M Beca (DOKYCOB, 4TO
nosepxHocTb  EN(R) sBnseTca  gelicTBUTENbHOW MOBEpPXHOCTbIO, ecam R > RO, MoBepxHOCTM
En{R) (R < RO He nmvetoT p[eiicTBUTE/NbHLIX ToueK, MoBepxHocTb E N(RO) sBnsetcsa m3onmpoBaH-
HOM TOYKOW WM M30MMPOBaHHBLIM OTPE3KOM. [MocnefHwii cnydaldi ToNbKO Torja MMeeT MecTo, ec/in
(hOKyCbl pacrionaraloTcsi Ha OfHOM MpsMO/i M Ha 3TOM NPsMOA MMeeTcA OT/MYHAs or  hoKyca
TOYKa, OT KOTOPOA CcymMMa MacC (DOKYCOB, fieXalUMX HaseBO0 OT 3TO TOUKM paBHa CymMMe Macc
(hOKYCOB, NEXaLlMX HanpaBo OT 3TOW TOYKM.

MoepxHocTb EN(R) wapooGpasHa, ecnu ee pagMyc [OCTaTOMHO BefMK. [MOBEPXHOCTH
En(R) HaxoguTca B TOM Lape ¢ pagnycoM R, LEHTP KOTOPOro SIBMISIETCA LEHTPOM TSHKECTU (ho-
KycoB. OpHoBpeMeHHO EN(R) sBnsieTcs Takke W reOMETPUYECKMM MECTOM  TakUX TOYeK, Y
KOTOPbIX CyMMa OT MEPEMHOXEHHbIX C MOMOXKUTENbHLIMU MaccaMi PacCTOSiHWIA OT M LWapoB ecTb
nocTosiHHasA. LleHTpamu wapoB GyaeT (hoKychbl MOBEPXHOCTU.

Hopmanb K noeepxHoctn E,,(E) B ero Touke PO cTpouTcs Takum 06pas3om, 4TO (HOKyCbl
NPOEKTUPYEM Ha Lap C LeHTpoM P O, 1 momydeHHbIM TOYKaM COOTBETCTBYHOT MacChl MPOEKTUPYEMbIX
thoKycoB, onpegensieM LeHTPTskecT SO aTux Touek. Mpsimast POS0sBnsieTcss HOpMasbo MOBEPXHOCTY
B Touke P O. /liobasi Hopmaslb MOBEPXHOCTM WMEET OOLLOH0 TOYKY C BbIMyKIOA 060/104KO  ho-
KycoB. Ecnu nosepxHocTb EM(R) nepecekaeT oavH (hOKyc, TO Tam HET OMNpefesieHHOW HopMau.



A REMARK ON THE CURVATURE AND TORTUOSITY
OF SPACE-CURVES1

By
E. EGERVARY (Budapest), member of the Academy

Making a survey of the various methods of dealing with the curvature
and tortuosity of a space-curve, one feels bound to ascertain that even in
elementary treatises the formulae of the curvature and tortuosity are derived
in a rather intricate manner, very often by the sideway of Frenet’s equations.

In the present note | wish to propose a short and straightforward deri-
vation of these formulae which rests entirely upon the definitions and requires
only the most elementary tools of the vector-analysis.

The parameter t in the vector-function v = v (t) being interpreted as
time, it is easily proved that the angular velocity-vector of v [v |is given
by (v Xv)iv2

Then, having defined the curvature 1jR ofthe curve r = r (Qas the limit
of the ratio of the angle Aa through which the tangent-vector turns to the
length As of the arc and identifying v with r , we get at once

1 y*Aa dads ¢Xr ,,
R As dt dt 1|2

Similarly, the tortuosity LT being defined as the limit of the ratio of the
angle AR through which the binormal (or the osculating plane) turns to the
length As of the arc, and identifying v with r X r we get

1 = =W .* = |(rXr) X(Xnr) .,.,
T iAs ~ dt ‘dt~ Ir Xrla e

Applyingtherule (r X r) X(r Xr)= (rr *r)r, the usual expression of I\T
immediately follows.

1 The author believes his method to be new, and in the contrary case he hopes to
be excused by the difficulties of taking cognizance of the complete related literature.
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In order to be able to distinguish the sign of the tortuosity, one has
only to retain the vector-character of the foregoing expression of-q---v---

(Received 8 May 1950)

O KPVBW3HE N KPYYEHUW MPOCTPAHCTBEHHbBIX KPVBbLIX
B. 3reEPBAPU (ByganewT)
(Pestome)
ABTOp [aeT efuHOe, MNpsAMOe W KPaTKoe [0Ka3aTenbCTBO (hOPMy/bl A1 KPUBM3HBLI U Koy>

MeHWA MPOCTPAHCTBEHHbIX KPUBLIX (MpWU MobbIX NapameTpax) MpW MOMOLLUM NPOCTbIX CPeACTB  Beto
TOPHOW anrebpbl M BEKTOPHOro aHanu3a, 6e3 MpuMeHeHWs hopMyn (peHe.



ON THE REMAINDER-TERM
OF THE PRIME-NUMBER FORMULA, |

By
PAUL TURAN (Budapest), corresponding member of the Academy

1. Throughout this paper p denotes prime-numbers and A (n) the classical
Dirichlet-symbol

logp if n—pa, a=1,2,...
0 otherwise.
Further in the usual notation

®) =2k
y{x) = ¥, A(n);
we introduce D(x) and /1 (x) by
1,2 D(X) = w(x) — [~Y-—ir(x) —Ii (&),
2J log v
(1.2 J ()= 3j(x) —x .

The complex variable will be s—a it; the zeta-function of Riemann
is defined for a> 1 by

(L3) "W 2 TH - h.o.o.+- +

This functionlis regular, apart from a pole of first order at s = 1, inevery
bounded domain. As well known, it has an infinity of zeros in 0< a< 1
which we denote by
14 e=R+ir
and call non-trivial zeros; besides them u(s) has only the zeros
= — 2, n=1,2,..,,
1 All the mentioned facts on ?(s) can be found in every standard book of the

subject, we quote only Ingham’s book “The distribution of prime-numbers”, Cambr.
Tracts in Math, and Math. Phys., No. 30, which we shall quote often for reference.
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Further we know that the non-trivial zeros are symmetrical with respect
to the point s = —; denoting by () the least upper bound of the R's we have

The significance of these zeros on the distribution of primes is signalised
by the formula of Riemaxtn—Mangoi1at Which states that if

= y{x+ 0+ UWx- 0

5 x> 1,
then we have
(x) = a? 1 tog
y l o 2
This shows that J(x) is “essentially”

(1.6

The classical results of H adamara and de 1a Yar16e—Poussin according to
which for x —> go

Y _ ®) s
X li(x)
raise immediately the questions on the upper and lower estimation of J(x)
and D(x). A particular emphasis is given to these questions by an assertion
of Riemann onthe distribution of primes, made at the end of his famous paper,
according to which li(.r) furnishes always an upper estimation of D(x).
2. It is well known that we are at present much more successful with
the lower estimations than with the upper ones of J(x) and D(x). Also this
paper deals exclusively with their lower estimation. We shall often use the

notation
f(x) = £t (9()

where g(x) is positive for all sufficiently large x-values; we denote by this
notation that both inequalities

f(x) w eg (x), f)m —eg (x)
(ca suitable positive constant) have an infinity of solutions which —v 0o. The
symbol _
19 = Li (9(x))
denotes only that the inequality
I f(x) 1s? eg @)
has an infinity of solutions which — moo for a suitable positive constant c.

3. It turned out long ago that the lower estimation of J(x) is easier
than that of D(x). My results will refer exclusively to J(x); the reason why

a Acta Mathematica
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inspite of this | shall speak much in these introductory § ’s also about D(x) is
that, by doing so, some curious features in the known results are emphasised.

It was Phragmen1 Who first succeeded in proving that if O denotes
as before the least upper bound of the B’ s, then forevery §> 0

G1) J(x) = Q+ (xe - s)

and Ernhard Schmidt1 proved in 1903 that

32 J(x) = 12+ (Yx)

which is better than (3,1) in case 0 = — The corresponding inequality for

D(x) is much deeper. AS Erhard Schmidt remarked, if Riemann’s assertion
mentioned at the end of 1is true, then the famous other conjecture of Riemann
is also true, according to which all the nontrivial zeros of £(s) are on the line

= —. This fact gave a new turn to the theory but it has been proved in 1914

by Littlewoodl that

(33) DK = 2+ 7* log log log x
log x

This shows, of course, that the statement of Riemann mentioned at the end
of 1is false.

4. These results have some curious features. They do not furnish any
explicit »values for which (3,1), (3,2) or (3,3) is true and, in particular, for
which Riemann’s above mentioned statement is false. The reason for this
curious phenomenon is principial. The proofs of the assertions (3,1), (3,2)
and (3,3) use a theorem due in its ultimate form to Lanaau.1 This states that
a function defined by a series

Y,I e s < A2< ...—* co
n=
or an integral

:Joc(x) X~sdx

which is regular on the real axis for s> a0 but has a singular point in the
half-plane a> 00 has the property that the sequence cv resp. the function
c(x) changes its sign infinitely often. The quoted theorem states this without
giving any explicit information about the location of these sign-changes
or about the density of these. The question of density was treated by Posi1ya2
who showed that

(4,1) Hm ~ > o
log x

2 G. Pot1ya, Uber das Vorzeichen des Restgliedes im Primzahlsatz, Gott. Nach-
richten 1930, pp. 19—27.
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where W(x) denotes the number of changes of sign in the sequence Y(n) — n
(n = ). His ingenious proof is based on a general theorem, in principle similar
to that of LANDAU, requiring more about the function and obtaining at that
rate also conclusions of type (4.1) on the density of sign-changes. This involves
that his results give no ewplicit location for these sign-changes either. In case
(3,3) the matter was worsened also by the use of PHRAGMEN-LINDELOF’s prin-
ciple which in itself causes similar difficulty.

5. Therefore LANDAU’s theorem and the PERAGMEN-LINDELOF principle
caused this indeterminedness. The latter has been completely removed by
SkEwes®? and INeHAM.* This was needed only in that part of LiTTLEWOOD’s

: i bt ;
argument which supposed ¢ = 5 L-e. the truth of the hypothesis of RIEMANN;

hence in this case they could obtain explicit locations for the sign-changes, in
particular for the smallest value of « for which D(x) > 0. IN¢HAM even pro-
ved in this case that there is a numerical A such that for all x > 1 there are
integers » and »' with

(5,1) r=mn,n = Ax
and
(5,2) D(n) >0, D(n')< 0.

1t follows easily — denoting by V(y) the number of sign-changes in the sequ-
ence D(n) (2= n= y) — that

(5.3) im Y@ o

v = logy

which is stronger than the corresponding inequality (4,1) of POLya dealing

, 1
with ./ (x). INgEAM could prove (5,1) and (5,3) even in the case when 6 > — |

supposing that there is a zero on the line 6 = @, but of course his lower estima-
tion depends then on this hypothetical zero; if the line ¢ = @ does not con-
tain a g, his method fails at the present. The inequality which would corres-
pond to (5,1) for /(x) instead of D(x)is nowhere explicitly stated; the other

: - : ; . 1
one corresponding to (5.3) is proved by POLYA? supposing again ) = o

4

6. Thus we have a rather intricate situation. All difficulties arise obvi-
ously from the fact that the lower estimation is made dependent upon the

3 S. Skewes, On the difference 7 (x) — li (x), Journal of Lond. Math. Soc., 8 (1933),
pp. 277—283. I learn from a letter of Prof. LirTLEwoop that Mr. Skewes will publish
a paper containing a complete solution of the problem of the least sign-change, giving
without any supposition an explicit numerical upper bound for it. (Letter dated from
29. Aug. 1949.)

4 A. E. IneHAM, A note on the distribution of primes, Acta Arith., 1 (1936), pp.
201—211.
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configuration of all non-trivial zeros, about which our knowledge is rather
poor. AS Littiewood5Wwrote ,,Those familiar with the theory ofthe Riemann
zeta-function in connection with the distribution of primes may remember
that the interference difficulty arises with the function

") X Wx 1

7 0 WRB+iy
(where the o’s are the complex zeros of £(«)). There exist proofs that if &is
the upper bound of the R’s (so that 0 = —if Riemann hypothesis is true)

then f(x) is of order at least x° in X. But these proofs are curiously indi-

rect: if IH> and we are given a particular o = 00 for which § = 0 > —,

they provide no explicit X depending only upon R0, yOand t such that |f(x) |
> XlI'» ~ f for some x in (o, X)X In other words, he asks for the il-estimation
of D(x) and J(x) to replace Landau’s theorem by another estimation depend-
ing on one single o only, instead of one depending on the ,,smallest” half-plane

containing all the zeros 0. And he adds ,, There is no known way of showing

1 +1%
(for any explicit X) that the single term ---------- g of / is not interfered with

Ro+ ifo

by the other terms of the series over the range (0, X)*“. In what follows |
shall show in the case of J(x) such a way which is workable also for many
similar problems and means a new approach to the problem. This way con-
sists inthe application of a method which | applied several times for various
aims in the analysis and analytical theory of numbers.6 If ) cv ... denote
either numerical constants whose values can be given explicitly, or explicitly
given functions of o( (the latter case will be always stated explicitly), then |
shall prove the following

Theorem. Ifp0o=080-Tiyo0, /a?—is an arbitrary zero of £(s), then for7

T >max (€0.c™))
we have
7Vo log T loglog log T

max JJ(x) > ) doaz log log T

log log T
OJ g log

5J. E.Littiewood, Mathematical notes (12). An inequality for @ sum of Cosines,
Journ. of Lond. Math. Soc., 12 (1937), pp. 217 —222.

6 For a discussion of the applications see my lecture at the Meeting of the Czecho-
slovakian and Polish Mathematical Associations in Prague delivered on 3. Sept. 1949
entitled “On a new method in the analysis with applications”.

7 For cOwe have only to choose max (c5, cl2, c13. c13); for «.(s0) we have only the
requirements (15,2) and (16,5).
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7. Hence taking® e. g. g, = ;T + 1 14,13 ... we obtain that for 7' > ¢,

we have without any supposition
log T log log log T
loglog T

(7,1) max |d(@)|>VT ¢
1=x=T
8. The main tool in the proof of the theorem will be the following
LemMmA®. If n = N, m = 28 N and the complex numbers z,, z,, ..., z,
are subjected only to the condition

(8,1) max |z, |=1,
Yo 1yt
then we have
] A7 N
(8.2) max |z'{+z§+...+z',’,}g——-(
m=v=m+N N2z (e2"m

9. IneHAM’s theorem (5,1) — (5,2) suggests among others the question:
.how often* can (x) be large positively and negatively without any hypo-
thesis? My method can not answer to this question at this moment; it would
need instead of the above formulated lemma another one giving one-sided
estimations for R(z] + 25 + ...+ z4). My original lemma admits an
estimation, analogous to (8,2), also for expressions (b, 2¥ + ...+ b, 2}), but
1 have shown by counter-examples!® that there is no one-sided theorem in
such a generality even if we suppose all the coefficients b; to be positive. But
information can easily be derived for |_/(x)|. As a matter of fact, since for
/ i !

max |.(x)| < 10 T-lﬁ‘;.
3

1= x=TI10
we obtain for 7" > ¢,

(9,1) ~ max | 4(z)| > s,

T =x=T

No doubt, my argument can be modified to tighten the interval (Tl%i, T).,
even perhaps to an interval (7' — k(T), T'), where h(T) = o(T). Such a result
could be easily deduced from a mean-value theorem for |./(x) | or ./(x)%
but such one exists only in the case when RIEMANN’s hypothesis is true.

8 See e.g. E. C. Trrcamarsu, The Zeta-Function of Riemann, Cambr. Tracts in
Math. and Math. Phys., Nc. 26, p. 45.

9 P. TurAN, On Riemann’s hypothesis, Bull. de I’Acad. des Sciences de I’URSS,
11 (1947), pp. 197—262.

10 P, TurdiN, On a theorem of Littlewood, Journ. of the Lond. Math. Soc., 21
(1946), pp. 268—275.

11 [, CramEr, Ein Mittelwertsatz in der Primzahltheorie, Math. Zeitschr., 12
(1946), pp. 147—153.
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10. As well knownl

A N(n) o
™ ns G )
hence from (1,3)
(10,1 v y\(w -~ 1 M+ W =m-

n i lls

Since 1,¢s) has a pole of first order at s = 1, it follows easily that F(s) is regu-
lar for s = 1; thus F(s) issingular only at s= oands——2n (n= 1, 2,.. ),
where all singularities are poles of first order with residua 1 Let T beso
large that

------------ C - T > 100, 44 1og2 T < rug i

logd9 T < 10 log T

10,2 9< log0 T < logld I (loglog T)3<
(102) g d (log log ) log log T (log log T)-

20 log"0T< T, log2 (L F1ogl" T) < logD T;
all of these are satisfied if

T > b
Let ABand NObe defined by
(103) AQ= log T

log log T

(10.4) NO—1ogl0 T (log log T)2
From (10,2) we have
(10.5) KO> Na> 9.
Then there is an L > 2 for which
(10.6) (LK'<) IjK‘n® T < LKo'MN+H (< L3K«);
for this L we have
(10,7) 9 <) Iogjii)T Wwb"k Iog)1/0T .

After fixing these, we restrict the quantities U and the integer K at this moment
only by

(10,8) Lrs U<L \

and

(10,9 9<)KO< k+ 1< A0+ AD (< 2KO0)
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11. First we consider the integral

1#4J+HU
J(T 1 I JIL Fe)ds
(11.2) M %y k' ®
1+10-u
where
= | *+i —
(11.2) r 17+ n= Iog (Lk+1)
Using the representation (10,1) which converges absolutely, we have
LiiHU b,
n
11.3 = - - ds.
( ) J(T) t2~v U(») 1) 2|$T|'i Jf . f-kH
1+HHU
If we write the integral in (11,3) in the form
1+ rie i 1+fj—1iU 1+:Dfl«
2intJ - 2nilj - onifs
1+ I-LV—#GD i-u; tin
then for the first we have the classical value
—Iog*— if risk's,
n

and
0 if n>¢£;

for the second and third we have trivially the upper bound

1 |]_+'-|f dt e i 1 _e L
[j' 1|[+1 2t nl+>k Uk 24 kn'Hl

Collecting these we obtain from (11,3)

l«g*f £ L A Jogn~
] g n t 1
JM -2 (An)- i) K\ <n K n'#A K Vv

= £—]_1+ (k+ 1)2log2L\ < —{1 + 2k2 log2L\ < 3kL log2 Z
K
or using (10,7), (10,9), (10,3) and (10,2)

<320 » ™ logl®T — (log log T)2< log2 T.
log log T g 102( 919 ™ J
Or

11,4 JMIA -i2 U()- 1) log*5 + log2 T.
(11,4) (T A ng (n- 1 qﬁ'] g
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Since we have

J(1) -

and for nw 2

ui(n) —1= —n\ —

>'=in

F. TUBAN

1=J(

1)

—(M—Di=J(n) —I(n —1),

—1

we may write the sum in (11,4) in the form

A(Dlog™ + log* | +

= J()log*Y —log** 1+ J(2) log*' —log*—+

Lo+ WLWY) - NQE] - D(log*d- -

ALi] - 1) |log* trél]l — ¢ logrr-1+ 9 (1) llog*-~- - 10g%y'y) =

c
= _[] d {Iog*)’(\ dx.
Hence (11,4) takes the form
\J(T)\™og*T +ﬁ
or a fortiori
(11,5) \J(T)\m ~1j\j (x)\ &Iog*;(\J dx - log2 T.

12. To find a lower estimation for |J(T) J we shall use first in a usua

way Catjchy’s theorem. It is well knownl that for m= 2, 3, ...

there is a

Tm with

(12,1 m< Tm< m-f 1

and

(12,2 L < ¢6 log2 Tm — 1”5 aSE 2.

Since the integer L is > 2, according to (10,7) we determine U in the integral
(11,1) by

(12,3) U=TL

and we apply Cauchy’s theorem to the function

s*+j M



ON THE PRIME-NUMBER FORMULA, I 57

along the parallelogram ! formed by the segments [, [,, I3, I, where these are
defined by

=14y, =V oty

t=1k; +l=0=1+7y,
t=—1T., ‘+1§G§1—{—7],
0= — L —Tr=i=1T

respectively. According to what was said in 10 after the formula (10.1) we
have

P

L ME pa— 3 5 lppgh oy

2 ,L(I) gkt1 <711 £)k+1 k! §=0 - (— 2 n)k+1
or
ke 1
> | 3 B Hepge |5 e
=2 : s — 4 =
(12,4) i<t et B o | 751 (= 2np*2

A1

13. We need upper estimations for |J, |,
are routine work. For J, we have simply

(13,1) | g | <& L2 5 1,

To estimate J, we first remark that

”_ g T I SR T JEE 3

2x

Jg |, ..., |Jg| . All these

Ty ] g 7" (0)

! 2= (u i

Q¢ = 1 B P k—y
(13,2) | Jq |=%v! (k_v)!log £ E=*(0)] .

>

Using the known fact® that {(s) does not vanish in the circle |s| g% it

follows from 10 that F(s) is regular in the circle |s| ég and here
(13,2) | F(s) | = e,

Hence CaucnY’s coefficient-estimation gives

&

| FO=9) (0) | = ¢ (k — »)! E]k_'.
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Putting this into (13,2) we obtain

K K f

V13|
"2 1e — 2 o :
2 1= C7 3 W g g

using (10,9) and (10,6) we have

log I = log (Lk+) " log (LK*+N')m log T.
Hence

(13.4) J*Is @H* 2 It log T\ .
But the sequence

51 18T veon

increases for v LLI2—Iog T; this means that —owing to (10,9) —the terms of

the sum in (13,4) are certainly increasing if

_2_9__|_0_g_T = ZKOm% ’|0g T
log log T 2
which is true according to (10,2). Hence from (10,9)
Bk 1 13 \k 9 K
A |— * log T\ <c7—=51 T =
21=@ Dy, o> oo
* TK*
= 20 log T log* T < 20c7log T elog T < 20c7log T 6 log TViK
loglog T «l K
log r
20 log r log log lo
(13,5) =20c7log T —log log T '9'97 < ¢7¢* "g"'m_g%o'ggr o

using also (10,2). Hence from (12,4). (13,1) and (13,5) we have

log [ log log log T

(13,6) 1J(T) 1> lelj I— 1 — Cc7e4l  loglogr - 1J41- |I5]- 13614

14. For the estimation of j  \, \J&|and |J6 | we need the well-known
inequalities8
(14,2) @ log 15j=s B1S

valid for the half-plane €S —1 removing from it the circles

ni< — (n=
2
and
(14.2) 1E(@1=CcO} + (1t 1+ 2)I'«llog(l1t!+ 2),

(14.3) £ |s=e,i(I* 1+ 2)+ (< 1+ 2)i-« log (\t\ + 2)
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valid uniformly for |s — 1 |>1 Hence from (14,1) and (14,3)

— 5l [ elsl g (1t]+ 2 + (t] 4 2)* log (|¢] + 2)
(Je =5 (( T dt 4 ¢ J DEFIGE dt | <
(L+1) —(L+1) ’W‘]

> ) L+1
k+1 9
. ;;3_]( 9 ‘2 CSJ di 3 QCQJ L9 CQJ log(t—i.) df] =
14 #2 (2 + t)? t+ 2
0 0

k+1

8 e
<4(?]z ?cs+cs+cs(L+3:<4L ;C —{—469—{—0910
But N

e T e G S, LG

1. e

20 log'lla T

4 =1
(144) |Je| < = (6s - 465 5 10g}0 T 6 - t) < (cg + ¢4)

owing to (10,6) and (10,2). To estimate |.J, | and |J; | it is obviously suffi-
cient to consider |J, | only. For that part of /, on which 6 = — 1 we have
again

(14,5) | F(s) |=cs|s|+ecot [t|+2+ (|2]|+20Clog (|t]|+2)1;
for the remaining part of /, we have, using (12,2) and (14,3),

8) |=cqlog® T+ cob |t|+2+(|t|+2+1og (|¢]|+2)<
<ecgls|+et|t|+2+(|t]+2P"log (|t]+2)}

i. e., again the estimation (14,5) but with ¢4 instead of cg. Replacing both c¢g4
and ¢g by (cg + ¢g) we have on the whole segment /,

(14,6) | F(s) | = (e + co) [ |+ cot [#]+24 (2] 4277 log (|¢]+2)

Hence
1419

to b0y . B2 (Lo 2P0 dog (T 35
|J4l<J§0( 6‘8[,‘8 +(39 T do <
147
cs + Cg o B wq o0 - kb2 Yo (L 4 2) E Y
b Bk s i 7 L+2J e

1+9

JL’“’ do < 3 (cg+ cg + 2¢) log'l'l_"' T4

-—

2 ¢y log (L + 2)

e(cg + cg + 2¢9) L + Ik

4e,log: L, IX.e

1
=3 (e c 2¢,) logi® T 4+ 12 ¢, <
Ik log L (ce + g + o) log = 9

+
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(14,7) < 3(c6+ c8-f 6¢9 log'l« T.
Collecting (13,6), (14,4) and (14,7), we have owing to (10,2)

log T log log log T

I 1> Wil- 1- ce  lggT  —6(6)- B+ 69 logl' T —

log T log log log T

~@¥T®>1J1 "c64'cr"'hBb ®oo “T'1)6 loglog I~ —

Ij- | 4(IogTIogIogIogr
—1dlj ome log log T

Putting this into (11,5) we have

log T log log log T

jd1l1< clfi e log log T log2T + 5. i — I dx<
glog 9 jiji-wi o og* Y
(14,8)
log T loglog log T j
< (c10+ 1)e loglog T - - — |0g*| dx .
& dx X
15. To obtain finally a lower estimation of |J1j by a suitable choice
of kK we write it first in the form
+ *H +
\Ji\ = y geeop)’t MRy o
\r\<TL IpJ " pol*1 Irl<TL pJ
(15,1) fzAy+1 o
ilpol) Iri<ri.l P

Let T be so large that
(15,2) log'60 T > IpQ .
Then we have a fortiori from (10,7)
it»a (loged T)* > IPg| ,
i. e, from (10,6), (10,3) and (10,7)

n 41> L- M ,,t+1) >
UCo 1P0]] (1t
> th ilogior (log log T)*
InlgT log T

IFd loglgT (log T) I0gH*TI°BAB<  |[PolIW ¢

Thus from (15,1)
\
(]_5,3) \JIx\ > ¢ F:Sg . g—1 log1o'T (log log D* =y [X?-y<<£0]i+1
1Qo |10log log I |m< tl { el
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16. We denote the remaining sum by Z. We shall use now our lemma
formulated in 8. Since L and 7', are defined as functions of 7" only, the number

: g
J8—9: X0

of the terms and also the terms ) themselves are independent of k;

: 0
they will play the role of z,’s of the lemma. Since from (15.2) and (10,7) we
have

Ty > L >loghs T > logso T > g,
0 = g, occurs in Z, i. e., the condition
max |z, |=1
is certainly fulfilled. We choose :
(16,1) m= K,.
The n of the lemma is obviously the number N(7'.) of the zeros of ((s) in

w1, |¢|=T;

owing to L << Tr < L + 1 we may choose for the N of the lemma any upper
bound for N(L -+ 1) of the zeros in

O<aLl, |#{=L + 1.
RIEMANN-MANGOLDT’s theorem gives in the weak form!

N(L+ 1)< ¢y L log L;
hence from (10,7)

NL+1)< %—1 log'® 7 log log 7',
i. e., we may choose
(16,2) N = %10_1 log'l'l"' T log log 7.
Further we have

m= Ky= IOM > 98 AL log'llﬂ‘ T loglog T'= 28 N
log log 7' 10
if

100 log®® 7' > 28 ¢4, (log log T')?
which is true for 7' > ¢;,. Hence our lemma is applicable to Z; the only ques-
tion which remains is whether the value so obtained for (k -+ 1) fulfils the
restriction (10,9) or not. Denoting the value of (k + 1) given by lemma by
(k* + 1), we have for T' > ¢y,

Kozmgk*—{—]?m+N:KU+%logﬁf T loglog T' <

(16,3) < Ky+logt* T (loglog T)2 = K, + N,,
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I. e, (10,9) is indeed satisfied by choosing k = k*. Hence for T > c14

] g
1 cn logi0o T (log log T)2i0 I rioglo8r S
cn logsT (log log 72  102eZ7 log T

> g—Ci6 log I (log log T)

or from (15,3)

Tfio ,
.h\> 0 loglogT e -(ci5 + })log10 I (log log TY
il lgT
and from (14,8)
1 *g . .
_ | * dX S —(cis + j) logl0 I" (log log )8 _
(**)I dX Og X log logT
1?0l 18I
(16 4) logl logloglog T

—(cio+1)e 10810gr
If c16(00) is determined so that for T > c16(u0)
[ A |
165 (o+he’ oo =L -0.0.0
- I7p-ToglogT

then we obtain for all such large T-values

TH
B— —- J- |J X i _ d > o M(cie+ ") log! 0T (loglog T)s
Goyrd PO i toge s dx ogr *€

(16,6)

17. To complete the proof of our theorem we have only to find an upper
estimation for the integral on the left side. Introducing the notation

max \J(x) I= M,

first we have from (16,3) and (10,6)
£= L**+isNe+iv.s T

max 1J(x) Is M,
B = ~=
(. J 100 1y o == Mo dx<

< Iog**T<Me|09T\k*
(**)! k*
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But
1 2 2 _1lloglog T
1* <k*+ 1= ~5 log T
=< 2Kn= 20 19T
log log T
1l c,
leg ©

r 40log T log log log T
B<M |- Iog Iog 7' loglog T M e oy Tog T

or from (16,6) and (10,2)

K > | Tiia 0- +F>¢-* Te- * W« ogragey gr >
O oMSdr

log I log log log T

> . loglog T
io. logr
1001 bglogr
with
Cl7 — CI5 + 41- Q e d
(Received 31 March 1950)
OB OCTATOYHOM UYNEHE ®OPMY/bl MNPOCTbIX YMNCEN. |
MABEN TVPAH (Bypanewr)
(Pestome)
Mycte J1 (N) — xopowo wu3BecTHbI cumBon Aupuwng, Y (x) = I'IZ"\Q (n) wn AP =

—vVy (X) —X. ®parveH, 3. LUmmar, NaHgay, JMrtabByg, VHMM U gpyrve aBTopbl 3aHWMa/UCh
oueHKamy A (X) W MofobHbIX OTHOLWeHMA TunoB JL u SL+. W3BeCTHble A0 CWUX Mop pesy/bTaTbl
OT/INYAIOTCA  OOLUMM  CBOWCTBOM  3aBMCMMOCTWM OT  KOH(Mrypaumm BCeEX HETPUBMA/IbHBIX KOPHEN
(yHKUMM t(a W MoaToMy, a f[aXe W BCMeACTBME CBOMX METOA0B, OHW He [aloT SABHbIX OLEHOK.
[nsa ycTpaHeHust aTux 3aTpyfHeHwWW, JIMrTibByf nNpefnaraeT 3afaTb BOMPOC BO3MOXHO-N AaTb
oueHKy S ana A (), 3aBUCSILLErO /MLb OT OAHOMO (MPOM3BO/LHOIO) HETPUBMAILHOTO KOPHS (hyHKLM
£(). B HacTosiLLen cTaTbe, aBTOP [faeT pesynbTal Takoro TWMa, Kak HOBOe MNPUMEHeHVe CBOEro
MEeTOfa, W3/MOXEHHOIo Ha c'e3fle Yexo-C/I0BaLKOro U rMosibCKOro MaremaTuyeckux obLects B [pare
B 1949 r. 3pecb [oKasaHa crefylolaa Teopema :
Ecrm 0= RO-|- i (0— npou3Bo/bHLIA HETPUBUAIbHBLIA  KOpeHb t(S), TO MOXHO JAaTb
SBHO [1BE 4MC/MOBble MOCTOSHHbIE cO M cu fanee c2= ca((>0), Tak uto gna T > Tex(cO0, c2(«0)>
Mbl 1MEeM
10log I Cx log Tlog log log I
max (a (x)) > T:I°|o0] loglogIF € log log "
1 <x<T



CONTRIBUTIONS
TO THE REDUCTION THEORY OF THE DECISION PROBLEM

First paper
Prefix (k) (x2) (Er3)... (Exn_t) (xn),a single binary predicate

By
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy

1. In the reduction theory of the decision problem of the first order
predicate calculus, the intention is to find as simple cases of this problem
as possible, which are equivalent to the decision problem itself. On the one
hand, the number of arguments of the predicate variables contained in the
formula to be examined has been reduced; indeed, Lowenneim1 has proved
that the special case of the decision problem dealing with binary2 formulae
is equivalent to the general problem. In addition, | have reduced the number
of the predicate variables appearing in the formula to one.34On the other hand,
it has been attempted to reduce the decision problem to the case if the formula
to be examined as to being satisfiable has a special type of prefix, as simple

1L. Lowenheim, Uber Mdglichkeiten im Relativkalkiil, Mathematische Annalen,
76 (1915), pp. 447 —470, especially theorem 6, pp. 463 —470.

2 A further reduction, viz. the reduction to the case of unary formulae, is impos-
sible, for this case of the decision problem has been solved by Lswenheim (loc. cit.,
especially theorem 4, pp. 459—462) by an algorithm which is readily to be recognized
as a recursive one (in the sense of A1onzo Chukch, An unsolvable problem of elementary
number theory, American Journal of Mathematics, 58 (1936), pp. 345—363 and
S. 0. K1eene, General recursive functions of natural numbers, Mathematische Annalen,
112 (1936), pp. 727 —742), while the decision problem itself has been proved to be unsolv-
able by any such algorithm by Alonzo Chuech, A note on the Entscheidungsproblem,
The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936), pp. 40—41 and 101 —102.

3 Lasz1s Kalmar, Zurickfuhrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von
Formeln mit einer einzigen, bindren, Funktionsvariablen, Compositio Mathematica,
4 (1936), pp. 137—144; see also Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik,
Verhandlungen des internationalen Mathematikerkongresses Ziirich 1932, vol. 2, pp. 337 —
338. Previously, Herbkand has reduced the same number to three; see Jacques Hee-
brand, Sur le probléme fondamental de la logique mathématique, Sprawozdania z
posiedzed Towarsystwa Naukowego Warszawskiego, wydzial 111, 24 (1931), pp. 12—56,
especially pp. 39—41.
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as possible.4 However, the simplicity of a prefix can be judged from different
points of view. The Skolem prefix5

(x1) * » o fxm) {Exm+) - « MExr)

is the simplest one as to the number of alternations of universal and existential
quantifiers.6 As to its subcases, the Gddel prefix7

(1) (aq) (*a) (*3) (Ext) . .. (Exn)
contains a minimal number of universal quantifiers,8 while the Pepis prefix9

(2) @) ...(xn_t)(Ex,)
keeps the member of existential quantifiers as small as possible. The “non-
Skolemian” Pepis prefix10

©) (aq) (aq) (Ex9) (a0) - . - (aq)

has the advantage over (2) of reducing the order of the existential quantifier

4 In the first line, see the papers quoted in the footnotes 578 (papers of p epis),
10 and 12

5 See Th. Skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen uber die Erfill-
barkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Satze nebst einem Theorem Uber dichte
Mengen, Videnskapsselkapets Skrifter, Kristiania, mat.-naturv. klasse, 1920, no. 4, pp.
1—36, especially pp. 4—-6.

6Indeed, for the case of a prefix without alternation of universal and existential

quantifiers at all, (i. e. of the form (aqg) ... (xn) or (-Ebqg) ... (Exn)) the satisfiability
problem has been solved by Beknays and Schénfinkel by a recursive algorithm; the
same holds for the other case of a prefix with a single alternation, viz. of the form
(Eaq) . .. (Exm) (xm+1) ... (xn). See P. Bernays and M. Schonfinkel, Zum Entschei-
dungsproblem der mathematischen Logik, Mathematische Annalen, 99 (1928), pp. 342—
372, especially pp. 359—360.

7 See K. Godel, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkuls,
Monatshefte fir Mathematik und Physik, 40 (1933), pp. 433—443.

8 Indeed, for the case of a Skolem prefix with two universal quantifiers, the decision
problem has been solved by a recursive algorithm independently by Gédel, Kalmar and
Schutte; see K. Godel, Ein Spezialfall des Entscheidungsproblems der theoretischen
Logik, Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, 2 (1932), pp. 27 —28; Lasz16 Kalmar.
Uber die Erfillbarkeit derjenigen Zahlausdricke, welche in der Kormalform zwei benach-
barte Allzeichen enthalten, Mathematische Annalen, 108 (1933), pp. 466—484; Kurt
Schutte, Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, ibid.,
109 (1934), pp. 572—603 and Uber die Erfilllbarkeit einer Klasse von logischen Formeln,
ibid., 110 (1935), pp. 161—194. If we do not insist on the Skolem form, and if we allow
the fixed predicate x = y besides predicate variables, a further reduction of the number
of universal quantifiers, viz. to two, is possible; see J6zef Pepis, Beitrage zur Reduktions-
theorie des logischen Entscheidungsproblems, Acta Scientiarum Mathematicarum,
8 (1936—37), pp. 7—41, especially theorems 38 and 39, pp. 37—41; and Untersuchungen
Uber das Entscheidungsproblem des mathematischen Logik, Fundamenta Mathematicae,
30 (1938), pp. 257—348, especially theorem 33, p. 319. A still further reduction is impos-
sible, owing to a recursive solution of the satisfiability problem of formulae containing
a single universal quantifier; see Wilhelm Ackermann, Uber die Erfillbarkeit gewis-
ser Zahlausdricke, Mathematische Annalen, 100 (1928), pp. 638 —649.

9 See Jozef Pepis, Ein Verfahren der mathematischen Logik, The Journal of
Symbolic Logic, 3 (1938), pp. 61—76 and Untersuchungen etc. (loc. cit.), theorems 36
and 39, pp. 339—340.

10 See Jozef Pepis, Ein Verfahren etc. (loc. cit.) and Untersuchungen etc. (loc.
cit.), theorems 37 and 40, pp. 339—340.

O  Acta Mathematica
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from n — 1to 2; here, the order of an existential quantifier is defined as the
number of universal quantifiers preceding it.11 The Ackermann prefix12

() (Exn) (r2 Ex3) (4) . . . (%)

is — though containing one more existential quantifier — still more advan-
tageous in this respect, the order of the quantifiers being zero and one, res-
pectively.

As to the simultaneous uducticn of the decision problem in both direc-
tions, it has been proved in three preceding papersizthat the decision problem
is equivalent to those of its special cases in which the formula to be examined
as to being satisfiable, besides containing no predicate variable but a single
binary one, has a prefix of the form (4), resp. (1), resp, (2) or (3).

Now, the question arises as to whether the same is true for the prefixes

(5) ) («!'m]) (*+>) (EXS) .+ (foi'n—1) fan)
anti
(6) (@) (Ex2) ... (a 3n—2) fan—I) fan)y

similar to (1) but, Though ncn-Skolemian, mere advantageous as to the order
of the existential quantifiers. Tn this paper'. | shall answer this question as to
the prefix (5) by proving tire

Theorem. Toany given formula of the first order predicate calculus it is
possible to construct another, containing no other predicate variable but a single
binary one, having a prefix of the form (5), and equivalent, in respect of being
or being not satisfiable, to the given formula.

As to the prefix (6), | shall return to the question in a subsequent paper.11

2. To prove our theorem, first, we construct to arry given first order
formula A arether, sax B, which, besides having a prefix of the form (5)
and a matrix containing a single, binary, predicate variable, can be satisfied
if A can; then, we prove that conversely, if B can be satisfied, the same holds
or A too.

11 By an existential quantifier the existence of an individual depending on the
individual variables bound by universal quantifiers preceding it is formalized; i. e. that
of a descriptive function over the set of individuals, the number of the arguments of
which equals the order of the existential quantifier in question.

12 See Withelm Ackermann, Beitrdge zum Entscheidungsproblem der mathe-
matischen Logik, Mathematische Annalen, 112 (1936), pp. 419 —432.

33 Laszi6 Kaimab, Cn lie reduction cf the deciden problem, first paper, Acker-
mann prefix, a single binary predicate, The Journal oj Symbolic Logic, 4 (1939),pp. 1—9
Lasz16 K almak and Janos SunANYr, On the reduction etc., second paper, Godel prefix,
a single binary predicate, ibid., 12 (1947), pp. 65—73; third paper, Pepis prefix, a single
binary predicate, Hid., 15 (1150) pp. 161- 1,3. I shall quote the first and the second one
of these papers as “Reduction 1” and “Reduction I1.”

4 We observe that neither (he theorem of the present paper is an immediate
consequence of that of Reduction 11, nor conversely; and the analogous theorem concern-
ing the prefix (6) is, in the same sense, independent of the theorem of the present paper
as well as of that of Reduction I1.
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By the theorem of Reduction 11, we may suppose, A has the prefix (1)
and a matrix

() M= M(F, xv ...,xn)

containing the binary predicate variable F but no other; thus, M is a truth-
function of the n2 arguments F(xV x,,), ¥y, v=1,.. n.

Suppose A can be satisfied on a set 7 by a binary predicate ® defined
over 7; i. e., for some descriptive funtions  (xb %2, Xx3), ..., 'in(x}, x2 x3)
defined over 7, we have

(« M (P, xv Xi, X3 h (xv x* x3), (ag, x2 x3)

for arbitrary xv x2, x3e 7. The formula B has to give an alternative formali-
zation ofthe same fact. In order to replace the three initial universal quantifiers
by two, we adjoin to 7 the ordered pairs of elements of 7; thus, “for arbitrary
XV X2 x3e7” wecan express as “for arbitrary xeP and y 67,” 72 denoting
the set of ordered pairs formed of elements of I, x standing for the pair (xv x2)
and y for x3. In order to assure adequacy7 of this new expression to the old
one, B has to formalize also, for any x, y e 7, the existence of a p e l2 with
x as first and y as second component. The predicates “xe 7,” “xel2”
“x is the first component of p,” “xis the second component of p” are to be
expressed, beside “d(x, y),” by means of the single predicate 4f satisfying B.
For this purpose we adjoin, besides the elements of P, the predicate ® to 7,
and, on the new domain of individuals’s ./ = / = P -f- \@\ resulting thus,
we define the binary predicate 4r so that

(i) ® (x, @) holds if and only if xel;

(ii) 4s(®, p) holds ifand only if p= (x,y)e72 (kye7) and ®(x y) holds;

(iii) for ke /, pel2 4s(x p) holds if and only if x is the first compo-
nent of p,

(iv) for xel, pel2 (p, X) holds if and only if »xis the second
component of p,
finally, in order to distinguish between the casesi6 x = ®and e 72

(v) Ylex, > holds always excepting for x= &,
so thatl

(vi) YL(x, X) Y(x, ®) holds if and only \i xe 12

15 We suppose tacitly that I and | 2have no element in common; i. e., no element
of I is of the form (X, y) with x,ye.1. We can secure this by replacing I, if necessary, by an
appropriate set of the same cardinal number. Of course, ® does not belongto | or 12

16 By (i), we have Y(x, ®) in both cases. — Of course, instead of the predicate
4>defined above we could use another predicate 4>[x, y) for which 4>(x, x) holds if and only

ifx = @ (and, 4 (x, ®) holds if and only if x e I); this predicate would be more analogous
to those chosen in Reduction | and Reduction Il. However, in our case the definition
adopted here seems more natural.

17 For simplicity, we omit the conjunction sign, or we replace it by a dot.
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We see at once that conditions (i)—(vi) are consistenti8and they define
the predicate 4s(x, y) over J éxcept for x, yel, x-/-y, and for x, yel2
X yt y. Defining 4>(x, y) in these cases to be true,19 say, we can tabulate the
definition of < as follows

y—® yel y=(tfv )el2

x —® false false DYL> ¥2)
x el true true X=MW
x=(xv x2)612 false 4 =Yy true

Now, we could formalize the existence of a pair having given com-
ponents as followsD

0) ) (Ep) F<(x D)Wy, P) > %(p, p) P (p, D) ¢*(x, p) 45 (p, y))-

However, similarly as in Reduction Il, we have to ensure that the predi-
cate 4s(®. p) in (ii) depends on x and y only. In our case this can be done
much simpler than in Reduction I1,21 for we have an universal quantifier at
disposal which can be placed after the existential one;2 thus, we can extend

© to
(10) () (v) (Ep) @ {4f x, D) 4s(y, D) >m4s(p, p) 4s (p, P) 4> (x, p) ™
NPy [ )WE Q)UK IWEY) >(R@ 2~ (@)l
3. Now, let x= (xvx2el2 (xvx2el) and yel. Let xs=y and
Xi= (ag, x2 x2 for p=4,...,n
Par = (Xwxv) forp, V= 1,..., 11
Then we have, by (i),
(11) 4s (xu, @) forp = 4, ,

18 Indeed, (vi) is a consequence of (i) and (v) (see footnotel8); and (i)—(v) deter-
mine the truth-value of 4sat different places except V (®, ®), which is determined to
be false by each of (i), (ii) or (v).

19 d(x, y) has to be true, on account of (v), for x = yel as wellas for x = y Tl
We have chosen V (x,y) to be true for x,yel, x~y and for x,y el2 x~f.y merely to
simplify the following table. For a similar reason, in (ii), we have defined Y(®, x) to be
false for xel.

2 Here and in the following formulae (up to the end of 5), J has to be taken as the
range of the quantifiers.

2l In Reduction Il, we had to introduce two representatives of each pair to
the same effect.

2 Here, the situation is analogous to that in my paper: Laszis6 Kaitmar, ZUr
Reduktion des Entscheidungsproblems, Norsk Matematisk Tidsskrift, 19 (1937), pp.
121 —130, especially pp. 127 —129.
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by (vi),

(12) I'ipi,, , V,,V)i/; (V,)vmp) fork,v= 1,...,n

by (iii) and (iv),

(159 Ully, Jhv)i/; (?W 2) for r= 1, mm n

and

(14) 4f(xu, pur)W (pftv , x,,) forfi=4, ..., nand v= 1 ..., n;
further, for arbitrary zeJ, by (i), (iii) and (iv),

(15) 4z, D)4z, x) 4s{z, plv)&(prvz) for v=1,...,n
and

(1«) 4@z, P)PHKxX,2) pv)@E2z) for v=1.. n

Finally, denoting by M*= M*(G:u, plv p12 ... pnn) the matrix
which results from (7) by replacing F(xu, xv) throughout by G(u, p,lv) for
p, v=1,..., n, we have by (8) and (ii),

()] M* (®; &, plv p12 ..., pnn).

Summarizing our results, we have2 by (vi), (i), (11), (12), (13), (14),
(15), (16) and (17),

(18) () () (ExD .. .(Ex,,) EanX) (EpL2).. .I_ﬁEpnn) @ { (x,%-
B r D U L (i 4, YNNG (wPuw)i; Ruvo)m
'rF;:]Ll[Of (z, DU (2, x) w 2 plv)v (prl, 2)) (*P (2, D) v (X, 2)

&)y F Pz © Y,RR)AEATY) »
m[] CFrpur) B (p x )] M*(4f;, ©plvpl2 ..., pmn)f.

4, Now, we have to express the existence of an element ® of J with
the properties (10) and (18). To this effect, the most natural way would be
to form the conjunction of (10) and (18), to replace @ throughout by an
individual variable n and to place the quantifier (Eu) at the beginning of the
formula resulting thus. This way would lead, choosing an appropriate prenex
form for the conjunction of (10) and (18), to the prefix

(Ef) () () (Ep) (Ext) ... (Ex,) (EpxI) (EpLD) . .. (Epm) (2),
not of the form (5). However, we can avoid this inconvenience similarly as
in Reduction 11, viz. by weakening (10) and (18) to the proposition that
for any x, yeJ, there is a neJ having the same property as ® in (10)
and (18), further, securing independence of this n from x and y by postul-
ating that it has, in addition, the property 4l(u, u) characterizing ®, and,

For simplicity, we abbreviate conjunctions of analogous terms with a .//-sign.



70 L. KALMAR

that any two elements x and y of J having this property can be replaced,
each by the other, in either argument of ®, no matter what stands in the
other argument, thus, they can be replaced, each by the other, in any formula

containing no predicate but 771 The last postulate can be formalized as
follows:

19) W@ [P XX)P,y) > (D X2~ P,2) (P{x)~ £zY))]
and the stated modifications on the conjunction of (10) and (18) lead to#

(20) (8 (v) (Eu) (Eji) (Ex,) ... (Exn) (Epn) (EDD) ... E>N) @) [[d (V)

]
mO(y, 1) v @ (p,p) () POkp P(RY)*
‘@)@ Pk Py O (DM~ PMp)]]m
BU% (09 © 6 ) O, 1) om 1/ D6k U @6 ) T () ¢
l\l;lnzl [(b @'«) d @x = (r,pv) 7' (prl, 2)) «
(<R APMKZ * P p2) 7T (P22 7 ¢ P3) K (P.3Y) *
11 (@ (V Pyr) ij (?W »Q)] m*(ifi;  ibo >L2.....Pm)] 7% (M, «)} .
5. Forming the conjunction of (19) and (20), carrying it to a prenex

form and changing I throughout into a predicate variable G, we get the
required formulax B, viz.

0% () (Eu) (Ep) (Ex,) ... (Exn) (EVn) (EVI2) ... (Epnn) (2) jl G (KX

Gy {Gkn~ G¥2)(GRx) G-
*[(70kn) G(y.n) o- G(p,p) G(p. M) Gkp) G(D.Y) *

*[G@22 (7(2.)8 (X 2)0(2,%'/) VGWng~ Gup)ll -

TIGOKM GOKU) Gy, M) -v 1=14 G (xu, n)
n

G (puv, 1)) )}:11[(6 G V) G@X G2 plv) G(pvl,2))

-
U (G (Pun P) *

r, «

21 Formally, we can deduce (20) from (10), (18) and V (®, ®) by omitting the quan-
tifiers (x) (y) (on account of the rule “(x) F (x) implies F (k)”), by forming the conjunc-
tion, by changing ®into an individual variable n bound by an existential quantifier (Eu)
(on account of the rule “F (®) implies (Eu) F («)*”) and by placing the quantifiers (x) (y)
at the beginning of the formula (on account of the rule “F (x) implies (X) F (x)”).

5 By a slight modification of the above argument, we could spare two
existential quantifiers, viz. by omitting the quantifiers, (Ep) and (Up12) and replacing

P by pi18 and p12 by xin the matrix. However, these modifications would complicate
our formulae.
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c@(rwG@z v G  G(rz2)Gy p3) G{.AY)

~ F14(O ial Pgr) G (Pvw xu|||  M*iG-i1+ Pu>Pn.... Pnn)] 8 (u, n|| .
"= c

We see at once, B has a prefix of the form (5) and can be satisfied, by what
precedes, if A can.

6. To prove the converse of the last property of B, suppose, B can be
satisfied on a (non empty) set J' by a predicate 4s to be substituted for G.
Then, (19) and (20) hold. J' being taken as range of the quantifiers. By (20),

there are descriptive functions =@ y), p—nX y). a,= (X V)
(ft=4,...,n), pw— y) (ft,v= 1, ... n) defined over J' suchthat
for any x, y e J' for which 4>(a, mp (x, y)) and 4>(y, (o (x, y)) hold, we have
9) @y a@y) P@E@Yy). Py

(9") (@ a(@y) W= @y y);

further, for any 2e/' for which * (2,2)*(2,(p (@ y))"/ (a 2) 4s(z, y) holds,
we have

(10) 7(m(a r)2) ~ 4s(fp(a ) a (ay));

moreover, for any a, yeJ' for which /' (a, x)4f(x, p(x,y)) and P (y, rp(a.y))
hold, we have

(IT) (i.(a ), (px, y)) foru=4,...n,

(12') Lb(ﬂnn (a! Y), A4 (aa Y)) IP (ﬂ,, T (a, y), p (a, y)) forft ’V = l ———————— - U,

(1<) wm(y, AL (a, y)) ¥ (2.3(a, y).y) forv= 1---.n,

) 4itiu (x, ). @yl (3, (a y), ; H(a, y))
orft—4,...,nandr= 1 ...,n

@an S*hyp(a y), Al (@ y), a2, y), ... 9@, v)),

and, for any 2eJ"',

{150'|) &(,p@y) $ra ~ (28!, @y) $#,.1@y)2)

an

(10) (2, tp(@y) P(@2)-v *(2,92.(ay) P(,2(@Yy)2) for j=1,...,n\
finally, we har e for any a, y e J' whatever,

<1) 4>(4 (x.y).ff (xy)) .
7. Let a be any fixed element of J and let {p = tp(a, @). Then, we get
from (21)
II* 4);

hence, considering (21), we obtain from (19) for arbitrary a, y, 26J
(7 (ay),2)~ 4f (tp,2)
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and

41(z,rp(x,y))~W(z,(p);
therefore, we may replace ff (x,y) by ff in (9, (10), (11), (129, (17), (15),
(16") as well as in the conditions 4s(x, £(X, ¥)), 4s(y, rf (x, y)), 4f (z, (f(x, y))
and 4s(x, ([ (x,y)). We shall quote the formulae modified thus as (9"), (10",
(11", (a2, (27", (15" and (16").

8. We define I' as the subset of J' defined by the condition 4s(x, ip).
On account of (11"), we see that I' is not empty. We shall prove that A can
be satisfied on T .

Let ag, x2 aq he arbitrary elements of /. Let

X = T(aq, ag),
Y= a3

= lu &) = I, (* (aq,xi),x3) fory = 4--—-- n,
and

Wv= "W )= nQv@E Xipx3d v=l,
By (9"), we have (taking x1for x and x2 for y)

Ul (x, x) YL(x, (f),
further, on account of yel,

U, 4),
so that the conditions of (11"), (12"), (13), (149, (17"), (15") and (16")
are fulfilled. (11") shows that xv ..., xne  from (12") we take8
(22) 4* (pllv. pflv) 4° (f) for u,v=1,..., n.
Now, we show
(23) 41 (xfl, pu,) 4 (p,,,, xfl) for n,r= 1-—, n.
Fory =4, ..,n and v= 1, .., n, (23)isidentical to (14); (13" shows that
(23) remains true for u = 3; v= 1 ..., n too. Bv (9") we have (taking aq
for x and x2 for y)
(24) i (aq, *)
and
(25) 4> (x, X2).

From (15"), z = ag, ewe obtain, on account of age/' and (24),

45 (*1.Piv)4* (P'vxi) for v= 1,., n;
similarly, from (16"), z = x2 we obtain
x2p2.) ® (P.2xr) for r=1
sinco x2e 1" and (25) holds. That is, (23) holds for = 1,2; v= 1,..., n too.
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Now, (23) can be written as follows:

4i (v Pfiv)AAMU’xv) for $= 1 eee n;
this shows, together with (22), that the conditions of (10") are fulfilled by
taking & xv and pm, for X, y and z, respective!}'; therefore, we have

*H Of, Vuv) ~ i/, W> a) for V=I,..., n
Thus, we may replace in (17"), i. e., in
M* (4> cp,p1tp 12 ..., pnn)

the proposition 4>{m p;iv) by 4s (cp, g (xfl,xv)) for y,v = 1, . . n. On account
of the definition of 11*. this means that for the predicate ® defined for arbitrary
X, yel by

e Xy) = &{ma ),

M (P\ X x----- xn);

xvx2and x3being arbitrary elements of ', this shows that A is satisfied by
®on T . Thus the equivalence of A and B has been proved, and so our theorem
holds.

The Bolyai Institute, University of Szeged.
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BK/MAObI B TEOPUIO TMPUBEAEHNA MPOBJIEMbl PASPELLMMOCTU

MepBas crtartbs. Mpedwke (@X (X2 (ExJ ... (Exn_r) (a,), €AUHCTBEHHbIN,
[BYXnepemMeHHHbIA npeavkar.

JIACIO KATBMAP (Ceren)

(Pe3tome)

ABTOp, B COBMeCTHoli cTatbe ¢ HAHowom LWypaHu (Journal cf Symbolic
Logic, Tom 12-HiA), fokasan, u4TO npobnema paspeLlmMocTV MaTeMaTUYECKO NOrMKY MOXET
ObMb NpuBeAeHa K BOMPOCY BbIMOMHMMOCT TaKWMX JOTMYecKUX opmyn ¢ npedukcom [epens
IX,) (k,) x3) Ext\... Exn,) KoTopble cOAepXaT TONbKO OfHY, ABYXHEPEMEHHYIO JIOrMYECKYyto
nepemMeHHyl0 yHKUMIO. Mcxogs M3 aToro pesynbTaTa, aBTOP B HACTOSILLEM CTaTbe [OKasblBaeT
aHa/IOrMYHYI0  TeOopemy, OTHOCSAILLYHOCA K MpetinKcy, YNOMWMHaemMoMy B MO0A3arosioBke, KoTopas
nocToNbKy MPenMyLLECBEHHee, MOCKO/bKY 3KCUCTEHLMaIbHKE KBaHTOPbl OMEPeXarTcs He Tpems, a
TOMbKO ABYMS OOLMMM KBaHTOpaMmW, CrefoBaTe/lbHO OHW BbIPaXKalOT CYLLECTBOBaHWE He Tpexmepe-
MeHHbIX, a ABYXNepeMeHHbIX MaTeMaTUyeckux (yHKumn. MeTod AoKasaTenbcTBa COCTOMT B 3aMeHe
X, W X2 0fHO/ YMNOPSA0HMEHHON Mapoil (K,, %2> TO, UTO KaXAOMY X, U X2 MNPUHALIEXWUT OfHa
N TONMbKO OfHA YMOpsiioYeHHas napa, Yy KOTOpOl nepBbli KOMMOHEHT XX,, @ BTOPOA KOMMOHEHT
X2, yAaeTcs BbIpauTb 6e3 yBeIMYEHUS YWCNA SIOTUYECKMX (YHKUMIA, C MOMOLLBIO  efUHCTBEHHOrO
06LLero KBaHTOpa, CTaBSILLErocs Moc/e 3KCMUCTEHLMAbILLX KBaHTOPOB.



ZUR THEORIE OER FAKTORI1SIERBAREN GRUPPEN, I

Von
L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie

§ 1. Einleitung
Stets bezeichnen G, I, @ drei Gruppen mit

<l) K=er,

unter welcher Gleichung wir verstehen, dalR die Produkte AA(At G, Aell)
alle verschiedenen Elemente von @ sind. Wir nennen dann @ eine faktorisierbare
Gruppe mit den komplementiren Faktoren G, I'. Gleich bemerken wir,
«dal3 die Reihenfolge von G, I' unwesentlich ist, denn (1) und ® = /' G bedingen
einander gegenseitig. (Das verleiht der Theorie der faktorisierbaren Gruppen
eine Art Dualitét, s. unten.) Die faktorisierbaren Gruppen haben Zappa [11]1
und Szép [5] —[10] voneinander unabhdngig untersucht, gewisse ihrer
Resultate finden sich teils ergdnzt auch in einer neueren Arbeit von
mir [2]. Ein Teil der SzEpschen Arbeiten betrachtet den allgemeineren
Fall, dal in (1) die gesagten Produkte AA die Elemente von @® auch
mehrmals darstellen dirfen von diesem ebenfalls sehr interessanten Fall
nehmen wir hier Abstand. Zappa hat nicht nur die Eigenschaften der
faktorisierbaren Gruppen untersucht, sondern er hat auch das folgende
wichtige Umkehrproblem gestellt und geldst: Fur zwei gegebene Gruppen
G, I sind alle Gruppen @ mit der Eigenschaft (1) zu bestimmen. Dabei
dirfen G, I' (als abstrakte Gruppen) ganz beliebig sein, damit aber das
Problem l6sbar ist, missen wir G, I natlrlich so realisieren, daft sie dasselbe
Einselement aber keine weiteren gemeinsamen Elemente haben. Das nehmen
wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit stets an und bezeichnen mit
ABC .., 6 P.... X und ABC, ...T.. . X Elemente von G bzw. T.
Das Einselement bezeichnen wir mit E bzw. E so dal? dannnachunserer Annahme
E = E qilt. (Es wird von Nutzen sein fir das gemeinsame Einselement beide
Bezeichnungen E, E beizubehalten.) Der Satz von Zappa lautet so:2

1 Eckige Klammem verweisen auf das Literaturverzeichnis angefigt am Ende
der Arbeit.

2 Vgl. die Arbeit [2], in der ich weniger einfach (A, A) fur A Ageschrieben
habe, diese Abweichung ist unwesenlich, verleiht aber dem Satz von zappa eine Uberaus
durchsichtige Form. Der Satz 14Rt sich au den Grappenpostulaten mit wenig Rechnung
Ableiten (ohne Kenntnis der Arbeiten [11] oder[2]).
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Gilt (1) fur die Gruppen G, I', ®, so gibt es zwei eindeutig bestimmte
Funktionen (in ,Operatorschreibweise®)

(2) aa (e 0). aa (e N

mit

(3) aa = aa aa .

es gilt auch

<) AE= A KA= F, AE - A E'=E
(5) ABC= ( AC)B, aBC= (aB)CI

<6) (AB)C = AC BcA, (AB)C AfBB( .

Umgekehrt, wenn die Gruppen G, I' vorgegeben sind und man eine Losung
(2) von (4), (5), (6) bestimmt, so erzeugen die Elemente von G und I bei der
Annahme (3) eine Gruppe ® 8 mit der Eigenschaft (1), alle letzteren Gruppen
gewinnt man auf diesem Wege.

Zur Erganzung bemerken wir, dall das Multiplikationsgesetz in ® wegen
{3) so lautet:

) AABB = ABAALB.

Die erste Héalfte des Satzes von Zappa hat auch Szép gewonnen, auRer-
dem hat er zuerst aus den Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) weitere interes-
sante Schlusse gezogen. Aus diesen Griinden nennen wir jede Gruppe @ in (1)ein
Zappa—SzEPsches Produkt von G und T.

Ich mulR auf die auch schon durch Zappa bemerkte Analogie mit der
ScHREIERschen Erweiterungstheorie hinweisen, in der es sich bekanntlich um
die Bestimmung der Gruppen ® mit (BjG= I handelt. Wie ich gezeigt habe
[2], 1aBt sich die ScHREiERsche Erweiterungstheorie dhnlich begriinden wie
die Theorie von Zappa—Szép, ich fand sogar, daf3 sich beide als Spezialfélle
in eine allgemeinere Theorie einbetten lassen. Aus diesem Grunde nenne ich
die ScHREIERsche Erweiterung von G mit /’ gerne auch das ScHREiIERsche
Produkt von G und I". Mir scheinen beide Produkte (das ScHREiERsche und
das Zappa—SzEPsche) gleich wichtige Angelegenheiten der Gruppentheorie
zu sein.

Ein Zappa—SzEPsches Produkt ® = GI enthalt unter Umstanden
Normalteiler, ein Teil der Untersuchungen von Szép gibt eben solche Falle an.
es kann aber auch einfach sein, z. B. gehort die Ikosaedergruppe auch hierzu
(vgl. [2]). Wenn eben G oder I ein Normalteiler von ® = G T ist, dann und
nur dann stimmen beide Produkte (berein und zwar ist das eben die soge-
nannte zerfallende Erweiterung. Wir werden in dieser Arbeit auch Beispielen3

3 Das ist so zu verstehen, daR die Elemente von G alle endlichen Produkte aus den
Elementen von G, 1'sind, die sich aber wegen (3) auf die Form A A bringen lassen.
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begegnen, wo & = G /' wohl nicht einfach aber kein Scureigrsches Produkt
von & und /" oder von /" und @ ist.

Weiter wird uns hier nur das oben formulierte Umkehrproblem von
Zappa interessieren, wo namlich @, /7 vorgegeben sind und man alle ® = G 17
sucht, in dieser Richtung machte man bisher keine Untersuchungen. Der Satz
von ZApPA bringt dieses Problem gar nicht zum Abschlul, sondern fiihrt es
auf die Angabe aller Losungen (2) der Funktionalgleichungen (4), (5), (6)
zuriick. Die Losungen zu bestimmen ist im allgemeinen eine sehr schwierige
Aufgabe, iiberhaupt scheint uns die Theorie von Zapra —Szip schwieriger und
vielgestalteter zu sein als die von SCHREIER.

Ohne Zweifel ist eine der primitivsten Aufgaben der Zappa —SzEpschen
Theorie, das Zappa—Sziprsche Produkt GI' von zwei zyklischen Gruppen
G, 1" zu bestimmen. Auch schon dieser Fall, der uns hier von einigen
vorbereitenden allgemeineren Untersuchungen abgesehen allein beschiftigen
wird, bietet ernste Schwierigkeiten. Den Spezialfall, daB die eine der zyklischen
Gruppen @, /' unendlich, die andere endlich ist, konnten wir vollstindig
erledigen, fir den Fall aber, daB @, I" beide unendlich sind, haben wir nur
einige Teilresultate bekommen, die vollstindige Losung ist eine sehr interes-
sante und schwierige Aufgabe. In der Mitteilung II dieser Arbeit wollen wir
den Fall betrachten, dafl @, /' beide endlich sind, dieser Fall ist {iberraschend
reich an Loésungen. (Fiir die ScHrEIERsche Theorie ist der Fall von zyklischen
(/, I' bekanntlich sehr leicht.)

Wir wollen hier einiges iiber den allgemeinen Fall bemerken. Kraft (2)
erscheint im Satz von Zarpa jedes von G, I’ als ein Operatorenbereich fiir das
andere. Und zwar nennen wir A und A in einer (symbolischen) Potenz AA das
Grundelement bzw. den Operator (fiir A® vertauschen sich die Rollen). Die
Gleichungen (5) besagen mit der iiblichen Redensart, dall ¢ und I’ je ein
multiplikativer Operatorenbereich fiir das andere ist (und zwar das erste ein
Rechts-, das zweite ein Linksoperatorenbereich). Aus (5,), (4,) sieht man
sofort, daB3 die Abbildung A AA (bei festem A) eine Permutation von ¢ ist,
und zwar hat die Gleichung AA — B bei festen A, B die einzige Lisung
A= BA7', iihnlich ist A—AA eine Permutation von ['. Wihrend man
es aber in der Gruppentheorie meistens mit solchen Operationen A? zu
tun hat, fir die (A B)® — AA BA gilt (,linearer” oder , distributiver Opera-
tor”), so daB dann die gesagte Permutation A—AA ein Automorphismus
von @ ist, in unserem Falle gelten die viel komplizierteren Bedingungen
(6), eben darin liegt die Schwierigkeit der Theorie von Zappa—SzEP.

Des niheren bemerken wir hierzu folgendes. Bezeichnen wir fiir einen
Augenblick mit A, A, ... bzw. A}, A,, ... je ein System von Erzeugenden
von G und I'. Man wiirde sich denken, daf3 das Funktionenpaar (2) durch
die Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) und durch die ,Anfangswerte* AA%,
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AM eindeutig bestimmt ist (wie im Falle linearer Operatoren), aber wir
werden die Falschheit hiervon mit einem Beispiel zeigen.

Wir bemerken, daR im Zappa—SzEPschen Produkt GI™ oft eine gewisse
Asymmetrieerscheinung auftritt, womit wir folgendes meinen. Wohl sind
(4), (6), (6) symmetrisch in G und I' (die vollige Symmetrie kbnnte man so
hersteilen, dal man z. B. in ' von AB auf die umgekehrte Multiplikation
BA Ubergeht), trotzdem, wenn G und I isomorph sind, kommt es vor, daB in
einer Losung (2) die eine der Funktionen aa, aJl viel komplizierter aussieht
als die andere, man kénnte in solchen Fallen sagen, daB im Zappa—SzEPschen
Produkt GT der eine Faktor den anderen tberwaltigt. Auch hierfur werden
wir ein interessantes Beispiel sehen.

Es muB bemerkt werden, dal die triviale Losung aa= A pgA= A
stets vorliegt, dieser entspricht das direkte Produkt von G und /"

8 2. Allgemeines

Bezeichne E eine beliebig vorgelegte Gruppe. Fir gewdhnlich versteht
man unter einem Komplex K (von H) eine Teilmenge von H, oft kommt es
aber auch vor, da man dabei den Elementen des Komplexes eine Multipli-
zitdt zukommen 1aRt. Das wollen wir tun, so da wir einen Komplex in der
Form

<8) K = axylaz2y2 ...

annehmen, wobei y§ y2 ... alle verschiedenen Elemente von H sind und
jedes a, gleich 0, 1, 2, ... oder cc ist. (Ist H von der endlichen Ordnung n,
so ist (8) mit dem Glied anynabzubrechen.) Kommt ein a, = 30 vor, so nennen
wir K uneigentlich. Im Falle al—a2= ...= 0 setzen wir K — 0. Die aLy
nennen wir die Glieder von K, zwei Komplexe sind gleich zu betrachten,
wenn ihre Glieder (ungeachtet der Reihenfolge) Ubereinstimmen. Selbst «,
nennen wir die Multiplizitat oder den Koeffizienten von yi in K. Die Glieder
aiyt mit a- = 0 durfen wir in (8) streichen. Dann und nur dann, wenn Oiyé 0
ist, sagen wir, dalk y{ein Element von K ist, hierfir verwenden wir die men-
gentheoretische Schreibweise y, e K. Ist

©) L = bxyx, b2y2 .. m

ein weiterer Komplex, so definieren wir die Summe beider Komplexe durch
KL= W-)bt)yv (@2--b2y-....

und entsprechend soll die Summe beliebig (eventuell unendlich) vieler Kom-

plexe definiert werden. Selbstverstandlich is dabei eine Summe a + b-)- ...

(@, b ... =0,1,...,co) gleich oo zu setzen, wenn entweder unendlich
viele nichtversch vindende Summanden Vorkommen oder mindestens ein
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Summand oc vorkommt. Die Addition von Komplexen ist offenbar kommu-
tativ und assoziativ. Nunmehr durfen wir (8) auch als K = «, yl 4 «2¥> + eee
schreiben. Wir werden diese ,,additive Schreibweise der Komplexe“ bevor-
zugen. Ferner definieren wir das Produkt K L als die Summe aller a, bj7, 7/,
dabei ist ein Produkt ab (a,b= 0,1, ..., 00)gleich O zu setzen, wenna= 0
oder b — 0 gilt, und es ist ab = 00 zu setzen, wenn weder a= 0 noch b= 0
gilt und a—oc oder b= 00 ist. Die Multiplikation der Komplexe ist asso-
ziativ und (gegenuiber der Addition) beiderseits distributiv. (Auch das Pro-
dukt unendlich vieler Komplexe kénnte man entsprechend definieren, aber
wir nehmen davon Abstand.) Wohl unterschieden von der Potenz Kl (i =
—1,2,...) bezeichne K® (i — + 1, + 2, . ..) denjenigen Komplex, den man
aus (8) bei Ersetzung von jedem 7- durch y[ gewinnt. Insbesondere nennen
wir /v(~I) den zu K inversen Komplex. Endlich definieren wir das Skalar-
produkt rK (r= 0, 1,..., 00)durch rK = ralylra2y2 ... Eine (endliche
oder unendliche) Summe

(10) rIK | £ 3K 2 (n—0,1,...,00)

nennen wir eine Linearkombination der Komplexe A, K2..... Sind diese
nicht uneigentlich, von 0 verschieden und paarweise elementenfremd, so
sind die tidurch den Wert von (10) eindeutig bestimmt.

Wir verabreden uns noch, daf wir fir ein Glied a, 7, von K mit a, = 1
einfach 7, schreiben. Durch diese Vereinbarung haben wir die gewohnlichen
Komplexe unter die obigen verallgemeinerten Komplexe eingeordnet, sie
lassen sich dann auch in der Form a -(- /2 - . . . schreiben (mit verschiedenen
a, fJ, .. .). Umgekehrt ist K in (8) dann und nur dann ein gewohnlicher Kom-
plex, wenn alle a, gleich 0 oder 1 sind. Da inshesondere eine Untergruppe U
von H stets ein gewdhnlicher Komplex ist, deshalb fuhren wir im Bereich
unserer verallgemeinerten Komplexe die kurze (aber nicht ganz korrekte)
liedensart ,ein (verallgemeinerter) Komplex K ist eine Gruppe " ein und
verstehen darunter, dall K ein gewdhnlicher Komplex ist und seine Elemente
eine Gruppe bilden. Diese Redensart werden wir auch dann verwenden,
wenn wir K in additiver Form schreiben, ein Miftverstandnis wird daraus
nicht entstehen4.

Von hier an betrachten wir die anfangs eingefiihrten Gruppen O, I und
ein Funktionenpaar (2) mit den Eigenschaften (4), (5), (6). Ein (verallgemei-

4 Die oben emgefulirten verallgemeinerten Komplexe und die Rechnung mit
ihnen bilden ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie von Zappa—Szép, das uns aus den
nachfolgenden Entwicklungen klar wird. Wir bemerken folgendes. Wiirde man in unseren
Komplexen nur endlich viele Elemente und nur endliche aber auch negative Multiplizi-
14tszahlen zulassen, so erhalt man den wohlbekannten Begriff des GruEpenringes (p
dem Ring der ganzen Zahlen). Dieser Gruppenring spielt eine unentbenrliche Rolle im
lleweis des Satzes von H ajes [1] Uber endliche ABELsche Gruppen, in dem es sich eben-
falls um ein gewisses (sehr schwieriges) Faktorisationsproblem handelt. Vgl. Rédet [3]
und Szem [4]

Uber
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nerter) Komplex soll nachher stets einen solchen von ¢' oder von /' bedeuten.
Ist K =a;A, + ayA,+ ... ein Komplex von @, so setzen wir KA —
=i Af‘ -+ a2:§ 4 .... Gilt KA = K fir alle A (¢ /'), so nennen wir den
Komplex K operatorinvariant. Im Spezialfall, wo K = A ein Element von
G ist, sprechen wir dann {ber ein operatorinvariantes Element, wofir wir
auch Fizelement sagen. Das Einselement 11 ist stets ein Fixelement, all
gemeiner folgt aus (6,) sofort der

Hivrssarz 1. Die Fixelemente von G bilden stets eine Untergruppe von (.

Die vorangeschickten Definitionen und selbst Hifssatz 1 gelten wortlich
auch nach Vertauschung von ¢ mit /'. Diese Vertauschung nennen wir Duali-
sation. Auch der noch folgende Inhalt dieses Paragraphen 1iBt sich duali-
sieren, woriiber wir unten noch niiheres sagen werden.

Von einem beliebigen Element A (e ') ausgehend iiben wir auf ihm alle
Operatoren A (¢ /') aus. Die verschiedenen der erhaltenen KElemente AA
(A fest, A beliebig variabel) bilden einen (gewéhnlichen) Komplex von @,
den wir mit 7" = 7'(A) bezeichnen und die Transitivititsklasse von A nennen.
Stets gilt dann Ae 7'(A). Wir beweisen den

Hivrssarz 2. Die Transitivititsklassen T A) sind operatorinvariant wnd
die verschiedenen unter ihnen bilden eine Klasseneinteilung von G in paarweise
fremde Klassen.

Da nimlich A > AA eine Permutation von ¢ ist, so folgt hieraus, dal
fir einen gewihnlichen Komplex K von (' stets auch KA ein gewohnlicher
Komplex von (¢ ist. Inshesondere ist also jedes (7'(a))A ein gewdhnlicher
Komplex. Gilt nun Be7(A) d. h. B = 2B mit einem passenden B, so folgt
aus (5,) BA = AAB. Dies ergibt (T(A)A = T(A) fiir alle A. Dann gilt auch
(T(a)A "= T@), also T(A) = T((A)A, beide ergeben (T(A))A = T'(A), folglich
ist T A' operatorinvariant. Haben 7'A), 7B ein gemeinsames Element
AA — BB o folgt aus (5,) AC = BCA 7B also T(A)= T(B). Aus Symmetrie-
griinden folgt 7' A) = 7'(B), womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Nach der Definition sind die Transitivititsklassen mit nur einem Ele-
ment eben die Fixelemente.

Hivvssarz 3. Die Linearkombinationen der Transitivititsklassen sind dic
simtlichen operatorinvarianten Komplexe von .

Daf} namlich eine Linearkombination der 7'(A) operatorinvariant ist,
ist wegen Hilfssatz 2 klar. Bezeichne umgekehrt K einen operatorinvarianten
Komplex von G und A ein beliebiges Element von ¢. Dann kommen A und
AA (A€ ') mit derselben Multiplizitit in K vor, und dies bedeutet, daB fir
jede Transitivititsklasse 7'(A) simtliche Elemente von 7'(A) die gleiche
Multiplizitit in K haben. Dies und Hilfssatz 2 liefern den Beweis von Hilfs-

satz 3.
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Hilfssatz 4. Bezeichne T und T je eine Transitivitatsklasse von G bzw.
. Dann gelten die Formeln:

<Il) (al)a= aal, (Ta)»= T aa (Aeos, ael").

(Auch diese Formeln sind dual, in ihnen kommt die sich in (5), (6) offen-
barende Asymmetrie in Vorschein. Es ist TA nicht mit T(A) zu verwechseln!)
Aus Dualitatsgrinden genugt es (l1j) zu beweisen. Man lasse B in (6X)
-alle Elemente von T durchlaufen und addiere die so erhaltenen Gleichungen,

wegen T = A (A beliebig) entsteht dann
{\T)C = acT.

.Dies stimmt mit (1G) Uberein, womit wir Hilfssatz 4 bewiesen haben.
Wir beweisen jetzt die folgendenden zwei Hilfssétze:

Haupthilfssatz 1 Fir zwei beliebige Transitivitatsklassen Tt T2 von G
gilt
<L (TIT2b = T1T2  (Ael).

Dies bedeutet, daf? das Produkt von zwei Transitivitatsklassen von G stets opera-
torinvariant, d. h. nach Hilfssatz 3 eine Linearkombination der Transitivitats-
Jelassen von G ist. In Formeln:

(13) Ti Tk= >i’cIA(Ti (da=0,1,..., 00),

wobei Tv T2 ... alle Transitivitatsklassen von G bezeichnen.

Haiipthilfssatz 2. Fir jede Transitivitdtsklasse T von G ist auch der
inverse Komplex T(~J eine Transitivitatsklasse. Gilt T = i'&4), so nennen
wir die Transitivitatsklasse selbstinverss

5 Fur den Augenblick nennen wir allgemeiner jede Kasseneinteilung #\. T.t ...
-einer Gruppe G regular, wenn fir diese beide Haupthilfssatze 1,2 gelten und das Einsele-
ment fur sich eine Klasse bildet. Die reguldren Klasseneinteilungen spielen in der Gruppen-
theorie eine wohlbekannte wichtige Rolle. lind zwar bezeichne jetzt I' (anders als im
Text) eine Automorphismengruppe von G (deren Elemente wir weiter auch auf die
bisherige Art bezeichnen), mit anderen Worten sollen jetzt die [(4), (6), (6) &hnlichen aber

einfacheren] Gleichnungen AB = A, EA= E. ABC = (aC)B, (AB)C = ACBC gel-

ten. Definiert man dann die Klasse T — T(A) wieder als die Menge aller AA (Ae/"), so
entsteht offenbar eine reguldare Klasseneinteilung von G. (Das allerbekannteste Beispiel
bilden die natirlichen Klassen von G, so nenne ich die Klassen der konjugierten Ele-
mente. Dies entspricht dem Fall, daB /’die Gruppe der inneren Automorphismen von G
ist. Ist [ die volle Automorphismengruppe von G, so nenne ich die entsprechenden
Klassen charakteristisch.) Es braucht nicht besonders betont zu werden, dall wegen der
Haupthilfssatze 1,2 fur die Theorie von zappa —Szét- die Untersuchung der reguléren
Klasseneinteilungen einer Gruppe eine wichtige Aufgabe ist. Um MiBverstdndnisse zu
vermeiden bemerken wir, daR in einer reguldren Klasseneinteilung einer Gruppe sehr
wohl Elemente verschiedener Ordnung in eine Klasse kommen kdénnen (insbesondere
bei den naturlichen und den charakteristischen Klassen ist das nie der Fall). Z. B. ist

1 (14) (23); (12) (34), (142), (124), (143), (134); (13) (24), (123), (132), (234), (243)

-eine Einteilung der alternierenden Permutationsgruppe von vier Ziffern in vier regulére
Klassen, wie man das leicht nachprufen kann, dabei finden sich in einer Klasse Elemente
zweiter und dritter Ordnung.
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Bemerkung. Selbstverstidndlich gilt das Duale der Haupthilfssatze 1,2
auch.

Fir den Haupthilfssatz 1 genigt es (12) zu beweisen. Nun folgt aber
(12) sofort aus (l1j), wenn man in diesem fir Adie Elemente einer Transitivi-
tatsklasse von G einsetzt und summiert, wobei man die Operatorinvarianz
der Transitivitatsklassen zu berlcksichtigen hat.

Den Haupthilfssatz 2 beweisen wir so. Gilt A > so gilt EeAT.
imd dann folgt hieraus nach (11X E e AAT, also auch AAe 7,<1), Das bisherige
besagt (rH IjA gfl—). Da dies auch fur A1 statt A gilt, leitet sich aus
beiden (T(—b)A= y(—Y ab. Hiernach ist 7’<— operatorinvariant, und so
gilt nach Hilfssatz 3 eine Gleichung T(~1= 7\ \- T2 e<®m mit gewissen
Transitivititsklassen Ti. Dann besteht T = 7,(~9 - T[~I) Da aber
jedes Glied der rechten Seite nach dem schon be wiesenen ebenfalls eine Line-
arkombination von Transitivitatsklassen ist, so folgt aus der Bemerkung lber die
Eindeutigkeit von (10) mit Notwendigkeit T = also 7(~b = Tv Haupt-
hilfssatz 2 haben wir bewiesen.

Als weitere Vorbereitung bezeichnen wir die Permutation A->J1A
mit [A]. Ahnlich bezeichne [A] die Permutation a->AA. Nach (5) bilden
diese Permutationen (ndmlich die verschiedenen unter ihnen) je eine Gruppe,
die wir mit [/'] bzw. \G\ bezeichnen, und es gelten die Homomorphien:

(11) G~[G], T ~[I'].
und zwar werden diese Homomorphien bzw. durch die Abbildung
(15) A—»[A], A—>[A1]

vermittelt. Ein Element A= (?) oder a(e/’) nennen wir einen identischen
Ojmator, wenn [A] bzw. [A] die identische Permutation (von I bzw. G)
ist. Die identischen Operatoren in G bzw. " bilden je eine Untergruppe 0°.
T°, diese sind die beiden Kerne der Homomorphien (14), folglich gelten die
Isomorphien

(16) G/G°MG], r/re~fri.

Aus (5j) sieht man sofort, dal gewil AA= ABgilt, wenn A B dieselbe Klasse
nach i reprasentieren. Lalt man also A ein volles Représentantensystem
der Klassen von ' mod I® durchlaufen, so durchlauft AA auch schon alle

Elemente der Transitivitatsklasse T(A) (einige eventuell mehrmals). Wenn
also I'/T°0 endlich ist, so sind auch alle Transitivitatsklassen endlich.

Aus den Definitionen und aus (1) entstehen sofort:
Hilfssatz 5. 1st C ein Fixelement von I, so gilt

(AB)C = ACBC-

(Kurz: Die Fixelemente von I bewirken als Operatoren lauter Automor-
phismen von G))

6  Acta Mathematica
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HIbFSSATZ 6. Sind die Elemente A, B (€ O) identische Operatorén (fiir I'),
so gilt
(AB)C= AcLc-
(Kurz: Bei Anwendung eines Operators in I erleidet die Gruppe G° der iden-
tischen Operatoren in G einen Automorphismus.)

Wir bemerken noch die aus (6) folgenden Formeln: Ist C bzu. Cje ein
Fixelement von G bzw. V, so gilt

(17) (A QA= AA(, (CA)A = CAA-

(Beide Hilfssatze 5, 6 lassen sich dualisieren. Die Formeln (17) sind zueinander
asymmetrisch-dual®.)

§ 3. Der Fall zyklischer Oruppen G. T

Wie (blich bezeichnen wir mit ) j die durch die eingeklammerten
Elemente erzeugte Gruppe. Von jetzt an betrachten wir in dieser Arbeit
weiter nur den Fall, da die Gruppen G, I' beide zyklisch sind und setzen
(18)' 6=|Pj, r=}TTJ,
wobei P, TTje ein erzeugendes Element ist. Mit O(x) bezeichnen wir die Ord-
nung von X, wobei x eine Gruppe oder ein Gruppenelement ist.

Far zyklische (sogar allgemeiner fir ABELsche) Gruppen G, I ver-

schwindet die sich in den Formeln (5), (6) offenbarende Asymmetrie, und
zwar gilt jetzt

(D>) ABC = (AB)C = (AC)B, ABC = (AB)C = (aC)B,

(200  (AB;C AcBBG= ACBCA, (AB)C = ACB BC = ACB(A.

Aus (14) folgt, daR die Permutationsgruppen [G], [I'] auch zyklisch
sind, offenbar sind dabei [P], [t erzeugende Elemente. Zerlegt man die
Permutation [p] (von T) in paarweise fremde Zyklen, so fallen diese mit den
Transitivitatsklassen von I' zusammen, das Duale hiervon gilt auch.

Wie bemerkt, wollen wir in dieser Arbeit den Fall auRer Acht lassen,
daB G, T beide endlich sind, deshalb nehmen wir im folgenden

1) 0(G) = o

an. Die hier zu beweisenden Hilfssatze gelten dann, ob I endlich oder unend-
lich ist.

Hilessatz 7. Ist T (-/- ¥) eine endliche Transitivitatsklasse von G mit
minimaler Elementzahl, so ist auch jedes T(l) eine solche.

Wegen Tt—b — (71- U)0 und Haupthilfssatz 2 genlgt es die Behauptung
fir i > 0 zu beweisen. Bezeiche a die gréfite ganze Zahl mit lae T. Aus dem
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Polynomialsatz folgt, daf3 die auBerhalb von 7@ liegenden Klemente von
T® einen Koffizienten > 1 haben, ferner hat das Element F% den Koeffizienten
1 in 7% Andererseits folgt aus der mehrmaligen Anwendung des Haupthilfs-
satzes 1, dafl 7% eine Linearkombination der Transitivititsklassen von
G ist. Nach vorigem tritt in dieser Linearkombination notwendig die Transitivi-
titsklasse 7'(F%) mit dem Koeffizienten 1 auf, ferner kann diese nur
Elemente von 7® enthalten. Hieraus folgt wegen der Minimaleigenschaft
von 7', daf3 selbst 70 eine Transitivititsklasse von G sein muf3, womit wir
Hilfssatz 7 bewiesen haben.

Hivurssarz 8. Enthdlt G eine endliche Transitivititsklasse (5= 12), so enthiilt
es entweder ein Fivelement (£ E) oder eine selbstinverse Transitivititsklasse
mit nur zwer Klementen.

Bezeichne namlich 7' eine Transitivititsklasse (74 15) von ' mit mini-
maler Elementzahl ¢. Ist ¢ — 1, so ist 7' ein Fixelement von @, und dann ist
Hilfssatz 8 richtig. Im anderen Falle zeigen wir zuniichst / = 2 . Denn nehmen
wir t = 3 an. Da nach dem Haupthilfssatz 2 mit 7' zusammen auch 7" eine
Transitivititsklasse ist und dabei die Elementzahl unverindert bleibt, so darf
(wegen €1
(22) P, Pt (wEh: @b =>0)
angenommen werden. Aus Hilfssatz 6 folgt, dafi 7@, 7'® auch Transitivitits-
klassen von @ sind. Beide enthalten P2 und so sind sie gleich. Dies ist wegen
a == b ein offenbarer Widerspruch, womit wir ¢ = 2 bewiesen haben. Hier-
nach gilt (mit anderen a, b)

(23) T — P& P (a=£b; a, b~0).

Wegen 72 — P2¢ | P L 2Ppatd folgt aus Haupthilfssatz 1, dal Pet? (eine
Transitivititsklasse d. h.) ein Fixelement sein mufl. Da aber jetzt (wegen
t = 2) kein Fixelement (5% E) in G vorhanden ist, so ist PA*? = E, b = —«,
T = P* 4+ P=% (a=0). Dies ist eben die allgemeine Form einer selbst-
inversen Transitivititsklasse mit zwei Elementen, womit wir Hilfssatz 8
bewiesen haben.

Hiurssatz 9. Ist T eine selbstinverse Transitivititsklasse in (! mit zwes
Elementen, so sind es auch alle T® (i = 1,2, .. .).

Denn wir diirfen
(24) T=P¢f P (a>0)
setzen. In 7" (i > 1) kommen P4 P—4 mit der Multiplizitdt 1 vor, die iibrigen
Elemente haben eine Multiplizitit > 1, und so folgt aus Haupthilfssatz 1,
daBl entweder P4 - P—ai — 70 eine Transitivititsklasse ist oder P« P«
Fixelemente sind. Wir haben zu zeigen, dall stets der erste Fall zutrifft. Im
anderen Falle gibe es ein ¢ (> 1) so, daf3

Pa —{" ])fa’ pa@—1) + p—a(t—n’ Pai' P-a
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lauter Transitivitatsklassen sind. Dann gilt nach (61)
pai _ Mpai'jTT _  (pa™TT '\p«(i-l)jTTpa _ p-ap+af(i-I)
Mit diesem Widerspruch haben wir Hilfssatz 9 bewiesen.

Hilfssatz 10. Kommt in G ein Fixelement (9t E) vor, so enthalt G keine
selbstinversen Transitivitatsklassen mit zwei Elementen.

Denn nehmen wir an (vgl. Hilfssatz 1), daR jPrj (r > 0) die Gruppe der
Fixelemente von G ist und dabei G auch noch eine Transitivitatsklasse T mit
zwei Elementen enthdlt. Diese nehmen wir wieder in der Form (24) an. Nach
Hilfssatz 9 ist auch 7<) = Par -f- V~a eine Transitivitatsklasse, obwohl doch
par p-ar Fixelemente sind. Dieser Widerspruch beweist Hilfssatz 10.

Hilfssatz 11. Gibt es in G eine selbstinverse Transitivitatsklasse mit zwei
Elementen, so lassen sich alle selbstinversen Transitivitatsklassen mit zwei Elemen-
ten in der Form 7<) (i — 1,2, ...) angeben.

Nehmen wir namlich an, daR
T=P'+P-1 @>0), Tl=Th+ T~b (b> 0)

zwei verschiedene Transitivitatsklassen von G sind und dabei a minimal ist.
Wegen Hilfssatz 9 genligt es a\b zu beweisen. Es gilt eine Gleichung

b—a kr Osr<a; &sl)

mit ganzen k, r. Nach (20) und Hilfssatz 9 gilt dann fiir t = + 1 mit geeigne-
ten g= zt 1, ff=dt1

(per)l _ (pf* —£aA)N _ pi)j pta* _ p-ti pOak’
Hieraus folgt (0 -)-t)b = (a—t) ak Dies ergibt g= —s, 0= g, also nach
obigem
(p«')™ = p-eb+eak _ p-er”

Dies bedeutet, dal Pr -(- I* r eine Transitivitatsklasse von G ist, und so muf,
wegen der Minimaleigenschaft von a gewi8 r = 0, ab sein. Wir haben Hilfssatz
1L bewiesen.

Hilfssatz 12. Eine endliche Transitivitdtsklasse von G kann nur ein
Fixelement oder selbstinvers mit zwei Elementen sein.

Denn nehmen wir an, da es in G eine endliche Transitivitatsklasse
(25) T=P*+ ...+ Pa& (Kw2)

gibt, die weder ein Fixelement noch selbstinvers mit zwei Elementen ist.
Schon aus der schwécheren Annahme T 9" E folgt nach den Hilfsséatzen 8, 10,
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11 die Existenz von zwei eindeutig bestimmten ganzen Zahlen d (> 0).
a(= % 1) mit

(26) (Pdi)n = Pfd" (i=0, £ 1, £ 2,..),
(27) (Fr<+P-Mp 11+ P-* (d™ )

(Im Fall *= 1ist ndmlich jPd( die Gruppe der Fixelemente von G, im Fall
= —1sind die Pd® P d (i> 0) die sdmtlichen selbstinversen Transi-
tivittsklassen mit zwei Elementen.) Bemerke man noch, dafll nach diesen
Definitionen gewil}
(28) d ax ..., ak
gilt.
Da nach (26), (6j) und (5%

(pr+di)!" _ (pn)™ (Pxdl)

gilt und der Exponent r di fir r(—0,...,d—1),i(=0,£1 2 ..)
alle ganzen Zahlen durchlduft, so folgt hieraus die Existenz einer Konstanten
X (> 0) mit

(29) PN=P + ( t =0x 1+ 2. . ;[t*j<Xx).

Bezeichne p eine Primzahl. Aus der bekannten Teilbarkeitseigenschaft
der Polynomialkoeffizienten folgt, daf in Tpdie Elemente von T*) eine Multi-

plizitdt = 1 (mod p), die tGbrigen Elemente eine durch p teilbare Multiplizitat
haben. Dies ergibt nach dem Haupthilfssatz 1 sofort

(YuP)IT _ ym
d. h. nach (25)
(30) (PPN = PP’ O=1,..., I
wobei j' eine (von p abhdngige) Permutation der j bezeichnet. Aus (29), (30)
folgt aber, dal3 fur genigend groBe p (ndmlich gewil3 fir p~>y) dj, = dz a,

sein mufl. Wendet man dies auch auf T"~4 statt T an (vgl. Haupthilfssatz 2),
so hat man das Resultat:

(31) (P£Pq)n = P#r"; G—1,. ..,k p> 7,
wobei das Vorzeichen links beliebig wahlbar, rechts vorlaufig nicht naher
bestimmt ist.

Da aber nach Hilfssatz 1 mit einem Element von G zusammen auch
sein Inverses ein Fixelement ist, so missen in (31) fir jedes feste Paar p, j

stets entweder beiderseits gleiche oder beiderseits ungleiche VVorzeichen stehen.
Das bedeutet, dall statt (31) genauer

(Epaj + '‘Pa)n = Fpai + P ~paj
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gilt. Wegen (28) ist das fur (p, d) = 1 ein Widerspruch zu (27), womit wir
Hilfssatz 12 bewiesen haben.

Htifssatz 13. Enthalt T ein Fixelement (- e), . enthdlt G nur endliche
Transitivitatsklassen.

Bezeichne ndmlich C (® E) ein Pixelement von T. Nach Hilfssatz 5
bewirkt C einen Automorphismus von G. Das bedeutet Ac = A; (Ae G) mit
konstantem s = \z 1, also gilt Ac' = A d. h. C2ist ein identischer Operator,
(lewily ist dann die Paktorgruppe '/T"0in (16) endlich, woraus nach der dort
gemachten Bemerkung die Endlichkeit aller Transitivitatsklassen von G
folgt. Das beweist Hilfssatz 13.

Hirtfssatz 14. Gibtesin T keine endlichen Transitivitatsklassen (¢ e),
so folgt aus jeder Gleichung aa= A-1 (Aed, Ael, A-/- e)auch das Bestehen
von aa= A-l.

Nach der Annahme gilt namlich AAA= E Wendet man beiderseits den
Operator A an, so folgt nach Formel (62

(2A)SAPA- E

also nach (52) und voriger Gleichung:

Ist die Behauptung falsch, d. h. AAArJE, so besagt die erhaltene Gleichung,
daR die Transit-mtétsklasse JiA) von T endlich ist. Dieser Widerspruch beweist
Hilfssatz 14.

8 4. Der Pall zyklischer Gruppen G, T mit O(G) = oo, 0(T) = n

Wir betrachten weiter auch die zyklischen Gruppen G = JPj, T — [TTj.
nehmen aber jetzt an, dal G unendlich, T (¢ E) endlich ist und setzen
(32) o) = I((> D).
AnschlieBend bestimmen wir in diesem Spezialfall alle Funktionenpaare (2)
aus dem Satz von Zappa.

Wegen (32) ist die Permutationsgruppe [/'] endlich, und so missen
alle Transitivitatsklassen von G endlich sein. Wegen der Hilfssidtze 12, 10
gilt also mit einem festen b

(33) (P9n = Pf* «==x2L»=01 +£2...).
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Erster Fall: t — 1 Wir werden leicht zeigen, dal3 jezt die gesuchten
Punktionenpaare (2) durch6

(34)" (Phric= P-, (TT1= TP @.)=1

mit einer sonst beliebigen ganzen Zahl g gegeben sind.

Aus (33) und t = 1 folgt ndmlich (3-L). Wir setzen TIT = TR. Nach
Hilfssatz 5 (angewendet fir G, I" statt T, G) gilt dann (342) zunéchst fur i — 1,
also allgemeiner fir »g6. Man sieht auch, daB (g, ft) — I sein muB, denn
sonst ware [P] keine Permutation von T. Endlich gilt (342) wegen (52) offenbar
amh fur i< 0

Umgekehrt sieht man leicht, dal (34) stets eine Losung von (4), (5),
(6) ist, womit wir die Behauptung bewiesen haben.

Zweiter Fall: m= — 1 Aus (33) folgt sofort

(35) (P)TIE= P*(-1)*
Dies ergibt wegen TT" — Efiir k = « mit Notwendigkeit
(36) 2« .

Um auch die Funktion (22) zu bestimmen, gehen wir so vor. Zundchst
folgt aus (35) I,T~= P, also wegen (62

(rr*+2)p = (n,)P (TP .
Alit Induktion schlielft man hieraus auf

37) (Tr+20p = (TYP (TTA])r ,

gultig zundchst fir r=?0, offenbar aﬁer auch fir r < 0. Insbesondere
fir k= 0, r— bekommen wir (TT3P)2= E und so gilt

(38) (THr = T

mit einer ganzen Zahl a. Wir setzen

i39) nP="Tr

mit einer passenden ganzen Zahl b.

Bezeichnen wir fir ganze x mit x den kleinsten nichtnegativen Rest
von X mod 2, d. h. wir setzen

/0 @21x

12" X
Mit dieser Bezeichnung kommen wir von (37), (38), (39) leicht zur Formel
(41) (M)P = Tak +kK

Selbstverstandlich kommt ¢i nur nxd # in Betracht.
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Der Exponent auf der rechten Seite muR wegen (36) flr passende k auch
ungerade Werte annehmen, und so folgt hieraus wiegen

akK+ bk= (a--6)k (mod 2
mit Notwendigkeit
(42 2" a+ b.
Die a, b sind nicht unabhéngig, wie wir das hier priifen werden. Aus
diesem Zweck berechnen wir nach (62) und (35):
(n*+p = (napMNnp = (Tm*)p~ “11p .

Wegen (41) und k - 1= 1—&schreibt sich dies als
nal[+ 1)+ft(t -k) _ (M4)P 1na+s,

T = @

Der Exponent auf der linken Seite ist wegen (42) kongruent k (mod 2). Wendet
man also beiderseits den Operator P an, so folgt aus (41), (52

TR (ak —bk) + bk 1T
Dies ergibt

a(ak —bk) {-bk = k (mod ) .
Insbesondere fiir k = 2,1 folgt hieraus

(43) a2— 1= 0 mod —, a2—1= (a—1)6 (modfi).

Jetzt sind wir schon in der Lage

44) (n*) ‘= ti*+—
zu beweisen. Dies lautet fir r -~ 1 statt i so:
(45) (MP+1 =+ —D(i—Da+6(i+Dft

Da (44) fur i = Orichtig ist, werden wir (44) fir i = 0, £ 1, £ 2, ... bewiesen
haben, wenn wir zeigen, dalR (44), (45) auseinander folgen. Es geniigt zu
zeigen, dall die rechte Seite von (44) nach Ausiibung des Operators P in die
von (45) ubergeht. Da nach (42) der Exponent rechts in (44) kongruent «
mod 2 ist, so kommen wir nach (41) zu

H3(K+ a—1i K+ bR + bk~
Wir haben zu zeigen, dall die beiden Exponenten hier und rechts in (45)
mcd n kongruent sind, d. h. fir ihre Differenz

@2—1ik+ @—bik= 0 (modHtt
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gilt. Diese Kongruenz ist wegen (43) in der Tat befriedigt, womit wir (44)
bewiesen haben.

Leicht (berzeugt man sich, dal umgekehrt das Funktionenpaar (35),
(44) den Gleichungen (4), (5), (6) genlgt, wenn (36), (42), (43) erfillt sind.
Mit dem vorigen Resultat zusammen haben wir den folgenden:

Satz 1. Es seien G, I zyklische Gruppen mit den Erzeugenden P, n von
unendlicher bzw. der endlichen Ordnung «. Die samtlichen Lésungen (2) der
Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) von Zappa sind

(46) (PHI~= P TP = TP ((Qu=1
und im Falle 2 | « noch

(47) ( QN* A pi(-i)* s  (M*)P"=TT*+ (a-1)7*+»1*
2" a+ b -1la2- 1, n\a2- 1+ (a2- 1)6 .

Bemerkung. Nach dem Satz von Zappa liefern (46), (47) alle Gruppen
B—GT in diesem Falle. Zur vollstindigen Beantwortung dieser Frage ist
natdrlich nétig, daB man die niehtisomorphen unter ihnen bestimmt. Das tun
wir im § 6, wo wir auch die ndheren Eigenschaften dieser Gruppen unter-
suchen werden. Hier wollen wir aber auf den (in der Einleitung schon vorher-
gesagten) Umstand aufmerksam machen, dal3 insbesondere die Ldsung (47)
von (4), (5), (6) durch die beiden ,,Anfangswerte* Pn = P-1, nP= Tla+i noch
nicht bestimmt ist, erst die Hinzunahme des weiteren ..Anfangswertes*
(TT)P = TIZ schafft Eindeutigkeit.

8§ 5. Der Fall zyklischer Gruppen C, T mit O(G) —O(I') = oc

Wir wollen jetzt den Fall von zwei unendlichen zyklischen Gruppen
G= 5PI, [ = jTj betrachten. In diesem Fall kénnen wir nur diejenigen
Losungen (2) von (4), (5), (6) bestimmen, fiir die es unter den zugehdrigen
Transitivitatsklassen E bzw. E) von G und T mindestens eine endliche gibt.
Fir die etwaigen ubrigen Lésungen werden wir uns mit einigen Bemerkungen
begniigen miissen, uns scheint, dal solche Ldsungen uberhaupt nicht vor-
handen sind.

Betrachten wir eine Losung AA AA von (4), (5), (6) unter der gesagten
Einschrankung. Wir unterscheiden die folgenden Félle 1), 2), 3), wovon sich 2)
in die weiteren Félle 21), 22) spalten wird:

Fall 1): Beide Gruppen G, I' enthalten Fixelemente auBer E bzw. E.
Nach Hilfssatz 13 (angewendet auf G, I' und auf I, G) enthalten G, T nur
endliche Transitivitatsklassen, woraus nach den Hilfssatzen 12, 10 folgt,
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-dal G und ebenso auch I' Gberhaupt nur Fixelemente enthélt. Mit anderen
Worten gilt jetzt \A= ', AA= g unbeschrénkt, das ist die identische Losung

von (4), 5, .

Fall 2): G enthalt keine Fixelemente (¢ K), I enthélt Fixelemente
{d e) Aus letzterem folgt nach Hilfssatz 13 wieder, dall G aus lauter end-
lichen Transitivitatsklassen besteht; diese mussen jetzt nach den Hilfssatzen
12, 10 selbstinvers sein mit zwei Elementen. Das bedeutet, dal unbeschrénkt
= A2 gilt. Dann ist TI2 ein identischer Operator fir G, und so folgt
aus Hilfssatz 6 (angewendet fiir vV, G statt G, ), dall P als Operator einen
Automorphismus der Gruppe jn 2! bewirkt. Hiernach gilt (n2)B= TIAF mit
einem festen m= +1 Der Fall t = —1 ist unmdglich, denn dann hatte
T selbstinverse Transitivitdtsklassen mit zwei Elementen, was jetzt wegen
Hilfssatz 10 unmdglich ist. Also gilt t — 1, und dies bedeutet, daB TI2 ein
Fixelement von I ist.

Fall 21): TTist ein Fixelement von I'. Mit obigem zusammen gilt dann
<48) PIn*=P<-Pr*, (MEpi= I .
Umgekehrt sieht man, daB dies eine Losung von (4), (5), (6) ist.

Fall 22): TTist kein Fixelement von T. Da jetzt [TT2( die Gruppe der
Fixelemeiite von T ist, so muB lp aulRerhalb jTT2j liegen. Deshalb kdnnen wir
TP = T1142*

setzen mit einem ganzen § (® 0). Aus (62) folgt wegen (TT2%)1 = TR4:
(n2VH)P = M21Mp = n2it-142*.
Heide lassen sich (mit Hilfe des in (40) eingefiihrten Zeichens x ) vereinigen als
(Mp = H+'s*.

Dies 14t sich wegen K+ "29k— k (mod 2) leicht auf P1 (statt I") verall-
gemeinern, und so kommen wir zu

<40) @)TT* = pf-ox ~ (TPP*= TH+2+4 (B b ).

Umgekehrt sieht man leicht, dal (49) stets eine Losung von (4), (.
(6) ist.

Fall 3): Weder G noch I enthélt Fixelemente (¢ E bzw. E). Wegen der
oben getroffenen Einschrédnkung durfen wir aus Symmetriegrinden anneh-
men, dal G endliche Transitivitatsklassen (d ) enthélt. Diese sind nach
Hilfssatz 12 selbstinvers mit zwei Elementen, also gibt es in G ein Element
A (b E) mit

NTT* _ p(—04
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iMalTn A= m2%)A 'T11n,
U*a TRIT* = (TR*)ATN.
|
Hieraus folgt (TT-*)A 1= (TR2*)A also nach (52
(M2 = TR*.
Dies hat zur Folge, dal TR* in eine endliche Transitivititsklasse gehort.
Insbesondere folgt dann aus der hiermit erwiesenen EXxistenz von endlichen

Transitivitadtsklassen (¢ ) auch in T, dall das vorhergesagte auch fur P
.Statt Trgilt, und so gilt nach Hilfssatz 12

(50) E2)TT™ _ P2i(-1)* , (R*P‘= N2(—1).
Wir zeigen, dalR sogar

Wir berechnen nach (202):

<51) (E)TT* = Pi(-D*, (N*Pi= nm-1)*
gilt. Wegen (50) mufR ndmlich

PTT = pi+2«( np = n l+2A

gelten mit irgendwelchen ganzen a, b. Wir berechnen nach (5%, (6% und (50):
pTF = (Pl 1-2a)TT __ pTT "p2ajTTP _ pTT "pZaATTl 2b pl+ 2ap—2a p
Hiernach gehort P in eine endliche Transitivitatsklasse, und so folgt aus
Hilfssatz 12. daR p -~ P—1 eine Transitivitatsklasse sein muB. Nach Hilfs-
satz 9 gilt also (5!!) zunédchst fir k =\, dann aber auch allgemein. Aus

Symmetriegriunden ist auch (512 richtig.

Umgekehrt sieht man sofort, daR (51) eine Ldsung von (4), (5), (6) ist.

Da (48) der Fall g = 0 von (49) ist, so sammeln wir die Resultate von
ediesem Paragraphen im folgenden:

satz 2. ES seien G, T unendliche, zyklische Gruppen mit den Erzeugenden
p bzw. . Diejenigen Losungen (2) der Bedingungsgleichungen (4), (5), (6)
TON zappa, flr die es ein Paar x (Pe), x (Pe) mit xx —'Soder xx =x
gibt? sind (von der identischen Losung AA= A, aa = Aabgesehen) im wesent-
lichen nur die folgenden:8

)| (PoTT = pr(-0* (TTopi = TPEL™
<53) MpINTT* - pe(—3)* (TT*pi = n i+2*i'E .

Es muB bemerkt werden, daR bei festem X die Existenz einer Lésung X (k&E)

von X7 = Xmit dor Endlichkeit der Transitivitatsklasse T{S) gleichbedeutend ist, und so
wurden im Satz 2 eben diejenigen Losungen (2) aufler Acht gelassen, fiir die sowohl < eis
mich I lauter unendliche Transitivitatsklassen (=£ E bzw. E) enthalten.

8 Die Funktion «k haben wirin (40) erklart.
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(Als nicht wesentlich nme Lésungen treten aulRerdem diejenigen hinzu, die
aus (63) nach Vertauschung von P mit TTentstehen.)

Bemerkungen. Wir sehen, daB von den beiden Funktionen (53) trotz
der Isomorphie B * T die zweite verwickelter ist als die erste, auf diese
Asymmetrie haben wir in der Einleitung schon hingespielt. Die ndheren Eigen-
schaften der aus (52), (53) entspringenden Gruppen werden wir im 8 6 unter-
suchen.

§ ti. Ndhere Beschreibung der in den Satzen 1, 2 gewonnenen Gruppen

Auf Grund des Satzes von ZappA liefern die vier Funktionenpaare
(46), (47), (52), (53) je eine Gruppe, die wir am bequemsten mit ®4g P47, P,
®3 bezeichnen. Und zwar sind diese Gruppen lauter ZAppA-SzEPschen Pro-
dukte (GT = ) JPJjTTj, wobei stets O(P) = 11, ferner in den ersten zwei Fallen
O<IT = fi, in den le z en zwei Fallen (TT)= oo ist.eWir wollen einiges tber
diese Gruppen kurz bemerken, fihren aber die Rechnungen nur teils aus.
Selbstverstandlich kommen die Parameter g, a, b in ®46 ®47 nur mod fi in
Betracht. Den Fall « | g—1von ®4schliefen wir aus, da es sich dann um das
direkte Produkt von G, I handelt. Ebenfalls schlieBen wir den Fall

filzb,a—1+D

von ®47 aus, da dann diese Gruppe sichtbar isomorph zum Fall it|g—I
von ®4 ist.

Wir werden sehen, daB die Abh&ngigkeit von ®47von den beiden Para-
metern a, b nur scheinbar ist, statt ihrer werden wir mit einem (invarianten)

Parameter d d %_\ auskommen. Auch der Parameter gin ®33wird sich heraus-

werfen lassen, und zwar werden wir sehen, dalR die Félle g= 0, 1 schon alle
nichtisomorphen ®33 erschopfen.

Wir schicken voraus, daR nach (7) fur eine beliebige Gruppe ® = GI'
im Satz von zappa die zwei beliebigen Elemente Aa, B 8 dann und nur dann
vertauschbar sind, wenn

ABA = BAB, APB= BAA

gelten. Ferner schreiben wir den Spezialfall von (7) hin:

(AA)2= AAA aAA

Die Kommutatorgruppe und das Zentrum von & bezeichnen wir mit &'
bzw. @®°. Insbesondere fir den uns interessierenden Fall G— jPj , ' = [TT{

setzen wir
(p, TH= p-inpTT-i.
Offenbar wird dann @®' durch die Konjugierten von (p, TT) erzeugt.
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Nunmehr betrachten wir die Gruppen ®4g, ®47, ®2, ®3 unter 1), 2),
3), 4):

1) Fir o4 ist I offenbar eine normale Untergruppe, diese umfalit
zugleich alle Elemente endlicher Ordnung. Man sieht leicht, daR zwei Para-
meterwerte g, g' dann und nur dann zu isomorphen Gruppen ®4 fihren,
wenng g = 1(mod u)gilt. Es gelten

®'6= jm -ij , ®%6 = jPO <mod , NM“™* - =11

wobei U(g (mod «)) die Ordnung von g mod <bezeichnet.
2) Fur ®47sieht man vor allem, dal3 (47) gegenlber der Ersetzung von

m b durcha-~ b -f invariant bleibt. Deshalb darf stets 2-j"« (also 2 |b)

sangenommen werden. Weder G noch I" ist normal in ®47, denn es gelten nach
(47) (und (7))
TTPT—1= p-1Ta—1l+b, p—TT .= p - 2T+ b (

nie kann aber T—+»= E sein, da hieraus n\a —I + b (ferner wegen
(47)) n 126 folgte, und diesen Fall haben wir oben ausgeschlossen. Leicht
zeigt man

®(7= )p 2t —1+b, N2<«- ) j, 7= {r-Ara_1)j,

Aus letzterem folgt O(P(7) = ,a—]J, und so ist

54 d=f—sa—1
(54) 5
eine Invariante von ®47. Dabei gilt (wegen 2Act):
u 'd 9
2" 2

Wir bezeichnen mit d' den komplementaren Teiler:

(56) dd' = £.

Nunmehr zeigen wir, daR man alle nichtisomorphen ®47 schon bei der Ein-
schrankung

(57) 6= d',2d" oder 4d'

erfallt. Denn setzen wir

P'= PTI2*, TF = P2r T\*-hy 2 NM=1.

Man sieht leicht nach, dalR P', n' ein mit P, Trgleichberechtigtes Elementenpaar
ist (darunter verstehen wir, dal ®4& = jP'j |n'{ mit O(P") = oo, 0(17) = u
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gilt). Ferner berechnet man

TT2P _ P R'2a  TTp - pr—aiTra+ by

(b =@+ 1) (x+ @—1)y) + b(mad «)) .
Andererseits gilt
TRp = p TR, TP= p—ATFf6.

Vergleicht man diese miteinander, so sieht man, dall bei Ersetzung von P, TT
durch P', 7T das Parameterpaar a, b in a, b' Gbergeht. Ferner IaRt sich fur
passende X, y, z erreichen, daf}

b= (2(«+ 1) b, u).
Andererseits folgt aus (54)

db'= a —1,H (2(a-b 1),b,u) = (2@2—1,ba—1),y @—1) &, g—u -'2'—|/|
= — u,oder 2u.
y [ "
Hieraus und aus (56) folgt, dal fur I/ nur die drei Werte d', 2d[} 4d' moglich

sind, womit die Behauptung tber (57) bewiesen ist. Wegen — 02 — 1 und(54).
(56) muR auch

(58) dla —1, dlja+ 1
gelten. Dies und (54) ergeben auch
(59 (d,d) — 1 oder 2

Nach diesen haben wir folgendes gewonnen. Sdmtliche ® 17 (bis auf Isomorphie)
gewinnt man auch schon so, daB man- nach (56), (59) zerlegt, aundb nach

(58) und (57) wahlt, ferner auch auf (u =) 2dd' |(a—1) (a-- 1+ 6) achtet.
Es waére leicht unter den so verbliebenen ®47 die nichtisomorphen heraus-
zuscheiden, wovon wir aber Abstand nehmen. Wir wollten bloR zeigen, dal

ein nur von einem Parameter d abhdngiges volles System von nichtiso-

morphen ®47sich angeben 1aRt. Wir bemerken noch, dal3 )P2 T2j eine AREbsche
normale Untergruppe von @47 vom Index 4 ist. Die Untergruppe )P, TDJ ist vom
Index 2 (also auch normal), ihre Elemente (7 E) sind von unendlicher Ordnung,
dagegen besteht die Nebengruppe )P, Tr2j 1T aus lauter Elementen endlicher
Ordnung.
3) Fir &5, gilt
®5 = jP2TI2 P4j, = E

Keine der Untergruppen O, T ist normal, die Untergruppe JP2 Tr2{ ist wieder
Akei,scli und normal vom, Index 4, die Elemente der Nebengruppe jp2, T2j PTT
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sind von 2-ter Ordnung, die iibrigen Elemente (=~ E) sind von unendlicher
Ordnung.
4) Fir &;, gilt
®Bss = P2 T8}, By = {113 .
Wieder ist } P2, TT2{ eine Abelsche normale Untergruppe. Wir zeigen, dal} die
beiden Fille ¢ = 0, 1 schon alle nichtisomorphen &, sind. Setzt man nimlich
P’ = P T2x g0 ist P’ ein mit P gleichberechtigtes Element (d. h. es gilt &, —
= )P’ mit O (P') = oo). Wir berechnen:
TP =P —1mt2@t2x
Andererseits gilt
MP = P—Llyiltag
Diese zeigen schon, dall sich der Parameter ¢ bei passender Wahl von x auf
einen der Werte 0, 1 reduzieren laf3t. Im Fall ¢ — 0 ist unter den Untergruppen
@, I' nur die zweite normal, im Fall ¢ = 1 ist keine dieser Gruppen normal.
Uber den Fall ¢ = 1 bemerken wir, daf dann ®B;, auch Elemente zweiter
Ordnung enthiilt, diese sind nimlich die und nur die PiTI—i (j= + 1,+ 3, +5,...),
die iibrigen Elemente sind (aufler dem Einselement) von endlicher Ordnung.
Wir wollen auf folgenden interessanten Umstand aufmerksam machen.
Betrachten wir wieder alle Parameterwerte g (= 0, + 1, .. .), fassen aber z. B.
nur die ungeraden ¢ ins Auge. (Nach obigem sind die entsprechenden G, alle
miteinander isomorph.) Die Transitivitdtsklassen von I' sind die folgenden:
Zunichst sinddieT?2 (k= 0, + 1, ...) lauter Fixelemente, hierzu kommen noch
| ¢| (unendliche) Transitivitiitsklassen von der Form Te*2ei (G — 0, + 1, .. .),
wobei a eine der Zahlen 1, 3, ... 2/g/ — 1 ist. Dieses Beispiel zeigt
uns, daf} in einem Zaprpa —Sziipschen Produkt ® = ¢ I' die Natur der Transiti-
vititsklassen der Faktoren @, I' sich stark dndern kann, wenn man auf eine
dquivalente Reprisentation iibergeht. (Auch im Fall 2) sehen die Transitivi-
titsklassen von 1" ziemlich bunt aus, wie man das von (47,) abliest.)

§ 7. Bemerkungen iiher den Ausnahmefall von § 5

Wieder betrachten wir den Fall von zwei unendlichen zyklischen Gruppen
G =P, I'= 1! . Im Satz 2 haben wir bei der Bestimmung der Losungen
AA | AA der Bedingungsgleichungen (4), (5). (6) von Zarra den Fall mit

(60) AA LA, AA£A (A£E, AF£E)

ausgenommen. Wir wollen einiges iiber diesen Ausnahmefall bemerken, um
hiermit der Losung dieses restlichen Problems niher zu kommen.

Wir wiederholen, dal} nach? die fraglichen Losungen sich auch so charak-
terisieren lassen, daf} alle Transitivitatsklassen (54 E, E) von G und 1" unendlich
sind. Gibt es unter diesen Transitivititsklassen mindestens eine selbstin-
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verse, so sprechen wir kurz uber Fall a, sonst sprechen wir uber Fall b. (Wir
konnten die Existenz keiner dieser Falle bekraftigen oder widerlegen.)

Fall a bedeutet, dal es ein Paar A (¢ E), A (¢ E) gibt, woflr eine der
Gleichungen
(62) Aa=A-1, Aa=A_1 (AbDE\DE)

gilt. Nun besagt aber Hilfssatz 14 fir diesen Fall, dal beide Gleichungen (61)
«inander gegenseitig bedingen. Hieraus folgt auch, dal? im vorliegenden Fall a
beide Gruppen G, r mindestens eine selbstinverse Transitivitatsklasse (¢ E, E)
enthalten. Ferner sieht man, dall (61) auch gleichbedeutend mit

(62) (AA2= 1

ist (mit 1bezeichnen wir hier das Einselement von (6= G T). Da (62) unmdglich
ist, wenn aus den Gleichungen A — E, A= E nur die eine gilt, so ist Fall «
gleichbedeutend damit, dal es in (6= G I' Elemente zweiter Ordnung gibt.
Ihre Zahl ist dann unendlich, denn zu jedem Element A bzw. A einer unend-
lichen Transitivitatsklasse gibt es ein A bzw. A mit (62), d. h. mit 0(Aa)= 2
Genauer gilt auch, dalR zu jedem A oder A héchstens nur ein A bzw. A gibt,
so dalk 0(aa) = 2 gilt, denn ist z. B. A vorgegeben, so existiert héchstens
ein A mit (61r). Wenn also z. B. A die Elemente aller selbstinversen Transitivi-
tatsklassen (¢ E) von G durchlduft, so durchlguft das nach (62) bestimmte A
ebenfalls alle selbstinversen Transitivitatsklassen (¢ E) von gleichzeitig
durchlduft AAa alle verschiedenen Elemente zweiter Ordnung von ® = G I'.

Es ist leicht aus einem Element zweiter Ordnung A A weitere solche abzu-
leiten, so da3 man seine Konjugierten bildet. So ist z. B. auch

B 1AAB= ABAB— As

von zweiter Ordnung. Folglich sind alle ABAB—1(B e G) verschieden und sie
gehdren in selbstinverse Transitivitatsklassen. Das ist im wesentlichen alles,
was wir Uber Fall a feststellen kdnnen.

Fall b scheint noch schwerer zugénglich zu sein. Wir mussen uns jetzt
mit der d&rmlichen Feststellung begniigen, dafl dann wegen Haupthilfssatz
2 sowohl G als auch I mindestens zwei Transitivitatsklassen (o E, E) enthalt.

Man kann das Problem der Bestimmung aller Lésungen (2) von (4), (5),
(6) (in beiden Fallen a, b) folgenderweise umformulieren. Man definiere zwei
Funktionen /, g durch

(pX)TP _ Pi(XY) (rm%)py = nr(¥/r).

Dann lauten (4), (5), (6) so
fx,0=x /6y —0, gx,0=x, 9@y =0
i(x,y +20=1(XYy) 2, Iy +z)= 9(9 xVY), 2,
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Ix+y,)=1x2+ /1y 9@x), gx+yz)=9gKx2+g(,fzx).
Diese Funktionalgleichungen scheinen noch schwerer handlich zu sein als die
urspriglichen (4), (5), (6).
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K TEOPUN ®AKTOPU3YEMbBIX TPYTIM, |
N. POA3211 (Cerepn)

(Pestome)

Mycte C, I', ® o0603Hau4alOT Tpu rpynnbl. Ecnn

(n ©=ar
nogpasymeBasn, uto AA(AeO, AfI) oxBaTioBaeT BCe pas/IMyHble 3/1EMEHTbI <3, Torga 4acrt-
Hble rpynnbl C,1 HasbiBaeM KOMMeMeHTapHbIMY thakTopamy rpynnbl ©, a camy rpynny © dakTo-
pv3oBaHHOl rpynnoi. dakTopusyeMble rpynnbl GbUM uccnefoBaHbl 3a HMa [M]1 Cen [5]—[10]
n asTopom [2]. B ocHoBe Bornpoca nexut Teopema 3auna:

Ecrm pna rpynn G, I', <8 umeeT mecTo (1), Torga wMeeTcsl [Ba OAHO3HAYHO OMpefeneH-
Hble (PyHKUMN

)] AA (0, AA(@FD (Aes, Ae!)
CO CBOWCTBOM

(B) AA= aAqa
1 C cBolicTBaMMn

(|/| aE= A EA= E, Ae = A Ea= E

®) ABC = (AC)B, ABc = (fB)C.

© (AsB)C = aceca, (pgs)C= feB BC.

i Acta Mathematica
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Il Hao6opoT, ecnn faHbl, rpynnbl G, T 0 KOTOPbLIX MPEANONOKMM, YTO WMEHT OO efMHNY-
Hbli 37IEMEHT HO ApYrMX OOLMX 37eEMEHTOB He WMeloT, Torfja Jiobble pewenus (2), (4), (5), (6)
¢ yyetom (3) onpegensieT opHy rpynny (3 co ceoiictBoMm (1), npousBeneHHyt0 anemeHTamm Gu I

CornacHo aTomy cocTaeneHue rpynn (3 Ho(1) AnA AaHHbIX rpynn B, Y CBeAeHO K peLUeHuto
CUCTEMbI (hYHKLMOHANbHBIX YpaBHEHU A U MO3TOMy 3Ta 3ajadva ABMSeTCA OCHOBHOW Mpo6iemoit Teo-
pum 3anna—Cen. Ewe [0 cero BpeMeHW HW B OfHOM C/lydae He OblUI0 AaHO KOHKPETHbIX peLle-
HUIA. ABTOpP CTaBWT LgE/blo peLleHne 3Toli NpobrieMbl B cyyae € LMKAMYeCKUMM rpynnamm G, 1] c
npeanonoxexunem, 4to rpynna G 6eckoHeuHa (cnydait [BYX KOHeuHbIx rpynn G, 6ygeT pas3tm
patbca B coobieHun I1.) — B cnyyae KoHeuyHoi rpynnbl [T, npobnema monyymna NonHoOe peLue-
Hve. Ecnm n Y 6eckoHeyHo, TOrfja aBTOP MOr pPeLmUTb TOMbKO YacTb MNpo6/embl, HepaspeLleH-
HbIM OTCTa/ICA BOMPOC TeX PeLUeHWi, AN KOTOPbIX COOTHOLLEHWS

AAD A,AA O A (AeG, A ® E, Af', Ad E).

rcerja UMeloT Mecto. Mo Bceil BepOSITHOCTW, Takoro pelueHust HeT. OmuWH MPOCTOW, HO WHTepec-
Hbii npumep: ecim G 1 [ GeckoHeuHble UMKMYeckve rpynnbl, P v [ npovsBogsiuye anemMeHTbI
3TUX TPynM, TO yHKLWK

(Pi)lk = PrDit ;ljk Pl = nk+tgik Jd,K=0, 1 2, A

[aloT OfHO peLUeHue rae [ AABNSeTCA UenbiM umcioM, fanee K —0 wm 1, K=E K (mog 2). M3 rpynn
<3, OTHOCAWMMCA K 3feCb MPUBEAEHHBIM PELLIEHNAM, BCE HE M3OMOP(HbIE TUMbl BbIABASAIOTCA U3 ABYX
cnydaes g = 0, 11

1 Ckobku ,,[ 1 — yKasblBalOT Ma CMWUCOK SINTePaTypbl, MPWIOKEHHbLIA K HEMELIKOMY TEKCTY.



K TEOPUW MPEAENBbHbBIX TEOPEM ANA CYMM HE3ABUCUMbIX
CAYYANHbIX BEANYNH

YUneH-koppecnoHaeHT AJIb®PEL PEHbW (Byzanew)

BBEJEHVE

MycTb M — HEKOTOPOe MHOXECTBO 3/1EMEHTOB a, b, .. . (B fa/lbHeiilem
M 6ydeT HasblBali OCHOBHbIM MPOCTPAHCTBOM), P — GOpeneBcKoe Mone MogMHO-
XKEeCTB A, B, ... MpocTpaHcTBa M. U «(JT) —HenpepbiBHas Mepa Lcbesgue-a,.
onpegeneHHas ana Jl«P; npegnonoxmm M iP n «(iVl)= . V3vepumyto oTHOCK-
TENbHO « BELLECTBEHHYHO dyHKumMio 8= §(a) (cuM) Ha3bIBaEM C/TyYaitHON BEMYMHON,
yepes E(!-<x) 00603HA4YMM MHOXECTBO TeX aaM A/ KOTOPbIX [(a)<XX K MOMOXAM
P[E<a;]==ju(A(2j<a;)); T. €. P L <x] O03HaYyaeT BEPOATHOCTb COBLITUSA 1<x.

B HacToslleli CTaTbW M3y4yatoTCA HEKOTOpble CreuuanbHble MOoCciefoBaTe lb-
HOCTW CAyYaliHbIX BeimumH =8, («) (n= 1, 2,3, ...) KaKaas U3 KOTOpbIX Npu-
HUMAET /Wb KOHEYHOE YMCMIO PasNYHbIX 3HAYEHWIAL 1 06nafatoLe CBOWCTBOM,
yto\n(a) Z—'tn(b) AnA Bcex A= 1,2 3,.. He BO3MOXHO, ecnm ah’b (kpome 6bITb
MOXET [18 TOYeK a, b HEKOTOPOro MHOXecTBa Mepbl 0); Takue nocnegosatesb-
HOCTU C/lyYaiiHbIX BeMuum GyaeM HasblBaTb MaKCUMaSbHbIMU.

Myctb |!,,j — MakcumanbHas NocnefoBaTelbHOCTb HE3aBUCUMbIX CTyYaiHbIX
BefmuuH, £,= £i+ 2+ eee+ in, U MONOKAM = A M (E,—An=
= B n2 rge M{l) O3HayaeT MaTeMaTU4yeCcKoe OXWJaHue BeNUYWHbI § T. e

M(£) = Iblu
M
W MPEANONOXKWM, YTO 3aKOH pacrpefesieHns BennuMHbI

CTPEMUTCA AN n-"00 K VOPMAHOMY 3aKOHY
X

@)

—Cco

1 Or 3TOro orpaHVyeHnsi MOXHO 6bU10 6bl OCBOBOAMTLCS.

7%
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B HacTosileli paboTe [OKa3aHO, YTO eciu Mepa fi 3aMEHSIeTCsl Kakoii-nmbo Apy-
roii mMepoil u\ KOTOpas abCo/OTHO HeMpepbiBHA OTHOCUTENBHO fi, TO Mpefesb-
HblA 3aKOH pacnpedencHns nocneaoBaTenbHOCTN /,, OCTaeTcs HEeM3MeEHHbIM (He-
CMOTPAi Ha TO, 4YTO OTHOCWUTENIbHO Mepbl u' BefnuMHbl $, BOOOLLUE He SABNAIOTCS
HE3aBMCUMbIMA WM UX 3aKOHbI pacripefie/leHns COBCeM U3MeHsoTcs). C apyrvmm
cnoBamu, ecnn An(x)= E[i;n<x] U3

2 Hmfi <An(x))= @ (x) (—co<x <+ 0©
MN—o0

cnenyet

3 Hm/(' (A =0 -CO <x< 00

(€) (' (An(x) ) ( )

eCM TOMbKO fi' abCOMOTHO HenpepbiBHas OTHOCMTENBHO u*  YKa3aHHOE CBOICTBO
MaKCUMasbHbIX MOCNef0BaTENbHOCTEN C/lyYailHbIX BEIMUMH SABNSETCA CMEACTBUEM
TOro, 4TO MOC/MENOBATE/ILHOCTN MHOXECTB A,, (x) WMET ,fepemMeLLatoLLyecs
CBOMCTBA", 3HAYMT ANA BCEX AeP MWMEET MECTO

4) lim Jfi (A .An(x)) - fi{A)fi(A, x)){= O

00

3T0 CBOWCTBO MOXHO BbIpa3UTh TakXKe CMedylolwuM 06pasom: cnyyaiHble
BEMUYMNHDBI BMNpeaene He3aBUCUMbl OT BCAKOMN cny4vyaihHO Be-

NNYMHBL |; B camoM fene, Nyctb A = E (£< y), TO 13 (4) nonyyumm
(5) lim \P [ijn < x-,1<y\ —P[r],, <X].P [F<y] I= O
n —>00

Hanbonee mpocToii npuMep MakKCUMasbHOW MOCNef0BaTENIbHOCTY MOYUMM,
ecnM 3a M MpUMEM OTpe3oK (0,1), 3a fi — 0bblMHYyt0 mepy Libeague-a n 3a §, —
dyHkumm Bademacher-a, 7. e. In=Bn() = sg (sin2n®) (0<i<l). B camom
[iene, 3HaueHue t OfHO3HAYHO ompefensieTca 3HaveHunamm B, (t),n=1,2.3, ..,
TaK Kak

6 1 _y Rnw

2 2n+l
n=1

B 3tom Ccny4vyae Hawl pe3ynbTaT MOXET ObITb CCbOpMynl/lpOBaH cnegyrolmnm

06pa3OM: ﬂyCTb A n (x) 03Ha4YaeT MHOXECTBO TEX BELLECTBEHHbIX 4MCen t (0<"t <,£|,)

B PasnoXXeHnn KOTOpPbIX Mo ,D,BOVIHHOVI cucTemMe pasHuua mexay 4mcriom Hyne|7| n
o cY B

ymcnoMm eguvHULEN cpean nepBbiX n ..., HE MNpeBocxogut ~ , U MYCTb n He-

KOTOpas abCoNtTHO HenpepbiBHaaA Mepa

(7 fi{A) = \I(t)dt
n2

2 To >Xe camoe MMeeT MECTO, ecnv NpedenbHbIA 3aKOH pacrpefeneHust Be/muvH 7, OTanYa-
eTC OT HOPMa/IbHOMO 3aKOHa, HO Mbl OrpaHWYMMCSl PAacCMOTPEHMEM 3TOr0 HamGonee  BaXHOro
cyyasi.
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roe AQ vsmeprvas HeoTpuuaTtensHas OyHKUMS © gﬂ(t) dt= 1, Torga vmeem

8 Nt KAn(x)) = o (x).

(8) A (1)) (x)

PaccmMOTpM YacTHbIiA cnyyain (i) = _ll'r_1 Torga (8) paBHOCUMHO Che-

JyKiAnemy YTBEPXAEHWIO: MyTb A { (x) O3HA4YaeT MHOXECTBO TeX BeLUECTBEHHbIX
unmcen i(0<<< 1) ans KOTOPbIX B Pa3fiOKEHUM yucna V MO [BOWYHON CUCTeME
pasHMLA MeXOy YWCIOM Hyneid M YMCIOM efVHWLENA cpeay MepBbIX T8 uudp He

XVE
NpPeBoOCXOAUT— —, TOT4a VIMEEM
9 Hm \A \r=
©) mn 0 DOVr=d (%)

roe \Ap (K)| o3HayaeT 06bIMHYIO Mepy Lebesgue-a MHOXeECTBa Aj,rl (x).

3amMeTUM MWL YTO YCNOBUE MAKCUMaIbHOCTWM He ABNSIETCH O4YeHb OpraHu-
unTeNbHBIM, TaK Kak BCAKas MOC/NefoBaTe/lbHOCTb He3aBUCUMbIX ClyYaiHbIX Be-
NNYMH MOXET OblTb MNpeBpalleHa B MaKCUMaHYIO OTOX[ECTBNAA BCE TOYKU B
KOTOPbIX 3HAYeHWs  COBMAJAlOT [/11 BCEX T T. €. Mepexofs K PacCMOTPEHUHD
dakTop —MNpOCTpaHCTBAa MPOCTPaHCTBA M MO HEKOTOPOMY pasbueHnto. YTo Kaca-
eTCs TEopUM M3MEPUMbIX Pa3bUEHWIn NMPOCTpaHCTBa Lebesgue-a W BOOOLLE Teopuu
Mepbl Lebesgue-a, Mbl Oyfem Monb3oBaThCs pesynbTatamu B. A. PoxnuH a[l].

O6HapyXeHHasi yCTOWYMBOCTb MPefenbHOro pacrpeseneHns Mpu U3MEHEHWN
BEPOSITHOCTHOW Mepbl  CBUAETENILCTBYET O TOM, YTO Mpefe/bBble 3aKOHbI TEopUn
BEPOATHOCTEW He TepsloT CWMy, eciiv 00bl4HWE NPeAnonoXeHWs (Hanpuvep npeg-
MO/IOXEHNE HE3aBMCMMOCTM) B HEKOTOPOW CTEMeHWM HapyLlatoTes, KakK 3TO XOpOLUO
M3BeCTHO M3 muccnegoBaHnsax C. H. BepHwTenHa u [2] ap. o cnabo 3aBucK-
MbIX CNyYaiiHbIX BenMumH. B camom fdene, pesynbTaTbl HACTOALLERA paboTbl MOryT
ObITb MCTO/MbKOBaHbI, KaK fatoliye 00600LLUEHNe NpefebHbIX 3aKOHOB Teopuid Be-
POSTHOCTEN Ha HEKOTOPbIA KMacc €nabo 3aBUCUMbIX CAy4aliHbIX BENUMH.

8 1 OCHOBHbIEE OMPEAE/IEHVA I OBO3HAYEHA

MycTb M — OCHOBHOE MPOCTPaHCTBO. P 60openeBckoe none MOAMHOXECTB
MPOCTPaHCTBa M, ft (A) — BMOSHE afAWTMBHAA HeoTpuuaTesibHad OyHKUMS MHO-
XKECTB, onpegeneHHas Ha P. TMpegmonokum 4to M eP M u (M )=\. [anee 4to
ecm u{A)= 0, U BuA, TO BeP (U cnegoBatensHo ,M(P)=0). B 3aTom
CNyyae M. HasblBaeTCS MPOCTPAHCTBOM C MepoOii. OneMeHTbl MPOCTPaH-
cTBa M. 6yaem HasblBaTb TOYKaMM M 0603HAYMTb ManbiMM OykBamu, 3aeMeTbl P
Ha3blBaEM M3MEPUMbIMA MHOXECTBaMM U 0003Ha4MM  6onbLLMMK BykBamun. [Mpea-
MOMOXKWM, 4YTO MPOCTPAHCTBO M. cenapabenbHo, T. €. UTO CYLLECTBYET CYeTHas
cuctemMa J = jDn j M3MEPUMbIX MHOXECTB, KOTOpas fiBNseTcs 6a3coM NpocTpaH-
ctBa M, 3HauuT 06najaeT CreaylowmMMn IBYMS CBOMCTBAMM:
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b. 1. Ana mo6oli napbl TOYek, &, b, a*Ab, NPOCTPaHCTBA M (KpoOMe ObITb
MOXET TOYeK MHOXecTBa Mepbl 0) CyLLETBYeT MHOXECTBO DnnA KOTOpPOe cofep-
XWUT TOMbKO OfHY W3 TOYek, a, b.

b. 2. Myctb P {A) HaumeHblLiee GOPeAeBCKOe Mosie MOAMHOXKECTB MPOCTPaH-
CTBa M KOTOpPOE COAEPKUT BCE MHOXeCTBa Dn CUCTEMbI A; TOorfga AN BCAKOro
M3MEPMMOr0 A CYLLECTBYET COLepXKallee A MHOXECTBO B P (A) KOTOPOE MOL.
O TOX[ecTBeHHO C A T. e. [>(B — A) — 0.

I'Ipe,qnonox(mm Janblile 4yTo M ABNAeTCA NO/HbIM OTHOCUTE/IbHO CBOEro 6asuca,
T. € N5 BCAKOWM MOCNefoBaTeNlbHOCTW MaTypabHbIX YACen nr< n2< ... < 9*<
CYLLECTBYET TOYKa a TaK 4TO N aaDn ecm nonk (k= 1.2,...).

M3 B. 1 cnefyer 4to TO4YKa a OHO3HAYHO OMpefeneHa, T €. ecin MOMoXVM
@

Hn= Hn n [ "= M —Dn TO BCAKOE MHOXecTBO // D tnrgern= £ 1, ogHo-
n=1

ToueyHo. CenapabenbHoOe M NONHOE OTHOCWUTENbHO cBoOero 6Ga-
3Mca MNPOCTPaHCTBO C MepoW Ha3blBaeTcd MNPOCTPAHCTBOM
Lzb sguz-a. B panHeilem npegnonoXum YTo MPOCTAPHCTBO M C MEpOoid M
ABNSETCA MNPOCTPAHCTBOM Lcbesguz-a, WM KPOME TOro, YTO Mepa u HenpepbIBHa,
T. & YTO B M HET TOYEK MNOSIOXUTENLHOA Mepbl. VI3BECTHO, YTO MPOCTPAHCTBO
Lsbhisgue-a C HeMpepbIBHON Mepoil No moaynto O M3OMOPHO EeAMHWYHOMY OTPE3KY
C 0ObIMHON Mepoii Lebssgue-a. (Cm. [1.])

§ 2. MAKCUMA/NBbHbLIE MOCNEAOBATE/IBHOCTU HE3ABNCUMbIX 3NEMEHTAPHBIX
CNYYAMHbIX BENNYNH

Myctb M npocTpaHcTBO Lshzsgue-a ¢ HeMpepblBHOW MEPOR L; M. MOXET
ObITb paccMaTpuBast Kak nose BeposTHocTe B cMmbicne A H. KonmoroposBa.
BellecTBeHHYy0 ®yHKUMIO £= £(«), (aeM) OMNPeAeneHHYI0 Ha M U3MEPUMYHO
OTHOCUTENIbHO M OyfeM HasblBaTb CAYy4YalHOW BenWUMHOW. CnyuvaliHyto
BE/IMUMHY, KOTOpas NPUHUMAET NNWb KOHEYHOe 4YMCNo pasnuny-
HbIX 3HAaYeHWn, Ha3blBaeM 3/leMeHTapHOW cny4yaliHOW BeNMuU-
Hoi. MycTb — NOC/efoBaTe/IbHOCTb  3/1IEMEHTAPHbIX  C/TyYaliHbIX  BE/IAYMH,
nonoxum LE k= E (!,= xm) (k= 1,2,.. ,Kn n»=1,2,...); nNpeanosioxum
Janee 4To BE/INUMHBI HEe3aBUCKMbI T. €. 4TO

21 11 Ewi o I3 %06 ) (@<n2<... <nj

BBeaem credytoLiee OnpefeneHue:

M. 1. locnefoBaTeNbHOCTb HE3aBUCUMBbIX 3/1EMEHTAPHbBIX
CAy4YaliHbIX BENYMNH Ha3blBaeTCs MaKCUManbHOW ecnu
ns M@= G pgmn= 123,... cnegyetr a—b (kpome O6bITb
MOXET ANA TOouek @ b HEKOTOPOro MHOXecTBa Mmepbl O0).



O CYMMAX HE3ABUCVMBbIX CNYYANHBIX BEMNYMH 103

Tak Kak m3BecTHO (cm. [1]) uto B cfiyyae npocTpaHcTa Libesgue-a B. 2.
ABnifeTcA creactavem b. 1., nomyymm
M. 2 TllocnefoBaTefibHOCTb HE3aBUCUMbIX 3N1EMEHTapPHbIX
CnyyalHbiX BenumuuH (|,,) MakcumanbHa Torfga u TONKO TOrja,
ecnm cuctema J = \Enk\ rge Erk= E (§,~xm aBnsercd 6asmcom
npocTtpaHcTea IM

Bcsikas nocnefoBaTeNlbHOCTb  HE3aBUCUMbIX  3/IEMEHTaPHbLIX CyYaiHbIX Be-
NMYMH MOXET ObITb MpeBpallieHa B MaKCUMasbHYH C 3aMEHOI Mo BEPOSITHOCTENA.
b cavom pgene nyctb Dnk= E iX-\-Em2+ eem-fEK(kK<Kn; n= 1 2 ..59),
E\k= Drk n D~k =M —Drk un o0603Ha4im uyepe3 C BCAKOE HEMyCTOe MHO-

00 Kn

XectBo Buga yy yJDI* rge irk= dz 1; mHoxecTBa C He MepecekatoTcs H Mno-
AL k=i
KpblBatoTb M ; TakmM 00pa3oM Mbl MOSYyYM U3MEpPMMOe pa3bueHre NpocTpaHCTBa
X, KoTopoe o0603Ha4MM 4epes R. MuoxectBa C MoryT ObITb paccMaTpuBaHbl
KaK TOYKM HoBoro npoctpaHcTea N. MogMHOXeCTBO X MHOXecTBa N Oygem Ha-
3blBaTb M3MEPUMbIM, E€C/IM COBOKYMHOCTb Y TeX TOYEK &, KOTOpble MpuHagIexar
K Hekotopomy CuX vsmepuma, u nonoxum v (3Q= Ui(7); npoctpaHctBo N C
Mepoli V HasbiBaeTcs PaKTop-MpOCTPaHCTBOM MHOXeCTBa XK 1o pasbreHutio R,
1 0603HavaeTcs Yepes XK/R. Bauay Toro 4to dakTop-npoCTPaHCTBO MPOCTPaHCTBA
Lbesgue-a Mo HeKOTOPOMY €ro M3MEPUMOMY pPa3OUeHUO ABMAETCA Takke Mpo-
ctpaHctBoM L b's gue-a (cm. [].]) N ¢ mepoin v 6yaeTt npoctpaHcTBoM Lebesgue-a\
NErKo BWAETb 4YTO Mepa V HernpepbiBHA TOrAa W TOMbKO TOra ecim MosoXuB
(o]

[¢]

G,= \—MaxP[ErK, pag _gn pacxogurcs.
k" Kn n=i

§ 3. MHBAPVMAHTHOCTb MPEAE/IBHOIO 3AKOHA MNPV 3AMEHE MEPbLI

Mpexgae BCero [OKaXeM CMeAyHOLLYHO NIeMMY.

Nemma: TlycTtb n rf¥ HezaBUCUMbIe ChYaliHble BEANYUHBI
gn=1tn] K] g A= 1,2,...; nyctb Fn(a)= P (n<x). panbwe
ET)X)= P (r}n< x) gna ?'=1.2. Ecnn lim F,, (X)= F (X), (—oo0o <X<+ o0)

n—00

roe F(x) HenpepblBHass ®yHKkuus pacnpegeneHunsa u lim FMx) = O

M-»o00
ecim x < OmlimF,\x] = 1 ecmx > 0, TO UMeeM TakXe limF'n\x) =
n—00 ft—o00

= F(X (—o0< x<C+ )
JoKa3zaTtenbCTBO /1IeMMbI:
llycts /,, () — M (eMf) xapaktepucTueckasds PyHKUMA BeMUMHBI LM, Ja/blie
= M (e™n'i) xapakTepuctuyeckas PyHKUMA BenmumHbI 3] (y—1,2) 1 HakoHeL,

-|- 00

®= J extdF (x).



104 A. PEHbI1

Torpa vveem

(3.1) (imfh = {1
n
3.2) Aim f\) = 1

Tak kak fn(t)= NN /' (i), w3 (3.1) u (32) cnepyer utO
(3.3) lim /<°(i) = /(f).
B cuny usBecTHoli TeopeMbl O xapakKTepucTuyeckux ®yHkumsix (3.3) paBHOCWIHA

YTBEPXKAEHUIO /IEMMbI.
BBegem Tenepb HEKOTOpble 0603HAYeHUs : MYyCTb P A (B) O3HAYaeT YCOBHYHO

P (A.B
BEPOSITHOCTb COOLITVS B MPW YCIIOBAU A, T. €. NMOMOKWM P A(B) = r5’( (A)). Ecmm
F(x)=P(S,<x] — ®yHKUMM pacnpefeneHns cry4vaidiHoW BenMuMHbl §, TO 0603-

HauMM Yepe3 F(x; A) YCMOBHYH ®yHKLMIO pacrpeaeneHns BeMUMUHbBI MPK YCIOoBUN
A, T. € MOMOXVM

(3.4) F(x;A)=PAa<x).
[okaxxem Tenepb CMedytoLLy0 Teopemy:

TEOPEMA 1. TMlyctb jtn( — MakcumanbHas nocnefosaTtesnb
HOCTb HE3aBUCUMbIX 3JIeMeHTapHbIX CAY4YallHbIX BeIMYUH,
Sn= §i+ b2+ eee+ £> M(InN)= M, n M[E, - M)] —BI; npea-

nofoXum 4yto Brtoo. MycTh M= —---—--- , Fn)=P Mn< x) n A
B n
HeKoTopoe cob6biTue, L(A) > 0. Ecnu

(3.5) lim Fn(x) = & (x) dt (— CO< X < -f- go)

Y2

TO WUMEEM TakKXe
3.6 lim Fn(x; A)= o (x).
(3.6) n(x; A) (x)

JokasaTenbctBo Teopembl 1 Tlyctb Emk= E (un= xnk) (k< K n;

N
n— 1,2,...) nNpegnonoXxunm BHavane, 4to A =r>’/Elrk. Torga  MOCTOsIHHasA Ha
—1r

A.EN(@ = ZN gna atA v B cuny HE3aBUCUMOCTM BEMIMUMH  MOyuim ans N<N.

(3.7) Fo(x; A)= P ()0 F< X)
rge

« Bn —2Z
(3-8) In N —Un (v = o ")
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Myctb
(3.9) tfh Bn — Zn

TOrga VMeem
_ (O ecim x < O

@10 nHm;mP (&n< x v% ecnm x> O
TaK KakK i?n-v oo [pumeHss Jlemmy erq)-: inN 1 T1* —<UJ] nony4mm
(3,11) lim P fin.N < x) — @ (x).

?;,—>00

Takum 06pasoM Teopema ]. fOKasaHa B 4aCTHOM Cfyyae, eClM A WMeeT BWA
N

1 Erk_; HO TaK KakK WUMEEM
=T

(3-12) Fn(x;Er+ E2-F-... + ES)= 1—jJ- Fn X-Ej),
i

ecm EiEj= 0 gnsa r ®y, cpasy cnefyet, 4yto Teopema 1. BepHa TakXke ecin A
N
€CTb CyMMa KOHEYHOro u4mcna MHOXeCTB BuAa 11 E Tk; W3 3TOr0 Cneayet, uto

r= 1 r

(3.6) WMmeeT MecTo, ecnv A MPUHAANEXUT K HaMMeHbLUEMY OGOpeneBCKOMY MOMHo, CO-
N
[epxalleMy BCe MHOXeCTBa BMpa M Erk; TaK KakK nocnegosatenbHoe!' {8n(

r=1 r
MakKcumManbHa, 310 3HaumMT (cM. M. 2 1 B 2) uto (36) uMeeT MecTo Ans BCs-
KOro M3MEpMMOro MHOXECTBa A, M TakMm o06pasom Teopema 1. [oKa3aHa.
Tenepb nepeigemM K [0Ka3aTeNbCTBY TeOpeMbl O 3aMeHe Mepbl:

TEOPEMA 2. MycTb ftt OTHOCUTENbHO /M abCONIOTHO Henpe-
pblBMas Mepa,

(313) ft' (A)  8A(a) du

A
rge dA(a)>0 mamepumasn no ft ®yHKUnUda, onpepeneHHas Ha M, u
(3.14) l\\lll(a)dftz 1

Torpga npu ycnosuax Teopembl 1, ecnm MNONOXUM A n(x)=E(r]n< x)
Nvieem
(3.15) Hm fi* (An(x,) = & (x).

n—ao0

JokasaTtenbcTBo Teopembl 2.

Mpegnonoxmm BHavane, 4to H(a) ,,KyCOYHO NOCTOSHHaA“ PyHKuWs, Apy-
M1 cnosamm, 4to $(a) NPUHUMAET NWLb KOHEYHOE YMCIO Pas3IMYHbIX 3HAYEHWN
A@)= 5 ecnn at-Aj, i= 1,2,...r. MycTb ft (Ai) — at TOrga u3 (3.14) Haxogum

(3.16) 'S19,.« — 1.
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OueBnaHO VMeem
(3.17) ft'(An(x))= jVv 1T Fn {x,; At)
i=1
N noatomy npumeHss Teopemy 1 u umves (3.16) B Buay cnegyet

3.18 lim fi' (A = O ;
(3.18) Aim fi* (An{x) (x)

370 3HaunT, yto (3.15) MMeeT MecTo, ecim (@) KyCOYHO MOCTOsIHHA; M3 3TOro
cnepyeT, yro (3.15) sepHo, ecnm 1(a) orpaHuyeHHas DyHKUMS (TaK Kak BCsiKast
opraHuyeHHas usmeprmas PYHKUMS MOXET OblTb KakK YroAHO TOUHO MpUGAMKeHa
C MOMOLLBK KYCOYHO MOCTOSHHBIX ®YHKUMIA); oTTOro cneayet uto (3.15) mmeet
MecTo Takxke, ecim (@) npoussonbHas usmepumas PyHkus (M (3.14) yponeT-
BOpeHa) Takum o06pa3oMm Teopema 2. AoKasaHa.

§ 4. HEKOTOPbIE CNEACTBUA U 3AMEYAHUA

TEOPEMA 3. lMycTb b= /(@ u3mepumoe oTobpaxeHue npo-
cTpaHcTBa M Ha camoe ceb6s, U paccMOTpuUM Mepy fi', KoTopas
onpeaeneHa cneagywowum obpasom:

(4.1) ft'(A) = fi(f-4A\)

roe /—1[A] — E (/(@bA); NMpeAnNONOXUM 4TO fi' aBCONOTHO Henpe-
pbiBHa OTHOcCUTenbHO fi. MMpn ycnoBuax Teopembl 1, ecnu

4.2) &n@= 1/ (a) (aaM)
"
(4.3) Gn(x) = P (dn<x)
cnegyert
44 lim Gnx)= o (x).

I'I_

Teopema 3. cnefyeT HernocpeACTBEHHO M3 TeopeMbl 2. TakK Kak
(4.5) Gn(x) = u'(E (rin < x)).

3ameyaHne 0 PYHKUMAX Radzmachir-a B BBefeHUM (cM. (9)) ABNAeTCSH YacTHbIM
cnyyvaem Teopembl 3.

TEOPEMA 4. TlycTb g(t,u) PYHKUMA [BYX BEeLU,ECTBEHHbIX
nMepeMeHHbIX KOTopas WMMeeT AN BCAKOro ®UKCUPOBAHHOTO

3HauyeHUs MW OAHO3HAUYHYIO 06paTHYl  ®YHKLUUIO (x)
(a (a~x(x\ M) —x). llycTb ¢ anemMeHTapHas chny4yaliHas BeNUYMNHA.
F (x)=P(£ <x) ; pacCMOTPUM cnyyaliHble BenuuyuHbl (4.6) = I, £)

n nonoxum (47) Gn(x) = P (0., < X).
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Mpn ycnosuax Teopembl 1 MMeeT MeCTO
+@

(4.8) Hm Gn{x)= 50(g-'(x))dF(u).

Teopema 4. ABNAETCA HEMOCPELCTBEHHbIM CNeAcTBrveM Teopembl 1

[JanbHeliuve 0600LLenMms pe3ynibTaToB HaCTOALLE paboTbl U HEKOTOPbIE MpU-
MeHeHVs OydyT [aHbl B [pYrom CTaTbe. 3amMeTVM /b YTO pesysibTaTbl Ha-
CTOSLLEl PaboTbl CBA3aHbI C HEKOTOPbIMM TMPEXHUMI 1CCNefoBaHMAMM aBTopa [3].

(Moctynuno 11/1V 1950 r.)
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CONTRIBUTIONS TO THE THEORY OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES

By ALFRED RENYI
(Summary)

Let /l denote a Lebesgue measure defined on the abstract space M; let A, B, ...

denote measurable sets. The sequence of random variables (i.e. — measurable real
functions defined on M) = £n(@) (@6 M) (n = 1,2, ...) is called maximal if £n(a) =
= 5, (6) holds forn = 1,2,... only ifa = b (except for a and b belonging to a certain

set of measure 0). If 4 = 5 («) denotes a random variable, let M (i) denote the mean
value of ?, E (S< x) theevent i <x, P (@< x)=ji(E < x))the probability of the
event | < X. Let Pp (B) denote the conditional probability of the event B relative to
the event A and let
F (x;A) = PA(I< X)

denote the conditional distribution function of § relative to A. The following results
are proved:

Theorem 1. Let |Snj denote a maximal sequence of independent random vari-
ables, each assuming only a finite number of different values; let us put tn= S1+ i2+
+ ...+ In JIf(En)= An, M ((£, — Amr) = Bn and suppose Bn—°0; let us put

n
= e and Fn(x) = P (Vn< x) arid let A denote any event having positive

probability (fi(A) > 0). If
lim Fn(x) = @& (x) (—o0< X< + 00)

n-y co

(1)
X
where ® (x) Je-f/2 dt,
Y27

)
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it follows that
) lim Fn (x; A) = P(x) .
Theorem 2. If fi' denotes a Lebesgue measure on Al which is absolutely conti-

nuous with respect to fi, and An(x) = E ("\nh< x), we have, under the conditions of
Theorem 1,

@) Iirrlofi' A, () = PKX) .

Theorem 3. Let 6 = f (a) denote a measurable transformation of M onto itself
and let us define the measure u' as follows:

4) w(A) = . (-1 (A)

where /—1 (A) = E (/ (a) € A); let ussuppose that u'is absolutely continuous with respect
to «. Under the conditions of Theorem 1, if we put An(a) = nn(f (@)) and Gn(x) —
—P (d,, < x), it follows

5 lim Gn(x) = D(x).

©®) lim Gn (9 = D)

Theorem 4. Let g (t, n) denote a function of two real variables which has for
every fixed u a unique inverse function gal (x) (g (gu '(x) ,u) = x). Let | denote
an arbitrary random variable, and consider the sequence of random variables F (x) —
—P (I< x); letus put Gn(x) = P (t)n< X) .Under the conditions of Therem 1, we have
(6) lim Gn(x) = J®(anl (x)) dF ).

n->cc -—GO
Theorem 2 follows from Theorem 1, while Theorems 3and 4 are simple consequences

of Theorems lresp. 2. The proofof Theorem 1 makes use of some results of V. A. KOoHbI X
on measure theory [1].



ON CAUCHY’S CONVERGENCE TEST

By
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy

1. This paper contains two proofs, seeming to be never published,
of Cauchy’s convergence test, i. e. of the theorem to the effect that the
condition

(C) to any positive t there isa 0 = o(t) such that we have |[am—anj< a
for every m, n > p(fo)
is necessary and sufficient for the convergence of the infinite sequence
avaz ..., an ... Both proofs might be useful for lecture purposes. The first
of them has the advantage over the usual class-room proofs of being direct,
i. e. not based on the Bolzano-Weierstrass theorem. The second proof furnishes
an equivalent form of Cauchy’s test allowing some simplifications in Cantor’s
theory of real numbers, as to be shown in a subsequent paper.

2. Cauchy’s convergence test is proved in lectures on Calculus usually
by means of the Bolzano-Weierstrass theorem, stating the existence of a
convergent subsequence of every bounded infinite sequence. The latter theo-
rem is usually proved by means of successive halving ofthe interval containing
the sequence in question, choosing for the next halving in each case the half,
or one of the halves, containing an infinity of terms of the sequence, and
considering the common point of the intervals formed thus.

Now, the same idea, slightly modified, leads directly to (the sufficiencylof)
Cauchy’s convergence test. The modification consists in replacing the halves
of an interval by two overlapping parts2 e. g. by its left and right two-thirds.
Indeed, let an be (the general term of) a sequence satisfying condition (C).
We define 6, and recursively as follows. Let hl _@v(i)+i L ci—

+ ' brf2cr ]
—aldi)+ + 1 and, given b, and c, let br 2br+ cr o= ~-25 and

1 The necessity of condition (C) for the convergence of the sequence anis obvious.

2 The idea of this modification is due to Bkouweb who applied, in several publi-
cations, overlapping intervals for the construction of numbers the mere existence of
which has been proved by means of non-overlapping intervals.
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define 6r+1 = br,cr+1 = cr iffor all but a finite number of terms of the sequence
anwe have br< an< cr,and br+l = br,ci+l = c, inthe opposite case. We prove
by induction br< an< c, for every r and for every but a finite number of n.
Indeed, this is true for r = 1by ((7), e= 1 Suppose it to be true for an r
and to be falsefor r 4-1. Then, by definition of br+l and ¢-+1, we should have
crS am< crand br< anSl br for an infinity of values of m and n, hence
am— br, contrarily to (C), t = cr —br.

Let a be the common point of the intervals br=8 xsi ¢, ; then we have

-a <c¢  br 2 ()" for all but a finite number of n, hence g, a.

3. We next show that (C) is equivalent to the condition3

(C) any two subsequences4of an differ but in a Osequence (i. e. in a
sequence converging to 0).
Hence, Cauchy’s convergence test is equivalent to the theorem:

Condition (C) is necessary and sufficient for the convergence of the
sequence an.

Indeed, suppose the sequence an satisfies condition (C). Let aknand aln
be any two subsequences of an (kx< k2< ... Ix< I12< .ee¢ Then for
any .positive e, we have |aki—aln\< e for kn L,> n(e), hence, on account
of kn Ins n, for n > g(c), i.e, we have akn—aln 0, thus, an satisfies
condition (C) too. On the other hand, suppose the sequence an does not
satisfy condition (C), i. e., for a positive  and for every positive integer g,
there are integers m= u(g) and n=r(g such that m, n>g and
lam—anls £0. Define I\ = b= 1 and, given kr and Ir, let k,+L=
= p(max (kr,1,)) and Ir+x= r(max (kr, I)). Then we have kx< k2< ...,
h <h < mmmand IGn—@Enia £0 for every n. Hence akn—ain does not
converge to O and the sequence an does not satisfy condition (O).

4, Now, we prove the theorem, equivalent to Cauchy’s convergence
test, formulated in the preceding section. The necessity of condition (C")
for the convergence of the sequence an being obvious, we have to prove its
sufficiency only. First we prove that a sequence an satisfying condition (C")
is necessarily bounded. Indeed, let an be a sequence unbounded from above.
Define ky as the least k for which we have ak > ax-\- 1 and, given kr, define
kr+l as the least k > krfor which we have ak > a,+1 + 1 (existing, for other-
wise ar+1+ 1 would be an upper bound for the sequence akrHt aw+2>mumm8

8See also K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendichen Reihen (Berlin, 1931)
pp. 89—90 (Il. Hauptkriterium (3. Form)).

4 “Subsequence” is meant in this paper so as to include the whole sequence too.
Obviously, (O") is equivalent to the condition that andiffers from any of its subsequences
but in a 0-sequence.
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and so, the whole sequence an would be bounded from above). Then, for
l,,= n, we have aun> a\n-f- 1 for every n, thus dkn— aindoes not converge
to 0 and the sequence an does not satisfy condition (O). Similarly, we can
show that a sequence unbounded from below does not satisfy condition (O').

Now, let an be a sequence satisfying condition (O") and <g, one of its
convergent subsequences existing on account of the Bolzano-Weierstrass

theorem. Let en a; by condition (O), we have an—ap 0; hence,
a~a..

5. In a lecture where Cauchy’s convergence test is based on the proof
given in the preceding two sections, it would be advisable, on reasons of
style, to give a “qualitative” proof of the Bolzano—\Weierstrass theorem too.
The following such proof is due to the late Professor Kukschak. It is an
instance of a proof by cases of an unusual type5s.

Obviously, it suffices to prove that every infinite sequence has a mono-
tonous subsequence; for if the sequence in question is bounded, the same holds
for its subsequences too and so a monotonous subsequence ofit is necessarily
convergent. Now, let anbe the sequence in question; define k1as the least k for
which we have an for every n, and, given Xk define kr+l as the least
K > kr for which we have a*~ an for every n > kr. Of course, kr may fail
to exist; however, if it exists for every r, we have the increasing subsequence
akn of an If, on the other hand, for a positive integer s, ks does not exist,
then the sequence a* +1, a*j+ 2 . . .does not have a least term. In this case, define
h = h + 1and, given Ir, define Ir+l as the least | > Ir for which « < 4r
(existing, for otherwise ig would be the least term of the sequence ai > alr+\>
air+2, ... and thus the sequence a* +x, a* +2, <« formed of the former by
subjoining a finite number of terms, would also have a least term6). Then a/ is
a decreasing subsequence of an.

(Received 29 October 1949)

5 This type of the proof by cases consists in giving first a proof method which does
not work always and in giving another proof method for the case in which the first method
does not work. The proofs for some particular cases, which I know from oral communica-
tion of Mr. Bernays, of the arithmetical lemma to which the consistency of Analysis
has been reduced by Ackermann (see D. Hitbert, Die Grundlagen der Mathematik,
Abhandlungen aus dem math. Seminar der Hamburgischen Universitat, 6 (1928), pp.
65—85, especially the last paragraph beginning on p. 84), belong to the same type.

6 As a matter of fact, as easily seen, a/rwould be the least term of the sequence
aks+i> aks+2, . * mtoo.
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O KPUTEPUIN CXOONMOCT KOLLUM
JIACNO KAJIbMAP (Cerep)

(Pesome)

ABTOp [aeT [Ba HOBbIX [0Ka3aTe/lbCTBa KPUTEPUA Koww, OTHOCALLErocs K CXOAUMOCTM
6ECKOHEYHbIX nOCI‘Ie,qOBaTeﬂbHOCTeVI. MNepBoe [0Ka3aTeNbCTBO aHa/I0rMyHo OﬁbHHOMy [OKa3aTe/lbCTBY
TEOPEMbl BonbuyaHo—EbEeiliepw Tpacea, HO TMPUMEHAET MepeceKkawollme WHTepBasibl, OHO OCHOBbI-
BaeTcdA Ha TOM, 4TO €eCcnu WHTepBasl COAEePXWUT BCe UYieHbl 6eCcKOHeYHo nocneaoBaTeIrHoe, T ¢
UCK/IOYEHNEM KOHEYHOro 4mcna 47eHoBs, TO WM neBasd, WK npa.Bas r/3 4acTb NUHTEpPBana wnMeeT
TaKue >e CBOICTBa. BTopoe [oKa3aTenbCTBO OCHOBbLIBAETCA Ha TEOPEME BonbuaHo — Beiiep-
wTpacca U [aET KpVITepVII7I Kowwu B cne,qyrou_l,eﬁ (bopme: nocnenoBaTeNlbHOCTbL CXOAUTCA Toraa m
TONbKO TOrga, ecnm ot noboli  cBOe  BecKOHeYHol noa-nocneaoBaTesibHOCTM  OHa  OT/IMYaeTCA
TO/MbKO noc/enoBaTe/IbHOCTbLH CXO,EI,ﬂUJ.BVICﬂ K Hynblo. ABTOpP C006LI.I,aeT TakXXe <AHO A0Ka3aTe/NbCTBO
Kiopuwaka TEOPEMbl bonbuaHo —Beiiepw Tpacca, KOTOPOE OCHOBbIBAETCA Ha TOM, UTO KaxKaas
nocnenoBaTeNlbHOCTb UMEET WM BO3pacTatoLlyro v y6bIBaPOLL(yPO noA-nocnenoBaTesibHOCTb.



UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG »8—122)2

Von
K CH/AHD OBLATH (Budapest)
(Vorgelegt von A. Résyi)

Eulerlund T. Nagell2 haben die Unmdglichkeit der diophantischen
Gleichung

x3f 1= y2
fir X > 2 bewiesen. V. A. Lebesgue3 bewies, daR auch
x3—1=y2

(allgemeiner Xn—1 = y2) unldsbhar ist. Stéormer4 hat diese Resultate aus-
gedehnt, indem er die Unmdglichkeit der Gleichung

X2 1= 2yn
gezeigt hat. Prof. T. Nagell bewies die Unmaglichkeit der Gleichungen
x3+1=yn [nl 3).

In diesen Gedankenkreis gehdéren auch die interessanten diophantischen
Gleichungen
M X3—1= 2y2

1L. Eurer: Theorematum quorumdam arithmeticorum demonstrationes (1738),
Comm. Arithm. Coll. I (1849), pp. 24—34, Opera Omnia, Series prima Il (1915), pp.
38 —58, speziell pp. 56 —58, Theorema 10.

2 T. Nagetl: Résultats nouveaux de I'analyse indéterminée 1, Norsk Matematisk
Forenings Skrifter, Série I, Nr. 8 (1922), § 10, pp. 11—13. Sur I'impossibilité de Péquation
indéterminée zP -~ 1 = y/2 ebenda Nr. 4 (1921), pp. 1—10, besonders pp. 1—2. Sur une
équation diophantienne & deux indéterminées, Det Kgl. Norske Videnskabers Selskabs
Forhandlinger 7, Nr. 38, (1934), pp. 136—139.

3V.A. Lebesgue:Sur I’limpossibilité en nombres entiers de I’équation xm = t/2+ 1.
Nouv. Ann. de Math., 9 (1850), pp. 178—181. Auch T. N age11, Analyse indéterminée de
degré supérieur. Memorial des Sciences Mathématiques Fase. 39, Paris (1929), p. 58.

4 C. Stormer: Solution complete en nombres entiers de I’équation m arctg*—+
+ narctg —= kK—, Bidl. de la Soc. Math, de France, 27 (1899), pp. 160—170, aber auch
Yy 4

schon in 1895 in den Christiania Videnskabers Selskabs Skrifter. Auch N ager1, a. a. 0.3,
p. 58.

8 Acta Mathematica
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und

(m x3— 1= 2yn,

deren Unmaoglichkeitsbeweis den Inhalt der gegenwartigen Mitteilung bildet.
Im Laufe unserer Untersuchung werden wir auch anderen interessanten

unmaoglichen diophantischen Gleichungen begegnen. Zuerst beweisen wir den
im Folgenden ofter anzuwendenden, an und flr sich interessanten

Satz 1 Die diophantische Gleichung
(1 X2+ X+ 1= 3v2
mit ungeradem x hat auBer den trivialen Losungen x = 1, v = 1 keine weiteren
Ldsungen.

Beweis. Wenn (IIl) besteht, muB, da x als ungerade vorausgesetzt
wurde, x die Form x = 6a+ | und v die Form v= 26+1 besitzen. Dann

ist also
3« a+ 1)= 2606+ 1),

folglich a = 2c und deshalb
@) 3c(4c+ D)= 6(6+ 1),
¢ = 0 fuhrt zur trivialen Loésung x = 1, v = 1, die wir ausgeschlossen haben,

so erhalt man
b—kc oder b= kc—1.

(1) ergibt im ersten Falle
(k2- 12)c= 3- K,
was aber unmdglich ist, weil die zwei Seiten entgegengesetzte Vorzeichen
besitzen. Im zweiten Falle bekommt man die ebenfalls unmdgliche Gleichung
(k2—12)c= 3+ K.

Wenn némlich die linke Seite positiv ist, mull kw 4 sein. Dies ist aber aus-
geschlossen: die Unmdglichkeit von kK = 4 springt in die Augen, wenn aber
Kw 5 sein sollte, dann ware

k2—12> Kk + 3,
daraus folgt aber c < 1, was doch unmaglich ist, weil c eine ganze Zahl ist.

Q. e d.

Diesen kurzen Beweis verdanke ich einer freundlichen Mitteilung des
Herrn Prof. A. Rényi.

Satz 2. Die diophantische Gleichung (I) ist (auBer der trivialen Lésung
x = 1, y = 0) unmoglich.

Aus (1) wirde
x—1D@x2+ x + )= 2y2
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folgen. Denkbar waéren die beiden Zerlegungen
A) X —1= 2m2, X2+ X+ 1= v2
B) X —1= 6w2, X2+ x+ 1= 3v2
denn es ist (x2fx 1) —(x —1)2—30pk— 1) = 3 identisch, und darum

kann der groRte gemeinsame Teiler von x2-(- X -- 1 und x — 1 nur gleich
1 oder 3 sein.

Der Fall A) ist sofort auszuschlielen wegen
X2< x2+ x 1< (x 12

Im Falle B) zeigt die Gleichung x = 6w2+ 1, daB x ungerade sein muf3,
die Bedingungen des Satzes 1 sind also erfullt. Satz 1 zeigt, dal auch die
Maoglichkeit B) entféallt. Unser Satz ist also bewiesen.

Mein urspinglicher Beweis dieses Satzes beruhte auf einer descente
infinie und war viel langer.

Als Verallgemeinerung des Satzes 2 beweisen wir den

Satz 3. Die diophantische Gleichung

() x2—1= 29" (L 3)
ist (von den trivialen Losungen x = 1,y = Ound mit ungerademn x = —1,
Y= —1, abgesehen) in ganzen Zahlen unlésbar.
Die beiden im vorausgegangenen Beweise beniitzten Zerlegungen
A) X —1= 2un, X2+ X - 1=V,
B) X- 1= 23"-1un. x2+ X+ 1= 3va

sind auch jetzt zu unterscheiden.
Die Unmdglichkeit der Gleichung
x24x4- 1= 3vn
mit den trivialen Ausnahmen (x= 1, x — —2, v= 1) wurde von Herrn

T. Nagel 5 fir jeden Exponenten nw 3 bewiesen, wéhrend die Unmdglich-
keit von

@ X24x 4= vn

(mit den Ausnahmen x — 0, x= —1, v= 1 n= 3 x= 18 »x= —19,
v —7) in Anlehnung an ein XAGELLsches5Resultat von Herrn Prof. W. Ljltstg
gbens flr jeden Exponenten nlU 3 bewiesen wurde. Nun haben wir durch

5T.Nageit, Des équations indéterminées Xxr + x + 1= ynet xrf~x + 1 = 3yn,
Norsk Matematisk Forenings Skrijter, Serie I, No. 2 (1921), pp. 1—14, besonders § 3,
pp. 12-14.

8 W. Ljunggeen: Einige Bemerkungen Uber die Darstellung ganzer Zahlen durch
bindre kubische Formen mit positiver Diskriminante, Acta Math., 75 (1942), pp. 1—21,
besonders p. 11, die Anmerkung.

8*



116 R. OBLATH

Satz 2 die Ausnahmefdlle erledigt, die Einsetzung der zuldssigen Ldsungen
der Gleichung (2) in A) zeigt, daB sie keine, bzw. nur die triviale Lésung der
Gleichung (1) ergeben, womit unser Satz als bewiesen erscheint.

Es ware naheliegend, daran zu denken, daR die sehr analoge Gleichung

x3-- 1= 22
ebenfalls unmdglich ist. Diese Gleichung hat aber auler den trivialen x = —1,
y—0; x=1 y= 4-1 zwei nichttriviale Lésungen:7 x = 23, y = £ 78,
so dalR unser Satz auf diese Gleichung sicher nicht in unverdnderter Weise
ausgedehnt werden kann. Infolge des Thue—SIiEOELschen, bzw. des Landau—

OsTBOWSKYschen Satzes hat sie jedenfalls bloR eine endliche Anzahl von
Ldsungen.

Wir zeigen aber, und zwar als weitere Anwendung des Satzes 1 den
Satz 4. Die diophantische Gleichung
(Iv) 3x2-f 1= 23

ist (von der trivialen Ldsung x = 0, z— 1 abgesehen) in ganzen Zahlen
unmaglich.

Beweis. (IV) ist identisch mit
23—1=(z—1) 22+ z 1) = 3x2

Die beiden denkbaren Zerlegungen sind

A) z—1= 3u2 2f2+ 1= v2

B) z—1=u2 224-2-(-1= 3v2
A) entfdllt, denn aus 2— 1 mod 3 folgt zwar 22-f 2+ 1= 0 mod 3, der
Ausdruck links ist aber, wie bekannt, blof3 durch 3, nicht durch 32 teilbar.
Im Falle B) kann 2 wegen Satz 1 (auf’er dem trivialen Fall) nicht ungerade

sein. 2 sei also gerade. Aus (IV) folgt, dall dann x ungerade sein muB, es
ist also

3 x2— 3 mod 8,

wéhrend doch aus (IV)
3 x2= —1mod 8

entspringt. Der Widerspruch beweist unseren Satz.
(Eingegangen am 15. Mai 1950.)
7 Atjbey und Favqguembeegue: Sphinx-Oedipe, 6 (1911), pPp. 103 —104, und 8

(1913), pp. 170—171. Eine eventuelle L6sung > 23 besteht aus mindestens 256 Ziffern.
S.auch L. E. Dickson: History of the Theory of Numbers Il, New York (1934), p. 630.
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ONOPAHTOBOE YPABHEHUME x3- 1= 2y>
PUXAPL OMNAT (ByganewT)

(Pestome)

B pa6oTe MOKasaHO HEBOMOXKHOCTb HECKONbKMX [AMOAHTOBbLIX YpaBHEHWA (3a UCK/oYe-
HVEM TPUBUA/IbHBIX PeLLeHUnit) Hanp.

M—1= 2
x1—1=2" {n>3
M+ 1= -3

Kpome Heckonbkux Teopem Harensi u JIOTpeHa, OCHOBHbIM CPEACTBOM [0Ka3aTe/bCTBa
C/YXXMT TO, YTO AMOhAHTOBOE YpaBHeHWe

¥+ x -f 1= 322

33 UCK/IOYEHMEM TPUBMASILHOTO peLleHns X = 1, ¢ HeYeTHbIM X HEBO3MOXHO.



THE EXTENSION OF PARTTALLY ORDERED GROUPS

By
L. FUCHS (Budapest)
(Presented by G. H ajos)

1 The extension theory of algebraic systems is a young part of the
algebra. At first 0. Schreierlhas proposed and solved the problem of group
extensions: given two groups N and F, find all possible groups G such that N is
an invariant subgroup of G and G/N is isomorphic to F. Analogous problems
on some other systems have been discussed by other authors,2 but it seems
to me that the extension problem for partially ordered groups has not yet
been studied in general.3 The purpose of the present paper is to give a general
discussion of the extension of partially ordered groups.

2. First we recall some definitions needed throughout the paper.

A group G, written additively, is said to be a partially ordered group if an
order relation Efr is defined for some pairs of its elements satisfying the following
postulates:4

() reflexive law: xLU x for all x in G.
(1) antisymmetric law: x =y and yw x imply x —y,
(111) transitive law: x EEy and y LWz imply xw z,
(IV) homogeneity law: x w y implies u-\-x-\-v*.u-\-y-\-v for all
u, vin G
Sometimes it is useful to add a fifth postulate:

(V) the MS-property (Moore—Smith): for every x, y in G there exists
a third element z in G such that rw x and z&y.

1 0. schreier, Uber die Erweiterung von Gruppen, I: Monatshefte Math. Phys.,
31 (1926), pp. 165—180; 11: Hamburger Abh., 4 (1926), pp. 321 —346.

2 For example, the extension theory for rings was given by C.J. Everett,Jdr, An
extension theory for rings, Amer.J.Math., 64 (1942), pp. 363—370. Independently of
Everett, I. Szete discovered the same extension theory.

3 In a very special case G. Birkhoff has given a method for constructing_certain,
but not all extensions. See his paper: Lattice-ordered groups, Annals Math., (1942),
pp. 298-331.

4Seee. g. C.J. Everett and S. uiam, On ordered groups, Trans. Amer. Math.,
Soc., 57 (1945), pp. 208—216.
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x and y are called incomparable, in sign x\\y, if neither xwy nor
ys x. By G+ we denote the set of all positive elements of G, i. e., those
satisfying x w O where 0 is the group identity. Homogeneity implies that
xw y if and only if x —y, or equivalently, —y-f %is positive, and that
the set G+ is invariant under all inner automorphisms of G.

Ifa partially ordered group Gis at the same time a lattice under the same
order relation i=?as inclusion relation, G is termed a lattice-ordered group.
A linearly ordered group (x ||y is impossible) is always lattice-ordered.

A group isomorphism 0 between two partially ordered groups G and H
is said to be an order-isomorphism (o-isomorphism), if it preserves order in
both directions, i. e, x=ry in Gif and only if Q(x)=0(y) in H. If Gis an
invariant subgroup of G which is at the same time convex in the sense that
«S xw b(ab in C) implies x e C, then in the factor-group GjC a natural
order is induced by the order in G. This is defined by putting G - x =~C |- y
if and only if for some representatives neC x, veC vy arelation uS v
holds. The fulfilment of (I)—(1V) in G\G is an immediate consequence of the
convexity of G. Whenever we are speaking of GjC as a partially ordered group,
we always mean GjC with the order induced by the order of (7.5

3. If the partially ordered group G contains C as an invariant convex
subgroup and the factor-group GjC is o-isomorphic to the partially ordered
group F, then G will be called a partially ordered extension of G by F, briefly
a C—F -extension. Given two partially ordered groups G= jO, a, b, .. .j and
F =0 4 a ...j, our problem consists in finding all possible G—T'-extensions.

Assuming the problem solved, let js j be a complete representation
system for the extension group G modulo C, so that under the o-isomorphism
GC<r-+F we have We may always normalize the representation
system by assuming O to be chosen for the representative of the null-class
mod C, that is,

@) 0= 0.

With this representation system jsJ each element x of G may be written

uniquely in the form
Xx= Sg-f-a with geF, aeC.

A factor-set \foaj is defined by the addition rule
) Sy+ 8a= sy+0-+ ,, (fQaeC) for all g,0eF.
By our normality assumption (1) we clearly have
(3) /0 = f@=1/,,=0 forall geF.

5 For a detailed discussion see my paper: On partially ordered groups, Proc.
Kon. Nederl. Akad. v. We'enseh., 53 (1950), pp. 828—834.
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Each  defines an o-automorphism Oy in C given by
a% =-sQ+a+V
in particular, by (1),
4 a00= a for all aeC.
Two o-automorphisms 0?7 and 0 ©may be composed by the rule

«((k c<n = (« % = - su-~ su+ a +* «+ -

— ~ foo — so+a+ a + SO+(+ fun’

that is,

<S) a(eoeu) = ~ ton + « % +0+ /«Q-
The associative law in G implies

(§] [ e+ Lir6z= fba 1+ [ 1

We have so far considered merely the group operation in B. In order to
describe the order relation in G, we have to define sets P a which may be
called order-sets, consisting of all aeC satisfying sg -)- aw sa. These sets P Olf
will in fact characterize the order in G, for, clearly, if and
only if a—6ePy(J For these sets we establish the following properties.

Arelation 4-alllsa+ bin G implies, by definition, a relation oLl a
in F, and if &= a, then a & b. Therefore,

(7) P,ja is nonvacuous if and only if pé&a; further Pg0= C+ for all oeF.

The reflexive and antisymmetric laws for the order in G are now readily
checked.

By the transitive law, sgfalllsa+ bw sT+ c, thatis, a—b
and b—cE€prPaT imply sQ a”™ st ¢ that is, a—cePOr Hence it
follows

8 P,,t 1 11 CPui forall (i~dgr.

Left-homogeneity impliesthat sO+ aw sO is equivalentto ¢ sO a
Wc+-sa, or s,-f~c0?+ allsTfc0, foreach ceC, hence
©)] c0 +P,,,—c00=P,,,, forall ceC and olla

Again from left-homogeneity we conclude to the equivalence of
«+ «€s, with sT+ S+ am sT+ sa, or with sIH+
~N st+a  fTa for every reP, whence we get

(HO) fig d-Pyn fia = Py-) for all reF and q=a

Right-homogeneity7asserts that from s -fag g it follows s j-sf
+ szWIsa4- sTand hence su+r + fuT-f a0, m sa+l - fat, and vice versa.
Thus we obtain

<H) Ui+P.g& i-LiAPAi.g for all reF and plla,
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where, evidently, PoaOt denotes the totality of elements of the form xOt
with x erPo,m

A system {fQg 0q, Pga) where f(}e C, 0qge A{C),6 Pqir<"C will be
called a CF-extension-set if it satisfies (3)—(11). Thus every extension G with
a representation system jsj defines some C—F-extension-set.

Conversely, if given two partially ordered groups C, F, any C—F-exten-
sion-set \fgo, 0q, Pot\ defines an extension. For, the system consisting of
all symbols (o, a) with oe F,a eC under the rules

(@) equality: (0,a) = (a, b)ifandonlyifo= aanda= b,

(B) composition: («,a) + (a,b)= (0 + a fga+ a0S+ bh),

(y) order relation: (o0, a)=? (a b) if and only if a—bePoa
becomes a partially ordered group H. In fact, conditions (3)—(6) imply that
H isagroup (Schreier) and conditions (7)—(11) ensure that H obeys the
laws (I)—(IV) for partial order.7 Since H has a convex invariant subgroup C*
consisting of all elements of the form (0, &) o-isomorphic to C under the mapping
(0. a) m<*= a,8and the factor-group HfC is c-isomorphic to F, our stated problem
is solved if we Icnow all G—F-extension-sets.

It can happen that two or more extension-sets define the same extension.
Indeed, if we use another representation system }i | instead of }s?j, connected
by the relations t0= st-)}-c0 (c0eC), then the C—F-extension-set jf'0lJ,
(Y P'0 0j belonging to the system jtu\ will define the same extension. The new
extension-set satisfies the relations

(@ 0= 0.

(t] fq i cq+tat fga: 11 T

(c a0y= —cq+ a0,j Gy,

(d) P<1u. — cQ + o + cQ’ .
which are readily obtained from the definitions by direct computations.

We shall call two C—F-extension-sets \fga, &, Pga\ and !/'?,, O'q,
P'oaj equivalent, if they are connected bjTelements c0 of C satisfying (a)—(d).
This is actually an equivalence relation in the usual sense. By definition,
extension-sets defined by the same extension belong to the same class of
equivalence.

The converse is also true: two equivalent extension-sets define abstractly
the same extension; in other words, the extensions Hx and | | defined by
equivalent C—F-extension-sets are o-isomorphic under the mapping
(0,a) (p, c0 - @) which leaves the elements of G and the cosets of F
fixed. (For the proof, whichis easy to perform, use (a)—(y) as well as (a)—(d).)

6 A(C) denotes the group of all o-automorphisms of C.

1 We observe that if one assumes the AhS'-property both in C and in F, then the
extension group will also have the M A-property. The proof is immediate.

8 Henceforth we shall identify C* with C.
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Hence there is a one-one correspondence between the ¢ — .F-extensions and the
classes of equivalent c —.F-extension-sets. We thus conclude

Theorem 1. Every c — F -extension defines a class of equivalent C -F -
extension-sets and conversely, every class of equivalent G—F-extension-sets
defines a c— F-extension which is unique up to an o-isomorphism leaving the
elements of ¢ and the cosets of F fixed.

By this theorem the extension problem for partially ordered groups is
completely solved.

4. Let c and F be two partially ordered groups. In the hierarchy of all
possible C—F-extensions we shall point out a certain type of particular
interest.

One may ask whether to any factor-set j/0(i| and any system of o-auto-
morphisms j©{ satisfying (3)—(6) there may be found a system of order-sets
\PO  completing them to a (7—F-extension-set. This question will be answered
in the affirmative by putting

(Cif g > a,
Poa= < ifg=0,
{empty otherwise.
As is readily seen, under this definition all conditions (7)—(Il) are necessarily
fulfilled. Accordingly, we have in the extension group H*\

(0,a) =r (a, b) ifand only if g > a, or g = a and a LW b;

therefore, it is natural to say that H* iS a lexicographic C—F-extension.
Let H* be a fixed lexicographic c—F-extension and H any other one
with the same factor-set ¥ a' and the same set \GO\ of o-automorphisms.
The mapping (g,a) (g,a) of H onto H* is by ig) an isomorphism in the
pure group-theoretic sense. Moreover, this group-isomorphism preserves
order; however, its inverse mapping does not do it necessarily. Hence it is a
tautomorphism in the sense defined by the author9 and thus we arrive at
Theorem 2. 1f\f jand']JGU satisfy (3)—(6), the lexicographic extension
always exists. Any C—F-extension H with the extension-set i/g T>®qg>P qal
is tautomorphic to the lexicographic C—F-extension H* with the same factor-set

\fo (A ancl the same set \GUW of o-automorphism.

5. There is an analogue of the direct sum extension of groups.

Let / = Ofor allo,aeF;a(J = afor allaeGand all geF; further
let POa= C+ whenever g='o0. Then the extension defined by this extension-set
always exists; it is called the direct sum of the partially ordered groups c and F.

Of course, this is not the only extension-set by which the extension is
direct, for any other equivalent extension-set defines the same extension.

9 See loc. cith
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From (a)—(d) in 3 it is evident that an extension with the extension-set
J 0,Qy, I\j is direct if and only if there are elements c? in C such that
(@)c0 0, (b)faQ G ca(c)ady G-fa oy (d)Pya-
= ¢, -f C+ —ca for glla.

The order definition of the direct sum extension:

(p,a)w (o, b) if and only if p=*a and awb,

is so simple that one naturally arises the question as to whether there exist
even other C—P-extensions with the same order definition. Otherwise expres-
sed, we seek the C—P-extension-sets with the order-sets POa= C+ for gmo.
We shall show that if we assume the 3LS-property in the factor-group F, then
with this definition of order no extension exists except the direct one.

Conditions (9)—(11) with Pgg — C+ (gLLL: a) in turn imply

c6L = c(-Jg for gLl a and all ceC,
fxq = fra and for = far for p&aand all ref.
Hence, using the JLS-property in F,we concludethatc = c®@=¢, i.¢e,
is the identity mapping for all ge F, and foa —f00= 0 f°r ad QaeP, that is,
the extension is direct, as stated.

6. We shall now give conditions under which the extension group
becomes a lattice-ordered group. [ and V will denote the lattice operations
meet and join, respectively.

Let 6 be a lattice-ordered group and assume that the convex invariant
subgroup C is closed under the lattice operations. Then, whenever gL @ as
well as a=m<p the order-sets P and Pa( always have a common element /;
for this / we haves(f —/ ™ su [] sa. Therefores [, sg= sT-f cimpliesr & (p,
consequently, r is the greatest lower bound for g and a, and hence T= g 4 <
exists. Similarly, g \J a also exists. Thus the factor-group has to be lattice-
ordered.

Let (s -fa) O (sg-fb)—s ga+ c- The two inequalities s¢f-f / S
N s -fa and sp+ /= sg-fb are together equivalent to the single one

-f suNg -f ¢, whence we get (fj denotes set-theoretic intersection):
(12) (—a+ Pyfn(—b+ Pag)= —c-fPyAa(f Fuw g /1o,
where —C is the unique least element of the set (—a-fP 0p0) I
MN(—b-fPayga)

Similarly,
(13) (P> -f a) N (P<fta+ b) = Pd;yy, -fc if <p-a Va,
where c is the unique least element of the set (Pn™ ,, + a) fj (P,,y Ota -f b).

Now if H is any C—P-extension, where both C and F are lattice-ordered
groups and the extension-set satisfies in addition to (3)—(11) also (12) and (13),
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the extension group H becomes a lattice-ordered group, as the reader may
readily verify for himself.

We finally observe that the extension group is linearly ordered if and
only if both ¢ and F are linearly ordered and the extension is lexicographic.

(Received 5 April 1950)

PACLUMPEHNE YACTUYHO YTNOPAOOUEHHbBIX TIPYTIN
J1. ®YKC (Bypanewur)

(Pestome)

ABTOp, B COOTBETCTBMM C paclumpeHvem rpynn no Llpeiepy, paeT paclumpeHvie AN
YacTUYHO YNopsifioveHHbIX rpynn. Ecam gaHo C = \a, b,..,j u F— jo,0,...] — uactnuHo
YMOpsifoYeHHble PynMbl, Npobnema COCTOMT B TOM, YTOObl HaliTW BCE Te YAaCTUYHO YMOPsifOYeHHble
rpynnbl O, B koTopbix C sABAsETCA BbIMyKIbIM HOPManbHbIM - fennTeneM W aktoprpynna G/G
(B KOTOpOIi MOXeT ObITb BBEAEHO eCTECTBEHHOe YMOpPsAouYeHMe) m3omopdHa ¢ F  mpu coxpaHeHun
nopsgka. lMpobnema MoxeT ObMb cBefeHa Ha cucTeMbl C— F — paclumpeHunii | B0, POJ j
rge j fua j cuctema chaktopos Llpeiiepa, 60 asToMopdmam rpynnbl C KOTOpble COXPaHSIKOT MOPSJOK
n P UJ— nogmHoxecTBa rpynnbl O, KOTOpble B rpynne B OMNpejenstoT nopsgoK. ABTOP [JoOKa-
3bIBaeT, UTO ecnm cuctema paclumpeHuii G—F  ypoeneTBopsieT ycnosuam (3) — (11), Torga oHa
onpegfensieT pacwmpeHne G Ha ocHoBe (a) = (Yy). HakoHel, pas6upaeTcsi NeKCUKOrpaguyeckoe
N MpsAMOe pacLUMpeHune, a TakxKe pacluMpeHue CTPYKTYpbl.



UBER NIVEAUKURVEN
UND FLACHEN VON LOSUNGSFUNKTIONEN PARTIELLER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Von
J. ACZEL (Miskolc"
(Vorgelegt von G. H ajos)

7. Zielsetzung. Im folgenden wird die unter anderen mit der Potential-
theorie und der Nomographie zusammenhé&ngende Frage erortert, welcher
partiéilen Differentialgleichung jene Funktionen genigen missen, deren
Niveaukurven- bzw. Niveauflachensysteme mit denen der Losungsfunktionen
einer gegebenen partiellen Differentialgleichung gemeinsam sind. Dieses
Problem wird fir einige lineare partielle Differentialgleichungen und Systeme
erster Ordnung, und homogene Gleichungen und Systeme zweiter Ordnung
gelost.

2/a. Beispiel aus der Potentialtheorie. Eine bekannte Aufgabe in der
Potentialtheorie ist die folgende.1 (Wir beschranken uns der Kirze halber auf
Funktionen zweier Verénderlichen.)

Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir,
dal eine Kurvenfamilie F (x,y) = C, wo F (x, y) wenigstens zweimal derivier-
bar ist,2 das Niveaukurvensystem (System &quipotentieller Kurven) einer
Potentialfunktion, d. h. einer Lésungsfunktion der Laplace’schen Differential-
gleichung
(1) Uxx “k Uyy — o0
sei; und wie kann jene Potentialfunktion U (x,y) bestimmt werden, deren
&quipotentielle Kurven durch F (x,y) = C angegeben sind? — Die Antwort
ist einfach:

Die Forderung, dall F(x,y) = C alle Niveaukurven von U(x,y) und
nur diese angebe, d. h. dal das Niveaukurvensystem von U(x, y) mit dem von

1 Siehe z. B.: O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory, New York (1929),
p. 195.

2 Auch weiterhin werden wir die vorkommenden Funktionen dem Bedirfnis
gemaR als einmal, zweimal oder dreimal derivierbar voraussetzen und, wo es nétig ist,
wird eine erste Derivierte als nirgends verschwindend vorausgesetzt.
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F(x,y) Zusammenfalle, ist offensichtlich mit u(x,y) = s [F(x, y)\ &qui-
valent, da ja sonst, wenn u auBer F noch z. B. von x abhinge, so kdnnte
U bei F (x, y) — c nicht konstant bleiben. —Wegen (1) ist also
0—uUxx 4" Uy — [« (F) FAX-- [s (F) F\Yy —s' (F) (Fxx-f- Fyy)
+s" (F)(f; + FI),

FXCFyy st (R)

(2) =
Fl+Fl* o 0O
-dF
rp{t) im S(ty = 1 dt = le TR gy,
s'(1) {
@)
F(x.y) dt Elr > iSXX :;yy dF
: - ~+
U y) = sTF(G )] = je* gr="g% TR

und dieses u ist auch furwahr eine Potentialfunktion, da wegen (2)

r F 1 r F
LIV d e o
U XX Uyy - e k FX-X + _ek Fy
E
—J <p(t) dt
= ek [Fxx + Fyy —ff(F) (Fx + Fy)] = 0

ist, also erwies sich die notwendige Bedingung (2) auch als hinreichend.
Die notwendige und hinreichende Bedingung (2) bedeutet, dalk

Fx+ Fy
so kann dies auch in die Form einer partiellen Differentialgleichung dritter

Ordnung umgestaltet werden:
d Pxx-j- By d Fx -4 Fy
dx Fl + FI dy .FI + FI. =0
Fx Fy

(3) ergibt die gesuchte Darstellung von U. — Lésung und Beweis erfolgt in
gleicher Weise bei Potentialfunktionen von drei oder mehr Verdnderlichen.
(Siehe 3/c.).

2/6. Beispiel aus der Nomographie. Eine wichtige einfache Klasse von
Nomcgrammen ist jene, wo alle drei Tréger gerade Linien sind.3 Damit eine

3 Siehe z. B. M. d’Ocagne: Traité de Nomographie, Paris (1921), Ch. IV, 8§ 57,
67, 71, 74; vgl. auch J. Aczér.l
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Funktion F (x,y) durch ein Nomogramm dieser Art darstellbar sei, ist es
notwendig und hinreichend, daB es drei Funktionen f(x), g(y), s(t) gebe
derart, dal

@) s [F(x, <] = f(x) + g(y)
gelte.3

Es stellt sich die Frage nach einer notwendigen und hinreichenden
Differentialgleichungsbedingung fur F(x, y), die das Bestehen von (4) sichert,
falls F(x, y) geniigend oft derivierbar ist.4 5

Nach dem Vorbild der vorhergehenden Nummer kdnnen wir derart
folgern: Die Funktion U(x,y) = f(x) + g(y) ist bekanntlich durch die
Gleichung Uyy = 0 vollstandig charakterisiert. Da aber U(x, y) — s [F(x, y)}
ist, haben wir

0= Uyxy) = BEDy=[s(F) FAy= 8 (F) Fxy+ «" (F) FxFy,

PR

(5) .
FXF s' (F)

-dF
— s foitxf
(6) (] S () dt dt

Das Gelten der Gleichung (5) ist also notwendig und, wie man leicht
einsient (vgl. 3/a), auch hinreichend zum Bestehen von (4). — (5) bedeutet

wieder, daf} F_ Funktion von F(x, y) allein ist, und das ist abermals

FxFy
&quivalent mit der partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung

d Fy d Fxy
dx FxFy @g[FxFy
Fx Fy

0) Fx (Fxy Fyy —Fxyy Fy) = Fy [Fxx FX¥ — Fx Fxxy).

4 Fir die resultierende partielle Differentialgleichung dritter Ordnung (7) siehe
P.saint-Robert: De la résolution de certaines équations a trois variables par le moyen
d’une regle glissante, Memorie d. R. Accad. di Scienze di Torino, (2) 25 (1871), pp. 63—72;
fur die Bedingung (5) und fir die Bestimmung (6) von a (t) sowie auch von / (x) und g (y)
siehe J. A cze1: Zur Charakterisierung nomographisch einfach darstellbarer Funktionen
durch Differential- und Funktionalgleichungen, Acta Scientiarum Math. Szeged, 12A
(1950), pp. 73—80.

5 Vgl. auch L. Fantappie: Sulla struttura delle funzioni di pit variabili, Rendiconti
di Mat. Roma, (5) 2 (1941), pp. 61—70 und S. Martis-Biddau: Sulla caratterizzazione
di alcune classi di funzioni, Collectanea Math. Barcelona, 1 (1948), pp. 67—81, die wahr-
scheinlich den Zusammenhang der Frage mit der Nomographie und das Resultat (7) von
P. saint-Robert4 (das sie wiederentdecken) nicht kennen. Da anderseits die Formeln
(5), (6) nicht abgeleitet werden, kann dort nur eine indirekte Bestimmung von s (t)
angegeben werden.
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3/a. Homogene Gleichungen zweiter Ordnung. Der in den vorhergehenden
Beispielen benitzte Gedankengang 1&Rt sich in folgender Weise verallge-
meinern:

Man sucht Bedingungen, die notwendig und hinreichend fiir das Zusam-
menfallen des Niveaukurvensystems der wenigstens zweimal derivierbaren
Punktion F (x,y) mit dem der Lésungsfunktion von der homogenen partiellen
Differentialgleichung

B ax,y)Ux+ aZx,y) Uy+ axl(x,y) Ux+ alxx,y) Uiy + aZ{x,y) Uy = 0
sind.
Da unsere Forderung auch hier mit U(x, y) = s [F(x, ?)] gleichbedeutend
ist, ergibt (8)
s'(F) [alFx+ a2Fy+ ou Fxx+ alRFxy + aZ R\ +
+ s (F) [an Fx--alRFxFy-(-a2Fy] = 0,

9 ® Fx-- a2Fy 4- M1BX al2Fxy + aZFy
©) ®n Fx - U FxFy - s2Fy

also soll die linke Seite wieder eine Funktion von F allein sein.

Diese Bedingung (9), die fiir dreimal derivierbares F in der schon erkann-
ten Weise ebenfalls in eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung
umgestaltet weiden kann, ist aber nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend. Dazu brauchen wir nur zu beweisen, dal jeder Funktion F, die der
Bedingung (9) Genlige leistet, eine Funktion U(x, y) = s [F(x, ¥)] zugeordnet
werden kann, die (mit F gemeinsames Niveaukurvensystem hat und) der
Gleichung (8) gentigt. Da aus (9)

ist, mufd

afP Xt a2Py___a\lEXX ¥ [12Fxy + 622 Fyy(},

F(~§y) —5d(n Ulex + Ul2ex £y + o 25y
e k
c

(10) U(x,y) = dt

c

die gesuchte Funktion sein. Und wegen (9) haben wir auch tatsachlich

Ux-p 0 Uy-j- OFn &x«¢ 2 Uxy ~22 Uyy

F
— $<f(0 dt
=ek [lyFx QFy-\-UjFX ni2z Py - (12 ywy
f'(F) (au FI + aRFxFy+ a2Ff)] = 0, W. . b. w.

Also haben wir den
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Satz 1 Die Bedingung (9) oder die mit ihr &quivalente Differential-
gleichungsbedingung dritter Ordnung ist notwendig uni hinreichend zum Uber-
einstimmen des Niveaukurvensystems von F(x, y) mit dem von U(x, y), der
Losungsfunktion der Gleichung (8); die Berechnung von U (X, y) aus F(x, y)
wird durch die Formel (10) angegeben.

Ist insbesondere at(x,y) = ax,y) = 0, so erhdlt auch (9) die sym-
metrische Gestalt

an Fxx-f-«i2Fxy 4-a2Fy _ ,p\
aii  ~bul2FxFy f a2Fy
3fb. Gleichungen erster Ordnung. Ist U eins Ldsung dsr Gleichung

(m a(x,y) -fayfx,y) Ux+ axy) Uy = 0,
bzw. der Gleichung
(12) ax,y) U+ a™x,y) Ux+ ax, y) Uy = Q,

so erhdlt man in einer zur bisher beschriebenen ganz analogen Weise den

Satz 2. Fiir das Ubereinstimmen des Niveaukurvensystems von F(x, y)
mit dem von U(x,y), der Lésungsfunktion der Gleichung (11) bzw. (12), ist
die Bedingung

DY)
ar(x,y) Fx+ aZx y) Fy &F)

oder die quivalente Differentialg'eichungsbedingung zweiter Ordnung notwendig
und hinreichend; und die Formel

Hxy) fix.y)
13 V(x,y) = —(<piydt= - | —m a- dF
13 %) J( <0 J axFx+ a2Fy
F(x.y)
P(X,Y) - —_—
I<f(> J tib+

(14) U, y) —e
liefert die Berechnung von U(x, y) aus F(X, y).

Ubrigens sind (11) und (12) [sowie (13) und (14)] &quivalent, wie die
Substitution log U(x, y) — V(x, y) in (12) sofort zeigt.

3fc. Differentialgleichungsrysteme und Differentialgleichungen mit mehr als
zwei Veranderlichen. Gleichungssysteme und Gleichungen mit drei oder mehr
Veranderlichen, deren Gestalt der der Gleichungen (8), (11), (12) ahnlich ist,
lassen sich in der gleichen Weise untersuchen.

Zum Beispiel ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dafi

eine Flachenfamilie F(x,y,z) = C das System daquipotentieller Flachen
(das Niveauflachensystem) einer Potentialfunktion U (x,y, z), also einer

9 Acta Mathematica
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Losung der Laplace’schen Gleichung

sei: :
F(x,y,z /
F>e-ﬂ_ F - cFF) und es istl U(x,y,2) F e k( ! )Tjtsqo«
- Xoemmmmoe- = VY, L) F .
FI+ FI + I‘Pf g J

C

Betrachtet man andererseits die Funktionen F(x,y, z), zu denenes vier
Funktionen f(x), g(y), h(z), s(t) gibt, derart daR

(15) s [F(x,y, 2] = f(x) + g(y) + h(@)
bestehe, —auch diese Funktionen sind in der Nomographie von Bedeutung —

so erhalt man, da die Funktion U(x,y,z) = s [F(x, ¥, 2)] durch das Diffe-

rentialgleichungssystem Thy= Uyz= Uzx—0 volistdndig charakterisiert
wird, als notwendige und hinreichende Bedingung flr das Bestehen von (15):

Fxy  Fyz _ Fx s (F)_ /p\
FxFy~ FyFz~ FZFX s'(F)
und es ist 5

F(x, Y, 1) i
r ). PU i

st) = Je-d  ddt, Uy, )= ekt

4. Probleme. Es stellt sich die Frage, welcher Differentialgleichungs
bedingung eine Funktion F geniigen muf3, damit sie mit einer Funktion U
gemeinsames Niveaukurven- bzw. Niveaufldchensystem besitze, die Ldsungs-
funktion einer partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung oder anderer
Gestalt ist, als die Gleichungen (8), (11), (12).

Ich glaube, dal die Ldsung dieses allgemeinen Problems kaum unin-
teressant oder unbedeutend sein konnte.

Wie man gleich sieht, versagt unsere Methode bei dieser Aufgabe des-
halb, weil hier die Einsetzung von U = s(F) in die Differentialgleiehnung
von U eine Gleichung gibt, deren linke Seite in mehr als zwei Gliederkomplexe
zerfallt, die also nicht auf die Gestalt gebracht werden kann, wo ein Ausdruck
der Derivierten von F sowie der Koeffizienten eine Funktion von F allein ist.

Durch Differentialgleichungsi/shme ist allerdings F mit unserer Methode
charakterisierbar, auch wenn die Differentialgleichung, deren Ldsung U ist,
zu einer weit breiteren Klasse von Differentialgleichungen gehért, in der unter
anderen alle linearen Differentialgleichungen, deren Koeffizienten von U
unabhdngig sind, enthalten sind.

Z. B. bekommt man aus U(x, y) = s [F(x, y)I,

(16) ax(x,y) Ux+ a2x,y) Uy+ nn(x,y) Ux+ a/P{x,y) Vxy + aZXx,y) Uw =
= a{x.y)
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die Gleichung
s"(F) (au Fxfal2FxFy + «22 Fy) +
+ S'(F) (arFx (- »2 Fy + arl Fxx - N2 Fxy +a2Fyy) —a
oder mit den Bezeichnungen

_ a
®ii Fx |- cii2FxFy f-a2 Fy

_ PPiFx - a2Fy - @i Fxx -} A2Fxy + uZ2Fyy
an Fx + al2FxFy - «22 Fy

(18) $"(F) + s'(F)v = u.

Derivieren wir dies nach x bzw. y
s"'(F) Fx+ s"(F) vFx+ s'(F) w= ux Fy
s“(F) Fy+ e"(F)vFy + s'(F)w=uy (- Fx)

SI(F) - Ux Uy ; Vxoovy
IFx Fy | Fx Fy
d. h. mit der Bezeichnung

(19) W — Ux Uy / vx Vy
Fx Fy /] B H

ist VW Dies und (18) ergeben das Gleichungssystem
Fx Fy
20y W U- Vvw.
FX Fy

Alle unsere Betrachtungen sind umkehrbar und so ist das Differentialgleichungs-
system (20), wo u, v, w die Bedeutung (17), (19) haben, notwendig und hin-
reichend zum Bestehen von U = s(F), falls U der Differentialgleichung (16)
genuigt.

Ahnlich, bzw. durch wiederholtes Anwenden desselben Verfahrens
lassen sich alle Differentialgleichungen der Gestalt

Epc, y, U, Lix, Uy,Uxx, UX, Uyy, .. ) — o0

behandeln, wo @® ein Polynom von U und seinen Derivierten ist, deren
Koeffizienten von x undy abhdngen. — Allerdings geht dabei auch die
Einfachheit des Ergebnisses verloren.

(Eingegangen am 4. Mai 1950.)

g*
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JIMHAW N MOBEPXHOCTU YPOBHA PELLUEHUA AUNSDEPEHLATBHBLIX
YPABHEHUIN B YACTHbIX MPOU3BOAHLIX

A. ALE.1 (Muwkonbly)
(Pestome)

Pa6oTta nogHumaeT npobnemy O TOM, KakoMmy AuddepeHLManbHOMY YpaBHEHUIO (UM XKe cuc-
Teme AuddepeHUManbHbIX YpaBHEHWIA) [O/MKHA YAOBMETBOPATL Ta (yHKUMSA, Y KOTOPOW cucTeMa
NVHUIA MOBEPXHOCTe/ YPOBHSA COBMAafaeT C CMUCTEMON JIMHWIA YPOBHA PELUEeHWI JaHHHOrO AnddepeH-
LUManbHOr0 ypaBHeHWsl. HaxoxjeHnem WCKOMOro AvdidepeHLmanbHOro ypaBHeHMs, npobneMa paspe-
LIaeTca B Credylolmx cnydasx: a) B cnydae, ecnv nepBoHavanibHOe AvddepeHUManbHOe ypaBHeHWe
1-ro nopsigka W ero neeas CTOPOHa OTHOCWUTENIbHO (YHKUMM WM MepBOi MPOW3BOAHON OAHOPOAHO
NWHeiHa; 6) ecnnm OHO 1-ro nopsigka W ero neBast CTOPOHAa OTHOCWTENIbHO MPOM3BOAHBIX (YHKLMI
OAAHOPOAHO /IMHENHO, a cama (PYHKUMA ABHO He (UrypupyeT, U B) €CAM OHO 2-ro MOpsifka W ero
[leBasi CTOPOHA OTHOCWTENIbHO MEPBO W BTOPOA MPOM3BOAHLIX (YHKLMW OJHOPOAHO JMHEeWHa, a
cama (yHKUMA $BHO He dmrypupyeT. Mpobnema paspswlaetcss Takke B 6onee obmx cny4vasx
Bonpoc cBA3aH C W3BECTHbIMW 3afavaMu TeOpuUM MOTeHUMana M Homorpaduii.



ON FACTORISATION OF GRAPHS

«
T. GALL Al (Budapest)

(Presented by P. T tjkan)

8 I

By a graph we mean in this paper a set of vertices (or points) and edges,
where each edge joins two different vertices called the endpoints or extremities
of the edgel A graph is finite if the set of its points and edges is finite. By a
subgraph is meant a graph which is a subset of the original graph. An edge will
be called adjoint to a subgraph if one of its endpoints belongs to the sub-
graph and the other does not; the former endpoint is said to be the internal
vertex, the latter one the external vertex of the adjoint edge. The number
of edges adjoint to a subgraph will be called the adjoint number of the sub-
graph. The number of edges adjoint to a single point is termed the degree
of the point. If every point has a finite degree, the graph is said to be of finite
degree or locally finite. If the degree of all points of the graph is the same,
then we say the graph is regular and its degree is the common degree of its
points. A regular subgraph containing each point of the original graph is
said to be a factor of the graph. In particular, if the graph has a factor of
degree 1, then each point of the graph belongs to one and only one edge of
the factor; the edges of a factor of degree 2are ,,circles” having no vertex in
common and containing together every vertex of the original graph2

A regular graph having a factor has another factor too, called the com-
plementary factor, consisting of the edges not belonging to the factor-graph
and of all vertices. The original graph is called the product of these two factors.
The sum of the degrees of these two factors is clearly the degree of the whole
graph. A regular graph having no factors is said to be primitive.

The first results of considerable importance concerning the factori-
sation of graphs are due to Petersen. He has proved the following theorems
on finite regular graphs3:

1 These concepts will be used here only in the combinatorial sense.

a D. kK enig, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Akad. Verl., Leipzig
(1936), pp. 155-159.

*J. Petersen, Die Theorie der regularen Graphs, Acta Math.,, 15 (1891),
pp. 193-229.
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Every regular graph of even degree has a factor of degree 2. Consequently.
a regular graph of even degree can be resolved into the product of factors of degree 2.

There exist primitive graphs of any given odd degree.

If the adjoint number of each proper subgraph of a graph of degree 3 exceeds
1 (i. e. the graph has no ,,bridge*), then the graph has necessarily a factor of
degree 2 (and hence one of degree 1).

The conjecture of Petersen concerning factors of degree 2 of graphs
of odd degrees greater than 3, as well as an extension thereof to factors of
higher degree than 2 were proved by Baebler4. His theorem is as follows:

A finite graph of degree 2m -j- 1 has a factor of degree 2y, if it has no
proper subgraph whose adjoint number is less than 2g.

Since in this case, the complementary factor of a factor of even degree
is of odd degree, we have also found a condition for the existence of factors
of odd degrees. In particular, in case g= m Baevier’s theorem yields a
condition for the existence of a factor of degree 1

Recently Tutteb has given a necessary and sufficient condition for
the existence of a factor of degree 1of a (not necessarily regular) finite graph.
A new proof of this theorem may be found in § 5 of this paper.

Konigb has shown that a special type of graphs, the so-called regular
graphs of even circuits, can be resolved into the product of factors of degree 1
Starting from a theorem due to Hall7, R. Rado has given a necessary and
sufficient condition for the existence of factors of degree 1in even (not neces-
sarily regular) graphs8 (see 8§ 5 of this paper).

The cited theorem of Konig has been generalized to infinite even graphs
by Konig and Valko9, Petersen’stheorem on even regular graphs by Kenig10,

the Hall—Rado theorem by R. Rado8and the Tittte theorem by Tutte
himself1l

Petersen, Konig and Baebler obtained their results by using the

method of alternating paths. Tutte used the elegant method of skew-symmet-
ric determinants.

4F.Baenier, Uberdie Zerlegung reguldrer Streckenkomplexe ungerader Ordnung,
Comment. Math. Helvetici, 10(1938), pp. 275—287.

5W. T. 1utte, The factorization of linear graphs, Journ. London Math. Soc,,
22 (1947), pp. 107-111.

6 Loc. cit.2 pp. 170—175. A graph is said to be of even circuit, or, simply even, if it
has no circle with an odd number of edges.

7P. v a1, On representations of subsets, Journ. London Math. Soc., 10 (1934),
pp. 26—30.

8 R. Rado, Factorization of even graphs, Quart. Journ. Math. (Oxford series),
20 (1949). pp. 95-104.

8 D. Konig und S. Valké, Uber mehrdeutige Abbildungen von Mengen, Math.
Annalen, 95 (1926), pp. 135—138.

10 D. Kénig, loc. cit.2 pp. 203—205.

1 W.T.7uere, The factorisation of locally finite graphs, Canadian Journ. Math.,
2 (1950), rp. 44-49.
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In the present paper we will show, by further developping the methods
of PETERSEN and BAEBLER, how the cited theorems may be derived from a
common source. Even for the existence of factors we shall give a condition
which is independent of whether the degree of the graph or of the factor is
even or odd. Accordingly we shall get in case of graphs of even degree a
condition for the existence of factors of odd degrees higher than 1. This
problem was not discussed by the aforesaid papers. Our results on adjoint
numbers are sharper than the previous ones.

At first all propositions will be proved for the case of finite graphs
(in §§ 4—7 only finite graphs are considered), and then in § 8 we extend the
theorems simultaneously to infinite graphs of finite degree.

With the present method I have even found a necessary and sufficient
condition for the existence of a factor of degree 2; this will be discussed on
another occasion.

§ 2.

Our aims necessitate some subdivision of the edges of the graph into
classes. Let us therefore consider a graph @, whose edges are arbitrarily
divided into two classes. The edges belonging to the first class will be called
«-coloured edges, briefly «-edges, while those belonging to the other class

\fill_ be called #-edges. The letters u, v, w, x, y, z, as well as wu, v, w, T,
y. z, will serve to denote one of the colours «, 8 such that

B

l

xr = ¢« implies
x

and = g implies
By a path we understand a sequence

Ay Aoy Ay o By p Ay

of the vertices A4, A, ..., A, and the different edges e, e,, . ... e, where
the vertices A;,_, and A; are the extremities of the edge ¢; (i = 1,2, .. ., n).
If in the sequence ey, ey, ..., €, the « and g-edges follow in an alternating

order, we say the path is an alternating path. Since no other path will oceur
in this paper, we shall say simply path instead of alternating path.

This definition lacks of meaning if n» = 1. However, we shall regard
also the sequence A, e, 4,, containing one edge only, as an alternating path,
provided the 4, and A4, are extremities of the edge e;; moreover we regard
any single vertex of the graph in itself as an (alternating) path without edge.

If ¢, is a u-edge and e, is a v-edge, then, if there is no risk of ambi-
guity, we shall briefly denote this path in the following manner:

Agey Ay o - Apytn A= (A — ")

and we shall say that A, is accessible from Ay by a path beginning with a u-edge
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and ending in a «-edge, briefly by a nv-path. For a path consisting of a single
«-edge ex we write
ei — "oei M = ("0 — "I)-

For convenience, we shall regard any vertex as a point that is acces-
sible from itself by a ««-path (« —a, B). In other words, we postulate for
each point A the existence of the paths without edge (Au— A) and (A" —
~ aA).

If all vertices and edges of the path (A?, —vAn) belong to a subgraph
(i of G, we say that the path is lying in G' and Anis accessible from AQOwithm
G by a ««-path.

If the two paths (Au—X8) and (Bx—\C) have no edge in common,
then they can be united into one path:

(Au- XB) + (Bx—\C) = (Au- \O).

Ccnvenely, every path (Au—\C) may be decomposed in this manner by
means of any of its points B. (In case B — A we put x —u, and if B = C,
then x = v,

We shall prove the following lemma.

Lemma. If some vertex P of the path (Bx— yC) is accessible from the
vertex A by a path (Au—\P), then from A either B is accessible by a ux-path,
or C by a uy-path. The new path consists of certain edges of the two old paths.

Let T denote the first point lying on the path (Au—\P) which is also
a point cf the path (Bx—yC). Then we decompose these paths:

(Bx - yC) = (Bx—2T) + (T7 - yC)

(Au—\P) = (Au—W) + (T* —\P).

The path (Au— W) has no edge in common with the path (IP —yC). There-
fore, if z = w, then

(Au- W) + (T*- XB) = (Au- »B).

and

or, if z—w, then

{Au—Ww) + (T* —yC) = (Au—yC)

constitutes a path satisfying the postulates of the lemma.

83

Let A denote an arbitrary but fixed point of the graph G. Let us consider
the vertices of G from the point of view of accessibility from this fixed point A
by paths beginning with a /Ledge.12 From now on, if no mention is made

iV A classification of certain points of a graph from a similar point of view may be

found in J.Petersen, Ice. Cit. 3. pp. 211—212 ard inD. K snig, lOC. Cit. 2, pp. 232—233.
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ofthe starting point of a path and the colour of its starting edge, we shall always
understand a jjath issuing from A and beginning with a /?-edge. In case a
path (A~ —P) exists, we shall call P briefly an accessible point. If no such
path leading ujj to P can be found, then P is said to be an inaccessible point.

The accessible points can be divided into three classes. Points accessible
by a path ending in an «-edge, but not by a path ending in a /¥edge, are
called a-points. Similarly are defined the B-points. Points accessible by paths
of both kinds are called y-points.

As we have required the existence of the path (A* —nA) without edge
we conclude that

(3.1) A is either an a-point or a y-point.

Let us consider an arbitrary edge: PeQ = (Pu—LWQ). If P is accessible
i. e, a path (A* —P) exists, then our Lemma in 8§ 2 implies that either &
path (AR — W) or a path (A —WD) must also exist. Hence it follows that
both points, P and Q, are not simultaneously «-points, that is, both extre-
mities of a m-edge are not «.-points. In detail this means:
(3.2 tve a-points are not connected by a R-edge;

(3.3) two [-points are not connected by an a-edge. It

If, in addition, Q is inaccessible, then of the two former paths only
(A@ —\P) exists, therefore P is either a «-point or a y-point. The latter case
is impossible, since this would imply the existence of a path (AR —WP),
further, considering that Q is inaccessible, this path could not contain PeQ;
consequently, the paths (A& —"P) and (P" —Q) could be united into one
path, which contradicts the inaccessibility of Q

(3.4 an inaccessible point is not connected with a y-point, it can be connected-
withan a-point only by an a-edge or, witha R-point only by a B-edge.

Let us now consider the subgraph I' consisting of the y-vertices of the
graph and of all edges joining these vertices. This graph is either coherent
or falls into coherent parts or, briefly, blocks:u PO, 1\, P2 ... (i. e, subgraphs
which have no vertex in common):

r =ToUTiUr2u...

(3.5 The external point of an edge adjoint to a /', must be either an a-point
or a R-point,

since it can be neither a y-point because of the definition of Pi, nor an inacces-
sible point because of (3,4).2

13 In general, a graph is called coherent, if any two points of it are connected by
a ,,path“ of the graph (here the ,,path* is not necessarily alternating).

14 IN Petersen, loc. cit. s, p. 214, . Systeme zweipfeiliger Linien™, in B aebier,
loc. cit.,4 p. 280, *komplexes correspond to these blocks.
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If we proceed along a path issuing from 4 to one of the vertices of the
block I';, we have to enter the block through an edge adjoint to this block
(not to mention the case when the whole path together with 4 lies in block
1';). If the external point of such an adjoint edge is an «-point, then the edge
can be nothing el e but a 8-edge; if on the other hand the external point is
a (-point, the edge must be an e-edge. In what follows we shall call every

“edge adjoint to the block f;, whose external point is a wu-point and which
is a u-edge, an entering edge of the block.

The following theorem is intended to serve as the main tool in later
<considerations and theorems.

THEOREM 1. There is at most one entering edge adjoint to a block I';.
If I'; does mot contain A, there is one entering edge, in case I'; does contain A,
there 1s none.

Let us consider a path (4% — *R) leading to some point R of /’; and
let the first point of this path which belongs to /'; be denoted by 4;. Then
(AP — xRy = (48 — v4;) + (A} — *R), where the path (4% —vA4;) has no
edge belonging to /I';. We shall examine the accessibility of the points of I,
from A; by paths beginning with a »-edge and lying in /';. (In what follows,
when speaking of accessibility within I'; we shall confine ourselves to the
accessibility from A4; by a path beginning with a v-edge and lying in [';.)

Let us first prove two auxiliary theorems.

AUXILIARY THEOREM 1. If some point R of ['; is accessible within I’
by a path ending in a y-edge, then it is also accessible within I'; by a path ending
n a y-edge.

Assuming the existence of a path (4] —”R) in I; we shall prove the
existence of a path (47 —’R) lying in I';.

As R is a y-point, there exists a path (4% —YR). Tf all edges of this
path belong to [;, then all its. points together with A belong to /' then
{AP” — YR) is a desired _path, since 4; = A and v = 3.

If the path (47 — YR) has an edge not belonging to 77;, then let ¢ = MeN =
= (M? — 2N) denote the last of such edges. ¢ is evidently an edge adjoint
to I';, M is its external point and N is its internal point. We have

(4P —YR) = (Af —*M) + (M7 — *N) 4 (N* — 7R),

where the path (N2 — ¥R) lies in the block I';. Owing to our Lemma, from
the existence of the paths (N7 —YR) and (4; —’R) lying in I; we may
conclude that there must exist either a path (4! — YR) lying in [} (in this
case the auxiliary theorem has already been proved) or a path (4f — =N)
lying in /7;. In the latter case the edge ¢ must belong to the path (48 —v4,),
for otherwise the paths (4% — v4;), (47 —2N) and (N2 — M) having no
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edge in common could be united into one path. This is impossible, because
in view of the path (4% — ZM) the point M would be accessible from A by
a path ending in a z-edge as well as by one ending in a z-edge; in other words,
M would be a y-point contrary to (3,5). This shows that in the second alter-
native the edge e belongs in fact to the path (4% — vA4;). But this can happen
only if N = A; and z = v. Then

(N? — YRy = (4! —R)
is a desired path.
AvUuxiLiARY THEOREM Il. Hvery point of I'; is accessible within 1
both by paths ending in «-edges and by those ending in 3-edges.

Owing to auxiliary theorem I all we have to prove is that every point of
1'; is accessible within /; by some path.

Let us consider all points of 7'; which are accessible within 7'; and let
us denote the subgraph consisting of these points and of the edges joining
these points by [';. Since the path (47 —"4;) (without edge) exists, A4, is
accessible within 7;: therefore [’; is not void. Assuming that there is a point
inaccessible within 77, i.e. I} - [';, from the coherence of [7; it follows that
there is a point K, inaccessible within /’;, connected with a point L accessible
within 77;. The joining edge f— KfL — (K* — *L) does not belong to I';. In
accordance with auxiliary theorem 1 L is accessible within /7; by paths of any
ending edge, therefore a path (4; — *L) in I'; must exist. All its vertices
and edges are also in ['; and thus the edge f can be united with it in the
following manner:

(Mp = 2B) A (0F — 2Ry (7 K}

This is, however, contradictory to the inaccessibility of K within /7. Conse-
quently, there is no point inaccessible within 17, q. e. d.

Using the auxiliary theorems we can prove theorem I as follows.

Let us assume that the edge g = (S* — *T') is one of the entering edges
of the block ;. If S is the external point of this edge, then § is a u-point.
The internal point 7' is accessible from A4;, according to auxiliary theorem
11, by a path (A4 —*T)in Iy The paths (A% —v4;), (47 —*T) and (T* —
— u8) can not be united into one path (4% — u8), for § would be in this case
accessible by a path ending in a u-edge, i. e., it would not be a u-point. The
only case when these three paths can not be united into a single path is clearly
that when g is an edge of the path (4% — »A4;). This is inconsistent if 4; = A4
therefore, if I'; contains 4, no entering edge exists. If 4;-~ 4, then the only
case when g lies in the path (4% — v4;) is when 7' = A4; and g is the last edge
of the path. Hence it follows that ¢ is the only entering edge of I3, q. e. d.
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The above discussions imply that
(3,6) each block I\ contains more than one point.

For auxiliary theorem Il ensures the existence of a path (Af —vAt)
in Fi. This is not without edge and therefore it contains more than one
point.

§ 4

Now we come to the problem of examining the condition for the exis-
tence of a factor of degree j g 1 of a finite graph15 We have to find a condi-
tion for the case when the edges of the graph G can be coloured by the colours.
a and B so that in each point the number of the incident a-coloured edges
sha

The edges in any graph can certainly be coloured so that the number of
the «-edges incident to each vertex of the graph is at most a (,,admissible
colouring®). We shall henceforth allow such a type of colouring only.

If the number of «-edges incident to one vertex is just a, we shall call
this point saturated, and if it is less than o, we call the point unsaturated. In the
latter case the number of the missing a-edges will be called the deficiency of
the vertex.

Let us now consider an admissible colouring for which the sum of the
deficiencies taken for all points is minimal. Such a colouring necessarily exists,
by the finiteness of the graph.

No ,,singular path* may exist in case of such a colouring, i. e., no path
(B” —PC) where B and C are unsaturated and the sum of its deficiencies
exceeds 1 (the latter requirement guarantees that if B = C, the deficiency
in this point is greater than 1). In fact, changing the colours of the edges in
such a path, we diminish the deficiencies with 1in B and C, and leave them
unaltered in the other points. The new colouring is again an admissible one
because of the properties of the singular path. Here the deficiency sum would
be 2 less than the minimal, which is absurd.

Furthermore let us assume that-

@4, H) the graph G has no factor of degree a

I. e, no colouring exists, where every point is saturated, or otherwise, the-
minimal sum of deficiencies is greater than 0. We show that assuming this
hypothesis we shall obtain results contradictory to some other assumptions,
and therefore, these assumptions will assure the existence of a factor of degree o.

We shall transfer the notations and statements of the previous sections
to the colouring of a graph G with a minimal sum of deficiencies, so that
A shall always stand for an unsaturated point of the graph.

15 Since in 8 4—7 we confine ourselves exclusively to finite graphs, the term
»finite* will in general be suppressed.
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What has been said about the singular path implies

(4.1) every [3-point and every y-point is saturated with the only exception
of the point A if A is a y-point and in this case the deficiency in A
is exactly 1.

Since the factorisation problem is essentially simpler in case a= 1,
und therefore we can establish more general theorems, first we shall deal
with this case separately.

§ 5.

We consider now the case €= 1 Since apart from A, to an «-point at
least one a-edge must be incident, the «-points are now saturated. To every
«-point and by (4,1) even to every - and /-point (except A) exactly one
«-edge is incident. We can also conclude that

(5.2) an a-edge issuing from an a-point ends neither in an a-point nor in
an inaccessible point.

Indeed, an edge (Pu —aQ) is the only «-edge incident to both P and Q.
If P is an «-point, i. e, there exists a path (A ‘—UWP), then the last edge in
this path is necessarily (Qu —WP). Leaving this edge aside, the path (A$ — ‘Q)
remains. But this means that Q is neither an «-point nor an inaccessible point,
ms stated.

(5.2) The entering edge adjoint to a Pi is an a-edge.
The internal point Asof an entering ~t-edge would be — in accordance
with auxiliary theorem Il — accessible from Aj within P, by an ««-path.

(In the present case v = [, v = a.) Then two a-edges would be incident to A,,
what is impossible because of a— 1 Similarly, auxiliary theorem Il implies
that every point of  is accessible within by a path ending in an a-edge,
therefore each point of Pi with the sole exception of I, is an endpoint of some
«-edge belonging to Hence it follows on the one hand that

(5.3 besides the entering a-edge, only R-edges are adjoint to Pi,
and on the other hand that
(5.4) every Pi consists of an odd number of points,

viz. it consists of the point A; and of an even number of extremities of «-edges
having no vertex in common.

Consequently, the graph will have the following structure:

A [-edge issuing from an «-point ends neither in an «-point (3,2), nor
an inaccessible point (3,4), nor a /-point (5,2); hence its endpoint is a /point.

An «-edge issuing from an a-point terminates neither in an «-point,
nor an inaccessible point (5,1), nor a /-point (5,3); thus its endpoint is a
R -point.
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The external point of a 3-edge adjoint to a block /'; is neither an «-point
(5,2), nor an inaccessible point (3,4), nor, by definition of 7, a point belong-
ing to another block, consequently it is a $-point.

The single «-edge adjoint casually to a block 7'; must start, by (5,2)
and by definition of I7;, from a #-point.

By (4,1), to each #-point an «-edge is incident which ends neither in a.
f-point (3,3), nor in an inaccessible point (3,4), i. e., it ends either in an «-point
or is the entering edge of some block /.

These discussions show that, leaving A out of consideration, each
a-point is the endpoint of one and only one «-edge issuing from a S-point,
and each block (with the exception of the block containing A, if this exists)
has one and only one «-edge of the same type as its sole entering edge. Hence
it follows that there is a one-to-one correspondence between the set of all
«-points and blocks 7'; (except 4 resp. the block containing 4) and the set
of B-points. If we omit now the #-points and every edge issuing from them,
then the «-points become isolated points and the blocks I'; lose their adjoint
edges. The «-points and the blocks I'; are coherent parts of the remaining
graph and each of them contains an odd number of points. But the above
correspondence shows that these parts are, just because of the existence of 4,
in number one more that the #-points omitted.

Thereby we have given a new proof for the sufficiency of Turre’s
theorem:®

If a graph has no factor of degree 1, then there is a subset (void or not)
of the points of the graph such that by omitting it together with the edges incident
to these points, we arrive at a graph whose coherent parts containing an odd
number of points are in number more than the number of points omitted.

The converse of this theorem also holds; the following proof is due to
Turre.® If a graph has a subgraph with stated properties, and a factor of
degree 1 existed, then to each part arising by the omission we should have
to find an adjoint edge of the original graph, which is also an edge of the factor
of degree 1. This follows from the fact the number of the points is odd and
therefore the edges of the factor incident to the points of a part can not all be
edges of the same part. Clearly, the external endpoint of this adjoint edge
must be one of the points omitted. But this is impossible, since the number
of the points omitted is less than the number of the parts and two edges of a
factor of degree 1 have no point in common.

We also give another formulation of TurTE’s theorem; for this purpose
we introduce some new terminologies which we shall use later.

Two subgraphs containing no common points, of a graph are connected
if there is an edge whose endpoints are in the first and in the second sub-
graph, respectively. A point is connected with a system of subgraphs, if it is
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connected with at least one of them. We shall speak of independent subgraphs,
or of a set of independent subgraphs, if no two of them have a point in com-
mon and no two are connected.

Now TurTE’s theorem may be reformulated as follows.

A necessary and sufficient condition that a finite graph shall have a factor
of degree 1, is that the number of points connected with any system of independent

subgraphs containing an odd number of points shall not be less than the number
of the subgraphs in the system.

Let us now assume that the graph in question is even.

It is a well-known elementary fact'® that the points of such a graph
may be divided into two groups in such a manner that no two points belonging
to the same group are connected by an edge. The edges of the graph are there-
fore edges connecting two points of different groups. Thus if we start from
A along a path with a g-initial edge, we arrive alternately at points of the
two groups. Therefore the points accessible by a path ending in an «-edge
belong to the same group as 4, and the #-points to the other group. Hence
we conclude that the «-points are independent and the graph fails to have
y-points. (Both assertions hold even if ¢ > 1.) This implies that the «-edges
issuing from #-points terminate in «-points. As we have seen, the «-points are
connected neither with each other, nor with inaccessible points; consequently,
these points (together with 4) form a system of independent points, which
is connected only with g-points whose number is one less than that of this
system. Therefore, if an even graph has no factor of degree 1, then it has a.
system of independent points, connected with points in number less than the
number of the points in the system.

On the other hand, it is trivial that the existence of a factor of degree
1 implies the possibility of finding to any choice of independent points, points
in number equal to the chosen points such that any of them is connected with
some of the chosen points. For, if we consider the edges of the factor of degree
1 which are incident to the chosen points, the other endpoints of these edges.
have the required property.

This completes a new proof of the HALL—RADO theorem:"8

A necessary and sufficient condition for the existence of a factor of degree
1 of a finite even graph is that with any system of independent points at least as
many points shall be connected as the number of the points in the system.

Thus we see that, against TuTTE’s theorem, in case of even graphs it is
sufficient to consider only systems of independent points instead of indepen-
dent systems of subgraphs containing an odd number of points.

16 Koxnia, loe. cit.?, pp. 151 and 170.
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§ 6.

Let us turn our attention to the case of factors of degree o > 1. Our
method applies in case o > 2 only for regular graphs!”. Therefore, in the follow-
ing chapter we assume that the finite graph @ is a regular graph of degree
» > 1. At the same time we may assume — without loss of generality — that
the graph is coherent. By the regularity, if there is a factor of degree o, then
its complementary factor exists and is of degree r = v — 0.

Since the number of points of odd degree of a graph is even, it follows
that if at least one of ¢ and 7 is odd, then factors of degree o resp. r can exist
only in case ¢ contains an even number of points. If v = ¢ 4 7 is also odd,
then this condition is automatically satisfied. However, we assume that

(6,0) if both o and v are odd, then the graph has an even number of points.

Now we are going to show that, if we proceed again by assuming the
failure of factors of degree ¢ (4,H), then by making use of the regularity and
coherence of the graph as well as of condition (6,C) we are led to a contradic-
tion arising against the hypothesis that the adjoint numbers of proper sub-
graphs exceed certain bounds. The fulfilment of these conditions will there-
fore ensure the existence of a factor of degree ¢ (and at the same time one of
degree ).

In order to establish the structure of the graph we shall introduce a few
more notations.

We shall denote the block /'; containing A (inasmuch as such a block
exists) by /4, and the number of «- and g-edges adjoint to 1’4 by %, and g
respectively (if 1’4 does not exist, we put 2, — i3 = 0).

We shall write /', for the blocks to which an «-coloured entering edge
belongs, and /', for those /',; to which no «-edge other than the entering
edge is adjoint. g, will denote the number of the blocks /', , and g, the num-
ber of the blocks 17, . The marks I's., I'y;, g3, g3 have similar meanings.

Let n, denote the number of «-points and ng that of g-points. Let
further ¢ mean 1 if 4 is an ¢-point and 0 if 4 is a ;f-point (cf. (3,1)).

We are going to show that

{6,1) each block 1',; or 1 ':"’;" if they ewist, contains an odd number of points.

Let us consider, for instance, the «-edges of a block I',;, leaving all
other «-edges aside. If ¢ is odd, then of the points of /', only the entering
point fi. e., the internal endpoint of the entering edge) is of even degree in
the «-edges, for all points being y-points are saturated (4,1). Then the fact
that the number of the points of odd degree is even implies (6,1). If o is even,

17 With the piresent method I have succeeded in getting factorisation theorems
for general graphs besides ¢ = 1 only for the case ¢ = 2. 1 shall discuss these results

on another occasion.
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then only the entering point might be of odd degree in the a-edges. This is,
however, impossible and therefore we have

(6.2) if ais even, then no block exists, i. . ga = Q.
The same inference shows that
6.3) if r is even, no block /V. exists, i. e. g8 — 0.

The existence of ' A, i. e., the fact that A is a /-point, implies the exis-
tence of an edge adjoint to it. For, in the contrary case, in view of (4,1)
we could show as before that both o and r are odd and TA has
an odd number of points. Because of the coherence of G we have then
G= A in contradiction to our assumption (6,C). Therefore we may state
that if I"a exists (t = 0), then A + hB> 0 and hence

(6.9 t, A2 and AB do not vanish simultaneously.

Let us denote by 2 the minimum of the adjoint numbers of those proper
subgraphs of the graph, which contain an odd number of points. The coherence
implies ja .

We shall count in two ways the a-edges incident to «-points18 and the
f3-edges incident to /3-points and then compare the results.

First method of counting. The number of the a-edges incident to a-points
is by no means greater than nao —s.

Second method of counting. The number a-edges issuing from a /3-point
is exactly a [cf. (4,1)]. The a-edges leading from /3-points to /-points are the
entering edges of the blocks I" a,, their number is ga (Theorem I). The other
«-edges issuing from /3-points end in a-points [(3,3) and (3,4)]. Hence the
number of «-edges connecting «-points with /3-points is A0 —ga.

The «-edges adjoint to A end in a-points, this follows from Theorem |
and (3,4). Their number is la.

In addition to the entering edge, at least one more «-edge is adjoint
to every Fa.which is not a ", These end in «-points [Theorem | and (3,4)];
their number is at least gu —da.

By the definitions of the blocks PR, and the number §, the number of
«-edges adjoint to a block PR is at least 2—1 and they end in «-points
ITheorem | and (3,4)]. Their number is at least gl @ — ).

Collating the two results, it is required that

(MO —ga)+ K+ (ga—gS) + L (E—1)=Snaa—=¢,
whence
(6.5) e+ da+ gR(I — 1) —gtts {na— nk) a.

18 An a-edge incident to jl-points on both ends is counted twice; the same is true
for the /3-edges.

10 Acta Mathematica
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Turning our attention to the R-edges, by the first method of counting the
number of /9-edges incident to /9-points is npr.

By the second method the number of /2-edges issuing from an a-point is
at least r. (If A is an «-point, then it is for this point at least r -~ 1) gp of
these are adjoint to some of ' the rest of them ends in /2-points [Theorem I,
(3,2) and (3,4)]. Hence the number of the latter ones is at least nar -f t — g$.

The same inference as above shows that the numbers of /2-edges in the
corresponding three cases are hp, at least gp —dp and at least da(t, —1)
respectively.

By comparing the results we get

Kr+€- 0B +hp+ gu(i- )+ (go- gd) ~r,
whence

(6.6) e+ A+ d,1—1)—g'pS(p—n,)r.

By eliminating nu and np from (6,5) and (6,6) we get

67 t@-¢-r)-fr T-alp+ galaEe — 1) —1] + gr&E&— 1) — <1*E 0 .
According to (6,4), since €> 0, r > 0, we obtain

(6.8) dafoE—1) —r] + dplr (I — 1) — 0] <0.
We find a contradiction to our hypothesis (4,H) if we stipulate the inequalities
(6.9) oS—1)—r O and r@—1y)—a O
i. e, Ssr— and ,S ~ .
g T

We have thereby proved the following theorem:

Theorem Il. A coherent regular finite graph of degree v = u+ r can be
decomposed into the product of factors of degree a and of degree r, if the adjoint
numbers of its proper subgraphs containing an odd number of points exceed or

equal the greater of the numbers a—and = provided that whenever both aand T are
odd, the graph has an even number of points.
(6,9) is equivalent to

610 -==<Zr==r--,
(6.10) | ;

Theorem 11 can be reformulated as follows:

Corollary 1 The graph has a factor of degree o for every number a
satisfying the following condition:

Vv Vv
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provided that, in case a is odd and v is even, the graph has an even number of
points.

87

By considering the evenness resp. oddness of the numbers a, r and v,
we can further sharpen the above results.

a) (6,2) and (6,3) show that if both a and Tare even, then
da=

This is contradictory to (6,8) and to assumption (4,H). This implieSPetersen’s
theorem3 on graphs of even degree:

Every finite graph of even degree may be splitted into the product of
two factors of arbitrary even degrees. (Of course, the sum of the degrees of the
factors must be equal to the degree of the graph.)

b) If ais even and Tis odd, then we can ascertain the vanishing of git
only. Then the inequality

) rS —1) —usoO
resp. the hypothesis
v—a $
contradicts (6,8) and so even (4,H). Hence we have
Theorem IllI. A finite graph of an odd degree v has a factor of even

degree a if § satisfies condition (7,1).
Now we prove the following
Lemma, s IS even or odd according as v is even or odd.

All subgraphs of a graph of even degree have an even adjoint number.
For let us consider an arbitrary subgraph and let us complete it by all those edges
of the original graph whose both endpoints belong to this subgraph. Then
unite all external points of the edges adjoint to this subgraph into one point K.
All points different from K of the graph thus arising are of even degree and thus
K cannot be the only point of odd degree. Hence the adjoint number of each
subgraph is even, in fact. Similar arguments show that a subgraph having an
odd number of points, of a graph of odd degree, has an odd adjoint number.
This completes the proof of the lemma.

In view of this lemma we see that for graphs of an odd degree §> 1
implies 3 and from Theorem 111 we conclude

Theorem IV. If afinite graph of an odd degree v has no ,.bridge* (8 > It
then it has always a factor of any even degree not exceeding 3—v consequently,

also a factor of any odd degree not less than 3—v

16*
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If v= 3, we getrecersens theorem quoted in 8 1
Since by 0< a< v

vV—a
the existence of (7,1) follows from the condition §8a a -~ 1. On the other hand,
if Sis odd and ais even, it is enough to suppose 'ELLIB. Accordingly, we have
A finite graph of odd degree has a factor of even degree a if SLUa
This is Baeb1er’s theorem cited in § 1

c) If both a and r are odd, then v and hence by lemma ‘Sis even. In this
case for instance §> 2 implies Sw 4 and so, if §> 2, by (6,10) factors of

degree a can be found for every o satisfying the inequality 2 gig R The

condition § > 2 can be replaced by the condition that the graph has no ,,double
bridge“, i. e., by omitting any two edges the coherence of the graph will not
be destroyed. Consequently, we have proved

Theorem Y. If a coherent finite graph of even degree with an even
number of points has no double bridge, then it has a factor of degree a for every a
satisfying the inequality

We remark that in case of an even v it follows §w 2 and hence the
inequality

§=2=" 5
is fulfilled without any further assumption. This means :

A finite graph of an even degree v with an even number of points always

possesses a factor of degree ~ . (KoH10.19

As it has been shown in §5, an even graph contains no y-points, hence
l«- and rRi fail to exist. Consequently, ga= g = 0 is always true,
leading at once to a contradiction to (4,H) and proving that the graph has a
factor of degree o whatever the value of a (aLL v). Since A is necessarily an
«-point, £is equal to 1and so we have not even to assume? (6,C) to prove
(6,4). We thus get

K 6nig, loc. fit. 2 p. 160.

20 We remark that for for regular even graphs, as easily proved, (6, C) is auto-
matically fulfilled.
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A regular finite even graph possesses a factor of any degree not exceeding
the degree of the graph. (Kenig.21)

s 8.

In this section we extend the results of the previous sections to infinite
graphs of finite degree. Since a coherent graph of finite degree may have
only denumerable points2 in what follows we may confine ourselves only
to graphs containing denumerable points. Evidently, in an infinite graph
of finite degree the edges adjoint to any finite subgraph are finite in number.

We are going to prove the following theorem.

Theobem VI. Suppose that an infinite graph G of finite degree satisfies
the conditions for the existence of factors of degree a of finite graphs stated in §8
5—7 with the trivial exception of the condition of containing an even number
of points) such that by ,,systems of points,* ,,subgraphs,” ,,coherent parts* of G
we mean only the finite ones. Then G has a factor of degree a.

This theorem essentially contains as special cases the theorems of
Koénig—Valksé, Koénig, Rado and Tutte cited in si.

In the preceding discussions the finiteness of the graph was first used
in 84, when we assumed the existence of a minimal deficiency-sum. Hence we
concluded that the graph has no singular path and this led us to (4,1) on
which all subsequent statements are based. Besides this we used the finiteness
of the graph only through the finiteness of the number of accessible points
in the graph.

Starting with the assumptions and notations of 83 we shall show, app-
lying a reasoning due to K snig and vaike9, that every infinite graph of finite
degree has a colouring such that the number of «-edges incident to any point
does exceed a and there is no (finite) singular path in the sense of 8. We
shall call such colourings suitable.

Let Pv P2 ... denote the points of the graph in some order. By Gn
(n= 1, 2,...) we shall meanthe subgraph consisting ofthe pointsPVP2 ..., Pn
and the edges connecting these points. If k< I, Ghis a subgraph of Gi;
each colouring of G\ implies a colouring of (p which will be called a part of
the colouring of Gi ,and the colouring of Gi is said to be an extension of the
colouring of Gt (We observe that for the sake of uniformity we shall also
speak of the colouring of graphs without edge, this having all other colourings
asits extension.) It is evident that each finite graph Gn has admissible colour-
ings with a minimal deficiency-sum, i. e. suitable colourings, but only a
finite number of them.

21 Koénig, loc. eit. 2, pp. 170— 195.

22 K 6nig, loc. cit. 2, pp. 73 —80.
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The suitable colourings of the graphs G,, G, ... imply suitable colour-
ings of G,. Therefore, G has a colouring which is part of an infinity of
suitable colourings. Let us fix one of such colourings of ¢, and in what follows
we consider only the extensions of this fixed colouring. Each of these implies
a suitable colouring on G,, hence (7, has a suitable colouring which is part of
infinitely many suitable colourings, etc. We proceed in this manner to get
fixed suitable colourings of the graphs 4, G, . . . such that each is an exten-
sion of its predecessor. Therefore, each edge of ¢ obtains a well-defined colour
and this defines a colouring of ¢ which is evidently suitable (since a singular
path of G would be that of some ).

Assume now that the graph satisfies the conditions of Theorem VI.
We shall arrive at a contradiction to the hypothesis that
(8,H) the graph has no factor of degree o.

Owing to (8,H), in every suitable colouring the graph must have unsa-
turated points. But unsaturated points may only occur such that the points
accessible from any fixed one of them on a path with an initial -edge are
infinite in number. For, if an unsaturated point existed from which only
finitely many points were accessible by paths with initial #-edges, then choosing
this point for the point 4 of § 4, (4,1) would be true because of the suitability
of the colouring and we should arrive, applying the reasonings of §§ 5—7,
at a contradiction to the hypotheses of Theorem VI.

Let us choose an arbitrary suitable colouring and let the unsaturated
points be 4,, A4,,... (this is either a finite or an infinite sequence). From
each of these points infinitely many points are accessible by a path begin-
ning with a #-edge. Now we chow that in this case from each of these points
an infinite alternating path starts, having an initial g-edge.

Consider 4; and the infinitely many alternating paths issuing from A;
and beginning with a g-edge. If / > n, then a path consisting of / edges contains
a subpath of n edges. Because of the finite degree of the graph, the number
of paths containing n edges are finite in number. Hence, there is a path with
n edges which is part of infinitely many paths, and applying the same inference
as above, we conclude that there is an infinite alternating path issuing from
A; with an initial g-edge.

If we interchange the colours of the edges on such a path, we diminish
the deficiency of A4; without altering the deficiencies of the other points.
We shall prove at the end of this section that the new colouring got by inter-
changing the colours is again a suitable colouring of the graph. Suppose that
we have already verified this statement.

At first, interchange the colours of an infinite path issuing from 4,. If
A, is yet unsaturated, do the same with another path of the same type etc.
until 4, becomes saturated. Then we apply the same process on 4,, 4,, ...
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If the number of A; were finite, then we would arrive after a finite
number of steps at a colouring, where each A4;, and hence each point of the
graph is saturated. This is against (8,/). We show now that, in case of infini-

tely many A;, one is able to construct a colouring of the graph where each
point is saturated, i. e., Theorem VI is true.

We shall denote the colourings got by successive interchanging of colours

as described above by ¢y, ¢,, ... It is clear that to any k& we can find an
N such that in ¢, (n > N) all points 4,,..., 4, are saturated. Since these

infinitely many colourings determine on each subgraph G; only finitely many
different subcolourings, by the KoNtg—VArLkd method we can successively fix
on the subgraphs G;, G,, ... colourings ¥,, ¥,,... such that each ¥; ; is
an extension of v; and each of themis a part of infinitely many ;. The colour-
ings ¥, ¥,, ... determine uniquely a colouring ¥ of the edges of G where
each point is saturated. For, any point P of the graph, together with the
extremities of the edges issuing from it, belongs to some subgraph G;. Since
Yj, the colouring of G; determined by v, is part of infinitely many ¢, it is
part of a certain colouring ¢;, at which the points A4, belonging to G; (finite
in number) and hence all the points of ; are saturated together with P.
But every edge issuing from P belongs to G, hence P is saturated in ¥; and
so even in V.

In order to complete the proof we have to chow that if we interchange
the colours on an infinite alternating path (4% ...) issuing from an unsa-
turated point 4 with an initial g-edge, then the new colouring will be again
a suitable colouring of the graph. That is, we have to prove that if there is
in the new colouring a singular path, then there is such a path even in the
original colouring. Let us suppose, therefore, the existence of a path (BY — P
in the new colouring, where B and ' are both unsaturated points and their
deficiency-sum is greater than 1.

In the original colouring the points 4, B, ' are not only all unsaturated,
but any two of them have a deficiency-sum at least two. This is a simple
consequence of the fact that in the original colouring 4 has one greater
deficiency, while all other points have the same deficiency as in the new
colouring.

It is sufficient to prove that in the old colouring some two of 4, B, ¢
are connected by a gg-path, i. c., a singular path exists.

Let us consider a point D on the path (47 . ..) such that in (Aﬁ o) =
= (Aﬁ — “D) + (D* ...)we have u = # and the infinite path (D¥ . . .) contains
no point of (B? — 3C). The existence of such a D is implied by the finite
degree of the graph.

We consider only the points and edges of the alternating path (4° — 8p),
taken in the original colouring, and leave all other points and edges of the graph
aside. Then the number of F-edges issuing from A4 and D exceeds with one
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the number of a-edges issuing from A and D, while for all other points the
two corresponding numbers are equal. The same is true for the path (ss —RC)
in the new colouring with respect to B and C.

Let ns consider the points and edges ofthe paths (as —=s¢) and gz —=sc)
in the original resp. in the new colouring, twice considering the common
edges. The coinciding edges of these two paths have different colours in the
two paths, while all other edges, even those of the path (ss —=ss), have the
original colouring. It is evident that by omitting the coinciding pairs of edges
the difference of the numbers of the a- and /5-edges incident to any point
does not chan e. The finite subgraph & arising by this omission out of the
paths (as —sD) and (ss —=rs) has the property that to all of its points the
number of inciden R edge and a edge are equal except A, B, C, 1) to which
one more (if 2, 3or 4 of them are coinciding, then 2, 3 or 4 more) /5-edge belongs.
We shall show that in the graph ® (whose edges have their original colours)
there exists a RR-path which is a singular path of G.

From what has been said about the graph ® we infer that we can start
from A along an alternating path with an initial /5-edge and we must arrive
at a point whence we cannot proceed so that the path shall be alternating.
This point is surely one of B, C, D. If this point is either B or C, then we are
ready. If this point is D, then omit the edges of the path from A to D just
constructed. The remaining subgraph of ® has the property that to all of its
points the same number of /5-edges as a-edges is incident with the exception
of the points B and C to which one more (if B = G, two more) /5-edge is
incident. By the process used above we get a /5,5-path connecting B and C
which is a singular path of G. This completes the proof.

(Received 16 May 1950)

O ®AKTOPU3AUMN ,,TPADOKO
T. TAJIJIAM (Byganewr)

(Pestove)

“I'pachoM”  HasbIBAETCH HEKOTOPOe MHOXECTBO TOYeK U pebep, MNpuyeM K Kaxaomy pebpy
npuHagnexat fHe Toukn. (Streckenkomplex, simplic.'al 1-complex.) 3auenHbIM 4Wc/iOM MOA-
rpaa HasblBaeTCa uMcno Tex pebep, TOMbKO OfHa TOYKa KOTOPbIX MNPUHALIEXUT K nogrpady.
Yucno ynuparovmxcs B OfHY TOUKy pebep HasblBaeTCs CTereHbl0 Toukw. [pad HasbiBaeTcs npa-
BWIbHBIM, €C/IN CTEMeHW BCEX ero TouveK pasHbl Mexay coboto. O6Las CTerneHb TOYEK MpaBu/IbHOO
rpaca HasbIBaeTCA CTeneHblo rpaca. PakTopoM rpada HasblBaeTCA MpaBWIbHLIA Mogrpad cogep-
Xalmii Bce Toukwu rpada.

BaxxHoii npobniemoii Teopuu rpadioB SBASETCA BOMPOC CYLLECTBOBaHMA (hakTopoB. B atom
HanpaBneHUn K3BeCcTHbl uccnegoBaHust lMeTepceHa, Kenwra, Bebnepa, Xonns-Pago u TyTTH.
TeopeMbl 3TUX aBTOPOB 06/134a0T Pas/IMYHbIM XapakTepoM B 3aBUCUMOCTM OT TOrO, SIB/SIETCA /M
cTeneHb rpadia v akTopa YeTHOW, WM HeYeTHOM.
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B HacToALe paboTe BbILLEYNOMSHYTble TeOpeMbl [0Ka3blBaloTCsH, UCXOAA W3 06LLero OCHO-
BaHWA W [AaeTCsi HOBOE YC/I0BME CYLLECTBOBaHWS (PaKTOpOB, CYLLECTBEHHO He3aBMCMMOE OT YETHOro
XapakTepa cTerneHW. TeopeMbl AOKa3bIBAIOTCA CHauasla 1S KOHeYHbIX rpadioB, a 3aTeM Mbl UX
0606L11aeM 1 Ha 6eCKOHeuHble rpadbl KOHeuHol cremeHbl (§ ). B HalMX YTBEPXKAEHUSIX BaXKHYHO

pofib MrpaeT MUHUMYM 3aLenHbIX 4uces, MPUHALIeXaLmX noarpadaM COCTOALLMM M3 HEYeTHOro
umcna Toyek (?).

[Mocne BCTyNUTENbHBLIX TEOPeM MePBbIX YeTbIpex naparpaq)os Mbl [OKasblBaEM B NATOM

naparpage Teopembl TyTT3, Xonnsi n Pafo OTHoCsALMECS K CyLLECTBOBaHMIO TpaKTopa MepBoit
CTeneHu.

B Lectom naparpage Mbl [OKa3blBaeM CrELYHOLLYH0 TeOopemy:
TEOPEMA I1. KOHeYHbIA, CBA3aHHLINA, NPaBU/bHbIA rpacd) CTeneHMv = a + 1 o6nagaeT dak-
TOPOM CTEMEHN O U T ecnm 52; max

UVEET YeTHOE YWCIO TOHEK.

B cegbMoM naparpade, NpUHMMasi BO BHMMaHWe YeTHOCTb WM HEYeTHOCTb V, @, T, Mbl
[0Ka3bIBaeM Crleflytollye CMeACTBUS NpeablayLleii Teopembl, KOTOPble OTHOCATCS K KOHEUHbIM, CBS-
3aHHbIM, MpaBWIbHLIM Fpadam:

Ecnu cTeneHb v rpadha HeueTHasi, TO CyLLECTBYET [/1S1 Ka>KAO0l YeTHOM 0, YA0BNETBOPSIOLLEN
ycnosuro: a” v—; (hakTOp CTeMeHn a.

Ecnn cTeneHb v rpada HeyeTHast v rpad He uveeT mocTa (5> 1) TO CylwecTByeT (ak-
TOP YeTHOM CTerneHW He NPEBOCXOAALMIA -gV U (haKTOp HEeUYeTHON CTErNeHN He MeHbLLe yljl.

Ecnu rpadh MMEET YeTHOE UMC/I0 TOYeK, €ro CTereHb V. YeTHas U Y Helw HeT [BOliHOro

MocTa (|>2), TO CYWIECTBYeT A8 KadKOOA O, YAOBNETBOPSIOLIE/ TpeGoBaHuio:

(haKTOp CTerneHn a.
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ON THE REMAINDER-TERM
OF THE PRIME-NUMBER FORMULA, I11

By
P. TURAN (Budapest), corresponding member of the Academy

1. We denote as usual by fn(X) the number of prime-numbers £ X. It is
well-known2 that at the end of the x v 11u century Gaussand Legendre CONjec-
tured that

lim GO logX _
X —>C0 X ’

i. e., n[x) can be approximated »with an exactitude of 100%« by the simple

. X . .
function--—--—-- . The exactitude can be measured also by the difference
*

0g
X . . . .
nx) — --—-- ; then the conjecture is obviously equivalent to
log*
(1.1) n(x) - -7 =o (-I-]
log * Wog x|
G auss also conjectured that n(x) can be »better« approximated by the expression
X
. dv
Li (x)
J log Vv
2

But hundred years elapsed when H adamard @nd de 1a Valise-Poussin Succeeded

in proving (1.1). de 1a Y a116e.P oussin proved also the other conjecture of G auss
by showing that

(1.2) n(x)= Li(x) -f0 (*exp (— tgVI°g *)

where <gq— and later c2, c3, ... — denote suitable constants dependent at most
on B (see the theorem). When cv depends on /?, we shall denote this dependence
explicitly. Their proofs were based on analytical properties of the zeta-function
£(s) (s = o f- i) of R iemann defined for a ~> 1 by

(0) BL + 1+

1The knowledge of the first paper (appeared in this volume) is not supposed.

2A. E. Ingham, The distribution of prime numbers, Cambridge Tracts in Math, and
Math. Phys., No. 30. We shall quote this for reference.

1 Acta Mathematica
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It was N. Wiener who pointed out thirty years later, after the essential simpli-
fications of Landau, that of these properties in the proof of (1.1) only one is
essential; this property asserts that for the function £(s) (which can be analy-

tically continued, apart from the pole of order one at s=1, over the whole
plane) we have
(1.4) f(s) 2z 0 for a = 1.

It was quite recently that P. Erdés3 and A. Selrergd found very ingenious ele-
mentary proofs for (1.1) and even for the formula

15 n(x 0 [ =m===- ——= i
(1.5) ) - Iog Ilogl+c«’2/

It is known that (1.1) is equivalent to (1.4).
2. This fact shows a deep connection between the zeros of £(s) and th
prime-number formula. As a matter of fact, this was observed long ago. Let 0
be the upper limit of the real parts of these zeros ; of course 0 = 1. Assuming
0 < 1. H. vonKoch2 and Phragmén?2 showed that

(2.1) )= Li (*) o ("®log*)
and for every e > 0 infinitely often

(22) - In(x) —Li (*) I> x®~E
Hence, if we suppose conversely (2.1) or even

(2.3) n(x) = Li(x) +0 (*O+*)

for every e> 0, then it follows that all the zeros of £(s) lie in the half-plane
ff SO. But unfortunately no such 0 < 1 is known. The estimation (1.2) was
proved by de laVallée-Poussin by showing that £(s) -/- 0 in the domain

(2.4 a>1l—-——— forhl1l8c4, a WUl--------- — forhléc4.
logj1l log c4

It turned out that the larger domain of this type with f(s) -/z 0 can be assured,

the smaller remainder term in (2.3) can be proved (but of course not so small

as in (2.3)). A general theorem of this type was formulated by Ingham?2

Confining ourselves to the special case when £(«) is supposed to be non-vanish-

ing in the domain

(2.5) a> l—-—e— forlil™ c6
bg™ld

with

(2.6) 0O<M 1,

3P. Erd6s, On a new method in elementary number theory etc., Proc. of the Nat. Acad,
of Sciences of the USA, (1949), pp. 374—384.

seiberg, An elementary proof of the prime-number theorem, Annals of Math., 50
(1949), pp 305—313.
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INcuaM's theorem gives 1
g yey
T

(2.7) 7 (x) = Li(x) + O (x exp (— ¢; log «x)

The best known value for fin (2.5)is f > % + & more exactly £(s) 70

in the domain
Cs :
(log || log log [ 2] )
which follows from recent estimations of I. M. ViNocraporr® by a routine-
calculation, though it is nowhere stated explicitly.
Concerning the theorem (2.5) — (2.6) — (2.7) the question arises imme.
diately, whether or not one could infer from the premissa (2.5) — (2.6) a formula

for m(x) with a better remainder-term than that in (2.7). The question is
obviously equivalent to the other one, as to whether or not conversely from

c>1—

r |t =¢,

(2.7) one can assure a domain of non-vanishing of {(s) of the type (2.5) — (2.6).
The question is interesting even in itself, since in the affirmative case it would
mean a new contribution to the mysterious connection of the primes and the
zeros of ((s). Its importance would become principial if the upper limit of the
real parts of the zeros of ((s) were 1. But the possibility of such a reverse infe-
rence is not at all clear. At first, as L. Katmir ¢ remarked and showed by a
simple example, a function f(s), defined for ¢ > 1 by

o

=

n=1
can be given, the coefficient-sum of which satisfies (2.7) or even the estimation
>a, =0 (x'—2))
n<x
with a prescribed &(x) restricted only by
lim &(x) =0
X —» 4+
and for which the line ¢ =1 is a natural boundary. Secondly, one can easily
show that, knowing (1.4) and some very mild estimations on {(s) and on its
first few derivatives on the line 0 =1 only, one can obtain (1.5) so that it is
not at all evident that (1.5) would imply anything more about the zeros than
(1.4). Nevertheless we shall show that the exact converse of (2.5) — (2.7)
is true. We shall show the following

5 U. M. BUHOTPAIOB, MeTox TPHrOHOMETPHUYECKHX CYMM B TEOPHH YHCEJ
Tpyost Mam. Hnem. Cmexaosa, 1947.

6 L, Kaumir, Uber die Abschitzung der Koeffizientensumme Dirichletscher Reihen,
Acta Math. Univ. Sz eged, 4 (1929), pp. 151—181.

1%
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Theorem. |ff0r a BWlth 0 < B < 1 We have i

238) n® =L+ 0 Kexp (—cblogt™)",

then E(S) does not vanish in the domain

2-9 a>1- , Ve 2(B).
@9) ' Iog%"'lll (%)
3. (2.5) — (2.7) gives only a special case of Ingham’s theorem. His general

theorem could have been reversed similarly as our theorem shows, but we shall
restrict ourselves to the most interesting special case treated in our theorem.
The method is applicable to a class of other functions instead of the

zeta-function. The general problem in the background reads as follows. Let
f (s) be defined by

(31) i(s) = YO b
n—n"

where

G2 G- OWN).-

Then, as easily seen, /(s) is regular for <7> 1. But what more can be said
about / () if (3.2) is replaced by

2 Nan= o (No-*(»>)

I'!m e(N) =0 2

As mentioned, generally nothing can be said. But if f (s) is meromorphic ina
domain beyond the line ¢ = 1 and something is known about the density of
its poles, then even a domain of regularity (i. e. a domain free of poles) can be
assured, which is a continuation of the half-plane a S 1. A proof of this asser-
tion can follow the method of the proof of our theorem, but we omit the details.

In a letter of 19 Oct. 1946 Prof. H. H eilbronn has kindly called my atten-
tion to the fact, that the method of another paper of mine7 is probably appli-
cable to the solution of this problem.

4, The main tool of the proof will be again the following lemma, which
| state here in the following form.8

where

70n Riemann’s hypothesis, Bull, de I'Acad, des Sciences de VURSS, Serie Math., 11.
(1947), pp. 197—262.

8This form of the lemma will occur in my forthcoming paper entitled »On Carlson’s
theorem«. The original form, in which it would suffice here too, required m= 28 IVand had

1/ N \JV | N\N
on the right of (4.3) the term «— [--—-—-- IJYnstead of I----- 1 " In a new' unpublished appli-
IV2 \e23m ) \eem|

cation of this lemma to the Graeffe-Bernoulli method, even this improvement is of significance.
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Lenna. Ifnw Nandzv.. .. zn satisfy the condition
4.1) maxlzviw 1,
then for m = N there exists an integer v for which
(42) m=VS m--N
and
(4-3) * g+ ...+ < bl LIV,

' T vem |

5. As well known, (2.8) is equivalent to |

(3-1) O(FI): n(l'l) =X +o (ﬂexp(cl?)logl‘/\ﬂ)j.

where 1 (n) denotes D irichlet's symbol

_ 1 lo&P’ if n = Pa> P a prime
I 0 otherwise.

Hence in order to prove our theorem it is sufficient to deduce (2.9) from (5.1)
6. First we draw from (5.1) some conclusions for the expression

(6.1) f(t)y= 2 J(n) & “>me
N'<n< N"

where we restrict the integers N\ N™ and t> 0 by

(6.2) 1+ i2=exp I—I°gt| =N4a TV< N" 2N
We have L
-
63) /()= (O —&n—1)e,ilog”= —OTV —I)e-ib8N+
n=N"
T

+2 BV “B'—e "lgwl)+ @N")e~ulsN= —(TV—1) e I8N +

Sy @A — eddy(rH) | (Y e~ L) -0 (N exp (cB loglHV)

V=N’ \ .

o Ve ( CB.ogl'l%mH@ ¢HgPH) _ Vv edilgad
v=n" iV<T< V"

-)-0(iVexp (—cl3log 1+1BN)) -f-exp (c]3|ogl|+AN):rT\|\1/|e "lev—e—=day(eti)| .

But on the one hand we have

. _ iy+if
I(n _iy+" _ n;jit— q + Bnui 1+_y| } LAt
n
=\l +—4 —1— (@ +it)log1l1 +nll+tljlg[1+ —-
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and further, using the inequality

lez—.1 — z1= |z|2
valid for 9iz & 1,

I(n + — nl#t— (@ + BN 13=@1 + t29n log2(i 1 —1.1
n
21 + 1)

summing for N' = n ~ N" we obtain
IMV' '+ 1Y — N IH— (1 +it) Y, vi ls 2(1 + 12

NE

or from (6.2)

(6.4) Iy, vil S2V r+72H—R===5 —
V=N~ V 1+ & t

On the other hand

N— vi—1

nle~toe" — e~tlog("+)1— n | — e—ileg (1+4") < Cu]yt.
n*N'

hence from (6.4) and (6.3) we obtain

(6.5) I/(0 1= N\t Hcl5lexp (—cBBlogl+ B N)I.

Finally from (6.2)

N -- exp j Ii— log t 110
13

log 1}BN Si log t ,
cl13

exp (—cl3log 1+ £iv) :

i. e. from (6.5), under the restriction (6.2), we obtain that

(6-6) 1/(01 Scie- .
For
(6.7) 1+t28& exp log tj +3j S VU IV, 0 2521V

partial summation gives

(6'8) 1i(«)l :JVI—An/\(NEn) res| = ci7 —F
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7. Restricting r, only by
(7.1) 1> «”(("Mlog-)™).
we apply (6.8) with > 1 and

Nx=y 2] N2 =n w2} (G =0,1,2 ...).
(6.7) is evidently satisfied and hence

(7.2) 172 (*» 4) 1= |_|2> M) n_s| = c17~-------_y02y(1-0) < c18 V
T =

Finally, if

Y \I+R'
(7.3) r>'X((4b8' 1
then for the integral

(V=3 Ioglﬂ v
(7.4) BETD =312@6V) dr.
we have on the one hand
© g W

(7.5) I1,(«,f)| A h,ZkJ dr,= T"Zi" Je-<"-IBA =

_ fol

=c
* t {a— 1)k
and on the other hand

] \VAN| r1. 9 V Ty fr'Pc%*"‘(/d
I v

fAs,Z) = 2] l-Tog J dv=2] 'ns -v=
n>% { : n>t
: A 1.2 - bgte e
i 7! f
From this and (7.5) we have
Vo (B e _ N +1)!
7.6 log'1— = ¢ .
(79) n>£ nS ’ I I(ff_ i+
But for ffalwe have9
2 o logktl — =
n>1 u° f
9 For the proof of this relation which follows closely the usual proof of Riem&%ack

prime-number formula, see my paper7.
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tl-s

+ Y  t-s y
L s k2 W feeghe o s+ e

therefore this and (7.6) give

ti-j £E—2S |
(7.7) Vv le- _ v
F—DN2 T eIV S + 2n)&r2
fi-HT
fa@—im2

8. Let us suppose that

—a* + jt*

is a non-trivial zero of f (s) with
1 /gaq+6 1

(8.1) F> 1—
10 \, 2J logR t*

i+R 1.
8.2 t = max e3 exp 11 U

Using the existence of such q* we shall get a contradiction. We choose

\I+B 1

8.3) *=1 + fitr = () + it @~ 2
loghR t*
further
(8.4) £ —pfcdw
with
(85) 0 — 2VH®u g ¢
and
(8.6) logt* s (x« +2) S —4 log t*.
Multiplying (7.7) by
1£5—Q* (s £¥*=+21 = | c>—CF (cTj (7*)fc+2
we obtain the inequality
2

8.7) li-f2" [S=Quez  ygeex I _e:

s- 1 e | s—Q

y  1-2I-0* fs — Q*\k+2 [ff —<*VA2
ét U+2n t \el—1



ON THE REMAINDER-TERM OF THE PRIME-NUMBER FORMULA, Il 163

9. First we estimate the quantity

J T —0x\k+2
Uui—1J
Using (8.1), (8.3) and (8.6) we have
©1) 1— a*\k+2<
. 2.
V<-ﬁ—1£ % *1-1
k+2
1 Fal»l4*0 1
10 leg/? t* 11
< 1+ {2'41-[3 elg/ <(»*)*
L ! 10
logf t*
Further, from (8.3) and (8.6) we have roughly
1—g* /g-—k+2 1—<*/2 Nk+2  £1 —CP
(9.2) =S
s— 1
and
00 —2n—p* /', n*\ fc+2 -2/042 OOlI 1I'IT*
9.3 v f — ai 4 X -* <
(©-3) nii Is -\~2nJ \t*! n=1n (*’ﬁ”s
(9.1), (9.2), (9.3) give from (8.7)
| g~
(9.4) S|g-o*/szZ 1l S Cy (9700
s— B
10. Now we estimate slightly less roughly the contribution of the terms
on the left of (9.4) with
(10.1) teSt*+ 8

if g= Qg-(-itQ . Denoting this part of the sum by 2.\, we have

|1—a* V  la —fF\k+2 1—a* 00 /'2'\k+

: * ’ 1 =cDE log (t* + rg) ,
10> +8 s— |y n= 8wt

since the number of the zeros of |(s) satisfying

t*-antQS I* + nF1

(10.2 < ¢ log (I* + n)
Hence

11 *ogt* | 1- ff*log t* 11"

4
V03 n < gy A EaT S C%i"(fﬁyvs
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and a similar reasoning can be applied to

.
104 y Q-e*is—gr\k+2
(10.4) 0 2 —Sf 50

For the sum

(10.5) A3 =

e—ems—g*\k+
21> 6«r,—€r’§f S— 0
using (10.2) and (8.7), we have
Br-a* V+,, |1 Ologt* ~ | 1~*
6K —a¥) _C23 (M)Ilxs6 Ca3(i)V.

b

°p< 1-3(Ff,-ff*)

(10.6)  \2 S\=scZlogt*.|

Further for

we have
A i log f 1—e*
(10.7) I"41S c¢Blog t* —- < Cpg )
BK —a*® (t*yi8
Collecting (10.3), (10.4), (10.6) and (10.7), from (9.4) we obtain
ne-e* is— 142 11—*
< "
\tg—t+ < ee(;q,—<j*) s—p o o)

fi>> 1— 3 (ff, —(7*)

or, replacing f by its value (8.4),

*\ k+2 =
(10.8) Yo eco(e-e*)L " < G,
1Q—f 1<6 (ff, —f) (t*)7/8
ffg > 1— 3 (ff, — ff*)
11 The value of the integer K was subjected only to the restriction (8.7) ;

now we determine its exact value fromthe lemma formulatedin (4.1—(4.2)—(4.3).
Since oo, g* and s are fixed, the domain of summation in (10.8) is independent
of k and so are the numbers

em(g-e*)s— g*
S Q

too; they can be chosen as zv’s. The condition (4.1) is for Q=Q* satisfied.
n is obviously the number of the zeros f(s) in the domain

(11.2) g= 1— 3(fj—o , L—t*]1S 6 (J—o0*) *

But according to lemma Il of my paper7 we have (applying it with a" =
=1—3@x—a*), t"=%*
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n ( Cl3Y+B?Og*~B

s= 12 (@x— a*) logt* + 3loglog(t* + 1) + 5 < 12 t*4
n ¢ a*) log g log ( ) 10 Vo
~ *
+3loglog (t +1) + 5 < 14 22 gl f
for t* > cX(R). Hence choosing
i+ iQ-B
m—log t*, N =14 log t*

the condition m = N is satisfied and hence we may choose our (k 4 2) as
v in (4.2). Since
N < — log t*
1 g

owing to the lower limitation for t* and hence
mi4 V< " log t*,

the resulting p-value will satisfy (8.6). Thus for t*> c®

G_O, SA- 0*V
2 . j-****Nn 1 >
te>— t*| < 6(dj —a+)
0ag > 1— 3(dj — a*)
>(_J_ .Mm(nr:* .eg-")"“w=*"' >
*e6 log t* 12 j

> exp (—cZg logi-g t* log log t*)
or from (10.8) for t* > (B)
coaa tl~a"> ()% eXP (——-cis logl_~t* eloglog t*) > (t*f> 4 (t%)2.
From this, (8.4), (8.5 and (8.6) we have

2 )+ R
— logt*<(l—a* logf = < i- ----) log~i
Cl13 -
5
< — (I— log t*
4 Vi3

512 \ogB t*
which contradicts (8.1). Q. e. d.
(Received 14. September 1950.)
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Ob OCTATOYHOM UYNEHE ®OPMYJIbl TPOCTbIX YWCEN. Tl
M. TYPAH (Bypganewur)

(Pealome)

MI3BECTHO, UTO €CNM BEPXHWIA MpefieN [efiCTBUTE/bHBLIX YaCcTell Tak HasblBaeMbIX HeTpU'
BUas/IbHbIX KOpHeN yHKummn J(s) PumaHa © N 1, To

1) bl (x) — Li(x) | < q x6>log X,

(roe ¢ nopxopsiuee 4WCneHHoe MOCTOSHHOE). Hao6opoT, M3 Takoh OLUEHKM OCTATOYHCIO
ufieHa cneflyeT, UTo (yHKUMSA £(S) He UMEeT KOpHel B nonynnockoctu n > © (s a -f i),
OpfHako A0 CUX Mop YAanoch JokasaTb TobKO, YTo £(S) -L 0 gns obnacTeid Buga

a
@ <1 g1
Mpn ycnosun (2) M3BECTHO, 4TO
?3) [n(X)—Li(X) 1< cAxexp 1—5logHx )

EcTecTBEHHO BO3HWKAET, BOMPOC HeMb3sl /M U3 ycnosus (2) BbIBECTU 60Mee CUbHOE YTBep-
XaeHve, dvem (3). ViMetowpecs MeTodbl He [al0T OTBeTa Ha 3TOT Bornpoc. HacTtoswan pabota
COLEPXUT [0KA3aTeIbCTBO TOro, YTO (3) ABMAETCA CUMIbHENLLIMM Y TBEPXIEHVEM, BbITEKAOLLVIM
U3 ycnosuns (2), n60 13 (3) MOXHO BbIBECTU (2).



TSCHIRNHAUS’SCHE FLACHEN UND KURVEN

Von

GYULA SZ.-NAGY (Szeged). Mitglied der Akademie

1. Eine Tschirnhaus’sche Fliche T, n-ten Grades (abgekiirzt eine Fliche T',)
ist der Ort der Punkte P, deren Abstinde von n verschiedenen Punkten F,, F,,
..., F, ( Brennpunkte ) multipliziert mit gegebenen reellen Konstanten ¢;, ¢,, . . ..q,
( Gewichte der Brennpunkte) eine konstante Summe C ergeben. Es wird ange-
nommen, dass 7T reell ist, also mindestens einen reellen Punkt besitzt.
Die Brennpunkte, ihre Gewichte und ein Punkt P, von T, bestimmen die

Fliche T, eindeutig. Dann ist C — 2‘ q P,F. .
k=1
Eine Fliche T, deren Brennpunkte auf einer Geraden g liegen, ist offenbar
eine Rotationsfliche mit der Achse g. Eine Fliche T, (ersten Grades) ist eine
Kugel mit dem Mittelpunkt F; und mit dem Halbmesser C/q, (Cq; > 0). Eine
Fliche T, (zweiten Grades) ist im Falle C =0 und ¢, ¢, << 0 eine Kugel und
zwar eine Apollonische Kugel mit den Polen F; und F,, weil ihre Ponkte P

der Gleichung PF, : PF, — —q,: q, geniigen. Im Falle C —0 und ¢, + ¢, —0
ist T, die Mittelebene der Strecke I\ F,. Im Falle C > 0 und ¢; =¢, = 1ist T,
ein Rotationsellipsoid, dessen Achse die Gerade F,F, ist. Im Falle C 7~ 0 und
g =—¢s > 0 bzw. ¢ —=—¢, <0 ist Ty der eine bzw. der andere Mantel
eines Rotationshyperboloids mit der Achse F.|F,.

Liegen die Brennpunkte einer Fliche T, in einer Ebene ¢, so ist der Ort
der Punkte P in dieser Ebene ¢ eine Tschirnhaus’sche Kurve n-ten Grades, die
Schnittkurve der (in bezug auf ¢ symmetrischen) Fliche T, mit der Ebene é.
Aus den Eigenschaften der Flichen T,, deren Brennpunkte in einer Ebene
liegen, folgen einfach die Eigenschaften der Tschirnhaus’schen Kurven. Auch
die Tschirnhaus’schen Kurven n-ten Grades konnen mit T, bezeichnet werden,
wenn ein Missverstindnis ausgeschlossen ist.

In einem multipclaren Koordinatensystem, dessen Pole die Brenn-
punkte von T, sind, hat die Tschirnhaus’sche Fliche (oder Kurve) T, die
Gleichung

n n

(1) HP)= S PP —C=3 gn—6=0, PF,= =0
k=1 k=1

(k= 1,2, ..., n). Der Abstand r, verschwindet fiir hichstens einen Index.
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Bei einem reellen Weit C stellt diese Gleichung nicht immer eine reelle
Flache Tn dar. Z. B. stellt die Gleichung

rxf-m— C=0 bzw. —r2—C =0

keine reelle Flache dar, falls C < C0bzw. C> Q0ist, wo CO den Abstand der
Brennpunkte F1 und F2 bezeichnet. Bei C = CO stellt die erste bzw. zweite
Gleichung die Strecke FXF2bzw. die von F2 ausgehende und F1 nicht ent-

haltende Halbgerade dar.

Ein Punkt P liegt auf Tn wenn seine multipolaren Koordinaten
rx r2 ...,r,, der linearen Gleichung (1) genugen. Eine nichtnegative Ldsung
rx r2 ..., r, der Gleichung gibt nur dann einen Punkt von Tn, wenn die n
Kugeln von Halbmessern rk und mit den Mittelpunkten Fk (xk = 1,2, ..., n)
einen Punkt gemeinsam haben. Dann liegt dieser Punkt auf T,

Aus der Gleichung (1) folgt, dass ein unendlichferner Punkt des Raumes
nur dann auf einer Flache Tn (mit unendlichvielen reellen Punkten) liegen kann,

n

wenn die Gewichtssumme Q = gk verschwindet.
K—I
Bedeutet ndmlich R den Abstand eines Punktes P der Flache Tn von
einem festen Punkt 0, so sind

T(P A "
(R) X (J|(Cl_+dfc)—:—Q+l:\:|(1(8h—

+ ok |

Wird R geniigend gross, so ndhern sich ¢k und = gegen Null. Daraus folgt die

Richtigkeit der Behauptung. Bei Q-/z 0 ist also Tnbeschrankt.
Zwei (reelle) Flachen Tnund Tn mit denselben Brennpunkten und mit den
Gleichungen

N gcrk— C =0 und gkrk— C =0
fe=I K 1

sind konfokal im engeren bzw. im weiteren Sinne, je nachdem gk = gk bzw.
gk = 1ok\(k = 1,2, ..., n) sind. In einer friheren Arbeitl habe ich die
Flachen Tnuntersucht, deren Brennpunkte positive Gewichte haben. Diese
Flachen wurden von mir Tschimhaus’sche Eiflachen gennant, weil sie
immer konvex sind.

1Gyula Sz.-Nagy, Tschirnhaus’sche Eiflaichen und Eikurven, Acta Math. Hung
1 (1950), S. 36—44.
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Die Funktion
¢(v) = Zlaln=2 ol PR

ist eine stetige Funktion des Punktes P. Die Punkte, in denen G(P) ihren
kleinsten Wert annimmt, bilden den Kern der Fliche T, mit der Gleichung (1).
Der Kern besteht im allgemeinen aus einem einzigen Punkt, aus dem Kern-
punkt von T, Nur bei Rotationsflichen T, kann der Kern aus den Punkten
einer Strecke, der Kernstrecke von T, bestehen.? Die (im engeren und im weite-

ren Sinne) konfokalen Flichen haben denselben Kern.

Hat die Fliche T, bzw. T", die Brennpunkte F, bzw. F", mit den Gewichten
q bzw. ¢, (k =1, 2 , n), sind |qk} -_lqk , ist P, ein gemeinsamer
Punkt von T, und T, und hegl: der Punkt F, auf der Halbgeraden P,F) bzw.
auf ihrer Verlingerung, je nachdem ¢, und ¢, gleiches Vorzeichen haben bzw.
nicht, so werden die Flichen T, und T, in bezug auf den Punkt P, perspektiv-

konfokal genannt. Ich werde beweisen, dass die in bezug auf P, perspektiv-
konfokalen Flichen T, und 7", in P, dieselbe Normale und damit dieselbe
Beriihrungsebene besitzen.

2. Die dussere bzw. innere Seite der Fliche T, mit der Gleichung (1)
besteht aus den Punkten P des Raumes, in denen im Falle Q -~ 0 die Ungleichung
Q T(P) > 0 bzw. Q T(P) < 0, im Falle Q =0 aber die Ungleichung T(P) > 0
bzw. T(P) < 0 gilt. Ein Punkt an der inneren bzw. dusseren Seite von T, liegt
innerhalb bzw. ausserhalb der Fliche T .

n*

I. Hat die Tschirnhaus’sche Fliche T, bzw. T, dieselben Brennpunkte
F., F

g 2o ees I, und die Gleichung
T(P) = _‘S g ri—C =0  baw, TP = 2 gty —C=0
pyes =
und sind

n

G =94 =0 (t=12,...,n), k__\_l' q > 0,

so liegt die Fliche T, im Falle Q = 0 ausserhalb, im Falle Q < 0 innerhalb der
Fliche T,.

Aus der Identitit

T(P) = = gy x—C = ,; (qx +q1) ri—C

g=1

erhilt man fiir einen beliebigen Punkt P, von T, die Ungleichung

2S. 39.
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T(Po) = 1":1 gk rk(PO) -C = Fc:l gk rk (Po) > 0.

Damit ist der Satz I bewiesen.

1. Haben die (im engeren Sinne) konfokalen Tschirnhaus’ehen Flachen
Tnund Tn die Gleichungen

n n

T(P) = ~ gkrk—C =0 bzw. T(P) = N gkrk—C =0,
()= " q )= " q

so liegt die Flache Tnim Falle Q = 0 und C < C innerhalb von Tn. Im Falle
Q< 0und C< C liegt T, innerhalb von Tn

Dieser Satz folgt aus der Identitat T(P) — T'(P) =C — C. In einem
Punkt PO bzw. P'0 von Tn bzw. T'n ist nidmlich T(P'0) = C — C bzw.
T'(PO) = C— C.

3. Eine Tschirnhaus’sche Eiflaiche Tn (mit positiven Gewichten) liegt in
einer Kugel, deren Mittelpunkt der Schwerpunkt der (mit den Gewichten
gk versehenen) Brennpunkte ist und deren Halbmesser R der Gleichung QR=C
genitgt.3 Dieser Satz lasst sich fiur den Fall ausdehnen, wenn der letzte Brenn-
punkt der Schwerpunkt der iibrigen (mit den positiven Gewichten gkversehenen)
Brennpunkte ist und ein negatives Gewicht besitzt.

I11. FAallt der Brennpunkt Fn einer Tschirnhaussehen Flache Tnin den
Schwerpunkt der (brigen, mit positiven Gewichten gk versehenen n— 1 Brenn-

-
punkte und ist I — gk> 0, so liegt die Flache Tnin einer Kugel vom Mittel-

punkt Fn,deren Halbmesser R der Gleichung QB C geniigt. Auf dieser Kugel
hat die Flache dann einen Punkt, wenn ihre Brennpunkte auf einer Geraden liegen.

Fiir einen beliebigen Punkt P des Raumes gilt die Vektorgleichung
QPFn =2 PFk, Q=fqg k=0Q~q,,.
k=1 k=1

weil Fnder Schwerpunkt der mit den Gewicht gk versehenen Punkte FKk
(k = 1,2, ..., n— 1) ist. Aus dieser Vektorgleichung folgt die Ungleichung
-1
Q PFn V >’gkPFk .
k:1q

Das Gleichheitszeichen besteht hier dann, wenn die Vektoren PFk (k = 1,
2, ..., N — 1) dieselbe Richtungen haben. In diesem Falle liegen die
Brennpunkte F}, F2..., Fnund der Punkt P auf einer Geraden.

3S. 42.
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Addiert man zu beiden Seiten der Ungleichung gn PFn, so ergibt sich
n
@+ ) PFn =Q PFn Z‘Eizl qkPFk.

Liegt der Punkt P auf der Flache Tn, so ist
n
QP k_1quFk =c = 3R.

Damit ist der Satz 111 bewiesen.
Ebenso ergibt sich der Satz
IV. Liegen die Brennpunkte Fv F2 ..., Fn der Flache Tnmit der Gleichung

n
;‘_iqkl‘lzo, k>0 (K=1,2,. . n—1),Q=Q + qn—o,

aufder Strecke F1F2 der Geraden g undfallt der Brennpunkt Fn mit dem Schwer-
punkt der brigen n — 1, mit den Gewichten gk versehenen Brennpunkte zusammen,
so besteht Tnaus den Punkten der Geraden g, die keine inneren Punkte der Strecke
FxF2 sind.

Fir jeden Punkt P des Raumes besteht ndmlich die Vektorgleichung bzw.

die Ungleichung.

(/ PFn= Vj* PFk bzw. QPFn = V okPFk
k— fc=1

In dieser Ungleichung besteht das Gleichheitszeichen, wenn die Vektoren

PFk(k = 1,2, ..., n —1) dieselbe Richtungen haben, wenn also P ein Punkt

der Geraden g, aber kein innerer Punkt der Strecke F F2ist. Daraus folgt die

Ungleichung
n— n

0 =§%=:| gk PFk — Q pf»:kz=i ~ PFn + quFn=fg=l ok PFk.

Damit ist der Satz IV bewiesen, weil P dann ein Punkt von Tnist, wenn
hier das Gleichheitszeichen gilt.

Bezlglich des Satzes Ill teilt J. Molnar mir den Satz mit:

Ist S der Schwerpunkt der Brennpunkte Fv F2,..., Fn mit positiven Ge-

n
wichten und ist R "Vgk= RQ = C, so liegt eine reelle Tschirnhaus’sehe Fléache
k=1

2qtPFt—Jv gkPFk= 0(1 i~ n)
k=\

ausserhalb der Kugel von Halbmesser R, deren Mittelpunkt S ist.

2 Acta Mathematica
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Es gilt ndmlich die Vektorgleichung

QPS="qk Fk Qi F1+ V okPFk

4=1 4=1

Fir einen Punkt P der Flache (i= 1) besteht also die Ungleichung

QP S" gi PFX— V gkPFk= 2q:PF1- " q kPFk =C.
-

=2 4=1
4, Sind Rt R2 ...,R n beliebige nicht negative reelle Zahlen, so l&sst
sich die Gleichung (1) in der Form
%)) 4_y1ck(n—Rk)=C —4>1/ gkRk =C
schreiben.

Bezeichnet Khdie Kugel vom Halbmesser Rh (= 0) und mit dem Mittel-
punkt Fh so bedeutet dA= rh—Rh den Abstand eines Punktes P mit den
multipolaren Koordinaten rv r2 ..., r von der Kugel Kh Dieser Abstand ist
negativ, Null oder positiv, je nachdem P innerhalb Kh auf Khbzw. ausserhalb
Kh liegt.

Es gilt also der Satz

V. Ist Kh eine Kugel vom Halbmesser Rh (  0), deren Mittelpunkt im
Brennpunkt Fheiner Tschirnhaus’ehen Flache Tnliegt und hat Fhdas Gewicht gh
S0 geniigen die Abstande dheines beliebigen Punktes der Flache Tnvon den Kugeln
Kh{h = 1,2, ..., n) einer linearen Gleichung

©) gxdt Qe d2 . §4-aond,, —C.

Die Punkte, deren Absténde von n Kugeln mit verschiedenen Mittelpunkten
einer linearen Gleichung mit nicht verschwindenden reellen Koeffizienten genuigen,
liegen auf einer Tschirnhaussehen Fléche n-ten Grades, deren Brennpunkte die
Kugelmittelpunkte sind. Die Gewichte der Brennpunkte sind zu den Koeffizienten
der linearen Gleichung proportional.

Sind Rv R2 ..., Rn die multipolaren Koordinaten eines festen Punktes

P der Flache Tn, der also ein gemeinsamer Punkt der KugelnKh(h =1,2, ..., n)
M

ist, so ist die Gleichung (3) homogen, weil nach (2) C = C— " gkRh =0 ist.
4=1

Die nichtnegativen Zahlen Rv R2 .. ., Rnkdnnen aber auch dann der Gleichung
(3 genugen, wenn es keinen Punkt mit den multipolaren Koordinaten Rv
R2 ...,R ngibt. Die Gleichung (3) kann also auch dann homogen sein, wenn
die Kugeln Kh keinen gemeinsamen Punkt haben.
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5. Hat der Brennpunkt Fk bzw. ein Punkt von Tn die rechtwinkligen
Koordinaten 'c'k tk(kbzw. XY, Z so hat die Gleichung (1) die Form

@  T&y.d= Yk[—ak2+y—bo+(—ch2" —C=0

Die Richtungscosinus der Normalen dieser Flache in_ihrem Punkt PO
mit den Koordinaten *0,J0, z0, sind zu -BQQ}/QI), -IS/()O}OK), TZ()QyOZQ
proportional. Liegt die Normale bzw. der Punkt POin der z-Achse bzw. im
Anfang des rechtwinkligen Koordinatensystems und sind

dk = (4 + bl+ ctf (*= 1,2

so sind
Tx(0,0,0)= “fc=o0, —Ty(0,0,0) = b-0.
*TI dk fri 4
© - 120,00 Vv,

t=I

Der Punkt Nk in dem die Einheitskugel Ko mit dem Mittelpunkt
Po = (0, 0, 0) von der Halbgeraden PoFk getroffen wird, hat die Koordinaten
xk = * yk= — zk= —, die Richtungscosinus der Halbgeraden PoFk.
dk dk dk
Der Gegenpunkt Nk von Nkauf der Kugel Ko hat die Koordinaten —xk, —yk, —zk.
Der Punkt Nk bzw. Nk wird mit Mk bezeichnet, je nachdem ok> 0 bzw.
ok < 0 ist. Der Punkt Mk wird mit dem Gewicht |ok\ versehen (also mit

g wenn Mk= Nk xmd mit —ok, wenn Mk= Nk ist). Ist Q* = k}\/l JoK ],

so genligen die Koordinaten (|0 r0, fO des Schwerpunktes So der Punkte
Mv M2 ..., Mnden Gleichungen

Qﬁ- 2 4kxk= 0, @b: ] Yk

1

(+0= »-9 = 12(050. 0) .
k=1

Der Punkt So liegt also auf der z-Achse, auf der Normalen der Flache
T,, im Punkt PO. Daraus ergibt sich die folgende einfache Konstruktion der
Normalen von Tn:

VI. Ist Nk die Zentralprojektion des Brennpunktes Fk aus einem Punkt Po
der Tschirnhaus'sehen Flache (1) auf die Einheitskugel Ko mit dem Mittelpunkt
Po und ist N'k der Gegenpunkt von Nkauf K0, sowird Nkbzw. N 'k mit Mk bezeichnet,

2%
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je nachdem gk> 0 bzw. gk < O ist. Wird der Punkt Mk mit dem Gewicht k[
versehen und bezeichnet SO den Schwerpunkt der Punkte Mk M2 ..., Mn, so geht
die Normale der Flache im Punkt PO durch den Schwerpunkt SO.

Aus den Gleichungen (5) folgt, dass der Punkt Mkund sein Gewicht unver-
andert bleibt, wenn der Brennpunkt Fk unter Erhaltung seines Gewichtes
gk durch einen beliebigen Punkt F'kder Halbgeraden POFk ersetzt wird, oder
wenn Fk durch einen beliebigen Punkt FK' der Verlangerung der Halbgeraden
POFk (Uber P0) und zugleich gk durch —ak ersetzt wird. Bei diesen Ersetzungen
bleibt der Schwerpunkt SOund damit die Normale der entsprechenden Flache
Tnin POunverdndert. Auf Grund der Definition der in bezug auf einen Punkt
PO perspektiv-konfokalen Flachen Tn gilt also der Satz

VII. Die in bezug auf einen Punkt PO perspektiv-konfokalen Tschirnhaus™
schen Flachen haben im Punkt PO dieselbe Normale (und damit dieselbe Beriih-
rungsebene).

6. Ein Punkt PO ist ein regularer Punkt von T,, wenn die Flache
eine bestimmte Normale besitzt. Widrigenfalls ist POein singularer Punkt von Tn.

Die Konstruktion der Normalen in einem Punkt POvon Tnversagt, wenn
PO mit einem Brennpunkt Fk zusammenféllt, weil dann der Punkt Mk und
damit der Schwerpunkt SO unbestimmt ist.

Die Normale P0S0ist auch dann unbestimmt, wenn die Punkte POund SO
zusammenfallen. Nach (5) verschwinden dann alle drei partielle Differential-
quotiententen von T(x,y, z) in PO. Dann verschwinden die Komponenten des

Vektors V = I(qukPOMk, weil sie offenbar —Tx (x0,y0, 20, —Ty (x0,y0, z0),

—Tz(x0,y0,z0) gleich sind. Es gilt also der Satz

VIII. Ist POein singularer Punkt der Tschirnhaus"sehen Flache (1), sofall
PO entweder mit einem Brennpunkt zusammen, oder verschwindet der Vektor

n v

vV = ﬁ‘,:ik P OMKk.
Hier sind die Vektoren POMk Einheitsvektoren und der Punkt MKk liegt auf der
Halbgeraden POFk bzw. auf ihrer Verlangerung, je nachdem das Gewicht gk> 0
bzw. gk < 0 ist. Ein singularer Punkt PO einer Flache Tnist ein singularer Punkt

auf jeder in bezug auf PO perspektiv-konfokalen Flache.

Unter den in bezug auf einen Punkt PO perspektiv-konfokalen Flachen
Tn 8ibt es Tschirnhaus’sche Eiflachen, z. B. die Flache Tn durch A, deren

Brennpunkte mit den Punkten Mk zusammenfallen und die Gewichte Ik |
besitzen.

in PO
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Hat eine Eiflache Tnausserhalb der Brennpunkte einen singuldren Punkt,
so besteht sie aus einem isolierten Punkt oder aus einer isolierten Strecke.
Dieser letzte Fall kann aber nur dann Vorkommen, wenn die Brennpunkte auf
einer Geraden liegen. Jeder ausserhalb der Brennpunkte liegende singulére
Punkt einer Eiflache Tnféllt in den Kern der Flache.4

Zu einem gegebenen Punkt Po kann man e Brennpunkte und ihre Gewichte
so bestimmen, dass eine Eiflache Tnmit diesen Brennpunkten in Po einen singu-
laren Punkt besitzt.

Ist Av A2 .. ., Anein beliebiges Polygon im Raume mit den Seitenldngen

D — >
AnAx = g AxAz = @2 ... An=An= q sind PoBx = AnAv

PoBz = AXA2 ..., PoaBn — An_IAH, bezeichnet Fkirgendeinen Punkt der
Halbgeraden PoBkund hat der Brennpunkt Fkdas Gewicht gk(k —1,2,..., re),
so hat die den Punkt P,, enthaltende Eifliche Tn mit den Brennpunkten Fk
im Punkt PO einen singulédren Punkt. PO ist der einzige reelle Punkt von 7,,
wenn das Polygon Ax A2 ..., An keine Doppelstrecke ist, wenn also die
Punkte Fk nicht auf einer Geraden liegen.

Der Punkt POist ndmlich der Schwerpunkt der zu ihm gehdrigen Punkte

JT* weil POMit = 1, POBk = ckPoMk(k = 1,2, .. ., 1 und

N gkPoAfft = N POPfc = AnAx f-AxA2 ... —An—\An= AnAn= 0
k=1 K=1
sind.
Die in bezug auf den Punkt POperspektiv-konfokalen Flachen Tn haben

in PO einen singuldren Punkt.

7. Haben die Tschirnhaus’schen Flachen T' und T" im multipolaren
Koordinatensystem der Brennpunkte Pr, Fz,...,F n die Gleichungen

n n
T'=A girk—C =0 bzw. T" ~ dkrk—C" = 0
k=1 fc=l

und sind
WK —Lk {k—1,2,..., 9, C=C -fC,
so sind Flachen T' und T" bezlglich der Flache T mit der Gleichung

— A —
T=/2 &kik C=0

komplementar.

Aus der Identitdt T=T'-\- T" folgt, dass jeder gemeinsame Punkt
irgendzweier der Flachen T, T' und T" auch auf der dritten liegt.

4S. 47.
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Der Brennpunkt Fk hat die Gleichung dgkrk = 0, seine komplementére
ist die Gegenflache des Brennpunktes Fk beziglich von Tn. Sie ist eine Tschim-
haus’sche Flache (n—I)-ten Grades mit der Gleichung

9l rl 4" 2212 + eee + HAK 1 Tk-1+ 4k+1lrk+1 + eee + dAnrn = C .
Sind dkgk=0 und ok--gk —ak (k= 1,2,.. n), so haben die
Flachen T'und T" keinen Brennpunkt gemeinsam und die Summe ihrer Grad-
zahlen ist der Gradzahl von T gleich.

8. Ist
n n \
) L(xy, 9= Y ckrk~ ¥ ok [ (x—ak2+ (y— b2+ (z— 092]J
und bezeichnet ev €2 . . eneine beliebige Anordnung der Zahlen -[-1 und —1,
so stellt die Gleichung
M
)] Hm(x,y, z2) = fc>=| ekgkrk— C = Lm(x,y,z) —C= 0

eine reelle oder nichtreelle adjungierte Tschimhaus’sche Flache von Tnmit der
Gleichung (1) dar. Den 2" — N verschiedenen Folgen der Zahlen ev €2 ..., en
entsprechend gibt es N adjungierteTschirnhaus’sche Flachen (m= 1,2, ..., N),
unter denen eine (reelle) Eiflache Vorkommen kann.

Die adjungierten Flachen Tn sind im weiteren Sinne konfokal. Wegen
der Ungleichungen jogk — ekgk erhdlt man aus dem Satz I:

IX. Bei einer Tschirnhaus’ehen Eiflache liegen alle ihr adjungierten reellen
Flachen ausserhalb der Eiflache.

Es kann sogar bewiesen werden, dass eine Tschirnhaus’sche Eiflache inner-
halb einer jeder anderen, ihr adjungierten reellen Flache liegt.

Hm ist eine lineare Funktion der variablen rx r2 ...,r,,. Das Produkt

M =Hi1H2... HN=<Pn(x,y, 2)

ist ein Polynom IV-ten Grades von rx r2 ..., rnund ein Polynom Nr= IV/2-ten
Grades von r\,r\, ...,r,,, weil das Produkt sich nicht verandert, wenn rk
in jedem Faktor durch —rk ersetzt wird. Daraus folgt, dass ®n(x,y, z) ein
Polynom von x, y, z ist, dessen Grad hochstens gleich N = 2nist. Die Gleichung

©) @n(x,y,z) =0
stellt also eine algebraische Flache von der Ordnung v = N dar.
Die Ordnung der Fléche
D, xy,2) =@r—qgrh—2C2{rl + q;rl) + C4=0
ist Vier bzw. Zwei, je nachdem gl -L gl bzw. o\ = gl ist. Im zweiten Fall

ist die Flache ein Rotationsellipsoid bzw. Hyperboloid, je nachdem der Abstand
der Brennpunkte Fk und F2 Kleiner bzw. grésser als |~ | ist.
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Da
n=24+y +22—2(apx + by +cx2) +a} +b; +¢ (k=1,2,...,n)
ist, haben die héchsten Glieder von @, (x,y, z) die Form
A2 fy2 LN = AN, r2=x? g2 422
wo A eine von den Koordinaten der Brennpunkte unabhingige Konstante ist.
Die hochsten Glieder von @, (x,y,z) stimmen nidmlich mit den hochsten
Gliedern des Produktes L, L, ... Ly iiberein, wenn man in jedem Faktor

ry =Ty =... =1, =rsetzst,wennalso L, =r(e; q; +es ¢ +... +e¢4,) ist.
Deshalb ist
A=1II(e;q +€9gs + ... +engn).

Die algebraische Fliche (9) hat also nur dann die Ordnung N, wenn keine
der adjungierten Flichen H,(x,y,z) =0 eine verschwindende Gewichtssumme
besitzt. Hat eine adjungierte Fliche T, einen reellen unendlichfernen Punkt,
so hat die Fliche (9) hochstens die Ordnung N — 2.

Es gilt also der Satz:

X. Die adjungierten Tschirnhaus’schen Flichen n-ten Grades bilden eine
algebraische Fliche v = N = 2"-ter Ordnung. Hat eine adjungierte Tschirnhaus’-
sche Fliche einen reellen unendlichfernen Punkt, so ist y = N — 2.

Die Tschirnhaus’sche Fliche mit der Gleichung T' = Ng¢,r, — C =0
k=1
kann mit jhrer adjungierten von der Gleichung

T(k)’_‘ Gt gereto oo+ Gale1— G Ti + Qg1 Tiesr —f— . +qr,—C=
:T—qurk —-0

ausser dem Brennpunkt F), keinen Punkt gemeinsam haben. Die multipolaren
Koordinaten ihrer gemeinsamen Punkte geniigen nimlich der Gleichung
T — Tyy=2qr, = 0. Liegt also F), nicht auf T, so haben T und T, keinen
Punkt gemeinsam.

Die gemeinsamen Punkte der Flichen T, und T, geniigen der Gleichung

Toy— Too =2 (g 'k — qn a) =0.
Ist g, <0,s0haben T;, und T, keinenPunkt gemeinsam. Ist aber ¢, g, <0-
so liegen die gemeinsamen Punkte von T, und T,) — unabhingig von der Lage
der iibrigen Brennpunkte und von ihren Gewichten — auf einer Apollomschen

Kugel mit den Polen F, und F, mit dem Verhiltnis Pl'h Pl =g
9. Die geschlossenen Teilflichen, Schalen der algebraischen Fliche (9)

sind adjungierte Tschirnhaus’sche Flichen n-ten Grades. Zwei Mintel eines
zweischaligen Rotationshyperboloids bilden zwei Schalen, obgleich sie im
projektiven Sinne eine geschlossene Fliche bilden.
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Die Siitze iiber die Tschirnhaus’schen Flichen, deren Brennpunkte in
einer Ebene liegen, lassen sich auf die Tschirnhaus’schen (ebenen) Kurven
anwenden und umgekehrt.

Die einfachsten Tschirnhaus’schen Kurven, die in einem Brennpunkt
einen Punkt besitzen, werden von einer Pascalschen Schnecke S gebildet.?
Diese Kurve ist eine Konchoide, deren Basis ein. Kreis K ist und deren Pol O auf
dem Kreis K liegt. Ist das Zwischenstiick® kleiner als der Durchmesser von K,
so ist O ein. Knoten, in dem die Kurve S sich schneidet.? Diese Kurve S ist ein
spezielles Cartesisches Oval8, das im Punkt O einen Brennpunkt besitzt. Der
Pol O teilt die Pascalsche Schnecke S mit Knoten in zwei adjungierte Tschirn-
haus’sche Kurven zweiten Grades, von denen die eine im Kreis K liegt und eine
Eikurve T, ist. Beide Kurven haben im Brennpunkt O einen Eckpunkt.

Ein vollstindiges Cartesisches Oval besteht aus zwei adjungierten Tschirn-
haus’schen Kurven zweiten Grades®.

Durch Rotation der Cartesischen Ovale um die Gerade ihrer Brennpunkte
ergeben sich Tschirnhaus’sche Flichen zweiten Grades.

10. Fiir adjungierte Tschirnhaus’sche Flichen zweiten Grades gilt der Satz :

XI. Sind ¢, > g5 > 0 und f= F,F,, so stellt die Gleichung
T=qr—¢,—C=0

dann und nur dann eine reelle Fliche dar, wenn C= —q, fist. Im Falle C = —q,f
besteht diese Fliche aus einem einzigen Punkt. aus dem Brennpunkt F,. Die Fliche
T umschliesst den Brennpunkt F'y, wenn —q,f << C<<gq,f ist. und beide Brenn-
punkte, wenn C > q,f ist. Fiir C = q,f hat die Fliche T in F, einen Eckpunkt

Die adjungierten Flichen mit der Gleichung

Ty=—q11+qers—C= 0, bzw. Ty =qyr1+¢r,—C=0

sind dann reell,wenn C = q, f, bzw. C = q, fist.

Beide Flichen T und T sind reell, wenn —q,f << C <gq,f ist. Im Falle
0 <C <qyf liegt die Fliche T, innerhalb von T, im Falle 0 > C > —q, f liegt

aber die Fliche T innerhalb von T,.
Falls C = q,f ist, sind beide Flichen T und Ty reell und die Fliche T, wird

von der Fléche T umschlossen.

5 Vgl. G. Lor1A, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, Bd. I : Die algebra-
ischen Kurven (Leipzig, 1910), S. 147. Im dritten Teil der Arbeit von J. MoLNAR, Uber
Fadenkonstruktion ebener Kurven (Kézépiskolai Matematikai Lapok, 2 (1950, S. 176—178)
wurden auch Tschirnhaus’sche Kurven konstruiert, deren Gewichte ganze Zahlen von ver-
schiedenen Vorzeichen sind. Dort wurde auch eine Pascalsche Schnecke dargestellt.

8 Bei' G. LORIA,.a. a. 0.5, S. 136.

7 Bei G. LoriA, a. a. 0.5, Tafel IV., Fig. 29 a.

8-Bei G. LoORIA, a. a. 0.5, S. 176—1177.

® Bei G. Lor1A, a. a. 0.5, S. 178. Die Behauptung von CHASLES, dass die konjugierten
Ovale einer vollstindigen Cartesischen Ovale keinen gemeinsamen Punkt im Endlichen haben,
gilt nicht, weil sie in einem Brennpunkt einen Eckpunkt gemeinsam haben kénnen.
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Eine Tschirnhaus’sche Fliche zweiten Grades mit den Brennpunkten
F, und F, ist eine Rotationsfliche mit der Achse I F,. Sie ist reell, wenn. sie
mit der Achse Treffpunkte besitzt.

Die Achse wird von den Brennpunkten in drei Strecken. : a, b bzw. ¢ geteilt.
Ein Punkt P liegt auf der Strecke a, b bzw. ¢, je nachdem die Punkte P, F,
und F, auf der Achse die Aufeinanderfolge PF, F,, F,PF, bzw. F, F,P besitzen.

Bezeichnet x — r, (= 0) den Abstand PF,, so ist ry,— PF,— f+ x,
ry = f—=x bzw. r, = x — f, je nachdem der Punkt P auf a, b bzw. c liegt,
Die Differenz D = ¢;r; — ¢or, hat in einem Punkt der Strecke a. b bzw. ¢
den Wert

Dy = (9 — ¢2) *— qof, Dy = (41 + ¢2) *— qof bzw. D, = (¢; — q2) x 4+ ¢=f.

Die Fliche T hat die Gleichung D — C = 0. Sie hat im Inrera der Strecke
a, b bzw. ¢ einen Treffpunkt, wenn die Gleichung D, —C= 0, D, —C =0,
bzw. D,— C = 0 eine positive Losung x4, x, <f bzw. x,> f besitzt. Daraus

ergeben sich unmittelbar alle unsere Aussagen iiber die Fliche T.

Die adjungierte Fliche T, hat die Gleichung D 4 C — 0. Sie hat im
Falle C < g¢,f auf a und b + ¢ je einen Treffpunkt. Dieser letztere filit auf b, ¢
bzw. in F,, je nachdem C > —gq, f, C <—gq, fbzw. C = — ¢, f ist.

Beide Fliachen T und T, sind reell, wenn —q,f < C < ¢,f ist. Im Falle
0 < C < q,f trifft die Fliche T bzw. T, die Strecken @ und b in. je einem Punkt
und diese Punkte haben vom Brennpunkt F, die Abstinde
x :M’xm:g&[___g xzm,bz\* (n:M:_C

a a V. Xp

91—92 i — 4’ i 91+ 92 g+ g9

Wegen der Ungleichung C < ¢,f < ¢,f sind namlich x, < fund )’ <f.
Aus den Ungleichungen x, > 2§’ > 0 und 0 < <x, folgt, dass
die Fliche T, innerhalb von T liegt. Ebenso beweist man, dass T innerhalb
von T ist, falls 0 > C > —q,fist. Fir C = 0 fallen. die Flichen T und T, in
ciner Apollonischen Kugel zusammen.
Bezeichne S die Summe q;r; + ¢yrs. Sie hat in einem Punkt P der Strecke
a, b bzw. ¢ den Wert

Sa=(1+ @)x +¢f Se=(@—@)x+6flx <f)
Se = (t1+92) * —qf (x> f).

Die Fliche T, hat die Gleichung S — C = 0. Die Summe S hat auf der
Achse den kleinsten Wert ¢, f. Die Flache T, ist also nur dann reell, wenn C =g, f.
Ist C = ¢,f. so besteht die Fliche aus dem einzigen Punkt F;. Im Falle C > ¢q,f
ist die Fliche T, reell und sie hat auf den Strecken a und b - ¢ je einen Treff-
punkt. Der letztere fillt auf b, ¢ bzw. in F,, jenachdem C < ¢, f;, C > q,f bzw.
G =g ist,
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Die adjungierten Flachen T und T2sind gleichzeitig reell, wennc > 9r/
ist. Dann liegt die Flache T2innerhalb der Flache T.
Die Strecke a wird von der Flache T bzw. T2in einem Punkt P getroffen,
fur den
qgX + C —or/+ 7

o bzw. xf 4+ @

ist. Im Falle C< qtf bzw. C> ¥ treffen beide Flachen (ausserhalb von a)
die Strecke b bzw. c und fiir die Treffpunkte gelten die Gleichungen

2 + C —45fd“ C
xb = AVU (C<ij);

23: o (C>ol).

Aus den Relationen

xa>xa ;s > 42 (C< qj). x> _(C> gX).
4= = 43 — c—Hf)

folgt, dass die Flache T2innerhalb von T liegt.

Damit ist der Satz XI bewiesen.

Man kann leicht einsehen, dass die Gleichung T3 = —qlrl— g22—C= 0
nur dann eine reelle Flache darstellt, wenn C S —q3 ist.

Auf Grund des Satzes XI gilt auch der Satz :

XI1l. Sind |gx> [g2|>0, C-/0und |C| |g2|, so gibt es unter den
adjungierten Fl&chen

9iri4"?22 C—0, gpx 22 -C= 0, —qIrl§- gzI2— C —0,
—9iri — 2r2—C=0
genau zwei von einem Punkt verschiedene reelle Flachen.

Sind Igx\> (21> 0 und C= 0, sofallen zwei reelle adjungierte Flachen
in eine Apollonische Kugel des Punktpaares FX=2zusammen.

Ist |gx| = \g2\= 1, sogibt es unter den adjungierten Flachen zweitenGrades
eine, zwei bzw. drei von einem Punkt verschiedene reelle Flachen, je nachdem
C1>f. \Q <f bzw. ICj=f ist. Die reellen adjungierten Flachen bestehen aus
einem Rotationsellipsoid, aus den zwei Ménteln eines Rotationshyperboloids, bzw.
aus der Strecke F1F2und aus ihren zwei Verlangerungen.

Man kann ridmlich annehmen, dass im Falle Jg,1 |g2| > 0 gj>g2>0ist.

(Eingegangen am 24. Marz 1950.)
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NMOBEPXHOCTU N KPUBbLIE TLWINPHIAYCA
O. C.-HAOb (Cerep)
(Peslome)

MoBepxHOCTb Mopsifka N TwupHrayca (KOpOTKO MOBEPXHOCTb Tn) ecTb  reoMeTpuye’
CKOe MECTO TOYeK, CYyMMa PacCcTOSHUIA KOTOPbIX OT M pas/iMuHbIX Touek Flt. . ., Fn (dhokyco)»
YMHOXEHHBIX Ha JaHHbIe 4Wcna gx, . .., gn (Beca) pPaBHSAETCA MOCTOAHHOMY uucny C. ECn
(hOKYCbl HaxoAATCcA B KaKO-nMb0 MAOCKOCTW, TO MOBEPXHOCTb CUMMETPUYHA OTHOCWUTESTbHO
Heé, 1 KpuBas, Mo KOTOPOW MepeceKaroTcsl MOBEPXHOCTb M 3Ta M/I0CKOCTb, Ha3bIBAeTCA KPYBOWA
TwwmpHrayca nopsgka .

B MynbTUMONSAPHON cuCTeMe KOOPAMHAT, MOHcamy KOTOPOW CyXaT (hOKyCbl ypaBHe-
HVS1 MOBEepPXHOCTU T

n n
gkPFk—C =JV gkrk—C=0.
/i=1 k=1

B ogHoii 13 npefblayLlumx paboT aBTop UccredyeT MOBEPXHOCTM TN C NOMOXUTENbHBLIMA BECAMU.
B HacTosLeli paboTe He fenaeTcs Takoro orpaHnyeHus. MeoMeTpryeckoe MecTo ToUeK, paccTos-
HVe KOTOpbIX OT N pasnnuHbiX ciep dk (K= 1, ... ,1) YOOBNETBOPSET [AaHHOe JIMHeW-
HOe ypaBHeHVe, TakxKe MoBepxHOCTb Tn. MosepxHocT Tnw Tn', obnagatoLime obLwmMMmn (HoKy-
camy, KOH(OKa/lbHbl B 60/1ee yskom (LUMPOKOM) CMbIC/IE C/I0Ba, €CM B OTAE/bHbLIX (OKycax
Beca (MX abConoTHbIE BEIMUMHDBI) OAVHAKOBbI. Ecnn PO 06Lwaa Touka nosepxHocTein T,,n Tr',
ecM C OAMHAKOro Ansi 06evx MoBepxHocTel, ecnm |gk| == [gk \ (K= 1,..., MU, HaKoHeL,
ecnn F'k NeXknT Ha npsmoil POFK uin eé NpoAo/HKEHMM, B 3aBUCUMOCTU OT TOro, 4to gk =gk
nwm 0K = 0K TO 3T MOBEPXHOCTU MEPCMEKTUBHO KOH(OKAKa/bHbI OTHOCUTE/IBHO TOUKM PO,
[Be Takue noBepxHOCTW KacatoTcAa B Todke PO MMoBepXHOCTW T'n, KOTOPble KOHMOKa/bHbLI C
TnB 60nee OOLLEM CMbIC/IE COBA, /181 KOTOPbIX C OAVHAKOrO, HasbIBalOTCA COMPSHXKEHHBLIMU
MOBEPXHOCTAMM K Tn. Tn 1 CONPsXEHHbIE C Hel MOBEPXHOCTU BMeCTe 06pasyloT TaKylo
anrebpanyeckyo NMoBepPXHOCTb MOPSAOK KoTopoid S N = 2™






SUR L’ORDRE DE L’APPROXIMATION D’UNE FONCTION
PAR SON INTEGRALE DE POISSON

Par

BELA SZ.-NAGY (Szeged), correspondant de I’Académie

On sait que sit (1) est une fonction continue de période 2, son intégrale
de Poisson

1975 11+ g A

Ar@t) =1 — 2rcost f-r2= (1 —r)2+ 2r (1— cos i),

tend, pour r —»1, uniformément versf (%9. Salemet Zygmundlont démontré que
sif (7) satisfait a la condition de Lipschitz d’ordre a (0 < a < 1), on a

f(r, X) —f{x) = 01—k

Natanson2 vient d’envisager aussi le cas a = 1 et de démontrer la proposition
plus précise suivante :

Soit
u(r,a) = s]yp max |/(r, X)—f (X) |

ou f parcourt la classe Lian des fonctions de période 2n telles que

If (xn)—f(xi) = 1*2—*il“-
On a alors

(1 —0 log-1 0(1L — 1) pour a=1,
(1) u(r,a) = n 1=
s8¢ — *(I—na ) 0(1—n pour 0<a< Ly

1R. Salem — A. Zygmijnd, Capacity of sets and Fourier series, Transactions American
Math. Society, 59 (1946), 23—41, en particulier p. 30.

21. P. Natanson, Sur I’ordre de I’'approximation d’une fonction continue 277-pcriodi([ur
par son intégrale de Poisson, Doklady Aﬁad Nauk SSSR, 72 (1950), 11—14 (en russe).

3lci, et dans ce qui suit, 0(1 — 1B désigne une quantité qui, divisée par (1 — B,
reste bornée dans I'intervalle 0 = r < 1. A vrai dire, Natanson a observé seulement que les
termes respectifs au second membre de (1) sont égaux a Kafr) (1 —r) avec Ka(r) borné dans
tout intervalle r0S r < 1 o0 0> 0. Mais une évaluation évidente prouve que WU(, a), donc
aussi Ka(r), sont bornés aussi dans le voisinage de r= 0.
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. Lebut de la présente Note est d’envisager la méme question pour les fonc-
tions conjuguees

I(*) = _ L P vx(f) cotg ~ dt
2n J 2

) =/(* +t)—Fflx —1) .

Nous démontrerons la proposition suivame :
Soit
v(r,a) = sgp m3x|/(r, X) —f(x)

ou f parcourt la classe Lipxa. On a
(2 v(r,a) = 2a~ 1cosec? e(l—na+ 0(1 —na+

et cela pour 0 < a ™ 1. En particulier, on a

?3) vl = - f*Ttgxdx=(l-~r) +0(1 —r2S-(l —rn).

n X a

Partons de la formule 4
frx)= —3koy Tt
n% Ar(t)
Il en résulte que
77 77 . 1 f .. t 2r sint 1 ? t (1-r)8
’X) — = cot Y- tg-....,.-2 dt
f(r'X)—f(x) J WK cotg - Ty (0 cotg; 410 at,
ou, grace a la périodicité de f (x),
i/ U T * “— r)2

4 I'Cr,r)-/ = - cotg - m Jodt —
@ (rrd-1qiy'= 7%yl cotg -, il

11 >’x+11(;|—tjcotgzc « A= DEgt

2" 2 A«

Lorsque / (X) CLijga (0O< a S 1), il en vient que
1— — 1 nﬂ/*2 t (1_r)

*Y —[(* = — - e dt

®) |1/ (r>*) —/( ){ T Jf 2t)a cotg 2"
t Q@—n*
“ f [2(n t)]a cot dt
* ZTEﬂZ[ ( )] gl?_ 4 ()

Désignons par ga(x) la fonction impaire de période 25, qui est définie dans
@ n) par

ACt. par ex. A. Zygmund, Trigonometrical series (Warszawa-Lwow, 1935), § 3.4.
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6até-
|
%) = A
2“4(n—x)a So=1
1.2

En écrivant (4) pour ga[x) au lieu def (x), on voit que le second membre de (5)

est égal a
ga(r, 0)—ga(0).

Or on voit sans peine que ga(x) appartient aussi a la classe Lipxa, d’ou il
résulte que

(6) v{r,a) =ga(r’0)—ga(°®) =
26t (=02 3 cotgL -EL- | f( — tacog ¢
I e I I A i I

Désignons la premiére de ces intégrales par | et la seconde par J.

Comme Ar(t) L1 pour%é t S n, J est bornée par une con-

stante ne dépendant ni de r ni de a,

(7 0<JSC.
Pour J on a tout d’abord, puisque Art) = (1—r)2,
® o<ISC(a)/(l-r)!.

D’autre part, vu que
0St2—2(1 —cost) 412 ,
et que
1—cos t &t2n pour O0E1la n/2, 9
on a pour 0S t LWn/2
54&} 1 1
AR (1—rn)2+rt2“

:0,
[(L- 02+ 2601 — s D][(L- 1)2+ 2] 2’:”

r[iz— 2(1 = cos t)]

niz

ni2 d
£ j tacoty — moift) dt = 1j + R

t
" ST 2 =02+ 2

[ 71
o)

’Cela vient par intégration de I'inégalité sin t .g 2t/a, valable dans I'intervalle IO
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(10) 0< R1=8CLa)Ir

Le développement

met en. évidence que c(u)/u est une fonction positive et croissante pour
0 = u = ji/2, et par consequent

Bs cuju=2d"N=2 05 cu)a Lou.
On en tire que e
@ /=" 2tc1— " | T
o (1- )2+ ri2 2/[(L —r)2+ rt2
ou
12 0< < —O-mﬁf +1fl- S ar;
(19 T « - CH )

d’autre part,

_ <t
(13) h = th«-l(l_ N2 | ri2” I;.J,z
(14) 0CRa< | 2ot =caayr
nlz
En substituant
rte
(l— r)2
on obtient que
A
(15) - 3«- o dx
M2 g 1
“an (rm:‘j‘”
1 _
rab —Tr 1-re ran

6 Cf. par ex. E. C TitCHVARSH The theory offunctions (Oxford, 1932), 105. p.
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on a
(i6) R r)"~2n cosec an
ou

1—n“1
17) N ,a,z)

En réunissant (9) — (17), on voit que
an .
I —(1—r)a—2n cosec — +j- R(r, @)

R(r,a) —0(1 —ra-1 pour r—ml .

En vertu de (8), la quantité I, et par conséquent aussi la quantité R(r, a),
restent bornées dans tout intervalle 04 ra rOou rO< 1. On en conclut que

IR(ra)l =1 K(I —r)«-1
dans tout I’intervalle 0 S r < 1 avec une constante K =K(a).

Eu égard aussi a (6) et (7), cela achéve la démonstration de (2).
Pour démontrer (3), observons que

SIW_ £V (—1),"° j2" + 1) * .

a @n +1)
, ©
. -1)” co,(2,,+ 1)* .
900 n g (-1)7 co 2yt
ei(r,) = _ A y 2 ( ijnoos ,
q (2n+1)2
d’ou il s’ensuit que
: - - - - —— I - veee = Oz,
vl el - 0@ s o T gl @
Vu que
0<dM2g 1 pour 8szs 1et lim ¥Z- 1,
zn —1 yA 4

cela prouve (3).
(Regu le 15. juin 1950.)

3 Acta Mathematica
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O MEPE AMNPOKCUMAUMN ®YHKUWNW EE NHTEIMPA/IOM MNYACCOHA
B. C.-HAAb (Cerep)
(Pe3|o|v|e)

Mycms Lipj a knacc nepmogmuecknx yHKUUIA, C MepuogoM 21 U yA0BIETBOPSIHOLLMX
ycnoBue 1/(x9—/ (x9 1& Ixa—xr|m . Mycm /(r, x) COOTBETCTBEHHbIA WHTerpan [lyac-

COHa :
n

[oxy= (29)-10 Tx+ 0 (1—r12) (1- 2rcost+ rd)-i dt
-4

W. M. HaTaHCOH HeflaBHO HalLén cneaytoLyto Teopemy : Ecnm /(X) npoberaeT knacc Lipj a, 10

n(,a) = sup Lax [/(r,x) —/(x) | =

@/a)(r—nlog-p— + 0o (1—T) ecnn a = 1,

an
sec —e*(l—n“+ O@l—r) ecim 0< a< 1

HacTosuwas pa6oTa paspewwaeT aHafOrM4YHbIA BOMPOC ANS COMPSKEHHbIX (PYHKUWA :

Ecnn /(x) cHoBa npoberaeT knacc Lipja, Tov(r,a) = supwax | T (r,X) —T (X) | =
f X 1

an
= 2~-1Cc0seC— (1—r)a -fo(1 —r)1+a, He TO/IbKO NMpy 0 <a < 1, HOMBC/y4Yae a = 1.

1
4T / 4
LY== are ttg 1—r+ 0(1 —M2" —(—0)



SUR LE PROBLEME DE FACTORISATION
DES GROUPES CYCLIQUES

Par
G. HAJOS (Budapest), correspondant de I’Académie

1. Soit C un groupe abélien, 4 et B deux de ses sous-ensembles. Nous
disons que C est le produit des sous-ensembles A et B,

€ = 4B,

si 'on trouve a chaque c€ C des éléments a € A et b € B pour lesquels on a
¢ =ab et s’il n’y a pas d’autres éléments suffisant a cette condition. In n’est
pas facile de trouver toutes les factorisations C = AB d’un groupe donné.
C’est le probléme de factorisation de ce groupel.

Si A est un sous-groupe de C, alors tout ensemble B représentant des
classes appartenant a C/4 nous donne une factorisation C = AB. Ce ne sont
alors que les factorisations ne contenant pas un sous-groupe comme facteur
qui nous intéressent. De telles factorisations existent, ce que montre ’exemple
suivant : Soit C un groupe cyclique défini par a8 =1, 4 =(1, a?), B =
= (1, a, a®, a®); aucun des sous-ensembles 4 et B n’est un sous-groupe et
nous avons pourtant C = AB.

Nous disons que le sous-ensemble A du groupe C est périodique s’il y a un
élément a € C différent de 1’élément neutre, pour lequel a4 = A. Dans ce cas
A peut étre représenté comme produit du sous-groupe cyclique engendré par
a et d’un sous-ensemble. Les sous-ensembles représentables comme le produit
d’un sous-groupe et d’un sous-ensemble quelconque sont alors justement les
sous-ensembles périodiques. Les sous-groupes sont périodiques. L’ensemble
B de I'exemple ci-dessus est périodique, comme a*B = B.

Il se pose la question si toute factorisation d’un groupe abélien contient
un facteur périodique. En général, ce n’est pas le cas, comme le montre ’exemple
suivant de T, Szere: Soit C le groupe cyclique infini engendré par I’élément a;
nous désignons par A le produit des sous-ensembles (1, a?), (1, a8), (1, a%?), ...
et par B le produit des sous-ensembles (1, a7 1), (1,a™ %), (1,a76),...; aucun
de ces sous-ensemble n’est périodique et nous avons C = AB.

I1 est plus difficile de trouver une factorisation sans facteurs périodiques
d’un groupe fini. Il n’est méme pas facile de décider si un groupe cyclique donné

L Cf. G. HaJos, Sur la factorisation des groupes abéliens, Casopis, 74 (1950), pp. 157—162 -
3%
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posséde une telle factorisation.? Il n’y en a pas si I'ordre du groupe cyclique
est une puissance d’un nombre premier.® Non plus, comme L. Reper a montré?,
si Iordre est le produit de deux ou trois nombres premiers. Le but de cette
note est de prouver qu’ils existent des groupes cycliques finis qui peuvent étre
représentés comme le produit de deux de leurs sous-ensembles non-périodiques
Plus précisément, nous démontrerons le théoréme suivant :

Un groupe cyclique fini, Uordre duquel est le produit de trois nombres entiers
premiers entre eux, parmi lesquels il y a au moins deux nombres composés, peut
étre représenté comme le produit de deux de ses sous-ensembles non-périodiques.

I est une question ouverte si 'affirmation de notre théoréme s’accomplit
pour autres groupes cycliques aussi. La question est indécise pour les ordres
pqﬁ, p“qﬁ, pqr’, pgrs, ou p, ¢, r, s sont des nombres premiers, a, ff,7 des entiers
positifs dépassant 1'unité.

2. (Pétait un raisonnement géométrique qui nous conduisait i notre
résultat. Nous faisons connaitre cette voie. Pour 'ensemble ¢ de figures géomét-
riques et 'ensemble F' de translations (éventuellement d’une seule) nous désig-

nerons par Fg¢ I’ensemble des figures résultant de a en lui appliquant la transla-
tion A, ot 2 € p et A € F. Nous écrirons aussi 4 = (a—> a'), si da = o'.

Nous considérons l’espace a n dimensions et le découpons en parallé-
lotopes congruents par n suites d’hyperplans paralléles équidistants. Un de ces
parallélotopes soit 7 et leur ensemble (7). Nous désignons par P le groupe des
translations T pour lesquelles on a T(n) = (7).

Nous choisissons un parallélotope ¢ qui contient & et se compose des
parallélotopes de (7). C’est a dire, o n’a pas de point intérieur commun avec
ceux des parallélotopes de (i) qui ne sont pas contenu en p. Nous remplissons
I'espace simplement par des parallélotopes congruents a g et de situation paralléle,
chacun desquels se compose des parallélotopes de (7). L’ensemble (g) de ces
parallélotopes jouit de la propriété que chaque élément de (7) est contenu par
un et un seul de ses éléments. Soit R le groupe des translations pour lesquelles

R(e) = (o)-
P et R sont des groupes abéliens, R un sous-groupe de P. En choisissant
convenablement I'ensemble (g), le groupe-quotient C = PR sera un groupe

fini ou bien cyclique. Nous définissons maintenant deux sous-ensembles des
éléments de C, c’est a dire des classes des éléments de P définies par R.

4 Cf- 1. et
3 Cf. 1. ¢.! et L. REpEI, 1. ¢t

4 Cf. P’article suivant de ces Acta: L. REpkr, Ein Beitrag zum Problem der Faktorisation
von endlichen Abelschen Gruppen, Acta Math. Hung.,1 (1950), 197—207.
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Nous considérons d’abord les éléments T € P pour lesquels on a Tx €9,
Chacune de ces tranlations T appartient a une classe définie par R,® Iensemble
desquelles soit désigné par A. On a alors AwC Ro.

De plus nous considérons les translations T pour lesquelles on a Tp € ().
L’ensemble de toutes ces translations se compose de certaines classes définies
par R. En effet, si T} et T, appartiennent a la méme classe, c’est a dire, si

T,T;™ € R, il suit de T, € (o)

Tye = (T1T,7) (Ty0) € R (0) = (0)-

Nous désignons par B l’ensemble des classes définies par R et contenus dans
I’ensemble des translations considérées.

Nous démontrons qu’on a C = AB. Soit T une translation appartenant
aune classe ¢ €C, soit Tn =a' et @' C o' €(p). Soit #* € (7) le parallélotope

pour lequel (o — ¢') #* = a’ et par conséquent #* Cp. Si U= (n— n*) et
V =(—>0¢),alors T=UVet UEa€ A, VEbE B. 1l s’ensuit donc ¢ = ab.
Si par contre a; b; = ayb,, ou a; € A, b; € B(i = 1, 2), soient alors

U; et V; des translations pour lesquelles T — U, V; = U,V et

U as; Un = =,C 0,

(1 =1,2)
V€. b;, Vie = 0,.C(0)-

Comme Tn =V, (Un) = Vw, < Vo =o,, il suit o, = g, et par conséquent
Vi =(—>0) =(e—>0) =Vp Uy =TV, =TV, = U, donca, =
= ay et by =b,. Ce qui finit la démonstration de C = AB.

L’ensemble B n’est pas périodique. Soit en effet aB = B, ou a €C, et
T une translation appartenant a la classe a. Nous démontrerons notre proposi-
tion en prouvant T(g) = (o), on en conclut T'€ R et que a est I’élément neutre
du groupe C. Soit g, € (0), (0 — 0,) €b; € B et ab, = b, € B, alors T (¢ — ¢,) € b,.
Comme

To, = [T(e—e)]e€bye Clo)
et comme cela est valable pour tous les parallélotopes g; € (0), on a vraiment
T(e) = (o)
Siad =A,ou a€C, et T€a, on a alors T(Rp) = Rp. Soit en effet
7, C 0, €Ro, (09— 0,) ®#* = m, et par conséquent n* C o. Il suit

Tmy =T (@—>0)n*=(—>0)T(r—>a*n€
€(e—~>0) adn =(0—e)An CR-Re = Rp .

s

5 On démontre aisément qu’elles appartiennent toutes a des classes différentes. Mais
nous n’emploierons pas ce fait.
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Comme cela est vrai pour tous les parallélotopes o, CRp, on a T(Ro) = Rop.

Lorsque l’ensemble Rp des parallélotopes consiste des parallélotopes
isolés, la relation T (Rp) = Rp entraine T € R. Dans ce cas 1a, 4 n’est pas
périodique parce que a4 = A et T €a entrainent T € R, ce qui assure que
a est ’élément neutre du groupe C.

Nous avons obtenu une méthode pour construire des groupes C qui
peuvent étre représentés comme le produit de deux de leurs sous-emsembles
non-périodiques. Lorsqu’on choisit convenablement I’ensemble (¢) de parallé-
lotopes construits des parallélotopes de (7), le groupe C défini par cet ensemble
sera cyclique. On a pour les sous-ensembles A, B définis ci-dessus C = AB
et aucun de ces facteurs n’est périodique si Ro consiste de parallélotopes isolés.

3. Pour démontrer notre théoréme nous choisissons un ensemble de parallé-
lotopes convenable. Soit C un groupe cyclique de l'ordre n = m; my, my, ou
my, my, mg sont premiers entre eux. Soit m; = u, v; et my = Uy vy, ou les
entiers uy, vy, Uy, v, dépassent 1'unité.

Nous opérerons dans I’espace a trois dimensions. Nous désignons les
translations par leurs vecteurs. Soient i, j, k trois vecteurs d’unité, I'un a I’autre
orthogonaux et soit 77 un cube a arétes d’unité paralléles a ces vecteurs.
7 définit un ensemble () de cubes. Le groupe P appartenant a (7) est engendré
par les translations i, j, k.

Pour g nous choisissons le parailélépipéde contenant les cubes qui résultent
de 7 en lui appliquant les translations

a+pj (¢ =0,1,2,...,u,—1; f=0,1,2, .., u,—1).
Soit R le groupe engendré par les translations m,i, m,j, msk. Le groupe-quotient
P/R est le ptoduit extérieur des groupes cycliques d’ordre m,, m,, my. Comme
ces nombres sont premiers entre eux, P/R est isomorphe au groupe donné C.

Sinous réussissons a définir 'ensemble de parallélépipédes (¢) de la maniére
que ce soit vraiment le groupe R qui appartient a lui, nous recevrons une factori-
sation de C en facteurs non-périodiques, comme R ¢ consiste de parallélépipédes
isolés.

Nous considérons dans ce but d’abord I’ensemble (0)" des parallélépipedes
résultant de ¢ en lui appliquant les éléments du groupe engendré par les trans-
lations u,i, u,j, k. L’ensemble (2)’ remplit I’espace simplement.

Ceux des parallélépipédes de (0)' qui résultent des parallélépipédes de
Rp en leur appliquant les translations

k+pui, wuitruj (u, v entiers)
forment des colonnes en direction de i et j respectivement. Cela veut dire qu’en

translatant les sous-ensembles de (0) ainsi définis en direction deion j respecti-
vement, on regoit des ensembles de parallélépipédes remplissant la méme
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partie de I’espace que remplissaient les ensembles originels. Nous supprimons
de ((?) les dits deux sous-ensembles et les remplacons par les ensembles qui
résultent des ensembles supprimés en leur appliquant les translations i et j
respectivement. L’ensemble recu remplit I’espace simplement et nous le choisis-
sons pour ensemble (Q.

Il suit de la définition de () que les parallélépipédes de R o appartiennent
a(g) et qu'ona R(0) = (Q. On constate aisément qu’en appliquant aux parallé-
Iépipedes de Rg soit la translation k, soit la translation igi, on ne recoit pas des
parallélépipédes appartenant a ((?. Comme les autres parallélépipédes de (p) ne
jouissent pas de cette propriété, on en conclut qu’une translation T satisfaisant
a T(g = (Q satisfait nécessairement kK T (Rg) = Rg aussi et on a par
conséquent TER. Clest alors vraiment le groupe R qui appartient a ((?).

4. Nos raisonnements nous ont conduit a des facteurs non-périodiques
du groupe C. Nous allons maintenant a formuler et vérifier notre résultat en
termes pures de la théorie des groupes. Cest ainsi que la note présente reste
logiquement compléte méme si on supprime 2 et 3.

Soient a, b, ¢ les éléments générateurs du groupe additif abélien C,

mla = 0, m2p = 0, m3c = 0

ses relations définissantes, o mv m2 m3sont premiers entre eux de sorte que
C est un groupe cyclique d’ordre n —m1m2m3. Soit m1l= uxvx m2= u2Vv2
OlUuvvv u2v2dépassent I'unité.Nous définissons deux sous-ensembles dugroupeC.

Les éléments du sous-ensemble A sont
aa fRb (@=012...,ig—1; B =012...u2—1).
Ce sous-ensemble n’est pas périodique. Si en effet x A — A, alors
X -0 et X -(-@ux- 1)a Fuz—1ob
appartiennent a2 A, donc x est un élément commun des ensembles
A et A— (ui— Da— (uz— 1) b
Mais le seul élément commun de ceux-ci est 0 et on a x = Q.
Les éléments du sous-ensemble B sont

auxa B u2b (a -A l),
uia+ (1 + 8 u2o,
a Uja + B uz2b + ¢ ® -A Q),

1+ aig)a+ ¢
auUla \-Ru2b fyc,
ou les entiers a, &, y satisfont (au dela des restrictions faites) aux inégalités
Dda<», 0Ser<v2Z 2ay<m3.



194 H. HAJOS

B n’est pas périodique, comme 0 est le seul de ses éléments qui ne donne pas
un élément de B en lui additionnant soit iq a, soit c.

Le groupe C est la somme des sous-ensembles A et B. On le montre de la
maniére suivante. C est évidemment la somme de A et de I’ensemble B' des
éléments aiga F~RBu2b+yc (0 =a<tg, 0S]3<i)220”y< m3. B ne
differe de B' que par etla qu’il contient

iga--L+Rudb au lieu de ula B u2b,
(L -)raudafc au lieu de aiga -}c.

Ces pairs d’ensembles donnent les méme résultats si on leur additionne les
ensembles [0, b, 26, ..., (u2—1) 6], [0, &, 2a, ..., (ig— 1) a] respectivement.
Ces pairs de sous-ensembles donnent alors les méme résultats en leur addition-
nant le sous-ensemble A qui est la somme des deux sous-ensembles mentionnés
A cause de cela, on a A +B = A §-B' —C.

5. Le plus petit des nombres n qui satisfait a la condition de notre
théoreme est 180. Nous donnons pour cet ordre un exemple de factorisation en
facteurs non-périodiques. Nous parlons du groupe additif des nombres entiers
mod 180.

Les éléments de A sont

0, 20, 45, 65, 100, 145.
Les éléments de B sont

0, 6, 10, 12, 18, 24, 42, 48, 54, 60, 66, 70, 72, 78, 81,
84, 96, 102, 108, 114, 120, 130, 132, 138, 144, 156, 162, 168, 171, 174.

En additionnant par couple les éléments de ces deux ensembles, on recoit un
systéme de résidus complet mod 180.

6. Toutes les factorisations des groupes abéliens finis connues jusqu’a
présent sont quasipériodiques dans le sens suivant du mot : Nous disons que
la factorisation C — AB est quasipériodique si I’'un des facteurs, p. ex. B, est
décomposable en ensembles B+ B2 ..., Bk de la maniére que les ensembles
ABVAB2 ..., ABk résultent en multipliant I’'un d’eux par des éléments
d’un sous-ensemble périodique. C’est a dire, il existe un ensemble périodique
(6X 62. .., BK), pour lequel les sous-ensembles AB{et ABT 6; ne different que
dans leur ordre. Il est une question ouverte si toutes les factorisations des
groupes abéliens finis sont quasipériodiques. La réponse n’est pas connu méme
pour le cas des groupes cycliques finis.

(Recu le 10. Mars 1951.)
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MPOBMEMA ®AKTOPUIALNN UMKINYECKNX TPYMN
. FTAELL (Byganewr)

(Pe3tome)

MogmHoXecTBa A 1 B rpynnbl A6ens CaatoT hakTopusaumio C = AB, ecnim ans no6oro
anemeHTa ¢ £ C MOXXHO eIVHCTBEHHbLIM 06pa3oM HaliTh Takne a £ A ub¢ B, utoc = ab. Ml
roBOpPUM, YTO MOAMHOXECTBO A rpynnbl C nepuognyHo, ecim B rpynne C MMeeTCs OT/IMYHbIA
OT eAVHVLbI 3NIEMEHT a, YAOB/ETBOPSAIOWMIA ycnosuio aA = A.

PaboTa COAEPXWT [0Ka3aTe/bCTBO CrIgAYtOLUel TeopeMbl © €CAX MOPAAOK TPyMrbl
Mpou3BeaeHNe TPEX TaKWX UMCES, KOTOpble B3aMHO MPOCTbI U CPEAM KOTOPbIX MMEETCs Mo
KpaliHe Mepe OfHO MPOCTOe YMC/O, TO 3Ta rpynna UMeeT Takyl (haKTopusaumio, B KOTOPON
HA OOVH W3 Y/IEHOB He MepuoAvYeH.






EIN BEITRAG ZUM PROBLEM DER FAKTORISATION
VON ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN

Von
L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie

§ 1. Einleitung

Fir eine endliche Abelsche Gruppe © istes ein interessantes, aber schwie-
riges Problem, eine Ubersicht Uber die mdglichen Faktorisationen

@ 0=®!...®,

von © zu gewinnen, wobei die Komplexe (Teilmengen) von © sind ; diese
Gleichung soll bedeuten, dass sich jedes Element von © genau einmal in der
Form Al...Al (A{s ®j)) darstellen lasst. Die Faktorisation (1) nennen wir
echt, wenn jeder Faktor ®- aus mindestens zwei Elementen besteht.

Das bisher Gesagte soll flir spateie Zwecke auch im allgemeineren Fall
gelten, wenn in (1) statt © ein Komplex ® steht. Fur zwei Komplexe 3, 3
sagenwir, dass 3lein Teiler von 3ist, in Zeichen 31133, wenn es eine Faktorisation
33= 31© gibt.

Wenn in (1) die besondere Annahme ®&- = 1, AGg ..., A* (i =1, ..., )
gemacht wird, so hat man die Beantwortung im berilhmten Satz von Hajss [1j1,
nach dem dann in (1) mindestens ein ®- eine Gruppe sein muss. Verfasser [5]
hat dem Salz eine verscharfte Formulierung gegeben, nach der alle moglichen
HAjos’schen Faktorisationen von © sich angeben lassen. Vereinfachungen
des Beweises von Hajos finden sich bei Verfasser [4] und Szele [6].

Im allgemeinen Fall kann (1) gelten, ohne dass ein V, durch eine Gruppe
(tb\) teilbar ware, wofiir ebenfalls Hajos das erste Beispiel gab, das mit seiner
freundlichen Erlaubnis Verfasser [2] verdffentlicht hat. Daselbst hat Verfasser
auf verhaltnismassig sehr kompliziertem Wege den kleinen Satz bewiesen, dass
in jeder echten Faktorisation (1) einer nichtzyklischen Gruppe © von Primzahl-
quadratordnung (Fall 1=2) das eine von ®5®2 durch eine Gruppe ("I)
teilbar ist.

Im folgenden betrachten wir nur den verhéltnismassig sehr einfachen
Spezialfall von (1), dass © zyklisch und 1 =2 ist. Friher hat Hajos nach seiner
mindlichen Mitteilung vermutet, dass dann in jeder echten Faktorisation (1)

1Die [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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das eine von £, &, durch eine Gruppe (- 1) teilbar sein muss ; vor kurzem
aber hat er seine Vermutung widerlegt. Und zwar gelang ihm das fiir alle ®,
ausgenommen die Ordnungszahlen von der Form

(2) P ¢ p° qr, pyrs (e,f = 0),

wobei p, q, r, s verschiedene Primzahlen bezeichnen ; seine Arbeit dariiber
erscheint in diesen Acta.? Die restlichen Ordnungszahlen (2) sind bei ihm
fraglich geblieben, aber ich habe schon im Jahre 1945 bewiesen, dass insbeson-
dere pqr tatsichlich ein Ausnahmefall ist. Wohl ist mein Beweis interessant,
trotzdem wollte ich ihn wegen seiner Mithsamkeit nicht publizieren. Ich tue das
jetzt wegen der durch die Hajos’schen Untersuchungen erhohten Aktualitiit
meines an sich sehr bescheidenen Resultats, das namlich nunmehr auch zeigt,
dass das Resultat von Hajos «beinahe» scharf ist.

Zum Beweis werden wir linger ausholen miissen, so dass wir eine Methode
ausarbeiten, die zur Untersuchung aller Faktorisationen © == §; &, von
beliebigen endlichen zyklischen Gruppen geeignet zu sein scheint ; trotzdem
konnten wir auf diesem Wege nicht alle kritischen Ordnungszahlen (2) erledigen.
Ausser dem gesagten Fall pgr konnten wir nur noch die sehr leichten Fille
p% pq mit dhnlichem Resultat beantworten. Endgiiltig formulieren wir unsere
Behauptung im folgenden :

Sarz. Eine zyklische Gruppe von einer der Ordnungen p°, pq. pgr (p,q.t
verschiedene Primzahlen) lisst sich nur so in das Produkt von zwei Komplexen
mit je mindestens zwei Elementen faktorisieren, wenn einer der Faktoren durch

eine Gruppe (54 1) teilbar ist.

Ich will noch kurz betonen, dass die Faktorisationsprobleme aller Art
von Abelschen Gruppen im allgemeinen nicht nur an sich, sondern auch in ihren
Zusammenhingen interessant sind, weshalb es sich lohnt, ihnen eine grosse Auf-
merksamkeit zu widmen. Z. B. kommt (1) fiir zyklische ¢ dem folgenden additiv-
zahlentheoretischen Problem gleich : Es sind auf jede mégliche Art I Mengen
M,, ..., M, von ganzen Zahlen anzugeben, so dass x;, + ... +x (x; € M)
ein volles Restsystem mod m durchliduft. Der anfangs erwiihnte Satz von Hasos
ist eine Aquivalente der Vermutung von Minkowskr iiber lineare Ungleichungen
(vgl. auch Reper [3]). Verfassers [2] erwihnter Satz iiber die Gruppen von
Primzahlquadratordnung steht mit einer dort bewiesenen Maximaleigenschaft
der Gaussischen Summen im engsten Zusammenhang.

2 G. Hayos, Sur le probléme de factorisation des groupes cycliques, Acta Math. Hung..
1 (1950), S. 189195,
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8 2. Vorbereitungen

Durchwegs bezeichne @& eine zyklische Gruppe wvon der Ordnung
o(@) (5 1) mit einem erzeugenden Element 1e

Als Polynome der Unbestimmten x werden stets nur solche mit ganzen
rationalen Koeffizienten zugelassen. Ein Polynomf (X) (dp 0) mit lauter Koeffi-
zienten S 0 nennen wir positiv und schreiben hierfur f (8 > 0. Insbesondere
werden die positiven Polynome von der Form

f (X) —xh + eee + X't (iu="=iv (mod n) fiir n ¢ u)

eine grosse Rolle spielen ; diese nennen wir elementar (fiir n). Zwei positive
Polynome f (x), g(x) mit/ ()= g(x) (mod x"— 1) kdnnen nur gleichzeitig
elementar sein. Dann sind ihre Gliederzahlen gleich und die in ihnen vorkom-
menden Exponenten paarweise kongruent mod n .

Das n-te Kreisteilungspolynom wird mit Fn(x) bezeichnet, hierfir gilt
bekanntlich

(2) 1= dI;]I Fd(X),
Wworaus
3) Fn(x) =T (Xd— 1)/'4{»3

folgt; LLbezeichnet die Funktion von Meabius. Von (3) liest man die bekannten
Formeln ab :

Ip, wenn n =pe(> 1) ist,

“) P 11, wennn (> 1) keine Primzahlpotenz ist.
Nach (2) gilt
(5) + Xn =T Fd(X)
&1
Stets bezeichnen ®dic), ®AX) zwei Polynome mit
(6) 1K+ ... +*"-1 =<Pi(*)<P,(*),
) 0,(1), @21)> 0.

Da die FdXx) irreduzibel sind und nach (4) Fdl) > 0(d> 1) gilt, lassen

sich die 0j(x), 0.2x) so gewinnen, dass man die FdXx) in (5) beliebig in zwei

Klassen einteilt und fir beide Klassen das Produkt der Elemente bildet. Kurz

nennen wir die ®I(x),®2Ax) komplementédre Teiler -von 1fx + ... -\-xn~1I.
Einem beliebigen Komplex

) st= Ab + ... + A
ordnen wir das Polynom
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© T

zu. Dieses ist elementar und mod x" — 1 eindeutig bestimmt. Umgekehrt
gehort dann zu jedem fir n elementaren Polynomf (x) ein einziger Komplex ft,
so dass / (d) = W(sr) gilt.

Insbesondere gilt
(10) ©X) = 1+ *+ eoo + xn—1.

Allgemeiner gilt offenbar folgendes : Ein Komplex ft ist dann und nur dann
eine Untergruppe (-fl) von ©, wenn

(12) ft(*) =1+ xd + .mm+ xn-d= 1 (d\n,dybn).

Trivial ist auch der folgende
Hirrssatz 1. FOr drei Komplexe v, ftI5 ft2 ist

(12) ft = ftj ft2
gleichbedeutend mit
(13) wx) = ®xx) ftA*) (m°d a"'— 1).

Wir beweisen :

Hilfssatz 2. Ein Komplex ftlist dann und nur dann durch eine Gruppe
(yb 1) teilbar, wenn es ein d mit

(dIn, ddrn)
gibt.
Die angeschriebene Teilbarkeit ist n&dmlich gleichbedeutend mit der
Erfullbarkeit von
nE)= ——-/(ar) (mod a°— 1)

durch ein Polynom/(s;). Dessen Grad darf < d angenommen werden und dann
ist/ () mit U@r) zusammen (vgl. (11)) notwendig elementar fir n. Hiernach
und nach Hilfssatz 1 ist Hilfssatz 2 richtig.

Wir beweisen den folgenden

Hirfssatz 3. Alle Faktorisationen

(14) © = ftxft2

von © gewinnt man so, dass man zwei komplementare Teiler ®x), ®2Ax) von
1-fx+ ... -)-a" *nimmt (definiert durch (6), (7)) und nach zwei Polynomeo
fi(x)JA x) mit

(15) a g [iW . dAx)/Ax)> o,

(16) </1(1) =/%(1) = 1
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sucht, dann sind die zwei Produkte in (15) elementar (flirn), somit gibt cs zwei
Komplexe ®2 mit

(17) ®i() =01(*W™). 1A*) ="pAX)Mx) ;

diese ®2 sind die samtlichen Lésungen von (14). Dabei genigt es, sich auf

die ffx), f2(x)zu beschranken, fiir die die Produkte in (15) vom Grade < n sind.
Setzen wir né@mlich zundchts voraus, dass (14) gilt. Wegen Hilfssatz 1

und (10) gilt dann

(18) 1-(-* + eee + *nd= ®i(*) ®*) (mod xn— 1),

wobei man annehmen darf, dass $](*), ®*) vom Grade < n sind. Aus (18)
folgt, dass die linke Seite ein Teiler der rechten Seite ist, gewiss gibt es also
nach (6) zwei komplementare Teiler ®~x), ®2x) der linken Seite mit

(19) or(x) 1t X*), ®Xx) LX) .

Hiernach existieren zwei Polynome fi(x),f2x) mit (17). Hieraus und aus (18),
(6) folgt

(20) I=/i(*)/a(*) (mod*—1).

Dies ergibt 1=/11)/2A1),/l) =/Z1) = £ 1. Andererseits gelten ®@x(l),
®A1) > 0, und so folgt aus (17), (7) notwendig /i(1),/Zl) > O . Dies mit
dem vorigen zusammen ergibt (16). Nach (17) besteht auch (15), und dabei
sind mit £X*), ft2x) zusammen auch die Produkte in (15) vom Grade < n.

Wenn umgekehrt (6), (7), (15), (16) gelten, so schliesst man, wie folgt.
Wegen (16) gilt (20). Dies und (6) ergeben
(22) 1+*+ ... + xn~1= dUX) (x) FAx)fAx) (mod —1).
Hieraus folgt, dass die zwei Produkte in (15) fir n elementar sind, d. h. durch
(17) wirklich zwei Komplexe 5 &2 definiert werden. Nach (17) und (21) gilt

(18) ,und dies mit (10) zusammen ergibt nach Hilfssatz 1 die Richtigkeit von (14).
Wir haben Hilfssatz 3 bewiesen.

Hilfssatz 4. Ein Polynom f (x) ist dann und nur dann durchFn (x)
teilbar, wenn

(22 W =V -J"G pW
pn J1
gilt, wobei die fp(x) Polynome mit ganzen Koeffizienten bezeichnen.
Offenbar ist ndmlich Fn(x) der grosste gemeinsame Teiler der Polynome

xn— 1

xm _ i (din),

woraus die Behauptung folgt.
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H nrssat- D, Man bezeichne mit ra, ..., ntdiejenigen maximalen Teiler
von n, die je einen Primfaktor von n nicht enthalten, wobei t die Anzahl der
verschiedenen Primfaktoren von n ist. Fir jedes ganzzahlige Polynom f (x) gilt

il A1
f)={o o1 1
mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen k* ... i, .

(23) + +

Es gilt ndmlich zun&chst

=N —
(242 f () =0 (mod xn— 1)
mit eindeutig bestimmten ganzen . Da ferner durch
i= nlil .-, (mod @
die i in (24) und die Systeme iv ..., i, in (23) einander gegenseitig eindeutig

bestimmen, so sient man die Richtigkeit von Hilfssatz 5 ein.

§ 3. Beweis des Satzes

Um unseren Satz zu beweisen, betrachten wir eine echte Faktorisation
(14) von ©. Nach Hilfssatz 3 lassen sich dann (6), (7), (15), (16), (17) annehmen.
Vor allem zeigen wir, dass (anstatt (7) sogar)

(25) 0,(1) , ®21)> 1

gilt. Andernfalls ware wegen (7) z. B. 0,(1) = 1, aber dann gilt nach (16), (17)
A,(l) = 1, also enthalt $1, nur ein Element, wobei doch (14) eine echte Faktori-
sation ist. Dieser Widerspruch beweist (25).

Aus (6) und (5) folgt ferner, dass das eine von 0,(v), 024Vv) durch Fn(x)
teilbar ist, wir dirfen

(26) Fn(x) 10,(r)
annehmen.

Fall m =pe . Dann lautet (26) so:
xPe— |
e—1—1
Dann ist die linke Seite nach (17) auch ein Teiler von A1(r), und so folgt aus
Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes fir diesen Fall.
Hiernach brauchen wir weiter nur noch die Félle n = pq, pgr zu betrachten.
Wir schicken hiervon den weit schwierigeren zweiten Fall voran. Der Anfang des

Beweises wird uns auch zeigen, wie man das Problem der Faktorisation auch
fir kompliziertere Ordnungszahlen ra angreifen konnte.

o) .
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Fall n = pgr. Aus (26), (17]) folgt Fn(x) I .ft](x). Dies ergibt wegen
Hilfssatz 4 :

27) ®i(*) X:;r_ fp|)§+ —_ r /ﬁ-'- X:/:ﬂ-. -fr ()3

mit passenden ganzzahligen Polynomen fp(x), f4x), f (x). Nach Hilfssatz 5
lasst sich

(28) L,(*)=2 5 lakgd+&(mod — 1)
j= 0 k=

mit passenden ganzen afe setzen. Im Summand darf der Exponent durch p
multipliziert werden, denn das kommt bloss auf eine Umordnung der a-k an.
Wird in (27) die rechte Seite des so verédnderten (28) furfp(v) eingesetzt, so geht
(27) in eine richtige Kongruenz mod xpaqr— 1 tiber. Schreibt man gleichzeitig den
Kofaktor von f (x) in (27) als

p —1

2x4"

i=0
so entsteht nach Ausmultiplizieren und entsprechender Behandlung des
zweiten und dritten Gliedes der rechten Seite :

p—1lq—1r—1
* = —
(29) $1(*) = 20 :20k—% gijk XRri +pri +pok (mod xP4r — 1)
mit
(30) gik =ajk 4-bik +cu (i =0,...,p— 1, j=0,..., g— Lk =0,...,r—1),
wobei alle Glieder der rechten Seite ganze Zahlen sind. Andererseits folgt aus
(29) unmittelbar
(32) gik = 0 oder 1
(Wir bemerken : Der Sinn von (30) ist, dass die Funktion gijk von drei Variabein
i,j,k sich aus Funktionen von je zwei Variabeln zusammensetzt. Natirlich
sind diese letzteren Funktionen noch nicht, erst ihre Summe eindeutig bestimmt.)
Beziiglich der Symbole gk, bik, Qi gijk verwenden wir die Verkirzung

in den Bezeichnungen, dass das Streichen einiger der Indizes die Ausfiihrung
der Summation bedeutet. Z. B.:

91 p—1g—1r—1
(32) ak = ajk = g = y y y

gijk o
j=o0 i=0j=0xk=0

Nunmehr wollen wir auch von (25) Gebrauch machen. Aus (6) folgt
®](1) ®2A1) = PIr’ a’so gdt nach (25) und nach (4), (5), (6) bei passender Bezeich-
nung derp, g, r

dA(!) =P<b p2A!) = r; FRJ Fa(x) 1r(x), Fr(x) | 2AX),

4 Acta Mathematica
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oder
ox() =p. d27) = qr; Fp{*)1 ie™)apn loXx) .
Auf Grund von (17), (16) gilt in beiden Fallen dasselbe auch fir A2 statt

®r, ®2+Von allen diesen wird uns weiter nur der auf  bezligliche Teil interessie-
ren, der so lautet : Es gilt (bei passender Bezeichnung der p, q, 1)

(33) fi(l) — 0, Fp(x) Fq(x) jti)*),
oder
(34) BA =p, Fpx) lag.
Erstens betrachten wir den Fall (33). Nach (29), (32) gilt dann
(35 g =[m-

Bezeichne a eine primitive p-te (komplexe) Einheitswurzel. Da nach (33)
Fp(x) 1 A'dx), so gilt -"a) = 0. Nach (29) ergibt dies

% i =
s 9 =0
also g0 = e+ = g x Hieraus folgt nach (35)

(36) gi =9 @i=0,..,p—02.
Dies schreibt sich nach (30) auch so:
@37) a -f gbi + rct = g (=0, ...,p—).
Hiernach hangt die Restklasse bi (mod r) von i nicht ab. Ferner gilt nach (30)
(38) gij =4 -fhi + rcij ,
somit héngt auch die Restklasse gy (mod r) von i nicht ab. Dann kann man
(39) gij = U + nij OSujSr- 1
setzen, mit ganzen Y ,v- . Ferner gilt wegen (31) gewiss
(40) VijS 0.
Wegen der Symmetrie von (33) in p, g gilt ahnlich wie (36)
Gj =P-

Summiert man andererseits (39) nach i, so entsteht gj — puj -f-rvj (Wobei auch
\j mit der bei (32) eingefuhrten Abkulrzung zu verstehen ist). Beide ergeben

puj + Y =p.
Dashalb folgt aus (39), (40) notwendig U —1, \j = 0, v- = 0. Hiernach und

nech (39) gilt
(41) gij — 1-
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Folglich schreibt sich (38) so:

(42) 1=aj+i Ici;
Dies ergibt
1-6,- dj 1-6N dj
r r r r
wobei [z] die grosste ganze Zahl  z bezeichnet. Man setze dies in (30) ein :
. 1- 6,
gijk — ak— + Nk +

Vergleicht man dies wieder mit (30), so ist eisichtlich, dass man von vornherein
al=o

setzen kann, so dass dann (mit verénderter Bezeichnung)

43) gijk = ajk + bik,
ferner nach (42)

(44) aj -f6 =1
gilt.

Wegen (31) und (43) ist fiir jedes feste kK mindestens das eine von djk, bik
konstant. Ist fir ein Kk z. B. gk= C konstant, so diirfen fur dieses k die gk, bik
von vornherein durch gk— C, bik + C ersetzt werden, da dann (43) erhalten
bleibt. So erreichen wir (wieder nach (31), (43)), dass die folgenden zwei Aussagen
richtig sind :

Fir jedes feste k gilt gk =0 (j beliebig) oder bik =0 (i beliebig).

Alle djk bik sind gleich O, oder 1

Gibt es aber ein djk = 1 und auch ein bik = 1 mit festen i,j, k, k', so gilt
fur diese i, j nach den eben erhaltenen Feststellungena-S 1, 6l = 1, & \-bt S2.
Dies verstdsst gegen (44), folglich muss unbeschrankt gk = 0, oder unbeschrankt
bik = 0 gelten. Wegen Symmetrie dirfen wir letzteres annehmen, und dann gilt
nach (43) einfach gfk= djk Hieraus folgt nach (29) bei Summieren tber die i

PV —1 o
I-ﬂ-_ 1 I()'

und so ist unser Satz nach Hilfssatz 2 fiir diesen Fall richtig.
Zweitens betrachten wir den Fall (34). Ahnlich wie (35), (36), folgen jetzt
(45) g=P,
(46) gi =1 @i =0,
Dies schreibt sich nach (30) so:

a+ 4hi+ ret = 1
4*
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Hiernach hé&ngt die Restklasse b{ (mod r) nicht von i ab, weswegen man
wieder (39) ansetzen kann, und dabei gilt wegen (31) auch (40). Andererseits
gilt nach (31), (46) stets gf —O0 oder 1, und dann folgt aus (39), (40) v- = 0,

gij = uj =0 oder 1.
Nach diesem und (30) gilt
uj =aj + bt + rgjj.
Dies ergibt
ui— oi b Uj—dj bi
r r r r

Durch Einsetzen in (30) folgt wieder, dass von vornherein c- —0 gesetzt
werden darf, und dann gilt auch (43). Dies ergibt

gik — ak + 4 bik m
Andererseits gilt nach (31), (46) gik = 0 oder 1, folglich kann bik von i nicht
abhangen. Nach (43) héngt dann gijk von i auch nicht ab, d. h. man darf von
vornherein gijk —ajk setzen, womit wir zum selben Schluss gekommen sind
wie vorher. Wir haben den Satz fiir n —pqgr bewiesen.

Fall n = pg . Mit &hnlichem Schluss wie vor (33), (34) sient man
sofort ein, dass jetzt hei passender Bezeichnung der p, q wegen (26)

|
M=) = Fpalx) Fp(x) B

—1
gilt. Dies ergibt nach (17)

woraus nach Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes auch jetzt folgt. Wir haben
den Satz in allen Féllen bewiesen.

(Eingegangen am 1. August 1950.)
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K TMPOBJIEME ®AKTOPU3AUNN KOHEYHBIX TPYTI ABEA
N. P3SN (Cerepn)

(Pestome)
dakTopU3aLMei HEKOTOPO KoHeYHoW rpynnbl Abens (5) HasbIBaeTCs ypaBHEHUE

0) O=&eee &

roe  Komnnekcbl (MogMHoxecTBa) (B8 a (1) nysxHo MOHMMATL Tak, YTO BCE 3M1EMEHTLI ($) moryT
ObITb NPeACcTaB/eHbl eAMHCTBEHHLIM 06pa3oM B crefytowlein ¢opme: Al... A; (A- E N).
CuuTaem, YTO /i 2 h KeOKfbIli  COCTOMUT no KpaiHeli Mepe U3 aeyx 371eMeHTOB. OTHOCUTENbHO
npobsieM hakTopusaLmm, yXKe PacCMOTPEHHbIX B NMTepaType, cM. pabotbi [1] [6].

Pabota [aéwa, nybnmkyemas B 3TOM TOMe, MOKa3bIBAET, YTO HEKOTOpPas KOHeyHas
LMKMYeckan rpynna (§ viMeeT Takyto dakTopusaupmio Q = OSi2> B KoTopoit Hu £ti, H1 $12
He MOXeT 6blMb MPOM3BEAeHWEM rPynMbl (CoAepkalleli Mo KpaliHeli Mepe ABa 3/MeMeHTa) W
[anbHeWLLIero KOMM/IeKea, 3a UCK/YeHeM TOFo C/lyyas, Korga cTeneHb (S 04HO U3 criefyto-
wmx ymcen : peqf, peqr, pars (p, g, T, S, PasnyHbIe NpocTble uncna ; e, f  0). 3TUX cnyyaes
lMaélw He paccmaTprBaeT. B 3Toi paboTe aBTOp [4OKasblBaeT, YTO CTeneHW Buga pe, pg, par
[eiCTBUTENBHO ABAKOTCA MCK/IIOYEHUAMU Teopembl [aélia, A0KasaTeNlbCTBO B C/yvae pgr
(OTHOCMTENBHO KaXKYLLIECS NIerkocT Mpob/iemMbl) [OBOSIBHO C/IOKHOE. V13 OCTaBLUMXCA KpUTW-
YeCKUX C/ly4aeB MOC/EAHWI OKa3bIBAETCA OCOGEHHO TPYAHbBIM.






ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS, 1
By

L. JANOSSY (Budapest), member of the Academy, A. RENY!I (Budapest), corresponding
member of the Academy, and J. ACZEL (Miskolc)

Introduction

The present paper consists of four parts. In the first part (8 1) the classical
stochastic process of » oisson IS deduced from assumptions much weaker than
usual. As a matter of fact, the derivability of the functions K{t) (k = 0,1,2,...)
denoting the probability of the occurrence of exactly k events in a time inter-
val of length t, is not supposed, and the »rarity« of the events considered is
introduced through the rather weak condition :

lim o=
) t—o0 \-Wo{t)

(instead of the condition FPYO) + 1PA0) = 0). The proof makes use of functio-
nal equations instead of differential equations, which have been used formerly.1

The second part (8 2) contains the deduction of the most geneial form of
a discontinuous, integer-valued, additive Markoff process (differential process)
of random events. Thus we consider processes as follows :

The process is homogeneous in time, further the numbers of events
in non-overlapping time intervals are independent random variables. Concern-
ing the rarity of the events nothing is supposed. The general form of such
processes is deduced by the same method as in § 1. It is shown that the most
general process of this type is the sum of an enumerable set of independent
processes Pkk = 1,2, 3, ... ), Pk being an ordinary Poisson process, but here
an event means the simultaneous occurrence of a fc-tuple of simple events.
In other words, if

(2) [(».*) = k=0

is the characteristic function of the process, we have

3) () = [ exp (tck @ — 1)

1 A. krHinTcHinge, Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse
d. Math. Il. 4, 1933.
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with ¢, = 0 and > ¢, < co . Such a discrete distribution {Wk(t)}
k=1

[o2]
— in case > ke, is finite — is called throughout this paper a composed
k=1

Poisson distribution.

The third part (§ 3) contains the deduction of these composed Poisson
distributions, in a still more elementary way, without introducing time. It is
shown that if a family of discrete (integer-valued) distributions, depending on
a single parameter p (the mean value of the distribution), is closed under convo-
lution (i. e. if the convolution of two members of the family also belongs to the
family), then it is a family of composed Poisson distributions. It is also shown
that the variance of every member of such a family is not less than its mean
value, equality holding only in the case of the family of ordinary Poisson distri-
butions. In other words, the family of Poisson distributions can be characterized
— instead of making use of the rarity of the events—as a family of integer-
valued distributions, which is closed under convolution, with the further pro-
perty that for a fixed mean value, the variance is minimal. This condition
of the minimality of variance clearly replaces the condition of the rarity of the
events. The fourth part (§ 4) contains some remarks on composed Poisson distri-
butions. It is shown that these distributions are contained in the generalized
Poisson distributions of A. Kmintcuine®, further we show that the class of
composed Poisson distributions contains the contagious distributions of Porya.
Eccenpercer’ (also called »negative-binomial« distributions), the contagious
distributions of I, Nevuan® and the generalizations of the Poisson distribution
given by H. Porraczex-GEIRINGER®.

The method as well as the results of § 1 are due to A, Renvi. Starting
from these, J. Aczer developed the results of § 2. The interpretation of the gene-
ralized Poisson processes considered in § 2, in terms of the superposition of
independent Poisson processes of k-tuples of events, has been kindly suggested

to the above mentioned two authors by A. N. Kormocororr, to whom they are

2 Loc. cit. 1, pp. 21—24, Cf. Also the following papers: F. E. SATHERTHWAITE, Generalized
Poisson distribution, Annals of Math. Stat., 13 (1942), pp. 410—417; W. FELLER, On a general
class of contagious distributions, Annals of Math. Stat., 14(1943),pp. 389—400, and E. Cansapo
" MACEDA, On the composed and generalized Poisson distributions, Annals of Math. Stat., 19
(1948), pp. 414—416.

3 F. EcGENBERGER und G. Porya, Uber die Statistik verketteter Vorginge, Zeitschrift fiir
angewandte Math. u. Mech., 3 (1923), pp. 279—289.

* I. NEYMAN, On a new class of »contagious« distributions applicable in entomology
aud bacteriology, Annals of Math. Stat., 10 (1939), pp. 35—57.

SH. PorLrLACZEK-GEIRINGER, Uber die Poissonsche Verteilung und die Entwicklung willkiir-
licher Verteilungen, Zeitschrift fiir angewandte Math. u. Mech., 8 (1928), pp. 292—309.
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grateful for his valuable remarks.6 The results of 8 3 (including the inter-
pretation of these distiibutions as the convolution of an enumerable set of
Poisson distributions of fc-tuples of events) are due entirely to L..anossy

who found them independently and some months earlier. The authors are
indebted to A . csas-ar for a valuable remark.

8 1. The classical stochastic process of Poisson

Let us consider events occurring in time (for example impacts of particles,
telephone calls, etc.) and let us impose the following conditions :

A) The process is homogeneous in time, i. e., we assume that the proba-
bility of exactly k events occurring in the time interval (tv t2 depends only
on the lenght t = i2— tx of this interval; this probability will be denoted by
WK[t), (k =0, 1, 2, ...). Evidently we have

(1.1) Wk(t)S o and ~ Wk () =1 for any i~O,
0
further
1.2 JFO0) =1 and thus JP*(0) =0 for k=1, 2, 3, ...

B) The process is of Markoff's type, i. e., the number of events occurring
during the time interval (tv t2 is independent of the number of events occurring
during the time interval (i3 t4 provided that < i2" t3< i4.

C) The events are rare. We mean by this that

1.3 lim W X =1
(1.3) t—=0 1- waop

In other words, if t tends to 0, the probability of one event occurring in the time
interval (0, t) is asymptotically equal to the probability of at least one event
occurring in the same time interval.

Clearly (1.3) implies that

2" Wk(t)
(14) im K eeoemeeee _

t—y O

i. e., (1.3) really means that in a short interval the probability of the occurrence
of two or more events becomes arbitrarily small when compared with the proba-
bility of the occurrence of exactly one event in the same time interval. Instead

6Verbal communication at the 1st Hungarian Mathematical Congress in Budapest,
27 August—3 September 1950.
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of (1.3) it would also be sufficient —eas will be seen from the proof — to sup-
pose onlv

. W,®
1.3a lim su ? =1
(1.3) AL VOO
We assert that conditions A, B and C imply that
KO-T1
(15) Wk®- (At)KI

i. e., that the process is that of poisson: here A> 0 is the mean value of the
number of events during a time unit (»density« of events).

Let us prove our assertion. First of all it follows from B that the proba-
bility of no event occurring in the time interval (0, t -f s) is equal to the product
of the probabilities of no event occuiring in the time intervals (0, t) and
(t, i «(-s). Thus, with respect to A, we obtain

(16) WO(t+ s)= W Q()WQs).

According to (1.1) 0 & WQt) = 1, and thus, taking into account that the only
bounded solutions of this functional equation are7 FQt) = <f; in our case we
must have evidently 0 <4 < 1 Consequently, we can put

(L7) WOt =e~A* with A> 0.

Similarly, if in the time interval (O, t -|-s) there occurs exactly one event, this
is possible in two ways: either there occurs an event in the time interval (0, t)
and no event in (i, t s), or there occurs no event in (0, i) and one eventin
(i, i -£s) . Therefore, in view of A and B, we obtain

(1.8) Wjff +s)= WA) T + WAs) WQR).

Substituting the expression (1.7) of !FOs) and WO{t) into (1.8), it follows
(1.9 Wx(t + s) = WAi) B** + IF?s) e-h .

Let us put

(1.10) f(t) =e* LWW1),

then

(1-n) f(t+s)=f(t)+f(s).

It is well known that the only bounded solutions of (1.11) are of the form
(L12) f@=a

7 See J. L. W. V. Jensen, Surles fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs
moyennes, Acta Math., 30 (1906), p. 189, where_it is proved that the only one-sidedly bounded
solutions of f{x --y) =f sx) +/(y) are £(X)= a constant. This implies that the
only bounded solutions of / (X -+y) =f (X)f(y) are f (X) = ax .
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hence we find
(1.13) Wj[t) =cxte-~.

Substituting the expressions for WO (t) and W1 (i) from (1.7) and (1.13) into (1.3),
it follows that

(119 Hm =Cc*=1,
N ol —e~h A
i. e, cx= H.
Consequently, (1.5) is proved for kK = Oand 1 Supposing that (1.5) holds for
K=12 ...,n—1 we can show that it holds also for n. Clearly we have
M
(1.15) Wn(t +s) = k>_O Wk(®) W~k (9

and, as we have supposed (1.5) to hold for k LLIn — 1, it follows

Jne-X(t+s)

(1.16) Wit +s) = W,,()e-"> + Wn(s) e~A H-—----r“----((t + a)'—t'—s").

Putting

(1.17) f(t) =e*4Vn()

we obtain

(1.18) f(t +s) =f(t) +f(s).

According to (1.17) f(t) is bounded, hence7/(t) =cnt and
(119

According to (1.19) Vn({t) is derivable and
(1.20) jf;(0) = cn.

But it follows from (1.4) that Wn(0) =0 for n ~ 2 and hence cn=0. Thus
from (1.19) and (1.20) we conclude that (1.5) holds for k= n, provided it holds
for Kk ~ n— 1. Thus our assertion (1.5) is proved by induction.

8 2. The general homogeneous Markoff process of random events

In this § we drop the postulate of rarity of events, i. e., we assume the
validity of A and B only, but do not claim the validity of C. We obtain exactly
as in 8 1, that

(2.1) WOt = e-*
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and
(2.2 Wx{t) = Cjur-K
but now we cannot conclude that ci = A We shall prove by induction, that
(2.3) Wk('[) = et b (CL*)ri. (2 ©r’ mmm (Ck Hrk
w2 e veK= K V-
a0 Gisl2 A
Clearly (2.3) holds for k =1 by virtue of (2.2). For k =2 we have by (1.15)
W2t + s) = IFi)e W2ZS) O X fchveninan
) . @2
Putting /(*) =e;]jlvat) — we obtain f (t s)=/W +/(*)e Thus

(asf(t) is bounded) f (t) =c2t and therefore IP ) = MZI! + c2t\ e~7

Similarly we obtain  WKk(t) for k = 3, 4, etc. To prove (2.3) by induction, let
us suppose that (2.3) holds for k = 0, 1, ..., n— 1. Substituting the formula
(2.3) for IFKi) with k =0,1, ...,n — 1 into (1.15), we obtain

(24) wnt + s) = Wn(te~>s + W,I(s)e~'-1+
4 oA ©OF ... (kiyk +(cx95>... @ sfn k
= 2 rk! e Qn-k '
ni"f2r2+ ..+ =K

Q+ 2«+ see+ (N—K)Q—k = n~k

Putting
25 f(tYy=erWn () - 2 (CLt)yr (c2 )= ... (¢,—1 0)'n
29 () © Al ol i
ri+ 22+ L+ (N--DMg—-1 —n
it follows from (2.4) that
(2-6) f(t+s)=1(t)+f(s)
and thus
(2.7) f® —ct
which proves (2.3) for k =n.
Clearly it follows from (2.3) that
(2.8) k= WK0O) (fesl)
As WKO) = 0 and WKk() s=0for t> 0, we have
(2.9) Wko)= hm Eh® 5o
t— 0
and thus

(2.10, &~ 0.
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We shall prove that the series %1 ck converges and its sum is equal to Xe As a

matter of fact, it follows from (2.3) that

< Gt GRo T - o
if 1> NM2 and therefore for every M IS1 and N = 0 we have
M /AV ief )
(2.12 g S ef
LI
As (2.12) holds for every value of N, it follows that
(2.13) exP (t Ack = &
k—I
and thus
M
(2.19) KY & A

With (2.10) we find thathC:ick converges. Let us put

(2.15) [A= YOk
k=\
It follows that
2.16 1= 2 Whit) =e><1|° (2 {kir — e(/l—,)l’
(216 k=0 ) ||:|1 (r:o{ I'!)
whence
2.7) fi=X =Y ck.

k=1
Substituting this value for Ainto (2.3), we obtain the final formula

i Jri+2rtf A Hak=k rxder2! ... rtc!

Thus the most general homogeneous Markoff process of random events depends

on an enumerable sequence c,, of non-negative numbers, and the corresponding

probability of k events holding in a time interval of lenght t is given by (2.18).
From (2.18) it is easily seen that putting

(218) rl(,)=. xp(X4f. 2 fa*'faf

(2.19) ) = (c'\| e~9d (fc = 0, 1, pon=1,2 ..,
K!
we have

220 wk(f) = 2 "(Ow%\t)° (t)°fW)

A4 Jfa+ oot RFK= R n=k%"1
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This can be interpreted as follows: let () (n = 1,2, ; t> 0) denote
independent Poisson-distributed random variables, the mean value of (f)
being cnt, and let us put

(2.21) fit)y = LW+ 2faf) + ... +nL(t) + ...

Clearly (2.20) expresses the fact that the probability of i(t) = K is given by
(2.18) and thus |(t) is the stochastic process considered in this 8 As n  (t) is
a Poisson process in which an »event« means the simultaneous occurrence of n
simple events, our result may also be expressed by saying that the most general
homogeneous Markoff process of random events is the sum of an infinity of inde-
pendent Poisson processes, the n-th process consisting in the random occurrence

of n-tuples of events with the mean value (density) crt, wherec, 0 and 3 cn
n=1

COnverges.
Alternatively, Wk (f) can be expressed as follows :

(222) inC(t)=eXp

ri+rs+ ... +rn=«k,n" K
i~=l;i=1, 2,.., n

where the summation is extended over all ordered n-tuples of positive integers
(ti, r2 ..., rn) satisfying rx-fr2+ ... + m=«k (n S k).

Let us consider now the characteristic function of the distribution (2.18).
Putting

(2.23) f(u,t) = V WK (t) eik
k=0
we obtain easily
2.24) f(ut=expt VAekc—1j,
hence
(2.25) /I (n,0 = k|£1exP (tcK@ewe— 1)) -

Let us denote by y (n, X) the characteristic function of an ordinary Poisson
process :
co 2.flc p “mpiku

(2.26) < A= > . o-=exp(E“-1)) .
fc=o hi

With this notation (2.25) can be written in the form

2.27 f(u, ©= Jj <pku, 1)

(2.27) kzjl P

which expresses the fact, already emphasized, that (2.8) is the distribution
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of (2.21). In virtue of (2.24) we see that a distribution of the form (2.18) can be
characterized by the following property of its characteristic function : The loga-
rithm of the characteristic function of such a distribution is of the form g(e'u)
where g(z) is an analytic function which is regular in the unit circle and satisfies
the conditions : g~(0) a 0 forn —1,2, ..., and

limg(z) =0.

Z—>1

The mean value of the number of events during a time interval of length
t produced by the process (2.21) is given by

(2.29) M(t) = 12_ ek,

i. e., itis finite or infinite, according as the series * Ikck converges or diverges.

Naturally only the first case is of interest. In this case the distribution (2.18)
will be called a composed Poisson distribution.

8 3. Descriptive characterisation of families of composed Poisson distributions

Let us consider a random variable I which assumes only non-negative
integer values, and let us call the distribution of such a variable an integral-
valued (abbreviated i. v.) distribution. Let us consider a family of i.v. distri-
butions depending on a single parameter p, the mean value of the distribution.
Let us denote by P(k, p) the probability of the value k (k = 0, 1,2, ...) and
by 1P(k,p)j the distribution itself.

Let us suppose that this family is closed under convolution. By this we
mean that if  and |2 are two independent random variables with the distri-
butions (P(k. pj) Yand {P(k, p2 } respectively, then the distribution of  f-f2
also belongs to the family considered, i. e. it is equal to |P(k,p3} . Clearly,
we must have pz = Pi -f-p2 because the mean value of + f2must be equal
to the sum of the mean values of and £2 « The well-known family of Poisson

distributions

(3.1) P(kp)=-2rP (k=01.2,..)

clearly has this property, i. e.

(3.2 Y P(k,Pi) P(n—«k,pd = P(n,pl+p2.
k=0

The question arises as to whether there exist even other families of distri-
butions having the same property? The answer to this question is given by
the following
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Theorem. Let {P(k,p)}be a family ofi.v. distributions, closed under
convolution, where p (denoting the mean value of the distribution) runs over all
non-negative real numbers. Then [P(k, p)} is a composed Poisson distribution, i. e.

(33) P(k,p)= exp — (P<IYi (pd2)\ - . . pdRrk
V. El sl +kk=k rx!r2l ... rk\
where
@®
3.4 A b= 1
. k=1 a

The family of Poisson distributions may be characterized by the following
property : For every fixed value of p the variance of the distribution is minimal
in comparison with the other distributions of the family (3.3).

Let us denote the generating function of the distribution {P(k, p)} by
M, p), i. e. let us put

(3.5) ner, p) = Q_OP (k,p) zk  (z complex, [z = D

As we have supposed that the family is closed under convolution, i. e. that
(3.2) holds, we conclude

(3.6) n(z,pi) N(r,p2d = N(z,Pl +p2 ,
which implies that

3.7) n(zp) =f(zY m

As we clearly have

(3.8) 5 P (k.P) =1

and

(39) Y kP(kp) =p,

it follows that
(310) ny=r@1) =1

Now we prove that H(z p) can not vanish in the unit circle ifp is < \ . As a
matter of fact, from (3.8) and (3.9) we conclude that
(311 PO,p) =1_p + V (fe-1) P(k,P),

and therefore
(3.12) P(O,p)W1-p
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and by virtue of (3.8)
(3.13) é{’(k,P)"p.

This implies that for \z\*1 we have

(3.19) IU(z,p) I a P(O,p) _ k\élp(k’ p) is 1—2p;

therefore TI(r,p)j> 0 if p < | . But if a regular analytic function does
not vanish in the closed unit circle, its logarithm is also a regular analytic
function in the same circle, consequently

(3.15) g(z) ="logn (*/») = log/(*)

is also an analytic function, and we can put

(3.16) M, p)
with
(3.17) 92 = ni:DOd” n (*1 s 1.

Clearly, if (3.16) holds for p < \, it holds even for all values ofp > 0 .
Now (3.10) implies g(I) =0, that is,

(3.18) X"4. = 0

and we may write
(3.19) g*) =2dn (»-1)

We shall prove that the coefficients dnare real and

(3.20) rf,S0.

This may be done as follows : let us denote M = Max |g (2)\.Clearly we
Hai
have from (3.16)

- o, — pY (2) PKOK(2)  aeqy
B21) nNn@Ep = kZOP{k,p)zk—1+ po(z) + . +.t Kl +

*5 Acta Mathematica
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Let us differentiate both sides n times, and substitute z = 0. Then we obtain

(3.22) ntP(np) = nlpdn+ Y pk?‘”,
k=2 K
where
(3.23) Dk dngk2) \
dzn Lo

By virtue of Cauchy’s inequality for the coefficients of power series we obtain

(3.24) IDkn| £ n! Mk.

Dividing both sides of (3.22) by nl p, it follows that

(3.25) P(rP) U < pM 2eMp,
p
which implies that
(3.26) lim PO*P) _4
p->0 P
400 J

As —-—---- - is clearly non-negative, (3.20) follows at once. Substituting

z=-et into (3.16) and comparing it with (2.21), taking (3.19) and (3.20) into
account, further in view of

(3.27) 21 nd, =g'(l) = 1

it follows that P(k, p) has the form (3.3), i. e. {P(k, p) } is a composed Poisson
distribution, and the characteristic function of the distribution {P (k, p) }is

(3.28) M(zp) =explp "dn@zn—1

with dn WO and® ndn = 1
11—\
Otherwise the coefficients dn are arbitrary, and thus there exists an
pifinity of families satisfying the condition of the theorem of this § and any
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distribution contained in such a family is a composed Poisson distribution.
We note that according to (3.28) we have

P(0,p) —e p

(compare this with the inequality). Let us now calculate (3.12), the variance
of the distribution {P{k, p)}. We evidently have

0o

(3.29) a2=p r;\-l nan,

Thus we have

(3.30) a2=p ~ n2dn LWp ndn —p,
n=1 n—1i

equality standing if and only if d+—1 and thus dk= 0 for k=2, 3, ...
Therefore, the second assertion of the above theorem is also proved, and we
see that the Poisson distribution can be characterized as having the smallest
variance (equal to the mean) among all distributions {P(k, p) } satisfying the
conditions of the above theorem, provided that the value of p is fixed.

8 4. Special composed Poisson distributions
Let us consider a composed Poisson

function

(4.1) 9@ =exp p
where

4.2 &k =0 (fe=1,2,...) and

t=I

Let us put o &k =d and X, e*, then we obtain

(4.3) 9@ =explpd £ e*(*—1) ]
where
4.4 k=0 (k=12 ...) and e =1

Let f2 ..., £, denote independent random variables, each taking the
values 1, 2, 3, ... with the corresponding probabilities ev €2 €3 .... Let us
denote by ®n(k) the probability of  «(-£2-f-. ee+ £,= Kk for n L1 and letus
5*
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put ®0(0) = 1 and &JkK) =0 for k =1,2, We evidently have
¢r (k) = ek and
(4.5) DK = 2 G- Y»e -
J=o
Putting gQs) = 1 and
(4.6) g — Pn(K)bK forn=1, 2
t=x
we obtain
@.7) bl2) = bl 2)"e

Making use of (4.7) it follows from (4.1) that

4.8) 9@) = e~pd epigi«c = e~pd V. -W  (gi@)n = v N oo e
ifTo re! ff o n!

Comparing the coefficients on both sides of (4.6) we obtain

49) P(kp) = V |§§-"PE|F-@- ii(fe).
ral

Thus we find that the composed Poisson distributions, considered in the prece-
ding 8§, are contained in the generalized Poisson distribution of A. k nintcnine
(loc. cit.?. The formula (4.9) can be used also (instead of (3.3) to calculate expli-
citly the probabilities P(k, p), and especially to obtain an asymptotic formula
for p —00. Let us now consider some special composed Poisson distributions.

a) The limit case of the Pdlya-Eggenberger contagious distribution. (The
»negative-binomial« distribution.) In this case

(4.10) P(k,p) : (L +pb) 6 | fﬁFl,d }’e(- i f (d>0)
and

(4-11) 92) = 2 p(*.p)

with

(4.12)

We note that, if S—0, this distribution tends to the ordinary Poisson
distribution.
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b) The contagious distribution of I. v .y« ... The characteristic function
of the »contagious« distribution introducedsy I. v .yn .. (lOC. Cit.4has the form

(4.13) g2 = exp Y pn(F(|, §)z + 1— F(f, )" dE o) — A)
A =1

where A stands for a domain of the £ 1 plane and at the same time for the
area of this domain ; in this domain 0  F(f, rj) & 1, further p> 0, pn= 0
®

and Pn—1 e
=1

A simple calculation gives

(4.14) o)) =expjp Y dkfzk— 1) j
with
(4.15) dk = r%:kw JT**En@- ra, ok

As clearly dk = 0, these distributions are also contained in the class of composed
Poisson distributions.

c) The generalized Poisson distributions of H. P oltaczek-Geiringer. These
distributions (see loc. cit.5 are simply the composed Poisson distributions for
which ¢, = Ofor n = N, i. e., for which the logarithm of the generating function
is a polynomial.

Finally we mention that the composed Poisson distributions may be
characterized also as those discrete infinitely divisible distributions which
have jumps only at the points = 1,2,... . The well-known general formula
of B.s. r ineeeis (Which is a special case of the formulae of A.nv « cimogororrs
resp. of P.ucvyuo and Ak nintenine)

+0
(4.16) logf (uy=p JEix— 1) dPK
—D
reduces to
(4.17) bg f(u)=P 2 dn(eirn“- 1)
n=1
if (x) is a step function with the discontinuity points n = 1, 2, ... and jumps

dn —(n +0) — p(n — 0).

8 B. DEF inetti, Sulla possibilita di valori eccessionali per una legge di incrementi alea-
tori, Atti d. R. Accademia Naz. dei Lincei, Rendiconti, Cl. sc. fis. mat., 10 (1929), pp. 325—230.

9 A. K o1moGOROFF, Sulla forme generale di un process) stocastico omoseneo (Un probléma
di Bruno de Finetti), Atti d. R. Accademia Naz. dei Lincei, Rendiconti, Cl. sc. fis. mat., 15 (1932),
pp. 805—808.

1 P. LeVY, Theorie de Maddition des variables aléatoires (Paris, 1937).



224 L. JANOSSY, A. RENYI and J. ACZEL ; ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS, |

The above examples a) —c¢) show that the class of composed Poisson
distributions furnishes a large variety of widely different types of distributions.
Of course it is an intricate problem to find the precise member of the class
which gives the best fit to certain statistical data. If a (theoretically) given
distribution is known to belong to the class of composed Poisson distributions,
the values of the dn may successively be calculated directly from the distri-
bution by using the well-known formulae for the semi-invariants. As a matter
of fact, if we put

(418) ak =k \P(k,p)ep for k =0,1,2,... and Hk = k\ dkp for k = 1, 2,
then it follows

(4.19) = exp Hkzk]
Kl J
and hence we have
#i=«i
H2 =a2—a\
(4.20) H3 =a3— 3ara2 -(- 2a|

= a4— 3a| —4 (- 2af a2—63j

etc.
L 1
Taking into account that p = log --------- the values of the dk can be
5

deteimined.
(Received 27. October 1950.)

OBOBLWEHHBIE PACIPEAENEHUA TUIMA TMYACCOHA, |
N. AHOWW (BypganewrT), A. PEHbW (ByganewT) n 9 AUENT (Muwwkonby)
(Pestome)

B § 1 paetca BbIBOA, 00bIKHOBEHHOrO CiyyaliHOro npotecca lMyaccoHa, T. e. 0gHopog-
HOTO MO BPEMeHY MapKOBCKOro MpOLecca »pefKyx« COBbITUIA, UCXOAA U3 BO3MOXHO Cnabbix
MPEANOOXKEHWIA, N 0COBEHHO W3 CNAaboro OMpefeNieHNs »PEaKOCTU« CobbITUIA (cM. (1. 3)) MeTon
[OKa3aTe/IbCTBa COCTOUT B MPUMEHEHWN (YHKLMOHA/IbHBIX _YPaBHEHMIA BMECTO thepeH-
Upa/ibHbIX ypaBHeHWiA. B § 2 Tem ke MeTofoM Onpedenied 06LMiA Bug (cm. (2. 18)§l o,n.Hopo,u,-
HbIX MO BPEMEHV MAapPKOBCKMX MPOLECCOB C/y4YalHbIX COObITWIA; pacrpefeneHns, NoyyeHHbIe
Mpu 3TOM Ha3blBalOTCA aBTopamy 0606LLEHHbIMX pacnpegeneHnsmMyM Tmna MyaccoHa. Ckasbl-
BaeTCA (Ha 3T0 06paTW/ BHUMaHVE aeyx mus aBTOPOB cTatbuM A. H. KoAMOropoB, komy OHM
BbIPAKAIOT 6/1ar0faPHOCTL 3a 9TO), UTO 3TV PaCTpefesieHV st SBNSAIOTC KOMMO3NLMAMA CUET-
HOro MHOXECTBA O00bIKHOBEHHLIX pacnpegeneHunii lNMyaccoHa. B 8 3 paHa xapakTepucTvka
K/1acCoB 0606LLEHHBIX pacnpedenieHnii Tvna MyaccoHa Kak — OfHOMapaMeTPUHECKMX rpynn
(N0 KOMMNO3ULNM) LINIOUNCTIEHHBIX pacripeseieHnid. JlokasbiBaeTcsi, YUTO cpeay Beex 0606LUeH-
HbIX pacrpegeneHuii Tvna lMyaccoHa 00bIKHOBEHHbIe pacnpefeneHs [yaccoHa oOT/MYaloTcs
MWHVUMa/IbHOW AMCMepcuein Npu AaHHOM CpefHeM 3HadeHWn. B § 4 u3yyaloTcsa HeKoTopble
crieuyanbHble  pacnpefenieHnsl  pacMaTpyvBaeMoro TWMa, Hanmpumep pacnpefeneHus  Ored-
Beprep-ons, »3apasnTenbHble«  pacnpegeneHns Helimana, n T. A O606LLEHHble  pacripe-
feneHnsa Tmna MyaccoHa moryt GbTb 0XapaKTepy3oBaHbl TAKKe KaK AUCKPETHbIE LieNI0YNCIeH-
Hble 6e3rpaHNYHO AeNMMble pacrnpeseieHus.



UBER POLYNOME MIT LAUTER REELLEN
NULLSTELLEN

Von
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie

Bezeichnet Dn bzw. Dn k den Abstand der &ussersten Nullstellen eines
Polynoms n-ten Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammen-
fallenden Nullstellen, bzw. seiner fc-ten Derivierten (k = n—2), so besteht
die Ungleichung

Dn-k » 1TkK{K— 1)
O Dn n(n—1)

wie ich es bewiesen habe.12

1. Durchschnittlicher Abstand dn der benachbarten Nullstellen soll das
arithmetische Mittel der Abstdnde benachbarter Nullstellen heissen, es gilt also

(n— 1) dn— Dn.

Bezeichnet dn bzw. dn_k den durchschnittlichen Abstand der Nullstellen
eines Polynoms n-ten Grades (re>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammen-
fallenden Nullstellen, bzw. seiner k-ten Derivierten (k"n—2), so ist

2 dn 1'C . ++<Cd3 T

Mit Hilfe von (1) folgt ndmlich

<Ll-i _ mn—1YDn1 .n—1lin —2 W H X >
dn (n— 2) Dn n—2 "' n iIn (n—2)

und es genlgt offenbar nur die Ungleichung dn < dn_k zu beweisen.

1Gyula (Julius) Sz.-NaGY, Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Nullstellen,
Jahresbericht der D. M. V,, 27 (1918), S. 37—43.

2N. obrescHkorr und N. TscrHesoTarew [Jahresbericht der D. M. V., 35 (1926), Nachtrag
S. 49, bzw. 36 (1927), Nachtrag S. 60—61 ] haben folgenden Satz bewiesen : Bezeichnet d bzw.
d' den kleinsten und D bzw. D' den grdssten Abstand zweier benachbarten Nullstellen von
f(X) bzw.f'(X), wo /(v) ein Polynom Nten Grades mit lauter reellen Nullstellen bedeutet, so ist

n+ 1

D'> und d' <D
n
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2. Das quadratische Mittel der Abstdnde aller Paare von Nullstellen
eines Polynoms mit lauter reellen Nullstellen wild als ihr Mittelabstand bezeich-
net. Fir den Mittelabstand dn der Nullstellen eines Polynoms mit lauter reellen
Nullstellen xv x2 . . Xx,, ist also

y_ (Xr Xj)z.

Bezeichnet §,, bzw. dn_k den Mittelabstand der Nullstellen eines Polynoms

n-ten Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammenfallenden Null-
stellen, bzw. seiner k-ten Derivierten (k=n—2), so ist

U R & &
n n—1 3 2
und folglich
@ - m> {i> .m> 8>

Schreiben wir ndmlich das Polynom in der Foim
() XN+ |7jaxxmr-j- 1”j a2%12+ eee+ (”)am

so ist es unmittelbar zu sehen, dass beim Derivieren die den Grossen av a2 .. .
entsprechenden Werte unverdndert bleiben. Fir die Nullstellen des Poly-
noms (4) ist aber

o (n- Drx] - 2~ Xjxj =
1<] » <]

= (=D (" X)2—2n" XX =
>~

= (n— Y n2a\ —2n("ja2= 2n|"J (g —a2.

Es gilt also
— = 2(ei—a
= 2(i—a2
woraus unsere Behauptung folgt.
3. Wir betrachten die Streuung gn der Nullstellen (um ihr arithmetisches

Mittel). Fir das Polynom (4) geniigt die Streuung bekanntlich der Gleichung
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n(=  (xt+ ary.

Bezeichnet 1 bzw. (_k die Streuung der Nullstellen eines Polynoms n-ten
Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammenfallenden Nullstellen,
bzw. seines k-ten Derivierten (k=n—2), so ist

6)) Bn-1 QA g3
n—1 n—2 2
und folglich
©) Q. noB > Q@

Unser Satz folgt aus dem vorigen, da fur den Mittelabstand 6n und die
Streuung @ von n Zahlen bekanntlich die Relation

Q 2n 2
“n—1 @
besteht.

Die Ungleichungen (2), (3) und (5) lassen sich auf folgende Weise aus-
dricken :

Bei einem Polynom (mindestens dritten Grades) mit lauter reellen und
nicht lauter zusammenfallenden Nullstellen wird durch Derivieren des Polynoms
der durchschnittliche Abstand der benachbarten Nullstellen vergrossert, dagegen
der Mittelabstand der Nullstellen und ihre Streuung verkleinert.

(Eingegangen am 11. Mai 1950.)
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O MHOI'OUJIEHAX BCE KOPHW KOTOPbIX ,EI,EVICTBI/ITEI'IbeI
O. C.-HAOb (Cerepn)

(Pe3tome)

Mycts /(x) MHOTOUIEH CTEMEHM n (11> 2), BCE KOPHW KOTOPOTO ACTBUTENbHLI U He BCe
paBHblL Mycts x1(. . XN 0603HAYaeT KOPHU, Dn paccTosHWe MeX.y HauboIbLUMM U HAUMEHb-
UMM KOPHEM, —ax aputhMETUYECKOe cpefHee KOpHeld. CpefHee PacTOsSHUE asyx COCEAHMX
KOpHENA dn, CpeaHee PacCTosHYE MtOBbIX geyx KOPHEN gn, AUCMIEPCUS 3TUX PACCTOSIHWIA yn OMpe-
JensoTcs CrefyroLLmnM 06pasom:

{n-\)dn= D,,,5|| Vv - X% anr——i X/ + a)*

= . V
i <J
Takum e o6pasom onpegensiem dn—K On—K, Br—kucxoas 13 MHoOro-uneHa /<k>(X).

VIMeloT MecTo criefytoLvie popmysibl

2 2 2
02 Qn sn—1 2
n M\ 2 n—1 n—2

Janee

dn<Cd,i_i< ... <Cd2, "> On-1> eee> {2, E£N> BN-1> eee> BI-



MPUBNTNXEHWE ANTEBPANYECKUX YUCEN
ANNTEBPAVNYECKNMW XE YNCITAMWN N TEOPUA
TPAHCUEHAOEHTHbBIX YWCE

A. O. TENb®OH/A (Mocksa)

(MpeacTasneHo A. PeHbK)

§ 1. BeegeHue

Ponb paboT pyccKux MaTemaTuKoB B PasBUTUM_ TEOPUM YMCEN Ype3BbluaiiHO
BeNMKa. HaumHas ¢ neTepbyprckoro akagemuka fl. SWNEPA, 6biBLUErO LeHTpab-
HOI (HUrypOi BOCEMHAALATOrO CTOMETHS, HE TOMbKO B TEOPUM YKCEN, HO 1 BOOGLLE
B MaTemaTuke, paboTbl, ClienaHHble B Poccmm, npuobpeTatoT quH,u,ameHTaanoe,
a BO MHOTMX HanpaB/ieHNAX U PYKOBOAALLEE 3HAYEHUE B TeOPMM Ymcen. XOopoLlo
M3BECTHO 3HAYeHne B TEOPUW YKCeN, KOTOPOE HeNb3s MepeoLeHUTb, PaboT Takux
maTemaTuKoB, kak . J1. YEBbILWEB, E. W. 30/IOTAPEB, I. ®. BOPOHOW,
A. A. MAPKOB, a nocne OKTFI6prKOI/I COLMaIMCTMYECKON peonouun — . M.
BVUHOIPALOBA, N. I WHWPEJIBMAHA, 1O. B. TIMHHUWKA, A 4.
XVHUYNHA, b. H. AENOHE n mHorux gpyrux. B pa3paboTke u3naraembix
MHOIO B fAaHHOW paboTe Mpobnem M METOLOB TakXe C YCNexoM y4acTBOBaau
akagemuk A. A. MAPKOB, 4. A. MOPLI,YXAI/I BOJITOBCKOW, P. O. KY 3b-
MWH, H. . dJEJ'Ibﬂ,MAH A. B. IOTOLKWW. K 3T0if e 061acTu 0THOCATCSA
N paboTbl aBTOpa 3TOW CTaTby.

Mpobnema NpubAMKEHNA anrebpanyeckmx 4YuMcen paunoHanbHbIMKU, WK,
6onee 06Lle, anrebpaMyecKUMy uYnicnamum ApYrux nonen, SIBASETCA OfHON U3
LEHTpaNibHbIX M Haubonee TPyAHbIX Npo6nem Teopun uymcen. BaKHOCTb 3TOR
npo6sieMbl OMpeaensieTcs, ¢ O4HON CTOPOHBI, CBS3bIO €8 C peLueHneM AMOMaHTOBbLIX
YPaBHEHWIA B LENbIX YMCNax, a C APYroil CTOPOHbI, C OOLLeli Teopueld TPaHCLEeH-
[eHTHbIX yncen. B cBow oyepefb, aHAIUTUYECKUE METOAbl TEOPUN TPaHCLEHAEHT-
HbIX YMCEN UMEKT U ..y, UMETb eLle 6O/bllee 3HaYeHUe B UCCNEA0BaHUM MOBe-
[EHUA peLleHnii LUMPOKNX KNAacCOB Kak anrebpanyeckux, Tak WM TPaHCLEHAEHT-
HbIX YpaBHeHWA. Teopus TPaHCLEHAEHTHbIX YMCeN MOAyYWUIa NPaBo Ha 3TO Hau-
MEHOBaHMWe CPaBHMTENbHO Hej@aBHO. TO/LKO 3a mocnefHve ABaguaTb NeT Gbiau co3-
JaHbl B 3TOM 06nacTu oblWpe MeToAbl, MO3BOASAOLIME Ha3biBaTb €6 Teopueil.
CregyeT OTMETUTb TakXKe, UTO NepBble MOCTAHOBKM MPO6/EM TPaHCLEHAEHTHOCTU
ynucen n anrebpavyeckoin He3aBUCUMOCTY YWCEN B pauvoHanbHOM None npuHag-
nexat J1. BVJIEPY. B HacTosllei cTaTbe A « .., He TO/bKO 0XapaKTepu3oBaTb
COBpPEMEHHOE COCTOsSHWE Mpo6neMbl NPUBAVKEHUS anrebpanyecknx wuppawymo-
HalbHOCTE M TEOpUM TPAHCLEHAEHTHBbIX 4YMCe/l, HO U MOKasaTb CBA3M 3TUX
TEOpWin N MpPUHAANEXALMX K HAM METOA0B C TEOPUEn AMO(aHTOBbIX YPaBHEHWIA
N OOLLUEA apugMeTMYECKOn Teopueldi anrebpanyeckmx mnoneid. 9, eCTeCTBEHHO,
OrpaHuYMB CBOK 3afavyy W3NOXKEHWEM TEOPUM TPAHCLEHAEHTHbLIX YMcen W npu-
6nvKeHNs anrebpanyecknx MppaLMoHanbHOCTe, OCTaHaBNMBAKOCH Ha 3ajadax,
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OTHOCALLMXCA K PeLleHunio anrebpanyecknx ypaBHeHUM B LENbIX Yncnax TobKo
nocronbky, nocxonsxy ITO wyxwo LA MOKA3a 3HAYEHUA U3NaAraeMbiX MHOIO
BOMPOCOB B 3TMX 3afayax. Pofib paboT COBETCKMX YUeHbIX B Pa3BUTUU 3TOW
nocnefHein 061acTm TakXe BecbMa BefiMKa, U B MEPBYH O4epedb 34eCb MOXHO
oTMeTUTL paboTel b. H. AEJIOHE, 4. K. PAQLAEEBA n B. A. TAPTA-
KOBCKOIO.

B 882 1 3 npy U3N10XeHUN Teopun NPUBANKEHNS anrebpanyecknx nppawmo-
Ha/IbHOCTEA A OrpaHUM4YMBaKOCb B OCHOBHOM W3/I0XKEHMEM Hanbosnee CyLlecTBeH-
HbIX Pe3yfbTaToB, MOYTM He OCTaHaB/IMBAACb HA METOLaxX WX [0Ka3aTeNbCTBa,
TaK Kak 3TW MeTofbl NPeACTaBAsT pasBMTVE TaKOM uaen, KOTopas-, HACKOMbKO
MOXHO <y .u-. B HaCTOfILLEe Bpems, MO CYLLECTBY WCYeprieHa W MPOLO/IKEeHMe
NCCNEA0BaHNI B 3TOM XK€ HampaBieHWM BO3MOXHO TOMbKO C MOMOLLBH CYLLECT-
BEHHO HOBbIX Waeli. Hao6opoT, npy mn3noxeHun B 8 4 n 5 Teopuu TPaHCLEH-
[EHTHbIX 4Yucen A B OCHOBHOM M3Naratd Xof pasBUTUS U COAepXKaHUe HOBbIX
aHa/IMTUYECKUX METOAOB, TaK Kak OT Ja/bHEMLIEro pasBmuTus 3Tux 06LmMX MeTo-
[oB, HayaBllerocqd B 1929—1930 r. r., MOXHO XfAaTb HOBbIX Pe3y/nbTaTOB Kak
B 061aCTW TpaHCUEHAEHTHbIX 4ucen, Tak U B 06nacTv NpuoénmkeHms anrebpan-
YeCKUX MppaLroHanbHOCTel U AModaHTOBbLIX YpaBHeHWiA. MNaparpag 6 nocBsLLeH
HEKOTOpbIM pe3yfibTaTaM B 001aCTW TeOpUM TPAHCLLEHAEHTHbIX 4yucen, Mosy-
YEHHbIM C MOMOLLLI0 NPUMEHEHUS OTAeNbHbIX YAaCTHbIX NpueMoB. B §4 ¢ usnarato
pasBuUTME MeTofZa MCCMeAoBaHMA apu(hMETMYECKON MpMPOAbl Yuces, MopoXaa-
eMbIX (PYHKLMSMKU, UMEIOLLMMI anrebpanyeckmne KoshpuUMeHTbl NPy pasnoXeHun
B CTEMEHHOW pAg W YLOBMETBOPSHOWMUMU JIMHENHOMY AuddepeHumnansHOMY
YPaBHEHWIO C MOMIMHOMUAIbHBIMU KO3h(ULMEHTaMW. STOT METO[, MMEET CBOUM
NCTOYHNKOM paboTy L. SPMUTA. B 85 5 u3narato MeToA, PasBUTbIiA MHOK K
OCHOBbIBAIOLLMIACS HA WCCNEAOBaHUM aHANMTUYECKOTO MOBEAeHUS  (DYHKLMA,
NpUHMMAOLLMX anrebpanyeckne 3HavyeHUs Mpyu aprymeHTe, npob6erarollem BCHO
cosoxynnocrs LEMBIX anrebpamyeckux umcen ornpegeneHHoro nons. _lepsas
MocTaHOBKAa OCHOBHOW 3aayn B 3TOM HanpaBfieHUN npuHagnexut J1. QUJIEPY.
3 U3N10XXEHHOT0 HWXKE (haKTUYeCKOro NonoXeHus B 0611acT METOL0B U pe3y/ib-
TaTOB, OTHOCALUUXCA K TEOPUWN TPAHCLEHAEHTHbIX YMCeN, CrefyeT TakxXe TeHAeH-
LIMO3HOE HECOOTBETCTBME C AENCTBUTENbHLIM MOMOXEHUEM [enia B 3Toi 06nacTu
BbicKasbiBaHuii P. KYPAHTA B kHure »Uto Takoe matematunka«: P. KYPAHT
B 3TOI KHUre roopuT, yto 4. TM/IBEEPT noctasun B 1900 r. npo6nemy TpaHc-
LEHAEHTHOCTU OAHOr0 K/acca 4uces, B 4acTHOCTW, umcna 2T1l. 310 B cMmbicne
nepBoli NMOCTAHOBKM Takoi npo6rembl HeBepHO. Brepsble neTepOyprckmii aka-
pemuk J1. QUNEP, B 1744 1., 4eTKO (hOpMYNMpoBan B CBOEW KHWre »BBeaeHWe B
aHanm3s«, 4. 1 yTBepXfeHue, 4YTO florapudmM paumroHanbHOro ymcia npu pauumo-
Ha/IlbHOM OCHOBAHUMW JO/MKEH ObITb YACIOM TPAHCLEHAEHTHBIM UK paLyOHabHbIM.
L. TUNTbBEPT ToNbKO BKIOUYM/I B YNC/IO CBOMX 23 Mpo6nem 06006LLeHNE 3TON
MOCTAHOBKM, 3aMEeHUB MPeLnooXeHne paLnmoHanbHOCT OCHOBaHNSA U florapugma
Ha NpeanonoXeHWe anrebpaMyHOCTM TOrO M APYroro v NpuiaB €A ,,, .y . . HO
BMOMIHE 3KBMBANEHTHYIO 3TO MO cogepxaHuto, qopmy. danee P. KYPAHT no
nosoay ITOM Mpobnembl nuieT: »HakoHeu, 3UTEJIb 1, He3aBMCMMO OT HEro,
mosogoli pycckuin matematnk A. TEJIb®@OHJ, OTKpbIAM HOBble METOAbI ANS
[lOKa3aTeNbCTBa TPAHCLEHAEHTHOCTM MHOIMMX 4ucesl, WMeIoLWMX 3HauyeHne B
maTemMaTuke. B uyacTHOCTW, 6blia yCTaHOB/IEHA He TONbKO TPaHCLEHAEHTHOCTb
rmnb6epToBa vncna 2Y2, HoO 1 Lenoro [0BOJbHO 0BLUMPHOro Knacca uncen Buga
ab, rge a— anrebpanyeckoe uncno (~ 0un -£ 1), a b—anrebpanyeckoe mppaymo-



MPUBTMXXEHWE ANTEBPANYECKNX YNCE/ 231

HanbHOe umMcno«. Hu 0 Kakom napannenusme B OTKPbITUM W, TeM Gonee, B ycTa-
HoBneHuUn cHavana K. 3VIFEJIEM, a 3aTeM MHOK »He3aBUCHMO« NyTeid noaxoja
K peLLeHnto npobnembl diinepa—Imnnbbepta He MOXET ObiTb U peudn.

B cBoeit paboTe, ony6nmkoBaHHoli B 1920—1930r. r., K. 3UTE/lb peit-
CTBUTENIbHO Pa3BMBAET OAUH 00LIMIA MEeTOf, AAlOLLMA BO3MOXHOCTb [OKa3blBaTb
TPaHCLEHAEHTHOCTb 3HAYeHWIn (PYHKLUWIA, OTHOCALMXCA K Knaccy E-thyHKuuia
(onpegeneHne 3TOro Knacca (yHKUUiA faHO MHOK B § 4), HO 3TOT MeTOf Henpu-
MEHVM K [0Ka3aTeslbCTBY TPaHCLEHAEHTHOCTY Yncen Buga ab. B 3TOi e paboTe
K. 3UTCEJlb, He 3Has B MOMEHT HamucaHUA UM CBOei paboTbl O MOEi paboTe,
ony6nvkoBaHHOW B 1919 r., B KOTOPOA § [al0 HOBbIM METOAOM pELLEHMe YacTu
npobnemMbl Jiiniepa, HEMpaBWUbHO YKa3blBaeT BO3MOXHBIA ., .. « PELLUEHUIO
3Toi npobnembl. B 60aee nozgHux paboTax K. 3VIFEJ/Ib ykasbiBaeT, 4To maes,
nexawlas B OCHOBE AaHHOTO MHOK [0Ka3aTesbCTBa TPaHCLEHAEHTHOCTU OLHOIO
nogknacca yvcen Buaa ab, MOXeT ObITb C YCMEXOM TMPUMEHEHA K peLleHuto
OpYyrux npobnem Teopuu TPaHCLEHAEHTHbIX uucen. ofHoe pelleHne Npo6embl
diinepa, ApyrvMmy CnoBaMu, A0Ka3aTenbCTBO TPaHCLEHAEHTHOCTM WAM  paumo-
HanbHOCTW NorapugMoB anrebpanyecknx ymcen npu arnebpanyeckom OCHOBaHUU
WKW, YTO TO XKE Camoe, TPaHCLEHAEHTHOCTU Yncen BUAa ab ObIIO TaKXKe BMepBble
faHo B CCCP B 1934 .

§2. MpubnmkeHne anrebpanyecknx umcen. Mctopusa sonpoca

Brepsble Bonpoc 06 apudMeTUHecKOM Mpupofe LUMPOKOro Kiacca Ymcno-
BbIX 06pa3oBaHuii Gbin nocTasneH Jl. SWNJIEPOM. Yxe 6bi0 CKasaHo, uTo B
CBOEl/i KHUre »BBefeHWe B aHanM3« OH BbICKa3blBaeT YTBEPXKAEHWE, YTO Mpu
pauMOHaIbHOM OCHOBaHWM a Jflorapugm /060ro pauuoHanbHOMO Yncna b, He
ABNAIOLLErOCA paLuMOHa/IbHOW CTENeHbI0 a, HEe MOXET ObITb AaXKe 4MCIoM uMppa-
LMOHaNbHbIM (B COBPEMEHHOI TEPMUHONOIMN anrebpanyeckmm) N JO/MKEH OTHO-
CUTLCA K KOMMYECTBaM TpaHCLEeHAEHTHbIM. Kpome 3TOro yTBepXKAeHus, LOKa3aH-
HOro TONbKO B HACTOsLLee BPeMsi, OH CTaBWi W Apyrue 3ajayun, OTHOCALLMECS
HEMOCPeLCTBEHHO K TEOpWM TPaHCLEHAEHTHbIX uucen. Yepes cToneTue mnocrne
N. QUNEPA X. NNYBWNNb [8, 6] Bnepeble B 1844 r. gan HeobxoauMblii
MpuM3HaK anrebpamyHoCTM uucna M TeM CambiM [OCTaTOYHbIA MPU3HAK TpaHC-
LleHAeHTHOoCcT. OH MoKasas, YTO eC/iM a eCTb KOPEeHb HEMPUBOAMMOrO YpPaBHEHUS
cTeneHnv 2, p U q — N0Bble Le/ble payvoHanbHble YKUCAa, TO WMMEET MeCTo
HepaBeHCTBO

(1) (c> 0),

rae NocTosiHHAs C He 3aBUCUT OT p U q.
[,0Ka3aTeNbCTBO 3TOFO0 HEepaBeHCTBA BecbMa MPOCTO. n ... a — KOPEHb
HeNpUBOAVMOrO YpaBHEHMs

f(x) = aOxv + alxv~1+ ... + av= Q
roe Bce a0, av ..., aV—Llle/lble paLyoHanbHble Yncna. Torga M3 CUCTEMbl COOT-
HOLLIEHWIA

|/'(£)!>|q1; {=a+rﬁ-a)) ©st ™)
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HernocpenCcTBeHHO creayet Teopema JINY BUJIIA. 3T0T Npu3HaK TPaHCLEHAEHT-
HOCTU 4ucna No3BOJIU BrepBble CTPOUTbL W MPUMEPbI YMCEN TPaHCLEHAEHTHbIX.
[LelicTBUTENbHO, W3 NWMYBWIEBCKOrNO MPU3HaKa TPaHCLEHAEHTHOCTU Cneayer,
Hanpumep, TPaHCLUEHAEHTHOCTb Yucna

1

2"!
Ntak, TIMYBWUMN/b ycTaHOBWA, 4YTO anrebpamyeckme 4YMUCNa He oy«
cnww xow XOPOWO MNPUBAMXKATBLCA pauMOHaNIbHbIMKM Apo6sAMK. B CBA3M C 3TUM

(hakTOM BO3HMKNA NpOGNemMa OnpefeneHUs Takol KOHCTaHTbl 0 = 9(y), uTO
Mpy a anre6panyeckoit CTEMeHN v HePaBEHCTBO

) S 1&E

roe p Mg— Uenble, 6yaeT MMEeTb NN KOHEYHOE YWCIO peLleHui, korga e > Q
N 6eckoHeyHoe, Korga e < 0. Brepeble A. TY3 [15] B Hauyane TeKylLlero cTo-

o \
NneTna cmor noHu3UTb BE/IMYUHY 3TOM KOHCTAHThHI. OH nokasan, 4to 0 E

[na pokasate/nbCTBa 3TOro npegnoXxeHns A. TYD NOCTPOUS MHOIOYMEH OT 4.y «
MepPeMEHHbIX X W Y C LeNbiMA pauroHabHbIMK  KO3(h(ULMEHTaMK, KOTOpLIN
NMeeT Buf

©)) [(*»y) = Y—a)lxKy) + (*—«[/r >ar
[lonyckas, 4TO HepaBeHCTBO (2) MMeeT /Ba PELUeHWs C [O0CTaTOYHO GOMbLUIMMA

o
3HameHaTensaMu gl 1 g2, Py Pz , nonaras B COOTHOLIEHUN (3) T sa rQ N [oKa-

Q <& In <

3blBasl, YTO NeBas 4acTb (3), NpM COOTBETCTBYHOLLEM BbIGOPE P(x, V), NPU X = —
<A

MYy = — B Hynb He 06pau.|,aeTc;4, OH Mo/slydyaeT CBOE YyTBEPXAEHWNE aHaNOrnmyHo

Tomy, KaK Oblna pgokasaHa Teopema JINYBWINA. 3T0T MeTod, KOTOPbIA
MO3BOMWA  CYLECTBEHHO MOHM3UTbL KOHCTaHTy JIMYBWNNA, Heobxoammo
CBSi3aH C NPeAnosIoKEHNEM CYLLECTBOBAHUA asyx [OCTATOYHO BONbLUMX pPeLUeHN
HepaBeHCTBa (2). MosTomy aToT METOL NO3BOJISET YCTaHaB/IMBATbL TO/bKO rpaHuLly
ymcna peLLleHnin HepaBeHCTBa (2), a He MaKCUMaNbHON BENUUMHBI X 3HAMEHATENEN.

o N v
[JeinctentensHo, M3 paccyxgeHuin A. TY3 cnegyet, uto ecnm npn 0 = —
ne > 0 HepaBeHCTBO (2) MMeET AOCTATOUHO 6O0/bLLIOE PELLUEHNE CO 3HaMeHaTeNeM

Qi > Qi (a>E> TO HEeT peLleHWii CO 3HaMeHaTeNns MM g2 w g2(a,e, *X). 31O cpasy
Mo3BONSAET, B YAaCTHOCTW, YCTAHOBWUTb KOHEUYHOCTb YMCNa PELIeHUiA ypaBHEHUS

@ J"My) =yl Ciyn |*+eee+ cn*' = ¢ (ng 3

B Lie/IbIX YMCNax X MY NPN LEeNbIX paLnoHanbHbIX KoagduumeHTax c, co, cv ..., G,
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[LelicTBNTENBHO, 13 ypaBHeHUA (4) cnefytoT COOTHOLLIEHUS

(5> “P= 4+ 01(y_ * <0SI=i1)

N3 KOTOPbIX, MPU ycnosum HENPUBOAMMOCTM nonnHoma /(/) B pauuoHanbHOM
none, cpasy cnegyet npoTMBOpeYMe ¢ HepaBeHCTBOM (2) npu 0 + e < n, ecnu
TONbKO Mbl gonycTtum CYLLECTBOBaHME 6GECKOHEYHOrO YWCna peLieHuii ypas-
HeHusa (4).

JT0T MeTof 6bin 0600WEH M yTouHeH K. 3VUUFEJIEM [4, a)], KOTOpblii
MnoKasan, nonesysice MOMNPEXHEMY CYLLECTBOBaHWEM apyx [LOCTAaTOYHO 6OAbLUMX
PELLEHWA, YTO BEPHO HEPaBEHCTBO

6 0 & _ min + § <2y~
© <o<— S+ 1 y

K. 3UTEJIb He TONbKO ytounnn MeTog A. TY3, HO OH 1 pacrnpocTpaHu/ ero Ha
cnydain npubnuxeHuna anrebpanyeckoro umcna a uucnom C Takxe anrebpau-
YECKUM, BbICOTbl H W CTeneHn n. BbicoTol anrebpanmyeckoro ymcna C Mbl Hasbl-
BaeM MaKCUMyM moaynsi KO3(PMUUMEHTOB TOFO HEMPUBOAMMOrO B palMoHanbHOM
nosne ypaBHeHWs, KoTopomy C yAOBMETBOPSET, €Cnn BCe KOIPMUUMEHTbI 3TOrO
YPaBHEHWS Lenble U UX OOLWWMIA HaMOONMbLLWIA AennuTenb paBeH eauHuue. OH no-
Kasas, 4To HepaBeHCTBO

\

(?) a_f | ‘ H~2((©+«)’ O B l<l;n-V 1 +1 "

S (e> 0)

MMEET UL KOHEYHOE YWC/IO pelleHuin B anrebpanyeckux uucnax G ecnm a ecTb
anrebpanyeckoe 4ncno crerneHu v. Kpome atoro, um 6bnn faHbl U Apyrue Bapu-
aHTbl HepaBeHcTBa (7).

[JancHeliwwve noneitkn K. 3UUFENIA [4, 6)] n ero y4eHUKOB YMEHbLUNUTb
BE/IMUMHY KOHCTaHTbl 0 B HepaBeHcTBax (2) u (7), NCAnonb30BaB NPeAnonoXeHne
0 CYLLECTBOBAHUM YXEe He aeyx, & IIOBOro ymcna AocTaTouHo 60/MbLUNX PeLLeHNi
HepaBeHCTBa (2) wnu_(7), NpuBeNn ero K Teopeme, KOTopas Oblna yTOUYHEHA ero
yyeHnkom T. WWUHEWAEPOM [17, a)], U B YTOYHEHHOI (hOpME sByuut TaK:
ecnm gb gb ..., gn, ... OYAYyT 3HaMeHaTeNM BCEX MOC/MeA0BATE/IbHbIX PELLIEHWIA

HepaBeHcTBa (2) npu 0 = 2 M s> 0, TO U Iim—I = 00, UM n < no.
nagn
Ota Teopema 3UTENA—LWHEWAEPA, Kak Mbl BUOWM, HE TO/IbKO He [aet
BO3MOXXHOCTW YCTAaHOBWUTb TpaHULy [ANA BeNYHbl 3HAMEHAaTeNlen peLLeHui
»

HepaBeHCcTBa (2) npn 2 < 0 < 0QO00= mi ! + S, HO 1 He yTBep-
1<sg vl s+ 1
XKAAeT fJaXe MX KOHEYHOCTM.

MocneaHss NpuBefeHHas TeopemMa €eCTECTBEHHO 0606LLAeTCa Ha Ccnydai
HepaBeHcTBa (7). V13 nepBOro, OCHOBaHHOIO Ha PacCMOTPEHUWN gByx [AOCTATOYHO
60MbWNX peLUeHniA, 0606LieHns Teopembl A. TY3 cnegyeT, B 4aCTHOCTW, 4TO
ypaBHeHue

(8) @yn+ Jyn~1x+ ...+ cnxn= PT(XY) (n- 3,
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MPU LeNbIX PauuoHabHbIX C, ¢b ..., cn U PT(x,y) MNOAMHOME C LENbIMM
payMoHanbHbIMU  KO3((PULMEHTAMN CTEMEHU T WMEET /INLb KOHEYHOE YKCNO
PeLeHNiA B LieNbIX pauMoHanbHbIX Ynciax X Uy, Korga

NM— T> min e 1s

M NneBas 4acTb ypaBHEHMA He nmpuBoguma. V3 Teopembl xe 3U FENA—LUHEN-
OEPA cnefyet TONbKO, 4TO MpU n > T + 2 UENOYNCNEHHbIe peLleHns ypas-
HeHns (8) oueHb peakn. MOXHO OTMETWUTb, YTO BOMPOC O KOHEYHOCTU unn Bec-
KOHEYHOCTU peLleHnii ypaBHeHUs (8) npu n” T + 1 peweH [0 KOHUa Apy-
rMM MyTem.

HAanbHeiiwve o6o6LieHns Teopembl 3VITENA— LUHEMJEPA n HekoTo-
pble NX MPUNOXEHNS MOXHO HaiiTh B paboTax K. MAJIEPA [10, 6)]— [10, p)].
CneglyeT Takxe OTMETUTb, YTO HEKOTOPblE pe3ysibTaTbl B 06/1aCTW MPUGAVKEHNS
anrebpanyecknx uppaumnoHanbHocTell 6binn nonyyedsl A. 4. MOPLYXAW—
BONTOBCKUM ]12, a)], [12, r)], — [12, e)], P. O. KY3bMWHbLIM [5, 6)],
A. O. TENb®OHAOM [3, K)], (3, N)] v ApyrnMmn aBTOpPaMu.

Pe3ynbTatbl, aHanorvyHole Teopeme TY3—3UTEJIA, oTHOCALWMECS K
Bonpocy 06 04HOBPEMEHHOM MPUOBAVKEHUWU HECKONbKUX anrebpanyeckmx vucen
pauuoHaibHbIMU  ApO6SMU C OAMHAKOBLIMK  3HAMeHaTeNsAMu, OblIM  NOMYyYeHsbl
. TACCE [2].

§ 3. MpubnmxkeHne anredbpamyeckmx uUucen uM ux norapuMoB U CBS3b 3TUX
BOMPOCOB C APYTrMMM YMCOBbIMKA Npobiemamm

B HacToswem naparpage OyAyT W3MIOXKEHblI Pe3ynbTaTbl, MOYYEHHbIE
aBTOPOM HacTosiLLeR cTatbk [3, m)].

B cBA3M ¢ TeM nonoXeHueM npo6aemMbl NPUBANXKEHUS anrebpanmyeckmnx
MppaLvoHabHOCTER, KOTOpoe 6biI0 BKpaTLe W3M0XKEHO B § 2, npexge Bcero
€CTECTBEHHO BO3HMKAET BOMPOC O TOM, MOXHO /I MOHU3UTb BEJIMYMHY KOHCTaHTbI
B MO CPaBHEHWUIO C BENMYMHOM, nony4yeHHoih K. 3UTEJTIEM npu 1cnonb3oBaHUK
TONbKO aByx PeLleHNii HepaBeHcTBa (2). [anee, MpuUHMMas BO BHUMaHWe He-
3(hheKTUBHOCTb pe3ynbTaToB, MOMyyYaembiXx MeTogom A. TY 3, Hesth(heKTUBHOCTb
B TOM CMbIC/e, YTO HE/b3s YCTaHOBUTbH 3TUM METOAOM rpaHuLy BeUYMHbLI 3Ha-
MeHaTene pelleHWin HepaseHcTBa (2) mpym O < V, TakXe eCTeCTBEHHO BCTaeT
BOMPOC O TOM, KaK J0/HKHa 3By4YaTb TeopemMa O MPUBAMKEHUN anrebpanyeckunx
yncen, KoTopasi 6bina Obl NPeebHON B CMbICNe 3W(EKTMBHOCTA NPU UCMOMb30-
BaHUWN papyx PeLIeHWin HepaBeHcTBa (2). B 3To mocTaHOBKe BOMpoca MpUXO-
OUTCS TOBOPUTb TO/IbKO B apyx PELUEHMSX, TaK Kak WCMO/b30BaHWe 6O/bLIEro
yncna peLUeHniA HaTa/IKUBaeTCs Ha HEeMpeofonMMble MOKa TPYAHOCTU, CBA3aHHbIE
c 06LLel Teopuein aNUMUHaLMN.

Teopemy, KOTOpas AaBana Obl OTBET HA NMOCTABMEHHbIA BONPOC, Mbl CHOPMY-
nupyem, BBeAA NpeaBapuTeNnbHO MOHATUE Mepbl anrebpanmyeckoro ymcna. Mycts
£ ecTb uncno anrebpanyeckoro NongaK creneHn a, a yucna cov co2, ... ,cdd nycTsb
06pasyloT 6asnc KofbLa LenblX Ynces 3Toro nons. B3atoe Hamu ymcno £ Moxet
ObITb 6ecyncieHHbIM MHOXECTBOM Croco60B MNPeACTaBNeHo B hopme

(9) c= PIWM P- - g-, q[Pi.. Al= max L ..., 1gnl,
O wr+ eee\-Lhia
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roepb P i , Pa, Ub <h mmm, UYn— Lefible PaLyOHaIbHbIE YMCa C OBLWMM Hau-
OO/MbLIMM fIENIUTENEM, PaBHLIM eAuHMLE. Mol Gy[eM HasblBaTb YUC/IO q Mepoit
yncna c, ecin OHO onpependaeTca COOTHOLUEHNEM
(10) g=m\nqg[px .. P& ax..., qa\

c
rAe munumym B MpaBOil 4acTW 6epeTcs Mo BCEM BO3MOXHLIM MPECTaBEHUAM

uncna f. HeTpyaHo 3amMeTWTb, YTO Korga £= — eCTb YMC/IO pauMOHaibHOe, TO

y
ero mepa pasHa wax [|p|, |1, Apyrummn cnoBamu, C TOYHOCTbIO A0 Hecylle-

CTBEHHOI0 NOCTOSAHHOIO MHOXMNTE/IA COBMNaJaeT C ero 3HaMeHaTeneM q. Tenepb Mbl
MOXeM C(hopMY/IMPOBaTb Hally O6LLyl0 TEeopeMy, KOTOpPYK Mbl 6yaeM HasblBaTb
B Ja/bHeiweM TeopeMon |.

TEOPEMA I. MycTs a B 6yayT ABa NPOM3BOJIbHBIX YMCNa anrebpanyeckoro
nonsi Ko cteneHn y (OHM moryT COBMagath). Mycts Takxke Cu Cx6yayTymncnamm
anrebpavyeckoro nons K, mMepbl KOTOPbIX OTHOCUTENIbHO (DUKCMPOBAHHOTO 6a3nca
LleNbIX YACeN 3TOro NoNs Tx, w2, ... ,a>a OyAyT COOTBETCTBEHHO q U qv a 0 M 0 X
OyoyT ABa AEACTBUTENbHbIX YMCNA, MOAUMHAKOLWMKXCS ycnosusm 0 =0 X7 vy,
Omox= 2yl + e) (> 0), rae e— CKO/Mb yrogHo Mano, HO (MKCMPOBAHO.
Torpa, ecnu HepaBeHCTBO
(12) [<*— t\< g-°e

OyfeT MMeTb pelleHne £ ¢ Mepoli q > q' [KO, K, a, B, e 6], TO HepaBEHCTBO

(12) B-Zi\ < ura&>
He MOXeT UMeTb peweHnii ¢ mepoit QKnpu ycnosuu, uto

(13) In gx 3= 0-1 + & Ingq,
2(V 1+e— )

rae 6 — nobas CKOMb yrogno Manasi MOMOXWTENbHAsS MOCTOsHHasALl 3ameTum

cpasy xe, ytonpn 0 = 01;0 = y /2 r\/ 1+ £wu HepaBeHcTBO (13) npu ycnosuu

1V nepexogut B HepaseHCTBO In gx L—-:--+ ¢ Ing (N>214 >0n
Vv

CKOMb yrogHo Maso). V3 aToro 3ameyvaHus cregyeT, UTo Mpu a = R 32 Npesenom
g' (K, KO, a, =) MOXeT 6bITb TO/IbKO OAHO peLleHMe HepaBeHcTBa (11) npu focTa-
TOYHO Manom ¢&. COOTBETCTBYHOLWMM 00pa3oM (OpPMYyIMpYeTcs U p-afuyveckKuii
aHanor npuBeLeHHOW Teopembl. V13 NpuBefeHHON TeOpeMbI TakXe crefyer, nona-
ras B He0 = 0 Xu4TO HepaBeHCTBO (2) npu e > 0 UMEET NINLUb KOHEUYHOE YMCNo

peweHunid, korga 0 = y 2y. [lpedenbHOCTb Hallein 06LIei TEOPeMbI, C TOUKM
3peHns 3(phEeKTUBHOCTU, MOXHO HEMOCPEACTBEHHO YCTaHOBWUTL B TOM C/yuae,
korga C n G 6ymyT pauuoHanbHbIMK ApO6AMU, a a = R. [eiCTBUTENbHO, ECAN B
ycnosumn TeopeMbl 0 0 X = 2y (1 -f-1) MOXHO 6bIN0 6bl 3aMEHUTb e > o Ha
— e <0, TO OHO nmeno 6bl BUAG 00X= 2y (1l —e) U Mbl MOrM 6bl MONOXUTb

1 YacTHbIn cnydain 3Toin Teopembl npy a = R, C — paumoHa/ibHble Apodn, © = &v
N 6e3 HepaBeHcTBa (13) HeszaBucMMO 6bL1 NdokazaH AVCOHOM, Acta Mathem., 79 Ne 3—4,
1947. r.

6 Acta Mathematica
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0=2n/ 1—e< 2un&x= vpg/i —e< V. Ho HepaBeHcTBO (11) npu t paymo-
Ha/lbHOM, 0°= 1 1M O < 2 WMeNno Obl AeACTBUTENIbHO GECKOHEUYHOE MHOXECTBO
peLLeHnit, 3HaunT, 4N 3HaMeHaTesell pauMoHaibHbIX peLleHnin HepaBeHCTBa (12)
Halunach 6bl adeKT1BHaA rpaHMLa B Buge yHKUMKN K0, a, & OTcloga Henocpes-
CTBEHHO y)Xe CnefoBasio bl CyLLecTBOBaHUE 3W(EKTNBHONM TPaHWLbl 415 BEMYUH
pelleHuniA ypaBHeHUs (4). HakoHel, MOXHO CKa3aTb, YTO Halla o6uias Teopema
OCTaeTCs B Cu/le NPU 3amMeHe Mepbl YMcen t Ha X BbICOTbI.

[loka3aTenscTBO 3TOM TeOpeMbl OCHOBAHO Ha HEKOTOPOM YCW/IEHUM MeTofa
A. TYD. Monbsyace Halleil o6Liei Teopemold |, C MOMOLLbI HEKOTOPbIX A0MOS-
HWTENbHbIX PAaCCMOTPEHWI MOXHO JO0Ka3aTb Teopemy Il

TEOPEMA Il. Mycts a, ti, t2 .. ., ts anrebpanyeckne umcna nons
K. TMycts TakXe npou3BefeHue Mo6bIX LefblX CTerneHein umcen Cv il ..., ts
He MOXET ObITb PaBHO efuHULEe. Torja HepaBeHCTBO

N
a--ti1t/2, 'x Lo X x = max 1

1<I<s
N CpaBHEHNE

(15) a=Ci)l C/2. mod pT, T = [ay]l, y= max |y,|

1<i<s

KakK 6bl HW 6bl Manbl yncna e > 0 n 6> 0, moryT UMeTb TO/IbKO KOHEeYHoe
YMC/O PeLUeHNid B LefbIX pauMoHaibHbIX YnUCNax xv X2, ..., XSuyr, y2, ... y5
Uucno y ecTb NpocToii ugean nona K. A npusefy Tenepb ABa CNeCTBUSA TEOPEM
I n 1l. Tpexae Bcero a npueegy npuMeHeHne Teopembl | K Teopun anrebpaun-
YECKUX YPaBHEHWI. Myct, CUCTEMA OAHOPOAHLIX POPM Px(x,y), P2{x, y),...,
P,.(X,y) 06nagaeT crnefylolUMN CBONCTBaMM : CTEMeHW MX 6yayT T1, T2, ...,
Tn, BCE 3TW CTEMEHM Bbillle NEPBOi, BCe KOA(MUMEHTLI nonMHoMoB Pr(X, y),...,
P n(x, y)—Lefble paLnMoHabHbIe YNCNA, STV NOIMHOMbI He UMEIKOT JIMHEAHBIX AeNnun-
Teneli B pauUMOHanbHOM NOMe, KaXAblA AeACTBUTENbHBLIA KOPeHb MOMMHOMA
t~mkp k (/, tx) = Rk(x) MPUHAANEXUT K anrebpanmyeckomy noo K CTeneHn He
BbILLE r U BCE TaKWe KOPHW pasMyHbl Mexay coboi. Byaem Takxe HasblBaTb
CTEneHbo NOMMHOMA OT2/1 MEPEMEHHBIX P (XTI, yx, X2, Y2, . .. , X,,, Y,,), UMEIOLLErO
Lenble pauuoHanbHble KO3M(UUMEHTbI, cosokynHocTs YMCEN (s1, s2,..., sn),
rge Si ectb CTeneHb MOAWMHOMA P MO coeokynHocTu NMEPEMEHHbIX X- Y- Toraa
O6y[eT MMeTb MEcTo Teopema:

YpaBHeHue
(16) PAX], yNDP2AX2 y2)eeePn'xn,y,) = P(xb YL X2, y2,% ¢, X, yn)

OyfieT VMETb TOMbKO KOHEYHOE YMCNO PELLEHNid B LiebIX PaLlMOHaIbHbIX YMcnax

XbyX X2 y2........ X, YN, ECAN TONbKO OLHOBPEMEHHO BbIMOMIHEHbI HEpaBeHCTBa
—skt> V 2v (k = 1,2 %22, n, v=53)

N3 Teopembl Il TakXe MOXHO nonyuwTte PAA CNEACTBWIA, HO YXe AN
MoKasaTeflbHbIX YpaBHEHWA. MycTs, HaNpUMep, YNCNa £x ipL,.., mpT,

%,..., rip 6yayT UeMbIMM YMCnaMKn NONA K, HU OQHO U3 HUX He ByfeT anrebpau-
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Yeckoli eauHULEn, A, B, C, ABC ¢ 0, byayT ymcnamm TOro e nons K, yucna

C=C...in. f = Wieee Vm> V= Vi Hm* % OyayT B3aMMHO MpPOCTbl. Torga
ypaBHeHMe
a7 A + B rpA.. .pAT+ Crir... rfP = O

MOXET MMETb TOMbKO KOHEYHOE YMCI0 HeoTpUUATENbHbIX PEeLleHuid B LEnbIX
paunoHanbHbIX ynucnax x1(. . xm, yr, ..., yT, ..., zp. Jlanee, no4Tu Heno-
CpeacTBeHHO M3 TeopeMmbl Il MOXHO « oy« w-. TEOPEMY OTHOCUTENBHO NOBEAEHUS
NNHEAHBIX GOPM C LENbIMM paLMoOHanbHbIMK KO3th(uUMeHTaMn OT Norapugmos
anrebpanmyeckux ymcen.

Ecnn anrebpanyeckne umcna al; a2 .. ., as 06/1a4at0T TeEM CBOCTBOM, YTO
NpousBeAeHNe NMHOOLIX LENbIX CTEMEHe 3TUX YMCEN He PaBHO eAMHWLE, TO Hepa-
BEHCTBO

(18) X. Ina, + eee-} xslnasl< e~EX (e> 0, x :Irlnlak(jlx,—[),

rae norapuMbl  MMEKOT 06ble, HO (PUKCUPOBaHHbIE 3HAYEHMS, WMEET NULLb
KOHEYHOE YMC/O PELUEHWiA B LenblX paumMoHasbHbIX Yucnax XX, .. ., xn.

Kak 6bino nokasaHo tO. B. JINHHWMKOM wn aBTopoM 3TOi cTaTbk [6] B
COBMECTHO paboTe, 3Ta NOC/MeHASA Teopema MpuU s = 3 [aeT BO3MOXHOCTb
MPOBECTU HOBOE, He 3aBUCHALLEE OT aHAIMTUYECKON Teopun L (s, X)-psjoB AoKasa-
TENbCTBO KOHEYHOCTU YMCNa OAHOKMNACCHbIX KBafpaTW4HbIX nofnein. Ecam 6ol
MOXHO O6bl10 YCTaHOBMTb BEPXHIOKD TPaHULy BEIUYMHBLI PEeLUEeHWn HepaBeHCTBa
(18) npu nobom ukcrpoBaHHOM e > 0, TO M3 3TOrO HOBOFO [OKa3aTenbCTBa
cnefloBano Obl HEMOCPEACTBEHHO PELLEHUE KIaCCUYeCKON npobnembl 3g(eKTnBM-
3auMM B KBagpaTMYecKux nonsx, APYrMWU  Cr0Bamu, BO3MOXHOCTb SIBHOFO
BbIPQXEHUSA FpaHuLbl ANS BeNMYMHBI AUCKPUMWHAHTOB OAHOK/IACCHBIX MOJMEN.
3TUM yCTaHaBMBAETCA FyboKas CBA3b MeXAY HeaPEKTUBHOCTLIO B Pa3/INUHbIX
Ha nepBbll B3rnsag npobnemax Teopun umcen. KOHEYHOCTb 4Mcna peLleHuid
HepaBeHCTBa (18) N03BONSET TakXkKe AenaTb 3aK/IUYEHNS 1 0 MOBEAEHNMN PELLEHNI
anrebpanyecknx YpaBHEHWI BbICWUMX CTEMEHE C MHOTMMW  MepPeMEHHbIMMN.

[LelAicTBUTENbHO, HANPUMEP, M3 YPaBHEHUS N (XXcox -j- . . . -f XScos) = 1cneayer,
YTO NPU ycnowww xk — 0 ypaBHEHME B efuHMLAX MOAA K, B KOTOPOM uumcna
Co, 0, ..., 0B 00pasytoT 6asnC KonbLa UenbIX 4mncen. JT0 ypaBHeHWe 6yaeT

Buga (17) ¢ 60/bLWIMM YMCNOM YNeHOB. Bce Teopembl, NpUBEAEHHbIE B 3TOM nNapa-
rpae, 06naat0T Heah(heKTUBHOCTbLIO, APYrMMK CNOBamu, M3-3a UCMO/b30BaHWs
aeyx PELIEHUA COOTBETCTBYHOLIMX amnmnpoOKCUMATUBHBIX HEPaBEHCTB MPUHLN-
MMafbHO He B COCTOSHWWU YKa3aTb BEIMUMHbLI TPAHWL, PELLEHWIA HEPABEHCTB WK
YPaBHEHUI ¥ Ja0T TOMbKO FpaHuLy UX uyucna. S nepexoxy Ternepb B cregy-
IOLLMX Naparpagax K U3f0XeHWI0 pe3ynbTaToB M METOAOB aHaIMTUYECKO Teopum
TPAHCLEHAEHTHBIX YMCEN. n cowaumomy, » HACTOSLLEE BPEMS TOSbKO C MOMOLLBHO
aHa/IMTUYECKNX METOA0B TEOPWUU TPAHCLEHAEHTHbIX UMCENT MOXHO OXWMAATb
3()heKTMBHOIO peLLeHns annpoKCUMATUBHbLIX HEepaBeHCTB AN anrebpanyeckmx
ymcen, a TeM CaMbIM MU 3PQPEKTMBHOIO peLLeHns Npobaem 13 Teopun AUoMaHTOBbLIX
YPaBHEHWI 1 TEopuKU MNoneid.

6*
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§ 4. TpaHCUEHAEHTHOCTb 3HAYEHWI A aHaIUTUYECKUX (YHKUWIA, pagbl Teinopa
KOTOPbIX MMEKT anrebpanyeckme KoapMUUUEHTbI

Kak y>e rosopunocb B Havane 8 2, Brepsble J1. SM/EP nocTasun pag
BOMPOCOB O TPAHCLIEHAEHTHOCTW, APYTrMMU CNOBaMK, 0 Hea/lrebpanyHOCTU HEKOTO-
pbIX 06LLMX KnaccoB yucen. Mpumepbl TpaHCLEHAEHTHbIX Yncen HblM NOCTPOEHbI
BrnepBble 6narogaps HepaeeHcTBY JINYBWNNA (8 2, HepaBeHCcTBO (1)). YXxe
[laBHO, 3a70M1ro Ao pabotel JIMYBWJ/IA, cTtosnu Bonpockl 06 apudMeTNUecKoi
NPUPOAE KNacCuyecknx NocTosiHHLIX i 1. Bonpoc 06 apudmeTnyeckoii npupoge
ynucna N 6bin TeM 6onee MHTEPECEeH, UTO OT apudIMETUYECKO NPUpoAbl yucna
3aBUCENO MOMOXKUTENbHOE UMW OTPULATENIbHOE pelleHue MnpobrieMbl KBajpaTypsbl
Kpyra, KOTOpOW 3aHMManacb elle ApeBHerpeyeckas wmartematuka. [lpob6nema
KBafpaTypbl Kpyra, T. €. npobsema NOCTPOEHUS C MOMOLLBIO LIMPKY A U IMHEAKN
KBajpara, nnowaib KOTOPOro pasHa N/oWaan 3aflaHHOro Kpyra, nonyvana 6bl
0TpULATENbHOE PeLLeHMe B C/lyvae TPaHCUeHAEHTHOCTW uucna N, TakK Kak, Kak
6bIfI0 NOKa3aHOo B MPOLL/IOM CTO/ETWU, CTPOUTL C MOMOLLBI0 LUPKYSA U IMHENKN
MOXHO TOMIbKO KOPHW HEKOTOPbIX KNacCoB anrebpanyecknx ypaBHeHWiA, Koaddu-
LMEHTbI KOTOPbLIX /IMHENHO 3afaHbl-. Yucna /1 We CBA3aHbl Mexay co60i 3Ha
MEHWUTOI 3iANepoBCKO hopmynoil. BrepBble BO BTOPOIA MOMOBWMHE MPOLLIIOIO
Beka B 1873r. L. SPMWT [18] cBsizan apuMETUYECKYIO MPUpoLy 3HaveHus
(YHKUMN B anreGpanmyeckoii TOUKe C ee aHa/MTUYECKMM MOBEAeHVEM U apud-
METUYECKON Npupoaoit ee KoathduumeHToB. CeaAsb 3Ta Y APMUTA pgaHa B O4eHb
YyaCTHOW (hopme 1 BO BCEI MONHOTe Gblfa MM elle He oco3HaHa. L. SPMWT pan
[l0Ka3aTeNlbCTBO TPaHCLEHAEHTHOCTU 4ucfa e, OCHOBaHMS HaTypasibHbIX fora-
PUPMOB.

JokasatensctBo APMNTA 0OCHOBaHO Ha OfHOM TOXAECTBE ANS (PYHKLUM

[e]e]
&X. Mycts /(x) OYAET NHOGOA MHOTOUYNIEH OTHOCUTENBHO x, @ F (x) = > /A)(X).

OueBMAHO, YTO F(x) TOXEe MHOFOY/EH TOI Xe CTeneHU. TorAa ¢ NoMOLLbH UHTer-
PUPOBAHMS MO YaCTSIM HEMOCPEACTBEHHO MOXET BbITb MOMYYEHO TOXAECTBO

X
(19) F{x) — ex F{0)=exée-‘f{t)dt.

Ecnn uucno e yaoBneTBOPSET YPaBHEHUIO C LEbIMUA PaLyMoHabHbIMK Ko3(dn
UMeHTaMm a0+ a,e+ ... + anen= O (a0 0), TO M3 Hawero TOXAeCTBa
nonaras B Hem

/(O - fP 1N (*—XP (P> Tax [« I°01l),
rae p ecTb MPOCTOE YWCMO, Mbl HEMOCPEACTBEHHO MO/yYaeM COOTHOLLEHME

n n K
(20) a0 FyO) + ~  akF{k) =~ aktk|e~“f(t)dt =0 \p~J}.

1 0 A A }

2 Cyrb Uenble KpaTHble OCHOBHOrO OTpe3Ka.
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MepBoe cnaraeMoe B /IEBOI YacTy 3TOF0 TOXAECTBA, KaK /Ierko yCTaHOBUTD,
ecTb Liefoe, paunoHanbHOoe, He AeNALeecs Ha p YMCNOo, a BTOPOE C/laraemMoe ectb
Lenoe yucno, gensieecs Ha p. MpaBas e 4acTb C POCTOM p CTPEMUTCS K Hynio.
WTak, npy no6oM p fneBas 4aCTb TOXAECTBA eCTb LieNoe OT/UYHOE OT Hyns
ynucno, a npa.as MNpU AOCTaTOYHO 6OMBbLIOM p CTAHET MeHblUe eAuHUUbl. Mbl
npuwwan, Takum 06pasoM, K NPOTUBOPEYUMO, OTKyda ClieflyeT, UTO UUC/IO e HE
MOXET ObITb KOPHEM anirebpanyeckoro ypaBHeHUs ¢ LefbiMA Koah(hULMeHTamu.
Uepe3 HekoTopoe Bpems nocne pabotbl LW.OPMWTA B 1882 r. TMHOEMAH
[7, @), 6)] ncnonb3oBan ToxaectBo IPMUTA ans goKasaTenbCTBa 06LUEH Teo-
peMbl OTHOCUTENIbHO MPUPOAbI 3HAYeHW (YHKUMU ex, MpW  anrebpanyeckmx
3HAYEHMAX aprymeHTa, HOCAWEeR ero ums. Mycte <x, %2 ..., ws OyAyT npous-
BOJIbHbIE MOMAPHO pas3fiMyHble anrebpanyeckue uncna, a Av A2 ..., As—npous-
BO/IbHblE, OT/IMYHbIE OT myns anredpavyeckue >xe uyucna. ‘Torga COOTHOLUEHWE

(21) O ew + A, - \- Aseur = O

HEBO3MOXHO. 13 3TO Teopembl crefyeT cpasy TPaHCLEHAEHTHOCTb Yucia n u
TeM CaMbIM OTpULATENbHOE pelleHne npobnieMbl KBagpaTypbl Kpyra, Tak Kak
npesnonoXeHWe anrebpanyHoOCTU n NpPUBOAUT, 6narodaps Toxaectsy J1. SUTEPA
e2n'= 1, K COOTHOLeHMIO Tuna (21).

Xop siokasarenbTBa 3TOW 06LLE TeOpeMbl TOT XKe CaMblid, UTO 1 I0Ka3aTe lb-
cTBa Teopemb! LLI. SPMUTA, 1 OTINYAETCA OT HEro TOJIbKO TEXHUYECKN N YCNOXK-
HeHusmK. Tocne pa6oT SPMUTA n TMHAEMAHA nossuncsa psg pabot, npu-
HaffeXxalmnx camMbiIM KPYMHbIM MaTemMaTukam, KOTOpble [aBanu pasnyHble
HOBble fAoKasaTenbcTeBa Teopem 3IPMUTA w NIMHAEMAHA, He MeHsas no
CyLLEeCTBY OCHOB MeTofa. W3 3aTux paboT i xouy OTMETUTbL PaboTy akajemmka
A. A. MAPKOBA [11], Tak KaK B Heli goKa3aTenbcTBo Teopembl JINHAEMAHA
NpoBefeHO TEXHUYECKM BeCbMa COBEpLUEHHO W OCHOBHAaA WAed [JaHa O0uYeHb
Binykno. TOXAecTBo SPMUTA, nexallee B OoCHoBe 06Leli Teopembl JIMHAE-
MAHA, creumdunyHo ang yHKUMU e U ana ApYrux (QYHKUWIA TOro ke Tuna,
Hanpumep, Ans (yHKuuM beccens aHanoOrM4yHOro TOXAeCTBa MOCTPOWUTbL, MOBU-
avvowmy, Menb3s. Bonee o6WmiA MeTof, NO3BOAAKOWMIA MCCNefoBaTb apudmeTu-
UECKYI0 MNpUpody 3HauyeHWiA [OCTAaTOMHO LUMPOKOrO Knacca LenbiX (yHKUWiA,
MMeILLIMX anrebpanyeckme KoahhuuueHTbl psiga Teidnopa B Hyne W yaoBne-
TBOPAIOLLMX airebpanyeckum gugdepeHumanbHbIM YPaBHEHUAM C NOSMHOMUANb-
HbIMW KO3uLMeHTamu, Bbin ony6nukosaH K. SUFEJIEM [4, B)] B 1929—1930
r. r. 3TOT MeToL ABNSAETCH ECTECTBEHHbIM MPOAO/HKEHUEM paboT IPMUTA wu
JTMHOEMAHA. CyLleCcTBEHHYIO pPOnb UFPBET a HEM OfHa 06Lias naes OTHOCK-
TeNbHO OMPESENeHUs HUXHUX TPaHunL, IMHEAHbIX (OpM C LenbIMU 1 anrebpam-
YECKUMU  KO3(h(MLMEHTaMM  OT CTerneHeld OJHOr0 WM HECKOMbKWX YWCen, Mpea-
CTaBnsAoWas coboii passutve naem A. TY3D B Teopum NpubAMKeHuUs anreépau-
YECKMX 4MCeN pauuoHanbHbIMU Ap06AMM.

[ns BbIACHEHWS OCHOB 3TOro 06LUEro MeTofa S B BeCbMa O6LUMX YepTax
npuBesy CXemy [0Ka3aTe/bCTBa 3TUM METOAOM Teopembl JlMHaemaHa. [lpexze
BCEro A npusefy (HopMYy/NMPOBKN asyx HEC/IOXKHO [0KA3blBAEMbIX NEMM, KOTOpbIe
MOHaAo6ATCAa HaM M B Ja/bHElLLEM.

NEMMA I Nycte Lu TG, ..., Lm 6yayT NMHeliHble (OpMbl C AeACTBUTEb-
HbIMX KoabdmumeHTammn aiM; i = 1, 2,..., T, k= 1 2,..., n,n> T, 0Tn
NepeMeHHbIX xu X2 ... , xn, APYrMMU CNoBaMu
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L= 2*aikdd max |akK ==3a,
k=1 i<m
<k <n
roe A— uenoe 4yucno. Torga MOXHO HaliTu uenble pauuoHanbHble xu ..., X1
jxtl =£ x, 17 K™ I, 8 cosokynHocTe OTAWYHbBIE OT Hyns u Takue, 4To npu N

uenom, N> 1
m
ILil = x<2 (naNy 1™

[Joka3blBaeTcd 3Ta fleMMa BeCbMa MPOCTO C MOMOLWbI NpuHumMna Aupuxne (cm.,
Hanpumep, A. O. TENb®OHA [3, n)]).

NEMMA Il. Ecau a,,82 ..., dS—3afaHHble anrebpanyeckue yncna nons
K ctenenn v, a P(am az ... ,aS)—nOﬂl/IHOM C UeNbiMMW palMoHaNbHbIMN KO3 (U-
umeHtammn cteneHn [, BoicoTa KOTOPOro, APYrMMU CAOBAMMWU, MAKCUMYM woaynn
koahduumentos, 6yaer H, 1o unn P(alt ,a) =0, wnnn

IPK a2eee as)|> H~vH e,

roe y He 3aBUCUT HKU OT H, Hu ot Il

3Ta NemMMa ABNSETCA HEMOCPeACTBEHHbIM 0606l eHMeM HepaBeHCTBa JINY -
BUWnn4a (1) (cm., Hanpumep, A. O. TENTb®OHA [3, n)]).

Mycts Teneps uncna WA AP, C O Vo6pasywoT 6a3uc KoNbLa LeablX YUCen
anre6panueckoro nons K. [ onyctum Temepb, 4TO cywecTByeT COOTHOWeHME

(22) 7\ = eee V A KK....kv ek 0l + + M= 0, |[AK>... V| < A,
K,= 0 Kp=0
roe Bce uucna A*, H,..., k/ﬁy,qyr uenbiMM  payuMoHaNbHbLIMMW  4Yucnamu, B

COBOKYMNHOCTU OTAUYHBLIMUW OT Hyns. ECAN Mbl [JOKaXeM HEBO3MOXHOCTb Takoro
COOTHOWEeHNA, To oTcioga 6yaerT cneposaTb, C NOMOLWbLIO BecbMa HECHOXHbIX
yncTto anrebpamuyeckux coobpaxeHwuit, Teopema TIMHOEMAHA.

A1 pa3obblo XO0[ fJoOoKasaTeNnbCcTBa HEBO3MOXHOCTM COOTHOWeHUA (22) Ha
paj 3Tanos.

3rarn I'HBDI\/II- Mepenymepyem (= @-f I)v uncen

K- K24 -y mm + K@y, o=K=p, E 1.2,3 -\,
B KaKOM-11M60 nopagke u 3anuwem UxX BBUAe nocnegosatensHocTn A1 /2, ..., A9,
npunyem nepBble T = (a+ 1)2 U3 HUX nycTb COBMNAfaldT C cCOBOKYNHOCTbIO YUCEN

Ko™ + K2+ ..+ ku@4 KE= 0, 1,. .., a 1=1, 2,. .., V. Toraa cooT-

HowWweHMe (22) MoXxeT ObITb NnepenucaHo B (opme

(23) 7\= \1/Ab.1 eh =0, 47 =0, k> T\Aki \—A.

HeTpyAHO 3aMeTUTb, UTO Y MHOXasfd paBeHCTBO (22) Ha

Pil)i + ==+ Ky COy O=tkinp—a i= 12«0y,
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Mbl OyJem nonyyaTb HOBble COOTHOLUeHMA Tuna (23)

(237) Ts= Y Akse\ lAks\—A 1" s=5(p+ [ 01

MpWyeM, OYEBUAHO, NMHENHbIE (IOPMbl Ts OT BEIMYUH e'-b OYAYyT NMHENHO He3a-
BUCUMbI MeXay coboid. Yncno nx byaet (p + 1— a)v. NTak, U3 npeanonoxeHns
BEPHOCTU COOTHOLLUEHUS (22) Mbl nonyuunu wuoro JIAHEAHBIX (POPM OT BENYMH
exK , JIMHEHO He3aBUCUMbIX MeXay COBOiA.

3Tan BTOPoil. nye-. N > ed™4 OyfleT AOCTATOYHO OO/bLUIOE LeN0e Ymcho.

PaccmoTpuM (pyHKLMIO

MoyTy HemocpeaCTBEHHLIM CNEACTBMEM NleMMbI | IBASETCSA CyLleCTBOBaHME TaKuX

LENbIX, B cosoxynnocru OTAMYHBIX OT uy» HMCEN CKN, T, \CKn,T\ < e¥blu'ny,

rge yO He 3aBMCUT HW OT N, HM OT g, YTO pasfioXeHne (PYHKUMM f(z) B Havane B

pan Telinopa 6yaeT HaYMHATLCA CO CTEMEHWM r, HE MEHbLUEN, YeM N(qg— 1) + 2q.

/I\(/I|3| Nerko nosy4vaem, paccmaTpuBasi BblOpaHHYH TakuM 06pa3oM  (PYHKUMIO
r), 4yto

I(2)= 2N - 1) +29 * 2)( 1g/z)! <e-y IN(«-2)lnN ~ > 0

npu Iz 1~ 4, rge y1 onaTh He 3aBUCUT OT g U N.
3Tan TpeTui. AuddepeHunpya QYHKUMIO /(T), Mbl MNOAy4Yaem CUCTEMY
NNHeMHbIX opm oT ¢32 k= 1, 2, 3,..., q,
q v N

1 n=11=0

rae BCe uucna Cms n k 6yAyT UenbIMU paluoHaNbHBIMU, MPUYEM MO woaynw
OHW He 6yAyT NPeBOCXOAMTL N3N nNpu s N U N " NO Tak Kak yHKumsa /(r)
MMeeT BHauase ., .. He HWXe, 4Yem nopsgka N(q — 1) -f 2g, To, KaK nerko
yb6eanTbCa nocnefoBateNibHbIM AUtepeHLMPOBaHNEM U UCK/IIOYEHNEM MOKa3a-
TeNbHbIX (YHKLWRA , H/ OAWMH X3 MOSIMHOMOB P m(z) B MNpeAcTaBneHun (24)
hyHKUMKM /(I) He MOXET TOXAECTBEHHO PaBHATLCH ., .. . BCNeACTBME 3TOr0 W
TOro 06CTOATENLCTBA, UTO (DYHKLMS, COCTOALLAS U3 cyw .. MPOU3BEAEHWIA MOMM-
HOMOB Ha pa3/IM4YHble CTEMEHW ez, HUKOT4a HEe MOXET ObITb TOXAECTBEHHLIM
HYNeM, Mbl MOXEM YTBEPXAaTb, YTO NMHeliHble OPMbl LO(z), Lx(z) ..., Lgi(z)
NMHEAHO He3aBUCUMbI, APYTUMMW C0BaMW, YTO LETEPMUHAHT

Uto () U dfi (z)
(26) nE) =

t,_1(2) <<+ UqiG-1(2)

1(2) U20(z) **°* Udfi (2

= ZN«J-1)+ 29

ra~Xz) U ~zy -'U ~z)
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He paBeH TOX[AECTBEHHO wyaw . TAK KaK CTeNeHb 3TOr0 fJeTepMUHaHTa OTHOCU-
TeNbHO Z He NpeBblW aeT N], TO, UMes BHayaNne «ya. MOPALKA HE HMUXKE N (q— 1) +
+ 20, OH HM NpPM KaKOM 3HAYEHWUW Z, OTAUYHOM OT wy n»n, HE MOXET UMETb wy s
nopagka sbiwe N — 2G

JTan yeTBepThid. — Bei6upan us N + 1 auneitnbix dopm LO(Z), L)(Zi ,
Ljv(z) npoussonbHbiM o6pasom (dopm ¢ nupgekcamu 4, s2, ... , Su paccmatpusas
feTepMuHaHThl Takux cuctem A (z, SUS2 ..., $g), Mbl MOXeM yTBepxfAaTb, 4TO
X0Ts 6bl OAUH W3 3TUX JeTepMUHAHTOB He 6yaeT Hynem npu Z= 1. B NpoTUBHOM
cnyyae A(z) B Touke '— 1 umen Gbl Hynb, NOPAJKA He HUXE N — Q,u4T0 HeBO3-
MOXHO. lTpUHMMaa BO BHWMaHMe paHee MPUBELEHHYI OLEHKY KO3(p(hMULMEHTOB
hopm LS(ZSan s B=7V, oueHKy (24) U MeHSs HyMmMepauuio Hawux GopM, Mbl
MOXEeM Tenmepb yTBepXfaTb CyL,eCTBOBaHWEe CUCTeMbl ( NWHEWHbIX GopM 0T (
BENNYUNH e'-KKz 1,2,..., 0, AeTEPMMHAHT KOTOPbIX HE PaBeH Hynto 1 TAKUX, 4TO

e*», ICiMsI< NiN,\L,\< e-V*N<«3> N ,

rae Bce C)M— Lenble pauuvoHanbHbIe U y2 He 3aBUCUT OT g W N. BcriomuHas,
YTO Mbl pacrnonaraem r — (p + 1— a)v IMHENHO HE3aBUCUMbIMU (POPMaMK Tx, ..
Tr OT TEX XKe BE/IMYMH exk, Mbl MOXEM BblOpaTb, OYEBMAHO, M3 q POPMLgq — r
thopm, 0b6pasytoLMx BMECTe C r (hopMamMuM T CUCTEMY JIMHEMHO HE3aBUCUMbIX
thopm. BBUAY BO3MOXHOCTM M3MEHEHMSI HyMepauuMm hopm L Mbl MOXEM CuMTaTb,
yto qopmbl Lu L2 ..., Lgr, TL ..., Tr NUHEAHO He3aBUCUMbI. [leTepMu-
HaHT 3TOl cucTembl hopMm D ¢ O 6yaeT UMEeTb BUA

~1,1 ~20 Bl.g
Bq—r1l B v
q-—r, q-r.q - .
, Bi,s = — CksCOfr.
A lfi A 2 " AqLi ! k=1
Ai,r Arm Aq.T

3Tan naTeii. — 3TOT OTNYHBIA OT ., .. [ETEPMUHAHT D MOXET ObITb
OLUEHEH MO woaynw «uwusy ONarogaps nemme Il n oueHkam BennumH J1 n C u
CBepXy, TakK KaK HaM W3BECTHbl OLEHKWU MofLyfnei BefnuuH qopM L. 3T oueHKu
HaMm [JalT HepaBeHCTBa:

R—eo—4v(@—4NINN a4 —vr '< JB [< Jg—dE3NIN j Ti ]eoi+ts >—)NInN

roe 00w O! 3aBMCAT TOMBKO OT g, & y0 He 3aBMCUT HM OT g, HM OT N. TakK Kak

ov
g—r= (p+\)v— (p+1l—o)v < Q@ TO MOXHO BblGpaTb p CTO/Mb 6GOMAbLUMM,

yTo6bl ObINO BEPHO HEpaBeHCTBO 8v(g—r) < y 0(qg—3). Bbibpas, TaknM 06pasom,
p W nonaraa 7\ = 0 (Hawe OCHOBHOE MNPEANOMOXEHNE), Mbl MPU AOCTATOYHO
60/bLLIOM N, KOTOPOEe MOXHO HEOrpaHMYeHHO YBENUuUMBaTb, MPUAEM K MPOTMBO-
peunto, Tak Kak npaBas 4acTb HepaBeHCTBa (C) CTaHeT MeHblUe /1IeBON. ITUM
Teopema JIMHOAEMAHA pokasaHa. HepaBeHcTBO (C) no3BONSET He TONbKO
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[0KasaTb - -, . MOCNEAHIO, TEOPEMY, HO M YCTAHOBUTb HUXKHIOK FpaHuLy (opMbl
(22) B 3aBMCMMOCTU OT €e BbICOTbI A 1 CTeMeHW a. K BOMPOCY O TaKUX HUKHUX
rpaHMLax Mbl BEPHEMCS MO3XE.

PaccmaTtpuBas aTanbl, Ha KOTOpble pa3bUTO [0Ka3aTeNlbCTBO TEOPEMb
NNHOEMAHA, MOXHO CcKas3aTb cnepytollee. [lepBblii 3Tanm 3aK/4aeTcs B
TOM, YTO M3 OAHOro afnrebpaMyeckoro COOTHOLUEHUA C LeNbiMUA KoahhuumueHTamum
Ans crenexen ePl, eP*,. .., e nonyyaeTcs MHOr0 COOTHOLLUEHWIA, TOXE C LeNbIMM

KoapuupeHTamn. Mol Nonyyaem 34ecb, TaKUM 06pa3oM, He MEHee, YeMg—avq v
NNHENHO He3aBUCUMBIX (POPM OT q uucen e”, BbiCOTa KOTOPbIX (UKCMPOBaHa.
JTan BTOPOM 3aK/YaeTcsi B MOCTPOEHWUU (YHKUWKM, CKOHCTPYMPOBAHHOW U3
(hYHKUUA, Nopoxjatowmux npu z = 1 Hawm yucna e * } KOTopas, MMes OTHOCW-
TENbHO Masible Lie/ible KO3M(MMLMEHTbI 13 NONs K, Mana Kak anrebpamyecku, Tak
Kak ee Te/opoBO pasfioXKeHWe HauMHAETCA C BbICOKOWA CTEMeHW I, Tak U Mo
woaynw HA KOHEYHOM PACCTOSIHUM OT Hayana. 3Ta (YHKUUA « .y« . OCHOBOW
N5 MOCTPOEHUS CUCTEMbl SIMHEHO HE3aBUCUMbIX (PYHKLMOHANBHBIX  (hOpM.
dTan TPeTWin COCTOUT B MOCTPOEHWM CUCTEMbI (DYHKLMOHAMBHBIX JNHERHbIX
thopM, Npuyem TO 06CTOATENLCTBO, YTO MOCTPOEHHAA HamMK (PYHKUMA mana anre6-
PanyecKm, « .y « « - OCHOBaHWEM L5 MPUCYTCTBMA B 3TUX (DOPMAxX BCEX CTEMeEHei
erkz U TEM CaMbIM A5l IMHEAHOW HE3aBUCUMOCTU g, MOAPAL w sy w « « . JETEPMU-
HaHT 3TON CUCTEMbl HE MOXET [eNUTbCA Ha F— 1 B CTeneHM N — g MO TON Xe
npuyrHe. CambIM CYLLECTBEHHLIM OOCTOATENILCTBOM NPU 3TOM ABASETCHA TO, YTO
npu anhepeHUMpoBaHM 3TUX (HOPM Mbl MOMy4Yaem CHoBa (hOpMbl OT TeX Xe
(OYHKUMIA NOMpexHeMy C anreépanyeckuMm KospguumueHTamn. I3TO0 ABNAETCH
CNeSCTBMEM TOrO, YTO OCHOBHbIE HallW (PYHKLMW YLOBMETBOPSAKOT CUCTEME anreb-
PanyYeckmx ypaBHeHWIH C MOIMHOMUANTbHBIMK KO3(hULIMEHTaMK, KO3(h(ULMEHTbI
KOTOpPbIX B CBOK Odvepefp — anrebpavyeckue yucna. Korga mbl Mveem feno c
(DYHKLMAMU, 3TUM MOCMELHUM CBOMCTBOM He 006/1afatoliMu, TO W3M0XEHHbIN
METOf MO CYLIECTBY HEMpPUMEHUM, W 3ajaya WCCNeAoBaHUA apuhMeTUYeCKoi
NpUpoabl UX 3HAYEHWUI CTAHOBUTCA HEM3MepPUMO Gonee TPYAHON. DTan YeTBEpTbIN
COCTOUT B BbIGOPE M3 MOMYYEHHbIX N (DYHKUMOHA/bHBLIX (OPM, g YMCMOBLIX
NNHENHO He3aBUCKUMbIX (hOpM, MOyYaloLWMUXCa M3 PYHKUMOHaNbHBLIX npyu r = 1
KombuHupys 3Tu opMbl C paHee UMEBLUMMMUCS, Mbl NOTyYaeM OMNATb g UYMACIOBbLIX

NVHERHO He3aBUCUMbIX OPM, U3 KOTOPbIX HEe MeHee q—avgq v, T. €. OCHOB-
Has Macca, MO woaysw PABHBl wyaw « UMEKOT (PUKCUPOBAHHbLIE KOIPPULMEHTBL.
MATLIA, 1 NoCNefHUA, 3Tan 3aK/YaeTcs B OLEHKe AeTepMUHAHTA 3TON KOMOUHK-
POBaHHOW CUCTEMbI (DOPM KaK CBEPXY, TAK U cww sy, «xo NPU AOCTATOYHO 6OMbLLIMX
3HayYeHUsAX NapameTpoB q U N MPUBOAUT K NPOTUBOPEUMNO. ITOT METOL, rpaHuubl
MPVMMEHMMOCTM KOTOPOTrO y)Xe JOCTaTOYHO BUAHLI, No3Bonua K. 3ureo gokasatb
PS4 TEopeM TpaHCLEeHAEHTHOCTU. A CHOPMYNUPYH0 HEKOTOpble U3 HUX.

nyero E, ar,..., an OygyT anrebpanyeckuMu 4yucnamu, MNPUYEM .y .
£ He PaBHO ., . . @ Uucna al; a2 ..., an 6yAyT pasiMyHbl MeXAy COB0M. ny.c-.
Takxe P*x, y),..., P,(X,y) 6yayT nonvHOMbI C anrebpanyeckumm Koapgpuum-

EHTAMU, B cosoxynnoc~u HE PaBHbIE ., .. TOXAECTBEHHO. Torga
Pl [/«(£),w ; 1eM+ ... +Pn[l,(£), /., (E)]e>»®d O

rae /0(x) — XopoLuo 13BecTHas yHKUMs Beccens. B cnyuae, Korga neeasi YacTb
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COCTOMT M3 OfIHOTO MOMAMHOMA P(x, y), | eCTb anreGpanyeckoe YKUC/IO CTEMEHU T
a BbICOTa ¥ CTEMeHb NOMMHOMA P (X, y) «v-. S W p, TO UMEET MECTO HEPaBEHCTBO

(27) PULLL ] ) L H—12P T
OCHOBHOI Knacc (hyHKLMIA, K KOTOPbIM MPUMEHUM ero MeTOf, MOXET ObITb OnucaH

CleflytolMm o6pasoM : PyHKUMa Y = - MPUHALNEXNUT K--owy KACCY,
bn n\

echm : 1 Bce umucna an .,.. LEMble YMCAa OAHOMO W TOFO Xe nons K,
MPUYEM w o sy v KaK CaAMWX YMCENT an, TAK W BCEX WX COMPSHKEHHbIX PacTyT
Mef/IeHHee IO CKOMb y.onuo MANOW CTEMEHW n\, 2. BCE 3HAMeHaTenn bn
cy+. LeNble pauMoHanbHble, MpuyeM 06Llee HaMMeHbLUee KpaTHOe MNepBbIX n
3HamMeHaTenein pacTeT MeAeHHee NI0B0MA CKOJb y « o 4« o MANION CTENEHU n !, 3. PYHK-
UMs Y = Y (z) BO/MKHA YAOBNETBOPSATL SIMHENHOMY AnddepeHunanbHOMY ypas-
HEHVIO C MOMMHOMMWA/IbHBIMU  KO3(PMULMEHTAMK, VMEIOLWMMA B CBOK QYepefb
anrebpanyeckme 4mMcnoBble KO3hUUMEHTbl. Takume (YHKUMM HasbiBatoTcs E-
dyHKumamn. Ecnu E-pyHKUMS yAOBNETBOPSET NMHERHOMY andidepeHUMaibHOMY
YPaBHEHUIO CTEMEHU s, TO BECb XOf PacCy>XAeHwii B [J0OKa3aTe/bCTBE TeOpeMbl
JInHgemaHa K Heil mpumeHUM, BOOOLLUE FOBOPS, MPUYEM pob  (PYHKUWA e * z
6yayT urpatb QyHKUMK yki,(yHk . (Y*—)fs.

YnCTO KauyecTBeHHbIE (DaKTbl TPAHCLEHAEHTHOCTW 4Mcna awunm anrebpam-
UECKOM HEe3aBMCMMOCTM B MOJME paLMOHabHbIX YACEN CUCTEMbI YNCEN au ar, . . . ,
as, MOMYYalOT KOJIMYECTBEHHYH XapaKTePUCTMKY, eCIM Mbl BBEAEM B PaccMOT-,
PeHME TaK HasbiBaeMyH) Mepy TPaHCLEHAEHTHOCTU uucnia a wuam, 6onee obue,
Mepy B3aMMHON TpPaHCLUEHAEHTHOCTM CUCTEMbl uucen a,, a2 ..., as. Mepoi
B3aMMHOI TpaHCLEHAEHTHOCTM cucTeMbl yncen alt a2 ... ,as Mbl 6yaem HasbiBaTb

(DYHKLMIO
(28) o (A, TLn2...,ns; al,a2...,as)=min |p (alta2 e, as)|,

roeP (X2 X2, ..., XS) eCTb MOAMHOM C LiefIbIMU pPaLMoHabHbIMU KO3(h(uLeHTamu;
BbICOTA €ro He MpeBbIlWaeT H, CTENeHW ero Mo xv X2 ... , XS He MNPeBbILAT
b N2 ..., NS, @ wuuawyw B MPABOA YACTW B3AT MO BCEM NOSMHOMAM, YAOBNET-
BOPSIOLLUMM 3TUM y 500 waw . VIHOTAA YAOOHO paccMaTpuBaTh CTeMeHb MoAvMHOMA
P(x1r x2, , XS)NO covoxynuocru MEPEMEHHBIX xj, X2 .. . XS. Obo3Hauas - -
CTeneHb yepes n, Mbl Gyfem 3anucbiBaTb TOrfa Hawly Mepy TpPaHCLEHAEHTHOCTM B
Buge o (4, n, ar,..., a$). OCHOBHblE HepaBeHCTBA, KOTOPbIM BCErAa YA0BNeTBOPSET
Mepa TPaHCLEHAEHTHOCTU, ByayT cneaytoLime :

(29) o (H, nit == ns a. 3, < exp XYl H~£ri+ 0o mwek +0 +1

W, aHaNorNyHo,
(30) ®(H,n; of. . as)< eAnH »in +l |
rAe X > 0 He 3aBUCUT OT BbICOTbI S 1 CTereHell Ni(..., ns UM n, @ T PaBHO 1,

ec/m Bce yncna alraz .. ., as AeACTBUTENbHbI, n ~-> €CNN XOTA Bbl OOHO U3 HUX
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KOMMIEKCHOe u4ncno. [lokasblBatoTCA 3T HepaBeHCTBa HEMOCPeLCTBEHHO C
nomowsto fieMmbl 1 (npuHumn ANPUXIE).

Ha nosefeHUM Mepbl TPaHCLEHAEHTHOCTM OCHOBaHbl Pas3/iNYHbIE K/accu.
(hMKaLMM TpaHCLEHAEHTHbIX 4YWCen, Kak Hanpumep, knaccugukauwa fA. AO-
MOPAYXAA—BONTOBCKOIO nnn K. MALOEPA. A He 6ygy ocTaHaBnu-
BaTbCH Ha 3TUX KMacCuUukauuax BBULY UX HeAOCTaTOYHON 3(HEKTUBHOCTU WK
oreyrersna PEAIbHBIX KPUTEPUEB MPUHALNEKHOCTU YUCEN K comy wnu wuowy
Knaccy. A npuBedy 34eCb TOMbKO OMNPEfENEHNE UUCMA n wyounnn. Yueno @
Ha3bIBAETCA YUCNIOM 5 wy s unns. EC/M OHO Heanrebpamyeckoe u

lim 1n®(4,1; a)

(31) H->co In4d

WccnepoBaHneM NoBefeHWst Mepbl  TPaHCLEHOEHTHOCTM  3aHUMManucb BecbMa
MHOrMe MaTemaTtuku, B 4acTHoctu, [. A. MOPAYXAWN—BOATOBCKOUN
[12, a), 6)], KOTOpbIA BNepBble Aan OLEHKY Mepbl TpaHCLEHAeHTHOCTM @ (A, n; In a)
n o{H,n;ew>,..., €v), K 3UFENb, K. MANEP, A. O. TENIb®OHA,
H. . ®EJIbAMAH »n mHorve gpyrve. A npusegy 34ecb TONbKO HeKoTopble
Hanbonee TOUHbIE CYLLECTBYHOLLME pe3y/bTaTbl OTHOCWUTE/IbHO HUXKHEW rpaHuLbl
Mepbl TpaHcueHaeHTHocTn. K. MAJIEP [10, 6)] gokasan, 4To ecavt am a,, . . ., @S
— afirebpanyeckme ymcna n NMHeRHO He3aBUCUMbI B MOJSIE PaLMOHaNbHbLIX YuMCcen,
TO MMEET MeCTO HepaBeHCTBO

(32) O (A, nNTmee ns;eh, eoo No)> HA—Y eeor

rge S1He 3aBUCUT OT A, nu «+, ns. VIM e BblIn faHbl 60/ee TOUHbIE HEPaBEHCTBA
c,naln(n+1) n

(33) @(H,n;e)>H oA, m;na>4d ¢,4> 4 (o),

rgec,,-abconoTHas MNOCTOAHHAA, a-4MUCNo anrebpanyeckoe, ac> 1. 3T nocnep-
HWe HepaBeHCTBaA MO CYLLECTBY MNOJyYeHbl 4N n (PUKCUPOBAHHOIO 1 pacTylLuero H.
MeTog, nofyyeHns aTUX BCEX HEPaBEHCTB A/ Mepbl ABNSETCH KOMUUYECTBEHHbLIM
othopmneHnem uaeii SPMUNTA—3UNTENA. CooTBeTCTBYIOWAA OLIEHKA MEpbl
4Na 3HauveHWA PYHKUMIA Beccens B anrebpanyecknx Toukax Oblna npusegeHa
paHee (HepaBeHCTBO (27)). HepaBeHCTBa 415 Mepbl TPaHCLEHAEHTHOCTU Ymcna n,
3HauUNTENbHO GOnee TOYHOE, KOFAa n pacTeT BMeCTe C A, yYemM HepaBeHCTBO (33),
6b1/10 NONYYEHO CPABHUTENBHO HeaBHO MOMM yyeHukom H. . PEJIbBAMAHOM.
MeTog ero nofyyeHus CyLLeCTBEHHO OT/IMYEH OT METOLOB, W3/0XEHHbIX B HACTO-
Alem naparpade, 1 o Hem 6yaeT math peds B § 5. H. . PENIbAMAH [16, a)]
YCTaHOBW/1 HepaBeHCTBa

(34) d(A,n;n) > e~ynN; N = max [InA «InIn A, n In2n]
M npu a anreépanyeckom a=h 0, 1,
(35) ®(A, n;Ina) > e~rr% +inn)n ; jv= max [Ind ¢Inn A, n In2n],

rae yO> 0—abcontoTHas NOCTOSAHHAsA, a Y 3aBMCUMT TOMIbKO OT a M Ina. lpu
n ¢ Inin A HepaBeHcTBa (34) n (35) CyLLECTBEHHO TOYHEE BCEX paHee CyLLEecTBO-
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BaBLUMX W 3HAYUTENbHO BAMXKe NOAXOAAT K eCTECTBEHHOM rpaHuue CBepxy Ans
Mepbl TPaHCLIEHAEHTHOCTM, AaBaeMoi HepaBeHcTBaMu (29) n (30). CyLIeCTBEHHbIM
npevMmyLLecTBOM HepaBeHCTB (34) u (35) nepep paHee MMEBLUMMUCA ABASETCH TO,
YTO OHW BEPHbI MpY MHO6LIX n 1 4.

§ 5. AputMETUYECKME CBONCTBA MHOXECTBA 3HAUYEHWUI aHANMNTUYECKON (QYHKLMN
npu aprymeHTe, npoberatrolem Touku anrebpanyeckoro nons, U nNpob6rembl

TPaHCLEHAEHTHOCTM

Mexxagy POCTOM LefIoin aHaIMTUYECKO (YHKUMKM 1N apudMETUYECKOA MpK-
POLOI ee 3HAYEHWI MpY apryMeHTe, NPUHUMAIOLLEM 3HAYEHWS M3 JaHHOrO anreb-
panyeckoro nons, CyLlecTBYeT BeCbMa CYLLEeCTBEHHas CBfi3b. Ecnm Mbl npeg-
MOMIOXKMM, YTO 3HAYeHUS (YHKUMU TaKXe MNpUHafaexar npyu 3TOM K Kakomy-
HMOYab onpegeneHHOMY anrebpanyeckoMy MO/, MPUYEM BCE COMPSHKEHHbIE
KaXX[0ro 3HayeHWsi B €TOM Nosie He OyayT CAULIKOM ObICTPO pacTu, TO 3TO cpasy
HaknafgblBaeT OrpaHMYeHne Ha POCT PYHKUMUMN « ..., ; APYTUMMU CMOBaMu, OH He
MOXeT ObITb C/IMLLIKOM Man. 3TO 06CTOSATENbCTBO M €ro aHanorn Ans mepomopd-
HbIX (PYHKUWA . .o.,. OblTb C YCMEXOM MCMOMb30BaHbl A5 pelleHns npobiem
TpaHCUeHAEeHTHOCTU. [epBOil TeopeMoid, OTHOCALLENCA K CBA3W, MEXAy pPOCTOM
N apugMETUKON 3HaUeHnn yHKUMK, Obina Teopema [. MO$A [13]. OH gokasarn,
4yTO ecnu Uenas aHanuTuyeckas (YHKLMA MPUHAMAET Lefble 3HaYeHWUs npu
Le/bIX pauMoHanbHbIX W MOMOXKWUTENbHBIX 3HAYEHUAX aprymeHTa, a pocT ee
orpaHu4yeH HepaBeHCTBOM |/ () | < c2'lz>a < 1, TO OHa AO/MKHA 6bITb MONMHOMOM.

Ha panbHeiwnx paboTax B 3TOM NaHpaBneHWU, pPSg M3 KOTOPbIX
NPUHAANEXMT U aBTOpY 3TON CTaTbW, A He ByAy OCTaHaBNMBATLCH, TaK Kak 3Tu
BOMPOCbl HEMOCPeACTBEHHO He BXOAAT B TeMy cCTaTbW. BnepBble CBA3b MeXAy
POCTOM W apUPMETUYECKMMU CBOMCTBAMM aHANIUTUYECKUX PYHKLMIA Bblna UCnosb-
30BaHa AN pelleHns Npo6neM TpaHCLEHAEHTHOCTM aBTOPOM 3TOW cTaTbk [3, M)].

Mpobnema TPaHCLEHAEHTHOCTU WM PaLMOHaNbHOCTM 3HAYeHW norapud-
MOB paLMOHanbHbIX YMCE/l MPU PaLMOHANbHOM >Ke OCHOBaHWM, BblCKa3aHHas
1. ANJTIEPOM B 1748r. 6bina chopmynuposaHa . TMABBEPTOM B3HaunTeNbHO
6onee obLlein dopme M BBeAeHa MM B uucno 23 npobnem, noj HOMEPOM CEMb,
K KOTOpbIM He BWMAHO 6blN0 MOAXOLA B CaMOM KOHLle [eBATHAALATOro Beka.
0. TMNBbBEPT Bbickasan npefnonoXxeHne ¢ TpaHCLEHAEHTHOCTU NN paLyoHab-
HOCTK forapuMoB anrebpanyeckmx umcen npu anrebpamyeckoM OCHOBaHWUW,
YTO 3KBUBASIEHTHO NPEANOOXEHNIO TPaHCLEHAEHTHOCTM Yncen Buja ak, a ¢ 0,1
npu anrebpamyeckom a W anrebpavyeckoMm 1 MppaunoHaibHOM R.

B 1929 r. [3, a), 6)] MHOWO O6bINO AaHO YaCTUYHOE peLleHne Npob6/eMbl

diinepa-IunbbepTta. A goKasan Npu a anredbpamyeckom, YTouncno. a“~ p, a /b 0,1,
p > 0, rae p—Lenoe paunoHansHoe, 6yaeT BCerfa YMC0M TpaHCLeHAeHTHbIM. Ans
BbIACHEHMS MeTOfa [OKa3aTe/lbCTBa A BKpaTLe MpoBeAy [0Ka3aTeslbCTBO TPaHC-
LUeHAeHTHOCTU (— 1)-1'= ed. MNepeHymepyeM BCe TOUKM KOMbLA LEMbIX Yncen
rayccosa nofs, Apyrumu cioBaMu, Yicna n + mi, NP nu T LEbIX paunoHab-
HbIX. Hymepauuio 6ynem nNpov3BoaUTb B MOPAAKe pocTa MOAynel LefbiX KOM-
MEKCHBIX YMCES, a B CTyYae OAMHAKOBbLIX MOAY e B MOpsigKe pocTa aprymMeHTOB
nx. Torga Mbl MOXeM 3anucaTb MHOXECTBO LeNbIX KOMIMIEKCHbIX 4Yucen B BUAE
nocnegosatenisHoct  z0= 0, zv z2 ... Pa3noXum Lenyw aHalMTUYECKYHO
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(YHKUMIO enr B WMHTEPNONAUMOHHBIA psaf HblOTOHA C y3namy MHTEpPrnoasuum
20, zIt... zn>... Torga ™Mbl 6yfemMm UMeTb, KaK XOPOLUO W3BECTHO, PasfioXXeHue

eT= V An(z— 20)- me 2 — 2, i),

(36)
dt £"%

2ni) C—1z)ee+(f—2z,) "2 i(zk — 20) meo(zk — 2,)

UpesBblyaiiHO NIErKO [0Ka3blBaeTCs, YTO BBMAY Manoro, CpaBHMTENbHO,
pOCTa Halleid hyHKLMM U OTHOCMTENBHO 60/bLLION NIOTHOCTY y3nos UHTEPNONALIAN
pag HbHOTOHa nNpu NH6OM z CXOAMTCA K 3TOM (PyHKUMW. PaccmoTpum Tenepb
o6Llee HaMMeHbLUee KpaTHOE LUebIX KOMMIEKCHbIX YnCen t,ik = (zk—Zz,,)...
... (zk—1z,), k= 0, 1,..., n. BOcnonb30BaBLINCbL BECbMa MPOCTbIMU COOGpPaXKe-
HUAMWU U3 TEOPUWM pacrnpefenieHns NpocTbiX ymucen Bugadn + 1 n 4n + 3, Mbl
NErko MOXKeM YCTaHOBWTb, YTO 3TO OOLlee HavMeHbluee KpaTHoe [, yaoBne-
TBOpAeT YC/IOB/A

(37) 1 . genlint O yop !ﬁl )

B cuny TOro, YTO ii n eCTb OOLLEe HaMMeHbLLEe KpaTHOe umncen tnk, Mbl MOXEM
YTBEPX/aTb, YTO BCE UMCna C,.tk BYyAyT LeNbIMA KOMMIEKCHbIMM yncnamun. [Lanee,

TaK KaK enrxk = _ enmt> kl'j < 2V k., Mbl BMONM, YTO i n A n 6y,ﬂ|eT
MHOro4/ieHOM C UenbiIMn KOMMN/IEKCHbIMU KOSd)(i)VILI,I/IeHTaMI/I OTHOCUTENIbHO en

CTeneHn He Bbiwe 2 n/x. [1pefnonoXxus anrebpaMyHoCcTb M BOCMO/b30BaBLUNCH
oueHkon (37) u nemmoid 11 §4, Mbl HenocpeACTBEHHO NOyYaem, Yto UM An= O
nm

(38) 14 nnis AT

C [pyroil CTOpOHbI, paccmaTpuBasi MHTerpanbHoe npeactaBneHne An (36) u
6epsa B KayecTBe KOHTypa C OKPYXHOCTb |£]|= n, Mbl HENOCPEACTBEHHO NOMY-
Yaem OLEeHKY

(39) |4 An\< c-1"'“n+0(n.

Mpy poctaToyuHo 60nbwoM n oueHkn (38) u (39) CTaHOBATCA NPOTMBOPEYUUBBI,
OTKyfa cnefyeT, uto An— 0 npu n > n0. Ho B NpaBoil yacTn pa3noxeHus (36)
6yfeT Torga CTOATb MHOTFOY/EH, @ B NIEBOW — Lenas TpaHCUeHAEHTHas PyHKLuA
eflr. NTak, 13 nNpeanonioKeHns anrebpanyHocT en CRefyeT, 4TO enr [OJIXKHA
6bITb MHOrouneHom. OTCHOZa W CnedyeT TPaHCLEHAEHTHOCTb en .

P. O. KY3bMWH [5, a)] nepeHec 3TOT MeTO[, AOKa3aTe/NbCTBa TPaHCLEH-
[EHTHOCTM uMcen C HebOMbLUIMMM W3MEHEHWUSIMW Ha Cllydail [eliCTBUTENbHbIX
nokasaTeneli 1 foKasan, YTo Npu anrebpamyeckom He paBHOM eAVHULE UKW Hynto

a unicno aVp:rae p > 0 Lenoe payMoHanbHOE W He PaBHO KBafpaTy Lenoro
uncna, 6yaeT YNCNIOM TPAHCLEHAEHTHBIM. B YaCTHOCTY, 3TO OTHOCUTCSA K u ey 2V72
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K. 3UTENb [4, 1)] ncnonb3oBan 3TOT METO, A4S AOKas3aTeNbCTBa TPaHC-
LIEHAEHTHOCTM XOTS Obl OIHOFO MepVoAa SMNMHTUYECKON (yHKUMN P(zZ),

(40) H'(2)P=4i>3-g2p _g3

eCNN ee UHBapMaHTbl g2ug3— anrebpanyeckue umcna. [ns nokasarenein B anre6-
pavyeckunx, Ho cTeneHn Bbiwe BTOpol, K. BOJIE [1] ycTaHOBWU/,UTO MO KpaiiHel

mepe oaHo n3umucen aB,al ,---,al , rae a d 0,1 anrebpanyeckoe, a /1—KopeHb
HENPVBOAMMOrO YPaBHEHNS C LeNbIMMA KO3(PULMEHTaMM CTEMEHN V, OYAET YMC/IOM
TPaHCUEHAEHTHbIM. [loKa3aTe/lbCTBO 3TOr0 MpPeAnoXeHWUst Obl10 NpPoBeAeHO TeM
e METOAOM, YTO U B Cny4yae KBagpaTWYHOM MppaumoHanbHocTU. Kak BMAHO 13
3TO nocnefHeit paboTbl, Mo meTog 1929 r. ObU1 HeJOCTAaTOYeH A/ MOHOMo
peLleHns npobnemsbl ANJTEPA—TUNTIBBEEPTA. TonHoe peLueHre 3Toi nobrembl
6bI10 MHOO jaHO ApYryM MeToAom B 1934 T. [3, 4)]. B 3TOM HOBOM METOZE MPeXKHAs
WHTEPNONALMOHHAA naes Oblna AOMOMHEHA WAEe aHaIMTMKO-aputMETUYECKOrO
NPOAO/MKEHNS. [NA BbIACHEHWUS OCHOBHbLIX 3/1EMEHTOB 3TOr0 MeToda A MpuBeay
CXeMY [0Ka3aTenbCTBa TPAHCLEHAEHTHOCTA OTHOLLUEHWSI NOFapPUPMOB .. «
anredpanmyeckmnx umcesn, Korga aTo OTHOLLEHME MppaunoHaibHO. A pa3obbio 3To
[0Ka3aTeNlbCTBO Ha psAf 3TanoB. Mycts a U B ByayT anrebpanyeckumm ymciamm

a=Ina, b= InRr] = —wn norapudmbl nycTs OyAyT NPOM3BO/IbHBIMU, HO ONpPese-
0

NeHHbIMK norapudmMamu ynicen a n B Mycrts Takke uenoe yumcno A > 0 6ygert
HeorpaHW4eHHO BeNVKO. [peanonoXvm Takxe, 4To ~-anrebpavyeckoe nppaumo-
HaslbHOe 4uCno.
o A2
3Tan nepsbil. — Tlonoxum rl= r2= [In2In A] » Torga
INAlninA
6yAyT CYyLLeCTBOBATb TakKXe Lenble paunoHanbHble, B coBOKynHOCTM OT/IMYHbIE OT

nyna uucna CKi, |CM| < eN,uto dyHkuus /(z), /(r)=/=0,

N N N N
(41) I(z) = Vo V Grak Bz= V 2: ok (ak =51
0

K= 1=

OyfeT umets B Toukax 0,1, 2,..., T2Hynu KPaTHOCTU rl; APYTrMMM CNOBaMU, YTO
42 T (- 1%/ Ckl(k+ p// akRt=0 (@©~"ter2 0 =s=rR,
0

Tak Kak & B 1 1j — anrebpavyeckue 4nucna, To 3TO0 YTBEPXKAEHME MOXET ObITb
NErko [10KasaHo ¢ rnomoLpto nevm | n Il §4.
dTan BTOopoii. — bnarogaps 60/bLLIOMY KONMYECTBY HYNei y /(z) v nHTer-
pasibHOMY MNpeaCcTaB/ieHNto
!

“[], *¢(C-12 r+11(z)dz

43) Q‘!”J (i E S+ :!:]_[ |z((z-l - (Z—ra) z—C
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rae (\ — OKPYXHOCTb |C| = A% a C2— OKPYXHOCTb [Z — n, wu  JIETKO nony-
YyaeM OLIEHKY

R /\/2'
(44) Vi) (r<e AN -t -

3 3TMX OUEHOK, OMNATb C NOMOLBIO NeMmbl 11, cnegyeT, Tak Kak a, B U p anreo-
pUYecKue, 4to

(45) /[« (0=0; i=0,1,....,t4;s=0,1 ..., T,

3Tan TpeTuii. — BoCNonb3yeMcsi CHOBa WHTErpasibHbIM MpeAcTaBieHnem
(43), B KOTOPOM Mbl MOXEM 3aMeHWUTb F2Ha M4 1 T, Ha I3, TaK KakK ()yHKLMS Halla
MMeeT Tenepb 60/bLUE HYNEW U BBINOMHATCA y ¢ no o w» (45). OLEHMBAA C NOMOLLLIO
3TOr0 HOBOrO WHTErpanbHoOro npefactasneHus /'s)(i), mMbl Nonydaem, 4YTO BEPHbI
HepaBeHCTBa
5

(46) 1/9(0) <e~AN 2 (0~sA5N 2.

N3 3TMX MOCnefHUX HepaBeHCTB, OMATb C MOMOLLBIO feMMbl [, credyet, yTo

N N
(47) a~sfisfo): X1 Vocklge 11— 0 Oiss 5N.

3Tan yeTsBepThii. TaK KakK uucen ck,i Bcero (WH- 1)2 T0, paccmatpusas
nepeble (N + 1)2 paBeHCTB (47), Mbl nofydaem cuctemy (N + 1)2 04HOPOLHBIX
ypaBHeHWA € (N -+ 1)2 Heu3BeCTHbIMW Ck.u [leTepMWUHAHT 3TOW CUCTEMbI €CTb
perepmmHaHT BAHAEPMOHAA. OH MOXeT ObiTb PaBeH ., .. TOr4a U TOMbKO
TOrga, Korga 6yaeT MMeTb MECTO PaBEHCTBO p I - + - = r]/2+ fe3xoTa 6bl 0ANH pas.
Ho Takoe paBeHCTBO BOOOLLE HEBO3MOXHO, TaK KaK p MPpaLvOHa/IbHO. 3HauuT,
[eTEePMUHAHT CUCTEMbI OT/IMYEH OT wy - » « BCE CK, PaBHbl uy.w  Mbl NPUXOLUM
K MpOTUBOPEUMIO C YC/oBMeM Bblbopa CKt; 1 Tem cambiM  TPaHCLEHAEHTHOCTb
yucna p [OKasaHa.

JTan nepBblii COCTOMT B MOCTPOEHUM (YHKUWUW, SBNSKOLLEACA NMHEAHOI
KOMOMHaLMed cTeneHeld az n [z, KOTopas NPV He CAMLIKOM 60MbLUMX LefbiX
KO3(hpmumeHTax MMEET 0YeHb MHOFO Hyfeld. 3TO MOCTPOEHWE BO3MOXHO TOJIbKO
6narogaps anrebpanyHocTV a, B, n, N0 NpPegnonoXeHWto, pP. 3Ta PYHKUWUA He
MOXET ObITb TOXAECTBEHHbIM HYNEM, TaK KakK p MppauuoHanbHO. JTan BTOPOi
COCTOMT B [l0Ka3aTe/IbCTBe CYLLEeCTBOBaHMS elle OO/bLUEro KO/IMYECTBa Hynen y
Hawel (YHKUMW, PacrnoioXeHHbIX B 60MblUeM, YeM paHblue, Kpyre. 3T0 BO3-
MOXHO 6Narofaps owy, «+o (YHKUMA HE CAULIKOM 6ONbLIASA MO wonynw B
HEKOTOPOM Kpyre W MMetoLas TaM JOCTaTOYHO MHOr0 Hyfel, fo/iXKHa ObiTb Mana
B 60nbLUeM, MO paguycy, Kpyre. Ha aTom atane elle Hefb3s 06ecneynTb JocTa-
TOYHYIO Manoctb (N + )2 Npou3BOAHbLIX B Hayane, M3 KOTOpPOW cnegoBann Obl
yenonnn (47).

JTan TPeTWin COCTOMT B HOBOM HaKOMAEHUWN Hynei Halleld hyHKLMK, YACMO
KOTOPbIX CTAHOBUTCA [OCTaTOYHbIM ANS1 BBIMOMHEHUS 4 cnoaws (47). DTan YeT-
BEPTbIA COCTOMT B MCMOMb30BaHMMN OOMbLLIOFO YNCNa Hyneld y Halleid QyHKUMKN B
Hayane AN [0Kas3aTeNnbCTBa, YTO OHA TOXAECTBEHHO PABHA .y .o . JTo XKE
HEBO3MOXHO B . . », BblGOpa ee KO3PMULMEHTOB 1 NPPALUOHAIBHOCTU OTHOLLIEHWS
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norapugmoB. 3TOT NPOLLECC HAKOMeHWS HyNel (PYHKLMKU COCTOUT U3 TPeX 3Tanos.
Mpy nonyyeHU BO3MOXHO 60/1€e TOUHLIX PE3y/IbTaTOB OTHOCUTENIbHO HUXHUX
rpaHuL, Mepbl TPaHCLEHAEHTHOCTM YMC/0 3TaroB HAKOM/EHMS MOXET HeorpaHu-
YEeHHO pacTul. _

T. WHEWAEP [17, 6)], AaBLMiA BapnaHT A0Ka3aTe/lbCTBa TOM YKE TeopeMbl
yXXe nocne onybnnkoBaHWS MOel paboTbl, MPUMEHWN 3TOT METOA AN [OKasa-
TeNbCTBA TPAHCLEHAEHTHOCT HEKOTOPBIX YMCEN, CBA3AHHLIX C 3IMMTUYECKUMU
(hyHKUMsMK. OH gokasan, 4To uucna a U M(a), rge d(r) — asnIMnTMYecKas
(hyHKUMSA C anrebpamyecKMMyM WHBapMaHTamun, OAHOBPEMEHHO He moryT ObITb
anrebpanyecknuMm; OTKyAa Crefyet, B YaCTHOCTU, TPAHCLEHAEHTHOCTb KaXKAoro
M3 NepuojoB 3NMMNTUYECKOW (YHKUMU npyu  anrebpanyeckmx WHBapuaHTax.
OH pokasan Takxke, 4To ecim & anrebpanyeckoe, HO He MHMMOE KBajpaTuyecKoe
4nCno, TO 3HaUeHNe MOAYNAPHOW (PYHKLUMK 1(B) 6YAeT TPaHCLEHAEHTHbIM Y/C/IOM
1 YcTaHoBUN pag nofo6HbIX (hakToB. Mosxe Tem xe T. LUHEWAEPOM [17, B)]
Oblna AoKasaHa TPaAHCLUEHAEHTHOCTb 3HAYEHWIA 3iNepoBbIX (YHKUMIA B(p,q)
Npy pauuoHasbHbIX p W q. BbllenpuBefeHHbIi MeTOL Gbln TakKXe WCMOo/b30BaH
O. PNYUIN [14] ana pokasaTenbCTBa TPaHCLEHAEHTHOCTM umcen Buga ak npu
a N B, MPUHAANeXawmnx K pas/MyHbIM Knaccam 4Yucen Tumna JIMYBUINEBCKUX,
OpYruMuK cnoBamu, Ymcen AOMNycKatowmux oyeHb Xopoluue NpubnvkeHWs anreb-
panueckmmn, n K. MALEPOM [10, B)] — Ans gokasaTenbCTBa p-afMueckoro
aHanora TeopeMbl O TPAHCLEHAEHTHOCTW YMcen Buia ab.

Mepeligem Tenepb K BOMPOCY O Mepe TPaHCLEHAEHTHOCTU. 3TUM BOMPOCOM
3aHMMasCs pAf aBToOpoB, HO A OrPaHNYyCh 3LeCb U3I0XKEHNEM Hanbonee TOUHbIX
MOSTyYeHHbIX pe3ybTaToB. C MOMOLLLIO YCMOXHEHHOrO MeTOAa, COCTOSILLEro w3
HeorpaHM4YeHHOro 4Yucna MepexofoB 415 HaKoMeHWUs Hynein, MHow [3, X), 3)]
6bl10 fOKa3aHO, YTO NPWU (PUKCMPOBAHHOM n,

54 f Ina 3te
—InIn ff, O\H. e S e—ln ff

(48) ®(H, rr,aB) > H
rage e > 0 U CKOMb yrogHo Mano. [lanee MHOW e Obin gokasaH [3, u] p-agmdec-
KuiAi aHanor HepaBeHCTBa ANS Mepbl TPAHCLEHAEHTHOCTM OTHOLLEHUS IOrapudMOoB
asyx anrebpanmyeckux umucen. Btopoe u3 HepaBeHCTBa (48) n ero p-agnyeckui
aHanor moryt ObITb 3aMMcaHbl B APYroi ¢opme, UMEHHO

Ina

ng ° > IN3*8g ax LWL /r =/= 0 mod d3[|n3+Eq]

(49)

rae 0 — anrebpanMyeckoe YMCNO CTEMEHW n W BbICOTbl H, n (DUKCMPOBaHO, H >

>HO0(a, B, s, n), e> 0, h— NpocToii ugean nons, K KOTOPOMY MpUHag/Iexar
umcna a U B, a g = wax [|x|, |y|]]. N3 nepBoro HepaBeHCcTBa (49) cneayeT, B
YaCTHOM Cny4ae, YTO HepaBeHCTBO

(50) [xAna-E x21n/?] < € Cx= Ixx|+ X2

HeBO3MOXHO npu X > X0(Ina, In B, t), NprYem X MOXET 6bITb BNOHe 3heKTUBHO
BbIYMCIEHO. TO HEPaBEHCTBO SIBMSETCA YaCTHbIM C/lyvyaem HepaseHcTBa (18) § 3,
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ype3BblYaiHO CYLLECTBEHHAs POJib KOTOPOro B TEOPUM AMOGAaHTOBbIX ypaBHEHUM
1 anrebpanyecknx noseid Gbina Tam XKe YCTaHOB/IeHa. B Hallem 4yacTHOM cryyae
npy 6UHapHOI hopMe rpaHMLA BENMYMHBI BO3MOXHbIX peLleHuniA HepaBeHCTBa (50),
KaK YXe OblN0 CKa3aHO, MOXEeT ObITb HaigeHa BnosHe 3deKTMBHO Gnarogaps
MPVMEHEHWIO BMOJHE 3(EKTUBHBIX aHAIMTUYECKNX MeTOA0B. [MoeTOMY A cunTaro
OCHOBHOW 3afjaveli aHa/MTUYECKON TeopWU TPaHCLEHAEHTHBIX 4uCen 3ajaqvy
TaKOro YCU/IEHNS aHa/IMTUYECKUX METOAOB B TEOPUM TPaHCLEHAEHTHbLIX uumcen,
MpyY KOTOPOM CTaHET BO3MOXHbIM MPUMEHEHWE UX K WCCMES0BaHUKO MOBEAEHMS
NVNHEeWHbIX (hopm OT n norapudmoB anrebpanyeckux umncen. HepaseHcTBo e (50)
MO3BOMAET NOLONTU K BOMPOCY O rpaHuMLax peLueHuii HeKOTOpbIX KaccoB Kyb6u-
UECKMX YPaBHEHWI, NOMs KOTOPbIX UMEKT oamy eanHuLy. W3 HepaBeHcTBa (49)
CNneayeT TakXe, YTO ypaBHeHue

(51) ax + Ry = yz

npy anrebpanyeckmx a, B My M ycroouu, wro xors Obl OOHO U3 HUX He eCTb
anrebpanyeckas efiMH1LA Uy He ecTb CTeneHb ABOWKW, UMEET TONbKO KOHEYHOoe
UMCO PELUEHWA B LENbIX pauMOHaNIbHbIX yucnax X, y, r. [paHMLa BeMYMHbI
BO3MOXHbIX peLUeHN 304eCb MOXET ObiTb 3(D(EKTUBHO BbluMcneHa. W3 Tex xe
HepaBeHCTB (49) cnefyeT KOHEYHOCTb YMCNa PeLLeHuniA JOBO/bHO LLIMPOKOTO Kacca
TPAHCLEHAEHTHbIX YPaBHEHWA C ,.,.. MNepPeMeHHbIMKU. Bo3Bpalascs onatb K
BOMPOCY O Mepe TPaHCLEHAEHTHOCTM, A MpWBeLY elle HeKoTopble pe3y/bTaTbl
OTHOCUTENbHO MePbl TPaHCLEHAEHTHOCTM HEKOTOPbIX KacCOB YMCesl, CBA3aHHbIX
C ANAUNTUYECKUMU DYHKUMAMW. BriepBble pe3y/bTaTbl B 3TOM HarpaBieHUn Obiiu
OTHOCUTENbHO Mepbl TPaHCLEHAEHTHOCTN HEKOTOPbIX KMACCOB YMCES, CBA3aHHbIX
C 3NMNTUYECKUMMN (YHKUMAMW. BrnepBble pe3y/ibTaTbl B 3TOM HarpaBieHnn Obiin
nonyyeHbl MouM y4yeHnkom H. L. ®EIbAMAHOM [16, a)], KOTOpbIA N0Mb30-
Baficl B OCHOBHOM MOWM METOLOM, W3/I0XKEHHbIM Bbille, A00aBMSS K HEMy
HEKOTOpble COOOPAXEHMUS, OTHOCALLMECH K METOAY, O KOTOpoM s 6yfy roBopuTb
B Ja/bHEMLLEM.

Mycts MHBapUaHTbl g2 U g3 3NAMNTMYECKON iyHKLUMK di(r) 6yayT anredpau-
YECKUMW YmcnaMm, @— ee nepuog, ae > 0 NPoU3BOLHO Malo U AeACTBUTENLHO.
Torga Mbl Oyaem UMeTb HEPaBEHCTBO

®(H,n;00) > exp {—n4+Ewax [InH (Inln H)4+E n 1I5+En]}
max [H, nm\ s C (g, g2 gs).
MycTts WMHBapMaHTbl ()(r) — NONPeXHeMy anrebpanyeckue 4yncna, a a — KOPEHb

ypaBHeHUs ¢ (a) = a, rae a— anrebpanyeckoe Ynucno. Mycts Takxke 0 < g =1
nE£> 0. Torga msl 6ygemMm UMeTb HEpPaBEHCTBO

®(H, n;a) > expl—max [InH en NIiH)* \ en g+n 2 fK,
max [H, e«" ~] > C(g, 93 a 4 e).

Mpabnema anre6pavMyeckoil He3aBUCMMOCTM B pPaLMOHANLHOM MNOfe yWcen BuAa
al 1 Tem 60nee norapnmMoB anredpanyeckmx Yncen HeMsMepumo TpyAHee npoob-

7 Acta Mathematica
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NeMbl arneépaMyeckoil He3aBUCMMOCTU 3HAYeHMIn E-(hyHKUMIA, O KOTOpOW wWwna
peub B § 4.

TpyaHOCTb 3TUX MPOG/EM CBA3AHA, nosuammomy, co CIEAYHOWUMUN 06CTOS-
TenbcTBamu. pexkae BCEro BUAHO, YTO NpU ANDHOEPEHLMPOBAHNM (YHKLMIA Tuna
ar npy a anreépanyeckom ObICTPO PacTyT CTEMEeHU TPaHCLEHAEHTHOro yucna In a,
YTO NPENATCTBYET NOCTPOEHUIO NMMHENHBLIX OPM OT MPOU3BELEHNUS CTEMEHENA ITUX
NOrapu(MoB, MMEHLLMX He C/IMLIKOM 60/bluyk CTeneHb. [lanee, cpasy BWUAHO,
4yTo nonyvarowmecs npu auddepeHUMpoBaHUM (POPMbl HE MMEKOT CTaHAapTHO
1 JOCTaTOYHO MPOCTO CBSI3aHHbIX C ONPeAeNEHHbIMUA PYHKLMAMU KOeth(PUKNEHTOB.
HakoHel, MOXHO 3aMeTaTb, 4YTO 3aMeHa [eiCTBMA B3ATUA NPOM3BOAHOM nNpu
00pa30BaHUN Hy>xHbIx JIMHENHBIX (HOPM [AEeACTBMEM MPUOGaBNEHWUS K r eAMHULbI
NN KaKMX-NMMB0 anrebpamyecknMx YUCeN BbI3bIBaET CAMLLKOM 6O/MbLIOKA poCT
KO3(UUMEHTOB 3TMX (JOpM, YTO TakKXKe MPensTCTBYET MNOMYYEHUID Hy>xHOro
pesynbTata. bnarogapsa Bcem aTM 06CTOATENLCTBAM 4O/ITOE BPEMS HE YAaBanoch
[06MTbCA ABVKEHWS BNEPes B PELLUEHMM BOMPOCOB B3aMMHOMA TPaHCLEHAEHTHOCTH,
0 KOTOPbIX MAET peyb. B HacTOAWMI MOMEHT A mory YKa3aTb OfWH HOBbIi METOZ,
[3, m)], KOTOpbIA NO3BONSET pellaTb HEKOTOPblE M3 3TWMX BOMPOCOB, MOKA elLlle
YaCTHOr0 XapakTepa, X0Ts MOXHO HafeAaTbCs, UTO STOT METOL MOXET ObITb 3HAYU-
TeNbHOYCU/EH. AHEX0UYTOBOPUTLB aHHbIA MOMEHTOBO3MOXHbIXYCUNEHNSXITOTO
MeTOZa BBMAY €ro HOBM3HbI M MOKaXYy ero OCHOB aHble YepTbl Ha NpUMepe [0oKasa-
TeNbCTBA OJHOW AOCTATOMHO OO6LLE TeOPEMbI O B3aMMHOI TPAHCLEHAEHTHOCTU NN,
YTO TO XKe camoe, airebpanmyeckoil He3aBUCMOCTU B PaLOHAbHOM MOJie O4HOTO
Knacca uucen. §, eCTeCTBEHHO, OrpaHWYyCb 3[eCb TOMIbKO W3/10KEHWeM X0fa
[0Ka3aTenbCTBa, pa3bme ero Ha OTAe/bHbIE 3Tanbl. A AOKaXY Teopemy, UTO eciu
a—uncno anrebpanyeckoe, a~~0,1, a a—Kybuyeckas MppaLnoHaibHOCTb, KOTOPYHO
MOXHO 6e3 HapyLleHWst OBLHOCTM CUMTaTb LEMbIM YUC/IOM, TO MEXAY 4uciamm
aa W aa‘ HET anrebpanyeckmx COOTHOLUEHUA B paLMOHaNbHOM Mofe. [ onyctum,
YTO TaKOe COOTHOLUEHWE CYLLECTBYET, APYIMMU C/OBaMK, YTO MMEET MeCTO ypaB-
HeHMe P(a), )= 0, rge o= aa = eall, 0X = a“2= ealna, W NOANHOM
P (X, y) HEMPMBOAMM B paLMOHa/IbHOM MOMe N UMEET Liefble paunoHanbHble KO-
uUMeHTbl.  TpaHCUEHAEHTHOCTb uYucna o OygeM cuuTaTbh YXKe [JOKa3aHHOM.
B panbHeiwem uenoe uucno q 6OyAeT HeorpaHMYeHHO BEIMKO, a KOHCTaHTbl A
C NObbIMU MHAEKCAMU He ByAyT 3aBMCETb orq.

3Tan nepsbii. — MOXHO HalAiT Takue Lienble pauynoHa/ibHbIE, B cosokyn-
nHoct OT/INYHbIE OT Hyns 4ucna Ck, K,k W A> 0 4To ANa QyHKUMK f(z)

A A A

6yAyT BbINOMHEHbI ycnosust

(53) \CKK, k,k, 1< exp [2<mnT*q]
n
/0(0=0; t*b + Ua+ k«', 035/, £ qi= [94.1n'rq] /=1, 2, 3,
(54)
0 S3s =Ss0 = [A0qg‘*In-*/-q], A> 0.
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3Ta PYHKUMA NErKO MOXeT BbITb MOCTPOEHA C MOMOLLbLIO feMMbl 1 § 4.

3Tan sTopoii. — MOXHO [0Ka3aTb, YTO Hawwa GyHKUMsa / (r) obnagaet Tem
cBoicTBOM, uTO cpean uncen /) (/),

65 OSsfi [adrinurd =Sl t=" ek 0S/Sqi=123

HaﬁAeTCﬂ X0TS Obl OAHO 4uncno, OT/IN4YHOE OT Hyn=A.

[na pokasaTtenbCTBa 3TOMO MPeS/IOKEeHWs 3anuiueM Hawy  (QyHKUUI0
B (hopme

n—1
(56) /(z)= B’ Bken\ K= K, + KM + K30\ J¥= (? + 1)3,
BK= axur,  Max IBk I=IBvieo O
N NOMOXNM 0%« "N
N—1 N—1
Q= MM x—T1\ Tx Cks Xs= Q(X)(x — 1™ )~\
0

Mpegnonoxum, uto Bce umcna /<9 (/) B rpaHMLax, yKasblBaeMbIX HepaBeHCTBaMu
(55), paBHbl . . TOrga Mbl ByfemM UMETb MHTerpasibHoe npecTaBfeHue

(57) o

1 : X—Kr—K2a—k3a2 X/ (z) dz dx
— Bv __ys'.Cv
4n2Q’(xv) fa 7— —«2a — «3 XIHUZ — x)
fd1
roe 'O ecTb OKpYXHOCTb |X| = 1, a — OKPYXHOCTb |r |= —. OueHuBas
y

MPaByl0 YaCTb MO w oaynw W MPUHAMASA BO BHMMaHME 4TO | Kr + K2a + K3.::
> K~2 K & 1t 1Bcury TOFO, YTO . Kybunyeckas MppauvoHanbHOCTb, Mbl
nonysuw HEPABEHCTBO

(58) 1< exp [—ags(Ing— $2In In<?)],

OTKyfia 1 CnefyeT BepHOCTb HaLIEro yTBePXAEHWS.

3Tan TpeTwuii. — Bocnonb3oBaBWKCL NpeACcTaBeHUEM YUCEN
— gl ] K2a K3a2
(59) HO r?l nQ an so /(r)dz dx
(2n:)2 z — KI— K28— KAa2 (x—t)s+l(z—X)

rae r ectb OKPYXXHOCTb |X|= Vg\ng, a [, — OKPY)XHOCTb |z | — g* WMEOLLMM
MECTO B cuny yenoswn, KOTOPbIM C CAMOIO Hayana, Nno NOCTPOEHUIO, YAOBMET-
1*
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BOPSiIeT (PYHKUMA f(z), Mbl [OKa3blBaeM, YTO AN 3TOW (PYHKUUM BbIMOMHSAKOTCS

ycnosunsd

rr8/U(/) 1< £-'iXxq'inij o srs [4 =n-3*],
(60) ,

t= fg-)- kat fihl 0" f, 8 qui=11213

3TO NIerko MoXKeT 6bITb MOMTYYEHO, €CMIM OLEHWUTb MO w o ay » o MHTErPan B NpaBoii
yactn (59).

3Tan uveTsepThii. — KOMOUHMPYKO pe3ynbTar, MOAYYEHHbI Ha BTOPOM
jTane C HepaBeHCTBOM (60) M WCKNOYad co C MOMOLLLIO P(o>, c0) = 0, Mbl
[0Ka3blBaeM, UYTO KaKOBO Obl HW OblIO LEnoe 4ucno q > g0, BCErga CyLlecT-
BYET MOAMHOM P (X) C LenbiMM pauMoHasbHbIMU KO3(PMUUMEHTaMN CTEMEHN n U
BbICOTbl H TaKOW, 4TO

(61) 0< P (w) l—e—JA?|n4, max [n, InH] < Ag’» In¥q,

rae
A>0 n a>=aa.

3Tan naTwii. — W3 (akta cywecTBoBaHus nonmHoma-P (X), yaosneTsops
IOLLEMO v cnoowaw (61) 48 NOGOro g, Mbl YCTAHaB/NMBAEM CYLLECTBOBaHWE ANA
0ECUMCNEHHOTO MHOXECTBA 3HAYEHWIA q HEMPMBOAMMOrO, C LenbiMK, 6e3 06LLEero
fenutens, KoapuULMEeHTaMU NOIMHOMA P (co), MOAUNHSIOLLEIOCS 4 c vo o nn w

o« iR« eavcuins wax [n, INHI] < 8 < 1bgk InZ*q,

roe A> 0, A> 0, an, uP/, — cTeneHb K BbICOTa NOANHOMAR (x). MNMogbupas
MOAMHOM P (o), MOAXOAAWMIA NO BENYMHE, U COCTaBNAA PE3YNbTaHT 4.y« MOMNU-
HOMOB P (w) MR (cs), Mbl NPUXOAUM K MPOTUBOPEUNIO BBUAY TOrO, UTO P (x) MOXHO
nogo6patb He gendwmmcsa Ha R (x) u manoctn P o) n R (00).

JTan nepBblii COCTOMT B NOCTPOEHUM hyHKUMK / (T), UMEIOLLIE OYEHb MHOTO
Hynein 6oNbLUO/A KPaTHOCTW B LENMbIX TOYKax Buga & + k.a + «k/r. Koedu-
LMEHTbI PYHKLUM BbIOUPAOTCA B BUAY MO/IMHOMOB HE CIMLIKOM 6O/bLLON CTEMneHu
C LenbiMK, B CBOK O4Yepeflb He CAULIKOM GonblumMmy KoadhpuumeHTamu. Mofo6OHbIR
BbIOOP BO3MOXEH BBUAY TOr0, YTO NPU NPeLnonoXeHUN anrebpanyeckoin 3aBucu-
MOCTU MEXAY YWUCMaMU ¢ U o, YUCMO YCIOBWIA, ONPESenstolmX KoahpULNEHTbI
MO/IMHOMOB OT ¢, MOXET 6bITb B3ATO 3HAUUTEMbHO MEHBLLMM YMC/ia 3TUX Koathdu-
LMeHTOB. 3Tan BTOPOIA COCTOMT B TOM, YTO [0OKAa3blBAETCS HEBO3MOXHOCTb AN
(YHKUMW f(z) NMETb C/IULLKOM MHOFO Hyfeidl. 3TO 0BCTOATENIbCTBO CBSI3aHO C TeM,
4TO PYHKLMA 1(z) €CTb SIMHENHAA KOMOMHALMA MoKasaTe/lbHbIX. BecbMa cyluecT-
BEHHbIM 0OCTOATE/ILCTBOM MPY 3TOM SAB/ISETCA HEpPaBeHCTBO |\ + k2a + k3a2\>
> Ak~2,« = 1Ic/BI= 1, 2, 3, KOTOpPOE B CBOK O4yepefb MMEET MEeCTO U3-3a TOro,
4To a — Kybuueckas MppaLnoHanbHOCTb.

JTan TPeTWii 3ak/tovaeTcs B [OKasaTenbCTBe LOCTATOYHOM MasnocTu 3Ha-
YeHUn yHKUMK / (I) N ee MPOM3BOAHBLIX BMIOTb A0 O4YeHb OOMbLIOTO NOPSAKA.

3Tan 4eTBepTbIA COCTOMT B [lOKa3aTeNbCTBE CYLLECTBOBaHUA [1S BeCbMa
NAOTHOM NOCNeA0BaTe/IbHOCTU LefbIX Yncen a noanHOMOB P (x), BbICOTbI U CTe-
MEHN KOTOPbIX HE MPEBLILLAT BE/MYMH €a U @, YAOBNETBOPAOLLMX HepaBeH-
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ctBaM —a2 a/lna > In P (c0) . 3TO BO3MOXHO 6narofaps TeM (hakTam, KOTopble
OblM YCTAHOB/IEHbI HA 3Tanax BTOPOM W TPETbeM.

JTan nATLIA 3aKO4aeTCAd B [0KasaTeNbCTBE TOro, YTO HE CyLLecTBYyeT
HWKaKOro TPaHCLEHAEHTHOro Yncna oo, KOTOPOe YAO0BMETBOPANO Obl y cnoowaw .
NONyYeHHbIM Ha NpejblayLlem aTane.

MpuBefeHHbI X0 PacCyXeHWUs HeMmoCPeLCTBEHHO, MOUTU 6e3 U3MEHEHWIA,
NpUBOAUT U K 6osee 00LLEMY YTBEPXKAEHUIO. n . -. YMCNA ar, a2, a36yayT umcnamu
anrebpanyeckoro noas CTeneHW v, SIMHEAHO He3aBUCUMbIMKA B palMOHa/IbHOM
none, Rv B2, B3 /IMHENHO HE3aBUCUMbI B paLMOHaNbHOM nofie. Torga Mexay
[LeBATbIO uncnamy eakRi, k = 1, 2, 3, i = 1, 2, 3 HE MOXeT CYyLlecTBOBaTb
anrebpanyecknx COOTHOLUEHWIA B palMOHabHOM MOofe, C MOMOLLBI0 KOTOPbIX
3TV YNCNA w o -y - ObITb BbIP2XKEHbI asirebpanyecky Yepes OAHO.

B uacTHocTu, ecnu a— anrebpanyeckas MppaLMOHaNbHOCTL CTEMEHU He
HMXKe TpeTben, a a ~h 0, 1 anrebpanyeckoe, TO YeTbipe yncna aa, a“2 a“3 a«4 He
woryr OJHOBPEMEHHO ObITb BbIPaXeHbl anrebpaMyeckm B palMOHaNbHOM Mofe
yepe3 OAHO U3 HUX. HecKoNbKO WM3MEHWB METOL, MOXHO, Hanpumep, A0OKasaTb,
YTO umMCna eex , e,,2K, ee3k HE . o ., OAHOBPEMEHHO ObITb anrebpanyeckn Bblpa-
XeHbl Yyepes e U, B YaCTHOCTW, XOTS 6bl OAHO U3 HUX LOSIKHO OblTb TPAHCLEHAEHT-
HbIM 4MC/IOM MpY NIIOBOM LenoM paumoHansHom «k > 0. COBepLUeHHO Tak e

OfHO W3 ... UMCEN €e', e'e~ [OMKHO OblTb TPAHCLEHAEHTHbIM YMC/IOM.
3TOT MeTOA4 MNO03BOMAET 3HAUUTENBHO y+owwwr. HVDKHUE TPaHWLbl Mep

Ina

TpaHCLEeHAEHTHOCTN Ymncen Buga ak u N5
Ina
Mycte a¢ 0, 1, b, 8, R 6ygyT anre6panmyeckue umucna, a 4yucna b u \1=R

MppauuoHanbHbl. n ... TAKXKE CTEMEHb W BbICOTA MOSIMHOMA P (x). UMEIOLLErO
Lenble paunoHanbHble KoathpuumeHTbl, 6yayT s n H. Torga, Kakoi 6bl e > 0 Mbl
HW B3AAW, Npun + InH > c(e, a, B) BYAYT MMETb MECTO HEpPABEHCTBA :

S3

P (ab) > G+ InH) ijn sHn " fe

i. —s'[s + In H12T£
\nR)\>e ;

Ha AanbHeiwmx NpunoXeHnsx 3Toro HOBOro MeTOAA, KaK Y>Ke roBOpu/IoCh
Bbile, i He OyAy OCTaHaB/IMBATbLCS.

§ 6. Bonpocbl TpaHCLEHAEHTHOCTM W anrebpanyeckoil He3aBUCUMOCTM B paLymo-
HafbHOM Mofie 4ucen, 3afaHHbIX OGECKOHEYHbIMWM pAgaMn WAN  SBASIOLLNXCS
KOPHSIMM anrebpanyeckmx WM TpaHCUEHAEHTHbLIX YpaBHEHWI

Bygem roBoputb, 4YTO YWCMO u anrebpanmyecknm He BblpaxaeTcs uepes
yucna ctj, a2, , an, €CM MeXAy uucnamn 2, an ..., an HET anrebpanyecknx
COOTHOLLUEHMIA B pauMoHasibHOM [one. BBefs MoHgTMe anrebpavyeckoil HeBbl-
paxaemocTu, . [. MOPOYXAN—BEO/ITOBCKOW Bnepsble nocTasua BOMPOC
0 MpU3HaKax, NO3BOMAKOLMX ., ,.-. 00 anrebpanyeckoin HeBbIpAKAEMOCTM Yncna
dluepesumncnaasv a2, ..., an, N0 XapakTepy NpuUGAMXKeHWUA yucna r paumoHasb-
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HbIMK ApobsmMu nnun, 6onee o6LWO, anrebpanyecKUMy YUcnaMn. YCNoBUMCSH, YTO
(B nocnefytoLLeM N3N0XEHUN 3TO OTHOCUTCA KO BCeMy naparpagy) P (X, yLY.. .,
yn) Bcerga OyAeT NO/MHOMOM C LeNbIMKA  PaLMOHasbHBIMUA - KOS(DULIMEHTaMN,
HEMNpMBOAVMbIM B PaLMOHaNbHOM MOMe U AeACTBUTENBHO COAepXaLimMm X U XOTS
6bl ogHo y. O. 4. MOPAYXAN—BONTOHCKOW [12, a) 6)] gokasan cnefyto-
e aBe TeopeMbl 06 anrebpanvyecKoil HEeBbIPAXKAEMOCTM.

Ecnu ] KOpeHb ypaBHeHus

(62) P(x,eax, , eax)= Q

roe al a2 ..., an— anrebpanyeckue ymcna, MHERHO He3aBMCKMbIE B paLo-
HanbHOM MOAe, WK ) — KOPeHb YpaBHEHUS

(63) P (X Ina) =

roe a¢ 01 anrebpauueckoe, TO CyLlecTByeT Lenoe ymcno v > 0, Takoe, 4To
npy > Cp 6yLeT BbINOMHATLCA HEPABEHCTBO

(64)

rae p ¥ g — Uenble pauuoHabHble YMCna, a vV He 3aBUCUT OT p U q. Obe Teopembl
0600L1aH0TCA TaKXKe Ha C/lyyaid NpnbvmXeHns yncna p anrebpamyeckumm Ynucnamm.

HeBbInonHeHne HepaBeHCTBa (64) 1 ABNAETCA YCNOBUEM HEBbIPaXaeMOCTU
yucna r] yepes yncna eamea%.. ., e°n, unm ynicno In a. B ocHose foKa3aTenbCTBa
NPUBEAEHHBbIX TEOPEM NIeXUT ToXAecTso L. SPMUTA U TeopemMa O KOHEYHOM
npupaLLeHnmn QyHKLMK.

HepaBeHcTBO (64) B 3TMX TeopemMaxX MOXeT ObITb 3HAUMTENbHO Y/y4LlEeHO
C NOMOLLbIO 60o/ee MO3AHUX OLEHOK Mepbl TPaHCLEHAEHTHOCTM COOTBETCTBYHOLLUMX
ymcen. M3 HepaeeHcTB (32) 1 (33) § 4 NOYTU HENOCPEACTBEHHO CleAyeT, 4To
HepaBeHCTBO (64) B Teopemax A. A. MOPAYXAA—BONTOBCKOIO MoXHO
3aMeHUTb HepaBeHCTBOM

' 1
P\
(65)
f
W3 aToro nocnefHero HepaseHCTBa cnefyet, yTo umucna JINYBWJIJTA He Bblpa-
XarTcs anrebpanyveckn depes e, €K ..., €Cr WM Ina. [lpyMepom Takoro

cD

yncna MOXeT cnyskuts UNCN0 1= "Y 2~nl. Onpegenenve uncen TNYBUNNA
1

b0 AaHo B § 4 (onpeaenexue (31)).

0. O. MOPAYXAN—BO/ITOBCKOW pfaeT 1 HekoTopble 0606LLEHMS
BbILLIENPUBEAEHHbIX TEOPEM.

MOXHO [aTb, nonvsyac. PA3MYHBIMU HEPABEHCTBAMU A1 Mepbl TpaHC-
LEHAEHTHOCTM pas/InyHbIX Yncen, W Apyrue npu3Hakum anrebpanyeckoi Hesbl-
paXkaemoCTn Yucen.

Mycts p GYOET HEKOTOPLIM LeACTBUTE/bHBIM YACIOM, p w q, (4, p) = \, —
LeNbIMA  paLMOHa/IbHbIMK, @ <p(t) — MOHOTOHHO pacTyLlell MONOXMTENbHOW
(hyHKUMER t. [ onyctum, uto A1 YUCNA w BbINOHAETCA YC/0BUE
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(66) lim 1Ind(4, 1r?) « w1
H—y co <p(H) qxl—l)

Ecim 9(q) — Inqg (InIngY, A> 5, To 1] anrebpanyeckmn He BbIpaXkaeTca uepes

ai, a ecnm y(q) — (AmMn, A> 3, 10 1] He BbIpaxaetcsa u qepes\ " npu aun
n

anrebpanyeckmx. 310 ABASAETCHA MPAMbIM CleACTBUEM HepaBeHCTB (48) § 5. Ecnu
9?(q) = Inq, gpyrumm cnosamu,?; 6yget uucnom JINYBWNA, To 1] He Bbipa-
Kaetca anrebpamdeckn uepes /0(a), /0(a)y rae /0(x) — dyHKumsa beccens,
a a — anrebpamyeckoe uncno. ITo NPsMOoe CneacTBne HepaBeHCTBa (27) §4.

HakoHewn, ecnu lim —rrly’\ = co, To KaK fAokasan [. [. MOPAYXAN—
nt
EONTOBCKOW [12, €)], uMcno 1] He MOXET BbiTb KOPHEM YpaBHEHMS

P(™al....am= 0,

rge av ar, ... ,an0yayT anreépanyeckumm ymcnammn. OH foKasan CyLecTBOBaHMe
| nl 1

Takoro uenoro v> 0, 4T0.. ——‘ > — . 3T0 MOXHO nonyuuTts c MOMOLLbLIO
1l s

neMmbl 11§ 4. . .

B Toii e pa6oTe A. 4. MOPAYXAN—BO/NTOBCKOW yTBEpXAAET, UTO
Teopema UMeeT MecTo W Torga, Korga a 6yaet, 6onee 060, KOPHAMU ypaBHEHNA
TMna (63) npu ogHoM U ToM Ke Ina. [eicTBWTE/IbHO, MOACYET MOKas3bl-
BaeT, 4TO M3 HepaBeHcTBa (35) 8 4, BEpHOro Mpw MO6LIX n U H, cnegyeT Ans

r HepaBeHCTBO > exp [—qg3In3q], rae n 4YMCNO  NoKasaTesibHbIX

(hyHKUMIA B ypaBHeHuM (64) n q > q0. M xe [12, a)] Oblna AoKa3aHa U cnegyto-
as Teopema.

Mycts QyHkums / (r) 6yget uenod, /()= >’anr", a0 O, Bce uucna an
0

OyAyT pauuoHasbHbIMM U dn — TaKoe HauWMeHblUee LEenoe 4Yucio, 4To Bee
uncna dnak, xk =0, 1,...«, 6yayT UEAbLIMM palMOHaNbHbIMK. Torga ecnu

. . A 00, .

1 (X)I'< dn~Xn, lim— = 00 4nsa BCAKOro X, rae Rn(z)="? akzk , TO BCAKMUN
n

KOpeHb ypaBHeHust /(X) = O OygeT 4MCNOM TpaHUEHAEHTHbIM. 1 MPUBOXY

aTy TEOpeMY B HECKO/IbKO YMPOLeHHOW dopmynuposke. Hakoxey, [f. .

MOPAYXAMN—BO/NITOBCKOW BBen MOHATME W [OKasal  CyLleCcTBOBaHUE

rMNepTpaHCLUeHAEHTHbIX YuMCes.

Bygem HasbiBaTb MPOCTO TPaHCLEHAEHTHbIM 4YUCIOM TpaHCLEHAEHTHOe
3HaueHve, Mpu anredbpanyeckoM 3HaYeHUU aprymeHTa, BCAKOM (YHKUUW F(z),
KOTOpasi ABNSETCA pelleHneM nboro anrebpanyeckoro aunddepeHLManLHOro
YPaBHEHUS C NOCTOAHHBLIMU U1 LieNbIMM KO3((ULMEHTaMM 1 ONpeaensieTcs anrebpau-
YECKUMW Haya/bHbIMU  [AaHHbIMW. [UMNeppTaHCLEHAEHTHLIMA YMCNaMU HA30BEM
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BCE OCTa/lbHble KOMM/EKCHble 4ucna. CylecTBOBaHME TMMNepTPaHCLEHAEHTHbIX
ynucen ecTb CNeACTBME CYETHOCTM MHOXECTBA YMCEN MPOCTO TPAHCLEHAEHTHBIX U
HECYETHOCTM MHOXECTBA BCEX AEWCTBUTENbHBLIX WU KOMMIEKCHBIX YUCEN.

OTMETUM 3[1eCb, UTO TPAHCLIEHAEHTHOCTL KOPHEW ypaBHEHWs Npu anrebpam-
bECKWX W NIMHEAHO He3aBUCUMBIX av a2, ... , an,

ecTb cnefcTeune o6uieit Teopembl IMHAEMAHA.
A. B. MOTOUKWUW [9], wonvsyse. MOUM MeTOZOM 1929 r., fOKa3an uppa-
LIMOHA/IbHOCTb BGECKOHEYHbIX MPOV3BEeLeHUI

rae a — Lenoe payuoHanbHoe, a bl — PaLMOHaNbHOE KOMMIEKCHOE YUCO. n y« .
p(x) — LIeNI0YMCNEHHBIA NOMMHOM — MONOXUTENIEH Mpu X a 1. 3anuwem ero
3HayYeHUs mpu X = 1, 2,... MO CUCTEME CYMC/IEHUS C OCHOBaHWEM q. Hanuwem

< unyw OECKOHEUHYI Apo6b

V—6, qi, qa ..., qult qu+u see>qv., * - N

raeqv g2, ..., qM — 3HaKu (/-n4Horo pasnoxeHus p (1), gM+r .. ., g\t — 3HaKu
(/-nuHoro pasnoxeHusa p(2) U T. 4. Torga ymcno p 6yaeT TpaHCUEHAEHTHbIM, HO
He uucnom TNYBWUNNA B uyacTHOCTM, Npu p(x) = x u q = 10 ByaeT TpaHc-
LeHAEHTHbIM 4K1Cno

v =0 123456 789 1011 12...

Teopema 3Ta 6bina gokasaHa K. MAJIEPOM [10, g)] ¢ NOMOLLbH0 TEOPEMbI
0 NpU6IKEHNN anrebpanyecknx MppaLyoHaibHOCTEN  paLMOHabHBIMU  ApO-
6sMK, aBnaoLlascs yTouHeHunem Teopembl T. LUHEWAEPA B TOM cnyuyae,
KOrfa YNCUTeNn M 3HaMeHaTeNn NpPMOAMXKaOLWNX Apob6eit 6yayT creuuanbHOro
BuUga. V13 TOi >xe Teopembl crefyeT TPaHCLEHAEHTHOCTb Yucen

0

roe a> 1 a, ab ..., A, A,... OYyayT LUeNbIMM palyMOHaIbHBIMUA U MOMOXM-
TENIbHBIMM YKCNamMu. B 4aCTHOCTH, 3TO YTBEPXKAEHNE OTHOCUTCS K v« ny

00

B 3akntouyeHMe Moeii 0630PHOIN CTaTbM S ..., YKasaTb HEKOTOpble MNpo-
6neMbl TEOPUM TPAHCLLEHAEHTHBIX YMCEN, HaMbosee BaXKHbIE C MOE TOUKU 3PEHUS.
MepBoOUYEPeAHON 3ajaqel, Kak s TOBOPU/ YXKe paHee, s CYNTal0 [0Ka3aTe/bCTBo
B3aMMHO/ TPaHCLEHAEHTHOCTM W HaxOXAEHWE HWKHEA rpaHy Mepbl TPaHCLEH-
[EHTHOCTM MHOTMX f0rapudMoB airebpanyecknx 4ucen, Tak Kak 3TO CBf3aHO
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C BO3MOXHOCTBIO MOAX0Aa K WCCMef0BaHUIO MOBEAEHNS PeLleHnin AnodaHTOBbIX
ypaBHEHWNIA U 3DEKTMBHOTO PELLIEHUS HEKOTOPbIX MNpobiem anrebpanmyeckux
nonein. anee cnegyet npo6nema anrebpamyeckoii He3aBMCMMOCTM B paLMOHanb-
HOM Mofle uMcen Buga ina 1 ak Npu a, a U B anrebpanyecknx. HakoHew, cnegyert
OTMETUTb, UYTO A0 HACTOSLLEr0 BPEMEHW He HaldeHO noaxoja K BOMpocy 06
apugMeTMYeCKoli Mprpoje 31ANepoBO KOHCTaHTbl ¢ M C(2n + 1)

(MNocTynuno 111X. 1950 r.)
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1. One of the goals toward which the reduction theory of the decision
problem of the fust order predicate calculus tends is the reduction of this
problem to the case in which the formula to be examined as to being satisfiable
has a particular type of prefixl as simple as possible. In this direction, the
classical theorem of Skolem2states that the decision problem is equivalent to
the satisfiability question of formulae with a prefix of the form

) {xi)-..{xm(EyD...(Eyn).

In addition, without loss of generality, we may suppose the formula in question

to be binary,3i. e. to contain only predicate variables with two arguments.
Skolem’s theorem has been improved in two directions. On the one hand,

Godel has reduced the number m of the universal quantifiers in (1) to three, i. e.,

he has proved that to any first order formula it is possible to construct an

equivalent binary formula with a prefix cf the form4

e (*r) (*2 (*s) (BJi)... (Eyn) ;

here we call two formulae equivalent, if either both can be satisfied or neither.
On the other hand, » <;is has reduced the number n of the existential quanti-
fiers in (1) to one, by proving that to any first order formula we can construct
an equivalent binary formula having a prefix of the form0

1Whenever we speak about the prefix of a formula, we assume tacitly the formula in
question to be prenex ; this can be done without loss of generality.

2Th. skotem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen Gber die Erfullbarkeit oder
Beweisbarkeit mathematischer Sétze nebst einem Theorem iiber dichte Mengen, Videnskapssels-
kapets Skrifter, Kristiania, 1. Mat. naturw. Klasse, 1920, no. 4, pp. 1—26, especially pp. 4—6.

3See K. Godel, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkuls, nats-
hefte fir Mathematik und Physik, 40 (1933), pp. 433—443, especially p. 441.

4K. Godel, loc. cit. 3, especially pp. 441—443. . .

6J. Pepis, Ein Verfahren der mathematischen Logik, Journal of Symbolic Logic, 3 (1938),
il):% 61—76 and Untersuchungen uber das Entscheidungsproblem der mathematischen Logik,

ndamenta Methemeticag, 30 (1938), pp. 257—348, especially pp. 339—340.
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©) (*i) o=+ (xm) (EY).
Also Pepis’ proof allows to replace the prefix (3) by
) (*r) bl (Ey) (x3) .. . (xm),

being not of the Skolem form (1) but more advantageous in some respect ;
indeed the individual y whose existence is expressed by the quantifier (Ey)
depends in (4) on two variables xv x2 only, contraiily to (3), where it depends
on m variables xv ..., xm

In the present paper, | shall prove that both results can be combined
and therefore, the number of universal and existential quantifiers can be kept
fixed simultaneously. More exactly, | shall prove the

Theorems. 10 a@Ny given first order formula it is possible to construct an
equivalent binary formula of the form

©) ) (v) (E2) N, & (x) (y) () N2,
which can be transformed into any of the prenex forms

) v W (E)N

(®) () (Ez) (u) N
with, N= N, & N2, where and N2 do not contain any quantifier.

As Church? has proved, there is no general recursive algorithm by which
we could decide whether a given first order formula can be satisfied or not.8

and

6 This theorem is contained in my Hungarian publication : A logikai fuggvénykalkulus
eldéntés-problémajanak redukciojarol, Matematikai é Fizikai Lapok, 50 (1943), pp. 51—73.
with German abstract : Zur Reduktion des Entscheidungsproblems des logischen Funktionen-
kalkdls, ibid., pp. 73—74 as theorem | (pp. 57—65 and 73—74). The proof given here is not a
simple translation of that in the quoted paper but some simplifications were performed the
most essential of which is that here we avoid the use of ¢ s ¢ ¢ 1S reduction theorem, so that the
proof given here is at the same time a proof of that theorem. This result togesther with two
further theorems was presented at the Xth International Congress of Philosophy (Amsterdam).
See Reduction of the decision problem to formulas containing a bounded number of quan-
tifiers only, Proc. of the Xth International Congress of Philosophy (1948), fase. Il. pp. 759—
762, where the proofs are only sketched. . .

7Alonzo Church- A note on the Entscheidungsproblem, Journal of Symbolic Logic,
1 (1936), pp. 40—41 and 101— 102.

8As a matter of fact, Church’s proof applies to the »proof theoretic« formulation of the
decision problem ;i. e., he proved the impossibility of a recursive algorithm by which we could
decide wether a given formula is provable from the postulates of the first order predicate cal-
culus. (The same holds for Turing’s proof to be quoted in9. However, the equivalence of the
proof theoretic formulation of the decision problem to the above »set-theoretic« one has been

roved by x . 601, Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monats-
fur Mathematik und Physik, 37 (1930) pp. 349—360. Wr ignore objections from the
»finite« point of view. They could be removed by transforming the proof given in the present
paper into a proof-theoretic one, which can be done after the paradigm given in the paper
LASZLO Katmar, Uber einen Léwenheimschen Satz, Acta Scientiarum Mathematicarum, 7 (1934),
pp. 112—121, especially pp. 115—121.
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From an alternative proof of Cuurcn’s theorem, given by Turine?, it follows the
non-existence of a recursive deciding algorithm for prenex formulae containing
8 quantifiers. The above theorem, combined with Cuurcu’s theorem, shows
that here we can replace 8 by 4. :

2. First we sketch the main ideas of the proof. Let A be the given first
order formula. According to SkoLem’s reduction theorem quoted above, we may
suppose without loss of generality that A has a prefix of the form (1) and a
matrix M containing the binary predicate variables F, ..., F; but no others.1
In addition, we may suppose that!’ m = n. Thus

A=(x) ... (%) (Ey) ... (Ey)M

where

Mo=MAF ool 5:8 o xy B Yisen» o5 ¥

is a truth function of the 4in* arguments Fj(x,,x,), F;(x,.y,), F;(y,.x,)
Fi(yuwyy) @A=1..,1; uv=1,...,n).

The formula B to be construcied of the form (5) and equivalent to A will
provide an alternative formalisation of the fact formalised by A, viz. »for any
Xy, ..., X, there are yy, ..., y, such that M holds.«

The first idea is to reduce the number of quantifiers by replacing »for
any %y ,..., x,« and »there are y;,...,y,« by »forany x« and »there is an y«
respectively, x and y denoting the vectors (ordered n-ads) (x5, ...,x,) and
(¥15 - - -2 ¥,) respectively. Correspondingly we have to consider the predicates
Fj(%,, x,), figming in M, as relations between the vectors x and y ; therefore,
we define the predicates G, (%, y) for vectors x = (xy,...,x,) andy = (y1,. . .,¥,)
by G/-_/w(x, y) = Fj(x,,x,) for & =05 vag s ~pyy=1, n. Replacing
F;.(x/t’ % ) F](x,u’ yv) F'(y,m xz') F (y/nyv) in M by Clllw(x’ x) G},uv (x‘) ) )’
Gy ¥) respectively, we get another matrix M* =M*(G;,1, Giias- - 52 Giins 2. 5)
and instead of »for any xy, ..., x, there are yy,..., Yy, such that M holds«
we can say »for any vector x there is a vector y such that M* holds«. However,
this proposition does not express the same thing as the original one unless the
propositions »for any individuals x;, ..., x,, there is a vector x with the compo-
nents x;, ..., x,« and »for any vector y there are individuals y,..., ¥,
belonging to y as its components« are included tacitly. Should we formalise them

9 A. M. TuriNG, On computable nnumbers, with an applicaion to the Entscheidungs-
problem, Proceedings of the London Mathematical Society, (2), 42 (1937), pp. 230—265, espe-
cially pp. 259—263.

_ 19 Moreover, according to GODEL’s reduction theorem, we might suppose, A has a prefix
of the form (2); in the paper loc. cit. & we did so.

1 Indeed, if m < n, say, between (xm) and (Ey;) we may insert (xm+1}... (xn) with variab-
les xm+1, ..., xn not occuring in A



264 J. BURANY1

(as parts of B), we should not gain anything, because the first one requires n
universal quiantifiers, whereas the second one needs n existential quantifiers.

In order to avoid this inconvenience, we consider, besides n-dimensional
vectors (x, ..., x,) even »y-dimensional vectors« (xy,...,x,) fory=1,...,n—1,12
Calling, for y =1, the vector (xy,...,x, ,) the projection of the vector
(%5, - .., %,), we can replace the propositions »for any elements «x,,...,x,
there is a vector x with the components x,,...,x« and »for any
vector y there aie individuals y,, ..., y, belonging to y as its components« by
the propositions »for any y-dimensional vector x and for any individual x, there
is a » + 1 dimensional vector x having x as its projection and x, as its last compo-
nent« and »for any p-1-dimensional vector y there is a y-dimensional
vector y and an individual y, such that y is the projection and y, is the last
component of y« (v =1, ..., n — 1). The first of the last propositions requires
two universal and one existential quantifier, whereas the second one requires
one universal and two existential quantifiers only.

The above propositions would require four existential quantifiers in all.
However, we can reduce their number to one by defining a binary descriptive
function which assumes, on appropriate parts of its domain, the same values
as the descriptive functions whose existence is expressed by those existential
quantifiers.'® This is possible, because only one of those descriptive functions
(viz. that attaching to a vector x and an element x, a vector x having x as its
projection and x, as its last component) depends on two arguments, while the
others depend on one argument only.

Finally, we have to formalize (as a part of B) the connection beiween the
old predicates F(x,y) and the new ones G; (%, y) figuring in the above pro-
position »for any (n-dimensional) vector x there is an (n-dimensional) vector
¥ such that M* holds.« In order to facilitate the expression of this connection
by a proposition requiring, when formalized, three universal quantifiers only,
we extend the definition of the predicates G;,,(x,y) to arbitrary vectors by
defining G, (x,y) = Fj(x,, x,), 2, denoting the u* component of x and y,
the »" component of y, provided that x and y are vectors of at least y andy
dimensions, respectively; in the opposite case, we agree G; ,,(x,y) to be false.
Then for individuals x, y, Gj;,(x, ¥) is the same as F(x,y) and the connection
mentioned above is a consequence of the fact that Gju(%,y) does not change
its truth value if we replace x or y by its projection, provided that x or y is not
a vector of 4 or y dimensions, respectively; or if we replace x or y, provided

12 For v = 1, we do not make any distinction between the vector (x,) and the individual x;.

13 This method of »condensation of descriptive functions« was used at the first time,
I think, by LAszrL6 KALMAR, Zuriickfiihrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von Formeln
mit einer einzigen binaeren Funktionsvariablen, Compositio Mathematica, 4 (1936), pp. 137—144
especially definition of v p. 141.



CONTRIBUTIONS TO THE REDUCTION THEORY OP THE DECISION PROBLEM 11 265

it is a vector of L4 or v dimensions, respectively, by its last component and at

the same time we change the corresponding subscript (u cr v) to 1 This fact
can be readily formalized using three universal quantifiers only.

3. Now, let us expose the proof in its technical details. Suppose first that
A can be satisfied ; i. e., there is a non-empty set J, and there are binary predi-
cates OV ..., ¢ as well as descriptive functions i)I5 of n arguments

defined over J such that, for arbitrary xv ..., xn6J ,

6 MO, »-" 01 Xxi, sos,#,, THXI, *o4 xr)i sou VXV see*,))

holds. Let us form the new set of individuals Y =J +J2+ ... +JnJT
denoting the set of ordered r-ads}4 formed of elements of J. We define over Y
predicates |,,(*), Xi (x,y), X2Q*By) and ¥)Iufx, j) as well as partly defined’s
descriptive functions Xi(x), X2x)i to(x,y) and fj(x) as follows:

Mo - THEEEXa Lo

X (xy)_ \truefoix =V “Xxv-i,xv)EJv,y =(A],..-, H€I’-11(v=2,...,0r n),
[false in other cases
(i. e. j) holds if and only ify is the projection of x),

v . dtruefor x = (xv..., xv)i J\y —xviJ, (v=2,...,0rn),
yraxiy) — false in other cases
(i. e. X2(s;,y) holds if and only if y is the last component of x),
hXxm, ¥r) for a = (*j,..., xly..., xe)ejqQ,
F2fiv(x,y) = Y= (ji,*e yv,-+»X) € Ja, Q" @a iSv,
false in other cases,
[, j(xi,eeelxv—) for x —(xv.. mXp_j, x)€Jv (v —2,..., or re),
lundefined for xi J

(i. e. the projection of x),

(\ _ X fer > = (*1U-e,X)€Jv (v= 2,..., or n,
J undefined for xi J

in common (e. g. J does not contain any element of the form (a with a b £J);wecan
attain this by replacing J, if necessary, by a suitable set of the same cardinal number

BWe could repl lace Xi(x). [ 2-). &*y) and T x) by descriptive functlons defined
throughout 'Y by deflnlng them arbltrarlly g by making equal themto x) at every 5;ﬁalace where
they are undefined. However, they are Used ony {)rowsmnall later on, we | replace
them by the descriptive functlon C(xy) defined throughout

14 As a matter of fact, we suppose that no two of the sets J, JZ,b) ,Jn have an element
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(i. e. the last component of x),

A J _ 10KG e, *0- 1)) for* =(*!,.. . ,xv-j)eJv~\y€J (v=2,...,0r n)
lundefined for x6Jn ory €J2 ... -fJ*

(i. e. the vector formed of the projection x and of the last componenty) ;

I\ _I(Vi{xvee- xn),..., X ."., tnj for x = (X", . *-itB6J1,
lundefined for x6J 4-J2--... fJ"-1.

Then we havels by (6) and by the definition of M¥ for any x 6 Y,
@) L ) — In(UX) F12..., FIm; x, ¥ (X)) ,
further for any x,y, m 6 ¥

& Ir=X() lify) -> Ir(toCKy)) Xj(w (xy), X) Xa (co(x.y).y) ,

© ()Y 1r-1y1(8) X>0x ft(x), V=2
(10) 1 erg-> 1 Tt EK) XaQx, ft (x))

27Ir( 0, vi(K ey,
() fji>|—’&

(12 X0ky) LMW-> (FRV(X 1) ~ FHV(Y, <),

(19  XL(xy) Ire -* (FAV{u, % ~ FpfiALy), @=1...1;
(14  X20ky) Vi(-> ( FHiv(x, n) ~ Flliv (y, n)), =1-. n.T
(15)  X2x,y) Ir(x)-> (FMAu " ~i(u,y))

(8), (11) and (14), (15) are quite obvious on account of the definition of predi-
cates and descriptive functions involved. To prove (12) suppose that the ante-
scedent holds; on account of Xi(x,y) xisa Qdimensional vector 0 =2, .... orre
and y its 0—1-dimensional projection ; by |,((X) we have Q-/- /t. If Q< /1, we
have (— 1 2=p; if nis a vector of at least r -dimensions, then, denoting the
components as usual by suffixes, we have Fhiv{x, n) = d/Xx( u,), F/Bv[y, ) —
ony,r «r) = ®.0Vwn,); in all other cases (i. e. if g< /x, or if nis a vector
of at most v— 1 dimensions), we have F}/ir(x, u) and F?liVy,u) both false.
(13) can be proved quite analogously.

16 For simplicity, we omit conjunction sign (except at the end of a line when dividing
formulae). For abbreviation of a conjunction or of a disjunction of many terms, we use product
and sum sign, M and S, respectively.

17 (12) for fi = n, (13) for v = re, (14) for /1 = 1, (15) for V= 1 are superfluous and
have been retained for the sake of uniform writing merely.
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4.

We can replace Xi(x)i Xr(x)’ f(*y),

267

() by a single binary descrip-

tive function C(x,y) defined throughout Y according to the tablel8

Je
J J2 1 J
Jooocoty) () h(y) ziw
§2 coky)  Xzy) X X n
= X ¢ n
ey X X ) o
J" V(x) X X X X2(Y)
i e
cox,y) for xejv, =*'=1 - Mm—1 y<€J
v(X) for x£jn, y€J,
h(y) for x£j, v=2,..n,
1ziy) for xer , yer, v=2,., n,
X forBx6jt* , ygJv, nr=2,...,n, fir/zv.
By means of £(*,y) we can write (7)—(10) in the form
(7) L@ li(y) — HEC>Y)) Am; x, Gxy)),
8) \W-i(x)\Yy)- +\v(t y))XJ{t x1y 1x)X2{t(x y),y), |
(9)' 1\(*) liy) < E& C%?)} \(v=2...,n).
(10) L)~ li(c (y3) X2, 1Y) J

Now, let us form the conjunction of (7) — (10') on the one hand (for v =

=2 ..
i,v—1, ...

vidual variable z and the predicates : Wkxv

by certain predicate variables Gul, G112 ...,

tively; thus we get the matrices

Nx=Nj (Gjh, Gj j
« M*(G1U, G112...., Gm

Gnm H”H2
n
)]

AmHv H2 Iv ...

nin (8) — (109), of (11) — (15) on the other hand (for A= 1, e, I ;
, hin (12) — (15)), then replace f(*,y) throughout by an indi-

29m» Xu Xr> In eees In
, 1., respec-

In, ;% y, 2) = [In(x) fj(y)- " In(9)*
I':I {I Iv—i{x) li(y)

JIX) Tv (y)-> 1v- 1(2) HX(y, 2)]

Iv(z) Hr(r, x) HAZ,y) ]+

[V Iv(y)-> Ix@ H2(y. )]} ,

18 It does not matter how we define £(c, y) for X£ & Yy EJV,F D1, v D1, jv# v.

8 Acta Mathematica
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Ng—=N2 (G Gnzis**? GM, H2 h,..., J,,; XYy, u—" 1Iv(x) '

| n

’/'?I’_It:vl Il(*) M) I,Dﬂ,,]gzl{[ulx,y) Ift(x)~(Gilfx, u) ~ Gilwiy, U))j .

STH > ) fv (f) »n (6 Ao, w) - Cat (u,y )] ltf2(x.y) (k) -> (G al<y (x, n) ~
~ Giv(y, u))] = [H20Ky) 1, 08 (G, (k) ~ Gaw(y, U) I}
By what we have proved, the formula

® —(*) (y) (E2) NXGUL Gi2, ..., AmMHV H2 ij, Ky, 2) &
& (8 (y) (1) NAGIU, Gn2, *++, GInn, HV HV 1V Xy, W)

obviously of the form (5), can be satisfied if A can; indeed, B is satisfied on ¥

by choosing GUL = Wm, Gp2 = com(Gm= x= Xi,H2= X2A = |j,
m;In=1 -«

5. We have still to show that also conversely, if B can be satisfied, the

same holds even for A. Suppose B can be satisfied ; i. e., there is a (non-empty)

set Y' and there are binary predicates Wm, 9112 ..., Wim, Xi, X2 unary predi-

cates |j, l,,, as well as a binary descriptive function f defined over Y’

such that, for arbitrary x,y, n 6Y",

NiOPW **112°¢¢e?vbn XI? 112« *+9 1tl9 y))

A2 (MI? M12P o9 A X BX2 T X, - XY, U);

consequently (7)) — (10") and (11) — (15) hold. Let o' be any element of ¥
By (11) we have Lia') for one of v —1, n. In case v> 1 we have
|x(C(0, 09) by (10 ; therefore, the set J' of the elements »x of Y' for which
|x (¥ holds is not empty. We shall prove that A can be satisfied on J'. Let
X ..., Xn be any elements of J' so that

and

(16) li*/iy for fi=1,...,n.

We define

17) x{) = #

(18) #)= £(F—0, X, for [A—2,...,71,
(19) yn = @K, M,

(20) jiv—) = £(*Ibyv) for v —n,..., 2
(21) = Cy()yW forv=2,...n,
(22) Ji =)

We prove by induction

(23 M=*(fi)) for P1= 1,..n.
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For [i=1, (23) follows from (16) by (17). Suppose that (23) holds for
some [0 (L &/i in —1); then by (16), with [i -f-1 instead of [i, we get from
(89, with v= L -fl, *= y = X +1, the truth of I +j(E {xd\xa + t));
i. e, by (18) with [I-{- 1 instead of U, the truth of lt+ Ja** + *),

Now we prove by induction

(24) Ip(y0©0 forv=n , . 1

For v = n (24) follows from (7') with x = xM y = xr; by (23) with /r=n; (16) with
[i =1, and(19). Suppose that (24) holds for somev, 2 &r &4 n ; then, by (16) with
f*=1, we get |,,_i (COKLY ™)), from (9) with x =xvy =y i. e, by (20),
the truth of |, _i(y(*I)).

Again we prove
(25) It(yy) forv=1,..., n.

For V=1, (25) follows from (24) with V=1, by (22).

ForV= 2, ..., n, we get by (24) from (10", with X=y™\  [t(EY % y7))
which is, on account of (21), the same as (25). By (25), we have yv ---TYneJ'-

6, By (23) with [n= n; (16) with ~ = 1, and (19), we infer from (7') with
<y =w
(26) M*(Am, A m,..., ", Nn; KSy),

By (23), (16) and (18) we get from (8), with V=L X=XH\y = A

(27) Xi(*4 x@1 0)

and F=2,..,n).

(28) XZ*4 ¥

Further, by 116), with 1y = 1, (24) and (20), we infer from (9'), with x = xxy =y *

(29) XUY*>Y'-1) (r= 2,...,n);

by (24) and (21) we get from (10", with x =y = y(n),

(30) X2AyM,yv) v = 2. n) .

Now we prove

(31) ¥W * @), yH) - y>Bv (*(&.y M)
ford=1,...,1;[nv=1,...,n;B8=fi,..., ra;a=v,..., B

Forg= a =n, (31) istrivial. Suppose that (31) holds for some pand aif/r -f-1 =
=0 = n, vS ff= re; by (23) with Qinstead ef y and (11), with x = a®
8~
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(whichimply Iu(x") and by (27) we get from (12), with x =x"\y = g~ u=y”n\

FXBVXW ,yM) ~ "FB (*<f?-i) ,y (ff)),
which gives by (31)
FX3M ny () ~ Y°>),

i. e., (31) with @Q— 1 and a instead of Qand a. Quite analogously, by means of
(29), (24) and (13) instead of (27), (23) and (12), we infer that if (31) holds for
someQand a with p £ g Si n, x+ 1= ff= n, then the same is true even for
fand a—1linstead of and a. Thus, by induction, we obtain (31) for p = Q=n,
va a On, as stated. In particular, we have

(32 ¥V(*<">y->) - EXRv{x", yW) A= 1,...,1;p,v=1,.,., B).
On the other hand we prove

(33) FXM y-) ~ FnvpB,yW) A=1,..../;p,v=1,...,n)

For p —1, (33) is an obvious consequence of (17) ; for 2~ p = n, by (28),
(23) and by (32) it is a consequence of (14) with X= y =x n=y(WK
Similarly, we can prove, using (22), (30) and (24) and (15) (with 1 instead of p)
instead of (17), (28), (23) and (14), that

(34) WXMxfl,y*) ~ Vinix*yv) A=1,.,1;pv=1,..n).
(32), (33) and (34) imply

(35)  EXMxn y»>) ~ FXa(xMyv) (A= 1,..., I;p,v=1,..., n).
Quite analogously, we can prove

(36) F XAV(x M D~ F Xu(xB , xv),

(32) FXMy(r*D) ~ WIM{YR , xv) AHA—1,.*% 11 ~A—Teee?y) .
an

(38) FXvy(n), y»>) ~ FXn(yB, yv)

By means of (35) —m(38), we infer from (35) and (26), on account of the defi-
nition of M*,
M (Niii,«o® Wm X/ ..., xmyN *ee y 1) 1

that is, the predicates ¥in, .. ., FIn satisfy A on J'. Thus the equivalence of
A and B has been proved, and so our theorem holds. ’

(Received 24. April 1950.)
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BKNAAblI B TEOPUIO MPUBEAEHWA MPOBNEMbI PA3SPELLMMOCTI
BTopas cratbs
Tpun obLime 0anH 3KCUCTeHUMaNbIA KBaHTOpU
A LLUYPAHW (BypaneLur)
(Pestome)

Teopema, JOKa3biBaeMasi B 3TOW paboTe ABMSETCA OAHOBPEMEHHO M 060CTPEHMEM Kriac
cuyecKoli TeopeMbl LLIkonemaz n yriy6neHvem, gaHHbIM Megenb4d-em u Menuncs-am.

Teopema : K Kaxpol opmyne /IOrMYeCKOro UCUUCIEHNS (DYHKUMIA MOXeT ObMb  Mo-
CTpOeHa Takasi, KOTopas C TOYKY 3peHWs1 Y0B/ETBOPSIB MOCTU SKBMBASIEHTHA e, BUH3IpHA 1 MMeeT
Bug (5), TakM 06pa3oM MOXKET 6bITb MpYBEAEHA K NMP3HEKCHOI thopme 1 B BUge (X) (y) (z) (Hu) N
n (X) (y) (Eit) (z) N. 3gecb N=Nj & N2 He cofiep>1UT KBaHTOpa.

Vfes [oKasaTenbCTBa Crefytoliast : MOXHO CHATaTb, YTO fiaHHas (hopMysia UMeeT BUf,
(xD...(Xn) (Ey\)... (Eyn) M, roe MaTpuLa He COAEePXXUT HAYEro ApYyroro KpomMe dyHKkuuia hy , .. .,
Fi asyx nepemeHHbIX. HoBas 0611aCTb wngusuayymos nycte OYAET MHOXECTBO (X,, ..., XN)
n-MepHbIX BEKTOPOB, HOBble (lyHKUMM "H\fxv(X, y) = F).(xu, yv), rae Xy uyv KOMMNOHEHTbI BeK-
TOPOB X M Y. C MOMOLLBHO 3TOr0 AaHHasA hopMyna MOXET ObITb 3aMeHeHa HEKOTOPOI MpetiviKcoi
(X) (Ey). CTpyKTypa HOBOIi 00/1aCTU nHansuayymos u cssizs HOBbIX (PYHKUMIA MOXET ObIMb
TOrfa onvcaHa MasibIM YMC/IOM KBaHTOPOB, EC/IN B 06/1aCTb nuaneuayymos mui MPUMEM n BEK-
TOpbl 60/1ee HU3KOV Mepbl, YeM N 1 (POPManM3VpyeM CreaytoLLve YTBepXaeHNA: »Bcakuli Bek-
TOp X= (XX, ..., XV) UMEET I 1 MepHYI0 »MpoeKumo« Xr (X) = (xlIt..., x»—) —cCyLLecTBYyeT ero
MOCNeAHNIA 3NeMeHT Xr(X) =XV — HaKOHeL, scskomy MEHee Yem M-MepHOMY BeKTOpY U
BCAKOMY 3/1eMEHTY Y MPUHAIEXUT BEKTOP a>(X, ) MPOeKUMs KOTOPOro X, & MOCNeAHWA ane-
MeHT-y«. Takmum 06pa3oM MOCTPOEHHblE YeTbIpe apugMeTUyeckue  yHKUuM X (X), Xr (X),
(X, y) u (Bektop) f] (X) = (Yy1;..., Y«), KOTOPbIA MO AaHHOI (hopMysie COCTOUT U3 3/1EMEHTOB
YH ¢ * <Y, KOTOPblE moryT ObTb HaleHbl K »KOMMOHEHTaM« BCAKOr0 BekTopaXx = (X1;..., Xm),
NErko moryt ObMb 00bEAVHEHBI B oany apPUIMETUYECKYIO PYHKLMIO asyx MEPEMEHHbIX, Hanpu-
Mep NPV MOMOLLHIO Tab/mubl CTP267. 3ty apUPMETUYECKYIO (DYHKLMIO OMpPefenstoT opmysibl
(7")—10"),M3 KOHBIOHKLMW KOTOpbIX cnedyeT Nr (11) rapaHTVpyeT pasHULY BEKTOPOB pas-
JMYHOW AfHBL. ® yrkuun wmoryT ObTb  OMpedeneHbl 415 BEKTOPOB /11060 Mepbl C TeM, YTO
€C/IN X BEKTOP Mepbl MeHbLLel /i, a y v, To nycTb R }flv(x, y) HeBepHo. Torga B 'PXRvix, y), X y
moryT ObITb 3aMeHeHbl CBOE MPOEKLVEN, 3a NCKIIUYeHEM TOro Ciyyasi, Korga X Kak pas fi-
MepHbIlA, ¥ y-MepHbIA. B 3TOM C/ly4ae BEKTOp 3aMeHSIeTCS CBOVM MOC/eAHNM 3/1EMEHTOM, ecin
OfIHOBPEMEHHO M COOTBETCTBYIOLLMIA UHAEKC M3MeHSeTC Ha 1. 3T yTBepXXaeHUs (opmannsm-

pyet (12)“158. M3 KoHbloHKLWN (11)—(15) npoucxoauT N2 dopmyna (5) obpasosaHHas 13
3Tux Nt 1 N2 byaeT sKBvBasieHTHa AaHHOW dopmyre.






ELEMENTARER BEWEIS EINER ISOPERIMETRISCHEN
UNGLEICHUNG

Von
L. FEJES TOTH (Veszprém)

(Wq ron G Hajoés)

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist eine vollig elementare, einfache
und anschauliche Ableitung folgenden bekanntenl Satzes :

Es sei F der Flacheninhalt, L der Umfang, r der Inkreishalbmesser und
R der Umkreishalbmesser eines einfach zusammenh&ngenden Polygons. Dann
gelten folgende Ungleichungen :

) L2_4jrFS (L—2nr)2,
@ L2— I tiF W (2nR— Ly,

Es sei bemerkt, dass bei dem Ubergang von einem nicht konvexen Gebiet
zur konvexen Hiille L verkleinert, F vergrossert wird, wahrend R unverdndert
bleibt. Daher genugt es die Ungleichung (2) fiir konvexe Vielecke zu beweisen.
Dagegen kann von der Giiltigkeit der Ungleichung (1) fiir konvexe Vielecke
nicht unmittelbar auf ihre Glltigkeit fur beliebige Vielecke gefolgert werden.
Im Folgenden- werden beide Ungleichungen auf einen Schlag bewiesen und
zwar fir beliebige Vielecke.2

Der Beweis beruht auf zwei Hilfssatzen :

Hirfssatz 1 ES bedeute S ein System von einer endlichen Anzahl von
Strecken, die in beliebiger Weise auf die Ebene ausgestreut sind und die Mittel-
punktsmenge derjenigen Kreise vom Halbmesser Q die S in i Punkten schneiden.
Dann gilt3

h + 22 H-3i34—.. = 4Sg.

1 BONNESEN—F encher, Theorie der korvexen Ko (Berlin, 1934) ; A. S.BesicoVITCH,
A variant of a classical isoperlmetrlc problem, r%UI’I‘\ of |\/bth 20 (1949), S. 84—094.

2Es ist leicht zu erkennen, dass unser Bewels vom Boden der Integralgeometrie erwachsen
ist. So sind z. B. auch die untenstehenden Hilfssatze Spezialfalle gewisser integralgeometrischer
Formeln, und zwar Hilfssatz 1 eines Satzes von POINCARE, Hilfssatz 2 der kinematischen Haupt-
formel von B 1asCHKE (W. B 1asCHKE, Vorlesungen Uier ntegralgemetrle Bd. 1., (Leipzig—Berlin,
1936)).

31Im folgenden bezeichnen wir eine Punktmenge und ihr lineares bzw. zweidimensionales
Mass mit demselben Symbol.
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Es sei zundchst s =— AB eine einzige Strecke. Wir betrachten den
Parallelbereich der Strecke s von Abstand Q und uberdecken ihn zweifach
mit Papier. Wir bezeichnen den um A bzw. B geschlagenen Kreis vom Halb-
messer g mit KA, bzw. KBund scheiden KA vom oberen, KB vom unteren
Blatt aus. Dann stimmt der einfach, bzw. zweifach Uberdeckte Teil rl bzw.
T2der Ebene mit der Mittelpunktsmenge derjenigen Kreise vom Halbmesser p
Uberein, die s in einem, bzw. in zwei Punkten schneiden. Somit ist f-2t2
die Inhaltssumme der Papierblatter :

XX -|-2€2 = 2(2ps - ap2 —2mR2 = 4sp.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Wir versehen jede Strecke des
Systems S mit je einem soeben betrachteten Papiermodell. Es leuchtet ein,
dass ein Kreis vom Radius p, dessen Mittelpunkt auf einen i-fach bedeckten
Teil der Ebene féllt, das System S genau in i Punkten schneidet.4 Somit ist

f-2i2 -j- ... nichts anderes als die Inhaltssumme 4Sp der Papierblatter,
womit Hilfssatz 1 bewiesen ist.

Honrssare 2. WIr bezeichnen mitf die Mittelpunktsmenge derjenigen Kreise
vom Halbmesser (?, deren Durchschnitt mit einem vorgegebenen, einfach zusammen-
héngenden Vieleck F aus i Teilgebieten besteht. Dann gilt

fl + X2+ 3/3+ see = F  Lq-Fnp2

Um dies einzusehen, zerlegen wir F durch etwa k Diagonalen dv ..., dk
in K -- 1 konvexe Teilvielecke Fv ..., Fk¥lvom Umfang Lv ..., Lk+L Wir fligen
zu jedem Teilvieleck das Papiermodell seines Parallelgebietes vom Abstand Q
hinzu und heben von dem so entstehenden, zum Teil mehrfach tberdeckten
Papiermodell des Parallelbereiches von F die Papiermodelle der Parallelbereiche

der Diagonalen dv ..., dkheraus. Die Inhaltssumme der zuriickbleibenden
Papierblétter ist dann
k+1 K
(Fv+ LWQ4j-8p) — ~ (2dvg + ap) = A+ Lg-fmp2
=1 v—1

Andererseits ist der von den Papierblattern i-fach bedeckte Flachenteil
genau f. Schlagen wir ndmlich um einen i-fach Gberdeckten Punkt einen Kreis
vom Halbmesser p und bezeichnen die Anzahl derjenigen Teilvielecke, die mit
diesem Kreis einen gemeinsamen Punkt besitzen, mit i-f-j. Dann ist die Anzahl

4 Dabei sind die Schnittpunkte der Multiplizitat nach zu rechnen. D. h. lauft der Kreis
durch einen Punkt, in dem etwa zwei Strecken des Systems sich schneiden, so muss dieser
Punkt als Schnittpunkt zweimal gezahlt werden.
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der von der Kreisscheibe getroffenen Diagonalen offenbar j. Da aber die in
einer getroffenen Diagonale zusammenstossenden beiden Teilvielecke nur eine
einzige einfach zusammenh&ngende Komponente zum Durchschnitt des
Kreises und F ergeben, so ist die Komponentenzahl umj weniger als die Anzahl
der getroffenen Teilvielecke, d. h. tatsdchlich i.

Damit ist der Hilfssatz 2 dargetan.

Nun fehlt zum Beweis der angedeuteten Ungleichungen nur noch ein ein-
ziger Schiitt. Wéhlen wir g so, dass r S ga R sei und betrachten das zum
Umfang L des Vielecks gehorige Papiermodell |1 des Hilfssatzes 1, sowie das
zum Vieleck gehdrige, im Hilfssatz 2 beschriebene Modell 11. Da neben der
obigen Wahl von g weder ein Kreis vom Halbmesser o ganz im Inneren von F,
noch F ganz im Inneren des Kreises liegen kann, so gehoren zu jeder Kompo-
nente wenigstens zwei Schnittpunkte. Mit anderen Worten : auf jeden i-fach
uberdeckten Punkt des Modells 11 fallen wenigstens 2/ Bléatter des Modells I.
Somit ist der Gesamtinhalt der im Modell | enthaltenen Papierblétter wenigstens
zweimal so gross wie im Modell Il. Folglich gilt

4Lqif 2 (F +Lqg+ ng?,
d.h.

L2—4nF = (L — 2n1)2 r q<R),

womit (1) und (2) bewiesen ist.

Beschrankt man sich auf konvexe Vielecke, so geniigt es, sich statt auf den
Hilfssatz 2 auf die Inhaltsformel der Parallelbereiche zu berufen. In diesem Fall
ist der obige Beweis eine Ubersetzung eines integralgeometrischen Beweises der
isoperimetrischen Ungleichung von s..:.1s in die Sprache der Elementar-
geometrie.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass der obige Beweis auch eine Diskussion
der Frage zulésst, wann in unseren Ungleichungen — die ihre Giltigkeit natirlich
auch flr beliebig gestaltete Bereiche behalten — das Gleichheitszeichen stehen
darf. Darauf wollen wir jedoch nicht ndher eingehen.

(Eingegangen am 27. Mai 1950.)
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3NIEMEHTAPHOE [OOKA3ATE/IbCTBO OAHOIo0 W3OMNEPUMETPU-
YECKOIo HEPABEHCTBA

J1. ®EELL TOT (Becnpem)

(Pestome)

MpocToe 3/1eMEHTapPHOE [OKA3aTeNIbCTBO CrIEAYIOLLIMX W3BECTHBIX YyudLLeHWiA mM3onepu-
METPUYECKOT0 HepaBeHCTBa : Ecim T o3HauyaeT n/ollafb HEKOTOPOro (He 0653aTeNIbHO suiny k-
noro) oaHocessHoro MHOTOFPaHHMKA, L ero MepuMeTp, r a R paguycbl BAKUCAHHLIX U OMKCaH-
HbIX OKPY>HOCTEl, TO

L2—41T = (L—2nr)2

L2— 4nT s (28/2 — L)2.



SUR LES NOMBRES DE LIPSCHITZ GENERALISES

Par

AKOS CSASZAR (Budapest)

(Présenté pir F. Riesz)

1 Introduction. On sait bien que, dans plusieurs parties de I’analyse,
on considere des classes de fonctions qui — sans étre dérivables — présentent
une certaine sorte de continuité réguliére. Par exemple, dans le probléme de la
convergence des séries de Fourier, c’est la condition de Lipschitz qui intervient
tres souvent. Cette condition peut s’énoncer de la fagon suivante : pour des
valeurs convenables de K et e, on doit avoir

\f(x+h)—f(x)\<K\h\«, (0< INI< e).

L’exposant a qui figure dans cette formule satisfait d’habitude a I’inégalité
0< a Si, puisque c’est dans ce cas que la condition assure la continuité de la
fonction f (X) sans impliquer sa dérivabilité.

Pour a = 1, la condition de Lipschitz équivaut évidemment a ce que les
quatre dérivées de Dini de la fonction f (x) soient finies. Il est naturel de consi-
dérer dans le cas a < 1 aussi les limites extrémes des quotients

f(x + h)—f(x) f(x)—f(x—h)
ha ha

prises pour h—mA 0. En connaissant les relations étroites qui lient les valeurs

des dérivées de Dini d’une fonction quelconque, on peut poser la question si

des relations semblables existent entre les limites analogues pour a < 1. Cest

A.S. Besicovitch [1] qui posa ce probléme et qui atteignit les premiers résultats

dans cette direction. Ses résultats peuvent étre résumés ainsi qu’il suit.
Employons les notations :

*) — f(x +h) —f(x)  f(x+h)-f{»)
Laf (%) —h_hmo h1 La f(x) _hEL-nTC i
Luf(x) = tim f{x)_;flx_h) Laf (x) = lim f{x)_gix_h)

Le théoreme classigue de Denjoy sur les dérivées de Dini montre qu’on a
presque partout

Laf(x) fe0, Laf(x)& 0, L+f(x) SO, L-f(x)S 0;
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Besicovitch établit que L+ / (ox) et L~f (x), étant finis sur un ensemble E, sont
égaux presque partout sur E ; une proposition semblable étant naturellement
valable pour Lft f (x) et L~f(x). La démonstration de Besicovitch ne peut étre
appliquée que sur des fonctions mesurables, mais j’ai réussi dans un ouvrage
récent [2] de la simplifier et en méme temps de la rendre valable pour des
fonctions quelconques. Quant au lien entre les limites supérieures et inférieures
des cOtés opposés, étant tres fort dans le théoréme de D enjoy, B esicovitch montra
sur un exemple qu’il n’existe pas dans notre cas, puisqu’il construisit une fonction
telle qu’on ait presque partout

—00 <L+f(x) =v-t(x) <La f(x) = La f(x) < +00

L’un des but de ce mémoire est d’établir une autre relation entre les
limites  / (x) etc., notamment que si deux de ces limites d'un méme cOté sont
finies presque partout sur un ensemble E, alors toutes lesquatre sontfinies presque
partout sur E. Ou, dans une autre forme : si unefonction satisfait a une condition
de Lipschitz unilatérale sur un ensemble E, elle y satisfait presque partout a une
condition de Lipschitz bilatérale du méme exposant.

Ce résultat sera établi dans ce qui suit dans une forme plus générale.
Nous donnerons le role joué par la fonction ha dans la définition des limites
La f (*) etc-aune fonction <p(h) soumise a quelques conditions convenables.
Trois de ces conditions s’imposent tout naturellement, a savoir

1. op(h) est croissant pour h> 0,
2. lim q){h) = O, lim so(h) = f-00 ,

h—>-+o0 h—>-+co
3. lim -q;) oo
La quatrieme condition consiste de ce que g)(h) doit étre une fonction
logarithmiquement concave, c’est a dire elle doit étre de la forme

(pM) = exp (®(log ),

ou <R(f) désigne une fonction concave (qui peut étre linéaire ou avoir des parties
linéaires). L'utilité de cette condition n’est pas évidente, on la reconnait cepen-
dant en analysant les raisonnements de nos démonstralions.

La fonction ¢p() étant soumise aux quatre conditions précitées, consi-
dérons les limites

fx+ 1) 10
na()

que nous appellerons nombres de Lipschitz généralisés. Nous démontrerons les
théoremes suivants :
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(L.1) Jjp f(x) et L,pf(x) étant finis sur un ensemble E, ils sont égaux
presque partout sur E.

(12) '+/(*) et Lyf(x) etant finis sur un ensemble E, Lyf(x) et
Lyf(x) sont aussi finis presque partout sur E .

La démonstration de (1.1) ne différe pas essentiellement de notre démon-
stration pour le cas spécial cp(h) = ha. Par contre, le théoreme (1.2) sera la
conséquence de plusieurs théorémes auxiliaires qui concernent quelques classes
de fonctions qui jouent un role analogue dans nos raisonnements que les fonc-
tions a variation bornée jouent dans les théoremes sur les dérivées de Dini.
Nous poursuivrons I’analyse de ces classes de fonctions un peu plus loin que
c’est nécessaire pour la démonstration de (1.2), et établirons des théoremes
analogues a ceux de Denjoy concernant les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une fonction soit dérivable presque partout.

Parallelement a ces problémes, nous traiterons les problemes analogues
concernant les nombres de Lipschitz généralisés approximatifs, c’est a dire les
limites

/(*) |Ij]r£>§%f(x " :i(f; 0 etc.

Nous établirons des résultats parfaitement semblables aux précédents, en nous
bornant au cas de/(s) mesurable. Le théoréme analogue a (1.1) se trouve, pour
le cas spécial gp() = ha, dans la note citée [2]. Les raisonnements qui figurent
dans le traitement de ces questions restent essentiellement semblables a ceux
qui servent a démontrer les théoremes (1.1) et (1.2), mais se compbquent un
peu en conséquence de la nature plus délicate des limites extrémes approxi-
matives.

2. La fonction cp(h). Dans ce qui suit, <p(n) désignera une fonction définie
pour h> 0 et jouissant des propriétés suivantes :

(2.1) cp[h) est une fonction croissante au sens strict,

2.2) lim hy =0, lim h) = + 00,
(22 o cp(h) é_>+®0|0{)

(23) _lim = +00,
/i->+0 h

(24) o) m=exp (<P(logh)) , oin O(t) est une fonction définie pour
—o00 < t< + OOet concave au sens large.

Conformément a (2.2), nons poserons ¢p{0) —O.

Il est aisé de voir que — en conservant la condition (2.4) —les conditions
(2.1) a (2.3) peuvent étre remplacées par les suivantes :
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(2.5) 0(t) est une fonction croissante au sens strict,

(2.6) 0(f) = —oo0, lim 0O(t) = + oo,

@7) im0 —1 = + oo

Dans nos raisonnements, nous n’aurons besoin de la fonction (p(h) que
pour les valeurs petites de h, ¢’ est a dire, la fonction &) ne doit étre définie et
satisfaire aux conditions (2.4) — (2.7) que dans un intervalle—oo0 < t < /.
Cependant, pour éviter toute complication dans les énoncés, nous supposerons
toujours 1] = + oo. Ce n’est pas une restriction de la généralité, puisque toute
fonction @ (t) satisfaisant aux conditions (2.4) — (2.7) dans [Iintervalle
—o0 < t <1, peut étre modifiée d’une fagon qu’elle reste invariable pour
—oo0 < t< 1j < 1j et satisfasse & ces conditions pour —oo < t< -)-00.

Comme exemples des fonctions de ce type, nous citons
<ph) = ha qui résulte de @) = at, (O< a< 1),

@h)=nh Iogh—qui résulte de 0(t) —t -)-log (—),
cp(h) = h exp Jlog l—\P qui résulte de o(f) =t+ (—2)0, (O<RB< 1.

Dans ces deux exemples derniers, la remarque précédente doit étre employée.

Nous résumons quelques conséquences immédiates des conditions
(2.4)—(2.7) qui seront employées plus tard.

(2.8) La dérivée 0'(t) existe pour— oo < t < -j-o00, exception faite d'un
ensemble dénombrable de valeurs de t, est une fonction décroissante (au sens large)
et satisfait a I'inégalité

0<o0nt)< 1.

Démonstration. Ce n’est que la derniere inégalité qu’on doit demontrer.
Or, si I’on avait, pour une valeur €9,0'(to 0, on aurait ®'(r) E 0 pourt > t0
et 0(f) ne serait pas strictement croissant. Si I’on avait 0\tf\ E 1, on aurait
0\t) S 1lpour t< tl5c’est a dire 0(f) —t serait non-décroissant pour t <
et ne pourrait pas avoir la limite -f-oo pour t-> — oo. (Dans tous ces raisonne-
ments nous utilisons le fait que 0(t) est une intégrale indéfinie de sa dérivée.)

(29) On a ) S Aepfh) pour A> 1.
Démonstration. On a

=exp j 0(logAh) — d(logh) j = exp| 0{logh + log A— ®(logh) j,
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mais, log A étant positif, nous avons en vertu de (2.8)

log h -f log X
O(logh log)—0(logh)= J &' (t) dt Silog A,

log h

et, par conséquent,
PO exp (log ) = A

<P{h)

f.d.

(2.10)--;{%"%’[ une fonction non-décroissante de h pour 0 < A< 1fixe.

Démonstration. On a

N = exp (P (log h -flog H) —3>(log h))
_I ®(log h -f log A — 0(log h)
= eXPI logT»
0(t) étant concave, le quotient
O(log h -f log 9 — 0O(log h)
log A

est non-croissant quand h croit, ce qui donne I’énoncé, log A étant négatif.
Désignons par ip(u) la fonction inverse a <p(). On voit aisément qu’elle
jouit des propriétés suivantes :
(2.11) ip(u) est défini pour n> 0, il est croissant au sens strict.

2.12) On a lim y>Uu) = 0.
( ) O—:I+g>()

(2.13) tp(u) = exp (i7(log u)), ou ~(v) désigne la fonction inverse a &),
donc une fonction croissante et convexe (au sens large).

Nous poserons m0) =0 conformément a (2.12).
Nous avons encore
(2.14) Pour 1< AS D« ud uQ on a

f(Au) & K(0,u0). 1. f(u).

Démonstration. On trouve facilement

Ny = exp Y(logu -flog ) —0 (log n)),
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et
log u -f log A
Nlog n+ logA—"(logu)= T W\) adv.

log v

Désignons par  iM(A0, u0) la borne supérieure de ~'(v) dans lintervalle
0< v a logW-log A (une telle borne existe, comme 4/¢) est monotone),
on a alors

tfNlog n -f log A— W(log u) & M(AD, u0) mlog A,

done
-N77-= exp (M(AO, u0)) A= jKAO, U0 . A,
V(“)
c.g.f.d.
3. Les fonctions (P") etc. Dans ce qui suit, nous allons employer la notation

suivante : | désignant un intervalle [a, b], (a < b),f(l) désignera la différence
f (b) —/(a)- Nous dirons que I’intervalle | repose sur I’ensemble E, si ses extré-
mités appartiennent & E. Nous désignerons par |y[+ et |y|_ la partie
positive et la partie négative du nombre y, c’est a dire

ly |+ = max (y, 0), |y|_ = Imin (y, 0) .

Nous dirons que la fonction f (x) jouit de la propriété (P,;) sur I’ensemble
E, ou tout court : f (x) est (P@ sur E, si les sommes

Y, I+),
v=1

ou{ IvJ est un systeme quelconque d’intervalles reposant sur E et n’empiétant
pas les uns sur les autres, sont bornées. D’une facon analogue, nous définissons
la propriété (N,.,) en remplacant dans la définition précédente jf (Iv) [+ par
j/(-D.) [_* Enfin, si nous remplagons |/(1\J|+ par [/(/,,))[, nous obtenons la
définition de la propriété (A,.).

On voit aisément que

(3.1) La propriété (A ) équivaut a ensemble des propriétés (P,.) et (Ny).

Nous aurons besoin de la proposition suivante :

(3.2) Pour que lafonctionf (x) soit (P*) sur Vensemble borné E, il faut et
il suffit qu'une fonction non-décroissante P(x) existe, telle que, pour tout intervalle
1 reposant sur E, on ait

(3:3) /(1) = v{P(i)) *
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Démonstration. Désignons par a et b les bornes de I’'ensemble E. Supposons
d’abord que / (x) soit (PY) sur E. Définissons P(x) par P(x) = Opour i & e
et par

P(x) :ﬁsctég q v2= 1\/\/(\f A) [+)

pour X > a, | IvJ désignant toujours un systéeme fini d’intervalles qui reposent
sur E et n’empiétent pas les uns sur les autres. Il est clair que P(x) est non-
décroissant. |1 = (a, R) étant un intervalle reposant sur E, on a

V>(\f{)\+) =% P(R)-P(a) ,
puisque I’intervalle | peut étre adjoint a tout systéme fini d’intervalles figurant
dans la définition de P(a) pour former un systéme d’intervalles qui figure dans
la définition de P(R). On en obtient facilement I'inégalité (3.3).
Supposons maintenant qu’une fonction P(x) de la propriété indiquée
existe. On a alors pour un intervalle | reposant sur E

[/(N1+ =max (/(/), 0) S max (g?(P(/)), 0) = <p{F(1)),
donc
&S 1f(D\+) *P(D
et par conséquent pour un systeme d’intervalles n’empiétant pas les uns sur les
autres et reposant sur E, on tire

2
v=l

f (X) est donc (Py) sur E.
On obtient par un raisonnement semblable :
(3.4) Pour que lafonctionf (x) soit (Ny) sur Vensemble borné E, il faut et il
suffit qu'une fonction non-décroissante N(x) existe, telle que, pour tout intervalle
I reposant sur E, on ait

V(INeT+)* 2 pW = - p()-

1()E-¢>(IV (/).

Introduisons encore la notion de loscillation positive D) de la fonction
f () dans l’intervalle fermé | :

+(1) = If(J) |+,
et d’une fa(;on analogue

Q-(1) = &P () I-.

pendant que Q(l) désignera I’oscillation ordinaire de f (X) :

Q) =suP /().

9 Acta Mathematics
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{ } désignant, comme toujours, un systeme fini d’intervalles reposant
sur I’ensemble E et n’empiétant pas les uns sur les autres, nous définissons les
propriétés (p;,), iN;) et (a;) de sorte que les sommes

V ip(Q+[Iv)) ou xp(U_(1v)) ou JV y>(Q(Iv))
v=I v=1 v=l

soient bornées. Nous obtenons pour ces notions des propositions analogues
aux propositions (3.1) a (3.4):
(3.5) Lapropriété (A ;] équivaut a I'ensemble des propriétés (P*) et (N ;).

(3.6) Pour que lafonctionf (x) soit (Py] sur I'ensemble borné E, il faut et
il suffit qu'une fonction non-décroissante P* (x) existe, telle que, pour tout inter-
valle | reposant sur E, on ait

U+Q) Se»(P*()) -

(3.7) Pour que la fonction f (x) soit (N) sur I'ensemble borné E, il faut
et il suffit qu'une fonction non-décroissante N* () existe, telle que, pour tout inter-
valle 1 reposant sur E, on ait

(1w (N 1) .
Nous dirons que la fonction/(s) est (P "G | sur I’'ensemble E, si E = rilEn
de sorte que/(x) est (P} ) sur chacun des ensembles En. Nous définissons pareille-
ment les propriétés (nvg ), (avg]) (p;0) (nig) (a;g)

Les fonctions (Py) etc. joueront un réle dans la théorie des nombres de
Lipschitz généralisés approximatifs, tandis que les fonctions (P”) etc. figureront
dans la théorie des nombres de Lipschitz généralisés ordinaires.

L, Les nombres de Lipschitz généralisés ordinaires et approxim atifs. Nous
admettrons les définitions suivantes :

LEF(x) —lim T ¥ 0 —/(*) 4/ @) = lim [ TM)—=HX)

v+ (h) N ep(h)

. - - h .

ifw -s i /O Lty = dim .
h—+o cp(h) A o <p(h)

nil(s) - limap/(** ) =-/(%) A'%/ ) —lim'pJ ~r—w

h—y+o cp(h) et <P(h)
i * * - f -f(x-h

A<pi(x) - Ilmap/( )-I( ") > Ayf(x) =limap (x)-T(x-h)
o <Pfh) >0 <Pfh)

(4.1) On a presque partout
L%f(x) € 0, Lff(x) &0, L+f(x) =0, L-f(a)siO0.
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Démonstration. Nous prouvons la premiere de ces inégalités, le raison-
nement est semblable pour les autres.

Si pour une valeur de x, on a Ly f (*) < 0, on doit avoir poure > 0Oet
%> 0 convenables

fOC+ M—HX) o < 0 pour 0< hmo

9(h)
D’ou I’on tire
Focrh) —f(0) _ e+ —f0) o) _ 9 5o ey
h h

On a donc en vertu de (2.3)

lim /<*+*>-/(«)
’=Ho h o oo

ce qui ne peut avoir lieu que sur un ensemble de mesure nulle (voir par
exemple [3], p. 271).
(4.2) On a presque partout

A+f(x)» 0, A~f(x)* 0, A+f(x)r0, J~/(x)L O.

Démonstration. Tout comme dans le raisonnement précédent, on voit
que Nipf (x) < 0 implique que la dérivée approximative def (x) est égale a —o0
dans le point x. Ceci ne peut avoir lieu que dans les points d’un ensemble de
mesure nulle [4].

5. Les nombres de Lipschitz généralisés des fonctions (P* G) et (P,*G)

(5.1) Si lafonction f (x) est (P",6) sur I'ensemble E, on a presque partout
sur E

0SLy/ (X< + oo, OS Lyf (x) < + oo.
Démonstration. En vertu de (4.1), onn’a qu’a démontrer que les inégalités
(5-2) Lyf(x)<+ oo, Lyf(x)<-f oo

sont valables presque partout sur E. On peut se borner évidemment au cas ou
f (X) est (P*) sur I’ensemble borné E.

Dans cette hypothése, désignons par P*(x) une fonction non-décroissante
et telle que, pour tout intervalle | reposant sur E, on ait

QH)s<p(P'(1)),
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I’existence d’une telle fonction étant garantie par (3.6). Désignons par A
I’ensemble des points de E qui en sont points de densité extérieure et dans
lesquels P*(x) posséde une dérivée finie. Ona E—A |= 0.

Nous montrons que, dans les points de I’ensemble A, les inégalités (5.2)
sont valables. Nous nous bornons a la premiére de ces inégalités. Soit donc
x0 6 A et choisissons le nombre 6> 0 assez petit pour que les inégalités

IP“ (x0xo h)\"> h
et

\P*(x0 + h) — P*(x0\ < K mh, (K> 1)

soient valables pour 0 < h < 6 mPour toute valeur positive de h moindre

0
que - on trouve alors entre x0 -)- h et x0 - 2h < X0 |- Sun point x1appar-
tenant & E. On a donc

f(*o+ h)—f(x0 s £+(*o,*1)) ~ PP()—P*(x0) <

iU b (ph)
@(K""~*0) «h)
< PKm(xl—x0) = | h Js (p{2Kh) s2 K
o) b )

0

en vertu de (2.9), pour 0< h < 5 On en tire

ZJf(x0) 52K < + o0,

ce qu’il fallait démontrer.
Les propositions suivantes résultent immédiatement de ce que nous
venons de prouver :
(5.3) f(x) étant (Nj,G) sur E, on a presque partout sur E
— 00 <L+f(x) 0,—o0 < L-f(x) siO.

(5.4) f(x) étant (A *G) sur E, on a presque partout sur E
—°o<L+f{x) SO & !'£/(*) < +00,
—co<L~f(x) SOsy(x) < +00.
Nous établirons des résultats pareils pour les fonctions (P V G | et les nombres
de Lipschitz généralisés approximatifs, tout en nous bornant aux fonctions

mesurables. Mais, pour cela, nous aurons besoin de quelques propositions auxi-
liaires.
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(5.5) Une fonction f(x), bornée et jouissant de la propriété (Py) sur un
ensemble E, coincide sur cet ensemble avec une fonction g(x) qui jouit de la méme
propriété sur la droite entiére.

Démonstration. Désignons par E la fermeture de E. Posons g(x) =f (x)

pour x €E, tandis que pour X EE —E, g(x) prenne une des valeurs

lim / (xn), xne E.f (x) étant borné sur E, une telle limite existe toujours.
XNn-+ X _ _
g(x) est (PN sur E, puisqu’un systéme fini d’intervalles, reposant sur E et
n’empiétant pas les uns sur les autres, peut étre modifié de fagon que les inter-
valles nouveaux n’empiétent non plus les uns sur les autres, reposent sur E,

n

et la somme "V v{\ g("v) |+) differe de sa valeur originelle aussi peu que I’on

veut.
(a, B) étant un intervalle contigu a E, posonsg(x) =g(@) poura < x <R,
Si a est la borne inférierure de E, posons g(x) = g(a) pour x < a; si b est la

borne supérieure de E, posons g(x) = g(b) pour x > b. Il est clair que g(x),
ainsi défini, est (PV) sur la droite entiére et coincide avecf (x) sur I’ensemble E.
(5.6) Une fonction g(x), (Py) sur la droite entiére, est mesurable.

Démonstration. Désignons par g+Xx) la limite suivante :

g+(*)= ¢ lim oix + hy

On voit aisément que I’ensemble des points x pour lesquels on a

gHx) —g(x) > -
est dénombrable, on a donc
g(x) - «+(*).

exception faite des points d’un ensemble dénombrable. De Ia, il s’ensuit que
I’ensemble des points x ou g(X) S a contient ses points limites du c6té droit,
excepté peut-étre un ensemble dénombrable de ces points. Comme les points

de I’ensemble
E [g09 W]

qui en sont points limites du cété gauche mais qui ne sont pas points limites du
cbté droit sont en multitude dénombrable au plus, on obtient que I’ensemble
E [g(x) a a] differe de sa fermeture en un ensemble dénombrable au plus,

il est donc mesurable. Cela montre gue g(x) est mesurable.
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(5.7) La fonction f (x) étant mesurable et (P VG ) sur I'ensemble mesurable E,
on a presque partout sur E
(5.8) arp f (X) < f-00, arpf (X) < -(-00.
00

Démonstration. Nous avons E = ~ En la fonction f (x) étant (PIj) sur
el

chacun des ensembles En. Nous montrons qu’on peut choisir les ensembles
Enmesurables. Car, d’aprés (5.5) et (5.6),/(x) coincide sur Enavec une fonction
g (s), mesurable et (P yI) sur ladroite entiére, et, par conséquent, on peut remplacer
Enpar la partie, commune de E et de I’ensembleE [f (X)= g(x) ], qui est mesu-
rable. On peut encore supposer que les ensembles En sont bornés.

Les ensembles En étant ainsi choisis, fixons la valeur de n. On trouve
selon (3.2) une fonction non-décroissante P(x) telle qu’on ait pout tout inter-
valle | reposant sur En

(5.9) f() a <p(R(1) .

Désignons par A I’ensemble des points de En qui en sont points de densité et
dans lesquels la dérivée P'(x) existe et est finie. On a TEn—Aj =0.
La proposition sera donc établie si nous montrerons que les inégalités (5.8)
sont valables pour x CA.

A ce but, posons x0 £A. Nous établirons pour x —x0 la premiére des
inégalités (5.8). On a en vertu de (5.9) pour d> 0 suffisamment petit

f(x)—f(x0 < y(PXx) —P(x0) " <p{(P'(xg +1) (x—x0)~
& — x0) AX— X0 Fx —*0)
pour 0 < x —x0< 6, x £En.

En appliquant (2.9), on a donc

(5.10) —f (X)) < P'(x0) -f 1 pour 0 < x —x0< 06, x é En.

<PpX — x0)
Les points x dans lesquels (5.10) n’est pas valable appartiennent donc pour
0<x —x0<d a I’'ensemble complémentaire de En. En étant mesurable, cet
ensemble a la densité 0 au point x0, puisque xOGA est point de densité de En.
On en tire I'inégalité

Apf (*0) = P'bl + 1 >

ce qui était encore a démontrer.
Par la combinaison de (4.2) et (5.7), on tire
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(5.11) Lafonctionf (x) étant mesurable et (Pv,G) sur I'ensemble mesurable E,
on a presgque partout sur E

04 nef (< -foo, 0 ss afff(X) < + oo.
On obtient d’une facon analogue

(5.12) Lafonctionf (x) étant mesurable et 6) sur l'ensemble mesurable
E, on a presque partout sur E

—co < N+/(*) 0, — 00 < A~f{x) =0 .

(5.13) La fonctionf (x) étant mesurable et (Ay G) sur I'ensemble mesurable
E, on a presque partout sur E

—o0 < A+f(x) 04 JI+f{x) < + oo ,
—o00 < A~f{x) 60 &4 ~A~f(x) < + o0 .

. Criteres sur les classes (Py G) etc. Dans ce qui suit, nous établirons des
résultats qui permettent de constater le caractére (P 6) etc. d’une fonction

(X) sur un ensemble E dés que I’on sait que quelques-uns parmi ses nombres
de Lipschitz généralisés sont finis.
(6.1) Si pour une fonction f (x) on a

—o00 < L+f(x) O Lyf(x) <4-00 pour Xx éE,

alors [(x) est (A" G) sur E.

Démonstration. Désignons pour p =1,2, ... pai Ep I'ensemble des
points x avec

X CE et \L+f(x)| <p, li+ f{x)I<Pe

Désignons alors pour g — 1, 2, .. . par Epgl’ensemble des points x pour lesquels
on a x EEp et

\f(x+h)—f{x)\<pg>{h) pour O

Considérons enfin pour r =0,4;!, i2, e« I’ensemble Epy qui consiste de la

. . rra-l o
partie commune de Epget de I'intervalle * On a évidemment
@ 00 +00
E= X X X

Epqr ,
P=1 9=1 =0

de sorte qu’il suffit de démontrer que la fonction f (x) est (A*) sur chacun des
ensembles Epar.
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Fixons a ce but les valeurs p, g, r et considérons un intervalle | = [« ]
reposant sur Epy . On a alors
a£Epr et 0<B —a$sS —,
4
de sorte que pour x£1, y £1, les inégalités
\f(x)—f(a)\ =P P(x—a) =ra>{z—a) ,
Iy)—/(«) I=p Fj—a) =P FAB—2a)
sont valables. On a donc
\E(x)—f(y) \ = 2 pcp(B— a)
pour X£j, y£I1 et, par conséquent,
L) £ 2 pcp(R— a).
En vertu de (2.14), on en tire
y>(Q() s K u2p ny(<p(f—a)) = k mw2p u(B— @),
K étant un nombre ne dépendant que de p et de g {I,} étant alors un

systeme quelconque d’intervalles reposant sur e et n’empiétant pas les uns
sur les autres, on a

2 f(U(IV))E2pK 2 (B»— <y s 2pK ~,
= V=i q

c’est & dire, / (x) est (A*) sur Epor.
(6.2) Si, pour une fonction f (x), on a

4f(x) < -fO0O pour x CE,

laors f (x) est (PAG) sur E .
Démonstration. Désignons pour p =1,2, ... par Ep I’ensemble des
points x avec

XEE e Lyf(x) <p.

Désignons alors pour q =1,2, par E I’ensemble des points x pour les-
quels on a

X £Ep et f(x-\-h) —f (#) <paq(h) pour 0<hS —
4
Considérons enfin I’ensemble Epr consistant de la partie commune de EF4

et de ror+l ,(r=0,i 1,0 2 ..))

Tout comme dans le raisonnement précédent, nous montrons que f (x)
est (Py) sur Epr. Cela résulte du fait que poura £Epr, B £Epr,a< B on a
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fiR)—f(a) <P<P(R— a),
et, par conséquent,
4>(\f(B) —/(«)[+ ) <WIP m<p(B"a)) = K(& a),

d’aprés (2.14), la fin de la démonstration étant semblable a la précédente.
Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates de ce que
nous venons d’établir.
(6.3) Si, pour une fonction f (x), on a I'une des inégalités

—°0 < L+f(x) = L+f(x) < +00
ou

—c°o<L~f(x) =L~f(x)< +00
pour x 6 E, alorsf (s) est (A*G) sur E .
(6.4) Si, pour une fonction f (x), on a I'une des inégalités
L+f(x) < +00 ou L~f(x) < +00

pour x é E, alors f(x) est (PyG) sur E .
(6.5) Si, pour une fonction f (x), on a I'une des inégalités

L+ /(*)>—00 ou Lyf(x)> — ©°°

pour x €E, alorsf (x) est (N"G) sur E .

Les propositions suivantes sont d’un caractére un peu différent.
(6.6) Si, pour une fonction f (x) qui est (N "6 ] sur I'ensemble E, on a

un=*=) <+ooetLyf(x) < + oo

pour x € E, alors f (x) est (A*G) sur E .

@
Démonstration. On a par hypothése E — ~ End’une fagcon quef (x) est
=i
(N”) sur Enpour n =1,2, ... . Désignons par Eml’ensemble des points x avec

x € Enet LMpf(x) < p, Lyf(x) < p, pP=12...).
Désignons par Enm I’ensemble des points x pour lesquels on a

x € Em
et
f(x +h)—f(x) <p<p(h), f(x)—f(x —h) <pcp(h)

pour 0<hS —, @=1,2,...) .
4
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Posons enfin

r+1 -

Nous allons montrer que la fonction f (x) est (A*) sur chacun des ensembles
Enpar, ce qui entraine évidemment la proposition.

Considérons a ce but un intervalle | — [a, B] reposant sur Enpa, les
valeurs n, p, g, r étant fixes. On a pour a & *<y S R

f(y) —/(«) <P<P{y—a) = Ht—a) ,
fB) —/(*) < PHE—X  B—2) ,

fly) —/(x) < 2p (PB—2a) — (f(®) —/(a)) .

f(x) —/(a) = p Px—2) S p PB—4a) ,
f(B)—f(y) —P qG—y) = P<P(B~a) ,

10x) —f{y) "2pcp(R —a) — (103) —/(a)) ,
et par conséquent

If(y) —/0x) != 2p qB—a) — (I(?) —/(a)) .
i@ "2p gB—a)— /() —/(a) .

Considérons maintenant un systeme { 1v }d’intervalles reposant sur Ergr
et n’empiétant pas les uns sur les autres. Désignons par U' la sommation étendue
sur les valeurs de y avec

f(Rv) —/HO = —2P<P(v — «©>),
(av < RBv désignant les extrémités de IR), et par E" la sommation étendue au
reste des indices. On a alors

AE(U{IVv) S N'xp(p(p{lv—av)) * K mdp Y' (v — av)

donc

On a de méme

donc

On en tire

et
>"y(Q(Iv)) E 27" W—2(f(Rv) —f(aV))) =
=y V2IHKRV)—/KO 1-) S K2 V" V(|/(/3v)—/(a,) |_) .
La premiere de ces sommes étant moindre que K mdp «— et la deuxiéme

étant bornée par hypothése, on trouve que E' + E" est borné, ce qu’il fallait
démontrer.

On trouve par un raisonnement analogue
6.7 Si, pour une fonction f (x) qui est (P*G) sur I'ensemble E, on a

L +f (x)>—0O0et L~f(x) > —o00
pour x CE, alors f (r) est (A*G) sur E.
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Dans les propositions suivantes, nous tirerons des conséquences du fait
que quelques-uns des nombres de Lipschitz généralisés approximatifs de la
fonction f (¥ sont finis.

(6.8) Si, pour une fonction f (&), on a
—00< [+/(*) = A+f{x) < +00
pour x | E, alorsf () est (A"G) sur E .

Démonstration. Désignons par Ep pour p = 1,2, ... [I’ensemble des
points x pour lesquels on a
x €E , —p <AM(x) SNy f(x) <p .
Désignons ensuite pour g = 1,2, ... par Epj I’ensemble des points x avec
x £EP
et
h A
E \f(y)—F(x)\> P<P(y—Xx) , x<y3=x+A ‘,I S Pour <M==
y q
Désignons enfin pour r =0,i 1, i 2,... par Epr la partie commune de
Epg et de I’intervalle r r;rqll . On a évidemment
D O Ie
E= X" v V Emg
p=1l g=1 r=—o03

Il suffit donc de montrer que / (¥ est (A ) sur chacun des ensembles Epr .
Considérons a ce but un intervalle 1 = [a, B] reposant sur Epy (p, g, r
étant fixes). Posons y = 28—a . On a alors

y—a y—=R

E 1f(x) —/(a)! > p<p(x—a) , a< xSiy < 4 o~ 2

\f(xX)—f(B)\> p<p{x—RB) , R <x Sy tev-B
Il'y a donc un point x0 avec
B<x0=Y,
l/W —/(«) 1=p<p(x0— a) =p<p(r —a),
\f(x0 —/ iB) | =P<P(xo— R) = P?IY — a).
d’ou I’on tire selon (2.9)

I/Oa_/(«) = 2p< p(y — a) — 4p(;>(/'7—a)
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Il s’ensuit que pour tout systéeme {iv~ d’intervalles reposant sur Epgr et
n’empiétant pas les uns sur les autres, on a

Yy Wf(lv) h= Y cpv —an)) A K Mp  (Rv—av),
v=I \%

ce qui montre que/ (x) est (A ) sur Epry .

On obtient par un raisonnement analogue :
(6.9) Si, pour une fonction f(x), on a l'une des inégalités

—oo0< n+/(x) E AH(x) < +00
ou
—O00< A-f(x) = A+f(x) < +00
pour x CE, alorsf (x) est (AyG) sur E .
(6.10) Si pour une fonction f (x) on a
Apf {x) < oo et /lyf (m) <-bco
pour x €E, alorsf (x) est (P*G) sur E .
Démonstration. Désignons pour p =1,2, ... par Ep I’ensemble des
points X avec
x £E et AM(x)<p, Aff(x)<p.

Désignons ensuite pour g =1,2, ... par E I’ensemble des points x pour
lesquels on a
x €EP
et
. h
I (yy—/ (*)> PViy—*)? x<ySx+h <,
1) —F(Y) > Past—Y), x—nsj<x < ﬁ\

pour 0<hS —-

Désignons enfin pour r = 0, JM, Jr2, ... par E I’ensemble
r r+1
F ey ? e
q q
On a
o @O +@
N X’

- ~ par
p 9=1 r=—C0

Nous montrerons que f (x) est (Pv) sur chacun des ensembles Epx .
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I = [a, B] étant un intervalle reposant sur Epr (p, g, r étant fixes), on a
BR—o

4
R—a

EJ(*)--/(«) > p<pfx—a), a< xSHB <

E o f(B)~~f(x) >P<RR— % + aSx<B

il y a donc un point x0 avec

a< x0< B
et
f(x0)—f(a) = P 40— «) =P<P{} — a),
f(B)—Tfixg =P<P{l — x0 =PV{R — a)-
On en tire

f(R) - 1., =2 pcp(BR—a) ,
et par conséquent

\f(R)—fia)\+ = 2P<P(R— a) .
On termine la démonstration comme dans les raisonnements précédents.
On obtient pareillement
(6.11) Si, pour une fonction f (x), on a

Ny f\x) > — o0 e A"(x) > —o00
pour X€ E, alorsf (x) est (N1,6) sur E .
i T Eqalité des nombres de Lipschitz généralisés supérieurs resp. inféiieurs
(7.1) Pour toute fonction f (x), I'ensemble des points x avec
Lyf(x) < L$f(x) < + oo
est de mesure nulle.

Démonstration. En vertu de (4.1), on n’a qu’a démontrer que pour
0<p < ¢<r I'ensemble Epr des points x satisfaisant a I’inégalité

0= fx)<p<g<Llyf(x) <r
est de mesure nulle. Désignons par E  I’ensemble des points x avec
:6EI1
et
f(y)—f(x) <r(p{y—Xx) pour X<y =X _"_,
f(x)—f(y) <P P(x—Y) pour X ____;1/\ y < X

Il faut démontrer I’égalité |Epgmj = 0.
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Supposons que pour certaines valeurs convenables p. g, r,n on ait

| Emm|’> | . Désignons par x0 un point de densité extérieure de E . On
a alors la relation
(7.2) f(x) —/(*,) > qep{x— x0)

pour des valeurs x > x0Qarbitrairement voisines de x0; x1soit une de ces valeurs
assez voisine de x0 pour que les inégalités

0< —x0< -
n

et
JEom “ [0, X1 j> T(xa X0

soient valables, A désignant un nombre suffisamment petit pour que I'on ait

0<r< let@l-] < --—---
\nj
Il 'y a donc un point x2 avec
XX—1j (xt—x0 <x2<x1let x2 CEpmn .

On a alors en vertu de x2 GEgmet 0 < x2—v0< —
n

[(*2)—/(*0) < P 94*2— %) = P HU*1— *0)

1
et en vertu dex2CE_ ,0 < xx—x2< —
n

1(*D)—/(*D < rxi —*2) = rviv (*i—*0)) »
d’ou I’on tire
[(*1)—/(*0) < P Y*1—*0) + r ) (*! —*0))
Mais nous avons selon (2.10) et 0 < xx—x0< —
n

<P (i — *0)) &
94*7 — o)

et par conséquent
f(x7) —f(x0) < P 9K*i — *0) + T 94*1 — *0) =9 P(*i— *0) »

en contradiction avec (7.2) qui est valable pour x = xx . Cette contradiction
montre que notre hypothese jEpgmj> 0 était fausse.
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(7.3) Si pour une fonction f () on a
Ly f(x) < -boo, Lyf(x) < + oo
pourxt E, alors on a
££/(*) = Lyf(x)
presque partout sur E .
(7.4) Si pour une fonction f (x) on a
L+f(x)>—o0, L-f(x)>—00
pour x eE, alors on a
L;f(x)=L-f(x)
presque partout sur E .

Ce sont des conséquences immédiates de (7.1).
(7.5) Pour toute fonction mesurablef (x), M'ensemble des points x avec

Ayf(x) <A+f(x) < +00
est de mesure nulle.
Démonstration. On n’a qu’a démontrer en vertu de (4.2) que, Epr
désignant I’ensemble des points x pour lesquels on a

0a Aol o <p<g<I+f (@) <r,

la mesure de Epr est zéro.
Désignons par fj un nombre suffisamment petit pour que I’on ait

o< M< 1, 7)) < £E= P>,

et considérons pour n = 1,2, ... I’'ensemble E  des points x tels que
6 Ep
et E. f{y)—fix) > r(P{y— x), x <iy Wx -\-h < —A,
Iy ’

IE f(x)—f(y) > P9ix—Y) »x —h=y<ga <-—h
y

our 0<Ir= —

pou 7

Désignons enfin par Epom I’ensemble des points x appartenant a Epmn et de
la propriété que la densité extérieure supérieure a droite de I’ensemble

B [/(y)—/(*) > ap(y—>)]

dépasse au point x la valeur e On a alors
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co 0,

. _v
T L L
de sorte qu’il suffit de démontrer qu'on a Epyk|= 0.

Supposons qu’on ait pour certaines valeurs convenables de p, g, r, n, K
\E pkl> 0 . Désignons par xO un point de densité extérieure de I’ensemble
A = Emrk qui appartient a cet ensemble. On trouve alors des nombres h
arbitrairement petits pour lesquels on a

'pJp qrnk

(7.6) )I; [/(y) —/(*0)> quiy—Xob *0<y = X0+ b] >
Soit hO un de ces nombres assez petit pour que les inégalités
(7.7) 0< hO< T A ¢ [x0,x0h0] > K

soient satisfaites, f (x) étant mesurable, on conclut de (7.6) que

(7.8) I)E/[/(y) —/(*b) > qB{y—*0) »X0< Y = *0 + M ‘G

En vertu de (7.7) et (7.8), on trouve un point ag avec
(7.9) x0< XI<x0+h0, XleA, f(xj)—f(x9 >qg(p(x1— x0.

1
Nous avons maintenant en vertu de X0€ A, aqéA et 0 < ag—x0< —es
inégalites

)llf[f{Y)—f{X(D > rpy—x0), x0<y =4aj < "(qg x0,

JELC)—F{y)>  —y» —Y<*i] <~(xi~ x0 .
|y

qui entrainent I’existence d’un point x2 avec
< *2< %0+ V*l — %) »
(X2 —/(*0) = TRX2—X0 »
f(xi)—f(x2 =PHX ~ x2) =

On en tire
f(xi)—f(x0 = P& —*2) + r K2—*0) =
= BO(Hi—*0) + 1 (1— *0)

1
Mais nous avons selon (2.10) et 0 < xr—x0< — 1
n
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(v (*i— *0)) s fyi) <g—p
FN—X) )

ce qui donne

f(xi)— f(x0 <P<P(xi— x0)+ e " r<p(x1— xo0) =q<p(x1— x0).

Cette inégalité est impossible en vertu de (7.9), et ceci montre que notre hypo-
thése jEprk 1> 0 est fausse. C. . f. d.
On en conclut aisément

(7.20) Si pour une fonction mesurable f (x) on a

A+f(x)<+o00, Ayf(x)< +o0o0

pour X 6 E, alors on a
A+f(x) = A~f(x)
presque partout sur E.
(7.11) Si pour une fonction mesurable f (x) on a

n+/(*) > —00, A~f(x)> —oo0
pour X 6E, alors on a presque partout sur E
A+f(x) =A-f(x).

B. Conclusions. Les résultats établis permettent d’énoncer les propositions
suivantes :

(8.1) Si lon a pour une fonction f(x), en presque tous les points d'un
ensemble E, Vune des inégalités

—o00 <L +H(x)SL+f(x) < +00
ou
—o00 <L~f{x) S L-f(x) < + oo,
on a alors presque partout sur E
0 aL+/(*)=!-/(*) < +00
et
-00 <L+f(x)=L-f(x)=z 0.

Démonstration. (6.3), (5.4), (7.3) et (7.4).
(8.2) Si 'om apour unefonctionf (x), mesurable sur 'ensemble mesurable E,
en presque tous les points de E, Mvne des inégalités
—00<A+f{x) =sn+/(X) <+ 00

10 Acta Mathematica



300 K. CSASZAR

ou
—00<A~f(x) r=N1~/(x) < +00 ,

on a alors presque partout sur E
0=A~MKX)=A-f{x)<+o00
et
-00<4+f(x) =Ajf(x) SO.
Démonstration. (6.9), (5.13), (7.10) et (7.11).
(8.3) Si I'on apour unefonctionf (s), mesurable sur I'ensemble mesurable E,
en presque tous les points de E, l'une des inégalités
L+f(x) < + ooou L~f(x) < +00,
on a alors
0=Avf(x)=A~f(x) <+ OO
presque partout sur E .
Démonstration. (6A), (5.11) et (7.10).
(8.4) Si I'on apour unefonctionf (s), mesurable sur I'ensemble mesurable E,
en presque tous les points de E, I'une des inégalités
tpf(x)>—oooulL-f(x)>—o00 ?
on a alors
—o00<A+f(x) =A~f(x) SO
presque partout sur E .
Démonstration. (6.5), (5.12) et (7.11).

(8.5) Si I'on a pour une fonction f (1), en presque tous les points d'un
ensemble E, I'un des groupes d'inégalités

jlr(*)<+°°> L~f(x)<+o00, A+f(x)>—o0o0, N“/(8)>—o00
ou
L+f(x)>— 00, L-f(x)>—o00, Jl+/(a)<+ oo, N7/(a) <+00,
on a alors
—°o<L+f(x) =L-f(x) SOS 1Jf(x) =L~f(x) <+o00
presque partout sur E .
Démonstration. (6.10), (6.11), (6.6), (6.7), (5.4), (7.3) et (7.4).
(8.6) Pour gue I'on ait presque partout sur E
—°o<L+f(x) s L+f(x)< +00,—o0< L~f(x) SL~f(x)< + oo,

il faut et il suffit quef(x) soit (A |6 ] sur un ensemble HC-E avec [E— H | = 0.
Démonstration. (6.3) et (5.4).
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(8.7) f(x) étant mesurable sur Mensemble mesurable E, la condition néces
saire et suffisante pour qu'on ait presque partout sur E

A+f(*) < +00, A-f(x) < +00,
resp.
A%f(x)>—o0, n*“/ (x)> —o0,

c'est que f (x) soit (P "G ) resp. (N"6 ) sur un ensemble HCE avec\E —H =0-
Démonstration. (6.10), (6.11), (5.11) et (5.12).
(Recu le 25. juin 1950.)
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OB OBOBLWEHHbBIX 4YWMC/IAX JAMNWUWUA
A. UACAP (BypareLur)
(Pesiove)
Myctms /(x) PYHKUMS OQHOro [eCTBUTENbHOro nepemeHHoro. Mpy 0 <a<1 A LW
BesnkoB/MY HasbiBaeT L +/(X)= Km# N —1O . MpaBbIM BEPXHUM 4MUC/IOM Jlvnwumua

/(x) nopsigka a B Touke X [1], COOTBETCTBEHHO BBOAA MpaBOe HWKHee, /IeBOe BEPXHee U /1eBoe
HWKHee umcna Jimnwmua, obosHadass nx La /(x), L+/(x), La /(x). Be3nKoBMY [OKa3blBaeT,

yto ecm /(x) nsmepumasa yHKUUS, TO U3 Toro, 4to L+ /(xX)u L~ /(X) KOHEUHbl B TOYKax
HeKOTOpPOro MHoxecTBa E, crnegyeT, UTO OHM paBHbI MOYTV BO BCEX TOYKaxX 3TOFO MHOXECTBA.
ABTOp foKasan [2], uTo Teopema BepHa M B c/lydae HeusMepumbix /(X).

OpHoli 13 rnaBHENLWMX Leneli paboTbl SABNSETCH 06HapY>XEHWE HOBOM CBS3M MeXay
ymcnavm Jivnwmua. 3Ta CBA3b 3aK/I0YaeTes B TOM, YTO eC/V fiBa OAHOCTOPOHHMX uucna Jnn-
LLMLIA KOHEYHbI B TOUKaX HEKOTOPOro MHOXeCTBa E, To MouTy BO BCeX TOUKax 3TOF0 MHOXeCTBa
N OCTa/lbHble YMC/A KOHEYHbI, T. €. e /(X) B TOUKax HEKOTOpPOro MHOXecTBa E yaoBneTBo-
psieT OAHOCTOPOHHEMY ycnosuio JIMNLLIMLA, TO B 3TOM MHOXECTBE MOYTY Be3fe Y/AOBMETBOPSET
[BYXCTOPOHHEMY ycrosuio JIVMWIMLA Takoro >ke nopsgka.

OpfHako aBTOp [OKa3bIBAeT 3TOT pe3y/nbTaT B 6osee 06LLE dopme : ponb, KOTOpyH ha
UrpaeT Npu BBEAEHWN umcen JIMnwmua, MOXHO rnepefatb 6osee 06wmM yHKUmAM <p(h), KOTO-
pbe YOBMETBOPAIOT CMEAYIOLMM ycnosumam :

1. tp(h) pactywas dyHKUMA npu h> o,
2. Hm tpth)=0 Hm f(h)
Gt o h—>+ 00

3 Hm O

—+ 00,
n>+o h

10
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4. o{h) norapumuyeckun Bbinyknas, T. e. 9?(ft)=exp<l>o°gft), rae ®(0 BbINyKNas (B
06LLEM CMbIC/E) (DYHKLMSA.

Mycts 0606LLeHHbIe Yncna Jiunwmua gyHkumm / (X) @ L+ /(x) = lim i KO -0

y = )

W. T. . MOXHO A0KasaTb Criefytolise TeopeMbi :

(1.1) Ecnu L+ /(x) u L~ /(X) KOHeYHbl Ha HEKOTOPOM MHOXecTBe E, TO OHM MoYTK Be3fe paBHbI
Ha 3TOM MHOXeECTBe.
(1.2) Ecnm L+ /(x)n L+ /(X) KOHeYHbl Ha HEKOTOPOM MHOXecTBe E, TO Ha 3TOM MHOXecTBe

MoYTW Be3de KOHeUHbl U L~ / (X) n 1(x).

[JokasatensctBo (1.1) B OCHOBHOM COBMAfaeT C [0Ka3aTeNIbCTBOM (2), OTHOCALLMMCA K
cneuunansHomy cnydato, Korga <ph) = ha. [okasaTensctBo (1.2) NpovcxoguT npu oMoy
psga nemMn, OTHOCALLMXCA K CBOWCTBAM HEKOTOPbIX KaccoB (PyHKUMA. Pofb 3TWX Kiaccos
(hyHKUMIA B AOKa3aTe/IbCTBE MOX0XKa Ha Posib (hYHKLUMIA KOHEYHBIX N3MEHEHWIA B TEOPUM MPOM3-
BOAHbIX [uHW. PaboTa mccigfyeT aTu KnacChbl QyHKUWA ray6xe, Yem 3TOro TpebyeT [oKasa-
Te/bCTBO (1.2) M YAAETCA HATM pas/iMuHble CBA3N MEX[y KOHEYHOCTbIO 0GOOLLEHHBIX YMcen
JIvniimua HeKoTopoi yHKLMM 1 NPYHAANEXHOCTBIO €8 K 3TUM KJlaccam (hyHKLMIA.

ViccnenoBaHus aToli paboTbl PacnpoCTPaHsTCA M Ha MpUBAvXKeHHble  060BLLEHHbIE
yvcna Sivnwmga. Ecnn Mbl paccMaTpyBaEeM JLLb M3MEPUMbIE (DYHKLMKW, TO CPeay HUX UMe-
OTCA CBSA3M COBCEM [MOXOXME Ha CBA3WN 00bIKHOBEHHBLIX 0606LLUEHHBbIX uuces Jlvnwmua. WX
[l0Ka3aTeNbCTBO BO MHOrOM MOXOXe Ha [l0Ka3aTeNbCTBO TeopeM (1.1), (1.2), XOTH, pasymeeTcs
MOSIB/IAKOTCA HEKOTOPbIE OC/IOKHEHUS! B CBA3N C 60/1e€ TOHKUM CYLLECTBOM npm6n|/|>KeHHoro
rnpegena, YTo HeCKO/IbKO YBeNIMUMBaeT 00bEM HEKOTOPbIX PaCCyXAeHWNA.



ON MEAN SYSTEMS
By
L. FUCHS (Budapest)
(Presented by A. RénYI)

8 1. Introduction

The concept of mean values was introduced in 1930 by A. K olmogoroff
[13J1and quite independently by M. N agumo [16]. They defined a mean value
to be an infinite sequence of continuous, symmetric and strictly increasing real
functions M2(x£ X2, ..., Mn(xx . . xn), ... satisfying the reflexive law :
M, (X, ..., X) = Xfor all n and all x, and a certain kind of associative law :

Mn (X% ..., xn) — Mn(Mk, ..., Mk, xk]i, ..., X,

with Mk — Mk (xv .. ., xK for every natural integer kK = n.2 They proved that
these conditions are necessary and sufficient for the quasiarithmeticity of
the mean, i.e., for the existence of a continuous and steadily increasing function
/ (x) so that Mn may be written in the form

(1) Mn (k... x)—f- 17D+ e T =23 ..)

where/-1 denotes the inverse of f(x). The fault of beauty ofthis definition of
mean values is that here mean values are defined for all and not for any fixed
number of variables. Analytic means of complex numbers with a definite number
of variables were considered by G. Aumann[6]. Later st. Fenys [8] SUCCESS-
fully set himself the task of finding necessary and sufficient conditions, without
assuming analyticity, for the quasiarithmeticity of a mean value of a fixed
number of variables. J. Aczer’s merit is the discovery of a very simple axiom,

which he called bisymmetry [1]; this states that
Mn [Mn (xn, ..., xIn), ..., Mn(xw, ..., xnn)]

is invariant under the change of any two elements xik and xk (i, k = 1,2, ..., n).
This property is very easy to handle and can be used as an adequate substitute
of the above associative law3 for defining quasiarithmetic mean values with a

definite number of variables.

1 Numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of the paper.
2 Observe that this associative property for K -N implies reflexivity !
3 The connection between the two concepts was discussed by J. Horvath [11 ].
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B. de Finetti [9] and T. K itagawa [12] were the first to consider weighted

means Mn (ny, fa, ..., fa) as functions of 2re variables xt, fa and gave
conditions for the quasiarithmeticity in the sense that
(1.2 Mn (xr, fa, ..., fa) = / - 1(fafixj) + ... + faf{xn))

with a continuous increasing function/and 0 < fa< 1, fafa= 1.4J. 4 c.¢113)
showed that, if we omit the postulate of symmetry, then the quasiarithmetic
weighted means are obtained. Thus weighted means appear simply as non-
symmetric means. Explicit formulae for the functionf (x) together with a new
simple system of postulates for quasiarithmeticity have been given by J. Aczen
and st. Fenys [5] if the means have continuous second derivatives.

In the discussions of J. » ..«1 [3] the law of bisymmetry plays a central
role. The power of this concept is shown even by the fact that the theory does

not lose much of its force if reflexivity fails to hold : as J. Aczer [2, 3] has
proved, in this case instead of (1.2)

(L3) MRV ... %) = f~ 1 (D) + ... + + KX)

holds with a suitable continuous,increasing function/fand 0 < / (i= 1,2, ..., n).

The bisymmetry is a law of pure algebraic character. This becomes more
evident if we write the function Mnas a multiplication and at the same time
we restrict ourselves to two variables :

(ab) (cd) = (ac) (bd).

This law was first discussed for quasigroups by D. C. Murdoch [14] as a substitute
for the common associative law. From our present point of view the mostinter-
esting result in this direction is due to K. Toyoda [17] and D. G Murdoch [15]
who proved, independently of each other, that in quasigroups with the bisym-
metry law and with an idempotent element it is possible to introduce a new
operation under which the elements form an abelian group. (The converse was
shown by R. H. Bruck [7] : he has given a method of constructing all such

quasigroups from abelian groups.) These investigations show the usefulness of
the notion of bisymmetry in abstract algebra.

The present paper is concerned with a generalization of the previous
results on mean values in an algebraic direction. We consider operations5
defined in completely ordered systems, possessing the properties of mean values.
We shall see that the methods as well as the results of the theory of mean values
of real numbers can be carried over without change. A surprising feature of the
present development lies in the fact that one can avoid arguments concerning
metric and can restrict oneself to pure algebraic axioms. Since the axiom of

4 See also J. Aczél [4].

6 We shall confine ourselves to two variables without essential loss of generality and
so we consider the forming of the mean as a binary operation.
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continuity, which was used by all previous authors working on this subject,
is not an algebraic one, it will be replaced by an »archimedean axiom« which
asserts that if a < ¢ < b, then forming the mean ab of a and b, then the mean
(@b)b of ab and b, and so on, after a finite number of repetitions we exceed c.
It can be shown that this axiom not merely expresses an archimedean-like
property, but in view of the main theorem it is equivalent to the well-known
archimedean axiom for real numbers. We shall also see that our archimedean
axiom and continuity (which may easily be defined in ordered systems) are
direct consequences of each other if the other axioms for the systems hold.
But, in spite of this, we shall use throughout (with the exception of 8 6) the
archimedean axiom to make clear its power in the discussions.

After having laid down the definition of the systems considered, called
mean systems, and its immediate consequences, we direct our attention to the
commutative case on which we shall base the general discussions. Substantially,
the present method follows the arguments of J. Aczer [3] supplied with some
observations on the automorphisms of mean systems and giving a new method
for determining the weights. The main theorem is Theorem 2 which gives a
detailed information about the structure of mean systems : it shows that mean
systems are isomorphic to afinite or infinite interval of real numbers under the
operation offorming weighted arithmetic means. This result may be interpreted
as a statement of our generalization of the theory of quasi-arithmetic means
being only seemingly proper, since the systems considered are abstractly equi-
valent to some interval of real numbers. The special case of quasigroups is
discussed in detail, by making use of the T oyoda—Murdoch theorem cited above.

8 2. Definition and preliminaries

By a mean system we shall understand a set M satisfying the following
axioms 3

(1) M is completely ordered, i. e., a relation LLis defined between the
elements of M with the properties : (i) for any two elements a, b in M
either a= hor h = a holds, (i) a=band b™ aimply a =b, (iii)a=0b
and i=c implya= c (iv) Mis complete in the sense that any non-void
subset of M bounded from above (below) has a least upper bound (greatest
lower boundg in M, or equivalently, any Dedekind cut in M defines an
element of M;7

(2) any two elements a, bof Mhave a uniquely definedproduct ab= cin M,

(3 multiplication is idempotent : aa = a for every a in M;

6 Abbreviatedly, l.u.b. and g.l.b., respectively.
7 The equivalence of these two conditions may be proved by usual arguments.
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@ multiplication is strictly monotone : if a > b. then ac> be and

ca> o> for every cin M;

(B) bisymmetry law holds : {ab) {cd) —{ac) {bd) for any four elements
of M ;
(6) multiplication is archimedean8: if a < ¢ < b. then there is a
natural number n such that multiplying a by b «-times on the left (right),

we have9bb ... ba> ¢ {abb ... b> ¢) and dually.

From these axioms one can readily deduce the following simple pro-
perties of M.

(@ Multiplication is intern : if o > b, then a > ab > b as well as
a> ba> b for all a, binM. These are obvious consequences of (3) and (4).
In view of this property it is natural to call the multiplication in Ma mean
operation.

{8) The intern character of multiplication implies that M is dense in the
sense that between any two distinct elements there is a third. Hence, if Mis
finite, it consists of a single element.

{y) The (twosided) cancellation law holds : ax = ay (or xa = ya) implies
x =y. In fact, x> y or x <y is impossible, since these would imply by the
monotonicity law ax > ay and ax < ay, respectively.

(& Bisymmetry and idempotency imply distributivity in the following
senseld: a{be) = {aa) {be) = {ab) {ac) and {be) a = {ba) {ca). Hence it follows
that a certain kind of associative law is fulfilled : {ab) a —a (ba) for all a, b
in M, and therefore, by dropping the parentheses we may write this simply as
aba. Moreover, aa .. . aba ... a has a well-defined meaning if we stipulate
that this isto be understood as b being contained in each parenthesis omitted.

(e) By (<9, ifbis any fixed element of M, the mapping a->ab {a—d) of M into
itself (more precisely, onto a part of M) is an isomorphism of M with some of
its subsets. IfTM happens to be a quasigroup, i. e., both equations bx = ¢ and
yb = c are (uniquely) solvable for any given b and c, then these isomorphisms
are clearly automorphisms of M. w

(E) The concept of a limit may be introduced in an obvious manner.
We say thatthe sequence av{v =0, 1, 2,...) converges to a limit a (in sign
av-> a) if forany given intervalll {b, ¢) of Mcontaining a in its interior (6<a<c)

8 For the reason why we have so chosen the terminology see footnote 16, and also
section 5.

9 Without fear of ambiguity we may writeb. . .ba for b™... [b(ba)] ... .

10 (Added 10 Sep. 1950) In the 1st Hungarian Mathematical Col\r}g{ess, Prof.
E. Marczewski told me that in a paper under publication in the Colloquium Mathemeticum
Knaster discussed the connection between distributivity and bisymmetry.

1 By an interval (b, ¢) of M we mean the set of all elements lying between b and c.
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there is a natural number n depending on b and ¢ such that b < av< cwhen-
ever v >n. Asinthe case of real numbers, it is easy to conclude that a monotone
increasing (decreasing) sequence bounded from above (below) has its lu.b.
(g.l.b.) for its limit.

() The following lemma shows that the continuity of the mean operation
is a consequence of the above axioms.

Continuity Lemma. Multiplicatioii is continuous in the sense that av—»a
implies avb— ab (bav—ba), or more generally, av-> a and bv—=b imply aviv —»ab.

Evidently, there is no loss of generality in restricting ourselves in the
proof to the case of a monotone increasing sequence av. Under this assumption,
the sequence aJ is again monotone increasing and has ab for its upper bound.
Consequently, there is a l.u.b. ¢ = ab which is at the same time the limit of
aw. We have to prove that ¢ < ab is impossible. Supposing c< ab and using (6),
from ab < c < ab (with any fixed v) we conclude that by multiplication in
a suitable number oftimes we have ¢ < (a,b) (@) (@b) .. . (@b) = (avaa ... a)b
[use (d) !]. As avtends to a increasingly and avaa ... a < a, there must exist
an ap such that awa ... a < afl. Hence we obtain that ¢ < a*h, a contra-
diction to the definition of ¢, and therefore aw-> ab, in fact. A similar reasoning
applies to establish the remaining part of the statement (use monotony!).

{ The continuity of multiplication was used as a substitute for our
archimedean axiom by previous authors dealing with the theory of mean values.
Therefore, it seems to be desirable to show how the archimedean axiom may be
derived from continuity. Assume continuity and form the sequence a0 = a,
ax —ab, a2 = ahb, ..., for a < bh. This sequence has certainly a limit I, because
it is monotone increasing and bounded from above (av * b). It is evident that
the sequence aw must have the same limit I. Hence, by the continuity of the
mean operation we infer that | = lim av= lim (ah) = (limav) b = Ib, which
is impossible unless | = b [cf. ()] . This implies that for every given c between
a and b there is an avwhich exceeds c, that is, (6) holds.

(i) If g(x) is any function on M to itself, then it is natural to call g(x)
continuous, if, whenever xvtends to x, the sequence g(xv) converges to g(x).
By continuity lemma, any function composed of products of a finite number
of constants and variables (for simplicity we say : a polynomial) is continuous.

(y) For polynomials we have the important lemma :

BolzanosLemma Let g(x) be a polynomial such that there is a v with
g(v) < a and a w with g(w) > a Then the equation g(x) = a has a unique root
X in M.

At first we observe that each polynomial is either a constant or is strictly
increasing as x runs increasingly over all elements of M. Hence it follows at
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once the uniqueness of the solution. In order to prove the existence of a solu-
tion, let us consider the set L of all v with g(v) fi a and the set U of all w with
g(w) = a. Since neither L nor U is empty and have at most one element in
common, they are the lower and upper classes of a Dedekind cut in M. Let z
be the element defined by this cut. For this z we can have neither g(z) < a nor
> a, since e. g. in the first case taking a sequence wv in U tending to zthe sequence
g(tw) must converge to g(z) owing to the continuity of g(x). This is, however,
impossible, since g(wv) = a while g(2) < a

As a corollary to Bolzano’s lemma we obtain that if a < 6then ax —bis
either uniquely solvable or ax < b for every x. It also follows that the mapping
a—mab (a->ba) is an isomorphism of M onto a subinterval of M.

The special rules and properties of M which we have hitherto demon-
strated will henceforth be used without explicit reference.

8 3. Commutative mean systems

At first we consider the special case of commutative mean systems. There-
fore, in the course of this section we assume in addition to (1) — (6) the axiom

(7) multiplication is commutative : ab = ba for all a- b in M.
We shall set up a one-to-one correspondence (pbetween the real numbers lying inthe
interval (0, 1) and the elements of an arbitrary interval (a, 6) of M. This correspon-
dence will have the property that multiplication in the mean system Mwill corres-
pond to forming the classical arithmetic mean of real numbers. In the construct-
ion of the function pmapping (0,1) onto (a, b) we shall follow principally the
method of J. Acze112 ; therefore we may restrict ourselves merely to the main
steps of the procedure.

Put 920 = a and qi(l) = band define @ recursively on the set A of proper

dyadic fractions by the rule (write the numerator of the dyadic fraction —
in the form d= 26'-f-e with e = 0, 1):

( &\ b'+ £
on -V\(Z"-l oV (" —"e

IP is evidently a steadily increasing function and it is easy to conclude that it
satisfies the equation

(3.1) 95(f) (p{y)=<p

12 Cf. Aczél [2] and [3]. For the case of N variables see [1].
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, 2d + e . 28+ ¢
Indeed, put g = v and rj = sl and apply the method of mathe-

matical induction on the exponent of 2 in the denominator to obtain

p(i) <p(ri) 9 d+e M iy 1\i/V :

< 1)< J n- = r 11l
K i M 2! 2%t

9 & ¢ 0 e 0
1 2m-1 9 o1 9lyrTT 19 gna

d-f &-)-¢€ o bt o« f2 6+ 20+ e+ €'\ f+
@ 2|| 9 w H 9\_
H d |

(use the definition, commutativity, bisymmetry, induction hypothesis and
again the definition).

If 0< 1 < 1lis not a dyadic fraction, it defines a Dedekind cut in A
vith L; and Us as lower and upper classes, respectively. The set L ofally = 9 in)
with j in Lt is not empty and is bounded from above, hence has a l.u.b.y"
Similarly, let z' denote the g.l.b. for the set U of all z = p(Q with " in Uz
Evidently we have a<y' S 2/ < b. y' < z'is impossible, for supposing this
case we have y' < az'z' ... & with nz'-s for a sufficiently large n and hence
for ally in L and z in U the inequality y < azz ... z holds. This means that

holds for a fixed

94) < 9 ("—---2-,,-- --)/,i.e., (pbeing increasing, j <C — —

integer n and for all dyadic fractions rj, £ with j <£-<£. The impossibility of
this shows thaty' = z and hence we may define <) =y' = z'. This reasoning
also implies that the elements of (a, b) corresponding to the numbers of A are
everywhere dense in (a, b). Hence it is easy to conclude that the function gris
steadily increasing, assumes every element of (a, b) and satisfies the functional
equation (3.1). Thus the function < provides a one-to-one correspondence
between (0,1) and (a, b).

In order to extend this correspondence to the whole of M, we observe that
if b < c then the real number y corresponding to ¢ may be calculated without
any difficulties on the basis of a < ¢' = aa ... ac < b and the number corres-
ponding to c'. It is easy to verify that the extended function s strictly increas-
ing, defines a one-to-one correspondence between a real interval 1 and M and,
finally, it satisfies the functional equation (3.1). The inverse function f (x) of

Ja J—
% maps M onto | and has the property f (xy) = -----—- ------- for all x,y in M.

Since there are various ways of selecting the elements a, b which were
made to correspond to 0, 1, it is expected to have several functions f ()



310 li. PUCHS

defining an order-preserving correspondence between M and some real interval

I' such that f (xy) f(x) +1(y) In fact, together with f (x) each function

g(x) = <*f(x) -7 for all real a> 0Oand + gives rise to a desired correspondence
between M and some real interval I". Conversely, any such correspondence has
1)+,

the form g(x) = of (x) r witha> 0, since gp

= gCty) =
= 9XHIW) op putting f(x) = £,F(y) = §

E+V gp® +9<p{v)
2

isJ ensen’s functional equation13for the real function grp(»). The only monotone
solution of it is the linear function g<f(£) =orf + T,i. e.g(x) = crf(x) |- r
(u> 0)14, as stated.

This completes the proof of

Theorem IM(K olmogoroff, N agumo, F eny&, A czél) If M is a commutative
mean system, then there exists a strictly increasing functionf (x) {fp its
inverse) defined on M with values in an interval 1 of real numbers such that multi-
plication in M is performed by the rule

f*y) = TW 4/(y)
or, equivalently,

{E) V)

for all f, f]in 1. The function f (x) is unique up to a linear transformation.

We observe that the converse of this theorem is obviously true.
In view of Theorem 1 we see that M is a quasigroup if and only if @is
defined for every real number, i. e., ifM is in a one-to-one order-preserving

13Cf. e. g. Hardy, Littlewood, P6lya [10], p. 74.
141f we admit of order-reversing functions too, then we may omit the additional condi-
tion a> 0 and put az/~ 0.

16 In the light of this theorem the terminology of ,archimedean® in our present sense

may be reformulated :ifa <;y <; 3 then there is an n such that y < A2I'I , that is,

2n(R—y > R—a which is actually nothing else but the well-known archimedean axiom for
real numbers.
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correspondence with the system of all real numbers so that (3.1) holds. In fact,
by Theorem 1, the root of an equation cx —dmay be expressed in terms of the

corresponding real numbers y, £ d in the form — — = 6, £ —20—y. The

number £ belongs for all y, d to the same interval as y, 6 if and only if the
interval | consists of all real numbers (the trivial case when M and hence
I consists of a single element is left out of consideration).

In case <pis defined for all real numbers, one may introduce a new operation

0 in M in the following manner :
X0y = <pE)o <pt]) = PE -fri) = z

By definition, M becomes under this operation a linearly ordered abelian group
which is isomorphic to the additive group of the real numbers.

The operation o can be described without making use of the function (p
merely by referring to the quasigroup character of M. Indeed, z = x oy is the
root of the equation az = «,. for ifa = 9x0), x = <PE), y = i), z = <PE),
then we have £ = £ r1j. A direct proof of the fact that under the operation
o thus defined M is an ordered abelian group can be found in section 5.

It is worth noticing that the automorphisms of M (with respect to both
the multiplication and order-preserving) may be characterized by means of the
function (p Each automorphism x <—yy of M induces a steadily increasing
function £<—>nA = ¢(£) on the real numbers. From x1x2u—yJr Y2 (if *1*—*»
and x2<—yy2 we conclude that g(£) must satisfy Jensen’s functional equation

" g(Ei); 9(") and since p(€) is monotone, we get o) =a£ + r

with some fixed <> 0 and r. If the real interval | is the set of all real numbers,
there is no restriction imposed on ff> 0 and T : any such linear function induces
an automorphism of M. But if / is a finite interval (a, B), either open or closed,
thena and T are uniquely determined by the fact that the range of o(l) must
be the entire interval (a, ), so that only <t=1, 1= 0is possible and therefore,
if / is a finite inteival, M has no automorphisms other than the identity mapping.
If, finally, Llis finite only from one side, say from the left, | —(a, -f-00 ), then
from a= p(a)=cra+ T we get a relation betweena and T: 7= a (1— a)
and any linear function of the form q@® = a£ (-a (1—a) (a > 0) defines an
automorphism of M.

8 4. Non-commutative mean systems

Next we turn our attention to general mean systems, when commutati-
vity is not assumed. We shall prove Aczer’s theorem stating that a mean opera-
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tion is essentially a weighted arithmetic mean. The pioof given here is a some-
what simplified and algebiaized form of J. a ..«:'s original proof s

Let t denote an arbitrary but fixed element of M and let two elements
x and y be given. The equation

(4.1) (i) (1) = (ia) (Y1)

has bysciz2n0s lemma a unique solution z in M,since min (X,j) SzS
S max (aYy). Write the solution as z —x [ y. We now show that x J1y is a
commutative mean operation. Evidently, [ is defined for all x,y in M, and is
by definition commutative, idempotent and strictly monotone. In order to
prove that it is archimedean, we observe that by

[t [(yx) 11 =[Ga) ()] [(yt) {01 = [(=2) (yB)] [(ty) ()] = (ia) (V) = (&2) ()
we have

ally = min (Ay, YA), ally 1y S min (Ayy, YAy, yyA), etc.

Hence, using (6), it follows the archimedean property of A. In proving the
bisymmetry we need a simple lemma.
Acoers Lennats FOF any four elements (x Ay) (uAv)—xu A yv holds.

Proof. {tllaAy) WA} {l@Ay)(u ANl =
= {li@AY] [@Ay) I} {[tu AL] [ A»I]} =

= [(%) (rOl I(tu) (1= [i Cu)] [(yn) ] = [t (xu /T y0)] [au Ayv) 1],
whence the statement follows.

Lemma implies distributivity : u(a Ay) = (> A»)(@/ly) =un Auy
and (@ Ay) u= aw Ayu.

We observe before passing on, although in what follows we do not need
this fact, that a /1y is independent of the choice of t. For, if u is another element
of Mand (z) (zt) = (x) (yt) and (uw) (ivu) = (ua) (yu), then z —w. To verify
this, we form

w[(=) (Y] u= [(ut6) (weu)] [(uyu) (utw)] = [(uua) (tuu)] [(uyu) (utw)] =
= {u[(wa) yu)] I {(tuu) (utu)} = Ju[(uic) (vu) It {(tuu) (utu)}

and hence conclude that in u[(ia)(yt)] u both elements a and y may be
replaced by w, i. e., u[(tz) (zt)] u—u [(ia) (yt)Ju=u [(fie) (let)]u. This establishes
our contention.

Resuming the proof of the bisymmetry of A, we show that in
w=(ally) 1 WA v) the elements y and u may be interchanged. In fact,

16 Note that this is a certain kind of bisymmetry!
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by Aczers lemma (tw) Wt) = [ix 1y)] [(u 4 t)(J = (ty 4 tx) (ut Awt) is
equal to (ty) (ut) A4 () (vt) and thus the bisymmetry of the original operation
implies that y and u are interchangeable. This establishes the bisymmetry and
hence completes the proof that [ is a commutative mean operation.

It follows by Theorem 1that there is a function @mapping a real interval
| onto Msuch that <yz) g viv) = <@ Put this into Aczer’s lemma to

obtain (f is the inverse of @)

P £+ ,<bi|'? + 7Ny M(y(fyfe)) +/(?2(»?) Y (@)

or

o LBty (e +F 1>(8) $ () +H{<pW 2(<¥))

This shows that the real function F({j,r]) =f(<p(E) <(rj)) satisfies Jensen’s
functional equation for two variables :

£+ VrQ+<n = F(E'Q) + W->a)

2 7 23 2
which has only one monotone solution: F(£,r]) =Af + un\ + v for some fixed
ATli, v, that is to say,

?2(E) 4{V) =4>(te + No + *)e
Apply thisto | = §1—0, thento £=1 —1;we get v—0and X-\- L —\
Byinternness we have min (f. ) = 2% 4 /» = max (|, j) andthis leads to
0< A< 1 0</r<I. We have thus pioved

Theorem 2. (Aczer) If M is a mean system, there is an order-preserving
one-to-one mapping <Pof a real interval | onto M and a real number A with
0 < A< 1 such that (£,rjinl)

<pE)cp(r)=y(NE£+ prj) with A+/t=1
or, equivalently,
f (xy)=A/(x) +pf(y) with A+p=1
wheref is the inverse of op,17 that is, M is isomorphic to afinite or infinite interval

of real numbers under the operation of forming weighted arithmetic means.
It might be of some interest to give a method for determining the nume-

17 As in the commutative case, one may readily prove that the function/ (*) is unique
up to a linear transformation. However, a direct proof of this fact is unnecessary if we take
into account that the operation J1is uniquely determined by the original operation and both
oporations have the same function f (X).



314 L. FUCHS

rical value of Awithout reference to the function/.18 For this purpose we define
rk(x) = xaa ... a(k-times) and Ikx) = aa ... ax and form the sequences
ro) > rAb) >eme> a and I0{) > Ifb) N d » Consider the set L d*
all rational fractionswith rk(b) = In(b) and the set U of all j with mp(b) =

neither of L and U is void. In virtue of the relation rk(In[x)) = Inrk(x))
for all non-negative integers /c,n and all x in M, it is easy to see that
r-kb) = ridrk()) rk(ljb)) =Inirk(b)) = In(In(t)) = IXAb) and, in general,
mib) = Im(b) 1°r every natural integer m. This leads us at once to
the fact that L and U are the lower and upper classes of a Dedekind cut, conse-
quently, there is a unique real number x defined by this cut. A simple calcu-

i . log(l— . . )
lation shows that if we put ---=- S g ----- —X, then this equation has a unique

rootd A lying in the interval (0,1) and satisfying the equation of Theorem 2.
This process also implies that the weight Ais uniquely determined.

There is no difficulty in verifying that what has been said in the preceding
section about the automorphisms of M in the commutative case can be carried
over without change for the non-commutative case.

§ 5. Mean systems which are quasigroups

By the same argument as in the commutative case it is readily seen that
M is a quasigroup under the mean operation if and only if the function / of
Theorem 2 maps M onto the system of all real numbers. If this is the case, it is
possible to introduce anew operation o in M, making M into an ordered abelian
group isomorphic to the additive group of all real numbers :

x oy =9>(I) + 9*) =9°(E+ ») =*e
Now we are going to give a direct proof of this fact without reference to
the function/ or sp At the same time we give a new proofof Theorem 2 in case
M is a quasigroup, for this proof is somewhat simpler than that given above
and does not need a previous discussion of the commutative case. The present
method rests on a theorem due to K.Toyoda[17] and D. C. Murdoch [15] for
which we give heie a new proof.

Theorem 3. (Toyoda—Murdoch). Let N be a system with a binary Operation,
written as multiplication, satisfying

(1) ab is a uniquely defined element of Nfor all a b in N,

18 A practical method has been given by AczEL and Feny& [5]: the partial derivatives
of the mean function M (x,y) in the place x —y yield the numbers A and . However, this
method of course fails in our present case, since derivatives can not be defined.

19The function X () = 1— A9— $k is continuous in (0, 1), %(0) = 1, %(1) = — 1,
while %) = 1— Y. A*-1is throughout negative (observe that Yi> 0).
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(2) N is a quasigroup under multiplication, i. e., ax =b and ya = b have
unique solutions in N,

(3) bisymmetry holds : (ab) (¢d) = (ac) (bd) for all a, b, ¢, d in N,

(4) there is an idempotent element e in N, ee =e.
Then one can define a new operation O in N, in terms of the original operation,
under which N becomes an abelian group.

Let e be an idempotent element of N. Consider the equation
(5.1) exe = (ea) (be)

and define a0 b as the unique solution x of this equation.* A direct consequence
of the definition is that for all a, b in Nwe have aob =bOa,a0Oe=eOa =a
and by the quasigroup property of Nthe equations a Oy =b and 20a=1> are
uniquely solvable for y, z in N. Further, from the fact that io

ef(a0b) o clee = {[e (a0 b)] [ee]} e = [(ea) (be)] [cee] =[(ea) (cc)] [bec]

the elements a and ¢ play a symmetric role (by the bisymmetry in N) we can
conclude that the operation O is associative. Hence it follows that under the
operation O Nis an abelian group with e as unit element?.

It is immediate that if the system N is ordered and a > b implies ac > be
and ca > ¢b for all ¢, then a > b implies @ O ¢ > b O ¢ for all ¢, so that N’ becomes
an ordered abelian group.

Now we prove Theorem 2 again by making use of Theorem 3 and without
appeal to Theorem 1. Therefore suppose that the quasigroup N of Theorem 3 is
a mean system M in the sense of § 2. We associate with each element x of M a
real number & in the following manner.?? Put f(a) =0 with a equal to e of
Theorem 3 and f(b) =1 for some b > a, and let f(b") =nand f(b™")=—n.
To define f(x) for an arbitrary x, we first prove that O is archimedean in the
traditional sense : if given e =a << ¢ <<d, then there is an integer n such
that ¢" > d. In fact, define the sequence d,, d,, ... recursively by d; =d and
ad,a = (ad, . ,) (d, . ,a). Then d, = max (ad,, d,a), for the contrary case
would imply adia = (ad,) (dse) > (adya) (ad;a) = adya; further, d, = max
(aad;, ad,a, d,aa), etc. Consequently, by axiom (6), there is a k such that
d, <c. Hence we obtain d,_, =d,o0d; <coc=c¢c d,_, <c?,...,d =
=d < 21 q.e.d.

20 If multiplication is commutative, (5.1) may be written in the form exe = (ae) (be) =
= (ab) e, that is, ex = ab; cf. section 3.

21If we intend to emphasize that we are considering N as an abelian group under O,
we shall write N° for N.

22 For the sake of simplicity we denote x Ox O ... Ox (with n terms) by am and the
inverse of x by a¥—1(x—10 x = e). We do not discuss the trivial case if the system
considered consists of a single element.

11 Acta Mathematica
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We hence infer that the set L of all fractions k/n with xn S bk and the
set U of all p(q with xq S bp are not empty and, as readily seen, they are the
lower and upper classes of a Dedekind cut; therefore they define a real number £
and we putf (x) = £ It is easy to verify by the same arguments as already
used several times that the function f (x) so defined becomes a strictly mono-
tone increasing function, assumes all real values and satisfies the functional
equation

(5-2) f(x?y) =1(*) +1())-
Before proceeding we observe two simple facts.

Lemma 1. For all x,y in M we have xa Oay =xy.
Proof: using the definition (5.1) with e = a we have a (xa Oay) a =
— (axa) (aya) ==a (xy) a.

Lemna 2. FoOr all x,y in v we have (x Oy) a - xa Oya.
Proof: a(x Oy) aa — [(aq) (ya)] a = \a (m3)] [(ya) a] —a(xa Ovya) a

The latter lemma shows that the mapping x —xa is an automorphism
of the ordered group M° (order-preserving!). This automorphism induces a
steadily increasing real function y(£) sothat/(xa) = ipf (x), and the functional
equation (5.2) implies that the function ip must satisfy cauchy’s functional
equation y(£ -~t?) = ¥(£)+ WIH)- This has the only monotone  solution
Y(E) = AE i. e/ (xa) = A/(m;). Since xa lies between a and x, we must have
0< A< 1

The same reasoning shows that / (ay) =fif(y)- Lemma 1 together with
(5.2) implies thatf (x) =f (xao ax) =f (xa) -~/ (ax) =Xf(x) - /uf(x) =
—(A+ I)f (x) for all x, whence A+ 1 = 1is obtained. This establishes by
Lemma 1 that

fOxy) =1(*« " ay) =Al(*) + Hf(y) Mth 0 < AL At =1
which is just the statement of Theorem 2.

8 6. Remarks

It is of some interest to inquire to what extent the above results are modi-
fied if one of the postulates (1)—(6) is removed. Here we mention only three
cases.

1. Mean systems without completeness of order.
If the order of M is not complete, then it is not expected to have a correspon-
dence between M and an interval of the ieal numbers. But, as is well known,
M may be embedded in a completely ordered system M*, and then the mean
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operation of M may be extended to the new system M* in an obvious manner
just as addition, multiplication etc. are defined for irrational nambers. Thus
M* becomes a mean system in the sense of § 2. Theorem 2 is true for M* and
hence even for M with the sole modification that the function f (defined by
the mean system M*) maps M onto some subset of a real interval I.

2. Mean systems without idempotency. We turn our
attention to the proof of

Tueorem 4. (Aczér) If on a completely ordered set M an operation is
defined which is monotone, bisymmetric and continuous 23, then there is a function
f on M onto an interval I of the real numbers such that

Flxy) =24f(x) +u f(y) +7 (4, n>0)
with suitable real numbers A, p,7.

If given x and y, solve the equation xy =2z for z, existing by Borzano’s
lemma, and write z =x V y. We show that \/ is a mean operation. It is
obviously idempotent, monotone increasing and continuous, further it is
bisymmetric: t =(x\V y)V (¢V v) is, on account of the formnla (1) (¢) =
—[@Vy) @Vl [V @Ve)] =[E=Vy) @&Vy)] [@Ve) @Ve]=
= (xy) (uv), symmetric in y and u. Hence, Theorem 2 implies the existence
of a steadily increasing function fon the set M onto a real interval I such that
f@Vy) =2f@) +u fly) (0<2 <1,4 4y =1) for suitable 2, yu’, or
xVy=y¥E+ pn) with & =f(x), n =f(y). Pat xy =(xVy)(xVy) =
=@ + un) @& + p'n) = p(X¢ + wn) and  hence by (xx)(yy) =
= (xy) (xy) we may write

ffp(X'E + u'n) =y fp (&) + w'fy @)

or

FoX & + wn) = Xfp(E) + p'fpln) O<¥<l, ¥ $p' =1)

The only monotone increasing solution of this functional equation is the linear
function f@(&) = 6 & 4+ v with o> 0, consequently, f (xy) =f(2'§ + u'7) =
(oX) &+ (o) n +v =Af(x) +puf(y) +» with 4, > 0, as stated.

3. Extern operations. Now we consider systems M in which
the axiom of monotony, (4), is replaced by

(4") a > b implies ac > bc and ca > cb for all ¢,
that is, multiplication from the right preserves, while that from the left reverses
order.?* On account of idempotency, (4’) implies that the operation is extern :

%3 Here continuity seems to be more natural than the archimedean axiom.

24 Extern operations were not yet discussed. J. AczfL remarked that the results of
J. AcztL—St1. FENYO [5] on twice derivable real means hold even for extern means. — Clearly,
there is no idempotent operation with the property that multiplication from both sides rever-
ses order.

1n*
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ifa> b, thenab> a> baand ab> b> ba, i. e, neither ab nor ba belongs to
the interval (a, ft). For extern operations we may prove a theorem similar to
Theorem 2 :

Theorem 5. Let M be a completely ordered set with an idempotent,
bisymmetric and continuous® binary operation satisfying (4'). Then there is a
mapping f of M onto a real interval® | such that

f(ry) =*f(x) +Hf(y)

holds with suitable fixed real numbers A> 0, p < 0 and A-\-p —1

For the proof we may proceed on the same lines as already described in 84.
First we note that, for any fixedt in M, (tx) (vt) is a steadily decreasing function
ofs and y, and so is (tz) (zt) of its variable z. Hence by B olzano’s lemma (which
is an easy consequence of continuity) we may conclude that for any given
x andy there isaz = x 4 y such that (4.1) holds and this z is a continuous
function of x and y. Since the further course of the proof does not make use of
monotony, but merely the cancellation law holding even for extern operations,
we conclude that there exists a function/mapping M onto a real interval | and
satisfying f(xy) = A/ (x) Jpf(y) -f-v for some fixed real numbers Hp, v.
By idempotency we obtain v =0 and A4 p = 1 From (4) we infer that
f(x)>f(y) implies Af(x) + pf(z)> Al(y) +pf(z) and A/@) +pf(x) <
< Al @ -\pf (y) forall zinM. Therefore A> 0 (moreover, 4> 1)and p < 0,
and this completes the proof.

(Received 23 August 1950)

DIt is easy to see that here the archimedean axiom lacks of meaning.
2 Of course, the interval | here must be open.
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O CPEJIHUX CHUCTEMAX
JI. ®YKC (Bvyganemr)
(Peziome)

A. H.Koamoropon [13] 1 M. Harymo [16] BBesin HoHsITHE KBasHa pH(hMeTHUECK O CpesiHek
Jr0 taKkasg GYHKUMA X = Mp (X, ..., Xn) K KOTOPOH MOXXHO HaTH TaKYI0O MOHOTOHHO BO3 pa-

¢ 1
cralmyio (GpYHKOHIo f(x),uro f x ,=-— (/ )+ ... + f(xn)). CucremMa aKCHOM, OTHoCS-
n

masicsi K KBasHapH(pMETHYeCKHM CpPeJHAM, AaHHasi HMH, o0Jajaer TeM HeJOCTAaTKOM, 4TO
CO/le PXKAT TAaK VIO aKCHOMY, TIPH NOMOMH KOTOPOH oIpejeseHHe BO3 MOXKHO JIHIIb JJISI J11060ro
n OJ{HOBPEeMEHHO, a He /ISl JII0GOro olpejesieHHOro 11 0TAeJbHO. 3T0 YeTpaHsieT JJisl aHaJH-
THuecKHX (VvHKUHH I'. AymaHH [6],a 105 He aHaaHTHUeCKHX (VHKuui U. PeHbe [8].

1. Aueny vjajgoch 3aMeHHTb YKa3aHHYI0 akchomy KoamcropoBa u Harymo ojpHo#M
XO0pouo NMpyMeHsie MO aKCHOMOH — OHCHMeTPHYHOCTHIO :

M [Mn (%1 -y %n)ys o o0 Mn (Xngy -+ o5 Xnn)] = Mn [Mn (%15 - o5 X015 - -y Ma (Xan, . - -5 Xan)]-

Janee Anes MoKa3aJ, 4TO €CJH pacCMaTpHBaeM He CHMMETPHYHble CpefHHe, TO IpPHAEM K
B3BeIIeHHbIM KBa3Ha PH(METHYECKH M CpeIHH M.

Hacrosimas pabora, ynorpe6Jsisi B CYmHOCTH MeTO] Anesia, e PEHOCHT TEOPHIO KBasH-
apu(MeTHYECKHX CpefHHX Ha Gosiee o0mue ajrefparueckre chucreMbl. J{iist pocToTsl pabora
YIOBJIETBOPSIETCST TEM CJIYyaeM, Korja n = 2.

CpejHeli cucTe MOM Ha3bIBaeTCsl TAaK0€ MHOXKECTBO M, KOTOPOE V/IOBJIETBOPSIET CJE/VIo-
mHM akcHoMaMm: (1) M pacmono)keHO JHHEHHO H BCSIKHH orTpe3ok JlefieKHHAa oOIpeaeJisieT
OfMH dyeMeHT M ; (2) A/ 9J1e MEHTOE M ompejesisieTcsi eAHHCTBEHHOe, He 0053aTe€JIbHO KOM-
MYTAaTHBHOE YMHO)KeHHE ; (3) 970 YMHO)KeHHE HJeMIIOTEHTHO ; (4) CTPOro MOHOTOHHO ; (5)
cymecTByer Oucu merpuyHocThb : (ab) (cd) = (ac) (bd); (6) YMHOKeHHe apXHMeJIoro: €cJd
a < ¢ < b, 10 YMHOXasi @ 1OCTATOYHO Pa3 Ha b cjeBa (clpaBa), monyuuM, yto b [b. .. (ba)] > ¢,
([(ab) b]...b > ¢). [TocaeqHIOH aKCHOMY aBTOP HCIOJL3YeT BMECTO 0OBIYHOH aKCHOMBI Hellpe-
PbIBHOCTH (Kak 0OoJiee aJjrefpanuecKyio akchiomy). Ilocje olipejesieHHsi Hellpe phIBHOCTH,
HCX O/ U3 YIIOPSI104eHHOCTH, 10Ka3bIBAaeTCsl, 4TO Hellpe PLIBHOCTh H aKCHOMa A PXHM Me/la JIETKO
BBIBOJASITCSI Of{HA K3 JIPYrO#, IPH YCJIOBHH CIIpaBelUIABOCTH OCTAJIbHBIX aKCHOM.

I';1aBHasi TeopeMa paboThl MOKa3biBaeT, yTo 9ta pabora ¢ ajredpanyecK ol TOYKH 3 peHHUsI
He siByisiercsi o6o0meHueM, 00 BCsiKasi CpeJIHsIsl CHCTeMa H30MOP(HA ¢ HEKOTOPBIM KOHEYHBIM
uad GecKOHeyHBIM MHTEPBAJIOM JeHCTBUTEIbHBIX uKces, OTHOCHTEJbHO 00pa3oBaHKs B3BeElIEH-
HOH apH(MeTHYeCKOH CpeHOH, KaK olepaTopa.



320 b. FUCHS: ON MEAN SYSTEMS

naBHass Teopema: Ecnn M cpefHss cvcTema, TO CyLLECTBYeT Takoe [JeliCTBUTeIbHOe
uncno A(0<A<1) 1 Takoi MHTepPBasT AEMCTBUTENbHbIX Yuncen |, KOTOPbI MMEET B3aVIMHOE W
eMHCTBEHHOe OTOGpaxeHre <PE) Ha KOHCEPBUMPYIOLLYIO  YMOPSI0HEHHOCTb, TaK  YTo
B(E>(?) = ¥>(AEHIF) (A+/i=1), rae |, 1) g / n yMHOXeH/e 0003HaYaeT onepauuio B M

JlokasaTenbCcTBO CredyeT Uaen ALena ¢ HeKOTOPbIMU  YMPOLUeHUMW. NS KBasurpynn
aBTOp [aeT HOBOE [0Ka3aTeNbCTBO, ynoTpebnsas ogHy Teopemy K. Toéga [17] v A. L MYp
foxa [15]. naBHas Teopema UMEET MHTEPECHbIe MOCMEACTBMSA OTHOCUTENILHO aBTOMOP(M3MOB
CPefHUX CUCTEM.



BERICHTIGUNG ZUM AUFSATZE1
~UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG *3-1 =2y2

Von
RICHARD OBLATH (Budapest)

(\/a’gﬁlegt VON A. Rényi)

Herr Professor T. Nagernt machte mich freundlichst aufmerksam, dass
Satz 1 der obengenannten Arbeit, der die Unmdglichkeit der diophantischen
Gleichung x24- x -f 1= 3t2 mit imgeradem x behauptet, falsch ist (x = 313,
v — 181 ist z. B. eine L6sung). Der Beweis enthélt in der Tat einen Fehlschluss,
denn der Schritt b= kc oder b= kc— 1 ist nur dann berechtigt, wenn c eine
Primzahl ist.

Die beiden Sétze 2 und 4, zu deren Beweise Satz 1 herangezogen wurde,
sind jedoch richtig . Mein urspriinglicher — auf einer descente infinie beruhender
— Beweis des Satzes 2 ist von Satz 1 unabhangig, da aber dieser Beweis nicht
kurz ist, sehe ich von seiner Mitteilung hier ab. Der folgende Beweis, den ich
Herrn T. Nagent verdanke, ist ganz kurz.

Aus der Gleichung
() x3= 1+ 2y2

folgt unmittelbar (u4-vV-2)3= 1+ W -2, woraus u3 — 6ut2= 1,
y -3ud—28undu=1v= 0y =0, x= 1folgt, womit Satz 2 bewiesen ist.

Um Satz 4 zu beweisen, bezeichne e eine primitive dritte EinheitsWurzel.
Dann folgt aus der Voraussetzung

(IV) 32+ 1= 2B
entweder A X = (bI\/3 + vi)3

oder B (x\/i +i)e —(mn/3 + PI3
oder O (xy/z Ji)e2z= (ny/3 +vi)3

1 Diese Acta, 1 (1950), pp. 113—117.
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Im Falle A) ergibt die Ausfiihrung der Rechnung

x\/3 -fi=3u@u2—vl)\/3 -f-»(u2— V2 i,

also v(u2—t9) = 1und v = -} 1 Dies hat entweder 9u2= 2 oder u2= 0 zur
Folge. Der erste Fall ist unmoglich, der zweite ergibt die triviale Lésung x = 0,
z—1

Falle B) und €). Das Gleichsetzen der reellen und der imagindren Kompo-
nenten ergibt
—(*x 1)= 6n (U2—v2 und +3* —1= 2v (u2—v2).
Die Elimination von x aus den beiden Gleichungen fiihrt zu
* WM WM2—v) + v (9u2— i = —2,

immoglich mod 4.

Herr Professor W. Ljunggren teilt mir mit, dass er bewiesen hat, dass
die Gleichung x34- 1= 2j2 ausser den bekannten keine weitere L&sungen
besitzt, ferner, dass schon Herr T. Nagen sich mit dahnlichen diophantischen
Gleichungen befasst hat.

(Eingegangen am 12. Mai 1951.)
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