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A LINEARIS
FUGGVENYOPERACIOK SZETBONTASAROL.?

Onok jol ismerik azt a problémat, amelyrdl itt beszélni 6haj-
tok és ismerik annak megoldasat is. Engedjék meg, hogy a
lényeges definiciokat és tényeket emlékezetiikbe idézzem. Tekint-
siik az (a, b) szamkozben értelmezett folytonos fiiggvények 6sz-
szességét, melyet Q-val jelolok. Az A fiiggvényoperaciot, amely
£ minden [ eleméhez egy meghatirozott A, szimot rendel,
akkor mondjuk linearisnak, ha disztributiv és korlatos, azaz, ha

Af+!l = Af+ Ag, 111‘/': CAf
és
| Ar| < M < max|f(x)],

ahol az M konstins figgetlen az f(x) fiiggvény megvalaszta-
satol.

1909-ben, Hapamarp egy tételének kiegészitéseképen meg-
mutattam, hogy minden linedris figquényoperdeid elddllithato
StieLties-féle integrdllal :

Ar= [ @) da (@),

ahol a(x) egy csupan az A opericiotol fiiggd és ezen operéci'(')
altal lényegében meghatdrozott korlatos ingadozasu fiiggvény.”

1 A bolognai nemzetkézi mathematikai kongresszuson (1928) «Sur la
décomposition des opérations fonctionnelles linéaires» cimen tartott els-
adas forditasa. S -

2 F. Riesz: Sur les opérations fonctionnelles linéaires, Comptes rendus,
Acad. Sc. Paris, 149 (1909), pp. 974—977.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. 1



b RIESZ FRIGYES.

Mivel pedig megforditva, minden ilyen alakt integral egy linea-
ris operaciot értelmez, ez az integrdl a linedris operdciok dlia-
ldnos analitikus kifejezésénel tekinthetd és ennélfogva a korla-
tos ingadozast fiiggvények analizalasa egyszersmind analizdlisa
a linedris operacioknak is. Igy pl. CamiLLe Jorpan-nak az a
klasszikus tétele, hogy minden . korlitos ingadozist fiiggvény
eléallithato mint két monoton novekvéd figgvény kiilonbsége,
egyszersmind az dltalinos linedris fiiggvényoperdcionak két pozi-
tiv linearis operacio kiillonbsége gyanant valo eléallithatosagat
mondja ki. Ugyanezt a gondolatmenetet kovette FRrEcHET is,
amikor a linedris fiiggvényoperacionak azt a hdrom részre valo
szétbontdsat tanulményozta, mely az a«(x) korlatos viltozast
fiiggvénynek LeBeseue-t6l, Bepro Levi-t6l és pE La VaLrLie Pous-
sIN-t6l szarmazo a () = a, (X) + oy (x) + ay () szétbontdasanak
felel meg, ahol «, (), az abszolut folytonos rész, az o' (x) figg-
vény integrilja, a,(x), a szingularitds-figgvény, olyan folytonos
és korlatos ingadozast fiiggvény, amelynek differencidlhinyadosa
majdnem mindeniitt 0 és a, (x) az a (¥)-nek ngynevezett ugrds-
fagguénye.* Ennyit a probléma historikumdrol. Mai eléaddsom-
ban egy teljesen mds modszert akarok roviden ismertetni, mond-
hatnam szintétikus modszert, mivel t. i. ennek a modszernek
az alkalmaziasaval a linedris operacio kiillonbozo részei jellemez-
heték és eldallithatok a nélkiil, hogy az opericio fontebbi ana-
litikus kifejezését folhasznalnok. Ennek a modszernek az az

elonye
teljesen altalianos, tgyhogy alkalmazhato absztrakt halmazokon
értelmezett figgvényelk linedris operdcidira, mint amilyeneket

hiszen a modszereknek mindig van elényiik — hogy

DanieLt  az integralfogalom kiterjesztéseként tanulméanyozott.
Mai eléadasomban csupian példa gyanant és azért szoritkozom
a folytonos fiiggvényekre, hogy gondolatmenetemet elhatiroljam
és jol ismert tényekre hivatkozhassam.

Modszerem alapgondolata a wajordns operacio fogalma.

1 M. FRECHET : Sur les fonctionnelles linéaires et I'intégrale de STIELTIES,
Comptes rendus du Congrés des Sociétlés savantes en 1918, Sciences.
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A B linearis operaciorol akkor mondom, hogy majoransa az
A opericiénak — és hogy viszont A minordnsa B-nek — kép-
letben

A<B, Bz A,

ha a B — A operacio pozitiv, azaz ha minden nem-negativ [ (x)
fiiggvényre
Ar < By,

Tekintsitk az A linearis operacioknak egy végesszamu vagy
végtelen sok operdaciobol allo halmazdat. A halmazrol akkor mon-
dom, hogy majordlhaté, ha van olyan linedris operdcio, mely
valamennyi a halmazba tartozo operiaciénak majoransa. Hasonlo
modon értelmezem a minordlhaté halmazokat. Példiul minden
kizarolag pozitiv operaciokbol allo halmaz minorilhato, mert a
By = 0 opericio (melyet O-val fogok jelélni) a halmaz minden
elemének minoransa.

Alaptételem a kovetkezoképpen szol:

Linedris fiigguényoperdciokbol dllo majordlhaté halmaz 6sz-
szes majordnsai kozt van eqy legkisebb, azaz olyan, mely a
tobbinel: minordnsa.

Nyilvanvalo, hogy hasonlo tétel érvényes a minorilhaté hal-
mazokra is.

A majoralhalod halmaz legkisebb majorinsianak, A¥-nak, A} ér-
tékeit a kovetkezo eljarassal nyerjitk. Az dltalanossig megszori-
tasa nélkiil foltehetjiik, hogy f () nem-negativ; hiszen a linearis
opericiot teljesen értelmeztiik, ha értékét minden nem-negativ
f (@)-re megadtuk. Bontsuk f6l az f(x) fiiggvényt tetszésszerinti
szamu hasonld tipust, azaz folytonos és nem-negativ 6ssze-
adandora :

f=f+tfto.tfa

alkalmazzunk ezekre egy-egy halmazunkhol vett, egyébként tet-
szés szerinti, A, A,, ..., A, opericiot, és adjuk ossze a nyert érté-
keket. Az A} szamot mint az ilyen moédon nyerhet6 sszegek felso

hatarat értelmezzik.
1*
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Kénnyti megmutatni, hogy az igy értelmezett A* opericio
linedris és hogy az halmazunk legkisebb majoransa. Szerkeszté-
siinkb6l specialisan az is kovetkezik, hogy véges szdmai operd-
ciobol d@lle  halmaz mindig majordlhaté és minordlhato. 146
hianydban a bizonyitast nem részletezem.

Tételiinknek nyilvanvalo korollariuma a kovetkezé: Adva
lévén a linedris operdcioknal két halmaza, [A] és [B), és pedig
gy, hogy minden A-ra és B-re A < B, ugy van legaldbb cqy
a két halmaz kozitt fekvd, azaz olyan C linedris operdcio,
hogy minden A-ra és B-re A <C < B.

Az ezen eredmények és a valos szamok arithmetikdjinak
alapvetd tényei kozt lathato analogia, amelyet Onok bizonyosan
észrevettek, arra mutat, hogy a linearis opericiok bizonyos
tekintetben tgy kezelhetok, mintha egész egyszertien sziamok-
kal volna dolgunk. igy pl., ha max (4, B,(,...) és min
(A, B, C, ..)-vel jeloljik az A, B,C,... opericiok legkisebb
majoransat és legnagyobb minoransit, tgy

max (A, B, () = max (A, max (B, (}')),
max (4, B) + min (4, B) = A + B.

Az utobbi indentitisba B = 0-t helyettesitve,
A = max (4, 0) + min (4, 0);

ebben az identitisban a jobb oldalon szereplé két operdcio
nem egyéb, mint az A opericionak pozitiv és negativ részei,
pontosan ugyanazok, amelyeket az a (x) fiiggvénynek Jorpan-féle
széthbontasa szolgaltat.

Hogy ahhoz a kevésbbé kézenfekvé harmas szétbontashoz is
eljussunk, amelyrél mar beszéltem és amely a korliatos ingado-
zasu fliggvénynek abszolut folytonos részére, szingularitas-fiigg-
vényére és ugras-fiiggvényére valo szétbontasanak felel meg,
mindenekel6tt értelmezniink kell a linearis opericioknak azt a
hiarom specialis kategoriajat, amelyekrdl szo lesz. Egyszeriség
kedvéért pozitiv operaciokra szoritkozom; ez nem megy az
dltalinossag roviasdara, mert hiszen egy elsé széthontassal, amint
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azt mar lattuk, ilyenekhez mindig eljuthatunk. Megjegyzem,
hogy a definiciok koézvetleniil az dltalinos esetre is megformu-
lazhatok.

Az A ¢és B pozitiv linedris operaciokrol akkor mondom,
hogy egymassal diszjunktalk, ha

min (4, B) = 0,

azaz, ha nincsen a 0-tol kiillonbozé pozitiv minoransuk. Mis-
szoval, foltevésiink azt jelenti, hogy minden nem-negativ foly-
tonos [ (x) fiiggvény f6lbonthato két ugyanilyen 6sszeadandora,
[, (@)-re és f,(x)-re ugy, hogy az Ay, és By értékek tetszés-
szerint kicsinyek legyenek.

Foltevésiink még igy is irhato:

max (A, B) = A + B.

Ezek utan jelsljiik I-vel az
b
[ @) de

operaciot, azaz az (a, b) szamkozon végzett integraciot; ez az
I opericio bizonyos tekintetben majd az egység-operdacio szere-
pét jatssza. Az I opericio segitségével a hirom szoban forgo
kategoriat a kovetkezoképen értelmezem. Valamely pozitiv linedris
operaciorol akkor mondom, hogy szinguldris, ha I-vel diszjunkt.
Az operaciot requldrisnak mondom, ha minden szingularis ope-
ricioval diszjunkt. Tovabba a szingularis opericiot akkor mon-
dom folytonosnak, ha diszjunkt valamennyi

44,' e f (.’Eo)

operacioval, ahol a, a zirt (@, b) szimkoz tetszésszerinti pontja.
A szingularis operaciorol akkor mondom, hogy tisztdra nem-
folytonos, ha valamennyi folytonos operdcioval diszjunkt.

Az imént értelmezett osztilyok mindegyikének megvan az
a fontos sajatsiga, hogy véges szami vagy végtelen sok ele-
meének legkisebb majorinsa ugyanabba az osztilyba tartozik.
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Ezek utan valamely A pozitiv operdcionak az imént értel-
mezett harom osztily egy-egy elemére valo szétbontisa csak-
nem automatikusan eszkozolheté. Tekintsitk az illetd osztily
mindazon elemeit, amelyek A-nak minoransai, példiul az 6sz-
szes A-nal < regularis operaciokat, és vegyiik ezek koziil a
legnagyobbat, vagyis legkisebb majoransukat. Ha ezt az eljarast
mind a harom osztalyra alkalmazzuk, pontosan azt a hdarom
opericiot nyerjiik, amelyeket Fricuer az A operdcio . integral-
eléallitiasaban szerepld korlatos ingadozast a (x) fiiggvény harom
részre valo szétbontisa segitségével értelmezett.

Mell6zom a részleteket és azt a néhany percet, ami még
rendelkezésemre all, inkabb arra haszndlom 61, hogy a LEBESGUE-
féle integralelméletnek gondolatkoriinkkel valo Gsszefiiggésérol
beszéljek. Csupan a regularis operaciokrol lesz szo; Onok bizo-
nyosan észrevették, hogy pontosan ezek azok, amelyeknek ana-
litikus kifejezése az

b
Ar= | f (@) ¢ (@) dx

alakban is irhato, ahol ¢(x) egy a Leescue-féle értelemben
integralhato fiiggvény, és pedig nem-negativ fiiggvény, amig
csak pozitiv operdciokrol van szo, ellenben tetszésszerinti eld-
jelt, mihelyt ezt a megszoritist elimindltuk. Ha tehat még
megallapodunk abban, hogy olyan két integralhaté fiiggvényt,
amelyek csupdn egy zéro-mértéki halmazon kiilonbéznek egy-
mastol, azonosaknak tekintiink, akkor az infegrdalhato [aggvények
és a requldris operdcick kiozt eqy megfordithatéan eqyértelmii
vonatkozds dll fonn. Benniinket ebben a pillanatban az érde-
kel, hogy kiindulva a folytonos fiiggvények linedris opericioi-
nak, ¢és pedig specidlisan a reguldris operdciok fogalmabol,*

1 A regularis operacio egy kozvetlen definicioja, amely sem az operacio
analitikus kifejezését, sem a szingularis operacio fogalmat nem hasznalja
61, a kovetkezé. Az A linedris operdeidt reguldrisnak mondjuk, ha Af, —0

b

minden olyan korldlos {f,} sorozatra, amelyre f | fn (@) | dz — 0.
a
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tehat a nélkil, hogy a klasszikus analizis szent ligetébdl ki-
mozdulnank, lényeghen a LeBeseuk szerint integralhato fiiggveé-
nyek oOsszességéhez jutunk. Természetesen, ezek a fiiggvények
még nem jelentkeznek explicit alakjukban; azonban nem okoz
semmi nehézséget, hogy gondolatkériinkben megmaradva rekon-
strualjuk, ha nem is a megszokott sorrendben, a Lesescur-féle
elmélet minden részletét. Igy tobbek kozt, ami a mérheté hal-
mazokat illeti, amelyeknek a szobanforgéd elméletben valo ural-
kodo szerepét Onok ismerik, ezeknek a mi gondolatkériinkben
a linedris operaciok egy meghatarozott osztilya felel meg. Min-
den E mérheté halmazhoz hozzi rendeljiik az

Ef = ( f (.‘l;) da
E

opericiot ; azonban mi, a mi gondolatkoriinkben, ezen speciilis
operaciok osszességet analitikus Fifejezésik folhaszndldsa nél-
kul jellemezzik. Ezek az operaciok ugyanis teljesen jellemez-
hetok a kovetkezé két foltevéssel :

1. 0<kE<I; 2. E diszjunkt I—E-vel.

Tényleg, ha kK analitikus kifejezését tekintjiik, ez a két fol-
teveés a kovetkezokbe megy it:

LO0gse@=<1; 2. o@)[1—9@)] =0,

legalibb is majdnem mindeniitt; azaz egy zéromérték halmaz-
tol eltekintve, ¢ (xr) csak a 0 és 1 értékeket veheti f6l, tehat
¢ (1) egy mérhetd halmaz karakterisztikus fiiggvénye.

Jelentsen most mar ¢ (1) egy tetszésszerinti integralhato fiigg-
vényt. Ehhez is tartoznak bizonyos jellegzetes halmazok, ame-
lyeknek a ¢ (%) fiiggvény, vagy dltalanosabban a ¢ () f () szor-
zat integralasiban jut szerep; ilyenek azok a halmazok, amelye-
ken ¢(x) <c vagy = c sth. Vagyis a dolgot a mi nézépontunkrol
tekintve, a kovetkezo feladatra jutunk. Jeldljiik A-val a ¢ ()
fiiggvénynek megfelelé opericiot ; ismerve ezt az A operdciot,
de a ¢ (x) fuggvény folhaszndldsa nélkil hatirozzuk meg az
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imént emlitett jellegzetes halmazoknak megfelels, «halmaz-
tipusii» operaciokat. Az dltalinossig megszoritasa nélkiil fol-
tehetjiik, hogy ¢=0. Ebben az esetben els6 teendénk az A
opericiot pozitiv és negativ részeire bontani; ez megfelel a
¢ (x) fuiggvénynek pozitiv és negativ részeire valo széthontasa-
nak., Ezek utin a kérdéses halmazok azok, amelyeken ezen
részek egyike =0 és feladatunk vissza van vezetve arra a
specialis esetre, amikor ¢ (z) nem-negativ és azt a halmaz-
tipusti operdciot keressiik, amely a ¢ (x) = 0 reldcioval jellem-
zett halmaznak felel meg. Jeléljiikk most is A-val a ¢ (x) fiigg-
vénynek megfelel6 opericiot és I-vel az (a, b) kézén valo integ-
raciot, képezziik a pozitiv értékeken &t vialtozo 2 parametertél
fliggé
I— min (14, I)

operaciot és tartassuk A-t a végtelenbe. Akkor az imént értel-
mezett operdcio novekvd A-val foqy és eqy limesz-operdcié felé
tart; ez pontosan « keresett operdcid.

Még egy masik eljirds a ¢ (x) = ¢ dltal jellemzett K. halmaz-
nak megfelel /), operacio meghatarozasiara a kovetkezd. Tekint-
sitk az A + AI operdacio pozitiv részét. Ha ezt a A parametert6l
fiiggd operaciot egy nem-negativ f () figgvényre alkalmazzuk,
az operdcio értéke A-nak konwvex fiiggvénye és ennek a fiigg-
vénynek a A=-—c¢ helyen vald jobboldali differencidlhdnyadosa
szolgdltatja a keresett operdcid értélét az f(x) fagguényre.

Ezzel elérkeztink egy «megkdzelitd» szétbontds gondolata-
hoz. Jeloljiikk ugyanis ismét E.-vel azt a halmaztipust opericiot,
amelyhez az imént jutottunk és legyenek

eeey C—9, C—1, Cg, C1, Cg, ..

egy az integril kiszamitdsahoz hasznalt Lesescve-féle skila be-
osztasi pontjai. Képezzik a

C (Eck"_ Eck“)
operaciokat. Ezeknek az opericioknak, amelyek a ¢, faktortol
eltekintve halmaztipustiak, az Gsszege nem egyéb, mint az A
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operdacio approximativ kifejezése; ha a skdlit minden hatdron
tal suritjiik, ez az Osszeg pontosan az A operdcio felé tart.
De nagyon is eltértem mir eléadiasom fétargyatol, és attol
félek, hogyha még tovabb beszélek a Lesescue-féle integralrol,
annak az a latszata lesz, hogy csupan ismét egyszer meg aka-
rom holygatni a paragrafusok sorrendjét ebben az elméletben,
amelynek pedig, 6rommel mondhatom, az elsék kozt ismertem

f61 a nagy jelentdségét.
Riesz Frigyes.

SUR LA DECOMPOSITION DES OPERATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES.

Traduction hongroise d’'une conférence faite sous ce titre au Congres
international des mathématiciens & Bologne (1928), sous presse dans les

Comptes rendus du Congres.
Frédéric Riesz.




ABEL HATVANYSORTETELEVEL KAPCSOLATOS UJABB
VIZSGALATOKROL.

El6adta a szerzé a Matematikai és Fizikai Tarsulat 1929, évi aprilis ho 18-an
tartott tilésén.

1. ABeL halalanak szazadik évfordulojat most tinnepli Nor-
végia; idészert tehat arrol az irodalomrol beszamolnom, amely
egy gyakran emlitett tételéhez kapcsolodik. A binomidlis sorrol
irt ismert dolgozataban [1]' ABeL tébbek kozott a kovetkezo
tételt bizonyitotta be.

oe -
A) Legyen X ¢, egy konvergens sor, ugy hogy a X¢,2* hat-
3 i
vanysor a O<x <1 intervallumban is konvergens; akkor
oo o
lim Y ex* = limf(x) = Ye¢, = C,
ax—11 r—1 1

azaz a hatvanysor altal eldallitott f(x) fiiggvény az x=1 helyen
folytonos. A tétel akkor bir fontossiggal, ha a X ¢, sor csak
feltételesen konvergens. Igy példaul a

2 3
log (1) :x—i;— e ”:“T—
kifejtésh6l nyerjiikk, hogy
1 il

1 —?—f—?— =10g2;

hasonléan az
o g
arctgx=a;—? —i—?—

1 A zarojelbe tett szamok a dolgozat végén felsorolt irodalomra utal-
nak. — Itt megjegyzem, hogy ismertetésem nem torekszik az idevago iro-
dalom teljes felsorolasara.
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kifejtés az x=1 helyen az
1 1 7

T
képletet szolgaltatja. ABeL tétele tobbféle irdnyu vizsgélatoknak
lett kiindulopontja; elészor is az altalinositisait emlitem meg.
A tételt két irdnyban lehet altalinositani: 1. hatvinysor helyett
mas fiiggvénysort vizsgilunk, 2. a Zc, sor konvergencidja helyett
altaliposabban c¢sak bizonyos szummabilitast koveteliink. Az
elsé iranyban elészor Depekino dltalanositotta a tételt. Kénnyebb
osszehasonlitas céljabol az A) tételt mas alakban irom fel, egy
0j viltozo bevezetésével. Legyen w==et; ha x befutja a 0<x<1
intervallumot, akkor ¢ monoton csokkenden befutja a pozitiv
féltengelyt. ABeL tétele most igy szo0l:

co oo
A') Ha Xe¢, = (0 egy konvergens sor, Ugy hogy a Xc¢.e "
1 1
sor ¢ pozitiv értékeire is konvergens, akkor

limS c.e—t = C. («)
t—0 1
Mar most Depexinp altalanositésa Diricuier-féle sorokra vonat-
kozik és igy szol (1. pl. Lanpav 16.):
D) Legyen (Z,) a pozitiv, minden hataron tal monoton né-
vekvo szdmoknak egy sorozata

0<11<12<, )\r_>°°y

- o
és legyen Y e, konvergens, gy hogy a Y ¢,e~4¢ Diricurer-féle
1 1

sor konvergens, ha { = 0. Akkor

lim i‘ oyl Pt == Np, = (i,
t—0 1
Innen ABeL tételét a A, =v esetre nyerjiik.
Mis fiiggvénysorokra Fesgr [4, 5], Harpy |9] és Bromwich [3]
adtak altalinositisokat.
A masodik iranyban el6szor Frosenivs [8] altalinositotta
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ABEL tételét; 6 a 2'e, sor konvergenciijinak feltételét helyette-
sitette az elsorendti aritmetikai koézepekkel vald szummabilitis
feltételével. ApeL tétele is egy szummalasi eljarast ad, amennyi-
ben a konvergens sor értékét egy radidlis hatirdatmenettel nyeri,
amellyel divergens sor 6sszegét is definidlhatjuk. Példa erre az

x—a?+ad—.. = lir hatvianysor, tehat 1—1+41—... = 2. -

2
Mar most Froeenivs kimutatta, hogy az Aper-féle szummdlas

az elsérendii kozepekkel valo szummalisnak is altalinositasa.
. . .- " L4
létele tehat a kovetkezo :

-]
I) Ha a Zlc, sor részletosszegei

bo=0, Cn=10F"Fcny n="71,23,.s
és ha :
» C1+C2+"'+ (4'71

lim

n—soe n+1 v C,

oo
akkor X ¢,e ' konvergens f pozitiv értékeire és
1

=
lim Sic,eri=— {7,
t—0 1

Houper [15] e tételt altaldnositotta magasabbrendi kozepekre.
DiricureT-féle sorok esetében, azaz a D) tétel altalanositasa
céljabol az aritmetikai kozepeket a Riesz MarceLn dltal beve-
zetett typikus kozepekkel kell helyettesiteniink [1. 14, p. 39..
ABEL tétele és altalanositasai még abban az iranyban szi-
gorithatok, hogy az adott praemisszikbol erésebb konkluziohoz
jutunk : egyenletes konvergencia, a filiggvény folytonossiga egy
szogtartomanyban (1. 20, 21, 14].

2. Bévebben azonban nem ezen dltalinositdsokkal kivanok
foglalkozni, hanem azon vizsgilatokkal, amelyek az Asrr-féle,
illetve Depexinn-féle tétel «megforditasaty célozzak. Az ideviago
tételeket Hamrpy és LitrLewoon TAuBEr-typust tételeknek ne-
vezik, mert TAuBer egy tételével indultak meg 1897-ben e ku-
tatdsok. Az dltalanos problemait igy fogalmazhatjuk :

Ha a 3¢, sor egy megadott eljarassal (pl. ABEL szerint) szum-
mabilis, akkor miné tovabbi feltétel mellett lesz konvergens?
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Ha az els6rendii aritmetikai kozepekkel szummabilis sorok-
rol van sz, konnyen megfelelhetiink kérdésiinkre. Legyen
ugyanis

akkor a Ze, sor konvergencidjanak tovabbi sziikséges és egy-
szersmind elegendé feltétele nyilvan, hogy a

. 1 C1 ++ Cn )
nlil}eln( A n—+1

hatarérték létezzék és zérussal legyen egyenlé; azaz
OJ

lim Cy+ 205+ -+ ncn

N—> o0 n+1 it S

Most Tauvper tételét konnyen jellemezhetjiik : nemesak elso-
rendi aritmetikai kozepekkel szummabilis sorok esetében, ha-
nem az Aser-féle lim Xe,x? létezése esetében is az (1) feltétel
maga utian vonja a 2X'e¢, sor konvergenciijat [251.

Az (1) feltétel mindenesetre teljesitve van, ha

limne, = 0, mas jeloléssel:  ne, = o(1). (1"

N=>

Harpy [10] 1909-ben egy jelentékeny lépéssel elobbre jutott,
amennyiben bebizonyitotta, hogy mdr az

MGl e R e Al O e Rraprsenini == CIi(1) (2)

feltétel, elsorendii vagy akdrcsak magasabbrendii szummabili-
tassal egyilitt maga utdn vonja a sor konvergencidjat. De arra
a tovabbi kérdésre, hogy az (a) és (2) feltételek is maguk utin
vonjik-e a sor konvergencidjit, csak LirrLewoop-nak sikeriilt
1911-ben igenldleg megfelelnie [19]. Ezt megel6zéleg Lanpav [17]
altalinositotta Harpy tételét, amennyiben a (2) feltételt az

NWog > T2 1o i I R s s ON A eN S e O L) - 2 (3)

feltevéssel helyettesitette. Végiil pedig IHarpy és Littiewoon
egy kozos dolgozatukban [11] 1914-ben egy tételt bizonyitottak
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be, mely tgy Lanpav, mint LirtLEwoob tételét magéban fog-
lalja, t. i.

H.—L. Az (a) és (3) feltevésekhdl kovetkezik a Xe, sor kon-
vergencidja. ‘

A (3) feltevés esetében a e¢,-ket a valos szimok tartomanyira
szoritjuk ; a tobbi feltevés esetében e megszoritis nem sziik-
séges.

Ha az (a) limes létezik, roviden azt mondjuk, hogy a ZFe,
sor ABEL szerint szummabilis; az eddigiek szerint e szumma-
bilitas és az (1), (2), (3) feltételek mindegyike maga utan vonja
a sor konvergenciajat. Tovabbi ilyen feltételek :

%:V" Icvlp+l (4)

konvergens, ha p egy alkalmasan valasztott pozitiv szam.
Lisd Harpy és LirtLEwoop [121,
A p=1 esetre Fesgr [6 ¢és 7] egy tételét nyerjiik.
(2)-t ¢és (4)-t altalinositja a kovetkezo feltétel :

Sele )t =0m (5)
1
egy p >0 kitevé esetében.!

E tételnek egy rovid bizonyitasat adtam [24]; levezetheto
Lanpav-nak [18] egy feltételébol is, amely egy Frsir-tol eredé
egyszertsitéssel igy irhato:

]cn+1+"‘+’»’n+k| <e n=1,23,..., ké_"a; és (:11:0(1)7 (6)

minden >0 és alkalmasan vilasztott d(e) esetében.

E vizsgialatok szoros kapesolatban vannak Harpy és LiTTLE-
woop egy misik TavBer-typust tételével. Térjiink vissza ABEL
és Frosenius tételeihez ; mivel

f@) = Sear = (1—2) 3 Car,
1 ;

1 A p=—1 eset alkalmazhatt a Fourier-féle sorok elméletében.
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tehat AspL szerint a C,— ( feltevéshol kovetkezik, hogy

S0~

zaz lim (1—x) 2 G = G
o (aza lim x) )

¢s Froeenwus szerint ugyanez kovetkezik az dltaldnosabh

Gttt G

—(C, ha n—oo
n

feltevéshél. E tétel altalaban meg nem fordithato; példa erre az

—-——————J; — pr— Q2 Qa8 S e

e x— 2x* 4+ 3x
hatvianysor. Itt nyilvan

Coi—1 =1, Cop=—1; =31, 2, 3;.:%,
tehat
Cl +"'+ an o O’ Cl +"'+ (:211+1 =0 + 1~

Mar most Harpy és LirrLewoon 1913-ban [11] arra a meglepd
eredményre jutottak, hogy pozitiv C,-k esetében a tétel for-

ditottja is igaz. Altalanosabban a kovetkezd tételt hizonyitot-
tak be:

P) Ha C,=0 108 8,000
és
: 9 :
3Cixt~——-——, >0, a>0,
. (I—=+x)
akkor
Cne

S S O 2 S Cn'\’m'
E tételre tamaszkodva nyerték Haroy és LitTLewoop a H.—L.
tételt.
3. Mindeme tételek datviheték oly DiricaLer-féle sorokra,
amelyek kitevéi a
2n+1 S

Y.L i

feltételnek tesznek eleget. Az (1)—(6) feltételek helyébe most
a kovetkezok lépnek :
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A€y + XoCo 0 Anln = 0 (), 1)

)‘ncll =0, ()‘n_‘)m“i)v N —> oo, (I,)
AiCn =0 y—2y_1); N —> o0, (LirtLewoon 19] (11)
ln"’n e OI. (lu ""An—l)- (I“)

A P
E ( -} |e, [P+ konvergens.
)\v*’ly—lA -

n

Z ()\ _}; i )p)‘V'l Cyf"+1 =0 (4n). Szasz.1 V)

2

illetve [ScuNee 23]

[HAarpY és
LitTLEwoon 121 (IV)

Icn+1 ++ C’n+l"| <& N ; 1* )n+l,- < ln (1 +6)
és S =0 (1)
minden >0 ¢és alkalmasan valasztott ¢ (e) mellett [Lanpav 18]
Az (V) feltétel altalanositasa (ID- és (IV)-nek; mert ha (II)
fennall, akkor nyilvin

(VD)

2p+1 ! 5 ’p+1

m =0 @As—24s—1)
¢s innen
2 ll,.wlll'/y)']”l
2
Ha pedig (IV) fennall, akkor
21 ( % 7)"|(. P+l < 2 , P+t — O (A,)
v ly z _Zynt Ly n v | .n .
Q N

Harpy és Lirtnewoop a Tauser-typustt tételeket két csoportba
osztjak : specidlis tétel, amelyben egy o feltétel szerepel (pl. az
(I) feltétel) és dltalanos tétel, amelyben egy O feltétel szerepel;
az utobbi tételek bizonyitisa lényegesen komplikaltabb. A (IV)
tétel specidlis jellegii, mert maga utin vonja a

1 A tétel bizonyitasat el6adtam a bolognai nemzetkozi kongresszusen
1928 szeptember 4-én.
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relaciot. Ha ugyanis rovidség kedvéért

Ly P
E( )\y—)'l|_1) l("y!p"'l T /un, n= 2, 3‘,..., 'u,1 el 0’
2

akkor nyilvan
n

2(_&'.’___)1) A !C [p-H 2
lv_)\v—l SR =

2
n—1

= % )w (uv*‘uv—l) Sl ; Uy (lv+l_lv) + unln =20 ()m)y

mert feltevés szerint lim u,, létezik.!

N—>
Végil a P) tétel altalanositisa DiricureT-féle sorokra igy
szol [12]:
P') Ha F(t) = 2C,e=»' t pozitiv értékeire konvergens, ha
R|'+1

tovabba a (), egyiitthatok pozitivok és - 2

— 1, ha végiil

F®~%30>Qagatau
akkor
Gt

Cl+ce+"'+cn'\’m'

)~n+l

ln
irdnyulnak. Haroy és LitrLewoon 1926-ban [13] kimutattak, hogy

4. A tovabbi vizsgdlatok a — 1 feltétel kikiiszobolésére

BTV ) ; .
4 =ttt ~ 0t (azaz Anst = 1) esethen mar a lim Xe¢,e—»1

n— oo A'n )\n t—0
létezésébol kovetkezik a e, sor konvergencidja. (Természetesen

fel kell tenntink, hogy a JXe¢,e~»' sor ¢ pozitiv értékeire kon-
vergens.) Anaxpa-Rav indus matematikus 1928-ban [2] kimu-
tatta, hogy a (II) tétel minden DiricHLET-féle sorra igaz. Leg-
Gjabban sikeriilt kimutatnom, hogy a P’) tétel is minden

1 CavcHY és StoLz egy tétele szerint a lim_ u, létezéséhdl kovetkezik,
h()gy n—r o
= 0'?.—1‘1) Uy + % + (}-n_ln—l) Up—1

. i

— 0, 1 — 0.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. 2
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DiricHLET-féle sorra fenndall. Egyuttal sikerillt a (I és (VD
tételeket (amelyek a tobbieket magukban foglaljak) egy altala-
nosabbra visszavezetnem. E célbol a ZFe,e™* hatvinysor egy

formalis &ltaldnositdsabol indulok ki; ha a v index helyébe egy
folytonos u valtozot vezetiink be, az "'c(u) e~ “du LAPLACE—
0
AerL-féle integralhoz jutunk. Ennek dltalanositisa StieLties-féle
integralra az [/ (t)=."‘e—“‘d0 (u) alakhoz vezet. Ebben az alak-
0
ban minden DiricuLer-féle sor felirhato; ha ugyanis
Ca@y=Ch=c " FCn ST <Ans1, n=1,238,...
és
C)=0,0<x <1,
akkor nyilvin

»

i ce Mt = ) et (u).
1 0

Ha a sor ¢ pozitiv értékeire konvergens, akkor minden pozitiv
o-ra [l. pl. 26, p. 41
Cn= 0 (&%), n —o0;

ennélfogva parcidlisan integralhatunk és nyerjiik, hogy
I(t) = tfe—“'C (u) du.
0

Ezzel a Srtinmes-féle integralt visszavezettiik kozonséges inte-
gralra, amely ¢ pozitiv értékeire absolute konvergens. Hasonloan
nyerjiik, hogy

I t’fe—“’A () du, ahol A (x) :f € () du.
‘ 0

Most a P’') tétel dltalanositasa igy szol:
Legyen A (x) pozitiv és monoton novekvd ; legyen

)=t f e~ A (u) du
0
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konvergens, ha t >0, és legyen

gt) ~At—= A>0, a =0, t 0,
akkor
SRR L 0

I'(l+a)

5. A bizonyitis modszere, amely LittLewoop-tol szdrmazik,
roviden az -ismételt differencidlissal jellemezheto. Fontos segéd-
eszkoz a kovetkezo segédtétel :

Legyen egy ¢ (f) fiiggvény ismételten differencialhaté és
legyen
¢ () —C, ha t—0,
és
tri¢gn)| < K. r=1,23,...,1t>0,
akkor
g () —0, ¢ —0.

Innen kénnyen nyerjiik, hogy a fentadott feltevések mellett

6)'1(,"14 () e~ “du ~ t—@tr+D . 4. %—) s

innen 7 alkalmas valasztasdval sikeriil A (x).2 ¢ ingadozasi ha-
tarait tetszésszerint szikiteni, mig végil a (7) relaciot nyerjik.
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UBER NEUERE UNTERSUCHUNGEN
IM ZUSAMMENHANGE MIT DEM ABEL'SCHEN
POTENZRETHEN-SATZ.

Auszug aus einem Vortrag.

1. ABer hat im Jahre 1826 den Satz bewiesen :

-
Es sei die Reihe ch konvergent, so dass die Potenzreihe
1

flz) = et fiir "O<z<l
1
konvergiert ; dann ist

oo o
. Y
lisn M et ="D%¢:n
r—11 1

Man hat in diesem Satz sowohl die Voraussetzungen verallgemeinert,
als auch die Folgerung verschiirft. Es lassen sich niimlich die Potenz-
reihen durch allgemeinere Reihen und die Konvergenz durch Summier-
barkeit ersetzen; die Summierbarkeit gilt dann gleichmissig in einem
gewissen Bereich. Siitze dieser Art haben Depekivo, Frosesis, HoLper,
Storz, PriNesHEn, Fesér, HArpy, Bromwica bewiesen.

2. In anderer Richtung liegen die sogenannten Umkehrungen des
Ager’schen  Satzes, das heisst Siitze, die aus der Existenz des Grenz-
wertes

lim: Sejpy = C (er)
x—1

und aus passenden Zusatzbedingungen auf die Konvergenz der Reihe
3¢, schliessen lassen. Haroy und LirtLewoop nennen sie Sitze von
Tauser’schem Typus, weil Tavser [25] zuerst einen Satz dieser Art be-
wiesen hat, niimlich den Satz:

Aus (a) und aus ne,—0 folgt die Konvergenz der Reihe ;.

Ich iiberschlage einige Resultate von Haroy [10], Lanpav [17] und
Lirteewoon [19], die schliesslich Harpy und Lirr.ewoon [11] zu dem
wichtigen Ergebnis fiihrten :

Aus (a) und aus ne, >—K, n=1, 2, 3,... (Keine Konstante) folgt
die Konvergenz der Reihe 2e,.

Siitze mit Beschriinkheitshedingungen, die in diesem Satze nicht ent-
halten sind, haben noch Laspauv [18] und der Verfasser [24] gegeben.

In engem Zusammenhang mit diesen Siitzen steht ein Satz von
Harpy und Lirrcewoop [11], der sich auf Potenzreihen mit positiven
Koeffizienten bezieht :
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P) Es sei €,=0,v=1,23,..., und

20y co C(1—x)—2, C>0,a>0;
dann ist

Cy+ Cg 4+ C-nC\"_l‘w

& n%, N — co
—— * N%, N — 0.
(14+a)
3. Entsprechende Siitze gelten fiir allgemeine Dmicaier’sche Reilien
D0, 0< Ay < Ay < --< Ay — oo, mit der Bedingung
1

A?H»l
An

Aus der Existenz des lim Xe,e~#t und aus einer der Bedingungen
t—>+0

e K ()\n—ln 1), [Harpy und LirrLewoop 12] (b,)

Ave c.,ll’+1 O (An) fiir ein p >0, (by)
Z __/h

C’ = (/2 ++ Cn = O(l)’
len+t1 + 4+ cnri| < & fiir n=1, Ansr < An (14-0), (by)
bei passendem & (&) (e beliebig positiv), [Lanpauv 18]

P e 1)) i e (c)

olgt die Konvergenz der Reihe 2t,.

Den Beweis fiir (by) gab ich in einem Vortrag auf dem internatio-
nalen Kongress zu B ﬁogna am 4. September 1928,

Die Verallgemeinerung von Satz P) lautet hier [12]:

P’) Die Diricarer’sche Reihe F(t)=2C,e—#1 sei fiir (=0 konvergent ;

es sei (1,>0, l;“ — 1 und
Ft)eo C.t=%, C>0, a=20, t-0;
dann ist 3 ) (L >
(.41 + (,42 ++ L11,Nm'

4. Neuere Arbeiten verfolgen das Ziel, die Bedingung (¢) zu elimi-
nieren. Haroy und Larteewoop [13] haben gezeigt, dass im Falle
29 ] ] 7T {
lim 224 — | schon aus der Existenz des lim 3c,e—»¢ die Konvergeriz
n—r o )n t—0

der Reihe 2¢, folgt.

Ananpa-Rav [2] bewies, dass aus der Existenz des lim Xe,e—%% und
aus Ancn = O (Ay—Ay—1) stets die Konvergenz der Reihe 2, folgt.
Neuerdings ist es mir gelungen zu zeigen, dass auch im Satz P') die

3“ — 1 gestrichen werden kann; dies ergibt sich aus

Bedingung
n

einer Verallgemeinerung des Satzes auf das LaprAce—Stierties’sche In-

tegral )'e—“tdC (u). Hierdurch gewinne ich einerseits umfassendere Re-

0
sultate, andererseits eine Vereinfachung der Beweismethode.

Otto Szasz.



KEREKGEDEI MAKO PAL ELETE ES MATEMATIKAI
MUKODESE."

A két Bolyainak tiineményes matematikai tehetsége és vilagra-
sz0l6 munkassaga oly fényt arasztott, hogy ebben a nagy vili-
gossighan eddig jorészt észrevétlen maradt a magyar génius“'/,
tobbi matematikai tehetsége. A mellett, hogy a Bolyaiak kor-
szakalkotd hagyomdnyait megbeecsiiljik és tovibb folytatjuk,

emlékezniink kell azokra a tudos férfiakra is, akik — ha kor-
szakalkoto felfedezéseket nem nyujtottak is — de tudasukkal,

irdasaikkal és buzgosigukkal a matematika iranti érdeklédést
fenntartottik és terjesztették ebben az orszagban.
Matematika-torténeti értekezéseink vannak régebbrél SziLy
Kairmantol,? Koep Lajsostol,? PeriEnyl Jozsert6l,* BAUMGARTNER
Avrajostol.” Legujabban DAvin Lasos® szép Osszedllitaishan adja
a Bolyaiak elotti idébdl azon matematikusok munkdssagat, akik-

1 Az Eorvios LorANp Matematikai és Fizikai Tarsulat 1929 januar 31-ediki
iilésén tartott eldadas.

2 QziLy KALMAN idevonatkoz6 munkai 6sszegyiijtve talalhatok az «Adalé-
kok a magyar nyelv és irodalom torténétéhez». Budapest, 1898. cimii konyvben.

Magyar természettudosok szaz évvel ezelGtt. 1889,

Apaczai Encyclopdiaja mathematikai és fizikai szempontbol. 1889.

A XVI. szazadi magyar arithmetikak. 1876.

A legrégibb magyar arithmetika. 1876.

Gyorgy mester arithmetikaja 1499-bsl. 1893.

3 Kopp LaJos: Régi magyar arithmetikak. Budapesti VIIL ker. kozs. £6-
realiskola 1892/93. évi értesitdje.

% PERENYI JOzsEF : Dugonics Andras «Tudakossaga». Satoralja-Ujhelyi
r. kat. fégimn. értesitdje 1903/04.

5 BAUMGARTNER ALAJos: Georgius de Hungaria arithmetikaja. Kozép-
iskolai Mathematikai Lapok 20. évf. 1912/13.

6 DAvip Lajos: Debreceni régi matematikusok. A Debreceni Tisza Istvan
Tudomanyos Tarsasag masodik osztalyanak munkai. II. kotet. 1926.
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nek miikodése a debreceni féiskolival kapesolatos. Az itt emli-
tett Marorny, Harvani, Csernik és Kerekes tudosaink miiko-
dése mellé méltan sorakozik a Bolyaiak el6tti korszak figyelemre-
melto szorgalmas munkdsa, a 18. szdzadnak kiemelkedé egyé-
nisége : KEREKGEDEI MAKO PAL.

1. Elete.

KEREKGEDEI MARG PAL régi nemesi csaladbol sziiletett 1724
jalius 18-in a jasznagykinszolnokmegyei Jdszapdtiban. Elemi
iskolait sziiléfalujiban, a hatosztilyos koézépiskolat pedig a
jezsuitik egri intézetében végezte. A tehetséges ifjii hivatdasat
kovetve, 1741-ben, 17 éves koraban a jezsuita-rendbe vétette
fel magat és a kétéves probaidot a treneséni hazban toltotte.
A noviciatus végeztével kezdetét vette a hosszi évekig tarto
alapos kiképzése, mely nagy miveltségének alapjait vetette
meg. Az 1743—44. iskolai évben Gyorott, mint a humaniorik
repetense tanult, vagyis mint leendé tanar ismételte, elmélyi-
tette a kozépiskolabol hozott ismereteit. A kozépiskolai tanulmai-
nyokat befejezé haroméves filozofiai kurzust az akkor jezsuitak ve-
zetése alatt allo nagyszombati egyetemen végezte az 1744—1747.
iskolaévekben. Az 1747—48. iskolai évben méar az ungviri kézép-
iskolaban taldljuk, mint a harmadik (grammatika) és negyedik
(szintaxis) osztdly tanarit. A kovetkezdé évben pedig a népesebb
nagyszombati kozépiskolaban a negyedik osztdly (szintaxis) ta-
niara. Majd két évet tolt mint a matematika repetense a héesi
egyetemen. Ez a repetencia voltakép a tanarképzés szamara ké-
sziilt intézmény volt.* Mako Gjabb egy évig kozépiskolai tandr
Nagyszombatban. Innen a graci egyetemre viszik, hogy a teologia
négyéves tanfolyamat elvégezze (1752—56.). Kozben 1755-ben,
31 éves kordban pappa szentelik. Az 1756-—57. iskolai évben a
szerzetesi nevelést betet6z6 harmadik probaévet a beszterce-

1 Ezt és a kovetkezd adatokat a jezsuitak névtarabol vettem.
2 FiNAczy E.: A magyarorszagi kozoktatis térténete Maria Terézia kora-
ban. Budapest, [—II. 1899, és 1902. I. p. 117—118.
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banyai kolostorban téltétte. Ennek hefejeztével letette a rendi
fogadalmakat 1759-ben.

A rendi kiképzésnek ez a viltozatos és 18 évet felolelo tar-
tama utan kizarolag tanitassal és neveléssel foglalkozik Mako.
Eloszor Nagyszombatba kertilt. A nagyszombati egyetem torté-
netéhél félreismerhetetlentil kiolvashato, hogy ebben az id6ében
egyes fiatal jezsuitak mint tanarok, négyéves kurzust végeztek
az egyetemmel kapesolathan.' Az egyetemhez keriil tandr négy
egymasutani év koziil az elsében tanitotta a mennyiségtant,
masodik évben logikat és metafizikat, a harmadik évben az dl-
talinos ¢és részletes fizikat és a negyedik évben az egyhazi és
profan torténetet. Maxo PArn 1759-ben kezdte meg ezt a mond-
hatnink tanari tanfolyamot. Az elsé évben tanitotta a mennyi-
ségtant a nagyszombati egyetemen. A kovetkezd 1759—60-ik
iskolai évben kezdi tanitani a logikat ¢és metafizikat, de a
szemeszter hefejezése el6tt rendi eliljarosaga Bécsbe rendeli.”
Es itt a béesi egyetemen két évig tanitja ugyanezeket a tir-
gyakat.

Ekkor mar megkezdi irodalmi mukodését. 1759-ben jelent
meg Bécsben logikdja, mely latin nyelven nyole kiadast ért ré-
szint Béeshen, részint Velencében. A nyolcadik kiaddas Maxko
haldla utén harom évre 1796-ban jelent meg. A konyv hasznil-
hatosagat mutatja, hogy még 1819-ben, tehat a szerzo halila
utan 26 esztend6 mulva, olaszra forditva kiadtik Velencében.

1761-ben jelent meg ugyancsak latin nyelven metafizikija,
mely 11 kiadast ért. Az utolsé kiadis 1832—33-ban, tehit
Mak6 halila utan 40 évre latott napvilagot.

A kivetkezo két évben kétkotetes fizikajat adja ki szintén
latin nyelven. Ez a konyv hdrom kiadast ért.

Viligosan megirt tankonyveivel, nagy tudominydval és széles-

1 (. Fesgr: Historia Academiz Scientiarum Pazmaniz Archi-episcopalis
ac M. Theresianae Regi® Literaria. Budae. 1835. p. 44—58.

2 PAINTNER MIHALY (1753—1826) exjezsuitanak és gyori foigazgatonak a
pannonhalmi fékényvtarban 1évé kéziratos miivébdl: Bibliotheca Scriptorum
Societatis Jesu olim Provincie Austrie. I—II.
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korti miiveltségével magiara vonta a béesi egyetem nagyhiri
orvosprofesszoranak Van Swieten Gernértnek figyelmét. MAria
Terézidnak ez a miuvelt tandcsadoja, aki a béesi egyetelilet
1749—56 kozott ujjaszervezte, ajanlotta, hogy Mako a béesi
Terezianumba keriiljon tanarnak. Ezt az intézetet Miria TEREZIA
alapitotta 1746-ban nemes magyar ifjak kiképzésére és az inteé-
zet vezelésél a jezsuila-rendre bizta a nagy kirdlyné. Mako teh:it
1763-ban ezen akadémiajellegti iskola kotelékébe kertilt mint a
matematikanak, a kisérleti fizikanak és a mechanikanak tanara.
A matematikat és a kisérleti fizikat latin nyelven, a mechani-
kat németiil kellett eléadnia. Mint tosgyokeres magyarnak, a
német nyelvvel erds kiizdelmet kellett vivnia.

A Terezianumban toltott tiz év a szakfoglalkozisnak nyu-
godt évei voltak. A jezsuitak szervezete a tudomdnyos haj-
‘lami tagoknak mindig megadta a modot és alkalmat, hogy
tehetségiiknek megfelelé iranyban foglalkozzanak. Hogy ecsak
matematikusokra hivatkozzunk, a naptarreformmal foglalkozo
Cravivs (1537—1612), a geometriai kutatdasairol hires bolognai
tandr, Cavavigrt (1591—1647), a nem-euklidesi geometria egyik
vezéralakja SaccuHerr (1667—1733) és a tudos Riccati-csalad
egyik érdemes tagja, Riccatr Vince (1707—1775) jezsuitik vol-
tak. A 18. szizad szelleme inkabb az enciklopedikus tudasnak
kedvezett és nem a tiszta szakszertiségnek. Maxo is egyforma
kedvvel, sot szenvedélyességgel foglalkozott matematikaval, fizi-
kaval, filozofiaval és e mellett tidiilésre szant ordaiban a latin
koltészetet is gazdagitotta verseivel.

Terezianumi tanarkoddsa alatt irja elterjedt matematikai
muveit : Compendiaria matheseos institutio 1764, Calculi dif-
ferentialis et integralis instilutio 1768, és De arithmeticis et
geometricis aequationum resolutionibus libri duo 1770.

Tanari mukodésének viragkoraban, 49 éves kordban, mint
jégverés érte rendjének XIV. KeLemen papatol 1773 julius 21-én

1 (. WurzBACH : Biographisches Lexicon des Kaisertums Osterreich.
16. Teil. Wien. 1867.
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elrendelt feloszlatisa. Miria Terézia [4j0 szivvel latja az érde-
mes rend pusztulasat és csak 1773 szeptember 2-an adta meg
a papai bulla kihirdetésére a placet-et. A rend tagjai a magyar
fopdsztorokhoz fordultak felvételiikért. Maké a viei egyhdz-
megyeéhe vétette fel magat és hamarosan kanonok lett. Tandri
allasat megtartva tovabbra is Bécsben maradt. Még 1776-ban
a Compendiaria negyedik kiadisanak cimlapjan tgy szerepel,
mint apostoli protonotarius, a Terezianumban a matematika,
a mechanika és a hidrotechnika tanara. A kirdlyné tobbszoro-
sen kimutatta iranta joindulatat, kinevezte szent Margitrol ne-
vezett bélai apatta és kiralyi tandcsossa.

Béesi tartozkodasanak hatralévo éveit tandrkodasa mellett a
magyar kozoktatasiigy szervezésére szenteli. A jezsuita-rend el-
torlése vilsiagha juttatta nalunk a taniigyet. A jézustirsasig
ugyanis a feloszlatias idejében a nagyszombati egyetemet, 4
akadémiat (Buda, Gyér, Kassa, Zagrab), 30 gimnaziumot, 12
papnevelé-intézetet és 9 konviktust litott el tanarokkal és veze-
tokkel. A feloszlatis tehat sziikségessé tette a taniigy siirgés
rendezését. A nagyszombati egyetem hittudomanyi és bolesé-
szeti kara a feloszlatissal tandrok nélkiill maradt és a megiire-
sedett tanszékekre palyazatokat hirdettek. A palyazoknak 1774
oktober 8-an kellett a kirdlyi biztosok el6tt vizsgilatot tenni.
Mak6 PiL is a bizottsig tagja volt.

MAria TergziA mar elébb 1773 november 9-én felszolitotta a
kiralyi helytarto tandcsot, hogy a sziikséges adatok beszerzése
utan 0j orszigos tanulmanyi rendtartast dolgozzon ki. A nagy
koriiltekintést igénylé munkat Urmesyi Jozser (1741—1825) a
kancellaria taniigyi eldadoja, TrrszTyANszky DANIEL (1730-—1800)
a bécsi udvari kamaranak levéltarosa és Mako PAL végezték.*

A nagy feladat, a siirgés munka dacdra, 1777 szeptember

1 . FEsfR: i. m. p. 111. — PavLer TivapAr: A budapesti magy. kir.
Tudoményegyelem torténete. Budapest, 1880. p. 100. és 114, — FmNAczy :
i. m. IL p. 250. és 496. — Kornis GyuLA: A magyar miivelddés eszményei.
1777—1848. 1. 1927. p. 5., 21.
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9-ére fejezdédott be, amikor megjelent a Ratio Educationis, mely
az egész orszag taniigyét egységes alapon rendezi az elemi isko-
latol az egyetemig.

Finiczy szerint Makd szerepe volt, hogy «mint az iskola régi
hagyomanyainak alapos ismerdje és e hagyoményok becses ele-
meinek hivatott orokose, megadhatta a miinek ama torténeti
folytonossagot, amelyre, ha valahol, a tantigy fejlesztésében mul-
hatatlanul sziikség van».!

Az 0j tanulmanyi renddel kapcsolatosan MAria TErEzia a
11&g'ysz0mbati egyetemet Buddara helyezi, ahol 1777 november
3-an kezdi meg mukodését. Ugyanekkor Maxo a bolesészeti kar
igazgatojdavi lesz 1000 frt fizetéssel.? Ebben az allasdban ma-
radt halaldig.

Az egyetemnek 1780 junius 25-iki iinnepélyes megnyitasira
latin kolteményt irt «Oratio (elegan<) in Universitatis Buden-
sis inauguratione» ® cimmel. A nagy kirdlyn 1780 november
29-én bekovetkezett halalaval, illetleg 1. Jozsernek uralméaval
az egyetem iigye is mélyrehato viltozasokon ment at. Az 0j
uralkodo az egyetem alapitvinyi javait beolvasztotta a kozos
allami kincstarba. BreTscHNEIDERnek, az egyetem masodkonyv-
tarosanak jelentéseire tamaszkodva nincs megelégedve a kirdly
az egyetem szinvonaldval és ezt a jezsuitizmusnak tulajdonitja.*
Makot érinté valtoztatast eszkozolt 1. Jozser 1784 mdrcius
10-iki rendeletével. Ekkor ugyanis a karigazgatok hivatalat meg-
sziintette.” Mako és az addigi igazgatok a helytartotanacs mel-
lett miik6dd tanulmanyi bizottsiag tagjaiva lettek. Bar az egyes
karok adminisztricioja a dékdanokra szallt, mégis 1785-ben né-
mileg viltozott tigykorrel Mako igazgatoi cimen a holesészeti
kar feliigyeletével lett megbizva.® Az igazgatoi hataskor féleg

1" Findezv: 1. m. I, p. 260.
2 FivAczy: i. m. II. p. 372.
3 FEJER : i, m. p. 104. és 111. — PAvLER T.: i. m. p. 122—135.
4 PavLer T.: 1. m. p. 183.
5 PAuLER T.: i. m. p. 209.
6 Paurer T.: i, m. p. 215.



KEREKGEDEI MAKO PAL ELETE ES MATEMATIKAI MUKODESE. 29
abban allt, hogy az el6éadasi orak latogatasaval a tanitdst ellen-
drizte, a vizsgikon és vitatkozisokon megjelent.!

II. Jozsernek 1790-ben bekovetkezett halala és II. LipoT ro-
vid uralkoddasa (1790--92) semmi viltozést nem hozott Mako
életébe. 1. FErenc uralkodasinak mar csak elsé évél érte meg.

Meghalt hirtelen halallal Budan, 1793 augusztus 19-én.?
Krein Antan a pesti egyetemen a bolesészet tanara, latin és
német nyelven meleghangt nekrologot adott ki rola még ugyan-
abban az évben.? Barort Szasé Divin pedig a Magyar Hir-
monddé 1793 november 26-iki szimaban kélteményt irt Mako-
rol, melyben elsiratja a nagy tudost és szeretetremélto embert.”

II. Mennyiségtani mivei.

Makonak hat mennyiségtani munkdja jelent meg. A hirom
legfontosabb Bécsben terezianumi tanar koraban litott nap-
vilagot. :

1. Legels6 munkaja Compendiaria matheseos institutio. Elso
kiaddasa Bécsben jelent meg 1764-ben. Mako ezt a konyvét
orof Micazzr Kristor béesi biboros érseknek ajinlotta, aki egy-
uttal a vaci egyhdzmegye adminisztratora is volt. Maxkonak ez
a konyve gyors egymasutanban hat kiadast ért meg. A Compen-
diaria voltakép a mostani kozépiskola anyagat oleli fel, de
abban az idében mint egyetemi, illetéleg akadémiai tankonyv
szerepelt. A nagyszombati egyetem filozofiai karan a maisodik
szemeszterben napi két oraban ezt a konyvet tanitottak.®

Két részben targyalja Mak6 az algebrit és geometriat. Kony-
vének tartalmi ismertetése helyett csak péar vonds kiemelésére

1 Paurer T.: i. m. p. 323.

2 FesEr: i. m. p. 111. — PAaINNER feljegyzése szerint a haldl napja
aug. 16.

3 Egyes részeinek magyar forditisa talalhato Magyar Hirmondo. Negye-
dik szakasz. 1794. p. 532.

% Magyar Hirmondo. Negyedik szakasz. 1794, p. 745.

5 FivAczy E.: i. m. I. p. 98—99.

ST ENESTC
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szoritkozunk. A 18. szizadban az 1j széamok, a tortek és nega-
tiv szamok okoztak nagyobb nehézséget. A szellemi tehetetlen-
ség elve szerint mindig nehéz az 0j fogalmak elterjedése és a
veliik valo megbaritkozis. Mako a negativ szdmokkal valo mii-
veleteknél teljesen helyesen jar el. A 48-ik pontban a—a=o0
és b osszeszorzisabol bizonyitja, hogy pozitiv és negativ szam
szorzata negativ lesz. Ennek felhasznalisival ¢ —a =0 és —b
Osszeszorzasdbol kapja, hogy két negativ szam Osszeszorzasa
pozitiv eredményt ad. Ugyanezt a bizonyitast alkalmazza 31 évvel
késobb Laprace.® A valodi torttel valo szorzasnal sziikségesnek
tartja. megemliteni, hogy a szorzat kisebb lesz a szorzandonal.
A 145. pontban a képzetes szamok szorziasiandl a
V—a y—a=—a
eredményt fogadja el és megjegyzi, hogy ebben a szerzék nem
egyeznek meg. Max6 Boscovicu jezsuitira hivatkozik.

2. Maxonak koszonjik a magyar szerzotdl - megjelent elsé
konyvet az infinitezimalis szamitasrol: Caleuli differentialis et
integralis institutio. Bécs, 1768.

Ennek a konyvnek megjelenésekor a matematika torténeté-
ben korszakalkoto differencidl- és integralszamitias kozel szaz
éves volt. Ennek a kalkulusnak elsé szizada naiv kornak mond-
hato, mikor az évszdzadokon dat megérlelédott infinitezimdlis
gondolkodas Leieniz és Newron dltal megtaldlva a matematikai
format, majdnem egy csapdsra meghoditotta a geometria, mecha-
nika és fizika nagy teriileteit, de kezdethben minden kritika nél-
kiil alkalmazzik és fejlesztik az j szamitdst. A 18. szédzad ma-
sodik felében mdr koézkines lett az infinitezimdlis szamitas.
E kornak jutott feladatul a meglévé ismeretek rendezése és
tokéletesitése. A differenciil- és integralszamitasrol szolo kony-
vek egymisutan jelennek meg. Canxtor® tébb mint 50 szerzé
kényvét sorolja fel ebbdl a korbol.

1 Cantor : Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik. IV. B.
Leipzig. 1908. p. 85.
2 (CANTOK: i. m. IV. p. 670—695.
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Maxo6 PAnL kényve méltan sorozhaté a jobbak kozé. Anyag-
ban nem ad ujat, de a tudomdny haladdsdval lépést tartva
viligos és konnyed eléaddasban hozza mindazt, amit koriban
az infinitezimdlis szamitds nyujtott. Nem tankoényvnek volt
szdanva, mert iskoliinkban nem volt kotelezé téargy a differen-
cial- és integralszamitas, Maxd célja az volt, hogy az érdekls-
dést felkeltse ezen 1j tan irant és hogy a matematikai gondol-
kodast terjessze Ausztridban is, hazdjaban is.

A Bevezetésben targyalja Mako a kiilonbo6zé rendi végtelen
kicsik és végtelen nagyok fogalmdt, mint amelyen az egész
szdmitas felépiil. A 18. szézad szokdsdahoz mérten a végtelen
kicsikkel és végtelen nagyokkal oly szabadon és gondtalanul
szamol, akar a véges szamokkal. Példai viligosak és tanulsd-
gosak. Pl. a 6. pontban a kiilonb6zé rendi végtelen kicsik
szemléltetésére a kornél emliti, hogy ha az a iv végtelen kicsiny,
akkor sin a, l—cos a, lg a— sin a sorban elsé-, masod- és
harmadrendii végtelen kicsinyek.

Az elsé konyv tartalmazza az egyszeri és Osszetettebb ki-
fejezések els6 differencialjainak kiszamitasat. Majd az eredmé-
nyeket boségesen alkalmazza a sikgorbék tandra, a szélso érté-
kek vizsgalatara és fizikai problémdakra. Ezutin &ttér a maga-
sabb differenciilok vizsgalatara és a geometriai alkalmazasra.

A miasodik konyv az integrilszamitast targyalja. Az integril-
szamitdas, mint a differencialszamitis megforditisa van értel-
mezve ¢s példikon bemutatva. Majd az egyszeres integralokkal
végezheté teriilet, ivhosszusig, forgasi kobtartalom és forgisi
feliiletszamitasokat adja. Végil pedig mechanikai és fizikai al-
kalmazdsokat taldlunk.

Altalanos jellemzésiil megemlitjiikk, hogy Mak6 a hosszi sza-
mitasokat is részletesen elvégzi. A széls6 értékeknél csak '
jon szamitasba. A sinus ¢és logaritmus jelzésére nines szimbo-
lum, csak szoval irja le. Korinak szokasat koveti abban is,
hogy az integrilok osztilyozasinak nyoma sincs. A sorbafejtést
gondoltik azon egységes eljarisnak, mellyel az integrilas elvé-
cezheté. Az irraciondlis és transzeendens integrilokat is sorba-
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fejtéssel szamitja. Természetesen ebben az idében a sor kon-
vergenciaja még nem probléma.

3. Misik fontosabb munkdja Makonak az 1770-bél valo és
Béesben megjelent «De arithmeticis et geometricis aequationuim
resolutionibus libri duo». Mint cime is mutatja, a konyv két
részre bomlik. Az elsé rész a mai értelem szerint az algebrai
egyenletek elemeit adja (Mako aritmetikai egyenleteknek mondja).
Részletesen targyalja Descartes jelszabalyat, a hianytételt, a
gyokok kisebbitését és a tobbszoros gyokok elméletét. A masod-,
harmad- és negyedfokt egyenletek megoldasat hozza és hésé-
gesen kitér a gyokok mindségének megallapitasdra.

A masodik rész voltakép a geometriai szerkesztések elméle-
tét tartalmazza. Részletesen tiargyalja az els6- és mdasodrendii
feladatokat. A harmad- és negyedrendii feladatokat geometriai
helyek vizsgdlatara vezeti vissza. Részletesen targyalja az egyen-
letek grafikus megoldasat. Altaliban a geometriai szerkesztése-
ket algebrai egyenletekre vezeti vissza.

Mak6 célja ennek a konyvének kiadiasaban tisztan pedagogiai
volt. A tanulok kezébe oly kényvet akart adni, melybdl elsaja-
tithatok a matematikanak szép és hasznos ismeretei. A kony-
nyed ¢és vilagos targyalas, a kell6 részletezés kiilonosen alkal-
massa tette ezt a konyvet arra, hogy a kezddék kedvet kapjanak
a fels6bb mennyiségtannal valo foglalkozishoz. Ugyanezt Can-
Tor negyedik kotetében Cajorr is megjegyzi a konyvrol.! A meg-
jelenés idejében egész modern konyvnek mondhato e munka.
Pl. a negyedfokin egyenletek megoldiséndl kortarsinak, EvLer-
nek (1707—1783) modszerét adja.

4. Roviden meg kell emlékezniink Mako PArn kozépiskolai
tankonyveirdl is. Az 1777-iki Ratio FEducationis gyokeresen
atalakitotta egész tanitasi rendszeriinket. Az 0j terv keresztiil-
viteléhez jo tankonyvek kellettek volna. A tankonyvirds azonban
nehezen ment.? Mak6 villalkozott a matematikai konyvek meg-

1 CantoR: i. m. IV. p. 104.
2 FiNAczy : i. m. II. p. 354.
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irasara. Ezek a kozépiskolai kényvei név nélkiil jelentek meg.
A kezd§ évfolyamoknak szant Institutiones arithmeticae 1777-ben
jelent meg Buddn, az egyetemi nyomdaban. Utina szimos ki-
addisa forgott kozkézen. Elterjedésére jellemzd6, hogy az elsé
megjelenés utan 64 ¢év mulva, a szerzé haldla utin 48 év
mulva még mindig 0j kiaddisban talaljuk. Masik két kézépiskolai
kényve nagyrészt a Compendiaria anyagat nyujtja. Klementa
matheseos purae 1778-ban és Elementa geometricae practicae
szintén 1778-ban jelent meg Buddan. Az elébbi hat kiadast, az
utobbi négy kiadast ért. FivAczy szerint® szakszertiség szem-
pontjabol kivaldo miivek, de tudomdnyos targyaldsi modjuk ¢s
a latin nyelv miatt nehéz volt a didkoknak.

Matematikai kﬁnyveinek altalanos jellemzéseként mondhatjuk,
hogy Maxko kiilénésen kittnik targyaliasinak vilagossagaval, elé-
addsdinak kénnyedségével. Nem 0j dolgokat irt, de az akkori
tudds szinvonalin dllva a matematikai ismeretek tovabbadasa-
ban oroszlanrésze volt. Konyvei dltalinosan ismertek és hasz-
nalatosak voltak. Viligos el6addsaval nagyon hozzdjarult abhhoz,
hogy hazinkban a felsébb mennyiségtan irant az érdeklédés
dllandéan a szinvonalon maradt.

Osszehasonlitva Mako matematikai miiveit korinak mennyi-
ségtani tankonyv-irodalmaval, -a megdllapitas Mak6 javira na-
gyon kedvez6. Munkdi vildgossigukkal, szabatossigukkal a jobb
tankonyvek kozé tartoznak. Mint koranak gyermeke, az altala-
nosan elterjedt modon targyalja a matematika egyes kérdéseit,
de hellyel-kozzel beledolgozza tankényveibe kortarsainak Gj ered-
ményeit is. A forrongo, tisztizatlan kérdéseknél is dszténosen
ahhoz az dllasponthoz csatlakozik, mely idével gy6zedelmes-
kedett. ‘

x

Mak6 egyéniségérél pedig megallapithatjuk, hogy szinvonalon
allo nagy iskoldzottsagti tudos, egyetemes muveltségii tanar és
nagybefolydsu tevékeny kozéleti férfia volt. Tudominya kittnik

1 FiNdczy : i. m. IL p. 357.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. 3
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megjelent munkdibol. Klasszikus latinsdgat mutatjak koltor
miivei. Nagy iskolizottsagdra vall, hogy a matematikan, fizikin
és filozofian kivil jaratos volt a gorog és latin irodalomban
ugy, mint a modern nyelvekben. Nagy tevékenységét mutatja a
Ratio Educationis szerkesztésében vald kozremiikodése. Egyik
nagy érdeme, hogy mennyiségtani miveivel mind Ausztriaban,
mind Magyarorszaghan felkeltette az érdeklédést a fels6bb mate-
matika irant és ezt az érdeklddést gondosan apolta.

Sdrkozy Pil.

LEBENSLAUF UND MATHEMATISCHE WERKE
VON PAUL MAKO DE KEREKGEDE.

I. Pavr Maké wurde am 18, Juli 1724 in Jészapdti geboren. Als
siebzehnjihriger Jiingling trat er in den Orden der Gesellschaft Jesu.
Er wirkte hauptsiichlich in der Schule, anfinglich 1747 in Ungvdr,
spiter in Tyrnau und Wien. Seine Tiichtigkeit richtete die Aufmerksam-
keit Van Swieren’s auf ihn und er wurde 1763 ins Theresianum als
Professor der Mathematik, Experimentalphysik und Mechanik berufen.
Als Professor der Akademie wirkte Maké 14 Jahre lang bis 1777. Nach
der Aufhebung seines Ordens 1773 trat Maké in den Weltpriesterstand
tiber und die grosse Konigin, Maria Turresia ernannte ihn zum Abt,
zum Domherrn, zum kéniglichen Rat. Grosse Verdienste hat er sich
bei der Verfassung der Ratio Educationis verschafft. Von 1777 bis
zu seinem Tode den 19. Aug. 1793 wirkte Maké als Direktor der philo-
sophischen Fakultiit an der Universitit von Buda.

II. Als Professor und Gelehrter nimmt MAk6 zu seiner Zeit eine
hervorragende Stellung ein. Nebst philosophischen und physikalischen
Werken hat er auch mathematische Werke in lateinischer Sprache ge-
schrieben. Mak6’s grosses Verdienst besteht darin, dass er im XVIIL
Jahrhunderte das Interesse fiir die héhere Mathematik in Ungarn und
Osterreich geweckt und erhalten hat.

Von Maké’s Persénlichkeit wissen wir, dass er ein Gelehrter auf
rechtem Niveau, ein seéhr gebildeter Professor und im offentlichen Le-
ben ein titiger Mann war. Paul Sarkozy.



EGY KULONOS TRIEDERROL.

A kovetkezokben oly triéderrel -foglalkozunk, amely triéder
oldalainak osszege két derékszog.

1. Az ABC hegyesszogli haromszog € cstesan keresztiil oly
D egyenest vezethetiink, hogy az ACD, BCD szégek meg-
feleléleg egyenlok legyenek az ABC haromszog A, B cstesénal

oy

1. abra.

lev6 a, illetoleg B szogével. Ekkor a GD egyenes a hiromszog
(A, CB oldalaival egyiitt egy oly € (ABD) triédernek éle,
amelynek oldalosszege két derékszog. (1. abra.)

B Ha a D pontot a triéder GD élén akkép valasatjuk, hogy
CD = AB, akkor az ABCD tetraédernek nemesak a CDA, DCB
d és BAD lapja kongruens az ABC hiromszoggel, hanem a tetra-

3x
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édernek mind a négy triédere is kongruens egymaissal és igy a
tetraédernek szembenfekvd élei és az éleknél levd szogei is
egyenlék egymassal; ez a tetraéder tehat egyenoldalit (de nem
szabdlyos !).1

Hogy a (/(ABD) triéder szogei, vagy ami ugyanazt fejezi ki,
az ABCD egyenoldalt tetraéder szogei kozott osszefiiggést talil-
junk, vezessiink a tetraéder szemben fekvo élein keresztiil paral-
lel sikokat. Ezek egy derékszogli parallelepipedont hatiarolnak
(1. abra), mert a tetraéder éleinek derékszogii vetiilete har-
melyik élparral parallel sikra egy derékszogt négyszog négy oldala
és annak két egyenlo &tloja.

E tetraédernek lapjai a tetraéder kiilszogeinek felez6i. Ebh6l
pedig kovetkezik, ha a C(ABD) triéder CA, GB és CD éleinél
levé szogeket @, ¢ és y-vel jeldljiikk, hogy az ABCD tetraéder
ABC lapjanak hajlisszége a parallelepipedon K cstcesaba iit-
koz6 CBE, CAE és ABE lapjdhoz megfelelleg 90°— /2,
90°— ¢/2' és 90°—/2, tehat végre

sin? —;ﬁ -+ sin? —g— + sin?'% =4

Ezért mondhatjuk :

Ha eqy triéder oldalainak dsszege két derékszig, akkor an-
nak ¢, ¢ és y szigei kozotl az osszefiigqeés:

sin%g~ + sinz—?;i + sin“—é— =1.

2. A targyalt triéder hat alkoto részébél a harom oldalbol
(a, B, 7) és a hirom szoghdl (@, ¢, y) csak kettonek ismerete
sziikséges, hogy azokbol a tobbit megszerkeszthessiik.

Az adott két oldal mar meghatérozza a harmadikat és azokbol
az altalanos eljaris szerint megszerkeszthetok a triéder szogei.

E triéder esetében csak azt a harom feladatot kell tehdt
kilon targyalni, amelynél a triédernek adva van:

1 L. e folyéirat XXVIL. kot. 46—66. oldalon az «Egyenodalu | tetraéder»
cimii értekezést.
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a) két szoge ¢ és ¢,

b) egy oldala 3 és az ezen fekvo egyik szige ¢;

¢) egy oldala a és az ezzel szemben fekvd szoge ¢.

A feladat megoldottnak tekintheté, ha egy oly hdromszoget
OBC-t talalunk, amelynek a, # ¢és 7 szoge a triéder harom
oldalaval egyenlo.

Vegyiik sorra ezeket az eseteket!

3. Ha az tgynevezett Monce-féle két képsikos rendszerben
egy oly S sikot szerkesztiink, amelynek hajlasszogei a két kép-
sikhoz: 90°— /2, 90°— ¢/2, akkor az S siknak nyomai a két
képsikon és egy ezekre merdleges oldalképsikon (profilsikon)
oly haromszégnek oldalai, amelynek szogei a keresett triéder
oldalaival egyenlék. E szerkesztések pedig az dbrazolo geometria
modszere szerint konnyen elvégezhetok, és ezzel az a) alatti
triéderfeladat, azaz a kiilonos triéder szerkesztése két szoghdl
meg van oldva. —

A b) alatt levo triéderfeladat azt kivanja, hogy egy ABC
hiromszoget (vagy ahhoz hasonlot) a kovetkezé adatokbol szer-
kessziink :

Derékszogii vetiilete BEC a BC oldalon dtmend és ahhoz
90°— ¢/2 szog alatt hajlo K sikhoz az K cstesnal derékszogi
haromszég legyen; toviabba, hogy a BC oldal mellett a B esties-
nial levé szoge B-val legyen egyenld (1. abra).

Megoldds (2. abra). Az adott 8 = ABC 2, AB sziranak A
pontjabol AF merélegest boesatunk a masik szarra BEC-re;
ha CFGa = ¢/2, FG =FA, GE L AF, EC L BE, akkor az ABC
haromszog szogei mar oldalai egy oly triédernek, amelynek egyik
oldala és a mellett levo szoge g és ¢. —

Hogy a triédert a ¢) alatt levé adatokbol (a, ¢) megoldhassuk,
egy ABC hiromszoget (vagy ahhoz hasonlot) kell szerkeszteniink,
ha ismeretes az A-ndl 16v6 a szoge és tudjuk, hogy derékszogi
vetillete BEC egy a B(C oldalon dtmend és ahhoz 90°—¢/2
sz6g alatt hajlo K sikhoz az K csticsnal derékszog.

Megoldds (2. dbra). A HK vonaldarab F' felezd pontjin at az
FG és FE egyeneseket akkép huzzuk, hogy 2 HFG = ¢/2,

PRPRTTE |
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HFE=90°; tovibba HF =FE, EG L FE, FA=FG és az A
pont az F'E egyenesen van.

A HAK héaromszog koré irt kérnek AL harjat akkép hati-
rozzuk meg, hogy a felette nyugvo hegyes keriiletiszog egyenld
legyen az a-val, és leirjuk a HAK koérrel koncentrikus és az
AL hurt érinté o kért. Ha az F pontbol az o kérhez vont
egyik érint6 a HAK kort az I, J pontokban metszi, akkor e

2. abra.

metszopontoknak €, B vetiiletei az A pontbol a HK egyenesre
a keresett ABC hiaromszognek €, B cstcsai.
Ugyanis kozvetlen lithato, hogy BAC = egyenlé a-val, to-
vabba, hogy a CIF, JFB hiromszégek hasonlosiga miatt
CF:FI=JF:FB

CF.FB=JF.FI= HF.FK—=FE?,

tehat a CEB derékszog. Ebbol pedig kovetkezik, hogy az ABC
héromszog a feladat kovetelményeinek megfelel és ezért szogei
a ¢) alatt levé adatokbol (a, ¢) meghatarozott triédernek oldalai.

és igy
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Kénnyen lathato még, hogy a feladatnak csak akkor van red-
lis megoldasa, ha tg « < sin ¢.

Jegyzet. A b) és ¢) alatt levé triéderfeladat megoldisa az
ABC haromszog segélyével abban az esetben egyszeribb, ha
¢ =90°, tehat a triéder adott szoge derékszog, mert ekkor az
ABC hiaromszog magassagpontja a B( oldalra meroleges magas-
sagnak felezopontja.

4. A targyalt triéder poldris triéderének az a tulajdonsaga,
hogy szogeinek Osszege négy derékszog ¢és o, @', ;' oldalai
kozotti relacio :

SOPLINI At o
cos 2_+c0s B -+ cos 2——1.

Tekintve, hogy a derékszogi parallelepipedon mind a négy
atloja az egy P csucsha titkozo éleihez egyenlé szogek alatt
hajlik és tekintve, hogy ha ezek a hajlisszogek «'/2, 32, ''2
értékiek, akkor kozottik az el6bbi relacio fonnall: ezért a
parallelepipedonnak a P csteesal nem incidens harom atloja
oly triédernek harom éle, amelynek szogosszege négy derékszog.
Ebbol forditva kovetkezik :

A derékszogit parallelepipedon néqy dtloja hdrmanként néqy
csuestriédernel: az éleit képezi ; exel kizotl van eqy, amelynek teré-
ben a neqyedik dtle bennfoglaltatik, annak sulyvonala, tovdbbd
e csucstriéder szigeinek 6sszege’ egyen'd néqy deréksziggel.

Ha e negyedik parallelepidon-datlonak egyik végpontjabol a
tobbi harom atlo dltal képezett triéder lapjaira merélegeseket ho-
csatunk, akkor ezek élei egy triédernek, amelynek oldalosszege
két derékszog. Ezt a triédert az elobbitdl fiiggetleniil a kovet-
kezékép szerkeszthetjiik :

Harom paronként egymasra meréleges sikot egy tetszés sze-
rinti sik, amely amazoknak O kozés pontjin nem megy keresz-
tiil egy ABC hiromszogben metszi, és ha ennek a BC, CA és
AB oldalaira az O pontbol bocsiatott merélegesek azokat az
A,, B, és C, pontban metszik, akkor az O (A,B,C)) triédernek
oldalosszege két derékszog.
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Ez kozvetlen is belathato:

Ugyanis, ha az 4,B,(C, talpponti haromszige az A B( hirom-
szognek és O, az AA,, BB,, ((, magassigoknak metszépontja,
akkor e magassigok és az ABC hiromszog oldalai az A B,C,
haromszog szogfelez6i az A BC haromszog oldalain dtmend péiron-
ként egymasra meréleges sikok pedig egymést egy oly O ponthan
metszik, hogy az OO, egyenes meréleges az ABC sikra.

Tekintve, hogy m?=BA1.AIC=B1A1.AICI, és hogy az
OA, egyenes az A,B,(, haromszég B,A,, A,C, oldalaihoz egyenl
szogek alatt hajlik: az OA,B,, (;A,0 hiromszogek hasonlok.

Ugyancsak hasonlo a (OB, hiromszog is az elébbi kett-
hoz és ezért a hirom hiromszog O cstcesandl levé szogeinek
osszege két derékszog.

Tehat :

Bdrmely hdromszioy kiilszégeinek felezdin dtmend hdrom
pdronként eqymdsra mercleges sik egymdst egy oly gila esii-
csdaban metszi, amelynek alaplapja a felvett hdromszég és
oldallapjai hasonlé hdromszigek.

Tovabba :

Ha eqy gomb-oktansba irt
gombhdromszognek csicsail a
a rajtuk dtmend gomb-oktans-
oldalakkal szemben fekvd csii-
csokkal dsszekdtd fékordk eqy-
mdst az oldaloktol hatdrolt
gombteriilet eqy pontjaban met-
szik, akkor a gombhdromszig
oldalosszege két deréksziyg.

Ha eqy gomb-oktans kiré irt
gombhdromszog oldalai a raj-
tuk levd  gomb-oktanscsicesal
szembenfekvd oldalakat a gomb
eqy fokorén metszik, amely «
gomboktanstél hatdrolt gomb-
részen kivil van, akkor a gomb-
hdromszég  sziyisszeqe néeqy

Aoty Kiug Lipét.

{'BER EIN BESONDERES DREIKANT.

In dem Aufsatz wird ein Dreikant konstruiert: a) aus zwei seiner
Winkel ; ) aus einer Seite und einem dieser Seite anliegenden Win-
kel; 7) aus einer Seite und dem dieser gegeniiber liegenden Winkel,
mit der Bedingung, dass die Seitensumme des Dreikantes zwei Rechte
betrigt. Leopold Klug.



KONVEX TARTOMANYOK KONFORMIS
LEKEPEZESEIROL.

1. Legyen w = f(2) az |z|< 1 egységkorben reguliris fiigg-
vény, amely az egységkor belsejét kolcsonosen egyértelmiien
képezi le a w siknak egy G tartomanyara. Tegyiik még fol,
hogy a G képtartomdny konvex, vagyis olyan, hogy ha w, és
w, a G tartomdny két tetszéleges bhelsd pontja, akkor az
altaluk hatarolt “egyenesdarab teljesen G belsejében fekszik.
Akkor all a kovetkezé szép és fontos, Stuny-tol szarmazo tétel.

A) tétel. Az eldbbi feltételck mellett minden, az eqyséqkir
belsejében felvi K korlemez képe konvea.

A kovetkezékben elsésorban Stupy ezen tételének egy tel-
jesen elemi bizonyitasat kozlom;* mésodsorban pedig red 6haj-
tok mutatni arra, hogy Stupy tételének segélyével a leképezo
w = [ (2) fiiggvény keriileti viselkedése szintén teljesen elemi
eszkozokkel allapithatd meg. Hogy a lényegest kiemelhessem,
ez utobbi megjegyzést csak az dltaldnos esetre fejtem ki, ami-
kor tudniillik a G képtartomdiny szorosabb értelemben konvex
¢és korldgtos, vagyis olyan, hogy egy véges korben fekszik és
birmely egyenes legfeljebb kél hatarpontjat tartalmazza. Ebben
az esetben ugyanis a leképez6 w = [ (2) figgvény kertileti visel-
kedése levezethet6 a Srtupy-tételbél a nélkil, hogy a leképezés
konformis voltara hivatkoznunk kellene, vagyis dll a kévetkezo,
dltalanosabb jellegti leképezési tétel.

1 A szokasos bizonyitasra nézve 1. példaul CARATHEODORY, Sur la repré-
sentation conforme des polygones convexes, Annales de la Société scienti-
fique de Bruxelles, XXXVII. kotet (1913), 1—10. old.
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B) tétel. Legyen w =[f(2) az |z| <1 eqységkir belsejében
definidlt, nem sziikségképpen requldris fiigguény, amely az
eqyséqgkor belsejét kolcsonisen egyértelmiien és folytonosan ké-
pezi le a w siknak eqy G tartomdnydra. Ha

L. a G képtartomdny szorosabb értelemben konvex és korld-
tos és ha

Il. minden az eqységkor belsejében fekvd korlemez képe
konvex, akkor

a) az f(2) figguény folytonos marad az eqységkor kerile-
tén, vagyis az eqységkor kerilelénel bdrmely { pontjdra nézve
létezik a

: lim [ (2)
|z]<1, 20=¢§
hatdrértek, és .

B) ha ezt a haldrértéket [ ({)-val jeloljik, akkor az eqység-
kor  keriileténel két kilonbozd I, £, pontjdra nézve mindig
&) #+ &)

Ennek a tételnek a bizonyitdsa, mint latni fogjuk, a leg-
egyszertibb folytonossdgi és elemi geometriai meggondolasok-
kal végezheté ; mig tehat mem konvex képtartomdny esetén a.
konformis leképezést eszkozlo figgvény kertileti viselkedésének
vizsgalata mély topologiai és fliggvénytani segédeszkozoket igé-
nyel, addig konvex . képtartomany esetén teljesen elemi tton
jutunk célhoz. Mindenesetre fel kellett a B) tételnél tenniink,
hogy a képtartomdny korlitos és szorosabb értelemben konvex ;
ez a feltevés a B) tételnél valoszintleg lényeges is,® de ha
konformis leképezésekre szoritkozunk, az f(2) fiiggvény kerii-
leti vizsgdlata még akkor is igen egyszeriien végezheté a Stupy-
tétel segélyével, ha a képtartomany hatara egyenesdarabokat
is tartalmaz. Ilyen egyenesdarabokon ugyanis, a fikrozési elv
alapjan, az f (2) fiiggvény inverz fiiggvénye reguldris; ha ezt
az elemi fiiggvénytani tételt is tekintetbe vesszik, ugy a B)
tétel bizonyitisinak gondolatmenete még mindig igen egyszert
bizonyitdsra vezet. A részletek annyira kézenfekvéek, hogy sziik-

L Ennek a kérdésnek a tiszﬁzésa nem latszik érdektelennek.
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ségtelennek tartom a megheszélésiiket. Egyébként is, éppen a
tilkrozési elv, tehat egy fiiggvénytani tény igénybevétele miatt
a tagabb értelemben konvex képtartomdany esete érdektelenné
valik, szemben a szorosabb értelemben konvex képtartomdny
esetével, amelynek az érdekessége éppen abban a korilmény-
ben rejlik, hogy a leképezo [ (z) fiiggvény keriileti viselkedése,
a Stupy-tétel birtokaban, fiiggvénytan nélkil, lényegileg elemi
geometriai uton allapithato meg.

Kedves kotelességemnek tartom e helyen megemliteni, hogy
a kovetkezd bizonyitasok végleges fogalmazisinal CARATHEODORY
professzor 1r lényegesen tamogatott szives tandcsaival.

9. Az A) tétel bizonyiltdsa. Mivel minden, az egységkor bel-
sejében fekvo korlemez az egységkornek énmagdra valo linedris
leképezésével datvihetd olyan korlemezbe, amely az egységkorrel
koncentrikus, elég az allitast ilyenekre bizonyitani; nyilvan f6l-
tehetjitkk tovabba, hogy

f (0) = 0. (1)

Az |z| <r<1 kérlemezt jeldljiik K,-rel, képét G,-rel; bizo-
nyitando, hogy G, konvex, vagyis hogy ha w,, w, a G, tarto-
many két kiillonbh6zo belsé pontja, w, az dltaluk hatdrolt egye-
nesdarab valamely kozbiilsé pontja, akkor w, is a (, bel-
sejében fekszik. Mivel G, része G-nek, w, és w, a G-nek is
belsé pontjai; mivel G konvex, w, is belsé pontja G-nek és
enncélfogva képe az |2]| < 1 egységkor egy hatdrozott z, belso
pontjinak. w, akkor és csak akkor fekszik G,-ben, ha ez a z,
pont a K;-ben fekszik; bizonyitandé tehat, hogy |z,| < », vagy
masszoval, ha f (2) inverz figgvényét F (w)-vel jeléljiik, hogy

| B () | < 7. ©)

A w, pont a w, és w, dltal hatarolt egyenesdarabnak pontja
és ennélfogva a kovetkezé alakban irhato :

w, = tw, + (1 — 1) w,, (3)
ahol A
t valos és 0 <<t < 1. (4)
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w, ¢és w, a Gynek két kilénbozé pontja és igy képe a K, két
kiilonbh6z6 z,, 2, pontjinak; a jelolést ngy vilaszthatjuk, hogy
|2,| < |2,| legyen, amikor is, mivel 2z, + z,, nyilvan z,=0.
Ekkor tehat
15| = 2| <m 2,50, (®)
f(2) = wy, f(2y) = wy ©)

A (4), illetleg (6)-ban szereplé {, z,, 2, mennyiségek segélyével
képezziik mar most a kovetkezé fiiggvényt:

A

e@=1f(2z) +a—0re. @

Z

g

(5) miatt ¢ (2) az egységkorben regularis és (4) miatt csak
olyan értékeket vesz fel, melyek a w sikban dbrazolva G bel-

sejébe esnek. Ugyanis [ (—:—1 z) és [ (z) mindenesetre belsé
pontjai a G-nek, ¢ (2) viszont az ezen két pontot dsszekito
egyenesdarab pontja és G konvexitiasanil fogva igy ¢ (2) is
bels6 pontja G-nek. Képezhetjik tehat a

¢ (2) = F (¢ (2) ®)

figgvényt. Ez (1) és (7) miatt és mivel F abszolit értéke min-
dig kisebb mint 1, az egységkorben reguliris, a kézépponthan
eltting, abszolut értékére 1-nél kisebb fiiggvény; a ScuwARz-
lemma szerint teh:it
|¢@|[<r, ha [z]<m 9)
Mivel |z, | <7, ennélfogva specidlisan
¢ | <,
vagyis, mivel (8), (7), (6) és (3) szerint ¢ (z,) = F (wy), | F (wy)|<r,
amit bizonyitani kellett.
3. A B) tétel bizonyitdsa. Tekintsiik elészor az o) alatti
dllitasdat a tételnek. Legyen ¢ az egységkor keriiletének egy
pontja, 2z, egy a {-hoz tartd, az egységkor belsejében fekvo

pontsorozat. Ha az f (2,) = w, sorozat allitasunkkal szemben
divergens, akkor kivilaszthato beldle két részsorozat, 2, és 2,
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olymodon, hogy a w, = f (2)) és wi, = f (2,) sorozatok két kiilon-
b6z6 w', w" hatarértékhez tartanak:

Wh—w', wy—w", wEw". (10)

Allitasunk be lesz bizonyitva, ha megmutatjuk, hogy (10) ellen-
mondisra vezet.

4. Ragadjuk ki a 2, 2, sorozatok két egyenld indexti elemét,
2h-t és zZp-t, és tekintsiik mindazokat a koroket, amelyek e két
pontot tartalmazzik és amelyek teljesen az egységkor belsejé-
ben fekszenek. Ezen korok sugarainak also hatarat jeloljiik
(25, zn]-vel. Ha

UR
(23, 2n] —0, (11)

akkor a 2, 2, sorozatokrol rovidség okaért azt fogjuk mon-
dani, hogy szomszédos sorozatok.

Tegyiik fol el6szor, hogy a (10)-hez vezeté z,, 2, sorozatok
szomszédosak, vagyis hogy (11) teljesiil. Minden n-hez meg-
adhato ekkor egy K, kérlemez, amely a 2, és 2, pontokat tar-
talmazza, teljesen az egységkor belsejében fekszik és amelynek
sugara, az n— oo hatardtmenetnél, zérushoz tart. A K, kor-
lemez képe legyen G,. Akkor G,, a B) tétel 1. feltevése sze-
rint, konvex tartomany, amely tartalmazza a w), = [(z,) ¢s
why = f(2;) pontokat és igy e két pontot 6sszekoté egyenes-
darab felezépontjit is; vagyis a K, koérben van olyan 23 pont,
amelyre-nézve

“}l +_ Il'”
o n n
i S e e (12)

Mivel a K, kor sugara zérushoz tart, ez a 2z} pont is az egy-

ségkor keriiletének ugyanazon { pontjihoz tart, mint a 2, 2,

pontok. A leképezés kolesonosen egyértelmii és folytonos volti-

/ "

Wy + Wy
9

nal fogva tehat az [ (z)) = sorozat nem konvergdlhat

a G képtartomany belsd pontjihoz; ugyanez dll természetesen
az [ (2n) = wh, [(2h) = w), sorozatokra is. Vagyis
w' - w" wh, 1w,

r > ! " . " ’ -
w' = lim w,, w"=lim w, és G ok lim - -
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hatarpontjai a G képtartomanynak, mégpedig — G korlatos=
siga miatt — véges és igy (10) miatt egymdstol kiilonhéz6,
nyilvin egy egyenesen fekvo hatirpontjai, ami lehetetlenség,
mivel feltettiik, hogy G szorosabb értelemben konvex.

5. Ejtsitk most el azt a feltevést, hogy a (10)-hez vezeté
2y, 2p sorozatok szomszédosak. A kivetkezé pontban meg fog-
juk mutatni, hogy all a kovetkezo (teljesen elemi)

Segédtétel. Ha z,, z, két, az eqységkir belsejében fekvd so-
rozat, amely az eqyséqgkir keriletének ugyanazon { pontjihoz
lart, akkor mindig, van olyan, az eqységkor belsejében fekvi
Zy sorozat, amely mindkét adott sorozattal szomszedos (és ennél-
fogva természetesen szintén {-hoz tart).

Ennek a z, sorozatnak a segélyével mar most igy okoskod-
hatunk. Esetleg elézetes kivalasztast eszkozolve feltehetjiik, hogy
az [(z,) — W, sorozat konvergens :

uw,, — 1.
Mivel (10) szerint w's=w", a w's=w ¢s w" =4 w egyenlétlen-
ségek koziil legaliiﬁb az egyiknek dllnia kellene; mivel azonban
2, 6s %, is, 2, és 3, is szomszédos sorozatok, a 4. pont sze-
rint ez a feltevés ellenmonddsra vezet.

6. Hatra van még az el6z6 pontban hasznilt segédtétel iga-
zolisa; ez példaul igy torténhetik. Mivel z, és zj, az egység=
kor keriiletének ugyanazon pontjahoz tartanak, mindenesetre
[ 2| —1, |2h|—1, |2h =2, |0 és igy, esetleg véges szamu
tag elhagyiasa utan,

|20l = |20 = Zn |, | 20] 5 | 20 = 2] (13)
Ragadjunk most ki egy hatzirdzott n indexet és legyen pl.
|2n| = |20 . (14)

Akkor (13) miatt a z2=0 és z=2z), pontokat 6sszekots egyenes=
darabon megadhatunk egy Zz, pontot, amelyre

| (15)
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jegyezzilk meg rogton, hogy ezen Z, pont helyzete olyan, hogy
all az

|20 | 4| 2 — Zn| = | 2] (16)
osszefiiggés. Azt dllitjuk, hogy az iqy szerkesztett z, pont; ha
n—ro0, eqy a Z,. 2, sorozatok mindeqyikével szomszédos soro-
zatot fut be. Ez igazolva lesz, ha megmutatjuk, hogy (a 4. pont
elején bevezetett jeloléssel)

(21, Znl < |20 — Znl; (17)
(27 Zn) < |20 — Zhls (18)
mert hiszen |z, — 2, | —0.

A z, pont vilasztisanal fogva a 2z, mint kézéppont koriil az
| 2 — 2| sugdrral rajzolt koér teljesen az egységkor belsejében
fekszik ¢és tartalmazza a 2, és 2, pontokat, tehat (17) minden-
esetre dll. Ha a 2y és 2, pontok specidlisan az egységkornek
tgyanazon a sugaran fekszenek, akkor a 2, pont Osszeesik a
z, ponttal, tehat ekkor [z, z,] =0 és (18) is all. Ha viszont
z, és 2, nem fekszenek ugyanazon sugdron, akkor (18) a ko-
vetkezékép igazolhatdé. A 2, ponton it a 2, és 2, pontokat
osszekoty egyeneshez rajzolt parhuzamos ekkor az egységkor-
nek z;-6m atmené sugarat egy hatdrozott 2z} pontban metszi;
a hasonlo haromszogekbél, (14) és (15) segélyével, rogton kovet-
keznek az

EAFEAt (19)
B 2| [ % —Fn| = |20 — 2], (20)
A @1)

egyenl6tlenségek. (19), (15) és (16)-bol tovabb
2|1l — 2| < Bl + [ Za— 2| = || <1 (@)

kovetkezik. Ha mar most a 2} pont kériil az |z, — 2), | sugarral
kort rajzolunk, akkor ez (22) szerint teljesen az egységkorben
fekszik, (20) és (21) szerint pedig tartalmazza a %, és 2, pon=
tokat, tehat (18) is igazolva van. z

7. A B) tétel ) alatti dllitasit evvel telJesen bebizonyitot-
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tuk. A A) alatti allitas igazolasahoz -elérebocsatjuk a kovet kezo
megjegyzéseket. Legyen { az egységkor keriiletének pontja, A
egy korlemez, amely az egységkort a  pontban érinti és egyéb-
ként teljesen az egységkor belsejében fekszik. Legyen végiil K’
a K korlemez belsejének a képe. Mivel K nem fekszik teljesen
az egységkor belsejében, K’ konvexitisa ninesen explicite benne
a feltevéseinkben, de azonnal kévetkezik. Mert ha K, a korok-
nek egy sorozata, amelyek K-val koncentrikusok és amelyek-
nek a sugarai novekedéleg tartanak K sugara felé, akkor nyil-
vin K’ ezen K, korok képeinek egyesitési halmaza; mivel ez
utobbiak feltevésiink szerint konvexek, K’ is konvex. Jeléljiik
mar most [ (2) hatarértékét a ¢ pontban f(£)-val; mivel f (2) az
egységkor Dbelsejét kolesonosen egyértelmiien és folytonosan
képezi le a G tartoméanyra, a K kor belsejét pedig a K’ tar-
toméanyra, f($) a G és K' tartomanyoknak kézos hatdrpontja.

Tekintsiik most az egységkor keriiletének két kiilonbozo £, &,
hatarpontjit. Vegyiik fel ezekhez a K, K, koroket gy, hogy e
korok az egységkort a £, illetéleg & pontban beliilrél, egymast
pedig egy bizonyos, az egységkor belsejében fekvé z, ponthan
kiviilrél érintsék. Ezen kérok belsejének a képei legyenek K|, K.
E képtartomanyoknak a w, —= [ (z,) pont kozis, a ( tartomany
belsejében fekvé hatarpontja; mivel a K,, K, koroknek nin-
esen z,-tol kiillonbozo kozos bels6 vagy hatarpontjuk, a K, K,
képtartoményoknak sem lehet a w,-tol kiillonhozé, a G tarto-
many belsejében felkvd kozos belsé vagy hatirpontjuk. K| és I,
azonban egy fentebbi megjegyzés szerint konvewelk és ez ok-
bol egydltaldban nem lehet a wy-tol killonbozé kozos belso
vagy hatarpontjuk; mert ha volna, pl. w*=w,, akkor a w* és
w, pontokat 6sszekoté egyenesdarab minden pontja, a konvexi-
tas miatt, k6zos bels6 vagy hatirpont volna, pedig ezen egyenes-
darabnak a wy-hoz elég kozel es6 pontjai mindenesetre belsd
pontjai G-nek és igy nem lehetnek K/-nek és K,-nek kozos
belsé vagy hatarpontjai, mint el6zoleg lattuk.

Mar most (&), [(§) a K, illetoleg K -nek a G tartomdiny
hatdrara esé és igy a G belsejében fekvo w, ponttol kiilénhozo
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hatarpontjai. Ha tehat f({) = [ ({) volna, akkor K/-nek és K,-
nek volna a wy-tol kiillonbozo kozos hatirpontja. Az elézé meg-
jegyzések szerint ilyen nincsen ; kovetkezéleg f({) =+ [ ({y), ami-

vel a B) tételnek B) alatti allitasa is igazolva van.
: : Rads Tibor.

UBER DIE KONFORMEN ABBILDUNGEN KONVEXER
GEBIETE.

Zunichst wird fiir den Srtupy'schen Satz, nach welchem siimtliche
Niveaukurven eines konvexen Gebietes ebenfalls konvex sind, ein ganz
elementarer Beweis gegeben, bei welchem der Stupy'sche Satz als
unmittelbare Folgerung des Scawarz’'schen Lemmas erscheint. Es wird
dann die Bemerkung ausgefiihrt, dass bei der konformen Abbildung des
Einheitskreises auf ein konvexes Gebiet die Rinderzuordnung in elemen-
tarer Weise abgeleitet werden kann, wenn man den Stuby’schen Satz
heranzieht. Inshesondere stellt es sich heraus, dass falls keine drei
Randpunkte des konvexen Bildgebietes in einer Geraden liegen, die
Stetigkeit und Eineindeutigkeit der Rinderzuordnung ohne Heranzie-
hung funktionentheoretischer Mittel, durch einfachste topologische und
elementargeometrische Betrachtungen aus dem Stupy’schen Satze folgt.

Die Note erscheint in deutscher Sprache in den Math. Annalen.

Tibor Radé.A

1 Research Fellow of the Rockefeller Foundation.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI, 4
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Legyen az f(x) fiiggvény valamely I intervallumban feliilrél
konvex (pontosabban: nem konkaw) azaz tegyen elevet a

25| Bts )>i(w1)+f(x2) (1

funkcmnal-egy«enlotlensegnek (1)-hol kovetkezik, hogy altalano-
sabban -

[z, + & @e—x) = [ (@) + F[f (x) — f (%)] @)
o<y, 0=9'<1),

valahdnyszor ¢ raciondlis.? Pusztin (1)-b6l még nem kévetkezik
azonban, hogy (2) irracionalis d-ra is igaz.?

-1 JenseN: Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs
moyennes, Acta Mathematica 30 (1906). p. 188. form. («). Ennek egyszerubb
bebizonyitasat 1. alabb a szovegben.

2 Legyen u. t.

@) =9 (@) + v @), e

ahol ¢ (x) valamely folytonoes és feliilrél konvex fiuggvény, y (x) pedig a
Y (@) + @) = @ () + p ()

funkeional-egyenletnek egy HaMeL-féle nem folytonos megoldasa (1. M. HAMEL:

Mathematische Annalen 60 (1905) p. 459~4—6Q); nyilvanvalo, hogy ez az [ (x)

eleget tesz (1)-nek. Most azonban (2) nem lehet minden a 0 és 1 kozé esd

9-ra igaz, mert akkor [ (x) az (z;, @,) intervallumban alulrol korlatos volna,

tehat ¥ (x) is ilyen volna, ami ellenkezik a feltevéssel.

Ha (2) minden a 0 és 1 kozé esé 9-ra igaz, ugy f (x) az (x,, x,) inter-
vallumban alulrél korlatos, tehat ennek belsejében folytonos. (V. 6. JENsENn®
p. 187—189. L. még SIERPIASKI: Sur les fonctions convexes mesurables,
Fundamenta Mathematice 1 (1920) p. 125—129, ahol JenseNn tételének mas
bebizonyitasa talalhato.) Forditva, ha f (x) folytonos, ugy (2) nyilvan irra-
cionalis &-ra is érvényes.

Az (1) nem folytonos megoldasainak mélyebb vizsgalatara nézve 1.
F. BERNSTEIN-—G. DoErscH: Zur Theorie der konvexen Funktionen, Mathe-
matische Annalen 76 (1915) p. 514—526.

i vad.
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Tegyiik fel mar most (1) mellett még azt is, hogy f(x) mo=
noton. Akkor indirekt Giton evidens, miszerint (2) irraciondlis &
esetén is érvényes. Az aldbbiakban ennek direkt bebizonyitasat
adom. ;

Ezzel kapesolatban megmutatom azutin, hogy az aldbbi elemi
geometriai tételek a parallelaxiomdtol figgetlenil direkt uton
bebizonyithatok. ' ‘

Legyenek ABC és A'B'C' derékszogi héromszogek, “ahol
(5 = Ck = derékszog. A jelzett tételek a kovetkezok :

1. Ho AB=A'B' és Ay <‘A'4, akkor-
A’"g:rAg > ._B'—C': BZ'
9. Ha BC = B'C- és CA < €'A’, akkor
_07’: m— > B’42B4.3
X

Elére bocsatom a kévetkezd észrevételt. Ha az
. ao, alv' 228 (l" 4
szamsorozatban '
: Qai%&ifi_’-ai*l (i:1,2,...,n—~1) (3)
akkor : _ S
n(ar— ay) = k(a,—a,) =1:2,...,—1). - (4
U. i. (3) alapjdn a j‘=k +1;..., » értékek barmelyikére ;

a,-ga,',,jjéaj—a,'_'l (i_—‘l,g,...,k).

3 V. 6. WEBER—WELLSTEIN : Enzyklopiidie der Elementarmathematik
Bd. II. 3. Aufl. (1915), p. 339. Itt a

sine <x<tga (O<x<-—;—)

ggye_nléllensegek alapjan be van bizonyitva, miszerint

sin @, & tg @,
i ] L g Ly
sin @, &y tg x;

(0<m,<m,<%)-. :

Ha elfogadjuk a parallelaxiomat, akkor 1. és 2. e tételekkel @quivalensek.
4*
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Osszeadva
(o —ag) =k(aj—aj) (G=k+1,...,n).
Ismét Gsszeadva
(n—k) (ar — @) = k (an — a),
honnan (4) folyik.

Racionilis ¢ esetén (2) ez észrevétel alapjan (1)-nek kozvet-
len folyomdnya. Lathato, hogy ha egy racionalis J-ra (2)-ben a
> jel érvényes, tgy mindegyikre ez e“rv@nyes

Attérek annak direkt bebizonyitésara, hogy ha f () monoton,
agy (2) irraciondlis d-ra is igaz. Szoritkozhatom arra az esetre,
midén a J intervallum (0, 1) és .f () monoton névekedd, tovabbd

fO) =0, f(1)=1, f(%) >3 (5)
Ki kell mutatnom, miszerint
f@) > foi<e <), (6)

A feltevés alapjan az m, n, p, v természetes szamokat meg-
hatdrozhatjuk gy, hogy

m[zf(,)—1]>1 (7
1>n(1—a) =3, (8)
e[l—nl—2)]>1, 9
vmu[l—n(l—ax) <v-+l. (10)
Azt allitom, hogy
: my(n—l)+v+1.
o F i mnye i
Legyen rovidség kedvéért
z2=1—n{l—2) (12)
(12), (10) és (8)-bol
‘)ﬂ[l Yo
Alkalmazzuk (2)-t az x,=0, x,—3, ¢ = —3:; esetre; akkor (5)
alapjan
v
! (W) = m—ﬂf @
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s f () monoton névekedd 1évén, (13)-ra tekintettel még inkabb

mpf (@) = f @. (14)
De (9) és (10)-bél lathato, hogy v=m, tehat (7)-et erositjiik,
ha m-et v-vel potoljuk, mikor is adodik

W@ >v+1. (15)
(14) és (15)-bol

mpf (2) > v+ 1. (16)
Alkalmazzuk most (2)-6t az x, =2, x, =1, ¢ = s
akkor (5) és (12) alapjan adodik

nf @) =n—14f ). 17)

(16) és (17)-bél folyik (11), (10) és (11)-bol pedig (6), q.e. d.
Hasonldé meggondolissal élhetiink a fenti 1. és 2. tétel be-
bizonyitasanal. Ezeknek ily modon a parallelaxiomdtol figgetlen

1
esetre;

direkt bebizonyitasa torténik, mely csak a HiuBerr-féle 1., 1I.,
1. axioma-csoportokat és ArcuiMEDES axiomdjat® haszndlja fel.

Legyenek u.i. ABC, A'B'C’, A" B"(C" derékszégli haromszogek,
ahol 04—_ (5 = ("5 = derékszég. Konnyen belithato, hogy
a) Ha AB= AR —A"l " és

Ay =3%(As + A%),
akkor :
B'C >1 (BC B”C”)

(az Ax =0, BC = 0 hatdresetben is).
b) Ha BC = B'C'=DB"C" ¢s
("AI 2((114 + C”/ n)

4 HiLBerT : Grundlagen der Geometrie 6. Aufl. (1923), Kap. 1., §§ 2, 3,
5, 8. Ismeretes, hogy az [—III. axioma-csoportok alapjan ARCHIMEDES axio-
majabol mar kovetkezik a szogekre vonatkozo analog tétel és viszont.
(G. FeieL: Uber das Archimedische Axiom, Mathematische Zeitschrift
95 (1926), p. 590—600. L. még R. BaLpus : Uber das Archimedische Axiom,
u. o. 26 (1927), p. 758—760.)
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akkor I
By > ;(Bx + B)

(a CA =0, Bx =0 hatdresethen is).®
Mar most pl. az 1. tétel igy lithato be. Legyen ¢ a B" pont-
nak az Al szogfelezGjétol valo tavolsaga. Akkor @) szerint

t>iB'C.

ARCHIMEDES axiomdja alapjan az m', n', p', v/, természetes sza-
mokat meghatérozhatjuk gy, hogy

m' @2t — B'G) >'B'C, (18)

Ax >n' (Ay— Ax) = 1 A, (19)
/,(' [A',; —n' (A’é: i A4)] ey A;;, (20)
vAy < m'p' [Ay —n' (Ax — A < (V'+1) Alx. 21)

Kikothetjiik, hogy m' és p' a 2-nek hatvinya legyen. A
p=mpn', g=m'u' ' —1) +v'41
jelélés mellett (21)-bol
PAx < qAx; : :
és (18)—(21)-b6l @) alapjan a (11) bebizonyitisahoz hasonléan
kovetkezik, miszerint
pBC > ¢B'C'.8
Ezzel az 1. tétel be van bizonyitva.” A 2. tételt b) alapjan

hasonléan lathatjuk be.
Kiemelem 1. és 2. kovetkezd specidlis eseteit :

1* Ha AB = A'B' és van olyan d szég, hogy

A4 — ,C()‘, A"} = ')’Iﬁ,

5 V. 6. BaLpus* p. 758, Hilfssatz.

6 Minthogy m' és u' a 2-nek hatvanya, a bebizonyitasban fellépé
vl
mr”l

7 V. 6. EvkLipes V., 7. def.

A'.; létezése a jelzett axiomakhol folyik.
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KONVEX ES MONOTON FUGGVENYEKROL.
ahol &k < n természetes szamok, agy
n BC > EkB'C'.
9% Ha BC =B'C’ és van olyan d egyenesdarab, hogy
CA =+vd, C'A" = sd,
ahol 7 < s természetes szamok, tgy
sBx > 7B .

1Xés 2%-ot a) illetve b) alapjian (4) bebizonyitdsédhoz hason-
loan is belathatjuk, ezek tehdit Arcmimepes axiomajatol fiigget-
lenek.

Megenilitem az @), b), 1% és 2% tételek aldbbi folyomanyait.

Legyen [, egy a korbe beirt, K, pedig egy a kér koriil irt
nemszabdlyos n-szognek, k), illetve K, a megfelel§ szabalyos
n-szognek keriilete. (A be- és koriilirds a szokdsos megszoritis-
sal értendd.) Mar most @)- resp. b)-bél a konvex fliggvényekre
vonatkozo Jensen-féle egyenl6tlenség bebizonyitasahoz hasonléan ®
kovetkezik, miszerint

!

by <l iRp = K
1*- resp. 2%-nak pedig kozvetlen folyomdnya, hogy

k,n< k;H»b I\;’) > -KF'):+1-9
Szdsz Pdl.

8 V. 6. JENsEN 1 p. 179.

9 E tételeknek mas bebizonyitasara nézve (mely azonban szintén fiiggetlen
a parallelaxiomatol) 1. KiUrscuik : Uber dem Kreise ein- und umgeschrie-
bene Vielecke, Mathematische Annalen 30 (1887), p. 578—581.




UBER MONOTONE KONVEXE FUNKTIONEN.

Die Funktion f(x) sei in einem gewissen Intervalle von oben nicht
konkav, d. h. erfiille die Funktionalungleichung

Zy+ Xy

of (B53) =1 @) + 1) (1
Ist ¢ eine rationale Zahl zwischen O und 1, so folgt aus (1)

Fleat & (o @)) 2 (@) + S [f @) —L(@)] = (2
{5y g 0 < G 1),8
Es werde nun weiter vorausgesetzt, dass f(x) monoton ist. Auf in-
direktem Wege erweist sich dann als evident, dass (2) auch fiir érratio-
nelle ¢ gilt. In dieser Arbeit wird das direkt bewiesen. Es wird gezeigt,
dass durch eine idhnliche Schlussweise die folgenden elementargeomet-
rischen Siitze 2 unabhingig vom Parallelenaxiom direkt bewiesen wer-
den konnen.
Es seien ABC und A’B'C’ rechtwinklige Dreiecke mit xC = x(' =
= rechter Winkel. Die erwiihnten Sitze lauten:?®

1. Ist AB=A"B’ und A < xA', so gilt
yA': 3A>DB'C': BC,

9. Ist BC= B'C’' und CA < C'A’, so gilt
C'A': CA > xB': xB.

Aus diesen folgen gewisse Siitze* iiber die Umfiinge von Vieleckem:
die einem Kreise ein- bzw. umgeschrieben sind.
Paul v. Szasz.

1 Vgl. Jensen: Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les
valeurs moyennes, Acta Mathematica 30 (1906), p. 188. Form. (). In vor-
liegender Arbeit wird das einfacher bewiesen.

2 Vgl, WeBER—WELLSTEIN : Enzyklopiidie der Elementarmathematik Bd.
II. 3. Aufl. (1915) p. 339.

3 Vgl. Evcuip V, Def. 7.

Vgl. J. KimrscHAk: Uber einem Kreise ein- und umgeschriebene:
Vielecke, Mathematische Annalen 30 (1887), p. 578—581.
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A berlini Akadémiidn tartott eléadissorozatban Einsteiy egy
10j, kiilonleges differencidlgeometriat ismertetett, melyrél annak
idején a napilapok is megemlékeztek. Ez az alkotis legtijabb
stadiuma annak a tizenkét éves torekvésnek, hogy nemcsak a
gravitdicios, hanem az elektromdgneses téregyenleteket is a tér
affin és metrikus tulajdonsagai alapjin levezessiik. A problemda-
nak ez a megfogalmazasa annyira jszert a kézelmultnak fizikai
néhany nevezetes mozzanatara ramutatni.

A jol ismert MicueLsoN—MorLEY-féle kisérlet megmutatta, hogy
az aetherhez viszonyitott egyenesvonalt egyenletes mozgisnak nem
felel meg a jelenségek viligaban semminemii tiinemény, amely
ennek a mozgéasnak kisérdje, lefolydsanak mintegy kritériuma volna.
Az aether elvesztette létjogosultsigit. Ugy van, mint Hermanx
WeyL mondja: mintha csak az aether eltékélte volna, hogy «ti
huneut fizikusok, engem ugyan meg nem fogtok». EinsTeIN levonta
a konzekvencidkat. Speciilis relativitaselméletének kiindulé axio-
mdja, hogy két rendszerben, mely egymdshoz képest egyenes-
vonaltl egyenletes mozgasban van, a természeti torvények sziik-
ségkép ugyanazok, mert egy esetleg fellépé kiilonbség rautalna
a mozgasra. Mas szoval azok az egyenletrendszerek, melyek a
természeti torvények analitikai megfogalmazdsai, invariansok az
Ti. n. Lorentz-transformaciokkal szemben. Minkowskr vizsgilat
targyava tette az elektromagneses téregyenleteket az Einsrtein-
féle atirasban, fejlett érzékével a mathematikai szimmetria irdnt
bizonyos formilis jelolésviltozasokat vezette be, nevezetesen
icl-t x°-val jelolte (i az imagindariug egység, ¢ a fényterjedés
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sebessége vakuumban, ¢ a folyo id6), és megdllapitotta, hogy
ez az x° a harom térkoordindtival &', x% x®-mal teljesen azo-
nos szerepet jitszik. Igy alakult ki a négydimenzios térido-
kontinuum fogalma. Einsteizban ez az 0 gondolat igen erds
visszhangra talalt. Sajat bevallisa szerint Minkowskr el6készité
munkassaga nélkiil aligha sziiletett volna meg dltalinos rela-
tivitaselmélete. Gondolatmenete mindenekf6lott logikus. Ha a
tavolbahatasokat nem az aether kozvetiti, ha a tér valoban
iires, akkor a vakuum fogalmihoz csak geometriai tulajdonsa-
gok tapadhatnak. Akkor a tavolbahatasok fizikaja és a négy-
dimenzios tér geometridgja egy és ugyanaz a dolog. Altaldnos
relativitiselméletének lényege a legrovidebbre fogva a kovet-
kezo. Az iires tér euklidesi. Graviticios tomegek jelenléte azon-

‘ban adott modon Riemann-féle térré viltoztatja, melyben a tes-

tek, ha csak a graviticio hatasa alatt dllanak, geodetikus vonala-
kon mozognak. Az 0j theoria elsé megkozelitésben a Newron-féle
elméletre vezet, misodik megkozelitésben a bolygok perihelium-
mozgasarol is szamot ad. Megallapitja a fénysugér elhajlasat
erés graviticios mezékben, amit a mérés szdmszerileg igazol.
Az 0j elmélet eredményei és alapgondolatinak belsé logikija
most mar arra dsztonozte az ehméleti kutatokat, hogy a gravi-
tdacio utan az elektromagneses egyenleteket is a tér geometridja-
bol szirmaztassik. WeyL, EinsteiN, ScHoUuTEN, EppxeTon, tjbol
EimnstelN, ReicHenBicHER, Kanuza, ManpeL és Kueiy munkai emli-
tenddk fel e téren. Az eredmények azonban nem kielégiték vagy
nem megnyugtatok. Legutobb ismét Eimvstein 1épett a nyilvanos-
sag elé egy sokatigérd kisérlettel. Kisérletnek kell nevezniink,
mert EiNsTEIN még nem vonta le a végsé konzekvenciikat. Az
aldbbiakban az 1j alkotis elsé részét, az Einstrin-féle geometriat
ismertetjiik. '

Vizsgalatunk tdrgya egy n-dimenzios térbeli kontinuum. A tér
pontjait tetszésszerinti Gavss-féle koordindtarendszerre vonatkoz-
tatjuk. Vagyis minden ponthoz bizonyos konvencio szerint n
szamot rendeliink. Ezek a pont koordindtai: «*, #2... 2. A pont-
bol kiindul6 vonalelem komponensei da?', dx®...da”. Transfor-



EINSTEIN LEGUJABB GEOMETRIAJA. 59

méljuk a koordinatikat. Az Gj "2” koordinaték az elébbiek adott
fuggvényei: ;

’ i

2 = "2" (... 2", vagy roviden: ‘@Y= "2 (x¥) (1)

A vonalelem komponensei ekkor 0j értékeket vesznek fel:

e 31’3 da, 2)

ha szokds szerint megallapodunk abban, hogy egy kifejezésben
kétszer eléforduld index (a fenti képlethen 1) Gsszegezést jelent-
sen ezen index szerint 1-t6l n-ig. A vonalelem mintgjara kontra-
varians vektornak neveziink oly mennyiséget, melyet 7 szam,
n komponens hatiroz meg: ©', v2,...0", melyek koordinditatrans-
formicio esetén ugy transformalandok, mint a vonalelem kom-
ponensei :

a'x

L (3)

,UV —

Kontravarians vektorok komponenseit felso gorog indexekkel
jeloljiik. :
Folemlitend6 még a transformiciokoefficiensek ismert 6ssze-
fliggése:
d'x" ox* : _JLhap=v

3.1‘1 (9'.’!,‘“ e .Alw AM P l O, ha 7 :*: v (4‘)

« neve egységaffinor vagy egységtenzor.

Legyen mdr most adva egy kontravarians vektormezd, mis-
szoval a koordinatik » fiiggvénye, melyek a vektor komponenseit
adjik meg a tér minden egyes pontjiban. Tehat a tér P(1v)
pontjiban v = v*(x*). Egy szomszédos Q (x* + da#) pontban a
komponensek értékei akkor a o¥(z* 4 dat) fiiggvényértékek al-
tal vannak adva.

A differenciilgeometriinak legelsé feladata megallapitani egy
eljirdst, melynek segitségével a P- és (Q-beli vektorok oOssze-
hasonlithatok legyenek. Az euklidesi térben ez az Osszehason-
litds ismert modon Ugy térténik, hogy a P-beli vektort 6nmaga-
val pdarhuzamosan a Q pontba helyezziik it és végpontjit Gssze
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kotjiik a (-beli vektor végpontjaval. Az igy nyert elemi vektor
adja a Q- és P-beli vektorok kiilénbségét, dv-t. Lényeges meg-
jegyezniink, hogy euklidesi térben, hol Descarres-féle koordinata-
rendszerek léteznek, van megillapoddsszeri kriteriumunk arra
nézve, hogy mit neveziink parhuzamos dthelyezésnek. A P-beli
vektor akkor van piarhuzamosan athelyezve (J-ba, ha Drscartes-
féle rendszerre vonatkozd komponensei a ( pontban ugyan-
akkorak, mint voltak a Ppontban. Mas, pl. poliris koord. rend-
szerben azonban az ilyen modon dthelyezett vektor komponensei
viltozast szenvednek. A ©” komponens viltozasat A v*-vel jelol-
Jjik. Meghatarozasa céljabol feltessziik, hogy (1)-ben a vesszis
koordinata-rendszer Descartes-féle. Akkor a "v” komponensek ér-
téke a P pontban és parhuzamos athelyezés folytan a () pontban
ugyanakkorak. Kiszamitjuk egy masik (vesszénélkiili) rendszer-
ben a (- és P-beli komponensek kiilonbségét. (3) szerint a P

pontban :
8’
W= g 6)
és a O pontban:
' b L
= 3"1 1(,+6775— vAdan, ©)

A misodik tagban v} helyett vA-t irva, ez masodrendiiek el-
hanyagolasat jelenti. (6) és (5) kiilonbségébol

aJ' B Viad e

.O Rl 5 4vt —|— r—ﬁvldz
Az egyenlet két oldalat 8’ -vel szorozva:
%y  Jy?
2 7
i e dardah m i
mibo6l
801£’t 5
v = v‘dou' — iy vida», (7)

xR 6'7"'

ahol a /-k a transformdcio dltal meghatarozott haromindexes
mennyiségek; 7 t. i. Osszegezé index. Eredményként megallapit-
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hato tehat, hogy parhuzamos &athelyezés folytan a vektorkompo-
nensek valtozasai tetszoéleges -koordinatarendszerben a kompo-
nensek és koordinatadifferencialok bilinedris formai.

Ezek utin kérdés, hogy oldjuk meg a pirhuzamos :ithelyezés
problemadjit nem euklidesi térben. Hiszen ott Descartes-féle rend-
szerek, melyek kiindulasul szolgalhatnanak, nincsenek. Ilyen tér-
ben hidnyzik minden norma és az 6nkényes megallapodisoknak
tag teriik van. Ha azonban az analogiit fogadjuk el iranyito
elviil, akkor az 0. n. linedris dthelyezésekben fogunk megilla-
podni, melyeket "a fizikai alkalmazisokban mindeddig nem_is
léptek tal. Lényegiik a kovetkezé. A P(x*) ponthol a v vektor
parhuzamosan dthelyezendé Q (a* + da*) pontba. Legyen (7) min-
tajara 4v* most is bilinedris formdja a v*-knak és a da#-knek:

AUV S— e ]’L,v‘dx", (8)

de a I-k, mivel transformaciohoz most nincs semmi koziik,
tetszésszerinti szamok legyenek. Ebbél dll a definicioszeri dlta-
lanositas. Még ahhoz sem ragaszkodunk, hogy tigy mint a (7)-beli
transforméecios I-knal, akét alsod indexre vonatkozolag szimmetria
alljon fenn. WeyL, aki elektromdgneses térelméletében elsének
vezette be az dltalinositott /-kat, még ragaszkodott ehhez a
szimmetridhoz. Az 0j Einstein-féle geometrianak azonban éppen
az a karakterisztikus vonasa, hogy

Ly — = Siu+0. 9)

Az n® szam I' szamértékek konkrét megaddsa altal a P pont
kérnyezetében vektorok osszehasonlitasa lehetséges. Ha pedig a
I'kat, mint a koordinatak fiiggvényeit adjuk meg: vagyis a tér
minden pontjdhoz rendeliink dtviteli szamokat, akkor bérmoly
pontbol vihetiink 4t vektort pdrhuzamosan egy kérnyezetbeli
pontba. De esakis kérnyezetbeli pontba. Ha az R pont 2* koor-
dinatai végesen kiilonbéznek a P pont 2 koordinatditol, a P-bol
az R-be valo parallel vektorathelyezés teljesen értelmetlen. Mert
hiszen a (8) differenciilegyenletrendszer, mely n egyenlethol dll,
hol a v~k az ismeretlen fiiggvények és az a*-k a fiiggetlen val-
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tozok, altaliban nem integrabilis. Csak adott vonal mentén le-
het sz0 parhuzamos athelyezésrél. Ekkor ugyanis a koordinatdk
egy ¢ parameter fiiggvényei: a# = x#(f), a differenciilegyenlet-
rendszer egyviltozossa lesz és akkor adott P-beli kezdeti v* ér-
tékekhez hatdrozott R-beli v* értékek tartoznak. De ezek az ér-
tékek fiiggnek a vonal menetétdl, gy, hogy ahdiny vonal men-
tén. végezndk az athelyezést, annyi kiilonb6z6 vektort kapnank
R pontban, amelyekrél mind egyenldé joggal :llithatnok, hogy
parhuzamosak a P-beli vektorral. «Fernparallelismus»-rél, kor-
litlan parhuzamossdgrol tehat szo sem lehet. A korlatlan paral-
lelismus kiilonleges kovetelményeket tamaszt a I'-kkal szemben,
azok specializéldsira vezet és igy a végtelen sok lehetséges
differenciilgeometria koziil egy nevezetes osztialyt kivalaszt. Evvel
a kiilonleges atvitellel G. Viraur és E. Borrororrt foglalkozott
el6szor. '

A korlitlan parallelizmust tette meg Einstein is legGjabb
geometridgjinak gerincévé., Ez a geometria azt kivanja tehat,
hogy a (8) rendszer az atmenet Gtjatol fiiggetlen " értékekhez
vezessen az R pontban. Ennek sziikséges és elégsiges feltétele,
hogy (8) jobboldala exakt differencial legyen. Ekkor a bal-
oldalt is a szokdsos dv* jellel irjuk:

0, v
dy? = a:_“(la;!‘ = — I vidos,
mibol
v .
a%» apae s i (10)

minden koordinatara, tehat pl. a®-ra nézve is:

o
ﬁ; = — I'jvh. ; at)
(10y és (11)-bol kovetkezik :

0. iy 0 e
‘7)':;;‘ (I" lw.'lli) = 0.71,:' (F u 1)2'). (12)
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Kifejtve :. : 20 . ’
Ha az itt el6fordulo vektordifferencidlhinyadosokat a (10), ill.
(11) rendszerbél helyettesitjiik, a kovetkezdé egyenlethez jutunk:
(8 o O

it ax®

— Bl g Bl P’iw) ph=.0; Gii(13)

A zarojeles mennyiséget gorbiileti tenzor komponensének
nevezziik, és mint négyindexii mennyiséget, szokdsos modon
Reui’-vel jeloljiik. (13) ekkor roviden

R,,,M =0 (14
alakban irhato. 4 6sszegez6 index, (14) tehat a kovetkezot jelénti:
Rt 0+ Rupa"2+ -+ + Ry = 0. ; : : ( 5)

Ez az egyenlet a (8) rendszer integralhatosaganak feltétele.
Ennek teljesiilése esetén a v vektor korlatlanul pérhuzamosan
ithelyezheté. Amde ezt az athelyezhetdséget minden vektorra
nézve kell kovetelniink. ;

Valasszunk tehat n vektort :

R VI Ve
8 n

Komponenseik legyenek rendre:

TR 1) | N

T S

A1 32 v n

BN T e )
2 g 2 g ' : (16

(TR BN | S Y
8 *al s ]

T T

n n n n
Legyenek ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek, vagyis det
# 0. Ha mindegyik vektorra kéveteljitk a korlatlan paral-

vV
lg
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lel dthelyezhetoséget, akkor (15) minden vektorra kiilon-kiiln
érvényes. Az igy el6allo linedris homogen egyenletrendszer
determindnsa ':’v‘, minélfogva valamennyi Ruu’ = 0. Az Ex-
steiN-féle tér gorbtletnélkili tér. Az R~k zérusértéke min-
den vektor korlitlanul parhuzamos athelyezhetéségét hiztositja,

Legkozelebbi feladatunk az Ruu’ =0 feltételi egyenleteket
kielégité I-k meghatarozisa. Mivel ezek a feltételi egyenletek
azonos tartalmtiak a (10) mintajara felirt

o

S

=T 6=1..n) (17)

rendszerrel, legeélszertibben gy jarhatunk el, hogy a (16) schemi-
jaban szereplé v*-ket a koordinatdk 6nkényesen megvilasz-

tott fiiggvényeinek tekintjitk. Akkor utolsé egyenletrendszeriink
linedris nem homogén rendszert jelent a /™-kra nézve, melybél
azok meghatarozhatok. Nevezziik ’Z"'-nek v* eleméhez tartozo

s 8
v . =
‘i’ l-nek hanyadosat 2,-nek. Neve nor-

mirozott aldetermingdns. Akkor (17)-bol

aldeterminansanak és

o
8§

dat

s
V.

Iy, =—

Vagy ha tekintetbe vessziik a determinansok kifejtésének
tételét :

vy = Aj,

8

akkor ennek differencidlisibol kozvetleniil kiadodik még

% (18)
g Ok

A I'-knak ezt a meghatiarozasat Weirzensock végezte eld-
szor «Invariantentheorie» cimti miivében. Ertelme a kovetkezé.
A (18)-beli I'-k alapjan az elére, 6nkényesen megadott v vektor-

8
mezok mindegyike most mar agy foghato fel, mintha egy P
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pontbeli vektorindividuuminak korlatlan parallel athelyezése dl-

tal jott volna létre. Helyettesitéssel meggyézodhetiink rola, hogy

a meghatdrozott 7" értékek esetén a gorbiileti tenzorkomponen-

sek azonosan zérusok.

Felvetjilk a kérdést, lehet-e I, szimmetrikus 4, p-ben. Ha
igen, akkor :

S S

st 2

r
v,-vel vald szorzas utan:

s S 7. r
> ( o, _01)_,‘ ) = 0Dy

oo t) a0t
Létezik tehat egy 'a” figgvény ugy, hogy
r alx,-
= Pt
De akkor
o ORY sl I S O o
R 7 R T Y

Ha az "xz" ="a" (x*) koordinatatransformaciot végezziik, akkor
eredményiinknek (7)-tel valo osszehasonlitisa mutatja, hogy az
‘2" rendszer Descartes-féle. Erthetd ezek utdn az a fontos sze-
rep, melyet S;, jdatszik. Zérus értéke esetén euklidesivé zsugo-
rodik Ossze az Einstein-féle mértan.

Sj. geometriai értelme egyszertien demonstralhato. P pont-

bare vilasztunk egy dx és egy mdsiranyl dx vonalelemet. Az
1 2

els6t parallel eltoljuk a mdsiknak végpontjaba. A komponens-

valtozasok ekkor:
A dx® =— [dac*dat, 19)
{ 1 2

A masodikat viszont pérhuzamosan athelyezziik az elsének
végpontjiba :
A dx = — Ida*dar = — Luadoc*dak, (20)
2 g g £

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. 5
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ha tekintetbe vessziik, hogy osszegezé indexek bdrmily mas
bettivel jelolheték. A két eltolt vonalelem kitéré, a végpontok
nem eésnek egybe. Az els6é végpontbol a masodik felé haladé
p vektor v komponense :

p'= Ade— A de’ = ([ — Tya) Qoctdacr =S dardacr.
2 1 1 2 1 2

Az eddigiekben targyalt athelyezéses mértanhoz, melyet Ein-
stein készen taldlt, 6 rendelt bizonyos specidlis metrikus tulaj-
donsagokat. Vektorok értékérdl, két vektor dltal bezart szogrél
mindeddig még sz6 sem volt. A geometria metrikus része ezekre
a kérdésekre azaltal ad feleletet, hogy megmondja, mit akarunk
egy « és egy v vektor skaldris szorzata alatt érteni. Euklidesi
térben:

(wv) = |u| |v] cos e,

ahol e a két vektor altal bezart szég. Descarrtes-féle koordinata-
rendszerben :
(UY) = UaVs + Uty - W, @1)

Koordindtatransformacié esetén ez a specidlis forma dtmegy
a komponensek altaldnosabb bilinedris alakjaba, amelyet ismét
mintaul fogadunk el a nem euklidesi tér részére. Két vektor
skalaris szorzata alatt fogjuk érteni a komponensek nem dege-
neralt, bilinedris alakjat:

(uv) = g uMv®, hol det |gau| 0. (22)

¢ az 0. n. fundamentdalis tenzor komponense, melyet két indexé-
ben szimmetrikusnak kell tekinteniink, ha azt akarjuk, hogy az
u-tol v-ig, ill. v-tél w-ig mend szog cosinusa ugyanaz legyen.
Ha w=w, vagyis e = 0, a skalaris szorzat lathatolag az u vek-
tor értékének négyzetét adja:

|u|?= gaartur.
w lehet vonalelem is és akkor hosszinak négyzéte:

ds® = g da*dxr.
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(21) és (22)-bél:
e JuutiAv*

coSs .
ul o]

Két vektor tehat akkor merdleges egymasra, ha gzu*v = 0.
EinsTEIN a geometridjaba bevezetendd metrikit a kovetkezd
két koveteléssel allapitja meg:
L. A v vektorok mindegyike a tér minden pontjaban egység-
vektor lefgyen, vagyis
JaulPr = 1. 23)
8 8

2. A vektorok a tér minden pontjaban pdaronként merélege-
sek legyenek egymasra.
Az r-dik és s-dik vektorra megfogalmazva ezt a kovetelményt :

ook = 0 r=+s. (24)
7.8

A két kovetelést osszefoglalhatjuk a

L(/g“’Ull"" = Ars
r s

alakban. Ez az egyenletrendszer egyértelmtien meghatiarozva a
g;,‘-ket:
s 8 s S

Jin= 20Up= V. (25)

s 4
Ervényes tovabba, hogy det |g;.] = det 1,/* és ha a ¢, elem-
hez tartozo normirozott aldetermindnst g*-vel jeloljiik :

s S

glu = phyr, Y = gl“vl, e gh/ul, (26)
s 8 s 8 =
A gu-ek értéke folytin a parallel dthelyezés igen nevezetes
jelleget 6lt: «metrikus» dathelyezéssé lesz; vagyis az athelyezett

vektor értéke ugyanakkora, mint volt athelyezés eldtt:

A Ari® l A A

(W dup) (ut 4+ dur) = glﬂ(w“).u ur. (27)

(
g Aot + daon)

Allitdasunk helyessége direkt szamitassal igazolhato.
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A tér egy P pontjabol kiindulé n szama v vektor helyi
s
koordinatarendszert alkot. Neve EinsTrIN szerint «lokalis n-lab».

Tetsz6leges n vektornak erre a rendszerre nézve van n ortho-
1 2 n
gonalis komponense: u, u,...%.

8 S s
W= m:", U = U,. (28)

Az n-lab komponensek fontos szerepet jatszanak. Kénnyen
kimutathato ugyanis, hogy az u vektor parallel athelyezése foly-
tian ezek a komponensek nem valtoznak. A vektort n-lab kom-
ponenseinek megtartasiaval helyezhetjiik it parhuzamosan a tér-
nek egy tetszésszerinti pontjaba.

Ha egy vektort mindig a sajat iranydaban helyeziink at par-
huzamosan, vonalat nyeriink : az athelyezés geodetikus vonalit.
Az EinsteiN-féle mértanban ennek a vonalnak nemesak két szom-
szédos, hanem barmely két tavoli iveleme is parhuzamos. Joggal
nevezhetd tehat Einsteix-féle pseudoegyenesnek. Misfeldl azon-
ban nem mutatja azt a tulajdonsagot, hogy két pont kozé esé
részének ivhossza legrovidebb (staciondrius) volna. Az athelyezés
és a metrika geodetikus vonalai az Emsteiy-féle mértanban nem
esnek oOssze.

Osszefoglalisként kimondhato: a targyalt geometriat n linedri-
san fiiggetlen vektormez6 hatirozza meg. A vektormezok mind-
egyikét olyannak kivanjuk tekinteni, mint amely egy vektor-
egyedének korlatlan parallel athelyezése folytan jott létre. Ez a
kovetelmény meghatirozza az athelyezés mennyiségeit, a /-kat.
A I-k értéke a gorbiileti tenzor eltiinését vonja maga utdan.
Az Einstein-féle tér gorbiiletnélkiili tér. Az az tjabb kovetelés,
hogy a vektormezdék orthogonalis egységvektormezék legyenek,
meghatarozza a metrika mennyiségeit, a g,-ket. Ertékrendsze-
rik az dtvitelt «metrikus»-sa teszi.

A hasonlatossig az euklidesi és az Einstein-féle mértan ké-
z6tt az, hogy adott ivelemhez a tér minden pontjaban parallel
ivelem rendelhets. Ezek az ivelemek vonalrendszerré foglalha-
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tok ossze és alkotjak az egyenesek, ill. pseudoegyenesek egy-
egy kongruenciajit. A nagy kiillonbség azonban az, hogy mig
az euklidesi mértanban két metszé egyenesnek egymds mentén
valo parallel eltolisabol sik keletkezik, addig a megfelelé pseudo-
egyenesek két rendszere (20). szerint kitéré, nem feliiletalkoto.
Pseudosikrol tehat oly értelemben, mintha benne a parhuzamos
pseudoegyenesek két rendszere foglaltatnék, szo sem lehet.
Félemlitend6 még, hogy a lokilis m-ldbak azonos helyi for-
gasa altal létrejovoe ) 9 vektormezok ugyanazokat a ¢;.-ket és
I-kat hatarozzak rnegf7 Ez a koriilmény az Einstein-féle geo-
metria differencidlinvariansainak megallapitdsanal jatszik fontos
szerepet. Megfelelé invariansnak az m-dimenzios térre kiterjesz-
tett integrdlja staciondrius. A v*-k szerinti variacioknak meg-

felel6 Evrer-féle egyenletek az ll'lj gravitacios és elektromiagne-

ses téregyenletek.
Nowobdtzky Kdroly.

DIE NEUE GEOMETRIE EINSTEINS.

Die Geometrie des Fernparallelismus wird in das Schema der linearen
Ubertragungen eingeordnet. Es wird dargetan, dass die Forderung, das
gegebene n-Bein-Feld, durch fernparallele Verschiebung rekonstruieren zu
kénnen, zur Bestimmung der Verschiebungsgrissen, die weitere Forde-
rung, es als orthogonales Einheitsfeld betrachten zu diirfen, zur Fest-
legung des Fundamentaltensors fithrt. Der metrische Charakter der Ver-
schiebung ist hervorgehoben. Nach einem Vergleich mit der Euklidischen
Geometrie wird gezeigt, dass durch das parallele Entlanggleiten zweier
Pseudogeraden zwei Parallelsysteme entstehen, die nicht flichenbildend
sind, demnach von einer Pseudoebene in diesem Sinne nicht gesprochen

werden kann.
K. Novobdatzky.
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Jelentés az 1928. évi XXXII-ik matematikai tanulé-
: versenyrol.
A Tarsulat XXXII-ik matematikai tanuléversenyét 1928 dec. 1-én
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten eziittal — hdla
a Rend lekdtelezd szivességének

a Piarista Gimndzium helyiségeiben.
Budapesten 30, Szegeden 12 versenyzé jelentkezett; beadatott 16, ille-
i(’)’leg 7 dolgozat.

A verseny tételei a kovetkezok voltak :

1. Jelentsen a egy tetszésszerinti pozitiv szimot. Tekintsiik ennek a
szamnak elsé n —1 tobbszorosét, azaz az a, 2a, 3a,...(n — 1)a szdmo-
kat. Bebizonyilandd, hogy ezek kozétt van legalibb egy olyan, melynek
a legkozelebbi egész szimtol valé killonbsége abszolut értékre vagy
kisebb mint —° vagy %-vl egyenlo.

2. Helyezziik el az elsé n pozitiv egész szamot egy kor keriiletén
Ggy, hogy két egymids mellé keriilé szim kiilonbsége = 2. Tovdbbd

bizonyitsuk be, hogy ez csak egy mdédon lehetséges, ha pusztdn arra
néziink, hogy mely szimok keriilnek egymds mellé.

3. Adva van a sikban egy e egyenes és két pont: A és B. Hogyan
kell vélasztanunk az e egyenesen a I’ pontot, hogy

Max (AP, BP)
a leheto legkisebb legyen ?

(Ha az AP, BP tavolsigok kiilénbozo hosszuak, akkor Max (AP, BP)
a nagyobbnak hosszusdgdt jelenti. Ha AP = BP, akkor ezen a jelen a
a két tavolsdg kozos hosszusdgat értjiik.)

A dolgozatok megbirdldsira kikiildott Bizottsdig, melynek tagjai voltak
Rapos Guszriv elndklete alatt EBer Jozser, Farac6 Anpor, Fesér Lip6r,
Kirscuik J6zser, Ritz Liszrd, Sziics Aporr ¢s Konic Dines eldado, 1928
dec. 8-1 iilésén a kovetkezd egyhangu hatdrozatot hozta :

«A Bizottsig a dolgozatok gondos dttekintése utin megdllapitotta,
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hogy csupdn két dolgozat tartalmazza a 2-ik és egyszersmind a 3-ik
feladat helyes megolddsit, az els6 feladat pedig egyik dolgozathan sines
megoldva. Részben az utébbi korillményre valé tekintettel a Bizottsdg
tisztelettel javasolja, hogy az emlitett két dolgozat készitGjének: ScHoss-
percer Gyomraynek (V. ker., Bolyai-redliskoliban Bopnir Lasos tanit-
vinya) és Scurossier Enprének (VI ker. Kemény Zsigmond-redliskold-
ban Neukomm Gyura tanitvdnya) egy-egy mdsodik br. Eiotvos Lorand-dij
itéltessék odar.

Az 1928 dec. 13- vdlasztmdnyi iilés a Bizottsig e javaslatit egyhan-
gulag elfogadta. :

Az 1928. évi XXXII-ik matematikai tanuléoversenyen
dijat nyert dolgozatok.x

Schossberger Gydrgy dolgozata.

L. Jelentsen a egy tetszésszerinti pozitiv szamot. Tekintsiikk ennek a
szamnak els()' n—1 téibbsz(iréisét azaz az a, C)a, ‘3a, (n—1)a szd-

nek a legkozolebbl €gEs7, aLalntol valo l\nlonbstg(- abszolut Lrtekm vagy
kisebb q—L-nél, vagy %-nol egyenlo.

1. Helyezziik el az elsé n pozitiv egész szimot egy kor keriiletén
ngy, hogy két egymds mellé keriilo szim kiilonbsége = 2. Tovabbd
bizonyitsuk be, hogy ez csak egy modon lehetséges, ha csak arra né-
ziink, hogy mely szamok keriilnek egymds mellé.

III. Adva van a sikban egy e egyenes és két pont: A és B. Hogyan
kell vdlasztani az ¢ egyenesen a I’ pontot, hogy max (AP, BP) a leheto
legkisebb legyen. — Ha az AP, BP tivolsigok kiilinhoz6 hossziak,
akkor a max (AP, BP) a nagyobbnak a hosszisdgit jelenti. Ha AP—=BP,
akkor ezen a jelen a két tdvolsig kozos hosszdt értjik.)

I. A kort n egyenlo részre osztjuk. Barmely ponthoz az 1-es szdmot
irva, ettél a ponttol kezdve egyik irdnyban felirjuk a paros a mdsik
irdnyban a pdratlan szamokat. :

Igazolandd, @) hogy ez a megoldds a kivint eledmenvn vezet, b) hogy
ez az egyetlen helyes megoldds.

a) Két eset lehetséges, 1. n pdratlan, 2. n pdros.

- * A dolgozatok valtoztatas és javitis nélkiil kozéltetnek. Szerk:




72 TANULOVERSENY.

1. A felirdshol kovetkezik, hogy a szomszédos sziamok (két egymdsra
kévetkezd pdros, illetve pédratlan szdm) killonbsége abszolut értékre = 2,
illetleg a kezdépontndl: |2-—1| << 2. Csak azt kell igazolnunk, hogy
azon a ponton, ahol az igy felirt piros és paratlan szdmok talalkoznak,

ez szinlén all.

Legyen n =2k + 1, (k=0,1,2,...) n-ig van (k + 1) pdratlan, £ pd-
ros szdm. Az utolsé pdratlan szdm, mely egyittal az utolsé pdros szdm
szomszédja: 2k 4 1, az utolsé pdros szam 2k. A ketté kiilonbségének
abszolut értéke |2k +1—2k|=1<2.

III. megolddsa. — Két eset lehetséges: A és B az egyenesnek vagy
ugyanazon, vagy két kiilonbézé oldalin lehet. Elegends, ha az elsével
foglalkozunk, mert a mdsodik ebbe dtvezetheté. Ha ugyanis ebben az
esetben az egyik pontnak a tiikorképét képezziik az egyenesre vonatko-
zélag, az igy nyert pontnak az egyenes barmely pontjatol mért tdvolsdga
ugyanaz, mint az eredeti ponté.

@) Rajzoljunk AB mint alap folé egyenloszari hdromsziget, mely-
nek csicsa az e egyenesen van 6és essék e csics e-nek A'B’ darabjdra
(A'B" az AB vetiilete e-re). Be fogjuk bizonyitani, hogy ez a csticspont
a keresett P pont, amelyre nézve max (AP, BP) a lcheté legkisebb.

1. abra. ; 2. abra,

Ha ugyanis ettél a ponttél akdr A’, akdr B’ felé esé pontot vesziink,
az egyik tdvolsig novekedni fog, mert AA'P (ill. BB'P) derékszogii
hdromszog egyik befogdja névekszik, tehdt az dtfogs is né.

b) AB meréleges felezije e egyenest AB vetiiletének meghosszab-
bitdésiban metszi. — Ebben az esetben P pont anuak a pontnak-a-vetii-
letével esik Ossze, amely tdvolabb van az egyenestél. Legyen-ez a pont
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B, akkor a P = B' pontban 1., PB-nek minimuma van, 2., AP< PE
mert APB hiromszéghen AP-vel szemben kisebb szog fekszik, mint
BP-vel szemben.
Ebben a pontban tehit

min (max (PA, ]’B)) — BB'= min BP.

Bérmely méds pontra nézve BP > BE', tehdt a kérdéses két tévolsdg
maximuma is nagyobb.

¢) AB merdleges felezije éppen dtmegy az egyik pont vetiiletén. —
Ez a specidlis eset tgy tekinthet6, mint barmelyik elébbinek hatdresete:
a keresett P pont éppen ez a vetiileti pont.

2. Ugyanazt a felirdsi modot kovetjiik, 2 legyen egyenlo 2k-val.
(B=1.2, 3. 3%)

Az utols6 pdros szdm 2k, az utolsé pdratlan 2k —1,

|2%— (2 —1)| =1<2.

A kiilénbség a felirdshan, hogy szabdlyos n-szioget tételezve f6l, az
1. esetben az l-es ponthoz tartozé kordtméré tulsé végpontjin nines
szdm, mig a 2. esethen éppen az 7 szim van ott.

b) Bebizonyitandd, hogy csak ez a folirisi méd helyes. Az 1-es pont
mellett foltétleniil 2-nek és 3-nak kell dllania, mert mér (4 —1| =3 > 2

Kiindulunk az elsé hirom pontnak a fonti kovetelmény dltal meg-
hatdrozott helyzetébol. Egyik szim mellé sem keriilhet mds, mint a
kozvetlen szomszédja, vagy az azutin kovetkezé szdm (I mellé I 41,
vagy |+ 2).

Tegyiik fol, hogy egy bizonyos I szdmig mindkét irdnyban ezt az el-
jardst kovettitk, és itten a fenti eljdrds szerint irandé [ + 2 helyett az
egyediil lehetséges 1 4 1-et frjuk. (U. i. [l 4+ 3 —1|=3 > 2). Ezzel a
mdsik félkoron megszakitottuk a sort. Itt ugyanis a képezési torvény
szerint l-nek, vagy ! + 1-nek kellene kovetkeznie, mivel azonban mind-
kettot folhaszndltuk, a sor itt megszakad.

Schliissler Endre dolgozata.

2. Induljunk ki az 1-bél. Jobbra és balra csak 2 és 3 johet szdimi-
tdsha. Mivel csak azt nézziik, hogy milyen szdmok keriilnek egymds mellé
mindegy, hogy hova tesszitk e szimokat. Legyen 3 jobbra és 2 balra,



74 TANULOVERSENY.

Most 2 mellé csak 3 és 4 johetne, 3 mdr el van helyezve, tehdt
csak 4 lehet. 3 mellé 4 és 5 johetne, 4-nek van helye, tehat 5 kovet-
kezik. Ezt folytatjuk és igy jobbra a pdratlanok, balra a pdrosak keriil-
nek. Ez az it és csak ez felel meg a kivetelményeknek. Ahol a piros
és paratlan szamok taldlkoznak, ott a kiilonbség 1 lesz.

3. Legyen A és B pont helyzete olyan, hogy az egyenes ugyanazon
oldalén vannak és az AB tivolsig merdleges felezéje messe et a C
4p0ntban. Legyen tovdbbd az A pont merdleges vetiilete A’, B-é B'.

a) Legyen eloszor € az A’ és B' kozott. Ekkor a keresett pont
maga C. g , =

Bizonyitds : Vegyiink fél C-t6l A’ felé, tehat balra, egy P; pontot.
Ekkor AP, < AC, ugyanis az AA'P, derékszogii hiromszighél :

AP, = VAl 1 AP},

és az AA'C derékszogl hdromszoghol:

AC =V AA L A'C,
de A'P,<A’C és igy tényleg AP, < AC. ‘
 Ellenben BP,> BC, (ami épugy bizonyithaté a BP,B' és BCB'
derékszogii haromszogekkel.) Igy most W’I a nagyobbik, de ez nagyobb
a BC-él is.

1. &bra: 9. abra.
Ha most a P,-t a C-t6l jobbra, B’ felé vessziik fel, tgy az el6bbi
bizonyitdshoz teljesen hasonld tton kimutathaté, hogy
iP,> IC — BC > BP,

és fgy n keresett pont tényleg C. — Ugyanez a bizonyitdis mddja, ha a

pontok az egyenes kiilonbozo oldalin vannak.
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) Messe most a szogfelezd a pontok vetiiletén kiviil az egyenest.
Ekkor a keresett P pont B', azaz a tdvolabbi pont orthogondlis vetii-
lete lesz.

Bizonyitds : A G-t6l balra (4’ felé) felvett P, pontra nézve: BP, > AP,,
(bizonyitds fent) és C-t6l jobbra AP, > BP,> BB'. lgy B' a keresett
pont.

Ha a szogfelez6 az egyik pont vetiiletében metszi az egyenest, akkor
ez a pont lesz a keresett P.

Jelentés az 1928. évi X-ik «Karoly Irén» fizikai
tanuloversenyrol.

Térsulatunk X-ik «Kdroly Irén» fizikai tanuléversenyét 1928 dec. 7-én
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiilleg. Budapesten ugyancsak a
piarista gimndzium helyiségeiben. Budapesten 20, Szegeden 2 versenyzo
jelentkezett és ezek mind beadtdk dolgozataikat.

A verseny tételei a kovetkezok voltak : ;

1. Guericke Otré’ félgémbjeinek az dtmérdje, melyeket a regensburgi
orszaggyilés alkalmdval végzett kisérleteinél haszndlt 22 hiivelyk (1 hii-
velyk = 2:621 ¢m) volt. Mekkora erd nyomta dssze a félgomboket, ha a
bennmaradt levegd nyomdsa 5 mm higany volt ?

2. f (20 em) fékusztivolsigi homoru gombtiikértol d > 2f (120 em)
tavolsdgban elhanyagolhatéan vékony iiveglapot dllitunk a titkor fétenge-
lyére merélegesen. Hovd kell helyezni a fitengelyen a pontszert fény-
forrdst, hogy a gombtiikortél és az tiveglaptol, mint siktiikért6l szarmazo
képek egy pontba essenek ?

3. Két kiilonhozo elektromdétoros erejii galvdnelemet, melyek belso
ellendllisa 0-8, illetéleg 02 Ohm, 4 Ohm kiilsé ellendllison keresztiil
eqymasutan kapesolunk. Ha a kiilonbozé sarkok vannak egymdishoz
kotve, akkor az dram erdssége 06 A, ha pedig az egyezé sarkok vannak
egymdshoz koétve, akkor 0-16 A. 1. Mekkora az eclemek elektromdétoros
ereje? 2. Mekkora a két esetben a potencidlkiilonbség (a kapocsfesziilt-
ség) a sarkokon ? '

A Budapesten, 1928. évi dec. 12-én TanerL KiroLy elnoklete alatt
megtartott birdlébizottsdgi iilésen jelen voltak az elndkon kiviil Har-
kANYT BELa bdrd, Ryeir IstvAn és Nacy Jozser.

A Bizottsdg egyhangii véleménye szerint az elsé dijra Gerd Lorinp




76 TANULOVETSENY.

dolgozata érdemes, aki a «Szt Istvin» redlgimndziumban Weeer Hesrik
tanitvidnya volt. Geré Lordnd a 3-ik példdban elkdvetett kis szdmoldsi
hibdtél eltekintve, mind a hdrom feladatot j6l oldotta meg. Vildgos,
szabatos fogalmazdsa mellett jo fizikai gondolkoddsi mddot is drul el.

ScrossBERGER GiyORGY, aki a « Bolyai» redliskoldban Fromuica KiroLy
tanitvinya volt, az elsé feladatban helyes alapgondolattal indul el, de az
egyik félgimbre gyakorolt nyomderdt hibisan megszorozza 2-vel. A mi-
sodik dijra érdemes.

Dicséretre mélté Scarisster Enpre dolgozata, aki a VI ker. «Kemény
Zsigmond» redliskoldban Lososczy Lasos tanitvinya volt. Az elsé feladat-
ban ugyanazon hibdt kiveti el, mint Schossberger s a mdsodik feladat
megolddsdban is csak a tdrgytdvolsdgokat - szolgdltatd médsodfoku egyen
let felallitasdig jut el, de azt mdr nem oldja meg.

AZ «EOTVOS LORAND» MATEMATIKAI ES FIZIKAI
TARSULAT 1928-IK EVI ZARSZAMADASA ES
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A) Vagyon:

I. Alaptike.
Korona Peng6
1. A Magyar Leszdmitolé és Pénzvilté Bankban:
2600 K. n. é. 4°v-os fovirosi kolesonkotvény — 2600-00
1800 « « « 6%0-0s hadikélesonkotvény

(4-ik kibocsdtds) . . . 1800-00
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11. Forgé tike.
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S Lagdiihatraldle 2 2l s e e 200-00
A NYOmMMALYANYOK s cwmto L ey I 300-00

-Osszesen :  29008-00 1623-46

B) Teher: :
Korona Pengd

Tiszta vagyon mint egyenleg w. .. — ~ . - 29008-800 1623-46

Budapest, 1929-ik év mdjus 11-én.
Nagy L. Jozsef,

pénztaros.

A szdmaddst dtvizsgdltuk és rendben taldltuk:

br. Harkanyi Béla, Ratz Laszlo, Renner Janos, Veress Pal,
szamvizsgalok.
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Az 1928 —29. tarsulati évben megtartott el6adasok.
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elektromos vezeldképessége egyoldali nyomds alatt. (El6adé : Gyurar)
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matikai mikédése.

1929 febr. 14. Konie Dines: Az drameligazdsra vonatkozé Kirchhoff-
féle egyenletek fiiggetlenségérol. Scmay Géza : Néhdny vildgito reakcid
mechanizmusdrdol.

1929 febr. 28. Stemer Lasos : Hosszabb idétartamra sz6l6 id6éprognézis.

1929 mare. 21. Rygir Istvin: Ujabb rendszerii Edtvos-féle torzig-inga.

1929 dpr. 18. Szdsz Orr6 : Abel hatvinysortételével kapesolatos tijabb
vizsgalatokrdl.

1929 mdj. 2. Naey Joézser : A Rontgen-sugarak diszperzidja kristilyok-
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A FEMEK ELEKTRONELMELETEROL
ES AZ ELEKTRON TERMESZETEROL.

SOMMERFELD ARNOLD-t0].

(Szerzé eldadta az Eotvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulatnak
1930. évi januar ho 27.-én tartott ilésén.)

A fémes vezetés problémaii és vele osszefiiggésben a fémes
dllapot természetének mibenlétére vonatkozo kérdések esak ngy
érdeklik a fizikust, mint kémikust vagy a technikust. Még ne-
hiny éve e problémak kilatistalanoknak litszottak. Minden
csupa ellentmondds volt. Ricuarpson azt a felfogiast vallotta,
hogy a fémek belsejében 16vé elektronok sebességeloszlisa —
csak Nigy mint az egyatomi gdz molekulii — Maxweri-féle.
Mert ilyen az izzod fémekbdl kilépé thermoionok, helyesebben
thermoelektronok sebességeloszlisa. Ekkor azonban a fémek faj-
h6jébol egy rész az elektronokat illetné meg; egyenlonek téte-
lezve fel a fémek atéomjainak és elektronjainak szamait, ha a
fématomok pl. hat kaloriaval jarulnak hozzi a grammolekula-
stlynyi fém fajhdjéhez, akkor az elektronok, mint egyatomi
idedlis gdaz, még teljes hirom kaloriat szolgdltatnanak. A faj- .
homérések azonban azt mutatjak, hogy az elektronok majdnem
semmivel jarulnak hozzi a fajhé értékéhez. Fel kellene tenniink
tehdat, hogy a fématéomok széma joval feliilmilja az elektronokét.
Ez azonban kiilonosen a jellegzetesen egyértéki alkaliak végy
pl. az eziist esetében nagyon valoszintitlen feltevés. Ehhez jarul
még, hogy az egyéb hé- ¢és migneses-elektromos jelenségek

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. | 6
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magyarazata céljabol az elektronok szamiat nem kothetjitk meg,
ha azt a kiillonboz6 jelenségek igényeihez alkalmazni akarjuk.
Két fém elektronjainak szamat illetéen a Vorra-effektus néhdny
voltos potencialkiilonbségének magyardzata fantasztikusan nagy,
a hdéelektromos jelenségeké viszont elenyészien Kicsiny kiilonb-
ségeket igényel. Szoval az ellentmondisok egész lancolata.
Figyelemremélto azonkivill egy nehézség, mely a WIEDEMANN—
Franz-féle torvénynél mutatkozik. Ez, mint tudjuk, a fémek ho-
és elektromos vezetdképességének viszonydra vonatkozik. Ha e
viszonyszamot az abszolit homérséklettel osztjuk, akkor e hanya-
dos a tapasztalat szerint (I pl. DigseLnorsT és JiGER, valamint
GriUnerseN méréseit, hogy csak a legpontosabb ¢és tijabb meg-
figyeloket emlitsiik) univerzilis, minden fémre azonos értékii.
Volt id6, amikor tgy latszott, hogy a klasszikus elektronelmélet
Drupe kezében e mennyiség szamértékét a tapasztalattal jo
egyezeésben szolgdltatja, amit a klasszikus elektronelmélet leg-
szebb eredményének tekintettiink. Azonban roviddel azutan
LorenTz szigorubb levezetése Drubpe szameértékét 2:3 ardanyban
korrigalta meg és igy a szdémszerii egyezés a teoria ¢s a tapasz-
talat kozott itt is veszendébe ment.

Hogy az elektromos daramban tényleg aramlik valami és hogy
ez az aramlo valami konvektive mozgo elektronokbol dll, abban
tényleg alig kételkedhetiink, ha egy mitkédésben levé katod-
sugarcsovet megtekintiink. A katodbol kilépo elektronok tome-
gitk és sebességiiknél fogva kimutathatok. A katodot taplialo
elektromos dram a katodsugdarnak ellenkezé irdnyl folytatasa,
és igy arra kell jutnunk, hogy az is elektronokbol &ll, amit
mar Wiaenm  WEeBER — ha mds szavakkal is — Kimondott.
Az elektromos dram konvektiv természetét ToLman valoban

" csodalatramélto kisérlete is — a mozgd ¢s hirtelen lefékezett

elektronok visszahatisinak mérése — bizonyitja. Az elektromos
aramban az elektronok dramlisuk szamara az elektromos erotér
altal kitintetett iranyt nyernek; nem utasithatjuk el tehat azt
a feltevést, hogy kiilsé elektromos tér nélkiil iriny szempontja-
bol hatarozatlan, nagysdg szempontjibol pedig a fém hémeér-
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séklete dltal megszabott mozgassal rendelkeznek. fgy jutunk az
«elektrongdz» fogalmahoz, amely a fémmel temperaturaegyen-
stlyban van.

Természetesen megkisérelték restauralni a fémek elektron-
elméletét oly modon, hogy az elektrongiz latszolag nagyon
nyers fogalmat specialis hipotézisekkel egészitették ki kiilonosen
a fémracs szerkezetére és az elektronoknak ennek kozeiben
valo mozgdsaira vonatkozoan. Kiilénosen J. J. Tuomson, Haper,
Brineman neveit kell itt emliteniink. Am mindezek a feltevések
csupan az egyes jelenségeket Kiilon-kiilon magyardaztak és vala-
mennyibe tobb-kevesebb onkény is vegyilt. A kittat itt is a
kvantumelmélet mutatta meg, és pedig annak is a legfiatalabb
daga: a hullammechanika. A megoldis nem az elektronokra
vagy fémionokra vonatkozo valamilyen 1j feltevésben, hanem
egy 1j szamitasi modszerben, a statisztika reformjdban dllott.

Bovrzmany ota tudjuk, hogy a thermodinamika fizikai lényege
statisztikus természetii; -az entropia tulajdonkép valoszintiség.
Valoszintiségek esetéhben azonban minden az egyformdan valo-
szinli esetek definiciojan fordul meg. Tekintsiink egy egyszerti
példat. Tuazziik ki feladatul két golyd (molekula, elektron) el-
osztasat két rekeszben. A klasszikus statisztika szerint az
1. dbraban lathato négy lehet6ség van: az @ és b golyok

(] [ [a] [e]
[ [ao] (o] [d]

MaxweLL—BovrrzmMany: 4 eset

ab X
Bosg—EINSTEIN : 3 eset . ’:I I%_l
[ [wl [2]
[a]
Fermi—DirAc ¢ 1 eset _—
o]

1. abra. Az a és b individuumok eloszlasa két allapot kozott.

vagy mindketten az elsd, vagy mindketten a masodik rekeszhe
keriilnek, vagy elosztjuk oket a rekeszek kozott. Ez azonban
6*
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nem a kvantumelmélet statisztikdja, legalabb is nem az, mely-
nek alapjin a Pranck-féle sugdrzisi torvény levezethetd, ha ezt
a fénykvantumok alapjdn akarjﬁk nyerni. Egyenl6 frekvencidji
fénykvantumok egymaistol nem kiilonboztetheték meg és igy a
4 eset kozil az utolso ketté, mely a cellikban helyetfoglalo
golyok szimdban nem, csupin azok elnevezésében kiilonbozik
egymastol, identikus. Ezt a statisztikat a sugdrzas elmélete
szamara egy indiai tudos, Bose inditvanyozta és EinsTeiN azt
a gazelméletre is Kkiterjesztette. Ehhez jarul most a PauLi-féle
elv, amely kimondja, hogy soha sem lehet két individuum
ugyanabban a kvantumdllapotban. Ha a rekeszeket egy-egy :
kvantumallapotnak tekintjiik, az el6bb emlitett 4 -lehetséges
eset kozill az elsé kettdé is kivilik és egyetlen lehetséges el-
oszlds marad: az egyik individuum az egyik rekeszbe, a misik
a masik rekeszbe keriil. A statisztika ezen legutobbi fajtijat
egy fiatal olasz tudos, Fermi* és egy fiatal angol tudos, Dirac
épitették ki. Hogy a haromféle statisztika mennyire kiillénhozik
egymastol, mar egyszerd példiank is mutatja: MaxwenLL—Bortz-
MANN szerint 4, Bose— EinsteIN szerint 3 és Fermi—DIRAc sze-
rint csupan 1 lehetséges esetiink van.

A tovabbiakban a Fermr—Dirac-féle statisztika alapjan ma-
radunk. Ez szoros kapesolathan van a hulldmimechanikdval és
az elektron hullamszerti természetével. ScurépinGer hullim-
mechanikija, az atémban uralkodd viszonyokhoz alkalmazott
és finomitott mikromechanika; statisztikus jellegét eldrulja
azzal, hogy az elektront egy végtelen kiterjedésti elektromos
toltésfelhdvel helyettesiti, melynek stirisége a tér valamely
pontjaban megmondja, hogy mily gyakran taldlhato az elektron
a tér azon pontjiban. A bpE Brocrie-féle elektronhullam az
elektronrajokra vonatkozik ; azonos iranyban halado elektronraj
esetében sik Broarie-hullimmal, egy k62ép1§ontb01 szertehalado
elektronok esetében géombhullimmal van dolgunk. A megfigye-
lés szempontjabol csak elektronrajok jonnek tekintetbe, mert
az egyes elektron dltaliban megfigyelhetetlen. Az elektronrajok
viselkedését azonban ugyanazok a torvények szabilyozzak, mint
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a fényhullamokét. Ezt allitja a hullimmechanika és est bizo-
nyitja a tapasztalat is. A 2. abra R. Wierr?-nek az I. G. Farben-
industrie ludwigshafeni laboratoriumaban készilt szép felvé-
telét mutatja. 40 KV fesziiltségti katodsugarnyalib igen vé-
kony aluminiumfoliira esik. A folia mogétti fényképezélemezen
DEBYE—ScHERRER-gY(rik jelennek meg, épplgy, mintha r(’jn;tgei;-
‘sugarakat ejtettiink volna ugyanarra a foliara. Az elektronok
eltéritését tehit ugyanoly torvények szabdlyozzik, mint a rontgen-
sugarakét. Egyenesen az elektronsugarak elhajlisarol és vissza-
verddéseérdl  beszélhetink és

szamithatjuk azokat a rontgen-

interferenciak Lauve-féle elmé-

lete szerint. Az elektronok mint

a fénysugarak interferalnak

(horribile dictu!), mas szoval

interferalnak annak a valoszi-

niiségei, hogy az elektron in-

kdabb téril el az egyik, mint

a masik irdnyban. A katodsu-

gires6 sarokfesziiltsége szabja

meg az elektronhoz rendelt 2. abra. Marek WieRL: 40 KV-os
Broeuie-hullam  hullamhosszi- e?ﬁ;%[éga}ib&l;ﬁ:3?::;1(';;“112?1?’
sdgat ; 40 KV-nak kb. /15 Ane-

sTrOM-egység felel meg. Ha ugyanily hullimhossziisiga rontgen-
.éugarakkal végezzitk ugyanazon aluminiumfoliin a kisérletet,
ugyanezen interferenciagytiriiket nyerjiik. Eppoly jol lehet az
elektronhullambol, mint a réntgenhullambol az aluminiumfoliat
felépité mikrokristilyos szerkezetet felderiteni.

Az els6 ilynemt kisérletek Davisson és GERMER"-tél szdrmaz-
nak, akik New-Yorkban a BerLi-Telephone-Compagnie tudoms-
nyos kutato laboratoriumdban dolgoztak. Felvételeik hasonlo
elhajlasi jelenségeket mutatnak nickel-egykristilyon. A katod-
sugareso fesziiltsége ez alkalommal sokkal kisebb, csupin 200
Volt volt, a vonatkoz6 Broerie-hullimok meglehetds liagy rontgen-
sugaraknak felelnek meg. Itt, éppligy mint Lavg, Friepricu és
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ség fiiggvényekép feltiintetve az ismeretes haranggorbét adja
(I. 3. dbra), mely egyszersmind a Gavss-féle hibatérvényt is
dbrazolja. Ha azonban az eloszlist a Fermi-féle statisztika sze-
rint -szamitjuk, akkor

1Ty (I1)
1

&
R
Ae + 1

f:

Ha itt A az egységhez képest kicsiny, akkor (II) atmegy (I)-be.
Ha azonban A nagy 1-hez képest, akkor oly sebességekre, -melyek
egy bizonyos hatdar alatt maradnak,

el E

Eppen ezt koveteli a Pavini-elv is, nevezetesen, hogy minden
kvantumallapot egyszer és csakis egyszer legyen képviselve.
A O-ra valo csokkenés csupan egy bizonyos v sebességnél &ll
be; v értéke a homérséklettol fiiggetlennek adodik. A giazatomok
kozépsebessége : v, kisebb, mint v, de azzal arinyos:

U = 1/37; v

bs igy a kozépsebesség sem figg a temperaturdtol. A klasszikus
statisztikaban ezzel szemben, mint ismeretes, a kozépsebesség
¥/ T-vel arinyosan valtozik.

Ha a gdaz osszes energidjat, vagyis lényegében a sebesség-
négyzetek kozépértékét.a T' figgvényeként abrazoljuk (4. dbra),
akkor a klasszikus statisztika sze-
rint egy, az abszolut nullaponton
atmeno egyenest nyeriink, mig
a  Fermi-féle kvantumstatisztika
szerint az energia (vagy a nyo-
mas) egy darabig a temperatura-
tol fiiggetlen és csupan magasabb
homérsékleteknél alakul a klasz-
szikus elmélet kivianta emelkedés
szerint. Ily modon az t. n. Nulla- P AR R S
pontenergia Ey és Nullapontnyo- mint a hémérséklet figgvénye.

7
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mds p, fogalmahoz jutunk. (A nyomas kvalitative az energiagor-
bével is feltiintethetd.) A temperaturatol fiiggetlen energiaji alla-
potokat elfajultaknak nevezziik. A gazegyenlet itt nem pv=RT,
hanem p=p,=const. Mar PavLi * hangstlyozta, hogy ha az elek-
tronok szdamat a fémekben a fématomokéval egyenlének vessziik,
az «elektrongdzty néhany ezer fokig teljesen elfajultnak tekint-
hetjiik és ezzel kapcesolatban Einstein ® arra kovetkeztetett, hogy
az elektrongaz fajhéjét zérusnak tételezhetjiik fel. Ugyanis a fajhé
nem egyéh, mint a belsé energia megnovekedése egy foknyi
hémérsékletemelkedés alkalmaval és elfajulas esetében épp ez az
emelkedés zérus, lévén a belsé energia a hémérséklettol fig-
getlen, legaldbb is elsé kozelitésben: K= =const. Ilymodon
sikeriilt a fémek elektronelméletének elsé nagy nehézségét el-
haritani. :

Hogy allunk azonban a fémek belsejében feltételezett és a
thermoelektronok megfigyeléséhdl kovetkezé MaxweLL-féle sebes-
ségeloszlassal? Mint lattuk, az elektronok talnyomoé részére

nézve az eloszlas egyaltaliban nem Max-

wELL-szert, hanem a temperaturatol fiigget-

len. Az eloszldsi gorbének csupan legszélsé

csokkend dga viselkedik MAXWELL-szertien és

figg a homérséklett6l. Mint a 3. dbra mu-

tatja, csokkené hémérsékletnél a Fermi-féle

eloszlasi gorbe meredekebben siillyed, a Max-

weLL-féle pedig a kozépfelé huzodik ossze.

A Ricaarpsoxn-effektus szempontjabol esupan

5. abra. A femfelilet €% a szélsé siillyedé gorberész jon tekin-
sematikus képe. tetbe, mert esupian az .igen magas hoémér-
sékleteknek megfelelé legsebesebb elektro-

nok képesek a fémfeliilet «kalitkdjabol» kiszabadulni. De errél
késébb bévebben. Legyen az 5. abran &,-val jeldlve az a
sebesség, mellyel az elektronnak az a-tengely iranydban birni
kell, hogy az x irinyra mercleges feliileten athaladhasson.
A megfigyelésekb6l kimutathatoé, hogy ez a &, nagyobb kell
legyen, mint a féntebb emlitett v, mas szoval a 3. dbraban &,
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a v-tol jobbra esik. Ez éppen azt jelenti azonban, hogy a
feliiletbdl kilépo csekélyszami elektron — amelyeket a 3. dbra-
ban az eloszlasi gorbe jobbszélén darnyékoldssal tiintettiink fel -
MaxweLL-szerli jelleggel bir. Ilymodon megnyugtato magyaraza-
tot nyertiink egy maisik, a bevezetésbhen ellentmonddssal tel-
jesnek jelzett pontra.vonatkozolag.

Az abszolat nullapontnal, ahol az eloszlisi gorbe éles sarkot
mutat, az elektronok — habdr nyugalomban nincsenek is —
mozgasukban meghatirozott kvantumszamokhoz vannak kotve.
Minden kvantumallapot be van téltve, «tiilnépesedés» van jelen.
Ezt a Pavrr-elv okozza, mely az egyes kvantumdllapotoknak
csupdn egy elektron dltal valo betolthetoséget engedélyez. Sot
magas homeérsékletnél sincs nagyobb vélaszték a kvantumallapo-
tok kozott; csupan az energidban leggazdagabi elektronok, a
legfelsé tizezrek, engedhetik meg maguknak a MaxweLi-féle el-
oszlas fénytizését és az elfajulas kalitkajan kiviili terekbe valo
kirandulast. Ez utobbiak a feliletre normdlis irinyban &;-ndl
nagyobb sebességgel birnak, azonban a &;-nak megfelel6 kine-
tikus energiat .

II"’” = ? E

a fémbol valo kilépéskor — mintegy Kkiviteli illeték fejében —
le kell adniok.

Milyen erék vajjon azok, melyek az elektronok talnyomo
részét a fémek belsejében visszatartjak és csupan a legsebeseb-
heket bocsatjak ki? A kérdés a kilépési munka eredetének kér-
désével egyértelmii. Edénybe zart koézonséges gaz esetében a
fal szilardsaga, tehat elasztikus erdk, akadalyozzak meg a gaz-
molekulak kilépését. Az elektrongdz esetében az erék elektro-
mos természetiiek és tekintettel az elektromos téltés nagysagara,
meglehetés tekintélyesek.

Az elektrongdaz mintegy elektrosztatikus kalitkaban van a

fémekben bezarva. A fém belsejében atlagosan semlegesitik
egymdst a pozitiv fémionok és a szabad negativ elektronok.
A feliileten at kilépni iparkodo elektronra azonban a fémionok
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kifelé nem neutralizalt vonzdisa hat, amelyek vissza is tartjik.
amennyiben sebessége &,-t meg nem haladja.

Bizonyos kortilmények kozott az elektronok érzékelheto
mennyiségben léphetnek ki a fémboél, még alacsony hdmérsék-
leteknél is. Miiikax %® és tanitvanyai 1 millio Volt/em fesziilt-
séget helyeztek a kilépési feliiletre és mar szobatemperaturdk-
nil mérhetd elektrondramokat észleltek, melyek azonban emel-
kedé homérséklettel mar nem nodvekedtek észrevehetéen —

“legaldbb is nem az egész feliileten, hanem csupdan “parinyi
felilletrészecskékbél  kiindulolag. Ugy kell képzelniink, hogy
ezeken a helyeken vagy a sziikséges W, kilépési munka Kisebb,
esetleges szennyezodések folyomanyakép, vagy pedig, hogy geo-
métriai szabalvtalansigok (esticshatis) a potencialgradienst meg=
novelik. Igy a kovetkez képet nyerjiik : az elektronokat magdba
zaro elektrosztatikus kalitka apro lyukakkal bir; ha kiviilrél
nagy erével szivjuk az elektronokat, akkor ezeken a lyukakon
kibujhatnak, engedvén a kiviilrél miikodé szivo és a belilrol
miik6dé. nyomo6 hatasoknak. A nyomis lényegében véve fligget-
len a temperaturatol és egyenl6 a nullapontnyomassal (p,). Mivel

.pedig a kiils elektromos erdtér” szintén fiiggetlen a hémérsék-
lettdl, az elektronaram is fiiggetlen attol; ez a «hideg elektron-
aramo.

Elégedjiink meg a mondottakkal a fémek belsejében és feliiletén
uralkodo viszonyok szemléltetését illetéen. Mégegyszer Ossze-
foglalva a kovetkezoket kell képzelniink: a pozitiv fémionok
racsa neutralizilva van negativ elektronok altal; ez utobbiak
elvesztették osszefiiggésiiket anyaionjaikkal és a fém belsejében
bizonyos kinetikus energidval szabadon mozognak, de gy, hogy
a Pauvvi-elv értelmében soha két elektron ugyanoly mozgisi
dllapotban nem fordulhat eld. Az elektronok a ‘kifelé nem
neutralizalt fémionok alkotta rdcson at csak kivételesen lép-
hetnek ki. :

Forduljunk ezek utan az dramvezetés alapveté kérdéseihez.
Mig kiils6 elektromos tér nélkiil ugyanannyi elektron halad a
fém belsejében valamely keresztmetszeten at tgy az egyik, mint
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a masik irdanyban, addig kiilsé elektromos tér hatisa alatt va-
lamelyik irany elényben részesiil. A tobblet képezi az elektromos
daramot ¢és a kiils6 tér fesziiltségesése osztva az drammal a faj-
lagos ellenallast szolgaltatja (¢). Drupe egészen elemi kinetikus
meggondoldasokkal talilja, hogy

0=~——, (TIT)

ahol 1 az elektronok kozepes szabad tGthossza, masszoval a fém-
ionokkal vald kétszeri osszeiitkozés kozott atlagosan megtett
ut, n a térfogategységhen foglalt elektronok szama, v kozepes
sebesség, e és m-az elektron toltése és tomege; a jobboldalrol
még  hidanyzik egy, Drubpr dltal pontosan meg nem hatarozott
szamfaktor. Az Gj statisztika alapjan ugyanerre a formulara
jutunk és pedig a faktor =1 értéke mellett, ha v alatt az el6bb
targyalt v hatarsebességet értjiik. Mivel, mint lattuk, ez a v a
temperaturatol fuiggetlen, az ellendllds csak annyiban figg a
hiomerseklettol, amennyiben a szabad uthossz fiigg. Emelkedd
homérséklet a fémionok nyugtalansagat, vagyis az idedlis racs-
szerkezettél valo eltéréseket fokozza. Kérdjik, miképpen be-
folyasolja ez a nyugtalansig a szabad tthosszat? E kérdést
Hr. Housron ? tanulmdnyozta és pedig a hullimmechanika
modszereivel. A vizsgilatot Brocn és Prierns folytattik és mé-
lvitették ki. Ez utobbi szerzok meglehetés bonyolult gondolat-
menetét ittt mellézve foglalkozzunk Housron-nal, aki a Lave-
jelenség homérséklettol valo fiiggésének Depye dltal mar 1914-
ben adott tirgyalisi mod birtokdban tort tton haladhatott.
Itt az elektron hullamtermészetének tjabb bizonyitékdaval talal-
kozunk. Gondoljuk az 1. ibra interferenciaképét létrehozo katod-
sugdresovet esupan 4 Volt fesziiltséggel terheltnek. Az elektro-
nok sebessége ily korilmények kozott koriilbeliil megfelel a
fentemlitett v nagysagrendjének (kb. 1000 km/sec). A hozzitartozo
pE Brocrie-hullam hosszasdga kb. 5 A-nek adodik. Ez a hullim-
hossz — amely az igen lagy rontgensugarzas hullaimhosszisé-
gival egyenlé — nagyobb, 1uiu’i pl. a rézkristalyokban két réz-
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atom tavolsiga. Ebbél kovetkezik, hogy tulajdonképpeni Lave-
interferenciakép mar nem johet létre és csupdn altalinos szo-
rodas lép fel, amely a Lave-képekrél, mint a folytonos hattér
okozoja, jol ismeretes. Ez a szorodds a hémérscklettel, vagyis
a racsszerkezet viltozo szabalytalansagaval fokozodik. Ez a
rontgensugarak eltéritését, szorodasat eredményezi, ami az
elektronokra dtvive, az elektronoknak a fématomokkal vald iit-
kozése kovelkeztében beallott eltéritéséhez, szorddasahoz vezet.
A hullimmechanika segitségével e folyamatot statisztikailag is
kovethetjiik és kiszamithatjuk, hogy a fématomokba {itk6z6
elektronok hdany szdzaléka szenved az idéegység alatt a tér
kiilonbo6z6 iranyaiba eltéritést. Ez az eljards lényegében éppen
abbél folyik, hogy az elektront az elektronhullimmal, az atomot
pedig a ScuropiNnGER-t6] adott hullimmechanikai képpel helyet-
tesithetjiik. llymodon az eltéritések gyakorisigihoz, vagy ezzel
kapesolatban, a szabad uthosszhoz jutunk, és pedig egy egészen
raciondlis statisztikus formula révén, mely Housron, illetéleg
DeBYE *® szerint a kovetkezd :

x
1~1 5d5.a._ﬁ.
Al

l x2,) es—1"’
0

(Ivy

1 ' :
Az T gorbét a temperatura fliggvényekép a 6. abra mutatja

@ a Deeye altal bevezetett karakterisztikus temperatura :—ki’
ahol v az atomok ricsaban, azok sajat rezgéseinek a szamat adja
meg 1 médsodpercre vonatkoztatva. Mivel pedig a (I1I) egyenlet

szerint az ellendllis —- -lel aranyos, akkor a 6. dbra alapjan vir-

l

hato, hogy magasabb hémérsékleteknél az ellendllds a homérsék-
lettel ardnyosan valtozzék, alacsony hémérsékleteknél pedig
erésen ecsokkenjen, vagyis éppagy alakuljon, mint ahogy azt
Grineisey pontos megfigyelései valoban mutatjak.

Ilymoédon volt lehetséges az elektromos ellendllis elsé ok-
szerti elméletét megalkotni! Mindenesetre ellendllésgérbénken
nem mutatkozik semmi nyoma az 0. n. e«szupra-vezetoképes-
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ségr-et jellemzG hirtelen ugrisszer ellendlldscsokkenésnek.
Ezzel szemben az ellendllis fiiggését a nyomastol Bripeman
észlelései szerint, Ogyszintén az ellendllas abszolit értékeit is
a hullammechanikai elmélet jol adja vissza, s6t még az ellen-
allas anizotropigjat is, hexagonalis [zink és cadmium egykris-
tilyokban, megfeleléen annak, hogy az elhajlisi jelenségek a
kristdilyracshan a kiilonbhoz6 ird-
nyokban kilonbozok, a  rdcs
szimmetrigja szerint. Igen fontos
részletkérdés itt még a szabad
elektronok szamdanak a fémato-
mok szamdhoz valo  viszonya.
Housron szerint ugy latszik, hogy
ez a viszonyszam tobbértékid ato-
mok (Pb, Fe, Pt) eseté¢hen 1-nél

nagyobb 6. abra. A reciprok szabad-uthossz

< . seReange

2 ¥ ¢ , vagy az elektromos ellenallas mint
Eppagy, mint ahogy a fémek a hémeérséklet fiiggvénye.

elektromos ellenallisa a szabad
uthossztol fiigg, gy figg attol a héellenallisuk, vagyis a re-
ciprok hévezetoképességiik is. A ketté hdanyadosibol azonban
a szabad uthossz kiesik és megmarad a WiepemanN—FRANZ
torvény altal kovetelt univerzalis, az! abszolat hémérséklettel
aranyos kifejezés. A szambeli szorzo értékét itt az 0 statisztika
%-nak adja meg a Drupe-tél szirmazé 3 helyett, és igy a
megfigyelésekkel valo egyezés még sokkal kielégitébbnek mutat-
kozik, amivel a klasszikus elméletnek egy tovdbbi hianya is
kikiiszobolodott.

Mint tudjuk, a fémek az Gsszes anyagok kozott, amelyekkel
a technika dolgozik, ¢érdekes kiilondllast foglalnak el. A fémeket
a szabad elektronok létezése jellemzi. Herzreup!! szamitdsai
alapjan belathatjuk, hogy a fémek belsejében, a fématomok
nagy kozelsége kovetkeztében az elektronok mikép jutnak in-
stabilis dllapotba és szakadnak el anya-atomjaiktol. S6t valo-
siaggal kiszamithatjuk elére, hogy mely atomok vehetnek fel
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fémes jellemvonasokat szilard dllapotban. A szabad elektronok-
nak a fémek feliiletén és belsejében vald viselkedését megértendo
azonban a kvantumelmélet legtjabb fejlodési fokozatéra, a hullém-
mechanikara van sziikségiink. Ez az elmélet éppoly egyszertien
és meégis tokéletesen irja le az elektronok statisztikus viselke-
dését, mint ahogy a fény hullamelmélete az optika ¢és a rontgen-
sugarzas jelenségeit. :
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KOZELITO FORMULAK A KOZEPES TERBELI
FENYEROSSEG MEGHATAROZASARA.

Minden vilagitastechnikai szamitas alapja az alkalmazott vila-
gito test fényintenzitisinak ismerete tetszéleges ir:iﬁyban. Mi-
vel azonban a vilagito testek (lampak és lampasok) tulnyomo-
részben oly forgastesteknek.tekinthetok, amelyeknek fényelosz-
lisat a térben igen nagy megkozelitéssel a lampatengelyen dt-
mené egy sikban felvett fényeloszlasi gorbe megforgatisaval
nyert fényeloszlisi feliilet szolgdltatja, a lampdk és lampasok
fényeloszlasi gorbéi az illeté viligito testre egyértelmiileg jel-
lemzok. ¥

A fényforras dltal kibocsdjtott dsszfénydiram, miként ismere-
tes, ezen fényeloszlasi feliilet daltal bezdrt tér nagysagaval ard-
nyos. Ha kiilonboz6 fényeloszlisi feliilettel bird fényforrasokat
akarunk egymassal osszehasonlitani, akkor azt egyetlen szam
megadasaval nem tehetjiik meg, hiszen azonos térfogatiu testet
a legkiilonbézébh feliiletekkel burkolhatunk. Es igy egyenlé
fénydramot szolgaltato kiilonbozé tipusa fényforrasok bizonyos
adott irdanyban kiillonh6z6 megvilagitast hozhatnak létre.

Ha azonban egy szerelvény hatdsfokat akarjuk megallapitani,
vagy altalanos viligitas esetén az alkalmazando limpaerosséget
ohajtjuk meghatirozni, valamint szamos egyéb kiillonleges vili-
gitistechnikai szamolisndl a kozepes térbeli fényerdosség fogalma
igen lidvos szolgdlatokat tehet. Ezalatt értjiik azon gomb suga-
rat, amelynek kobtartalma a fényeloszlisi felilettel bezart téré-
vel egyenld.

Eloall tehat annak sziikségessége, hogy a fényeloszlasi felii-
let dltal bezdirt tér nagysagiat meghatarozzuk. Kisérleti uton ezt
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Elkészitve oly elemi téglalapot, amelynek alapja ds,, magas-
saga I, ennek teriilete (az 1. abran qp q.p,)

dF = Ids, = Ir sin a da - (7)

lévén, az aa, ¢q, véges teriilet
== 1’.{'1 sin a da 8)
0

és igy (6) a kovetkezo alakban irhato :

e

l—cosa 7

Ve

Mivel azonban 7 (1— cos a) = AQ = aq a 0—a szogintervallum-
beli kozepes fényerdsség

F. _ aa,qq, (teriilet)

a — —

aq aq

hanyadosbol adaodik.

Ez az elmélete az dltaliban haszndlatos Rousseauv-féle gor-
bének, amelynek nagy elénye, hogy a fényeloszlasi feliilet altal
bezirt tér integrildsa helyett a Rousseauv-féle gorbe, hatdrozot-
tan egyszertibb tertilet-meghatarozisit kivanja.

Mint specidlis eset, az also féltér kozepes fényeréssége :

aa,ce, (teriilet)

Io = - (10)
a felso féltér kozepes fényerédssége :

; By cc,bb, (;eriilet) (1
és az egész térbeli kozepes fényerdsség

o aa,bb, (terilet) e Io+Is 12)

2r 2

A kozepes fényerdsség meghatirozasa a Rousseau-féle gorbe
alapjan a kovetkezd szamitisi modokon eszkozolhetd :
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k 180 (k+1) 180
[Ton [ on k180 (k+1)180
= cos ~— oS !
2 2n n

: azaz az also féltérbeli kozepes fényerdssog
I5 =~ 345, (13)
i Y k=0
a felsé féltérbeli kozepes fényerdsség
‘ ) 1 2n
Bl = o > 4F; (14)
v k=n
: és a térbeli kozepes fényerésség
B - Io+Ia

' i (15)

Az alabb kévetkezé példakban a térbeli fényerdsség oly mo-

don hataroztatott meg, hogy n=18, azaz az intervallum i 5°

b volt. Az els6 héarom esetben (lampdk) a mérés tényleg 5°-r6l
7 5°%-ra tortént; a tobbinél (szerelvények) 15°-r61 15°-ra és a
kozbensé értékek a fényeloszlasi gorbébdl mérettek ki.
& - Az alibbi tablazat szolgiltatja a cos ey cOs U EUARE
2 2n 2n
B kiilonbségeket ezen esetre (n = 18)
; cos 0-—cos 5—cos 175 — cos 180 = 0:0038
% cos D —cos 10 =rcos 170 — cos 175 = 00114
i cos 10 — cos 15 = cos 165 — cos 170 — 00189
it cos 15 — cos 20 = cos 160 — cos 165 = 00262
cos 20 — cos 25 = cos 155 — cos 160 — 0:0334
b cos 25 — cos 30 = cos 150 — cos 15D = (:0403
i ) cos 30 — cos 35 = cos 145 — cos 150 — 0°0468
: cos 3D — cos 40 = cos 140 — cos 145 = 0:0532
cos 40 — cos 4D = cos 135 — cos 140 = 0:0589
cos 495 — cos 50 == cos 130 — cos 135 = 00643
cos D0 — cos 5D = cos 125 — cos 130 = 00692
cos 99 — cos 60 = cos 120 — cos 125 — 00736

£ cos 60 — cos 65 = cos 115 — cos 120 = 00774
; cos 65 — cos 70 = cos 110 — cos 115 = 0°0806
cos 70 — cos 7D = cos 105 — cos 110 = 0°0832

ol | cos 75 —'cos 80 = cos 100 — cos 105 = 0-0852
o3 cos 80 — cos 85 =cos 95 — cos 100 = 0:0864

cos 85 — cos 90 =cos 90 — cos 95 — 0:0872
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~

Az ezen pontokhoz tartozd fényintenzitisokat I°°%®i-vel je-

16lve, egy sav teriilete
. r ’cosq _|__ IOOSGH,I

ey 2 ’
azaz az also féltérbeli kézepes fényerdsség
> cos aj=1
I — k! 3 4F;,
cos i =0

a felso féltérbeli fényerdsség
‘1 cos aj=—1
T cos'aj=0

v

i

és a térbeli kozepes fényerosség

To+1,
_]°=_9_;'_O.

an

(18)

(19)

Azalabbi példakban —:; = 005-nek van vilasziva, amely eset-

ben a megfelel6 polarszogek — perenyi pontossiageal :

o; cos tXi o;
(12280 1-0000 00° 0’
18° 19/ 0°9500 e 929759
25° 50’ 0-9001 95° 44’
31° 47’ 08500 98°‘ 38
36° 52’ 0-8000 101° 32’
41° 25' 07500 104° 29’
45° 34, 07001 107° 27
49° 97’ 06501 1107:29°
53° 8 06000 113° 35’
56° 38’ 05500 116° 45’
60° 0’ 0-5000 120° o/

*63° 15’ 04501 123° 292’
66° 25 0-4000 126° 52’
69° 31" 03499 130° 33’
229, 3R! 0:2999 134° 26’
75° 31’ 0-2501 138° 35’
78° 928’ 0-2000 143° 8’
81° 227 01501 148° 13’
849 16°  0:0999 154° 10"
BT V8 0°0500 161° 48’
90° 0’ 00000 180° 0’
L

—cos o
00000
00500
00999
01501
0°2000
02501
0-2999
0-3499
04000
04501
0-5000
05500
06000
06501
07000
07500
0-8000
08500
0-9001
0°9500
1'(3000
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Typikus fényeloszlasi feliilletek mechanikus quadraturainak eredményei kiilonféle modszerekkel.

Trapéz-modszer

Tungsram 120 Volt, 40 Watt D lampa

Tungsram 110 Volt, 100 Watt gaztoltésii
lampa, vilagos (3. abra)

Tungsram 110 Volt, 75 Watt gaztoltést
lampa, félig homalyos (4. abra)

Erésen mélys:ugérz() szerelvény

- Gyengén mélysugarzo szerelvény

Gyengén oldaltsugarzo szerely

Erdsen oldaltsugarzo szerelvény

Gryengén magasbasugarzo szerelvény

Erdsen magashasugarzo szerelvény

TN i ol R e

I SIMPSON CoTES
egyenl6 szog- enld P 3
in%eyrvallumnfal absiigs);zékkal formula formula
3477 3469 3471 3504
31-36 31-49 31-47 30-18
33-07 33:09 33-09 39:61
11439 11457 11457 11476
11478 11145 11063 11784
11455 113-01 112:60 116:30
7187 7182 71-83 72:01
8672 8685 8660 84:16
79:30 7934 7992 78:08
17893 17737 177°09 17707
8946 | 8868 8855 8854
10555 104-92 10537 104-92
49-31 4362 44-30 4421
‘ 73:93 7427 7484 7456
120129 120-18 120-23 12158
4676 46-638 4663 4658
8352 83743 8343 8408
11111 11310 11347 11626
3465 3448 34-17 33-80
7288 7379 7382 7503
7450 7440 7420 73:93
14725 14708 147-37 147:07
11088 11074 - 11079 110:50
139-40 139-58 137-50 14334
69-70 6979 6875 1167

b
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Is I~ &
Trapéz-modszer egyenld abscissakkal . _ 05% 09% 05%
Brace-formula: o Au 2 Nty T veett a3 U 5:0.%T 1 4:0.9
SmpsoN-formula... oo 0l o s = 08% - 1°5%: 0:6%
G OTES=forminlan. 2 bt i vl i e n I UG R O SR A Oh

Az atlagos hibak tehat az armatura fényeloszlasi gorbéjének
felvételére szolgald mérések mérési hibdin beliill maradnak, ki-
véve a Brocm-féle formula alapjan nyert adatokat, amelyek a
bejelentett 5% eltérést is adjik. Ha azonban az egyes fény-
eloszlasi gorbék eredményeit nézziik, tapasztalhatjuk, hogy ero-
sen mélysugarzo (5. dbra), valamint erésen magasha sugdrzo
szerelvények (10. dbra) kimérésénél, illetve ezek Rousseav-gor-
béinek quadraturajinil a Brocu-féle formula csupan 15%, illetve
9% pontossiagot adna, ami figyelmeztet arra, hogy ily typusok-
nal a Brocn-féle formula alkalmazisa mellézendd.

Dr. Ifj. Kévesligethy Rado.

NAHERUNGSFORMELN ZUR BERECHNUNG
DER MITTLEREN SPHARISCHEN LICHTSTARKE.

Es wird bei verschiedenen Lampen und Armaturgattungen, die typische
Lichtverteilungskurven haben, untersucht, inwieweit die iiblichen Nii-
herungsformeln untereinander iibereinstimmen. Die Integration bei glei-
chen Winkelabstinden, sowie bei gleichen Abscissenabstinden aufgenom-
menen Rousseav-Kurven der einzelnen Geleuchten wird mit den Resul-
taten der Niherungsformeln von Dr. Brocm, Smeson und Cotes ver-
glichen. Gefunden wurden folgende durchschnittliche Abweichungen :

I gl

Trapez-Formel, mit gl. Absc. Abst... . .. 00% 09% 05%
Formel von Dr. BrocH_. . __ . .. . .. 33% 50% 40%
Formel von SIMPSON - . .o . i o 05% - 1:5% 06%
Formel ' von CoTes: Lm oy el el i 194500 < 1:4.%

Die grosste Abweichungen ergaben die stark tiefstrahlende und die
stark hochstrahlende Armatur (Figur 5 und 10) welche, mittels Brocu-
Formel ausgerechnet 15%0 bzw. 9% betrugen. Bei Leuchten, deren
Lichtverteilungskurve denen #hnlich ist, muss also die Verwendung der
Broca-Formel bei der Berechnung vermieden werden.

Dr. Radoé von Kovesligethy.



ANORGANIKUS SOOLDATOK ULTRAIBOLYA
ABSZORPCIOJA

I. Ha valamely kézegen sugiarzo energia halad keresztiil, akkor
az athaladis kozben folytonosan veszit intenzitisibol. Ennek az
intenzitascsokkenésnek oka lehet: 1. a sugdarzo energia szét-
szorodasa (difttzio); 2. a sugdarzo energia egy részének mds
energiava (rendszerint ho- vagy kémiai energiava) valo atalaku-
lisa : az abszorpeio.

Homogén abszorbedlo™ kozeghen a fénygyengiilés értéke és
az abszorpeio nagysiga a Lamsrecut dltal felallitott differencial-
egyenlettel igen egyszertien meghatirozhato. E szerint ugyanis
a fénygyengiilés (df) értéke arinyos a beesé fény intenzitisdval
(I) és az egyes rétegelemek rétegvastagsigaval (dx); azaz:

Ol= =z I, da, el

ahol x a beesé fény hullimhosszisigitol és az abszorbedlo
anyag természetétél fiiggo dllando, amelyet abszorpeis-koeffi-
ciensnek vagy elnyelési egyiitthatonak szoktak nevezni. Ha az
(1) alatti egyenletet véges vastagsagu rétegekre is ki akarjuk
terjeszteni, akkor egyenletiinket x=0, @
meg kell integralni. Ekkor:

~

&, hatiarokon beliil

Iz

—d—II- :—fx.d‘l‘. (2)
i 0

I

1 Doktori értekezés 1929. Pécs.
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Az integrilast elvégezve és az x=0-ndl a fényintenzitast I -val
jelolve kapjuk :

log nat“—II— ==y, (3)
0

ahol I, a belépé, I pedig az anyagon keresztiilhaladt fény in-
tenzitisa. A (3) egyenlethol :

E==l ave.o. (%)

: : : 1
ahol e a természetes logaritmusok alapszama. Legyen x = e

2

akkor a (4) egyenlet alakja a kovetkezd lesz:

I=TIe1= % (5)

tehat az abszorpcid-koefficiens annak a rétegvastagsignak a
reciprok értékét jelenti, amely az anyaghoz érkezd sugirzast
!/ ~ed részre csokkenti.

Az abszorpeios torvényt, melyet szokasos alakjaban a (4)
egyenlet mond ki, irhatjuk még a kovetkezé alakban is:

[=1I,10-¢=, (6)

ahol e ugyancsak a bees6 fény hullamhossztusagatol és az ab-
szorbedldé anyag természetétol fiiggd allando, mely annak a
rétegvastagsagnak a reciprok értékét jelenti, mely az anyag-
hoz érkezd sugarzast /1o részre csokkenti le. Ezt az allandot
exlinkcio-koefficiensnek vagy Bunsen—Ruscoe-féle koefficiensnek
szoktdk nevezni.

Ha a kiilonb6z6 hullamhosszisigokhoz tartozo abszorpeio-,
illetéleg extinkcio-koefficiens értékeket az ordinatdara, a hullam-
hosszisiagokat pedig az abscisszdara viszem fel, megkapom az
illet6 anyagra jellemzé abszorpeios gorbét.

II. Az oldatok abszorpcios vizsgilata a homogén kozeg ab-
szorpeios vizsgalatinal sokkal kortilményesebb. Az oldatoknil
ugyanis az abszorpcido nagysiga nemcsak a rétegvastagsignak,

T

hanem az oldat koncentricigjanak is fiiggvénye. Ugyancsak e
g-
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neheziti a vizsgalatokat az is, hogy az oldatok abszorpciojanal
az oldott anyagon Kkiviil- az oldoszer is szerepet jatszik. Leg-
egyszeribb esetben az oldoszer abszorpcidja elhanyagolhatéan
kiesiny (desztillalt viz, alkohol stb.). Viszont, ha a tiszta oldo-
szernek van szambavehetd abszorpeioja, akkor az oldat ab-
szorpeios gorbéjének megszerkesztésénél ezt is figyelembe kell
venni.

Az oldatok abszorpcits spektrum-vizsgalatainak alapja a
LavBert—Berr-féle torvény," melynek egyszerii alakja:

gl [Olo—E.u.w’ (7)
ezen egyenletet /-re megoldva:

1
c. X

= log (8)
ahol E a molekuldris exlinkcio-FLoefficiens, I, a belép6, [ pedig
az oldaton keresztiilhaladt fény intenzitisa; ¢ az oldat kon-
centracioja molekula pro liter egységekben, végil x a réteg-
vastagsag centiméterekben kifejezve.

A LamBerT—BEER-féle torvény szerint — amint az a (8) kép-
lethdl kiolvashato — az egyes hullimhosszakhoz tartozo ab-
szorpeio-koefficiensek értéke az x.c szorzattol fiigg. Ha tehat
az oldat kiilonboz6 koncentracioi mellett azt talaljuk:

@) hogy a Beer-féle torvény érvényes; azaz a molekularis
extinkeio-koefficiensek értéke a koncentraciotol fiiggetlen, akkor
ebbél kovetkezik, hogy az abszorbedlo komplexuinok a koncen-
tracio megvaltozasaval is valtozatlanok maradtak.

B) hogy a Beer-féle torvény nem érvényes, akkor ebbél
komplexképzddésekre, disszociaciora stb.-re kovetkeztethetiink.

Az oldatok abszorpcios vizsgialatandl tigyelni kell a kovet-
kovetkezé kortilményekre :

. hogy a vizsgdlandd oldat ne legyen inhomogén, azaz
oldatunkban ne legyenek légbuborékok, porszemek stb. ;

1 Pogg. Ann, 86, 78, 1852.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVI. RO
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2. hogy a vizsgialando oldat fel ne melegedjék. A felmelege-
dés folytan wugyanis striségkiilonbség dall eld és konvekeios
dramok keletkeznek, ami az extinkcio-koefficiensek értékét meg-
viltoztatja ¢és elmosodotta teszi az abszorpcios csikok helyét.
(Sajat tapasztalasom szerint ez az effektus mar akkor is fel-
lépett, ha az abszorpcios edény falit puszta kézzel megfogtam);

3. hogy a vizsgalt oldatokban a fény ne hozzon létre kémiai
viltozast. Kisérleteimnél ezt Ggy ellendriztem, hogy minden
kisérlet végén az utolsd spektrum-felvétel az elsé spektrum-
felvétel megismétlése volt. Ha a két felvétel megegyezik, akkor
joggal feltehetd, hogy valtozas nem allt eld. (A vizsgalt oldatok-
nal semmiféle kémiai valtozdst nem tapasztaltam.)

III. Sooldatok ultraibolya abszorpcidjaval mar sokan foglalkoz-
tak, igy: R. A. Houston és tarsai,®> C. J. WEBBER GRIEVESON,”
Mortox és Riping,* Prornikov és Karscuuniy,” Jongs és tarsai,®
Rosiy Hinr és Owen Ruyvs Howern,” akik azonban féként a
szulfatokra és a nitratokra terjesztették ki vizsgilataikat.

A chloridok ultraibolya abszorpcidjara vonatkezolag viszont
még igen kevésszamu vizsgalat tortént.

Néhény ritka fold-fém chloridjainak vizes oldalat vizsgilta
Tosm Tone,® aki meghatdarozta a LaCl,, CeCl,, PrCl,, NelCl,,
SmCly és ErCly oldatoknak az abszorpeios-gérbéjét kiilénhozo
koncentraciok mellett. _

Az alkali-fémek chloridjainak ultraibolya abszorpciojaval elészor
Brannican és Macksern? foglalkoztak, akik a 2=2100 A. koriil
az anionokra jellemz6 abszorpeidés maximumokat talaltak. Ugyan-
csak az alkdli-fémek chloridjainak abszorpciojival foglalkozott

2 Proc. Roy. Soc. Edin. 31, 521, 524, 530, 531, 538, 547, 553.

3 Philos. Magazine (6) 49, 1006—1020, 1924.

4 Proc. Roy. Soc. A. 113, 717.

5 Zeitschr. f. Phys. 38, 502, 1926.

6 Amer. Chem. Journ. 37, 126, 207, 244, 1907 és u. o. 41, 163, 276, 1909.
7 Philos. Magazine (6), 48, 833—847, 1924.

8 Bull. chem. Soc. of Japan 1, 9—13.

9 Journ. of the Chem. Soec. 109 (II), 1277, 1916.
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L. A. MoLLer ® is, aki az alkalihalogenidek vizes oldatainak
tanulméanyozisa kozben, az elézékkel ellentétben, azt_talélta,
hogy a vizsgalt oldatok abszorpciés maximuma a spektrum
ultraibolya részében sehol sem jelentkezik. Mérései szerint —
amelyeket fotografiai fotometralassal eszkozolt és az extinkeio-
koefficiensek értékét az egyenlé feketedés elve alapjan 10%-os
pontossiggal hatarozta meg — az alkalihalogenidek oldatainal
az abszorpcionak a nagyobb hullimhosszak felé valo eltolodasa
a spektrum ultraibolya részében : 7

Na — K — (Gs — Rb.

A chloridok ultraibolya abszorpciojaval foglalkozott még
G. M. PooL ! is. Méréseinek inkdbb metodikai jelent6sége volt,
eredményeinek pontossiga azonban nem kielégits.*®

A fentiekbdl lathato, hogy a chloridok uliraibolya abszorpeio-
jara vonatkozolag csak kevésszaml és nem minden tekintet-
ben megbizhatd adat allt rendelkezésiinkre. Dolgozatom céljaul
éppen ezért a chloridok ultraibolya abszorpcidjanak vizes oldatok-
ban valé meghatarozasat tiztem Kki.

IV. Miel6tt a vizsgalando oldatok molekularis extinckeio-
koefficiens értékeit quantitative meghatdaroztam, tajékozodas
szempontjabol qualitativ méréseket eszkozoltem. Berendezésem
allt egy Caru Leiss-féle B** tipusi kvarcspektrografbol. Fény-
forrasul egy 110 Volt fesziiltségi W. C. Herarus gyirtmanyt
kvare-iiveg amalgiam lampa szolgalt. Hogy a kvarc-lampa egyen-
letes égését biztositsam, mindig ugyanakkora — 50 Volt —
fesziiltséggel és 45 ampere intenzitdssal égettem. A fényforras
és a spektrograf rése kozé helyeztem el az abszorbedlo oldato-
kat tartalmazo abszorpceids edényt, melyben a planparallel kvarc-

10 Ann. d. Phys. 82, 39—66, 1926.

11 Digs., Zeitschr. f. Phys. 29, 311—14, 1924.

12 F, H. Getman (Journ. Phys Chem 29, 853—84, 1925) és E. Viterbi
(Gar. Chim Ital. 47, 615—20, 1927) dolgozatinak biralatat lasd «A fold-
fémek halogénjeinek ultraibolya abszorpcioja» c. értekezésemben. (Chemiai
Folyoirat 1930).
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a,c, és b,d, lapokon reflektalodik. Innen a fény a D, szektoron
és a W abszorpeios edényen keresztiill az L, lencsére esik. Ez
a lencse a fényéllgarat — miutdn az a P, rombusz megfelelé
lapjain reflektalodott — a spektrograf résére (S) iranyitja. A kii-
16nb6z6 hullamhossziusdaga spektrum-vonalak is ezen L, lencse
eltolasaval dllithatok be élesre. 3

A Q fényforrashol jové sugdarnyalab masik rése az L,P,D,L, P,
kombinacion keresztiill az elébbivel mindenben megegyezé utat
tesz meg. g

A spektrograf Tése elott all még egy R Avsrecut-féle rom-
busz, amely a szektorfotométeren athalado két sugarnyalabot
kozvetleniil. egymas ald hozza. Ha tehat mindkét szektor teljesen
nyitva van és az abszorpcios edényekben semmiféle folyadék
sines, akkor a kvarcspektrograffal kozvetleniil egymas ala két —
minden tekintetben azonos — spektrum fotografalhato le.

A felsé sugdrmenet utjaba tessziik a vizsgalando oldatot tar-
talmazo abszorpeios edényt; az also sugarnyalab pedig a tiszta
oldoszert tartalmazo edényen megy keresztiil. Méréseimnél oldo-
szer gyanant mindig desztillalt vizet hasznaltam. A desztillalt
viz abszorpcigja pedig még igen nagy rétegvastagsigok mellett
is elhanyagolhatéan kicsiny. Ha a két szektor dllisa megegyezik,
akkor az oldaton dthalado sugdrnyalib egyes komponensei
annal erdsebben gyengiilnek, minél erésebb az illet6 hullam-
hossztisagn fény abszorpeigja. A tiszta oldészer oldalén a szek-
tor fokozatos sztikitésével elérhetjiik, hogy a két oldal elébb a
gyenge, majd fokozatosan az erdsebb abszorpcioknak megfelel6
hullimhosszaknal is egyforma intenzitdst mutasson. Ha tehat
killonbo6z6 szektorallasoknal a két spektrumot lefényképezziik,
akkor ezek az egyenld intenzitast helyek a kidolgozott fényképezd-
lemezen, mint «egyenld feketedésii helyek» fognak mutatkozni.
Ezekbol az egyenld feketedési helyekbél az abszorpcio mértéke
kénnyen meghatirozhato; ugyanis a Juop Lewis-féle szektor-
fotométer szektordllds értékei — a megfelelé korrekcioval — a
log %o/, értékét kozvetleniil megadjik. A molekularis extinkcio-
koefficiens értékét a (8) egyenlet alapjan szamitjuk ki.
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higitasa oldatokndl valik lehetévé. A FeCl,-ra vonatkozd mé-
rések f6bb eredményeit a 17. dabran tintettem fel. Az abszorpeios
gorhék lefutdsa mutatja, hogy a LamBErT—DBEER-féle torvény
egyik része sem érvényes.

A Lamgert-torvény érvénytelenségének igen érthet6 oka a
Tyspari-tiinemény. Ugyanis a FeCly ilyen higitast oldatokban
kolloidda valik s az oldatban lebegd kolloid-szemesék a rijuk
es6 fényt szétszorjak, ami az abszorpciot igen erésen fokozza.

A szikebb értelemben vett Beer-féle torvény érvénytelensége
is konnyen értheté, ha meggondoljuk, hogy a FKeCl; igen nagy
mértékben hidrolizal,*® tgyhogy mar a csekélyebb higitast
oldatokban igen kevés Fe**+ van és az oldat legnagyobb része
hidrolizis-termék.

VIII. Osszefoglalva eredményeimet, megallapithato, hogy :

1. hatarozott torvényszertiség mutatkozik az alkali-foldfémek
chloridjainak abszorpcioja kozott, amennyiben a Ba, Sr és Ca
“chloridok vizes oldatainak abszorpeios maximuma nagyon kozel
ugyanazon helyre és pedig,; 2=2690 A-re esik. Az egyes hullam-
hosszakhoz tartozo molekuldris extinkcio-koefficiens értékek ——
a periodusos rendszernel; megfelelden — a legnagyobbak a
Ba(l, és a legkisebbek a CaCl, vizes oldatainal.

2. A LameerT—Berr-féle torvény érvényességét a  NiCl,
CuCl, és FeCl; vizes oldatainal vizsgaltam és azt talaltam,
hogy a NiCl,-ndl a torvény eérvényes, a CuGly-ndl a LAMBERT-
torvény érvényes, ellenben a Beer-féle torvény érvénytelen, s
végiul o FeCl,-ndl sem @ LaMBERT-, Sem a Brer-féle torvény

nem €rvényes.
X

Végiil igen kellemes kotelességet teljesitek, midon halds
koszonetemet fejezem ki ngy dr. Rmorer LAszLo egyetemi ny. r.
tandr rnak azokért a hasznos gyakorlati és elméleti tanacsokert
és uthaigazitasokért, amelyekkel munkiam kozben ellatni szives

16 BJERRUM : Zeitschr. f. phys. Chem. 59, 350, 1907.
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volt, valamint dr. Grou Gyura allatorvosi fGiskolai ny. r. tanaj-
ar Omeéltosaganak azért a nagybec_sﬁ tamogatdasért, amellyel
az intézete tulajdonit képezs eszkozokel rendelkezésemre ho-
csitotta ¢s dllando szives érdeklodésével munkamat el(’iéegitette. :
A dolgozat qualitativ részét az «Orszdgos Terméézettudoj
mdnyi Alap» téamogatisival a m. kir. Erzsébet Tudominy
Egyetem fizikai intézetében késZitettem; a quantitativ. mérése-
ket pedig a m. kir. Allatorvosi Féiskola vegytani intézetéhen
végeztem. :
Pées, 1929. marcius 12.-én. '
! Ifj. Koczkds Gyula.

DIE ULTRAVIOLETTE ABSORPTION
DER ANORGANISCHEN SALZLOSUNGE.

Die wisserigen Losungen der Chloride von Ca,- S» und Ba zeigen
je eine selektive Absorptionsbande, deren Kopf ungefihr auf dieselbe
Stelle, nimlich auf 2=2690 A fillt, withrend die Werte der moleku-
laren Extinkcionskoefficienten vom Ba his zum Ca abnehmen. Auch die
. Chloride vom H, Li, Mg, Cd,.C,o Mu, Zu, Al, Ni, Cu, Fe sind unter-
sucht worden. Das Lampert-Beersche Gesetz gilt bei NiCl,; bei CuCl, '
gilt das LAmeerttsche, dagegen nicht das Beersche Gesetz; endlich hat
bei FeCl, keines der beiden Gesetze Giiltigkeit. |
i : : J. v.. Koczkds.

Matematikai és Fizikai Lapok XXXVI. 9
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IFJ. KOCZKAS GYULA.

1. tablazat.

Szektor- Mol. ext, Hullamhossziusag
allas koeff. A-ben kifejezve
0064 0064 3222 4975
0104 0104 - 3238 4917
0143 0143 3292 4873
0-180 0180 3322 4870
0214 0214 3367 4867
0248 0-248 3382 4794
0297 0297 3407 4743
0-347 0-347 3451 4724
0396 0396 3480 4666
0445 0445 3489 4601
0495 0495 3510 4563
0593 0593 3539 4512
0691 0691 3569 4472
0788 0788 3601 4443
0-884 0-884 3609 4430
0980 0980 3619 4385

2. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koefTf. A-ben kifejezve
0064 0128 3258 4906
0104 0208 3342 4820
0143 0286 3398 4772
0-180 0360 3442 4739
0214 0428 3497 4685
0-248 0-496 3511 4622
0297 0594 3535 4520
0347 0694 3570 4462
0396 0792 3597 4443
0-445 0890 3614 4404
0495 0990 3621 4394
0593 1186 3634 4375
0691 1-382 3652 4355
0788 1-576 3669 4336
0-884 1:768 3684 4316
0980 1:960 3708 4997
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3. tablazat.

e

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koeff. &-ben kifejezve
0064 0-64 3565 4462
0104 1:04 3609 4403
0143 143 3639 4336
0180 1-80 3678 4997
0214 2-14 3718 4267
0248 2'48 3747 4248
0297 2:97 3767 4209
0347 347 3805 4170
0:396 3:96 3813 4121
0445 445 3861 4102
0495 495 3939 4073
0593 593 4013

4. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koeff. A-ben kifejezve
0064 0-800 3613 44492
0104 1-300 3622 4357
0143 1-788 3667 4299
0180 2-250 3729 4259
0214 2:675 3754 4232
0248 3100 3781 4200
0297 3713 3818 4144
0-347 4-338 3854 4102
0-396 4950 3932 4054
0-445 5563 3989 4039
0475 5941 4012

O*
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y
5. tablazat.
g Szektor- i Mol. ext. Hullamhosszusag
allas ‘ koeff. &-ben mérve
Py,
4 0-064 0-320 3385
0104 0520 3372
% ; 0143 0715 3354
s 0214 | 1070 3348
- 0-297 1485 39293
' 0-396 1980 3278
( 0-495 9475 3944
; 0593 | 2:965 3225
0-691 3455 3912
0788 3:940 3197
0-884 4:420 8187
0980 4900 3172
b 1:097 5485 3158
<y 1196 5980 3142
Bl o\ 1-293 6:465 3138
‘ .‘\i” 1-377 6885 3129
3 _,\“
; 5 6. tablazat.
o ¢ Szektor- Moll. ext. Hullamhosszisag
1 allas koeff. i-ben kifejezve
e\ :
0064 0-320 3391
0104 0520 3381
v RO 0143 | 0715, 3364
S A 0-214 1:070 3353
i : 0-297 1:485 3291
gt 0396 1-980 3989
B 1 0495 2475 3951
A 0:593 2:965 39298
\ SO SR o 0:691 3455 3204
R A 0788 3:940 3181
\ <J 0884 4420 3176
S 0980 4900 3157
1097 5485 3147
1 O 1196 5:980 3139
RN 1293 6465 3130
< 1-377 6885 3121
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7. tablazat.

Szektor- Mol. ext. | Hullimhosszusig
allas koeff. &-ben kifejezve
0064 1650 3011
0104 2:600 9954
0143 3575 2927
0214 5350 | 2864
0297 7-425 2806
0-396 9900 | . 2771
0-495 - 12:375 9759
0:593 14825 RT3
. 0-691 17275 2792
0-788 19700 9713
0-884 122100 92690
! 0980 24500 92685
1:097 27425 2669
1196 29-900 2664
1283 | 32395 L2650
1377 34°425 2646
|
8. tablazat.
y 4
- Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas’ koeff. i-ben mérve
0:064 1-650 2975
0104 2:600 2934
0143 . |~ 337 9888
0214 5350 2834
0297 7:495 - 9799
0396 9900 - 2753 i
0495 19375 9798
Y, 093 14825 <2703
0691 17275 2688
0788 19-700 2663
(-884 29-100 2652
0980 24500 2648
; 1097 27-425 2645 :
; 1196 29-900 . 2691

1293 32325 : 2614
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9. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas - koeff. X-ben meérve
0064 3:200 2930
0-104 5200 2871
0143 7-150 2821
0214 10-700 2750
0297 14-850 2700
0-396 19-800 2681
0495 "24-750 92667
0593 29-650 2640
0691 34550 2606
0-788 39400 2571
0884 44-200 2563
0-980 49-000 2527
1097 54-850 2497
1:196 59:800 2478
1-293 64650 2457
1-377 68:850 2440

10. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koeff. &-ben mérve
0-297 29:7 2625
0396 396 2574
0495 495 2530
0593 593 2476
0691 691 2440
0788 788 2420
0-884. 884 2393
0980 980 2388
1-097 109-7 2380
1-196 1196 2377
1-293 1293 2352
1-377 137-7 2349
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11. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koeff. &-ben kifejezve
0788 1576 5090
0-884 1768 5023
0-980 1-960 5004
1-097 2194 4994
1-196 2:392 4984
1-293 2586 4956
1-377 2:754 . 4937

12. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullaimhosszisag
allas koeff. &-ben kifejezve
0214 214 5090
0297 2:97 4994
0-396 3-96 4942
0495 495 4705 :
0593 593 4647 j
0691 6:91 4588 !
0788 788 4541 :
0884 884 4525
0980 9-80 4500 j
1:097 1097 4452 A
1:196 11-96 4433 ;
1293 1293 4404
1377 13:77 4385
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13. tablazat.

Szektor- Mol. ext. Hullamhosszusag
allas koeff. i-ben kifejezve
0064 320 4878
0104 520 4763
0143 715 4705
0214 1070 4345
0297 1485 4218
0396 19:80 4199
0495 2475 4180
0593 29-65 4131
0691 3455 4091
0-788 39-40 4053
0-884 4220 4029
0980 4900 4013
1:097 54-85 4013
1-196 59'80 4008
1:293 6465 -3983
1-377 6885 3973

14. tablazat.

Szektor- Mol. ext. ‘Hullamhosszusag
allas koeff. &-ben kifejezve
0064 64 4582
0104 104 4414
0143 143 4238
0214 214 4159
0297 297 4121
0:396 396 4062
0495 495 4033
0593 593 4013
0691 691 3964
0-788 788 3944
0-884 884 3935
0980 980 3910
1-097 1097 3905
1-196 119:6 3890
1:293 129:3 3877

1377 3861

1377




ANORGANIKUS SOOLDATOK ULTRAIBOLYA ABSZORPGIOJA. 187

' .

L : A0 15. tablazat.

" Szektor- Mol. ext. Hulldmhosszisag o :
allas koeff. A-ben kifejezve syt VAT Bt
0064 64 S A
0104 104 4023
0143 143 3954
0213 213 3855
0:298 ‘998 3770
0396 396 3718 ;
0495 495 3658
0594 594 © 3619
[0y e R 1y | 3579 4
; - 0788 IS 3530
Ky R 0884 884 - 3490
0980 980 Pyl
1:097 1097 3496
1:196 1196 3389
1:293 1293 3344
1-377 1877 " 3308

16. tablazat.

[}

Szektor- Mol. ext. Hullamhossziusag

allas koeff. A-ben kifejezve
i y 0298 7450 3967
0347 8675 3905
- 0396 990-0 3846

£ : 0445 11125 3797 .
‘ 0495 12375 . 3708
0594 14850 3549
ke , 9 0691 17275 : 3410
I ‘ 0788 18800 3319
. : 0884 92100 3168
% 0980 24500 3064
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1929. majus 1-t61 1930. majus 1-ig befizetett tagdijak
és adomanyok. :

Anderké Aurél (8), Bacsé E. Vilmos (6), Bauer Mihaly (8), Blau Armin
(24), Boddcs Istvan (6), Boharcsik Pdl (14), Bresztovszky Béla (10), Brichy
Lip6t (8), Brummer Erné (22), Bugarszky Istvin (16), Csaplar Konrdd (6),
Csegény Margit (8), Csizhegyi Lajos (18-50), Csosz Lészlo (6), Deutsch Lajos
(8), Dér Zoltin (6), Eberhardt Béla (10), Erdey-Griz Tibor (16), Erdédy
Imre (8), Eber Jézsef (8), Falibti Dezsé (3), Faragé Andor (8), Farkas
Dénes (8), Farkas Gyula (10), Fekete Jen6 (20), Fenyvesi Andor (8),
Finkey Jézsef (20), Forré Magdolna (8), Fraunhoffer Lajos (8), Frihlich
Karoly (8), Fiizy Rezsé (24), Goldziher Karoly (8), Grosschmied Lajo$
(20), Griber Néndor (8), Gyulay Zoltdn (8), Haar Alfréd (20), Hajds
Géza (6), Harkdnyi Béla (8), Hartly Domokos (6), Haushrunner Vilmos
(8), Havas Miksa (20), Heuer Ede (8), Holenda Barnabds (6), Janicsek
J6zsef (R), id. Jurdnyi Henrik (8), Karai Sandor (6), Kedves Miklés (6),
Kerber Jdnos (8), Kilcer Gyula (6), Klug Lipét (8), Koren Dénes (8),
Koschovitz Gyula (8), Kénig Dénes (8), Kovesligethy Radé (8), Kunfalvy
Rezsé (8), Kiirschdk Jozsef (24), Lengyel Béla (16), Ldéky Béla (8),
Magdics Gaspar (8), Magi Ferenc (6), Magyar Marta (24), Mihalovits
Alajos (6), Milakovszky Ldszlé (12), Métray Rudolf (10), Nagy Gyula (6),
Neubauer Konstantin (8), Neuhold Ozséb (6), Nydry Béla (6), Oltay
Kidroly (10), Ortvay Rudolf (24), Oszlaczky Szilird (8), Patai Imre (20),
Patai Ldszlé (8), Perényi (Runtdgné) Gizella (4), Péesi Albert (8),
Pintér Mihdly (8), Pogdny Béla (8), Proszt Jinos (8), Rad6 Simon (6),
Rados Gusztdv (8), Rados Igndc (8), Rhorer Lészlé (10), Riegl Sdndor (6),
Rigé Ferene (10), Romsauer Lajos (8), Réna Zsigmond (16), Rucsinszky
Lajos (8), Sarkozy P&l (6), Schiissler Endre (6), Schmid Rezsoé (8),
Scholz Pél (6), Schossberger Gyérgy (6), Sebék Emméinuel (6), Skopdl
Istvin (8), Somogyi Antal (40), Spitz Ivdn (8), Steiner Lajos (12),
Strausz Hermann (8), Szabd Gdbor (16), Szabé Gusztiv (8), Szdnto
Séndor (), Szdsz Pdl (8), Szekeres Kdlmdn (8), Székely Kdroly (12),
Széky Istvdn (6), Szoke Béla (8), Sztics Adolf (8), Tass Antal (8), Tihanyi
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Miklds (6), Téth Lajos (8), Térok Elemér (12), Turdn Pdl (6), Vajnéczky
Istvin (6), Vimos Sdndor (6), Vigassy Lajos (5), Vérds Cyrill (8), Walther
Béla (8), Wein Livia (8), Winter Jozsef (8), Zigdny Ferenc (8) Ziper-
novszky Kiroly (1:65).

Békéscsaba, Ag. ev. gimn. (6), Bicske, Allami polgari iskola (60),
Budapest : Ganz Villamossdgi R. T. (8), Csillagdszati intézet (8), Kegyes-
rendi tandrképzé (8), Grill konyvkereskedés (8), Cisztercita tandrképzé
(8), Csongrdd, redlgimn. (8), Debrecen, zsidé redlgimn. (6), felso-
kereskedelmi iskola (6), Eger, redliskola (6), Gyula, gimn. (6), Hajdundnds,
ev. ref. redlgimn. (6), Hatvan, dllami redliskola (6), Jdszberény, dllami
fogimn. (5-43), Kaposvdr; dllami fogimn. (4-80), Kecskemét, ev. ref.
redlgimn. (6), Kisujszsllds, ev. ref. gimn. (6), Pannonhalma, kényvtir (6),
Sopron, dllami redliskola (6), banydszati foiskola (6), Szeged, dllami
polgdriiskolai tandrképzé (6), Szegszdrd, dllami redlgimn. (6), Szentes,
redlgimn. (6), Székesfehérvar, dllami redliskola (6).

Adomanyok:

Patai Imre 62 P, V. K. Miniszteriumtél 1000 P, «Széchenyi» tudo-
minyos tdrsasdgtél 3000 P.




Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok sulyos helyzetbe sodortak Tarsu-
latunkat. Folyéiralunkat még redukalt terjedelemben sem tudtuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiil6, aldozatkész
emberbaratok és intézmények nem jottek volna segitségiinkre.
Ez a Tarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi rénk is
kotelezettséget r6. Nekiink is erénkhoz képest meg kell ten-
niink mindent, hogy Téarsulatunkat fenntartsuk és annak muiko-
dését minél intenzivebbé tegyik. Ezt koveteli téliink jozanul
felfogott sajat érdekiink, ezt koveleli hazank érdeke is. Csak
igy alakul ki benniink a jévonk biztositdsdhoz annyira sziik-
séges bizalmunk énmagunkhoz.

Kérjik ennélfogva tisztelt tagtarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 8, ill. 6 peng6t)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (Vac, Kegyesrendi
gimnazium) befizetni,

2. hogy megvaltozott uj cimeiket k6zoljék a Tarsulat pénz-
‘tarosaval,

3. hogy gyiijtsenek 1) tagokat.

EBYETEMI KONnYTAR

SZEGED.

FOLYOIRATOK
‘930[ ',i"/l AL
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Az 1926. évi majus ho 22-én tartott kozgyiilés 1927 januar
1.-i hatallyal a tagdijakat felemelte, budapesti tagok szamara
8 pengdre, vidéki tagok szamara 6 pengore.

Minthogy a Matematikai és Fizikai Lapok egyes régibb
éviolyamai teljesen elfogytak, kérjiik tisztelt tagtarsainkat, akik
azokat nélkiilozhetik, bocsassak a Tarsulat rendelkezésére.

A folyéirat szellemi részét illeté kozlemények a szerkesztékhoz
kiilldend6k és pedig a matematikai targyuak Fejér Lipdt (V. Falk
Miksa-utca 15.), a fizikai targytak pedig Pogdny Béla (I., Buda-
foki-ait 8. cimére. T. munkatarsainkat kérjik, hogy kézirataikban
leheté rovidségre téreked{fnek, azokhoz néhény soros idegennyelvi
osszefoglalast mellékeljenek és hogy arra pontos cimiiket irjik rg.

Minden 6néll6 cikk szerzdéjének 25 boritéknélkili kiillonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és tobb kiilonlenyomat csak a nyomdaval
val6 kiillon megegyezés alapjan kaphat6.

A Tarsulat ugyvitelére vonatkoz6 levelek, tagajanldsok és folyé-
irat-cserepélddnyok Pogdny Béla titkir cimére kiildenddk.

A folyéirat és a meghivok expedicidjara vonatkoz6 kérdések,
reklaméciok, valamint a tagsagi és el6fizetési dijak Nagy Jdozdef
pénztaros cimére (Vac, Kegyesrendi gimnazium.) intézenddk.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Adresse
des Geschiftsfithrenden Secretars B. Pogdny, Budapest, 1., Budafoki-ut 8.

On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques
a l'adresse du sécretaire B. Pogdny, Budapest, 1., Budafoki-ut 8.

Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok silyos helyzetbe sodortak Tarsu-
latunkat. Folyéiratunkat még redukalt terjedelemben sem tudtuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiil6, aldozatkész
emberbaratok és intézmények nem jottek volna segitségiinkre.
Ez a Tarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi réank is
kotelezettséget r6. Nekiink is erénkhoz képest meg kell ten-
niink mindent, hogy Tarsulatunkat fenntartsuk és annak miko-
dését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt koveteli télink jézanul
felfogott sajat érdekiink, ezt koveteli hazank érdeke is. Csak
igy alakul ki benniink a jovénk biztositasahoz annyira szik-
séges bizalmunk 6nmagunkhoz.

Kérjiik ennélfogva tisztelt tagtarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 8, ill. 6 pengét)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (Vac, Kegyesrendi
gimnéazium) befizetni,

2. hogy megvaltozott 1) cimeiket kozoljék a Tarsulat pénz-
tarosaval,

3. hogy gyiijtsenek uj tagokat.
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