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JELENTES AZ 1924. EVI KONIG GYULA
JUTALOMROL.

(Az EoTvos LORAND Math. és Phys. Tarsulat 1924. apr. 10-én tartott
iilésébal.)

Tisztelt valasztmany!

A misodik Konie Gyvra jutalom odaitélése tigyében javaslat-
tételre kikiildott bizottsdg f. évi januar ho 26-an a miegyete-
men Kirscuixk Jozser Gr elnoklésével dlést tartott, melyen még
jelen voltak Farkas Gyvra, Kénie Dines urak és alulirott.

A Dbizottsdg o6rommel allapitotta meg, hogy azon magyar
mathematikusok kozt, akik az alapitvdny szabadlyzata szerint
tekintetbe jonnek, tobb olyan van, ki a jutalomra kivdloan ér-
demes. A bizottsdg a jelen alkalommal a legfiatalabb gene-
racio egyik tagjat ohajtotta a jutalomban részesiteni és ugy
hatdrozott, hogy a tisztelt vélasztmanynak a jutalomra Szre6
G4Bor berlini egyetemi magantandrt ajénlja.

Az el6adéi jelentés megszerkesztésével, illetéleg a jutalma-

zando mikodésének ismertetésével és méltatdsdaval a bizottsag

alulirott tagjat bizta meg. Van szerencsém jelentésemet tiszte-
lettel eldterjeszteni.

Szee6 Gasor korilbelil nyole esztendds irodalmi munkéssaga
nagyon béségesen produkalt; méltoztassék megengedni, hogy
dolgozatai koziil azokra szoritkozzam, amelyek eredményeik
vagy modszereik ujsdga, szépsége és fontossaga altal figyelme-
met leginkabb megragadtak. Ezek koziil is, eldre is bocsdnatot
kérve a talan tulteng6 szubjektivitdsért, azon a folfedezésén
kezdem, mely sajat vizsgalataimmal kozvetleniil 6sszefiigg. Tudva-
levé és nagyon kénnyen bizonyithato be, hogy valamely gorbén,
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2 RIESZ FRIGYES.

pl. koron belill holomorf és a kor egy ivén folytonos fliggvény
értéke nem lehet az egész iv mentén allando, kivéve azt az
evidens esetet, mid6n a fiiggvény maga &allando. Fatou francia
mathematikus 1906-ban, hires doktori értekezésében, miutan
megmutatta, hogy minden, valamely kér belsejében korlitos és
holomorf fiiggvénynek majdnem mindeniitt, azaz legfeljebb egy
0-mértékli halmaz kivételével mindeniitt van kerileti érléke,
tolveti azt a kérdést, hogy ez a keriileti fiiggvény, mely az
imént mondottak szerint teljes iv mentén nem lehet allando,
milyen, mekkora halmazon - lehet alland6 vagy ami lényegben
ugyanazt mondja, mekkora halmazon tiinhetik el és miutdn meg-
mutatja, hogy azilleté6 halmaz nem télthet be «majdnem» teljesen
egyetlen korivet sem, kozli azt a nézete szerint nehezen bizo-
nyithaté sejtését, hogy a kérdéses halmaz O-mértékii. Ezen
sejtés helyes voltat és pedig nem c¢supan a korlitos esetben,
hanem a holomorf fiiggvények bizonyos dltalanosabb oszta-
lyaira is egy, MamrczeL Ocsémmel egyitt irt és az 1916-iki
stockholmi kongresszuson eléadott dolgozatban bebizonyitottuk.
Ezen jelenség mélyebb, tgy mondhatom, igazi okara sikerilt
ramutatnia Sz. G.-nak egy 1920 madrciusaban hozzam intézett
levelében, mely hozzdsz6ldsommal egyiitt «Analytikus fiiggvény
keriileti értékeirsl» cimmel a Math. és Term. Ertesité 1920-iki
38. kotetében jelent meg; idevagd vizsgalatait Sz. G. késébb
«Uber die Randwerte einer analytischen Funktion» cimmel
még a Math. Annalen 84. koétetében is kozreadta. Ezekben a
dolgozatokban megmutatta ugyanis azt, hogy a keriileti fiigg-
vény abszolit értékének logarithmusa a Leeescue-féle értelem-
ben integralhaté fiiggvény ; ezen logarithmus tehat negativ vég-
telenné vagyis maga a kertleti figgvény zérova csakis egy
O-mértékd halmazon lehet. Ezen eredmény érdekes voltat talin
még jobban mutatja annak kovetkezd, konnyen szarmaztathato
atfogalmazasa: ahhoz, hogy egy, valamely koér mentén meg-
adott, nem negativ fiiggvényhez létezzék olyan a kor belsejé-
ben holomorf, nem azonosan eltiné és . n. korlitos kozép-
értéki fiiggvény, melynek abszolute vett keriileti értéke majd-
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nem mindeniitt egyenlé a megadott fiiggvénnyel, sziikkséges és
elegendd, hogy 1. a fiiggvény maga, 2. a fiiggvény logarithmusa
integralhatok legyenek.

Megjegyzem még, hogy Szeeo tétele, melyre keriil6 titon, a
Toepritz-féle formékra és pozitiv fiiggvények Fourier-soraira
vonatkozo vizsgalatain at jutott el, miutdn mér megvan, na-
gyon egyszertien, szinte Kolumbus-tojasként szarmaztathato
Jensen egy hires formuldjébol is, mint azt nemecsak én jegyez-
tem meg az idézett levélvaltasban, de maga Farouv is hasonlé
gondolatmenetben jutott el egy 1921-ben a «Bulletin des scien-
ces mathématiques»-ban megjelent cikkében nem ugyan a
Szre6-féle tételre, de sajat sejtésének pdr soros bizonyitasara.

Szred fiiggvénytani vizsgalatainak egy masik, terjedelmesebb
csoportja abba a gondolatkorbe tartozik, mely a hatvinysor
egyiitthatoinak, illetve esetleg csupan ezen egyitthatok tul-
nyomo6 részének arithmetikai tulajdonsagaibol kovetkeztet az
illet6 analytikus fiiggvény tulajdonsagaira. Ebbe a gondolat-
korbe tartoznak: 1. az Hapamarp és a FaBry-féle tételek hézagos
hatvanysorokrol, 2. a PoLva altal sejtett és Caruson altal bizo-
nyitott tétel egész egytitthatokkal biré és az egységkor belse-
jében konvergens hatvanysorrél, mely szerint az ilyen hatvany-
sorral elédllitott fiiggvény vagy raciondlis vagy ha nem az,
akkor nem folytathato az egységkoron tal; 3. a Szeed altal
bebizonyitott analog tétel olyan hatvinysorroél, amelynek csak
véges szami kilénbézé egyiitthatja van (Uber Potenzreihen
mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten, Sitzungsber. d.
preuss. Akademie 1922). A Math. Annalen 87. kotetében, 1922-ben
megjelent «Tschebyscheff’sche Polynome und nicht fortsetzbare
Potenzreihen» c. dolgozatdban Szre6 megmutatja, hogy mind-
ezek a tételek természetesen folynak abbol a Faser altal fol-
fedezett kapcsolatbol, mely egy gorbéhez tartozd TscHEBYSCHEFF-
féle polynomok és a konform abrazolds kozott fennall és ame-
lyet Caruson a Ponya-féle sejtés bizonyitdsara hasznalt. Ugyan-
ebben a dolgozatban ugyanabbol az elvb6l Szeeé még OsTrowski-

nak egy tételét is szarmaztatja, mely ebbdl a gondolatkorbél
1*
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atvezet JentzscH a hdboriban elesett ifji német mathematikus-
nak latszolag ettdl a kortdl tavolesd, a hatvanysor szeletei zéro-
helyeinek eloszlasara vonatkozo tételéhez. Ugyanebbe a gon-
dolatkorbe tartozik még a Ferenc Jozsef-tudomanyegyetem
mathematikai «Actar-inak elsé kétetében megjelent «Uber die
Tschebyscheff’schen Polynome» c. dolgozata is, mig egy masik,
nem régen a berlini mathematikai tarsasag «Sitzungsbericht»-
jében megjelent «Uber die Nullstellen von Polynomen, die in
einem Kreise gleichmissig konvergieren» c. kis dolgozataban
teljesen elemi eszkozokkel meglepé modon vilagit ra a Jentzsca-
tétel és a vele kapcsolatos jelenségek mélyebb okaira.

Végiil ratérek arra az ugy a komplex fiiggvénytanba, mint
a valos valtozos analysishe mélyen benyilé problemakérre,
melynek Szee6 munkdssdgénak legnagyobb részét szentelte: az
orthogondlis fﬁggvényrendszex'ek és a megfelel6 sorbafejtések
elméletére. Hogy egy kisebb, nagyon érdekes, a formdlis sza-
molasban is nagy igyességre mutato dolgozatin kezdjem, a
Math. Zeitschrift 9. kotetében «Uber die Lebesgue’'schen Kon-
stanten bei den Fourier'schen Reihen» ¢. cikkében az 0. n.
Leseseue-féle allandoknak, melyeknek tulajdonsdgait azelétt
kiilonosen Frigr és GrowwarL vizsgilték, bizonyos numerikus
végtelen sorok dltal valé nagyon egyszerti kifejezését adja meg,
mely kozvetleniil mutatja ezen konstansoknak az idézett szer-
z6k dltal részben sokkal nagyobb appardatussal bebizonyitott,
‘részben sejtésként kimondott tulajdonsdgait. Egy masik, terje-
delmesebb dolgozatdban, mely ugyanott jelent meg «Uber
orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve der
komplexen Ebene gehoren» cimmel, a zart gorbe mentén ortho-
gonalizalt polinomok szerint valo sorbafejtéseket vizsgdlja, me-
lyek specidlis eset gyanant Gigy a Lecespre-féle sort, mint a
hatvanysort felolelik. Ezek a sorfejtések az altaldnos esetben is
a hatvanysorokéhoz nagyon analog viselkedést mutatnak és uj
és pedig a legtermészetesebben jelentkez6 megolddsat szolgdl-
tatjak Famer kovetkezdé problemajanak: valamely tartomanyhoz
olyan polinomokat megadni, melyek szerint minden a tarto-
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méanyban holomorf fliggvény sorba fejthets. A Szeeé dltal vizs-
galt sorfejtések egyébként érdekes, nagyon egyszerii kapcsolat-
ban vannak a gorbe dltal hatdrolt véges és végtelenbe nyulo
tartomanyoknak az egységkoron vald konform dbrazolasaval;
igy példaul a gorbe, illetve az egységkor kiilsejének egymason
valé azon konform dbrazoldsat, melynél a végtelen 6nm]§gén(a§(

n+1(2]

felel meg, az egymasra kovetkez6 polinomokbdl képezett P, 2)
n \~

hinyados hatarfiiggvénye szolgaltatja.

Szreeének a most targyalt problemakérbe tartozé dolgozatai
koziil kiillonosen az a két dolgozata tarthat igényt a legnagyobb
elismerésre, melyekben az orthogonalis fiiggvényrendszereknek
és a megfelelé sorbafejtéseknek tigy nevezhetd belsd asymptb-
tikajat, vagyis azokat a kérdéseket tdrgyalja, melyek magan
azon a gorbén vagy intervallumon valé asymptlotikus viselke-
désre vonatkoznak, melynek mentén az illet6 polinomok va-
lamely p(x) eloszlasi fiiggvényre nézve orthogonalizaltattak.
Ezekben a kérdésekben, melyekben az elsé klasszikus eredmé-
nyek Laprace és Darsoux neveihez fizédnek, Szeeé nemesak
hogy nagyon é&ltaldnos, az eddigieket messze tulhaladé ered-
ményekre jut, de ezt éppen azaltal éri el, hogy ezen nagyon
nehéznek tartott kérdéseket egyszert, eleminek mondhaté mod-
szerrel vizsgdlja. A médszer lényege abban dll, hogy a p(x) el-
oszldsi fiiggvényt két egyszeri strukturdji fiiggvény kézé szo-
1/}1)?;}2, ahol P(x) polinom ; meg-
mutatja, hogy ezek a fiiggvények a kérdéses problemédk szem-
pontjiabdl is bizonyos értelemben majordansnak, illetve mino-
ransnak tekintheték ; miutdn igy a kérdéseket ezen specialis
alaka eloszlasi fiiggvények esetére sikeriilt visszavezetnie, ezekre
a tekintetbe jovo kifejezéseket, Frikr-nek egy a pozitiv trigo-
nometrikus polinomokra vonatkozo tételének folhasznalasaval,

ritja be, melyeknek tipusa

explicite konnyen kiszamitja. Ezzel a természetesen itt csak
nagyjaban vazolt modszerrel a Math. Annalen 86. kétetében
megjelent «Uber den asymptotischen Ausdruck von Polynomen,
die durch eine Orthogonalititseigenschaft definiert sind» c.
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dolgozataban megadja az orthogonalis polinomok asymptotikus
kifejezését minden olyan « helyre, hol p” (x) létezik. Ismeretes,
kiilonosen Haar disszertdcioja ota, hogy ezen asymptotikus ki-
fejezések folhasznalasaval az illeté sorfejtések konvergenciaja-
nak, illetve summabilitisinak kérdése bizonyos specidlis ese-
tekre, pl. a Fourier-féle sorra visszavezetheté. Szee6 azonban
masik, a Math. Zeitschrift 12. kotetében megjelent «Uber die
Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach den Polynomen
eines Orthogonalsystems» c. dolgozataban azt is megmutatja,
hogy ugyanazon elemi modszer, maguknak a polinomok asym-
ptotikus kifejezéseinek félhasznaldsa nélkiil, kozvetleniil a részlet-
osszegek asymptotikajat is megadja és ezzel az illeté konver-
genciakérdéseket a Fourier-sorra vonatkoz6 megfelelé kérdé-
sekre redukalja.

Még csak Szeconek egy mas természetd érdemét oOhajtom
megemliteni, t. i. azt a szamos gondos, pontos, a 1ényeget jol
ismertetd, sziikség esetén kritizdlé referitumot, melyeket a
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik az 1914-t6l
1918-ig terjed6 irodalmat f6ldolgozo két utolso kotetébe irt és
amelyekkel, mas munkatdrsakkal vallvetve, nézetem szerint
lényegesen hozzajarult az évkonyv szinvonaldnak emeléséhez;
ez is jelentés érdem, kilonosen amiota és ameddig a kiilon-
b6z6 nemzetek tuddsainak érintkezését anyagi és egyéb okok
megnehezitik.

Mindezek alapjan a bizottsiag javaslatit a tisztelt valaszt-
manynak elfogaddsra ajanlom.

Szeged, 1924 marcius 7-én. Riesz Frigyes.

EXTRAIT DU RAPPORT PRECEDENT.

La Commission chargée de faire une proposition au sujet du Prix
Juies Konie pour l'année 1924 (MM. KimscuAk, président; J. Farkas,
D. Kéme, F. Rimsz) propose de décerner le prix & M. Gasrier Szeed,
privatdozent & 1'Université de Berlin, pour 'ensemble de ses travaux
mathématiques. Le prix lui a été décerné.

Les travaux de M. Szeed sont analysés par M. Frépéric Riesz.



A KOMBINACIOKROL,.

Hogy 7 elemnek ismélléses k-adosztalyn kombindcioinak
szama egyenlé n -+ k—1 elem egyszeri k-adosztalyi kombina-
cidinak szdmaval, azt mar tobben (egymastol eltéré médokon)
szdmitds nélkil is megmutattak.! A kovetkezékben ScHERK
erre vonatkozo elvontabb megfontoldsait szemléletes megérzé-
kitésiikkel potolom.

Induljunk ki a kovetkez6 k soros és n + k—1 oszlopos tab-
lazatbol :

T Y Ll e S
RS R ET. S e e 5
. - . . - - - ([)
y Do) e Lot OSSR R S
Az 1, 2, . .., n szamoknak barmely
O e s A B S R (L

ismétléses k-adosztalya kombindcioja teljesen meg van hatdrozva,
ha ismerem azokat az
i e e S S S L)

szamokat, melyek megmondjak, hogy az «,. .... a; szimokat
rendre (7) hényadik oszlopdban taldlom, ha a,-et az elsé sor-
ban, a,-t a masodik sorban stb. keresem meg. Példaul a k=4
esethen az

P9 005
ismétléses kombinaciora nézve a megfelelé ;-k;

153, 4, 8.

1 Scuerk H. F., Lehrsitze iiber den Zusammenhang von Kombinationen
und Variationen und jener unter einander. Crelle Journal, 3. kot., (1828),
96—97. lap.

Beke M. A kapcsolastanhoz, Math. és Phys. Lapok, 15. kot., (1906),
277—279. lap.
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Ha (1) alatt az elemeket természetes sorrendben irjuk, mint
azt tenni akarjuk, akkor (2) alatt a y szdmok is természetes sor-
rendben lépnek fel és 1, 2, ..., n+ k—1 egyszeri k-ad-

vy y

osztalyd kombindciojat alkotjak. fgy az 1, ..., n szamok
minden ismétléses /£-adosztalya komblnaci()jénak gzt S
7+ k—1 szamoknak egy meghatirozott egyszeri k- adosztalyﬁ
kombindcioja felel meg és viszont. Tehat a szobanforgé két-
féle kombindcidk szama csakugyan ugyanaz.

Kiirschik Jozsef.

UBER DIE KOMBINATIONEN.

Die Anzahl der Kombinationen k-ter Klasse it Wiederholungen
von n Elementen ist gleich der Anzahl der Kombinationen k-ter Klasse
ohne Wiederholungen von n+k — 1 Elementen. Fiir diesen bekannten
Satz wird hier ein anschaulicher Beweis gegeben, der im wesentlichen
eine Versinnlichung des abstrakteren Beweises von Scmerk ist [Crelle
Journal, Bd. 3, (1828), S. 96—97.] — Es wird von den folgenden, aus
k Reihen und n + k—1 Spalten bestehendem Schema ausgegangen :

g ) DR IR R
G R LN i, St e
* T'
ot s Ve O £ (™
| ERC A W ket 3y
In jeder Kombination a,, @,, . . . @;,..., azm. W. von 1,2, ,... »

seien die Elemente in ihrer Gréfenfolge angeordnet; y; besage dann,
in der wievielsten Spalte von (7) die i-te Zahl @; einer Kombi-
nation aufzufinden ist, wenn wir sie in der i-ten Zeile suchen. Der
Satz folgt nun daraus, daBl auf diese Weise jeder Kombination a,, a,, .. .,

a, ...,agy.m W. von 1, 2 ..., neine (nach der Grosse der
Elemente geordnete) Kombination 7, 7. .. .. TR 71 0. W.
von 1, 2, . . . . n + k—1 entspricht und umgekehrt.

Josef Kiirschak.



SPECIALIS MATRIXOKROL.

1§, ‘Ha az
u’li 1”12 u13
" (h
[ Ugy Usp U
matrix rangja egyenlé 2-vel, vagyis az
Uyp  Usg Uy Uy Wiy Uy } @)
u’%‘.’. u%s ’ 11’53 u"_’d ? u!l uzz

masodfoka determindnsok koziil legaldbb egy a zérustol kiilon-
boz6 s az u-kat mint két egyenes egyenleteinek egyiitthatoit
fogjuk fel: akkor e két egyenes metszéspontjinak homogén
koordinatai egymashoz gy ardnylanak, mint a (2) alatti deter-
minansok.

Ha pedig
Uy Ugp Uiy Uy 3)
Ugg:: oz Usg Uay

rangja egyenlé .2-vel s az wu-kat mint két sik egyenleteinek
egyiitthatoit fogjuk fel, tovibba '

v l

Ui Yo 13 Y1s

(4)

l".",l 1'22 U23 Ui 4

e sikok metszésvonalan felvett két kiillonb6zé pontnak homogén
koordinatai : akkor

Pas
14
hol
Uyi

DPir =
i Uai

Y VR UTRE SRS SR PV ®)
P ag t (ss t Gog * Qa1 * a5 {
Ui Vii Vi
qik =
Uk | » Voi Vg

%\v\\émr%i
s KBNYVTARA 5
" SZEGED O
oS
Y
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Ezek az ismeretes tények csak kiilonosen egyszert esetei
FroBenius * kovetkez6 dltalanos tételeinek:

Ha p<v és az

Uy + Ugg®p - Wity =0 (6)

(i=1,2, ..., 4

eqyenletrendszer egqyutthatéibol alkotott matriznak rangja

eqyenld p-vel, tovdbbd

Ujl’ l'ﬁ,..., Vjy (7)

(j=1, 2,..., v—u) ;

olyan v —p gydkrendszer, hogy a beldlik alkotott matrix rangja

eqyenld (v—p)-vel: akkor ez wu-k matricdnak p-edfokii deter-

mindnsar ugy ardnylanak eqymdskoz, mint a v-k matrizdnalk
komplemenldrius (v— p)-edfoki determindnsai.

(Az u-k matrixanak a,, a,,..., a,-dik oszlopaibél és a -k
matrixanak B,, f,...., fi—u-dik oszlopaibdl alkotott determindn-
sokat egymas komplementdrius determinansainak mondjuk, ha

Ays Cgse-ey Cpy ﬂv ﬂz"-" ﬂ'—u
az 1, 2,..., v szamoknak pédros permutdcidja.)

A kovetkezékben Frosenius tételét olyan matrixokra alkal-
mazom, melyek a rezultdns SyLvesTeERrél nevezett determinans-

alakjanak természetes dltaldnositdsai. '
2. §. Induljunk ki egyszerlség kedveért

f@)=ax’+ax’*+a,x+a,, g@)=la*+lLx+l, (8)

resultdnsdnak
‘ W, 0 i 0 0
@y R bir. oA
B=| P AR SR e 9)
g Ay 10 Iy l,
i R S

1 Fropenws J., Uber das Prarr’'sche Problem (§ 3. Uber adjungierte
Systeme homogener linearer Gleichungen), Journal fiir Mathematik, 82. kot.
(1871) 236—239. lap.
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alakjabol. A felirt determindns csak az r=0 valasztasnak meg-
felel6 legegyszeriibb esete az olyan 5-+r sorbol és 5+4-2r oszlopbol
4ll6 matrixnak, melyet tgy kapunk, hogy f(x) egyiitthatoit 24-r
oszlopban, g(x) egyiitthatoit pedig 3--r oszlopban irjuk fel,
mindig egy-egy hellyel lefelé eltolva, az {iresen maradt helye-
ket pedig zérusokkal toltjik ki. Pl. az r=2 esetben ekként
keletkez6

Gy 0 005077079200
;P A ARG R S S B T REE Y
v, PR ol ) iy e S L)

M= R, O Ol S0 (10)
O ag a0 051 Bl
07 405, s 00 O
D400 20 a0 A B

matrixot réviden igy jeloljik :

(o, @y, Ggy @g)es (s 1y Loy I3 (11)

a benne szereplé a-kat és l-eket hatdrozatianoknak, azaz egy-
mastol fiiggetlen véltozoknak tekintjik.

A (10) alatti M matrix rangja egyenléd a sorok szdmaval,
mert az els6 7 oszlophol alkotott determindns egyenlé a

(—1)**a2R

szorzattal, tehat a zérustol kiillonb6zo. Ha e matrix elemeit egy
homogén linearis egyenletrendszer egyttthatéinak tekintjik, az
egyenletrendszer egyszeri szerkezete miatt rogton felirhatunk
9—7=2 gyokrendszert. Ha ugyanis az egyenletszerben az isme-
retlenek helyébe az

gt e Bt O g s | o d 0

e Ol =il il 0 —a, —a, —a, —a,

(12)

matrixnak akdr els6, akar mdsodik sorat helyettesitjik, azt
tapasztaljuk, hogy gyokrendszerrel van dolgunk. Egyszersmind
nyilvanvalo, hogy e két gyokrendszerbdl alkotott matrixnak,
melyet roviden igy jel6lhetiink :

I Uor lis lolar — [@gr s g, @gly | (13)
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rangja egyenl6 a sorok szimdaval, mert az utolso két oszlopbél
alkotott determinansa

=(—1)%3 = 0.

Froeenivs tétele szerint M-nek 7-edfok(i determindnsai az
N matrixnak komplementarius 2-odfokil determindnsaitél csak
egy aranyossagi tényezében kiilonboznek (mely természetesen -
az a-k és az [-ek fuggvénye). Az M elsé hét oszlopabol, illetve
az N utolsé két oszlopabol alkotott determindnsok 6sszehason-
litdsa azt mutatja, hogy ez az ardnyossagi tényezo :

(—1)*2a2R : (—1)%a2=(—1)**R=R. (14)

Meggondolasaink barmilyen foku f(x)-re és g(x)-re és barmely
r-re ismételhetok. Eredményiik konnyen érthetd jelolésekkel igy
fejezheto ki:

A m—+4n+r sorbol és m+n+2r oszlopbil dllo

M=” (aor a/!_-..., aln))l-i-‘l‘, (los l17-'-y ln)mﬂ'” (15)

matriznak (m—+4n—4r)-edfoki determindnsait gy kaphatjulk,
hogy az r sorbol és szintén m-+n-+2r oszlopbol dllé

L\': “[los liy"') ln]'m _l:a’O’ al""’ amj[r“ (16)

malrix Icomplementdﬁus delermindnsait megszorozzuk
(—1)on+07 Rerel, hol R=Res (f(@), g)).

Ez a tétel r=1 esetében Muirtol* valo. Ebben az esetben
N csak egy sorbol dll, tehdt determindnsai maguk e sornak
elemei.

Tetszoleges r esetében Muir szintén felismerte, hogy M-nek
legmagasabb foku determinénsai oszthatok R-rel, de nem talalta
meg azoknak a tényez6knek szerkezetét, melyekkel R szorzando,

1 Muir T.: Note on a property of bigradiant arrays connected with
SYLVESTER’s dialytic eliminant, Transactions of the Royal Society of South
Africa, Vol. 11, 101—104. lap.
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hogy megkapjuk M determinansait. E tényezéket utébb én
hataroztam meg," még pedig meglehetésen faraszté Gton. Mos-
tani levezetésem joval egyszertibb.

: Kirschdl Jozsef.

UBER SPEZIELLE MATRICES.

Es seien zwei Polynome
[l2) = g - ot o+ ag s g x) =l ST S,

vorgelegt, deren Koeffizienten von einander unabhiingige Verinderliche
sind. Die Matrix

M= |[(ag, ay, ag, ag)g, (Lo lyy lo)s ||

von der Gestalt (10) unterscheidet sich von der Resultante (9) nur
dadurch, daf} sie die Grifien a, resp. ! in weileren 2—2 Spalten ent-
hiilt. Betrachten wir die Elemente von M, als die Koeffizienten eines
homogenen linearen Gleichungssystems. so lifit sich unmittelbar erken-
nen, dafl die Zeilen der Matrix

N=[| s U laley — [a5; @y, g, Agls ||

von der Gestalt (12) ein vollstindiges System linear unabhiingiger Losun-
gen jenes Gleichungssystems liefern. Daraus folgt aber nach einem zitierten
Satz von Frosenivs, dafl sich die Determinanten héchster Ordnung von
M nur durch einen gemeinsamen Faktor von den komplementiren
Determinanten der Matrix N unterscheiden. Eine Vergleichung der aus
den ersten sieben Spalten von M und den letzten zwei Spalten von N
gebildeten Determinanten zeigt uns, daf jener Faktor die Resultante
(9) ist. Satz und Beweis lassen sich leicht verallgemeinern.

Bereits Herr Ta. Muir erkannte, daf die Determinanten hochster
Ordnung von M durch die Resultante von / und g teilbar sind. Die
Kofaktoren hat dann der Verfasser in seiner zitierten Arbeit bestimmt.
Seine dortigen miihsamen Rechnungen sind hier durch einfachere Uber-
legungen ersetzt.

Josef Kurschak.

1 KURsCHAK J.: On matrices connected with SYLVESTER's dialytic elimi-
nant, ugyanott 257—260. lap.



KET TRIGONOMETRIKUS DETERMINANS.

Az a korialmény, hogy a cyklikus determinans értéke a meg-
felelo egységgyok utjan szorzatos alakban nyer kifejezést, mo-
dot nyujt arra, hogy két ily cyklikus determinans értékét egy-
szerti alakban allitsuk eld.

Az elsé determindns:

1 cos a cos 2a ... cos(n—1)a
cos @ cos 2a ‘cos 3a .. 1
D, =| cos 2a cos 3a  cosda ... cosa
cosm—1)ea 1 cos a .o. €0s (n—2)a

értéke a jol ismert
(n—1) (n—2)
])1 :(_1) . ?(@1)?((’2)?((”0 (I
szorzatos alakban jelentkezik, ahol

¢@)=1+xcosa+ x*cos2a+---+ x"1cos(n—1)a

kifejezésbdl a fenti értékeket agy kapjuk, ha x helyett
o= 1=0
egyenlet Osszes gyokeit helyettesitjiik.

Hogy célunkhoz kozelebb jussunk, ¢ (%) kifejezést hozzafér-
hetébb alakra kell hoznunk; ezt ugy valésitjuk meg, hogy egy-
részt

wW=cosa -+ tsina
jelelést hasznalunk, masrészt bevezetjik

f@x)=axsina+ x*sin 2 +---+ 2" 1sin(n—1) a
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- Osszeget ; ez elozmények alapjan
o@+if@)=1+xw+x*w?+..-an w1
mértani haladvianyt nyerjiik, melynek 6sszege, minthogy aw == 1,
(xw)yr—1
xw—1

elemi alakban 4ll rendelkezésiinkre. Ha a nevezoben a képze-
tes jelleget megszintetjiik, ami (xw ' —1) tjan torténik, azutan
a szamlaloban a valos és képzetes tagokat szétvalasztjuk,

(xw)"—1  1—x cos a — 2" cos-na + x"*! cos (n—1) a

xw—1 (xw—1) (w—1t—1)
B, asin a —x" sinna + " *1sin(n—1)a
(xw — 1) (xw1—1)

eredményhez jutunk; de ez az eredmény ¢(x) és f(x) értékét
mér lényegesen egyszeriibb alakban adja:
v 1 —xcosa — a"cosna+ x"*tlcos(n—1)a
(cw —1) (xw—1—1) :
x sin @ — 2" sin na + x"*tsin(m—1) a
(cw —1) (xw—1—1) ’

o @)=

(@) =

Sét, ha még figyelembe vessziik, hogy a mi esetiinkben
I/lﬂl — 071 — 5
akkor a
e (1— cos na) + x[cos(n—1) a — cos al
g (@ww —1) (ww1—1)
— sin na + & [sin (n — 1) a + sin «]
(xw —1) (xw—1—1)

f@)=

kifejezésekhez jutunk, amelyek alkalmasak trigonometriai egysze-
riisitésre. Ezen jelzett egyszertsités utin a végleges alakokhoz
jutunk :

2s’nn—a : na_w . (m—2a
(x) 2 1 2 {sm 9 sin -——2 J (II)
i (@w—1) (@w1—1) :
— 2 sin & [cos "% _ 2 cos gt J L a]
: e % B X 2 111
f(r) S . ( ) -

(xw — 1) (xw—1—1)
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Hogy tovabb mehessiink, tudnunk kell, hogy
(a“' b01) (a—bgg) L5 (a~an) =a"— bn; (IV)

ezt alkalmazva az (I) formuldra a (II) iranyitdsa mellett, nyer-
jik, hogy

) 3 na § na 3 n— Na
(n—1) (n—92) 27 sin™ 9 [Slﬂ” _2_)— ~—.81n" %J
A z
D, = (—1) T—w) (1 —w
Amde
b NG
(I—w?)-(1 —w™) = 2—2 cos na =2 sm27;

irhatjuk tehat, hogy

(n—1) (n—2)

ot e 3 naf . . n s, m—2)a
D=y 800 S-S gl opa TR e S ST Svesg ol s

b

1

A masodik determinanssal, an;elyet a kovetkezé alakban ve-

sziink 61
(158 sina sin2a -+ sin(n—1)a
sin @ sin2a sin3a - 0
D, —| sin2a sin3a sin4a -+ sina :
sin(m—1a O sinae -+ sin(n—2)a

most mdr konnyen végezhetiink. A mdar ismert formula szerint
(n—1) (n—2)

Dg =(—1) 3 f(?1) f((’-z) f(()n)'

Ez utobbi alapjin, ha még tekintetbe vesszik a (III) és (IV)y
képlet irdnyildsat, rogton a végsé eredményt irhatjuk:

ttin 2t : na nae n—2%a
D,=(—1) 2 *l.gn2.gipn—2 B [cos“ e 4 (—gv)-—-] .

b

Befejezésiil megemlitjiik, hogyha D, és D, determindnsok
elemeiben a szoggel bévitink, vagyis a
cosa cos2a --- cosna,

illetéleg
sina sin2a --- sin na,
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elemekbél épitjuk fol a megfelelo cyklikus determinansokat
ezekre a hasznalt modszerrel igazolhato, hogy

(n—]) (n—2) n + a - na
D, = (—1) 92 ginn—2 2% 3 [s Pt ¢ ) s sm”?],

n (n—1) n + 2Na na
D,=(—1) +1 gn2 gipn—2 22 3 [c g A8 ) e b jl

Tihanyi Miklés.

ZWEI TRIGONOMETRISCHE DETERMINANTEN.

Es wird der Wert der zyklischen Determinanten

1 cosa ..cos(n—l1)a
cos a cos 2a . . 1
19,0 : U s
cos (n-—1) a 1 ..cos(n—2)a
0 sin a . .sin(n—1)a
sin a sini Q¢ i 0
und D, = . SR >
sin (n—1) a 0 ..sin(n—2)a

bestimmt. Es ergibt sich

=1 m=2 o B iinN@ .o (m—2)a
= oo n=3 gn-2 gipn-2 =% i - i S
D, = (—1) sin 5 [sm ) in 5 :l,
n n—1) na n Na n (n—2) a
i o Ui n—2 .
D, = (—1) sin " [cos ok Benon e G

N. Tihanyi.

[3=]

Mathematikai és Physikai Lapok., XXXII.




A FOURIER-FELE SOROK SZAMTANI KOZEPEIROL.

1. Legyen f(x) egy 2z szerint periodikus, Lesescue-féle érte-
lemben integrdlhato fiiggvény; legyen a Fourier-féle sora:

f(x) ~ —(Z)i + X (ay cos vr+b, sin vx),
- v=1
ugy, hogy tehat i
Gt 20y = & [ () eat, P=0) 190
)
Legyen rovidség kedvéeért

a a n LY

70——‘80, »50—+Zl(a,, cos v b, sinvx) = s,, n=1,2.3,...,
IR
30+31+"'+3n—1

n

= Ons 7l=1. 2, 3,...

Ha az ;(f(x + 0)+ [f(x —0)] hatarérték létezik valamely =
helyen, akkor Fesir altalanosan ismert tétele szerint* ugyanott
lim &, (x) is létezik és a két érték megegyezik.

n—r =

Lesescue dltalinosabban kimutatta, hogy ha egy s érték mel-
lett teljesiil a
h
lin -,l—lif(a:+2t)+f'(x — ) — 2s}dt =0 (1
h=—+0 U §
feltétel, mar akkor is létezik lim o, (%) és egyenld s-sel.? Ebhol
tudvalevéleg kiovetkezik, hogy a o, (x) szamtani kézepek majd-
nem mindeniitt / (x) felé konvergdlnak.

1 FEsER : Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. 58, (1904).
2 LeBesGUE: Sur la convergence des séries de Fourier, Math. Ann. 61,
(1905).
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S. BernsteEIN * kimutatta, hogy ha az

t—u =

Lipscuirz-féle feltétel ¢ és « minden értékére teljesiil, akkor

llogn

T i S =23 0= = O

Ezek utan felmeriil az a kérdés, hogy mind feltétel mellett

T8tasiE 2 B (g ol
ogn

n—>r ® 1

az [ (x) fuggvénnyel ? Erre vonatkozélag a kovetkezd tetelt fogom
bebizonyitani :

Ha valamely x helyhez taldlhato egy s (x) és egy g érték,
ugy, hogy

I B ) e :
lim & (J«+9t)+f.(x 92f) — 2s () =0
h—+0 h sin ¢
alklor

Ha példanl f (x) létezik, akkor nyilvan g, =0, tehat

lon (@) — f = <50 2
ha altalanosabban
i f (x+2t) —f (x+0) i f(x 2f) —f (= ——bm,
t— +0 2t z._> +o — 2
akkor nyilvan ¢, =2 (j» — b»), mert
f@+2) +f@—2)—(f@+0) +f(@—0) _, ot

t—>+0 sin ¢

A (3) hatarérték tehat lényegében a differencialhanyados ugra-
sat, illet6leg ennek integrdlkozépértékét adja meg valamely

1 S, BERNSTEIN: Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions
continues ete. Mémoires cquronné t. IV., Bruxelles (1912).
9x

M AT T
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helyen. Fejtegetéseim kapcsolatban vannak Lukics® egy dolgo-
zatdval, amelyben a filiggvény ugrasinak meghatarozasara ad
altaldnos modszert. (L. a 3. pontot.)’

Ha a (2) feltétel teljesiil, akkor ugyanazon s érték mellett
(1) is fennall, mert, ha rovidség kedvéért

f@+20 + f (x—2) — 25 = ¢(1),

akkor
o) = [ ’S’ifl")t 5 gw} sin t + ¢, sin ¢,
tehat
90) <] 28 —ga| + 1 galt;

innen pedig

h

flewia <4 [|£8 - 5lgal—o
0 i

2. Tételink bebizonyitisara a kovetkezd ismert képletekbol
indulok ki

7 lon () — 5 (2)] =%[ o A

1
sint sint L

és

7l

fSlnn,lt—l—f——-+ + 1 2
¥ nt m—1

o

amely utobbi értéket w,-nel jelijljiik; nyilvan

l . ( L)
wn (e 5+t =),
tehat
7 1
5% n-—» g Nn—> oo, (4)

1 Lugacs: Uber die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer
Fourierreihe, Crelle Journal 150, (1920).

2 . sin? nt : 3 B
2 Ugyanis = ==sin t4sin 3t+4 ...+ sin (2n—1)t.
1~}
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Ezek utan

n
& g_x_lfsingnt[go(t) 5 ] y
N [on (X) — s (@)] — @y BaR 'y et Lt ge|dt, (5)
és
isin’nt[ga(t) g ] I fz simnt| o) |
(‘J{Sint sint 9= 4 éu 2 t sin ¢ gx{dt. (6)

A tovabbi lebecslés az ismert modon torténhetik; én itt
azt a meglepéen egyszeri modot kévetem, amelyen Fritr nem-
régen a szamtani kozepekre vonatkozo tételének Lesescue-féle
altaldnositasdt réviden levezette és amelyet szives volt velem
ko6zolni.

Nyilvan a 0< { < % intervallumban

nt sin® nt <nf, és sin®nt < |sinnt| < nt;

tehat
(1 + nt) sin® nt < 2,
és innen
' sin® nt o n
t g T ¢
Ennélfogva
“sintut| o(f) < O e
nf R YRR A bk vl e U
legyen tovabba rovidség kedvéért
h
e l < g
f £ —guldt=0m, 0<h<T,
0
akkor
P ‘ X0 Lo ylx) ]_ n
— —gp|dl=——— O\ )+ | ——= @) dt. (8
oflf—nt snt J=® H—‘M—g— 9 s (1 +nt)* ( ®)
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Az (5)—(8) képleteket Gsszefoglalva :
2n (i) f nt @ (1)
P\5 ) +n (FUE i s dt,

n(on—8) —on | <
on ) S 247n  \2 P

és ez meég
3 /4 A n @ (1)
=9 (?) +.OJ 1+nt ¢t A

Mar most a (2) feltétel szerint barmely pozitiv e szdmhoz

létezik egy pozitivd < % szam ugy, hogy

D) < e,

) =0 (e);

Ot 0,0 0 ="0
. ; o0

7 D (1) _.f n 5 n t
flj'—nt t it 1+ nt dtTl—f—nB.} t e
] i e
(e 20)

<elg(l+4+nn) + 76 P G dt.

NESEY

de akkor

P/ 4

E szerint (4) figyelembe vételével

@ 1 . l (¥
i(an‘s) = 2—’<'—'¢('?) = 5M+
& - Wy Z w,,
g p 20!
8 S : :
dw,, t dt < 35’
hasn > A\"(5); és
i o it g el
T

n—r o Wp
ezzel a bevezetésben kimondott tétel be van bizonyitva.
3. Legyen most ¢(x) egy 2w szerint periodikus, LEBESGUE-
féle értelemben integralhato fiiggvény, melynek Fourier-féle sora :

¢ (x) ~ %,—}— Y (ay cos vx -+ By sin vx).:

y=1
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A 2. pontbén bebizonyitott tételt alkalmazom az

f (@)= f gt dt figgvényre.
Nyilvan 1

f(uc)—c—}—Z( =X cos va:—i———smvac), c—-Z‘, ﬂ'

=1
f@+2)+f@—2—2f@) =lo@19— p@—o)de;

tehat érvényes e tétel:
Ha valamely 2 helyen

h—>+0

h 2
sl 1 : .
lim Taﬂ—-sin - J-W(x-l-r)—go(ac—r)] dr——gwl dt =.0, (29

akkor
i n [ e
Ll e -Evgl (8, cos v&—a, sin va) +

o Z (—" cos vt — —- sin v )] Lo . (3"

y=n

A (2') feltétel biztosan teljesitve van, ha
v e 88
lim T-} [p@+7)—@@—r1))dr = gs;
e U 2
ha ezenfelil

gp(w—r)—%gm iy =10

akkor — 'és ez Lukics tétele? —

n]in P log

2 (8, cos vx—a, sin va) = g% ; 9)

tehat ebben az esetben (3') felhasznaldsdval

4 2(§Lcosw——smvw) \0. 1
70 1OS N

lim
rY=n

1 L. a fentidézett dolgozatot.
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-

Nyilvan 3 g. a ¢ (x) figgvény dltaldnositott ugrasa az x helyen,
amelynek meghatdrozasara specialis feltételek mellett elészor
Frsir adott modszert.

Legyen

n—1
Sn o= 2 (By cos vr—ay sin vx), n=2, 3,..., (3"

akkor az Aser-féle parcidlis Osszegezés alkalmazasaval a (3)
relacio még igy irhato:

: n g e
7llinm log n v—1)v T 9

y=n+1

Koénnyen belathato, hogy (9) mindenkor. maga utan vonja

(3")-t, de forditva nem.
Szdsz Otto.

UBER DIE ARITHMETISCHEN MITTEL FOURIERSCHER
RETHEN.

Es sei f(z) eine mod. 2z periodische, integrierhare Funktion ; ihre
Fouriersche Reihe sei

V==

f(x) ~ —2'9 2 (y cos v -+ by sin vx) ;
1
+

a
30::'”g’s ( =

n
) Z (ay cos vz + by sin vz), n=1,2, 3,...

_0
R
sind die Partialsummen,

1 <
Oy (CC) S W(SO+51+"'+811—1)’ n=1, 2 3,...

die arithmetischen Mittel der Reihe.
Wenn die Funktion f(x) der Lipscarrzschen Bedingung

[F@)—f() | <d[z—u]

fir alle = und w (A eine Konstante) geniigt, so ist nach S. Berystem

g, (@)—f(x)| < =20 e
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wo ¢ eine absolute Konstante ist (von n, @ und A unabhiingig). Es

erhebt sich nun die Frage unach der Existenz und dem Wert des

lim [0 (@) — f ()]

n—o lO n

Ich beweise in dieser Hinsicht den weitgehenden Satz :
Gibt es zu einer Stelle » Werte s und ¢ derart, daB

P e+ 2) + f (e —28)—2s &
hl—"ﬁ 076} sin { gl ()
ist, so ist
b Al
hmoo lo [d (m) 2

Hieraus folgt eine neue Bestimmung des Sprunges einer Funktion
unter sehr allgemeinen Bedingungen.
Ich fiige hier nachtriiglich hinzu, daf die Bedingung (A) durch die
allgemeinere ersetzt werden kann:

lim % jhlf(w-}-ﬂt) + f(x—2t)—2s—gsint | dt =0
0

h—+0
0. Szasz.
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Tekintsiik egy véges, zart, linearis intervallumban értelmez-
het6 fiiggvények halmazat. (A tovabbi meggondolasok érvénye-
sek egy dltaldnos, metrikus tér perfekt halmazian értelmezett
fiiggvényekre is, a beszédmod egyszertisége kedvéért vesziink
csak linedris intervallumot.) Ezen fiiggvényeket viselkedésiik
egyszeriisége szempontjahol R. Baire® osztilyozta. Legegysze-
ribbek a folylonos fliggvények, ezek képezik a nulladik osztalyt.
Az els6 osztilyba keriilnek azok a nem folytonos fiiggvények,
melyek folytonos fiiggvények egy konvergens sorozatdanak hatdr-
értékei; altaliban az «-dik klasszist képezik azok a fiiggvények,
melyek alacsonyabb osztalya fiiggvények konvergens sorozatd-
nak hatarértékei, de maguk nem tartoznak bele egyetlen az
a-nal alacsonyabb klasszisba sem. Az osztilyozas igy folytat-
hato a véges (els6 osztalyl) és masodosztalya transfinit szamo-
kon at. Leeeseve® kimutatta, hogy ezen osztilyok mindegyiké-
ben van fliggvény. Viszont van olyan Leseseue-féle értelemben
mérhet6 fiiggvény, mely egyetlen egy klasszisba sem tartozik
bele. Az a-osztalya fluggvények Osszege, kiillonbsége, szorzata
és hanyadosa (ha a nevezd abszolut értéke alulrol korlitos)
ugyancsak a-osztalya figgvény. Tovabba «-osztalya figgvények
egyenletesen konvergens sorozatdnak limese is «-osztalyu.

1 A Tarsulat 1925 mare. 5.-i ilésén tartott eldadas.

2 R. Bare: These, Paris, 1899 ; valamint Lecons sur les fonctions discon-
tinues, Paris, 1905. L. még: (. de la VALLEE PoussiN: Intégrales de LEBESGUE,
fonetions d’ ensembles, classes de Bairg, Paris, 1917.

# Sur les fonctions représentables analytiquement. Journal de Math., 1905.
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Monoton sorozatok tekintetbe vételével képezhetiink W. H.
Youne* utan egy mds osztélyozast. Folytonos fiiggvények mono-
ton novekvé (ill. csokkend) sorozatdinak limesét nevezzik G-
(ill. g,-) rendlnek; G, (ill. 7o) rendl fiiggvény lesz az a-nal ala-
csonyabb rend fiiggvények monoton novekvé (ill. csékkend) soro-
zatdnak hatdrértéke. Az els6 rendbe tartoznak a semicontinuus?
fiiggvények és pedig G,-rendtiek az alulr6l folytonos, ¢,-rendiiek
a feliilr6l folytonos faggvények.

A Baire-féle klasszisok o0sszefiiggését a Younc-féle rendekkel
megadja a kovetkezo tétel :® Egy a-osztdlya fiiggvény vagy Ga-,
vagy ¢.-rendli, vagy pedig egyidejlileg Gui1- €s go+1-rendi. (Ez
altalanositasa annak a tételnek, hogy az a fliggvény, mely egy-
idejiileg alulrol és feliilrél is folytonos, tehit G,- és g,-rendi
is, folytonos, azaz nulladosztélyu.)

A halmazok osztalyozédsa monoton sorozatok alapjan analog
modon torténik. Az elsé rendbe sorozzuk a zért halmazokat
(Dy-rend) és a nyilt halmazokat (V,-rend). Az «-dik rendet al-
kotjak a D, és V, halmazok, ahol D, a-ndl alacsonyabb rendii
halmazok csékkend sorozatinak sorozata; V, pedig «-ndl alacso-
nyabb rendt halmazok novekvé sorozatanak osszege. (A csokke-
nésitt gy értelmezendd, hogy a sorozat minden halmaza részhal-
maza barmely elétte al16 halmaznak; a novekvé sorozatban pedig
minden halmaz tartalmazza, mint részhalmazt, az osszes elélte
allokat. Halmazok szorzata alatt értjiik a halmazok kozos pontjai-
nak halmazat, 6sszege alatt pedig azon pontok halmazat, me-
lyek az osszeadandok valamelyikében eléfordulnak.) — Definicio
alapjan tekintsiik a-osztalyinak a D, és a V,-rendi halmazokat
valamint azokat, amelyek egyidejileg Dgi1- és Vioy1-rendtiek. Az
a-osztdlyd halmaz charakterisztikus fiiggvénye, vagyis az a pont-

1 Proceedings of the London Math. Soc. 12. kitet (1913), 260—285. o.
15. (1916.) 354—359.

2 L. pld.: C.Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Leipzig—
Berlin, 1918. 136. 0. A Young-féle osztalyozasra 1. H. HAun: Reelle Funectio-
nen, Berlin, 1921.

3 H. HAnN: Loc. cit. 342. o.
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fiiggvény, melynek értéke a halmaz minden pontjan 1, minden
mas pontban 0, a-osztalya fiiggvény. Ez a tulajdonsag is szol-
galhat az ¢-osztalyt halmaz definici¢jaul.

Az a-dik rend fiiggvényeinek ugyanazon rend halmazaival
valé osszefiiggését a kovetkezd tételek adjak meg:* Ha az f (x)
fiiggvény G,-rendl, akkor barmely valés szdm legyen p, azon
x pontok halmaza, melyekben f (z) > p, Ve-rendt halmaz. Ezt
a halmazt jel6ljuk roviden A [f > pl-vel; hasonlo jeldléssel a
ge.-rendl fiiggvényekre vonatkozo tételt igy mondhatjuk ki: Ha
[ (@) ge-rendl fiiggvény, akkor az A [f > p] halmaz mindig
Dg-renddt halmaz. — Mindkét tétel megfordithato, tigy hogy ezek
a tulajdonsdgok az o-rend’ figgvényekre charakterisztikusak.

Ezzel f6bb vondsokban ismertettem az elmélet alapvonalait,
a tovabbiakban még csak F. Hausporrrnak ® a kovetkezé téte-
lére lesz szilikségiink: Legyen G (x) egy Ga-y ¢ (%) €gY (o-rendi
fliggvény és az értelmezési tartomany minden 2 pontjiban :

G(x) = g(r);

akkor mindig létezik oly f () fiiggvény, mely egyidejileg G, és
Jo-rendii és amely a

G@)=f @) =g @
egyenldtlenségnek eleget tesz.

E tétel specidlis esete (a=1) a Haun-féle «kozbeiktatasi té-
tel» (Einschiebungssatz), mely szerint: ha egy alulrél folytonos
fliggvény minden pontban nagyobb egy felilrél folytonosnal,
akkor a ketté kozé beiktathato egy folytonos fiiggvény.

Az azonosrendl fliggvények és halmazok fontemlitett Gssze-
fliggése alapjin ez a tétel azonnal atviheté halmazokra: ha egy
V. halmaznak részhalmaza egy D. halmaz, akkor létezik oly
A halmaz, mely V,-nak részhalmaza, D,-t pedig mint részhal-
mazt magdban tartalmazza és amely egyidejileg V, és D), rendu,
tehat (a —1)-ed osztalya halmaz.

1 H. HanN: 344—45. o.
2 F. Hausporrr : Uber halbstetige Funktionen u. deren Verallgemeinerung.
Math. Zeitschrift 5. 292—309. o.
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Jelen el6adisomnak célja egy Uj kritériumot adni arra vonat-
kozolag, hogy egy megadott fiiggvény a-osztilya vagy sem. Ilyen
kritériumot az a =1 esetre elészor R. Baire* adott: A sziik-
séges és elégséges feltétele annak, hogy az [ (%) fiiggvény elsé
osztalya legyen az, hogy [ (x) pontszertien diszkontinuus legyen
(vagyis: hogy mindeniitt strin legyenek folytonossagi helyei).
Ez a kritérium teljes mértékben nem altalanosithaté; egy ma-
sik LeBescuEt6] szarmazo kritérium lényegében azonos az ugyan-
azon rendd fiiggvények és halmazok Osszefliggésére vonatkozo
fentebb emlitett tétellel. Uj kritériumunk az « > 0 osztdlyok
korlatos fiiggvényeire érvényes és lényegében a folytonos fiigg-
éppen ugy az ingadozas fogalmdan alapszik, mint amaz.

Az [ (x) fiiggvénynek az e halmazon valo ingadozdsa: V (f, e)
alatt értjilk az |f(x)— f(y)| felsé hatardl, ha x és y az e hal-
maz Osszes pontjait befutjak. A P értelmezési tartomany, (mely,
mint mondtuk, linearis, zart inlervallum vagy &altaldban egy
metrikus tér egy perfekt halmaza) a-klasszisi beoszldsdnak ne-
vezem a tartomany beosztasat véges sok e,,e,,...e, olyan
halmazra, melyek:

1. legfeljebb a-osztalya halmazok, de van koztik legalabb
egy pontosan «-osztalyq,

2. nines ko6zos pontjuk, azaz e; e, =0, ha i == £,

3. Osszegiik megegyezik P-vel, e,+ ¢,+:++ e, = P.

Ezen fogalmak segélyével mar most igy mondom ki tételiinket:

A szikséges és elégséges foltétele annak, hogy az [ () kor-
latos fiiggvény legfeljebb a-klasszist legyen (« > 0) az, hogy
barmely e > 0 szamhoz létezzék a P alaphalmaznak egy olyan
a-klasszisu beosztésa ey, e,,... ¢, halmazokra, hogy az [ (x) inga-
dozasa barmely e; halmazon e-nél kisebb legyen:

il ecE A=1"%.0)
Hogy [ (x) pontosan «-klasszisu legyen, ahhoz kell még, hogy

1 L.a 2. szamu labjegyzetet a 26. oldalon. L. még az altalanositast illetéleg
(. de la Vallée Poussin loc. cit. 121—125. és 142—145. o.
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bizonyos e-ra mdr ne létezzék «-ndl alacsonyabb klasszisi oly
beosztds, mely a V(f,e) < ¢ foltételt minden i-re kielégiti.

Elészor bebizonyitom, hogy a foltétel sziikséges. Legyen tehat
[(x) a-osztalyl, korlatos figgvény és legyen e > 0 adva. Valasz-
szuk az y, <y, <y, <...y, valos szamokat ugy, hogy

Yo <[@) <Yn €8 yi—yim1<e(@=1,2,...m).

Az [ (x) fiiggvény vagy G-, vagy g.-, vagy egyidejilileg Gy1-
€S (Jar1-rendii

Ha [ G,-rendd, akkor az A [f >%;] halmazok (i=0,1,2,... n—1)
Va.-rendtiek, tehdt a-osztalytak; hasonléképpen az

e =A[f >yi1] — Alf >y

halmazok is (1 = 1, 2,...n —1), mint a-osztalya halmazok kiilonb-
ségei. A P= ZP beosztas mar eleget tesz a foltételnek. Ha
I ga-rendi, akkor a megfelelé beosztdst az

ATz ph— AT =7
halmazok adjak. Legyen végil f a harmadik tipusa, azaz egy-
idejiileg (iat1- €s gatr-rendli. Stiritsik az y; lancot annyira,

hogy ¥ — i1 << %legyen. Ekkor az

A [f =] halmaz D,,¢rendd, mert f ¢o41-rendti, az
A [f> yz.-ﬂ « Va+1' » « f Ga+1-rendﬁ.
Van tehdat egy oly M (y;) a-osztdlya halmaz, melyre :
Alf>Yid > M@ > A=y, G=1,2,... ).

Az e; =M (y;) — M (3 +1) halmazok altal adott 2, e; beosztds mar
megfelel a kovetelményeknek. Ugyanis: 1. az ¢; halmazok mind
legfeljebb «-osztdlytiak, mint ilyenek kiilonbségei, 2. nines ko-
z0s pontjuk és oOsszegiik egyenlé a P halmazzal, 3. V (f,e) < e,
mert hiszen az M(y;), mint az A [f> y;—4] részhalmaza, csak oly
pontokat tartalmazhat, melyekben > v; _;, masrészt az M (y; +1)
mindazokat a pontokat tartalmazza, melyekben f=> ¥; {1, tehdt
kilonbségtik, az e;, csak oly pontokat tartalmazhat, melyekben
Yi-1 B f> Yi—-1, tehat

Vif, ed Y41 —Yiz1 <5, @=1,2...0—1).
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A foltétel sziikséges volta ezzel ki van mutatva, de e meg-
gondoldshol azonnal kimutathatjuk az e-osztalya fliggvények
egy mas érdekes tulajdonsagat is. Jeldlje @; az ¢; halmaz egy pont-
jat és ¢; (x) az e; eharakterisztikus fﬁggvényét ez, tudjuk, leg-
feljebb ¢-osztalyt fiiggvény és az a Z f(z) ¢;i (x) is. Ezen utobbi
fiiggvény csak n egymdstol Killonhoz6 erteket vesz fol, az ilyen
fiiggvényeket nevezziik roviden a-osztalyu lépesofiiggvényeknek.
Miutdn: V(f, e) <e; G =1,2,... n), kell:

1@ — B @ i@ <e.

Tehdt: minden a-osztdalyi figguény eqyenletesen meghizelit-
heté a-osztilyii lépeséfiigguényekkel *

Ebb6l maér kritériumunk elégséges volta is kovetkezik. Ha
ugyanis egy f(x) faggvényre vonatkozolag foltételinknek meg-
felel6 beosztas minden e-ra létezik, akkor f(x) egyenletesen
megkozelitheté a Z f(x) ¢; (1) o-osztalyt lépesofiggvényekkel s
mint ilyen fuvgvenyek egyenletesen konvergens sorozatinak
hatdarértéke maga is legfeljebb a-osztélyu. Veress Frl.

UBER DIE BAIRESCHEN KLASSEN.

Es wird folgender Satz bewiesen : «Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daf eine auf der perfekten Grundmenge P definierte
und daselbst beschriinkte Funktion f(x) der a-ten Baireschen Klasse
(= 0) angehért ist die, daB zu jeder Zahl e >0 eine solche Ein-
teilung der Grundmenge P in endlich viele elementenfremde Mengen

der Klasse a existiere :
P—=e,~F-eat="vi+ = ei5

bei welcher die Schwankung von £ (x) auf jeder der Mengen e; kleiner
als e ist.» B+ Veress.

1 Ez a tétel, mely jelen dolgozatom fétételével @quivalens megtalalhato
W. SiErpINSKInek: «Sur une propriété des ensembles ambigus» cimi dol-
gozataban is. (Fund. Math. VL. 1924.) En még SIERPINSKI dolgozatanak meg-
jelenése el6tt, 1924 augusztusaban nyujtottam be jelen dolgozatom egy német-
nyelvii fogalmazasat az Acta Universitatis Szeged szerkesztOségének, de azt
SIERPINSKI dolgozatanak megjelenése utan visszavontam s ahelyett most ezen
magyarnyelvii kozlésre szoritkozom. L. még szerzotol: «Uber kompakte
Funktionenmengen und Bairesche Klassen.» “Fund. Math. VIIL 1925.
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Bevezetés.

Xy, &y,. .. legyenek a (0, 1) intervallumban* fekvg valds szamok.

Az x,, x,,... sorozatot akkor nevezziik egyenletesen siiriinek,
ha a kovetkezé tulajdonsaggal bir:

(a, B) legyen a (0, 1) intervallumnak egy részintervalluma (azaz:
O<a<f@<!). Ha az x;, x,,... sorozat n els6 tagja koziil
NP fekszik az (a, B) intervallumban, akkor

(@, B)
limes —— =8 —a.
n—sco n

llyen szamsorozatokat elészor WeyrL 2 vizsgélt, igy pl. 6 bizo-
nyitotta be, hogy a [£], [2¢] [3£],... sorozat ((x] azon a (0, 1)
intervallumba es6é szdm, melynél - [«] egész szam) egyenle-
tesen stird, ha £ irracionalis.

Nyilvéanvald, hogy egy egyenletesen sir@ x,, x,,... sorozat

1 (a, B) intervallumnak nevezziik mindazon z szamok halmazat, amelyek
az « < x < f tulajdonsaggal birnak.

2 A WeyL: Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math.
Annalen, 77 kotet, pag. 313—352, 1916. Az olvaso itt megtalalja az e targyra
vonatkozo tovabbi irodalmat. Az egyenletes siirtiség definicioja ezen dolgo-
zathan a kovetkezd:

Az xy, 4,... sorozat birjon a kovetkez6 tulajdonsaggal :

Ha [ (x) barmely a (0,1) intervallumban korlatos és RIEMANN szerint in-
tegralhato figgvény, akkor

s

7L
limes ———— =) [ (@) da.
N—p 0 n 0

I

Ezen definicio az altalunk hasznalttal equivalens.
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egyben mindeniitt sird is a (0, 1) intervallumban (azaz: min-
den szam O és 1 kozott ezen sorozatnak stirtis6dési helye).
Azt is konnyen beldthatjuk, hogy ezen tétel meg nem fordit-
hat6: ha egy sorozat mindeniitt siri a (0, 1) intervallumban,
még egyaltalaban nem kell egyenletesen strfinek lennie. Ennél-
fogva felmeriil az a kérdés, hogy nem sziikeéges-e az ,, @,,...
sorozat elemei halmazénak egy tovabbi (a mindeniitt strtisé-
gen tilmend) tulajdonsaga ahhoz, hogy a sorozat egyenletesen
stirt legyen.

E dolgozat els6 részében ki fogjuk mutatni, hogy semmi-
nemi tovabbi feltételre nines sziikség, hanem ellenkezdleg :

1. A (0, 1) intervallumnak minden megszamldlhaté és min-
deniitt strd M részhalmaza elrendezhetd egy egyenletesen siiri
245 Lo,. .. SOrOZAttd.

Ha tehat az M halmaz mdr egy bizonyos ¥,, ¥s,... elrende-
zésben adatott meg, tigy ennek maganak nem kell ugyan egyen-
letesen stirtinek lennie, azonban v, Y,,... mindig dtrendezhetd
egy egyenletesen slrdi x,, x,,... sorozatta.

A dolgozat mdsodik részében azt vizsgiljuk, hogy mennyire
mélyrehats atrendezésekre van itt sziikségiink. Ha egy y,, ¥a,. .-
sorozatot atrendeziink egy @,, #,... sorozattd, az atrendezéshez
a kovetkezé ¢ (n) tiggyényt rendeljik (amely mintegy az &t-
rendezés mélyrehatdsanak fokat fejezi ki):

Az ., Y,... sorozatnak dtrendezésénél annak n elsé tagja,
Yys Yas---» Yns AZ XLy, Lo,... sorozatnak bizonyos n tagjdba megy
at. E tagok indexei koziil ¢ (n) a legnagyobbat jelolje. (Nyllvan
¢ (n) = n.)

Fesgr tanar Gr hivta fel a figyelmemet arra a kérdésre, hogy
ezen ¢ (n)-et milyen hatdrok ald lehet szoritani.® A madsodik
rész eme kérdésre ad vialaszt:

2. ¢(n) legyen egy tetszésszerinti fuggvény (a pozitiv egész
szamok halmazaban). Ahhoz, hogy minden a (0, 1) intervallum-

1 Kredetileg az r, sorozatot r, = n-nek definialtam, ugyhogy ¢ (n)-re
n (n+1)
2

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXII. 3

felsé hatarul , azaz durvan n?, adodott.
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ban fekvé és mindenitt stird ¥,, ¥,,... sorozat oly moédon le-
gyen dtrendezhet6 egyenletesen sird a,, &,... sorozattd, hogy
ezen atrendezésnek ¢ (n) fliggvénye a

¢ ) <o)
feltételnek tegyen eleget, sziikséges és elegendé, hogy ¢ (n) = n
legyen és

limes M =09

n—rw n

1. Tetszoleges megszamlalhato és a (0, 1) intervallum-
ban mindeniitt stird halmaznak elrendezése egyenle-
tesen sird sorozatta.

I. Az adott megszamlalhaté és a (0,1) intervallumban min-
deniitt str@i halmazt mindjart y,, v,,... sorozat alakjaban irjuk
fel, igyhogy feladatunk az alkalmas &trendezés felkeresése.

Legyen e végbél 7, r,,... egy végtelen sorozata a pozitiv
egész szamoknak, amelyet kés6bb valasztunk meg. A

1 9 ol
el (A, 2.0 fmst)
Irl /)-1 7'1 rl
intervallumokat jeloljuk I, L,,..., [.-gyel; a

9 e
(0’ '1_)9 ( l ’ = )a-°'> (12_719 1)
i o R

intervallumokat 7. +1, 425 .5 Ly +r,-vel; stb. Ezen I, I,,... so-
rozat segitségével mar most a kovetkezéképpen definialjuk az )

Z,, 2,,... sorozatot:

1. x, legyen 7,-gyel egyenlé.

2. Ha x,, x,,..., Ln—1 (n>1) mar ismeretesek, akkor x,-et a
kévetkez6 modon allapitsuk meg: Az y,, Y,.... sorozat mindeniitt
stril 1évén, végtelen sok eleme esik az I, intervallumba. Ezek
kozott tehat biztosan lesznek @, &,,..., £,—1-t6] kilonbozok is ;
ezek koziil a legkisebb indexti legyen @,. ‘

Ezen definicio alapjan nyilvanvalo, hogy x,, @,,... az v, Y- .-
sorozatnak egymdstol kiillonboz6 elemeibél allo sorozat. Ennél-
fogva még csak a kovetkezd két dllitast kell beigazolnunk :
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~A) Az y,, Y,,... sorozatnak minden eleme eléfordul az x,,
&,,... sorozatbhan.

B) Az x,, x,,... sorozat egyenleteéen Sri: - (Bodolazirs e
szamok alkalmas megvalasztasa mellett.)

II. Elészér A)-t bizonyitjuk be, még pedig teljes indukeid
segitségével.

y, nyilvan eléfordul az «,, «,,... sorozatban, hiszen x,~=y,.
Tegyiik fel ezutan, hogy ¥, ¥s;--., Yn—1 (n>1) mind eléfordul-
nak az x,, &,,... sorozatban, bebizonyitandé, hogy ¥, is eléfor-
dul benne.

Minthogy ¥, ¥as-..» Yn—1 elemei az ax,, &, ..., sorozatnak,
megvalaszthatjuk a p szdmot Ggy, hogy ezek mind mar z,,
Lyr: Ty Zp-ben szerepeljenek. Tovabbd minden p-hoz taldlhatunk

: CAE
olyan v szamot, hogy v, a (—r_’ r_) intervallumban, azaz az
i @ T
P+ 1ot + ru_1+ v sorszammal bir6é intervallumban fekszik,

holv az 1,2,..., r, szdmok valamelyike. Minthogy pedig
711_}‘ 7‘2‘]‘"'“‘" 'ru—l—{' V= (/1 _1) +1= s

biztosan taldlhatunk egy olyan I, intervallumot, mely az y, sza-
mot tartalmazza és amelynél ¢ > p +1. (Elég, haa p-t (p +1)-

nek vélasztjuk .)

Mar most y, vagy egyenld az x,, &,,..., £p—y-ek valamelyiké-
vel vagy nem. Az elsé esetben ¥, nyilvan eléfordul az x, x,,...
sorozathan. A masodikban pedig igy okoskodunk: y, az [, inter-
vallumban fekszik és x;, @,,..., Xo—1-16] kiilonb6z6. y,. Yas....
Yn—1 nem birnak ezen tulajdonsdggal, hiszen mind el6fordulnak
Xy5 Lgs. . . » Lp kOZOLL, tehdt a,, 2,,. .., Xp—1 kOz6tt is. Ezért a defi-
nicio értelmében x, = y,. Tehdt y, mindenképpen eléfordul az
x,, &,... sorozathan.

IIL. Ezek utdn bizonyitsuk be B)-t. N "-nel jeloljiik ismét
azon X, Xa..., Ln SZamok szamat, amelyek az (a, f) interval-
lumba esnek. Valasszuk meg a p szdmot tgy, hogy

Py b et rumg KNPy Tpto - Tuot T

3%
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Legyen 1=1,2,..., . Szamoljuk meg, hogy hdny
Yr +ry+ - + r;_; +uv=1,2,..,7;
esik az (a, 8) iﬁtervallumba. Minthogy Yr,+ 7, +-++ 711 + v az

Iy, + r,+---+ r1_4 + v intervallumban, azaz az (V?;, ri) inter-
i i)
vallumban fekszik, erre a szamra egy felsé és egy also hatart

adhatunk meg :
® —1
Legfeljebb annyi, mint ahany (VT— ; rL) intervallumnak az
2 2

(a, 8) intervallummal ko6zos pontja van; és legalabb annyi, mint

(u«;l : :—) intervallum teljesen az (a, ) intervallumban fek-
2 2

szik. Vagyis legfeljebb annyi van, mint ahdny v szamra

Az elsé tulajdonsaggal azonban nyilvin legfeljebb
@rit+1)—ann+1=@—a)r.+2
szam bir; a masodikkal pedig legalabb
Bri— (ars+1) —1=B—a)r, — 2

szam.
Ezen megbecsiilésekbdl az kovetkezik, hogy

NP < [(B—a)r,+2) + [(B—a) ry+ 2]+ + [(B—a) rut 2] =
=@B—a@t+rt+r) + < @—a)n+ 1)+
+ 2% <@—a)n+ 1+ 2

NPz [(B—a)r,— 2] + [(B—a)ry— 2] ++++ [(B—0) ru-1— 2=
= @)t Tyt rum) — 2 —1) = B—a) (0 — 1) —
—2(p=<1) = (f—a)n—ri =
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Tehat
\7’;0, B
| n

—(@—0a

Ezek szerint B) mindenesetre fennall, ha az 7, 7,,... soro-
zatot ugy valasztjuk meg, hogy

! 4 r
limes & = 0, limes -+ = 0.
N~y 0 n—r o

Minthogy pedig m —> co-hél p — oo kovetkezik, és minthogy
n = 1+ ry+- -+ ru—1, ezen egyenletek bizonyosan teljesiilnek, ha

li £ =0, li ix =0

:T»e-f.s (e e e T :El»ews A e

Ez a két feltétel azonban kénnyen teljesitheté; nyilvan azt
fejezi ki, hogy az r,,7,.... sorozat tagjainak kozepei korlatlanul
nének, de nem til gyorsan. igy pl. vehetjiik az 7, = p soroza-
tot: ez is teljesiti a feltételeinket.

2, Adott sorozat kilonbo6z6 rendezéseinek ossze-
hasonlitasa.

I. Az r,,7,,... sorozat megvilasztasaban azonban, amint lat-
juk, még mindig nagy a szabadsigunk. Ezt felhasznalhatjuk a
bevezetés 2. tételének a bizonyitasara. Elészor is kimutatjuk,
hogy a @ (n) = n, limes igll = oo feltételek elegenddk.
E célboél gondoljuk meg a kovetkezdét:

Minthogy ; =y, ¢ (1) =1 < r,.
Ha pedig

pn—1) <r 4 rot-+ 1 (n>1),
akkor
o) < tr.te Tt Ta.
Ez az els6 fejezet II. ponigdnak meggondoldsaibdl kovetke-
zik, minthogy ezen esetben p valaszthaté r,+7r,+---+ 7,—1-nek,
tehat p n-nek, ugyhogy

¢ =t 72++ 7R W = 7)1+ (g i ek
lesz.
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Ennélfogva altaldnosan
¢ () < 7+ Py-temet Tos
tehat ugy kell az »;,7,,--- sorozatot megvélasztanunk, hogy
rit ettt 1, < @ (M)
legyen. Ezenkivﬁl persze a

n 7,
limes =0 hmes &

=)
n—» '/'1+Ts+"'+rn— g 71+ Pt Pt :

kikotésekhez is ragaszkodunk.
Mar most mindezen feltételek biztosan teljesiilnek, ha

limes 7, = o0, Ppe1 < 70 +-1,

gm) ¢m+1) gn+2) )

P sMinimum( e
ni== FTi n+1 ’ n+93

= ().

Ez pedig konnyen elérhet6 az altal, hogy r,-et a kovetkezds-
képpen definidljuk :

r, legyen a legnagyobb pozmv egész szam, amely kisebb
vagy egyenlé a '

x@), yo—1)+1, yin —2) + 2,.--, y(1) + (n —1)

szamoknal.
II. Hatra van még a sziikségesség kimutatdsa.
Minthogy @ (n) = n sziikségessége nyilvanvalo,

limes

n— »
bizonyitasara szoritkozhatunk.

Ezen feltétel sziikségességét bebizonyitottuk, ha meg tudunk
adni egy olyan y,,7,,... sorozatof, melynek minden egyenlete-
sen slrlvé valé atrendezésénél

o (n)

limes ¥——= = o
n

n—r=x

gm)
el
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Ilyen sorozat pl. a kovetkez6: .
1
@y, 0,... legyenek a (0,1) intervallumnak 6sszes nem —n—for-

mé&ja raciondlis szamai, valamely sorrendben. Legyen:

1 g : :
Yn == ha 7 nem egész szam négyzete;
U5 == Gmy DA N A= M

Kénnyen kimutathato, hogy ezen sorozat bir a kivant tulaj-

donsaggal.
Newmann Jdanos.

GLEICHMASSIG DICHTE ZAHLENFOLGEN.

&y, Tq,... sel eine Folge reeller Zahlen im Intervalle (0, 1). («Inter-
vall (a,3)» : Menge der Zahlen = mit a <« << ). Diese Folge heifie
gleichmdssig dicht, wenn sie die folgende Eigenschaft besitat:

(a, B) sei ein Teilintervall des Intervalles (0, 1). Wenn von den n
ersten Elementen der Folge x,, x,,... genau N*® im Intervalle

(a, B) liegen, so ist
< N« »
limes ———=f—a.
n—ro i

Derartige Zahlfolgen betrachtete Weyr (Uber die Gleichverteilung von
Zahlen mod. Eins, Math. Annalen, Band 77, pag. 313—352).

Es ist klar, dass jede gleichmiiflig dichte Folge «,, @, ... auch iiberall
dicht ist (im Intervalle (0, 1)). Ferner sieht man sofort, dass dies nicht

“umkehrbar ist: eine tiberall dichte Folge braucht garnicht gleichmifiig

dicht zu sein. Es erhebt sich darum die Frage, ob nicht etwa eine
weitere, iiber die Eigenschaft iiberall dicht zu sein hinausgehende Eigen-
schaft der Menge der w,, «, .. . erforderlich isl, damit die Folge x;, x,, . . .
gleichmiifiig dicht sei.

Im ersten Teile dieser Arbeit wird gezeigt, dass keine weitere der-
artige Bedingung notwendig ist, vielmehr gilt der folgende Satz :

1. Jede abziihlbare und iiberall dichte Teilmenge M des Intervalles

(0,1) kann zu einer gleichmaBig dichten Folge ax;, @, ... geordnet .

werden.

Wenn also die Menge M bereits in einer gewissen Anordnung ¥/, %, ...
vorliegt, so braucht zwar diese selbst keineswegs selbst gleichmi8ig dicht
zu sein, sie muf} aber durch bloBe Umordnung in eine gleichmiiflig
dichte Folge x,, «,, ... iiberfithrt werden kénnen.

RN i A
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Im zweiten Teile der Arbeit wird die Frage untersucht, eine wie
tiefgreifende Umordnung hierzu im allgemeinen erforderlich ist. Wenn
die Folge v/, 9, . .. durch Umordnung in die Folge x,, «,, ... iibergeht,
<o ordnen wir dieser Umordnung eine Funktion ¢ (n) auf die folgende
Weise zu (die sozusagen charakterisieren soll, wie tiefgreifend die Um-
ordnung ist) :

Die n ersten Glieder der Folge v, 1,,... gehen bei der Umordnung
in bestimmte Glieder der Folge x,, x,, ... iiber. Der grofite ihrer Indices
sei @ (n).

Herr Frsfr stellte an mich die Frage: wie weit lifit sich (durch ge-
eignete Wahl der Umordnung dieses ¢ (1) herabdriicken. Der zweite
Teil beantwortet diese Frage folgenderweise :

2. ¢ (n) sei irgendeine Funktion (im Bereiche der positiven ganzen
Zahlen). Damit jede im Intervalle (0, 1) liegende und daselbst iiberall
dichte Folge ¥,, %, ... durch Umordnung) derart in eine gleichmiissig
dichte Folge «x,, @,, ... tiberfiihrt werden konne, dass fiir das ¢ (n) dieser
Umordnung

@ (n) =9 (n)

sel, ist folgendes notwendig und hinreichend :
¢ (n)=n, limes 2.2). — &
o Ny %0 n

Hans v. Neumanmn.



A BUDAPESTEN ES KORNYEKEN VEGZETT
NEHEZSEGGYORSULASI MERESEK. :

1. Bevezetés.

Az 1916. évben bar6 EoTvos Lorinp megbizasabol az 6 geo-
fizikai mérései keretében Budapesten és kornyékén tébb he-
lyen végeztem dnvariabilis ingdklkal szabatos nehézséggyorsulas-
méréseket. E mérésekben, melyeknek eredményeit a 4. pontban
fogom ismertetni, eltértem az eddig kovetett eljarastol s tekin-
“tettel az elért kedvezé eredményekre, sziikségesnek vélem e
mérések részletes ismertetését. Mélységes héldval kell e helyen
megemlékeznem vildghiri nagy fizikusunkrol, néhai bar6é EdTvis
LorAND-r0l, aki a legnagyobb érdekl6déssel kisérte a relativ
graviticiomérés tokéletesitésére és gyorsitasdara vonatkozo kisér-
letezéseimet s azokban nemcsak értékes tandcsaival segitett,
hanem bOséges anyagi tdamogatassal lehetévé tette, hogy a ki-
sérletek végzéséhez sziikséges miszereket beszerezhessem s
olyan miiszerfelszerelést hozhassak Gssze, mely lehet6vé teszi,
hogy a jovében a Nemzetkozi Foldmérési Szivetség kutatdsai
szamara is a legintenzivebb mikédést fejthessik ki.

2. A relativ ingamérések végrehajtasanak modozatai.

A geofizikai kutatdsok szamdra alapvetd fontossédgh a nehéz-
seggyorsulds tényleges, abszolit értékének minél tobb pontban
valdo meghatdrozasa, vagyis az 0. n. grawitdcios alapponthdld-
zat létesitése. Tekintettel a nehézséggyorsulas abszolut értéké-
nek kozvetlen meghatdrozasdara szolgalé ingamoddszer felette ké-
nyes és hosszadalmas voltara, a gravitacios alapponthalozat léte-
sitésére gyakorlatilag a leghelyesebb eljaras az, ha abszolat mé-

B e —— =
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rést csak egy helyen végeziink (a referencia-allomdson), a tobbi
helyeken pedig a sokkal egyszeribb és gyorsabb relativ inga-
mérést alkalmazzuk. A kovetkezékben, lehetdleg rovidre fogott
targyaldssal, ismertetni fogom a relativ ingamérés fontosabb
szobajoheté valtozatait, felemlitve azoknak ugy az eldnyeit,
mint a hatranyait.

A) Relativ merés eqy ingdval és eqy ordval.

A mérés abbol all, hogy elészor a referencia-allomdson, az-
tan sorban a tobbi kiilsé dllom&ason megmeérjik az inga lengés-
idejét a coincidencia-modszerrel. Az o6ra jarasat (t. i. az o6ra-
madsodperc eltérését a csillagid6-masodperct6l) ugy a referencia-
dllomdson, mint a t6ébbi allomadsokon, asztronomiai mérésekkel
kell megallapitani. Természetesen a mérés pontossiaganak foko-
zdsdra a gyakorlati kivitelben nemcsak egy ingdt alkalmazunk,
de tobbet, rendesen négyet, ezek lengésidejeinek szamtani koze-
pét hasznaljuk az eredmény levezetésére.

E mddszer elonyei :

1. A mérés egyszeri s egy észlelé is elvégezheti.

2. A méréshez ardnylag kevés miszer kell.

Hdtrdnya az, hogy a munkaprogrammot az id6jards befolya-
solja, mert az orajards levezetésére sziikséges idémeghatdroza-
sokat csak dertilt idében lehet végrehajtani. A munka tehat nem
gazdasdgos, mert kedvezétlen id6jaras esetén sok idé megy ve-
szenddbe.

Megjegyzem, hogy az eddigi gravitacio-méréseimet evvel a
modszerrel végeztem.

B) Szimultan mérés két ingdaval és egy drdval.

Ez esetben az idémeghatiarozds teljesen elmarad. Az egyik
ingat a referencia-allomdson, a mésikat azon a helyen allitjuk
fel, ahol a gravitici6é er6t mérni kivanjuk s a két coincidencia-
késziiléket és az orat elektromos vezetékkel kapesoljuk dssze.
Erre a célra az dllami telefon, vagy a telegrafvezetékek hasznal-
hatok fel.
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A két inga lengésidejét egyszerre (szimultdn) mérjiik, ugyan-
azon oOra felhaszndlasaval. Legyenek {, és {, a nyert s az ora
momentan jarasara redukalt lengésidék (tobb inga esetén ¢, és i,
a kozépingdk lengésidejeit jelentik). Vildgos, hogy az ora jara-
satol figgetlentl a két lengésidd kiilonbsége a hélyes kiilonb-
séget adja, mert a csillagidében kifejezett 7, és 7, lengésidék

1 =1,Fcé
e —a - co

ahol & az 6ra napi jardsat, ¢ pedig az u. n. éradllandot jelenti.
Tekintettel a ¢ azonos voltara, a (7, —T,) azonos (t,— t,)-el.

A relativ ingamérés ilyen modon val¢ végrehajtdsanak eldnyei
a kovetkezok:

1. ldémeghatarozas nem végzendd, tehat a mérés fiiggetlen
az id6jaras kedvezoétlenségeitdl s igy elére megallapitott ido-
programmal végezheto. '

2. Az drajaras periodikus és egyéb ingadozdsa az eredmény-
b6l teljesen kiesik s ezért egyébként egyenldé korilmények ko-
zott a relativ ingamérés killonbozé végrehajtasi modozatai ko-
zill ez szolgaltatja a legpontosabb eredményt.

A fenti elényokkel szemben a kovetkezé hdtrdnyok allanak :

1. Az egyittes észlelés miatt okvetleniil két észlelo kell.

2. A két dllomds nem lehet egymastél nagyobb tévolsiagra
(legfeljebb 20—380- km-re), mert kiilonben az elektromos veze--
tékek szigetelési és egyéb tizemi hibai miatt a felvevd késziilé-
kek nem mikoédnek kifogastalanul az észlelés arinylag hossza
ideje alatt.

3. A két allomas hosszabb idére, naponta 4—8 érdra kap-
csolandé elektromos tavvezetékkel, tehat az észlelésre csak olyan
helyek johetnek szoba, ahol ilyen vezeték mar van, illetve kony-
nyen létesitheté 's hosszabb idére igénybe vehetd.

4. Az esetleges kontaktuszavarok miatt sok mérési munka
veszhet karba, ami a mérést hosszadalmassa teszi.
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C) Mérés eqy ingaval és két ordval.

Az egyik ora a kiindulo allomason van felalliitva, a madsik
pedig az ingaval halad &allomésrol allomédsra. A belsé érat gon-
dos asztronomiai idémeghatarozasokkal allandéan ellenérzik gy,
hogy jarasa barmikor megadhato. A kiilsé orat elektromos tton
kronograffal hasonlitjak Gssze a belsé oraval s az Gsszehason-
litis eredményéhbdl, tovabba a bels6 ora ismeretes jarasabol alla-
pitjak meg jarasat.

A mérés egyébként az A) esetnek megfeleléen végzendd.

E mérési eljdrds elomyei:

1. A kilsé dllomasokon végzendé idémeghatarozasok teljesen
elmaradnak, ami egyrészt a mérést gyorsitja, masrészt azt gazda-
sagosabba teszi, mert az idomeghatarozishoz sziikséges miisze-
rek és felszerelési targyak (pillér, észlel6-sator stb.) szallitdsa
és felszerelése elmarad.

2. A méréseknek tizemi hibék (féleg kontaktushibak) miatti
esetleges megismétlése tgyszolvan teljesen elesik.

3. A kiils6é dllomédsokon valé mérés az id6jarastol teljesen
fiiggetlen, tehat azt elére megdllapitott idéprogramm szerint,
végezhetjiik. '

4. A két dllomas kozotti vezeték csak egész rovid idére
veendé igénybe és pedig fetszdleges napszakban.

5. Amennyiben a féillomason drétnélkiili leaddallomas, a
kills6 dllomédsokon pedig felvevéallomas létesitheté, akkor az
oraosszehasonlitdasok vezeték nélkil is elvégezheték, tehdat tet-
szé6leges helyek is kapcsolhatok a f6dlloméssal.

6. A két allomas nagyobb tavolsagra is lehet egyméstol, mert
az esetleges vonalzavarok hatdsa legfeljebb az, hogy a rovid
id6t igényldé oradsszehasonlitast méds idépontban Gjra meg kell
ismételni. p

A két oraval valé- mérés hdérdnya pedig az, hogy az ora
osszehasonlitdsokhoz kiilonleges berendezés kell.
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D) Mérés két ingdval és két ordval.

A két ingat elészor a referencia-dllomason észleljilk, a meg-
felel6 lengésidék legyenek ¢, és f,. Megjegyzem, hogy amennyi-
ben az ingakésziiléken tébb inga van, Ggy a (¢, és {, is az u. n.
kozépinga lengésidejét jelenti.

A t, és t, a f66ra masodpercében értendd, vagyis ha annak
jarasa d,, akkor a lengésidék csillagid6-masodperchen

T,=1t,+co,
Ty =ty +co.

A fenti elokészitd mérés utdn a tovabbi mérés abbol all,
hogy a mdsodik ingat és orajat elvissziik a kiilsé dllomasra s
mérjik — koriilbeliil egyidében — a bels6 inga lengésidejét
t, (vonatkozik a ¢’ jarast f6orara) és a kiils6 ingaét f, (vonat-
kozik a 4" jardst kiilsé o6rara). Ezutin a két orat elektromos
uton 6sszehasonlitjuk. Az Gsszehasonlitas kozvetleniil megadja
a két ora jardskiilsnbségét (3”"— 8')-t, amit jeloljink 4-val.

Ha a csillagidében kifejezett lengésidéket ismét 7-ékkel je-
16ljiik, agy felirhato, hogy

T =1t +cd',
T =1+ e3".
A két allomas kozotti lengésidé-differencia 47" a kovetkezo lesz:
AT =T, — Ty=1t, +cd"—t, —cd =
=t, —t, +cd—cd —cé+ cd" =
=1ty —t, +cd—cd"+ co'—co +co"=
‘ e L o e S VP SR L Py,

Invariabilis ingak esetén kell, hogy
=T,

vagyis a keresett lengésidé-kiilonbség

AT = (8, — t) —(t, — t,) + cd.
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Elonyok :

1. A mérés fiiggetlen az idgjarastol, mert idémeghatdrozast
egyaltalan nem kell végezni.

2. Az orak osszehasonlitdsakor a vezetéket csak rovid idére
vessziik igénybe.

3. Az oraosszehasonlitas, ha a megfelel6 berendezés rendel-
kezésre 4ll, drottalan telegrafia felhaszndlasaval is végezhetd.

4. A két dllomds egymastol nagy tdvolsdgra is lehet, mert
esetleges vonalzavarok csak az éradsszehasonlitdsok idépontja-
nak eltoléddsat eredményezik.

Hdtrdnyok :

I. Az o6radsszehasonlitasra kiilonos berendezés kell, tehat e
modszer csak akkor alkalmazhat6, ha ilyen rendelkezésre All.

2. A két dlloméson egyiittes észlelés végzendd, tehat két
észlelé kell. 3 :

E) Osszefoglalds.

Az eddigiek alapjan megallapithato, hogy amennyiben a mi-
szerek megfelel6 szamban rendelkezésre dllanak, ugy a leggyor-
sabb s legkevesebb mérémunkat igényli az egy ingdval és két
oraval végrehajtott mérés, mert ezt alkalmazva, a kiilsé dlloma-
sokon valé mérést az idgjaras nem befolydsolja s a tdvvezeték
tizemi zavarai idéveszteséget alig okozhatnak. Kiilongsen elényés
ez a modszer akkor, ha drétnélkili telegriafberendezés &ll ren-
delkezésre," mert akkor az allomds helyének megvilasztisa tel-
jesen télink figg, tehat hegységekben, lakatlan, vagy nehezen
hozzaférheté helyen is mérhetiink.

3. Az oraosszehasonlitasra szolgalé berendezés.

Az oradsszehasonlitas lényegileg abbol all, hogy ugyanazon
idopillanatban megallapitjuk az Gsszehasonlitando két ora alla-

1 A cikk megirasa ota a miiegyetemi Geodéziai Intézet mar létesitett
olyan berendezést, mely az idéjeleknek drotnélkiili felfogasat lehetévé teszi
s evvel kapesolatos olyan modszert dolgozott ki, mely a jovoben végzendd
gravitacioméréseit még egyszeritbbé és gazdasagosabba teszi. Az erre vonat-
kozo kisérleteket s a hozzatartozo miiszereket kiilon szandékozom ismertetni.
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sat (az o6raidét). Az éradsszehasonlitds legprimitivehb moédja a
kovetkezoképpen vazolhatd. A két éra elé egy-egy észlelot alli-
tunk, akik egy harmadik dltal megadott jelre leolvassak a két
ora allisat. Az ilyen oOsszehasonlitas természetesen a legjobb
esetben is csak néhény tizedmiasodpercre pontos eredményt
adhat, tekintve, hogy az ordkon kozvetleniil csak a masodper-
cek észlelhetok, amde a szabatos oradsszehasonlitasok is telje-
sen ez elv szerint mennek végbe.

Az ingamérésekben haszndlatos ordk mindig kontaktus-szer-
kezetekkel felszereltek, tehdat kronogrdfok hasznalhatok ossze-
hasonlitdsukra. A kronogrifok a Morse-telegrdafhoz hasonlé be-
rendezések, de nem egyes, hanem mindig kett6s médgneses
aramkorrel. Az egyik aramkor az oraval kapesolhatd (6ramég-
nes), midaltal a megfelelé kar az 6ra masodpercei szerint ad jele-
ket (sztrdsokat) a mozgd papirszalagon. A masik aramkor bil-
lentytvel (taszterrel) kapcsolatos (billentytimagnes), tehat vele
tetszéleges idépontokban mi magunk adhatunk jeleket.

Kronogréafokkal és kontaktusos oérakkal a szabatos oradssze-
hasonlitis a kovetkezéképpen torténik. Mindegyik ora elé egy-
egy kronogrdfot helyeziink s azok egyik-egyik dramkorét az
oraval kapesoljuk. A madsik két aramkoért pedig egy jeladobil-
lentytire (taszterre) kapesoljuk. E jeladébillentyli lenyomasdval
ugyanazon idépontot jelolhetjik ki a mozgé papirszalagokon.
Osszehasonlitaskor bekapcsoljuk a két orat a két kronografba,
meginditjuk a kronografokat s most a billentyGt lenyomva,
ugyanazon id6pontot rogzitjiik mind a két szalagon. A szalago-
kat levéve s a billentytijeleknek megfelelé idopontokat meg-
dllapitva, azok kilonbsége a két ora dllasanak kiillonbségét adja.

Ha a két 6ra egymdastol nagyobb tavolsagra van, azaz, ha
tavvezetéket kell haszndlnunk, akkor a kronogrifot nem cél-
szerii kozvetleniil a vonalba kapesolni, hanem ilyenkor érzé-
keny relais-ket kell kozbe kapcsolni. Ezeket a relais-ket vonal-
relaisk-nek vagy fd-relais-eknek fogjuk nevezni. Relais-ek ese-
tén a kapesolds sémdjiat az 1. dbra mutatja.

Mivel a relais-k miikodését a rajta athaladé aram intenzi-
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tasa befolydsolja, alapvets fontossdgi az, hogy az Gsszehason-
litaskor a relais-n mindig ugyanolyan intenzitdsi dram menjen
at barmelyik billentyi lenyomasakor. Ezt lehetévé teends, a
forelais-t egy elagazasba helyezziik, amelyben egy kénnyen val-
toztathato ellendllis-sorozat és egy ampere-mér6 is helyet taldl.
Az dramerdsséget az ellendllis megfelelé bedllitasdval valtoz-
tathatjuk kell6 mértékiiveé. :

Az éradsszehasonlitias vazolt alapelvének megfeleléen késziilt
Osszehasonlito berendezéssel tortént az dllando oranak a f6-
oraval val6 osszehasonlitdsa.

1. abra.

A két identikus osszehasonlité berendezés a potsdami Geo-
déziai Intézet altal a szabatos hossziisagmérésekben hasznalt
késziilékkel nagyjdban egyezik, de a rajta levé egyes miiszerek
kapesolasa, valamint a vonalhoz és a telepekhez valo csatla-
kozasok arra valé tekintettel késziiltek, hogy az egyik dllomas
gyorsan valtoz6 vandordllomas, amelyen a készilék felszerelése
gyorsan kell, hogy végbe menjen.

Az 6sszehasonlito késziilléket adataim szerint Siemens és
Havske-cég allitotta ossze Berlinben. A tole atvett két pél-
danyt Budapesten, a miegyetem févillanyszerelGjével atszerel-
tettiilk 1gy, hogy hasznalata gyors és kényelmes legyen.
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A hosszlisigmérésekben hasznilatos Osszehasonlito késziilé-
kekt6l két irdanyban tértink el. Nevezetesen az oOrat nem koz-

2 0 M kg

2. abra.

vetlenill kapesoljuk a kronogrdafba, hanem itt is egy relais-t

iktatunk kozbe (6ra-relais), amivel elérhetd, hogy az o6ran csu-

pan gyenge (két voltos) aram halad at, ami a kontaktushelyeket
Mathematikai és Physikai Lapok. XXXII 4
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nem teszi tonkre. A madsik eltérés pedig az, hogy a két dllo-
‘mis kozotti érintkezést kényelmesebbé és gyorsabba teendo,
telefont szereltiink az asztalra a szokasos és nehézkes Morse-
készilék helyett.

Az oraosszehasonlito-késziiléket feliilnézetben, a kapesolasok
feltiintetésével a 2. dbra mutatja.

A berendezés a kovetkezé késziilékekbol all;

. 1. Lemezes villdmhdrito sirgarézbél, két vonalra, dugds kap-
esoloval (Vh).

9. Arammutaté (galvanométer), mintegy 40 ohm ellendllas-
sal (Gm). ‘

3. Szabatos ellendlldsszabdliyozo (rheostat) 0.1—10000 ohm-ig,
karos beallitassal (Rh).

4. Két darab polarizdll szelencés relais kettés kontaklussal,
1000 ohm ellendllassal; a kontaktus-rés megéllapitasara a fo-
relais-n noniuszos skala szolgal (Vr és Or).

5. Szabatos Milli-Volt és Ampére-méter 100 ohm ellenallis-
sal. Maximadlis leolvasas 15 Milli-ampére (Am).

6. Jeladobillentyd (taszter) gondosan készitett érintkezé ré-
szekkel (Ta). :

7. Szabatos (karos) kapesold, fémkefés érintkezéssel. A kap-
csolo hiarom dllasba hozhaté, a kézépsé az 0. n. pihenddllas,
a jobboldali &llisa a jeladobillentyit, a baloldali pedig a tele-
font kapcsolja (K).

8. Asztali telefon-allomds alarme-csongé nélkil (7).

9. Kronogrdf Fuess-cégt6], mely szirt jeleket ad. A krono-
graf tavolrol is megindithato a rea szerelt harmadik mdagnes
segitségével (Chr).

A 8. dbra részletesen feltiinteti az egyes késziilékek kapcso-
lasat s rajta vilagosan lathatéo tugy vonalhoz valo kapcsolas,
valamint a telepek kapcsoldsa is.

Kettés vonalvezetéket feltételezve, az aram utja az allomas
billentytjének lenyomasakor, vagyis jeladdskor a kovetkezo. Az
aram a helyi telepbdl kiindulva, a kapesolon, a jeladobillen-
tytin, a rheostatot, amperemétert és a férelaist tartalmazo el-

t
.



A BUDAPESTEN ES KORNYEKEN VEGZETT NEHEZSEGGYORSULASI STB. 51




H2 OLTAY KAROLY.

agazason, a kapcsolo masik karjan, a galvanométeren és a vil-
lamhariton at halad a vonalba.

Ha pedig a masik allomason nyomjak le a jeladobillentytt,
azaz jelvételkor, az aram a vonalbol a villimhéritén, a galvano-
méteren, a kapesolon, az eldgazdison, a jeladobillentylin, a
kapcsolo jobboldali karjan at halad a fételep felé.

Vonaltelep gyanant méréseimben egy-egy 20 wolt-os, 6lom-
cellas akkwmuldtort haszndltam. A helyi telepek is akkumula-
torok voltak és pedig az oranal két voltos, a kronografnal és
az obszervatoriumi regisztralasnal négy-négy voltosat hasznal-
tunk. :

Az oOradsszehasonlitast a polsdami Geodéziai Intézet tobb-
szorésen kiprobdalt s jol bevalt sémaja szerint hajtottuk végre
(lasd : Ausrecur, Formeln und Hilfstafeln f. geogr. Ortsbestim~-
mungen,).

A két oracsszehasonlito kozotti kapesolatok a budapesti és
kornyéki telefonhalézat felhaszndlasaval végeztiik, miért is dllo-
masokul csak olyan helyeket vélasztottunk, ahol volt telefon-
allomas. A m. kir. pésta vezérigazgatosiga a legnagyobb els-
zékenységgel sietett segitségiinkre s két kivalo fotisztvisel6jét,
LEpeczy SANDoRr okl. gépészmérnok, muiszaki tandcsost és Ovrray
Avrapir fofeliigyelét bizta meg méréseink telefontechnikai ré-
szének ellatasaval. Gondos munkdssdguknak koszonhetem, hogy
a mérések minden fennakadds nélkiill az elére megallapitott
programm szerint voltak végrehajthatok.

Az idomeghatarozasokat és a lengésidomegfigyelésekel Sze-
csopy Miknos mérnokkel végeztitkk, az utobbiakban kiilénben
Ovray Avapir fofeliigyelé ur is segédkezett. Az oradsszehason-
litdsokban Szérs ALBerT miiegyetemi adjunktus ar is résztvett.

A telefonhalozat felhasznaldsdval médunkban volt a két dl-
lomdst mindig kettés, kézvetlen kabeldroéttal kapesolni, miért
is az dsszehasonlitdsok minden &dllomdson zavartalantl mentek
végbe.

A két osszehasonlitéo késziilék osszekapcsolasa utan az elsé
teendé volt a normalis dram-intenzitas megallapitasa. E eélbol
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mind a két dllomdson a rheostatba 1100 ohm ellenalldst kap-
c¢solunk be s a billentyiit egyméasutan mind a két dllomdson le-
nyomva, leolvastuk az ampeéreméter mutatta intenzitdst. A nyert
két érték koziil a kisebbet vettiik normdlis intenzitdsnak (méré-
seinkben mintegy 7-5—8'0 milliampere volt az dtlagos értéke).
Ezutdn probalgatassal megallapitottuk mind a két allomdson
ugy az érkez6, mind az dllomason adott jelekre nézve azon
ellenallasértékeket, melyekre a rheostatot beallitva a normalis
intenzitds keletkezett. Az észlelések megkezdése eldtt a forelaist
agy szabalyoztuk, hogy érzékenysége maximalis legyen.

Az Osszehasonlitds sémdju a kovetkez6 volt: A rheostatokat
a kiils6 dllomdson érkezd, a miegyetemin helyi jelzésnek meg-
feleléen beallitva s a kronogrifokon a kezd6 masodperceket a
szokdsos moédon megjelolve, a miegyetemi billentylin mintegy
5 mdsodpercnyi idékézben 12 idGjelet adunk. ;

Ezutan a kiilsé allomason allitjuk be a rheostatot a helyi
jelzésre, a muiegyetemit pedig érkezo jelzésre s az 6ra madsod-
percének megjelolése utdn 24 jelet adunk a kiils6 allomas bil-
lentytijén ugyancsak mintegy ¢¢ mésodperces id6kozokben.

Most a rheostatbeallitast ujra az elsé jeladds-csoportnak
megfeleléen elvégezve, Ujra a miegyetemi allomasrol adunk 12
idojelet. '

A végzett szamitdsok szerint egyetlenegy idgjellel a két ora
allaskiilonbségét mintegy

+ 0025

mdsodpercre kapjuk meg; tekintve, hogy a végeredményil fel-
hasznalt idékiillonbség 48 egyszeri meghatdrozasbol vezetheto
le, azért az orajaras levezetésére felhasznalt mért allaskilonb-
ség kozéphibaja
+ 0003

mdsodpercre teheté.

Erdekes lesz vizsgalat tdrgyava tenni, hogy az oda és a vissza
adott jelekbél levezethetd oraallaskiilonbségek mutatnak-e valami
szisztematikus jellegti eltérést. :
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I. Tablazat.

%A miiegyetemi 24 idéjelbél és a

kiils6 allomas 24 iddjelébdl le-
vezethetd oraallas-kiillombségek el-
térései «Miegyetem—Kiilsé Allo-
| mas» értelemben

Folyo-

i kujso Allomas

|
: I} J —0,010 mp.
1 || Fisikai Intézet, . . — . | T

i | Vg

i Il ‘ —0,010
—0,010 mp.
—0,005
—0,010 mp.
—0,010
—0,010 mp.
0,003
+0,002 mp.
—0,007
40,018 mp.
40,012
+0,002 mp.
—0,000

@ 0 hnda ratiaeas Sl i _wj:
3 || Matyasfold _ — . _ .
4 Réakosfalva . — .. . = |
5 1| Geologiai Intézet_ _ _ _

6 DinsHavaszti ™ - St

-3

Kagpest ol ity s Ly ;

P S S . e o Sy

Amint lathato, szisztematikus jellegli eltérés nem észlel-
het6, ami varhato is volt, tekintettel az ardnylag kis tavolsd-
gokra s a jol izolalt ondllo tavvezetékre. Az eltérések vilagosan
mutatjak, hogy az Oradsszehasonlitds egy szazad mdasodpercre
teljesen megbizhato.

4. A mérés és eredményei.

A lengésidé megmérését a Math. és Fizikai Lapok 1914. évi
2. szamdban mar részletesen ismertetett miszerekkel és mod-
szerrel végeztik. A féora jarasat mintegy of naponkint megis-
mételt gondos asztronoémiai idémeghatarozasokkal dallapitottuk
meg s a barograf adatai alapjan redukélluk normalis (760 mmni-es)
légnyomasra. A coincidencia-ora jarasat az elektromos oradssze-
hasonlitds eredményeibél, a légnyomas viltozé voltat is tekin-
tetbe véve, dllapitottuk meg. Az oradsszehasonlitisokat az egyes
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allomasokon kél-két napi idékozben végeztiik, tigy hogy két ora-
osszehasonlitds kozott legalibb 48 ora mult el.

A mérés ismét négy ingaval tortént és pedig a 115, 115,
109, 111
variabilitdsanak megallapitdsdara kéiszer mértink lengésidét, t. i

szamuakkal. A referencia-allomason az ingak in-

a kiils6 allomdsok.észlelése el6tt és utan. E mérések a kovet-
kez6 eredményeket adtdk:

1L Tablazat.

Redukalt lengésidé mp-ben
115. inga | 113. inga | 109. in;.ra[ 111. inga " kozépinga
I mérés — ||0,501 2500 0,551 2709|0,501 3726 | 0,501 3189 | 0,501 3081
|| BN Pt 2486 | 2710 3929 | 3183 | 3077
A két meéreés i | ,
kiilombsége [ |
I[—I. eérte- 1 !
lemben... | — 14| + 1) + 3 — 3| — 4|
Y |
| \

Amint e szamok mutatjdk, az invariabilitas feltétele elegendé
modon ki volt elégitve.

Az észlelohelyek kivéalasztasakor ismét nagy gondot forditot-
tunk arra, hogy ugy az inga, mint az o6ra, egyenletes homér-
<ékletd, razkodtatasmentes helyiségekben legyen feldllitva. Az
észlel6helyek megvdlasztasat megnehezitette az a korillmény,
hogy ugyanott telefonnak is kellett lennie.

A mérésbe bevont allomasok a kovelkezék voltak (3. dbra).

1. A Tudomdny Egyetem els6 Fizikai Intézete. Az ingak itt
az alagsori helyiségben lengtek.

2. Az obudai 0. n. szentendrei uti elemi iskola. Eszlelé-
helyiil az alagsori fiirdészoba o61t6z6je szolgalt.

3. Mdtyasfold. 1tt Eumaxy Avapir fémérnok ar villijanak
pincehelyiségében taliltak az ingéak elhelyezést.

4. A rdkosfalvi elemi iskola pincéje.

5. A m. k. Féldtani Intézet. Az alagsori kazdanhaz szolgalt
észlelohelyiil.
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6. Dunaharaszti. A kézséghdzzal szemben levé s ugyanesak
a kozség tulajdonaban levd épiilet pincéjében allitottuk fel a
miiszereket.

7. Kispesti kozséghdaz pincéje.

A mérés eredményeit az 57. oldalon levé tablazatban fog-
laltam &ssze. - 2

Az egyes allomasok magassagi adatait, kivéve a Fizikar In-
tezetél, melyet szintezéssel meértiink, barométeres magassag-
méréssel TrRABER IstvAn adjunktus ar hatdrozta meg. A mérés-
hez két Suort-féle szabatos aneroidot és egy hypsometert hasz-
nalt, kiindulopontul mindig a mﬁegyetemi szintezési féalap-
pont szolgalt.

Meg kell emlitenem, hogy a Fizikai Intézetben 1898-ban a
Katonai Foldrajzi Intézel is végzett relativ ingaméréseket és
pedig ugyancsak az alagsori helyiségek egyikében, de nem az
altalunk valasztott mthelyteremben. E mérésekben az ingak
fali allvanyon voltak elhelyezve s amennyire azt megallapithat-
tam, mintegy 71,70 m-el voltak magasabban, mint az én méré-
seimben. Eredményiik a kovetkezd.

g = 980,844 cm 'sec®

a potsdami rendszerben és pedig a
o =47°% 29’ 43"
1.=19° 3 50"
m =122 m
adatokkal defindlt helyen.

A nehézséggyorsulas értéke nagyon jol egyezik avval az ér-
tékkel, amit a szerzé kétségkivil jobb miiszerrel és modszer-
rel, vagyis pontosabban megallapitott. Megjegyzem, hogy az
m = 122 m érték kétségteleniil hibas, az mintegy 705 lehetett
a SteErNEck-féle mérésekben. Ugyanis mi itt az ingik stlypont-
magassagat szintezéssel vezettiik le a fovarosi magassagi halo-
zat egy kozeli pontjabdl, vagyis a mi adatunk, mint tengerszin-
feletti magassdag kétségkivil néhdny dmi-re jo. :
Oltay Kdroly.



1916. évi ingamérés.

11I. Tablazat.

Az allomas adatai

‘ Reduktid A Eltérés a
3 2 Mért Betukhic ¥ nehézség-|| tengerszini
e T T RS a A tengerszinre redukalt £ o g
Foldr. 2> nehézség- ) ; gyorsulas!| mért és a
Foldr. v 5 p tenger- nehézség-gyorsulas LR 2
Allomas : . hosszisag s = & |lgyorsulas Sy teoretikus|| teoretikus
szélesseg ™ o Lol @ 2oy e o értéke || érték kozt
@ s '
= 5 N .=
= =) ‘2
o = 3
- 5 &p 3P RS
B ' 85 |
= g : mo| TR g | gy | 49, go~-r.«/+/1y1‘igA:s/+Ay1+A.oe Yo |05 Yolds— s
| 1 ‘
1 || Miegyetem G. P. .. |[47°28,82'" 19° 3.9 1056 19 |[980, 852 | +32| — 8| 980, 884 | 980, 876 | 980, 841|| +48 | 4385
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3 || Foldtani Intézet __|[47 3086 | 19 6,4 | 118 19 843 | +36|— 9 879 | 870 842 +37 | +28
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5 || Matyasfold .. .. .. |47 30,68 | 19 12,0 | 146 | 19 | 845 || +45 | —11 890 879 848 +47 | +36
6 || Kispest .. .o .. .. ||47 2698 |19 9,2 | 118 19 , 822 (| +36|— 9 858 | 849 ‘ 837\ +21 | 412
7 || Dunaharaszti .. . ||47 24,34 | 19 52 | 103 19 || 819 | +32| — 8 851 | 843 | 82| +22 | +14
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LES RESULTATS DES MESURES DE LA PESANTEUR
DANS LES ENVIRONS DE BUDAPEST.

Pour les travaux géophysiques du célebre physicien baron Roland
Eétvos, 'auteur a mesuré en plusieurs points de Budapest et de ses environs
Vintensité de la pesanteur. Dans ses mesures il a évité de déterminer
directement la marche de la pendule de coincidence, mais il Ja compa-
rait par les lignes des réseaux téléphoniques avec la pendule normale
de I'Ecole polytechnique supérieure i Budapest. L’article fait connaitre
la méthode de I'auteur et les résultats de ses mesures.

Ch. Oltay.



NaCl-KRISTALYOK FENYELEKTROMOS
VEZETESEHEZ.

Osszefoglalas. A fényeleklromos érzékenyséy eloszldsa a
spektrumban RoNteen-sugdrral érzékennyé lett NaCGl lrisltd-
lyokban. Mértem a fényelekiromos dramokat a 1=254—680 pp
intervallumban, vonatkoztatva az egységnyi riesé fényenergiara.
(4. abra). Emellett a Rontcen altal felismert, de altala el nem
keriilheté hibaforris az 0. n. «kifiradis» (Ermiidung) az egyes
meérések kozott beiktalott ultravorés megvilagitissal meg lett
sziintelve. A fényeleklromos halis maximuma 470 pu-nél van.
Ez az eredmény érvényes ugy kilonbozé természetes késo-
kristilyokra, mint az olvadékbol kikristilyositott legtisztabb
NaCl-ra (5. abra). Individudlis kiilonbségeket mutatnak az
egyes kristilyok a gorbék szélességében, viszonyitva a maximum
magassagiahoz.

Villozdisok a spelctrumbeli eloszlisban ravid hulldmoklal
vald eldzeies meqguildgilds hatdsdra. Ha a kristalyt elozetesen
fényelekiromosan hatékony fénnyel elektromos térben vagy
ancélkiill megvilagiljuk, az érzékenység toviabb tolodik el a hosz-
szabb hullamok felé (6. dbra). A mérések abban haladjik tal
Ronreen méréseit, hogy a kristailyok minden egyes mérés elott
jol definialt kezdeli allapotba voltak hozhatok. Rovid ramutatds
ezen jelenség magyarazatira, a Rontgen-besugarzott késonak
ekdzben felfedezett phosphorescentiija dltal.

1. §. Ronreen és Jorrg felfedezték, hogy bizonyos kristédlyok
Ronrteen-fény hatdsdra oly villozasokat szenvednek, hogy ké-
s6bb lathato fénnyel valé megviligitas esetén elekiromos mezé-
ben oly jelenségeket mulalnak, melyeket ma kétségleleniil fény-
elektromos vezetésnek lehet nevezni.
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RonTeeEN ezen jelenséget Na(l esetén igen kimeritéen vizs-
gdlta és a spektrumbeli eloszldsdt megdillapitotta. Ronreen az
6 eredményeit az 1. dbra a) és b) gorbéjében foglalta 6ssze.’

: A nyilak a mérések egymais-
utanjat mutatjak a hosszabb -
hullamoktoél kezddédodleg. —
Ezen még nem teljesen ki-
elégitd eredmények megér-
téséhez ismerni kell a ne-
hézségeket, melyekkel Ront-
GEN kiizdott: a fényelektro-
mos dram idével viltozott,
minek magyardazataal Ront-
GEN * harom kiilénb6z6 okot
talalt és élesen kiilonboz-
tetett meg:

1. A RonrGEN-fény dltal
létrehozott allapot, réviden
«szinezés» * az id6 folyaman

1. abra. Természetes NGl RONTGEN lassanként elt@nik. Azonki-
b vil ezt az «elszintelene-
dést» * fényelektromosan hatékony fény sietteti.”

'+ 2. A fényelektromos dram polarisatiot hoz létre. Mihelyt az
elektromos térben toltések ellentétesen mozognak, be]so, ellen-
tétesen iranyitott mezék keletkeznek.

3. Fényelektromosan hatékony fénnyel valo megvildgitas a
kristalyban ideiglenes érzékenységesokkenést hoz létre, ez a

1 RONTGEN napfényt hasznalt és az egyes spektrumrészek energiait
LANGLEY méréseibil vette.

2 W. C. RONTGEN és JOFFE. Ann. d. Phys. (4.) 64. 1. 1921.

3 A szinez6dés csak intenziv Réntgen-sugarzas utan vehets észre, mint
barnassarga szin.

% Nehany szaz foknyi homeérsékleten az elszintelenedés egy percnél ro-
videbb idd alatt lejatszodik és a kozben szabadda valo energia részben

mint fényes thermoluminiscentia fény jelentkezik.
5 Ujabban igazolva P. L. BayLey altal, Phys. Rev. 24., 495. 1924.
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«kifaradas» (Ermtidung). Ezt s6téthen orak leforgasa alatt «meg-
ujhodds» (Erholung) koveti.

RoxTeex torekedett ezt a hérom hibaforrast kikiiszobolni,
de ez lényegében csak a polarisatiéra sikeriilt. E célbol 6 min-
den egyes mérés végén megmérte azt az elektromos mennyi-
séget, ami rovidre zart elektrodok, de valtozatlan megvilagilds
mellett ellentétes irdnyban folyt. Ezt az elektromos mennyisé-
get RoNreEN hozzdadta az azel6tt a kiilsé térben észlelt elektro-
mos mennyiséghez. Ezen eljardsnak egyszersmind az az elénye
is megvan, hogy a kiilsé elektromos tér nélkiili megviligitas
alatt e polarisatio megsziint és igy a kovetkez6 mérések alatt
nem novekedett tovabb és tovabb. Ezzel szemben a masik
két hibaforras, az «elszintelenedés» és «kifairadds» az 1ujabb
megvilagitdssal még csak novekedtek. Ronreen ezt figyelembe
is velte és igy magyarazza a kevésbé kielégité voltat ismételt
méréseinek és jobb hidnyaban idébeli kozépértékeket vett.

Ujabban a fényelektromos vezetéképességet illetd mds vizs-
galatoknal a kezdetleges allapot helyredllitasdra igen jol bevalt
egy eljaras, ami abban dll, hogy a kristdlyt minden mérés utan
voros vagy ultravéros sugarakkal vilagitjuk meg.! Ez a fogis
a kosonal is teljesen bevalt. Az elszintelenedés gyengét;b, a
kifaradds teljesen kimarad és a polarizdcio épagy megszinik,
mint Ronreen-nél. Az eredmény, amint a 2. §-ban lathato lesz,
a spekirumbeli eloszlasi gorbének a legpontosabb ismétel-
hetosége.

2. §. A Kkisérleti berendezés ® 2. és 3. abra, egy kett6s mono-
chromatorbdl allott eltolhatéo kozépsé réssel.? Az R, R, kozotti
részek (2. abra) az I, eltolhato résre nézve teljesen symmetrikusak,
minek kovetkeztében R,-t a P, prisma spektruméban eltolva
az R, résre a szinképnek mds és mds része esik, de a symmetriai

! B. GuppEN und R. PoHL Zschr. fiir Phys. 3. 123. §. 3. 1920.

2 A keésziilékek egy részének koltségeit PoHL professzor kozbenjarasara
a «Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaften» fedezte.

3 H. Lenmaxy, Ann d. Phys. (4.) 5. 633. 1901.
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okokbol mindig ugyanarra a helyre, minek kovetkeztében a
kristaly az R, eltoldsdaval mds és mdas szinnel lesz megvild-
gitva. Rendelkezésemre dllott egy teljes achromatikus iiveg és

9:-abra.

egy teljes quarcoptika. Fényforrasul egy 100 gyertya erdsségi
Worrram spirallampa és egy 500 wattos Hg lampa szolgalt.
A kristalyok nagysaga kb. 10 ><5 >3 mm volt. A szinezé-
dés 30 perenyi besugdrzas dltal tortént egy RonremN-lampa
Worrran antikathodjitol 30 em
tavolsagban. Az elektrodok (10><5)
RonTeen  eljardsa szerint grafit-
réteghol allottak a mattra csiszolt
kristalyfeliileteken. A kristdly, hogy
tartosan jol szigeteljen, egy filitheto
- skatulyaban volt elhelyezve, mely-
nek hémérséklete elektromos tton
allandoan 60° koril volt tartva.
Minden mérés utin egy egyszeri
mivelettel a thermo-oszlop a kris-
3. abra. taly helyére volt hozhato.
Egy teljes mérési sorozat az
1. tablazatban van feltiintetve, honnan ldthato, hogy milyen
kiilonbozé energiaértékek jottek alkalmazasba, kilénésen kicsi-
nyek a Worrram-lampa viola részében.

1 Az egyfonalas elekirometert SPERBER intézeti mechanikus tervezte
és készitette, egyszeriisége mellett megbizhato és olesobb, mint mas ha-
sonlo késziilékek és elbadasi vetitésekre is alkalmas.
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I. Tablazat.

Raesé Eszlelt 0

gy A , N . elektromossag- e

A mérések || Hullamhossz energia thennyiség X

sorrendje o ’ 108 Coul.
CGal. 1077 Coul. 1012 Cal.

3 254 545 Y (S8 1-4
4 313 230°0 65+ 1 28
5 365 240°7 169-5 7+0
2 405 608 138-4 297
1 436 38-0 196-0 51°5
17 440 8-25 42-4 51°5
16 458 17-2 111-8 65°0
15 465 9:5 69°2 730
14 472 11-9 84-8 71:0
13 479 14-6 962 660
12 485 17-2 1079 625
11 513 600 202" 3 372
10 543 ! 85°8 119-3 139
7 ‘ 546 % 162-0 1810 11-2
20 | 561 : 143-0 885 6-2
9 . | 563 110-3 615 56
6 I 579 3740 100-0 2-7
8 f 581 130-0 27-0 21
19 I 618 374-0 19-2 i 05
18 . | 683 7870 15-4 | 0-2

A polarisatio és kifiradds megsziinietésére alkalmazott fogds,
nevezetesen a mérés utan valo megvilagitas ultravorossel, csu-
pan arra szolgdl, hogy e hibdk Osszegezédését egy hosszabb
mérési sorozat alatt megakaddlyozza, azonban azt, hogy az egyes
mérések alatt kifejlodé polarisatio és kifaradds kovetkeztében
a mért elektromos mennyiségek ne legyenek kisebbek a valodi
értékeknél, nem tudjak megakadalyozni. A polarisatio és ki-
faradas hatdsa az egyes mérések tartama alatt mindjart abban
nyilvanul, hogy a mért elektromos mennyiség nem aranyosan
né a rdesé fényenergidaval,' vagy mds szavakkal, a fényelektro-
mos daram az idével csokken. A tapasztalat szerint ez a zavaro
hatds csak nagyobb fényerék vagy hosszabb megvilagitasok
utidn lesz mérheté és ezért az alkalmazott fényerGsségek kizhe-
iktatott szliréernyok (atlyukgatott pléhlapok) segélyével oly-

1 Lasd J. BivgeL, Zschr. f. Phys. Bl., 229. 7. abra, 1924.



64 GYULA1 ZOLTAN.

annyira le lett kisebbitve, hogy a zavar6 hatisok még nem
fejlodtek ki érezhetéen.

A 4. abra az eredményeket gorbében tinteti fel. Ezen gorbe
hasonlosdga a szelektiv photoeffektus ‘gorbéjével megleps;* a
RONTGEN méréseivel valo megegyezése — melyek sziikebb

spektrum-részre szo-
ritkoztak — (1. dbra)
kielégité.

3. §. A 4. dbra gor-
béjét egy Wielickabol
valo természetes k6so-
kristalyon nyertiik. Ez
valosziniileg lényegé-
ben az elnyelési szin-
képét adja® a finoman
eloszlott natriumnak,
mely a RONTGEN-sugér
hatdsara a kristdly-
racsbol kivalott és ta-

o
¢ lan egyes neutralis
4. abra. atomok formajaban a
Termeészetes NaCl. N 3. (358127 mm.) késé ionrdcsdba mint
< Hg | ., Volt ;
© ¢ lampa. 1900 érerdssey: -
4 ‘Vollunpa 1900 o térerisseég ldegen test van be

ékelve.?

Ez a gondolat erds tamaszt nyerne, ha egészen tiszta synthe-
tikus NaCl-kristalyokon is a spektrumbeli eloszldsra ugyan-
ezt a képet nyernék, mint a természetes dasvinyon, amelynél

1 GUupDEN és POHL nemsokara ezen osszefiiggést targyalni fogjak. Nekik
sikeriilt az alkali fémek szelektiv photoeffektusanak jelenségét, melyet eddig
csak az ELSTER és GEITEL szerint készitett légures cellakban lehetett elé-
allitani, mar évekkel ezel6tt szilard testek belsejében, pontosan mondva
két szilard test hatarrétegében kimutatni és kimérni.

2 Ha minden fényquantum egy elektront szolgaltat, amint azt GupDEN
és PoHL gyémant és zinksulfid fényelektromos vezetése esetére bebizonyi-
tottak. Zschr. f. Phys: 17., 196. 1923. -

3 K. PrziBraM, Zschr. f. Phys, 20., 196, 1923, kilonosen 204. oldal.
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mindig kozelfekvé a gyanu, hogy ismeretlen szennyezddések
lényeges szerepet jatsszanak.

Viszy ur, Tamman professzor intézetében megolvasztott
NaCl purissimum-ot (MercktéL) platinatégelyben és lassta le-
hités altal teljesen tiszta, siman hasadé kristélyokat allitott
elé. Az 6 szivességének koszonok nehdny szép synthetikus
kristalyt. Ezeket 5 percig tettik ki 17 cm tavolsagban a
‘Wo-antikathodtol egy technikai RoNTGEN-cs6 hatasdanak. A sar-
gasbarna szinezdédés teljesen megfelelt a természetes k6sd szine-
z6désének, de lényegesen kevéshé volt tartos.

A mérési eredményeket az 5. abra tiinteti fel. Amint latjuk,
az érzékenység kisebb, mint a 4. dbraban. A maximum ugyan-

5. abra.
Mesterséges NaCl (3>X6°7><11'5 mm)
1900 YOI

térerdsség.

azon a helyen van, a gérbe menete egészében egy kissé lapo-
sabb, a maximum a gérbének a révid és hosszit hullamoknal
ellaposodé részeihez képest kevésbé magas.

Hasonlot lehet megfigyelni erésen elszintelenitett természe-
tes kristalyokon. Errél a kérdésrél egy késébbi dolgozatban re-
mélhetéleg tobbet mondhatunk, mikor is az érzékenység és a

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXII. 5
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szinez6dés és elszintelenedés kozott kozelebbi Gsszefliggést pro-
balunk talalni. Egyel6ére azonban egészen biztos az a megilla-
pitas, hogy a legtisztabb synthetikus eredetd NaCl kristalyok
az érzékenységnek ugyanazt az eloszlasat mutatjak a spektrum-
ban, mint a természetes, Ronreen altal vizsgalt kristalyok.

4. §. Fennebb emlitettem, hogy hossza hullamokkal valo
megvilagitds a kezdetheli dllapot helyredllitdsiara szolgdl, azaz
rovid idé alatt sokkal tokéletesebb megajhodast hoz létre,
mint a RonteEN &altal alkalmazott tébb oran at sététben valo
pihentetése a kristalynak. Kozelfekvé volt tehat a hosszi hul-
lamok hatasit elektromos uton vizsgédlni. Ezen célbol mértem
a hosszi hullimok hatdsat kétféleképen, nevezetesen elgszor,
ha a kristaly el6zetesen erésen hatd fénnyel lett megvildgitva,
tehat kifaradt, masodszor pedig ha a kristaly teljesen friss vagy
megujhodott allapotban volt. Meg kell kilénbéztetniink két ese-
tet: a) a fényelektromosan hatékony megvilagitas elektromos
mezében torténik (tehat a kristalyban «kifiradds» és «polari-
satio» keletkezik) és b) elektromos mezé nélkiil (tehdt csupan
«kifdradds» jon létre).

Elészor a b) esetet tirgyaljuk. A kristaly minden észlelés
el6tt a fényelektromosan erésen hatékony 436 ;e hullimhosz-
szal 30 masodpercig lett megvilagitva. Ekkor kapcsoltam a
kristalyra az elektromos fesziltséget és egy bizonyos hulldam-
nak mértem a hatasat. Erre kovetkezett 2 percig ultravoros
megvildgitds (ivlaimpafény 05 mm vastag ebonitszlirén at),
hogy ujra a kezdetbeli dllapotot édllitsuk elé. Erre kovetkezett
ujra a kékmegvilagitas és a mérés egy masik hullammal. A 6.
abra a) gorbéje az ismétlése az A tablan és 4. dbran bemuta-
tott méréseknek egy masik kristdlyon «megijhodott» dllapot-
ban. A b) gorbe mutatja a megfelel6 szinképi eloszldst az el6-
zetesen megvilagitott («kifaradt») kristdlyon. Amint latjuk, a
hatds a hosszabb hulldmok felé tovébb haladt. A révidebb hul-
lamok oldalan ellenben semmi kalonbséget sem lehet meg-
allapitani. Ez utébbi eredmény 21— 254 pp-nél kiilé6n mérések-
kel meg lett allapitva. A lényeges eredmény az, hogy a hosszu
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hullamok hatékonysiga maga ezen novekedés megsziintetésére
vezet és pedig 760 pp-nél nagyobb hullimok esetén teljesen. A
kristaly ujra a kiindulasi allapotaba jon, a kifaradds megsziinik.

Valamivel bonyolultabb a dolog az a) esetben, ha az elé-
zetes megvilagitas elektromos mezében torténik. A «kifaradas-
hoz» most jelentékeny «polarisatio» jarul. Ennélfogva az észlelt
elektromos mennyiségek lényegesen kisebbek, mint az a kiilsé fe-
sziiltségnek és a fényer6nek megfelelne. A hosszi hullaimok hatd-
sat tehat nem hasonlithatjuk minden tovabbi nélkiil 6ssze az el6-
zetes megvilégités nélkili esettel, t. i. most szamba kell még
venniink a «polarisatio» kisebbité hatdsat. Ezt olyan modon
érjik el, hogy minden egyes esetben mérjik kék megvildgitas
el6tt és utan a kristaly érzékenységét A = 436 pp-nél. Ez a
mérés oly rovid ideig tart, hogy a kék megvilagitasi viszonyok
ezalatt lényegesen nem valtoznak. Erre kovetkezett aztin a
mérés a megfelel6 hosszisaga hullammal. Ez utébbi mérés ered-
ménye oly ardnyban lett megnagyobbitva, mint amilyen arany-
ban a masodik 2 =436 pr mérést meg kell nagyobbitani,
hogy az az els6vel egyenl6 legyen. llyen moédon sziamba véve a
«polarisatio» hatasat, azt talaljuk most is, mint a 6. dbra a)
gorbéje mutatja, hogy a hosszi hullamok hatasa a «kifaradt»
kristdlyra most is nagyobb lett. 2

Az itt észlelt érzékenységi eltolodds természetesen egészen
ugyanaz, mint Ronreen taldnyos «kék utohatdsa vorosrer. Mi
csak azt a lényeges haladast értiik el, hogy a szinképbeli el-
oszlast mindig jol meghatarozott kezdetbeli allapotokon mér-
hettiik. Az egyik esetben a kristilyunk egy bizonyos el6zetes
megvilagitas altal jol meghatarozott moédon valtozott meg; a
masik esethen pedig ultravorés megvilagitas dltal minden val-
tozds meg lett szlintetve. A hosszii hullimok csupian a révid
hullamok altal mar megvaltoztatott kristalyban hatnak és nem
a valtozatlan kristalyban (ldsd 6. dbra). RonreeN ellenben az
6 méréseinél lépésrél-lépésre ment a hosszabb hullamoktol r6-
videbb hullamokhoz és ujra vissza és igy a kristdly folytono-
san valtozé és ismeretlen allapotban volt.

ox
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és fényelektromos vezetésrdl, hogy a Ronreen-fénnyel besugar-
zott NaGl is, mint tipikus phosphor viselkedik. Ezen jelen-
ségeket optikai szempontbél targyalja Frum most lezirt disser-
tatiojaban® és itt a «kifiradas»-nak viligos magyarazatit adja,
amit mi tisztan formailag kezeltink.

A rontgenbesugérozta Na(l és nagy torésmutatojia kristaly-
phosphorok kozott itt felallitott parallelizmusbél azonban nem
szabad még kdvetkeztetni, hogy az Gsszes vezetési jelenségek
a Guppen és Pomn? dltal megkiilonboztetett kristdlycsoportok-
ban azonosak. Erre nézve megemlitjiik, hogy Na(Cl-ndl hianyzik
a telitési fesziiltség és tovabba nem ismerjiik még az osszefiiggést
a fény absorptioja és a kivaltott elektromos mennyiség kozott.
“Végiil koszonetemet fejezem ki a magyar «Tudomédnymentd
bizottsdgnak» a szamomra 1924 decemberében tanulmanyi se-
gélyként kiutalt 2.000,000 K-ért.

Gottingen, 1. sz. egyetemi physikai intézet, 1924. dec. hé.

Gyulai Zoltdn.

SUR LA CONDUCTIBILITE PHOTOELECTRIQUE DES
CRISTAUX DE Na(l

Les cristaux naturels et synthétiques de NaGl prennent une couleur
jaunatre sous l'influence des rayons X, et les cristaux ainsi colorés
deviennent conducteurs sous linfluence de la lumiére. Avec une
tension d'environ 2000 Volt/cm et observant la charge avec un
électrométre, on a déterminé la charge produite par chaque unité
d’énergie incidente dans la région du spectre entre les longueurs
d’onde 254 et 680 pp. La courbe trouvée ressemble d'une maniére
frappante 4 celle de l'effet photoélectrique sélectif du sodium; elle a un
maximum & 4 = 470 pp. Les phénomenes génants comme la polarisation
et la fatigue furent éliminés par I'éclairage avec de la lumiere ultra-
rouge, d’aprés la méthode de MM. Guopex et PomL. L’'éclairage précé-
dente avec la lumiére de la région la plus effective (bleu) augmente
beaucoup l'action des ondes longues.

Gottingen, décembre 1924. Z. Gyulaa.

1 Frum., Zeitschr. f. Phys. (legkozelebh meg fog jelenni).
2 Zschr. f. Phys. 16. 170. §.1. 1924,

a1



A QUANTUMEGYENLOSEG A NaCl-KRISTALYOK
" FENYELEKTROMOS VEZETESENEL.

Osszefoglalds.

A kozlemény tartalmazza: 1. a Ronteen-fénnyel megfestett k6sé
fényelektromos vezetésének szinképbeli eloszldsdt, vonatkoztatva
az elnyelt fényenergia egységére.

2. A kivaltott fényelektromos elektronok mennyisége az egész
elnyelési siavban ardnyosan né a hullimhosszal. Ezzel a fény-
elnyelésnek quantumszerd jellege be van bizonyitva.

3. Abszolut mérések szerint azonban csak minden 10,000
fényquantum szolgaltat egy elektromos elemi toltést. Ebbol az
kovetkeztethetd, hogy a fény dltal kivaltott toltések kozépérték-
ben csak mintegy */sooo mmnyi utat tesznek meg. Ezen érték
viszont nagyobb lesz, ha nem szolgaltat minden egyes elnyelési
folyamat valoban egy elektront.

1. §. Guopen és Ponr megmutattdk, hogy azokra az elektro-
nokra vonatkozolag, melyeket a fényelektromos priméir aramban

“(primir és secundir dram Guppen és PonL definicigja szerint)
megfigyeliink, a quantumegyenléség ki van elégitve; minden
egyes Pranck-féle hv energiaérték valoban egy elektront szolgél-
tat. Ugyanis az elektronok szdma, vonatkoztatva az elnyelt

fényenergia egységére, aranyosan n6 a hullaimhosszal és az ara-
Sy g : 1 :
nyossagi tényez6 valoban %-nek adodik.
Guppex és Ponr' méréseiket gyémant és cinkszulfid krista-
lyokon végezték. Mindkét kristaly a kristalyok azon csoport-

1 B. GuppDeN és R. PoHL: Zeitschrift f. Phys. 17. 331, 1923.
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jaba tartozik, melyeknél a fényelektromos vezetéképesség az
illet6 anyag nagy fénytoré-képességével dll 0Osszefiiggésben.
Es pedig a vezetoképesség az abszorpcid azon tartoméanyaba
esik, hol ‘a mm-re szamitott abszorpcioés koefficiens mérhetet-
len kis értékektdl egészen az egységig né.

A fényelektromosan vezeté kristalyoknak ezen csoportja
mellett van még egy masodik csoport: ebben vannak krista-
lyok alacsony, <2 térésmutatoval és a vezetéképesség csak
akkor 1ép fel, ha a kristalyok bizonyos kezelésen estek at.
Mint ilyen kezelés mindenekel6tt Ronteen- és korpuszkularis
sugaraknak a hatasa jon tekintetbe. Ezek a sugarak tobbé-
kevésbbé észrevehetd szinezédést hoznak létre, amely nem tar-
tozik az illetd kristalyracs tulajdonsagai k6zé. A fényelektromos
vezetdképesség éppen abban a spektrumtartomdnyban jon 1étre,
amelyben ezen szinezédés okozdi abszorbedlnak. Ezt kimutatta
,Ronteen a RonTeEn-sugarak dltal sargara festett NaCl esetében.

A fényelektromos vezetéképességnek eloszliasa a szinkép-
ben egyenlé rdesé fényre vonatkoztatva Na(.l esetében erésen
szelektiv. Ezen eloszldst nemrégiben a Guppex és Ponr &ltal
bevezetett modszer segélyével kimértem és oly eloszlasi gorbét
taldltam, amely nagyon hasonlit a szelektiv fotoeffektus eseté-
ben észlelt gorbefajtahoz (az 1. dbra ¢ gorbéje).”

Jelen vizsgalatok célja volt a spektrumbeli eloszlas képét,
vonatkoztatva az elnyelt fényenergidra megallapitani és meg-
vizsgdlni, hogy vajjon a NaCl-nal, — mint a fényelektromosan
vezetd kristalyok masodik csoportjanak typikus képviselgjénél —
a quantumegyenldség teljesiil-e? Amint Guppen és Ponr tébb-
szor megmutattdk, NaCGl-ban az elektronok csak oly kis utat
futnak meg, mely a kristaly d vastagsiganak csak kis tort
része. Ennek kovetkeztében minden elektron csak toltésének
L _ed részével nyilvanul a méré eszkozben. Ennélfogva leg-

d
folebb csak azt lehet varni, hogy az egységnyi abszorbedlt fény-

1 GyvrAl Z. Zeitschr. f. Phys. 31. 296. 1925.
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energidara vonatkoztatott elektronok szama a hullamhosszal
ardnyosan né. Azonban nem lehet arra szamitani, hogy az

aranyossagi tényezo 5773 lesz, mint gyémant és ZnS esetében

volt, melyeknél az elektronok veszteség nélkil elérik az elektro-
dokat.

Jelenleg van az irodalomban egy megjegyzés, mely a kér-
dést negativ szinben tiinteti fel. Ugyanis P. Privesuem® irja,
hogy A. Jorri szobeli kozlése szerint az elcktronoknak az
abszorbedlt fényenergia egységére vonatkoztatott szama egy az
abszcissza tengellyel pdrhuzamos egyenessel dbrizolhato. Ez
azt jelentené, hogy a fényelektromos vezetésnek a gorbéje —
egyenlé riesé fényenergiara vonatkoztatva — teljesen Ossze-
esne az elnyelési gorbével ; miszerint az elébbi nem jefent

egyebet, mint a fényel-
nyelési spektrumnak elek-
tromos uton valo kimé-
rését.
Valoban a két gorbének
— nevezetesen az elek-
tromos vezetési és fény-
elnyelési gorbéknek —
az egyezése igen messze-
mend. A kovetkezékben
roviden osszefoglaljuk az
eredményt: Az 1. abra-
ban az a goérbe a fény-
abszorpci6, az e a fény-
elektromos vezetésnek a
gorbéje. a adja az elnyelt
fénymennyiség mértékét, e pedig az elektronok szamat, mind-
kettét egyenlé rdesé fényenergidra vonatkoztatva. Lathato, hogy

1. ahra,

1 P. PriNgsHEIM : Lichtelekt. Wirkung und Photolumineszenz. Ergebnisse
der exakten Naturwissenschaften 1. 334. 1922. Verl. J. Springer, Berlin.



A QUANTUMEGYENLGSEG A NaCl-KRISTALYOK FENYELEKTROMOS STB. 19

a fényabszorpcié gorbéje a révidebb hullamhosszak irdnydban
el van tolva és az ultraviola részhen kevésbbé meredeken esik
le. Ilyen kis kiilonbségek azonban mindaddig nem voltak ész-
- lelhet6k, amig az elektromos gorbét Guppen és PomL eljarasa
nélkil dllapitottak meg, mely eljardas lehetévé teszi, hogy a.
fényelektromos dramok fliggetleniil a kristaly elébbi kezelésé-
tol ismételheté modon eléallithatok.

A két gorbe dltal dbrazolt szdmoknak a hényadosa adja
az elektronok szdmat az egységnyi abszorbedlt fényenergidra
vonatkoztatva, mint a hulldmhossz f‘ﬁggvényét; a 2. abra adja

9. abra.

az eredményt, ez egy egyenes, mely a hulldmhosszak nulla
pontjan megy &t. Tehit valéban érvényes, hogy N = const A.
Az allandé 0°00014/he.

A kovetkezokben a kisérletek keresztiilvitelét részletezziik.

2. §. Az abszorpcios gorbe (az 1. dbra @ gorbéje) meghata-
rozdsa Eister és GerTeL fényelektromos fotométeres eljarasa
altal tortént. Uviol-iiveghdl készilt kaliumcellat hasznaltam.
A fényelektromos dramot egyfonalas elektrométerrel mértem a
feltoltési modszer szerint. Fényforrdsul 500 wattos quarc Hg-
lampéat haszndltam. A spektrum eléallitasa eltolhatéo kézépsé
réssel ellitott kettés monochromatorral tértént. Rendelkezésemre
allottak flintiiveg, kozonséges iiveg és quarcprismak.

A NaCl kristalyok viztiszta darabok voltak Staszfurthél, 3 em
quadratikus darabok 12—25 mm vastagsiggal. A szinezés
8600 R egységgel (a berlini Phys. tech Reichsanstalt egysége)
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tortént 200 kilo-volt cséfesziltség mellett; a kristilyok szine
egyezett a szép vilagos borostyanké szinével. .

A fénynek a feliilleteken tortént visszaverédéseib6l szirmazo
csokkenése gyakorlatilag volt kiiktatva, nevezetesen egyenld
-vastag, de nem szinezett darabok jottek alkalmazdsba és a
fénynek a gyengiilése mindig egy ilyen darabon atment fény-
erGsségéhez lett viszonyitva. Egy szdnszerii toloka segélyével
e kristalyok valtakozva lettek a fény utjaba allitva. A krista-
lyokat minden abszorpcios észlelés el6tt diamantinnal selyem
darabon abszolit alkohollal fényesen ecsillogéra esiszoltam.
Minden elektromos mérés el6tt a kristalyok ultravéros megvilagi-
tas altal az ugynevezett kezdeti dllapotba hozattak. Az abszorpcio-
nak hosszabb kék és voros megvilagitas esetén valo csokkenésé-
rol, illetbleg névekedésérdl [az abszorpeio viltozasa gerjesztett
(erregt) és nem gerjesztett (unerregt) Na(Cl foszfornal] kozelebb
fogok beszamolni.

I. Tablazat.

i & II. III. IV.
PEars 5 my, vastag p
i 6 : ; Ugyanaz
Abszorpeios réteghen abszorbealt h il iy
allando « szdzaléka a raesé egzg;‘;ﬂgnﬁ‘?gggal ;2:%;
= 0 ¥ P
po mm 110 tenlellfgg_xzinak ol % E
N
:'3 3

Kol o[ 1] 6121011 ] 6 12]10]11]6 |12
|
s13] 33| 27l21 | 22 || 165 135 108| 11 | 12| 108 109 109] 119
365|| 61| 51| 43| 445 30 | 25 | 215 299 a3 | 22 | 2046] 217 219
405128 | 11:4]100| 99 || 60 | 55 | 484 478 46:3| 48 | 47 | 469 467
436295 25'6ﬁ22'6 927 136 | 120108 [107 105 [105 (105 [105 |}105
0| 55| 5 | 43) 4427 25 | 21| 22 || 209 22 | 204 215 219
|

Az 1. tablazatban a Hg-lampa vonalaival mért szamok van-
nak. Az I. és II. csoport abszolat értékeket tartalmaz. Amint

1 A kristalyok szinezését dr. FRik KAroLy ur, a «Werner Siemens Insti-
tut fiir Rontgenforschung» cimi intézet igazgatoja végezte.



A QUANTUMEGYENLOSEG A NaCl-KRISTALYOR FENYELEKTROMOS STB. 79

latjuk, az abszorpcios koefficiens kristdlyonként viltozik, de a
kiillonbség csak a szinezodés fokiban van és nem a spektrum-
beli eloszldsban.® Hogy ez viligosabban kitiinjék, a II. oszlop
szamai a III. oszlopban tgy vannak atszamitva, hogy a A =436
hullimhossz mellett mind egyenlé értéket vesznek fel. A IV,
oszlop az ilyen moédon nyert szamok koézépértékeit adja a III.
oszlop szamainak. Az egyes értékek eltérése a kozépértéktol
sehol sem hdgja tal az észlelési hibdkat. A IV. hasab adatai
az 1. abrdban -+-kel (a) vannak berajzolva.

3. § A fényelektromos dramok mérése éppen ugy tortént,
mint ahogyan nemrégiben ismertettem.? A kristilyok parallel-
epipedon alaka darabok voltak, korilbeliil 2><5>X10 mm mé-
rettel. Ezen kristalydarabokat az abszorpcié méréshez hasznalt
darabokbol hasitottam le és a szamok melletti 6, 10, 11, 12
indexek jelzik, hogy mely darabokbol erednek.

IL. Tablazat.

5 II.

H

Elektromos m‘er.lrilryirség
a raes$ fény egységére vonat-
koztatva

Coul. ; .
108 Cal~ tobbszéroseiben

Ugyanaz egy hullamhossznal
egyenldé értékre atszamitva

Kris-

Kozépérték
a II-bol

A 2. tablizat I csoportja Ujra abszolut értékeket tartalmaz.

taly 1(6) 2(11)i3(10), 4'((".) ]5(10) 6(127 1(8) |2(11)|3(10)> 4((i) ;5(10)1!6(12)

313(12.1 | 15| 17| 13| 1-4| 18] 68 65 78 67 7-3 69 69
365 54| 39| 42| 32| 33| 47| 176| 16:8 18-3 16:8 174 16-2) 172
w5127| 94| — | —l 83| 114| 414 44 | — | — | 437 394 421
436(30'7 | 23-2|23 J‘19 19 |29 100 1100 100 {100 {100 100 (00
546(| 67| 53| 54| b | 42| 79| 218 229 235 26:3) 22-1| 27-9| 24

A szamok igazoljadk a mar ismert jelenséget, hogy kiilonben

1 (sak olyan kristalyok jottek vizsgalat ald, melyek kozel egyenld szi-
nezodést mutattak.
2 Fennebb idézve.
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egyenlonek litszo darabok nem teljesen egyenlé modon érzé-
kenyek. A kiilonbségek azonban itt sem a fényelektromos-
vezetéképességnek spektrumbeli eloszlasiban vannak. A fenti-
hez hasonl6képen, hogy ezt bebizonyitsuk, az 1. esoport szamai
ugy lettek atszamitva, hogy 4 = 436 ppe mellett mind ugyanazt az
értéket vegyék fel. A még megmarado kiilonbségek a vizszintes
sorokban mér csak az észlelési hibdk rovdsdra irandék. A IIL
oszlop Gjra a II. oszloptdl nyert kozépértékeket tartalmazza
és ezek az értékek vannak az 1. dbra e gorbéjében X< <-kel
berajzolva.

A 2. dbra pontjait nyerjiik, ha az 1. tdbla IV. oszlopdnak
szamaival osztjuk a 2. tabla IIL. oszlopanak a szamait.

A Hg vonalaival nyert eredményeket lényegesen tamogatjak
a folytonos szinkép 460 pp—>550 pp részében végzett mérések.
Kisebb hullamhosszakra itt a mérést nem lehetett kiterjesz-
teni, mert a 100 gyertyaerés Wolfram spiral-limpa sugdrzdsa
itt mar igen gyenge; viszont hosszabb hullamokndl tgy az
abszorpci6, mint a fényelektromos hatas igen kicsiny lesz.

Kiilonos figyelmet forditottam arra, hogy a hasznalt spektrum-
rész elég keskeny legyen ahhoz, hogy a kdlium szelektiv érzé-
kenysége miatt lényeges hibdk ne keletkezzenek.

A ‘3. abra a gorbéjének keresztjei adjak az elnyelési mérések
eredményét és ugyancsak a 3. dbra b gérbéjének keresztjei adjdik
a kivaltott elektromos mennyiségeket tetszésszerinti egységek-
ben. A méréseket ugyanazon darabokon végeztem, mint fénntebb
és az egyes darabok individudlis viselkedésébol eredé kiilonbsé-
gek a fenti modon vannak kiktszobolve. Az elnyelési értékek,
viszonyitva az elektromos gorbéhez, itt is a rovidebb hulldmok
iranydban vannak ellolva. A 3. dbraban a kihuzott gérbék a
quantumegyenloség feltételezésével (2. abraban kihtuzott egyenes
rész) szamitott ‘eredményeket tintetik fel és amint latjuk,
mindkét goérbe teljesen megfelel a mérési pontok dltal jelzett
menetnek.

Ezek utdn mint biztos eredményt allithatjuk, hogy az egész
elnyelési savban az elektromos hatds ardnyosan novekedik a
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hullamhosszal. Ezzel be van bizonyitva, hogy a NaCl-nak a
Ronrteen-fény dltal létrehozott szelektiv elnyelési sdvjaban a
fényelnyelés quantumok szerint torténik, amint azt Guopen és
PonL gyémédnt és ZnS-ndl a gyengébb elnyelési részben ki-
mutattak.

Eddig a fényelektromos hatést csak relativ szamokban néz-
" tiikk. Abszolut értékeket nyeriink a 2. tablazat I. és az 1. tdb-
lazat II. oszlopanak egyiivé tartozd szdmjaibél. A 3. téblazat

3. abra.

néhany ilyen értéket tartalmaz 2=365 pp hullimhosszra. Lat-
juk, hogy dacara a fellép6 ingadozasoknak, koriilbelil minden
10,000 fényquantum egy elekiront szolgdltat. Ha e jelenség
okat abban latjuk, hogy a fény adltal kivaltott elektronok
eltolodasa igen kicsiny a kristaly vastagsagahoz képest (a mi
esetiinkben 2 mm), gy ezen eltoloédas nagysdgéra mintegy '/soo0
mm-t kapunk. Mi most 2000 Volt/cm térerésség mellett dolgoz-
tunk és Frum (nemsokara megjelend munkajiban) egészen 70,000
Volt/em terekig megmutatta, hogy a kivaltott elektromos meny-
nyiségek ardnyosak a térerésséggel. Hogyha a mért elekiromos
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mennyiségek kicsinysége az eltolodasi utak kicsinysége altal
van feltételezve, akkor az eltoloddsi utaknak ardnyosan kell
nénidk a térerésséggel, hogy Omnm torvényének az érvényes-
ségét megérthessiik. Ilyen modon telitési aram csak tébb millio
Volt/cm erdsségii tereknél léphetne fel. Ilyen terek a kristdly-
ban nem valésithatok meg.

III. Tablazat.

é L II. III. Iv.
& A raesé fény- i ¢ I. és IL.-b6l | Ebb6l az egyen-
P enerrgaiisga-l -jz’;ra & 590805 toiyhol az efnvelt fény | let N con%g A
2 |l szamitott Coul abezorbeglt Cal.-jara es§ | aranyossagi te-
iz " 10--b e szazalék g o
-ban oul. nyezdbjére adodik]
i o g Goul. Colit)
;[ 54 2:2 2-45.10 Col | 201.107% {5
2411 39 25 1-56 « 1-28 «
B0 42 3 1-4 « 115 «
4 32 22 145 « 1:19 «
D10y 3:3 3 1-1 « } 090 «
Bag 47 2:9 213« | 166«
, : 1
Kozéperték . - .| 136,107 (E)

Masfel6l a kiviltott elektromos mennyiségek kicsinysége az-
altal is létrejohet, hogy nem minden fényelnyelési folyamat
szolgaltat egy szabad elektront. A ndvekedd elektromos tér
-hatasa ebben az esetben gy volna magyarazhatd, mint azt
Guppex és Ponn az elsé csoportba tartozo kristalyoknal gon-
doljak; nevezetesen, hogy novekedd térersség mellett ardnyo-
san mind tobb és tobb elektron valik szabaddd. Ezen maéso-
dik feltétel esetében a varhato telitési térerdsségrél nem
lehet semmit mondani. Masfelél arra is lehetne gondolni, hogy
az eltolodasok kozépértékben fiiggetlenek a térerésségtél és
csupdan csak a kristily belsejében uralkodé inhomogenitdsok
altal vannak meghatdarozva.

Egyelére csak annyit lehet kovetkeztetni, hogy 2000 Volt/em
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térerésség mellett a természetes NaCl kristalyban az eltolodas
értéke koriilbelill */sooo mm, mig BineeL * szerint ezen eltoloda-
sok igen kicsinyek a kristaly vastagsiagahoz képest.

X

A magyar tudomdnyment6 bizottsag f. é. februar havaban
szamomra 2.000,000 K segélyt utalt ki, melyért e helyen is
hélds koszonetemet fejezem Kki.

“Gottingen, [. sz. physikai intézet. 1925 madreius.

Gyulai Z.

SUR L’EQUIVALENT ELECTRIQUE DES QUANTA DANS
LA CONDUCTION PHOTOELECTRIQUE DES CRISTAUX
DE Na(l.

Comme suite & la communication précédente on a déterminé les
coefficients de 'absorption des cristaux de NaCl irradiés avec rayons
X a laide d'une cellule photoélectrique au potassium. Le maximum
de l'absorption se trouve & A =460 pp. La quantité de charge produite
par unité d’énergie absorbée est proportionnelle & la longueur d’onde.
Ceci prouve que la lumiére est absorbée en quanta dans la bande
d’absorption de la couleur jaunatre. Les mesures absolues indiquent que
10,000 quanta absorbés ne produisent qu'un seul électron. Ce résul-
tat s'nterpréte, conformément i plusieurs autres observations de MM.
Guopen et Ponr, de la manitre suivante: les électrons produits par
la lumiére ne traversent que la dix-milliéme partie du cristal.

Gottingen, mars 1925.

Z. Gyulai.

1 BINGEL: Zs. f. Phys. 21. 229. 1924.
B. Gupbpex és R. PoHL: Zeitschr. f. Phys. 31. 637. 1925.



AZ EINSTEIN-FELE SZINKEPELTOLODAS
ES A KVANTUMELMELET.*

Az Eimnstein-féle gravitacidelméletnek egyik sokat vitatott ko-
vetkezménye az 1. n. «Rotverschiebung», vagyis a Nap spektru-
manak a foldi fényforrdsok spektrumdhoz képest a nagyobb
hulldimhosszusagok felé valo eltolédasa.

A kovetkezékben azon kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy
miként lehet ezen szinképeltolodast a kvantumelmélet alapjin
konstrudlt fényforrasmodellek mikédésének az Einstrin-féle gra-
vitacios térben valé moédosuldsébol levezetni. Az eltolodas ki-
sérleti igazolasdanak és igazolhatdsagénak a kérdése természe-
tesen nem tartozik ezen munka tdrgyihoz.

A Fo6ldon észlelheté szinképeltolodds értékének levezetése
két egymastol teljesen fiiggetlen probléma megolddsat kivénja.
Ugyanis a gravitdcionak nemcsak az emissziora vald hatdsa
befolyasolhatja a fény rezgésszamat, hanem a fény terjedése
kézben is megvéltozhatik Ggy a rezgésszdm, mint a hullimhossz.
Lave? bebizonyitotta, hogy sztatikus gravitdcios mezdben a koz-
mikus idében mért rezgésszam® 1tkézben nem viltozik («Er-
haltung der Schwingungszahl»). Tehdat a Nap spektrumédnak a
F6ldon észlelheto eltolodasat kizarolag a gravitdcionak az emisz-
sziora valo hatdsa idézi el6.

1 V. 6. szerzének a Physikalische Zeitschrift 26 kotetében megjelent
kozleményeivel: «Die Quantentheorie und die Rotverschiebung der Spek-
trallien» ; «Atomdynamische Deutung der Uhrenhypothese»; «Allgemeiner
Beweis der Atomuhry».

2 LAUE : Phys. Zeitschr. 21, 659. 1920.

3 Ha a rezgésszam valtozatlan, a hullamhossz a ¢ = Av relacionak meg-
felel6éen ugyanolyan aranyban valtozik, mint a fénysebesség. A hullam-
hossznak ezen utkozben vald megvaltozasa természetesen nem tévesztendd
dssze a szinképeltolodassal.
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A szinképeltolodds értékére az . n. orahipotézis* segélyével
jutottak; eszerint az «orak» 6nidében mért periodusat a gravi-
tacios mezé nem befolydsolja, tehat egy féldi és egy ugyan-
olyan napbeli atom édltal kibocsatott fény rezgésszdménak on-
idében meérve azonosnak kell lenni (6nidé6 alatt az atom helyén
16v6 nyugvé megfigyeld oOnidejét értve). A nyugvé megfigyeld
onideje (s = Eigenzeit) és a kozmikus idé (f) kozétt a

ds = ¢/ g, dt (1)

relacio érvényes, melyben pl. a Nap gravitdciés mezejére vonat-
kozolag :

2%kM

C’.!,r

Joo =1

(k = Newron-féle gravitdcio &allando, M = a Nap toémege ¢ =
fénysebesség, » = tavolsig a Nap centrumatol.)

Az orahipotézis és az (1) reldcio kovetkeztében a Napon és
a Foldon miikodé fényforrasok kozmikus idében mért frekven-
ciai kozott a kovetkezé ardny érvényes:

Un ==Vf 1/9;

melyben g, értéke a Nap felilletére vonatkozik. (Emellett g,,
értéke a Fold feliletén 1-nek veheté. Az eltolédds értéke:

2~ 2,07.10°,
vr
Nyilvanval6, hogy az orahipotézistdl teljesen fiiggetlen az a
kérdés, vajjon levezetheté-e a szinképeltolodds az Einstrin-féle
gravitdcios térnek a Bowur-féle atommodellek miikodésére vald
hatisdbol ? Hogy ezt a hatdast megvizsgalhassuk, ahhoz sziiksé-

1 Az orahipotézis tiizetesebb diszkussziojat lasd: M. v. LAug, Zeitschr.
fiir Phys. 3, 389, 1920. Ugyanott a szinképeltolodas kvantumelméleti veri-
fikalasat is targyalja LAur, anélkiil azonban, hogy a kérdéssel kapesolatos
dinamikai problémat felvetné. V. 6. még K. FORSTERLING, Zeitschr. fiir Phys.
3, 404, 1920. ForsterLING roviden szemlélteti a transzverzalis Doppler-
effektus és az EINSTEIN-féle szinképeltolodas kvantumelméleti jelentdségét.

Mathematikai és Phisykai Lapok. XXXII. 6
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ges, hogy a Bour-elméletet az dltalédnos relativitdstan dinamika-
javal kapcsoljuk Ossze.

A probléma természetébél kovetkezik, hogy ilyen vizsgdlatokat
csak olyan spektrumfajokra lehet elvégezni, melyeknek modell-
szerli, dinamikai magyardzata teljes szigorusaggal kovetheté.
Tlyen spektrumok a hidrogénszeri (wasserstoffihnlich) szériesek,
tovabba az 0. n. tiszta rotdciés spektrumok (vagyis a legegy-
szeriibb «Banden»-spektrumok). Ezekre a spektrumokra fogjuk
megadni az Einstrin-féle szinképeltolodds kvantumelméleti le-
vezetését.

Mindenekel6tt sziikségiink van a Hamizron—Jacosr-elméletnek
az altaldnos relativitdstan mechanikdjdra valo alkalmazaséra.

I.

Legyenek m az elektron tomege, e az elemi toltés, ¢ a fény-
sebesség-konstans, ¢ és ¢; a gravitacios, ill. elektromégneses
mez6 potencialjai.

Az elektron mozgdsegyenleteit: *

(B B2 1 5 [0] 82 B}

i das =ds
@)

s (’2 ( ago.L ek agak) dx).

=0\ 0y, dx; | ds
aﬂ 1 (6gm 8g1ﬂ 2 agaﬂ) Jte 9

([t] 92 Bacﬂ+8xa o )’ Z_0’1’“’3)
levezethetjiik az
- 3 d%,; d.%‘;,
AR 2 N A ¢

L'=—me . I%:gu. s ds gﬂ G (3)

Laerance-fiiggvénybdl a

8 d.’I)i dax k

g k=0gu.- i el 4 = (%)

1 V. 6. J. KupAR, Zur Behandlung des ScHwARzscHILDschen Einkorper-
problems im Rahmen der HaminroN—JAcoBischen Theorie. Phys Zeitschr.
26, 276—280, 1925.

2 V. 6. pl.: WeyL, Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl. 285.
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feltétel alkalmazasaval. Azonban erre a Lacrance-fiiggvényre a
Haminton— Jacosi-elméletet lehetetlen keresztiilvinni, mivel a
&
2o R, Ay
i Z ) da; =
el SPET)

fiiggvény azonos zérus. A Hamirron—Jacosi-elmélet alkalmaz-
hat6 lesz, ha az

ds k=0§0 : ds

Laerance-fiiggvényt hasznaljuk, melybdl a mozgasegyenletek a
(4) feltétel igénybevétele nélkiil kovetkeznek.
Az (5) alatti Lacranee-fuiggvényhez tartozo impulzusok :

al. 80 daxy,
Y= i = — mc” ;Zogik —a:si — ep; (=0,1,23), (6)
6_ v =
ds

a HamiLron-fiiggvény :

o 3 ; (lxl & i
H —1§0y1 ds A e 2

3 [~
4% T @ L

Vezessiik be H-ban a %k helyett a (6) alatti reldciok segé-
lyével a koordinatakat és az impulzusokat. Ekkor a

o B ¥ By RS R TRy
fiiggvényre érvényesek lesznek a kanonikus mozgiasegyenletek:

dw  OH dy _ OH
05 A T e O

(i=0, 1, 2, 3).

H = konstans, mivel az onid6é explicite nem fordul elé. Ezen
konstans értéke (4)-b6l és (7)-hél adodik :

me?

H=— )

A mozgasegyenletek megolddsat a Hamiwron—IJacosi-féle par-
cidlis differencidlegyenlet
6*

. A . 4}_‘
FREr e b S LRI



84 KUDAR JANOS.

aS ) me® ( S ) ;

H(...xi...,

-

megolddsa szolgaltatja.
Ha a mez6 staciondrius, vagyis a gua-k és ¢i-k a kozmikus
idotol (x,-tol) fiiggetlenek, akkor érvényes az energiaintegral :
aS
oz,

(U

A W energia a klasszikus mechanikaban szokasos egységek-
ben van kifejezve.

Ebben az esetben (8)-bol lesz:

aS aS 65’)__ me?
e A

P

— const = W.

)

H(wu o i Wy o By
Ha e differencidlegyenletben a valtozok szeparalhatok, akkor
felallithatjuk a kvantumfeltételeket :

951 Adx; = nhe  (i=1,2,3). (10)

Ugyanis kifogjuk mutatni, hogy ezen «relativisztikus» kvantum-
feltételek azonosak a kozonséges kvantumfeltételekkel.

A SommerreLp-féle kvantumfeltételek csak akkor alkalmaz-
hatok, ha a mozgasegyenletekben a kozmikus idé a fiiggetlen
valtozo.

A

da; dx;

W daz, 0,

- dax, (11)

relacioval eliminalbatjuk az o6nidét a (2) alatti mozgdsegyen-
letekbél :

. i [a 81 dx, d
z dxo + @, ,9 =() 7/
glk da’a dx i
d:)co dg(; 2 ﬁ.__gaﬂ x,
% dg; a¢k) da
o 61.20( Xy ox; | dx, (i=0, 1, 2, 3). (12)

Ezek koziil a harom utolsé levezetheté az
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3
L®e) = — yne? ng‘ gz dxh
0

3
2 @i dwo (13)

0
Lacrance-fuggvénybol.
A (13)-nak megfelelo Hamuvron-figgvény lesz:

3 L™ dx;
(@) — i — [ ®o) —
H E] P d.’l?i dxo L
dx,
& dﬂ)k (! ®
ZQOk dac
conf B A + (77798

]/29«

H = const, mivel x, H-ban nem 1ép fel explicite. Ha H-t x,
- szerint differencidljuk, megkapjuk (12) nulladik egyenletét.
Ezen Laeranee-fiiggvény impulzusai:

3\ dxk
o Lo 2 i
Yoo = L = — me? M_—e% (=123, (15)
P da; ‘?; dx, de
da, 53 dz, de,

mig az (5) alatti Lacrance-figgvény térbeli impulzusai:
3
Yi=— ';nc‘zz'q,-,,.ﬁlﬂ — eg; ' i=1,2,3). (16)
k=0 ds

Ezek (11) szerint azonosak:
Ha (13)-ban dx, = cdt tesziink, akkor a

- 2 3 daci 1. 8 llxl dxk
() o 2 e % Ry e ol
L me ‘/goo+ . ‘giyo, A o, I.quﬂ\ T dl el
g .
%o C i‘:ﬁp‘ dt

Laerance-fiiggvény a klasszikus egységgel mért ¢ idére vonat-
kozik. (18) impulzusaira feldllithatjuk a SommerreLp-féle kvantum-
feltételeket :
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‘ AL
pyde, =nh (Y = o, ;. i=1,9,3). (10,)
dt

Az y és y, kozotti Osszefliggés:
1
e e A
Y o Yi
Eszerint a (10) és (10,) kvantumfeltételek azonosak.

II.

A Nap gravitacios mezejéf kielégité kozelitéssel a kovetkezo
négydimenzids ivelem dllitja el6:*

ds’—(l—QkM 1 )dxz—
o NmhEa (19)
o2LM 1
— (1 — | (A2 da2+dax3),
( & as 1/x3+wf-_f'+x§)( S g e

melyben z,, x,, «,, heliocentrikus derékszogl koordinatak & = a
Newron-féle konstans, M = a Nap tomege.

Helyezziik a koordinatarendszer kezdépontjat a Nap kozép-
pontjatol @ tavolsagban 1évé atommagha a kovetkezé transz-
formécioval : ;

Ekkor (19)-b6l lesz:
da¥= (1 —_ Q’ZM __:)5—2) dx? —
Lo
- (1 D — ) @+ de,

ca 2& r?
l/‘ TEtE

hol r = ¢/ §*+ 9* + {* az elektronnak az atommagtél valé ta-

1 Emsrely, Vier Vorlesungen iiber Relativititstheorie, 57—58.
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volsagat jelenti. Mivel a Nap feliiletén a gravitdciés mezé homo-
2

gen, %'t elhanyagolhatjuk ; azonkiviil bevezetjiik az

"kozelitést. Eszerint a Nap felilletén a vonalelem kifejezése:
ds® = [1 i (1 ol i)] s —
Grara a
[1 2kM
! ca

(20)

(1 £)] e+ ay2+ac.

A graviticiénak az elektronra gyakorolt dinamikus hatasat elsé
kozelitésben a -

dle o BM ety aig
dot U de et Rl

egyenletek mutatjak. Az itt kifejezésre juto dinamikus hatdsa
a gravitdcionak csupdn egy a Starxk-effektussal analog jelensé-
get idéz el6, melyet a térer6sség kicsinysége miatt mér eleve
elhanyagolhatunk (u. i. a térintenzitis klasszikus egységben
meérve : —;7) Masszoval elhagyhatjuk a (20) alatti ivelem kifeje-

zésében a

tagot. Tehat a levezetéseink exaktsdgénak korlitozdsa nélkil a
kovetkez6 konstans egyiitthatéju ivelemet hasznalhatjuk:

ds® = gzt — —— (da?+dad-Hdad), @1)

Joo
melyben @, x,, x, az atommagra vonatkoz6 derékszogi koor-
dinatakat jelentik és gpo=1-— ?:I:a (@ = atom tavolsdga a

Nap centruméatol).
Ezen ivelemnek megfeleléen az atommag elektrosztatikai me-

3y
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zejének a potencidlja, mds szoval az elektrom&gneses «Vierer-
vektor» id6beli kovaridns komponense lesz:
ez
Yo =" Yoo T
hol z az atommag elemi téltéseinek szamdt jelenti («Kern-
ladungszahl»).

Ez a kovetkezd meggondolasbol vilaglik ki:?
A (21) alatti ivelemet a
1 Ll
——dT,, dm;= Y g dr; (=193
1/.‘700
transzformaciéval a Lorextz-féle ivelembe vihetjiik at:
ds® = day® — doe® — dady® — dac?.
Ekkor az elektrosztatikai potencidl a kovetkez6képen transzfor-
malodik :
Podx, = @odacy,
melyben ¢, a Lorentz-rendszerben érvényes potencidlt jelenti :

’ ez

Popm=m r

r
1/900

(22) alatti allitasunk:

és dx'y =1 gy, Ay, rogton kovetkezik a

mivel pedig »'=

ez

5"0:”'9007'

Tehat az (5) alatti Lacranee-fiiggvény egy hidrogénszerti atom
esetén a kovetkezé lesz: ]
oo pnt (da‘o)zk 1 [( d?‘)2 2(dgp )’] e’z dxy | o
e {g‘” ds Goo L\ ds T s ) T g5+ 39

az impulzusok:

1 Erre a fontos korilményre W. Pavnl ur (Hamburgbol) hivta fel a
figyelmemet.
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dL dx . ez

s B A e i
) ; iz, MC=Goo ¥ = oo
ds o8
oL - me* dr _<met L do
b 00 g e goor_gs—’
d.s

a HAmL'ron-f\'iggveny :

2
Piade . V% | (o SRl AR b AL T | K Ll
-—sas )= (P ) == 255 o

Joo ¥

a Hamizron—Jacosi-féle parcialis differencialegyenlet :
w &1 aS 1 [8S)\? e
(Eoy (S L, e
Yoo r or d¢ Joo

a kvantumfeltételek :
95 3 n_hc_.

@7

j‘—(lr—‘ﬁl/ +:£—}-—— dr = n'he; (28)
264

Wez nhe
AT W (mhe) e g
ST " Thie REE AW

A (28) alatti fazisintegral értéke:?*

. P ol "-U.
('I)'/A—f-—-—}— 3 d’l"—QTIV 1 ‘/_ 2’1/—-6.

Ezt (28)-ba helyettesitjik :
B

nhc
-+19Y—C= V—Iﬁ'

Négyzetre emelve és behelyettesitve a (29) alatti értékeket:

h’c’ T Wt 1
n &5 T R

Yoo Joo

1 A fazisintegralok komplex uton valo kiszamitasat lasd SOMMERFELD :
Atombau und Spektrallinien figgelékében,

Sor rreea AL
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Innen a kvantalt energia:

ME* VY Joo

1/1 a’e’ ’ (30)
R POREY o e |

2net
he

W=

melyben

a SommerreLD-féle «Feinstruktur»-konstans.
A Bour-féle frekvencia-feltétel:

hw =W, k" —Wn,n)
alkalmazdsa utdn (30)-bol a kovetkezo frekvencia-formuldt kapjuk:

v ="V Yoo
melyben :
mc‘"( : :
Vhix % 2,2 BRI 2.2 )
a*z a’z
l p——— 1 /1 + B S——— Y
‘/ i (k' + Y= a%?) l (n' + ¥V n*—a%2%)"

a hydrogénszert spektrumok SommerreLp-féle formulajit jeloli.
Ezzel levezettiik az Evstein-féle szinképeltolodast a hidrogén-

szerl szériesekre.
111.

A tiszta rotacios spektrumok kvantumelméletét ScawarzscHiLD
allitotta fel, még pedig a rotor segitségével.
Legyen
L4 J==pur"
a rotor tehetetlenségi nyomatéka egy olyan koordindtarend-
szerben, melyben a Lorentz-féle ivelem érvényes. Ekkor abban
a rendszerben, melyben a (21) alatti ivelem érvényes, a tehe-
tetlenségi nyomaték :
J i ECT
Joo
Lesz tehat a rotor Lacrance-fiiggvénye :
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ebb6l az impulzusok:

daz, ¢=(:2Jld—¢;
ds

f 2
== [MC Y ds ’

a Haminron—Jacosi-féle differencialegyenlet :

1 (88 |2 #(aS)z_ g 5
() — 5] =wtes o

az energiaintegral:

LY = const = W; (3R
97,
a kvantumfeltétel :
Ezekutan (32)-b6l megkapjuk a kvantalt energiat:
2he nlhe e
W ='pec® 1/900‘/+ 2 —“h o 1/{]00(/‘0 o ) (39)

melyb6l a frekvenciafeltétel alkalmazdsa utén:

sl 1/Joo
Itt v, a DEsLANDRES-ScHWARZSCHILD-féle frekvenaatormulat jelenti:

h 2 2
VO:*SR‘—__,'J‘(]:} 772)

Tehat a roticios spektrumok esetében is az Einstein-féle szin-
képeltolodasra jutottunk. Kudar Jdnos.

DIE EINSTEIN'SCHE SPEKTRALLINIENVERSCHIEBUNG
UND DIE QUANTENTHEORIE.

Die Rotverschiebung der Spektrallinien ist eine wohlbekannte Fol-
gerung der Emsrenv’schen Gravitationstheorie. Die Ableitung dieser Spek-
trallinienverschiebung, welche urspriinglich als Analogon der DorprLEr-
verschiebung mit Hilfe des Aquivalenzprinzips gefolgert wurde, stiitzt
sich auf die sogenannte «Uhrenhypothese».

Vorliegende Arbeit behandelt die Ableitung der Rotverschiebung
im Sinne des Bomr’'schen Atommodells. Im ersten Teil wird die
Hamiuron-Jacoer'sche Theorie und die Quantenbedingungen fiir die
Mechanik der allgemeinen Relativititstheorie durchgefiihrt.

Der zweite und dritte Teil enthiilt die quantentheoretische Ableitung
der Rotverschiebung fiir wasserstoffihnliche Spektren und Rotations-
spektren. Das Resultat bedeutet gleichzeitig die atommechanische Be-

‘statigung der Uhrenhypothese. J. Kudar.
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Az ember és a gerinces allatok szeme kozismert megallapi-
tas szerint camera obscurdhoz, vagy fényképezé géphez hasonlit.
Megkiséreltem a szemet, mint fényképezé gépet haszndlni s
igy az ideghdrtydn keletkez6 képet fényérzékeny lemezen dllan-
désitani. Kisérleteim eredménnyel jartak, melyet az aldbbiakban

ismertetek.

A kisérleteket kétféleképen végeztem; eldszér esak a szem-

lencsét a cornea nélkiil és az tvegtest egy részét, azutin a

szem teljes torérendszerét hasznaltam a fényképezéshez.
Fénykeépezés dllati szemlencsével. A szemlencsével valo ki-

sérlethez egy régi fényképez6 gépet alakitottam at, melynek

1. abra.

atmetszeti r:ajzét az 1. dbra mu-
tatja.. Az tveglencsét kivettem a
C hengerbél és helyére egy kaucsuk-
bol készitett gytrit (D) helyeztem,
melynek hatso részén a szemlencse
elso feluletének megfelelé mélyedés
volt; a gytr fényhatdrolé nyildsa
kozel megegyezett az 6korszem ko-
zepes nagysagu pupillanyildsdval.
A (' hengerre kiviill mozgathatdlag
H parafagyiiriit toltam, melyhez
vékony koralaki iiveglemez (1) volt
gorbefejii szogekkel (F) erésitve.

A kisérlethez vagohidrol szerzett
friss okorszemet haszndltam par

oraval a kivétel utan. A szem hartyait az optikai tengelyre
meréleges sikban kozépen korilvagtam, feleztem az iiveg-
testet és a szem hatso felét teljesen eltavolitottam. Az elsé
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részb6l kivettem a szemlencsét az iivegtest megmaradt felével
és a C hengerbe helyeztem 1gy, hogy a lencse tengelye a )
gytri nyildsdnak koézepén menjen at. Visszahelyeztem az L

lemezt és a parafagydrit addig toltam el6re, mig a lemez min- -

deniitt érintkezett az lvegtesttel.

Ezzel a lencsével készilt 1—2 kép, expondlasi idé 2—3
masodperc. Az elsé kép koponya képe 22 cm tavolsaghol, a
masodik kép 172 cm magas férfi képe 316 cm tavolsaghol,

1. kép. 2. kép.

hattérben ajto, oldalt kalyha. A képek eredeti nagysagban javi-
tas nélkiil vannak reprodukalva.

Ezek a képek azt mutatjak, hogy ha a szivarvany-hartya
el6tt 1évo torérészek hianyoznanak, akkor a szemlencse és
iivegtestbdl dllo rendszer milyen képet létesitene az ideghar-
tyan; feltéve, hogy az ivegtestet fedé L lemez és levegéréteg
modosité hatdsat elhanyagoljuk, tgyszintén azt is, hogy a gorbe
feliiletti ideghartya helyett sik feliiletre vetitjik a képet. A szem
latoterét ez esetben a szivarvanyhdrtya nyildsa mint belépési
pupilla hatdrolja, amely mintegy 35°.

Fényképezés a szem teljes lordrendszerével. A szem teljes
torérendszere dltal létesitett képek fotografalasara hasznalt gép
atmetszeti rajzat a 2-ik dbra mutatja. A gép elsé lapja (4) a
T deszkalaphoz van erésitve, kozepén 50 mm datméroja kor-
nyilds van. A nyilasha € rézhenger tolhaté be, melynek a kiilsé
végén 1évé pereme (5 mm) az A laphoz fekszik és fénymen-
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tesen elzarja a bels6 tért. A henger kiulsé feliletén két fog
(DD) van, melyeknek a kérnyilas szélében megfelelé rés van
vagva s a henger betoldsdnal a fogak azon haladnak dt; a hen-
ger elforgatasaval a fogak a hengert az elsé laphoz erésitik.
Az iires henger hdatso része nyitott, az els6 véglapjén ellipszis
alaki nyilds van, melynek két tengelye 26 mm és 23 mm.
A hengerre K parafagylri mozgathatolag van ratolva és ehhez
vékony koralaka iiveglemez (L) van erésitve.

A gép hdatsdé mozgathaté lapja (B) két esavarral (SS) kiilon=
b6z6 helyen rogzitheté. PP a gép hullamos fala, HH az elsé

2. abra.,

laphoz erésitett fekete papiroskeret, mely az oldalrél jové fény
felfogésara szolgal, M az expondlé sapka. A gépbe 6x4'5 cm
nagysagi lemez haszndlhato. i
Ehhez a kisérlethez is vagéhidrol szerzett okoérszemeket
haszndaltam. A friss szemek azonban nem hasznalhatok, mivel
a pupilla teljesen kitdgult allapotban van. Azonban azt tapasz-
taltam, hogy 6—8 o¢rai dllas alatt némelyik szem pupillija a
normalis vilagitisnal haszndlt nagysdgra sziikiil ; ezért a reggel
szerzett szemekkel délutdn kisérleteztem. Az alkalmasnak talalt
szemet megtisztitottam az izmoktoél és kétészovetektsl ; kivettem
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a gépbél a C hengert és belehelyeztem a szemet gy, hogy a
corneat az ellipszis alakd nyildson dattoltam és az teljesen ki-
emelkedett a henger véglapjabol. A henger véglapjat lefelé
tartva a szem és a henger fala kozé olvasztott paraffint ontot-
tem. A paraffin megszilardulasa utédn a henger hatsé széle
folott a szem hértyadit borotvaval koriilvagtam, feleztem az
iivegtestet és a szem hatso felét eltdvolitottam.

A hengert nyitott részével folfelé tartva, visszahelyeztem s
a paraffagydrit addig toltam a hengerre, mig az L lemez min-
deniitt érintkezett az tlivegtesttel. A hengerbe bedgyazott szem
elsé felét a mdsodik abra mutatja, I’ a paraffinréteg. A gépet
allvanyra helyeztem és mint rendes géppel, ugy végeztem a
felvételeket. S

A harmadik kép koponya képe 30 cm tavolsagbol. A hat-
térben ajto lathato. A negyedik kép 191 em magas csontvaz
képe 170 em tévolsaghol. A hattér ugyanaz, jobboldalt iiveges
szekrény. Expondlési id6 2—4 mésodpere. A képek eredeti nagy-
sagban, javitds nélkiil vannak reprodukalva.

A 3—4 kép azt mutatja, hogy az oOkorszem teljes toré-
rendszere milyen képet vetitene sik felilletre azzal a modosi-
tassal, melyet az ivegtest és fényérzékeny lemez kozé iktatott
iveglemez és levegéréteg idéz eld. Ezeket a képeket Ossze-
hasonlitottam a teljes szemben keletkez6 képekkel acélbol,
hogy nincs-e a kétféle kép kozott észreveheto eltérés.

A szemet 5 cm hosszli, 5 cm széles és 35 cm mély do-
bozba helyeztem, melynek egyik oldalan elliptikus nyilds volt
s azon a cornea kiemelkedett. A dobozba olvasztott paraffint
ontottem; a paraffin megszilarduldsa utan a szem felsé részét
levagtam és a nyildst veglemezzel lefedtem. Ha a corneat jol
megvilagitott targy (ablak) felé tartjuk, akkor a vagott nyilason
at jol megfigyelhetjiik az ideghartyan keletkezé képeket. Ezek
annyira ruegegyeznek 3—4 képpel, hogy egyszeri dsszehason-
litdsndl killonbség nem dllapithatdé meg.

Az ideghdrtydn keletkez6 képeknél is bizonyos szog alatt
lathato targyak képe éles, mint a koponya képe (3. kép), az
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annal nagyobb ldtészog alatt ldatszo targy képének egy része —
mely az elébbi latotéren kivil esik — elmosodott és torzult,
mint az ajtéo képe (4. kép).

Az 1—2 és 3—4 kép 0Osszehasonlitasabol az dllapithato
meg, hogy ha a szaruhdartya és csarnokvizbél dllo torérendszer
hidnyoznék, akkor a szem latéterét a szivarvanyhartya nyildsa,
mint belépési pupilla hataroznd meg (1—2. kép), a teljes toré-
rendszer el6tt ilyen latotér-hatarold nincs, ezért a szem lato-

3. kép. 4. kép.

tere — ha akaddly ninecs — kerek szamban 180°. A teljes
latotérrdl sikfelileten felfoghato képet mutatja a 3—4. kép.
Az emberi szem csak nagysdgban és a koralakG pupillaval
kilonbozik a kisérletnél haszndlt szemektsl, ezért hasonlo tu-
lajdonségu képek keletkeznek az emberi szemben is csak ki-
sebbek. Az ideghartydn keletkezé kép fizikai kép, mely a szem-
ben mint természetes optikai késziilékben keletkezik s tulaj-
donsdga csak a szem térérendszerétdl fiigg. Azonban az agyba
mené litisi inger az ideghdrtya ismert szerkezetétdl is fiigg.
Kedves Miklos.

DAS PHOTOGRAPHIEREN DER NETZHAUTBILDER.

Verfasser beschreibt zwei photographische Apparate, in welchen als
Linse das Ochsenauge mit, resp. ohne Cornea beniitzt wird und ver-
offentlicht je vier damit gemachte Aufnahmen. (1—4 Bild).

Nikoluus Kedves.



LABORATORIUM.

Késziilék a tehetetlenségi nyomaték szerepének
demonstralasara.

A tehetetlenségi nyomaték szerepének bemutatdsdra szolgdl a mellé-
kelt rajzon levé iskolai késziilék, mely egy kizinséges inga azzal a kii-
lonbséggel, hogy a rajzon lithaté hengeralaki része nem fix, hanem
a tengelyének végein levé csticsokon kénnyen foroghat. Az eszkoz tgy
van. elkészitve, hogy e tengely lehetsleg a henger
stilypontjin menjen keresztiill. Ha a tengely végé-
ben 1évé csavart megszoritjuk, akkor a hengert
megakaddlyozzuk szabad forgdsdban s szilird egé-
szet képez az inga rudjdval.

Megfigyeljiitk az ingalengés idejét, ha a henger
szabad és ha meg van fogva s feladatul tizziik
ki a lengési idok kiilonbozoségének a megmagya-
razaldt.

Ha % a rid tehetetlenségi nyomatéka a forgds-
tengelyre vonatkozdlag, &' a korong silyponti ten-
gelvére vonatkoztalott tehetetlenségi nyomatéka, « a korong stilypontjd-
nak tivolsiga a forgdstengelytél és s a rid stlypontjinak tdvolsiga a
forgdstengelytél, akkor az inga tehetetlenségi nyomatéka szabad korong
esetében : .

Ks =k + m'a®
ahol m' a korong tomege ; megfogott korong esetéhen pedig
Kr=1% + (k' + m'a?)

Kérdés most hogyan méretezziik késziilékiinket, hogy a lengési id6k
eltérése minél nagyobb legyen ?

Mivel
7?2 k+ k'+m'a®
q "Tms + w'a

]
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és
T — 7 k + m'a®
fT g oms 4+ m'a’
azért a lengési idok kiillonbsége anndl nagvobbh lesz, minél nagyohh a

ma -+ n'a

tort, ahol m a rid (Omegét jelenti. Ldthald innen, hogy az adotl m
tameggel minél kisebb « tivolsighan a leheld legnagyobb E' tehetet-
lenséqgi nyomalékol kell létesileni. Csada Tnire.

Részletek az Eotvos Lorand Mathematikai és Phy-
sikai Tarsulat 1922., 1923. és 1924. évi mathematikai
tanuloversenyein elsé dijat nyert dolgozatokbol.

I. Kalmar Laszlo dolgozatahol.

(1922-ik évi XXVL math. tanuloverseny.)

3. feladat, Ha «, b, ... n eqgymastol kilinbizd pozitiv egész
szamok és eqyik sem oszthaldé 3-nal nagyobb tirzsszammal, akkor
1 1 1

=5 * R N

: « b 0
Megoldas : A feltevés szerint :
a =2a 31;,‘

b = 98 3,

o= 2 Jn,

ahol a, #...v; a, f....v, nem negaliv egész szdm, az {a, a,},

(8. B} ... {v, vy} pirok pedig kiilinbozok. Legyven a, f,...v kozil
a legnagyobb 3 a4, .. . v, koziil a legnagyobb p,. akkor vildgos, hogy

1 1 AP | 1 1
TIRUNE ARG " i B e g
1 1 |
by toggtagt taa
| 1 | 1 |

1 1 1 1

_*‘ T{ul l :2'3‘1“717 __)Tg: vulfi "'7;‘ 2737“)
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o o 1 1 1
i
1 1 1 R | 1
1+ gttt g+ g gt gm) =
1 1
=gt 1 —gu 1 I 2Ty
- M e et
I-—~2- 1——-7»3« b 3"
Tehal
1 1 | |
HaSRGT L e B S e R e e
oA * ! n \3'

amit bizonyflanunk kellett.
A bizonyitis a veéglelen geomeltriai sorok elméletcével rovidebben ke--
resztiil vihelo, ugyanis ugyanezen okoskodds adja, hogy
1 I 1 N | 1 I 5
ot <[l Fg gt (U gt ) =3

(24

1. Landler Gyorgy dolgozatabol.
(1923-ik évi XXVIL math. tanuloverseny.)

3. feladat. Bebizonyilands, hogy pozitiv egész szamokbol allo
veglelen szambani haladvanynalk nem lehel minden lagja torzsszain
(folteve, hogy a haladvany nem all csupa meqgegyezo szainbol).

A szamlani haladvany dllalanos lagja: -

On =04+ (n=1) d.

Minthogy minden lag pozitiv egész szam, kell oly tagnak lenni, hol
n=a,+ 1, vagyis n — 1 == a,. Ekkor
= a5 + 0 0= a, (1 4 o).
Abban az esethen, ha a, -+ 1, a kifejezés nem lehet (6rzsszam, mert
d=+0 és igy 1+ d=+1.
Tehat a tételt a, - 1 eseleben hebizonyitottuk,
ay =1 esetében a kovetkezoképen bizonyitunk :
t, = a, + (n— 1) d kifejezést a kovetkezoképen is irhatjuk :
Uy = @y +d + (n— 2) d.
Ekkor lehelséges, hogy 17— 2 =wa,; + o, merl a; ¢s o pozitiv egész
szamok. lgy
tn=~0, + d + (g + o) d = (g + d) (1 -+ d).
: 7
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Minthogy sem a, + d, sem 1 + d nem lehet egyenlé 1-gyel, az igy
Kapott tag nem lehet torzsszam.

II1. Korner Endre dolgozatabol.
(1924-ik évi XXVIIL math. tanuloverseny).

1. feladat. Adva van hdarom pozitiv egész szam : a, b .€és c.
Bebizonyitando, hogy ha minden pozitiv eqész n szam iellelt létezik
olyan haromszog, mely oldalainak mérdszama a”, bv, illetve ¢, akkor
a haromszégek miaind egyenliszarualk.

Félvehetjitk, hogy a = b= c.

Annak, hogy bhdrom szam egy hdaromszig oldalainak mérészama
legyen, sziitkséges foltétele, hogy ketté osszege nagyobb legyen, minl a

harmadik. Tehdt
a — bn < cn,

Két eset lehelséges. Vagy a = b vagy a == b. Utébhi esethen bizo-
nyitani fogom, hogy a féltétel nem minden pozitiv egész n esetében tel-
jestil. Minthogy a == b és a és b egész szamok, tehat a — b =1 és igy

1
az egyenlétlenség oszthato vele: a1 4 an—2h ... + 1< .

,— b
A jobboldalt @ — b= 1-vel szorozva. az egyenlétlenség igaz amarad.
A baloldalt viszont kisebbitentink szabad, amit azdltal ériink el, hogy
@ és b helyébe a ¢ < b < a-t helyettesitjitk. E szerint nen—1 << ¢n és
igy n < c. Minthogy az n értékeinek a foltétel szerint felsé korldtja
nem volt, tehdt a, b és ¢ csak akkor teljesitik a foltételt, ha a — b.

Jelentés az 1924, évi XX VIIL mathematikai tanulo-
versenyrol.

Az «Eotvos Lorand Mathematikai és Physikai Tarsulat» XXVIIL
mathematikai tanuléversenyét 1924 oktéber 18-dn tartotta Budapesten
és Szegeden egyidejileg. Budapesten résztvett 18, Szegeden 2 versenyzo.
Beadatott 16, illetleg 2 dolgozat. A verseny lételei a kovetkezok voltak :

1. Adva van hdrom pozitiv egész szdm : a, b és c¢. Bebizonyitando,
hogy ha minden pozitiv egész n szim mellett létezik olyan hdromszig,
mely oldalainak mérészama «”, b", illetve ¢", akkor a hdromszigek
mind egyenldszdriak.

2. Mi a geometriai helye a sik azon P pontjainak, melyekre nézve
egy adott O ponttdl vald » tivolsdgdnak, s egy adott e egyenestdl valo
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p livolsignak Osszege egyenlo egy adotl a tdvolsdggal (r és o a tivol-
sdgoknak puszta hosszai, tehdt pozitivok).

3. Adva van a sikban hdrom pont: 4, B, €. Szerkesztendé hdirom
kér oly médon, hogy az elsé a masodikat A-ban, a mdsodik a harma-
dikat B-ben és a harmadik az els6t (-ben érintse.

A birdlobizottsig 1924 okt. 26-dn tartott iilésén Rapos Guszriv elnok-
lete alatt jelen voltak : Eper Jozser, Friir Lipér, Kimscudr J6user és
Konic Dines eléadé. Egyhangu javaslata igy hangzik :

A birdlobizottsdg a beadott 18 dolgozat behaté attekintése utin egy-
hangt elhatdrozdssal javasolja, hogy az elsé Br. Edrvis Lorinn-dij Korner
Enprinek, a budapesti V. ker. Boryar féredliskoldban Frénuice Kirouy
lanitvdnydnak itéltessék oda, aki egyediil oldotta meg az els6 feladatot,
még pedig meglepd egyszeriiséggel. A misodik feladat lényegét szintén
csak 6 ismerte fel, de a megolddsban szereplé mdsodik parabolafv egyen-
letébe elgjelhiba cstszott be. A harmadik feladat megolddsa helyes. Sem
masodik dijra, sem dicséretre mélté dolgozatot a bizottsdg ezittal nem
taldlt.

A vilasztmdny e javaslatot.egyhangulag elfogadta.

Az 1924-ik évi VI-ik fizikai tanuléverseny.

A kitiizott feladatok a kovetkezok voltak :

1. Adva van hdrom lencse, melyeknek gyujiétivolsdgai: f; = 125 cm,
/s =50 em és f, = —100 em. A lencsék vastagsiga legyen elhanyagol-
hato. Hogyan kell ¢ hdrom lencsét kombindlni, hogy maximailis nagyi-
tdsu tdvesovet nyerjiink ? Hinyszoros lesz ¢ tdvesé nagyitdsa ?

2. 1 kg vizet tulhitiimk —10° C-ra. A fagydst meginditva mennyi
jég fog kifagyni? A jég fajhoje 0'463 kaloria, olvadidsi hdje 80 kaloria.

3. Egy 015 cm dtmér6jii és terheletlen dllapotdban 100 em hosszi
sdrgarézdrétra 500 gr-os tomeget fliggesztimk. Ezt az ingat abbdl a
helyzetébol, hol a fiiggélyessel 45°-0s szoget zdr be, elengedve mekkora
lesz az inga hosszisdga az egyensiilyi helyzetén valé dthaladds pillana-
tiban? A sdrgaréz rugalmassdgi modulusa: 10,000 %ﬁl

A versenyen résztvett 11 névendék, de kozilitk esak hdrman adtak be
dolgozatot. Ezek koziil a birdlé-bizotlsdg az elsé Kirory Irén-dijra egyiket
sem taldlta érdemesnek. A mdsodik dijat Kirner Exprenek, a Bolyai (6-
redliskola volt novendékének, Fronuica KiroLy tanitvdnydnak itélte oda.
Dicséretet kapott Ernsr Vicmos PAr.
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Eldadasok :

1924 nov. 13-dn jelenlés az 1924. évi mathemalikai és fizikai tanufo-
versenyrdl, Konie Dines : Kubikus médtrixokrol és egyoldali felitletekrol.
1924 nov. 27-én Gruser NiNvor: A szimok oszthatosdga. Girr BéLa: Az
clektromossdg millié kilométeres sebességeirdl és ennek a nagy sebesség-
nck néhdny gyakorlati alkalmnazisdirol. 1924 dec. 11-én Kanmir Liiszi6 :
A torzsszamtételrol. 1925 jan. 22-én Sods Sinpor : A diszkontinuitdsrdl
(I rész). 1925 febr. 5-én. Tmanyi Mikeés: Két trigonometrikus deter-
mindns. Sods Sispor: A diszkontinuitdsrol (II. rész). 1925. febr. 19-én
Kirscuik Jozser : Specidlis métrixek. Scaropr Istvin: Baretter felhasz-
nildsdval eszkozolheto temperatura-mérésekre vonatkozo vizsgdlatok. 1925
mdre. H-¢n Veress PAL: A Baire-féle fiiggvényklasszisokrol. Keoves MikLos :
ldeghirlyaképek fényképezése. 1925 mare. 19-én Szmopics Hinpecinp :
A centrilis kollinedcick bizonyos halinaza, mint projekcio-rendszer.

Nyilatkozal.

A Math. és Phys. Lapok 1916, évi 2532, oldalan «A Sugarzasi
formula eléallilisa a Bovrzmann-féle entropia fogalom nélkiil» cimén meg-
jelent dolgozat sicrz(ije gyandnt tévedésbol Tomrrs Ivan tir van feltiintetve,
holott e dolgozat szerzéje Csiszin Bremir tir. Kijelentjiikk azonban, hogy a
hiabort cleje ota a harctéren szolgdlalot leljesito Tomirs Ivin tir teljes jo-
hiszemiséggel gondolballa magal e dolgozal szerzojének, merl annak
temajal Zemrrin Gyozd akkori szerkesztovel 16bb izben kizolte és gon-
dolatmenetét megheszélte.

Budapest, 1925. dpr. 24 én.

Frolldich lzidor, D, Tomats Tvan
Mikola Sandor, p. fomernok.
Rybar Istvan,
Pogany Béla.

i Csaszar Klemer.
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Tagsagi, illetve eldfizetési dijat fizettel:

Arvayné Adam Mareit (21.000), Aliquander Lajos (100,000), Arvanvosi
Miksa (40,000), Abraham Tstvan (40.000), Aujeszky Laszlo (5000), Balleneg-
ger Andor (40,0005, Balog Mor (1000), Bavanyi Balazs (40,000), Bartoniek
Géza (10,000), Bauer Mihaly (61,000), Benedek Margit (20,200), Bihary Fe-
renc (21,000), Blau Armin (40,000), Bodocs Istvan (90.000). Bogyo Samu
(1300), Borosay David (100), Bricht Lipot (40,000), Buchbick Gusztav
(40,000), Bugarszky Istvan (40,000), Balyi Ferenc (1000), Blathy Otto (100,000),
Benkd Ilona (70,000), Cholnoky Jend (40,000), Csada Imrve (40,000), Csaplar
Konrad (40,000), Csapody Vera (20,200), Csaszar Elemér (40,000), Csizhegyi
Lajos (42,000), Czekelingz Aurél (40,000), Czako Adolf (40,000), Csegény
Margit (20,000), Darko Béla (70,000), Demeter Janos (5000), Emmanuel
Laszlo (20,350), Eber Jozsef (40,000), Faragd Andor (40,000), Fejes Zgigmond
(90,000), Fejér Lipot (50,000), Fenyvesi Andor (40,000), Fodor Laszlo (300).
Fraunhofer Lajos (20,200), Fréhlich Karoly (40,000), Fizy Rezsd (15,000),
Farkas Gyula (20,800), Filarszky Ervzsébet (40,000), Forro Magdolna (20,000),
Goldziher Karoly (40,000), Gotléb Béla (40,000), Gyulai Zoltan (20,200),
Grosschmid Lajos (100,000), Gruber Nandor (140,000), Hajos Géza (40,000),
Hang Diniel (40,000), br. Harkanyi Béla (100,000), Hatvani Ede (40,000),
Hausbrunner Vilmos (2200), Hauser Ignac (40,000), Havas Ede (40,000),
Havas Miksa (20,000), Herez Szidonia (100,000), Hittrieh Jozsef (40.,000),
Hoffmann Erndé (100,000), Huszar Geyza (40,000), Jakabh Imre (70,200),
Jakues Istvan (20.200), Juranyi Henrik (40,000), Kalmar Liszlo (90,000),
Karman Ilona (70,000), Kedves Miklos (71,000), Kerber Janos (90,000)
Kerékjarto Jens (40,000), Kilezer Gyula (150,000), Kiraly Laszlo (20,140)
Kisfaludy Istvan (100,200), Kiss Dénes (20,000), Klug Lipot (51,200), Kohn
Jolan (70,000), Kopp Lajos (70,120), Koren Dénes (70,100), Koronezy Teofil
(40,000), Koschnovitz Gyula (70,000), Kovacs Janos (40,000), Koénig Dénes
(40,000), Kovesi Ferenc (20,050), Kronstein Béla (40,000), Kuzaila Péter
(40,000), Kirschak Jozsef (101,000), Lévay Ede (90,000), Lipka Istvan (90,000),
Luckhaub Gyula (40,000), Lukdics Tibor (40,000), Magdics Gaspar (20,200,
Magi Ferene (50,000), Magyar Marvta (90,000), Maties Arpad (40,000), Meidenky
Julia (40,000), Megeri Istvan (40,000), Mende Jend (40,000), Mihalovits La-
jos (20,100), Milakovszky Laszlo (20,300), Molnar Imve (90,000), Moraveiz
Karoly (40,000), Miiller Jozsef (40,000), Nagy Jozsef (20,400), Nagy Sarolta
(70,000), Neubauer Konstantin (250,000}, Neuhold Ozséb (90,000), Novabatzky
Karoly (40,000), Novotny Margit (40,000), Nyari Beéla (70,000), Oszlaczky
Szilard (20,100), Palatin Gergely (100), Pfeifer Péter (20,360), Pintér Mihaly
(20,200), Pliscka Norbert (40,000), “ Pogany Béla  (50,000), Pogatsa Jianos
(53,000), Péesi Albert (90,000), Politzer Roza (70,000). Rado Simon (90,000),
Rados Gusztav (60,000), Rados Ignae (60,000),” Renner Janos (20,000), Reuss
Endre (20,000), Rhover Laszlo (40,000), Riegl Sandor (20,000), Riesz Fri-
gyes (25,000), Rigo Ferenc (40,000), Romsauer Lajos (150,000), Roka Gedeon
(50,000), Rona Zsigmond (20,000), Ruesinszky Lajos (90,000), Rybar lIstvin
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(100,000), Sarkozy Pal (70,000), Schwartz Emmy (40,000), Simon Elemér
(20,000), Somogyi Antal (40,000), Soo6s Sandor (40,000), So6s Erné (40,000),
Strausz Hermann (40.000), Suppan Vilmos (100,000), Szaho Gabor (50,000),
Szabo Gusztav (90,000), Szabo Lajos (40,000), Szalay-Ujfalussy Laszlo
(20,300), Szekeres Kalman (40,000), Szerényi Géza (40,000), Székely Karoly
(20,100), Széky Istvan (20,100), Szijarto Miklos (100,000), Szmodics Hildegard
(100,000),. Szmodics Kazmér (40,000), Szdéke Béla (70,000), Sziies Adolf
(40,000), Sziies Pal (20,000), Tangl Karoly (40,000), Tass Antal (5000), Terkan
Lajos (40,000), Tihanyi Miklos (20,200), Tillinger Istvanka (40,000), Tolnay
Jend  (100,000), Toth Aladar (90,000), Torok Elemér (70,000), Ujj Gyula
(70,100), Vajk Magda (200), Vamos Sandor 20,200), Varga Virgil (40,000),
Vigassy Lajos (90,000), Volenszky Gyula (40,000), Voros Cyrill (90,000),
Waldapfel Janos (400), Winter Jozsef (50,000), Wittmann Ferenc (40,000),
Woyciechowsky Jozsef (40,000), Wodetzky Jozsef (40,000), Zemplén Géza
(40,000).

Ag. h. ev. fégimn. Békéscsaba (71,000), M. Kir. O. Met. és Foldt. Inteé-
zet (20,000), Bulyovszky-utcai foreal Budapest (40,000), Marko-uteai foreal
Budapest (90,000), Tisztvisel6telepi fdgimn. Budapest (20,000), Kdébanyai
allami f6gimn. (50,000), Andrassy-uti felséleanyiskola Budapest (50,000),
Ref. f6gimn. Debrecen (40,000), Kir. kath. fégimn. Dombovar (51,000), AL
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A LEBESGUE-FELE ALLANDOK ELMELETEHEZ.

1. A Fourier-féle sorok s altaldnosabban az orthogonalis
kifejtések elméletében fontos szerep jut az u. n. Lesescue-féle
allandoknak, melyek tulajdonsagait szamos szerzé behatoan vizs-
galta. A Fourier-féle sorok esetét tartva szem eléit, ezen allan-
dok a kovetkezoképen értelmezhetok. Tekintsik a 0 <0 <2z koz-
ben megadott, Riemaxn-féle értelemben integralhaté valos f ()
fiiggvények azon alosztalyat, melyet az

if@|<1

egyenlotlenség jellemez. Tekintsiik tovabbi az [ (8) tuggvény-
hez tartozé Fourier-féle sor n-edik részletdsszegét, s, (6)-t egy
0 = 6, helyen:

{ o sin(2n+1)0"0-°
54 (60) = 5= Uf O 90
sin )

-

Az n-edik LeseseUe-féle dallando g, mdr most nem egyéb,
mint az |s,(f,)| szamok felsé hatdra, mialatt [ (6) a mondott
fiiggvények Osszességét atfutja; mint rogton lathato, e, fiigget-
len 6,-t6] (csupan n-tél fiigg) és pedig

SR Y Lanl i (O )
7 9

i ldo: —= | 0.

sin 3 9 sin§ X

1 Lasd alabb.
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A kérdéses fels6 hatar tovdbba el is éretik, amennyiben az

0—6,

sin (2n-+1) )

fo(6) = sg

0
9

sin

fiiggvényre nyilvan s, (6, = 0,. *

Hasonloképen vezethet be a Lesescue-féle «allandok» fogalma
tetsz6leges orthogonalis kifejtések esetében, azon kiilonbséggel,
hogy ekkor ¢, éltaldban nem lesz tobbé fiiggetlen ama 6, hely-
tél,‘melyen a részletosszegeket tekintjiik.

2. A Fourier-féle sorok esetében Fesir bebizonyitotta,® hogy a

Qo> 045 Oa5-+-: Ons---

sorozat egy bizonyos tagtol kezdve monoton novekvé. Sejtését,
hogy ez kezdettol fogva érvényes, elészér GronwaLrL igazolta.”
GroNwALL tételére e sorok iroja adott egy egyszertibb bizo-
nyitast.” :

Kozelfekvé gondolat volna, e tétel bizonyitasat a kovetkezo
modon megkisérelni. Az el6bb emlitett f,(6) fiiggvény kifejtésé-
nek 7n-edik részletosszege a 6, helyen megegyezik g,-nel. Ha
tehat f,(0) kifejtésének (n-+1)-edik tagja a 6, helyen positiv (=0)
volna, ugy ebbdél ugyanezen figgvényre Sn41(f,) = sn(fy) = on
kovetkeznék, ami tistént a g,41=0, egyenl6tlenséget vonna
maga utdn. .

Sajnos a Fourier-féle sorok esetében ez a meggondolds nem

2 Forditva, ha egy a fenti feltételeknek megfeleld fiiggvényre nézve
13y (Bo) | = ons gy nyilvan vagy /(6) = f; (0), vagy (8) =— f, (§), kivéve eset-
leg azon @ helyeket, ahol f (f) vagy f;, () nem folytonos.

3 LeseseuEsche Konstanten und divergente Fourierreihen [Journal
fur die reine und angewandte Mathematik 138 (1910), p. 22—53].

4 Uber die LeBeseurschen Konstanten bei den Fourmrschen Reihen
[Mathematische Annalen 72 (1912), p. 244—261].

5 Uber die Lemescurschen Konstanten bei ‘den FourmERschen Reihen
[Mathematische Zeitschrift 9 (1921), p. 163—166].
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vezet célhoz. Ha pl. az dltalanossdg megszoritdasa nélkil fel-
tételezzik, hogy ¢, =0, agy

. « 2n
Loty = (1), " ha Ty <l9<(1—}—1)‘z —H (v=0,1,...,2n)
Tehat [,(#) Fourier-féle soranak (n--1)-edik tagja
r+1) ”7"‘51
= —1— ‘fo(ﬁ) cos (n 1) 6do = —2(—1)‘ ‘ cos (n-+1) 6do —
"»::74!1
il 1 e 2a(pt1) . : 2“("+1)]_
o n-+1 ,%‘0( 2] [sm(v—H) In+1 R 2n-+4+-1 5
0 By ey 2r (n+1)
e Lo L U v o
mert
in L (n+1) = sin yr ———— %H-Q
s Ty I+l
Vi 6
TR 1) sin ———— +1

3. Annal figyelemreméltobb, hogy, mint azt a kévetkezékben
meg akarjuk mutatni, az elébb vizolt gondolatmenet egy mdsik
nevezetes orthogonalis kifejtés (s6t egy egész kifejtésosztdly) ese-

tében a megfeleld Leerseue-féle allandék névekedésének igazo-

lasdra alkalmasnal bizonyul.
Ezek az u. n. Lacuerre-féle polynomok szerint valo kifejtések.
Ciélszerti lesz néhany szot elorebocsatani e polynomokrol,
melyek kiilénésen egyszertien a kovetkezd végtelen sor segit-
ségével értelmezhetdk :

6 Hasonlo érvényes, mint konnyen igazolhato, a LeeeNpre-féle sorokhoz
tartozo, az =1 helyhez rendelt LeBescue-féle allandokra vonatkozolag.
Ez utobbiak asymptotikus tulajdonsigait GrONWALL vizsgalta [Uber die
LApracesche Reihe, Mathematische Annalen 74 (1913), p. 213—270, § 2];
monoton novekedésiiket eddig még nem sikeriilt igazolni.
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xz

[

e
(l_z)a+1

L @)+ L (2) 5+ L& @) -+ L @) -7 (1)

L, () egy pontosan n-edfoka polynom. Kénnyl beigazolni,

hogy a Lacuerre-féle polynomokra nézve az o> —1 esetben a

kovetkezo egyenletek érvényesek :

Je Ta L (@) LY @ dz =0, ha mZn (mn=012,... (2
0
+ 3 \
Az m=n esetben ezen integral értéke /'(a+1) (n_:”)
A (2) egyenletek altal kifejezett orthogonalitas alapjan egy
tetszbleges, a 0, -+ oo kézben értelmezett f(x) fiiggvény az L (x)
polynomok szerint a Fourier-féle modon sorba fejtheto :

fa) ~ co Le™ (@) 4= ¢4 147 (@) + ca L5 (@) +-++ + ¢, L (@) ++++, (3)
ahol
I R :
Cn = ——)—_*_ (‘4’ ’L.l'u/ () L:f“ () dx  (n=0,1,2...).
(2 7 8
I'(a+1) ( ) ¥ 4

A kovetkezokben a (3) kifejtéshez rendelt, az -0 helyre
vonatkozo Lesescue-féle allandokkal
‘)81), Q(lu), g(fIP’ % g" N

akarunk foglalkozni.
Mivel (1) alapjén

@ () = n+a
e i
tehat
1 "_
J(a»( NG g x (a) Y do
9 (1) l“(a-H).J x” f () Ly (x) da
65 igy

| *

o= (_i_”mm(ll e™ a f (@) (Lo” (x) + L& z)—{— —i—L(“’(x)du

7 V. 0. pl. POLYA-SzEGO, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis,
2. kotet (Berlin: J. Springer 1925), 94, 293—294. o.



A LEBESGUE-FELE ALLANDOK ELMELETEHEZ. - 109

mialatt /() a 0, 4-oo kozhen értelmezett, az |f(x)| <1 fel-
tételnek aldvetett, minden véges positiv kozben RieEmMANN sze-
rint integralhato valos fiiggvények oOsszességét dtfutja. Tehat

()

o = (o7 | L§ () + L5 (@) 4+
0

(4)

)

(ct)

05 mint maximum eléretik (v. 0. 1), ‘ha
f (@) = fo@) = sg(Lg @) + L @) +-+ L @). ()
{1)-b6l azonban konnyen kovetkezik, hogy
Le" @) + L @) 4+ + L7 (@) = — Ly (@),

mert hiszen egyrészt

xe

1 g e

(a) (a) (3 SN T
ngo(Lo ’1') + ] (T/') + _I_ Ln (w)) hed 1_ =z (1 __z)a+l 4
masrészt
[ (e e e 2] & i
ngo( Lyia (m))z T 7 dr (1—z)ett ;
ngyhogy
: fo @) = — sg Loty (a). 63

(a)

A o7 = 0nt egyenlétlenség kimutatisiara nyilvan elegend6
igazolni, hogy

e afy (@) Lifh s () doe = 0. ()

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ezen integral = 0.

4. Mint ismeretes,® L%, (x) eleget tesz a

Ed [e7" 2" Lyl @]+ e+ 1 e ™ 2" LA @ =0 (7

differencidlegyenletnek. Legyenek mar most x,. x,...., 2. né-

vekedé sorrendben irva, a 0, oo koz azon helyei, amelyeken

§ Lasd i h.?
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(a)l

L% (x) jelet valt.” Legyen tovabba x,=0 és x.1—=+o0. Az
értelmezés szerint f,(x) az (x,, X,+1) kozékben allandéan
(felvaltva) +1 és —1 (=0, 1,..., 0), tovabba L3%;(x,) =0, ha
v=1,2,..., . Vilagos ebbél, hogy

@vi1

l e v , \
2 fo@) Ll @) dx =3 + [e™* 2* L1 (x) dar
=0

Xy

ahol az egyes tagok eldjele nem érdekel benniinket, mert, mint
tistént ki fogjuk mutatni, a jobboldalon szereplé 0Osszes in-
tegralok eltinnek.

Valoban (7) szerint

$v+1
xlv e % a" Litly (x) de =— 77|Tf aed ol ey @f =0,
és pedig v minden értékére (e~Zwet!Liy, (x) eltinik, ha o=
vagy x=-o0), amibél g’ <o%1 kovetkezik.
Az ' ¢és ? alatti megjegyzésekb6l konnyen folyik az élesebb
o’ <on1 egyenlGtlenség is, amivel tételiink teljesen igazolva van.
Szeqgd Gibor.

ZUR THEORIE DER LEBESGUESCHEN KONSTANTEN.

Es werden die zur Stelle =0 gehérigen Lesescueschen Konstanten
o, bei den Entwicklungen nach den s. g. Lacuerreschen Polynomen
LY (x) («>—1) betrachtet, die den Orthogonalitiitsrelationen

(a) fir m=n,

i 0
e—vxe [\ () LYY () da = | 2
f,' i [ [(a+1) (“j;a\) fiir mm-—n

(m; n=0, 1, 2,...)

geniigen. Die formale Entwicklung einer fiir & = 0 beschriinkten, in jedeu
endlichen positiven Intervall im Riemasnschen Sinne integrablen Funk-
tion f (x) nach diesen Polynomen lautet :

9 Mint ismeretes, Ln:, () és Lyi, (@) Osszes gyokei valosak, killon-
bozGk és positivok, ugy hogy /=mn; e tételt a kovetkezs bizonyitas folyaman
nem vesszik igénybe.
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1 f’
n
F(a+1)( J,‘;“)

Die n-te Leseseuesche Konstante ist nun definiert als

; é:ocn T o ko "f () LY () da.

o = max If}'ch‘v“’(O)l, : 9
v=0 g

| withrend f(xz) die Gesamtheit aller Funktionen mit der Bedingung
|f(x)| =1 durchliuft. Es ist also

(@) _ —x (a) (a) () (a)
x) + Li" (x Ly (@) | dec;
on ,,(a+1)je | L6 @) + Lt @)+ -+ Ll @) | dw;
‘erreicht wird dieses Maximum fiir |
@) =fo (x) =sg (Lg? (@) + LY (@) +-+ L) ().
Das Ziel der Arbeit ist das monotone Wachsen der Folge
e o & ..s o
zu beweisen. Dies geschieht, indem nachgewiesen wird, dass das (n41)-te
Entwicklungslied der eben erwiihnten Funktion f,(x) verschwindet.
Dieselbe Methode fiihrt bei der Fourmnschen Reihe nicht zum Ziele

das betreffende (n+1)-te Entwicklungslied fillt dort negativ aus.
G. Szego

g — g T




ELEMI MODSZEREK A FELSOBB MATHEMATIKABAN.

(A m. kir. Ferencz Jozsef Tudomanyegyetemen 1925 okt. 11-én tartott
rektori székfoglalo beszédébél.

Régi, tiszteletremélto szokas, hogy a tisztségébe 1épd rektor
székfoglalo értekezésének targyat sajat tudoményszakabol vi-
lasztja. Ha véletleniil mathematikusra harul ez a feladat, hogy
tandrtarsai, az ifjasag és a mivelt kozénség elott tudomanya-
rél beszéljen, zavarban van, mert igy érzi magat, mintha vendég-
ként messze orszdgban jirna, melynek lakosai az 6 nyelvén nem
értenek és beszédét reményteleniil, csupdan tisztesség okaért
hallgatjak. Ne méltoztassék tehat zokon venni és kiilénésen
ne vegyék zokon azok, akik a mathematikihoz ko6zelebb alla-
nak, ha én minden eszkozzel a megértésre lorekszem, ha itt-
ott nem egészen tudomdnyos hasonlatokkal élek is és tolmacs-
ként segitségiil hivom a szemléletet, a mathematikusnak ezt a
sokszor kitiing, de nem mindig megbizhato tanacsadojat. Maga
az a targy is, amelyr6él szolni oOhajtok, a megértés kérdésével
kapcsolatos. Ez a kérdés nemcsak akkor aktudlis, ha a mathe-
matikus nem mathematikussal keriil 6ssze, hanem azok kozott
is, akiknek kenyeriilk a mathematika. Gyakran szembeadllitjak a
mathematika elemeit a felsébb mathematikival, vagy helyeseh-
ben a kozépiskolai mathematikdat a féiskolaival, mint amelyek-
nek targya, fogalmai, nyelve egymastol idegenek. Feliletesen és
drasztikusan azt szoktik mondani, hogy annak, aki a mathe-
matikanak kozépiskolaban valo tanitidsara készil, kétszer kell
felejtenie; elészor akkor, amikor az egyetemre megy, mdsod-
- szor pedig, amikor tanitani kezd; az els6 alkalommal mindazt,
amit a kozépiskolaban tanult, azutin pedig mindazt, amit az
egyetemen hallott. Folosleges ezt cafolnom, legalabb is azok
el6tt, akik tudjak, hogy az egyes tudoméanyok és tudomény-
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csoportok nem csupan izolalt tételekre és paragrafusokra be-
osztott valamik, hanem szervesen osszefiiggd rendszerek. De
részletesen is meghazudtolja ezt az a széleskord irodalom. mely

a mathematika kozépiskolai tanitdsanak ¢és a mathematikus
tanarképzésnek kérdéseivel és ezekkel kapesolatban a kozép-
iskolai anyagnak magasabb szempontbol valé megvildgitasaval
foglalkozik és amelyben Krein Finixé, a nemrég elhunyt vilag-
hiri gottingai mathematikusé a vezetdszerep. Itt csak egy ellen-
argumentumot emlitek, azt t. 1., hogy a kozépiskolai és a fel-
s6bb mathematika hatdrai egyaltalan nem dllandok, hanem id6-
vel nagyon is megvdaltoztak. Ma madr, egy-két évtized ota, csaknem
minden orszag kozépiskoldaiban tanitjak az infinitezimalis szd-

mitas elemeit, mint amelyek a természettudomanyos miveltség
elengedhetetlen kellékei és amelyeket megérteni és megtanulni
kiilonben is kénnyebb, mint pl. némely sikmértani tétel be-
bizonyitdsat. Az infinitezimdilis szamitas alapveté gondolatai 2l
tndvalevéleg mar az 6kori geométereknél megtaldalhatok, Arcai- d
mepEs 4altal méar rendszeresen alkalmaztattak geometriai és

mechanikai problémékra, majd hosszi sziinet utin a renaissance

koraban ébredtek nj életre és egy szazaddal késébb Newton

¢s LeiNiz kezében hatalmas modszerré alakultak. Méltoztassék

mindezt egybevetni azzal a ténnyel, amelyre Gurzmer német
mathematikus, mint a Halle-Wittenbergi egyetem rektora emlé-

keztetett székfoglalo beszédében, hogy t. i. ennek az egyetem-

nek hirdetétablajin MeLancaroy még azzal invitdlta a hallgato- |
sagot szamtani eléadasara, hogy ennek a tudomanynak nemesak

az elemei egészen konnytiek, de némi szorgalommal még az

osztast is meg lehet érteni.

Mai eléadisomban a folvetett kérdéshez, hogy t. i. a tudo-
manyban, illetéleg @ magam tudomdnyszakaban melyik prob- '
léma a nehéz és melyik a konnyii, mi a felsébb és mi az
elemi, nem a kozépiskolai oktatasnak eés a tandarképzésnek,
hanem a tudomény szempontjabol akarok hozzdszolni. Az
egyetemmnek és professzorainak az értelmiségi palydkra valo
tomeges el6készitésen kivill még mas feladatuk is van; ez i
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a tudomdnyos munkira valdo nevelés és maga a kutato és
alkoté tudomdnyos munka. A tudés nemcsak kész eredménye-
ket tradal, hanem fejl6d6é diszciplinakat is ismertet és azok
egyikét-masikat elébbre viszi maga is, egyediil vagy tanitvanyai
kozremiikodésével. Tehat maga is tanul, dolgozik és fejlédik-
Méltoztassék mar most megtekinteni azt a folyoirattomeget,.
mely egy tudoméanyszakban évenként megjelenik vagy csak egy
bibliografiai munkit is, mely ezt az évi produkeiot feldolgozza.
Vajjon kovetheti, kivilogathatja, megsziirheti, magdéva teheti-e
mindezt egyetlen agyvelé, még akkor is, ha csak egy kisebb
targykorre specializalodik ? Igen. Mert ennek a produkcionak a
legértékesebb része, melyet a hivatott szem gyorsan kivalaszt,
azt a célt szolgdlja, amit Macw, a hires béesi fizikus, az «Oko-
nomie des Denkens» névvel jelolt meg. Magyarul ez takarékos-
sagot jelent a gondolkodasban. Fzt a célt szolgdlja mindaz,
ami a komplikdltat egyszertivé, a sublimiort elemivé teszi, ezt
szolgaljdk kulonosen azok az osszefogo, atolelé fogalmak,
amelyek tavoli diszciplindkat kozel hoznak egymashoz, mint-
ahogy régebben a gézhajo és a vasiat, ma a repilégép és a
radié kozel hoztak egymdshoz a tavoli orszagokat. A tudos épp
oly szenvedéllyel és elszintsdggal keresi a bonyolult problémdk
egyszerii nyitjal, mint a feltaldlo, és a szersziam, amellyel a
zarhoz férkoézik, egyszer generaciok finomra kicsiszolt munkdja,
masszor pedig pillanatnyi otlet, melyet igaz, hogy rendszerint
hosszl, részben tudatalatti munka elézott meg.

Ha én ma itt arra vallalkozom, hogy néhény a felsé6bb mathe-
matikabol vett problémdn és problémakéron mutassak ra arra,
mint lehet a komplikaltat egyszeriivé, a nehezet konnyiivé tenni,
ha én ilyesmire nem szakemberek el6tt merek vallalkozni és
ha ez a villalkozdsom csak némileg is sikeriil, ngy elgondol-
hatjak, hogy mit jelentenek az ilyen egyszeriisitdé gondolatok
a tudomdnyosan el6készitett hallgatosdag és még inkabb a kutato
tudos szamdra.

Nem kezdem konkrét mathematikai problémadval, hanem egy
a mathematikusok k6zt ma nagyon népszeri otlet ismertetése-
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vel, mely szamos probléma nyitjahoz vezetett és érdemei el-
ismeréseiil az elv, a principium rangjat és méltosiagat nyerte el.
Ezt az otletet el6szor a maga népszerti vonatkozasaiban prezen-
talom. Ha egy négytagi csaladnak sikeril egy két- vagy hdarom-
szobds lakdst kapnia, akkor nem jut minden csaladtagra kilon
szoba, hanem legalibb is az egyik szobdaban két vagy tobb
csaladtag fog meghtizodni. Ks ugyanigy., ha hdrom skatulydba
osztok el 3-nal tobb gyufaszalat, akkor legalabb az egyik
skatulyaba egynél tobb gyufaszal jut. Ez az ugynevezett skatulya-
principium a maga legprimitivebb formajaban, melyben konkrét
személyeket vagy tdargyakat helyeztiink konkrét rekeszekbe, szo-
bdkba, illetéleg skatulyakba. Lassunk méar most egy problémat,
amelynek megolddsit ez a principium szolgaltatja és amelyet el6-
szor kisgyerek koromban olvastam egy tréfas szamtankoényvben.
Valamely vilagvirosban, mondjuk pl. Pirizsban, — egy francia
ir6 egyik regényében ide lokalizalja a problémat — van-e ebben
a pillanatban két olyan nd, akinek egyforma sok hajszéla van?
Ez a kérdés; a valasz pedig az, hogy : igen. Hogy ezt bebizo-
nyitsuk, alkossuk meg mindenekel6tt fogalmi skatulyainkat, a
kategoridkat, egy-egy kategoridba sorolvan mindazokat a parizsi
néket, akiknek ebben a pillanatban egyforma szamu hajszaluk van.
Egyikmasik kategoridnk iires is maradhat ; mindenesetre legfel-
jebb annyi kategoriank lesz, amennyi egy né hajszalainak leg-
nagyobb lehetséges szama. Ez tgy tudom, kevesebb 500,000-nél ;
lehet, hogy sokkal kevesebb. Viszont Parizsban, a teljesen ko-
paszokat, ha ugyan vannak, még leszamitva, 1.000,000-nal tébb
né lakik. Tehat tébb a né, mint a kategoria, épplugy, mint
ahogy elébb tobb volt a gyufaszdl, mint a skatulya és igy
legaldbb az egyik kategoridba egynél tobb né jut. Quod erat
demonstrandum !

Lassuk most ennek az elvnek egy tudomanyos mathema-
tikai alkalmazasat, az 0. n. Diricaier-Kronecker-féle tétel
legegyszeribb esetét. Mellékesen megjegyzem, hogy Lreseune
Diricarer, a mult szazad elsé felének ez a vilaghir, francia
nevii német mathematikusa dllitolag a sixtusi kapolnaban, a
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hasvéti zene hallgatasa kozben eszmélt ra hirtelen a skatulya-
principiumnak a szamelmélel szempontjéabol valo nagy jelenté-
ségére. Jelentsen « egy tetszésszerinti tortszémot. Tekintsik
ennek a szamnak elsé n tobbszorosét, azaz az o, 20, 3a, ...,
na szamokat. A tétel azt mondja, hogy ezek kozott van leg-
alabb is egy olyan, melynek a legkozelebbi egész szamtol valo
kiilénbsége nem nagyobb mint 1/n: pl. ha n = 1000, van olyan,
melynek a legkozelebbi egész szamtol valé kiillonbsége nem
nagyobb 1/1000 résznél. Durvan kifejezve, ha nagyon sok tébb-
szorost tekintink, akkor van ezek kozott olyan, amely majd-
nem egész szam: de a tétel finomabb ennél, mert pontosan
megmondja, hogy ezt a «majd-
nemet« hogyan értelmezzik.
Az 1. abran, mely a tétel bizo-
nyitasat szemlélteti, »n = 12.
A 0, o, Qu_, ... szamokat
egy pontbol kiindulva, mint
iveket rakjuk fol egy korre,
melynek keriilete a mértékegy-
ség; azért korre és nem egye-
nesre, mert benniinket az egyes
szamoknak nem a pontos ér-
téke, hanem e¢sak a tortrésze
érdekel; pl. a *s és a 4%/s szamok problémank szempontjahol
®quivalensek. Az ivek végpontjait a hosszabb vonalkik jelzik.
Folosztjuk a kort » egyenld részre. Akkor az n -} 1 vonalka
koziil legalabb az egyik ilyen részbe 1-nél tébb keriil; igy az
dbrdn a 3¢ és a 104 ugyanabba a részbe esnek. De akkor
egymdstol valo kiillonbségiiknek, azaz 7a-nak megfelelé vonalka
a legels6 vagy a legutolsé részben van, tehat a legkizelebbi
egész szamtol legfeljebb '/i2-del kiilonbozik. Itt esupan a szem-
léltetés kedvéért beszéltem bizonyos konkrét szamszeri tébb-
sz0rosokrol és nem n-rél, 4, L és (k-i)-r6l, amint az szokdsos
¢s ami altal bizonyitisunk dltaldnos érvényive vilik.

Csak mutatoba adtam itt ezt a nagyon elemi meggondolast,

1. abra.
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mert ugyancsak a skatulyaprincipium megadja a nyitjat bizo-
nyos sokkal mélyebb és elsé pillanatra nagyon nehéznek latszo
problémiknak is. Idém nem engedi, hogy ezeket ismertessem ;
csak azt emlitem meg, hogy ennek a gondolatsornak valahol
a vége felé ott van az asztrondmusok almanak, a vilagrend-
szer stabilitasinak a problémdja és benne az a kérdés is,
hogyha nem is mi magunk, akik ma egyiitt vagyunk ebben a
teremben, de legalibb a molekulaink nem taldlkoznak-e még
végtelen sokszor ugyanezen a helyen vagy ennek a helynek
tetszésszerint valo kozelségében ?

Ratérek most a skatulyaprincipium egy masik formajara, mely
az el6bbitél abban kiillonbozik, hogy skatulyainkba végtelen sok
targyat szoritunk be. Kz az 0j principium azt mondja, hogyha
\;égtelen sok kiilonbhoz6 elem végesszamu kategéria kozt oszlik
meg, akkor ezen kategoriak koziil legalabb az egyikbe ugyancsak
végtelen sok elem jut. Lassunk mindjart egy konkrét alkalmazast,
mely azinfinilezimalis szamitas sok problémdjinak adja egyszer(
nyitjat. Valamely egyenesdarabon vagy a sik vagy a tér egy véges
részében valamilyen eldirassal jeloljiink ki végtelen sok kiilon-
hozépontot. Igy pl. egy egyenesen, amelyre az 6sszes szdmokat
bizonyos mértékegységhen folrakva képzeljik, tekinthetjik az

/s O0sszes hatvanyait; vagy az Osszes racio-

on szamokat, azaz
nalis, vagyis olyan valodi torteket, melyek egész szamok hdanya-
dosai; vagy pl. az olyan O-val kezdddo tizedes lorteket, melyek-
ben csak a 0 és 7 szdmjegyek szerepelnek s. i. t. Valamennyi
esethen egy véges egyenes darabon jeldltink ki végtelen sok
pontot. Osszuk ezt az egyenes darabot két egyenld részre;
akkor legaldbb az egyik részre még mindig végtelen sok pont
jut és ha ezt ismételten tovabb felezziik, minden lépésnél a
22 fél darab kozil legalabb az egyiken pontjaink koziil ismét
végtelen sok fekszik. Eljardsunkat a 2. dbra szemlélteti. Ha a
felezést végnélkiil ismételjik, akkor az egymasban foglalt egyenes
daraboknak egy végtelen sorozatahoz jutunk, mely, hogy tugy

mondjam, egyetlen egy pontra htzoédik ossze. Ennek a pont-



118 RIESZ FRIGYES.

nak az a sajalsiga van, hogy annak barmilyen kis kérnyezeté—
ben, azaz hozzd barmennyire kozel maradunk is, ott a meg-
adott végtelen sok pont kéziil még mindig végtelen sokat
taldlunk ; vagy a mathematikai terminoléogiat alkalmazva, mely
ezt a jelenséget egy nagyon szemléletes kifejezéssel jeloli meg —
és sokszor a szerencsés, a lényegre emlékeztetd név segit egy--
szertsiteni a gondolatmenetet — tehdt ezt a terminoldgiat
alkalmazva meggondolisunk eredménye igy fogalmazhaté meg :
véges egyenesdarabon kijelolt végtelen sok pontnak van leg-
alabb egy ftorldddst helye. Ez az 0. n. Borzano— WEIERSTRASS-
féle tétel, mely nemcsak egyenesdarabra, de sik- vagy térrészre
is érvényes; ez a tétel — vagy

nevezhetnénk azt torléodasi prin-

cipiumnak is — mdar 50 vagy

60 esztendd ota tesz kitliné szol-

2. abra. 3. abra.

gdlatokat az analizis elemeiben, de a benne elrejtett gon-
dolatnak igazi, nagy horderejét csak az utolso 1—2 évtizedben
ismerték fol, azéta t. i., amiota megszoktuk. hogy a geometriai-
nak és a ponthalmazok elméletének modszereit mds dltalano-
sabb 6sszességekre is alkalmazzuk, hogy térnek tekintsik, a
térhez hasonléan kezeljiik formuldk, figgvények, gorbék osszes-
ségeit is. A geometridban ez a gondolat mdr a mult szazad
kozepe tajan érvényesiilt, a kozonséges 3 méretlit téren mar
akkor is batran tal mentek 1—2—3 dimenzioval és azt is
tudjadk Onok, hogy, héla a még a mathematikus szdmadra is
nagyon mély relativitasi elmélet népszerliségének és kiilonosen
a napi sajtonak, a 4 dimenziés térben ma szinte tébben érzik
magukat otthon, mint az egyszeregyben. Talin igy lesz ez
egyszer azokkal a terekkel is, amelyekre a fels6 mathematika
-egyes Gjabb modszerei tamaszkodnak és amelyek mar nem 4 vagy
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5 méretiek, hanem, ha iltt egydltalaban Dbeszélhetink még
dimenziorol, végtelen sok dimenziosak. Amikor ezel6tt 17 évvel,
az 1908-ban Romdban tartott nemzetkozi mathematikai kon-
gresszuson ilyen magasabb terek altalanos elméletérél fejtettem
ki néhany gondolatot, még csak kevesen voltunk uttéorék; ma
mdr sok mathematikus — egyelére szerencsére még csak
mathematikl‘lsok — otthon érzi magat és mozog és mozgat az
ilyen terekben. Ezekben a terekben, legaldbb a céltudatosan,
tervszerten felépitettekben éppugy van koérnyezet, éppugy van
torlodds és torlodasi principiam is, mint a kozonséges térben.
Tekintsiik pl. egy sikban az Osszes zart és konvex, azaz dom-
borti, horpaddssal nem bir6 idomokat — példaképpen tessék
a korokre, ellipszisekre, négyzetekre, tojasidomokra stb. gondolni
— ¢és szamitsuk ezekhez hatdiresetként még az egyenesdarabot
és a pontot is. Ezek Osszességét ilyen uj térnek tekinthetjik:
ebben a térben a kornyezet és a torlodas fogalma konnyen és
természetesen kinalkoz6 moédon értelmezheté. A torlodasi
principium most igy szol: Ha a sik egy véges részében meg-
adunk végtelen sok konvex idomot, tigy ezeknek van torlodasi
elemiik, azaz olyan konvex idom, amelynek barmely kérnye-
zetében a megadottak kozil végtelen sok fekszik.

Hasonl6 eredményre jutunk akkor is, ha idomainkrél a kon-
vexitds helyett azt tessziik fol, hogy keriiletitk hossza véges és
nem nagyobb egy bizonyos megadott hossziisagnal. Es hasonlo
torloddsi principiumra jutunk még szémos mas esetben s,
amelyeket ma nem sorolhatok fol. Ezeknek egyike-mdsika régi
és 1j nehéz problémdkon és problémakorokon valé alkalmaza-
saban frappdns hatdsunak bizonyult és sokszor kotetekre rugo
munkdat par oldalra redukall. Hogy hasonlattal éljek, azt lehet
mondani, hogy a torlédasi principium a felvonokésziilék szere-
pét jatssza, mely magas toronyba vagy hegycstucsra visz {6l ;
a mathematikusnak nines egyéb teenddje, minthogy nyugodtan,
ovatosan koriiltekintve, de erélkodés nélkiil lenn a foldszinten,
a siksigon megkeresse a felvond-késziilék ajtajat; a lift, a prin-
cipium azutdn mar viszi f6l a magasba.
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Lassunk egy klasszikus példat, mely torténeti vonatkozasai-
ban az eposzkorba, egészen Dido és Aeneas szerelmi regényéig
tekinthet vissza. Méltoztatik emlékezni, hogy a szerelmes kiralyné
a nyughatatlan vindornak annyi f6ldet kindlt tulajdonul, ameny-
nyit egy tehén bérébél hasitott szijjal el tud keriteni. Innen
datalodik az 0. n. isoperimetrikus probléma, mely igy szél:
Adott keriilettt idomok kozott melyik ]egnagyohP teriletii ?
Vilasz: a kor. Ennek legszemléletesebb bizonyitisat Steiver
hirneves berlini professzor adta. Szerinte, ha mds idom volna
a legkisebb, tehidt nem a kor, Ggy ezen taldlhatndnk négy olyan

4. abra.

pontol, melyek nem fekiisznek egy koron. Kossiik ezeket Gssze
egy az idomba rajzolt négyszoggé. A négyszog, ha szogpontjai-
ban csuklokkal képzeljik ellaitva, még alakithato, még pedig
anélkil, hogy oldalainak hosszusiga megviltoznék és kozben
teriillete megnagyobbithato azaltal, hogy 0. n. har-négyszoggé
vagyis korbeirhald négyszoggé alakitjuk, mert egy elemi geo-
metriai tétel szerint a megadott oldali négyszogek kozt a hur-
négyszog a legnagyobb terileti. A négyszoggel egyiitt, mint a
4. abra mutatja, atalakithatjuk az egész idomot. A keriilet nem
valtozott, a teriilet megnagyobbodott. Azaz idomunk nem lehe-
tett a legnagyobb teriiletid. Tehat idomaink kozt csak a kor
lehet a legnagyobb teriiletd.

Lehet. De vajjon tényleg az-e? Van-e egyaltalaban idomaink
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kozt legnagyobb terileti? Ha van, akkor az csak a kor lehet;
de azt, hogy van, STriNER a maga oOtletes bizonyitisdban nem

mutatta meg. Sokdig tugy latszott, hogy az a kritika, melyet

WEIERSTRASS, a berlini egyetem taldin még nagyobb hirii pro-
fesszora mondott az ilyen természetii bizonyitdsokra, ezeknek az
érvényességét megd('int'i, ugy hogy ezeket a régi, szép bizonyi-
tasokat azutan szigoru, de 6sszehasonlithatatlanul nagyobb
apparatussal dolgoz6 bizonyitasokkal potoltak. Ma mér, par év
ota, tudjuk, hogy SteiNer bizonyitasat csak a torlodasi princi-
pium felvonojiba kell bevinniink, éppen abba, amelyrél az

9. abra.

imént beszéltink és azonnal felériink a cstesra, a szigord,
minden kritikdat megdllé bizonyitashoz.

Befejezéstl csupdn még egy ugyanebbe a gondolatkorbe tar-
tozo problémdn akarom illusztralni, hogy hogyan okoskodik a
tudos a maga kérdésének egyszerG megoldasan, ha mar a segitéd
principiumot akdr készen megtalalta, akar pedig sajit agy-
munkajaval megkonstrualta. Problémank a kovetkez6: Egy meg-
adott sikidom belsejében tetszésszerinti hosszl, esetleg vég-
telen hosszisagi — mert ilyen is van — gorbét rajzolok.
Egy r sugart korlapot gy csusztatok, hogy kozéppontja a gor-
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bét végig leirja. Egyszertiség kedvéért folteszem, hogy az » sugar
elég kicsi ahhoz, hogy a kérlap dllandoan az idomon beliil
maradjon ; ez a foltevés kulonben problémdnk lényegét nem
érinti. A mozg6 kor szukcesszive befodi idomunk belsejének egy
részét és a befodott résznek is van egy vagy tobb goérbébél
allo hatara. Mindezt az 5. dbra elsd részén szemlélhetik. A kér-
‘dés az, mit tudunk a kor dltal befutott teriiletrész hataranak
hosszlisagar6l ? A valasz 1Ggy szdl, hogy ez a hosszlisdig nem
lehet nagyobb, mint idomunk kétszeres teriilete osztva a kor
sugardval. Ebben a megbecslésben az az érdekes, hogy teljesen
fiiggetlen attol, hogy a rajzolt gorbe milyen hosszi vagy eset-
leg végtelen hosszii. Akérmilyen cifra, végtelen hosszii gorbét
rajzoltam is eredetileg, annak a sdvnak a hatardrol, melyet
koréje vontam, mér tudom, hogy legfeljebb csak ilyen meg
ilyen hosszi lehet. A kérdés és ra a valasz inkdbb érdekes
és meglepé, mint fontos; most egy esztendeje Innsbruckban,
barati korben fehér asztalndl vetette f61 egy nagyon hires
mathematikus. Bizonyitasat, mely differenciialgeometriai sza-
mitdssal operdlt, mindjart el is felejtettem, talin nem is figyel-
tem rd eléggé. Idehaza azutdn ismét eszembe jutott a kérdés
és kezdett nagyon érdekelni. Hogyan fogjak. neki? Gondolat-
menetemet, mely eleinte nem volt ilyen egyszerti, mint ahogy
most elmondom és csak késébb adtam magamnak szamot lénye-
gérél, lesimitvan réla minden foloslegest, réviden igy vdzolha-
tom. Els6 megdllapitisom az, hogyha az eredményre nézve
teljesen k6z6mbos, hogy az eredetileg folrajzolt gorbe milyen
hosszu volt, akkor valosziniileg teljesen mellékes maganak ennek
a gorbének a szerepe is, mellékes az, hogy a kor kozéppontja
éppen ezt a gorbét irja le és valdszintileg csak az a lényeges,
hogy véges vagy.végtelen sok egyenlé sugart korrel fodtem be
a megadott idom egy részét. Es itt mar megvillan az egyszeri-
sités otlete. Belekapaszkodom abba a lehetdségbe, hogy csak
véges szami korrél, véges szamua kor dltal befodott teriiletrész
hatdrardl van szo. Ez mér elemi eset. De ha nagyon sok kért
és elég surtien vélasztok, akkor az elemi esettel kozeledtem az
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dltalinoshoz; kozeledtem hozzi olyan pontossaggal, amilyennek
csak akartam. Megvan! — agyvelém egyik fiokjiban mar ott
var készen a principium. Kz a principium azt mondja, hogyha
egy gorbe torlodasi gorbéje olyan vonalaknak, tehit ha tetszés
szerint pontosan megkozelitheté olyan vonalakkal, melyeknek
egyike sem hosszabb valamely adott hosszosagndl, pl. 500 mé-

. ternél, akkor maga a gorbe sem lehet ennél hosszabb. Amint
tehat az elemi esetre bebizonyitottuk allitisunkat, csak ezt a
principiumot kell miikédésbe hoznunk és eredményiink érvé-
nyessé lesz az iltalanos esetre is.

De az elemi esetre a bizonyitas nagyon egyszerii; ott latjuk
azt szemléltetve az 5. abra 2-ik részén. Csak néhany kort,
illetéleg az ezek altal befodott teriiletrészt rajzoltam oda kissé
megnagyitva, hogy az dbra szemléletesebb legyen. A teriilet-
rész hatdara az egyes koroknek azokbol az iveibél all, amelyek
kiviil maradnak a tobbi koron. Ezeket vastagon rajzoltam. Minden
ilyen ivnek ket végét osszekotve az illeté kor kozéppontjaval,
korcikkeket kapunk és tudvalevéleg a korcikk teriilete egyenlé
az illetd iv hossza szorozva a sugar felével, tehal az illetd
ivek hossza egyenlé az egyes korcikkek kétszeres {teriiletével,
osztva az r sugdarral. Az ivek Osszhossza, vagyis a befodott
rész hatara egyenlé tehat a korcikkek teriileteinek kétszeres
Osszegével, osztva még az r sugarral. Mivel pedig ezek a kor-
cikkek nem nyulhatnak egymédsba és' viszont benne foglaltat-
nak az eredeti idomban, azért teriiletiik Osszege nem lehet
nagyobb, mint az eredeti idom teriilete. Azaz Gsszefoglalva, a
koreink altal befodott teriilet hatiara nem lehet nagyobb, mint
az idom kétszeres, teriilete, osztva r sugarral; és éppen ez az,
amit bizonyitani akartunk.

Nem akarom onoket mar tovabb farasztani, ambar még sok
problémaival illusztralhatnam azt a tanulsagot, amit mar elére
levontam, hogy a tudomdnyban a felsébb, a komplikélt, a nehéz
nem alland6 érvényii jelzék és ami ma még ilyen, az holnap
mar nagyon is elemivé, egyszertivé, konnytivé lehet. All ez
nemecsak a mathematikdra, hanem minden olyan vizsgdlodasra,

O+
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mely a jelenségek okait és torvényszeriségeit kutatja, azaz
minden tudoményra. Aki valamely tudoményt miivel vagy eléad,
annak egyik legfontosabb torekvése a megériés, tehat az elemen-
tarizalds kell, hogy legyen. s annak is, aki tanul, akir tudos-
nak, akar gyakorlati palyara készill, nem szabad megelégednie
a hallott vagy olvasott kész anyag egyszeri beraktarozasival,
hanem fél kell tennie a kritikus szemiivegét, elemeznie kell,
boncolnia, Gsszehasonlitania, mert maskép az a megemésztet-
len tudds, amit magiba szedett, csak teher lesz szamara.

2 Riesz [rigyes.

, ELEMENTARE METHODEN IN DER HOHEREN
§ MATHEMATIK.

(Aus einer Rede, gehalten am 11. Okt. 1925 bei Ubernahme des
Rektorats der k. ung. Franz Joseph-Universitit.)

Es wird durch einige Beispiele erliiutert, wic durch Heranziehung
geeigneter Prinzipien (Schachtelprinzip, Bolzano- Weierstrass-scher Satz
und iihnliche Auswahlsiitze usf.) Probleme der hitheren Mathematik auf

elementare Betrachtungen zuriickgefiihrt werden konnen.

Freidrich Riesz.



.ADALEK A FENYELEKTROMOSAN VEZETO NaCl
KRISTALYOK FENYELNYELESEHEZ.

Osszefoglalas.

I. Kimértem a fényelekttomosan vezeté NuCl kristdlynak szelektiv
optikai absorptiojit, miutin a kristilyt elézetesen fényelektromosan
hatékony (gerjeszté — erregend) fénnyel vilagitottam meg.

2. Az elnyelési girhbe a kiozinséges, azaz elozetesen nem megvildgitott
(unerregt) kristdllyal szemben a maximumndl esést, de viszont jelenté-
keny emelkedést mutat a hosszabb® hullimok irdnyiban (3 dbra).

3. A 2. esetben két absorptiénak az Osszegét kapjuk, nevezetesen a
gerjesztett (erregt) és nem gerjesztett (unerregt) centrumoknak, azaz a
Rontgen- fény dltal létrehozott szinezé Amikronok absorptidjat.

4. Sikeriilt a gerjesztett (erregt) és nem gerjesztett (unerregt) cen-
trumoknak az ahsorptidjdt szdmitds dtjan egymastol szétvdlasztani, miutdn
a centrumok szdmbeli viszonydt sikeriilt meghatdrozni (8. dbra). Az
osszes centrumoknak legfeljebb 60° -a lehet ugynevezett gerjesztett
(erregt) dllapotban (7. dbra).

5. A hosszi hullami fénynek a hatdsa, ami abban all, hogy a
kristalyt visszahozza a kezdeti dllapotba és az elektromos térben a primir-
dramnak a positiv részét hozza létre, — szintén quantumszerii elnye-
lésen alapszik. E mellett a hosszi hullimui fénynek egy absorbedlt hy-je
a primir-dgram positiv részében ép olyan rendi elektromos eltolddést hoz
létre. mint a rividebb. hullimi fénynek egy absorbedlt lwv-je a primir-
dram negativ részében.

1. §. A fényelektromosan vezetd kristalyokndl az érzékenység
kiterjed a hosszabb hullamok felé, ha egy el6zetes megvilagitas
a kristdly belsejében elektronok levdltasa altal hosszabb ideig
fennmaradé allapotot hoz létre. Ez az eset lép fel, ha az el6-
vilagitas alatt kiils6 elektromos tér hatdsara a kivaltott elek-
tronok mint daram, mint a Pour altal negativ primédr aramnak
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nevezett elektromos eltolodas, 1épnek fel vagy pedig kiilsé elek-
tromos tér nélkil is, ha a kristalynak 0. n. foszforszert tulaj-
donsaga van, nevezetesen ha a levaltott clektronokat az el-
nyelési hely kézelében rogziteni képes. Az elgvilagitds utan oly
hullamok is hatékonyak, melyek el6bb a kristilyra nem hatot-
tak. Az 1. dbra e jelenséget schematikusan jelzi.

GuppeN és Poun ezen fontos tényt elészor azon kristalyoknal
észlelték, melyeknél a fényelektromos vezetés egyiitt jar a nagy
optikai torésmutatoval.' Késébb ez a jelenség annal a II.
csoportndl is beigazolodott,” melynél a fényelektromos vezel6-
képesség bizonyos kezelés (szinezés) dltal nevezetesen Rongten-
vagy korpuszkularis sugarzas dltal hozhato létre.® Az 1. dbra
jellege érvényes ezekre is, csupan a goérbék ugy tekintenddk,
mint erdsen szelektiv spektrdlis eloszldsnak a hosszabb hul-
lamok felé esé részei.

Az 1. dbra a gorbéje osszeesik mindkét csoportbeli krista-
lyokra egy quantumszert fényelnyelés szinképbeli eloszldsival.
Az ordinatak ugy foghaték fel, mint az elnyelt fényquantumok
szama.* Kovetkezésképpen GuopEN és Pour az 1. dbra b gér-
béjére is ugyanezt a magyarazatot hoztak javaslatba: neveze-
tesen, hogy a fényelnyel6képesség a positiv maradéktoitések
kovetkeztében a hosszabb hullimok iranyaban toviabb nyulik.
Azonban 6k nagy torésmutatoja kristalyaiknal (Zinnober) nem
rendelkeztek elég nagy darabokkal, hogy ezen mindenesetre
kicsiny, a hosszabb hullamoknal felléps elnyelési jelenséget
optikai uton kimérhessék. A fényelektromosan vezeté kristalyok
masodik csoportjanal az anyagkérdés sokkal kedvezébb. Viz-
tiszta NaCl darabok tetszésszerinti nagysighan kaphatok és
ezeken a fényelnyel6képességnek a hosszabb hulldamok felé

1 B. GubpeN és R. PouL Zeitschr. f. Phys. 8. 123. 1920. §. 3. 30. 14.
1924. Fig. 1.
2 GyuLal Z., Zeitschr. f. Phys. 831 296. 1925.
3 W. C. RoNTGEN és A. JoFFE Ann. d. Phys. 4. 64. 1. 1921.
“* B. GUDDEN és R. PoHL Zeitschr. f. Phys. 17. 331. 1923.
GYULAI Z. Zeitschr. f. Phys. 32. 103. 1925.
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valo kiterjedése mint a kdvetkezménye egy elézetes megvilagi-
tisnak, egész biztossiggal kimutathatok. Ez képezi a 2. §.
tartalmat.

2. §. Az absorptié méréseket fényelektromos fotometria altal
végeztem. A feladat lényegében az volt, hogy az elnyelési gorbe
szinképbeli eloszlasat két esetben hatarozzam meg, nevezete-

sen: Elszor az u. n. kezdeti dllapotban, mely kezdeti dllapot
minden egyes mérés utdn vorés és ultravoros besugarzassal

2
!
|
1
1
|

1. ‘abra.

allithaté elé; madsodszor pedig a fényelektromosan hatékony

fénnyel valo (kék) megviligitas altal 1étrehozott allapotban. A

lényeges volt a két dllapotban fellépé elnyelési Fkiilonbséyelet

meghatdrozni. A mérési berendezés ugy volt tehat keresztiil-

vive, hogy a mérések direkt a Fkiilonbségeket adtik. A normaélis

elnyelés absolut értékei egyidejileg a régi modszerrel’ lettek

meghatarozva. b
A 2. abra jelzi a hasznalt berendezést. A monochromatikus,

gyenge mérdfény sugarai ki vannak htzva. A rovid vagy hossza

1 Gyurar Z. Zeitschr. f. Phys. 32. 103. 1925.
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és b40 pp kozott, lisztan optikailag hatdroztam meg. Mihelyt
azonban p kisebb lesz, mint 0004, azaz 5 mm vastag rétegben
a raesé fénynek kevesebb, mint 2%-je abszorbealodik, a meg-
hatdrozasra az optikai modszer nem elégséges. A feliileten
létrejove szétszorodas az absorptiot tiulsagos nagynak tiinteti
fel. A 6. oszlopban 4 > 540 pr esetében taldlhato absorptios
egyutthatokat fényelektromos tton hataroztam meg azon feltétel
segitségével, mely feltétel utobbi dolgozatom 2. dbrdja uldn
nyilvanképpen helyes, hogy a fényelnyelés ebben a tartomdny-
ban is quantumszertien torténik.

1. tablazat.

O o GO0 e 4 5 bl g

1 | méter feilisdis se. | o AbOHISS] Absorptigs

[ o besster s 4hol sad-| EITAOL

| voros | kék 2‘3“?5;?3".?33 107 esysé-

| _me;,'vihigilzis mellett Au ; 7

|

| 313 b2 41 400009 34

| 365 634 | 632 00 5D .
405 A N30 —0:0005 12:0
436 43 | . 865 ~ 00071 375
H46 o 77 34 -+0-0036 36
579 712 | 665 1 0:0032 1-1
442 54 | 63 —0:0072 42:0
460 £37 | 533 —00093 500
480 |- 536 | 62 — 00069 A5
500l #8717 59 00032 964
518 487 | 49 00 100
540 £75 ! A4 +00036 40
585 £06 | 372 [ 400040 17
650 192 |7 111 | Looos 00
650% | 1505 { 1445 | 00018 e

* Photocella thermooszlop altal helyettesitve.
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A fényelektromos vezetés modszere még a legkisebb absorp-
tiokndl is meghizhato, mert ez direkt az elnyelt fénymennyi-
séget méri, mig az optikai modszer két fénymennyiség kiilom-
ségével dolgozik.

Lathato (lisd a 3. abrat) hogy a kék megvilagitas altal létre-
hozott allapot az optikai elnyelést a hosszabb hullimok iranyaban
megnoveli, amint azt az elektromos mérések utan varnilehetett.

3. abra.

Lathato tovabba, hogy uaz optikai absorptio maximuma egy
idejiilleg kisebb lesz, mig az elnyelési sdvnak rovidebb hullamu
részében semmi viltozdas sem volt megallapithato.

Ez utobbi optikai megillapitasok teljesen megfelelnek a fény-
elektromos észleleteknekl Ennek a szemléltetésére a 4. abraban
mellékelek egy sorozatot az elektromos mérésekbél. Ezek csupan
csak annyival tartalmaznak tobbet a mar elébb kozolt méré-
seimnél, hogy itt a mérések a rovidebb hullamokra is ki vannak

12 ]

terjesztve. A 3. és 4. dbrak Osszehasonlitdsa dltal a fény-

1 Az ilyen mérési sorozatoknal nem szabad figyelmen kiviil hagyni, hogy
a tébbszori erés kék megvilagitas a kristalyt nagymértékben elszinteleniti.
Lasd K. Prziram, Zeitschr. f. Phys. 20. 196, 1923.
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elektromos hatds és az absorptio parallel volta az elézetes
megvilagitas altal megvaltoztatott kristaly esetére is bizonyosnak
latszik. Ezen tapasztalat kibévitése képezi a kévetkezé parag-
rafus tartalmat. :

3. §. Guobex és Pom! azt allitottdk, hogy a potelek-
tronoknak a hosszii hullimii megviligitds hatdsara valo hely-
renyomuldsa szintén fényelektromos quantumfolyamatboél all.*

4. abra.

Ok kilonésen kimondottik, hogy ha elektromos mezében hossz
hulldmi fény dltal a primir-aram positiv részét dllitjuk els,

1 Zeitschr. f. Phys. 30. 14. 4. §. 1924.

2 A potelektronokat a kovetkezdképen kell gondolni: A fény hatasira
egy érzékeny centrumbol egy elektron lesz kivaltva, a centrum positiv tol-
téssel marad vissza. Ezt az dllapotot neveztitk fennebh gerjesztett (erregt)
allapotnak. Ha a jelenség elektromos térben torténik, az elektron ennek
hatasara a centrumtol messze sodortatik. A visszamaradé positiv centrum
torekszik egy elektront befogni, mely miiveletet melegités, vagy hosszi
hullimmal val6 besugarzas megkonnyit. Ezt az elektront, mely a fény
primér hatasara positiv toltéssel visszamarado centrumot neutralizalja,
nevezzik potelektronnak. ;
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mar egyetlen hv elegendé arra, hogy egy elemi t6ltés nagyobb
tavolsagra tolodjék el.

Ezen felfogis megvizsgalasira direkt méréseket végeztem a
hosszabb hullimok tartomanyaban és pedig viltakozva optikai
és fényelektromos tton. Ugy az absorptio mint a fényelek-
tromos aramoknak csak a kiilonbségi részei, nevezetesen azok,
melyek eredetiiket elézetes megvildgitasnak koszonik, jonnek
a 2. tiblazatban 6sszehasonlitdsra.

2. tablazat.
1l . . s p It I I
Absorptios|| A kék megvi- || Kiviltott | . . s A
= p‘ - || ligitds kovet- || elektromos | Kivaltolt | Az absor
egyiitthato || kezishen e elektromos| bedlt fény-|
A Chis _;;| melmyiség energia g
Hulldm- voros’ ké k‘ T8 v R S \ sgysége dl-| Az
ek || = g0 = |VOros| kék | min jegysege '} fon o
hossz 128 === _elo7—elns mc"nhw- tal kivaltott] IV = const
A megvilagi- (B == megviligi ll tis kovet- elektromos|  egyenlet
: ‘ ) s A 2T \ isée |l s
el || tds utin |3 5 .§§ sl tds utdn- || kezménye '"e"“y"“'a'l dllandéjdnak
han 10=2 1mm—L g sé.—é =2 ‘2 il Coul || | 10~ Coul- A Coul- ‘ értéke
v = = |l N
egységek- |2 8233 5| Cal | ' Cal- Cal- |
‘ ben |2~ =|S S 2| egységek- ||  ban han=— N 1
; = = _==|
) it ve B2 TR e A ey % 2T O
3 2 = = =S L =
| | |
520 || 9105 15 | 08 (i35} 7'8,’ 1-3 1:6 ' }10:92.10—*
' s | PR %
564 || 18] B5) 37 | 19 15| 50y 35 | 18 ||095.10~*
| |
618 [~0-2| 36| 84 | 17 ~0-2 3~4“ 32 | 19 [093.10-*
. ‘ b LA
| 1
Kézépértékben | 0-93.10-% ;=)

e = elemi elektromos toltés, & = Pranck-féle allando, ¢ = fénysebesség.

A 2. tablazat egy mérési sorozatot tiintet fel. Lathato, hogy

minden 9°3.10° absorbedlt fényquantumra esik egy elemi tél-
tés. Ez a szam azonban 30 szazalékig egyezik azzal a szdmmal,
melyet én az elébbi dolgozatomban olyan kristdlyokra taldltam,
melyeket hosszu hullamu mevvﬂagltassal allandéan a kiindulasi
allapotban tartottam.

Tehat a kovetkezi eredményhez jutunk: a fényelektromos
vezetésnél az elektromos mérbeszkézén minden hv folyamat
egyenlé modon nyilvanal. Teljesen mindegy, hogy a rovidebb
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hullamok tartoményaban egy hv egy elektront kivalt, vagy pe-
dig a hosszii hullimoknal egy /hv egy potelektront a helyére
segit.! Az elektromos részecskék eltolodasait tehat kozépértéek-
ben a primir-dramnak gy a negativ, mint a positiv részében
egyenléknek vehetjiik. A kiindulasi allapot helyredllitasara
sziikséges erds besugdrzisok nem azért szikségesek, mert egy
potelektronnak a végsd elhelyezésére talan tobb Ay folyamatra

5. abra.

van szikség, hanem azért, mert a rdesé sugiarzdsnak csak igen
kis része absorbedlodik.

A hy folyamatoknak a hosszt és révidebb hullimok tarto-
méanyaban valo egyenléséger egészen mas, elvileg tisztdn optikai
aton is témogathat6. Guppen és Ponr® haugstlyoztik, hogy a
rovid hullimokkal valo megvilagitas dltal Jétrehozott dllapot,
mely éppen abban all, hogy az igy kezelt kristily nagyobh
mértékben képes a hosszabb hullamokat elnyelni, a megviligito

* fény mennyisége altal nem novelheté tetszésszerinti mértékben.

En egy mérési sorozatban tijékozoddst szereztem arrol, hogy
egy bizonyos hosszabb hullimnak — A= 620 mp — az ab-

L Ttt nem kiilonboztetjiilk meg azt, hogy a hosszu hullimu fény nem-
csak a primir-iram positiv részét valtja ki, hanem a negativ primir-iram-
nak fennakadt elektronjait is tovabb segiti. Lasd GUDDEN és PoHL: fentebb
idézve. 7. §.

2 Zeitschr. f. Phys. 30. 1924, 21 ; 31. 1925. 665.

) o T S5 R (L

R e s

a3

o
&
O
K
;u

B

|
2

SViestow UL




134 GYULAI ZOLTAN.

sorptidja mint koézeledik egy véges értékhez, amint a raesé
kék fény energidjat noveljik (lisd 5. dbrat). Azutdn pedig pon-
tosan kovettem azt, hogy az absorptioviltozds miképpen sziinik
meg fokozatosan tébb és tébb ultravéros besugarzas altal
(6. abra).

A gyakorlali kivitelében elvileg lehetséges lett volna az
absorptio véltozasat — tehat az elsd esetben a novekedését,
a masodik esethen a csokkenését — optikailag kévetni. En e
helyeit a kényelmesebb és érzékenyebb elektromos médszert

6. abra.

valasztottam: mértem ugyanis minden esethen azt az elektro-
mos mennyiséget a fénye]ektromos. primér-dgramban, melyet a
4= 620 pu hullami fénynek egy jol meghatirozott energia
mennyisége kivaltott.

Az 5. és 6. abrdkbol lathatjuk, hogy kb. 3000-szer tobb
fénymennyiség sziikséges az ultravords részbdl arra, hogy a
létrehozott absorptio véltozast megszintesse, mint amennyi
féenymennyiség a kék részbél ezt a viltozast létrehozta. De
koriilbelill ilyen arinyban kisebb az absorptio képessége a
kristalynak a hosszabb hullimok tartoménydiban viszonyitva a
kék részhez. Természetesen ez csak durva megkozelitéleges
szamités, mintin a hasznalt ultravérés fény a 07— 1'4 . tar-
tomanyra terjedett ki.

4. §. A 2. §-beli méréseket arva lehet tovabba hasznalni,
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hogy Guppen és Poni-nak egy a centrumok fényelnyelésére
nyilvinitott nézetét megvizsgiljuk. Ezen célbol nevezzik a
hosszii hullami fény dltal a kezdeti dllapotban tartott kristalyt
roviden normalisnak (unerregt= nem gerjesztett). Nevezziik
ezzel szemben azt a kristalyt, mely fényelektromosan hatdsos
fénynek volt kitéve gerjesztettnek (erregt).

A normalis kristilyban kétségteleniil a Rontgen fény dltal
létrehozott amikronok a fényelnyelés centrumai. Ezeknek az
absorptios szinképét adja a 3. abra a gorbéje. A fényelektro-
mos elektron kivaltas lefolydsa utdn felléphetne egy teljesen 1]
absorptios szinkép, melynek a maximuma az el6bbitél teljesen
mashol fekhetne. Guppen és Ponr azonban a gyémantnak meg-
felelo esetében azt a nézetiiket nyilvanitottak®, hogy a gerjesz-
tett dallapotnak az elnyelési szinképe lényegileg egyezik a nor-
malis allapot elnyelési szinképével, csupan csak a hosszabb
hullimok irdnyiban nyer meghosszabodéast. A gyémdntnal e
nézet helyességének a vizsgdlata nem volt lehetséges, mert ott
az elnyelési szinképnek csupan csak a hosszi hullimt részei-
hez férhetiink hozza. A szinezett Na(l szelektiv absorptiojanal
azonban lehetséges a dontés, mert itt a gerjesztett allapot -
elnyelési szinképe a normalis dllapot elnyelési szinképétol kilon-
vialaszthato. A 3. dbra b gorbéje épp agy, mint a gyémantnal,
a kétféle elnyelési szinkép Gsszegébdl all. Hogy a két szinképet
elvalaszthassuk, tudnunk kell, hogy az elnyelési centrumoknak
milyen ¢ része van gerjesztve. Ehhez a ¢ ériékhez a kovet-
kez6é kozelité modon jutunk el:

1. 9-nak van egy ¢ egyensilybeli értéke, ami akkor all eld,
ha a normalis centrumok ugyanannyi fényt nyelnek el, mint a
gerjesztett centrumok. A folyamatot ugyanis gy képzeljik, hogy
egy normdlis centrum egy hy-t elnyelve elveszit egy elektront
és atmegy az U. n. gerjesztett dllapotba. Viszont egy gerjesztett
centrum egy hyv-t elnyelve folvesz egy elektront és dtmegy a
normalis allapotba. Ha tehat a gerjesatett centrumok absorp-

1 Fénnebb idézve 4. §. 20 oldal.
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3]

Ez egyenlet és a 3. dbra segélyével a gerjesztett allapot
absorptiojanak szinképbeli eloszlasa kiszamithaté. A 8. dbriban
a teljesen kihtizott gorbe a normalis allapoti centrumok ab-
sorptigjat (p) adja (megfelel a 3. dbra a gorbéjének) mig a
szaggatott gorbe a gerjesztett centrumok absorptiojanak szin-
képbeli eloszlasat tinteti fel.!

: A mérések tehat igazoljik a Guopex és Pomn felfogasat,

nevezetesen, hogy a két elnyelési szinkép lényegében egyezik
és hogy a gerjesztés illetéleg az elektronkiviltis az elnyelést
a hosszabb hullamok iranyaban kiterjesazti.

Hogy nagyobb spektralis feloldas altal még esetleges szelek-
tivitdsok lépnek-e fel, ezt csak késObbi vizsgalatok doénthetik
el. A normalis és gerjesztett centrumok elnyelési gérbéinek
egyezése érthetévé teszi, hogy egy teljesen gerjesztett kristaly
a gzemre nézve semmi lényeges szinvaltozdst nem mutat fel.
Emlitésre mélt6 még az a kérilmény, hogy mindkét dllapothan
az absorptios gbrbék altal bezart teriiletek egyenlének latszanak.

Gottingen, egyetemi 1. sz. fizikai intézet. 1925 majus ho.

Gyulai Zoltdn.

ZUM ABSORPTIONSVORGANG IM LICHTELEKTRISCH
LEITENDEN Na(l-KRISTALLEN.,

Zusamimenfassung : Schon Ronlgen hat den Einfluss einer Vor-
belichtung auf den lichtelektrisch leitenden Na(Cl-Kristall konstatiert. Es
wurde jetzt der Einfluss einer Vorbelichtung mit Wellen maximaler
lichtelektrischer Wirksamkeit ausser bei der lichtelektrischen Leitung,
auch bei der optischen Absorption des betreffenden Kristalls festgestellt.
Die Erscheinung wurde im ganzen Spectrum ausgemessen. Der Einfluss
besteht, wie die Fig. 3. zeigt, darin, dass die Absorption an der Stelle
ihres Maximums zuriickgeht, im Bereiche langer Wellen dagegen he-

1 A w goérbét két modon szamitottam ki, nevezetesen az (1) egyenlet
szerint és a pontokat (O-el jeléltem ; és a (2) egyenlet szerint, a megfeleld
pontokat X -el jeldlve. Az egyezés foka megfelel az egyszeriisitett feltételeknek.
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triichtlich erhoht wird. Im Bereiche der kiirzeren Wellen bleibt sie im
Wesentlichen ungeiindert. Wie Fig. 4. zeigt, der genau analoge Fall
gilt fiir die Leitfihigkeit. Der Vergleich der Fig. 3. u. 4. diirfte den
volligen Parallelismus von lichtelektrischer Wirkung und optischer
Absorption auch fiir den durch Vorbelichtung veriinderten Kristall
erweisen.

Der Kiirze halber nennen wir den Kristall in dem durch kurzwellige -
Belichtung hervorgebrachten Zustande «erregt» ; im Ausgangszustande,
der durch langwellige Belichtung wieder hergestellt werden kann.
«unerregtr. Es wurde festgestellt, dass die Erregung einen Grenzwert
erreicht (Fig. 5). Den Abbau durch langwellige Bestrahlung zeigt
Fig. 6. Die zur Erregung und zum Riickgang erforderlichen Mengen
auffallender Lichtenergie stehen der Gréssenordnung nach in umge-
kehrtem Verhiltnisse zu den Absorptionskoefficienten.

In der Fig 3b iiberlagern sich die Abserptionen der unerregten und
der erregten Zentren. Es wurde nach einem angeniiherten Verfahren
die Absorption der erregten Zentren von der unerregten getrennt und
wie Fig. 8. zeigt, konstatiert, dass die Absorption p' der erregten
Zentren im Gebiet maximaler Absorption tiefer, im Gebiet langer
Wellen héher liegt, wie die der unerregten Zentren.

Zoltan Gyulai.

10*




A KET- ES TOBBATOMU GAZOK ABSZOLUT
ENTROPIAJA.

fele S = EklnW egyenlet hatdrozza meg, ahol S az entropia,
k univerzalis allando, W a tekintetbe vett dllapot valoszini-
sége. A Borrzmann—PrLanck-féle egyenlet szerint tehat az entro-
pianak meghatarozott abszolut értéke van.

A kovetkez6 sorokban Prancknak az allapottér fizikai szer-
kezetére és az egyatomu gazokra vonatkozo vizsgalatai ' alap-
jan a két- és tobbatomt gazok abszolut entropiajat szamitom.
Szamitasaimnal két kiilonbozo lehetéséget kell szem eldtt tar-
tani. Az egyes molekulaknak a helyhatarozo koordinatakkal és
impulz koordindtdkkal meghatarozott dllapotterciben az allapot-
pontok vagy folytonosan toltik ki az dllapottereket (elsé esel),
vagy pedig' az dallapotpontok az dllapotterek elemi- tartoma-
nyainak, celliinak csak egyes helyein lehetnek (mdsodik eset).
A quantumelmélet kiillonbozé alkalmazasai az utobbi feltevésre
engednek kovetkeztetni. Felteszem, hogy a két- és tobbatomu
gaz idedlis gaznak veheté, hogy a molekulakban az atomok és
elektronok mozgdsai az abszolut entropia szamitdsinal nem
tesznek szamot s hogy a molekuldk véges kiterjedésébdl szir-
maz6 térfogat-korrekcié elhanyagolhato. Végiil felteszem, hogy
az allapotvalészintiség szamitaséndl a rotdaciés energidnak a
tranzlacios energiatol valo elvdlasztdsa, azaz a rotdciés koor-

1 M. Pranck, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 17. 407. (1915); 17. 438. 1915.
Ann. d. Phys. 50. 385, (1916), Berliner Ber. 653 1. 1916, Berliner Ber.
49. 1. 1925.



A KET- ES TOBBATOMU GAZOK ABSZOLUT ENTROPIAJA. 141

dinatakra vonatkozo allapotvalosziniségnek kiilon targyalasa
nem sziikséges. Feltevéseim alapjan a gazmolekula merev test-
nek tekinthetd. valtozatlan tehetetlenségi nyomatékokkal.
Vegyiik tekintethbe az IV egyenlé faji molekulat tartalmazo,
V térfogatu, 7 homérsékletii, egy molnyi kétatoma gazt. Az
allapot valosziniiség szamitdsa végett a gaz 10 N méreti (egy
molekuldnal felléep 3 tranzldciés, 2 rotacios koordindta s a
megfelelé 5 impulz koordindta) allapotterét elemi tartomdnyokra,
cellakra osztjuk. Ezek a celldk lehetnek egyenlé vagy kiilon-
bozo térfogatuak. Az :.'xltalé.ﬁossa’tg megtartdsa végett killonboz6
nagysiaga PN, PRN, PyhoN. .. térfogatu cellikat veszek tekin-
tetbe, ahol /i a Pranck-féle hatismennyiség, P, P,, P;... az
egyes cellak statisztikai stlyait jelentik. A gaz termodinamikai
tulajdonsdgait meghatarozza a szabad energia kovetkezé ki-

fejezése :
4
F—=— ETInXPe *T, 1)

ahol U az els6 esetben a gdznak valamely cellahoz tartozo
kézépenergigjat, a masodik esetben a gaznak valamely cellahoz
tartozé6 quantumos energidjat, /I’ a megfelelé statisztikai stlyt
jelenti; az Osszegezés minden cellara kiterjesztends. Feltevé-
siink szerint a madsodik esetben csak a quantumos energigji
~ 4llapotok lehetségesek. Ha az U energiit az egyes molekulak
energidival fejezziik ki:

wun Un un N

F=—kTin(Xpee ¥-Xpue ¥...) =— kTln (Epe ¥T), (2
n n 7

ahol az w, az els6 esetben egy molekula allapotterében az »
cella kozépenergiajat, a masodik esetben egy molekula dallapot-
terében az n cella quantumos energiajat, p™ az n cella statisz-
tikai sulyat jelenti. Az u, meghatarozdsa végett vegyiik tekin-
tetbe, hogy a (2)-ben egy 2 tagjainak szama megegyezik az
illet6 molekula allapottere celldinak szaméval. A (2)-ben elé-
fordulo cellak 0szszes szama:
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1. oor )
3= 35w }:” ol dy dz. . dyde, . dpadpadps . dpaidpyy. . . (3)

ahol x,y,, z, az 1...-es molekula tranzldciéos koordinatsit,
4y, @.... az 1...-es molekula szimmetria tengelyének pozi-
tiv irdnyat meghatarozé polaris koordinata szogeket, pmi, Py1.
Pzt Psts Pgr-.. a megfelelé impulz koordindtakat jeloli, az
integracio mindenik molekulanal O és u energia kozott kiter-
jesztendé a koordinatdk minden lehetséges értékére. A gaz
allapotterében két allapotpont, amelyek csak abban kilonboz-
nek egymistol, hogy két molekula « tranzlacios, rotdcios és
sebességi koordinatait felcserélte, a gaznak a koordinatak ugyan-
azon értékrendszere altal meghatdrozott dallapotat jeloli. Ennél-
fogva a koordinatik barmely rendszere dltal meghatarozott
allapotnak N'! kiilonb6z6 llapotpont felel meg. A (3) egyen-
letben tehat az egyértékiiség megtartisa végett N !-szor keve-
sebb cella irand6. (3)-ban az integrilast elvégezve s a mole-
kula fotehetetlenségi nyomatékat /-vel jelolve,*

5N

L VAN S ) (e
) s LU VIR

T NIRRT EESY

. NN
A nagy szamokra érvényes V! = (—;) StirLinG-féle egyenlet

; 1r e 4
alkalmazasaval s I'G+1) = ——O; T .t irva
( 3278 LY m*Y (2u)*V )-" )
e e e Yo S e i (30)
154°N

1 Az [ méretii, » sugari gomb térfogatata (1. pl. P. H. Schoute. Melr-
dimensionale Geometrie, Sammmlung Schubert, 1905, 1L k. 289. 1.):
P V nf of ;
Ro )
r(g+1)

ebb6l kozvetleniil felirhaté a kiildnbozs tengelyekkel biro ellipszoid térfo-
gata is. (3)-ban mindenik molekulanal O és

L9 pelyettesitéssel
Y 1elyettesitéssel )

1 [ A D 9 92 1 2 D -
= g (024§ + P9 + 5 03+ 55) (By =

energia kozott kell integralni.
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Egy molekula allapotterében a p,, p,, p,...p. statisztikai stlyok
Osszege egyenlé a h” nagysagn cellak szamdval, azaz

32a%el Y my @u)* ")“.'

i N — s 3
(0 B PstezF 0 ( BN (4)

A statisztikai stlyoknak a cellaszammal vald 6sszefiiggése meg-
dllapitaséanal csak feltevésekre vagyunk utalva. A kévetkezok-
ben altaldnositom Prancknak az egyatomi gézoknal tett fel-
tevését,® amely szerint egy molekula allapotterében a kiilon-
b6z6 nagysagu celladkhoz tartozo statisztikai silyok 6sszege
egyenlé a koordindta szammal hatvanyozott cellaszammal, azaz

Py + Pt Fpu=n’
(4) és (5) egyenlethél
s 32x%ely m*Y QupPV.

g RN (©)

és
o Skl 15R° N e &
2 (32n3ez;/m-) i \

n = 0 mellett kovetkeztetésiink nem érvényes; n =1, 2, 3...
mellett kapjuk az energia quantumos értékeit, melyek az egyes -
cellak szélsé energidit adjak.
5 o .
2 39n8eufmv) i %)
helyettesitéssel s p, = (n+1)°=n® értéket irva, az n cellahoz
tartozo energia kozépértéke :
i n+1
Lo ) 51,5
;,) SN O [(n—H)T—nTJ. 9
[(m+12—n®lh® — 7 L(n+1)>—n®
A (2) alatti szabad energia tehat

Up =

(10)

1 M. Pranck, Berliner Ber. 5. 1. 1925.
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helyettesitéssel s kN = R (abszolut gaz dllando)-t irva

7 o=

F=— RTin i‘l[(-n +1)*—n5le 7 (11)
"o

A gazelméleti vizsgalatok szerint alacsony hémérsékletnél a

rotaciés energia elhagyhato kicsiny s a szabad energidnak csak

a tranzlécidés koordinatdikra vonatkozé részét kell szdmitanunk.

Magas hémérsékletnél o<1 s az dsszegezés integralassal végez-

heté, a o kitevé szorzoja az osszegezésnél n*-al veheté egyenlo-

nek, tehat?!

s 1
F =— RTin )e""”"’dﬂ;ﬁ — | e~ dnd® l (12)
é 8 e
A mésodik integral elhagyhato kicsiny s
2, 74/ (776 N3V
Fe — RTin 37 ely (1Y @ma)*V (12)
h° N
Az entropia: »
TRRNCAST 1.
sy

ennélfogva

2,7 51/ Oma)®V
S 87 [1/(1515) V @ma)*V 13)
hSN

A masodik esetben az egyes cellakhoz tartozé energia quan-
tumos kifejezését a (7) alatti egyenletbél kaphatjuk. Ha a (3)
kiils6 cella szélsé energiaértéké (amint‘azt a (9) értelmezésé-
nél feltételeztiik), amely két szomszédos cella kozott van, akkor
az m cella quantumos energidgja altaldnosan, a Pranck-féle

eljardssal megegyezéen *

1 Dolgozatomban a szabad energin magas hémérséklet melletti értéké-
nek szamitasahoz hasznalhato egyenletek:

» g 1.3.5... @n—1)V'n

fertmtgtiidp — ——— "¢s.  fe-tetxpidy = T
o o gn+1 f2n+1
a

gn+1

M. Pranck: Berliner Ber. 51, 1. 1925.
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Laid 15h3N /s A
A LB i iy T (14)
= \ 32z%ely/ m® )

ahol n, egy dllando, pozitiv, valédi tort. Ha n,=0, a quantu-
mos energia a cella szélsé energiajat adja. A (2) alatti szabad
¢ energia:

F=—RTn¥n+1)>~nlee ek (15)
n=1
Magas hémérséklet mellett (¢<1)

F=— I?Tln f'e—-lrrn—-n“ﬂ dns’ (15“)
0 !

l—llo

F'=—RTin {5 f‘(x+no)“ e dx —5 f(x-}—no)4 e=o% du . (16D)
0 a

A masodik integral elhanyagolhato kicsiny s

5/ 26

94"

Qall 2

B ,),lni54 V= 4. 10n, o 1571’;1/;+1On3 4 on(*,j/;r} (15¢)
-

A logaritmus alatti elsé tagot kiemelve, a mdasodik rész loga-

ritmusa mivel <1 — elhagyhaté kicsiny, ennélfogva
2 (1T 1/ (Dmm\8 T
Fe BT S" el [/(k’.l)»l/(%nn-) ¥ (15d)
h> N\
Kovetkezdleg
i S 7/ : o) \8 17 1
S = Rip B2 LY EIP ’hﬂ Y @m) 43 (16)

megegyezéleg a (13) alatti egyenlettel. A (16) alatti egyenlet
megegyezik a kétatomu gaz entropidjanak Terrope-' és a szim-
metria szamtol eltekintve az Enrexrest és Trrarn-féle® értéké-

vel. Enrenrest és TrraL a gaz kémiai dllandojat szamitjak s

RinR—c¢,
PG ~n—sc—’—i——~ egyenlet alapjan kell az entrépia ér-

1 H. TerRODE : Proceedings Amsterdam, 17. 1175. 1. (17) alatti egyen-
let, (1915).

2 P. EHRENFEST és V. TRKAL: Ann. d. Phys. 65. 624. (1921).

AT
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tékét venni; (I a kémiai dllandot, ¢, a gaz allando nyomds mel-
letti fajhéjét, S, az entropia éallandét jelenti.

Vegyiik most az N egyenl6 faja molekuldt tartalmazo, V tér-
fogatd, T hémérsékletii, egy molnyi tébbatoma gazt. A (2)-ben
el6fordulo cellak Osszes szama: ‘

z h6\17\7 ‘) xydyydzy. .. doydeyddy. . dpadpdpsy. .. a7
o Apagrdp i dpay. . . :

ahol ., y,. 2,... az 1...-es molekula tranzliciés koordinatait,
Jy, @y, illetéleg ¢,... az 1...-es molekula harmadik (L), illets-
leg elsé (I) fétehetetlenségi tengelyének pozitiv irdnyat meg-
hatarozo szogeket, pu1, Py1, P:t, Pst, Pyts Put--- a megfeleld
impulz koordinatdkat jel6li, az integricié minden molekuldnal
0 és u energia kozott Kkiterjesztendé a koordindtak minden
lehetséges értékére. Ha egy molekula fotehetetlenségi nyomaté-
kait I-, K-, Il-el jeléljiik, egy molekula energigja:*

- (P +py +pI) + [(\m ¢ cos ¢ — sin yz?)

= ~>m 18y
+ K (— sin ¥ sin ¢g — cos 9”1’)‘—}— L (cos d¢ + 9’)) 5
U= u)jl} (I).r + })I/ ‘T— p~ % Ia2+Kl)z+L' d)’ (18(”.

ahol a, b, ¢ a forgasi sebesség komponensei a fétehetetlenségi
tengelyekre s
a = sin ¥ cos ¢¢ — singd, b= sin ¢ sin ¢¢ — cos o,

é 19)
¢ = cos ¢ + ¢. (i2

Az impulz koordinatdk és a, b, ¢ kozott az Osszefiiggés (18}
és (19)-bél
ps =— la sin ¢ — Kb cos ¢
Py = la sin ¢ cos ¢ — Kb sin & sin ¢ + Lc cos & ¢ (20)
pu- — LC‘.

1 A rotacios energia szamitasanal 1. pl. M. PLANck : Einfilhrung in die
Allgemeine Mechanik (1916) 146., 147., 152. §-ait.
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A (17) egyenle{ben Pots Pyts Pus--- helyett ay. by, ¢q...-et vezetve
be integricios viltozonak :

il :
= NN H dacydy,dz,. .. dddedd, . .. dpadpdps. ..

g . (17a)
: LAKL sin ¢y dadbyde, . ..,
az integralast elvégezve
Aade t/ IKLm® ¢/ (Qu)® V s
Sloat 1)

Egy molekula allapotterében a kiilonbozé nagysdgu celldkhoz
tartozo statisztikai silyok osszege a kétatomt gazndl tett fel-

tevés szerint
Pyt p. o+ pa=n0 (21)

ahol 7 egy molekula dllapotterében a kiilénboz6 nagysagu cel-
lak szamat jeloli. (17h)- és (21)-b6l

o Arte Y IKLod® Y/ (2u)° V s
i SN (22)
és ‘
6 1
U= i (—# L I ) / 2 (23)
2 e 1/ IKLm® V
ks i )l"“— o-t'irva,  (24)
(4-71‘56 VIKLm® V ;

az n cellihoz taftozé energia kozépértéke :

n+1
R A E
Ja'n*d (n®ho) 6o’ [(n +1)°— n¥]

" = T 1 — ]k i [y ) ) B )
A (2) alatti szabad energia tehat
o= @

helyettesitéssel
60 [(n+1)8—ns]

F=—RTin 2 [(n+ 1)°— n] ¢ 8 ln+1F—n7 . (27)
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Magas homérsékletnél (7 <1) a o kitevé szorzdja az Gsszegezés-
nél n®nak vehetd s

©= 1 1
F'=— RTn { f e"’“"dn“mfe'"”Etln“}, (28)
3 6
F=— RTin Sz y/ IKLm‘ 1/9271/5'[') Vv @9)
heN
és
%o e 617
S i 8xe I/Ilehm v @rkT)® ) 30)
A masodik esetben az n cella quantumos energidja (23)-bol:
9L6 N 1
T —01,)—(»~~ AJE—L—) /s(n — N (31)
2 \ 4= Y/ IKLm® V

A szabad energia tehat o (24) és (26) alatti értelmezésével

F=— RTln 2, [(n—{— 1) —=n¥} e n=n, (32)

n=1

Magas homeérsékletnél (o <1)

&S

F =— RTin | e~ ®#=ne"dnf, l
: ¢ 1%, (33)
F=— ]fl’/n{h {(%—}—n V5 =0t (s f (q +1p)® e s } l
0

A (15b) alatti egyenletet kovetd eljarassal

8a2es / IKLm® ¢/ 2akT)® V
BN L

S = Rin (34)
megegyezoleg a (30) alalti egyenlettel. A tobbatoma géz entro-
pidjanak ez az egyenlete megegyezik a Terrope-' és a két-
atom gazok targyaldsanal tett megjegyzés mellett az Enrgn-
rEsT és Trrar-féle ® értékkel.

1 H. Terrobe: Proceedings Amsterdam. 17. 1181. 1. (34) alatti egyen-
let, (1915).
2 P. Earenrest ég V. TRKAL: Ann. d. Phys. 65. 624. (1921).
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Szamitasainkbol léthatj'uk tehat, hogy az dllapotpontok akar
folytonosan toltik be a molekuldk allapottereit, akdr nem foly-
tonosan, gy a két- mint a tobbatomt gdzndl a magas hé-
mérséklet melletti entropiaértékek egymdssal megegyeznek. Ha
a molekuldk fétehetlenségi nyomatékait pontosan ismerni fog-
juk, az entropia megallapitott kifejezése a kémiai dllando be-
vezetésével a géznyomas egyenlete alapjan kisérleti adatokkal
is Osszehasonlithato lesz.
' Dr. Széll Kdlmdn.

ZUSAMMENFASSUNG.

Auf Grund der Pranck’schen Untersuchungen wird die abso-
lute Entropie der zwei- und mehratomigen Gase in zwei ver-
schiedenen [illen bestimmt. Im ersten Kalle wird voraus-
gesetzt, dass die Phasenpunkte in den Phasenriumen der
einzelnen Molekeln beliebige Lagen haben kénnen. Im zweiten
Falle wird angenommen, dass nur ganz bestimmte Phasen-
bahnen in den Phasenrinmen vorkommen. Die in beiden Fillen
bei hoher Temperatur berechneten Entropiewerte sind gleich
und stimmen mit den Terrope-, Enrenrest- und Trrav’schen
Resultaten tberein.

Dr. Koloman Széll-



KATHODSUGARAK SZORODASA.

kgy kathodsugarnyalab elektronjai statikai toltésiik kovet-
keztében egymist taszitjak, aminek az lesz kovetkezménye, hogy
egy eredetileg parhuzamos nyaldb mindinkabb széttartova valik.
Teljes mathematikai szigortisdggal csak két elektron mozgisa-
nak a leirasa lehetséges, valosdgos sok elektronbol 4ll6 sugir-
nyaldb szorodasa esak kozelitéleg hatarozhaté meg.

1. §. Két elektron forgdsa. Vegyik fel a két elekront ¢ =0
idében egy nyugvo A koordinatarendszer Y-tengelyén -y, és
—1, pontokban és egyelore ne tulajdonitsunk nekik kezdeti
sebességet. Ez esethen a két elektron az Y-tengely mentén
gyorsulé mozgassal fog egymastol tavolodni, mely mozgas dif-
ferencidlegyelnete :

vagy : ¥
W= g = ()

ahol m, az elektron nyugalmi témege. Ezen egyenlel elsé dlta-
lanos integralja:

@)
I o AR
A kezdofeltételbol: ¢, = % ugy hogy:
J0
TRl ( (3)

o
ami tulajdonképen nem egyéb az energiaegyenletnél. (3)-bol gyo-
kot vonva, a viltozok szétvalaszthatok és y = 2* helyettesités-
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sel a jobboldalA integralhato alakra hozhato. A végleges meg-
oldas, a kezdéfeltétel tekintetbevételével :

Sogtes oY)

V2,

ahol : (4)

oy ey gl

Ezek utan konnyd attérni arra az esetre, ha az elektronok-
nak az X-tengely mentén -+ v kezdeti sebességiilk van. Nem
kell mast tenniink. mint a (4) alatti egyenletet olyan K’ ko-

o) = yd

ordinatarendszerre transformalni Lorentz szerint, melyhez képest
a K rendszer az X'-tengely mentén | v sebességgel mozdul el.
Nyilvanvalo, hogy csak az id6t kell transformélnunk :

A T (5)
de ezenkiviil figyelembe veendd, hogy az m, nyugalmi tomeg
helyébe relativisztikus tomegetl kell irnunk az «, dllandéban :

o
Vi-g
Ezen atalakitasokat alkalmazva és a, értékét (1) szerint helyet-
tesitve. az elekfronok paly:ijanak egyenlete lesz:

Nty —=

(6)

o i',_ L “’mr ;
=" = @) ™

2. §. A fenti pdlyaegyenletet klasszikus alapon is ‘lehet

szamitani. Ugyanis tekintsiik a viszonyokat rogtén a A’ rend-

szerben. Els6sorban ismét fellép a Couvrome-féle taszito erd,

e s .
—4-’7,2—; ezenkivill azonban a két egyenlete-

sen halado elektron két pérhuzamos drammal egyenértéki,

melynek nagysaga:

melyek egymast vonzzak és a megfelel6 Ampire-féle vonzoero :
6202

43/':09'
ugy hogy a mozgasegyenlet :

A két eré killonbsége fog a mozgasnal érvényesiilni,

TN TS

SR
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i35 e*
med) = W(l_ o)

vagy:
el e
B R s

m, az AerauAm-féle transversalis tomeget jelenti:

PN S e
e = My, 1+:3-"§")' +ﬁﬂ -+ el

Az egyenlet megoldasa (4)-el azonos, tehat :

RO i, RS, B I, ; £
L 1/--4(/» e l/l 19 (9(.7-/’ (7)

Amint maskép nem is volt varhato, (7) és (7') megegyeznek,

csak a klasszikus transversalis és a relativisztikus elektron-
tomeg tekintetében kiilonboznek.

A szérodas nagysagira nézve megemlitem, hogy példdul
Yo= 0,4 mm, v=0,1c esetén a két elektron tdavolsiga kb. 1 m
uton megkétszerezédik: v = 0,001¢c esetén ez mar 1 em 1t utan
kovetkeznék be.

3. §. Stk Lkathodrol kiindulo sugdrnyaldb szordddsa. Kzt a
feladatot is meg lehet kozeliteni az 1. §-ban kévetett eljaras
alapjan. A fogalmak rogzitése céljabol vegyik fel a korkereszt-
metszet kathod feliiletét a A koodinatarendszer kezddépontja-
ban, az Y'Z'-sikban. Ez esetben a kathodsugarnyaldb, eltekintve
a szorodastol, egy korhengert fog hetdlteni, amelynek tengelye
az X' tengely. Valosagos kathodsugdrnyaldb mindig véges, hossza
legyen /. Keresztmetszetének a sugara a kezdépontban 7, mas-
hol . A nyaldb szérédasat megkapjuk, ha egy peripherikus
elektron palyijat hatdarozzuk meg: az ezdltal meghatdrozott
forgdasfeliilet lesz a nyaldb burkolofeliilete.

A feladat egyszerisitése céljabol képzeljiik az egész toliést,
melyet a nyaldb képvisel, az X-tengelyen egyenletesen lineari-
san eloszolva (az igy eredd linedris toltéssiirtiség legyen ) és
vizsgaljuk ezen linedris toltés hatdsat egy elektronra, mely ¢=0
pillanatban a kathéd peremérdl (y, ordinataval) v sebesség-
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gel kirepiil. Eldészor az 1. §. mintijira az elektronnal egyiitt
mozg6d N koordinatarendszerben szimolhatunk. A tobbi elek-
tront képviseld linedris toltés ebben a rendszerben kezdetben
0-t6l [-ig terjed. de —u sebességgel elmozdul és a mozgas
befejeztekor —(-t6l 0-ig terjed. Ennélfogva az eré, melyet a
mozg6 elektronra kifejt, a mozgas folyaman valtozik, még pedig
a kovetkezoképen :

a) A kezdo- és végpillanatban az y ordinatiji pontban a
toltés potencidlja:

dx Y
[ e e o e U /n —_‘,,—T'o
R L

b) A mozgas kozepén :

e

dax
o= 2¢ j , =200 ———F— B
r +‘/ i

Tegyiik fel, hogy y* az [*hoz képest elhanyagolhat6, akkor :

;ll és wn::’glni

o, = pln ]

A hatoerét e grad ¢ adja. Ennek benniinket jelenleg csak
az Y-osszetevGje érdekel (a kozépsé pillanattol eltekintve ugyanis
X-6sszetevgje is van, mely azt eredményezi, hogy a vizsgalt
elektronnak eredeti mozgasiranydban a kozép elétt negativ, a
palya masodik feléhen pedig pozitiv gyorsuldsa van):

r €
K = prad;ie. — 57
Y
it 2e
’\n= grad.’/ b M y@ ¥

Elegendé megkozelités lesz, ha a két kifejezés kozépértékét
vessziik az egész palyan érvényesnek, vagyis a hatoerdt

=" 3 i—g -nak vessziik.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXII. 11
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Az elekfron mozgisegyenlete tehal lesz:

3 3

- gl
Nyl = ) ;
vagy
= s WA
iy = 5 7’7%) et (®)

Ezen differentialegyenlet elsé integralja, mindjart tekintet-
tel a kezdofeltételre:
i

= 2 ln =—. 9
0

2

Y
Helyettesitsiik »‘_I‘l/--t (1+2)-vel, akkor lesz:

"o

2u

= " n (14 2). 9

J0

A jobboldal, amig z kisebb 1-nél, konvergens sorba fejtheto,
melynek itt csak elsé két tagjat veszem figyelembe:

»2

(42 =z2- :_) < 2

Ezt (9')-be helyettesitve, a valtozok szétvalaszthatok és a
megoldas lesz:

1;“ t4 € =" "192‘—2; = arcsin (2—1) = aresin (;’//(; - d) .
Minthogy (= O-ta y = yp a (i értéke — o, tehdt « értékét

is helyettecitve, a megoldds lesz:

- Ezt a kifejezést még, igy mint az 1. §-ban, transformalnunk
kell a K’ rendszerre, amidltal az elektron palyaegyenlete:
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Ha a kovetkezo konkrét adatokat helyettesitjiik :
y =05 cm
[ = 0,05 Ampere (g == I)

»

Vo= 3,10° cm sec™*

== s em

akkor arra az eredményre jutunk, hogy a palya végén:

Mo

vagyis a nyaldb atmérdje felével megnovekedett. Ez természe-
tesen inkabb csak a szordédas nagysagrendbeli becslésének
tekintheté, de mutatja, hogy a szordodas igen jelentékeny.

Osszeloglalas.

Az els6 részben két, eredetileg parhuzamosan halado elek-
tronnak a koztik fellépé Couvroms-féle taszitds kovetkeztében
egvmasra kifejtett eltérito hatdsa altal létesitett palyajat vizs-
galjuk. Ez a palya meghatirozhato klasszikus és relativisztikus
szamitassal. A relativisztikus szamitas megadja a parhuzamos
aramok kozott haté Ampire-féle vonzderdt, amelyet a klasszikus
szamitasnal mint adottsdgot kell elére felvenni. A madsodik
részben egy korfelilletd sik kathodrol kiindulé kathodsugar-
nyalab szérodasat vizsgaljuk. Erre nézve bizonyos egyszerd-
sitésekkel kozelité palyaegyenlet vezethetdé le. mely hasznil-
hat6 mindaddig, mig a nyaldb keresztmetszetének relativ no-
vekedése nem tal nagy (legfeljebb 50%).

Dr. Schay Géza.

pP—

e e B L LA = =~ B A 0

mar.r e




156 | GEZA SCHAY.

UBER STREUUNG VON KATHODENSTRAHLEN.

i

Es wird darauf hingewiesen, dass die Elektroneﬁ eines Kathoden-

strahlbiindels infolge ihrer gleichnamigen Ladungen einander abstofien,
miissen. Die sich hieraus ergebende Streuung wird im einfachsten
Idealfall von nur zwei Elektronen . exakt, im Fall eines anfinglich
parallelen Strahlenbiindels niiherungsweise berechnet und gezeigt, daf

diese Streuung ganz betrichtlich ist.

EBYETEM! KdvTn

SZEGED.
FOLYOIRD ¢\ D

Franklin-Térsulat nyomdaja: Géczy Kalman.

Géza Schay.




A tagsagi dijat a valasztméany 1925. jan. 1-t61 3 arany-
koronaban (50,000 papirkoronaban) dllapitotta meg.

Minthogy a Mathematikai és Physikai Lapok egyes régibb
éviolyamai teljesen eliogytak, kérjiik tisztelt tagtarsainkat, akik
azokat nélkiilozhetik, boesassak a Tarsulat rendelkezésére.

A folyéirat szellemi részét illeté kozlemények a szerkesztékhoz
killdenddk és pedig a mathematikai targyvak Fejér Lipdt (V. Falk
Miksa-utcza 15.), a fizikai targytak pedig Pogdny Bela (1., Buda-
foki-it 8. cimére. T. munkatarsainkat kérjik, hogy kézirataikban
lehet6 rovidségre torekedijenek, azokhoz néhany soros idegennyelvi
osszefoglalast mellékeljenek és hogy arra pontos cimiiket frjak ra.

Minden 6néllé cikk szerzéjének 25 boritéknélkili kiillonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és tobb kilénlenyomat csak a nyomdaval
valé kilon megegyezés alapjan kaphaté.

A Térsulat tgyvitelére vonatkoz6 levelek, tagajanlisok és foly6-
irat-cserepélddnyok Pogdny Béla titkir cimére kiildenddk.

A folyéirat és a meghivék expedicidjara vonatkozé kérdések,
reklamaciok, valamint a tagségi és eldfizetési dijak Nagy Jdzsef
pénztaros cimére (IV., Véci-utca 31—33.) intézenddk. 3

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Adresse
des Geschiiftsfithrenden Secretirs B. Pogdny, Budapest, 1., Budafoki-ut 8.

On est prié d'envoyer les exemplaires d’échange des périodiques
a 'adresse du sécretaire B. Pogdny, Budapest, I., Budafoki-ut 8.

Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok sulyos helyzetbe sodortak Tarsu-
latunkat. Folydiratunkat még redukalt terjedelemben sem tudtuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiilé, aldozatkész
emberbaratok és intézmények nem jottek volna segitségiinkre.
Ez a Tarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi rank is
kotelezettséget ré. Nekiink is erénkhoz képest meg kell ten-
niink mindent, hogy Téarsulatunkat fenntartsuk és annak miko-
dését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt koveteli toliink jozanul
felfogott sajat érdekiink, ezt koveteli hazank érdeke is. Csak
igy alakul ki benniink a jévénk biztositdsahoz annyira sziik-
séges bizalmunk 6nmagunkhoz.

Kérjik ennélfogva tisztelt tagtarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 3 aranykoronit)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (I'V., Véaci-utca 31-33.)
lehetSleg a mellékelt csekklap felhasznalasaval befizetni.

2. hogy megvaltozott uj cimeiket kozoljék a Tarsulat pénz-
tarosdval és hogy a vilaighabord alatt és az uténa kovetkezd
idokben koltozkodésre kényszeritett tagtarsaink figyelmét hiv-
jak fel hasonlé cselekedetre,

3. hogy gyijtsenek uj tagokat.
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