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A folyéirat szellemi részét illeté kozlemények a szerkesztékhoz
kiildend6k és pedig a matematikai targytiak Kdnig Dénes (XI., Horthy
Miklé6s-ut 28., Lénart-pensio), a fizikai targyaak pedig Pogdny Béla
(XI., Budafoki-tt 8.) cimére. T. munkatarsainkat kérjiik, hogy kézirataik-
hoz néhény soros idegennyelvli osszefoglaldst mellékeljenek, és hogy
arra, valamint minden korrekturara pontos cimiiket frjdk ra.

Minden 6néll6 cikk szerz8jének 25 boritéknélkili kilonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és tobb kiilonlenyomat esak a nyomdaval
valé kiillon megegyezés alapjan kaphaté.

A Térsulat dgyvitelére vonatkoz6 levelek, tagajdnlasok és foly6-
irat-cserepélddnyok Pogdny Béla titkir cimére killdenddk.

Lvi tagségi dij Budapesten 8, vidéken 6 peng8. Minden befizetést
Téarsulatunk 5997. szAmu postatakarékpénztéri csekkszdmléjara kériink.
A folybirat és a meghivék kiilldésére vonatkoz6 felszélamlasok, cim-
valtozasok Jelitai Jozsef pénztaros cimére (II., Bimbo-it 5.) intézenddk.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad-
resse des Geschaftsfihrenden Secretirs B. Pogdny, Budapest, XI.,
Budafoki-ut 8.

On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques
a 'adresse du secrétaire B. Pogdny, Budapest, XI., Budafoki-ut 8.
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TANGL KAROLY
1869—1940.

1940. januéar 10-én este T 6rakor elkoltozott az él6k sorabol
TaneL KArony, a Pdzmény Péter tudoményegyetemen a kisérleti
fizika tandra, az Eotvos Lordnd Matematikai és Fizikai Térsulat
alelnoke. '

Tévozdsa gydszba boritotta Tdrsulatunkat és egész tudomdnyos
életiinket, melynek egyik legtiszteltebb és legnépszertibb tagja
volt. Es f6képp gydszba boritott benniinket, kiknek megvolt
adva az a szerencse, hogy évek sordn &t vele szoros kapesolatban
lehettiink, szdmos ugyet vele intézhettink, merithettink mély
tuddsabol, résztvehettink sokoldala érdeklGdésében, élvezhettik
vildgos gondolkoddsat, felemelkedhettimk mindig magas szem-
pontjaival és kiengesztel6 humordval.

Eletpalydjdnak kiilsé menete a legegyszerfibb és legtermeé-
szetesebb ; minden nagyobb zokkenés nélkil folyt le.

Sziiletett 1869-ben Budapesten, jomo6da polgari esalddbol.
Gondos nevelésben részesiil, tanul nyelveket és zenét, melynek
mivelése élete egyik fészorakozdsat képezi. Iskoldit gondtalanul
elvégzi. Az egyetemen a magyar fizika nagy vezetd egyénisége,
baré Eorvos LorAND kornyezetébe keril, ki a mér fiatalon felting
fiatal fizikust tandrsegédévé teszi. Doktordtust tesz 1895-ben. Majd
kiilfoldi tanulmdnyttra megy Berlinbe és Parisba. 1900-ban a
mértékhitelesité bizottsdg elnoke. 1901-ben magéntandri képesi-
tést szerez, 1903-ban a kolozsvari Ferenc Jozsef tudoményegyetem
nyilvédnos rendes tanara, hol 14 évig marad, mig 1917-ben a Jozsef
miiegyetem fizikai tanszékére meghivja. 1921-ben a Pdazmany
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2 - ORTVAY RUDOLF. °

Péter tudomanyegyetem baré Eorvos LorAND tanszékére hivja
meg. Tagja lesz a Magyar Tudomdnyos Akadémidnak és a Szent
Istvan Akadémidnak és 1934 ota a Magyar Tudomanyos Akadémia
1I1. osztdlydnak elnoke. Alelnoke az Eo6tvos Lordnd Matematikai
és Fizikai Tarsulatnak. Tagja azonkivil szdmos bizottsdgnak és
tandesnak. Megndsiil 1900-ban, elveszi Gedliczka Emmét, ki 1931-
ben 6zvegyen hagyja. Hdzassdgdbhol két él6 gyermeke: férjezett
lednya és mérnok fia maradt utdna. Hetvenedik életévét elérve,
dgynak esett és néhdny honapi szenvedés utédn csendesen
elaludt.

Mikor Taxer KAroLY a nyolevanas évek végén az egyetemre
keriilt, tudoményos életink és f6képp a természettudomdnyok
élénk fejlédében voltak hazdnkban. A tudoményegyetem, a
miiegyetem, a Magyar Tudoményos Akadémia, a Természet-
tudomanyi Tarsulat, a nemrég alakult Matematikai és Fizikai
Tarsulat, a Ganz-féle elektromos gydr mind kézpontjai voltak
egy élénk szellemi életnek, melyekben a kor természettudomdnyi
és miszaki torekvései mind visszhangra és részben onallo tovabb-
fejlodésre taldltak. Csak E6Tvos LorAND, THAN KAROLY, FROHLICH
Izipor, Kéni¢ Gyuna, Briray Orrd Tirusz, id. Sziny KALMAN
neveire kell gondolnunk.

Természetesen TaNcL sem vonhatta ki magét e szellemi haté-
sok al6l és kordan f6képp Eorvos hatdsdba keriilt, ami déntd
befolyédst gyakorolt egész fejlédésére. Epp ezért célszerti lesz ezeket
a hatdsokat kissé tagabb keretben szemiigyre venni és egy pillan-
tédst vetni azokra a torekvésekre és irdnyokra, melyek a hetvenes
és nyolcvanas években az egykoru fizikdt mozgattdk és annak
sajatos jellegét megszabtak. Egyik kiemelkedd mozzanat kétség-
kiviil a thermodynamika kialakuldsa volt: példdt mutatott egy
rendkivill nagy jelenségkomplexus dltalénos elvekre valé vissza-
vezetésére, mely a mechanikdval szemben ondllosdgdt megérizte
és a kor fizikusainak egész gondolkoddsmodjdt igen erdsen be-
folydsolta. A thermodynamika viszonya a mechanikdhoz, {Gté-
telei visszavezetése a mechanikédra szintén egyike volt ama
problémdknak, melyek a fizikusokat igen erésen foglalkoztattdk.
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Ugyancsak nemrég alakult ki az elektromossdg és a fénytan
dtfogd elmélete Farapay nyoman Maxwern elméletében, de
még sokd tartott, mig a fizikusok kozkinesévé valt. Az elsd
részletesen kiépitett korpuszkuldris elmélet, a gézok kinetikus
elmélete is ebben az idében alakult ki. Mésrészt -ezen idében
jelentékeny fizikusok egy csoportja a korpuszkuldris elméle-
tek némely onkényes konstrukeidja és f6képp a MaxweLi-féle
egyenletek és a thermodynamika mésodik fététele mechanikai
magyarazatdnak eredménytelensége hatasa alatt oly dlldspontra
helyezkedett, mely beéri a j:lenségek térvényeinek matematikai
alakba valo ontésével és nem tartja indokoltnak minden jelenség-
csoport mechanikai értelmezésének kovetelményét. Ez az u. n.
fenomenologikus irdny, melynek igen pregndns kifejezést adott
KirouHOFF hires mechanikdjéban, és amely igen hatdrozott szembe-
fordulast jelentett a széltében divé modellszer(i elképzelésekkel
szemben. Egy purisztikus irdny, mely fogalmi tisztasdgra és biz-
tonsdgra torekszik és mindig fellépett, ha a fizika fejlédése folya-
mdn bizonyos irdnyba tilmesszemend és kellden meg nem alapo-
zott kovetkeztetésekbe boesatkozott. Rendesen 1j, mélyebb ala-
pozéashoz vezetett, egy theoriatipus kikiszoboléséhez és mdssal
val6 helyettesitéséhez, melybdl ismét egy lépéssel tovabb lehetett
menni. A tudomény torténetében tobbszor fellépett; esak alakja
valtozott a kor kovetelményei szerint. Mar Newronndl is taldl-
hat6; hires monddsa «hypotheses non fingo» azt jelenti, hogy a
kordban divatos éterorvényekrdl nem akar tudni és a gravitdeiod
torvényét esak a lényegre szoritkozva akarja kimondani. Kirca-
HOFF idejében a korabeli atomisztikus spekuldciok és az elektro-
magneses étermodellek meddéségére utal. De napjaink fizikdjé-
ban is él ezen irdnyzat. Igy a relativitds elve azt hangstalyozza, hogy
a kiilonboz8 helyeken lefolyé jelenségek egyidejliségérdl csak
annyiban beszélhetiink, amennyiben azok mérésére elvi lehetd-
ség van. Az atomisztika létjogosultsdéga ma mdr nem probléma,
csak az elemi korpuszkuldk helyes jellemzése. A mai kvantum-
mechanika egyik alapelvében, hogy esak arrél beszélhetink, ami-
nek mérése elvileg lehetséges és ezen gondolat kovetkezetes keresz-

1*



4 ORTVAY RUDOLF.

tilvitelében lehetetlen fel nem ismerni a fenomenologikus gondol-
kodés jellegét.

Béar6 Eorvos LorAnD, ki az emlitett korszakban hazank
fizikdjdnak irdnyado tényezGje volt, mint Franz NEUMANN és
t6képp mint KiroHHOFF kozvetlen tanitvanya kifejezett fenome-
nologikus irdnyzat hatdsa ald keriilt. Ez felelt meg szellemi egyé-
niségének, melyet mindig vilagossdgra valo torekvés és bizonyos
tartozkodds messzemend kovetkeztetésekkel szemben jellemeztek,
valamint az a torekvés, hogy a maga elé tlizott feladatot a meg-
szabott keretek kozt oly tokéletesen végezze el, amennyire csak
lehetett. gy mintaszerfi mérései, melyek nem céloztdk a gravitd-
ci6 természetére j fényt vetni, hanem tudatosan a NeEwron-féle
torvény alapjén dllottak, tobb igen jelentékeny geofizikai eredmény
mellett biztos alapot szolgdltattak a gravitdcio ama ujfajta fel-
fogdséra is, melyet EINsTEIN az dltaldnos relativitds elméletében
fejtett ki. Taldn nem lesz érdektelen, ha felemlitjiik, hogy mennyire
hasonlit ehhez az a szerep, amit KircaroFrnak az . n. fekete test
sugdrzasdra vonatkozé klasszikus vizsgalatai a késGbbi fejlédés
el6készitésében jétszottak. Kircmmorr megéllapitotta, hogy a
fekete test sugdrzdsa csak a hémérséklettdl fugg és fiiggetlen az
anyagi minségtél. Ez a legtobb, amire a klasszikus thermodyna-
mika alapjan el lehet jutni és KircaHOFF nem boesétkozott ezen
talmend kovetkeztetésekbe. Hogy a fekete test spektrumdnak mj
az energiaeloszldsa, ezt a lépést PLaN(K tette meg egy lényegesen
uj feltevés bevezetésével, ami a fizika Gj korszakdt nyitotta meg.

Eorvos a fenomenologikus irdnynak nem csak hajlama sze-
rint, hanem tudatosan is hive volt, aminek szdmtalanszor kifeje-
zést is adott. Kiemelte, hogy a KircaHOFF és a tobbi fenomenolo-
gus, mint W. Vorar, dltal kovetett irdny az, amit helyesnek tart.

Ugyanekkor hazinkban a korszerfi fizika tobbi irdnyai is
hatdst gyakoroltak és f6képp a thermodynamika mdsodik fStéte-
lének mechanikai levezetésére irdnyuld torekvések keltettek vissz-
hangot. Ezek a torekvések meddék maradtak és ma latjuk, hogy a
fizika fejlédésének akkori szakasza még mem is érett meg ezen
probléma eredményes tdrgyaldsdra.
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Egy masik kivalo fizikus és erds egyéniség, LENARD FoLoPp,
szintén Budapesten kezdett dolgozni, de érdekldésének irdnya és
egész beallitdsa egészen mds volt; vizsgdlatai a korpuszkuldris fel-
fogds irdnydban jelentettek nagy eléretorést, de hazdénk tudoma-
nyos életében nem gyakorolt nagyobb hatdst.

TanNeL, mint EoTvis asszistense, ama felfogdsok és problémdk
vonzokérébe jutott, melyek nagy mesterét foglalkoztattdk.

Blsé dolgozata (1) a matematikai fizika, nevezetesen a
potencidlelmélet korébe tartozik és néhdny egyszeri homogén test,
mint koérgytiri, korlap, korkup potencidljinak kiszdmitdsdval
foglalkozik. Ezen egyetemi péalyadijjal koszoruzott munkéjéban
mér jelentékeny szdmoldsi készségnek és az elliptikus integrdlok
kezelésében valé jartassaginak adta tanujelét.

Egy miasik dolgozatdban (2) a horizontalis esavardsi ingdnak
lengéseit vizsgdlja a foldnehézség erGterében nagy kilengés eseté-
ben és szintén bizonysdgot tesz a matematikal modszerek kezelé-
sében valo biztonsdgarol, valamint kisérleti készségérdl is.

Harmadik dolgozata (3) forditdsa Gauss mintaszerti dolgoza-
tanak, melyben a foldmdgnesség terének abszolit intenzitdsa méré-
sére szolgdlé hires modszerét kozolte és melyhez Tanern értékes
megjegyzéseket flizott hozzd. Hogy Gauss alapvetd dolgozata
agy EoTvosre, mint Taxcrra nagy hatéast tett, egész beallitdasukbol
kozelfekva.

Kovetkezé dolgozatai (4, 4a, 5, 5a, 5b) a mdgnesség hatdsat
egy drot mechanikai sajatsdgaira vizsgdljak: egyrészt a drot
rugalmassigl modulusdnak, mdsrészt hosszdnak viltozdsit. Gon-
dos eljardsa a mar EoTvos és masok dltal alkalmazott bifilaris fel-
figgesztés igen szellemes modositdsan alapul és a tekintetbe jove
kis hatasok mérését lehetové teszi.

Kovetkez6 vizsgdlatai, melyeket Budapesten kezdett és Kolozs-
vérra valé kineveztetése utdn folytatott, egészen mds probléma-
korrel foglalkoznak. Erdeklédése a dielektromos dllandé felé for-

1 A zarojelbe tett szamok hivatkozasok Taner Kirovny a fiigge-
lékben kozolt dolgozatainak jegyzékére.
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dult, melynek oOsszefiiggése a torésmutatoval az elektromdgneses
fényelmélet egyik kovetkezménye volt.

A Cravsius—Mossorri-féle formula pedig nevezetes ossze-
figgést allapit meg a testek stirlisége és a dielektromos dlland6 kozt,

; 3 G [T 3
amennyiben az A kifejezés, melyben ¢ a dielektromos

allandé és ¢ a stirliség, dlland6 volna. Mdr tébben taldltak kisebb-
nagyobb eltéréseket az dllandosdgtol, de a mérések pontossdga
1900-ben, mikor Tancw vizsgdlatait megkezdte, nem volt kielégits
a viszonyok tisztdzdsdra. Ezért Tancw elhatdrozta, hogy a kérdést
teljes alapossaggal megvizsgdlja. Mérési modszernek a NERNsT-
féle médszert hasznalta, ki egy WrEATsTONE-féle hidba kapesolta
a mérendd anyaggal toltott kondenzdtort. Csakhogy a mnagyobb
pontossdg kovetelményének megfeleléen a modszert dtalakitotta,
nagyobb kapacitdsu kondenzatorokat haszndlt és a modszert egy
differencidlis modszerré alakitotta 4t. Evvel a berendezéssel néhany
folyadék, mint benzol, toluol, xylol, szénkéneg, chloroform és
aethylaether dielektromos dllandoja véltozasat 20° C-t6l 200° C-ig
megvizsgilta (6, 6a, 6b). Megvizsgdlta a Cratvsius—Mossorri-féle
kifejezés viselkedését is és megdllapitotta valtozdsat a hémérsék-
lettel és azt a toluolndl és xylolndl majdnem éllandénak taldlta,
a tobbinél kifejezett véltozast allapitott meg, mely legnagyobb
volt az aethylaethernél (179%). A dielektromos alland6 véltozdsa a
vizsgélt folyadékoknal linedris és ren nagy volt, esak a chloroform
és aethylaether mutatott jelentékeny véltozdst a hémérséklettel.
TanNern ezt osszefiggésbe hozza avval, hogy az aether kritikus
hémérsékletét méréseinél elérte. Frdekes megallapitdsa értelmezést
a fizika fejlédésének egy sokkal késébbi stadiumdban taldlt, midén
DeByE redmutatott arra, hogy a testek dielektromos éllandéjanak
a hémérséklettsl valé fuggésére mérvado, hogy van-e a molekulak-
nak 4llandé dipolusmomentumuk vagy sem. Az aether és chloro_
form dielektromos dlland6jédnak nagymérvii valtozdsa éppen nagy
dipolusmomentumukkal fiigg 6ssze. Itt is taldlkozunk avval a
jelenséggel, amire KircarOoFFNal ¢és Eorvosnél is céloztam,
hogy sikeriilt oly tényeket megallapitaniok, melyek igazi jelen-
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t6ségét csak a tudomdny fejlédésének késGbbi fokédn lehet értel-
m ezni. :

Mias dolgozataiban (7, Ta, 8, 8a) Tanern gézok dielektromos
4lland6sdgénak nyoméssal valo valtczdsit vizsgalja 1—100 atmosz-
féra nyomdskozben és a Cravsius—Mossorri-féle kifejezést igen
allandénak taldlja. Kés6bb tanitvanyai kézill tobben kiterjesz-
tették ezeket a vizsgdlatokat més esetekre is.

Mindenesetre Taxcrnak a dielektromos éllandora vonatkozo
mintaszer(i vizsgdlatai tudomdnyos miikodésének kiemelkeds részét
képezik, melyek neki édltaldnos elismerést szereztek.

Dielektromos vizsgdlatai utdn Tancr érdeklGdése egy 1) és
nehéz probléma felé fordult: a kapilldris fesziilltség meghatérozés-
hoz a szildrd test és folyadék hatdrfeliletén. ErdeklGdését a kapil-
laritds jelensége irant mar Eorvos felkeltette, ki egy modszert
adott meg a kapillaris fesziltségnek folyadék-gdz hatarfelileten
val6 meghatdrozdsara, ami az el6bbi moédszerek hibditél mentes
volt és ami a molekuldris felilleti fesziiltségre vonatkozé nevezetes
torvényéhez vezette el. A feluleti feszilltség meghatarozasa a
szildrd-eseppfolyds hatdrfelileten ettdl teljesen kiilénboz8 és igen
nehéz feladat, amivel Eorvos nem foglalkozott és Taner teljesen
ondllo modszerrel probalkozott (9, 10, 11.) Osztonzést RoNTGEN
egy vizsgdlatdbol meritett, ki egy gumi-membrdn félgombhbé valo
kinyomésdndl felléps er6h6l mérte a felileti fesziiltséget. fgy pon-
tos mérést nem lehetett eszkozolni. Ezért Tanen gumicsovet hasz-
nalt és megmérte az alakvéltozast, melyet ilyen csd szenvedett,
ha levegébél folyadékba helyezte. Természetesen a hidrosztatikus
hatédsokat gondosan elimindlta. A gumicsovet kiilonbozé fém és
sellak sth. rétegekkel bevonva az illetd réteg és viz hatéran fellépd
feliileti fesziiltséget 6hajtotta mérni. E rendkiviil szellemes és alap-
gondolatdban helyes mo6dszer kidolgozdsdra rengeteg id6t és mun-
k4t forditott, de mégsem tudta azt elérni, amit 6hajtott. Ugyanis
nem sikerilt olyan homogén és teljesen zaro bevoné rétegeket eld-
allitani, hogy folyadék ne hatoljon a gumics§ felilletére és azt
meg ne duzassza. Az ebbdl eredd hatéds pedig tobbszorésen feliil-
mulja a felileti feszilltség hatdsdt. Miutén rendkivil gondos és
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nagy kritikdrol tantiskodé vizsgdlatai folyamén ezt megéllapitotta,
a modszert elhagyta és egy egyszert (14, 14a) fémszalag vizbe-
meriilésénél fellépd alakvéltozasdt haszndlta fel, ami az elGbbi
modszer hibditol mentes ; de modszerét nem dolgozta ki egy preci-
zi6s modszerré.

Végre utolso kisérleti dolgozatdban (18) ismét a horizontdlis
ingdhoz tér vissza. Egy olyan ingdt ir le, melynek leng6jét doboz-
nak képezte ki és folyadékba martotta. Ezdltal elérhette azt, hogy
ardnylag nagy tomeget igen vékony fondlra fiiggeszthetett fel,
és igy az érzékenységet novelhette.” Ingdja nem a f6ldnehézség
erGterének vizsgdlatit célozza, hanem éppen érzékenysége miatt,
mely igen allandé viszonyokat tételez fel, esak laboratériumba valé.

A hébor és az azt kovetd zavaros viszonyok igen nehezitették
a laboratériumi munkat. Kozben Taner egészségi dllapota is erd-
sen hanyatlott és féképp ldtdsa rosszabbodott, tgyhogy maga
mdr nem tudott észlelni. Ellenben tanitvdnyai szémos vizsgdlatot
végeztek intézetében, melyeket ellenérzott és irdnyitott, pedig
ezeknél a legujabb modszerek taldltak alkalmazést.

Féképp ki kell emelnem azokat a vizsgalatokat, melyekre
intézetét az utolsd tiz évben elsGsorban berendezte. Két tanit-
vanya, ForrO MacpoLNa és BARNOTHY JENG az oly rejtélyes koz-
mikus sugarak tanulményozdsdval kezdtek foglalkozni és vizsgé-
lataikat és az arra szolgdlo berendezést mindinkdbb kiterjesztették.
Szdmos értékes adattal jarultak hozzd a sugarak ismeretéhez, gy,
hogy az intézet ily irdnyt miikodését mindeniitt, hol kozmikus
sugarakkal foglalkoznak, figyelemmel kisérik és red hivatkoznak.
Bér e vizsgélatokat az emlitett kutatok teljesen ondlléan kezde-
ményezték és végzik, mégis Taxen boles tandesaival és tekinté-
lyével, mely a sziikséges anyagi felszerelést lehetGvé tette, igen
nagy érdemet szerzett abban, hogy eme ma annyira aktudlis
kutatdsok szamdra hazdnkban is egy kozpont létesilt.

Taxer kutatéi munkassagdn kivil igen eredményes volt
tanitoi mtikodése i1s. Nemcsak mintaszeri egyetemi elGaddsaira
és az intézet vezetésére, hanem arra is kell utalnom, hogy volt
tandrsegédei kozill ma hdrman téltenek be egyetemi tanszéket.
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Nem szabad ismertetésel mellett sem szé nélkiil elhaladni. Ezek-
ben hiven tiikrozik vissza, hogy hogyan reagdlt a fizika egy olyan
korszakdra, melyben az szinte uj tudomdnyokkal gyarapodott és
alapfelfogdsai mélyen dtalakultak. Pdlydja kezdetén szinte kom-
promittdlé volt atémrol beszélni, a kémidn kiviil, az atomok szé-
maro6l, méreteir$l, tomegérdl semmi hatarozott fogalmunk nem volt.
Ma 6ridsi, terjedelemben és dtfogd beldtasukban gazdag tudomény
a korpuszkularis elmélet! Eoymdsutdn jottek az ionelmélet, elek-
tronelmélet, relativitds elmélete ; a kvantumelmélet, a spektrumok
elmélete, a kvantummechanika mélyrehaté elvi szempontjaival,
az ujfajta elemi részek! Sokan és kivalé tudésok is, nem tudtdk
kovetni a szédits fejlédést és oreg korukra elkeseredett és termé-
ketlen ellenkezéshe mentek at. Taxar ellenben megleps fogékony-
sdgot tanusitott az egész fejlédéssel szemben. Errdl tantskodik
a relativitdsrol (17) sz60l6 igen szép és behato ismertetése. Mélta-
tdsai EoTvosr6l (15, 16, 20) és Farapavrol (21) valoban aesthe-
tikal élvezetet nyujtanak az olvasénak.

Szellemének ugyanez a finomsdga nyilvdnult meg azokban az
iidvozl6 beszédekben is, melyeket mint a Magyar Tudoményos
Akadémia III. osztalydnak elnoke a tagok székfoglaloi alkalma-
b6l mondott, és melyek néhany révid széban az illetd tag tudoma-
nyos egyéniségének igen taldlo rajzét adtdk.

Taxcr targyaldsoknal, a karban, bizottsdgokban, kongresszu-
sokndl mindig a lényeget jol 1t és magas szempontok altal veze-
tett egyénnek mutatkozott. Nem volt harcos természet, de koril-
tekintéssel és tapintattal sokat el tudott érni. Katedrdja és inté-
zete, tanitvdnyainak sorsa mindig érdekelte, a M. T. Akadémia
betegdgydn is dllandéan foglalkoztatta és az Eotvos Lordnd
Matematikai és Fizikai Térsulat iigyei dllando érdeklddése, szeretete
és gondja tdrgyai voltak.

Finom és elGkels egyénisége nagy urt hagy maga utédn, amiben
csak az vigasztal, hogy miikodésének és egyéniségének hatdsai

sem fognak egyhamar elmulni.
Ortvay Rudolf.
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Tangl Karoly tudomanyos dolgozatainak jegyzéke.
Rovditések: :

MTE: Mathematikai és Természettudoméanyi Ertesito.

MNWB: Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus
Ungarn.

A. d. Ph.: Annalen der Physik.

1. Néhény egyszer(i homogén forgisi test potentialja. MTE. XI. kot.
240—261. oldal, 1893.

la. Darstellung des Potentiales einiger Umdrehungskoérper. MNWB.
Bd. XI. p. 233—256. 1893. 1. dolgozat forditéasa.

2. Nagy kitérést vizszintes lengések a toldnehézség erdterében. MTE.
XIII. kotet. 3—29. oldal, 1895.

3. Gauss Karoly Frigyes : A foldi magneses erd intenzitasa abszolt
egységekben. Forditas jegyzetekkel. Mathematikai és Physikai Lapok.
VI. évfolyam. 879—431. lap. 1897.

4. A mégnesezés hatasa a rugalmassigi modulusra. MTE. XVIII.
kotet. 1900. 49—77. oldal.

4a. Wirkung der Magnetisierung auf den Dehnungsmodul. MNWB.
Bd. XVIII. p. 7—34. 1900. 4. német forditasa.

5. Vizsgilatok a mégnesezés mechanikai hatésairol. MTE. XVIII.
kotet, 181 —199. oldal, 1900.

5a. Untersuchungen ueber die mechanischen Wirkungen der Mag-
netisierung. MNWB. Bd. XVIII. p. 835—51. 5. német forditasa.

5b. Wirkung der Magnetisierung auf den Dehnungsmodul. A. d. Ph.
IV. Folge. Bd. 6. 1901. p. 34—64. 4. és 5. kivonata.

6. Folyadékok dielektromos allandéjanak véltozésa a hémérséklet-
tel. MTE. XX. kotet. 1902. 298—820. oldal. .

6a. Uber die Anderung der Dielektrizititskonstante einiger Flissig-
keiten mit der Temperatur. A. d. Ph. IV. Folge. Bd. 10. 1903. p. 748—
767. 6. kivonata.

6b. Uber die Anderung der Dielektrizititskonstante einiger Fliissig-
keiten mit der Temperatur. MNWB. Bd. XX. p. 292—294. 6. rovid
kivonata.

7. Gazok dielektromos allandéjérl magas nyomésoknal. MTE. XXV.
kotet. 178—190. oldal. 1907.

Ta. Uber die Dielektrizititskonstante der Luft bei hohem Druck.
A. d. Ph. IV. Folge. Bd. 23. 1907. p. 559—574. 7. német forditisa.

8. A gazok dielektromos &llandéjarél magasabb nyomasoknal. (IT.
kozlemény.) MTE. XXVI. kotet. 1908. 188—160. oldal.
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8a. Uber die Dielektrizititskonstante einiger Gase bei hohem Druck.
A. d. Ph. IV. Folge. Bd. 26. 1908. p. 59—78. 8. német forditasa. -

9. A szilard és cseppfolyds test kozos hatarin felIép(} feliileti feszult-
ségrél. MTE. XXVIII. kétet. 101—142. oldal.

10. Experimentaluntersuchungen iiber die Oberflichenspannung an
der Trennungsfliche fest-flisssig. A. d. Ph. IV. Folge. Bd. 34. 1911.
p. 311—342. (9-et csak részben fedi).

11. A platina-viz felileti fesziltségérél. MTE. XXXI. 1918. p.
T55—T87.

12. Uber die Grenzflichenspannung Platin-Wasser. A. d. Ph. IV.
Folge. Bd. 42. 1913. p. 1221—1240.

13. Baron Roland v. Eétvos zum 70. Geburtstag. Seine Untersuchun-
gen iiber die Gravitation. Die Naturwissenschaften. VI. Jahrgang. 1918.
p. 445447, :

14. Uj modszer a szilird anyag hataran fellépé felileti fesziiltség
vizsgalatara. MTE. XXXVII. kotet 1920. 43—61. oldal.

14a. Neue Methode zur Untersuchung der Grenzflichenspannung

fest-tliissig. MNWB. XXXII. kotet 1922. p. 57—62. 14. németnyelvi

kivonata.

15. Br. Eotvos Lorand vizsgalatai a gravitaciorol. ... 43—49. o.

16. Bar6 Eotvos Lorand emlékezete. (Emlékbeszéd a Szent Istvan
Akadémifban) A Szent Istvan Akadémia Ertesitje. V. évf. 1920.
49—64. oldal. :

17. A relativitasrol. «Technikusy 1920—21. éviolyam. 89—99. és 174 —
194. oldal, valamint kovetkezé évf. 37—48. oldal.

18. Vizsgélatok a gravitaciorol folyadékba meriillG csavarasi ingaval,
MTE. XLIIL. 1926. 342—352. oldal.

19. Az elektron. Természettudomanyi Kozlony. 1927. 1—10. oldal.

20. Baré Eotvos Lordnd élete és tudoményos mfikédése. I. Vizs-
gélatok a kapillaritasrdl. TT. Vizsgélatok a gravitaeiorél. A Mathema-
tikai és Physikai Lapok Eotvos Lorand fizete, XXVII. kot. 1918.
115—146. oldal. :

20a. Bar6 Eotvos Lorand tudomanyos mikodése. I. Vizsgalatok a
kapillaritasrol. I1. Vizsgalatok a gravitaciorél. A Magyar Tudomanyos
Akadémia altal kiadott Biré Eotvos Lorand Emlékkonyvbol, 1930.
97—128. oldal.

21. Faraday mint fizikus. Elektrotechnika. 1931. 173—I179. oldal.

22. A fizikai vilagkép kialakulasa. Természettudomanyi Kozlony,
1931. 1—22. oldal.

23. Fizikai kutatésok. Cobden. 19385. 139—140. oldal.

24, A természettudoményok haladasinak f6bb tényez6i hazdnkban.
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A természet-, orvos-, miszaki- és mezégazdasagtudoméanyi orszagos
kongresszus munkalatai. Budapest. 1926. 22—24. oldal.

25. Udvozl6 beszédek, melyeket mint a Magyar Tudoméanyos Akadé-
mia III. osztalyanak elnoke Verebély Tibor, Groh Gyula, Riesz Frigyes,
Robringer Sandor, Ilyés Géza, Javorka Sandor, Wellman Oszkar, Hoo6r-
Tempis Méric, Bay Zoltan, Neuber Ede, Gelei Jozsef, Marek Jozsef szék-
foglalgja alkalmabol tartott. Akadémiai Ertesits.

26. Bevezetés a fizikdba. 1921. 351 oldal. Pantheon kiadésa. Budapest

27. Kisérleti fizika. I. kiadas 1924, IT. kiadas 1928. 897 oldal. Studium
kiadasa.

28. A kozmikus sugarzas természete. Megjelenében, dr. Forr6 Mag-
dolna rendezte sajté ala. «Mai vilag képe» c. sorozatban, «Technikai vilag-
kép» c. kotetben.

KARL TANGL
1869—1940.

Am 10-ten Januar 1940 verschied der Professor des Experimental-
physik an der Universitdt Budapest KarL TaANGL nach lingerem Leiden.
Mit ihm hat die Ungarische Physik einen seiner vornehmsten Vertreter,
gleich erfolgreich als Forscher, wie als akademischer Lehrer, verloren.

KarL Tancrn studierte in Budapest, war Schiiler des durch seine
Forschungen iiber das Schwerefeld der Erde und iber Kapillaritat be-
rithmten Baron Roraxp Eorvis. Seine Forschungen beziehen sich
auf Potentialtheorie, Magnetostriktion, Kapillaritit, Horizontalpendel.
Besonders eingehend hatte er sich mit Anderung der Dielektrizitiits-
konstante von Flissigkeiten und Gasen mit der Temperatur und mit
dem Drucke beschiftigt. Seit zehn Jahren richtete er eine Beobachtungs-
stelle fiir kosmische Strahlung in seinem Institut ein, wo das Ehepaar
BarnéraY—Fo0RRO eine erfolgreiche Titigkeit entfalten.

Karn TanerL war Professor an der Universitit Kolozsvar (Klau-
senburg), nachher an der technischen Hochschule in Budapest und seit
1921 Nachfolger von Baron Eo1vos an der Universitit Budapest. Er
war Vorsitzender der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Sektion
der Akademie der Wissenschaften und Vicepresident der Mathematisch-
Physikalischen Gesellschaft.

Er war als akademischer Lehrer auch sehr beliebt und erfolgreich,
viele von seinen Schiilern bekleiden Lehrstithle an den Universititen in
Ungarn. R. Ortvay.



JELENTES
AZ 1940. EVI KONIG GYULA-JUTALOMROL.

A Matematikai és Fizikai Térsulat Vélasztménya a 10-ik
Koénig Gyula-jutalom odaitélése tigyében a kovetkez6 Bizottsagot
kiildotte ki: elnok: Rimsz Fricyes, tagok: SzOREFALVI NGy
Gyuvna, Kaumir Liiszno és Lipka IstvAN. A Bizottsag alapos
megfontolds utdn egyhangulag tgy hatérozott, hogy az 1940. évi
Ké6nig Gyula-jutalommal valé kitiintetésre dr. Réper Lészro-t,
a debreceni Tisza Istvan-Tudoményegyetemen a szdmelmélet
magantanardt ajanlja a Valasztménynak. Alulirottnak jutott
(mégpedig most méar mésodizben) az a szép, de nem konnyid
feladat, hogy a Koénig Gyula-jutalomra ajénlottnak tudomdanyos
munkdssdgirol jelentést készitsen. Alulirott e ranézve megtisateld
megbizast készséggel véllalta, mert a kitiintetésre javasolt Réper
Liszr6 a budapesti tudoményegyetemen az 1920-as évek elején
évfolyamtérsa volt, és igy 6t és kitlin6 képességeit mar régéta
ismeri és becsiili. REpEI a szdmelmélet kivalo ismerdje és buzgo
mivelgje. Nagyterjedelmti sorozatos vizsgdlataiban a szém- és
idedlelmélet fontos problémdival igazi ratermettséggel és alapos
elmélyiiléssel foglalkozik. F6ként olyan kérdések érdeklik, ame-
lyek a masodfoki szémtestekkel valamilyen modon kapesolatosak.
fgy a 2-odfoku szémtest osztalycsoportjdnak szerkezete, diophan-
tikus egyenletek megoldésa, s azok megoldhatésdgén alapulé
kérdések és a négyzetes maradékok eloszldsa. Kiilonosen figye-
lemreméltok azok a sorozatos vizsghlatai, amelyek a 2-odfoku
szémtest osztalycsoportjanak a szerkezetével foglalkoznak, mivel
ezekre vonatkozé féeredményeinek méasirdnyu vizsgalataiban is
jelentés alkalmazésa van.
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Reper Liszné matematikai tehetsége kordn megnyilvanult.
Mar egyetemi hallgaté koraban megjelent egy dolgozata. Ezt a
dolgozatét a Szent Istvan-Akadémidn mutatta be GrosscEMID
Lasos. Réper a budapesti tudoményegyetemen GrosscEMID Liagos-
nak tanitvinya volt, s téle szamelméleti tanulmanyaiban tébb
értékes oOsztonzést és utmutatast nyert. Ebben a dolgozatéban
Repur az 29?9 —1=0 (mod p% kongruenciaegyenlet primitiv
gyokének a létezésére ad egy 1j bizonyitdst. Doktori dolgozatat
nyomtatisban nem kozolte, de annak eredményei néhany késébb
megjelent dolgozataban az eredetinél 4ltalanosabb formaban
megtaldlhatok. Tgy példiul a mésodik dolgozataban, amelyben
a négyzetes reciprocitisi tételre ad egy elvileg uj bizonyitést.

REpEr munkéssaginak zomét azok a vizsgalatai alkotjak, ame-
lyek a 2-odfoku szémtestnek sziikebb értelemben vett idedl-
ogztalycsoportjara vonatkoznak. Azonban mielétt ezekre a vizs-
galataira ratérnék, talan nem lesz félosleges az idetartozo alap-
fogalmaknak révid ismertetése. A legels6 alapfogalom az algebrai
szamok fogalma. Egy « szam algebrai szam, ha gydke egy egész
egyiitthatés algebrai egyenletnek. Ha ebben az egyenletben a
legmagasabb foku tag egyiitthatéja: 1, akkor « algebrai egész
szdm, vagy roviden: egészszam. Az elemi szémelmélet alaptétele
szerint minden raciondlis egészszdm egyértelmtien felbonthaté
torzsszdmok szorzatara. Az algebrai egészszdmokra ez a tétel
nem viheté at, mert vannak algebrai egészszémok, amelyek tébb-
féleképpen felbonthatok olyan algebrai egészszamok szorzatéra,
amelyek médr tovabb nem bonthatok fel. Eppen ennek a ténynek
koszonheti keletkezését az idedlelmélet. A K szamtest (algebrai)
egészszamainak egy S rendszerét a K test idedljdnak nevezziik
akkor, ha az S bérmely két « és @ szémanak (Aa+pp) alaku
kombindciéja is az S-be tartozik, ahol 2 és p két tetszbleges
egészszdma a K testnek. Két: a és b idedl szorzatén azt az

idedlt értjiik, amely az Gsszes X A8 alaki szamokbél 4ll, ahol
®

a; az a idedl szdmait, #; a b idedl szdmait és A; a K test egész-

szamait jelenti. Az idedlokra most mér szészerint &tviheté a

szamelmélet alaptétele, és e szerint minden ideal egy és csak
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egyféleképpen bonthaté fel térzsidedlok szorzatiara. Ha az el6bb
definialt S rendszer (idedl) nem egész szdmokat is tartalmaz,
azonban létezik a K testben olyan fix egészszdam, amellyel az
S-nek bérmely szémat megszorozva egészszamot nyeriink, akkor
az S rendszert tortidedlnak nevezziik. A K test egy a szdma-
nak Osszes egészszamu tobbszoroseit (a K-bol vett faktorokkal)
féidedinak nevezziik; jele (a). Az (a) féidedl egész vagy tort,
a szerint, amint « egész- vagy nem egészszam. Egy algebrai
szamtest Osszes (egész- és tort-) idedljait osztédlyokba sorozhatjuk
a kovetkezd eljardssal. A szdmtest a és b idealjat ugyanabba az
osztalyba sorozzuk, ha létezik a testben egy («) (egész vagy tort)
foidedl, amelyre a=(a)b. A sziikebb értelemben vett osztalyokat
akkor alkotjuk, ha ebben az osztdlydefiniciéban még azt is meg-
koveteljiik, hogy az a szam norméja pozitiv legyen. (Ha f(x)=0
olyan legalacsonyabb foku raciondlis egytitthatés egyenlet, ame-
lyet a kielégit, akkor az « norméja az f(x)=0 egyenlet gyikei-
nek a szorzata, vagy e szorzat egy hatdrozott pozitiv egész ki-
tevéjtii hatvdnya.) Az idedlelmélet egyik alaptétele szerint az
igy definialt osztélyok szdma véges (osatilyszém). Az osztélyok
Osszessége egy csoportnak tekinthetd, ha két A és B osztaly
kompozicidjanak azt az osztalyt vessziik, amelybe az A és B-bél
vett egy-egy idedl szorzata tartozik. Mivel az igy értelmezett
osztdlycsoport véges rendt Abel-féle (kommutativ) csoport, azért
van legaldbb egy bézisa, és e béazis barmelyik elemének rendje
torzsszamhatviny (az @ csoportelem rendje az a legkisebb =
kitevd, amelyre «” a csoport egységeleme). A baziselemek rend-
jét az Abel-féle csoport invaridnsainak nevezzik, mivel ezek-
nek értéke fiiggetlen a bazis specialis valasztédsatol. A 2-odfoku
szamtest (szlikebb értelemben vett) osztélycsoportjara vonatkozik
Gauss-nak kovetkezd tétele: A 2-odfoku szémtest? (sziikebb
értelemben vett) osztalyesoportjdnak eggyel kevesebb péros in-
varidnsa van, mint amenunyi a szdmtest diszkrimindnsdban fel-

1 A 2-odfoku szémtest tigy keletkezik, hogy a raciondlis szdémok R
testéhez egy négyzetmentes raciondlis s egészszdm négyzetgyokét adjun-
galjuk. Az igy kapott testet R (}/s)-sel jelolik.
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1ép6 torzstényez6knek a szdma. Természetesen Gauss ezt a tételt
a négyzetes alakok aritmetikdjanak nyelvén megfogalmazva forma-
osztalyokra mondotta ki. Gauss-nak ez a tétele megtalalhatd
példaul Hrcke: Theorie der algebraischen Zahlen cimi kitiing
konyvében. HrckE kozvetleniil e tétel kimondasa elétt a kovet-
kez6ket bocséajtja elére: «Die Hauptaufgabe wire nun, die Struk-
tur dieser Klassengruppe zu untersuchen. Davon ist aber gegen-
wirtig nur der sehr kleine Teil erledigt, der sich in folgendem
Satz ausspricht:...»

Repri-é az érdem, hogy ezt a fontos feladatot megoldotta, s
Gavuss-nak tételét jelentds lépéssel kibovitette. REpEI-nek idevagd
foeredménye arra a kérdésre ad pontos feleletet, hogy mennyi
az osztdlycsoport 4-gyel oszthaté invaridnsainak a szdma. Riper
ezzel a kérdéssel tobb dolgozatdban foglalkozott, s eleinte csak
egy 4-gyel oszthaté invaridns létezésémek kritériumat sikeriilt
megadnia. Azonban ezeknek a megeléz6 vizsgalatoknak a kez-
deményezésére johetett csak létre az a mevezetes tétele, amely
vilagossdgot deritett az osztdlycsoport pontosabb szerkezetére.
Hogy ezt a tételt kimondhassuk, sziikséges el6bb a Reper altal
bevezetett diszkrimindns felbonltds, vagy roviden «D-felbontas»
fogalmat megismerniink. Legyen D a 2-odfoku szamtest disz-
krimindnsa. Ha a D=1D,.D, felbontasban a D, és D, raciondlis
egészszamok ismét diszkrimindnsai 2-odfoku széamtesteknek, vagy
a két tényez6 kozil az egyik 1-gyel egyenld, akkor a D,.D, egy
D-felbontés (D,.D, és D,.D); nem kiilonbozé D-felbontds; 1.D
lényegtelen D-felbontds). A D raciondlis egészszdm csak akkor
lehet egy 2-odfoku szdmtest diszkrimindnsa, ha nem tartalmaz
tényez6ként péaratlan négyzetszamot és ha eleget tesz a kovet-
kez6 harom kongruencia egyikének: D=1 (mod 4), D= 12
(mod 16), D =8 (mod 16). A D-felbontdsokat alkalmasan kom-
ponalva Abel-féle esoportot nyeriink. Ez a komponélas a kovet-
kez6: Legyen D,.D, és D,.D, két tetszésszerinti D-felbontas
(feltehets, hogy D), pératlan). A D, D, és D,.D, szorzathol
toréljiik a paratlan négyzetes tényezéket, ilymodon visszamarad
megint egy D-felbontds, amit a D,.D, és D),.D,-felbontdsok
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kompoziciojanak tekintink. Ez az Osszetevés egyértelmi és fel-
cserélheté mitivelet, s e szerint a D-felbontasok Abel-féle cso-
portot alkotnak, amelyben az invaridnsok mind 2-vel egyenlék.
Egy D,.D, D-felbontést Riéper mésodfajunak nevez, ha a D,

minden raciondlis p térzstényezdjére (&) = 1 és minden olyan

H Psden d
=1 reléci6 all fenn, ahol (——
a KroNEckER-féle szimbdlum (tehat (’—f) =0, ha p|d, (—g—) =2l

P

ha d=1 (mod 8), ( & ) — —1, ha d=5 (mod 8), ¢ (T) a LEGENDRE-

p-re, amelyre p | D, viszont a ( ~

[5)
féle szimbolum, ha p>2, pTd). A 2-odfaju D-felbontésok egy
alesoportjat képezik a D-felbontdsok csoportjanak. Ezek utan
kimondhatjuk REprr-nek emlitett tételét, amely a kovetkezokép
hangzik :

A tetszésszerinli mdsodfoli szdmitest (sziikebb értelemben vell)
osztdlycsoportjdnak annyi 4-gyel oszthats invaridnsa van, mint
amennyi a diszkrimindns figgetlen mdsodfaji D-felbontdsai-
nak a szdma.

Ebben a tételben a fiiggetlen 2-odfaju /)-felbontésok szama
a 2-odfaju D-felbontdsok csoportjaban fellépé bazis elemeinek
szaémat jelenti. Riépmr ezt a tételt el6szor nagy apparatussal
bizonyitotta be. (Megmutatta, hogy a 2-odfoku szamtest elagazds-
nélkili* relativ 4-edfoku ciklikus bévitései és a test diszkrimi-
nansanak 2-odfaju D-felbontasai kozott kolesonosen egyértelmt
vonatkozdas 4all fenn, az 1.1 D-felbontdst kizarva. Mivel mas-
részt a 4-edfoku (relativ ciklikus elagazdsnélkiili) bévitések szama
9¢¢—1, ahol e, az osztalycsoport 4-gyel oszthato invaridnsainak
a szdma, azért a figgetlen 2-odfaju D-felbontésok szdma e,,
mert a D-felbontdsok csoportjaban az invariansok mind 2-vel
egyenl6k.) Bizonyitdsat, amely az osztilytestek elméletén alap-
szik, H. RercmarpT német matematikussal kozosen irt cikke
lényegesen egyszertisitette. Utobb Riéprr ennek a tételnek egy
egyszeri olyan aritmetikai bizonyitasat taldlta, amely a legegy-

2 A 2-odfokt test bovitése elagazisnélkilli, ha a bévitett testnek a
2-odfoku testre vonatkozé relativ diszkrimindnsa 1.

|55}
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szertibb eszkozokkel, minden u. n. mitifogds nélkiil szolgaltatja
a tételt. Réprr-nek ebbe a témakdrbe vagé tovabbi vizsgalatai
az osztalycsoport 8-cal oszthaté invaridnsai széménak a meg-
hatarozasara vonatkoznak. Ezekben a vizsgalatokban a 2-odfaju
D-felbontasok helyébe harmadfaju D-felbontasok lépnek. A 2-od-
foku szamtest [ diszkrimindnsdnak egy D,.D, D-felbontdsa
akkor 3-adfaju, ha a R(y/D,, /D,) testnek van olyan bévitése,
amely elagazésnélkiili relativ 4-edfoku az adott 2-odfoku testre
vonatkozélag, és amelyben D-nek a 2-odfoku testhdl vett torzs-
idedl osztéi mind szétesnek kiilonboz6 elséfoku torzsidealok
szorzatara. Répei-t az 6 idetartozé tovabbi vizsgdlatai, valamint
RercuArDT-nak egy az abszolut idedlosztalycsoport szerkezetére
vonatkozé munkéja,® egy 1j szimbdélum értelmezésére vezették,
amellyel a 8-cal oszthaté invariansok szdma igen egyszerli mo-
don kifejezheté. Ez a szimbdlum azutdn még més kérdések tar-
gyaldsdban is jol alkalmazhatonak bizonyult. Legyen «,, a,, a,
az 1-t61 killonboz6 4141 alaku, kozos osztonélkiili négyzetmentes
racionalis egészszdmharmas. Legyen tovabbéd a, négyzetes ma-
radék az a,a, minden olyan torzstényezdjére, mely c,-nek nem
oszt6ja. Ekkor létezik a k, = (¢ a,) testben olyan a, és a,
relativ prim egész ideél, amelyeknek norméja «,, illetve «,.
- Ha ezeken kivil létezik a k,-ben olyan (a,) féidedl, amely az
a,t61 csak egy négyzetes faktorban kiilonbézik és amely mod 4
négyzetes maradék, és ha az (»Zl) 2-odfoku hatvéinymaradékjel

3
értéke fiiggetlen az a,, a, a, elemek megvalasztésatol, akkor ezt

a csupan d,, d,, @, szémhirmastol fiiggd (%) = 1 értéket
3

{rcl, s aa}—mal jeloli Réper. Ennek a szimbolumnak bevezetésé-
vel most mér konnyen meghatarozhaté a 8-cal oszthaté in-
variansok szama. Ugyanis, ha ey jelenti ezt a szémot, akkor

2 egyenlé a 3-adfaju D-felbontdsok szémaval. Az utobbi szé-

3 H. Reicaarpr, Zur Struktur der absoluten Idealklassengruppe im
quadratischen Zahlkorper, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik 170
(1933), 75—82. old.
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mossagra vonatkozik Riper-nek a kovetkezd tétele. Egy tetszés-
szerinti D,.D, 2-odfaju D-felbontés akkor és csak akkor 3-adfaju,
ha D-nek minden olyan négyzetmentes s osztGjara, amelyre a
{D,, D, m} létezik, ennek a jelnek értéke 1-gyel egyenls. Az e,
értékét, tovabba azokat az m szamokat, amelyekre létezik a
{Dy, Dy, m} szimbélum, Réper a KroNECKER- és RépEr-féle szim-
bélumokbél alkotott matrixok segitségével igen egyszertien ha-
tdrozza meg.

Az osztalyesoport szerkezetével kapcsolatban REDEI még rész-
letesen foglalkozott azzal a kérdéssel is, hogy mely diszkrimi-
nansok felelnek meg egy tetszés szerint megadott e,-nek (e, a
4-gyel oszthatd invaridnsok szama), tovabba, hogy milyen gyakran
varhaté egy tetszés szerint megadott e, (vagy e,) érték, ha a
diszkriminans torzstényezéinek szama fix. Ezeket a vizsgalatokat
helysziike miatt nem részletezhetjiik, hanem utalunk a jelentés
végén 4llo jegyzékben a 22., 23., 28. és 31. sz alatti dolgoza-
tokra. Ezzel a kérdéssel kapcsolatban itt esak még annyit jegy-
ziink meg, hogy ha e, > ¢, = e, = 0 harom tetszés szerint meg-
adott egészszam, akkor, amint Réprr kimutatta, végtelen sok
olyan 2-odfoku szdmtest 1étezik, melyre a 2-vel, 4-gyel és 8-cal
oszthaté invaridnsok széma a megadott e, e,, illetve e, érték.

Réatérve most Riprer-nek a diophantikus egyenletek megold-
hatésagaval kapesolatos vizsgalataira, elészor megemlitjiik a
Prrr-féle egyenletre vonatkozé eredményeit. A Prrr-féle egyen-
let altaldnos alakja a kovetkezd: t*—du*=--1 (ahol d adott
raciondlis egész szdm). Abban az esethen, amikor az egyenlet
jobboldaldn csak a -1 4ll, az egyenletnek mindig van racio-
nalis (t, w) egész megoldasa ; s6t, ha d pozitiv nem négyzetszam,
akkor a megolddsok szdma végtelen nagy. Abban az esetben,
amikor a Peri-féle egyenlet t*—du’*= —1 alaku, a megoldhaté-
sag kérdése eddig nem tekinthetd elintézettnek. Van ugyan egy
kritérium, amely azt mondja, hogy a Prrr-fdle egyenlet akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha a 1/d lanctortkifejtésében a
periodus tagjainak a szédma pératlan, azonban az itt alkalma-
zand6 lénctort kifejtése oly nagy szdmolési nehézséggel jér, hogy

9%
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e miatt a kritérium ténylegesen alig alkalmazhaté. Réprr a
t*—du®=—1 alaku Prri-féle egyenlet megoldhatosagara olyan
részben sziikséges, részben meg elégséges feltételeket allitott fel,
amelyek kizadrolag szdémelmeéleti jelek alkalmazdsdval dontik el a
megoldhatésag kérdését. Riprr tobbek kozott megmutatta, hogy
elég azokra az esetekre szoritkozni, amikor d négyzetmentes,
vagy csak egy torzstényezot tartalmaz a 2-dik hatvanyon.
Jelentse e, illetve [ a d ama kiilonboz6 torzstényezéinek szor-
zatat, amelyek a d-ben pératlan, illetve paros hatvidnyon 1épnek
fel. Riépmr értelmezi a kiegészitett d-felbontds fogalmat még
pedig a kovetkezdképpen: az a, b, ¢ pozitiv egészszamokhol
allo szdmhérmas kiegészitett d-felbontds, ha ab =e és ¢|f;
(az 1, e, 1 felbontds «nem valédi»). Egy a, b, ¢ d-felbontis
2-odfaju, ha a, b, illetéleg ¢ barmely p, ¢, illetéleg » torzs-

tényezdjére (%5) = (ﬁc_) S (a)_b) = 1. RfpEr ezutdén bebizo-

P

nyitja a kovetkezd tételeket: Ha (%) =—1 az [ minden p

torzstényezdjére és ha minden valédi 2-odfaju a, b (=a, b, 1)

d-felbontasra (i) = (i) =—1, ahol (--+), a 4-ik hatvany-
b /s als

maradékjel, akkor a Prri-féle egyenlet megoldhaté. Ha van
olyan a, b, ¢ kiegészitett 2-odfaju d-felbontds, amelyre az

(ao) (ﬁ) (ﬂ) =— (gm_) egyenldség teljesiil, akkor a PELL-
bilaXals\c /s ¢
féle egyenlet megoldhatatlan. Ha nines valédi 2-odfaju d fel-
bontéds, akkor a Prri-féle egyenlet megoldhaté. Ez utobbi tétel
(RépEr-nek az elGzéekben ismertetett alapvetd tétele szerint) azt
jelenti, hogy az R(y/d) testben a (sziikebb értelemben vett)
osztalycsoportnak nincsen 4-gyel oszthaté invaridnsa. Megemli-
tem még, hogy P. EpsTriN-nek ugyanebbe a témakiorbe vago
tételeit* RipEI jelentékenyen egyszeriibben és élesebb fogalma-
zasban bizonyitotta be.

A Prri-féle egyenlet megoldhatosagaval kapcesolatos az a
kérdés is, hogy a D diszkriminansa R(y/ D) 2-odfoku szémtest-

4 P. EpsTEIN, Zur Auflosbarkeit der Gleichung #?*—Dy?——1, Journal
f. d. reine u. angew. Mathematik 171 (1934), 243—252. old.



JELENTES Az 1940. £v1 KONIG GYULA JUTALOMROL. 21

ben létezik-e olyan egység,” amelynek normdja —1. Ez a kérdés
azért érdekes, mert ha a 2-odfoku testben létezik — 1 morméval
bird egység, akkor az osztélyszdm értéke megegyezik a sziikebb
értelemben vett osztélyszam értékével. A szobanforgd kérdés
egyértelmii azzal, hogy a t*  du’=—1 alaku Peri-féle egyenlet
megoldhaté-e akkor, ha paratlan 1) esctében d=1D és paros

D-re d = _741 Riéprr a 4-gyel oszthaté invaridnsok szdmdnak

meghatarozasaval kapesolatos régebbi vizsgdlataiban bebizonyi-
totta a kovetkezd tételt: A 2-odfoku szémtestben mindig van
—1 normaju egység, ha a sziikebb értelemben vett osztaly-
szam 6s a [D-felbontdsok szaménak hdnyadosa paratlan szdm.
(DiricaLET—TANO tételének kiegészitése.) Az el6zéekben ismer-
tetett {a,, dy, a,} szimbdlum bevezetésével Riper olyan tételt
taldlt a —1 norméval biré egység létezésére, amely a Prrvn-féle
egyenlet megoldhatosagara vonatkozd (az el6zdekben ismertetett)
kongruencia feltételeit magdban foglalja abban az esetben, ami-
kor a d mem tartalmaz tobbszorés torzstényezéket. Ismeretes az,
hogy d-nek egy és csak egy olyan m(>1) osztéja van, melyre

az max?— d% — 1 egyenlet egészszamokkal megoldhaté. E sze-
o

rint nyilvanvald, hogy a fenti {*— du®*=—1 egyenlet akkor és
csakis akkor oldhaté meg, ha m—=d. Most mar REpEr bebizonyi-
totta, hogy minden D),.D, 2-odfaju D-felbontasra {D,, D,, m}=1,
amib6l kovetkezik, hogy a szébanforgé Prri-féle egyenlet nem
oldhaté meg akkor, ha {D,, D, d} 4 1. Megoldhaté ellenben
akkor, ha az el6bbi szimbélum 1-gyel egyenlé, de a d-nek
minden p valédi osztéjéra |D,. D,, p) == 1.

Emlitésre mélté még, hogy ugyanecsak a hiromelemtd {}
szimbélum alkalmazhatéségat bizonyitja az ma®+ ny*= 2z* dio-
phantikus egyenlet megoldhatésagéara vonatkozé kritérium is.
Ez tulajdonképpen egy ax®+ by*+ c2*—= 0 alaki egyenlet meg-
oldhatosagat vizsgdlja akkor, ha abc | mn.

® Egység minden olyan algebrai egészszam, amelynek reciproka is
algebrai egész.
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RiipEr GrosscaMID Lajos vizsgdlatainak inditdsdra mar doktori
értekezésében kezdett foglalkozni a négyzetes maradékok elosz-
lasanak kérdésével, osszetett modulus esetében. Liegyen n négyzet-
mentes pératlan egészszam. REpEr meghatdrozta 7-nek mind-
azokat az értékeit, amelyekre a (0, 72/2) és (n/2, n) szémkozbe
egyenldszami, mn-hez prim, modulo 7 négyzetes maradék esik.
Erre vonatkoz6 eredményét egy igen terjedelmes tételbe fog-
lalta, amelynek kiilonleges, de jellemzd esete a kiovetkezs: Ha
N=0qs---§P1Ps- - -Prj2 (v paros szam vagy 0), ahol a ¢-k és p-k
pozitiv 4k+3, illetve 4k-+1 alaku torzsszamok, ha tovabba ezek
kozil a felirt sorrendben akarmelyik el6bb 4ll6 az utobb &llé-
nak négyzetes maradéka, kivéve a qq;, p; (=1, 2,..., v/2) parokat,
és ha végiil az ilyen kivételes paroknak elemei egymasnak négy-
zetes nem-maradékai, akkor a (0, n/2) és (n/2, n) szémkozokbe
egyenldszami 7n-hez prim, mod 7 négyzetes maradék esik.

A diophantikus egyenletek megoldhatésagaval figg Ossze
Riéprr-nek BemRBOHM térsszerzével kozolt dolgozata. Ebben ér-
dekes adalékok taldlhatok az euklidesi algoritmusnak négyzetes
szdmtestben valé elméletéhez. Azzal a kérdéssel, hogy egy 2-od-
foku szamtestben mikor létezik euklidesi algoritmus, tébben fog-
lalkoztak (Dickson,® PErroN, OrPENHEIM, REMAK, BERG, HOFREITER).
Elgszor csak egyes kiilonos esetekben dontotték el az euklidesi
algoritmus létezését vagy nem létezését. Egy 2-odfoku szamtest-
ben akkor létezik az euklidesi algoritmus, ha a test barmely két
a és [ egészszamahoz megadhaté a testnek egy olyan y egész-
széma, melyre | N(a—@r)| <|NB|, (N a norma jele). Egy ilyen
testben az a és [ egészszamhoz a szokisos moédon meghatéroz-
haté a két szam legnagyobb kozos osztéja: tehat e test minden
idedlja féidedl és igy az osaztalyszam értéke: 1. Ennek figyelembe
vételével (Réprr-nek a 4-gyel oszthaté invaridnsok szaméra adott
tétele alapjan) mar eleve kizarhaté nagyszamu olyan eset, amely-

6 DicksoN megmutatta, hogy m<<0 esigtében, csakis az m= — 1, —2,
—3, —7, —11 szdmoknak megfelels R (})/m) testekben létezik euklidesi
algoritmus.
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ben- az euklidesi algoritmus, réviden ea. nem létezik. E szerint
ﬁgyanis, ha p és g pozitiv torzsszam, akkor csak a kovetkezd
9-odfokt R(y/m) szémtestekben létezhetik ea.: I. m =p=1
(mod 4). II. m=pg=1 (mod 4), p=¢=3 (mod 4). III. m—2
vagy m = 2p, p=3 (mod 4). IV. m =p=3 (mod 4). Mivel
m== 1 (mod 4) esetében Bere meghatdrozta” azt a végesszdmi
testet (m=2, 3, 6, 7, 11, 19), amelyben létezik az ea., RfipEr és
BrrrBOEM egyszertisitve BEre meggondolésait, az m=1 (mod 4)
esettel foglalkoztak és bebizonyitottdk tobbek kozott a kovetkezd
tételeket: Legyen m—=pg=1 (mod 4), p=¢=3 (mod 4), p<q.
Ha az R(Y/m) testben létezik ea., akkor p > 2500 esetében
qg<2p. Ha m =5 (mod 24), akkor csak m =5, vagy m = 29
esetében létezik ea. Az m=5 (mod 8) maradékosztalyban nincs
olyan Osszetett szam, amelyre létezik ea., kivéve az m—21
-esetet (BEERBoEM— RitpEI—HOFREITER tétele). Befejezésiil érdemes
megemliteni, -hogy ezekhez a vizsgdlatokhoz csatlakozva, Erpés,
Ko, és HerLeroNN kimutattak,® hogy esak véges szdmu olyan 2-od-
fokt szdmtest van, amelyben létezik az euklidesi algoritmus.
Ismertetésem, ha kisgé hosszura nyult is, nem terjedhetett
ki minden egyes részletre, s6t RiépEr-nek nagyszamu dolgozata
koziil néhanynak térgyat meg sem emlithettem. Ugy vélem
azonban, hogy RipEr gazdag munkéassiganak legnevezetesebb
eredményeit mind felsoroltam és elég részletesen ismertettem.
Ezek alapjan a kitiintetett munkéssdga felett tartott szemlénk a
kovetkezokben Osszegezheté. REDEI a szamelmélet és idedlelmélet
kitting tehetségli és nagyszorgalmu mivelGje. Kutatdsainak tar-
~ gyat nehéz és megoldatlan problémdk alkotjak és azoknak nyitjdt
faradhatatlan szorgalommal keresi. Termékeny munkéssaganak
eredményei az irodalomban is visszhangra talaltak, s vizsgalatai-
b6l tobb kiilfoldi szerzé nyert osztonzést. Mindezek alapjan ugy

7 E. Bera, Uber die Existenz eines Euklidischen Algorithmus in qua-
dratischen Zahlkérpern, Kungl. Fysiografiska sillskapets i Lund 5 (1935).

8 P. Ernés and C. Ko, Note on the Euclidean algorithm. Journ. London
Math. Soc. 13 (1938). — H. HriLBroNN, On Euclid's algorithm in real
quadratie fields, Proc. Cambridge Phil. Soc. 34 (1938).
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gondoljuk, hogy Riper LiszLd, mint a szamelméletnek kétség-
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St. Lipka.



A KUPSZELETEK SIMULOKOREL

A kuapszeletek simulokorei koézéppontjanak szerkesztésére
tobbféle eljdrdst ismeriink; ezek kilonbozé elvekre vannak ala-
pitva. E sorok célja az Osszefiiggést e kiillonbozé szerkesztések
kozott kimutatni vagy mds szoval: egy ilyen szerkesztésbél a
tobbit leszdrmaztatni.

1. A szintetikai geometria mestere, STEINER a kupszelet és
kor ama tulajdonsdgdbol indul ki, hogy azok kozos hurpdrjanak
egyedei a kupszelet akdrmelyik tengelyéhez egyenlé szog alatt
hajlanak. (E tulajdonsdg pedig azon alapszik, hogy a kupszelet
tengelyeinek végtelen tévoli pontjai a korre nézve is konjugdlt
polusok, tehdt azok lesznek minden kipszeletre, amely a kapszelet-
tel és a korrel ugyanegy sorban van, és igy a sorban levg hirpédrokra
is; ezért a hurpirok szogfelezdi parallelek a kupszelet tengelyei-
vel). Tehdt: a k kupszelet P pontjdnak simulékére (1. abra) a
kipszeletet még egy oly D pontban metszi, hogy a PD hir a kuap-
szelet f6tengelyéhez ugyanolyan szog alatt hajlik, mint a P pont
érintdje, és igy a PD hiar M felez6pontjaban arra emelt mercGleges
a kupszelet P pontjanak normdlisit a simulékor K kozéppontja-
ban metszi. Az M pont meghatérozéséhoz nincs szikkségiink a D
pontra, mert a kapszelet OP dtmérGjéhez annak bérmelyik ten-
gelyére nézve szimmetrikus irdnya OM &tméré és ugyancsak a
tengelyre nézve a P érint8jével szimmetrikus irdny a PD har mér
az M pontban taldlkozik. fgy tehdt:

A kipszelet P pontja simuldkorének K kozéppontjat megkapjuk,
ha a P ponthoz tartozé atméréhoz az eqyik tengelyre nézve szvmmetrikus
atmérdt azzal a P ponton dtmend hairral metsszitk az M pontban, amely
az illetd tengelyhez ugyanoly szog alatt hajlik, mant a P pont érintdje;
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az M pontban erre a hirra dllitott meréleges a P pont normalisat, a
simulckor K kézéppontjaban metszi.

E szerkesztést alapul véve Lkovetkeztethetink a simulokor
kozéppontjanak tobbi ismert szerkesztésére.

2. Messe az el6bbi MK egyenes a kipszelet egyik tengelyét
(pl. a fétengelyt) az L pontban, tovédbba az L pontban az MK

1. 4bra.

egyenesre allitott merdleges és az M pontbol az elébbi tengelyre
bocsdtott merdleges messe az OP dtmérét az E, illetéleg az N
ponthan. Minthogy az ELNMPK hatszognek E, N, P és L, M, K
cstcsal egy-egy egyenesen vannak, azért az Pascal-hatszog, és mert
annak két szembenfekv( oldalpdrja parallel (EL | MP, LN | PK),
azért annak harmadik oldalpérja is parallel lesz (NM | EK), tehét
az EK is merdleges a kuapszelet illet§ tengelyére, amibdl ldthato,
hogy ha a P pont normalisa azt a tengelyt az 4 pontban metszi,
akkor minthogy az ELK, EAK hdromszogek szimmetrikusak,
EA 1 PK. Ebb6l kovetkezik a P pont simulékérének az el6bbinél
egyszertibb szerkesztése, amely igy szol:

Ha a kipszelet P pontja normdlisdnak metszése annak eqyik ten-
gelyével az A, és e pontban a normdlisra emelt meréleges a P-hez
tartozé kipszeletatmérét az E pontban metszi, akkor az E pontbil az
wlletd tengelyre bocsdtott meréleges és a normalis a P pont simulo-
korének K kozéppontjdban taldlkozik.
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3. Messe a centrdalis kiupszelet P pontjanak érintdje és normé-
lisa a két tengelyt megfelelGleg, az 4,, B; és 4, B pontban, és
ez utobbi két pontban az illet6 tengelyre emelt merélegesek kozos
pontja legyen C, végre az el6bbi AE egyenesnek és az OB ten-
gelynek metszését jeloljik G-vel.

Minthogy az ABC, 4,B,0, AGO hiromszogek hasonlok és az
elsének homolog oldalai az utobbiaknek homolog oldalaira merd-
Jegesek, és e haromszogek oldalain levé P és I pontjainak homolog
dontja az elsé hdromszog illet§ oldalan a K pont, azért CK 1L OEP. .
Ha tcvabba figyelembe vessziik, hogy a kupszelet O kézéppont-
jdban az OP dtmérore allitott merdleges a normdlist oly K, pont-
ban metszi, amely az 4, B pontoktél ugyanoly tdvolsdgra van,
mint a K pont a B, 4 pontoktol: két i meghatdrozdsat nyerjiik o
simulckor K kozéppontjdnak.

4. Jeloljilk az AB,, A;B egymdsra merbleges egyenesek met-
szését H-val. Minthogy az APO, HPB haromszogek hasonlok és
az B, K pontok a homol¢g PO, PB oldalokon homoligok, azért
HK 1 HP, amikép AE | AP. Ezért:

A centralis kupszelet tengelyev eqy P pontjanak érintdjét és nor-
‘malisat négy pontban metszik, amelyek még eqy harmadik derékszig
szdravn vanmak; ha ez utobbi derékszognek a csvcsat a P ponttal dssze-
kitd eqyenesre a csicsban merdlegest dllitunk, akkor az a I pont
stmuldkorének K kozéppontjan meqy keresztiil.

5. A kuapszelet P pontja simul6korének K kozéppontjat a gyvjto-
pontok felhaszndldsdval is megszerkeszthetjik. Messe a PK nor-
mdlisra annak a fétengelyen levé 4 pontjaban merblegesen allo
egyenes a P-n dtmend és a fGtengellyel parallel egyenest az E,
pontban, és azt a x kort, amely a PK vonaldarab, mint atmérd
tolé leirhat6, az I, I; pontokban. Minthogy az I, I, pontpar har-
monikusan vélasztja el az E; pontot az OP é&tmérén levs elGbbrol
ismert E ponttol, és az A felez6pontja az I I, vonaldarabnak: a
PI, PI, egyenesek a kupszelet fGtengelyét annak F, F,; gyujto-
pontjaiban metszik. Ebh6l lathato, hogy a KI, KI; merdlegesek
a kuapszelet PF, ill. PF, von6sugaraira. Ezért :

Ha a kipszelet P pontja normdlisdra a fétengellyel valé A metszo-
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pontjaban merdlegest allitunk és ez a kupszeletnels barmelyik vond-
sugarat az I pontban metszi, akkor e vondsugdrra az 1 pontban merd-
legesen dllo egyenes dtmegy a P pont simuldkirének K kizeppontjdn.

B tétel, mint ldthat6, a paraboldra is alkalmazhatd.

6. Az eddigi szerkesztéseknél mindig felhaszndltuk a kapszelet-
nek egyik vagy mindkét tengelyét. Lehet azonban a kupszelet
P pontja simulokorének kozéppontjat a kupszelet - tengelyének
ismerete nélkiil is megszerkeszteni, ha a P pont normalisin kiviil
. a P ponthoz futé OP dtméréhoz konjugalt dtmérd és annak egyik
végpontja ¢, vagy csak a konjugdlt atmérd (a végpont nélkil)
és egy mdsik konjugalt atmérdpar (szintén a végpontok nélkiil)
van adva.

Vigyik fel a végb6l a P pont normdlisdra a P-t6l mérve az 0Q
konjugdlt dtméré hosszat mindkét értelemben; legyen az igy
ad6do két végpont R, R, (RP=PR,=0()). A kipszelet konjugdlt
atméréi a P pont t érintdjét egy oly pontinvolucithan metszik
amely az B ponthol egy ortogondlis sugdrinvolucidval projicidl-
hato, (mert a projicialo tdrssugarak kozott, mirt kénnyen ldthato,
két derékszogli tarssugdrpar van) és ezért az R, Ry, 0, 4,, B, pon-
tok, amely utébbiakban a ¢ érint6 a tengelyeket metszi, egy koron
vannak, és igy 0Q?*=PR?=PA,.PB,, és PA;.PB,=PA .PB,

Ha az 0@ atmér§ metszépontjat a PAB normdlissal T-vel
jeloljik, akkor figyelembe véve a PAE, PTO és PKE, PBO
hasonl6 haromszogparokat :

e AR e
P T RO R

amibél tekintettel az eldbbi vonatkozdsra, kévetkezik, hogy
PR GPT=P AP B—00%

Minthogy PT' egyenl§ a kupszelet O kozéppontanak tdvol-
sagdval a P pont érintGjétdl, megkapjuk Dupin tételét, amely
igy sz0l: )

A centrdlis kupszelet P pontja  sitmuldkorének sugara eqyenld a
P-n dtmend atméréhiz konjugadlt datmerd felének néqyzetével, osztva a.

7.

kupszelet kozéppontjdnmak a P pont érintdjétél mért tdvolsdgaval.
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Ha tehdt a P pontbdl, mint kozépponthol az OP-hez konjugdlt
dtmérg felével leirt kornek metszése e konjugdlt dtmérGvel a J
pont, akkor a PJ egyenesre a J pontban emelt mer6leges egyenes
a P pont simulékorének K kozéppontjan megy at.

Durin tétele szerint az ellipszis f6- és melléktengelyeinek vég-
pontjaiban a simulokér sugara, ha a, b az ellipszis fél £6- és
melléktengelye: b%: a, ill. @®: b. Ha mdsrészt a hiperbola cstcsérin-
téjének és az egyik aszimptétdjdnak metszpontjdban ez utébbira

merdlegest dllitunk, tgy ez az illet§ estes simulokorének kozép--

pontjan megy &t.

Ha azonban a P pont a hiperbolinak egy dltalénos pontja,
amelynek érintéje az aszimptctikat az 4, B pontokban metszi
(2. dbra), akkor e pontokban az illet§ aszimptétdra merSlegesen
all6 két egyenes a P pont
normdlisér6l oly CD vonal-
darabot metsz ki, amely-
nek felezépontja K: a P
pont simulékorének kozép-
pontja lesz. Ugyanis a P
pont normalisa az 04, OB
aszimptotdkat oly Cy, Dy e ey
pontokban metszi, ame-
lyek harmonikusan vélasztjak el az OP-hez konjugélt, tehdt az
APB érint8vel parallel dtmérének a normdlissal valé K; metszd-
pontjat P-t6l. Minthogy AC_LAC, BD_L BD, és a normélisra
vonatkozd szimmetria miatt AD is mer6leges AD,-re; végre
mert az AP merfleges a normdlisra, azért az AK,; egyenesre az
A pontban mer6leges egyenes felezi a K pontban a CD vonal-
darabot. E szerint: KP . PK,=PA? tehdt DupIN tétele alapjdn
a K kozéppontja a P pont simuldkirének. '

7. A parabola egy P poﬁtja simulokorének K kozéppontjat az
el6bbiek szerint tobbfélekép szerkeszthetjiik.

fgy ha a P pont normdalisénak és a tengelynek kozos 4 pontja-

ban (3. 4bra) a normalisra mer6legest dllitunk és az a P ponthoz
tartoz6 PF vondsugarat az I pontban metszi, akkor az I pontban
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a PFI von6sugdrra merGleges egyenes a P pont simulokorének K
koézéppontjan megy dt. A PK simulokérsugdr azonban kétszer akkora,
mint a normélisnak a parabola és vezérvonala kozott levd része:
PV. Mert ha a P pontbél a vezérlévonalra bocsdjtott meréleges-
nek talpa az U, akkor a PUV, PIK hdromszigek hasonlosdga
folytdn, minthogy PI=2PF=2PU, PK=2 . PV. Ezért:

A parabola barmely P pontjanak normdlisdn a parabola és a vezér-
vonalatél hatdrolt vonaldarab félakkora, mint a P pont simulokiré-
nek sugara.

A parabola P pontja simulokorének kozéppontidt megkaphat-
juk tengelyének ismerete nélkiil is. Ha a P, @, R a paraboldnak

olyan hérom pont ja (3. abra),
hogy a PQ hur konjugélt az
R ponton és a hir C felezl
pontjan atmend dtméréhoz,
akkor a P, @) pontok érintéi
az RCO atmérének olyan T
pontjaban taldlkoznak, hogy

TR=RC.

Most fel kell keresniink

annak a PD parabolahturnak

mésodik végpontjat, D-t,

3. dbra. amely a TRC &tmérShoz

ugyanoly szog alatt hajlik,

mint a PT érint6, s amely a PPQQOD Pascal-hatszog segélyével

meghatdrozhaté. Ha a TQ érinté a PD htrt a G ponthan, a TP

érintd pedig a QO 4tmér6t a H pontban metszi, akkor GH a Pascal-

egyenese ama hatszognek, és igy a DO dtmérd a GH, P() egyenesek-

nek J metszk’ipontjén megy at. A PD hirra annak M felezépontjdaban

merélegesen allo egyenes a P nmormdlisat P pont simulokorének K
kozéppontjdban metszi.

Egy més szerkesztés a kovetkez6 meggondoldson alapszik.

A parabola és P pontjdnak simulokore centrikusan kollinedr a

P pontra és a PD kozos harra, mint kollineé ci6-kozéppontra és ten-
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gelyre vonatkozélag. Ezért: a parabola @ pontjanak érintGje és a
simul6kér PQ egyenesen levs @' pontjénak érint6je, mint homolog
egyenesek, egymést a PD kollinedci6-tengelynek el6bbi G pontjé-
ban metszik ; és mert a PQ’ korhtr végpontjainak érintéi a hirhoz
egyenl§ szog alatt hajlanak; a @' pont meghatdrozhaté, és igy a
PQ' Wir felezbpontjdban, arra meréleges eqyenes a P pont normalisdt

a keresett K pontban metsz1.
Klug Lipdt.

DIE SCHMIEGUNGSKREISE DER KEGELSCHNITTE.

Es werden die“verschiedenen Konstruktionen des Mittelpunktes der
Schmiegungskreise der Kegelschnitte aus einer von STEINER gegebenen
Konstruktion abgeleitet.

L. Klug.

Matematikai 6s Fizikai Lapok. LXVIL : 3
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SIKRA NEM RAJZOLHATO GRAFOKROL.*

Bevezetés.

Legyen adva egy véges halmaz és e halmaz elemeinek valamely
kéttagi kapesolata (binér reldcija); legyen tovdbbd ismeretes,
hogy e kéttagu kapesolat az elemek mely pdrjai kozott 411 fenn.
Az igy adott komplexust grdfnak nevezziik.! Az elnevezés a grdf
egy legegyszertibb realizdldsi modjabol ered, hogy t. i. az elemeket
mint pontokat tiintetjiik fol, s azoknak az elemeknek a pont-
képét, melyek kozott az emlitett kapesolat fonndll, vonallal kotjik
Ossze. A pont-képek helyzetének megvilasztdsa, valamint az idom
minden alaki tulajdonsdga mellékes, csak az a lényeges, hogy
mely pontok vannak egymdssal osszekotve. Ennek megfelelleg
két grdfot azonosnak tekintiink, ha szogpontjaik ugy hozhatok
egy-egyértelmd vonatkozdsba, hogy az egyik grdfon azok és csak
azok a szogpontok vannak éllel osszekotve, amelyeknek képe a
mésik gréfon is ossze van kotve egymédssal.

Legegyszeribb, ha a pontokat egy sikban vesszik fol és az
osszekotd vonalakat ugyanebben a sikban haladé egyenesdarabok-
bél, vagy Jomrpan-ivekbdl tesszik Ossze. Az igy megrajzolt graf
azonban az adott elemekrdl és a koztitk fenndllo kapesolatokrol
csak akkor ad megfelel§ képet, ha a rajzon az éleknek nines més

* Elbadta a szerzé a Tarsulat 1938. november 17-én tartott tlésén.

1 Az alapfogalmat és a graf-elméletet illetSleg ldsd: DExEs Kéxia:
Die Theorie der endlichen und unendlichen Graphen. Leipzig, 1936.
A graf definici6jat itt szlikebbre szabtuk, mert csak véges grafokkal
akarunk foglalkozni. Az itt targyalando6 kérdést és annak dltaldnositd-
sait illetéleg 1dsd még Vizsonvi Expre: Grafok felilleteken. Mat. Fiz.
Lapok 44. kotet (1937), 133—164. lap.
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kozos pontja, mint a grdf szogpontjai, szoval ha az élek egymadst
nem metszik, hanem csak a szogpontokban taldlkoznak.

Kérdés mdrmost, hogy lehetséges-e egy adott grafot ilyen
modon, az élek metszése vagy ahogy réviden mondani fogjuk,
keresztezés mélkiil, a sikban folrajzolni. Mig magdnak a grafnak a
fogalma minden geometriai dbrdzoldstol fiiggetlen, elvont fogalom
és a graf-elmélet is ennek megfelel6leg a kombinatorikéba, illet6leg
a halmazelméletbe sorolhat6, addig ez a sikban valé realizdlhaté-
sdg kérdése? mdr geometriai probléma, mely a modern gorbe-
elméletben 1s folmeril. x

1. abra. 2. dbra.

A gorbe fogalmédnak MeNeER—URrysonn-féle meghatdrozasa ®
megengedi ugyanis, hogy tobbszoros eldgazdsi pontokkal bird
vonalrendszert is gorbének nevezziink. Ennek az dltaldnos gorbe-
elméletnek fontos probléméja az, hogy mely gérbék képezheték
le topologikusan * a sik egy részére. Egy ilyen &ltaldnos gorbe
(egy lényegtelen megszoritastol eltekintve, amely az itt tdrgyalandé
kérdéshen amuigy sem jatszik szerepet) topologikusan aeguivalens
egy graffal és igy a sik-gorbék elméletének ez a kérdése lényegében
megegyezik a relativ graf-elmélet itt térgyaland6 probléméjaval.®

2 «Relativ graf-elméletr; ldsd: KON16 1. ¢. 196. lap.
3 Lasd pl. AvexiTs: Az ) gorbe-elmélet. Mat. Fiz. Lapok 44. kotet
(1937), 1—37. lap.
4 Azaz megfordithatolag egyértelmiien és folytonosan.
5 Lésd Arexits 1. ¢. 30—31. lap.
3x
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Miel6tt a kérdés éltalanos térgyaldsdba kezdenénk, ldssuk,
van-e egyéaltaldban sikra nem rajzolhat6 grdf. Két példa volt erre
mdr régebben ismeretes.® Az egyik az Gtszogl «teljesy grif, azaz
oly ot szogpontot tartalmazé graf, melyben mindegyik szégpont
minden mésikkal Gssze van kotve egy él dltal. A mésik példa a
«hdrom héz és hdrom kity» néven ismeretes feladatnak megteleld
graf: adva van kétszer hdrom pont (2. dbrdnkon I, IT és III;
illetGleg 1, 2 és 8 pont), az els6 esoport mindhdrom pontja 6ssze van
kotve a masodik csoport mindhdrom pontjéval egy-egy él dltal.”

Nevezziilk egyszertiség kedvéért az ilyen sikra nem rajzolhato
grafokat torzgrdfoknak, a sikra folrajzolhatokat stkgrdfoknak.
A font emlitett két torzgraf ismeretében természetesen végtelen
sok torzgrdfot szerkeszthetiink. T. i. az I. vagy IL gréfbol 6j élek
hozzdaddsdval vagy az éleken Gj szogpontok kijelolésével és eset-
leg azoknak uj élekkel valé Gsszekotésével mindig torzgraf kelet-
kezik. KuraTowski ® bizonyitotta be ennek az 4llitdsnak a meg-
forditottjat, hogy t. i. minden torzgréf ilyen moédon keletkeztet-
hetd az I. vagy II. torzgrafbol.

Ez mds szavakkal azt jelenti, hogy minden torzgrafbol a «f6los-
leges» részek elhagydsdval vagy az 1. vagy a IL gréf dll eld. Itt
tolosleges alkatrészen az olyan értend§, amelynek elhagydsa nem
véltoztatja meg a grafnak azt a tulajdonsidgdt, hogy sikra nem
rajzolhato.

Konnyen lathato, hogy sem az I., sem pedig a II. gréf nem
tartalmaz folosleges élt. Akdrmelyikikb8l egy él, mégpedig bér-
melyik él elhagydsdval mdr sikgraf lesz.

Ami mdrmost a szogpontokat illeti, gondoljuk meg elébb, hogy
valamely grafbol egy szogpont altaliban nem hagyhaté el az e

6 K6x16: Vonalrendszerek kétoldalt felilleteken. Mathematikai és
Természettudoményi Ertesit6, 29. kotet (1911), 112—117. lap. Hogy
e két graf valoban nem rajzolhato sikra, az majdnem magdtol értetédd,
de késébb ezt is bizonyitani fogjuk, inkdbb a tovdbbiak kénnyebb meg-
érthetése végett.

7 A kovetkezOkben: I. és II. graf, ldsd az 1. és 2. dbrat.

8 Sur le probléme des courbes gauches en Topologie. Fundamenta
Math., 15. kotet (1930), 271—283. lap.



SIKRA NEM RAJZOLHATO GRAFOKROL. 37

szogpontbol kiindulo élek megbolygatésa nélkill. Ha azonban egy
szogpontbol csak két €l indul ki, ezek a kozos szogpont kihagya-
sdval egy éllé forraszthattk Gssze, s ez a védltoztatds a grif tobbl
szogpontjainak egymdssal valo Osszefiiggését, valamint a grdfnak
azt a tulajdonsdgdt, hogy sik- vagy torzgraf, nem befolyésolja.
A sikra rajzolhatosdg kérdésénél tehdt az ilyen «megsziintethetdy
szogpontoktol eltekinthetiink.

Az olyan torzgrdfot, amelynek mincs megsziintethetd szigpontja, s
amelybdl eqy tetszésszerinty €l elhagydsaval sikgrdaf lesz — KuURA-
TOWSKI szerint — irreducibilis torzgrafnak nevezziik. Fzzel a foga-
jommal Kuratowskr tételét igy mondhatjuk ki: csak két irredu-
cibilis torzgraf vam, vgymint az 1. és a I11. grdf.

Ennek a tételnek egy egyszerti gondolatmenettel vald, szem-
léletes bebizonyitdsa a térgya e dolgozatnak.® Miel6tt azonban a
bizonyitdsra térhetnénk, néhdny alapfogalmat kell ismertetniink.

1278

A graf ésszefiiggs, ha barmely pontjdbol barmely mds pontjdba
a graf élein eljuthatunk. Ha a G’ grdfnak csak olyan szégpontjai
és élei vannak, amelyek a G grdfnak is szogpontjai, illetGleg élei,
akkor G’ a G egy részgrdfja vagy egyszertien része. Ha ay; g0,
a, valamely graf kialonbozd szogpontjait jelolik, az a,a,, axag,. ..,
Up—10y €lekbdl 4116 részgrafot inak (roviden az ayay...a, Gtnak)
nevezzik, mely a;-et a,nel dsseekoti. Az aqay...a,a, részgrafot,
mely tehdt az el6bbi éleken kivill még az a,a, élt is tartalmazza,
kirnek nevezzik.

Minden korén legaldbb hdrom szdégpont van, mert kiilonben
ugyanazt a szogpontpart két kilonbozd él kétné ossze.10

9 Mis bizonyitdsokat illetéleg ldsd VAzsoxvyi 1. c. 139. lap idézeteit.

10 A griafnak egy,a dolgozat bevezetésében adott definicitjanal alta-
ldnosabb meghatdrozdsa (ldsd pl. K6x1enél 1. ¢.1 1. lap) megengedj
ugyanannak a szogpontparnak tobb kiilonbozé éllel valo osszekotését,
szoval tobbszords élek eléforduldsit is. A sikra rajzolhatésdg kérdésénél
azonban nyilvdn nincs szerepe annak, hogy valamely é1 egyszeres vagy
tobbszoros s igy e dolgozatban a tobbszorss élek eléforduldsit mar a

s
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A sikra rajzolt kor a Jorpan-tétel szerint a sikot két tarto-
ményra — a kor belsejére és kiilsejére — osztja gy, hogy a kor
belsejének pontjai a kiilsejének pontjaival nem kothetdk ossze a
kor metszése nélkill semmilyen ut dltal.

Legyen G sikra rajzolt graf és K a G-nek valamely kore. A G gré-
fot mindig meg tudjuk Ggy is rajzolni, hogy a K kiilsejében 16v6
részgraf az Gj rajzon a kor belsejében legyen és viszont. Eazt pl.
ugy lathatjuk be, hogy a G-t olyan moédon rajzoljuk fol, hogy
K metrikus értelemben is kor legyen s az dbrat e koron titkrozzik.
Hasonlo értelemben fogunk beszélni egy élen (egy kor valamely
ivén) valo tiikrozésrdl is, amin azt értjik, hogy az él mésik oldalén
rajzoljuk meg a képpel topologikusan azonos tikérképet.

A kés@bbiek kedvéért itt killon megemlitjik a kovetkezd,
egyébként magdtol értet6ds tényt. Ha a kor valamely ay, a, pont-
péarja a by, by pontpart6l «elvélasztotty, azaz a pontok a kor egy
koriiljardsdndl ilyen sorrendben kovetkeznek egymésutdn: a,, by,
as, by, akkor nem lehet a;-et és a,-t valamely a kor belsejében
folvett a ponttal, by-t és by-t valamely ugyancsdk a kor belsejében
folvett b ponttal az aa; és bby élek keresztezése nélkil Gsszekotni.
Ha ellenben — tobb pont esetén is — a pontok sorrendje ilyen :
Uy Agye ey Qpy byyeesy by, (ahol még esetleg a, a by-gyel és b, az
ay-gyel Ossze is eshetik), akkor az a; pontokat a kor belsejében
folvett a ponttal és a b, pontokat az ugyancsak a kor belsejében
folvett b ponttal és még a-t b-vel is 6ssze lehet kotni.

Most mér kénnyen megmutathatjuk, hogy az I. és IT. graf torz-
graf. Az I. gréfot illet6leg vildgos, hogy négy pontnak minden pérja
osszekothetd egy éllel. A szogpontok alkalmas megszdmozdsdndl e
graf mindig a kovetkez6 médon bontja a sikot négy tartomdnyra

(l.a 8. dbrat): az 1281, 1241 és-1841
korok belseje és a 28 4 2 kor killseje. E négy
tartomdny koziil barmelyikbe helyezziik is el
az 0todik pontot, az illeté tartoményt haté-
r0l6 kor mindig elvdlasztja 6t a koron eld
nem fordulé negyedik ponttol, e két pont
3. 4bra. osszekotése tehat a kor metszése nélkiil lehe-
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tetlen. (Példéul az 1281 koér a belsejében felvett 5. pontot elvé-
lasztja a 4. ponttol, a 283 42 kor a kilsejében felvett 5. pontot
elvélasztja az 1. ponttdl.)

A TII. graf esetében pl. az I1II21T élsorozat ad egy kort (ldsd
a 2. 4brat). Ha a 8, IIT pontok koziil az egyiket e kor belsejében,
a mdsikat a kiilsejében helyezziik el, elvalasztja 6ket a kor. Ha pedig
mind a kett6t a kor belsejében (vagy kiilsejében) helyezziik el,
a 3 az I[-gyel és Il-vel, I1I pedig 1-gyel és 2-vel, tehdt egy, az el6bhi
pontpértél elvilasztott pontpdrral kotendd ossze, ami ismét nem
_lehetséges keresztezés nélkil. Megjegyezzitk még, hogy a II. torz-
gréf éppen ugy dllithaté eld, hogy egy koron hat szogpontot folvéve,
a szogpontokat Ggy osztjuk parokba, hogy barmely két par egy-
méstol el legyen vélasztva és azutén az ugyanahhoz a pontpérhoz
tartozd szogpontokat egy-egy éllel osszekotjik.

2. §.

Egy tovébbi uj fogalmat el6szér személetesen vezetiink be.
Ha az 6sszefiiggd G gréafnak van olyan a szogpontja, amely koriil
egy tetszésszerinti kis kornyezetben az éleket szétvagva a graf
részekre hull szét, azt mondjuk, hogy az a pont a grafnak artiku-
ldeidja. Minden killondllo darab G egy részgréfja lesz, ha benne
az a felé tarté éleket ismét osszefogjuk egy végpontban (melyet
mindegyik részgrafban tovébbra is a-val jelolink). Az artikuldcios
graf tehdt tobb kiilondllé darabnak egy pontban, az artikuldeio-
ban valo osszeflizése altal keletkeztethetd. SaiNTE-LAGUE szaba-
tosabb definicidja szerint:2?* valamely oOsszefiiggd gréafnak egy
a szogpontja akkor artikuldeié, ha a graf tobbi szogpontjai ugy
oszthatok két nem iires csoportba, hogy az egyik csoport barmely
elemét a mdsik csoport barmely elemével osszekotd, a graf éleibdl
4ll6 At mindig keresztiilmegy az a ponton. :

Hasonlé tulajdonsédga lehet a graf egy pontpdrjdnak: ha az
osszefiiggd és artikuldei6 nélkiili grdfnak a és b két olyan szégpontja
hogy a graf tobbi szogpontja két nem iires esoportba oszthato ugy,

11 I, pl. K6x1a 1. c. 1 224—225. lap.
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hogy az egyik csoport bdrmely pontjibél a mésik csoport barmely
pontjdba vezeté minden, a graf éleibdl 4ll6 ut vagy az a, vagy
a b ponton vezet keresztil, akkor az (a, b) pontpir a grdfnak
masodrendii artikuldciéja.*? Az (a, b) pontpdr a grifot a fenti érte-
lemben ismét tobb kiilondlly darabra (az elébb irt médositéssal
részgrafra) bontja, s az egész graf e daraboknak két pontban vals
osszeflizésével keletkeztethetd. Ha G az ab élt tartalmazza, akkor:
ez az él onmagaban egy darab. De mindig van legaldbb két olyan
darab, mely egynél tobb élt tartalmaz.

Ezekkel a fogalmakkal kapesolatos az irreducibilis torzgrdf
fontos tulajdonsdga. Elfszor még megemlitjik, hogy az irreducibilis
torzgraf dsszefiiggd. Ugyanis az ossze nem figgd gréf akkor és csak
akkor rajzolhato a sikra, ha minden osszefiiggd darabja kiilon-
kalon folrajzolhato.1® -

Tovabbmendleg : az irreducibilis torzgrdfnak nincs artikuldcidja.

Ha ugyanis volna, akkor mindegyik darab kiilén-kiilon fol-
rajzolhaté volna a sikra, mert hiszen mindenik darab legaldbb
egy 6l elhagydsdval 41l el6 az egész grafhol. Mégpedig gy rajzol-
hatok f6l, hogy az artikuldeié mindegyikben a konttrra (a kiilsd
hatdrvonalra) keriiljon, ezt t. i. koron valo titkrozéssel érhetjiik el.
Akkor pedig semmi akaddlya sines annak, hogy e darabokat a
sikban maradva egy pontban, az artikuldcioban osszeillessziik.

Az wrreducibilis torzgrafnak nimcs mdsodrendii artikuldcidja sem.

Tegyiik fel ugyanis, hogy a G irreducibilis torzgrdf a, b pont-
parja mdsodrendt artikuldcio és legyen 4 a G-nek egy az arti-
kuldeio dltal osztott osszefiiggld, de nem csak egy é1b6l 4116 darabja.-
G-nek megmaradt részét, mely tobb darabbdl is 4llhat, de el6bbi
megjegyzésink szerint mindenesetre egynél tébb élt tartalmaz,

12 E fogalmat illetéleg ld4sd SAUNDERS Mac LANE: A structural
characterisation of planar combinatorial graphs, Duke Math. Journal
3. kotet (1937), 460. lap. .

13 Sikto6l kiilonbozd felitletre ez nem mindig igaz. Példdul a gyftirtifelii-
letre (toruszra) az I., valamint a II. torzgrdf folrajzolhato, de nem raj-
zolhat6 fol egy oly 6ssze nem fiiggd graf sem, melynek mindegyik ssze
fiiggé darabja az I. vagy II. grafok valamelyike.
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jeloljiuk B-vel. 4’ legyen az a graf, mely 4-bo6l keletkezik, ha benne
még az ab élt meghtuzzuk, B’ pedig legyen az a graf, mely B-bdl
ugyanigy keletkezik, ha B nem tartalmazza az ab élt; kiilénben

pedig B’ legyen B-vel azonos. Vildgos, hogy A’ és B’ is sikgréf,.

mert hiszen pl. A’ tgy 411 el8 G-b8l, hogy G-b6l az egész B grafot
elhagyjuk az ab él vagy egy, az a és b pontot Gsszekotd at kivételé-
vel, s az utébbi esethen még ezt az utat is redukaljuk egy élre.
Azonfelill megrajzolhato A’ ugy is, hogy az a és b pont az A" kon-
turjdra keriljon. (Ha ugyanis 4’ nem igy volna madris folrajzolva,
titkrozzilk a rajzot egy, az ab élt érinté és a grafnak semmilyen

mas élét nem metsz§ metrikus koron.) 4’-nek ilyen rajzdbol nyer--

juk az ab él elhagydsdval A-nak olyan rajzat, melyen a és b a
hatdrvonalon van. Most mar B’-ben az ab él helyett, vagy mellé
beilleszthetd az A graf s ezzel G-t rajzoltuk meg, tehdt G nem
lehet torzgraf.

5. §

Ha egy irreducibilis torzgrafot sikra akarunk folrajzolni, az az.

élek megfelel6 vezetésével az utolso élig mindig lehetséges olyan
modon, hogy a folrajzolt élek ne messék egymdst. Az utolsé élt
azonban mdr nem tudjuk folrajzolni anélkil, hogy valamelyik mdr
folrajzolt élt ne messe. Ennek pedig ecsak az lehet az oka, hogy az
a két szogpont, melyet az utolso éllel kell 6sszekotniink, egymastol
legaldbb egy, a mdr megrajzolt élekbél 4116 korrel el van valasztva
olyan értelemben, hogy az egyik szogpont a koron belil, a masik
a koron kivill van. A @ irreducibilis torzgrafbol tehdt egy él el-
hagydsdval mindig olyan G’ sikgraf keletkezik, melyet barhogyan
rajzolunk is a sikra, benne két elvélasztott pont (az elhagyott él
végpontjai) és egy Gket elvdlaszté kor van. Be fogjuk bizonyitani,
hogy csak egy elvélaszté kor van és a G grafnak nem is lehetnek mds

szogpontjar, mint az elvdlasztott pontpdr és az elvdlaszté korom levs

szdgpontok. Ebbb] a segédtételbsl a Kurarowski-tétel mdr konnyen
fog kovetkezni.

A segédtétel bebizonyitdséhoz rajzoljuk fol a G’ gréfot a sikra,
tetszésszerinti médon, de természetesen keresztezés nélkiil. - Jelol-
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Jik G’ elvdlasztott pontjait a-val,illetéleg b-vel ; blegyen valamelyik
elvélaszté kor belsejében. Mindig van e korén belil olyan, a b-t
belsejében tartalmazé degbelséy elvélaszté kor, K, amelynek a
belsejében nines mdr egy a K-t6l (legaldbb egy élben) kiilénbozd
elvalaszté kor sem. G'-nek a K belsejében levd részét a K-n fekvé
szogpontokkal egyiitt jeloljik B-vel.1* B-nek a b-n kiviil nines is
més szogpontja, mint ezek a K-n fekvd szogpontok.

Tegyiitk f6l ugyanis, hogy volna B-nek egy ezektdl és a b-t6l
kiilonboz6 szogpontja is, ¢. A ¢ nem lehet a K két kilonb6z6 pont-
javal egy-egy a b-t elkerill6 ut éltal osszekotve, mert kiilonben
K nem volna legbels6 elvdlaszté kor. Tehat ¢-bdl minden ut vagy
b-be, vagy K-nak ugyanazon pontjdba vezet, de akkor K e pontja
és b G-nek masodrend(i, vagy valamelyikilk kozonséges artiku-
lacidja. Ez pedig ellentmondds az irreducibilis torzgraf tulajdon-
sdgédval, tehdt ilyen ¢ szogpont nem létezhetik.

De ha B-nek a szogpontjai csak b és K-nak bizonyos pontjai,
akkor B-nek nines mds éle, mint a b-b8l K ezen szogpontjaiba
futé élek. Megjegyezziik, hogy legaldbb két ilyen él van, mert
hiszen b-b8l G-ben legaldbb hdrom, tehdt G’-ben legaldbb két él
indul ki.

G-nek a K kiilsejében levl részét, melyhez szintén hozzdszamit-
juk éleinek K-n fekv6é végpontjait, jeloljik A-val. Bebizonyitjuk,
hogy 4 ugyanolyan szerkezeti, mint B. Ehhez el§szor megmutat-
juk, hogy A4, mely természetesen osszefiiggd, Osszefiugg6 marad
akkor is, hogyha a K kor minden szogpontjanak egy kis kornyeze-
tében szétvagjuk az éleket. Miés széval a-b6l A-nak minden 8206g-
pontjéba az A éleibl 4116 olyan it vezet, mely a K kort nem
érinti (illet6leg legfeljebb a végpontjaban éri el, ha t. i. az illetd

14 A K, valamint a B és a kés6bb definidland6 A graf fogalma apriorj
relativ, olyan értelemben, hogy elvben a G’ grif folrajzoldsdnak modja-
tol fiige. A bizonyitdas folyaman tehat mindig egy bizonyos rajzhoz
tartozo legbelsdé korre, tovabbd A és B gréifra kell gondolnunk. Csak a-
bizonyitas befejezésével deriil ki, hogy K, A és B val6jaban a G’ grafnak
a folrajzoldstol fiiggetleniil meghatdrozott, a G irreducibilis torzgrafnak
tehat az a és b pontok megvélasztdsdval abszolute adott részgrafjai.
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szogpont K-n van) és nines 4-ban olyan él, mely K két pontjat
kotné Ossze.

Tegyiik 6] ugyanis, hogy volna 4-nak ilyen az a-val csak a
K-n keresztiil osszefiigglé része. Ezt a részt G-b6l elhagyva, vala-
mely G” sikgraf keletkezik. G” is tartalmazza a K kort és az -ab élt,
tehdt esak gy rajzolhat6 a sikra, hogy a és b is a K koron }beliil
van (vagy mind a ketté a koron kiviil van, de ez az eset titkrozéssel
az elGbbire visszavezethetd). De akkor kell, hogy 4-nak minden
az a-val (a K érintése nélkiil) osszefiiggl része és ugyanigy B-nek
minden a b-vel Osszefiiggd része, ami azonban az egész B graf,
a K belsejében legyen. fgy pedig nines semmilyen akadélya, hogy
az el6bb elhagyott részt a K kiilsejében, ugyantgy mint a G’ raj-
zén volt, keresztezés nélkiil folrajzoljuk, tehdt G nem lehetne
torzgraf.

Most: megmutatjuk, hogy az A grifnak minden olyan utja,
mely A-nak két, a K korrel kozos pontjat koti ossze egymdssal,
keresztillmegy az a ponton.

Legyen tehdt (ldsd a 4. dbrdt) U egy az 4 graf éleibdl 4ll6
olyan tt, mely K-nak a; és a, pontjét koti éssze egymdssal, s
melynek K-val esak e két végpontja kozos. Ha az a pont nines
U-n rajta, akkor U-nak van az el6bbi megdllapitdsok szerint
olyan belsé (az a, és ay
végponttol kilonbozo)
szogpontia, ¢, melyet
a-val valamely U, ut
a kor érintése. nélkil
osszekot. Az U vég-
pontjai a K kort két
fvre, a J; és J,y ivre
bontjék. Az ivek egyike
az U-val egyiitt olyan kort 'alkot, melynek b a belse_]eben van,
legyen ez az iv J,. Foltehetjik, hogy a a J,+4-U kor kiilsejében van
(kiilonben a J;+4U kérre alkalmazndk az 1. §-baniismertetett
koron valo titkrozést, amikor is a J, és J, iv a tovdbbiakban-szere-
pet cserél). Foltehetd tovdbbd az is, hogy a J;+U kor belseje

4. 4bra.
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ires, mert ha egyaltaldban van a foltevésnek eleget tevd U ut,
akkor van olyan is, amely ennek a foltételnek is eleget tesz.

B-nek a koron legaldbb két szogpontja van. E szégpontokat
illet6leg méarmost hdromféle eloszlds lehetséges :

1. B-nek és K-nak minden kozos pontja a J, zdrt iven van.

2. E pontok mind a J, zért iven vannak.

3. B-nek van pontja mind a J;, mind a J, nyilt iven.

Az 1. esetben az egész B grif berajzolhato (dtfordithaté a
Jy iven) a J,+U kor ires belsejébe. Akkor pedig ez a kor oly
legbelsd kor, mely a B grafot tartalmazza, tehat az el6bb bebizo-
nyitottak szerint kell,
hogy a Jy nyilt iv va-
lamely ag pontja Ossze
legyen kétve a-val va-
lamely a J,+U kor
killsejében haladé 1t
altal. De igy mér az
a, Gy, Gy ' 687h; Nay; e
szogpontok a hozzdjuk
tartozo élekkel kiadjdk
a II. gréfot legaldbb egy folosleges éllel. (L. az 5. dbrdt, melyen
a byb, folosleges élt vastagon huztuk ki. Megjegyezziik, hogy a b,
pont osszeeshetik az ay-gyel, a by az ag-vel.?®) A G graf tehdt nem
lehet irreducibilis torzgraf.

A 2. esetben két tovabbi alesetet kell vizsgdlnunk. Ha B-nek
két szélsd (a Jy iven haladva az els6 és utolsé) pontja kozott nines
4-nak egy pontja sem, akkor B a J, iven 4t kifordithaté a K kor
kiilsejébe. De b igy sem lehet az a-val keresztezés nélkiil dsszekot-
hetd, tehdt b-t a-tol elvdlasztja legaldbb egy kér és igy egy leg-
belsd kor is. A B graf most erre a legbelsd kérre és a J, fvre vonat-
kozélag ugyanigy fekszik, mint az 1. esetben a K korre és a J,
ivre vonatkozolag fekidt, tehdt elébbi okoskoddsunk szerint megint
nem lehet G irreducibilis torzgréf.

5. abra.

15 Kzen, valamint a 6. és 7. dbrdn is a G’ grafot rajzoltuk meg, tehat
a G graf ab éle nincs foltuntetve.
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Ha pedig van 4-nak e két szélsé pont kozott is pontja, ag,
-akkor G a 6. dbra szerint tartalmazza a II. grafot és még egy feles-
leges élt is. (Az &bran
a felesleges él, aya,
vastagon van kihuzva
6s a b, pont ismét
-Osszeeshetik ay-gyel, by
az ay-vel.)

Végiil a 3. esethben a
‘7. abra mutatja, hogy
‘G a II. grdfon folil
felesleges élt is tartal-

6. abra.

maz. A két ponthdrmas itt b, a,, a, és by, by, ¢. A b pont a c-vel
az a-n keresztill van Osszekotve, a felesleges él G-nek az a-bél
kiindulé harmadik éle.

Tehat azzal a foltevéssel, hogy 4-nak van olyan a K valamely
két pontjdt osszek6td utja, mely a-n nem megy keresztiil, minden
esetben ellentmondésra
jutunk. Abbol pedig,
hogy A4-nak minden a
K valamely két pontjat
osszekotd tja keresz-
tilmegy az a ponton és
hogy G-nek sem egy-
szerfi, sem mdsodrendfi
artikuldci6ja ninesen, 7. 4bra.
kovetkezik ugyanolyan
moédon, mint a B grdfra ldttuk, hogy az 4 grdfnak sines mds
éle, mint az a pontot K bizonyos pontjaival sszekoté élek. G-nek
tehdt nincs més szogpontja, mint a, b és a K-n lev( szogpontok.
A segédtételt ezzel bebizonyitottuk.1®

16 Talan foltiinik, hogy a bizonyitds folyaman az I. graf egyszer sem
gzerepelt, hanem mindig a II. graf. Ennek oka abban rejlik, hogy a re-
ductio ad absurdum elvének megfelel6 foltevéssel olyan torzgraffal
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A korén legaldbb hdrom szogpontnak kell lenni, e szogpontok
szdma szerint két esetet killonboztetiink meg :

I. A kor szogpontjainak szdma, n=8. Ebben az esetben a
G szogpontjainak szdma 6t, tehdt G, mint torzgrdf, csak az ot
szogpontbol allo teljes graf lehet.

II. n>4. A K-n kell lennie legaldbb két a-val és két b-vel
osszekotott pontnak, minthogy a-bol is és b-bdl is-az ab élen kiviil
még legaldbb két él indul ki. Nem lehet a K szogpontjai kozt
hédrom kettds-pont» (t. i. olyan pont, amely egyidejiileg a-val és
b-vel is Gssze van kotve), mert killonben az el6bbi esettel volna
dolgunk, s a kér negyedik pontjabol kifuto él az irreducibilis torz-
grafthoz felesleges volna.

Van tehdt a korén olyan pont, mely az a és b pontoknak ecsak
egyikével van oOsszekotve, mondjuk a-val. Ett8l az a; ponttol
balra és jobbra is keressitk meg a legelsé b-vel 6sszekotétt pontot (by
és b,). Itt by és b, egyméstol kiilonbozd pontok, mert hiszen legaldbb
két b-vel Osszekotott pontnak kell a koron lenni. Annak a bb,
ivnek belsejében, mely a;,-et nem tartalmazza, kell lenni még egy
a-val Osszekotott  pontnak. Kilonben ugyanis az 1. §-ban tett
megjegyzésink szerint az egész a-val Osszefiiged részgraf berajzol-
haté volna a K kor belsejébe és az ab él is megrajzolhaté volna
keresztezés nélkiil. Legyen ezeknek az a-val osszekotott pontok-
nak egyike a,. Akkor az a, by, by és b, ay, ay pontok, tovdbbd a kor
élei és az ab, aay, aay, bby, bb, élek egyiittesen a II. torzgréfot adjdk,
tehdt més szogpont és ¢l nem is lehet G-n.

Az nz>4 eset tehdt az n=4 esetre redukélédik és ebben az
esetben az irreducibilis torzgraf a II. grif.

Ezzel a Kurarowski-tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

‘ Veress Pdl.

foglalkoztunk, mely folosleges részt is tartalmaz. Mar pedig, ha valamely
graf, melynek nincs sem megsziintethetd szogpontja, sem artikuldcioja,
sem mdsodrendli artikuldcioja, tartalmazza az I. grafot folosleges éllel,
akkor tartalmazza a II. grafot is tobb folosleges éllel.
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UBER NICHT-EBENE GRAPHEN.

Es wird in graphentheoretischer? Fassung folgender Satz des H. Kura-
TOWSKI bewiesen : es gibt nur zwei irreduzibile nicht-ebene Graphen,
und zwar I. der vollstindige Graph mit fimf Knotenpunkten, II. der
Graph, der sechs Knotenpunkte 4y, 4,, Ag, By, By, Bg besitzt und in
dem jeder 4-Punkt mit jedem B-Punkt durch eine Kante verbunden ist..

Der Gedankengang des Beweises ist folgender : Erstens wird gezeigt,.
dass ein irreduzibiler Graph keine Artikulation, aber auch keine — aus
zwel Punkten bestehende — trennende Knotenpunktmenge hesitzt..
Wird nun eine Kante aus dem irreduzibilen Graph weggelassen, so bleibt.
ein ebener Graph iibrig, in dem die Endpunkte der weggelassenen Kante
durch einen aus Kanten des Graphen bestehenden Kreis getrennt sind.
Es wird nun gezeigt, dass G nur einen einzigen trennenden Kreis besitzt.
Nimmt man nimlich den «nnersteny Kreis K, der b noch im Inneren
enthalt, so sieht man leicht, dass der Teilgraph B, der im Inneren von K
liegt, nur aus Kanten besteht, die b mit gewissen Punkten von K ver-
binden. Nun wird aber gezeigt, dass der Teilgraph 4 im Ausseren des
Kreises genau so aufgebaut ist, wie B; also G keinen anderen Knoten-
punkt besitzt, als @, b und die Knotenpunkte von K. )

Auf einem Kreis liegen aber mindestens drei Knotenpunkte, da
zweifache Kanten ausgeschlossen werden konnen. Ist die Zahl n der
Knotenpunkte des Kreises genau 8, so hat G im ganzen 5 Knotenpunkte,
muss also als nichtebener Graph, mit I identisch sein. Ist aber n=4,
so bilden schon, wie man leicht zeigt, 4 Punkte des Kreises mit den
Punkten @ und b und den dazugéhorigen Kanten den Graphen II, also
kann es keinen weiteren Fall n>4 geben.

P. Veress.

T Uber die vorkommenden Begriffe aus der Graphentheorie s.
D. Kéx16: Die Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig,
1936. Uber sonstige Literatur vergl. die Fussnoten des ungarischen
Textes.



A KORGEOMETRIA MEGALAPOZASA.

Jelen dolgozatomban a koérgeometria targykorét és ondllo meg-
-alapozdsdnak modjait fogom ismertetni.

A kiilonboz6 geometridk az euklidesi geometridbol dltaldnosi-
téssal fejlédtek ki. Példdul a Bonvar—LoBacserszkis-féle és a
Riemann-féle geometria az euklidesitél abban kilénbézik, hogy
az euklidesi parhuzamosségi postuldtumot mds, azt kizér6 postu-
latum helyettesiti. Azok a tételek, melyek a nevezett hdrom geo-
metridban egyardnt érvényesek, vagyis az euklidesi geometridnak
a parhuzamossdgi axiométél fiiggetlen tételei, alkotjik az abszolit
geometridt.

Az euklidesi geometria csoportja az euklidesi sik mozgdsaibol,
nevezetesen a sik eltoldsaibol és forgdsaibol dll. Barmely két pont-
nak a csoportndl invaridnsa a két pont euklidesi tdvolsdga.

“Az euklidesi geometridban a hasonldsdg elmélete egy tagabb
csoport fogalmdhoz kapesolodik : ez a sik hasonlosdgi leképezései-
bél é116 csoport.

Az euklidesi geometridnak az egyenesek metszésére vonatkozd
tételei az affin és a projektiv geometridhoz vezetnek. Példéul az a
tétel, mely szerint egy héromszog harom kozépvonala egy ponton
megy at, affin jellegli tétel; ugyanis barmely hdromszoget dtvihe-
tiink barmely mds hdromszogbe affin leképezéssel (melynél minden
egyenes egyeneshe s a végtelen tdvoli egyenes 6nmagdba megy
at); ennél a leképezésnél a két hdromszog kozépvonalai egymés-
nak felelnek meg. A tétel projektiv dltaldnositdsa a kovetkezd :

1 Az Eoérvés LorAND Matematikai és Fizikai Tarsulat 1939. novem-
ber 30-i iilésén tartott elGadds.
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az ABC haromszog AB, BC, C4 oldalainak valamely e egyenessel
valo ', A’, B’ metszéspontjaihoz hatdrozzuk meg az illet§ csn-
csokra vonatkozé harmonikus konjugaltakat, vagyis azokat a
C", A", B" pontokat, melyekre az (4BC'C"), (BCA'A"), (CAB'B")
kettésviszonyok értéke — 1; az AA", BB”, CC" egyenesek egy
E ponton haladnak 4t. Az E pontot az ¢ egyenesnek a hdromszogre
vonatkoz6 polusanak nevezzik. Ha e a végtelen tdvoli egyenes,
akkor polusa E a hdromszog sulypontja.

A projektiv geometria csoportja a sik kollinedcioibol all, vagyis
azokbdl a leképezésekbdl, melyeknél minden egyenes egyenesbe
megy at. A projektiv csoportndl barmely négy kollinedris (azaz
egy egyenesen fekv() pontnak invaridnsa a négy pont kettds-
viszonya. A projektiv geometria felépithetd osszetartozési axiomak
és a Pappus-féle tétel alapjan. A Pappus-féle tétel szerint: ha az
¢ egyenesnek A, B, C és az ¢’ egyenesnek A', B’, (' tetszlleges
pontjai, akkor az AB’ és A'B egyenesek metszéspontja, tovabba
BC' és B'C metszéspontja, végil CA’ és C'A metszéspontja egy
egyenesen fekszik. Ennek az affin geometridra specializdlt esete a
kovetkezG: ha A B’ parhuzamos A’B-vel, s ha BC’ parhuzamos
B'C-vel, akkor CA’ parhuzamos C’A-val.

A kirgeometria a gombi (vagy szterikus) geometriabol olyantéle
altaldnositassal szdrmazik, mint a projektiv geometria az euklidesi
geometriabol. A gombi geometridnak elemei a gémb fékorei;
mozgasesoportja a gomb forgdsaibél allé haromtaga (azaz hdrom
val6s paramétert6l fiiggd) folytonos csoport; barmely két pont
invaridnsa a csoportndl a két pont gombi tdvolsdga. A f6korok
Osszességéhez hozzdvesszitk ezeknek aequidistans vonalait, s fgy
a gomb koreinek Osszességét kapjuk; a gomb forgésainak esoport-
jat ugyancsak kibdvitjik a gémb Osszes szogtartd és kolesonosen
egyértelmt leképezéseivel a homogrdfikus csoporttd. Ha a goémbon
egy sikra valo stereografikus vetités dltal egy 2 komplex koordinatét
vezetink be, akkor a homogréfikus csoportot a z véltozoban
linedris 2'= —Zj—j% leképezések osszessége alkotja, hol a, b, ¢, d
tetszGleges olyan komplex szdmok, melyekre ad—bc==0. Ez a kor-

Matematikai és Fizikai Lapok XLVIL 4




50 KEREKJARTO BELA.

geometria csoportja, s a korgeometria elemei a gémb koreinek
Osszessége.

A korgeometria a végtelen tévoli ponttal kibGvitett z komplex
sikon mint a sik koreinek és egyeneseinek metszéseire vonatkozo
geometria értelmezhetd. Jellemz§ tételeként a kovetkez8 MIQUEL-
téle tételt emlitjiik meg, két, az euklidesi geometria szempontjdbol
kiilonboz6, de a korgeometria szimdra aequivalens megfogalma-
zasban :

1. 4 PQR haromszig PQ, QR, RP oldaldnak eqy-eqy pontja legyen
R, P, Q. A PQR, QR'P',RP'Q" kiriknek van eqy kizis S pontja
(1. ébra).

1. dbra. 2. 4bra.

2. Legyen ky, ky, kg, k, négy kir; k, és k, metszéspontjait jeloljiik
A, A'-vel, k, és ks, kg és ky, ky és k; metszéspontjait rendre B, B’';
C,C'; D, D'-vel. Ha az A, B, C, D pontok eqy k, kirin fekiisznek,
akkor az A’, B', C', D" pontok s egy K, koron fekiisznek (2. dbra).

Az elsé tételt az euklidesi geometridnak a kerileti szogekre
vonatkozo tétele alapjin konnyen igazolhatjuk. A mésodik tételt
az elsé tétel alapjan igy bizonyitjuk be. Alkalmazzunk a z sikban
egy inverziot, mely a k;, ky, ky korok kozos 4 pontjat a végtelen
tavoli pontba viszi ét; ha 4 komplex koordinatédja a, akkor ezt

az inverziot a 2'=

S kifejezés éllitja el6. Ennél a leképezésnél a

ko, ky, k, korok egyenesekbe, a kg és k, korok korokbe mennek dt.
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Jeloljiik a B, C, D pontok képét @, R’, P-vel, az A’, B',C’, D" pontok
képét R, P’, S, Q'-vel. AzR’ pont a P egyenesen fekszik, mivel az
A, B, C, D pontok egy koron fekiisznek, t. i. a k, koron, s ez a kor
az inverziondl egyenesbe megy ét. Hasonloan " a PR egyenesnek,
és P’ a QR egyenesnek pontja. Tovabbd a P, @', R’, S pontok
egy koron (k, képén), s ugyancsak a ¢, P’, B’, S pontok egy koron
(k; képén) fekiisznek ; mésszoval S a PQ" R’ és a QR'P’ korok
kozos pontja. Az 1. tétel szerint az S pont az RQ'P" kornek is
pontja, vagyis az R, P’, S, Q' pontok egy kéron, s igy az ezeknek
az inverziondl megfelels A’, B, (", D' pontok is egy koron fe-
kiisznek.

Az 1. tétel a 2. tételnek a hasonlosigi esoportra specializdlt
esete, hasonl6 értelemben, mint ahogyan a Parrus-féle tételt az
affin esoportra specializéltuk.

A korgeometria jellegzetes tételeként megemlitjitk még a kovet-
kez, STEINERtG] szarmazo, zdrodéasi tételt.?

Legyen k, és ki két egymdst nem metsz6 kor ; a kozéppontjaikat
osszekotd egyenesnek k-val kozos pontjait P, Q-val, kj-vel kozos
pontjait P’, @’-vel jeloljik. A PQ’ és P'Q dtmérdjii koroknek egy-
méssal bezart szogét jeloljik 2ze-val. Ha a racionalis szdm:
a=m/n (m, n relativ torzsszdmok), és csak akkor, megadhato a
k, és kj koroket érinté koroknek olyan (ky, ks,---, k,) sorozata,
hogy minden y-re k, érinti k,_j-et és k, i-et (ha y=n, akkor y+1
Jelenti az 1-et, s ha y=1, akkor y—1 jelenti n-et). A zdr6dé soro-
zathoz tartozo korok szdma az a=m/n tort nevezdje; a szdmlalo
megadja, hdnyszor keriili meg a sorozat a k, (k;) kort. A sorozat
szomszédos koreinek érintési pontjai egy korén vannak.

*

Miel6tt rdatérnék a korgeometria megalapozdsinak kérdésére,
roviden ismertetem az euklidesi geometridnak HiLBERTtS] szdr-
mazé két kiilonhozd felépitését, melyet a Grundlagen der Geometrie
c. miivében, illetve énnek IV. fiiggelékében adott.

2 L. példdul: Cooripar, J. L.: A treatise on the circle and the sphere.
Oxford, 1916. 31. o.
4*
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Az els6, melyet elems felépitésnek nevezek, lényegében az eukli-
desi tdrgyaldsi médnak felel meg. Az adott elemek a pontok, egye-
nesek és sikok ; az alapvetd kapesolatok az osszetartozas, rendezés
és egyenlGség; az axiomdk az elemek kozott fenndllo alapvetd
kapesolatokat irjdk le. Az ezen az alapon felépitett geometridban
értelmezhetjik a sik és a tér mozgdsait, mint olyan leképezéseket,
melyeknél barmely szakasz vele egyenld szakaszba megy at; az
egyenlGség tranzitiv jellegébdl (amit egyik axioma posztuldl) kovet-
kezik, hogy a mozgdsok csoportot alkotnak. Ebben a térgyalds-
ban a folytonossdg fogalma a rendszer zarékove; ez biztositja,
hogy az axiomdkkal jellemzett geometria a Drscartes-féle anali-
tikus geometridval megegyezd.

Hiusert mésik, topolégqiar-csoportelméleti targyalasa lényegében
az el6bbinek megforditottja. A sikgeometria targyaldsdban az
alapot egy pontjaibol felépitett folytonos stk és a sik mozgdsavnak
csoportja alkotja ; ezekre vonatkoznak az axiomak. A sik topolo-
gikus vagy amorf sik, melyben nincsenek megadva tavolsiagok,
sem egyenes vonalak. A esoport nyujt modot arra, hogy dltala az
egyeneseket értelmezzik. A HinBerr-féle axiomarendszer a ko-
vetkez( :

1. Stkon értjilk az (x, y) szamsik valamely tartomdnyanak
topologikus (azaz kolesonosen egyértelmit és folytonos) képét.

2. A sik mozgdsdn értjikk a siknak 6nmagdra valé topologikus
leképezését megmaradé irdnyitdssal.

8. A mozgdsokrol feltessziitk, @) hogy csoportot alkotnak,
b) hogy azok a mozgdsok, melyek egy pontot onmagdba visznek
4t, minden mds pontot végtelen sok kiillonbh6zd pontba visznek
4t, ¢) hogy a mozgdsok zdrt rendszert alkotnak, vagyis ha 4, B, C
és A’, B, C' olyan pontharmasok, hogy azokat tetszélegesen meg-
kozelité A, B, C, és A4,, B,, C, ponthirmasok dtviheték egy-
mdsha mozgdssal, akkor van egy olyan mozgds, mely az 4, B, C
ponthdrmast az A’, B’, C’ ponthdrmasba viszi at.

A Hiusert-féle tdrgyalds gondolatmenete réviden Gsszefoglalva
a kovetkezd. Az O pontot véltozatlanul hagy6 mozgasok, melyeket
az O pont korill valo forgdsoknak nevezimk, esoportot alkotnak.




A KORGEOMETRIA MEGALAPOZASA. 53

Bérmely az 0-t6] kilonbozd A4 pontnak a forgdscsoportndl szdr-
maz6 képel egyszerti zart gorbét alkotnak; ez az O koézépponti,
az A ponton dthaladé kor. Az O koriil val6 forgdsok csoportja egy
ilyen kéron, tovabbé az egész sikon a kozonséges forgasesoporttal
(vagyis a Descarres-féle sikon analitikus formuldkkal értelmezett
forgdsesoporttal) aequivalens. A forgdsesoportban foglalt félforgdsok
(melyeknek négyzete az azonossdg), médot adnak az egyenesek
értelmezésére. Két A, és A, pontbol levezetjik a kovetkezdket :
A, az A, pontnak az A; koril valo félforgdsndl szdrmazo képe, s
hasonléan minden n-re A, az A, - pontnak az A4, ; koriil valo
félforgdsndl szdrmaz6 képe. 4 jelentse azt a pontot, mely koriil
valo félforgdsnal A, és A, egymdsba megy 4t; ezt a pontot az
A4, A, pontpar kozéppontjanak nevezzilk. Az Osszes eddig értelme-
zett A, pontok kozil ketts-kettének kozéppontjat képezziik, és igy
toviabb, majd a szerkesztés végnélkiili folytatasdval nyert halmazt
kiegészitjuk Osszes stirfisodési pontjaival. Az ilyen médon nyert
ponthalmaz a valés szdmok Gsszességére topologikusan leképez-
het6; ez a ponthalmaz az A4, 4, pontok dltal meghatérozott
eqyenes. Az egyenesekre teljesiilnek az elemi felépités axiomdi,
kivéve a pdrhuzamossdgi axiomdt. E szerint a csoport dltal értel-
mezett geometria vagy az euklidesi vagy a hiperbolikus sikgeo-
metridval megegyez6. Ha a sik értelmezését altaldnosabban fogal-
mazzuk meg, akkor a fenti tdrgyalds kiterjeszthetd az elliptikus
sikgeometridra is.

A tér euklidesi és hiperbolikus geometridjanak hasonlé elven
alapulo felépitésével KrrEksArT6? és Stss* foglalkozott, de az
elért eredmények még nem tekintheték a kérdés végleges meg-
olddsanak.

3 KErERJARTO BELa: Folytonos csoportok geometriai elméletérdl.
II. A haromdimenzibés tér euklidesi és hiperbolikus csoportjair6l. Mat.
Termtud. Ert, 45. k. 290—305. 1. (1928). — U. a. angol nyelven: Annals
of Math. 29. k. 169—179. o. (1928).

4 Stss, W.: Beitrige zur gruppentheoretlschen Begriindung der
Geometrie, II. Tohoku Math. Journ. 27. k. (1926).



54 KEREKJARTO BELA.

A korgeometria 6nallo (vagyis az euklidesi geometriatol fugget-
len) megalapozasara két természetes mod kinalkozik ; az egyik az
euklidesi geometria elemi felépitésének megfelelGen a kérgeometria
elemi felépitése, melynél az adott elemek a pontok és korok, s az
axiomsk arra szolgdlnak, hogy a gémbon fekvld korok osszességét
teljesen jellemezzék. A korgeometridnak ilyen elemi felépitését
van DER WAERDEN és SMID® adta. A felvett axiomdk Osszetartozdsi
axiomédk és a MiqueLr-féle tétel, mégpedig a kovetkezok :

1. Van legaldbb négy olyan pont, mely nem fekszik egy koron.

2. Harom kilonbozd pont egy, és csak egy korhoz tartozik.

3. Akkor 4 pontjdn és a k-hoz nem tartozé B ponton &t-
halad egy, és csak egy olyan k" kor, mely k-t A-ban érinti.

4. A Miquer-féle tétel érvényes.

Ezeknek az axiomdknak az alapjdn vax DER WAERDEN és
Smip megmutattdak, hogy a koérgeometria sikjabol kihagyva egy
pontot, a megmaradé sikon az euklidesi geometridnak a korokre
és egyenesekre vonatkozo tételei érvényesek. Ebbdl kovetkezik,
hogy a fenti axiomédkkal értelmezett geometria a korgeometria,
melyet egy nem folytonos euklidesi geometria alapjén értelme-
ziink. A geometria folytonossa tételére még egy a geometria szdm-
testére vonatkozo axioma szolgdl.

A korgeometria mdsik nlegalapozésit a gomb linedris esoport-
jédnak a jellemzése szolgdltatja ; ez az euklidesi geometria HiLBeRrT-
t61 szdrmazé masodik megalapozasdnak felel meg. Ezzel a kérdéssel,
a gomb linedris csoportjinak topologiai jellemzésével, eddig Stiss
foglalkozott ;¢ eredménye azonban nem tekintheté a kérdés tény-
leges megolddsdnak, mivel axiomai kozott feltesz a korokre vonat-
kozé axiomédkat is. A Stss-féle feltételek a kovetkezdk :

A gombon legyen T az iranyitdst megtarté leképezéseknek

5 vAN DER WAERDEN, B. L. und Smip, L. J.: Eine Axiomatik der
Kreisgeometrie und der Laguerregeometrie. Math. Annalen 110. k.
753—1776. o. (1935).

6 Siiss, W.: Beitrdge zur gruppentheoretischen Begriindung der
Geometrie, I11. Topologische Kennzeichnung der linearen Abbildungen
auf. der Kugel. Tohoku Math. Journ. 28. k. (1927).
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valamely csoportja és (k) egyszeri zart gorbéknek egy megadott
rendszere, mely 7' minden leképezésénél 6nmagaba megy dt;
a (k) gorbéket koroknek nevezziik. Tegyiik fel, hogy barmely két
4, B, C és A', B, C' ponthérmashoz van T-ben egy, és csak egy
olyan leképezés, mely az el6bbi pontharmast az utébbiba viszi 4t.
Tegyiik fel tovabba, hogy barmely hdrom 4, B, C ponton egy, és
csak egy k kor megy dt. Ha a k és k" koroknek egy S pontja kozos,
s ha 4 a k’-nek valamely mds pontja, akkor T-nek olyan leképe-
zésénél, mely k-t, S-et és A-t onmagdba viszi 4t, k' is onmagdba
megy 4t. Stss bebizonyitja, hogy ezek mellett a feltételek mellett
a T csoport a gémb linedris leképezéseinek csoportjaval homéomorf.
Ez a Stiss-téle eredmény olyan, mintha HinBERT topologiai-esoport-
elméleti tdrgyaldsiban a felvett axiomédkon kivil feltenndk azt,
hogy a korok egyszeri zdrt gorbék, s példdul még azt, hogy két
kornek legfeljebb két kozos pontja van.

A felvetett kérdésnek elvi szemponthol teljes megolddsit kovet-
kez6 tételiink adja, melyet egy mdsik dolgozatomban fogok rész-
letesen bebizonyitani :

Legyen (¢ a gomb onmagdra valo, az irdnyitdst megtarté topo-
logikus leképezéseinek olyan csoportja, melyre a kovetkezd feltéte-
lek teljestilnek :

Barmely két 4, B,C és A’, B', (" ponthdrmashoz van G-nek
egy, és csak egy olyan leképezése, mely 4, B, C-t A’, B’, ("-be
viszi 4t ; ez a leképezés az A’, B’, " ponthdrmas folytonos vélto-
zdsdndl folytonosan viltozik.

A fenti feltételek mellett G a gomb linedris leképezéseinek cso-
portjaval homéomort.

Meg akarom még mutatni, hogyan lehet a G esoport alapjan a
koroket értelmezni. Legyen 4, B és P a gomb hdrom tetszdlegesen
véalasztott pontja, és P’ egy vdltozo pontja. Van G-ben az 1. fel-
tétel szerint egy, és csak egy olyan leképezés, melynél 4 és B
onmagéba, és P P’-be megy ét; P valtozdséndl ez a leképezés
folytonosan véltozik. A P’ pont kiillonboz6 helyzeteinek megfelel6
leképezések egy folytonos csoportot alkotnak, mely az 4 és B pon-
tokban pontozott gémbon egyszeresen tranzitiv. A kéttaga foly-
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tonos csoportokra vonatkozo tételem szerint? ez a esoport a henger-
felillet onmagaban valé forgasaibol, eltolasaibol és csavarmozgésai-
bol all6 esoporttal homoomorf, s igy van a csoportnak egy egy-
taga folytonos zért alesoportja; ennél barmely P pont egy egy-
szerli zart gorbét ir le, ezt a gorbét nevezzik az 4, B kozép-
pontokkal biré, a P ponton athaladé kérnek. Ha T a G esoport
tetszdleges leképezése, s ennél az A, B pontok az A’, B’ pon-
tokba mennek at, akkor az A4, B fixpontokhoz tartozé egytagu
zart csoportnak T-vel valo transzformaltja az A’, B’ fixpontok-
hoz tartozé egytagG zdrt csoport; az el6bbinek pédlyavonalai
T-nél az utobbinak pdlyavonalaiba tehdt az 4 B kozéppon-
tokkal biré korék az A’, B" kézéppontokkal biré kérékbe mennek
at. E szerint a fent értelmezett korok rendszere a G csoport
leképezéseinél énmagdba megy dt. Ezzel éppen hogy értelmez-
tik a koroket ; tovabbi feladatunk annak igazoldsa, hogy a gémb
barmely hdrom pontjin egy, és ecsak egy kor megy at, s hogy a
korok osszessége egy metrikus gomb metrikus koreinek ésszességé-
vel homoomorf. Ezekre a fent mdr emlitett dolgozatomban fogok
rdtérni, melyben az el6bb megfogalmazott tétel bebizonyitésival
a korgeometridnak topologiai-csoportelméleti megalapozdsét adom.

Kerckjarté Béla.

SUR LES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE
DES CERCLES.

Dans le mémoire précédent, j'expose les deux méthodes différentes
qui servent a édifier la géométrie des cercles. La premiére, donnée par
MM. vax pER WABRDEN et Smip, consiste & caractériser le systéme
des cercles situés sur la spheére. — L’autre concerne & déterminer le
caractére topologique du groupe homographique de la sphére ; cette

7 KEREEKJARTO, B. V.: Geometrische Theorie der zweigliedrigen
kontinuierlichen Gruppen. Abh. Math. Seminar Hamburg. 8. k. 107—
114. o. (1930).
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détermination est fournie par le theoréme suivant dont la démonstration
sera publiée dans un prochain mémoire de Iauteur :

Soit G un groupe de transformations topologiques de la surface d’une
sphére en elle-méme conservant le sens, et satisfaisant aux conditions
suivantes: Pour deux triples de points 4, B, C et 4’, B, (", il existe
une transformation de G et une seule qui transforme 4,B,Cen 4', B',C" ;
celle-ci varie continuement avec le triple A, B’, C’. Sous ces conditions,
le groupe & est homéomorphe au groupe homographique de la sphére.

B. de Kerékjarto.




AZ 2°—1 SZAMOKROL.

Vajjon lehet-e két egymasra kovetkezs szam (a 0, —1; 0, 1 és
8, 9 kivételével) teljes hatviny? Ambar a kérdéssel immér év-
szdzadok ota foglalkoznak,® a probléma még sincs eldontve,
csupan részleteredményeket értek el, melyeket roviden fel-

sorolunk.
Buner® 1738-ban bebizonyitotta az

et o ) i (1)

egyenlet lehetetlenségét egész szamokban (ha 2>2). Trvaeve
NaceLn® tr 1922-ben a tételt visszavezette arra a jol ismert

1 Dickson : History of the Theory of Numbers. Vol. IT. The Diophantine
Analysis, Washington 1920. (Publication no. 256 of the Carnegie Institution)
kézikonyvében p. 731. olvassuk, hogy, méir Levt ben GgursoN, mésképp
Leo HeBrius (1288—1344) kozépkori zsidé matematikus bebizonyitotta,

h
gt gm+1 4 1

nem lehet a 2 szam hatvinya, ha m > 1.

Ugyanitt pp. 731.,752., 766., 772. megtalaljuk a kérdés irodalmét NaceLL-ig.
Az O6sszeallitésbol azonban hidnyzik két kozlésem: Ztschrift f. math. natw.
Unt. 43. 1913. 433. és 45. 1914. 294. Aufg. 453, 454. és Kozépisk. Math.
Lapok 20. 1912/13. p. 133., 21. tétel.

2 T, FuLER: Theorematum quorumdam arithmeticorum demonstratio-
nes, 1738. Comm. Arithm. Coll. I., 1849., pp. 24—34., speciélisan pp. 33—34.
Theorema 10.

Szép tétele nyilvin oromet okozott neki, mert tobbszor visszatért ra,
pl. Algebra, 1770. I1. rész, 121. cikk, s6t még késé oregségében is, 1780-ban.
Comm. Arithm. Coll. IL., p. 478.

P. Bacamany (Encykl. d. math. Wiss. I. 1. kiadds, 1898. 512) a tételt
kozelebbi idézet nélkiil GErono-nak tulajdonitja, EULERT-t nem emlifi.

3 T, NaeeLL: Résultats nouveaux de l'analyse indéterminée I. Norsk
Matematisk Forenings Skrifter, Serie I Nr. 8. 1922, § 10. p. 11—13. Lésd
még a 10 alatt idézett dolgozatait.
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tételre, mely szerint az 2°+ 1 = 22z® hatarozatlan egyenlet egész
szamokban lehetetlen* (22>1), mely azonban szintén csak des-
cente infinie-vel bizonyithat6.®

Lesescur ¢ 1850-ben kimutatta az

x4 1= gm @2

diophantikus egyenlet lehetetlenségét, ha = > 0, n > 1.
. GfroNo 7 megmutatta, hogy ha 2 vagy y bérmelyike prim-

s8zam, az
xm 41 =y 3)

(m>1, n>1) hatdrozatlan egyenlet az emlitett kivételektsl el-

tekintve lehetetlen. Tgy
ri—1 = yn

is lehetetlen el nem tiiné egész szamokban. Ezt a tételt T. NaceLL
1919-ben feladat gyandnt tizte ki, melyet S. SELBERG tr 1932-ben
megoldott.®

4 L. EvLEr: Algebra II. rész, 247. cikk. Opera Omnia 1907, (1) L, p. 491.
A. M. LeceNDprE: Essai sur la théorie des nombres, Paris An VI. (1797),
p. 409. Article 343. Théoréme VI.

5 P. Bacamany: Dag Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung,
1919. p. 9—11. megkisérelte descente infinie nélkiil bebizonyitani (1) lehe-
tetlenségét, de sikerteleniil, amint ezt mér T. Nagerr: U. d. rationalen
Punkte auf einigen kubischen Kurven, Toh. Math. Journ. 24., 1925. pp.
48—53. is megjegyezte.

6 V. A. LEBESGUE : Sur I'impossibilité en nombres entiers, de I'équation
2™ =192} 1. Nouv. Ann. de Math. 9. 1850, pp. 178—181. T. NaerLL kitting
monogréfidja: Analyse indéterminée de degré supérieur, Mémorial d.
Sciences Mathématiques, Fasc. XXXTIX. p. 58. is kozli a tételt. n—=3 és 5
~esetén més bizonyitist adott Nagern i. h.3 pp. 11—19., 10., 11. §§.

7 GEroNo: Nouv. Ann. de math. 2. s. 9., 1870. 469. és 10. 1871. 204.
Note sur la résolution en nombres entiers et positifs de 1'équation
am — yn 5

8 T, NageLL: Norsk Matem. Tidsskr. 1. 1919.; S. SELBERG u. 0. 14,
1932. p. 79—80. Ezen irodalomhoz nem férhettem hozzé és csak NAGELL
ar 1936. szeptember 21-i levelébdl tudok réla. A tételre onnélléan jottem
ré és kozoltem NAGELL trral, aki erre most idézett levelében a fenti ada-
tokat szives volt nekem megirni.
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Nagern® 1921-ben kimutatta az
L 1=yn
le|>1
hatarozatlan egyenletek lehetetlenségét, ha n>2.

X

Vizsgalatainkat a kovetkez6 Nacerr-féle tételhez fizziik.'®
Az .
x?—1=y" (I
hatérozatlan egyenletnek az emlitett kivételektdl eltekintve nines
egész szamu megolddsa, ha

1. » nem 8a + 1 alaku primszam,

2. ha n ugyan 8a+1 alaku primszdm, de == —1 mod 8, ahol
e=u-+ —% (1+ ¥/n) a K(¥/n) quadratikus szémtest pozitiv alap-
egysége.

A (I) egyenletrél néhany tételt bizonyitunk be, amelyek némely,
a fenti tétellel eldontetleniil hagyott esethen is biztositjak egyen-
letiink lehetetlenségét.

Elegendd, ha tételeinket primszdm-kitevikre mutatjulk ki.
p-vel mindig primszémot jel6link, reguldris primszdmok részére
az | bettt tartjuk fenn.!?

1. tétel. «) Ha a 202 és 203 szdmok mindketten hatvdny-
nemmaradékok mod p* (p=>3 primszdm) akkor az

p—1=yr (Ta)
diophantikus eqyenlet el nem tind egész szdamokban lehetetlen.

9 T.NaeeLL: Des équations indéterminées x®-}-a-+1=y" et 22} a-}-1=3y".
Norsk Mat. Foren. Skrifter. Serie I. Nr. 2. pp. 12—14,, § 3.

10 T, NaGeLL: Sur une équation diophantienne & deux indéterminées,
Det kongelige Norsk Videnskabers Selskab Forhandlinger VII. Nr. 38.,
pp. 136—139. 1934, valamivel kevésbbé élesen mér elébb T. NaGerLL: Sur
I'impossibilité de I'équation indéterminée 2? 4 1 = 42 Norsk Mat. Foren.
Skrifter Ser. I. Nr. 4. pp. 1—10. 1921.

11 Az | primszdmot az elfogadott KummEeRr-féle terminolégia szerint
regulirisnak nevezziik, ha az l-ik egységgyokok szdmtestének osztélyszima
nem oszthaté magéval I-lel. '
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B) (a) akkor is lehetetlen, ha 20— hatvdnymaradék mod p*, de

2r—1 = 1 mod p*. (&)

Bizonyitdsara Luperskr??® ur kovetkezd igen érdekes tételét
hasznaljuk fel.

Ha p valamely péaratlan primszam, ¢ valamely tetszoleges

raciondlis egész szdm, melynek nincsen ap--1 alaku primténye-

zGje és amel 2 el egyiitt hatvinynemmaradék mod 2, akkor az
Y3 gy y P

-l =-c2P (5)
(¢, p)=1
egyenlet o, y, z raciondlis egész szdmokban lehetetlen, ha z nem
oszthaté p-vel.
Paros x-re igen konnyt (I), illetve (Ia) lehetetlenségét ki-
mutatni, tehdt csak paratlan z-szel foglalkozunk. (Ia) ekkor igy
irhato

rF1=23% (6a)
x4 1= 1pp (6b)

amib6l
W—2yp 4 | = gv (6)

kovetkezik., Egy NacErLr-féle segédtétel ® szerint, ha (Ia) fennall
x-nek p-vel oszthaténak kell lennie. (6a) és (6b) egyenletek
mutatjdk, hogy sem & sem 7 nem lehet p-vel oszthaté. A 2 prim-
szdm nem ap + 1 alaki. A Luperski-tétel praemissai tehat ki
vannak elégitve, s ezzel az (1) tételt bebizonyitottuk, mert tiistént
latni, hogy a (Ia) és (6) egyenletek egyszerre lehetségesek, vagy
lehetetlenek.

Az 1) tétel bizonyitdsa Lusrrskr®* azon tételével torténik,
mely szerint, ha a ¢ szdmnak egyetlen ap--1 alaku primténye-
z6je sines és ¢ p-ik hatvdnymaradék mod p®, akkor (5) csak
ugy oldhaté meg, ha

92— =1 mod p2

12 §, LuserLski: Studien iiber den grossen Fermatschen Satz. Prace
Matematyczne-Fizyezne 42. 1935., 11—44., kilonésen p. 29. Satz. 6.

13 NaGELL i. h.10 p. 137, ill. p. 2.

14 TLuserskr i. h. 12 p. 21., Satz 3.
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2. tétel. Az (Ia) diophantikus egyenlet akkor is lehetetlen, ha
3r=1=% 1 mod p* (1)

Bizonyitiasa LuseLski '® kivetkezd, igen figyelemremélto tételén
alapszik. Ha az (5) egyenlet (¢ jelentése az eddigi) p-vel nem
oszthaté raciondlis egész szamokban megoldhaté és =y mod
p, akkor 3r—1=1 mod p* Elég kimutatnunk, hogy a (6) egyen-
let kielégiti ezen egyenlet praemisséit. Ott ¢ = 20—2; y =41,
azaz p'i’ﬂl?—l és £==T1 mod p, mert kiilonben a (6a) formulé-
b6l =2+ 1=141 mod p, holott az idézett Naceri-féle segéd-
tétel ** értelmében x oszthaté p-vel.

3. tétel. Ha az I requldris primszdm a

20— (=2 == 1 mod I
és
=1 =5) = 1 mod I
feltételeket kielégiti és a 2 primszdm pdros kitevéhoz tartozik
mod I, akkor az
=1 =y Ib)
egyenlet el mem tind egész szdmokban lehetetlen.

Tételiink VANDIVER ¢ kiovetkezd tételével bizonyithato :

Ha a ¢ szdm minden torzstényezdje paros kitev6hoz tartozik
mod [ és

=1z 1 mod P,
¢~k 21 mod B,
akkor az
'+ yt = ¢z 5a)
hatérozatlan egyenlet el nem tlinG egész szamokban lehetetlen.

Az 1000-nél kisebb 8a + 1 alaku 37 primszam kozil 16-ra
(példédul n=73, 89, 113 sth.) az 1000 és 2000 kozott 1évé 32
ilyen primszém koziil 26-ra nem érvényes Nagern tétele. Téte-
leinkbél ezekre is kovethkezik (I) lehetetlensége. Ismeretes ugyanis,

15 LuBELSkI i. h.12 p, 32, Satz. 8.

16 H. S. VaNDIVER : On Trinomial Diophantine Equations Annected with
the Fermat Relation, Monatshefte f. Math. u. Phys 43., 1936. Wirtinger-
Festband, pp. 317—320.
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hogy a 3000-nél kisebb primszémok kozil az egyetlen p = 11
nem teljesiti a (7) alatti MirmvaNorF-féle inkongruenciat (p=11-re
azonban érvényes NAGELL analizise, vagy (1) és (3) tételiink).
Ezek osszefoglalasakép kimondhaté a

4. tétel. x*—1 az ismert kivételektdl eltekintve mem lehel
3000-n¢l kisebb Eitevdji hatvdany, vagyis a (I) eqyenlet leheletlen ,
ha p<3000, (s6t <3529).

Mindezek a tételek a kitevGt specializaljak. Bebizonyitandoé
tovabbi tételeink a négyzet alapjat szoritjdk meg. Elébb azon-
ban nyert tételeink alkalmazésakép bemutatjuk az

5. tételt. Négy egymds wutdn kovetkezd szdm szorzata mem
lehet teljes m~il; hatvdny, azaz

@ (@+1) @+9) (23) = y»

eqyenlet eqész szdmolkban lehetetlen, ha

a) n nem 40a+1 vagy 40a+9 alaki primszdm.

B) ha n ugyan 40a+1, vagy 40a+9 alakd primszdm, de

B) u=—1 mod 8, ahol e=u-+ %(I-Jr 1/%) a K (Y n) szdm-
test pozitiv alapegysége,

Be) m=1 oly reguldris primszdm, melyre 2 és 3 pdros kile-
v6khoz tartoznak mod 1 és | egyszersmind a

¢1=£ 1 mod i?; ¢ 1% 21 mod I?

feltételeket is teljesiti, ahol ¢ a 21311, 212133 szdmok
valamelyilkét jelentheti.

Bs) vagy ha gy 272, mint 2"3 hatvdnynemmaraddkok
mod #*, vagy ha 272 ugyan n-ik hatvinymaradél: mod n*, de

2713 1 mod n®

B.) vagy ha
3n—1 2 1 mod n?

Bs) végul, ha n<<3000.27
17 Ezt a tételt tobb mas hasonléval egyiitt «Uber Produkte aufeinander

folgender Zahlen» c. dolgozatom tartalmazza, melynek a varséi «Acta
Arithmetica» legkozelebbi széméban kellett volna megjelennie. A hébort
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Az ismert
x@+1) (x+2) (@+3) = (@*+32x+1)*—1

azonossag ugyanis probléménkat az (I) egyenletre vezeti vissza,
tehat csak a tétel a) részével kizart tobbi kitevére kell bizonyi-
tanunk. De az 2+ 3x+1 quadratikus alaknak nem lehet 10a-+3
alaki primtényezdje, mér pedig Naeern ismételten felhasznalt
segédtétele 1® szerint (I) fenndllisa esetén a négyzet alapjénak
oszthaténak kell lennie a kitevével. A tételiinkkel kizart kitevok
pedig osszeférhetetlenek a quadratikus forméval.

6. tétel. (I) egyenletben a négyzet alapja sem 3-ndl nagyobb
primszdm, p>3, sem primszdmhatvdny nem lehet.
- Mert kiilonben 2

p:!k_. 1= yn
(k>1)

egyenletnek kellene teljesiilni, ahol »n primszim, tehat

P — g0 ey y !
pPE=y"+1=(y+1) y+1
lenne, amibél
bt =pt
és
p»zk__._.pu(pu(n—-i)_+..._<g) P+ n) (8)

megsziintette az Acta Arithmetica-t, azért a tételt a jelen dolgozatban fog-
lalt eredmények alkalmazésakép itt is reprodukalom.

Fenn idézett dolgozatom bekiildése utdn néhény hénappal SzEKERES
Gyorey Ur kimutatta, hogy négy egymésutidn kovetkezd szém szorzata
sohasem teljes hatviny, tehit tételiinknél tobbet ért el. Igen Stletes méd-
szerével azt is bebizonyitotta, hogy 9 vagy kevesebb egymésra kovetkezd
szdm szorzata nem lehet teljes hatviny. SzexErres bizonyitisa — melyet
levélbeli szives kozlésébol ismerek — lényegesen kilonbozik az enyémtél.

Felemlitek tovébbé két legtijabban megjelent dolgozatot, melyekben be
van bizonyitva az a régen keresett tétel, hogy egymdsra kiovetkezd szimok
szorzata sohasem teljes négyzet. Ernis PAL : Note on products of consecutive
integers, The Journ. of the London Math. Soc. 14. 1939. 194—198. Orov
Ricer : Uber.ein diophantisches Problem. IX. Congrés d. math. Scandinaves
& Helsingfors 1938. és On a Diophantine Problem, Arkiv for Mat. Svenska
Akad. Bd. 27 A. No. 3. 1939. 1—10.
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kovetkezik. Ha m == p, a zardjelben 4llo kifejezés relativ prim
p-hez, egyetlen lehetséges értéke azért =1, e szerint a=2k. De a

pik_ 1 = (p:’.k_ 1)”

egyenlet n>1-re szembeszokéen lehetetlen, tehat n—p. (Ez a
tobbszér idézett Nageri-féle'® segédtételbdl is azonnal kovet-
kezik, a fenti bizonyitds azonban teljesen elemi). A (8) egyenlet
ezért a
p* = petid
alakot oIti, vagyis A=1 és igy a=2k—1 és
p@k_l == (pﬁk—l_l)p

és ezzel tételiinket bebizonyitottuk, mert, ha p>3, L>1 a jobb-
oldal jelentékenyen nagyobb. (p=1, k—tetszéleges, p=3, k=1
megoldasok pedig feltevésiinkkel ellenkeznek.)

7. tétel. Az (I) diophantikus egyenlet egész szdmokban lehe-
tetlen ha x a kovetkezo értékek valamelyike

@) r=pg, (p<Q _
b) xz=pq*, (p<q’, k=1 egész szém)

ahol p és q primszdmok,
¢) @=pppg...pr

ahol p,, p,, ..., pr Olyan primszémok, melyekre egyetlen olyan
i, j<r kombindciét sem taldlhatunk, melyre p;=1 mod p; lenne.
(Ilyenek példaul a 3, 5, 17, 23, 29, 53,83, 89 stb. primszémok.)
A 7, 7, ..., 7, kitevok tetszGleges egész szdmok.

Tételiink a c) esethen tistént nyilvanvalé (mert az n kitevd
az dltalanossag megszoritdsa nélkiil most is primszédm).

(I) az

Py )

alakban irhaté. A Nacrrr-féle segédtétel értelmében 7 a p; prim-
szamok valamelyike, példdul p,. De (I) ismert és emlitett meg-
oldésaira vezeté6 y=0, és. =1, meg y=2, n=3 praemissdinkkal

Matematikai és Fizikai Lapok XLVIL 5
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kizdrt esetektdl eltekintve %ill— -nek EuvrLer'® egy ismeretes
tétele szerint van 2an—+1=2ap,+1 alakd primtényezdje, ami az
a-r6l tett feltevésiinkkel ellenkezik. Q. e. d. EvLER ezen tételét

a tovabbiakban is mélyen ki fogjuk hasznélni; e szerint ha
y—+1-nek és%—_j%-nek van kozos osztdja, ez csak n az elsé
hatvanyon lehet, a hdnyados muinden primtényezdje a felsorolt

kivételeken kiviill 2am—+1 alaku.

Tételiink masik bizonyitdsa, — melyet Bauer Miniry ur volt
szives velem kozolni — oOsszetett n-re is érvényes.

Ismeretes ugyanis a kovetkezd tétel:'® ha F,(y) (n tetszd-
leges!) az n-ik primitiv korosztési polinom és d>1 racionélis
egész, akkor F,(d) a d=2, n=6 kivételével mindig oszthaté oly p
«primitiv» torzsosztéval, mely =1 mod n. Amde

ik
57y peig Fo(y),

tehat p = 3, d = 3, illetéleg d = 2 a kivételek. Az elsé esetben
volna «®= 3* ami nem lehet, mert x-nek tobb torzstényezdje
van. A masodik esetben volna x*—2 ami szintén ki van zdrva.

Q. e. d.

18 T, Euregr, 1747. Comm. Arithm. Coll. 1849. I. 60., II. 533. Tan-
konyvekben is: pl. WERTHEIM : Anfangsgr. d. Zahlenlehre, Braunschweig
1902. 298., E. Camex: Elém. de la théorie d. nombres. Paris, 1900, 328.,
E. Lucas: Th. d. nombres, Paris, 1891. 341., BacEMANN : Nied. Zahlenth.
I. Leipzig, 1902. p. 45., Dickson: Hist. of the Th. of Numbers I. 89.
‘Washington, 1919.

Lésd még S. Prrar: On some Diophantine equations. The Journ. of.
the Indian Math. Soc. 18., 1930. 291—295. és R. OprAra : U. eine diophan-
tische Gleichung. Wiad. Mat. 42. 1936. 127. Ezen dolgozat irisinil PrLrax
fr dolgozatit még nem ismertem és csak a Jahrb, i. d. Fortschr. d. Math.
referatumdhbél tudtam réla. Azbéta megkaptam kiillonlenyomatéat, amelybdl
latom, hogy bizonyitésa nem témaszkodik bebizonyitatlan sejtésekre, hanem
teljesen korrekt.

19 ZsigmoNpy: Monatshefte f. Math. u. Phys. 3. 265. 1892. BirkHOFF
and VANDIVER: Annals of Math. ser. 2. vol. 5. 173—180. On the Integral
divisors of a"—b" 1903/4. Zinvi L.: Kiegészités a szdmtani haladvianyban
felléps torzsszémok tételéhez. Szegedi virosi Dugonics Andrés gimnézium
1935/36. évi Ertesit(ije 2 Sy pa- Ty
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Az a) és b) esetekben y+1 kovetkezdé felbontésai képzelhetSk :

8) y+1=p; y+1=p* y+1=¢; y+1=¢* y+1=pq
b) y+1=p; y+1=p% y+i=¢; y+1=¢*; y+1=pg~

A harmadik, negyedik és 0todik esetben a bizonyitds az
épp most kifejtetthez hasonlé. Az 6todik eset elesik, mert akkor
i
y+1
a harmadik és negyedik 2aq-+1>¢>p miatt. Tehat csak a két
els6é eshetéséggel kell foglalkoznunk :

-nek p-n és ¢-n kiviil tovabbi primtényezéi is lennének,

p’¢¥*—1=(p—1), (10)
PE= (-1 + L. an
(11)-ben n=gq (mert kiilonben a jobboldal p3-nel lenne oszthatd,

mig a bal csak p>-tel) és a bizonyités az eddigiekhez hasonlé.
Legyen most

p—1=2% L,
pg* £ 1 =28,
qu :F 1 = 211)—1165’ (19“)

ahol természetesen (k,, ky)=1. Evner'® alatt idézett, épp most
alkalmazott tétele szerint g és igy ¢* is
¢*=2ap + 1
alakd. A (12) egyenletek tehét igy irhaték
2ap*+p + 1 = 2k, !
2ap® + p F 1 = 21k, (12
Az ezen egyenletekben rejlé két esetet kiilon targyaljuk.
2ap®*+p — 1 = 2k8,
2ap®+ p +1 = 2r—1kp,
példéul az elsé egyenletbdl
: _o Ak —(p—1) k k=t =21,
e sz 1 p‘."a
kovetkezik. Hogy @ egész szdm lehessen, arra sziikséges, hogy
kg1—2%, =0 mod p

a

Bx
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legyen, ami Frrmar tétele folytén az
1 =21k, mod p
kongruencidval egyértelmii. 2#~1k, agonban osztéja p—1-nek
(lasd a (12) egyenletet), tehat kisebb p-nél, ezért vagy
Pk, =1 vagy 2* Y, =—p+1;
az elsé egyenletbdl x=1, k=1 és k;=1 amivel az ismert
Pdigte
kivételhez jutunk — amely persze ellenmond ¢>p feltevésiink-
nek. A miésodik reldci6
p—1=2%k ky=—2k(p—1); —2k;=1

k, tehdt nem egész szém
A szdmolds a felsé eldjelekkel hasonld és k,|/(p—1) miatt

p+1
9

&

ky=

-re vezet, p+1=2(p—1), ami ismét ugyanazon jo6l ismert p—3,
g=1 kivételt adja.

Hzzel a tételt bebizonyitottuk.

8. tétel. Az (I) diophantikus egyenlet lehetetlen, ha benne
nagyobb 3-ndl és a 2 valamely hatvanydval szomszédos szdm,

azaz ha
x =9 1. 13)

T. i. #*—1 felbontésa ekkor ezt adja:

2F1=2 x4 1=298n
amibd6l
Qa—14 { = gn, (14)

Ismeretes azonban,*” hogy a (14) diophantikus egyenlet a sok-

20 [z GEroNo (3) alatti tételébdl kovetkezik, de expliciten is mér t6bb-
szoér kimondtik, pl. de Porieyac: Math. Quest. Ed. Times 46,. 1887. pp.
109—110. 2 — 1-re RoHRBERG : Ztschrft. math. natw. Unt. 42, 1911. 34.,
Aufg. 293., 2+ 1-re OBriATH u. o. 45. 1914. 294., Aufg. 453.

§
§
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szor emlitett trividlis « =1, 2, 4 megoldadsoktél eltekintve

lehetetlen.
9. tétel. (I) akkor sem lehetséges, ha benne x bdrmely tel-

jes hatvdnnyal szomszédos szdm, mert a

15 3 Vo SCel
feltevés (ha y=2&y, (¢, p=1, 2+¢&, 5t irunk) vagy a
k*= 26" vagy a k%= 2*"1y"
felbontédsra vezet. Az elsé lehetetlensége szembeszikd, hisz a

jobboldal 2-t csak az elsé hatvédnyon tartalmazza, a misodik

pedig azért lehetetlen mert (n, xn—1)=1.
10. tétel. (I)-ben x az ismert kivételtél eltekintve. nem lehet

8a+3 alaki mert ekkor x*—1=64a>+48a+8=y", azaz 8|y",
de 16Ty”, ennélfogva n—3 lenne, amely kitevére (I) lehetetlen.

De x=16a--7 alaki sem lehet, mert hasonléan 16*a*+224a-+
+48=yn lenne, vagyis 2¢| y* de 2°ty", az n azért paros lenne,
ami ki van zarva.

Altaldban, ha (I) fenndll, x okvetleniil

= 9230004 |1

alaku, a (6b) formula és a (&) tétel kozvetlen kovetkezménye-
kép. (6a) és (6b)-b6l tovabba tistént latni, hogy, ha x nem oszl-

hato 3-mal.
L= 3P4 5],

Utébbi tételeink a négyzet alapjat restringaltdk, most be-
mutatandé két tételiink a magasabb hatvany alapjat y-t szoritja
meg.

11. tétel. (I)-ben nem lehet

y=3a-+1,
mert ekkor x*=y”+1 miatt =2 mod 3 lenne, ami lehetetlen,
tehdt vagy x vagy, y oszthaté 3-mal. Ugyszintén
y=>5a+1 vagy y=5a-+ 2
sem lehet, mert +2 az 5-nek quadratikus nem-maradéka. Sét

ugyanezen okbol
y=ap + 1



70 OBLATH RICHARD.

sem lehet, ahol p=8b+-3 alaki primszdm. Ugyancsak a reciproci-

tasi tételbdl kovetkezik
y="7a+2

lehetellensége. Ugyanis y"+1=(Ta+2)"+1=2"+1= 3 vagy b
mod 7, s ezek a 7 nem-maradékai.

12. tétel. Az (I) egyenletben

a) nem lehet y=2%p, ahol p torzsdm;

B) nem lehet y=23F57;

7) y nem lehet 6000-nél Fkisebb primszdmol: aggo‘e;gatmnﬁ,
azaz y nem lehet y—=2pg1.. .pergbi...gf ahol p,, p,, ---, ¢s vala-
mennyien 6000-nél kisebb térzsszdmok.

8) x legaldbb 14000 jeqybdl dll.

Bizonyitas. Az a) esetben ugyanis (n primszam) a (6) egyen-
let alakja

prf-q =9mn=2
ami a feltételeinknek meg nem felel6 p=3 trividlis megolddstol
eltekintve Girono” alatt idézett tétele és (14) formuldnk szerint
lehetetlen.

B3) Itt két eset lehetséges. Vagy

xF1=2.3"; x4 1= 15w, (A)
311ﬂ:t 1 :20:7:—’%5”7,

de ez esethben (mert n8>2) 3"f41-nek EurLer'® tétele értelmé-
ben van 2npBa + 1 alakd primosztéja, de mivel a jobboldalnak
5 az egyetlen pératlan primtényezdje n—2-nek kellene lennie,
ami lehetetlen. Vagy :

e F 1 =92.5m; x4 1 = m13m (B)

ami ugyanugy targyalhaté. 3 és b itt bdrmely 294-1 alaki prim-
szdmmal pdotolhatok.

7) is ugyanigy bizonyithato, de fel kell hasznalni (4) tételiinket,
mely szerint 7>>3000. Ugyanis (6) az &ltaldnossig megszoritisa
nélkiil igy irhatd, ha P=p#...per; Q=qf...q%,

Pn :i: 1 = Qun—‘ﬂ(‘)n.
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@) bebizonyitisandl sziikségiink van egy segédtételre.
Segédtétel. A (I) egyenletbsl kivethezd (6) felbontdsban nem
lehet

| §—29|<e,
ahol ¢<29.
Vagyis ;
y = 269 = 27 (274-0), (15)
ekkor a (6) egyenletek mintédjara a
(Qv+0)n — Qn'%vn:tl (A)
(&)v_c)n — 2”_277112i:1 (_B)

egyenletek valamelyikéhez jutunk. Az (A4) elvetendd, mert
Q1L—Q7771_ 1 e 2”_2?”+ 1 = Qn;;n_!_ 1 3 (9,7_{_0)111

tehat ecsak a (B) esettel kell foglalkoznunk.
Legyen el6szor ¢=1. Ekkor (B) két egyenlete :

(0277_ 1)/1,_, 1= 2’»z—~2rloz 8 (277 =3 1)11_}_ 1= 271—2771 :
az els6é lehetetlen mod 27—2. A mdsodikbol lesz
@y —n 2y i+ 4 2np = 0;

7=0 megoldas elkiilonitése utan egyenletiink tobbi egész széamu
megoldasa 2n osztdja, ahol 7 primszam. A gyok tehat 2, n,
vagy 2n, de a (15) szerint mindenesetre az y osztdja, 2 ismert
tételek szerint ((14) formulénk) lehetetlen, # vagy 2n pedig
azért, mert NaGELL segédtétele®® szerint » |z, tehit nem lehet
n|y, hiszen (2, y)=1.

Legyen most ¢ >1. Mivelhogy (27, 27—c)=1, azért ¢ paratlan.

A targyalds konkretizalasa végett csak a

(27) _c)n p 1 — 2n~‘20n (Bl)
egyenletet vizsgaljuk, mert a
(Q,;_c)n L 1= Qn~2;7n (Bbz)

egyenlet ugyanugy kezelhetd.
Kimutatjuk, hogy ezen egyenletek lehetetlenek, ha

o= e pE. (16)
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ahol p tetszéleges primszam. Itt 7, ¢ tetszés szerinti egész-
szamok.

(B,) baloldala oszthaté 2y—(c+1)-gyel, tehdt a jobboldal is
oszthaté vele, azaz (27—2¢*!p7)|2"2"; ha 7—2¢7nek van
pératlan primtényezdje, ez 7-ban is bennefoglaltatik és igy =p.

Azaz vagy
7—2p™ = 2¢, (17a)

i p— 2ep*=2pF, (170)
(17a)-t és (16)-t (B,)-be helyettesitve
(2e+14-1)n—1 = 272224 2ep7)n, (18)
itt a>p, ha ugyanis a<p lenne, (18)-bol
(Qa+14 {)n— ] = Qe+ Dn—2(] | Yo—upmyr
kovetkeznék. Itt a baloldal oszthato 2¢+!-gyel, de 2 magasabb

hatvanydval nem, e szerint a+1=(a+1)n—2 lenne, aminek
lehetetlensége nyilvanval6. Tehat a>>g¢; a most kovetett uton
kapjuk, hogy

a+1=@+)n—2; a—p=m—1)p +n—3, (19)
amit (18)-ba beirva

(2(g+ 1 )71—2+ l)n_ 1= 9+ 1)71--2(29()1#1 ) 71—3+ pn)n 3 (20)

(20) azonban lehetetlen p barmely értékénél. Nacern'® alatt
idézett tételébsl tudjuk, hogy az 7 kitev6 mindenesetre S8a -1
alaku, tehat a baloldal = a jobboldalt kiemelt tényezével mod 3
vagy 5, és a jobboldali zaréjelben &llo kifejezésnek =1 mod 3
vagy 5 kell lennie. De, ha p+-3, e kifejezés =0, vagy —1 mod 3,
mig, ha p—=3, (20) lehetetlensége mod 5 azonnal vildgos, ha
73 mod 4, de ha 7=4a-}3, akkor egyenletiink a 17 modu-
lusra lehetetlen. :

A (17b) esetben az el6bbi mintdjara kapjuk, hogy 7<<f3, e<a
és hogy
(2(g+l)n—2p7m_+_1)n_ :2(9+l)n—:ann{Qg(n-l)+n—31,(n—l)n+1,}71 (20%)

ami lehetetlen mod 3, ha p=+3, és ha p=3, akkor mod 5.
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Minthogy minden ¢+ 1<30 (és sok nagyobb) szém a (16) alatti
alakban irhatd, segédtételiinket teljesen bebizonyitottuk.
#) bizonyitasa. (I) aequivalens (6)-tal, mely igy irhato

2rn £+ 4 = 4 (2p—o)".

Ha figyelembe vessziik, hogy n>>3000, akkor, mivel 27 ) tételink
értelmében legalabb 42 (s6t ) tétel szerint 27 >12000) azért
(27)" 4800-n4l (s6t 12200-nal) tobb jegybdl 4ll, de csak egyesei-
ben kiilonbézik a jobboldali teljes hatvany 4-szeresétél. Fix

c-vel ( s ) a novekvl z-val monoton csdkken és c-vel egyiitt

o : (2, — 2930
né. Segédtételiink szerint ¢=29. Ha tehat (L%—-) >4, akkor

7>7, de ha z,=31000, a toért 10 alapﬂo logarithmusa =
= 06093 --- > log 4. Mivel y > (27— 29)>> 31000800, azért
2> 101377 ... (14000,

Qresids

Segédtételiink lényegesen kiterjesztheté (a bizonyitast hosszi-
sdga miatt elhagyom) s igy kimutathaté, hogy x legaldbb 29000
Jjeqybél dll.

Most két oly tételt mutatunk be, melyek a dolgozatunk elején
felvetett altaldnosabb kérdésre adnak bizonyos specidlis esetek-
ben feleletet.

18. tétel. A
genpn 4 1 = ar (11)

hatdrozallan eqyenlet el nem tind egész szdmokban lehetetlen,
ha p primszdam alakja a kévetkezdk valamelyike

p=2241, ()
p=203+ 1, b
p=2%5F+ 1, ©)
p =278+ 1, (d)
p=2e118 41, @)

A bizonyitds a (14) tételéhez hasonlé, de mell6z6m, mert
egy masutt megjelend dolgozatom tartalmazza. Gondolatmenete,
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hogy tételinket EvieEr mar felhaszndlt tétele 1S visszavezeti arra,

hogy
@£ 1) F1
an

nem teljes n-ik hatvany. Ezt teljesen elemi megbecslésekkel ugy
bizonyitom, hogy a kifejezést két oly szdém teljes n-ik hatvinya

kozé szoritom, melyek kiilonbsége —112— NaceLL ? alatt idézett té-

telével is bizonyithaté az (a)—(d) esetekben, de nem elemien.

14. tétel. Ha p valamely p = 293¢+ 1 primszdmot jelol, a
3011pbn 4 1 =" (III)

hatdrozatlan egyenlet egész szdamokban lehetetlen.

A bizonyités NaeGELL most idézett,? s az 2°41=y" lehetetlen-
ségét megallapité tételének felhaszndlasdval is sikeril, de néhény
meghbecslés segitségével teljesen elemi tton is elvégezhetd.

Furer idézett*® tételéh6l kovetkezik, hogy r csak 2 vagy
3 lehet.

Ha r=2, akkor
-”"zit 1 = 3cnplm.

s ez lehetetlen, mert 241 nem oszthaté 3-mal, a minusz jellel
pedig azért nem allhat fenn, mert 2 paros.
Hatra van r=3
3cnpbn:t 1 = x:-), (21)

BF 1= 3pe
a mar hasznalt gondolatmenettel nyerjiik, hogy
x = gen—14 1,
aminek (21)-be val6é helyettesitése ezt adja:
pin—1= 3en—1(Fen—24 1), (22)

A p definicidjabol konnyen levezetheté, hogy pi"—1, akkor
és csak akkor oszthato 3f*7-val, s magasabb hatvinydval nem,
ha 37 b de 3v+'+b. Tehat
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B+r=cen—1; r=en—B—1; b=m.37F1!

és problémank a L
p.nm-3m_ﬁ-1_ = 30;1—1(3071-—’2&: 1) 23)

lehetetlenségének kimutatisdra van visszavezetve. De (23) bal-
oldala csakugyan lényegesen nagyobb a jobboldaldndl.
Tényleg

pmrﬁc"-ﬂ‘l o :(2a3ﬂ+ 1)7,1,]3cn-(1~1 Pl >(2a3ﬂ)ﬂ3ﬂl—’ﬁ—1 e 391,93671-1‘1—1, (24)

1
—, d
log 3’ 3
A lehetd legnagyobb értéke cn—1 (amint ezt akér a (22) egyenlet
megtekintése, akir a kitevében szereplé 3¢—F—! szdm mutatja),
azaz

de a kitevé a novekvé F-val monoton esokken,*! ha 3>

nB3r—F1>n(cn—1).
A (24) egyenlotlenség tehat igy folytathato:

gnpam—P—1 gnlcn—1)> 32en—1) > gen—{(Fen—2 1)
q. e. d.

Hasznélt médszereink tovéabbi esetekben is célhoz vezetnek,
de a megbecslés a novekvé p-vel dltaldban mindinkabb bonyo-
lultabbé valik. Nem tartjuk tehat valészintinek, hogy 4ltalénos
p-nél is ily médon lehetne a tételt bebizonyitani.

Az eddigi lehetetlenségi tételek kiegészitésekép megadunk egy
tételt, mely (I) hatéarozatlan egyenlet esetleges megolddsainak

szémat korlatozza. THUE hires tételéb6l mar NaceLL kivetkez-

tette, hogy (I)-nek csak véges szamu megoldésa lehet. Ezt a meg-
allapitdst élesiti a

15. tétel. A (I) hatdrozatlan egyenletnel (adott n mellett)
legfoljebb egyetleneqy megolddsa lehet el nem tind egész szd-
mokban.

21 Ha ugyanis @ szerint differencidlunk, a differencidlhanyados

ngon—f-1__ np3n p-1 log 3 = n3m—p-1 (1—8 log 3).

-
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22

A bizonyitds SiEGEL azon igen nevezetes tételén ** alapszik,

mely szerint az
laxn—byn| < k

egyenldtlenségnek legfeljebb egy nem trividlis egészszdmu meg-
oldédsa van, ha n=>3, és

Méar meggy6zédtiink réla, hogy (I) a
Qp—ﬁvz?:}: 1=¢&pr

hatérozatlan egyenlettel egyﬁttklehetséges, vagy lehetetlen. Mint-
hogy a (4) tétel szerint (I)-ben az esetleg lehetséges legkisebb
kitevé n > 3000, azért SieeeL tételének praemissai bdségesen

teljesiilnek és ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
: Obldth Richdrd.

SUR LES NOMBRES z*—1.

L’article précédent s'occupe de la question de savoir s'il y a deux
nombres conséeutifs (sauf —1,0; 0, 1; 8, 9) qui sont des puissances
parfaites, I'un et l'autre. Aprés avoir rappelé les progrés réalisés par
Furer, V. A. Leseseur, GEroxo et M. Nacerr nous développons quel-
ques proposmons spécialement sur 1'impossibilité de 1'équation dio-
phantienne

xt—1=yp, (Ia)
ou p>3 désigne un nombre premier.

Parmi nos résultats, nous relevons les suivants :

Théoréme 1 du texte hongrois. Quand les nombres 20—2 et 20—3 eont
des nonrésidus de puissance mod p2, Uéquation (Ia) est impossible
en nombres entiers non nuls.

. 22 C. SmeeL: Uber einige Anwendungen diophantischer Approximatio-
nen. Abhandl. d. preuss. Akad. d. Wiss. Phys.—math. Kl. Jahrgang 1929.
Berlin, 1930. pp. 1—70., specidlisan p. 70., bizonyitis nélkiil. A célszertien
megvilasztott hypergeometrikus fiiggvény sajatsigait felhasznald igen szép
bizonyitast lasd: Die Gleichung ax" — by — ¢ c. dolgozatdban. Math. Ann.
114., 1937. pp. 57—68.
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L’ impossibilité subsiste méme si 20—2 est un résidu pourvu gu’on ait
2r—1 == 1 mod p>

Théoréme 2 du texte. (Ia) est impossible si U'on a
3r—1== 1 mod p>

Ces théorémes montrent l'impossibilité de (Ia) pour tout exposant
Pp<3000.

D’autres théorémes restreignent = et y.

Nous appliquons les théorémes obtenus au produit de quatre nombres
conséculifs et nous donnons un théoréme (théoréme 5 du texte) sur
Uimpossibilité de Uéquation diophantienne

z (x+1) (x+2) (x+3) = yn.

Les démonstrations reposent sur quelques résultats récents et in-
téressants de MM. LuseLskr, VaNDIVER et Nagerr. Nous nous servons
en outre de quelques évaluations élémentaires. Théoréme 11 est une
application de la loi de réciprocité de LrGENDRE.

Nous démontrons enfin, en nous appuyant sur le théoréme célébre
de M. Sieeer, que I'équation (Ie) n’admet qu'une seule solution au plus.

Quelques-uns de ces résultats (les théorémes 1, 2, 6, 7, 13 et 15)
paraitront en langue allemande dans le périodique hollandais Mathe-
matica.

Richard Obldath.




EUKLIDES ALGORITMUSAROL
- VALOS MASODFOKU SZAMTESTEKBEN.

Legyen R(y/m) tetszésszerinti masodfoku szamtest a racio-
nalis szdmok I teste {o6lott, (1) négyzetmentes raciondlis
egész szam. Akkor mondjuk, hogy R(y/m)-ben létezik EukrLipes
algoritmusa, ha a test barmely két a, 2(5-0) egész szdméhoz van a
testben egy harmadik 7 egész szam ugy, hogy |N(a—8r)| <|NB,
ahol N a norma jele. :

Negativ m-re a kérdés elintézett, mégpedig pontosan 6t ilyen
1 mellett 1étezik Fukripes algoritmusa, ezek: m=—1, —2, —3,
—7, —11. Ezutén legyen m pozitiv. HErLBrRoNN? kimutatta, hogy
Evukripes algoritmusa csak véges szamu m mellett létezik. Ezt
megelézoleg Erpés és Ko? hasonlé eredményt nyertek torzsszam
m mellett. Azonban egyik dolgozatban sem sikeriilt felsé kor-
latot megadni az olyan m-ekre, amelyekre EukLIDES algoritmusa
létezik, s igy a régebbi megéallapitésok nem valtak tulhaladot-
takka. Ezek: Eurripes algoritmusa létezik a kovetkezd tizendt
m mellett: m=2,3,5,6, 7, 11, 13, 17, 19. 21, 29, 33, 37,41, 67.
Egyéb m mellett csak akkor létezhetik Evkrnipes algoritmusa, ha
m=1 (mod 4) és m vagy torzsszam, vagy két 4143 alaku torzs-
szdm. szorzata. Bebizonyitom, hogy ebben az utébbi esethen még
az is kell, hogy az m egyik torzstényezéje 3 legyen.

Az Osszes régebbi irodalmi adatok megtaldlhatok BerrRBOEM

1 H. HriLBRONN, On Euclid’s algorithm in real quadratic fields, Proc.
- Cambridge Philos. Soc. 34 (1938), 521—526.

2 P. Ernés and CH. Ko, Note on the Euklidean algorithm, Journ. London
Math. Soc. 13 (1938), 3—8.
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és szerz6® dolgozatanak elsé és utolsé oldalan. Ugyanebben a
dolgozatban taldlhaté a fenti eredményeknek kevés kiegészitése.
Ezeket is figyelembe véve, tovabbi vizsgélatra vdrnak még csak
az olyan m (=61, =1 (mod 4), =p vagy 3p; p torzsszdm)
szamok, amelyekben m—=p mellett p==5 (mod 24) és m=3p
mellett p=3 (mod 8). (V. 6. * dolgozat 204., 205. 0.) Kénnyt
volt (a ® dolgozat 198. o. alapjan) kideriteni, hogy ezekbdl
3001-ig csupdn m=61, 73, 89, 97, 109, 113, 137, 193, 241, 281,
313, 337, 457, 601, 3.43, 3.59, 3.67, 3.83, 3.107, 3.163, 3.227 mel-
lett létezhetik Evkripes algoritmusa.

x

Tegyiik fel, hogy, ellentétben az allitdssal, van egy olyan
m=pq (1<p<q, p=q=3 (mod 4), p, q tozsszémok), amelyre

Bukripes algoritmusa létezik. Legyen e :%(> 1). Latin kis-

bettik jelentsenek racionalis egész szémokat. Ha a>0 és

ahol () a LeecENprE—JAcosi-féle jel, akkor az x, x+1,..., x+a
sorozatot (p-re mnézve a-1 tagu) kovetkezésnek nevezem. Eazt
pozitivnak vagy negativnak nevezem a szerint, amint az (1)-beli
szamok kozos értéke 1 vagy —1. Kimutatom elébb a kévetkezd
A.—N. alattiakat, s azutdn ellenmondést fogok nyerni.

A. Ha x, x+1,..., z+a p-re nézve kovetkezés, akkor az
xe, (x+a)e szdmkozb6l minden y-ra fennall

B. Ha y<we<y-+1, akkor nem lehet

3 H. BearporM u. L. REpe1, Der Euklidsche Algorithmus in quadra-
tischen Kérpern, Journ. f. Math. 174 (1936), 192—205.
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C. Ha (%) = (TT_HI—) O<z<xr+a<p), akkor az xe<ly<<
< (x+a)e, py=qx (mod a) feltételeket kielégité minden y-ra

(z>1 miatt ilyen mindig van)

wahie o) @

D. Ha 0<2,, x,,..., Zx<p—a (a=2), Xy, Zs,..., £r paronként

inkongruensek mod a és

i)

ll

cl—f—a)

(
(52) - (25),

akkor az wie, (wi+a)e (i=1, 2,..., k) szdmkozokben van egy-egy
y; ugy, hogy ¥, Yss-.., Yris paronként inkongruensek mod a és

=Rl -G

E. Ha p-re nézve van a-+1 (=3) tagi kovetkezés, akkor
2 3 a
i __)= _)z...: _).
(P‘I (Pq (Pq
F. Fennall p=>19 és

oL

G. Ha (%—) = (x;—a)(0~<a;<m+a<p, a | 24), akkor az

lI

re <y < (x+a)e, y=ax (mod a) feltételeket kielégité minden
y-ra fenndll



EUKLIDES ALGORITMUSAROL STB. 8t

H. Ha teljesiil

()=o) ) omf 22 -
(.r+a) RN e (5)
P
akkor ¢ < __o)
K. Fennall p>31 és e<<2.
L. Nem lehet 1 = (;%) = (.}%) —e— (pp;ql)
M. Ha ;
z —1) t
12(%)4&):'“:(%7):—(;5)’ |
1% ( s;&)—ﬂ) e (i;_l_) = (%)(t—s;ﬂ),

w5 (.;f)

N. Ha 2<r<p—2,

ir ki e

de nem

akkor & < —+i

Az A. igaz a ® dolgozat 199. oldala szerint ama megszoritasok
mellett, hogy a tekintett kivetkezés pozitiv és 0 <<x<p.* Az elsé
;1) =—1, 8

q

igy p—a—a, p—a—x+1,..., p—ax az eredetivel ellenkezd jel-
legli (azaz az egyik pozitiv, a masik negativ) kovetkezés, s hozza
az y szamok helyett a ¢—y szdmok tartoznak. A mésodik meg-
szoritégs is elejtheté, mert pe—¢ miatt barmely u mellett az

megszoritas elhagyhaté azért, mert (—p——) :(

4 Az idézett helyen alulrél a 6-ik sorban «—» helyébe «==1,» teendé.

Matematikai és Fizikai Lapok XLVII. . 6
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x—+up, x+up—+1,..., +up-+a kovetkezéshez az y+uq szédmok
tartoznak.

A # dolgozat most felhasznalt helyén p<. ¢ nines kikdtve, s
igy A. fennéll p, ¢q helyett a ¢, p parra is, amlkor természetesen s

helyebei lép. Ha tehat y<xe<y--1, akkor y— o e (J—}—l)*

miatt (9) nem #llhat fenn, s igy helyes a B.
A C.-t bebizonyitandé, van egyetlen olyan 70 <n <a),
amelyre a|x -+ np. Akkor

y+ng)p = py +npq = qu + npq = (x+np)q (mod a)

miatt «|y+mng. Legyen u = —; (x+np), v = —i—(y—i—nq). Akkor
u, v egészek, u + 1 = %(xﬁr-aJrnp), tovabba

b

végiil

xre—+ng i (r—+a)e+mng
a

% = (u—+1)e.

Ue =

Ezek szerint az x = wu, a = 1 értékekre alkalmazott A.-b6l

(%) = (%), s igy helyes a C.

Ennek az x = x,, ¥y,..., x; értékekre valé alkalmazasaval
el6all D.

Az E. bizonyitasahoz legyen x, x+1,..., x+a egy a+ 1-tagu
kovetkezés p-re nézve. Akkor a C.-beli (minden) ¥ megvan az

A.-beliek kozott, s igy (%) = 1. Ebbdl az x, z+1,..., z+b

2=<b<a) kivetkezésre valé alkalmazdssal nyerjik E.-t.
JacossTHAL® szerint p>11 mellett van haromtagu kivetkezés:
és Hasse® szerint p>19 mellett van négytagu kivetkezés, s igy

5 E. JacopsrHAL, Anwendungen einer Formel aus der Theorie der
quadratischen Reste, Dissertation Berlin 1906, 290,

6 H. Hassk, Abstrakte Begriindung der komplexen Multiplikation und
Riemannsche Vermutung in Funktionenkorpern, Abh. Math. Sem. Ham-
burg 10 (1934), 325—348. Tekintethe jon a 347. o.
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2

E. szerint p = 11 mellett (}Nj) =1, p = 19 mellett (fq—) =1.
Elegend¢ tehat F.-hez annyit kimutatni, hogy sem p=7, sem
p=11, g=3 (mod 8) nem lehetséges.

5 6

P
-hoz megadni az ﬂ,ﬁ—q szamkozben egy olyan y szamot,
q g 7 Y

amely négyzetes maradék mod ¢, mert akkor ellenmonidst nye-
rink A.-val. Ha ¢<154, akkor a

):—1, s igy elegend6 minden

q=11 19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 127 131 139 151

y= 9 16 18 25 36 36 49 49 54 64 64 81 100 100 100 121
tablazat feltiintet egy-egy ilyen y-t, ha pedig ¢>154, akkor a
‘/%(1—, l/% szamko6z hosszabb 1-nél, tehat tartalmaz egész
szamot, s egy ilyennek a négyzete veheté vy szédméra.

Ha p=11, akkor (}G—)) = (—}’—7)-) = (%) = — 1 miatt az elébbihez
T—’f, %’ szémkozt hasznélhatjuk. Most elegendd
a ¢<77 (=3 (mod 8)) eseteket feloleld kovetkezs tablézat:

hasonléan a

q=19 43 59 67
y=11 25 36 49

Ezzel F.-et bebizonyitottuk.

E szerint p = ¢ (mod 24), tehat C.-ben « |24 mellett y = =
(mod a), s igy helyes a G.

A H.-t illetéen = +1, 2+ 2,..., x + a — 1 kovetkezés p-re
nézve, s igy A. szerinl az (x+1)e, (x+a—1)e szdmkoznek
minden y egész szdméra fenndll (%) = (i_{——l) =1. A G. sze-

rint ugyanennek (mert még az we, (x-+a)e szamkoznek is) minden
)

y=2 (mod d) széméra fennall (%) = (;) — _ 1. Ebbsl ellen-
mondés csak akkor mem 4ll eld, ha (z+a—1)e — (x-+1)e =
= (a—2)e<a, amivel H.-t bebizonyitottuk.
A tovdbbiakhoz elébb megjegyzem, hogy Hasse® szerint
6%
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a =3, p =19 mellett (5) megoldhaté, s hasonlé @ =4, p = 31
mellett is igaz. :

‘Az utébbi Hasse képletébdl kozvetleniil nem olvashaté ki, s
ezért roviden védzolom az erre vonatkozd szamitéist. Az (5)-0t
a=4 mellett kielégité x(>0, <p) értékek szdmossaga

ahol az Osszeg kiterjesztendé az x=0, 1,..., p—1 értékekre, s
0=1, ha p=7 (mod 24), kiilonben ¢=0. Minthogy p=3 (mod 4),
azért az Osszegezenddt kiszorozva, torolheték a (=) jelekben
paratlan (1, 3 és 5) méretti tagok. Minthogy

azért a négyméretli tagokra Hasse képletét alkalmazva :
3% =p + 3 — 160 + 105 V' p;

ahol |7/< 1. Ebbél p> 125 (p=7 (mod 24)) és p>95
(p %= 7 (mod 24)) mellett v > 0. A még megmaradt p = 31 ér-
tékekre v>0 kozvetleniil igazolhato.

Ezek utan kimutatom K.-t. F. szerint p =19, s igy a fentiek
szerint H. miatt e<<3 és p=31 mellett e<<2. Klég még csak azt
kimutatni, hogy p=19 és p=23 nem lehetséges. Ekkor ugyanis
e<3 ¢és az F.-bol foly6o p = ¢ (mod 24) miatt csupan g—43,
illetve ¢=47 jonnek tekintetbe. Mindkét esetben ellenmondist
nyeriink A.-b6l, mert p=19, ¢=43 mellett (—%) = (1—3:) ==

: 6 ; 2 S
2e <6< 3e, ( q) =1 és p=23, q=47 mellett (p) = (}) ) ' 1,

De<ch <ide; (%) = —1. Ezzel K.-t bebizonyitottuk.

Ha L. hamis lenne, akkor x=1, 2,..., p—1 mellett
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Ha tehat p' a pp'=—1(mod ¢q) kongruencia egyik megoldasa,
akkor p'w, p'z + 1 kéttagi kovetkezés ¢-ra nézve, mégpedig
mindezek a pérok mod ¢ kiilonbozék. E szerint LAGRANGE ismert

tétele alapjan p — 1 < q—i Ebb6l ¢ =2p+ 1, ami ellen-

mond K.-nak, s igy L. helyes.

Az M. bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy vele ellentéthen
s+1
&<t

vannak az s+1, s+2,...,t szdmok. Ezek egy teljes maradék-
rendszert képeznek mod(t—s). Ezért C.-nek az x=s, a=t—s
elemekre vald alkalmazasibol azt nyerjiik, hogy van egy olyan

s amelyre
( 1] ) ( pq 0 ( .*_‘(/: )'

- Akkor se<<s+1, s igy az se, te szamkozben meg-

! {—
Azonban a feltevések miatt (-g—) — (f—), (—i) =1, amely
q p bgq
ellenmonddssal M.-et bebizonyitottuk.
Az N. bizonyitisahoz feltételezem, hogy — amennyiben =3 —

helyes a hasonlé 4llitds 7 helyett »— I-re. Mindenekelstt kimu-

tatom, hogy = < 7—1T Ez K. szerint igaz r—2 mellett. Ugyan-

csak igaz ez az egyenlétlenség a feltevés miatt >3 mellett is,

Sl , 9 3 r—1 Ry
kivéve az 1 = (—) = (_) —e— ( ) esetet. Végiil ebben
p p b

az utobbi esetben a feltevések miatt (]—';) == (5) = —1. Mint-

hogy most 1, 2,..., r—1 (legalabb 2 tagt) kiovetkezés p-re nézve
és K. szerint 1.e<<2<r, azért A. miatt (r—1)e<<r, s igy tényleg

mindig e < ——'—1

Tegyiik fel ezutan, hogy ellentétben az allitassal ¢ > ——

Az alabbi 1)-—2292) eseteket kilonboztetem meg [altalaban
ab...ef) alesete b...e)-nek]:

PSS _(rtl)_(ﬂ)_ ,
1) pae iy (p=-41). Akkor 2 = =1, tovabba.

+1

7 A fonti thblizat (f%l—)zy, ( ’":1 )= u helyett 4l A u (éstbb

v s ¢ is) 1 vagy —1. A késébhi tdblazatok hasonléan értendék:
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P—1e=r—1e.(r4+1) < r@+1), r*c =r.re>r@r+1), s igy
A. szerint (7—(2-’_—1)) = (L) = (l—+—1—) - Most tehat
q q q
r—1 » r41
D SR S
q “ v v
11) p=v. Legyen akkor s az 1, 2,..., r—2 sorozat legnagyobb
olyan eleme, amelyre (Zi)) =— p. Hasonléan legyen ¢ az
r+2, r+3...., p—1 sorozat legkisebb olyan eleme, amelyre
(L) = — p. Ezek koziil s 1étezik az N.-ben adott feltevések miatt.
Apt létezése abbdl kovetkezik, hogy ha »—1, »,..., p—1 p-re
nézve kovetkezés lenne, akkor (r—1)e < miatt A.-bdél azt
nyernék, hogy », 7+ 1,...,p — 1 (hasonld jellegli) kovetkezés
g-ra nézve, ami ellenmondasra vezet L.-lel.
Minthogy

r—De<r, t—De=1re+(t—r—1e > @r+1)+ (t—r—1)=t,

azért A. szerint

( P ( P41 i

T pommns a5 1 N Bwera ———) pa o ‘LL_

1 \q q
Mindezek szerint most teljesiilnek az M.-beli feltevések, s igy
s+1- r
&> =
S r—1
egyenlétlenséggel.
12) p= —v. Minthogy (r—1)e<r4-1<(r41)¢e és r+1=r—1

(mod 2), azért ellenmondasunk van az x=r—1, a=2 értékekre
alkalmazott G.-vel.

- Ez azonban s <7 —2 miatt ellenmondés az ¢ <

ay Tl
& —u
20 ? ) 73—‘“1 Most (r—1)e<<r+1<re miatt A. szerint
1
(r—}— ) = p. Az 11)-hez hasonléan értelmezett s és t = + 1

ismét kielégitik az M.-beli feltevéseket, s igy ujra az 11)-beli
ellenmonddst nyerjik.
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99) r—1 r pr41
Pl ST

< (r-+1)e miatt A. szerint ( 7—;2) = — p. Fennall tehat

Most re =(r—1e+e<r+2 <re+i<

r—1 r r41 r+2
P ou —u —p
g —u
221) (7—;_1—) = — p. Gondoljunk p helyett —p-t irva, legyen

s=7r—1, s értelmezziikk {-t gy, mint 11)-ben. Az M.-beli fel-

tételek ismét ki vannak elégitve, s igy > %1— - %T’ ami
ellenmondés.
r—+1 : 2 \- 9
2929) ( ): . Az F. szerint (—) = (f), 8.4
R s Lo Y ek
2%—92 2% 2r4-2

p Qelas5o0
q =0 o

Minthogy (2r—2)e<2r = (r+1)+ r—1)<re+ (r—1) < (2r—1)e

é8 (2r—1)e<2r Le<2+2< e, azért At a ( 9”;1 ) = o eset-
ben a 2r—2, 2r—1 kovetkezésre, a (er—l ) =—p esetben a

2r—1, 2r kovetkezésre alkalmazva, ellenmondads all el6. E szerint
pl2r—1, r= ﬂ;-l—, q=pe< 7—});7—1 < p + 3, ami lehetetlen.
FEzzel N.-et bebizonyitottuk.

Az F. és L. alapjan jelentse ezentul w azt a szamot, amelyre

el

b<u<p—2).

Kozvetleniil csupan a 4 <u<p—1 egyenlétlenségek adédnénak,
azonban u sziikségképpen (pdratlan) torzsszam. Megkiilonbdztetem
9 he
az ), b) eseteket a szerint, amint 1 = (——) = (—3—> e (u_l)
p P Dy
nem 4all fenn vagy fennall.
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u
u—1
A. és (6) miatt w— 1, uw nem lehet kovetkezés p-re nézve, s igy

~a) Most N. miatt e < - Minthogy (u—1)e<<u < ue, azért

u—1 u
p u —u
q w “

Legyen s az 1,2,..., u—2 sorozat legnagyobb olyan eleme,

amelyre (ﬁ) =— . Bz az s a jelen a) esethen létezik, Legyen
még t =u. Akkor teljesiilnek M. feltételei, s igy e > s—sﬂ i Tt%l >

ami ellenmondés.
b) Most a helyzet a kovetkezd :

u—1 w u‘+1 u4+2  u+3 ut+4d
1 —1 1 1
v—1  » -1 o2 v-+3 v+4  v+5
l —1 1 1 t

b
= 1O - O

q

ahol v pératlan torzsszdm, v> u—f—Q.» Ugyanis (6) és a b) fel-
tevés szerint mindkét tablazat helyes w—1-ig. Tovédbba nem

lehet (1174,) =1, mert akkor 1, 2,..., u kiovetkezés p-re nézve, s
igy 1<e<?2 és A. miatt 2, 3,..., u kovetkezés ¢-ra nézve, tehat

(—%): I, ami ellenmond (6) utolsé egyenletének. E szerint

(%) == (ﬁ{) = 1. Legyen ezutdn v a legkisebb pozitiv négy-

zetes nemmaradék mod ¢. Akkor v tényleg paratlan torzsszédm,
v = wu ~+ 2. Minthogy u, v pératlan torzsszdmok és u =5, v =7,

" azért nyilvan helyesek a tablazatok oOsszes adatai. Minthogy

w, u—+2, u+4 kozil az egyik, mégpedig u-+2 vagy w4 oszthatod
3-mal, azért a fels¢ tablazat két iiresen hagyott helye koziil
legaldbb az egyiken «1» a helyes adat. Hasonl6 érvényes az
also téablazatra. Minthogy <2, azért az 1, 2,..., u—1 kovetke-
zésre alkalmazott A.-b6l el6dll (u—1)e<<w. Az x=wu értékre
alkalmazott B.-b6l eléall ue>v—1. Megkiilonboztetem az alabbi
1), 2) eseteket.
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9 \
1) (u—t) = 1. Alkalmazzuk D.-t a k=3, a=wu, x,=1, 2,=2,.
P

x,=3 értékekkel. A (6) utolsé egyenlete miatt azt nyerjiik, hogy
az e, (u+1)e; 2e, Ww+2)e; 3e, (W+3)e szémkozokben van egy-
egy s, sy Ys UgY hogy ezek paronként kiilonbozék (még mod v is)
és ( "éi—) =—1 (i=1, 2, 3). Akkor a fentiek szerint koziilik a
legnagyobb — legyen ez y — legalabb v+6, s igy (u+2)e =
=w—1)e+3e<v+6<y<(u+3)e. EbbSl az u—+2, u+3 kovet-
kezésre alkalmazott A. szerint (—y~) =1, ami ellenmondés.

) v+2)\ ‘9 |

2) —p—— =—1. Ha ——(177 =1 lenne, akkor (4 +2) ¢ = ue+
+2e>w—1)+2=v+1 miatt, tekintettel arra, hogy v-1, v+2
pozitiv kovetkezés ¢-ra nézve, B. szerint fennédll (u—+2)e>v+2;
tovabbd ue = (U—1)e-+e<v+2 és v+ 2 =wu(mod 2), s igy G.
v ): (%) — —1. Ebbs] mindenekelstt kimu-

(
tatjuk, hogy u=7. ﬁllenkezé esetben ugyanis u=>5, v—1<<ue<<10,
v <11, s igy v torzsszdm volta miatt v = 7. Ez azonban
(zﬁ)
q =
U-t+o
( P
=4, x,—5 értékekkel. Ezzel el6all az ¢, (u+1)e; 3¢, (u+4-3)e;

szerint mégis (

Il

—1 miatt lehetetlen. Minthogy tehét w =7, azért

) = 1. Alkalmazzuk D.-t & k=4, a=u, x, =1, é;z = 3,

he, (u+4)e; He, (u-+5)e szamkozokben egy-egy wi(t=1, 2, 3, 4)
ugy, hogy ezek paronként kiilonbsz6k és (%ﬁ) = —1. Koztik a
legnagyobbat y-nal jelolve, most y =>v + 8, s igy (u+3)e =
= (u—1)etdbe<v+8<y<(u+5)e. Akkor az u—+3, u+4, u+5
kovetkezésre alkalmazott A.-bél az (—y—) =1 ellenmondést nyer-

jik. Ezzel a bizonyitds megtortént.
Megjegyzem, hogy Hasse képletének alkalmazasa mellézhetd,
ami altal a bizonyitds elemivé valik, de egyben hosszadalmassa.

Rédei Ldszlo.
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UBER DEN EUKLIDSCHEN ALGORITHMUS
IN REELL QUADRATISCHEN ZAHLKORPERN.

Nach Hemeronn? gibt es nur endlich viele quadratische Zahlkorper
mit Euklidschem Algorithmus. Es wird bewiesen, dass in einem quadra-
tischen Zahlkérper kein Euklidscher Algorithmus existiert, wenn die
Diskriminante ein Produkt von zwei versechieden Primzahlen (>3) ist.
Kritisch bleiben also nur die ungeraden Korperdiskriminanten, die
von der Form p oder 3p sind, wobei p eine positive Primzahl ist.

Ladislaus Rédei.
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A rontgensugdrzas felfedezése utdn csakhamar észrevették azt
is, hogy rontgenbesugdrzésokkal kiilontéle biologiai hatdsok érhetdk
el. Ezek a biol6giai hatdsok azonban csak hosszabb, rovidebb idd-
vel a besugdrzas utan jelentkeznek s igy keresni kellett a rontgen-
sugdrzasnak valamely olyan fizikailag mérhetd hatésdt, amely par-
huzamosan halad a biolégiai hatdsokkal s amelynek igy a be-
sugdrzdskor valé méréséb6l a varhaté biologiai hatds elfre meg-
hatdrozhat6 legyen.

A biol6giai hatdsokkal parhuzamosan mend fizikai hatdsnak a
levegben torténd ionizdeid bizonyult s el6szor a magyar SzinArDp (1)
javasolta 1910-ben, hogy az 1 kobcentiméter levegGben keletkezd
i6nok szdmét kellene a rontgensugdrzds erdsségének mértékéiil
tekinteni. '

A rontgensugdrzasnak levegbn valo dthaladdsakor a rontgen-
sugarak abszorpcioja fejében fotoelektronok vélnak szabaddd,
amelyek mindegyike aztén olyan nagyszdmu iént termel, hogy
emellett a primer ionizdei6 el is hanyagolhaté. Az 1 sec alatt bizo-
nyos térfogatban abszorbedlt energia, ha v a sugdrzds rezgésszdma
és N a kivdltott fotoelektronok szama,

B s = Nhy.
Ha az N elektron mindegyike S ionpart létesit és egy ionpar léte-
sitéséhez sziikséges energia e, akkor

Eabs ='Nbe.

Az ionizaciés kamrdban mért telitettségi iéndram viszont ard-
nyos NS-el, tehdt a vélasztott mértékrendszertdl fiiggd dllandotol

eltekintve @1 = NS, azaz
Eal:s = le.
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Itt ¢ mint KvneNkAMPFF, valamint KIRCHER és ScHMITZ mérései
is igazoltak, a hullamhossztol fuggetlen dllando, azaz a mért ionizé-
ciés aram ardnyos a leveg6ben abszorbeélt energidval. Mdsrészt,
mint késébb latni fogjuk, a leveg6ben abszorbedlt energia bizonyos
koriilmények kozott ardnyos a testben abszorbedlt energidval, mér-
pedig a réntgensugdrzdas biologiai hatdsa nyilvédn ett6l a testben
abszorbedlt energidtol figg, igy tehdt végeredményben a levegd-
ben mért ionizdciés dram ardnyos lesz a biologiai hatdssal.

Az elsé ilyen ionizdeids dramok mérésére szolgdlod eszkozt Horr-
HUSEN (2) készitette. Késdbb FriepricH és KrONIG (3) pontosan
definidltdk a rontgensugdrzds egységét és készitettek is egy olyan
ionizdcios kamrat, mely a definicionak megfelelGen mérte a rontgen-
sugdrzdst. Definiciojuk szerint egységnyi az a rontgensugdr mennyi-
ség, mely 1 cm® levegben telitési ionizdcids dram alakjiban a
toltés elektrosztatikai egységét szolgdltatja. Hozzatették azonban,
hogy a mérést a fali hatdsok kikiiszobolésével kell végezni, azaz az
ionizdcids kamra falabol kilépd szekunder elektronoknak nem sza-
bad a tulajdonképpeni mérg térfogatba belejutniok.

Kés6bb HorrrusEN megéllapitotta, hogy a definicié igy még
nem teljesen egyértelmfi, amennyiben a kiilonb6z6 keménységti
rontgensugarak a levegdben kiilonbozi hatotdvolsdgt elektronokat
hoznak létre és igy egyértelmtien az ionizdcios dramot csak ngy
definidalhatjuk, ha minden esetben a szekunder elektronok ionizéeio-
jat teljesen kihaszndljuk, azaz megakaddlyozzuk, hogy azok az
ionizéciés kamra faldba itkozzenek, miel6tt leadték volna teljes
energidjukat.

Ezek figyelembevételével mondotta ki aztan az 1928. évi stock-
holmi nemzetkozi radiologial kongresszus a rontgensugdrzdas egy-
ségének definiciojat, mely igy szol: «A réntgensugérzds nemzet-
kozi egysége az a rontgensugdr mennyiség, mely a szekunder elek-
tronok teljes kihaszndlasa és a kamrafal hatdsainak kikiiszobolése
mellett az ionizdeiés kamrdban 1 em? 0 Celsius foku, 760 Hg mm
nyomasu levegében olyan vezetéképességet hoz létre, hogy telitési
dram esetén a mért elektromos tomeg a toltés elektrosztatikai egy-
sége lesz. Jele: «.
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Az @y egység definicié szerinti pontos mérését f6leg BEmNkBN
48 JarcER dolgoztdak ki a berlini Physikalisch-Technische Reichs-
anstaltban. Alapul a Friepricu-féle ionizdciés kamrat vették,
melyben a falihatdsok kikiiszobolése mar meg volt oldva s igy esak
a szekunder elektronok ionizdcidjanak teljes kihasznalasardl kellett
még gondoskodni. E ¢élbol eleinte ugy jartak el, hogy az ionizdcios
kamrdban a levegét 15—20 atmoszférara osszenyomtdk s ezdltal
a szekunder elektronok hatotdvolsdgdt néhdany cm-re leroviditve
elérték, hogy azok az ionizdciés kamra leveg@jében kifejthették
teljes ionizdlo hatésukat.

Egy masik egyszertibb eljaras az lett volna, ha egyszerien olyan
nagyra méretezik az ionizdciés kamrdt, hogy a legnagyobb hato-
tavolsdgn elektronok se érhessék el az ionizdcios kamra faldt. Hont-
HUSEN méréseib6]l azonban keményebb rontgensugdrzas esetére
olyan nagy méretek adodtak volna ki, hogy mégis célszertibbnek
mutatkozott kis méretek mellett a levegé osszestiritése. A Comprox-
jelenség felfedezése utén azonban kiderilt, hogy éppen kemény .
rontgensugdrzdsndl az ionizdciot egyre inkdbb a Compron-elektro-
nok idézik el, melyeknek hatétdvolsiga a fotoelektronokéndl joval
kisebb, mig a nagy hatotavolsagt fotoelektronok szerepe héttérbe
szorul.

BeuNKEN és JareER killonbozé atmérdj kamrdkkal végzett
mérésekkel kozvetlenill kimutattdk, hogy az ionizéciés dram az
atmérd novelésével novekszik, de kb. 25 em dtmérénél mér eléri a
maximumot, azaz bekovetkezett a szekunder elektronok ionizdeio-
jdnak teljes kihasznaldsa. Ilyen modon feleslegessé valt a sok nehéz-
séggel jaré kompresszios eljards és kialakult az «» egység meghata-
rozasdra szolgdlo legeélszeriibb kisérleti berendezés.

A kovetkezGkben a SzékestGvdrosi Eotvos Lordnd Radium és
Rontgen Intézetben készitett berendezésiinket fogom ismertetni.

Az ionizdcios kamra egy 5 mm vastag 6lombol készilt 50 cm
hossza és 26 cm atmérdjd hordo, mely 2000 volt fesziltségre van
teltoltve. Az dthaladé rontgensugdrzas keresztmetszetét definidlo
diafragma (4) egy csé kozbeiktatdsdval az ionizdciés kamra el6tt
van elhelyezve, tgyhogy a nyilds falibol kilép6 szekunder elektro-
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nok az ionizdciés kamra belsejéig mar nem juthatnak el. Hdtul a
bedllitdsra szolgdlé nyilds ugyancsak egy esévon az lonizdeids
kamra m6gé nyulik ki. A méré elektrod (B) egy 28 em hosszi vékony
aluminium cs8, melytdl jobbra, balra egy-egy foldelt segéd elektrod
van elhelyezve. A méré elektrod kivezetése borostydn szigeteléssel

1. abra. A hordokamra Kkeresztmetszete.

az egyik segéd elektrddon keresztiil torténik, ezdltal a kamra belse-
jében az elektromos tér szimmetrikus marad, azaz az er6vonalak
az elektrodokra merdlegesen haladnak. fgy a mér6 elektrodra
csak a vele egyenld hossziasdgu levegd oszlop v térfogatdbol jutnak
ionok, mig az elGtte és utdnna keletkezd ionok a foldelt segéd elek-
trodokra jutnak. A v térfogatban keletkez§ szekunder elektronok
a kornyez( levegében szabadon kifejthetik teljes ionizalo hatdsukat
és ezek az i6nok is mind rédjutnak a mérg elektrodra. Abban az
esethen, ha a szekunder elektron a segéd elektrodok elektromos
terébe megy 4t, az itt keletkezett ionok mér a segéd elektrodokra
Jutnak ugyan, de ennek fejében lesznek viszont olyan szekunder
elektronok is, melyek a v térfogaton kivill keletkeztek és a mérd
elektrod elektromos terébe jonnek 4t. A hdrom térfogatrész kozott
egyensulyi helyzet all fenn, a hatdrvonalakon ide-oda 4tlép§ elektro-
nok egymdst éppen kompenzaljik. Az ionizéciés kamra tehdt a
definici6 mindkét kikotésének megfeleld modon miikodik.

Ismerniink kell mostmdr a v térfogat nagysdgdt, hogy étszdmit-
hassuk majd a mért ionizdcios dramot 1 kobcentiméterre, tovdbbé
tudnunk kell azt is, hogy ezzel tulajdonképpen hol is hatdroztuk
meg a réntgensugdrzds mennyiségét, hiszen tudjuk, hogy a sugdr-
zds intenzitdsa az antikatodtol szédmitott tdvolsdg négyzetével for-
ditott ardnyban csokken.
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Legyen a diafragma fokusztol valo tdvolsdga b, keresztmetszete
@y, a sugdrzds intenzitdsa 1 cm tdvolsdgban J;, akkor a fokusztol
a tdvolsdgban levé dv térfogatelemben abszorbedlt energia

J

1
a?

dE = dv.J, = Q,.dh.

2. 4bra.

d(’ Q(l Qh

i tehat

dE — _‘fi J, dh,
azaz az Osszes abszorbedlt energia, ha a mérd elektrod hossza h
dJ
et . 1
= b—2 Q(,h.

A csonka kup alakta méré térfogatban tehat ugyanannyi energia.
abszorbedlodik, mint egy @, alapu h magassdgt hengerben, mely
egyenletesen van besugdrozva a diafragma helyén uralkod6 inten-
zitassal. Meg kell tehdat hatdroznunk a diafragma keresztmetszetét
és a mérG elektrod hosszdt, a kettd szorzata adja a henger kob-
tartalmat, melynek ismeretével az ionizdciés dramot at tudjuk
szdmitani 1 kobcentiméterre és ez fogja jellemezni a rontgensugdrzds
mennyiségét a diafragma helyén.

A 10—, 10— amper nagysdgrend(i ionizdcios dram mérése a
kovetkezd kompenzédcios kapesolds segitségével torténik. Az ionizé-
cios kamra méré elektrodja ossze van kotve egy véltoztathatod
intenzitdst urdn dramnormallal (4), mely az ionizécios kamra
dramdval ellenkez§ irdnyu dramot szolgédltat, tovdbbd hozzé van
kotve egy igen érzékeny elektrométer szdljdhoz (B). A mérés mér-
most ugy térténik, hogy az urdndramot olyan erdsre éllitjuk be,
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hogy az ilonizdciés kamra dramat éppen kompenzélja. Ez akkor
kovetkezik be, ha az elektrométer szdlja se jobbra, se balra nem
mozdul, azaz a két ellenkezd elGjelt feltoltGdés egymast éppen meg-
semmisiti. Ha tehdt az urdn dramnormdl kiilonboz6 bedllitasaihoz

3. dbra. A hordékamra kapcsoldsi vazlata.

tartozo dramokat egyszer s mindenkorra meghatarozzuk, az ioniza-
ci6s kamra dramét egyszerti leolvasdssal hatdrozhatjuk meg.

Az urédn dramnormélnak olyannak kell lennie, hogy ha az dram
intenzitdsdt vdltoztatjuk is, a kapacitdsa dllandé maradjon, mert
kiillonben a kapacitdsvéltozds toltést infludlna, ami az elektro-
méter szaljat elmozditand s a mérést nagyon korilményessé tenné.
Allandé kapacitdst dramnormdlt a kovetkez8képpen készitettiink.
Az egyik fegyverzetet 5 drb 25 em dtmérdjii, a kozepén kilyukasz-
tott aluminium korong alkotja (4), mig a mdsik fegyverzet egy-
részt 4 kisebb aluminium koronghol all (B). Ezek felsé lapjanak
felét vontuk be urdnoxiddal (Us04). A belsé fegyverzethez tartozik
még azonkivill négy elforgathaté télkor lemez is (C), amelyeket
részben, vagy egészben az urdnoxidos részek folé lehet forgatni.
Ha mérmost a kiilsé fegyverzetre fesziiltséget kapesolunk, mint-
hogy az urdnoxid 2:7 em hatotédvolsigi a részei ionizaljak a konden-
zétor fegyverzetei kozti leveglt, lonizécios dram jon létre, melynek
erfsségét a félkor alaka lemezeknek az urdnoxidos lemezrészek
f6lé valo forgatésdval folytonosan tudjuk véltoztatni anélkiil, hogy
ezdltal a kapacitdst is megvéltoztatndnk.

Igen lényeges volt, tekintettel a kis dramintenzitdsokra, a belsé
fegyverzet rendszernek tokéletes szigetelése. Alul és feliil 3 em

Atmér6jli borostydnokba van a tengely bedgyazva (D), a borostya-
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nok egy-egy lefoldelt réztartoba vannak beleerdsitve (E), amelyek
aztén keménygumival vannak a kiilsé fegyverzettdl elszigetelve.
fgy az amigy is els6rangtan szigetel§ borostydn legfeljebb csak
pér szédzad voltig van igénybevéve és tokéletes szigetelést biztosit.

4, 4bra. Az urankompenzitor keresztmetszete.

A lemezek forgatédsa ugyancsak egy borostyan rad (F) kozbeiktaté- .

sdval torténik; az elforgatds szoge a felil elhelyezett, noniusszal
ellatott forgatotarcsan 1/10 foknyi pontossdggal olvashato le.

A kiilonbozé fokokhoz tartozo dramintenzitds meghatérozésa a
kovetkez6 modon tortént. MindenekelStt megallapitottuk, hogy
ha a kiils6 fegyverzetre adott fesziiltséget 400 voltrol 800 voltra

Ma te matikai és Fizikai Lapok. XLVIL i
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emeljiik, az dram intenzitdsa mdr csak 19%-al novekszik s igy habdr-
- teljes telités nem is volt elérhetd, az dram intenzitdsa — ha a kiils6
fegyverzetre adott fesziiltség néhdny voltndl tobbet nem ingado-
zik — éllandonak volt vehetd. A méréseket 600 volt fesziiltségnél
végeztitk oly modon, hogy az urdnkompenzdtor bels§ fegyverzeté-
hez (A4) a vele egybe épitett elektrométeren (B) kiviill még egy

5. dbra. Az urdn-dram intenzitdsanak meghatdrozdsa.

ismert C kapacitdsti kondenzdtort kapesoltunk, melynek mésik
fegyverzete egy potenciométerhez, illetve voltméterhez volt kotve..
Az elektrométerszdl, foldelésének megszakitdsa utdn az urdn-
kompenzétorbol jovs feltcltédés hatésdra egyik irdnyba elindul.
Ha mér most a potenciométer lassu eltoldsdval a C kondenzdtor
kiils6 fegyverzetére az urdnkompenzdtoréval ellenkez§ fesziiltséget
visziink rd, akkor ez a belsé fegyverzeten az urdnkompenzatoréval
ellenkezd elGjelti toltést fog infludlni, A potenciométert olyan gyor-
san toljuk, hogy az infludlt t6ltés az urdndramot dllandéan kom-
penzalja, azaz az elektrométerszal dllandoan a nyugalmi helyzet-
ben maradjon. Egy bizonyos ¢ id§ utén: leolvassuk a voltméter
Alldsét : V. Az 6sszes infludlt t6ltés C . V lesz, ami ha az urdnkom-
penzator megfelel§ dramét 1-ve jeloljik, C . V=1.1, azaz i=C . V/t.
Ilyen médon egy pontos voltméter és egy hitelesitett kondenzdtor
segitségével az egyes i-ket pontosan meghatdrozhattuk.

Az egyes fokokhoz tartoz6 1 értékek a skdla elejétél és végétél
eltekintve, egy egyenesen fekszenek, ami kozbiils§ értékekre nézve

W TLR B o L R
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linedris interpoldciot tett lehet6vé. Ha C-t Faradban, V-t voltok-
ban mérjiik, az i-t amperekben kapjuk meg. Az -t ezutdn &t kell
szdmitanunk 0 Celsius fokra és 760 mm Hg nyomdsra, ami tekin-
tettel arra, hogy az ionizéeiés dram ardnyos a légnyomdssal és for-
ditva ardnyos a levegd abszolut hémérsékletével, a kovetkezd fak-
torral valo szorzds utjan torténik
fe (1 ()'()0367.t)Z%9

ahol ¢, illetve b, a mért h6mérséklet, illetve légnyomdsok.

Az gy ad6dé dramintenzitdst azutdn 4t kell még szdmitanunk
elektrosztatikai egységekre. Az +.f ampernek ¢.f.8.10° elek-
trosztatikal egység felel meg. Ha ezt osztjuk a mérd térfogattal,
megkapjuk az 1 em®-re es§ elektrosztatikai egységek szdmadt

SRR 9
Ao i 1.f.3.10
v

n elektrosztatikai egységnek n rfsec felel meg, tehat a dozis

D r/sec.

1.f.8.10°
=

Ezzel a berendezéssel meghatarozhatjuk tehat a rontgensugér-
zds mennyiségét a definicié szerinti «m egységekben egy levegében
levé, egyébként tetszés szerinti pontban. Nem tudjuk azonban meg-
hatdrozni, ha a kérdéses pont a test feliiletén, vagy éppen a test
belsejében van. Méarpedig rontgenterdpiai szemponthél elsdsorban
éppen ezekre az értékekre van sziitkség, mert hiszen a test szekunder
gugdrzdsa folytdn a felileti doézis a besugdrzott feliilet nagysdgatol
és a sugdrzés keménységétdl fiiggden 30, 40, s6t 60 9%-al is nagyobb
a leveg6ben mért dozisnal, mig a test belsejében levs 1. n. mély-
dozisok viszont természetszertileg kisebbek. Egy ugyanazon sugdr-
z4s és felilet nagysdg esetén is mds a dozis pl. a koponydn és mds
a mellkason.

Ezek mérésére ugynevezett gyliszlikamrakat készitettek, ame-
lyekben az ionizdeié legnagyobb részét éppen a kamra falabol
kilépd szekunder elektronok idézik eld. A belsé elektrod egy 6lom-
7%
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mal bélelt csé belsejében, borostydn szigeteléseken keresztiil jut
el az elektromos mérGberendezéshez, mely legtobbszor egy elektro-
méter. Az eszkoz hitelesitése az el6bb ismertetett abszolut «» meg-
hatérozé berendezéssel valo osszehasonlitds atjan torténik. Mint-

6. abra. Gyuszukamras dozismérd.

hogy itt az ionizéciét legnagyobbrészt a kamrafalbol kivéltott
szekunder elektronok idézik eld, ez az elektronemisszid viszont a
sugdrzds hulldmhosszatol fiuggden viltozik, ebbdl kiovetkezik, hogy
az ilyen gyflisztikamrdk és a hordékamra ionizdciés draménak
viszonya a killonb6z6 keménységli sugarakndl dltaldban véve nem
lesz alland6 s igy a kamra egyértelmiien nem is kalibrdlhato.
Ahhoz, hogy az ilyen ionizdcios kamra egyértelmfien kalibrdlhato
legyen, sziikséges, hogy az ionizdcids kamra fala u. n. levegd-
ekvivalens anyagbodl készuljon. Ez alatt a kovetkezGket értjuk.
Gondoljunk el egy kis falnélkiili ionizdcios kamrét. Az ebben kelet-
kez6 ionizéci6s dramhoz hozzdjirulnak mindama leveglrészek,
amelyek egy olyan gombhéjon beliil fekszenek, melynek vastag-
sdga a szObajohetd legnagyobb energidju szekunder elektronok
hatotédvolsdgdval egyenl. Nyomjuk most ossze ezt a gombhéjat
egy vékony réteggé, ezaltal az ionizdeiés kamra dramdban nem fog
valtozds bekovetkezni. Ha mdrmost egy ionizdeiés kamrdt olyan
szildrd anyagbol készitink, mely minden hullimhosszisdgt sugér-
zéssal szemben ugyantgy viselkedik, mint ez az ésszpréselt levegs-
réteg, akkor ez az ionizdci6s kamra teljesen olyan ionizdcios dramot
fog szolgdltatni, mintha a mér§ térfogatot szabad levegd venné
koriil. Az ilyen anyagot nevezziik levegGekvivalens anyagnak.
Féleg Grasser majd MienrnNickel foglalkoztak ilyen levegé-
ekvivalens anyagok elGallitdsdval és vizsgdlatdval és arra az ered-
ményre jutottak, hogy ahhoz, hogy valamely anyag levegGekviva-
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lens legyen sziikséges, hogy effektiv rendszéma a levegé effektiv
rendszdmdval, 7-69-el legyen egyenls, ahol az effektiv rendszdmot
a kovetkezd formula definidlja

ahol a;, ag... az Ny, N,... rendszémi atomok szdma. Ha az
abszorpeion kiviil a szérodast is figyelembe vessziik, ami kemény
sugdrzds esetében mdr indokolt, akkor egy igen komplikélt formula
adodik, mely szerint az effektiv rendszdm a hulldmhossz fiiggvénye
lesz s igy ahhoz, hogy valamely anyag a hullimhosszt6] figgetleniil
levegGekvivalens legyen sziikséges, hogy az effektiv rendszdma a
levegd effektiv rendszdmdval ardnyosan valtozzék (4), (5).

Ilyen levegdekvivalens anyagnak bizonyult 97 9, grafit és 3 %,
siliclum keveréke, melyeket acetonban oldott celluloid és zappon
lakk segitségével rugalmas szilird anyaggd lehet formélni. A kamra
faldénak olyan vastagnak kell lennie, mint amennyi a legnagyobb
energiaju elektron hatotédvolsiga ebben az anyagban.

Kés6bb az ilyen dozismérSket még azdltal tokéletesitették, hogy
a méréberendezéshez vezet§ csében az ionizdciot nem o6lom béle-
léssel akaddlyoztdk meg, ami egyben egy bizonyos térszoghdl a
sugaraknak a kamrdba valé jutdsdt is megakadédlyozta, hanem a
csovet cerezinnel toltotték ki, s igy az 0. n. irdnyeffektust nagy
mértékben sikeriilt kikiszobolni.

Frieprica és munkatdrsai (6) megéllapitottdk, hogy ezekben a
kis ionizdeiés kamrdkban is az ionizdeids dram ardnyos a kamra
térfogatdval, igyhogy ezek a levegGekvivalens kamrdk bizonyos.
hatdrok kozott az «» egység abszolut meghatdrozédsdra is alkal-
masak.

035

A rontgensugdrzdshoz hasonlé biologiai hatdsa van a rddium
sugdrzdsdnak is és célszerfinek bizonyult a y sugdrzdst is «» egy-
ségekben mérni. A definici6 szerinti «w» meghatérozds azonban i
sugérzasnal meglehetés nehézségekbe iitkozik, amennyiben a sz6ba-
Jov6 rddium mennyiségeknél az ionizdeid joval gyengébb, mint a
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rontgensugarakndl, masrészt a szekunder elektronok hatétévol-
sdga a leveg6ben kb. 3 méter s igy igen nagy ionizdeciés kamrara
van szitkség. Viszont annyiban meg egyszerfibbek a viszonyok,
hogy sok kérdés megolddsahoz elegendd, ha egyszer s mindenkorra
megéllapitjuk, hogy 1 mg rddiumnak 1 em tédvolsdigban 1 6ra alatt
hany «m» felel meg, azaz meghatdrozzuk az 0. n. r/mgh konstans
értékét.

Kavg és Bings (7) ezt a kovetkezd kisérlettel igyekeztek meg-
allapitani. Egy 8 méteres nagy ionizdcioés kamrdt csindltak, mely-
nek elillsé és hatuls6 oldaldt 10—10 faggélegesen kifeszitett drot

7. 4bra. Kave és Binks ionizdciés kamrajanak feliilnézete.

{a, b,...) alkotta, melyek 200, 400, . . .2000 volt fesziiltségre voltak
kapesolva. Az egyik oldala egy vékony lap ugyancsak 2000 volt
tesziiltségen (4), mig a mdsik o'ldalé'g, a két foldelt lap (B) kozotti
elszigetelt mérdlap (C) alkotta. Az elektromos er6vonalak igy az
oldalakra mer6legesen haladnak 8 a mérétérfogathan (7), valamint
ennek kornyezetében keletkezd ionokat az elektromos tér a mérd
elektrodra hajtja. Pontos értéket nem sikeriilt megallapitaniok.

A kérdés preciz megolddsat FriepricH és munkatdrsai hajtottdk
végre a kovetkez6 médon. Mivel y sugdrzdsndl az ionizéciét csak-
nem teljes mértékben a Compron-elektronok hozzdk létre, kis atom-
sulyt anyagokndl az ionizdcié az elektronkoncentraciotol figg,
ami viszont kis atomsilya anyagokndl kozelitGleg ugyanaz. fgy
virhat6 volt, hogy y sugdrzdssal szemben bizonyos szildrd anyagok
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‘elektronemisszi6ja akkor is megegyezl lesz a levegl elektrone-
misszi6jdval, ha effektiv rendszdma nem egyezik meg teljesen a
leveg6 effektiv rendszdmdval, azaz pl. a tiszta grafit, kéregpapir, sth.
7 sugédrzdssal szemben tokéletesen levegGekvivalens médon fog-
nak viselkedni. A kévetkezd kisérletek, melyekben nekem is alkal-
mam volt résztvenni, az eléz8 feltevést teljesen igazoltdk.

Fgy erés falu vashenger egyik végében volt elhelyezve egy
henger alaku, 4 mm vastag grafitbol késziilt ionizdciés kamra (4),

8. abra.

melynek eliilsd lapjat (B) oldalra lehetett forditani, mig a vas-
henger mésik végében volt a rddium. Koztik, az 6lomtartobol
kivéaltott elektronok eltéritésére szolgdlo elektromdgnes (C) és az
alap dram meghatdrozdsdra szolgdlo 6lom kup (E). A ComproNn-
s20r6dds irdnyeloszlisa miatt az ionizdciés dram {Sleg azoktol az
_ elektronokt6l szdrmazik, melyek a rddium és ionizdciés kamra
kozotti térbdl indulnak ki. A kiilsnboz8 nyomést levegdvel toltott
vashengerben végzett ionizdciés drammérések azt mutattdk, hogy
200-t61 le egészen 60 atmoszféra nyomdsig az ionizdeidés dram
ugyanaz, akdr kézbe volt iktatva a grafit lap, akdr nem, azaz a
grafit leveg6ekvivalens anyagnak mutatkozott. 60 atmoszféra alatt
aztan, ha a grafit lap nem volt kozbeiktatva, az ionizdciés dramok
fokozatosan gyengiiltek a grafitlappal mért ionizdcios dramokhoz
képest, mert hiszen kis nyomdsokndl a rddium és ionizdciés kamra
kozott mdr nem allt elegendd levegd rendelkezésre a szekunder
elektronok kivaltédsdra (8). \

Ha mérmost atmoszféra nyomdson novekvd falvastagsdga
grafit kamrdban mérjiik az ionizdciés dramot, azt taldljuk, hogy
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4 mm falvastagsdgig az ionizdciés dram né, ettsl kezdve aztén
alland6 marad, mert nyilvdn a fal kiils6 részén kivdltott szekunder
elektronok mér nem tudnak behatolni az ionizdciés kamra belse-
jébe. A szekunder elektronok hatétdvolsdga grafitban tehdt 4 mm,
szemben a levegébeni 3 méterrel. Egy ilyen 4 mm falvastagsdgt
grafit lonizdciés kamrdival akar kozel, akdr tdvol a ridiumtol
leveg@ekvivalens dramot mérhetiink (6).

Egy mésik kisérlet kozvetlen osszehasonlitdst tett lehetGvé a
levegGekvivalens ionizdeiés kamra és a definicio szerinti «» meg-

hatdrozésa kozott. A berlini Deutschlandhalleban, 100 x50 x 22.

méteres szabad levegétér kozepén, tehat 11 méternyire a legkoze-
lebbi szildrd testtdl, logott a 40 em élfi, kockaalakt ionizécids
kamra Ty vastag selyempapir falakkal. T6le 40 m-re volt elhelyezve
a radium (2-2 g), aminek kovetkeztében az ionizdciés kamra nagy
mértékben homogénen volt besugdrozva s minden tekintetben az
@y egység definicidja szerint mérte a sugdrzast. Egy 6 mm falvas-

tagsdon kéregpapir doboz rdhuzdsdval viszont levegdekvivalens.

falu ionizéciés kamrivd véltozott. Az ionizdeiés dram mindkét
esetben ugyanakkordnak addodott, ami dltal beigazolodott, hogy
levegbekvivalens falu kamrdval lehet abszolut «» meghatérozdst
végezni.

20 méternél kozelebb hozva a rddiumot, a selyempapir kamra
drama egyre nagyobbnak, majd 8 m utén rohamosan kisebbnek
bizonyult, mint a levegbekvivalens falu kamra drama, ami azt
mutatja, hogy 20 m-tl kezdve az ionizéciés kamra el6tti levegs
részek médr szdmottevéen erésebben vannak besugdrozva, mint
maga az lonizédeiés kamara s igy az innen kiindulé szekunder
elektronok tulkompenziljak a kamrdban kivéltott és onnan tdvozé
elektronokat, mig 8 m-nél kisebb tdvolsdg esetén viszont mir nem
lévén elegend{ hely a szekunder elektronok kivaltdsdra, az ionizdcios
dram lecsokken. A levegGekvivalens falu kamrdban viszont az
ionizéeiés dram mindkét esetben ugyanaz marad (8).

B kisérlet szerint a definicié szerinti «» meghatédrozdsndl tehat
legaldbb 20 méterre kell lennie a rddiumnak az ionizédciés kamrd-
tol. Ez esethen viszont az ionizdciés dram olyan gyenge, hogy
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intenzitdsdnak pontos, abszolut meghatdrozdsa igen nagy nehéz-
ségekbe iitkozik. Ezért célszertibbnek mutatkozott az r/mgh éllando
értékét levegGekvivalens falu kamrdval meghatdrozni.

Frieprica (6) e célra egész kicsi ionizdciés kamrdkat hasznélt.
A kamra és a rddium kozé 6lom rudat helyezve egy erdsité beren-
dezés segitségével mérte azt az ionizdeiés dramot, melyet a kor-
nyezet szekundersugdrzdsa hoz létre, majd mérte az ionizdcids
dramot az 6lom rud elvétele utdn. A kettd kiilonbsége adta a koz-
vetleniil a rddium 4ltal létrehozott ionizdciés dramot, melybél
ismerve a kamra térfogatdt, a tdvolsdgot és a rddium mennyiségét,
az r/mgh értéke kiszdmithato. Y/, mm Pt szlir6 esetén 7-8, mig
1 mm Pt szlirénél 7-8 adodott.

A r sugdrzés mérésének gyakorlati kivitelénél célszertinek bizo-
nyult az ionizdcios kamrét és a méréberendezést osszekotd résat
kikiisz6bolni, azaz az ionizacios kam-
rit és mérGberendezést kettévdlasz-
tani. S1EVERT készitett elGszor ilyen
1. n. kondenzédtorkamrakat, melyek-
nél a kiilsé gomb belsejében borostyéan
csucsokon egy masik kis gomb van
elhelyezve. Ezt a bels6 gémbot néhény
100 volt fesziiltségre teltoltjik, majd
a mérendd helyen megfelelé ideig
besugdrozzuk, aztdn ismét lemérjik
a bels6 gomb fesziiltségét. A fesziilt- A ey
ségesés ardnyos lesz a kapott sugér- Kondonzatork anith:
mennyiséggel.

Ilyen kondenzdtorkamrdkkal rontgensugérzdst is mérhetink,

ha rontgensugdrzdsra nézve levegGekvivalens anyaghol készitjik
a megfelel§ vékonyabb falvastagsdggal. Tapasztalataink szerint

éppen ezek a kis kondenzétorkamrdk bizonyultak a legpontosabb-

és legsokoldalubban haszndlhato mérGeszkozoknek. Szigetelésilk
olyan kivéllé, hogy pl. egyik ilyen kis kamrank 400 nap alatt
toltésének mindossze felét veszitette el egy olyan helyiségben,

mely nem is teljesen sugdrvédett. Atmérdjik mindossze 8—10 mm
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s igy médunkban all velok kozvetlenill megmérni a doézist a test
belsejében is pl. gyomorban, nyel8esGben stb.

Célszertinek mutatkozott mdrmost ugyanazt a kondenzétor-
kamrdt y sugdrzds mérésére is alkalmassd tenni. E eélbol egy meg-
felel§ gombhéjat készitettiink, melybe a kondenzdtorkamrét bele-
helyezve, osszes falvastagsdga a sziilkséges 4 mm-re névekedett.
Ezekutdn médunkban allt megnézni, hogy a rontgensugarzéssal
bekalibralt kondenzatorkamra felvastagitds utdn helyesen méri-e
a y sugdrzdst és forditva, hogy a y sugdrzdssal bekalibralt konden-
zatorkamra a vastagito burok levétele utdn helyesen méri-e a
rontgensugarzast ?

A y sugdrzassal valo kalibrdldshoz a 80-77 mg rddiumot tartal-
maz6 gombetalonunkat hasznaltuk, melynek kiils6 4tmérGje 6 mm,
fala 1 mm vastag platina. Relativ mérésekkel elGszor is megdlla-
pitottuk, hogy 6 cm tédvolsdgtol kezdve az r? torvény mér szigorian
érvényes, azaz az etalon teljesen pontszerfinek tekinthetd. Ezutdn
11 em tdvolsaghban mértik a fesziiltségesést egy 6lomkap kozbe-
iktatédsdval és anélkill. A kett§ kiilsnbsége adta a kozvetlen y
sugdrzds altal létrehozott fesziiltségesést,melyhez hozzé rendeltiik
a 7-8 r/mgh értékb6l a 11 ¢m-re és 30-77 mg-ra dtszdmitott értéket.

Azilyen médon bekalibralt kondenzétorkamrat aztdn a vastagit6
burok levétele utdn osszehasonlitottuk kitllonboz6 fesziltségii
rontgensugarakndl a nagy hordokamriankkal. A mért értékek
1%.-on belil megegyeztek egymdssal, ami azt mutatja, hogy a
rontgensugdrzas mérésére szolgdloé kondenzatorkamrékat az eredeti
«» egység definicié alapjin miikodd, de kényes és koltséges hordo-
kamrés berendezés helyett egyszertien radiummal is bekalibral-
hatjuk.

IIT.

Léttuk azt, hogy az ionizdciés édram ardnyos az abszorbedlt
energidval. Az ionizdciés dram mérésébdl az abszorbedlt energia
ki is szdmithat6. 1 r/sec ugyanis 1 elektrosztatikai egységet jelent
médsodpercenként és ez — mivel egy elektron 4:77.10—10 elektro-
sztatikai egység — 1/4-77.10-10=2.09.101¢lektron téltéssel egyenls.
1 em?® levegGben tehdt 1 r/sec esetén 2:09.1010 iénpér keletkezik



AZ «r» EGYSEG MEGHATAROZASA. 107

mdsodpercenként. Szdmos kiilonb6z6 hulldémhosszasagi rontgen-
sugdrzdssal végzett méréshdl tudjuk, hogy egy i6npéar léte-
sitéséhez 32:2 eV =5-12.10—10 erg energia sziikséges, tehdt Ossze-
sen 2:09,1010,5:12.10—10=0-107 erg energia haszndlodott fel az
ionizdeid létrehozasdhoz. Ennyi tehdt az abszorbedlt energia.
Mésrészrol
Eope = E—Ee=#* = E(1 — e—#*) = Eux

ha, minthogy pa kicsi, a magasabbrendfi tagokat elhanyagoljuk.
Legyen z=1, akkor E ;s az 1 cm®-ben abszorbedlt energiat adja

B = Ep.

Ha tehdt w ismeretes és az abszorbedlt energidt az ionizdcidbol
kiszdmitjuk, akkor az E-t, azaz a beesé sugdrzds teljes energidjat
18 meghatdrozhatjuk.

Mindez esak monokromatikus sugdrzdsokra érvényes. Komplex
'sugdrzds esetén ugyanis a p nem édllandd, a ldgy sugarak ardnylag
-erGsebb abszorpeioja kovetkeztében a sugdrzds eleinte keményedik,
majd a tobbszorés ComproN-szorodds kovetkeztében ismét lagyul.
A sugdrzds energidjat tehdt a killonbozé mélységekben csak akkor
tudjuk kiszdmitani, ha ismerjiik, hogy a kérdéses komplex sugdr-
zésra nézve az egyes helyeken a p mekkora.

Kérdés marmost, hogy mennyi energia abszorbealédik az emberi
testben egy bizonyos r/sec esetén? Kozvetlen méréssel ezt nem
sikeriilt megdllapitani. MurpocH és STAHEL (9) prébalték petrol-
aetherben mérni az abszorbedlt energiat és ezt aztdn dtszdmitani
az emberi testre, de a felléps kémiai reakeiok reakei6hdje az energia-
mérést meghamisitotta. A kovetkez6 meggondoldssal azonban cél-
hoz juthatunk (10). Vegytink két egyenl6 térfogatelemet levegé-
b6l és vizb6l. Essen mindkettére R sugdrmennyiség. Az abszorbedlt
energia ardnyos lesz R-el, a térfogattal v-vel és az abszorpeio-
koefficienssel, azaz a=p—osval. Az abszorbedlt energidk tehat
Rva; és Rwa,, a térfogat egységre vonatkoztatott dézisok pedig a
evegénél D;=Ra;, a viznél D,=Ra, lesznek, amib6l D,=D;.a,/a;.
Az ayfa; faktor értéke 800 koriil van, fiigg a hémérséklettsl, nyo-
mastol és a sugdrzas Osszetételétdl.
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Ha azonban a dézist a térfogat helyett a tomegegységre vonat-
koztatjuk, akkor D"/=Rajg, és D',=Ra,/g,, vagyis

ahol a faktor, mint a mérések és szdmitdsok mutatjdk fiiggetlen
a nyomdstol és hémérséklettsl, értéke a killonbozd hullimhosszak-
nél nem sokat tér el az egységtdl. A tomegegységre vonatkoztatott
dozisok tehét a levegbben és vizben s igy az emberi testben is
kozelitGleg egyenl@k.

Léttuk, hogy 1 em® normél levegben, azaz 0-00129 g-ban
1 r/sec esetén 0-107 ergnyi energia abszorbedlodik, 1 g levegGben
tehdt 0-107/0-00129=83 erg=2 mikrokaloria. Ugyanennyi abszor-
bedlodik a besugdrzott test egy-egy grammjdban is.

Mivel tehdt célszerinek mutatkozik a dozist a térfogat helyett
a tomegre vonatkoztatni, az 1937. évi chicagdi nemzetkozi radio-
légiai kongresszus az «m» egység definicidjaba is az 1 em® 0 Celsius
foka 760 Hg mm nyomdsu levegd helyébe a 0:00129 g levegst
vette bele.

Irodalom.
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Jelen dolgozat Budapest SzékesfGvaros Eotvos Lordnd Rédium
és Rontgen Intézetében készult, mely dr. Czuxrr Vinmos egyetemi
magdntanar, kozkorhdzi f6orvos vezetése alatt 4ll, akinek értékes
tandcsaiért és tdmogatdsdért eziton is leghdldsabb koszonetemet
fejezem ki. Bozéky Ldszlg.
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UBER DIE BESTIMMUNG DER «r» EINHEIT.

Nach einer historischen Zusammenfassung der Entwicklung der
absoluten «»-Bestimmung bei Rontgen und y-Strahlen, wird ein Aggregat
beschrieben, das aus einem grossen, im Radium- und Rontgen-Institut
der Hauptstadt Budapest hergestellten variablen Urankompensator
und einem grossen Fasskammer besteht, mit welchem das Institut die
absoluten «r»-Bestimmungen vollfithrt. Es wurden die Eichungen der-
selben Kondensatorkammer mit p-Strahlen und mit verschiedenen
Rontgenstrahlen unter passenden Verhéltnissen verglichen und eine
Ubereinstimmung innerhalb 19, festgestellt. Die energetische Verhalt-

nisse werden dargestellt.
L. v. Bozoky.
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Kimutatas

az 1939. évi november hé 1-t61 1940. évi mércius hé 31-ig befolyt
osszegekral.

1. Tagdij.

1931-re : Riesz Marcel (6).

1932-re : Riesz Marcel (6), Szegd Gabor (5).

1933-ra : Riesz Marcel (6), Szegé Gabor (6), Sziics A. Ervin (8)..
1934-ve : Fejes Zsigmond (2), Riesz Marcel (6), Szegé Gdbor (6),
Walek Kiroly (6).
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1936-ra : Barnéthyné Forré Magdolna (8), Borhidy Ferenc

1935-re : Fejes Zsigmond (6), Riesz Marcel (6), Szeg6é Gdbor (
(5),
Fejes Zsigmond (6), Lajta Erné (4), Radé Simon (6), Reuss Endre (8)
(

2’
Riesz Marcel (6), Szeg6 Gdbor (6).

1937-re : Barn6éthyné Forr6é Magdolna (8), KFejes Zsigmond (6),
Hancsok Kalmén (6), Magi Ferenc (6), Nagy Gyula (2), Reuss
Endre (8), Rédei Laszlé (6), Riesz Marcel (6), Runtdigné Perényi
Gizella (6), Szegé Gdbor (6), Tobisch Jénos (6), Tolnai Jend (8),
Volenszky Gyula (2).

1938-ra : Boros Jénos (6), Breszlauerné Blau Ilona (4), Egyed
Liaszlé (4), Fejes Zsigmond (2), Magi Ferenc (6), Nagy Gyula (6),
Neogriddyné Haich Sarolta (8), Orbin Gyorgy (6), Papp Margit (8),
Patai Liszl6 (2), Reuss Endre (8), Rédei Laszl6 (6), Riesz Marcel (6),
Rona Erzsébet (8), Soés Erné (8), Szegé Giébor (6), Theiszné Vajk
Magda (2), Tobisch Jénos (8), Tolnai Jend (8), Volenszky Gyula (5),
Ziginy Ferenc (4).

1939-re : Bacsé Vilmos (6), Bertrdém Bruné (6), Goldziher Karoly
(8), Heuer Ede (8), Hoér Tempis Mér (6), Magi Ferenc (6), Nagy
Ferenc (8), Nagy Gyula (6), Neogradyné Haich Sarolta (8), Orbin
Gy01gy (6), Reuss Endre (8), Riesz Marcel (6), Rona Erzsébet (8),
Szabd Gusztdv (8), Szdnté Séndor (8), Szegé Gdbor (6), Szekeres
Kélmén (8), Tobisch Jénos (8), Ziginy Ferenc (1).

1940-re : Bakos Tibor (6), Csehné Tillinger Stefdnia (8), Erdds
Pal (6), Farkas Dénes (6), Feny6 Istvin (8), Gausz Joézsef (6),
Hoffmann Erné (8), Jelitai Jozsef (8), Klug Lipét (8), Kovessi
Ferenc (8), Kuzaila Péter (6), Nagy Gyula (6), Ortvay Rudolf (8),
Poginy Béla (8), Rados Gusztdiv (8), Rados Ignde (8), Ruesinszki
Lajos (8), Schaller Matyds (6), Szabé Gabor (8), Szegé Gdbor (6),.
Szép Jend (8).

2. Elofizetés.

1940-re : Kistjszalldsi Ref. Horthy-gimn. (6), Miskolei Ref. Lévay-
gimn. (6), Pannonhalmi Kozponti Konyvtir (6), Soproni Kgyetemi
Konyvtdr (6).

3. Segély.
M. T. Akadémia (1940. I.) 500, Allamsegély 500.

Budapest, 1940. dpr. 6. Jelitai Jozsef,.
pénztéros.



Az Eotvos Lordnd Mat. és Fiz. Tdrsulat elsé 32 mate-
matikai versenyének teljes anyagdt tartalmazza a kivetkezd
munka :

Kiurschak Jozsef: Matematikai versenytételek. Tanulé-
versenyein Kkitlizte az Eotvos Lordnd Matematikai és
Fizikai Tarsulat 1894—1928; megolddsokkal és jegyze-
tekkel; VIII4133 lap, Szeged, 1929.

Bolti 4ra 10 P; Téarsulatunk tagjai 40%-os kedvez-
ménnyel megrendelhetik a Koézépiskolai Matematikai és

Fizikai Lapok kiadohivataldban (Budapest, XI., Verpeléti-
ut 12.)
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A folyébirat szellemi részét illeté kozlemények a szerkeszt6khoz
kiildendd6k és pedig a matemalikai targytak Kdnig Dénes (XI., Horthy
Miklés-uit 28., Lénart-pensio), a fizikai targytak pedig Orfvay Rudolf
(VIIL, Miazeum-korut 4/c, Egyetemi elméleti fizikai intézet) cimére.
T. munkatirsainkat kérjiik, hogy kézirataikhoz néhiny soros idegen-
nyelvli 6sszefoglalést mellékeljenek, és hogy arra, valamint minden
korrekturara pontos cimiikel frjak ra.

Minden 6néallé cikk szerz6jének 25 boritéknélkiili kiilénlenyoma-
tot adunk. Cimzett borilék és tobb killonlenyomat ecsak a nyomdéval
valé kilon megegyezés alapjan kaphaté6. -

A Tarsulat Ggyvilelére vonatkozd levelek, tagajanldsok és foly6-
irat-cserepéldanyok Orfoay Rudolf titkar cimére kiilldenddk.

Evi tagsagi dij Budapesten 8, vidéken 6 pengd. Minden befizetést
Téarsulatunk 5997. szdmu postatakarékpénztari csekkszdmlijara kériink.
A folyéirat és a meghivok kildésére vonatkoz6 felszélamlasok, cim-
valtozasok Jelitai Jozsef pénztéros cimére (II., Bimbé-ut 5.) intézenddk.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad-
resse des Geschiftsfahrenden Secretirs R. Orfeay, Budapest, VIIL.,
Mizeum-korat 4/c.

On est prié d’envoyer les exemplaires d'échange des périodiques
a I'adresse du secrétaire R. Orfpay, Budapest, VIII., Mizeum-kérut 4/c.



A MATEMATIKA NEHANY UJABB
SZEMPONTJANAK FIZIKAT VONATKOZASAL

Attekintés.

1. Komplex szamok « fizikdban. Komplex fiiggvények tana,
aramlas a sikban, konform leképezés. Rezgési problémak, az expo-
nencidlis fiiggvény alkalmazdsa. Alkalmazds a relativitds elméleté-
ben, a Minkowski-féle tér. A hulldimmechanika, kvantummecha-
nika, HiuBerr-tér. A kvaterniok. A magasabb komplex mennyi-
ségek alkalmazdsa. Matrixelmélet. Dirac-féle egvenlet. A mezon
egyenlete. Masodik kvantdlds.

2. A wektorfegalom. Gyokerei: a kvaternidk és GRASSMANN
Ausdehnungslehre-je. A vektormez§. A vektorfogalom altaldnosi-
tdsal, a linedris vektortér. A HinBeErT-tér. Az operdtor fogalma
mint a kvantummechanika alapfogalma.

3. A térfogalom dltaldnositdsar. A Minkowski-féle tér. Indefinit
metrika. Az invarianselmélet behatoldsa a fizikdba. A RiEman~-
féle tér és a gravitacidelmélet. A Ricor-kalkulus. Geodetikus
gorbék.

4. Altaldmos koordindtdk és tobbdimenziés terek. A LacrRANGE-féle
~ 4ltaldnos koordindték. A koordinita-impulzustér. A koordindta
ter. A Haminron—Jacosr féle egyenlet és a ScHRODINGER-féle
egyenlet. A statisztikai mechanika és ergodelméiet. A kvantum-
mechanika és HrinBErT-tér. Ortogondlis filggvényrendszerek.

5. Axiomatika. A NEwron-féle mechanika. A termodinamika.
Az elektrodinamika. A kvantummechanika. A Dirac-féle axioma-
tika. Aktudlis elvi problémdk : kvantumelektrodinamika, magerdk,
elemi részek, alapallandok osszefiiggése.

Matematikai és Fizikai Lapok XLVIIL. 8
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6. A csoportelmélet. Kristalyracsok. Relativitdselmélet.

A ScurRODINGER-féle egyenlet csoportja és az atom, ill. molekula-
allapotok szisztematikaja.

7. A transzformdcis-elmélet. A kanonikus transzforméeio.
A matrix transzformdci6. A kvantummechanika transzforméeio-
-elmélete.

8. Halmazelméleti szempontok.

A tudomédnyok Oridsi mérvi(i és szertedgazo fejlédése folytan
sokszor az a helyzet dll el§, hogy még egy tudoményon belil is az
egyes fejezetek miveldi egymés nyelvét nem értik, tgyhogy
valosdgos babeli nyelvzavar fenyegeti 2 tudomdny haladdsat. Eme
tulmesszemen specializdldas veszélyeire sokan reamutattak és
altaldnos kivdnsdg a belGle eredd hatrinyok megsziintetése és a
tudomdny egységének megdvésa.

Szerencsére olyan korszakokban, melyekben a tudomany egész-
ségesen fejlédik., mindig fellépnek jelentékeny egyéniségek, kik
meg tudjik taldlni ama mélyebb egységesitd szempontokat, melyek
nagy terilletek dttekintését lehet§vé teszik és a tudominy egységét
kell6 evidencidba helyezik. Tlyen szempont sokszor egy egész
specidlis probléma megolddsa koriil meriil fel és csak kés6bb derii
ki, hogy egy nagy épilet keresett zdrokiove. Ilyen volt NEwToN
gravitdcios torvénye, mely kozos szempont ald hozta a hajitdst,
szabad esést és bolygomozgdst. foldi és égi mechanikdt ; ilyenek a
MaxwrLr-féle egyenletek, melyek az oly szétdgazo elektromos és
magneses jelenségek és az optika nagy részét foglaltdk magasabb
egységbe; a relativitds elmélete és napjainkban a kvantumelmélet.
A matematika teriiletén a differencidl- s integrdlszdmitdst, a
Riemaxx-féle feliileteket és a csoportelméletet emlitem fel sok
koziil. Bz, a megfelel6 mélyebb szempont felismerése, az egységesi-
tésnek lényeges madja.

Ezenkiviil van az egységesitésnek egy kevésbbé mély, kilsGleges,
inkdbb csak el6készitd, de szintén hasznos modja. Ez abban 4ll,
hogy igyekszik a tudomdny tdvoli eredményeit dttekinthetGen
osszedllitani és igy a kutatok figyelmét a tudomény kiemelkedd
mozzanataira felhivni elGaddsok, dsszefoglalé ismertetések, enciklo-
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pédidk segélyével. Ezdltal az egységesités fontossaganak tudatdt
ébrentartja és az esetleg felmerilé wj nagy szempontok megértését
el6mozditja.

Azt hiszem, Tarsulatunk egyik feladata az 6nallo munkdssig
tdmogatdsan kivil éppen a tudomény egysége tudatdnak dpoldsa.

A jelen elGadéashban e célhoz szeretnék szerény mértékben hozzd-
jarulni, midén a matematika ujabb szempontjainak napjaink
fizikdjdban valo érvényesilésével foglalkozom.

Ki fogok vélasztani néhany szempontot és ezeket végigk6vetem

a fizikdn ugy, hogy néhiny keresztmetszetet kapunk, melyek egy-

mast 18 metszik, azaz ugyanazon dolgok tobb vonatkozdsban is
eléfordulnak. Részletesebb ismertetésbe nem bocsitkozhatom, ha-
nem a legtobb dolgot ismertnek tételezve fel, a lényegesnek 1dtszo
szempontok kiemelésére szoritkozom. Egyes nagy és fontos feje-
zeteket, mint a differencidlegyenleteket és f6kép a keriileti érték-
problémat nem fogom tdrgyalni, csak alkalmilag teszek emlitést
roluk, mert ezekkel a matematikai irodalom osszefoglaldsokban is.
béven foglalkozott.

Nagy segitségemre van Fruix Koein: Entwickelung der
Mathematik im XIX. Jahrhundert cim@i, nem kész alakjiban is
rendkiviil tanulsagos mtive, mely fizikai vonatkozasokkal is b8ven
foglalkozik (pl. a masodik kotet teljesen a relativitdselmélet mate-
matikai vonatkozdsait tdrgyalja) és lehetdvé teszi. hogy egyes
helyek bdvebb targyalasat elkeriljem és az emlitett mire hivat-
kozhagsam. Kiilonésen vonatkozik ez az 0.n. klasszikus fizikdra,
beleértve a relativitds elméletét is, mig a kvantummechanikdval
kapesolatos fejlédés lényegesen 1j matematikai szempontokat
hasznédl, melyekkel KLeIN idézett miive nem foglalkozik. Termé-
szetesen tobb esethen egynémely alapveté gondolatot régebbi
1dbe kell visszakovetni.

Egy mdas szempontbdl is korlatozom a tdrgyat. Alig van a
matematikdnak olyan fejezete, mely specidlis fizikai problémdknal
alkalmazdst ne taldlt volna és viszont sok fejezete a matematiké-
nak ilyen problémdkbol fejlédstt ki. En azonban esak olyan mate-

matikai szempontokkal foglalkozom, melyek 4ltaldnos fizikai

8%
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torvényszertiségek felfogdséra és kifejezésére lényegesek. A régebbi,
. n. matematikai fizika sokat foglalkozott olyan problémdkkal,
melyek érdekessége elsGsorban a matematika oldalin van, mint
specialis alaka testek potencidlja szinguldris esetekben is. Az a
kényv, melybdl kozilink a legtobben a matematikai fizikdt meg-
ismertiik, a RiEMaxy—WEBER 1 j6 fogalmat ad a klasszikus fizika
matematikai vonatkozdsairol. Ha evvel osszehasonlitjuk a ml 1j
atdolgozdsat Frank és Mises 2 dltal, vagy CouvraNnT—HInLBERT ®
mfivét, azonnal lathatjuk nemesak az anyag bdviilését, hanem az
4ltaldnos szempontok el6renyomuldsat is. BS fejezeteket szentel-
nek a linedris algebranak, operdtorelméletnek, ortogonalis fiigg-
vények tandnak. Fs még igy sem olelik fel a mai fizika 4ltaldnos
szempontbol is lényeges matematikai appardtusét.

Ezek utdn térjink 4t minden teljességre valo torekvés nélkiil a
fejlédés egyes kiemelkedd szempontjai attekintésére. Mivel egyes
fogalmak tobb 6sszefiiggéshen is elGfordulnak, egyes ismétlések
nem lesznek elkeriilhetdk.

Koillplex szdmok a fizikdban.

Amint a komplex szamok az algebraban és fiiggvénytanban
sokszor éltaldnos torvényszeriségek kimonddsat tették lehetévé,
ugy a fizikdban is hasznosaknak bizonyultak eleinte specidlis
problémdknal, majd dltaldnos torvényszertiségek kimonddsdnal is.
Kozismert, hogy mily hasznos rezgési problémdkndl a trigono-
metrikus fiiggvények exponencidlis figgvényekkel valo helyette-
sitése, ugyhogy a fizikus, de még a technikus is dltaldnosan alkal-
mazza. Eppigy ismeretes, hogy az inkompresszibilis folyadékok
kétdimenzios dramlasdndl a sebességi potencidl és az dramvonalakat
elballito figgvények egy komplex véltozo analitikus fiigevényének

1 H. WesEr: Die partiellen Differentialgleichungen der mathemati-
schen Physik I—II. Vieweg.

2 P, FrANK u. R. v. Mises: Die Differential- u. Integralgleichungen
der Mechanik u. Physik I—II. Vieweg.

3 R. CourANT u. D. HILBERT : Methoden der mathematischen Physik.
T—TI. Springer.
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redlis és imagindris részei. HEz sok aramldsi probléma targyalasat
lehetGvé teszi, igy a repiilégépek felhajto erejének térgyaldsat
kitlonbozd szdrnyprofilok esetében, midén a szarnyprofilnak korre
valé konform leképezése jut szerephez. Az is ismeretes, hogy
Riemaxy a Lapnace-féle egyenlet exisztencia-problémdjindl a
Riemann-féle felileten egy fizikai képbdl indult ki és igy egy neve-
zetes matematikal tételhez fizikai analogia segélyével jutott el.

Ezy igen jellegzetes példajit komplex szdmok altaldnos fizikai
elméletre valé alkalmazdsdnak a relativitds elmélete adja. Az id6
a fizika alapvet§ vonatkozésaiban mindig kissé mdskép szerepels
mint egy térkoordindta. igy a Maxweri-féle egyenletekben vagy
a hullimegyenlethen. Ennek jellegzetes és dltaldnos kifejezést
adhatunk. ha azt mondjuk, hogy egy dltalinos ardnyossagi fak-
torral és az imagindris egységgel megszorzott 1d6: xy=1ict, az a
mennyiség, mely pontosan agy viselkedik, mint egy térkoordinata.
Ezért alapveté a négydimenzios MiNkowsKI-tér bevezetése, mely-
nek koordindidi: zy x,, &, &g, hol z;, x,, x4 a térkoordinédtdk; és
melynek metrikdjat az x3+x]-+a3-+22 négyzetes alak jellemzi, mely
azonban, mivel x, imagindriug, negativ értéket is felvehet. Ebben
a térben deriil ki a fizikal torvényvszer(iségek igazi szimmetridja,
ugyhogy a Minkowski-tér fizikai gondolkoddsunk lényeges eleme
és tovabbi fizikai hipotézisképzés kiindulopontja.

De a kvantummechanikdban is egészen dltaldnosan komplex
mennyisézeket hasznalnak, igy a ScHrRODINGER-féle egyenlet meg-
olddsaindl, a rendszert a HinserT-térben reprezentdlod vektor ese-
tében, 6t az impulzushoz rendelt alapvetd operdtorndl is:

d
an :

o E

P i

hol g a megfeleld koordinata és # a Planck-féle éllando osztva,
27-vel.

Az alapvetd HrisexBerG-féle feleserélési reldciokban :

%
PreQr — qkPr = T 1, stb.
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is explicit szerepel az imagindrius egység. Altaldban a szerepls
matrixok komplex hermitikus és unitdr matrixok, ill. operdtorok.
A kvantummechanika egész formalizmusa lényegesen komplex
mennyiségeket haszndl, a redlis frdsmodra vald dttérés rendkiviil
nehézkessé tenné az egész appardtust.

Magasabb komplex, . n. hiperkomplex szdmokat el8szor a
kvaterniok bevezetésével alkalmaztak és eleinte, f8kép angol szer-
z6k tilzott jelentéséget tulajdonitottak nekik, de wjabban csak
elvétve hasznaljdk. pl. F. KLriN a merev test forgdsai el6allitdsd-
nal. Persze nem szabad elfelejteni, hogy a fizikdban ma széltében
haszndlt és nélkiilozhetetlen vektoralgebra a kvaterniok tandhol
és  GrassMANN «Ausdehnungslehre»-jéb6l nétt ki, Ami lényeges
volt, megmaradt és a fizikai gondolkodéds nélkilozhetetlen segéd-
eszkozét képezi. A fizika legtjabb fejlédésében a magasabb hiper-
komplex szamok ismét igen nagy jelentfségre tettek szert. Igy a
kvantummechanika Hzrmsexsere, Bory és Jorpantdl eredd meg-
fogalmazasiban ugy fejezhetd ki, hogy a klasszikus mechanika
formdlis torvényei, mint a kanonikus egyenletek, érvényben ma-
radnak, de a koordindtdk és impulzusok helyébe matrixok, dltald-
ban hermitikus matrixok teendGk. Altaldban fizikai mennyiségek-
hez matrixokat rendelimk. A matrixok sajdtértékei a fizikai
mennyiség lehetséges értékei. De a matrixok felfoghatok mint
hiperkomplex mennyiségek, melyeket miveleti szabélyaik definidl-
nak fiiggetleniil a matrixalakban valo elééllitdsuktol. Tgy a koordi-
nétdk és impulzusokra jellemzs, hogy a Hemsexserc-féle feleseré-
lési reldcioknak tesznek eleget :

: Ry
Pidk — Qupi = — Oiks PP — Pipj = Ur 4ide — qq; = 0,

hol
O“j[t- = O, ha ] :if' k, b\jj = 1,

azaz egy nem-kommutativ algebrat alkotnak.

Egy mds igen fontos eset a relativisztikus ScHRODINGER-féle
egyenlet. A kvantumelméleti formalizmus segélyével az energia
egyenletébdl gy képezzilk a Scurépincer-féle egyenletet, hogy
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az energia és impulzus helyébe a megfelels operdtorokat tesszik
és egy koordindtafiiggvényre alkalmazzuk. fgy nyerjik a:

Sk s _ s l

|~ — M — P —py—Pi[$p=0

L

egyenletet, melyben W az energia, pg. py, p; az impulzus operdtorai,

m az elektron tomege, ¢ a fénysebesség. Ez kielégiti a relativisz-

tikus invariancia kovetelményeit. de az id6 mésodik deriviltjat
2

17 . :
tartalmazza: W2 = — ﬁza—tz’ ami nehézséget okoz, mert ¢-t a

kezdeti dllapot nem hatdrozza egyértelmtien meg.

fizért Dirac megprobdlta a mdésodrendfi egyenletet linedris
faktorokra bontani ilyenféleképpen :

W M |
{T +awpm+aypy+azpz+ﬂ[ {T ”a.vl’m‘aypy_azpz_ﬁj ¢ =0.
Ez a felbontds a kozonséges komplex szamok tartomdnydban
nem lehetséges, hanem az ay,..., # mennyiségeket hiperkomplex
mennyiségeknek kell felvenni, melyek a kovetkezd reldeiokat
elégitik ki:
B i Gy =0 = i B WAL,
Ay =0y 0= 0y, Tl Bt = Oy i

tehdt az ay,..., f-k antikommutativ mennyiségek, melyek ma-
trixokkal el6éllitva negyedrendli, de nem alacsonyabbrendii
matrixokkal &llithatok el6. Olyan hiperkomplex szdmok ezek,
melyekben 16 alapegység van.

A Dirac-féle egyenlet alapvet§ a fizikdiban, amennyiben az
elektron viselkedését definidlja. Tgy kiilon feltevés nélkiil értelmezte
az elektron mechanikai és mdgneses momentumét, az . n. spint,
szamot ad a pozitiv elektron létérdl, az 0. n. parképzddésrol.
A hiperkomplex mennyiségeket mellGzve, a Dirac-féle egyenlet
négy kozonséges egyenlettel ekvivalens és ¢ négy komponensbél

., all, melyek . n. spinort képeznek.

Az vjonnan felfedezett elemi részek, mint a mezon értelmezése,

a Dirac-egyenlet dltaldnositisat tette szitkségessé, midén ismét
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mas feleserélési relaciok, ill. megfeleld matrixok 4ltal jellemzett
hiperkomplex szdmok meriilnek fel.

Még egy mas vonatkozdshan is szerepelnek hiperkomplex
szémok a kvantummechanikdban. A ScurépINGER-féle tdrgyalds-
nal a rendszert jellemzi egy fiiggvény a 8n-dimenzios koordindta-
térben. A nagyon fontos 0. n. @ndsodik kvantdldsy modszere a
rendszert hulldmokkal jellemzi a kozonséges hdromdimenzios
térben, de a hulldmok amplitudoi, ill. a kifejtések egyiitthato
ismét hiperkomplex szdmok, jellegzetes kommutdldsi szabdlyokkal.
Altaldban a komplex és hiperkomplex szédmok igen alkalmasnak
bizonyultak arra, hogy jellegzetes sajatsdgt dolgokat és azok reld-
cioit velitk pregnédnsan jellemezziik és azért szerepilk, azt hiszem,
kordntsines kimeritve. Azt sem tartom kizdrtnak, hogy az 1. n.
«modern» algebra tébbi elvont fogalomalkotédsai is megfelelé alkal-
mazashoz jutnak a fizikdban.

2. A vektor fogalma.

Ma, midén a fizikus a vektortan néhany fogalmét annyira
elsajatitotta és megszokta, nem igen gondolnak e fogalom kialaku-
lagdra és osszefuggésére a komplex szdmokkal. Csak néhdny meg -
jegyzésre szoritkozom. A kozonséges sikban egy komplex szdmct
egy vektor dbrdzol, egy komplex szammal valé szorzds pedig elfor-
gatdst és az abszolut érték megvaltoztatdsdt jelenti. B gondolat
atvitele a térre vezette Hamintoxt a kvaterniok felfedezésére, ki
egyuttal a vektor fogalmdt bevezette és a vektorterek miiveleti
szabalyait megéllapitotta.

Egészen mas oldalrl H. Grassmann jutott el a vektorokhoz,
amennyiben a geometria bizonyos alapképleteit, mint vonaldarab.
feluletdarab, térfogat és magasabb dimenzigja terek megfeleld
képleteit vette tekintetbe. Kzeknek a vektor, irdnnyal elldtott
feliletdarab (vektori szorzat), négy dimenzioban hatosvektor,
felel meg.

Ugy Haminrox, mint Grassmany és f6kép kovetSik valosdgos
kultuszt tiztek a kvaterniokkal és vektorokkal, ami sokszor egész



A MATEMATIKA NEHANY UJABB SZEMPONTJANAK STB 119

groteszk formékat vett fel és amirdl érdekesen téjékoztat F. Kuein
emlitett mitve.

Ujabban tigy a matematikdban, mint a fizikdban nagy szerepet
jatszik a vektor fogalménak messzemend dltalanositdsa és for-
malizdlasa.

Vektor alatt egy n» meghatdrozott sorrendben megadott szdm-
hol allo értékrendszert értiink és definidljuk az osszeadds és szor-
zas miiveletét.

Legven két vektor:

L= (5, Xgyevvy T Y= Yo Yar+ - s Yn):
A két vektor osszegét :
L9 = @+ Y Tatlsoee s Tntifn)
bels§ szorzatét pedig
(XY) = 2yYy + Ty -+ Ty
ill. komplex esetben az hermitikus szorzat

(&y) = &3y, + XYy + -+ LY
hol a csillag a konjugalt komplex érteket jeloli, definidlja.

Az n dimenziés vektortér minden vektora n fuggetlen alapvektor
segélyével allithato el6.

E vektorfogalom végtelen sok dimenziéra is kiterjeszthetd, ami
példaul lehetévé teszi, hogy egy fuggvényt vektornak fogjunk fel
az 0. n. figgvénytérben. Egy figgvény komponensei alatt érthet-
jilk azok Fourier-egyiitthatoit valamely ortogondlis rendszerben
valo kifejtése szerint, vagy amint szokdsos, de nem egészen korrekt,*
a figgvény értékeit a fiiggetlen vdltozok értékrendszereinél, ugy-

1 A masodik felfogds szerint a filggvénytér dimenzidinak széma kon-
tinuum szamossdgi volna, mig az elsé szerint csak megszamlilhatoan
végtelen. Amint Kanmir LAszro tisztelt bardatom figyelmeztetett rea.
kinek értékes megjegyzéseiért eztton is koszonetemet fejezem ki, a ldtszo-
lagos ellentmondds onnan ered, hogy az dsszes helyen felvett fiiggvény-
értékek nem fiiggetlen meghatirozo adatai egy foiytoros fliggvénynek.
E kérdések behatobb targyaldsa azonban nem lehet targya ezen attekin-
tésnek és azért az érdekl6d6t a megfelel6 szakirodalomra, mint CovraNT—
HrinBerT, WEYL és J. v. NEUMANN megfelel6 miveire utalom.
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hogy minden ilyen értékrendszerhez egy dimenzio, ill. egy koor-
dindtatengely tartozik, mig a megfelel§ fiiggvényérték a fiiggvény
illet6 vektorkomponense. Ez a felfogds kizelfekvivé teszi, hogy
két fuggveény bels szorzatat integréllal értelmezziik :

¢ 9) = J f*gdz.
Két fiiggvényt ortogonalisnak neveziink, ha belsé szorzatuk elt{inik.

Ortogondlis fiiggvények egy rendszere egy «ortogondlisy koor-
dindtarendszert definidl a fiiggvénytérben. Az egyes ortogondlis
fiiggvények az egységvektoroknak, egy fiiggvény ortogondlis fiigg-
vények szerinti kifejtésének egyiitthat6i, mint mdr emlitettitk, a
komponenseknek felelnek meg. Egy mds ortogondlis fiiggvény-
rendszerre valo dttérés pedig egy ortogomalis koordindtatranszfor-
maciénak felel meg. ity

Nagy fontossdggal birnak a vektortér, ill. fiiggvénytér linedris
leképezésel onmagdra, az 0. n. linedris vektoxzoperé,ci()k. Minden
hozzarendelést, mely vektorok linedris kifejezését a hozzdrendelt
vektorok ugyanazon kifejezésébe viszi dt, linedris operdtornak
nevezzik. fgy H operdtor f és ¢ fiiggvény linedris kifejezését

H(af + by) = aHf + bHg
kifejezésbe viszi dt.

Véges dimenzigju vektortérben egy linedris transzformacio,
melyet egy matrix jellemez, a legdltalanosabb linedris operdtor,
a fiiggvénytérben ennek egy integrdloperator felel meg. A figg-
vénytérben a legdltaldnosabb linedris operdtor nem mindig integral-
operétor, igy pl. az az elementdris operdtor, mely egy figgvényt
egy koordindtdval megszorzott fiiggvénybe vagy a derivéltba visz
at, nem integrdloperdtor. Dirac ugyan az erdsen szinguldris Dirac-
féle ¢ bevezetésével kierdszakolta emez operdtorok integrdalopera-
torokként vald el6allitdsat és evvel formédlis elonyoket ért el. de
eljdrdsa. legaldbb mai alakjaban, nem felel meg a szigorusag
kovetelményeinek.!

1 Lisd a Dirac-féle eljaras kritikdjit illetéen J. v. NEuMANN (Mathe-
matische Grundlagen der Quantenmechanik» c. konyvét, kiilonosen a
13—15. oldalt.
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Az operdtorok a kvantummechanika rendszerében alapvetd
fontossdggal birnak, amennyiben az elmélet altalanos megfogalma-
zasa éppen az operatorok segélyével torténik.

Minden fizikai mennyiséghez, mint koordindta, impulzus,
impulzusnyomaték, energia stb. egy-operator tartozik. Valamely
fizikai rendszer meghatdrozott dllapota pedig egy vektor dltal van
jellemezye. Az operdtor alkalmazva valamely vektorra, azt altala-
ban egy mads vektorba viszi 4t, de lehetségesek olyan vektorok,
melyeket az eredeti vektorral ardnyos vektorba visz at. Ezek az
operator 1. n. sajatvektorai, az ardnyossagl faktor pedig a meg-
felel§ sajaterték. A kvantummechanika szerint egy operdtor sajat-
értékel, az operator «spektrumay, a hozzarendelt mennyiség lehet-
séges értékei. A megfeleld sajatvektorok pedig a rendszer hozza-
tartozo dllapotait jellemzik.

Ha az operédtort matrixszal jellemezzik, agy a sajatértékek meg-
hatérozdséra egy oly transzformdciés matrixot keresink, mellyel
azt diagondlis alakra transzformdlhatjuk. gy, ha H az energia-

matrix és S a transzforméeiés matrix, S—! a reciprok matrix, az

STIHS = F,
azaz

HS = SE

matrixegyenletet kell megoldani, hol F diagonalis matrix.
Az utobbi egyenletnek felel meg a SomropiNGEr-féle egyenlet,
ha H az energiaoperator és ¢ (qy, Gay---» qn) & SCHRODINGER-féle

egyenlet 1. n. sajatfiggvénye:
Hy = E¢

az el6bbi transzformdceios matrix egy oszlopdnak felel meg. Hogy
az analogia keresztillvihetd legyven, u. n. (mem-kvadratos és «foly-
tonos» matrixokat is tekintetbe kell venni.

Az operdtorok koziil a feleserélhet§ operatoroknak olyan fizikai
mennyiségek felelnek meg, melyek mérése kompatibilis, azaz egy-
mast nem zavarja, mig a fel nem eserélhet§ operdtoroknak inkom-
patibilis mérések felelnek meg. Ezek olyan mérések, hogy az egyik
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mennyiség meghatdrozdsa utdn a mdsik mérése a rendszer dllapo-
tat ugy valtoztatja meg, hogy az el6bbi mérés eredménye meg-
szunik az uj allapotban érvényes lenni.

3. A térfogalom dltaldnositdsa.

A hiperkomplex szamok és a vektorfogalom dltaldnositdsai.
amint ezek az njabb fizikaban konkrét sziikséglethGl mindinkabb,
érvényre jutnak, a térfogalom dltaldnositdsdnak tekinthet(k.
Ezenkiviil a szlikebb értelemben vett tér fogalma is igen mélyre-
hat6 és nagyjelentGségii dltaldnositédst nyert a relativitds elmélete
kapesdn, mikozben a matematika oldalarol mér régebben megindult
fejlédést konkrétizalta és kiterjesztette. :

A matematikéban a parhuzamosok axioméjanak a tobbi axié-
mara valé visszavezetésének lehetetlensége vezetett arra a meg-
gy6zddésre, hogy més, ellentmonddsmentes geometriai koneepeiok
15 lehetségesek. Hogy a természethen melvik geometria van meg-
valositva, arrol médr (avss szerint mérések hivatottak dénteni és
mar BorLvar Appendix-e cimében is kifejezésre jut, hogy a priori
nem dontheté el. Tovabhi kutatdasok (Caviey, Kurin, PoINcARE)
kimutattdk, hogyha az euklidesi tér bizonyos képzédményeit ne
vezzik egyenesnek, tdvolsignak stb., ezek kozti oOsszefiiggések
egy nem-euklidesi geometridanak felelnek meg és igy egy nem-
euklidesi geometria euklidesi modelljét valosithatjuk meg. Eppagy
kimutatta Porxcars, hogy ha az euklidesi teret nem véltozatlan,
hanem valtozo mértékrudakkal mérjik ki, szintén egy nem-euklidesi
geometria Osszefiiggéseit nyerjuk. Ellenben azt senki sem vonta
kétségbe, hogy ha a fizikai teret «rtelmesy mérési mod szerint.
azaz a sz0kdsos hossz- és szogmérési modszereket haszndlva, mér-
jik ki, nagy pontossdggal az euklidesi geometria van megvalositva
és a nem-euklidesi geometridk tobbé-kevésbbé érdekes gondolati
lehetdségek.

A relativitds elméletének és a hozzafizGdo fejlédésnek épp az a
nagy jelentésége, hogy egy «rtelmes» geodézia mellett jutunk el
egy nem-euklidesi térhez, mely ugyan kis tavolsdgokndl alig kiilon-
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bozik az euklidesi tértdl, de példdul az egész vilagtérre alkalmazva
méar attoél igen eltérhet, mert megenced zdrt, véges, de hatar-
nélkali teret.

Még egy mas el8készitd gondolatot kell felemlitenem : ez az id6
gelfogdsa mint negyedik koordindta. Fz elGszér ama grafikus
abrdzoldsokndl szerepelt, melyeknél egy egydimenzids mozgést az
z, t sikon abrdzolunk, azaz az x, t halmazt a tér egy z, y sikjdra
képezzik le.

Péar szoval véazolni szeretném a relativitds elmélete fejlodését,
nem annyira ismertetés, mint a lényeges gondolatok kiemelése
céljabol.

H. A. Lorextz észrevette, hogy az allocsillagok rendszeréhez
képest egyenletesen mozgd rendszerekben az elektromdgneses és
optikai jelenségek éppugy folynak le, mint a kiinduldsi rendszerben,
ha az 1d§ helyett az eredeti 1d§ és hely fiiggvényét. a «lokdlis #dGty
vezetjilk be. Mig ez LoreExTznél egy matematikai segédfogalom
volt, Eixsrrin kimutatta, hogy a lokalis idék kozt nines jogosult-
sdga egynek, mint «valédi» id6nek kiemelésére. Végre MINKOWSKT
latta 4t teljesen a viszonyok logikai strukturdjat a négydimenzios
tér-id6halmaz, a MinkowskI-tér bevezetésével. Kimutatta, hogyha
e térben oly geometridt vezetiink be, melyben a tdvolsig négyzetét
224-a2+a2—1% hol l=ct, indefinit kvadrdtos forma méri, e térben
a fizikai jelenségeket igen dttekinthetGen irhatjuk le. Mivel a
metrikus alapforma indefinit, lesznek pozitiv (térszertt). negativ
(idGszert) és zérus abszolat érték négyzettel bird vektorok. A kilon-
boz8 inerciarendszerek kozti Osszefiggést megadé Lormntz-féle
transzformacié egyszeri geometriai jelentéssel bir. Formdlisan még
egyszertibben irhatjuk le a viszonyokat, ha az xy=1l=1ict imagina-
rius mennyiséget vezetjiik be és a tdvolsdg négyzetét a4-ai+4x3+a2
forméval jellemezziik. Ekkor a LorexTtz-féle transzformiciénak egy
elforgatas felel meg e térben, z, éppligy szerepel, mint egy tér-
koordindta. A fizikai torvények, igy a MaxwrrnL-féle egyenletek
e tér vektoral és tenzoral, azaz bizonyos kovariansok kozti Gssze-
fiiggések alakjaban jelentkeznek rendkiviil egyszerd alakban. Aki
.az elektrodinamika alapegyenleteit, az elektromagneses potencidlo-
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kat, LoreNTzZ-féle erGtorvényt sth. a haromdimenzios el6allitdshan
ismerte csak, ugy fogja érezni, hogy az osszefiiggések igazi egyszeri
értelmét esak a MINKOWSKI-tér segélyével értette meg. Mig altald-
nos osszefiiggések feltintetésére x, haszndlata célszert, a fizikailag
fontos elGjel feltiintetésére 1 valtozo haszndlata alkalmasabb,
melyre természetesen azonnal dttérhetiink. A fizika szempontjdbol
fontos mennyiségek a Lorentz-féle transzformdeié kovariansai és
invariansai, gyhogy Minkowskival az invarianselmélet a fizikai
gondolkoddsnak alapvetd része lett.

Az Einstrin-féle gravitdciéelmélet alapgondolata, hogy a teret
ill. tér-id6halmazt a hellyel véltozé gorbiilettel biré Riemann-féle
térnek tekintjik. A tér gorbiileti viszonyait két szomszédos pont
«tdvolaty, ds-t, 1ll. négyzetét egy kvadratos, a redlis | vdltozo alkal-
mazasdval indefinit alapforma

ds® = 233 Gik i
3, k=0

hatédrozza meg, melynek egyitthatoit, a gy-at, az anyageloszlés
hatarozza meg. Egy tomegpont e tér geodetikus gorbéin mozog
Haminron elve szerint. Nem lett volna lehetséges, hogy ez az
elmélet néhdny év alatt kiépiiljon, ha az egész matematikai appa-
ratust CHRISTOFFEL és Rriccr nem dolgoztdk volna mdr el6bb ki.
Azt is mutatta a fejlddés, hogy milyen lényeges volt a varideid-
elvek és a geodetikus gorbék ismerete, melyeket pedig sok fizikus
hajland6 volt matematikal luxusnak tekinteni.

Azt hiszem, felesleges a relativitds elméletének érdemeit fel-
sorolni vagy a meg nem értésbdl eredd kifogdsokat cafolni. De taldn
nem felesleges, ha néhdny sz6val megemlékezem szerepérdl a fizika
aktudlis problémdiban és az itt felmerilé nehézségekrdl.

A @pecidlisy relativitaselmélet legnagyobb eredményeit a mozgod
testek elektrodinamikdjaban érte el, mig az «@ltaldnos» relativitds-
elmélet ) lehetdséget mutatott a gravitdcié értelmezésére és a
kozmologia szdaméra. De igen termékenynek bizonyult az atom-
fizikdban a kvantumelmélet lényegesen Gj szempontjaival kapeso_
latban is. Igy mér a régi, Bonr-féle, kvantumelméletben elvezetett
a hires SommerEBLD-féle finomstruktura formuldjahoz. Az energia
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és tomeg ekvivalencidja pedig ma egyike a legfontosabb fizikai
torvényeknek. A kvantummechanikdban pedig szellemes, bdr igen
provizorikus, relativisztikus meggondolésok vezették pE Brocrin-t
arra, hogy minden mozgo korpuszkuldhoz hulldmot rendeljen,
amib6l késébb a ScurODINGER-féle hulldémmechanika ndtt ki.
De a legnagyobb szolgdlatot a Dirac-féle egyenlet feldllitdsdval
tette, amint arrél mdr sz6 volt. Altaldban, ha a részek sebessége
megkozeliti a fénysebességet, tigy nélkiilozhetetlen. Igy a radio-
aktiv anyagok p-bomldsédndl is az alapfeltevésekben vezetd elv
volt a relativisztikus invariancia kovetelménye.

Bgy nehézségrdl kell itt megemlékeznem, mely a t6bb elektront
tartalmazé atomok relativisztikus kielégitd targyaldsat eddig meg-
akaddlyozta. Ez az, hogy a relativisztikusan helyes mozgdsegyen-
letek felirdsa tobb korpuszkula esetében nem sikeriilt. A nehézség
az, hogy egyméshoz képest mozgd részek egyszerre nyugalomra
nem transzformélhatok. Ugy létszik, itt minden résznek kiilon
146t kell tulajdonitani és egy n pontbol 4116 rendszert egy 4n dimen-
z16s koordindtatérben kell leirnunk. Mint kozelité egyenlet a
Brerr-féle haszndlhaté, de az elvi problémat nem oldja meg.

Amint e felsoroldshél is lathatjuk, a relativitdselmélet a kvan-
tumelmélettel kapesolatban is jelentékeny eredményeket tudott
felmutatni. De mig a relativitdselmélet az alapfogalmak némi
modositasdval teljesen Gsszeolvadt a mechanika és elektrodinami-
kéval, a kvantummechanika sokkal mélyebb kiilonbséget jelent
a klasszikus fizikdval szemben, Ggyhogy a relativitdselmélet és
kvantummechanika alapjainak harmonizilisa még korantsincs
keresztulvive. .

Kozos fenomenologikus alapfelfogds ugy a relativitdselméletben,
mint a kvantummechanikdban, hogy ecsak annak tulajdonitunk
jelentdséget, amit, legaldbb elvileg, mérni tudunk. Ezen elv kovet-
kezetes keresztiilvitele vezetett a kiilonboz§ helyeken lefolyo ese-
mények egyidejlisége fogalmanak relativéldsira, mdsrészt a kvan-
tummechanikdban az .n. feleserélési és hatdrozatlansagireldciokra.
Ez ut6bbiak azonban igen jelentékeny kihatdssal vannak a fizikai
«téry («Feldy) felfogésdra, akdr az elektromdgneses, akdr a gravi-
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tdcios teret tekintjitk. A klasszikus elgondolds szerint az elektro-
mdgneses tér komponenseit vagy a gravitdciés potencidlt vagy az
altaldnos relativitdselmélet szerint a gy-kat, mint a hely és idd
fiiggvényeit adva gondoljuk. A kvantummechanikdban ez a fel-
fogds igy nem tarthat6 fenn. Ugyanis itt a fizikai mennyiségekhez
operdatorok vannak rendelve. Egyszerre csak oly operdtorok sajat-
értékei hatdrozhatok meg, melyek feleserélheték. Fel nem cserél-
het§ operdtorok esetében az egyik mennyiség mérése a mdsik
ellendrizhetetlen megvaltozasat hozza magidval. Ezért elvileg egy
idépontban nem hatérozhatok meg az Gsszes adatok, melyek egy
rendszer teljes mechanikai allapotdt meghatdrozzdk és igy a jové
sem hatdrozhatd meg. Az elektromdgneses tér adatai kilonbozé
helyeken szintén nem cserélhet6k mindig fel. Tehdt a «téry («Feldy)
klasszikus fogalma nem tarthaté fenn, mert=nem adhaték meg
mindazon adatok, melyekkel a teret jellemezni kellene. Az elektro-
mdgneses térnek relativisztikus helyes kvantumméchanikéja for-
malisan felépithetd, fontos eredményekhez is vezet, médsrészt azon-
ban bizonyos divergens kifejezések lépnek fel benne, mutatva,
hogy teljesen rendben nincs az elmélet.? A gravitdcioelmélet a
kvantumelmélet szempontjabol alig taldlt feldolgozést, elvileg
hasonlé a helyzet.

Miutdn a térfogalommal szemben a fizikdban sokkal szabadabb
allispont alakult ki és a tér geometriai szerkezetére vonatkozo
feltevéseket ma jogosult fizikai feltevéseknek tekintjik, itt még
sok lehetGséggel kell szdmolni. fgy mindgyakrabban hangoztatjak,
hogy a tér végtelen oszthatosagat is fel kell adni és van legkisebb
tavolsag, melynél kisebb elvileg nem mérhetd, de hatdrozott fel-
fogds e tekintetben nem alakult ki. Mésrészt azok a probélkozasok
sem vezettek eredményhez, melyek a korpuszkuldkat mint a tér
geometriailag eltérden viselked§ részeit (godrok, rdancok) igyekez-
tek értelmezni. Ujabban ScurépiNeER hangoztatja, hogy provizo-
rikus dlldspont az, melyben kiilon teszunk feltevést a tér geometrid-
jara és killon a fizikai tartalomra, ezeknek egységes szempontbol

1 Ldsd az 5. fejezetben még bévebben.
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kellene ad6dni. Mindezek azonban még kialakuloban levd fel-
fogdsok, de épp ezért igen érdekesek.

4. Az 4dltaldnos koordindtdk és tobbdimenzids terek.

A térfogalomnak még egy mds irdnyu altaldnositisa mind
nagyobb szerepet jatszik a fizikaban.

Mar Lacraxce kiemelte, hogy egy n pontbél 4ll6 rendszer
helyzetét meghatédrozo 3n koordindta egy 38n dimenziés teret
hatdroz meg, a konfigurdciés vagy koordindtateret, melyben a
pontrendszert egy pont reprezentdlja. Igen fontos lépés volt az
egyes pontokra kiilon vonatkozd koordinatak helyett olyan
koordinatak bevezetése, melyek az egész rendszerre vonatkoznak
és annylan vannak, hogy a rendszer konfigurdciojat az esetleges
kényszerfeltételek tekintetbevételével egyértelmtien meghatarozzak
és a pontok koordinatdinak fuggvényei:

= (errasss i iaan =100 o

fgy egy pontrendszer kis mozgdsait egy stabilis egyensulyi
helyzet kornyezetében ugy jellemezhetem, hogy minden pontja
derékszogli koordinatdit, mint az 1d6 fiiggvényét megadom, mid6n
minden koordindta szinuszrezgések osszege lesz. De bevezethetem
a derékszoglt koordindtdk bizonyos linedris kifejezéseit, az u. n.
Rayleigh-féle normélis koordindtdkat, melyek mdr esak egyszert
szinuszrezgéseket végeznek. De egy ilyen normdlis koordindta
mar nem a rendszer egyes pontjaira vonatkozik kiilon, hanem az
egész rendszerre. Atvihetem ezt az eljdrdst egy kontinuumra, pl.
a hurra, hol a koordindtdk szdma természetesen végtelen sok lesz.
foy egy hir mozgasit megadhatom, ha megadom minden pontja
koordindtait. De jellemezhetem ugy is, hogy megadom, hogy az
egyes harmonikus rezgéseknek, alap- és felhangoknak mi az ampli-
tuddja és tazisa. Minden rezgési probléménal fontosak a Ravieicu-
féle normalkoordinatak bevezetése. Mig a klasszikus mechanikdban
az altaldnos koordindtak bevezetése esak egy matematikai mod-
szert jelent, addig a kvantummechanikiban jelentGségiik még
fokozott, mert a kvantumtorvényeket éppen a megfelel§ altalanos

Matematikai és Fizikai Lapok XLVIL. 9
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koordindtakra mondjuk ki. fgy a kvantumelektrodinamikéban
harmoénikus rezgésekre bontjuk az elektromégneses teret és ezeket
ugy kvantéljuk, mint egy harmonikus oscillatort, azaz a klasszikus
mechanika szerint lehetséges amplitudok kozt csak bizonyosakat
engediink meg.

Mivel a mechanikdban a rendszer dllapotdt a helyzeten kiviil
még a sebességek, 1ll. impulzusok hatdrozzdk meg, célszertt nem a
8n dimenzids koordindtateret, hanem a 6n dimenzids koordindta-
impulzusteret, az . n. f4zisteret vezetni be. Altaldnos mechanikai
megeondoldsoknal és f6kép a statisztikai mechanikdban, hol igen
sok, 10%* nagysagrend{i részbGl &llo rendszerekkel foglalkozunk,
teljesen a fazistérben gondolkodunk igy a Liouvinne-tételnél,
ergodelméletben sth.

A kvantummechanikdban a fézistér koncepeioja nem vihet6 at,
mert koordindta és konjugdlt impulzus nem kompatibilis mennyi-
ségek, tehdt az egyik mérése a mdsikat megvdltoztatja. Tehdt csak
koordindta vagy impulzusteret hasznalunk. Ezek itt 5nalls hipo-
tézisképzés kiinduldsi pontjdul is szolgdlhatnak, pl. BorN az im-
pulzustér geometridjara tett érdekes feltevéseket.

A klasszikus mechanikdban nagy szerepet jatsz6 HamrnTox—
Jacosi-féle parcidlis differencidlegyenlet is itt emlitendd.

Haminron optikai meggondoldsok alapjan a hullamfelilet
egyenletét dllapitotta meg, melyek seregének ortogondlis trajekto-
ridi a sugarak, ezekben mozognak az emisszidelmélet szerint a
fényrészek. Bzt a képet dtvitte a mechanikara és kimutatta, hogy
a pontmechanika altalanos problémdja ugy targyalhato, hogy
a konfigurdcios térben megadunk egy hullimfelilletet, melynek
ortogondlis trajektoridiban mozog a rendszert reprezentalé pont.
E feliletet hatdrozza meg az el6bb emlitett parcidlis differencidl-
egyenlet. Jacosr tovabb kidolgozta az elméletet és mechanikai
problémékra alkalmazta. A fejlédés mindinkdbb formalis irdnyt
vett, igen szép osszefiiggéseket dllapitott meg parcidlis és koézon-
séges differencidlegyenletek, meg varidcios problémak kozt, de a
fizikdban, eltekintve az égi mechanikétol, alig taldlt alkalmazést
és mondhatni, a fizikusok részérél nem orvendett nagy népszert-
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ségnek, amit F. KnriN idézett miive 207. oldaldn megértéssel és
helyesléssel vesz tudomdsul.

Ma azonban egészen mdskép értékeljik. Mar a régi kvantum-
elméletben igen hasznosnak bizonyult a Haminron—dJacosi-féle
egyenlet. A kvantummechanikdban alapveté Scrropincrr-féle

egyenlet pedig a Haminrox—Jacosi-féle egyenlet dltaldnositdsa,
mely az el6bbibe megy 4t, ha a benne szerepl§ Pranck-féle -dllandé

zérus hatdrra megy 4t. A Haminron—Jacosi-egyenlet hulldm-

felillete 1smét fontos szereppel bir, valosidgos hulldmok egyenld
fazisainak felillete. A kvantummechanika abban kilonbozik a
klasszikus mechanikatol, mint a hulldmoptika a fény emisszio-
elméletét6l, melyben elsédleges fogalom a fényrészek palydi, azaz
a sugér, a hullam pedig ezekre mer@leges feliilet és csak matema-
tikai segédfogalom. Bizonyos feltételek mellett gy a klasszikus
mechanika, mint a sugdroptika jo kozelitést ad. Ha a klasszikus
és kvantummechanika viszonyat érthetdvé akarjuk tenni, az ut

éppen a HaminroNn—JacoBi-egyenleten 4t vezet és ezért egyetemi
eladasaimban is rendszeresen tdrgyalom.

A kvantummechanika éltaldnos megfogalmazdsaban egy més
sokdimenzios koncepeid, a Hinsrrt-tér taldl széleskorti alkalma-
zast, amint ezt méar a vektorfogalom éltaldnositdasindl vézoltuk.

Léthatjuk, hogy a sokdimenzios terek a mai fizikai gondolkodss-

nak szintén lényeges elemét képezik.

5. Axiomatika.

Az axiomatika feladata, mint az eldszo: az euklidesi geometria-
ban kialakult, a tudds valamely korének dsszes lehet6leg figgetlen,
masra vissza nem vezethetd tételeinek feldllitdsa és a tobbi téte-
leknek ezekre valo visszavezetése.

A fizika axiomatikajarol oly szoros értelemben, mint pl. a geo-
metridban, alig beszélhetiink. Vannak ma is nagy teriletei, hol
csak kevéssé osszefiiggd empirikus torvényeket ismeriink és azok
a  részek, melyeknek mdr dtfogd torvényszertiségeit ismerjilk,
szintén nem foglalhatok egyetlen rendszerbe, ugyhogy csak e
rendszerek axiomatikajérol beszélhetink.

9%
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Az elsé axiéma-rendszer a Newron-féle mechanikai axiomak
rendszere volt. Meg kell azonban jegyeznem, hogy ez sem volt egy
«teljesy axiomarendszernek tekinthetd, mert példdul teljesen nyitva
hagyta azt a kérdést, hogy melyek azok az erGtorvények, melyek
a természetben valoban el6fordulnak. Soké az a felfogas uralkodott,
hogy ezek az egész fizika alapaxiémdit képezik és ha valamely
jelenségesoportot nem sikerilt eddig ezekre visszavezetni, az esak
1d6 kérdése. Hogy a relativitaselmélet hogyan moédositotta a
mechanikat, azt mar emlitettem.

Az elsé teriilet, melyet sok sikertelen probalkozds utdn sikeriilt
a mechanikatol fugeetlen axidmakra visszavezetni. az elektro-
dinamika volt, beleértve az optikat 1s. Az tires térre vonatkozo
MaxwerL-féle egyenletek és az elektronok feltevése képezik a
fiiggetlen alaptételeket. Az egész teriilet, a mechanikdval egyitt,
formalis befejezettséget ért el a relativitds elméletével. Az elmélet
hatarait épp azok a jelenségek szabjak meg, melyek a kvantum-
elmélet bevezetését tették sziikségessé.

Egy masik terillet a termodinamika. A klasszikus targyalas
abbol indul ki, hogy bizonyos folyamatok, mint példdul, hogy hé
menjen at hidegebb testrdl melegebbre, a nélkiill, hogy még mds
valtozds torténjen, nem lehetségesek. A matematikai kifejtéshen
azutan az . n. Car~xor-féle korfolyamatokat hasznaljak, melyeket
mar régen idegen elemmnek éreztek és sziitkségét érezték egy olyan
megfogalmazdsnak, mely minden idegen elemet Kkikiiszobol.
Hazénkfia, Farkas Gyurna, egy 1895-ben magyarul * és németil =
is megjelent értekezésében, a kovetkezd alaptételt allitja fel:

«Adiabatikusan, azaz pusztdn mechanikai miveletekkel egyv
test sem juttathato oly allapotba, mint puszta hékozléssel.»

Kimutatja, hogy ez az elv a fentemlitett Crauvsivs-féle posztu-
latummal ekvivalens és érvénye esetében a felvett elemi hot ki-
fejezé differencialkifejezésnek

1 Farkas Gy.: Math. és Phys. Lapok. 1895, p. 7—11.
2 FarkAs. Gy.: Math. und Naturw. Berichte. XII. kit. p. 282—
286. 1895.
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dQ = 6dy + Ada + Bdb +---

hol a, b,... dllapothatdrozok és @, 4, B ezek figgvényei, min-
dig van integracios nevezdje.

Farkas Gyvra e dolgozatdban anticipalta CAratTHREODORYNak *
termodinamikai axiomatikajat, mely csak kevéssé dltaldnosabb.
A CarataRODORY-féle elv azt mondja:

«A testek minden dllapotanak tetszésszerinti kozelében vannak
oly dllapotok, melyeket az els6bdl adiabatikusan nem érhetiink el.»

Sajnos, FaArRkas Gyvra eziranyu érdemérdl a tudomdnyos viladg
alig vett tudomadst.

A termodinamika eme fenomenologikus elméletét mér nem
tekintjitk a ma elérhetd legmélyebb alapokra valé visszavezetés-—
nek, sem a klasszikus mechanika, sem a kvantummechanika
allaspontjan.

Mai felfogasunk szerint a termodinamika médsodik fétételének
csak ott van értelme, hol szdmos részbGl 4ll6 rendszer dtlagos
allapotat tekintjuk. Alapja a valoszintségszamitas és a rendszerek
bizonyos dltalanos sajatsagai. A klasszikus mechanika ily tétele az
ergodtétel, mely szerint a fazistérben a rendszert reprezentalo pont
allando energia esetében egy felileten marad és azt mindeniitt
stirtin beboritja, kivéve, ha a kezdeti helyzet egy nulla méret
halmaz pontjaiban van. A kvantummechanika rendszerében az
elmélet alapjaiban lev( statisztikal elem elegendd a termodinamika
alapvetésére.

A kvantummechanika szintén egy igen altaldnos axiomatikus
rendszer, melynek alapvondsait mdr el6bb jellemeztem. Ttt esak
fel szeretném emliteni az alapfeltevések rendszerének amaz igen
érdekes alakjat, melyet Dirac adott meg Principles of Quantum-
mechanies ¢. konyvében.

A Dirac-féle axiomatikdnak érdekessége abban &ll, hogy az
alapfogalmakat nem az operdtorelmélet segélyével, hanem kozvet-
leniil a fizikai mérések dltalanos sajdtsdgai alapjan vezeti be. Igy

1 Cararugopory: Math. Ann. Bd. 67. p. 355. 1909. Lisd még Hand-
buch der Physik. LaAND# cikke.
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definidlja az dllapotok szuperpozicidjat, az ortogonalis allapotokat,
két dllapot megegyezési valdszinfiségét, kompatibilis és nem-
kompatibilis mérések fogalmét és ezek segélyével épiti fel az egész
elméletet és az operdtorelmélet matematikai formalizmusat is.
fgy egy dllapotot ezdltal jellemez, hogy vélaszt ortogondlis alap-
allapotok rendszerét és megadja az dllapotot, mint ezek szuper-
poziciojat. Az alapéllapotok egységvektoroknak, a kifejtési egytitt-
hatok négyzetel a amegegyezési valoszintségekneky felelnek meg.

A kvantummechanika f6 részeiben 1925-t61 1928-ig épult ki.
(élszerfi lesz, tgy mint a relativitds elméleténél egy futé pillan-
tédst vetni az elmélet ma aktudlis elvi problémdira. Ezeknek a
kovetkezdket tekinthetjiik :

1. A kvantumelektrodinamika.

2. A mager6k probléméja.

3. Az elemi részek problémdja.

4. A fizikai alapédllandok osszefuggése.

A kvantumelektrodinamika a kvantummechanika szempontjait
az elektromédgneses térre alkalmazza. Amig iires, azaz toltést nem
tartalmazo térrGl van sz0, ez nehézséget nem okoz. ElGallitja a
teret, mint 4116 hulldmok rendszerét, azaz Fourimr-téle sorba fejti.
A harmoénikus komponenseket pedig ugy kvantdljuk, mint egy
harmoénikus oscilldtort, amivel az elektromdgneses tér kvantdldsét
elvégeztik. Az eredmény megfelel az elemi foton feltevésnek, tel-
jesen ekvivalens moédon felfoghatjuk az elektromagneses teret,
mint 4ll6 hulldimok rendszerét vagy mint fotonokbol all6 gdzt.
Bz szép példdja a hullim-korpuszkula dualitdsdnak.

Nagyobb nehézségek meriilnek fel, ha toltések is vannak jelen.
Formadlisan itt is elvégezhet§ a felbontds, de longitudindlis hulld-
mok is lépnek fel azonkiviil bizonyos divergdld kifejezések. A per-
turbécioszémitdsban ezért elsé kozelitésen nem lehet talmenni. gy
is az elmélet haszndlhaté, fontos eredményekhez is vezet, mint
a Kupin— Nismiva-féle formuldhoz, megadja az elektronpozitron
parok képz6dési valoszinfiségét, de nyilvan elvi hidnyai vannak.

A kvantumelektrodinamika modszerei a magerSk tjabb fel-
fogasdra adtak lehetGséget. ElGszor Frrmr elméletét a radioaktiv
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anyagok oly bomldsérol kell emlitenem, mely B-sugarak emisszié-
javal jar. Ebbdl 1s kiadodtak a magot alkoto részek kozti er6k, de
egy aranyossagi faktor nagysdgrendje nem felel meg.

Ezutdn Yukawa japéan fizikus e gondolatkorben azt a feltevést
tette, hogy a magerdkre lényeges részek nem az elektronok, hanem
ezeknél 100—200-szoros tomeggel biré részek. Ilyen részeket
azutdn a kozmikus sugarakra vonatkozé vizsgélatok folyamdn
kisérletileg is kimutattak, ezek a mezonok. Ezek pontosabb mate-
matikai jellemzése a Dirac-féle egyenlet olyan altaldnositésdhoz ve-
zetett, melyben magasabb hiperkomplex mennyiségek szerepelnek.

Az atomokat ma nem tekintjiik elemi részeknek. Elemi részek-
nek tekintjiik : a protont, a neutront, az elektront, a pozitront, a
mezont és a neutrinét esetleg a neutrettot. Azt is megengedjiik,
hogy elemi részek keletkezzenek és -eltiinjenek, hacsak az energia,
impulzus és toltés megmaraddsdra vonatkozo tételek ki vannak
elégitve. Az elemi részek fajainak nagy szdma, véltozatlansdguk
elvetése, azt mutatja, hogy nem tekintjiikk ezeket mdr végsé funda-
mentdlis egységeknek és egy magasabb elvet keresiink, melyekbdl
az elemi részek léte és sajatsagail kovetkeznek. Ez igen mély pro-
bléma, melynek megolddsa iranyat ma még nem latjuk.

Végre egy problémét emlitek fel, mely az utobbi években szin-
tén sokat foglalkoztatta a fizikusokat, a nélkiil, hogy sejtéseken
tul tudtak volna menni. ‘

A természetben el6fordulé testek mérhet§ fizikai jellemzd
adatait nagyrészt sikeriilt hizonyos elemi allandékra visszavezetni,
vagy legaldbb valészint, hogy a visszavezetésnek csupdn matema-
tikal nehézségei vannak. Ezek az alapallandok : az elemi toltés e, a
fénysebesség vakuumban ¢, a gravitdcio dllandoja f, az elektron
tomege m, a proton témege M, az elektron u. n. sugara ry, a vildgtér
hipotetikus sugara R, a Pranck-féle dllandé %. Ujabban épp ezen
alapéllandok kozti osszefiggésekre irdnyul az érdeklédés. Az elsd
meglepd osszefiiggés volt, hogy a SommeRFELD-féle finom struktura
konstans :
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reciprokja kozel egész szam, mégpedig 137. A proton és elektron
tomegének viszonya 1850. Két elektron kozt hato elektromos és
gravitdcios eré viszonya igen nagy szdm, 2-10%, éppigy igen nagy
szém a vildgtér és az elektron sugardnak viszonya, 104, Mindezek
a tények néhany igen kivalo kutatot (EppiNeron, Dirac, JoRDAN)
rendkiviil érdekes, messzemend, de kevéssé megalapozott hipotézi-
sekre inditottak, de nines kizarva, hogy épp itt a fizikai megismerés
igen jelentékeny elmélyitésével szamolhatunk.

6. Csoportelmélet.

A csoport fogalmara a fizikdban alkalmilag mar régebben tébb-
szor tortént hivatkozds. fgy a merev test mozgdsai csoportot
képeznek, éppigy a LorENTzZ-transzforméaciok. A mechanika . n.
kanonikus transzformdcioi is, és egy rendszer mozgdsdt fel lehet
fogni, mint folytonos kanonikus transzformécidkat, melyekben az
id6 a parameter. A vektortanban a poldris és axialis vektorok meg-
kiilonboztetése is a tikrozési transzformdeidoval szemben vald
viselkedésen torténik, tehdt szintén csoportelméleti alapon.

Mindezekben azonban csak a esoport fogalma szerepel és nem a
csoportelmélet részletes modszerei. Az elsd alkalom, melynél a
részletes csoportelmélet jutott alkalmazashoz, a kristalyrdcsok
szimmetriaviszonyainak tanulményozdsa volt, hol a esoportelmélet
lehetévé tette az Osszes lehetséges pontracsok attekintését és osz-
tdlyozésat. Mégpedig ez akkor tortént, midén a rontgensugarak
segélyével még nem indult meg a kristalyok szerkezetének maod-
szeres felderitése. Hogy ez ardnylag rovid 1dé alatt oly nagy elé-
haladést tett, ahhoz hozzéjarult, hogy a szimmetriaviszonyok el6re
tisztdzva voltak.

Egy mas fejezet, melyben a csoportelmélet igen lényeges szerep-
hez jutott, a spektrumok kvantummechanikai elmélete. Egy
atom spektrumdra mérvadoak az atom energidjanak lehetséges
értékel, melyek a megfelel6 ScuropiNGER-féle egyenlet sajat-
értékei. Itt a legtobb allapot degenerdlt, azaz ugyanazon energia-
értékhez tobb, figgetlen sajatfuggvény tartozik, legyenek ezek:
s Yoy oy Pie A ScHRODINGER-féle egyenlet bizonyos transzfor-
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maciokkal szemben invaridns, igy a koordindta-rendszer bizo-
nyos elforgatasaival, az atom egyenld elektronjai feleserélésével stb.
Egy ily transzformécioval a megolddsok més megolddsokba mennek
at, de ezek az alapul vett figgetlen megolddsokkal linedrisan ki-
tejezhetGk, 1gy, hogy minden transzformdciohoz egy linedris
szubsztituci6, azaz egy matrix tartozik. Az Osszes megengedett
transzformaciok egy csoportot képeznek, melyeknek egy «elGalli-
tasaty adjdk a hozzdtartozd linedris szubsztituciok. A csoport és
eléallitasa jellemz§ az atom megfelel§ allapotdra, azok osztélyo-
zasdt, jellemzését kvantumszdmokkal lehetdvé teszi. Ha most
egy kiils§ erd hatdsanak tesszik ki az atomot, Ggy ennek hatdsdra
mérvad6 ezen erhatds szimmetria sajatsdgai, melyek meghatd
rozzak, hogy hogyan bomlik fel egy degeneralt allapot tobb kilén-
hoz6 energidju allapotba.

A csoportelmélet spektroszkopiai alkalmazasat hazdnkfia, Wia-
NER JENG kezdeményezte és azutdn NBUMANN JAnossal kozosen
részletesen kidolgozta. Tovdbbd a kémiai kotés kvantummecha-
nikai elméleténél, valamint a molekulak dllapotai osztalyozdsandl
1s b6 alkalmazdst taldl a csoportelmélet. A fizikusok nagyrésze
meglehetds idegenkedéssel fogadta a csoportelmélet benyomuldsat
és szeretik lehetleg elkeriilni vagy legalabb nem explicit alkal-
mazni, ami sokszor arra vezet, hogy épp a lényeget elfedik. A fenti
kérdések altalanos tdrgyaldsa éppen nem megy ecsoportelmélet
nélkil és azért fizikai tendencidja cikkekben is most is sokszor
kénytelenek alkalmazni, ugyhogy talan nem esalodunk, ha ezen
matematikailag oly szép elméletet nem tekintjitk csupan kuriozi-
tasnak a fizikdaban.

7. A transzformdcié-elmélet.

E pontban a klasszikus mechanika 4. n. kanonikus transzfor-
mécidival és a kvantummechanika megfelel§ transzformécidival
szeretnék roviden foglalkozni.

A kanonikus transzforméei6 olyan transzformacié, mely a mecha-
nika Hamrnron-féle kanonikus egyenleteinek alakjat nem valtoz-
tatja meg. Kz egy altaldnosabb transzformdeis, mint a pont-
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transzformdeio, mely az uj koordindtdkat, mint a régiek fuggvé-
nyét adja meg :
Qi = Qi Gy qor---> In)-

A kanonikus transzformdcio altaldban az uj koordinatakat és
impulzusokat, mint a régi koordindtdk és impulzusok fiiggvényét
adja meg :

Qi = 0y Qs Gar- - n3 i Ds Pyooees D)
Pi = P, (G5 Qo s0n5 Prs Dase -5 Dr)-
A transzformdaciondl bizonyos differencidl-forma invarians marad.

A kanonikus transzformdeié segélyével elérhetd a rendszer
integracioja, ha az Gj véltozokban az egyenletek elég egyszertiek.
A kanonikus transzforméeidk szoros rokonsdgbhan vannak az . n.
érintkezési transzformdciokkal.

A kvantummechanikdban a kanonikus transzforméeionak meg-
felel a matrixok, ill. operdtorok olyan transzformdcidja, mely azok
sajatértékeit valtozatlanul hagyja. Azok a transzforméciok, me-
lyek egy matrixot diagondlis alakra transzformélnak, szolgdltatjik
éppen a sajatértékeket.

Az éllapottérben minden matrix sajatvektorai egy koordindta-
rendszert dllapitanak meg. Ha a rendszer egy valamely operdtorok
sajatértékel altal meghatarozott allapotban van és egy més ope-
ratorhoz tartoz6 mennyiséget mérem, akkor annak a valészin-
sége, hogy arra egy meghatdarozott értéket kapok, ugy nyerhetd,
hogy a rendszert reprezentalé vektor vetiiletét képezem az illets
tengelyre. Ennek abszolat értéknégyzete a keresett valdszintiség.
A transzformadcié-elmélet, amint azt Dirac e¢s Jorpan kifejtették,
az dltaldnos kvantummechanika centrdlis része. A kvantum-
mechanika problémdja nem az, mint a klasszikus mechanikdban
vagy elektrodinamikdban: adva van egy kezdeti éllapot, meg-
hatdrozandé a jov6ben az éllapot. Hanem ez: adva van egy rend-
szer azaltal, hogy bizonyos mennyiségek mérése meghatirozott
értéket szolgaltatott. Kérdés, mds mennyiségek mérése milyen
értékeket szolgdltathat és milyen valészinfiséggel szolgdltat egy
meghatérozott értéket.

Megemlitem még, hogy azokra az esetekre, midén a részek széma
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megvaltozik (par képz6dik), a transzforméceio-elmélet formédja nem
alakult ki.

Ha a transzformdcio-elméletet a relativitds-elmélettel ossze-
hasonlitjuk, igy egy bizonyos analogia feltiinik. Amint a relativitds-
elmélet szerint példdaul egyidejliség, hossz, a koordinata-rendszertol
figg, ugy a kvantummechanikai transzformdcioelmélet egyes
fizikai mennyiségek értékérél csak bizonyos allapotokban beszél-
hetiink : egy dllapotban beszélhetiink koordindta-értékrdl, de nem
impulzusrol, egy mésikban az impulzus van definidlva, de nem a
koordindta. Ez egy faja a relativitdsnak és a kvantummechanikai
transzformécio-elmélet felfoghato, mint a relativitds alapgondolatd.
nak tovabbfejlédése-

8. Halmazelméleti szempontok.

Az eddigi szemle azt mutatja, hogy a fizika 4ltaldnos elveinél,
mint vérés fondl vonul 4t a térfogalom tobbiranyt altalanositdasa,
azonkivill a matematika tobb fogalomalkotédsa, mint invaridns-
elmélet, nem kommutativ algebra, csoportelmélet fokozatos érveé-
nyesiilése. Alkalmilag mds dolgok is eléfordulnak, mint pl. topo-
l6giai kérdések is, és felemlitem, hogy D. WrincH fehérjemolekula
modellje lehetséges felépitésénél Konie Dines grafelméleti kony-
vére hivatkozik.

A matematika emlitett szempontjai tobbé-kevésbbé sszefiigg-
nek a halmazelmélettel, izy a részletes operdtor-elméletben nagy
szerepe van halmazelméleti meggondoldsoknak. A kiilonféle tér-
fogalmak 1s a halmazelmélettel fiiggnek oOssze és nines kizdrva,
hogv a most kialaknlé halmazelméleti geometria, dimenzi6-elmé-
let sth. taldn utmutatdst adnak a térfogalom tovabbi, fizikai szem-
pontokbdl megkivant dltaldnositasainak. Latjuk, hogy a régi
keretek mennyire meglazultak, ugyhogy a hipotézisképzésnek
szabad utja van, amennyiben csak az Gj elmélet a bevélt régi
eredményeket magdban foglalja. Az explicit ponthalmaz-elmélet
eddig nem sok kozvetlen szerephez jutott. De oly nagyjelentGségii
probléméndl, mint az ergod-elmélet, mar lényeges szerephez jut,
amennyiben a mérték fogalma itt lényeges. Azon kezdeti helyek



138 ORTVAY RUDOLF.

halmazdnak mértéke, melyekbdl kiindulva a pdlya nem boritja
be sfirlin az energiafeliiletet, zérus mérték halmazt képeznek.
Hasonloan a hdromtest problémdjdndl sz6 van az egyes mozgds-
tipusok szémossiagarél. A turbulencia problémdja is ugy ldtszik,
ilyen segédeszkozoket igényel. Ezért tjabb, a fizika matematikai
modszereit tdrgyalé mivek, mint Frank—Mises kénytelenek a
mérték fogalmaval és a Lmsmseue-féle integrdllal foglalkozni.
Azért taldn nines kizdrva, hogy amint a halmazelmélet behatolt
- a redlis fiiggvények tandba. dtalakitotta a geometridt., egy idé
mulva a differencidlegyenletek tandt és a fizikai alapfelfogdsokat
érezhetGen fogja befolydsolni.

Azt hiszem, eme rovid és vazlatos szemle meggySzhet arrdl,
hogv a matematika nagy szempontjai a fizikdnak nemesak részlet-
kérdéseiben, hanem alapvetd felfogdsaiban is érvényesiilnek.
A gyakran emlegetett ellenkezd vélemény onnan eredhet, hogy
mig egy 1j szempont hatdsdt érvényesiti, az neha néhdany évtizedet
18 kitesz, ami sok egy ember élete szempontjihol, de avval a jo
tulajdonsaggal is bir, hogy feltinést keltS, de nem lényeges fel-
fogdsok addig kissé elhalvanyulnak és inkabb csak a lényegesek

jutnak érvényre. Ortvay Rudolf.

DIE PHYSIKALISCHE BEZIEHUNGEN EINIGER
NEUEREN GESICHTSPUNKTE DER MATHEMATIK,

Es werden einige mathematische Begriffsbildungen und Gesichts-
punkte, insofern sie fiir allgemeine physikalische Theorien eine Rolle
spielen, aufgeziihlt. So die komplexe und hyperkomplexe Grossensysteme,
der Vektorbegriff mit seinen Verallgemeinerungen, der Operatorbegriff,
die Verallgemeinerungen des Raumbegriffes sowohl in der Relativitits-
theorie, als auch die mehrdimensionale Riume, Phasen- und Koordinaten-
raum, als auch die wichtige Rolle des Hilbert Raumes in der Quanten-
mechanik. Dann die Axiomatik der Physik, die Rolle der Gruppen-
theorie in der Kristallphysik und besonders in der Quantenmechanik_
schliesslich die Transformationstheorie in der klassischen und Quanten-
mechanik. als auch Anwendungen der Theorie der Mengen.

R. Ortvay.



GEIGER—MULLER-FELE SZAMLALOCSOVEK
MEGSZOLALASI VALOSZINUSEGE,

A fizika egyik legérzékenyebb mérleszkoze a Geiger—Miiller-
féle szamldlocss, melyet szamos kutatdsi teriileten, kiilonosképpen
korpuszkularis sugdrzasok vizsgdlatéban alkalmaznak. Mig a
radioaktiv sugdrzdsok vizsgdlatdéban dltaldban kis, néhdny em?
térfogatu esoveket hasznalnak, a kozmikus sugdrzds mérésére nagy,
tobb liter dirtartalmu esoveket is alkalmaznak. Kiilonosképpen
célszeri nagymeéretii eséveket hasznalni irdnymérésekben, hol az
intenzitds a keskeny latétér miatt és mélységmérésekben, hol az
intenzitds a készilék felett fekvé vastag abszorbensréteg elnyeld
hatdsa folytén kiesi. Kis intenzitasok mérése azonban csak igen jo
felbontoképességti ! koincidencia-késziilékkel eszkozolhetd, mert
csak ez esetben hanyagolhat6 el a véletlen koincidencidk szdma
a mérendd kis intenzitds mellett. fgy pl. Barnorny és Forro (1) a
dorogi banydban, hol az intenzitds esupdn 1/7000-ed része a felszini
itenzitdsnak, 1 m hosszi, 4 em dtmérdja csoveket és $=1-4.10-5
sec felbontoképességti koineidenciakészuléket ; a esillagidGperiodi-
citds kimutatdsara szolgaloé 10°x5° latotérnyildst berendezésiik-
ben 28 em hosszi, 14 em dtmérdjli csoveket és 9=2-5.10-8 sec
felbontoképességli harmas  koincidenciakésziiléket alkalmaztak.
Mig azonban a hosszt, de kis atmér6ji csovek a rajtuk athalado

1 Felbontoképesség alatt értjilk egy koincidencia-késziilék két szam-
laloesovében meginditott kisiilések kozti azon legkisebb iddkiilonbséget.
9-t, melynél kisebb idSkiilonbséggel meginduléd kisiiléseket a késziilék
egyidejliecknek, koincidencidknak jelez, nagyobb felbontoképesség alatt
azonban — nem egészen kovetkezetesen - rovidebb ¢ idékiilonbséget
ertiunk.
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ionizalé sugarak 969,-it jelzik, a csillagidé periodicitds mérésére
hasznalt, rovid, de nagy atmérdjli esovek megszolaldsi valoszintisége
esupan 679, volt, s igy a készillék — hdrmas koincidencidban —
a tényleges intenzitds csupdn (67%)°=80%-4t mérte. A nagy-
meéretii esovek alkalmazdsabol szarmazo elény (nagyobb intenzités,
s igy nagyobb pontossig) ezaltal jorészt kdrba veszett.

A kovetkezGkben ismertetendd vizsgdlataim célja a Geiger—
Miiller-szdmldlocsovek megszolalasi valoszintiségét befolydsold té-
nyezdk megallapitasa és evvel kapesolathan a kisiilés eddig kevéssé
ismert mechanizmusdnak tovdbbi tisztdzdsa volt.

Az elézetes, tédjékoztatd mérések és szamitdsok alapjan megdalla-
pitottam, hogy a megszolaldsi valoszinfiség e nagymérvii csokke-
nését nem okozhatjak olyan okok mint:

a) a csovon belil nem keletkezik elég ion a kisiilés megindi-
tasahoz,

b) a es6 a kovetkezd sugdar dthaladdsiig nem jon ismét tizem-
képes allapotba, mert a szal a levezethetd ellendllason keresztiil
tul lassan nyeri vissza eredeti feszultségét,

¢) avagy, mert a szdl koriil keletkezett pozitiv ionok til lassan
tavoznak el a c¢sé terébdl.

Viszont kittint, hogy a felbontoképesség esokkentésekor (F nove-
lésével) a készulék altal mért intenzitds, vagyis a csovek megszo-
laldsi valoszintisége né. E korilménybsl arra kovetkeztettem,
hogy a megszélaldsi valoszintiség esokkenését az okozza, hogy a
sugdr athaladdsa és a cs6 megszolaldsa kozt az esetek bizonyos
szazalékdban tobb 1d6 telik el, mint amennyi a készilék felbonto-
képessége.

A kisiilés lefolydsdt a szdmldlocsében a kovetkezbképpen
magyarazhatjuk : (2) Ha a szdmldloesovon a kozmikus sugdrzas
ionizalo korpuszkuldi haladnak at, azok az utjukba esd gazrészeket
ionizaljak. A keletkezG elektronok és pozitiv ionok a szdl és a
henger kozti elektrosztatikai térnek megfeleld sebességgel az elek-
trodok felé repiilnek. Az elektrodok kozti fesziiltség novelésével
elérhetjitk, hogy az elektronok sebessége, azaz energidja, a szal
kozelében 16v6 erds térben akkora lesz, hogy maguk is ionizdlni
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tudnak. Az igy keletkezett elektronok az elektromos térben fel-
gyorsulva ismét ionizdlhatnak, a keletkezett elektronok szdma
egyre nd, végiil a szdlra egy elektronlavina zGdul, mikoris a szl
fesziiltsége 10—100 Volttal esokken: a es6 megszolal. A csdévon
athaladd korpuszkula csupdn mint kivalté ok szerepel és csak
meginditja a kisiilést. A lavina sebessége és nagysaga nd az elek-
trodok kozti fesziiltségkulonbséggel, mert nagyobb fesziiltség
mellett mar tdvolabb a szalt6l elérik az elektronok az ionizéldshoz
sziikséges energidt és igy a hosszabb tton t6bb iont tudnak termelni.
A lavindnak bizonyos id6re van sziiksége, mig eléri a szalat. Az
elektronlavina lefutdsa ideje alatt értjilk a cs6 terén athaladéd
ionizalé korpuszkula dthaladdsi id6pontja és a lavina szdlhoz valo
érkezésének pillanata kozti 1dSkilonbséget. A lefutasi id6 anndl na-
gyobb, minél messzebb keletkeztek az ionok a szaltol, mert kisebb
gyorsuldssal indulnak és hosszabb utat kell megtenniok. Tehat a
es6 szélén  kivaltott elektron dltal meginditott lavina lefutési
ideje nagysagrendekkel kiilonbozhet a ¢s§ kozepérdl indulé lavina
lefutdsi idejétsl. Ezért ha egy ionizdl6 részeeske pl. az egyik esé-
nek a kozepén, a masiknak pedig a szélén halad at, gy mind a két
esovet megszolaltatja ugyan, de nem egyidében. Ha a felbonto-
képesség dltal meghatdrozott minimalis ¢ idGkilonbség rovidebb,
mint a lefutdsi id6k kiilonbsége a két csében, a készilék nem fog
koincidenciat jelezni, bar a sugar mind a kettGt megszolaltatja.

A szdmlalocs6ben létrejoves kisiilésekkel mar sokan foglalkoz-
tak. A kisiilés idGtartaméra vonatkozd szamitasok és becslések
azonban nagyon eltérGek. Muprous (3) katodsugaroscillograftal
forgotitkorben vizsgdlva a szdmldloesGben létrejovd kisiiléseket,
azt taldlta, hogy a kisiilések néhany em atmérdjl csévekben sem
gyorsabb lefolydstak 2-10~° sec-nél. Bfinn (4) vizsgdlatai szerint a
kisiilés lefolydsdnak idétartama 10—* sec nagysagrendii. Hreprrn (5)
nagy térerGsség esetében mérte az elektronlavindk atutési idejét
és 8 mm elektrod-tavolsag mellett 10—° sec-et talalt. TrosT (6) nem
talnagy dtmérdjli csovek esetében a lavindk lefutdsi idejét 10—°
sec-nél kisebbre becsiili, mert 10—° sec felbontoképességgel még
1009%,-0s megszélalasi valoszinfiséget taldlt. Raeruer (7) kodkam-
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raban vizsgalva az elektronlavindt ugy taldlta, hogy 525 Tor?
nyomdson és 11,000 V/em térerdsség mellett 10—7 sec alatt 1 em
hossza utat fut be. Woopwarp és StreErT (8) 3:6 cm dtmérdji
esoveket hoztak 3-as koincidencidba 107 sec felbontéképesség
mellett és ngy taldltik, hogy a megszolalasi valoszintiség ilyen
felbontoképesség mellett sem esokken lényegesen a csovek széle felé.

Mérémodszer. A 14 em &tmérdjli szdmldloesovet két 1 cm dt-
mér6ji esé kozt helyeztem el pdarhuzamos tengelyekkel. (Lésd
1. dbra.) Mértem egyrészt a 2-es koincidencidk szdmét a kis esovek
kozt, méasrészt egyidejtileg a 3-as koincidenciakat a két kis csé és

1. 4bra.

a nagy cs6 kozt. Minden sugdr, mely a két kis csovon dthaladva
2-es koincidenciat létesit, dthalad a kéztik fekvd nagy esovon,
jobban mondva annak 1 em széles sévjén is; igy a 8-as koinciden-
cidk viszonya a 2-esekhez megadja, hogy a nagy csé ezen 1 em
széles sdvjan belil a kis esovek altal jelzett sugarak hényad részére
szolalt meg, azaz mekkora a nagy cs6 tekintetbe jové 1 em széles
sdvjdban a latszolagos megszolaldsi valoszintiség az alkalmazott
felbontoképesség mellett. A nagy csovet a kis esovek kozt az
1. 4brén lithato nyil irdnydban eltolva, meg tudtam vizsgdlni a
nagy cs6 kulonbozd térrészeinek latszolagos megszolaldsi vald-
szinfiségét. A kis csovekben az elektronlavina lefutdsi ideje a kis
cséméretek és nagy térersség folytén — mint azt a kés6bbi méré-
sek is igazoltdak — sokkal révidebb és elhanyagolhaté a nagy esé-

11 Tor=1 Hgmm nyomais.
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ben kifejlédé lavina lefutdsi idejéhez képest. Ezért, ha a meg-
szolaldsi valoszintiség csokkenését tényleg a nagy cesovek lavina-
lefutdsi idejének hosszisdga okozza, a két kis esé koincidencidja-
val egybeesG 3-as koincidenciat a készilék az esethen nem jelzi,
ha a nagy csé lavinalefutdsi ideje hosszabb az alkalmazott felbonto-
képességnél. A felbontoképesség valtoztatdsdaval ily modon meg-
hatérozhattam a lavinalefutasi id6ket, a nagy csének a szaltol
kiillonbozd tavolsaghan fekvd térrészeibdl.

Méréseimet a kozmikus sugdrzés intenzitédséra behaté ténye-
z6k (napi menet, mdgneses-, barometer-, hdmérséklet-effektusok)
valtozdsa nem befolydsoljak, mert ezek egyszerre valtoztatjak meg
mind a 2-es, mind a 3-as koincidencidk szdmat, de ezek viszonya
allando marad.

Meérdberendezés. A kis csovek katodja 0.1 em falvastagsdgn,
1 em belsé atmérdji sargaréz henger, anddja 0-01 ¢m vastag
aceldrot. A esé effektiv hossza 30 em. Az elektrodokat borostydn-
gytirik szigetelik el egymastol. Az acélszal kozpontos elhelyezésére
nagy gondot forditottam, mert az elektromos tér, a kis méretek
miatt, aszimmetria esetében nagyon eltorzulhat ; (9) ezért a boros-
tyangyfiribe 0-2 em-es rézrudat illesztettem, melynek 0-02 cm-es
faratdba forrasztottam az acélszélat. Az egész csovet iivegesébe
zartam, tivegbe olvasztott kivezetésekkel és 90 Tor argon és 10 Tox-
aethylalkoholkeverékkel toltottem meg. A esévek 1050 V-ndl
kezdenek szdmolni és ezen u. n. alsé szdmoldsi hatarfesziiltségtdl
szamitott 20-—80 V fesziiltségkozben (szdmoldsi kozben) beiitésszé-
muk, mely atlaghan 50, ill. 55 percenként, csupan 2%,-kal novek-
szik. A mérésekben a csoveket az also szamoldsi hatar folott 40 V-tal
miikodtettem. Az alsé hatarfesziiltség nagysagat Braun-féle stati-

! kus elektrométerrel, az ettdl szdmitott 0. n. effektiv szamoldsi
feszultségeket a csé szaldra adott ellenfesziiltséggel mértem, me-
lyet addig noveltem, mig a ¢s§ megsztint szdmolni, azaz az elektro-
dok kozti fesziiltség az alsé hatdrfesziltségre csokkent. A beiités-
szamot Dukdsz 8. altal készitett szdmoloszerkezettel mértem, mely
egy hangszorémégnes dltal vezérelt oraszerkezetbdl 4ll, felbonté-
képessége 102 sec.
Matematikai és Fizikai Lapok XLVIIL. 10

S ——
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A vizsgalt nagyesovek katodja 2 mm falvastagsdgu, 14 cm
bels6 dtmérdji és 28. cm hossza rézhenger, mely kadmiummal és
ezenkiviil beliil /yp0-ed mm-nél vékonyabb zapponlakk-hartydval
volt bevonva. (10) A es6 effektiv hosszdnak pontos hatdroldsdra
a szal a henger terén kivil 0-2 em-re van megvastagitva, (11)
midltal a szdl koriili térerdsség a henger terén kivill erdsen lé-
csokken. A szdl centrdlis kifeszitésére két uveglemez szolgalt.
A hengervégeket rézkupakkal zartam le, hogy megakaddlyozzam
a kiilsé térben keletkezett ionoknak a hengerbe valo bediffundéld-
sat. (11) K fogassal a ¢sé percenkénti beiitésszamat 1350-r61 1050-re
sikertilt leszoritanom. Anodként 0-01, valamint 0-04 cm vastag
acélszdlat alkalmaztam. A esovet tiveghura boritotta, mely kiviilrdl
piceinnel tomitett csiszolattal zdrult a hengert tarto vasalapzathoz.
Az also szdmolasi hatérfesziltség nagysdga, valamint a betités-
szédm valtozasa a szamolasi kézben — mely altaldban 150 volt —
a cs6 gdztoltése, valamint a szdl vastagsdga szerint killonbozott ;
a méréseket azonban mindenkor 60 V-tal az alsé hatdrfesziiltség
felett végeztem. A csovek fontosabb adatait az I. tdbldzatban
foglaltam oGssze.

I. tablazat.

Ceb6atmérs : 14 cm. Beiitésszam : 1050 min—?!

g . Beiitésezam-
Szélvastagsag i T6ltés | Als6 szimoldsi crneikeadh %
cm \ Tor | fesziiltség  pro 100 V
i
| 90 Ar+ 10 Alk. 1150 V 25
90 He - 10« 1360 V 30
001 | 80 Hiq- 10« 1100 V 64
| 90 Ne-t 10 « 1760 V 35
|~ 30 Ar+ 3 *TieeV | 42
|
90 Ar+ 10 « 1720 V 20
004 | 90 Hi 10« 1800 V 25
' 10 Alkohol 1450 V.| 50
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Méréseimhez Barnoruy-féle (12) koincidencia-jelzékésziiléket
haszndltam, melynek elvi kapesoldsat a 2. abran lithatjuk. A szdm-
laloesd szala feldl érkezd feszultséglokések a () kondenzatoron
keresztiill az 1. elektronesd rdesdra érkeznek, e csé a II. elektron-
cs6vel egy visszacsatolt ellendllds-erdsité rendszert, multivibratort
képez, mely 1. n. billend rezgések keltésére képes, begerjedését
azonban a II. es6 megfelel§ negativ racsel6fesziiltségével megaka-
ddlyozzuk. Mindannyiszor azonban, mikor a szdmlaloesé feldl
fesziiltséglokés érkezik, ez egyetlen billenésre inditja a multi-

vibratort. A tovdbbiakban e billenés helyettesiti a szdmlaloesG

2. abra.

kistulését jelzG feszultséglokést. A billenés mdr bekovetkezik,
mikor a szdmldloesd szdldnak fesziiltsége még csak 0-2 V-tal csok-
kent és kb. 10=7 sec alatt lezdrja a III, drnyékolt ricsu esd anod-
aramat. Valamennyi szamlaloeséhoz egy-egy ilyen multivibrator-
bol és arnyékolt rdcsu es6bél allo egység tartozik. A TI14 és 1115 és
III¢ elektronesévek anddellendlldsa kozos és igy az egyes esovek
lezérdsakor keltett fesziiltséglokések szuperpondlodhatnak. A IV.
keverGesS racselbfesziiltségét gy allitjuk be, hogy andéddrama
csak az Osszes drnyékolt racsu esovek egyideji lezérdsakor felléps.
feszultséglokés hatdsdra, vagyis hdrmas koineidencia esetében
induljon meg. Az drnyékolt rdcsi esovek szolgdltatta fesziiltség-
lokések idd&tartamdt azonban, miel6tt a IV. keverdesé racsdra
érkeznének, a C kondenzator és R ellendlldshol képezett csatolo-
10*
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elemek segitségével meghatdrozott idétartamra roviditjiik. Ezdltal
egy 3-as koincidencidanak megfelel6 nagysdgu fesziiltséglokés a
IV. keverdesé racsan csak az esetben léphet fel, ha az egyes szam-
lalocsovek fel6l érkez6 lokések kezdete a csatoloelemek megszabta
id6n beliil koveti egymast. B kapesolassal elérhetd felbontoképesség

1077 sec.
A IV. keverdes6 anédjan fellépd 3-as  koineidencidt jelzd

fesziiltséglokés idGtartama azonban tul rovid, hogy mechanikus

szamlaloszerkezetet hozhasson miikodésbe, ezért idétartamat egy
tovabbi, az V. és VL. csovek altal képezett multivibrator segitségé-
vel meghosszabbitjuk. Az igy meghosszabbitott koincidencia-
Iokések a VII. végerdsitGesd segitségével szamlalojelfogot miikod-
tetnek.

Méréseimben az 1. dbran vazolt elrendezésben egyidejtileg
egy 2-es és egy 3-as koincidenciakésziiléket alkalmaztam. Miutan
csupan a 2-es és 3-as koincidencidk viszonydt kerestem, egyideji
mérésitk nagymértékben novelte a mérés pontossdgat, mert ki-
kitszoboli a kozmikus sugdrzas intenzitdsanak barminemf ingado-
zésabol folyo hibakat.

A felbontéképesség. Minthogy az elektronlavindk lefutdsi ide-
jét a felbontoképesség segitségével akarom mérni, utoébbi nagy-
sdgdnak pontos ismerete igen lényeges. A felbontoképességet a
keverGesé racsdra érkezd feszultséglokés idGtartama és alakja
szabja meg. Mikor a kis szamlaloesovek fel6l koincidalo lokések
érkeznek a III13 és TI1. es6 anodaramanak lezarasa folytan az A4,
valamint a B pont fesziiltsége kb. 10~7 sec alatt V,, =40 volttal
omelkedik, majd a B pont fesziiltsége a C kondenzitornak az
R ellendlldson keresztill torténé kisulése folytéan

V=V,eir (1)

fuggvénynek megfeleléen csokken, hol T'=C.R, a csatoléelemek
id6allandoja. A IV. keverdes6 el6fesziiltségét gy allitjuk be, hogy
csak 43 V-ndl nagyobb feszilltséglokésre induljon meg. Méréseim
szerint ez bekovetkezhet, ha a nagy es6 fel6l érkezG 1okés a I11g es6
an6ddramét is lezdrja, miel6tt a B pont fesziiltsége 25 volt ald
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csokkent. Az (1) egyenlet szerint ez # = TlnT = (0540057
id6 mulva kovetkezik be a 11T, és I1I esovek lezdrasa utan, azaz
¥=1 T az a legnagyobb id6kiilénbség, mely a kis szamldloesovek
megszolaldsa utén a nagy csé megszolaldsdig eltelhet, ugy, hogy
azokat a késziilék még mint koincidencidt jelezze.
A 9 =L T osszefiiggés helyességét kisérletileg is ellendriztem.
I eélb6l meghatdroztam a véletlen hdrmas koincidenciak szamét.
(Hdrmas koincidencidkat okozhatnak a mindhdrom csévon at-
hi ladé sugarakon kiviil egyrészt kozmikus zaporok, azaltal, hogy
ec yszerre keltett részecskéik egyenként szolaltatjdk meg az egyes
csoveket, masrészt oly sugarak is, melyek egymastol faggetleniil
csupan véletlen folytdn ¢ idén belil szolaltatjik meg a szamlalo-
csoveket. Fzen utobbiakat nevezziilk véletlen koincidencidknak ;
szamuk a valoszintiségszamitas segitségével adhatéo meg a felbonto
képesség fiigavényeként.) A esoveket ugyanazon vizszintes sikban
haromszogalakban helyeztem el, hogy egyetlen kozmikus sugdr ne
tudjon mindhdrmon dthaladni; tovabbd a két kis esovet felil és
oldalt 14 cm vastag 6lomréteggel vettem koril, hogy kozmikus
zaporok se tudjanak koinecidenciat létesiteni. A két kis ¢sG beiités-
szamdt egy kozéjuk helyezett Ra-készitmény segitségével percen-
kénti 780, ill. 810-re noveltem, ugyanakkor a nagy esé beiités-
szama 1526-1-24-re novekedett. 15 ora alatt 47 koincidenciat ész-
leltem, igy 3-as koincidencidk esetében a véletlen koincidencidk
szama masodpercenként 1
Ky = 3N, N,Ngv*,
hol N,, Nj és Ny az egyes csovek masodpercenkénti beiitésszdma
és 9 a felbontoképesség. Ebbdl
¥ = (2:554+-0°18). 10— * sec.
adodik. Ugyanekkor a készilék csatoloelemeinek értéke C=11100pF
es B=49,700 2 volt. (A kapacitast HARTMANN és BrRauN «Kapaviy-
hiddal 19, pontossdggal hatdroztam meg.) Amib6l szdmitds szerint

=T =t R G—%76:10""*gec.

1 BarNOTHY szerint.

e
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Hasonloképpen C=3050 pF és R=49700 Q értékre, azaz a szdmitds
szerint ) =1/,RC=T-57.10 " sec felbontoképesség mellett a mérés
szerint ¢=(T-76+0-3).107" sec felbontoképességet taldltam. Mint
lathatjuk, a kisérletek igazoljak a szdmitds alapjdn levezetett

R |
osszefiiggést.

Nagyobb felbontoképességnél, hogy még elegends véletlen
koincidenciat kapjak, a kis csovek kettes koincidencidinak a
szamat a csGszdlak Osszekotésével mesterségesen noveltem. Vala-
mennyi hasznalt felbontoképesség szdmitott és mért értékét a
1II. tébldzatban foglaltam ossze.

1I. tablazat.

A BarNOrHY-féle

1R C mért érték

1495 106 sec. (1:20 - 0-08) .10~ 6 sec:
245 106 (2:46 - 0:08) . 106 ¢
£95.10-6 (523 4 010).10—6 ¢
132,10 5 (132 4 0:04).10-5  «

i 261.10 5« (255 4 0:05).10-5  «
757.10-5 ¢ (776 4 0-30) . 105«
276 10 4 « (255 4 0:18).10—%  «

koincidencia-készilék hasznalata méréseim

szaméra a jo felbontoképességen kiviil egy més szemponthol is
elényos. A szdamldloes§ szaldnak fesziltségesokkenését ugyanis
legnagyobbrészt nem az elsd elektronlavina, hanem az egész csore
atterjedd kisiilés okozza. Miutdn méréseim szempontjabol a lavina
szalhoz érkezési idejének ismerete a lényeges, fontos, hogy ezen
idépont és a IV. es@ rdcsdra érkezd fesziiltséglokés kezdete kozt
minél révidebb és minden esetben ugyanannyi idé teljék el. Az
dltaldban haszndlt koincidenciakészilékekben, melyek a szdmldloesé
eredeti lokését juttatjak a keverlesG rdesdra, ez id6 lényegesen
hosszabb és erGsebben figg a kisulés kifejlddésétsl, mint a Bar-
NOrHY-féle koincidenciakészillékben, hol ez a lokés megkezdddik,
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amint a szdl fesziiltsége 0-2 V-tal csokkent és figgetlen a szdl
tovabbi fesziiltségvaltozasanak sebességétol.

Mérési eredmények. A 14 cm atmérGji csovet elGszor az eddig
hasznalt 90 Tor Ar--10 Tor Alk. toltéssel és 0-01 em szalvastag-
sdg esetén vizsgaltam.! A kis csovek tengelysikja és a nagy esé
szala kozti tavolsagot (lasd 1. dbra) 1 cm-ként valtoztattam 0-5 cm-
t6l 6:5 em-ig. A bedllitas a csovek hengerén alkalmazott jelek
segitségével tortént 4-0-1 em pontossdggal. A kis csovek effektiv
hossza 2 cm-rel nagyobb volt, mint a nagy esoveké, a tdbldzatban
az adatokat mdr ennek megfelelGen korrigaltam. A kilénbozd
telbontoképességgel mért megszolalasi valoszintiségeket a III. tab-
lazat tartalmazza. '

III. tablazat.
Sz4lt6l mért tavolsig cm-ben

[
9 sec. 05 1:namlio= ey S Al & Sy 5D 65

125104 872 843 188 156 157 14-6
25,106 91-2 923 872 375 29-1 156 153
52.10=¢ 91-8 93-3 895 363 635 26-2 22-8
1-3.10-5 94-2 936 93-4 905 792:9 415
75.10-5 93-7 943 951 915 845 765
2:5.10—¢ 950 94-8 94-8 92-8 865 762

A mérést minden esethen addig folytattam, mig legalabb 100—200
hdrmas koincidenciat kaptam, a megszolaldsi valosziniség hibdja
ennek folytan 2 és 59, kozott mozog. Osszesen 5100 6rdt mértem
és ez alatt 25,000 kettes koinecidenciat, ill. 83,000 hdrmaskoineci-
denciat kaptam.

A megszolaldsi valoszintiséget a felbontoképesség figgveénye-
ként a 3. dbrdn grafikusan is dbrdzoltam 0-5, 4-5, valamint 6-5 cm
szaltdvolsdgra. Az esetben, ha a megszolalasi valoszinliség csokke-
nését esupdn az okoznd, hogy a nagy esé lavina lefutasi ideje hosz-

1 A 14 em atmérdjt és 0-01 em szalvastagsdga csovet roviden
(14.0-01-)el fogom jelolni. Hasonloan torténik a tobbi csovek jeldlése is.
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szabb, mint J, elvarhatnok, hogy ¢ kell§ novelésével a megszélalas:
valoszintiség 1009,-ra novekedjék. Ez azonban, mint latjuk, sehol
sem kovetkezik be. A megszolaldsi valoszinliség egy bizonyos —
a szdltdvolsdgtol fiiggé — & értéken tul nem ndévelhets tovabb a
felbontoképesség csokkentésével.

E korilménybdl arra kovetkeztettem, hogy mindaddig, mig
a megszolaldsi valoszinliség gorbéje (3. dbra) emelkedik, a meg-
szolaldsi valoszintiségnek 1009,-t61 valé eltérését, hidnydt, a lavina.

3. abra.

hosszu lefutdsi ideje okozza, s ez a gorbék toréspontjabol kovet-
keztetve 5.10— és T-5.10~° sec kozt fekszik. Kzzel szemben a
gorbék torése utdn, a vizszintes darabokon még fenmmarado
megszolaldsi valoszinfiséghidnyt mas, a felbontoképességtél fug-
getlen tényez6 hozza létre. Elsé pillanatban arra gondolhatnink.
hogy e tényezd csupdn a szdltdvolsdgtol figg, mert a megszolaldsi
valoszinfiség hidnya r=0-5 cm-re 5%, mig r=6-5 cm-re 249%,.
Azonban éppagy lehetséges, hogy a térerdsségtol fiigg, hisz utdbbi
is erésen valtozik a szaltavolsaggal. Hogy eldontsem, vajjon a
térerdsség, vagy a széltdvolsag a dontd tényezé e hidny létrejotte-
ben, a méréseket ugyanazon koralmények kozt 0-04 em vastag
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szallal is megismételtem. Ekkor a térerésség ugyanazon tavolsé-
gokban a szdlto] kozel kétszeresére emelkedett. A 4. dbrdn a meg-
szolaldsi valoszinfiség hidnydt a térerGsség fiiggvényeként dbrazol-
tam. Mint lathatjuk, a hidny nagyobb térerdsségekre kisebh.
azonban 40 V/em-en til nem csokken tovabb a térerdsség novelése-
vel. Tovabbé az is kitfinik, hogy 0-04 cm-es szdllal nyert pontok
nagy térerlsségre ugyan egybeesnek a vékonyabb széllal nyert
értékekkel, kis térerdsségre azonban magasabban fekszenek. Az
ugyanazon térerGsséonél, de a szaltol nagyobb tdvolsdgban induli

4, dbra.

lavindk kiesése tehdt nagyobb. Mindkét koriilmény arra utal.
hogy a hidny létrejottében két killonbozd tényezd jatszik szerepet =
az egyik csak kis térerGsségek mellett lép fel és hatdsa névekszik
a térerdsség csokkenésével és a szaltdvolsaggal; a masik tényezs.
fiiggetlen gy a térerGsségtil, mint a szédltdvolsdgtol és barhonnan
indulé lavindkra koriilbeliil 59%-0s hidnyt okoz.

Mint a késébbi szamitdsokbol (154. oldalon) kitlinik, a sugdr
altal termelt elektronok az ionizdciohoz s igy a megsokszorozodds-
hoz szitkséges sebességet csupan a szal kozvetlen kozelében, attol
néhény tizedmm-re érik el. Eltekintve tehat a sz4l ezen kozvetlen
kornyezetétdl, a sugdr dthaladasi helye és a szal kozti Gton csupan
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a sugdr altal kozvetleniil kivéltott elektronok véndorldsdval kell
szamolnunk, melyek szama 30—100-ra becsilhet6. A megszolaldsi
valoszinfiség hidnya nyilvan azaltal jon létre, hogy ezen elektronok
egyike sem képes a szal kozvetlen kornyezetébe jutni. Magyard-
zatként arra gondolhatnédnk elsGsorban, hogy az ionok rekombi-
nalédnak, mert feltehet§, hogy az el6z8 kisilésben keletkezett
nehezebb pozitiv ionok még nem érték el a henger falat és igy
taldlkoznak a szdl felé vandorlo wjabb elektronokkal. Sajnos, a
- rekombindcio korillményeire sem felhasznalhato kisérleti adatokat,
sem elméleti meggondoldsokat nem sikerult taldlni. Megkiséreltem
ugyvan a rekombindcio kovetkeztében vdrhatoé megszolaldsi valo-

- szinfiség hidanydnak nagysagat azon feltevés alapjan megbecsiilni,
I hogy rekombinacio kovetkezik be mindannyiszor, valahanyszor

egy elektron annyira megkozelit egy pozitiv iont, hogy kinetikai
energidaja kisebb, vagy egyenlé lesz a koztik fennallo Coulomb-
potencidlnal. Bar igy nagysagrendileg helyes értékhez jutunk, a
feltevés alapjdn argon-gédzban nagyobb hidnyt kellene vdrnunk,
mint kénnyebb gazokban ; marpedig nitrogénnel, valamint hidro-
génnel végzett méréseim eredményébdl, mint az az 5. dbran lat-
hato, éppen az ellenkez§ tapasztalhato.

Gondolhatnank tovdbbéd az elektronabszorpeidra semleges
gazmolekuldkon ; azonban Huy és LeipuNkskr (13) mérésel szerint
az elektronabszorpei6 az itt szerepld sebességekre oly kiesiny, hogy
nem okozhat ekkora megszolalasi valoszintiséghidnyt.

Osszehasonlitva a kiillénbozé gdzokra taldlt hidnyokat, meg-
allapithato, hogy a géztoltés a.hidnyt okozé mindkét tényezdre
behat ; viszont a hidny nagysdga és a haszndlt gdzok éllandéi
kozt nem sikeriilt semmiféle osszefiiggést taldlnom.

A megszdlaldsi valdszindiséy felbontéképességtél fiiggd része. Anmak
megvizsgdlasara, hogy a megszolaldsi valoszinfiség esokkenését
nagyobb felbontoképességekre tényleg a lavindk lefutasi idejének
hossza okozza-e, nézzuk meg, mekkora lefutdsi idGket varhatunk
elméleti meggondoldsok alapjan.

WanLIN szerint (14) gézban elektromos tér hatdsdra mozgd
elektronok vandorlasi sebessége a tér irdnydban
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V= E (2)
b ‘// . 2 on b,,Em
°)

képlet alapjan szamithato, hol wyaz elektronok rendszerte]en, . n.

hémozgisdnak a sebessége. F a térerGsség, 1 az elektron szabad

uthossza, b, az elektron mozgékonysdga — egységnyi térerdsség
hatdsdra a szabad Gthosszon elért sebesség — és x tényezd meg-

adja, hogy az elektron molekuldval iitkézve energidjdnak hdnyad-
részét veszti el. '
A mi esetiinkben 100 Tor. argon toltésre a henger kozelc-

ben wr = 46.107 cm/sec, E =25 V/em, A=27.10"* cm,
o = 3.10°% em/V.cec 6z x=2'8.107%; s igy a (2) képlet

s/ ;=TT . S ,
nevez8jében szerepld —.—25— ~ 80 mennyiség 1-hez kipest
: x wr :

igen nagy lévén, az (2) egyenlet a

Dx el
‘/ l/ m 3)

alakra egyszerisédik. Az elektronok dtlagos védndorlasi sebessége

tehdt ardnyos a térerfsség négyzetgyokével.

A szémlaloesCben a térerdsség a szaltol mért tdvolsdggal
torditva ardnyos. Legyen a henger sugara R a vele kozos geo-
metriai tengelyti szal sugara r,, akkor a szaltol r tavolsdgban a

potencidl :
[’
Ve=—2_In If =.E.jn ? (%)

ha V a szdl és henger kozott léve egész potencidlkiilonbség. A tér-

er(sség érteéke :
. E J
I" AR —':Q' ) i (O)
4 .
S S alaits Bty o il s s Ay
pot Gsség értéke a szaltol egyséenyl tavolsag-
ln— >

ahol E, =

ban. I ezen erteket (3) képlethe heirva

: ax 5 g
3 l/ l mor 'L°' ©
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A szaltol r tédvolsagbol indulé elektron lefutasi ideje a szalig
a (6) egyenlet szétvdlasztdsa és integrdcioja utdn

9 4/ r

2 7 m &
—_— —_— H- 2
~3 I/Qx l/ g e

miutdn r,=0-05 em, igy r mellett elhanyagolhato

3/a
AN AL ANORIN @
V x I/XEO

Lathatjuk, hogy a lavina lefutdsi ideje ardanyos a szdltol valo
tavolsag 3/,-ed hatvanydval és forditva ardnyos a szabad thossz,
valamint a térerdsség négyzetgyokével. Tekintetbe kell azonban
venni, hogy 1 és x értéke dltaldban fiige az elektronok sehességétsl
is, hol az elektron sebessége alatt az itkozési, azaz a rendszertelen
hdémozgasbol szdrmazo sebesség értendd, mely WAnHLIN (14) nyvomédn

B e ol

4/7:6,

e X AW, B

1.08.10%¢/ « ]/x

alakban adhato meg. (V, és E voltokban mért fesziiltséget és tér-
erdsséget jelentenek.)

vagy

8)

Argonra — mint dltaldban az egyatomos gdzokra — a kisér-
leti megallapitasok szerint x értéke nem valtozik a sebességgel és
jol egyezik a kinetikai gdzelmélethdl szdmithato 2,78.10-5 értékkel
Bzzel szemben 2 értéke Ramsaver és Konnara (15) mérései szerint
igen lényegesen fiigg az elektronsebességtSl. A mi esetiinkben
szédmitasba jovs 35 Volt sebesség koriili tartomdnyban kozelitSleg

£7.1052 '

figgvénnyel fejezhet( ki, s igy az (5) és (8) képletek felhaszndlasdval

1 A (8) képlet alapjan kiszamithato, hogy az elektronok az ionizacio-
hoz szikséges sebességet, ill. energiat csak a szal kozvetlen kozelében,
attol kb, 1 mm-nyire érik el.
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z=6-1.10—"§l/l—,
V T

mint a szdltdvolsdg ifggvénye adhato meg. 2 ezen értékét
(6)-ba helyettesitve és integrdlva a lefutdsi idére
t = 1:23.107%%
kifejezést nyerjitkk. Az 5. 4brdn a kihtzott vonal dbrézolja az igy
nyert eredménycket.
Az elméletileg szdmitott lefutdsi id6ket a kisérleti eredmé-
nyekkel olyképpen hasonlithatjuk 6ssze, hogy a mért megszolaldsi

5. dbra.

valészintiségekbdl interpoldcio utjan minden egyes felb: ntoképese
ségre meghatérozzuk azt a kritikus, a szaltol mért tdvolsdgot, hol
a megszolaldsi valoszintiség 509, vagyis ahonnan kiindul6 lavinak
csupan fele éri el a szalat. Ekkor a lavindk kozepes lefutdsi ideje
megegyezik a felbontoképességgel. i szdmitds természetesen fel-
tételezi, hogy a megszolaldsi valoszinség csokkenése tisztén a
lavindk lefutdsi idejének folyoménya; a mar el6bb kifejtett, a
felbontoképességtdl figgetlen és ezért mas tényezlk hatésa alatt
el6allo esokkenést ezért ki kell kiiszobolniink, ami olyképpen tor-
ténhet, hogy a megszolaldsi valosziniség mért értékeihez kis fel-
bontoképességek mellett is még fennmarado hidnyt szézalékosan
hozzdadjuk. Az 5. dbrdn a kordk a mért lefutasi id6ket tintetik fel.
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Az elméleti és kisérleti eredmények kozt a megegyezés —— ha meg-
gondoljuk, hogy az elmélet a jelenség tényleges lefolydsarol esak
nagyjaban képes szdmot adni — igen jonak mondhaté.

Az elmélet helyességét ellenGriztem az el6fordulé mennyiségek
més értékeire is. fgy a szabad Gthosszat a gz nyomasdnak, a tér-
erdsséget a szdl vastagsdgdnak véltoztatdsdval, mig a x tényezot,
vagyis az itkozéskor leadott energiahdnyad értékét a gdz mind-
ségének cserélésével véltoztattam.

Hidrogénre Ramsaver és Kovnara (16) mérései szerint 1 ér-

téke a szambajovd sebességtartomanyban — 0-7 eV koril —

"

R ° 4,000

x 90Tor H,+ 40Tor CyHs OH

. x 44,004 ? s
o
Rt oof
E |
E , 004
4 :
<

=% s La
Sz26ltdl mért #dv. cm.

6. abra.

allandonak tekinthet6 A=2:5.10"% c¢m értékkel. Evvel szemben
x értéke — mint dltaldban tobbatomos gézoknal — nem egyezik
meg a gazkinetikailag szdmitott értékkel és BaiLry (17) mérései
nyomén a szamitdsba jové sebességtartomdnyban jol megkozelit-
RO x == 77.10~ yy
kifejezéssel. Hasonléan, mint argon esetében az (5) és (8) képlet
felhasznaldsdval a lefutédsi idére

t = 3:3.10-7410
kifejezést nyerjitk. A 6. dbrdn lathatjuk, hogy az igy szdmitott

értékek (kihuzott vonal) igen jol megegyeznek a mérési eredmé-
nyekkel.
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Nitrogén esetében a szamitdsha jov6 sebesség tartomanyban
i’lgy A, mint x értéke dllandonak tekintheté 1=2-8.10—*% cm és
x=—6.10—*% (7) képlethdl a lefutasi 1d6:

b=16:4107r4

Bz esetben a szdmitott értékek, mint a 7. dbran lathato, kb. meég-
egyszer akkora lefutdsi id6ket adnak, mint a kisérletileg nyert
értékek.

Alkohollal is végeztem méréseket. Bz esetben a szabad thosszat
a gazkinetikus elmélet alapjdn szdmitottam 2—=9-35.10"% em,

7. 4bra.

mig x értékét magabol a kisérleti eredményekbdl allapitottam meg,
miutdn erre vonatkozé adatok az irodalomban nem taldlhatok.
z értéke 1-8.10~%nek adodott. Ilyforman a megszolaldsi valoszini-
ség mérése modot nyujt x értékének kozelité megdllapitdsara.

A szl vastagsdgdnak valtoztatdsa és az ezzel jard térerGsség-
valtozds az elméletnek megfelel6 médon mutatkozik a kisérleti
eredményekben, mint azt az 5. és 6. abrdkon lathatjuk. Hasonlo-
képpen az elméletnek megfelel6 valtozas észlelhetd a lefutdsi iddk
hosszédban a gdz nyomésanak valtoztatdsival is, mint az a 30 Tor
argon-+38 Tor alkohol és 30 Tor Hy+10 Tor alkohol géztoltéssel
végzett méréseimbdl kitlinik.

Yy

Megvizsgaltam ezenkiviil, atvihet8k-e a nagy atmérdjii csoveken
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Jau4

tett tapasztalatok kisebb atmérdjli csovekre is. Kisebb henger-
dtmérGjli csovekben a térerfsség ugyanis alig tér el a nagy at-
mérdjli esovekben ugyanolyan szdltdvolsagban uralkodo térerdsség-
t6l és igy egyez6 eredmények virbatok. Kisérleteket végeztem
ezért a szokdsos argon - alkohol toltéssel 7, 6 és 4 cm henger-
dtmérdjli esoveken is. A megszolaldsi valoszintiség ugyanolyan szdl-
tavolsdgban tényleg alig fiigg a henger atmérdjétol.

Végiil a gyakorlati haszndlat céljara a 8. abran egy 2-es és egy
3-as koincidencia-késziilék szdméra grafikusan dbrdzoltam a maxi-

8. 4abra.

malis eséatmérdt mint a felbontoképesség fuggvényét ; ennél na-
gyobb dtmérGjli csoveket haszndlva a koincidenciakésziilék meg-
szolaldsi valoszintisége 809, ald esik és igy nem gazdasdgos tobbé.
Hasonlé okokbol egyetlen szamlaloesével végzett mérésekben 0-01
em szdlvastagsdg mellett 15 em-nél és 0-04 em szdlvastagsdg mellett
18 em-nél nagyobb dtmérdjii esoveket nem érdemes hasznélni.

Osszefoglalds. Koincidenciakésziilékhez kapesolt szamlélocsovek
megszolaldsi valoszintisége nagy mértékben csokkenhet azdltal,
hogy az ionizdlo sugdr kivaltotta elektronlavina lefutdsi ideje
hosszabb, mint az alkalmazott felbontoképesség. A lavina lefutdsi
idejére elméletileg szamitott és kisérletileg mért értékek igen jol
megegyeznek.
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Nagy étmérdjii csovekben, hol a térerésség a hengerfal kozelé-
ben 45 V/em ald esik, a megszolaldsi valoszintiség a felbonto-
képességtdl fiiggetlenil, eddig még nem tisztdzott tényezdk folytan
18 erdsen csokken.

A lefutdsi 1d6k meghatdrozasa egy uj modszert szolgaltat
elektronok gdzmolekuldba vald iitkozésekor leadott energia-
hényaddnak kézelité meghatarozdsara. lgy x értéke aethilalkohol-
g6zre 1-8.10*nek adodott.

Méréseimet a Pazmany Péter Tudomdnyegyetem Kisérleti
Fizikai Intézetének Kozmikus Sugdrzds Kutato Laboratoriuméban
végeztem. Ezuton is hdlds koszonetet mondok néhai dr. Taner
KArovLy professzor urnak, az intézet volt igazgatojanak, ki méré-
selm elvégzését szamomra lehetdvé tette. Kiilonos halaval tarto-
zom dr. BarNOTHY JENG egyetemi magdntandr és dr. Forré
Macporya egyetemi adjunktusnak, kik tandcsaikkal és a kapott
eredmények megvitatdsdval tdmogattdk munkamat. A kisérlet kolt-
ségeit a Magvar Tudoményos Akadémia és a Széchenyi Tudomad-
nyos Térsasag a kozmikus sugdrzds vizsgalatira adomdnyozott
kutatasi segélyei fedezték.

Budapest, 1940. majus 31.

Kisérleti Fizikai Intézet. Nagy Dezsé.
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DI ANSPRECHWAHRSCHEINLICHKEIT
DER GEIGER— MULLERSCHEN ZAHLROHREN.

Die Ansprechwahrscheinlichkeit der Zihlrohren von Koinzidenz-
apparaturen kann betrichtlich abnehmen, wenn die Laufzeit der durch
den ionisierenden Strahl ausgelosten Elektronenlavinen linger wird,
als diw Auflosungsvermogen der verwendeten Koinzidenzanordnung.
Die Laufzeit der Elektronenlavinen wurde bei verschiedenen Gasfillun-
gen bzw. Gasdrucken und Z hlrohrdrahtdicken bestimmt und die ge-
messene Werte sind in guter Ubereinstimmung mit den theoretisch
berechneten Werten.

Bei Rohren mit grossem Zylinderdurchmesser, wo die Feldstirke in
der Nihe der Zylinderwand unter 45 V/em sinkt, nimmt die Ansprech-
wahrscheinlichkeit auch wegen einer — von dem Auflosungsvermogen
unabhingigen — vorldufig noch nicht geklirten Ursache ab.

Die Bestimmung der Laufzeit der Elektronenlavinen ermiglicht eine
niherungsweise Bestimmung des vom Elektron bei dem Zusammenstoss
an das Gasion abgegebenen Energichruchteiles. Fiir Athylalkoholdampf
ergibt sich x=1-8.10-3,

1 D. Nagy.



A FOLDMAGNESES TER INTENZITA SANAK MERESE
KATODSUGARCSOVEL,

Bevezetés.

Ismeretes, hogy ha elektronok olyan mdgneses térben halad-
nak, melynek az elektronok sebességére merdleges iranyban van
komponense, akkor az elektronok gorbe palyat irnak le. Ha egy
katodesovet nem a Fold magneses terének az irdnydban helyezink
el, akkor a sugarak a tér hatdsdra elhajolnak. Ismerve a csé katod-

jdnak az ernydtél valo tdvolsagat, az elektronok sebességét és faj-

lagos toltését, tovabbd a sugarak elhajldsdnak a merteket az
eltérit6 mdgneses tér intenzitasa meghatdrozhato.

Ha ugyanis a cs§ katodjdnak az erny6tél valo tavolsdga s,
a fluoreszcenciafoltnak a csé ernyGjén valo elmozduldsa d, akkor —
mint egyszerli szdmitds mutatja — a s tengelyének és a folt
elmozduldsdnak az irdnya altal meghatarozott sikra . merGleges
méagneses térintenzitaskomponens : ‘

9
H=__ﬂ__,

sy o
()~

ahol e/m az elektron elektromédgneses egységekben kifejezett fajla-
cos toltése, v az elektronok sebessége.

Az elektronok sebessége a csG6 anddjara kapesolt fesziiltséggel
fejezhetd ki:

ahol V az anodfesziltség voltokban.
11*




162 FARAGO PELTER.

Ha d? < s% akkor alkalmazhaté a kovetkezd kozelitd formula :

(1)

Ha d-t és s-et cm-ekben, V-t voltokban és e/m-et elektromég-
neses egységekben mérjik, akkor H-t gaussokban kapjuk.

A katéd—ernyd tdvolsdg a es6 készilésekor elére megadhato.
Az elektron fajlagos toltését sokan és sokféle modszerrel nagy
pontossaggal meghatéroztak. A szdamitdsokban

2 ik 7 4
ot as 1760.107 el. m. egység

értéket haszndltam.

A térintenzitds meghatdrozdsa végett tehat az (1) képletben
szereplé d tdvolsdgot és V fesziltséget kell mérni.

A mérések befejezése utdn tudtam meg, hogy foéldmdgneses
térintenzitds mérésére az AEG berlini kutatolaboratériuma mér
1931-ben készitett egy katodsugaresoves berendezést.! B ké-
szilék készitésénél a cél csak kényelmes és gyors mérési mod-
szer kidolgzasa volt. A kovetkezékben leirt megoldds a Briicue-
félétsl gyokeresen killonbozik. BrUcue ugyanis a foldmdgneses
tér kompenzildsdval eldszor megéllapitja a csé erny8jének a null-
pontjat (azt a helyet, ahol a fluoreszcenciafolt méagneses tér hatdsa
nélkiil megjelenik), majd .ismert intenzitdsi homogén mdgneses
terek (nagymeéretii szolenoidok belsejében felléps tér) segitségével
a cs6 erny(jén empirikus skéldt készit. A cs6 alkalmazasakor a
fluoreszcenciafolt helyének az ernyon elkészitett skdlin valo le-
olvasdsa kozvetleniil megadja a térintenzitdsnak a esG tengelyére
mer6leges komponensét.

E modszerrel — az idézett cikk szerint — 0-01 gauss pontossag
érhetd el. K pontossdg szémitdsdnal azonban csupdn a folt helyé-
nek a leolvasdsdban elkovetett hiba szerepel. A fesziltségmérés
pontatlansdgdbol szérmazé hibat nem is veszik tekintetbe. Nem
emlékeznek meg tovabbd a tapasztalati skdla alig ellendrizhetd
pontatlansdgérol sem, ami a készulék szisztematikus hibdja.

1 Briicue. E.: Jahrb. d. Forschungsinst. d. AEG, 2, 133 (1931).
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A mérés médszere.

A térintenzitdst hdrom egymdsra meréleges komponensének a.
meghatérozdsival mértem. E végb6l a katodsugarcsovet egy
teodolitszeri talpazatra szereltem, hogy a esé barmilyen térbeli
allast felvehessen. (1. dbra.)

Mivel a foldmégneses teret megszintetni nem tudjuk, az ernyé
nullpontjét nem ismerjitk. Nyilvdnvalé azonban, hogy ha a csd.

1. 4bra.

egy bizonyos dlldsaban a fluoreszcenciafolt az erny§ nullpontjatol
d tévolsdgra van, akkor ezen dlldssal 180°-kal szemben fekvé-
allasban a folt a nullponttél —d tdvolsdgban jelenik meg. Vala-
mely komponens meghatdrozdséhoz sziikséges d érték helyett tehdt
a cs6 atforditasdval a 2d érték mérhetd.

A fluoreszcenciafolt elmozduldsdnak a meghatdrozdsira kétféle-
modszert probaltam alkalmazni.

Az egyik esetben a ¢s§ ernyGjével szemben egy vizszintes és

s Pt s 5
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fiiggdleges iranyban mozgathaté leolvasé mikroszkopot helyeztem
el. A folt kozepére allitottam a mikroszkop okuldrjanak a fondl-
keresztjet. A mikroszkop elmozduldsa 0-01 mm pontossdggal le-
olvashato és egy skdlarész tort része meg becsilhetd. Ezzel a -mod-
szerrel mégsem sikeriilt kell6 pontossdgot elérni, mert a folt &t-
mérGje kozel 1 mm és a helyét — mint latni fogjuk — 0-01 mm
pontossaggal kell meghatdrozni. A folt kozepének ilyen nagy
pontossaggal valo megbecsiilését az 1s neheziti, hogy a sétét lato-
térben megjelend fluoreszkald folt megfigyelésekor a szem igen
elférad.

E szubjektiv hiba kikiiszobolhetS, ha kozvetlen megfigyelés
helyett fotografalunk. A leolvasé mikroszkép helyére ezért fény-
képezl gépet szereltem és a foltrol az eredeti nagysagaval egyezd
nagysagu felvételt készitettem.

A ¢s6 hat killonb6z6 helyzetében (minden komponens meghaté-
rozasahoz két szemben fekvG helyzetben kell felvételt késziteni)
ugyanarra a lemezre vettem fel a folt képét és a képek tédvolsagat
mikrofotométerrel mértem ki.

A mikrofotométeres méréssel a kivant pontossdag mér elérhetd.
A foltrél készilt felvételen ugyan a feketedés nem mutat éles
maximumot, de a folt szélein a feketedés igen gyorsan valtozik,
gy hogy egy alapul vett feketedésti hellyel egyenld feketedéstit a
olt szélein jol meg lehet taldlni. A folt kozepének két egyenld
feketedést hely kozotti tavolsag felez8pontjat vettem. E kozepelés
a gyakorlatban kiilonboz6 feketedésti helyek alapul vételével tor-
tént (1. 2. dbra).

A fesziltséget a PocerNporr-féle kompenziciés modszerrel
mértem.

A mérés virhaté pontossdga.

A mérés pontossdga a folt elmozduldsanak és a fesziltség-
mérésnek a pontossdgatol figg: a térintenzitds mérésében elkove-
tett szdzalékos hiba (a relativ hiba szdzszorosa) (1) alapjan:

@)
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ahol a felil huzott vonas az illeté mennyiség kozépértékét, a & jel
pedig a kozépértéktsl valo maximdlis eltérést jelenti.

Ha a katoéd—ernyd8tavolsdg 24 cm és a fesziiltség kb. 500 V.
akkor a 0-2 gauss korili horizontdlis intenzitds mintegy 0-7 em
foltelmozduldst okoz. Ha a folt helyét 10—3 em, a fesziiltséget
0-1 V pontossdggal tudjuk mérni, akkor a horizontdlis intenzitds
mérésében elkovetett hiba 0-19%, (20 y; 1 y =10-5 gauss).

Mint emlitettem, a folt elmozduldsat mikrofotométerrel mérten
ki. A mikrofotométer lemeztartéo asztaldnak az elmozduldsa 0-01
mm-ig leolvashato és ennek tort részei még jol becsiilhetGk. A folt
szélein a feketedés pedig olyan gyorsan valtozik, hogy a lemez-
nek 0-001 mm-rel valé elmozduldsat a mikrofotométerbe épitett
elektrométer lényeges kiutésvaltozassal jelzi.

A feszultségmérés kompenzacioval tortént. Ilyen mérés pontos-
sdga a haszndlt galvanométer érzékenységétdl fiigg. Ha a mérésnél
hasznalt Komrrauscu-hid hossza L és a hid [ hosszusdgt darab-
janal vett ledgazds esetén a galvanométer nem mutat aramot,
akkor a keresett fesziiltség

l
VZE—L~, (3)

ahol E a kompenzalo normalelem elektromotoros ereje.
A V mérésében elkovetett szazalékos hiba :

p% = 10027 — 1000,
v l

A fesziiltségnek 0-19, pontossaggal valé meghatdrozdsdhoz az
sziitkséges, hogy a hidba kapesolt galvanométer elég érzékeny
legyen ahhoz, hogy a leolvasott érték 0-1%-dnak megfelel§ elmoz-
dulds kovetkeztében a hidban fellépd dram intenzitdsdt ki tudja
mutatni.

A Kircuuorr-féle torvények alapjan egyszertien kiszamithato,
hogy ha a kompenzalt éllapotot megvdltoztatjuk azaltal, hogy a
hid csusztathaté kontaktusédt 4l-lel eltoljuk, akkor a galvano-
méteren atfolyé dram intenzitdsa :
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41 = - — (4

ahol 7, a galvanométer belsé ellendllisa és r a Kohlrauseh-hid
ellendlldsa. Ha 7, > r, mint pl. a mi esetiinkben, akkor helyes

a kovetkezd kozelités:

{ B
w | - ®)

Legyen L=1000 skdlarész és legyen még 0-1 skdlarész beesiil-
het6. Ha most 7,=1000 £ és E=1-32 V, akkor a cstisz6 kontaktus
0-1 skdlarész elmozduldsdnak megfelel§ aramintenzitasvéltozas
1-3.10-7 A. Tehat egy 10—7 ampere per skalarész érzékenységt
galvanométerrel mar 0019, pontossagn fesziiltségmérés végezhets.

di

A kisérleti berendezés.

A berendezés lényeges része a mar emlitett teodolitszerd talap-
zatra szerelt nagy vdkuumi katodsugdresG. A mérésnél egy Philips
DG 9-83 tipusi kozvetett flitést csovet haszndltam, szkematikus
rajzat a 3. dbra mutatja.

A katéd tdvolsdga az erny6tsl 24 ecm. A ka,téd el6tt  egy
WenneLr-cilinder van, mely a katodhoz képest 0—40 V negativ

3. 4bra.
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fesziiltséget kap. A WErNELT-cilinder rdcs szerepét jatssza (ezért
a rajzon a G racesal szkematizdltam): fesziiltsége véltoztatdsdval
a katodbol az ernydre juto elektronok szamat s igy a fluoreszcencia
folt fényességét lehet szabdlyozni.

A Wennerr-cilinder utdn az elektronoptikai berendezés kovet-
kezik : két kiilon kivezetéssel bird henger, melyek belsejében kor-
diafragmak vannak. Mindkét diafragmarendszer a katodhoz képest
pozitiv. fesziltséget kap. A katodhoz kozelebbinek (A1) kisebb a
fesziiltsége, mint a katodtol tavolabbié (A42). A katod és a mésodik
anod kozotti feszultségkiilonbség allitja eld az elektronokat gyor-
sito teret. A két anod kozotti térnek pedig az a szerepe, hogy a
katodrol kiindulé széttarté elektronsugarnyaldabot az ernyén 6ssz-
pontositsa. Az dltalam hasznalt es6 ernyGjén akkor all el6 a katod
éles (majdnem pontszerii) képe, ha az elsé és a mésodik anod
fesziiltségének az ardnya kb. 2 : 5.

Az elektronoptikai rendszer utdn az eltérité lemezparok kovet-
keznek (D1, D2; D1’, D2'), melyek a valésdgban (a rajztol eltérden)
egymasra merdleges elektromos teret létesitenek. Mind a négy
lemeznek van killén kivezetése, bar a ¢s§ voltaképpen mem-
szimmetrikusy kapesolasra készilt : az eltérit§ toltést a lemezparok
egy-egy tagjra szokds adni, s a médsik két lemezt a mdsodik anod-
hoz kotik. Ha az eltéritd lemezek valamelyikét egyaltaldn nem
hasznéljak, akkor (lehetdleg kiesi) ellendlldson 4t a mdsodik andod-
hoz kell kotni. A es6 masodik anédjat mindig foldelni kell.

A csovet Ni—Fe akkumulatorbdl flitottem, az anddfesziiltsége-
ket és a rdcsfesziiltséget — potenciométeres kapesoldsban —
szaraz anodtelepek szolgdltattédk.

A cs6 iizemi adatai a kovetkezdk :

PUGOTERAUIEROG L o5 b s st i i ot R s e o) 40 V
Fit6aram intenzitasa (legfeljebb) .............. 12 A
Maximalis potenecial a médsodik anédon ......... 1200-0 V
Maximédlis potencidl az els6 anédon ........... 500-0 V
Negativ potencial a Wrnnenr-cilinderen ........ 0—40-0 V
Az els6 lemezpar érzékenysége ................ 0-40 mm/V

A miésodik lemezpédr érzékenysége ............. 0-31 mm/V
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A es6 flitéséhez, az elektronoptikai berendezéshez és a fesziiltség-
méréshez tartozé kapesoldst a 4. dbra mutatja.

A katod és a méasodik anod kozotti fesziltségkiilonbséget egy

R ellenallast ellendlldsszekrényre vittem, melynek r ellendlldsu

részébol ledgazdst vettem. A ledgazas sarkal kozott, ha a katod

E A i ; : Vr X
és a masodik anod kozti fesziltségkiilonbség V, T fesziiltség-

4. Abra.

killonbség van. Ezt a fesziiltségkiilonbséget a KonLravscr-hid (Ko)

két végéhez kapesolt E elektromotoros ereji normélelem kom-

penzéalta. Normélelemiil Ni—Fe akkumuldtort hasznaltam, mely-

nek elektromotoros erejét kiilon méréssel tobb izben ellen6riztem.
A méréseknél : ;

T A Pt b VR 100,000 @
AN s e 100 2
AR 182V
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A hasznalt galvanométer (Ga) érzékenysége 2.10—7A/skdlarész.
A KonurnrauscH-hid hossza 1000 skalarész, egy skalarész tort részed
még jol becsiilhetdk.

A mérésnél a foltnak az erny6n valo helyét, illetve a magneses
tér hatdsdra valé elmozduldsdt kell meghatirozni. Ha azonban a
sugarak huzamosabb ideig esnek az ernyé egyetlen helyére, akkor
megtorténhetik, hogy az ernyd ezen helye elveszti érzékenységét,

5. abra.

dkiégy. Bzért célszerdi a foltot az ernyén dllandé mozgdsban tartani.
Evégb6l az eltéritd lemezek segitségével az erny6n egy [ alakid
all6 képet allitottam eld.

E fluoreszcenciakép elGéllitdsdra szolgdld berendezés kapesoldsa
az 5. dbrdn léthato. Egy lassu rezgéseket kelté oszeilldtor rezgo-
korébe nagy ellendllast iktattam, melynek két végéhez egy-egy
dibda an6djit kotottem. A diodak kilon-kilon filtek és a flitoszal
egyenld elGjelli polusait nagy ellendllassal hidaltam at. A fit6-
szdlak kozé és a rezglkorbe kapesolt ellendllés kozepét egyutt
foldeltem. A ffitészédlak szabadon marad6 oldalén — mivel a didda
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csak egyirdnyu dramot enged at — az oszcillitor keltette rezgések-
nek egy-egy félperi6dusat lehet felvaltva levenni. E pélusokhoz
kotottem a két lemezpar egy-egy lemezét, a szabadon marado
lemezeket pedig a masodik anodhoz kotve, vele egytitt foldeltem.
Ily modon az egyik félperiodus alatt az egyik lemezpar feltoltédik
és wjra kisiil, a masik lemezpar pedig kozben dllandéan foldelve
van. Tehét a fluoreszcenciafolt egy egyenest ir le. A masik fél-
periodus alatt a két lemezpdr szerepet cserél, a folt az el6bbire
merGleges irdnyban téril el. A két merdleges metszéspontjdban
abban a pillanatban van a folt, amikor mindkét lemezpéar éppen
foldelve van.

Az eltéritd lemezpdrokkal a folt alapallasa is szabalyozhato.
E célbol (1. 5. ébra) két pérhuzamosan kapesolt potenciométer
ledgazdsihoz kotottem a lemezparok egy-egy lemezét (azt, amelyik
el6bb kozvetleniil a mdsodik andédhoz volt kétve). A potencio-
méterpar végeit pedig egy dramforras sarkaihoz kotottem és az
dramforrds pozitiv oldalat foldeltem. A potenciométerek szahdlyo-
zasaval a folt az ernyG kivant helyére vihets. (Mérés kozben ter-
mészetesen a potenciométereket nem szabad valtoztatni.)

A felvételeket egy 1: 45 fényerejli, 5 cm gyujtotavolsdgu Zeiss-
objektivvel 4-5x6 em méretdt (Perutz Persenso) lemezekre készi-
tettem. Az expozicid-idG 2 min. korali volt.

A mérés eredményei.

A térintenzitds mérendd harom komponenséil két egymasra
merdleges — de killonben tetszfleges — vizszintes sikbeli és a
fiiggbleges komponenst valasztottam. Mivel a mérés egyediili célja
az volt, hogy a késziilékkel gyakorlatilag elérhetd pontossdgot
megallapitsam, elegend§ volt csupdn a horizontdlis intenzitésra
végezni meéréseket.

A 6. abra mutat egy, a horizontalis intenzitas meghatdrozasara
szolgalo felvételt. A 0, 90, 180, 270 jelzésti képrész a csének egy-egy
90°%-0s elforditasa utan készitett felvétel eredménye. A 0 jelzési
a cs0 alapallasdban készitett felvétel. A méréseknél kiilonbozo,

7

vizszintes sikbeli alapirdnyokbol kiindulva készitettem a fel-
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vételeket. Ezek abban killonboznek egymaéstél, hogy a vonalak
kozottl tdvolsdgok mdsok. (Ezt szemlélteli a 7. dbra: a H-val
jelzett nyil a horizontdlis intenzitds irdnydt mutatja, az dbra
kozéppontjabol az egyes
telvételekhez huzhato su-
garak a cs6 alapallasa ira-

6. abra. 7. abra.

nyat mutatjak.) E vonalak egymdstol valo tédvolsagdt mértem ki
mikrofotométerrel. Az egyik felvételen végzett mérés részletes
eredményeit mutatja az alabbi tébldzat. Az 4, B, C, D, E, F,
G, H jelzések jelentését a 2. dbra érthetévé teszi.

I. Tablazat.

4 fi8 ¢ I e N @& b B
§ || 350,8 | 4338 | 816,9 | 881,5 | 13450 | 1429.7 | 1744,0 | 18535
#; oF L a8 vep i las L asl e 4,3i 3,8
8 0,1 3,5 7,0 1,8 4,6 9,8 48| 34
S || 3645 | 4195 | 8243 | 873,9 | 1362,0| 1411,8| 17620 18374
:g 4T 9,8 i) 43 | 21 9.4 22| 52
2 4,9 9,7 4,2 44 |20 92,9 1,9 63
2 || 8789 | 4053 | 839,1 | 8389 ‘ 1878,2 | 1396,3 | 1779,2 1818,7
£ 8,5 6.0 9,1 9,7 ‘| 8,0 6,4 9,00 - 9,1
§ 9,0 5,1 9,2 92 | 85 6,1 95| 81
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A fenti tabldzat alapjian kiszdmithaté a megfelelé vonalak
tdvolsdga, vagyls a cs§ 180%kal val6 atforditdsanak megfelel6

foltelmozdulds :
9d., = G+H  A+B . od, — 5 i SN 8

2d, 9 R 9 9

A kovetkez§ tdablazat e tavolsagokat, ezek kozépértékét, a
mérési eredményeknek a kozépértéktdl valo maximalis eltérését és
a szézalékos hibat tiinteti fel. A tdvolsdgok cm-ekben vannak
megadva. A felvételek készitése kozben a fesziiltséget is mértem ;
az aldbbi tdbldzat l-jelzésli oszlopa a- Komnrauvscr-hidon tértént
leolvasdsok eredményét, illetve az ezekbdl szamitott értékeket
mutatja. Azl szdzalékos hibdja helyett e téblazatban ennek felét
tiintettem fel, mert a térintenzitds mérésének a hibajaban ez jon
szamitasba (1. (2) képlet).

Il. Tablazat.

2, gt ol
Eot B T
| 1,4064 | 05381 | 450,8

5 70 S0 ||

l Vi3 ‘ PR 6

77 e

65 78 7

70 78 S

67 82 | 5

69 78 5

72 81 4

kozép | 1,4069 | 0,5379 | 450,6
dmax _ || 0,0008 | 0,0002 0.2
pl |l “0,06 \ 0,04 0,02

d és 1 értékéhdl az cltéritd térintenzitdst ez (1) és (3) formulabol

kapjuk meg:
il

B g/
s? l L » e'm

ahol k, a kisérleti berendezés osszedllitasatol tuggd allando.

-9d = k2d /1, (6)
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A térintenzitds meghatérozdsdaban elkovetett szdzalékos hiba :

1- “dl
% —= Ry bk R S
ph =100 o+ e )

‘A H, és H, egymdsra merleges komponensekbél a horizontdlis

(7)

intenzitds abszolhit értéke:
H=yH+H. (8)
A horizontalis intenzitds mérésében elkovetett szdzalékos hiba

{8) és (6) alapjan :
pii= 100(

3 . M\
(l,.sflﬁl+¢£z‘8dg £1 o_z)_ o
di + de 253

Kilonosen figyelemre mélto az, hogy a horizontdlis intenzitds

hibdjdban a tavolsigok kimérésének pontatlansdgdboél eredd hibdk
nem adodnak egyszerfien Gssze, hanem az ered6 hiba az egyes
tavolsdgok mérésében elkovetett hibdk kozé esik. A kozolt adatok
6s formuldk alapjdn végzett szdmitdsok <zerint a horizontdhis
térintenzitds
H=0-21564+4-0-00015 gauss.

Tovabbi hat felvétel kimérése alapjdn végzett szdmitdsok a

kovetkezd eredményeket adték :

H=—0,21618-1-0-00010 gauss

561 22
616 15
599 22
610 17
639 09

Lehet, hogy a horizontdlis intenzitdsra talalt értékek nem felel-
nek meg a valésdgban. Bz annak tudhato be, hogy a mérés szin-
helyén voltak zavaré korilmények (pl. a rendelkezésre 4116 hely-
ségben vasbol késziilt tiizhely volt), melyek a mérés végeredmé-
nyét befolydsoltdk. Azonban a zavaré hatés dllando volt, ugyhogy
a modszer pontossdgdnak a megdllapitdsa szempontjabol nem
kellett figyelembe venni.

Az egyes komponensek mérésében elkovetett hibanak az a része,
mely a foltelmozdulds meghatdrozdsdnak a pontatlansdgdbol szér-



had
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mazik, kisebbithet$ azaltal, hogy az egész elmozdulast noveljiik,
ekkor ugyanis a 78(11 tort értéke kisebb lesz. Kz torténhetik azaltal,
d

hogy a katodsugdres6 hosszat noveljik. A ¢sé érzékenysége (adott
térintenzitdsvaltozdsnak megfeleld foltelmozduldsa) ugyanis a csé
hosszanak a négyzetével aranyos. Vagy csokkenthetjilk a szoban
forg6d hibat azzal is, hogy az ernydén megjelend foltrol nagyitott
képet készitink. Ebben az utobbi esethen ugyan a folt nagysdga
és a kép élessége 1s romlik, azonban a mikrofotométeres kimérésnél
ez nem okoz lényeges hibat. ;

A miésodik elgondoldst tigy probaltam ki, hogy az egyik fel-
vételrdl (amelynek kimérésekor kapott adatokat reszletesen kozol-
tem) fotografikus uton egy kb. Otszoros nagyitédsu képet készitet-
tem és ezt is kimikrofotometraltam. Ebben az esetben ugy a 2d,,
valamint a 2d, tavolsagot 0:029, pontossdggal sikerilt meghaté-
rozni, szemben az eredeti felvétel kimérésénél kapott 0-069,,
illetve 0-:049; hibaval. Ehhez véve a fesziiltségmérés 0-02%, hibd-

Jat, a horizontdlis intenzitds mérésének osszes hibdja 0-049,-ra

csokkent, ami kb. 8 ;y-nak felel meg.

Osszefoglalds.

Hgy katodsugdresG ernyGjén megjelend fluoreszeenciafolt el-
mozdulasdt mérve, meghatdroztam a Fold mdagneses terének
horizontélis intenzitasat, s a mérésben elkovetett legnagyobb hiba
22 » volt. Bz alig nagyobb, mint amekkora hibdat egyéb széllithaté
foldmagnességi mérdeszkozzel elkovetnek.

A mdr mondott ok miatt remélhetd, hogy hosszabb katod-
sugaresovel el lehet érni az dllando felépitésti obszervatoriumok
pontossagat (1 ) is. anélkil, hogy a késziilék szdllithato és kénnyen
kezelheté voltat elveszitené. A szallithatosagot az biztositja, hogy
ninesenek a késziillékben érzékeny mechanizmusok (lengd szerke-
zetek, finom fonalak, csiszolt élek). Ez az oka annak is, hogy
kiilsd koriilmények (legf6képpen a hdmérséklet) megvdiltozasdval
szemben ez a késziilék érzéketlen, ami pedig a szokdsos berendezé-

sek alig ellendrizhetd hibdinak lehet az oka.

Matematikai és Fizikai Lapok XLVII. 12



176 FARAGO PETER.

Kifogdsolhaté talan, — magam is idegenkedtem ett6l a meg-
oldéstol — hogy a fotografikus észlelés a mérést bonyolitja, mert a
felvételek kidolgozdsa és kimérése killon munkatébbletet jelent.
Azonban hatdrozott elénye ennek a megolddsnak az, hogy az ész-
lel6t6l szdrmazo szubjektiv hiba minimalis.

Bar a modszer pontossagdnak a kiprobdlisa szempontjabol
elegend( volt a horizontalis intenzitassal foglalkozni, a felvételeket
mégis gy készitettem, hogy a vertikdlis intenzitaskomponens-
okozta foltelmozdulds is kimérhetd legyen.

A térintenzitds harom egymadasra merdleges komponensének az
ismeretével, azutan a totdlis intenzitas és az inklindcié is meg-
hatdrozhato. Ha pedig a vizszintes sikban vélasztott alapirdnyok
a foldrajzi észak—dél, illetve kelet—myugat irdnyba esnek, akkor
a mérési eredményekbdl a deklindei6 is egyszertien adodik. Ha az
intenzitdskomponensek 1 » pontossdggal ismeretesek, akkor az

L

inklindeiora és a deklinaciora 0-1" pontossaga eredményt kapunk.
X

Dolgozatomat a Kir. Magyar Pazmany Péter Tudoméanyegyetem
Gyakorlati Fizikai Intézetében készitettem. Hdlds koszonettel tar-
tozom az Intézet igazgatdjanak, dr. RyBAR IstvAN professzor
urnak szives érdeklddéséért és hasznos tandcesaiért, melyekkel
munkamat tdmogatta.

Haldsan koszonom dr. BAy ZonrAN mtegyetemi tanar trnak,
hogy alapvetd problémak megyvildgitdsaval szives segitségemre volt.

Koszonetemet kell kifejeznem dr. Bund Acosron egyet. magén-
tandr trnak is szives utbaigazitdsaiért.

A végleges méréseket a svabhegyl Csillagvizsgalé Intézethen
végeztem. Hdldsan koszonom dr. Lassovszky KArony igazgato
urnak, hogy szdmomra az Intézetben helyet adott és az intézet
mikrofotométerének a haszndlatit megengedte.

Végiil mély hdldmat kell kifejeznem a Magyar Tudomdnyos
Akadémia II1. osztélydnak azért a blkez{i anyagi témogatdsért,
mellyel a mfiszer elkészitését és a vizsgdlatok kivitelét lehetdvé tette.

Farago Péter.
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MEASUREMENT OF TERRESTRIAL MAGNETIC
FIELD INTENSITY BY MEANS OF A CATHODE
RAY TUBE. :

The method described is based upon the deflection of cathode rays
in a magnetic field : the magnetic field component perpendicular to the
axis of the tube can be calculated, if the cathode-screen distance, the
specific charge of the electrones, their velocity (i. e. the accelerating
potential), and the displacement of the image on the sereen are known.

The intensity was determined by measuring its three mutually per-
pendicular components. To enable the tube to have any position desired,
it was mounted on a theodolite-like device. As the terrestrial magnetic
field cannot be eliminated the wero-position» of the image is unknown.
For this reason, instead of the displacement d of the image — by turning
over the tube — the displacement 2d was determined.

In six different positions of the tube (two diametrically op osite posi-
tions for each component) the screen was photographed on one and the
same plate. The displacement of the image was measured by a micro-
photometer. The accelerating voltage was measured by compensation.

The cathode-sereen distance of the tube used was 24 em, the accele-
rating voltage about 500 V. The greatest inaccuracy in the result for
horizontal intensity was 22 y (about 0 19,).

It is hoperd that, by using a longer tube, a result with an accuracy
of wit in 1 y can be achieved.

P. Farago.

12*



KAPCSOLASTANI FUZETEK SORSZAMA.

------

kombinacigjat a lexikografikus sorrendben szokas felirni. Ha
mar most adva van bizonyos elemeknek egy kapesoldstani fizete,
felmeriil a kérdés, hogy az illeté fiizet a lexikografikus sorrend-
ben hényadik. A sorszam wmegdllapitdsara vonatkozo formuldk
tudoméasom szerint az irodalomban csak a permutaciokat illetéleg
fordulnak eld. Ezért talan nem lesz érdektelen, ha hasonlé for-
mulakat a kombinaciékra és a varidaciokra vonatkozolag kozlok,
annal is inkdbb, mert ezek a formuldk igen egyszertiek és egy-
szerti meggondolissal nyerhetdk.

A permutdciokat illetéleg, mint ismeretes az n elembél képez-
heté egy adott permutécié sorszéma:

Spln) = pl-pn—l 7 })gpn~~.’ +“'+Pn—1P1 Al

ahol p; a fiizet i-edik elemét6l jobbralevé kisebb sorszamu ele-
mek szamat, P, pedig a I elembdl képezheté permutdciok szamat

jelenti.
A varidciokra vonatkozdlag a képlet ugyanugy alakul:
S'u(n, = P1 V;:: + s Vi;::: b ) l1(:) R

ahol azonban p; jelentését az el6z6hoz képes akként kell modo-
sitanunk, hogy a jobbra levé kisebb elemeken kiviil a flizetben
el6 nem forduld kisebb elemek szamat is tekintethe vessziik ;
V:‘}L az m elembdl képezheté /-ad osztdlyu varidaciok szdma. A
képlet helyessége ugyanugy, mint a permuticidkra vonatkozélag,
kézvetleniil belathato abbol, hogy a fiizetek lexikografikus sor-
rendjében az i-edik elemmel kezd6do fiizeteket megelGzik az
+-nél kisebb sorszamu elemmel kezdéddk:; az i-edik elemmel
kezdédsk kozott pedig azokat, amelyekben a masodik elem ;.
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megeldzik azok, amelyekben a mdasodik elem sorszama j-nél
kisebb, de nem i stb.

Az ismetléses varidciok sorszamara ugyanezzel a meggondo-
lassal a kozetkezé formuldra jutunk :

Simio=p W+ pWa “ -+ pWa + 1,
amelyben azonban most WE az ismétléses varidciok szamat, i
pedig az Osszes a fiizet i-edik eleménél (és memesak a jobbra
levé és kimaradd) kisebb sorszamu elemek szamat jelenti.

A kombinaciok sorszamanak megallapitiasihoz a fenti meg-
gondolast egy kissé modositanunk kell. Itt legcélszertibb a fiize-
teket visszafelé széamolni le. Az utolsé kombinacios fiizet sor-
szédma: (1t). Hogy az adott fiizet sorszamét megkapjuk, ebbél a
szambol le kell vonnunk mindazoknak a fiizeteknek a szamét,
amelyek az adott fiizetet a lexikografikus sorrendben kévetik.
Fzeknek a szdma most mar ugyanolyan meggondolassal allapit-
hat6 meg, mint el6bb. Igy nyerjiik az aldbbi formulét:

) o g ke vk—1 d
‘Sum. o) e e ST Cn—il TE Mg TR T ('n—im

melyben G4, az m elembél képezhetd j-ed osztalyt kombindcidk
szama, i, 4. .., i pedig az adott fizet elemeinek rangszéma a
lexikografikus sorrendben. Ez a formula az ismétléses kombi-
naciokra ugyanigy érvényes, ha a formulaban (!, az ismétléses
kombinaciok szaméat jelenti.

Megyesi Istvan.

LEXIKOGRAPHISCHE ORDNUNG
VON KOMBINATORISCHEN KOMPLEXIONEN,

Es werden Formeln angegeben fiir die Bestimmung der Ordnungs-
nummer einer gegebenen Permutation, Kombination und Variation
in der lexikographischen Ordnung der betreffenden Komplexionen.
Solche Formeln waren, wie es scheint, in der Literatur bis jetzt nur

fiilr Permutationen angegeben.
geg :
Istvan Megyesi.
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Oblath Richard «Az 22>—1 szdmokrol c. dolgozatdhoz
(e kotet 58—77. 1.)

A dolgozat kinyomatisa utin vettem csak észre, hogy a primszdm-
hatviany modulustt kongruencidkrél szolo ismeretes tételek figyelembe-
vételével az 1. tétel a kovetkezd tomorebb alakban fogalmazhato :

Legyen p << 3 primszam; az

22—l =yP (I)
diophantikus egyenlet el nem lind egész szamokban lehetellen, ha
921 == i1 mod. p*

A tétel ezen alakjabol kovetkezik, hogy az 1, 3 tétel tartalmatlan,
a reguldris primsziamokra specializalt 3. tétel pedig folosleges.

A (12) formuldabol latni, hogy ky és k, csak pozitivok lehetnek. Kz
a megjegyzés nemesak a bizonyftist egyszeriisiti, hanem 1j eredmé-
nyekre is vezet, amelyekre masutt még visszatérek.

SeraEr ! egy eredményének segitségével a 4. tétel a kovetkezdkép
terjesztheto ki :

(1) az ismert Kivételektil eltekintve ninden 16,000-nél kisebb ki~
tevdwvel lehetetlen.

Az el6adottak kovetkeztében az 5. tétel is egyszertisbodik, valamint
az 5., 10. és 12. tételek is ¢élesithetdk.

Felhaszmalom az alkalmat még egy pdar helyesbitésre.

s w4+ 1 ) g g ; : .

A 66. oldalon az s Fyp(y) formula utén bepétlandé: tetsz6-
Y41 ; i e

leges paratlan 72-nél »'f/ TF Yoo Foon(17) Gy, (1), ahol (i, egész egviitthatoji

polinom. _
A 68. oldalon a 13. sorban k, helyett £, olvasando.
A 71. oldalon a 17. sorban az egyenlet legmagasabb tagja nem
{29)", hanem (2"—2% 2)p".
27/ e
A 73. oldalon a 9. sorban ( %

n 9 __99 3000
) és a 10. sorban ( ol _,_)
helyett a reciprok értéke veendd.

Ahol réviden hatvinymaradékokrol van szo, «p-ik hatvinymaradék
2'- At 5 - . - ¥
mod p*» értends. Oblath Richard.

L N. G. W. H. Begeer: On the congruence 2 ' — 1 (mod p*) and Fer-
mat’s last theorem. Nieuw. Arch. Wiskde 20., 1939. 51—54., Zentralblatt
f. Math. 20, 1939., 105.
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Fizikai Kémia. 1. kotet. Groh Gyula kozrenkodéséve
irta Erdey-Gruz Tibor és Schay Géza. 605 oldal. Il. kotet.
Irta Naray-Szabo Istvan és Schay Géza. 475 oldal. Buda-
pest, 1940. Kiralyi Magyar Egyetemi Nyomda.

Val6ban oromiinkre szolgal, hogy alkalmunk van a magyar tudoma-
nyos irodalom e jelentékeny gyarapodasardl referalni. Grom Gyura és
munkatarsai : Eapey-Groz TiBor, NARAY-SzABO ISTVAN és Somay Gfiza
hasznos és elismerésre mélté munkat végeztek, midén egy 1080 oldal
terjedelmt, tan- és kézikinyv jellegii fizikal kémia megirasat vallaltak.
A konyv Gron Gyurna egyetemi el6adasaib6l nétt ki a részletekben on-
allban és jelentékenyen kibdvitve munkatarsai altal, kik mind a fizikai
kémia kulonbozé fejezeteinek kivald miveldi.

Az elsd kotet a fizikai kémianak ma mar klasszikusnak nevezhetd
fejezeteit foglalja magaban, kiegészitve az ijabb kutatasokkal és szem-
pontokkal.

Az els6 bevezetd fejezet a termodinamika elsé és masodik f6tételét
targyalja f6kép a kémikusok igényeire és elGképzettségére valo tekintettel.
Ha dsszehasonlitjuk targyalasat THAx Kirony: A kisérleti chémia elemei
¢., 1897-ben megjelent, hazai kémiai irodalmunkban fontos lépést jelentd
mivének megfelels fejezeteivel, igy orvendetesen allapithatjuk meg,
hogy ma mennyivel jobb a kémikusok fizikai és matematikai el6kép-
zettsége, mert mig TaAx kénytelen az elemi fizikai fogalmakat is rész-
letesen definialni és az integral fogalmat éppen csak emliti, de alig
hasznalja, a jelen miben természetes alkalmazast talal. Mindazonéltal
neézetiink szerint nem lett volna egészen felesleges a 3. oldalon az elsé
fététel felallitasindl az energiat definialni. E fejezet szikségképpen
vazlatos (38 oldal) targyalasara csak azt jegyezzilk meg, hogy jobban
szerettitk volna a szabad energia helyett az entropiinak kiemeltebb
elotérbe vald allitasat. Bl6szor azért, mert az entrépia bir alapvetSbb
értelemmel, masrészt mert az irreverzibilitas kritériumat vele sokkal
altalanosabban lehet megfogalmazni. Ezeket a szerzék a 38. oldalon
el is 1smerik. Hogy mégis mas elgallitast valasztottak, arra mas magyara-
zatot mint azt, hogy ez a kémiai irodalomban igen megszokott, nem
latunk. Mellékes megjegyzés, hogy a 2. oldal elsd kikezdése felsorolasa-
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ban a spektrumok emlitése is kivanatos lett volna és a 31. oldal (22)
egyvenlete semmikép sem tekinthet§ a masodik fététel legaltalinosabb
alakjanak.

A kovetkez6 harom fejezetben a giznemd, cseppfolyds 6és szilard
halmazallapotot targyaljak. A fenomenologikus termodinamika targya-
lasat itt a korpuszkularis elmélet alapjaival egészitik ki és a MaXWELL-
Borrzvanx tételt valamint az entrépia statisztikai értelmezését is hozzalk.
B fejezetek kissé tulrovidek, amit a szerzék is éreztek és a masodik
kotet fiiggelékében a Maxwerni-Bornrzaians tétel levezetését potoltak.
A szilard testek fajhéjét a kvantumelmélet alapjan targvaljak. A 162.
oldalon DuByr elméletének vazolisa és a 42. rajz nem egészen megfeleld,
erre vonatkozé potlis szintén van a masodik kotet fiiggelékében. E
fejezetben targyaljak a halmazallapotvaltozasokat, a fizikust is érdekel-
heti a viz dllapotainak részletes elemzése nagy nyomason is. (180. oldal.)

A kovetkezb fejezet az oldatok, az azutin kovetkezd a heterogén
rendszerek egyensulyi viszonyaival foglalkozik elemi targyalasban sok
érdekes példa grafikus feltiintetésével. A VI. fejezet a kémiai mechanikat
reakcidsebességeket és egyenstlyl viszonyokat targyalja, mig a VII.
fejezet az egyensilyokra a termodinamika fétételeit alkalmazza. Az 4. n.
harmadik f6tétel is itt nyer targyalast.

A VIIT—XII. fejezetek az elektrokémia, elektrolitok, galvanelemek.
az elektrolizis és polarizacié jelenségeit targyaljak. Az elektrolitok
Depve-Htrexi: -féle elmélete, a savak és bazisok Broxsrrp-féle elmélete
talal itt targyalasra, valamint a redoxpotencialok és pufferoldatok, oly
dolgok, melyek a tudomanyosan dolgozé orvost és biolégust is érdeklik.
1 kétet utolss, XITI. fejezete a hatarfelilletek és kolloid oldatok ma oly
aktualis jelenségeivel foglalkozik. Kiemeljitk a felileti rétegekre vonat-
kozbd Liaxamuir-féle vizsgalatok és a Browx-féle mozgis és az ilepedési
jelenségek targyalasat.

A II. kotet az anyag szerkezetére vonatkozd ama alapvets kutatasol
és elméletek ismertetését nyujtja, melyek az utébbi évtizedekben fizikai
és kémiai alapfelfogasainkat oly mélyrehatéan atalakitottak. A fejezetel
targyai: Az atomok épitékovel, az atommagok felépitése és az elemat-
alakulasok, a periodikus rendszer és az elemek spektrumainak értelmezése.
Kiilon fejezet targyalja a kémiai kotés tobbféle fajanak ijabb elméleteit,
valamint a molekulik spektrumait és sajatsagait. Savos spektrumok.
Raman-effektus, orto- és parahidrogén, Franck—Coxpvon ely, optikai
forgatoképesség keriilnek itt szoba. E részhez csak ast jegyezziik meg,
hogy az elektron témege nem vezethetd teljesen vissza az elektromig-
neses tomegre (10. oldal.) és hogy a radidaktiv bomlisok soraban az oly
fontos és 11j tipust uranbomlis emlitése kivanatos lett volna.
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A VI fejezet a kristalyos anyag szerkezetére vonatkozo vizsgalatokat
targvalja. Természetesen bd helyvet foglalnak el a szerkezet megallapi-
tasara vonatkozo, rontgen- és elektronsugarakat hasznald modszerek.
A mind nagyobb fontossagra szert tevé Founriur-soros modszeris behatéan
van ismertetve. Fel lehetett volna azonban még emliteni, hogy a nivo-
gorbék nemesak az atomok helyzetérdl, hanem az elektronstiriség
eloszlasarol és gy a kotéstipusrél is felvilagositast adnak. Eppigy nem
artott volna tobb tipikus raes atnézetes képét kozolni, pl. rétegracsok.
szilikatok. A teljes gomboknek rajzolt atomokkal valé abrézolis nem
nagyon attekinthetd.

A VIL fejezet a kémiai reakeiok mechanizmusaval, a homogén gaz-
reakeidkkal, koztitk az oly fontos linereakeiokkal, a fotokémiai reakeidk-
kal, a heterogén katalizissel és az oldatokban véghemend reakeiokkal
foglalkozik. Kiemelem az atomreakeidk és az aktivalas mélyebh megér-
tésére szolgald Gjabb elméletek ismertetését.

A masodik kotet is rendkivid gazdag anyagot nyujt, mely egy kotet-
ben természetesen csak gy volt targyalhato, hogy a kell§ kivalogatason
kiviil az elméletek egyszerisitett alakjat adtak. Ebben minden igényt
nehéz kielégiteni. de azt hisszilk, hogy a szerzk eljarisa szerencsés
volt.

A konyvet részletes név- és targymutato, valamint az irodalom fel-
sorolisa egésziti ki, Az utdbbi nem tart teljességre igényt, de igy is
kivanatos lett volna A. SomyerrrrLp Atombau und Spektrallinien c.
didaktikailag is fontos mivét emliteni, valamint Couraxt—HiBrERT
a kémikus szimara nehezen értheté mive hely?tt a differencial és
integralszimitds valamely jé tankonyvét és végil az egyetlen részlete-
sebb kvantumkémia, a HEnnmany-é is emlitendd lett volna, az «ltalanos
munkék» c¢. alatt felsorolt munkdk pedig az elméleti fizika rovatiaba tar-
toznak.

Mindent Osszefoglalva ama nézetimknek adhatunk kifejezést, hogy a
magyar fizikai-kémiai irodalom egy értékes mivel gyarapodott. mely
ugy az oktatasnak is jelentékeny szolgalatot tehet, mint a kémikusok,
fizikusok és biolégusok szaméara is hasznalhaté és jol olvashaté segéd-
eszkozt nyujt.

Ortvay Rudolf.
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“Jelentés az 1940, évi XLIV. matematikai
tanuloversenyrol.

Tdarsulatunk e versenyt 1940. oktober 19-én tartotta Budapesten és
Szegeden egyidejiileg. Budapesten 46, Szegeden 1 versenyzd jelentkezett.
Beadtak Budapesten 28, Szegeden 1 dolgozatot. A visszatért Kolozs-
virott a tanév késéi megnyitisa miatt a versenyt az idén még nem
lehetett megtartani.

A verseny tételei a kovetkezok voltak :

I. Tegyiik fel, hogy bizonyos tirgyak kozt van két kiillonbozo szinii,
tovabbd van két killonbozé alaki. Bebizonyitand6, hogy akkor van e
targyak kozt két olyan, melyek szinben is, alakban is kiilonhoznek.

IL. Legyen i és n két kiilonhozo pozitiv egész szim. Bebizonyi-
tando. hogy a

22" 4 1 és 2" 1
szamoknak mines 1-nél magyobb kézos osztojuk.

ITI. Bebizonyitand6, hogy minden haromszog silyvonalaibdl, mint
oldalakbol, hdromszog alkothato. Bebizonyitandé tovibbi. hogy, ha
egv H; hiromszog sulyvonalaibdl a /1, hiaromsziog alakithato és ennek
stlyvonalaibol a /1, haromszog, akkor [1, és H, hasonlé héromszogek.
(Bgy héromszog silyvonalain egy-cgy szogpontot a szembenfekvd oldal
felezépontjaval Gsszekotd egyenesdarabokat értjiik.)

A versenvdolgozatokat megbiralo bizottsag tagjai voltak : Veress PAn
elnoklete alatt Feerviry JenG. Faraco Axpor, Hasos Gyoray, Sztcs
Avorr és Konie Dines eléado. B bizottsiag 1940. okt. 27-én tartott
iilésén az eléadd eloterjesztése alapjin a kovetkezd egyhangn javas-
lathan dllapodott meg :

«A legnehezebbnek bizonyult 11. feladatot esak két versenyzo oldotta
meg : Horrmann Tmor Anpris és Bizim Gyorey. Mind a I1., mind a
111, feladatra adott megolddsaik szépek és szabatosak és hatdrozott
matematikai képességekrdl tesznek tamibizonysdagot, uigyhogy a Bizottsig
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mindkét jutalom kiaddsat hozza javaslatba, mindamellett, hogy az em-
litett versenyzéknek az I. feladatra adott megolddsaik hidnyosak és
homalyosak. KettGjik kozott Horrmann-t illeti-az elséség a I1L feladat
megolddsiban mutatkozo Gtletesség folytdn, valamint azért is, mert
az L. feladatot egészen helyesen fogta fel. Ilymddon a bizottsig azt
javasolja, hogy az elsé b. Eotvos-jutalom Horrmany Tisor Axprisnak
adassék, aki a budapesti XIV. ker. all. Szt. Istvin gimndziumban
Hegediis Sdndor. Erddés Lajos és Hamori Miksa tandrok tanitvinya
volt, a misodik b. Eotvos-jutalom pedig Bizim Gyoreynek, aki a buda-
pesti V. ker. all. Bolyai-gimndzinmban Hoffmann Ern¢ tandr tanitvinya
volt. Dicséretet érdemel aror Ponericz Rirarn, aki jol megoldotta a
IIL. feladatot és lényegileg megoldotta az I. feladatot is».

A Bizottsig e javaslatit a Valasztmany 1940. nov. 7-én tartott iilé-
sén egyhangilag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott eldadoéiilésen
Ravos Guszriv elnok adta dt a dijakat a verseny gyozteseinek.

Hoffmann Tibor jutalmazott dolgozata.l

Il. tétel. A szimok egyike sem oszthato 2-vel. Nem jelent meg-
szorftast az, hogy m = n-et veszink. Tegyiik akkor fel, hogy mindkét
szam oszthatd egy x > 2 szimmal. Legyen

om > 7 S AL
274 | — Ke és 22 4+ 1 = La.

Itt nyilvan K, L. és x egész szamok és K > L; tovabbd legyen
r=m —mn, Ebbol a két egyenlethdl :

om A A on
92" = Kp—1 és 92" — T, ——1.

Ha a misodik egyenletet 2"-edik hatvdnyra emeljiik, a baloldalak azo-
nosak lesznek, tehdt a jobboldalaknak is azonosaknak kell lennidk.
Ugyvanis :

( h)c_l’ll }:31'7 u)g“ .27‘

és a jobboldalon igy :
(Lx — 1)¥= Ke— 1.

Kz utébbi egyenlethen azonban a baloldal :

(Lx — 1)P=1 (mod ),

1 Az 1 tételre adott megoldisit nem kozoljiik,
Szerk.
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a jobboldal pedig
Ke —1=—1 (mod ).

Tekintve, hogy @ = 2. ez ellentmondds. Abbol a feltevésbél tehit. hogy

- a két szdmmak van 1-nél nagyobb kozos osztoja, helyes kovetkezteté-

sekkel ellentmonddsra jutottunk, tehat a két szammnak wincs kozos
osztoja 1-en kivil. Qu. e. d.

1. tétel. 1°. Legyenek az ABC /A-ben a stlyvonalak Al), BE és

G, Ismeretes, hogy ekkor KD CAB és AD = 2kD. Szerkessziik meg

az ABDG parallelogrammit. Ebben

IY és F a D, illetve AB oldalak

felezépontja. ffgy az AFEG és

FBDE egybevigd és hasonlo hely-

zetti parallelogrammdban a  két

atlo egyenls : G F = BE. Tovibbd,

mivel AG H BD, GA 3 CD is.

I'g_y az ADGG parallelogranmn-

ban ADF GC. Tehdt megalkottuk a stlyvonalakkal az FCG A\ -et.

2°. Legyenck most az FCG A silyvonalai KK, CH és GJ. Bzek

kozill 1 a GF és AC metszéspontja, mivel AFEG parallelogramma.

Tovabba J az FC és G metszéspontja, mivel az F'CB A -ben [ felezi

a BC oldalt és DJ = ED || FB. I'gy az FCG A silypontja E, a GD

és A€ metszéspontja, tehdt K az FIE és (! metszéspontja lesz. Azon-

ban EF || BD, tehiat EK || GD és {igy a GCGD A-bél KE — !%)9* ol i:,L,

()
tovdbbd mdr littuk, hogy KF = DI —= ——, tehit

S B
R g
Hasonloképpen :
i AC AL AC AC 3AC
GH = Cly sl == == i = i

és végiil :
AB ED AB AB 348

GJ = GE -+ Bl 9 - 9 o B) e % < i

Tehdt a kapott héromszég oldalai ardnyosak az eredeti hdromszog
oldalaival, vagyis a két haromszog hasonlé. Qu. e. d.
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Bizém Gyorgy jutalmazott dolgozata.l

11. tétel. Tegyiik fel, hogy m >mn és fejtsiik sorba a két megadott
szam hinyadosét az osztis szabédlyai szerint :

(ng:1+ 1) 4 kQ._,n_*_ 1" bar QE’" o Qg1n,2,21L+ ng_a.gﬂ

Q;_,m_’_ o2 _an
Fy 1
- m [ m n
=l A D

Az eljirds szerint a k-adik maradék :
oM e, oM
A L ol S 1
ha pedig k = 2", akkor

g n ol s M=—N _ g
2 = 1),_,::: gaMm_am—n_ ol
oM—n"" G

fedie=tleZ el e

Tudjuk azonban, hogy az osztando és az oszté legnagyobb kézos osztoja
ugyanaz, mint az oszt6é ¢és a maradéké, e szerint 22"+ 1 és 22" 4 |
legnagyobb kozos osztoja ugyanaz, mint 92" | 1 659 legnagyobb kézos
osztéja. Azonban 2"+ 1 piratlan szam, igy 22"+ 1-nek és 2-nek 1-en
kiviil nines mds kozos osztdja s ennélfogva nines az eredeti két szdm-
nak sem.

1. tétel. 1°. Ha a haromszog pontjait az dbra szerint betiizziik,
az oldalakat a, b, ¢-vel, a sulyvona-
lakat megfeleléen «,, by, cy-gyel jelol-
jik, akkor a hdromszogek ismere-
tes torvénye szerint az ACS és BOS
haromszogekhol

SC,> AS —AC, és SC;> C,B—BS,

ahonnan osszeadissal )
2 S(:l e flb’ .th ;1(‘:1 + (71 If = A S [}S’.

9 9 9
S \S 9 Q! e S Mo e 4 EE ik
Ismeretes azonban, hogy 2 S€; 5 C1 AS = 3@y és B = 3 by, 2
e szerin ;
2 2 2

3 (1> 5 @ 771 by, vagvis by + ¢, > a,.

1 Az 1. tételre adott megoldisit nem kozoljiik.
Szerk.
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Ugyanigy lehozhat6:a misik két megfelelé osszefiiggés 1s:
Ayt ey = by 68 ay+F Ui =y

tehdt a silyvonalak barmelyike kisebb a masik ketté osszegénél. Bz azt.
jelenti, hogy a stlyvonalakbdl, mint oldalakbdl haromszog alkothato.
2°. Az elébbi dbrdn az AC C és BC,C hiromszogekbél

2

e (&

[,“-5:——-4~ Lipd 0 5 €1 €08 AC,C =,
pk e g er

ar= gk + 2.4 ¢; c08 AC,C 2,

(t.i. ACGC 2+ BC,C 2= m) ahonnan oOsszeaddssal

1 N0 SAESRSY, TR AR
N N N TR
¢4= [/ZM +20% 2.

Hasonloképpen :
I8 e o e ) TG R
=5 ]/‘;)Ip + 2¢ a® és hy =1V 2a2-9c%— b4
Ezek a H, hiromszog stulyvonalai és a H, hiromszog oldalai. Hatd-

rozzuk meg most a H, hdromszog stlyvonalait, azaz a Hy hiromszog
oldalait, a,, b, és c,-t. Az el6bbi képletek alkalmazasdval :

: 1 1
!'3 s T ("_’l'{‘f - ".).I);, o l?) = 4 :'2. I “L)bg e 21'2-‘ ltz) +
SO l (u)(ti_L_ 92 hi) 8% _l_ (2(‘2_}_ 2],2_ ’.2] 4223 ” ‘.2
TR AN 4 4 = Tesr
tehit
R
I-,—- 4 .

Ugyanigy kiszdmithaté a, és b, is, igyhogy végeredményben :

3 3 3
a4y = 4 4 be == )P—b 08 0= i

Minthogy tehdt a H,/\ mindegyik oldala gy arinylik a H,/\ meg-
felel6 oldaldéhoz, mint 3 : 4, azért 11, és I, valéban hasonlé harom-
szogek.
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Jelentés az 19410. évi XXIL «Karvoly Irén»
fizikai tanuloversenyrol.

Tarsulatunk idei fizikai tanuloversenyét 1940. oktober ho 26-an tar-
totta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten 18 versenyzd
Jjelentkezett és beadtak 17 dolgozatot. Szegeden az egyetemi beiratko-
zasoknak a nagy atalakuldssal kapesolates eltolodasa miatt versenyzé
nem jelentkezett.

A verseny tételel a kovetkezOk voltak :

1. Egyenl8szart derékszogl haremszog oldalaira négyzeteket rajzo-
lunk. Az igy keletkezett idomot egyenls vastagsagi, homogén fémlapbol
kivagjuk és harom figgélyes tivel a hiromszog cstesaiban tgy ta-
masztjuk ala, hogy vizezintes legyen.

Mekkora nyomoer6 esik egyik-egyik
tire, ha a lap silva: :
Q=27 kg?

2. Egy fal el6tt allunk. Koztink és
a fal kozott fialink magassagaban sip
sz01, melynek rezgésszama 600/sec. Mi-
lyen sebesen kell mozgatni a sipot a fal
felé, hogy masodpercenkint 3 lebegést
halljunk? A hang terjedési sebessége
340 1 /sec.

A feladatokat kitliz6 és a dolgozatokat elbirald bizottsag, melynek
tagjai Mikona SAxpor elnoklete alatt Bay ZowurAx, NovosAmzky
KAirony, OrrvAaY Ruporr, RyBAr IstvAN, SzaB6 GABOR és Horrmann
ErnG el6add voltak, a verseny eredn ényér6l a kivetkezd jelentést ter-
jesztette a valasztmany elé :

«Mindenekel6tt meg kell allapitanunk azt az orvendetes tényt, hogy
a dolgozatok rendes kiilalak, attekinthetd forma és vilagos kifejezésmad
tekintetében nagy haladist mutatnak az el6z6 évek dolgozataival szem-
ben, tgyhogy ez a koritlmény objektiv elbirdlasukat lényegesen meg-
konnyitette.

Tartalmi szemponthol meg kell allapitanunk, hogy mindkét feladatot
kifogastalanul csak harom versenyzd oldotta meg: BuzAm Gyo6rey,
Freup Giza és Horrvaxy Tisor; mindhdrman kitéinden.

A tobbi dolgozat sikertelennek mindsitheté, mert az els6 feladattal
egyik sem tudott megbirkézni; a mésodik feladatot pedig, melynek
lényegét bar legtobben megértették, mégis rosszul szamitjik ki. Egvesek
a helyes képletet (a mozgd hangforras képletét) alkalmazva, szamitasi
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hiba folvtan rossz eredun ényhez jutnak, mésok viszont konnyen ki-
hozzak a j6 eredményt, de a mozgd észlels elvileg helyteleniil alkalma-
zott képletével szamolva. Igy a Karoly Irén-dijak odaitélése, ill. dicséret
szempontjabol esak az elobb emlitett harom kifogastalan dolgozat szer-
zdje johet tekintetbe.

A harom érdemes dolgozat kozott mindségbeli kitlonbséget megalla-
pitani nem lehet. Mindharom szerzé kifogastalanul szabatosan fejezi ki
magat. Megoldasaik egyforman rovidek és szellemesek. Munkijuk fizikai
tudast, invenciot, matematikai készséget és a numerikus szamolasban
valé gvakorlati jartassagot arul el. Még a kiilsGségekben keresett eset-
leges elényok is egyforman oszlanak meg kozottik. BizAm dolgozatinak
killalakja a legszebb és impuruma is igen figyelemre mélté. FrREuD a
leggvorsabban késziilt el harmuk koziil (alig két ora alatt). Horrmany
stilusa viszont a legtomorebh.

Mivel mind a harom dolgozat egyarant az elsé dijra érdemes, a bizott-
sag tisztelettel azt javasolja a valasztménynak, hogy az I. és IL. dij
egyesitve és a Tarsulat részérél megfelelGen kiegészitve, hirom egyenl6
részre osztassék és a harom egyforman érdemes versenyzonek, mint
megosztott elsé dij, adassék ki.

A dijnyertesek bettirendben':

Biziv Gyéray, aki a budapesti V. ker. 4ll. Bolyai gimndziumban
Hoffmann Ernd tanar tanitvanya volt,

Freup Giiza, akia budapesti V. ker. all. Berzsenyi Daniel gimnazium-
ban Tyma Lajos tanar tanitvanya volt,

Horrmaxx TiBor, aki a budapesti XIV. ker. all. Szent Istvan gim-
naziumban Hegediis Sandor tandr tanitvanya volt.

A vilasztmany a bizottsag javaslatiéhoz 1940. nov. 7-i ilésében
hozzajarult. Az ngvanezen a napon tartott eléadoulésen Rapos Guszriv
elnok adta &t a jutalmakat a verseny gvézteseinek.
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Az 1940. évi majus 25-én tartott XLV. koézgyiilés.

A kozgytilést Rapos GuszrAv elnék az aldbbi beszéddel nyi-
totta meg :

Udvézlom a megjelent t. tagtdrsaimat, akik eljottek, hogy
velimk valo egyiittérzésuknek kifejezést adjanak.

Eseményekben gazdag évre tekinthetiink vissza. Orémben és
banatban egyardnt volt résziink.

Lelkes o6rommel iinnepelhettitk vitéz nagybdnyai Horrmy
Mikros, dicsGséges kormdnyzo urunk Oféméltosdga, orszaglisdnak
huszadik évfordulojat. Soha el nem mulé héldval és hodolo tiszte-
lettel emlékeztiink meg nemzetmenté és hongyarapito tevékeny-
ségér6l, amellyel tindokl6 betiikkel irta be nevét hazénk torténe-
tébe. O emelte ki a vildghdboruban elvérzett és gonosz ellenségek-
t61 megaldzott nemzetiinket elesettségébdl és visszaadta nekiink
azt, ami benniink a legbecsesebb: nemzeti onérzetiinket és a
jov6be vetett reménységiinket. Aldja meg Ot mindezekért a ma-
gvarok Tstene mindkét kezével és engedje meg, hogy Ot még sokdig
tisztelhessitk orszdgunk élén, hazdnk tidvére és javéra.

Hoédolo sirgényiinket Oféméltosdga a kabinetiroda wtjén meg-
koszonte.

Oszinte 6rommel idvozoljik e helyen is KrréksArTé Bfna
kivalo vélasztmanyi tagtarsunkat, abbol az érvendetes alkalombol,
hogy a Magyar Tudoményos Akadémia a Kornfeld Zsigmond-
jutalmat neki itélte oda. Nagy tehetségének és kutatd buzgalmd-
nak a topologia alapvetd fontossdg 1) megismeréseket koszon,
amelyekkel § ezt az ezidGszerint az érdekl§dés homlokterébe jutott,

Matematikai 6s Fizikai Lapok. XLVIL 13
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fontos disciplindt oly szamottevé modon gazdagitotta, hogy vele
tengeren innen és tengeren tul is a magyar mivelddés hirnevének
oregbitéséhez hozzajarult. I sikerei folytdn szamos egyetem vete-
kedett abban, hogy 3t egy-két félévre vendégel6adonak megnyerje ;
kozilok a pdrizsi Sorbonne, a princetoni, a gottingai egyetem és
mésok. Hazal irodalmunk koriil nagy érdemet szerzett «A geometria
alapjai» cimli miivének megirdasiaval. Kzt a miivét magyar nyelven
irta meg és benne az euklidesi és nem-euklidesi geometria alap-
vetésére. vonatkozo kérdéseket rendszeresen és kimeritG médon
targyalja.

Az idén tizedszer tilhette meg a Tdrsulat a KéN1¢ GyuvLa-juta-
lom dtnyujtdsdanak imnepélyét. Fz alkalommal is kegyeletesen
emlékeztink meg Kénie GyuvnArol, akiben nemesak a nagyszdmn,

maradando értékit eredményeket megérleld nagy kutatot, hanem

Jhazankban az elsé matematikus-iskolat alapito féiskolai tanart és

Térsulatunk egyik megalapitojat tiszteljitk. Oromimkre szolgdlt,
hogy az idei Kénig Gyula-jutalom laureatusa Riipnr LAszno volt,
aki nagy tehetséggel, onzetlen tudomdnyszeretettel értékes ered-
ményekkel gazdagitotta az elvontsigdnal fogva oly nehezen
mfivelhetd  szdmelméletet. A masodfokt  algebrai  szdmtestek
osztdlyesoportjahoz tartozo invaridnsokra vonatkozo vizsgdlodasai
alapvetd jelentdségtiek.

Hogy mar tizedszer alkalmunk volt a Koénig Gyula-jutalom
odaitélésére, oly tény, mely fényesen tantskodik a magyar ifji-
sdgnak a matematika mivelésére valo kivald ratermettsége mellett.

Héldval emlékeziink meg az idén is arrdl a szdmottevé anyagi
tdamogatasrol, melyben benniinket a Magyar Tudoményos Akadémia
és a Vallds- és Kozoktatdsiigyl Minisztérium részesitett és ezzel
folyoiratunknak megjelenését lehetdvé tették.

Volt azonban bénatban is résziink. Mély gvdszba boritotta
Tarsulatunkat Taxcn Kirowny, feledhetetlen elnoktdrsamnak 1d6-
el6tti halala. Mélységesen fajlaljuk e kivalo tudos elhtnytat,
akinek nevéhez szamos maradando heestt kutatdsi eredmény
flizodik, féjlaljuk a kitling tandrnak az él6k sorabol valo tdvozdsét,
aki élvezetes elGadésaival és eszmélteté buzditdsaval a kivalo
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kutato fizikusoknak egész sordt nevelte, fajlaljuk e kivalo férfii-
nak elhunytdt, aki minden jonak és szépnek tdmogatoja volt ;
siratjuk az eszményi életfelfogdsu nemeslelk@ bardtot. Elbdjolo
szeretetreméltosdga és nemes szivjosaga legszebb és legfelemel6bh
emlékeink egyike marad.

Valasztmanyunk egyhangi hatédrozata folytdn a mai ilésiink
keretén belil Tanern KArony emlékét nagy érdemeit méltato és
kutatési eredményeit ismerteté beszéddel fogjuk tnnepelni.

Beszédem és tarsulati éviink végéhez értem.

Most pedig egy 1j tdrvsulati év kiszobén tjra megfogadjuk,
hogy megfeszitett erdvel azon lesziink, hogy munkédnkkal a magyar
mtivel6dés szinvonaldnak emeléséhez tevékenyen hozzajaruljunk.
Hiszen hadseregiink hdésiessége mellett ez a szinvonal a legerdsebb
védelmi vonalunk, mely nemzetiink fennmaraddsat leginkédbb
biztositja.

Abban a reményben, hogy ¢ hazafias torekvésimket misem fogja
meghiasitani, nyitom meg Térsulatunknak 45-ik kozgytilését.

Az elnoki megnyité utan Kénie DENes titkdar olvasta fel az itt kovet-
kezd titkari jelentést.

«Tarsulatunk most befejez6dd évére az a nagy gydsz nyomta ra
bélyegét, mely Tarsulatunkat kivalo alelmokének, Taxcr KAronynak
haldlaval érte. Masik alelnokimk, Frsfir Liedr, mint orommel jelent-
hetjiik, hossza és salvos betegségéh6l felépiilt és bizonyara hamarosan
be fog ismét kapesolodni Tharsulatunk munkdjaba. Alelnokeink tavolléte
természetesen nagyon bénitolag hatott az idei tarsulati évre. Hogy ez
mégis a szokdsos keretek kozott mozoghatott, azt elsésorban igen tisztelt
elndkimknek koszonhetjik, ki korat meghazudtold frisseséggel és buz-
galommal latta el tisztét.

A mait beleszamitva 10 el6adéiilésimk volt, melyen 11 eléadé 7 mate-
matikai és 5 fizikai targyd el6addst tartott. Orémmel jelenthetjik, hogy
még a jelenlegi eurdpai helyzethen sem kellett a kitlfoldi el6adokrol
teljesen lemondanunk : utolsé ilésimkon Growrees pr Rumam-ot, a lau-
sanne-i é« genfi egyetem kivalé matematikus-professzorat ivdvozolhettik
el6adodasztalunknal.

Lapunk 46. évfolvama 11/, ivnyi terjedelemben idejében megjelent ;
az idei évfolyam els§ szama is mar készen van és 7 fvnyi terjedelemben
a napokban szétkilldésre kerill. Lapunk nyomdai eloallitasat illetGen
megemlithetjiik, hogy a kéziszedésr6l — amennyiben ez technikailag

13%
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lehetséges — a gépszedésre tértiink at, ami igen stlyos nyomdai koltsé-
geink bizonyos csokkentését jelenti és igy talan lapunk terjedelmének
kis novesztését fogja lehetdvé tenni.

Tanuloversenyeinket illetéen idén is sikerrdl szamolhatunk be.
A matematikai jutalmakat SANDOR Gyvura és CsAkr Friayus, a fizikaiakat
pedig SANDOR Gyura és Douinszry Tamas kaptak.

A X. Konig Gyula-jutalmat Rfper Liszré nyerte el. Koszone-
tet kell mondanunk Lipxa IsrvAxnak, aki immar masodszor volt
szives a Konig Gyula-jutalomrél sz616 bizottsigi jelentés megirasat
elvallalni.

Tarsulatunk egy kivalo érdemdi régi tagjat, Ravos IanAc ny. igazga-
tot 80. szilletésnapjin a valasztwdny frasban idvizolte.

Szeretett alelnokimk haldla nem az egyediili gydsz, mely Térsulatun-
kat ebben az évben érte. Valasztmanyi tagjaink sorédliol kidolt Briray
Orr6 Tirusz, a gyakorlati elektrotechnika attoré wunkasa, a transz-
formatorok mestere. Rola és korszakalkotd munkéssigarol mar lapunk
utolsé széméban megemlékeztink. B nekrolégért vitéz Verepfry
Liszr6 muegyetemi tanarnak adbézunk koszonettel. Rendes tagjaink
kozal elhinyt Szexrres KAnmAn, aki régebben lapunknak is buzgd
munkatarsa volt és Scmwarz Inona. Halottaink emlékét kegyelettel
fogjuk megoOrizniy.

JELITAT JOzsER pénztirosi jelentésébdl a zirszamadast és vagyon-
mérleget alabh kozoljik. A kizgy(ilés megadta a felmentvényt a pénz-
tarosnak.

Ezutan a megiiresedett helyek betoltésére keriilt a sor. Az elhtnyt
Taner KAronLy helyére fizikus alelndknek PocAny Bihina, az igy meg-
irilt ugyvezetd titkari helyre pedig Orrvay Ruporr valasztatott meg.
A lelépé valasztményi tagok: Baver Mimdry, Kurfiksirré Bhna,
Naey L. Jozser, Parar IMre és BAY ZownrAN ujbol megvalasztattak.
Uj valasztményi tagok lettek : Sza86 GAsor (Buirmy helyére) és Novo-
BATZKY KAROLY (ORTVAY helyére). A szamvizsgald bizottsdgba (melynek
a valasztmany részérél Faracé ANpor és Stacué Tisor lettek tagjai),
a kozgytlés maga részérsl Gorpzimer KAroryt és Renner JAnost
kildte ki.

A kozgyilést kovets Tangl Kdaroly emlékiilésen «Tangl Karoly emlé-
kezete» cimen OrTvay Ruporr tartott elbadist,
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1939. évi zarszamadas.
Bevétel:
1. Maradvany az 1938. évrél: Pengé

AL TS TR T e s S M T L (L
b) postacsekkezfmilans .. ilvel sl bl S . 18576 «
¢) a Magyar Leszdmitolé és Pénzvalté Bnnkbanm .. 334 — «
d) Kérolyslrén-alap v ot w2l ooal . P 020

2212:12

Q.Tagdijw,_,,WMM,_N,_..,,~,,v_,w,,ww_._ww,_.“_1543'——
B D101 Y 4y T R | R R S b LR e g L SR S £
4. A Magyar Tudomanyos Akadémia seuelve e e e e a1 000 A
B CAllamsesaly- s swihic R ey ER e Sel S ol R e BB
B AT D Y KRB oz o s et Tttt s o Rt GRS et 89 00 B
BV egyeR . o SR el Saa e e e St S e e HID B0

Osszesen: 6136°18

Kiadas: g
Pengé

N TR A B o gt T I e S e 2 e o AN =
C I (TS VT, RN G S SN SR R O SISl e NI e | L P
3. Tud. Tars. és Int. Orsz. Szov. Dijkezelésége . .. . . .. . .. 9487
A Pitiear hagtalatdli o s o0 2L e s S b v e SNt
i Kulf6ldi el8ado - koltgage: .« L0 S an i o e i R S e M
GV o g sy O TSR el e N B b A I s e e 263:63
Pénztari mara(lvan) g A M SR NS TR M RO e s 1yl
Osszesen: 6136:18

Vagyon:
Korona Pengd
. Koronaértékpapirok (Magyar Lesz és Pénzv. Bank

letétkimutatdsa, Pesti Hazai Elsé Takarékpénztar
Bgy. takarékkonyve és a M. Kir, Allampénztér fize-
tépi’ konyve sszexint) s Ll LT e G i s 29008 —

. Pénzkészlet :

Py 7RI AT R UG Lt . SN IR LRI e Y Y
b) postatakarékpénztari csekk-szémlén .. . . . . . . _ 13955

¢) M. Lesz. és Pénzv. Bank-beli folyészémlin __ . _ _ __ __ 3b66—
d) Kéroly Irén alapftviny .. .. . o oo o o e e 1020-—
BV LB T (1 P Sl R e R R SR s A 200°—
VORI AT ANy s St D i e G Tl e e L e 100" —

Osszesen ; 29008 — 1829-68
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Teher:
Korona Pengo
1. Nyomda-tartozés 1940. jan. 31-én _ _ . . - . . . _ . _. 37°42
2. Beyenlogs i llie niei Sae s R aE e 2o s 0B e 179226
Osszesen : 29008 — 1829-68

Budapest, 1940. februar hé 25-én.
Dy. Jelitai Jozsef s. k.
pénztéros.

Megvizsgiltuk és rendben lévének taldltuk.
Budapest, 1940. méjus hé 9-én.

FARAGO ANDOR 8. k., DR, GoLDZIHER KAROLY 8. k., DRr. RENNER JANOS s. k.
Dr. Stacu6 Tiror s, k.

Eloadasok :

1939. nov. 16. A matematikai és fizikai tanuloversenyek eredményei-
nek kihirdetése. TarsAx Imre: Alkali-kolloidok fényelektromos visel-
kedésér6l. Gyuvrar Zourdx: A Doppler-hatas vizhullimokon. (Eléadasi
kisérlet beniutatassal.)

1939. nov. 30. KerfksArrd Biira: A korgeometria megalapozasa.

1939. dec. 21. Bozoxy LiAszro: Az av-egység meghatarozasa.

1940. jan. 25. Juirrar Jozser: A matematika torténetére vonatkozo
kutatasok mai allasa.

1940. febr. 8. Sixaur IstvAn: Hyperkomplex szamok a spin-elektron
elméletében.

1940. mare. 7. Froes Liszro: Poliéderekre vonatkozé maximum-
feladatok.

1940. marc. 28. KertksArré Bira: A hiperbolikus sikgeometriarol.

1940. dapr. 11. Liexi IsrvAn: Jelentés az 1940. évi Kénig Gyula-
jutalomrol. Rapos Guszrav elnok atadja a Kénig Gyula-érmet Rédei
Laszlénak. Riper Liszro: Euklides algoritmusarol.

1940. majus 9. Grorers pE Ruam (Genf, Lausanne): Les intégrales
harmoniques dans un espace de Riemann et la Topologie.

1940. mdajus 25. Tangl Kdroly emlékiilés. Orrvay Ruporr: Tangl
Karoly emlékezete.

*

Valasztmanay iilések voltak: 1939. nov. 16 és dec. 21, 1940. febr. 8 és
majus 25.

Az 1940, évi XLV, rendes kozgyilés volt : 1940. majus 25.
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Uj tagok:

Bakos Tibor, all. gimn. tanar, Szeged.

Bite Pal, okl. tanar, Szeged.

Bori Istvan, all. ghmn. tanar, Szenc.

Dozsa Marton, ciszterci aldozépap, egvet. tanarsegéd, Budapest.
Falabt Jend, all. gimmn. tanar, Szeged.

Gausz Jozsef, tanarjelolt, Szeged.

Dr. Gombas Pil, egyetemi ny. rk. tanar, Kolozsvar.

Dr. Hérs Janos, keresk. isk. tanar, Budapest.

Jendrassik Gyorgy, a Ganz-gyar h. vezérigazgatdja, Budapest.
Dr. Megyesi Istvan, all. gimn. tanar, Budapest.

Pancratz Edith, egyet. hallgato, Szeged.

Dr. Péter Gyula, egyet. tanarsegéd, Budapest.

Roth Antal, szerzetes-pap, Szeged.

Stach6 Lajos, egvet. hallgato, Szeged.

Szép Jend, tanarjelolt, Budapest.

Meghaltak :

Blathy Otté Titusz, Ganz-gyéri igazgaté, Budapest (val. tag).
Schwartz Tlona, tanar, Budapest.

Dr. Szekeres Kalman, ny. all. forealisk. igazgato, Budapest.
Dr. Tangl Karoly, egvetemi tanar, Budapest (alelndk).



Kimutatas
az 1940, évi aprilis ho 1-t81 1940, évi oktober ho 31-ig befolyt osszegekrbl.
1. Tagdij.

1927-re: Csaszar Elemér (8).

1931-re: Bischitz Laszlo (4). :

1934-re: Kalmar Laszlo (6), Szlics Adolf (8), Veress Pal (8).

1935-re: Baintner Géza (4), Grosschmid Lajos (4), Veress Pal (8),
Walek Karoly (6).

1936-ra: Czukor Karoly (2), Gorbe Imre (6), Grosschmid Lajos (8),
Konig Teodora (3), Rado Simon (2), Walek Karoly (6).

1937-re: Alexits Gyorgy (5). Borhidy Ferenc (6), Czukor Karoly (8)
Ferenczy Zoltan (8), Girsik Géza (3). Grosschmid Lajos (8), Lajta Erné (4).
RadoSimon (8), Sutak Jozset (8), Szelidnszky Ferene (6), Walek Karoly (6).

1938-ra: Ba,rn()th)‘ Jenéné (8). Borhidy Ferenc (6), Bujtas Janos (6),
garvas Jend (6), Bgyed Ldszlo (1), Fejes Zsigmond (4), Finkey Jozsef (2).
Girsik Géza (8), Hancsok Kalman (6), Kronberger Ede (2),Patai Laszlo (4).
R untdgné. Perényi Gizella (6). Sutdak Jozsef (8). S7ellanszkv Ferenc (6),
Theisz Edéné (1), Vince Istvéan (3), Volenszky Gyula (1) Wodetzky
Jozsef (8). R y #

1939-re: Barnothy Jenoné (8), Blau Armin (6), Blau Gyorgyné (8),
Borhidy Ferenc (6). Boros Janos (6), Bugarszky Istvian (8). Cholnoky
Jené (8). Csaplar Konrad (4), !/Darké Jend (6), Dér Zoltan (6). Faragd
Andor (8). Fejes Zsigmond (1). Finkey Jozsef (6), Frank Janos (6), Fraun-
hoffer Lajos (8). Girsik Géza (5), Groh Gyula (8), Hancsok Kdalméan (6).
Horvay Béla (8). Jaky Jozsef (8), Kerékjarto Béla (8), Kilczer Gyula (8),
Novobatzky Karoly (8). Papp Margit (8), Riesz liri;.,ves (6), Runtdgné
Perényi Gizella (6). Seb6k Emanuel (6:1), Sos Erné (8), Steiner Lajos (4),
Sutak Jozsef (8). Szabbd Miklosné (6), Szasz Pal (8), Székely Karoly (6).
Sziklai Jend (6), Tarnoezy Taméds (6). Volenszky Gyula (6), Zigany
Ferenc (2). s

1940-re: Balyi Ferenc (6), Ban Lajos (6). Blau Armin (6), Blau
Gyorgyné (8), Borhidy Ferenc (6), Bugarszky Istvdn (8), Cholnoky
Jen6 (2), Csaplar Konrad (6), Darkd Jend (6), Endrédy Vendel (6), Eréd
Jénos (6), Faragd Andor (8), Rinkey Jozsef (6), Frank Janos (6), Goldziher
Karoly (8). Groh Gyula (8), Hajos Gyorgy (8). Haldsz Ernd (8), Hars
Janos (8), Hausbrunner Vilmos (8), Holenda Barnabas (6), Horvay
Béla (8). Ispanovits Alajos (6), Jaky Jozsef (8), Kedves Miklos (6).
Kovées Janos (8), Lassovszky Karoly (8), Loky Béla (6). Megyesi Istvan
(8). Neogrady Sandorné (8). Novobdatzky Karoly (8), Nyary Béla (8).
Renner Janos (8), Riesz rigyes (6), Romsauer Lajos (8), Sarkadi
Karoly (8). Sos Ernd (8), Suranyi Janos (6), Sutak Jozsef (8), Szabod
Miklosné (8), Sziklai Jend (6), Szike Béla (8), Tarn6ezy Tamas (6), Ti-
hanyi Miklos (6), Varga Zoltan (6), Volenszky Gyula (2), Voros Cyrill (6).

1941-re: Bauer Mihdly (8), Endrédy Vendel (4), Klug Lipot (8).

2. Eldfizetés.

1933—1940-re: Ganz R. 'T. (64).

1939-re: Polgari Tanarképzo, Szeged (6), Ref. koll. fiz. szertara,
Debrecen (6), K. M. Term. tud. Tars. (8). X

1940-re: VKM 79 gimnazium részére (632), Barthalis Jozsef, Ujkécske
(6), Csillagvizsgald, Svabhegy (8). Bernardinum (8). Kalazantinum (8).
Norbertinum (8). Polgari Tandarkdépzd Szeged (6), K. M. Term. 1ud Tars.
(8), Zsido gimn. bardtainak egyesiilete (8).

5 3. Segély, adomany.
M. T. Akadémia (1940. 11.) 500, Ganz R. T. 1000,

Budapest, 1940. nov. 4. Jelitai Jozsef, pénztaros.
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40 éve gyart
tudomanyos mdszereket,
korszerl tanszereket,
optikai eszkdzoOket,
elektromos mérdmuUszereket,
replilégépmulszereket,
laboratériumi butorzatot,
vetitégepeket

MARX ES MEREI
Budapest, VI, Bulcsu-utca 7. szam

Eladasi osztaly:

Budapest, VI, Vaci-at 18. szam

A, STABILISATOR"

az eaqyenirdnyftét vaoy harmilven més &ramforrdst
akkumulatorral eayenértékd, 4&llandé feszilltségl, kis
belséellendlldsti dramforrdssi alakitja 4t

A «stabilizalty fesziiltség csak kb, 4+ 01 %-ot
valtozik 4 10% t4n'a'6 fesziiltséa inuadezisndl: kh.
1—20%-.0t viltozik liresidris és teljes terhelés kizitt;
0,01%-ra filggenek csak egymastél a részfesziiltségek.

Tehetetlenség nélkiil szahélyoz. ﬁnfogyasztas: né-
hany mA. A Stahilisator kicsi, kdnny(, (zembiztos,
olecsé. Uj tfpusok!

Elméleti és gyakorlatl m(szaki lefrdst kivanatra
dljtalanul kiild a

STABILOVOLT GmbH
Berlin SW 68 Wilhelmstrasse 130

magyarorszagi képviselGje

Dr.GOLDBERGER MIHALY
Budapest, VII., Bajza-ucca 4. — Telefon: 1-425-09.
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