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TOPOLOGIKUS LEKEPEZESEK ES FOLYTONOS
CSOPORTOK.* '

1. A sik topologikus leképezései.

A sik onmagiara valo koélecsonosen egyértelmt leképezésén
olyan el6irast értiink, mely a sik minden P pontjanak meg-
feleltet egy a sikban fekvé P’ képpontot olyan médon, hogy a
sik minden pontja egy és csak egy pontnak a képpontja. A le-
képezést folytonosnak nevezziik, ha bdarmely P pont P kép-
pontjanak tetszéleges kis U’ kérnyezetéhez meghatarozhato
P-nek olyan (U kérnyezete, hogy U/ barmely pontjanak kép-
pontja U'-héz tartozik. A siknak onmagdira valé kolesonosen
egyértelmii és folytonos leképezését a sik fopologikus leképezésé-
nek nevezziik.

A siknak 6nmagdra valo topologikus leképezésénél egy tetszo-
leges egyszeri zirt gorbének a képe egyszerd zart gorbe, s az
eredeti gorbe valamely koriljarasinak a leképezés megfelelteti
a képgorbének egyik meghatirozott koriljarasat. A szerint, hogy
ezek a koriiljarasi irdnyok, dsszehasonlitva a sik egy meghaté-
rozott - iranyitdsdval, egymdssal megegyez6k vagy ellenkezok,
azt mondjuk, hogy a leképezés megtartja vagy megforditja a
sik iranyitasat. Konnyen belathato, hogy ez az értelmezés maga-
nak a leképezésnek egy tulajdonsagat fejezi ki s fiiggetlen az
értelmezés alapjaul szolgdlo gorbe megvalasztasatol.

1 Az Eo1vos LoriAND Matematikai és Fizikai Tarsulat 1939 juanius 10-i
iilésén tartott eldadas.
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2 : KEREKJARTO BELA.

2. Folyadék-dramlds és a TIETZE-féle deformdcid-tétel.

Egy a sikot beborito folyadéknak folytonos aramlésanal két
killonb6z6 idopontnak megfelelé helyzet a siknak Onmagdra
val6 topologikus leképezését hatarozza meg, melyet kovetkezd-
képpen értelmeziink : ha valamely molekula a ¢ =0 idépont-
ban a P helyrél indul el és a ¢ idépontban a P’ helyre érke-
zik, akkor a P ponthoz a P' képpontot rendeljiik hozza. A sik-
nak ez a topologikus leképezése megtartja az iranyitdst. Fel-
meril az a kérdés, vajjon szirmaztathato-e ilyen modon a
siknak minden az iranyitast megtarto topologikus leképezése.
Erre a kérdésre az igenld valaszt Tierze deformdcio-tétele adja
meg, mely szerint a siknak bdrmely dénmagdra valo, az ird-
nyitdst megtarté topologikus leképezéséhez megadhato a sik
topologikus lelépezéseinel eqy t paramétertél folytonosan fiiggd
dsszessége Ugy, hogy ahhoz hozzdlartozil a megadott lelépezés
és az azonossdg (vagyis az a leképezés, mely a sik minden
pontjit 6nmaganak felelteti meg).

3. Staciondrius dramlds és egytagi folytonos csoportok.

A folyadék dramldsiat staciondrinsnak nevezziik, ha minden
P helyhez egy a t id6tél fiiggetlen sebességvektor tartozik,
vagyis ha a P helyrél a t =0 idépontban kiindulo molekula
mozgasat koveti az onnan barmely késébbi t" idépontban kiindulo
molekula mozgisa, t' faziskilonbséggel. Jeloljik Si-vel a siknak
azt a leképezését, mely a { = 0 idéponttol a ¢ id6pontig véghe-
mend dramlds eredménye; az dramlds staciondrius jellegét a
kovetkezd egyenlet fejezi ki:

St’ (SI (P)) g SI+I’ (P),
mely a sik barmely P pontjira s bdarmely két t és ' para-
méterértékre érvényes.

Ha az S; leképezés a t paraméter minden valds értékénél
értelmezve van, s ha fennall a fenti egyenlet, melyet révidebben

StSI’ e S(+t'
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alakban irunk, akkor azt mondjuk, hogy az S; leképezések egy
cqytagie folytonos csoportol alkotnak, és ¢ a csoport kanonikus
paramélere. A csoportnak a P ponton dthalado pdlyavonaldn
értjiik a P pontnak az S; leképezéseknél szirmazo képpontjai-
bol &allo ponthalmazt. Ha a sik valamely pontja a csoport
minden leképezésénél onmagdanak felel meg, akkor ezt a pontot
a csoport fixpontjdnak nevezziik. A csoport palyavonalainak a
a staciondrius dramlasndl a molekulak palyai, a csoport fix-
pontjainak pedig az aramlas oOrvénylési és forraspontjai felel-

nek meg.

4. Egytagi folytonos csoport pédlyavonalairél.

Ha valamely P pont a csoportnak barmely a 0-tol kiilon-
hozo t értéknek megfeleld S, leképezésénél sem megy at on-
magaba, akkor a P ponton athaladé péalyavonal egy folytonos
nyilt vonal, azaz a végtelen egyenesnek topologikus képe; a
csoport ezen a gorbén az egyenes onmagaban valo eltoldsai-
na' o a csoportjaval aequivalens.

la P a csoportnak valamely >0 paraméterértéknek meg-
felels S; leképezésénél onmagaba megy at, a nélkil azonban,
hoov a csoport minden leképezésénél o6nmagaba menne dt,
akkor a P ponton dthalado palyavonal egyszeri zdrt gorbe,
s e-en a csoport egy koérvonal énmagiban valé forgdsainak a
czoportjaval aequivalens. Egy zdrt pédlyavonal belsejében van a
csoportnak legaldbb egy fixpontja.

\ palyavonalak altal alkotott gérbeseregnek szinguldris pontjui
a csoport fixpontjai és csakis ezek; tegyiik fel, hogy ezeknck
a szama véges. Minden méas pont kornyezetében a gorbesereg
reguldris abban az_értelemben, hogy az illetd pont egy kis
kornyezetének egy masek siktarloményrs valo alkalmasan meg
hatirozott leképezésével ax illeté kirnyezethen fekvo péalyaiveket
parhuzamos egyenesdarabokba vihetjik it.

A szinguldris pontok inderd! Poncari szerint a kovetkezd
modon értelmezziik. Ha a seregy gorbéinek van folytonosan vil-
tozé érintdjiik, akkor tekintsiik az érinté irdnyanak valtozasil,

1*

£l
,1




4 KEREKJARTO BELA.

mig az érintési pont a szinguldris pont koriil egy egyszert
zart gorbét pozitiv irdnyban leir; ez a valtozds egyenld 2mp-val;
@ a szingularis pont indexe. Ez az értelmezés kénnyen kiter-
jesztheté arra az esetre is, ha a gorbéknek nincs érintdjiik.
Egy szingularis pont indexe dltalaban egész szédm, vagy egész
szamnak a fele; azonban egy egytagi folytonos csoport pdlya-
vonalainal seregében wminden szinguldris pont indexe egész
szdm.

A fenti tulajdonsigok jellemzik a sik egytagt folytonos cso-
portjainak palyavonalaibol all6 gorbeseregeket, vagyis egy tetszo-
leges staciondrius folyadékaramlas pélyavonalainak a seregét.
Ha megadunk a sikban eqy olyan girbesereget, mely véges sok
ponttdl eltekintve kicsinyben requldris, s ha a szinguldris pontok
indexei egész szdmok, akkor megadhats a sil; onmagdra valo
topologikus leképezéseinek olyan egytagu folytonos csoportja,
amelynel: palyavonalai a megadott sereqnek a gorbéi,

Hamsureer bebizonyitotta a kovetkezd tételt:

Ha eqy a sikot beldlté gorbeseregnel: nincs szinquldris
pontja, akkor a seregnel: minden gorbéje egyszerti nyilt vonal,
vagyis az egyenesnek olyan topologikus képe, hogy az egyenesen

“egyik vagy masik irdnyban végtelenhez tarté pontnak a képe

ugyancsak végtelenhez tart.

5. Egytagi folytonos csoport leképezései.

A sik topologikus leképezéseinek valamely G 6sszességérdl
akkor mondjuk, hogy esoportot alkot, ha G-hez tartozik az
azonos leképezés, tovibbd minden a (:-hez tartozo S leképezis-
nek az inverze S—! (melyre S.S—1 az azonossag) végill biarmely
két a G-hez tartozo S és ' leképezés SS' szorzata. A csoportot
n-tagt folytonos csoportnalk nevezz,hk ha a hozzatartozo le-
képezéseket n valos parameterrel/klcsmyben koélesonosen et’\-
értelmt és folytonos midon kifejezhetjiik.

Egytagi folytonos csoportban mindig be lehet vezetni egy
t kanonikus paramétert, melyre vonatkozoan a ¢ és t' para-

A RGN ORI T TR o Y, R A S T N TR

o FAI T ety T
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méterértékekhez tartozo leképezések szorzata a t - t' paraméter-
értékhez tartozo leképezés. Ennek az dllitdsnak igazolisa célja-
b6l megmutatjuk elébb, hogy egy egytagi folytonos csoportban
mindegyik: leképezésnek van mnégyzetgyoke, vagyis a csoport S
leképezéséhez tartozik a csoportnak olyan leképezése, melynek
négyzete S-sel megegyezik. Jeloljiik ugyanis A-val a csoportnak
egy tetszéleges paraméterét; az azonossig feleljen meg a 1=0
értéknek. Legyen 4,(> 0) a paraméternek egy fix értéke; min-
den A-hoz rendeljiik hozzd azt a A" értéket, melyre S;S;, = Sy';
ilyen modon a A paraméterek halmazinak egy onmagara valo
topologikus leképezését értelmeztiik. A kiilonboz6 4, értékeknek
ilyen modon megfelel6 leképezések maguk is egy egytagu foly-
tonos csoportot alkotnak; ezért a 2—2" leképezés megtartja
a A egyenesen az iranyitast. Ha A,-vel jeloljiik a A-nek ennél
a leképezésnél megfeleld értéket, fenndll tehat a 0 < A, < 4,
vonatkozas. Jeléljiik minden A értéknél ¢ (2)-val azt az értéket,
melyre S = Sy. Mig 1 folytonosan valtozik 0-tol A-ig, ¢ (1)
folytonosan valtozik 0-t6l 2,-ig; van tehat egy olyan 1* érték,
melynél ¢ (1*) = A,; az értelmezés szerint tehat Six = S;,, vagyis
Sy az adott S;, leképezésnek a négyzetgyoke. Rendeljiik hozza
az azonossaghoz a t=0, S;-hez a t =1, Sp-hoz a t=%,
az S;« négyzetgyokéhez a t = 11— paraméterértéket, és igy to-
vabb. Az ismételt négyzetgyokvonassal szarmazo leképezések
barmely szorzatédhoz rendeljiik hozza az illeté tényezékhoz tar-
tozo t paraméterértékek Osszegét. Végiil egészitsiik ki folytonos-
sag alapjan ezt a paraméter meghatarozast a csoport Gsszes
elemeire ; ilyen médon meghataroztunk a ecsoportban egy kano-
nikus paramétert.

6. A sik egy-fixponti leképezése négyzetgyok nélkiil.

Jelentsenek (7, ¢)(—n < ¢ < + m) polarkoordindtdkat a sik-
ban. Az (r, ¢) pont képének (7', ¢') polarkoordinitait a kovet-
kez6 formulédkkal értelmezziik :
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l(p'zn[(—i—) —1J[, ha 0 <¢ <=.

Az S leképezésnek az A(r=0) pont az egyediili fixpontja;
S*%nek ezenkiviil fixpontjai a B(r=1, ¢ =0) és a Cr=1,
¢ = m) pontok.

Tegyiik fel, hogy T a siknak olyan topologikus leképezése,
melynek négyzete megegyezik S-sel: 7% =S. Jeloljiik rendre
A', B, ("-vel az A, B, C pontnak a 7 leképezésnél szarmazo
képét. Fennallanak akkor a kovetkez6 vonatkozésok :

= T'(4), B' = T(B), ¢'=T(C)
PAT=S(H =4, TR SR C Ty = SO = B
S(AN = T(A) = AT SBHY = T(C) = L) S ==T(B)~
S(BY= B, SCy= ",

E szerint A' mint az S leképezés fixpontja, azonos A-val.
B’ és (' pedig mint az S* leképezés tovdbbi két fixpontja
azonos a B és ( pontokkal, sorrendtél eltekintve. Ha azonban
TB)=B és T(C)=C, vagy ha T(B)= C ¢és T(G)= B akkor
mindkét esetben S(B)= B és S(C)= C, s ez ellentmondas.

A fenti S leképezésnek tehat nines négyzetgyoke, s ezért
nincs a sik leképezéseinek olyan egytagt folytonos csoportja
sem, mely tartalmazza az S leképezést.

7. Fixpont nélkiili leképezések. Brouwer transldcidé-tétele.

Legyen S a siknak 6nmagdra valo, az iranyitist megtarto
topologikus leképezése, melynek nincs fixpontja. Brouwkr
transldcio-tétele szerint megadhaté a sik barmely P pontjéhoz
egy a P pontot tartalmazé tramsldcid-mezd, vagyis egy olyan
tartomény, melyet egy egyszerti nyilt vonal @, s ennek a le-
képezésnél szarmazé képe: a b= S(a) nyilt vonal hatdrol, s
amely tartomanynak nines a leképezésnél szirmazo képével
kozos pontja; a translicio-mezd képe tehat egy olyan tarto-



TOPOLOGIKUS LEKEPEZESEK ES FOLYTONOS CSOPORTOK. 7

many, mely a b vonalnak masik oldalin fekszik. A translacio-
mezének (melyhez hozzdszamitjuk az @ vonal pontjait is) az
S leképezés S"(m =0, -1, 4+ 2,...) hatvanyaindl szdrmazo
képei egyiitt egy siktartomanyt toéltenek ki, mely azonban nem
sziikségképpen azonos az egész sikkal; igy a siknak onmagdra
valo, az iranyitast megtarto és fixpont nélkiili leképezése nem
sziikségképpen aequivalens a siknak egy eltolasaval.

Tekintsiik példaul a siknak a kovetkezé formulakkal értel-
mezett leképezését (2, y derékszogti koordinatak):

rh=wF1, Y'=u, hay<<o;
@) 1x'=x+1-2y, y' =y, ha 0<y<1;
R s Y=gy i

Ez a leképezés megtartja a sik irdnyitisat s a leképezésnek
nines fixpontja. Mivel bdrmely olyan vonalnak, mely az y =0
és az y=1 egyenes egy-egy pontjit Osszekoti, van képével
k6z6s pontja (hiszen ezeken az egyeneseken a pontok ellen-
kez6 iranyban mozdulnak el), tehdt nines olyan translacio-
mez6, mely ennek a két egyenesnek egy-egy pontjat tartalmazza.
Ebb6l kénnyen kovetkezik, hogy egy tetszéleges translicio-
mez6 ismételt képeibdl alkotott tartomany nem lehet azonos
az egész sikkal, s ezért a leképezés nem aequivalens a sik
eltoldsdval.

8. A sik eltoldsainak topologikus jellemzése.

A siknak egy gombfeliletre valo stereografikus vetitésével
bevezetiink a sikon egy korlatos tdvolsigmérést; barmely két
ponthoz hozzarendeljiik az ezeknek a gombon megfelelé pontok
gombi tavolsagat s ezt nevezziik a két megadott pont gémbi
tavolsaganak.

Legyen S a siknak 6nmagdra valo topologikus leképezése.
Az S leképezést a P pontban reguldrisnak nevezzik, ha S
Osszes (pozitiv és negativ) hatvinyai a P pontban egyenletesen :
folytonosak a korldtos tavolsagmeérésre vonatkozoan; vagyis, ha
tetszéleges pozitiv e szdmhoz megadhato egy olyan (az 7n-t6l
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fiiggetlen) pozitiv ¢ szdm, hogy ha valamely ) pontnak P-tél
valo tavolsaga o-ndl kisebb, akkor az S () és az S*(P) pontok
gombi tdvolsdga e-nal kisebb, minden 7 egész kitevére. Olyan
pontokat, melyekre ez a feltétel nem teljesiil, a leképezés szin-
guldris pontjainak neveziink.

Annak, hogy a sik onmagdra valo megmaradd rdnyitdsi
és fixpont nélkili topologikus leképezése a siknak eqy eltoldsd-
val aequivalens legyen, sziikséges és elégséges [eltétele az, hogy
a leképezés a sil: minden pontjdban requldris legyen. Ebben
az esetben megadhato tehat a siknak énmagira valé topologi-
kus T leképezése ugy, hogy az adott S leképezésnek T-vel valo
transzformaltja, vagyis a T1ST leképezés a siknak egy eltolasa
legyen. Mdsszoval: megadhato ekkor a sikban egy olyan (z, i)
koordinatarendszer, melyben a megadott S leképezést az
x'=x+ 1, y =y formulik fejezik Kki.

Az el6z6 szakaszban értelmezett r leképezésnek szinguldris
pontjai az y =0 és az y = 1 egyenes Osszes pontjai.

9. Fixpont nélkiili egytagi csoportok.

Ha a sik valamely egytagl folytonos csoportjiban egyik le-
képezésnek nincs fixpontja, akkor a csoport barmely az azonos-
sagtol kiilonbozé leképezésének sines fixpontja. HamBureERnek
a 4. szakaszban idézett tételébol kovetkezik e szerint, hogy a
csoport Osszes palyavonalai egyszerti nyilt vonalak.

A szinguldris pontok értelmezésébél (8) kovetkezik, hogy ha
a P pont a csoport valamely S leképezésénél szingularis, akkor
a P pontnak a csoport 6sszes leképezéseinél szarmazd képei
is szinguliris pontjai S-nek. Ezért a csoport bérmely pdlya-
vonalinak vagy Gsszes pontjai reguldrisak, vagy ésszes pontjai
szingulirisak a csoportnak barmely az azonossigtol kiilénbozé
leképezésénél. Mivel a esoport béarmely két pdlyavonalinak nines
kozos pontja, tehdt a esoport barmely leképezésének szinguldris
pontjai paronkint koézos pont nélkiili egyszerd nyilt vonalakat
alkotnak. Ezt az eredményt a kovetkezé tételben mondjuk Ki:
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Ha a fizpont nélkili S leképezés a stk onmagdra vald topo-
logikus leképezéseinek eqy egytagi folyltonos csoportjdhoz tar-
tozik, akkor S szinguldris pontjai egyszerd nyilt vonalakat
alkotnak, melyek Lozil bdrmely keliének mincs kozos pontja.

10. Fixpont nélkiili leképezés, melynek nincs négyzetgyoke.
Jeloljiik z-val az (7, y) siknak 0 <y <1 sdvjdban a kovet-
kez6 formuldkkal értelmezett leképezést (1. 7):
(o) 2l =2 41— 2, y' = yh
Ennek segitségével értelmezziik a siknak onmagara valo S le-
képezését a kovetkezé formulakkal:
l.az y=14és az y= % sin® 7z vonalak altal hatarolt tar-

tomdnyban legyen s = ¢ 'zs, hol o jelenti a 0 <y <1 sdvnak
erre a tartomdnyra valo kovetkezd leképezésél:

(@Y mo=g =t —;— (y — 1) (1 + cos’zx);

—_—

2. az y=0 és az y = — sin® 72 vonalak dltal hatarolt kor-

7
litos tartoményokban legyen S:2'=x + 1, y =y;

3. az y > 1 félsikban legyen S:2'=2 —1, y' =y;

4. az y <0 félsikra terjesszitk ki a leképezést az 7 =0
egyenesre szimmetrikusan.

Az S leképezésnek nines fixpontja; S megtartja a sik irdnyi-
tasat. Az S leképezés szinguldris pontjai az y=+1 és az
y=4 Qi sin®zz vonalak &sszes pontjai és csakis ezek. Ez

SRR :
négy egyszerd nyilt vonal; de az y = + §s1n‘nx és az Yy =

= E—sin“’nm vonalaknak vannak kozos pontjai, s ezért nem tel-

jesiilnek az elébbi szakasz végén kimondott tétel feltételei.
E szerint az S leképezés mem tartozhatil valamely egytagi
folytonos csoporthoz.

Az S leképezésnel nincs négyzetgyoke. Tegyiik fel ugyanis,
hogy T a siknak olyan topologikus leképezése volna, melyre
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T? = S. Ennek a leképezésnek szinguldris pontjai megegyeznek
S szinguldris pontjaival, mint koénnyen belathatjuk, s igy a T

. R i
leképezésnél az y = + 3 sin“zx vonalpdar 6nmagdba megy at.

Ennek a két vonalnak kozos pontjai: y =0, =0, +1,
+ 2,... egyméasba mennek at; jeloljik az (z, y) =(n, 0) pont
képét (T'(n), 0)-val; T(n) minden egész n-re egész szim. Az

el : ;

y==+ 5 sin"znx, n <x<mn-+1 ivek dltal hatdrolt tarto-
P4 1 i

manyt a 7T leképezés az y = + 3 sin*zx, k<x<k+1

ivek altal hatdrolt tartomanyba viszi at, hol k= T(n) és
E+1=Tn+1), vagy k=Tn+1) é k+1=Tmn). A
Tm+1)—Tm) = + 1 kilonbség eljele n minden értékére
ugyanaz.

Ha Tn+1)=Tm + 1, akkor 7T(n) = T(0)+ n, tehat
S(0) = T(T(O)) =2.70); de mert SO)=1 és T(0) egész
szam, ez ellentmondds. Ha pedig T(n + 1) = T'(n) — 1, akkor
T(n) =T(0) —n, s ebbél S(0) = T(T(0)) =0; de mert S(©0) =1,
ez is ellentmondds. E szerint az S leképezésnek nincs négyzet-
gyoke.

11. A sik egyszeresen tranzitiv folytonos csoportjai.

Legyen G a sik 6nmagara valo topologikus leképezéseinek
egyszeresen tranzitiv csoportja; ha A és B a sik két tetszo-
leges pontja, van tehdt a csoportnak egy és csak egy olyan
leképezése, mely A-t B-be viszi at. Ha a sik valamely I pontja-
nak az azonos leképezést feleltetjiik meg, akkor a sik minden
S pontjanak megfelel a G csoport egy és csak egy olyan le-
képezése, mely az [ pontot az S pontba viszi at; ezt a leképe-
zést is S-sel, s az azonossagot [-vel jeloljiik. A esoport minden
leképezése megtartja a sik irdanyitdsit; a csoport egyik leképe-
zésének sines fixpontja, kivéve az azonossdgot.

Be fogjuk bizonyitani, hogy a G csoport mindeqyik leképezésé-
nek van a csoportban négyzetqyike. Tekintsiik a siknak azt a



TOPOLOGIKUS LEKEPEZESEK ES FOLYTONOS CSOPORTOK. 11

leképezését, mely a sik valtoz6 X pontjat az X7 pontba viszi
at; ez a leképezés, melyet inverzionak neveziink, a siknak 6n-
magdra valo topologikus és involutorius leképezése. Az inver-
zibnak nyilvan fixpontja /; de ezenkiviil nines mas fixpontja.
Ha ugyanis valamely X pont az inverziénial énmaginak felelne
meg, vagyis ha X = X1, akkor X*® = I; viszont a Brovwgr-féle
transldacio-tételb6l kovetkezik, hogy a sik irdnyitdsat megtarto,
fixpont nélkiili X topologikus leképezés négyzetének nincs fix-
pontja, s ezért X* nem lehet az azonossag.

A siknak minden 6nmagara valo involutorius leképezése vagy
a siknak egy félforgdsaval, vagy egy egyenesen valod tiikrozésé-
vel aequivalens; az els6 esetben a leképezésnek csak egy fix-
pontja van s a leképezés megtartja az irdnyitdst; a mdsodik
esetben egy egyszerti nyilt vonal Gsszes pontjai fixpontok s a
leképezés megforditja az iranyitast. Mivel az inverzionak csak
egy fixpontja van, kévetkezik ebbél, hogy az inverzié megtartja
a sik rdnyitdsdt.

Az inverziot szorozzuk meg a csoport S leképezésével ; az igy
nyert X — X 1S leképezés ugyancsak megtartja a sik iranyitasat
s felcseréli egymassal az I és S pontokat. A leképezés négy-
zetének tehat van két fixpontja I és S; a fent mar alkalmazott
segédtétel szerint kovetkezik ebbdl, hogy az X —X—1S leképe-
zésnek is van egy T fixpontja, tehit van egy olyan T pont,
melyre 7= T-1S; ebbdl kévetkezik: T? =S, tehat T az S
leképezésnek a négyzetgyoke.

A sik egyszeresen tranzitiv csoportjainak jellemzésére vonat-
kozo tovabbi eljardsom lényege az, hogy egy S leképezéshdl
ismételt négyzetgyokvondssal szarmazo St leképezéseket szor-
zom egymassal s az igy nyert halmazt kiegészitem stirtisodo
helyeivel ; megmutatom, hogy ez az eljaris egy egyszerd nyilt
vonalhoz vezet vagyis egy a G csoportban foglalt eqytagi
folytonos alcsoporthoz, melynek eleme a megadott S leképezés.
A G-ben foglalt egytagt alesoportok kozoétt van egy a G-ben
invarians alesoport s ennek segitségével a G ecsoport sszes
leképezései a kovetkezé alakban dllithatok el6 :
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x'=x+a, ¥y =y-+ b, ha G kommutativ;
z'=e'r+a, y =y~ b, ha G nem kommutativ.

Ezzel meghatdroztuk a sik egyszeresen tranzitiv folytonos ecso-
portjait s lényegében az Osszes kéttagt folytonos esoportok

szerkezetét.
x

Az el6addsomban ismertetett targykoérre vonatkozo irodalom
részletes jegyzéke megtaldlhatdo «Sur la structure des trans-
formations topologiques des surfaces en elles-mémes» c. dol-
gozatom végén [Enseignement Mathématique, 35., 307—308. o.].

Keréljdrto Béla.

TRANSFORMATIONS TOPOLOGIQUES ET GROUPES
CONTINUS.

Dans une conférence, faite le 10 juin 1939 & la Société Baron
Roland Eotvos de Mathématiques et de Physique, l'auteur a exposé
quelques propriétés  caractéristiques des transformations topologiques
du plan appartenant a un groupe continu.

B. de Kerékjarto.
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A TORZIO FOGALMA METRIKUS TEREKBEN.

Bevezetés.

A differencidl-geometria alapgondolata abban dll, hogy a
geometriai alakzatok pontjainak koordinatait paraméter-fiigg-
vényekkel allitjuk el6 és ezek differencidlis tulajdonsdgaival
jellemezziik a paraméteresen elddllitott alakzat lokdlis geometriai
tulajdonsdgait. Ilyen modon tehat figgvénytant tulajdonsagok-
kal fejezziik ki az alakzatok geometriai tulajdonsagait. Eltekintve
a differencidlhatosdgi feltételekb6l szarmazd megkotottségtol,
azt is joggal kifogdsolhatjuk ennél az eljardsnal, hogy igy
voltakép nem is magdnak a geometriai alakzatnak a tulajdon-
sagait vizsgaljuk, hanem a paraméteres eldallitaséit. Bizonyos
mértékig természetesen izlés dolga, hogy magat a ponthalmazt
nevezziik-e geometriai alakzatnak, vagy pedig a ponthalmazt és
annak paraméteres eldallitisat egyiittesen. Semmi esetre sem
tagadhat6 azonban, hogy a geometriai intuicio eredeti, szemlé-
letes targya csak a ponthalmaz, fiiggetleniil annak eldallitdsi
modjatol. De még ha bele is vessziik az analitikus eldallités
fogalmit a definicioba, akkor is lehetnek a ponthalmaznak olyan
analitikusan kifejezett tulajdonsdgai, amelyek lényegiikben fiig-
getlenek az analitikus el6allitastol. Az ilyen tulajdonsdgok anali-
tikus kifejezése gyakorlati szempontbol esetleg elényos lehet
ugyan, elvi szempontbol azonban feltétleniil ki kell vizsgélni
ezeknek a tulajdonsdagoknak az eldallitdsi modtol fiiggetlen
geometriai tartalmat is.

Ilyen, vagy ehhez hasonlé meggondolisok vezették Mencer-t,!
amikor azt a kovetelményt édllitotta fel, hogy a ponthalmazok

1 K MENGER, Math. Ann. 103 (1930), 466—501. 1, tovabba Ann. R. Scuola
Norm. Sup. Pisa (2) 4 (1935), 1—13. 1.
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lokdlis tulajdonsdgait olyan modszerrel is vizsgaljuk meg, amely
ezeket a tulajdonsédgokat kizarolag a halmaz pontjai kozti téavol-
sdgok segitségével jellemzi. Ennek az elgondolasnak horderejét
akkor tekinthetjik dt teljes egészében, ha figyelembe vessziik,
hogy a tavolsag fogalma fiiggetlen az euklidesi tért6l vagy a
koordinatakkal valé jellemzéstél és igen édltalanos absztrakt
terekben is definidlhato. Mencer elgondoldsa szerint ezeket az
. n. metrikus tereket a differencidl-geometriihoz hasonlo maod-
szerekkel vizsgdlhatjuk, ha az alapfogalmakat differencialhato
paraméter-fiiggvények helyett a tavolsig fliggvényeinek segit-
ségével definidljuk. Ebben a geometridban természetesen a
klasszikus problémédk mint specidlis esetek szerepelnek, amelyek-
= bél azonban felismerhetjiik az &ltalinos eset és az euklidesi
= eset kozti killonbség lényegét is. Ugy latszik, az ilyen természetii
e vizsgilatoktol hasonlo eredményeket lehet varnunk, mint amilye-
nek a redlis fliggvénytanban a halmazelméleti modszer alkal-
mazasabol sziilettek meg. Ehhez a tavolabbi célhoz azonban
elészor is a differencidl-geometria elemi fogalmainak metrikus
atfogalmazdsara van sziikségiink. Maga Mencer csak az ivgérbii-
lettel foglalkozott;® a feliillet gaussi gorbiiletének igen nehéz
problémajit mar WaLp?® oldotta meg. A kovetkezékben ezekhez
a kutatasokhoz kapesolodva a torzio fogalnat fogjuk vizsgdlat
targydava tenni. Ezzel egy Mencer altal mar toébb izbhen fel-
vetett problémat sikeriil elintézniink, t. i. a torzio fogalmdnak
;L" _ beillesztését a Mencer-féle metrikus geometridba.

I. Paraméter-gorbék torzidja.

1. §. A torzi6, mint a tdvolsdg fiiggvénye.
Legyen ¢ a harom-dimenzios euklidesi térben a
P=p@)

- X 2 K. MENGER, Math. Ann. 103 (1930), 480—491. L.
3 A. Wawp, Ergebn. eines Math. Koll. Wien 6 (1935), 29—39. 1. és
Ergebn. Math. Koll. Wien 7 (1936), 24—46. 1.
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vektorialis kifejezéssel definidlt paraméter-gorbe, ahol s a
gorbe ivhosszisagat jelenti, p(s) pedig azt a vektort, amelynek
komponensei a p pont x, y. z koordinatii. Jeloljiik t(p)-vel a
(i gorbe p pontjaban klasszikus differencidl-geometriai modon
értelmezett torziot, ¢(p)-vel pedig p pontbeli simuld kérének
sugarat. Legyen tovabba p,, p, ps p, a gorbe négy pontja,
pip; a pi, p; pontok kozti tivolsig és végil V(pys pa Pg ) @
Pus Pas I'ss P, Pontok alkotta tetraéder térfogata. Mar Darsovx*
kimutatta, hogy ha p(s) haromszor folytonosan differenciilhato

fiiggvénye az s paraméternek, akkor?®

[ t@)] = 72 tim @0V B0 Po Po P g, 93,5, ()
Pi—P P1Pa+P1Ps-P1Ps-PaPs-Pals-PsPs
EcervAry Gr szobeli kézlése alapjan ezt az irodalomban — tigy
litszik — némileg elkallodott kifejezést a kovetkezé modon
alakithatjuk at: legyen V(pi, p;, px) a pi D, P pontok alkotta
hdromszog teriilete, akkor a kovetkezd identitdast irhatjuk fel:
[V (py Py Po PO AL
VD1, Do D)+ V Pas D> D)-V Pss Py D2)-V (Pas P15 Do)

V(Pss Das Vs P& J

|_P1Pa-P1P3-P1PsPaPs - PaPs-PsPs
V(Py Pos Py) 3 V Py Py ) < V Py i ) : Vips Py po)

De o(pi, 9j, p»-val jelolve a p; p;, pr pontokon atmend kor

arat, >
i 4V (pi, pjp D) _ 1

Dilj-PPre-Pii o(pi, Dj» Pr)

4 (. DarBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces. IV. kotet
(Paris, 1896), 426. 1.

® Ha a tetraéder térfogatat megfeleléen iranyitjuk. akkor a torzié6
abszolut értéke helyett a torzio elgjellel ellatott értékét nyerjik. Mivel
azonban vizsgilataink célja a torzio definicioja metrikus terekben, ahol
természetesen a torzié eldGjelének semmilyen geometriai értelme sincs,
célszeriibbnek latszott mar itt az elékészits euklidesi vizsgalatoknal is
csak a torzio abszolut értékét tekinteni, mint ami szamunkra egyediil
iranyado.
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Vagyis a
V(P15 Par g P2

p,—-»pi/t (1115 Pas Do)+ V (Pas D3 P8 - V Py Pis P1)- VD, P15 Ps)
reldcioban a limes jel alatti kifejezés pontosan megfelel az (1)
relacio limes jel alatti kifejezésének. Ebb6l pedig haromszor
folytonosan differenciilhatd gorbék esetében

| za(p) = [1(p). ,
kovetkezik. Figyelemre mélto, hogy z4(p) olyan csak a gorbe
pontjainak egymastol valo tdavolsagaitél fiiggé szimmetrikus
kifejezés, amely alkalmas a torzi6 definiciojdra, ezért c,(p)-t a
gorbe Darpoux-Ecerviry-féle torzidjanal: lehetne nevezni. A

74(p) torzio értékes tulajdonsiga, hogy z.(p) az ivgérbiilet ismert
MenceRr-féle

Tad (P)

A S G VP, Pas Ps)
OP)  piop  PiPy-Pabls-Pabs
alaka kifejezésének héromdimenzios formidlis analogonja.

Ezen a kifejezésen kiviil azonban még maskép is elédllit-
hatjuk metrikus alakban a torziot. A kovetkezé modszer kiilo-
nosen alkalmasnak Iatszik a torzidval kapesolatos metrikus
vizsgdlatokra. Képezziik a (@ gérbe minden olyan p, ¢, 7,, , pont-
quadrupluméra a

(0=1,2;3) 2)

iy Vip, g, 7. 75)

PE Y gV (g 1 1)
kifejezést, amelyekre ez a kifejezés egydltalan értelmezhets. Ennek
szlikséges és elégséges feltétele nyilvan az, hogy sem p, 7, 7.,
sem (¢, 7, 7, ne fekiidjenek egy egyenesen. Legven ezekutin

c(p)=lim ( lim =@, q; r,, 7). @)

g T1,leP

9
; ‘(p’qr'v") ; (3)

A z(p) szamot a € gorbe p pontbeli metrikus torzidjdnalk)
nevezziik.

Ha nem akarunk kettés hatdrdtmenetet végezni, akkor a
C gorbe négy kilénbozd p,, ps, Py pe pontjabol kiindulva a

,(p) = Hm z(p, P! Dsy Do)y (E=1,2, 3, 4) ®
pi—p
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kifejezést haszndlhatjuk fel a torzio definiciojara, ahol a p,, p,,
Ps» P, pontokat Ggy szdamoztuk, hogy az indexek novekvé sor-
rendje megfeleljen a gérbe pozitiv bejarasdbol nyert természetes
sorrendnek. A z,(p) mennyiséget a € gorbe p pontbeli mdsod-
faji metrikus torzidjdnak nevezziik. Nyilvanvalo, hogy ha a
(i gérbének a p pontban van masodfaju torzitja, akkor anndl
inkabb van metrikus torzioja is. Ennek a forditottja azonban —
mint azt litni fogjuk — mem feltétleniil igaz.

Ecerviry tr a kovetkezd megjegyzést volt szives velem
kozolni: Nevezziik elsé gérbilletnek € ivgorbiiletét, mésodik
gorbiiletnek (' torzigjat, nevezziik tovabbd ennek a skdlinak
természetes altalinositisaként az n-dimenzios térben fekvd
( gorbe k-ik gorbiiletének € két kozeli k-dimenzios oszkuldlo
hipersikja dltal bezart szog és a két oszkuldld hipersik érintési
pontjai kozti tdvolsdg hdnyadosit. EGERvARY Gr megjegyzése
szerint a r,(p), vagy akdr a r(p) torzi6 magasabb dimenzioji
formdlis analogonjai ép a /k-ik gorbiiletet definialjak, ezzel szem-
ben 74(p)-nek a k-ik goérbiiletet el6allité magasabb dimenzioji
analogonjai mar nem ilyen egyszerti szerkezettiek.

Errél a kérdésrél bévebbet Eeerviry ur egy dolgozata fog
tartalmazni.

R. §. A metrikus torzi6é viszonya a klasszikus torzi6hoz.

FAS
Jeloljiik S,g-el a p, ¢, pontokon dtmend sikot, S’S”-vel
pedig az S" és S" sikok kozti lapszoget. Mint ismeretes
et ool R R R R D )
Sin SpipepeSparw, = T
2p,05 V(D1 Pos Do)- V(Day Doy 1)

Eszerint (3) figyelembe vételével:

» . /\ M
O R SIn SpipepsSpsreve
% 12 L[4 2 3

D1y

Konnyti ezekutdn kimutatni, hogy a ¢(p) klasszikus torzio léte-
Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI, X 2

(6)
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zése maga utdn vonja a t(p) metrikus torzio létezését. Bebizo-
nyitjuk ugyanis a kévetkezd tételt:

Ha p(s)az s helyen hdromszor differencidlhaté és differencidl-
hdnyadosai végesel:, akkor

z(p) = | t(p) .

Jeloljiik p', p", p"-vel p(s)-nek az s helyen képezett diffe-
rencialhinyadosait és legyen 4p = p(s + 4s)—p(s), akkor
differencidlhatosagi feltételeinkboél kt)vetkezik, hogy

Js- "

Adp =

ahol lim(e=0. Legyen Sp a C gc'irbe p pontjéhoz tartozo6
simulgs:il’{, S, pedig az a sik, amely tartalmazza (-nek p-ben
vont érintGjét és a ¢ = p(s + 4s) pontot. Ez esetben S, tar-
talmazza a p’ és 4dp vektorokat, S,, normdlisa tehat meréleges
erre a két vektorra, vagyis a
v=[p'.4p|
vektor S,, normdlisa iranyiba mutat.® Ha még figyelembe
vessziik, hogy a w = [p'.p"] vektor S,-re meréleges, akkor az
S, és S, sikok kozti lapszog a ¢ és w vektorok alkotta szég-
gel egyenl6, tehdt
[eee]

ORI

vy

sin 8,8, =
M“‘\

= 482 ! " ’ " ' "7 &
!‘T[P P ]+ (, (»'.(p +e)]‘ . '[p_p JI
o148l 2 (p. " + a)Jp”) v (" +9p)
| U’l']’”] S —3— @.@"+9ll.|[pp"]

ds p'.p" + o)lp
S ! " ! "
@'.@" +9o]|. [ "]

n

6 Az @, b vektorok vektorialis szorzatat a szokasos modon [@.D]-vel,
skalaris szorzatukat pedig @d-vel jeloljik.
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De lim & — 0, kovetkezéskép ?

48—0
TRV RN oL I
A0 4s i ,é I -p"]1? )
B St g
Sl e e

Tekintsik most a =(p, ¢, ry 1) kifejezést. Ha az 7,, 7, pontok
p-hez tartanak, akkor az S, sik S,-hez tart, az Sy, sik

pedig az S,, sikhoz. A (6) alatti relaciohol tehat

i 5,5
¢ sin S,S,,
im z(p, q; ry, 1) =3 vl (8)
71.79—p pl/

kovetkezik. Azonban

lim 'E =21
45—0 Dy

tehat (7) és (8) szerint
lim ( lim t(p, ¢: 7y, 19) =P,

q—p 71, Ta—p

vagyis a (4) relaciobol
<(p) = | t(p)|
kovetkezik, q. e. d.

A z,(p) masodfaji metrikus torzié vektorialis alakban ki-
fejezve Saver® egy ujabb munkdjiban is el6fordul. Ugyanott
annak a bizonyitdsnak a vézlata is megtaldlhato, hogy ha p(s)
haromszor folytonosan differencidlhato, akkor z,(p) = |t(p)|.

Az eddigiekbdl azt liathatjuk, hogy hdromszor folytonosan
differencialhato  gorbéknél z.(p), z(p), zu(p) és (p) egyenld
értékiiek, s6t most bebizonyitott tételiinkbél az is kivilaglik,
hogy t(p) mindig aequivalens ¢(p)-vel, ha ez utobbi létezik.
Tekintsiink azonban egy olyan folytonos € sik gorbét, amely-
nek sehol sincs érintéje. Ez esetben a (' gorbének természe-
tesen egyik pontjdban sem lehet {(p) torzidja. De tekintve, hogy

7 A (7) alatti relacionak ezt az egyszerii vektorialis bizonyitasat HirTRICH
nrnak koszonhetem. Egy alig hosszabb bizonyitast Szmopics tr volt szives
velem kozolni.

8 R. SAUER, Monaths. Math. Phys. 45 (1937), 358—365. 1.

9k
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a gorbe sik volta folytan (' barmely p,, sy Py P, pont-quadru-
plumdra nézve V(p,, p,, Psy Py — 0, viszont e pontok helyes
megvalasztisa esetén V(py, po, ps) =0 és V(p,, 0y po) #+0,
a (3) illetSleg (5) alatti reliciokbol kovetkezik, hogy (¢ minden
pontjaban z4(p) = z4(p) = 0. A C gorbének lehdt mindeniitt van
ta(p), Tu(p) €s igy «(p) metrikus torzidja, de sehol sines klasszi-
kus értelemben wvett t(p) torzidja.

A 74(p) és a tu(p) torziv kozott a kovetkezo Osszefliggést
talalhatjuk : Ha a G gorbének van Mescer-féle girbiilete, akkor
tu(p) létezése [iuggetlen a hatdrdtmencinél szerepld (py, p,;
Doy Py) kifejezést meghatdrozé py, po, Psr Py poNlOk sorrendjétdl,
és ez eselben

tu(p) = ta(p)-

Tekintsiik ugyanis a kovetkezé evidens atalakitast:?

Vipy Doy Py 1)
PiPaPiPyPiPsDals PaPs - PaPs
Vipy, Par Ps) _‘V_(pw_pa’ﬂw
Py PiPsPaPs PPy Pebs-PsPs
Feltevésiink szerint van Mexcer-féle gorbiilet, vagyis (2) szerint

% 7 "
i et i o Pa) i e Ve B D)k A
PP PiPa PiPs-Paly PP PaPy:PoPsPsbs do(p)

Amibél (5) alapjan

9
TPy Pss Po P =

ea(p) = 72 lim —o 0@V Py Py Py p)

Pip P1P2P1Pg  P1Py-PalPs PoPs P3Py
kovetkezik. Visszajutottunk tehat az (1) alatti Damrsoux-féle ki-
fejezéshez, ami EGERVARY 10r dtalakitdsa szerint a z,(p) kifeje-
zéshez vezet, tehat valoban zu(p) = r.(p). Vegyiik még figye-
lembe hogy z4(p) elédllitisa a pontok sorrendjétél fiiggetlen
és allitasunkat teljes egészében bebizonyitottuk.

Lattuk, hogy z(p) létezését a klasszikus torzio létezése maga
utin vonja, de az az eset is lehetséges, hogy eqy gorbének

9 EGERVARY ur szobeli kozlése nyoman.
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mindenilt van ugyan t(p) torzidja, kivetkezéskép r(p) torzidja
18, de egyes helyeken nincs sem tq(p), sem pediq z,(p) torzidja.
Tekintsiikk e célbol a <0, 1> zart intervallumban viltozé
o paraméternek olyan folytonos [(e¢) fliggvényét, amelynek
mindeniitt van ugyan f’(s) differencidlhinyadosa, de ez és ennek
abszolut értéke bizonyos o értékek mellett nem folytonos. (Mint
ismeretes, |f'(s)| diszkontinuitdsi helyeinek D halmaza < 0, 1 >-
ben stirl is lehet.) Legyen

F(o) = [ f(o)ds
0

és definialjuk a G goérbe x, y, 2 koordinatdit a kovetkezo
modon :

5 2
r=to y=%. 3= [Pe)de

0
Ez esetben
dz : d% a*z ;
W T F(a), Ef T f(o-), '(70? e f (0-)’
vagyis
g+1 o F
1 ¢ bR
: 0 Q- ¢
s f o)

1+ {Fo—FP + fa+f—FP 1+(fo—Fy>+(fo+[—F¢

Mivel ezen tort abszolut értékének a nevezdje mindeniitt
folytonos, szédmlaloja azonban a D halmazon diszkontinuus,
azért |t(p)| nem lehet folytonos a (' gérbének a D halmaz
pontjaihoz tartozdé x, y, z koordindtdja pontjaiban. De elébbi
tételiink szerint |t(p)| = z(p), kovetkezéskép ezekben a pontok-
ban 7(p) sem folytonos. Ha tehat (-nek mindeniitt volna z,(p)
vagy zq(p) torzidja, akkor z,(p) = ra(p) = =(p) folytan z,(p) ille-
téleg 74(p) sem lehetne mindeniitt folytonos. Ez azonban
lehetetlen, mert az 5. §-ban be fogjuk bizonyitani, hogy z,(p),
illetéleg z4(p) definiciés tartomanyuk minden pontjaban folyto-
nos fiiggvények. Ezzel beigazoltuk azt az allitasunkat, hogy van
olyan (I gérbe, amelynek minden pontjéban van t(p) és z(p)
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torzi6ja, egyes pontjaiban azonban z,(p) és z,(p) nem definial-
hato, s6t ezeknek a pontoknak a halmaza C-ben sir( is lehet.

3. 8. Sik gorbék torzidja.

- Ismeretes, hogy a legalabb héaromszor differencidlhaté gorbék
kozott a nem egyenes sik gorbéket jellemzi az 6sszes pontjaik-
ban érvényes t(p) = O egyenléség. A torzi6 metrikus definicioja
valamint a gorbék sik volta azonban fiiggetlen a stlyos meg-
szoritast jelent6 differencialhatosagi feltételektol, ezért sokkal
altalanosabb eredményt remélhetiink, ha a sik gorbéket a klasszi-
kus torzié helyett a torzio valamelyik metrikusan definidlt
fogalmdval igyeksziink jellemezni. Ebben a §-ban a klasszikus
tétel altalanositasaként bebizonyitjuk a kovetkezé tételt:

A nem eqyenes és reklifikdlhato G gorbe*® akkor és csakis
akkor sik, ha ,(p) = 0.

Ha € sik, akkor barmely pont-quadrupluméara nézve
V(py Do Ps p) = 0. Mivel pedig ¢ nem egyenes, ez a pont-
guadruplum gy  valaszthato, hogy V(p, 2, Py =0 és
Vips, pss Py)=F 0. A (3) alatti reldcio szerint tehdt

TP S e D) ==0;

vagyis (5) szerint z,(p) = 0, amivel feltételiink sziikséges voltat
beigazoltuk.

Legyen ezekutin (/ valamely nem egyenes rektifikalhato
gorbe ; ennek véges ivhosszusagat A-val fogjuk jelolni. Tekintsiik
(! két tetszéleges p, ¢ pontjit és iktassunk ezek kozé n + 2
pontot a kovetkezé modon: legyen P,=p, ¢ = Pn+s a Py
Pas+-+> Pn+z pontok pedig essenek p, és pnss kozé gy, hogy

PiPi+1 = pjj)j:l legyen, az egymisutani indexek pedig feleljenek

10 A tételiinkben szerepld € rektifikalhato gorbérél nem kell feltételez-
ntink sem azt, hogy paraméteresen van el6allitva, sem pedig, hogy a
haromdimenzios térben fekszik. Elég, ha C az n-dimenzios euklidesi tér-
ben fekvé rektifikalhato kontinuum,
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meg a hozzdjuk tartozo pontok természetes sorrendjének, ha
(! mentén p-t6l g felé haladunk. Mivel

n+2
D PP+l < A
k=0

azeért két-két egymdsutani pont tavolsagainak egyenlésége folytan

A
PiPi+1 = m )

(i=0, 1,..., n+2)

Ha tehdt » elég nagy, akkor a pi, pi+1, Pi+2, Pi+s pontok kozti
hat tavolsig tetszélegesen kiesivé tehetd. Azt allitjuk, hogy elég
nagy n-re
t(Dis Pi+s; Piv1, Piv2) <& (10)
(i=0, 1,.e ., n)
akarmilyen kicsiny szam is e > 0. Ellenkezé esetben ugyanis
meg lehetne adni olyan 4, 7y..., @n,... index-sorozatot, amely

mellett

7 (Dins Dinkss DPinsts Pini2) =€ (11)

(h=1, 2, i)

lenne. Akkor azonban (9)-bél az kovetkeznék, hogy a Pin Pin+1s
Pin+2, Pin+s pont-quadruplum n novekedtével egyetlen p* hatdr-
ponthoz tartana, amely — tekintve (' zart voltait — a G gorbén
fekiidnék. Igy a € gorbe p* pontjihoz tetszdlegesen kozel talal-
hatnénk olyan pont-quadruplumot, amely eleget tenne a (11) fel-
tételnek, amibdl viszont az (5)alatti definicio szerint z(p*) = e> 0
kovetkeznék, holott feltevésiink szerint csak r(p*) = 0 lehetsé-
ges. Ezzel az ellentmonddssal a (10) alatti egyenléség helyes-
ségét beigazoltuk. Jel6ljiik marmost S;-vel a pi, pi+1, Pi+2 pon-
tokon atfektetett sikot, akkor (6)-bol és (10)-bél

AR
Sin SiS;+1 £
DiDi+3

(i=0, 1,..., n+2)

3

T

LN
kovetkezik. Mivel pedig SiSiy < o azért
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S

/\ ﬂ
iSi+1 =

- /\ T
sin S;Si 11 < R PiPi+3s =

ro|

= —g— e- (piPir1 + Pir1Pive + Pirapis s)
Alkalmazzuk erre a megbecslésre a (9) alatti reldciot, akkor
azt talaljuk, hogy
2N T A
b,inl < ? €. —n+3 %
Vegyiik még figyelembe, hogy

n

n
5 7\ " 2
§OSM1 e Z SiSis1< € —Z—Z = €"Ql,
=0 i

n+3

j=

akkor végeredményben a

7
lim S;Sp+1=0
reléaciot nyerjik. Ebbél pedig az kovetkezik, hogy a p = p,, pys
P, pontokon illetéleg a pni1, Pnie, Pnisz = ¢ pontokon atmend
Sy illetleg Sp+1 sikoknak van hatdrhelyzetiik és e két hatar-
sik kozti lapszog 0. Masszoval a (¢ gorbe p, illet6leg ¢ pontja-
ban van S, illetéleg S, simulé sik és

N
g = 0,
Tekintve p és ¢ tetszdleges voltat, ez az eredmény ép azt

jelenti, hogy (' sik gorbe, amivel feltételiink elégséges voltat
is bebizonyitottuk.

IT. Metrikus terek torzidja.

4. §. A torzié definiciéja metrikus terekben.

Fricuer ** ismert fogalomalkotdsa szerint metrikus térnek
neveziink bdrmely olyan 7 halmazt, amelynek minden p, ¢
elemparjidhoz egy és csakis egy a kovetkezo feltételeket telje-
sité pq szamot rendeliink :

11 FricHET, Rend. Circ. Mat. Palermo 22 (1906), 1—74. 1.
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1° pq = qp = 0 (szimmetria és pozitivitds) ;
2° pq =0 akkor és csakis akkor, ha p —q;
3° pq + qr = pr (hdromszig-eqyenlitlenség).
A T metrikus tér elemeit pontoknak, a pg szamot pedig p
és q egymastél valé ldvolsdgdnak nevezziik, Vezessiik be a
kovetkezd jelolést :

0 1 1 ARG S
1 0 (Ppe)* - .. (PP
Dy, Pay-+es Po)= |1 (plpa)ﬂ Y oo 2 (pnp‘n)%
R b D 6 SRR

Ismeretes, hogy ha pg = pgq, vagyis, ha pg az euklidesi tdvol-
sagol jelenti, akkor

D(py, Pys 13, P) = 288 [V(py, Doy o D)
— Dpy por 2 = 16[V(pss Doy P9I
— D(p,, ps, p) =16 [V(pz’ Ps» p4)]2~
Ha tehat

: . Pl 18[ Dy, por P P 19
020 Py PO =5, ‘/ DGy 1 29 - Dog oy 10°
illetdleg ‘

ta(P1s Por Py Po) =

181D (p; Pas Ps» P!
, (120)
V' D Py, Pa, Po)- D (s Das D) - DDy, s )-D (D P> o)
akkor a

7(p) = lim ( Lim z(p, g; 73 'rz)), tu(p) = lim 7(py, Py; Pas Pa)s
q pi—p

=P 71, Te*P

ta(p) = lim z4 (va P2 Pss p4)
Pi—p

relaciok az euklidesi térben megegyeznek a metrikus torzio
val. Azt mondhatjuk tehat, hogy mindhirom relicié alkalmas
a torzio fogalmanak metrikus terekben valo definicidjara.
Eszerint metrikus terek torlodasi pontjaiban beszélhetiink a tér

s re s

o
A
3

e

NENES

v' t. '3
Fy A
G Tl

Cimat o 12 ,\".&’

S A BIE Se
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5. 8. A torzi6 folytonossdga.

Ha a T metrikus térnek mindeniitt van z,(p) vagy ca(p)
torzioja, akkor u(p), illetdleq =u(p) a T térben folytonos figg-
vények.

Mivel a torzi6 mindharom clefunuopbol kovetkezik, hogy
T-nek csak torlodasi pontjaiban értelmezheté a torzio, azért
zu(p), vagy q(p) minden pontban feltételezett létezésébél kovet-
kezik, hogy 7T minden pontja torléddsi pont, Legyen tehit
Pys Dar-++s Pns-+- LI-nek egy p-hez konvergald pontsorozata. Elsé
feltevésiink szerint r,(p,) minden 7n-re létezik, talailhatunk tehdt
olyan p@®, p@, p® p® pont-quadruplumot, hogy egyrészt

: 1 ¥
P < = legyen (i =1, 2, 3, 4), masrészt barmely elére meg-

adott ¢ > 0 mellett teljesiiljon a
| eu(@n) — @D, p9; PP, PD)| < =

feltétel. De ha pp,—0, akkor a hiromszig-egyenlétlenség kavet-
keztében p,p@P—0 (i=1, 2, 3,4), vagyis elég nagy n mellett
a p, p@, p®, p®» pontok p tetszélegesen kicsiny kornyezeté-
ben fekszenek. Mivel pedig feltettiikk, hogy z.(p) létezik, azért
p-hez elég kozeli p, p@, p@, p® pont-quadruplumra fennall a

|1-” D) = T(I’(,l,)’ ;4;), (':)’ (3)) < et

egyenlotlenség, vagyis ha n elég nagy, akkor
[71(P) — zulpn)| < e,

ami ¢,(p) folytonossigat jelenti. Ugyanigy bizonyithatjuk be
zq(p) folytonos voltit is.

Lényegesen kevesebbet dllithalunk a «(p) torzio folytonos-
sdgl viszonyait illetéleg. Mindenesetre érvényes a koévetkezé
tétel:

Ha a (0 fvnel: (= egyencsdarab homéomorf képe) mindeniitt
van t(p) torzidja, akkor <(p) a C térben legfeliebb mdsod-
oszldlyu BAre-féle fuggvény.
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Tekintsiik a 0 < 2 < | egyenesdarabnak C-re valé ¢ topolo-
gikus leképezését és rendeljik a p = ¢(2) ponthoz a C iv

e S e ) 1

pontjait. Mivel a ¢ leképezés egyértelmi és egyértelmiien meg-
fordithato, azért p, g™, @, ¥4 a ( iv négy kiilonbézé pontja
és igy <(p, q"; r{, r%)) értelmezhets, Azt &llitjuk, hogy ez
a fiiggvény folytonos a G térben. Ha ugyanis lim o; =,

i—> o
akkor ¢ folytonossigabol kévetkezik, hogy béarmely h mellett
lim ¢(x; 4 h) = ¢ (@ + h). Ha tehat lim p; = p, akkor ¢, 7,
i—roo i—>o
1 1) 1

SR e b e S0 3
rim-el jelolve a ¢ (a, + m)’ gp(fr:,—f— Qn)’ ;o(m,L-i— n) ponto
kat, ezek tdavolsagai teljesitik a kovetkezd egyenléségeket:

lim pig4™ = pq™, hm Paree = pri, lim pio'gg) = pr,

i—r o

lim q(m)rgn) = q(m)r(n) llm q(m), W(n) — q(m),,-(n) llm ,,(n),,-(n) — "'(1")'7'{3)-

t—> o i—>r o

A (12 q) alatti definiciobol kovetkezik tehit, hogy
i—8 ¥

vagyis r(p; q™; @, @) valoban folytonos fiiggvénye p-nek.
E szerint lim ¢ (p, ¢ ; 9, rD) legfeljebb elséosztalyn fiigg-

n—roe

vény, kovetkezéskép

z(p) = lim (lim z(p, ¢ ; 79, rW))
m—r o N—rw

legfeljebb masodosztalya fiiggvény lehet, q. e. d.

Megjeqgyzés. A differencialhdnyadosra vonatkozo egyik 1smert
tételbél kovetkezik, hogy egy haromszor differencidlhaté para-
méter-fiiggvényekkel definidlt ¢ gérbét metrikus térnek tekintve,
a klasszikus {(») torzi6 a ( goérbén legfeljebb elséosztalyt
Bamre-féle figgvény. A r(p) torzié tehat folytonossig tekinteté-
ben gy viszonylik a ¢(p) torzidhoz, mint egy folytonos filigg-
vény négy derivaltja a differencialhanyadoshoz.

i s by R
= ¥ e

RGN
T A M
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6. §. Nulla torzi6ju, de nem sik metrikus kontinuumok.

St §-ban bebizonyitottuk azt a tételt, hogy az olyan rekti-
fikdlhato euklidesi gorbe, melynek minden pontjaban z,(p) = 0,
sik. Itt a gorbe euklidesi volta fontos, mert egyébként kénnyen
konstrudlhatunk olyan C gorbét, amelynek a kévetkezé tulajdon-
sagai vannak: 1° C a kir homéomorf képe, 2° C' bdrmely p
pontjaban z(p) = tu(p) =ra(p) = 0, 3° C nem izometrikus a
stk semmilyen részhalmazdval sem.

Legyen € az xy-sik (0, 0) pontja koré irt egységnyi sugara
korvonal, amelyen azonban a p, ¢ pontok euklidesi pg tavol-
saga helyett a kovetkezé pg tévolsdgot vezetjik be:

ha pjél,
ha pg > 1.

A € metrikus tér minden p pontjinak 1-nél kisebb dtmérsji
kérnyezete nem maéas, mint p euklidesi kornyezete. Ha tehdt a
P15 Pas Pg Py pontok ilyen kérnyezetben vannak, akkor a torzio
P1s Doy Pgy P-bO6l szarmaztatott mindhdrom metrikus definicioja
azonos az euklidesi térben elemi modon definidlt haromféle
metrikus torzioval, vagyis

z(p) = tu(p) = ra(p) = 0.

Tekintsiitk azonban a p; =(—1,0), p, = (—

193 :
=hgem) p, = (1,0) pontokat, amelyeknek mind a hat
euklidesi tdvolsdguk = 1. A (I térben érvényes tdvolsag-definicio
szerint tehat erre a négy pontra nézve

=1, @, 3=1, 2,38, 4; i 3.

Olyan négy pontja azonban nincs az euklidesi siknak, amelyek-
nek mind a hat tdvolsiga ugyanaz, a G metrikus tér tehat
nem izometrikus semmilyen sikhalmazzal sem.

Alexits Gyirgy.
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DER TORSIONSBERGRIFF IN METRISCHEN RAUMEN.

Bezeichne R einen metrischen Raum, p, ¢ zwei Punkte aus R, pg
den Abstand der Punkte p, gq. Fiir ein n-Tupel von Punkten p,,
Pas+ -+ Pn Setze man

0
D(psy Psy---s Pn) = l

I’iPJ)2 G, j=1, 2,..., n).

Ist Py, Pg Py, Py ein beliebiges Punktequadrupel von R, so bilde man,
wenn es nur moglich ist, die Ausdriicke

PaPs l/ 18 | D(pyy Poy Ps: Ps)l
DP1Ps D{(py, pay Pg)-(Dps, Pgy Ps)

T(Pyy Pss P Pg) =

7a (01, Psr Ppr Pe) =

l/ 181 D(py, Po Py Ps)|
V D(py, P Ps)-D(Pay Po P5)- Dy Pis P1)-D(Pgy Pav Po)
Jede der folgenden drei Zahlen
t(p)=lim ( lim ¢(p, g5 7y, 1)) 7ul(p)=lim z(py, p; ; Pa Pa)s
q—p 11 p pi—p
ta(p) = lim 2a(py, Por P P4
pi—p
ist zur Definition der Torsion von R geeignet. Wir nennen z(p) die
metrische Torsin, ty(p) die metrische Torsion zweiter Art, ta(p)
die Darsoux-Ecervirvsche Torsion von R; (zz(p) ist ein von Herrn
EcervAry geeignet umgestalteter, scheinbar etwas vergessener ilterer
(1896) Darsouxscher Ausdruck).

Der Name «Torsion» liisst sich fiir diese Ausdriicke durch folgen-
den Umstand rechtfertigen: Wenn R eine dreimal stetig differenzier-
bare Parameterkurve ist, deren Torsion im Klassischen Sinn mit t(p)
bezeichnmet wird, so ist

7(p) = tulp) =za(p) =|t(p) |

Die Beziehung z(p) =|t(p)| besteht auch dann, wenn nur so viel
vorausgesetzt wird, dass die ersten drei Ableitungen der Parameter-
funktionen in p existieren und endlich sind. Die Torsionsdefinition
z(p) ist also auch fiir Parameterkurven mindenstens so weittragend wie
die klassische, wogegen es Parameterkurven gibt, fiir welche ¢(p) und
(p) existieren, 74(p) und z4(p) jedoch in einer dichten Menge nicht
existieren. Umgekehrt ist aber auch = (p) = 74(p) = 74 (p) = 0 moglich

TS Y A I AT T
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und zwar in jedem Punkte der Parameterkurve R, ohne dass t(p)
irgendwo existiert. Das ist z. B. bei jeder nirgends differenzierbaren
stetigen ebenen Parameterkurve der Fall. Besitzt It in p eine Mencersche
Kriimmung, so ist z,(p) = za(p).
~ Die Beiden Ausdriicke 7,(p) und z4(p) sind, als Punktfunkiionen
im metrischen Raum R betrachtet, stetig ; iiber die Stetigkeitsverhilt-
nisse von 7 (p) lisst sich dagegen nur folgendes behaupten : Ist R ein
metrischer Bogen, auf welchem ¢ (p) iiberall existiert, so ist v(p) auf
R eine Bairesche Funktion héchstens zweiter Klasse.

Die Torsion zweiter Art z,(p) steht in enger Beziehung zu den
ebenen Kurven, da die folgende Verallgemeinerung eines klassischen
Satzes gilt: Damit der nicht gerade euklidische Bogen C eben sei,
st motwendig und hinreichend, dass in jedem Punkte p von C die
Gleichung t,(p) =0 bestehe. Hier ist die Euklidizitit von (' wesent-
lich, da man leicht einen metrischen, aber nicht euklidischen Bogen G
konstruieren kann, fiir welchen zwar iiberall z(p) = 74(p) = ta(p)=0
gilt und trotzdem € mit keinem ebenen Bogen isometrisch ist.

Georg v. Alexits.
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1. §.

1. Scuurtol? szdrmazik a kovetkezo tétel:

Ha a v-edfoki (v = 3) f(x) polinom? valamennyi zéréhelye
valos, akkor az

f@, @, f'@, [@..... fo=)

polinomok legnagyobb zérdhelyei inonoton esoklenve gy helyez-
kednel el a szdmegyenesen, hogy o szomszédos zérchelyel
tavolsdgai — a fenti sorrendben — wmonoton ninek (nem
csolkkennelk).

Hasonlo tétel érvényes e polinomok legkisebb zérdhelyeire is.

Ha f(x) zérohelyei mind valosak, akkor ugyanez all f(x) bar-
hanyadik differencialhanyadosara. Ezért a fenti tétel egyenértéki
a kovetkezo allitdssal:®

Ha a 2-nél magasabb foki f(x) polinom wvalamennyi zérd-
helye valds, akkor [(x) legnagyobb zérohelyének ['(x) legnagyobb
zéréhelyétdl valo tdvolsdga kisebb, vagy egyenls, mint ['(x) és
["(x) legnagyobb zérdhelyénel: egymdstol valo tdvolsdga. Az
eqyenldség csak akkor kiovetkezik be,* ha vagy mindhdrom leg-
nagyobb zérchely egybeesik, vagy ha [(x) valamennyi zéré-
helye, kwéve a legnagyobbat, osszeesik.

Ha f(«) legnagyobb zérohelye tobbszoros, akkor a tétel
trivialis. Ezért feltessziik, hogy f(«) legnagyobb zérohelye egy-
szeres zérohely. (Ugyanez all ekkor ['(x)- és ["(x)-re is.)

1 1. ScHUR, Journal fir die reine und angew. Math. 144. (1914), 75.

2 Polinomon az egész dolgozathan valos egviitthatés polinomot értiink.
3 Lasd 2-t.

4 Lasd 2-t.
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Y1+ Y1—21)

T fiadar| 2| [ rass| =| [ roas)
vagy Ya Y1 Tg

Y1+ (Y1—21)
| f'(x)dx < O.
s

Be fogjuk bizonyitani, hogy nemecsak ez az egyenl6tlenség

igaz, hanem az
Y1+yy—21)

J f'(@)dxe < 0
Us
egyenlétlenség is fenndll és a bizonyitdsndl esak f'(x) zéro-
helyeinek valos voltat fogjuk kihasznalni. Igazolni fogjuk (2. §)
tehat a kovetkezd tételt: :
I. tétel. Ha a

g@) = A@x—a)(@—ay)... (x—ay)
n-edfoki (n = 2) polinom valamennyi zérohelye valds és

Uy > Oy = Qg = *** = Qn,

tovdabbd, ha®
A <O,

akkor — ¢'(x) legnagyobb zérdhelyét b,-gyel jelilve —

ay+(a;—Dby)
F(g)= f g(x)dx < 0.
Az egyenliség jele csak az a, = @, =---= a, esetben dll.

Ez a tétel nem vezethetd le a ScrUr-tételb6l. Ez csak akkor

volna lehetséges, ha minden esetben az fg(x)dx polinom vala-

ag
mennyi zérohelye valos volna, ami azonban nyilvan nem igaz.
Pl.: n=4, a,>a,>a,=a,). Az L tétel igazolasival igy
nemesak a ScHUR-tételre adunk egy Uj bizonyitdst,” hanem egy

6 Ez a feltevés azonos azzal, hogy az (a,, a,) kézben g (x) >0 illetve,
hogy & = a, esetben g (x) <<O0.

7 A ScHur-tételre ad bizonyitast. T. Popoviclu is: Mathematica. IX.
(1935), 141.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 3



34 GRUNWALD TIBOR.

altaldnosabb tételhez is jutunk, amelynél az eredeti f(x) poli-
nom zérohelyeinek valoés volta helyett elegendé — bizonyos
kikotések mellett — f'(z) zérohelyeinek valés voltat meg-
kivanni. (3. §.)

A 4. §-ban ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazzuk egy —
csak valos zérohelyet tartalmazé polinomokra vonatkozo —
Lacuergre-tételre, illetve e tételnek Sz. Naey GyvnA-tol szar-
maz6 egyik altaldnositasdra. Ezdltal megint egy teriileti
(integral) tételhez jutunk. E tételnek kovetkezménye az eredeti
Lacuerre-tétel egy oly iranya &ltaldnositasa, hol a polinom
zérohelyeinek valés volta helyett elegendé — bizonyos feltételek
mellett — a differencidlhanyados zérohelyeinek valés voltat fel-
tenni. (5. §.)

A 6. §-ban egy Erpds PAL-tol szdrmazo teriiletviszony-tételt
4ltalanositunk. E tételbél kovetkeztetni tudunk egy polinom
inflexios pontjainak elhelyezkedésére, ha a polinom differencidl-
hanyadosidnak valamennyi zéréhelye valos [tehdt pl., ha maga-
nak a polinomnak minden zérdhelye valos]. (7. §)

2. §.

Az L tétel bizonyitdsa. Az a,= a; =---= a, esetben az
F(g) = 0 egyenlGség egyszert integraldassal igazolhat6.® Erre az
esetre a tételt bizonyitottnak tekintjiik. A tétel tehat igaz
n = 2-re. Bebizonyitjuk, hogy ha igaz n — l-re (n > 2), akkor
n-re is igaz.

Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

A=—=1,a,=16 b,=0.", 1)
Bevezetve a —ai=a; (2<i<m) jelolést

0<a<ay<--<an

és
g@)= — (@—1) (T + a)) (® + ag)... (@+ap).
8 Legcélszeriibb az integraliast az a;=n, ay=dag=--- =an=0,
A = —1, vagyis a ¢ (x) = — (2 — n) xn—1 alakban végrehajtani. Ebben az

esetben b, =n — 1.
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¢ 1 1
gGl ot L

g@®) — x—a, ' x—a, o

@

osszefiiggéshbé6l — tekintettel ¢'(b,) = ¢'(0) = 0-ra — adodik,

hogy ’
1 1

Ebbél kovetkezik, hogy
oy =n—1 < ap.

Itt az egyenlGségi jelek csak egyidejileg és pedig csak az
4y = ag =-+= a, = n—1 esetben dllnak fenn.

Jeléljiik i-vel a g(x) polinomnak a —(n—1) pontba esé zéro-
helyeinek szdmdt (azaz a —(n—1) zérohely multiplicitasat). Ha
g(—(n—1)) = 0, akkor i=0.

1 =n—1 csak akkor lehetséges, ha a,=a,=::= ap=n—1,
vagyis ha @, = a,=:--= @,. Ebben az esetben — mint mar
emlitettiik — minden 7 = 2-re igaz, hogy

F(g)=0.

Ha i <n—1, akkor
oy, <n—1< ay. (4)

Vegyitk azt az a« szdmot, melyre

J SRR 1 1
7Tn—1_a_2+a_n. (5)
Ilyen a létezik és
ay < 0 < Gn.

Tekintsiik a
@ =—22 . @ig@n—1)
@+ ap) @+an)
n-ed foka polinomot. ¢,(#) minden zérohelye valos, x" egyiitt-
hatoja —1 és legnagyobb zéréhelye +1. A (3) és (5) egyenletek
miatt pedig
1 1 1 | 1
e i s S e
a dg a

" On—1 n—1

=1

3*



36 GRUNWALD TIBOR.

ami azt jelenti, hogy ¢,(0)=0. g¢,(») legnagyobb zéréhelye
tehit 0. Ennélfogva ¢, (x) kielégiti az (1) feltételeket.
g, (x) értelmezésébél vildgos, hogy

iy > 1 (= 0).

Itt 4, jeloli® a —(n—1) zérohely multiplicitasat a g,(=) poli-
nomban.
Be fogjuk bizonyitani, hogy — ha a tétel igaz n—1-re —

F(g) < F(g)). (6)

Ha ezt az egyenlétlenséget igazoltuk és ha ¢, <n—1, akkor a
fenti médon g, (r)-hez megadhato a g,(«) polinom. Ez szintén
kielégiti az (1)-es feltevéseket, tovibbd fenndll az i, > 1, és —
ha a tétel igaz n—1-re — az I'(g,) < F'(g,) egyenlétlenség. Ezt
az eljarast folytatva el kell jutnunk egy olyan ¢ indexhez
(1 =t<n—2), illetve g((x) polinomhoz, amelynél i, =mn—1,
amelyre tehat F'(g) = 0. Masrészt — ha a tétel igaz n—1-re —

F(g) < F(gy) < F(g) <---< F(g)) = 0.

Az 1. tétel igazolasa végett tehdt csak a (6) egyenl6tlen-
séget kell még bebizonyitanunk. Ezt a kovetkezdkép igazoljuk :
A g,(») polinom legnagyobb negativ zéréhelye a —a és a
—ay szamok koziil a nagyobbik. Jeloljik ezt —p@-val. Nyilvin-

valo, hogy l
B=n—1 é a,<f<a, (7

tovabba abbol, hogy g,(z)-ben a” egyiitthatoja —1, kovetkezik,
hogy a
(=8, 1) kézben g,(x)>-0. (8)
Minthogy ¢(z)-ben és g (x)-ben 2" egyiitthatoja ugyanaz
(—1), azért a

9 ip-vel jeloljik altaliban a — (n — 1) zérohely multiplicitisat a gy ()
polinomban.
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polinom legfeljebb 7—1-ed fokt. E polinomnak az 1, —a,,
— @ —n—y szdmok zérdhelyei. Mivel
N, (0) =g'(0)—g,(0) =0
Ll Lo D g

Oy an

azért. h,(x)-nek a fentebb felsorolt 7»—2 szamu zérohelyén Kiviil
van még egy valos zérOhelye: —p és erre
1 1 1
i = e o= vk ©)
A hy(z) polinom tehat pontosan %—1-edfokli, minden zéro-
helye valos, legnagyobb zéréhelye +1 és differencidlhdnyadosa-
nak legnagyobb zérohelye 0. (9) miatt
<l (10)
—r tehat egyszeres és legnagyobb negativ zérohelye h,(2)-nek.
Igazoljuk, hogy
hy(2)>0 a (—7, 1) kizben és h,(x)<0, ha 2>1. (1)
Ehhez elegendé kimutatni azt, hogy
hy(0) = §(0)—gy(0) = gty - - O —10n— 0y - 01 (—1) > 0.
Ez azért igaz, mert (4)-b6l és (5)-bél kénnyen lehozhato, hogy
Og0n > a(n—1).
(10)-bél és (11)-bél kovetkezik (— 7 egyszeres zérdhely), hogy

(2. abra)
a (—ay —7y) kozben hy(x) <O. (12)

2. abra.
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A g(x), g,(x) és h,(x) polinomokra vonatkozolag
6,4 (a,—b) =14+ (1—-0)= 2.

Az a, zérohely g(xyre —a, g¢,(%)-re —@, h,(x)-re pedig —7r.
Ennélfogva

—a

2 = 2
F(g) = [ g(@)dx = [ g,@)de + [ [g(x)—hy@)]) do =
=8

-8 —ay
—ay 2 —y ] e
= f g4(x) dx + f ‘g () dr— f hy(x) dx— f k(@) de =
=8 —ay —a, =y

—ag

S
= [ g(x)dx + F(g9) — [ hx)dz — F(h,).
—B

Sy
(7)-bél, (8)-bal, (10)-b6l és (12)-b6l kovetkezik, hogy (2. dbra)

—Ce =y
fg@)de = 0 és [ hy@)de <O. (12a)
i

—utg

Ennélfogva
F(g) > F(g) — Fy.

Ha tehat a tétel igaz n—1-re, vagyis F'(h,) <0, akkor
F(g,) > F(g).

Ezzel az 1. tétel be van bizonyitva.

3. §.

Az 1. tételb6l ScrHUR tételének a kovetkezd dltalanositasa
adodik. (Vesd Gssze az 5. §-ban 1éve lla. tétellel, illetve ennek
ott szereplé alkalmazésdaval.)

Ia. tétel. Ha az f(x) v-ed foki (v = 3) polinom Fkielégiti a
kovetkezd feltételeket :

1. f'(x) valamennyi zérdhelye valds és a legnagyobb zérd-
helye egyszeres, vagyis

WY =Yy == Yy
2. f(x)-mek van olyan valds x" zérdhelye, amelyre

Y1 > 2" = Y,
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alkkor f(x) illetve f"(x) legnagyobb valds zérdhelye, x' illetve
z2,, kielégiti az

T Y=Y —%
eqyenlétlenséget. Az egyenldség jele csak az y,=y,=-=
= Yy—1=2" esetben dll.

Feltehetjiik ugyanis, hogy f['(®)>0, ha y,<x<y, és
f'(x) <0, ha x>y, Ekkor f'(x)re az L tételt alkalmazva
nyerjiik, hogy

Y1+ Y1—21) y1+¥1—=1)
[ f@dx < | f'@de <O0.
a!! Ye
Yy, 6s y, + (y,—z,) kozott kell tehat lenni egy olyan ' szam-
nak, melyre

T f'@)dx = 0.
m’l

Ez azt jelenti, hogy f(@) = 0. Az ' értelmezése miatt = < 2"
Ha azonban 7z < ' volna, akkor az (z, ') kézben ['(x)-nek
valahol zérénak kellene lenni. y, nem volna tehat f'(x)-nek
legnagyobb zérohelye. Ebhdl kévetkezik, hogy & = . Tekintettel
x értelmezésére
a' =Y o (yl s zl)'

Ez viszont azonos az la.tétellel.

A levezetésbol kozvetleniil lathato, hogy az egyenléség jele
csak az Y, = Yy == Y,—1 = X" esetben igaz.

4. §.

Ismeretes LacuErre kovetkezd tétele:

Ha egy v-edfokt f(x) polinom valamennyi zérohelye valds
és két szomszédos zérdhely kozti tdvolsdgot v egyenld részre
bontjuk, akkor ['(x) a két szélsdé rész eqyikének belsejében sem
tlinhet el.

Az 1. §-ban hasznalt indexezést megforditva f(x) zérohelyei:
Ty STy=<'" =%y ['(®) zérohelyei: Yy <yy<: <Y1 68
L1 < Vi1 = Do
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Lacuerre tétele szerint az »;_; < x; esetben
v—1

1
@i—Zi) = Ti— Y1 = P (@i —xi)

Sz. Naey Gyura ' ezt tovabb élesitve bebizonyitotta, hogy

v—i4+1

1
A (i —Xi—1) = Xi—Yim1 = o (s —204—1).

E tételeknél a baloldali egyenl6ségi jel csak az © =2,
XLy == XLg==++» = T,, a jobboldali pedig csak az 1=y, 2, =
= X,=:--=x, 1 esetben érvényes.

Mindkét tétel tulajdonképpen két egyenlStlenséghél all, de
elegend6é csak az egyikkel foglalkozni, mert azt az f(—x) poli-

nomra alkalmazva a mésik
konnyen levezethetd.

A Lacuerre-tétel és
Sz. Naey GyuvLi-nak ez
a tétele abbdl az ismert
osszefiiggésbél kovetkez-
tethet6, hogy f’(x)-nek
azok a zérohelyei, me-
lyek nem zéréhelyei egy-

T 4‘

e

| 3. abra. uttal f(x)-nek is, kielé-
: gitik az
fla) _
2 f@ — o7 L — (13)
i egyenletet.

Tegyiik fel, hogy az (%i—1, y;—1) kézben ['(x)>0 és dbri-
zoljuk f'(x)-et.!* (3. dbra). f(wi) = [f(x;) =0 azt jelenti, hogy

' j'i-f}(m)dx I — l j" f'(x)dx | (14)
Yi-1

Ti-1

10 8z. NAGY GyuLa, Jahresbericht d. DMV. 27. (1918), 40—41.
11 Minthogy y;—1 egyszeres zérohelye ['(x)-nek, azért az (y;—1, ;) koz-
ben f'(x) < 0.
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A Lacuerre-tétel, mely azt mondja ki, hogy az Mi tavolsag
nagyobb vagy egyenld, mint az Xi_1x; tavolsdg v-ed része, tigy
is fogalmazhato, hogy az T_,_Tg;: tavolsag v—1-ed részét y;—1-tol
atmérve nem jutunk tal 2-n, vagyis

Yi1—Li
v—I1

=Y+t = Zi

Tertiletekkel kifejezve
m @i
| e | < | [ 1 @de ]
Yi-1 Yi—1
vagy — tekintettel (14)-re —
u
f f'(@)dx = 0.
@i-1 3

Be fogjuk bizonyitani, hogy ez az egyenlétlenség igaz marad
akkor is, ha esak f'(z) zérohelyeinek valos voltat kivanjuk meg.
Ezt tartalmazza a

II. tétel. Legyen a

g@) = A@—a) (@—ay... (x—an)
n-edfoli polinom valamennyi zéréhelye valds és
O < Qg <00 < One

Tegyiik fel, hogy ax— =+ ar €és veqyink fel eqy p szdmot

oly médon, hogy
i < P < ay, illetve a k=1 esetben p < a,.

Legyen g(x) >0 a (p, ax) kozben. Ezekutdn minden olyan

q szdmra, amely kielégiti az

ap—p
n

ax < q = ar+
feltételt igaz, hogy
q
f g(@)dx = 0.
P
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Az egyenldség jele csak a k=mn, a,= @y =+=dp—1 =D,

— O &
=a,+ E"—n-"—l— esetben dll.

Ez a tétel a kovetkez6 modon élesithets. (Ez megfelel
Sz. Naey Gyura emlitett LacuErrE-tétel altaldnositdsdanak).
Az

}g(.’)ﬁ')dfl) =0

P

egyenlitlenség igaz marad akkor is, ha ¢ csak a gyengébb

akéqéa“L“%B

feltételt elégiti ki. Ekkor azonban az eqyenléséq a mdr emlitett
k=n g=0,=- =0 1=09, q:an-I—E"—_nb eseten kivil
a k=1, a,=a,==a,, q¢g=a,+@,—p), n=2m-41
(m=0, 1, 2,...) esetben s bekovetkezik.

A kovetkez6kben ezt az dltaldnosabb tételt bizonyitjuk.

Mind ‘a k=m0, o,=0¢,=-=0ya=p mind a k=1,
Uy = Ay =+++= Up—1 = Ay, esetben a tétel egyszerli szamitdssal
igazolhato. Az &ltaldnos tételt, hasonloan az I. tétel bizonyi-
tasdhoz — az emlitett specidlis esetek felhasznélasdval — teljes
indukecioval bizonyitjuk.

A tétel igaz n = l-re. Feltessziik, hogy igaz m-nél (n >1)
kisebbfoki polinomokra.

Jel6ljiik i-vel az m-edfokii g(x) polinom p-tél és a-tol kiilén-
b6z6 zérohelyeinek szamit.

a) Ha i=0, akkor a polinom a

g(2) = (—1)y—F+ighip_fyn—k+1
alakban irhato. Ebben az esetben

Oy 7=y = N ey 2 P = Qs = == a,n:k;
k<q=<k+1.
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p :
Ha n—Fk+1 péros, akkor nyilvanvalo, hogy f g(x)ydx > 0.

Ha n—k+1=1, vagy k=1, akkor amar eI;nlitett specidlis
esetekkel van dolgunk. :
Ha n—k-+1 az 1-nél nagyobb pératlan szam és k£>1, akkor
tekintsiik a
gH(@) = — kY — Ly
n—2-edfoktt polinomot. A
h(z)=g(x)—g*x) = —a* e —ky—*Yo—k+1)(x—k—1)

polinom a (0, k—1) és (k, k + 1) kézben pozitiv, a (k—1, k)
kiozben negativ. Kénnyen belathato, hogy |h(k+e)| > |h(k—e),

k+1

ha 0 < e < 1. Ebb6l kovetkezik, hogy _} h(x)dx > 0. Ekkor
0

k+1 k+1 k+1 k+1

fq g(x)ydx = f g (x)da = f g*(x)dx + f h(x)dac> ’ g* (x)da.
0 0 0 0 0

Feltevésiink szerint (g*(z) n-nél alacsonyabb foki)
q

k+1
[ g =0
0
s igy ;
[ g(a)yda > 0.
0
b) Ha i >0, akkor legyen a* egy a p-t6l és a;-tol killon-

b6z6 zérohely.
A ¢g,(x) polinomot a kovetkez6kép definidljuk :

g,(x) = xg—f‘}-(x—ak), ha a* > ax
és @)
@) = -T2 @—p), ha a*<p.

Az m-edfoktt g¢,(x) polinom valamennyi zérohelye valos és
a (p, ax) kozhen — éppugy mint g(x) — pozitiv. Belathato,
hogy ebben a kézben g¢,(7) < g(x). Ebbél kovetkezik, hogy a

h(x) = g(x)—g,(x) =0
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polinom a (p,” ax) kozben szintén pozitiv. Minthogy g¢(x)-ben
és g,(r)ben x" egylitthatoja ugyanaz, azért h,(z) legfeljebb
n—1-edfoka. Mésrészt ¢(x) valamennyi zérohelye a*-ot kivéve
h(x)nek is zérohelye. Ezért h,(x) pontosan n— 1-edfokd és
valamennyi zérohelye valos.

Jeloljiik j—1-gyel a h,(z) polinom az-ndl kisebb zérohelyei-
nek szamat. Nyilvdnvalo, hogy j<k és igy

ax— s
q=<ax+ kkp é“k‘f"u‘

Feltételiink szerint (a /(%) polinom n-nél alacsonyabb fokii)

q
j hy(x) dx = 0.
p

Ennélfogva
a g g q
f g @) de = j gi(@)dx + | hy(x)de = | g,(x)da.
D p P p

A g,(x) polinomnak azonban mar csak i—1 szdmu p-t6l és
@-t6l kiilénb6z6 zérohelye van. Ezzel az eljarissal megszer-
keszthet6 a

9:1(®), go(X),- -+, g —1(x), gi(x)
csupa valos zérohellyel bir6, a (p, ax) kézben pozitiv polinomok
olyan sorozata, melyben novekvé index-szel vagy a p, vagy az
ar zérohely sokszorossiaga novekszik. A ¢;(x) polinomnak tehit
mar nincsen p- illetve w-tol kiilonb6z6 zérohelye s igy erre
@) alatt mar igazoltuk, hogy

q
J gi@dx = 0. (15)
P

Masrészt a szerkesztéshol kovetkezik, hogy
q q

§ q 9
[y@de = [ g(x)yde = - = Jgia(@)de = | gi(x) da.
14 14 P P

Ezt (15)-tel egybevetve, adodik, hogy

q
J g(@)dx = 0.

P



[T

SR ST TR

VALOS ZEROHELYEKKEL BIRO POLINOMOKROL. 45

Bebizonyitjuk, hogy az egyenléség nem kovetkezhet be, vagyis,
hogy ,
g
'l g(x)dx > 0.
I)
Ugyanis (15)-ben az egyenléségi jel esak két esetben dllhat fenn:
a) gi(r)-nek az a, hely n-szeres zérohelye és 7 paratlan.
Ekkor a hi(x) = gi—s(x)—gi(x) polinomnak @, pontosan n—I1-
szeres zérOhelye. Minthogy #—1 "ebben az esetben piros,

q

‘l hi(x) doe > 0.

; B) A p hely n—1-szeres, ak egyszeres zérohelye  g;(x)-nek
(tehat k=mn) és q = ax + Y—P | Ekkor az n—1-edfoki hi ()

polinomnak p pontosan n—’-szeres, ay egyszeres zérohelye, s
minthogy
ar—p ar—p
e e e e 2
e -4 k + e |

9
azért ) hi(x)dx > 0.

P

Tehat mind az «), mind a ) esetben
q q 1 1 g
J g@)dr= j Gialw)dw—= } gi(x) de—+ f hi(x) doac > J gi(x) dx=0,
? P P P P

Ezédltal tételiinket teljes altalanossagaban igazoltuk.

5. §.
A 1II. tételbél a Lacuerre-tétel kovetkezd dltalanositisa
adodik :
IIa. tétel. Legyen o v-edfoki f(x) polinomnak p és q (p<q)
két szomszédos valds zérdhelye. Ha ['(x) valamennyi zérdhelye
valds és ha a (p,q) kost v egyenld részre osztjuk, akkor a

két szélsd
q—p) ; S S )
G aan) ydy aer
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nytlt koz eqyike sem tartalmazhatja f'(x)-nek a (p, q) kizbe esd
valamennyi zérdhelyét.'®

Ha tehdt f'(x) a (p, q) kozben csak eqy helyen tinik el,
akkor ez mem eshet a két szélsd Loz eqyikénel: belsejébe sem.

Ha ugyanis példdaul mind a (q— i p, q) kéz belsejébe

esnének és a legkisebbet koziiliik z-val Jeloljuk, ugy

4=p P

q== <a<yg.
Ebbél
a—p
s v—1

Alkalmazva ['(x)-re a II. tételt, adodik, — feltéve, hogy a (p, «)
kozben f'()>0 — hogy

q
[ f'@)da > 0.
»
Ez azonban ellentmond annak, hogy f(p) = f(q) = 0.
A Tla. tétel alkalmazédsaként emlitjiik a kovetkezoket :
Legyen az f,(r) polinom valamennyi zérohelye valos:
Xy S @y < - <. Az fo(x) = fy(x) + ¢ polinomnak lehetnek
komplex zérohelyei, s ezért a Lacuerre-tétel f,(x)-re nem
mindig alkalmazhato. Azonban [;(x)nek minden zérohelye
val6s.'® (Ugyanazok, mint az f;(x) polinomé: vy, <y,<---<1—).
Ennélfogva a Ila. tétel alkalmazhaté f,(z)-re. Ennek kévetkez-
ménye, hogy ha az f(x) gorbét egy x tengellyel parhuzamos
olyan egyenessel metssziik, amely a gérbének mind az (yi—s, ¥i—1),
mind az (¥i—1, yi)-hez tartozo szakaszat metszi, akkor a keletkez6

12 Megjegyezziik, hogy e tétel azon élesitése, miszerint f’(z) a
[p—i— d p, q—#] zart kozben legalabb egyszer eltlinik, nem ér-
vényes.

13 Megemlitjilk, hogy szerkeszthets’olyan f,(x) polinom is, melynél
fo(x) valamennyi zéréhelye valos, de f,(x)==fi(z) + ¢, ahol f,(x)-nek
minden zérohelye valés. Ez a megjegyzés TUuRAN PAL-tol ered.
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4. abra.
(4. dbra) @y, yi—y, @i pontokra is igaz marad'* a Lacuerre-féle
Osszefiiggés, vagyis

v—1 : 1
(@i — L) = i — Yot =

5 (i —as—1).

x

A Lacuerre-tételnek ismeretesek oly irdnyt &ltaldnositésai,
melyekben az 0Osszes zérohelyek valos volta helyett elég azt
kik6tni, hogy a zérdhelyek bizonyos tartomanyokon kiviil legye-
nek. Igy Monter'® bebizonyitotta, hogy ha p és ¢ (p<q) a
v-edfoktt f(x) polinom két valos zérdhelye és a tobbi zérGhely
kozil egy sem esik a p és ¢ pontokban a valos szdmegyenesre
emelt merdlegesek kozé, akkor a Lacuerre-egyenl6tlenség val-
tozatlanul fennall.

Sz. Nacy Gyuvra'® ezt és sajat tételét tovabb dltalinositva
kimutatta, hogy (emlitett tételében) elég kikotni, hogy a tébbi
zérohely kozil egy se essék a (p, ¢) atmérgja kor belsejébe.

Vizsgdlva 'a Ila. tétel és ezen dltalinositisok kapcsolatat,
megallapithatjuk, hogy a Ila. tétel nem kiovetkezménye ezeknek.
Ugyanis abbol, hogy f'(x) valamennyi zérohelye valés, nem

14 Ekkor az @ 4 és x; helyek f,(x)-nek szomszédos zérohelyei és fi(x)
az (w4, xj) kozben csak az y;_, (=y;_4) helyen tiinik el.

15 P, MonteL, Bull. de la Soc. Math. de France. 58. (1930), 119.

16 Sz, NAGY GYULA: Mat. és Termeészettud. Ertesitd. LIIL (1935), 782 és
Acta scientiarum math. Szeged. 8. (1936), 43,
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kovetkezik, hogy a (p, q) atméréji kor belsejében f(2)-nek nines

zérohelye.!” Eldéntetlen azonban az a kérdés, hogy nem fog-

laltatik e Sz. Nacy GryuLa, illetve MonTeL tételéhen a Ila. tétel-

nek az a specidlis esete, amikor f'(x) a (p, q) kozben csak

egyszer tinik el. Mas szoval nem kovetkezik-e abbdl, hogy f'(2)
{ valamennyi zérohelye valos és ezek kozil csak egy van a (p, 9)
kéz belsejében, hogy f(x)-nek a (p, q) atmérGji kér belsejében
‘ nines zérohelye.

6. §.
‘ Legyen a
g(x) =A@x—a )(7 _a'z) (2 —ay)
n-edfokt (n>2) polinom valamennyi zéréhelye valos és legyen
: O =0 < = Qn:
i Legyenek tovabba g'(x) zérohelyei:

by <by < <bpt (ap—1 b =<az)

Erp6s PAL'® bebizonyitotta, hogy ha @,_y5a,, akkor min-

den n-re
bn—-1

[ g@) da
<A
f g (x)dax
Un—1
A 4-es dllando javithaté. Az alland6 pontos értekét és az
egyenlétlenségnek kozbiilsé zérohelyekre valé kimonddsat tar-

talmazza a
17 Pl., ha
{(x) = 2% — 822 — 9 = (2—38) (2+3) (x+17) (x—1),
akkor

[ (x) = 4a® — 16z = 4 (x--2) (x+2).

Ebben az esetben f’(x) minden zérohelye valos és f(xz) komplex zérohelyei
a (—3, 3) atmérsjii kor belsejében vannak.
18 Szobeli kozlés alapjan. ErpOs bizonyitasanak gondolatmenete eltér
az e dolgozatban hasznalt bizonyitasi modoktol.
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II1. tétel. Ha aj_q = ax, akkor

bk:l
) g(x)dx
1 ak—1

Cn— = ak
k+2 fg(m) d;,»

bk—1

= Cx; (16)

ahol
CG="————" (i>1)

Mivel

qu L Ci+1 s lim Ci = lim = = ’
i—> o i—> 00 * e—2
R

azért (16)-bol adodik, hogy minden n-re és k-ro
bk -1
X f g (x) dx
e <—- (17)
[ g(@)da

bk -1

(16)-ban a jobboldali egyenldségi jel csak a k=mn, a, =

a4y =+ = p_1, @ baloldali egyenldségi jel pedig csak a k=2,
A, = Ay = +++ = (A, eselben érvényes.
Minthogy Ec) = 0_721 < 3, azért (17) szerint minden
n-re és k-ra
Cbk—1
[ Je@ax
ak—
< <3
f g(x) dx
bk—-1

A (16) eg,ryenlétienséget19 — feltéve, hogy

19 Fppugy, mint az emlitett LAGUERRE-tételnél, itt is elegendd csak a
jobboldali egyenlétlenséggel foglalkozni.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVIL. 4
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az (ty—1, ay) kozben g(x) >0 (18)
£ bk—1 ar
Tr(g) = [ g@)da— Ci [ g(@)da <0
ak—1 bk -1

alakban fogjuk bizonyitani.

Hasonléan az I. és II. tételek bizonyitasahoz elészor egyszert
integraldssal meggy6z6diink arrdl, hogy a k=n, a,=a,=---=a,
esetben T%(g)=0.

A tétel tehat n=2-re igaznak tekinthetd. Foltéve, hogy a
tétel n-nél (n>2) kisebb szamokra igaz, bebizonyitjuk n-re is
annak érvényességét.

@) Ha k<m, akkor tekintsiik a

il g() RN
(LR (2— ap—1) (x—ax) (x— ay) e

n-edfoktt polinomot.
Nyilvanvalo, hogy A'(br—)=0.
Bebizonyitjuk, hogy
a (br—1, ai) kozben h(x) > 0. (19)
Ilyen « pontban ugyanis

g@) _ (x—ar—1) (x—a) (x—an)

W@ = @by S

Ezt egybevetve (18)-cal, adodik (19).
Mivel a bj—y hely h(x)-nek hiromszoros zéréhelye, azért

az (ag—1, bp—1) kozben h(x) < 0. (20)
A g(x) és h(x) polinomokban 2" egyiitthal¢ja ugyanaz, s

igy az
l(x) =g (@) — h(x) 5 0

polinom legfeljebb n—1-edfoki. Nyilvdnvalo, hogy I'(bx—)=0,
(19) és (20) miatt pedig

az (tg—y, br—y) kozben L(x)> g (x) és & (b—1, ar) kdzben l(x)< g (x). (21)
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Bebizonyitjuk, hogy !(z) minden zérohelye valds. a,, dy,- .-,
Wy Ali1y- - +5 An—q L(x)ynek n—3 szamu valos zérohelye.
Igaz, hogy

L(br—1) = ¢ (br—1) > 0. (22)
Ha A (a)+0, akkor (19) miatt
L) = — T} 2.0, @3)

Ha h(ay) =0, akkor az a; hely h(z)-nek legalibb eggyel
kevesebbszeres zérdhelye, mint ¢(x)-nek. Ebb6l kévetkezik
(2 (br—1, ax) kézben h(x)>0 és g(x)>0) egy olyan ¢>0 szim
létezése, hogy ha 0<e<d, akkor h(a.—e)>g(ar—e), vagyis

Hag—e) < O. (24)

Minthogy azonban e tetszésszerinti Kkicsinynek vélaszthato,
(22)-hél, (23)-bol és (24)-b6l kovetkezik, hogy a (brp—y, ar) koz
belsejében I(x)-nek paratlanszamu valos zérohelye van. [(z)-nek
a felsorolt »—3 zérohelyén kiviil azonban még legfeljebb két
zérohelye lehet. Ezért pontosan egy olyan 7 szam van, melyre

by <p<ap és l=0. (25)

y-val egyiitt l(x)-nek n—2 valos zérohelyét soroltuk fel, s igy
l(x)-nek akkor is mindegyik zérohelye valos, ha n— 1-edfoki.
Az l(x) polinom b;—1-nél kisebb zérohelyeinek szdma legyen
x—1. Itt x—1>0, mert Il(x) valamennyi zérdhelye valos,
U'(bg—1)=0 és l(bxy—1)>0 [lasd (13)-at]. Jeloljik ezek koziil a
zérohelyek koziil a legnagyobbat £-vel. Kénnyen belathato [(18)

és (20)], hogy
& = g—1 és x— 1 = k— 120 (26)

Az l(x) polinomnak & nagysagra nézve a x—1-edik zéro-
helye, 7 az erre kovetkezd zérohelye. A (&, ) kozben l'(x) a
br—1 helyen tinik el. Ezért (26)-bol, (21)-b6l és (25)-bdl kdovet-
kezik — tekintettel C,<Cj-ra, — hogy

20 2, Ugiqye ooy Oy L(x)-nek n—Ek szamu b ;-nél nagyobb zérohelye,
¢ minthogy ! (x) legfeljebb n—1-edfoku, azért x»—1<n—1—(n—k) = k—1.

Ax
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br bk—1

Tl = } l())d:—C J t(L)dx> j l(:)c)dx ij l(x)dz >
g br—1 br—1
bk—1 bk-1
> f g@)dx *ij g(x)dx > ‘ g(x)dx— ij g(x)dr = Ti(g).
ak— bk—1 ak—1 br—1 ®

Ha tehdt a tétel igaz m-nél kisebb szdmokra, vagyis, ha T, ())<0,

akkor

b) Ha k=mn, akkor az I. tétel bizonyitdsinil hasznalt jelo-
léseket és feltevéseket alkalmazzuk (2. §.). Feltessziik tehat,
hogy

A =——1, (i Ao bnwl = M T —a; = Ap—j+1 (1§7§n—1).

Az i=n—1 esetben *' a tétel igaznak tekintheté.

Ha i<n—1, akkor (12a)-bol kivetkezik, hogy (2. dbra)

jJ,(cc) dos = ‘) gu(@)da = ) g@)dr — [} hl(%)(h +} hy(x) da] >

> J g(x)de — ) hl(.z-) dx
Eriad arl

és
1 v1 1
_)' ¢y(x)da = _}'g(m) dx — j hy(x)da.
0 0 0
Ezekb6l az osszefiiggésekbél — tekintettel a €, <G, egyen-
l6tlenségre — adodik, hogy
0

Pl )iee _j gy(@)dx—C, )gl(r ) da > } g(x)dx—C, J g(x)dx—

—ag

1

_J hl(w) dr— n—l ’ 1(T) dx ] =la (’/)_ Tn—l(hl)-
0

Ha tehat a tétel igaz »-nél kisebb szdmokra, vagyis 7}, —1(hy) <0,

akkor
T, (g,) > T.(g).

21 4 jeloli a —(n—1) zérohely multiplicitasat a ¢ () polinomnal.

Pt et 3 s P L IR O o o TR Cd R PR R and
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Az 1. tétel bizonyitdsdnidl hasznalt gondolatmenetet alkal-
mazva nyerjiik, hogy — ha a tétel igaz n-nél alacsonyabbfoku

polinomokra —
T.(9)<O0.

Ezaltal a III. tételt teljes egészében igazoltuk.

*
Megemlitjiik, hogy a III. tételt nem lehet az 5. § alatt em-
litett MonreL-, illetve Sz. Naey Gyvra-tételnek megfeleléen
élesiteni. Masszoval szerkesztheté olyan polinom, melynek p
és ¢ (p<q) szomszédos valdos zérohelyei, a tobbi zérohelyek
nem esnek a p és ¢ pontokban a valos tengelyre emelt meré-
legesek kozé és amelyre (16) nem érvényes. Példa erre a

9@) = 1) (2 + o) (2450 + ) =

=41—x%x+~%)@u+§-+Q;Ei)@4v%-mgggﬁ

-

negyedfokd polinom.?? Itt p = —32, ¢ = 1. A masik két komplex
zérohely valos része -2, s igy g(x) kielégiti a MontEeL-féle fel-

tételt. ¢'(x) egyetlen valos zérohelye 0. Kiszamithato, hogy

0 1
T,(9) = | gx)dx—C, | g(x)dx> 0.
5 0
Természetesen ez a példa még nem zarja ki, hogy mas
dllandoval ilyen iranyu éltalanositds nem érvényes.
Igy Erpés PiL?® bebizonyitotta, hogy ha ¢(x) zérohelyeinek
valos része — ¢-t kivéve — nem nagyobb p-nél, akkor

22 [z a polinom példa arra is, hogy az I. tétel MonreL-féle élesitése 4
szintén nem érvényes. Ugyanis kiszamithato, hogy ekkor

F(g)= fg () de > 0. : : 1
-3 ;

28 §zobeli kozlés alapjan. 4
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b
J 9@ da
L <19,
fg(:)c) dx
b

ahol p<b<<q és ¢'(b)=0.

Igaz marad azonban a (16) egyenldtlenség. akkor (e tételt
itl csak bizonyitas nélkil kozoljik), ha g(x) helyett csak g'(x)
zérohelyeinek valds voltdt kivdnjulk meg és ezenkivil kikotjil,
hogy az (ax—, ax) [illetve a (p, q)] kizben ¢'(x) csak a br—
helyen tinjon el.

7. §

A TII. tétel a 4. §-ban emlitett Lacuerre, illetve Sz. Nacy
Gyura-tételhez hasonlé alakban is irhato:

Cn—k+2

ak ak 1 ak
——1+Cn-—k+2 ld{_q(m)dxl > |i‘[_gl(x) dacl = I—-I-C:la‘,{_?(x) dx|, (27)

illetve minden n-re és k-ra

it Hg(x)dm|- (28)
€ ak-1

2 ak t}k
—e—lfg(a:)dxl = H g(w)dx‘ =
ag—1 bk-1

Legyen marmost a v-edfokt f(z) polinom differencidlhédnya-
dosanak valamennyi zérohelye valos és legyenek ezek

VWSh=""=SYa1<Yi="""=Y

és legyen végil zi—y az ["(x)-nek az (yi—1, y;) kozbe esé zér6-
helye. Sz. Nacy Gyuvra tétele szerint
_"__i_( ) = 2 >i( = ti)
F Yi—Yi—1) = Yi—2i—1 = 3 Yi—Yi—1)e
A megfelelé fiiggvényértékekre hasonlo osszefiiggést kapunk,
ha f'(x)-re (27), illetve (28)-at alkalmazzuk :
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Gy :
_I__}__C_i_ljf(x)dx|>l£{_f(oc)dx|2 1+C I J
azaz C
Treo— )T | = | fd—T @] =

1
=5 g [fy)—fyi-0 |, 29

illetve minden v-re és i-re

2 | —fwen| > | f@)—fzn

Itt f(2i—1) az f(x) gorbe yi—y és y; kozé eséd inﬂexio’s pontja-
nak ordinatsja. ;

A (29), illetve (30) egyenldtlenség tehdt az f(x) gorbe in-
flexcids pontjamak elhelyezkedésére ad felvildgositdst. I szerint
(tekmtettel ~> i-re) ha az f(x) polinom — melyrdl
tehdt csak azt kell feltenni, hogy differencidlhdnyadosd-

4

5, abra.

nak valamennyi zéréhelye valds — két egymdsra Lovethezd
olyan pontjdban, ahol az elsd differencidlhdnyados eltinik, az
érintdket meghtizzuk és az iqy keletkezett sdvot az x tengellyel
pdrhuzamos egyenesekkel négy egyenld részre osztjuk, akkor a
két pont kizt lévé inflexids pont nem eshet a két szélsé sdv

eqyikébe sem. (5. abra.)
Grinwald Tibor.
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UBER POLYNOME MIT REELLEN NULLSTELLEN.

Es werden Integralsiitze iiber Polynome mit lauter reellen Nullstellen
bewiesen. Der Ausgangspunkt ist der folgende Scuur’sche Satz: Wenn
ein Polynom nur reelle Nullstellen hat, so ist der Abstand zwischen
der grossten Nullstelle des Polynoms und der grossten Nullstelle des
ersten Differentialquotienten nicht grosser, als der Abstand der grossten
Nullstellen der ersten und zweiten Differentialquotienten. Wir zeichnen
(Fig. 1) den ersten Differentialquotienten und driicken den obigen
Satz mit Hilfe der Flichenstiicke. dieser Kurve aus. Diese Form des
Scrur’schen Satzes fithrt uns zu folgender Ungleichung :

aq +(a1—bl)
[ g (@)de <O0.
de

Da bedeutet g(x) ein Polynom mit lauter reellen Nullstellen: a,>a,>
=ag=>->ap; b, ist die im Intervall (@, a,) liegende Nullstelle des
¢'(x) und es ist vorausgesetzt, dass in (a,, a,) stets g(x) > 0 ist. Das
Gleichheitszeichen gilt nur im Falle a,=a,=.--=ay.

Dieser Satz ist keine Folge des Scrur’schen Satzes, es folgt vielmehr
aus ihm eine Verallgemeinerung dieses Satzes. Diese Verallgemeinerung
ersetzt — unter gewissen Bedingungen — die Forderung, dass simt-
liche Nullstellen des Polynoms reell sind, durch die schwiichere Bedin-
gung der Realitiit aller Nullstellen des ersten Differentialquotienten.

Dann wird dasselbe Verfahren auf den folgenden bekannten
Lacuerre’schen Satz angewendet: Hat ein Polynom nten Grades nur
reelle Nullstellen, und wird das. Intervall zweier benachbarten Null-
stellen in #» gleiche Subintervalle zerlegt, so kann die in dieses Intervall
fallende Nullstelle des ® Differentialquotienten nicht im Innern eines
iiussersten Subintervalles liegen.

Der so entstehende Integralsatz fithrt zu einer — der obenerwiihnten
Verallgemeinerung des Scrur’schen Satzes iihnlichen — Verschirfung
des zum Ausgangspunkt genommenen LaAcuerre’schen Satzes.

Im letzten Teile der Arbeit verallgemeinern wir folgenden Flichen-
verhiltnissatz von P. Erpos: Hat das Polynom nter Grades

g(x) = A(x—a,) (x—a,). . .(2—ay)

nur reelle Nullstellen: a;<a, < - <ap und ist g'(bp—1) =0,
An—1<bp—1<ay, so gilt
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bn-1
Jo(@)de
ol <4

}ug () dc

bp-1

Unsere Verallgemeinerung lautet: ist ¢'(bp—1) =0, ar—1 < br—1 < ay,

so gilt:
bk -1
[ 9(w)da
ak-1 2
T e o Ty e <8
ag == ( k )k 9
fe@)de  \F=1/)
br-1
Das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle k=n, a,=a,=---=a,—.

Diese Ungleichung fithrt zu dem folgenden Satz iiber die Lage der
Inflexionspunkte von Polynomen :

Wenn man in zwei aufeinanderfolgenden Punkten, wo der erste
Differentialquotient verschwindet, die Tangenten zieht und den zwischen
diesen liegenden Streifen durch drei, der x Achse parallel gezogenen
Geraden in vier gleiche Streifen teilt, kann der zwischen diesen
Punkten liegende Inflexionspunkt nicht in die dussersten Streifen fallen,
soferne der Differentialquotient des Polynoms nur reelle Nullstellen hat.
(Fig. 5.)

Tibor Grimwald.
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BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK
ALSO KORLATJAROL.

Bevezetés.

Ismeretes A. Markorr ! kovetkezd tétele:
Legyen [(z) tetszdleges n-edfoki polinom, melyrea —1<z <1
sadmkozben

If@| <1; (1)

1f'@) | < »%, @

alkkor ugyanitt

s az eqyenldséq csak a z= 4+ 1 helyeken dllhat fenn. A szélsé
értéket szolgdaltatd polinom -+ cos (7 arc cos z).
A fenti tétel mas alakban: ha f(z) n-edfokt polinom, akkor
max | f'(z)|

_lézgi é nz' (3)

max | (2)]
—1§z§1
Az intervallum belsé pontjaiban S. BernstriN ? becsiilte meg
a differencialhinyados értékét: ha a — 1 <z <1 szdmkozben
(1) érvényes, akkor ugyanott:
n

') < Vi 4)

A fentiekhez hasonléan kereshetjiik a polinomok differencidl-
hényadosdnak korlatjat, ha az (1) egyenlétlenség a komplex

1 Uber ein Problem von D.J. MENDELEJEFF. (Oroszul, német kivonattal.)
A szt.-pétervari Akadémia kiadvanya. 62 (1889); 1—24.

2 Sur Vordre de la meilleure approximation des fonctions continues
par des polynomes de degré domné. Mém. publ. par la Cl. des Sec. de
I’Acad. de Belgique. 4 (1912),
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szamsik egy tetsz6leges ponthalmazira érvényes. Az elsé ered-
mény e téren Riesz M.? nevéhez fizédik:
Ha a |z| <1 kor keriletén (1) érvényes, akkor e tarto-
mdnyban !
'@ =mn, ()
s az eqyenldséq csak az a.z" polinomokra dll fenn, hol | a|=1.

Vagyis n-edfokti polinomra
max |f'(2)]
Iz <1

max [f(2)]
2] <1

n. (6)

(I

W. E. SeweLL* ellipszisalaki tartoményokra dltaldnositotta
Riesz tételét: Ha a (—1, 1) és (—ai, at) tengelyi (0 <a <1)
ellipszis keruletén (1) érvényes, akkor ott

7

n
) g el
7@ = 1+a®—|z|?
Szeed G.° korlatos, zart, Jorpan ivvel hatdrolt M tartomd-
nyokra terjesztette ki Markorr tételét. Szerinte n-edfoki f(z)
polinomokra (e, és ¢, az n-tél fiiggetlen dllandok, & >0 és

tetszéleges)
[f'(z0) |

A 10 < ¢, (M, zp).ne, (8)
zeM

ha z, M-nek hatdrpontja, és M pontjai o z,-bol hizollt két

olyan félegyenes kozé esnek, melyek eqgymdssal a.m széget zdr-

nak be (0 <a < 2). Tovdibbd

_ Gl :
max [/@)] = ¢s(M, 2, 9).(1+9, (9)

3 Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen
fiir Polynome. Jahresber. d. deutschen Math. Vereinigung. 23 (1914);
354—368.

%4 On the polynomal derivate constant for an ellipse. Amer. Math.
Monthly. 44 (1937); 577—578.

5 Uber einen Satz von A, MARKOFF. Math. Zeitschrift. 28 (1925);
45—61.
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ahol z, a sik tetszdleges pontja. Szreé tétele nagysdagrendileg
pontos.

Fexere M. kimutatta, hogy azoknak a polinomoknak a gyékei,
melyek miatt (9) nem javithato, az M halmazon fekszenek. TuriAN
PiL felvetette azt a kérdést, hogy forditva mit lehet kimondani
azoknak az m-edfoku f(2) polinomoknak a differencialhanyado-
sarol, melyeknek gyokei az M halmazon fekszenek, s amelyek
az M halmaz egy pontjaban az 1 értéket felveszik. Ezt a fel-
tételt kielégité polinomosztalyt £(M)-mel jeloljiik. A kérdés igy
is megfogalmazhato : létezik-e E (M) polinomjait tekintve

max | f'(z) |
2eM

szdmdra alsdé korldt? j
TurAn bebizonyitotta, hogy ha M, a (—1, +1) intervallum,
akkor K(M;) minden n-edfoktt f(z) polinomjira van M,-ben
olyan ¢ pont, melyben
If'Ql=:¥n, (10)

és ha M, halmaz az egységkor, akkor E(M,) minden f(z) poli-
nomjara van olyan {eM, pont, hogy

701 = 7 A1)

mely utébbi nem javithato. Azaz

e, |f'(@)] :
<< b 4 e 12
max [T@ATZ6 V™ '

—1<<t

ha f(z)eE(M), és

dax |'(2)] -
_;___ i 1
e 7@ =2 i
z _EI

ha f(2)eE(M,).

6 Uber den absoluten Betrag von Polynomen, welche auf einer

Punktmenge gleichmdssig beschrdnkt sind. Math. Zeitschrift. 26 (1927);
324—344.
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Az 1. §-ban Turin (10) alatti eredményét és annak szigori-
tasdt talaljuk. Bebizonyitjuk, hogy van olyan
€45 Egyevry Ensese

zérus-sorozal, hogy [(z)ell(M,) esetén bizonyos —1 =<1

pontban ‘
If'(C)Igt/eﬁen- (14)
(14) nem javithato.

A 2. §-ban (10) és (11) altaldnositasat targyaljuk. Legyen M,
tartomdny a SeweLL tételében szerepld ellipszis. Ha f(2)el (My),
akkor van olyan CeM, hogy

0] = max (%2, L y/n). (15)

[IA

A 3. §-ban megvizsgaljuk, hogy a 2. § modszereivel mely
tartomdnyokra talalhatjuk meg TurAx probléméjanak megolddsit.

Végil a 4. §-ban az 1. § tételének alkalmazdsat taldljuk
Erpnés PAL egy problémdjdval kapesolatban. Legyen f(2)eE (M)
és legyen f(z) két gyoke kozt alulrol nézve mindeniitt konvex
(vagy konkdv), és ez a két gyok a és B. Akkor

Cn

la—B| < i (16)
hol Erpos €s TuriN bizonyitdsa szerint
en < 16, (17)
mig az itt taldlt pontos érték szerint
11_n°1° en="V2. (18)
1. §.

@) Turin PAL bebizonyitotta a kovetkezd tételt: Ha az
n-edfoki f(z) polinom dsszes gydkei a (—1, 1) szdmkdzben fek-
szenek és ennek az intervallumnalk valamely a pontjdban

(@) =1, (19)
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akkor van olyan —1 <{ <1 pont, ahol
@z 4 ¥/n 20)

Legyenek u. i. az f(2) polinom gyékei z,, 2,,..., 24, 6és

—l=s=xm<.-sS=<1. (21)

Valos z értékek mellett feltehetjiik, hogy f(2) és derivéltjai
valosak.

Legyen el6szér a <z, vagy a >z, azaz legyen a—z; elé-
jele minden 4-re ugyanaz. Akkor

ff'(a)| > |f(a)| .lg_aizi’—_—gla—l—zi]ég%=
i=1 i=1

K i=1
R 2
2 6

Legyen masodszor
Z<a< B (23)
A (2, 2i+1) szémkézben legyen |f(z)| maximuménak helye a,
akkor |/(a)| =1, s igy vele osztva a differencidlhényados

abszolut értéke mindentitt kisebbedik. Feltehetjiik tehat, hogy
a (2, 2i+1) szamko6zben

If(2)| < 1. (24)
Feltehetjiik azt is, hogy az (a— —2:, a) szamkdozben
n
9
@) = 3 (25)
kiilonben ez intervallum egy @ pontjiban
(2
warl — |f@—=f(2)] 3
= = (26)
Vn
(23) és (25) alapjan latjuk, hogy 2z < a — ——2: a1 <l e

Vn
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Feltehetjiik, hogy az (a—— szamkoz ¢ pontjiban

R k]

\f (C)’él—Q n, (27)
killsnben |f”(2)| e kozben &lland6 elGjeli, a maximumbhely,
tehat

f'@=0 (28)
és
o= 21| [ o] = [l o=
o "7 (29)

Vi
1 2 1
Ismeretes, hogy

Ezt z szerint differencidljuk a z = ¢ helyen, ahol {-t (27)

definidlja :
LFQf"Q — '©*] B &
% Z(c z2—=?—4' I
(30)-bol (25), (24) és (27) alapjan:
o 2\ n n_n
rer=(3) o W T
Q=% (31)

Hasonléan kimutathatjuk, hogy van olyan a <7z <a + ——

pont, melyre [f(7)| = % V n. 1/

Turin bizonyitasdat befejeztiik. Eredményét a 4. §-ban a
kovetkezé fogalmazésban haszndljuk fel: Essenek az n-edfoki
f(z) polinom gyékei a (—1, +1) szamhkiézbe és legyen f'(a)=0.
Akkor vanmak olyan ¢ és y pontok, hogy




WSS S Y W R TR e

64 ERGD JANOS.

9
a——<C<a<>7<a+

% 7
10|z 4 va-lf@| & |ro|z+ va|f|

b) Turin tétele nagysagrendileg pontos, de a kévetkezékép
javithato :

L tétel. Essenek az m-edfoki f(2) polinom gyékei a (—1, +1)
szdmkozbe és legyen eqy —1 <a <+ 1 pontban |f(a)|= 1.
Alkor létezik olyan —1 < ¢ < + 1 pont, hogy

n=2, 3 eselén:

'O = % (32 a)

pdros n = 4 esetén (n =4, 6, 8,.

n—! T
¢ — L 320
PalE et i ‘/e+o ), G2n)

pdratlan n =5 esetén (n=>5, 7, 9,...):

2

{f’(:)‘éﬁn?(l“ I/n—i—l)l‘!—(u_ an_H)n;l=

—l/7+o (382¢)

Tételiimk nem javithato.

Bizonyitis. Keressiik azt a polinomot, mely a tétel feltételei-
nek megfelel és differencialhanyadosdnak maximuma a (—1, 41)
szamkozben a leheté legkisebb. Legyen egy tetszéleges n-edfoki
polinom, mely a teltételeknek megfelel, f(2). Legyen

H, = max |f'(2)|. (33)
—lézél
Keressiik
= min H, (34)
f

értékét. Tételiinket nyilvan igazoltuk, ha bebizonyitjuk, hogy
hn a (32a, b, c) alatt adott értékekkel egyenld.
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Vizsgdljuk meg, hogy H, minek a fiiggvénye! Az altalanos-
sdg megszoritisa nélkil feltehetjik, hogy
flay=al: (35)
Legyenek f(z) = 0 egyenlet gyokei z,, 2,,..., 2y, ahol
—l=z=<z<v=zZn=-11. (36)

A polinom alakja tehat

_ (6=2)(G—2). . (a—a)
f(z) = (a_zl)(a——z:)...(a—zn) il

Keressiik tehat
R wain B (a0 By vy 5

értékét, hol H,-t (33) hatdrozza meg. A minimum létezése
WEeiERsTRASS tételébol kovetkezik.

Elészor be fogjuk bizonyitani, hogy H, kisebbithetd, kivéve
azokat az eseteket, mikor mindegyik gy6k abszolut értéke 1,
azaz a h, minimumot szolgaltaté polinom esetén

S R T el SRR 1 2 (38)

Azutian a megmaradt véges szamu polinom kozil kivélaszt-
juk azt, amelyik a minimumot szolgaltatja.

Feltehetjiik, hogy |f(#)| az |f(2)| maximuma a (—1, 1) szam-
kozben, kiilonben ezzel osztva I, értéke kisebbedik. Turin
bizonyitasédhoz hasonloan killonvéalasztjuk az |a|=1 és |a|=1
esetet.

Legyen elészor |a| = 1. Ekkor (22) alapjin |[f’(a) | _z_i-

Viszont az (1—_;%) polinom a feltételeket kielégiti és erre _Hn
értéke — . Ezt az esetet tehat képviselheti a fenti polinom,

2
mely (38)-nak is megfelel.

Azzal az esettel kell tehdt foglalkoznunk, amikor létezik olyan
t > 2, melyre

Zig< o<z
Az |f(a)| abszolat maximum ilyenkor helyi maximum is, tehat
f'(a) = 0. (39)
Matematikai és Fizikai Lapok., XLVI. 5
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TurAN tételének a bizonyitasanal lattuk, hogy |f'(2)| az a
hely kornyezetében nagy értéket vesz fel, mig az @ helyen (39)
szerint értéke zérus. Tehat a-tol jobbra és balra |f'(z)| a
(—1, 1) intervallumban bizonyos maximumig novekszik. Legyen
a-tol pl. balra { ennek a maximumnak a helye (—1 <{<1).
Valtoztassuk meg az f(z) polinomot f,(2)-re Ggy, hogy vala-
melyik belsé 2z, gyok helyett 2z'x-t, a helyett a'-t irunk és
fi(a')-vel osztunk. Itt @' az |f,(z)] maximumdnak helye a (zi—, 2
szdmkozben, s ezaltal egyértelmtien meg van hatdarozva. U. i.
(39) fennall: fi(a")=0 s RoLLe tételével egyszertien belithat-
juk, hogy ha a polinom gyékei valosak, béarmely két gyoke kozt
a differencidlhdnyados egyszer és csak egyszer tiinik el. Legyen
|fi(2) |-nek az a’' helytél balra esé elsé maximuma a (—1, 1)
kézben |[/({)|. Be fogjuk bizonyitani, hogy, amennyiben egy-
altalan van f(2)-nek belsé gyoke, létezik olyan %, melyre

I1:8)] <|f'©)l, ba |z—a|>|zn—al, (40)

azaz, ha z; az @ helytél tavolodik. Tegyiik fel egy pillanatra,
hogy (40) mar igazolva van. Tavolitsuk el az a helyt6l balra
és jobbra a leheté legmesszebb az Gsszes gyokoket, azaz vigyiik
a —1 és -+1 pontokba, midltal az f,,(2) polinomot kapjuk. Ez a
(38) alatti tulajdonsdggal és a tétel feltételeivel rendelkezik és
(40) alapjén

[ @) [ < [ (O] (41)

[Fm(C™)| pedig |fm(2)| maximuma a (—1, a™) szdamkozben,
amit konnyt beldtni. Ha a balra sz6 helyett jobbra szot irunk,
a fenti gondolatmenet érvényben marad, ismét [(z) polinom-
hoz jutunk, de most az (a", 1) szamkoz fog szerepelni. Igy
[fm(2)| maximuma a (—1, 1) szdmkdzben kisebb |f'(z)| maxi-
mumanal, (40)nel tehat (38)-at is igazoljuk. (40)-et pedig be-
bizonyitottuk, ha megmutatjuk, hogy amennyiben van belsé
gyok, akkor van koztiik olyan, melyre

d|f’(f)|{>0 ha z. < a

42
Az <0 haz>a s
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alrel I({z(cﬂ értéket,
mely létezik, mert f'({)40. Ha a polinom z; gyékét megval-
toztatom, az a és a { pont helye is valtozik, tehdt

ar@l _ olf©l  21r@l, do Q. de
dzy 9z, da dzy ¢, dz

egyenlétlenség érvényes. E célbol kiszdmitjuk a

(43)

A két utolso tagrél kimutatjuk, hogy zérus. gg véges érték,
%

mert a polinom gyokével derivaltjanak a gyoke differencidlhatoan
véaltozik. Tovabba

) —2) =20 X 3

= o g R
és igy
a
2L ) gy @) = 0 5)
a (39) egyenlet felhasznaldsdval.
Ha —1<¢<1, |[f'({)| helyi maximum, tehat
'@ =0. (46)
ad_C_ a fentiekhez hasonléan létezik és
2x
a » "y p
%Flm)#o a7)

Ha || =1, akkor d{=0 f"(2) gyokeinek azonos elrendezé-
dése folytdn, amit konnyl igazolni. Ha pedig d¢=0, akkor
(43)-ban az utols6 tag nem szerepel.

Hétra van 2 gzio kiszamitasa. Tekintve, hogy f'({) =0

esetén
R A O S i)
If’(O[ e == 0 A

dlf'@l _ 2lfQl _

dzk 8Zk

— | 1 e
= 170 [ a—z 2 * =2 i

tehat
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Ezeknek a szamitdsoknak a birtokiban (42)-t réviden igazol-

hatjuk. Legyen

AR 1 (9]
Bk o D o

Errél kell kimutatnunk, hogy megfelelé elSjeli. Legyen 2 < a.

Ha a (49) alatti kifejezést 2, fiiggvényeként fogjuk fel, lat-

juk, hogy a 2z, = a helyen elgjelet valt, mert ott az

tag
k

domindl. Kérdés, hogy hol valt még h(z.) eljelet? Rovid at-
alakitassal

Mo = w2k, (50)
Innen latjuk, hogy h(z) az a helyen kiviil csak egy pontban,
az x,-sal jelzett pontban viltoztat eldjelet. Ha 2z, >a, h(zr)
nem valtoztat elGjelet a (—1, a) kozben, tehdt mindeniitt pozitiv,
mert az @ pont koézelében az intervallum szélén pozitiv. Ilyen-
kor az Osszes z; < a gyokre igaz (40). Ha pedig z, < a, akkor
minden az (x, @) intervallumba es6 gyok megfelel (40)-nek.
Az bsszes tobbi gyokre A (2F) < 0. Ha tehit az (z, @) kézbe nem
esne gyoke f(2)-nek, akkor minden /k-ra % (z;) <O lenne, tehdit

O<Zh(zk)—2( a—7¢ _Cjzk ng ]I:’((% 2 (C—izk)z) =

:f(a) o L 1O [ 1O @)
fl@ — 7O "7 (G5

ha [{| =+ 1, (39) és (43) alapjan. Ez ellenmondis. |{| =+ 1 esetén
tehat van olyan gyok, mely a-ndl kisebb és (40)-nek megfelel.
Ha [{| =1, linedris helyettesitéssel elérhetjiik, hogy z, = — 1,
2z, = -+ 1 legyen, s kozben a differencidilhdnyados kisebbedik.
Feltehetjiik tehdt, hogy ilyenkor f({)=0, viszont f'({) = 0, tehat
azt kell igazolnunk, hogy a > z; esetén:

| R ’1 >0,
a— 2 C— 2

=)
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ami {= — 1 < 2, esetén evidens, {= + 1 esetén konnyen iga-
zolhato, mert a—z, < 1—2.

zx>a esetén a bizonyitas analog. Ilyenkor azt kell igazolnunk,
hogy van olyan 1> 2z, > a, melyre h(z) <O.

(40)-et és vele (38)-at tehat igazoltuk. Azok a polinomok
tehdt, amelyek h, értéket szolgaltathatjak, (38), (37) és (39)
alapjan :

fk(z):—Q"kT(;zk)”—"‘(l_z)k(l +zn—k. (51)

(k=0, 1, 2,..., n)

Az fi(2) és fn—i(2) polinomok egymas tiikorképei, elégséges,

tehat a &k < % esetekkel foglalkoznunk. Jel6ljik az (51)-b6l (33)

. alanidn adAda artdket H_ (l)-val akkaor }:T._(ﬁ\zﬁ < n(l)__>_

k=2 esetén |fi(z)| két maximumot vesz fel a (—1, 1) szam-
kozben, jeloljiik ezeket Hy(k) és Hy(k)-val. De H,(k) = Hy(n—Fk) és

Hy(k) =
/'_k—
(n—k)Yn—1)

Péros m esetén eljarasunk a kovetkezd : nyilvan

Ho(k) = v Halk) Hn(k) =

n—k—1
De
1 " 4
kn—k) = n*’
1 1 \n—k—1
és ha vizsgiljuk a g(k)=( =i 1= =t k) fiiggvényt

a (9,%) intervallumban, ott ¢'(k) <0, tehat

(1__;_‘:_)k—1(1_ nik)n—-k-lg(1—%)r:—9
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Vagyis

H) > 1 —2y"—2 1 )’LEQ- i
et (n—1)r—1pn—2 n—1 2%

(32 b) tehat be van bizonyitva, ha n > 4 esetén

H,(0) = H3),

vagyis ha
n 1

¥V n—1 n—1

ami igaz.
(32 ¢) igazolasa hasonloan, de joval bonyolultabb szémités alap-

dH, (k)
-~ <0, ha k=32,

jan torténhet. Be lehet bizonyitani, hogy

és hogy H;,( n;l) 75 HL{("%) Ezek igazolasa nem sziiksé-

ges, igy az L. tétel bizonyités—ét befejeztiik.

2, §.

@) Tekintsiik a komplex szamsik azon ellipszisét, melynek
nagytengelye a (—1, +1), kistengelye a (—ai, ai) intervallum
(0O <a<1). Legyen ezen ellipszis belsé és hatarpontjainak
Osszessége: & és keriiletének egy pontja z, Akkor érvényes a
kovetkezo

II. tétel. Ha f(2) n-edfoki polinom gydkei & zdrt tarto-
mdnyba esnek, akkor

; N.0 n.a
lf(zo)lg Ql/mélf(%)l;_ﬂ—lf(zo”' (52)

A bizonyitisban az dltalinossdg megszoritdsa nélkiil feltehet-
jik, hogy
f(z)) = 1.
Két bizonyitast is adunk.
Vizsgéljuk a

63)

z(()=e"'l’(1;a' 1—g 1)

\+ 2 .?
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fiiggvényt. Ez a |¢| =1 egységkért & keriiletére képezi le
és ott
dz
27 | = V1+a® —]z]3 (54)
amiket egyszer(i szamitdssal igazolhatunk. A g({) = fi (z({)) fiigg-
vényt fogjuk az egységkoron vizsgalni. (52) és (54) alapjin azt
kell bebizonyitanunk, hogy

.
19 = —5—

hol , az egységkoron a z;nak megfelelé pont. (53)-ban vilasz-
szuk meg ¢-t gy, hogy { =1 legyen. (53) alapjan

+01C+"'+0n~fn,

C—n 5y
9= N s 4
tehat ¢({) ¢ egy 2n-edfoklt polinom. Gydkei paronként adod-

nak a

zk=e*'4’(1+“ T %) (55)

k=1, 2,..., n)

masodfoktt egyenletbél, hol z az f(z) =0 egyenlet gyoke.
Jeléljiik f(£) = 0 gyokeit paronként { és {i-val, akkor

o1 3l 2z e Ly L t—a g
sk+¢;c— ei'l’(l-i—a) s SkSk = 1+a7 (56)
tehat
(g(ofn)c_ S '(1)+ —Z( "+1 I )
—n+a2 1— e—“"zk
vagyis
g =a. ZR( — ~wzk );a.%g

v

1 1
APy Juren ; TS Gt e 2%
mert zed, és igy |a| <1, B(l 5 .(ka) 3

7 R(z) jelenti z valos részét.
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Ezzel a II. tétel igazolasat befejeztiik. a =1, vagyis kér
esetén TurAn (10) alatti eredménye kovetkezik tételiinkhél.
Turin bizonyitidsa inkdbb a kivetkezé mdsodik bizonyitdshoz
hasonlit.

b) f(z,) =1 esetén:

n-a 1

IZ Zo— 2k 2 1/1—{—0,2—{;0!2’

ha megfelel6en valasztott ¢ mellett £ =1, 2,..., n-re:

HV

e 1 =

) > e AN (T SR (57)
Z—2! = 2 1+a®—]z,]°

Legyen ¢ a 2, pontban &-hez hiizott normidlis és a valos tengely
pozitiv iranya dltal bezart szog. Ez esetben (57) baloldala nem
negativ, tehat kisebbedik, ha 2, a z,—z, vektor iranyaban
mozog, elégséges tehat arra az esetre szoritkoznunk, amikor
zi az & keriiletére esik. gy feltehetjiik, hogy

A(

Z, =CcCos a+ %@ sina, 2= cos B+ ia sin g. (58)

Az ellipszis paraméteres eléallitasdbol viszont kovetkezik, hogy
a z, pontban huzott normalis irinytangense:

_ e
gy == (59)
a—+1b )_ ac~+bd b b }
1g R( oid ) = O alapjan (58) és (59)-cel:
R( ér ) __cos p(cos a — cos §) + asin g (sin @ —sin §)
Zo—2 ) (cos @ — cos B)® + a®(sin a — sin B)® 2,
- cos
x S +6’ =3 cosspa :
2 cos a( 2+(1—a? sin® )
Viszont (59) alapjan cos ¢ = —_—_ tehat

V & +1g%
( e )> a S a
2o—2:! = 21/ a® cos®a + sin’a 2Y 14a®— [z, ®

s ez éppen (57).

s
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¢) Végezetiil be fogjuk bizonyitani, hogy a II tétel a > =T

esetekben nagysagrendileg pontos. Ha a < T’ az. 1. § blZO-
n

nyitdsaihoz hasonléan kimutathatjuk, hogy, ha f(2)eE (5),

max| /'(2)]

Ze
e FET =T Vo

ze
s ez nagysagrendileg szintén pontos. Ezt tartalmazza a III. tétel:

III. tétel. Ha [(2) m-edfoki polinom qyiokei & belsejébe

esnek és & egqy z, pontjdban |f(z)| =1, akkor & keriletén
van eqy olyan ¢ pont, hogy

: 1 —
(@) = max (1, =28 Vs (60)

viszont van olyan [(2) polinom, melyre a fenti feltételek tel-
jesiilnek és & pontjaira

') = (I_iag)a——(na + V/n) 61)

amt a (60) alatt adott érték 42-szeresénél lLisebb.

(60) bizonyitisa az el6z6k alapjan térténhet, felhasznalva azt,
hogy reguldaris fiiggvény a komplex tartomany szélén veszi fel
abszolut értékének maximumat. 2z,-r61 tehat feltehetjiik, hogy
& keriiletére esik.

(61) igazoldsandl is elégséges |f'(2)|-6t & Kkeriiletén vizs-
galni. Legyen elészor n=2m piros és m = 2. Ha n=2, 3, akkor
(1;—Z) is megfelel. Legyen

T 1 z-t)m
1@ = (Ata?’
mely a feltételeket kielégiti. & keriiletén
Vn na Vn ©3)

JACIRS 1+a Tt S ita L itar

ami (61)-nél tobbet mond Kki.

(62)

g+

ST G S R Ve O S sl e B T SR e oo L o S Ty T
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Paratlan 7 = 2m+1 esetén pedig legyen

(1—2%"1+2)

> Z) ——4 e
O Wi (64)
3¢ 1 (1—2z%m z(l—zz)’">'
V1i+a? ((1 +a?m - (1+ad)m
Ilyenkor

If4@)] < 1/(1 2)3 (na+1/n).

3. §.

Megvizsgialjuk TurAn problémadjaval kapesolatban azt a kér-
dést, hogy a 2. § b)-ben hasznalt modszert milyen M tartoma-
nyokra alkalmazhatjuk.

Vizsgaljuk meg e célbol, hogy mi a 2. § b)-nek a gondolat-
menete. Legyen adva valamely tetszéleges zéart M tartomény
és egy m-edfokt [f(2) polinom, melynek gyékei az M tarto-
manyba esnek és ennek bizonyos z, keriileti pontjaban legyen

|f(z))| = 1. Akkor
5 ’2 1
2%

komplex szamokat vektoroknak is tekinthetjiik.

|

Az

74 (1]
A 2. §. b) leglényegesebb gondolata, hogy van egy olyan irdny,
hogy a fenti vektoroknak ebbe az iranyba es6 vetiiletei egy-
iranytak és egy ¢, pozitiv dllandéndl nagyobbak. Ha ezt iga-
zoljuk, bebizonyitottuk, hogy

12| = ¢4, (65)

hol ¢, > 0 csak az M tartomanytol fiigg.

Ahhoz, hogy a fenti értelmd irdny M minden keriileti pontjé-
ban létezzék, sziikséges, hogy M konvex tartomdny vagy konvex
gorbe legyen. Ez az irdny a z, pontban htzott normélis vagy
cstes esetén barmely a csticson és a tartomdnyon athaladé
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egyenes. Ha ezzel az irdnnyal 2,—2z az a szoget zarja be,

1
——— vetiilete SR

- Keressiik tehat z, keriileti pontokra
3—2, |2—2,|

: COs a
1015 o g

- =c
20, 28M |Z—Z0 I 2

értéket. Azt kell igazolnunk, hogy ¢,> 0. Konvex tartoma-
nyokra ¢,>0. A ¢, =0 esetben cos a =0, azaz 2 a 2, pontban
htzott- érint6 egy pontja. Tegyiik fel, hogy M hatarvonala sehol
sem egyenes, akkor cos a=0 esetén z—2z, az M hatar-
gorbéjén. Ha ¢ a 2z, pontbeli gorbiileti kér sugara, o értelme-
|2,—2 | cos a 1

—>0, tehdt ————>? Ha tehat M

zése alapjan
¥ | Z0—z|

ber=e g /.1

2
konvex tartomany hatdrgorbéjén a cstuesoktol eltekintve a gor-
biileti sugdr létezik és korlitos, érvényes ra (65).

A fenti feltételeket sziikithetjiik. Tegyiik fel, hogy M konvex
tartomédnyra (65) nem érvényes, azaz van K(M)nek n-edfokt
polinomja, melyre zeM esetén

1f'@)| < c.n,

hol ¢ > 0 tetszéleges, n > N(c).

Tegyiik fel, hogy M tartomanyban |f(2)| maximumit a 2z,
pontban veszi fel. Ha z, pontban a gorbiileti sugar létezik, és
véges, vagy a 2, pont olyan cstes, hogy az érinték hajlas-
szogének killonbsége m-nél kisebb, akkor az el6z6k szerint van
olyan n-t6l figgetlen ¢’ szim, hogy

[f'(z0)| = ¢’ -n.

Legyen z, pontban M hatdra egyenes és
n
[@)=a I]1 (z2—z),
i=

akkor |f(z,) | maximum volta miatt zeM-re:

'Q:

—

|2, |;_]?|z a4l (66)

i==
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Az M tartoméanyrol feltételezziik, hogy van olyan 2z pontja,
melyre |z — z,|> 1, viszont minden z pontjira |2—z,| <1+
-+ 0y, hol 9, > 0-r6l kés6bb diszponalunk. Ezt az dltalanossdg
megszoritasa nélkiil feltehetjiikk, mert ha egy tartoményra (65)
érvényes, akkor ez megfeleléen véltoztatott c-vel a hozza hason-
lokra is igaz, amit linearis transzformacioval igazolhatunk.

Legyen a nagyobb, mint a z, pontban M-et hatirol6 egyenes-
darab hossza. Ha (65) M-re nem érvényes, akkor legalabb

;L gyok a |z,—z| < a kor belsejébe esik, kiilonben 7 (1— %)
2
gyokre a fentebb targyalt P Sl 7] >c" és igy

L] = ¢ (1— i)’n
e 82
0y > 1 értékrél is kés6ébb hatarozunk.

Az % gyokre |z,—zi| < @, a tébbire | z,—zi| < 1 + dy, tehdt

% 2 L (0g—1)
g] Z,—2| < ads (1 +0,)0% . (67)

Ismeretes CseBIsEV® kovetkez§ tétele:
Legyen q(z2) n-edfoki polinom, melyben 2* egyiitthatdja 1.
Alkor a figgvény abszolit értékénel maximuma a —1 <z<1

intervallumban legaldbb is 271_1— azaz
>
pa iz g

Az egyenl6ség csak a CseBisev polinomra dll fenn.
A |2,—z| =1 kor sugarai kozt van olyan, mely M-ben fek-
szik, ennek tehdat van olyan z,t6l kiilonb6z6 z pontja, hogy

é |2—2| = 4+ (68)

8 G, FaBer: Uber Tschebyscheffsche Polynome. Journal fiir die reine
und angew. Math. 150 (1919); 79—106.
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(66), (67) és (68) alapjan

: ady ¢ BT -
vagy
V4

a o EXAE o T P
(140,51

v

= A. (69)

Ha a >4~ _riz'), megvilaszthato hozzd 0, >0 és 8, > 1
ugy, hogy a <A legyen. Ez (69)-cel ellenmondés. Tehat a
fentieket osszefoglalva, mivel itt csak azt hasznéltuk fel, hogy
van 1-nél hosszabb koéz a halmazban, érvényes a kovetkezo:

IV. tétel. Legyen adva egy korldtos, zdrt Jorpan-wekkel
hatdrolt konwex M ponthalmaz, mely

vagy egy olyan gorbével azonos, melynek gorbilete létezik
és sehol sem zérus,

vagy eqy olyan tartomdnnyal, melynek hatdra sehol sem
olyan egyenesdarab, melynel: hossza az dimérd negyedrésze
lenne, vagy anndl is hosszabb.

Essenek az f(z) n-edfoki polinom gyokei M tartomdnyba és
vegye fel ott |f(2)| maximumdt a z, pontban.

Alkkor létezik olyan ¢ >0 csupdn M-til figgd dllando, hogy

[f'(z,) | > com. | f(z) |.

Ezt az eredményt FaBer® tételével tehetjiik pontosabbd. Ha
z2=¢(x) az |x|=r kort M hatargérbéjébe viszi at, x = oe-t
pedig nyujtas nélkil a kezdépontba, el6fordulhat olyan egyenes-

darab, melynek hossza: a < g

4. §.

@) Erpés Piv a kovetkezs kérdést vizsgdlta :
Legyenek f(z) n-edfokt polinom gyékei 2,, Z5--., Zn, €s

=1z, =< <Z=1

Legyen a polinom a (2i—1, 2;) kézben mindeniitt alulrél nézve

konvex (konkdv). Kérdés, hogy mit tudunk akkor a két gydk
tavolsdgarol kimondani.
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Erpé6s és téle fiiggetleniil TurAn kimutatta, hogy a fenti
feltételek mellett
16
Zi— T < ——- 70)
1< v (
Bizonyitdsunk a kovetkezé: Legyen f'(z)=0 egyenletnek a
(2i—1, 2;) kozbe es6 gyoke a. Akkor TurAn tétele szerint (1. § a.)
van olyan { pont, hogy

0<a—t< 1/” b (1O =5 Valf@. @1

Viszont a konvexitas azt jelenti, hogy |f'(z)| monoton csék-
ken z;— és a kozt, tehat ha 2, 4 <2 <(:

@) = 5 V7 f@.
De

¢
[f®—f@—| =110 |=| [ ') dz] f If'=)| dz =

= €—2zi—): —é*‘/";-“c(a)l
mésrészt |f({)| <|f(a)|, tehdt

pl —;’7 72)

(71) és (72) alapjén

hasonloan zi—a < —‘78_—, tehdt
n
16
Sy T e Q. e. d.
] :

b) Az el6bbi tétel javithato. Ebben az irdnyban elért pontos
eredmény a kovetkezd :
V. tétel. Az eldzd feltételel: mellett

a) pdros n esetén

Zi—2i < LG (73 a)

V?Zn—3_'
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b) pdratlan n = 3 esetén

2 ) VY n*—2n (73 b)

2i—2i < m—
= Y g el

A tétel nem jawithato.
Bizonyitdsunk el6tt egy segédtétel helyességét mutatjuk ki.
Segédtétel. Legyenek [(z)=0 mn-edfokii egyenlet gydkei:

n

2y S By <t < Zn [(2) =0 gydkei pedig x, <o, <+ < Tna

Ezek nyilvan z,, 2,,...2, fiiggvényei, azaz

Xy = X (Zp Zgseeny Zn)- (74)
Kimutatjuk, hogy
n—2 da; (i=1,2,.. , n—2
n galzk=>“—0 = B ST ) (75)
és 4 /
de — (-’E,—Zk)zf”'(xi) (xi—Zk r (x‘b) (76)

Bizonyitds. Elészor (75)-6t igazoljuk. Ha bebizonyitjuk, hogy

d(L‘i
di’-k

akkor (75) igaz, mert a polinomok egytitthatoi és gyokei kozt
fennallo 6sszefiiggés alapjan

=0, (77)

2yt 2yt 2= —n—y_t—g- (@, X+ +Tna),

honnan
n

dz;  n—2
Z* dzx ~ n (78)

i=1

(78) baloldalan csupa nem-negativ tag dall, tehdt barmelyik tag
kisebb az Osszegnél.

(77) pedig azt mondja ki, hogy ha a polinom egyik gyokét
megvaltoztatom, a médsodik differencialhdnyados barmelyik gyoke
szintén abba az irdnyba mozdul el. Nyilvan elég ezt azzal a
valtoztatdssal igazolni, hogy a masodik differencidlhanyados
helyett az els6t vessziik. Az elsé differencidlhanyados gyokeit
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n
QB
a i 0 egyenlet szolgaltatja. Ebben egy z; megvalto-
i=1 x
zik. De . a z; valtozot tekintve monoton novekvé fiiggvény,

= = 0 gyoke z; elmozdu-

lasdnak irdnyaba mozdul el. Termeszetes, hogy ez a gondolat-
menet csak akkor érvényes, ha minden gyok valos.

(76) igazolasa egyszerii szamitds alapjan torténhet.

Ezek utdn attériink tételiink bizonyitasara. Keresni fogjuk
azt az m-edfokt polinomot, mely a feltételeknek megfelel és a
lehetd leghosszabb olyan (zi—, zi) kozzel rendelkezik, hol a poli-
nom alulrél nézve konvex, vagyis f"(z) = 0.

Elészor azt bizonyitjuk be, hogy abba az intervallumba nem
eshet a polinomnak gyéke, ahol konvex alulrél nézve. Legyen
u. i. az intervallum (2;, 2;), akkor azt allitjuk, hogy f"(2) > 0,
ha z; <2z <2z. Ha u.i egy helyen f"(()=0, ott kétszeres
gy6k van legaldbb. Viszont f(z) minden gydke valos, tehat
f'(z)-nek bérmely két gyoke kozé esik f(2)-nek gydke, k-szoros
gy6k helyén f(2)-nek k -+ 1-szeres gyoke van. fgy ha ¢ az ["(2)
legkisebb gyoke a (2, zx) koz Dbelsejében, f({) =0 lesz és
'€ =0. De f(z) =f() =0 miatt RoLLe tételével f'(2) eltinik
a 2; <7 <{ helyen, () =['({) = 0 miatt pedig f"(é§)= 0, hol
<< &< De ez ellenmondasban van azzal, hogy ["(2)nek
nincs gyoke a (2;, §) kozben. E miatt 2; és 2, kozé nem esik
f"(z)nek és igy f(z)-nek sem gyéke, maguk a 2z és z; helyek
nem lehetnek toébbszoros gyokok, mert kiilonben Rorie tétele
alapjan f"(z)-nek is volna gybke 2; és 2 kozott. © és k egymas
utdn kovetkezé két szim, jel6ljik i—1, i-vel.

Tegyiik fel, hogy f(z) alulr6l nézve konvex a (2;—1, 2;) koz-
ben és vizsgiljuk meg, hogy ez az intervallum mikor nagyit-
hat6. Nyilvan, ha f(z) gy6keit 0gy tudjuk vdltoztatni, hogy
Zi— 2 nagyobbodik és f"(2) &= 0, ha 2z < 2 < 2. Kimutat-
hatjuk el6szor, hogy fenti értelmi véltozds létezik, kivéve azt
az esetet, mikor minden gyok z;—1, 2; kivételével a —1 és 41
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pontokba esik, tovdbba [”(2i—1) =0 (kivéve ha 7= 2, mikor

z,=—1) és f"(z;) =0 (kivéve, ha i =n, amikot 2z, = 1).
Legyen el6szor © = 2, Linedris transzformacioval elérhetjiik,
hogy z, = — 1, z,=1 legyen, s kézben (z,, z,) nem kisebbedik

a konvexitas is megmarad, tehat z, <a,. Vigyik az osszes
gyokoket: z,, z,,..., 2p-t a +1 pontba, (77) alapjén x, nove-
kedni fog, a konvexitis megmarad, 2, <, lesz. Ezutin z,-t
addig noveljiik, mig 2, = x; nem lesz, midltal (z,, z,) nyilvan
nagyobbodik. Polinomunk most mér megfelel az el6z6 bekezdés-
ben kitizott célnak. ¢ = n esetén az eljardas analog.
Ezutin tegyiik fel, hogy 3 <¢<n — 1. Be fogjuk el6szér
bizonyitani, hogy a
Zi-1 = Xi—g, 2= L1 (79)
esetet kivéve az intervallum ndévelhetd. Az intervallumba nem
esik gyok, s igy feltehetjik Rorre tételének segitségével, hogy
Tig< 21 < 2 < Xi1.

Ha mindkét oldalon az egyenlétlenség &ll fenn, akkor z;—;-et
kisebbithetjiikk, mig valahol az egyenl6ség be nem koévetlkezik.

H i :
St Xi—g =211 < % < X1, (80)

akkor a 2, gyokot kisebbitjiik, ezaltal (77) miatt ;s is kiseb-
bedik, tehiat az elébbi eset fog bekovetkezni és az intervallum
novelhetd.

Tegyiik fel, hogy legalabb két kiilonb6z6 olyan hely van
Zi—1 és z-t kivéve (—1, +1) belsejében, hol f(2) eltlinik.
Akkor ezeknek a gyokoknek megfelelé eltoldasaval elérhetjiik,
hogy (80) fennalljon, azaz a (2;—1, 2;) kozt novelhetjiik. Jeloljik
u. i. a és b-vel f(2) két ilyen gyokét. Ezeket a gyokoket mind-
két irdnyban mozgathatjuk. Végezzink az a gyokkel c-szer
akkora elmozduldst, mint a b-vel, hol ¢-r61 késébb diszpona-
lunk, akkor (76)-tal

(lwi_g AT Qf’(ac,-_Q) ] c o3 1 }
A S f”'(.’ll,;_g) | (i—2—a)* (('U,'_z—b)2
dria _ 2f'(xi) c 1 |
daz. TPy { (Xi—1—a)® g3 @ —b)p |

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 6
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A . e ’ d.T,;_g BB ¢ 1 e
Nyilvin megvélaszthato ¢ értéke gy, hogy = 63 i
. dxi ! (20—
kiilonbozo elgjeli legyen. U. i. g’ 2 -~ 0 miatt — ff’((a»l 3) =0,
L—2

: Ty Zi—1—a) xi—a—a)*
ugyanigy — ff'(( = ;> 0. Igyhaca ( §T1—1—b)“ Ea‘i_g—b)z)
szamkozbe esik, a két kifejezés ellenkezo eldjeli. Ez az inter-
vallum nem zérus hosszusagu. a-t megfelelé irdinyba mozgatva
tehdt (80) esetre jutnank, Azaz a (2i—1, %) szdmkoz novelhetd
lenne.

Feltehetjiik tehdt, hogy a polinom a (—1, +1) szamkoz
belsejében legfeljebb hérom helyen tinik el. Az altaldnos-
sag megszoritdsa nélkil feltehetjik, hogy ezek a helyek:
Zi—1 <% <%y, Ha 1+ 1=mn, ismét elérhetjik a linearis
transzformécio felhasznéldsaval, hogy 2z, = -+ 1 legyen, s koz-
ben (2,1, 2;) novekszik. Részeélunkat tehat ekkor elértiik.
1 <n — 2 esetén pedig eljardasunk az elébbihez analdg.

Tehat bebizonyitottuk, hogy feladatunkkal kapcsolatban elég-
séges azokat a polinomokat vizsgdlni, melyek alakja:

flR=E+ 1)(z—a)(z—1)"2 |

ahol (81)
flay=0)=1<a<t l
és
f(z)=(z+ 1)"“1 (z a)(z—b)(z + 11, l
..... n—2), (8@)

ahol
Fri) Ty = b st a e o]

(81)-ben a konvex intervallum hossza :

2
SR,

(82)-hen pedig

Dl — )2
b—a?= < 4@2k—n)

Mm—3 (n—1)22n—3)

Utobbi akkor a legnagyobb, ha (2k—mn)* a legkisebb. Innen a
tétel mar egyszertien kiolvashato.

FEréd Jdnos.



BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK ALSO KORLATJAROL. §3

UBER DIE UNTERE GRENZE DES MAXIMUMS
VON GEWISSEN POLYNOMEN.

Sei f(z) ein Polynom vom Grade 7, das alle Wurzeln in dem Gebiete
M hat. Als Umkehrung bekannter Fragestellungen von A. MArgorr,?
M. Risz,® Szea6® stellte Turdn das Problem auf: was kénnen wir iiber

max | f*(z) |

. zeM
min W = hn (M)
zeM
aussagen ?
Vorliegende Arbeit enthilt den Beweis folgender Siitze.

§ 1. Ist M, das Intervall (—1, 1), so ist

hin(M,) = ‘/g ) (71;1:) :

§ 2. Ist M, die Ellipse mit den Achsen (—I, 1); (—ai, i),
so gilt :

na 1 _—
hn(My) Z —g~ und hn(M,y) 2 —7 Vn.

§ 8. Ist M ein beliebiges konvexes Gebiet, dessen Grenze keine
gerade Strecke enthilt, so ist

ha(M) = ¢ .m,

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet, die nur von M, nicht aber von
n abhingt. _

§ 4. Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem
Intervall (—1, 1) hat. Ist f(z) zwischen den beiden Nullstellen ¢ und
b konvex, so gilt fiir gerades 7n:

2
NP W o T
s v 2n—3
und flir ungerades 7 :
la—bl< . l/’nz——Q'n'

Y 2n—3 n—1

Dieser Satz spricht die Verschirfung eines Resultates von Erp6s und
TuriN aus.
; Johann Erdd.

6*



A RUBIDIUM-FEM ENERGIASPEKTRUMAROL.

1. Bevezetés.

Ebben a dolgozatban célunk, hogy a rubidium-fém valencia-
elektronjainak legalsé energiasdvjat, annak helyzetét és széles-
ségét, mint a racsallando fiiggvényét empirikus dllandok figve-
lembevétele nélkiil, teljesen elméleti titon hatdrozzuk meg.

El6szor az altalinos elméletet fogjuk ismertetni, majd ré-
tértink a rubidium-fém térgyalasdara, meghatarozzuk a valencia-
elektronok legals6 energiasavjinak als6 és fels6 szélét mint a
ricsallandé fiiggvényét, melyek kilonbsége adja meg a sdv
szélességét. Ezekutdn meghatirozzuk még a szabad atom ioni-
zdcios energigjat, tovibba a rubidium-fém fontosabb dllandoit,
ugymint a rdcsenergiajat, szublimdcids energidjat és rdcsdllan-
dojat. Miel6tt a rubidium-fém targyaldsdra rétérnénk, Gssze-
foglaljuk a szilird testek tjabb elméletének fejlédését.

A szilird testeket régebben két csoportra osztottdk: meg-
kilonboztettek vezetéket és szigeteldket. Ismereteink boviilésé-
vel ez a felosztds sziiknek bizonyult és ma — mint ismeretes —
a szilard testeket 6t csoportba osztjuk: 1. Fémek. 2. Félvezetok.
3. lonkristalyok. 4. Valenciakristdlyok. 5. Molekulakristalyok
(Van der Waals-kristalyok). A régebbi elmélet — amig az
elektront nem ismerték — fenomenologiai modszerekkel, fékent
a termodinamika segitségével dllapitott meg 6sszefiiggéseket a
szilard test mérhet6 dllandoi kozott. Ettél a fejlodési szakasz-
tél elkiiloniill a mindeniitt kiilonbéz6 modellekbél kiindulo
klasszikus vagy modellszerti elmélet.

A klasszikus elmélet 1900-ban a fémek elméletével kezdodik,



A RUBIDIUM-FEM ENERGIASPEKTRUMAROL. 85

melyet DrupeE? és Lorentz > dolgoztak ki. A fémet pozitiv
ionokbol és valenciaelektron-gazb6l gondoltik felépitve, amelyre
alkalmaztak a MaxweLL-Bovrzmans-féle statisztikat. Ez az elmélet
értelmezni tudta a termikus emissziot s a Wiepemann-Franz-
féle torvényt, de nem adott helyes eredményt a fajhére és a
fémek ellendlldisanak a hémérséklett6l valo fiiggésére.

Az ionkristalyok elmélete 1910-ben MapeLune® elsé érteke-
zésével indult meg és Bory,* MapeLune és munkatirsaik fej-
lesztették tovdibb. Az ionkristdly szerintiik pozitiv és negativ
ionokbol van felépitve. Az 6sszetartd eréket az ionok kozt mi-
kodo elektrosztatikus vonzoerck szolgaltatjik. A taszito erék
potencidljara B/r" alaku kifejezést vezettek be, ahol n> 1, r a
racsallando, a B és n parametereket csak a tapasztalat segit-
ségével lehetett meghatérozni.* Az elmélet jelentékeny eredménye
volt, hogy az ionkristdlyok egyes allandoit egymdssal kapeso-
latba lehetett hozni. gy példiul sikeriilt levezetni, hogy a
kompresszibilitds a racsdllandé negyedik hatvanyaval aranyos,
tovabba sikerilt az ionkristdlyok racsenergidjat, szublimacios
héjét, més tapasztalati dllandok segitségével meghatdrozni.
Mésrészrél ezen elmélet nagy hidnya az volt, hogy a taszito
erGket sehogyan sem lehetett az elméletbdl levezetni. Ezek fel-
vétele az elmélethe egy idegen, ad hoe, feltevés volt és ezért
az elmélet nem volt egységes.

A szilard testek masik hdrom csoportjénak klasszikus elmé-
lete, néhany kevéssé kielégité probalkozdstél eltekintve, nem
is alakult ki. Mig itt az elmélet nem tudott tovibb jutni, addig
mas tekintetben is kidertilt, hogy klasszikus alapon a szilard
testek elmélete nem épithetd fel. Igy mar a szilard testek
specifikus hdjének, féképp a hémérséklett6l valo fiiggésének
értelmezése szilkségessé tette a kvantum-elmélet szempontjai-

1 P. Drubg, Ann. d. Phys. 1, 566, 1900; 3, 369, 1900.

2 H. A. Lorentz, Proc. Amsterdam Akad. 7, 438, 1905.

3 E. Maberune, Phys. Zs. 11, 898, 1910.

%4 Részletes irodalom talalhato a M. Born és M. GoppErT-MAYER, Handb.
d. Phys. XXIV/2. Berlin, 1933.

* Az n sokkal nagyobb mint 1, pl. NaCGl-nal n—=29.
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nak bevezetését.”> Végiil is a kvantum-elmélet hozta meg azt
az egységes alapot, melyen a szilard testek fentemlitett 6sszes
osztalyainak egységes elmélete felépitheté volt.

Elészor a fémek elmélete fejlédott ki Pavir és SomMeRrELD ©
vizsgalatai alapjan. SoMMERFELD a régi DRupk-LorenTz-féle elmé-
letb6l indult ki, de az abban alkalmazott BoLrzmann-féle statisz-
tikat a Frermi-Dirac-féle statisztikaval helyettesitette. A szabad
elektron és szabad uthossz fogalmdt ugyanolyan értelemben
haszndlja, mint Drupe és LorenTz, SommerreLD ki tudta mutatni,
hogy a modern elméletben elttinik a klasszikus elmélet minden
nehézsége. Ezzel kijelolte az ttat a tovabbi fejlédés szamdra.

A tovabbi fejlédés folyamén a szabad elektron fogalmat
kellett tisztazni abban az esetben, ha az elektronok egy perio-
dikus erétérben mozognak, mint a fémkristilyoknal. Ezt Brocn
és BriLouin 7 tették meg, akik a hullimmechanika modszerei-
nek alkalmazdsat vezették be a fémek targyalasdra.

Az 1ij elmélet nyoméan Brocu,® PrierLs és NorpuEM kifejtet-
ték az elektromos ellenallas behatobb elméletét. Wiener ? és
Sertz pedig egy modszert dolgoztak ki, mellyel értelmezni
lehetett egyszertibb felépitésti fémek kotését. A gondolat a
kovetkez6: a fémek semleges atomokbol vannak felépitve, ezek
egymashoz valo kozelitésével a valenciaelektronok potencialis
energidja a szabad atoméhoz képest csékken, mert mindig
novekvo valoszintiséggel minden valenciaelektron az ion vonzas-
kérébe jut. A kinetikus energia (melynek jelent6s része Fermi-
energia) a kozeledéssel né, kis tdvolsigokndl igen nagy m ér-
tékben. A kotés ugy jon létre, hogy a potencidlis és a kineti-

5 A. EmnsteIN, Ann. d. Phys. 22, 180, .1907. P. Debye Ann. d. Phys.
39, 789, 1912.

6 W. Paurr, Zs. f. Phys. 41, 81, 1927. A SowmmerreLp Zs. f. Phys.
47, 1, 1928,

7 ¥. Brocm, Zs. f. Phys. 52, 555, 1929 ; Brinrouin Quantenstatistik.
Berlin 1931.

8 Lasd H. FromricH, «Elektronentheorie d. Metalle», Struktur u. Eigensch.
d. Materie XVIII. Berlin 1936.

9 WrienEr 6s Serrz, Phys. Rev. 43, 804, 1933.
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kus energia Osszege, mint az elemi gomb sugardnak fiiggvénye
egy meghatarozott radiusndl (rdcsallandonal) minimumot mutat.

A fémek kétésének értelmezésére Gompis'® egy statisztikai
modszert dolgozott ki, melynek a minket érdeklé részére még ra-
tériink. Ennek a modszernek a segitségével egyrészt szintén
értelmezni lehet a fémek kotését, mésrészt pedig az egyszeribb
fémek, alkali és foldalkali fémek &llandéit a tapasztalattal jo
egyezésben lehet meghatdrozni.

A Pauri-SommerreLD elmélethl hatalmas elmélet fejlédott
ki, amely ma mér nemcsak a fémek, hanem az Gsszes szildrd
testek kvantummechanikajat magabafoglalja. Az elmélet kiindulod
pontja a ScHRODINGER-egyenlet :

49 + 8—’;’2 (E—E,)¢ =0.

A feladat a sajatfiggvénynek ¢-nek és az energia-parameter-

a9

nek E-nek a meghatirozasa ama feltétel mellett, hogy g -nek

racsperiodicitistinak kell lenni. Az elmélet azt mutatja, hogy
mig az egyszeribb Pavri-SomMerreLD elméletben bdérmilyen
energia-allapot meg volt engedve, itt a helyzet egészen mas.
Az energia csak bizonyos intervallumokban valtozhat folyto-
nosan, vagyis az energiaspektrum savokbol all és ezek ismerete
az elméletben nagyon lényeges. Ugyanis az elméletbdl egyszeri
modon adodott, hogy a vezetéknél a valenciaelektronok legalso
energiasavjaban az dllapotok ninesenek mind betéltve, vagy
pedig a legmélyebb sdvot kéveté sdv azt részben fedi.

Ha pedig a valenciaelektronok legmélyebb energiasavja tel-
jesen be van toltve és a kozvetlen magasabb sdv ettdl relativ
messze fekszik, akkor az anyag szigetel6.

A félvezeték annyiban kiillonboznek a szigetel6ktél, hogy a
betoltott és az azt kovetdé kozvetlen magasabb iires energia-
savok kozti energiakoz Kkicsi.

10 Gompis, Zs. f. Phys. 94, 473, 1935; 95, 687, 1935; 99, 729, 1936;
100, 599, 1936; 104, 81, 1936 ; 104, 592, 1937.
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A fentebh emlitett szigetelék csoportjiba tartoznak az ion-
kristalyok, valencia-kristilyok és molekula-kristalyok. Mind-
egyikre altalanosan jellemzd, hogy a valenciaelektron legmélyebb
siavja teljesen be van téltve és a kézvetlen magasabb sav ettél
elég messze fekszik.

Amint lithaté, az egész elméletben az energia spektrum
ismerete alapvet6, beldle a szilard testek csaknem minden
tulajdonsaga kiolvashato.

A spektrumok meghatdrozésara tobb kozelité modszer kindl-
kozik. Az altaldnos elmélet eléggé ki van dolgozva. Igen sok
problémat kvalitative meg tudunk oldani, de hidnyos még az
altalanos elméletnek konkrét példakra valé alkalmazdsa és azok
jellemz$ adatainak numerikus kiszamitasa.

2. A médszer.

A kovetkez6kben ratériink annak a modszernek az ismerte-
tésére, amellyel a Rb-fém valenciaelektronjainak legalsé energia-
sdvszélességét mint a racsdllando figgvényét meghatdroztuk.

Mint az 4dltalanos elméletbdl kovetkezik, az alkali-fémek
esetében fennallé tébbtest-problémat jo kozelitésben redukdlni
lehet egytest-problémédra, és elegend6 az elemi celldra szorit-
kozni. Az elemi cellait jo kozelitésben helyettesiteni lehet egy
vele egyenlé térfogati gombbel,'* ami a szamitdsok keresztiil-
vitelét lehet6vé teszi.

A valenciaelektronok energiasavjanak als6 szélé és ezen
allapotnak megfelelé sajatfiggvényt ¢,-et a valenciaelektron
ScHRODINGER - egyenletéb6l nyerjitk a kovetkezé hatarfeltétel
mellett :

t'l2

(1)

ahol » a magto6l valo tdvolsig, R az elemi géomb sugara.
Az energiasav felsé szélét és a sajatfiiggvényt *® ¢,-t ebben

11 E. Wiener és F. Smirz 1. c.
12 H, FrouicH 1. c.
13 H. Frouicw 1. c.
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az allapotban ugyanazon ScHRODINGER-egyenletb6l nyerjik a
kovetkezé hatarfeltétellel:

(¢o) r=r=0. @)

Az energiasdv szélessége a megfelel6 sajatértékek kilonbsé-
gébdl adodik.

Mivel a jelen probléménél a ScHrOpINGER-féle egyenlet exakt
megolddsa nagy matematikai nehézségekbe iitkozne, azért egy
megfelelé kozelit6 modszert alkalmazunk, mely GouBAstél szér-
mazik.

Gomeis a fémek kotésének értelmezésére kifejtett modszeré-
b6l ** kiindulva egy analitikai modszert dolgozott ki, melynek
segitségével aranylag egyszeriien lehet az alkali-fémek valencia-
elektronjainak legmélyebb energiasdvjat meghatdrozni. Ez az
eljards a varidacios modszeren alapszik és mint GoumBis a
kalium *® esetében kimutatta, jo kozelitést ad.

Az energiaértékek sajatfiiggvényeinek a varidcios modszerrel
valo meghatdrozisanal az orthogonalitasi feltételeket, vala-
mint a Pavii-elvet, mely szerint pl. Rb esetében a valencia-
elektron alapallapota egy 5s allapot, azéltal vessziik figyelembe,
hogy a valenciaelektronok ScrropINGER-féle energiakifejezésé-
hez hozzdadjuk az ion elektron-felhéjének statisztikailag széami-
tott kinetikus energiaviltozasat, vagyis a Fermi-féle nullaponti
energia megvaltozasat, amely azdltal jon létre, hogy a lezart
héju alkali-ionhoz hozzévessziik a valenciaelektront. Ugyanis a
Fermi-féle nullaponti energia a Pavri-elv kdvetkezménye és igy
a Pauri-elv és az orthogonalitéasi feltételek, ha az ion lezart
elektronhéjjal rendelkezik, jo kozelitésben helyettesithet6k ezzel
az energiavaltozassal, melyet a kovetkez6 modon hatarozhatunk
meg. Legyen az ion elektronstriisége v, a valenciaelektronok
stirlisége o = ¢igf. Ha feltessziik, hogy a siiriiségek egyszertien
szuperponalédnak, akkor a kinetikus energia megviltozasa

14 GomBis 1. c.
15 Gomsds, Zs. f. Phys. 111, 195, 1938.
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W g A+ of) d
F atj[(v-i-e) (v* + 0%l dz, @)

a =

ahol dr a térfogati elem, am, az els6 hidrogén radiusz, e a
pozitiv elemi toltés v ismertnek tekintheté, mert példdul a
HarTreE-tabellakbol meghataroihatb, o-t egyelére szintén tekint-
siik ismertnek.

A (3) kifejezést a szdmitds egyszerusitése miatt at kell ala-
kitani, ami a kovetkez6 modon torténik: meghatarozzuk az 7,

radiuszt, amelyre V(o) ik o) (%)

ezaltal a teret két részre osztottuk, az egyik r,, ahol v>p a
masik 7, ahol v <p. A (3) kifejezést mindkét térrészben sorba-
fejtjiik és a sorbafejtéshen a magasabbrendd kicsiny tagokat
elhanyagoljuk, akkor

Ha a jobboldalon az els6 integralt kiterjesztjiik az egész
térfogatra, vagyis r, +r, = r-ra és az igy hozzaadott tagot ismét
levonjuk, akkor

Ebben a kifejezésben csak a jobboldal elsé tagja jatszik lényeges
szerepet, a tobbiek ehhez képest kicsinyek. Ez az els6 tag
pedig ugy foghato fel, mintha a valenciaelektron olyan erétér-

els6 kozelitésben aziltal lehet figyelembe venni, hogy az ion
elektrosztatikus potencidljahoz y-hez ezt a potencidlt hozza-
vessziik, vagyis a kovetkezd potencidlt vezetjiik be

5a

= B v
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ahol 4mey — dy. Ha a ScuroépiNGER-féle energia-kifejezésbél ezzel
a potencidllal a varidciés modszer segitségével Ei-et és E,-et,
tovabbd ¢, és ¢,-t meghatiroztuk, akkor ezeket az energidkat
még korrigdljuk a (6) alatti kifejezés tovéabbi tagjaival, tigyhogy
végeredményben az energiasiv alsé és fels6 szélére nyerjik:

B; = Ei + i, 8)
ahol
h=— % a f vieidr—a f@?dr + % afv,-,gigdr— afvgdz-, 9)
".! 71 Z3 zy
0i = idi. Y a)

(i=1,2)

B, a valenciaelektron legmélyebb energiadllapotinak also6 széle,
B, pedig a fels6 széle. A siv szélessége

BBl (10)

B, és B, kissé magas értékeket fog adni, mert az energia
meghatdrozasandl elhanyagoltuk a polarizaci6s energiat, amely
onnan szdarmazik, hogy a valenciaelektron polarizadlja az iont,
toviabba elhanyagoltuk még a valenciaelektronok és az ion
elektronjainak kicserélési (Austausch) koélesonhatasat.

Szémitasainkban ezt a médszert hasznaltuk, de mig GomBAs
a kdliumra az empirikus récsdllandé értékénél szamitotta ki a
valenciaelektronok legmélyebb energiasdvjénak szélességét, addig
mi a rubidiumra ezen sdvszélességet mint a rdcsallando fiigg-
vényét hataroztuk meg.

8. A rubidium-fém térgyaldsa.

Az atomi egységekben felirt ScurOpINGER-féle energiakifeje-
z6sb6l indulunk ki, amely, ha ¢ 1-re normalt,

fres o f *Veddr — % an f ¢ A, 11
7 L 4

ahol V jelen esetben a rubidium ion potencidlja, amelyet cél-
szerti a kovetkezé alakban irni:
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(12)

Az els6 tag az ion Couroms-potencidlja, a mésodik az ion nem
CouromB-szeri potencidlja, a harmadik tag a Pauri-elv kovet-
kezménye. .

A 7 és 4y meghatdrozdsara a Hartree-féle tabelldkat *® hasz-

naltuk. Itt a Z, rovat nem mas, mint 27, ebbél y, illetve y— ~:~

egyszerien kiszamithato. A tobbi rovatbol az elektrontéltés,
illetve a sajatfiiggvény négyzete szamithato ki két olyan kon-
centrikus gombfeliilet kozott, amelyeknek kézéppontja a mag-
ban van. A gémbfeliiletek tédvolsdga a mag kozelében igen kiesi,
a magtol tavolabb 15 ay tavolsagtol 0'2ay, ami szintén elég
kicsi. Mi a gombhéj elektron toltését a gombhéj térfogatdval
osztottuk. Ennek a hdnyadosnak a 4m-szerese adja ezen gomb-
héjon beliil a 4y kozépértékét. Az igy kapott 4y értékeket
tekintettitk a valodi értékeknek a gombhéjt hatarold két gomb-
feliilet tavolsaganak felez6pontjaban. Az igy nyert értékeket
grafikusan feltiintettiik s innét 4y barmely »-re leolvashato
volt (dy)* pedig a 4y-bol szamithato.

Mivel ezek a kifejezések nem analitikus fiiggvények, hanem
csak numerikus adatok, azért ezeket szdmitdsainknak megfeleld
analitikus fiiggvényekkel approximaltuk. Legnagyobb szerepe

van a y — —:— — x(dy)* kifejezésnek, melyet a kovetkezé fiigg-
vénnyel approximaltunk

(13)
ahol a # normal6 tényezét abbol a kéovetelménybdl hataroztuk

meg, hogy az egész térre kiterjesztett f hdr a y —% — x(dy =

16 HarrreE, Proc. Roy. Soc. London (4) 151, 103, 1935.
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exakt Hartree-féle fiiggvénnyel szamitott értékkel megegyezzék.

Ebbél a kovetelménybdl :
2 72,2810

e 8n.15 afi
Az 1. abran feltiintettilk az approximalt és a kozelité fiigg-
vény r?-szeresét. Az dbrabol az approximdcio mértéke kitinik.
A h az ion belsejében természetesen csak az exakt fliggvény

(14)

1. abra. Abszcissza: r (an egységekben).

Ordinata: a fiiggvényértékek (c.any egységekben).
kozépértékét adja, ami azonban eredményeinket csak jelenték-
telentil befolyasolja.

A (11) kifejezésre alkalmazzuk a Rirz-féle approximdicios
modszert, amely abban all, hogy az ismeretlen fiiggvényt, jelen
esetben ¢-t, célszerien vilasztott alakban megadjuk és tébb
egyelére ismeretlen paraméterrel karakterizéljuk. Igy az energidt,
mint a felvett paraméterek fiiggvényét kapjuk, ezeket pedig a
minimumkévetelésbél hatdrozzuk meg.

Itt ugy jarunk el, hogy megadunk egy fiiggvényt, amely a
keresettet jol megkozeliti és kevés paramétert tartalmaz. Mi ¢i-t
a kovetkezo altalinos alakban vessziik fel:

n k
i = Die‘““/’_(l o 2 A/i.kr?") ; (15)
k=1

(i=1,2)
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Ugyanis Goumeis a kalium esetén hasonlo sajatfiiggvényt hasz-
ndlva azt taldlta, hogy a mo6dszer mar két paraméterrel jo
kozelitést ad és tovabbi paraméterek felvétele az eredményeket
lényegesen nem befolydsolja.
Elsé kozelitésben a kovetkezé sajatfiiggvényt vezettiik be
u; Vi 3
si=De 5 (1+7:?r) (16)

(i=1,2)
ahol D; normalisi tényezd, p és 7; pedig két parameter, melyek
kozil az egyik az R és a masik parameter fiiggvényeként ki-
fejezhetd, ugyanis ¢, eleget tesz az (1), ¢, pedig a (2) hatdr-
feltételnek és ha r = @ helyettesitést vezetiink be, akkor (1)-bol

KA et ¢, )
( ), —r (

. ar - 9% \ dx )x=yﬁ:

7~ Dlg_flﬁyﬁ [71“ % ( 1 7’11/1—?):! =0,

amib6l

TLpanl . TR (17)
Fa 9’“/‘11/3
vagyis r,, p, és R fiiggvénye, tehat egy dllando H-nél csak egy
fiiggetlen parameteriink van, melyet az energiaminimumbol
hatarozhatunk meg. A D, normalési tényezére a kovetkezd
egyenletet nyerjiik

2 ¥R
J ¢*hnr®dr = 8zD3 | e (1 + pafatde = 1.
0 0
Ha a kovetkezd jelolést vezetjiik be
YR
f e—12(1 4 2)%x%dxr = T,(R, ), (18)
0
akkor
jia : (184)

8xT, (R, 1)) :

¢o-re (2) szerint fenndll

s
o (X)pey g = D,.e72 (1 + ry2)o—yr=0,
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ahonnét

= l/ iR
ennek figyelembevételével Dt ugyanigy kapjuk, mint D,-et,

1
.DQ — __'#__.1— . (20
S T PR )

4. Az energiasdv alsé és felsd szélének meghatérozésa;

Ezek utén attériink az £; energidk kiszamitasara. A rovidség
kedvéért vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

62
o= — [ gt g, @)
1o :
Ex= — 5 €'an f;b{‘dgbidr, (22)
7 p
Wis = — J Jre [ 71— % — x(4 I)%} didr, (23)
T
Ei=Ei,+ Ey + Wig. (24)
(i=1,2)

Az integralok kiterjesztendék az elemi gémbre. A W, .-ben

azonban Kkiterjeszthet6 az egész térre, mivel y — TE és (dy)? az
elemi g6émb killsé részében praktikusan nulla. A szamitisok
ezdltal lényegesen egyszeriisodnek. A (21), (22), (23) energia-
tagokra a kovetkezdket nyerjiik

VR
== } o — ¢sz = — 8nDje? ’ e (| ) ride =
)

= Snl)f T1 (R, w),

ahol
Vi

T,(Rpw) = ’ e #(1 -+ ria,‘)%“da‘,, ; (25)

s 0¢i
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parcialis integralassal és az (1), (2) hatarfeltételek figyelembe-
vételével nyerjik R

£ dF
Hl = 27r52a;1f Sl;z
0

‘9¢i 200,
Pt Sl gl
jelen esetben ¢* = ¢; és az r helyébe az x valtozot vezetjiik
be, akkor r, és 7, (17), illetve (19) alatti értékeinek behelyet-
tesitésével
i
Ey = 7:— Difappir:. J e "% (R—2Y R.x+a?)a*dx =
0
= D?E%lHTg (B, #1)1
ahol
VR
T,(R, p) = 137} [ e =(R—2  Ra+a®)ada;  (26)
0

hasonléan

E:Zk . g‘ Dgaga}l . TQ(R; ,ug)v
ahol
Ty (Bopy) =
Vi iy i (27)
=73 [ e [@+ps VR~ 2 @ tpy V B+ platatda.

0

Wis is egyszertien szédmithaté, ugyanis (13) figyelembevételével
és az aj-t h-ndl az exponensben elhagyva

Wis = dme [ hrgigtdr = 4dnep [ re—1V7 g2dr =
0 0
= 8reDig [ atfe—0+ude(| 4 @) 2dar=8aD}. Ty(R, ),
0

To(R, ) = B [ atSe—10+m0(1 4 1 )dur. (28)
0

D; értékét beirva
By =te® ——————Tl (R, pi)

- 29
Ty (R ) o
G T, (R, p)
o AR
Ey = ay 39T (R u) ToR, 1) (30)
Wes == Ty (R, ) (31)

To(R, )
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AT,T,T, T, integrilando kifejezések kiszamitasdrol aldbb
lesz sz6. Az egyes energia-tagokat =*/ay egységekben kapjuk.
A (24), (29), (30) és (31)-bél lathaté, hogy K; R-nek és p-nek a
fiiggvénye. Az L; energiaértékeket harmely R-re a Rirz-féle
approximdcios eljards értelmében a minimum-koveteléshol,
vagyis a

(32)

egyenletb6l kapjuk. Az E; minimumainak és a hozzatartozo
pi-nek ily modon torténé meghatarozdsa azonban igen nagy
matematikai nehézségekbe iitkozne. Azért mi e helyett egy
grafikus eljarast valasztottunk. Egy meghatarozott R-re kiszami-
tottuk Ki-t mint a p fiiggvényét és ezen értékeket grafikusan
feltintettik és az abrabol az E; minimumat és a hozzatartozo
v értéket leolvastuk.
A numerikus szamitds keresztiilvitele céljabol vezessiik be

a kovetkezé jeloléseket

i

I(R, p) = ’ &40 pha,
0

Kol = f e NEME i
0

ezen integralokkal kifejezéseink a kovetkezék lesznek :

To(B, ) = I, + 21,1, + i, (34

T\ (B, w) =1, + 201, + 1iL, (35)

To(R, p) = piri (Rl — 2V RI, + I), (36)

To(R, o) =73[2 + po V R L— 20,2 + po V RV I, + p21),  (37)

Ts(R, ) = B(K,; + 2riK,, + riK,,). (38)
(i=1,2)

Az I, kiszamitasdra vezessiik be a kovetkezé helyettesitost

pr =1y,
akkor

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVJ. 7
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ahol i
a=pVR;

tehat a kévetkezé integralt kell meghatdroznunk:

Gy = } eY.yr.dy,
(n=5,4,5.6,7)
amit a kovetkezé rekurzidés formuldval lehet kiszamitani
G,= —e¢%.a"}n Gy_i. (39)

A szamitdsok egyszertiek, csak nagy pontossdggal kell keresztiil-
vinni, kiilénosen kis értékeknél, mert kis hiba a kezd6értékben
a rekurzios formula hétszeri alkalmazésédval megsokszorosodik.
A szamitast hétjegyli logaritmus-tablaval végeztiik el, tgyhogy
a G értékek 5 jegyig pontosak.

A K, integrialok meghatdrozisa egyszertubb. Itt 10 4 p =y
helyettesitéssel kapjuk:

ik 1 j'e_y g n! ;
nsE (10+H)n+1 5 YAy = (10+[.t)"+1

Az eddigi targyaldsaink véges R-re vonatkoztak. Ha R-el &t-
megyiink R — co-re, akkor az ionizéciés energia is kiszdmit-
hato, amit ﬁg'yanigy kapunk a Rirz-féle approximdicios mod-
szerrel a ScuropineEr-féle egyenletbdl, mint a valenciaelektron
legalsd energiasavjdanak also és fels6 szélét. Mivel a szabad
atomnal a sav két széle Osszeesik, azért itt csak egy sajatfiigg-
vényiink van:
¢ = D% (W 47 V7

a hatarfeltétel a kovetkezd
¢(7')r=0 e 07

ahol p és 7 egymastol fiiggetlen parameterek, mert az expo-
nencialis tényez6 miatt ¢ a végtelenbe eltinik.

Az igy vazolt modon kiillonbézé R értékekhez tartozo K, és
Lk, értékeket meghataroztuk, ezeket a (9) szerint z,, illetve 7,
értékeivel korrigaltuk és igy kaptuk meg (10) szerint az energia-
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siav also és felsé szélét B, és B,-t, valamint az ionizdcios
energiat, [-t.

A meglehetésen terjedelmes szamitdst nem ko6zoljik teljes
részletességgel, hanem csak a végeredményeket adjuk meg.
A részletekre valo tajékoztatisul pedig kozoljiikk az also és a
fels6 hataron egy-egy [i-re vonatkozo adatainkat.

Az 1. és 2. tabella tartalmazza az R = 6ay helyen a siv
also és felsod széléhez tartozo K., Ky, és Wis értékeket és ezek
Osszegét K.

I. Tablazat.

u 0 —0,81650 | —1,03483 | —1,22474 | —1,55294
Eic | —0,25000 | —0,24432 | 024248 | —0,23997 | —0,23383
Eik 0,00000 0,00009 0,00035 0,00059 0,00124
Wis || 0,07980 0,07326 0,07065 0,06886 0,06213
E, | —0,17020 | —0,17097 0,17148 | 017111 | —0,17046

II. Tablazat.

7
“ { 0,40825 0 —0,51741 | —1,03483
Eac —0.46774 —0,46677 | —0,44929 | —0,38358
Eox 0,14515 0,14583 0,14535 0,14706
Was 0,33662 0,32544 0,30146 0,24403
E, 0,01360 0,00460 | —0,00248 0,00752

Ezen értékekbél grafikus interpoldcioval kapjuk, hogy £, (6, 1)

minimuma p = — 1,05-nél van és pedig
0 = E,(6, — 1,05) = — 0, 1715¢¥az.
Az E,(6, ) minimuma p = — 0,45-nél van:

E, = E,(6, — 0,45) — — 0,0028 ¢%/az.
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A szamitast ily modon R = 4dag-t6l R = 10ag-ig tobb R érték-
nél elvégezve, Ki-ket ugyancsak grafikus interpolacioval kaptuk,
melyeket 7; értékeivel korrigalva a Bi-ket nyertiik. Az eredménye-
ket a 3-ik tablazatban tiintettiik fel:

IIl. Tablazat.

: 4 5 5.4 6 8 10
B, —0,1725 | —0,1930 | —0,1906 | —0,1830 | —0,1560 | —0,1342
B, A 0.0010 | —0,0188 | —0,0523 | —0,1181 | —0,1179
B o 0,192 0,718 | 0,307 | '0,0429 | 0,0163

az R = 4ag-hoz tartozo6 B, értéket nem tiintettiik fel, mert a
sav felsé szélére ilyen kis R-nél a modszer nem megbizhato.
Az ionizdcios energidra I-re a kovetkez6é energiatermeket
kaptuk :
E,=—0,24855e%an; Ep=0,03203¢%an; Ws=0,11253¢%ax;
I=FE,+ E;,+ Wg= —0,10399¢%/ag ;
=292,
i 2l
A sdv also és felsé szélének menetét a 2-ik dbran tiintettiik fel.
Az fionizdcios energidra, ha ¢-t még tovabbi kozelitésben
adnank meg, kissé mélyebb értékeket kapnank. Tovabbi kozeli-
tés végigszamitasa helyett célszerti ¢-t olymdédon megvdlasztani,
hogy az a valodi sajatfiiggvényt jobban megkézelitse.
GomBAs az alkaliatomok ionizécios energidjanak a szamitdsdra
a kovetkez6 sajatfiiggvénybdl indul ki:*?

¢ =D.rt.e >
és rubidium esetében (n =4) a kovetkezé értéket kapja
[= —0,1215%ay. (44:)

17 GomB4s, Ann. d. Phys. 35, 65. 1939.
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Ismeretes, hogy a rdcsenergiat a valenciaelektronok legalsd
energiasavjanak als6 széléb6l tgy kapjuk, hogy hozzdadjuk
a valenciaelektronok Fermi-féle nullapontenergidjat, amely a
kovetkezo :

_ﬁ( 3 )2 2.9 ( R
Urmeiog fmeon 47:38)’
ahonnan
1,1049 :
Up = —5— (#5)

Az Up-et és a rdcsenergiat a B, + Upr = U a 4-ik tablazatban

tiintettik fel.
1V. Tablazat.

R 5 5,2 5,4 5,6 5,8 6

Ur 0,04420 | 0,04086 | 0,03789| 0,03523| 0,03284 0,03069
B, —0,1930 | —0,19240 | —0,1906 |—0,18810| —0,18550| —0,1830

U —0,1488 | —0,15154 | —0,15271 | —0,15287 | —0,15266 | —0,15231

3. abra. Abszeissza: r (an egységekben).
. ) g
Ordinata: U (an egységekhen).
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A racsenergiat a 3-ik dbran rajzoltuk fel, melybdl grafikus inter-
polaciéval nyertiik, hogy a stabilis egyenstlyi dllapotnak meg-
felel6é racsenergia

U,= — 0,15288¢%/an, (46)

a racsallandé pedig
R, = 5,58az. 47)

A sajitfiiggvényt a stabil egyensulyi dllapotban az R, és pg-al

adhatjuk meg. A p,-t szintén grafikus interpoldcioval hatéroz- -

o
tuk meg: p,= — 1,16 VEI,T,,

n

$o(Bo, o) = Doe— ;1‘(1 + 7%
ahol Dyt a (18a), 7.t pedig a (17)-bol nyerjiik. Az elektron-
striuség (9a) szerint, ha « helyett /-t irunk,

0o =DV (1 + 1, ¥/ 1), 48)

ennek a fiiggvénynek a menetét a 4. dbra tiinteti fel. Az dbra--

bél lathato, hogy az elektronstiriiség a legals6 sdv szélén a

4. abra. Abszcissza : 1'* (an egységekben).
; 1
Ordinata: % (Tz_g_ egységekben).
stabil egyenstlyi helyzetben a konstans eloszldst jol megkdzeliti.
Az ion belsejében R ~ 2ay-ig a sajatfiggvénynek 4 csomo-
pontot kellene felmutatni, a mi esetiinkben azonban egyet se
mutat fel. Ez a statisztikai targyalds kovetkezménye, ami ered-

ményeink szempontjabol lényegtelen.
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A szublimdeios hét, S-et a rdcsenergiabdl és az ionizdcids
energiabol a kovetkezé moédon nyerjik

S =|U,| —|1|=0,03138 */az. (49)

6. Eredményeinknek a tapasztalattal valé osszehasonlitdsa.

A fentebb nyert eredményekbdl a tapasztalattal a kovetke-
z6ket hasonlitottuk Ossze:

Jelen munka Kisérleti
l eredményei eredmények
R, A egységekben.. . . __ 2,97 2,81 6%
U, eV « o 4,14 5,24 21%
L% « s 3,24 4,16 21 %
Ste « BT o e 0,85 1,08 . 21%

Az utolsé oszlopban van feltiintetve, hogy a szdmitott adatok
a kisérleti értékekt6l hény %-kal térnek el.

U, és I abszolut értéke kisebb, mint a megfelelé tapaszta-
lati érték, aminek az oka — mint emlitettiik — az, hogy U
és I szamitisindl elhanyagoltuk a poldrossdgi energiat, amely
onnan szérmazik, hogy a valenciaelektron polarizalja az iont.
Elhanyagoltuk még a valenciaelektronnak az ion elektronjaival
valo kicserélési (Austausch) energidjat. Ha ezeket az energidkat
is figyelembe vennénk, a tapasztalattal valo egyezés lényegesen
javulna. Ugyanis U, és [ abszolit értéke nagyobbodna és R,
kisebbedne.

S aranylag jol egyezik a tapasztalati értékkel, mert mint U,
és I kiilonbsége adodik, melynek kovetkeztében az U-ndl és
I-nél toértént elhanyagoldsok, mivel egyenlé nagységrendiiek,
kevésbbé befolyasoljak S értékét.

Jelen munka a kir. magyar Pizmény Péter tudomanyegyetem
elméleti fizikai intézetében késziilt. Az intézet igazgatdjénak,
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dr. Ortvay RupoLr egyetemi nyilv. r. tanar trnak ezuton is
halasan koszonom, hogy munkamat allandoan figyelemmel
kisérte és elkészitését lehetové tette. Dr. Gomsis PAL egyetemi
magantanar Urnak allando tamogatasaért és értékes uthaigazi-

tasdaért mondok halas koészonetet.
Péter Gyula.

UBER DAS ENERGIESPEKTRUM DES METALLISCHEN
RUBIDIUMS.

In dieser Arbeit wurde das tiefste Energicband der Valenzelektronen
des metallischen Rb, als Funktion des Gitterabstandes, bestimmt.

Die Elementarzelle haben wir dabei, analog zu Wiener und Seirz, mit
einer Kugel vom gleichen Volumen approximiert. Statt der exakten Losung
der ScaropinGeEr-Gleichung, wurde zur Bestimmung des unteren und obe-
ren Bandes eine Methode von GomeAs benutzt, welche auf der Variations-
methode beruht und in welcher die Besetzungsvorschrift fiir das Valenz-
elektron niherungsweise dadurch beriicksichtigt wurde, dass wir in
dem Scrrépiveerschen Energieausdruck statt dem elektrostatischen
Potential y, das Potential V(vgl. Gl. (12)) einsetzten. Fiir das Potential
V hat man den tiefsten Energiezustand zu bestimmen, welchen man
mit dem Rrrzschen Approximationsverfahren beliebig annéhern kann.
Hierzu macht man fiir die Eigenfunktion des unteren Bandrandes ¢,
und oberen Bandrandes ¢, Ansiitze, welche den Randbedingungen
[vgl. GI (1) und (2)] geniigen und welche unbestimmte Parameter
enthalten, die aus der Minimumsforderung des ScrrRODINGERschen
Energieausdruckes bestimmt werden. Die Energie des unteren und
oberen Bandrandes erhilt man, wenn man zu der ScHRODINGERschen
Energie des Valenzelektrons noch eine Korrektionsenergie (7;) hinzu-
addiert.

Die Energiebandbreite als Funktion des Radius der Elementarkugel
zeigt Figur 2. Mit dem wunteren Rand des Energiebandes konnte
auch die Gitterenergie U und mit dieser der Gitterabstand R (Radius
der Elementarkugel) bestimmt werden. Fiir unendlich grosse Gitter-
abstinde gibt der untere Bandrand die loniesierungsenergie I des freien
Atoms, mit der man die Sublimationswirme S aus dem Zusammenhang
S=|U|—|1]| erhlt. :

Die Resultate sind folgende :
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Tabelle 1.
Best}ltate der Experimentelle
vorliegenden Rt
Arbeit
Gitterkonstante :
in A Einheiten _ _ __ 2,97 2,81 6%
Gitterenergie
in e-Volt Einheiten __ 4,14 5,24 21 %
Tonisationsenergie l
in e-Volt Einheiten... _ || 3,29 4,16 21%
Sublimationswirme \
in e-Volt Einheiten _. ’ 0,85 1,08 21%

In der letzten Spalte stehen die Abweichungen der theoretischen Werte
von den experimentellen Resultaten. Die berechneten Werte sind zu
klein, da wir die Polarisation des Atomrumpfes durch das Valenzelektron
und den Austauscheffekt des Valenzelektrons mit dem Rumpfelektronen
vernachlissigt haben.

Gy. Péter



TARSULATI ELET.

Az 1939. évi junius 10-én tartott XLIV. kozgytlés.

A kozgytilést Rapos Guszriv elndk az aldbbi beszéddel nyitotta meg.

Szeretettel tidvozolvén az itt megjelent tagldrsainkat és f.
vendégeinket, az 1938/39. tarsulati évre es6é utolso gytlésiinket
ezennel megnyitom.

Legyen szabad hinntink, hogy megjelenésiikkel azzal a torek-
vésiinkkel valo egytittérzésitknek ohajtottak kifejezést adni, hogy
azoknak a tudomdanyoknak 6nzetlen és buzgdé muvelésével mi-
kédjiink kozre hazank mivelédésének felviragoztatdsédn, melye-
ket Tarsulatunk halhatatlan alapitoja, br. EoTvios Lorinp zdsz-
lonkra irt. Torhetetlen az a meggy6zédésiink, hogy magas szin-
tagju kultira a honvédelem legerésebb fegyvere.

Az idei tarsulati év folyaman két izben is alkalmunk volt
térténeti fontossdgli napokat dtélni. Allamférfiainknak bélese-
sége, honpolgarainknak dldozatkészsége és honvédeink katonai
derekassdga lehet6vé tették, hogy madsfél millio rabigdban seny-
ved6 magyar testvérrél lehullhattak azok a bilincsek, melyeket
Trianonban gaz kezek szamukra kovécsoltak és hogy hazink
teriilete 22,000 négyszog-kilométerrel gyarapodhatott. Hazank-
nak a trianoni gonoszsag folytan tortént igazsdgtalan és kegyet-
len megesonkitdsdn érzett banatunk hisz éven at sotétséggel
boritotta kedélyvilagunkat. Ezt a sotétséget szinte varatlanul
reménysugdrral torték it az dszi és tavaszi események, meg-
er6sitvén benniink a hitet, hogy a varvavart jobb kor hajnal-
hasadasaig eljutottunk.

Az orszagos Oorombdél Tarsulatunk is kivette a maga részét,
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halatelt szivvel siirgonnyel idvézolvén a honmenté és hon-
gyarapité kormanyzo trunk Oféméltosigat és akaratat végre-
hajto minisztereit a Felvidék tetemes részének szerencsés vissza-
csatolasa alkalmabol.

E helyen emlékezem meg Szaé GAor kivald pénztirnokunk
hazafias intézkedésérdl, amellyel a visszacsatolt teriileteken 1év6
Osszes kozépiskoldknak folyoiratunknak egy-egy kotetét meg-
killdotte. Az intézetek igazgatoi ezt az ajandékot meleg haldval
fogadtak.

Noha a Felvidék megszillisa mozgositissal jart és a koéz-
monddas szerint «inter arma silent musae», tdrsulati életiink
zokkenés nélkiil folyt a rendes mederben.

Szép eredménnyel folytak le az idei tarsulati év elején tar-
tott tanuloversenyek. Az ifjusdgnak e versenyeken valo élénk
részvétele és dolgozataiknak kivalosaga élénken tesz tanusdgot
ennek az intézménynek serkent6 és daldasos hatdsdrol.

Rendes el6ado iiléseinken az idén is vendégiil tisztelhettiink
néhany kivalo kilfoldi kutatét. W. SierpiNskr a Varséi Tud.
Akadémia elnoke, a halmazelméletnek jelenleg legkivalobb
miveldje, Nevmany JAnos, a princetoni kutatd intézetnek tandra,
a kivalo fizikus és matematikus, és P. Deeve Nobel-dijas

- fizikus, a berlin-dahlemi @j Kaiser Wilhelm Institut fiir Physik

igazgatoja legtijabb kutatdsaiknak nagyértéki eredményeit voltak
szivesek veliink megismertetni. Hogy ilyen elsérangt tudosok
évrél-évre latogatisukkal megtisztelnek benniinket, érvendetes
jele annak, hogy a magyar kulturtérekvések a kiilfoldon is
reank nézve hizelgé méltatisban részesiilnek.

Az orszig megesonkitasa Tarsulatunknak is megrontotta
anyagi helyzetét annyira, hogy a taglétszam apaddsa folytdn
megesokkent tagdijakbol egyediil lehetetlen volna folyéiratunk
kiadasa. Hogy ez egyiltalaban lehetséges, azt a magyar Tud.
Akadémia és a vallis- és kozoktatdsiigyi minisztérium hathatos
tdmogatisdnak koészonhetjiik. Fogadjak e tudomanyment6 segé-
lyekért meleg halink kifejezését.

Kotelességet mulasztanék, ha CsiszAr Eremer t. tagtdrsunk-
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nak halds elismerésiinket ki nem fejezném azért az odaado
buzgosdgért, amellyel hosszli éveken dat lelkiismeretességgel és
kitliné hozzaértéssel valasztményunk egyik jegyzoi tisztjét ellitta.
E tisztrél a péesi egyetem fizikai tanszékére valo kineveztetése
folytan nagy sajndlatunkra kénytelen volt lemondani. Jokivan-
sdagaink kisérik 6t 10j hivatisi korébe, amelyben neki lelkiink
mélyéb6l minél szebb sikereket kivanunk.

Mélységes sajnalattal jelentem be SzaBd GABOR nagyérdemiu
pénztarnokunknak véaratlan lemondéasat. Egy fontos paedagogiai
meghizatdsa folytin az évnek egy részét vidéken tolteni lévén
kénytelen, a pénztarnoki tiszttel jaro teenddket nem végezhetné
azzal a pontossaggal, amelyet neki lelkiismerete diktal.

Tarsulatunk csak nehezen fogja nélkiilézhetni az 6 megfon-
tolt és mindenkor célravezets tandcsait, melyekkel {tigyeinket
oly hathatosan elémozditotta és nem fogja feledni soha azokat
a halara kotelezé nagy szolgalatokat, amelyekkel neki sikeriilt
Térsulatunk pénziigyeit vilsagos idében rendezni.

Amidén téle most fajdalmas érzéssel bucstizunk, kérjiik, hogy
legyen meggyézédve arrol, hogy halank, tiszteletiink és szere-
tetiink kisérik 6t is Gj munkakdérébe, amelyhez neki szerencsés
sikereket kivinunk.

Most pedig, hogy hazénk sorsa jobbra kezd fordulni, foly-
tassuk friss kedvvel és teljes odaaddssal a haza mitvel6dését
szolgdlo munkdankat. Azzal a kivansdggal, hogy e torekvéseinket
siker korondzza, nyitom meg az 1939. évi kozgyulésiinket.

Az elnoki megnyité utdn Koéne Dines titkar olvasta fel az itt kovet-
kezé titkdri jelentést.

«T4rsulatunk az elmult tdrsulati évben — a mai iiléseket bele-
szdmitva — 12 eléadd, 4 vélasztmdnyi és egy kozgyilést tartott. Az eld-
adék szdma 13; az elbaddsok koziil 7 matematikai, 6 pedig fizikai
tdrgyu volt. Az eldaddk és eldaddsok részletes jegyzékét a titkdri jelentés
melléklete tartalmazza.

A tanuldversenyek eredményét illetéen utalunk Lapunk utolsé szdm4-
ban megjelent részletes beszdmoléra. A versenyek eredményérdl szokds

szerint  értesitettitk a m. kir. vallis- és kozoktatdsiigyli miniszter urat ;
a nyertesek volt tandrainak és iskoldinak pedig iidvizl6 sorokat kiildtiink.
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Haildsan jelentjiikk, hogy a M. Tud. Akadémia az elmult évben is
1000 P, a Vallds- és Kozokt. Minisztérium 500 P segéllyel tdmogatta
a Térsulatot lapjdnak kiaddsiban. A minisztérium tovibbd ezidén is
megrendelte a Matematikai és Fizikai Lapokat, és pedig 78 kozépiskola
szdmdra. Orémmel jelenthetjiik, hogy ezek kozt helyet foglalnak immér
Kassa, Léva, Losonc, Ipolysdg, Rozsny6, Rimaszombal, Ungvar, Munkdcs,
Beregszdsz, Ersekijvar, Nagysuriny, Dunaszerdahely és Szenc gimni-
ziumai is. A Tdrsulat vdlasztmdnya mdr elézetesen elhatdrozta, hogy a
visszatért felvidéki kozépiskoldknak a Matematikai és Fizikai Lapok
utols6 (45.) évfolyamdt ajandékképpen megkiildi.

Az American Mathematical Society meghivta Térsulatunkat fél-
szdzados jubileumdra New Yorkba; mi iidvizldirattat vdlaszoltunk, mely
teljes szovegében megjelent a Bulletin of the American Mathematical
Society-ban. :

Lapunk 45. évfolyama 13'/2 ivnyi terjedelemben megjelent; a 46.
kétet janudr-juniusi széma sajté alatt van és koriilbeliil 8 fvnyi terje-
delemben hamarosan megjelenik. X

Cserefolydirataink szdma az elmilt évben nem véltozott.

Végiil szomorodott szivvel kell megemlékezniink Eper Jézser, Oszraczry
SziLARD és Sopkiz SANDOR tagtdrsaink elhunytdrcly.

SzaBo GAsor pénztdrosi jelentésébdl a zdrszdmaddst és vagyonmérle-
get aldbb kozoljikk. A kozgytlés megadta a felmentvényt a pénz-
tarosnak.

A tisztikar meghizatdsa lejdrvdn, a kozgyllés — egyhangilag el-
fogadva a vdlasztmdny javaslatdt — a kovetkezs tisztikart vilasztotta
meg :

Elnék : Rapos Guszriv.

Alelniksk : Taner Kirory és Frifr Lipdr.

Titkdrok : PoeAny Bira és Kénie DEnEs.

Jegyzok : Sztics Aporr és Horrmany ERNG.

Pénztdros : JeLirar JOzser.

A lelépé vdlasztmdnyi tagokat, FAraco Axpor, Mikora SANDOR, Orrvay
Ruporr, Riesz Fricyes, RyBAr IstviAN, Srtacu6 Tisor tagtdrsainkat a Koz-
gyilés 1jbdl vdlasztmdnyi tagokkd vélasztotta. A szdmvizsgdlé-bizottsigha
(melynek a Vilasztmdny részérél Faracd Awspor és SracHO Tisor lettek

tagjai) a kozgy(lilés maga részérol Goupziner Karonvt és Renner Jinost
kiildte ki.




1938. évi zarszamadas.

Bevétel :
1. Maradvény az 1937. évrol: Pengs
@) rkézipénztarban ook Sl s ps Y S 5516 P
b) postatakarékpénztarban _ _ . _ .. — — 130549 « 380855
¢) a Magyar Leszdmitol6 és Pénzvilté Bankban 1427-90 «
diRaroly-Irén-alap s - -0 oi wisti ot i im iR oy 1020-— «
IR T Gl SR i e MR -t~ e ol S Al 4 B
e plsfzatésizafiak f Sy T o e B S L RN 185-—
4. A Magyar Tudoményos Akadémia segélye . . . — — . 1000-—
b, Adomdnyoks s e o e e 30—
o Kamnatok e TR SRS e S e TR e R S 67-19
AT (o] RIS S S el e SR S 79-37
Osszesen : 6684-11
Kiadas: Pengé
1*ENyomda' €slexpedieibn e S ainw T oo ts S St e 7 3480—
AUl DY eTSBIY AR ok st e s ST Lo ey S i 190-—
3. Kezelési koltségek és a Tud. Tdrs. és Int. Orsz. Szovetsége
Dijkezeléségének jutaléka . .. _ _ _ o o o oo 105-88
4. Koénig-plakett . . _ . — — SRR AR SR 30 mpd s it s T
Reiitkdrttdptaletdiys - coor 20 sl Sel il e i s s T 200- —
(AT A e SR G o PR L eI L e 284-11
7. Maradvany : -
a) kézipénztdrban . __ _ _ _ _ _ il s S aTOA B
b) postatakarékpénztirban _ _ _ _ _ _ _ 78576 « 991919
¢) Magyar Leszdmitol6 és Pénzy. Bankban (fsz.) 334— «
d) KdrolyaIrén-alap oo 0 s 5 0 £ 1020t
Osszesen: 668411
Vagyonmeérleg.
Yagron: Korona Pengéd

. Koronaértékpapirosok (Magy. Lesz. és Pénzv. Bank

Letétkimutatdsa, a Pesti Hazai Els6é Takarékpénztdr
Egyesiilet takarékkonyve és a Magy. Kir. Allam-

pénztar Fizetési Konyve szerint) . . . _ _ _ -29,008-—
2. Pénzkészlet :
a)kézipenztirbanc. ol coc oo T30 P
b) postatakarékpénztirban _ _ . 78576 « I 991912
c)a Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban 334 — « g
d) Kéroly Irén-alap . . . . . 1020-— « ’
3. Tag- és elofizetési dij-hdtralék . . . _ . . _ 200-—
dsiNyomtatvanyok s Av Trr s - el S e 100-—

Osszesen : 29,008 — 2512-12
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Teherx
Korona Pengd
15 Nyorndat - tablozis i ioee i o 2 B vs S e S 19-65
eboverlep i B o al e i e e S LR 29,008 — 2492-47

Budapest, 1939. janudr hé 30-dn.
Szabé Gabor s. k.
pénztaros.

Megvizsgdltuk és rendben lévonek taldltuk.
Budapest, 1939. dprilis hé 27-én.

Farac6 Anpor s. k., Dr. Gorpzmer Kirory s. k., Dr. Rexner JAnos s. k.,
Dr. Staca6 TiBor s. k.

Eléadasok:

1938 okt. 13. NeuMANN Jinos (Princeton) : A sajdtérték fogalménak
kiterjesztésérol.

1938 mov. 17. A tanuléversenyek eredményének kihirdetése. —
Veress PAL: Sikra nem rajzolhaté grdfokrdl.

1938 dec. 1. Szatay Sinpor: Két atommag-reakeié rezonancia-jelen-
ségeinek vizsgdlata.

1938 dec. 15. TurAn PAiL: Konvex fiiggvények Fourier-sordrdl.

1939 jan. 19. Kovics Istvin: Perturbdcick a molekuldk szinképein.

1939 febr. 9. Arexirs GySray: A torzié fogalma metrikus terekben.

1939 febr. 23. Tomka PAL: NaCl-pasztilldk elekiromos vezetése. —
Gyurar ZourAn: Néhdny szo festékfoszforok gerjesztésérdl.

1939 mare. 9. Tanyt Mikros: Lagrange-féle rezolvensek szorzata.

1939 mdrc. 30. Bup6 Acosrox : A molekuldk alakjanak és szerkeze-
tének befolydsa a dielektromos relaxdcidra.

1939 dpr. 20. EcervAry JENG : A hurnégyszog térbeli analogonjdrdl.

1939 jun. 1. P.Desye (Berlin-Dahlem) : Interferometrische Messungen
von Atomabstinden in freien Molekiilen.

1939 jun. 10. KeréksArto BEra : Topologikus leképezések és folytonos

csoportok.
x

Valasztmanyi dilésels voltak : 1938 nov. 17, 1939 febr. 23, madre. 30
és jun. 10.
Az 1939. évi XLIV. rendes kozgyiilés volt: 1939 jun. 10.



Kimutatas

az 1938. évi november ho 1-t6l 1939. évi médrcius hé 31-ig befolyt
osszegekrol.

1. Tagdijak.

1932-re; Egervary Jeno (8), Veress Pal (8). Osszesen: 16 P.

1933-ra: Bay Zoltin (6), Rybar Istvin (4), Veress P4l (8). Ossze-
sen 18 P.

1934-re : Bay Zoltin (6), Rybdr Istvin (8), Ujj Gyula (2). Ossze-
sen 16 P.

1935-re : Bay Zoltdn (6), Csada Imre (6), Detre Ldszlo (4), Fekete
Jené (8), Hancsék Kdlmdn (6), Lajta Erné (4), Riesz Frigyes (6),
Rybdr Istvin (8), Schwartz llona (6). Osszesen 54 P.

1936-ra: Bay Zoltin (6), Bresztovszky Béla (8), Csada Imre (6),
Czukor Kdroly (6), Detre Liszl6 (8), Fekete Jeno (8), Girsik Géza
(6), Hanesck Kdlman (6), Kolozsvary Béla (8), Milakovszky Ldszl6 (4),
Sz. Nagy Gyula (6), Riesz Frigyes (6), Rybér Istvan (8), Scholc Pal
(4), Schwartz Ilona (4), Seres Ivin (7), Skopdl Istvin (8), Steiner
Lajos (6), Szelidnszky Ferenc (3), Wigner Jen (8). Osszesen 126 P.

1937-re ; Bay Zoltin (8), Bresztovszky Béla (8), Breuer Jézsef (4),
Brédy Tmre (8), Csapldr Konrdd (4), Fekete Jené (8), Jakab Gyorgyné
(4), Kolozsviry Béla (8), ifj. Kovesligethy Radd (8), Kronberger Ede (2),
Luckhaub Gyula (8), Milakovszky Ldszlé (6), Sz. Nagy Gyula (4),
Neumann Erzsébet (8), Patai Ldszl6 (2), Péter Rozsa (8), Riesz Frigyes
(6), Réna Zsigmond (8), Rybdr Istvan (8), Sc¢himanek Emil (8), Scholc
P4l (8), Sebék Emdnuel (6), Seres Ivdn (8), Sés Erné (8), Steiner
Lajos (6), Theisz Edéné (6), Vince Istvan (7), Wigner Jens (8),
Ziginy Ferenc (8). Osszesen 193 P.

1938-ra : Albert Anna (8), Bay Zoltdn (8), Beke Mané (8), Bertrim
Bruné (6), Blau Armin (6), Blau Gyorgyné (8), Bolla Gydrgyné (8).
Breuer Jozsef (6), Breszlauer Arturné (4), Bresztovszky Béla (8), Brédy
Imre (8), Bugarszky Istvdn (8), Bukovszky Ferencz (6), Csaplir Kon-
réd (6), Cholnoky Jend (8), Dér Zoltan (6), Fejes Ldszl6 (8), Fekete
Jend (R), Fraunhoffer Lajos (8), Goldziher Kdroly (8), Gréh Gyula (8),
Haldsz Erné (8), Heuer Ede (8), Horvay Béla (8), Jdéky Jozsef (8),
id. Jurdnyi Henrik (8), Kerékjirto Béla (8), Kilcer Gyula (8), Krbek
Ferenc (8), Kronberger Ede (4), Lassovszky Karoly (8), Lengyel Béla

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 8



114 KIMUTATAS.

(Worcester) (8), Léky Béla (6), Luckhaub Gyula (8), Marcell Gyorgy (8),
Marcthi Ferenc (8), Misdngyi Vilmos (8), Mischung Ilona (6), Nagy
Ferenc (8), Neubauer Konstantin (8), Neumann Erzsébet (2), Oltay
Kdroly (8), Riesz Frigyes (6), Rona Zsigmond (8), Rybdr Istvdn (8),
Schaller Méatyds (6), Schay Géza (8), Schimanek Emil (8), Schole
Pil (8), Sebék Emdnuel (6), Seres Ivdn (8), Sépkéz Sandor (8), Steiner
Lajos (3), Szabé Miklésné (4), Szdsz Pdl (8), Szekeres Kdlmdn (8),
Székely Kdroly (6), Tardos Vida (6), Téth Géza (5), Turdn Pil (8),
Wigner Jen6 (8), Ziginy Ferenc (4). Osszesen 360 P.

1939-re : Balyl Karoly (6), Barta Jozsef (8), Bauer Mihdly (8), Bin
Lajos (6), Breuer Jozsef (2), Bukovszky Ferenc (6), Csaplir Konrdd (2),
Cseh Elekné (8), Egyed Ldszl6 (4), Endrédy Vendel (8), Erdds Pdl (8),
Eréd Janos (8), Farkas Dénes (6), Fenyo Istvdn (8), Gyulai Zoltdn (2),
Haldsz Erné (8), Hausbrunner Vilmos (8), Holenda Barnabds (6), Huhn
Péter (6), Ispdnovits Alajos (6), Jelitai Jozsef (8), Klug Lipét (8),
Kovessi Ferene (8), Krbek Ferenc (8), Kuzaila Péter (6), Lengyel
Béla (Worcester) (8), Loky Béla (6), Mischung Ilona (6), Nyédry Béla (6),
Oltay Kéroly (8), Ortvay Rudolf (8), PPogdny Béla (8), Rados Gusztiv
(8), Rados Ignde (8), Renner Jénos (8), Romsauer Lajos (8), Ruecsinszky
Lajos (8), Schaller Mdtyds (6), Surdnyi Janos (6), Szabo Gabor (8),
Szab6é Miklosné (2), Széky Istvan (6), Széke Béla (8), Tangl Kéroly (8),
Tihanyi Miklés (6), Torok Elemér (6). Osszesen 308 P.

1940-re : Erdés Pdl (2), Gyulai Zoltin (6), Oltay Kéroly (2).
Osszesen 10 P.

2. Eldiizetési dijak.

1938-ra : Ag. h. ev. gimn., Békésesaba 2 P.

1989-re : Ag. h. ev. gimn., Békéscsaba (6), Csillagvizsgdlé Intézet
Budapest, Svibhegy (8), Kalazantinum, Budapest (8), Bernardinum, Buda-
pest (8), Norbertinum, Budapest (8), Miiegyetemi 1. Math. Gyiijtemény,
Budapest (8), Miegy. Kémiai-Fizikai Tanszék, Budapest (8), Pesti Izr.
Hitkozs. gimndziuma, Budapest (8), Ref. gimn., Kisujszdllds (6), Ref.
gimn., Miskolc (2), Szt. Benedekrend Kozp. Konyvtir, Pannonhalma (6),
Zrinyi M. redlisk. neveldint., Pées (6), Bdnya-, Erds- és Kohémérniki
Kar, Sopron (6). [88 P]. Tovabba a Vallas- és Kizokt. Minisztérium
eldfizetése a  kovethezd kozépiskoldlk tandri konyvtarai szamdara :
Balassa B. gimn., Balassagyarmat, Lordntfy Zs. lednygimn., Békéscsaba,
Verboczy J. gimn., Bp., Mdtyds-kirdly gimn., Bp., Toldy F. gimn., Bp.,
Arpdd gimn., Bp., Berzsenyi D. gimu., Bp., Bolyai gimn., Bp., Kélcsey F.
gimn., Bp., Kemény Zs. gimn., Bp., Miria Terézia lednygimn., Bp.,
Maddch J. gimn., Bp., Kozépisk. Tandrképzo Int. Gyak. Gimn., Bp.,



KIMUTATAS. 115

Zrinyi M. gimn., Bp., Fiy A. gimn., Bp., Széchenyi I. gimn., Bp.,
Szt. Ldszlé gimn., Bp., Szt. Istvén gimn., Bp., Erzsébet Noisk. ledny-
gimn., Bp., Kossuth gimn., Cegléd, Szt. Imre gimn., Csongrdd, Kozépisk.
Tandrképzo Int. Gyak. gimn., Debrecen, Fazekas M. gimn., Debrecen,
Dobé I. gimn., Eger, Kohdry I. gimn., Gy6ngyds, Révay M. gimn., Gyér,
gr. Apponyi A. lednygimn., Gyoér, gr. Klebelsherg K. gimn., Hatvan,
Jézsef Nddor gimn., Jdszberény, Somssich P. gimn., Kaposvir, Katona J.
gimn., Kecskemét, Dedk F. gimn., Kispest, Bessenyei Gy. gimn., Kis-
viarda, Csandd vezér gimn., Maké, Teleki Blanka lednygimn., Mezétur,
Hunfalvy J. gimn., Miskole, Szabolcs vezér gimn., Nagykdll6, Kossuth L.
gimn., Pestszenterzsébet, All. gimn., Pestszentlrine, Kozépisk. Tandr-
képzé Int. gr. Széchenyi I. gyak. gimn., Pécs, Széchenyi L. gimn.,
Sopron, All. lednygimn., Sopron, Kisfaludi S. gimn., Siimeg, Klauzl G.
gimn., Szeged, Baross G. gimn., Szeged, Arpddhszi Szt. Erzsébet ledny-
gimn., Szeged, Ybl M. gimn., Székesfehérvar, Garay J. gimn. Szekszdrd,
Horvdth M. gimn., Szentes, AlL gimn., Szentgotthdrd, Verseghy F. gimn.,
Szolnok, Banffy Katalin lednygimn., Szolnok, Faludy F. gimn., Szombat-
hely, Kanizsai Orsolya lednygimn., Szombathely, Kényves K. gimn.,
Ujpest, Kanizsay Dorottya lesnygimn., Ujpest, Dedk F. gimn., Zalaeger-
szeg, Budapesti 1. ker. kir. egyet. kath. gimn., Kir. kath. Eszterhdzy M.
Nédor gimn., Dombévédr, Kir. kath. gr. Széchenyi I. gimn., Jdszapiti,
Kir. kath. Szt. Ldszl6 gimn., Mez6kévesd, Kir. kath. Friter Gy. gimn.,
Miskole, Kir. kath. gimn., Nyiregyhdza, All. szlovik tannyelvii gimn.,
Kassa, All (premontrei) gimn., Kassa, All. lednygimn., Kassa, All gimn.,
Léva, All gimn., Losone, All gimn., Ipolysdg, All gimn., Rozsnyé,
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BLATHY OTTO TITUSZ
1860—1939.

Az elektrotechnika hdskoranak vilaghirre szert tett munkdsa,
a villamos gépek, transzformétorok és késziillékek szerkesztésének
tobb mint félévszazadon 4t nagysiker(i mestere tdvozott el koriink-
bél, amidén 1939. szeptember ho 26-4n BrAray O Titusz érokre
lehtinyta szemeit.

Elkoltozésével ismét megritkult azoknak a kivdlo uttorSknek
ma mdr ugyis igen megfogyatkozott sora, akik istenadta Gstehet-
ségitkkel megnyitottak azt a szertedgazo utat, amely szdzadunk
civilizdciojanak miszaki jellegét megad6 elektrotechnika mai
csodalatos alkotésaihoz vezetett.

BrArmY Ggyszolvan élete szakmdjéval egyiitt nétt fel. Gyermek-
kora oOsszeesik az erfsdramu elektrotechnika gyermekéveivel,
1860. augusztus ho 11-én sziletett Tatdn. Ugyanezen iddtdjban
fogamzik meg . JepLik Axvos termékeny elméjében a dinamé-
villamos elv gondolata, amint azt az 1861-ben inventdriumozott,
«Bgysarki villanyindito»-nak nevezett, kis unipoldris gépéhez csa-
tolt leirds vildgosan kimondja. Hasonl6 irdnyban folyik a kutatds
a mdr iparosodott kilfoldon is, ahol azonban, természetesen,
JEpLiK laboratoriumi készilékénél gyakorlatiasabb eredményre
vezet. JepLiktd] fiiggetlenil SieMEns WERNER 1867. janudrius hé
17-én a berlini Tudomanyos Akadémia el6tt bemutatja a soros,
majd négy héttel késébb, februdrius hé 14-én Sir WuearsronNe
Cuarrnes a londoni Royal Society el8tt a sont gerjesztésti dinamot.
Ezzel megsziletett a nagy teljesit6képességli egyendramu dram-
fejleszt6 gép, s az erfsdramu technika fejlédése megindulhatott.

Az elsé nyilvénos sikert az 1876. évi philadelphiai Centennary
Exhibition hozta meg, amelyen a kiallitas teriletének féutvonalait
ivldimpédk fényével arasztottak el. Két év mulva mar a Ganz-gyar
vasontddéjét is villamos ivldmpdk vildgitjak és 1879-ben a magyar

Matematikai és Fizikai Tapok. XLVL 9



118 VITEZ VEREBELY LASZLO.

févaros kozonsége méar tobb helyen is, 4. m. az 6budai tornacsarnok .
ban, a CsédszarfirdGben és a pesti jégpalyan gyonyorkodhetett a
villamos ivldmpdk képrdztato fényében. Az édltaldnosabb elterje-
dés. nevezetesen a kis egységekre oszthato belsd téri vildgitds utjat
azonban csak Epison izzolampdi nyitjdk meg, amelyek 1879.
Szilveszter estéjén ragyogtak fel elGszor a Menlo-park zuzmara-
lepte fdi kozott. Az eurépail dontG sikert 1881-ben a périzsi opera
probavildgitdsa hozta meg, amelynek munkalataiban részt vett
Epison akkori magyar munkatirsa, Fopor IsTvAN is.

Az elektrotechnika e forrongé és merészen felfelé lenduld l\or-
szakdban 1ép ki pdlydjara az ifjd BrAray. Miutdn 1881-ben el-
végezte a béesi Mllegyetem gépészmérnoki osztalyat és rovid ideig
a Magyar Allami Gépgydrban gyakornokoskodott, szinte termé-
szetesnek 14tszik, hogy minden 4 irant fogékony szelleme a nagy
lehetdségeket igérd ) ipardg felé vonzza. Ezért 1883. julius ho
1-én, mint szerkeszt6 mérnok a Ganz és Tsa szolgdlatdba A&ll,
hogy azontul élete egész munkdjit e cég keretében, az elektro-
technika fejlesztésének szentelje.

A Ganz-gydr élén akkor a széleslatokor MECHWART ANDRAS
allott, aki kezdettsl fogva felismerte és értékelni tudta a villamos
energia sokoldala alkalmazhatosaganak jelentGségét, és ezért mdr
1878-ban feldllitotta a gydr elektrotechnikai osztalyat azzal a fel-
adattal, hogy a villamos gépek és készulékek gydrtasa és fejlesztése
terén a magyar ipar szdméra megfeleld helyet biztositson. Az osz-
tély vezetésével ZipErnowszky KArRoLyt bizta meg, akihez elGszor
Difirt Miksa, majd 1883-ban Briray csatlakozott munkatarsul.

A mult szdzad nyolevanas éveinek elején — amint lattuk —
az egvendramu rendszer aratta diadalait. 1882-ben helyezte tizembe
az Bdison-Térsasdg az els6 két kozeélu korzeti villamos erdmfivet,
Londonban és New Yorkban. Ugyanezen év Gszén bizonyitotta be
DrprrEz, a Mieshach és Miinchen kozotti 57 km hosszu vezetéken,
egyendrammal, a villamos energia nagy tévolsigokra valo atvitelé-
nek lehet6ségét. A szakérték tdilnyomo tobbsége az egyendramni
rendszer fejlesztésében latta a jovét, bar a ldimpadk — mint akkori
egyetlen fogyasztok — kis fesziiltsége oly nagy dramerdsségekre
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és oly nagy vezeték-keresztmetszetekre utalt, amelyek iizemi és
gazdasdgi hatrényal mar kordn jelentkeztek. E nehézség csakis a
fesziiltség novelésével volt legydzhets, s e eél érdekében alakult ki
egyfel6l az Epison—Horkinson-féle tobbvezetékes, mdsfel6l a
Brusn-féle soros kapesoldsu eloszté rendszer.

A Ganz-gyar elektrotechnikusai kezdett6l fogva ama sokkal
kisebb csoporthoz csatlakoztak, amely a rendkiviil egyszer(, nagy
egységekben is konnyen gydrthaté és tetszlleges nagy fesziiltséget
is iizembiztosan fejleszté valtakozéaramu generdtort vélasztotta
az energiaellitas alapjdul. Az 1883-i bécsi kidllitds egyik ldtvé-
nyossdga az «6ridsiv 150 loéerds gbzhajtisi MeEcEWART—ZIPER-
Nowszky-féle véltakozoédramiu generdtor volt, amely 1200 izz6-
ldmpdt tdplélt kozvetlenill, 54 Volt fesziltséggel.

Itt kapesolodik be a munkdba BrAtry, aki a huszas életévek
merész lendiiletével és nagy tehetségének egész alkotderejével
indul neki az akkor még teljesen rejtélyes valtodramu problémdk
ismeretlen rengetegének. .

Az 1884. évi torindi kidllitdson a Ganz-gydr mar BrAtay é4ltal
szerkesztett és kiilonosen a mégneskor helyes kialakitdsa folytdn
szamottevien javitott, ongerjesztd kompaundalt valtodrama gene-
ratorral szerepel és teljes sikert arat. Habdr az els6 dijat az akkor
mdr vildghiri Epison cég nyeri el, a mésodik dijat az elektro-
technika terén addig még alig szerepelt Ganz-gydrnak itélik oda.

Ezen a kidllitdson ismerkedett meg BrATmY azzal az 4j erd-
atviteli és elosztdsi rendszerrel, amelyet a francia GAULARD és az
angol Giees 1883-ban szabadalmaztatott és alkalmazott elGszor
Londonban, s amellyel a torinéi kiallitds egyes részeit vildgitottdk.
Ez a taldlmdny, amelynek lényeges elemeit «szekunder generdtoroky-
nak nevezték, a valtédramu generatorokkal fejleszthet6 nagy-
fesziiltség atviteli el6nyeit ugy igyekezett a lampafogyasztok kis
fesziiltségének kovetelményével osszeegyeztetni, hogy az atviteli
dramkorbe, a fogyasztds helyén, nyitott vasmagra tekercselt
1:1 4ttétell tekercspart iktatott be. A primer tekercsek mind
sorba voltak kapesolva, a szekunder tekercsek pedig egy-egy
6nallo fogyasztéesoportot tdpléltak. Koénnyen beldthato, hogy,
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mivel ezen elrendezés mellett az egész terhelési dram valamennyi
primer tekercsen dtfolyott, a fogyasztok a terheléssel valtozo fesziilt=
séget kaptak, amiért is — kiilonos tekintettel még a nyitott vasmag
nagy mdagneses szoroddsdra — a rendszer legfoljebb egy bizonyos
terhelési allapotban adhatott kielégitd eredményt, a célbavett
feladat megoldasdra azonban nem volt alkalmas. Hogy mennyire
pusztédn taldlomra és a jelenségek valédi okainak ismerete nélkiil
sziilettek meg abban az id6ben az 4j taldlményok, arra jellemzo,
hogy BrAraY ama kérdésére, hogy miért nem alkalmazott szekun-
der generdtoraiban zart vasmagot, GAULARD azt valaszolta, hogy
az karos és gazdasdgtalan megoldds lenne. Egy amerikai szakértd,
Krexnupy, pedig ugy vélekedett, hogy a szekunder generdtorok
egyébként kivdnatos parhuzamos kapesoldsa nem lehetséges, mert
oriasi keresztmetszett vezetékeket igényelne. !

A Ganz-gydr elektrotechnikusai més véleményen voltak. Fel-
ismerték GAULARD és GiBBs rendszerének alapvetd hibdit - és
1884/85 telén kidolgoztdk a BLATmyto6l transzformdtornak nevezett
fesziiltségvaltokkal dolgozo rendszert, amely a korszer(i villamos
energiaelldtds ma is valtozatlanul uralkodé tényezGjévé lett. Az elsé
szabadalmat 1885. janudrius 2-4n ZIPERNOWSZKY és DfRI jelen-
tették be parhuzamos kapesoldsi és tetszéleges attétell «valtakozo-
drami induktorok»-ra. A két honappal késébb benyujtott «Javitds
indukeids késziillékeken villamos dramok transzformdldsdnak cél-
jdra» cimfi szabadalmi bejelentés mér BrArny nevét is viseli és az
§ ltala javasolt zdrt vasmagt megoldédsra, mégpedig annak mind-
két alakjdra, 0. m. a mag- és a kopenytranszformatorra vonatkozik.

Az 1j rendszert nagy nyilvdnossdg elGtt elGszér az 1885. évi
budapesti Orszdgos Kidllitason mutattdk be, amelynek egész
teriiletét 1350 Volt primer fesziiltségen szétosztott, TO periddusu
valtodrammal vildgitottdk, 75 kis kopenytranszformator utjan.
A siker teljes volt. A kiilféldi szakért6k nagy szammal keresték fel
és tanulmdnyoztdk az Gjszer berendezést, amelyr6l FERRARIS
GariLeo tandr, kordnak egyik legkivélobb fizikusa, fenntartas
nélkiil kijelentette, hogy az energiadtvitel problémdjat teljes ered-
ményességgel megoldotta. FErRrARIS e megdllapitdsdnak helyes-
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segbt az azota eltelt 6t és fél évtized minden tekintetben igazolta.
A természetes energiaforrdsok nagyszabdsi kihaszndldsdnak és a
villamos energia sokoldali alkalmazhatosdgdnak lehetdségeit min-
den kétségen feliil a transzformator feltaldldsa nyitotta meg az
emberiség szamara.

Amig a transzformdtor a nagy tridsz kozos talalményaként
indul el vildgot hodito utjéra, addig BrArey egyéni alkotésai és
szabadalmai egymdsutdan oldjak meg azokat a sokoldala felada-
tokat, amelyek a valtodramu rendszer alkalmazisaval kapcsolat-
ban, az e téren vildghirre szert tevé Ganz-gyéar altal szallitott be-
rendezések iizemében felmeriltek, s amelyek a rendszer teljes
gy6zelméhez nélkilozhetetlenek voltak. Ezek az attérd munkdk
javarészt a Societd Anglo Romana per I'Illuminazione di Roma
(Cerchi-i g6zer6miivében (1887), majd a Tivoli-i vizer6miivében (1892)
folytak és vildgszerte méltanyolt eredményekre vezettek. Sajnos, —
amint ez mdar magyar sors — az elismerés elsGsorban az olasz valla-
lati vezetGknek jutott osztélyrészil, éppen gy, mint ahogy tiz
esztendbvel késébb, Kanxnd KinmAnnak, a Valtellindn vildgsikert
arat6 hdromfédzisu villamos vontatasi rendszere is az olaszok
biiszkeségét tevl ¢sistema italianoy» néven ment 4t a koztudatba.

BrAray ezen korbeli alkotdsai kozott elsé a higanyedényes
fesziltségszabalyozo (1884), amely az er6mfi generdtorainak fe-
szilltségét onmiikodGen akként valtoztatta, hogy a fogyasztasi
feszultség allandé maradt. Ezt kovette az elektrodinamikus watt-
mér§ (1885), amely az els6 olyan miiszer volt, amellyel valtodrami
teljesitményt, a fesziiltség és az dram kozotti barmely fézigeltolds
esetén mérni lehetett. Kzt a miiszert haszndlta BrAray azon
attord kutatasaindl 1s, amelyeket az akkor «magneses surlédasy-nak
nevezett vasveszteségek megallapitdsa céljabol végzett. Ugvanecsak
& szerkesztette a valtédrami munka mérésére szolgalo elsé készii-
léket is (1889), amelynek hajtéeleméiil a FERRARIS-tdrcsdt vdlasz-
totta. Ez a szerencsés gondolat egészen napjainkig az osszes 0. n.
indukeits wattora-szamldalok szerkezetének alapjdul szolgalt.

Hogy az ij véltédramu erGatviteli rendszernek az akkor méar
elterjedt egyendrami eloszté hélozatokba valo beilleszkedését
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elgsegitse, foglalkozott abban az id6ben egyarmaturds dram-
atalakitokkal is, és a fogyasztds, illetve a véltodram alkalmazhato-
sdganak fokozasadra egyfdzisii kommutétoros métorokat szerkesz-
tett (1891), amelyekben a korszerti métoroknak mér szdmos lénye-
ges eleme megtaldlhaté. E métorok egyik 10 léerds példdnydt —
sajnos — a mincheni Deutsches Museum Grzi.

Kiilonos figyelmet érdemelnek azok az alapvetd tanulményok,.
amelyeket BuAray a Treviso-i, Cerchi-i, Innsbruck-i és Tivoli-i erd-
miivekben véltakozédrami generdtorok pérhuzamos jardsa és a
hajtogépek szabalyozoinak megfelels kialakitdsa terén végzett,
s amelyekkel ezt az akkor annyira bonyolultnak l4tsz6 probléméat
tokéletesen megoldotta. A legy6zends nehézségekre jellemzG, hogy
még oly kivdlo tuddsok is, mint példdul KirrLeEr professzor, elmé--
leti meggondoldsok alapjin megoldhatatlannak vélték a feladatot
még akkor is, amidén BrAray Gtmutatdsai alapjan és szabdlyozo6i
segitségével, kiillonbozd erémfiivekben a valtéaramu generdtorok-
nak mdr egész sora dolgozott padrhuzamos tizemben,

BrAray éleslatdsa ugyanis felismerte, hogy a véltéaramw
generdtorok parhuzamos jaratdsa velejében inga-probléma, amely
megoldhatd, ha egyfeldl lengések keletkezését gatlo szabdlyozokat..
mésfel6l az ébredd lengéseket csillapité szerkezeteket alkalmaz-
nak. BrAtrY elgondoldsait mindkét irdnyban siker korondzta és a
gbzgépekkel kozvetleniil kapesolt generdtorok parhuzamos jératd-
sdnak lehetGsége a Cerchi-erdmiiben médr 1888-ban gyakorlati
igazoldst nyert. Ugyanebbe a munkakérbe tartozik BrAtmynak
az az attord taldlmdnya is, amely relé vezérlésti hidraulikus szervo-
motorral vizturbindk fordulatszdmdnak pontos és lengésmentes
szabédlyozdsit célozta, s amelynek elve mds cégek turbinaszabd-
lyozoinak is alapjavé lett. Ilyen szabdlyozokkal volt felszerelve a
Tivoli-i vizer6mt, amelybdl kereken 80 km-es tavvezeték vezetett.
Réméba, parhuzamos jérdsra fogva a vizer6mf( turbinahajtésa és
a gbzerémi gdézgéphajtotta véltodrami generdtorait. Ez volt az
elsé ilyen parhuzamos tuzem és egyuttal az els§ kozeéla villamos
er6atvitel, amelynek jelentdségébdl semmit sem von le az a tény,
hogy egy évvel az annyit emlegetett Frankfurt a/M.—Lauffen a/N.



BLATHY OTTO TITUSZ. 123

eratviteli berendezés utdn nyilt meg. Mert amig ez utébbi csak
egy kidllitas kisérleti 1dtvanyossdga volt, addig a Ganz-gyér olasz-
orszagi alkotésa egy vildgvaros energiasziikségletét ellaté paratla-
nul nagyszabasi mii. :

Amid6n szdzadunk elején a gézturbina megjelenése egészen
Ajszerti problémakat felvetd, de a generdtorok kovetelményeihez
jobban simulé és szinte korlatlan erejli hajtégépet juttatott az
elektrotechnikusok rendelkezésére, BrLAray azonnal felismerte a
kindlkoz6 4j lehetéségeket. Kitling szerkesztdi érzéke elmés meg-
olddsokkal legy6zi a nehézségeket és fokozatosan kifejleszti azt, a
forgorészének szerkezetében és tekercselésének sajatossdgaiban
egészen eredeti turbogenerdtor-tipust, amely ma mdr ugyszolvan
az egész Foldon hirdeti a magyar ipar minden versenyt kiallo
teljesitéképességét.

A kovetkezd években munkassagat féleg generatorai és transz-
formdtorai tokéletesitésének szentelte. Ekézben merész alkotod
osztone mindig jaratlan utak és csucsteljesitmények felé viszi.
A teljesitmények abszolut és fajlagos (stlyegységre vonatkoztatott)
értékeiben mindig az élen halad. Messze tallépné e megemlékezés
kereteit, ha munkassaganak ezirdnyu kimagaslo alkotdsait egyen-
kint felsorolnok ; de még igy sem kapnank helyes képet, mert
hiszen a korabeli cstesteljesitményeket a rohamos fejlodés egymés-
utén talszdrnyalja és a helyes értékelést megneheziti. Egy azonban
még ma is megérdemli a kiilon felemlitést, nevezetesen a Subiaco-i
vizerém@ 1905-ben készillt generdtorai, amelyek 30000 Voltos
kapoesfesziiltsége azota is veretlenil all. .

A géporidsok fejlesztésének mesteri iranyitasa mellett otthonos
maradt az alig néhany Wattot igényld fogyasztésmérdk finom kig
késziilékeinek vildgdban is. Hogy e téren mekkora utat futott be,
azt legbeszédesebben az mutatja, hogy wattéra szdmldléinak silya
az 1889. évi kereken 20 kg-rél a legijabb tipusban 1-3 kg-ra esok-
kent. Ezzel kapesolatban rd kell még mutatni arra a szellemes
sztroboszkopos tomeghitelesitési eljardsra is, amely, a szerkezeti
részletek kivalosiga mellett, BLAtey fogyasztésmérdinek elényosen
ismert pontossdgdat biztositja.
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Eletériek utolso nagy munkéja az az onzetlen kartdrsi érzéstol
athatott kozremiikodése volt, amellyel a magyar elektrotechnika
mésik halhatatlan mesterének, az alkotokészsége teljében tragikus
hirtelenséggel elkoltozott Kanpé KAnmAnnak félbemaradt orckét
dtvette és az uj magyar villamos vontatdsi rendszert, kiilonosen
a mozdony-fazisvaltok részleteinek befejezésével, a ma mér két+
ségbe nem vonhaté teljes sikerhez segitette.

Ha BrArmy e nagyszabdst gyakorlati tevékenysége sikerének
kulesat keressiik, azt els6sorban velesziiletett tehetsége kivételes
intuitiv és kombinativ készségében taldljuk meg. A problémik
velejét azonnal felismerte és a megolddsukra vezet§ utat szinte
osztonszertileg jellte ki. De mint vérbeli kutato, ecéltudatos kiovet-
kezetességgel alkalmazta a mérési és a kisérleti modszereket is,
amelyek eredményeinek feldolgozédsaban nagy segitségére volt.
kiting emlékezitehetsége és bamulatos fejszamoloképessége, amely-
lyel mér gyermekkoraban kittint.

Kutatdsainak eredményeit, sajnos, esak igen ritkan hozta nyil-
vanossdgra, ami altal sok nagyjelent8ségl felderités elsGbbségének
dicsGsége veszett el a magyar elektrotechnika szdmdra. gy els-
nek ismerte fel és helyezte mennyiségi alapra a gerjesztd amper-
menetek és a mdgnesmez6 erGssége kozotti Osszefiiggést (1883).
Behatoan tanulmanyozta a villamos gépek és transzformétorok
melegedését megszabd tényezdket és az erre vonatkozo szdmitdsok-
ban el@szor szerepeltette a ma madar dltaldnosan hasznalt fajlagos
feliileti igénybevétel, Watt'dm?, fogalmdt. Ugyancsak els6ként —
SreinmMETZet megelGzve — § dllitotta fel a hysteresis és a Foucault
vasveszteségek kiszdmitdsara szolgdlo exponencialis képletet (1888),
§ figyelte meg elGszor a vas magneses oregedésének jelenségét (1890)
és G tisztdzta a villamos gépekben terheléskor fellépé jarulékos
veszteségeket (1896), amire vonatkozo vizsgalatait kivételesen
kiilfoldi szaklapokban is kozzétette.

Elénk, minden irdnt fogékony szelleme azonban nem maradt
a gépszerkesztés egyoldala rabja. Orszédgos tervek s a természet-
tudomdnyok killonféle dgai éppen gy foglalkoztattdk, mint a
civilizdcio haladdsénak tjszeri megnyilvdnuldsai, Elénken részt
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vett az Orszdgos Kozépitési Tandcs munkdiban, egyebek kozott a
Villamossdgiigyl Torvény elGkészitésében. Az assuani gattal tdrolt
vizer$ leggazdasdgosabb kihaszndldsdra javasolt szellemes terve
éppugy méltdn keltett feltinést, mint a sakktdbla jatékosai szd-
méra kidolgozott egészen ujszerti feladatainak gyiijteménye (Viel-
zigige Schachaufgaben, 1890), mert e téren is vildgszerte elismert
tekintélynek szdmitott. A csillagédszat haladdsa épplgy érdekelte,
mint régebben a kerékparozas, majd az automobilizmus, amelynek
lelkes hive volt.

Bér kiilsé megkiilonboztetésekre nem torekedett, érdemeiért
sok mélt6 elismerésben volt része. A budapesti és a béesi Miiegye-
tem 1917-ben tiszteletbeli doktoravd avatta, a Magyar Tudomi-
nyos Akadémia pedig, amelynek Wahrmann- és Marezibdnyi dijat
elnyerte, 1927-ben tisztelet: tagjainak sordba vélasztotta. Az olasz
kirdly 1907-ben a Corona d’Italia rendjel tiszti keresztjével
tintette ki és 1908-ban megkapta a m. kir. udvari tandcsosi
méltosdgot. Az 1900. évi pdrizsi vildgkidllitdéson turbogenerdi-
toraival elnyerte az egyéni Grand Prix-t. Ganz-gyari mtikodésé-
nek félszdzados jubileuma alkalmdval 1988-ban a korményzo a
Magyar Erdemrend kozépkeresztjével tiintette ki és szillévérosa:
Tata, diszpolgdrdvd avatta. Tiszteleti tagja volt a Magyar Mérnok-
és Epitész-Egyletnek, amely a Kaxpé KArumAn-emlékéremmel
elsének &t tiintette ki, a Magyar Elektrotechnikai Egyesiiletnek és
a Kir. Magyar Automobil Klubnak. Vilasztmdnyi tagja volt az
Eotvos Lordand Matematikai és Fizikai Térsulatnak, a Stella
Csillagaszati Egyesiiletnek és még szdmos mds tudomanyos és tar-
sadalmi alakulatnak.

BrArayval az elektrotechnika egyik legkimagaslobb uttorGje és
képviselGje tdvozott el az él6k sordbél, akinek emlékét nemesak
miiszaki alkotdsainak hossza sora fogja megdrizni, hanem a kegye-
letnek azon soha el nem mulo érzése is, amely az utodokat arra
kotelezi, hogy mélto kovetSi legyenek az olyan, hazédjat mindenkor
hiiséggel és tudomdnyszakat lelkes buzgalommal szolgdlé kivételes
nagy egyéniségnek, mint aminé BrAtay Orré Trrusz volt.

Vitéz Verebélyy Laszlo.
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OTTO TITUS BLATHY

1860—1939.

Am 26. September 1939. starb im achzigsten Lebensjahre Hofrat
Dr. Ing. h. e. Orr6é Tirus BrArmy, einer der bedeutendsten Pioniere
der Wechselstromtechnik. In Tata, Ungarn, 1860 geboren, absolvierte
er 1881 als Maschieneningenieur an der T. H. Wien und trat, nach kurzer
Téatigkeit im Konstruktionsbiro der Ungarischen Staatlichen Maschienen-
fabrik, in den Dienst der Firma Ganz & Co. Budapest, wo er iiber ein
halbes- Jahrhundert seine aussergewohnlichen Geistesgaben der Férderung
der Elektrotechnik widmete. Als Mitarbeiter von ZriprrNowsky und
D#r1, war er an der Erfindung des Transformators beteiligt (1884/85).
Sodann konstruierte er den ersten automatischen Spannungsregler fiir
Wechselstromgeneratoren (1884), den ersten elektrodynamischen Watt-
messer (1889) und den ersten Verbrauchsmesser mit Ferrarisscheibe
(1889). Bahnbrechend waren seine Arbeiten auf dem Gebiete des Parallel-
arbeitens von Wechselstromgeneratoren und der hiezu benotigter Kraft-
maschienen-Regler, die den durchschlagenden Erfolg der ersten gross-
ziigigen Kraftiibertragung der Welt, Tivoli-Rom (1892) sicherten. Nach
dem Erscheinen der Dampfturbine widmete BrArmy seine Tatigkeit
der Entwicklung des Turbogenerators zu und schuf mustergiltige
Maschienen, die auch im Auslande ihren Markt gefunden haben. Auch
wissenschaftlich war Brirny auf weiten Gebieten der Elektrotechnik
tatig, leider hat er aber von seinen Forschungen all zu wenig veroffent-
licht. Tm Jahre 1908 erhielt er den Titel eines konigl. ung. Hofrates.
1917 wurde er von den Technischen Hochschulen Budapest und Wien
zum Dr. Ing h. e. promoviert, und in 1927 zum Ehrenmitglied der Unga-
rischen Akademie der Wissenschaften gewdhlt. Er erhielt mehrmals
hohe Auszeichnungen und war Ehrenmitglied vieler In- und Ausléndischen
Vereine, u. A. korrespondierendes Mitglied des Klektrotechnischen
Vereins Berlin.
Laszlo von Verebély .



RELATIV GALOIS-FELE ALGEBRAI SZAMTHESTEK
OSSZETETELEROL.

Legyen a | alaptestre vonatkozolag G, (k) és G, (k) két relativ
Gavors-féle test, az Osszetett szdmtest legyen &'(k) = G G,(k).
Az bsszetett test Ganors-féle csoportja legyen &, az osszetevd
testek tartozzanak a &, O, alesoportokhoz. A &, ©, relativ
prim invaridns alesoportok. A k testben legyen p oly primidedl,
mely a p raciondlis torzsszamnak osztoja. Legyenek a (G (k),
ill. G, (k) testekben p primidealjai [,-ed fokuak és ¢,-edrendiiek,
ill. f,-edfokuak és g,-edrendtiek. A G (k) testben legyen a p torzs-
ideal elgallitasdéban a ‘R primidedalnak (és igy mindegyiknek)
foka F, rendje (.

Ismeretes, hogy

(1)

hol J osztéja (g,, g,)-nek. Be fogjuk bizonyitani a kovetkezd
tételt : .
I 1/ 2 A’
. I‘ == (—fm 4 ’ (2)

hol 4" osztéja 4d-nak.

A tétel abban az esetben, mikor (g,, ¢,) relativ prim p-hez,
OvsrEiNy OrRE egy fontos dolgozatabdl kovetkezik.!

1. Tartozzék a L primidedlhoz a §, ill. 9 felbontdsi, ill.
tehetetlenségi csoport. A :

A = (G, H), B= (6, 9

1 Oysteay Ogk, Uber zusammengesetste algebraische Korper. Acta
Mathematica 49, (1926), 379—396.1. Az itt bebizonyitandé tétel még bizo-
myos irdnyban dltalinosithato.:
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alesoportok rendjei legyenek h,, ill. h,. A 9 rendje FG, a $
rendje (7, a

@; = ((‘51’ 5)’ 52 == (@21 5)
alesoportok rendjei legyenek a,, ill. a,. Ismeretes, hogy

[1h, uE [ehs y
a

G= G101 = a0y, F=
1 g

3)
Képezzik a
AH, BH

komplexusokat. Minthogy § invarians alesoportja $-nak, az
A H komplexus csoport, hasonlokép a BH is csoport. Az AP,
ill. B9 rendjei FropeNIUS szerint

h,G

a

="R.0., heG

1 Ay

e lls &)

Az U csoport invarians alcsoportja H-nak, mert két inva-
ridns alcsoport szorzata, B§ is invarians alesoportja $H-nak,
ennélfogva az

AH.BH (5)

komplexus is csoport. Vizsgaljuk meg a AH és BH csoportok
legnagyobb kozos alesoportjdnak rendjét. Jeldljik ezt d-vel.
Mindenekelétt a vizsgalt csoport tartalmazza 9-t, tehat

d=0(mod. G), d= _.(/_1‘.1& U, U rac. egész. (6)

= S e 7
Miés oldalrdl az AH . BH esoport, melynek rendje ﬁy(‘ll—’g’ tar-

talmazza az AYB csoportot, melynek rendje h.h,, mert A és B
relativ primek. Tehat lesz

»h’yt—?i’&’- = 0 (mod.h,h,), gt‘?z

= ¥, ¥ rac. egész,
amibol

A-W_];’A =, W = A: (7)
; 719U
vagyis

d = _glgﬂ —=u, 4= 0 (mod. w). &)
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igy tehat a % i
29 - 59 9)

Ly D

csoportok a % ciklikus csoportnak oly alecsoportjai, melyeknek

legnagyobb kézos osztoja w-adrendti, vagyis

, £ 1 (g,
Amde ‘ tf ) £
> o 1 e ;i e 2ls .
s fa) a, (ty
ebbol

hy [s hy [ e e
L= T 2=_0O T T=y=4
a8, Fuld e A

és amint bebizonyitandé volt

F = flf2 A’, (2)

_ (fss 1)
hol 4' osztéja 4d-nak.
E tétel tobb kovetkezményét akarjuk kiemelni.
1. Az el6bbi jeloléseket alkalmazva ;

flfzg1gz = 0 (mod. F(), (11)
801 f
0989 — o mod. FG. (11%)
T B A
1I. Ha (g,, 9.) = 1, akkor
G = §:9s [ZF{L;T

Ez Mikao Moriva?® egy szép dolgozatabol is kiovetkezik, mely
Hersranp kezdeményezéseire tamaszkodik és altalanos testekre
vonatkozik.

2 BavEr Mimivy, Az algebrai szmtestek elméletéhez. Mathematikar €s
Természettudomdnyi Ertesits, 34, (1916), 90—103. L 2. §. M. Bauer, Uber
zusammengesetzte Zahlkorper, Math. Annalen 77 (1916), 357—361. 1.

3 Mikao Moriva, Uber einen Satz von Herbrand. Journal of the
Faculty of Science. Hokkaido Imperial University 4 (1936), 182—194. L
Lasd még %-ef, valamint e dolgozat 3. pontjét.
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2. Mikao Moriva eredményei relativ Garnoms-féle testekre
specializalva, a kovetkezdk.

III. Ha az el6bbieken kiviill még bevezetjiik a kovetkezd
jeloléseket :

9 =p™g®, o, 97) =1, G=p"G", (p, G) =1,
(i=1,2)
akkor
M < m, + m,.

IV. Ha M = m, + m, (ami mindenesetre bekévetkezik, ha
g, és g, koziil valamelyik relativ prim p-hez), akkor

(0) (0)

o__ g1 gz i
¥ @Y, 98"
V. Ha (i =g,9, (ami mindenesetre bekovetkezik, ha (¢,, g.)=1),
akkor
B
(1 F)

A III. Osszefiiggés mar H. Wrser eredményeibél folyik.*
A IV. és V. tulhaladtak bizonyos régebbi eredményeket.* Ujab-
ban azonban észrevettem, hogy az idézett helyen alkalmazott
modszerrel 1V. és V. levezethet6. Csak jobban ki kell hasznalni
az eldgazdsi csoportnak, mely ott explicite fel sem 1lép, ismeretes
tulajdonsagait és alkalmazni kell a kivetkezd észrevételt:

Ha a g-adrendii Q csoport tartalmazza a G~ 68 qo-edrendi
Q, és O, alcsoportokat, melyeknek az egységen kiviil kozos
elemiik nincs, ha tovdbba ¢ = ¢,q,. akkor

e
0= 0,0, =Q,,.

Réviden jelzem pl. az V. formula levezetését. Az A tartalmazéa
H-nak egy a,-edrendi alesoportjat §,-et, a B tartalmazza H-nek
egy dy-edrendii alesoportjat D,-t. A 9, és H,nek az egységen

4 Baurr Mimdry, Relativ Galois-féle szimtestek osszetétele. Math. és
Természettud. ErtesitG 38, 173—177. 1. M. BAUER, Uber relativ Galois’sche
Zahlkorper. Math. Annalen 83 (1921), 70--73. L
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kiviil nines kozos elemiik. Ha feltessziik, hogy G'= ¢,g,, akkor
G = a,a, és igy
D = 9182 = 9201,

a $ nem okvetetleniil ciklikus csoport. Léthato, hogy a

csoportok a 'g ciklikus csoportnak relativ prim alcsoportjai,
B\

tehat tényleg

g i

1 2=, F=_212_.

(“1 ”’z) (fs o)

Természetesen az A H2.B H: komplexus esetleg nem csoport.
3. Jeleztiik az V. tétel bebizonyitdsat, mely kilénben (2)-bdl

is kovetkezik. Be fogjuk bizonyitani, hogy a IV. tétel M-t6l

fiiggetleniil helyes. Tehat mindig

0 L (0)
GO= (. g
Volt '
4 HH=(61, 9§, H:= (G, 9

D18, H:V ; (12)

komplexusok, hol B a P idedl eldgazési csoportja, ismét cso-
portok, még pedig § invaridns alesoportjai. Az elagazasi csoport
ismeretes tulajdonsdgai alapjan® rendjeik

M M
P O | P

e — 4.pm
p.’u-—ml =R pM—-mE = AP,

A 51% . $28 komplexus szintén esoport. Hatérozzuk meg a

A (;51?3,_ 5_2?3) ; : (13)

«
-
3|5

csoport rendje relativ prim p-hez. ¥ rendje p hatvinya.
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legnagyobb kézés alcsoport rendjét d-t. Minthogy a legnagyobh
kozos oszté B-t tartalmazza, lesz

d = pMu, u rac. egész. (14)
Més oldalrél a komplexus tartalmazza a $:9s csoportot, tehat

a,p™ ,a,p™m Mg+ g 2
s o d o = Ay ApY, —H—d—— =1, vrac. egész. (15)

Az el6bbiekbdl

pm, +mg
W—— == pml+'mg—M'

az % tehat p-nek hatvanya és igy

w=1, d=pM (16)
A
918 923
B’ B
csoportok a % ciklikus csoportnak relativ prim alesoportjai,
tehat
a,pm a,’pms‘ s
(HE Ak =1 1)
Amde
G = Gitti, pMG(O) = p»nug$0)a1_, (=1,9)
ebbol
a; = pM—mia;,  (ai, p) =1, (a1, ag) =1, (i=1, 2)
és igy :
GO = gPai = ga, (18)

vagyis az el6bbiek szerint®

: ( 10) (0)
6" = g
Bauer Mihdly.

6 A tétel bizonyos iranyban altalanosithaté.
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UBER ZUSAMMENGESETZTE RELATIV
GALOIS'SCHE ZAHLKORPER.

Es seien G, (k), G, (k) relativ Garoms'sche Zahlkorper iber den
Korper k. Das Primideal p des Korpers k sei ein Teiler der rationa-
len Primzahl p. Die Primideale von p sollen in G, (k), bzw. G, (k),
bzw. im zusammengesetzten Korper G (k)= G,G, (k) die Grade f,
bzw. f,, bzw. F und die Ordnungen g,. bzw. g,, bzw. G besitzen.
Wir setzen noch

gi=pmigl®, (p, 9 =1, G =p¥G?, (p, G?)=1.
(i=1, 2).

BEs werden die folgenden Formeln bewiesen :

g192 f1fz ’ ¥, giO)g;O)
Sy PR R R s iy
4 ot 2 0@, g9

wo 4 einen gewissen Teiler von (g,, g,), ferner 4’ einen gewissen
Teiler von 4 hildet.

Michael Bauer.

Matematikai és Fizikai Lapok XLVI. 10



AZ ALGEBRAI SZAMTESTEK OSSZETETELENEK
: ELMELETEHEZ.

Legyenek K, (k) és K,(k) a k alaptestre relativ algebrai szam-
testek. A K, K,(k) Osszetett szamtestnek legyen P primidedlja,
melynek tobbesei a K, (k), ill. K,(k), ill. & testekben a P, ill.
P, ill. p primidedlok legyenek; ezek egyértelmtileg meg vannak
hatérozva. Alljanak fenn a :

PP ip =R e — R ‘
osszefiiggések, tehat g,, g, és G = gg, a P, ill. P,, ill. P rendjei
a K, (k), 1. K,(k), il. K,K,k) testekben, a primidealok fokait
jeloljék f,, ill. f,, ill. F=[f,, tehat [ jelentse B fokat és ¢
a rendjét a N,(k) testre, mint alaptestre. Végiil legyen a p
racionadlis torzsszam p tobbese és tegyiik fel, hogy

0= l,nug}im’ = pmg(O)’ G =pMG(O> i pm+mgG<0)’ GO g“”gé"’,
(g;_m’ p) = (g(O)(’.pl) (G(O)’ p) = 1, (1)
i=1,

?).

E dolgozatban a F, (,.i, GG-ra vonatkozo tételeket fogunk
bebizonyitani, melyek Mikao Moriva* eredményeit, mint specidlis
eseteket tartalmazzak. Egenfelill vizsgalataink vonatkozésban van-
nak OvsreiNn Ore? egy fontos dolgozatdval.

1. A vizsgalat céljabol bévitsik ki a K K, (k) Osszetett testet
egy (v (Iiil\’g(k)) Gavois-féle testté, melynek ecsoportja @ és
amelyben a P* primideal a B, K, K,(k)-beli primideal osztéja.

1 Mikso Moriva, Uber einen Satz von Herbrand. Journal of the Faculty
of Science, Hokkaido Imperiol University 4 (1936), 182—194. 1.

2 Oystery Org, Uber susammengesetzte algebraische Korper, Acta
Mathematica 49 (1926), 379-—396. L.
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Tartozzanak a K, (k), ill. K,(k) testek a @& csoport &,, ill. G,
alesoportjahoz. Legyen a B* szétbontdsi, ill. tehetetlenségi, ill.
elagazasi csoportja

3, ill. T, ill. B,

akkor az elébb szerepelt szamok, mint alecsoportok indexei fejez-
heték ki. Ugyanis a Gawvoms-féle test elmélete szerint ®

i =B :BNG)), p*=(B6G,: BNG,~8,), p"=(B:B~6,~G,),
g =Z:TnG), g =Tn6,:TNG,n0,), G =(T:T~6,n6,),
figi =(B:3n8), [g =(816,:3~8,~6,), FG—(B 36, 6,),

(i=1, 2).

Mindenekel6tt ki fogjuk mutatni. hogy e
m="my, ¢=Y9v 3)

s6t, ha az egyik test relativ Gawnors-féle, akkor
¢, = 0 (mod g). (3%

Vegyiik szemiigyre a
BB ~Gy, ill. (T~ G)E G,
komplexusokat. FroBENIUS tételei szerint
(B:B ~ 1)>(’Bf\@i-58' ~G,~G,),
ET:TN"B)=2@TnB,:TB,G8,,

vagyis (3) helyes. Ha pl. K, (k) relativ Garois-féle test, akkor
@®, invaridans alcsoport, (T ~ @,) invaridns alecsoportja T-nek,
(T 6G,)(E G, komplexus csoport és igy adédik (3*). Ha
még behozzuk a
EG: TG, NG = a, (8 NGi: 3G, 6, =
%)
Yo hl’ a4y = g} 2 fg’

(i=1, 2)
jeléiéseket akkor a kovetkezé fontos Osszefiiggéseket nyerjiik :

b= = f1 , Wi h; és % rac. egész,  (H)

L 13

3 (Célszerii lesz szamitasainknal a ma elterjedt jelhaszné.latb.t kovetni.
ANY jelenti az A, B csoportok legnagyobb kozés alesoportjat. Ha a O
‘esoport tartalmazza K-t, akkor (9:8) jelentse & indexét H-ra.

10*
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A kovetkezékben még a (8 ~ G, m G,), ill. (T ~ G, m 6,), il
(B~ G, NG, csoportok rendjeit x, ill. y, ill. z-vel jeldljiik,
x oszthaté y-nal, y oszthaté z-vel. :
2. A kovetkezo tételeket fogjuk bebizonyitani.
I. Az eldbbi jeloléseket megtartva :

AR < (9, go),  rac. egész,
((ll’ g”) (6)
F=—22— [l U U< 9+ 90 g’) Urac. egész.
(fy fo)

1* Ha pedig pl. K, (k) relativ Gavots-féle lest, akkor:

P A g—ljz_, 4 osztdja (g, g,)-nek,

F ff's 7 b /i d-nak 9
= —2=2__ 4", A osztéja d-nak.

FEA £
A G-re vonatkozo allitdsok (3), (3*) és (5)»-bol kovetkeznek.
Vegyiik szemiigyre a

BN 6T, ill. (3 6)T

komplexusokat. Minthogy ¥ invaridns alesoportja 3-nek, ezek
a komplexusok csoportok. Ha K, (k) relativ Gavois-féle test,
akkor a

BNB)T. (BN G,)T

komplexus, valamint a (3 ®,) .(8 N ¥, komplexus csoport,
mert (3 N ®,) invarians alesoportja 3-nek. Mindenekelétt a
(83 ®)T csoport rendje
(8 N ®)) rendje . (T:T O &) = hixg;.
(i=1, 2)

Hatarozzuk mega (3 "®,) T és (3 m &,) T csoportok legnagyobb
kozos alcsoportjdnak rendjét d-t. Minthogy a legnagyobb kozds
alesoport T-t tartalmazza, lesz

d = Gyu, urac. egész. (7)
Az eddigiek utan

9192 y
Lo 1Ry 8
(91 g0 s ©
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ha pl. K, (k) relativ Gavois-féle test, akkor
(
d.i= ———JZ‘;}’ uy. (8%)

Més oldalrél a (3 G)T.(83 " @,) T komplexus tartalmazza a
(8 6G,){3 ™ G,) komplexust, tehdt

llﬂ%ﬂh— = hyxhyv, v rac., esetleg nem egész, v = I,
és igy
1, . :
J ~-m,vgl,vrac., 9)
ha pl. K, (k) relativ Garors-féle test, akkor
919s _ Y : *
d A v rac. egeész. 9%)

Az el8bbiekbol
q 05> ) v Yluw :
ngz(.h s : (gv !/a)’ (10

9gelyuw ' -
illetéleg
gngA — i, y‘u/U — d. (ltj*)
J19:yn X €

A % ciklikus csoportnak a
B6)T BFN6)T
3 3 T

~

oly alesoportjai, melyeknek legnagyobb kozos alcsoportja u-ad-
rendti. Amde az alesoportok rendjei

gy hs it gy ly X
Gy a y' " Gy a4 y
és igy
(M, &L—) = S U, U rac. egész,
Y (Y Y
(o, )y v=La (1)
g f %
Ebb6l ismert moédon :
F e flf’ D'

(el
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Azonban (10)-b6l
vo— ey 0o )
illetéleg (10*-)bol
Uv=4, U=4d, & osztéja d-nak, q. e. d.
3. Bebizonyitjuk a kévetkezd tételeket.
II. Az elébbi jeliléseket megtartva,

GO = MJ . A A s o mqy+me—M o)
; ; =1, ; 9
= @, gO) r, T rac egész, (r,p)=1, r < pmitms (12)

IL* Ha pedig pl. K, (k) relativ Gavois-féle tesl, akkor:

. g(O)g(O)
GO = (—g‘l"l’, ;(20)) . (12%)
Képezziik a
E (ﬁl)gi, ill. (T NGB

komplexusokat. Mindaketté csoport, mert 8 invarians alesoportja
T-nek. A csoportok rendjei

M., M
a Z 3 a, A
9P = a,yp™, il pgwy——p'mg,»

er M1y

Ha pl. K, (k) relativ Gavrois-féle test, akkor a

= Ayyp™'=.

TNG)B . (TG,

komplexus, valamint a (T ~ &,) . (T ~ @,) komplexus is csoport,
mert (T ~ ®,) invaridns alesoportja T-nek. Hatdrozzuk meg a
@ BV és (T G,)B csoportok legnagyobb kizds osztéjanak
rendjét, d-t. A legnagyobb kizos oszt6 mindenesetre tartalmazza
B-t, tehat

d = p¥au, w rac. egész. (13)

Mésrészt a komplexus tartalmazza a (T ®,) . (T ~ G, kom-
plexust, tehat

aypragprs
d

= a,asyv, v = 1, v rac., esetleg nem egész,
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vagyis
+ q p"ll-f'"'tg 5 ‘
T— Y=, v=1, vrac.; (14)
ha K, (k) relativ Gavois-féle test, akkor
pml+m,
p] Y = v, v rac. egész. (14*)
Az el6z6kbol lesz
png +magy 1 : 5, :
. .P_p—-—_—Mzuy = W= %p"‘l”’ =My = 1, v rac. (15)

és ha K, (k) relativ Gavors-féle test,
W= —fzy—pml*mz—”, v Tac. egész. (15%)

ciklikus csoportnak a

T~G)8 T~G,)DB

oly alesoportjai, amelyeknek legnagyobb kizos osztéja w-ad-

Minthogy a -

8"

rendd, lesz

Wy P AP ! 3
( 1J{I’ . 51‘/5 ): w, U= Y r, rrac. egész,
s piz %
ugyanis
G = giv, ai=pM-™a, (a),p)=1, GO = g,
(i=1, 2).
Ennélfogva
(@), =1 (19
és
ry :})ml+mg—n‘l, v _>___ 1’ V rac. (17)

Ha pedig K, (k) relativ Gavois-féle test, akkor v racionalis egész
és igy
: it (17*%)

Fzekbol ismert modon szarmazik a II. és IL* tétel.

Bawer Mihdly.
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UBER DIE ZUSAMMENSETZUNG ALGEBRAISCHER
ZAHLKORPER.

Es seien K 'k) und K, k) algebraische Zahlkorper iber k. Das
Primideal P des zusammengesetzten Korpers KK, (k) sei ein Teiler
von PB,. bzw. B,. bzw. p, welche Primideale der Korper K, k), bzw.
K, (k) bzw. k sind. Die rationale Primzahl p sei durch p teilbar.
Die Primideale B,, bzw. B, bzw. B sollen in K, (k), bzw. K, (k) bzw.
K\K, (k) die Grade f,, bzw. f,, bzw. F und die Ordnungen g,, hzw.
go. bzw. G besitzen. Wir setzen noch

0= pmigé())’ T I]JMG(O). (gé())' p) e (G(O), p) A 1,
(i=1, 2),
Es gelten die Formeln :

3 919 : fife 1 17— (91 98)
G= 2 e i B Bt B
A t, t=(91,9s); & l

e
: g‘10) (zO) >
G? =W 2, PSS patme—M o (9 p) =1,
wo die Zahlen t, U, r rationale ganze Zahlen sind. Ist z. B. K (k)
1
ein relativ Gavows’scher Korper, dann bestehen die Formeln :
9192 : fils v [ 998"
= St T I e e
d= 3 TR AR )
wo d einen gewissen Teiler von (g4, g,), ferner 4" einen gewissen
Teiler von 4 bildet.

Michael Bauer.



A SIMULO 7-LAPROL.

K lapok megel6z6 kotetében — «Poliéderekre vonatkozo szélsG-
érték feladatoky» cimfi dolgozatom végén — egy sejtést kozoltem,
mellyel az aldbbiakban kissé behatébban akarok foglalkozni. Ezt
megel6zbleg széljunk mindenekel6tt néhdny szot a simuld n-laprél,
emlékezetiinkbe idézve elGszor is : mit neveztiink valamely konvex
¢ testhez tartozd simulé n-lapnak? Ez alatt értettik azt a poliédert,
melynek T-t6l valé eltérésen valamennyi n lappal biré konvex
poliéder koziil a lehet$ legkisebb, értve eltérés alatt azon pontok
halmazdnak térfogatdt, melyek a poliéder és a test kozil az egyik-
ben és csakis az egyikben fekszenek.

Az emlitett dolgozatban a simulé n-lapnak egy nevezetes
sajtsdgat ismertitk meg. Lattuk, hogy a simulé n-lap minden egyes
lapjanak az a két része, mely T belsejében, illetéleg kiilsejében fekszik,
teriiletiiket 1lletéen eqyenldk, sulypontjuk pedig egybeesik.*

Tekintsiink szemléletesség kedvéért egy gombét és a vele
koncentrikus 6t szabdlyos poliédert, melyeket akkordra vélasz-
tunk, hogy a gomb ezek feliletének épp a felét messe ki. E poliéde-
rek teljesitik a gémbre vonatkozélag a simulé n-lapnak imént meg-
jelolt tulajdonsdgéat.? Jegyezzitk meg, hogy e poliéderek élei mind
a gombon kivil fekszenek. Felmeriil itt a kérdés : igaz-e ez n tetszés-
szerinti értéke mellett és bdrmely konvex testre is? Vagy forditva :
Behatolhat-e valamely simulé n-lap egyik éle a testbe? A vélasz —

1 Ebben a fogalmazdsban tételiink csak oly testekre vonatkozik,
melyeknek feliilete nem tartalmaz sik részt. A tétel azonban lényegtelen
modositdssal dtvihetd tetszésszerinti konvex testekre is.

2 Ebb6Sl természetesen még nem kovetkezik, hogy viszont az' 6t
szabalyos test egyben azonos a gémbhoz tartozé simulé 4-, 6-, 8-, 12-,
illet6leg 20-lappal. ; s
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amint arrol alkalmasan vélasztott példdn meggy6zédhetiink —
igenl§. A sejtés mdr most, amire hivatkoztam, ezzel szemben azt
mondta, hogy egy konvex testhez tartozé simul n-lap egy esticsa
sem fekhet a test belsejében.® Létni fogjuk, hogy a sejtés n <5-re
valoban helyes, n > 5-re azonban méir nem.

Az n < b5-re vonatkozé 4llitdsndl sokkal tébbet bizonyitunk.
Megmutatjuk, hogy ha eqy komvexr T testhez tartozé simuls n-lap
valamely C csucspontjdban taldlkozé lapjai kézt van hdromszig,
akkor C nem fekhet T belsejében. EbbSl nyilvdn kovetkezik, hogy
bdrmely konvex ¥ testhez tartozé simul6 4-lap, valamint a sfmulo
5-lap egyetlen csucspontja sem fekhet T belsejében, mert a 4, ille-
téleg 5 lappal bir6 poliéderek valamennyi estespontjéba feltétleniil
torkollik a poliéderek lapjai koziil legaldbb egy héromszog.

-1. 4bra.

Allitdsunk bizonyitdsdhoz tekintsink egy simulé n-lapot,
melynek valamelyik lapja hdromszog. Jeloljik ezt ABC/A-gel és
tegyiik fel, hogy é&llitisunkkal ellentétben A benne van @-ben,
Ekkor természetesen az AB és AC oldalak egy-egy részének is
T-ben kell fekiidnie. Jeloljik ezutdn 4 BC /A -nek T-be esd részét
(1. abrdn a vonalkézott rész) t-vel. Ennek S sulypontja, a simulé
n-lap emlitett tulajdonsdga miatt, egybe kell, hogy essék az 4 BCA
stlypontjaval. Kz azonban ¢ konvexitédsa folytdn csak ugy lehet,

3 Ennek sikbeli analogonja kézvetleniil beléthato.
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ha ¢ maga is haromszog,* melynek egyik csucspontja 4, mdsik két
esticspontja pedig BC-n fekszik, éspedig egyenld tdvolsdgra B-, ille-
t6leg C-t6l. Feltevésimkkel ellentétben tehdt ¢ nem tartalmazhatja
A-n kiviill AB és AC egyetlen pontjét sem, s ezzel &llitdsunk iga-

zolast nyert,
¥

Az n > 6-ra vonatkozo éllitdsunk igazolasahoz szerkeszteniink
kell oly konvex T testet, hogy a hozzitartozo simulé 6-lap vala-
melyik cstcsa T belsejében fekiidjék. MielGtt e szerkesztésre tér-
nénk, tegyink egy el6zetes megjegyzést.

Az n <5-re vonatkoz6 eredményiink azon alapszik, hogy egy
ABCA hiromszogre nem rajzolhat6 egy vele megegyez( silyponti,
de félakkora teriilett konvex £
t sikidom oly médon, hogy t
tartalmaznd ABCA  egyik
A cstucspontjan  kivil az
A-ban  taldlkozo oldalak
egy-egy pontjit is. Az aldbbi
szerkesztés lényegében azon
nyugszik, hogy ez négyszogre
mér lehetséges. Messik le
példdul az ABCD négyzet-
nek egy-egy negyedét az AC AR
atloval parhuzamos egyene-
sekkel. Az igy megmaradé hatszég (2. dbra) sulypontja a négyzet
sulypontjdba fog esni, teriilete pedig ABCD-nek épp a fele lesz.

Tekintsiink ezutdn egy kockdt és rajzoljuk fel hdrom ugyan-
azon C csucspontban taldlkoz6 lapjara az imént szerkesztett hat-
szoget gy, hogy C egyuttal kozos cstespontja legyen e hatszogek-
nek. Jeloljik a kockdnak C-vel dtellenes csticspontjat C’-vel és
vélasszunk CC"-nek C felé es¢ meghosszabbitdsén egy O pontot.
Tekintsitk most az 0-bo6l kiindul6 és a kockdra rajzolt hdrom hat-

4 Konvex sikidom stlypontja mindig a stlyvonalak kozéps6 harma-
dara esik és a hatdrok csak hdromszogre éretnek el.



144 FEJES LASZLO.

szog (bels6 vagy hatdr) pontjain dthaladé sugarak halmazdt,
illetdleg e sugdrhalmaz alkotta gila azon T részét, melyet a kocka-
nak ¢’-ben taldlkozo lapjai metszenek le bel6le (3. dbra). Jegyezziik
meg, hogy a T poliéder,
ha O-t elég kozel valaszt-
juk C-hez, konvex lesz;
tovdabbé, hogy az O—C
hatdresethen T a kockaba

' megy at.
E szerkesztésbdl koz-
vetlenil kitlinik, hogy —
O-t elegend§ kozel vd-
3. dbra. lasztva C-hez® — a kocka
. teljesiti T-re vonatkozolag
a simulé 6-lapra megadott feltételt. Nyilvdnval6 tovdbbé, hogy a
kocka C cstiespontja T belsejében fekszik és most mér csak azt kell
kimutatnunk, hogy a @-hez tartozé simuld 6-lap valéban a kocka.

Ennek belétésahoz vegyiik tekintetbe, hogy ha C-vel O-hoz
konvergdlunk, akkor a T-hez tartozé simuld 6-lapok a kockdhoz
konvergalnak, hisz T maga is a kockahoz tart. Nyilvdnvalé tovabbd,
hogy a kocka C’-ben taldlkozé lapjainak sikja kézos lesz a simulé
6-lap 3 lapjdnak sikjdval, mert ellenkez§ esetben nem teljesiilhet
a simul6 6-lapra megadott feltétel. Ki kell még mutatnunk, hogy
a simulé 6-lap mdsik hdrom lapja viszont a kocka C-ben taldlkozo
lapjaival esik egybe.

Hajtsunk végre ehhez a kocka C-ben taldlkozo lapjain egy
tetszésszerinti infinitezimalis transzformaciot. Ha most egyidejfileg
C-vel O-hoz tartunk, akkor e transzformdcio éltal az egyes lapok
T-be esé részeinek teriilete, illetéleg sulypontja nagyobb rendben
véltozik meg, mint maguknak a lapoknak a_terilete, illetéleg
sulypontja. Kz azonban azt jelenti, hogy OC elegendd kiesiny

% Kzt a megszoritdst csak a kocka C’-ben taldlkoz6 lapjai miatt kell
tenniink. '



A SIMULO 7-LAPROL. 145

értéke mellett nines a kocka elég kis kornyezetében® magan a
kockan kiviill még egy 6-lap, mely teljesitené a simulé 6-lapra
kirott feltételt. S ezzel 4llitdsunk be van bizonyitva.?

*

Az imént bemutatott szerkesztést kis modositassal atvihetjik
barmely konvex poliéderre, melynek valamelyik esucspontjaba
nem torkollik a poliéder lapjai kozial hdromsziog. Ezt figyelembe
véve, eredményeinket az aldbbi tételben foglalhatjuk ossze:
ahhoz, hogy valamely konvex n-laphoz, P-hez megadhaté legyen
egy — P-nek egyik C csucspontjat belsd pontjaként tartalmazé —
konvex ¥ test, melyhez tartozé simuld n-lap P legyen, szikséges
és elegendd, hogy P-nek C-ben taldlkozé lapjai kozt ne legyen

hdromszog.

Fejes Liaszlo.

UBER DEN SCHMIEGUNGSPOLYEDER.

Es wird hier die notwendige und hinreichende Bedingung behandelt,
dass zu einem konvexen Polyeder B ein — einen Fckpunkt £ von
P im Inneren enthaltender — konvexer Korper & existiere, dessen
Schmiegungspolyeder (d. h. derjenige Polyeder, welcher unter samt-
lichen konvexen Polyedern mit vorgegebener Flachenzahl die kleinst-
mogliche Abweichung * von & besitzt) P ist. Die Bedingung besteht
darin, dass unter den in E anstossenden Flichen von B kein Dreieck
vorhanden sei. L. Fejes.

6 A kocka s-nyi kornyezetén érthetjiik pl. azon 6-lapok halmazat,
melyek eltérése a kockatol kisebb mint &. ;

7 Arra az elsé pillanatra meglepé eredményre, hogy a simulé n-lap
csucspontjai a test belsejében is fekhetnek, némikép fényt derit az a
kénnyen beldthat6é tény, hogy ugyanez érvényes a testben fekvé adott
lapszdmmal biré maximdlis kobtartalmua poliéderre. Viszont a simulé
n-lap és a testben fekvd maximélis n-lap, valamint a minimdlis kob-
tartalmi koriilirt n-lap lényegében ugyanazon extremdlis poliédernek
kiillonboz6d hataresetei. (Ezt részletesebben is Kifejtem «Zwei Maximum-
aufgaben bei Polyedern» cimfi dolgozatomban, mely megjelendben van
a Tohoku Math. Journal-ban.) )

* L, Feses: Uber einige Extremumaufgaben bei Polyedern. Mat. és
Fiz. Lapok, B. 45 (1938.), 199. ;



BEGY GEOMETRIAI LEKEPEZES ALKALMAZASAL

Tobbtéle leképezés ismeretes a sik Gtdimenzios kupszelet-
kontinuuma és a tér Gtdimenziés linedris komplexusainak konti-
nuuma kozott. Kzekbdl a leképezésekbdl folyo equivalencia-fogal-
mak révén egy-egy mar ismert geometriai tétel érdekes 0j megvilé-
gitasba keriil. Jelen dolgozat a harmadrendi térgorbe hurjainak
kongruencidja kozvetitésével létesit leképezést a sik kupszelet-
Osszessége és a tér linedris komplexusainak Osszessége kozots.
Ebbdl a leképezésbdl egy jol ismert PoNoener-féle zarodési tétel-
nek egyszerti 1j bizonyitdsa is addédik.

1. A harmadrendi térgorbe biszekansainak
leképezése.

A (? harmadrendii térgorbének Jegyen A, és A, két tetszd-
leges pontja. Ehhez a két ponthoz tartozé simulésik metszés-
vonaldt messe az A,, ill. A,-hez tartozé érinté az A,, ill. A,
pontban. Az A,A,A,A, a térgorbének u. n. simulétetraédere.
Legyen K a térgorbe tetszdleges fixpontja és fussa be egy P
pont a gorbét. A harmadrendd térgérbe pontjait a gorbe kiilon-
b6z6 hurjaibdl (vagy érintdéibol) vetité siksorok — miként isme-
retes — egymassal projektivek; az A,, A,, K, P pontot a tér-
gorbe A, A, hurjabol és A,A,, ill. A;A, érint6jébél vetité harom
siknégyes kettésviszonya tehdt ugyanaz. Fzeknek a siknégyesek-

‘nek a négy-négy sikja a simuldtetraéder szemkozt fekvd éleit

vondre ‘an” Ao AL Wep Bt Ay, Au-Bo Pops Ay Ay iy Pl
pontban metszi. A harom siknégyes projektivitasabol kovetkezik,
hogy

e A
(A, ALE ,Py,) = (AzAsbzspza) o (AaAtEscPsu) = o = (4 1A4EP)'
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Az {A,A,AA,, E} tetraéderes koordinatarendszerben a P pont
koordinatai : : ;

(LA E Py = —,\;— Gy j=1,28,4; i+
i 4

Ha ezeket az egyenleteket az el6bbiekkel Osszevetjik, akkor
kimondhatjuk, hogy a harmadrendii térgérbe paraméteres egyenlet-
rendszere az '

Xy o=k X = =

alakra hozhato.

Vetitsiik A,-b6l az [A,A,A,]-sikra a G® gorbét. A (° vetiilete
egy C* kupszelet, I vetilete [’ lesz. C®-nek az {4,4,4,, E')
haromszoges koordindtarendszerre vonatkoztatott paraméteres

egyenletrendszere nyilvan :
2 2
X, =A% Xy =W, g =",

Kénnyen belathats, hogy (* az A,A,, ill. A, A, egyenest az
4,, ill. A, pontban érinti.
A (B gorbe (4, v,) (A, v,) pontparjat Osszekoté p hur vonal-

koordinétai :
P = lﬂzv Prs = Ahs (Agvy + Avy), Py = 121&)‘; + A45v,v, + l;vf,

Pas = ViVay Pua = — Yoo (Aive + Agvy), Pag = AiAgvyve.
A (2 kupszelet (4, v,), (&, v.) pontparjat 6sszekoté « hur vonal-
koordinatai pedig:
Uy = Vg, Us = — (A T+ Ag¥y)s Uy = Aydae

A (A vy (A v,) homogén paraméter-par segitségével kilcsonds
és egyértelmit leképezést dllitottunk eld C° himjai és az
(A A,A,] sik egyeneser kozdll. Ezéltal a paraméter-par altal
kozvetitett leképezés geometriailag az A, pontbél valé egymésra-
vetitést jelenti. A p egyenes vonalkoordindtdi -az w egyenes
vonalkoordinatdival kévetkezokép fejezheték ki :

RN ) N e AR Lol Lrogy :
P1a=Usgy Pag=U1; P1a™= —Uslhgy Pyo=U Ug; P15~ Us— Uslly a)
Pag=U,Us- ’
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2. Az otdimenzios kupszelettér és a linearis-
komplexustér leképezése egymasra.

A C? térgorbe olyan hurjainak, amelyek az
(AD)=yo Py ~+ P io gy Pog—t Ag Pigt po Pyt oy, =0

linedris komplexushoz tartoznak, az A,A4,4, sikon megfelelé u
egyenesek : egy kiupszeletnek érintéi. Ezeknek az u=(u,, ., u,)
egyeneseknek koordindtdira ugyanis fenndll az

by Uy + g3+ g U5 F Uy Uy — g Uiy (G — By )ty 1= 0
egyenlet.
Megforditva a
B?= A, 3+ By + Bagtiz + 2 (Bt Uy + Byttt + B git,) = 0
kupszelet érintéinek a C° térgorbe olyan p hurjai felelnek meg,
amelyek egy linearis komplexushoz, a
Bypyit-2B15p4e +(Bas+2B4) pag+ Bygpro— 2B 13pys+ Boapy =0

line4ris komplexushoz tartoznak. A (? térgorbe p hurjai és az
A A A, sik u egyenesei kozotti leképezés tehat kilcsomisen
eqyértelmii leképezést létesit az A, A,A; sik kupszelelei és a
tér linedris kompleaxusai kizélt. Ezt a leképezést az

Gyo= By, Ug;=DByy; Uyg=2B,y, Gy=—2By;
@y =Byu+2By, a,=DB,,
egyenletek fejezik ki.
Ha

(1)

(lL(.L) = a1z“34+ a13u'4.3+ o= O’

akkor az (ap)=0 linedris komplexus degeneralt és egy a egyenest
metsz6 egyenesek o0sszességébol all. Ekkor a megfeleld B* kup-
szelet egyenletének egyiitthatoira nézve:

(BB)=B,,B,,—4B,,Byy+2B,,B,,+ B2,=0. (ITT)

A (BB)=0 egyenlelnelk elegel tevé B* Ixipszeletek tehdl a tér
(@) egyeneseivel vamnalk kilesomis és eqyértelmii vonatkozdsban.
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3. A leképezés alkalmazasa.

@) Adva van egy sikon két kupszelet: B* és (% Lehetsé-ges-e
olyan hdromszéget irni a B* kioré, amelyik a C*-be van irva?

Ha létezik ilyen héromszog, akkor ez — a fenti leképezés
alapjdn — (3-ba irt olyan héromszignek a vetiilete, amelynek
az oldalai a B%nek megfelelé (ap) komplexusnak sugarai. Egy
komplexus sugarai altaldban nem alkotnak haromsziget. Egy
‘linedris komplexus ugyanis egy nullarendszert létesit a térben,
a komplexus egy sikba esé sugarainak van egy kozos pontjuk
{(a sik nulla-pdlusa). E szerint a fenti kovetelménynek eleget
tevé héromgzog nem létezik akkor, ha B® a (*-hez 4ltaldnos
helyzeti. Ilyén héaromszog akkor és csak akkor létezik, ha
{(aa)=0, vagyis a komplexus degeneralt. Ebben az esetben viszont
nemesak egy, hanem oo! héromszig tesz eleget a fenti kivetel-
ménynek. Ha ugyanis a B? kupszeletnek [(BB)=0] megfelelé
degeneralt komplexus (aa)=0 tengelye koril siksort vesziink,
ennek minden sikja olyan héromszogl en metszi a (* gorbét,
amelynek A,-b6l A A,Ag-ra valé vetiillete eleget iesz a fenti
‘kovetelménynek. Ilymddon tehét bebizonyitottuk a PoNcELET-t61
eredé jol ismert tételt: két kupszeletre mézve vagy 0, vagy oo!
azoknak a hdromszogeknek o szdma, amelyek az egyikbe be
vannak irva €s a mdsik koré vannak irva.

b) Vegyiink fel a (* kupszeleten hat pontot. Bontsuk fel e
ponthatost két ponthérmasra. A két ponthérmasnak leképezésiink
(B3-ba irt két haromsziget feleltet meg. E két haromszog sikja
egy « egyenesben metszi egymdst. Az a egyenesen dtmend bdr-
mely sik haromszogben metszi a C®-t. Ezeknek a hiromszogek-
rek vetiilete a (C?-be van irva és a felvett két hdromsziggel
egyiitt egy olyan B? kipszeletet burkol, amely eleget tesz a
(I1I) egyenletnek.

Kimondhatjuk tehat a kovetkezd tételt is: egy kupszeletbe
irt két hdromsziog oldalai eqy kipszeletnek érintdi. A (* kup-
szeletbe irt két haromszog tehit meghaldroz egy ujabb kip-
szeletet. :

Matematikai és Fizikal Lapok. LXVI. 11
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¢) Az a) és b) alapjén nyilvanvald, hogy a (III) egyenlet
teljesiilése sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzék
a C>be s egyben P3* koré irt héromszég. (C*-hez, mint vezér-
kupszelethez oo ilyen B* valik ki az 6tdimenzids kupszelet-
sokasagbdl és e B? kupszeletek valamint a tér « egyenesei kozott
leképezésiink kélesonios és egyértelmi vonatkoztatdst létesitett.
A (I1I)-nak elegettevé oo* B* kupszeletet a C* &ltal szarmaztatott
PonceLET-féle rendszernek nevezhetjiik.

d) Vegyiink fel (:*>-n kilenc tetszéleges pontot. Bontsuk fel
e kilencest harom hdromszogre. Ezek a haromszogek — b) sze-
rint — paronként egy-egy kupszeletet hatdroznak meg. Az igy
értelmezett hdrom kiupszeletnel van eqy kézos érintdje.

A (P térgorbén megfelel6 haromszoégek ugyanis altaldban egy
pontban t lélkozé hérom sikon vannak. E sikok altal alkotott
‘triéder élei a most értelmezett hérom kupszeletnek megfelelsi.
A triéder csuesébol a (3-hoz egy biszekdns huzhaté. A biszekéns
vetiilete mind a hirom kupszeletnek érintdje, mert a biszekéns
a megfelel6 harom él mindegyikét metszi.

A pontkilences 280-félekép bonthaté fel 3 héromszogre és
igy 280 kozos érintGt értelmez. Az ezek dltal képezett konfigu-
raciot egy masik dolgozatban késziilink bemutatni.

e) Végre az eddigiek alapjén kimondhatjuk azt a tételt, hogy
eqy harmadrendi térgorbébe irt hdrom hdromszoget a térgorbe
eqy P pontjdbol vetité hdrom triéder oldallapjai akkor és csak
akkor érinté sikjai eqy mdsodosztalyn kiupnak, ha a hdrom
hdromszog sikjdnak van eqy kisos egyenese. Ha P ilyen pont,
akkor a C® térgorbe bdrmely ponljdnalk imegquan ez a tulaj-
donsdga. A

Ha ugyanis a hdrom haromszog sikjénak nines kozos egyenese,
akkor is van egy kozés M pontja. Ebb6l az M pontbdl csak egy
biszekans huzhaté €3-hoz. Helyezziik most a leképezést koz-
vetité simulétetraéder A, csuecsat P-be. A C* térgorbének P-bél
valo vetilete az A,A,A, sikra egy C* kupszelet. A harom
héromszog vetiilete pedig a C*-be irt harom hdromszog. A d)
pont szerint ez a hdrom hdromszogvetiilet paronként héarom
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kiillonb6z8 kupszelet koré van irva. Ennek folytdn a fentértel-
mezett hdrom vetité triéder paronként egy-egy mdsodosztalya
kip koré van irva; de ez & hirom kup egymastol kiilonbozé.

Ha a harom hiromszog sikja egy kozos egyenessel bir, akkor
a b) pont alapjan beldthaté, hogy a hérom vetité triéder oldal-
lapjai egy mésodosztalyt kip érintésikjai. 5

Kdrteszi Ferenc.

ANWENDUNGEN EINER GEOMETRISCHEN
ABBILDUNG.

Durch Vermittlung der Kongruenz der Sehnen der Raumkurve
dritter Ordnung wird zwischen der Gesamtheit der Kegelschnitte
einer Ebene und der Gesamtheit der linearen Komplexe des Raumes
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung hergestellt. Diese Zuordnung
ergibt u. A. auch einen neuen und einfachen Beweis eines bekannten
Ponerrer’'schen Schliessungssatzes.

F. Kdrtesz.

11"



EGESZ MEGOLDASU HOMOGEN
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEKROL.

Bevezetés.

Mar a XIX. szdazad 60-as éveiben — Fucus? és munkatarsai,
HamBureer,?2 FroBenivs? és Toome-nak* a linedris differen-
cidlegyenletek elméletére vonatkoz6 alapveté munkdssaga nyo-
man — felmeriilt az a probléma, hogy mily feltételeknek kell
eleget tennie egy linedris differencidlegyenletnek ahhoz, hogy
az altala definialt fiiggvények el6re megadott tulajdonsdggal
birjanak.

E nagy probléma-csoporthoz tartozik az a kérdés is, hogy
egy valtozo egyiitthatos linedris differencidlegyenlet 6sszes meg-
oldasai mikor egész fiiggvények. E probléma egészen &ltaldinosan
még ma sincs megoldva, annak ellenére, hogy sokan foglalkoztak
vele és tobbé-kevésbbé lényeges részleteredményeket is tébben
értek mar el, pl. Pocmammer,” Poincart,® Hiue,” Perron,®
SCHLESINGER,? ALANDER?.

Mi az aldbbiakban féképpen Perron és ALanDER eredményei-

1 Fucus: Crelle’s Journal Bd. 66, 68, 75, 77. Annali di matematica
Ser. II. 4.

2 HaMBURGER : Crelle’s Journal Bd. 76, 83.

3 FroBenus: Crelle’s Journal Bd. 76, 77, 80, 85.

4 THoME: Crelle’s Journal Bd. 74, 75, 76, 87, 95, 100.

5 PocHAMMER : Crelle’s Journal Bd. 73,

6 POINCARE: Acta mathematica Bd. 4, 7, 8. American Journal of Math.
Vo &y Os

7 HiB: Encykl. der Math. Wiss. II. 2, p. 471—562, 1915.

8 PErRON : Math. Annal Bd. 66, 70. Acta Math. Bd. 34. Crelle’s Journal
Bd. 137.

9 ScHLESINGER : Handb. der Theorie d. lin. Diff. Gleichungen Bd. I. p. 339.

10 ApanpER: Skandinaviske Matematikerkongress VII. 1931 p. 113—116.
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bél kiindulva keressiik azokat a feltételeket, melyeknek eleget
kell tennie egy linedris differencidlegyenletnek ahoz, hogy
Osszes megoldasai egész fiiggvények legyenek.

I. A homogén linedris differencidlegyenlet megolddsdrol.

Az aldbbiakban a homogén linearis differencidlegyenletet a
kovetkezé alakban fogjuk tekinteni:

D) =y™ + P, (2)y™ "+ P2}y M+ + Pa(2ly =0, (4)
ahol a P;(2) egyiitthatok komplexviltozos analitikus fiiggvé-
nyek. A P;(2) egyiitthatokat a differencidlegyenlet tartomanyénak
egy tetszéleges 2 = 0 helyén kifejtett E Pi»2* LAvrRENTsor alak-
ban képzeljik. (A z=0 helyet tetszolegesnek tekinthetjiik, mert
a z=a esetet a z—a=2" transformatiéval mindig a 2=0 esetre
vezethetjik vissza.)

Az (A) dltal definidalt — Py(z) reguldris hélyén kifejtett —
fiiggvényt az

y(2) =z a2 (enem negativ egész szam)
v=0

hatvanysor-alakban keressiikk, melynek — ismert modon meg-
hatdrozhato — egyiitthatoit determindns-alakban irjuk, mert ez
alkalmat ad egyrészt egy determinans-tétel bemutatisara, mas-
részt a megoldds konvergencia-tételének egy 0j bizonyitasara. Az
Yy = — Pua)y—Poaz)y’ - — Py

kifejezést sorozatosan differencidljuk : :
Yyt V= —Ppy—(Pp1+ Py — (Pa—eot+Pn)y" —--

vi = (B Byl By,
o= Ply—(Pis+ 2P —(Piat 2Pho Py

o— @PIHPy W—Pynv, (1)

yon+d= — Py —(F_ +3Pﬁ)y —(Pna+3Pna+3P)y" —:-
—(3P1+P,)y (n+1)_Py(n+2)

y(u+v)= _P(:‘)y [P (¥) —}-(;)P('_l)] [P(v_)z+(l)P(v—l)+
+ QPG Y = —[QPiA- Ry ¢ P — Py,
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Adjunk az y® fiigvényeknek tetszéleges v, Yo -- Yo' * kezd6-
értékeket és vegyiik (1)-et (4) tartomdnydban egy tetszéleges
reguldris helyen, pl. a z=0 helyen. Jeléljik (1) minden sordban
az els6 n tag Osszegét ¢,,-vel és a tobbi tagokban a zérojeles
tény‘ezéket Ors+1-€l (=0, 1, 2,..., v—1), ahol

n—1

Jo——3 [POAHOPY QP2+ _
(‘_ )p(r—i+l> + (:)P(;;—i)]z=o y(()i) =

n—1

n—I1

v=—pl Y (Hi—1)- ").1an1. 3 +z‘(i_1)...2pn_i+1 ot @)
1-0 %
; | @
: cofiape. o5 Tl yz.",
és ;.
Foaii= (s—H)P(H n__(s_i_g)p(v-qwz)_... (s+n)_p(o——s-n)
(s+ ), [(8+n)(s+n—1) (8+2)p1,v—s—1 +

-+ @+n) (s+n—1)(8+3) pass—at + Prys—n).
v-nek, i-nek, s-nek 0, 1, 2, ... értékeket adva, kénnyen meg-
gy6zbdhetiink, hogy a g,oknek és a g,,.1-knek e kifejezései az
(1y-ben szerepld egyutthat()kat adjak. E jeloléseket alkalmazva
‘kapjuk (1)-bél
Yo' = Yoos
y‘”“’ = G0t 911Y0 s
Yo ¥ = Gao + Gaa y(n) +9s2Yo s

. (3)
Yo = g'o + Jra yo + Q»zyé"“’ G et R 0 R Oh

Most yf,”) yf,”“) yf,"”) .. igy kapott értékeit helyettesitsiik be
rendre az utdna kovetkezékbe:

(n+1) Joo —
— + :
Yo J10 t 911 900 = 0 9“
Y00 — 0
Yo = qz»o + 921900 + 22 91,0 + G20 91 1900 = | Fr0 %11 —1
920 Ja1 Yo
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Igy folytatva kénnyen beléithato, hogy

Jo.o —1 0 0 0.0
g1,0 g —1 0 00
g2,0 P21 Yoz —1 050
yo W = |90 gs1 G2 Gz =k eserl) = (4)
Gv—1,0 Gr—11 91,2 Gr—18 - -~ - - =1
av,0 v G2 Jv3 s Gy

tehdt y(z) hatvinysoranak egyiitthatoi

5 yglvbv) T A’
e A PP T P

(5)

Az igy kapott y(3)= X a,:,2"*" megoldids konvergencidjanak

problémajat az alabbi fejezetben megadott tétel tisztazza, Most
még megemlithetjiik e determindnsnak az alibbiakban felhasz-
nalt két tulajdonsagat. Ezek:

1. Tétel:* Ha a 4, alaki determindns g elemei pozitivok,
akkor a kifejtésében is minden tag pozitiv.

Bizonyitds: Kozvetleniil lathato, hogy 4di-re és ds-re igaz.
Fejtsiik ki 4,-t az utolsé oszlop szerint, akkor

; dl- o gv,v Av—l + AI:—]’ (6)

ahol 4,_, ugyanolyan alaku, mint 4, , és csak az utolso sorban
kiilénbézik téle. Tehat, ha dllitasunk 4, ,-re igaz, akkor 4,_,-re
is és e kifejtés alapjin 4,-re is.

Az is konnyen beldthato, hogy 4, Kkifejtésében a tagok
szdma 2*. Ugyanis ez di-re és de-re igaz és ha 4,_,-re igaz,
akkor (6) alapjin J,-re is. ’ :

* E tétel a PascaL: Repertorium der Hoheren Analysis 2-te Aufl, 1910.
71, oldalon talalhato determinans-kifejezésh6l is azonnal nyilvanvalo, ha
ottan ¢ helyébe 1-et tesziink.
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II. A megoldé.s konvergencidja.

Ismeretes, hogy az y(2) = X @n4+,2"t sor a kifejtési helytdl

(2,) a legkozelebbi szinguldris helyig (') terjedd korben kon-
vergens. E tételre Frsir LipoT ! — az egyiitthatokra vonatkozé
k6zos majorans segitségével — egy igen egyszeri és szép bizo-
nyitast adott, mely a Fropenivs-féle és t6bb mds bizonyitdsnal
tobbet mond annyiban, hogy szerinte %(2) nemcsak minden
|2'—2,|-n4l kisebb sugara kérben, hanem kozvetleniil az |z"—z,|
sugara korben konvergens.

Mi most e tételnek egy 1uj bizonyitisat fogjuk bemutatni,
amely szintén kozvetlenill a. megoldds- konvergenciakorének
sugarat adja meg.

Az y(z) sor konvergenciakérének sugarara (5) és az L tétel
alapjan fennall :

1 X n+vy _gl 3 y(()ﬂ'f“)
o=t [V | = 1 [/ 255 <
y [goo] —1 0 TR
g0l  [g1.1] —1 OFirra)
! 1 192,01. ]92.1] ‘gg,gl ‘—1 " ) ]
=lim B cpon|gsol 1gsal Igsel lgasl - 0} @)
|9 1&”9»——{.1| |gitp] --o . . —1
(0l gual [geal + - - - Igu

Jeloljilk a gyok alatti determinanst D,-vel és fejtsik ki az
utolsé sor szerint. A v,-edik (v, —1-ed rendid) aldetermindnst
ismét az utolsé sor szerint. Ebben a v,-edik v,—1-ed rendiit
.ugyanigy s.i.t. A kapott 1, 2, 3,,,,v+1 tényezbs sorozatok
szama — (6) alapjan — sorjaban (}),(%),,,(). Ha ezekben a
legnagyobb tag rendre 7, T,,,,, T,, akkor

Bt (et (g w

“ FEJéR Sur le calcul des limites (Comptes rendus 1906).
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Legyen a legnagyobb tag (}) T}, akkor
Dv 5 (V+l) (I:) Ig:,n l |g-.j—1,',l Ig';-le"a I AR ‘g’k—]y() l’ (8)
ahol 0=k=<y ésv,=0,1,2,...v,  v,=0,1, 2,---y,—1,

v =0, 1, 2,---p—1,....
Az elébbi fejezet alapjan

(9)

n—1
lgv,o | = v !igo(lpnfi,t l + 1pn—i+l,v—l } + ey ‘pﬂ,w—i [)%05

=v!n®|pas—s| Y5
y! . 4 : bhr s
|gr,s+1 |S m (I P4, ;-sl S IP;,:—«-l ' o R )pn,y-—s~n+1 |)S

(S + 1) ) |pa |—8—b|

ahol pa,—p» azon Py(z) hatvanysor egyiitthatoi, melynél a konver-
genciakor sugara 7, a legkisebb. Ezeket (8)-ba irva, nagy v-re:

l)!. (ve—1)!  (—

v,! vg!

1)!
Ipa,v-—v,l lpa.t,~ 79

2 ..lpa,'klnk.pgyg:),
_ O D=9 - b—k+1) ¥oig
Ev,vavge -1  |Das—1yl [Pasy - 1a]* -1 Dasme 0+ 350

D<) ()5

vyvavg -1 helyébe — (9) alapjan — a nem nagyobb k!-t téve,
irjuk ezt be (7)-be. Akkor '

1 e llm vEnk
(V+2)”_1k' k! lp“ ""‘ll [Pa 1,—;,'

A Korlitlanul névekvé ndexii tényezok = helyébe irjuk

ll,“l V pavl———a alapJan a't. A toébbi korlatos mdexu

tényezo helyebe — mivel a P,(z) sor elsé eg"yutthatémak meg-
valtoztatasa itt nem lényeges — irjunk szintén a'-t. Akkor



168 <o 2o+l KN KUTI MARTON.

s e \k.
STiRLING szerint ,ll_'ﬁikl(z) = 1, tehat folytatélag

_glim 4 ("e’" )"'. (10)

r— oo kZ

Valasszuk szét a feladatot a —;-:: m —»oo és % < B esetekre,

Az els6 esetben,

v SR (neﬂmﬂ ) <g lim V(mz)m et

y—>r oo v m-—re

A masodik esetben (10) folytatolag

o lim ‘/ MLy
k—aw k

Tehat minden esetben R=7,, q. e. d.

III. Egész megolddsokra vonatkozé tételek.

A teljesség kedvéért roviden megemlitjilk, hogy azon homo-
gén linearis differencialegyenletek koziil melyeknek megoldasai
egész figgvények, legegyszertibbek az dllando egyttthatojiiak :

K(y) = y™ + a,y" + agy®=2 +---+ any =0,

melyek megolddsai mindig transzcendes egész fiiggvények.
Most felmeriilhet az a kérdés, hogy forditva, egy megadott
hatvinysor mikor lehet megolddsa valamely K(y)=0 alaku
differencidlegyenletnek. Erre a valaszt a kovetkezé érdekes
Beke-'2-féle tétel adja meg:
Tétel: Egy Zp,z’ hatvdnysor akkor és csak akkor megolddsa

valamely K(y) = 0 alaku dzﬁerenczaleqyenletnek ha az egytl-
hatokbol képezett

: 2y P Po  P1 2p,|
Dyaepy; = Dyssi? 9 A Dy=| p, 2lp, 3py; - - -
1o, 2|’ 2 p, 3!p, ),

12 Bgge: Math. és Term. Tud. Ert. XXXIV. k. 1916. 25. o.
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HankeL-féle determindnsok eqy bzzonyos m -indextol kezdve
mind eltiinnel. : ;

E tétel a Hapamarn*®-féle kompozicio, illetve ennek specidlis
esete a Boren'"-féle asszocidcio alkalmazasival szépen bizo-
nyithato.

Most attériink arra a kérdésre, hogy a valtozé egyiitthatos
homogén linedris differencidlegyenlet integrdljai mily esetek-
ben egész fiiggvények és hogyan lehet ezt az egyiitthatokbol
kozvetleniil felismerni. Azt mar tudjuk, hogy, ha a Pj(z) fiiggvé-
nyek mind egész fiiggvények (4)-ban, akkor a megoldasok is azok.
Azonban a megoldasok akkor is lehetnek egesz fiiggvények, ha
az egyiitthatok nem azok Pl

ahol u(2) tetszéleges racionalis egész fiiggvény. Ennek az AvanpER-
t6l eredd -— el6bb emlitett publikaciojaban kozzétett — példanak
a megoldasa [y(z) = cu(2)] egész fiiggvény annak ellenére, hogy
az egyiitthatdé nem az. Sét, ahhoz, hogy a megoldasok mind
raciondlis egész fiiggvények legyenek, egyenesen sziikséges —
amint ezt a tovabbiakban bebizonyitjuk — hogy egyetlen
egyiitthato se legyen egész fiigvény. Ha (A) egyiitthatéinak
nincs mas szingularitdsuk, mint n-nél kevesebb szamu poélus,
akkor vannak egész megolddsok is, amint azt a kovetkez6 Perron-
féle tételbdl tudjuk (1. fentebb idézett munkdjat):

Ha
Py2yy™+Py2)y D+ ... 4 Py(2)y=0

egyutthatdi egyész (rac. vagy tramszc) [ugguények és a Fyz)
fuggvénymek s zérus helye van, akkor legalabb n—S8 megoldas
egész fuggvény.

Egészen dltalanosan a megoldasok akkor és csak akkor mind

- 13 HapamarD : Theoréme sur-les séries entiéres. Acta math. 22. 1898.
14 BoREL: Séries divergentes p. 96.
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egész fuggvenyek ha a megoldasok hatvanysoriban az egyutt-
hatékra fennall (5) szerint, hogy

e =i |-

Azonban, hogy ez mikor kovetkezik be, azt altalaban nehéz
kozvetleniil felismerni. Azért oly kritériumokat igyeksziink
taldlni, melyek alapjan a megoldasok egész voltara az egyiitt-
hatokbol kozvetleniil lehet kovetkeztetni. Ilyen pl. az ALANDER-
féle kritérium (az idézett publikdaciojaban), mely szerint: Ha
(A)-ben Pi(z)=0, a megolddsok akkor és csak akkor egész fiigg-
vények, ha a Pgfz) fiiggvények (=2, 3, ... n) is mind egész
figgvények. E tételt mi most dltalanositjuk.

2. Tétel. Abban az esetben, ha (A)-ben a Py(2) figguény
egész figguény, a megolddsok akkor és csak akkor mind egész
fuggvenyek ha az Gsszes tobbi egyiitthaték is mind eqasz figg-
vényel.

Bizonyitds: Ismeretes, hogy a megoldasok Wronski-féle
determindnsdra és (A) egyiitthatoira fennall :

,(z)——(—l)‘— és Py(z)= £l l;ib, (11)

ahonnan

D=re fP:(z)d« : (12)

Ha a P(2) fiiggvény egész fiiggvény, akkor D zérushelynélkiili
egész fiiggvény. De akkor, ha valamelyik P; nem volna egész
fliggvény, (11)-bél

P(z) = (—1) Dik' /Pxt512:

alapjan D; sem volna az. Ez pedig csak ugy lehet, ha legalabb
egyike az y, fiiggvényeknek nem egész fiiggvény. Tehat, ha P,(z)
egész fiiggvény, akkor ahhoz, hogy az y, fiiggvények mind egészek
legyenek, sziikséges, hogy a Pi(z) fiiggvények mind egész fiigg-
vények legyenek. Ismeretes, hogy ez a feltétel elégséges is.
Mivel az el6bb emlitett Aranper-tétel ennek specidlis esete, tehat
ez is igazoltnak tekinthetd.
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Abbol, hogy P(z) egész fliggvény, nemcsak a megoldasok
egész voltdra, hanem azok mindségére is vonhatunk némi
kovetkeztetést. Ilyen pl. a kovetkezd allitas:
 Ha P(2) ege'sz figgvény, akkor mem lehet mindegyik fugget-
lqn megoldds raciondlis egész figguény.
~ Ugyanis, ha a Py(2) fiiggvények (1=2, 3, ... n) nem mind egész
fiiggvények, akkor allitasunk az elébbi tétel alapjan maris
nyilvanvald, de kézvetleniil belathato akkor is, ha a Pjy2) fiigg-
vények mind egészek, mert ha P,(z) egész, akkor

8-]P,(z)d:

transzcendens egész. fiiggvény. De akkor (12) alapjan D) is az.
Ez csak ugy lehet, ha az y; figgvényeknek legalabb egyike
transzcendens egész fiiggvény. Tehat, ha minden egyiitthaté
egész fuggvény, akkor legaldbb egy megoldas transzcendens
egész fliggvény.

E két utdbbi megjegyzés tulajdonképpen mar kovetkezik az
alabbi tételbdl.

8. Tétel: Ahhoz, hogy (Ayrnak minden megolddsa racio-
ndlis egész fugguény legyen, szikséges, hogy az eqyitthaldl:
sorjgban- —1, —2, —3, ..., —n-nél nem magasabb fok
raciondlis tortfiiggvények legyenek.

Bizonyitds : Minthogy a raciondlis egész fuggvenyeknek csak
polus-szingularitasuk van, azért az ily megoldassal bir6 homogén
linearis differencidlegyenletek a Fucns-féle osztalyba tartoznak.
Azonban ahhoz, hogy ide tartozzanak, szitkséges, hogy a Piz)
egyiitthatok :

Py = Sed
alakra hozhaték legyenek, ahol
9(2) = (2—a,) (3 —ay) - (z2—a),

és a gie—1(2) fiiggvények indexiiknél nem magasabb foku racio-
nalis egész figgvények. Azaz a Fucus-osztalyba tartozashoz sziik-
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séges, hogy a Pj(2) fiiggvények sorjaban —1, —2,,,, —n-nél
nem magasabb foku raciondlis tortfiiggvények legyenek.

A Fucns-osztalyra valo hivatkozassal csak ennyit tudtunk
mondani (A) egyitthatoirol. Most kimutatjuk, hogy nemecsak
nem magasabb, hanem pontosan —1, —2,,,,—n-ed fokaak
kell legyenek Pj(z) fiiggvények ahhoz, hogy a megoldds raciondlis
egész fiiggvény lehessen. El6bb azonban elére boesdjtuk a kovet-
kezé tételt:

4. Tétel: Ha egy Vanoermonve-féle determindns eclemei
kiillonbozdk és pozitivok, akkor éGsszes aldetermindnsai zérustol
kilonbozdk.

Bizonyitds: Az mn-ed rendti Vanpermonpe-féle determinans
egy tetszéleges —v-ed rendid (v<<m)— aldetermindnsa

i i i i

ait a® ag ... ay

i i i i

(74 ST b B 4 e o

(n) i i i iy

Vi — | ot abs ap ... al |, (B)

i i i i

a) ol A ... @y

ahol
0. % Sty £ 05 < s iy <N

Ha kivonjuk V3, elsé oszlopanak air—i1, gis—i,. . .aiv—i-szeresét
rendre a tébbibél, akkor V§} redukalédik az elsé sor elsé elemé-
hez tartozo aldetermindnsra, melyben a k-adik sor s-edik eleme :
afe— ahayh=aql1 (a1 —al—h) =
= a1 (o —ay) (@114 g1 2, - gyl gl 1) =
— (ak—ax) (at;:-—i +a};“za1+- < tair +1az;,— =2 a?r,at;.—i,—l)_

Kiemelve minden sordbol ax—a-et (k==2, 1,...v), lesz

ia—iy s iv—iy ;
ig—igi—1 is—igi—1 iy
2 ax e 2 ap e ... 2 ag e
el =1 j=1
ety T : ig—i1 y . ey Bast el 1
ig—] pj— e P iv=J yj—
VO =ghS 2 aga) 2 agd Tal . 2 aly~ig
ni — Ry"0O94 Jj=1 j=1 Jj=1 >
Saty e : ig—iy iy g o]
ig—jni— $g—7 yd— P
S airta S e LS et
i=1 =1 i=1 <374
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ahol
Sy =(ag—ay)(ag—ay) - - (@y—ay).
Vonjuk ki e determindns s-edik (s=3,4,...v) oszlopabol -az
elétte allo oszlop ais—is—1-gzeresét. A keletkezé determindns
altalanos eleme:
a;"a—l + a;’:——iax + st +a;"1+ la';"s—il-z_*_ ai,alig——«ir s
—— aia-it—l (ai’—l_l + a;‘@—l_‘gai + ces + ail ail—lh’il_l)

= ai!—l = a}':—f"a, Fee ais—xal;a—‘in‘l—l ,

Tehat folytatélag

ig—iy ig—-ig iy—dv—1 . y
ig— gi—L dy = pf = iv—igi—
> ai} o 2 a3 a RS Z as e
j=1 = i=t
: ta—iy ig s iy i
ig—j i1 ig—j pd—1 iv—jgi—
V& —gir§S 2 agd Ia4 2‘ agd JaJl kagte Z ag” oy
ng =004 jm=1 j=1 j=1
Sae=de o : is%"'! ] fr—y— . ‘
ta—/agl— s gl W=l
Sairia S S i
- " I

Konnyen belathato, hogy e determindns felbonthato

a; = (b, — 1y) (lg—1g) -+ - (} — ©h—1)
szam determinans 6sszegére, melyeket gy kapunk, hogy a
fenti determindns minden oszlopaban rendre az Gsszegnek csak
eqy — ugyanazes j indexi — tagjat tartjuk meg. Az igy kapott
y—1-ed rendi determininsok mindegyikében — miutin dsszes
oszlopaikbol a,-nek eléfordulé hatvinyait kiemeltilk — minden
oszlop magasabb foka, mint az elétte all6. oszlopok, mert —
amint kénnyen belathato — a fenti determindns minden oszlo-
paban a,, ag,...a,nek csak magasabb hatvinyai fordulnak eld,
mint az el6tte 1évé oszlopokban. Tehdat e determindnsok mind-
egyike ugyanolyan alakd, mint (B); azért V.. a kdvetkezo alakba
irhato :
V=5, S ar v,
r=1

ahol az m, kitevék és a; pozitiv egész szamok.
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Ezen a, @, ...a, elemekbdl dll6 V™ determinansokrs
ugyanezt az eljarast alkalmazva kapjuk, hogy

Vi =5, SageVii®,
ahol :

Sy = (ay—ay) (@, —ay) - - - (as—ay);
tovabba az mg-ek és a, pozitiv egész szamok. Tehat
v A ai ay

Vi =85, r§] s§l aals Vi,

Ezen eljarast addig folytatjuk, mig a jobboldalon 4ll6 deter-
minansok felsé indexe 2 lesz. Akkor
R

ai a a i
ym — S e ’ Py ' amramx e o =4
o ,§, gg 2‘ =2 gh a‘,.!
Minthogy
{ ! lg—l
Ay, Oty ; = ey e Sl G
h gy | = @alt (e —auh) = ait e (ay,—ay ) 3 ap Rl
o ar k=1
azért
< @i ar aj
‘, () b b Z 2 kz a™als. . '"la;”kla’”k
=1 8=1 l=-1 =1

Itt §,S,...S, . az a,, a5...,2, elemek Vanpermonpe-féle deter-:
minansanak kifejtése; az utdana kovetkezé Osszeg pedig ugyan-
ezen elemekbdl allo bizonyos szorzatésszeg. Ha tehat az a;
elemek kiilonb6zok és pozitivok, akkor V3 nem zérus.

Megemlitjiik, hogy ez a tétel nem evidens, mert .— amint
Beke professzor ir megjegyezte — pl. ha az a-k nem mind
pozitivok, akkor a tétel nem igaz, igy pl. a

2

1 Gy

s ==tlat - af
2

| R T

determinansban az «, elemhez tartozo aldetermindns zérus akkor
is, ha elemei a,, a,, —a, kiilanbozdk.
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5. Tétel: Ahhoz, hogy egy homogén linedris differencidl-
egyenlet megolddsai mind raciondlis egész fuggvén, Jek legyenel:,
szikséges (de mem elégséges) hogy az egyiitthatok sorjdban
pontosan —1, —2,,,, —n-ed foki raciondlis torifigquények
legyencek:. :

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy (A) megoldadsai az egymastol
linedrisan fiiggetlen

Yy =02+ @291 4 ... + @y, ,
Yo = bpz™ + b2" ' + - + by,

Yn = pOZ“n +p12-“ i + + pn

racionalis egész fiiggvények, ahol az ai-k egymastol kiilonbo6zok.
[1tt feltehetjiik, hogy az ai-k kiilonbézdk, mert ha volna az y,-k
kozott egyenlé foka, akkor ezek pusztin kivonassal kiilonbozo
fokuakka tehet6k, melyek szintén fiiggetlenek és megoldasok.
Ha pl. a,=a,=a,, akkor

yl — boyl —_— (,'l,o_lj2 = hozal—‘l + h1 Z“1—2 + e
Y = CoYfy — VolYs = Y2 + g12* 2 + -

Y1 = Jo¥s — hoYe = Lz + iz + -

Tehat az y,, y,, 7, fiiggvények mar kiilonb6z6 fokuak. Ha tébb
y; egyenl6foki, akkor ezt az eljarast folytatjuk. Kénnyen belat-
hato, hogy az igy kapott yi-k megolddsok és egymastol fiigget-
lenek tovabba forditva, ha az y; fiiggvények fiiggetlen megoldasai
(A)ynak, akkor az y; fiiggvények is a fenti és a tobbi hasonlo
egyenletek alapjan szintén fiiggetlen megolddasai (A)¥nek]

Képezziik az y; fiiggvényekbdl alkotott Wronski-féle D; deter-
minansokbol (11) alapjan a

D, D
0y (n—1) 1—'—’) TR T B sz tadf s
J( y " D : e § o D Y 0
kifejezést és vizsgaljuk az egyiitthatok fokszamat. A D és a D;

determindnsok legmagasabb foku tagjait akkor kapjuk, ha ele-
Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 12
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meikben csak a legmagasabb foku tagot tekintjiik. Tehat D leg—
magasabb foku tagja

|aoz 1 o, 257 e @pan(ag—1) - (@, —n+2) 28]
4= bOza' boazz"!_l o Doaglag— 1) Hag—nt2) 24t
PoZ*" PotaZ ! -- poan(an—1)--.(an;n+2)z“"‘"+‘

Szorozzuk a 2-ik oszlopot z-vel, a 3-ikat z®-vel s.i.t. Kiviil
ugyanezekkel osztva, a z%1, z%2, . ... z7-ket kiemelve és egyszeri-
sitve kapjuk

d=agb, -+ pzatest - +an—(@) §

ahol ;
‘1 o, aj(a;—1) -+ aa,— 1) (a,—n+2)
S [ 1 oy ag(as—1) -+ aglag—1):-(ag—n42) |’
! 1 an an(an—1) -+ an(an—1)-(an—n+2)
Most — az egyes elemekben a szorzast elvégezve — egyes

oszlopoknak maisokhoz val6 hozzdadasa és kivondsa altal elér-
hetjiik, hogy e determinans Vanpermonpe-féle legyen.

Ugyanily eljarassal kapjuk, hogy a Di-k legmagasabb foku
tagja :
Aose aObO pozu1+uq+-‘-+an—('2')—i$i’

ahol
2 ... g1l gh gitl ... on—1
1 a, a) ool oY af
5 i ;
9 1 a, a -+ o 1 af aitl ... a;t—l
| =
1 &, ap .1 ot g aftt ... g0t

Minthogy az o4~k kiilénboz6k és pozitivok, A== OAés a (4) tetel
szerint A;==0, tehit D-nek a,+ ay+ -+ + an— (Z) és a Dyk-

nek a,+a,+---+a,— (;) —1 a fokszdma tehat a —g—i-k tény-

leg. i-edfoku raciondlis tértfiiggvények.
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6. Tétel: Ha (A) egyiitthatéi negativ egyiitthatés hatvdny-
sorok, akkor a megolddsok mindegyike csak alkor lehet egész
figguény, ha az egyiitthatdk is mind egész fiigguények.

Bizonyitds: Legyenek a Pyz) fiiggvények egyiitthatoi nega-
tivok és vilasszuk az vy, ¥, --y$V-ket pozitivoknak, akkor
(1)-ben a jobboldal minden tagja pozitiv. Ha mostan (A)-nak
jobboldalédn csak a P (2)y™ " tagot tartjuk meg, ezédltal ugyan-
csak pozitiv, de kisebb értékeket kapunk az I/("“)-kre Tehat
az igy kapott :

U™ = — Py(2) u"—»
differencidlegyenlet megolddsa — ha u("® = y"*® — szintén
pozitiv egyiitthatoju oly hatvianysor, melyben a v-edfoki tag
egyiitthatoja kisebb, mint y-ben a v-ed foku tagé. :

Jeloljiik most «™")-t v-vel. Akkor kapjuk hogy

v = = Py(z.
Itten két esetet kiilonboztetiink meg, aszerint, hogy k=1 vagy
vagy k=1. Az els6 esetben, ha P,(z) nem egész, akkor mar a
2. tételnél emlitett ALanper-tételbél kovetkezik, hogy a v alta-
linos megoldds nem egész fiiggvény és igy w sem az, de akkor
y még kevésbbé. A masodik esetben a

(2

egyenletet sorozatosan differencialva, ha a

"

’U = (2w — Pyzp’,

- P’,’(z)v - 2P( 2w'— P, (2",
ey N (13)
U(r) e i P(v—l) 99— (v-—l) P(v—’)v iy PI(Z)’U (v—h, .

rendszerben a P,(2) = 3 pi,2' sor egyiitthatoi negativok és
+—0

1,>>0, akkor a jobboldal minden tagja a 2=0 helyen pozitiv.
Tehat v-t csokkentjiik, ha a jobboldalon csak az (v—1)!v,p1,,—1
elsd tagot tartjuk meg. Ez esethen, ha P,(z) nem egész fiigg-
vény, akkor

12%
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ahol R a v, », pedig a P,(z) konvergencia-koérének sugara
Tehat v nem egész figevény és igy w sem, de akkor y még
kevésbbé. : :
Megjegyezziik, hogy ha (13)-ban P,(2)-rél csak annyit mon-
dunk, hogy nem egész fiiggvény, akkor v’'= — P,(2)v-nek
v=ke/P megolddsa még lehetne egész figgvény, pl. ha

Pj(z)zflf akkor v=k(1—2).

A 6. tétel és e fejezet elején emlitett AvranpEr-féle

———Zﬁﬁ)) y=0 példa alapjin kénnyen belathat6 a kovetkezo
allitas :

Ha egy egész fugguény logaritmikus differencidlhdnyadosa
nem egész figguény, akkor e differencidlhdnyados hatviny-
sordnal egyilthatéi nem lehetnel: mind pozitivok.

Ugyanis, ha az w(2) egész fiiggvény logaritmikus differen-
cidlhdnyadosa nem lenne egész fiiggvény (ez eléfordul pl. az
Osszes raciondlis egész fiiggvényeknél, de vannak ily transzeen-
dens egész fiiggvények is, pl. (z—l)e‘) és ha e differencidl-
hdnyados hatvanysordnak egyiitthatéi pozitivok lennének, akkor
a fenti Avanper-féle példa megoldasa a 6. tétel szerint nem
lehetne egész fiiggvény. Viszont ennek megoldasarol tudjuk,
hogy ez nem mds, mint az y= ku(z) egész figgvény.

Kun Kuti Mdrton.
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UBER DIE HOMOGENEN LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, DEREN SAMTLICHE
LOSUNGEN GANZE FUNKTIONEN SIND.

Im Vorhergehenden wurden — hauptsichlich von den Arbeiten
Perrons und Avanpers ausgehend —— jene Bedingungen untersucht, die
eine homogene lineare Differentialgleichung befriedigen muss, damit alle
ihre. Losungen ganze Funktionen werden.

Zuerst haben wir die Koeffizienten der Potenzreihe der allgemeinen
Losung der Differentialgleichung

D(y) = y®+ Py(2)y—D + Py(2)y=2 + oo + Pr{z)y=0 (4)

in Determinantenform geschrieben, wodurch sich eine Gelegenheit bietet
einen Determinanten-Salz und einen neuen Beweis des Konvergenzsatzes
der Losungen der obigen Differentialgleichung zu erwiithnen..

Dann wurden. folgende Sitze bewiesen :

1. Ist in (4) die Funktion P,(z) eine ganze Funktion, so.sind alle
Losungen dann und nur dann ganze Funktionen, wenn alle anderen
Koeffizienten P;(z) auch ganze Funktionen sind.

9. Dafiir dass alle Losungen von (A) ganze rationale Funktionen
seien mogen, ist es notwendig, aber nicht hinreichend, dass die Koeffi-
zienten P;(z) gebrochene rationale Funktionen nicht héheren als —1,
-2, —3, ..., —n -ten Grades seien.

3. Wenn die Elemente einer Vanpersonpeschen Determinante ver-
schieden und positiv sind, dann sind alle Unterdeterminanten von Null
verschieden.

4. Dafiir dass alle Losungen von (A) ganze rationale Funktionen
seien mégen, ist es notwendig, aber nicht hinreichend, dass die Koef-
fizienten gebrochene rationale Funktionen von genau —1, — 2,

3, ..., n -ten Grades seien. ; et

5. Wenn die Koeffizienten von (A) Potenzreihen mit negativen
. Koeffizienten sind, konnen alle Losungen nur dann ganze Funktionen
sein, wenn auch die Koeffizienten P;(z) ganze Funktionen sind.

6. Wenn die logaritmische Ableitung einer ganzen Funktion keine
ganze Funktion ist, dann kdnnen nicht alle Koeffizienten der Potenz-

reihe dieser Ableitung positiv sein.
Martin Kun Kuti.
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Charles Jordan: Calculus of Finite Differences.
(Introduction by Harry C. Carver) 1939., XXII 4 655 lap.?

E vaskos munka a szerz8 hosszi éveken at folytatott kutatésai-
nak gyiumolese és feloleli egyetemi el6adésainak anyagat. Ambar
kozvetlen célja az, hogy a matematikai statisztika jelen vagy jovends:
miivel8it megismertesse e tudomany ma mar nélkiilozhetetlen méd-
szereivel, a matematikus részére is gazdag és tanulsigos olvasmanyt
nyujt. Az elsé fejezetek a differenciaszamitas alapfogalmait, mitve-
leteit, jelolésmodjat és a benne hasznéalatos legfontosabb fiiggvénye-
ket vezetik be  (az exponencialis és trigonometrikus fiiggvényeket,
a gamma-, digamma- és trigamma-fiiggvényeket, sth.) Kiilon fejezet
foglalkozik a StmuiNna-szamokkal. Az elséfaji SmirLiNg-szamokat (Sp)
kapjuk, ha az (z), faktorialist, azaz az x(z—1)...(x—n-1) szor-
zatot & hatvanyai szerint rendezziik : (x),.=iS:."x"". a masodfajha-

m=1
kat (&™), ha an-et kifejtjitk az (x),, (z',.... (x), faktoridlisok szerint :

™= i &F x'y. Mig azt a szerepet, amit a binomialis egyiitthaték az
m-1

analizis szémos agaban jatszanak, mindenki jol ismeri, a SrrLING-
szamok altal nyujtott el6nyck tavolrél sincsenek. koztudatban.
A szerz$ tehat hasznos munkét végez, midén megmutatja, hogy e
szamok mily sok és valtozatos kérdéssel fiiggnek ossze. Egy tovabbi
fejezet a BrrnourLr-szamokat és polinomokat targyalja. Az 4ltaliban
ismert tulajdonsagok vildgos és tomor osszefoglaldsa utén az . n.
mésodfaji Brerxourni-polinomok elméletét kapjuk (az «elsérendiir-eket
rn—1
n—i)!
mig a «mésodrendtir-eket a forditott ¢y (z+ 1)—dn(a) = dn—i(z) és

a pn@+1) —@nz) = 65 @ax, =@n—1(x) relaciok jellemzik,

dn() =('ni1 ) relacidk), amelyet éppen szerzénk fejtett ki tiz évyel
ezel6tt a Szegedi Acta-ban. : ' :

1 A mii magyarorszigi bizoményosa a budapesti EcGENBERGER-cég ;
ara 25 pengb.
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A nevezetes polinomsorozatok kozil megtalaljuk még a Stirnina-,
Furer- és Boore -polinomok térgyalésat egységes szempontok szerint
6s killonos tekintettel e polinomok szerepére azon miiveletek koré-
ben, amelyek a differenciaszimités lényegéhez tartoznak. Mondanunk
sem kell, hogy a kilonféle 6sszegez8 formuldk és eljardsok fontos-
sagukhoz mért helyet foglalnak el.

Az interpolécié modszereit a szerz6 nagy gonddal és részletes-
séggel fejtegeti. Allispontja az, hogy a faktorialisok szerint rende-
zett képletek elméletileg egyenrangiak a hatvényok szerint rendezett
képletekkel és hogy gyakorlatilag még hasznosabbak, mint amazok.
Ennek igazolasira tobb alkalmat megragad. Az interpolaciéval kap-
csolatban vizsgalat targyava teszi a szamitasi gyakorlatban elterjedt
tablazatokat és arra a meglep8 eredményre jut, hogy az interpolacié-
képletek megengednék, hogy e tablazatokat &altaliban tizedrésznyi
terjedelemre redukéaljuk, a nélkiil, hogy az altaluk elérhet6 pontos-
sagnak ez rovéasara menne. Célszeri volna tehit a tablazatokat
csokkentett terjedelemben jelentetni meg és kiegésziteni ket az
inverz figgvények tablaival.

A kiegyenlit§ szdmitdsok két szokasos elve (nevezetesen a leg-
kisebb négyzetek és a momentumok elve) szerzénknél behaté meg-
vitatasnak térgya. A legkisebb négyzetek elvének alkalmazéasat
lényegesen megkonnyitik és egyszerisitik az ortogonalis polinomok,
amelyeknek tulajdonségait szerzénk jorészt sajat vizsgalatai alapjan
fejti ki; a momentumok elvének sima és praktikus hasznélatat pedig
éppen azok a fiiggvények biztositjik leghathatésabban, amelyeket
szerzonk G-polinomok néven vezetett be a tudomanyba.

A konyv utolsé fejezetei a numerikus -egyenletek kozelit§ meg-
oldasarol és a differenciaegyenletekrdl szélnak. Az elsének vezérelve
a regula falsi; az utobbiak targyalasa Laprace, Boore, Founier,
Lacrance, Frus részben feledésbe meriilt moédszereinek szerencsés
felelevenitésén nyugszik. A differenciaegyenletek értelmét és meg-
oldésaik tartalméat jol megvilégitjak azok az egyébként is érdekes
val6szinliségi problémik, amelyeknek elemzése példaul szolgal.

Az egész munkin végigvonul, hogy a szerzdt mindenekel6tt nem
a sorbafejtések konvergicidja érdekli, hanem az, hogy mikép lehet
mennél kevesebb taggal mennél nagyobb pontossigot elérni. Nem
mintha a konvergencia kérdésének fontossagat félreismerné, de ebben
mas feladatkort 14t és ezittal nem ezt a feladatkort valasztotta
vizsgilatainak targyaul. Ezenkivil mas is lebeghetett szeme el6tt.
Az infinitezimalis szdmitas hatalmas fejlédése tobb matematikai
disciplindt mintegy elnyomotf és sok esetben ez hatirozott kéar volt.
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Ilyen éppen a differenciaszamitas esete. A szerz6 tehat igyekezett
a matematika ez aganak szépségeit és harmonidjat bemutatni, hogy
neki 4j hiveket szerezzen. Ezért is irta konyvét — noha honfi-
tarsunk — angolul, vagyis azon a nyelven, amelyen a legtobb
olvaséra szamithat.

A mi izléses és teljesen az angol és amerikai kiadvanyokra
emlékeztetd kiallitdsa a soproni Rorric és Romwarrer-nyomda szak-
értelmét dieséri. Sziies Adolf.

Gabor Szegd: Orthogonal polynomials. New York,
American Mathematical Society, 1989, VII-}410 lap.2

Itt kozoljiuk magyar forditasban e konyv el6szavat.

Az utébbi években az ortogonalis polinomok elmélete nagy fejlédés+
nek indult; a targy szorosan kapesolédik az analizis szamos fontos aga-
hoz. Az ortogonalis polinomok osszefiiggnek a trigonometrikus; hiper-
geometrikus, Brssrr-féle és elliptikus fiiggvényekkel és kapesolatba
lépnek- a lanctortek elméletével és az interpolicié és mechanikus quad-
ratura fontos probléméaival ; tovabba alkalmilag szerepelnek a differen-
cial- és integralegyenletek elméleteiben is. Ehhez hozzifiizhetjilk, hogy
altalanos és tanulsigos illusztraciéul szolgalnak az ortogondlis rend-
szerekre vonatkozé bizonyos vizsgilatokhoz. Ujabban kideritették,
hogy e polinomok némelyike jelentdséggel bir a quantum-mechanikiaban
98 a matematikai statisztikdban is.

A targy forrasa bizonyos, G. n. Stienrins-féle, lanctortekre vonatkozo
vizsgalatokban talalhato. E lanctortek kilonleges eseteit Gauss, Jacos,
CurIsTOFFEL, MEHLER és masok tanulmanyoztik, mig 4ltalainosabb
szempontbol Csepisev, HeiNg, Stienries és A. Markorr fejtették ki
elméletiiket. s

A lanctortek szorosan -Osszefiiggnek a momentumok problémajaval.
amely probléma tijabban nagyot fejlédott ; mégis a lanctorteket fokoza-
tosan elhagytak mint az ortogondlis polinomok elméletének kiindulé-
pontjat. Helyiikbe lépett maga az ortogonalitési tulajdonsig mint alap-
tulajdonsag és miis a targy itt kovetkezd kifejtésében ezt az 4llaspontot
fogadjuk el. Ezen alaptulajdonsigb6l kiinduléan bizonyos specidlis
ortogonalis polinomokat vizsgilunk, olyanokat, amelyeket nagy rész-
letességgel vizsgaltak az dltaldnos elmélettd] fiiggetleniil, s6t mieldtt.
még ez az elmélet keletkezett. Ebben a vonatkozésban a fentemlitett.

1 Az American Mathematical Society «Colloqumm Puhllcatlons» c.-
kényvsorozaténak 23. kotete. Bolti dra i
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_hévekhez hozzatlzzik Laprack, LecenprE, Fourier, ABEL, LAGUERRE
6s HERMITE nevét. .

Ami targyunk kézikonyveit illeti, megjegyezziik, hogy az egyetlen
rendszeres targyalas J. Smomar monografidjaban talilhato: Théorie
générale des polynomes orthogonaux de Tchebichef, Mémorial des Sciences
Mathématiques, Paris, 1984. A korlatolt hely rovidségre kényszeritette
e munkat és ezért nem részletez szamos oly problémat, melyeket kiilo-
nosen az utébbi években vittek elébbre. Kivanatosnak latszott tehat,
hogy e disciplina alapidedinak 0] és részletes kifejtésével prébélkozzunk,
helyet adva kilonlegesen a zérus-helyek eloszlaséra, aszimptotikus
abrazolasokra, kifejtési problémakra és az interpolaciéo és mechanikus
quadratura bizonyos kérdéseire vonatkoz6 Gijabb vizsgilatoknak.

Az itt kovetkezdkben részben az ortogonalis polinomok éaltalanos
elméletével foglalkozunk, részben pedig e polinomok specidlis osztalyai-
nak a tanulményozasaval. Amint varhato is, eredményeink kimeritéb-
bek e specialis osztalyokra vonatkozélag és példaképpen megemlitjiik
azokat a klasszikus polinomokat, amelyek masodrendd linearis differen-
cidlegyenleteket elégitenek ki. Tekintve e specidlis osztalyok elsérendd
fontossagat az alkalmazasokban, nem lesz meglepd, hogy konyvink
elsésorban ezeknek a tanulményozasival foglalkozik. Mégis kétségteleniil
az 4ltalanos elmélet, amint a XII. és XIII. fejezetben kifejtjik, tartal-
mazza az utoébbi évek legfontosabb haladéasat.

Munkénkban nem toreksziink a targyalas teljességére. Ellenkezdleg :
vonzéva Ohajtottuk tenni az anyagot, inkdbb mint kimeritévé. Arra
torekedtiink, hogy megadjuk a f&- és jellegzetes modszereket és ezek
kapesolatat a modern analizis némely &ltalanos fogalomalkotésdval.
Altalaban elényben részesitettiik az oly témakat, melyekhez magunk 1j,
bar szerény adalékkal hozza tudtunk jarulni vagy amelyeket 1j forméaban
tudtunk nyujtani. Ily médon a konyv szamos eddig nem kozolt ered-
ményt is tartalmaz; némelyikitk tobb évre nytlik vissza. Igy példaul
felvettitk konyvinkbe a Jacosi-féle sornak az ortogonalitasi szamkor
végpontjaiban valo CesAro-féle szummabilitisra vonatkozo vizsgalatot
(az itt alkalmazott médszer mar a LecENDRrE-féle sor klasszikus eseté-
ben is fontossaggal bir). Tovabba ) és egyszeribb uton jutottunk az
-ortogonalis polinomokra vonatkozé S. BernstTeIN-féle aszimptotikus
képlethez. Szamos kisebb jelent8ségli részletet is targyalunk; ilyenek :

. egyszertsitések és kiegészitések a Jacosr- és Lacuerre-féle polinomok
aszimptotikus viselkedésének és e polinomok szerinti kifejtésének vizs-
galataban ; azon esetek vizsgilata, amidén a Jacosr-féle differencial-
-egyenlet minden megoldésa polinom ; az altalinos Jacosi-féle polinomok

—o0,—1), (—1, +1), (4+1, +oo) szamkdzokbe esé zérushelyei szama-
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nak a meghatarozéasa; a polinom-egyiitthatokkal és polinom-megolda-
sokkal bir6 méasodrendd linearis differencidlegyenletekre vonatkozé-
HEeiNe—StieLTIES-féle tétel 1j bizonyitdsa stb.

Altalaban elényben részesitettitk azokat a problémakat, melyeket
egyszeriien lehetett kimondani és targyalni és amelyeket tobbé-kevésbbé
teljes alakban tudtunk prezentalni. Ez volt a f6oka annak, hogy nem
foglalkoztunk az ortogonalis polinomok rendkiviil érdekes aritmetikai
és algebrai tulajdonségaival; ide tartozninak példéul J. Scuur 1j és
fontos vizsgalatai,a melyek a LacuErre- és HermiTE-féle polinomok
irreducibilitasara és rokon tulajdonsdgaira vonatkoznak. Tovabb4 nagy
fontossagot tulajdonitottunk azon célunknak, hogy az irodalomban
elszort részleges és egymast részben fedé tételeket teljes eredményekkel
pétoljuk, amelyekben csak természetes és szitkséges megszoritdsok
szerepelnek. Arra is torekedtiink, hogy amennyire ez csak lehetségesnek
latszott, kiakndzzunk bizonyos moédszereket, mint példaul Sturm mod-
szerét a differencidlegyenletek korében (1. a 6.8., 6.81., 6.82., 6.88.
§-okat).

A Lrcexpre-féle polinomok targyalisa az 4ltalanos elmélet kereté-
ben nem volt lehetséges, de talan kivénatos sem ; szferikus és mas har-
monikus polinomokr6él mar rendelkezink kimerit§ targyalasokkal.®
A Lrcexpre-féle polinomoknak csak azokat a tulajdonsigait véalasz-
tottuk ki és targyaltuk, amelyek kiindulopontil szolgéilnak az ultra-
szférikus, Jacosi-féle vagy altalanosabb polinomokra valé altalanosita-
soknak. Nagy fontossiga ellenére mell6zniink kellett a Stienries féle
momentum-probléma targyalasat is, mert e targy az eredmények és
médszerek bonyolédott apparatusanak kifejtését tette volna szitkségessé.
Nem targyaltuk tovabba az egynél tobb véaltozd ortogonalis polinom-
jait sem.?

Konyvem a Washington University-n az 1985—1986. tanévben
tartott el6adasaimbél alakult ki. A valds és komplex véltozok fuggvény-
tanidban szerepld Altalanos fogalomalkotdsok és moédszerek ismeretét
természetesen feltételezzitk. Alkalomadtin a Stievrses—LEBescus-féle
és a LEBpscuE-féle integralt alkalmazzuk, de a konyv nagyobb részében
elkeriltilk ezeket az integrilokat és igen kevés helytdl eltekintve, nem
hivatkozunk semmiféle részletekbe mend tulajdonsagaikra.

1 L. pl. E. W. Hosso~x: The theory of spherical and ellipsoidal har-
monics, Cambridge, 1931.

2 1. a bibliografist a kovetkezd dolgozatban: D. JacksoN, Formal
properties of orthogonal polynomials in two variables. Duke Mathe-
matical Journal. Vol. 2 (1936).
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A konyv végén szereplé problémak, kevés kivétellel, nem tjak és
nem fiiggnek \gy oOssze egymassal, mint példaul a Pérya—Szrcé-féle
Aufgaben wund Lehrsitze problémai. Tobbé-kevésbbé kiegészitéseknek
tekintendSk, melyek az illusztrals és gyakorlat eéljait szolgdljik ; mind
targy ukat mind médszeriiket illetéen néha igen tavol allnak egymastol.

A citdtumok listdja nem teljes; csupan oly eredeti dolgozatokat,
néhany els6érendi fontossiagi tankényvet és monografiat tartalmaz,
amelyekre a szdveghben hivatkozés torténik.

J. D. Tamargin-tél szarmazott az inditvany, hogy a Colloquium
Publication-ekben az ortogonalis polinomokra vonatkozé konyv irassék :
6 egyszersmind szamos értékes tanacsaval is résztvett e munka keletke-
zésében. A legnagyobb héaldval emlékezem meg szives érdeklédésérdl

Két baratomtol és tandromtoél is kaptam értékes megjegyzéseket.
ezek Fritr Lirér (Budapest) és Ponya Gyorey (Zirich). Kollégaim :
Erpés PArn (Manchester), GRUNwALD GEza (Budapest), W. H. Roever
(St. Louis), A. Ross (St. Louis), J. SHonAT (Philadelphia) és TurAN PArn
(Budapest) szintén szivesek voltak kozremitkodm. F. A. Burrer, Jr.
(jelenleg Los Angelesben) segitett a kézirat elkészitésében. Ez ut6ébbi
segitséget a Washington University «Rockefeller Research Fund»-jénak
osztondija (1936—1937) tette lehetdvé. Tanitvanyom, L. H. KANTER,
ugyancsak hasznos segitséget nyujtott a kézirat elkészitésében.

Formélis koszonetek nem tudjék teljes mértékben kifejezni halamat
azért a batoritasért és segitségért, amelyben bardtoktol, kollégaktol és
intézményektél részem volt. Végil még az American Mathematical
Society-nek akarom halas koszonetemet kifejezni, hogy konyvemet
Colloquiumainak sorozatéba felvette.

Washington University, 1938.
Szeqé Gabor

Angolbol forditotta : Kdonig Dénes,
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Jelentés az 1939. évi XLIII. matematikai
tanuléversenyrdél.

Tarsulatunk e versenyt 1939. okt. 21-én tartotta Budapesten és
Szegeden egyidejiileg. Budapesten 51, Szegeden 6 versenyzé ]elentkezett <
beadtak Budapesten 80, Szegeden 5 dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkez6k voltak:

I. Legyenek ay, ap, by, by, ¢, ca oly valés szamok, hogy

a309=>0, ayc;=2'%,  ag, =2,
Bebizonyitando. hogy ekkor
(ay+ay)(cy+c5)=(by +-by)2.

II. Melyik a 2 legmagasabb hatvanya, amellyel 2*! oszthat(?

ITI. A hegyesszogti ABC hiromszdg AB, BC, C A4 oldalai {616, mint
atmérGk 6lé, kifelé rajzolt félkorokon ugy szerkesztendd egy-egy Cy, 44,
illetéleg B, pont, hogy

AB =40 2 BAT=BCS 5 0 A =0CB;

legyen. : : :

A versenydolgozatok megbiralasara kikuldott bizottsig Rapos
Guszriv elnoklete alatt a kivetkezs tagokbél allott : EerrvARY JENG,
Farac6) AnNDorR, KArLMAR LAszré, KerfksArré Bfwra, Sz0cs Aporr,
Veress PAu és K6nie Diines el6adé (kimentette magit Froiir LipdT és
Stacu6 TiBor). E Bizottsig 1939. nov. 4-én tartott ilésén Kénie DEnEes
el6add eldterjesztése alapjan a kovetkez6 egyhanga javaslatban allapo-
dott meg:

«A verseny a dolgozatok mindségét és mennyiségét egyarant tekintve
igen sikeresnek mondhaté. A legjobb két dolgozat szerz6i SANDOR
Gyura és CsiArr Friaves. Mindketten mind a harom, de kiillonosen a
III. feladatra adott szép megoldésaikban matematikai képességeiknek
biztos tantjelét adtik. Mind szabatossiag, mind otletesség dolgaban
SANpor Gyura dolgozatat illeti az els6bbség és ezért a Bizottsig azt
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inditvanyozza, hogy az elsé b. Eétvos Lorand-jutalom SANDOR GYULA-
nak adassék, aki a budapesti Kolesey Ferenc-gimnéziumban NovopAmzxy
KAroLy tanar tanitvanya volt, a masodik pedig CsiAxr Fricyesnek,
aki a budapesti Bolyai-realiskoliban Horrmaxy ERrxS tanar tanftvanya
volt. Még két versenyz6 helyesen oldotta meg mind a hérom feladatot :
Hasnan Mignés és RéNyr Avrrép. Onmagukban tekintve 6k is meg-
érdemelnék a jutalmakat, de dolgozataikat SANxDor és CsAkr dolgozatai
mogé kell sorozni elsGsorban azért, mert az egyik (HasNav) az 1. feladat
megolddsat pongyolan fogalmazta, a masik pedig (Rény1) a III. fel-
adatot folosleges hosszadalmassiggal targyalta. Hasnarn Miknos, vala-
mint RENYI ALFRED egyébként igen érdemes dolgozatat a Bizottsag
dicséretre javasolja.

A Bizottsdg e javaslatat a Valasztméany 1989. nov. 16-a4n tartott
ilésén egyhangulag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott elbado-
itlésen Rapos GuszrAv elnok adta 4t a dijakat a verseny gydzteseinek.

Sandor Gyula jutalmazott dolgozata.
1. tétel. Az a;c; =12 ill. ayc, =13 miatt
(@3 1) (61 +Co) =101 +agCa 41 Cy+ ey =7 +-E3 490y H-ay0,. (1)
Ki kell még mutatnunk, hogy ay¢,+a,6,=22b,b,. Ha az a,c,==V% és ayco=>13
egyenlStlenségeket osszeszorozzuk: a;c,.a,c,=>L% 32 (a két egyenlStlenség
oldalai pozitivok, mert a kisebbik mennyiség négyzet, tehat pozitiv;
ezért szabad a két egyenlGtlenséget osszeszoroznunk). Vagyis
(@) (agey 2" 13- (2)
Itt a,a,>0 miatt a, és a, azonos elgjeld ; a masik két feltételi egyenlot-
lenség miatt ¢, és c, el8jele megegyezik ay, ill. a, eldjelével, tehat ay, ay,
¢, ¢, azonos elGjelliek (vagy mind poz., vagy mind neg.). Ezért a,c, és
gy POz. sz&mok. Ilyenekre nézve a szamtani kozéparanyos a mértaninal
nagyobb. Tehat

’m%%‘ =V ,00050, = biby* vagy a40,+ g0y = 2b,b,. (3)
(1)-b6l b5 (8)-b6l kivetkezik
(aytag) (e ="3+-13+20,b,=(b;+b)3, q. e. d.

Az egyenlGség-jel csak akkor ervényes, ha (1)-ben és (3)-ban egyenl()-
gég-jel all: ha alcl—L,, Ga0g =12 OB (,Ca==0301s

*f Hé. egyenl6tlenség mindkét oldala 20, szabad az oldalakbol négyzet-
gy6két vonnunk .
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11. tétel. Elsé megolddas. 2"!=2"(2"—1)...2.1. E szdmok koziil 21-nel
oszthato &" 1, C2.nel 2*~2,. .. «"nel 1. Mivel az a 2° szdm, amely 27~-
vel oszthato, bentfoglaltatik abban a 2441 szimban, mely 2*~*~1-gyel oszt-
hat, a szamok 2 kitevjét éppen 2-vel novelik. (U. i. 2¥(n—i—1) mar
az elébbi részletosszegben szerepel.) Ezért a keresett kitevd

it S S S P [ I

Masodrk megoldas. Legendre tétele. Legyen m egész szém, p torzs-
szam. Az a legmagasabb kitevs, amellyel p az m!-ban foglaltatik :

m—s 3 :
e vy Itt s jelenti a p alapi szdmrendszerben felirt m-ben a

szamjegyek dsszegét. 2" a 2 alapti szaimrendszerben egy 1-esbél és zérusok-
bol &ll, tehat s=1, és igy

111. tétel. Rajzoljunk A korill AB,=AC, sugarral (4), B koral
BA,=BC, sugarral (B), C kérill C 4;=CB, sugérral (C) kort. (Feltéve,
hogy 4,, By, C; a feladat kovetelményének megfelel.) 4, a CB mint
atméré £61é irt koron van, tehat C4, | BA,. Hasonléképpen BC, | AC,

és OB, | AB,. E szerint az (4), (B),
(C) korok egymast kolesonosen meréle-
gesen metszik. Mivel az A4 kozéppontu
(4) kor (B)t és (C)-t merélegesen
metszi, (B) és (C) hatvényvonala tar-
‘tozik 4tmenni 4-n. A hatvanyvonal a
két kor centrilisira merdleges, tehat
A-b6l a CB-re bocsatott merbleges (B)
és (C) hatvanyvonala. Két kor hatvany-
vonala atmegy a két kor metszépontjain
is (ha azok metszik egymast). Esetink-
ben (B) és (C) egyik metszépontja 4,, tehat ez az 4-bol BC-re bocsatott
merGlegesen van. Ennek alapjan 4, és hasonloan B, és Cy is megszer-
kesztheték, mint az A BC magassigvonalainak és az oldalak mint at-
mérdk folé kifelé rajzolt félkorok metszéspontjai. Hegyesszogti hdrom-
sz0g esetén e szerkesztés mindig elvégezhets, mert a magassigok a
szembenfekvé oldalakat a cstesok kozott metszik, tehat az oldalak
mint 4tmérék folé rajzolt koroket is metszik két pontban (melyeket a
héromszogoldal elvalaszt és igy az egyik metszéspont a kilsé félkoron
van). Tompaszogli haromszognél a tompaszog [sic!] estesaboél kiinduld
magassag a szembenfekvd oldalt a estesokon kiviil metszi és igy a csu-



TANULOVERSENYEK. 179

csok [sic!] mint atmér6 folé rajzolt korrel nines valds metszéspentja :

tompaszogii haromszog esetében a feladatnak nines megoldésa. Derék-
8z0gl haromszog esetében (BACI=90°) Bi=C=A4.
Ki kell még mutatnunk, hogy a megadott médon szerkesztett pontok

kielégitik a feltételeket. Messe 44, » CB-t D-ben, BB, a CA-t E-ben.

CA,B derékszogli, tehit CA, = ¥ CD-CB és hasonléképpen CB,—
=V 0s.CA. Ismeretes azonbon, hogy CELA~NCAEA. Ezért:
CE:CD=CB:CA, vagyis CE.CA=CD.CB, tehit C 4,=CB,. Ugyanez
all B-re és A-ra is.

A CA,-CB ngenloseget igy is belathatjuk : CD=AC cos ACI <.
tehat CD.CB=AC.bC cos ACP . A cosinustétel szerint

40" +0B™—4B"

v
e}

AC BC cos ACB2 —

Yo (e aly . o gl v .
Ugyanez adédik ¢ .sire is, mert e kifejezés A-ra és B-re szimmetrikus.

Tehéat
4A4C + CB — 4B
C4,=CB,= ‘/‘ A% — > (I)

Y

&

Innen is lathatd, hogy CA;re csak akkor kapunk reélis értéket, ha
Ez-}-u_ﬁgﬁs. Ha a feltételt mindhdrom oldalra nézve felirjuk, ez
aequivalens azzal, hogy a haromszog nem tompaszog(i. Az (I) Gsszefuggés
alapjan egyébként a szerkesztés is elvégezhetd.

Cséki Frigyes jutalmé.zott dolgozata.

1. tétel. Mivel a,1,>0, azért a, és a, egyidejileg pozitivok vagy nega-
tivok. S0t figyelembe véve a masodik és harmadik egyenletet [sic!],
‘megallapithatjuk, hogy a;, ay, ¢; és ¢, vagy mind pozitiv, vagy mind a
négy negativ. Mindenesetre a,c,>0 és a,c,>0. Két pozitiv szdm szdm-
tani kozepe azonban sohasem kisebb mértani kozepénél :

-~% = V0,0, 86,:
(Itt a négyzetgydk pozitiv jellel veendd.) Az eredetileg megadott masodik
és harmadik egyenlet [sic!] szorzatahol :
AyCyl90y = 133
Vonjunk mind a két oldalon pozitiv négyzetgyokat és helyettesitsiink be
a fentebbi egyenletbe [sic!]:

arz"“’zcl
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Eat igy is irhatjuk:

@yCa+ag6y = 2b,b,.
a6y 2 b3,

> 2
agey = b3.

F hérom egyenletet [sic!] osszeadva:

10y 40y Co~-gCy +sCy = L 3+42byby+-L2,
vagy :
(a11-ag) (e1+Cp) = (by+by)? q. e. d.

I1. tétel. Még kell hatdroznunk, hogy 2*! torzsszamhatvanyok szorza-
tara bontott alakja hényadik hatvinyon tartalmazza a 2-es torzs-
szamot. Az 1, 2, 8,..., 2® szamok koziill minden mésodik oszthatd

n

2 els6 hatvanyaval, ilyen van -%— =2"1: minden negyedik 22-nel,
2 o» o ; ; %

ilyen van e Xl o 2%=1. minden nyolcadik 23-nal, ilyen van
on 3 2 : -

2 272, ... minden (n—2)-edik [sic!] oszthaté 2"2-nel, minden

n
— =2; minden n-edik

(n—1)-edik [sic!] oszthat6 2% 1-nel, ilyen van TR

on 4
[sic!] oszthat6 2"nel, ilyen van = 1. Ennélfogval] 2%! torzsszam-

hatvanyok szorzatira bontott alakja 2-t a

< 'I_l

2—1

=21

D T I BED R P

hatvanyon tartalmazza. Ez a legnagyobb kitevd, melyre 2-t felemelve
9"! még oszthato.
I11. tétel. 1° Analizis. Tegyik fel, hogy a szerkesztést végrehajtottuk,

ekkor az AB,C, C4,B és BCyA derékszogi haromszogeket kaptuk.
Feltevéseink szerint AC,= AB;, BA;=BC,
és C4,=CB,. Felirhatjuk ezeket az egyen-
16ségeket :
ZBf+1§,Tf2:l4Z2 ill. Z_Bf+(72f=i_2.
o gl et e e el
CA:-{'Iijzb'(,r' ill. (/’A1+b(/'1=15(/' 5
BUi+ ACi=4B  ill. BUi+ ABi=4B -

Két-két egyenlet osszeaddsa és a mindig
fennmaradé harmadik egyenlet kivonasa
utan ezt a harom egyenletet kapjuk :
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—2 PO, PR T —_2 —12 pr—
Sl A ol S s .
AB:: B +C:1 BC : CA:: AC +B€‘ 4B
e S T A
m:= AB +B£) —AB :

Jeloljiik tovabbé A, pont vetilletét a BC oldalon A,-vel; By-ét az AC-n
B,-vel, Cy-6t az AB-n Cy-vel. A derékszogli haromszogek ismeretes tétele
szorint Abs—AB,. AC'; ebb6l és a fenti egyenletbsl

e AB +CA —BC
4B, AC= w2
Vagyis
Lol gl g =2 ithg YRR R TR )
AB 404 —BC — AB 4CA —BC
AB2= 5 a0 =.A —_— .
¥ 240 . AB
Bs mivel
S YRR P AT
Ab +CA —BC
— =cosa
2A4C.AB
azért

AB,=AB cosa.
Ugyanigy kapjuk :
CA,=AC. cos y, BC;=BC cos §.
Tehat A, egyben az A csices vetilete a BO, B, a B cstics vetiilete az
AC, C, a C csues vetiilete az 4B oldalon.

2° Szerkesztés. Fzek alapjan a szerkesztés tgy torténik, hogy az 4 BC
héromszog magassagi vonalait meghosszabbitjuk, mig a megfelelé
koroket nem metszik. A metszéspontok lesznek a keresett 4;, By, Oy
pontok.

8° Bizonyitds. Hogy az A,, By, C; pontok valoban megfelelnek kove-
teléseinknek, ki kell mutatnunk, hogy 4 B,=4C,, BA,=b5C,,C4,=CB,.
Amde

AB:1=40. AB,—AC. 4B cos @, AC3=AB. AC;=AB. 4T cos a.
Tehét valoban AB,=AC} sth.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI, 13
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Jelentés az 1939. évi XXI. «Karoly Irén»
fizikai tanuloéversenyrol.

A versenyt a Tarsulat oktéber ho 28-an tartotta meg Budapesten
és Szegeden egyidejlileg. Budapesten 28 jelentkezd volt, Szegeden 2.
Budapesten 20 versenyz6 adott be dolgozatot, Szegeden 2.

A verseny tételei a kovetkez6k voltak:

1. Két egymasra merdleges siktitkor kozotti térben
van egy vilagité pont. Ezen a pontonolyan sikot kép-
zelink atfektetve, mely mindkét titkorre meréleges. E
siknak a tikrok &ltal meghatarozott negyedében jelol-
jik ki azokat a pontokat, melyekhez a vilagité pont-
b6l nem juthat el olyan sugér, melv mind a két tikron
visszaverddott.

2. Ot darab vezetéket (ellenéllisuk 7y, 7y, 73, 74 és 75) az abranak
megfelelé moédon kapesolunk dssze. Az dram A-t6] B felé halad. Mekkora

az egész rendszer ellenallisa, ) ha az ot ellenallas egyenld, b) ha r,=r,=
=10 és r,=r;= 280, c¢) altalanos esetben?

- 8. Centrifugalis szabalyoz6t nyugalmi
helyzetébdl kiindulélag novekvé szogsebes-
séggel forgatunk. fIrjuk le, hogy mi tor-
ténik a szabalyoz6 goémbjeivel a forgatas
megkezdésének pillanatitél kezdve az a)
alakt és a b) alak® szabalyozé esetében.

A dolgozatok megbiralasira kikildott

Bizottsag, melynek elnoke Mixorna SANDOR,

tagjal HorrmanN ErNG, PocANy Biiva,

Rypir IstvAx és Szas6 GAsor voltak,

1989. november 9-én tartott ilésén Szam6 GABOR el6adoi jelentése
alapjan a kovetkezbket allapitotta meg:

«A versenyz8knek a legnagyobb nehézséget a 2. feladat ¢) része
okozta. Hzt teljesen senki sem oldotta meg. A tobbi feladat egyes részeit
azonban ardnylag elég sokan megfejtették. Igy az 1. feladatot 6 ver-
senyz6, a 2. feladat a) részét 10, b) részét 14, a 8. feladat a) részét 6,
b) részét T versenyzé. A verseny eredménye tehat dltalaban kielégitd.
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Két versenyzd, névszerint SANpor Gyura és Douinszky TamAs,
a 2.feladat emlitett ¢) része kivételével minden feladatot megoldott-
Megoldésaik tgyesek, szabatosak.

A Bizottsag ezért javasolja, hogy e két versenyzének egy-egy masodik
Kéroly Irén-dij itéltessék oda. SANxpor Gyura a budapesti VI. ker. 4ll.
Kolesey Ferenc gimnéziumban végzett és NovoBArzry KArRoLy tanar
tanitvanya volt; Dorixszxy Tam4s pedig a budapesti érseki kat. gim-
naziumban végzett és Scawarz ‘ArRTHUR tanér tanitvanya volt.

Kiemelésre mélt6 még Vavon Giza és Havisz IvAn dolgozata. .

A Bizottsag ezért javasolja, hogy Vapox Giza, aki a budapesti IT. ker.
all. Matyas kiraly gimnéziumban végzett és RapvANyr LiszLé tanar
tanitvanya volt, tovabba Hardsz IvAn, aki a budapesti V. ker. all.
Berzsenyi Déniel gimnéziumban végzett és Tyma Liagos tanar tanitvanya
volt, dicséretben részesittessék. ;

A Bizottsagnak fenti javaslatat a Valasztmany 1989. november hé
16-4n tartott iilésében elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott eléado
ilésen Rapos GuszrAv elnok adta at a dijakat a verseny gylzteseinek.

i




Kimutatas

az 19389. évi aprilis hé 1-t61 1939. évi oktéber ho 81-ig befolyt
osszegekrol.

1. Tagdij.

1933 ra : Walek Kéaroly 6 P.

193¢ re: Ujj Gyula 2 P. .

1935 re : Csda Imre (6), Detre Léaszlo (4). K3nig Teodoéra (2),
Nagv Béla (6), Sehwarz Ilona (2). Osszesen 20 P.

1936 ra : B-esztovszky Béla (8), Csda Imre (6), Czukor Karoly
(6), D tre Liaszlo (8), Girsik Géza (6), K3nig Teodéra (2), Lajta
Ern6 (4)., Schwarz Ilona (4), Sores Ivan (7), Wigner Jené (8).
Osszesen 59 P.

1937re : Boharcsik Pal (6), Bresztovszky Béla (8), Csida Imre
(6), Gursik Géza (5), Mgyar Marta (4), Nagy Béla (6). Neumann
Erzsébet (8), Patai Laszl6 (8), Rdna Zsigmond (8), Schimanek
Emil (8), Sores Ivan (8), Taeisz Edéné (4), Vince Istvan (8),
Wigner Jené (8). Osszesen 95 P.

1938 ra: Albert Anna (8), Bke Man6 (8), Blau Gyorgyné (8),
Boharesik Pal (6), Bolla Gyorgyné (8), Breszlauer Arturné (4),
Bresztovszky Béla (8), Brédy Imre (8), Csida Imre (6), Csaplar
Konrad (6), D°r Zoltdn (6), G:6h Gyula (8), Hldsz Erné (8),
Heuer Ede (8), Juranyi Henrik (8), Kedves Miklés (6), Kerékjarto
Béla (8), Krbek Ferenc (8) Kronberger Ede (6), L5ky Béla (6),
Mgyar Marta (8), Marczell Gyorgy (8), Mar6thi Ferenc (8), Mila-
kovszky Léaszl6 (6), Misangyi Vilmos (8), Nigy Béla (6), Neubauer
Konstantin (8), Neumann Erzsébet (8), Oltay Karoly (8), Patai
Lészl6 (2), Rina Zsigmond (8), Schiy Géza (8), Schimanek Emil
(8), Schole Pal (8), S:b6k Ewméanuel (6), Seres Ivan (8), Sopkéz
Sandor (8), Steiner Lajos (8), Sz b6 Gusztév (8), Szanté Sandor (8),
Theisz Edéné (2), Toth Géza (8), Turdan Pal (8), Vamos Sandor (6),
Vince Istvan (2), Wigner Jené (8), Zinyi Lészl6 (4), Zigany
Ferenc (2). Osszesen 825 P.

1989 re: Cs .plar Konrad (2), H\jos Géza (6), Hajos Gyorgy (8),
Halasz Erné (8), Koadves Miklés (6), Kovaes Janos (8), Krbek
Ferenc (8), Lassovszky Karoly (8), Léky Béla (6), Milakovszky
Laszl6 (6), Misangyi Vilmos (8), Nigy Bela (6), Oltay Karoly (8),
Sirkadi Kéaroly (8), Vimos Sandor (6), Voros Cyrill (6), Zanyi
Lész16 (6). Osszesen 114 P.

1940-re: B.uer Mihaly (8), Oltay Karoly (2). Osszesen 10 P.

2. Eléiizetés.
1938 ra: Ref. gimn., Debrecen (6).
1939 re: Techn. Anyagvizsg. Int. konyvtara (8), Kilian F. konyv-
keresk., Budapest (6). Osszesem 14 P.

3. Segély, adomany.
M. T. Akadémia (1939. IL.) 500 P., Nagy L. Jozsef 20 P. Osste-

sen 520 P.

Budapest, 1939. nov. 6. Jelitai Jozsef,
: pénztéros,




Az Eotvos Lordnd Mat. és Fiz. Tdrsulat elsd 32 mate-
matikai versenyének teljes anyagdt tartalmazza a kovetkezd

munka :

Kiirschak Jézsef: Matematikai versenytételek. Tanuld-
versenyein kittzte az Eo6tvos Lordnd Matematikai és
Fizikai Tarsulat 1894—1928; megolddsokkal és jegyze-
tekkel ; VIII4133 lap, Szeged, 1929.

Bolti ara 10 P; Térsulatunk tagjai 40%-os kedvez-
ménnyel megrendelhetik a Kozépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok kiad6hivataliban (Budapest, XI., Verpeléti-
ut 12.)

A, STABILISATOR"

az egyenirdnyltét vagy barmilyen méas 4aramforrdst
akkumulétorral egyenértékd, dllandé fesziiltségd, kis
belsdellenilldsi dramforrassi alakitja &t.

A «stabilizalty feszilltség csak kb. 4 0,1 %-ot
véltozik -+ 10% taplalé fesziiltség ingadozasnal: kb.
1—2%-ot valtozik iiresjaris és teljes terhelés kozitt;
0,01%-ra fiiggenek csak egyméstél a részfesziiltségek.

Tehetetlenséy nélkiil szabalyoz. Onfogyasztds: né-
hdny mA. A Stabilisator kicsi, kdnnyl, {izembiztos,
olesé. Uj tipusok!

Elméleti és gyakorlatl maszaki lefrdst kivanatra
dijtalanul kild a

STABILOVOLT GmbH
Berlin SW 68 Wilhelmstrasse 130

magyarorszdgi képviseldje

Dr.GOLDBERGER MIHALY
Budapest, VII., Bajza-ucca 4. — Telefon: 1-425-09.
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