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JELENTÉS AZ 1938. ÉVI KÖNIG GYULA-JUTALOMRÓL.
(Az Eötvös Loránd Mat. és Fiz. Társulat 1938. április 7-én tartott üléséből.)

Mélyen tisz te lt T ársu lat!

Egy negyedszázadja, hogy valamennyiünk mestere: König 
Gyula nem hat többé tanítványaira személyesen és közvetlenül. 
Ránk, fiatalabb nemzedékre már nem hatott személyesen; ezért 
tulajdonképpen úgy kellene neveznünk ő t: mestereinknek mes
tere. Mégis mesterünknek valljuk őt magát mi i s ; mert szel
leme hatott ránk és hat ránk írásain keresztül, hat ránk leg
kiválóbb tanítványainak : a mi tanítómestereinknek közvetítésé
vel, hat ránk abban a tiszta tudományos légkörben, amiben mi 
is nevelkedtünk, s ami hogy Hazánkban a matematika terén 
kiterjedt: elsősorban König Gyula érdeme volt.

Társulatunk az ö emlékét ünnepeli meg kétévenkint, amikor 
egy m atematikusunknak ebben a légkörben végzett munkája 
eredm ényét König GYULA-jutalommal tünteti ki. Az idei —  
kilencedik — König GYULA-jutalom odaítélése tárgyában javaslat- 
tételre Társulatunk Választmánya 1937. november 18-án tartott 
üléséből bizottságot küldött k i ; a bizottság elnöke Rados 
Gusztáv; tagjai: Fejér Lipót, Kerékjártó Béla, Szűcs Adolf 
és Kalmár László. A bizottság alapos m egfontolás után, mely
nek folyamán figyelem bevette mindazok munkásságát, akik a 
jutalom ra tekintetbe jöhetnek, egyhangúan úgy határozott, hogy 
dr. Lipka István egyetem i adjunktus urat, a M. Kir. Ferencz József- 
Tudom ányegyetem en az algebra magántanárát ajánlja a Választ
mánynak a König GYULA-jutalommal való kitüntetésre. A Tár
sulat Választmánya ezt a javaslatot 1938. február 10-én tartott 
ülésén egyhangúan elfogadta.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLV. 1



2 KALMÁR LÁSZLÓ.

A bizottság alulírottat bízta meg azzal a megtisztelő fel
adattal, hogy Lipka István munkásságát jelentés keretében ismer
tesse. Feladatomat nagymértékben megkönnyítette, hogy az el
múlt évek számos kiváló előadójának jelentését vehettem min
tául; de megkönnyítette Lipka dolgozatainak világos fogalma
zása és problémáinak érdekessége is.

Lipka dolgozataiban főképpen az algebrához és a függvény
tanhoz tartozó kérdésekkel foglalkozik. Az algebra különböző 
területei közül a függvénytanhoz legközelebb eső : a komplex 
számok algebrája, más néven funkcionális algebra, érdekli leg
inkább ; viszont a függvénytannak elsősorban azok a kérdései 
ragadják meg, amelyek az algebrával összefüggenek.

így 1. sz. dolgozatában,1 a budapesti Egyetem bölcsészet
tudományi Karához 1923-ban kéziratban benyújtott, nyomtatás
ban meg nem jelent, doktori értekezésében, egy algebrai tétel
nek hatványsorokra való átvitelének lehetőségét vizsgálja. Ha 
f(z) és <s{z) két polinom, könnyen eldönthetjük, van-e az 
/'(z) — 0 és y>(z) =  0 egyenleteknek közös gyöke: megalkotjuk 
f(z) és íp (z) együtthatóiból az ismert módon rezultánsukat; 
ennek eltűnése a közös gyök létezésének szükséges és elegendő 
feltétele. Sokkal mélyebb és nehezebb a megfelelő kérdés 
akkor, ha

f(z) =  a0 +  atz  -í------b a„z"+--- (1)
és

<p(z) =  b0 +  &tz -+•••• +  &„£"+••• (2)

két hatványsor, amelyek pl. az egységkörben mindketten össze
tartóak. Lipka minden n-re megalkotja az

fn(z) =  a0 +  atz  H----- b ««zn,
<Pn (2) =  b0 +  btz -|-----b bnzn

hatványsor-szeletek rezultánsát, JR„-et. Az

f{*) =
z-bt?
1 —z ’ <p(z) = z -b#

T + z

1 A számozás Lipka dolgozatainak e jelentés függelékeként szereplő 
jegyzékére utal.
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hatványsorok példáján megmutatja, hogy az Rn —>0 feltétel nem 
szükséges a közös gyök létezéséhez: a mondott példánál, ha

1
<  i? <  1, Rn —* co. Az Rn —>-0 feltétel nyilván nem lehet 

y  2
elegendő sem a közös gyök létezéséhez, hiszen ha pl. f(z) =  
=  <p(z) — ez, akkor R n minden w-re 0, közös gyök még sincs. 
Lipka megmutatja ezzel kapcsolatban, hogy ha az (1) és (2) 
hatványsorok összetartási sugara nagyobb 1-nél, akkor pusztán 
az együtthatók nagyságrendjéből következik, hogy R„ —*■ 0, akár 
van közös gyök, akár nincs; sőt Rn —► 0 s még több is : min

den k-ra n1 X  (2»)! •0. Ezzel szemben, ha a két hatványsor

közül csak az egyik összetartó 1-nél nagyobb sugarú körben, 
a másiknak összetartási sugara 1, akkor előfordulhat, hogy 
Rn —>-oo. Mélyebb meggondolással: a HADAMARD-féle determináns
egyenlőtlenség felhasználásával Fejér Lipót ösztönzésére meg
mutatta, hogy Rn—y 0, sőt y  Rn->  0 akkor is érvényes, ha mind
két összetartási sugár 1, de az

ao +  aí H------b <*« +  ••• > í>o +  i ------- b H-----

sorok is összetartóak. Mindezek a jelenségek arra mutatnak, 
hogy a rezultáns szokásos normálása csak az algebra szem
pontjából célszerű, a függvénytan szempontjából nem; felvető
dik tehát az a kérdés, hogy lehet-e olyan — általában szintén 
a két hatványsor együtthatóitól függő— P0, Pi;. .. ,  PM).. .  soro

zatot definiálni, hogy az «átnormált» rezultánssorozat zérus

hoz tartása szükséges feltétele legyen a közös gyök létezésének, 
anélkül, hogy ez a feltétel magától teljesüljön akkor is, ha 
nincs közös gyök. Lipka megmutatja, hogy ilyen sorozat az 
Rn-ekét előállító determinánsok bizonyos aldeterminánsaiból 
egyszerű módon képezhető.

Lipka 2. sz. dolgozatában gyökelhatárolási vizsgálatokkal fog
lalkozik. Legyen

A2) =  "0 +  axz -I------b a«2” ((ín 4= 0)
l*



w-edfokú polinom; Cauchy egy klasszikus tétele szerint ennek 
mind az »  zérushelye a 

1
| z \ <  1 +  ——r Max (! a01, \at \ j an- i  '■)I Cln

körlapon, tehát egyúttal az általában nagyobb

\z  i <  1 +  — —7 ( i "‘a | +  i i H-------H | ffln- 1  | )
| C in

körlapon fekszik. Lipka azt a kérdést veti fel, hogy mikor van 
rajta f(z)~nek minden zérushelye már a kisebb 

1
z ] <  1 +  : ■■■■■,' ( í a0 | +  | «11 d h i cik í)

I |

körlapon. Megmutatja, hogy ehhez elegendő, hogy f(z)-nek legalább 
n —k zérushelye a

\ z \ ^ ( Z ^ = r  - I ) - 1 (3)

körkülsőn feküdjék ; ebből adódik, hogy az f(z) — 0 egyenletnek 
mindig legalább k 1 gyöke van a csupán az a0, a ,,. . . ,  ak és 
a„ együtthatóktól függő sugarú

| z\ <  Max j (2 «-* - i — 1) \  1-)- ~(i {%  I +  I ai i 4------ri í ak \ )|

körlapon. Ez a tétel speciális esetként (k — n — 2) tartalmazza 
Fekete egy eredményét. Ugyanebben a dolgozatában még egy 
másik korlátot is megad Lipka az egyenlet k + 1  gyökének 
abszolút értékére nézve. Lipka módszere abban áll, hogy f{z)-t 
két tényezőre bontja; ha f(z) zérushelyei növekvő abszolút érték 
szerint zv  z2, . . . ,  zn, akkor az egyik tényezőnek z-v  z2, . . . ,  zk es 
zn a zérushelyei, a másiké a többi; az első tényezőre alkal
mazza Cauchy fentemlített tételét (ezért hagyta meg e tényező
nek a legnagyobb abszolút értékű zn gyököt), a második tényező
ről pedig azt használja fel, hogy zérushelyei mind a (3) kör
külsőn feküsznek. Lipka e módszerét Berwald 2 további gyök
elhatárolási tételek bebizonyítására használja. 2

4  KALMÁR LÁSZLÓ.

2 L. Berwald, Elementare Sätze über die Abgrenzung der Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung, Acta Sc. Math., 6 (1934), 209—221. oldal.
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3. sz. dolgozatában Lipka, Haar Alfréd ösztönzésére, a 
Mittag LEFFLER-féle E a függvényt fejti aszimptotikus sorba. Az

E Á X )  =  1 +  Í .  +  W a )\  + ' " +  ~(nö)T  =  r ( í  +  1})

transzcendens egész függvény MiTTAG-LEFFLERnek analitikus függ
vények maximális egyszerűen összefüggő regularitási tartomá
nyukban érvényes sorfejtésére vonatkozó vizsgálataiban játszik 
lényeges szerepet. Ha a  —  1 ,  akkor ez a függvény maga az 
exponenciális függvény; ha a =  2, akkor E a (x ) =  cosh =
=  ( e ? x  +  e ~ ^ x), tehát ha pl. x > 0  és x —v°o, akkor 
E${x) ~  ~  e^x  és E t (x) az e^-től csak olyan függvényben

különbözik, amely x  bármilyen magas hatványával megszorozva 
0-hoz tart. Általában, ha a  egész szám, akkor világos, hogy

1 a _ a n _ 2 n i
E a (x) =  — (eVx +  e<?Vx H------ h ee“_1 Vx) (g =  e ~ )

a

és itt az aszimptotikus viselkedés szempontjából csak azok a 
tagok döntőek, amelyekben a kitevő valós része nemnegatív; 
a többi tag bármely n  esetén o (x  -") rendű. Lipka — Mittag- 
Leffler és Wiman idevágó vizsgálatainak kiegészítéseként — 
megmutatja, hogy általában minden valós a-ra érvényes az

£  /T\ _  JL e^  ______ L ___ L _______\_______i_______
aK" } a r ( i - a )  x  r ( í - 2 « )  x 2fi

, _  1 J _

r ( l — ka )  X k

2/e i
aszimptotikus kifejtés, ahol g =  e a ; ti 0-tól kezdve addig fut 
mindkét irányban a pozitív és negatív egész számokon át, amíg 
qv-x ^  valós része nemnegativ. Ez a sorfejtés nem konvergens, 
hanem — mint aszimptotikus kifejtés — abban az értelemben 
érvényes, hogy a sor bármely részletösszegének E a ( x )~tői való 
különbsége, osztva az utolsó figyelembevett taggal, 0 felé tart, 
ha X valamely állandó <p értékhez tartozó x  — r é t  sugár mentén



végtelenbe tart. Ugyanilyen aszimptotikus kifejtést kap Lipka

komplex a esetén is, de ekkor .x'-nek nem sugár, hanem olyan
logaritmikus csavarvonal mentén kell végtelenbe tartania, hogy 1
x  “ Írjon le a kezdőpontból kiinduló sugarat. A bizonyítás 
Haar egy tételének segítségével történik, amely viszont az 
analitikus számelmélet egy nevezetes módszerének: számelmé
leti függvények aszimptotikus viselkedése vizsgálatának a meg
felelő DiRicHLET-sor segítségével, átvitele folytonos függvényekre. 
A Dirichlet-soe szerepét Haar módszerénél a függvény Laplace- 
transzförmáltja veszi át. Lipka ezt a HAAR-féle módszert nem 
magára Ea Lekre, hanem Ea(ya}-ra alkalmazza, mert ez utóbbi
nak, mint F. Bernstein és Doetsch megmutatták, elemi függ
vény a LAPLACE-transzformáltja.

4. sz. dolgozatában Lipka a függvénytan egy nevezetes, az 
algebrában is sokat alkalmazott tételének, a RoucHÉ-féle tétel
nek, általánosításával, vagy inkább szinguláris határeseteinek 
pontos diszkussziójával foglalkozik. Rouché tétele — az egység
kör esetére megfogalmazva — azt mondja ki, hogy ha f(z) és 
g(z) a i z  | 5g 1 körlapon reguláris függvények, továbbá az egy
ségkörön

'g(z)\ <  |/'(z)l (4)

(tehát ott f{z) 4= 0), akkor f(z) +  g (z)-nek ugyanannyi zérus
helye van az egységkör belsejében, mint f(zynek. Fejér meg
jegyezte, hogy ha f(z) +  g(z) az egységkörön sehol sem 0, akkor 
a (4) egyenlőtlenségben egyenlőséget is megengedhetünk, de 
akkor külön fel kell tennünk, hogy az egységkörön f(z) semO; 
azaz a (4) feltétel ebben az esetben a következővel helyet
tesíthető :

\g(z)\^  \f(z)\ és f{z) 4= 0, ha | z | = l .  (5)

Lipka azt az esetet vizsgálja, amikor f(z)-j-g(z)-nek vannak az 
egységkörön is zérushelyei, de azzal a megszorítással, hogy 
ezek mind egyszeres zérushelyek; felteszi (5)-öt és megmutatja, 
hogy ez esetben f  (z) +  g (z)-nek akkor és csak akkor van 
ugyanannyi zérushelye az egységkör belsejében, mint f\z)-nek,

ö KALMÁR LÁSZLÓ.
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ha az egységkör minden olyan z helyén, ahol f(z) g{z) — 0, 
£

—r-r ( f iz )  +  g’(z)) pozitív valós szám. Lipka dolgozatában fel- 
9 W  d f iz ) d fiz)tételeit másképpen, a és — . , parciális diffe-dx y(z) dy  g(z)
renciálhányadosok segítségével fejezi k i; a fenti egyszerűbb 
fogalmazás lényegében TERASAKÁ-tól származik. Terasaka 3 azt 
is megmutatja LiPKÁhoz csatlakozó dolgozatában, hogy ha 
/ (z) -f- g (z)-nek van többszörös gyöke az egységkörön, akkor az 
egységkör belsejében f(z)-\-g(z)-nek (az (5) feltétel teljesülése 
esetén) kevesebb zérushelye van, mint fiz)-nek, úgy hogy Lipka 
megszorító feltételére valóban szükség van. Alkalmazásként Lipka 
többek között bebizonyítja Julia egy fixponttételének élesítését. 
Julia tétele a következő: ha a l z j ; g l  körlapon fiz)  reguláris 
és ott \ f ( z ) \<  1, akkor van egy és csak egy olyan z0 hely az 
egységkör belsejében, hogy f(z0) =  z0. Lipka megmutatja, hogy ez 
az állítás abban az általánosabb esetben, ha a z =  1 pont 
kivételével teljesül az |/'(z)j <  1 feltétel, azonban f( 1) — 1, akkor 
és csak akkor érvényes, ha /' (1) >  1. 4. sz. dolgozatában Lipka 
felteszi még azt is, hogy f\z) hatványsorának együtthatói mind 
valósak; ezt a feltevést azonban 5. sz. dolgozatában kiküszöböli.

A RoucHÉ-tétel más természetű általánosítását alkalmazza 
Lipka gyökelhatárolási tételek bizonyítására 7. sz. dolgozatában. 
Ez az általánosítás, tulajdonképpen H adamard egy topológiai 
tételének kétdimenziós speciális esete, a következő: ha fiz) és 
g(z) a \z\ ^  1 körlapon reguláris függvények, továbbá az egy
ségkörön f(z) #= 0 és az f  (z) és g(z)  (vektoroknak tekintett) 
komplex számok

(fiz) • g (Z)) -  91 f{z) 9i g (z) +  3  f(z) 3 g (z) =

— 91 (fiz) g (z» =  ! /' (z) !a 9t ( )

«skaláris sorozata» állandó előjelű, akkor g{z)-nek ugyanannyi 
zérushelye van az egységkör belsejében, mint f(z)~nek. (Hogy 8

8 H . T erasaka, Über eine Verschärfung des Rouché-Lipkaschen Satzes, 
Proceedings Phys. Math. Soc. of Japan, (3) 11 (1929), 90—94. oldal.
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a RoucHÉ-tétel ebben speciális esetként benne van, így adódik: 
ha az egységkörön |<jr(z)| <  |/’(z)|, akkor ott

(f  (z) • f(z) +  9 (z)) =  I Az) I* 9i (1 

^IAz)l*(i-

1 Ü L  
Az) I ~ !Az)|a( i + 3 í ^ - ) ^

9(z)
Az) ) >  0,

tehát A2) +  9 (z)-nek ugyanannyi zérushelye van az egységkör 
belsejében, mint f(z)-nek.) Lipka megmutatja, hogy ezt a tételt 
fel lehet használni az ENESTRÖM-KAKEYA-tételhez hasonló termé
szetű gyökelhatárolási tételek bizonyítására. Az Eneström- 
KAKEYA-tétel szerint, ha a0 2; ■.. g; an >  0, akkor a

g(z) =  a0 +  a,z -1----- b anzn =  0 (6)

egyenletnek nincs gyöke az egységkörben. Lipka megmutatja, 
hogy ha nem tesszük fel, hogy u0 ;> av csak azt, hogy a0>  0,
a többi együtthatóról azonban azt tesszük fel, hogy legalább

1
olyan gyorsan fogynak, mint valamely hányadosú mértani 

haladvány tagjai:

rtj ^  2a4, a2 S; 2«3, . . . ,  an—i 3: 2a„ >  0,

akkor a (6) egyenletnek komplex gyöke nem lehet az egység
kör belsejében. Megmutatja továbbá, hogy ha a 0 <^k <^n, s a

2 au, aic—i +  Ufc+i, ötfc—2 +  ftfc+2,-• • (7)

sorozat (« _ i =  a _ 2 — ■■■ =  an+1 =  an+2 = • • • =  0) konvex (azaz
bármely tagja kisebb a két szomszédos tag számtani közepénél), 
akkor pontosan k gyöke van a (6) egyenletnek az egységkör 
belsejében. Egyszerűen belátható, hogy ez a feltétel teljesül, 
ha a 0, a0, a v --- ,  és az a*, a„, 0 sorozatok kon
vexek ; az ilymódon az előzőből adódó tételt LiPKÁval egyidejűén 
Egerváry is bebizonyitotta. Fontos szerepe van Lipka e tételei
nek bebizonyításánál Fejér következő tételének: ha a c0, c ,,...,

cn sorozat konvex, akkor a —■ +  ct cos #  +  c2 cos 2# +•«• +
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-f- Cn cos ni} cosinuspolinom d  valós értékeinél nemnegatív. Lipká- 
nak ez a dolgozata nagy visszhangot keltett az irodalomban; 
Berwald 4 5 általánosította és élesítette Lipka egyes tételeit, majd 
többen foglalkoztak Lipka dolgozatából kiindulva olyan, az 
egyenlet együtthatói között fennálló lineáris egyenlőtlenségek
kel, amelyekből a gyökök elhelyezkedésére lehet következtetni. 
Legutóbb Onofri6 Lipka egyik tételét a következőképpen álta
lánosította hatványsorokra: ha a valós együtthatójú

fiz) =  a0 +  atz  H------(- a„z” +•••

hatványsor az egységkörben összetartó, k valamely nemnegatív 
egész szám és a (7)-hez hasonlóan képezett

5„ =  2«*» b t  =  dk—j +  flfc+i, =  dk—t  +  ctfc+2,- • •,
bk ~  -f- 0/2k, bk + l — d<£k +1, • • •» bk+n d%k + ni • • •

végtelen sorozat kétszeresen monoton —  azaz minden n-re 
bn ^  0, bn bn + 1  ^  0 és bn 2fen+i -f- ön + 2  ^  0 , sőt

ft0~2&1-t-öi > 0 , 2ft4-f-ö8> 0 , . . öfc—2öfc+i +  öft+í>0, (8)

akkor f{z)~nek pontosan k zérushelye van az egységkör belsejé
ben. Lipka legutóbbi (17. sz.) dolgozatában megmutatja, hogy 
ez az általánosítás nagyon egyszerűen bebizonyítható az eredeti 
tételnél alkalmazott módszerével, Fejér megfelelő, cosinus- 
sorokra vonatkozó tételének felhasználásával; eközben kiderül, 
hogy a (8) egyenlőtlenségek közül elég az elsőt megkövetelni. 
Ebbe a gondolatkörbe tartozik még LiPKÁnak 8. sz. rövid dol
gozata; ebben amellett, hogy elegáns módon megoldja Berwald- 
nak egy az ENESTRÖM-KAKEYA-tétel pontosítására vonatkozó fel
adatát, megmutatja, hogy hasonló módon pontosítható 7. sz. 
dolgozatának egyik tétele is.

Mint Kerékjártó megjegyezte, a RoucHÉ-tételnek Lipka 7. sz.

4 L. Berwald, Über einige mit dem Satz von Kakeya verwandte Sätze, 
Math. Zeitschrift, 37 (1933), 61—76. oldal.

5 L. Onofri, Intorno agli zeri di alcune classi di funzioni analitiche,
Memorie d. Reale Accademia d ’ltalia, 6 (1935), 1267—1291. oldal.
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dolgozatában használt, fentemlitett általánosításánál elegendő 
az (f(z)-g(z)) skaláris szorzat pl. pozitív voltát az egységkörnek 
azokban a pontjaiban feltenni, amelyekben az

fte) X  g (z ) =  9t f(z) fte) 3t g (z) =

=  3 ( M u ( z ) )  =  \nz) n ( j ^ )

«vektori szorzat» eltűnik. Ezt a megjegyzést használja Lipka 
9. sz. dolgozatában Dieudonné egy tételének élesítésére. A kér
déses tétel a következő. Legyen f{z) a | z | ^  1 körlapon regu
láris és ott csak a ±  1 pontokban eltűnő függvény; tehát 
f(z) =  (zi ~  l) g(z), ahol g{z) reguláris és nem tűnik el máshol

9 'te)a ! z  í ^  1 körlapon. Tegyük fel továbbá, hogy
9 te)

nem vesz

fel az egységkörön olyan értéket, amely a képzetes tengelynek 

(i, i “ ), vagy (— i, — ioo) félsugarára esik; azaz

ha =  1, 3t 9'te)
9 te)

=  0, akkor 3 9'te)
gte)

<  1. (9)

Akkor /'(z)-nek az egységkör belsejében pontosan egy zérus
helye van. Ez a tétel bizonyos hasonlóságot mutat a Rolle- 
tételhez. Lipka megmutatja, hogy a (9) feltétel a következővel 
helyettesithető:

ha j z  | =  1, 9t -~~l- =  0 , akkor 3z 3  ^ 7-7 <  1.
gte) gte)

Ugyanebben a dolgozatában bebizonyít egy másik, hasonló tételt 
arra az esetre, amikor a z — 1 hely legalább kétszeres zérus
helye /'(z)-nek.

Az analízisnek egy a mechanikával is összefüggő, végered
ményben azonban egy algebrai kérdésre visszavezethető problé
májával foglalkozik Lipka 6. sz. dolgozatában. A feltételes szélső- 
érték-feladatoknál csak azt az esetet szokás tárgyalni, amikor 
a feltételi relációk mind egyenletek; pedig bizonyos mechanikai 
kérdések, pl. egy természetes konzervatív rendszer egyensúlya 
stabilitásának kérdése, ha a kényszerfeltételek részben egyen
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lőtlenségek, olyan szélsőérték-feladatra vezetnek, amelynél egyen
lőtlenség-feltételek is vannak. Lipka az ilyen feladatokat a követ
kező kérdésre vezeti vissza: adva van egy quadratikus alak ; 
eldöntendő, vájjon ez a változók pozitív értékeinél pozitiv-e. 
Ez az algebrai kérdés Pólya egy kritériumának segítségével is 
megoldható; Lipka egy másik, a kérdés quadratikus természeté
nek jobban megfelelő megoldást ad. Szorítkozzunk egyszerűség 
kedvéért háromváltózós quadratikus alakokra. Egy ilyen alak 
biztosan bír a kívánt sajátsággal, azaz az első térnyolcadban 
pozitív, ha pozitív az egységkocka három, nem a koordináta
síkokban fekvő lapján. Azaz csak azt kell megvizsgálnunk, vájjon 
a quadratikus alaknak ezeken a lapokon felvett minimumai 
pozitívok-e. Amennyiben valamelyik minimum a lap belsejében 
éretik el, a szokásos módszerrel meghatározható; ellenkező 
esetben valamelyik élén éretik el s ekkor megint vagy az él 
belső pontjában, amikor is szintén az analízis szokásos mód
szerével határozható meg, vagy pedig valamelyik csúcsban. 
Lipka tehát meghatározza a szóbanforgó lapok síkján és élek 
egyenesén a quadratikus alak minimumát, továbbá értékét a 
csúcsokban; a kívánt viselkedéshez szükséges és elegendő, hogy 
e minimumok közül azok, amelyek magán a lapon, illetve élen 
(és nem a meghosszabbításán) éretnek el, valamint a csúcsok
ban felvett értékek, pozitívok legyenek. Részletesebb diszkussziót 
csak az az eset igényel, amikor valamelyik lap síkján nem egy 
pontban éretik el a minimum, hanem egy egyenes mentén; 
ebben az esetben meg kell még néznünk, átmegy-e ez az 
egyenes a lap belsején. Ennek megfelelően az általános (akár- 
hányváltozós) esetben szükség lehet arra, hogy megvizsgáljuk, 
van-e egy bizonyos lineáris egyenlőtlenségrendszernek meg
oldása : ez pedig Dines egy módszerével könnyen eldönthető.

10. sz. dolgozatában Lipka a BuDAN-FouRiER-tétel pontosítá
sával foglalkozik. Könnyű látni, hogy abban az esetben, ha az 
f(pc) =  a0 +  x  -j------1- anxV. —0 valós együtthatójú egyenlet min
den gyöke valós, bármely {a, b) intervallumban pontosan annyi 
gyöke van, amennyivel több jelváltás van az
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fia), /■' (a)...... f {n) (a)
sorozatban, mint az

m ,  f ( b ) .......f ^ ( b )

sorozatban. L ip k a  megmutatja, hogy ez abban az esetben is 
érvényes, ha komplex gyökök is vannak, feltéve, hogy az 
(a, b) intervallum az egyenlet JENSEN-féle körrendszerén kívül 
fekszik. (Az f(x) =  0 egyenlet JENSEN-féle körrendszerén az f{x), 
f(x ),..., /'<n“ 2)(.x) polinomok komplex a +  ßi zérushelyeihez tar
tozó {x — a f  +  y 2, g? ß* körlapok egyesítési halmazát értjük.) 
Alkalmazásként, Sz. Nagy Gyula egy meggondolását felhasználva, 
megmutatja L ip k a , hogy ha f(x) minden komplex zérushelye 
benne van egy (x —a f  +  rf g  r3 körben, ahol a <  —r \fn ,  akkor 
az f(x) =  0 egyenlet pozitív gyökeinek számát pontosan meg
adja a DEscARTES-féle jelszabály.

Ugyancsak a pozitív gyökök számának a DESCARTES-féle jel
szabály segítségével való meghatározásával foglalkozik Lipka

11. sz. dolgozatában. A dolgozat első' része a következő tétel 
bizonyítása: ha

f(x) — a0 +  axx  H-------f- <Mxn =  «n (x —x f i x —x ^ . . . (x —x n) =  0

valós együtthatójú egyenlet, akkor van olyan valós együtthatójú 

y = 9 (x) = c0 + c,x +  • • • +  Cn-lX" -1 

TscHiRNHAusEN-transzformáció, hogy a transzformált

F(y) = b 0 +  b ,y -\-----b bny” =
=  bn { y - g ( x j ) ( y - g { x j ) -  ■ - { y - g M )  =  o

egyenletnek egyrészt ugyanannyi pozitív gyöke legyen, mint az 
f(x) =  0 egyenletnek, másrészt ugyanannyi, mint ahány jelváltás 
van a b0, bv . . . ,  bn sorozatban. Magát ezt a tételt nagyon 
könnyű volna bebizonyítani; hiszen a LAGRANGE-féle interpolá
ciós feladat megoldhatóságából evidens, hogy az egyenlet gyökei 
tetszésszerinti értékekbe átvihetők alkalmas Tschirnhausen- 
transzformációval (egyenlő gyökök természetesen csak egyen
lőkbe) ; tehát, ha az f{x) =  0 egyenletnek p  pozitív gyöke van,
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akkor az egyenlet alkalmas (és nyilvánvalóan valós együtthatójú; 
TscHiRNHAUSEN-transzformációval átvihető, pl. az {x— l)p (x-\- l )n—>p 
egyenletbe; ennek pedig p  jelváltás van az együtthatói között. 
Lipka azonban a bizonyítás folyamán gondosan ügyel arra, hogy 
a transzformáció a komplex gyököket komplex számokba vigye 
át. Hogy miért, az a dolgozat második részéből derül k i; itt 
megmutatja Lipka, hogyan lehet egy a kívánt tulajdonságú 
TscHiRNHAusEN-transzformációt effektive, az egyenlet gyökeinek 
ismerete nélkül, pusztán a gyökökre vonatkozó bizonyos, az 
együtthatókból könnyen megállapítható egyenlőtlenségek segít
ségével meghatározni.

12. sz. dolgozatában gyökelhatárolási tételeket irreducibili- 
tási vizsgálatokra alkalmaz Lipka. Ilyen alkalmazás már Perron- 
nál is előfordul és a legegyszerűbb esetben az az alapgondo
lata, hogy ha az egész együtthatójú

f(x) =  x n +  djic”- 1 +  atx n-^-1-----i- u„ (an =t= 0) (10)

polinomnak legfeljebb egy zérushelye van az egységkörön kívül, 
vagy magán az egységkörön, akkor ez a polinom irreducibilis 
(a racionális számok testében); különben ugyanis két egész 
együtthatójú tényezőre bomolnék, s az egyik tényező minden 
zérushelyének abszolút értéke 1-nél kisebb volna, ami lehetet
len, mert e zérushelyek szorzata zérustól különböző egész szám. 
Lipka ugyané módszerrel, de egyszerűbben, mint Perron, Mayer 
egy gyökelhatárolási tételét alkalmazva, megmutatja, hogy a (10)
polinom irreducibilis, ha | at | >  1 +  | a21 +  | a31 H------f- | a» \;
sőt akkor is, ha | at | >  11 da | +  | a3 | -f-1 a41 H-------f- | On| (ehhez
Lipka egy BERWALD-féle tételt használ); továbbá élesíti Perron 
egy másik tételét, amennyiben bebizonyítja, hogy a (10) polinom
irreducibilis, ha at >  5 (| | +  | a31 +  | a41 H------b | o« | )a (Perron

5 helyett 16n—1-gyel teszi fel a megfelelő egyenlőtlenséget), vagy 
ha at >  2(1 +  | at \ +  | as | +  | at | -\------[- \dn\ f .  Ezekben az ese
tekben két zérushely van az egységkörön kívül, de azok nem 
lehetnek valósak, úgy hogy szétbomlás esetén ez a két zérus
hely együttmaradna. Lipka e dolgozatában még többek között



Wiesner egy tételére ad új, egyszerű bizonyítást, amely szerint 
bármely egész együtthatós polinom, amelynek van racionális 
zérushelye, abszolút tagjának bizonyos természetű megváltozta
tásával irreducibilissé tehető.

14. sz. dolgozatában Lipka a Vivanti—Pringsheim—Borel— 
DiENEs-tétel általánosításaival foglalkozik. A tétel a legegysze
rűbb (ViVANTi-féle) alakjában azt mondja ki, hogy pozitív együtt
hatójú hatványsornak, amelynek konvergenciasugara 1, mindig 
szinguláris helye az 1 pont. Ezt a tételt Landab vitte át 
DiRicHLET-sorokra a következőképpen : ha a pozitív együtthatójú

I) (s) =  ate~1̂  +  a»e~~itS H------h u„e~~x"!< H—
(P.j <  <  . . . ;  Xn —<• oo ; s =  a +  it)

DmicHLET-sor konvergenciatartománya a a >  0 félsík, akkor az 
s =  0 pont szinguláris helye 7)(s)-nek. Fekete, a VivANTi-tétel 
DiENES-féle általánosításának megfelelően, megmutatta, hogy 
elegendő itt az együtthatóktól a pozitívság helyett megkövetel
nünk, hogy egy bizonyos zr-nél kisebb szögben feküdjenek, 
amelynek a kezdőpont a csúcsa. Lipka megmutatja, hogy 
amennyiben az

| ax |2 e ~x■»* +  | a3 j2 e~ l** -f-----f  | an |a e~XnS +  • •

DmicHLET-sor konvergenciaabszcisszája szintén 0, akkor elegendő 
az is, ha az együtthatók egy bizonyos a kezdőponton átmenő 
körben feküsznek. Szász Ottó 6 egy megjegyzése óta tudjuk, 
hdgy valamennyi ilyen általánosítás közvetlenül következik az 
eredeti Vivanti-, illetve LANDAu-féle tételből, ha azt (esetleges
forgatás után) az 9t at e~x̂ s +  W a% e~x*s H------(- dia„ e~XnS -j—
sorra alkalmazzuk; ez a LiPKA-féle általánosításra is vonat
kozik. így a bizonyítás (bár nem használja a Szász OTTÓ-féle 
megjegyzést) nem mély; a tétel maga mégis érdekes. Hasonló 
természetű általánosítást ad Lipka Szász Ottó egy tételére is.

•> 0. Szász, Über Singularitäten von Potenzreihen und Dirichletschen 
Reihen am Rande des Konvergenzbereiehes, Math. Annalen, 85 (1922), 
99—110. oldal.

1 4  KALMÁR LÁSZLÓ.
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15. sz. dolgozatában Lipka bebizonyít egy ftiggvénytani tételt, 
amely Hurwitz egy tételének éppúgy élesítése, mint Jentzsch 
egy tételének. Legyen az

f  (x) =  «0 +  (XjX -)------1- ~\—

hatványsor konvergenciasugara 1. Hurwitz tétele szerint az

f n ( x )  =  a 0 - f  a xX - \ ------b <tr,x"

hatványsorszeletek zérushelyeinek az egységkör belsejében azok 
és csak azók a pontok torlódási helyei, amelyek f(x)-nek zérus- 
helyei. Az egységkörön magán viszont Jentzsch tétele szerint 
minden hely torlódási hely, akár zérushelye f{x)~nek, akár nem. 
Lipka azt vizsgálja,- miben különbözik mégis a zérushelyek 
viselkedése a konvergenciakor többi pontjainak viselkedésétől. 
Hurwitz megmutatta, hogy ha f(x) — 0, \x  \ <  1, akkor .r-nek 
minden környezetében van bizonyos n-től kezdve /'„(a')-nek is 
zérushelye; Lipka megmutatja, hogy ez az egységkörön fekvő 
zérushelyekre is érvényes. Lipka tétele ugyan nem fordítható 
meg; azonban a túlkonvergencia lehetőségéből világos, hogy a 
konvergenciakor többi helyére nem szükségképpen érvényes 
ugyanez. Ha pedig feltesszük még azt is, hogy a„—>0, akkor 
Lipka rámutat arra, hogy a FATou-RiEsz-tétel bizonyításmódjá
ból következik, hogy ha az egységkör valamely x  helye (ahol 
f(x) még reguláris) torlódási helye a szeleteknek az egységkör 
belsejében fekvő zérushelyeinek, akkor f(x) =  0.

Lipka 16. sz. dolgozata a mátrixelmélethez tartozik. Ha az 
x  véges négyzetes mátrix sajátértékei mind különbözőek, más 
szóval det f ‘\x)  =1= 0, ahol f(X) =  det (x—A) az x  mátrix karak
terisztikus polinomja, akkor, mint ismeretes, x  azokkal és 
csak azokkal a mátrixokkal cserélhető fel, amelyek x  (skalár- 
együtthatójú) polinomjaként írhatók. Lipka megengedi, hogy 
det/'(íu) =  0 legyen, de det f"(x). már ne tűnjék el (ez pl. 
akkor áll, ha f(A) zérushelyei mind kétszeresek, f  (A)-éi pedig 
mind egyszeresek). Ebben az esetben Lipka megmutatja, hogy 
minden, az x  mátrixszal felcserélhető y  mátrix y —<p(x) +  </i(x)
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alakban írható, ahol <p és <p skalár-együtthatójú polinomok. 
Fordítva azonban nem igaz : <p(x) +  nem mindig cserél
hető fel «-szel (csak akkor, ha } [ <p{x) felcserélhető).

Ismertetésem, ha kissé hosszúra nyúlt is, nem terjedhetett 
ki minden részletre; azonban úgy vélem, láthatók belőle Lipka- 
munkásságának főbb jellemvonásai. Dolgozataiban Lipka az 
algebra és a függvénytan különböző ágaihoz tartozó problémá
kat old meg rátermett kézzel. Problémái és eredményei nem
csak a megfelelő speciális területet művelő szaktudós számára 
érthetőek és érdekesek, hanem minden matematikus számára.. 
Munkássága külföldi szakkörökben is elismerésre talált, dolgo
zataihoz többen csatlakoztak. Mindezek alapján úgy vélem, hogy 
Lipka István érdemes arra, hogy a Tekintetes Társulat König 
GiüLA-jutalommal kitüntesse.

Lipka István m unkáinak jegyzéke.

1. Hatványsor-szeletek Sylvester-féle resultáns sorozatáról (bölcsészet - 
doktori értékezés). Budapest, 1923. (Kézirat; 30 oldal.)

2. Über die Abgrenzung der Wurzeln von algebraischen Gleichun
gen, Acta Sc. Math., 3 (1927), 73—80. oldal.
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A MAGASSÁGPONTTAL BÍRÓ TETRAÉDERRŐL.

I. »•

1. «A háromoldalú gúlák, egyszerűségük folytán, ugyanoly 
szereppel bírnak a testek közt, mint a háromszögek a sík
idomok közt; mert, valamint minden egyenesvonalú síkidom 
háromszögekből összetettnek tekinthető, épúgy minden síkok 
által határolt test háromoldalú gúlákból tehető össze; de amíg 
a geométerek mindig sokat foglalkoztak a háromszögek tanul
mányozásával és szüntelenül mélyítették azok tulajdonságainak 
ismeretét, addig — úgy látszik — a háromoldalú gúlák tulaj
donságait mindig csak felszínesen érintették; ama problémák 
közül, melyek ezen testtel kapcsolatban felvethetők, még igen 
kevés van megoldva».

Ezen szavakkal kezdi L a g r a n g e  a tetraéderekről írt érteke
zését 1 és fenti megállapításai, melyek ma sem vesztették érvé
nyüket, kiegészíthetők azzal, hogy a tetraéder már felkutatott 
tulajdonságai általában kevésbbé ismertek, mint a háromszögé.

Az általános tetraéder2 tudvalevőleg hat független adattal 
van meghatározva, természetes tehát független meghatározó 
alkatrészekül az éleket választani, különös tekintettel arra, hogy 
az élek segélyével a tetraéder többi alkatrészei (él- és lapszögei, 
magasságai, lapjainak területe, köbtartalma stb.) szimmetrikusan 
fejezhetők ki.

1 Lagrange, Solutions analytiques de quelques problémes sur les pyra- 
mides triangulaires (1773), Oeuvres, Tome III., pp. 661—692.

2 Az általános, valamint a magasságponttal v. élérintő gömbbel bíró 
tetraéderekre nézve 1. M. Zacharias, Elementargeometrie, Encyklopädie 
d. math. Wiss. III. AB9.
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Amidőn azonban a tetraédernek valamely kitüntetett faja 
(magasságponttal, vagy élérintő gömbbel bíró tetraéder,2 izogoni- 
kus, vagy izodinamikus tetraéder3) képezi a vizsgálat tárgyát, 
amikor az élek többé nem függetlenek, hanem azok közt relá
ciók állnak fenn, akkor célszerű az élek helyett olyan független 
paramétereket választani meghatározó adatokul, melyek az illető 
tetraéderfajnál éppoly szimmetrikus szereppel bírnak, mint az 
élek az általános tetraédernél.

2. A következőkben az olyan tetraéderek főbb tulajdonságait 
tárgyaljuk szimmetrikus paraméterek segélyével, melyeknek ma
gasságai egy pontban találkoznak. Ezek a magasságponttal bíró 
vagy ortocentrikus tetraéderek — azonkívül, hogy magasság- 
pontjuk van — még számos oly analógiát mutatnak a három
szöggel, amely az általános tetraédernél nem áll fenn.

Miután az ortocentrikus tetraéder négy független adattal van 
meghatározva, közelfekvő gondolat a négy tetraéderlap területei
nek mérőszámait választani független paraméterekül. Ez a para
méter-választás azonban, tekintettel az ortocentrikus tetraéder 
lapterületei és többi alkatrészei közt fennálló relációk bonyo' 
lultságára (1. IV. §. 3.), nem célszerű.

Ezzel szemben azok a paraméterek, melyeknek bevezetése és 
alkalmazása jelen dolgozat tárgya, igen egyszerű kapcsolatban 
vannak az ortocentrikus tetraéder alkatrészeivel, első sorban 
annak éleivel, lapterületeivel és köbtartalmával, melyek köz
vetlenül a paraméterek elemi szimmetrikus függvényeivel fejez
hetők ki (III. §).

Jelen I. §-ban röviden ismertetjük dolgozatunk eredményeit.
Elsőnek néhány előkészítő megjegyzést teszünk a három

szöggel kapcsolatban.
3. Szerkesszünk egy hegyesszögű háromszög mindegyik olda

lára, mint átfogóra egy-egy olyan derékszögű háromszöget, mely-

8 Az izogonikus és izodinamikus tetraéderekre nézve 1. I. Neuberg, 
Über die Berührungskugeln eines Tetraeders, Jahresb. d. d. Math. Ver.
16. k. (1907) S. 345—358.

2*
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nél a derékszög csúcsa a hegyesszögű háromszög megfelelő 
magasságának meghosszabbítására esik. (1. ábra.) Az így nyert 
alakzat a következő tulajdonságokkal bír.

I. Mindegyik derékszögű háromszögnek az átfogóra merőleges 
magassága mértani középarányos a hegyesszögű háromszög meg
felelő magassága és annak «alsó» metszete közt.

II. A hegyesszögű háromszög bármely csúcsából kiinduló két 
befogó egymással egyenlő.

Ha az utóbb említett befogópárok közös hosszának négyze
teit -ij, A„-mal jelöljük és paraméterekül választjuk, úgy ezek 
segélyével a hegyesszögű háromszög oldalai és területe a követ
kezőkép fejezhetők k i:

___ 2 ___ 2 ___ 2
AgAg — "f- Ag, AgAj Ag AjA  ̂ -- ^ “t" (1)

4 r = v* + v* + ti»*- (2)
Ha az 1. ábrát a II. tulajdonsága alapján hálózatnak tekint

jük és belőle —  a derékszögű háromszögeket átfogójuk körül

1. á b ra .
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megfelelően elforgatva — tetraédert szerkesztünk, úgy a követ
kező ismert2 eredményhez jutunk: Adott hegyesszögű három
szöghöz, mint átfogólaphoz egy és csak egy derékszögű tetra
éder szerkeszthető (a tetraéder tükörképét itt nem tekintjük tőle 
különbözőnek) és a hegyesszögű átfogólap területének négyzete (2) 
szerint egyenlő a befogó lapok területeinek négyzetösszegével. 4

4. Tompaszögű háromszög esetében az 1. ábrán látható alak
zat és ezzel együtt a paraméterek mértani értelmezése a követ
kezőkép módosul. A tompaszög csúcsán át a háromszög síkjára 
emelt merőlegest messük a leghosszabb oldala, mint átmérő 
fölé szerkesztett gömbbel és a két metszéspont bármelyikét 
kössük össze a tompaszögű háromszög csúcspontjaival. Az így 
keletkezett tetraéder hálózata (2. ábra) veszi át jelen esetben 
a hegyesszögű háromszöghöz tartozó 1. ábrabeli alakzat szerepét.

Ha ugyanis az ily módon a tompaszögű háromszöghöz, mint 
alaphoz szerkesztett gúla magasságának négyzetét negatív elő
jellel, a másik két oldalél négyzetét pozitív előjellel paramétere

2. ábra.
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kül választjuk, úgy az (1), (2) relációk ez esetben is érvényesek. 
A fentiek által a Aj, A2, As paraméterek minden háromszögre 
definiálva vannak, azzal a közelebbi meghatározással, hogy 
hegyesszögű háromszög esetén mind a három paraméter pozitív, 
míg tompa- (derék-) szögűnél egy paraméter negatív (zérus). 5

3. ábra

5. Az ortocentrikus tetraéder meghatározására alkalmas füg
getlen szimmetrikus paraméterek a fenti megjegyzéseknek eggyel 
magasabb dimenzióba való kiterjesztéséből önként adódnak.

Szerkesszünk egy tetraéder mindegyik hegyesszögű lapja, 
mint átfogólap fölé (kifelé) a fentiek szerint egy-egy derékszögű 
tetraédert, továbbá mindegyik tompaszögű lapja fölé (amennyi
ben ilyenek vannak) egy-egy olyan tetraédert, amilyet 4. alatt 
definiáltunk. Az így nyert alakzat (3. ábra) a következő tulaj
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donsággal bír: Az eredeti tetraéder bármelyik csúcsából kiinduló 
három «befogó»-él akkor és csak akkor egyenlő egymással, ha 
az eredeti tetraéder ortocentrikus, azaz ha magasságai egy pont
ban találkoznak. Az ortocentrikus tetraéderre tehát jellemző, 
hogy a fenti módon ráillesztett tetraéderek 12 befogóéle közt 
csak négy különböző hosszúság fordul elő. Ezen hosszak négy
zeteit megfelelő előjellel paraméterekül választva és Áj, Ás, / s, Á4- 
gyel jelölve, az ortocentrikus tetraéder p* élei, F] lapterületei 
és V köbtartalma a következőképpen fejezhetők k i:

(jfk — h  +
4 Fi =  Xu-Xi -f- XiXm +  XmXk,

3fi 1 “ =  -j- ÁjjÁjAj -|- /j/,Á, -(- Á,ÁjÁ3.

(i, k, l, m — 1,2,3, 4) (1*)
(2* )

(3)

Hegyesszögű lapokkal bíró ortocentrikus tetraéder és annak 
fenti módon szerkesztett «befogó» tetraéderei közt tehát a követ
kező pythagorasi relációk érvényesek:

Bármely él négyzete egyenlő a hozzá illeszkedő derékszögű 
háromszög befogóinak négyzetösszegével.

Bármely lapterület négyzete egyenlő a hozzá illeszkedő derék
szögű tetraéder befogó lapjainak négyzetösszegével.

A köbtartalom négyzete egyenlő a befogó tetraéderek köb
tartalmainak négyzetösszegével.

Valamint az 1. és 2. ábra a háromdimenziós simplexnek, 
azaz a tetraédernek két dimenzióba való lefejtése, ugyanúgy a
3. ábrával szemléltetett test a négydimenziós simplex három 
dimenzióba való «lefejtésének» tekinthető.

6. A IV. §-ban az ortocentrikus tetraéder alkatrészei közt 
fennálló néhány jellegzetes összefüggést vezetünk le a fent ér
telmezett paraméterek segélyével.

Az V. §-ban végül vázoljuk a jelen bevezetés elején említett 
többi tetraéderfajoknak paraméteres előállítását.

II. §
1. Jelöljük az AjAaA3 hegyesszögű háromszög (1. ábra) ma

gasságpontját M-mel, a magasságok talppontjait Mv M2, Ms-mal,
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továbbá — (i, k, l) az (1, 2, 3) bármely permutációját jelentvén — 
az AkAi oldal hosszát ßrvel, végül az AkAi oldal, mint átmérő 
fölé rajzolt körnek és az A íM magasság meghosszabbításának 
metszéspontját őj-vel.

A Bi pontot Afc-val és Ariel összekötő egyenesek nyilván 
egymásra merőlegesek, tehát az A2BxAg, A aB iA v AABaA2 három
szögek derékszögűek.

Nyilvánvaló4 továbbá, hogy

MMi. MíAí =  MiAk. Mi At
és -----1 -----  -----

MíBí =  MiAk.MiAi,
tehát

M Bl*= MMí.M ^ í, (4)

vagyis bármelyik derékszögű háromszög MjBi magassága a M,Aj 
magasság és annak MMi alsó metszete közötti mértani közép- 
arányos.

Az AkAi átmérővel bíró kör átmegy a Mk és Mt magassági 
talppontokon, tehát

AiMk'AiA-i — AiMi.AiAic,
továbbá

AiBk — AiMk.AiAt és A{B ^ =  AiMi.AiAk,

következésképen
Ä Ä  =  AiBt, (5)

vagyis az AxA^A.a háromszög bármely csúcsából kiinduló két 
befogó egymással egyenlő.

Ha tehát a
Aj — AjJ5s Aj-Bg ,

l t =  A , B , = Ä ß * ,  (6)

A8 — A8Bj =  A3B a

4 Az M M f  és A í M í a 1 háromszögek hasonlóságának közvetlen követ
kezménye.
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mennyiségeket paraméterekként vezetjük be, úgy az A1AiA a 
hárorrfezög oldalait ezen paraméterekkel nyilván a

AkA% — p? =  Xk -(- Áj (1)

egyenletek fejezik ki, q. e. d.
Minthogy továbbá az AtAzAs háromszög kétszeres területe 

2F =  q1.M1M + qí .M 2M + qs.M8M  =  pj.MjAj =  pi .j^A a= p s..^ A s, 

azért
4 =  +  +  9\.MJá.M^Aa,

vagyis (4) szerint

4F 2 =  {9l. K ß , f  +
4F 2 =  V s  +  V ,  +  (2)

q. e. d.
2. Ha egy hegyesszögű háromszög mindegyik oldala, mint 

átmérő fölé gömböt szerkesztünk, az így nyert három gömbnek 
két valós közös pontja van, melyek egymásnak a háromszög 
síkjára vonatkozó tükörképei.

Ha tehát az AkAiBi derékszögű háromszögeket átfogóik kö
rül egyik vagy másik értelemben elforgatjuk, míg B v  Z?2 és Ba 
csúcsaik egybe esnek (AJBk =  Aj#*), úgy a derékszögű A^A^AJJ', 
illetőleg AxA±AaB" tetraédereket nyerjük, melyeknek B', illető
leg B" csúcsából nyilván az A2Aa, AaA v  AtA2 átfógóélek mind
egyike derékszög alatt látszik. Amennyiben e két tetraédert, 
melyek egymás tükörképei, nem tekintjük különbözőnek, úgy a 
AtAaA a hegyesszögű háromszöghöz, mint átfogólaphoz egy és 
csak egy derékszögű tetraéder szerkeszthető.

A (2) egyenlet szerint továbbá az átfogó lap területének négy
zete egyenlő a befogó lapok területeinek négyzetösszegével.

Ha a AjAjA,, háromszögnek pl. az A, csúcsnál lévő szöge 
derékszög, akkor az At csúcsot tartalmazó derékszögű három
szögek egyenesdarabokká fajulnak, tehát ez esetben At= 0 .

3. Ha az A1AiA 3 háromszögnek (2. ábra) az egyik, pl. At 
csúcsnál levő szöge tompa, úgy a Á* paramétereket — miután
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jelen esetben azoknak előbbi definíciója értelmét veszti — a 
következőképen értelmezzük: A tompaszög csúcsából induló 
AjiWj magasság meghosszabbításának és a A2A S átmérőjű kör
nek B x metszéspontját összekötjük A2-vel és A,-mal. Továbbá 
a tompaszög csúcsán át AtAt-re, illetőleg AtA3-ra emelt merő
legeseket messük A2 körül A2B1 sugárral, illetőleg Aa körül 
AaB1 sugárral leírt körrel. Ily módon a AtA2A3 tompaszögű 
háromszöghöz három derékszögű háromszöget illesztettünk, me
lyek közül egynek az átfogója, kettőnek pedig egyik befogója az 
eredeti háromszög egy-egy oldala. Minthogy

___ 2 ___ 2 ____2 ___ 2 ____ 2 ___ 2>
AtBa — AXB2 -  A„B3 ~  AaB 2 — (A2AX — A3A, > —

=  -  A jJ *  ~  (A 'B* ~  ÄJB*) =  0,

azért az igy nyert alakzatnál is az A 1A2A3 háromszög bármely 
csúcsából kiinduló két befogó egymással egyenlő,

Ha tehát tompaszögű háromszög esetén a

At =  — Ä ß *  =  -  AtB3 ’

a2 =  ä j £  =  I Á * ’ (6*)
----- 2  2

A8 — AaB x =  A3B2

mennyiségeket vezetjük be paraméterekként, úgy nyilván ismét

AkAi =  qí =  Xk A  A*, (1)
továbbá

4F 2 =  Ä^S?.ÄJT*  =  X Ä 3 ( I Ä 2 -  M^Aa ) =

A2A3 .(BtMt — AtB2 ) =  A8A8 +  (Aj +  A8) Aj ; (2)

tehát a paraméteres előállítás általánosan érvényes azzal a kö
zelebbi meghatározással, hogy hegyesszögű háromszögnél mind 
a három paraméter pozitív, míg tompa-(derék-)szögű három
szögnél egy paraméter negatív (zérus).

4. Ha egy tompaszögű háromszög leghosszabb oldala mint 
átmérő fölé gömböt szerkesztünk, úgy a tompaszög csúcsán át 
a háromszög síkjára állított merőleges a gömböt két pontban
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metszi, melyek egymásnak a háromszög síkjára vonatkozó tükör
képei. Ha tehát a 2. ábrabeli alakzatból, mint hálózatból nyer
hető két tükrözve kongruens tetraédert nem tekintjük különbö
zőknek, úgy egy tompaszögű háromszöghöz egy és csak egy olyan 
tetraéder szerkeszthető, melynek további három lapja derék
szögű háromszög.

5. A At, A2, A3 paraméterek (1) alapján a p* oldalakkal köz
vetlenül kifejezhetők:

J _  Pä +  g3~Pl ■ 5 +  ■ jA\ ~  G) ’ *2 o 9 *3 É ± Á Z É .  (7)

és ha ezen összefüggések segélyével a A, paramétereket (2)-ből 
illetőleg a vele aequivalens

8 /1 S =  Aj (Aj -) -  A„) +  Aj (A g-|- Aj) +  A3 (Aj -)-  A2)

egyenletből elimináljuk, úgy a közismert

16/.- =  2 * 2  + 2 * ?  +  2(>i(»j -  eí ~  9Í -  rí

HERON-féle területi képletet nyeljük.

III. §.

1. Az ortocentrikus tetraéderek alak szempontjából hasonlóan 
osztályozhatók, mint a háromszögek. Nevezzünk rövidség ked
véért egy triédert hegyes-, derék-, illetőleg tompaszögűnek, ha 
annak összes élszögei hegyes-, derék-, illetőleg tompaszögek. 
Ortocentrikus tetraédernek vagy minden triédere hegyesszögű, 
vagy egy triéder derék-, illetőleg tompaszögű és a többi három 
hegyesszögű.

E tétel igazolására nyilván elegendő kimutatni, hogy orto
centrikus tetraéderben nem fordulhat elő két olyan közös csúcs
csal bíró élszög, melyek egyike hegyes, másika tompa. Ha 
ugyanis egy tetraéderben

AjAjAg <  90° és AjA2A4 >  90°,
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akkor a tetraédernek Ag és Ai csúcsból induló magasságai — 
miután mindketten merőlegesek az AXA2 élre — az As csúcson 
átmenő és A tA2-re merőleges sik két különböző oldalán van
nak, egymást tehát nem metszhetik.

2. Ha az A1AiAaAi tetraéder (3. ábra) minden élszöge 
hegyes, úgy a fentiek szerint szerkeszthető mind a négy lapjára, 
mint átfogólapra egy (és kifelé csak egy) derékszögű tetraéder. 
Ki fogjuk mutatni, hogy ha bármelyik A4 csúcsból kiinduló 
három befogóéi egymással egyenlő, azaz ha

AiBk =  AiBi — AiBm, (i , k, l, m  =  1, 2, 3, 4) (8)

akkor az A íB í egyenesek a tetraéder megfelelő AkAtAm lapjaira 
merőlegesek és egy pontban találkoznak, tehát az A1AtA aAt 
tetraéder ortocentrikus.

Ha a Bt és Bk csúcspontokból az A tA m élre merőlegeseket 
bocsátunk, úgy ezek a (8) relációk szerint nyilván a AiAm élt 
ugyanabban a Cím pontban metszik.^A Bi, fík és Cjm ponto
kon át fektetett sík merőleges a AiAm élre, tehát az AiAmBi 
és AiAmBk síkokra is, és így tartalmazza a BiAk és BkAi éle
ket. Eszerint a AiBiAkBk pontok egy síkban vannak, mégpedig 
egy olyan síkban, mely a AiAm élre merőleges. Következés
képpen :

I. az A íBí egyenes az AkAh AiAm, A mAk élek mindegyikére 
és így a AkAiAm tetraéderlapra merőleges, más szóval a tetra
édernek egyik magasságvonala,

II. ezen magasságvonalak bármely AíB í, AkBk párjának van 
közös pontja, a magasságok tehát5 — mivel nem fekhetnek mind 
egy síkban — egy pontban találkoznak.

Kimutatjuk továbbá, hogy ha a AjAjAgAj tetraéder hegyes
szögű és ortocentrikus, úgy a fenti módon ráillesztett derék

5  Ha tetszőleges számú egyenes közül bármely kettőnek van közös 
pontja, úgy azok vagy mind egy ponton mennek át, vagy mind egy síkban 
feküsznek. Ha három magasság egy síkba esik, úgy a tetraéder hasábbá 
fajul el.
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szögű tetraéderek befogóélei a (8) relációkat kielégítik. Messük 
el e végből az alakzatot az ortocentrikus tetraédernek, például 
Ä J f  és AtM magasságain át fektetett síkká' (1. 4. ábra). Mint
hogy A lBí és A ß t a A ß ß .^  háromszög magasságvonalai és

A ß ß ^ ,  valamint A ß ß ^  derékszögek, azért ugyanúgy, mint 
az 1. ábra esetében következik, hogy Bt CM ?= BsCai, eszer 
nyilván jßtA4 =  B3A t .

4. ábra.

Az előbbi meggondolás valamennyi megfelelő befogóélpárra 
érvényes, tehát ki van mutatva, hogy ortocentrikus tetraéder 
esetén a befogóélek a (8) relációkat kielégítik.

3. Minthogy a fentiek szerint a

A ß l  — A ß \  =  Ä ß l  =
___ 2 ___ 2 ___2

= -A aB1 = 'A 8B% =  Á3,
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relációk karakterisztikusak a hegyesszögű ortocentrikus tetra
éderre, azért a ht , Aa, mennyiségeket bevezethetjük, mint 
az ortocentrikus tetraéder meghatározására szolgáló független 
szimmetrikus paramétereket.6

Ezen paraméterek segélyével az élhosszúságok pj* négyzetei, 
valamint a lapterületek F f  négyzetei nyilván ugyanazon képle
tekkel fejezhetők ki, mint a háromszög esetében.

A A xA tAaAi tetraéder hatszoros köbtartalma továbbá

fi V =  F1.MMl +  Ft .MMt  +  Fa.MM3 +  Ft .MMt =  F t.A M , 
( i=  1, 2, 3, 4)

tehát
36 K'2 =  AFf.MM^ÄFA,

és miután a MMí-MiA í szorzatokra nézve — mint az a 4. ábra 
alapján nyilvánvaló — a (4) relációk érvényesek,

36 V1 =  FAFi.MiBif,

vagyis az A1A2A aAi ortocentrikus tetraéder köbtartalmának 
négyzete egyenlő a ráillesztett derékszögű tetraéderek köbtar
talmainak négyzetösszegével.

Hasonló meggondolásokkal kimutatható, hogy a fenti (1), (2), 
(3) összefüggések tompaszögű ortocentrikus tetraéderre is érvé
nyesek, ha a paraméterek értelmezését ezesetre az előző §-ban 
a tompaszögű háromszögnél ismertetett módon terjesztjük ki. 
Eszerint, ha az ortocentrikus tetraédernek Ai csúcsnál levő 
triédere tompa-(derék-)szögű, akkor negativ (zérus).

ß A most bevezetett paraméterek még a következő tulajdonsággal bír
nak : Ha az ortocentrikus tetraéder A ( csúcsába —  súlyt helyezünk, az

A-i
igv nyert tömegrendszer súlypontja a magasságpont.
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IV. 8.

1. A paraméteres előállítás alapján nyilvánvaló az ortocen- 
trikus tetraéder egyik jellemző tulajdonsága, miszerint a szemben- 
fekvő élek négyzetösszegei egymással egyenlők.2 Ugyanis a

(4  +  elv (4  +  éti’ eU +  e%

összegek mindegyike (1) szerint /^-Ma+Ai+Mgyel egyenlő.
Nevezzük rövidség kedvéért éltengelyeknek a szembenfekvő 

élek felezőpontjait összekötő távolságokat. A tetraéder éleiből 
alkotott bármelyik A;AkyiiAm torznégyszög oldalainak C«, C/d, 
Cím, Cmi felezőpontjai parallelogrammát határoznak meg, mely
nek CikCim és C/ciCmi átlói éltengelyek és CikCki =  ChllClvi, ill. 
CkiCim =  CmiCik oldalai a p,-j, illetőleg tetraéderélek felével 
egyenlők. Következésképpen

n  n : 2 , /, n —[2 __ __WfcWm I" ^kiérni — q ------------- 3 »
tehát

r  r  — C i  — C C1̂2̂ 34 1̂3 '24 1̂4̂ :23’ (.101

azaz egy ortocentrikus tetraéder éltengelyei egyenlők egymással.2
2. Jelöljük az z-dik tetraéderlapnak a A'-dik csúcsból induló

2 Fimagasságát /i,*-val (hik általában 4= hki); ekkor h,k —
ei» i

Mint

hogy továbbá a hik, hki magasságok és a p,/,- él által alkotott 
háromszög sikja a p<m élre merőleges, azért az ortocentrikus 
tetraédernek a p;m élhez tartozó belső lapszöge, aím egyenlő a 
hik és hu magasságok által alkotott szöggel. Eszerint

h jk  +  h k i  —  (fik _  4 - ( / '  j - ( -  f 1 k ) —  (J’íkQ'íni
cos aim -  2ÄifcÄw

vagyis (l)-re és (2)-re való tekintettel

Mm
COS Q-lm n  r ’ 

r  i"  k

8F i F k
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Az ortocentrikus tetraéder belső lapszögeire nézve tehát a kö
vetkező relációk állanak fenn :7

cos a12.cos aS4 =  cos a13.cos a^ — c.os a14.cos a28
F1FtFtFi ' ( 11)

3. A bevezetésben felemlítettük a kérdést, hogyan határoz
hatók meg az ortocentrikus tetraéder többi alkatrészei a lapok 
Fi területeiből. Miután a élek négyzetei és a ^ paraméterek 
közt lineáris kapcsolat van, nyilván az első idevágó feladat a 

paraméterek meghatározása az adott Ft területek alapján. 
Ha a (2) egyenletekből például /», Á3, At-et elimináljuk,8 úgy a

Á\ [(4F32+r-)2(4F?+>*?)2 +  (4F*+^)*(4Ff+^)2 +
+  ( 4 F |+ ^ ) W s + ^ ) 2] -

-  3á\+i (f::+f2+fz-3FZ)xz+i (FZ+fz+fz- fí)?] (12) 
(4 F22+A?) (4 FZ+Ál) (4 F f + W  =  0

egyenlethez jutunk. A paramétereknek, tehát egyúttal az élek
nek meghatározása az adott F, területekből eszerint negyedfokú 
egyenletek megoldására van visszavezetve.

Ha pedig a (2) és (3) egyenletekből m ind a négy Ái para
m étert elimináljuk, úgy a HERON-képlet analogonját nyerjük, 
m ely az ortocentrikus tetraéder köbtartalma és lapterületei közti 
összefüggést határozza meg. A képletek bonyolultsága m iatt az 
eredményt csupán szim metriasíkkal bíró ortocentrikus tetra
éderre nézve közöljük. Ez esetb en  Á—Ág=Ái, F3= F 4= F  és az 
Fv F2, F  és V közt fennálló összefü ggés: 9

7  L. W. Fr. Meyer, Arch. Math. Phys., 8 . k. (1905), p. 135.
8  L. Lagrange, 1. c.
u Közvetlenül verifikálható (2*) és (3) alapján, hogy F, I \ ,  Fa és F a  

íeFj'Ff — 2/U 2  — 3A4  =  0,
16Ff.Fl — 72 v n  — A* =  0

egyenleteket identikusán kielégítik. Ezeknek A-ra vonatkozó rezultánsa a 
(13) egyenlet. Továbbá a

A- -  1 6 F fí | =  4(2F + F í+ F j) (2 F + J Í’1 —Ft ) (2F - F t + F ^  (2F - F t—Fa) 
kifejezés analog a HERON-képletben szereplő szorzattal.



A MAGASSÁGPONTTAL BÍRÓ TETRAÉDERRŐL. 33

27 (36 F2)4+ 2 J (J 2-  144F*F2) (36 V2)2-  16F*F*(J9-  16F2F |)2= 0 , (13) 

ahol
A =  8F2-  2 (F ? + F 2).

4. Amíg a lentiek tanúsága szerint az ortocentrikus tetraéder 
lapterületei és többi alkatrészei közt lényegesen bonyolultabb 
relációk állanak fenn, mint a háromszög oldalai és egyéb alkat
részei között, addig az ortocentrikus tetraéder alakjára nézve 
(1. III. §) ugyanolyan egyszerű, a lapterületekből alkotott qua
d ra tics formák előjele mérvadó, mint a háromszög esetén.
A pt, qv q3 oldalakkal bíró háromszög esetén ugyanis tudva
levőleg

sgn cos oí =  sgn(p2+ p 2—pf).

Az ortocentrikus tetraédernél (2) szerint

Fi1 +  Ff +  Fm — Fi — Ái(Afc+Á|+Ám) (14)

és (7) szerint
Qik +  Qil ~  Qkl —  - A i ,

tehát

sgn cos m  =  sgn Áj =  sg n (F f+ F 2+ F 5 ,—Ff), (J— >̂ (15)

ahol Yij az i-dik csúcsnál a y-dik lapon lévő élszög, követke
zésképen az ortocentrikus tetraéder valamely triédere hegyes- 
(derék-), illetőleg tompaszögű a szerint, amint a vele szemközti 
lap területének négyzete kisebb (egyenlő), illetőleg nagyobb, 
mint a többi lapterületek négyzetösszege.

V. §.

1. Ha egy A 1AiAsAl tetraédernek van belső élérintő gömbje, 
azaz létezik olyan gömb, mely az összes AiAk éleket egy-egy 
belső Bik pontban érinti, úgy nyilván bármelyik Ai csúcs a 
szomszédos Bik, Bu, Bim érintéspontoktól egyenlő távolságra 
van. Ezek szerint a

Ai — AiBik — AiBu =  AiBim (i , k, l, m — 1, 2, 3, 4)

Matematikai és Fizikai Lapok XLV. 3



mennyiségek a belső élérintő gömbbel bíró tetraéderek meg
határozására alkalmas paraméterek, melyek az élekkel homogén 
lineáris kapcsolatban vannak:

(fik —  fa  +  f a -  (1 6 )

2. Ha a A1A2A 3A i tetraéder izogonikus, azaz mindegyik A{Ak 
éle a beírt gömbnek a Ci és Cm érintéspontjaiból 120° alatt 
látszik, akkor a

fa - AiCk =  AiQ ~  AjGm (t, k, 1, m == 1, 2, 3, 4)

mennyiségeket vezethetjük be paraméterekként, és például az 
élek ezen paraméterekkel a következőképpen fejezhetők k i:

(fik  —  f a  +  fa  f a  +  fa -  (1  7 )

3. Az izodinamikus tetraédernek jellemző tulajdonsága,3 hogy 
a szemben levő éleinek szorzatai egymással egyenlők:

QikQlm =  Q ilQ km  =  QimQkli

tehát ezen relációk alapján a

fa =  M ü  =  Ä 2 L  =  S ŝSüL (í, k, l, m = 1, 2, 3, 4)
Qkl Q lm  Q m k

mennyiségek az izodinamikus tetraéderek paraméteres előállí
tására felhasználhatók és általuk az élek következőképen fejez
hetők k i:

(fik =  V  f a f a -  (1 8 )

Egerváry -Tenö.

ÜBER DAS TETRAEDER MIT HÖHENSCHNITTPENRT.

Für ein Tetraeder A1A2AsAi mit den Kantenlängen (fik =  AjAk 
bestehen die Relationen

+  P34 =  (**3 ■+" Pl* =  PÍí d- pl3
bekanntlich 2  dann und nur dann, wenn das Tetraeder orthozentrisch 
ist, d. h. falls die vier Tetraederhöhen sich in einem Punkte treffen.

3 4  EGERVÁRY JENŐ.
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Werden auf Grund dieser Relationen die Grössen

als unabhängige Parameter eingeführt, so lassen sich die Kanten quadrate 
()%, Seitenflächenquadrate F f  und das Quadrat des Volumens F durch 
die elementare symmetrische Funktionen der Xi folgendermassen aus- 
drücken :

Für ein spitzwinkliges orthozentrisches Tetraeder A1A2A3Ai  haben 
die Parameter Xi folgende geometrische Bedeutung: Wird über jede 
Seitenfläche F{ als Hypotenusenfläche ein recht winkeliges Tetraeder 
errichtet, so sind je drei aus einer Tetraederecke Ai auslaufenden 
Kathetenkanten einander gleich, mit der gemeinsamen Länge VXi. Eine 
entsprechende Bedeutung haben die Parameter bei einem stumpf
winkeligen orthozentrischen Tetraeder, wobei ein Parameterwert negativ 
wird.

Wird in der Tetraederecke Ai die Masse angebracht, so fallt derAi
Schwerpunkt dieses Massensystems mit dem Höhenpunkte zusammen.

Mit Hilfe der Parameterdarstellung werden einige, auf das ortho- 
zentrische Tetraeder bezügliche Sätze hergeleitet.

(■i, k , l , m =  1, Ü, 3 ,4)

Eugen Egervári/.

3*



ULTRASPHAERIKUS POLINOMOK ÖSSZEGÉRŐL.

A Matematikai és Fizikai Lapok 38. kötetében (1931, 161 — 
164. oldal) Fejér Lipót bebizonyította, hogy az

(1 — ä r z + z 2)“* — P&l>(x) +  z d------1- +••• (1)

sorfejtés által értelmezett ultrasphaerikus polinomok a következő 
egyenlőtlenségnek tesznek eleget:

Ez a figyelemreméltó eredmény Fejér egy régebbi tételének az 
általánosítása, amely a Pfi]{x), azaz a LEGENDRE-féle polinomok 
esetére vonatkozik.

Könnyen belátható, hogy ez a tétel nem igaz, ha A >  |  vagy 
— A jelen közlemény főleg a — § < A < 0  esettel foglal

kozik, amelyben — mint ki fogom mutatni — a (2) alatti egyen
lőtlenségek változatlanul érvényesek. Ennek alábbi bizonyítása 
talán valamivel elemibb jellegű mint a Fejér által a 0 <   ̂<g i  
esetben alkalmazott okoskodás, amennyiben az integrálok hasz
nálatát teljesen elkerüli. Viszont úgy látszik, hogy a Fejér által 
vizsgált eset mélyebben fekvő, mint az, amellyel mi foglalkozunk.

Bizonyításunk a P ix'{x) polinomok következő jól ismert elő
állításán alapszik, amely (l)-ből azonnal következik. Legyen

P p {x )  +  P l» (x )+ ---+  Pí»(x) >  0,
— I < a ? <  +  1, n =  0, 1, 2, . . .  .

(2)

(1 — u)~l =  a0 +  ctjít -)------1- anun + (3)
akkor

Pil) {cosd) — 2aoan cos nd -f- 2ai<xn_i cos (n—2) 0 -j------f-
( 4 )
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Az általánosabb — 1 <   ̂ <  0 feltétel mellett

a,, >  0, a, <  0, at <  0, . . .  ; (5)

tehát a (4) előállításból látható, hogy n;> 1 esetén P'nl) (cos 0) el nem 
tűnő együtthatói valamennyien pozitivok, kivéve cos nő  együtt
hatóját, amely negatív. írjunk már most a (2) alatti összeg
ben x  — cos 0-t, s tekintsük az így keletkező n-edfokú tri
gonometrikus többtagúban cos w 0  együtthatóját; itt m po
zitív egész szám, 1 g^m ^  n. Ez a tag fellép a P ^  (cos 0), 

cos 0), (cos 0),... kifejezésekben, és a kérdéses együtt
ható — u0 +  ux +  ut +  ••• alakú lesz, ahol u0, uv  uv . . .  pozitív 
számok. Ennek a véges összegnek utolsó tagja nyilván iu-m

3
vagy u n-m-i, a szerint amint n — m  páros vagy páratlan. Az 
{«,} végtelen sorozat w-től és A-tól függ, n-től azonban füg
getlen.

Tekintsük a — u0-t-ttj-j-u -̂\—  végtelen összeget. Ez nyilván 
a (2—2 cos 0)~x függvény trigonometrikus kifejtésében cos m 0 
együtthatója. Ez a kifejtés azonban jól ismeretes,1 és tudjuk, 
hogy együtthatói (eltekintve az állandó tagtól) valamennyien 
negatívok. Következőleg ugyanez érvényes a fentebb tekintett 
véges összegre is.

Összefoglalva látjuk, hogy a (2) alatti összegben x  — cos 0-t 
írva, oly trigonometrikus többtagút kapunk, melynek valamennyi 
nem állandó tagja negativ együtthatóval bir. Egy ilyen trigono
metrikus többtagú azonban minimumát a 0 = 0  helyen veszi fel

Kimondhatjuk tehát a következő tételt:
Legyen — 1 <  X <  0. A  (2) alatti összeg a — í g x g - ^ - í  

közben minimumát az x — + 1 helyen (és n;> 1 esetén csak az 
«  =  +  1 helyen) vészi fel.

Azonban (l)-ből

W )  +  W )  + -  +  W )  -  ( " + " ) .  (6)

1  Lásd például E. T. W hittaker and G. N. W atson : A course of mo
dern analysis, 4. kiadás, Cambridge 1927, 263." oldal, 40. feladat.
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tehát a mondottak értelmében

PM(x) +  P[»{x) + • • • +  p«»(a?) >  (w+ ^ ) ,  (7)
\ n /

— I< a ? <  +  1, — 1 < A < 0 ;  w —1,2, 3,. . .  .

A (7) jobboldalán szereplő binomiális együttható pozitív, ha 
— | < / í < 0  és negatív, ha —1 < 1 <  — §. Ezzel a — § < Á < 0  
esetre vonatkozó állításunk bizonyítva van.

Végezetül — meggondolásaink elemi jellegét jobban kidombo
rítandó — egyszerű bizonyítást adunk a (2—2 cos d)~l trigono
metrikus kifejtésének fent használt tulajdonságára. A (3) elő
állításból, amely | u  | =  1-re egyenletesen összetartó, következik

(2 — 2 cos d)~x =  |(1 — ei9)~l |2 =  | a0 +  a,eiö +  aae2ie -\—  |2, (8)

úgyhogy a kérdéses együttható számára a következő kifejezést 
nyerjük:

^ (a oam d-  a i a m+l d-  a2am+2 +  •••). m ; > l .  (9)

Azonban (3)-ban u =  1-et írva:

a0 4 - a, -j-  a 3  -|--------  0  ( 1 0 )
adódik; tehát

am d-  ai@-tn+ 1  d~~ °-aam+ 2  d- " ' ( 1 1 )
(am+ 1  am) +  (am-t-2 anJ d-  (am+% atn) d ’•

Mivel 1 < 1  — Á <  2, tudjuk, hogy (1 — w)1-* együtthatói pozi
tívok (kivéve a lineáris tagot). Tehát «2 -a, >  0, a8—a2> 0 , . . . ,  
amiből, (5) tekintetbevételével, (11) negatív volta közvetlenül 
látható. Szegő Gábor.

ON THE SUM OF ULTRASPHERICAL POLYNOMIALS.
In vol. 38 (1931, pp. 161—164) of this periodical Fejér proved the

positivity of the sums

P p ( x )  +  P lX' ( x ) + - - +  P lh {x),
provided — 1 < * <  + 1  and 0 < X < a ; here the ultraspherical polynomials 
P <X) (x ) are defined as the coefficients of the expansion of (1— 2a:z+z2)- *. 
The present paper deals with the case — 1 < A < 0  with the result 
that the minimum of the sum in question in — l i S x i S - l - l  is at
tained for X— +  1 ; it is positive or negative, according to — J < ? .< (), 
or — 1 < J < —f. Gábor Szegő.



A HALMAZELMÉLETI GEOMETRIA ÚJABB FEJLŐDÉSE.

Különböző korok különböző problémaköröket tekintettek a 
geometria feladatainak. Legelőször természetesen csak az egy
szerű elemi idomok belső és egymáshoz való viszonyait vizs
gálták. Később az analitikai geometria megmutatta, hogy ezek az 
egyszerű idomok egyszerű algebrai egyenletekkel jellemezhetők. 
Az algebrai módszer bevezetésének azután természetes követ
kezménye volt, hogy az összes algebrai egyenletekkel jellemez
hető idomok tulajdonságait is fel kellett venni a geometria 
problémái közé. A differenciálszámítás felfedezése adta a geomet
riának a következő lökést, mert ettől fogva már minden olyan 
idomot is geometriainak lehetett tekinteni, amely differenciál
ható függvényekkel állítható elő. Aránylag elég hamar felmerül
tek olyan problémák is, amelyek differenciálható függvényekkel 
már nem voltak megoldhatók. Ezen a fokon azonban, amikor 
már nemcsak differenciálható, hanem általában folytonos függ
vényekkel előállított pontkonfigurációkat vizsgálunk, egymást 
követik a naiv szemlélettel ellenkező tulajdonságok. Egy egész 
négyzetet betöltő folytonos görbe, vagy egy egész kockát be
töltő felület, amelynek még hozzá a felszíne zérus, bizonyos 
tekintetben inkáüb elriasztják mint megnyugtatják az általáno
sításra törekvő szellemet. Az ilyen paradox tulajdonságok fel
lépése csak támogatja azt a felfogásunkat, hogy a függvények
kel való előállítás módszerének bizonyos fokon túl szükségkép 
zsákutcába kell vezetni, mert ha a geometriát alkalmazott 
függvénytannak tekintjük, tulajdonképen magát a függvényt 
tesszük geometriai fogalommá és így elhanyagoljuk a függvé
nyekkel ki nem fejezhető specifikus geometriai tartalom pontos 
definícióját. Ezt láthatjuk a következő példán i s : az y =  íc2
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parabolát nyilván mindenki görbének nevezi anélkül, hogy köz
ben a görbe szigorú definíciójára gondolna. De vájjon csak azért 
görbe-e ez a parabola, mert a síkban másodfokú egyenlettel 
állítható elő? Nyilván nem, hanem a pontjai közt kell valami 
olyan rendezettségi viszonynak lennie, amely őt a felületektől 
és testektől elválasztja. Hiszen ezt a parabolát egy (u, v) para- 
métersik segítségével úgy is definiálhatjuk, hogy térbeli koordi
nátáit az x  — x  (u, v), y  — y (u, v), z  — 0 folytonos függvények 
állítsák elő. Ilyen módon a parabolát akár folytonos felületnek 
is nevezhetnénk, ami csak még jobban szembeállítja az analiti
kusan definiált felület- és görbefogalmat a szemlélettel.

Görbe, felület, test, dimenzió, tér: állandóan használt szavai 
a köznapi nyelvnek is. Ezek tartalmáról a legegyszerűbb esetek
ben van is valamilyen intuitiv fogalmunk, de a legáltalánosabb 
esetben analitikus módszerekkel még sem tisztázhatjuk őket, 
mert ezek a fogalmak a geometria különlegesen geometriai tar
talmú magvához tartoznak. Ép ezért teljes általánosságban leg
célszerűbb abból kiindulnunk, hogy a geometria tárgya tulajdon
kép minden pontkonfiguráció, másszóval ponthalmaz. Az alap
fogalmak pontos definíciójának ez esetben a ponthalmaz fogal
mán kell felépülnie, ebből a fogalomból kell kibányásznunk 
azokat a jellemző vonásokat, amelyek a görbe, felület, test, 
dimenzió, vagy tér fogalmait meghatározzák. A halmazelméleti 
geometria a legújabb időben ép azért fejlődött olyan sokat, 
mert tisztázta ezeket a fogalmakat és megmutatta, hogyan jut
hatunk el az általános halmazfogalomtól a speciális geometriai 
idomokhoz. A következőkben az idevágó vizsgálatokat fogjuk 
enciklopédikusán összefoglalni. Az eredmények azonban ma már 
annyira szétágaznak, hogy szinte minden munkában található 
egy-egy új fogalomalkotás; ezért a rendkívül zsúfolt anyagból 
csak azt választottuk ki, ami szerintünk a problémakör világos 
áttekintéséhez nélkülözhetetlennek látszott. Ezt a kiválasztást 
úgy igyekeztünk elvégezni, hogy az olvasó előtt tisztán álljon 
az a tendencia, mely szerint a geometria legmélyebben fekvő 
alapját az úgyszólván kaotikus rendezetlenségű halmazok szol
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gáltatják, a klasszikus formákhoz pedig a halmaz tulajdonságai
nak fokozatos megszorításával lépésről-lépésre juthatunk el.

I. A DIMENZIÓ ELMÉLETE.
1. A m etr ik u s  tér.

A modern halmazelméleti geometria alapjait F réchet 1 rakta 
le híres doktori értekezésében, amelyben rámutatott arra, hogy 
a geometria tekintélyes része a távolság fogalmának három 
egészen egyszerű tulajdonságán alapul. Ez a három tulajdonság 
a következő: l ° valamely p  ponttól egy másik q pontig szá
mított távolság ugyanakkora, mint a q-tói jo-ig mért távolság 
(szimmetria); 2° két különböző pont közti távolság sohasem 
zérus (pozitívitás); 3° egy háromszög oldala nem nagyobb a 
másik kettő összegénél (háromszög-egyenlőtlenség). Ezt a három 
tulajdonságot véve alapul bármely T halmaz elemei közt oly 
módon definiálhatunk megfelelő távolságfogalmat, hogy T  min
den p, q elempáijához rendelünk egy és csakis egy olyan pq 
számot, amely eleget tesz a következő feltételeknek:

1° pq =  q p ^ O ;
2 ° pq akkor és csakis akkor 0, ha p =  q;
3° pq +  q rj> p r .

Az ilyen módon m etrizált T halmaz elemeit pontoknak 
nevezzük, a pq  számot pedig p  és q közti távolságnak. Vezes
sük még be a következő fogalmat: a T  halmaz p  elemét az A 
részhalmaz torlódási pontjának mondjuk, ha minden e >  0 
számhoz megadható A-nak olyan p-től különböző q pontja, 
amelyre nézve pq <  e. Az olyan T halmazt, amelyben a torló
dási pont fogalmát a távolság segítségével ilyen módon definiál
tuk, metrikus térnek nevezzük. A legspeciálisabb metrikus tér 
természetesen a közönséges euklidesi tér, de metrikus terek a 
nem-euklidesi, például RiEMANN-féle terek is. Lehet persze ezek
nél sokkal általánosabb metrikus tereket is konstruálni: metri-

1 Fréchet, 1.



42 ALEXITS GYÖRGY.

kus tér például az is, amelynek pontjai a intervallum
ban definiált korlátos függvények, az f{x), <p{x) pontok közti 
távolságként pedig az \f(x)— <p(x) \ számot tekintjük. Világos, 
hogy egy metrikus tér minden részhalmaza is önálló metrikus 
térnek tekinthető.

Alapfogalmak. Most, hogy a metrikus tér fogalmát megállapítottuk, 
módunkban van összeállítani a halmazelméleti geometria nekünk szükséges 
alapfogalmait is. Jelöljük A zd B  vagy B c  A szimbólummal azt a tényt, 
hogy fí a T  metrikus tér A halmazának része. A . B  jelenti az A  és B 
halmazok közös pontjaiból álló halmazt, A +  B az A  és B halmazok összes 
pontjaiból álló halmazt, A—B  pedig B komplementumát /1-ban, vagyis A 
mindazon pontjainak halmazát, amelyek nem pontjai egyúttal ß - nek is. 
4 '-vei jelöljük A  összes torlódási pontjainak halmazát. Zárt halm aznak  
nevezzük az olyan halmazt, amely minden torlódási pontját magában 
foglalja, amelynél tehát A' c  A. N yílt halm aznak  nevezzük A-1  akkor, 
ha T — A zárt halmaz. Valamely p  pontot magában foglaló nyilt halmazt 
p környezetének is szokás mondani. Az A —A -j-A' halmazt A zárt 
hüvelyének nevezzük. Fontos a halm az határának  fogalma: A határá
nak hívjuk az F ( A ) = A .T — A  halmazt. Ha tehát A nyilt halmaz, 
akkor F {A)—A  —  A. Bárm ely A halmaz F( A)  h atára m in d ig  zárt 
halmaz. Pl. az x, »/-síkon az x* +  y 2<  1 nyílt halmaz határa az x 2 +  y 2=  1 
körvonal, vagy a térben az x 2+ y 2<  1 , 0 < z < l  nyilt halmaz határa az 
x ’- A y 2— 1 . 0 ; í £ z i £ l  palástból és az x 2+ y t ^Ll ,  z = 0 , illetőleg 
x 2 +  y2 <  1, z — 1 körlapokból álló henger. Az A  halmaz átm érőjének  
nevezzük azt a d  (A) számot, amelyet a következő módon nyerünk: 
képezzük A minden p , q pontpárjára nézve a p q  távolságot, ezeknek a 
p q  számoknak felső határa d  (A).

Az A halmaz sűrű  ß-ben, ha A'z)B , vagyis ha B minden pontja 
torlódási pontja /1-nak. A önm agában mini, ha A'zxA. Egy önmagá
ban sűrű és zárt halmaz neve perfekt h a lm az; A  tehát akkor és csakis 
akkor perfekt, ha A '—A. A sűrű halmaz fogalmának ellentettje a sehol 
sem sűrű  halmazé. A  akkor sehol sem sűrű ß -ben , ha ß — A sűrű 
ß-ben. Pl. egy egyenes, vagy egy sík seholsem sűrű a háromdimenziós 
euklidesi térben. Lehetséges természetesen az is, hogy egy halmaz és 
komplementuma is sűrűek. Pl. a racionális koordinátájú pontok hal
maza sűrű a közönséges euklidesi térben, de sűrű e halmaz komple- 
mentuma is. Mindkettő önmagában is sűrű. A sűrűség és önmagában 
való sűrűség fogalmai azonban függetlenek egymástól. így pl. a 0 i£a;5g  1 

intervallumban sehol sem sűrű, de perfekt halmaz a Cantor-fele d isz-



kontinuum . Ez a következőkép keletkezik: osszuk a O ^asrgil inter
vallumot három egyenlő részre és vegyük el 'belőle a középső harmad 

1 2
belsejét, szóval az -g- <  as <  r - nyílt intervallumot. Osszuk a meg

maradt két intervallumot három-három egyenlő részre és vegyük el
1 2

belőlük a középső halmazok belsejét, tehát az -̂ r- <  x  <  -7 -  és a
7 8 .  ' 1 **

—  <  x  <  -g- nyílt intervallumokat. Ezt az eljárást minden határon

túl folytatva a megmaradó ponthalmazt nevezzük ÜANTOR-féle diszkonti- 
nuumnak. Könnyű belátni, hogy ez a halmaz perfekt ugyan, de sehol 
sem sűrű a O ^ccíS  I intervallumban.

Egyszerű kimutatni, hogy tetszőlegesen sok zárt halmaz közős pont
ja in a k  halm aza  is zárt és tetszőlegesen sok nyűt halm az összege is 
n yűt halm az. De nem igaz az, hogy végtelen sok zárt halmaz összege 
is zárt. Ezzel a halmazok egy újabb osztályához, az úgynevezett Fa-hal
mazokhoz jutottunk e l : megszámlálható végtelen sok zá r t halmaz 
összegét nevezzük F„-halmaznak. Ugyanígy megszám lálható végtelen 
sok n yű t halm az közös pon tja in ak  halm azát G j-halm aznak  hívjuk. 
Nyilván minden zárt halmaz F„ és minden nyílt halmaz Gi, de ezen
kívül igaz az a tétel is, hogy bármely m etrikus térben m inden  zárt 
halm az Gi és m inden n yű t halmaz F„. A zárt és nyílt halmazok 
tehát egyszerre F„- és Gj-halmazok is.

Az összefüggő halm az fogalmára van m ég szükségünk : A akkor 
összefüggő halmaz, ha A-t önálló metrikus térként tekintjük és ezt a 
teret két tetszőleges legalább egy-egy pontból álló Av  A2  zárt halmazra 
bontva ezeknek mindig van közös pontjuk, vagyis ha A 1.A 2A=0, bár
hogy is választjuk A-ban a zárt A, és A2  halmazokat. Pl. az .x2 -H/2—1 
kör nyilván összefüggő halmaz, de már nem  összefüggő a  0  g x  <  1 

egyenesdarab racionális vagy irracionális pontjaiból álló halmaz. 
Legyen ugyanis R a 0 íS  as ^  1 egyenesdarab racionális pontjainak hal-

1

maza. Ha ezt metrikus térnek tekintjük, a O S lxgá  , illetőleg

y -  Sí x  1  intervallumok racionális pontjainak halmazai zártak az

R  térben, de nincs közös pontjuk, az összefüggésre jellemző feltétel 
tehát nem teljesül. Ugyanígy beláthatjuk, hogy az irracionális pontok 
halmaza sem összefüggő.

Ha a T, tér A halmazának minden p  pontjához a T2 tér B  rész
halmazának egy és csakis egy q pontját rendeljük, úgy A egyértelmű  
leképezését definiáltuk B-re. A p  pontnak megfelelő q pontot p  képé
nek nevezzük, A mindazon pontját pedig, amelyeknek q a képe, q 
ősének hívjuk. Ugyanígy az A halmaz képe B, illetve B őse A. Ha A
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minden pontjának csak egy őse van, a leképezés egy-egy értelmű. Az A  
halmaz B-re való egyértelmű leképezése folytonos, ha A minden torlódási 
pontjának B egy torlódási pontja felel meg. Ha pedig A leképezése B-re 
egy-egyértelmü és folytonos is, ezenkívül B minden torlódási pontjának 
őse is torlódási pontja A-nak, akkor a leképezést topologikus leképezés
nek, B-X pedig A topologikus képének nevezzük. A topologikus le
képezések rendkívül fontosak a halmazelméleti geometriában.

Láttuk, hogy az euklidesí térben van egy megszámlálható sűrű 
halmaz, t. i. a racionális koordinátájú pontok halmaza. Az olyan 
metrikus teret, amelynek az euklidesi térhez hasonlóan megvan az 
a tulajdonsága, hogy kiválaszthatunk belőle egy megszámlálható 
sűrű halmazt, szeparábilis térnek1 hívjuk. A szeparábilis metrikus 
terek geometriai szempontból úgyszólván az egyedül számbajövők, 
mert a geometriailag érdekes terek szinte kivétel nélkül szepará- 
bilisak. Pl. az euklidesi tér minden részhalmaza (önálló metrikus 
térként tekintve) szeparábilis. De ezenfelül is a szeparábilis 
terek halmazelméleti geometriája bizonyos mértékig hasonló az 
euklidesi terekéhez. Ennek világosabb megértésére tekintsük az

1
n-dimenziós euklidesi térben a 0 <g xk ^  (k =  1, 2, .. . ,  n)

relációkkal definiált n-dimenziós intervallumot. Az n-dimenziós 
euklidesi tér kézenfekvő általánosítása az olyan (x lt xv  x 3,. . . )  
végtelen sok koordinátájú pontokból álló tér, amelyekre nézve 
Exl konvergens és az [x1, x t, . . . ,  x k,. . .)  és (ylt y2......Vk,---)

pontok távolságát a —ykf  kifejezéssel definiáljuk, ahol

a gyökjel alatti sor konvergens. Ebben az ú. n. H ilbert-/«/«  
térben végtelen-dimenziós alapintervallunmak tekinthetjük az 
összes olyan (x t , x 3, . . . ,  x k,...)  pontokból álló halmazt, amely

ben az x k koordináta eleget tesz a 0 xk <; feltételnek.

U r y so h n2 a  k ö v e tk ez ő  fo n to s  t é t e l t  b iz o n y íto tta  b e :  minden 
szeparábilis m etrikus tér topologikusan leképezhető a végtelen
dimenziós alapintervallum valamely részhalmazára. A végtelen

1 Fréchet. l.
2 Uryhsohn 3
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dimenziós alapintervallum tehát olyan univerzális tér, amely 
minden szeparábilis teret topologikus értelemben magában 
foglal. Mivel pedig a végtelen-dimenziós alapintervallum to
pológiája szinte azonos a közönséges n-dimengiós euklidesi 
térével, érthető, hogy U rysohn tétele következtében a szepará
bilis tereket messzemenő általánosságuk ellenére is az euklidesi 
terek természetes és közvetlen topológiai általánosításának 
tekinthetjük.

Az euklidesi tér halmazai között különösen nagy szerepet 
játszanak az w-dimenziós gömbbe bezárható ú. n. korlátos hal
mazok. Könnyű belátni, hogy ezek azonosak azokkal az eukli
desi halmazokkal, amelyeknek m inden végtelen részhalmazából 
kiválasztható egy konvergens pontsorozat. Ezt a tulajdonságot 
általánosítandó, kompakt térnek szokás nevezni az olyan m et
rikus teret, am elyben minden végtelen részhalmaznak van leg
alább egy torlódási pontja. Az euklidesi tér maga nem kompakt 
ugyan, mert pl. az abszcissza-tengely x  — 0, 1, 2 , . . . ,  w,. . .  abszcis
szává pontjainak nincs torlódási pontjuk, de, m int em lítettük, 
mind,en korlátos és zárt részhalmazuk kompakt metrikus tér. A 
végtelen dim enziós HiLBERT-féle tér sem  kompakt, azonban az 
em lített alapintervalluma már kompakt metrikus tér. A kompakt 
metrikus terek fontos tulajdonsága, hogy minden kompakt met
rikus tér egyúttal szeparábilis tér is, ennek megfordítása azon
ban —  m int az euklidesi tér példáján is láthattuk — már nem  
igaz. A kompakt metrikus terek között különösen jelentősek az 
összefüggő terek. Az egynél több pontból álló kompakt és ö ssze
függő metrikus tereket kontimmmnak nevezzük. A klasszikus 
geom etriában vizsgált görbék és felületek korlátos darabjai 
egytől-egyig kontinuumok. Érthető tehát, ha azt mondjuk, hogy  
a halm azelm életi geometriában is a kontinuumok játsszák a 
főszerepet.

A kompakt és a szeparábilis terek között állnak a félkompakt 
terek. így nevezzük a megszámlálható sok kompakt tér össze
geként előállítható metrikus tereket. Nyilvánvaló, hogy minden 
félkompakt tér is szeparábilis.
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2. A d im en zió  foga lm a.

Mint a matematika történetében már annyiszor, a dimenzió 
fogalmának meghatározásánál is előállt az az eset, hogy a szem
léletesen oly világbs és egyszerű dimenzió fogalmát csak sok 
eredménytelen kísérlet után sikerült teljes általánosságban is 
definiálni. Már Euklides érinti futólag a dimenzió fogalmát, 
majd Fréchet 1 és Hausdorff1 2 határozottan sikertelennek mond
ható kísérletei mellett, Poincaré3 egy ötletét felhasználva, 
Brouwer4 5 állapítja meg először kifogástalanul a kompakt metri
kus terek dimenziójának világos fogalmát. De ez a definíció 
sem tökéletes még, mert csak az egész tér dimenzióját hatá
rozza meg, holott a dimenzió nyilván pontró 1-pontra változható 
lokális tulajdonság. Gondoljunk pl. egy kockára, amely egy 
négyzetben folytatódik, ez pedig egy belőle kiálló egyenes
darabban végződik. Ezt az egyszerű metrikus teret a kocka 
pontjaiban nyilván három-dimenziósnak, a négyzet pontjaiban 
két-dimenziósnak, az egyenesdarab pontjaiban pedig egy-dimen- 
ziósnak tartjuk. Azt, hogy valamely tér egyes pontjaiban hány 
dimenziós, először Menger 5 és Urysohn 0 definiálták. Tartal
milag azonos definíciójuk Menger lényegesen plasztikusabb 
fogalmazásában a következő:

Az egy pontot sem tartalmazó halmazt (— l)-dimenziósnak 
nevezzük és feltesszük, hogy minden —1 ^ k  <^n —í egész 
számra már definiáltuk a dimenzió fogalmát. A T metrikus 
teret p  pontjában legfeljebb n-dimenziósnak nevezzük, ha 
vannak p-nek olyan tetszőlegesen kicsiny átmérőjű K p kör
nyezetei, amelyeknek F (K P) határai legfeljebb {n— Íj-dimen
ziósak. Ha T a p  pontban nem legfeljebb n-dimenziós, akkor

1 Fréchet 2.
2 Hausdorff 2,
8 Poincaré 1.
4 Brouwer 2.
5 Menger 1.
0 Urysohn 1.
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juh.

azt mondjuk, hogy T legalább n-dimenziós p-ben. Ha T 
a p  pontban legfeljebb n-dimenziós, de legalább n-dimen- 
ziós is, akkor a T  teret p pontjában n-dimenziósnak mond-

A T teret általában n-dimenziósnak nevezzük,

ha T minden pontjában legfeljebb n.dimenziós_ 
egy pontjában legalább

Ebből a definícióból következik, hogy a T metrikus tér A 
részhalmazának dimenziója nem lehet nagyobb, mint az egész 
T  téré. Tekintsük az egyetlen p  pontból álló (p) halmazt met
rikus térként. Akkor p  minden Kp környezete maga a (p) tér, 
Kp határa F(KP) viszont egyetlen pontot sem tartalmaz, tehát 
F (K P) definíciónk értelmében (—l)-dimenziós. Tekintve, hogy 
eszerint p  minden környezetének határa (—l)-dimenziós, azért 
(p) legfeljebb nulla-dimenziós lehet. De (p) tartalmaz egy pontot, 
következéskép nem (—l)-dimenziós, vagyis (p) legalább nulla
dimenziós. Az egy pontból álló (p) tér tehát éppen nulla
dimenziós. Ugyanilyen módon igazolhatjuk be azt is, hogy bár
mely T metrikus tér nulla-dimenziós minden olyan pontjában, 
amely T-nek nem torlódási pontja. De az is könnyen bebizo
nyítható, hogy minden megszámlálható végtelen sok pontból 
álló tér is nulla-dimenziós. Vegyünk ezekután szemügyre egy 
összefüggő metrikus teret. Könnyen belátható, hogy az össze
függő tér minden p  pontja bármely elég kicsiny K v környezeté
nek F(KP) határa tartalmaz legalább egy pontot, vagyis minden 
több pontból álló összefüggő metrikus tér bármely pontjában 
legalább egydimenziós. Eszerint az egyenes is legalább egy
dimenziós. De ha figyelembe vesszük, hogy az egyenes bármely

x 0 pontjához rendelve az x0— —  <  x  <  x0-\- — környezeteket

1 1
( » = 1 , 2 , . . . ) ,  ezek határai az x 0— — és a?0-j- — pontokból álló

nulla-dimenziós halmazok, akkor ebből következik, hogy az 
egyenes legfeljebb egy-dimenziós. Definíciónk szerint tehát az 
egyenes minden pontjában egy-dimenziós tér. Ugyancsak könnyen



belátható, hogy az egyenes bármely részhalmaza akkor és csakis 
akkor egy-dimenziós, ha tartalmaz egy egyenesdarabot. Ennek 
alapján rögtön rámutathatunk egy kontinuum számossága, nulla
dimenziós halmazra is, t. i. az egyenes irracionális pontjainak 
halmazára. Ez ugyanis, nem tartalmazván egyetlen egyenes
darabot sem, az előbbi tétel szerint nulla-dimenziós halmaz.

Mint láttuk, a tér dimenziója csakis az egyes pontok kis 
környezeteinek határaitól függ. De nem kell azt hinni, hogy a 
p  pontban «-dimenziós tér valamennyi p-hez tartozó környezete 
határának (to— l)-dimenziósnak kell lennie, hanem elég, ha csak 
kiválaszthatunk olyan p -hez tartozó tetszőlegesen kicsiny kör
nyezeteket, amelyek határai (to— l)-dimenziósak. Jó példa erre 
a következő:1 legyen T a sík összes olyan (x , í/)-koordinátájú 
pontjainak halmaza, amelyeket az alábbi relációk határoznak 
meg:

4 8  ALEXITS GYÖRGY.

0 ^  x  <  1, y =  o,
1 j

x  = n
1 1 n i ix  — ----------,TO, TO2 0 <  y  < --------- ,— — TO, to2

ahol « ,=  1 ,2 ,... és «a minden olyan egész számú értéket fel
vesz, amely mellett «a >  n\ +  « ,. Ez a kontinuum (0, 0)-ban 
nyilván két-dimenziós, de a (0, 0) pont környezeteiként T-nek

1 1 1 1 'a ------ <  x  <  — , — — <  y  <  — négyzetbe eső pontjait va-71/ 7 1 / 7 7  71/
1 1

lasztva, ezek határa az x  — 0 <s ?/ <s — egyenesdarab, tehát

egy egy-dimenziós halmaz.

3 . D im en z ió  é s  szem lé le t.

Láttuk, hogy az egyenes egy-dimenziós tér; ebben az eset
ben tehát az általános dimenziófogalom a szemlélettel meg
egyező eredményre vezet. Jelöljük En-el az «-dimenziós eukli-

1 H enger 6.

I
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desi teret. Már B r o u w e r  kimutatta,1 hogy az En tér n-dimen- 
ziós. De ezen túlmenőleg érvényes a következő tétel i s : 2 3 az 
En tér valamely A részhalmaza akkor és csakis akkor n-dimen- 
ziós, ha A tartalmaz egy n-dimenziós intervallumot. Az En 
tér nyílt részhalmazainak halárai tehát legfeljebb (n— l)-dimen- 
ziós halmazok,8 Ezek .szerint a közönségesen «-dimenziósnak 
mondott gömb vagy az «-dimenziósnak nevezett intervallum a 
dimenzióelmélet szempontjából is «  dimenziós. A dimenzió 
definíciója tehát ezekben az esetekben tökéletesen fedi a szem
léletet.

Már láttuk, hogy az összefüggő halmazok legalább egy
dimenziósak, ami szintén csak a szemlélettel való megegyezést 
igazolja. - De ezt a nyomot még tovább is követhetjük, ha az 
összefüggés magasabbfokú analógiáit definiáljuk. Nevezzük e 
célból nulla fokban összefüggőnek az egyetlen pontból álló 
halmazokat és tegyük fel, hogy a legalább k-ad fokú össze
függést 0 ^  k ^ n — 1 esetre már definiáltuk, akkor legalább 
n-ed fokban összefüggőnek nevezzük a T metrikus teret, ha 
T bármely szétbontásánál két olyan A, B  zárt részhalmazára, 
amelyekre nézve T —A  4= 0 és T —B=j= 0, az A - B  halmaz 
mindig tartalmaz egy legalább (« —l)-ed fokban összefüggő 
részt. Ha « a legnagyobb egész szám, amely mellett T  legalább 
«-ed fokban összefüggő, akkor T-t n-ed fokban összefüggőnek 
mondjuk. Az «-ed fokban összefüggő kontinuumokat röviden 
n-ed fokú kontinuumoknak nevezzük. Világos, hogy a legalább 1-ed 
fokban összefüggő halmazok definíciója megegyezik az összefüggő 
halmaz közönséges definíciójával; egyik előző tételünkből követ
kezik tehát, hogy a legalább 1-ed fokban összefüggő halmazok 
legalább egydimenziósak is. De ennél több is igaz,4 * ugyanis vala
mely legalább n-ed fokban összefüggő halmaz minden pontjában

1 Brouwer 2.
2 Menger 2, ürysohn 6.
3 Menger 2, Urysohn 7.
4 Menger 5.
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legalább n-dimenziós. Ennek a tételnek bizonyos határokon 
belül igen szemléletes megfordítása is igaz: 1 egy kompakt 
vagy félkompakt metrikus tér akkor és csakis akkor legalább 
n-dimenziós, ha tartalmaz egy n-ed fokú kontinuumot. 
Eszerint az n-dimenziós félkompakt tereket jellem zi, hogy tartal
maznak egy n-ed fokú kontinuumot, de nem tartalmaznak egyet
len (n +  1 )-ed fokú kontinuumot sem. Ez a tétel még szemléle
tesebbé teszi a dimenzió fogalmát, mert rámutat arra, hogy a 
dimenzió növekedése és az összefüggés fokozatosan szorosabbá 
válása valóban párhuzamos jelenségek. Nem szabad azonban 
azt hinnünk, hogy egy n-dimenziós kompakt tér minden pontja 
egy n-ed fokú kontinuumon fekszik. Példa erre az a T tér,

amely a 0 <s x  ^  1, 
1

1 <; y <; 0 , ezenkívül az 2 n + l <  x  <

c
2 n ’

0 <; y  <; 1 téglalapokból és az x  =  0 , 0 ig y <; 1

egyenesdarabból áll. Ez a T tér minden pontjában kétdimenziós, 
de az x  — 0, 0 <; y  íg 1 egyenesdarab pontjai (0, 0) kivételével 
nem fekszenek T egyetlen n-ed fokú koptinuumán sem. Egész 
más a helyzet, ha csak az 1-ed fokú, más szóval csak a közön
séges értelemben vett kontinuumokat tekintjük. Ezekre nézve 
Mazurkiewicz2 bebizonyította, hogy egy kompakt T  tér minden 
olyan pontja, amelyben T legalább egy-dimenziós, T valamely 
részkontinuumán fekszik.

Az előbbi tételek kompakt vagy legalábbis félkompakt terekre 
vonatkoznak. Amint olyan általános szeparábilis tereket tekin
tünk, amelyek már nem félkompaktak, a fentemlitett igen 
szemléletes tételek elvesztik általános érvényességüket. Világo
san mutatja ezt a következő példa : 3 legyen C az x, ?/-sík 
0 ^ x ^  1, y =  0 egyenesdarabjában konstruált már említett

CANTOR-féle diszkontinuum. Kössük össze az x, z/-sik -i-j

és C minden p  pontját egy E(p) egyenesdarabbal. Mivel a

1 Hurewicz—Menger 1 és Hurewicz 6.
2 Mazurkiewicz 1.
3 Knaster—Kuratowski 1.
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perfekt C halmaz a 0 5S .r 1, y — 0 egyenesdarabban sehol 
sem sűrű, azért C komplementuma megszámlálható végtelen 
sok nyílt intervallum összege. Jelöljük A-val C mindazon pont
jának halmazát, amelyek valamelyik ilyen nyílt intervallum vég
pontjai. Legyen St mindazon E(p) egyenesdarab racionális ordi-
nátájú pontjainak halmaza, amelyek A valamely p pontját kötik

( 1 1 \-g-, — ] ponttal. Legyen ezenkívül S2 mindazon E(p) 

egyenesdarabok irracionális ordinátájú pontjainak halmaza, ame

lyek C—A valamely p pontját kötik össze az ( * , ponttal

K n a s t e r  és K u r a t o w s k i bebizonyították, hogy az S =  +  S2
halmaznak a következő meglepő tulajdonságai vannak: 1° «S 
összefüggő, de nem tartalmaz egyetlen kontinuumot sem, 2° ha az

egyetlen ) pontot S-ből elvesszük, S összefüggése annyira

megszűnik, hogy a megmaradó halmaz már nem tartalmaz 
egyetlen több pontból álló összefüggő részhalmazt sem. Mivel 
S összefüggő, szóval minden pontjában 1-dimenziós halmaz, 
az 1° tulajdonságból azt olvashatjuk ki, hogy van olyan szepa- 
rábilis (de nem félkompakt) metrikus tér (t. i. az S halmaz), 
amely nem tartalmaz semmilyen konlinuumot sem, mégis

mindenütt egy-dimenziós. Vegyük el S-ből az ( l} , j pontot

és jelöljük S*-gal az így keletkező halmazt. Ez a halmaz nyilván 
minden pontjában egy-dimenziós, de 2° szerint nem tartalmaz 
egyetlen több pontból álló összefüggő részt sem. Másszóval 
az összefüggés elégséges, de távolról sem szükséges feltétele 
annak, hogy egy halmaz pozitív-dimenziós legyen. Megemlítjük 
végül, hogy M a z u r k ie w ic z  1 szerkesztett minden n-re olyan 
n-dimenziós Gs-halmazt, amelynek nincs egyetlen több pontból 
álló összefüggő része sem. Ha ezeket a tulajdonságokat a fél
kompakt terek viselkedésével hasonlítjuk össze, azt látjuk, hogy 
a dimenzió fogalma kompakt és félkompakt terekben teljesen 
megfelel a szemlélet követelményeinek, de ez a szemléletesség 1

1 Mazurkiewicz 2.
4*
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megszűnik, ha elhagyjuk a félkompakt tereket. Ebben azonban 
semmi meglepő sincs, mert az általános szeparábilis terek maguk 
is túlmennek a szemléletesség legszélsőbb határán is.

4. A z ö ssz e g té te l.

Láttuk, hogy egy egyenes racionális pontjainak halmaza 
nulla-dimenziós, amint hogy nulla-dimenziós az irracionális 
pontok halmaza i s ; a kettő összege azonban (t. i. maga az 
egyenes) minden pontjában egy-dimenziós. De a racionális 
pontok halmaza l'„ , az irracionális pontoké pedig G^-halmaz. 
Ha csupa /'„-halmaz összegét tekintjük, akkor már más a hely
zet, mert1 egy szeparábilis metrikus tér megszámlálható sok 
legfeljebb n-dimenziós F'„-halmazának összege is legfeljebb 
n-dimenziós halmaz. Ezt a tételt szokás a dimenzióelmélet 
összegtételének nevezni. Legyen a T szeparábilis metrikus tér 
legfeljebb n-dimenziós A halmaza egyszerre F„- és íí,)-halmaz 
is (ez teljesül pl., ha A zárt vagy nyílt). Legyen ezenkívül B 
a T tér tetszőleges legfeljebb n-dimenziós részhalmaza. Könnyen 
beigazolható,2 3 * hogy A +  B  is legfeljebb n-dimenziós. Nevezzük 
maradandóan n-dimenziósnak az olyan halmazt, amely bár
mely legfeljebb n-dimenziós halmazzal egyesítve is n-dimenziós 
összeget ad ; akkor az előbbi tételt így is kifejezhetjük: egy 
szeparábilis metrikus térnek az egyszerre F„- és Gf-halmazai 
maradandóan n-dimenziósak. Ennek a tételnek megfordítása 
azonban még eléggé speciális kompakt terekben sem igaz, mert 
a legtöbb kompakt térben lehet szerkeszteni8 olyan maradan
dóan nulla-dimenziós halmazt, amely Gs ugyan, de nem F„.

Az ivhalmazokra vonatkozó összegtétel értékes korolláriuma 
a következő tétel:* egy szeparábilis metrikus tér bármely

52

1 Hurewicz 3, Tumarkin 1, félkompakt terekre Menger 2, kompakt terekre 
Urysohn 1, 7.

2 Hurewicz 3.
3 Alexits 2.
x Tumarkin 1.
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n-dimenziós A  halmazához megadható egy A-t magában fog
laló, n-dimenziós Gj-halmaz. Másik fontos kiegészítője1 az 
összegtételnek, hogy egy szeparábilis metrikus tér bármely 
n-dimenziós részhalmaza szétbontható n  +  1 nulla-dimenziós 
halmazra, de nem bontható szét (n +  \)-nél kevesebb nulla- 
dimenziós részre. Ez a tétel még a következő valamivel keve
sebbet mondó alakban is kifejezhető: 2 egy m és egy n-dimen
ziós halmaz összege legfeljebb (m -(- n +  1 ydimenziós.

5. A tlim en z ió ré sze k .

Jelöljük T"-el a T metrikus tér mindazon pontjából álló 
halmazt, amelyekben 7 legalább n-dimenziós. Tn neve: a T  tér 
n-ik dimenziórésze. Világos, hogy T = T ~ i >̂ T°zd T 'z) .. .z> Tnz: .. .  
és könnyű kimutatni,3 hogy minden dimenziórész F„-halmaz. 
Menger 4 beigazolta, hogy kompakt vagy legalábbis félkompakt 
terekben 7'" minden pontjában legalább n-dimenziós. Egészen 
más azonban a helyzet akkor, ha T nem félkompakt, hanem 
csak szeparábilis metrikus tér. Ez esetben csak azt állíthat
juk,5 6 7 hogy Tn legalább {n-\)-d im enziós, sót Ttl minden nyílt 
részhalmaza is legalább (n -l)-d im enziós. Nevezzük az olyan 
T metrikus teret gyengén n-dimenziósnak, amely n-dimenziós 
ugyan, de T” csak (n—l)-dimenziós. A nem gyengén n-dimen
ziós metrikus tereket erősen n-dimenziósnak mondjuk. Már 
Sierpinski8 is szerkesztett gyengén l-dimenziós teret, majd 
ennek alapján Mazurkiewicz 7 konstruálI minden n-re gyengén 
n-dimenziós szeparábilis metrikus tereket. Ennek ellenére is min
den szeparábilis metrikus térre igaz8 az, hogy 1M zárt hüvelye

1 Hurewicz 3, Tdmarkin 1, kompakt terekre Urysohn 7.
2 Hurewicz 3.
3 Menger 2, Urysohn 7.
4 Menger 4.
5 Menger 4.
6 Sierpiäski 1.
7 Mazurkiewicz 3.
8 Hurewicz 3, T umarkin 1, kompakt terekre Menger 2 és Urysohn  7.
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mindifi legalább n-dimenziós. Láttuk, hogy félkompakt terekben 
T” minden pontjában n-dimenziós, vagy röviden homogén 
n-dimenziós. Ezt azonban még akkor sem állíthatjuk szepará- 
bilis terekben, ha azok erősen n-dimenziósak. Van ugyanis 
olyan erősen egy-dimenziós szeparábilis metrikus tér, amely 
nem tartalmaz egyetlen homogén egy-dimenziós részhalmazt 
sem.1

6. A szé tb o n tá s i tétel.

Ha egy telket elég kis parcellákra osztunk, a szemléletből 
következik, hogy mindig lesznek olyan pontok, amelyekben három 
parcella is találkozik. Ennek az egyszerű ténynek a következő 
precíz fogalmazása is igaz: 2 3 ha egy n-dimenziós kockát véges 
sok elég kis átmérőjű zárt részre bontunk, mindig akadnak 
olyan pontok, amelyek n +  1 ilyen részben foglaltatnak. Ez az 
eredmény azt sejtteti, hogy a dimenzió fogalmát az alacsonyabb 
dimenziók előzetes definíciója, tehát rekurzivitás nélkül is lehet 
definiálni részekre való bontás segítségével. Az első ilyen irányú 
tétel a következő volt: 8 minden n-dimenziós kompakt metrikus 
T térhez megadható olyan' e >  0 szám, hogy ha T-t véges 
számú e-nál kisebb átmérőjű zárt részre bontjuk, akkor fel
lépnek olyan pontok, amelyek n +  1 ilyen részhez tartoznak, 
de ez a felbontás úgy is eszközölhető, hogy egyetlen pont se 
tartozzék n -(- 2 részhez. Ezzel a tétellel az n-dimenziós kompakt 
tereket tökéletesen jellemeztük ugyan, maga a tétel azonban, 
mint később kiderült, egyrészt nem csak kompakt terekre érvé
nyes, másrészt mélyebben fekvő dimenzióbeli sajátosságoknak 
is csak egyik speciális esetét fejezi ki, amennyiben a következő 
általános szétbontási tétel is érvényes: 4

Ha T tetszőleges szeparábilis metrikus tér, akkor megad
ható olyan e >  0 szám, hogy T bármely szétbontásánál véges

1 Mazurkiewicz 4.
2 Lebesgce 1, 2, Brouwer 2, S perner  1.
3 Urysohn 1. 7, Menger 2.
4 Menger 6, Hurewicz 1, 4, L ech 1.
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számú e-nál kisebb átmérőjű At , Ac,,.. .Aj zárt halmazra, ezek 
között van mindig

2 olyanAix, Ait halmaz, amelyeknél Aj, ■ Aj, (n — lydimenziós,
3 olyan Aix, AH, Ais halmaz, amelyeknél Aix ■ Aj, ■ AÍ3

(n—2)-dimenziós,

k olyan A%„ Ait, . .., A,h halmaz, amelyeknél
A t, -Ait - . . .  -Aik (n—k +  íj-dimenziós,

n +  1 olyan A,,, A,,,. .., Ai,t+l halmaz, amelyeknél
A,, • A if • . . .  • Ain+1 0-dimenziós. 

Az A t , A2, . . Aj  zárt halmazok azonban úgy is választhatók, 
hogy ezek közül
2 közös pontjainak halmaza legfeljebb (n —\) dimenziós,
3 közös pontjainak halmaza legfeljebb (n—2)-dimenziós,

k közös pontjainak halmaza legfeljebb (n—k +  lydimenziós,

n - f- 1 közös pontjainak halmaza legfeljebb O-dimenziós, 
n - f- 2 közös pontjainak halmaza (— lydimenziós, vagyis pont. 
nélküli legyen.

7. T o p o lo g ik u s  szorza tok  d im en zió ja .

Az w-dimenziós euklidesi tér általánosításaként definiálhat
juk két metrikus tér Tt és Tt topologikus s:orzatát, amelyet 
7\ X  T -̂vel szokás jelölni. T, X  T2 jelenti az összes (pt, pj) 
pontpárok halmazát, ahol p i a Tv p 2 pedig a T% tér valamely 
pontja, ezenkívül l \ x  metrikáját a következő módon defi
niáljuk : ha p xq, jelenti a T, tér pt, q, pontjai távolságát, p2q2 
pedig a r a tér p 2, q2 pontjai távolságát (mindkét távolságot 
természetesen Tt, illetőleg T% speciális metrikájában értelmezve), 
akkor a T, X  T2 tér (p„ q.j), (p2, q2) pontjainak egymástól való 
távolságát a Y(Páhf +  kifejezés adja meg.
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Könnyű bebizonyítani,1 hogy ha T1 legfeljebb m-dimenziós, T2 
pedig legfeljebb n-dimenziós szeparábilis metrikus tér, akkor 
Tx x  T2 legfeljebb (m -f- n)-dimenziós lehet. Sokáig igen kérdéses 
volt, vájjon igaz-e általában az az úgynevezett szorzattétel, mely 
szerint egy m- és egy n-dimenziós tér topologikus szorzata nem 
csak legfeljebb, hanem pontosan (m-f-n)-dimenziós. Pontrjagin 2 3 
egy példája azt bizonyítja, hogy a szorzattétel teljes általánosság
ban még kompakt metrikus terekre sem igaz. Pontrjagin ugyanis 
a négy-dimenziós euklidesi térben olyan két-dimenziós K1 és Kt  
kontinuumokat tud, szerkeszteni, amelyeknél K 1 x  K 2 nem, négy, 
hanem csak három-dimenziós. De ha a szorzattétel teljes általános
ságban nem helyes is, mégis érvényes egy olyan speciális esete, 
amely a legfontosabb esetekben, mint pl. az n-dimenziós eukli
desi tér is, jól alkalmazható. Ez a tétel a következő: 8 egy 
n-dimenziós kompakt és egy l-dimenziós szeparábilis metrikus 
tér topologikus szorzata  (n +  1 ydimenziós. Ebből azután induk
cióval nyerjük, hogy n legalább egy-dimenziós kompakt metri
kus tér topologikus szorzata legalább n-dimenziós. Nevezzük 
egy pillanatra lokálisan (n-ed fokban) összefüggőnek az olyan 
metrikus teret, amelynek minden pontjához található a pontnak 
tetszőlegesen kicsiny átmérőjű (n-ed fokban) összefüggő kör
nyezete, akkor azt is kimondhatjuk,4 hogy n lokálisan össze
függő kontinuum topologikus szorzata n-ed fokban lokálisan 
összefüggő n-ed fokú kontinuum. Látjuk tehát, hogy az n-dimen
ziós euklidesi tér n-ed fokban összefüggő és n-ed fokban loká
lisan összefüggő is.

8 . F o ly to n o s le k é p e z é se k .

Könnyű belátni, hogy egy halmaz dimenziója folytonos le
képezéssel növelhető vagy csökkenthető is. Ha pl. egy n-dimen-

1 Menger 6.
2 Pontrjagin 1,
3 Hurewicz 5.
4 Alex its 1.
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ziós gömböt centrális projekcióval a középpontjára húzunk 
össze, akkor ezzel egy «-dimenziós kontinuumot egy 0-dimen- 
ziós halmazra (egy pontra) képeztünk le folytonosan. A meg
fordított esetre példa az egyenesdarab ismert P eano féle le
képezése az n-dimenziós kockára. Itt egy 1-dimenziós konti- 
nuumot képezünk le folytonosan egy «-dimenziósra. Ennek 
ellenére azt mondhatjuk, hogy a folytonos leképezések nem 
egészen rendszertelenül befolyásolják a leképezett tér dimenzió
viszonyait, mert e két fogalom közt a következő összefüggés 
áll fenn:1 ha egy n-dimenziós kompakt metrikus tér képe 
m ^  n-dimenziós T tér, akkor T-ben van olyan pont, amely
nek ősei egy (n-m )-dim enziós halmazt alkotnak. Ha pedig 
egy n-dimenziós kompakt metrikus tér képe az m7> n-dimen
ziós T tér, akkor T-ben van olyan pont, amelynek legalább 
m —«-+- 1 őse van.

A folytonos leképezések között dimenzióelméleti szempont
ból. nagyjelentőséguek az úgynevezett e-leképezések. Ezen a 
T tér olyan folytonos leképezését értjük, amelynél T képének 
bármely pontja minden ősétől egy előre megadott e >  0 szám
nál kisebb távolságra fekszik. T valamely e-leképezéssel nyert 
képét T s-képének nevezzük. A l e x a n d r o f f 2 bebizonyította a 
következő tételt: bármely kompakt, metrikus T térhez meg
adható olyan e >  0  szám, hogy T minden e-képének dimen
ziója legalább akkora legyen, mint T-é. Ha pedig T egy eukli- 
desi térben fekvő n-dimenziós kompakt, zárt halmaz, akkor 
bármely e-hoz található olyan n-dimenziós komplexus,a amely 
T-nek s-képe. Ez a tétel teljesen jellemzi az euklidesi terek 
«-dimenziós kompakt és zárt részeit: ezek olyan halmazok, 
amelyek minden e >  0 mellett leképezhetők egy n-dimenziós 
komplexusra, de mindegyikhez megadható olyan kis e >  0 is, 
hogy egy (n-k)-dim enziós komplexus (k >  0) már ne lehessen 1 2 3

1 H urewicz 2.
2 Alexandroff 1.
3 Az n-dimenziós komplexus kifejezés véges számú n-dimenziós poliéder 

összegét jelenti.
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az adott kompakt és zárt halmaz e-képe. Az s-leképezésekhez 
hasonló topológiai fontosságuk van a lényeges leképezéseknek. 
A T térnek az n-dimenziós K  kockára való folytonos leképe
zését akkor nevezzük lényegesnek, ha a leképezés nem modi
fikálható folytonosan oly módon, hogy K  határlapjainak pontjai 
változatlanok maradjanak, de amellett K  valamely belső pontja 
ne legyen képe T-nek. Alexandroff beigazolta,1 2 hogy egy cukli- 
desi tér minden n-dimenziós kompakt és zárt T részhalmaza 
bármely m  <; n mellett lényegesen leképezhető egy m-dimenziós 
kockára, de T minden m >  n-dimenziós kockára való folytonos 
leképezése már nem lényeges.

Az n-dimenziós euklidesi térben egyik legegyszerűbb folyto
nos leképezésfajta az ortogonális projekció. Nyilvánvaló, hogy 
projekcióval csökkenthetjük egy halmaz dimenzióját, de növel
hetjük is, mint azt a következő példa mutatja: legyenek 
x t (t), x t (t),..., xn{t) olyan O ^ í ^ l  értékekre definiált folyto
nos függvények, amelyek a 0 ^  í g, 1 intervallumot a 0 xk g  1 
(k =  1, 2 , . . . ,  n) n-dimenziós egységkockára képezik le (Peano- 
görbe). Legyen A az (n +  l)-dimenziós euklidesi térnek az a 
részhalmaza, amelyben az (xv xv . . . ,  x n+f) pont koordinátáit a 
0 ig t g  1 intervallumnak azzal a leképezésével nyerjük, amely
nél í-hez hozzárendeljük az xx — x t (t), x 2 =  x^(t) , . .., xn =  x n(t), 
%n+i =  t pontot. Könnyű belátni, hogy A a 0 ^  t g  1 inter
vallum topologikus képe, tehát egyik következő tételünk szerint
1-dimenziós kontinuum. Ha azonban A-t az x v x t__ , xn
koordináták n-dimenziós euklidesi terére projiciáljuk ortogoná
lisán, akkor A projekciója a O g x k g  1 ( k =  1, 2, . . . ,n )  n-dimen
ziós egységkocka, vagyis A dimenziója 1-ről n-re növekszik. 
Természetes, hogy az m <  n-dimenziós euklidesi térnek egy 
n-dimenziós halmazát valamely n-dimenziós euklidesi térre 
projiciálva, a halmaz képe esetleg n-nél alacsonyabb dimen- 
ziójú is lehet. N ö b e l in g  2 azonban kimutatta, hogy ha A az

1 Alexandroff 2.
2 Nöbeling 2.
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m  >  n-dimenziós euklidesi tér n-dimenziós kompakt és zárt 
részhalmaza, akkor az m-dimenziós térben kijelölhető olyan 
n-dimenziós euklidesi résztér (n-dimenziós hipersik), amelyre 
ortogonálisán projiciálva A-t, A projekciója is n-dimenziós.

Utoljára említjük a legfontosabbat, t. i. a topologikus le
képezéseket. Magából a dimenzió definíciójából következik, hogy 
ha T* a T metrikus tér topologikus képe, akkor T* minden 
pontjában ugyanannyi dimenziós, mint ahány dimenziós T 
a megfelelő pontban. Másszóval a dimenzió topologikus inva
riáns. Ebből az igen fontos tételből könnyen következtethető 
Brouwer klasszikus tétele,1 2 amely szerint egy n-dimenziós 
intervallum topologikus képe nem lehet egy m A  n-dimenziós 
intervallum. Ezt a tételt nevezte a régebbi topológia a dimenzió- 
szám topologikus invarianciája tételének.

9. U n iverzá lis  terek .

Már említettük Urysohn alapvető tételét, amely szerint minden 
szeparábilis metrikus tér topologikusan leképezhető a végtelen
dimenziós alapintervallum egy részére. A végtelen-dimenziós 
alapintervallum tehát az összes szeparábilis metrikus terek univer
zális tere, amennyiben azokat topologikai értelemben magában 
foglalja. Mivel a végtelen-dimenziós alapintervallum kompakt 
metrikus tér, Urysohn tételéből következik, hogy minden sze
parábilis metrikus tér topologikusan leképezhető egy végtelen
dimenziós kompakt metrikus tér egy részére. Hurewicz 2 azon
ban azt is bebizonyította, hogy bármely n-dimenziós szepará
bilis metrikus tér topologikusan leképezhető egy megfelelően 
választott, ugyancsak n-dimenziós kompakt metrikus tér vala
mely részére. Azt azonban még ezek alapján nem állíthatjuk, 
hogy van olyan n-dimenziós univerzális tér is, amelynek vala
mely részére minden n-dimenziós szeparábilis metrikus tér

1 Brouwer 1.
2 Hurewicz 1.
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topologikusan leképezhető. De már régebben ismeretes volt,1 
hogy a nulla-dimenziós szeparábilis metrikus terek univerzális 
tere a G a n t o r - / c7 c diszkontinuum. Egydimenziós univerzális 
tér pedig egy a háromdimenziós euklidesi térben megrajzol
ható görbe.2 3 * 5 Vagyis, ha n =  0 vagy 1, akkor van n-dimenziós 
univerzális tér, amely mindkét esetben része a (2n +  l)-dimen- 
ziós euklidesi térnek. Ezekből az esetekből következtette M enger , 
majd vázolta is a bizonyítást,8 hogy minden n-dimenziós sze
parábilis metrikus tér topologikusan leképezhető a (2n +  1)- 
dimenziós euklidesi tér egy részére. Ennek a tételnek azóta 
részletes bizonyításai is ismeretesek.* Itt 2« +  1 a legalacso
nyabb szám, mert bebizonyítható, hogy minden n-re meg lehet 
adni a (2n +  1 ydimenziós euklidesi tér olyan n-dimenziós rész
halmazát, amely a 'ín-dimenziós euklidesi tér semmilyen részére 
sem képezhető le topologikusan.’1' De sikerült a (2n -f- l)-dimen- 
ziós euklidesi térben egy n-dimenziós univerzális teret is elő
állítani és pedig a következőképen: tekintsük a (2n-+-l)- 
dimenziós euklidesi térnek mindazon pontjait, amelyeknek 2n +  1 
koordinátája közül legfeljebb n racionális, a többi (legalább 
» +  1) tehát irracionális. Jelöljük ezek halmazát t/„-e 1. Az Un 
halmaz n-dimenziós és N ö belin g6 bebizonyította, hogy Un egy 
n-dimenziós univerzális tér, amennyiben minden n-dimenziós 
szeparábilis metrikus tér topologikusan leképezhető U„ egy 
részére. Mindezekből a tételekből láthatjuk, hogy az euklidesi 
tér önmagában véve ugyan nagyon speciális természetű, mégis 
igen sokat foglal magában; ezeknek a tételeknek lényege ugyanis 
abban áll, hogy még a legáltalánosabb véges dimenziójú szepa
rábilis metrikus terek is topologiailag azonosak az euklidesi 
tér részhalmazaival, a végtelen dimenziósak pedig topologikusan

1 SlERPINSKI 1 .
2 Menger 3.
3 Menger 6.
* Nöbeling 1, Pontrjagin—Tolstowa 1.
5 Flores 1.
0 Nöbeling 1.
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egyenlőnek tekinthetők a végtelen-dimenziós alapintervallum  
részeivel. A szeparábilis metrikus terek topológiai tulajdonságaik 
tekintetében tehát teljesen jellemezhetők az euklidesi terekben, 
illetőleg a végtelen-dimenziós alapintervallumban megvalósít
ható részhalmazokkal. Ha tehát valamilyen topológiai invariáns 
vizsgálatáról van szó, az általánosság megszorítása nélkül fel
tehetjük, hogy a vizsgált szeparábilis tér része az euklidesi 
térnek.

H. AZ ABSZTRAKT TÉRTŐL AZ EUKLIDESI TÉRIG.

4 0 . A z ab sztra k t tér foga lm a .

Már az előző részben is láttuk a metrikus tér példáján, hogy 
a tér fogalmának lényege nem a koordinátákkal való leírás 
lehetőségében áll, hanem a pontok egymásközti viszonyában 
jut kifejezésre; ezért vezettük be már a legelején a metrikus 
teret. A metrikus tér azonban minden általánossága mellett is 
még mindig túlságosan speciális ahhoz, hogy a térfogalom leg
elemibb alakjának tekinthessük. A topológia szempontjából 
ugyanis csak az a lényeges, hogy a térben a folytonosság 
fogalma definiálható legyen és így topologikus leképezésekről 
beszélhessünk. De ennyi azután már elég is. Mivel pedig a 
folytonosság fogalma egyedül a torlódási pont fogalmán alapul, 
azt mondhatjuk végeredményben, hogy a tér absztrakt értelem
ben olyan halmoz, amelyben valamilyen módon kijelölhetők 
bizonyos torlódási pontoknak nevezett elemek. A térfogalom 
tehát két részből á ll: a halmaz fogalmából és egy elvből, 
amellyel a halmaz elemeinek organizált jelleget adunk, amennyi
ben az elemeket két csoportra osztjuk, t. i. torlódási pontokra 
és izolált pontokra. Ezt a felfogást célszerű egy példával is 
illusztrálni. Tekintsük az Összes 0 és 1 közé eső -X  -számok 
halmazát, 0-t és 1-t is beleértve. A 0 ^  x  <; 1 számhalmaz 
önmagában véve még nem tér, de azzá válik, ha elemeinek 
egymáshoz való viszonyát tisztázzuk, pl. ha két x v  szám 
egymástól való távolságaként az x t \ számot tekintjük. De
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térként kezelhetjük a 0  ^  a? ^  1 számhalmazt akkor is, ha 
a torlódási pont fogalmát minden távolságfogalom segítsége 
nélkül önkényesen definiáljuk, pl. a következő módon: a

ü g, x  <  — számhalmaz semmilyen részhalmazának sincs tor

lódási pontja, az 5 S x  <g 1 számhalmaz minden végtelen rész

halmazának pedig egy és csakis egy torlódási pontja van, ez 

az x  — —- szám. Ezáltal a 0 ^  x  4 számhalmaz absztrakt

értelemben térré válik ugyan, de természetesen a torlódási pont 
szokatlan definíciója folytán ez az absztrakt tér nagyon idegen
szerű. Ennek ellenére definiálhatjuk benne az összes topológiai 
fogalmakat, a zárt, nyílt, sűrű, stb. halmazokat, másszóval ennek 
a térnek is van topológiája, ha az el is üt a megszokottól. 
Megállapodhatunk tehát abban, hogy a legáltalánosabb értelem
ben vett absztrakt tér olyan halmaz, melynek elemeit pontok
nak nevezzük és ezek felett a pontok felett egy organizációs 
elv uralkodik, amely a pontokat két csoportra osztja, ú. m. 
torlódási és izolált pontokra. A következőkben az absztrakt tér 
fogalmából indulunk ki és megmutatjuk, hogyan lehet innen 
eljutni a szemléletes térfogalomhoz néhány egyszerű halmaz- 
elméleti természetű axióma segítségével. Kijelöljük tehát többek 
közt az euklidesi tér helyét is az absztrakt terek minden tér
fogaimat felölelő anyagában.

Világos, hogy az absztrakt térben érvényes topológia termé
szete attól függ, milyen axiómáknak vetjük alá azt az organi
zációs elvet, amellyel meghatározzuk a torlódási pont fogalmát. 
Ilyen axiómarendszerekben bővelkedik a matematikai irodalom. 
A legfontosabbak a következő szerzőktől származnak: Fréchet, 1 

Riesz F. , 2  Hausdorff,3  Kuratowski,4  S ierpinski. 5  Tekintve, hogy 
ezek ismertetése igen messze vezetne, csak egyet fogunk közülük

1 Fréchet 1.
-  Kiesz 1.
3 Haüsdorff 1.
4 Kuratowski 1.
5 Sierpinski 2.
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ism ertetni és pedig a torlódási pontnak a környezet fogalmán 
alapuló definícióját.

Tekintsük ismét a OígíCígl számhalmazt. Ebből közönsége
sen úgy csinálunk teret, hogy az x v x 2 számok távolságaként 
az \x 1—xi \ számot definiáljuk. De ugyanerre az eredményre 
juthatunk akkor is, ha a távolság fogalma helyett a tetszőleges 
x  pont környezeteinek nevezzük az x  pont köré írt különböző 
p >  0 sugarú körök belsejét. Ezekután a tér valamely
A részhalmaza torlódási pontjának nevezzük az olyan x  pontot, 
amelynek minden környezete tartalmazza A-nak is legalább egy 
.x'-től különböző pontját. Ez az eljárás természetesen nincs a 

számok halmazához kötve, hanem csak a környezet 
fogalmához. Ezért az absztrakt terek közül topologikus térnek 
nevezhetünk minden olyan halmazt, amelynek bármely p  elemé
hez (pontjához) hozzárendeltünk bizonyos Kv halmazokat, eze
ket p  környezeteinek nevezzük és a torlódási pontot oly módon 
definiáljuk, hogy p -t akkor és csakis akkor nevezzük a tér 
A halmaza torlódási pontjának, ha p minden Kv környezete 
tartalmazza A-nak legalább egy p-től különböző pontját. Az 
ilyen általános topologikus terek természetesen még mindig 
nagyon idegenszerúek is lehetnek. Tekintsük pl. topologikus 
térnek az olyan euklidesi síkot, amelyben a tetszőleges p  pont 
környezeteit a p-ben végződő egyenesdarabok alkotják. Ennek a 
topologikus térnek a szokottól nyilván lényegesen eltérő tulaj
donságai vannak.

Ha azt kívánjuk, hogy a T topologikus térnek legalább 
alapvető tulajdonságai hasonlítsanak a metrikus tér ponthalm a
zainak m egfelelő tulajdonságaihoz, akkor a topologikus térnek 
az előbb em lített FRÉCHET-féle definícióját1 néhány m egszorí
tásnak kell alávetnünk. Ezért azt követeljük, hogy a környezet 
fogalma teljesítse a következő feltételek et: 2

1° T bármely p pontjának környezetei tartalmazzák p-t.

1 Fréchet 3.
2 Hausdorff 1.



2° Ha K p’ és K® környezetei a p  pontnak, akkor K p 1 ■ K p ' 
is tartalmazza p  egy környezetét.

3° Ha q tetszőleges pontja K v-nek, akkor van q-nak olyan 
környezete, amely része K v-nek.

4° Ha p és q különböző pontjai T-nek, akkor található 
p-hez olyan Kp és q-hoz olyan Kq környezet, amelyeknek nincs 
egyetlen közös pontjuk sem.

A topologikus tereknek ezt a fajtáját HAUSU0 RFF-/e7 t’ topolu- 
gikus térnek nevezzük.

6 4  ALEXITS GYÖRGY.

1 1 . A H au sd orff-fé le  to p o lo g ik u s  tér  tu la jd o n sá g a i 
és  v iszo n y a  a  m etr ik u s  térh ez .

A HÍAUSDORFF-féle topologikus térben definiálhatjuk mindazo
kat az alapvető topológiai fogalmakat, amelyeket a metrikus 
térben definiáltunk. A ponthalmazelméleti alaptételek nagyjából 
meg is egyeznek ebben a kétfajta térben, de némely dologban 
már igen nagy lehet köztük az eltérés. így pl. a metrikus terek 
több pontból álló összefüggő részhalmazai a szemléletnek meg
felelően mindig legalább kontinuum számosságúak. Ezzel szem
ben Urysohn szerkesztett1 olyan összefüggő HAUSDORFF-/eZe 
topologikus teret, amely csak megszámlálható végtelen sok pont
ból áll. Ennek a T  térnek igen meglepő tulajdonságai wözul 
említésre méltó, hogy 7-ben nem lehet olyan folytonos függ
vényt definiálni, amely két különböző értéket vesz fel, vagyis 
minden T-ben definiált folytonos függvény szükségkép konstans. 
Ennek alapján önként adódik az a probléma, milyen termé
szetűek azok a topologikus terek, amelyekben van nem kon
stans folytonos függvény is ? A választ a környezetekre vonat
kozó 4° axióma további megszorításával adhatjuk meg. Tekint
sük a következő axiómákat:

4«. T minden p  pontját nem tartalmazó F  zárt halmazhoz

1 Urysohn 4.



megadható olyan F-et tartalmazó G nyílt halmaz, amelynek 
p  megfelelően választott K p környezetével nincs közös pontja.1

4b. T minden közös pont nélküli zárt Ft, Fa halmazpárjá
hoz megadható olyan Ft-t, illetőleg Fs- t  tartalmazó Gv illető
leg Ga nyílt halmaz, amelyeknek nincs közös pontjuk.'2 3

Könnyen belátható, hogy az 1° — 3° és 4 b axiómákat telje
sítő tér a 4«  axiómát is teljesíti, a 4a  axióm ából viszont a 
4° axióma következik. Ennek megfordítottját azonban már nem  
állíthatjuk, a HxusDORFF-féle topologikus terek tehát általáno
sabbak az 1° — 3° és 4a axiómáknak alávetett, ú. n. reguláris 
tereknél, ezek pedig  általánosabbak az 1° — 3° és 4 b axiómákat 
is teljesítő, ú. n. normális tereknél. Ezt láthatjuk a követ
kező két p é ld á n : legyen T  az euklidesi (x, y) koordináta-sík. 
Minden (0, 0)-tól különböző (x, y) pont környezetének az (x, y) 
köré írt p > 0  sugarú nyílt köröket tekintjük, a (0, 0) pont kör
nyezeteiként pedig az x t -\-yt <Q  nyílt köröket, amelyekből azon
ban eltávolítjuk a 0 < x < q, y =  0 nyílt egyenesdarabot. Az így 
keletkező T tér HAUSDORFF-/e7e topologikus tér ugyan, de nem 
reguláris. Legyen most T az x, y-sík y  ;> 0  része, ahol az 
íc-tengelyen kívül fekvő pontok környezetei a q >  0 sugarú  
körök, ha azonban (x , y) az íc-tengelyen fekszik, akkor (x, y) 
környezeteiként az x-tengelyt (x, y)-ban érintő p > 0  sugarú kö
röket tekintjük. Ez a T tér reguláris, de nem normális. A nem  
konstans folytonos függvényekre felvetett problémánkat Urysohn 
a következőkép oldotta m e g : 3 ahhoz, hogy egy T Hausdorff- 
féle topologikus tér közös pont nélküli Fv  Ft zárt halmazaihoz 
meg lehessen adni olyan folytonos f(x) függvényt, amely F, 
minden pontjában  0, Fa pontjaiban pedig az 1 értéket veszi 
fel, ezenkívül T minden egyéb pontjában 0  <; f(x) <; 1, szük
séges és elégséges, hogy T normális legyen.

Bármely metrikus térben a p  pontot tartalmazó nyílt hal
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mazokat tekintve környezeteknek, a metrikus teret Hausdorff- 
féle topologikus, sőt normális térként foghatjuk fel. Könnyen 
belátható ugyanis, hogy ilyen módon az 1°— 3° és 4 b axiómák 
is teljesülnek, tehát minden metrikus tér egyúttal normális tér 
is, következéskép a metrikus tér fogalma speciálisabb a topo
logikus terek fogalmánál. Mivel azonban csak a metrikus terek
nek és —  mint láttuk —  különösen a szeparábilis metrikus 
tereknek vannak olyan tulajdonságaik, amelyek a szem léletes  
topológiához hasonló topológia megalapozását teszik lehetővé, 
felmerül az a probléma, mikor aequivalens topológiai szem pont
ból egy HAUsuoRFF-féle topologikus tér egy szeparábilis metrikus 
térrel ? M ásszóval: mikor lehet egy HAusDORFF-féle topologikus 
teret egy szeparábilis metrikus térre topologikusan leképezni?  
Ezt az igen fontos kérdést is Urysohn oldotta meg Hausdorff 1 2 3 
következő axiómája seg ítség év e l:

5° A T topologikus tér környezetei között legyen megszám
lálható sok, jelöljük ezeket K lu, K[%, . . . ,  A’(n), . .. -el, úgy hogy ha 
p tetszőleges pontja T-nek és Kp tetszőleges környezete p-nek, 
a kiválasztott K{i), Kll>, . . . ,  K{n\ . .. környezetek között legyen 
p-nek egy K v-ben foglalt környezete is.

Ezekután kimondhatjuk Urysohn m etrizációs té te lé t:2 ahhoz, 
hogy egy T topologikus tér valamely szeparábilis metnkus 
térre topologikusan leképezhető legyen, szükséges és elégséges, 
hogy T normális legyen és eleget tegyen az 5° axiómának. 
A normalitás feltételét ebben az esetben m ég enyhíteni is lehet, 
mert Tychonoff 3 kimutatta, hogy az 5° axiómának eleget tevő 
reguláris terek egyszersmind normálisak is, vagyis Urysohn 
tételében a normalitás feltételét T reguláris voltával is helyet
tesíthetjük. A szeparábilis terek között is különösen fontosak  
a kompakt terek. Ezek metrizáció-problémáját szintén Urysohn4

1 Hausdorff 1.
2 Urysohn 5.
3 Tychonoff 1.
4 Urysohn 2.
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oldotta meg, midőn bebizonyította, hogy valamely kompakt 
topologikus T tér akkor és csakis akkor képezhető le topologi- 
kusan egy kompakt metrikus térre, ha T az 1°—4° axiómákon 
kívül még az 5° axiómának is eleget tesz.

A környezet fogalma nélkül is még egy igen egyszerű módon 
általánosíthatjuk a metrikus tér fogalmát, ha t. i. a távolság 
fogalmát a háromszög-egyenlőtlenség nélkül definiáljuk, vagyis 
ha a p, q pontok pq távolságát csak a következő két axiómá
nak vetjük alá: 1 ° pq =  qp 0  és 2 ° pq akkor és csakis ak
kor 0, ha p  =  q. Az olyan teret, amelyben ezzel a gyengébb 
távolságfogalommal definiáljuk a torlódási pont fogalmát, fél
metrikus térnek nevezzük. A félmetrikus tér lehet olyan termé
szetű is, hogy nyílt halmazait tekintve környezeteknek, az így 
keletkező tér még csak nem is HAusDORFF-féle topologikus tér; 
viszont nem állíthatjuk minden HADSDORFF-féle topologikus tér
ről, de még csak minden normális térről sem, hogy félmetrikus, 
így Urysohn tételeit félmetrikus terekre nem alkalmazhatjuk 
minden további nélkül. Ezek metrizációjánál tehát más termé
szetű tételekre van szükségünk. Az ezideig legáltalánosabb ilyen
nemű tételt Chittenden 1 egy régebbi tételének kimélyítéseként 
Wilson1 2 mondotta ki. Eszerint, ha a félmetrikus T térben a 
pq távolság még azt a feltételt is teljesíti, hogy bármely két

Q v  í l v  • • • > Qn> • • • ;  r*j, r %,. . . ,  r TÍ, . . .

pontsorozatnál a 

relációból
lim (pqn +  qnr„) =  0

n—► cc

lim p rn =  0

is következik és megfordítva a

lim prn =k 0
M-► OQ

reláció a
lim (pqn +  qnr„) =t= 0

n —►»

1 Chittenden 1.
2 Wilson 1.



relációt vonja maga után, akkor T topologikusan leképezhető 
egy metrikus térre. Figyelemreméltó, hogy ennél a tételnél a 
szeparábilitás fogalma nem játszik közre, W ilson  tétele tehát 
minden félmetrikus térre alkalmazható. Említésre méltó, hogy 
a félmetrikus és a metrikus terek közé még egyéb jellegzetes 
tértípus is ékelődik be, a távolság fogalma tehát fokozatosan 
építhető fel.1

1 2 . A k o n v e x  tér.
Az előző pontban a legfontosabb térfogalmak axiomatikus 

bevezetését és a köztük fennálló összefüggéseket igyekeztünk 
bemutatni. Különösen nagy súlyt helyeztünk azokra a feltéte
lekre, melyek mellett az absztrakt tér aequivalensnek mond
ható a metrikus tér fogalmával. Mivel az absztrakt terek kö
zött a metrikus tér áll legközelebb a szemléletes térfogalom
hoz, az euklidesi térhez vezető utunkon most már a metrikus 
tér fogalmából indulunk ki, és arra a kérdésre keresünk vá
laszt, milyen feltételeknek kell a távolság fogalmát alávetni, 
hogy egy metrikus tér minél inkább megközelítse a klasszikus 
geometriai térfogaimat? Ez esetben azonban már nem topoló
giai aeqivalenciára gondolunk, tekintve, hogy a topologikus 
leképezéseknél a metrika teljesen el is torzulhat, hanem a topo
logikus leképezéseknél speciálisabb leképezések invariánsaival 
fogunk foglalkozni. Legyen pq a T  metrikus tér p, q pontjai
nak, p*q* pedig a T* tér p*, q* pontjainak távolsága (a távol
ságokat természetesen T, illetőleg T¥ sajátos metrikájában 
fejezve ki). Ha a T  teret úgy képezzük le topologikusan a T* 
térre, hogy bármely két p, q pontp*, q* képét tekintve pq—p*q* 
legyen, akkor a leképezést izometrikusnak, T*-t pedig T izo- 
metrikus képének nevezzük. Az izometrikus leképezés tehát az 
euklidesi kongruencia-fogalom metrikus aequivalense.

Az euklidesi tér egyik jellemző tulajdonsága konvex voltában 
áll, ami azt jelenti, hogy egy n-dimenziós euklidesi teret egy 
m >»-dimenziós euklidesi tér részeként fogva fel, az n-dimen-

6 8  ALEXITS GYÖRGY.
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ziós tér bármely két pontját összekötő egyenesdarab is része az 
»-dimenziós térnek. Ha tehát az euklidesi térhez hasonló metri- 
kájű absztrakt teret akarunk szerkeszteni, akkor elsősorban a 
konvexitás metrikus fogalmát kell bevezetnünk. Ezt Menger 1 a 
háromszög-egyenlőtlenség megszorításával érte el. A háromszög
egyenlőtlenség szerint ugyanis bármely három pontra nézve 
pq  +  qr 2> pr. Ha itt az egyenlőség jele érvényes, vagyis ha 
pq  +  qr =  pr, akkor azt mondjuk, hogy q a p  és r  pontok 
közbenső pontja. Ezekután a T metrikus tér A  részhalmazát 
konvexnek nevezzük, ha A tartalmazza bármely két pontjának 
valamely közbenső pontját is. Az így definiált konvexitás nyilván
valóan invariánsa az izometrikus leképezéseknek. A konvex 
terek szerkezete tekintetében a következő főtétel érvényes:2 
egy kompakt, vagy legalábbis teljes 3 konvex T  tér bármely p, q 
pontpáriához megadható T-nek olyan S  részhalmaza, amely 
izometrikus a pq hosszúságú egyenesdarabbal. Ebből a tétel
ből következik, hogy euklidesi terekben a klasszikus értelem
ben definiált konvexitást fogalom megegyezik a metrikus kon
vexitás fogalmával. További közvetlen folyománya ennek a 
tételnek, hogy minden kompakt, vagy legalább teljes konvex 
tér lokálisan összefüggő.* Ezekből a tételekből következik az is, 
hogy egy konvex térben minden p, q pontpárhoz találhatunk 
legalább egy középpontot. Ezen olyan r pontot értünk, amelyre 

p q
nézve pr — qr — • Mivel egy pontpárnak általában nem

csak egy középpontja van, a konvexitás fogalmát specializáljuk, 1 2 3 4

1 Menger 7.
2 Menger 7.
3 A T  metrikus tér akkor te ljes , ha minden CAccHV-féle pontsorozatá

nak egy és csakis egy torlódási pontja van. Itt CAucHY-féle pontsorozatnak 
neveztük az olyan p „  p v . . p n, . . .  végtelen pontsorozatot, amelyre nézve 
minden e > 0  mellett p np n+i, <  «, hacsak « elég nagy. Nyilvánvaló, hogy 
m in d e n  k o m p a k t m e tr ik u s  t é r  te lje s , aminek megfordítása azonban már 
nem helyes, mint azt az euklidesi tér példája is igazolja. A teljes tér fo
galma tehát általánosabb a kompakt metrikus tér fogalmánál-

4 Menger 7.
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ha külön kikötjük, hogy minden pontpárnak csak egy közép
pontja legyen. Az ilyen terek között is különösen egyszerű szer
kezetűek azok a konvex terek, amelyekben még a következő 
feltétel is teljesül: minden pontpámak csak egy középpontja 
van és minden p, q pontpárhoz találhatunk egy és csakis egy 
olyan r pontot, hogy q a p, r  pontpár középpontja legyen. Az 
ilyen tereket regulárisán konvex tereknek fogjuk nevezni. A re
gulárisán konvex és teljes terek nevezetes tulajdonsága, 1 hogy 
két pontjuk egy és csakis egy egyenessel izometrikus halmazt 
határoz meg.

Mivel a konvex és teljes terekben két pontot egy egyenes
darabbal izometrikus kontinuum köt össze, azért a konvex és  
teljes tereknél azt várhatjuk, hogy bennük a nem -euklidesi geo
metria valamelyik fajtája érvényes. Ezeknek a nem -euklidesi 
geometriáknak egyik ism ert válfaja az úgynevezett Minkowski- 
metrikájú geom etria.2 A MiNKOWsm-féle geometria és a konvex  
terek közti kapcsolatot Busemann3 a következő módon állapí
totta meg. Legyen T  olyan regulárisán konvex teljes tér, amely 
a következő axiómát is teljesíti: ha a p lt pv . . . ,  pnt. . .  pont
sorozatra és a q, r  pontokra nézve

lim  pnq = o o  és lim (p„q — pnr) = » ,
n — ► oo n— ► oo

akkor fennállnak a

\im (pnq —p nr1) =  °°,  lim  {pnq — pnr j  =  o o , lim {pnq —p nrj) =  °o
n—> cc n — > cr n —> oo

relációk is, ahol r, a p, q pontpár középpontja, rt , illetőleg r3 
pedig azáltal van meghatározva, hogy p  a q, rt , illetőleg q a 
p, ra pontpár középpontja. Ezt az axióm át határkör-axiomának 
nevezzük. Busemann tétele ezekután igy mondható k i : egy három- 
dimenziós T  tér akkor és csakis akkor M i n k o w s k i-rne íri/c cí/ú, ha 
T teljes, regulárisán konvex és teljesíti a határkör-axiomát. 1 2 3

1 Menger 7.
2 Minkowski 1.
3 Busemann 2.
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1 3 . A fe lü le t m etriku s g ö rb ü le te .

Már a bevezetésben említettük azokat a nehézségeket, ame
lyekbe a felület fogalmának tisztán geometriai meghatározása 
ütközik. A klasszikus álláspont általában a GAuss-féle felületben 
látja a felület fogalmát kikristályosodni, vagyis azokat a két
dimenziós kontinuumokat szokás differenciál-geometriai felületek
nek tekinteni, amelyekben Gauss—RiEMANN-féle normál-koordiná
ták definiálhatók. így a felület klasszikus definíciója teljesen a 
függvényekkel való előállíthatóság gondolatkörében mozog. Ha 
a felületek problémáját a metrikus tér lényegesen általánosabb 
szempontjából akarjuk vizsgálat tárgyává tenni, akkor elsősor
ban a GAuss-féle görbület differenciál-geometriai fogalmát kell 
általános metrikus terekben meghatároznunk. Ezt a nehéz kér
dést Wald 1 oldotta meg és ezzel utat nyitott a felületelmé
let halmazelméleti-geometriai megalapozásának.

Jelöljük .S'/f-val a következő felületet: ha />>0, akkor Sk olyan

— sugarú gömbfelület, amelyben két pont távolsága az őket
1

összekötő legrövidebb . sugarú körív hosszúsága; ha / .=  0 ,
V k

akkor Sk az euklidesi sík ; ha /.: <  0, akkor Sk a k görbületű 
hiperbolikus sík. A T metrikus tér A részhalmazáról azt mond
juk, hogy Sk-bn ágyazható, ha Sfc-ban található egy A-val izo- 
metrikus részhalmaz. Wald a T metrikus tér p  pontja körül 
fekvő négy pontból álló halmazokat vizsgálja oly módon, hogy 
kiválaszt egy négy pontból álló A halmazt és keres olyan/,: (A) 
számot, amely mellett az A halmaz *SV(,t)-ba ágyazható. Tegyük 
fel, hogy akárhogyan is választjuk p körül a négy pontból álló 
A  halmazt, a A*(A) számok egy meghatározott k(p) számhoz 
konvergálnak az esetben, ha A a p pontra húzódik össze, vagyis, 
hogy minden e >  0 számhoz megadható olyan d >  0, hogy 
| k(p) — k (A) | <  e legyen, hacsak A mind a négy pontja p-től 
d-nál kisebb távolságra fekszik. Feltéve, hogy p  környezetei

‘ Wald 2, 3.
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nem redukálódnak egy ívre és van ilyen módon definiált k(p ) 
szám, akkor ezt a k(p) számot nevezi W ald T görbületének a 
p pontban.* * W ald bebizonyítja,2 hogy ha egy kompakt és kon
vex tér minden pontjában meghatározható a k(p) görbület, 
akkor p-ben a vonalelem Gauss -féle értelemben definiálható és 
a Gauss-féle görbület megegyezik k(p)-vel. Eszerint a felület
elmélet W ald következő alaptétele8 segítségével osztható be a 
metrikus terek elméletébe: a T metrikus tér akkor és csakis 
akkor Gauss-féle értelemben vett felület, ha T kompakt és kon
vex, ezenkívül minden pontjában létezik a k(p) görbület. Ez 
esetben k(p) nem más, mint a felület Gauss-féle görbülete.

1 4 . Az n -d im en z ió s  e u k lid e s i tér.

Az előző két pontban megismerkedtünk néhány csak a tér 
metrikájára vonatkozó kritériummal, amelyek segítségével bizo
nyos fajta nem-euklidesi terek metrikusan jellemezhetők. Most 
azt kérdezzük, milyen metrikus feltételek mellett izometrikus 
egy metrikus tér magával az n-dimenziós euklidesi térrel? Ve
zessük be mindenekelőtt a következő determinánst:

D{pv  pv . . .  p n) =

0 1 1 1 1

1 0 ( P i P i f (P iP s ) '  •• ( P é P n T

1 (P lP*)* 0 ( P i P z ?  •• ■ ( P l P n ?

1 ( E i (P iP n ) 2 0  . . ( P s P n f i

1 ( P á n ? ( P é P n f ( P E n f  ■ ■. 0

Itt piPj a T metrikus tér p, és Pj pontjainak egymástól való tá
volságát jelenti. Az n-dimenziós euklidesi teret Menger 4 a követ
kező módon jellemezte: a T metrikus tér akkor és csokis ak

* Wald 3.
2 Wald 3.
8 Wald 3.
* Menger 7.
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kor izometrikus az n-dimenziós euklidesi térrel, ha 1° T tel
jes és regulárisán konvex, 2° T bármely n + 2 pontjára nézve

Dipup*,..., pn+i) =  0,
3° T bármely 2 <g k ^  n +  1 pontjára nézve

sgn D ( p i ,  p t , . . . , p k) =  sgn (—l)fc vagy 0,

4° van T-nek olyan n-j- 1 pontja, amelyre nézve

sgn D(pi, pi, . . .,  pn+1) =  sgn (— l)n+1.

Hasonló módon sikerült egyéb olyan igen általános terek metrikus 
jellemzése is, amelyekben a távolság komplex szám.1

1 5 . B e fe je z é s .

A fent vázolt metrikus módszerrel sikerült metrikus terek
ben a differenciálgeometria számos egyéb kérdését is tárgyalni, 
így pl. az ivgörbület és hosszúság, ezzel kapcsolatban a geo
detikus görbék fogalma és exisztenciája is beilleszthető a me
trikus geometriába.2 * Legújabban a variáció-számítás exisztencia- 
problémáit is sikerült a halmazelméleti geometria módszereivel 
az eddiginél nagyobb általánosságban és amellett igen egysze
rűen tárgyalni.8 Az egydimenziós kontinuumok elmélete pedig 
a görbék kiteijedt elméletévé terebélyesedett.4 * Láthatjuk tehát, 
hogy a halmazelméleti geometria módszerei a matematika leg
különbözőbb ágazataiban is mindinkább polgáijogot nyernek. 
Ennek oka elsősorban az az általánosság és az axiomatikus 
gondolkodásnak az a tisztasága, amely a halmazelméleti geo
metriában lépten-nyomon megnyilatkozik. Minden jel arra mu
tat, hogy ezek a vizsgálatok még távolról sincsenek lezárva.

* Wald 1.
a Menger 8.
8 Menger 9.
4  A görbeelmélet enciklopédikus áttekintését 1. pl. Alexits, Azújr/örbe-

elmélet. Mat. és Fiz. Lapok 44 (1937). 1—37. 1.



7 4 ALEX1TS GYÖRGY.

Remélhető, hogy ilyen módon a geometria látszólag egymástól 
független íészei végső alapjukban a halmazelméleti geometriá
ban kristályosithatók ki. Ezekre a kérdésekre bizonyára már a 
legközelebbi jövő megadja a választ.
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Alexits György.

L’ÉVOLUTION RÉCENTE DE LA GÉOMÉTRIE DES 
ENSEMBLES.

Le mémoire précédent est consacré ä une étude encyclopédique de 
la géométrie des ensembles. La premióre partié s’occupe de la théorie 
de la dimension, due ä Menger et Urysohn, dans la deuxiéme partié 
on a esquissé les fondements de la théorie des espaces abstraits. L’auteur 
a táché de démontrer, surtout dans la deuxiéme partié, qu’on peut 
construire une chaíne continue d'axiomes topologiques et métriques 
qui assurent la connexion entre les espaces abstraits généraux et les 
espaces intuitifs (espaces euclidiens et certains espaces non-euclidiens).

Georges Alexits.



A DESCARTES-FÉLE JELSZABÁLY 
KITERJESZTÉSEIRŐL.

1. 8. A  jelszabály pontos formája.

A DESCARTES-féle jelszabály szerint egy valós együtthatós 
algebrai egyenlet pozitív gyökeinek a száma legfeljebb annyi, 
mint az együtthatók sorozatában fellépő jelváltások száma. 
Ismeretes az is, hogy, ha az egyenletnek minden gyöke valós, 
akkor az együtthatók sorozatában fellépő jelváltások száma 
pontosan egyenlő a pozitív gyökök számával. A DESCARTES-féle 
jelszabály utóbbi, ú. n. pontos formáját a következőképpen bizo
nyítom be.1 

Ha az

f(x) =  a0 +  atx  n----- b an^ x n~l +  xn =  0 (a0 =b 0)

valós együtthatós egyenletnek minden gyöke valós, akkor az 
f ( x )  polinom gyöktényezős felbontása a következő alakú:

m  n
f{x) =  77 (.T — P i )  / /  ( X + Q i )  =  <p (x)<j>(x), P i > 0, Q i > 0 .

2=1 2 = m  + 1

E felbontás első faktorában, a

rn
<p (x) =  j ]  (x—pi) =  xm ~ y  piXm ~ 1 + 2  Pipp ' m ~ < i — •  • 

i= l (i) (ij)

1  Ez a bizonyítás implicite bentfoglaltatik: Über die Descartes-sche 
Zeichenregel. (Acta litt, ac scient., Szeged, 7 (1935) 177—185. o.) c. dol
gozatomban.
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polinomban m  jelváltás lép fel, tehát pontosan annyi, mint az 
f (x )= 0 egyenlet pozitív gyökeinek a száma. Már most, ha a 
<p(x) polinomot egy {x-\-qú faktorral szorozzuk, ahol q i> 0, akkor 
egy ismert lemma2 * szerint a <p(x){x-\-qi) polinom együtthatói
nak sorozatában fellépő jelváltások száma legfeljebb annyi, 
mint amennyi a <p(x) polinoméban volt. E leinma ismételt 
alkalmazásával nyerjük, hogy a

<p(x) (x + q m+j) (x + q m+3) . . .(x + q n) =  f(x)

polinom együtthatóinak sorozatában fellépő jelváltások száma 
legfeljebb m. De az f {x )  =  0 egyenlet pozitív gyökeinek a 
száma: m, és így a DEScARTES-féle jelszabály szerint az együtt
hatók sorozatában fellépő jelváltások száma legalább m. Ebből 
következik, hogy a jelváltások száma egyenlő a pozitív gyökök 
számával.

2. 8. Transzcendens egyen letek  pozitív gyökeiről.

A DEscARTEs-féle jelszabály transzcendens egyenletekre is 
érvényes. 8  Transzcendens egyenleten értem az

f(z)  — a 0 +  a tz  -|------f- anzn -)— =  0 (1)

egyenletet, ahol f(z) olyan az egész z  komplex-síkban konver
gens hatványsor, amelynek végtelen sok együtthatója különbözik 
a zérótól. Ha az (1) alatti egyenlet valós együtthatójú, akkor 
pozitív gyökeinek a száma nem lehet nagyobb, mint az együtt
hatók sorozatában fellépő jelváltások száma. (Ha e jelváltások 
száma véges, akkor a pozitív gyökök száma is az.) A D e s c a r t e s -  

féle jelszabálynak az 1. §-ban bebizonyított ú. n. pontos for
mája azonban már nem érvényes akármilyen fajta transzcendens 
egyenletre. Legyen például

f(z) =  e~ 2

2 P ölya—Szegő : Aufgaben und Lehrsätze... II. 38. old, 4.
■* L. 2  43. o., 38.
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Az utóbbi egyenlet együtthatóinak sorozatában végtelen sok 
jelváltás lép fel, a pozitív gyökök száma pedig: nulla. Azonban 
áll a következő

I. tétel. Legyen az (1) alaüi egyenletben feltépő f(z) transz
cendens egészfüggvény nulladfajú, továbbá legyen az (1) egyen
letnek minden gyöke valós, akkor az együtthatók sorozatában 
fellépő jelváltások száma egyenlő a pozitív gyökök számával.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, 
hogy f(0)=  1 ,; ekkor, mivel feltételünk szerint az f(z) függvény 
nulladfajú, az f(z) WEiERSTRASz-féle szorzat előállítása a követ
kező alakú:

ahol ay valósszám. Azt is feltesszük, hogy az f(z)—0 egyenlet 
pozitív gyökeinek a száma véges. Ugyanis, ha az egyenlet
nek végtelen sok pozitív gyöke van, akkor az általánosított 
DESCARTES-féle jelszabály szerint az együtthatók sorozatában 
fellépő jelváltások száma is végtelen, és így a pozitív gyökök 
száma megegyezik a jelváltások számával.

Tekintsük a (2) alatti szorzat előállítás n-ik részletszorzatát, 
ez a következő alakú »-edfokú polinom:

Mivel a lim f n (z) — f(z) egyenletesen fennáll a komplex-sík bár

mely véges tartományában, azért Weierstrasz egyik ismert 
tétele szerint, egy tetszés szerint megadott v indexre

(2)

n

L A  \ av 1 
♦=i

lim am =  «>• (3)

Tekintsük most az (1) alatti hatványsornak egy tetszésszerinti 

a0 +  atz -1----- b amzm



m-edfokú szeletét. A (3) alatti egyenlőség alapján következik, 
ha az n számot elegendő nagynak választjuk, hogy az fn(z) 
polinom együtthatóinak sorozatában legalább annyi jelváltás
lép fel, mint az a0, a1...... am sorozatban. Azonban, ha az n
elegendő nagy, akkor tekintettel arra, hogy (1 ) egyenlet pozitív 
gyökeinek a száma véges, az f n{z) =  0  algebrai egyenlet együtt
hatóinak a sorozatában a DESCARTES-féle jelszabály pontos 
formája szerint annyi jelváltás lép fel, mint amennyi az (1 ) 
egyenlet pozitív gyökeinek a száma. E szerint az a0, av . . . ,  am 
sorozatban legfeljebb annyi jelváltás lép fel, mint amennyi az 
( 1 ) egyenlet pozitív gyökeinek a száma, bármi legyen is az m 
értéke. Ebből következik, hogy az (1) egyenlet együtthatóinak 
sorozatában legfeljebb annyi jelváltás van, mint amennyi a. 
pozitív gyökök száma. De másrészt a DESCARTES-féle jelszabály 
szerint a jelváltások száma legalább annyi, mint a pozitív 
gyökök száma, és így következik, hogy e két számérték egyenlő.

Megjegyzés. Az I. tétel még akkor is érvényes marad, ha a 
nulladfajú f{z) függvényt egy eaz faktorral szorozzuk, ahol a> 0 . 
Ugyanis egy ismert lemma4 szerint az e“2-vel való szorzás az 
f(z) együtthatósorozatában fellépő jelváltások számát csak csök
kentheti, s mivel a Descartes jelszabálya,szerint e jelváltások 
száma nem lehet kisebb,, mint a pozitív gyökök száma, azért 
az e“2-vel való szorzás a jelváltások számát nem változtathatja 
meg.

A továbbiakban olyan transzcendens egyenleteket fogunk 
tekinteni, amelyeknek komplex (nem valós) gyökei is vannak, 
azonban feltesszük, hogy a komplex gyökök száma véges.- 
A pozitív gyökökről is mindig feltesszük azt, hogy számuk 
véges (ellenkező esetben ugyanis a jelváltások száma is vég
telen). Az ilyen egyenletekre áll a következő:

II. téte l. Legyen az (1) alatti egyenletben fellépő valós 
együtthatós transzcendens egészfüggvény nulladfajú s legyen 
az egyenlet komplex és pozitív gyökeinek a száma véges. *
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* L. 2  42. o., 34.
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Essenek a komplex- gyökök mind olyan r sugarú körbe, amely
nek centruma a negatív valós tengelyen fekszik, s a centrum
nak a nullaponttól való távolsága nagyobb, mint r\őw , ahol o  
a pozitív és komplex gyökök számának az összegével egyenlő. 
Akkor az egyenlet pozitív gyökeinek a száma egyenlő az együtt
hatók sorozatában fellépő jelváltások számával.

Bizonyítás. Legyen az f(z) függvény WEiERSTRAsz-féle szorzat 
előállítása a következő:

co irt

H = 1 v=l

ahol cif, a valós, C pedig a komplex gyököket jelenti. E végtelen
szorzat ama fm{z) részletszorzatára, amely csupán az f{z )= 0  

egyenlet pozitív és komplex gyökeit tartalmazza, alkalmazom 
a következő tételem et:5 Ha egy n-edfokú, valós együtthatós 
algebrai egyenletneE'összes komplex gyökei egy olyan r sugarú 
körben feküsznek, amelynek centruma a negatív valós tengelyen 
van, s a nullaponttól távolabb esik, mint r  j /» , akkor az  
egyenlet együtthatóinak sorozatában fellépő jelváltások száma 
egyenlő a pozitív gyökök számával. E tétel szerint, tekintettel 
a II. tétel feltételére, következik, hogy az fw(z) részletszorzat 
együttható-sorozatában annyi jelváltás lép fel, mint amennyi 
az (1) egyenlet pozitív gyökeinek a száma. Most egy az előbbiek
ben már használt lemma, 5 6  s a DESCARTES-féle jelszabály alkal
mazásával nyerjük, hogy bármely /'„(z) részletszorzat együttható
sorozatában is pontosan annyi jelváltás lép fel, mint amennyi 
az (1 ) egyenlet pozitív gyökeinek a száma, feltéve, hogy n^>co. 
E megjegyzés alapján, tekintette] arra, hogy lim fn(z) — f(z)

n= oo
egyenletesen áll fenn bármely véges tartományban, teljesen 
olyan módon, mint az I. tétel bebizonyításának megfelelő részé-

5 L ipka I . : Egy Fourier-íéle tételről, Matematikai és Természettud. 
Értesítő 53 (1935) 149—154. o.

« L. 1
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ben, nyerjük, hogy (1) egyenlet együtthatóinak sorozatában leg
feljebb annyi jelváltás lép fel, mint amennyi a pozitív gyökök 
száma. E szerint a ÜEscARTEs-féle jelszabályból következik, hogy 
a jelváltások száma egyenlő a pozitív gyökök számával.

III. téte l. Legyen az (1) alatti valós együtthatós f(z) függ
vény nulladfajú, s legyen az (1) egyenlet komplex gyökeinek a 
szám a: k. A negatív gyököket jelölje: qt ;> q2 2;---
A z együtthatók sorozatában fellépő jelváltások száma legyen 
véges, s jelentse f (x) (z) az f(z) deriváltjai közül az első olyant, 
amelynek együtthatói egyenlő előjelűek (tehát f M(x) állandó 
előjelű, ha x  Oj. Jelöljön -  d <z,ő, — oo <  ,r <  oo egy 
olyan sávot, amely nem tartalmazza az

fiz) =  0, f \z )  -  0 ,..., p - D  (z) =  0 (4)
( z = x + iy )

egyenletek komplex' gyökeinek egyikét sem. Akkor az (1) alatti 
egyenlet együtthatóinak sorozatában pontosan annyi jelváltás 
lép fel, mint amennyi a pozitív gyökök száma, ha a negatív 
(]ß gyökökre teljesül még a következő feltétel

_  qf d-
fx=M + x—i

(5)

ahol qM az (1) egyenletnek egy olyan negatív gyökét jelenti, 
amelynek az abszolút értéke nagyobb, m int a (4) alatti egyen
letek pozitív gyökei (ezeknek a száma véges) közül bármelyik.

Bizonyítás. Tekintsük az

f(x), f \x ) , f'\x ) ......p>(.r) (6)

sorozatot, ahol f {x)(x) állandó előjelű, ha r^O. Jelentse v(x) 
a (6) alatti sorozatban fellépő jelváltások számát, és vizsgáljuk 
v(x) változását, amikor 0 íg ,r < o o .  v (aj értéke nyilván akkor 
változik, ha x  áthalad a (6) alatti függvények valamelyikének 
egy nullahelyén. Legyen először £ > 0  az

/ » ,  f"(x),..., /* -» (# )  (6')
6*
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függvények valamelyikének nullahelye, azonban f{x) ne tűnjék 
el az x = $  helyen. E szerint feltehetjük, hogy

f m(& =  0, l ^ i ^ x - 1 ,
azonban

/» " » (í)  =t= 0.

Megmutatjuk, hogy ekkor

f<i_1)(f) /r(i+1)(f) <  0. (7)

Legyen rövidség kedvéért f (i~^{x) =  <p{x), f (i)(x) — <p'(x) és szá
mítsuk ki a — \og<p{x) második deriváltját; ez a következő 
alakú:

[<p'(x)Y-<p{x)<p"{x) v  i „ V  { x - ß ,) l - r%
< p \x )  -  á j  ( x - a j  +  [ ( íC -^ + r * ]1 ’ 1 '

ahol ctp a <p{x) függvény valós, pedig a képzetes nulla
helyeit jelenti. Tekintsük a (8) alatti kifejezés első összegének 
azt a részét, amely kizárólag a negatív a  ̂ gyököket tartalmazza. 
Legyen ez a következő alakú

2  (x + \ «;!)*’ •>=1

Jelentse b a (4) alatti egyenletek pozitív gyökeinek egy olyan 
felső korlátját, amelyre a III. tétel feltételével összhangban, 
fennáll a \q i^>b  egyenlőtlenség; továbbá legyen N  az első olyan 
index, amelyre |ajv| > \qiu\- Ekkor a RoLLE-féle tételt (i— l)-szer 
egymásután alkalmazva az f(x) függvényre, a <p{x)-=fii~1){x)—0 
egyenlet negatív gyökeinek recíprok négyzetösszegére nyeljük, 
hogy:

oo oo

2 ^ 2 1 -v~N v= M+ i—1

(9)

Már most, ha 0^x<^b, akkor (9) szerint következik, hogy
09 00  ̂ 00 ^

2  (® + K l)a ~  2  (&+KI)1 — 4 ^  «;* —*=1 »*=1 >=AT
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Mivel a (8) alatti kifejezés második összegében álló törtre fenn
áll, hogy

( x - ß y) * - r* 1
[ { x - ß f + f f l  =  r?

azért, tek in te tte l arra, hogy egy Laguerre— BoREL-féle té te l 
szerint7 a <p(x)—f tí~1'>(x) =  0 egyen let kom plex gyökeinek a 
szám a legfeljebb k, a (8) alatti m ásod ik  összegre a következő 
b ecslést n y e ljü k :

_  V  { x - ß y) '-r>
( i i )

Végül, mivel a (8) alatti első összegre fennáll a
oo

2  {x—a^f — 2  (•«+|a'v|)a
* = i

egyenlőtlenség, az (5), (10) és (11) alatti figyelembe vételével 
következik, hogy a (8) alatti kifejezés pozitív a (0, b) inter
vallumban. Ebből látható, hogy, ha egy £ > 0  helyen valamelyik 
/ (*)(£)=0, akkor fennáll a (7) alatti reláció.

Ezzel megmutattuk, hogy a (6) alatti sorozatban a jelváltások 
száma nem változik, ha x  a (6') alatti függvények valamelyiké
nek egy nullahelyén halad át.

Most legyen $ > 0  az f(x) függvény valamelyik nullahelye, 
tehát

m = m =•••= r k)(e) =  o, /'<fc+i>(6) *  o.

Ekkor könnyen belátható, hogy a (6) alatti sorozatban pontosan 
k jelváltás vész el, amikor x  áthalad a $ helyen.8

Ezzel megmutattuk, hogy a (6) alatti sorozat tulajdonképpen 
egy ú. n. általánosított STURM-féle sorozat. E szerint, ha még

,  Borel E.r Lecons sur les fonctions entiéres, Paris (1900), 37. o.
8 L. a Fourier—Budan-tétel bizonyítását, Perron 0 .:  Algebra II. (1933) 

16. o.
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az ;r=:0 helyen f(0)=t=0 s b nagyobb, mint a sorozatban fellépő 
függvények pozitív nullahelyeinek bármelyike, akkor

v(0)—v(b) — i>(0)

pontosan egyenlő az (1) egyenlet pozitív gyökeinek a számával.

3. 8. Egy Laguerre-féle problémáról.

A III. tétel bizonyításában alkalmazott módszer egy neve
zetes LAGüERRE-féle probléma új megoldására vezetett. Legyen
f(z) =  aa-\-a1z-\------\-an̂ 1Zn~í-\-Zn a továbbiakban egy n-edfokú,
valós együtthatós polinom. LAGUERRE-től származik a következő 
idea: Keresendő egy <p(z) valós együtthatós polinom, amely a 
következő tulajdonságokkal rendelkezik: 1. <p(z)=0 egyenletnek 
nincsen pozitív gyöke. 2. Az f(z)y>(z)=0 egyenlet együtthatói
nak sorozatában fellépő jelváltások száma pontosan egyenlő az 
egyenlet pozitív gyökeinek a számával. Ezzel a kérdéssel kap
csolatban, az előző paragrafusban alkalmazott módszer felhasz
nálásával, bebizonyítjuk a következő ismert tételt:9

A z
(1+Z)V(2) =  0

egyenlet együtthatóinak sorozatában fellépő jelváltások száma 
pontosan egyenlő a pozitív gyökök számával, ha a k elegendő 
nagy pozitív egészszámot jelent.

Bizonyítás. Legyen (1-)-z)kf{z)—<p(z); bebizonyítjuk, hogy a

<p(z), <p'(z), <p"{z),..., y>(n+fc)(z) (12)

sorozat egy általánosított STURM-féle sorozat. A

- ' í  { ( ? ) + ( ,  * . )
i-0

? ( z ) = ( i + z m z ) =

Un—1 +  (1 — 2) 1 -̂-----

( J ) = 0 ,  ha A< 0 ,

~n + fc— 1-*■* 1

» L. a 72. old., 187
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formulából könnyen látható, hogy a zn+k i együtthatója pozitív, 
ha i egy bizonyos korlát alatt marad. Legyen ugyanis

Max(|«0|, | | , - - -, |o„—i |) =  a 

és legyen akkor, mivel

( Í ) > ( e í i ) > - > ( . * J .
következik, hogy

ha csak

<
(13)

— >  an +  t. i  —

Legyen M olyan egészszám, melyre

M  2> an +  2

s válasszuk a k számot a M  egészszámú többszörösének; akkor 
a (13) alattiból következik, hogy zn+k~i együtthatója pozitív, ha

k
%& 1 T

Eszerint a (12) alatti sorozatot lezárhatjuk azzal az / (x)(z) 
függvénnyel, amelyre

JC   71 “j- k |  1 jyj ̂  ,

mivel ennek az f w (z) függvénynek minden együtthatója pozitív 
és így f M(x) >  0, ha x  0. Most már tekintsük a

<p(x\ <p\x),..., (p(*\x)

sorozatot és legyen f > 0  a

<p\x), <p’\x ) . . . . ,  y<*—11 (x)

( 14)
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függvények valamelyikének nullahelye, azonban <p(x) ne tűnjék 
el az x = £  helyen. Ekkor egy bizonyos A-ra

4= 0, pW(£) =  0, 1 ^ A ^ * -1 .

Megmutatjuk, hogy
y>(i_1)(f)y>w+1)(f) <  0. (15)

Legyen <p̂ ~l)(x)=(l>(x) s jelöljük a„-vel a <fi(x)=0 valós, 
vel pedig a komplex gyökeit. Tekintsük a 2. § (8) alatti ki
fejezésének első összegét (itt természetesen a (8) alatti két 
összegben fellépő tagok száma véges), amelyben a valós a  ̂
gyökök szerepelnek. Mivel a y>(x)=0 egyenletnek az x =  — 1 
k-szoros gyöke, azért a ^(a_1>(.x)—<p(x)—0 egyenletnek legalább

* - ( * - í )  =  - g r - n  +  2

-szeres gyöke; amely tetszésszerinti nagy szám, ha k értékét 
elegendő nagynak választjuk. E szerint a (8) alatti kifejezés 
első összegében fellépő

N
(*+!)■

(16)

törtnek (ahol N  az x =  — l  gyök multiplicitása a <p{x)=0 
egyenletben) a számlálója tetszésszerinti naggya tehető, ha a k 
értékét elegendő nagynak választjuk. Ebből következik, hogy a 
(8) alatti kifejezés első összegének az értéke állandóan egy 
tetszés szerint megadott pozitív korlát felett marad, ha az x  
egy 0^x<^b  intervallumban változik (feltéve természetesen, hogy
k elegendő nagy). Most már, mivel a pw(z)= 0, (v = l, 2...... x—2)
egyenlet komplex gyökeinek a száma nem lehet nagyobb, mint 
amennyi a <p(z)=0 egyenlet komplex gyökeinek a száma, kö
vetkezik, hogy a (8) alatti második összegre fennáll a következő 
becslés:

m  V  ( x - ß f - t f  
d* =  [ ( x - ß f + r l f  ’

(17)

ahol m az f{z) = 0 egyenlet komplex gyökeinek a számát és
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— egy olyan sávot jelent, melybe a (14) alatti függ
vények egyikének sem esik komplex nullahelye.

Azt kell még megmutatnunk, hogy bármilyen nagy is a A: 
egészszám, az előbbi sáv szélessége csupán az f(z)= 0  egyenlet 
meghatározó adataitól függ, azonban független a k számtól. Ha 
ezt megmutattuk, akkor a k számot elegendő nagynak választva 
(16) és (17) alatti figyelembe vételével (8)-ból következik, hogy

<p\x) >  ’
ha O ^ x ^ b ,  és így fennáll a (15) alatti egyenlőtlenség.

Tehát mutassuk meg, hogy az előbbi — sáv széles
sége független a Zc-tól. Ha a z változóra a

z =  C -  1
transzformációt alkalmazzuk, akkor az f(z)= 0  egyenlet gyökei 
csupán egy a valós •«•tengellyel párhuzamos eltolódást szen
vednek és <p(z) átmegy a

9 (*) -  (1 + z f f ( z )  =  ? f (c ~  í) =  Ckg (0  =  6 (0  

függvénybe, ahol g(C) olyan n-edfokú pólinom, amelynek komplex 
nullahelyei minden olyan — d^y<^d  sáv külsejébe esnek, amely
nek külsejében feküsznek az f{z) polinom komplex nullahelyei 
is. Ennek értelmében, mivel még

d'<p (z) _  did(C) 
dz' ~  d ?  ’

elegendő azt megmutatnunk, hogy a 0W(C)=0 egyenlet komplex 
gyökei egy olyan sávnak a külsejében maradnak, amelynek a 
szélessége csupán a g(C)—0 egyenlet meghatározó adataitól 
függ, azonban független a ft-tól. íijunk a C helyett z  betűt 
és számítsuk ki a zkg(z) függvény v-ik differenciálhányadosát. 
Legyen g (z)= a 0-r a1z-\------\-an- \ t f l~1-\-zrí, akkor

6{'](z) =  [zkg(z)){') =
— (k(k— !)...(&—w —1) cZq —H (íc —f-1)fe. . . (/c—v—2) a^z 

(k + n —,l) (k + n —2)...(/c+w—i/)an- iz ”_1 +
+  (k+n) (k+n— 1).. . (k+n—v + i )  zn} zk~' — 0,(z)zk~'’.
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Osszuk a <Pt (z) polinomot a (k + n )(k + n —1).. .{k.+n—v + \ ) —c 
szorzattal, akkor, ha v^_n, a következő polinomot nyeljük:

k —v + n
k + n

k—v + n — 1 
k-\-n~  1

k — v-\-n 
k-\-n

k—v + n —\ 
k + n — 1

+
k—v + n  

k-\-n ön-lZ”- 1 +  zn.

k — v + 1
k + í ÜQ +

k —w+2 
A+2 atz  H------b

Most már, ha k értékét az n-hez viszonyítva igen nagynak vá

lasztjuk, akkor az előbbi — <Pv(z) polinomban az a0 faktorára
fi

fennáll a következő asymptotikus egyenlőség

k—v + n  k — v+ n  — 1 k — v+ 1 / v \"
k + n  k + n —1 A + l l A / ’

s általában az a, faktorára a

A—v + n  k —v + n — 1 A—v + i+ 1  i ̂  y \ n“'
k + n  k + n — 1 A -M +l ' A/

asymptotikus egyenlőség. Eszerint, ha A elegendő nagy, akkor 
1

az —  <Pt {z) polinom együtthatói tetszésszerinti keveset külön

böznek a

F{Z) =  a0 (l -  y ) ”+  a, ( l  -  + • • •+

-h í*i (1  —  Z* H------ t - O n - ^ l  +  Z"

olinom együtthatóitól és így a

F(z)
=  «0 +  «1 + • • • +

+  fii \ * + - +
( 1 8 )
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egyenlet komplex gyökei is tetszésszerinti keveset fognak kü
lönbözni a 0M{z) = 0 egyenlet komplex gyökeitől. A (18) alatti 
kifejezésből látható, hogy a F(z)—0 egyenlet bármely gyökét 
megkapjuk, ha a g (z)= a0-\-a1z-\------bz" = 0  egyenlet valamelyik

Zi gyökét megszorozzuk | l  — ~J-val. Eszerint

csak keveset különbözik a dM(z) = 0 egyenlet valamelyik gyöké
től. Azonban

l ^ i / | /  =  n +  í : | l  -  -^r), 

amiből következik, hogy
n
T '

, v 11 ----j- >  —TFk =  M

Az utóbbi egyenlőtlenségből, mivel J(zi) >  S, nyerjük végül, hogy

> M

Ezzel bebizonyítottuk, hogy a valós tengely befoglalható egy 
olyan fix szélességű sávba, amelybe (14) alatti y>w (z)=0 egyen
letek egyikének sem esik komplex gyöke, feltéve, hogy v> n ,  
továbbá, hogy k elegendő nagy.

Ha pedig v < n ,  akkor, mivel a | v- j binomiális együtthatók 
egy fix korlát alatt maradnak, a

{zkg(z)}M =  {k(k—l) . . . {k~v+l)g{z )  +

+  k(k— ^ . . . ( k —v + t y z ^  j g \z ) H----- b zrĝ v)(z)} zk~' ^

formulából nyomban következik, hogy

[zkg{z))w
k ( k - l ) . . . ( k - v + 1) ~  g(z).zk~v,

ha csak k elegendő nagy és O ^ z ^ b .
A (19) alatti formulából nyomban látható az is, hogy a (14)
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alatti függvények pozitív nullahelyeit magában foglaló (0, b) 
intervallum hossza, kizárólag az f{z) polinom meghatározó 
adataitól függ és független a k-tói. A (19) alatti kifejezés 
ugyanis állandóan pozitív, ha z  pozitív és nagyobb mint a 
g (z), g'(z) , . .., gM(z) függvények pozitív nullahelyeinek bármelyike.

Most már a paragrafus elején kimondott tétel bebizonyításának 
további részletei teljesen egyeznek a III. tétel bizonyításának 
megfelelő részeivel, s ezért azoknak ismétlésébe nem bocsát
kozunk.

Lipka István.

ÜBER DIE ERWEITERUNG DER DESCARTES-SCHEN  
ZEICHENREGEL.

§. 1. Es enthält einen neuen Beweis des folgenden wohlbekannten 
Satzes: Hat eine algebraische Gleichung nur reelle Wurzeln, dann ist 
die Zahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten genau 
gleich der Anzahl der positiven Wurzeln.

§. 2. Satz 1. Es sei
f(z) =  a0 +  «tz H----- 1- anzn H—

eine ganze Funktion vom Geschlechte Null. Die Gleichung f(z)=0 habe 
nur reelle Wurzeln, dann ist die Zahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Koeffizienten von f[z) genau gleich der Anzahl der positiven 
Wurzeln.

Satz II. Die Funktion f(z) vom Geschlechte Null habe nur reelle 
Koeffizienten, und die Anzahl der positiven und komplexen Wurzeln 
von f(z)—0 sei endlich. Die komplexen Wurzeln sollen alle in einem 
Kreise vom Radius r liegen, der in der Halbebene R (z)<0 liegt. Das 
Zentrum dieses Kreises vom Radius r liege auf der negativen reellen 
Achse und es habe einen Abstand von dem Nullpunkte, der grösser 
als i'Va>  ist, wo w  die Summe der Anzahl der positiven und komplexen 
Wurzeln bedeutet. Dann ist die Zahl der Zeichenwechsel in der 
Koeffizientenreihe von f{z) genau gleich der Anzahl der positiven 
Wurzeln.

Satz III. Es sei k die Anzahl der komplexen Nullstellen der Funk
tion f(z) vom Geschlechte Null. Es seien : q1 ̂  qt  ̂  ^  qu >  ■ ■ ■ die
negativen Nullstellen. Die Koeffizientenreihe von fyz) habe nur eine
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endliche Anzahl von Zeichenwechseln und /t*>(z) bedeute die erste 
solche Derivierte von f(z) die ein konstantes Vorzeichen hat, wenn z 
positiv ist. Es bezeichne — —oo<x<oo einen Streifen, in 
dem keine der Gleichungen

eine komplexe Wurzel hat. Dann ist die Zahl der Zeichenwechsel in 
der Reihe der Koeffizienten gleich der Anzahl der positiven Wurzeln 
von /(z), wenn die negativen Wurzeln der Ungleichung

genügen, wo qM eine negative Wurzel bedeutet, die einen grösseren 
Betrag | </M | hat als alle positive Wurzeln der Gleichungen (1).

§. 3. Es enthält eine neue Behandlung eines bekannten L aguerre-sehen 
Problems.

/(*) =  0, f'(z) — 0,. . ., /'(*—D(z) — 0 ( 1 )

Stephan Lipka.



MEGJEGYZÉS A TÖRÉSES FÉNYVISSZAVERŐDÉSHEZ

Ismeretes, hogy a víz alatt lévő tárgynak a víz felszínétől 
való távolsága a ténylegesnél kisebbnek látszik. Ezen alapszik 
az is, hogy a folyadékkal telt edénynek az alja bizonyos látszó
lagos deformációt szenved. Az utóbbi jelenséggel, abban a spe
ciális esetben amikor az edény alja síkszerű L. Matthiessen 
foglalkozott,1 s többek között a következő eredményt ta lá lta: 
Egy vízm edence alján lévő egyenes vonaldarab, am ely a meg
figyelő szem én áthaladó függőleges síkban fekszik, egy negyed
rendű síkgörbe darabjának látszik. Matthiessen ezt a görbét 
«nyújtott conchoid»-nak nevezi. Ugyanerre az eredményre jutott 
újabban, habár más úton Kedves M.2 is, s megjegyezte, hogy a 
szóbanforgó negyedrendű görbe hasonlóan szerkeszthető, mint a 
NiKOMEDES-féle conchoid. Hangsúlyozni kívánom, hogy az itt 
szereplő negyedrendű görbe tulajdonképpen egy a görbeelmélet
ben jól ismert nagy görbeosztálynak a tagja. Ez a görbeosz
tály a cissoid néven ism ert görbék összessége.

Tekintsünk olyan vízzel telt edényt, amelynek az alja nem 
szükségképpen síkszerű. A  megfigyelő szemén át fektessünk egy 
függőleges síkot, amely az edény alját egy görbedarabban 
metszi. Az alábbiakban megmutatom, hogy ennek a görbe
darabnak, a fénytörés által keletkezett ú. n. astigmatikus képe 
egy cissoidnak a darabja.

1  L. Matthiessen : Das astigmatische Bild des horizontalen, ebenen 
Grundes eines Wasserbassins. Annál. d. Physik IV. 6  (1901) 347. o.

2 Kedves M.: Töréses fényvisszaverődés. Mathematikai és Phys. Lapok 
30—31 (1924) 30—40. o.
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A cissoid definíciója a következő.3 Legyen />: és / /  két tetszés
szerinti, egy síkban fekvő görbe és 0  egy ugyanott fekvő pont. 
Az 0  ponton keresztül fektessünk egy g egyenest, amely a k gör
bét P  pontban, k’ görbét pedig P' pontban metszi. A g egyene
sen jelöljük meg azt a Q pontot, amelyre OQ — O P  — O P { az 
összes P, ill. P'  metszéspontokra vonatkozólag). Ha most a g 
egyenest az 0  pont körül forgatjuk, akkor Q pont leír egy c 
görbét, amelyet le és /.■' görbék 0  pontra (pólusra) vonatkozó 
cissoidjának nevezünk. Ez a cissoidális szerkesztés, röviden szólva 
abban áll, hogy két adott görbe rádiuszvektorát egymásból levon
juk. Ebben a definícióban természetesen bentfoglaltatik az össze
adás is, hiszen nem kell egyebet tennünk, mint a /> görbét annak 
0  pontra vonatkozó szimmetrikusával helyettesíteni.

Az előbbiekben felvetett kérdést egy konkrét esetben fogjuk 
tárgyalni. Tekintsünk egy félgömb alakú, folyadékkal telt edényt. 
A megfigyelő szeme essék a gömb centrumán áthaladó függő
leges egyenesbe. Ha a megfigyelő szemén s a gömb közép
pontján át egy függőleges síkot fektetünk, akkor ez a sík a fél
gömböt egy x félkörben metszi. Legyen f i a i  félkör egy tetszés
szerinti pontja és jelölje 0  azt a pontot, amelyet a megfigyelő 
szeme elfoglal. A x félkör egy R pontját a megfigyelő abban a 
P '  pontban fogja megpillantani, amelyet a körvetkezőképpen nye
rünk : 4 Az R  pontból kiinduló sugár P-ben megtörve jut el az 
0  pontba. Ha az OP-nek a meghosszabbítását metszésbe hoz
zuk az R  ponton áthaladó függőleges egyenessel, akkor nyer
jük a P ' pontot.

Az OP  félsugáron mérjük le az O T = P P '  vonaldarabot, ak
kor a T  pont, ha R  változik, leír egy görbét. Legyen k az 
az egyenes, amelyben a x félkör síkja metszi a folyadék fel
színét, akkor nyilvánvaló, hogy a P ' pont a k és k' görbéknek 
ö-ra vonatkozó cissoidját írja le, ha az R  pont változik. Ez a

3  H. W ieleitner  : Spezielle ebene Kurven, Leipzig (1908) á. o.
4  L. pl. R h o r e r  L .: Physika (1914) 387. o.
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c cissoid a * félkör astigmatikus képe. Megmutatjuk, hogy a c 
görbe egy negyedrendű cissoid. Mindenekelőtt meghatározzuk a 
k' alapgörbe egyenletét. Legyen a az OP sugár beesési szöge,

ß  a törésszöge és n jelentse a törésmutatót. Az ábra 
nyilván állanak a következő formulák:

szerint

sin a
(1)7%,

sin ß

f  “ t g “'
m

f (3)

(d tg a +  x )* + 1?® =  r®. (4)

A (3) és (4) alatti formulákból következik, hogy

a?® =  tg* ß {r® — (d tg a +  a?)*}, (5)

ii) és (2) alattiból pedig, hogy
oĉ

^  ^ — (n® — 1) íc* +  n®?/*
(6)
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Végül a (6) alattiból (5) és (2) figyelembe vételével, nyerjük a 
k' alapgörbe következő egyenletét:

n2y4 +  n2x 2y 2 +  'idx^y +  d2x 2 — r2y2 =  0. (7)

Ez a görbe olyan negyedrendű (elliptikus) görbe, amelynek két 
kettőspontja van. Az egyik kettőspont az : x  =  0, y =  0 pont. 
A másik kettőspontot megkapjuk, ha bevezetjük a (7) alatti 
egyenletbe az (x, y, z) homogén koordinátákat. Ekkor z  — 0-ra 
a (7)-ből a következő egyenletet nyeljük

n2y2 (x2 +  íf)  =  0.

Ebből az egyenletből látható, hogy az (1, 0, 0) végtelen távoli 
pont izolált kettős pontja a k' görbének. Most már a c cissoid 
rendje, a nélkül, hogy annak egyenletét levezetnénk, könnyen 
meghatározható a következő tétel alapján: 5

Ha a k és k' alapgörbék m-, ill. n-ed rendűek és ezek a 
görbék ß-, ill. j-szoT mennek át az O póluson, továbbá ha a 
végtelenben ametszéspontjuk van, akkor a k és k' görbék O-ra 
vonatkozó cissoidjának rendje:

v =  2mn — \ßn  +  j-m - f  a). (8)

A mi esetünkben k egy egyenes, tehát rn— 1. A k' görbe 
kétszer halad át az O póluson, mivel a (0, Q) pont kettőspontja 
&'-nek. Tehát y = 2; ß =  0. A k és k' görbéknek a végtelenben 
a =  2 számú metszéspontja van, mivel az előbbiek szerint az 
(1, 0, 0) pont fc'-nek kettőspontja. Ezek figyelembe vételével 
(8)-ból következik, hogy

v =  4.

Abban az esetben amikor az edény alja síkszerű, egy az 
alapon fekv 7 egyenes vonaldarabnak az astigmatikus képe szin
tén cissoid lesz. Ennek a cissoidnak az alapgörbéje egy egyenes

5 L  »3.  o.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLV. 7
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és egy ellipszis. Ugyanis, ha a folyadék mélységét í-vel jelöljük, 
akkor a (3) alatti helyett a következő formula érvényes

x
T  =  tg a.

Az utóbbi formulából (6) szerint adódik a következő egyenlet

(TO2 — l)X 2 +  TO2?/2 =  t2.

Ez egy ellipszis egyenlete, mivel to> 1. Ebben az esetben

m — 1, to =  2, ß =  p =  0, a =  0,

és így (8)-ból következik, hogy a szóbanforgó cissoid negyed
rendű.

Liplca István.

EINE BEMERKUNG ZUR REFLEXION MIT BRECHUNG.

Das Ziel der vorstehenden Arbeit ist eine allgemeine Methode zur 
Behandlung des folgenden bekannten Problems zu geben : Es ist die 
Form zu bestimmen, in der einem in ein mit Wasser gefülltes Gelass 
hineinschauenden Auge der Grund dieses Gefässes erscheint. Es wird 
ein Halbkugel-förmiges Gefäss betrachtet, gefüllt mit Flüssigkeit. Der 
Schnitt des Grundes mit der Einfallsebene erscheint in diesem Falle 
als eine Kissoide von vierter Ordnung.

Stephan Lipka.



SIMMONS VALÓSZÍNCSÉGSZÁMÍTÁSI TÉTELÉNEK ÜJ 
BIZONYÍTÁSA ÉS ÁLTALÁNOSÍTÁSA.

B e v e z e té s .

Egy urnában a  fekete és b fehér golyó van (a > b ). Végezzünk 
n = N ( a Jr b) húzást, a golyókat minden húzás után visszatéve az 
urnába. Az n húzás alatt kihúzott fehér golyók száma legyen S. 
Érvényes a következő tétel:

Valószínűbb, hogy S kisebb Nb-nél, mint, hogy ezt a számot 
meghaladja, vagyis, ha az S  < N b ,  illetőleg S > N b  egyenlőtlen
ségek valószínűségeit P-, illetőleg Q-val jelöljük, úgy

P >  Q, ha a >  b.

Továbbá, ha N  elég nagy, a P —Q különbség megközelítően 
egyenlő a

a — fo
3 \ f  ‘Unnab

értékkel.
Ezt a tételt a fentitől kissé eltérő fogalmazásban és értel

mezésben S immons bizonyította be egy nagy, 43 oldalra terjedő 
értekezésben,1 érdekes kísérleti adatokkal, továbbá a tétellel

1  T. C. S im m ons, A New Theorem of Probability. Proceedings of the 
London Mathematical Society, 26. kötet, 1894— 95, 290— 334. oldal.

S immons tételével foglalkozik R a g n a r  F r isc h  munkája i s : Solution d’un 
Probleme du calcul des probabilités (Premier probléme de S imm ons). 
Skandinavisk Aktuarietidskrift, 1924, 153—174. oldal és Comptes Rendus, 
1924 nov.

S immons t é t e lé n e k  r é s z le te it ,  v a la m in t  a r á v o n a tk o z ó  ir o d a lm i u ta lá s o k a t  

J o r d a n  Ká ro ly  p r o fe s s z o r  Ú rn a k  k ö s z ö n ö m , ak i e  d o lg o z a t  e lk é s z í t é s é n é l  
e g y é b k é n t  i s  n a g y m é r té k b e n  s e g í t s é g e m r e  v o lt .
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kapcsolatos kérdések részletes tárgyalásával együtt. Azonban 
egyszerűsége és fontossága ellenére kevesen ismerik és csaknem 
valamennyi valószínűségi könyvből hiányzik.

Dolgozatunk célja, hogy a tételt (az általános ismétléses 
Valószínűségekre vonatkoztatva) bebizonyítsuk és általánosítsuk. 
Munkánkat három fejezetre osztjuk. Az elsőben ,az ismétléses 
valószínűségek főbb tulajdonságainak ismertetése után a S immons- 
tétel első részét, a P > Q  egyenlőtlenséget bizonyítjuk be és 
néhány evvel összefüggő kérdést tárgyalunk. A második fejezet 
a tétel második részét, azaz a P —Q különbség aszimptotikus 
értékének meghatározását tartalmazza. Ez a bizonyítás S immons 
módszerének nagymérvű egyszerűsítésével történik.

Visszatérve a tételnek fenti egyszerű fogalmazására, legyen

p  a fehér golyó húzásának valószínűsége: p  =  , és igy

N b= n p  a fehér golyók számának aritmetikai átlaga. Itt tehát 
az np átlag egész szám  és tételünk, valamint annak az első 
két fejezetben adott bizonyítása csak erre a speciális esetre 
vonatkozik. A harmadik fejezetben mellőzzük ezt a megszorító 
feltételt és a P — Q különbség aszimptotikus értékét az általános 
esetben határozzuk meg. Az itt követett bizonyítás S immons 
eljárásától teljesen eltérő.

1 . §. A P > Q  e g y e n lő tle n sé g  b izon y ítá sa .

Legyen két egymást kizáró (vagy ellentétes) E, illetőleg E' 
esemény bekövetkezésének valószínűsége p, illetőleg q (úgy, hogy 
p + q =  1). Annak a valószínűsége, hogy n kísérlet folyamán az 
E  esemény éppen r-szer, az E' esemény pedig (»—r)-szer követ
kezzék be, ismeretes tétel szerint egyenlő a

értékkel.
Említsük meg ezen «ismétléses valószínűségek» néhány, 

egyébként jól ismert tulajdonságát, melyekre a következő tár
gyalásban szükségünk lesz.

( 1 )
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a) A Tr valószínűség a (p-\-q)n kéttagú hatványsorba fejtett 
alakjában az r + l- ik  taggal egyenlő.

b) A kifejtés tagjai között Tm a legnagyobb tag, ha m  
egyenlő az (n+l)y»-ben foglalt legnagyobb egész számmal. Ha 
np egész szám, amit (mint már jeleztük) a dolgozat első részé
ben feltételezünk, akkor m = n p ,  vagyis az észlelt «gyakoriság» 
m/n  egyenlő a p  valószínűséggel.

Az np szorzatnak még más szerepe és értelmezése is van,

melyeket érdemes megvizsgálni. Ha a Tr valószínűséget, mint

p  függvényét tekintjük és keressük azt az értéket, mely mellett
dTrmaximumát felveszi, tehát ahol r — 0, ugyancsak az r = n p  

összefüggést találjuk.
Határozzuk most meg az r  értékek átlagát:

rn — 2  rT r — np. (2)
r=0

Ha az np szorzat egész szám, az r értékek átlaga és a Tr 
valószínűségek maximumának helye összeesik.

c) A legvalószínűbb kombináció valószínűsége tehát meg
közelítőleg, és ha np egész szám, akkor pontosan

Tm = (Z )pnpqnq- (w==nP)

S tirling  képletének alkalmazása, nagy n esetében, Tm-re a 
következő közelítő értéket adja

rp 1i i » ~ —r (3)
Unnpq '

Ha, n —y oo, a Tm valószínűség 0-hoz közeledik.
S immons tételének első része azt mondja, hogy p < q  eseté

ben az átlagnál (vagy a maximumnál) kisebb r  értékek való
színűsége nagyobb, mint az átlagnál (vagy a maximumnál) na
gyobb r értékek valószínűsége, vagy másképpen, hogy negatív
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r —np eltérés valószínűbb, mint pozitív eltérés. Ha az E  esemény 
bekövetkezésének valószínűsége V {E}, és

P — V {r < m ) , Q =  V {r> m },

akkor tételünk a következőképpen fogalmazható:
A p < q  egyenlőtlenség maya után vonja a P > Q  egyenlőt

lenséget.
A fenti jelölések mellett

m —1 n
Q =  Z T r. (4)

r =0 r = m  +1
A bizonyításhoz egy segédtételre van szükségünk.

n
A (2) összefüggésből, ha tekintetbe vesszük, hogy 2 ^ r = l ,r=0

kapjuk, hogy n
2 ( m —r)Tr =  0,
>•=o

azaz

Legyen már most

és

Ekkor a (4) alapján

m ^ ~  1 n
'2J(m —r)Tr = '2 l {r—m)Tr, (5)r=0 r = m  +1

sII1

t
i II i—

^
b© o

o . . .  m )

T m  +  r  — T m U r .

c
c

G
<TII

. . ,  n — m )

P = T rnj£ Ur és Q =  Tm 2  Vr;
r=l r=l (6>

az (5) összefüggés pedig azt fejezi ki, hogy
m  n — m
2  rur =  2  r*v. (7>r=l r - 1

Legyen k az első index, amelyre

uk <  vk.

A k szám okvetlenül nagyobb, mint 1. Ugyanis
1 1

i4i i > I
1 + ----  1 +  —nq np
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és, mivel q > p ,  innen következik, hogy ut > v v Másrészt, a k 
számról nem kell semmit feltételeznünk. Ha ugyanis ur> v r 
az r  minden lehetséges értékére (rg,m), akkor A:-nak az m -\-1 
értéket adjuk, és a bizonyítás változatlanúl alkalmazható. Ez a 
bizonyítás a következő:

Felírhatjuk a fentiek alapján, hogy

m  n —m
&+1 ) U r < h ( r —k + í ) v r (8)

r = k  r = k
és

Aj-— fc 1
2 ( k —r — \)u r >  2 ( k —r — l)v r. (9)

r = l r = 1

Képezzük a (7) és (8) egyenlőtlenségek különbségét és adjuk 
hozzá a (9) egyenlőtlenség megfelelő oldalait:

m  n —m

( * - U Z « r > ( * - i ) 2 t v .
r = 1 r= l

Mint láttuk, k >  1, tehát az előbbi egyenlőtlenségből következik, 
hogy

m  n —m
Ur ^   ̂V,

r = 1 r = l

ami (6) alapján azonos a bebizonyítandó tétellel: P > Q .
(A fent említett esetben, ha k —m + l ,  a (8) egyenlőtlenség 

baloldalán 0 áll.)
Most térjünk vissza az (5) összefüggésre, mellyel kapcsolat

ban néhány érdekes eredményt említhetünk meg.
Jelöljük mj-gyel és m2-vel az m átlagnál kisebb, illetőleg 

nagyobb r-értékek valószínű értékeit (vagy aritmetikai átlagait),

r = * m  +1 r = m

azaz
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Innen

és

m—1
m (P —P )  =  P (m —mt) =  2  (m —r)Tr

r =0

m(Q — Q ')=  Q(m2—m) =  2 ( r —m )Tr,
r — m + 1

vagyis (5) szerint
P - P = Q ' - Q . (10)

Könnyen nyeljük innen még A. Guldberg egy eredményét is.2 
A fenti összefüggésekből

P(m—TOj) =  Q (m2—to),
ahonnan

P = ( ) ,  a szerint, hogy •

Egyszerűen kiszámíthatjuk a (10) különbségek közös értékét 
is. Az ismeretes

(11)CH»;1)+(”:{)
összefüggés segítségével felírhatjuk, hogy

m—1 m — i

P = q ^ j ( n r  1)p rr - 1~r + p ^ j ( n r v) p r<r ^  =
r —0 r=0

m—l2

= <i (”  = qTm + p >
r=0

tehát a (10) különbségek közös értéke qTmi a (7) összegeké 
pedig rnq.

Megjegyezzük még, hogy a P —P  és Q '—Q különbségek 
értéke könnyén adódik, mint egy BERTRAND-féle képlet speciális 
esete.* 8 Eszerint

Í l (n p —r) Tr +  2  (r —np) Tr — 2p(w—p) Tf, (12)r=0 r?=g + l
ahol p egész számot jelöl.

2  Nouvelles Annales de Mathématiques. 1922—23. p. 251.
8  Újabb bizonyítását lásd M. F réchet Suli’ espressione esatta d i unó 

scarto medio (Giornale deli’ Istituto Italiano degli Attuari, 6 , 1935) című 
cikkében.



SIMMONS VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁSI TÉTELÉRŐL. 10 5

Ha np—m  egész és g—m, az előbbi egyenlet baloldalán a 
fentiek szerint m (P —P )-\-m {Q ' — Q)— 1m {P—P )  áll, tehát

m (P —P ' ) = p ( n —ni) Tm =  mqTm,

ami azonos a fenti eredménnyel.
Ha np nem egész szám, legyen g = n p —s a benne foglalt 

legnagyobb egész rész (0<s<l)^  Ekkor a (11) képlet így írható:

P - P +  Z Z -* -  Te) +  (Q '-Q )  =  2 7V;np f n

másrészt, világos, hogy

P + 0 -  1 - T ? és P + Q ' =  1 -  J =

ahonnan

tehát

P - P +  np-  g Te =  Q '~  Q, n p *

±  ü_
p nP - P =  -3- Te, Q ' - Q  =  1 -  T„ (13)

g minden egész értékére.

2 . §. A P —Q k ü lö n b sé g  a sz im p to tik u s  ér ték én ek  
m eg h a tá ro zá sa .

Az 1. §-ban bebizonyított P > Q  egyenlőtlenséget kiegészít
hetjük még a S immons által adott aszimptotikus értékkel, mely 
a mi jelöléseink mellett a következő alakú:

C1~P
3 |/  27znpq

A bizonyítást a binomiális kifejtések azonos átalakításai se
gítségével végezzük. Legtöbbször csak formális kifejtésekre szo
rítkozunk, és a szereplő kifejezések valószínűségszámítási jelen
tésétől is eltekintünk. Erre természetesen csak a számítások 
folyamán kell figyelemmel lennünk, mert az eredmény, a már 
említett megszorításon kívül, teljesen általános.
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A már alkalmazott (11) összefüggés segítségével könnyen 
bebizonyithatók a következő képletek:

n + k — r  —

m rn—í

y  ( " t -  2  ( ” ) W  =  iT,
r =0 r—0

m  m

2  (n + í + 1 )p r?n+'£+i_r -  2  (n í fcW
7*=0 r= 0

=  ~ p ( n m k)Pmqn+k~m =

(>-4 )(*+4 H‘+/ nq \ k 
\ n —m)

(13)

, + _ ! _ ) ( , + 1 + - L . )
n —m l \  n —m l  \ n —m l

(14)

Ez az összefüggés n és m minden egész értékére fennáll; 
Zc=0-ra kis átalakítással a (13) képletet nyeljük. Legyen rendre 
k= 0 ,  1, 2, . . . ,  s és adjuk össze a megfelelő összefüggéseket:

m

W+S+  p r g n  +  8  +  t - r

r =0

m —1
p rq ti-r  —

r=0

=
r=l

( • + 1 ) (1 + n / • ( * + 4 )

/ 1 ) 1. 2 \ /  \
1 H------ 1 + ------ • •• ( 1 H-------- )

' nq 1 \ n q 1 \  ng /

(15)

ahol w  =  np. Keressük a jobboldalnak —  növekvő hatványai 

szerint való kifejtését. A számítás eredménye:

+

m  m —1

y  (n + Sr + í \prqn+s+l- r  _  V  ( ” ) p rqn~r =  (q- sp) Tm +
TSo T̂ o (16)
p * s(s+ l)(s+ 2 ) / _  3ps8+ (p + 1 0 )s + 1 0 —4p 

6nq l 20nq

Ez az összefüggés érvényes marad akkor is, ha s helyébe 
bármilyen egész vagy törtszámot írunk.
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A p - \-q =  1 összefüggésből következik, hogy

» p ft +  A ) ,n

ehát, ha s =  — , akkor 
V

n — m{s-\-1), w + s + 1  =  ( m + l ) ( s + l ) .

Ha a fen ti egyenletben p  és q helyébe az l / ( s + l )  és s / ( s + l )  
é rték ek e t írju k  és s-e t egész szám nak tek in tjü k , a S immons á ltal 
v izsgált speciális ese tre  ju tu n k . A szám ítások  elvégzése u tá n  s

helyébe -~--t írva, végül is a bevezetésben említett eredményt 

kapjuk. Azonban ezt egy lépésben is elvégezhetjük, ha a fentiek 

alapján a (16) kifejtésben s helyébe a törtet újuk, n és, 

n + s + 1  helyébe pedig a kiszámított értékeket. Ha ekkor rövid-m—1
ség kedvéért a ^  |  ™ j prqn~r kifejezést Pm-mel jelöljük, úgy

r=0
a  (16) balo ldalának  első tagja Pm+i lesz és (16) a következő 
alakra h o z h a tó :

ft--p-=-p<£-(1- s+y  +")r- (m = np) m

A P-\-Q +  Tm=  1 összefüggésből következik, hogy

D -  P - Q = P m-Q m  - V.Pm+ T m-  1 =  Dm,

ahonnan

Azonban

Tm+1

Dm +1 — Drn — 2(Pm + i — Pm)-\-Tm + l — Tm-

(1 + Í)(1+Í)"'(1+1)

(18)

1 +  M ( 1 + A ) . . . ( 1 +  A )  ’
nql \ nqI \ nql

ahol k =  — •
V

A fenti kifejtéshez hasonló számítás adja, hogy

*+t =  ( l
1_ 2 + 7  g + 2 g 2

2 TO 24m*g - ) (19)
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úgy, hogy a (18) képlet szerint

D„ Dyn -- 9~ P
P>m

1 2 g » -1 7 g -1 4  
20 mq ■) Tm. (20)

Világos, hogy ha n —► °o (vagy ami ugyanazt jelenti, m —»■<»), 
akkor D—>0; tehát felírható, hogy

y  , z
fim — A + W nr -  r„ (21)

ahol a sorbafejtés együtthatói ismeretlenek. Mivel D-re csak 
aszimptotikus értéket keresünk, elég lesz az előbbi kifejtés első 
együtthatóit kiszámítani. Mivel

y Y  Y  , z
- r  • • • GS —----- :—m r  —   ö _mw + l  m  m1 

azt kapjuk, hogy
y  z - y

~l AmUrri + Í — (A +

=  (a  +

f n r

(m + 1)2 m;

T 1 n

Z  _  2Z
, I *

2 F - A  1 2 ? (2 Z -3y )+ A (2+ 7< 7+ 2?ä)
2m Mm2q T1

ahonnan

II r r t .  +  1 f i m  = 2m +
JV(2+7g+2^'2)-3 6 g y  

24 rn2q + - )  Tm- (22)

A (20) és (22) kifejtésekben megfelelő hatványainak össze

hasonlítása révén A-re és 7-ra a következő értékeket találjuk:

X =  ^ ,  Y q~P  4 ( g + l) ( 2 - g )  
33 3 45^

A (21) összefüggésből most már rögtön következik, hogy

P - Q  = 9 - P
' 45n»a / (23)45 npq

Ha n—► 00, akkor a (3) összefüggés tekintetbevételével a D  
különbségre a következő aszimptotikus értéket nyeljük:

J =_  9 - P
3 y  %nnpq

(24)
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Megjegyzés. Az alkalmazott eljáráshoz hasonló módon ki
számíthattuk volna a (17) képlet segítségével a P  valószínűség

- y  hatványai szerint való kifejtését, és abból levezethettük

volna a D különbség megfelelő kifejtését. Megfordítva, a (23) 
összefüggés segítségével felírhatjuk a P  valószínűséget a követ
kező alakban:

1_ __ p + 1  /j _  2íg-f-l)(2g—1) 
2 3 l ibnpq Tm. (25)

Ha n végtelen nagy lesz, P  (és így Q is) |  -hez tart, ami egyéb
ként előrelátható is volt.

3. §. Az á lta lá n o s  e se t .

Ebben a részben eltekintünk attól a megszorító feltételtől, 
hogy az np szorzat egész szám és m alatt az np-hen foglalt 
legnagyobb egész számot értjük:

m =  n p —s. (O^gSigl)

Az alkalmazandó módszer hasonló ahhoz, mellyel az ismét
léses valószínűségekből Bernoulli tételét szokás levezetni. Ehhez 
előbb szükségünk lesz a P  és Q valószínűségek bizonyos át
alakítására, amelyek segítségével e valószínűségeket határozott 
integrálok alakjában állíthatjuk elő.

A (4) képletek alapján
m —1 i n —1

p  =

Ha

úgy

r—m + í

2  =
>•=0 r=0

n  n — m — l

Q =  2  ( r ) pr(1 ~ p)n~r =  2  ( r ) pn~r{1 ~ pY’
/= 0

k
Ft (íc)= V ( ” )a;"-’-(l

(26)

(27)
r = 0

P  =  Fm-1 (q), Q =  Fn- m- \  (p)-
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Differenciáljuk a (27) egyenlet mindkét oldalát x  szerint:
k

Fk (x) =  ^  |  i(n—r)xn~r~1 (1 — x)r—rx n~r (1 — ír)'—1] —-
r-0

k
n\

r=0 
k

r — 1
k

r= 0

(w—r —1)!

_____ n!_____
( r — 1)! (n—r)\

n !
(n—r —1)!

k— 1

- 2 . -
r=0

Tehát

így

n\ ;íc« -r - i( i _  x y

x n r i (1 — x)r — 

x n~r( l —x )'—1 =  

Xn~r—‘(1— m)’’ — 

n\ —x f .(n—r — 1)! k\(n—k — 1)! ’

X

Fk (.t) =  (n - f t ) |^  j j ’í"-fc- 1( l - í ) fcd<.4 (28)
0

í«-m (l_f)m -ld<)

V
Q =  ( n - m )  |  ^  j j

P — m

4  A (27) valószínűségnek előállítása nem-teljes Beta-függvénnyel isme
retes. Ha

5 » (á + l, n—k)4 (* + l, w—fc) J3(Ä-f 1, n—á) 
a (28) képlet a következő alakban írható:

Fk(x)— It - x(n—k,k-\-\). (28')
Másrészt, mint azt Jordan  Professzor úr megjegyezte, a (28') képletből 
parciális integráció (és a (28) levezetésénél alkalmazott összegezés! eljárás) 
segítségével azonnal megkaphatjuk a (27) valószínűséget.

E valószínűség numerikus kiszámítására szolgálnak P earson  nagyszabású 
táblázatai: Tables of the incomplete Beta-function, Cambridge University 
Press, 1934.
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Ha n elég nagy, a
X

B  =  ( h + l = n - l )  (29)
' o

integrál aszimptotikus értékét úgy kapjuk, hogy bevezetjük a

í = l
n —1

változó-cserét, és az integrálandó kifejezést (illetőleg annak 
logaritmusát) TAYLOR-sorba fejtjük. Az eredmény: 5

B

ahol

- 1 =  jY <
/ 2  n Jf  rp

9 f*

" ( r ) = 7 i ; / *

(30)

i  ■*
I e 2 dt (31)

az ismeretes valószínűségi-integrál. Itt

7  =  C +  ű  +  0(n~l)
és _____

C = ( l - . T ( n - l ) ] | /

D =  T  (  1 2 ( n - l )  “  H W -) (C ® + 3 C ) -

----------   l ~ h ------ (C 2- 1 - 2 ) ---------- .....................C 5.
3 |/W (n -1 )  lShl(n— 1)

Ezt a képletet fogjuk alkalmazni a P —Q különbség aszimp
totikus értékének meghatározására. Ha P, illetőleg Q esetében 
a megfelelő T értékeket Tj-gyel, illetőleg r 2-vel jelöljük, úgy

(32)

(33)

P  =
fi
*dt, Q =

fi_
*dt,

5  A számítás részleteit lásd például B. L. v a n  d e r  W aerden  : Empirische 
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, usw. (Berichte der Akad. zu Leipzig. 
87. kötet, 1935. 353—364. oldal) cikkében.
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es

=  P - Q  =  —L -  f
r j

T* t*_
e 2 dt W T J - V i T X  (34)

Mivel D nagyságrendje n », a J különbséget a következő 
alakban írhatjuk:

i  =  - 4 = ~ (3T,- 7\) -  — {Tl-T'f) +  ••• =
/ 2» 3|/"2r (35)

Itt a í j  és Ta értékeket a (33) segítségével számítjuk ki, ahol

Tt esetében — nq-\-s, ht =  np—s — 1, .r, =  q ; 
T2 « /a =  np—s, A«, =  n q + s — 1, ,rs =  p.

így
Cj — (s+<7)

n —1
(n q + s ) ( n p - s — 1)

A négyzetgyökös kifejezést a következő alakra hozhatjuk:

1 ( l + M i - p ) + } ‘ +  . . . \
V npq \ xnpq /

tehát

Ct =  +  O(n-f).
y npg

l \  kifejezésében az első tag n_*-rendű, a harmadik pedig

n~ I-rendű. A második tagban C{ — , 1 1 nagyságrendje
3y (n—ljíj/ij

2 (/ _ h )
n~*, es így elég lesz a ------- , 1 = 1 -  tagot kiszámítunk:

Végül

D _  2 (g -p )
3]/ npg

3 |/  (n—

s + g a(3 —2g) 
2 npq(q—p) - • )

+  0(n~5).

=  p) +  0(t>_ä) _  3 £ + £ + l_  +  0 („ .t)
3y np7 3 \  npq
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Teljesen hasonló számítással kapjuk, hogy

— 3s-|-ff + 1  
3 ^  npq

0  (»-*).

A J különbség (35) kifejezéséből látjuk, hogy J > 0 (azaz P>Q ),  
ha 7’2>  Tv Jelen esetben tehát ennek feltétele:

— 3s +  <7 T- 1 >  3s -j- p  -j- 1,
ahonnan

6s <  q — p.

Mivel feltételünk szerint q > p ,  az előbbi egyenlőtlenségből azt 

kapjuk, hogy 0 <  s <   ̂ , vagyis, hogy az m  egész szám

eleget tesz a
q —pnp — • - <  rn <  np

egyenlőtlenségnek. Itt azonban feltettük, hogy n elég nagy. 
A J  különbség aszimptotikus értéke

J- = w B l36)

Abban a speciális esetben, amikor np egész szám, vagyis s= u , 
a P —Q különbség aszimptotikus értéke megegyezik az előbbi 
§-ban talált (24) kifejezéssel:

A -  9 - P
31/  2 nnpq

Feldheim Ervin.

NOUVELLE DÉMONSTRATION ET GÉNÉRALISATION 
D ’UN THÉORÉME DE SIMMONS SUR UN PROBLEME 

DU CALCUL DES PROBABILITÉS.
Nous avons donné dans ce travail une nouvelle démonstration pour 

les deux théorémes suivants dús ä  S immons : 1

Theoreme I. Soient p  la probabilité constante d’un événement E, et 
q celle de l’événement contraire, et supposons que q>p. Faisons n

Míitematikai és Fizikai Lapok. XLV. 8
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expériences indépendantes, au cours desquelles la «repetition» de E 
sera r. lei n est un nombre tel que la valeur probable m=np  de r est 
un entier. Posons

P =  Prob {r<m}, Q =  Prob {r>m}.
Alors, on a l’inégalité

P > Q .
Théoréme II. Dans les conditions précisées, si le nombre n des 

expériences est trés grand, la différence P—Q admet l’expression 
asymptotique suivante:

A =  — — .

3V̂  2nnpq

Dans le § 3, nous avons étudié la différence IP—Q dans le cas 
plus général oú np n’est pás un entier, mais m est l’entier le plus 
voisin de n p ; et nous avons déterminé, par une méthode entiérement 
différente de celle du § 2, l’expression asymptotique de P—Q.

Ervin Feldheim.



A CAUCHY-FÉLE EXPONENCIÁLIS SOK.

T örténeti á ttek in tés.

Fizikai problémák tették szükségessé a FouRiER-sorokkal
oo

rokon S í *  cos iU y X + b v sin fLyűc,) alakú sorok vizsgálatát, ahol 
{//,} bizonyos meghatározott számsorozat. Cauchy tette az első 
kísérletet1 egy ilyszerű, igen általános sorosztály konvergencia
bizonyítására. Bár Picard ezt a «szép módszert»2 a residuum- 
elmélet legnevezetesebb alkalmazásai közé sorozza, mégis hosszú 
ideig nem részesült ez kellő figyelemben,

Ennek okát főként két dologban kereshetjük. Egyik az, hogy 
időközben közkinccsé válnak a Sturm— LiouviLLE-féle sorok, s 
ezek a fizikában alkalmasabbaknak bizonyultak a CAuc.HY-féle 
soroknál. Másik — s talán fontosabbik — az, hogy Cauchy 
bizonyítása a szigorúságot illetőleg sok kívánni valót hagy; 
ellenben DímcHLET-nek alig nehány év múlva megjelenő neve
zetes értekezése, — melyben a FouRiER-sorok konvergenciáját 
bizonyítja — szigorúság tekintetében kifogástalan.

Jóval később főként Poincaré3 egyik dolgozata terelte ismét 
a figyelmet Cauchy módszerére. Ő a residuum-elméletet nem az 
eredeti CAUCHY-féle sorokra, hanem magára a Sturm—Liouville- 
féle problémára alkalmazza, megmutatva ezzel Cauchy módsze

1  Sur les résidus des fonctions exprimées par des integrales défmies. 
Oeuvres completes, t. 7. (2* série) p. 393.

2  Méthode de Cauchy pour obtenir la série de Fourier et des séries 
analogues. Traité d’analyse, t. 2. (3e. éd.) p. 187.

3  Sur les équations de la physique mathématique. Rendiconti di Pa
lermo, t. 8 . (1894) pp. 57—156.

8*
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rének előnyét a fizikában előforduló függvénysorok tárgyalásá
nál is.4 Ettől kezdve mind többen alkalmazzák a «Poincaré— 
Cauchy módszert»5 differenciál-egyenletek saját függvényei sze
rint haladó sorokra. Kiemelendő e téren Tamarkine6 dolgozata, 
melyben bebizonyítja, hogy a saját függvények szerinti kifej
tések ugyanazon feltétel mellett konvergálnak, illetőleg diver
gálnak, mint a FouRiER-sor.

Fordítsuk most figyelmünket ismét az eredeti CAUcHY-féle 
sorokra. E sorok első szigorú konvergencia-bizonyítását Picard- 
nál7 találjuk. Az ő bizonyítása azonban csak arra az esetre 
vonatkozik, midőn a generátor-függvény korlátos változású. 
Jelen dolgozat tárgyát elsősorban a konvergenciának általáno
sabb feltétel mellett való bizonyítása képezi.0 Látni fogjuk, 
hogy bármely LEBESGUE-/e7e értelemben integrálható függvény 
«CAUcHY-/e7e exponenciális sora»'1 9 mindig konvergál, vala
hányszor konvergens a függvény Fourier-soto.

A mienkhez hasonló ú. n. aequikonvergencia-bizonyítást szép 
számmal találunk az irodalomban. Tamarkine említett munkáján 
kívül figyelemreméltó Haar-ó,10 melyben Fourier—Legendre-, 
továbbá W. H. Young-ó,11 melyben Fourier—BEssEL-sorok aequi-

4  Hasonló irányú munkákat már P o incaré  előtt is találunk. L. különö
sen : D ini, Serie di Fourier e altre rappresentationi analitiche, Pisa 1880.

5  Ezen elnevezést T amarkine használja.
6  Sur quelques points de la théorie des équations différentielles 

linéaires ordinaires et sur la géoéralisation de la série de Fourier. 
Rendiconti di Palermo, t. 34. (1912) pp. 345—382.

7  L. a 2  jegyzetet.
8  Erre vonatkozó eredményeinket illetőleg 1. Des séries exponentielles 

de Cauchy. Comptes Rendus, t. 200 (1935, Ier Semestre) pp. 1712—14.
9  Ezt az elnevezést — a 8  jegyzetben idézett dolgozatban is — 

P ic a r d  nyomán használom. L. például Sur les développements de Cauchy 
en séries d’exponentielles et sur certaines identités remarquáhlés. Bulletin 
des sciences mathématiques, t. 38. 2e série (1913) pp. 152—159.

1 0  Reihenentwicklungen nach Legendreschen Polynomen. Math. Ann. 
Bd. 78. (1917) pp. 121 — 136.

1 1  On series of Bessel functions. Proceedings of the London Math. 
Society, v. 18. (1919—20) pp. 163—200.
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konvergenciáját találjuk. Megemlítjük végül Szegő12 szép dolgo
zatát, melyben (a LEGENDRE-polinomokat magábaíőglaló) igen 
általános ortogonális polinomok szerint haladó soroknak a 
FouRiER-sorokkal való aequikonvergenciáját bizonyítja.

Ezekkel szemben csak azt jegyezzük meg, hogy a mi aequi- 
konvergencia-tételünk — amint majd látni fogjuk — igen 
könnyen bizonyítható. Mielőtt azonban ennek tárgyalásához 
kezdenénk, foglaljuk össze röviden a Cadchy—PicARD-féle bizo
nyítás gondolatmenetét.

Az ex p o n en c iá lis  so r  tá r g y a lá sa  C au ch y—P icard
szer in t.

Tekintsünk egy, az egész síkban meromorf ^(z) függvényt. 
Az origo köré írt p sugarú körön integrálva:

ahol jelenti $ (z) residuumainak összegét a p sugarú körben.

Vegyünk most egy számsorozatot: Pi, p2, p3,- • •; p„—>-°o és tegyük 
fel, hogy majdnem minden y-re

lim p„eM̂  (p„eT; =  F(<p); z =  pe”'’.

Tegyük fel ezenkívül azt, hogy p«!^(pne",,)|, <p minden értékére, 
egyenletesen korlátos. Ebben az esetben:

Ezt a formulát alkalmazza Cadchy az

1 2  Über die Entwicklung einer willkürlichen Function nach den Poly
nomen eines Orthogonalsystems. Math. Zeitschrift, Bd. 12. (1922) pp. 61—94.
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függvényre, hol </>{z) és n(z) transzcendens egész függvények, 
melyekre még később teszünk megszorításokat, f(t) pedig (a>0, x)- 
ben értelmezett valós függvény.

Vizsgálnunk kell z%(z) határértékét, midőn \z\ a {p„} soro
zaton keresztül végtelenhez tart.

P icard  megmutatta, hogy b á rm e ly  korlátos változású f{tyre 
egyrészt

X

lim z j  e~z(x~t)f{t) át =  f(oc—0),
X q

midőn \z\ — valamely, az if  [z]>0 félsíkba eső, sugár mentén — 
minden határon túl n ő ; másrészt, hogy a határértékben sze
replő kifejezés f?[z] > 0 -ra  egyenletesen korlátos.

Tegyük fel ennek alapján, hogy

lim ^  = 1  és lim ezix~x,>) =  0 
tt{ - z) a{z)

majdnem minden <p-re ( — mi dőn \z\ a {pn} so

rozaton keresztül végtelenhez tart. Tegyük fel továbbá, hogy a 
lim jel alatti kifejezések if[z]> 0-ra  egyenletesen korlátosak, 
midőn |z | =  p„ (»= 1 , 2 ,...) . Ha most 7r(z)-nek ezenkívül csak 
egyszeres gyökei vannak, f (x —0)-ra a következő sort nyerjük:

Y  f l p - 0) =  -- 2  “ S /  a)
»OHO ‘ ' '®o

Teljesen analog sor nyerhető f{x-f-0)-ra:

Y  A * + 0 ) =  2  S  b)
»U)=<) ' x

ahol y(z) szintén transzcendes egész függvény. Itt azt kell fel

tennünk, hogy lim — 1 és lim —— eziXl~x) =  0.n{z) n ( - z )
Az a) és b) sorokból könnyen nyerhetünk egy egyszerűbb új 

sort. Tegyük fel ugyanis, hogy <p(z)-\-y(z)=ir(z) és adjuk össze
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az a) és b) alatti sorokat. Meggondolva még, hogy ^(A)+^(Á)=0, 
nyerjük a CAucHY-féle exponenciális sort:

\  [ f (x + 0 )+ f (x -0 ) \  = 2  J e ^ - m d t  
»W)-0 '

vagy még valamivel áttekinthetőbb alakban:

4 " t/'(«+0) +  /'(■*—0)] -  2  cteiyX;
% V=0

X \

C v = l M  r e-x«fit)dt,  „ & )  =  <>,  | Á , | <  | Á v + i | .
n  x „

7r(z)-től itt csak azt kell megkövetelnünk, hogy az említett 
feltétel mellett

lim g Z ( X - X o )  -  0 ,

n(z) lim x { g M x i —x) =  Q
n{—z)

illetőleg, hogy gtix—xa) és ^  qZ(0C\—x)
71 (Z) 7r(—Z)

az R [z] >  0

félsíkba eső \z \= Q n  ( « = 1 ,  2 ,...)  félkörökön egyenletesen 
korlátos legyen. Ezekből ugyanis nyílván következik, hogy

lim -

és

^ ( -z )  =  lim g ( - g ) - / ( ~ g )  =  {
n { - z )  n ( - z )

HmZW = l im
n(z) tt(z )

1,

illetőleg, hogy e hányadosok a p„ sugarú félkörökön korlátosak.

♦

Visszatekintve eme konvergencia-bizonyításra észrevehetjük, 
hogy az exponenciális sor részletösszegeinek

2  cvel'x =  
P» <e„) *0
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alakjában csak az integrandus konvergenciáját vizsgáltuk, holott 
az integrál konvergálhat a nélkül, hogy az integrandus is kon
vergálna. Ezért kellett a Cauchy— PicARD-féle bizonyításban  

f{x )-re felesleges m egszorítást tenni. Ki kellett használnunk
X

például azt, hogy z f  c~zl-x~ ,)f(J)dt az / f [ z ] > 0  félsikon egyenle
gű

tesen korlátos, ami azonban nem teljesül bármely FouRiER-sorba 
fejthető függvényre. A fenti gondolatmenettel tehát nem lehet 
a konvergencia-bizonyítást a függvények oly általános osztályára 
kiterjeszteni, mint a FouRiER-sorok klasszikus elmélete szerint.

Ezt a hiányt fogjuk az alábbiakban áthidalni azáltal, hogy 
a részletösszegek fenti alakjában magát az integrált fogjuk 
elemezni, előbb azonban kissé módosítjuk, helyesebben általá
nosítjuk a C auchy— PicARD-féle feltevést 7r(z)-re.

Az e x p o n e n c iá lis  so r  á lta lá n o sa b b  m eg h a tá ro zá sa .

Tekintsük a z komplex számsíkon az origo köré p i< p 2< p 3< - - - ,  

(p,.—► °°) sugarakkal írt K v  Kit K s, . . '  köröket,18 illetőleg az 

R [ z ]>  0 félsikba eső félköröket: K * ,K £ ,K * , . . .
Vegyünk m ost egy n (z) transzcendens egész függvényt, mely 

kielégíti az alábbi két fe lté te lt:
1. 7r(z)-nek csak egyszeres gyökei vannak,
2. két —  ugyancsak transzcendens egész —  összeadandóra 

bontható: n(z)=%(z)-\-</>(z), úgy hogy található legyen oly o -> 0  
és (h’n} halmaz, hogy n  m inden értékére

n \ mJ  ll «(z)
yS~z)
n( — z)

eaz\\d.z\ — 0 (1 ). a)

Jelöljük ö-sal ezen feltételt kielégítő a  számok felső határát

1 3  Körök helyett vehetünk más — a végtelenben torlódó — görbe
sereget is. Elegendő kikötnünk például azt, hogy a görbék valamennyien 
konvexek, s a valós és képzetes tengelyre egyaránt szimmetrikusak legyenek.
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és tekintsünk egy er-sal egyenlő hosszúságú valós (x 0, x t ) inter
vallumot. Ezt nevezzük a w(z)-hez tartozó h a t á r i n t e r v a l l u m n a k .'14

Az exponenciális sort mármost következőképpen definiálhat
juk. Legyen f ( x )  az ( x 0, x t ) határintervallumban értelmezett 
LEBESGUE-féle értelemben integrálható — röviden L integrál
ható — függvény. f(pc) CAüCHY-féle exponenciális során a követ
kező sort értjük:

f ( x ) . ■ 2  c,ex'x»-o
c J e ~ Xvtf ( t ) d t .

X 0

Az ~  jel — a FouRiER-soroknál szokásos jelöléshez hason
lóan — semmit sem mond a sor konvergenciájára, illetőleg 
összegére vonatkozólag; csupán azt akarjuk vele kifejezésre 
juttatni, hogy az együtthatók /(;r)-szel a jelzett vonatkozásban 
vannak.

Mutassuk ki, hogy a) valóban kevesebb megszorítást tar
talmaz, mint az eredeti Cauchy—PicARD-féle feltétel. Megmu
tatjuk, hogy már a

<  M a,
n{z) 7t{— Z)

<  M „ ; a  <  a, ze  {K h )

feltételből következik a), hol M„ egy n-től független számot 
jelent. Válasszunk egy 8 számot úgy, hogy (r-\-8<a. Ekkor

m
K*

<f’(z)
(z)

e a z \ d z \

j  I e(ö+l,)2 11 e ~ iz  11 d z  | <  M a+i  j ' | e ~ iz  11 d z \  

r 71 (z kírt_
r M a=  Ma+d j  Qne~óen «”> fdtf <  n ,

amivel állításunkat igazoltuk.

14 Az A. Léauté nál szereplő intervalle limité (1. a ir> sz. jegyzetet) 
csak speciális esetben egyezik az itt bevezetett határintervallummal.
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A C au ch y-fé le  so r  á lta lá n o s  k o n v e r g e n c ia 
fe lté te le .

E fejezetben bebizonyítjuk a következő tételt:
Bármely L  integrálható függvényre:

m d t  +  x)t
e„ 71J ■* 1ar0

ahol rj(pn, x) egyenletesen zérushoz tart (a?0+ $ , x t -d)-ban, ha 
n —yoo, bármily kicsiny pozitív szám legyen is d.

Valamely exponenciális sor konvergenciájának szükséges és 
elegendő feltétele tehát az, hogy a tételünkben szereplő Dirichlet- 
integrál konvergáljon. E szerint, ha f(x) FouRiER-sora (x0, x t) 
valamely belső helyén konvergens, akkor —  mint ahogy az 
első fejezetben em lítettük —  konvergens egyúttal f(x) minden  
exponenciális sora e helyen.

E lle n b e n  f{x) v a lam e ly  ex p o n e n c iá lis  so rá n a k  a  k o n v e rg e n 
c iá jáb ó l n e m  kö v etk ez ik  fe lté tle n ü l FouR iE R -sorának a  k o n v er-

genciája. Ha ugyanis — —>0, akkor P s'n —— f(t)dt kon-
Qn J, X t

X q

vergálhat a nélkül, hogy J  - - s l n  -  -----------f(t)dt is konvergálna.
X q

Ha azonban —  mint valam ennyi alábbi példánkban —  p„— O(n), 
akkor az exponenciális sor a FouRiER-sorraZ aequikonvergens.

Tételünk bizonyításához szükségünk lesz a következő segéd
tételre :

Xl 1 J  e-z(t-xo)f(t)dt egyenletesen zérushoz tart , - -vei az R  [z] > 0

félsíkban, bármely L integrálható f{t)-re .
Az általánosság m egszorítása nélkül feltehetjük, hogy x 0—0;

71
továbbá, mivel állításunk \<p\<*-=— /9-ra; ß > 0 ,  z  — Qeii', tri-

7T ^71
viális, elég például —— ß <<p re szorítkozni. Nézzük in

tegrálunk valós részét:
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Xi
I =  j coa v cos (tg sin <p) f(t) dt. 

o
t

Legyen <P(t) =  s cos {uq sin <p)f(u)du. Ha I-1 parciálisán integ- 
o

ráljuk:

I  =  J e~lv cos f<J>\t)dt =  e~x"t008 *0(xt) +
o
Xl

+  J  q cos ^ .e_í<,cosí’0 ( í)d f< 2 |0 ( t ) |max;

1
ez azonban a RiEMANN-lemma következtében zérushoz ta r t-----val.

Q
Hasonló becslést végezve integrálunk képzetes részére is, 

könnyen meggyőződhetünk segédtételünk helyességéről.
Ezután rátérhetünk konvergencia-tételünk bizonyitására.

Tekintetbevéve, hogy =  1 — - nyeljük hogy n(z) n(z)

£ c v
e»

+  s k f <*>

A bizonyítás lényegét az az észrevétel képezi, hogy az itt 
szereplő középső integrál f(x) DmicHLET-integráljával egyenlő. 
Az integrálok sorrendjét felcserélve valóban:

« » < « * = i / -
A'+ *0 a?o

1 r sin Qn(X — t)
x —t

f(t)dt.

Hátra van még annak kimutatása, hogy az első és utolsó 
integrál zérushoz tart és pedig egyenletesen (a?0-f-d, x t — d)-ban. 
Nézzük például az elsőt:
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g z ( x  x a) j^ 2

<

Segédtételünk alapján a) figyelembevételével valóban látható, 
hogy integrálunk zérushoz tart. Teljesen hasonló becslést nyer
hetünk a (*) alatti utolsó integrálra is.

Azt is könnyen beláthatjuk, hogy a szóbanforgó két integrál 
(.'T0+^, x —$)-ban egyenletesen tart zérushoz, ha meggondoljuk, 
hogy az a^-ban szereplő kifejezés <r-nak monoton növekvő 
függvénye.

A  C a u ch y -fé le  so r  v is e lk e d é se  a  h a tá r in terv a llu m
végp on tja in .

Az eddigiekből nem tűnik ki, hogy miként viselkedik az 
exponenciális sor az x0 és x t pontokban. Erre vonatkozólag 
előbb egy régebbi eredményt ismertetünk. Tegyük fel A. Léauté 
szerint,15 hogy

majdnem mindenütt. A határérték arra az esetre vonatkozik, 
midőn \z\ a (pn) sorozaton keresztül, y>-nek valamely meghatá
rozott értéke mellett, minden határon túl nő. Tegyük fel ezen-

iim ÍÍ£> I im 4 = 4n{z) r t( - z )
e ( x t Xo > * = L ;

1 5  Comptes Rendus t. 153. (1911, 2e Semestre) pp. 1064—66.
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Ebben az esetben bármely korlátos változású /'(.r)-re az 
exponenciális sor egyenlő

f (x \—0)—lf(xo+O) 
x  — .r,-re -— -------^ — 2------- vei2

es

x  =  xa-rst
f(xo+ 0 ) - L f ( x 1~ 0 )

2 -vei.

A. L é a u t é  feltételei helyett mi másokat vezetünk be. Éspedig 
tegyük fel, hogy

m (z)
eaz — l | ^ |  =  0 (1 ); f  1 Z(. Z\ edz — l  \ !t/z[ =  0 ( l) .  ß)

I 7T ( Z)
KÍ

Vizsgáljuk ebben az esetben az exponenciális sort például 
.T=,r1-re. Adjunk hozzá a (*) alatt szereplő első integrálhoz

5*
r J ' J

ß̂ (X o
Ki x.

^ -

Vv

í r x t
27ri j 7t{

K+
7T(Z)

-1 X>1

Srez(xx-x„)_l e-zV-xa)f\l) dtdz

x0

-  - — j  +
Ki a?0 K+ xQ

1 •
+  - ^ j  j ê -"f(t )dtdz.

Ki Xo

Az itt szereplő első integrál a már alkalmazott segédtétel 
miatt ß) figyelembe vételével nullához tart. Ugyancsak nullához 
tart a második integrál. A harmadik és negyedik integrálban 
viszont cseréljük fel az integráció sorrendjét, s rögtön látjuk, 
hogy

2 « * * »  =  A  f e i s t  Ä - t f f i S r t  +
Pn l 71 J  1 1
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Hasonlóan nyeljük x = x 0-ra.

f e is t  M ! W f c i 4 + , (I).
o 71 J  t Z™ q

Egyenlőségeinket a FouRiER-sorra alkalmazva, látni fogjuk, 
hogy ugyanarra az eredményre jutottunk, m int amelyre a 
klasszikus elm élet teljesen m ás úton vezetett.

Az exponenciális sor tagonkénti integrálása.

Emlékeztetünk Lebesgue egy nevezetes tételére, mely sze
rint, ha

oo
f(x) ~  2  (a* cos vx +  bt sin vx),

*=o
akkor

b  b

j f ( x ) d x  =  j?l j(a>  cos vx +  by sin vx)dx.
a , =0 a

Ezt a tételt fogjuk most általánosítani, és pedig nemcsak 
az eddig megismert exponenciális sorokra, hanem egy még 
általánosabb sorosztályra. A 7r(z)-re tett a) alatti megszorítás 
helyett ugyanis most csak azt tegyük fel, hogy <r<cr-ra

J W í (z) + / ( - * )  
tt( — Z )

Tékintsük ismét az
Xi

f(x) ~  2  ; Cy =  j «v=0

ea2\ \d z \=  O (Qn).

e~ívtf(t)dt, x 1—x0 — a

sort16 és vizsgáljuk például azt az esetet, midőn ;r(0)=0.

16 Más szempontból is érdemes figyelmünket ily általánosabb sorosz
tályra fordítani. Egyik érdekes eredmény erre vonatkozólag a következő. 
Tekintsük azt az exponenciális sort, melynél n(z)-re csak az
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Azt állítjuk, hogy a tagonkénti integrálással nyert sor kon
vergens és összegére vonatkozólag:

X  oo

J f(t) dt =  c +  cax  + 2  y  e1«*; x0< x <  x t,
Xo *-l

ahol c egy alkalmasan választott konstans.
A bizonyítás céljából írjuk fel a tagonkénti integrálással 

nyert sor részletösszegeit:

+

! + c ^ + Z t ' ,'“ = ^ 2 k f ^
Vn  K +  X„

K+ x„

Az első és utolsó integrál a már alkalmazott becslés szerint 
zérushoz tart. A középsőhöz adjuk hozzá a következőt:

X  X \

íS-Jt.J*'“ ’» “  -  ss-Jt/
X q

ahol An-szal jelöltük K n-nek az R [z] < 0  félsikba eső részét. 
Mivel ez ismét zérushoz tart, nyerjük végül, hogy

c +  c0.r +  ^  — elvX =
Sn

=  J V J  eí,aW)AO dtáz +  o (1) = j f ( t ) d t  +  o (1).
K f l  X q X q

Ez pedig éppen a bizonyítandó tétel.

f e l t é t e l  t e l j e s ü lé s é t  k ö tjü k  k i, a h o l  m  t e t s z é s s z e r in t i  p o z it ív  e g é s z  szá m  
B e b iz o n y ít h a tó  ek k o r , h o g y  b á rm e ly  m -s z e r  d if fe r e n c iá lh a tó  fü g g v é n y  —  
v a la m e ly  cf-n á l k is e b b  in te r v a l lu m b a n  —  e  s o r  a la p fü g g v é n y e i s z e r in t  h a la d ó  

e g y e n le t e s e n  k o n v e r g e n s  so r b a  fe jth e tő .
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P éld ák  a z  e x p o n e n c iá lis  sorra .

Most néhány példát mutatunk az exponenciális sorra, melyek 
egyúttal meg fogják világítani azt is, hogy az a sorosztály, 
mellyel eddig foglalkoztunk, mennyire általános természetű. 
Példáink tárgyalása előtt azonban megemlítjük, hogy az expo
nenciális sor áttekinthető trigonometrikus alakot nyer, ha 
£(z) =  —1 (/>{—z). Ez esetben it(z) =  %(z)— / ( —z), s az exponen
ciális sor ily alakú lesz :

f{x) 7(0)
2/(0)

X\ oo a?i

ahol 0, í /íj, rendre a %(iz) — %(—iz) egyenlet gyökei.
1. A %(z) =  enz, <p(z) = — e~nz esetben a FouRiER-sort nyer

jük. Meg kell vizsgálnunk mindenekelőtt, hogy feltételeink tel
jesülnek-e? Ehhez elegendő kimutatnunk, hogy p„=n-f-|-re

oTíZ-- n 7tz II— e - 2**|
< 2 ;  ze{K +).

Ennek belátásához vegyük tekintetbe, hogy \z  \ — n + 1 , 
n íz- 2- < P < y - r e

|1 — e~tnx\ > |ü [ l  — e-*'r2]| = l - e-^(*"+i)c°s9cos [jr(2»-h l)sin<p\.
|— \

Nézzük most azt a <pn értéket, melyre sin <pn=  • Minthogy

? n é i < P re, ill. — re cos [jr(2n +  1) s in ^ ]< 0 ,

azért |1—e-fc”|> l .  Viszont —<pn<<p<<fn-re
__g - ; r ( 2 n  + l)  cos \ — (8 n + 3>í > . J _  .

Ezzel valóban igazoltuk, hogy az enz — e~nz függvény feltéte
leinknek eleget tesz, és pedig 2^ hosszúságú határintervallummal.

Tekintetbe véve ezután, hogy az é nz — e~inz — 0 egyenlet 
pozitív gyökei: fiv =  v (v =  1, 2 ,...) , számítsuk ki az exponen
ciális sor együtthatóit:

v
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/ ( 0 )  _  _1_ 2 /  (iv) _  2einv _  1
(0) 271 ’ y  (iv) +  /  (— *v) 2w cos jtf 7i

Lesz tehát
2tT 00 2 77

f(%) ~  J  f( t)d t +  —  JV(0 cos v (x —t)d t,
»*1 o.

am iben valóban a FouRiER-sorra ismerünk.
Könnyen meggyőződhetünk továbbá arról, hogy l —L — 

Ugyanis
- 1.

f i —J I e"2 -< ; e2*2 +  1 \d z \  =

=  | I Je-*"?«001 ̂  <  1.

Ebben az a jól ism ert eredmény jut kifejezésre, hogy bár
m ely folytonos függvény FouRiER-sora —  amennyiben konver

gens — az x  =  0, ill. .t  =  27t helyeken ^ ^ ~ —^--höz kon- 

vergál.
2. A %(z) =  eaz(z +  h), </>(z) =  e~a2(z—h), (a > 0 , h >  0) eset

nek megfelelő exponenciális sor:

A*)'
h

2(1 +aA)

a?* oo

2a/ív—sin 2a/«,J f ( t )  cos /Lv(x —t)d t,

hol //,, jUj, . . .  xen d re a z + ú  tg- a z = 0  egyenlet pozitív gyökei.17 
A határintervallum : x x — x 0 — 2a. Ez a hővezetés elméletében 
fontos szerepet játszó sor már FoimiER-nál szerepel, termé
szetesen  konvergencia-bizonyítás nélkül.

3. Fenti példánk — valamint a FouRiER-sor — speciális 
esete  a következőnek : y(z) =  G(z)eaz, cp(z) =  H (z) e~az, ahol 
G(z) és H (z) két megegyező fokszámú polynom. A Fourier-sot 
esetében alkalmazott bizonyítás mintájára itt is meggyőződhe

ti
1 7  P ic a r d , Traité d’analyse t. II. (3* éd.) pp. 198—203.
Matematikai és Fizikai Lapok XLV*
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tünk arról, hogy feltételeink ki vannak elégítve, ha x 1—x 0= 2 a
. , 1 H(z)es í =  -7-  =  hm •■L Cr (Z)

Látjuk e példa révén, hogy bármely FouRiER-sorba fejthető 
''(ít)-hez, mely nem tűnik el a határintervallum mindkét vég
pontján, található oly exponenciális sor, mely a határintervallum 
belsejében f(x)-hez konvergál, ellenben az intervallum egyik 
végpontján előre megadott értéket vesz fel.

4. Érdekes sort nyerünk midőn
1

X (2) = j e u<p (t) dt, íf,(z) =  ~ x  (—z)>

ahol <p(t) (0, l)-ben differenciálható függvény. Feltéve ezenkívül 
— a számolás egyszerűsítése végett — hogy <p (0) =  0, <p( 1) =  1, 
könnyen beláthatjuk, hogy feltételünk ki van elégítve. ;f(z)-t és 

parciálisán integrálva:

x(z) — — ez — — j e zt<p'{t)dt, <p(z) =  — e~z---- — fe~ztp'(t)dt.
£> 2 ö 2 2 0

1
e r z — J e ~ z t <p'dt

n{z) ez —
ez+ e~ z — J'(ezt - e ~ zt)<p'dt

<

1 +
< íw dt

1 — e~tz —J[e~(1_t)* +  e~<1+t)*] <p'dt

A nevezőben szereplő integrál, fentebb alkalmazott segédtéte
lünk következtében, egyenletesen zérushoz tart. Látható tehát,

hogy
7t(Z)

egyenletesen korlátos, ha ze {Kn}; p„=7r|n-b

A megfelelő exponenciális sor:

f(x)

A
j  <pdt

_0____
1

2 [ t<pdt 0

A

^  j<P cos n,tdt 1 
j  f(t) dt +  -h---------- ---- Jf(t) cos t±Áx—t)dt

V_1 ft<P COS flytdt ő

ahol 0, ± fiv az fp (t)  sin ztdt =  0 egyenlet gyökei.
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Alkalmazzuk eredményünket f(x) =  <p (x)-re:

<p(.i) —

OO

cos fiytdt
0

cos f.lxx  ;

0 <  x  <  1 ,  cv — Jy> (t) cos [x,tdt.

Egyenlőségünk mindkét oldalát xtp(íc)-szel szorozva, képezzük 
íc[$p(£c)]2 határozott integrálját a (0, 1) intervallumon. Figye
lembe véve mármost, hogy a fenti sor részletösszegei — amint 
arról könnyen meggyőződhetünk 0 <  x  <  1 -re egyenletesen kor
látosak, az integrációt a jobboldalon tagonként végezhetjük:

j x  [<p(x)]Mx =  +
o »=1

Ezzel figyelemreméltó egyenlőséget nyertünk, mely emlékez
tet a PARSEVAL-formulára.

5. Eddigi példáinkban n(z) gyökei növekvő abszolút értékkel 
a képzetes tengely felé közeledtek. Most egy más típusú expo
nenciális sort tekintünk. Legyen

%{z) — ez cos z, <p (z) — — e ~z sin z.

7r(2;)-nek ebben az esetben végtelen sok valós gyöke van, amit 
rögtön beláthatunk, ha meggondoljuk, hogy a n(z) — 0 egyen
let, gyökeit illetőleg, a tg z =  eiz egyenlettel aequivalens.

Be kell bizonyítanunk, hogy n(z) feltételeinknek eleget tesz.
tg z

l —e - ^ t g z
alkalmasan választott {Kh} halmazon korlátosak,

Ehhez csak azt kell megmutatnunk, hogy 
' ctg z '
1 ctg z

amit — ismét a FouRiER-sor esetében követett eljárást alkal
mazva — nem nehéz belátni.

Fejes László.

9*
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SUR LES SÉRIES EXPONENTIELLES DE CAUCHY.

On trouve dans un mémoire de C auch y  1  une application remarquable 
du calcul des résidus se rapportant ä certaines séries qui renferment 
comme cas particulier le développement en série de F o u r ie r . C’est 
M. P ic a r d  2  qui a donné une demonstration rigoureuse de la conver
gence de ces séries —  appelées séries exponentielles de C a u c h y .  Mais 
sa démonstration n’est valable que dans le cas particulier oú la fonc- 
tion génératrice est a variation bornée.

J’ai fa it—  dans une Note des Comptes Rendus8  — la remarque que 
la série de C auchy  d’une fonction f'(x) intégrable au sens de M. L ebesgue 

est certainement convergente pour chaque valeur de x, oú la série de 
F o u r ie r  de f(x )  converge.

Dans cet article nous donnons en premier lieu —  aprés une intro
duction historique —  une définition des séries exponentielles de C auchy  

moins restrictive que celle de C auchy— P ic a r d . N o u s  démontrons ensuite 
sous cette condition plus générale Véquiconvergence des séries de 
C auch y  avec les séries de F o u r ie r .

Nous faisons ensuite une recherche sur la convergence fo u r  les 
extrém ités de «l’Intervalle lim ité» et de mérne sur Vin tegration  terme 
á term e  des séries exponentielles.

Nous terminons par plusieurs exemples qui nous éclairent sur le 
caractére général de la classe de séries dönt nous nous sommes occupé 
dans cet article.

Ladislas Fejes.



A KIVÁLASZTÁSI AXIÓMÁRÓL ÉS VELE KAPCSOLATOS 
KÉRDÉSEKRŐL.

B ev ezetés .
A kiválasztási axiómát a maga általánosságában először 

E. Zermelo mondotta ki és használta fel a jólrendezlietőségi 
tétel bizonyítására.1 Dolgozataiban az axiómát lényegileg a 
következőképpen fogalmazza meg:

Ha S  páronként közös elem nélküli, nem üres H  halma
zokból álló halmaz, akkor létezik olyan K  «kiválasztási hal
m az», amely minden H-ból tartalmaz egy és csakis egy elemet 
és más elemet nem is tartalmaz.

Bár első pillanatra ez az axióma magától értetődőnek lát
szik, a valóság gz, hogy már megszámlálható sok H  halmaz 
esetében sem adható meg általában a K  kiválasztási halmaz, 
ami egyszerűen annyit jelent, hogy általában nem adható meg 
olyan elv, amelyik megmondaná, hogy egy adott if-nak melyik 
eleme van a /f-ban. Ezt máskép is megfogalmazzuk. Egy halmaz 
a CANTOR-féle értelemben akkor van definiálva, ha akármilyen 
elemről eldönthető, hogy eleme-e a halmaznak, vagy sem. 
K definíciója folytán részhalmaza az 272-nak. Az axióma azon
ban még nem nyújt eljárást, amellyel eldönthetnénk, hogy ha 
valamely e eleme a 272-nak, akkor egyúttal eleme-e a if-nak, 
vagy pedig nem.

Megkell azonban jegyezni, hogy amellett, hogy ekkora nehézsé
get rejt magában ez az axióma, másfelől — amint azt S ierpinski

1  E. Z erm elo  : Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. 
Math. Annalen. Bd. 59. p. 514—516; továbbá E. Zerm elo : Neuer Beweis 
für die Möglichkeit einer Wohlordnung. Ugyanott. Bd. 65. p. 107—128.
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több helyen is megmutatta2, 3 — nagy szerepet visz nemcsak a 
szorosan vett halmazelméletben, hanem az analízisben is.

Az is igaz viszont, hogy ezek miatt a nehézségek miatt 
nagyon sok matematikus csak a^áxióma legegyszerűbb (1. alább) 
és az analízis felépítéséhez elkerülhetetlen alakjait használja 
fel. Természetesen még ekkor is fennmarad a törekvés, hogy 
tisztázzuk: mikor nélkülözhető a használata és hol elkerülhe
tetlen. Arról, hogy egy tételnek a bebizonyításához az g^ióma 
használata tényleg elkerülhetetlen, csak úgy győződhetünk meg, 
hogy kimutatjuk, hogy e tételből következik az axióma.

Az analízis felépítéséhez — ha eltekintünk egy-két bizarrabb 
kérdés megoldásától (pl. függvényegyenleteknek nem-folytonos 
megoldása; nem-mérhető halmaz létezése; stb.) — elégséges, 
ha a következő, lényegesen enyhébb posztulátumot fogadjuk e l : 

Z  posztulátum. Ha

• * * Hn, . . .

páronkint közös elem nélküli nem üres halmazok sorozata, 
akkor van olyan

• • •

elem,sorozat, hogy en&En, minden n-re.
Sierpinski megmutatta, hogy a fenti célra még ennyit sem 

kell kikötni. Ő a Z  helyett ezt mondja k i:4 
P  posztulátum. Ha

E\, Í'JJ ■ • • Eyi, • • .

páronkint közös elem nélküli nem üres halmazok sorozata, 
akkor van olyan

e*, e \,...e ít,...

2  W. Sierpinski : L’axiome de M. Zermelo et son rőle dans la Théorie 
des Ensembles et l’Analyse. Bull. de l’Ac. des Sciences de Cracovie. 1919. 
p. 97—152.

3  W. Sierpinski : Leoons sur lesj nombres transfinis. Paris (Coll. Borel). 
p. 103—138.

4  W. Sierpinski : 1. c. 2 p. 119.



végtelen elemsorozat, hogy különböző indexű elemek különböző 
Ei halmazokba tartoznak (de nem szükséges, hogy a sorozat
ban minden En-bői legyen elem).

Bizonyos esetekben még ezt is lehet enyhíteni, ha a követ
kezőket posztuláljuk:

V  posztulátum. Legyen

E-,, Ê , * • • En, • • •

páronkint közös elem nélküli nem üres halmazok sorozata, 
akkor van olyan

V V V

véges halmazokból álló sorozat,5 hogy Vna E n és végtelen sok 
Vn *  0.6 7

Hogy V  enyhébb, mint a P , azt valószínűvé teszik A. 
F raenkel 7 vizsgálatai, amelyek szerint véges számosságú hal
mazokra is posztulálnunk kell általában a kiválasztás lehető
ségét, de ez a posztulálás kevesebb a nem-végesekre vonatkozó 
posztulátumnál. Megfordítva azonban minden külön posztulálás- 
tól függetlenül világos, hogy P  —» V. 8 9

Ezekután megmondjuk, hogy mi a dolgozatunk célja. Veress 

P ál egyik munkájában0 két tételt mutatott ki az állítássoro
zatokra vonatkozólag, amelyekből a valós függvénytan rendkívül 
sok tétele következik. Bizonyításához felhasználta a Z ermelo- 

axióma Z  alakját. Minthogy e tételeknek ilyen távoli következ
ményei vannak, azt hiszem nem érdek nélkül való, hogy meg
vizsgáljuk, mennyiben kell kihasználni a kiválasztási posztulá-
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5  Nem szükséges azonban, hogy a Fn-ek számossága egyenletesen 
korlátos legyen.

6  f f  =  0 azt jelenti, hogy H üres; K c  M pedig azt jelenti, hogy K 
részhalmaza az M-nek.

7  A. Fraenkel : Sur une atténuation essentielle de l’axiome du choix. 
Comptes Rendus. Paris. t. 192. p. 1072.

8  A  —* B  azt jelenti, hogy az A  tételből következik a _B tétel.
9  P. Ve r e ss : Über eine Beweismethode in  der Theorie der abstrakten 

Räume. Acta Szeged. Bd. VI. 1932. p. 34—45.
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tumot. Bebizonyítjuk, hogy az első állitássorozat-tétel aequi- 
valens a F-vel; mig a második állitássorozat-tétel az m- 
dimenziós euklidesi tér esetében független a (Z, P , V)-től.i0

Kimutatjuk továbbá, hogy Cantor szorzat-tétele (Durchschnitts
satz), m eg a BoREL-tétel a folytonos állítássorozatok tételével 
aequivalens. Végül Cantor tételének és a félig-folytonos függ
vényekre vonatkozó két tételnek az aequivalenciájáról lesz szó.

1. 8.

Ismeretes a következő tétel: 11
T x tétel. Legyen E  az e elemeknek valamely halmaza és 

Ẑ-11 Ag, * ' * A-n* • • •

az e-kre értelemmel bíró állításoknak12 13 * * egy monoton18 soro
zata. H a E  olyan tulajdonságú, hogy

1. minden e-hez tartozik a sorozatban egy A„ állítás, amely 
e-re érvényes,

2. az E minden E' végtelen részhalmazához található egy 
olyan á llítá s: Am, am ely E' végtelen sok elemére érvényes,

akkor van a sorozatban olyan AN állítás, amely az E  hal
maz minden elemére érvényes.

A következőkben bebizonyítjuk, hogy a Tététel és a V  
posztulátum egymással aequivalens.

Hogy V —yT„  azt az idézett bizonyítás egy csekély módosí
tásával így mutathatjuk meg:

Legyen
A i, A%,.. .  A n, . . .

10 ( Z , P , V) jelenti a Z, P  és V  posztulátumok akármelyikét.
1 1  V e r e s s  Pál : Valós függvények (Budapest) p. 35.; továbbá 1. c . 9  

p. 35.
1 2  Az A állításnak akkor van értelme egy e elemre, ha vagy az áll 

fenn, hogy A érvényes az e-re vagy az, hogy nem.
1 3  Egy állítássorozatot akkor mondunk monotonnak, ha abból, hogy

e-re az An állítás érvényes, következik ugyanarra az e-re minden nagyobb
indexű állítás érvényessége is.
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egy monoton állitássorozat és E  oly halmaz, amelyre teljesül
nek a T 1 tétel követelményei. Jelölje En azoknak az elemeknek 
a halmazát, amelyekre az első érvényes állítás A„. Ilyen módon 
kapunk egy halmazsorozatot:

fi-v . . .  En, . ..

Ha csak véges sok En =4= 0, akkor van ezek között egy leg
nagyobb indexű: En. Az állítás a monotonitás folytán a 
kisebb indexű En halmazok minden elemére érvényes. Mint
hogy ekkor n >  N  esetében E„ =  0, ennélfogva

E =  Ex -f- Et +  • • • -f- En-

Tehát An érvényes az E  összes elemeire.
Elég tehát azt megmutatnunk, hogy az

Eu Ev . . .  En, . . .

halmazsorozatban nem lehet végtelen sok nem-üres halmaz. Ez 
a tény pedig a P posztulátum segítségével nagyon egyszerűen 
következik, mert ha végtelen sok En 0 volna, akkor volna 
V  szerint egy

V V V

halmazsorozat a posztulátumban megjelölt tulajdonságokkal. 
2'Vn =  E  ekkor i?-nek egy végtelen részhalmaza. De a T x- 
tétel 2. követelésével ellentétben az állítássorozat bármely A m 
tagja ennek az E '-nek csak a

4------b

véges részhalmazára volna érvényes. Az ellentmondásból követ
kezik, hogy csak véges sok E„ =1= 0 van.

Ezzel az aequivalencia első felét be is bizonyítottuk.
Be kell még bizonyítanunk, hogy T x —> V. Legyen

Ag,. . .  En,...

egy páronkint közös elem nélküli, végtelen sok nem üres hal
mazból álló halmazsorozat és tegyük fel, hogy a F  posztulátum
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erre nem teljesül. Ha a Tt-et helyesnek fogadjuk el, akkor az 
utóbbi feltevés ellentmondáshoz, vezet.

oo
Tekintsük ugyanis az E ~ ^ E n halmazt. Az E  halmaz e

í
elemeire vonatkozólag az »-edik állítás legyen az, hogy14

e E (E1 +  ű 2 -b • • • +  En).

Az így definiált állítássorozat monoton, mert ha e-re tel
jesül az

e E(E1 +  E% H------b En)

állítás, akkor világos, hogy teljesül rá az

e £(E1 +  ű 2  -\-------b En -+-------b En+J

állítás is minden p  >  1-re.
Az E  halmaz eleget tesz a Tététel 1. feltételének, mert e 

akkor lehet eleme az űrnek, ha eleme valamelyik ű„-nek, de 
akkor teljesül rá az

e E (E1 +  Et H----- b En)

állítás. Eleget tesz azonban az £  a második feltételnek is, mert 
ha E' egy végtelen részhalmaza az ű-nek, akkor kell, hogy vala
melyik Em-bői végtelen sokat tartalmazzon. Ha u. i. akármelyik 
ű„-ből csak véges sokat tartalmazna, akkor ű'-nek véges hal
maznak kellene lennie, mert feltevésünk szerint nincs olyan 
halmaz, amely végtelen sok ű n-ből tartalmazna úgy elemet, 
hogy mindenikből legfeljebb véges sokat tartalmaz. Ha pedig 
ű m-ből végtelen sokat tartalmaz, akkor az Am állítás, vagyis 
az, hogy

e E (űj -b Et -\------b Em)

legalább ezekre az elemekre, tehát végtelen sokra, érvényes; 
azaz teljesül a tétel 2. követelése is.

De akkor a T t szerint van olyan A n állítás, amely E  min
den elemére teljesül, azaz E  minden elemére érvényes az

e E (űj +  ű 2 -1----- b En)

1 4  e e H  azt jelenti, hogy e eleme a H  halmaznak.
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állítás. Ez feltevésünkkel ellentétben azt fejezi ki, hogy az

E^ í > ' * '

sorozatban csak véges sok E„ 4= 0 van.
Abból a feltevésből, hogy V  az adott halmazsorozatra nem 

teljesül, a T , segítségével ellentmondáshoz jutottunk, tehát 
T t —>F.

Ezzel állításunkat teljesen bebizonyítottuk.

2 . § .

A Tététel esetében — az 1. és 2. feltételek teljesülésén 
kívül — nem kötöttünk ki semmi tulajdonságot az E-re vonat
kozólag. Ha az E-ről kikötjük, hogy az elemei egy Hausdorff- 
féle térnekir> a pontjai és azonkívül az E  kompakt és zárt, 
akkor a 2. követelést helyettesíthetjük a következővel:

Ha az E  halmaz egy e pontjára érvényes az An állítás, 
akkor az e ponthoz tartozik egy nem kisebb indexű A n+P állí
tás és egy környezet úgy, hogy ebben a környezetben E  minden 
pontjára érvényes az A n+P állítás.

Ha a kompakt és zárt E  halmazhoz tartozó állítássorozatra 
teljesül ez a feltétel, akkor az állítássorozatot folytonosnak 
mondjuk.

Az állítássorozat folytonosságából és az 1. feltétel teljesülé
séből következik a 2. feltétel. Ezt így láthatjuk b e : 16

Ha E' az E-nek egy végtelen részhalmaza, akkor van ennek 
legalább egy torlódási helye, s és ez eleme E-nek. Van tehát 
s-re egy érvényes állítás a sorozatban: An. A folytonosság miatt 
van azonban olyan A„+p állítás és olyan környezet, amelynek * 10

15  A  HAUSDORFF-féle t é r  o ly a n  to p o lo g ik u s  t é r ,  a m e ly b e n  a  k o n v e r 
g e n c iá n  k ív ü l  a  k ö r n y e z e t  i s  é r t e lm e z v e  v a n  ú g y , h o g y  az e le g e t  t e s z  a 
HAcsDORFF-féle k ö r n y e z e t -p o s z tu lá tu m o k n a k . M e g jeg y ezzü k , h o g y  a  H a u s d o r f f - 
f é le  tér  h e ly e t t  le h e t n e  az  a lá b b ia k b a n  m in d e n ü t t  FRÉCHET-féle L - le r e t  
m o n d a n i (a h o l  p e d ig  c sa k  a  k o n v e r g e n c ia  v a n  é r te lm e z v e ) .

10  V e r e s s  : Valós fü g g v é n y e k , p. 36.
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minden A-hez tartozó pontjára érvényes az An+P. De s akár
milyen környezetében A'-nek végtelen sok pontja van, ami 
éppen a második feltétel teljesülését jelenti.

Ezek szerint kimondható a következő té te l: 17
T^-tétel. Ha az E  kompakt, zárt halmaz minden pontjára 

érvényes az
.11, -dg,. . . An, * • *

■monoton és folytonos állítássorozat valamelyik állítása, akkor 
van köztük olyan An állítás, amely E minden pontjára 
érvényes.

Azt állítjuk, hogy az m-dimenziós euklidesi térre vonat
kozólag a Tététel a (Z, P , V)-tő\ függetlenül is igaz.

Legyen E  az m-dimenziós térnek egy kompakt, zárt halmaza. 
Teljesüljenek E-re a T2 követelései és jelölje az

Aj, Aa, • • • E„, . . .

halmazsorozatban E„ azoknak az elemeknek a halmazát, ame
lyekre az első érvényes állítás A„. A bizonyításhoz elég ki
mutatnunk, hogy csak véges sok E„ 4= 0.

Az m-dimenziós térben minden E„ 4= 0-hoz hozzá lehet 
rendelni az A-ből egy jóldefiniált pontot .s„-et a következő
képpen :

Tekintsük a térnek azokat a pontjait, amelyeknek első koor
dinátái egyenlők az A’„-ben lévő pontok első koordinátáinak 
az alsóhatárával. (Hogy ilyen alsóhatár létezik, az az E„ 4= 0 
halmazok kompaktságából következik.) A tér ilyen tulajdonságú 
pontjai között vannak olyanok, amelyek az A„-nek vagy izolált 
pontjai, vagy pedig torlódási helyei. Ezek a pontok minden
esetre elemei az A-nek, mert A  zárt. Legyen ezeknek a pontok
nak a halmaza A„, i c  E. Ha A’n, j csak egyetlen pontot tartal
maz, akkor ezt rendeljük A„-hez. Ha többet, eljárásunkat meg
ismételjük az EU} i halmazra és a második koordinátákra, é. i. 
t . ; legfeljebb m  lépésben eljutunk egy olyan A„. *--hoz (k <  mi),

l ~  V. 5. 1. c. 18 p. 36.
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amely csak egyetlen s„ pontból áll és ez a pont eleme A’-nek. 
Ezt a jóldefiniált pontot rendeljük az AVhez. Az s„-nek még 
az a tulajdonsága is megvan, hogy vagy magára s„-re, vagy 
pedig s„ akármilyen kis környezetében lévő pontokra A„ az 
első érvényes állítás.

Ha most feltesszük, hogy végtelen sok E„ 4= 0 volna, akkor az

TT /<’ /T 1-‘\y 2̂?* * • I-'n>• • •

végtelen halmazsorozathoz tartoznék egy meghatározott

» 2̂? * * * • ■ •

végtelen pontsorozat úgy, hogy s„ e  E, minden «-re. Minthogy 
E kompakt és zárt, ennek a sorozatnak van torlódási helye. 
Egy ilyen torlódási helye legyen az s e  A’. Ekkor azonban tar
tozik s-hez egy rá érvény es állítás A„. De akármelyik állítás 
legyen is az A n+I„ nem található hozzá olyan környezet, amely
ben A’-nek minden elemére érvényes volna az An+I,. Ugyanis 
s minden környezetében vannak olyan pontok, amelyekre, vagy 
amelyek környezetében lévő pontok valamelyikére az első érvé
nyes állítás nagyobb indexű, mint An+P. Ez pedig ellentmondás
ban van a folytonossággal.

Korollárium. A ponthalmazok és a valós függvények elméleté
nek azok a tételei, amelyek a T3 tételből következnek, az 
m-dimenziós euklidesi tér esetében függetlenek a Z, jP , V  
posztulátumoktól.

Megjegyzés. A V  posztulátummal igazolható, hogy ha a T t 
tétel 2. feltevése teljesül egy HAusDORFF-féle térben lévő kom
pakt, zárt halmazra és egy állítássorozatra, akkor az állítás
sorozat egyúttal folytonos is.

3. §.

A HAUSDORFF-féle térre vonatkozólag Cantor szorzat-tétele és 
a Ta-tétel egymással aequivalens.

Cantor szorzat-tétele így mondható k i:



EGYED LÁSZLÓ LEVENTE.142

C-tétel. Ha
Aj , E ,̂ • . . En, • • •

egy halmazsorozat a következő tulajdonságokkal:

1. Et z> E3z> .. .  
i .  Et kompakt,
3. minden n-re En zárt és nem üres,

oo
akkor a halmazsorozat közös pontjainak a halmaza IIEn =  D

í
(vagyis a szorzat-halmaz) sem lehet üres.

Először megmutatjuk, hogy >C.18 Tegyük fel C-vel 
ellentétben, hogy D üres. Az E1 kompakt és zárt halmaz pont
jaira legyen az w-edik állítás az, hogy19

e e C (E n)

Ha D üres, akkor minden e-re van egy érvényes állítás. Az 
állítások monotonok és — minthogy az En-ek zártak — egy
úttal folytonosak is. Van tehát T% szerint egy An állítás

e& C  (En),

amely Et minden pontjára érvényes. Ez pedig a C  3. tétételé
vel ellentétben azt jelentené, hogy En üres, hacsak n >  N.

Most mutassuk meg, hogy C '-*T Í. Legyen az E  kompakt, 
zárt halmaz minden pontjára érvényes az

Aly A%t * * * An, . . .

monoton és folytonos állítássorozat egy-egy állítása és jelölje az

E], Ej >• * . * Eyi, . • .

halmazsorozatban En azoknak a pontoknak a halmazát, ame
lyekre az első érvényes állítás An. Annyit kell csak bebizonyí
tanunk, hogy csupán véges sok En =t= 0 van.

1 8  V. ö. 1. c. 1 6  p. 38.
1 9  C(H) jelenti a H halmaz komplementer halmazát.
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Ha végtelen sok volna, akkor képezhetnénk a következő 
halmazsorozatot:

> ^2» • ■ • • • •
ahol

S n — E n +  -E'n+i +  ■— b H n (Ei).

Itt H n {Ei) jelenti az E n +  En+\-\—  halmaznak azokat a torló
dási helyeit, amelyek az E t +  E t  H------b E n~\ halmazban van
nak. Az

Aj, Â ,. . .  An» ■ • •

halmazsorozatra teljesülnek a C  követelményei, mert
1.. S 1 z> 3  . . .  az A„-ek szerkesztése szerint ;
2. S 1 =  E ± +  E%-\-----b E n-\—  =  E  a feltétel szerint kompakt

és zárt;
3. a szerkesztés szerint minden S n zárt, továbbá (minden 

n-re) S n =f= 0, különben csak véges sok En =b 0 volna.
Mégis ellentmondásban a C-vel a szorzat-halmaz üres; mert 

ha e pontja az A-nek, akkor tartozik e-hez egy rá érvényes 
állítás i „  és — a folytonosság miatt — van hozzá egy kör
nyezet meg egy An+P állítás, amely ebben a környezetben lévő 
minden e& E -re  érvényes. Ekkor azonban S n+P ezt a pontot egy 
egész környezetével együtt nem tartalmazhatja. Tehát bármely 
pontja is e az A'-nek, D -nek nem lehet pontja, azaz D  üres.

Az ellentmondás abból származott, hogy feltettük, hogy vég
telen sok E n 4= 0. Ezzel pedig igazoltuk, hogy C —*

Korollárium. T.± az m-dimenziós térben független a (Z , JP, 
V)-tő\ (amint azt az előző paragrafusban közvetlenül is 
bebizonyítottuk), mert Sierpinski kimutatta,20 hogy a Cantor- 
tétel az m-dimenziós térre tényleg független.

4. 8.

A HAUSDORFF-féle tér esetében a BoREL-tétel és a egy
mással aequivalens.

20 W . Sierpinski: Un théorém e sur les ensembles termés. Bull. de 
l’Ac. des Sciences de Cracovie. 1918. p. 49—51.
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Borel befödési tétele a következő:
B  tétel. Ha egy kompakt, zárt halmaz befödhető az

Mv Mv . . .

nyílt halmazok egy végtelen sorozatával, akkor befödhető közülök 
véges sokkal is.

1. Ta-bői folyik a B .2i Ugyanis legyen az E  kompakt zárt 
halmaz pontjaira az w-edik állítás az, hogy

ee(M 1 +  Ma +  — + M J .

Világos, hogy az állitássorozatunk monoton. De folytonos is, 
mert ha ee(M , +  Ma —. . .  Mn), akkor e-nek egy kis környeze
tére is igaz ez az állítás, tekintve, hogy Mt +  Mt -\----- (- Mn
nyílt halmaz. Van tehát olyan An, azaz

e €l(M1 -j- Mt -\------\- Mn)

állítás, amely E  minden pontjára érvényes. De ez éppen a Borel- 
tétel.

2. Hogy B  —> T t, az szintén ilyen könnyen következik. 
Legyen ismét

Alt As, . . .  An, . . .

egy monoton, folytonos állitássorozat és E  oly kompakt, zárt 
halmaz, amelynek minden pontjára van a sorozatban egy érvé
nyes állítás. Jelölje továbbá En c  E azoknak a pontoknak a 
halmazát, amelyekre A„ az az első érvényes állítás, amelyhez 
már tartozik olyan környezet, hogy űrnek minden ebben a 
környezetben lévő pontjára is érvényes ez az állítás. így kap
juk az

E*.. . .  En, • • •
halmazsorozatot.

Az En halmaznak azok a környezetei, amelyekben E  pont
jaira An érvényes, adnak egy nyílt halmazt, Mn-et, amely tartal
mazza E„-et. Ilyen módon kapjuk a nyílt halmazoknak egy 

Mv Mv . . .  Mn, . . .

21  V. ö. 1. c .  9  p . 3 7 - 3 8 .
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sorozatát, amelyek befödik a kompakt és zárt E  halmazt. De 
akkor a BoREL-tétel szerint E-t befödi ezek közül véges sok:

Mv . . .  Mn

is. Az Ajv állítás viszont akkor E  minden pontjára érvényes.
1. Korollárium. Cantor szorzat-tétele és Borel befödési tétele 

egy HAUSDORFF-féle térben egymással aequivalens.22
2. Korollárium. Kompakt, zárt halmazon mindenütt folytonos 

függvény egyenletes folytonosságának bebizonyításához nem 
szükséges a Borel— LEBESGUE-tétel, hanem elégséges maga a 
BoREL-tétel is. (U. i. az egyenletes folytonosság-tétele rögtön 
következik T2-ből.)

5. 8.

Ismeretes, hogy a torlódási helyet — és ennélfogva a zárt 
halmazt is — kétféleképpen szokás definiálni:23

a. A t pontot az E  halmaz torlódási helyének nevezzük, 
ha a t bármely környezetében van E-nelc t-től különböző 
pontja is.

a*. A t pontot az E halmaz torlódási helyének nevezzük, 
ha van az E  halmazban olyan av  av . . .  On, . . .  pontsorozat, 
amely a t-hez tart.

E két definíció egyezését csak a P  posztulátummal lehet 
igazolni. Viszont az a és a* definíciók aequivalenciája, amint 
azt S i e r p i n s k i  megmutatta, maga után vonja a J*-t.24

Hasonlóképpen két definíciót lehet adni a félig-folytonosság- 
nak is (pl. felülről-folytonosság esetében):

ß. Az f(x) függvény felülről folytonos az x 0 helyen, ha 
minden 0 <  e-hoz van olyan környezete az x0-nak, hogy ebben 
minden x  pontra

fix) <  f{x0) +• e.

2 2  Ez a korollárium speciális t^ete Saks egy tételének. V. ö. Saks : 
Sur l’équivalence de deux théorémes de la Théorie des ensembles. Funda- 
menta Mathematicae. Tome II. p. 1—3.

2a V. ö. 1. c. 2  p. 119.
2 4  V. ö. 1. c. 2  p. 120-121.

Matematikái ós Fizikai Lapok. XLV- 10
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3*. Legyen av  a2, . . .  a„,. . .  egy tetszőleges sorozat, amely 
az x0-hoz tart. Az f(x) függvény felülről folytonos az x 0 helyen, 
ha minden 0 <  s-hoz és minden x 0-hoz konvergáló sorozathoz 
van olyan N, hogy valahányszor n >  N, mindannyiszor

f (««) <  fix,) +  e.

A helyzet — amint azt majd megmutatjuk — itt is ugyanaz, 
mint a torlódási hely esetében, azaz ß  és ß* akkor és csak 
akkor aequivalens, ha elfogadjuk a .P-posztulátumot. 

Ismeretesek továbbá a következő tételek:
T g. Kompakt zárt halmazon felfelé (lefelé) folytonos függ

vények felülről (alulról) korlátosok.
T 4. Kompakt zárt halmazon minden felfelé (lefelé) folytonos 

függvény értékkészletének Wexersirass-féle felső- (alsó) határát 
fel is veszi.

Érdekes, hogy akár az a és ß, akár pedig az a* és ß* defi
níciókat fogadjuk el, következik, hogy e három téte l: C, T a 
és T i egymással aequivalens.

Lássuk be először, hogy C —>Tg és C —>T4. Ez azonban 
szinte magától értetődik, mert az előbbiek szerint O ből folyik 
a T3. Ebből viszont tüstént következik T s is és T i is.25 

Bizonyítsuk most be, hogy T3—*-C. Legyen 

E  =  Exz> E^zz Eszz . . .

egy halm asorozat, am elyekre te ljesü lnek  a CANTOR-tétel követel
m ényei, de

]J  En — D — 0
i

és definiáljuk E-n a következő függvényt: A-nek az (En—En+i) 
pontjaiban legyen (minden n-re)

f{x) -  n.

Világos, hogy ha D =  0, akkor

■E1— (-Ej — Ef) +  (A2—A’g) -|------ (- (En—En+1) H—

2 5  V . ö . 1. c . 1 6  p . 4 6 — 4 7 . é s  p . 77 .
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ahol végtelen sok (En—En+i) 4= 0, különben 1) 4= 0 volna. A fenti 
függvény felülről folytonos, mert — ha elfogadjuk az a és ß 
definíciókat — bármely íc0-nak van /?-nak megfelelőleg olyan 
környezete, hogy abban minden íc-re

f(x) <  f(x0) +  e.

U. i. x 0 pontja valamelyik {En—En+1) halmaznak, mert kell, 
hogy legyen egy első olyan En+l, amelynek x0 már nem pontja, 
különben D 4=0 volna. Ha x  olyan, hogy x £ (E k ~ £*+i), ahol 
k < ,n , akkor a feltétel teljesülése nyilvánvaló. a;0-nak van azon
ban olyan környezete, hogy abban nincs már olyan x, amely 
olyan (Ek—Ek+i) halmaznak volna az eleme, amelyre k > n .  
T. i. ha nem volna, akkor a szerint x0 torlódási helye volna 
az üfe-nak (k >  n), tehát x0 nem lehetne pontja az (En—En+i) 
halmaznak, mert Ek zárt és részhalmaza az .É^+i-nek.

Az a* és ß* definíciók szerint pedig az f(x) felülről-folyto- 
nosságát így láthatjuk b e : Tegyük fel, hogy az

X0 ^ En +1)

helyen f(x) nem volna felülről folytonos. Ez azt jelenti, hogy 
van olyan sorozat, hogy bár

1̂? * • •» • • • *" 4)’

mégsem lehet hozzá találni olyan N-et, amelyen túl az

/■(«■«) < f ( x )  +  e

egyenlőtlenség fennállana, azaz a sorozatnak van egy rész
sorozata

Ui, U 2 • • . ., Ojfij • • . P '̂ o*

amelyiknek minden tagja eleme az £V,+1-nek. De akkor kell, 
hogy xc£ E n+1 legyen, mert En+i zárt a* szerint, azaz fel
tevésünkkel ellentétben az x0 nem lehetne eleme az (E„ — En+Í) 
halmaznak.

Ha pedig f(x)  felülről folytonos az E  kompakt zárt halmazon, 
akkor T 3 szerint kellene, hogy f(x) egyúttal felülről korlátos

10*
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legyen, holott akármilyen nagy G számhoz van az E'-ben olyan 
x  pont (pl. az (En—En+i) halmaz akármelyik pontja, hacsak 
n >  G \  hogy

Az ellentmondásból következik, hogy D nem lehet üres.
Még azt kell megmutatnunk, hogy T t —yC. Ezt a bizonyítást 

pontosan úgy végezhetjük, mint az előbbit, azzal a különbség
gel, hogy itt legyen

minden n-re. Ha C  nem volna igaz, akkor a T t-gyel ellen
tétben kimutatható volna, hogy az Et kompakt zárt halmaz 
minden pontjában felülről folytonos f{x) függvény a halmazon 
nem venné fel felső határát, az 1-et.

Megmutatjuk még, hogy ß  és ß* definíciók aequivalenciája 
maga után vonja a _P posztulátumot.26 A bizonyítást lineáris 
térben végezzük, de ugyanolyan könnyen megy w-dimenziós 
térre is.

egy halmazsorozat, amelyre tegyük fel, hogy nem teljesül a P , 
míg ugyanakkor Az adott halmazsorozat, minden tagját
egyértelműen beletranszformálhatjuk a (0, 1) intervallumba. 
E„-re a transzformációs formula lehet27

A (0, 1) intervallumban definiálhatjuk a következő függvényt: 
Ha x  képpontja a 1E„ valamelyik elemének, akkor legyen

2 6  Ezt a tényt a közönséges folytonosság esetében bebizonyította 
VV. S ie r p in s k i  1. c. 2  p. 130. 

a* V. ö. 1. e. 2  n. 120.

f(x) >  G.

ha
x  £(En En+i)

Legyen

í \ x ) =  1,
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különben legyen
0, ha x  racionális 

— 1, ha a: irracionális.

Ha P  nem teljesül a fenti halmazsorozatra, akkor ez a függ
vény az x  — 0 helyen felülről folytonos ß* szerint; mert akár
milyen sorozattal tartsunk is a zérus helyhez, a sorozatban 
végesszámú tag kivételével a pontok nem képpontok (különben 
P  teljesülne a képpontokra, tehát a sorozatra is) és ennélfogva 
egy bizonyos N  indexű tagon túl tényleg

Ellentétben azonban azzal a feltevésünkkel, hogy ß<—>ß*, az 
x  — 0 helyen az f{x) nem folytonos felülről ß szerint, mert 
az x  =  0 helynek akármilyen kis környezetében is vannak kép

pontok, ahol pedig f {x)— 1, tehát már e =  esetében sem

teljesül a ß által követelt egyenlőtlenség.
Ezzel bebizonyítottuk, hogyha ß<—>ß*, akkor kell, hogy JP 

is igaz legyen.

Legyen szabad végül ezúton is hálás köszönetét mondanom 
Veress Pál egyetemi m. tanár úrnak azért a jóindulatért, ami
vel munkámat kísérte. Az itt tárgyalt problémák is részben a 
vele való beszélgetés közben merültek fel.

Egyed László Levente.

ÜBER DAS AUSWAHLAXIOM UND MIT IHM 
ZUSAMMENHÄNGENDE FRAGEN.

In den Vorigen wurde der Zusammenhang einiger Fragen der reellen 
Funktionentheorie mit dem Auswahlaxiom untersucht.

§. 1. Nehmen wir das folgende Postulat (genannt V) an:
Sei

eine Folge von paarweise elem entfrem den , nicht leeren Mengen. 
Dann gibt es eine Mengentolge

( { ( i n )  <  ,'(0) +  e, ha n >  i1

* * *

F-n • * • '(n» • • •

V„ V*i>• ■ ■ (V«cL„)
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deren G lieder endlich viele Elemente enthalten, und fü r welche 
unendlich viele V„ von der Nullmenge verschieden sind.

Ferner ist der folgende von Herrn P. Veress stammende Satz 
bekannt:

Satz T j .  Sei
A^{e),. ■ • A n {e),. . .

eine m on o ton e 2 8  29 Folge von Aussagen u n d  E  eine Menge m it den 
folgenden E igenschaften:

1. zu jed em  Element e aus E  gibt es eine für e gültige Aussage 
An {e) aus der Folge,

2. zu  teder unendlichen Teilmenge E' von E  gehört eine Aussage 
Am (e), d ie  für unendlich viele Elemente von E' gilt.

Dann g ib t es in der Folge eine Aussage An  (e). die für alle 
Elemente von E  gültig ist.

Es wurde gezeigt, dass das Postulat V  und dieser Satz äqui
valent sind.

§ 2. Aus Satz T, folgt:
Salz Tt. Ist für jeden  Punkt der kom pakten, abgeschlossenen 

Menge E  eine Aussage der monotonen , stetigen  2 1 1  Aussagenfolge

At (e), A2 ( e ) , . . . An (e),. . .

gültig, so g ibt es unter diesen eine Aussage An (c), die fü r alle 
Elemente von E  gilt.

Dieser Satz ist im m-dimensionalen euklidischen Raum von dem 
Auswahlaxiom (auch von V ) unabhängig).

§ 3. Der CANTORSche Durchschnittssatz und der Satz 1 \  sind äqui
valent.

§ 4. Der Überdeckungsatz von Herrn Borel und sind äqui
valent.

§ 5. Für die halbstetigen Funktionen kann man folgende Sätze 
aussprechen:

Eine a u f  einer kom pakten , abgeschlossenen Menge nach oben 
(unten) stetige Funktion ist von oben (unten) beschränkt.

Em e a u f  einer kom pakten, abgeschlossenen Menge nach oben 
(unten) stetige Funktion n im m t ihr M axim um  (M inimum) in  dieser 
Menge an.

Wir bewiesen, dass diese Sätze bei den beiden gewöhnlichen Defi
nitionen der Abgeschlossenheit und der Halbstetigkeit mit dem C a n t o r - 
schen Satz gleichwertig sind.

L. Egyed.

2 8  Eine Aussagenfolge wird monoton genannt, wenn aus der Gültig
keit von An(e) diejenige von An + i(e) folgt.

2 9  Eine Aussagenfolge wird stetig geoannt, wenn zu jedem Punkt, 
aus E, für die eine Aussage An(e) gilt, stets eine Umgebung und eine 
Aussage An+P(e) so existiert, dass Än+p(e) für jeden Punkt dieser Um
gebung gültig ist (p >  0 ).



A KÉT BOLYAI MAROSVÁSÁRHELYI 
EREKLYE-MÚZEUMA.1

A nagymultú marosvásárhelyi református Kollégium, mely hamarosan 
fennállásának 400 éves jubileumát fogja megünnepelhetni, az 1937. év 
végén csendes házi ünnepség keretében nyitotta meg nagyértékű (40,000 
kötetet számláló) könyvtárában B olyai F a r k a s  (1775— 1856) és fia B olyai 

J áno s (1802— 1860) ereklyéinek gyűjteményét. Hosszú évek gyűjtésének 
eredménye e múzeum, melynek mostani méltó elhelyezését magának a 
Kollégiumnak, valamint lelkes barátainak (B ü r g er  D ezső , dr. C zakó  József) 

áldozatkészsége tette lehetővé, a K ováts B enedek  jelenlegi könyvtárőr buzgó 
támogatásával és gróf T eleki D omonkos készségével. A Bolyaiak kinyo
matott munkái és a rájuk vonatkozó irodalom mellett számos eredeti 
kézirat, levél, okirat, kép és használati tárgy van itt egybegyűjtve, ame
lyeknek megőrzése nemcsak kegyeletes, hanem egyszersmind kulturális 
cselekedet is.

Igen érdekes például itt látni azokat a kis térbeli (felhajtható) ábrá
kat, melyeket a Kollégium derék székely nyomdásza, K ali S imon —  

valószínűleg minden sokszorosító eljárás nélkül — egyenként metsze- 
gethetett ki B olyai F a r k a s  utasításai szerint Tentamen-]ének egyes 
példányai számára.

A Múzeum értékes darabja B olyai F a r k a s  koponyája, melyet apa 
és fiú 1911-ben történt exhumálása óta őriz kegyelettel a Kollégium. 
Ezt kiegészíti az a jólismert arckép, melyet S zabó  Jáno s festőművész 
készített B olyai FARKAs-ról, aki különben fiatal korában maga is feste- 
getett: egy önarcképét és két történeti tárgyú kompozícióját őrzi a 
Múzeum.

Igen jellegzetes az a levelezés, melyet apa és fiú (gyakran címzés és 
megszólítás nélkül, néha «Ön»-özve vagy «Kegyed»-ezve egymást) foly
tattak egymással színlapok hátán, gyászjelentések oldalán stb., mikor

1  Jelen ismertetés adatait Gulyás Ká r o ly  úrnak, a marosvásárhelyi ref. 
Kollégium nyug. tanárának, a marosvásárhelyi Teleki-könyvtár őrének kö
szönjük.
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mindketten egy városban, Marosvásárhelyen laktak. Ennek a levélanyag
nak rendezése egyébként még csak most van folyamatban.

B olyai F ark as használati tárgyai közül, amelyek a Múzeumban lát
hatók, felemlítjük a következőket. Kis hosszúkás festett láda, mellyel 
B olyai F ark as hat és féléves korában szülőfalújából, Bolyáról, elhagyva 
a szülői házat, az enyedi ref. Kollégiumba bevonult. Zöld csempékkel 
rakott kétméteres oszlopkályha, B o lyai F ark as  kályharakó mesterségének 
és füstemésztő kísérletezéseinek eredménye. Egy durván ácsolt, le sem  
nagyon gyalult szék, melyen ülve alkotta B olyai F a r k a s  matematikai és 
drámai műveit. Egy fapohár, melybe B olyai F a r k a s  verseinek hamvát 
gyűjtötte önkritikájának és szerénységének tanújeleképen.

Nem hiányoznak természetesen a Bolyai-Múzeumból annak az elkésett, 
de annál lelkesebb elismerésnek tanúbizonyságai sem, melyet abszolút 
geometriájával B o lyai J áno s aratott. Ez az elismerés, immár évtizedek 
óta, a geometria mindennyelvű irodalmában meg van örökítve. Hogy e 
siker, melyet B olyai J á n o s  már nem érhetett meg, a nagyközönség szá
mára is szemlélhetővé váljék, a Bolyai-Múzeum megszerezte azokat a 
koszorúkat is — dedikált szalagjaikkal együtt —  melyeket 1902-ben a 
kolozsvári Ferencz József-Tudományegyetem kapott, midőn oly méltó 
módon megünnepelte B olyai Jáno s születésének 100 éves fordulóját.

A marosvásárhelyi ref. Kollégium, hol a matematika minden időkben 
kellő megbecsülésnek örvendett, a magyar tudományosság őszinte háláját 
érdemelte ki azzal a cselekedetével, mellyel a magyar nemzeti kultúra 
két nagy alakjának ily méltó emléket állított.



K im u tatás
az 1937. évi november hó 1-től 1938. évi március hó 31-ig befolyt

összegekről.

1. Tagdíjak.

1933- ra : Fejes Zsigmond (6), Ujj Gyula (8), Schwartz Ilona (4). 
Összesen 18 P.

1934- re: Fejes Zsigmond (4), Girsik Géza (7), Lajta Ernő (6), 
Terkán Lajos (4), Tóth Lajos (6). Összesen 27 P.

1935- re : Bruck Ferenc (4), D ér Zoltán (6), Forró Magdolna (8), 
Girsik Géza (5), Halász Ernő (8), Lóky Béla (8), Maróthi Ferenc (8), 
Rigó Ferenc (8), Terkán Lajos (8), Theisz Edéné Vajk Magda (4), 
Vészi Gábor (8). Összesen 75 P.

1936- r a : Albert Anna (8), Bolla Györgyné (8), Bruck Ferenc (1), 
Bujtás János (6), D ér Zoltán (6), Erdey-Grúz Tibor (8), Fejes László (4), 
Halász Ernő (8), Heuer Ede (8), Lassovszky Károly (8), Lipka István (6), 
Lóky Béla (8), Maróthi Ferenc (8), Oltay Károly (8), Orbán György (6), 
Péter Rózsa (8), Somogyi Antal (8), Sós Ernő (8), Szelianszky Ferenc 
(3), Sziklai Jenő (6), Terkán Lajos (8), Tolnai Jenő (8), Vészi Gábor (8), 
Zigány Ferenc (6). Összesen 164 P.

1931-re: Albert Anna (8), Beke Manó (8), Bertrám Brúnó (6), Blau 
Györgyné Bálint Emma (8), Bolla Györgyné (8), Breszlauer Arturné (8), 
Bugarszky István (8), Bujtás János (6), Darkó Béla (6), Dér Zoltán (6), 
Fejes László (8), Fraunhoffer Lajos (8), Goldziher Károly (8), Hartly 
Domokos (6), Halász Ernő (8), Heuer Ede (8), Horvay Béla (8), Jáky 
József (8), id. Jurányi Henrik (8), Krbek Ferenc (8), Lengyel Béla, 
egyet. (8), Lengyel Béla műegyet. (8), Lipka István (6), Lóky Béla (8), 
Maróthi Ferenc (8), Nagy Ferenc (8), Neogrády Sándorné Haich S. (8), 
Neubauer Konstantin (8), Patái Imre (8), S ch a y  Géza (8), Somogyi 
Antal (8), Szász Pál (8), Szekeres Kálmán (8), Székely Károly (6), 
Sziklai Jenő (6), Tardos Vida (6), Vészi Gábor (8). Összesen 278 P.

1938-ra : Bacsó Vilmos (6), Balyi Károly (6), Barta József (8), Cseh  
Elekné Tillinger Stefánia (8), Darkó Béla (6), Erdős Pál (8), Faragó
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Andor (8), Fenyő István (8), G yu la i Zoltán (4), Hadarits Vendel (8), 
Hajós György (8), Hausbrunner Vilmos (8), Holenda Barnabás (6), 
Jelitai József (8), K lug Lipót (8), Kövessi Ferenc (8), Kuzaila Péter (6), 
Lipka István (6), Nyári Béla (6), Ortvay Rudolf (8), Pogány Béla (8), 
Rados Gusztáv (8), Rados Ignác (8), Renner János (8), Som ogyi 
Antal (8), S za b ó  Gábor (8), Széky István (6), Sziklai Jenő (6), Szőke 
Béla (8), Tangl Károly (8), Török Elemér (6), Varga Zoltán (2), Vörös 
Cyrill (6). Összesen 226 P.

1939- re : G yulai Zoltán (4), Lipka István (6), Somogyi Antal (8). 
Varga Zoltán (6). Összesen 24 P.

1940- re : Som ogyi Antal 8 P.

i931-rc: Ág. h. ev. Rudolf gimn., Békéscsaba (1), Kilián Frigyes. 
Bp. IV. (6), Ferenc József Tanítók Háza, Bp. (8), Term. Tud. Társulat, 
Bp. (8), Műegy. Kémiai- Fizikai Tanszék, Bp. (8), Ref. gimn. Fizikai 
Szertára, Debrecen (6), Polg. Isk. Tanárképző Főisk., Szeged (6) 
Összesen 43 P.

1938-ra: Ág. h. ev. Rudolf gimn., Békéscsaba (4), Csillagvizsgáló 
Int.. Bp.-Svábhegy (8), Meteorol. és Földmágn. Int. Bp. (8), Kalazanti- 
num Könyvtára, Bp. (8), Bernardinum Könyvtára, Bp. (8). Norbertinum 
Könyvtára, Bp. (8), Pesti Izr. Hitközség gimn.-a (8), Term. Tud. Tár
sulat. Bp. (8), Technoi, és Anyagvizsg. Int, Bp. (8), Műegy. Kémiai- 
Fizikai Tanszék, Bp. (8), Műegy. I. Math. Gyűjtemény, Bp. (8), Ref. 
Horthy M. gimn.. Kisújszállás (6), Szt. Benedek r. Közp. Könyvtár, 
Pannonhalma (6), Bánya- és Erdőmérnöki Kar, Sopron (6), Polg. Isk. 
Tanárképző Főisk., Szeged (6). Továbbá a m. kir. Vallás- és Köz- 
oktatásügyi Minisztérium előfizetése a következő középiskolák tanári 
könyvtárai számára : Balassa Bálint gimn., Balassagyarmat, Lorántffy 
Zsuzsánna lgimn., Békéscsaba. Verbőczy I. gimn. Bp., I., Mátyás-király 
gimn., Bp. II., Toldy F. gimn., Bp. II., Árpád gimn., Bp. III., Berzsenyi D. 
gimn., Bp. V., Bolyai gimn., Bp. V., Kölcsey F. gimn., Bp. VI., Kemény 
Zs. gimn., Bp. VI., Mária Terézia lgimn., Bp. VI., Madách I. gimn., Bp. 
VII.. Szent István gimn., Bp. XIV., Erzsébet Nőiskola lgimn., Bp. XIV., 
Középisk. Tanárképző Int.-i gyak. gimn., Bp. VIII., Zrínyi M. gimn.. 
Bp. VIII., Fáy A. gimn., Bp. IX., Széchenyi I. gimn., Bp. X., Szt. László 
gimn., Bp. X., Kossuth gimn., Cegléd, Szent Imre gimn., Csongrád, 
Középisk. Tanárképző Int. gyak. gimn., Debrecen, Fazekas M. gimn., 
Debrecen, Dobó I. gimn., Eger, Koháry I. gimn., Gyöngyös, Révai M. 
gimn., Győr, Apponyi A. lgimn.. Győr, Klebelsberg K. gimn., Hatvan.

2. E lő fize té s i dijak.
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József nádor gimn., Jászberény, Somssich P. gimn., Kaposvár, Katona I. 
gimn., Kecskemét, Deák F. gimn., Kispest, Bessenyei Gy. gimn., Kis- 
várda, Gsanád vezér gimn., Makó, Teleki Blanka lgimn., Mezőtúr, Hun- 
falvy I. gimn., Miskolc, Szabolcs vezér gimn., Nagykálló, Kossuth L. 
gimn., Pestszenterzsébet, Középisk. Tanárképző Int., gr. Széchenyi I. 
gyak. gimn., Pécs, All. gimn., Pestszentlőrinc, Széchenyi l. gimn., Sopron, 
Áll. lgimn., Sopron, Kisfaludy S. gimn., Sümeg, Klauzál G. gimn., 
Szeged, Baross G. gimn., Szeged, Árpádházi Szt. Erzsébet lgimn., Szeged, 
Ybl M. gimn., Székesfehérvár, Garay I. gimn., Szekszárd, Horváth M., 
gimn., Szentes, Áll. gimn., Szentgotthárd, Verseghy F. gimn., Szolnok, 
Bánffy Katalin lgimn., Szolnok, Faludy F. gimn., Szombathely, Áll. 
lgimn., Szombathely, Könyves K. gimn., Újpest, Kanizsay Dorottya lgimn., 
Újpest, Deák F. gimn., Zalaegerszeg, Kir. egyetemi kath. gimn., Bp. II., 
Kir. kath. Eszterházy M. nádor gimn., Dombóvár, Kir. kath. gr. Széchenyi 
István gimn., Jászapáti, Kir. kath. Szt. László gimn., Mezőkövesd, Kir. 
kath. Fráter Gy. gimn., Miskolc, Kir. kath. gimn., Nyíregyháza. (504) 
Összesen 6 i2  P.

i9 3 9 - r e : Meteorok és Földmágnességi Int. Bp. 2 P.

3. Adom ány és segély .

Magyar Tud. Akadémia 500 P, Bláthy Ottó Titusz 10 P. Összesen 
510 P.

4. V egyesek.

Matematikai és Fizikai Lapokért: Stechert-cég (Lipcse) 10-47 P, 
Antal Márk (Kolozsvár) 40 P, Bernardinum könyvtára (Bp.) 30*50 P. 
Hirdetésért: Stabilovolt (Berlin) 23*90 P. Összesen 104*87 P. 

Budapesten, 1938 márc. 31-én.
Szabó Gábor, 

pénztáros





International Mathematical Journals from Hungary

ACTA SCIENTIARUM MATHEMATICARUM

Publishers: „Bolyai” Mathematical Institute at the 
University of Szeged

Editors: A. Haar, B. Kerékjártó, F. Riesz, L. Kalmár, L. Rédei, 
Gy. Szőkefalvi-N agy, B. Szőkefalvi-Nagy.

Size: 24 cm, 250 to 350 pp.
Published in English, French, German or Russian

Vols. 1 -3 0 , 1922-1969 , mostly reprinted, clothbound set US $ 538,-
Unbound set US $ 466,-

Single vols, except Vol. 12 per vol. US $ 16,-
Vol. 12 A + B US $ 32,-
Forthcoming vols. per vol. US $ 16,-

PUBLICATIONES MATHEMATICAE

Publishers: Mathematical Institute of the University 
of Debrecen

Editors: A. Rényi, T. Szele, O. Varga, J. Aczél, B. Gyires 
A. Kertész, A. Rapcsák, B. Bama 

Size: 24 cm, 300 to 400 pp.
Published in English, French, German or Russian

Vols. 1-16, 1949-1969 , partly reprinted, clothbound set US $ 272,-
Unbound set US $ 240,-

Single vols. (also forthcoming vols.) per vol. US $ 16,-

ANNALES UNI VERSIT ATIS SCIENTIARUM BUDAPESTIENSIS de Rolando Eötvös 
Nominatae

SECTIO MATHEMATICA

Editor: A. Császár
Size: 24 cm, 150 to 200 pp.
Published in English, French, German or Russian

Vols. 1-12, 1958-1969 , mostly reprinted, clothbound set US $ 144,-
Vols. 1, 2, 5 -1 2  and forthcoming vols. unbound, per vol. 
Vol. 3/4, (404 pp.) memorial vol. devoted to L. Fejér

US $ 1 0 ,-

clothbound US $ 2 2 ,-



International Physical Journals from Hungary

ACTA PHYSICA ACADEMIAE SCIENTIARUM HUNGARICAE

Editor: P. Gombás 
Size: 24 cm, cca 450 pp.
Published in English, French, German or Russian

Vols. 1 -27 , 1950-1969 , partly reprinted
with HUNGARICA ACTA PHYSICA, Vol. 1, 1949,

clothbound set US $
Unbound set US $

Single vols. 1 -  25 pe'r vol. US $
Vol. 26 and forthcoming vols. per vol. US $

426 ,-
370 ,-

14,-
16,-

ACTA PHYSICA ET CHEMICA UNIVERSITATIS SZEGEDIENSIS 
(Series I: ACTA CHEMICA, MINERALOGICA ET PHYSICA)
(Series II: ACTA CHEMICA ET PHYSICA)

Editors: Á. Budó, G. Fodor, Á. Kiss, K. Széli, Z. Szabó,
Gy. Bruckner, P. Fröhlich, Zs. Szentpétery, T. Széki.

Size: 24 cm, 80 to 300 pp.
Published in English, French, German or Russian 
Series I: Vols. 1 -7 , 1929-1940, all publ.
Series II: Vols. 1 -3 , 1942-1950, all publ.
Nova Series: Vols. 1-14, 1955-1968, partly reprinted

All as above, clothbound set US $ 240 ,-
Single vols. (also forthcoming vols.) unbound, per vol. US $ 9 ,-
Special supplement to vol. 8 , 1962

Mészáros, COMPLETE CATALYTIC LABORATORIES I-II

545 pp; many tables and figures
Edition in English, bound US $ 140,-
Edition in Russian, bound US $ 1 0 0 ,-
Edition in Hungarian, bound US $ 1 0 0 ,-

ACTA PHYSICA ET CHIMICA DEBRECINA

Publishers: University of Debrecen
Editor: L. Imre
Size: 24 cm, 150 to 350 pp.
Published in English, German, Hungarian or Russian

Vols. VIII-XIV. (N.S. 1-7), 1962-1968, clothbound set US $ 64 ,-
Single vols. (also forthcoming vols.) unbound per vol. US $ 6 ,-



Mathematical and Physical Journals (Reprints) in Hungarian

A M AGYAR TUDO M Á N Y O S AKADÉM IA III. MATEMATIKAI 
ÉS FIZIKAI O SZTÁLYÁNAK KÖZLEMÉNYEI 

Editors: A. Rényi, Gy. A lexits  
Size: 24 cm, 30 0  to 4 0 0  pp.
Vols. 1 -1 9 , 1 9 5 0 -1 9 6 9 , clothbound set us $ 188 ,-

Unbound set US $ 150,-
Vols. 1 -1 8 per vol. US $ 8 ,-
V ol. 19 and forthcom ing vols. per vol. US $ 5,-
Publications o f the M athematical and Physical 
Section o f the Hungarian Academy o f Sciences.

MATEMATIKAI LAPOK

Publishers: „Bolyai” M athematical Society  and Publishing 
H ouse o f the Hungarian A cadem y of Sciences 

Editor: P. Túrán
Size: 20  cm (Vols. 1 -1 7 ) , 24  cm (Vols. 1 8 -  )
Summaries in English, French, German or Russian
Vols. 1 -2 0 ,  1 9 5 0 -1 9 6 9 , partly reprinted, clothbound set u s  $ 216 ,-

Unbound set US $ 176 ,-
Vols. 1 -8 , per vol. US $ 12,-
Vols. 9 -1 8 , per vol. US $ 8 ,-
V ol. 19 and forthcom ing vol. per vol. US $ 5 ,-

Mathematical quarterly. Issues regularly the bibliography of Hungarian mathematical 
literature. C ontinues and develops the traditions o f the former valuable periodical

MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI LAPOK

Publishers: „L. E ötvös” Mathematical and Physical Association  
M athematical editors: G. Rados (1 8 9 2 - 1913), L. Fejér (1 9 1 4 -1 9 3 2 )  

D. K önig (1 9 3 3 -1 9 4 3 ).
Physical editors: G. Bartoniek, R. K övesligethy, Gy. Zemplén,

S. M ikola, B. Pogány, R. Ortvay.
Size: 24  cm, 25 0  to 5 0 0  pp. (Vols. 1 - 2 7 ,  4 8 - 5 0 )

120 to 2 5 0  pp. (Vols. 2 8 - 4 7 )
Summaries in German (Vols. 2 8 - 5 0 )
Vols. 1 -5 0 , 1 8 9 2 -1 9 4 3 , all published, m ostly reprinted,

with General Index, clothbound set 
Unbound set

Vols. 1 -2 7 , 4 8 - 5 0  per vol.
Vols. 2 8 - 4 7  per vol.
General Index to vols. 1 -5 0

US $ 8 5 0 ,-
US $ 7 5 0 ,-
US $ 18,-
US $ 14,-

free o f charges

Fundam ental periodical o f Hungarian m athematical and physical research. M ost of the 
authors may be ranked among the best scientists o f that period.

M AGYAR FIZIKAI FOLYÓIRAT  

Publishers: Publishing H ouse o f the Hungarian 
Academ y o f Sciences 

Editor: L. Jánossy  
Size: 24  cm. cca 60 0  pp.
V ols. 1 -1 9 , 1 9 5 3 -1 9 6 9 , clothbound set u s  $ 152 ,-
Single vols. 1 -1 8 , unbound per vol. US § 7 ,-
V ol. 19 and forthcom ing vols. per vol. US $ 5 -

Physical publications o f the Mathematical and Physical 
Section of the Hungarian Academy o f Sciences

»





Soviet Mathematical Reprints

TRUDY SEMIN ARA PO VEKTORNOMU I TENZORNOMU ANALIZU 

Abhandlungen aus dem Seminar für Vektor und Tensoranalysis 
Mémoires du Séminaire pour l’Analyse vectorielle 
et tensorielle.

Published in Moscow and Leningrad 
Editors: V. F. Kagan, P. K. Razhevskij 
Size: 24 cm, 300 to 500 pp.
Published in English, French, German or Russian (Vol. 1 -4) 

in Russian (Vol. 5-13)

Vols. 1-13, 1933-1966 clothbound set US $ 240,-
Vols. 1, 2/3, 5 -13  clothbound per vol. US $ 22,-
Vol. 4 V  clothbound US $ 30,-

Vol. 4 contains the proceedings of the 1st International 
Conference for Tensor Differential Geometry, held in Moscow, 1934

Available in October, 1970:
\

TRUDY TBILISSKOGO MATEMATICHESKOGO INSTITUTA im. A.M. Razmadze 
Travaux de l’lnstitut Mathématique de Tbilissi 
Published by the Academy of Sciences of the Grúzián SSR 
Editor: Editorial Board at the „Razmadze” Mathematical 

Institute, Tbilisi, Chairman: N. I. Muskhelishvili 
Size: 24 cm, 200 to 500 pp. (Vols. 1 -2 9 )

120 to 180 pp. (Vols. 3 0 - 3 4 )
Published in English, French, German or Russian,
some articles in Grúzián (vols. 1-12), Russian (Vols. 1 3 -3 4 )
Summaries in Russian of articles in Grúzián
Vols. 1 -3 4 , 1 9 3 7 -1 9 6 8 , with General Index,

clothbound set US $ 480,-
Prepublication price, valid until Sept. 30, 1970 US $ 430,-

Vols. 1 -2 9 , clothbound, per vol. US $ 16,-
Vols. 3 0 - 3 4 ,  clothbound, per vol. US $ 8 ,-

General Index to vols. 1 -2 0 free of charges

All prices quoted are valid until December 31, 1971

„KULTURA”
Hungarian Trading Company for Books and Newspapers 

Back Issues Department 

BUDAPEST 62, P.O.B. 149, Hungary

Please ask for our back issues catalogues „PERIODICA HUNGARICA”!

Orders, standing orders and inquiries should be sent to our company directly, 
or through any international scientific bookseller.
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TRANSZVERZALITÁS ÉS ORTOGONALITÁS.

A variációszámítás általános elméletében is nagy szerepet 
játszik Gauss következő tétele: Az egy pontból kiinduló, vagy 
a felület valamely görbéjére merőlegesen vont geodetikus vona
lakon egyenlő hosszúságú iveket lemérve, a végpontokat össze
kötő görbe, az ú. n. geodetikus kör illetőleg parallela, merő
leges a sereg vonalaira. A variációszámításban e körök illetőleg 
parallelák szerepét az extremális seregek transzverzálisai játszák. 
Ezek különösen a variációszámitás KNESER-féle elméletében nagy- 
jelentőségűek. A transzverzális általános értelmezése az 

11
1 — J F{x±, x v . .., xn, x v xn)dt

h

n  függvényre vonatkozó integrál esetében1 abból a követelés
ből adódik, hogy ha például az egyik végpont, a ^-nek meg
felelő, fix, akkor a másik végpont úgy variálandó, hogy ag_ 7 
integrál változása 0 legyen. Ennek a követelésnek úgy lehet 
eleget tenni (feltéve, hogy az n  dimenziós térben az

X i  =  X i ( t )  ( £ -1 , n)

extremális görbét határoznak meg, vagyis eleget tesznek az 
Euler—LAGRANGE-féle

d 9F dF
=  0 i W ‘......n>

differenciálegyenleteknek), ha a dxv dxv . . . ,  8xn variációk ki
elégítik ezt az egyenletet:

F&1dx1 -j- F&t8xt -}------H Findxn — 0,

1 F  az x v . . . ,  x n változók elsőfokú, pozitív homogén függvénye.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLY. 11
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vagyis a dxv  &k2>. .., 3xn elemek az x v . ,xn, x x. . .£cn-hez rendelt

F±x ($1~ x 1) +  F z t ($2—x t) H-------- h F^n($n~ x „ )  =  0

(n— 1) dimenziós síkon feküsznek; n = 2  esetében például:.

Fob1dx1 +  FAj)xt =  0 

e transzverzalitás feltétele.
Ha őx1~ x v dx^—x  ̂ tesszük, ahol tehát x 1 és xt a transz

verzális (xv x„) pontjához tartozó iránycosinusokkal arányosak, 
akkor

~f~ Fx%x% 0 (1)

a transzverzális differenciálegyenlete.
Ha az integrál jele alatt álló F  függvény: Eü%A-?LFúv-\- Gv~, 

vagyis az integrandus az E, F, G főmennyiségekkel jellemzett 
felület vonaleleme, akkor a GAüss-tételek szerint az extremális 
sereg transzverzálisai merőlegesek e sereg vonalaira. Felmerül 
a kérdés, hogy minő alakúnak kell az integrálandó F  (u, v, ú, v) 
függvénynek lennie, hogy az E, F, G által jellemzett felületen 
levő extremális seregre a transzverzálisok merőlegesek legyenek, 
vagyis mi a merőlegesség szükséges feltétele?

A transzverzalitás feltétele (1) szerint:

Fi.it +  Fi,u =  0. (2)

A felületen az (ú, v) és az (ü, v) által meghatározott irányok 
egymásra merőlegesek, ha

(Eü-\-Fv) ü  -)- (Fú-\- Gv) v =  0. (3)

A (2) és (3) egyenletekből következik, hogy:

X (Eii -f- Fii) — F (l; X (Fix-\-Gv) =  F f„ (4)

ahol X arányossági faktor. Az (u , v) fixnek tekintendő pontban r 

dF =  F údü +  F idv =  X [(Eű-\-Fv)dú +  (Fú-\-Gv)dv] (5)

és minthogy F  függvénynek, hogy az integrál független legyen
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a t parameter választásától, elsőrendű homogénnek kell lennie 
az ú- és á-ban, tehát:

F =  Füú +  Vív =  /.{Fm ^+VFüv-F Gi)%) (6)

és így (5)- és (6)-ból]

dV  _  (Eú-f Fii) dü -f- (Fü+Gv) dv _
F  Eúa-{-2Fúv-\- Gv~

=  \  d log (&<a+ SlFúú+ Gú*),

miből:
F  =  <p (a, v) f/ Eu14- <iF iiv4-Giß.

Azt látjuk tehát, hogy a transzverzálisok a szóbanforyó 
esetben csakis akkor lehetnek merőlegesek az extremálisok 
seregére, ha az integrandus a vonalelemtől csak egy, a pont 
helyzetétől függő faktorban különbözik.

Ugyanilyen gondolatmenettel kaphatjuk azt az eredményt 
hogy ha az n dimenziós tér vonaleleme

ds — y1 l a ikdxidxk

és {dxv  dx tj,..., dxn), (dxv Sxv . . . ,  dxn) irányok merőlegességé
nek feltétele a

2aikdXidxk

bilineáris [alak eltűnése, akkor annak a szükséges feltétele, 
hogy az

u
1 — J F (x j, x ,̂ ■ • •, Xfi, x á*g,. . . ,  x,i) dt

ti

integrálhoz tartozó extremális seregre a transzverzálisok merő
legesek legyenek, az, hogy:

F »• •, x n, x^t x g, • • •, Xn) :== tp {x ,̂ x ^,. . . ,  Xn) t f  SaibXiXk

legyen, ahol <p (xv ■. •, x„) tetszésszerinti, a variációszámításban 
szereplő folytonossági feltételeknek megfelelő függvény. Könnyen 
belátható, hogy a talált feltétel egyúttal elégséges is ahhoz, 
hogy a transzverzális az extremális seregre merőleges legyen.

11*
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A talált alak a legkisebb működés mechanikai elvében is 
szerepel.

A minimális felületek elméletéből ismeretes, hogyha azt kíván
juk, hogy a minimális felület határvonala egy adott p (x, y, z )= 0 
felületen maradjon, akkor a minimális felület a határvonal 
mentén a <p=0 felületre (melyet transzverzális felületnek mond
hatunk) merőleges. Általában felmerül a kérdés, hogy ha azt 
kívánjuk, hogy az

I  =  J f  F(x, y, z, p, q) dxdy  

kettős integrálnak a
z  =  f{x, y)

felület extremálisa legyen (vagyis I  variációja eltűnjön, ha z-t 
variáljuk) és egyúttal a felület határvonala a p (x, y , z) =  0 
felületen maradjon, milyennek kell lenni az integrál jele alatt 
álló F-nek, hogy az extremális felület a transzverzális felületre 
merőleges legyen?

Ha az extremális határvonala a p(x, y, z ) = 0 felületen marad, 
akkor fennáll ez a reláció1

Px-h v ~f~ tyyh'q pAd? ph j) qFq) — 0. (7)

Az extremális felület normálisának iránycosinusai arányosak a

P, q, ~ 1

mennyiségekkel; a p =  0 felület normálisának iránycosinusai 
pedig arányosak a px, p y, ^2-vel, tehát az extremális merőleges 
a transzverzálisra, ha

- ppx +  qpy —  Pz —  O.  ( 8 )

A (7)- és (8)-ból következik, hogy:
Fp =  kp, Fq =  Xq, F  -  pF p — qFq — L (9)

Az első két egyenletből az F-re, mint p  és q függvényére, ezt 
a parciális differenciálegyenletet kapjuk:
__________  qFp — pFq =  0,

1 L . Bolza : York über Variationsrechnung, p. 671.
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melynek megoldása:
F  — 0{p i + q \

adói 0  a p 2+ q 2 tetszésszerinti függvénye. A 0  közelebbi meg
határozására tekintetbe vesszük a (9) alatti harmadik egyenletet, 
k értékét például az első egyenletből véve. így kapjuk az

F  — pFp — gFq =  ~ -

egyenletet, melyben F = 0 { p i -\-ql) téve:

0(p2+q'2) — Wpésr W q 2= W ,
ahol 0' a 0-nek p^+q* szerinti differenciálhányadosa. H.a.pi -\-q- 
helyeit u-t írunk, akkor ezt az egyszerű differenciálegyenletet 
kapjuk:

0' 1
~0 ~~

miből:
0 = C j p * + q * + í ,

ahol C a p  és c/-tól független, tehát x, y, z  tetszésszerintí 
függvénye. Arra az eredményre jutottunk, [hogy a keresett 
F  integrandus a minimális felület problémájánál szereplő 
y  1 -j-p2+ q 2-től csak egy p- és q-tól független faktorban kü
lönbözik. Beke Manó.

TRANSVERSA LITÄT UND ORTHOGONALITÄT.
Es wird die Frage aufgeworfen, was für eine Form der in der 

Variationsrechnung auftretende Integrand haben muss, dass, so wie 
bei den geodetischen Linien, die Extremale und die Transversale sich 
unter rechtem Winkel schneiden. Die Frage wird (die Orthoganalitäts- 
bedingung durch die bilineare Differentialform definiert) damit beant
wortet, dass der Integrand die Form:

<p (xv . .  .,x„) y  lauiXii/k
haben muss.

In zweiter Linie wird dieselbe Frage bei der Variation der Dopppel- 
integrale damit beantwortet, dass der Integrand die Form

haben muss.
<p(x, y, z) y  1 + p t +q*

E.



ADALÉK A TÉRBELI GÖRBÉK ELMÉLETÉHEZ.

Rados Gusztáv úr «A térbeli görbék elméletéhez» c. régebbi 
közleményében1 kimutatja, hogy «valamely térgörbe P  pontjá
hoz tartozó érintőjén átfektetett síksor síkjain előállítván a tér
görbe ortogonális vetületeit: a térgörbe P  pontjához tartozó 
simuló síkban fekvő lesz köztük az, amelynek görbületi sugara 
a többiekhez képest minimum». A következő sorokban e tétel 
általánosításaképpen meghatározom a térgörbének egy tetsző
leges síkon előállított ortogonális vetületének görbületét. De 
előbb meg akarom jegyezni, hogy ha Rados úr tételének bizo
nyításánál a felületelmélet elemeit is fel akarjuk használni, 
akkor e tétel minden számítás nélkül következik a Meusnier- 
féle tételből. Ugyanis, ha a térgörbe érintőjén átfektetett S  
síkra a térgörbe pontjaiból merőlegeseket vonunk, akkor egy 
hengerfelületet kapunk, melynek a vont merőlegesek az alkotói. 
Az S  sík e hengerfelületet merőlegesen, az adott görbe simuló 
síkja pedig ferdén metszi. Mindkettő a P  pontbeli érintőn megy 
át. Hajlásszögüket jelöljük <u-val: akkor Meusnier tételét alkal
mazva a projiciáló hengerre, azt kapjuk, hogy az S síkon levő 
vetületnek a P  ponthoz tartozó görbületi sugara r  és a tér
görbe q görbületi sugara között a

Q — r  cos a)

reláció áll fenn, ahol eo az S sík és a simuló sík hajlásszöge. 
Ezzel a szóbanforgó tétel be van bizonyítva,

Ugyancsak rövid úton számítható ki a térgörbének a fő
normálisán átvonuló S síkra való vetítéssel keletkezett síkgörbe

1  Math. Természetűid. Ért. 8 . kötet, 46. lap.



ADALÉK A TÉRBELI GÖRBÉK ELMÉLETÉHEZ. 163

görbületi sugara is. Ugyanis, tegyük fel, hogy a térgörbe P  
pontjához tartozó főnormálisán átfektetett S sík a P-hez tartozó 
simuló síkkal cd szöget alkot. Most m egint vetítjük a térgörbét 
az S  síkra. A vetítő egyenesek az S  síkra merőleges henger
felületet alkotnak, melynek a szóbanforgó főnormális egyúttal 
normálisa. Az S sik és az adott görbe sim uló síkja tehát a 
hengerfelület normálisán mennek át és igy az EuLER-féle tétel 
alkalmazható. Az S síkon levő vetület az egyik főm etszete a 
hengernek, ennek görbületi sugarát jelöljük r-rel, a m ásik fő
metszet pedig a henger alkotója, melynek görbületi sugara vég
telen. Az EüLER-tétel szerint tehát

1 cos % . 2 . . .-— = --------- , vagvis r — g cos cd. (A)g r

Rados úr tételének analógiájára tehát azt kaptuk, hogy az adott 
térgörbe görbületi sugara nagyobb, mini a főnormálison átmenő 
síkon levő ortogonális vetületének görbületi sugara.

Most számítsuk ki a térgörbének egy tetszésszerinti <S síkra 
való vetületének görbületi sugarát. A számítás egyszerűsítése 
céljából vektoriálisan számolunk. A térgörbe pontjait egy tetszés 
szerint felvett pontjától számított s ivhosszúsággal határozzuk 
meg. A koordinátarendszer kezdőpontjától, melyet az S  síkon 
választunk, a térgörbe P  pontjához húzott vektor legyen x(s). 
Ezen P  pontnak az S  síkon levő vetülete legyen y(s) (az S  síkon 
felvett kezdőponttól számítva az y  vektort). Megjegyezzük, hogy 
itt az s mint paraméter szerepel. Legyen továbbá az S  síkra 
merőleges egységvektor e .1 A P  pontnak S síkon levő vetü
lete Q, az ehhez tartozó vektor:

y =  x -  (ex) e,

ahol (ex) az e  és x skaláris szorzata. Innen, s szerint diffe
renciálva :

y' =  x' -  (ex') e,
_________  y " =  x" -  (ex") e.

1  A jelölésekre nézve 1. B laschke  : Vorlesungen über Differential
geometrie, I. k., p. 29.
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A vetületnek a Q ponthoz tartozó görbületének négyzete :

i (y')*(y")*- (y'y")2
r2 [(y')2]3 J

Az (1) alattiból :

(y')2 -  (x')2 -  2 (ex')2 +  (ex')2 =  (x')2 -  (ex')2.

De minthogy
(x')2— 1, (ex ')=  |x '| cos (e, t),

ahol [x'| =  1. t az érintő irányában vont egységvektor és (e, I) 
jelenti az e egységvektornak és a P  pontban vont érintőnek a 
szögét. így tehát:

(y')2 =  sin2 (e, t).
.Ugvanígy számítva:

(y'T =  (x")2 sin2(e, í),

ahol (e, i) az e  egységvektor és a főnormális hajlásszöge. így 
tehát:

(y')2(y'T  =  (x")2 sin2(e, t) sin2(e, í). (3)

A (2) alatti számlálóban levő

(y'y") =  (x'x") — 2 (ex') (ex") +  (ex') (ex"). 

Minthogy x 'x " = 0 , tehát:

(y'y") =  — (ex') (ex") =  — | x" f cos(e, t) cos(e, f) 
és végül:

[(y')2]3 =  sin6(e, t),
1

tehát, minthogy (x")2 =  -^-,

1 _  1 sin2(e, t) sin2(e, f) — cos2(e, t) cos2(e, f) 
■r2 p2 sin6(e, t)

Az e, t és f vektorok háromélű zugot alkotnak, melyben a (tf) 
szög derékszög. A gömbháromszögtan cosinustétele szerint:

cos (t, í) =  0 =  cos (e, t) cos (e, f) +
+  sin (e, t) sin (e, f) cos [(e, t), (e, f)],

ahol [(e, t), (e, I)] az (e, t) és (e, f) síkok hajlásszöge.

(5)
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Az (5) alatti felhasználásával a (4) alattiból ez lesz:

1 _  1 sin2(e, f) sin2 [(e, t, e , f)] 
r2 p'2 sin*(e, t)

Ha még tekintetbe vesszük, hogy [(e, t), (e, f)]-fel szemközti (t, f) 
szög derékszög, vagyis

sin [(e, t), (e, f)] _  sin [(e, t), (t, f)j 
1 sin(e, í)

akkor röviden:
1 sin2 [(e, t), (1,1)]
r2 p2 siní (e, t)

és az előjeltől eltekintve:

J_ _  sin [(e, t), (t, f)] _ 
r  p sina(e, t)

Ha az S sik átmegy a t érintőn, akkor e merőleges t-re, az 
[(e, t) (t, í)] szög pedig az S sík és az adott térgörbe simuló 
síkja o) hajlásszögének pótszöge, tehát

1 _  COS (ü 

r ~  p

ami R a d o s  úr tételével megegyezik. Ha pedig az S sik átmegy 
az f főnormálison, akkor e merőleges lévén az f-en átmenő 
S síkra, merőleges egyúttal f-re is, és így f merőleges e-re és 
t-re, tehát az (e, t) sik merőleges az (f, t) síkra, az [(e, t), (t, f,)] 
szög derékszög, az (e, t) szög pedig pótszöge az S sík és a 
simuló sík hajlásszögének, o-nak, tehát'

1 1 _____1 _
r  p sin2(e, t) p cosa<u ’

ami az (A) alattival megegyezik.
Beke Manó.
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ZUR THEORIE DER RAUMKURVEN.

Herr G. Rados bewies in einer älteren Arbeit, dass der Krümmungs
radius einer Raumkurve kleiner ist, als der Krümmungsradius der 
orthogonalen Projektion der Kurve auf eine, durch die Tangente der 
Kurve hindurchgehenden Ebene. Dieser Satz, welcher durch Rechnung 
bewiesen wurde, wird hier als Folgerung des MEusNiER’s c h e n  Satzes der 
Flächentheorie dargestellt. Es wird auch als Folgerung des EüLER’schen 
Satzes die Behauptung bewiesen, dass der Krümmungsradius der ortho
gonalen Projektion auf eine, durch die Hauptnormale hindurchgehende 
Ebene stets kleiner ist als der Krümmungsradius der Raumkurve. Es 
wird überhaupt der Krümmungsradius der orthogonalen Projektion auf 
einer beliebigen Ebene berechnet.

E. Beke.



MEGJEGYZÉS AZ EXPONENCIÁLIS SORHOZ.

Az exponenciális függvény szokásos értelmezése

/ x  \n
ex — lim 1 -f- — I *—>» \ n I

és a véges Taylor-sor maradéktagja azt az eredményt szolgál
tatják, hogy pozitív x  mellett az

e~x =  1
ar x

"SÍ +  ■

sor értékét bármely két szomszédos részletösszeg értéke közre
fogja. Ez a soralakból csak akkor folyik közvetlenül, ha x  nem 
haladja meg az egységet, ámbár a tény a>nek minden pozitív 
értékénél igaz.

Az exponenciális függvényt lehet végtelen sorával is defi
niálni. Nem érdektelen ekkor a részletösszegek fenti tulajdon
ságát magán a soralakon megállapítani. Más szóval: A végtelen 
sorával értelmezett e~x függvény e sornak

(*>= 1 - *  +  £ - -  +  ( - 1)"'1

részletösszegétől az 

e~x — sn_i(a?) =  (—!)" —  1̂ £C X2
» + 1  (n-f-1)(»-+-2)

különbséggel tér el. Állításunk az, hogy a zárójelben álló sor 
összege pozitív. Ennek bizonyítására elég megmutatnunk, hogy a

<p(x, a) =  1 x  x 2
(ö-j-1) (<x —2̂ (rt>0)
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függvény a következő alakra hozható:

e - x a a x 2 a
ö + T X +  a+ 2 2 7  +  '^+3

E tényt többfélekép is beláthatjuk.
1°. A CAUCHY-féle szorzási szabály azonnal igazolja az

éx (1 — x
a +  1 +

X“
(a + l)(a + 2 )  

a
=  1 + a-1-1 x  + a x ‘ 

a + 2  2! '

egyenlőséget azon az alapon, hogy
1 1 1 1  1 

n\ (n -1 )!  a + 1  +  (n -2 )!  (a + l) (a + 2 )
a 1 

a-j-n n\

Ez az egyenlőség ugyanis, ha (a + l)(a + 2 )...(a + » )-n e l szorzunk 
és b—a + n -e t írunk, nem más, mint

amelv közvetlen folyománya a jól ismert

anvHt!)
azonosságnak.

2°. Az

f{x, a) =  ex(p (x, a) = . ex 1 x
+  •

XJ
a + 1  ( a + 1) (a+2)

függvényt ír szerint differenciálván, kapjuk:

f \x ,  a) =  x r f  (íc, a + 1) =  - ^ T  f(x, a+ 1);a + 1 1

1  A soralakból világos, hogy pozitív a?-nél
/t»2 /y*3

e a t = 1  +  a ; +  _ r  +  ^ T  +  . . . > 0

ég az e * .e - '= : l  összefüggésből (mely a sorok szorzási szabályából követ
kezik), hogy e~x >  0 .
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innen

f '\x , a) =
a

1
a -f-1
a+ 2 f{x, a + 2 ) = a

a + 2 fix , a + 2),

/'(n)(̂ ’- a) = a + n /■(x, a+n) ;

tehát

/■<n)(0, a) a + n
és így fix, a) hatványsora :

,, . . , a a x - a x n
fix , a) =  1 +  -JV +  - + +

Ebből rögtön adódik a keresett reláció.
3°. Úgy is eljárhatunk, hogy <pix, a) eredeti alakjában az 

együtthatókat, mint a függvényeit, részlettörtekre bontjuk:

( - l ) f c - 1
( a + l) (a + 2 ) . . .(a+n) 

1
fc=í

(k—l)!(n —k)\ a + k

és átrendezünk az a + k alakú tagok szerint. így adódik, hogy

<PiXya) =  \ - ^ T ( \ - x  +  ~ - - ) -  

x
i 1 -1! (a+2)

GO 03

x
x  +  T V - -

x n
in—1)1 (a+n) =  e~

a x n 
a + n  n!

o i  o

4-°. A (fi(x, a) függvény két alakjának igazi forrása talán a

/(x , a) =  j  ta~xetdt (a>0)

integrál.2 Alkalmazzuk erre ismételten a parciális integrálást:

2  Stieltjes e z t  a z  in te g r á lt  h a s z n á lj a  egy m á s  ir á n y á  v iz s g á la tb a n  
(O e u v r e s  c o m p le te s ,  to m e  II, p. 574).
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J(x, a) — ~ta X

1 f- a 0 a J
0

ex X2 x° + 1
a ct-\-1

tae(dt =  ■ • ■ =

x a + l
+£1+1 (<x—(— 1) (ct-)-2)

+  ( - l

+

----- r
/̂ a+n

(a + l) (a + 2 ) . . .(a+ n ) - 
( -1 )» +1

+

a ( a + 1).. .(a+n) J  â+r>et̂ ‘

Az utolsó tag abszolút értéke nyilván kisebb, mint
| X \a+n+lf)x>\

a(a -\-1)... (<z —j —  >?■) (<x — |—  'W — I—  1)

mely zérushoz tart, ha n —y Ennélfogva

J(x, a) =  — exxa a ci —1 (ci —)— 1) (d —(- 2)

=  — exxa<p(x, a).CL

Másrészt, ha e*-t hatványsorával helyettesítjük, ía_1-gyel szor- 
zunk és tagonként integrálunk, a

J(pc, á) =
2

Xa+n
(a-\-ri)n\

egyenlőség származik. A két eredmény összehasonlítása a kívánt 
összefüggést nyújtja.

Szűcs Adolf és Grosschmid Lajos.

R EM A R Q U E S U R  LA S É R IE  E X P O N E N T IE L L E .

Si l’on définit la fonction exponentielle par sa série, il n ’est pás 
sans intérét de démontrer directement (sans faire intervenir le reste de 
la formule de T a y lo r ) que, pour x > 0 ,  la valeur de e~x  est toujours 
comprise entre deux sommes partielles consécutives de la série. C’est 
ce qui peut étre basé sur l’iden tité

x  x 2  f ,  a a x i
a + 1  ^  ( a  +  l ) ( «  +  2 )  ~  [  ^ a + \  a + 2  2 !

dönt les auteurs donnent quatre démonstrations.
Adolphe Szűcs et Louis de Grosschmid,



TÖBBMÉRETÚ TEREK BEFEDÉSE KOCKARÁCCSAL

1. §. B evezetés.

A homogén elsőfokú alakokra vonatkozó MiNKOwsKi-féle tétel1 
a következő:

Legyen a valós együtthatós

—  O i\X \  f-  • * * h" Q'inZ'n ( í  =  C  • • *» n )

elsőfokú alakok együtthatóiból alkotott determináns ± 1 ,  akkor 
megadhatók 0, . . . ,  0-tól különböző x v . . . ,  x n egész számok úgy, 
hogy

I f i l ^  ! , •• • . | f » l ^  C
Itt az egyenlőségi jel többnyire el is maradhat. Határeset

nek nevezünk éppen egy olyan esetet, melynél az egyenlőségi 
jelet elhagyva, a tétel helytelen. Ezekre a határesetekre vonat
kozólag mondotta ki Minkowski2 következő sejtését:

I. Határeset csakis akkor«. következhetik be, ha valamelyik & 
minden együtthatója egészszám.

Minkowski sejtését az n = 2 , 3 esetekre igazolta.3 Később 
B. Levi4 n=4-re, H. Jansen5 n = 5 , 6-ra, végül Th. Schmidt6

1 Min k o w s k i: Geometrie der Zahlen, Leipzig (1896—1910). 104—105.1.
2 Lásd 1  és Minkow ski : Diophantische Approximationen, Leipzig (1907). 

28. 1 .
3 Mink o w sk i : Dioph. Appr. 28, 74. 1.
4 B. L e v i : Un teorema del Minkowski sui sistemi di forme lineari a 

variabili intere. Rend. Circ. mat. Palermo, 31 (1911). 318—340. 1.
5 H. Ja n se n  : Lückenlose Ausfüllung des Rn mit gitterförmig angeord

neten n-dimensionalen Quadern. Diss. Kiel. (1909).
6 Th. Schmidt: Über die Zerlegung des n-dimensionalen Raumes in 

gitterförmig angeordnete Würfel. Sehr. math. Sem. und Inst, angew. Math. 
Univ. Berlin. Bd. 1 (1933). 186—212. 1.
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n —7-re igazolta a sejtést. A sejtés eddig minden n-re bizonyí
tást nem nyert.

Az I. sejtés a következővel egyenértékű:7
I. a. Az n-méretű teret egyszeresen fedő kockarács (azaz: 

rácsszerűen elhelyezkedő kockák összessége8) tartalmaz két, 
közös lappal bíró kockát.

A következőkben mindig a sejtés ez utóbbi alakjával foglal
kozunk.

Jelen dolgozat nemcsak a teret egyszeresen fedő, hanem 
(ellentétben az eddigi irodalommal) a teret mindenütt ugyan- 
annyiszorosan fedő kockarácsokat is vizsgálja. Ezekre vonatko
zólag a következő kérdést vetjük fe l:

II. Van-e az n-méretű térben a teret mindenütt ugyan
annyiszor osan, fedő kockarács, mely nem tartalmaz két, közös 
lappal bíró kockát ?

Erre a kérdésre meg is adjuk a feleletet: a válasz n g 3 eset
ben nemleges, « > 3  esetben pedig igenlő. Ez a jelen dolgozat
nak egyik főeredménye. Vizsgálatunk tehát az I. sejtést is iga
zolja n<; 3 esetben.

A jelen dolgozatban mindig az n-méretű euklidesi térben 
dolgozunk s ennek alakzataival foglalkozunk. Ennek valamely 
lineáris részterét röviden térnek mondjuk. Az n-méretű térben 
rögzítve gondoljuk az egymásra merőleges x x~,. . . ,  ^„-irányokat 
s majd ezeket választjuk a koordinátarendszer tengelyirányainak.

Előkészítő részekben foglalkozunk a pontráccsal és kocka
ráccsal. Ezek után egy tételt bizonyítunk be, mely feljogosít 
arra, hogy az I. és II. kérdésköröknél racionális elhelyezkedé
sekre szorítkozhassunk. Bizonyos csoportalgebrai megfontolások 
után megadjuk I. és II. csoportelméleti, illetőleg csoportalgebrai

~ V. ö. B. Levi i. in. és Koksma : Diophantische Approximationen. Erg. 
der Math. IV. 4. Berlin (1936). 15 —16. 1. hasd még O. H. Kei.ler : Über 
lückenlose Erfülluij des Raumes mit Würfeln. .1. für reine u. angew. Math. 
163 (1931). 231—248. 1.

N A bevezetésben szereplő fogalmakat, a későbbiek folyamán szabatosan 
körülírjuk.
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megfelelőit s ez jelen dolgozat másik főeredménye, amely módot 
nyújt arra, hogy a II. kérdésre megadjuk a feleletet,

2 . §. S za b á ly o s  p on tren d szer , pontrács.

Szabályos pontrendszernek nevezzük az «-méretű tér egy 
P  ponthalmazát, ha P  valamely A pontját választva kezdő
pontnak, P  pontjainak helyzetvektorai (a vektorösszegezéssel, 
mint csoportművelettel) csoportot alkotnak.

Következőleg, akárhogyan válasszuk is meg A-1, ugyanazon 
vektorcsoportot nyerjük. E vektorcsoportot P-csoportnak, elemeit 
P-vehl or oknak, P  pontjait P-pontoknak nevezzük. A vektor
összeg kommutativitása miatt a P-csoport Á B E L -fé le .

Valamely tér pontjai például szabályos pontrendszert alkotnak.
1. Tétel. Egy P  szabályos pontrendszer minden pontján át 

valamely T térrel párhuzamos teret fektetve, ezeknek valamennyi 
pontja szabályos P  pontrendszert alkot,

Bizonyítás. Az »-méretű tér valamennyi vektora által alkotott 
csoportnak alcsoportja egyrészt a P-csoport, másrészt a T-cso- 
port. A P'-vektorok e két alcsoport elemeinek összegei, vagyis 
a P'-vektorok összessége a két alcsoport szorzata. Ez tehát 
szintén alcsoport.

2. Tétel. Egy P  szabályos pontrendszernek valamely T  térbe 
eső pontjai szabályos pontrendszert alkotnak.

Bizonyítás. P-nek 7-be eső pontjai alkossák a P  pont
halmazt. A P'-vektorok csoportot alkotnak. Ugyanis az »-méretű 
tér valamennyi vektora által alkotott csoportnak alcsoportja 
egyrészt a P-csopurt, másrészt a 7-csoport. A P-vektorok e 
két alcsoport közös elemei. Ezek tehát valóban csoportot 
alkotnak.

Egy szabályos pontrendszert pontrácsnak mondunk, ha nincs 
torlódási helye.

P  és P  pontrácsok egybevágók, ha egymásból eltolással 
keletkeznek.

Az «-méretű térben elhelyezkedő Ppontrács m-méretű, ha

Matematikai és Fizikai Lapok. XLV. 12
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van m-méretű tér, mely minden P-pontot tartalmaz, viszont 
nincs m-nél kisebb méretű tér, mely e tulajdonsággal bir. Az 
w-méretű P  által meghatározott m-méretű teret Ptérnek ne
vezzük.

Ha, valamely P  pontrácsra vonatkozólag, a v1(. .., vm vektorok 
P-vektorok, függetlenek és bármely P-vektor előállítható egész 
Uj-k mellett a ----- (-amvm alakban, akkor a y ......v m vek
torokat P  alapvektorainak nevezzük.

3. Tétel. Egy m-méretű P  pontrácshoz megadható m alap
vektor}'

Bizonyítás. A bizonyítást a méretszámra vonatkozó teljes 
indukcióval végezzük.

Legyen először m =  1. A P-vektorok hosszának alsó határa 
nem lehet 0, mert akkor P  pontjainak lenne torlódási helyük. 
Van egy P-vektor v1( melynek hossza ez az alsó határ. Ellen
kező esetben ugyanis volnának P-vektorok, melyeknek hosszai 
ezt az alsó határt tetszőlegesen jól megközelítenék; tehát P  
egy A pontjának |v , |+ e  sugarú környezete P-nek végtelen 
sok pontját tartalmazná s így ezeknek volna torlódási helyük. 
P  valamely A  pontjából kiindulva képezzünk egy P  pontrácsot 
a v t alapvektorral. Mivel v1 P-vektor, P  tartalmazza P  minden 
pontját. Viszont P-nek nem lehet P-be nem tartozó pontja; 
ily pontot ugyanis P  legközelebbi pontjával összekötő vektor 
hossza |Vj|-nél kisebb lenne, ami ellentmond értelmezésének. 
Tehát P  azonos P-vel s igy vx alapvektora P-nek is.

Tegyük fel, hogy tételünk (m — l)-méretű pontrácsra helyes. 
Legyen P  m-méretű. Van tehát m  pontja, melyek nem esnek 
egy (m— 2/méretű térbe s így ezek egy (m— l)-méretű T  teret 
határoznak meg. P-nek T-be eső pontjai 2. szerint szabályos 
/^-pontrendszert s, torlódási helyük nem lévén, pontrácsot 
alkotnak. Feltevésünk értelmében van tehát P*-nak (m—1) 
alapvektora: v2, . . . , v m. Ezek egy (w — 1/méretű parallelotopot 9

9  V. ö. Bieberbach  : Über die Bewegungsgruppen der Euklidischen 
Bäume. Math. A n n a le n ,  72 (1912). 402. 1. és Minkowski : Geom. d. Zahlen. 
172. 1.

HAJÓS GYÖRGY.
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határoznak meg. Akárhogyan helyezzük is el ezt a parallelotopot 
a T térben, az nyilván mindig tartalmaz belsejében vagy ha
tárán P*-pontot. Fedjük le e parallelotopot egy (»1 — l)-méretű, 
r-sugarú gömbbel. Következőleg a T tér bármely pontjának 
r-sugarú környezetében van P*-pont.

Fektessünk P  valamennyi pontján át T-vel párhuzamos teret. 
P  pontrács-volta miatt ezek mindegyike a P-pontoknak P*-al 
egybevágó halmazát tartalmazza. E terek nem torlódhatnak 
T-hez, mert akkor P* valamely A pontjának 2r-sngarú kör
nyezete a T-hez torlódó terek közül végtelen sokból tartalmazna 
P-pontot s így a P-pontoknak is volna torlódási helyük. Messiik 
ezeket a párhuzamos tereket az m-méretü P-térben egy A-n 
áthaladó e egyenessel. A nyert metszéspontok 1. és 2. értelmé
ben szabályos P  pontrendszert, sőt pontrácsot alkotnak, mert 
ha P-nek torlódási helye lenne, a megfelelő, T-vel párhuzamos 
terek is torlódnának. Mivel P  egyméretü, a már bebizonyí
tottak szerint van v', alapvektora. Vezessen v't A-ból P'-be, a 
P'-n áthaladó T-vel párhuzamos tér egy P-pontja legyen P. 
Az A-ból P-be vezető vektor legyen vr Tehát vx—v't párhuza
mos T-vel.

Állítjuk, hogy vx, v2,.. . ,  vm alapvektorai P-nek. Ugyanis: 
Értelmezésük szerint P-vektorok. Legyen p tetszőleges P-vektor 
s vezessen A-ból (7-be. Messe e-t a (7-n áthaladó T-vel pár
huzamos tér C'-ben. Mivel AC'-vektor P-vektor, .4(7'—o,v'r 
Tehát p — párhuzamos T-vel, de akkor p —a1v 1 is párhuza
mos s ez P-vektor lévén:

Vagyis
P ^1^1 - ̂ 2V_2 “j- * * ‘ -f- ( V ,,j.

P =  «1V1 +  «2V2 H--------b ö»»vm.

Végül a v v . . . , y m vektorok függetlenek, mert különben vala
mennyien párhuzamosak lennének egy (m — 1 )-méretü térrel s 
igy P  nem lenne m-méretű.

E bizonyításból egyszersmind kiolvashatók a következő té
telek i s :

12*
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4. Tétel. A P  pontrácshoz megadható r  úgy, hogy a P-tér 
bármely pontjának r-sugarú környezetében legyen P-pont.

5. Tétel. Ha az m-méretü P-pontrácsnak egy i-méretű térbe 
eső pontjai i-méretű pontrácsot alkohipk s ennek alapvektorai
vi;.. . ,V í (i<m ), megadhatók vi+1, . . . , v m úgy, hogy vt.......v ir
t í+i,. .., vm alapvektorai legyenek P-nek.

3. $. K o c k a r á c s .

Az »-méretű térben elhelyezkedő, egységnyi élhosszúságú, a 
koordinátatengelyekkel párhuzamos élű, »-méretű kockák vala
mely halmazát kockarácsnak nevezzük, ha középpontjaik pont
rácsot alkotnak. A K  kockarácshoz tartozó e pontrácsot P{K)~ 
val jelöljük. Megengedjük, hogy egy kockarács kockái egymást 
részben fedjék. A K  kockarács kockáit K-kockáknak mondjuk.

Az »-méretű kockát határoló (»— l)-méretű kockákat a kocka 
lapjainak nevezzük. Két kockáról akkor mondjuk, hogy érintkez
nek, ha közös belső vagy határpontjaik vannak.

Egy K  kockarácsot térfedőnek mondunk, ha a tér minden 
pontját, mely nem esik valamely /v-kocka lapjára, A-nak ugyan
annyi kockája tartalmazza. Ha e szám k, a kockarács a teret 
k-szorosan fedi.

Egy K  kockarács m-méretü, ha P(K) m-méretű. A K  kockarács 
alapvektorainak P(K) alapvektorait nevezzük. K  és K' kocka
rácsok egybevágóik, ha P(K) és P(A') egybevágó.

K  és K' kockarácsok egyenlők, ha ugyanazon pontokat tar
talmazzák és pedig a tér minden pontját, mely nem esik K  
vagy K' valamely kockájának lapjára, A-nak és A'-nek ugyan
annyi kockája tartalmazza.

Egy kockarács oszlopozott,10 ha van két, közös láppal bíró 
kockája; vagyis, ha a P(A)-csoportnak van oly eleme, mely 
valamelyik koordinátatengellyel párhuzamos egységvektor.

10 V. ö. a 14. tétel bizonyításával.
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Ilyen fogalomalkotás mellett a bevezetésben említett Min- 
KowsKi-féle sejtés a következő alakot ölti:

La. Az n-méretű tér egyszeresen térfedő kockarácsa osz
ladozott.

A többszörös térfedésre vonatkozó kérdésünk pedig, melyet 
a bevezetésben felvetettünk:

n .  Van-e az n-méretű térben nem oszlopozott, térfedő kocka
rács9

Egyenlő kockarácsokra vonatkozólag szükségünk lesz a kö
vetkező tételre:

6. Tétel. Ha K  k-szorosan térfedő■ és A  egyenlő K'-vel, 
akkor K' is k-szorosan térfedő.

Bizonyítás. A A'-kockák lapjaira nem eső A  pont vagy nem 
fekszik valamely A-kocka lapján, vagy igen. Az első esetben 
A-1 A-nak k kockája s így A  és IC egyenlősége miatt A'-nek 
is k kockája fedi. A második esetben A  megközelíthető sem 
A-kockák, sem A'-kockák lapjaira nem eső pontokkal; mint
hogy ezeket az előbbiek szerint A'-nek k kockája fedi, torlódási 
helyüknek, A-nak is (nem esvén A'-kocka lapjára) ilyennek kell 
lennie.

4 . §. R a c io n á lis  k o c k a r á c s .

Egy kockarács racionális, ha a P(A)-vektorok koordinátái 
racionálisak. Az I. és II. kérdésköröknél vizsgálatainkat racio
nális kockarácsokra korlátozhatjuk, ugyanis:

7. Tétel. Ha van az n-méretű térben nem oszlopozottT 
k-szorosan térfedó kockarács, akkor van az n-méretű térben 
nem oszlopozott, k-szorosan térfedő, racionális kockarács is.11

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy van P(A)-vektor p, melynek 
^-koordinátája irracionális.

Osztályozzuk A  kockáit. Két kockát akkor sorolunk ugyan
azon osztályba, ha a középpontjaikat összekötő vektor a^-ko-

11 k—1 esetre vonatkozólag v. ö. Th. Schmidt i. m.



ordinátája racionális. Minthogy e tulajdonság reflexív, szim
metrikus és tranzitív, valóban osztályokat értelmez.

K  kockarács-volta miatt bármely két osztály egybevágó. Egy 
0  osztály kockái kockarácsot alkotnak, ugyanis P (0 ) az osz
tályok értelmezése következtében szabályos pontrendszer és 
P(0)-nak torlódási helye nem lehet, mivel P(A)-nak rész
halmaza.

Ha egy 0  osztályt x x-irányban eltolunk, egy az O-val 
egyenlő O' kockarácsot nyerünk (a). Ha ez állításunk nem 
volna helyes, akkor lenne két pont A és B, melyek nem esnek 
valamely O-kocka határlapjára, melyeknek összekötő vektora 
Xj-irányú s melyeket 0  különböző számú kockái tartalmaznak. 
Az A és B  pontokat összekötő e egyenest 0  kockáinak lapjai 
távolságokra darabolják; a lapok metszéspontjainak ugyanis 
nem lehet torlódási helyük, mert akkor lenne torlódási helye 
P(0)-nak is. E távolságok mindegyikét O-nak ugyanannyi koc
kája fedi. Különben lenne e-n két szomszédos, különböző sok- 
kocka által lefedett távolság, ami csak úgy lehetséges, hogy 
a két távolság közös végpontjában e-re merőlegesen emelt 
(n — l)-méretű E  térre támaszkodó A-kockák között van O-hoz 
tartozó és nem O-hoz tartozó is. Ez azonban lehetetlenség, 
mert az A-tér ^-koordinátája vagy racionális, vagy irracionális, 
s így vagy minden E-re támaszkodó A-kocka O-hoz tartozik, 
vagy egy sem. Tehát e minden távolságát O-nak valóban ugyan
annyi kockája fedi. A és B ezen távolságok belső pontjai, mivel 
nem esnek valamely O-kocka lapjára. Következőleg A -1 és P-t 
is ugyanannyi O-kocka fedi, vagyis (a) állításunk helyes.

Legyenek az osztályok í-méretűek. Egy 0  osztályhoz tartozó 
i-méretű P (0)-tér: T nem tartalmaz az O-tól különböző 0*  
osztályhoz tartozó P(0*)-pontot (b). Ha ugyanis T tartalmazná 
P(0*)-pontot, Pj-et és P (0 )  valamely pontja P0, akkor tartal
mazná T a P0-ból és Pj-ből felépített egyméretű pontrács min
den pontját. Minthogy azonban P0 és Px Xj-koordinátái irracio
nális számban különböznek, ezen egyméretű pontrács pontjai
nak Xj-koordinátái egymástól valamennyien irracionális szám-
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ban különböznek, vagyis T  végtelen sok osztályból tartalmazna 
középpontot. Tehát, az osztályok egybevágósága miatt, T  e 
végtelen sok osztály valamennyi középpontját tartalmazná. 
Következőleg T valamely pontjának 4. szerint 0 -hoz megadott 
r-sugarú környezete e végtelen sok osztály mindegyikéből tar
talmazna középpontot s igy P(K)-nak lenne torlódási helye, 
ezt pedig kizártuk.

(ú)-ből következik, hogy i< n .  Ha ugyanis i= n  volna, azaz 
az előbb értelmezett T n-méretű lenne, akkor (b) szerint csak 
egyetlen osztály lehetne. Ez azonban ellentmond p-re vonatkozó 
feltevésünknek.

Egy osztálynak 3. szerint van i alapvektora: vt, . .., v*. Tehát 
(b) és 5. szerint található vi+1, . . . , v n úgy, hogy v , , . . . ,  vi( 

v„ alapvektorai legyenek /v-nak. Az értelmezés szerint 
Vj,..., Vj vektorok a^-koordinátái racionálisak.

Válasszuk kezdőpontul K  valamely K 0 kockájának közép
pontját. Bármely P(K)-pontnak erre vonatkozó helyzetvektora 
<íjV, -|----- (-a„vn alakban írható. Az itt szereplő av . .., an egész
számokat az illető AT-kocka koordinátáinak mondjuk. Egy osz
tály kockáinak ai+t , . .., «„-koordinátái tehát ugyanazok.

K0 csak véges sok A-kockával érintkezhet, minthogy P(K)~ 
nak nincs torlódási helye. Van tehát a Kq-al érintkező /v-kockák 
an koordinátáinak felső korlátja: an< s 1, ahol st racionális.
Legyen .......v{ vektorok racionális Xj-koordinátái nevezőinek
valamely közös többszöröse sr

1
Ha a v n vektor ^-koordinátáját ------ re változtatjuk, egy új

vektort nyerünk s ezt vjj-vel jelöljük. Képezzünk K(-hó\ ki
indulva a Vj,..., v„_i, y'n alapvektorokkal egy új kockarácsot s 
ezt Zv'-vel jelöljük. K' egyes kockái tehát K  megfelelő kockái
ból x,-irányban való eltolással keletkeznek.

K' a terel k-szorosan fedi. Ugyanis egy oszlopának kockáit, 
űn-koordinátájuk ugyanaz lévén, ugyánannyival toltuk el az

irányban, s így egy oszlop (a) szerint önmagával egyenlő 
kockarácsba ment át. Tehát, mint ilyenek összege, K' is
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egyenlő K-val. Következőleg 6. szerint K' is fc-szorosan fedi 
a teret.

K' nem oszlopozott. Tegyük fel, hogy K0-nak és K  valamely 
K[ kockájának közös lapja van. Legyen Kt azon /ó-kocka, mely
ből eltolással K[ keletkezett. Mivel K0 érintkezik ifiv e l, («)• 
szerint K0 érintkezik Kt osztályával is. Ez osztály minden 
kockájának közös «„-koordinátája tehát, köztük Kt-é is, Sj-néí 
kisebb. K[ középpontjának helyzetvektora tehát

fíiv i H-------h +  «i+iVi+j H------ h «„_iVn_i -f- a n y ' n ,

ahol an< s 1. Mivel K0-nak és K [-nek közös lapja van, e helyzet
vektor egységvektor, s így «^-koordinátája is egészszám. Ámde 
e helyzetvektor «^-koordinátája csak úgy lehet racionális,, 
ha ai+iVi+1+>■■+On-tVn-t «^-koordinátája racionális, mivel 
Vj,..., V{, Vn vektorok Xj-koordinátái racionálisok. Viszont az
«i+iVi+1 H------h «„-iVn_ ! vektor «Sj-koordinátája csak akkor
racionális, ha aj+i =  •<• =  an_ i =  0, mivel e vektor különben nem 
lenne P (0 ) vektor. K[ középpontjának helyzetvektora tehát

a1vl -j------h aiVi +  a„vn.

Ennek «^-koordinátáját s„-vel szorozva az első i tag ss értel

mezése szerint egészszámot ad. Az utolsó tag pedig lesz,
si

ami «„<Sj miatt csak akkor egészszám, ha «„=0; tehát A/ 
középpontjának helyzetvektora

a iv i H-------1- W i -

Mivel ez v^-t nem tartalmazza, K[ azonos K^-el. K  azonban nem 
oszlopozott s így A’0-nak nem lehet közös lapja i^-el s a vele 
azonos K[-e\ sem.

Ha K'-ben képezzük, amint ií-ban tettük, az «^-koordináták 
racionalitása szerint az osztályokat, itt (i-)-l)-méretű osztályok
hoz jutunk, hiszen alapvektorai például v „ .. . ,  v,, v̂ , lennének. 
Eljárásunkat tehát a szükség szerint megismételve végül is oly 
nem oszlopozott, A-szorosan térfedő K 1 kockarácshoz jutunk,
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melyben az osztályok «-méretűek, azaz valamennyi P(K^-vektor 
íCj-koordinátája racionális.

Az egész eljárás folyamán, mellyel if-ból K'-et nyertük, az 
. . . ,  ^„-koordinátákat nem változtattuk. Tehát megismétel

hetjük egész eljárásunkat, melyet a^-re vonatkozólag végeztünk, 
a?2-re,..., x n-re a nélkül, hogy a már előzőleg racionálissá tett 
koordinátákat megváltoztatnék. Végül is oly K” kockarácshoz 
jutunk, mely nem oszlopozott, fc-szorosan térfedő és amelyre 
nézve a P (K n)-vektorok valamennyi koordinátája racionális, azaz 
iT* racionális. Tételünk pedig éppen ilyen kockarács létezését 
állította.

5 . §. C sop orta lgeb rai m egg o n d o lá so k .

Valamely véges C csoport elemei legyenek Av . . . , A r. A C 
csoporthoz tartozó12 csoportalgebra vagy csoportgyűrű13 14 oly 
gyűrű, melynek elemei a1Al1-\-----barAr, ahol av . . . , a r tetsző
leges valós számok. Ezekre az összeadás és szorzás úgy van 
értelmezve, mint közönségesen a polinomokra. Szorzatban a 
valós számok a csoport elemeivel sorrendre nézve felcserélhe
tek, a csoport elemeire pedig a csoport műveleti szabályai 
érvényesek.

A csoportalgebra két eleme akkor és csakis akkor egyenlő, 
ha a bennük szereplő av . . . ,  ar számok azonosak.

A következőkben a csoport mindig ABEL-féle s igy a csoport
algebra kommutatív gyűrű. A csoportalgebrának csak azon elemei 
fognak szerepelni, melyekben av .- - ,a r egészszámok.1''*

A csoportalgebra felfogható a csoport bővitésének, ha vala
mely A  csoportelemhez a csoportalgebra l .A  elemét rendeljük.

12 Alaptestnek mindig a valós számtestet választjuk.
ia V. ö. például Van d e r  W a e r d e n : M o d ern e  A lg eb ra , Berlin, 1. (1937) 

49. 1., II. (1931) 149. 1. és M. D e u r in g : A lg e b r e n . Erg. der Math. IV. 1. 
Berlin (1935) 2. 1.

14 Tehát alaptestnek a valós számtest helyett bármely O-karakterisz- 
tikájú testet választhattunk volna.



A következőkben ezek között nem is teszünk különbséget. Be
szélhetünk tehát a csoportalgebrában például két csoportelem 
összegéről. A következőkben a C csoport elemeivel mindig ily- 
módon (a csoportalgebrában.) számolunk.

A csoport egységelemét 1-el jelöljük.
A C csoport valamennyi elemének összegét csoportösszeg

nek nevezzük és IC-ye 1 jelöljük. A csoportösszeg nyilván vál
tozatlan marad, ha valamelyik csoportelemmel megszorozzuk.

Egy [A] =  l + A + A aH---- \-A“_1 összeget a C csoport sorának
nevezünk. Az A " ~ Ä  elemet e sor záróelemének mondjuk.

8. Tétel. Ha a csoportalgebra valamely B  elemére nézve 
B .[A ]—k.2C, akkor B .(Ä —1)=0.

Bizonyítás. Szorozzuk a feltételi egyenlet mindkét. oldalát 
(A — l)-el. Minthogy [A].(A — 1)=Ä  — 1 és IC - (A—1)—0, éppen 
állításunkat nyerjük.

6 . §. R a c io n á l is  k o c k a r á c s h o z  ta r to z ó  c so p o r t.

Az «-méretű térben elhelyezkedő racionális K  kockarács
alapvektorainak, koordinátái racionális számok. Van tehát az
alapvektorok ^-koordinátái nevezőinek közös többszöröse av

l
meghatározható hasonlóan «2, . . . ,  an. Vagyis pl. —  közös osz-

«1
tója 1-nek és az alapvektorok a^-koordinátáinak.

Válasszuk a koordinátarendszer kezdőpontjául valamelyik
VYlA-kocka egyik csúcspontját. Tekintsük az x % =  ■—  egyenletű,
o.\

(n — l)-méretű tereket, ahol m  tetszőleges egészszám. E terek 
1 1

az «-méretű teret — ,... ,  — élű derékszögű parallelotopokra

bontják. E parallelotopok rendszerét D-vel, középpontjaik hal
mazát P(D)-ve 1 jelöljük. Mivel ait . . . , a n többféleképen meg
választhatok, a K  kockarácshoz többféleképen szerkeszthetünk 
ily D rendszert.

Minthogy a A-kockák lapjai a D-t értelmező («— l)-méretű 
tereken fekszenek, valamely A-kocka egy P-parallelotopot vagy
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egészében tartalmaz, vagy közös belső pontjuk nincs. Vagyis 
bármely X-kocka P-parallelotopokból felépíthető.

A P(P) ponthalmaz pontrács, ugyanis alapvektorai pl. a ko-
1 1

•ordinátatengelyekkel párhuzamos — •,... ,  —  hosszúságú vek-
# 1  CLn

r o k :  d j , . . . ,  d„.

Az elmondottakból következik, hogy a P(X)-vektorok elemei 
■a P  (P)-csoportnak. A P (K )-csoport tehát alcsoportja a P(P)- 
csoportnak.

A P(X)-csoportnak a P(P)-csoportra vonatkozó P(D)/P(K) 
osztócsoportját (faktorcsoportját), illetőleg az ezzel izomorf 
absztrakt csoportot a (D-re vonatkozólag) K-hoz tartozó K-cso- 
portnak nevezzük.15 A X-csoport egy-egy eleméhez tehát a 
P(X)-csoportnak egy-egy mellékcsoportja 'tartozik. A X-csoport 
egységeleméhez éppen a P(X)-csoport tartozik.

Valamely P(P)-vektorhoz a X-csoport azon elemét rendeljük, 
mely az illető P(P)-vektort tartalmazó mellékcsoporthoz tartozik.

Legyen X0 a X-kockarács valamely' kockája. Minthogy X0 is 
P-parallelotopokból van felépítve, van a X0 által tartalmazott 
P-parallelotopok közt egy, melynek középpontjának koordinátái 
a  legkisebbek; ezt X0 sarolcparallelotopjának nevezzük s ennek 
középpontját választjuk a következőkben a helyzetvektorok kezdő
pontjául.

A X kockarács valamely K 1 kockáját meghatározzák az általa 
tartalmazott P-parallelotopok középpontjainak helyzetvektorai. 
Mivel ezek P(P)-vektorok, mindegyikükhöz a X-csoport egy-egy 
•elemét rendeltük. Képezzük e hozzárendelt elemek összegét 
{a csoportalgebrában) s a csoportalgebra így nyert elemét ren
deljük a X  kockarácshoz. A csoportalgebra így nyert eleme 
ugyanis, amint azt a következő számítás mutatja, nem függ 
attól, hogy a kockarács melyik K t kockájából indultunk ki.

Xt sarokparallelotopja középpontjának helyzetvektora legyen

1 5  A k-esoport tehát élesen megkülönböztetendfi a P  (X)-csoporttól. — 
Ha K  «-méretű, a k-csoport véges.
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Uj, ez tehát P(P)-vektor. A K1 által tartalmazott P-parallelo- 
topok középpontjainak helyzetvektorai e szerint

ui +  H------h anó.n, (1)

ahol az a1, . . . , a n egészszámok minden értéket felvesznek a 
O^UiKoi határok között.

A P-csoportnak a P(P)-csoportba tartozó di r . d„ vektorok
hoz rendelt elemei legyenek A v . . . ,A n. Viszont u^hez rendelt 
eleme 1, mivel ut P(P)-vektor. Tehát a csoportalgebrának a 
fentiek szerint P-hoz rendelt eleme:

=  ] J ( l + A i+ A l + - + A ? - 1) =
0 <,ai<ai i=i \%)

Az [AJ sorokat a (P-re vonatkozólag) K-hoz tartozó sorok
nak nevezzük. Amint fentebb már említettük (2) valóban füg
getlen ív tő l, azaz K1 megválasztásától.

9. Tétel. A  racionális K  kockarács akkor és csakis akkor 
oszlopozott, ha (tetszőleges P-re vonatkozólag) a hozzátartozó 
sorok záróelemeinek valamelyike az egység.

Bizonyítás. K  akkor és csakis akkor oszlopozott, ha van 
valamely .r,-tengellyel párhuzamos e; egységvektor, amely P (P )-  
vektor. Másrészt e* akkor és csakis P(P)-vektor, ha a K -cso
portnak hozzá, mint P(D)-vektorhoz, rendelt eleme az egység
elem. Azonban ej^Ojdj, s így a P-csoportnak ehhez rendelt eleme 
A il—Ai. Vagyis P  akkor és csakis akkor oszlopozott, ha vala
melyik Á i= l .

10. Tétel. A racionális K  kockarács akkor és csakis akkor 
k-szorosan térfedő, ha (tetszőleges P-re vonatkozólag) a K-hoz 
tartozó sorok szorzata a K-csoport csoportösszegének I,-szorosa-

Bizonyítás. K  akkor és csakis akkor fc-szorosan térfedő, ha 
minden P-parallelotopot k darab P-kocka tartalmaz. Vagyis, ha 
bármely a P(P)-csoportba tartozó v-vektor k darab különböző 
(a P (P ) csoportba tartozó) ur re nézve szerepel az (1) vektorok 
között. Azaz k darab különböző aídt-)------ \-an<Ln vektor van
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(ahol OgLai<ai), mely v-ből levonva P (K )-\ektort ad, vagyis 
amely a P(ií)-csoport ugyanazon mellékcsoportjához tartozik, 
mint v. Legyen a P(£J-csoportnak v-hez rendelt eleme V.
Tehát az előbbiek szerint k darab a , - j ------|-andTC (0^ a;< a ,)
vektornak V a hozzárendeltje. Azaz V k-szor szerepel a (2) 
kifejezésben. A K  kockarács így minden D-parallelotopot akkor 
és csakis akkor fed fc-szorosan, ha a if-csoport minden eleme 
k-szór szerepel (2)-ben, azaz (2) éppen a if-csoport csoport
összegének k-szorosa.

11. Tétel. Annak, hogy az n-méretű térben legyen k-szorosan 
térfedő, nem oszlopozott kockarács, szükséges és elégséges fel. 
tétele az, hogy található legyen véges, Abel-féle csoport és 
ennek n darab sora úgy, hogy ezek záróelemei az egységtől 
különbözzenek és a sorok szorzata a csoportösszeg k-szorosa 
legyen.

Bizonyítás. A 7., 9., 10. tételek kimondják, hogy feltételünk 
szükséges. Be fogjuk bizonyítani, hogy feltételünk egyben elég
séges is.

Tegyenek eleget a C csoport s ennek [A J,..., [A„] sorai 
a tételben tett kirovásoknak. Itt [AJ jelöli röviden az 
1-f-AiH------(-AJ sort.

Legyenek a koordinátatengelyekkel párhuzamos — ,. . . ,  —at an
hosszúságú vektorok: dlt. .., d„.

Tekintsük az Ijdj-j------Hndn vektorokat, ahol lv . . . ,  l„ egész
számok. Ezek közül válasszuk ki azokat, melyekre nézve

A iiA i-- -A in =  1. (3)

Az igy kiválasztott vektorok (3)-ból kiolvashatóan csoportot 
alkotnak, csoportjukat választjuk P(/í)-csoportnak. E csoport 
segítségével szerkesztünk egy K  kockarácsot.

Állítjuk, hogy e K  kockarács eleget tesz tételünk követel
ményeinek.

1 1
—  , . . . ,  —• közös osztói 1-nek és a P(Á)-vektorok megfelelő
«! On
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koordinátáinak. Tehát a dj.-.-.d,,  által meghatározott D paral- 
lelotoprendszer megfelel a jelen § elején elmondottaknak.

A P(H)-csoportba tartozó /1d1 H------f- lnd„, vektorhoz rendeljük
a C csoport azon L  elemét, melyre

A['A\'...A'Z =  L. (4)

Tehát (B) szerint a P(A)-csoport elemeihez és csak ezekhez az 
egységet rendeljük. Viszont a P(/ó)-csoport valamely mellék
csoportjának minden eleméhez (4) a C csoportnak ugyanazon 
elemét rendeli. E hozzárendelés szerint C izomorf a P(D)/P(K) 
osztócsoporttal. Ha ugyanis egy P(D)-vektorhoz Lj-et, egy másik 
P (D y vektorhoz i 2-t rendeltük, akkor a két vektor összegéhez 
(4) az LtL2 szorzatot rendeli. Vagyis C éppen a (D-re vonat
kozólag) K-hoz tartozó X-csoport.

Adj, . . . ,  dn vektorokhoz (4) éppen a C csoportnak Av ... ,  A,* 
elemeit rendeli. Tehát [AJ, . . . ,  [A„] éppen a (D-re vonatkozólag) 
X-hoz tartozó sorok.

Minthogy az [A J ,..., [A„] sorok záróelemei az egységtől kü- 
lönlönböznek és e sorok szorzata C csoportösszegének le-szorosa, 
a 9. és 10. tételek értelmében a K  kockarács valóban nem 
oszlopozott és /c-szorosan térfedő.

A most bebizonyított 11. tétel megengedi, hogy a bevezetés
ben említett I. és II. kérdéskörökbe vágó vizsgálatokat csoport
elméleti, illetőleg csoportalgebrai úton folytathassuk le. Hogy 
ez az eljárás mennyire használható lehet, azt a következő § 
mutatja.

7 . $. T é r fe d ő  k o c k a r á c s o k  o sz lo j io z o ttsá g a .

A 11. tétel módot nyújt arra, hogy a II. kérdésre megadjuk 
a feleletet. Ezt a feleletet a következő két tétel foglalja ma
gában.

12. Tétel. Ha n gL 3, akkor az n-méretű tér minden tér- 
fedő kockarácsa oszlopozott.

Bizonyítás. A 11. tétel értelmében a háromméretű térre vo
natkozó állításunkat azzal igazoljuk, ha kimutatjuk, hogy a vé
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ges, ÁBEL-féle C csoportra s ennek [AJ, [AJ, [Ag] soraira nézve, 
melyeknek Av  Av Aa záróelemei az egységtől különbözők, nem 
állhat fenn

[AJ • [ AJ . [A3] =  k .lC . (5)

A két-, ill. egyméretű esetekre vonatkozólag az (5)-nek meg
felelő egyenleteket nem kell külön vizsgálnunk, mert aa =  1, 
ill. «3= 1  esetén (5) azokat magában foglalja.

Tegyük fel, hogy (5) fennáll s ellentmondásra fogunk jutni. 
A 8. tétel szerint (5)-ből következik

[AJ.[A9].(A8—1) =  0.

A 8. tételt kétszer újból alkalmazva

[AJ.(A8-1 ) (A 3- 1 )  =  0, (6)
(A1-1 )(A 2-1 ) (A 3- 1 )  =  0.

Vagyis
ÄtÄ2Äa-\- Ä1A’ As-j- A3= AtAa-(- Ä1ASA~ ÄtA3A~ 1. (7)

A baloldal valamelyik tagja tehát 1 kell, hogy legyen. A záró
elemekre vonatkozó feltevésünk miatt

Ä J 2Ä3=1.  (8)

Tehát (7)-ből következik

Aj “f-Aj -f- A 3 =  Aj Aj +  Aj Ag +  Ä J S.

A jobboldal valamelyik tagja tehát Aj-el egyenlő. A záró ele
mekre vonatkozó feltevésünk miatt ez csak a jobboldal utolsó 
tagja lehet, azaz

A3A3= A j=A?‘. (9)

(8)-ból és (9)-ből következőleg
1 1 =  1.

Hasonlóan
A f = l ,  A§=1. (10)

A (6) egyenlet így is írható:

[Aj ,(i -M sA3) =  [Aj .(A2+ A 3).
Tehát (9) szerint

(IJ-A iH------|-AÍ‘ *) (1+ A “1) =  (1+A H ------hAi1 'MAíJ-Aa).



A baloldalon csak At hatványai állanak. A jobboldalon -szere
pel A2 és A3, tehát ezek is hatványai Aj-nek :

I ,= A £ , Ä3=Ä [. (11)

Legyen a C csoportban Aí kitevője X, vagyis X a legkisebb egész
szám, mélyre

Aí =  1.

(10)-ből, (ll)-ből és a záróelefnekre vonatkozó feltevésünkből 
következőleg

X

vagyis
A2 - As.

Tehát (9) és (10) szerint

Ä1 =  Ä,Äa =  Ä\ =  1.

Ez pedig ellentmond a záróelemekre vonatkozó feltevésünknek.
13. Tétel. H a n >  3, akkor van az n-méretű térben nem 

oszlopozott térfedő kockarács.
Bizonyítás. A .,11. tétel értelmében a négyméretű térre vo

natkozó állításunkat azzal igazoljuk, ha megadunk egy véges, 
ABEL-féle C csoportot és ennek [AJ, [AJ, [AJ, [AJ soi*ait 
úgy, hogy

[AJ. [AJ. [AJ.  [AJ =  k.2C. (12)

Ha ilyet megadtunk, akkor (12) mindkét oldalát bármely nem 
egység-záróelemű sorral ismételten szorozva oly egyenleteket 
nyerünk, melyek a 11. tétel értelmében állításunkat négynél 
magasabb méretszámú terekre igazolják. Elegendő tehát oly 
példát megadnunk, melyre (12) fennáll.

Legyen R  és S  a véges, ABEL-féle C csoport két elem e. 
A  csoport értelmező egyenletei legyenek:

R tí =  1, S* =  l. (18)
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A sorokat a. következőképen választjuk meg:
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A1— R , ot =  6,
A2 =  RS  , a2 =  4,
Aa =  R*S, a3 =  3,
Ai — R*S, at =  3.

Az így értelmezett 24-edrendű C csoportra és [A j, [AJ, 
[As], [At] soraira nézve fennáll (12) és pedig abban k — 9. Er
ről, (13) figyelembevételével, egyszerű számítás meggyőz. A négy
méretű térben tehát van kilencszeresen térfedő, nem oszlopo- 
zott kockarács.16

A 12. és 13. tételekkel lényegileg egyenértékű a következő:
14. Tétel. Az n-méretű teret többszörösen fedő kockarács 

n<;3 esetén egyszeresen fedő kockarácsok összege; n > 3  esetén 
ez általában nem helyes.

Bizonyítás, n <; 3 esetén a többszörösen térfedő K  kocka
rács 12. szerint oszlopozott. Két, közös lappal bíró kockájának 
középpontján áthaladó e egyenesen ezen kockák középpontjai 
egyméretű pontrácsot határoznak meg. E pontrács pontjait, mint 
középpontokat tartalmazó /é-kockák K-nak egy oszlopé.t alkot
ják. K  kockarács-volta ihiatt K  ily oszlopokból tevődik össze. 
Ezen oszlopok mindegyike az e-re merőleges T térből egy 
(n—l)-méretű kockát metsz ki s ezek T-ben többszörösen tér
fedő kockarácsot alkotnak. Ha T-ben ((»— Íj-méretben) igaz 
tételünk, akkor n-méretben is igaz, mert egy T-ben levő egy
szeresen fedő kockarács kockáit kimetsző oszlopok (alkalmasan 
megválasztva) az n-méretű teret egyszeresen fedő kockarácsot 
alkotnak. Azonban egyméretben tételünk nyilván helyes s így 
az előzők szerint helyes két-, és háromméretű térben is.

Hogy n > 3  esetén a tétel állítása általában nem helyes, azt 
13. bizonyításának példája mutatja. Ha ugyanis ez is egyszere
sen fedő kockarácsok összege volna, akkor oszlopozott lenne, 
mivel n =  4 esetén az I. sejtés helyes.

*

16 Ennek alapvektorai a 11. bizonyításának gondolatmenete szerint meg
határozhatók ; ezek pl. v, (2,0,0,0), v,(J, — $,0,0), v3 ($, J,$,0), v4 ($,J,0,$).

Matematikai és Fizikai Lapok. XLV. 18
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A 12. tétel az I. sejtés helyességét is kimondja a legegysze
rűbb n = l ,  2, 3 esetekben.

A 11. tétel szerint a MiNKowsKi-féle sejtéssel egyenértékű a 
következő á llítás:

I. b. Ha a véges, ABEL-féle C csoportra s annak n darab  
sorára nézve

[A1].[A l] .. .[A n] =  IC,

akkor az [A J, [A J ,.. [An] sorok záróelemeinek valamelyike 
az egység.

Hajós György.

BEDECKUNG MEHRDIMENSIONALER RÄUME 
MIT WÜRFELGITTER.

Sind Vj........ v OT unabhängige Vektoren des w-dimensionalen Raumes,
so Keisst die durch die Ortsvektoren «iV, +  • ■ ■ v nl (av . . . ,  am be
liebig ganz) gekennzeichnete Punktmenge bekanntlich ein Punktgitter. 
Ein System kongruenter, parallel liegender, n- dimensionaler (einander 
ev. teilweise auch überdeckender) Würfel, deren Mittelpunkte ein Punkt
gitter bilden, wird Würfelgitter genannt. Min k o w sk i vermutete, dass ein 
den n-dimensionalen Raum einfach  bedeckendes Würfelgitter zwei an 
einer ganzen Seitenfläche aneinanderstützende Würfel haben muss.

Im vorliegenden Aufsatze werden auch die den Raum mehrfach  be
deckenden Würfelgitter in Betracht gezogen. Für solche erweist sich die 
der M iN K O w sK ischen entsprechende Vermutung nur für n <; 3 als richtig. 
Für höhere Dimensionen wird sie durch ein Gegenbeispiel widerlegt.

Es wird bewiesen, dass man sich bei solchen Untersuchungen auf 
rationale Würfelgitter beschränken darf, d. h. auf solche, bei welchen  
der Abstand je zweier Seitenebenen sich rational zur Würfelkante verhält.

Das Haupthilfsmittel der Beweisführung ist folgender Äquivalenz
satz: Die MiNKOwSKische Vermutung (bzw. das entsprechende für /c-fache 
Bedeckung) ist für den n-dimensionalen Raum dann und nur dann 
falsch, wenn es eine endliche ArsELsehe Gruppe, darin' n Elemente 
AV...,A „  und n  ganze Zahlen av . . . , a n gibt, so das§ 1 und
das Produkt der Summen l+ A i+ A " ,-\------ \-ÁÍ' ' (in der zur Gruppe
gehörenden Gruppenalgebra gerechnet) die Summe (bzw. das fe-fache 
der Summe) aller Elemente der Gruppe ist. Georg Hajós.



POLIÉDEREKRE VONATKOZÓ SZÉLSŐÉRTÉK- 
FELADATOK.

Steiner 1841-ben a párisi akadémiának egy dolgozatot terjesz
tett be, melyben — Lhuilier kutatásaihoz kapcsolódva — számos 
elemi geometriai szélsőérték-feladatot tárgyal.1 Eredményei közül 
kiemeljük itt a következőt:

I. Valamely zárt konvex síkgörbébe írt legnagyobb területű 
n-szög bármely csúcspontjában fektethető a görbéhez oly tám asz
vonal, mely párhuzamos a két szomszédos csúcsponton át raj
zolt szelővel.

Már Steiner felveti a megfelelő kérdést a körülirt minimális 
területű «-szögre nézve. A felelet:

II. Valamely konvex görbe köré írható legkisebb területű 
n-szög minden oldalának felezőpontja rajta van a görbén.

Mindkét esetben azt az «-szöget kerestük, melyre a görbe 
és az «-szög közt fekvő idom területe a lehető legkisebb. Ámde 
a görbe és az «-szög közti résznek egyszerű értelemmel bíró 
jelentést adhatunk nemcsak beírt vagy körülírt, hanem tetszés- 
szerinti «-szög esetében is. Tekintsük ugyanis azon pontok 
halmazát2 (1. ábránkon a vonalkázott rész), melyek a görbe, 
illetőleg az «-szög által határolt tartományok közül az egyik
ben és csakis az egyikben fekszenek. E halmaznak biztosan 
van területe, s e területet az «-szögnek a görbétől való eltérés

1  Ober Maximum und Minimum bei den Figuren in der E b en e ..., 
Gesammelte Werke, II., S. 177—308. L. különösen S. 242.

2  A sz ó b a n fo r g ó  h a lm a z  e z e n  eg y szerű  é r t e lm e z é s é r e  König D é n e s  
p r o fe s s z o r  ú r  h ív t a  f e l  a  f ig y e lm e m e t .

13*
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ének nevezzük. Érdemes megemlíteni, hogy az eltérés akkor és 
csak akkor nulla, ha az »-szög a görbével egybeesik.

A fenti tételekben a görbébe írt, illetőleg a görbe köré írt 
»-szögek közül kerestük azt, melyre az eltérés minimális. Fel
merül természetszerűleg a kérdés : milyen tulajdonsággal rendel
kezik az az »-szög, melynek egy előre megadott zárt konvex 
görbétől való eltérése a si'k összes »-szögei közül a lehető leg
kisebb?3 4 Ezt az »-szöget simuló n-szögnek nevezzük s könnyen 
bebizonyítható a következő rávonatkozó té te l:4 * *

III. Valamely zárt konvex görbéhez szerkesztett simuló n-szög 
minden egyes oldalának azon két pontja, mely az illető oldal
nak egy-egy negyedét metszi le, a görbén rajta van.

Megjegyzendő, hogy e tételek csak szükséges feltételt adnak 
az extremális w-szögre. Ami pedig a szélsőérték exiszteneiáját 
illeti, erre még később külön ki fogunk térni, de már itt előre
bocsátjuk, hogy tárgyalandó szélsőérték-feladatainknak mindig 
van megoldásuk.

*

3 Ezen n-szögnek valamely (a, b)-ben értelmezett y =  f(x) görbeív 
esetében megfelel az az n vonaldarabból álló nyilt y =  Pn (x) poligon,

b
melyre j 1 f  (x)—Pn(x)\dx  minimális. 

a
4 Fejes L .: Sokszögekre vonatkozó szélsőérték-feladatokról. Középiskolai

Mat. és Fiz. Lapok, Vili. (1937), 8. szám, ahol megtaláljuk egyben I.-nek
és II.-nek is egyszerű bizonyítását.

1. ábra.
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Fordítsuk m ost figyelmünket e tételeknek térre vonatkozó 
analogonjaira. Ezek tárgyalását indokolttá teszik azok a különb
ségek, melyek a második és harmadik dim enzió közt vannak. 
Gondoljuk meg mindenekelőtt, hogy igen sok planiinetriai tétel
nek egyáltalában nem felel m eg hasonló tétel a térben. Például 
szolgáljon az az érdekes tény, hogy míg egy L kerületű és 
T  területű JoRDAN-görbébe mindig beírható egy kör, melynek 
sugara csak L -től és T-től függ,5 addig bármily (az F3 <  36s- F2 
feltételt kielégítő) pozitív F, V és e szám okhoz megadható 
oly F  felszínű és V térfogatú test, m elybe e-nál nagyobb  
sugarú gömb nem  írható.5

Már ez is mutatja, hogy a harmadik dimenzióba való lépés 
sok váratlan és meglepő dolgot eredményez s hozzátehetjük, 
hogy gyakran nagy nehézségeket is rejt magában. De különösen 
áll ez a poliéderekre. Egy klasszikus extrémum-feladattal, az 
izoperimetrikus problémával kapcsolatban pl. S t e i n i t z  a követ
kezőket írja: 7 Während das isoperimetrische Problem bei Poly
gonen...  erledigt ist, gestalten sich die entsprechenden Auf
gaben im Raume mannigfaltiger und begegnen grossen Schwierige 
keiten. Die Untersuchungen sind auch über die ersten Anfänge 
noch nicht hinausgekommen. * 8

8  Ennek egy egyszerű bizonyítását 1. Gr ü n w a l d  Géza é s  T úrán  P á l : 
Über den Blochschen Satz. Szegedi Acta VIII. (1937). 238. 1.

8  Ennek belátása végett tekintsünk egy F felszína és V térfogatú testet 
és helyezzük el felületén a Pl. PS, .-,P n  pontokat oly sűrűn, hogy a 
felület bármely pontja köré írt £ sugarú gömbben legyen legalább egy P< pont. 
Kössük össze e pontokat a testnek egy tetszésszerinti 0  belső pontjával és 
tekintsük az OP,, 0 / , , . . . ,  0Pn szegmentumok azon Sj,  í j , . . . ,  sn részét, 
melyek az 0  köré rajzolt s sugarú gömbön kívül esnek. Vegyük most körül 
Sj, í j , . . . ,  sn-et kis keresztmetszetű bengerfelületekkel, s helyettesítsük ezek 
segítségével a felületet egy másik zárt felülettel, melynek az slt .'■»
vonaldarabok a külsejében fekszenek. Ezen új felületbe nem helyezhető 
£-nál nagyobb sugarú gömb, jóllehet területe, illetőleg térfogata — a hen
gerek keresztmetszetét elég kicsinyre választva — tetszőlegesen kevéssel 
különbözik F-től, illetőleg V-től.

7  Über isoperimetrische Probleme bei konvexen Polyedern. Crelle Jour
nal. Bd. 158. (1927), S. 129— 153., Bd. 159. (1928), S. 133—143. L. a be
vezetést.
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Mondhatjuk, hogy a poligonra vonatkozó legtöbb tételnek nincs 
egyszerű térbeli megfelelője. Vizsgáljuk meg ezután, miként áll ez 
a fentemlített tételeknél.

*

Az eltérést a térben épp úgy értelmezhetjük, mint a síkban: 
valamely iß poliédernek egy X testtől való eltérésén azon pontok 
halmazának térfogatát értjük, melyek iß és X egyikében és 
csakis egyikében vannak. A feladatok azonban, melyekkel itt 
szembenállunk, a síktól eltérőleg igen különbözők lehetnek. 
Más-más feladatra jutunk ugyanis a szerint, amint meghatáro
zott lap-, csúcs-, vagy élszámű poliédereket hasonlítunk össze. 
De éppúgy kereshetjük az extrémumot a SrEiNER-féle értelem
ben «egyenlő típusú» poliéderek8 közül. Az alábbiakban csak 
az első esettel foglalkozunk, s így a következő kérdéssel állunk 
szemben: Milyen feltételnek tesz vájjon eleget az az w-lap, 
melynek egy előre megadott konvex X testtől való eltérése a 
lehető legkisebb, midőn 1. a i£-be írt, 1  a í  köré irt, B. vala
mennyi «-lap közül keressük az extrémumot? Vegyük sorra e 
három feladatot.

Míg a síkban a beírt «-szögre vonatkozó tétel bizonyítható 
legkönnyebben, addig a térben már nem ilyen egyszerű a 
megfelelő feladat megoldása. Itt csak a legkisebb lapszámú 
poliéderre, a 4-lapra szorítkozunk.

I*. Valamely zárt konvex felületbe írt legnagyobb köbtar
talmú tetraéder minden egyes csúcspontjában fektethető a felület
hez az átellenes lappal párhuzamos támaszsík.

Ellenkező esetben ugyanis a tetraéder térfogata a csúcs
pontoknak a felületen történő elmozgatásával növelhető lenne.

A körülírt poliédernél már megtaláljuk a síkbeli tétel ana- 
logonját.

II* Valamely konvex test köré írt minimális köb tartalmú 
n-lap valamennyi lapjának súlypontja a testen rajta van.'J 8 9

8  L. p l. STEiNiTznek az e lő b b i  j e g y z e tb e n  id é z e t t  d o lg o z a tá t .
9  Az I*. és II*. alatti eredmények bizonyára nem újak és csak a teljes

ség kedvéért tárgyaljuk e helyen őket.
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A bizonyításhoz felhasználjuk a GuLDiN-szabályt, mely tudva
levőleg kimondja, hogy valamely forgástest térfogata a forgatott 
síkidom területének és az idom  súlypontja által leírt körív 
hosszának szorzatával egyenlő. Ebből következik, hogy ha vala
mely síkidomot egyik súlyvonala körül elforgatunk, a keletkező 
két forgástest térfogatai egyenlők lesznek. Bármilyen más egyenes 
körül történik viszont az elforgatás, mindig azon forgási test  
térfogata lesz nagyobb, amely a síkidom súlypontját tartalmazó 
részének forgásából keletkezett.

Vegyünk már most szemügyre egy 2  köré írt n-oldalú poli
édert, mely nem rendelkezik a tételünkben megjelölt tulajdon
sággal. Válasszuk ki ennek egyik lapját, melynek S súlypontja
2-n  kívül fekszik, s tekintsük e lapnak a 2-vel közös pontjait. 
Eme pontok halmaza egy konvex K  síkidomot alkot, mely egy 
vonaldarabból, vagy egyetlen pontból is állhat. Tehát K  minden
esetre elválasztható S-től egy a lap síkjában fekvő o egyenessel. 
A lapnak o körüli megfelelő irányban történő infinitézimális 
elforgatásával egy új, 2-t magába záró, n-lapot nyerünk, mely
nek térfogata az eredeti poliéderrel szemben csökkent.

Mielőtt a fentebb felvetett harmadik feladat tárgyal ás ához 
kezdenénk, téljünk ki egy pillanatra az extremális sokszögek, 
illetőleg poliéderek exisztenciájának kérdésére. S t e i n e r  még — 
amint ismeretes — bizonyítás nélkül felteszi a szélső érték 
létezését. Erre a hiányra W e i e r s t r a s s  kritikája terelte a figyel
met s emlitésreméltó, hogy a S t e i n e r  által felvetett szélsőérték- 
feladatok közt van olyan, melynek nincs megoldása.10 Az itt 
tárgyalt feladatok esetében azonban ez a nehézség könnyen 
áthidalható. Az eltérés ugyanis, melynek minimizálására törek
szünk, az eddigi feladatokban véges számú paraméternek vala
mely zárt intervallumban értelmezett folytonos függvénye, 
melynek W e i e r s t r a s s  jól ismert tételénél fogva biztosan van 
minimuma.

Tekintsük példaképpen a legutóbbi feladatot. A körülírt poli

10 L. Steinitz idézett dolgozatából különösen a 13. §-t.
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éder a lapok külső normálisainak irányával egyértelműen meg* 
van határozva. Mivel pedig minden irányt két adat jellemez, 
ezért a körülírt n-lapokat a 2n-dimenziós térnek egy tartomá
nyára egyértelműen leképezhetjük. Tekintsük most a tartomány 
azon pontjait, melyekhez oly n-lapok tartoznak, melyek tér
fogata egy tetszésszerinti % körül irt tetraéder térfogatánál nem 
nagyobb. E pontok halmaza mindenesetre zárt s a szélsőérték 
szempontjából tekintetbejövő poliéderek térfogata eme zárt 
halmaz pontjainak folytonos függvénye, amiből következik a 
minimum exisztenciája.

Térjünk ezután a harmadik feladatra, ahol mindenekelőtt az 
extrémum létezését fogjuk kimutatni.

A minimális eltérésű n-lap — vagy az n-szög esetében már 
használt kifejezéssel élve: simuló n-lap — exisztenciájának bizo
nyítását szintén a WEiERSTRAss-féle tételre vezetjük vissza. Az 
alábbiakban azonban csak konvex poliéderekre szorítkozunk11 
s kimutatjuk, hogy a legfeljebb n-lappal bíró konvex poliéderek 
között van olyan, melynek egy előre megadott konvex T testtől 
való eltérésére minimális

Az összehasonlitandó poliédereket S tein itz  szerint12 a követ
kező módon jellemezzük: Tekintsünk a térben In—4 számú 
P v  P2, . . . ,  P<in—i pontot és vegyük szemügyre az e pontokat 
tartalmazó legkisebb konvex testet. Ez a iß test: konvex poli
éder, mely azonban egy sik poligonná vagy egy vonaldarabbá, 
sőt (mivel a pontok egybeeshetnek) egyetlen ponttá is degene
rálódhat. Emlékeztetünk most az EuLER-féle poliéder-tételnek 
egy ismprt következményére, mely szerint valamely n lappal 
bíró poliédernek legfeljebb 2n—4 csúcspontja lehet. Ezért bár
mely konvex n-lap a Pv  P2, . . . ,  Pin~i pontoknak egy rend
szerével egyértelműen jellemezhető. Nézzük viszont most azon

11 Valószínű, hogy bármely nem konvex n-laphoz szerkeszthető egy 

kisebb eltérésű n-lappal biró konvex poliéder. A síkra az analog té te l 

közvetlenül belátható.

12 L. S teinitz dolgozatából a 12. §-t.
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pontrenszereket, melyekhez oly poliéderek tartoznak, melyek 
lapjainak száma legfeljebb n és melyek egy í£-t körülvevő 
gömbben vannak. E pontrendszerek a 3(2«—4)-dimenzios tér
ben zárt halmazt alkotnak, s ip-nek £-től való eltérése e hal
mazon folytonosan változik. Tehát azon «-lapokra, melyek egy 
í£-t körülvevő gömbbe esnek, az eltérés felveszi alsó határát, 
mely minden esetre kisebb a test V térfogatánál.

Ezek szerint már csak azt kell kimutalnunk, hogy a F-nél 
kisebb eltérésű konvex «-lapok egy gömbben vannak. Ez azon
ban nemcsak «-lapra, hanem bármely konvex testre ás igaz. 
Vegyük ugyanis figyelembe, hogy valamely 31 konvex testnek 
í£-től való eltérése: V — Vb-\-Vk, ahol Vb, illetőleg Vk a K-nak 
T-n belül, illetőleg kívül eső részének a térfogata. Feltevésünk
nél fogva V— Vb-\- V/c< V, azaz Vk<  Vb, tehát még inkább fenn
áll az, hogy $ azon részének térfogata, mely egy T-t körülvevő 
r  sugarú © gömbön kívül van, kisebb © térfogatánál. Ebből 
pedig következik, hogy Ä benne van azon P  pontok halmazá
ban, melyekre a P-t és ®-t magába záró legkisebb konvex test 

4,7: r 3
térfogata kisebb 2 •—q----nál. E halmaz azonban egy ©rvel

koncentrikus és, amint egyszerű számítás mutatja, R <  4r 
sugarú gömb.

Ezzel a szélsőérték létezését konvex poliéderekre kimutattuk 
s most rátérhetünk a konvex testhez tartozó simuló «-lap 
jellemzésére. Egyszerűbb kifejezésmód kedvéért azonban min
denekelőtt egy megszorítást teszünk í£-re. Tegyük fel ugyanis, 
hogy x  felülete nem tartalmaz síkrészt. Azonnal látható, hogy 
ez esetben a simuló «-lap minden egyes lapjának egy része X 
belsejébe, másik része x-n kívül esik. Kimutatjuk már most az 
alábbi tételt:

III.* Valamely (síkrészt nem tartalmazó) zárt konvex felü
lethez fektetett simuló n-lap minden egyes lapjára teljesül a 
következő két feltétel: 1. A lapnak a felületbe és a felületen 
kívül eső részei egyenlő területitek, 2. a felületen belül, illetőleg 
kívül levő két rész súlypontja egybeesik.
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Látható, hogy tételünk a különböző fogalmazás ellenére tel
jesen megfelel a simuló n-szögre kimondott tételnek.

A tételünkben foglalt első állítás bizonyításához tegyük fel, 
hogy — III*-gal ellentétben — az egyik lapon a felületbe eső 
rész területét illetőleg r-val (r4=0) különbözik a kívül eső rész
től. Ez esetben az eltérés egy infinitezimális eltolással csökkent
hető. Ha ugyanis a lapot sajátmagával párhuzamosan kevéssel, 
mondjuk A-val, eltoljuk, akkor az eltérés közelítőleg r/t-val vál
tozik s az eltolást megfelelő irányban végezve rh-val csökken.

Hátra van még tételünk második részének bizonyítása. Sze
meljünk ki poliéderünkön egy L-lapot, melyen a í£-be eső Lb

rész súlypontja Sb nem esik egybe S*-val, azaz az L-lap 2-n  
kívül, levő Lk részének súlypontjával. Rajzoljunk most Sb-n 
keresztül egy L síkjában fekvő o egyenest, melyről csak azt 
kötjük ki, hogy ne menjen át Sk-n. Az o egyenes L b-1 és Lk-1 
két részre osztja. Jelöljük ezeket L b~, L b~, illetőleg L+, Lk-\e  1 
(1. a 2. ábrát), miközben a megegyező felső indexek o-nak 
ugyanazon oldalán fekvő részeket jelölnek. Hajtsunk most L-en 
egy o körüli infinitézimális elforgatást végre s jelöljük az 
egyes részek forgásából keletkező forgástestek térfogatát rendre 
V (Lb)~, V(Liby, V{Lk)~ és V (Lfc)-vel. A poliéder eltérése forgás 
közben V(14)+ V(L ' k ) —  V(Lb)~  V ( I + y v e l  változik. Ámde a Gul- 
DiN-szabály szerint V(Lb) =  V(Lb), tehát az eltérés változása:

2. ábra.
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V(Lk)— V(L'k). Ez azonban ugyancsak a GüLDiN-szabály értelmé
ben zérustól különböző. A poliédernek SL-tői való eltérése tehát 
megfelelő irányú infinitézimális elforgatással csökkenthető.

Befejezésül még egy érdekes problémára szeretném a figyel
met felhívni. Megemlítjük először is, hogy megadható oly konvex 
íí-test, melyhez rajzolt simuló w-lap bizonyos éleinek egy darabja 
X belsejében fekszik. Valószínűnek látszik ezzel szemben, hogy 
a simuló n-lap egyetlen csúcspontja sem fekhet X belsejében.

Fejes László.

ÜBER EINIGE EXTREMUMAUFGABEN BEI POLYEDERN.

Wir knüpfen in dieser Arbeit an zwei von S t e in e r  1  herrührenden 
Extremumaufgaben an. Man betrachte zunächst eine konvexe geschlos
sene Kurve £  und ein in derselben Ebene liegendes geschlossenes 
Polygon ijl. Fassen wir jetzt diejenigen Punkte ins Auge, welche von 
den beiden von ft und SP begrenzten Gebieten in einem und nur in 
einem liegen. Die Menge dieser Punkte besitzt sicher ein Inhaltsmass, 
das wir als die Abweichung zwischen “p und ft bezeichnen wollen. 
Die S t e in e r 7sehen Aufgaben lauten nun : was für eine Eigenschaft besitzt 
dasjenige n-Eck, welches die kleinste Abweichung von .ft besitzt 1. unter 
allen in ft liegenden, 2. unter allen ft umgebenden n-Ecken. Wir stellen 
nun die Frage : wodurch ist dasjenige n-Eek ausgezeichnet, welches 
die kleinste Abweichung von ft besitzt, indem wir alle «-Ecken der 
Ebene zur Konkurrenz zulassen.

Es werden hier die analogen Aufgaben und besonders die Existenz 
des Extremums im Raume behandelt, wobei wir statt n-Ecken die Poly
eder mit gegebener Flächenzahl in Betracht ziehen.

Ladislaus Fejes.



BOLYAI FARKAS ARCK ÉPÉH EZ.*

Bolyai Farkas — folyóiratunk e számához mellékelt —  arc
képének eredetije a marosvásárhelyi református kollégium tanári 
könyvtárában, a BoLYAi-ereklyék közt van. Világosbarna papíron, 
fekete- és fehér krétával készült rajz, 2 5 x 3 0  cm-es méretben. 
Farkas Dániel asztalosnak fiától vásárolta m eg 1898. május 7-én 
5 forintért a kollégium részére Koncz József, az akkori könyv
táros. Báró Kemény PÁi.né marosvásárhelyi házának (ZEYK-ház, 
Kazinczy-u. 13.) udvarán lakott ez az asztalos. A bárónétól 
került hozzá a kép. Koncz József szerint Szabó János rajzolta, 
bár neve nincs feltüntetve rajta. Bolyai Farkas nagyon pártolta  
S zabó JÁNOst; 1829-ben 110 forintot gyűjtött számára, hogy 
Bécsből lejöhessen. Az eddig elmondottakat Koncz JózsEFnek a  
képkeret hátlapjára erősített feljegyzése és 1898. május 8-án 
kelt aláírása bizonyítja. Dáikáni Kálmán dr., későbbi könyvtáros 
1925. június 8-án kelt, ugyanoda mellékelt soraival és aláírásá
val megerősíti és kiegészíti ezeket az adatokat.

Gulyás Károly rajztanár, jelenleg a marosvásárhelyi Teleki- 
könyvtár őre, aki korábban a református kollégium tanári könyv
tárának volt az őre, lerajzolta és részletesen méltatta ezt a

* A fé n y k é p fe lv é te le k e t  Stau sz  S imon k é s z í t e t t e  r é s z e m r e  a h e ly s z ín e n .  
A le m e z e k e t  a  m a r o sv á s á r h e ly i r e fo rm á tu s  k o l lé g iu m n a k  a já n d é k o z ta m .

E c ik k em  m á r  sa jtó  a la tt  v o lt , m ik o r  a rró l é r t e s ü l t e m , h o g y  S zász  P ál 
e g y e te m i m a g á n ta n á r  ú r  b ir to k á b a n  i s  van  e g y  h a s o n ló  Bolyai F a r k a s -  
m e llk é p . Nagyobb m é r e tb e n , f e k e te - f e h é r  ir ó n n a l k é s z íte t t  rajz. A m ű v é s z  
n e v e  é s  az id ő p o n t  is  fe l  van  t ü n t e t v e  ra jta :  «Szabó. 1846.» S zász K á r o l y  
(1798—1853] m a r o s v á s á r h e ly i p r o fe s s z o r , i l l e t ő le g  S zász  Károly (1829—1905) 
p ü s p ö k  h a g y a té k á b ó l va ló . Ezen a  k é p e n  a k a b á tsz á r n y a k  e g y m á sr a h a j lá sá -  

n a k  so r r e n d je  e l l e n t é t e s  a XHANHOFFER-féle m á s o la té v a l .



BOLYAI FARKAS ARCKÉPÉHEZ. 201

képet egy cikkébeh,1 de az eredeti fényképben eddig sehol nem 
jelent meg, pedig Gulyás ítélete szerint ez az egyetlen művészi 
arckép Bolyai FARKAsról. Jellemzi a «legmelegebb közvetlenség, 
a megfigyelés pontossága, a szemek egyéni állása, a hajfürtök 
puhán omló vonalainak gondos, szeretetteljes kezelése. Mindezt 
csak hosszas tanulmányozás, öntudatos művészi lélek elmélye
dése eredményezheti»,

«Kétségtelenül német rajziskolát, esetleg a bécsi képzőművé
szeti Akadémiát látogatta» Szabó János, aki Marosvásárhelyt 
született 1794-ben és ott is halt meg 1851-ben. Bolyai Farkas 
szívesen elbeszélgetett vele. «1850—51 táján is negyedórányira 
eljár [hozzá] esténként a kollégium melletti lakásáról diskurálni».

Fénykép — sajnos — csak már a ravatalon nyugvó Bolyai 
FARKAsról készült. Második házasságából született fia: Gergely 
egy másik képét is említi: «nem csak halva photografirozott 
képe van meg, hanem olajban is meg van, Szabó által levéve 
ha jol emlékszem 846ba= 7 1  vagy 72 éves korába. Szabó derék 
művész volt, elég jó is a’ kép, de a’ szemeivel éppen egészen 
nem vagyok megelégedve».2 3 Bedőházi szerint: «Hetven éves 
korában pártfogoltja Szabó János festette le, e képről van 
másolva, s kijavítva az akadémia birtokában levő festvény.» 
«A Szabó János által festett képet GERGELYnek adta, de az utón 
eldörgölődött, s Bolyából később vissza hozatta, hogy Szábó 
JÁNOssal igazittassa meg, de akkorra már, mint megjegyzi „az 
igazitó is letörlődött a nagy tábláról.“ »8 Stäckel fölemlítvén 
ezt a képet, azt állítja róla, hogy akkor «Farkas 50 éves volt 
(1835)».4 * Kettős tévedés. Először is Bolyai Farkas 1825-ben 
volt 50 éves. Másodszor Stäckel félreértette BEDŐHÁzinak a kép

1  Bolyai Farkas egyetlen művészi arcképtanulmánya. P ász to rtű z . Gluj- 
Kolozsvár, 1924. dec. 25. X. 284—287.

2  S zabó SÁMUELhez í r t  leveléből. Kelte: Bolya, 1867. ápr. 20. A M. Tud. 

Akadémia kézirattárában.

3  B edőházi János : A két Bolyai. 1897. 333.
4 S täckel P á l : Bolyai Farkas és Bolyai János geometriai vizsgálatai.

I. 215.
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közölt másolata alá irt megjegyzését: «Szabó János festménye 
a negyvenes évek elejéről.»5 Ez az 1840-es évekre vonatkozik, 
nem pedig Farkas negyvenes életéveire.

Koncz József még azt remélte, hogy az akadémia részére a 
másolatot «Trefort minister nr őnagyméltósága festeti Rosko- 
vics Ignácz jeles fiatal festővel.»6 * Nem igy történt: Thanhoffer 
Lajos, orvos, egyetemi tanár festette meg. Ez a másolat több 
tekintetben (pl. kéztartás) eltér a Bedőházi könyvében közölt 
SzABÓ-képtől. Az akadémiai másolat terjedt el. Ez szerepel a 
Tentamen második kiadásában, a magyar posta BoLYAi-bélyegén. 
E THANHOFFER-féle másolat nyomán készült az az olajfestmény, 
amely a marosvásárhelyi szabadkőmives páholyból került" a 
marosvásárhelyi BoLYAi-ereklyék közé.

Dávid Lajos szerint8 a könyvének címlapja előtt álló Bolyai 
FARKAs-kép valószínűleg 1825-ben készült Kemény S imon báró 
részére.

Sajnos, Bolyai JánostoI nem tudunk arcképet közölni, mert 
nincs. Marosvásárhelyi kéziratai közt találtam egy helyet, ahol 
ezt mondja: «egész katonai ingénieur-hadnagyi teljes parádé
ban le-vett mely-képemet is, bizonyos atyámtoli méltatlanság 
[és az] a’ra következett méltatlankodás’ (indignatio) következé
sében, öszve-szaggattam: a’nyira nem vágytam az a’féle mások 
által vad vitatni szokott, külső halhatatlanságra,». Ezt Bolyai 
Gergely igy adja elő ugyanabban a levelében, amelyből már 
egyszer idéztem: «JÁNOsnak a’ képe nincs meg, pedig mint 
főhadnagy nagyba olajba le volt véve ganz parádéban, hanem 
az Öreggel egykor veszekedve haragjában kardjával a’ rámá
ból oly szépen kikanyaritotta, hogy csak rámája maradt.»2 
A hiányzó arckép helyett valamit elárul a külsejéről az útlevele. 
Ezt iratainak átnézése közben találtam meg Marosvásárhelyt

5 Bedőházi,3 272. után.

6 Koncz József : A marosvásárhelyi kollégium története. 309. lap har

madik lábjegyzetében.

" K ováts B enedek , j e le n le g i  könyvtáros m o n d o t t a  igy  nekem.
8 Dávid Lajos: A két Bolyai. 194.
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1938. augusztusában. A nagyszebeni katonai parancsnokságtól 
kapta, hogy Medgyesen át hazavihesse az intézetből Dénes nevű 
fiát. A németnyelvű útlevél9 szerint az akkor 48. életévéhez 
közeledő Bolyai János termete: közepes, arca: hosszúkás, haja: 
őszbevegyült, szem e: kék, szája, orra: arányos. A haj színére 
(gräulich =  őszes) vonatkozó megállapítással bizonyos ellentét
ben úgy láttam a helyszínen, hogy Bolyai János 1911-ben ki- 
hantolt koponyacsont-darabjaihoz ma is sűrű, sötétbarna haj 
tapad.

Jelitai Józsefi

ZUM BILDNIS DES FARKAS VON BOLYAI.

Das hier wiedergegebene Bildnis ist das am meisten getreue und 
künstlerisch wertvolle Bildnis des F ark as ( W olfgang) von B olyai. Das 
Original (schwarz—weisse Kreidezeichnung auf lichtbraunem Papier, 
Grösse 25 x  30 cm), vom ungarischen Meister János S zabó  für die 
freiherrliche Familie von K emény ausgeführt, befindet sich in der Bib
liothek des protestantischen Kollegiums in Marosvásárhely (Sieben
bürgen).

Ein Bildnis des János (J o h a n n ) von B olyai ist nicht vorhanden. Uber 
sein Äusseres enthält sein Vorgefundener Reisepass (1849) folgende 
Angaben : mittlere Statur, Gesicht: länglich, Haare : gräulich, Augen : 
blau, Mund, N ase: proportioniert.

József JeliUti.

9  Feldkriegs-Kanzlei-Direktion des Siebenbürgischer General-Komman
dos. 410. Gratis. Hermannstadt, 27. Aug. 1849.
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J e le n lé s  az 1938. évi m atem atikai tan u lóversen yrő l.

Társulatunk XLII. matematikai tanulóversenyét 1938. október 15-én 
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg. Budapesten 33, Szegeden 
7 versenyző jelentkezett; 'beadtak Budapesten 24, Szegeden 4 dolgozatot.

A verseny tételei a következők voltak:
I. Bebizonyítandó, hogy egy egész szám akkor és csak akkor négyzet- 

összege két egész számnak, ha kétszerese ily tulajdonságú.
II. Bebizonyítandó, hogy minden 1-nél nagyobb n  egész számra:

_L 1 1 1 1.
n  n + 1  n +  2 n2— 1 n ä ">

III. Nevezzünk egy háromszög tranzverzálisának minden oly egyenes
darabot, mely a háromszög egy csúcsát a szembenfekvő oldalnak (vagy 
meghosszabításának) egy pontjával köti össze. Bebizonyítandó, hogy 
minden hegyesszögű háromszöghöz létezik a térnek oly pontja, ahonnan 
a háromszög valamennyi tranzverzálisa derékszög alatt látszik.

A versenydolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság F ejér L ipó t  

elnöklete alatt a következő tagokból á llo tt: E gerváry J e n ő , F aragó  A ndo r  

és K önig Dénes előadó. E bizottság 1938. nov. 6-án tartott ülésén 
K önig  D énes előadói előterjesztése alapján a  következő javaslatban álla
podott meg.

«A legjobb két dolgozat szerzői Bodö Z alán és W e ísz  A lfr é d , akik 
figyelemreméltó matematikai invencióról tettek tanúbizonyságot. Bódó 
Z a l á n  elismerésreméltó szabatossággal és rövidséggel oldja meg az 
I. feladatot és részben (t. i. egy a végeredményt nem befolyásoló elírás
tól eltekintve) a II. feladatot is. A 111. feladatra adott megoldásában 
hiányzik annak igazolása, hogy a szóbanlévő három gömb egy ponton 
megy át (ahol is a háromszög hegyesszögű voltára kellene hivatkozni). 
Majd egy homályos fogalmazású mondat következik, de, tekintve az ezt 
követő igen szabatos okoskodást, a Bizottság felteszi, hogy a versenyző ezt a 
részletet is helyesen látta. W eísz A l fr é d  mind a három feladatot szépen
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és helyesen oldja meg ; azonban a 1 1 1 . tétel bizonyításának elején sze
replő kör és gömb közös pontjának létezését nem egészen helyesen 
indokolja, hiszen ehhez nem elég a háromszög egyetlen szögének hegyes 
voltát felhasználni. Ezek alapján a Bizottság azt indítványozza, hogy az 
egyesített első és második b. Eötvös Loránd jutalom két egyenlő részre 
osztva B o d ó  ZALÁNnak és W eisz ALFRÉDnak ítéltessék oda. B odó  Z alán 

a budapesti XIV. kér. Szt. István-gimnáziumban H ámori MrcsÁnak, 
W eisz A l f r é d  pedig a  budapesti V. kér. Bolyai-reáliskolában H orváth  

BENÖnek tanítványa volt. Dicséretre javasolja a Bizottság S omogyi A ntal 

és S c h r e ib e r  B éla dolgozatait, akik lényegileg szintén mind a három 
feladatot megoldották. Végül még érdemesnek tartja a Bizottság meg
említeni, hogy öt versenyző is megtalálta a II. feladat legegyszerűbb 
megoldását, de ezek a jutalmazásnál nem jöhettek tekintetbe, mert sem 
az I., sem a III. feladatot nem oldották meg».

A Bizottság e javaslatát a Választmány 1938. november 17-én tartott 
ülésén egyhangúlag elfogadta. Az ugyanazon a napon tartott előadó
ülésen R ados G usztáv elnök adta át a díjakat a verseny győzteseinek*

Bodó Z alán  ju ta lm azo tt dolgozata .
I. tétel. A) Legyen egy szám x  két egész szám négyzetösszege: 

x  =  a* +  b*.
Ekkor

2 cc =  (a+b)* +  (a— b)*; 
a + b  és a —b egész számok, mivél a  és b az.

B) Ha egy szám x  kétszerese két egész szám négyzetösszege:
2  x  =  a? +  b*,

akkor

a + b
2

a— b

I a + b  \ 2  / a — b \ 2

\ 2 / +  1 2 ) ;
egész számok, mert 2 x = a 2+ b i  miatt a és b egyszerre

páros vagy páratlan.
II. létei. Tételünk helyes n —% 3, 4 esetében. Minden más esetben 
4, azaz 4 n < n "2  s így sorunknál kisebb:

n + n -l-1
+  •

1
2  n +

2  n -f  l + ••• +
l

in
Ezt még csökkentjük azáltal, hogy első n  tagjának nevezőjét 2w-nek, 
az ezután következő 2n  tagjának nevezőjét 4n-nek vesszük. Ekkor

l , l , l n  2 n
-------- 1--------- — j— t~ • — k  — j "  >  - s --------- h  ~ i—  —  Ln n + 1  n 2  2 n in

Matematikai ós Fizikai Lapok. XLV. 14
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III. tétel. Az illető pont csak az a pont lehet, ahol a háromszög 
oldalfelező pontjai körül az illető féloldallal szerkesztett gömbök metszik 
egymást. De ez valóban megfelel. Mert, ha például ezt a pontot össze
kötjük az egyik csúcshoz tartozó tranzverzálisok felezőpontjával, egy 
síkot nyerünk (mert a tranzverzálisok felezési pontjai egy a megfelelő 
oldallal párhuzamos és az átelleni ponttól és ez oldaltól egyenlő távol
ságra fekvő egyenesen feküsznek). E sík pedig nem más a tranzverzá
lisok szempontjából, mint a háromszög síkjának a tranzverzálisok felezési 
pontján átmenő egyenes körüli forgatása. 1 így a pontunknak bármelyik 
tranzverzális felezési pontjától való távolsága egyenlő a tranzverzális 
felével. Tehát a ponton mindegyik tranzverzális felezési pontja körül 
mint középpont körül szerkesztett gömb átmegy. Ez pedig annak fel
tétele, hogy e pontból a tranzverzális derékszög alatt látszódjék.

W eisz  A lfréd ju ta lm a zo tt do lgozata .

1. tétel. Be kell bizonyítanunk egyrészt, hogy ha

akkor

másrészt, ha 

akkor okvetlenül

2 k  =  x *  +  y \  

k  =  <72 +  rä ; 

k  =; q2 4- r*, 

2/r =  ce2 -t- y2.

1 E homályos mondat például a következő okoskodással volna pótlandó. 
Legyenek a hegyesszögű A B C A  oldalfelező pontjai A ' ,  B ' ,  C  és legyen 
0  az A B ,  B C ,  C A  oldalak mint átmérő fölé szerkesztett három gömb

egyik közös pontja. Akkor B ' A = B ' 0  

és C ' A = C ' 0  s így a B ' C ' A  és B ’C O  
háromszögek kongruensek. Az A -n át
menő tetszőleges A M  tranzverzális 
felezőpontja, M ’, rajta fekszik B ’C - n ,  
és így a B ' C A  és B ' C ' O  háromszögek
nek fentemlitett kongruenciájánál M ' A  

és M ' 0  egymásnak m e g f e l e l ő  alkatré
szek; ezért M 'A — M ' O .  (Ez a meggondolás azt is mutatja, hogy az A B ' C ,  
B C ' A ' ,  C A ' B ’ háromszögeket úgy lehet rendre B ' C ' ,  C ' A ' ,  illetőleg A ' B '  
körül elforgatni, hogy az A ,  B ,  C  pontok egy 0  pontban egyesüljenek; 
éppen az így adódó pontból látszódnak az összes tranzverzálisok derék
szög alatt.) S z e r k .
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AJ Ha ik  — x ?+  y l , akkor x  is, y  is egyszerre vagy páros, vagy 
páratlan tartozik lenni, azaz felírhatjuk, hogy

x  +  y  — 2g, 
x  — y =  2r.

Ebből
x  =  q +  r, 
y  =  q — r.

És így
x 2  +  V* =  (<?+r) 2  +  (<?—r j

vagy
2 fc =  2(qr2 +  r i;

azaz
k =  q* +  r2.

Tehát egy szám akkor négyzetösszeg, ha kétszerese is az 
B) Ha

akkor
k =  q* +  r \

2 k  =  2 g2  -f 2 r 2  — (<?+r) 2  +  (q— r)* =  x* +  «/*.

Tehát, ha egy szám négyzetösszeg, okvetlenül a kétszerese is az, 
azaz egy szám csak akkor négyzetösszeg, ha kétszerese is az.

II. tétel. Mivel 2-re az adott egyenlőtlenség igaz:

.. 1 1 , 1  26
— 2 +  3 +  4 ~  24 >  *’

tehát elég bebizonyítanunk, hogy ha egyenlőtlenségünk n-re igaz, igaz 
(n-j-l)-re is, azaz

f { n + \ ) ^ f ( n )  >  1,

> —  H--------- \ - r  +  ••• +  1
1 1 1

+ --- T3T+ ■■ +n + 1  n + 2

vagy egyszerűsítve

(n +  1 )* — n  n +  1

1 1 1
"1------ g . A +  ' ' +« * + 1 n2 + 2 (n +  1 ) 2  — n

A baloldalon a tagok száma (n + 1 ) 2 — n2=  2n +  1, a legkisebb tag 

 ̂ , tehát felírhatjuk
( n + 1 ) 2  

vagy kifejtve:

(2 n + l )
1 1

(n 4-1 )* — n 

w2 >  n +  1.
1 \*
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Ez utóbbi egyenlőtlenség azonban minden 1 -nél nagyobb n egész számra 
igaz, tehát kiindulásunk is igaz és így

f ( n + 1 ) >  f(n )  >  / ( 2 ) > 1  q. e. d.

III. tétel. Vizsgáljuk meg, hogy az Ali. BC  és CA átmérőjű gömbök
nek mikor van közös pontja? Az (AB) és (AC ) gömbök oly k körben 
metszik egymást, melynek síkja e gömbök centrálisára és így az [ABC] 
síkra merőleges. E kör vetülete az [ABC] síkra éppen az ABCA -nek  
A-ból kiinduló magasságvonala. (A rajz alapján könnyen belátható.) Tehát 
a (BC) gömb e kört mindig két pontban tartozik metszeni (0  és 0'),

míg A e gömbön kívül fekszik ; míg ha A e gömbön belül van, akkor 
a k kör is teljes egészében a gömbön belül van. Más szóval: ha az 
ABC  A  hegyesszögű, az (AB), (AC) és (BC) gömböknek két közös 
pontja van : 0  és 0 ' (melyek természetesen a háromszög síkjára nézve 
szimmetrikusak); ha tompaszögű, a három gömbnek közös pontja nincs 
(ha éppen derékszögű, például A-nál, az 0  és 0' természetesen .4-bari 
egybeesik).

Már csak azt kell bebizonyítanunk, hogy 0 -  és O'-ből az ABC A  
minden tranzverzálisa derékszög alatt látszik. Tekintsük például az A-n 
keresztülmenő transzverzálisokat, az ÄQi-iet. Az OQi sugársor az [ÜBC] 
síkban fekszik. Mivel OA merőleges OB- és OC-re, tehát OA az egész 
[OBC] síkra merőleges és így mindegyik OQí-ta is. Más szóval az O
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pontból az 4 -n  keresztülmenő összes tranzverzálisok derékszög alatt 
látszanak. Hasonló meggondolás érvényes a B  és C pontra is. Az 0 '  
pontra ugyancsak érvényes az O-ra megállapított tétel.

Még meghatározhatjuk pontosabban az 0  és 0 '  helyét az ABCA -h öz  
képest. Mivel följebb kimutattuk, hogy a gömbök metszőköreinek vetü- 
letei az [ABC] síkon az ABC A magasságvonalai, tehát 0  és O' a 
háromszög magassági pontjában. M- ben, az A B C  A  síkjára emelt l 
egyenesen fekszenek. Az 0 M = O 'M  távolságot is meghatározhatjuk a k 
körökből. Legyenek a magasságvonalakon az M által létesített szeletek 
miv  akkor az ismert tétel szerint:

0M t - 0 'M *=  m a l. maí - mlnmbt — m^rn^

Tehát az 0 , illetőleg 0 ' pontok távolsága M -től: +  V~mitrn^ . Derék
szögű háromszög esetében m iv  illetőleg mi2 = 0, tehát 0 , illetőleg O' 
az [ABC] síkba esik, mint feljebb láttuk. Tompaszögű háromszög eseté
ben miA vagy m< 2  negatív, tehát az 0 M = 0 'M  távolság imaginárius, 
ami ugyancsak egyezik a fentiekkel.

Jelentés az 1938. évi XX. Károly Irén fizikai 
tanulóversenyről.

A versenyt a Társulat okt. hó 22-én tartotta meg Budapesten és 
Szegeden egyidejűleg. Budapesten 25 jelentkező volt, Szegeden 2. Buda
pesten 23-an adtak be dolgozatot, Szegeden 2 en. Tehát összesen 25-én.

A verseny tételei a következők voltak:
I. Egy kg súlyú, 30° hajlásszögű lejtőre egy kg-os kockát helyezünk. 

Hogy a kocka le ne csússzék, cérnával a lejtő felső végébe ütött szög
höz erősítjük. Ezután a cérnát elégetjük, hogy a kocka lecsúszhassék. 
Csúszás közben mennyi lesz a lejtőből és kockából álló rendszer súlya ? 
Ha a kocka helyett egy kg-os hengert helyezünk a lejtőre, az a cérna 
elégetése után legurul a lejtőn. Mennyivel könnyebb a rendszer ekkor ?

II. A Nap közepének színképében egy bizonyos vonal hullámhossza 
5900 Á. Ez a vonal 0-04 Á-nyi eltolódást mutatott, amikor a színképet 
a Nap egyenlítőjében a Nap szélétől • jövő fény adta. Számítsuk ki, hogy 
mekkora a Nap egyenlítője egy pontjának kerületi sebessége.

A dolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság, melynek elnöke T ang l  

K ároly , tagjai M ikola  S á n d o r , P ogány  B éla és S z a b ó  G ábo r  voltak, 1938. 
nov. 15-én tartott ülésén S za bó  G ábo r  előadói jelentése alapján a követ
kezőket állapította meg :

«A versenyzők java része elég jó készültséget mutatott és az isme
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retek alkalmazásában elég jó készséget. Három versenyző, névszerint 
G áliak Is t v á n , C síki Jenő és W eisz A lfréd  mind a két feladatot meg
oldotta. G állik  István  teljesen kifogástalanul és a második feladat meg
oldásában igen ügyesen, röviden végezte a számítást. Mind a hárman 
örvendetes jelét adták eredeti felfogásuknak és találékonyságuknak.

A Bizottság tisztelettel javasolja, hogy Gállik  IS'rvÁNnak, aki a gödöllői 
premontrei gimn.-ban végzett és B alyi K á r o l y  tanár tanítványa volt, az 
első d íj;  Csík i JENŐnek, aki a budapesti X. kér. áll. Szt. László-reál- 
gimn.-ban végzett és L isin t z k y  F erenc tanár tanítványa volt, úgyszintén 
W eisz  ALFRÉDnek. aki a budapesti V. kér. áll. Bolyai-reáliskolában vég
zett és H offm ann  E rnő  tanár tanítványa volt, egy-egy második d íj  ítél
tessék meg.

Kiemelésre méltónak tartja még a Bizottság K omlós Já n o s  dolgozatát 
is, amelyben csak a második feladatra vonatkozó részben vannak kisebb 
pontatlanságok, amik miatt az eredmény is hibás. Javasolja a Bizottság, 
hogy K omlós J á n o s , aki a pécsi Széchenyi István gyakorló reáliskolá
ban végzett és Ma ssz i F e r en c  tanár tanítványa volt, dicséretben  része- 
síttessék».

A Bizottság c javaslatát a Választmány 1938. november 17-én tartott 
ülésén egyhangúlag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott rendes 
előadó-ülésen R a d o s  G usztáv  elnök kihirdette a verseny eredményét és 
a díjakat átadta a nyerteseknek.



T Á R S U L A T I ÉLET.

Az 1938. évi m ájus 21 én tartott XLIII. közgyűlés.

A k ö z g y ű lé s t  R ado s G u sztáv  e ln ö k  a z  a lá b b i b e s z é d d e l  n y ito tta  m e g .

Üdvözlöm a megjelent t. tagtársaimat és kedves vendégein
ket, akik megjelenésükkel biztató tanújelét adták annak, hogy 
a hazai művelődés emelésére irányuló törekvéseinkkel egyet
értenek és e tekintetben velünk együttéreznek.

Tisztelt Közgyűlés! Hazánk összes intézményei és az egész 
magyarság felekezeti és világnézeti különbség nélkül mélységes 
kegyelettel ünnepli Szent István, első királyunk, elhúnytának 
1)00. évfordulója alkalmából e nagy királyunk dicsőséges emlékét.

Ebből az ünneplésből mi is áhítatos érzéssel vesszük ki 
részünket és hódoló tisztelettel hajtjuk meg zászlónkat az ő 
hadvezéri kiválósága, államférfiúi genialitása és nagy emberi 
erényei előtt. Valójában őt kell honalapítónak tekintenünk, aki 
állami közigazgatásunk megszervezésével, alkotmányunk szilárd 
alapjának lerakásával és a magyarságnak a nyugati keresztény
séghez való csatolásával évezredekre biztosította az ellenségek
től oly gyakran körülvett és gonosz szándékkal megtámadott 
hazánk fennmaradását. Ezért Szent István, dicsfénytől övezett 
királyunk emlékét mi és még késői nemzedékek is időtlen 
időkig áldani fogják.

Áttérve társulati évünk kimagasló eseményeinek felsorolására» 
legelsőbben meg kell emlékeznem választmányunk amaz egy
hangú határozattal hozott javaslatáról, amellyel Neumann János 
honfitársunknak tiszteleti taggá való megválasztását ajánlja a 
közgyűlésnek.
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Neumann János a jelenkor legkiválóbb matematikusainak és 
elméleti fizikusainak egyike, a washingtoni National Academy 
tagja és a princetoni egyetem mellett létesített kutatóintézet 
tanára. Ebben csekély számú elsőrangú tudós társaságában 
felette becses eredményeket érlelő kutatómunkát folytat. Ö 
bámulatos sokoldalúsággal fontos és közelismerésben részesült 
eredményekkel gazdagította a matematika és elméleti fizika 
számos fejezetét. Különösen kiemeljük az aritmetika logikai 
alapvetésére, az algebrai számok elméletére, a halmazelméletre, 
a majdnem szakaszos függvények elméletére vonatkozó nagy
értékű dolgozatait; az elméleti fizika terére esnek az atom
mechanika és az ergod-hipotézis tisztázása, a quantum-elmélet 
szigorú matematikai felépítésére vonatkozó nagyértékű ered
ményei. Tekintettel a magyar névnek dicsőségére váló nagy 
érdemeire és arra, hogy külföldi elhelyezkedése mellett szülő
földjéről sem feledkezett meg és hogy őt gyakran előadóaszta
lunk mellett üdvözölhettük, meggyőződésünk, hogy N eumann 
János bőven rászolgált arra, hogy őt. tiszteleti tagjaink sorába 
iktassuk.

Örömmel emlékezem meg arról, hogy az idei évben esedékes 
König Gyüla jutalomra ismét érdemes laureatus akadt, még pedig 
Lipka István, a Ferenc Józseí-egyetem magántanárának személyé
ben, aki az algebrai egyenletek elmélete és a függvénytan Terén 
folytatott vizsgálódásával itthon és a külföldön is elismerésben 
részesült és így a neki egyhangúan odaítélt jutalomra érde
messé vált.

Az idén is hírneves külföldi tudós tisztelt meg bennünket 
Társulatunkban tartott előadásával. P ohl R. W., a göttingai 
égyetem tanára és Németország egyik legkiválóbb fizikusa felette 
érdekes előadásban az elektronnak átlátszó kristályokban való 
vezetésére vonatkozó, sok évre terjedő kutatásainak eredmé
nyeit ismertette velünk.

A jelen egyesületi évben sem nélkülöztük a Magyar Tudo
mányos Akadémia és a Vallás- és Közoktatásügyi Minisztérium 
számottevő anyagi támogatását, mellyel folyóiratunk mégjelené-
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sét lehetővé tették. Legyen szabad e nagylelkű segítséget ezen 
á helyen is megköszönnöm.

Beszédem végére érkezve abban a hitben és reményben, 
hogy Társulatunk tagjainak érdeklődése és a tudomány műve
lésében tanúsitott hazafias buzgósága a jövőben is fenn fog 
maradni, nyitom meg 48. közgyűlésünket.

Ezután a közgyűlés,, a Választmány fentebb említett javaslatát egy
hangúlag elfogadva, N e u m ann  J á n o s í , a princetoni Institute for Advanced 
Study tanárát, a társulat tiszteleti tagjává választotta.

Majd P ogány  B éla ügyvezető titkár tartotta meg itt következő be
számolóját.

«Társulatunk az elmúlt társulati évben —  a mait beleszámítva — 
11 előadó, 3 választmányi és 1 közgyűlést tartott. Az előadók száma 13, 
az előadások' közül 7 matematikai, 6 pedig fizikai tárgyú volt. Ez évben 
R. W. P o h l , göttingai professzor tisztelte meg társulatunkat előadás tar
tásával. Az előadók és előadások részletes jegyzékét a majdan nyomta
tásban megjelenő titkári jelentés melléklete fogja tartalmazni.

A folyó társulati évben még egy előadó ülésünk lesz, melyen 
W- SiERPiNSKit, a kiváló lengyel matematikust, a varsói Tudományos 
Társulat elnökét üdvözölhetjük majd az előadói asztalnál.

Az idén kiosztásra kerülő K önig G vu L A -ju ta lm at a Választmány L ipka 

Ist v á n  tagtársunknak Ítélte oda.
A Társulat rendezésében lefolytatott matematikai és fizikai tanuló- 

versenyek ezévi eredményeit illetően legyen szabad utalnom a Mat. Fiz. 
Lapok legutóbbi számában megjelent részletes beszámolóra. A.versenyek 
eredményéről, szokás szerint, értesítettük a nagymélt. m. kir. vallás- és 
közoktatásügyi miniszter urat., a nyertesek volt tanárainak és iskoláinak 
üdvözletét küldtünk.

A M. Tud. Akadémia az elmúlt évben 1000 P, a Vallás- és Köz- 
oktatásügyi Minisztérium 500 P segéllyel támogatta a Társulatot a Mat. 
Fiz. Lapok kiadásában. A Minisztérium folytatólag megrendelte ezidén 
is a Mat. Fiz. Lapokat 63 középiskola számára. B láthy  O t t ó  T itusz  m. 
kir. udvari tanácsos és N agy  L. József tagtársaink pénzadománnyal, 
R é th y  M ó r  nagynevű elhúnyt tagtársunk hagyatékából pedig R etry  

Osz k á r  Ganz-gyári főmérnök úr könyvadománnyal gazdagította Társu
latunkat.

Szomorodott szívvel, emlékezünk meg R h o r e r  László választmányi 
tagtársunk, továbbá S zer én y i G éza és W in t e r  József tagtársaink el- 
húnytáról.
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A Választmány elhatározta, hogy a Középiskolai Matematikai és 
Fizikai Lapok szerkesztőjének évenként két példányt ajánl fel Kü r sc h á k  

-József «M atem atikai Versenytételek» c. munkájából, azzal a céllal, 
hogy a szerkesztőség egy a VI. és egy a VII. osztályt végző diákmunka- 
társát jutalmazza velők. Az idén először ez már meg is történt.

A Mat. Fiz. Lapok 44. évfolyamának július— decemberi füzete meg
jelent, a 45. évfolyam január—júniusi száma sajtó alatt van és több mint 
9 ívnyi terjedelemben júniusban megjelenik. Cserefolyóirataink száma 
az előző évekhez képest nem változott és remény van rá, hogy rövidesen 
sikerül majd azokat — a hiányokat pótolva —  a tagok számára az 
eddiginél hozzáférhetőbb módon elhelyezni».

Ezután a Közgyűlés a lelépő választmányi tagokat, névszerint E g e r -  

v á r y  JenőL J o r d a n  K á r o l y í, L a sso v sz k y  Károlyí, L ó k y  B élaí, S a r k a d i 

K á r o l y í , V e r e ss  PÁLt újra megválasztja; az elhúnyt R h o r e r  L ászló  

helyére pedig B a y  Z o ltání választja meg. A  számvizsgáló bizottságba 
(melynek a Választmány részéről F a r a g ó  A n d o r  és S t a c h ó  T ib o r  lettek 
tagjai) a Közgyűlés a maga részéről G o ldzih er  K á r o l y í és R enner Já n o sí 

küldi ki.
S zabó  G á b o r  pénztárosi jelentéséből a zárszámadást és a vagyon

mérleget alább közöljük. A Közgyűlés megadja a felmentvényt a pénz
tárosnak.

1937. évi zárszám adás.

B e v é t e l . Pengő

1. Maradvány az 1936. évről:

a) kézi pénztárban______________ __ _______  62*47 P
b) postatakarékpénztárban ________ _______  1008*24 * ^gOO'öl
c) a Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban 709*90 «
d) Károly Irén-alap ___ ______________ __ 1020*— «

2. T agdíjak_____________________________    1080*—
3. Előfizetési d í ja k ________________ _____________________ 706*94
4. Magyar Tudományos Akadémia segélye „ __________ _____ 1000*—
5. Államsegély ___________ ________  _ _________________ 1000*—
6. Adományok _  ______ __________ „ __________ __  30*—
7. K a m a to k ______ ____________ _  _ __________ _  _  _  58*09
8. Vegyesek (Hirdetés, Mat. és Fiz. L a p o k )______ __ _____128*50

Összesen: 6804*14
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K iad ás: Pengö

1. Nyomda és e x p ed íc ió -----------------_ _ ------------------------------- 2650*—
2. Tanulóverseny „ ____________________________________ 110*—
3 . Kezelési költségek és a Tud. Társ. és Int. Orsz. Szövetsége

Díjkezelőségének j u t a lé k a --------- _  _  _ ------------------- — 112T3
4. Vegyesek _____________________ _______ __________ — — 123*46
3 . Pénztári maradvány:

a) kézipénztárban___ ______________ _______ 55*16 P
b) postatakarékpénztárban_________________ 1305 49 « 3 5 0 8 * 5 5

c) Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban 1427*90 «
d )  Károly Irén-alap _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1020*— « ________

Összesen: 6804*14

V a g y o n m é r le g .

Vagyon:
1. Koronaértékpapirosok (Magy. Lesz. és Pénzv. Bank 

Letétkimutatása, a Pesti Hazai Első Takarékpénztár 
Egyesület takarékkönyve és a Magy. Kir. Állam-

Korona Pengő

pénztár Fizetési Könyve sz er in t)------ — — ----- 29,008*—
2. Pénzkészlet:

a) kézipénztárban ________ __  _  _ 55*16 P
b) postatakarékpénztárban _  _  _ 1305*49 «

3808*55
c) a Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban 1427*90 «
d) Károly Irén-alap______ _______ 1020*— «

3 . Tagdíj- és előfizetési díj-hátralék___ _ — — _ 200*—
4. Nyomtatványok 100*—

Összesen: 29,008*— 4108*55

T e h e r :
Korona Pengő

1. Nyomdai tartozás 66*26
*2. E g y e n leg ______ __ _________________________  29,008*— 4042*29

Szabó Gábor s. k. 
pénztáros.

Megvizsgáltuk és rendben lévőnek találtuk.

Budapest, 1938. április hó 29-én.

Dr. S tach ó  T ib o r  s .  k ., F aragó  A n d o r  s . k., Dr. Go l d z ih e r  Károly 

s .  k ., R enner Já n o s  s . k .
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E lőadások  :
1937. nov. Í8. A tanulóversenyek eredményeinek kihirdetése. Eger- 

v á r y  Jenő : Megjegyzések az idei matematikai tanulóverseny geometriai 
feladataihoz.

1937. dec. 2. F o r r ó  M agdolna : A párizsi fizikai kongresszusról.
1931. dec. 16. A l e x it s  G yörgy : A távolság fogalma absztrakt terekben.
1937- j an. 27. S z e pe si Z oltán : A gammasugarak Gompton-szórásának 

intenzitás-eloszlásáról. P a p p  György : Gammasugarak szóródásánál fellépő 
mageffektusról.

1937. febr. 10. R éd e i L ászló : Az a x 1— byi = z i  határozatlan egyenlet 
és a Pell-féle egyenlet.

1937 f e b r .  24. Vészi G á b o r  : Diffrakciós jelenségek tallium és kadmium 
atóm-sugarakkal.

1938. márc. 10. R ie s z  F rigyes : A Jordan-féle görbetételről.
1938. márc. 24. L assovszky  K á ro ly  : Egy fotometriai kettőscsillag 

(SV Taurij pályaelemei.
1938. ápr. 7. Ka l m á r  L ászl ó : Jelentés az 1938. évi König Gyula

jutalomról. R ados G u szt á v  elnök átadja a jutalmat Lipka Istvánnak. 
L ipk a  István  . A Descartes-féle jelszabály kiterjesztéseiről.

1938. m áj. 7. R. W . P oh l  (Göttingen) : Neuere Untersuchungen über 
Elektronenleitung in durchsichtigen Kristallen.

1938. máj. 21. H a jó s  G yörgy . A többméretű tér befedése kocka
ráccsal.

1938. jú n . 2 . W, S ie r pin sk i (Warszava): Les ensembles projectifs.

*

Választmányi ülések voltak : 1937. nov. 10., 1938. febr. 3. és 1938. 
május 21.

Az 1938. évi X 1.111. rendes közgyűlés volt: 1938. május 21.

Ú j  t a g o k :
Dr. Egyed László Levente, egyet, tanársegéd, Budapest.
Erőd János, tanárjelölt. Budapest.
Huhn Péter, tanárjelölt, Szeged.
Dr. Ispánovits Alajos, ciszt. r. tanár, Székesfehérvár.
Kónya Albert, tanárjelölt, Szeged.
Dr. Róna Erzsébet, Budapest.
Surányi János, tanárjelölt, Szeged.
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M eg h a lta k :

Éber József, gimn. tanár, Budapest.
Oszlaczky Szilárd, póstafőfelügyelő, Budapest. 
Söpkéz Sándor, műegyetemi tanár, Budapest. 
Szörényi Géza, reálisk. tanár, Budapest. 
Winter József, gimn. tanár, Budapest.

Keküldött k önyvek .

A eserefolyóiratokon kívül lapunk szerkesztősége újabban a követ
kező könyveket kapta ajándékképpen.

Az «American Mathematical Society (New York)»-tói:
I., Ch, N. Moore: Summable series and convergence factors, 

American Mathematical Society Colloquium Publications, Vol XXII. 
(New Yórk, American Mathematical Society, 1938).

2 .  R. C. A r c h ib a l d  : A semicentennial history o f  the American  
M athematical Society (New York, American Mathematical Society, 1938).

3. Semmicentennial addresses of the American Mathematical Society 
(New York, American Mathematical Society, 1938).
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