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A LEBESGUE-FELE INTEGRALROL.
MINT A DIFFERENCIALAS MUVELETENEK
MEGFORDITASAROL.*

A valés fiiggvénytannak abban a nevezetes dgiban, amely
lehetéleg dltalanos fiiggvények integraldsaval és differencidlasa-
val és rokon problémakkal foglalkozik, az integralra vonatkozo
tételek idébeli és egy ideig logikai sorrendben is megelézték
azokat, amelyeket differencidlasi tételeknek lehet nevezni. Igy
példaul az a tétel, hogy a monoton fiiggvény majdnem minde-
nitt differencialhaté, LeBescue alapveté konyvében? csaknem
az utolso oldalon keriil szoba, mint az integralasi tételek ko-
vetkezménye, annak dacdra, hogy benne nemcsak az integral-
fogalom nem szerepel, de még a halmazok meérésének is csak
a legegyszeribb, néhany szoval elintézhetd esete, t. i. a nulla-
halmaznak (0 mértékti halmaznak) a «majdnem mindeniitt» ki-
fejezésben foltételezett fogalma jut szerephez. Ennek a tételnek
késébbi, az integral fogalmatol mentes és fokrol-fokra egysze-
riibb bizonyitdsai, melyek koziil a sorrendben utolsot néhany
év el6tt ebben a folyoiratban kézoltem,® kihatottak a differen-
cidldssal kapesolatos tobbi kérdés sorsdra is, annyira, hogy
30 évvel az elmélet megsziiletése utan, 1932-ben, a ziirichi

L E dolgozat részletes kifejtéset adja azon el6adas egy részletének,
melyet a szerzé Az integrdlfogalom dtalakuldsdrdl cimen 1934 nyaran
a budapesti Tanarképzéintézet tovabbképzo tanfolyaman tartott (L. e Lapok
41. k., 162. 1.). { Szerllc.

2 [I. LeBesGUE, Lecons sur Uintégration et la recherche des fonctions
primitives, Paris, Gauthier-Villars, 1904. B ;

3 Riesz Fricves, A monoton figgvenyek differencialhatosagarol, Mat. €s
Fiz. Lapok, 38 (1931), 123—131. oldal.

M. T. AKAD, KONYVTARA }§
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2 : RIESZ FRIGYES.

kongresszuson tartott referdlo eléadasomban,* Gigy tudtam cso-
portositani a masok és kis részben a magam vizsgalatait, hogy
a legnevezetesebb «differencialasi» tételek, koztiik olyanok is,
amelyek valamikor sokkal mélyebben fekvéknek latszottak, az
imént idézett tétel csaknem kozvetlen korollariumaiként jelent-
keztek. Eléaddsowm végén azutin megkockaztattam azt az alli-
tast, hogy ugyancsak ebbdl az egyetlen tételbél az integralas
teljes elmélete is nagyon gyorsan, szinte egy csapasra adodik.
Az a gondolat, hogy az integralas a differencidlas muveletének
megforditasaként targyaltassék, természetdsen nem uj; f6l-
meriilt mar a klasszikus integralfogalmakkal kapesolatban is
és folmerilt Gjabban nemcsak magédra a Lesrscue-féle integrilra,
hanem kiulondsen annak Dexsoy, PErron és KinTcHINE nevéhez
fliz6d6 altalanositdsaira is, melyeknek mar a kiindulo pontja is
a primitiv fiiggvény létezésének és megszerkesztésének a pro-
blémdja. A jelen dolgozat célja egyediil az, hogy a Lesescue-féle
integralra az emlitett el6adds végén tett allitasomat valora valtsam.

A dolgozat kiindulopontja az integralhatosagnak pozitiv fiigg-
vényekre természetszertien kindlkozo definicioja: a fiiggvény
integralhaté, ha van hozza olyan névekvd fiiggvény, melynek
a megadott fiiggvény majdnem mindeniitt differencidlhanyadosa.
Maga az integralérték pedig az 6sszes ilyen névekvo fiiggvények
valtozdsanak, azaz a végpontban és a kezd6épontban folvett ér-
tékek kiillonbségének alsé hatdra. Valtozo eldjeld fliggvényekre
pozitiv integralhaté fiiggvények kiilonbségeként valo eldallitasuk
révén tériink at; de talan érdekes a kozvetlen definiciot is
megfogalmazni, mely kiilonben targyaldasainkboél evidens moédon
adodik. A fiiggvény integralhatd, ha van olyan korlatos valto-
zast fiiggvény, melynek a megadott fiiggvény majdnem minde-
niitt differencialhdnyadosa. Ha van ilyen fiiggvény, akkor tébb

4 F. Riesz, Sur lexistence de la dériigée des fonctions d'une variable
réelle et des fonctions d'intervalle, Verhandlungen des internat. Mathe-
matiker-Kongresses, Zirich, 1932, 1, 259—269, oldal.
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legkisebb. Ez a fiiggvény a megadott fiiggvény integralfiiggvénye,
amely a hatirozott integrilt a szokott modon, mint az integrd-
cios koz végpontjiban és kezddpontjiban folvett értékeinek kii-
l6nbségét, szolgiltatja. Ezt a minimumot szolgaltato fiiggvényt
egyeébként azzal a tulajdonsdgaval is jellemezhetnék, hogy tel-
jesen folytonos; azonban a minimumsajiatsdgra valé hivatkozis
a tdrgyalds folyamdén célszertibbnek bizonyult.

Megjegyzem még, hogy kiindulhattunk volna a differencidl-
hanyadosnak egy kevesebbet kéveteld értelmezéséhdl is, t. i. az
alapul vett szamkéznek folytatolagos albeosztisokkal képezett,
megadott beosztissorozatindl a csupan az egyes részkozokre
megalkotott kiilonbségi hanyadosoknak vizsgalatabol, réviden
mondva a megadott halozatra nézve valo differencialashol is.
Ennek a kiindulopontnak egyik kisebb elénye, hogy a differen-
cialhanyados majdnem mindeniitt valo létezése még valamivel
konnyebben adodik, legfébb elénye pedig az, hogy evidens
modon alkalmazhato tobbvéaltozos fiiggvényekre és ezzel ezen
fiiggvények integralasara is.

Targyalasainkban a «majdnem mindeniitt» kifejezést, mint
magatol értet6dét, rovidség kedvéért sokszor elhagyom és csak
a definiciok és tételek megfogalmazasiaban és még néha a hang-
suly kedvéért haszndlom. Integralando fiiggvényeink egyszer-
smindenkorra az illeté kézon dltalaban csak majdnem minde-
niitt vannak megadva, az egyenléségek és egyenlétlenségek csak
majdnem mindeniitt érvényesek, fiiggvénysorozataink csak majd-
nem mindeniitt Gsszetartok. Ez a megallapodas azonban termé-
szetesen nem vonatkozik az integrédlfiiggvények gyandnt vagy
ilyenek keresésénél tekintetbe jové novekvé fiiggvényekre.

Az integral értelmezése.

A hatarozott integralt, egyelére pozitiv® fiiggvényekre, a ko-
vetkez6 modon értelmezziik.

5 Nem-negativ fiigevény helyett roviden pozitiv figgvenyt, nem-fogyo
helyett pedig novekvét mondunk.
1*
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Az o <x < b szamkizon megadott f(x) fagguényrél akkor
mondjuk, hogy ezen a szdmkozin integrdlhatd, ha van olyan
a szamkozon értelmezett novekvd I (x) fuggvény, melyre majd-
nem mindeniitt

By =f(x):

Ha van ilyen F(x) fiiggvény, tigy végtelen sok van;® képezziik
valamennyire az F(b) — F(a) kiillonbséget és tekintsiik ezen
kulonbségek alsé hatdrdt. Ezen alsé hatdrt nevezziik az f(x)
filgguény hatdrozott inte\g?’d{jdnulf az (a, b) kozon; jelolése a

szokasos
b

| f(x)dx.

a

Azonnal f6lsorolhatnék az integralnak néhény, az imént adott
értelmezésbol kozvetleniil lathato tulajdonsigat; a targyalds
rendje kedvéért célszertibb elérebocsatanunk a kovetkezo dlta-
lanos tételt, mely Osszes vizsgédlatainknak leghathatosabb eszkoze.

1. Legyen g(x) eqy az a < x <b szdmkizon lelszés szerint
megadott figguény és jelentse |G| mindazon, a szdmhkozin
értelmezett, novekvs G (x) fugguények halmazdt, melyekre majd-
nem mindeniitt

G'(x) = g(@).
Ha a {(7} halmaz nem tres, ugy van minimdlis lejtési, azaz
olyan G*(x) eleme, melyre és a halimaz bdarmely mds G ()
elemére az (a, b) koz minden (c, d) részen

GXd) — GX(¢) = G(d) — G(o),

vagy mds szoval, amelyre az dsszes G (x)— G*(x) fuggvények
novekvol.

Mindenekel6tt vildgos; hogy a tétel bebizonyitisanal azokra
a G(x) fiiggvényekre szoritkozhatunk, amelyekre G (a)= 0.

6 Az F(x) + C figgvényeken kiviil ilyen még példaul az F(x) + C (z)
fiiggvény, ahol C(x) az (a, b) intervallumnak megfelelé ismeretes CANTOR-
féle monoton fiiggvény.
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Jeloljiik G*(x)-szel az (a, b) koz minden x helyén ezen G (x)
fuiggvények értékeinek also hatarit. Ez az also hatar evidenter
létezik, nem negativ, G (a)=0 és az is vilagos, hogy G*(x)
novekvo fiiggvény. Azt dllitom, hogy az igy értelmezett G*(x)
fiiggvény a {G} halmazba tartozik, vagyis hogy
GF' ()= g(x) (1)

és hogy a halmaz minden G(x) fliggvényére a G (x)— G*(x)
kiilonbség novekvo fiiggvény. Vagyis roviden, azt allitom, hogy
a G*(x) fuggvénynek megvannak a tételinkben kovetelt tulaj-
donsagai.

Kezdjiik a mésodik dllitdson. Legyen G(x) a {G} halmaz
egy tetszésszerinti, G (x) pedig egy olyan eleme, amelyre

G(6)<GX(c)F<;
e egy tetszés szerint kicsiny, megadott pozitiv szam. Tekintsiik
azt a G,(x) fiiggvényt, mely az a <x<c kozon azonos G,(x)-szel,
mig ¢ < x < b-re
G, (x) = G(x)+ Gyc) — G(c)
Vilagos, hogy a G, () fiiggvény a {G} halmazba tartozik; ennél-
fogva
G*d) < G,(d) = G (d) + G4c)— G (&) < G(d) + G*(c) + e —G (¢),
azaz
G¥(d)— G*@)<Gd)— G+«
és pedig barmely pozitiv e-ra, tehit
G(c) — G*(c) < G(d) — G*(d).

Vagyis a masodik 4llitas helyes.

Az (1) allitas bebizonyitasara tekintsiink olyan, halmazunkba
tartozo G, (x) sorozatot, melyre Gn(b) — G*(b) =277, tehit a

; [Gn(b) — G*(b)]
sor dsszetartd, tigy hogy tehat Osszetarto a

S 16aw) — GF@) @
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novekvo fiiggvényekbél allo sor is. A (2) sor S(x) dsszege no-
vekvo fiiggvény, tehat majdnem mindentitt létezik az S'(x)
differencidlhdanyados. Mivel tovabba névekvék az S(x) — S, (x)
fiigavények is, ahol az S, (x)-ek a (2) sor részletésszegei, azért
S/ (x) < S'(x), vagy mas szoval a

$[GAu047G*%w] 3)

pozitiv tagl sor részletosszegei az S'(x) korlat alatl maradnak
és ennélfogva a (3) sor majdnem mindeniitt 6sszetarto. Tehdt
egyszersmind a (3) sor tagjai majdnem mindeniitt 0-hoz tarta-
nak, vagyis

Gn (1) > G¥'(). 4)
De G,Q(x);g(x) és ezért (4) alapjan ugyancsak G*’(;c)\é g(x).

Ezzel az (1) allitast is bebizonyitottuk.

A most bebizonyitott tételtél a kovetkezé megjegyzéssel
jutunk vissza az integrdlhaté fiiggvényekhez. Tegyiik ol spe-
cialisan, hogy a tételben szerepld g(x) fiiggvény integrilhato,
azaz, hogy vannak a {G} halmazban olyan G (z) fiiggvények is,
amelyekre majdnem mindeniitt pontosan

Gy = glx).

Azt dllitom, hogy akkor ilyen a G*(x) fiiggvény is. Mivel
ugyanis G () — G*(x) novekvl, azért majdnem mindeniitt

g@x) = G'@x) = G*(x);

ebbdl és az (1) egyenl6tlenséghdl adodik, hogy majdnem min-
deniitt pontosan
G*'(@) = g (x).

Vagyis, a régebbi jeléléssel, ha az f(x) figgvény az (a, b)
kézén integralhato, akkor integrdlja a tekintetbe jové F(b)—F'(a)
értékeknek nem csupdan als6 hatdra, hanem van az F'(x) fligg-
vények kozt olyan, F*(x), amelyre pontosan

b
| f)dz = F*(b) — F*(a).
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Ugyancsak minden részkozén, és ugyanerre az F*(x) fiige-

vényre,
d

[f@) doe = F*(d) — F*(c).

(4]
Mert jelentsen F(x) egy csupan a (¢, d) kézon tekintett no-
vekvé fiiggvényt, melyre ott majdnem mindeniitt F)(x) = f(x);
ilyen példaul maga az F*(z) figgvény is, ha csupan a (c, d)
kozon tekintjiik. Az f(x) fiiggvény tehat mindenekel6tt integral-
hato a (¢, d) részkozon is. Képezziik az (a, b) kézon azt az F(x)
novekvé fiiggvényt, mely a (¢, d) kézon azonos F)(x)-szel, mig
az (a,c) és (d, b) kozokon, egy-egy additiv konstanstol eltekintve,
az ['*(x)-szel egyezik meg. Akkor uz (a, D) koézon majdnem
mindeniitt F'(z) = f(x), tehat F'(x) — F*(x) novekvo fiiggvény,
vagyis specidlisan

F,(d) — F (o) = F*(d) — F%(e).

Azaz F¥(d) — F*(c) a (¢, d) kozén tekintetbe jové F'(d) — F(c)
kiillonbségek als6 hatdra, vagyis az adott értelmezés szerint
f(x)-nek a (e, d) kozén képezett integralja.

Kimondhatjuk tehit a koévetkezo tételt:

2. Az (a, b) kézon integrdlhato pozitiv f(x) fuggvénynek van
ugynevezett hatdrozatlan integrdlja (vagy mdskép ntegrdl-
fiigguénye), F*(x), dgy hogy az (a, b) kizon és részkézein valo
integrdlok az F*(x) megfeleld két értékének kilinbségei. Az
flx) figguény majdnem mindenitt differencidlhdnyadosa az
Fx(x) fagguénynek és az utébbi mindazon névekvd F(x) figy-
vények kozt, melyekre majdnem mindenitt F'(x) = [(x), mini-
madlis lejlésii.

Az F*(x) integralfuiggvény mlnlmumsaJatsavanak evidens ko-
vetkezménye, hogy a fiiggvény folytonos. Egyébként kénnyt
atlitni, hogy kezdettél fogva szoritkozhattunk volna folytdnos
F(x) és G () névekeds fiiggvényekre.

Annak, hogy egy megadott novekvo fiiggvény 1ntegralfu°o—
vény legyen, nagyon jol haszndlhato elégséges foltételét adja
meg a kovetkezé tétel:
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3. Ha az a <x < b szdmkozon F(x), G (x) és F(x) — G (x)
novekvd fiagguények és ha F(x) integrdlfiigguény, akkor G (x)
18 az.

Legyen ugyanis G*(x) a G'(x) integrilfiiggvénye; akkor no-
vekvé a H = (F—G)+ G* fiiggvény és differencialhdnyadosa
majdnem mindenititt F''(z); tehat, mivel F f{éltevés szerint
integralfiiggvény, azért G* — G = H — F novekvs fiiggvény.
Ugyancsak novekvé ennek a fiiggvénynek ellentettje, G— G* is.
Vagyis G—G* allandd, tehat G integralfiiggvény.

Integralasi tételek.

Bebizonyitjuk, az (a, b) k6zén integralhato és egyelére még
mindig csak pozitiv fiiggvényekre, a kovetkezd tételeket.

4. Ha az f(x) és g(x) figgvények integrdlhatok, igy inleq-
ralhato f(x)+g(x) és cf () is (c=0) és

b b b b b
[(f@)+g@) de = [ f)dz + [g(@) da; [ef@)de = ¢ [f(x)d.

A masodik dllitas, valamint az els6bél az [+ ¢ fiiggvény in-
tegralhatosdga, az integral értelmezésének evidens kovetkez-
ményei. A baloldali egyenl6ség igy adodik: Legyenek [, G, I
az f, g és h={f+4 g fuggvények hatarozatlan integraljai. Akkor
elészor is, az (F'+ G) —H fiiggvény névekvé, mert az F + G
novekvé fiiggvény differencidlhdnyadosa f+g=h és mert H az
ugyanevvel a sajatsiggal biré figgvények kozil a legkisebb
lejtésti. Mdsrészt, mivel a novekvé H fiiggvény differencidl-
hanyadosa > g és viszont G az ilyen fiiggvények kozt a leg-
kisebb lejtési, azért névekvé a H—G fiiggvény is. Ennélfogva
a 3. tételben F helyébe H-t, G helyébe H— G-t téve adodik,
hogy H— G differencidlhdnyadosanak, vagyis az (f+9)—g—/
fiiggvénynek integralfiiggvénye. Vagyis, egy additiv konstanstol
eltekintve, H(x) — G (x) = F'(x). Tehat

H®) — G(b) — H(a) + G(@) = F(b) — Fla),
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ami pedig az integriljelélésre dttérve nem mds, mint a be-
bizonyitando egyenléség.

5. Ha [(x) és g(») integrdlhatik és g(x) <f(x), akkor
flx)—g(x) is inlegrdlhato.

Az el6bhi jeloléssel és az el6bbihez hasonlé meggondolassal
adodik, hogy az F—G filiggvény névekvs; mivel differencigl-
hianyadosa f—g, azért az utobbi valoban integralhato.

6. Ha a véges szdmai vagy véglelen sorozatot alkoti [ (x),
fo),... fugguények integrdlhatok, akkor integrdlhaté az

(@)=t (1)

fugguény is, azaz az a fuggvény, melynek értéke minden tekin-
tetbe jovd x helyen az f[u(x) értékek kiozul a legkisebb vagy
dltaldnosabban ezen ertékek alsé hatdra.

Legyen ugyanis {F} azon névekvé F fiiggvények halmaza,
melyekre majdnem mindeniitt ['=f és legyen F* ezek koziil a
legkisebb lejtést. Az f, integrélfiiggvénye, F,, nyilvin az {F)}
halmazba tartozik, tehat F,—F* novekvé fiiggvény. Ennélfogva
F, = F¥'. Masrészt F* is az {F} halmazba tartozvin, F'¥'>f.
Osszefoglalva, majdnem mindeniitt f, = F, = F*' = f = inf [,,
vagyis végiil majdnem mindentitt

F¥'(x) = f(x),

azaz [ integrdlhato.

Valtozé elGjelii fuggvények integralasa.

Viltozé elgjelti fiiggvényekre az integralt a kovetkezé médon
értelmezziik. Az (a, b) kézém megadott [ figguényt integrdlhati-
nak mondjuk, ha majdnem mindeniitt f =g —h, ahol g és h
pozitiv integrdlhaté fiigguények és az [ fugguény hatdrozolt,
illetdleg hatdrozatlam integrdljdt, mint a g és h fagguvények
megfeleld integrdljainak kilinbségél értelmezzik. Szamolva
azzal, hogy ugyanaz az [ fiiggvény még az f = g, — h, alakban
is eléallithato, ahol g, és h, ugyancsak pozitiv integralhato
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fiiggvények, meg kell mutatnunk, hogy az inlegrdl értéke nem
fiigg az elddllitds modjdtol, vagyis hogy az adott esetben

b b b b

/ g@)de — | h(x)de = | gu() dac — | hy(x) dex. (5)

a a a

Erre a célra alkalmazzuk a 4. tételt a g+h,=g,+h 6sszegekre ;
az (5) egyenldség evidens dtrendezéssel adodik.

Ha f(x) mdr eredetileg is pozitiv, akkor az f=f—0 eléalli-
tasbol és abbol az evidens ténybdl, hogy a g(x)= 0 fiiggvény
integralhato és integralja 0, kévetkezik, hogy az [ figgvénynek
az 1) értelmezés szerint vald integrdlja megeqyezik a régivel.

Tetszésszerinti el6jelt fliggvénynek leginkdbb kindlkozo elo-
allitdsa a pozitiv és negativ részeire vald félbontas. Megmutat-
juk, hogy ha [ integralhato, tigy ezek a részek is integrdalhatok.
Az f=g—h figgvény pozitiv része igy irhato:

[*(x) = g(x) — inf(g(x), h(x));

mivel pedig a foltevés szerint ¢g(x), a 6. tétel folytin pedig a
kivonando fiiggvény pozitiv integralhato fliggvények, tehat az
5. tétel alapjan [T is integrdlhato. A negativ rész, [~ (z), nem
mas, mint a —f(x) = h(x) — g(x) fiiggvény pozitiv része, és
igy ugyancsak integralhato.

Integralhato még |f(x)|= [T (x) + [~ (x) is.

Megforditva, ha f* ét f~ integralhatok, akkor a most adott
értelmezés alapjan = fT—f~ is integralhato. Egyediil az |f|
fiiggvény integrdalhatosdgdb6l azonban még nem kovetkezik,
hogy [ is integralhato.

Tételbe foglalva :

7. Az f(x) figgény akkor és csak akkor integrdlhatd, ha
pozitiv és negaliv része kiilon-kiilon integrdlhatik. Az f(x) in-
tegrdlja a két utébbi fiuggvény integrdljanak kilinbsége. Ha
f(x) integrdlhatd, akkor inteqrdilhats |f(x)| is.

A 4. és 5. tételek atvitele tetszésszerinti elGjeli f, g és ¢
esetére annyira vildgos, hogy taldén még tjra kimondanunk is
folosleges.
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A 6. tételnek a kovetkezd dltalanosabb alaka tétel felel meg :
8. Ha a véges szdimii vagy végtelen sorozatot alkoté fi(x),
fo@),... figguények integrdlhatik és ha minden n-re

fn(X) = g (), (6)
ahol a g(x) figgvény integrdlhatd, akkor integrdlhaté az
inf f,. ()
fuggueny is. Hasonléan, ha minden n-re
fa(®) < h(x), (7)

ahol h(x) integrdlhatd, akkor integrdlhats a

sup fn(x) =— inf (—f, ()
fiigguény is.

Véges szamu fiiggvény esetében a (6), illetéleg (7) korlato-
zasok a foltevések kozil elhagyhatok.

A tétel bebizonyitdsara a 6. tételt alkalmazzuk az f,—g,
illetéleg a h—f, pozitiv, integralhato fiiggvényekre és azutan
visszatériink az f, fliggvényekre. Véges szamu fiiggvény eseté-
ben a (6), illet6leg (7) korlatozasok kiilon valé posztuldlasa he-
lyett h(x) gyanant a Z|f,(x)| Osszeget, g(x) gyanant ennek
ellentettjét valaszthatjuk.

Végtelen sorozatok és sorok integralasa.

9. Ha az (a, b) kozon integrdlhalé f,(x), [yx),.-. figgvények
novekvd sorozalot alkotnak és a megfeleld integrdlértékek soro-
zata korldtos, akkor a sorozat majdnem mindenitt eqy in-
tegralhatd f(x) figguény felé tart és tagonkint integrdlhatd, azaz

b b
} fu () dz — | f(x)d.
a a

Jeloljiik ugyanis F,(x)-szel az f, fiiggvény integralfiiggve-
nyét. Foltehetjiik, hogy F,(a) =0. A tételben megszabott fol-
tevés alapjan az F,(x) figgvények névekvo és korlatos soro-




12 RIESZ FRIGYES.

zatot alkotnak, mely tehdt egy F'(x) fiiggvény felé tart; F'(a)=0.
Az altalanossdg megszoritasa nélkil foltehetjik még azt is,
hogy az f, fuggvények pozitivok; maskiilonben dttérhetnénk az
f.—Tf, sorozatra. Az utobbi féltevés alapjan az F fiiggvény no-
vekvd ¢és ennélfogva majdnem mindeniitt differencialhato. Mivel
még p > n-re az F,—F, figgvény is, mint az f,—f, pozitiv
fiiggvény integralja, novekvé fiiggvény, azért névekvé F—F, is,
tehat
Fix) = I (0) =, (@)
Ennélfogva az
f(x) = lim f, (%) = sup f (x) < F ()

hatdrérték majdnem mindeniitt 1étezik és mivel I’ integrilhato
filggvény, azért a 8. tétel alapjan [ is az. Végil még

b b
F) = [f@) de = [fu(x)de = F(b) — F(b),

tehat
b b

_I'f(x) dr —FD) — limffn (x) dzx,
a > a
és ezzel a tételt bebizonyitottuk.

LeBescuE szerint értelmezett integralok esetére a tétel Bepro
Levi-tél ered.

Tetszésszerinti elgjelti fiiggvényekb6l allo végtelen sorok
tagonkint valo integralasarol szol a kovetkezo tétel, amely az
el6z6b6l evidens modon, a sor tagjainak pozitiv és negativ
részeire vald szétvilasztasaval és a tételnek az igy keletkezett
két sor részletosszegeire vald alkalmazasaval adodik.

10. Ha az (a, b) kézin integrdlhaté f,(x) fuggvényekre a

&
3 JIfa(o)|dee
a &
végtelen sor dsszetartd, akkor majdnem mindeniitt Gsszetarto

maga « X f,(x) sor is; dsszege integrdlhatd fiigguény és a sor
tagonkint integrdalhato.
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Bizonyitsuk még be a kovetkezé tételt :

t1. Ha az (a, b) kozén integrdlhato f,(x) [iggvények majd-
nem mindeniitt az f(x) figguény felé tartanak, és ha ezen-
kivid van olyan integrdlhato g(x) figguény, hogy minden n-re
I[n @) < g(x), akkor az f(x) figguény is integrdlhato és

b b
‘fn () dx — )f((*) dx.

A tétel bebizonyitasira tekintsiik a

gn(x) = sup (f,L @ i 1 () )

fiiggvényeket. Ezek a 8. tétel alapjan integralhatok; ezenkiviil
fogyo sorozatot alkotnak, amely majdnem mindeniitt [ felé tart.
Végiil |g.| < ¢; ennélfogva a novekvé sorozatot alkotdé — ¢,
fiiggvények integrdljai korlat alatt maradnak. Tehat a 9. tétel
alapjan f integralhato és

b b

_"g,, (m) dx ——>.|'f\x) ar.

a a
Ugyanezt a meggondolist a —f, fiiggvényekre alkalmazva, a

hn (DL) == il’lf(/‘n (".,)’ fn+1 (-’f), O )
jeloléssel,

b b
fh,, (x) dx —)JIf(SC)(I.L'.

a a

Mivel pedig hn < fn < gn és igy

b b b
[ P () dec < [fu@de < [ g (@) de,
azért a kozépen allo integralértékek is a balrol és jobbrol allo
értékek kozos hatarértéke, t. i. [ integrdlja felé tartanak. Ezzel
a tételt bebizonyitottuk.

A most bebizonyitott tétel mint Leseseue tétele ismeretes,
természetesen a megfelelé modon értelmezett integrdl esetére.
Evidens moédon foglaltatik benne Lepeseue-nek sorozatok in-
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tegralasara legtébbet hasznalt tétele, mely szerint integrdlhato
fiigguények korldtos és dsszetarto sorozata tagonkint integrdlhatd.

A tételnek korollariuma még a kovetkezé tétel, amely csupan
a limeszfiiggvény integralhatosdgit és nem a tagonkint valo
integralhatosagot allitja.

12. Ha az (a, b) kozén inlegrdlhald f,(x) fuggvények majd-
nem mindeniitt az fix) faggueny felé tartanak és ha van olyan
integrdalhalé g(x) figgvény, melyre

@) < g@),
akkor 2z f(x) fugguény is integrdlhato.
A tétel bebizonyitasara elegendé megjegyezni, hogy
inf[g (x), sup (. (@), — g@)]— f@)
és azutan az el6zé tételt a balrol allo fiiggvények sorozatara
alkalmazni.

A tételnek egyik nevezetes korollariuma a kovetkezo, a kom-
ponalt fliggvények integralhatosdgara vonatkozo tétel.

13. Legyen ¢ (uy, s, ..., ur) eqy a k-dimenzids térben értel-
mezett folytonos fiigguény és legyenek f,(x), [o(x),..., [(x) az
(a, ) Lkozben imtegyrdlhato figguények. Teqyuk méq fol, hogy
van olyan ugyanazon kizben integrdlhato g(x) figgvény, hogy

o (f, @) @), .., fu(@)| < g (@)

hix)— (p(f1 (T 1 R 3 (J?))
fiigguény integrdlhato.

A tétel bebizonyitasara az fi(z) fiiggvényeket lépesés figgve-
vények sorozataival allitjuk el6. Az (a, b) kozt 2 egyenl6 részre
osztjuk; jelentse [, (x) azt a fiiggvényt, mely e részek mind-
egyikében dllando, és pedig értéke az f; fiiggvénynek a rész-
kozon vett integralkozépértéke, vagyis a megfelel6 F; integral-
fiiggvénynek a részkozre képezett kiilonbségi hanyadosa. Akkor

[in () — fi ()
és a g fiiggvény folytonossdga miatt ugyancsak

% (fln (), an @)y« 25 fen (x)) — h(x).

Akkor a
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- De a balrl dllo fiiggvények szintén lépesés fiiggvények, tehdt
evidenter integralhatok és igy h(x) integralhato fiiggvények
sorozatanak limesze és mivel még a féltevés szerint
|h(x)| < g(x),

azért végiil az el6zé tétel alapjan a h(x) fiiggvény is integralhato.

Bizonyitsuk még be az alkalmazdsai miatt fontos Farou-féle
tételt, amely ugyancsak a limeszfiiggvény integrilhatosdgat
allitja és nem a sorozat tagonkint valé integralhatosdgat.

14. Ha az (a, b) kézin értelmezett, inteyrdlhato f,(x) figg-
vények sorozata majdnem mindenilt f(x) felé tart és ha az

b
[ifu (@) de

integrdalertékel sorozata korldlos, akkor az f(x) figgvény in-
teqrdalhatd.

Az dltalanossdg megszoritasa nélkiil foltelietjiik, hogy a sorozat
tagjai pozitiv fiiggvények ; ellenkezé esetben ugyanis valamennyi
fliggvényt pozitiv és negativ részeikre bontjuk.

Pozitiv f,(x) fiiggvényekre a bizonyitis gondolatmenete
lényegében a 11. tétel bizonyitasanak egy részlete. Képezziik a
gn () = inf(fn (), fre1(x,-. )
fiiggvényeket ; ezek névekvG sorozatot alkotnak, a 6. tétel sze-
rint integralhatok és integralértékeik ugyanazon Kkorlat alatt

maradnak, mint az f, fiiggvények integriljai. Tovdbba
gn () — ()
és ezért a 9. tétel szerint f(z) is integralhato.
Parcialis integralas.
15. Ha f(©) és g(x) az (a, b) kézon integrdlhalo figguények

és integrdlfigquényeik F(x) és G (@), akkor az F@)qx) és
G () f(x) fagguények is inteqrdlhatdk és

b b
[ F@) g (@) dx + JG @) f@)de=F®) G®) — F 6.
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Az altalinossidg megszoritasa nélkiil foltehetjiik, hogy az [
és ¢ fiiggvények pozitivok ; ugyanis az dltalinos esetet a pozitiv
és negativ részekre valo folbontassal evidens modon vezethet-
jiik vissza erre az esetre. Foltehetjik tovabbd, hogy F(a) =
= G (a) — 0, mert egy C konstans hozzaadasa példaul az I (x)
fiiggvényhez a bebizonyitando egyenléség mindkét oldalat ugyan-
annyival, t. i. a C((b) hozzdiadandoval valtoztatja meg.

Ezeket foltéve, tekintsik az F(x) G (x) fiiggvényt. F és &
novekvd pozitiv fiiggvények, tehat szorzatuk is az. Legyen
tovabba

H(x) = G() F(x) + F(b) G ().

A H figgvény a
h(x) = G () f(x) + F(b) g (x)

pozitiv fiiggvény integralfiiggvénye. A

D(x) = H(x) — F(x) G (x)
fiiggvény ugyancsak novekvé ; valoban, ha x<<§, ugy

D) — D(@) = [G(b) — GE)FE) — F) +
+ [F(b) — F (@) [G (&) — G(x)] = 0.

Ennélfogva, mivel H integralfiiggvény, a 3. tétel szerint I is
az, és pedig integralfiiggvénye majdnem mindentitt létezo diffe-
rencidlhanyadosanak, azaz az

F(@) 9@ + G @) f@)

fiiggvénynek. Az 6sszeg tagonként valo integralhatosaga folytan
tehat csak azt kell még igazolnunk, hogy ennek az Gsszegnek
tagjai kiilon-kiilén integralhato figgvények.

Az F és (v figgvények novekvék, tehat kénnyen szerkeszt-
heté lépesosfiiggvények limeszei és mivel még korlatosak is,
azért a 12. tétel szerint integralhatok. Fyg és Gf tehat integral-
hato fiiggevények szorzatai, tovibba nem nagyobbak, mint az
F(b)g(x) és Gb)f(xr) integralhato fiiggvények. Igy tehat a
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13. tétel szerint az F(x)g(x) és G (x) f(x) figgvények integral-
hatok és ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Helyettesitéssel valo integralas.

Jelentsen x(f) egy az (a, #) kézon folytonos névekvs fiigg-
vényt, mely differencialhanyadosénak, «'(f)-nek, hatdarozatlan
integrdlja. Legyen x(a)=a és x(8)=0b és jelentsen [(x) egy az
(a, b) kozon integrilhato fiiggvényt; legyen F(x) az f(x) fiigg-
vény hatarozatlan integrdlja. Félosleges komplikdciok elkeriilése
végett foltessziik, hogy f(«) az (a, b) k6z minden helyén egy-
értelmiien meg van adva. Egyelére még azt is foltessziik, hogy
f(0) pozitiv és korlatos: 0 < f(x) < A.

Tekintsiik a @(t) = F (.Iz(t)) fiiggvényt. A @ fiiggvény novekve ;
tovibba mivel x < &-re evidenter F'(§)—F(x) < A(§—ux), azért
az Ax(t)—@(f) fiiggvény is novekvé és minthogy Ax (t) integril-
fiiggvény, azért a 3. tétel szerint @(f) is az. Differencialhanya-
dosa, amelynek integrilja,

@(t) = F'(a ) '(t) = f(xb) 2'() (8)

és pedig f-re nézve majdnem mindeniitt. Félretehetjik ugyanis
mindenekel6tt azt a két nullahalmazt, amelyeken x (f)-nek, illetéleg
@(l)-nek nincsen wmeghatérozott véges differenciilhdnyadosa.
Kétségesek még azok a ¢ helyek, amelyeknek megfelel6 « helyen
F'(x) vagy nem létezik, vagy nem egyenlé f[(x)-szel. Ha egy
ilyen t helyen «'(f) =0, akkor ott az |F(x+h)—F(x)] < A[h[
egyenlGtlenség folytan @'(t) = 0. Maradnak azok a helyek, ahol
'(t) % 0, illetéleg ezek koziil azok, amelyekre dllitasunk érve-
nyessége az imént mondottak szerint kétséges, tehat minden-
esetre a t helyeknek olyan E halmaza, amelyen x'(t) 1étezik,
nem 0 és amelynek az x tengelyen valo x(l) képe, vagyis az
2 = x(t) értékek halmaza, nullahalmaz. Azt allitom, hogy E is
nullahalmaz, tgyhogy tehdat (8) majdnem mindeniitt érvényes.
Jelentse E,, az E halmaz azon ¢ helyeinek Gsszességét, ame-
lyekre x(t,) — x(t) = Yu(t,—1t,), mihelyt a <l <t <1 < B és
Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL 2
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x(t,) — x(t,) < m. Minthogy az £E,, halmaz képe, 2(E,.n),
nullahalmaz, tehat barmely e>0-ra x(kK,,.) bezirhato az (a, b)
koz olyan (ax, br) részkézeibe, amelyeknek hossza egyenkint
legfeljebb !/, és osszhossza legfeljebb ¢/,. Foltehetjiik még,
hogy mindegyikben van az x(K,,) halmaznak legalabb egy
pontja. Az (e, ) koznek azok az (ay, () részkozei, melyeknek
a képei az (@, by) kozok (tobbértelmiiség esetén példaul a leg-
nagyobbakat tekinthetjiik), egytittesen magukba zdrjak az eredeti
F,,, halmazt és mivel B — ar < n(by—ayx), azért 6sszhosszuk
legfeljebb e. Az K, halmaz tehat nullahalmaz és igy nulla-
halmaz az K = 3E,,, halmaz is.

Osszefoglalva, (8) majdnem mindeniitt érvényes és mivel a
@ figgvény differencidlhdnyadosanak integralja, azért

B b
[flx@)2't)dt = @) — P(a) = F() — F(a) = [f(x)dz. (9)

o a

Végiil azt a foltevést, hogy [ pozitiv és korlatos, a kovetkezo
meggondolassal eliminalhatjuk. Ha f(z) tetszésszerinti pozitiv
integralhato fiiggvény, akkor az imént szarmaztatott (9) egyen-
16ség érvényes az f,(x) = inf(f(x), n) fiiggvényekre és ebbdl
az f(x)re magdra a 9. tétel alapjan, hataraitmenettel adodik.
Tetszésszerinti elgjelti fiiggvény esete pedig a pozitiv és negativ
részekre valo szétvalasztassal vezetheto vissza pozitiv fiiggvény
esetére.

Ezzel bebizonyitottuk a helyettesitéssel vald integralas sza-
balyat :

16. Ha az (a, B) kizdn folytonos és novekvd x(t) figyvény
integrdlfigguény és ha f(x) az (a, b) kézon, ahol a = x(a),
b= x(8), mindenitt értelmezett integrdlhats figgvény, akkor
az f(x(t)z'(t) figguény is integrdlhaté az (a, B) kézén és

4 8
[f@da = [flx®)2'@adt.
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Lebesgue integraldefiniciéja ; a két integralfogalom
megegyezése.”

Mivel a tetszésszerinti el6jeli fiiggvény integrdlja a Lepesecue-
féle értelmezés alapjan is a pozitiv és a negativ rész integral-
jainak kiillénbsége, azért elegendé a pozitiv fiiggvényekre szo-
ritkoznunk.

Lesescue definicioja a mérheté halmaz és a mérték fogalman
alapszik. Korlitos (azaz egy (a, b) kozben fekvé) E halmaz kulsd
mértéle, m*Fk, a halmazt bezardé és véges szamu vagy meg-
szamldlhatoan végtelen sok kozbél 4116 rendszerek 6sszhossza-
nak, azaz a kozok hosszai Gsszegének, also hatira. A halmaz
mérhetd, ha sajat kiilsé6 mértékének és a kiegészité CE=(a, b)—E
halmaz kiils6 mértékének oOsszege b—a, azaz az (a, b) koz
hossza. Ebben az esetben a halmaz m*E kiils6 mértékét mh-
vel is jeloljiikk és rovidebben a halmaz mértékénel: nevezziik.

Legyen f(x) az £ halmaz karakterisztikus fiiggvénye, azaz
legyen f(x) =1 az K halmaz pontjaiban, f(z)=0 a halmazon
kivill. Azt dllitom, hogy az [ halmaz akkor és csak akkor
mérhetd, ha f(x) eddigi értelmezésiink szerint az (@, b) kézon
integralhaté és hogy :

mkE :J'f(.v) dx.

Két megjegyzést kell elérebocsatanunk. Az egyik az az egy-
szerdi, de eddig még nem hasznilt tény, hogy az dllands
f(x) =1 fiigguény integrdlja bdrmely kézon egyenld az illetd
6z hosszdval. Homogenitisi okokbol mindenekel6tt vildgos,
hogy a kérdéses integrdlértékek arinyosak a ko6zok hosszaival,
hogy tehdt az f(x)=1 fiiggvény integrilfiggvényei F@x)=Ax+B
alaktiak ; mivel még majdnem mindeniitt F'(x)=f(x)=1, azért
A=1, vagyis az ardnyossagi faktor valoban 1.

7 Megjegyzem, hogy a két fogalom megegyezése az alkalmazasok szem-
pontjabol nem lényeges, és hogy az elézékben kifejtett elmélet a LEBESGUE-

féle helyett onalloan alkalmazhato.
9*
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Misik megjegyzésiink a kovetkezé. Ha wvalamely az (a, b)
kozon  értelmezelt [(x) faggvénynek wmegvan az a sajdtsdga,
hogqy bidrmely e > 0-hoz van kél olyan inlegrdlhato figguény,

g(x) és h(x), hogy
g (@) < f(x) < h(x)
és hogy

J (h(x) — g(x))dx < e,
akkor f(x) 1is integrdlhalté. Hogy ezt atlassuk, legyen rendre

e=2"" és legyenek ¢, és h, a megfelel6 fiiggvények. Mint-
hogy a

~M 8

) (hy () — g, ()] de < gﬂ—" =1
sor Osszetarto, azért a 10. tétel alapjan majdnem mindentitt
osszetarté a X (h,—g¢,) fiiggvénysor is, tehit h,—g, — 0, vagyis
gn—f; ebbdl és példaul a g, <[ < h, egyenlétlenségekbél f
integralhatosdga a 11. tétel szerint kovetkezik.

Legyen marmost £ egy az (a, b) kézben fekvé halmaz és
zarjuk be ugy E-t, mint CE-t egy-egy az (a, b) részkozeibdl
allo ¥, és %, rendszerbe ugy, hogy a rendszerek 06sszhosszat
ugyancsak 2X,-gyel és ZI,-vel jeldlve,

2, = m*E 4 %y, 3, < m*CE + ¥/e

legyen, ahol ¢ > 0 megadott szam. Akkor a 3, és I, rendszerek
egyiittesen befedik az (a, b) kozt: az azokat alkotod részkozok
hosszainak, tehat a wmegfelel6 karakterisztikus fiiggvények in-
tegraljainak oOsszege 2X,+2,; ennélfogva a 9. tétel szerint a
karakterisztikus fiiggvények 6sszege majdnem mindeniitt létezik,
integralhato és integralja X+ 2,. Mdsrészt a kérdéses Osszeg-
fiiggvény értéke mindeniitt Jegalibb 1. Ennélfogva

b !
b—a :‘)'da: <213 < m*E+m*GE e,

vagyis, mivel e-t tetszés szerint vilaszthattuk, tehdt

b —a < m*E + m*CE. (10)
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Tegyiik most f6l, hogy K mérhets, vagyis, hogy (10)-ben
pontosan az egyenl6ség érvényes. Legyen f(x) az FE halmaz
karakterisztikus fiiggvénye és legyenek o, (%) és o (D)a 13y,
illetéleg 3, rendszerekhez tartozé részkozok karakterisztikus
figgvényeinek oOsszegfiiggvényei, akkor az elébbi meggondolas-
hoz hasonléan adodik, hogy ¢, és ¢, kiilén-kiilon is integral-
hatok és integrialjuk az (a, b) kozon I, illetdleg 2,. Tovabba
o, @) = f(x) és o,(x) = 1 — f(x). Vagyis

I=—Yoa () = [(Z)= o, (L)}
b

| oy@) — (1 —oy(@)]de =3+ 3,— b—a)<

; <mE +mCE + ¢ — (b—a) =,
ennélfogva, masodik megjegyzéstink alapjan, f(x) integral-
hat6 és integrdlja minden e>0-ra a 3, <mE+%, és a
b —a —2, = mE — ¢/ mennyiségek kozott fekszik, tehat pon-
tosan ml.

Forditva, tegyiik f6l, hogy f(x), az £ halmaz karakterisztikus
fiiggvénye, a mi értelmezésiink szerint integralhato. Akkor egy
mar régebben is alkalmazott megjegyzésiink szerint [ egy lép-
cs6s fiiggvényekbol 4llo f, sorozat limesze. Azt is féltehetjiik,
hogy az f,-ek egy-egy véges szamu kozbél allo 2, rendszer
karakterisztikus fiiggvényei; erre a célra csak f, értéke helyébe
ott, ahol >1/2, 1-et, ahol pedig =< '/2, ott O-t kell tenniink,
ami az f felé valo konvergencial nem zavarja. Ugyancsak [ felé
tartanak, és pedig fogyva, a ¢, = sup (fns fn+1,.-.) fuggvények, a
S, 3.41,... rendszerek 3" egyesitési halmazainak karakterisz-
tikus figgvényei. A

I = 3, 4 (Zps1—2n) - (Znre=2n—2n1) + 11
halmaz véges szamu vagy megszamlalhatoan végtelen sok egy-
mdsba nem nyalo kozbol all, amelyeknek 6sszhossza a g, fiigg-
vénynek az (a, b) kozon valé integralja és ennélfogva n-—oco-re
[ integrdlja felé tart. Vagyis az E halmaz, legfeljebb egy nulla-
halmaz elhagydsdaval, bezdrhato olyan intervallumrendszerbe,
amelynek 6sszhossza tetszés szerint kevéssel nagyobb az f in-




22 RIESZ FRIGYES.

tegraljanal. Ugyanez all a CK halmazra és az 1 —f(x) fiiggvényre.
Az esetleg elhagyott nullahalmazok tetszés szerint kicsiny dssz-
hossztt intervallumrendszerekbe zarhatok. Végeredményben, az
m*E és m*CE kiils6 mértékek nem nagyobbak az [, illetéleg
1 —f fiiggvények integraljainal és igy m*E + m*CE < b — a.
Ez és a (10) egyenlétlenség egytitt a pontos egyenléséget ad-
jak . azaz az K halmaz csakugyan mérhetd. Vagyis sszefoglalva,
mérhetéség és a karakterisztikus fiiggvény integralhatosdga ekvi-
valens tények, a mérték és a karakterisztikus fiiggvény integrilja
ugyanaz a mennyiség.

A mértéknek és a karakterisztikus filiggvény integraljanak
ebbdl az Osszefliggésébdl a 8. és 9. tétel alapjan evidens modon
adodik véges szamu, vagy megszamlalhatoan végtelen, ugyan-
azon (a, b) kozben foglalt, mérheté halmaz kozds részének és
egyesitési halmazanak mérhetésége és egymasba nem nyulo
halmazok esetében az is, hogy az egyesitési halmaz mértéke az
egyes halmazok mértékeinek Osszege.

LeBescuE gondolatmenetében a kovetkezé fogalomalkotds a
mérhet6 fliggvény. Az f(x) fiiggvényt mérhetének mondjuk, ha
barmely A< B-re mérheté az a halmaz, amelyen A<f(x)<B.
Mérheté halmazok kozés részének és egyesitési halmazdnak az
imént megallapitott mérhetéségébol azonnal adodik, hogy ez a
foltevés ekvivalens a kovetkezék barmelyikével : minden A-ra
mérheték azok a halmazok, ahol f>A4, vagy azok, ahol f = 4
vagy ahol f < A, vagy ahol f < A.

Legyen mdarmost f(x) egy pozitiv mérheté fiiggvény és legyen
l,=0, l,, 1,,... a monoton végtelenbe novekvé értékek olyan soro-
zata, melyre az/,—I, kiillonbségek egy ¢ korlat alatt maradnak.
Jeloljiik E,-nel azt a mérheté halmazt, amelven li—g<f(@)<UL, és
tegyiik fol, hogy a

; l,mE, (11)

«felsé» Gsszeg Osszetarto. Ha van ilyen [, sorozat, akkor vala-
mennyi hasonl tipusti sorozat is ilyen. Legyen ugyanis 1, egy
masik ilyen tipusG sorozat, I, — b ,<3 legyen tovabba
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E, az Z,,l < flx) = 1, feltételnek megfelel x-helyek halmaza
és legyenek e, (x), e,(x) az E,, E, halmazok karakterisztikus
fiiggvényei. Akkor

?_77,,,1‘0,, () =) = i Inen (),
1

ahol a jobbrol allo kifejezés integralhato fiiggvények 6sszege
és a (11) sor Osszetartasa folytan a 10. tétel szerint integral-
hato fiiggvény. Integralhato tehdt a 11. tétel alapjan a balrol allo
sor bsszege is, vagyis a 3, ymkE, «alsé» bsszeg és vele egylitt a

~s

771 ”ll?n == ‘?_,‘znﬁl 7nEn +Z (7,,—7“,,1) ”IE:: \::
1

== /_,,Hl mk, - é(b—a)

-~

felsé Osszeg is Osszetarto.

Az imént végzett meggondolashol még az is vilagos, hogy
egyrészt az Osszes [, tipusu beosztasokhoz tartozo alsd Gssze-
gek nem nagyobbak egyetlen felsé 6sszegnél sem, masrészt o
alkalmas valasztdsaval az als6 és fels6 Osszegek kiilonbsége
tetszés szerint kiesinnyé teheté. Ennélfogva egy és csak egy
olyan érték van, mely az also Osszegeket a fels6ktdl elvdlasztja.
Ezzel az értékkel értelmezi LeBescuE az f(z) fiiggvény hatdrozott
integraljat az («, b) koézon. A LeBescue szerint vett integrél
tehat akkor létezik, ha [ mérhet6 és ha van olyan [, sorozat,
amelyre a (11) sor osszetartd; tehat példaul okvetleniil l1étezik,
mihelyt f mérhet6 és korlatos. AT

A most végzett meggondolasokbol egyszersmind vilagos, hogy
ha f(x) LeBescue szerint inteyrdlhats, akkor az a mi értelme-
26siink szerint is és vilagos az is, hogy a kétféle integrdleérték
megegyezik. Csak azt kell még megmutatnunk, hogy viszont @
mi értelmezésiink szerint wvald integrdlhaldsdgbol a LEeBEsGUE
szerint vald inlegrdlhatdsdg kovetkezik.

Elészér is megmutatjuk, hogy ha f(x) a mi értelmezésiink
szerint integralhato, akkor mindenesetre mérheté is. Vagyis
megmutatjuk, hogy barmely A-ra mérhetd az f(x)>A egyenl6t-
lenséggel jellemzett / halmaz. Tekintsik az
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inf (f(x), A+h) — inf(f(), A)
h

(12)

hanyadost, ahol h>0; a hanyados integralhato fiiggvény és
értéke az K halmazon kivill 0, mig az £ halmaz helyein értéke
elég kis h-ra 1, tehat hatarértéke is 1. Azaz a (12) hanyados
limeszfiiggvénye nem mads, mint az E halmaz karakterisztikus
fiiggvénye, e(xz), amely tehat, példaul a 11. tétel alapjin, in-
tegralhato. Vagyis az £ halmaz valoban mérhetd.

Tekintsiik ismét az [, sorozatot. Az [,-nek megfelels6 £,
halmaz mérhet6, illetéleg az e, () fiiggvény integralhato ; hiszen
az utobbi nem mas, mint az A=I[,_{ és A=I, értékekhez tar-
tozo e(x) fiiggvények kiilonbsége. Mivel toviabba

? lnen (T) g f(l)) + é\,

azért a balrol allo sor a 9. tétel szerint tagonkint integralhato
és igy az integralassal nyert 27, ml, sor mindenesetre Gssze-
tarto. Vagyis az f(x) fiiggvény Lesescue szerint is integralhato.

Itiesz Irigyes.

SUR L’INTEGRALE DE LEBESGUE COMME
L’OPERATION INVERSE DE LA DERIVATION.

Exposé d’'une théorie de - lintégration, équivalente a celle de
M. Lesescue et fondée sur les définitions suivantes. Une fonction non-
négative f(x), définie dans lintervalle a <x<b, est dite intégrable
lorsqu’elle est égale, presque partout, a la dérivée d’une fonction non-
décroissante F'(z). L'intégrale de f{x) est définie comme la borne in-
férieure des valeurs £'(b)—F (a), formées pour toutes les fonctions F(x)
du type envisagé.

La théorie repose sur le théoréme affirmant I'existence presque
partout des dérivées des fonctions monotones, méthode a laquelle
l'auteur a déja fait allusion & la fin d'une conférence générale faite
au dernier congres international des mathématiciens.

Frédéric Riesz.



A REKURZIV FUGGVENYEK ELMELETEHEZ.

Bevezetés.

1. Az elemi szimelméletben fiiggvények definialdsanak leg-
fontosabb modja a rekurzié, ami abban all, hogy a fiiggvény-
nek a O helyen felvett értékét kézvetleniil megadjuk és az n+1
helyen felvett értékét az n helyen felvett értékébél épitjiik fel.
Példaul n! rekurziv definicioja:

0l=1; (n+1)!=mn!@n+1).

A felépités modja kiilonboz6 lehet. Egyvaltozos fiiggvény
esetén még vilagos, hogy mit kell altalaban rekurzion értentink :
egy ¢(n) fiiggvény rekurzioval keletkezik a k konstanshél és a
mar definialt kétvaltozos g fiiggvénybol, ha

¢(0) =k
¢ +1) = B(n, ¢ (n).
Tébbvaltozos fiiggvényt egyik valtozoja szerinti rekurzi6val

szokds definialni; példaul az a-+n, a.n, a" figgvényeknek n
szerint mené rekurziv definicioja rendre:

a+0=a

a+ (n+1) = (a+mn) + 1,
a20=—"0

a.m+1) = a.n4a,
=1

an+1__: ar. a.

A rekurzioban részt nem vevo viltozok szerepe azonban kii-
16nb6z6 lehet. 3
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Goper® ugy definialja a rekurziot, hogy e valtozokat para-
métereknek tekinti, melyek rekurzio kézben nem valtoznak.
E szerint egy 741 véltozés ¢ (n, a,; a,,..., a,) figgvény rekur-
zioval keletkezik egy r véltozos a(a,, a,,..., a,) és egy r+2
valtozos G (n, @y, @gs..., (yy b) fliggvénybdl, ha

0 (0, Ay, Agyiae vyl Up) — A W5\ Ags s 5 llr)
oM+ 1, ayy Qe A= B0 Td O oo D' (T 05 i il

Ilyenek az elébb emlitett rekurziok is; a-+mn rekurziojanil
a(a)=a, 3(n, a, b)=b—+41; a.nrekurziojanal a(a)=0, 2 (n, a, b)=
b+a; a* rekurzidjanal a(a)=1, B(n, a, b)=>ba. Mint itt is elé-
fordult, meg fogjuk engedni a tovabbiakban is, hogy az egyes
fiiggvények ne figgjenek mindazoktol a valtozoktol, amelyek ki
vannak jel6lve.

Hiuert ? tédgabb rekurziofogalmandl a rekurzioban részt nem
vevé valtozok helyére helyettesitések torténhetnek, ugy, hogy
¢ (m+1, a,, ..., a,) felépitéséhez nemesak a ¢ (n, a,, dy. .-, a,)
fiiggvényértéket, hanem a ¢(n, a,, dy..., @) flgguényt, mint
gy gy, p fiiggvényét, kell ismerni. Ilyen definicio példaul a
kovetkezo :

¢ (0, @) = a(a)
o(n+1, a)= B(n, a, o(n, n+a));

s6t a fiiggvényértékek egymdasbaskatulyazisa is eléfordulhat,
példaul :

¢(0, a) = a(a)
em+1, a)= B(n, a, ¢(n, ¢(n, a))).

A tovabbiakban a Goper-féle rekurziot primitivnek, a HiLBerT-
félét beskatulydzott rekurzidnak fogom nevezni.

1 K. GobeL, Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia Mathe-
matica und verwandter Systeme, I, Monatshefte fiir Math. und Phys. 38
(1931), 173—198. o.

2 D. HiLeert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1916), 161—190. o.,

1. még: W. AckerMANN, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math.
Annalen 99 (1928), 118—133. o. .
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Dolgozatom térgya: bebizonyitani, hogy a ldtszolag tdgabb
beskatulydzott rekurzid is primitiv rekurzidkra vezethetd vissza.

R. Rekurziv faggvényeken azokat a szimelméleti fiiggvénye-
ket® értem, melyek a 0 és n4-1 alapfiiggvényekbél * kiindulva
véges szami helyettesités és primitiv rekurzié Gtjan jonnek
létre.

Régota ismeretes és lattuk is, hogy a-+n, a.n, a*, n! re-
kurziv fiiggvények. SkoLeEM ® és téle fiiggetlenill késébb GOpEL
az elemi szimelmélethben szerepet jatszo fiiggvények nagy ré-
szérdl bebizonyitottik, hogy azok is rekurzivek. Mégis meg
fogom adni azoknak a fliggvényeknek a rekurziv definiciojat,
melyeknek rekurzivitasara a tovabbiakban sziikségem lesz.

Dolgozatom eredménye ugy is fogalmazhato, hogy a be-
skalulydzott rekurzick nem wvezelnek ki a rekwrziv fiigguények
osztalydbol.

3. Dolgozatom 1. §-aban tehdt néhdny szdmelméleti fiiggvény
Gjat.

A 2. §-ban egy onmagdaban is érdekes segédtételt bizonyitok
be: hogy az «értékkészletrekurzior megengedése nem béviti a
rekurziv fagguények oszldlyd'. Ertékkészletrekurzién azt a bé-
vebb rekurziéfogalmat értem, amelynél a ¢(n-+1) fiiggvény-
értéket nem a kézvetlen megel6z6 ¢ (n) értékbol, hanem akér-

3 Szamelméleti fiiggvény itt nem valami a szamelméletben szerepet jatszo
fiiggvényt jelent, hanem altalinosan olyan figgvényt, mely valtozoinak
nemnegativ egészszamu értékeire van definialva és értékei is nemnegativ
egész szamok. A tovabbiakban minden latin kis betii a nélkil, hogy ezt
minden egyes esetben kiilon megmondanim, nemnegativ egész szamot jelent.

4 A 0 konstans eés az n+1 figgvény kitintetelt szerepe a rekurzioséma-
bol is kitiinik. Magat n-et, mint n figgvényét nem kell az alapfiiggvények
kozé venni, mert a

¢(0)=0
p(n+1) =¢(n) +1
rekurzié definialta ¢ (n) fiiggvény mindig egyenlé n-nel. :

5 Th. SkoLEM, Begriindung der elementaren Arithmetik durch die
rekurrierende Denkweise, Videnskapsselskapets Skrifter (Kristiania) I. Mat.-
Naturv. KI1. (1923), Nr. 6.
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hénybol az el6z6 ¢(0), ¢(1), ¢(2),..., ¢(n) értékek koziil épitjiik
fel, vagyis, amelynél ¢(n-1) meghatarozasihoz a ¢(n) fligg-
vény egész megeloz6 értékkészletének ismeretére sziikség van.

A 3. §-ban kovetkezik dolgozatom tulajdonképpeni térgya:
a beskatulyazott rekurzio visszavezetése primitiv rekurziokra.

1. §. Rekurziv definicidk.

4. Konnyen belathato, hogy nemecsak O, hanem minden
konstans rekurziv.

Ugyanis n-+1-ben n helyére nm-4-1-et helyetlesitve n-2-t,
ebben 7 helyére ismét n+1-et helyettesitve n+3-at kapunk, s i. t.,
tehat n+k—+1 minden fix k-ra rekurziv fliggvénye n-nek. Ezek-
ben a fiiggvényekben O-t téve n helyére, kapjuk a k41 kon-
stansokat.

5. A kévetkezé két fiiggvényt® gyakran fogjuk haszndlni
annak jellemzésére, hogy egy szam 0-e vagy nem:

Oha W =0
sgm=
& 1 kiilonben,
és
% 1 hasn =0
sgn = o=
0 kilénben.

Ezek is rekurziv fiiggvények, hiszen definiciojuk igy is irhato:

sg0=0
sg(n+1) =1,
sg0=1
sg(n+1)=0.

A maisodik rekurzioegyenletek jobboldalin nem szerepel ugyan
explicite sgmn, illetéleg sgn, de ez — egy fenti megjegyzés

6 A sgn figgvényt n minden valos értékére szoktak értelmezni — mint
ahogy n+a-t n és a minden komplex értékére is —; itt azonban mindig
csak a nemnegativ egészszamu helyekre vagyok tekintettel.
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szerint — nem is lényeges. (Természetesen irhatnok a defini-
ciokat
sg0—20
sg(m+1) =1+ 0.sgn,
illetéleg
SEHOI=—H1
sg(n+1) = 0.sg n
alakban is.)

6. Mér a bevezetésben emlitettem, hogy a-n, a.n és an
rekurziv fiiggvények. Az el6z6 kettével egyszersmind az a,+
+a,+---+a, tobbtagh oOsszeg és az a,.a,...a, tobbtényezds
szorzat is rekurziv fliggvénye da,, a,,..., @,-nek; ezek ugyanis
helyettesitésekkel épithetok fel a-n-bdl, illetéleg @.n-hol.

Koénnyen belathato az is, hogy a(n, a,,..., a,)-rel egyiitt

n
D (U Aty i)
i=0
és
n b4
Moty alsaatas)
i=0

is rekurzivok, ugyanis

0
e anh—a(0, a0 ar)
=0

n+1 n
S0, &) =X Gy G - a1, 0. <2y a0)
i o

és
0 .
I aGias. .5 ar)=a, ay-., ar)
i=0
1

n
a(i; a17"‘7 a}') = {Ha(i’ aly--n a/r)}"a(n_i—l! a15-'-9 ar)-
=0

n

+

=

o

Ezeknek a fiiggvényeknek a tovabbiak szempontjabol az a fon-

tossdguk, hogy :
Sg Za(i; al,- ey a/r) = { O
i=0 - )

aszerint, hogy van-e n alatt (n-et is beleértve) olyan 1,
melyre (i, a,,..., @)= 0, vagy pedig minden 7 alatti 7-re
a(’t, al,---, a,-)=0; és
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NN | 0
sg-l{a(z, s ) 2= | 1

a szerint, hogy van-e m alatt (n-et is beleértve) olyan ¢,
melyre a(i, @y,..., @) =0, vagy pedig minden 7 alatti i-re
O\ e s i Gl =30,

7. Az elébbi megjegyzéseket felhasznalhatjuk arra, hogy egy
fontos modot adjunk rekurziv fiiggvények képezésére. Legyen
a(n, dy.-., ap) oly szamelméleti figgvény, hogy minden
@5 --, Gp-re van oly ¢, amelyre a (¢, ay,..., @) = 0. A legkisebb
ilyen -t akkor a,,..., a, fuggvényének tekinthetjik; jeloljik e
fﬁggvényt o(ay,..., a)rel. Az am, a,,..., a,) figgvény rekurzi-
vitasdhol magabol altalaban nem kévetkezik, hogy ¢ (d,,..., a,) is
rekurziv;” azonban be fogom bizonyitani, hogy ha a(n, a,,..., a,)
rekurziv, tovdbbd vam olyan rekurziv ((ay..., ay) figgrény,
hogy ay,..., a, minden értékénél @ (..., ) < B(Ag.- -5 Ar),
mds szoval, ha az i-re vonatkozo a(i, d,.-., ay) = 0 egyenlet
legkisebb megolddsaként definidll ¢ (ay,..., ay) figguénynek van
relurziv majordnsa, akkor e ¢(ay,..., a,) figguény is rekurziv.

Ugyanis a megel6z6 pont végén tett megjegyzés szerint

k
Sg_ﬂoa(j: Wysenes ar)
=

0 vagy 1, aszerint, hogy van-e oly j, hogy j<k és
a(j, Ayseees ) =0, azaz, hogy k=g (ys...s ), vagy k< (dyn; 4);
tehat, minthogy a fgltevés szerint B(ay.... @) = ¢(@y. .., Q)
ezért

7 Valoéban, be lehet bizonyitani, hogy az a ¢ (n, a, b) fiiggvény, amely-
r6l ACKERMANN 2 alatt idézett dolgozataban megmutatta, hogy nem rekurziv,
szintén ugy tekinthetd, mint egy a (i, », @, b) = 0 egyenlet legkisebb ¢ meg-
oldasa. Ezzel és altalanosabban az . n. tébbszérds rekurzioval definialt
fiiggvények egy hasonlo tulajdonsagaval egy masik dolgozatomban fogok
foglalkozni.
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Ugyanis a jobboldalon allo 6sszegnek a k=0, 1,..., ¢ (a..., @,)— 1
értékekhez tartozo ¢(a,,..., a,) szam® tagja 1, a tébbi 0, tehat
az Osszeg értéke valoban ¢ (a,...., a,). Igy e ¢(ay,..., a,) figg-
vény rekurziv fliggvényekbol helyettesitéssel keletkezik, tehdt
maga is rekurziv.

8. Az a—n kiilonbségfiiggvény helyett, minthogy csak olyan
fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek csak nemnegativ egész-
szama értékeket vesznek fel, egy a--n fiiggvényt vezethetiink
be, mely a—n negativ részét O-val potolja:

; @ —mn, ha a>n
a=n—
Lo, ha a<n.
Ez az a—-n fiiggvény is rekurziv. Ugyanis mindeneckel6tt » = 1
igy definialhato :
=10
(r e IE= e —
Ennek segitségével adodik a—n definicioja:
a=-0=a
a-=-mnm+1)=@=n) - 1.

a-—n segitségével a kilénbség abszolit értéke is rekurziv

figgvényként definiilhato :

la—n| = (a-n)+ (n+ a).

9. Az % hanyados helyett az [%} fiiggvényt vezetjiik be,
mely n==0-ra az ?-ben foglalt legnagyobb egész szamot je-
lenti; n=0-ra ez nincs értelmezve, értsiink rajta ez esetben 0-t.

[i:l rekurziv. Ezt példaul a 7. pontban bizonyitott tétel se-
gitse?;ével mutathatjuk ki. Ugyanis n=-0 esetén [%] azt a

szdmot jelenti, ahanyszor n foglaltatik a-ban, vagyis azt a leg-
kisebb 4 szamot, amelyre n(i+1)>a, azaz ni+)=a+1
all. Bzt a feltételt pedig a-+1-=n(i+1) =0 alakban irhatjuk.
Hogy az n=0 esetet is figyelembe vegyiik, irjuk e feltételt

n.(a+1=n(@i+1)=0
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alakban; n=0 esetén ez ugyanazt jelenti, mint az elébbi;
n=0 esetén pedig ez minden i-re teljesiil, tehat a legkisebb 17,

amely teljesiti, ¢ = 0. Eszerint [%] mindig a legkisebb oly
i, amelyre az n(a'-{—l;n(i—i—l)) rekurziv fiiggvény eltinik;
minthogy [%] < a, ezért [%] valéban rekurziv.

[W] a hanyadost jelenti a-nak =-nel valé osztisanal; az

osztds maradéka az ugyanecsak rekurziv

a
ola, n)=a = [z]n
fuiggvény.

10. Minthogy az oszthatdsaggal kapcsolatos fiiggvények re-
kurzivnak bizonyultak, most mar a szamelméletben szerepet
jatszo fiiggvények nagy része rekurziok és helyettesitések atjan
definidlhato.

Legyen

o (n, a):{?’

aszerint, hogy n oszthaté-e a-val, vagy sem. Akkor

: o (n, a) = sg o(n, a).
Legyen
/0

1E = 11,

a szerint, hogy n térzsszam-e, vagy sem. Az, hogy n térzsszam,
egyértelmt azzal, hogy n>1 (azaz n>2) és (n—1)!* nem oszt-
haté m-nel. E szerint

P(n) = sg {(2+n) + 5g 0 ((n—=1)"*, n)}.

Tehat P(n) rekurziv; vele egyiitt az »-nél nem nagyobb prim-
szamok szamat jelento
n
n(n) =,§) P@)
figgvény is. ¢
Legyen p,—2; n>0 esetén pedig p, a nagysag szerint n-edik
pdratlan térzsszam. p, tehat az m+-1-edik primszimot jelenti,
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vagyis a legkisebb oly 4 szamot, amelyre z(i)=n+1. Ez a fel-
tétel |7 (@)—(n+1)| =0 alakban irhato; tehat a 7. pontban
bebizonyitott tétel szerint p, rekurzivitasanak bebizonyitdsdra
még csak rekurziv majordnst kell megadni ra. Ez kénnyen meg-
adhat6 ; példaul elemi Gton bizonyithaté, hogy ®

Pn < 92nt1

Legyen végre 7,(n) az n szdm torzstényezds eléallitasdban
Pa kitevéje.® n = O-ra ez nines értelmezve; ekkor O-t fogok
érteni rajta. z,(n) is rekurziv figgvény. Ugyanis n = 0 esetén

T (n) e 9ma(n) é p;la(ﬂ) é n,

azaz m,(n) <n s ez n=0 esetén is igaz. Tovabbd, ha % == 0,
ma(n) =1 oly szdm, hogy n oszthato pi-vel, de pit'-gyel mar
nem, tehat a legkisebb oly ¢, hogy 4(n, pit') 40, azaz
sg o (n, pf:’l) — 0. Ha n == 0, akkor ez egytttal a legkisebb oly i,
hogy n.sgd(n, pi*!)=0; n=0 esetén minden ¢ ilyen, tehat
1=0 a legkisebb ilyen ¢. Eszerint =,(n) mindig a legkisebb
olyan i szam, amelyre n.sg d(n, pi*!) =0, s igy a 7. pontban
bebizonyitott tétel szerint rekurziv.

11. Gyakran lehet haszndt venni a tobb rekurziv fiiggvénybol
«osszetakolt» fiiggvénynek is: legyenek a,(d,, ..., @), a(dy,---5 A7),
eees @ (Qyse -+, ) Tekurziv fiiggvények, tovabba 8, (@y,..s @), ---»
Bo(@ypye ey Qr)y Bi(@g--., @) oly rekurziv fiiggvények, melyek
k6ziil minden (a,,..., @) helyen egy és csakis egy O; akkor
az 0y, Gy ..., ap figgvényekbdl «dsszetdkolt»

@y (Bgpesey Ok DR By @5 o0y =0
Oy (Byy-ons Gr)y DA Ba(y--iya,) =0

O (Agyeeny Q) =

ol sy Oy has B (ay o2y ar) =0
fiiggvény is rekurziv.

8 L. pl. G. P6Lya und G. SzEGO, Aufgaben und Lehrsatze aus der
Analysis (1925), Abschnitt VIII. Kapitel 2, Aufgabe 94, 133. o., tovabba
Losung, 342. o. ‘

9 7,(n) nem tévesztends ossze a fent szerepelt 7 (n) fiiggvénnyel; ez
utobbit tobbé nem fogjuk hasznalni.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLII. 3
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Ugyanis i=1, 2,..., k-ra
a‘i(a1>"" ar)-% ﬂ’i(av'- .y ar)

a;-vel egyenld, ha ;=0 és minden més esetben 0; tehat

k
P (yrener ) = 3 a0, ) 8 ity )
1=

2. §. Az értékkészletrekurzid.

12. Az értékkészletrekurzié legegyszeriibb tipusédnak a ko-
vetkez6t tekinthetjiik :

(0, 0,55 /02 = (g SU St s
o041, Gyenes @) = B (M Ggsevns Oy @ (s Qyyeney Br); Byyeeny i)
@ (7o (1 Bys- + o5 Gy @yse « o5 Ay, (1)
oo 0 (1E(, Ayyenny @0), Q- a)),

ahol i=1, 2,..., k-ra 7i(n, a,..., a,) <n Ki fogom mutatni,
hogy az ilyen rekurzié primitiv rekurziora és helyettesitésekre
vezetheté vissza, amelyeknél csak az a, £, 75, 70r---» 71 fliggveé-
nyekbdl és ismert rekurziv fiiggvényekbdl helyettesitéssel kelet-
kez6é fiiggvények szerepelnek; tehat ha a, B, 1y 7as--+» 7k T€-
kurziv fiigguények, akkor az (1) értékkészletrekurzidval definidlt
¢ flugguény is rekurziv.

Ennek bebizonyitiasara az (1) definiciot mlndenekelott at-
alakitom. A ¢(n+1, a..., @) meghatdrozasara itt nemcsak
¢ (M, ..., ay) ismerete, hanem a

00,705, « 55 0 USSR ), . & M0 3 - S )

sorozat t6bb tagjanak ismerete sziikséges. E sorozatot azonban
egyetlen adattal is jellemezhetem: legyen

P, Byyanes Gr) = PPO: Orres vor) pols Bar:r Or) L ot Biavy s Be) ==

—”p‘l’(is Qgye ey Ar) s

i=0
ebbél a fenti sorozat tagjai igy szamithatok ki:
@y gyeevs a) = (P, @yy..., @), ha i=1,2,...,n
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E ¢ fuggvény tehat a ¢ (i, a,,..., a,) figgvénynek i=n-ig terjedo

értékkészletét jellemzi; ¢-t nevezhetjiik a ¢-hez tartozo «érték-

készletfiiggvénynek». Ennek segitségével az (1) definici6 igy irhato:
AUOBAS o hlhr) — (e s ()

olnsisl asiis an) = r(n, 0 AO A  RER a,)),
ahol

@ Uy, Oy D) — ﬂ(n, ATy a5 DD,

Tya(n, agyerny ar) (D)ye v s Ty, ..y ar)(b)),

@

tehat, ha B, 7y 72.-.» 7 rekurzivok voltak, y is rekurziv.

Mérmost ¢ (n, @,,..., @) a kovetkezé primitiv rekurziGval
definialhato :

¢(O’ a1y~ T aa-) = 2({7(0’ Aias:siidal = 2“(‘1""" el

¢(n+1’ (;[,1,..,, a7) — ¢(n’ dl"’ & ttr)'pzin1+1, Qyyr ooy Or)i—

=g, ty..., ). priy s an Ym, oy, an)
es d(n, Ayseeny a,)-b6l ¢ (n, ay,..., a,) helyettesitéssel nyerhet6:
PN, ais iy @)= a0 s cis )
Tehat ha a, 8, 1y, 74)---» 7% rekurzivok voltak, ¢ (n, a,,..., a,) is
rekurziv fiiggvény.

13. Ezzel nemecsak az (1) alakt, hanem az altaldnosabb (2)
alakt értékkészletrekurziot is primitiv rekurziora vezettiik vissza.
(2), részletesebben kiirva

SOt i) e )

e LI ey 2"
PN, tyseees @) =7 (0 yseees Ay -.[]o.pi St S
i

szintén értékkészletrekurziénak nevezhetd, mert a masodik
egyenlet jobboldala a ¢ (i, a;..., a,) figgvénynek az 1=0, 1,..., »
értékekre felvett értékkészletétsl fiigg és nyilvan dltalanosabb
mint (1), mert azoknak a ¢ értékeknek a szama, amelyek a
jobboldalon szerepelnek, n-tél is fiigg (t. i. éppen n). A 2)
definici6 magéban tartalmazza példaul a ;

?(0; Wgyeees a,)=a(a1,..., (Lr) ’
@M1, Giseees @)= B(R, Gjyeres s ;061 (@ @y gy e er W)
%
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értékkészletrekurziot is — amely szintén nem esik az (1) eset
ald; — ugyanis (2) ebbe megy 4t, ha

5 55 By DY B M Gy s z"o B, (m (0)).

Nevezziik (2)-t altalanos értékkészletrekurzionak; akkor az
elébbiek alapjan kimondhatjuk, hogy ha a és y rekurziv fiigg-
vények, a (2) altalanos értékkészletrekurzio is rekurziv fiiggvényt
definidl, szoval az dltaldnos értékkészletrelkurzio megengedése
nem boviti a rekurziv figguények osztdlydt.

3. 8. A beskatulydzott rekurzid.

14. Miel6tt az altalanos beskatulyazott rekurziot targyalnam,
el6bb egy egyszerli specidlis eseten mutatom meg azt a mod-
szert, ahogyan az be nem skatulydzott értékkészletrekurziora
(tehat, a megel6z6 § eredményét figyelembe véve, primitiv re-
kurziora is) visszavezetheté. Ez a specidlis eset

¢, a) = a(a)
@)
¢ mn+1, a)=B(n, ¢(n, r(n, a, ¢ (n, )))),
ahol a, B, y legyenek rekurziv fiiggvények.

Az igy definidlt figgvény barmely ¢(n, a) értéke véges, de
n-t6l fiiggd szamu beskatulyazassal épil fel az a, 3, y fliggve-
nyekbdl, ahol e fiiggvények alkalmazasanak sorrendje is n-tol
fiigg; amellett a B és y fiiggvény els6 argumentumdban soha-
sem fordul elé tovabbi beskatulydzas, hanem ott mindig vala--
mely 7-nél kisebb szam é&ll; a tébbi helyek koziil azokon, ahol
nincs tovabbi beskatulyazas, a all. Példaul:

¢ (0, a) = a(a), -
o1, a)=3(0, (0, (0, a, ¢ O, W) = (0, a(r (0, a, a(@)),
@ a)=p8(1, 91, 71, a ¢, @) =

= 5(1, (3(0, a (r (O, r(l, a, 3(0, a(7(0, a, a(a)))))’

a(r(1, @, 80, a(r 0, 0, a @) )
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Altaliban, ha n-re mar all, hogy ¢(n, a) ilyen szerkezetd, akkor
(3) masodik egyenletéb6l lathatjuk, hogy ¢(n+1, a) is ilyen
szerkezetu.

Ezért, ha konstruilunk egy ¢(n, a) figgvényt ugy, hogy
¢(0, @) = a legyen és ¢ definicioja egyébként olyan legyen,
hogy béarmely n-hez van oly m, hogy a(¢(7z, a)) = ¢ (m, a), bar-
mely n,-hez és n,-héz van oly m', hogy g(n,, ¢ (n,, a)) = ¢(m', a),
végiill bdarmely n,-hez, m,-h6z és my-hoz van oly m”, hogy
7(ny, $(ny, @), $(n,, a)) = $(m", a), akkor ezek alapjin majd
meg tudunk hatarozni olyan w(n) fiiggvényt, hogy ¢(w(n), a)=
= ¢ (n, a) legyen. Megmutatom, hogy ¢ valaszthato tgy, hogy
¢ is és w(n) is rekurziv fiiggvények legyenek.

Legyen

A ¢, a)=a
és n >0 esetén
a(¢(ny(n), @)), ha m,(n) =0 (azaz n paratlan),
¢, a)={ B(x,), ¢(my(n), @)), ha m(n) =1,
L(m, (), ¢(n,(n), @), ¢(ms(n), @)), ha m,(m) = 2.

Akkor ¢ eleget tesz a kivant feltételeknek, ugyanis

a(¢(n, @) = ¢ (5", a), (@)
B(ny, ¢y, @) = ¢(2.3.5", a), (5)
r(ny ¢y, @), $(ny, a)) = ¢(22.3".5".7", q). (6)

¢ definicioja kénnyen olyan alakra hozhato, hogy kitiinjék,
hogy rekurziv fiiggvény. Ugyanis a 11. pontban tett megjegyzés

szerint
a(a), ha =0

x(m, n, a, b)=16n, a), ha Tr— 1
r(n, a, b), ha m=2

rekurziv fiiggvény, (ugyanis m=1 igy irhaté: |m—1 |=0, m=2
igy irhat6: 2-m=0); és ennek segitségével ¢ definicioja

90, a)=a
(1, a) = x(m, (n4-1), m(0-+1), ¢(mn+1), @), ¢(z;(n+1), @)
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alakra hozhaté. Ez értékkészletrekurzio, mert z,(n+1) <n,
m,(n+1) < n.

15. A ¢ fiiggvény nevezetes sajatsaga, hogy a beléle be-
skatulyazassal keletkezé ¢ (n, ¢(s, @)) alaki kifejezések a ¢
fiiggvény segitségével beskatulyazas nélkil is kifejezheték; pon-
tosabban: van olyan v(n, s) rekurziv fiiggvény, hogy

¢(n’ ¢ (s, a)) = 50(11 (n, 8), a). )
¢(0, ¢(s, @) = ¢(s, a).

Tegyiik fel, hogy mar =0, 1, 2,..., n-re van olyan v(¢, s) szam,.
amelyre

Ugyanis

¢ (i, ¢(s, @) = ¢(v (i, ), a).

$(nt1, ¢(s, @) =
= x(1,(n+1), m,(n+1), ¢(m,(n+1), ¢ (s, a)), ¢(ng(n+1), $(s, a)))
= x(my(n+1), 7, +1), ¢(v(m,(n+1), 8), @), ¢(v(x,(n+1), 5), @)
= (27 1) Jm (n+1) By (ma(n+D), 5),7v(ms (1), 8) ),

Akkor

Il

Il

Ha tehat v(n, s)-et a
v(0, s)=s
v(n+1, s) = 27 (n+1), 37 (n+1) Fy(ms (n+1), 8) 77 (7 (n+1), 5)

értékkészletrekurzioval definialjuk, akkor minden 7n-re
¢(n, ¢(s, ) = ¢(v(n, s), a).

16. Most mar kénnyen bebizonyithato, hogy van olyan re-
kurziv o(n) fiiggvény, melyre

¢ (n, a) = ¢(wn), a).
Elészor is (4) miatt (n=0)
(1, ) = a(¢(0, @) = a(@) = ¢ (0, ).
Tegyiik fel, hogy n-hez mér van olyan (n), hogy minden a-ra

¢ (n, a) = ¢(w @), a).
~ Akkor
¢ m+1, a) = ﬂ(n, ¢(w m), r(n, a, ¢(wn), a) ))
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Itt (6) szerint

(0 a, g(o@), @) = r(n, ¢0, a), ¢ (M), a)) =
s ¢(29_ 3n, 50'7«»(71)’ a) — ¢(4 .37 7w(n), (L),

tovabba (7) szerint

Pom), 7 (n, a, (0 m), @) = ¢(w@®), §&. 3% 700, 0) =
= ¢((a®), &.37.7°M), q),
végiil (5) szerint
¢ (n+1, a) = B(n, $(v(wm), .37 7°), a)) =
. = ¢(2 B 5v(w(71)y 4..3".7“’('”)’ ).
Ha tehat o (n)-et az

w0)=1
wn+1)=2.3", 5 (om,3"

71:111”)

rekurzioval definidljuk, akkor minden #-re
¢ (n, a) = ¢ (w(n), )

és igy ¢(n, a) rekurziv fiiggvény.

17. Az altalanos beskatulydzott rekurziondl mindenekelétt a
definidlando ¢ (n, a,, @,,.-. a,) fiiggvény értéke az n=0 helyen
meg van adva, mint az a,, d,,..., @, paraméterek mar ismert
fiiggvénye: o, a,, dgp..., Gr) = a(dy, 0g-s., Ay); azonkiviil
¢ (n+1, a,, a,,..., a;) meg van adva, mint egy kifejezés, amely a
¢ fiiggvénybél, tovabba mar ismert £, £,..., i fliggvényekbol
véges szamu egymdsbahelyettesitéssel épiil fel, gy azonban,
hogy ¢ els6 argumentumaban mindig » dlljon.

Szoritkozhatunk arra az esetre, amikor r=1, azaz csak egy
paraméter van. Ugyanis ellenkez6 esetben tekintsiik a

£, a) = ¢ (n, (@), 7,(a),..., 7 (a))
fiiggvényt; ebbdl ¢ (n, a,, ay, ..., a,) a
@ (i@ By -+ ) = & (n, P-pEs... D21) ®)

egyenlet szerint rekurziv fiiggvény helyettesitésével adodik. Be-
bizonyitom, hogy &, @) az a, fiy, Boreees Bi €5 7y Ty @
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fiiggvények segitségével beskatulyazott rekurzioval definidlhato. V
Ugyanis mindenekel6tt

£O0,a)=¢ (O, 7, (@), 7o (@), - -y Ty (a)) = a (7':1 (S aea ()} i (a))

sy

& (n+1, a) meghatarozasara ¢ (n+1, a,, ..., a,) definicigjaban

Ay, Qg,---, Ay helyébe rendre =,(a), m,(a),-.., 7 (a)-t kell ten-
niink; igy oly kifejezés adodik, amely a ¢, 3,, Bs---, 81 s a
Tys Tey..», T fgEVENyekbdl helyettesitéssel épiil fel és ¢ elso

argumentumaban mindeniitt 7 dll. ¢-t itt (8) segitségével ki-
fejezhetjiik &-vel s ekozben az els6 argumentum nem viltozik,
tehat &-re valoban beskatulydazott rekurziot kapunk. (Pl. ha

s

(4 (n+1, Uy Qp) = B4 (n’ Ays Ay, fo(n’ ﬂz (¢ m, a,, a,)),

Bs (¢' M, ay, “1))))’
akkor

&(n, a) = @ (’ﬂ, Ty (@), Ty ((t)),
: o, a,, a,) = &(n, 3%1.5%)
es
£(n+1, a) = p(n+1, 7, (a), 7, (a)) =
= B, (n, 7, (@, 7, @, ¢ (n, By (p 0, my(@), 7, (@),
, Bs (9 (n, 7, (@), m(a)))) =
=3, (,n, 7, (a), 7,(01), 5(7&, 3P 50 @) s (S, 372 (@) 57y w))))).

Ha tehdt kimutatom, hogy rekurziv fiiggvényekbo6l beskatu-
lyazott rekurzioval definialt kétvaltozos fiiggvény rekurziv, akkor
ez akarhany véltozos fiiggvényre is igaz.

18. Legyen tehat a ¢ (n, a) kétvdltozés fiiggvény beskatulya-
zott rekurzioval definidlva az a, £3,, Bs,.-., i rekurziv fliggvé-
nyekbdl, még pedig legyen

¢(0, a) = a(a)

és p(n+1, a) szamara a ¢, By Pa---» Bi fliggvényekbdl véges
szam egymasbahelyettesitéssel keletkezd oly 2 kifejezés legyen
megadva, amelyben ¢ elsé argumentumdban mindig » all. Ez
a A kifejezés

A=7rn, oM, 1), o0, A)..., o, &), a)
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alaka, ahol r a B, ,,..., 3 fiiggvények egyike, vagy azokbol
helyettesitéssel keletkezé fiiggvény; a A, A,,..., 4, kifejezések,
melyeket a A kifejezés alkotdinak fogok nevezni, hasonld szer-
kezet Kifejezések, tehat barmelyikiik, pl. 4; ily alakin:

hi=ri(n, o, da), @0, Aig)y-e ., (0, Ai), @),

ahol r; ismét a @, 8,,..., 0 fiiggvények egyike, vagy azokbol
helyettesitéssel keletkezik; a i, dis,..., Ay, Kkifejezések pedig,
2; alkotoi, (szdmuk, u, természetesen fiigghet 4-t6l) ismét ha-
sonlé modon épiilnek fel ujabb alkotokbdl, s. i. t. Természe-
tesen ennek a folyamatnak el6bb-utébb meg kell szakadnia,
mert a feltevés szerint 2 véges szamu beskatulyazassal épiil
fel; utoljara oly kifejezésekhez jutunk, amelyeknek egy alkoto-
juk sines, tehat 7... (», a) alaktak, ahol 7... a 8, £a-..-, O
figgvények egyike, vagy ezekbdl helyettesitéssel keletkezik, vagy
pedig n vagy a maga; e két figgvényt szintén vegyiik hozza
a By Byr---, B fiiggvényekhez, ha nem voltak kéztiik.

Rendezziik el A-t, utana alkotoit: A, 4,,..., 4~t, utinuk ezek
alkotoit, majd alkotoik alkotoit, sth. egy sorozatba; e sorozat
tehdt véges lesz. Jeloljik e sorozat elemeit rendre a kovet-
kezéképpen :

Vi 1 4 PR SRS

ahol tehat L,= 1 és mindegyik L; alkotéi e sorozathan L;nél
késébb allnak; L, nek egy alkotoja sincs. A fentiek szerint
tehat mindegyik L; ily alaku:

Li = 35 (n, @ (n, Li’), (4 (n, Li")i' ey @ (n) Li(j)) a)r

ahol 9'>14, 1" >14,..., iP>1 és 0; a B, Py - .-, O fiiggvényekbol he-
Iyettesitéssel épiil fel. Nem megszoritas, ha feltessziik, hogy
i, 4",..., 49 rendre i+1, i+ 2,..., v; ugyanis di-t tekinthetjik
oly véltozok fiiggvényeként is, amelyekt6l nem fiigg valoban.
Ekkor azonban L, szerkezetét a kovetkezé attekintheté alak-
ban irhatjuk fel:

Iy —-3, ('n,, ¢ (m, Ly), ¢ (n, Ly),..., o (n, L), a),
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ahol ¢
Ll 04 (n @ ('ﬂ/, 2)’ (4 (’ﬂ/, Ls);- vy @ ('n, Lv)’ a)v
L 0 (n: @ (n’ 3)7 ¢ (n, L.;)" - 9 (n, Ly), CL),

Lu- 51, (n, a).

Jeloljik még ¢ (m, L)t (t=1,2,...,v) roviden ¢;-vel; irjunk
tovabba v helyett ismét l-et, 0y, 0ys..., 6y helyett 8,, By,---, frret
(ezek természetesen nem ugyanazok, mint a fenti 3, fo,----, fis
hanem bel6lik helyettesitéssel épiilnek fel). Akkor a beskatulya-
zott rekurzié legaltalanosabb alakjat (kétvéltoz()s ¢ (n, a) figg-
vényt definialé rekurziéra szoritkozva) igy irhatjuk:

¢ (0, @) = a(a),
¢ (n+1, @)= B,(, @11 Pare--, @1 Q)
ahol ©'=4, 2;c: 5l esetén:
¢i =i, @)= (0, Bi(N, Qis1 Pisare--r P D))

19. Hasonléan, mint a fentebb mar targyalt specidlis eset-
ben, definialunk egy ¢ (n, a) fiiggvényt a kévetkez6képpen :

¢0,a)=a
és n > 0 esetén

& (¢ (ﬂ2 (n)’ a)): ha T, (n) =0
ﬂO (71-'1 (n)r S'/} (772 (n)’ a)) ¢ (7'[3 (n), (1), S Sﬁ (“H-Q(n), (L)),

ha 'z () =1,
(91 (”1 (n), S[’ (ﬂ'z (n), a), $—/’ (773 (n), a); sy ¢ (71[4.1(7?:), a)),
¢(,n’ a) A% ha n:o(n) = 2,

ﬂ' (T[l (n)’ (77:2 (n)v a) V (773 (n), a‘) "y Sb (nl—1+2 (n)’ a))
ha 7r0 (n) = H—l

ﬂz(n, (n) y(n, (n) a)) ha no(n)> l+1

Ha — mint feltesszik — a, 8y B,5..., B rekurziv fuggvények,
akkor ¢ is az; ugyanis, ha
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a (a,), ha m=0,

Bo(1, Qyyieey azyq) ha m=1
(azaz |m—1]|=0),

By @ @), -ha  m=2

(azaz | m—2|=0),

x (M, N, Ggy Ayse- oy Aii1) = T T TR Gty [ Ve

B, @ ar<s 1), ha, m—1--1
(azaz |m— (l+1)| = O)

ﬂ,(n (Ll), ha m>l+1
(azaz l+1 —m=0),

akkor x a 11. pontban bebizonyitott tétel szerint rekurziv fiigg-
vény és segitségével ¢ definicigja igy is irhato:

¢, a) = a,
g(n+1, @) = x(n,(n+1), 7, (n+1), y(ﬂ0(1z+1), a), (9)
¢(my(n+1), @),..., ¢(msa(n+1), a)),

ez pedig értékkészletrekurzio.
(9)-bél kovetkezik, hogy

x(n(b nl’ ¢(n27 CL), ¢<n3’ IL),.. S ¢(7l1+.2, (l)) == (10)
= (2%, 3™. 5. T™. .. 02, a).

20. Hasonléan, mint a 15. pontban, itt is bebizonyitjuk,
hogy van oly rekurziv v(n, s) figgvény, hogy
¢ (n, g(s, ) = P (v, ), a). (11)
Ugyanis » = 0 esetén
¢(0, g(s, w) = ¢ (s, a),

tehat (11) igaz lesz, ha v(0, s)=s. Tegyiik fel, hogy i=1, 2,...,n-re
mar talaltunk oly v (¢, s) szamot, hogy

¢ (i, g (s, @) = ¢(v (i, 9), @),
akkor (9) és (10) miatt
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¢(n+1, ¢(s, a)) =
= x(mo(n+1), 7, (n+1), ¢(my(n+1), ¢, @),
¢ (my(n+1), ¢ (s, A))ye-., P(msan+1), g(s, @) =
= 2(ny(n+1), 7,0 +1), $(v(z,(n41), 5), a),
¢ (v(ny(n+1), 8), a),..., $(v(mran+1), s), a)) =

= ¢,(Qno(n+l)_3n,(n+1)_5v(ﬂ,(n+l), 8),7v( 73 (n+1),8) | -p;i’;’+2(n+l)' s), a) =
= ¢(V(n+1’ S), a’);
ha
vin +1, 8) =
— 97o(n+1) Jzq (n+1) Fy(wa(n+1),s) 7v(ms(n+1),s) .p’(”l+2(”+‘)l s),
1+2

E szerint, ha a v(n, s) fiiggvényt a

v(0N8)—"s

1+2
y(n+1, 8) = Qno(n+1)'3n1(n+1).”p;'(ni(n+l), s)
i=2

értékkészletrekurzioval definialjuk, akkor (11) minden mn-re
igaz lesz.
21. Végiil bebizonyitjuk, hogy van oly o (n) rekurziv fiigg-

vény, hogy
@ (nr CL) == ¢(w(n)’ a)- (12)

Minthogy (9) miatt

¢(1, @)= x(0, 0, ¢X0, a), ¢(0, a),..., ¢(0, a)) = a(¢, a)) =
= a(a') == ¢(O’ a)’

azért n =0 esetén (12) all, ha «(0) = 1.
Tegyiik fel, hogy talaltunk mar valamely n-re oly w(n) szamot,
hogy (12) alljon. Akkor

om+1, a) = 8,1 ¢4 Pose--5 015 B),
ahol 1 =1, 2,..., 1 esetén
0i = 0in, a) = ¢(w @), Bi(n, git1, Pirar---, ¢1» ).
Allitom, hogy itt i=0, 1, 2,..., l-re
Bi(n, irts pires---, g1, @) = $(mi(n, @M)), a), (13)
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ahol g;i(n, b) rekurziv fiiggvénye n-nek és b-nek. Ez all ¢ =1
esetén, mert (10) miatt 1°

Bim, @) =x(14+1, n, a, a,..., a) =2 (141, n, $(0, a),..., ¢(0, a)) =
= $(21+1.37, q),

tehat wm(n, b) gyanant 2'+'.37-et vilaszthatjuk; ez valoban
rekurziv fiiggvény (b-t6l egyébként nem is fiigg). Tegyiik fel,
hogy 0<i</! és mar talaltunk oly p(n, b), pu—1(n, b),..., tiv1(n, b)
rekurziv figgvényeket, hogy j =1 +1,..., l-re

Bi(My @ists Girase--s @1 @) = ¢(pi(n, @ (M)), a).
Akkor (11) miatt

o= (@), Bi(, ¢jr1> Pjsaremn, 01, W)= (@ ), ¢ (1 (n, © M), @)=
=¢(v(wm), (0, @ W))), a),
ha j =14+ 1,..., [, tehat (10) miatt

Bin, Qitt, Pisase--s 01 )=20+1,M, @it1, Pirareers @1 Ay @y ooy Q)=
—x (i+ 1,n, ¢ (v(0 ), pis1(n, @ ), @), $(v(w 1), piye 1, © W), @),...,
, $(v(wm), mn, om), a), $0, a), O, a),..., ¢O, a)) =

—i :
— ¢(21+1.3n :]gpjv'iu;(n), “i+j (n, w(N)))! a’))
vagyis (13) igaz, ha a p;i(n, b) fuiggvényt igy valasztjuk:
—i
pa(n, b) = 21+1.3n. J] pr (& #ivitn V) ;
Jj=1

ez valéoban rekurziv fiiggvény (mert rekurziv fiiggvényekbél he-
lyettesitéssel épiil fel).
Ennélfogva van oly p,(n, b) rekurziv fiiggvény, hogy

o (n+1, a) = By(1, @15 Pare++s P1» a) = 9”(}‘0("’ w(”))» a)’
vagyis (12) all n helyett n-1-gyel is, ha
wn+1) = po(n, on).

10 Az utolsé ! argumentumban @ helyébe barmi mast is irhattam volna,
azonban igy lesz legalkalmasabb. Hasonlo megjegyzés érvényes egy késéhbi
egyenletnél is.
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E szerint, ha az o(n) figgvényt az
w(0) =1
w(m+1) = py(n, o (n)

rekurzioval definialjuk, akkor (12) minden n-re all. Ez az
o (n) fuggvény rekurziv, tehat, (12) miatt, ¢(n, a) is rekurziv
figgvény.
Ennélfogva a . beskatulydzott rekurzio alkalmazdsa sem bo-
viti a rekurziv fuagguények osztdlyqdt.
Péter Rozsa.

ZUR THEORIE DER REKURSIVEN FUNKTIONEN.

Man versteht unter einer rekursiven Funktion eine zahlentheoreti-
sche Funktion, die sich aus den Ausgangfunktionen 0 und n-+1 mit-
tels einer endlichen Kette von Substitutionen und pirimitiven Rekursio-
nen gewinnen lisst. Man sagt dabei, dass die Funktion ¢ (n, a,,...,a,)
aus den Funktionen a(ay...., ;) und 3(n, a,,..., a, b) durch pri-
mitive Rekursion entsteht, falls

00, as,..., @) = a(ay,..., a)
eMm=+1, ...y ap) = BN, Qyeeny Gy oM, Gy, ..., Q).

Das Hauptergebnis vorliegender Arbeit ist, dass die Klasse der re-
kursiven Funktionen keine Erweiterung erleidet, falls man statt der
primitiven Rekursionen die eingeschachtelten Rekursionen zugrunde
legt. Man sagt dabei, dass eine Funktion ¢(n, a,,. .., a,) durch einge-
schachtelte Rekursion aus gewissen Funktionen entsteht, falls zunichst
(0, ay,. .., a) als eine dieser Funktionen, ferner fiir ¢ (n+1, a,,. . ., ;)
ein Ausdruck angegeben ist, der aus den gegebenen Funktionen und
aus ¢ (n, ;. .., ay) unter Festhaltung von 7 in der ersten Argument-
stelle durch Substitutionen aufgebaut ist.

Diesen Satz habe ich in meiner Arbeit «Uber den Zusammenhang
der verschiedenen Begriffe der rekursiven Funktion», Math. Annalen,
110 (1934), S. 612—632, bewiesen. In vorliegender Arbeit gebe ich
einen einfacheren Beweis, indem ich die kombinatorischen Schwierig-
keiten mit Hilfe des Satzes der eindeutigen Primfaktorenzerlegung umgehe.
Es sei hier der Gedankengang des neuen Beweises kurz angegeben.

Man kann sich zuniichst auf den Fall beschrinken, dass die Funktion
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¢ zweistellig ist. (Vgl. a. a. O, Nr. 11.) Dann lisst sich die allgemeine
eingeschachtelte Rekursion auf die folgende explizite Form bringen :

¢ (0, a) = al(a),
¢(n—|—1, a) = ﬂo(n: D1 Porrery Py a),

wobei fiir t=1,2,...,1

i = @i, a) = (N, Bi(M, Qitq, Piza,--+, Q1 Q)
(@, By Bys- - -» i rekursive Funktionen).

(Vgl. a. a. O., Nr. 13; die Bezeichnung wurde hier unwesentlich ab-
gedndert.)
Sei nun

a (a,', falls m=0,
Bo ™, ay,...,a;41) falls m=1 (d.h.|m— 1|=0),
ABI (n, Ayseeey @), fallsm=2(d.h. {m—EZ] =0),
x(m, n, @..., G4 1) = P )

fallsm=1-+1 (d. h.l m—(1-+1)|=0),

Bi(n, a,), falls m=1+1(d. h.1+1--m =0),
wobei
[0, falls @ < b
a——b= ==
| a—b, sonst

und |a—b|=(a—-b)+(b—a); und sei

¢0,a)=a
S'/’ (n+1, a):l(ﬂo(n+1)’ 7r1("+1)y 9”(”2 (n_*—l)’ (l,), ¢(ﬂ3 (n+1)’ a)’
oy Plmsam+1), @),

wobei m,(n) den Exponenten von p,= 2 und, fir i>0,' mi(n) den
Exponenten der i-ten ungeraden Primzahl, p;, in der Primfaktoren-
zerlegung von n bedeutet. Da x (vgl. a. a. 0., Nr. 9, 7) und p;, mi(n)
(vgl. a. a. O., Nr. 10) rekursiv sind und ¢ durch eine Wert?/erlaufsrekl.lr—
sion (vgl. a. a. 0., Nr. 12) definiert wurde, ist ¢/(n, a) eine rekursive

Funktion.
Dann ist

¢(n’ ¢(s’ a)) == ¢j(p (n! S)’ a’),
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wenn v (n, s) durch
(S —=

y(m—+1, s)= 27o(n+1) Bmi(n+1), ”pv(n,;(n+l), s)
i=2

definiert wird. Das gilt niimlich fiir n =0, und wenn es schon fiir
0,1,2,...,n statt n gilt, so ist

g(m+1, ¢(s, @) = z(zy(m+1), 7, 1+1) $(v(m,(n+1), s), a),
) ¢(V(nl+2(n+1); S)) a)) =

1+2
i ¢(2no(n+1).3n,(n+1).ﬂpiv(ni(n+l), s), a).

i=2

v(n, s) ist rekursiv, da ihre Definition eine Wertverlaufsrekursion ist.
Nun gibt es eine rekursive Funktion w (n), so dass

o, a) = (wn), a).
Mit w(0) =1 gilt das fiir » =0, da
¢(1, @) = x(0, 0, $(0, a),..., ¢(0, @) = a(¢(0, a)) = ala).

Nehmen wir an, dass es zu n schon eine Zahl w(n) gibt, fiir welche
die obige Gleichung besteht. Dann gibt es  + 1 rekursive Funktionen
pi(n, b) fur i=0, 1,.. ., I, fiir welche
ﬂ;(n’ Pit1sr+0y Pl a) — S!’(#i(n’ w('fb)), a’)-
Das gilt namlich mit g (n, b) = 2¢+1.3 fiir i=1, da
ﬂl(ni a) = X(l—{—l,”n, a"", a) = X(l+1, n; ¢(0’ Cl),..., ¢)(0, (l)) =
= g(@+1.8", a),

und angenommen, dass fiir 0<<¢=<l py(n, b), p—1(n, b),.. ., pi+1(n, b)
schon solche rekursive Funktionen sind, dass fiir j=i+1,...,1

ﬂj(n, PLj+1s++y Pb a) = fo(,u'j(n’ w(n))’ (1),

so ist mit

I—i
; — 9i ) itj(n, b)
pi(n, b) = 21+1.3n_igp;£blu +j(n, D)

(dies ist eine rekursive Funktion), fiir j =i +1,...,1
&= ¢(w(ﬂ), ﬂj(n, PLi+1se2+y PU» a)) - 9”(‘” (n), S!’Cuj(n) w (n))’ a)) =
= ¢(v(wm), g0, ©m)), a),
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folglich
.181'.(’"’, Dig1,-4+5 Pis [“) = ¥ (i+l, n, S!J(V(CU (n), /li+1(n7 @ ("’L))), a)i
, (@ m), piva(n, @), a),..., ¢(u(wm), mm, o m)), a),
L 900, a),..., $0, @) =
4 1—i Y
o ¢(22+1_3n .’gp;‘!(-u; (n), Kitj(n, w(n))) . a) — $”(ﬂt (n, w (n»’ a)_

Demnach gibt es auch eine rekursive Funktion g (n, b), fiir welche

om+1, @) = B, ¢y..., o1, @) :g!;(po(n, (n)), a);
wird also w(n) durch die Rekursion:

w(0)=1
wm+1) =y, (n, w (n))

definiert, so ist
g, a) = ¢(w() al,
also auch ¢ (n, @) eine rekursive Funktion.

Rozsa Péter.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLII.
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A STIRLING-FELE FORMULA EGY ELEMI
BIZONYITASA.

A Stiruing-féle formula ismeretes modon * kozvetleniil ® szér-
| maztathato az alabbi segédtételbdl, mely az «EuLer-féle 6sszeg-
‘ képlet» néven ismert tétel egy részét mondja ki:

Ha f(x) az x=1 értékekre értelmezett folytonos, mono-

jvekvd ., konkdv
g 0, és alulrél *° Jodin

ton csoklkend konvex

figgueny, akkor az

1
mtegrdlnak és az

Se= s O+ @+ @+ + 1)+ 5 )

dsszegnek a kilonbsége m— oo esetén wvéges L hatdrértékhez
tart és e killonbség eltérése a hatdrértéktil :

|L— 80— Fl| = 5 |f@) — fa+ D).

Célunk itt megmutaini, hogy ez a tétel minden szamolds
nélkil, a mellékelt dbrabol kiolvashato. Ezt elég monoton
csokkend, konvex fiiggvényre megmutatnunk, mert ha f(x)
novekvé és konkdv, akkor — f(x) csékkend és konvex.

llyen f(x) fiiggvény menetét mutatja a mellékelt dbra. Je-
lentsék azon a Q, Q,, Q,... pontok az abszcisszatengely
m, m+1, m+2,... abszcisszaji pontjait; Py, Py, P,,... az y=[f(x)

1 L. pld. P6LYA-SZEGO : Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis. Ber-
lin 1925 Bd. I. p. 38 és 197.
2 Az f(x) = log = helyettesitéssel.
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gorbe megfelel6 pontjait, R pedig a P, pontbél a P,0,-ra bocsa-
tott merdleges talppontjit. Az
n—1 f&)+7@E+1 i+l n—1
= i 1

i=

Sp— Jn

eltérésben a 4, tag a P,P,Q,Q, trapéz teriiletének és a gorbe
alatt, a O, és O, kozott fekvé teriiletnek kiilonbsége (az abran
vonalkazott teriilet). Ha a

P, P, hurt meghosszabbitjuk

a Q,F, ordindtaval valé met-

szésig, az igy nyert PP,

egyenesdarab a gorbe kon-

vexitdsa miatt a gorbe alatt

marad.Tehat a P, P, P, harom-

sz6g magdban foglalja a

O teriiletet. De a PP,

P RS ENED.... harom-

szogek egymds fedése nél-

kil elhelyezheték a PP R

derékszogli haromszogben.

Ha u. i. a P,R,, PR,,... egyenesdarabok parhuzamosak a P,P;,
P,Pj,... hir-meghosszabbitasokkal, akkor a P,P(R,, P,R/R,,...
haromszogek rendre kongruensek a P,PP], P,P,P,, ... harom-
szogekkel. A gorbe monotonitdsa miatt minden hur lefelé halad,
tehat a PR.R)., haromszogek egyike sem nyulik ki a P, F,R
derékszogli haromszoghdl. Ezért

Om + Oms1+0meo+--- < P P,RA teriilete :-:.)_ [f(m) —f(m 4-1)].

Ebb6l mar azonnal lathato, hogy a 29; pozitiv tagi sor kon-
vergens, tovabba, hogy

= S e - i+1
T Z{ m%ﬁﬁ — f@ s =5 10— Fe@L,

1

és a maradéktag ) :
4*
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Ha a differencialhanyados fogalmat is 6l akarjuk haszndlni,
akkor a kozépértéktétel alkalmazasaval az utols6 becslés helyett
még a kovetkezot is irhatjuk:

Ry = 5 lf0 — fout 0] = 5 |f' (o+-6) < 5 | (0

Veress Pdl.

EIN ELEMENTARER BEWEIS
DER STIRLINGSCHEN FORMEL.

Es ist bekannt, wie man die StiruiNg’sche Formel aus folgendem
Hilfssatz ableiten kann, der mit der Eurer’schen Summenformel ver-
wandt ist:

Ist f(x) eine fur die Werte x> 1 erkldrte, stetige, monotor
wachsende (abnehmende) und von wunten konkave (konvewe) Funk-
tion, so strebt die Differenz der Swmme :

0= )+ Q)+ 1) -+ 100 — 1)+ -1 (0,

und des Integrals :

n

In = [1(2)da
i
mit wachsendem n einem endlichen Grenzwert L zu. Als Abschdlzung
der Abweichung der Differenz von dem Gremzwert gilt :

| L — [sn — Jul | < 5 [f0) — f0 + D)

Den Beweis fithren wir fiir eine abnehmende, konvexe Funktion durch.
Eine solche Funktion ist auf unserer Figur (S. 51) dargestellt. Qg Q,,
Q,,. . . bedeuten darauf die Punkte der Abszissenachse mit den Abszis-
sen m, m+1, m+2,...; P, P, P,,... die entsprechenden Punkte der
Kurve y=f(x), und R den Fusspunkt des aus P, auf die Gerade F,(),
gefillten Lotes.

Wird die fragliche Differenz in der Form geschrieben :

n—1 . > i+1 n—1
5, =% [+ 76 -FR) —jf(w)dw,': S,

Sp —

1 S. die Fussnoten des ungarischen Textes.
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so ist in dieser Summe

fm)+fm+1)
2

gleich dem Flicheninhalt des Trapezes P P,Q,Q,, also wird d,, durch
die (auf der Figur schraffierte) Fliche zwischen der Sehne und dem
Kurvenbogen dargestellt. Verlingert man die Sehne P,P, bis zum Schnitt
mit der Geraden QyP,, so bleibt das so erhaltene Geradenstiick PP
wegen der Konvexitit der Kurve, unter der Kurve. Infolgedessen ent-
halt das Dreieck P,P,P, die Fliche ¢, in sich. Die Dreiecke P;P P
P,P,P{, P,P,P;,... kénnen aber alle ohne Uberdeckung in das Dreieck
P,P,R verlegt werden. Zieht man nimlich die Graden P,R,, PjR,,. ..
parallel den verlingerten Sehnen P,Pj, P,Ps,..., so sind die Dreiecke
P,PjR,, P,R,R,,. .. der Reihe nach kongruent zu den Dreiecken P,P, Py,
P,P,Ps,... . Da f(x) abnehmend ist, ist keine Sehne nach aufwiirts
gerichtet, also reicht kein Dreieck P,RyRy+1 aus dem Dreick P,P R
heraus. (Nur im Falle lim [f(n) — /(n+1)] = 0 wird P,P,R durch die
n—rx

Gesamtheit dieser Dreiecke ausgefiillt, was jedoch fiir uns unwesent-
lich ist.) Es ist also:

Om + Om+1+ Om+a +---< Flicheninhalt des Dreieckes P,P R —

1

= ‘E[f(m) — f(m 4 1)].

Daraus ist sofort zu sehen, dass die Reihe mit positiven Gliedern
20; konvergiert und fiir das Restglied

Bp=L— (50— )= 30, <~ {0) — fn + 1)

gilt.
P. Veress.
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FALTOLTESEK ES FALARAMOK HATASA
AZ ELEKTRONCSO MUKODESERE.

Bevezetés. Alapjelenségek.

Az elektronesovek, erdsitéesévek és adocesovek miikodésével,
az izzokatod, andd és vezérléracsok, valamint a vakuum sze-
repével kiterjedt irodalom foglalkozik.? Igen kevés részletesebb
vizsgalat tortént azonban az iiveghura eleklromos szerepének
tisztazasara. Egy érdekes jelenség, az elektroncsovek miikodése
kozben fellép6 ugrasszerdl valtozasok arra inditottak, hogy az
iivegfalon lejatszodo elektromos folyamatokat és ezen folyama-
~ tok hatdsdt az elektroncsé mikédésére, részletes vizsgalat tar-
gyava tegyik.

A jelenséget egy ma altaldnosan haszndlatos csétipusndl az
G. n. haromracsos nagyfrekvencia csénél tapasztaltuk. Az alta-
lunk vizsgalt cs6tipus a Philips gyartasi sorozat E 447 tipus-
szamat viseli. Egy ilyen cs6 elvi szerkezetét az 1. abra tunteti
fel: @ az indirekt fiitésti katod, b a vezérléracs, ¢ az arnyékolo-
racs vagy védéracs, amelynek feladata, hogy a csd karakterisz-
tikus gorbéjét a kis atfogds dacdra, a negativ rdcsfesziiltségek
felé eltolja s e célbol konstans pozitiv eléfesziiltségre van kap-

1 Eléadta RADO GYORGY a Mat. és Fiz. Tarsulat 1935. febr. 15-i tilésén.

2 Nagyobb 6sszefoglalé munkik: W. ScHOTTRY—H. ROTHE—H. SIMON :
Gliuhelektroden und technische Elekironenrohren (Handbuch der Experi-
mentalphysik. Band XIII.)

BARKHAUSEN: Elektronenrohren. (Verlag S. Hirzel, Leipzig.) L. R. KOLLER :
The Physics of Electron Tubes. (Mc. Graw-Hill Book Co. New-York, London.)

E. L. Cuarree: Theory of Thermionic Vacuum Tubes. (Mc. Graw-Hill
Book Co. New-York, London.)
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csolva, d a fékezérics, amely a esovon belill 6ssze van kotve
a katoddal, s amelynek az a szerepe, hogy az anédbél kilépé6
szekunder elektronokat az anodhoz visszaterelje, e az anod,
[ az tivegbura, amely kiviilrél drnyékolas céljabol fémbevonattal

1= abra:

Uvegbura
)

Vezérldracs
(b)

Arnyékol6-
racs
(c)
Fékezo-
racs
(d)
Anaod
(c)

Katod
(a

Fém-
burkolat

van ellitva: ez a fémbevonat tartésan ossze van kotve a ka-
toddal. A es6 karakterisztikus gorbéi a 2. abran ldthatok.

Az altalunk észlelt jelenség egy «superheterodyne» vevé-
készillek mikodése kozben lépett fel, melyben ez az E 447
tipusi csé mint kozépfrekvencia-erésiteso szerepelt. A jelenség
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a készllék hangerejének ugrasszer(i csokkenésében allt; az
elézetes kisérletek azt mutattak, hogy ez az ugrasszer(i csokke-
nés semmiféle mechanikus-termikus- vagy kontaktushibara nem

2. abra.

vezethet6 vissza; a mérések ugyancsak kizartdk a néha tapasz-
talhatdé racsemisszié lehetéségét is.

Rejtélyessé tette ezt a megfigyelést az a koriilmény, hogy a
nagyszamu vizsgalt cs6 kozil nem mindegyiknél Iépett fel a
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jelenség, viszont az ilyen modon hibasnak talalt csévek egy
mésik, teljesen hasonlo felépitésti -vevokésziilékben normalis
viselkedést mutattak. A két késziilék kozétt mindéssze annyi
eltérés volt, hogy amig az elsé késziilékben a kézépfrekvencia-
cs6 E, =230 V anodfesziiltséget és E,= 110 V segédrics-
fesziiltséget kapott, addig a masik késziilék aequivalens fesziilt-
ségei K, =190 V és E; =80 V voltak.

Pontosabb vizsgilatok céljabol a vevékésziiléket miadoval
tapldltuk, amely moduldlt nagyfrekvencia-energiit szolgaltatott,
a kimend teljesitményt pedig csGvoltmérével mértiik. A miiado
hullimhosszat 550 m-nek vilasztottuk, a kimend teljesitményt
pedig a bekapesolis utan koézvetleniill 50 mW-ra dllitottuk be.
A jelenséget mutato csovek haszndlata esetén a kimené telje-
sitmény néhany perccel a bekapesolis utdn ugrasszeriileg 5 mW
ald csokkent. Ha a késziilék fékapesolojat kikapesoltuk és
azonnal ujra bekapcsoltuk, kezdetben ismét 50 mW teljesit-
mény volt mérhet6: az ugrds csakhamar bekdvetkezett s a jaték
tetszés szerint pontosan ismételheté volt. Az ilyen «rossz»
esovek statikus miiszerekkel mérve teljesen normalis viselkedést
mutattak, az ionizdciés modszerrel mért vakuumfaktor, valamint
az izolacio is, tokéletesen kielégité volt.

A jelenséget csakhamar szandékosan is el6 tudtuk idézni,
peldaul agy, hogy a késziilék kozelében egy kis szikrainduktort
hoztunk mitikédésbe; ez a kisérlet arra mutatott, hogy elektro-
mos hatdsokkal van dolgunk, hiszen a szikrainduktor mikddése
nyilvin valamiféle fesziiltséglékést idézett el az dramkérokben.
Tovabbi méréseink azt mutattdk, hogy az ugrdsszerti valtozas-
nal az anodiram hirtelen 0°1—0'3 mA-rel emelkedik, a segéd-
racsaram pedig pontosan ugyanezen értékkel csikken.

A vizsgalt csoveknek tehdat két elektromos dllapota lehetsé-
ges: az I. allapotban, amely labilis, a csé erésitése, anod- és
segédracsarama normdlis, a II. allapotban, amely stabilis, az
erésités joval kisebb, az anoddram nagyobb, a segédracsiram
kisebb, mint az I. allapotban. A két allapot kozott az atmenet
ugrdsszerti és valamiféle fesziiltséglokés hatdsa alatt kovetkezik
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be. Miutdn az anéd-, illetéleg segédracsaram ugrdsszert valto-
zasa az atmenetnek sziikségszert kisérgjelensége, ezt a valto-
zast a tovabbi vizsgdlatok soran indikatorhatdsnak tekintettiik.

Tovabbi vizsgalatok és feltevések,

Kitint, hogy az indikatorhatas (tehat a két allapot kozotti
ugrasszerli atmenet is) nem fiigg egy bemendé nagyfrekvencia-
energia jelenlététdl; csakhamar sikeriilt kimutatni az indikdtor-
hatdst a cs6é statikus karakterisztikainak felvétele kézben, tehat
a késziiléktol fiiggetleniil is.

A jelenség megmagyardazasara killonbozo feltevésekkel probal-
koztunk :

Barkhausen—Kurz-iéle rezgések fellépése
a védoracs és [ékezoracs kozott.

Ilyen rezgések keletkezésének feltételei az elrendezésnél adva
vannak, miutan a védéracs nagy pozitiv fesziiliséget kap, a
fékezéracs pedig O potencidlon van. Ilyen révidhullamu rezgések
kiniutatdsdra olyan cséveket készitettiink, melyeknél a fékezo-
racs kiilon kivezetéssel birt; a rezgések hedlltakor a fékezoérdcs
aramdnak még negativ potencial esetén is, pozitiv értékkel kell
birni. Ilyen rdcsaramok kimutatisa azonban a megadott felté-
telek mellett nem sikeriilt; a BaArknavsen—Kurz-féle rezgéseket
mas modon (detektor, csévoltmeter) sem sikeriilt észlelni.

A fékezdracs szekunder elektronemisszioja.

A jelenség jol magyarazhato volna két kérilmény egyideji
fellépése altal:

a) A fékezéraes nagy szekunder emisszioja.

b) Akatod és fékezordes kozotti nagy atmeneti ellenallds altal.

A 3. dbra azt a kapcsoldst mutatja, amellyel a fékezordcs
szekunder emissziGjat a fékezoracs fesziiltségének fiiggvényében

cond TR L o e



FALTOLTESEK ES FALARAMOK HATASA AZ ELEKTRONGSO® MUKODESERE. DY

mértik (specidlis, kiilon rdcskivezetésti cséveken), a 4. abra a récs-
dram menetét tiinteti fel. A szekunder emisszio kovetkeztében
nagyobb récsfesziiltségeknél a racsiram pozitivbél negativ ér-
tékbe megy at, miutin egy beesd elektron (ibb szekunder
elektront vdlt ki. A szekunder elektronok a magasabb poten-
ciali anddhoz repiilnek.

3. abra.

Az 5. dbra azon esetnek helyettesitd kapcsoldsa, amikor a
fékezérics és katod kozétt nagy az atmeneti ellendllds.

A 4. dbran abc egyenes a fékezérdcs és katod kozotti kilso
dramfesziltség osszefiggést dbrazolja® az abe egyenes és az
ordinatatengely kozotti hajldsszog tangense a Ry kiilso ellen-
allassal egyenld. A fékezéracs lehelséges fesziiltségdllapotait az
a, b és ¢ metszéspontok jelzik, amelyekhez tartozo fesziiltség--
értékeknél a kiilsé daram egyenld a belsé ricsarammal. Kénnyen.

1 BARKHAUSEN : Elektronenrohren, I kotet, 105. oldal. 4. kiadas.
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belathatd, hogy az a és ¢ pontok stabilis allapotokat képvisel-
nek, miutan egy virtudlis fesziltségvaltozas esetén az Rk ellen-

4. abra.

alldas mentén megvaltozott fesziiltségeses a racsfeszlltség értékét
a‘kiindulasi értékre visszakényszeriti; a b pont labilis allapotot
jelent, mert egy kis fesziltségndvekedés- vagy csokkenésnél a

5. abra.

racsfeszultséget a b ponthoz tartozo értéktél eltavolitani igyek-
szik a c, illet6leg az a pont felé.
A c pontnak megfelel6 allapot gy allhat el6, ha a 0 po-
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tencidlu fékezérics valamiképpen egy pillanatnyi fesziiltséget
kap, nagyobbat, mint a b pontnak megfelel6t; ekkor a fékezé-
racs potencidlja a stabilis ¢ ponthoz ugrik.

6. abrank egy kisérletileg felvett fékezéracsiram karakterisz-
tikdt mutat, a hozzatartozé anod- és védéracsaramokkal egyiitt.
Lathato, hogy a ¢ pontnak megfelelé fesziiltségértéknél az anod-
aram valoban erés novekedést, a védoéracsaram erés csokkenést
mutat. Szabad racs esetén, amikor tehat az Ry végtelen nagy,

6. abra.

egy megfelelé fesziiltséglokés utin bekovetkezik az uvgras, a
fékezéracs stabilisan nagy fesziiltséget kap; ezt az anoddram
megfeleld viltozasabol lehet megillapitani.

Véges Ry esetén a ¢ pontnak (4. dbra) megfeleld fesziiltség-
allapotban a fékezérdcs potencidlja pozitiv, az ered6 ricsaram
negativ (az elektronok normdl iranya értelmében), éspedig
éppen akkora, amennyi sziikséges, hogy az Rx mentén a fe-
sziiltségesés eléalljon.

Az a feltevés azonban, hogy a fékezéracs és katodok kozott
nagy atmeneti ellendllas mutatkozik, nem bizonyult igaznak :
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szamos «rossz» csovet kibontottunk, megmértik a kérdéses
atmeneti ellendllast és a kontaktust minden esetben kifogas-
talannak taldltuk. Mégis, az egész gondolatmenet (szekunder
emisszio, fesziiltségugras stb.) nem volt hidbaval6; esupdn esak
a fékezéracs helyett valamilyen mds, imagindrius-racsot kellett
talalnunk, amelynek hatdsa a fékezéracséhoz hasonlo. Vizsgd-
latainknal elsé sorban a faltéltések hatdasara gondoltunk.

Faltoltések.

Az tvegfal szerepének tisztazasara a kiilsé fémburkolatot a
a foglalatnal egy gytirtialaki metszettel lekapesoltuk a katodrol :
a fémburkolatnak egy szarazelem segitségével a katédhoz képest
kiilonboz6 fesziiltségeket adtunk és figyeltiikk a e¢s6 miikodését
a készillékben. FKzzel a «kiilsd rdcsvezérléssely mindkét jelen-
ség: a hangerd hirtelen csokkenése €s az andddram hirtelen
novekedése pontosan reprodukdglhato volt. Egy bizonyos negativ,.
vagy annal még negativabb potencidl esetén (a  kovetkezok-
ben a kiils6 fémburkolat potencidljat M-potencidlnak akarjuk
nevezni), cca. 20—80 V kozott (az egyes csépéldanyoknal ta-
pasztalhatd egyéni eltérésekkel) a hanger6, az andddram nor-
malis. Az M-potencialt negativ értékek fell pozitiv értékek felé
valtoztatva, egy bizonyos negativ potencidlndl a hangeré ugras-
szertileg csokken, az anodaram ugrasszerileg né és mindkett6
kozel dllando marad tetszéleges pozitiv M-potencidlértékeknél.
Az 1. n. j6 csovek legnagyobb része is mutatta ezt a jelensé-
get, azzal az eltéréssel, hogy az ugras pozitiv M-potencidl ér-
tékeknél kovetkezett be. Az egész folyamat tetszélegesen re-
produkalhaté és hysteresist mutat: negativ-pozitiv iranyban az
ugrds kés6bb kovetkezik be, mint visszafelé, vagyis pozitivabb
M-potencial értékeknél. Talaltunk azonban «jo6» csoveket, ame-
lyek ugrasi jelenségeket egydltalaban nem mutattak. Kisérleteink
eredményét két csovon a 7a—8a. abrak tiintetik fel; melyek
kozlil 7a. a «rossz» cs6, 8a. a «jo» cs6 karakterisztikdit mu-
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7. abra.
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tatjak be. Abszcissza az M-potenciil, ordinata pedig a késziilék
kimend teljesitménye empirikus léptékben.

Kozelfekvé most mar az a feltevés, hogy az iiveghura belsé
felulete racshatast fejt ki a csé elektrod rendszerére; a rendszer
ugyanis nem teljesen zart, egyrészt elektronok juthatnak a fal-
hoz, masrészt a falrdcs erévonalai behatolhatnak a rendszerbe.
Kozelfekvé az is, hogy a falridcsnak szekunder emissziot tulaj-
donitsunk, mely esetben a falrdcs ugyanolyan mechanizmus
szerint, mint ahogyan a fékezéracsnal feltételeztiik, ugrasszeri-
leg nagy pozitiv potencidlra t6ltédik. Egy ugrasszertileg fellép5
nagy pozitiv falpotencidl valoban megmagyarazza az osszes
észlelt jelenségeket. Miel6tt azonban a belsé falfeliilet szekunder-
emissziojat vizsgalni tudtuk, gondosan megvizsgaltuk, hogy
vajjon a gazmaradékok nem okozhatjék-e a falfeliilet pozitiv
feltoltédését. Miutian azonban gy a «jé», mint a «rossz» cso-
vek vakuumfaktora kézel egyenlének mutatkozott és a kis el-
térések semmiféle szabalyossidgot a jelenséggel nem mutattak,
ezt a lehetéséget ki kellett zéarnunk.

A «falracs« egy nagy ellendllason keresztiil (ez a nagy ellen-
allas az tvegfal belso falfeliilete és a katoddal vezetdileg Gssze-
kotott fémburkolat kozott) a katodhaz van kapesolva. Az el6-
allo folyamatokra tehat a 4. abran feltiintetett viszonyok jellem-
z6k. A bels6 iivegfal valamiképpen pozitiv fesziiltséglokést kap
(ha a fémburkolatnak pozitiv toltést adunk, ez a fesziiltséglokeés
természetszertleg bedll, de akkor is beallhat, ha a fémburkolat
normalis iizem kézben a katodhoz van kapesolva), midltal a
belsé fal potencidlja a labilis dllapotokon keresztiil a pozitiv
stabilis értékre ugrik. A pozitiv falrdcs noveli az anddaramot,
csokkenti a esé - erésitését, csokkenti a védéracsaramot. Tovabbi
vizsgalataink feltevésiinket tokéletesen igazoltak és mélyebb
bepillantdst nyujtottak a faltoltések és az tiveg szekunder
emissziojanak természetébe,

A falracs-hatds egyértelmﬁ kimutatédsara néhany csérél tel-
jesen eltdvolitottuk a fémburkolatot; a vizsgdlt csévet feliil is
zart fémhengerbe helyeztiik, amelynek potenciiljat a katédhoz
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Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL.
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képest véltoztattuk: jél észlelhet6 volt Ggy az anddéram, mint
pedig az er6sitési tényezd valtozasa.

Vizsgaltuk tovabba az er6sitési tényez61 ugrasszeri valto-
zasat olyan csoveken, melyeknek M-potencialjat valtoztattuk: a
megfelel6 értékek a la. &brédn fel vannak tiintetve. Az ott fel-
tintetett cs6 példaul erésitési tényez6jét 3000-r6l 1200-ra val-
toztatta ugrasszer(ileg, természetesen ugyanott, ahol a cs6, vevé-
készulékbe helyezve a hanger6t ugrésszeriileg valtoztatta.

Falaram karakterisztikak.

Azt a megfigyelést is tettlik, hogy az lvegfalon keresztil
jol mérhet6, mikroamper nagysagrend(i aramok folynak. Ha a

9. abra.

falaramot, mint az 3/-potencial fuggvényét felrajzoljuk, nyerjik
a cs6@ falaram karakterisztikajat. A falaram karakterisztika
teljes felvilagositast nyajt a bels6 fal toltésének nagysagardl

1 Az er@sitési tényez6t statikus karakterisztikak alapjan hataroztuk meg,
mint az athatas reciprok értékét.
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10. ébra.

11. ébra.

5*
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és természetér6l. A 9—10. abrak két «rossz» cs6, a 11. &bra
pedig egy jO csd falaramkarakterisztikjat tintetik fel. A két-
fajta karakterisztika kozott feltnd a kulénbség. A «rossz»
csénél pozitiv M-potencialnal olyan aram folyik, amely a férn-

12. é&bra.

burkolatbdl a telep felé kilép; ezt az &ramirdnyt akarjuk pozi-
tivnak nevezni. Pozitiv feszliltséggel szemben nyilvanvaléan csak
akkor folyik &ram, ha a belsd falfelllet nagyobb pozitiv fesziilt-
séggel bir. Az anomalis falaramkarakterisztika (9— 10. abrak) le-
folyasat a 12. abra alapjan érthetjik meg. Abszcissa gyanant

13. abra.



FALTOLTESEK ES FALARAMOK HATASA AZ ELEKTRONCSO MUKODESERE. 69

14. abra.
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a bels6 falpotencial, illetleg az M-potencial szerepel ordinata-
ként a falaram; ez az aram 0, ha a bels6 falpotencial az
M-potenciallal egyenlé (CO pont). A c\—cx egyenes a ballonfal
ellenéllasegyenese egy olyan M-potencialnal, amely cx ponthoz
tartozik. Ha tehadt az M-potencialt cOrol cj-re csokkentjik,
akkor cx metszéspont, illet6leg a c[ pont adja meg a bels6 fal-
potencial ertékét. A falaram lefolyasat igy pontrél-pontra meg-

15. abra.

szerkeszthetjilk mindaddig, amig az ellenallasegyenes a belsd
falaram gorbéjét metszi. A cm—cm egyenes mar érinti a sze-
kunder emissziés gorbét, ha tehat az M-potenciélt ¢m értéknél
negativabbra valtoztatjuk, ugras all elé, a falaram ettél kezdve
egy tiszta ohmikus ellenallasegyenesnek felel meg.
Meghataroztuk az Uvegfal ohmikus ellenallasat néhany nyers
Uivegburan kiilénb6z6 héfokoknal. Elektrodok gyanant NacCl,
illet6leg 112S04 oldatokat hasznaltunk. A nyert értékekrdl késziilt
a 13. abra diagramja. A bura héfoka a cs6 izeme kdzben cca. 50°.
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16. abra.
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E szerint a bura ellenallisa mintegy 55 M@-ra veheté. Ezen érték
alapjan a falaram-karakterisztikdkbol kényelmesen megszerkeszt-
hetjiik a belsé falfelillet szekunderemissziés karakterisztikajat.

A «jo» csovek falaramkarakterisztikai teljesen normilis me-
netet mutatnak, ami megfelel egy tiszta ohmikus ellenalldsnak.
A falaram ez esetben tiszta vezetési aram.

Taldltunk jo csoveket, amelyeknek falaramkarakterisztikdja
anomdlis volt: az ugrds ezeknél a karakterisztikaknal pozitiv
M-potencidl értekeknél Eovetkezik be. A késziilékben tehat azok
a csovek viselkednek normalisan, melyeknek falaramkarakteriszti-
kdja vagy normalis, vagy ha anomalis, pozitiv M-potencidl értéckek-
nél mutat ugrast. A késziilékben valo mikodésnél az ugrasok a
belsé falracs olyan fesziiltségértékeinél kovetkeznek be, ahol a
falaramkarakterisztika is ugrast mutat. (Lasd a 7a. és 70. abrakat.)

A falaramkarakterisztika két parametert tartalmaz: az anod-
fesziiltséget és a védoracsfesziiltséget. A 14. abra egy- és ugyan-
azon cs6 falaramkarakterisztikdit mutatja kiilonb6z6 anod-,
illet6leg védoracsfesziiltségeknél. Lathato, hogy a fesziiltségektol
fiiggéen a falaramkarakterisztika normalisbol anomalisba csap
at és viszont.

A 15. dbra feltiinteti a faliram valtozasat az anoddfesziiltség
fiiggvényében. Itt is talalunk ugrasokat 240 V és 160 V mellett.
Az anoddfesziiltséggel valo fiiggéség megmagyarazza, miért ész-
leltiink a két vizsgalt késziiléknél eltéré viselkedést: a maga-
sabb anodfesziiltséggel dolgozo késziilékeknél ugriasok allnak eld,
alacsonyabb fesziiltségnél a falaramkarakterisztika normalis lehet.

Az tveg szekunder emissziojanak tovabbi
vizsgalata.

Az iiveg szekunder elektronemisszioja 6nmagaban véve isme-
retes jelenség.® Mégis érdekesnek ldtszott ennek a szekunder
emisszionak az eredetét tovdabb vizsgdlni.

1 LANGMUIR : Rev. of Mod. Phys. 2, 171 1930.
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Mindenekel6tt felmeriilt az a kérdés, hogy az észlelt effektust
a ballonfal melyik része idézi elé. Ennek eldontésére a fém-
burkolatot harom részre osztottuk, s az egyes részek hatdsait
a falaramkarakterisztikak felvételénél kiilon vizsgaltuk (16. dbra).
Kideriilt, hogy a jelenség el6idézésében az m, rész felelos, vagyis
az a feliilet, amely szemkozt van a rendszer nyitott részével.

Egy masik kérdés: valoban az iivegfelilletb6l lépnek ki a
szekunder elektronok, vagy pedig az iivegre parolgott Mg-, vagy
mas fémrétegekb6l? Ennek eldontésére olyan csoveket készi-
tettiink, amelyeknek helsé falara vastagabb fémréteget parolog-
tattunk : ezek a csovek mormdalis falaramkarakterisztikikat mu-
tattak. Ha a raparolgott Mg-ot hevitéssel eliztiik, anomalis
karakterisztikat kaptunk. Nyilvanvalo, hogy az iiveg maga a
szekunder elektronokat emittalé anyag. A jelenség tehat meg-
sziintethetd, ha a belsé ballonfalra olyan anyagot visziink, amely-
nek szekunder emisszioja az iivegénél lényegesen kisebb. Ilyen
anyag példdul a szén, amelyet a radidcségyartasban empirikus
alapon egyes csétipusoknal valéban hasznaltunk is egy-két év
oOta. Ennek a szénbevonatnak szerepe és fontossiga igy most
tisztazva van. A 17. abrank ilyen karbonalizalt buraju csovek
falaramkarakterisztikait mutatja.

Egy tovabbi kérdés: vajjon melyik alkatrésze az iivegnek
emittdlja a szekunder elektronokat? A sejtés azt mondana, hogy
az iiveg Na-ionjai. Ennek a sejtésnek igazoldsara megkisérel-
tiik a belsd falfelillet Na-ionjait iiveg elektrolysis Gtjdan az tiveg
belseje felé eltolni. Egy-két esetben sikeriilt ilymodon az ano-
malis falaramkarakteresztikat normalissé tenni. Az eddigi kisér-
letek azonban nem elég egyontetiek, hogy biztos végsé kovet-
keztetést lehetne tenni.

Vizsgaltunk még 6lomtartalmi iivegeket, amelyeknek faldaram-
karakterisztikait a 18. dbra mutlatja.

Megprobiéltik az tivegbura feliilleti Na-ionjait idegen ionokkal
helyettesiteni; e célb6l a burikat CrO, AgNO, és Al(NO,),
oldatokban féztiik. Az ilyen médon kezelt burdbol késziilt csévek
mind anomdlis falaramkarakterisztikikat mutattak.
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18. abra.

19. 4abra.
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Végiil megemlitendének tartjuk egy érdekes megfigyelésiin-
ket: a falaramkarakterisztika kiillonb6zé a szerint, hogy az
M-potencialt folytonosan, vagy fokozatokban, tehat ugrasszeri-
leg valtoztatjuk egy batteria kivezeté kapecsainak atdugaszola-
saval (19. abra). A kozelebbi vizsgalat azt mutatta, hogy az
abran sraffozott felilletek metastabil &llapotokat jelentenek.
A p teriileten a nagyobb pozitiv aram csak addig folyik (vagyis
a belsé tivegfal potencidlja addig negativ), amig a fémburkolat
tartosan negativ. Ha ebben az allapotban a fémburkolatot sza-
badd4 tessziik és ujra bekapesoljuk, a faldaram alacsonyabb ér-
tékre ugrik. Hasonlo viselkedést tapasztalunk ellenkezé érte-
lemben a ¢-teriileten. A p-teriileten mutatkozé metastabil
allapotot csak olyképpen magyarazhatjuk, hogy a balfelé tolodo
ellenallisegyenes (12. dbra) a (), pontban odatapad az aram-
gorbéhez, azt magdaval viszi és deformalja. Fizikailag értel-
mezve: a ballonfal szekunderemisszigjat a fémburkolat negativ
potencialja befolyisolja. Ez a jelenség részletesebb vizsgdlatot
érdemel.

Vizsgalatainkat a Vatea Rt. laboratoriumaban végeztiik ;
Eerr IMre és BEnver GyOrey uraknak koészonetet mondunk
kézremikodésiikért.

Budapest, 1934. oktéber 20.

Patai Imre, Frank Gdbor és Rado Gyorgy.

1 Vizsgalataink lezarasa utan szereztiink tudomast hasonlo célu kisér-
letekrl, amelyeknek végeredményei nagy vonadsokban a mieinkkel meg-
egyeznek. Erre vonatkozé irodalom :

G. JoBsT és F. SAMMER : Streuelektronen in Verstarkerrohren. (Die Tele-
funken Rohre, Heft 1. 1934.)

W. MoLTHAN : Beohachtungen iber ein Auftreten von Doppelkarakteris-
tiken bei Streuelektronenstrémen in Vakuumréhren (Zeitschr. f. techn.
Phys. 1933. S. 546).

A mi vizsgalataink az eddigieknél sok tekintetben szélesebbek és telje-
sebbek ; igy pl. a falaramok vizsgalatat a rendelkezésiinkre allo irodalom-
ban nem talaltuk meg, éppenugy azoknak a kérdéseknek targyalisal sem,
amelyek az ivegek strukturajanak, feliiletének és a szekunder emisszio
kozotti osszefiiggésekre vonatkoznak.
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EINFLUSS DER WANDLUNG UND WANDSTROME
AUF DIE WIRKUNGSWEISE VON
ELEKTRONENROHREN.

Die vorliegende Untersuchung wurde angeregt durch Beobachtung
einer auffallenden Erscheinung wihrend des Betriebes eines Super-
heterodyn-Apparates. Die Erscheinung bestand aus der plstzlichen Ver-
minderung der Lautstirke, die scheinbar ohne jede dusseren Einfliisse
eintrat.

Die nihere Untersuchung zeigte, dass die Quelle dieser Fallerschei-
nung in der als Mischréhre verwendeten Hochfrequenz Dreigitterrshre
zu suchen ist. Diese Rohre besitzt zwei diskrete Zustinde, mit ver-
schiedenen Verstirkungsfaktoren, also zwel bestimmte, abweichende
Karakteristiken. Das Umkippen vom labilen Zustand I (grisserer Ver-
stirkungsfaktor) in den Zustand II, wird durch irgendeinen Spannungs-
stoss hervorgerufen. Bei dem Umspringen steigt der Anodenstrom plotz-
lich mit 0:1—0°2 mA und sinkt gleichzeitig der Schutzgitterstrom mit
demselben Wert.

Die Erscheinung konnte weder mit dem Auftreten der Barkmausen —
Kurzschen Schwingungen, noch mit etwaigen mechanischen Unvoll-
kommenheiten in dem Aufbau der Réhre geklirt werden. Wohlt ist
aber eine Erklirung zu finden, wenn man die sekundire Emission der
inneren Kolbenwand in Betracht zieht. Die innere Kolbenwand funk-
tioniert wie ein #usseres Gitter, welches durch einen griosseren Wider-
stand (der Widerstand der Kolbenwand) mit der Kathode (dussere
Metallisierung) verbunden ist. Fiir das Potential der inneren Kolbenwand
gibt es drei mogliche Werte : der Potenzialwert 0 und zwei gréssere
positive Werte. Gleichgewicht herrscht in diesen drei Punkten, wo der
durch den Widerstand der Kolbenwand bestimmte #ussere Strom mit
dem Sekundiremissionsstrom der inneren Kolbenwand gleich ist. Von
den beiden méglichen Potentialwerten ist der kleinere Wert labil, der
grissere stabil. Stellt sich das Potential voriibergehend auf diesen labilen
Punkt ein, so geniigt der kleinste Stromstoss um die Wand sprunghaft
auf ein hoheres, oder niedrigeres Potential aufzuladen, je nach dem,
ob der Stromstoss positiv oder negativ ist.

Diese Erklirung liess sich experimentell vollkommen bestitigen. Zu
diesem Zweck bedienten wir uns einer Versuchsrohre, deren iussere
Metallisierung von der Kathode getrennt wurde. Zwischen der Kathode
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und der auf verschiedene Potentiale gebrachten Metallisiernng, fliesst
ein Strom ; den Verlauf dieses Stromes in der Abhiingigkeit des Poten-
tials der Metallisierung haben wir als Wandstromkarakteristiken be-
zeichnet. Séimtliche Réhren, welche im Apparat die Sprungerscheinung
zeigten, haben eine anomale Wandstromkarakteristik : bei positiven
Metallisierungspotentialen fliesst der Wandstrom nach aussen hin, also
gegen die Spannungsquelle. Die anomalen Wandstromkarakteristiken
zeigen Spriinge bei verschiedenen Metallisierungspotentialen. Die Wand-
stromkarakteristiken von den «guten» Rohren haben einen durchaus
normalen Verlauf. Aus den Wandstromkarakteristiken kénnen wir das
Potential der inneren Kolbenwand, wie auch den Verlauf der sekundi-
ren Emission genau bestimmen.

Als Parameter erhalten alle diese Wandstromkarakteristiken die
Anoden- und Zuggitterspannung. Auch bei den «schlechten» Réhren
ldsst sich ein gewisses Spannungsverhiltnis finden, wo die Rohren eine
normale Wandstromkarakteristik zeigen.

Durch niihere Untersuchung konnte festgestellt werden, dass nicht
die ganze Kolbenwand fiir die sekundire Emission verantwortlich ist,
sondern nur der obere Teil derselben, wo die Elektronen aus dem
System heraustreten konnen. .

Es wurde gezeigt, dass die sekundiren Elektronen nicht aus dem
auf die Kolbenwand niedergeschlagenen Magnesiumspiegel stammen,
sondern aus dem Glas; Réhren, deren Kolbenwand stark mit Magnesium-
spiegel bedeckt ist, haben eine normale Wandstromkarakteristik und
zeigen den Effekt nicht.

Offen steht noch die Frage, welcher Bestandteil des Glases die se-
kundire Emission am stiirksten hervorruft. Die Versuche zeigten, dass
die Quelle der sekundiren Emission héchstwahrscheinlich die Natrium-
ionen des Glases sind.

Da die Kohle eine sehr geringe sekundire Emission besitzt, kann
die ganze Erscheinung durch das Karbonisieren der inneren Kolben-
wand eliminiert werden. Réhren mit karbonisierter inneren Kolbenwand
haben durchaus normale Wandstromkarakteristiken.

Imre Patai, Gabor Frank und Gyorgy Rado.
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Roviddel a kozmikus sugirzas felfedezése utdn felmeriilt az
a kérdés, vajjon nem jonnek-e ezek a sugarak is részben leg-
alabb a napbol. Ez esetben mint az északi fényt létrehozo
elektronsugarak athatolobb és igy a féld magneses tér dltal
kevésbbé eltéritheté komponenseként foghatok fel. Mindjart az
elsé észlelések azonban kizartdk, hogy a kozmikus sugarzas
kizarélag a napbdl j6vé sugarzds legyen, mert megdllapitast
nyert, hogy a sugarzas erdssége, illetve az altala okozott ioni-
zacio €jjel s nappal kozel egyenls. Az 1925 és 1927-i nap-
fogyatkozds tartama alatt (1), (2) ugyancsak nem észleltek gyon-
giilést. Mindezek ellenére azonban nem latszott lehetetlennek,
hogy a sugarzéas kis része mégis a napbdl jon és csupan a
mérések pontatlansigan mulott, hogy nem lehetett kimutatni.

A fent emlitett els6 mérésektél eltekintve a soldris kompo-
nens meghatirozasira 1928 ota hosszi megfigyeléseket végez-
tek lonizéciés kamrdaval Horrmann és LinpaOLM (3), LinDHOLM
4), (), (6), (7), MesserscHMIDT 6és Prorte (8), (9), (10), (11),
BENNETT, STEARNS és Compron (12), MiLLIKAN és CamERON (13), (14),
Worcken (15), Hess és Steinmavrer (16, Hess (17), (18), Hess
és Coruiy (19), Hess és Prorte (20), Hess, GRAZIADEI és STEIN-
MAURER (21). Az eredményekrél a vélemények megoszloak.
A szerzék dltaldban megegyeznek abban, hogy a kozmikus su-
girzis intenzitisa pancélozott kamraval mérve néhény ezreléket
kitevé napi periodust mutat, délutini maximummal. E napi
menetet legpontosabban HEess és STEINMAURER (16) és (21) ha-
taroztak meg tobb évig folytatott mérésekkel. Egyes szerzok,
igy kiilonésen az amerikai kutatok, a napi periodust szekundir
okokra, igy az atmoszférdban a felmelegedés folytin elGillo
rétegezédésre vezetik vissza, médsok viszont, igy példdul Hess,
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nem tartjak kizdrtnak, hogy az intenzitisemelkedést esetleg egy
solaris eredeti komponens okozza. A napi valtozast koinci-
dencia-modszerrel BarnotHY és Forro (22) hataroztdk meg. Az
intenzitds menetét azonosnak talaltdk Hess és SteinmAurer (16)
altal észlelt menettel, csakhogy a maximumok és minimumok
nagysiga 10—20-szor akkordnak adodott. Miutan e mérésnél a
nap kozvetleniil sugarakat nem kiildhetett a késziiléken ke-
resztiil, tehat napbol eredé sugdr koincidencidkat nem csinal-
hatott, az eredmény kizarja, hogy a napi menetet egy solaris
komponens okozza. Mindebbdl azonban nem kovetkezik, hogy
egy gyonge solaris komponens ne létezhessék, ennek fellelé-
sére azonban az ionizdci6s kamra, melyet az eddig felsorolt
kutatok haszndltak, nem alkalmas. «Latotere» — vagyis az a
térszog, amelybdl érkezé és a késziilék felé irdnyulo sugarak
a kamrat elérik és abban ionizaciot létesitenek — wugyanis
igen nagy. Az ionizdciot okozo sugarak */s-a olyan a fiiggéle-
ges koéril irt kapbél jon, melynek nyiliasa a félgomb */z-ad
részével egyenlé. Elgondolhato tehdt, hogyha van is a napbol
ered6 kozmikus sugarzas, annak hatdsa ilyen nagy «atotér»
mellett nem mutathaté ki, mert az egyidejiileg a tébbi égtdjak-
bol jové sugdrzdas hatdsdhoz képest csekély és a mérési hibiak
alatt maradhat, ami altal az észlelt intenzitis nem fog lényeges
kiillénbségeket mutatni, akir a nap a késziilék «ldtoterében»
tartozkodik, akar azon kivil van.

A koincidencia-modszer alkalmasabb a soldris komponens
Kimutatdsdra, mert «ldtotere» lényegesen kisebb. (A «ldtotér»
koincidencia-késziiléknél az 1. abran lathato modon berajzolt
érinték altal hatarolt térszoég, miutdn csak ezen térszéghbdl j6vo
sugarak tudnak mindkét esévon athaladni, vagyis koincidencia-
kat okozni.)

Ezért Bennerr, Stearns és Overseck (23) 1932-ben megkisé-
relték a solaris komponens kimutatisat a nap felé iranyitott
kis «latoterti» koincidencia-berendezéssel, melyet egy telesz-
kopra szereltek és egy héten keresztiil 2—2 orin at a nap felé,
a nap kozelében 1évé égtdjra, a zenitre és a horizontra irdnyi-
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tottak. Miutin azonban 6sszesen csak 78 koincidencidat észlel-
tek, a pontossig oly csekély, hogy abbol semmiféle kévetkezte-
tést nem lehet vonni.

A soldris komponens létezése tehat mindmaiig nines eldéntve.
A kérdés megvizsgildsira alkalmasnak kindlkozott munkatar-
sammal, Forro MacpoLvi-val a kozmikus sugarzas csillagidé
periodicitasinak kimutatasara épitett II. sz. koincidencia-berende-

1. abra.

zés. Részint, mert «latotere» ardnylag igen kicsiny, mindossze 400
négyzetfok, automatikusan regisztralo folytatolagos mérésre van
berendezve, amialtal konnyen végezhetok vele hosszabb mérési
sorozatok és végiil, mert érzé¢kenység-szabdlyozoval van ellitva,
aminek fontossdgara még késébb ratérek.

A készillék Geicer—MiLLEr szdmldloesovei 20 cm  hosz-
szhak, belsé atmérdjik 4'8 cm, tangelyiikkel pdarhuzamosan
egymdstol 55 cm tavol vannak, ugyhogy a csovek kozti érin-
ték dltal bezart szog (lasd 1. dbra) 40 fok kelet-nyugat és

Matematikai és Fizikai Lapok., XLI1L. 6
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10 fok észak-dél irdnyban. A csovek teljesen (vegbe forrasztva
és 70 mm Hg nyomasu emanacidmentes kifagyasztott levegével
vannak megtoltve. A csovek kodzé 36 cm 6lmot helyeztem a
szekundar sugarak és a puhdbb komponensek Kkisz(irésére.
A szadmlalocsovek beltésszama és evvel egyitt valdszinlleg
érzékenységik kozmikus sugarakkal szemben valtozik a h6mér-

(L abra. A toronyban elhelyezett koincidencia-berendezés. Baloldalt a

szamlalocsoveket és o6lomabszorbenst tartalmazé doboz, vizkdpennyel a

nap felé forditott helyzetben. Jobbra a koincidenciajelz6 készilék és a
szabalyozé.

séklettel, mégpedig Ugy, hogy magasabb hémérsékleten az érzé-
kenység kisebb. Ez a jelenség kiilléndsképpen a solaris kompo-
nens vizsgalatakor igen kéaros lehet, mert a nap besugérzésaval
egyidejlleg emelkedik a hémérséklet és a csokkend érzékenység
a solaris komponens hatéasat ellenstlyozhatna. E jelenség ki-
kiiszobolésére egyrészt a csoveket fémmel bélelt fadobozba
helyeztem, melyet 25 mm parafaréteggel, majd 5 cm vastag viz-
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tartallyal vettem korul, melynek vize a vizvezetékbél allanddan
cserélédott. A még fennmaradd hémérsekletingadozas okozta,
valamint minden egyéb okbol, példaul telepfesziiltség ingadozas-
bol szarmaz6 érzékenységvaltozast egy altalam szerkesztett sza-
balyozd kétszazad részére csokkentette, lgyhogy az érzékenység
napi ingadozéasa biztosan * 0'2%o0-nél kevesebb volt.

3. &bra. A foldszinti helyiségben elhelyezett regisztrdlé berendezés. Balra

a csillagidé szerint jaré kontaktéra. Kozépen az automata valasztét, a 24

szamlaloszerkezetet és a megvilagité berendezést tartalmaz6 doboz. Jobbra

az automatikus fényképezd berendezés. Alatta a késziiléket drammal ellaté
egyeniranyito- és akkumulator-telep.

A koincidenciak jelzésére BARNOTHY-féle (24) koincidenciajelz6
késziiléket hasznaltam, melynek felbontéképessége 210 5sec,
amialtal a véletlen koincidencidk szama oOranként csupan 072,
mig a valddi koincidencidk szama atlag éranként 10 volt. A fel-
bontdképességet egyrészt szamitas Gtjan az alkalmazott konden-

zatorok és ellenallasok értékeib8l, masrészt olymddon is meghata-
6+
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roztam, hogy a véletlen koincidencidk szamat a Borue-féle (25) el-
jarassal mértem olyképpen, hogy a szdmlilocsoveket egymastol
6 m-re, vizszintesen, tengelyeik meghosszabbitasaban helyeztem
el és e helyzetben megszamoltam a 24 6ra alatt adodo koinciden-
ciak — melyek ilyen elhelyezés mellett csak véletlenek lehet-
nek — szamat. A kilf6ldén haszndlatos Borme-féle (25) és
Rossi-féle (26) késziilékekkel, melyeknek felbontoképessége
1072 sec, 11 véletlen koincidenciat kaptam volna oOrdanként,
vagyis annyit, mint amennyi a valédiak szama volt.

A koincidencidk regisztralasira szolgalo berendezés a koin-
cidencidkat esillagid6-o6ranként Osszegezte, ugyszintén GOssze-
gezte az egymdsutan kovetkez6 napok ugyanazon orakban ka-
pott adatait. Ezenfeliil a regisztralo berendezés szamlalo szer-
kezeteinek allasat még egy automatikus berendezés 6 oranként
lefényképezte.

Az egész berendezést a csillagidé periodicitds kimutatdsira
és egyéb mérésekre 1934, februar 5. ota hasznaljuk és julius
eleje 6ta megszakitas nélkiil 7000 oraja iizemben van

A szamlalocsovek, olomabszorbenssel és viztartdllyal egyiitt
vizszintes — kelet-nyugat irdnyban dllo — tengely koériil golyos
csapagyakon forgathatok és 5—5 fokonként rogzitheték. Miutin
a mérési idé alatt a nap deklinacioja —5°43'-t6l +0°34'-ig
valtozott, vagyis kozepesen —2°34'30" volt és a kisérleti fizikai
intézet foldrajzi szélessége 47°29'43", a késziiléket a fiiggoleges-
tol 50°-ra dél felé¢ forgattam el. A késziilék «latoterer kelet-
nyugat irdnyban 40 fok lévén, ennek 2 6ra 40 perc elforgds
felel meg, a nap kulmindcioja el6tt 1 ora 20 perccel lép a
késziilék latoterébe és 1 ora 20 perccel a kulmindcio utdn
hagyja el. A regisztralo berendezés fényképezé késziilékével
ezen iddintervallum két hatdran egy-egy felvételt készitettem,
amidltal a napnak a késziilék «latoterén» valo atvonuldsa koz-
ben beérkezett koincidenciik szdmat meghatérozhattam.

A méréseket 1935. marcius 6-101 22-ig végeztem. Az 1. tab-
lazat tartalmazza a mérési eredményeket.



A KOZMIKUS SUGARZAS SOLARIS KOMPONENSEROL. 85

I. Tablazat.

Regisztralt koincidenciak
Datum
nap «latotérenn» nap «latotéren»
beliil kivil
II1. 6 27 235
7 32 229
8 26 233
9 31 225
10 28 157
11 16 232
12 3 232
13 22 , 218
14 28 243
51 25 295
16 20 220
17 25 241
18 21 241
19 35 235
20 22 189
21 33 194
29 34 | 221
Osszesen __ __ 458 3770
Meérési ids 45" 20™ 362" 40™
Koine. pro éra_. 10,1034-0,505 10,395-4-0,254
Tébblet _ _ —2,81-45,45 %

Mint lathat6, a nap atvonuldsa kézben a koincidencidk széma

a tébbi ordk atlagiahoz képest a hibahatiron belil 28 % -kal
kisebb; a mérések tehat egy solaris komponens létezése ellen

' szolnak. Ha a mérés eredményét a pozitiv kozepes hibdval
megnovelve (vagyis nap «latotéren» belil + 2'64 9 tobblet)
vessziik tekintetbe, a szamitds még igy is arra vezet, hogy a
napb6l jové sugirzas intenzitdsa — feltéve, hogy lényeges

.
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szorodast nem szenvedett — nem haladhatja meg a féldiinkre
érkezd Osszsugiarzas 1/5000-ed részét.

Készonetet mondok dr. TaneL Kirory professzor trnak, ki
méréseim menetét érdeklodésével tamogatta és azok kivitelét
szamomra lehetévé tette, tovabba dr. Forré MaepoLNA egyetemi
tandrsegédnek szamos segitségért, a Széchenyi Tudomdnyos
Tarsasagnak a késziilék felépitéséhez nyujtott anyagi tamoga-
tasért, dr. ing. Parar Imre, a Vatea-gyar igazgatdjanak a ren-
delkezésre boesatott nagyszamu elektronesdért, Kurraa Grza
muszerésznek az eszkoézok pontos elkészitéséért.

Budapest, 1935. mércius 25: Barndthy Jend.
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UBER DIE SOLARE KOMPONENTE DER KOSMISCHEN
STRAHLUNG.

Das Ziel der Arbeit war nachzupriifen ob eine solare Komponente
grosserer Intensitit vorhanden sei. Zur Messung wurde die vom Ver-
fasser und M. Forré zur Bestimmung der Sternzeitperiode konstruierte
Zweifachkoinzidenzapparatur mit 36 cm Blei zwischen den Réhren
verwendet. Die angewendete BarnoTay'sche Koinzidenzschaltung hat ein
Auflssungsvermdgen von 2.10-5, so dass die zufilligen Koinzidenzen
vernachlissighar waren. Durch Temperatur und Spannungsinderungen
hervorgerufene Empfindlichkeitsschwankungen der Zihlrohre — die
gerade bei Bestimmung der solaren Komponente die Messergehnisse
stark beeintrichtigen kénnen — wurden durch einen vom Verfasser
konstruierten Regler unter 4 002 % herabgedriickt.

Das «Gesichtsfeld» der Apparatur war in Ost-West Richtung 40°
und in Nord-Siid Richtung 10°; die Achsenebene der Zihlrohre war
von der Vertikalen um 50° nach Siiden gedreht, so dass die Sonne
sich tiglich 2040m im «Gesichtsfeld» der Apparatur befand. Der Mittel-
wert der gemessenen Intensitit war wihrend der Zeit der Sonnen-
einstrahlung um 2:81 4545 % kleiner als in den anderen Stunden ;
so dass die Messungen gegen die Existenz einer solaren Komponente
sprechen. Wird das Ergebnis mit dem positiven mittleren Fehler
erhoht in Betracht gezogen, so kann man aus den Ergebnissen berech-
nen, dass dic — gegeniiber den Dimensionen des «Gesichtsfeldes»
nicht wesentlich gestreute — solare Komponente hdchstens den
1/5000 Teil der auf die Erdoberfiiche auffallenden kosmischen Strah-

lung betragen kann.
J. Barnothy.




T TR TR T

IRODALOM.

Veress Pal: Valos fiiggvények. Budapest, «Studiam»
kényvkereskedelmi és kényvkiadd r.-t., 1935, 175 oldal.

A matematikai analizisnek az az dga, amellyel Veress PAL munkdja
foglalkozik, az analizis heurisztikus mdédszereinek kritikdjdval, valészinii-
nek litsz6 sejtések megcdfoldsdval kezdodott és koriilbeliil félszdzad alatt
fejlodott az analizis egyik leghatalmasabb diszciplindjdvd, annak nem
csupdn az ujabb problémakérskben, de még a klasszikus problémak
nagy részének tovabbvitelében is nélkiilozhetetlen modszerévé, Vergss
konyve ennek a tudomdnydgnak elsé rendszeres tdrgyaldsa a magyar-
nyelvii tankényvirodalomban. A kényv a szerzé egyetemi eléadd-
saibol, elsésorban egyelemi hallgatok szimdra késziilt. Olvasdsiahoz
nem kell t6bb alapismeret, mint amennyit egyetemeinken a bevezetd
eloaddsokon nyujtani szoktak. Innen elindulva, a szerzo elég messze,
cgészen a fliggvénytereken értelmezett fiiggvények (az . n. [liggvény-
opericick) elméletéig vezeti el az olvasot. Mivel masrészt a konyv ler-
jedelmét anyagi okok korldtoztik, nagyon nehéz feladat elé dllitotla a
szerzot az eléadandé anyag megvédlaszldsénak a kérdése. Hogy ezt a
feladatot kerek 10 nyomtatott iven szinte lechetetlen megoldani, az
mindenki elétt vildgos, aki pl. Caratngobory vagy Hann hasonlo tirgyu,
terjedelmes munkdit vagy Hosson két hatalmas kotetét, vagy Saks-nak
kizdrolag az integrdlds elméletével és az ehhez kapcsolédd kérdésekkel
foglalkozé leguijabb munk4jdt olvasta. Részben ennek a nehézségnck
tulajdonithaték az anyag megvalasztdsaban mutatkozé némely hidnyok,
amelyekre az ismertetés folyamdn rd fogok térni. Sietek azonban kijelen-
teni, hogy a tényleg foldolgozott anyagot a konyv szabatos, de azért
konnyen érthets, érdekes és folyamatos eléaddshan targyalja.

Az 1. rész a ponthalmazok elméletének alapfogalmait és a tovabbiak-
hoz sziikséges eredményeit ismerteti. Ebben a részben foglal helyet a
szerzé egy eredeti alkotdsa is, az 4llitds-sorozatra vonatkozo tétel, melyet
1932-ben a szegedi Acta-ban, legutébb pedig a jelen folydiratban is
kozolt. A tétel a késobbi tdrgyaldsok folyamdn kiilonhozo fajtdji kérdé-
seknek, koztiik a Borer-féle fodési tételnek, egységes mddon val tér-
gyaldsdt szolgdlja.

A 1L rész tirgya: a folytonos fiiggvények, az egyenletes és a quasi-
egyenletes Osszetartds, WeiERsSTRASs megkozelitési tétele, a monoton fiigg-
vény diszkontinuitdsal, a korldtos valtozdsi fiiggvény, Jorban folbontdsi
tétele, a teljesen folytonos fiiggvény, a félig-folytonos fiiggvény és elGalli-
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tdsa folytonos fiiggvények monoton sorozatdval, végiil a Bare-féle osztd-
Iyok. A Jorpan-féle tétel bizonyitdsa konnyen félreérthets és néhdny szényi
kiegészitésre szorul. Bar az el6z6 oldal fejtegetéseibél talin sejthetd,
mégis helyesebb volna kiilsn hangsilyozni, hogy a haromféle varideid-
nak alkalmas beosztdsok révén osszegekkel valé megkozelitése utin a
kozos albeosztdsra kell dtmenni és hogy ez a megkézelités pontossdgdn
nem ront. Még egy megjegyzést : az ilyen nevezetes tételnél nézetem
szerint a szerz6t meg kellett volna nevezni.

A 1L rész a Leseseue-integrdl elméletét tdrgyalja. Leginkdbb ez a
rész az, ami az anyag kivdlogatdsa szempontjibdl megjegyzésekre kész-
tet; elfogulatlanul birdlhatok mdr csak azért is, mert sajit vizsgalataim
a konyvben ardnytalanul sokat szerepelnek. Az egyetlen differencigldst
tétel, ami a munkdban szerepel, a monoton fiiggvény differenciil-
hdnyadosdnak majdnem mindeniitt valé létezése. E tétel jelentssége
jobban kidomborodnék, ha sz6 esnék az el6zményekrél, mint pl. a sehol
sem differencidlhaté folytonos fiiggvény (WEiERsTRASS), €5 a kovetkezmeé-
nyekrél, pl. arrél, hogy minden egyvéltozds integralhaté fiiggvény hatdro-
zatlan itegrédljanak differencidlhdnyadosa. Kivdnatos volna a korldtos
viltozdsi fiiggvényekkel kapesolathan a gérbék ivhosszdnak tdrgyaldsa.
Hianyzik a tételnek egyik legérdekesebb korolliriuma, a monoton
novekvo fiiggvényekbol alkotott konvergens sor tagonként valé differencidl-
hatésdga, valamint a megfeleld tétel pozitiv tagi fiiggvénysorok tagon-
ként vald integrdlhatésigdrol. Meg van mulatva, hogy a hatdrozatlan
integrdl nemcsak korldtos véltozdsu, de teljesen folytonos fiiggvény is,
de hidnyzik ennek a tételnek az el6zokbol néhdny széval kovetkeztet-
het6 megforditdsa. Nem esik sz6 Stierties-féle integrilrdl és a tobbviltozos
fiiggvény integrdldsdrdl, természetesen még kevéshbé a végtelen dimen-
zi6s térben, vagy dltalinosabban absztrakt halmazokon vald integralds-
r6l, bér a kényv utolsé egynegyed része ilyen tereknek van szentelve.

Ez a IV. rész az absztrakt tér fogalmaval, topologikus és metrikus
terekkel, ezek néhdny esetével (folytonos, mérhets, négyzetesen integ-
ralhaté fiiggvények terei, Hiperr-féle koordindta-tér), killondsen a korr?-
paktsdg kérdésével foglalkozik és ezekkel kapesolatban az orthog?nélls
fiiggvények szerint valé sorfejtéssel, a linedris fﬁggvén)fop'erécmkkal,
tovabbd. két oldalon az abszoliit extrémum kérdésével a varidcidszamitds-
ban és vézlatosan a konformis leképezés alaptételével. A Hiperr-féle
tereket, nagy és novekvo jelentéségiik miatt, talan helyes lett volna

' részletesebben és a mai folfogasnak megfelel6 absztrakt megalapozdssal,

vagy azzal is, tdrgyalni. ; :
A részleteiben, ismétlem, érdekes, kinnyi és élvezetes s.tﬂusban

megirt kényvhol az olvasé sokat tanulhat. Riesz Frigyes.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL o
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Kimutatas

az 1934. november 1-t6l 1935. mdrcius 18-ig befizetett dsszegekrol.

1. Tagdijak.

1981-re : Schwarz Ilona 4 P.

1932-re : Haldsz Erné (8), Kolozsvary Béla (8), Patai Laszlo (2),
Polczer Kilmdn (8), Roéna Zsigmond (8), Waldapfel Jinos (8).
Osszesen 42 P.

1933-ra : Beke Mané (8), Brody Imre (8), Bugarszky Istvan (8),
Csaplar Konrad (2), Déri Zsigmond (8), Erdédy Imre (8), Eber Jozsef
(4), Fejér Lipot (8), Ferenczy Zoltdn (8), Goll Gyorgy (8), Grynaeus
Istvan (4), Haldsz Erné (8), Heuer Ede (R), Jdky Jozsef (R), Kilcer
Gyula (6), Krbek Ferenc (8), Kronberger Ede (4), Lenkey Lehel (2),
Milakovszky Lészl6 (6), Nagy Julidn (8), Patai Ldszl6 (6), Péter Rozsa
(8), Schay Géza (8), Sopkéz Sandor (8), Steiner Miklés (6), Tomits
Ivin (8), Véczi Gdbor (8), Wodetzky Jozsef (2). Osszesen 186 P.

1934-re : Beke Mané (8), Bertram Bruné (6), Bugarszky Istvdn (8).
Csaplar Konrad (4), Gsegény Margit (8), Erdés Pil (8), Eber Jozsef
(8), Faragé Andor (8), Fejér Lipét (8), Fraunhoffer Lajos (8), Goldziher
Karoly (8), Grynaeus Istvan (8), Hadarits Vendel (8), Hajos Géza (6),
Haldsz Erné (8), Jdky Jozsef (8), Kilcer Gyula (8), Krbhek Ferenc
(8), Milakovszky Ldszlé (6), Reuss Endre (8), Sés Erné (8), Sopkéz
Séndor (8), Szekeres Kdlmdn (8', Székely Karoly (6), Tass Antal (8),
Tomits Ivdn (8), Vdmos Séndor (6), Véczi Gdbor (8), Winter Jozsef
(8), Wodetzky Jozsef (6). Osszesen 224 P.

1935-re : Abrahdm Istvan (8), Bdldyné Benké Ilona (6), Erdés Pdl
(2), Faragé Andor (8), Fejér Lipot (8), Fejes Ldszl6 (4), Gruber
Nandor (8), Gyulai Zoltdn (2), Hadarits Vendel (8), Hausbrunner
Vilmos (8), kiolenda Barnabds (6), Jelitai Jozsef (8), Karai Sdndor
(6), Kovessi Ferenc (6), Milakovszky Ldszlé (6), Mischung Ilona (6),
Nagy Ferenc (8), Nydry Béla (6), Ortvay Rudolf (8), Oszlaczky Szildrd
(8), Pogdny Béla (8), Rados Gusztdv (8), Rados Igndc (8), Reuss
Endre (8), Rhorer Ldszlé (6), Romsauer Lajos (8), Rucsinszky Lajos
(8), Strausz Hermann (8), Széky Istvin (6), Sziklai Jené (4), Szoke
Béla (8), Tangl Kéroly (8), Téth Aladdr (6), Torock Elemér (6),
Volenszky Gyula (6), Vorss. Cyrill (6). Osszesen 242 P.
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1936-ra : Bacsé Vilmos (6), Gyulai Zoltdn (6), Milakovszky Ldszlo
(2), Renner Jdnos (8), Rhorer Lészl6 (2), Volenszky Gyula (2).
Osszesen 26 P.

2. Eléfizetési dijak :

1932-re : Fazekas M. redliskola, Debrecen, 4 P.

1933-ra : Mdria Terézia lednygimn. Bp. (8), Zrinyi M. rg. Bp. (8),
Term. Tudomdnyi Tarsulat Bp. (8), Fazekas M. redlisk. Debrecen (4),
Eszterhdzy M. nddor rg. Dombovir (2). Osszesen 26 P,

1934-re : Toldy F. redlisk. Bp. (8), Grill konyvkeresk. Bp. (Miiller
W. London) (6:40), Kilidn F. kényvkeresk. Bp. (6), Term. Tudomdnyi
Tarsulat Bp. (8), Szt. Ldszlé rg. Bp. (8), Szt. Imre rg. Csongrad (3),
Eszterhdzy M. nddor rg. Dombovdr (6), Révai M. redlisk. Gyor (6).
Osszesen 51 P 40 f. -

1935-re : Ag. h. ev. Rudolf rg. Békéscsaba (6), Kegyesrendi Tandr-
képzé (Kalazantium) Bp. (8), Term. Tudomdnyi Tdrsulat Bp. (8), Svdb-
hegyi Csillagvizsg. Intézet (8), Eggenberger kényvkeresk. Bp. (7-20),
Pesti Izr. Hitkozség rg-a (8), Esazterhdzy M. nddor rg. Dombovir (1),
Bénya-, Kohs- és Erdémérnoki Kar, Sopron-(6), Horthy M. ref. rg.
Kisujszdllds (6), Csandd vezér rg. Mako (6), Szt. Benedek-rend Kozp.
Konyvtdra, Pannonhalma (6). Osszesen 70 P 20 f.

1936-ra : Svdbhegyi Csillagvizsg. Intézet 8 P.

3. Adomanyok.
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EGY MINIMUM-FELADAT
A KORBE BEIRT SOKSZOGEKRE VONATKOZOLAG.

Bevezetés.

Ismeretes," hogy a kérbe beirt 6sszes konvex sokszogek ko-
z6tt az oldalak négyzetosszege a beirt szabélyos haromszogre a
legnagyobb. Ennek alapjan nyilvanval6é, hogy n > 3 esetén a
beirt n-szogek kozott nincs olyan, melyre az oldalak négyzet-
Gsszege a legnagyobb volna, mert e négyzetosszeg tetszélege-
sen megkozelitheti a beirt szabdlyos haromszog oldalainak
négyzetésszegét. Es nyilvanvaloan nincs oly beirt n-szog sem,
melyre az oldalak négyzetosszege a legkisebb volna, mert e
negyzetosszeg tetszéleges kicsiny lehet.

Az alabbiakban marmost a kévetkezé6 minimum-feladatot fo-
gom megoldani: a kirbe beirt mindazon konvex n-szégek ko-
z0tt, melyeknél az oldalaknak megfeleld ivek egyike sem na-
gyobb a felkornél, melyik az, amelyre az oldalak nmégyzeteinek
asszege legkisebb? Latni fogjuk, miszerint a feladat megolddsa

n =3 esetén minden olyan beirt hdromszog, melynek egyik
oldala a kirnek dtmérdje ;

n=4,5, 6 eselén az a beirt n-széq, melynek egyik oldala a
ko1 mek dtmérdje és a tobbi oldala egymdssal egyenld ;

n =17 esetén a beirt szabdlyos n-szig.®

11, az Eotvés Lordnd Matematikai és Fizikai Tdrsulat 1934. évi
XXXVIII. matematikai tanuloversenyének II. tételét, Matematikai és Fizikai
Lapok 41 (1934), p. 168.

2 Az alkalmazando modszert illetéleg v. 6. KUrscHAK J.: A koérbe beirt
és a kor koril irt sokszogekrsl, Matematikai és Természettudomanyi Ex-
tesité 5 (1887), p. 153—160, vagy ugyanatiol: Uber dem Kreise ein- und
umgeschriebene Vielecke, Mathematische Annalen 30 (1887), p. 578—58_1..

Matematikai és Fizikai Lapok XLII. It
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Targyalas.

1. Elészor is bebizonyitom az alabbi segédtételt.
L. Segédtétel. Vdlasszuk az AB kiriven A és B kézitt tetszés
szerint a P pontot, azutdn P és B kozdtt a () pontot ugy, hogy

AP> BQ o8
legyen. Akkor
AP+ BPSAQ +BQ° ()

a szerint, amint

(L]

1. abra.
: AB= félkor.
Bizonyitds. Legyen (1. dbra)

A cosinus-tétel szerint az ABP haromszogben

AB* = AP’ + BP" — 24AP.BP cos ¢, (3)
az ABQ haromszégben pedig
AB*=AQ" + BQ® — 240.B0Q cos ¢. )

De nyilvan
ABP) ter.> ABQp ter.,

1évén e haromszégekben az AB alap kozés, az ehhez tartozo

magassag pedig (1) alapjan az ABP haromszogben nagyobb,

mint az ABQ haromszoégben. Tehait

AP.BP> AQ.BQ. (5)
Tovabba, mivel a ¢ szoég tompa-,
derék- vagy hegyesszog a szerint, a
mint A’E—E— félkér, ennek megfele-

16leg
cos p= =o0. (6)
(5) és (6) alapjan (3) és (4)-bél folyik
2. 4bra.
(2), qu. e. d.

2. Tekintsiink valamely beirt P,P,P, hiromszéget, melynél az
oldalaknak megfelelé ivek mindegyike kisebb a félkérnél (2. dbra).
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Legyen a kér kézéppontja O, és messe a P,0 egyenes a kért
mésodszor Pj-ben, P,O pedig P;-ben. Akkor nyilvin
P, ;—pll =5 ﬁ;\P;' =3 p;P e

Mivel pedig /
P,P, + P,P, > ftélkor,
az l. segédtétel értelmében

L T e Y S Y
Tehat a P,P,P, hairomszogre az oldalak négyzetosszege kisebb,
mint a P, P, P, hairomszogre. E P,P,P, haromsziogben a PP, oldal
a kornek atmérdgje, tehat a P{P,P, 2 derékszég, s igy e harom-
szog oldalainak négyzetdsszege

PP, + PF, + PP} = 2PF,.
Ugyanez az oldalak négyzetosszege mindazon beirt hirom-
szogekre, melyeknek egyik oldala atmérd. Tehat n=3 esetén fel-
adatunk megolddsa minden olyan beirt hdromszég, melynek
eqyik oldala a kornek dtmérdje.

3. Tekintsiink most valamely beirt P,P,P,P, konvex négy-
szoget, melynél az oldalaknak megfelelé ivek egyike sem na-
gyobb a félkérnél.

Ha két iv 6sszege egyenlé a félkorrel, akkor a masik kettéé is
egyenl6 vele. Az ivek permutdalasaval elérhetjiik, hogy két szomszé-
dos iv a kor eg‘yik felét, a masik két szomszédos iv pedig a kor
masik felét teszi ki. A megfelelé beirt négyszog oldalai ugyan-
azok, mint az el6bbi négyszégéi, s az I segédtétel szerint
négyzetosszegilk egyenlé a beirt szabalyos négyszég oldalainak
négyzetosszegével.

Tegyiik fel most, hogy két iv ésszege nagyobb a félkornél.
Az ivek permutdldsival hozzuk ezeket egymas mellé. Legyenek
az ivek e helyzetben PP, = PP, (3. dbra).

Ha a P,P, oldal nem atmérd, a P,-vel diametrdlisan szem-
ben fekvé P; pont a I/):P4 ivnek valamely koézbiilsé pontja, s
mivel B,P, > P,P,, az 1. segédtétel szerint

BPy PP, > BF, TP,
T*
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Tehat a P,P,P,P, négyszogre (mely-

nek PP, oldala 4tméré) az olda-

lak négyzetosszege kisebb, mint volt

a P,P,P,P, négyszogre. Ha a B,P,

P,P,, P,P| ivek nem mind egyenlék,

akkor megfelelé permutdldssal hoz-

zuk ezek legnagyobbikat és leg-

kisebbikét egymds mellé. Legyen e

3. abra. helyzetben példdul P;T{ a legna-

gyobb és P,P| a legkisebb e harom

iv koziil. Akkor 133734 nagyobb a félkor harmadrészénél, P;P{ viszont

kisebb anndl. Ha tehat a PP, ivnek /13:' az a pontja, melyre ]5313;

éppen a félkor harmadrésze, ugy P/:P4'>P’E’4 s igy az I. segéd-
tétel értelmében

PP+ PP < PP, + PP

Tehat a P/P,P,P; négyszogre az oldalak négyzetdsszege ki-
sebb, mint volt a P,P,P,P, négyszogre. Ha a’P,P, PP, PP,
ivek még mindig nem mind egyenlék, gy az elébbi eljarast
ismételve (amikor is a félkér harmadaval egyenld P,j’; iv nem
valtozik) elérjiikk, hogy az oldalak négyzetosszege tovibb kiseb-
bedik, s most mar nemesak, hogy az egyik oldal dtmér6, hanem
meég a tobbi harom egymassal egyenld is (egyenlé a beirt sza-
balyos hatszog oldaldval).

A kor sugardt véve egységnek, ez utobbi négyszogre az olda-
lak négyzetésszege 7, mig a beirt szabdlyos négyszogre 8.
A mondottakboél tehat kovetkezik, miszerint n = 4 esetén fel-
adatunk megolddsa az és csak az a beirt négyszég, melynek
egyik oldala dtmér6 és a tobbi oldala egymassal egyenld.

4. Jeloljiik az egységsugarti kérbe beirt szabdlyos 7-szog
oldaldnak mér6szamat a,-nel. Akkor a beirt szabdlyos n-sz6g
oldalainak négyzetGsszege may, anndl a beirt n-szognél pedig,
melynek egyik oldala dtmérd és a tobbi oldala egymdssal egyenlé
(vagyis egyenld az,—o-vel) az oldalak négyzetdsszege (n—1) Agn-a+4.
Megmutatom, miszerint #>=5 esetén feladatunk megoldasa vagy
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a beirt szabalyos n-szég, vagy ez az utébbi beirt Nn-sz0g, a sze-
rint, amint
nay S (n—1) ago_a + 4.5

Tekintstink ugyanis valamely beirt konvex n-szoget, melynél
az oldalaknak megfelel6 ivek egyike
sem nagyobb a félkornél.
Tegyiik fel elészor, hogy az ivek
koziil barmely ketté 06sszege kisebb
vagy ugyanakkora, mint a félkér. Ha
ez az m-sz6g nem szabdlyos, akkor
a legnagyobb iv a kor n-edrészénél
nagyobb, a legkisebb viszont anndl
kisebb. Az ivek permutdlisaval hoz- 4. abra.
zuk a legnagyobb és a legkisebb
ivet egymds mellé; legyen e helyzetben (4. abra) PZT’Q a leg-
nagyobb és P:Pn a legkisebb iv. Két eset lehetséges:

1° PP, + PP, < félkér,
2° PP, + P,P, = félkor.

Az 1° esetben valasszuk a koérén P, és P, kozott a P, pon-
tot agy, hogy P;P,' egyenld legyen a kor n-edrészével. Ekkor
P[P, a beirt szabilyos n-szég oldala, s mivel P/,,\P1 < PPliaz
I. segédtétel szerint

Tehat a P/P,...P, n-szogre az olda]zilinégyzeftésszege kisebb,
mint volt a P,P,...P,re. S mivel a P{P, és PiP, ivek nyilvin
kisebbek a IS:P2 ivnél, vilagos, hogy e PiP,...P, sokszognél is
barmely két iv osszege = félkor. oy
A 2° esetben a PP, P,P,,..., P,_,P, ivek egyike sem lehet
agyobb a legkisebb PoP, ivnél, mert akkor P,P,-vel egyiitt

3 Az egyenléség esete nem allhat fenn, amint ez az alabbiakbol ki
fog tlinni.




R ey

98 SZASZ PAL.

tobbet tenne ki a félkérnél, a feltevéssel ellentétben. Tehat ez
esetben ]52733, 1337 s, IT"TP,, mind egyenlc’)kaﬁ,_,pl-vel (5. abra).
Valasszuk a kérén P, és P, kozbtt
a P pontot tgy, hogy P,P,> P,P;
legyen. Akkor a P/P,...P, sok-
szoghen a legnagyobb iv PP,, a
legkisebb pedig a PzPs, PP
]
P, P, ivek barmelyike, s mivel ezek
a ﬁ,:Pl-vel egyenlék, most mar pl.
P,P, + B,P, < félkér, tehat e sok-
szog (melynél nyilvan ismét barmely
5. abra. két iv 6sszege < félkor) az 1° eset
ala tartozik. Az oldalak négyzetosz-
szege e P[P,... P, n-szogre ugyanaz, mint volt a P, P,...P,-re, mert

PP} + P[P} = PP, + PP,
2 s Sl 1

lévén P,P, atmérd.

Ezek szerint, ha a beirt n-sz6g nem szabalyos és barmely
két iv Osszege kisebb vagy ugyanakkora mint a félkér, ugy
legféljebb két lépésben oly n-szégre térhetink at, melynél az
oldalak négyzetésszege kisebb, mint volt az eredetinél és egy
oldala egyenl6 a beirt szabdlyos mn-szég oldalaval, tovabba
szintén barmely két iv Osszege < félkér. Ha ez még nem
a beirt szabalyos mn-szog, akkor az el6bbi eljarast ismétel-
hetjiik, mikor is a szabalyos m-szog oldalaval egyenldé oldal nem
valtozik és még egy oldal egyenld lesz a szabalyos m-szog oldala-
val s i. t. Végesszam@ lépésben, az oldalak négyzetosszegének
folytonos csékkentésével igy a beirt szabélyos n-szégre jutunk,
ennél tehat az oldalak négyzetdsszege kisebb, mint volt az ere-
deti beirt 7-szégnél.

Tegyiik fel most, hogy két iv sszege nagyobb a félkérnél.
Ekkor a négyszogrél (3. pont) mondottakhoz hasonléan léthato
be, miszerint arra a beirt n-szégre, melynek egyik oldala at-
mér6 és a tobbi oldala egymaéssal egyenld, az oldalak négyzet-
Osszege kisebb (ha az eredeti még nem volt ez az 7n-szog).
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: Ezekbdl kovetkezik, hogy ha
na? <(n—1)a? .44,

ugy feladatunk megoldasa a beirt szabalyos n-szoég és csak ez,
ha viszont

nay > (n—1)ak, _, + 4,
akkor feladatunk megoldasa az és csak az a beirt n-szog, melynek

egyik oldala atmérd, a tobbi oldala pedig egymassal egyenld.
5. A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd tételre:

6. abra.

A kirbe beirt szabdlyos n-szog oldalainak négyzetisszege az
n novekedtével folyvdst csokken.

Ezt elemileg bebizonyitando, elére bocsatom az alabbi segéd-
tetelt.

II. Segédtétel. Legyen a kéron (6. dbra)

AB iv < negyedkér. 1)

Ha P, és P, az AB ek két lillonbizé pontja és Pa P,P, ivet

i &
felezi, akkor

94D < AP + AP,. @)
Bizonyitds. Ha A’ a kérnek A-val diametralisan szemben fekvé
pontja, Ggy (2) nyilvin aequivalens a :

24P’ > AP + AP, @%)



100 SZASZ PAL.

egyenlétlenséggel. Kénnyebb szemlélhetéség kedvéért ezt fogom
bebizonyitani.

Legyen P-bél az” A'P, egyenesre bocsatott merdleges talp-
pontja Q,, az A'P,-re bocsatotté Q,. Akkor (minthogy Pa PP,
ivet s igy A'P a P,A'P, 2-et felezi)

O, =R0; (63)
és

PP, = PP, PO,=P0,
kovetkezéleg PP1Q; A = PPy(Q, A, tehat

Q

1P Y QQP 2 (4)
(3) és (4) alapjan

2

AP+ AP, = (AQ,+ O.P)'+ (AQy— Q,P)' =
=240, "+0,P,).
De az (1) féltevesbl folyolag PP, A’y > 45°, tehat a PP,Q,
derékszogt haromszégben

()

QS

P <

QO

B2k
Ennélfogva (5)-bél

AP+ AP < A4°0,'+ Q,P°) = 2A4'P°

vagyis (2*) valoban fennall. Ezzel a II. segédtételt bebizonyitottuk.
Attérve az eredeti tétel
bebizonyitédsara, legyen az
egységsugaru korben (7. dbra)
a beirt szabalyos n-szég, ill.
(n + 1)-szog oldala

AB =a,, AB'= ay,,1.
Akkor a BI?' iv a kor
n(n—+1)-edrésze, amelL tehat

AB-ben (n+1)-szer, AB'-ben
7. abra. n-szer foglaltatik. Osszuk az

TUBOMANYOS AXABEMA
KONYYVIARA
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AB ivet (n+1) egyenld részre a P, P, ..., P, pontokkal. Akkor
P, osszeesik B’-vel. Egyontetiség kedvéért jeloljiik A-t P,-lal,
B-t P,ii-gyel.
Ha n =4, Ggy AB < negyedkor, tehat a II. segédtétel ér-
telmében
B AT AT (k=1,9,...,n),
vagy

AP: == AT[?—1 =2 A_P:+1 S A'—.P];2 (k=1, 2,....n).
Ebbl folyolag ;
AP, < AP v — AP, | k=15,

Ez utébbi egyenlétlenségeket Gsszeadva

AP, < n(AP;.1—AP)),
honnan 7
(m+1) AP, < nAP, 44,
azaz
m+1Dany <nmal  m=4,5,..). (6)

Minthogy a, = ¥/3 és a, = ¥/'2, kozvetleniil lithato, mi-
szerint

da? < 3aj. (7)

(6) és (7) szerint a tétel valoban érvényes. Qu. e. d.
6. Az elébbi tétel alapjan méarmost bebizonyitom, miszerint
n > 10 esetén feladatunk megoldasa a beirt szabdlyos n-szog.
Az egységsugara korbe beirt szabalyos tizszog oldala

e, e %
R BT

10

2 :
Minthogy ArcuiMEDES szerint 7 < 6 % azért

tehat (1)-re tekintettel

Uy @

4 Ez az egyenlGtlenség ag-re még nem érvényes.
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Ha n = 10, ugy (2)-bdl folyolag

2
U’YL<_7
T

s minthogy a beirt szabdlyos 2n-sz6g keriilete a kor kerileté-

nél kisebb, azaz
Inag, < 2=,
kovetkezik, hogy
N0, a9y < 4. (3)

De mivel nyilvan de, < @, < 2as,, azért

U+ g0 < 20n, An — Ogn < don,

s ennélfogva

a? — a2 < 2a,a,,.
Tehat (3) alapjan

n(@? —a2) <4,
vagyis

nak < naj + 4. (4)
Azonban az 5. pont tétele értelmében

2nal < (2n—2) a3

2m—2?
tehat (4)-bél folyik, miszerint annél inkabb
nai <(n—1)a? , + 4 (5)

Minthogy a mondottak szerint » > 10 esetén (5) fennall, a
4. pont értelmében feladatunk megolddsa ekkor valéban a beirt
szabdlyos n-sz0g.

7. Tudjuk, hogy &ltalaban

)

tehat a, = 92 folytan
! PR BT G
a§=2(1—l/1—%):2—1/§.
£ 2 e VS
'“§=1+(V32 1)= : 21/5’

S mivel
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kénnyen meggyézédhetiink, miszerint
5a2 > Aa? + 4.

Tehdt a 4. pont értelmében n=5 esetén feladatunk megoldasa
az a beirt 6tszég, melynek egyik oldala atméré és a tobbi egy-
massal egyenlé (8. dbra).

Minthogy

szintén konnyen meggy6zédhetiink, miszerint
6a; > 5a3, + 4,

tehat n =6 esetén feladatunk megolddsa az a beirt hatszég,

8. abra. 9. abra.

melynek egyik oldala atmér6 és a tobbi egymdssal egyenld
9. abra).

Mint littuk (3. pont), hasonlo a megoldds az n = 4 esetben.
Tehat n=4, 5, 6 esetén feladatunk megolddsa az a beirt
n-sz6qg, melynek eqyik oldala a kornek dtmérdje és a tobbi
oldala eqymdssal egyenld.

8. Az n =17 esetben mar

7a2 < 6a3, + 4. (1)

Ez kovetkezokép lathato be.
Ismeretes,> hogy ha P,, P,, P, az O kozéppontu egység-

5 L. pl. A. ApLer: Theorie der geometrischen Konstruktionen, Leipzig
1906., p. 209—210.
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sugari korbe beirt szabdlyos hétszog-
nek hdrom egymadsra kovetkezd szog-
pontja s a PP, egyenesre mer6leges
OP, egyenes azt M-ben metszi (10. abra),
ugy :

oM i

ahol x az

harmadfokti egyenlet egyetlen pozitiv gyoke.
Minthogy a P,OM derékszogti haromszogben
xZ

WD =1 — -

azért a P,MP, derékszogi hdromszdégben

ﬁ:1_%?+@—%f:2—m

S mivel az=1 folytan

al, =213,
a bebizonyitando (1) egyenlétlenség a

Tx +2>6Y3 1%y
alakra hozhaté.

A (2) alatti f(x) fiiggvényre
f(1°2)< 0, {(1:3) >0,

s igy (2) pozitiv gyoke
i AL SN
Ennek alapjan rogton meggyoz6dhetiink, hogy (1*) valoban
fennall.
Tehat a 4. pont értelmében n= 7 esetén feladatunk meg-
oldasa a beirt szabalyos hétszog.
Az n = 8 esetben szintén

8aZ < Ta2, + 4. (3>



EGY MINIMUM-FELADAT A KORBE BEIRT SOKSZOGEKRE VONATKOZOLAG., 103

Minthogy ugyanis

2=2—19 a2, =2— Vot V3,
konnyen meggy6z6dhetiink, hogy
8az < Taj, -+ 4,
s ebbdl a,,<<a,, folytan a (3) egyenlétlenség kévetkezik.
Tehat 7n—8 esetén feladatunk megolddsa a beirt szabdlyos

nyoleszog.
Az n=9 esetben ugyancsak

9a; < 8ai, + 4. (4)

Ezt (1)-hez hasonloan lathatjuk be.

Ismeretes ugyanis,® hogy ha P, P, P, az O kézéppontu
egységsugaru korbe beirt szabalyos kilencszégnek harom egy-
misra kovetkezé szogpontja s a PP, egyenesre merdleges OP,
egyenes azt M-ben metszi, ugy

ahol 7 a
gy =y*—3y+1=0 (5)

harmadfokt egyenlet két pozitiv gyoke koziil a nagyobbik.
A fentebbiekhez hasonloan

ag‘:c)—y’

tehat a2, =2 — ¥/ 2+ /2 folytan a bebizonyitando (4) egyen-
I6tlenség a

9y+2>8Y2+ Y2 (4%)
alakra hozhato.

Minthogy az (5) alatti g(y) fiiggvényre
' 90 >0, g(15) <0, g(1'6)>0,
az (5) egyenlet nagyobbik pozitiv gydke
y=16...,
6 ApLERS p. 210—211.
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minek alapjan kénnyen meggy6zédhetiink, miszerint (4%) valo-
ban érvényes.

Tehat n=9 esetén feladatunk megoldasa a beirt szabalyos
kilencszog.

A mondottakat a 6. pont eredményével Gsszevetve, latjuk,
hogy n =7 esetén feladatunk wmegolddsa « beirt szabdlyos
Nn-s20(.

zzel feladatunkat teljesen megoldottuk.

9. Megjegyzem, hogy az I. segédtétel alapjin konnyen be-
lathato (v. 6. 4. pont), miszerint n=5 esetén mindazon beirl kon-
vex m-szogek kozott, melyeknél az oldalaknak megfeleld ivek
eqyike sem nagyobb a megyedkiornél, az oldalak néqyzetosz-
szege a beirt szabdlyos n-szégre és csak erre a legkisebb.

Szdsz Pdl.

EINE MINIMUM-AUFGABE UBER DIE DEM KREISE
EINGESCHRIEBENEN VIELECKE.

In dieser Arbeit wird die folgende Aufgabe geldst :

Unter allen konvexen n-Ecken, die einem Kreise eingeschrieben
sind und den Mittelpunkt des Kreises enthalten (als inneren oder
als Randpunkt), dasjenige zu bestimmen, fiir welches die Quadrat-
summe der n Seilen am kleinsten ist.

Als Losung ergibt sich :

fiur n=3 jedes eingeschriebene Dreieck, dessen eine Seite ein
Durchmesser des Kreises ist ;

fiur n=4, 5, 6 dasjenige eingeschriebene n-Eck, dessen eine Seite
ein Durchmesser des Kreises ist und die tibrigen n —1 Seiten ein-
ander gleich sind ;

fir n =17 das eingeschriebene regelmdssige n-Eck.
; Paul v. Szdsz.



A LAGRANGE-FELE INTERPOLACIOS POLINOMOK
DIVERGENCIAJELENSEGEIROL.

Bevezetés.

PavL pu Bois-Revmonp szerkesztett el6szér olyan folytonos
(és 2z szerint periodusos) figgvényt, amelynek Fourier-féle sora
egyes pontokban divergal.! Az 6vénél egyszeriibb ilyen fiiggvé-
nyeket Scawarz ? és Leseseue® szerkesztettek. A legegyszertibb
explicite megadott ilyen folytonos fiiggvények Fryir-t6l szar-
maznak.* Lerescue-t6l ered az a fontos észrevétel, hogy diver-

1 P. pu Bois-Reymonp : Untersuchungen iiber die Convergenz und Diver-
genz der Fourier'schen Darstellungsformeln, Abhandlungen der math.-
phys. Classe der K. Bayerischen Akademie der Wissenschaften 12 (1876),
II. Abt., I—XXIV. és 1—102. 1. NEDER mutatott ra, hogy pu Bois-REYmOND
szerkesztése oly folytonos fiiggvényre, amelynek Fourier-féle sora minde-
miitt sirii ponthalmazon divergal, nem helyes (L. NepEr: Uber stetige
Funktionen mit iiberalldicht divergierender Fourierreihe, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 30 (1921), 153—155. 1) ugy
hogy az els6é példa ilyen fiiggvényre FEIJER-t6] szarmazik.

2 ScHWARZ példija SAcHSE egy dolgozataban talalhato: A. SACHSE,
Versuch einer Geschichte der Darstellung willkiirlicher Funktionen einer
Variablen durch trigonometrische Reihen, Zeitschrift fir Math. und Phys.,
25 (1880), Historisch-literarische Abt., Supplementheft, 229--276 1., kiilé-
nosen 271. 1.

3 H. LeBesGUE : Lecons sur les séries trigonométriques (Paris, 1906),
84—89. 1.

4 L. Feiir: a) Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter Fourier-
reihe, Journal fir die reine und angewandte Math., 137 (1909), 1—5. 1.;
b) Eine stetige Funktion deren Fouriersche Reihe divergiert, Rendiconti
del Circolo Mat. di Palermo, 28 (1909), 402—404. 1.; ¢) Lebesguesche
Konstanten und divergente Fourierreihen, Journal fir die reine und
angewandte Math., 138 (1910), 22—53. 1.; d) Sur les singularités des
séries de Fourier de fonctions continués, Ammales de UEcole Normale
Supérieure, (3) 28 (1911) 63—103. 1.
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gens Fourier-féle sorral biro folytonos fiiggvények szerkeszté-
sénél a

n=1.29...)

mennyiségeknek, az ugynevezett Lebesque-féle dllanddknak van
a leglényegesebb szerepiik. Fesir kimutatta,” hogy ezek log n
rendben vilnak az m-nel végtelenné; pontosabban

T Ll i i. 1)
el ooy n

Explicite megadhatok tovabba olyan folytonos fiiggvények,
amelyeknek Fourier-féle sora végtelen sok helyen divergdl (és pedig
gy, hogy a részletésszegek nem korlatosak); megszdmldlhatoan
végtelen sok divergenciahelyet tetszdlegesen el is lehet i(rni
(I. Feiir* alatt idézett munkait). Ilyen fiiggvények az (1) reld-
ciobol kiindulva az ismert szingularitasstirité eljarasokkal® is
szerkeszthet6k. StriNHAUS bebizonyitotta,” hogy ha egy folyto-
nos fiiggvény Fourier-féle sorinak részletésszegei mindeniitt
strd ponthalmazon nem korlitosak, akkor egyszersmind nem
korlatosak egy olyan ponthalmazon is, amelynek a szdmossdga a
(0, 27) szamkéz minden részkézén kontinuum. Végiil NEpER mu-
tatott példdt olyan folytonos fiiggvényre, amelynek Fourier-féle
sora a (0, 27) szdmkéz perfeit (tehat szintén kontinuum sza-
mossagu) és sehol sem stirii részhalmazan divergdl.® Mai napig
sem sikeriilt azonban arra a kérdésre vdlaszolni, hogy van-e
olyan folytonos fiiggvény, amelynek Fourier-féle sora mindeniitt
vagy legalabbis pozitiv mértéki halmazon divergal.

5 L. a % labjegyzetben idézett ¢) dolgozatot.

6 V. 6. pl. S. BaNACH és H. STEINHAUS: Sur le principe de la condensa-
tion de singularités, Fundamenta Math., 9 (1927) 50—61. 1.

7 L. NEpEr doktori értekezésében: Zur Konvergenz der trigonometri-
schen Reihen, einschliesslich Potenzrethen auf dem Konvergenzkreise (Got-
tingen, 1919) 26. 1.

8 L. 7 labjegyzetet.
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A TFourier-féle sor részletésszegei és a Csebisev-abszcisszak-
hoz tartozé Lagrange-féle interpolicios polinomok kozott messze-
mendé analdgia all fenn.® Ezek az abszcisszik

s Qk—1) =
In

az n-edik Csebisev-féle polinomnak,

™ = k=1,2..,m), (2

Ty (x) = cos né (@=cos 6) 3)

-nak a gyokei. (Ahol nem kell félreértést6l tartanunk, a{V-nél
€s a késébb definialando megfelel6 kifejezéseknél a felso indexet
elhagyjuk.) @; szamédra még a kovetkezd alakot is fogjuk hasz-
nélni :

Xr=cos Oy, =0 =——m. (4)

9 Ez az analogia szembetiinik, ha L, (z)-et 6=—arccos z cosinus-
polinomjaként fogjuk fel. Ugyanis kénnyen verifikalhato, hogy
sin 6y cos 76 WA

n  €os @ —cosf;

by (@) = (— 1+t

% (142 cos 6 cos B;+2 cos 26 cos 20+ --+2 cos (n—1) § cos (n—1) 6;)
s igy (6) miatt
Ly, [f (®)] = cy+04 cos 0+ ¢4 cos 204 --- + ¢,_4 cos (n—1) 6,

1 % n
=— ’ == cos ;) cos rb; (r=1,2,...,n—1).
=i kglf(COS ) €= kglf( k) k
Viszont az f (cos 0) fiiggvény Fourier-féle soranak n-edik részletdosszege

S, [f(x)] = ay + a, cos 0 + a, cos 20 4 --- 4 a, 4 cos (n—1) 6

(ugyanis f(cos ) paros figgvény, tehat Fourier-féle sora tiszta cosinus
sor), ahol
i 9 7
e < = s
o= —;‘ f(cos 0) db, a, _;off(cos 0) cos r6db (r=1,2,.... n—1).
o

E miatt az analogia miatt a Fourier-féle sort és a Csebisev abszcisszikhoz
tartozo Lagrange-féle interpolaciés polinomokat tobb kutaté parhuzamosan
vizsgalta; 1. pl. G. FaBer: Uber stetige Funktionen (zweite Abhandlungje
Math. Anmalen, 69 (1910), 372—443. 1., kilonosen 9. §. Itt FABER érdekes
eredményekre jut az ekvikonvergencia kérdésében.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLII.
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Legyen
Ty (x) sin 0 Tn(x)
I b = ol 1\l == PRt et A
akkor, ha f(x) egy a —1<x <+ 1 szamkoézben értelmezett
fliggvény, ugy

L@ = Lo [f @) = 3 (@) (@ ®)

az az egyetlen legfeljebb (n—1)-edfokt polinom, amely az f(x)
fiiggvénnyel az x,, &,,. .., n helyeken megegyezik. Az &, Zy;- .., Zn
helyeket (tehat jelen esetben a Csebisev-féle polinom gyodkeit)
az interpoldcio alappontjainak nevezik; az I, (@), l,(x),..-, I (%)
polinomokat pedig az interpolacié alapfiiggvényeinek. Az

L [f @), Ly[f @), Lulf@),... (7

polinomsorozatot az f(x) fiiggvénynek Csebisev-abszeisszédkhoz
tartozo interpolacidéssorozatanak nevezzik.

A (7) sorozat divergencialehetéségeinek vizsgélatanal az alap-
fiiggvények ahszolut értékének Osszegei, tehat a

An(@) :é] s e ®)

tiiggvények ugyanazt a szerepet jatsszédk, mint a Lebesgue-féle
allandék az analdég kérdésnél a Fourier-féle sorok esetében. Az
1. §-ban — a Lebesgue-féle dllandoknak a fentebb emlitett
Fejér-féle megbecslésével részbeni analogiaban — kimutatjuk a

(@) = < | Tu@)|log 1 — 6, @) 9)

becslés érvényességét, ahol c, (x) (ﬁgy, mint késébb ¢, (), ¢,(x),
¢, (); ¢y (x)) csak az a-t6]l fiiggd pozitiv szamot jelent. Ebbdl
kovetkezik, hogy a 2,(x), A, (®),... A,(%x),... sorozat egyetlen
a pontban sem lehet korlitos;*° ellenkezé esetben ugyanis a

10 Ezt abban az altalinosabb esetben is bebizonyitottam, amikor az
interpolacio alappontjai a Jacobi-féle polinomok gyoskei.
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T, (x), Ty(x),..., Tn(x),... sorozat O-hoz konvergilna, ami lehe-
tetlen. Hann ' egy tételéb6l adodik tehat, hogy a —1<<w< +1
szamkoz minden , pontjihoz van egy olyan ugyanebben a sziam-
kozben folytonos fz,(x) fiiggvény, amelynek a (7) interpolicios-
sorozata az x=x, pontban divergdl, s6t nem korlitos. A fent
mér emlitett szingularitéssirité eljarasok segitségével minden,
a —1 <z <+ 1 szdmkoézben fekvé, megszdmlalhaté £ pont-
halmazhoz szerkesztheté olyan a —1 <ax <+ 1 szdmkézben
folytonos f(«) fiiggvény, amelynek (7) interpolaciéssorozata az
£ ponthalmaz minden pontjiban divergil, illetve nem korlitos.

Ebben a dolgozatban most mdar kimutatjuk, hogy a folyto-
nos fiiggvény Fourier-féle soranak pozitiv mértékii halmazon
val6 divergencidjara vonatkozo megoldatlan kérdés analogonjéara
a Csebisev-abszcisszakhoz tartozé Lagrange-féle interpoldcio
esetén pozitiv valasz adhat6. Bebizonyitjuk ugyanis a kévetkezo
tételt :

A tétel. Van olyan a —1 <x < + 1 szamkozben folytonos
f(x) fagguény, amelynek az

@n—1)=n

T
L, = e0S —, &, = COS -
;- i s © I

Csebisev-féle abszcisszdkhoz tartozd Lagrange-féle interpoldcios-
polinomjainak sorozata a —1<x<-+1 szdmkéz majdnem min-
den pontjdban divergdl (sét mem wmarad korldtos), vagyis az
esetleges konvergenciapontok halmazdnak mértéke 0.

Az f () fiiggvényt, egy ismeretlen allandotol eltekintve (amely-
nek csak létezését mutatjuk ki) effektive megadjuk. Szerkeszte-
siink a kovetkezd tételen alapul:

B tétel. Megadhaté a —1<x <-+1 szdmhkizben két folyto-
nos figguény, g(x) és h(x), tgy, hogy a szimhkoz egy tetszo-
leges x,+—1 pontjdban vagy a g(x)-nek vagy a h(x)-nek a
Csebisev-féle abszcisszdkhoz tartozé Lagrange-féle interpoldcios-
polinomjainak sorozata nem korldtos szdmsorozal.

11 H. Hamn: Uber das Interpolationsproblem, Math. Zeitschrift, 1 (1918)

115—142. 1.
Q*
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Ebbél a tételbél ugy vezetjiikk le az A tételt, hogy kimutat-
juk egy olyan A szam létezését, amelyre az f(x) = g (%) + Ah(x)
fiiggvénynek megvannak az A tételbeli sajitsdgai.

A B tétel bizonyitasdhoz a (9)-nél élesebb egyenlétlenségre
lesz sziikségiink, amelyet a 2. §-ban bizonyitunk be. Ez az
egyenlétlenség egy olyan osszegre vonatkozik, amely (8)-bol
ugy keletkezik, hogy elhagyjuk azon /[(x) alapfiiggvényeket,
amelyeknél a megfelel6 ) abszcissza a —1<x < +1 szdm-
koznek m egyenlé részre vald beosztisandl vagy az x-szel egy
részbe keriil vagy pedig egy olyan részbe keriil, amely az a-t6l
jobbra van. (Az egyszertség kedvéért csak paratlan indexu alap-
fiiggvényeket vesziink figyelembe, ekkor ugyanis ezek ugyan-
olyan eléjeltiek.) A kérdéses egyenlétlenség ekkor a kovetkezd
alaku :

. 1
24 () | ;—2 | Ty () | log m — c,();
Y9

(az Gsszegezési jel melletti vessz6 azt jelenti, hogy az Gsszege-
gezés csak a fentemlitett & értékekre vonatkozik). Ez a becslés
nemecsak n-ben, hanem a részk6zok szdmaban, m-ben is egyenlete-
sen dll fenn, ugyanis ¢,(x) nem fiigg m-t6l sem. Ennek a koriil-
ménynek készonheté, hogy a —1 < <+ 1 szdmkoéz minden
pontjara vonatkozé divergencia-tételhez jutunk. Azért kell egy-
szerre két fiiggvényt, g(x)-et és h(x)-et tekinteniink, mert a
fenti egyenlétlenségben (éppen gy, mint (9)-ben) az | L) |
faktor is fellép és ez x és m bizonyos értékeinél kicsi. A 3.
§-ban néhdny tovabbi segédtételt bizonyitunk be; a g(x) és h(x)
fiiggvények szerkesztése, tovabba az A és B tételek bizonyi-
tasa a 4. § tartalmdat képezik.

Megemlitjitk, hogy modszeriink segitségével sikeriilt az A és
B tételeknek megfelels tételeket abban az esetben is bebizo-
nyitani, amikor az interpoldcio alappontjai az ugynevezett
sin(n+1)0 _

sin ¢
(cos § = x), a gyokei. Tehdt érvényes a kévetkezé két tétel,

masodfaju  Csebisev-polinomoknak, U, (x)= nak
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amelyek bebizonyitisira ebben a dolgozatban méar nem té-
riink ki.

C tétel. Van olyan a —1 <x < + 1 szdmkizben folytonos
kn

n 41
pontokhoz — az Up,(x) mdsodfaji Csebisev-polinom gyokei-

hez — tartozé Lagrange-féle interpoldcids polinomjainak so-
rozata @ —1<x <+1 szdmkéz majdnem minden pontjdiban
divergdl (sot nem marad korldtos), vagyis az esetleges konver-
gencia helyek halmazdnak mértéke O.

D tétel. Megadhaté a —1<x <+1 szdmkozben két folyto-
nos fiugguény, g(x) és h(x), gy, hogy a szdmkiéz egy tetszd-
leges x,+—1 pontjaban vagy a g(x)-nek, vagy a h(x)-nek az
U (x) gyokeihez tartozé Lagrange-féle interpoldcios polinom-
Jainak sorozata nem korldtos szdmsorozat.

f (@) faggvény, amelynek az xp= cos k=1, 2,..., n) alap-

1. §. Az alapfuggvények abszolut értékének
osszegérdol.
Mostantol kezdve az interpoldcio alappontjai mindig a 7, (x)
polinom gyokei, tehdt a (2) szamok. A k-adik alapfiiggvény (5)
szerint

L) g o0t @)

Ty () (x—2s) n = x—xi

tehat a vizsgdlandé Gsszeg

b n e l 7= (x)‘ S sin 6y X
W@ =Y (k@) =2 Fiy
L k=1 5=

Ezt el6szér egy olyan, az &, Zys.., Ln-t6l kiillonbozo, « helyen
vizsgaljuk, amelyre x, < x < + 1. Legyen v a legkisebb olyan
index, amelyre x,<x (viligos, hogy Y aia s > —1);
mivel sin 6, minden k-ra és x—axx=ax—cos Oy k=v-re pozitiv,
az (5)-bol kovetkezik, hogy ;

| To(x)|  sin Ok
n x — cos O

; | he@)| =
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és igy
| T (@) | 2 sin 0
I (@) 2 n < & — cos O 9
Mivel
d sin 6
o 2 SRS I R e,
ke oy ao ( x—cos 0)
= cos f(x — cos 0) —sin® § = x cos § —1 <0,
ezert St f-nak csokkené fiiggvénye a (6, ) interval-
Z—cos 6 ° o ggveny T

lumban; tehat

n
s 2: sin f sin 6
n x—cos 0 =.) x—cos 0
k=v

= log (x+1) — log (x—cos 6,) >

1
= log — |log (z+1)| =log Sl Cy (2).

x—cos 0,

Ha v =il
0<x—xv<xv—1_xv<0v-0v—1=%

(ugyanis 7 > a > =0 esetén cos f—cos a<e—f, amint pl. a
cosinus geometriai jelentésébél lathato). Ugyanez dll, ha v=1,
mivel ekkor ® — @, <1 — @, <0, — 0 <~ Tehit (10)-bsl
1T,@)| <1 figyelembevételével adodik, hogy

1 1
An () = 7| To(@)| (log % — c,(x)) = —;I T, (x)|log n — ¢, (x),
azaz megkaptuk a (9) egyenl6tlenséget, ahol

¢, (x) ='—71;—(c2 (x) + log =).

Ez az egyenl6tlenség nyilvan dll akkor is, ha x=x,, Z,,..., Zne
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Legyen most —1 < <, < 0; akkor

| T (x)| sin 6
n cos O, —x’

|T (93)[ Z sin 6
cos Op,—x
sin 6

Mivel s (0, #,) intervallumban #-nak névekvé fiigg—

vénye, kapjuk, hogy

n C » -
lz sin 6y 2] sin ¢ A
n — cos Op—x = J cos 0—x

= log (1— ) — log (cos 6, — x) =

| (@) | =

n
S T = log —,
cos 0,—x ety s T

merls g =B =gl <7 — 0, < %; tehat a (9) egyenlétlen—

ség most is all.

2. §. Az alapfuggvények abszolut értékeibdl
alkotott bizonyos oOsszegek becslése.

Legyen —1<x <+1; osszuk fel a —1<x <-+1 szamkozt
m egyenlé részre. Az egyes részekhez csak a jobboldali vég-
pontot szdmitjuk hozzd, a baloldalit nem. Essék x a (u+1)-edik
részkozbe (balrol szamitva), ahol ¢ =0, 1,..., m —1; tekintsik
k azon paratlan értékeit, amelyekre xy az elsé, mésodik,...,
vagy p-edik kozbe esik. Feltessziik, hogy vannak ilyen k érté-
kek. Ehhez elegendé, hogy az x, és x,—1 az elsé részkozben
fekiidjenek, az « azonban nem; tehdt, hogy

2
1+£n—1§%<1+x;
ehhez viszont

é —.§1<£
1+ @y =08 by —cCOS T <7 — bpy = 5 <
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miatt elég, hogy a
n
BT
egyenl6tlenség teljesiiljon, amit fel is tesziink.
Legyen tehat 2v+1 a legkisebb olyan paratlan index, amelyre
X 9,41 az elsé p szamkoz egyikében fekszik és tekintsiik a ko-
vetkez6 Osszeget : 12

n—1

= '
An (3 M) =k§ | lak+1 (@) |-

Mivel (5) miatt
sin Oar+r  Th(@)
n X—Xgr+1

l2k+1(x) e

a k-nak tekintetbe vett értékeinél ugyanolyan eldjeld, mint
T, (x), kapjuk, hogy

n—1

A (225 ) = lglekﬂ(x) .

Ugyanazt a becslési modot alkalmazva, mint az el6z6 §-ban
nyerjik, hogy

b AN
An (@5 M) = |T';z(x)| 2 xsm Ogic+1

—cos for1 =

k=v»

b4

1 sin 6
= —2_77] T (@) Ifx—cos [ af

‘—:—1: — cl(x))-

miatt x, az

Mivel v>0 (ugyanis 1—2,<0,=—— %g%

utols6 részkozben fekszik),

12 [¢] az e-ban foglalt legnagyobb egész szamot jelenti.
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0 ST Loy+1 =
2
= (x— xQV—l) + @av—1 — Xay+1) < i + O2y—1 — Ozy11 =

fi .9 caii g o
i g P =

innen |7, (x)| <1 miatt
1 : .
An(@; M) = §;I Ty (x) | (log ? =l (w)) 2

1
> %I T, (x) |log m — ¢ (x).
Valasszuk a
1 r
By (i0) = 5 (cy(@) + log -3)
fiiggvényt ugy, hogy a

1
= 9x %8 Tz

Cg (%)

egyenlétlenség is alljon; ekkor a fenti egyenl6tlenség érvényes

2
MW= esetén is, hacsak ekkor A,(x; m) alatt O-t értiink.

= 14 "
Pehatyshate—1 <1, m= o akkor
An (3 M) = 2—171] T (x) log m — ¢, (). (11)

Ez az egyenl6tlenség lesz legfontosabb segédeszkoziink a diver-
genciabizonyitéasnal.

3.§. Tovabbi segédtételek a Csebisev-abszcisszakrol.

Egy m-ed rendi Csebisev-abszcissza, azaz a T, (x) egy gyoke,
egyuttal 3n-edrendd,:.., (2v + 1)n-edrendi Csebisev-abszcissza
is. Ugyanis

2k—1 . 2k—1)2v+1)
cos n T = COS ——_—_Qn(ﬂv—}—l) T =

9% —1 T it
0Ss m (k = (2\1 == 1)]€ I)

=t
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#s 1 <k <n esetén

l<v41l=Q+1)—vk=@Q+On—v=Q+1)n

Ebbél rogton adodik az _

1. Segédtétel. Legyenek &,, &,,..., & Csebisev-abszcisszdk és
pedig rendre n,-ed, n,-ed,..., n.-edrendiiek, ahol n,, ng,..., n,
vagqy mind pdratlanok, vagy mind 4-el nem oszthaté pdros
szdmok.*® Legyen n az Ny, N,..., N, Szdmok legkisebb lizis
tobbese. Ekkor &, &,,..., & mind n-ed rendi Csebisev-absz-
cisszdk.

Ez vilagos, mert n gy 7n,-nek, mint n,,..., n,-nek paratlan
tébbszorose.

Q. Segédtétel. Legyemek &, &,,..., & killonbézd szdmok és
pedig &5 legyen ng-edrendii Csebisev-abszcissza (s=1, 2,..., ),
ahol ng, n,,..., n. vagy mind pdratlanok, vagy mind 4-el nem
oszthato pdros szdmok. Legyen n az n,, Ny,..., n, szdmok leg-
kisebb kozos tobbese. Legyenek tovdbbd 7, 0,..., 7r tetszdleges
-szdmok, melyekre 0 <y, <1 (s=1,2,..., 7). Ekkor van olyan
legfeljebb (2m— 1)-edfokit polinom P(x), hogy

PEs=n5 (s=1, 2,..:,'7),
0 = Ple) = dy nhas 1 = <021,

Az 1. segédtétel szerint &,, &,,..., & n-edrendi Csebisev-
-abszcisszak. Legyenek &,:1, &r495..., § a tobbi m-edrendt

Csebisev-abszcisszak és legyen %p+1=7r+9="+-=7,=0. Ekkor a
|

P(€1):771! P(Ez)=77y P(eg):-??g;---, P(fn)=7n

feltételekkel meghatarozott Fejér-féle «lépeséparabolar, vagyis
az a legfeljebb (2n — 1)-edfokii polinom, mely e feltételeket,
tovabbd a

PE)=0, P(,)=0,..., P(&)=0

13 Az allitds nyilvan 4ll altalanosabban akkor is, ha n,, 7,,..., %, 2
“2-nek ugyanolyan hatvanyaval oszthatok ; ugyanez all a 2. Segédtételnél is.
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feltételeket teljesiti, Friir'* egy tétele szerint az egész (—1,
+1) intervallumban a 0 < P(x) <! egyenlétlenségnek is eleget
tesz, s igy a P(x) polinomra 4ll a 2. segédtétel allitasa.

3. Segédiétel. Legyenek n és n' pdratlan relativ primszdmok.
Ha & gy n-edrendii, mint n'-edrendii Csebisev-abszcissza,

akkor €=0. Ha & ugy 2n-edrendii, mint 2n'-edrendii Csebisev-
1

1
ﬁ, vagy 5 = — ﬁ

abszcissza, akkor, vagy & = g

Valoban az els6é esetben

9k —1 %' —1 e ]
§ = cos 9p T COS g l<k<n; 1<l <n)
tehat
2k—1 _ 2k'—1
2n -~ 2n'

valodi tort; ha redukalt alakra hozzuk, nevezdje 2m és 2n'-nek

1
koz6s osztoja, vagyis 2 lesz és igy a tort 5 tehat

|
E=cos =—n=0.

A masodik esetben

2% —1 2'—1
e 0085

§ = cos
tehat
2% —1  2%'—1
n W
ismét valodi tért; ha redukalt alakra hozzuk, nevezéje 4n és
An'-nek kozds osztéja lesz; 2 azonban ez a nevezé nem lehet

«

1 :
és igy a nevezd 4; tehat a tort vagy 2 Ve8Y 3o vagyls

E=c0si=—i: vagy E:cos?’—_ __1__
£V s

14 1, Fespr: Uber Interpolation, Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen,
1916, 66—91. 1. :

15 A 3. Segédtétel specialis esete a kovetkezd ismert ténynek 3 ha n és
n' 2-nek ngyanazon hatvanyavaljoszthatok, akkor T, (x) és Ty,.(x) minden Eo-
z6s gyoke T (x)-nek is gyoke, ahol d az n és n' legnagyobb koézds osztoja-
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4. §. Divergalo interpolaciéssorozattal biro
folytonos fuggvények szerkesztése.

Jelolje ¢, a (8) altal definidlt A,(x) (folytonos) fiiggvény
maximumat a —1 <a <+ 1 szamkozben és legyen o(n) a
G5 Ogy--+, o szamok kozt a legnagyobb. Ekkor nyilvan

e)=0@)<---<0Mm);

tovabba A, (xf”

Y—="¢ltmiatt

e(n)=on=1.
Ha valamely f(x) fiiggvény —1< @ <1 szdmkoézben teljesiti a
—l=f@=+1

feltételt, akkor (6) miatt v <n esetén
| Ly [f ()] | §k§l| h(@)| =4 @) < o, < o). (12)

Legyen méarmost p,, p,;-- -, Ps--. 2 3-ndl nagyobb primszémok-
nak (nagysag szerinti) sorozata, azaz p,=>5, p,=17, p,=11,....
Minthogy p,>3, p,>6 és dltalaban p,.o>p,+6, ezért p,>3r.1¢

Legyen m,, m,,..., Mm,,... a természetes szamok olyan sorozata,
amely a kovetkezd egyenldtlenségeket teljesiti:

log m, > 40 (2pam, ,) (13)
és

Pm, = 4P Do - -Dom, - (14)

Vilagos, hogy létezik ilyen sorozat, mert legyen pl. m,=1 és,
ha my, Mmy,..., m,_y méar ismertek, akkor legyen m, a legkisebb
egész szdm, amely a (13), (14) egyenlStlenségeket teljesiti. Koz-
vetleniil lithato, hogy

My <My < Mg << e < My v

s6t my > 2. .

16 A p,.o > p, + 6 egyenlGtlenség abbol kovetkezik, hogy a p,, p, + 1,
pr+2 p,+ 3, pr+ 4, p,+ 5 hat egymasutan kovetkezé szdm kozil leg-
. feljebb kettd lehet primszam. — Primszamok helyett egy tetszéleges olyan
sorozattal dolgozhattunk volna, amelyben barmely két szam relativ prim
és érvényes a p, > 3r egyenlStlenség.
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Definidljuk a P, (x), P,(),..., P(x),... és Q,(x), Q,(x),...,
O, (x),... polinomsorozatokat a kovetkez6képpen. Osszuk fel a
—l<ax<-+1 szamkézt m, egyenlé részre (a jobboldali végpon-
tot mindig hozzdszimitjuk a részkozhéz, a baloldalit azonban
nem). Nevezzik elsdfujit abszcisszdknak a pp,.i-edrendt Cse-
bisev-polinom azon pératlan indexii zérohelyeit, amelyek (bal-
rol) az elsé részkozben fekiisznek, tovabbd a py,.e-edrendi
(sebisev-polinom azon pdratlan indexti zérohelyeit, amelyek az
elsé vagy a masodik részkozben fekiisznek és igy tovibb, dltala-
ban pm,+u-edrendi Csebisev-polinom azon pdratlan indexii zéro-
helyeit, amelyek az els6, masodik,..., vagy p-edik részkozben
fekiisznek (p=1, 2,..., m,) mindig kivéve azonban az esetleges
0 gyokhelyet. A pm,-edik, pm,+1-edik, P, +o-edik,..., pan,-edik
Csebisev-polinomok minden tovabbi gy6khelyét, koztik O-t is,
mdsodfaju abszcisszdknalk nevezziik. A 3. segédtétel szerint az
els6faju abszeisszék mind kilonboznek a masodfajoaktol; tehat
a 2. segédtétel szerint a P,(x) polinom meghatirozhaté ugy,
hogy 0 < P, (x) <!, ha —1 <2 < +1, tovabba P.(x) az elséfaju
abszcisszdkon az |1 erteket, a masodfaju abszcisszikon pedig a
0 értéket veszi fel és fokszama legfeljebb

2P P +1+ - Pamy — 1< Py i

(1. a (14) egyenlétlenséget). Nevezziik hasonlo modon harmadfaji
abszeisszdknak a 2p,., . .~edik Csebisev-polinom azon paratlan
indexti zérohelyeit, amelyek az els6, masodik,:.., p-edik rész-
kozben fekiisznek (x =1, 2,..., m,) mindig kivéve azonban az
esetleges ;I;—l— gvokhelyeket; a 2py,-edik, 2pn,i-edik,...,

V2

qum,-edik Csebisev-polinomok ésszes tobbi gyokhelyét, koztik

e 1/_
A 3. segédtétel szerint a harmadfaji abszcisszdk mind kiilon-
boznek a negyedfaji abszcisszaktol ; tehat a 2. segédtétel sze-

rint meghatarozhaté a Q,(x) polinom Ggy, hogy 0 < 0, (@) <1,

Dyokhe]yeket is, negyedfaji abszcisszdknak nevezzik.
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ha —1<x < +), tovabbd a harmadfaji abszcisszakon az 1 ér-
téket, a negyedfaju abszcisszakon pedig a O értéket vegye fel
_és fokszama legfeljebb
4‘pmrp7m+1- . 'p!mr e l = pmr+1‘
Legyen
A e i 1 s g = P ) (15)

és képezzik a kovetkezé két sort

o

g0= D20 4@=3CD. g

r=1 r=1

Mivel 0 < Px) <1, 0 < Oy (%) <1, mind a két sor egyenlete-
sen konvergens és igy a ¢ (x) és a h(x) fiiggvények folytonosak
a —l=<x <1 szdmkozben, tovabbd ugyanitt

O<gx)<l, 0<h@<]l. (17y

Tekintsiilk most mar a g(x) és hi(x) fiiggvényeknek a Csebisev-
abszcisszakhoz tartozo interpolaciossorozatait :

L g(@), Ls[g@@), -5 La[g(@);... (18)
L [h@)), Ly[h@),.--, Ly[h(@)],-.. . 19)

Legyen x egy tetszéleges fix szam ugy, hogy —1<x < 1. Ki-
mutatjuk, hogy a (18) és (19) sorozatok koézil legalabb az egyik
divergens, s6t nem korlatos az x pontban.

Osszuk fel a (—1, +1 szamkozt m, egyenlé részre (minden
osztaspontot a téle balra fekvs részkozhoz szamitunk); fekiid-
jon x a (pr+1)-edik részkozben (u,=0, 1,..., m,—1) és legyen
Ny = Pmrtpr- 18y @ természetes szdmoknak az 7y, Mgyeevy Npyeee
(természetesen az x-t6l fiiggd) sorozatat ryerjik. Tekintsik a
(18), (19) sorozatok kovetkez6 részsorozatait:

Lp, [g@), Ln,[g@),..., Ln[g),...
Lg"l [h(x)]’ Lgn, [h(x)]y"'y L‘an [h(x)]i"' .
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{6) és (16) miatt

Ly, [g(@) = 2 %L (P, ()] = 2+Z+E (20)
Lo, [h ()] =§ —217 La [Qu@N= D+ D+ D7, @D

ahol
2 Z gor, Loe [P @), e Z g Lane (05 @),
Zz= 2%1‘ o (@), Z = Lan [Qr(2)],
2 2 Gor, Loe (P2 @) D= Z g Lan [Qs @)

s=r+1

A szerkesztés szerint a P, (x), s(x) polinomok (s=1, 2,...,r—1)
legfeljebb pim,.; < Pm, < n,~edfokuak; tehdt,

Ly, [Ps(@)] = Ps(x), Lan, [Qs(@)] = Qs(x), =1,2...r—1)
és igy

0<Z P(‘”) —g@ <1, (22)
1
0<Z Q“(”) <h@=<1. 23)
s=1
Masrészt, ha s > r +1, 1, < 21, < 2pom, < Qpom,—, €s (15) miatt

l Ly, [P:(2)] I =0 (2p2ms_,) = T
l L!nr[Qs (x)] l é 9(2])21713_1) T aliny

=Dg<t (24)
s=r+1

tehat




124 GRUNWALD GEZA.
Végiil (6) miatt

Ly, [Po(x)] = z 5 (x) P (@i,

La, [0-@)] = z 1 @) Qr (@f™).

A P.(x), Q,(x) definicidja szerint

P =1, vagy 0, Q, (@) = 1, vagy 0,

)

a szerint, hogy i els6- vagy masodfaju, illetve " harmad-

vagy negyedfaji abszeissza; tehat L, [P, (x)], illetve Ly, [Q,(x)]
eltekintve egy, illetve két (az ?c?c"”) = 0-hoz, illetve :L(Q”’) e ﬁ-
hez tartozc’)) tagtol, egy olyan Gsszeggel egyenld, amelynek ab-
szolut értékét a 2 § szerint A, (x; m,), ill. Aoy, (; Mm,) adja meg és

prnr
WSl 3 =iy

csiilni (vegyuk figyelembe, hogy g =1 esetén A, (z; m,)= 0).
Mivel Frsgr*?
értékére

7’

miatt a (11)-egyenl6tlenséggel lehet be-

egy tétele szerint k£ és » minden értékére

|1 @) < V2,
kapjuk, hogy
Lo 1P (@) | = 5— | Tor @) | log m, — ¢, (@) — V2,

1

_inTg,,,, x) |log m, — c5(x) — 292,

| Lﬂm 07 (w) I
tehat (13), (15) és 2z, = 1 miatt
il o2
| Zal = §;| T () | 27 — e,(@),

13312 o | Tan )| 2 — 6, @),

17 L. Feskr : Lagrangesche Interpolation und die zugehorigen kon-
jugierten Punkte, Math. Annalen, 106 (1932), 1—55. L
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és veégil (20), (21), (22), (23), (24) miatt
L (9@ | 2 g | T @) |2 — 6, @)
| Lan, 0@ | 2 5 | Ton, @) 2 — ¢, @)

Ha most ugy a (18), mint a (19) sorozat korlatos volna, ak-
kor a fenti két egyenldtlenségbél kovetkeznék, hogy

T,,(x) =0, Ty, (x)—0, ha 7r— oo,
vagyis
cos (n, arc cos x) —0,
cos (2n, are cos x) = 2 cos? (n, arc cos x) — 1 — 0,

ami lehetetlen. Ezzel a (18), (19) sorozatokra vonatkozo dallitast
és vele a bevezetésben kimondott B tételt bebizonyitottuk.

Hogy az A tételt is kimutassuk, vizsgdljuk meg minden valos
4 értékre az fi(x) = g(x) + Ah(z) fiiggvény Csebisev-abszcissza-
kon vett Lagrange-féle interpolaciéssorozatat. Legyen E; (Borel-
féle, tehat mérhetd) halmaza mindazon x pontoknak, —1 <x<+1,
amelyekre az f;(x) interpolaciossorozata korlitos. 4 5 ¢ esetén
az F; és E, halmazok nem tartalmaznak ko6zos pontot; ha
ugyanis &, k6z6s pontja volna FEj-nak és F,-nek, akkor az x,
pontban az fi(x) és [, (x) fiiggvényeknek korlatos volna az inter-
polacios sorozata, tehat a
Mu (@) — plax) — fu@)

e —p

fiiggvényeké is, mert az fi(x) és fu(x) figgvényekbdl linedrisan
tevodnek ossze; ez pedig ellentmond a B tételnek. Tehat leg-
feljebb két oly E; halmaz lehet, amelynek mértéke = 1, leg-
feljebb négy olyan, amelynek mértéke = 3, legfeljebb hat olyan,
amelynek a mértéke >3, és igy tovabb; vagyis legfeljebb meg-
szamlalhaté sok E; halmaznak pozitiv a mértéke. Minthogy a
1 lehetséges értékeinek a halmaza azonban nem megszamlil-
hato, ezért van olyan A érték, amelyre E; nullahalmaz. Ezzel az
A tételt is bebizonyitottuk. - Grinwald Géza.
9

g @) =

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL
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UBER DIVERGENZERSCHEINUNGEN
DER LAGRANGESCHEN INTERPOLATIONSPOLYNOME.

In dieser Arbeit beweisen wir den folgenden Satz: Es gibt eine im
Intervall —1 <o < + 1 stetige Funktion f(x), deren zu den Tscheby-
scheffschen Abscissen

2% —1 =
a2 = cos il (k=1,2,.... n)
In

gehorige Lagrangesche Interpolationsfolge im Intervall
—ealpte e
fast iiberall divergiert, ja sogar fast iiberall unbeschrinkt ist.

Géza Grimwald.



NEHANY NEVEZETES EGYENLOTLENSEG
KOZOS FORRASAROL.*

1. Legyenek
dyndsrl. . 0y

Db by
valds szdamok. Alakitsul a mdsodik sorozat minden
biu bi,9-°-’ bin

és

permutdceidjdhoz az
= albil -+ a2b,‘, b + anbiﬂ

gsszeget. Melyik lesz ezen dsszeqek kozil a legnagyobb és me-
lyik a legkisebb ?

E kérdésre bizonyos konkrét esetekben — azt hiszem —
mindenki azonnal megadja a helyes valaszt. Képzeljiik példdul,
hogy egy fiokban 10 pengés, egy masikban 20 pengés, egy
harmadikban 50 pengés, egy negyedikben 100 pengds bank-
jegyek vannak és hogy jogunk van az egyes fiokokbol 3, 4, 5,
6 bankjegyet kivenni, de rank van bizva, hogy melyikb6l mennyit
vesziink. Bizonyara mindenki legelényosebbnek fogja taldlni,
hogy a legtébbet (6 bankjegy) abbol a fiokbol vegye ki, amely-
ben a legnagyobb bankjegyek vannak, az utdna kovetkezo leg-
tobbet (5 bankjegy) az 50-esek fiokjabol és igy tovabb ; viszont,
hogy a legkevésbbé elényds az lesz ri nézve, ha a legtobb
bankjegyet a 10-esek fiokjabol veszi, az utina kovetkezd leg-

* Megjegyzések a XXXIX. matematikai tanuloverseny elsé tételéhez

(l. ezt e kotet 166. lapjan).
g*

S
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tobbet a 20-asok fidkjabol, és igy tovabb. Azaz, ha b,, b,, b,, b,
a 3, 4, 5, 6 szamok egy tetszésszerinti permutdciojat jelentik,

10.64-20.54-50.4+100.3 < 10b,+ 20b,+ 50b,+ 100D, <
<10.3 + 20.4 + 50.5 + 100.6.

Altaldban is igy van. Az S dsszegek koziil a legnagyobb az,
amelyben a b szdmok ugyanigy vannak rendezve, mint uz @
szdmok (azaz a legnagyobb a szorzoja a legnagyobb b, az
utana koévetkezé a szorzdja az utdna kovetkezd b, sth.) és a
legkisebb az, amelyben a két szdmsorozat ellenkezdlépen van
rendezve.

E tétel GrosscaMIiD Lajos egy tanitvanyanak, Ficur. BELi-
nak késziild6 doktori dolgozatdban van igy megfogalmazva. FicarL
bizonyitdsdt nem akarjuk itt reprodukdlni, mert meglehetésen
nehézkes. GrosscHMID Lajos adott egy sokkal kénnyebben at-
tekinthet6 bizonyitdst, mely ABEL lemmdjan nyugszik. A kovet-
kez6 bizonyitds azon az egyszeru tényen alapszik, hogy barmely
. permutdciobdl eljuthatunk egy megadott permutaciohoz azdltal,
hogy két-két elemet feleseréliink.

Legyen a, a legnagyobb a és b, a legnagyobb b. Ha r==s,
akkor ecseréljiik fel b, és b,-et, midltal az

S =ab,+ -+ @b, 4+ dsbs +---+ ayb,
Osszeg helyére az :
S'= ab, +---+ aybs -+ asbr 4+ anby
Osszeg lép, mely dltaldban S-nél nagyobb, mert
S'— S = a,bs + asb, — ayb, — asbs = (@— as) (bs—b,).

Az S'=S egyenl6ség csak akkor &ll fenn, ha a,= as vagy
b,= bs, de akkor madris a legnagyobb a szam a legnagyobb
b-vel van az S 6sszegben megszorozva és cserére nincs sziikség.

Minekutdana a legnagyobb @ mellé a legnagyobb b-t hoztuk,
Gjabb cserével a nagysdgban kovetkezé b-t a nagysdgban ko-
vetkez6 @ mellé vissziik és igy tovabb. Az 6sszeg minden 1épés-
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nél nagyobbodott, tehdat végeredményben S kisebb (vagy akkora),
mint az az Osszeg, amelyben a b-k épplgy vannak rendezve,
mint az a-k. Egyenl6éség nyilvan csak tgy 4ll fenn, ha min-
den csere alkalmaval az ott szereplé a-k vagy b-k egyenlék.
Az S 6sszegek nem valamennyien egyenlék, ha van két kiilon-
b6z6 a és két kiillonbozé b.

A legkisebb 6sszegre vonatkozo dllitas teljesen a fenti min-
tara bizonyithato be.

2. Hogy a most bebizonyitott kettés egyenldtlenség nem
valami iires tétel, azt kovetkezményei mutatjak. Példaul levezet-
hetjiik beldle, hogy fetszésszerinti

S P h B 1

pozitiv szdmok geometriai kiozepe kisebb, mint szdmtanmi kize-
piik, kivéve, ha e szimok valamennyien egyenldk, amikor is a
két kozép osszeesik.
Legyen ugyanis
c= Y 2,2, .2,

a geometriai kozép és vezessiik be az

@, B S

alz c )az— c ) g T 3 3 ,an: ('n :1;
1 1 1 1
1 ’ 2 ) 3. ’ ’
ay g, 3 An

sorozatokat. A feliras rendjében ez a két sorozat maris ellenkezd-
képen van rendezve, tehat

a1b1 S + a‘nbn

kisebb, mint példaul
albn—}— algbl SREE Onbn—1,
-azaz
e e s T R St
b
n

c

1




130 SzUCS ADOLF.

Az egyenléség csak akkor all fenn, ha

Oy = Gy ==++>= lp,
azaz
Ly o By Wi oy gVl EARECS TR SO RS
c C 6 Cil b eiie (b (7
vagy végre, ha
Xy =y = =L ="0s

(Az emlitett tanuléverseny-tétel ebbe a kérbe vag. Ott
ugyanis
; 2l
b =g SN I L )
) bﬂ az b” a’u
ahol a), dg,..., Ay aZ Ay, Qg,..., A, szamok tetszéleges permuté-
cigjat jelentik. A b-k nyilvan az a-khoz képest ellenkezéen van-
nak rendezve, ha
Uy = Gy Oy = Qgy+ -+, Uy = G,
amikor is az a,b, +---+ a,b, 6sszeg minimumat veszi fel és a
minimum : 7).
3. Egy Tcuervcuer-féle egyenlétlenséget is levezethetiink,
mint kozvetlen folyomanyt, az 1. alatt bebizonyitott kettds
egyenl6tlenségbdl.

Legyen
a‘p agy Lo ] a?‘l}

DU e by

a valoés szamoknak két egyformdn rendezett sorozata. Ekkor
alaptételiink szerint

by 44 @pbn = a,0; + ayby ++-+ Anby,

by 4+ A, = ab, + abg +---+ anby,

(b, -+ = faly by S, e By

ayby 4+ anbp = a,bp + agby 4+ anbr—
és Osszeaddssal:

1 (Aby 4+ +nby) = (a3 +---+an) (by+ -+ bn),

a1b1+"'+anbn s R e : b1+"’+bn 4 (T)
n TR n n
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Hasonloképen nyerjiikk, hogyha az a és b sorozatok ellenkezé-
képen vannak rendezve, akkor

a1b1+"'+aubn o ﬂlj""“f““n ) b1+..._|_bn

n S n n

(1"

Mis szavakkal : az a;b; szorzatok szimtani kozepe az elsé
esetben nagyobb, a mdsodik esetben kisebb, mint az a; és b;
szamok szamtani koézepeinek szorzata.

4. Példaul, ha a,,..., a, pozitiv szamok, toviabbd a >0 és
g >0, akkor az af és af szdmok (i=1, 2,..., n) egyformin
vannak rendezve, tehat

Npote > %Z‘a?.z‘a@.

Ha pedig a>0, <0 (a,,... a, tovibbra is pozitiv szdmok),

-akkor ellentétes rendezés 4ll el6, tehat ilyenkor

Sai*’ < Za“Zaﬂ
Legyen specidlisan a = 8 = 1; kapjuk, hogy

1
a3 = — (Za))*;
=N
masként irva:

a, )

azaz «a szamtani kézép kisebb, mint a quadratikus kozép».
Ha az a,...ay és b,...b, pozitiv szimsorozatok ellenkezékép
vannak rendezve, akkor a (7'') és (())-bél adodo

Sabs < — FayShe
SR )

£s
Sab; < Y n2ab:

egyenlétlenségek jobbak, mint a Cavcuy-féle

Eazb’t é 1/2(1321)?.
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Ugyanis

% SaSh < -f; Y nZ@ Y030 = Y SE30E
es

Vn2a2? < ‘/n-—::Saf}.‘b? =/ 2a?Zb?.

Hogy a szoban forgé két egyenlétlenség kozill melyik jobb,
arra ninecs altalanos valasz, mert szampéldakkal igazolhato,
hogy az
iZa,—.Z'bi
n
és
¥ n2aib?
kifejezések kozil hol egyik, hol masik a Kkisebb.
5. Még Newron-tol szdarmazik egy egyenlétlenségsorozat, mely
pozitiv szamok elemi szimmetrikus formairol szol.
Legyenek
Sy = 200y, By == I 0ons Bgr= Tittyns
a pozitiv x,, &,,... £, szamok elemi szimmetrikus formai. A
szobanforgd egyenlétlenségek ezek:

Az elsé6t koziiliik konnyen levezethetjiik a Tcuepycher-féle egyen-
16tlenséghdl.
Ugyanis
QS?. = (xz 3 B o 1 xz(x1 3= Zg e xn) A
= 2;(S; — z,) + %, (S, — x,) +---
Az utolso kifejezésben az

e P

szamok az ellenkeziden rendezett

S; — 2, S, — x,,-:.
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szamokkal vannak szorozva, tehat (7'') szerint:
25, < — 5,0, — 5,

és ez mar csak irasban kiilonbézik az

egyenl6tlenségtol.
Sziics Adolf.

SUR LA SOURCE COMMUNE DE CERTAINES
INEGALITES REMARQUABLES.

Le lemme di 4 M. Ficarw:

@y, Agyonny Ay by, by, oeo, b, désignant des nombres réels donnés et
Ugy Ugy e eey Iy Une permutation variable des indices 1,2,...n; de
toutes les sommes

Si= a,bi, + tl,bi, 4+ o+ apbig,
la plus grande est celle ow les b sont rangés dans le méme ordre
que les a, et la plus petite est celle ou les b sont rangés dans Uordre
inverse,

admet pour conséquences immédiates que la moyenne arithmétique est
supérieure 4 la moyenne géométrique, que la moyenne arithmétique d’'un
certain’ nombre de produits est supérieure ou inférieure au produit des
moyennes des facteurs suivant que les valeurs prises par les facteurs
sont rangées dans le méme ordre ou dans l'ordre inverse (inégalités de

‘Tcrerycrrr), et d’autres inégalités importantes.
Adolphe Sziics.




SIPOS-KEZIRATOK
A GYOMROI TELEKI-LEVELTARBAN.

Nemrég ismertettem e folyodiratban® Sipos PAv latinnyelvii
kéziratos értekezését (1792) a kupszeletekrél. Ennek a munka-
nak az ajanlasabol megallapitottam, hogy Sipos «mar 1787-ben
megmutatta az elsé fogalmazdst tanitvanya batyjanak és az 6
batoritasdra folytatta tanulményait». Az 1934. év juniusdiban
megtalaltam ennek az elsé fogalmazisnak igen szép latinsaga
vazlatat a gyémréi Terexr-levéltarban.® A tiz irott nyolcadrét
oldalnyi kéziratot Sipos tényleg TeLekr Liszro grofnak® ajan-
lotta. Az akkori szokastol® eltéréen a mésodik oldalon meg-
emlit egy munkét: «quod interea fere solum auctorem SturMIUM
consulenti tacita quaedam subeat exprobratio». Valoszintleg
Leonnarp CHRIsTIAN STurM® az illetd szerzé, akinek 6t részbol

1 41. évf. 1934. 45—54.
2 E helyen is halas koszonetet mondok szives el6zékenységiikért TELEKT

Tisor grof, koronaér, O kegyelmességének és a levéltart rendezs IvAnyr

BéLa dr. O méltosaganak, a szegedi Ferenc Jozsef-tudomanyegyetem tanara-
nak, hogy kutatisomat lehetdvé tették.

3 TELEKI JOzZSEF grof, koronadér (41796), els6szilott fia (1764—1821).
TeLEKI MARIA grofnével kotott hazassigabél sziiletett TELEKI JOzZSEF grof, a
M. Tud. Akadémia kés6bbi elsé elnoke.

4 «S1pos muss iibrigens ein tiichtiger Kerl gewesen sein; man kann
aber ohne eingehende historische Forschungen nie wissen, was selbstiindig,
umgearbeitet oder entlehnt ist; die Gelehrten haben damals leider selten
zitiert, noch weniger in der jetzt erforderlichen Sirenge». (Prof. J. TROPFKE
1934. jan. 8-an kelt, hozzam intézett levelébdl.)

5 1669 és 1719 kozt élt. Az oderai Frankfurt egyetemén is tanitott

(1702—1711). Apja Jon. CHR. STURM (1635—1703) az altdorfi egyetem
matematika-tanara volt.
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allo6 Kurtzer Begriff der gesamten Mathesis c. nevezetes mun-
kaja 1707-ben, Niirnbergben jelent meg. Siros vazlatiban tébb
abrdra is hivatkozik. Nemcsak az idézett,® hanem az osszes abrak
hidnyoznak magéval a hivatkozott munkival egyiitt. Féleg a kiip-
szeletek geometriai elédllitasaval, érintdivel foglalkozik. A kor-
mérésre és az ellipszisre vonatkozo kés6bbi (1795) eredményei-
nek csirfi mar ekkor (1787) mutatkoznak : «Accedit his postremo
Resolutio peculiari quidam Ellipsi mediante tentata vexati
Problematis de Quadratura Circuli» (6—7. old.). A keltezés:
«Saxopoli Dieb[ujs Martii Anno 1787» és aldiras bizonyitja,
hogy Siros akkor a szdszvarosi ref. gimnaziumban tanitott.

Néhany gyomréi Sipos-kézirat az oderai Frankfurtban kelt.
Az egyikben * t6bbi kézt ezt olvassuk : «Hie statim a D[omi]ni|s]
Professoribus Enyed[iensibuls commendatus Stipendium Regium
obtinui, simulque admissionem ad communem convictum media
nunc quidem parte solutionis relaxata, at relaxanda ex tota si
ab Illustritate V[estlra apud Senatum Francofurtanum una
alteraque Serie Litterarum fuero commendatus». Egy masik-
ban:® «Excellentziad nagytekinteti ajdnlisdra két tanulo Ma-
gyar Iffjak szoktanak szabad asztallal taplaltatni. Ezeket ugyan
Excellentziad rendszerint a Kolosvari N[eme]s Collegiumbol
jové Iffjak kozzill vdlasztya, mint azon ott viragzo Tarsasignak
jelenlévé nagy Mecaenassa: ?», ugyanott valamivel késébb: «az
emlitett asztalnal 16vé heljek éppen iiressen vagynakn.

Alig 15 hénap mulva mdar azt irhatja Sipos TELEKI JOZSEF
grofnak, hogy «egész itt létemet, melj Istennek hdld meg be-
tsiilhetetlen volt nékem, egyediil az Excellentziad gratzidjanak
koszonhetem». «Az én dolgaim ugy, a mint el intéztem volt
nem foljhattak, és fel jovetelem utin Bétsbe mindjart akadaljt
szenvedtem, a hol 4 holnapokig kéltségesen élvén, a miatt a

6 Szamozasuk 23 és 44 kozé esik.
7 [vrét, két oldal.

8 fyrét, egy oldal. 1791. nov. 7. . ’
9 Tprekr LAszno grof 1790 ota a kolozsvari kollegium kuratora volt.

(ILENCzFALVI SzAsz PETER: Jegyzegetései. Akad. kézirattara. Naplo 4-r. 6.)
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késedelem miatt itt is egy Angariat [negyedévet] el vesztettemn.
A grof Béesben él6 Krira hugdhoz, WarTENSLEBEN VILMOS grof,
tabornok feleségéhez fordult. O fizette ki Sipos 16 arany adés-
sagat. Igen érdekes levelének most kovetkezé része: «Két darab
munkdtskam dltal esmertettem meg magamat, meljet rész sze-
rint a végre keszitettem, ha azzal is valahogy segithetnék ma-
gamon: de a munkak Deakul vagynak irva, és egy kﬁﬁyw’lrros
se vészi meg, mig németre nincs forditva. Az egyik munkam
egészszen Mathematicum: a maésikba Metaphysica speculatiok
vagynak a Mathesissel conjungalva Kint-nak Cosmologicum
principiumi szerint, sub titulo: Evolutio Mundoruwm incognito-
rum, ezt kozelebbrél fel is olvasom a Tudos Térsasag elétty.?®
A gorbét pedig «meljnek némiinémit nyomdoka meg volt ugyan
mdr az én régi munkdtskamban is, most egy hozzaja készitett
Tabellaval nagyobb tokélletességre vittem, és Quadratrixz Spi-
ralis név alatt adtam ki, meljrél ide is egy rovid Schemat
accludalni batorkodtam».?

Ez a Siros-gorbe, amely kordabbi (1792) kéziratdban még
curva accentrica néven szerepelt. A masik dolgozatnak eddig
még a cimét sem ismertiik.

A «Schema Quadratricis Spiralisv-ban ** mar nemcsak az
1zométer all készen el6ttiink, de megtalaljuk benne a Beschrei-
bung, a késébbi, aranyéremmel kitiintetett berlini értekezés
(nyomtatdsi éve 1796) masodik oldalan kozolt kis tablazat 10
szamadatat is. Gorbéjét igy hatarozza meg: «Quadratriz Spi-
ralis illa curva est, quae omnes arcus dissimiles gradibus, et
aequales directa longitudine complectitur». Tovabb ez all:

10 Ez a tarsasag bizonyosan a «Gelehrte Gesellschaft der Wissenschaften
und Kiinste zu Francfurt a. d. 0. 1766», amely a Sarospataki Nagykonyv-
tarban 6rzott oklevél bizomysiga szerint Srpos-t 1793. febr. 13-an adjunk-
tusaul nevezi ki «wegen Seiner Fihigkeiten, musterhaften Auffihrung und
Seines auf hiesiger Universitit bewiesenen FleiBes».

11 Francfurt. 20. Januar 1793. ivrét, 4 oldal.

12 Latinnyelvii kézirat, 16-r.,, 4 old. Mellékelve a Sipos-gérbe abraja,
amelynek betiizése még eltér a Beschreibung-étol.
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«Ex consilio h.[ujus] t.[emporis] Magnif[ici] Rectoris, et Prof.
Matheseos Vinscn normam aliquam (Modell) quam proxime
apparabo, juxta quam ad indolem hujus curvae Mathematicum
quoddam instrumentum mechanice obtineri possit, cujus usus
is plane futurus est, quoad determinandam cujusvis arcus lon-
gitudinem ; qui Transportatoris esse solet, quoad arcus deter-
minandos in gradibus, aliaque problemata hujus generis multa
ejusdem instrumenti ope mechanice solvi poterunt». CHRISTIAN
Ernst Winsca*® valoban 1792-ben a frankfurti egyetem rektora
volt.**

Frankfurti egyetemi tanulmanyainak befejezése utan «Béts.
182 Juny [1795]» keltezéssel ezt irja a matézisrol: «ezt a Tu-
doményt egyéb kotelességim és Tanuldsim mellett mindenkor
fovealtam, meljnek bizonysdga lehet a Berlini Academidanak Me-
moirjaba most tsak hamar ki jé6vé Specimenem.» Majd késébb:
«batorkodom az Excellentziad gratzidjaba valo magam ajanla-
sat ez alkalmatossiggal is meg ujjitani, a midén az Enyedi
Viltozassal egy Nyilds meg mutatta magat».*® Bizonyosan a
Kovirs Jozser haldlival 1795-ben megiiresedett nagyenyedi tan-
székre céloz. Nem kapta meg ezt az allast, sem késébb egy
masikat, amelyrél TeLekr SAmvEL grofné tesz emlitést férjének, aki
akkor erdélyi udvari kancellar volt Bécsben: «Meghala az udvar-
helyi professor Bopora uram. Itt mar most vakdntia vagyon,
talam ha irnal édes kinecsem az consistoriumnak szegény Sipos
irant, oda csak jo volna és azt monda Keminy Simuver, hogy
az magad recommendatioja legtobbet tenne.»'® Sipos csak ro-
vid ideig tanithatta TeLex1 SAmueL kancellir fiat, Ferenc gro-

13 Bt : 1744—1898. Majd harom évtizedig (1784—1811) tanitott a frank-
furti egyetemen. POGGENDORFF életrajzi kézikonyvében emlitett munkai (12)
fizikai tartalmuak.

14 |, FRIEDLAENDER : Matrikeln d. Univ. Frankfurt a. O. 2. 528.

15 8 r. 2 old., évszam nélkiil.

16 Marosvasarhely, év nélkiil, dec. 13. Eredetije a marosvasarhelyi Teleki-
kényvtarban. Masolata az Orszagos Levéltar Teleki-taranak Teleki Samuel-
osztalyaban. 2948. miss.
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fot, mert annak batyja Domokos, mar 1796. aug. 19-én meg-
jegyzi édes anyjahoz irt levelében: «Orvendem hogy Frantzr
Orsovszki keze ala jott, ki is egy valosagos jo Lelk értelmes
Ember. Sirost sajnallom, hogy olyan kézonségesen esméretes
roszsz helyre add magat».'”

A gyomr6i Tereki-levéltar most kozolt kéziratai 0j értékes
lincszemek Sipos kibontakozo egyéniségének ismeretéhez. Se-
gitségiikkel most mar végeredményben majd egy évtizeden at
(1787--1795) figyelemmel kisérhetjiik fokrol-fokra emelkedd esz-
méinek kialakulasat, ami egyattal azok 6nallosdagat is bizonyitja.
Ha Sipos valahonnan készet vehetett volna at, nem lathatnok

ezt a fejlodést.
Jelitai Jozsef.

UBER NEUE MANUSKRIPTE VON SIPOS.

Das Tewekr-Archiv in Gyémré (Komitat Pest, Ungarn) enthilt meh-
rere Manuskripte von Sreos. Er widmet im Mirz 1787 aus Broos (Sieben-
biirgen) einen lateinischen Entwurf (10 Oktavseiten) an den Reichs-
grafen Lapistaus Teceki. Alle Figuren (er zitiert Figuren mit Nummern
zwischen 23 und 44) fehlen. Diese Figuren gehorten zu der ersten
Abfassung seiner spiiteren (1792) lateinischen Arbeit iiber die Kegel-
schnitte. (S. diese Zeitschrift: 41. 1934. 45—54.) Siros erwiihnt in
einem ungarischen Briefe (Frankfurt O. 20. 1. 1793.) eine bis jetzt
unbekannte lateinische Abhandlung, die fiir die Konigliche Gelehrte
Gesellschaft der Wissenschaften und Kinste zu Frankfurt a. O. be-
stimmt war. Diese Arbeit enthielt «metaphysische Spekulationen mit
Mathesis conjungiert nach Kanr's kosmologischen Prinzipien sub titulo
Evolutio Mundorum incognitorum.» Die Sieos-Kurve (Kochleoide), frii-
her (1792) auch curva accentrica, heisst hier in einem lateinischen
Manuskript (Frankfurt O., 20. Jan. 1793, 4 Seiten, 16°) Quadratrix
Spiralis. Die beiliegende Figur und die sechsstelligen Zahlenwerte fiir
Sehnenlingen der isometrischen Kreishigen stimmen ganz mit den
Daten seiner spiiteren preisgekronten Berliner Ahhandlung (gedruckt 1796)

iiberein. Diese neuen Manuskripte zeigen von 1787 bis 1795 deutlich

die Entwicklung von Sreos und bestitigen seine Unabhiingigkeit.
Josef Jelitai.

17 Teleki Samuel-osztaly. 1862. miss.



NAGYINTENZITASU ARAMLOKESEKKEL TAPLALT
NEONKISULES FENYEMISSZIOJAROL.

Bevezetés.

A gazkisiilések pozitiv oszlopaban lejatszodo jelenségek mecha-
nizmusat az Ujabb idében az emittilt sugdrzas vizsgalatabol
kiindulva probaljak felderiteni,® midltal a pozitiv oszlop fény-
emisszidjanak 6nmagéaban is érdekes kérdése fokozottabb jelen-
téséget nyert. A kontinuus arammal taplalt k6zénséges kisiilési
csoveknek elég alacsony terhelési felsé hatara miatt azonban az
irodalomban feltalalhat6 mérési eredmények igen kicsiny —
maximalisan néhény amperig terjedé — intenzitds-intervallumra
vonatkoznak.

Az utobbi években Bay Zorrin dolgozott ki egy modszert,®
mellyel meg lehet vizsgdlni tobb szdz amper kozépdramerds-
séggel bird aramlokésekkel taplalt gazkisiilések elektromos ada-
tait. Az elektromos modszer igy készen 1évén, kézenfekvd volt
a gondolat, hogy a fényintenzitasmérésnek nagy dramerdssé-
gekre valo, méar régebben kivdnatos kiterjesztését nagyintenzi-
tast (kondenzdlt) kisiilések alkalmazasdval valositsuk meg.

Jelen dolgozat idevonatkozo vizsgalataim eddigi eredményeit
ismerteti.

1 H. Krerrr—M. ReGER u. R. Rompe: Zeitschrift f. techn. Physik 14,
242., 1933. — Régebbi irodalom R. SEELIGER: Die ungeschichtete und ge-
schichtete positive Siule c. osszefoglalo értekezésében, in MARX: Handb.
d. Radiologie IIL. kit., Leipzig, 1916. 30—152. old. — V. 6. még G. GEHL-
HOFF: Verh. d. D. Phys. Gesellsch. 21., 349., 1919. ’

2 Bay Zortdin: M. T. Akad. Mat. és Természettud. Ertesitdje LI, 20,

1934. és XLVII, 569, 1930.
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2. §. Mérési modszer.

Feladat a neongizban térténé kondenzilt kisiilés pozitiv
oszlopa dltal kisugirzott fényenergiait meghatirozni, mint a po-
zitiv oszlop dltal fogyasztott energia fiiggvényét. Mérni kellett
tehat egyrészt a sugarzott energidt (a lathaté neonspektrumot),
masrészt a csé, illetve a pozitiv oszlop energiafogyasztisat. Az
elrendezést a 2. abra mutatja.

2. abra. A kisiilési c¢s6. (A nyil a gazaram iranyat jelzi.)

A sugarzott energiat a csé végéehez épitett Tungsram fény-
elem, illetéleg az azzal egy korbe kapcsolt galvanometer méri.
Minthogy a pozitiv oszlop &sszes lathato sugdrzott energigjat
kell mérni nem folytonos, hanem az idében szaggatott sugar-
zés esetén, kiilon meg kellett gy6zédni arrél, hogy a fényelem
erre a mérésre alkalmazhato. Itt két kériilményre kell figyelem-
mel lenniink.

1. Ha a neon fényemisszi6janak spektrilis intenzitaselosz-
lasa megvaltozik az aramerdsség novelésével, akkor a fényelem
érzékenységének a hullimhossztol valo fiiggése meghamisithatja
az eredményeket. ‘

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL 10
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2. Kérdés, hogy a fényelem proporciondlisan mikddik-e az
alkalmazott frekvencidji intermittaldo megterhelés mellett.*

A neon pozitiv oszlopdban ErLeneaas végzett kontinuus aram-
mal valo téplalds mellett intenzitisméréseket.? Eredménye az
volt, hogy az altala alkalmazott gdznyomds- és dramerésség-
intervallumon beliill a fényintenzitdseloszlas fiiggetlen az dram-
erdsségtél. ELENBAAs-ndl a maximalis aramstriség 300 mA/cm*
volt, ami a mi esetiinkben (keresztmetszet 1°35 e¢m? kériilbeliil
400 mA-nak felelne meg, holott a kozéparamerdsség sok eset-
ben tobb szdz Amper volt. ELENBAAsS megjegyzi, hogy a talalt
torvényszertiségektl nagyobb aramerésségek mellett esetleg el-
térések varhatok. Ezért, valamint 2. miatt is a fényelemet Gssze-
hasonlitottam egy thermoelemmel, mely 6sszehasonlité mérés
mindkét korilményt tisztazta és a feltett kérdésre egyértelmii
feleletet adott.®

A fényelem (F) fotoaramat G, galvanométer kitérése (S—.S,),
T thermoelem thermoaramat G, galvanométer kitérése (s—s,)
adta tetszdleges egységekben. A meérés parallel tortént ket kii-
16n leolvasé tavesével. Méréseket végeztem kontinuus egyen- és
valtoarammal, valamint nagyintenzitasa aramlokésekkel. Ezen
mérések az 1. tablaban vannak 6sszefoglalva.

_50

Felting itt az értékek igen nagy szorasa (az egyes

méreési csoportokon bel(:'il maximadlisan rendre 83, 5°1, illetéleg
5'8%). Figyelembe kell azonban venni, hogy a sugarzott ener-
gianak csupan igen kis részét (mint késGbb latni fogjuk, keve-
sebb mint 1 %-at) tudja akdr a fényelem, akar a thermoelem
regisztralni, Gigyhogy az s—s, értékek pontossiga a thermoelem
kicsiny érzékenysége miatt nem kielégité.* Mindenesetre kimond-

1 R. SEwiG: Objektive Photometrie, Springer, Berlin, 1935. 39. old.

2 W. ELenBass: Zs. f. Physik, 72, 715., 1931.

3 L. H. Krerrr—E. O. Serrz: Phys. Zs. 85, 930, 1934. — Zs. f. techn.
Physik, 15, 556, 1934.

4 Bar G, galvanométer érzékenysége egy nagysagrenddel kisebb, mint
G,-¢, mégis G, egy, nagysigrenddel nagyobb kitéréseket adott. Eppen a
fényelemnek ez a sokkal nagyobb érzékenysége volt az egyik ok, amiért a
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1. tabla.
.SS to-Cto mIA mIf\ II{,:X S‘;ﬁ? :1;1;? f:in Wv:tt s‘e[}(' Jegyzet
Té8z | rész 0
0|40 |35 | 2540(184,300| 77 3 256 | 47 | 451.10°¢
0|44 |39 | 2810202,400, 85 311272 | 53 | 458
0|81 |51 | 3825(286,900| 202 7:3]27°6 [11°3 | 4-23
100(27 |79 | 1750 38,770| 53 2 1265 | 3:02| 4:89.1078 tanilokasek
600/ 18 | 61 600, 5,920 51 1-8(127°7 | 1°9 | 2°46.1074
1100, 95| 34 2565 1,920 84 3 (28 0:95| 424
1100| 11 065351976 | 1-13
1100| 16 |61 450, 3,320{ 77 31124:9 | 1°7.| 4:37
sz; (11 1123 40 70({ 130 435|288 | 1-15| 7-87.1073| (sz. = isme-
sz. (13 |25 | 45 81143 | 592|275 | 125 7:35 ir;;f“ﬁag
kozép 27°14 @ értéki szilit
maximalis eltérés 83 % gl )
020 (30 120 5 24 217
0| 28'5( 49 266 : 11 (242 | 32
0 b4 BOZIStL  127°6
1100 23 102 4 (255
1100 30 126 | 5 252 egyenaram
1100 41 213 85(25°1
1100 46 259'5| 10 |25°9
kozép 2534
maximalis eltérés 51 %
018 | 295 98 37|126°5 | 1-92
0129 (60 301 11 |274 | 332
1100 28 98 4 |25
1100 36 150 | 6 |25 valtosram
11100 54 2875 11'22_5i
kozép 259
maximalis eltérés 58 %
LSRRy :
Az Gsszesen feltiintetett 22 mérésbsl kozép g = 2628,
10*

F-
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hatjuk, hogy az ardnyossag a két galvanométer kitérései kozott
kielégitéen konstans, vagyis, hogy a hasznalt fényintenzitas-
intervallumban, valamint a neon pozitiv oszlopinak spektralis
intervalluméban a fényelem szaggatott megvilagitassal valo ter-
helés mellett is alkalmazhat6 az 6sszes energia mérésére: oly
eredmény, mely a csének kontinuus tapldlisa esetén igazolva
van,! intermittalo kisiilések esetére eddig tudomésom szerint
nem volt megvizsgalva. '

A befektetett energia mérése kiilon modszerrel tortént. Az dram
munkaja a pozitiv oszlop egy kobcentiméterében az idéegység alatt

A—4G

ahol ¢ az aramsurtiség, G az elektromos gradiens. Ez az energia
SOMMERMEYER és SEELIGER > szerint harom kisérletileg is elvalaszt-
hato részbél all :

i-GzEv+Ew+E.9
ahol

E, az a része az energianak, mely a gaztérben hévé alakul at,

FE, az a része az energianak, mely a falon, vagy a falban

héképzodést idéz el6 és

E; a cs6 falan at eltavozo sugdrzasi energia.

Feladatunk volna az A=1.G energidt megmérni. Ennek méré-
sére rendszerint szondds modszereket szokds alkalmazni. Hogy
ezek hatranyait elkeriiljiik, a kévetkezéképpen jarunk el.

A csének kozépsd, vizszintesen allo részére chromnickeldrot-
bol elektromos kalyhat készitettiink, melybe héméré volt be-
agyazva és a hengernek csupdn a két véglapja volt szabadon
(2. abra). Ezaltal elértiik, hogy az £, energiinak csupdn kis

fényelemes mérést bevezettiik ; a masik, hogy a fényelem miikédése a szoba-
hémérséklet kicsiny ingadozasaival szemben érzéketlen és igy a méréseket.
kényelmesebben lehetett végezni.

1 H. Krerrr—E. O. Serrz: Loe. cit.

2 K. SOMMERMEYER : Ann. d. Physik, (5), 18, 315, 1932. — R. SEELIGER :
Physik d. Gasentladungen, 2. Aufl., Leipzig, 1934. 339. old.
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része tavozik a cs6bél, a tobbit a hengerpalast abszorbedlja és
igy ez is hové alakul at. A csGben termelt 6sszes héenergia tehat
A,=Ev+Ew +Es(1_%)‘
Ezen A’ és a fal homérséklete — pontosabban a fal és a
kornyezet hémérsékletkiilonbsége — kozott nyilvan egyértelmi
vonatkozas dll fenn, mivel stacionarius dllapotban az Gsszes ter-
melt héenergia a falon keresztiil adatik at a kérnyezetnek, rész-
ben vezetés, részben sugdrzas Gtjan. Ez az osszefiiggés pedig
kisérletileg meghatdrozhaté.

3. abra. A kisiilési cs6 keresztmetszete.

A kisiilési cs6 keresztmetszetét a 3. abra mutatja. Az iiveg-
falra tekercselt chromnickel fitédrotot fekete papir, vastag voros-
réz és staniolréteg boritja. A hémér6 a vorosréz és staniolréteg
k6zé van helyezve. "Ezaltal érjik el azt, hogy a héméré a fiits-
drot esetleges egyenetlenségeibdl szarmazoé hémeérsékletkiilénb-
ségek ellenére is helyesen adja a vorGsréz altal kiegyenlitett
konstans hémérsékletet. A kalyhat jol definidlt egyendrammal
taplalva, kimértiik a wattfogyasztiasnak a hémérsékletkiilonbség-
t61* valo fiiggését. Két ilyen mérési sorozatot tartalmaz a 2. tabla.

[

1 Szigoriian véve itt a staniol kiils6 rétegének és a kornyezetnek ho-
mérsékletkiilonbségét kell venni. Az alkalmazott két homeérs ennél nyilvan
valamivel nagyobbat mutat. A vorosrézhenger hémérsékletével azonban
egyértelmilen meg van adva az iivegfal és a kiilsG staniolréteg hémérsék-

lete is.
Annak eldontésére, hogy a kornyezetnek atadott energia ténylegesen
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2, tabla.
1. sorozat 2. sorozat

o Watt ‘:Cto Watt to‘cto Watt

5 043 46 0424 41 4-91

76 073 745 0721 475 581
108 1-103 11:2 1:105 563 72
154 1:56 15 1:539 605 7-88
195 2:09 197 2:117 655 868
245 2:68 24 2:624 699 9:38
356 413 29:3 3:327 74:5 10:28
482 585 34°8 4-061 795 1103
653 845

A mért pontok egy az egyenestél kevéssé eltéré folytonos
gorbét adnak. Masrészt a miikodésben 1év6 csében termelt A’
héenergia is a csé falat és ezen dt a kalyhat melegiti, ez is el6-
idéz egy homérsékletkiilonbséget. Minthogy pedig a hémérséklet-
kiilonbség fentiek szerint egyértelmiien definidlja a termelt és
kifelé leadott hdenergiat, a 2. tabla alapjan felrajzolt gérbébél
le lehetett olvasni az tizemben 1év6 csé vizszintes részének
wattfogyasztasat, a keresett A’-t, a kalyhaba dgyazott és egy
kiils6, a szoba hémérsékletét mutaté héméré adatai alapjan.

Meg kell allapitanunk, mekkora hibat kévetiink el, ha a mé-
rend6 A helyett a mért A' energiit vessziik figyelembe, mas-
szoval : meg kell hataroznunk A faktor értékét.

A szamolasok egyszertsitése végett feltessziik, hogy a gaztér
{(pontosabban a kisiilés pozitiv oszlopa) sugarzési szempontbol
homogén. Ez azt jelenti, hogy ha valamely dv térfogatelemben
az id6egység alatt a kisiilés 4ltal termelt és dw elemi kipszoghe
kisugdrzott energia

dE = K.dvdw,
<csak a homeérsékletkiilonbség fliggvénye és nem fiigg a szobahdmeérséklet-
t6], méréseket végeztem 26, 29 és 49° C szobahSmérséklet mellett. A mért
pontok a mérési pontossdg hatarain belil ugyanazon gorbére estek.
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akkor K a helytél és irdnytél fiiggetlen, amibél a totdlis sugar-
zasi energia (a henger magassdga h, sugara «)

Es=K|| [ dv [[de = Kia*z*h
@) (f)
(henger) (egysézgémb)
és
E's

. Aaz’h

A tetszélegesen vilasztott @, y, z pontbol egy tetszéleges f felii-
letnek (jelen esetben a henger véglapjinak) valamely df eleme

. df.cosa  df.lcosa

2 B
kipszog alatt latszik. Ebbol a teljes [ feliilet kupszoge

A térben hengeres, a véglapon sikbeli polar koordinatakat ve-
zetve be
Z=1rcos g |

Y = FESIo SZQCOS&l

$ ngsinﬁ[

o
A =R

lesz
P=((a— &) +(y—7)*+2%""=[r"+¢*+2°—2rp cos (p — )"
Jelolje Ky a két véglapra es6é sugdrzott energidt

Ep=2K [ [ | wdv
‘o
E; helyett nagyobbat veszek azdltal, hogy az alaptol azonos
tavolsdgra 1év6 pontok mindegyikéhez az ezen pontokhoz tar-
tozo kupszogek maximumat rendelem hozza.!

1 Ez a szamolas pontos eredményt szolgaltat, ha csak a csétengely men-
tén van kisiilés. Ez a helyzet kisérletileg megvalosithato nagynyomasi
gazakban valé kisiilésekkel. (Hochdruckentladung.) Ekkor a térfogati integral
helyébe a csétengely mentén veendd vonalintegral lép.
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Ey < 2K [ [ [ womax-df.

@)

Szamitsuk ki @max értékét. Azonos z értékekhez tartozo pontok
kozil nyilvan a tengelybe es6 pontnak (r=0) van maximalis
kupszoge.

2 o d : Z
et = — df = ~ eao = et =
z ?[)f(e’%—r) R o ;f (0*+2%" 2"(1 (a®4-2z% ”)

Ezzel

h
__.z—\ Y i—" s 22 — ——z— A —
E; < 4zK f( f) i (1 ) v = da'K of (1 = +z,)%) d
h

2:%Jx“‘Gﬁiwﬂd“=&h—ifi%ﬁ:ﬁ)=
- ufs S

b = h/a a henger «relativs magassagat jelenti. Sorbafejtve
E, 1 1

1 1|
§ o Tt Rl O
A numerikus értékeket betéve (h =210 mm, a= 6-5 mm) lesz
b =323 és ezzel
e < 0°0146
I ¢

SoMMERMEYER ' mérései szerint K, értéke az egész energia
5—30%-a kozétt van kiilonbozé gaztdltés, dramintenzitds és
nyomds mellett ; Krerrr és SEITz a sugdrzdsi energia maximumait
20% és 30% kozott talaljdk. Vegyiik a legnagyobb értéket:

>

1 K. SoMMERMEYER : Loc. cit. — H. Krerrr—E. O. Serz: Loc. cit. —
V. 6. még M. Prani: Zs. f. techn. Physik 11, 482, 1930. — W. Pupp: Zs. f.
Physik, 67, 297, 1931. — M. J. DrUYVESTEYN: Phys. Zs. 33, 822, 1932, —
M. J. DRuYVESTEYN : Zs. f. Physik, 81, 571, 1933.
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és szamoljuk ki a relativ hibat:

ol
10 2
ATt Rig g

a—— ey ()7 0,
A 0004 < 1%.

Mint ez a szamolds mutatja, az alkalmazott mérési modszer
igen nagy pontossaggal adja a befektetett energidt és az altala-
ban szokasos szondds modszerek hibaitol mentes.

A modszer sokkal altalainosabb, mint ahogyan jelen vizsga-
latokndl alkalmaztuk, fiiggetlen a frekvenciatol és az aramgorbe
alakjatol.

3. §.

.

Gazkistilésekkel valo kisérletezésnél egyik legfontosabb prak-
tikus kérdés a gaz legszigortbb tisztantartisa. A jelenségek a
legkisebb tisztdtalansagra is nagyon érzékenyek.

Az tivegberendezés a tulajdonképpeni Kkisiilési csévon kiviil
neontartalyt, két diffuziés pumpat, Mac Leod manométert és
kaliumkalyhat tartalmazott. Az egyik pumpa allandé kérdram-
ban tartotta a gdzt, mig a mdsik az apparaturanak teljes va-
kuumra vdlo leszivasdra szolgdlt. A koraram egy segédkisiilés-
sel mikédo kalinmkilyhian ment keresztiil, midltal a kisilési
csébe keriild gaz a célnak megfelelo tisztasdgi fokot mutatott.*
Ezt spektroszkopikus megfigyelések, valamint a fényemisszio
értékeinek reprodukalhato volta igazoltak. A koraram leallitdsa
utdn mar néhény perccel lényeges eltéréseket mutatott a galvano-
méter viselkedése, amely eltérések mindig nyomtalanul elttin-
tek, ha a kériramot wijbol meginditottam. Ugyanekkor a spek-
troszképban esak a neon-spektrumot lehetett megfigyelni.

A fényelem helyes miik6dését is tébbszor ellendriztem és az

1 Neonnak hasonlo eljarassal valo tisztitasara vonatkozolag 1. pl. Bay
i. m. 34 old.; — G. GearHOFF: Verh. d. D. Phys. Ges. 13, 183, 1911 ;:—
G. GEHLHOFF in GRAETZ: Handb. d. EL Bd. IIl. 877. Leipzig, 1923 ; — és kii-
lonosen A. GiNTHERSCHULZE : Zs.'f. Physik 41, 733, 1927.
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egész meérés tartama alatt reprodukdlhato eredményeket kaptam.
A fényelem feketére festett fémdobozban volt elhelyezve, mely-
nek a cs6 feldli oldalan lévé ajtojan lehetett a fényt egy viz-
szir6n at a fényelemre ejteni. A vizsziré alkalmazisaval el
lehetett keriilni a fényelem nagyobbmértéki felmelegedését,
amely esetleg meghamisithatta volna az eredményeket. fgy fel
lehetett tenni, hogy a fényelem hoémérséklete a szoba hémeér-
sékletével volt egyenld, ennek ingadozasain belill pedig a fény-
elem miikodése fiiggetlen a hémérséklettél.? Az irodalomban jol
ismert firadasi jelenségek ® elkeriilése végett a fényelem kazet-
tdija mindig csak a mérés idétartaméra és akkor is a lehet6 leg-
rovidebb ideig volt nyitva. Kiiléon meggy6zédtem arrol, hogy a
szaggatas altal eléidézett elektromos zavarok a galvanométer
nyugalmi helyzetét nem befolyasoljik.

Nagyobb fényintenzitisok esetén gondoskodni kellett a fény-
elem érzékenységének megfelelé csokkentésérél. A fényelemet
nem koézvetlentil, hanem potenciométerszerien egy ellendllison
at ledgaztatassal kapcsoltam a galvanométerre, mely ellenallast
thermoelektromos zavarok elkeriilése végett kiilon e célra sarga-
rézb6l készitettem és amely ellendllas értéke megegyezett a
galvanométer belsé ellenallasaval. Erre a fényelem proporciona-
lis mikodésének megtartasa érdekében volt sziikség. Ilyenfor-
‘man kétféle kapesolasban a fényelem érzékenységét 5°205, ill.
2:03-ad részére tudtam lecsokkenteni. Ezen faktorokat t6bb mé-
rési sorozatbol empirikusan hatiroztam meg és itt is ellendriz-
tem a reprodukdlhaté miikodést.

4. §. Kontroll kisérlet.
Bay idézett dolgozatéban a tényleges dramlokést egy olyan-

nal helyettesiti, melynek kozéparamerdssége

1 R. SEwIG : Objektive Photometrie, Springer, Berlin, 1935. 38. old.
2 W. GRUNDMANN u. L. KAssnER : Phys. Zs. 85, 16, 1934.
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0
és idotartama
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n I

T =

®

Ez a helyettesités az ott adott elméleti meggondoldsok szerint
elvégezhet6 az daram minden olyan hatdsira nézve, amelyik az
intenzitas, illetve az intenzitds négyzetének iddintegraljival
mérhet6. Ezen jelenségcsoportba tartoznak a gazkisiiléseknél
fellépé fényjelenségek is.*

Célszertinek ldatszott olyan kisérleti feltételeket teremteni,
amelyek lehetvé teszik a fenti formuldk helyességének kozvet-
len mérésekkel valé ellendr-
zését.

Nagyteljesitményi magas-
fesziiltségi (5000 V, 0°2 A)
egyendrami dynamo d&ramat
adtam higanyszaggaton at a
csére, mellyel egy 10 mJ’ nagy-
kondenzator volt parallel kap-
csolva. Kapesolast a 4. dbra
mutatja. (A 4. dbraban O csill6-
fényoszeillogrifot jelent, egyéb
jelolések megegyeznek az 1.
abra megfelel6 jeldléseivel.) 4. abra. Kontroll kisérlet kapcsolasa.

A szaggatot synchron motor
hajtotta, tehat ismert nagysdgu szektorpart alkalmazva a szag-
gatoban, ezdltal a kisiilés ideje egyértelmien meg volt hata-
rozva és egyszerii szamolassal megadhato.

1 Bay emlitett dolgozatan kiviil 1. R. SEELIGER: Phys. Zeitschr. 33
313, 1932. — W. UnteErHOEVEN—J. BRuyNEs—C. VerpurG : Compt. Rendus,

196, 1653,.1933.
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Szamitassal meggy6z6dhetiink arrol, hogy az alkalmazott aram-
erdsségek mellett a kistités ideje alatt a kondenzator fesziiltség-
esése elhanyagolhato kicsiny. Ez a fesziiltségesés

V-V = ﬁfcl
Legyen pl. Iy = 50 mA, r = 7.10=2 see, C = 107° F, akkor
V—V'=35 volt
és mivel (R = 93,000 @), V= I..R ~ 4650 volt, a relativ hiba

Vesde
v

= 17%.

Itt figyelmen kiviil hagytuk, hogy a dynamo a kondenzatort a
kisiités ideje alatt is utanat6lti. Ha még ezt is figyelembe vesz-
sziik, kimondhatjuk, hogy a fesziiltség és dramintenzitis gor-
béje még a legnagyobb alkalmazott [, mellett is szakaszonként
konstans. Ezt az eredményt kisérletileg is igazoltam az aldabb
megadott maddon.

A csillofényoszcillograf (O, 4. abra) a kisiité kér egyik darabja-
val van parallel kapesolva. Itt, mint ismeretes, az dramerésség
egyszertien leolvashaté a kathodfény magassigabol. Ezt forgo-
tilkorben ellenériztem, ahol is a kathodfény képe (dramgorbe)
szabdlyos téglalap alakot mutatott, de sikeriilt a jelenséget
objektiven is regisztrdlni fotografikusan. Fotografaldsra kiilon
e célra szerkesztett berendezést haszndltam. Az oszcillografot
leképeztem egy forgo dobra, melyet kiilon synchron motor for-
gatott. Minthogy a szaggatot is synchron motor hajtotta, a ki-
siilési cs6ben és az oszeillografban is a fényjelenségek a valto-
daram periodusiaban jatszodtak le, igy az egymdsutan kovetkezo
felvételek a forg6 dobon szuperponilodtak, midltal a sziikséghez
képest tetszéleges hosszi expozicios idGket lehetett alkalmazni
(*/2 ora). Egy rovidebb és egy hosszabb szektorpart alkalmazva
38 és 59 mm hosszi téglalapok adodtak, mint az dramerésség
oszcillogrammjai. A kisiilés iddtartama alatt az dramerdsség
tényleg konstans.
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A dob atméréje 130 mm, fordulatszama 21 sec™?, amibél a
keriileti sebesség v =856'8 cmsec™' és végiil a két szektor-

7, =44.10~® sec és z,=6'9.10"2 sec.

Elvégeztem ezenkiviil tobb mérési sorozatot az el6zéekben
megadott modszerrel a révidebb és hosszabb szektorparral. Egy-
egy mérési sorozatot tartalmaz a 3. tabla. A kistilési idétarta-
mok itt a Bav-féle formuliaval vannak kiszamitva. Az 6ssze-
hasonlitds azt mutatja, hogy idétartamformula helyes eredményt

szolgaltat.

3. tabla.

ety | Bt e A s A
°C |skalarész| mA mA l mA Watt ‘ sec =
51 68 6 14 326 | 045 4-4.10—3“
10'5 1586 | 12:2 | 273 61 107 48 |
12:8 2926 16 362 819 | 134 47 ! kisebb
151 312 20 48 1152 | 16 41 | szektorpar
9215 610 38 872 | 200 9:33 &5

kozép 45
57 62:8 6 111 | 25 | 05 |70.1073
10-8 146 12 23 44 1-1 65 ;
14:8 927 18 33 605 | 157 71 nagyobb
18:2 337 24 44 802 | 1:95 7-1 | szektorpar
206 432 928 53 1003 | 223 66

kozép 6-86

Ugyanitt alkalom kindlkozik az Ii formula megvizsgdlasara
is. Definiciok szerint a kozép és effektiv aramerdsségek igy

adédnak a momentdn éramerésségb(il (@)

I[=nfidt, E=n]dd,
0 0
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és ezekbél a Bav-féle kozéparamerdsség
k2
Jiat
prm— 0 .

| ddt

0

I

Jelen specidlis fesziiltség és aramgérbe esetén ezek a formuldk
nagyon egyszerti eredményt adnak. Esetiinkben u. i. 2= konst.
és igy

I = =it L =
amibél egy szektorparnal

1
———— Konst:
nr

ezen konstans értékét r, és r,-re kiszamitva kapjuk

oy 528, 1

ney nr,

= 3°45.

Masrészt a 3. tabla adataibol %-t szamolva latjuk, hogy ez

tényleg konstans és kozépértékezve kapjuk

(i> — il g L2 0
l ! kozép

Ezek az adatok, valamint a kisiilés id6tartamara vonatkozo ada-
tok is a mérési pontossag hatdrain beliil jol megegyeznek a
3. tablaban ko6zolt (kozépeértékmérésekb6l szamolt), valamint
egyéb, itt nem kozolt mérések adataival is.

5. §. Mérési eredmények.

Az aramgorbe alakjat a kisiitékérbe kapesolt 6nindukeio-
mentes (sikrdacs) valtoztathaté ellendllds segitségével igen tag
hatarok kozott tudtam valtoztatni, mialtal elértem azt, hogy a
cs6 ugyanazon wattfogyasztds mellett is (a kisérleteknél 1 és
2 watt) igen kiiléonb6z6 kozéparamerésségeknél égett. A megfelelo

R R T ETRIISINR———,
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4. tabla.

Tartalmazza a teljes masodik mérési sorozatot. p =333 mm, C=0'2 mF.

r t—t, | S—S, 1 I i w -
Q2 oG skalarész| mA mA mA Watt sec
29 13-0 325 133 | 1000 75,190 1-37 | 4:2.10-9
176 41 17 1720 | 174,020 183 | 23
21-8 48 20 | 1990 | 198,000 | , 2:37 | 2'4
14:6 8 245 13 \ 700 37,690 | 08 | 82
13 315 20 | 1085 58,860 | 1-35 | 81
19-2 445 952 | 1385 76,120 2:06 | 79
23 52 30 | 1660 | 91,850 2592 | 78
|
434 55 17-8 135 | 445 14,665 | 05 | 2:2.107°
68 19-7 17 | 565 18,778 063 | 22
8 21-7 201 | 680 93,050 08 | 21
10-2 25 252 | 860 29,350 1:02 | 2:0
126 277 298 | 1020 34910 | 132 | 20
171 355 405 | 1380 | 47,020 1-83 | 21
213 395 45 1560 54,080 | 222 | 20
58 8 29 29 650 19205 | 08 | 27
121 27 996 880 26,160 | 1:26 | 27
159 392 375 | 1135 34,350 161 | 2:0
182 38 445 | 1305 38,270 1-95 | 28
21 49 505 | 1530 46,350 298 | 26
816 7-8 20 295 585 15,210 | 076 | 35
10 245 305 765 19,190 1-03 | 3-8
135 30 395 | 1015 96,080 1442 | 36
174 37 495 | 1285 33,350 1-86 | 35
215 425 595 | 1540 39,860 233 | 36
108 89 27 27-9 625 14,360 09 | 45
11-2 31 343 800 18,660 1-15 | 44
14:6 35 41 930 | 21,095 155 | 46
174 395 504 | 1160 | 26,700 1-87 | 45
20 435 605 | 1400 | 32,400 216 | 44
158 83 46 24 270 9,204 | 092 | 62
10-7 592 315 620 12,200 108 | 61
13:6 59-8 40 770 14,820 142 | 64
16 688 50 970 18,810 17 | 63
19 75 60 1170 | 22,810 | 205 | 63
208 88 593 263 460 8,045 | 087 | 78
115 73 35 620 10,980 12 | 76
14 83 43 745 12,900 147 | 80
168 915 505 870 14,980 18 | 80
192 100 61 1070 18,760 | 206 | 77
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258

358

511-2

782-7

1032-7

1282-7

1532-7

1809-2

2059-2

t—t0

91
12-3
15
17-4
20

11-8
14-5
16-9
19-7

9-2
13
15-8
18

9-7
12-3
14-2
17
19-4

9-5

16
19-4
211

9-8
14-9
17
19-4

11-7
141
18

20-6

12
162
19-4

8-6
11-7
15-4
17
20-8

S-S0
skalarész

71

86
100
110-5
119

85-7
107
126
139
156

113
137
160
177

126
162
182
218
235

142
187
214
250-5
273

143
205
241-5
280

138
170
210
255-5
298

122
176
236
274

125-5
172
231
270
318

BUKOVSZKY FERENC,

|
mA

27

36-5
46-5
55-5
64-0

25
35
45-5
54-9
65

26-3
35-8
46

55-5

21-2
31
39-5
50
59-5

20-5
31
40
51
61-5

18
31-5
40
50-5

16
22
29-5
39-5
505

12-8
20-5
30-5
40

13
19-5
30
38
48

le
mA

435
585
730
875
1005

355
465
600
715
865

310
415
520
620

200
285
360
450
532

170
250
315
400
480

135
225
285
360

110
150
198
260
325

80
128
185
240

78
115
170
210
270

mA

7,008
9,376
11,460
13,790
15,780

5,041
6,177
7,912
9,312
10,980

3,654
4,810
5,878
6,926

1,886
2,620
3,281
4,050
4,756

1,410
2,016
2,480
3,137
3,746

1,010
1,607
2-030
2,566

753
1,020
1,330
1,710
2,090

500
799
1,122
1,440

468
710
963
1,160
1,518

W att

0-91
1-28
1-6

1-86
2-15

0-9

1-23
1-53
1-81
2-12

0-92
1-36
1-68
1-88

0-98
1-28
15

1-82
2-08

0-95
1-47
17
21
2-28

1-0

1-58
1-82
2-08

0-9

1-22
1-48
1-93
2-23

0-78
1.25
1-73
2-08

0-85
1-22
1-63
1-82
2-26
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r t—t, S—S, il q I w T
Q °C |skalarész| mA mA mA Watt sec
2559°2 88 129 12-2 70 401 088 | 74°?
13 195 21 110 576 1:37 [+837
17 263 305 158 818 1:.82 | 89
20 309 40 200 1000 2:16 | 9b
3059-2 94 130 115 58 293 097 | 94
13:6 204 205 100 487 143 | 1°0.10-3
165 250 7471 130 614 1°75 | 171
196 314 38 170 760 %1 1 204
35592 9 129 116 52 233 09 1%
134 207 198 86 3713 42 | 1°3
T 260 26:6 | . 116 506 1-83 | 13
20-8 318 36 172 642 229 1:3
40592 96 137 12 50 208 097 | 1°4
14 224 205 82 336 147 | 15
17°5 277 28 115 385 1:82 | 1:7
202 3% 35 140 560 248 11 16

fényintenzitdsokat megmeérve, adodik a fénykihasznalds gorbéje,
mint a kozéparamerdsség fliggvénye.

Két teljesen kiilon sorozatot mértem ki kiillonh6zé gaztoltés
és nyomas mellett. A gdz nyomasa az els6 sorozatnal 2:36 mm,
a masodiknal 3'33 mm volt, a kondenzitor kapacitisa mind-
két esetben 02 mF, t6lt6gaz mindkét esetben neon. A teljes
mdisodik mérési sorozatot tartalmazza a 4. tabla. A 4. tabla
jelolései :

r a kor ohmikus ellenillisa (racsellendllas 4 mitszer),

t—t, a cs6 és kérnyezet homérsékletkillonbsége,

S—S, a galvanométer kitérése skalarészegységekben,

I Xkézéparamerdsség,

I. effektiv dramerdsség,

I Bay-féle kozéparamerdsség,

-W a cs6 wattfogyasztdsa,

r a kisiilés id6tartama.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLII. i1




158 BUKOVSZKY FERENC.

A mérés gy tortént, hogy a korbe egy bizonyos ellendlldst
kapecsolva, a kozéparamintenzitasokat a berendezés altal adott
hatarok kozott addig valtoztattam, mig a csé fogyasztasa lehets-
leg 1 wattndl kisebb értékektél 2 wattnal nagyobb értékekig
n6tt. Ez nem volt minden esetben lehetséges, kiilonésen a hé-
drotos miiszernek ugyanazon shunthéz tartozo elég sziik mé-
rési hatarai miatt. A miiszert egy mérés alatt nem lehetett méds
shuntre atkapcsolni, mert ezaltal a kor ellendlldsa és az aram-
gorbe alakja is megvaltozott volna. Az egy ellendlldshoz tartozé
eredményeket kiiJon grafikonban osszesitettem, minden egyes
méréshez felrajzolva a galvanométer kitéréseket és az I, érté-
keket, mint a wattfogyasztas fiiggvényeit, amelyek minden eset-
ben linearis fiiggést adtak. Ezekbél a grafikonokbol azutdn meg
lehetett hatarozni interpolacioval az 1W, illetve 2W-hoz tar-
tozd [ és S—S, értékeket. Ahol nem lehetett interpoldlni, ott
— kivéve, ha a fiiggvény menetétél nagyon eliité értéket kap-
tam volna — linedrisan extrapoldltam. Ezek az interpoldlt ada-
tok az 5. tabldban vannak megadva, mely tartalmazza az elsé
mérési sorozatnak hasonloan nyert dsszefoglalo mérési adatait is.
Az 5. tabla 6. oszlopaban megadom a 2 watt fogyasztashoz
tartoz6 kitéréseknek 1 wattra atszamitott értékeit. Ha most
az 5. tabla o6sszetartozé értéksorozatait (2. és 3. ill. 5. és
6. oszlop) egy grafikonban feltiintetjik, (5. abra), azt latjuk,
hogy mindkét nyomds mellett az Siw—So és £(Sew—So) pontok
egy gorbére esnek. De az azonos nybmés melletti adatok egye-
sitéséb6l szarmazo két gorbe szintén teljesen azonos menetet
mutat, ami kénnyen megmagyarazhato az alabbi gondolatmenet
alapjan.

Neon gerjesztésekor, mivel a kialakulé 2s és 2p metastabil
allapotokbdl az alapallapotba csak elenyészéen ritkdn lehetsé-
ges atmenet, az egyszer mér gerjesztett atom a szomszédos
2s—2p allapotok kozo6tt oszeillal, mikézben a lathaté neon-
spektrumot emittdlja. A fénykibocsdjtasra e szerint elsésorban a
20y 2Ps---- 2p,, energianivok relativ telitettsége (relative Be-
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5. tabla.
” 81w—S, k Sew—S, I SQV&):’o
1. sorozat, p = 2:36 mm.
29 30 56,000 47 118,000 235
58 28 56,000 45 110,000 22'5
25 255 32,000 39 61,000 19:56
55'8 95 24,000 375 44,000 188
80 24 19,200 38 36,000 19
111-2 30 16,300 46 30,300 923
170 A7 10,840 B i i
2612 85 7,200 121 13,700 605
282-7 88 6,500 147 11,800 735
532-7 198 3,320 208 7,240 104
761-2 -— — 250 5,100 125
782:7 146 2,100 954 4,460 127
1011-2 - - 273 3,580 1365
10592 160 1,430 — — —
1282-7 — — 290 2,380 145
13092 158 980 — = =
15592 159 850 302 1,810 151
1809-2 158 655 306 1,420 153
2059-2 158 470 311 1,280 1555
25092 200 450 313 970 1565
2. sorozat, p—3'33 mm.
2-9 27 134,000 " 43 180,000 21:5
146 26 44,000 43 75,000 215
434 25 27,500 375 51,000 18-8
58 2% 22,000 38 40,000 19
816 23 18,500 38 35,000 9
108 285 14,500 41 29,000 205
158 49 10,000 76 29,400 38
208 66 8,900 100 17,800 50
258 75 7,350 115 14,500 575
358 92 5,000 151 12,000 755
511-2 115 3,800 183 6,720 915
782:7 130 1,900 231 4,500 1155
1032-7 145 — 29 — 121
12827 — = 266 2,400 133
15327 148 850 265 1,760 132:5
1809-2 148 ? 650 266 1,320 133
20592 144 550 280 1,300 149
25592 145 450 290 900 145
3059-2 132 310 294 . 720 147
35592 146 260 284 560 142
4059-2 149 200 303 490 1515
11x
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még azt, hogy ELENBAAs szerint a 2p,, valtozasa sokkal lassiibb,
mint 2p,-é, nem kovetiink el lényeges hibat, ha félvessziik, hogy
e két valtozas egymdst kiegyenliti. Ebbol az kévetkezik, hogy az
Osszes sugdrzott energia fiiggetlen a nyomasvaltozastél és igy
érthetd, hogy a kisérleteknél beallitott két — egyméshoz egyéb-
ként is kozeles6 — nyomdson mért pontok egy gérbére esnek.

Az eredmények az 5. abraban vannak feltiintetve. Az 5. tabla
Osszes pontjai bizonyos szorassal ténylegesen egy folytonos
gorbe koriil helyezkednek el, amely gorbe /2 ampertél 10 am-
perig rohamosan, attél kezdve lassabban esik és kb. 40 amper-
tél kezdve vizszintesen halad.

A fentebbiek alapjan ezt a gorbét berajzoltuk és ezt tekint-
Jik a feltuntetett kozépdramerdsség-intervallumban (1/2—120 A)
a relativ féenykihaszndlds gorbéjének.

6. §. Az eredmények diszkusszidja.

A kisérleti adatok alapjan felrajzolt fénykihasznaldsi gorbe
(5. abra) diszkussziéjanal elsésorban is felmerul a kérdés, hogy
a gorbének sajatos menete

A) vajjon a kondenzalt kisiilések természetében leli-e ma-
gyarazatat, vagy pedig

B) a nagy dramerdsségek kovetkezmeénye.

Hogy kis aramerésségeknél a gorbe menetét nem befolydsol-
jak az dramlokések, hanem az csupdn az aramerdsség fliggvénye,
arra nézve a kovetkezd tampontjaink vannak.

@) A 4 §-ban adott Osszedllitasban méréseket vegeztem ot
kiilonbozé nagysaga szektorparral (a megfeleld kisiilési idok 4,
8, 12, 18 és 24.10~3 sec). A kapott galvanométer kitérésekbél
szamitott fénykihasznalisok a kisiilési id6tél fiiggetleniil ugyan-
annak adodtak.

B) A kapott eredmények kis dramerésségeknél megfelelnek a
kontinuusan taplalt kisilési cséveken misok dltal kapott ered-

ményeknek. Abrankban STVS o mint az I fiiggvénye a rela-

-
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tiv fénykihasznalas gorbéjét adja. Ennek szokdsos jelolése K,

ill. zE& Mo=nLer azt taldlja,® hogy E, cisiumgézben, mint az
sramer6sség fiiggvénye, /s ampertél 4 amperig igen meredek
esést mutat. SoMMERMEYER viszont neonban kis dramerésségek-
nél (200 mA-ig) Es-nek linearis emelkedését dllapitja meg. Eb-
b6l, minthogy fémg6zok és nemesgdazak hasonlé viselkedést
mutatnak, azt lehet kiovetkeztetni, hogy a Ne is nagyobb dram-
erésségeknél ugy viselkedik, mint a Cs, vagyis, hogy a fény-
kihasznalds goérbéje valahol /2 A tijin maximumot mutat és
attol kezdve meredeken esik. KRErFFT és Seitz % kimérik neon-
nak kiilonb6z6 méreti csovekben és killonb6z6 gaznyomésok
mellett a fény kihasznalasat 0°05 és 5 amper kozott és az osz-
szes csovekben taldlnak egy maximumot 200 mA és 1 A kézott,
amitél kezdve a mérési hatarig csokken a fénykihasznilis gor-
béje. Ez az eredmény igen jo egyezésbe hozhaté — legalabbis
kvalitative — MonLER és SoMMERMEYER idézett eredményeivel,
valamint jelen dolgozat eredményeivel is.

E szerint @) és B) alapjan kimondhatjuk, hogy kis aramerés-
ségeknél a fénykihaszndlasi gorbe menete csupdn az dramerés-
ség fliggvénye. Ezt az eredményt most médr nagy dramerGsségekre
altaldnositva kapjuk, hogy a fénykihaszndlds gorbéje nagy dram-
erdsségeknél dltaldban a mienkhez hasonlo.

Elfogadva ezt az eredményt, annak teoretikus megindokolasa-
hoz a kovetkezéket adjuk meg.

Az elektromos tér energidja a gaztérben az elektronok kine-
tikus energidjava alakul. Pirani szerint® ennek az energidnak
legnagyobb része (70—95%-a) az elektronoknak a nemesgdz-

1 F. L. MoHLER: Bur. of Stand. 9, 25, 1932. — M. KNoLL—F. OLLEN-
poRFF—R. RoMPE: Gasentladungstabellen, Berlin, 1935. 99. old.

2 H. KrerFr—E. O. SEITz: Loc. cit. — Jelen kisérleteknél is félreismer-
hetetlenill mutatkozott egy maximum kb. 700 mA-nél, de a kisérleti be-
rendezés kiilsé paraméterei miatt ilyen kicsiny kozéparamerdsségeknél az
eredmények Szorasa mar nagyobb a megengedettnél, ugyhogy erre nézve e
kisérletek nem adnak pontos felvilagositast.

3 M. Pirant: Zeitschr. f. techn. Physik, 11, 482, 1930. — M. J. Druy-
VESTEYN : Phys. Ztschr. 38, 822, 1932. -
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atomokkal valé rugalmas iitkozései folytin a fényemisszio szem-
pontjabol elvész és a gaztérben, vagy a falakon hétermelést
idéz el6. A megmarado 5—30% idézi el6 a fényemissziot. A nem
rétegzett pozitiv oszlop (esetiinkben errdl van sz6) fényemisz-
sziojinak mechanizmusihoz SeericeEr a kovetkezd egyszert ké-
pet adja:?

Az elektronok kinetikus energidgja a sémaban adott energia-
atalakulasokhoz vezethet.

Itt két hatdsnélkiili kérfolyamat (Leerlaufprozess) lehetséges :
1. A-D—C—A és 2. D—~E— G—D. A kett6 egymasutin
is eléfordulhat, Iehetséges pl. hogy egy elektron energidja a 2
és 1 koérfolyamatok befutdsa utdn visszajut az A dllapotba.

A miésodfaji iitkozések szama arianyos egyrészt a gerjesztett
atomok, mdsrészt az elektronok koncentracidjaval. E szerint, ha
az 4ramerGsséget (elektronsiriséget) néveljik, mindkét kon-
centrici6 névekedvén, a masodfaju iitkozések szama és ezzel
egyiitt a sugarzast nem adé 1 kérfolyamatok gyakorisaga az
elektron strtiségnek valamely magasabb hatvinyaval, mig a
sugarzast eredményezé D—FE atmenetek gyakorisiga a gerjesz-
tett atomok koncentraciojaval, ez viszont az elektronstriséggel

1 Teljesebb energiaatalakulisi sémat adnak KREFFT-REGER es ROMPE :
Ztschr. f. techn. Physik, 14. 242, 1933.
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proporciondlisan névekszik. Az 1 kérfolyamatot befutott energia-
kvantumoknak legnagyobb része pedig A—B &dtmenet utdn
héfejlédést idéz elé. Az elmondottak alapjan belathaté, hogy a
D—E atmeneteknek is egy része a 2 és 1 kérfolyamatok és
az A—DB dtmenet utdn mérhetd fényemisszio eléidézése nélkiil
héfejlédést okoz. Eddig figyelmen kivill hagytuk a D—F &t-
meneteket. Ezekrol az eddigi tapasztalatok alapjan csupdn any-
nyit mondhatunk, hogy nem jarulhatnak hozza lényegesen az
itt mért fényemissziohoz. A mneon termsémsdja alapjan is az
varhato, hogy a magasabbrendi gerjesztéseknek ultraibolya su-
garzas felel meg, ami jelen esetben (ivegapparatura) ismét csak
a hétermelést fokozza a sugdrzds rovasdra.

Mindezen hatdsok parallel egyiittmikédése magyardzza meg a
a gorbe erdsen csokkend jellegét. Abbol viszont, hogy a fiigg-
vény nagyobb dramerésségeknél konstans értéket mutat, arra
kell kovetkeztetniink, hogy az itt szerepet jatszo energiaatala-
kuldsi folyamatok ko6zott bizonyos aramsirtiségnél egyensulyi
helyzet all be.

Osszefoglalva a dolgozat eredményeit :

1. az itt adott mddszer alkalmazhatd gdzkisilések relativ
fénykihaszndldsdnak meguizsgdldsdra igen nagy dramerdsse-
gek esetén ;

2. a mert 1/2—190 A intervallumban neongdzban a relativ
fénykihaszndlds 10 A-ig rohamosan, attol kezdve lassabban
estk és kb. 40 A-tol kezdve konstams.

x

Jelen munka a m. kir. Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem El-
méleti Fizikai Intézetében késziilt. Ezuton is 6szinte kdszone-
temet fejezem ki az intézet igazgatdjanak, dr. BAy ZoLTAN egye-
temi ny. r. tanar urnak, aki munkamat dallando figyelemmel
és érdeklodéssel kisérte és értékes tandcsaival mindig segitsé-
gemre volt.

Szeged, 1935. julius 1.

Bukovszky Ferenc.



INTENSITATSMESSUNGEN IN DER NEONSAULE
BEI STROMSTOSSEN EXTREM HOHER STROMSTARKE.

Es wird die Lichtemission der positiven Siule einer mit Stromstos-
sen hoher Intensitiit gespeisten Neonentladung als Funktion des Watt-
verbrauches gemessen. Die Strahlungsenergie wurde mit einem Tungsram-
Lichtelement in der iiblichen Weise gemessen, zur Messung des Watt-
verbrauches wird eine neue Methode angegeben.

Die Entladungsréhre ist so gebaut, dass nur ein kleiner Teil der
Strahlungsenergie

die Rohre verlisst. Der grosste

dabei in der Wand absorbiert und in Wirme umgewandelt. Nun wird
statt der totalen Leistung

‘1=7,G.= Eu S Em+ E‘S

die insgesamt erzeugte Wiirme

gemessen undy der damit bedingte relative Fehler durch Rechnung ver-
folgt und zu < 1% gefunden. Zur Eichung des Lichtelementes wurde
ein direkter Vergleich mit einem Thermoelement vorgenommen.

Die Richtigkeit der der Messung zugrunde gelegten Bayschen Formel
fiir mittlere Stromstirke und Stossdauer wurde durch Kontrollversuche
gepriift und verifiziert.

Das Endergebnis der Messungen ist in Fig. 5 dargestellt; die pro 1 Watt-
Leistung gerechnete Strahlungsintensitit fillt von ca '/2 A bis etwa
10 A Intensitit sehr schnell, von da bis 40 A langsamer und von 40 A
ab bleibt sie konstant.

Die Messergebnisse werden diskutiert und mit denen anderer Autoren
verglichen.

Szeged, Institut fiir theoretische Physik der Universitit.

Ferenc Bukovszky-
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Jelentés az 1935. évi XXXIX. matematikai
tanuléoversenyrol.

A Térsulat XXXIX-ik matematikai tanuléversenyét 1935. okt. 12-én
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejileg. Budapesten 30, Szegeden
5 versenyz6 jelentkezett; beadtak 22, illetéleg 3 dolgozatot.

A verseny tételei a kivetkezdk voltak :

I. Legyen (by, by, ..., bn) a pozitiv a,, @, ..., a, szimok valamely
permutdcidja ; bebizonyitandd, hogy

a, a, an
b—1+b—2++b_n§’n.

II. Egy O pont tudvalevileg akkor neveztetik egy H ponthalmaz
centrumdnak, ha H bdrmely pontjdgnak O-ra vonatkoztatott tiikérképe
ugyancsak pontja H-nak. Bebizonyitandd, hogy egy véges sok ponthdl
4ll6 ponthalmaznak nem lehet két kiilonb6z6 centruma.

III. Egy hdromoldali hasib minden szogpontjdhoz hozzdrendeliink
egy-egy szémot oly médon, hogy minden A szégponthoz rendelt szdm :
szémtani kozepe azon hdrom szdmnak, melyeket oly szégpontokhoz ren-
deltiink, melyek A-val a hasdb egy-egy éle dltal Ossze vannmak Kkotve.
Bebizonyitandd, hogy e hat szdm megegyezik egymdssal.

A beadott dolgozatok megbirdldsira kikiildott Bizottsdg, mely Rapos
‘Guszrdv elndklete alatt a kovetkezd tagokbél 4llott : Farac6é Anpor, FEsir
Lipér, Sziics Aporr, Veress PAL és Konie Dines el6add, 1935. okt. 27-én
tartott tilésén a kovetkezé javaslatban dllapodott meg.

«A legjobb két dolgozat szerzéi BeLra Anpor és Csanipr Gyorey, bar
a 3. feladatra adott megolddsaik hidnyosak. BeLLae dolgozata kiilonosen
az 1. tételre adott tigyes bizonyitdsdval vdlik ki, mely nem hivatkozik a
szdmtani és geometriai kozép kozotti egyenlétlenségre. A 2. tételre adott
szép bizonyitisa ugyancsak matematikai képességeirdl tantskodik. Ezért
a Bizottsdg azt javasolja, hogy az elsé b. E6tvés Lordnd dfj Berra Anpor-
nak adassék, aki a sdrospataki ref. gimndziumban ErpéLyi LiszLo tandr
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tanitvdnya volt. A mdsodik dijra a Bizottsdg Csanipi Gyorey-6t hozza
javaslatba, aki a budapesti 4ll. Kolcsey Ferenc redlgimndziumban Messik
Béra tandr tanitvdnya volt. Csanior dolgozatdnak egyik érdeme, hogy a
3. feladatban haszndlt mdédszere sokkal dltaldnosabb tétel bizonyitdsdra
is alkalmas.

Dicséretet érdemel Baver Gvirey, aki lényegileg szintén mind a hd-
rom feladatot megoldotta, de fogyatékos fogalmazdssal, valamint Krauvsz
Jézser, aki egyediil adta a 3. feladat teljes megold4sit.

A Bizottsdg ezittal is sajndlattal dllapitja meg, hogy a dolgozatok
fogalmazdsa tilnyomdan fogyatékos.»

A Bizottsdg e javaslatdt a Vdlasztmdny 1935. november 14-én tartott
iilésén egyhangilag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott el6ado iilé-
sen Rapos Guszriv elnék adta 4t a dijakat a verseny gy6zteseinek.

Az 1935. évi XXXIX. matematikai tanuléversenyen
dijat nyert dolgozatok.

Bella Andor dolgozata.

L feladat. Feltehetjiik, hogy a,, a,,..., @, a szdmok elsé permutd-
ciGja, tehdt a nagyobb indexii értéke is nagyobb. Ha ax=>a; és by=>b,,
illetve ar=a;+e,, bm=b,+e, ahol &, és g, pozitiv szdmok, akkor

g a a ak (1)

ugyanis :

ﬂ_’_ L S L ] A 20,01+ bney+auig,
BT g e, " Ty bn (bute,)
5 S B ai+e;  2bpartbus,tais, 648,
bm = bn " bate, e e by (b +¢5)
Ebbél nyilvdnvald, hogy
A a €18 M ak
e

Az S’Z’ -ben szereplé mennyiségek pozitivak, tehat elhagy4sdval a bal-
oldal ZSg]l{ken (ugyanakkora, ha &, vagy &, z€rus); és gy (1) valéban

fenndll. Mit mond ez a tétel ? Azt, hogy a hényadosok Gsszege semmi-
esetre sem né (tehat vagy fogy vagy ugyanakkora marad), ha két neve-
z6t olyan értelemben cserélek fel, hogy az egyik hdnyadosba jus-
son a kisebb nevezé és a kisebb szdmldlo. — Megkeresem tehdt azt az

S hdnyadost, ahol bpy=a, (ez lehetséges, mert minden a-nak meg-
x
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felel egy b). Ez a by kisebb, mint b, ; ha tehdt felcserélem, akkor az

egylk hdnyados 24— 1 lesz, a mdsik &; (1) szerint
b b,
@, G Oy O
b O i A

Tehdt a hdnyadosok Osszege csokkent a felcseréléssel. Ha most %—et
rogzitem, akkor a, lesz a legkisebb szdmlils, b, = a, a legkisebbﬂbne—

vezo. Az T2 M helyett a ndla kisebb (vagy egyenld) . ST . 3
bz b?-l by bz
téve ismét csokkentem a hdnyadosok osszegét. Mar most %zl-et
: : y
1s rogzitem és Z—3—mal jarok el ugyanigy. A felcserélést n-szer végezve,
3
minden szamldlé egyenlé lesz a sajit nevezojével, értékiik 1 lesz, tehdt
(figyelembe véve, hogy az Osszeg csokkent):
2 3

1‘ 53 - Z" n
=1 bl e N e =

Tételiink be van bizonyitva.

1. feladat. Ha a pontok szdma véges, akkor van a halmazban az
() centrumtdl legtavolabb esé két pont: A és tiikérképe A,. Ekkor az
O koré A-n és A;-en keresztiil hizott r-sugaru kor teriiletére esik H
minden pontja. Legyen O egy O-tél kiilonb6z6 mdsodik centrum ; ak-
kor A,0,+A0;>2r, mert A,0,A /A Kkét oldaldnak osszege nagyobb a
harmadikndl. Ha ez igy van, akkor vagy AOg, vagy A,0, nagyobb »-nél,
Legyen pl. AO,>r. Akkor A, 1évén A tiikorképe Oy-re, AxO, szintén
nagyobb r-nél. De ekkor AOz+ArxOr>2r, AAx>2r; korben az &t-
mérénél hosszabb egyenes nem képzelheto el, tehdt A, a kor teriiletén
kiviil esik és fgy nem lehet a H halmaz pontja. Ezért O, nem lehet a
H halmaz centruma: H-nak centruma csak az egyetlen O lehet.

I1. feladat. Legyenek A,, A,, A, az alaplap, A,, A;, A, a fedélap meg-
felel6 sorrendben irt csicsai €s ay, @, ..., @ a hozzdjuk rendelt szimok.
E hat szdm szdmtani kézepe legyen a. A feltétel szerint

Sas =a,+ ag + a, 3a,=—a; + a5+ ag

3a,=a; + az + a,, 3ay=a, + a, + a,

Sag =0, + a, + a5, 3as= a; + a; + a;.
Innen dsszeaddssal :
3a, + 3a, = a, + az + a, + a, + a, + a, = 6a, tehit a, = 2a—a,,
3a, + 3a; = a; + ag + ay + a, + a, + a; = 6a, tehit a; = 2a— a,,
3ag + 3ay = a, + a, + a5 + a; + a, 4+ ay = 6a, tehdt a; = 2a — ay;
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ay, as, a ezen értékeit helyettesitve :

3a;, =ay + a; + 24— a,, azaz da) = a, + a; + 2a,

3a, =@y + a3 + 2a —a,, azaz 4da, =a, + a, -+ 2a,

3a3 =a, + a, + 2a —ag, azaz 4da; =a, + a, + 2a.
Innen kivondssal 4a, — 4a, = a, — a,, azaz a, = a, adédik és hasonléan
0y =0, €S 0;—0,.

Csanddi Gyorgy dolgozata.
1. feladat. Legyen

iR e
1 2 n
Szorozzuk Gssze s tagjait :
Gy O __ 4
bbby,
mert a nevezében 1évé szorzat tényezsi egyenloek a szamliléban lévo
szorzat tényezobivel, csak mds sorrendben. Igy L .. § 2 mér-

ek B U S
tani kozepe 1/1 = 1. Viszont pozitiv szdmok szdmtani kézepe nem lehet

kisebb a meértani kozépnél, tehat % = 1 vagyis

b, by —IZ

Az egyenl6ségjel akkor dll fenn, ha a; = b;.

1l. feladat. Bizonyitsunk indirekt mddon, vagyis tegyiik fel, hogy a
ponthalmaznak két centruma van: O, és O,. Kiilonboztessiink meg két
esetet : a szerint amint /-nak minden pontja az 0,0, egyenesen fekszik
vagy van ezen kivill is pontja.

1. Ha a H halmaz osszes pontjai egy / egyenesen fekiisznek és ha
a halmaznak van egy centruma: O,, akkor H pontjai O, két oldaldn,
O,-re pironként szimmetrikusan fekiisznek. Legyenek e pontprok a,, a;;

@y Ao .. 5 y, al, ahol ay,, ill. a, az O,-t6l kétoldalt legtavolabb fekvd
a, a, a; a, an
g 0

pontokat jelenti. Ha mostan a ponthalmaznak még egy centruma van:
0, és ez is f-en fekszik, akkor kell, hogy O, az a, és @, pontok
koziil az egyikhez kozelebb fekiidjék, mert Oy== O, és a,0, = 0.0y
Legyen a kozelebbi a ; ekkor a,0,>a,0,. Ha a,-nek O,re vonatkozta-
tott szimmetrikusa «/, akkor tehdt aj0,>a,0,. Azonban a, a ponisor-
nak legkiilsé pontja, tehdt a, csak rajta beliil lehet, ha a sorozatnak
véges szdmu tagja van.
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2. Ha a halmaznak 0,0,-n kivil is fekiisznek pontjai, ugy védlasszunk
ki ezek koziil egyet: P,-et. Be fogjuk bizonyitani, hogy ekkor a halmaz-
nak okvetleniil végtelen sok pontja van. P,-nek O,-re vonatkoztatott P,
tiikorképe szintén pontja a halmaznak. Ugyanigy P/-nek O,-re vonat-

koztatott tiikorképe, P, is; s f.t. a ml-
veletet a végtelenségig folytathatjuk, tgy,
hogy P-nek O re vonatkoztatott szim-
metrikusit P/-vel, P/-nek O,-re vonat-
koztatott szimmetrikusdt P, ,-gyel jelsl-
jiik. — Most mér csak azt kell bebizo-
nyitanunk, hogy az igy szerkeszlett pon-
tok koziil ketté nem eshet egybe. Bizo-
nyitsunk teljes indukciéval. Tegyiik fel, hogy P-ig egyik pont sem esett
egy mdsikba. Ekkor Py nem eshet egybe valamely P, ponttal, mert 0,0,
kiilonb6z6 oldaldn fekszenek és nem eshet Gssze egy I/ ponttal sem,
mert P, és P, kiilénb6z6 pontoknak tiikérképe is kiilonbozs. Vagyis P/ 1)
pontot jelent. P, nyilvain nem esik egybe P,-gyel s P,, P,, P s i. t.
mind az el6z6ektol kiilénbozé pontok.

Két centrum esetében tehdt a halmaznak végtelen sok pontja kell,
hogy legyen, mert egy ponthoz a két centrum segitségével végteleniil
sok sziikségszertien hozzdtartozé pont képezhetd.

IIl. feladat. Legyenek a hasdb csticsai, az dbra szerint, A,,..., A;;
a hozzajuk rendelt szémok: a,,. .., a; Tegyiik fel, hogy e szdmok ko-

ziil kett6 kiillonbozik. Ekkor nyilvdn kell két olyan-
nak is kiilénbéznie, melyek egy élen fekszenek.
Legyenek ezek pl. a;, és a, és legyen a,>a, —
1) a, szdmtani kozepe az a,, a; €s a, szimoknak
s igy, a,>a, folytdn, a, és a, koziil a kisebb, pl.
a, (hol a, < a,), kisebb a,-nél: a,<a,. 2) a, szdm-
tani koézepe az a,, ag, a; szamoknak ; mivel a,>a,
és @y > a,, azért a, > a,. 3) a, szdmtani kézepe
az a,, ag 4, szamoknak; mivel a, > a, a,>a,
és igy a, > as, azért a, < a,. 4) Végil ay szdm-
tani kézepe az as, a,, a, szdmoknak; mivel a, > a,
és az>ag, azért a,<ag, — Azonban a,=a,>a,>a,
tehat feltevésiink ellenmonddsra vezet, vagyis a csicsokhoz rendelt szdmok -
nak mind egyenl6knek kell lennick. — Megjegyzendd, hogy bizonyitdsunk
alapja az, hogy a szdmtani kzép a legnagyobb éslegkisebb szdm kozé esik.

Ugyanerre az eredményre vezet a 3a, = a, + a, + a,, stb. egyenlet-

rendszer megoldésa is.
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Jelentés az 1935. évi XVII-ik «Karoly Irén» fizikai
tanuloversenyrol.

Térsulatunk XVII-ik «Kdroly Irén» fizikai tanuléversenyét 1935. okt.
19-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejileg. Budapesten 14,
Szegeden 3 versenyzé jelentkezett; beadtak Budapesten 12, Szegeden
2 dolgozatot. Szegeden egy versenyen kiviili résztvevd is beadta dol-
gozatdt,

A verseny tételei a kivetkezok voltak :

1. A hang terjedési sebessége legyen 333'2 m/sec. t=0 idGpontban
eldordiil az 4gyd. Kiszdmitandék azok a by, tgy Lg, illetoleg ¢}, ¢, ¢ 1d6-
pontok, melyekben a dérej a mikrofonokat (M,, M,, M) éri, a) ha nem
fij a szél, b) ha az x tengellyel parhuzamosan 10 m/sec sebességii
szél fuj.

Médsodszor adva lévén a hdrom mikrofon el6bbi koordindtdi és a
ts—t, és t,—t, észlelt idckiilonbségek, mekkora hibdval adédnak az
dgyu koordinatdi, ha azokat a szél figyelembevétele nélkiil szamitjuk ki ?

Agyii koordingtdi: =500 m, y =0 m,

M, « z =10 m, y = 8000 m
M, « 2 = 2000 m, y = 8000 m
M, « x = 4000 m, y = 8000 m.

2. Két edényt, melyek egyike 3-szor nagyobb térfogaty, mint a mdsik,
vékony cs6 kot Ossze. Az edényekben 15° G hémérsékleten 760 mm Hg
nyomdsi levegé van. A nagyobbik edényt 100° C-ra melegitjiik, a
kisebbiket 15° C-on tartjuk. Szdmitsuk ki, mekkora lesz az edényekben
a levegé nyomdsa és hdnyszor tébb levegé lesz a nagyobb edényben,
mint a kisebbikben ? (Az 6sszekotéesé térfogatit és a nagyobbik edény
melegitésokozta térfogatnévekedését nem vessziik figyelembe.)

A dolgozatok meghirdldsira kikiildétt Bizottsig, melynek tagjai Tancr
KiroLy elnoklete alatt: Mikora SANDOR, Naey L. Jozser, PoeAny Bera,
SzaB6 Gisor és Rysir Istvan voltak, SzaBo Gisor el6addi eliterjesztésére
a kovetkez6 javaslatban dllapodott meg :

Az elsé feladat elsé kérdését mindenki megfejtette (néhdnyan kisebb
szamitdsi hibdval), a masodik kérdést mdr csak négyen. A tébbiek vagy
csak vézoltdk a szdmitds menetét, vagy pedig hibdsan okoskodtak és
szémitottak. Mindenik versenyzé tgy fogta fel a feladatot, hogy a szél
az x-tengely pozitiv irdnydban fuj. Egy versenyzé azonban az ellenkez(:)
irdnyt szél esetére is elvégeste a szdmitdst. A harmadik kérdést senki
sem fejtette meg. Volt olyan versenyzo, aki a feladattdl eltérden nemecsak
az észlelt t4—t, és th—ty idokiilsnbségeket vette ismerteknek, hanem a
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£, idot is, és igy hdrom kor kozos metszéspontjanak koordindtdit kereste,
de igy sem jutott eredményre.

A miésodik feladat megolddsdhoz hdrom versenyzé hozzd sem fogott,
A tobbiek mind més-mds médon prébdltdk azt megoldani. Legtobbnek
azonban hibds az okoskoddsa és ennek megfelelden a szdmitdsa is.
Némelyeknek pedig nem érthetd a gondolatmenete, mert semmi ma-
gyardzé szoveget nem frnak egyenleteikhez, és olyan betiit is haszndl-
nak, melynek nem mondjdk meg a jelentését.

Csak egy versenyzo fejtette meg mind a két kérdést : Vavarmv Jinos,
aki a budapesti . ker. 4ll. Verbéczy redlgimndziumban dr. Téra Grza
tandr tanitvinya volt.

Az elmondottak alapjdn a Bizottsdg eléaddja egy versenyzo dolgozatit
sem javasolhatta megjutalmazdsra. Valatin Jdnos dolgozatdt is, mivel az
elso feladatban érdemleges eredménye nincs, csak dicséretre ajéanlotta.

El6adé javaslatdt a Vélasztmdny 1935. november 14-i iilésén el-
fogadta.



TARSULATI ELET.

Az 1935. évi junius 1-i XL. kozgyiilés.

A kozgyilés Rabos Guszrdv elnok megnyité beszédével kezdodott :

Mélyen tisztelt Eétvés Lorind Matematikai és Fizikai
Tarsulat !

Megéllapitvan a kozgytlésnek alapszabdlyaink és a még fenn-
all6 miniszteri rendelet értelmében valé hatdrozatképességét,
idvézlém a megjelent budapesti, és killonosen melegen a vi-
déki tagtarsainkat, akik az utazds firadalmait és koltségeit nem
sajnalva eljottek, hogy jelenlétiikkel kollegiilis egyiittérzésiiknek
kifejezést adjanak.

Mindannyiunkat egy cél egyesit, egy feladat lelkesit: szak-
tudomdnyainknak, a matematikdnak és fizikinak miivelésével
hazank mtivel6dését becsiiletes munkaval szolgdlni és azt elébbre
vivén, hazink létalapjainak megszilirditisdhoz erénkbdl telheté-
leg hozzajarulni. Térekvésiink példak addsaval és szolgalatra
kész tdmogatdissal tudomdnyunknak 1j hiveket és muveldket
toborozni.

Tisztelt Kézgytilés! Tarsulatunk — bar csak 44 év ota dll
fenn — mégis mar félszdzados multra tekinthet vissza. Tarsu-
latunknak van ugyanis egy torténetel6tti korszaka, amelyrél a
mai nemzedéknek alig van tudomdsa. A budapesti matematiku-
sok mar 1885 ota rendszeres Osszejovetelekben havonként két
eléadoestét rendeztek, amelyeken kivalo egyetemi és kozép-
iskolai tanarok sajat kutatasaik eredményérél vagy a tudomany-
nak haladasairél a matematika, fizika, geodézia teriiletén refe-
raltak.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIT 12
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Az el6adasokat egyes vendégl6kben tartottuk.* Az el6adasokat
ké6z6s vacsora kovette, mely b6 alkalmat nyujtott az eléadasok-
kal kapcsolatos eszmecserére. Ez a tagdijmentes, alapszabalyok
és elnék nélkiili, fesztelen tarsasag fenndllott 1891-ig, amig
feledhetetlen elsé elnokiink, br. Eérvos LorAnp Téarsulatunkat
megalapitotta és ezzel az alapitdssal egyiitt G folyoiratnak, a
Math. és Phys. Lapoknak meginditasat és fenntartasat biztositotta.

Br. Eorvos Lorinp mar akkor is tisztaban volt azzal, hogy
folyoiratunk koéltségei egyedill a befolyo tagdijakbol nem fedez-
heték és bizton szamitott a kormany és a Magyar Tud. Aka-
démia hathatos segélyére, mert e folyoiratot nagy hivatdsdndl
fogva a tamogatdsra érdemesnek és méltonak tartotta. Br. EéTvos
Lorinp e varakozdsaban nem ecsaldodott, mert a vart segitség
el nem maradt.

Boldog idéket éltiink akkor, amidén folyoiratunk a hébort
befejezéséig, tehat 26 éven at, 30—32 ivnyi terjedelemben jelen-
hetett meg és eredeli kutatisok eredményein kiviil 6sszefiiggo
ismerteté cikksorozatokban a tudomany haladéasairol szolo refe-
ratumokat, feladat-, irodalmi- és laboratoriumi rovatot vezethe-
tett és igy Tarsulatunk a személyes érintkezéssel jaro eszmél-
teté hatason kiviil az egyetemekrdl kirajzott kozépiskolai tand-
rok részére allandé tovabbképzé tanfolyam feladatait is telje-
sithette.

A trianoni katasztréfa, amely hazénkra oly varatlanul lesuj-
tott, e boldog allapotnak véget vetett. Az orszdg megcsonkitdsa
folytan tagjaink létszama a felére siillyedt és a megmaradt ta-
goknak fizet6képessége az ismételt fizetésredukciok kovetkezté-
ben szintén a felére szdllt ald, igyhogy megeskkent bevéte-
leink mdr arra is alig elegendék, hogy folyoiratunkat erdsen
redukalt terjedelemben kiadhassuk.

1 Az els6 eldadas 1885 6szén a Ferenciek bazirjaban volt Csalanyi-féle
vendéglé egyik kiilontermében volt; két év mulva a vandorlo fekete tabla-
val egyiitt miikodésiink szinhelyét a vamhazkorati Drechsler-féle vendéglébe
tettik at; onnan végiil az Andrassy-uti dllamvasutak nyugdijintézetébe (az
Operaval szemben) kéltozkodtiink.
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Epen ezért kéréssel fordulunk a Magyar Tud. Akadémighoz,
hogy a nekink eddig is nyujtott segélyt oly fokig emelni ke-
gyes legyen, hogy a Mat. és Fiz. Lapok eredeti hivatisuknak
legalibb részben megfelelhessenek.

Nem kételkediink benne, hogy az Akadémia, beldatva kérésiink
méltanyossagat, ezt teljesiteni fogja és nem fogja kézonnyel
nézni, hogy egy intézmény, melyet dicsé elédeink megalapitot-
tak és dldozatos munkaval fenntartottak és amelynek dldésos
eredményei kézel egy fél szdzadon at hozzdjarultak a magyar
miivelédés emeléséhez, anyagi tdmogatds hijédn ténkremenjen.

A sors és gonosz ellenségek kemény périlyesapdsai sujtottak
hazdnkat és annak Gsszes intézményeit. Ezek a porolycsapasok
azonban nemzetiinket csak keményebbre, ellentdllobbd fogjak
kovacsolni, munkaképességiinket elevenebbé, szivosabba tenni
és benniinket arra képesiteni, hogy a mult viszonyait egy bol-
dogabb j6v6 szamara dtmentsiik. E boldogabb j6évé el6készité-
sére munkdlkodni mi is szent kotelességiinknek valljuk, és hogy
e boldog j6vé hajnalhasadasiban mi, ma él6k is gyonyorkod-
hessiink, sziviink legh6bb vagya. Abban a reményben, hogy
e vagyunk teljesiilni fog, nyitom meg az 1935. évi Kozgyulé-
stinket.

Az elnéki megnyité utdn PociAny Bfra iigyvezets-titkdr szdmolt be a
Téarsulat lefolyt évi miikodésérol és az év fontosabb mozzanatairdl.

Tarsulatunk a lefolyt esztendében 11 eléads-, 2 vdlasztmdnyi és 1
kozgyilést tartott. Az elgadéiiléseken 13 eléadds hangzott el, és pedig
5 matematikai és 8 fizikai tdrgyu.

Kiilénosen kiemeli keét kiilféldi vendégiinket : O. BrumentrAL aacheni
professzort és Wiener JEnG hazdnkfidl, a princetoni egyetem tandrit,
akik érdekes eléaddsukkal tanujelét adtdk T4rsulatunk irdnti megbecsii-
lésiiknek, illetéleg ragaszkodasuknak.

Kegyeletes szavakkal emlékezik meg Tdrsulatunk nagyérdemi tagjs-
nak, Kovesuiceray Rap6 egyetemi tandrnak gydszos elhuinytdrdl, kinek
ravataldra Tarsulatunk is elhelyezte a kegyelet koszordjit és kinek em-
lékét jegyzokonyvileg és a Matematikai és Fizikai Lapokban kézolt nekro-
léggal megorokitettiik.

Beszdmolva még az idei matematikai és fizikai tanuléversenyek ered-
ményeirél, a Matematikai és Fizikai Lapokrdl és cserefolydiratainkrol, az

12%
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automatikusan megiiresedé vélasztmanyi tagsdgi helyek betsltésére keriilt
a sor. A kozgytlés a lelépd védlasztményi tagokat, névszerint : EGERvARY
Jendt, Jorpan Kirorvt, Loky Bérit, Sarkapr KAroryt és Tass Anract
egyhangulag tujra megvdlasztja, az elhunyt Kovesuiceray Rapd helyét
pedig Veress PAilal tolti be.

A szdmvizsgilé-bizottsdg tagjaiul a kovetkezé évre a Vilasztmdny
részér6l Farac6 Anpor és Tass Anrar, a Kozgyilés részérl pedig
Rexner Jiwos és StacuO Tieor tagtdrsakat kiildik ki.

SzaBO GABOR pénztdrosi jelentésébél a zdrszdmaddst és vagyonmeérleget
itt kozoljiuk.

1934. évi zarszamadas.

Bevétel :

1. 1933. évi zdrszamaddsi maradvédny : Pengd

a)-kézi' pénztdrbanst st s ST o B 7821 P

b) postatakarékpénztdrban _ _ .  _ _ _ 73699 « 390320

¢) Magyar Leszdmitol6 és Pénzvélté Bankban 1368—

d) takarékkonyvben (Kdroly Irén-alap).. .. . 1020— «
2, Tagdijak |’ . LA Sl RORISRE Eiso v et s il WM MERS & PR i Ig D=
3. Eltfizetési: dijak S a4 oMb KOS 450 S s Wi i SEee ) 261-94
4. Adomadnyok:s /v on i i RAEREL iy 9 VAL S5 Fes ol A IS DUl SAF R
5. Allamsegély - wes’ Ml b i il e Sl LSS e—
6. Magyar Tudomdnyos Akademla segélyer S lol Lo SRB L E T 500-—
7. Budapesti Kozépisk. Tanarképzé Intézettél ... .. . . . .  305—
8, Kamatok . . Aol enaIIIEAT e e Ty 69-53
9. Negyesek' ... .0 T lsSpuiarpubnt it D1 e 1o ol TA0 A | 450 00 2443

Osszesen : 604410
Kiadas

1 Nyomdai koltsgek i Nl b vin SFmuy o g aToh in. o S i AL 7L e 2660-—
2o anulOverseny | . u. bt a0 cuas b e R 124-63
K onig-plakétt: .o .. .. LHa Ut s SR, Sl /0L T S ARG, D19 L
4. Kezelésikoltségek és Dijkezeléség jutaléka _ . — . — 89-78
B2 iWepyeseka st it p o S EET P PRI 7 B g bt AT S 106-89
6. Pénztdri maradvény :

) kézipenziarbanss, 0 jbl S £y 1 W FS 8 SNGET O 6564 P

b) postatakarékpénztdrban _ _ _ _ _ __ _ 88216 « 9850-80

¢) Magyar Leszdmitold és Pénzvdlté Bankban 883—
d) takarékkoényvben (Kéroly Irén-alap)ii e heie 10"0—- «

Osszesen: 6044°10
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Vagyon-mérleg.

Vagyon:
1. Koronaértékpapirosokban : Korona Pengé
a) A Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban :
2600 K. n. é. 4%c-0s févdrosi kélesonkétvény — 2600—
1800 « « « 69%b0-os hadikdlcsénkotvény

(4. kibocsdtds). . — _  1800—

300 « « « 4%c-0s magyar korona- | g B
jéradékkotvény | =g 300-—

o=

2200 « « « 6°o-o0s hadikélcsonkotv. [ S =
(3. kibocsdtds) (=  2200—

2000 « « « 53%¢-0s hadikolesonkotvény
(4. kibocsdtds).. — .. 2000—

10000 « « « 6%o0-os hadikdlesonkotvény
(3. kib.) Kénig-alap...  10000-—
4557

b) A Pesti Hazai Takarékpénztirban jelzési

kényvben _ _ _ _ 108—
¢) Allami kezelésben: (Majthényi Ott6-hagyaték) 10000"—
2. Pénzkészlet :

a) kézipénztdrban .. . _ _ _ _ 6564 P ]
T e
b) postatakarekper'lztérpan SRR 167 ¢ 9850-80
¢) a Magy. Lesz. és Pénzyv. Bankban 883 — « l
d) takarékkonyvben (Karoly Irén-alap) 1020°— «
3. Tagdij és eléfizetési dij hdtralék . . _ . . . 200—
v tmtatvanyole 5.0 1 b AU RShal T o 100—
Osszesen : 29,008 — 3150-80
Teher
Korona Pengé
NSO aI Tt OZas. it L T Sl (i 174-83
Thrs b o Al ST A S SR e . 29,008— 297597

Szabé Gabor s. k.

pénztaros.

Megvizsgiltuk és helyesnek taldltuk.
Budapest, 1935. dprilis h6 4-én.

Tass ANTAL s. k., RENNER JAnos s, k., VEress PiL s. k., Farao Anpor s. k.

e
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Eldéadasok.

1934. nov. 8. Az 1934. évi matematikai és fizikai tanuléversenyek
eredményeinek kihirdetése és a dijak Unnepélyes dtnyujtdsa. Szaray
Sinpor : Vizsgdlatok elektrolitek kompresszibilitdsdra ultrahangsugarakkal
és Debye ionattrakcids elmélete.

1934. nov. 22. Tmanyr MikLos: A 2" hatvdnnyal jellemzett korosztdsi
szdmtestek Lagrange-féle rezolvensérél.

1934. dec. 13. Nagy L. Jozser: Néhdny demonstrdcids kisérlet.

1935. febr. 14. Frank GiBor és Patar Imre: Nagyemisszi6ju izzo-
katédok telitési dramdnak mérése. Rapo Gvorey : Faltéltések és faldramok
hatdsa az elektroncsé mikodésére. (Bemutatdsokkal.)

1935. febr. 28. Vitéz Barnéruy JENG: A kozmikus sugdrzds csillagidé-
periodusarel.

1935. marc. 14. Marétar (Kuroira) Ferenc: Osszetett fiiggvények
grafikus dbrdzoldsdrél. Turin PAL: Az egész szdmok primosztéinak sz4-
marol.

1935. marc. 28. Kepves Mikros : Iskolai gravitdciés késziilék bemuta-
tdsa (kisérletekkel).

1935. apr. 11. Veress PAL: A kozépérték fogalmdrdl.

1935. apr. 30. O. Brumentaan (Aachen): David Hilberts Leben und
Werke. Aus Anlass der Herausgabe seiner gesammelten Abhandlungen.
(David Hilbert élete és miivei. Osszegyiijtott dolgozatainak kiaddsa alkal-
mabol.)

1935. mdj.7. Wiener JENG: A csoportelmélet alkalmazdsa a kvantum-
mechanikdban.

1935. jun. 1. OrrvAy Ruporr: Tapasztalataim északamerikai tanul-

ményutamrol.
x

Kozgyiiles volt : 1935. jun. 1-én.
x
Valasztmdanyi ulésck voltak : 1984. nov. 8-an és 1935. mdj. 18-an.

Uj tagok:

Darvas JEno, dll. realgimn. tandr, Bpest.

Feses LiszLo, bolesészettanhallgats, Bpest.

Papp Marcir, Baar—Madas lednyliceumi tandrné, Bpest.
Meghalt :

Kévesuigeray Rapd, egyetemi ny. r. tandr, Budapest (1934. okt. 12.)
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Kimutatas
az 1935. mdrcius 18-t6l oktéber 31-ig befolyt Gsszegekrdl.

1. Tagdijak.

1932-re : Breszlauerné Blau Ilona (4), Girsik Géza (3), Gorbe Imre (6),

Terkdn Lajos (8), Téth Géza (5), Turdn Pal (2). Osszesen 28 P.
1933-ra : Albert Anna (8), Breszlauerné Blau Ilona (8), Csada

Imre (6), Dér Zoltan (6), Krdey-Gruz Tibor (8), Fekete Jené (8), Gorbe
Imre (6), Kolozsviry Béla (8), Kronberger Ede (2), Magi Ferenc (6),
Magyar Marta (8), Neogrddyné Haich Sarolta (8), Neumann Jdnos (8),
Oltay Kéroly (8), Patai Lészlo (2), Rona Zsigmond (8), Schaller
Mityds (6), Sebok Emmdnuel (6), Somogyi Antal (8), Steiner Lajos (4),
Sutdk Jozsef (8), Merkdn Lajos (2), Waldapfel Janos (8). Osszesen 150 P.

1934%-re : Albert Anna (8), Breszlauerné Blau Ilona (8), Bresztovszky
Béla (8), Brody Imre (8), Detre Ldszl6 (4), KErdey-Gruz Tibor (8),
Fekete Jeno (8), Fenyvesi Andor (8), Ferenczy Zoltdn (8), Goll Gyorgy (8),
Kolozsvary Béla (8), Kronberger Ede (2), Sz. Nagy Gyula (6), Oltay
Kdroly (8), Patai Ldszl6 (6), Péter Rozsa (8), Radé Simon (6), Réna
Zsigmond (8), Schay Géza (8), Somogyi Antal (8), Steiner Lajos (6),
Sutdk Jézsef (8), Szdnté Sdndor (8), Tolnai Jens (8), Waldapfel
Jdnos (8). Osszesen 182 P.
_ 1935-re : Albert Anna (8), Buchhick Gusztdv (8), Cseh Elekné (8),
Eber Jozsef (8), Fejes Ldszlo (4), Frakndy Jozsef (8), Hajés Géza (6),
Horvay Béla (8), losvay Lajos (8), Jdky Jozsef (8), Kedves Miklés (6),
Klug Lipot (8), Kovdcs Janos (8), Kuzaila Péter (6), Lassovszky Kdroly (8),
Luckhaub Gyula (8), Magdics Gdspdr (8), Sz. Nagy Gyula (6), Oltay
Kdroly (8), PPapp Margit (8), Patai Imre (8), Pédery Attila (8), Somogyi
Antal (8), Sutak Jézsef (8), Szab6 Gdbor (8), Tass Antal (8), Winter
Jozsef (8). Osszesen 204 P.

1936-ra : Bauer Mihdly 8 P.

2. Eldfizetési dijak :

1933-ra : Kozgazdasdgi Egyetem Math. Szemindriuma Bp. (8), Bolyai
reslisk. Bp. (8), Széchenyi L. rg. Bp. (8), Apponyi A. lednygimn. Gyor (6),
Ybl M. redlisk. Székesfehérvar (2). Osszesen 32 P.

1934-re : Kozgazd. Egyetem Math. Szemindriuma Bp. (2), Bolyai
redlisk. Bp. (8), Mdria Ter. lednygimn. Bp. (8), Ciszt. Tandrképzé
Kényvtdra Bp. (8), Norbertinum Konyvtdra Bp. (2), Széchenyi 1. rg.
Bp. (8), Szt. Imre rg. Csongrdd (1), Apponyi A. lednygimn. Gyér (6), Szé-
chenyi L. rg. Sopron (2). Ybl M. redlisk. Székesfehérvar (6). Osszesen 51 P.

1935-re : Miiegyet. I. Math. Gyiijtemény Bp. (8), Kalazantinum Bp. (8),
Ciszt. Tandarképzo Konyvidra Bp. (8), Technol. és Anyagvizsg. Intézet
Bp. (7°94), Norbertinum Konyvtara Bp. (4), Szt. Imre rg. Csongrdd (2),
Révai M. redlisk. Gydr (3), Ref. redlgimn. Miskole (6), Széchenyi I. rg.
Sopron (6), Garay rg. ifj. Kényvtdra Szekszdrd (5-40), Polg. isk. Tandr-
képzé Foisk. Szeged (6), Horvith M. rg. Szentes (6). Tovabbd a M. kir.
Vall. és Kozokt. Miniszterium eldfizetése a kovetkezo intézetek szd-
mdra : Verbéezy rg. Bp., Arpad rg. Bp., Berzsenyi D. rg. Bp., Maddch I.
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gimn. Bp., All. lednylic. (Erzsébet Néiskola) Bp., Balassa B. rg. Balassa-
gyarmat, Kohdry I. rg. Gyongyds, Jozsef nddor rg. Jdszberény, Bessenyei
Gy. rg. Kisvérda, Kisfaludi S. rg. Stimeg, All. rg. Szentgotthdrd, Faludi
F. rg. Szombathely, Kényves K. rg. Ujpest, Dedk F. rg. Zalaegerszeg,
Dob6 1. redlisk., Eger, Katona J. redlisk. Kecskemét, Loidntly Zs. ledny-
lic. Békéscsaba, Teleki Blanka lednylic. Mezétir, Kanizsai Dorottya ledny-
lic. Ujpest, Kir. kath. Széchenyi I. rg. Jdszapiti (160 P). Osszesen
230 P 34 f.

~ 1936-ra : Ref. rg. Miskole (2), Polg. isk. Tandrképzé Féisk. Szeged (6).
Osszesen 8 P.

3. Segélyek, adomanyok.

Allamsegély 400 P, a Magy. Tud. Akadémia segélye 1000 P, Nagy
L. Jézsef adomdnya 20 P. Osszesen 1420 P.

Budapesten, 1935. oktéber 31-én.
i R ¥ Szabo Gabor s. k., pénztdros.

Ujabb magyar matematikai kényvek.

Kiirschak Jozsef: Matematikai versenytételek. Tanulover-
senyein kitlizte az E6tvos Lorand Matematikai és Fizikai
Tarsulat 1894—1928; megoldasokkal és jegyzetekkel;
VIII+133 lap, Szeged, 1929.

Bolti dra 10 P; Tarsulatunk tagjai 40 %-os kedvezmény-
nyel megrendelhetik a Kézépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok kiadohivataliban (Budapest, XI., Verpeléti-ut 22, III. 4.)

srosschmid Lajos: Mdsodfoki alakok algebrdja (Matrixok
és elemi osztok); XVI+4741 lap, Budapest, 1933.

Bolti dra 20 P; Tarsulatunk tagjai 50 %-os kedvezmény-
nyel megrendelhetik Térsulalunk pénztarosanal, Szabd
Gabor tanar urnal (Budapest, XI., Verpeléti-ut 7).

Stacho Tibor: Felsébb mennyiségtan ; 623 lap, Budapest, 1933.

Bolti ara kotve 30 P. Fébizomanyos : Németh Jozsef kényv-
kereskedése (Budapest, XI., Horthy Miklos ut 15).

Veress Pal: Valds figguények, 175 lap, Budapest, 1934.

Bolti ara flizve 6 P, kétve 7°50 P; Tarsulatunk tagjai
20%-os kedvezménnyel megrendelhetik a Studium kényv-
kereskedelmi részvénytdrsasdgndl (Budapest, IV., Kecske-
méti-u. 8.)

Szasz Pal: A differencidl- és integrdlszdmitds elemei (az
elészot irta: Fejér Lipot), I. két. XIV4-476 lap, IL két.
X-+460 lap, Budapest, 1935.

A két kotet bolti ara 38 P, mely ésszeg a Franklin-
Tarsulatnal (Budapest, IV., Egyetem-u. 4) 3 pengés rész-
letekben torleszthetd.

Franklin-Tarsulat nyomdaja. — Abrai V.
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