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A FOURIER-FELE SOR ES A HATVANYSOR
SZAMTANI KOZEPEINEK
NEHANY UJ TULAJDONSAGAROL.!

1. Az utobbi évtizedekben szép eredménnyel tanulményoztak
a mathematikusok a Fourier-féle sor és a hatvanysor részlet-
Gsszegeit, valamint ezeknek a szamtani kézepeit. A kutatok ér-
deklédése nem szoritkozik a kiilonb6zé konvergencia-kérdésekre,
amelyek a részletosszegek vagy a szamtani kozepek wvégtelen
sorozatdra vonatkoznak, hanem Kkiterjed az egyes kozelito alak-
zatok menetére is, Osszehasonlitva azt a kifejtett fiiggvényével.
El6addasomban néhany, utébbi természetii ij eredményt ohajtok
megbeszélni.

2. Kezdem egy els6é elemi példdval. Tekintsiik azt a ferde
egyenes vonaldarabot, mely a

(o, %) és (m, 0) koordinatajn
pontokat koti ossze.
Ez a vonaldarab az

n—X

@ =

(1)

1. abra.

linearis fiiggvénynek felel meg, amelynek a (0, ) szdmko6zhoz
tartozéo Fourier-féle sinussora a kovetkezo alaku:
sin sin 2x sin nx

fap-227 4 oo ST @

0<Jc_s_7r.

1 Az «Eotvés Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat» 1933 dec. 14-iki
ulésén tartott eléadas. Ugyanezt az eldadast elézdleg 1933 tavaszan, az
északamerikai Egyesiilt-Allamok tobb keleti és kozép-nyugati egyetemén
tartottam. y

Matematikai és Fizikai Lapok. XLI. g 1

M. T. Axm, lﬁBNYVTARA'

Kgwedsknaplo




2 FEJER LIPOT.

3. E sinussor n-index{ részletdsszege (szelete):

sin X sin.2a; sin m;
Sn(x) —N(X) = - d-----O------F--—- F-mrm ——— ®)

E részletdsszegeket, mint ismeretes, nagyon alaposan vizs-
galtdk meg, mivelhogy ezek képezik alapjat a klasszikus Gibbs-
féle jelenségnek. Ezekkel tehat nem akarok tovabb foglalkozni,
hanem csak egyszer(ien Gibbs, Bocher és Runge ismert munkaira
utalok.

Egy tulajdonsagat a (3) alatti szeleteknek azonban mégis
megemlitem, mert ez a kovetkezOkben szerepet jatszik: az

sinx , sin2a , , Sin nx
TS = — + —r1 - +m"+~71~

szelet pozitiv, ha 0< x < z, barmi legyen is az n pozitiv
egészszam értéke. Ezt a tételt, mint sejtést, 1910-ben mon-
dottam ki, s D. Jackson €s T. H. Gronwall hamarosan be is
bizonyitottdk. Kés6ébb én egy harmadik bizonyitast, Landau
pedig egy negyediket talalt erre a teljesen elemi tényre.

4. Marmost attérek a (2) alatti sinussor részletdsszegeinek
els6rendli sz&mtani kdzepeire:

o(d _ soi&+ (X) 4 bsn(x)
s (%)

9)

Minthogy az y = sn(x) gorbék, n= 1 2, 3,..., mind az
£u-tengely folott fekiisznek, hacsak 0 < x < n, tehat az

y — S™(x), (n=1,23,...) )

kdzépgorbék is mind az it-tengely folott haladnak, ha 0< x < iz

Masrészt meg egy a FouRIER-féle sor els6érendl kozepeire
vonatkoz6 altalanos tételbdl tistént kovetkezik, hogy

E» (<)< y ©)
ha 0 < x < Tr; vagyis, hogy az i/ = S (x) k6zépgbrbék mind
teljesen az y = ~ egyenes alatt fekiisznek, ha mindig 0<x<r.
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(Emlékeztetek még arra, hogy az S;’(x) elsérendu arithme-
tikai koézepeknél a Gises-féle jelenség nem lép fol.)
1912-ben, tovabbmendéleg, azt
talaltam, hogy az
y = Sy’ (x)
elsérendi kozépgorbék teljesen az

5

y=f@r="13 @) 3

. abra.

egyenes alatt haladnak, ha O0<xz<z. Ugyanis, kénnyi széamo-
lassal, a n;x — S’ (x) kiilénbség szamara a kévetkezd figye-

lemremélto formula adodik :

ﬂ;x. R Rk b n—x ) so(oc) + s1(‘1‘) ++ sn(x) 73
4 (8)
o 6 1| '(sm(n+1)t)2dt
% n+1, sint \
amelybdl nyilvanvalo, hogy
Sl + 8@+t @)  n—2 )

n—+1 2
m—031,2= 3 .0 < a7,

Osszefoglaloan mondhatom, hogy az S;’(x) elsérendii kézepekre

T—X
2 4
e L1 Sl el P 3

0. SEME) <<

(10)

érvényes.

5. Tekintsiik ezutdn a (2) alatti elementaris sinussor S (x)
masodrendd és S (x) harmadrendii szamtani kozepeit. (Pl. a
CEesAro-félékre gondolhatunk). Ezek természetesen szintén eleget
tesznek a
T—x

0< S?(x)< 5

(11)

1%
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0 < ") < “?X (12)

n—123,.; 0<x<n

egyenl6tlenségeknek. Altalaban 0 < Sn’(x) < n;

hacsak k ~ i. De mi indit engem arra, hogy attérjek a maga-
sabb mint elsérend(i kozepekre? Ujabban azt a tételt talaltam,
hogy a szébanforgo

sin X sin_2a] sinna;
1 H—G—rmamw

ervenyes,

sor SQ (x), n= 1, 2 3,..., harmadrend({ szamtani kodzepei mind
konvexek, folulr6l nézve, a 0 < x < n kozben. Ugyanezen sor
&n(x) zérusrendld, Sn\x) elsérendd és Sn](x) masodrend(
kozepei azonban nem mind konvexek a 0< x < n kodzben.
Amidén tehat tekintjik egymasutan e végtelen sinussor zérusad-
rend(i, els6rendld, masodrend(i és harmadrend( arithmetikai
kdzepeinek végtelen sorozatait, a k = 3 rendszamnél meglep6
valtozéas tarul elénk: a harmadrendld kdzepek mind konvexek
folllrél nézve az egész 0 < x < n szamkdzben.

Hogy az Sn\x), S6 (x), S'f (x) kozepek e tulajdonsaggal nem
birnak, ez kovetkezik e CESARo-kdzepek masodik derivaltjara
érvényes asymptotikus képletekbdl:

cos (2ft+ 1)y

ST (aj —n X + en{X) (13)
2sin
& ) Y
a2 %)é@)__ sin(n+ \)x + 6n(x) (14)
2
4sm \Z(
dx*S”HX) ~ ~ 4ﬁs~in~3x7 f2coS¥ + cos(2n+3>y + *»(*>[ e (15)

ahol

lhnen(x) —lim 6n(x) = lim fjn(aj = O, (16)

éspedig egyenletesen minden <r”x”"7z—a szdmkozben (0->0).
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Ezen asymptotikus formulak segitségével az S\ (), SV (x),
S (x) kozépgorbék inflexiospontjait nagy =» értékre kénnyen
diszkutalhatjuk, és nevezetesen a fenti allitast egyszertien be-
bizonyithatjuk.

6. Marmost attérek egy maso-
dik példa targyalasara. Kossiik
Ossze egyenesvonallal a (0, 0)
pontot az (a, b) ponttal, azutan
az (a, b)-t a (m, 0) ponttal.

Most 3. abra.

ha O<z=a,
(7

n—X
b e e e
T—a =

0O<ag<z; b>0;

és az f(x) Fourier-féle sinussora

20 [sinasinx
ax—a)l  1°

f(x) =

sin 2a sin 2% sin na sin ne

92 e n2

(18)
ot

Marmost ez f(x) «tetéfiiggvény» S\ (x), S (x), S§' (x), Sy (x)
kozepeire is ugyanolyan hangzast tételek érvényesek, mint
elébb ; vagyis

0'< S9(x), (19)
0 <SP (@) < f(x), (20)
0 <87 @) < f(@), 21)
0 < Sz @) < fex); (22)

és az SP®(x) harmadrendi arithmetikai kozepek az n index
minden értékére foliilr6l nézve konvexek az egész 0 < <rm
kozben.

A tetofiiggvény Fourier-féle sinussora részletosszegeire vo-
natkozo 0 < Si(x) egyenlétlenség L. Koscumienertdl valo. Az 6
bizonyitdsa a ferde vonaldarab Fourier-féle sinussora részlet-
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0sszegeinek az imént targyalt megfelel§ tulajdonsagan alapszik.
A tet6fliggvényre vonatkozd tébbi tétel 0j. Bizonyitdsuk rész-
leteibe természetesen nem bocsatkozhatom ez el6adas kereté-
ben, de kés6bb mégis egyet-mast mondani fogok a bizonyitasi
maodszer alapjarol.
Végul megjegyzem, hogy az el6bb tekintett ferde vonal esete
a tet6 esetébdl egyszer( hatdratmenettel adddik. Ha ugyanis
b alland6 marad és a
zérushoz tart, akkor el6-
all egy a (w 0) ponton
atmen6 ferde egyenes
vonal. Ha pedig b Ujra
4. abra. allandé marad és a a
7r-hez konvergal, akkor
eléall egy a (0, 0) kezd6ponton atmend ferde egyenes vonal.
Mindkét hataresetben a tet6fliggvényre az imént megfogal-
mazott  tételek  érvé-
nyesek.
7.
szor, f(x) az a fliggvény*
melyet egy PO, Pt,...,Pk
szogpontokkal bird, nyilt
egyenesvonali  poligon
definidl. Ez aft+1 szdg-
ponttal bird poligon fe-
5. abra. kiidjon O<ic<7r-re egé-
szen az abszcisszaten-
gely folott, és legyen folilr6l nézve konvex (nem-konkav).
Méarmost emlékeztetek egy elemi tételre, amely W. Blaschke,
Ph. Frank és G. Pick bizonyos vizsgalataiban jatszik szerepet,,
amely szerint ilyen f(x) poligonfliggvény mint végesszamu tet6-
figgvény osszege allithatd eld:

fix) = 40(x) + tp{x) H——h VI(X). (23)

(Az elBallitashan a 6. pontban emlitett hataresetek is fol—
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léphetnek; a ¢ tetéfiiggvények szama legfoljebb (k+4-1)-gyel,
vagyls a nyilt f(x) poligon szégpontjainak szamaval egyenld.)

A 0 <x < 7 kozben pozitiv és feliilr6] konvex poligonfiigg-
vénynek végesszamu tetéfiiggvény oOsszegeként valé eme el6-
allitasabél azonban egy csapasra kovetkezik, hogy az imént a
tetéfiiggvény Fourier-féle sinussorara fogalmazott egyenlétlen-
ségek érvényesek a poligonfiiggvény sinussorara is. Szoritkozom
a poligonfiiggvény Sy’ (x) kozepére. Az f(x) (23) alatti eléalli-
tasabol el6szor is kovetkezik, hogy az f(x) poligonfiiggvény
Si¥ (x) kozepe — melyet talan S;P [f]-fel jelolok — egyenld az
osszes S (@] kozepek Osszegével, vagyis

l
SV f1= leﬁ?’ [g4]. (24)

Minthogy az el6zéek szerint az Sy’ [¢] kozepek mind pozi-
tivok és foliilrol konvexek a 0 <& < 7 kozben, és minthogy
tovabba végesszamu ilyen fiiggvény Osszege ugyancsak pozitiv
és folilrél konvex a 0 <« < 7 kozben, tehat mar be is bizo-
nyitottuk, hogy f(z) poligonfiiggvényiink S} (x) kozepei pozitivok
és konvexek a 0 < x <z kozben.

8. Legyen végre f(x) egy a 0 < x <z kozben tetszéleges
pozitiv és folilrél konvex (nem-konkav) fiiggvény. Illyen y=f(x)
gorbét egyenletesen és tetszé-
leges pontossaggal tudunk meg-
kozeliteni egy ugyanilyen be-
irt egyenesvonall poligonnal
(0<x<n). Amde a 0 <x <=
kozben egyenletesen konver-
galo fiiggvénysorozat hatar-
fiiggvénye pozitiv és nem-
konkav a 0<x<= kézben, ha a 6. abra.
fiiggvénysorozat minden egyes
tagja is evvel a tulajdonsaggal bir. Igy tehat trividlis hatar-
atmenettel, amelynél n rogzitve van, nagyon konnyen a kovet-
kez6 tételhez jutok:
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Ha az fix) fuggvény a 0<X<7i kézben pozitiv, és folulrdl
nézve konvex (nem-konkav), akkor FouRIiER-féle sinussoranak
zérusrendd, elsérend(i, masodrendd és harmadrend( kozepei
(vagyis az S™(X), SO\x), SQO(x) és SM{X) kozepek) a kévetkez6
tulajdonsagokkal birnak:

O<Sr.

0 <Sf (x)~ fix),
0<sT(x) £ fx),
0 <s%\x) " fix),

ha
O<x<zZ;n—12 3,—

Azonkivil az S™(x) harmadrend(d szdmtani kozepek folulrél
nézve mind konvexek az egész 0<x<n kdzben.

Az ut6bbi, a konvexitasra vonatkozé tétel az alacsonyabb-
rendli Sn\x), SO(x), Sn}¥x) szdmtani kozepekre nem érvényes.

9. Ehhez egy fontos megjegy-
zést flizok. Ez vonatkozik arra az
érdekes specialis esetre, amelyben
az y="f{x) gorbea 0<"x n
kdzben az

f(it-x) = f(x) (29}

szimmetria-tulajdonsaggal bir.
7. abra. Ebben a szimmetrikus esetben
az fix) flggvénynek mar az Sn}xp
masodrend(i szamtani kozepei is mind konvexek az egész
0<x<n kozben, foltéve — ismétlem — hogy f(x) maga pozitiv,
és folulrél nézve konvex vagy nem-konkav.

Ez a szimmetrikus esetre vonat-
kozo tétel mélyebben fekszik, mint
az el6bbi altalanos tétel. Bizonyita-
sat fol lehet épiteni arra az esetre,
amikor az y = f(x) filiggvényt a
0" x <Mt kdzben egyenl@szarl trapéz,

8. abra. abrazolja.
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pedig e sor 12 index(i masodrend(, CEsARo-féle szamtani koze-
pét : S?£(x)-et abrazolja. Az érdekes S?I(x), (x) gorbéket meg-
talalhatjuk H. S. UARSLAW-nak a FouRiER-sorrdl irt konyvében a
hires GiBBs-féle jelenség diszkusszi6javal kapcsolatban, amely
jelenség az S/ (x) részletdsszegeknél follép, mig az Sn’(™) els6-
rend( szamtani kozepeknél mar eltlinik. Ha mar most ezt a
harom gorbét a konvexitas-konkavitads szempontjabdl vizsgaljuk,
azt tapasztaljuk, hogy az S$(x) és S[*(x) kozépgorbék konvex
és konkav ivekbdl vannak 6sszerakva. Ellenben az Gj S™ (x) gorbe,
amely a (31) alatti sinussor 12 index( masodrend(i CESARO-féle
kozepét abrazolja, folulr6l nézve konvex az egész 0< x < n
szadmkdozben.

11. Mar emlitettem, hogy a megfogalmazott altalanos tételek
bizonyitadsa két specialis eseten nyugszik: a tet6 és az egyenl6-
szarUu trapéz specialis esetén.

Hogyan bizonyitjuk be a szébanforgd tételeket ezekben a
specialis esetekben?

El6z6leg mondottam, hogy erre nézve néhany szot fogok
sz6lni.

1900-ban észrevettem, hogy az

1+ 2 cos 0+ 2 cos 20-1-2 cos 30 -j------1-2 cos nO-1—- (32)

sor részletdsszegeinek els6rendld szamtani kdzepei mind pozi-
tivok (nem-negativok) a O tetsz6leges valds értékeére.
Ujabban azt talaltam, hogy a

0 + 1-sin 0+ 0*sin 20 + 3 sin 30 +
+ 0*sin 40 + 5 sin 50 +eee (33)

sor részletdsszegeinek masodrend(i szamtani kozepei (és pedig

ugy a Ceslro-, mint a HOLDER-félék) mind pozitivok a O<0<;r
kozben.

Tovabba azt talaltam, hogy a
0+ 1-sin 0+ 2 sin 20 + 3sin 30 §— (34)

sOi ié:->zlptdsszegeinek harmadrendd szamtani kozepei (és pedig
Ugy a Cesaro-, mint a HOLDER-félék) mind pozitivok a O<0<7r
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kézben. (A O indexi kozép természetesen mindkét sor esetében
kivételt képez; ez a kozép azonosan zérus).

Mar most ez a két Uj tétel, amely a mar Evier altal is tekin-
tett (33) és (34) alatti sorok bizonyos arithmetikai kozepeire
vonatkozik, adja az alapot a jelzett altalanos tételek bizonyi-
tasara.

Ezenkiviil egy lemma jatszik fontos szerepet, amelyet, ki-
indulva L. KoscaMiEDER egy figyelemremélto észrevételébdl, a
kovetkezéképpen fogalmaztam meg:

Ha 4,>0, ,=0,..: 2, =0, de § + A3 +---+ 8 + 0,
ugy
A, sin @ sin ¥ + A, sin 2x sin 2y +---+ 4, sin nx sinny =0 (35)

akkor és csak akkor érvényes a

Va7 op
{0<y<n )
négyzet belsejében, ha
4, sin x + 24, sin 2z +---+ nd, sin nx = 0 (37)
érvényes a
< e<n (38)

szamkoz belsejében.

Tovabba, ha (37)-ben a > jel érvényes, akkor (35)-ben is a
> jel érvényes.

12. Eléadasom elsé részében olyan f(x) fiiggvények szerepel-
tek, amelyek a 0 <x <z kozben pozitivok és f6lilrél nézve
konvexek (nem konkavok). Lattuk, hogy ha ilyen fiiggvény Fourier-
féle sinussora részletosszegeire az ismételt arithmetikai kozép-
képezés processzusat alkalmazzuk, az f(x) szamara olyan trigo-
nometrikus kozelité-gorbéket nyeriink, amelyek éppen ugy po-
zitivok és folilrél konvexek a 0 <a <m kozben, mint maga az
f(@). Ez az eredmény 1j iranyban mutatja be az ismételt kozép-
képezés «kiegyenlité hatasate. Még tobb ilyen jellegii tételt
talaltam, de ezekrél itt nem szélok. Inkdbb més targyra térek
at, és bemutatom az ismételt kézépképezés egy masik Gjszeri
kiegyenlit6 hatasat.
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Legyen
Nz) = cO+ ch+CPz2H-—hcnzn + eee (39)

a l=1< 1 korben reguléris f(z) analytikai fuggvény hatvany-
sora. Folteszem, hogy f(z) «egyrétl» (schlicht) a |z|<1 kor-
ben, vagyis, hogy ha zt és z2 e kor belsejének két tetsz6-
leges egymastdl kilénboz6 helye, akkor az f(zt) és f(z2 fliggvény-
értékek is kiilonboznek egymastol. Képletben:

f(zj) =h/(*9, ha zx=Fz2, |z11|z21< 1 @0
Kérdem: f{z) kozelit6 részletosszegei

Sn(z) = sn2) = c0+ cx +eee+ Quzn, (41)
n=234,5,..,

egyrétliek, vagy nem-egyrétlek a |z|<1 kor belsejében?
Erre nézve két példat fogok targyalni.
Els6 példa. Legyen

f(z)= 1+ z+ 22+ --+2"+---. (42)

Itt f(z) regularis és egyrétli a |z|< 1 egységkorben. Mint-
hogy azonban most

= 1+ 2z + 322H-—-- b nzn~\ (43)
tehat a a2 gyokei mind az egységkor belsejében fekiisznek,
ha w” 2. E szerint a geometriai haladvany részletdsszegei nem
egyrétliek a jz j< 1 egységkor belsejében.

Mésodik példa. Masodik példanak vélasztom a logarithmus
numerikus Kkiszamolasara oly fontos

/ ~i~z —/z "3— S5—I— (44)

hatvanysort. Most a w = u -iu= f(z) fliggvény megint regu-
laris és egyréti a |z|<| korben. Kozelebbrél: f(z) a z-sik
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|z| <1 egységkorének a belsejét leképezi a w-siknak egy —g—

szélességli, és az u-tengellyel parhuzamos végtelen sdvjinak a
belsejére.

10. abra. TN abras

Ezattal azonban (a (44) alatti sor esetében) az 0sszes

A 33 z2n—1 %
Sn(z):T+*:3*+"'+ R T (45)
T— O IR

részletésszegek is egyrétiiek az egész |z| <1 zart egységsugara
korlemezen. (Ez J. W. ArLexanper eredménye). Erre a tényre
egy rendkivill egyszeru bizonyitasi modot talaltam, melyet itt
mar csak azért is kozlok, mert hasonlé modszerrel bizonyitom
be idevago altalanos tételeimet is.

Legyen
sn(€'?) = w(6) + 1v(6), (46)
akkor nyilvan
N cos (2 — 1) 6
LD
Fy (47)
o sin (2v—1) 6
v(f) = Zl e

Minthogy, tudvalevéleg, a v(f) sinuspolinom pozitiv, ha 0 << <,
e szerint az s,(e®) képpont v(f) ordinatdja pozitiv, ha € az
egység-korvonal f6lsé felét (pl. a pozitiv értelemben) befutja.
Amde ugyanakkor
) i

-_71—0%_ - _v§18in (QV &° 1) 0 (48)
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nem-pozitiv, vagyis az s,(¢°) képpont u(6) abscisszaja monoton
fogy. Ha most végre még figyelembe vessziik azt is, hogy a
| z| =1 korvonal képe (melyet 8p(et®) = u(0) + () létesit) szim-
metrikus a fiiggvénysik u-tengelyére, az el6zéek alapjin mond-
hatjuk, hogy a |z| =1 kérvonalnak s,(e®) dltal létesitett képe
Jorpan-gérbe. Ebhél pedig tudvalevéleg kovetkezik, hogy

zln —1

zS
z+_§_+...+%___i_ (49)

|z] < 1-re egyrétu.

A targyalt két példa mutatja, hogy valamely, oOsszetartasi
korében egyrétii hatvanysor részletosszegei lehetnek egyrétiiek
is, meg nem is.

13. Mar most Szee6 a kovetkezo meélyenfekvo tételt bizonyi-
totta be:

Ha f(z) |z| <1-re regularis és egyréti, akkor hatvanysora-
nak Gsszes részletdsszegei egyrétiek a |z| <1 korben (termé-
szetesen s,(z) = constans kivételé-
vell. Ez a tétel 1-nél nagyobb
sugarértékre nem érvényes.

14. Ha, mint Szec6, a |z | < 1-re
regularis és egyréti fiiggvények
Osszességére terjeszkedem ki, akkor
a jelzett eredményhez ninecs mit
hozzitennem. En azonban most az
egyrétii f(2) figgvények egy alosz-

192, ibra. talyara fogok szoritkozni. Eldszor
is félteszem, hogy a w = f(2) fiigg-
VENY CgyCq5Cr--. Cpp... egylitthatoi mind valésak, vagyis, hogy

a’ |z|<1 kérmnek a w=f(z) figgvény dltal a w=u -+ iv
figgvénysikon létesitett képe szimmetrikus e sik u-tengelyére.
Misodszor azt a lényeges kikotést teszem, hogy a w = f(z)
leképezésnél a |z| = r, (0 < r <1), kérvonalaknak megfelel6 kép-
gorbék a «v-tengely szerint konvexek» legyenek, vagyis, hogy
valamely, a v-tengellyel pirhuzamos egyenes egy képgorbével
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vagy két pontot, vagy egyet, vagy egyet se birjon k6zosen (13. abra).

Ez akkor 4ll el6, ha 2f'(z) képzetes komponense allando elgjeld
a |z <1 kér felsé felében.

Haa |z| <1 kérnek w = f(2)

létesitette képe  egyaltalaban

13. abra. 14. abra.

konvex (végeshen fekvé, vagy akdar nem), akkor féltételiink min-
denesetre teljesiil (14. abra).

Mér most azokra az egyréti f(z) fiiggvényekre, amelyek a ki-
mondott két féltételnek eleget tesznek, érvényes a kovetkezo tétel :

Az

[@) =co+ 0,2 + ¢2° ++++cn2™ -+ (50)
hatvanysor részletésszegeinek S,(z) harmadrendi szamtani ko-
zepei egyrétiiek az egész |2| <1 kor belsejében (természetesen
S&(z) = constans kivételével).

15. Kiilonosen érdekes az a specidlis eset, amikor még
¢y = Cy = ¢, =+--=0 is érvényes, vagyis amikor a [z| <1 kor
képe tugy az w valdstengelyre, mint a
v képzetes tengelyre szimmetrikus.

Most

[(2) = ez + ¢2° + €52° +++,  (51)
és érvényes a kovetkez§ tétel: az (51)-
hatvanysor S;?(z) masodrendii kézepei
az egész |z| <1 kérben egyrétiek.

Kiilénben az f(z) figgvényeknek erre
az alosztalyara élesiteni tudom a Szec6- 15. abra.
féle tételt, amely, mint lattuk, a leképezé
hatvianysor eredeti részletésszegeire vonatkozik. Alosztalyunk
f(2) figgvényeire nézve ugyanis az osszes szeletek egyrétiiek a
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1 =
2| < — (52)
1<~
korben.
A

=z4 28+ B (53)

12

~

példa, amely kiilonben mas tekintetben is nagyon tanulsagos,

1
3 #
nagyobb értékkel. (Megjegyzem, hogy W iz =<1

kort az %i-tc’il + oo i-ig, és ——Q—i-t('il — oo -ig egyenes-
vonaltian f6lmetszett végtelen w-sikra képezi le.)

mutatja, hogy e tételben az

korsugarérték nem potolhato

Roéviden osszefoglalva: el6adasom els részében megmutattam,
hogy miképpen lehet egy konvex gorbe Fourier-féle sinussorai-
bol egyszerti kozépképezéssel ugyancsak konvex trigonometrikus
approximacios-gorbéket szarmaztatni a gérbe szamara, masodik
részében pedig megmutattam, hogy mikép lehet egyrétii fliggvény
részletosszegeibol, szintén egyszerii kozépképezéssel, ugyancsak
egyréti leképezést szolgaltatdo approximaciospolinomokat for-
malni a fliggvény szamara.

Fejér Lipot.

UBER EINIGE NEUE EIGENSCHAFTEN
DER ARITHMETISCHEN MITTEL DER FOURIERREIHE
UND DER POTENZREIHE.

Vortrag, gehalten im Friihling 1933 an mehreren Universititen des
Westens und Mittelwestens der Vereinigten Staaten von Amerika und vor
der Eotvés Lorind Mathematischen und Physikalischen Gesellschaft in
Budapest, am 14. Dezember 1933. Erscheint demniichst in englischer
Sprache im «Journal of Mathematics and Physics of the Massachusetts
Institut of Technology», 1934.

Leopold Fejér.



AZ ABSZTRAKT TERROL.

Bevezetés.

Az absztrakt tér fogalmanak megalkotdsahoz a matematika
fejlodésének természetes utja vezetett. Ennek a fejlodésnek a
lényege a fokozatos dltaldnositds és osszefoglalds volt, amint
azt az alabbiakban néhany szoval kifejtjiik.

Az els6 1épés volt a fejlédésnek ezen az utjan a betliszam-
nak, illetéleg a képletnek a bevezetése, amely ugyanazon sza-
mitis mas és mas szamadatokkal valo elvégzésének megkony-
nyebbitése végett tortént. Ilyen képlet adja meg pl. a kamatot
kifejezve a kamatldbbal, a tékével és az id6vel, vagy a megtett
ut nagysagat kifejezve az idovel és a sebességgel. Ezekben a
képletekben meghatirozott mennyiség (pl. 5 perc) helyett betu (f)
all, a betli éppen akarmekkora mennyiséget helyettesithet. A kép-
let az egy esetre taldlt, meghatarozott mennyiségek kozotti Gssze-
fiiggést dltaldnositja és az dsszes lehetséges esetekre vonatkozo
eredményeket dsszefoglalja. Az 6sszefoglalassal egyben azonban
egy Uj elméletnek, a betiikkkel valo szamolasnak (algebranak)
vetette meg az alapjat.

A masodik 1épés elvezet a képletrdl a fiiggvény. fogalmara.
Ez a 1épés abban all, hogy absztrahalunk attol is, hogy a kép-
letben szereplé betii milyen mennyiséget (id6t, sebességet, tome-
get) jelent és csak azt tartjuk szem el6tt, hogy ez a mennyiség
egy valos szammal mérheté. Az egyes képletek helyett marmost
az Oket reprezentdlé fiiggvényt tanulmanyozzuk (pl. a fent pél-
déaknak felhozott képletek helyett a linedris fugguvényl) és az
arra nyert eredményeinket kozvetleniil alkalmazzuk az azonos
formaju képletek mindenikére.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLI. 2
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Ennél a 1épésnél is ismert eredmények altalanositisa és ssze-
foglalasa tértént, ami azonban megint a matematika egy uj
fejezetének : a fiiggvénytannak lett kiindulopontja.

Az itt vazolt gondolatmenetet fejezi ki Poincaré' a kévet-
kezé szavakkal:... «la mathématique est I'art de donner le
méme nom a des choses différentes...»

A harmadik lépés vezet el ezen az uton az absztrakt tér
fogalmahoz. Ezt a lépést Mavrice FrEcHET francia matematikus
tette meg e szazad elején.> Ennek a lépésnek a sziikségességét
az adta meg, hogy foglalkoznunk kell olyan fiiggvényekkel is,
amelyeknek fiiggetlen valtozoja nem valdés szam, s6t nem is az
n-dimenzids tér pontja, hanem pl. maga is egy kozonséges ér-
telemben vett fliggvény, vagy gorbe, vagy halmaz és i. t. Egy
ilyen fiiggvény tehiat a kozonséges fiiggvények, gorbék, vagy
halmazok egy halmazédnak minden eleméhez rendel egy valos szé-
mot. A filggvény integralja, a gérbe ivhossza, vagy a halmaz mérete
és ezeknek valamely Gsszetett fiiggvénye mind példaul szolgalhat
erre az dltaldnosabb fiiggvény-fogalomra. A matematika egy
igen fontos fejezetének, a varidcioszamitisnak feladata pl. fiigg-
vény (vagy gorbe) fiiggvényének szélsG értékeit megallapitani,
ami ezeknek a fiiggvényeknek behaté tanulmanyozasat teszi sziik-
ségessé. -

A fiiggvény tanulmanyozdsat azonban meg kell el6znie a
viltozisi tartomény vizsgilatanak. Ezeknek az altalanos fiigg-
vényeknek a véltozasi tartomédnya nagyon kiilonb6z6 lehet, az
allhat pl. ponthalmazokbél, folytonos fiiggvényekbdl, mérhetd
fiiggvényekbél és i. t. Ezeket a valtozasi tartominyokat nem
akarjuk kiilon tdrgyalni, mert bizonyos tulajdonsigok nem a
viltozokhoz vannak kétve, hanem azoknak olyan sajatsagaihoz,
amelyek mas valtozoknak is megvannak. Ezek szerint a sajat-
sagok szerint kell tehat a valtozokat csoportositanunk, hogy az

1 H. PoNCARE : Lavenir des mathématiques, pl. Rend. di Palermo 26
(1908), p. 156.

2 M. FRECHET :

Sur quelques points du caleul fonctionel, Rend. di
Palermo 22 (1906),

p- 1—74. L. még: Les espaces abstraits. Paris. 1928.

[ TR VE— ) i i ol S —
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osszes tipusokkal kiilon-kiilon valo foglalkozast elkeriilhessiik és
altalanos tételeket nyerhessiink.

Igy mar elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy PoiNcarg szerint
a kiillonb6z6 dolgoknak egy nevet adjunk. Az altaldnos, vagy
mint mondani fogjuk, abszirakt figgvény (funkciondlis vagy
operdcic) valtozasi tartomanyat absztrakt térnek nevezzik, a
valtozo maga az absztrakt tér egy eleme. Hogy mik a tér ele-
mei, azt szandékosan nem nevezziik meg, ezek éppen azok a
kiilonb6z6 dolgok, melyeknek most egy nevet adtunk. Lehetnek
az elemek az n-dimenzios tér pontjai is, s igy az absztrakt tér
fogalma magaban foglalja az n-dimenzios teret is. A «tér» el-
nevezés itt azért szerepel, mert egyrészt ez a fogalom 1ép ebben
az altaldnositishan az m-dimenzios tér helyébe, masrészt pedig
a kozonséges térre ismert elemi fogalmakat is atvissziik rea.

Legkevésbbé tavolodunk el a kozonséges tértél, ha absztrakt
teriinkben quantitativ osszefiiggések megdllapithatosdgdt, szo-
val bizonyos metrikdt tételeziink fol. Az absztrakt tér legegy-
szerlibb fajtaja az lesz, amelyben barmely két elem tdvolsdga
definialva van. Hogy miben &ll a tdvolsignak ez a definicioja,
azt éppen ugy figyelmen kiviil hagyjuk, mint ahogy a tér ele-
meit sem neveztilk meg. Fel kell azonban tenniink, hogy a
tavolsagnak igy bevezetett fogalma az euklidesi tavolsdg lénye-
ges tulajdonsagaival bir (. a 3. §-t), kiilonosképpen, hogy az
nem-negativ szam.

Ha a tavolsdg értelmezve van, akkor az infinitezimalis fogal-
mak mar azonnal definidlhatok. Nevezetesen az e;,e,, €;,... ele-
mek sorozatit komvergens-nek mondjuk, ha van a térnek oly
¢, eleme, melyre nézve az (e,, ¢,) tavolsag 0-hoz tart; ez eset-
ben az e, elem a sorozat limesze. A limesz fogalma mar maga-
val hozza a torléddsi elem, a zart halmaz, a folytonossag és i. t.
fogalmat is. (L. aldbb részletesen.)

De a konvergenciat nem tudjuk mindig tavolsag segitsége-
vel értelmezni, erre példa a fiiggvénysorozatoknak kozonséges érte-
lemben valo konvergencidja. Nem ismeriink u. i. olyan tavolsdg-
definiciot, mely a (mondjuk <0, 1> szakaszban értelmezett

9x
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egyvaltozos, esetleg csak a folytonos) fiiggvények minden par-
jara értelmezve volna gy, hogy az (f,, f) tavolsig akkor és csak
akkor tartana 0O-hoz, amikor f, konvergal az f-hez. Foglalkoz-
nunk kell tehat olyan térrel is, amelyben tévolsag nines defi-
nialva, csak konvergencia.

De még tovabb is mehetiink. Ahhoz, hogy halmazok egy-
misra valo leképezésének folytonossagarol beszélhessiink, elég-
séges az, hogy a térben a halmaz torlodasi elemének fogalma
meg legyen allapitva. A torlodasi elem azonban nem értelmez-
hetd mindig konvergens sorozatok bevezetésével. Pl. ha az
euklidesi térben torloddsi elemen a halmaz kondenzdcids pont-
jat értjiikk (olyan pontot, melynek minden kérnyezetében a hal-
maznak nem-megszamlalhaté sok pontja van), akkor a torlodasi
elem nyilvan nem definialhaté sorozattal, vagyis megszamlal-
haté sok elemmel.

gy jutunk el az absztrakt térnek mind altalanosabb és dlta-
lanosabb fajtajahoz. A kovetkezé pontban latni fogjuk, hogy
még abban a legdltalanosabb esetben is, midén a térre sem-
milyen infinitezimédlis fogalmat nem vezetiink be, tudunk hasz-
nalhato tételeket felallitani.

Végiill még egy kérdést. Mit nyujt nekiink az absztrakt tér
elmélete ?

Az absztrakt térre vonatkozo vizsgilatok kettés célt szolgal-
nak. Az elsé cél gondolkozis-6konomiai értéki, hogy t. i. a
lényegileg azonos tételeket és bizonyitasokat ne kelljen a kii-
16nboz6 elemekbdl &llo terekre kiilon-kiilon ismételnink. Latni
fogjuk példaul, hogy a kézdnséges, egyvaltozos tartomanyra és
fiiggvényre ismert tételek nagy része bizonyitasaval egyiitt at-
vihetd a legkiilonb6zébb elemekbdl allo terek egy nagy cso-
portjara.

A masodik cél inkibb elméleti jellegii. Ez t. i. abban 4ll,
hogy az egyes feltevések horderejét megismerjiik. Példakat fo-
gunk litni arra, hogy milyen tételek kivetkeznek csupan abbol,
hogy a térben a konvergencia értelmezve van s az bizonyos
egyszerii kovetelményeket kielégit; s mely tételekhez szilkséges

A i it sl —
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a tavolsag fogalma vagy még mds tovabbi feltevés és i. t. Ezek a
vizsgalatok mutatjak meg tisztdn, hogy bizonyos tények valo-
ban min mulnak, aminek a belatisa a dolgok maradék nélkiili
megértéséhez elengedhetetlen.

A kovetkez6 cikkekben ezekbél a vizsgalatokbol ohajtunk
valamit izelitének nyujtani.

1. §. Az allitasok sorozatara vonatkozo tétel.”

Egy halmaz e elemeire kimondhat6 (értelemmel bird) vala-
mely allitast jeloljiink A(e)-vel. Azt a tényt, hogy az A,(e) &lli-
tasnak barmely e,-ra valo érvényességébol kovetkezik a Ay(e)
allitasnak érvényessége is az egra, jelben igy fejezziik Kki:
A,(e)— A,(e); szavakban: A, (e)-bél kovetkezik A,(e). Pl. ha e
komplex szamot jelent és A (e) az az dllitas, hogy |e| <1, Ay(e}
pedig az, hogy |e| < 2; akkor A,(e)— A,e).

Az e-re vonatkoz6 allitdsoknak A,(e), Age), Agfe),... soroza-
tat monoton-nak mondjuk, ha

A(e)— A,(e)—> A e)— ...

Pl. jelentsen e ismét komplex szimot és legyen A,(e) az az
allitds, hogy |e| <v, akkor az {4,(e)} sorozat (v=1,2,3,...)
monoton. :

Az dllitasok monoton sorozatira vonatkozik a kévetkezd

I. tétel: Legyen E az e elemeknek valamely halmaza és
{AJe)} az e-re vonatkozd dllitdsoknak egy monoton sorozata.
Ha E olyan tulajdonsdgi, hogy

1. valahdnyszor ecE (azaz e bentfoglaltatik E-ben), mindig
van a sorozatban oly A,(e) dllitds (n = n(e)), mely az e-re
érvényes,

2. az K minden E' végtelen részhalmazdhoz taldlhato egy
oly A,fe) dllitds (m =m(K"), mely az E' halmaz végtelen
sok elemére érvényes,

3 L. szerz6tol: Uber eine Beweismethode in der Theorie der absirakten
Ridume. Acta Szeged. VI. (1932). p. 34—45.
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akkor van a sorozatban eqy olyan Ax(e) dllitds, mely az
E dsszes elemeire érvényes.

A bizonyitds a kovetkezé modon térténhetik. Az 1. feltétel
szerint minden e-hez tartozik egy A,(e) allitds, mely az e-re
érvényes, s akkor az dllitdssorozat monotonitisa miatt minden
nagyobb indexi dllitas is érvényes e-re. Van tehat az e-hez egy
legelsé (legkisebb indexi) érvényes dllitas. Ennek az allitasnak
az indexe természetesen fiigg az e-t6l. Vegyiik szemiigyre ezek-
nek az indexeknek a halmazit, ha az e az E halmaz osszes
elemeit befutja. Ez a halmaz bizonyos természetes szamoknak
a halmaza; bebizonyitjuk, hogy koridtos halmaz.

Ha ugyanis nem volna korlatos, akkor tartalmazna egy
n, < My < Ny < ... minden hatdron tul névekvé sorozatot.

E sorozatban 7 jeloli valamely e-re vonatkozo legelsé érvényes
allitas indexét. Tartozik tehat az n-hoz legaldbb egy e, elem
(esetleg tobb vagy végtelen sok is), amelyre a kisebb indexi
allitasok egyike sem érvényes. Valasszunk minden #7;-hoz egy
ilyen e, elemet és alkossuk meg ezekbdl az

s oy G *)

végtelen sorozatot.* Az e, elemre az A,(e) allitasok koziil a
v < ny indextiek nem, az v=>mn,; indexiek azonban mind érve-
nyesek. A (¥) sorozat az £ halmaznak egy végtelen részhalmaza: E'.
Ehhez az E' részhalmazhoz azonban a 2. feltevéssel ellentmon-
ddsban nines olyan Ay(e) allitds, mely az E' végtelen sok ele-

4 A bizonyitasnak ebben a pontjaban ki van hasznalva a kovetkezé
axioma: ha adva van az K, E, E,... megszdmldlhaté sok, paronként
k6zos pont nélkili halmaz, akkor van olyan E halmaz, mely az E, halma-
zok mindegyikéb6l pontosan egy elemet és csak ezeket az elemeket tartal-
mazza.

Megjegyezziik, hogy ez az axiéma a klasszikus analizis felépitéséhez
elengedhetetlen (pl. mar a folytonos fiiggvényekre vonatkozé elemi tételek
bizonyitasahoz is sziikséges); azonban lényegesen kevesebbet kovetel, mint
a sokak altal kifogasolt ZermEeLo-féle kivalasztasi axiéma, amely az E hal-
maz létezését arra az esetre is posztulalja, amelyben az {E,} halmaz-soro-
zat helyett a halmazoknak akarmilyen szamossagu halmaza van adva.
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mére érvényes volna. Barmilyen szam ugyanis az m, az A,.(e)
allitas legfeljebb csak azokra az e, elemekre érvényes, melyek-
nek indexe k<m, tehat csak véges sok elemre.

Az my;. szamok halmaza tehdt korldtos, s igy van oly N ter-
mészetes szdam, hogy m:<N minden k-ra. Ez pedig azt jelenti,
hogy az An(e) dllitas az K halmaz minden e elemére érvényes;
a kimondott tételt tehat bebizonyitottuk.

Megjegyezziik, hogy az dllitds-sorozat monotonitdsdnak a fel-
tevése is elkeriilheté. Ha t. i. egyaltaldban van végtelen sok
olyan allitas, amely a halmaz elemeire kimondhato, akkor azokbol
mindig eldallithatunk egy monoton sorozatot a kovetkezé modon :

A'(e) allitas legyen azonos az A,(e) allitéassal, az Aj(e) alli-
tds pedig legyen az, hogy az e elemre az A(e), 4,(e),... A,(e)
allitdsok kozil legaldbb az egyik érvényes. A szokasos jelo-
léssel :

A,n(e) = Al(e) V Az(e) V g V An(e)-

Az A'(e) sorozat nyilvin monoton, red a fent bebizonyitott té-
telt alkalmazva, mondhatjuk :

Ha egy halmaz olyan tulajdonsdgi, hogy

1. a halmaz minden elemére érvényes az

A,0), Aye), Ay@),...

dallitassorozat eqy-eqy dllitdsa,

2. a halmaz minden végtelen részhalmazdhoz lartozik egy
olyan dllitdis, mely e részhalmaz végtelen sok elemére ér-
vényes,

akkor van az dllitds-sorozatban véges sok olyan dllitds, hogy
a halmaz wminden elemére mdr e véges sok dllitds kozil is
érvényes valamelyik.

A kovetkezé cikkekben ezeket a tételeket alkalmazzuk olyan
térre, melyre mar infinitezimalis elemek bevezetését is fel-
tessziik.
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2. §. Topologikus tér és topologikus térben
értelmezett fuggvény.

Topologikusnak ® nevezziik azt a teret, amelyben az elemek
valamely sorozatinak konvergencidja és a konvergens sorozat
limesze definidlva van oly modon, hogy

1. az e, e, e,... azonos elemekbdl allo sorozat konvergens és
limesze e;

2. ha az €,,,6,,... sorozat konvergens és limesze e, akkor
a sorozat minden e;, €;,. €i,... részsorozata is konvergens és
limesze ugyancsak e. . :

A konvergencia jelolésére a szokasos jeieket tartjuk meg itt
is: e,—e, vagy lim e, = e.

Az ismert kon‘;z:gencia-fogalmak (szamsorozat konvergencidja,
fiiggvénysorozat kézonséges vagy egyenletes konvergencidja és
igy tovabb) mind kielégitik ezt a két kovetelményt.

A topologikus tér £ halmazanak az e elem torloddsi eleme,
ha van olyan, az £ elemeib6l allo, konvergens sorozat, mely-
nek limesze e. Zdrt-nak nevezziik az E halmazt, ha tartalmazza
minden torlodasi elemét. Kompakt-nak nevezziik az E halmazt,
ha E minden végtelen részhalmazanak van torlodasi eleme.

A kozonséges, n-dimenzids tér lopologikus, ha benne a kon-
vergenciat a szokdsos moédon definialjuk, (P,— P, ha a PP
tavolsag O-hoz tart). Az n-dimenzios térben minden Fkorldtos
halmaz kompakt, ez éppen az ismeretes BoLzaNo-WEIERSTRASS-
féle tétel. Altaliban azonban a topologikus térben nem tudunk
korlatos és nem-korlitos halmazokat megkiilonbéztetni, mert
hiszen a korlatossig mar metrikus fogalom; ezért a Bovzano-
WeiersTRrass-féle tétel érvényessége itt mint a kompakt halmaz
definicidja szerepel.

5 Az elnevezés az irodalomban nem egységes; HAUSDORFF sziikebb,
FRECHET tagabb értelemben hasznilja a topologikus nevet, mint az itt tor-
ténik. De ha a tér kompakt halmazairol beszélink, nincs célja annak, hogy
altalanosabb tér-definici6t hasznaljunk s ezért alkalmazzuk itt ebben az
értelemben a topologikus nevet.
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Topologikus teriinkben (vagy annak egy halmazan) értelme-
ziink egy f(e) valés fiiggvényt, ha a tér (a részhalmaz) minden
e eleméhez egy f(e) valos szamot rendeliink hozza.

Az FE halmazon értelmezett f(e) figgvényt az e, helyen,
(e,eE), folytonosnak nevezziik, ha f(e,) — f(e,), valahényszor
e,—> e, és e,ek minden y-re.

Az E halmaz minden elemén folytonos fiiggvényt az K hal-
mazon folytonosnak mondjuk.

Az
A (e)— Ay le)— Age)— -

monoton allitas-sorozatot folytonosnak nevezzik, ha az a ké-
vetkezo feltételt kielégiti: ha e,-ra az A,(e) allitis érvényes és
e, — ¢,, akkor van a sorozatban olyan 4, . ,(e) allitas (p =>0) és van
olyan m természetes szam, hogy az A4,4,(e) dllitas az e, elemre
is érvényes, hacsak v=m.

A topologikus térre vonatkozolag kovetkezik méarmost I. té-
teliinkbdl az aldbbi

IL. tétel: Ha az E halmaz kompakt és zdrt, tovdbbd vala-
hdanyszor ek, mindig van az

A (e)— A,(e)—> A e)— ---

folytonos, monoton dllitds-sorozatban oly Ay(e) dllitds, mely az
e,~ra érvenyes,

akkor wvan az dllitdas-sorozatban oly An(e) dllitas, mely I
valamennyt elemére érvényes,

E tétel feltételei szerint ugyanis az 1. tétel 1. kovetelménye
nyilvan ki van elégitve. De a 2. kiovetelmény is teljesiil, mert
ha E' az E-nek végtelen részhalmaza, akkor K'-nek van torlo-
dési eleme: e,, minthogy K kompakt. Van tehit az K-ben oly
le,} sorozat, mely e,;-hoz konvergil. De e, maga is eleme E-nek,
mert E zart és igy érvényes ra egy A.(e) allitas. Az allitds-
sorozat folytonossiga miatt érvényes e szerint egy A, (e) alli-
tds egy elég nagy indext6l kezdve az ~{e,} sorozat minden ele-
meére, tehat végtelen sok elemre. Ezért az I. tétel alkalmazhato
s abbol azonnal kovetkezik a II. tétel allitasa.
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Ennek a tételnek alkalmazasara példaképpen megmutatjuk,
hogy az alabbi, a kdzonséges flggvényekre jél ismert Weier-
STRASs-féle tétel minden topologikus térben értelmezett fiigg-
vényre is fennall:

Ha az f(e) fliggvény egy topologikus tér E kompakt és zart
halmazan folytonos, akkor f(é) az E-n korlatos és értékkészleté-
nek alsé és fels§ hatarat E-ben fel is veszi.

Legyen ugyanis Anfé) az az allitas, hogy

Iffe) | < n.

Az {Anfe)} allitds-sorozat nyilvdn monoton. De folytonos is,
mert ha ev->e0 és
It\e9| < n,

akkor az f{ey)->f(e,0 miatt elég nagy v-re
[f(ev] <n;

tehat ezekre az ev elemekre is érvényes az An(e) Aallitds. Van
e szerint oly AN{é) allitds, mely az E halmaz minden elemére
érvényes, vagyis
[f€) [ < N,
tehat az f{e) fuggvény korlatos.
Az f(e) flggvény értékkészletének, mint korlatos halmaznak,

van véges fels6 hatara: M és véges als6 hatara: m. Valasz-
szlk az
Ml <M* < M3< ...

monoton ndvekv6 sorozatot (gy, hogy

limMt=M

legyen.

Ha marmost az E halmaznak nem volna olyan €0 eleme,
amelyre nézve

e = M,
akkor az E minden elemére
fig) < M
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volna. Akkor pedig volna az M, szamok sorozatiban minden e
elemhez olyan M, szam is (n = n(e)), hogy

flee < M,,.

Tekintsiik most ennek az utolsd egyenlétlenségnek teljesiilé-
sét az A,(e) allitasnak. A II. tételbél az el6bbi modon kovet-
kezik, hogy van akkor olyan Ax(e) allitas is, mely £ minden
elemére érvényes. Ez pedig azt jelenti, hogy minden e-re

fle) < My < M,

tehait M nem volna az f(e) értékkészletének felsé hatdra.

Kell tehat az E halmazban olyan e, elemnek lenni, melyre
nézve f(e,) = M, s ugyancsak egy olyan e, elemek is, melyre
nézve f(ey) = m s ezzel a WEIERsTRAss-tételt igazoltuk.

3. §. Metrikus tér.

Metrikus-nak nevezziik a teret, ha abban a tdvolsdg értel-
mezve van, azaz a tér minden e,, e, elemparjdhoz hozza van
rendelve egy (e, e,) valos szam, mint e két elem tavolsaga,
éspedig ugy, hogy

L. (e,s e,) akkor és csak akkor zérus, ha az e, és e, elemek
Osszeesnek ;

2. a tér barmely harom elemére :

(615 €5) < (€5 €5) 1 (€55 €p)-

Ebbdl a két feltételbél mar kovetkezik, mint az kénnyen ki-
mutathato, hogy
3. ha e, és e, a tér két kiilonb6z6 eleme, akkor

(esies) — (eaier) =10,

A 2. feltételt a tér hdromszog-tulajdonsdgdnak szokds ne-
vezni, mert ez a kozonséges térre vonatkozolag azt mondja ki,
hogy a hdromszog két oldaldnak osszege nem kisebb a harmadik
oldalnal.
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A metrikus tér valamely elemeibdl allo
£51C5 g ri

sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van a térben oly ¢, elem,
melyre nézve az (e, €, tavolsag a 0-hoz tart, ha v—oo. A kon-
vergencia értelmezésével .metrikus terinket topologikussa tettiik
s igy red mindazok a fogalmak, melyeket a topologikus térre
bevezettiink, mar minden tovabbi nélkiil definialva vannak. De
a tavolsdg fogalmanak felhasznalasaval ezeket a fogalmakat most
mar tovabb is elemezhetjiik, és Gjabb fogalmakat is bevezet-
hetiink.

Nevezetesen az e elem g-sugaru kirnyezetén értjik azoknak
az elemeknek halmazat, melyek e-t6l g-nal kisebb tdvolsagra
vannak. Az e elem az E-halmaznak belsd eleme, ha van e-nek
olyan kérnyezete, mely teljesen az E-ben van. Nyilt halmaznak
nevezziilk azt a halmazt, amelynek minden eleme belsé elem.

Ami marmost a konvergencia fogalmat illeti, valamely {e,}
konvergens sorozatra a haromszog-tulajdonsaghol kovetkezik,
hogy az (e, e,) tavolsag is tetszésszerinti kicsiny, ha az m és
n elegendd nagy. A sorozat konvergencidgjanak tehat sziikséges
feltétele az tigynevezett Cavcmy-féle feltétel, hogy t. i. minden
pozitiv e szamhoz talalhato legyen oly N kiiszébszam, hogy
(e e,) < &, valahanyszor m > N és n > N.

Ez a feltétel a valos szamok tartomanydban és a kézonséges,
n-dimenzios térben elegendé is ahhoz, hogy az {e,} sorozat kon-
vergens legyen. Altaliban azonban nincs igy, a Cavcuy-féle fel-
tétel pl. a raciondlis szamok metrikus terében, két szam tavol-
sagdnak a kozonséges modon (kiilénbségiik abszolut értékével)
valo definicioja mellett, nem elegendé a konvergencidhoz.

Azt a metrikus teret, amelyben a Cavcny-féle feltétel ele-
gendé a konvergenciihoz, teljesnek nevezziik. Teljes metrikus
térben a Cavcny-féle feltétel tehat a konvergencianak sziikséges
és elegendd feltétele.

A tavolsig fogalma lehetévé teszi, hogy (miként a vektorok-
nal a hosszt, a szamoknal az abszolut értélket értelmezziik) a
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metrikus tér elemeinek hosszdt is bevezessiikk. A térben egy
tetszésszerinti elemet null-elemnek valasztva (jele 0), az e elem
hosszéan per definitionem az

lell = (e, 0)
tavolsagot értjiik.

Azt a halmazt, amelyben az elemek hossza egy véges korlat
alatt van, korldtosnak nevezzik; a korlitossig természetesen
fiiggetlen a O-elem valasztasatol. Azonnal belithato a harom-
szbg-tulajdonsaghol, hogy korlatos halmazban barmely két elem-
nek egymsstol valo tavolséga is korlitos. Tovabba, ha {e,} kon-
vergens sorozat és lim e, = e, akkor az e, elemekbol allo hal-
maz korlatos és ha e a tér egy tetszésszerinti eleme, az (e,, )
szamsorozat is konvergens és

lim (€., €) = (e, €)-

Kiemeljik ennek az utolso osszefiiggésnek egy kiilonosen fon-
tos esetét, hogy t. i.
lim e, ]| =[] -

Ezek a tények a szdmsorozatokra vonatkozolag jol ismertek.
Most latjuk, hogy érvényességiikh6z a szamoknak éppen csak az
a tulajdonsaga sziikséges, hogy a szam abszolut értéke az 1. és
2. kovetelményeknek megfelel6leg legyen definidlva. Igy a bizonyi-
tds megvdlloztatdsa nélkul atvihetok e tételek minden metrikus
térre. Ezzel konkrét példakat is adtunk arra, amit a bevezetés-
ben az absztrakt tér-elmélet céljat illetéleg altalanossigban mon-
dottunk. Most még, annak a megmutatdsara is, hogy milyen
természeti konvergens-sorozatokra érvényesek tételeink, a ko-
zonséges, n-dimenzios tér (R,) mellett példaképpen felsorolunk
néhany mas metrikus teret.

Legels6' példanak valasztjuk a folytonos figgvények terét,
melyet rovidség kedvéért F-térnek fogunk nevezni. Ennek a tér-
nek elemei az a <x <0 zart szakaszban értelmezett egyvaltozos
valos fiiggvények; az f(x) és g(x) elemek tavolsagat igy értel-
mezzik :

(f, 9) = Max | f(x) — g(x)|.
aéméb
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A konvergencia itt tehat a fiiggvénysorozat egyenletes konver-
gencidjdt jelenti, amibél evidens, hogy az F-tér teljes.

A masodik példanak vilasztand6 Q-tér elemei az n-dimenzids
tér valamely pozitiv mértékii K halmazan értelmezett, négyze-
tiikkel egyetemben LeBescue-féle értelemben integrdlhato fiigg-
vények. A tdavolsig négyzete legyen az

f, 9) = [(f—g)* dv
E

szam. A konvergencia e szerint dtlagos konvergencidt jelent, azaz
fv—1, ha

[ = dv—0.

E

Hogy a Q-tér is teljes, metrikus tér, az minden nagyobb farad-
sag nélkiil igazolhaté.
Harmadik példanak vegyiikk a HiLBert-féle feret. Ennek ele-
mel azok az
X= Xty Woges)

vegtelen sok koordinataju vektorok, melyekre a

sor konvergens. Az X és Y vektorok tavolsiganak négyzete
legyen :
(X, Y) = 2(3’/" =y yr)z-

A részletekbe valo bocsitkozas nélkill megjegyezziik, hogy ha
itt @, a Q-tér valamely f elemének egy teljes, orthogonalis
fiiggvényrendszerre vonatkozo v-edik Fourier-egyiitthatojit je-
lenti, akkor az X-vektornak az [ fiiggvényhez val6 hozzarende-
“lésével a Q-tér egy-egyértelmien és folytonosan leképezhetd a
Hiveert-féle térre. Ez éppen az ismeretes Riesz-FiscHER tétel-
nek a lényege. A leképezésnél a Riesz-ParsevaL formula kovet-
keztében a tdvolsig szamértéke is valtozatlanul megmarad.



AZ ABSZTRAKT TERROL. 31

4. §. Metrikus térben értelimezett folytonos fuggvény.

Minthogy a metrikus tér egyben topologikus is, a 2. §-ban
bebizonyitott WEIERSTRAss-tétel a metrikus térben értelmezett
folytonos fiiggvényre is igaz. A tavolsig fogalmanak felhasznd-
lasdval azonban itt ismét tobbet is mondhatunk a folytonos
fiiggvényre vonatkozélag. De mielétt erre ratérink, a metrikus
tér kompakt halmazaira vonatkozolag tesziink egy megjegyzést.

Az R,-ben a Borzano-WEiErsTRAss-tétel szerint minden kor-
litos halmaz kompakt. Ez a tétel nem vihetd dt minden metrikus
térre, amint azt pl. az F-tér

fy = sin vz, (v=1.23,...)

korlatos halmaza mutatja; ennek a halmaznak ugyanis egyetlen
rész-sorozata sem konvergens.

A Bovzano-WEiErsTRAss-tételben példat latunk tehat egy
olyan tényre, amely nem tisztan a tavolsag létezésének kovet-
kezménye. A halmaz korliatossdgabol nem kovetkezik altalaban
annak kompakt volta, lassuk tehat, hogy a halmaz mily mas
tulajdonsaga az, ami a kompakt voltat biztositja. A Borzano-
WEiERsTRASS-tétel bizonyitisdnak elemzése ravezet erre a donto
tulajdonsagra, amelyet alabb ismertetiink.

Legyen e tetszésszerinti pozitiv szam. Nevezziik az R, mind-
azon pontjait, melyeknek minden koordinataja e-nak egészszamu
tobbszorose, az e-hoz tartozé rdcspontoknak. Vilagos, hogy az R,
minden pontja a hozzi legkdzelebbi ricsponttol e./ n-nél kisebb
tavolsiagra van. Tovabba minden véges intervallumban csak
véges sok racspont van. Minthogy minden korlatos halmaz egy
véges intervallumnak részhalmaza, kovetkezik ebbél, hogy min-
den korldtos halmazhoz taldlhats véges sok rdcspont gy, hogy
a korldtos halmaz minden pontja e véges sok rdcspont kézil
valamelyiktdl legfeljebb .9/ n (tehdt ¢ kellé megudlasztdsdval
tetszésszerinti kis) tdvolsdgra van.

Ez az R, korlitos halmazanak az a tulajdonsaga, amelyen a
halmaz kompakt volta alapszik. Valoban FricHET szerint:
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ahhoz, hogy valamely teljes, metrikus tér E halmaza kom-
pakt leqyen, sziikséges és elegendd, hogy wminden e szdmhoz
tartozzék a térnek véges sok, e, €,... ey, eleme dgy, hogy E
bdarmely e eleme legaldbb egqy i-re az (e; e)<e egyenldtienség-
nek eleget tegyen.

A bizonyitas részletezése helyett csak réviden megjegyezziik,
hogy a feltétel elegendésége a skatulyaelv alapjin, felhasznilva
a tdvolsag hdromszogtulajdonsagat, egyszeriien kimutathato.
A sziikségessége pedig kivilaglik abbol, hogy ha az E halmaz-
ban volna valamely e-hoz végtelen sok olyan e,, é,, €,,... elem,
hogy mindig

(ei» x) =, hacsak t1k;

akkor ezeknek az elemeknek a halmazaban két kiilonbézé elem
tavolsaganak alsé hatara is legaldabb e, tehat egy részsorozat
sem lehetne konvergens. Kénnyii belatni, hogy az {e;} elemek
valaszthatok ugy is, hogy valamennyien az K halmaz elemei
legyenek.

Metrikus térben marmost a fiiggvény folytonossaga a 2. §-ban
adott definici6 mellett, a Cauvcny-féle definicio alapjan is értel-
 mezheté: valamely fle) figguény az e, helyen folytonos, ha
fle) ingadozdsa az e, hely elegendd kis kornyezelében (etszés-
szerinti kicsiny, vagyis ha minden ¢>0 szdmhoz lartozik oly
0>0, hogy

[fle) — fle") | <e,
valahdnyszor
(e ) =<<i0'i 65 (e, €)' < 4.

A két definicio aeqﬁivalens volta a szokasos modon, a 4. lab-
jegyzetben emlitett axioma felhasznalasival igazolhato.

Valamely E halmaz minden elemében folytonos fiiggvényt az
E halmazon folytonosnak nevezziik. Ha FE kompakt és zart,
akkor az E halmazon folytonos 'fiiggvény E-ben egyenletesen
folytonos, azaz minden pozitiv e-hoz van oly @, hogy

[fle) —f(e')| < e, hacsak (e, €') < o.
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Ezt a tételt a II. tételb6l semmivel sem tébb firadsiggal
igazoljuk, mint amennyit mdr az egyvaltozos, kézénséges fiigg-
vényrekre ismert specidlis eset bizonyitasa is igényel.

Legyen ugyanis ¢ > 0 adva és jelentse A,(e) azt az allitast,

hogy f(e) ingadozasa az e helynek 71—2 sugaru koérnyezetében e-nal

kisebb. Hogy ez az dllitds-sorozat monoton, az viligos. De foly-
tonos is. Mert ha az e, elemre az A,(e) dllitas érvényes, akkor

az e;nak sugarti koérnyezetében minden elemre érvényes az

1
m
Ag,(e) allitas. Hogy az E halmaz minden elemére érvényes a
sorozatnak egy dllitasa, ez éppen azt jelenti, hogy f(e) az E
minden elemén folytonos. A IL tétel kovetelményei tehat mind
ki vannak elégitve és igy van a sorozatban egy az K 6sszes
elemeire érvényes Ax(e) dllitds, ami éppen az f(e) egyenletes
folytonossdgat jelenti.

Az R,-re vonatkozolag ezt a tételt a Borei-LeBescue-féle
befodési-tétel-bol szokas bebizonyitani. A BoreL-LeBEscue-tételt
nemecsak ebben, hanem minden m&s esetben is potolja a 2. §
II. tétele. Bebizonyitjuk ugyanis, hogy a BorerL-LeBescuE-tétel
maga is kovetkezménye a II. tételnek. A bizonyitast mindjart
egy teljes, metrikus térre vonatkozodlag végezziik, a tétel tudni-
illik erre is igaz, ha fogalmazasaban a «korlitos halmaz» he-
lyett «kompakt halmazt» mondunk. Bebizonyitjuk tehat a ko-
vetkezo befodesi (vagy beboritdsi) tételt :

Legyen adva valamely metrikus térben egy kompakt és zart
E halmaz, tovabba a nyilt halmazoknak egy serege ugy, hogy
F minden eleme e sereg valamelyik halmazaban benne van (az
E halmaz a nyilt halmazok seregével be van boritva). Akkor
van a flyilt halmazok seregében véges sok olyan O,, O,,... O,
halmaz, hogy az K halmaz minden eleme mdr e véges sok hal-
maz valamelyikében is benne van (az £ halmaz mér e veges
sok nyilt halmazzal is be van boritva). % i

Legyen ugyanis az Ay,(e) allitds a kovetkezo az e elem a

koreJe irt —;—-sugaru kérnyezetével efryutt telJesen benne van a

Matematikai és Fizikai Lapok. XLL. 3
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sereg valamely O halmazdban. Valamelyik A,(e) allitis az K
minden elemére érvényes, mert a feltételiink szerint e benne van
valamelyik nyilt halmazban, tehat annak belsé eleme. Ugyanebhdl
az okbol kovetkezik, hogy az allitds-sorozat folytonos. Ha t.i. az

1
e elemre A,(e) igaz, akkor az e elemnek %-sugarﬁ kornyeze-

tére az Ag,(e) dllitas érvényes.

Hogy az 4llitds-sorozat monoton, az trividlis.

Minthogy £ kompakt és zart, van egy az K osszes ele-
meire érvényes Ayle) allitds, azaz az E barmely pontja egy

"\Y = 2p sugarti koérnyezetével egyetemben benne van a sereg
valamely nyilt halmazéaban.

A 3. §-ban ismertetett Frecuer-tétel szerint talilhaté a ¢
szdmhoz n elem: (e, e,,... e,) Ugy, hogy £ minden pontja va-
lamelyik ei-nek g-sugart kérnyezetében van. Valasszuk ki a nyilt
halmazok seregébdl azokat az O,, O,,... O, halmazokat, ame-
lyek rendre az e,, e,,... €, elemeket beborltjak ezek a halma-
zok nyilvan bef6dik E—t is.

Az allitds-sorozatok tételének mas alkalmazasait illetéleg uta-
lok a 3 labjegyzetben idézett dolgozatra, az absztrakt tér elmé-
letének kimerité targyalasat pedig megtalal;a az olvaso FRECHET-
nek 2 alatt idézett kényvében.

Veress Pdl.

UBER ABSTRAKTE RAUME.

Nach einer Einleitung iiber den Begriff des abstrakten Raumes wird
folgender Satz bhewiesen:
Es sei o
A,(e), Ayle), Agle)s- -+
eine Folge von Aussagen fiber die Elemente e einer beliebigen Menge E.
Gibt es

1. zu jedem Elemente eck eine Aussage der Folge, die fur dleses
Element gliltig ist,
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2. zu jeder unendlichen Teilmenge E' von E eine Aussage der
Folge, die fiir unendlich viele Elemente von E' giiltig ist,
dann gibt es in der Folge endlich viele Aussagen

A,(e), Ayle),... Anfe)

so, dass fiir jedes Element der Menge E schon eine von diesen endlich
vielen Aussagen giiltig ist.

Es werden einige Anwendungen dieses Satzes auf topologische und
metrische Riume und in solchen Riumen erklirte, stetige Funktionen
gemacht. 3

Paul Veress.

3*



MEGIEGYZESEK
K. BORSUK EGYIK GEOMETRIAI TETELEHFZ.

K. Borsuk*-tol ered a kovetkezd tétel:

a) Bdrhogyan bontsunk is szét m halmazra eqy n-méretii
euklidesi teljes gombot, legaldbb egyik halmaz dtmérdje meg-
eqyezik a gomb dtmérdjével.

Tételét K. Borsuk topologiai eszkozokkel bizonyitja, s mint
maga megjegyzi, a tétel elemi geometriai jellege dacdra nem
latott elemi geometriai utat, ami a bizonyitashoz vezetne.

A kovetkezékben csupan HEeine-BoreL befodési tétele segit-
ségével az allitast egy (véges) kombinatorikus feladatra vezetem
vissza. Ebbdl az n=3 esetre konnyen nyerem a tétel bizonyi-
tasat,®> de az m >4 esetet nem sikeriilt ezen az uton végleg
elintéznem. Jollehet a tételnek elemi geometriai jellege csupdn
az n=3 esetben van — az n=2 eset nem érdekes, s a kovet-
kez6kben fel is tételezem, hogy » >3 — mégis érdemesnek
tartom a kombinatorikus feladatra val6 visszavezetést az n =>4
esetekben is, az igy nyert feladatnak érdekessége miatt. E mellett
e visszavezetés az m >4 esetben nem jelent semmi kiilén farad-
sagot.

Nyilvanvalo, hogy a tétel igy is fogalmazhaté :

b) Bdrhogyan bontjuk szét n hakbmazra eqy n-meéretii ewkli-

1 K. Borsuk: Uber die Zerlegung einer euklidischen n-dimensionaler
Vollkugel in n Mengen. Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-
kongresses Ziirich 1932, 192. lap.

2 A tételre, illetve ennek b) alatti fogalmazasara szives beszélgetés
kozben VERESs PAL 1ur hivta fel figyelmemet.
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desi gomb S feliiletét, legaldbb az egyik halmaz — a hatdr-
pontok hozzdszdmitdsa utin — tartalmaz dtellenes® pontokat.

A tétel még abban az egyszeri esetben sem egészen kézen-
fekv6, ha n=3, tovabba a részhalmazok 6sszefiiggék s hatdraik
Jorpan-gorbék. Ennek az esetnek targyalasat eléreboesatom,
a nélkiil, hogy ezt a részletet a tovabbiakban felhasznalnam.

A mondott esetben vagy van a hdarom halmaznak kézos
hatarpontja, ekkor az allitds helyessége nyilvdnvald, vagy nines
ilyen ‘hatarpont, ekkor koénnyen ldathaté, hogy a teljes hatar-
gorbe: két, kozos pont nélkili zart Jomrpan-gorbe. Legyenek
ezek c,, ¢, és legyenek az adott halmazok h,, h,, h,; ezek hatdra
alkalmas jeloléssel rendre ¢, ¢,, ¢, 4C,. Jelentse a felsé vonds
(B!, P' sth.) az &tellenes leképzést. Minthogy ¢, minden pontja
hatarpontja h,-nek és hy-nak, azért az allitas helyessége nyilvan-
vald, ha ¢ -nak akar h,-gyel, akar h,-mal van kozos (belsé vagy
hatar-) pontja. Elég tehat még azzal az esettel foglalkoznunk,
amelyben ¢, a h, belsejében és ugyancsak ¢, a h, belsejében
van. Legyen ekkor C; és C, a ¢, ¢, gorbéknek egy-egy pontja
és legyen ¢ egy Osszekotd (nyitott) Jorban-gorbe C; és (i, kozott
a h, belsejében. Akkor ¢’ dsszekéti a Cf, €, pontokat, amelyek
hy-ben, illetve h,-ben vannak, tehit ¢'-nak van hz-mal egy kozos
(" (bels6) pontja. Azonban (I is pontja hg-nak, s ezzel a tételt
a mondott esetre kimutattuk.

Ezutan az dltalanos esettel foglalkozom. A b)-bén S-en gémb
helyett egy W: 0 <x; <1 (i=1, 2,..., n) kocka feliiletét is ért-
hetjiik (természetesen a 3 alatti definicié érvényben tartésdval).
A kovetkezokben kizarélag olyan zart kockdakrol fogok beszélni,
amelyeknek élei a koordinatatengelyekkel parhuzamosak s a
esticsok koordinatdi racionalisak. Elébb a kovetkezo elékészii-
letet teszem. i !

Legyen h zart ponthalmaz, h{S («h bentfoglaltatik S-ben»)
és legyen h atellenes pontpar nélkiili. Legyen P birmely pontja

3 Atellenes két olyan kiilénbozé pont, amelyek S k(")zéppontj:itél egyenld
tavolsagra, vele egy egyenesben vannak.



38 ; REDEI LASZLO.

h-nak. Minthogy P atellenese, P', nem pontja h-nak és h zart,
azért P-nek van olyan n-méretti w(P) kornyezete,* amelyré
w'(P).h=0 (az @, b halmazok kozos része a.b). A w(P) valaszt-
hat6 kockéanak is, és az is kikothet6, hogy P bels6 pontja legyen
még annak a w;(P) kockinak is, amelynek éle harmadrésze
w (P) élének és a két kocka kozéppontjai kézosek ; végiil feltehetd,
hogy w(P) éle kisebb 1-nél (a W élénél). Kimutatom, hogy:

c) A h barmely két P, P, pontjara w;(P)+w;(P,) atellenes®
pontpar nélkili («4» a halmazok egyesitésének. jele).

Ugyanis mindenekelétt wy(P) (és éppigy wy(P,)) atellenes
pontpar nélkiili, mert éle <3, mig W éle 1. Ha tehat mégis
ws (P)+ws (P,)-nek lenne egy (X, X') atellenes pontparja, akkor
feltehets, hogy X { wy(P) és X'{ wi(P,); egyszersmind feltehetd,
hogy az itt szereplé kockik elseje a masodikndl nem kisebb:
Az elébbib6l X'{wi(P), tehat a wi(P) és w;(P,) kockaknak
van ko6zos pontja. Akkor w'(P) tartalmazza ws(P,)-t, azaz P;-et
is, ellentétben w(P) értelmezésével.

- Heine-BoreL szerint legyen & véges szami olyan wy(P)
kocka egyesitett halmaza, mellyel h{h. A ¢) szerint h is at-
ellenes pontpar nélkiil valo. Akkor a h*=S.h halmazrél a
kovetkezok igazak: h{A*{S; h* véges szami n — 1-méretii
kocka egyesitési halmaza; h* is atellenes pontpar nélkiil valo.

Mdarmost felteszem, hogy b)-vel ellentétben van olyan
S=h,+hy+:+h, elddllitds, amelyben minden h; atellenes
pontpar nélkiili zart halmaz (paronként nem sziikségképpen
kozos pont nélkiil). Az elébbit minden egyes hire alkalmazva, az
imént mondottak az S=h*+h}+---+h¥ felbontdsra is igazak, s
ez utébbiban minden h* véges szdmt n— 1-méretii kocka egyesi-
tési halmaza. Ezek a kockak (a «kockdkra» fent tett megszoritas
miatt) mindannyian eléallithatok egybevagé kockak egyesitésé-
vel, s maguk a A} halmazok is eleve eme kockik egyesitésével
nyert halmazokul veheték. Ha még rendre hf (i=n, n—1,..., 2

& y (P) természetesen nem része S-nek.
5 Atellenes itt is ugy értendd, mint 3 alatt.
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megalkotasanal mell6zziik azokat a kockakat, amelyek ¥, h¥,..., b
valamelyikében szerepelnek, akkor a fentiek még inkabb érvé-
nyesek, s igy nyertiikk a kévetkezot :

d) Ha K. Borsuk tétele nem érvenyes, akkor az n-méreti
kocka feliilete feldarabolhaté egybevdigo (n—1-méreti) teljes
kockdkra, s ezek mindannyian alkalmasan ugy egyesithetdk n
halmazzd, hogy e  halmazok eqyike sem tartalmaz dtellenes
pontpdrt (a feldaraboldasndl a hatirpontok az érdekelt kockdk
mindegyikéhez hozzaszamitandok).

Ezzel a tételt visszavezettiik egy kombinatorikus feladatra.
Ennek alapjan az n=3 esetre bebizonyitom a tételt. Felteszem,
hogy a tétel n=3 mellett nem érvényes, s ebbél d) alapjan
kovetkezik, hogy lehet egy (3-méretii) kocka S felilletét egybe-
vago négyzetekre feldarabolni s ezeket harom h,, h,, hy halmazza
ngy egyesiteni, hogy ezek egyike sem tartalmaz &tellenes pont-
part. Tekintem a h,, h,, h; halmazok 0sszes™ hatarait alkotd
vonalrendszert. Ebbél kivalasztok egy ¢ kettdspontnélkiili zart
gorbét (tortvonalat), mégpedig olyant, amelynek (egyik) belseje,
m, lehetbleg kis teriileti. Az m egészben valamelyik hi-hez,
mondjﬁk h,-hez tartozik, tovibba az m hataranak, c-nek minden
pontja hatirpontja h,-nek. A ¢ valamely C pontja nem lehet kozos
hatdrpontja h,-nek és hy-nak, mert akkor C kozos hatarpontja
volna mindhdrom h;-nek, s akkor a C, C’ pontpar ellentmond
a feltevésnek. Koévetkezileg ¢ a h, mellett csupan példaul h,-t
hatérolja. Minthogy tehat ¢ minden pontja h, és h, hatdrin
* van, -azért a feltevés miatt ¢’ a h, belsejében van. Ugyancsak
kell tehat, hogy a ¢’ dltal hatarolt m’ is a h, belsejében legyen,
mert kiilonben ellenkezésbe jutniank s minimumsajitsagaval.
Ha tehat a h; (i=1, 2, 3) halmazokat ugy valtoztatjuk meg,
hogy h,-bél toréljiik m-et, s ez utdbbit hy-héz szamitjuk hozzd,
akkor ama halmazok még mindig dtellenes pontpar nélkiiliek ;
e mellett a hatdrvonalak 06sszes hosszlisaga megkisebbedett,
mert ¢ mar nem hatiara egyik halmaznak sem. Az eljarast
ismételve, végiil is h,, h,, hy helyébe olyan halmazok lépnek,
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amelyek atellenes pontpar nélkiiliek, egyesitési halmazuk S, de
mar koziilik az egyik iires halmaz. Ezzel a nyilvanvalé ellent-
mondassal a tételt az n=3 esetre kimutattuk.

Rédei Ldszlo.

ZU EINEM GEOMETRISCHEN SATZ
VON HERRN K. BORSUK.

Der folgende Satz rithrt von K. Borsuk! her:

Bei jeder Zerlegung einer n-dimensionalen euklidischen Vollkugel .
in n Mengen ist der Durchmesser mindestens einer von diesen Mengen
dem Durchmesser der ganzen Kugel gleich.

Seinen Satz beweist K. Borsvk mit topologischen Mitteln, und dabei
bemerkt er: «Trotz des elementargeometrischen Charakters dieser Be-
hauptung, scheint es keinen elementargeometrischen Weg zu geben, der
zum Beweise fiihrt».

Ich erhalte mit Hilfe des Heme-Borewschen Uberdeckungssatzes auf
elementarem Wege zuerst folgendes :

Gilte der Satz von K. Borsuk nicht, so liesse sich die Oberfliche
S eines n-dimensionalen Wiirfels geeigneterweise so in kongruente
(n—1)-dimensionale Wiirfel zerlegen und all diese so in n Mengen
vereinigen, dass keine dieser Mengen gegeniiberliegende Punkte enthiilt.
Dabei sind zu jedem Wiirfel seine siimtlichen Randpunkte zuzuzihlen
und als gegeniiberliegende Punkte gelten zwei verschiedene, mit dem
Mittelpunkte von S in einer Gerade liegende Punkte.

Damit ist der Satz auf eine (endliche) kombinatorische Aufgabe zuriick-
gefihrt, genauer gesagt, auf die Unlosbarkeit dieser Aufgabe. Diese
Unldsbarkeit stellt sich im Falle #=3 mit Hilfe eines Reduktionsver-
fahrens leicht heraus, und somit ist der Satz fiir n=3 auf diesem
Wege bewiesen. Jedenfalls hat der Satz nur fiir =3 echt elementar-
geometrischen Charakter. Fiir n >4 gelang mir die Erledigung der
obigen kombinatorischen Frage nicht.

Ladislaus Rédei.




EGYMASRA KOVETKEZO SZAMKOZOK
PRIMSZAMAIROL.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia Matematikai és Természet-
tudomanyi Ertesitéjében kozéltem a kdvetkez6 tételt:1
Az egyenl6 x hosszusagu

< 1 <X,.,%XYy.... <(rc—1)re, ..., nx= (1)

intervallumok mindenikéhen kevesebb primszam van, mint a
megel6z6ben, ha x elég nagy és

3n < logx. )

Werner Weber Ur (Gottingen) szives volt figyelmeztetni, hogy
levezetésem nem adja ki a tételt egész terjedelmében. Maga a
tétel azonban helyes. S6t sokkal tébb igaz, amennyiben be-
bizonyitjuk a kovetkez6 tételt:

Ha x elég nagy szam, az (1) alatti n szdmud x hosszlsagu
intervallum mindenikéhen kevesebb primszam van, mint a meg-
eléz6ben, ha

n < logmx, ®
ahol m aka&rmiig egész szamot jelenthet.

Ez a tétel, melyet Erdss Pal (r volt szives velem kodzolni,
azért mond tobbet a megel6zénél, mert, ha n azon intervallu-
mok széma, melyekben a primszamok szdma monoton csokken,
e masodik tételben n a logic barmely hatvanyanal nagyobb
lehet, mig az els6 tételben a logic els6 hatvanyanak nagysag-
rendjébél vald. (Weber (r oly levezetést kozdlt velem, mely
m 9 esetére vonatkozik.)

1  Oblath, Mat. és Természettud. Ert. 47 (1930), p. 250 &s Téhoku
Math. Joum. 32 (1930), p. 328.
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Tételiink bebizonyitasa céljabél a primszamtétel LitTLEWOOD-
féle alakjabol” indulunk ki, mely szerint az 2-nél nem nagyobb
primszamok szama

Fi04 pe—aVlogalog, ),

ahol log,x =loglogx és a pozitiv konstans, melynek szam-
€rtékére nincs sziikségiink. Tehat a (k—1)x és kx kozotti prim-
szamok szama ;

wi (x) = 7 (k) — z((k—1)x) =

kx A
— dz <L O(kxe—aVIog(k—l).rlog,(k—l)w). @)
log z ‘ i
(k=1)a
k-t Ggy akarjuk megvalasztani, hogy k<7 mellett
Upe41 () < we () (3)

teljesiiljon.
A (4 formulabol kovetkezik, hogy

Uk (x) = Up (x) — Ug+1 (.’IJ) -
(k+)ax

= 4 g + O (kwe=oVosalogez) —

log z log 2
kx

ka
o ER T ¥ Togw Tog
(:_1[ ( logz log(z+2) ) e o

ahol az ordos tagot megnagyobbitottuk. Az integrandus mo-
noton csékkené, ha 2> 2, amint errél differencidldssal
konnyen meggy6z6dhetiink.? Ha tehat Vi (x)-szel jeloljik az

1 Lanoav, Math. Zeitschr. 20 (1924), p. 90, kiilonésen p. 103, és ugyanott
p. 105, 1. tovabba LaNDAU, Zahlentheorie I1. (1927), p. 47, Satz 403. Tudtommal
LitTLEWOOD tétele maig a legpontosabb, 1. példaul INneHAM, The Distribution
of Prime Numbers (Cambridge Tracts in Math., No. 30) Cambridge 1932,
p. 66, Theor. 24.

2 Jdézett dolgozataimban a bebizonyitandé tételt minden k szimra,
mely barmily elére megadott M szamnal kisebb, mar elintéztem, sé6t azt,
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U, (x)-ben fellépé integralt az ordos tag elhagyasaval 1 akkor

k = 2-re
kx
ek (k_f ( 10; z  log (Zl+x))dz gx(loglkx 3 ]Og(kl‘f'l)w):
xlog(l +T) log (1’*‘ k+1)A L

= Togkwlog b D)z ~ ° TogGet+ Dz~ Gt Dlog it Do’

ahol 7 pozitiv abszolat dllando. Ez a formula a megel6z6 2 lab-
jegyzet szerint k=1-re is fennall.
A két egymasra kovetkezé intervallum primszamai széménak
kiilonbsége tehat
rx
(k+1)log®* k+1)x

Hogy az utobbi intervallumban kevesebb primszam legyen,
mint a megel6zében, elég, ha az elsé tag talnyomo, azaz

Uk (.’L‘) g - 0 (kxe-—a log & log,x)_

7e .p—aVlog x log,x
(k+1)log?k+1)x > O (kae i

hogy u, (%) <u,(x), mar LaNDAU bebizonyitotta (Nouv. Ann. de Math. 4.
série 1 (1901), p. 281); minthogy azonban az itt alkalmazott szamitassal is
kimutathato, k= 1-re is levezetjilk. A szoveg késGbbi jeloléseit alkal-
mazva :

z+2
_J‘( ) 9 1 1 ) P,
log z log(z+:1: f] % 5 logz log2x) logz’
tehat elég nagy x-re
« 1 1 )
o >ﬂx(logw Tog 2 )

ahol g pozitiv abszolut allando.
1 Ugyanis

l°g(l =5 k—t—l \'2 k~ll-l '”;“( k-li-l )A+ ‘3‘(74-—1) &

ezért
1
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ami ki van elégitve, ha
eVioswlogsw > O ((k+-1)*log® (k+1) x).
Ha tehit k<x, elegendd feltétel:
eV ez lonw > O (k*1og*2) ;

azaz az (1) sorozat intervallumaiban a primszamok szama mo-
noton csokken, ha

(6)

Egyszeri szamitas meggy6z rola, hogy a (6) feltétel kielégit-
het6, ha — % helyett megengedhets legnagyobb értékét, n-et
beirva- —

n < log"w,
ahol m akarmily egész szam lehet, amivel tételiinket teljesen
bebizonyitottuk.

Analog tétel all fenn a szdmtani sor primszdmairél is.

Kedves kotelességet teljesitek, amidén koszonetet mondok
Bauer MinALY és ErpGs PAL uraknak, akiknek értékes észrevéte-

leit a bizonyitdsban is felhasznaltam.
Obldth Richard.

SUR LA DISTRIBUTION DESVNOMBRES PREMIERS.

Le contenu de la note est la démonstration du théoréme suivant.
Pour x assez grand, chaque intervalle de la swite

i, @), Lt 2 ) e (. — 1) e wises >
contient moins de mombres premiers que Uintervalle précédent,
si Uon a \
n<2log%x,
ot m désigne un nombre entier quelconque.
La démonstration est fondée sur le théoréme des nombres premiers, |
sous la forme qu’'a donnée a ce théoréme M. LirrLEwoop. |

Richard Obldath.




SIPOS PAL EGY KEZIRATA ES A KOCHLEOID.

Sieos Pir,' jelenlegi ismereteink szerint, az els6é magyar
matematikus, akinek munkdassaga eredeti és kora szinvonalan
allo. Foértekezését® a berlini akadémia adta ki és aranyérem-
mel jutalmazta. O az elsé magyar matematikus, aki akadémiai
kitiintetésben részesiilt.

Nagyenyeden sziiletett 1759-ben. Az ottani hires kollégium
didkja volt. Matematikdra a legderekabb enyedi tanarok egyike:
Kovars Jozser® tanitotta, aki ifju koraban majd négy évig tanult
matematikat Bazelben, Utrechtben, Leydenben és Parizsban.
A nala hét évvel fiatalabb TeLekr SAmueL grof, a késébbi nagy

1 E helyen is koszonetet mondok DAvip Lajos dr. egyetemi tanar ur-
nak, aki figyelmemet évekkel ezeltt Sipos PAL-ra felhivta és kutatasaimban
allando érdeklédésével és értékes tanacsaival tamogatott.

A debreceni egyetem matematikai szeminariumanak kozleményeiben
(V1. fiizet. WoyciECHOWSKY JOzSEF: Sipos Pdl élete és matematikai mun-
kdssdga. 1932., 124 1.) részletesen kozolt eredményeimet, amelyeket rész-
ben Tarsulatunk 1932. évi november ho 10-i rendes el6adoé iilésén is kor-
vonaloztam, itt szamos uj adattal egészitem ki.

2 Sammlung deutscher Abhandlungen. 1790—91. (Berlin, 1796) 201—
230. lap. .

3 Gr. Rugper Apimni Erdélybél («Szilvas 18 Nov 1795») ezt irja édes
anyjanak, grof TELEKI SAMUELNEnak Bécsbe : «Professor KovAts helyibe, az
iffju KovAtsot tették, tobbnyire az olyanok a kiknek ninisen a dologha
semmi interesséjek, mind inkabb kivantak volna Sipost; azt mondjak hogy
KovArs tsak a Batya Testamentomanak koszonheti a Professorsagot; mert
a Batya azt irta a Testamentomaba, hogy a Colegyomnak 16000 forintot
testal ha az Otsit érdemesnek tartjak a Professorsagnak el nyerésire; ha
pedig arra nem tartjak érdemesnek ugy tsak 800U forintot testal a Cole-
gyomnak.» (Az Orszdgos Leveltdr Teleki-tdrdnak Teleki Sdmuel osztdlyd-
ban. 1493. missilis.)
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kancelldr kiséréjeként jart ezeken a helyeken. A grof naploja-
b6l? tudjuk, hogy Bazelben 17 hénapig tanultak BernouLL
JAinos-t0l és ennek batyjatol: DAmieL-t6l.2 Pdrizsban pedig
Crairaur, ConpAMINE, LALANDE és GESNER ismeretségébe jutottak.
Palydja kezdetén Sipos harom éven at a szdszvarosi gimna-
zinmban tanit, majd harom évig a sziraki kastélyban, Nograd
megyében, az ifji TELEKI JozsEF grof neveldje.®> A kastély ura :
az idésebb Jozsef gréf,* Samuel unokadeese, szintén jart fiatal-
koraban Bazelben, ahol kilenc honapig volt Bernourr: DANIEL
magantanitvinya.® Utina Parizsban Crairavr-tol tanult mate-
matikat négy hénapon &at. A M. T. Akadémia kézirattaraban
felfedezett, eddig kiadatlan naploiban 6 is részletesen beszamol
tanulmdnyairél. Parizsban eljart az akadémia iiléseire és sok
kivalo matematikussal érintkezett, akik koziil naplojaban: leg-
gyakrabban szerepel: ConpamiNe, CaiLLe, Ferner, MontucLa,
D’ALEMBERT, NOLLET, FONTAINE.

Sipos PAL 1791 6szén iratkozott be az oderai Frankfurt,
azota megszint egyetemére. A kupszeletekrdl latin nyelven irt

1 TELEKI ADAM-nak irja Bazelb6l 1761. majus 17-én: «Ich habe noch hier
meine privata collegia nicht zu Ende gebracht, viel mehr habe ich unldngst
mir neues angefangen, bey dem H. Prof. DANIEL BERNOULLI, so ich mit der
grossten Zufriedenheit anhére; und bey dem anderen H. Prof. BERNOULLI
handeln wir itzo de Rectificatione Curvarum.» IMRE SANDOR idézi grof
TELEKT SAMUEL nyomtatisban is megjelent Uti Napldjdhoz irt bevezetésé-
nek LVII. lapjan.

2 Aki «nem szokott kiilomben senkinek is privatim collegiumokat adni».
Az el6bbi jegyzetben emlitett Naplo. 47. 1.

3 Az idGsebb fiukat CorNIDES DANIEL nevelte. A «Hofmeisters fizetésé-
rél ezt olvassuk a grofi-apa 1780. maj. 3-i fogalmazvanyan (Akad. kézirat-
tara. Vegyes 4-r. 39): «Das Gehalt wire 300 Guld., freyer Tisch, Quartier
und Bedienung.» A nevelstsl tobbi kozt elvarja a grof «4° dass er auch
die Mathematik wenigstens so viel wisse, dass er den Weudler, oder das
Compendium Wolfianum in 2 Binden in 8° verstehe und auslegen konne.»

4 A kés6bbi koronaér, aki MEszOLY GEDEON szerint: «Magyarorszag leg-
europaibb magnasa». Széphalom. 1927. 52. L.

5 BERNOULLI DANIEL elismeréssel ir TELEKI JOZSEF és SAMUEL matematikai
képességeir6l. (GuLyAs KAroLy: Grdf Teleki Sdmuel levelezése kulfoldi
mathematikusokkal, Math. Phys. Lapok. 1912. 218. 1.).
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értekezését innen ajinlja volt tanitvanyanak, az ifji TerEk
Jozser grofnak. Erre az értekezésére ujabban bukkantam a M.
T. Akadémia kézirattardban.! Cimlapja hianyos: TRACTATUS
DE CONICIS S... GEOMETRICE... AUCT... PAULO S...,
TRANSILVANO... CIVE UNIVERSIT... Az ajanlas kelte:
«Francofurti ad Viadrum. Die 20 Martii 1792». E szerint a ki-
egészités nem «cive universitatis Vindobonae», ahogyan LEszay
a Sipos hagyatékdaban talalt kéziratrol hibdsan irta Kazinczy-
nak,? hanem «Viadrinae». Ezzel megdél az az allitds, hogy Sipos
a bécsi egyetemnek polgara lett volna. Protestans volta sem
tette ezt valoszintve.

Az ajanlasbol megtudjuk, hogy mar 1787-ben megmutatta az
els6 fogalmazast tanitvanya batyjanak és az ¢ batoritasara foly-
tatta tanulmdnyait; mint az elészéban mondja: «initiaque ten-
tavi Doctrinae de conicis sectionibus geometrice explanataer.

Az ajanlas (III—VIII), elészo (X—XII) és megfelel6 bevezetés
utan, 160 szdmozott oldalon 199 §-ban targyalja a ktpszelete-
ket, egy fliggelékkel. A szoveghez tartozo 70 abra még nem
keriilt el6. Tételei nem egyenlet alakjaban jelennek meg, hanem
szavakkal fogalmazott ardnypéarokban.

A benniinket most leginkabb érdeklé rész a 16 oldalra ter-
jedd és 20 §-t tartalmazé Appendix: De curva accentrica. Ez
a gorbe a kochleoid ive. Siros az AB tavolsagot folytonosan
kisebbedé sugarti kérivbe hajlitja.® Az eléallo kérivseregnek AB
kozos érintéje a kozos A pontban. A folytonosan véltozo hely-
zetii B végpont transzcendens gorbét ir le, amelyet néhai SziLy
KALMAN joggal Siros-gorbének nevezett el. Az irodalomban eddig
elfogadott kochleoid (csigahdzalakt) név FaLkenBure mérnoktol
szarmazik, aki Sipos utdn majd 100 évvel szintén felfedezte
ezt az érdekes és fontos gorbét, amelynek elsé nyomtatott
adata” J. Perks-t6l valé. A jelzett médon valo eléallitisban a

1 Menny. 4-r. 5.

2 Kazinczy Ferenc Levelezése. XIV. 484. 1.

3 Sipos latin szovegeit (egy abraval) a német kivonatban kézlém.
4 Philosophical Transactions. XXII. 1700. 445 1.
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publikdlds elsésége Sipos-é. GoLpBAcH ugyan mdar 1726-ban fel-
vet hasonlé problémat, de levele csak 1843-ban jelent meg
nyomtatasban.

Kéziratainak 151. oldalan Siros kimondja gorbéjének kovet-
kez6é nevezetes tulajdonsigat: a 2¢ hajlisi g, vezetésugarra,
annak végpontjaban emelt meréleges a ¢ hajlast p,-et a Siros-
- gorbén metszi. Ebbél
folyik az az «auffallend
einfache Niherungskon-
struktion», amelyet J.
TropPFRE csak a félkor
esetére, M. KorpE levele
alapjan (1918) ko6zél,?
pedig az barmilyen kor-
ivre érvényes alakban
mar 1792-ben megtaldl-
hato Siros-nal.

Gorbéjével Sipos nemesak a kor ivét méri meg,? hanem a
szoget is felosztja tetszésszerinti szamu egyenld részre.®

Ebbél a latin kéziratbol fejlédott ki Sipos fGértekezése. En-
nek elsé részét Berlinben adta at Bope akadémikusnak, a hires
asztronomusnak. Bope-nak, a M. T. Akadémia kézirattaraban
talalt levelébdl és a berlini akadémia iiléseinek naploibdl ki-
deriilt, hogy haromszor kiildott pétldst féértekezéséhez. Olyan
rossz idé jart akkor a berlini akadémidara, kiadvanyai olyan ké-
séssel jelentek meg, hogy Siros dolgozata, amely csak 1795-re
késziilt el teljesen, még belekeriilt az 1790—91-re sz616 kotetbe.
Sipos kiilénben 1700 és 1854 kozt az egyetlen matematikus,
akinek dolgozatit a berlini akadémia kézolte, a nélkiil, hogy az
akadémidnak tagja lett volna.

Berlinben, az akadémia levéltaraban talalt Sipos-aktacsomo-

1. abra.

1 Geschichte der Elementar-Mathematik. 4* (1923). 205. 1. Fig. 24.
2 Appendiz. § 16, Problema 2. )
3 § 19, Problema 4.
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bol megallapitottam, hogy a matematikai osztalyban TempEL-
HOFF ! javaslatara elgszor 50 arannyal akartik jutalmazni Sipos
felfedezését, a gazdasagi bizottsag azonban csak aranyérmet és
100 kiiléonlenyomatot engedélyezett.

Siros féértekezésében az altala feltalalt eszkoz: az izométer
segitségével 12-féle feladatot old meg, mai tuddsunk szerint is
kifogdstalanul és — amint mar néhai SziLy KiLmAn is elismeri —
igen {ligyesen.

A kochleoid polaregyenlete :
on sin ¢
0 i

amint legutobb megallapitottam, el6sz6r EvLer-nél 1759-ben fordul

el6, nem pedig — mint eddig hitték — Mavrarri-nal. MALFATTI
levele (1783) kiilonben is esak 1876-ban jelent meg nyomtatésban,
tugyhogy a publikalishan megelézte Kistver géttingai profesz-
szor is, aki a Gdttingische Anzeigen 1797. évfolyamaban le-
vezette ezt az egyenletet, amikor 96 sorban ismertette Siros
eszkozét. Megtaldljuk ezt az egyenletet Sipos-hoz irt hossza
gratulald levelében is. Sipos — amint Kazinczy levelezésébol
tudjuk — sehogysem tudta elolvasni KAsTNER igen rossz irasat.
Kazinczy-nak ajandékozta a levelet azzal, hogy médsolatot kér
rola. Kazinczy k6zolni akarta nyomtatasban. A levél jelenleg az
Orsz. Széchenyi-konyvtdr kézirattaraban van. Csak hosszas
kiiszkddéssel sikeriilt teljesen kibetiizném. Nyomtatiashan nyole
oldal. W. Lorey szerint: «Auf diesen Brief, der interessante
Angaben iber Kistners Entwicklung bringt, wird man zuriick-
greifen miissen, wenn man nachholt, was 1919 zur 200. Wieder-
kehr von Kistners Geburtstag vergessen wurde: eine ausfiihr-
liche Biographie dieses verdienstvollen, spiter zu Unrecht oft
unterschitzten Mathematikers».?

Sipos féértekezésének legfontosabb része az ellipszis rekti-

1 Gauss itélete szerint TEMPELHOFF: «einer der besten deutschen Ma-
thematiker». (Bolyai és Gauss levelezése. 1899. 35. 1.)
2 Jahresber. d. d. Math. Ver. 43. 93. 1. 1933.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLI. 4
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fikacioja a Sipos-gorbe segitségével. Eljarisarol ezt olvassuk
KisT~ER levelében: «Was aber von ihrer Rectification gesagt
wird, mag ich nicht untersuchen. Ich miisste mir dazu den
Vortrag der Abhandlung ganz analytisch umarbeiten, u. es ist
mir darinn vieles zu undeutlich. Rectification der Ellipse, zu-
mahl wenn sie sehr eccentrirt is, gehort unter die Fragen der
Analysis die noch EvLer u. La Granee fiir sehr schwer halten».

Siros tényleg nehezen érthet6 eljarasat kihamozva a kévet-
kezé formuldra jutottam:

hol a és b az ellipszis féltengelyei; ez az ellipszis keriiletének
Siros-féle kozelité értéke.

Hogy ennek a formulinak jelentéségét megallapithassam,
atkutattam a budapesti és berlini kényvtarakban rendelkezésre
allo irodalmat. Kozel félszaz ellipsziskeriilet-kozelitést talaltam ;
ezek kozil 39-et kozoltem és 22-t sorba is fejtettem. T6ébb kép-
letre részletes szamtablazatokat is készitettem.

Vizsgalatom végeredménye Siposra a legkedvezébb. A korabeli
kozelitések nyomaba sem léphettek az 6 eljarasanak. A hasonld
egyszeriiségli formuldk koziil ma sem ismerek pontosabbat az
6vénél.

A Siros-formula mindkét hataresetben: b=0, a=b, pontos és

legnagyobb hibdja b = —m-nel csak 0°14%.

A legtijabb és legjobb kozelitések egyikét 1913-ban adta
R. Soreav.® A Siros-formuldnak nemecsak a sorfejtése &ll koze-
lebb az ellipsziskeriilet pontos értékét ado masodfaju teljes
elliptikus integral sorfejtéséhez, de numerikus értékei is jobbak
mindkét Soreav-féle kozelités szamadataindl.

Sipos 1805-t61 1810-ig a sarospataki féiskola tandra. Az ot-

1 Comptes Rendus. 156. 1514. L.



SIPOS PAL EGY KEZIRATA ES A KOCHLEOID. a1

tani levéltar anyagabol megallapithattam, hogy neki készonheté
az 1810-es pataki tanterv matematikai része, amely egészen
modern: majdnem azt az anyagot o6leli fel, mint a XIX. szazad
utolsé évtizedeinek magyar gimnaziuma.®

Trigonometrikus tablat is adott ki Siros 1807-ben Pozsony-
ban. A negyedkor tizes rendszerli szogbeosztasa Magyarorszagon
elészor ebben a latinnyelvii tablazatban talalbato, alig par év-
vel az elsé kﬁlf(’ildiek utan. Sem ismertetését, sem hasonlonak
nyomat eddig sehol sem taldltam. Siros log 2-bél és x2-b6l sza-
mitja a trigonometrikus fiiggvények logaritmusat.® Ez tényleg
lehetséges, mert a sorfejtések loga-en kiviill esak péros hat-
vanyt tartalmaznak, amit igy kimondva sehol sem taldltam.

Elete végén Siros reformétus pap Tordoson, Szészvaros mel-
lett (1806—1816).

Stros mint filozofus MArTon IsTvAN mellett mésodik kivdlo
Kanr-tanitvinyunk. Jeles szonok volt és iigyes versir6,® Kazinczy
egyik legjobb baratja.* Egymdssal valtott 90 leveliikben igen
szeretetremélt6 embernek mutatkozik a tudos Siros PAL.

Jelitai (Woyciechowsky) Jozsef.

1 Kornis GY.: A magyar mivelidés eszményer. 1. 328. 1.

2 Nagyobb tablazatok pl. logsin -t ma is log «-bol szamitjak, de nem
«* segélyével, mint Sipos.

3 Ode occasione jacti pro novo aedificio in Ill. Coll. S. Patak funda-
menti. 1806. die 23. Septbr. Ezenkiviil tobb latin és magyar epigrammadja,
verse kiadatlan. (Akadémiai kézirattir. Tort. 2-r. 20., Vegyes. 4-r. 39. Az
Orszagos Levéltar Teleki-tdrdnak Teleki Sdmuel-osztdlyd-ban is van egy
eddig ismeretlen, «Béts, 19. Febr. 1794.» keltezésii verse. Levéltari szama
1615.)

4 Kazinczy erdélyi utjan felkereste Sipos-t is, akinek «egész Bibliothecaja»
«legfeljebb szaz darab» konyvbél allt: <Az éjet nagy részében almatlanul
toltém, kivalt hogy Sipos eléttem a’ tiszta égen a’ csillagzatokat magyaraz-
gatar. (Kiadatlan akadémiai kézirat. Foldl. 4-r. 3.)

4%
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‘ _UBER EIN MANUSKRIPT VON SIPOS
UND DIE KOCHLEOIDE,

PauvL Steos (sp. schiposch, 1759—1816) ist gegenwirtig der erste
ungarische Mathematiker, von dem selbstindige Arbeiten bekannt sind.

Der Verfasser entdeckte im Archiv der Ungarischen Akademie der
Wissenschaften ein bisher unbekanntes, lateinisches Manuskript “von
Siros:  «TRACTATUS DE CONICIS S[ECTIONIBUS] GEOMETRICE
[EXPLANATIS] AUCT[ORE] PAULO S[IPOS], TRANSILVANO:». Ge-
widmet dem Reichsgrafen Joser TeLexi Jun. «Francofurti ad Viadrum.
Die 20 Martii 1792.» Daher war der protestantische Swros kein Horer
der Wiener (katholischen) Universitit. Liszay las seinerzeit Viadrinae
falsch fiir Vindobonae.

Es erhellt aus der Widmung, dass Swros schon 1787 die erste Ab-
fassung fertig hatte.

Nach Widmung (III—VII) und Vorwort (X—XII) behandelt er in
199 Paragraphen (S. 1—160) die Kegelschnitte. Fiir alle Sitze wird die
Proportionsform beniitzt ; die Wiedergabe in Worten macht den Inhalt
der ausgesprochenen Sitze noch uniibersichtlicher. Alle 70 Figuren fehlen
gegenwirtig.

Entschieden Neues enthilt der Anhang: De cuwiva accentrica (S.
145—160, § 1—20). Diese Kurve ist die Kochleoide. Sie wird hier fol-
gender Art gefunden:

«Quod si recta AB in puncto A immote fixa extremitate alia B ea
ratione circumagi concipiatur, ut continuo magis magisque incurvetur,
incurvataque formet semper veri nominis arcus Am, Al, Ak &c., donec
ad ultimum abeat in circulum perfectum, atque punctum B incidat in
A; curvam, quae interea a puncto B describi concipitur, dicimus accen-
tricam.» (§ 1.)

Steos spricht unter anderem folgende wichtige Eigenschaft seiner
Kurve aus: die Normale errichtet im Kurvenpunkte des Leitstrahles 2¢
trifft den Leitstrahl ¢ im Kurvenpunkte ¢. (Figur oben.)

Hieraus folgt die cauffallend einfache Naherungkonstruktion», die bei
Troprke (Gesch. d. Elementar-Math. 42, S. 205, Fig. 24) fiir den Halb-
kreis mit dem Namen M. Korpe (1918) erwihnt wird, obgleich sie sich
schon in verallgemeinerter, fiir jeden Kreisbogen giiltiger Form bei
Stros (1792) befindet :

«Hac ratione liquet dati arcus Ade, quoad directam ejus longitudi-
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nem, approximationem peragi geometrice posse; siquidem arcus, qui
chordas sequentes Ae, Af, Ag &c subtendere concipiuntur, ejusdem
sunt longitudinis directae ad ipsas chordas propius propiusque acce-
dant, quo anguli intercepti chorda et tangente bisectio continuata lon-
gius est; ut adeo illa semper chorda, in qua bisectio subsistit, ex. gr. A,
exhibeat proxime veram inter reliquas longitudinem  arcus datio (§13,)

2. abra.

Diese infinitesimale geometrische Rektifikation (nach Fig. XIII. von
Stpos. Abh. Berlin, 1790—91. Anhang) findet sich schon 1759 bei EvLer,
aber nur fiir den Kreisquadranten. Fiir die Selbstéindigkeit von Siros
spricht, dass sein Manuskript (1792) und seine vorerwiihnte preisgekronte
Abhandlung (gedruckt 1796) in jeder Hinsicht eine stufenformige Ent-
wicklung aufweisen, die bei einer Entlehnung von Euvrer nicht méoglich
wire. Er behauptet selbst von seiner Kurve: «eine Art von Spirallinie,
welche von den iibrigen bisher bekannten verschieden ist». Die expli-
cite Form der Polargleichung, die Euier ebendort angibt, findet sich
bei ihm nicht. Kistners Brief und Besprechung bestitigen auch die
Selbstindigkeit von Sipos.

Die Bibliographie der Kochleoide (E. WoLrriNG, Boll. di bibl. e storia

“d. sc. mat. III. 1900, S. 97—99) ergiinze ich hier mit folgenden neuen
Daten :

Evier rektifiziert den Kreisquadranten und gibt gleich als erster die

Polargleichung der erzeugten Kurve in der Form

v:qs;1¢'

(Novi Comm. Acad. Petropol. VIII. 1760—61, S. 26. Vorgelegt 1759.
Gedruckt 1763.) Bis jetzt galt als erster Macrarmr (1783). Die Polar-
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gleichung kommt auch in Kisryers Brief (1796) und Besprechung (Gétt.
Anz. 1797, S. 113) vor. Die vorerwihnte infinitesimale geometrische
Rektifikation, wobei die Kochleoide erzeugt wird, findet sich bei EuvLer ,
fir einen ‘beliebigen Kreisbogen aber erst bei Srpos (1792), spiter bei
ScuerrLer (1849) und Goerine (1899). Das Verfahren ist auch in der
Enzyklopédie von WeBer — WEeLLSTEIN (22, 1907, S. 280—281) ohne Namen-
nennung wiedergegeben. :

Srpos misst mittels seiner Kurve den Kreisbogen (§ 16, Problema 2)
und teilt den gegebenen Winkel in beliebig viele gleiche Teile (§ 19,
Problema 4).

Die Fortsetzung dieser Arbeit von Sipos ist seine preisgekrénte Ab-
handlung (1795). Hier entwickelt er mit Hilfe seiner Kurve ein Ver-
fahren, das fiir den Umfang der Ellipse bessere Resultate gibt, als beide
Formeln von R. Soreau (1913). Die Konstruktion seiner trigonometri-
schen Tafeln (1807) steht einzig und allein. Er berechnet logsin  aus
log & und x%

Prof. L. v. Divio lenkte meine Aufmerksamkeit auf Srros. Niheres
in meiner Srros-Monographie : Mitt. d. math. Sem. d. Univ. Debrecen
(Ungarn). VI Heft, 1932. (39 Naherungsformeln fiir den Ellipsenumfang,
22 davon auch in Reihen entwickelt. Briefe von Bope und Kistner.)

Joset v. Jelitai (Woyciechowsky)




ELMELETI VIZSGALATOK
A LITHIUMBROMID-KRISTALY DINAMIKAJAROL.

1. Bevezetés.

Ezen dolgozat célja, hogy a lithiumbromid-kristily néhany
fizikai allandojat teljesen elméleti uton, empirikus konstansok
figyelembe wvétele mélkul hatarozzuk meg. Elészor a lithium-
bromid-molekula koétésével fogunk foglalkozni, majd ratériink
a kristdly targyaldsara, meghatarozzuk a kristaly racsallandoéjat,
racsenergigjat, szubliméciohgjét, kompresszibilitdsat és ultravoros
sajatfrequenciajat.

A legujabb idékben W. Lenz® és H. Jensen? dolgoztak ki
egy statisztikai modszert, mely poldris molekuldkra és ion-
kristalyokra, melyek kozé a LiBr is tartozik, jol alkalmazhato.
W. Lenz és H. Jensen attérnek a Tuomas—Fermi-féle differencial-
egyenletrél az ezen egyenletnek megfelelé variacioproblémara,
melyet a Rirz-féle approximacios modszerrel oldanak meg. Mod-
szerilknek Tromas® és Fermi* modszerével szemben el6szor is
az az elénye, hogy az 6 statisztikai atommodelljiikben az atom
kiilsé részeiben az elektronstriiség exponencialisan csokken, ami
megegyezik a quantummechanika eredményeivel, mig THoMasndl

és Ferminél az elektronsiirtiség csak mint ) tinik el a vég-

telenben, masodszor pedig ez a statisztikai modszer negativ
ionokra is alkalmazhato.

1 W. Levz. ZS. f. Phys. 77, 713. 1932.

2 H. Jenses. ZS. f. Phys. 77, 722. 1932.

3 E. Ferm1. ZS. f. Phys. 48, 73. 1928.

4 L. H. Tromas. Proc. Cambridge Phil. Soc. 23, 542. 1926.
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Szamitdsainkban részben ezt a statisztikai modszert fog-
juk alkalmazni. Statisztikait a LiBr-ndl természetesen csak a
Br~ ionra alkalmazhatunk, mert csak ennek van elegendd
elektronja, a Li* ionra, minthogy csak két elektronja van, sta-
tisztikat nem alkalmazhatunk. Mig tehat Jensex a RbBr-ra,
vagyis egy olyan kristilyra végzett szamitisokat," melyben az
ionok dimenzidi kozel egyenldék, addig mi itt egy olyan kris-
tallyal foglalkozunk, melyben a kation az anionhoz képest
nagyon kicsi. Egy kozelit6 eljarassal sikeriil a LiBr kristaly
ricsenergiajara egy analitikai kifejezést nyerni, melynek segit-
ségével ratérhetiink a tovabbi kérdések targyalasira. Szamita-
sainkban, hasonloképen mint Jensew, el fogjuk hanyagolni az
ionok deformalhatosagat, az ezen elhanyagoldsbol szdarmaz6 kis
hibara a kristaly targyaldsiandl még részletesebben ratérink.

Miel6tt a LiBr kristily targyaldsira ratérnénk, még elébb
W. Lenz és H. Jensen statisztikai modszerének f6bb eredményeit
osszefoglaljuk, mert ezekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.

2, W. Lenz és H. Jensen statisztikai atommodellje.

Mint mdr emlitettiik, Lenz és Jensen a Taomas —FErwmi-
egyenletrél attérnek az ezen egyenletnek megfelelé varidcio-
problémdnak a megolddsira. Minthogy azonban a varidecio-
problémdra valo attérés nem egyértelmi, a kovetkezéképpen
jarnak el. Képezziikk egy sok elektront tartalmazo atom statisz-
tikai energiakifejezését. Az atommag koriili teret elemi dr nagy-
sagu cellakra bontjuk fel, melyekben a mag potencialjat ¢-t
és az elektronfelné potencialjat ¢-t &llandénak tekinthetjiik.
Ha az elektron téltése —e, az elektronok térbeli strtisége 7,
akkor az atom potencidlis energidja a dr celldra vonatkoztatva

— (¢ + 5 ) endr.

A kinetikus energia, minthogy az elektrongiz Fermi-statisztikat
kovet, mi-al ardanyos. A dr celldra esé kinetikus energia

1 H. JENSEN L ec.
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37
8y 2

Az atom teljes energidja tehat a kovetkezd

ahol = %( ) a5 — els8 hidrogén-radius.

Tovabba, ha N az atomban levé elektronok szama, akkor fenn-
all, hogy

Az integréci()t mindkét esethen az egész térre kell kiterjeszteni.
Ferui-egyenletre vezet. A feladat mar most abban &ll, hogy
n-et ugy hatdrozzuk meg, hogy £ minimummal birjon. Ezt a
problémat Lenz és Jensex a Rirz-féle approximdcios modszerrel
oldjak meg. Hogy E-t egyszeribb alakra hozzuk, célszeri n-et
a Poisson-egyenletbél kifejezni, mely szerint

dp = dnen
dg-t E-be beirva nyerjik:

A feladat most az, hogy dg¢-t alkalmasan vilasztott figgve-
nyek segitségével ‘dllitsuk eld, pl.:

dp =§.0c, f,)

7 egy tetszéleges pontnak a magtol valo tavolsaga.

A ¢, koefficienseket gy kell meghatarozm, hogy (1) minimum
legyen.

Az f,(r) figgvényeket Jensen a kovetkezo szempontok figye-
lembevételével valasztotta ki:
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I. A magtol tavol 4o exponencidlisan ecsokkenjen. Ezaltal
megegyezésben marad a hullimmechanika eredményeivel.

II. 7=0-nal 4y 3-ed rendben viljon végtelenné. Ezen kive-
teléssel megegyezésben marad a Tuomas—Ferui-elmélettel.

III. Figgetlen valtozonak, féképpen mathematikai nehézségek

elkeriilése céljabdl x = -t vezette be, ahol 1 egy para-

méter, melyet gy kell meghatdrozni, hogy az energia minimum
legyen.

IV. Az elsé harom kﬁvetelménynek elegel tevé exs figg=
3

m
vényt egy polynom harmadik hatvanyaval, (choc’ -el szorozta.
v=0
A harmadik hatviany ismét mathematikai nehézségek elkeriilése
végett sziikséges.
Végeredményben 4y a kovetkezé lesz

Ne e—= - 3
dp= 1 T (Do) @

=0
=2z, 3)

ahol N jelenti az atom vagy ion elektronjainak szamat, A
onnan hatarozhaté meg, hogy az atom vagy ion elektronjainak
ossztoltése —Ne, igy A szamdra a kovetkezs értéket kapjuk
A=2%P,, ahol P, egy polynom a c,~kben.

Az elektronfelhé potencialjat, ¢-t a (2) egyenlet megoldasa
adja. Minthogy csakis gombi szimmetridval bir6 atomok vagy
ionok jonnek tekintetbe a (2) egyenlet baloldaldan levs LAPLACE
operator nagyon leegyszeriisodik, a differencidlegyenlet integral-
hato lesz és ¢ szamara a kovetkezé kifejezést nyerjiik.

Ne 3m+1
9= 7(1 —g(x)), ahol g(x)=e" anux“

az a, koefficiensek a c,~kbol szamithatok Kki. _
dg-t és ¢-t, tovabba ¢ = %-t (Z az atom rendszama) (1)-be

beirva és az integrdciot elvégezve nyerjik




ELMELETI VIZSGALATOK A LITHIUMBROMID-KRISTALY DINAMIKAJAROL. 99

3 v (Ze) (Ze)*  ay
E=— 7 F,+ = Z*F

ahol az F, és F, kifejezések a c,—ktol és az ionizaciofoktol,
Z—N
Z

£ ; d
A-at az energia minimum-kovetelésébdl, vagyis a a-f:o

egyenletbdl kell meghatédrozni. Innen 2 szamdra nyerjiik
1 \ K &

? 2F2 -

-t6l fiiggenek.

Ennek segitségével £ szamara kapjuk:

e e
4 lsza,,

E=

A ¢,k a kovetkez6 egyenletekb6l hatarozhatok meg

ai, (?) 5

v=0,1,2,...,m

Az eddigi fejtegetéseink teljesen altalinosak voltak, vagyis
tetszésszerinti szamu ¢, allandora fennallottak. Nulladik kozeli-
tésben csak a co allandot tartjuk meg, a tobbi c-t O-nak

vessziik. Ekkor a Zc,.z,’ kifejezés c, —-lﬂre redukalodik. Az elsé
kozelitésben a c, -et is megtartJuk ekk,er Zovx"—l—i—clx Sza-

mitdsainkban ezt a kozelitést fogjuk hasznalm 1 Ezen kozelités-
ben a g(x) fiiggvényben szerepld a, koefficiensek a kovetkezok :

: A L
Ao =1, ap=Ai0— %(2703—{—150?—{— 3¢,), a;= 73:(70“:’ + 3c3),

cl, P, _22( )(n+2)!c’;.

Az elsé kozelitéshen F, és F, csak c¢,-t6l és az lonizacio-
fokt6l fiiggenek. Ezen esetben a ¢,-ket determindlo egyenlet-

1 A masodik kézelités azonos az elsével. Lasd H. JENsEN L c.
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rendszer 1 egyenletre redukalodik. JEnsen tébb ionizaciofokra

1
meghatarozta ¢, és o p—f osszetartozo értékeit, a Br~ ionnil
ezek a kovetkezok : : '
1
c,= 0254, — =L =1033, 4
1 T T ®

Itt ezen elméletnek csak rovid 6sszefoglaldsat adtuk és f6-
képen azokat a pontokat emeltiik ki, melyek a tovabbiakhoz
sziikségesek.

3. A lithiumbromid-molekula.

A kétatomos polaris molekula statisztikai energiakifejezésébél
indulunk ki, mely Jensen szerint a kévetkezd :

g? dr ( Ze Zye 1
E=if =[5+ 25 4 ge) e +

5 (5)
+ xeday 4—ﬂ(d¢)§,

ahol Z, és Z, az egymastol ¢ tavolsdgra levé magok rendszama,

¢ a molekula elektronfelh6jének a potencialja, — Z—: a stirtisége,

r, és 7, egy tetszéleges P pontnak az ), illetéleg a (2) magtol
valo tavolsaga (1. abra).

Amint mar a bevezetésben
megjegyeztiik, ebben a szdmi-
tasban eltekintiink az ionok
deformalhatosagatol, vagyis a
polarizaciétol és elsé kozeli-
‘tésben a molekula -elektron-
felhéjét az (1) és (2) ionok elektronfelhdinek egyszerdi szuper-
pozicidja gyanant fogjuk fel. Vagyis

dp = dg, + dg,
3 ¢ = ¢+ @5 1

Ha dg-t és ¢-t (5)-be beirjuk, és ha a molekuldnak igy nyert
energiakifejezésébél kivonjuk a szabad ionok energidjat, akkor
nyerjik :

1. abra.
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dE=275— Zr (ZE Y M Agal)
1 dr
T, E(%d‘/’z + o de,) + (6)

i l :
1 xeday ;—; [(dg, + dpt < (dpd + dp ).

4E azt az energiavaltozast adja, mely fellép, ha az ionokat a
végtelenbdl egy bizonyos 4 tavolsagig kozelitjik egymashoz. Ezt
a kifejezést fogjuk most alkalmazni a LiBr molekulira. A fel-
adatunk az lesz, hogy megallapitsuk 4E minimumahoz tartozo
o-t, ez egyenlé a wmolekula magtdvolsigaval. 4K minimuma
pedig az az energia, amely sziikséges ahhoz, hogy a molekulat
ionjaira szétbontsuk. Miel6tt ‘a molekula magtdvolsigéanak és
4Enin meghatdrozasira ratérnénk, foglalkozzunk részletesebben
4E egyes tagjainak fizikai jelentésével.

AE négy tagbol all. Az elsé tag a magok CouvLome-energidja,
a masodik tag mindegyik magnak a masik ion elektronfelhéjével
valo - koles6nhatasabol szarmazik, a harmadik tag az elektron-
feln6k egymédsra valé hatdsinak eredménye. Ez a harom tag
adja tehdt az ionok elektrosztatikus kélesénhatasat. Egészen
mas természetii a negyedik tag, amely quantummechanikai
eredetli, és amely a Fermi-gaz kinetikus energidjanak a meg-
valtozasat adja. Mint ismeretes, a Fermi-statisztika szerint a
koordinata-impulzustér egy elemi celldjaban csak legfeljebb egy
elektron, illetéleg a spin figyelembe vételével két elektron foglalhat
helyet. fgy az elektronok az impulzustér sszes legalso cellait
betéltik, vagyis egy egyenletes stiriien betéltétt gombben foglal-
nak helyet, az impulzustér kezdépontja kéril. Ha a két iont
egyméshoz kozelitjiik, akkor a két elektronfelhd szuperpozicidja
folytin az elektronsiiriiség :megnagyobbodik, ez azonban az
elébb ‘mondottak szerint csak tigy lehetséges, ha elektronok az
impulzustér magasabb cellaiba, vagyis magasabb energidja dlla-
potba jutnak. Tehat ha a két elektronfelhét egymasba toljuk,
energiat .kell kizélniink a rendszerrel, vagyis munkat kell vé~
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gezniink. Ennek felel mag a taszitast kifejez6 negyedik energia-
term. !

Legyen az 1 indexszel jelolt ion a Li*, a 2 indexszel jeldlt
jon a Br—. Mint mar emlitettik, a Br— iont statisztikailag
fogjuk tdrgyalni, minthogy elegendé elektronja van. A Lit
ionra azonban nem alkalmazhatunk statiéztikét, ezt a kovetkez6-
képen vessziik figyelembe. A Lit ion a Br-hoz képest nagyon
kicsi. (Lasd lejebb.) Méretei még kisebbek, mint a He K héja,
minthogy a Li*t rendszama 3, elektronjainak szama pedig 2.
Mint latni fogjuk, a Li* ion elektronfelhGjének stirtisége rend-
kiviil gyorsan csokken, igy tehat mar a maghoz nagyon kézel
elektrosztatikus szempontbol ugy fog viselkedni, mint egy proton.
Ugyanis egy radialis szimmetriaval biré elektrosztatikus gomb-
nek a hatasat a gombon kivill mindig helyettesithetjiik azzal
a hatassal, melyet a gémb t6ltése, a gémb kézéppontjaban
egyesitve, kifejt. Minthogy a Br~ ion méretei a Li* ionhoz
képest nagyok, azért a fentebbi megfontolds alapjan az utébbit
elektrosztatikus szempontb6l helyettesithetjiik egy protonnal,
vagyis a Li* ion elektronfelh6jét egészen ésszehtizzuk a magra.
Igy tehat a (6) alatti energiakifejezés elsé harom tagjaba (melyek
a két ion elektrosztatikus kélesonhatasat adjak), a kovetkezo
értékek lépnek:

Zi=1, ¢,=0, dp, =0, 7)

A (6) alatti kifejezés negyedik tagjara azonban nem lehet ezt
az egyszerusitést alkalmazni, ami ezen tag fizikai jelentésébol,
melyet fentebb fejtettiink ki, azonnal kitinik. Ugyanis ez a tag
éppen azaltal jon létre, hogy az ionok kozelitésekor az elektron-
felh6k szuperpozicidja révén- az elektrongdz sirtisége megna-
gyobbodik. Mig elektrosztatikus szempontbol egy olyan pont-
ban; mely a Lit ion elektronfelhéjén kiviil fekszik a Li* ijon
elektronfelhdjének, mint elektrosztatikus gombnek a hatdsa, a
gomb kozéppontjaban 6sszevont 6ssztoltés hatdsaval helyette-
sithetd, addig ezen quantummechanikai tagndl éppen az a
lényeges, hogy a tér egy pontjaban a két ion elektronfelhdje
milyen mértékben szuperponaléodik. A (6) alatti kifejezés elsé
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harom tagjaban a (7) alatti egyszerisito feltevések kovetkeztében
elhanyagolt elektrosztatikus vonzo6 és taszitéo erék osszege igen
nagy kozelitésben nulla, ha ellenben a negyedik tagra is alkal-
maznank a (7) alatti egyszertsito feltevéseket, akkor ez eltiinne,
aminek kovetkeztében egy pozitiv energiatermet, vagyis egy
taszité erét hanyagolnink el ezen esetben indokolatlan modon.
Igy tehit a negyedik tagnal figyelembe fogjuk venni azt, hogy
a Li™ ion elektronfelhGjének habar nagyon kiesi, de meégis
véges kiterjedése van.'

A Lit ionra, minthogy csak két elektronja van, statisztikat
nem alkalmazhatunk, itt az elektronfelhé strtségét hullam-
mechanikailag allitjuk el6. A Li* ion egy kételektron probléma,
melyet A. E. HyLLErAAs oldott meg. A Li* ion alapallapotdnak
sajatfiiggvénye teljesen hasonlo a H atom alapallapotdnak sajdt-
fiiggvényéhez, az elektronoknak egymasra valo hatasabdl szarmazo
perturbécié az effektiv magtoltésben jut kifejezésre. A Lit ion
alapallapotianak sajatfiiggvénye HyLLERAAS 2 szerint a kovetkezd :

7(r®, 1) = 7 (7.(1))1 (@)

- = ZEH = "(_”
7 () = Ve e eff(aH )
(i=1, 2)

r és @ a két elektronnak a magtol valé tavolsigat jelenti,
5 _ 43
16 ~ 16 :

A sajatfiiggvényekbél az elektronfelhé sirisége a kovetkezo-
képen adodik :

_ A ___2_( Far ol
Ar A= z \16 2 ay
R

tp,0) = (Z)e3@) 5 ®)

1 A mi kozelitésiink JENSEN energlaformulalbbl (l c. 736) is levezethetd,
ha figyelembe vesszik, hogy g(d) ga(Ts)-hoz képest, ha 4> 3a, Kicsi.
Egyuttal az is kitfinik, hogy ezen kozelit eljarasunk és a pontos szami-
tas kozti kilonbség nagyon kicsi.

2 A. E. Hviieraas, ZS. f. Phys. 66. 771. 1930.

Lon=2,—
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A Br~ ion elektronsiiriiségét, mint emlitettiik, statisztikailag
vessziik figyelembe. Elsé kozelitésben dyp, a kovetkezo lesz:

Noe e-

Aoy (x,) = }j‘P TET 3 (1 sk clx)a 9)

s
e L
ahol ¢, és A,(4) altal vannak adva.
(8)-bol és (9)-bél lathaté a két ion kozti nagysagkiilonbség.
Ugyanis az ion méreteit az elektronfelhdje determindlja. (8) sze-

rint 4o, mint e—“(ﬁ) csokken r novekedtével. dg, csiokke-
nése sokkal lassubb. Ugyanis (9)-bél (4) segitségével nyerjiik,

hogy 4¢, mint 6_5‘8 l/a—n csokken. A két ion relativ nagysaga-
rél a —j% hanyados téjékoztat. A (8) és (9) formulikbol (4) se-
gitsé,g.’;éve’l3 nyerjik, hogy

7, és 7, helyébe most r-et irtunk, ugyanis dg,-et és dgp,-t most
ugyanazon a helyen kell venni. Ez-a héanyados r egyes értékei-
nél a kovetkezo:

r la, 1 2a,, 3a, da, | DBay

A9 o | 6102 | 4108 | 110+ | 310 | 6.10-¢
Ay,

tehat r novekedtével nagyon ergsen csokken, ez igazolja

elobbl, a két ion nagysagkiilonbségére vonatkoz6 allitisunkat.
- Visszatérve a (6) alatti energiakifejezésre annak 4-ik tagjdba
a fentebb mondottak szerint a (8) és (9) alatti kifejezéseket kell
behelyettesiteniink. (dg,+ dg,)-nak az integricioja csak nume-
rikusan végezhetd el, dg,5-nak és dg,*-nak az integracidja ellen-
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ben akadaly nélkiil keresztiilviheté, minthogy azonban az in-
tegrandus egy kiilonbség, melynek tagjai egyenl6 nagysigrendtiek,
célszerii a kiilonbséget az integracio végrehajtisa el6tt képezni.
Ezen integral kiszamitdsat egyszeriisithetjiik a kovetkezé meg-
fontolasokkal. Mint (8)-bodl lat-
hato, a Li* jon elektronfelhdjé-
nek stirtisége az atommagtol
tdavolodva, rohamosan csokken,
csak egy kis gébmboén beliil lesz
jelentés értéke. (2. abra.)

9. abra.
Abszcissza: 0 a, egységekben :
— a Br— ion radialis elektronsiirtisége

T a Li* ion radialis elektronsiiriisége

}L egységekben.
ay

Az integriciondl csuk ezen a goémbon belili térrész fog
jelent6s szerepet jatszani, az ezen gombén kiviili térrészben az
integral értéke az el6bbihez képest kicsi és elsé kozelitésben
elhagyhaté. Ezen a gémbén beliil a Br— ion elektronstirtiségét
egy konstans atlagértékkel helyettesitjiik. Mi azt az elektron-
stirliséget valasztjuk atlagértékiil, mellyel a Br~ ion a Li* ion
elektronfelhéjének kozéppontjaban, vagyis a Lit ion magjdnak
helyén bir. A Li* ion magja, mint kazéppont koriil koncentrikus
gomboket fektetiink, az igy keletkez6 gombhéjak mindegyikében
a Li* ion elektronsiiriségét is helyettesitjiik egy atlagértékkel,
mégpedig azzal az értékkel, melyet az elektronstirtiség két

5
Matematikai és Fizikai Lapok. XLI.
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kez6 gomb sugarat 0'2a,~val noveltiik. Altaliban az i-edik gomb
2
10
héjak kobtartalma 1ép. Az i-edik gombhéj kobtartalma legyen z;

e 12\, 1 (2G=1))3 8 e j
ﬁ:?(ﬁ) “3_?( (tIO ))“’3=?10_3[’3_“_1)3]“3'

i=1,2,3,...,8

sugara ay. A dr kobtartalomelemek helyébe most a gomb-

Ezen kozelitéssel szamitott integrdl a pontos numerikus in-
tegracioval szdmitott integral értékénél mindig kissé kisebb.
A fentiek szerint tehat az

dr u
JAE (g, + dp )i —(dp,i+ gy (10)
integralt a kovetkez6é 6sszeggel helyettesitjik:

> Ti
3 (o, (1) + Aoy @)3— [do, (i + Ao, @} —, (1)

i=1

ahol 7 = = EARTIS T —‘/z
plh e | i S 2

A (7) alatti értékeket és (11)-et (6)-ba beirva nyerjiik :

Z,e® dr e
s i s L

8 .
+ xetan 3 {4, () + g @) — (g, (0 + dps @)}

4dE =

(12)

Az fZ—; ,rid‘/’z GreEN tételével kénnyen kiszamithato,! az
1
egész egyszerii szamitiasnak csak a végeredményét adjuk meg

(e 55 Ll =
'47 ? A¢2 = Egﬂz(é‘) e Ky (1 o @2))

N, = 743 + 1.

1 H. JEnsen: L. c.



68 GOMBAS PAL.

Ezt (12)-be behelyettesitve és dsszevonva nyerjiik :
(12

Az energia kifejezése 3 tagbol tevidik 6ssze, melyeket a rovid-
ség kedvéert a kovetkez6képen fogunk jelélni :

V 2 "
sz %92@2) (12")

% .
W,= xséanigl {4, (1) + Ay(@y) )i — [ Ao, (r1)i+ dipy (T4} 7:;
AE =W+ W+ W,

W, jelenti a két ion Couroms-energiajat. W, fizikai jelen-
tése a kovetkezé. Midén a Li™ iont, melyet elektrosztatikus
szempontbol protonnal helyettesitettiink a Br~ ionhoz kézelit-
jik, akkor a Br— ion magja taszito er6t fog gyakorolni a Lit
ionra, mivel azonban az elektronfeln6 a Br~ ion magjinak
hatasat learnyékolja, a Br~ ion magja csak N,g,(@,)e effektiv
toltéssel fogja a Lit iont taszitani. Ezen effektusnak felel meg
a W, energiaterm. W, fizikai jelentését mdr fentebb tdrgyal-
tuk. W, és W, azon energiatermek, melyek az ionok elektron-
felhéinek kiterjedése kovetkeztében lépnek fel, vagyis onnan
szarmaznak, hogy az ionok nem pontszertiek. A késébbiekben
ezen energiatermek Gsszegét Wi-el jeloltiik, tehat

(12) adja a LiBr molekula kétési energigjat, mint a mag-
tavolsag figgvényét. Az eredményeket az I. tabliazatban foglal-
tuk ossze.
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I. Tablazat.

s W, W, W, W+ W, AE
20 | —050000 | 4033321 | + 063124 | + 096445 | + 046445
25 | — 040000 | 4 013515 | + 023450 | + 0:36965 | — 0-03035
30 | —033333 | +005991 | + 010662 | + 016653 | — 016680
35 | —028571 | 4002887 | + 004108 | + 006945 | — 021626
37 | — 027027 | + 002137 | + 002986 | + 005123 | — 0-21904
374 | —026738 | + 002020 | + 002797 | + 004817 | — 021921
38 | — 026316 | + 001859 | + 002554 | + 004413 | — 021903
40 | —0:25000 | -+ 001415 | + 001877 | + 003292 | — 021708
&5 | —022222 | + 000736 | + 000898 | + 001634 | — 0-20588
50 | —0:20000 | 4 000397 | + 000448 | 4 0:00845 | — 0-19155
60 | —016667 | 4000125 | + 000124 | + 000249 | — 016418
80 | —012500 | + 000016 | -+ 000013 | + 000029 | — 012471

100 | —010000 | + 000003 | + 000002 | + 000005 | — 0:09995

Az elsé oszlop a magtavolsagokat tinteti fel ay egységben.

A maisodik oszlopban W), a harmadikban W,, a negyedikben

W,, az otédikben pedig W, és W, Osszege, vagyis az 0Ossz-
2

taszitdsnak megfelelé energia all ;— egységekben. Az utolso
H

oszlopban a molekula kotési energidgja van feltiintetve ugyan-
ilyen egységekben.
A 4, abra 4E-t mint a magtavolsag fiiggvényét mutatja.

4. abra.
Abszcissza: d oy egységekben.

2 4
‘ Ordinata: - 4E -:—- egységekben.
H
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A kotési energia, 4E minimuma ¢ kovetkezd értékénél fekszik
8, = 3'T4ay, = 199 A. 113)

Ezen értéket mérési eredményekkel sajnos nem hasonlithatjuk
ossze, mert a LiBr molekuldra vonatkozolag ninesenek mérési
adatok. Ellenben 6sszehasonlithatjuk eredményiinket Josepn E.
Mayer és Linpsay Heumuonz® szdmitdsaival, akik M. Born és
Josepn E. Maver? elmélete alapjan, melyben az ionok kozt
miik6d6 erétorvény empirikus adatok segitségével lesz meg-
hatdrozva, szamitottak a LiBr molekula tehetetlenségi momen-
tumat, melyre a kévetkezé értéket kaptak 1=0'375.10"%% gr cm®
Ebbé6l a molekula magtavolsigdra a koévetkezé érték adodik:
0=188 A. Az altalunk szamitott magtavolsag csak 5°'9%-a}
nagyobb, mint J. E. Maver és L. HeummoLz dltal szamitott fél-
empirikus érték.

A molekula kotési energidja, vagyis 4£ minimuma a ko-
vetkezd :

Ha ezen energidrdl attériink a molekula kotési energidjanak

1 molra vonatkoztatott és kaloriakban kifejezett értékére, V-re,
akkor nyerjiik, -hogy

(1%)

ezen eredményt szintén nem hasonlithatjuk éssze kozvetleniil
a tapasztalattal az el6bbi okoknal fogva, de V-t fel fogjuk hasz-
nilni a kristily szublimaciohéjének meghatarozisanal, amelyre
vonatkozéan vannak mérési adatok.

4. A lithiumbromid-kristaly racsallanddéja,
racsenergiaja és szublimaciohdje.
A kristaly targyalasandl H. JEnsEN modszerét kovetjiik. Ismét
az energiakifejezésb6l indulunk ki.- Ha (5) analdgiajara képezzik

1 JosepH E. MAYER u. Linpsay Hemvovz: ZS. f. Phys. 75, 19. 1931.
2 M. Born u. JosepH E. Mayer: ZS. f. Phys. 75. 1. 1931,
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a kristaly teljes energigjit és ebbdl levonjuk a szabad ionok
energidjat, akkor a kristaly rdcsenergigjat nyerjiik. A ricsenergia
(6) analogiajara a kovetkezd

dr '( i . 1 )
Tik EZ i B Thds don+

£ 4 S‘A«a) Z (dpt

ri. az i-edik magnak a k-adiktol valo tavolsiaga, 7; egy tetszo-
leges pontnak az i-edik magtol valo tavolsiga. A szummaciot,
minthogy végtelen kiterjedésli rdcsra végezziik el a szamitast,
minden i-re és k-ra 0-t6l oo-ig ki kell terjeszteni i=1£% ki-
vételével.

A ricsenergia két részre bonthatd, az egyik a rdes Gsszes
ionjainak Courome-energiaja, ezt U-el jelgljikk, a masik rész
az ionok elektronfelhdinek kiterjedésétél szarmazik, az innen
szdrmazé energiarészt Upel jeloljiik. Tehat

'U=U,+ U,

1 ' 2
(JZ ? ZiZke_—
W (15)

+ xeiay

Szamitasainkat most specializaljuk kdsotipusa kristdlyokra,
melyekhez a LiBr is tartozik. U,-et mint ismeretes, MaDELUNG
és EwaLp hataroztak meg, és késotipusu kristalyokra azt taldl-

R 1747662
s B
3

ahol 7 a racsbhan levé ionpdrok szama, ¢ a racsallando.

Us egyszert alakra hozhato. Ugyanis mivel az elektronfelhd
stirisége exponencialisan csokken, azért Uy kiszamitasanal k6so-
tipust kristialyoknal mindegyik ionnak csak hat kozvetlen szom-
szédjat sziikséges elsé kozelitésben figyelembe venni. Ennek
alapjan sikeriilt Jensex-nek Up-et a kovetkezoképen atalakitani

i

Uf= n6.Wf, f
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ahol Wy a molekulara vonatkozo, Urhez teljesen analog jelen-
tésli energiaterm.
A mi esetiinkben

W= W+ W,

ahol W, és W, (12") 4ltal vannak adva.
Tehdt a LiBr racsenergidja a kévetkezd :
1-7476¢*

Us-~n"——s—it n6 (Wet W)). (16)

Ha bevezetjik az egy ionparra esé racsenergidt qu-t’
akkor nyerjiik

174766
u=—TE+ 6 (Wo+ W,). 17)

Itt is teljesen hasonl6é feladattal allunk szemben, mint a
molekuldndl, meg kell dllapitanunk, hogy « milyen ¢ mellett
bir minimummal. Az % minimumdhoz tartozé & lesz a kristily
racsalland6ja. Az eredmények a II. tabliazatban vannak 6ssze-
foglalva.

IL. Tablazat.

) % 6W, 6W, % u

20 | —087380 | 4199926 | 4378744 | + 578670 | 491290
25 | —069904 | +081090 | + 140700 | +2:21790 | + 1'51886
30 | —058253 | +035946 | -+ 063972 | +0:99918 | + 041665
35 | —049931 | 4017022 | 4024648 | 4 041670 | — 008261
40 | —043690 | 4008490 | 4011262 | + 019752 | — 023938
45 | —038836 | 4004416 | +005388 | +0-09804 | — 029032

49 | —035665 | + 002688 | -+ 003084 | + 005772 | —029893
493| —035448 | +002586 | -+ 002958 | + 005544 | — 029904
50 | — 034952 + 0-02382 + 002688 | + 005070 | — 0-29882
55 | -—031775 | 4001320 | +0-01428 | + 002748 | — 029027
60 | —029127 | 4000750 | + 0:00744 | + 001494 | —027633
80 | —021845 | 4000096 | + 000078 | + 000174 | —0-21671
100 | —O0-17476 | 4000018 | +0:00012 | + 000030 | —O0-17446
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Az els6 oszlopban ¢ van feltiintetve an egységekben. A ma-
sodik oszlopban a kristily osszes ionjainak Couroms-energidja
egy ionpdrra vonatkoztatva, a harmadik oszlopban 6WV,, a ne-
gyedikben 6 W,, az 6todikben ez utobbi két energiaterm o6sz-
szege, vagyis %, az utolsé oszlopban pedig az egy ionparra

2

. . . s . s (=

vonatkoztatott racsenergia, w all. Az Gsszes energiatermek =

. H
egységekben vannak megadva.

D. abra.
Abszcissa: d ag egységekben.

2
Ordinata: u —— egységekben.
7

Az 5. abra a kristaly rdcsenergidgjat mint ¢ fiiggvényét
mutatja
» minimuma ¢ kovetkezé értékénél fekszik

8, = 493ay = 2:62A (18)
A mért racsallando Y
o= 2TLAL

Az elméletileg meghatarozott racsallando csak 4:6%-kal tér
el a mért ricsallandotol. A szamitott racsdllando kissé kisebb-
nek adodott a mértnél, ennek oka a kovetkezd. Szamita-
sainkban a (10) alatti integralt a (11) alatti oOsszeggel helyet-

1 Handb. d. Phys. XXIV. 334.
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tesitettitk. Azonban amint kiemeltiik, a (11) alatti 6sszeg min-
dig kissé kisebb, mint a (10) alatti integral, igy tehat egy
kis taszitoer6t hanyagoltunk el. Azonkiviil, minthogy jelenleg
a kation nagyon kiesi, a kristaly rdcsenergidjanak szamitasdandl
masodik kozelitésben mindegyik ion 6 kozvetlen szomszédjén
kiviil még a sikbeli diagondlisok mentén fekvé szomszédokat is
figyelembe kell venni, melyek hatdsabol szintén egy kis taszito-
eré adodik. Ezzel szemben azonban, amint mar a bevezetéshen
emlitettiik, nem vettiik figyelembe az ionok polarizalhatésaga-
bol szarmazé vonzoéerét. Ez azonban jelen esetben szintén csak
masodrendii szerept. Ugyanis a kristdlynal fennallé szimmetria
viszonyok folytan ezek az er6k nagy meértékben kompenzalod-
nak. Tovdbba jelen esetben a Lit ion polarizdlhatosiga na-
gyon kiesi, ezenkiviil a LiT ion eléggé behatol a Br— ion
elektronfelhgjébe, ami a Br~ ion polarizalhatosiganak csokke-
nését vonja maga utdn. Igy tehat jelen esetben az ionok pola-
rizacidja kovetkeztében fellépé vonzoeré csak nagyon kis sze-
repet jdtszik. Ezen masodrendi effektusok figyelembevétele
méar nagyon komplikdlt szamitdsokra vezet; kiilonésen az okoz
nagy nehézséget, hogy a polarizalhatosdgnak az atom belsejé-
ben valé valtozasa nem ismeretes. Ezen masodrendu effektusok
megbecsiilése azt mutatja, hogy ezen effektusok ereddje egy
kis taszitoeré. Tehat remélhetd, hogy masodik koézelitésben ezen
masodrendu effektusok figyelembevételével a mért és a széami-
tott rdesallandé kozti szamszerti megegyezés javul.

A II. tablazatbol a kristaly racsenergigjat is megallapithat-
juk, amely nem mads, mint a ¢ = d,-hoz tartoz6 energiaminimum

&2
— Umin = 0°29904 —-

Ebbdél az 1 molra vonatkoztatott és kaloridkban kifejezett rdacs-
energiara nyerjik
Kal
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M. Born és Josepn E. Mayer* empirikus konstansokat figye-

lembe vevé elmélete alapjan JosepH E. MAYER és Linpsay

Heuvporz? a kovetkezé eredményt kaptak U= 1883 E

Mol

A mi értékiink ettél csak 0'9%-kal tér el.

A (19) alatti eredményt kozvetleniil nem hasonlithatjuk ssze
a tapasztalattal, mert a LiBr kristily racsenergigjira vonat-
kozéan nincsenek mérések. De dsszehasonlithatjuk a tapasz-
talattal a kristdly szublimaciohdgjét, melyet a racsenergiabol és
a molekula katési energiajabol kénnyen kiszamithatunk. Ugyanis,
ha S jelenti a kristdly szubliméciohgjét az abszolat nulla fokon,
akkor fennall a kovetkezd oOsszefiiggés

S=U-".

Ezen osszefiiggésb6l a LiBr-ra nyerjik

Kal

S=498 —— Mol
K. Fasans® H. v. WARTENBERG * Kkisérleti adataibol hatarozta
. meg S-et és a kévetkezd értéket kapta S = 47 I\I/{Iai Eredmé-

nyiink ett6l csak 6%-kal tér el. Tehat az elméleti és kisérleti
eredmények itt is jol megegyeznek.

5. A lithiumbromid-kristaly kompresszibilitasa.

A kompresszibilitdas, k£ definicioja a kovetkezé
e (ﬂ)
Vo \dp /p=0

1 M. BorN u. JosepH E. MAYER 1. c.

2 JosepH E. MAYER u. LiNpsAy HELMBHOLZ 1. c.

3 K. Fasans u. E. ScHwArtz., ZS. f. Phys Chem. Bodenstein-Festband
717. 1931.

4 H. v. WARTENBERG u. Ph. ALBRECHT, ZS f. Elektrochem. 27. 162. 1921.
és H. v. WARTENBERG u. H. ScHurz, ZS. f. Elektrochem. 27. 568. 1921.
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p jelenti a nyomést, v a p nyomdshoz tartozo térfogatot, v, a
0 nyomdshoz tartozo térfogatot. A szamitasok egyszeriisitése
céljabol attériink k reciprokjara

iR dp)
G i

Infinitesimalis valtozasoknal fennall

- — du = pdw,
vagyis
R
P ek
innen
Pu __dp
dv® - dv
tehat o
1
Rl (d_vu) % 0

Vélasszuk v,nak az éppen 1 ionpart tartalmazo elemi cel-
lat. Ekkor w az ezen cellara vonatkozo racsenergia, w tehat (17)

hogy

=% (21)
innen
dv = 602 do,
tehat
dé A )
dv - 682

Ezek segitségével a (20) alatti formulat atalakithatjuk
du_du 4o _ 1 du
dv = do dv — 60° do
P - Ade, 1 S
dv® - 39% d3 7 68V dE i e AR BhIN (15

Minthogy az egyensulyi helyzetben az eré eltiinik, azért

d=d,

1 A 0 indexet most elhagytuk, ugyanis d,-t most valtozonak tekintjiik.
A szamitasok végén ismét attériink d = d,-ra.
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tehat ! 2
d*u 1 (d U
ddled s SR 99).
(dv? )= 3605 \do® )M; g
(21) és (22) segitségével nyerjik, hogy
LT ) .
B8 A8 g, 9

Ezen formula segitségével a LiBr kristdly kompresszibilitdsa
egyszeriien szamithato ki
17476¢&* 6N,e*

= 3 Sl (; 9o (Iz) 3F

8 .
+ 6xeday 21{[A¢‘ (1) + dgo@))i— [ Ao, (r1i) + dog(@,) ]} %

du 1:7476&* 6N,e? o 6INEe2i A
o = P - 322 92(Z,) + _~€_ 92(Z,) +
+ 10xeian [do,(7,)]' Z \[4501(7"1:) + doy(@,))3 — A%(xz)ﬂ 2
d2u 3:4952¢% 12N er {ON-2 =
d32 : o 638 : it 382 95(7,) — 226 5 (@) 2(Ts) +

+ 10xetay [dg,(7y)" z {[dp,(ri) + doy(@)1} — doy(@)} ;' (24)

u
TRe -ban

A vesszék ¢ szerinti differencidlhanyadost jelentenek. vE

a [dpy(@)]' 3 {- -
1

fel, melyben mint szorzo [de,(T,)]"® szerepel, ezt a tagot, mivel

a tobbi taghoz viszonyitva magasabbrendii kicsi, elhagytuk.

9o(T,) és do,(T,) ¢ szerinti differencialhanyadosai a kovetkezo
Osszefiiggések

i o v

N e (el
0= A.(,)* és iR .z,

figyelembe vételével egyszertien képezhetdk :

3m+1

0a(T,) = €3 > au (T
ST 1 o ErROy
92(_2) o —}: (5 \g#ay (xz)“ e Zoa#'(fz)p—l } (29)
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3m+1

9o(T) = —5 4-/1‘ e~ 2(1,. (T2 — ;(ﬂ‘u—-l)a,‘ @3+
. (26)
+ Zl‘ (#—2) . (T4}
__ste 5 gt _I,( 150
dp,3) = 5 s P (e = =2 o= o + a-c_,)
Vezessiitk be a kovetkezd jelolést oﬁ— 9_10 = T. Ezen jeloléssel
nyerjiik : i :
=\ st Cas 273 12}
@)=~ a7 G = {@)re 4377 (27)
= GEE o 3 = 3
@) = it s @ AR T g
+ 37,3 4 9%, T*+ 6T}
i -t (23)-ba helyettesitve a kévetkezé eredményt kapjuk
d52 -]
2
k=432.10-2 2.

Mig a mért kompresszibilitas

2
k=428.10- 1222 1
dyn
ezzel eredményiink nagyon jol megegyezik.

6. A lithiumbromid-kristaly ultravoros
sajatirequenciaja.
Késo tipust kristalyok ultravords sajatfrequencigjara L. G.
CarpENTER és L. G. StoopLEY? vezettek le egy formuldat azon

iyg =i b
feltevés alapjan, hogy az ionok kozt mikodo taszitéerok Py

alaktak, ahol b és » az iontol fiigg6é allandok. Mi megtartjuk
ezen szerz6k elméletének alapgondolatait, de meggondoldsaikat
altaldnositjuk tetszésszerinti erétorvényre.

1 International Critical Tables.
2 L. G. CArPENTER and L. G. Stoopirey. Phil. Mag. 5. 823. 1928.
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L. G. CarpeNTER és L, G. StoopLEy a kovetkezé feltevések
alapjan dolgoztak ki elméletiiket :

1. A kristalyban az ellenkezé toltésti ionok altal alkotott
racsok egymashoz képest mint merev komplexumok végezhet-
nek rezgést.

9. Ezen rezgések frequencidja azonos a kristaly ultravérés
sajatfrequencigjaval.

3. A rezgések amplitudoja elegendd kiesi, tigyhogy a rezgés
egyszerii harmonikus rezgésnek tekinthet6, vagyis a nyugalmi
helyzetbol valé kimozdulasnal fellépé rugalmas erd aranyos az
elmozdulds elsé hatvanyaval.

4. Egy ion elmozduldsinal fellép6 rugalmas eré csakis a leg-
kozelebbi 14 ellentétes elGjelt ion jelenlététél fiigg, a tobbi
ionok hatasa elhagyhato.

Ezen alapfeltevésekbdl a kristaly ultravords sajatfrequencidja,
vagyis az a frequencia, mellyel az M, témegu pozitiv rics az
M, tomegt negativ rdcshoz képest rezeghet, a kévetkez6 ismert
formuldabol adodik

| /FOL+ M)

e e Ay A 29)

ahol F a raesra vonatkozo rugalmas eré allandoja.
Ha a racsban L egyenlé elgjeli ion van, akkor

F=Lf

ahol f az egy ionra vonatkoztatott rugalmas eré allandoja. Ez
az osszefiiggés onnan kovetkezik, hogy a fennallo szimmetria-
viszonyok folytdn az osszes ellentétes eldjelt ionparok egyenlé
hatdst fejtenek ki egymasra, igyhogy a racsra vonatkozo rugal-
mas erd, az egyes ionokra vonatkozo rugalmas erdék dsszege.

Tovabba fennall
M, = Lm,

M2 - ng!

ahol m, és m, a pozitiv, illetéleg a negativ ion témege. Ezen
osszefiiggések segitségével (29) a kévetkezo alakra hozhato
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1 (my+ m,) 50/
— o ot AT £
Miel6tt f meghatdrozasdara ratérnénk, célszert egy altalinos
kifejezést levezetni két ion kozt
fellépé azon rugalmas erére, mely
akkor jon létre, ha az egyik iont
a masikhoz képest egy elemi tavol-
saggal oly irdnyba mozditjuk el,
mely az ionok kézéppontjait 6ssze-
koté egyenessel @ szoget zar be
(6. 4bra).

Akét ion k6zt miikodé erd legyen
K(0), ezen erének a XX' irinyba
es6 komponense K (8) cos 6. Moz-
duljon el a P ion dz-el az XX’ iranyban. Feltessziik, hogy 4z
d-hoz képest kicsi. A fellépé rugalmas eré — 4K (0)

6. abra.

AK (@) = % (K () cos 6] du =

_[dE@ do
AT AT

(30)
cos & — K (o) sin 8——39] dx.
2

Mivel feltettiikk, hogy 4x d-hoz képest kicsi, azért fennall,

hogy
dé

—— =—cos § és 0460 = dx sin 6,
dx
amint ez a 6. abrabol kozvetleniil lathaté. Ezek segitségével
(30) a kovetkezé alakra hozhato
K@) =— (K@) cos*o + 2O sinr6] 4. (31)
A vesszé itt is ¢ szerinti differencidlhédnyadost jelent.
Ezen formula segitségével [ kénnyen meghatdirozhato. A 7.
abra a kés6 tipust kristalyok strukturajat mutatja, a fekete pon-
tok a pozitiv, a kérok a negativ ionokat jelentik.

Szamitsuk ki a (31) formula segitségével azt a rugalmas erét,
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7. abral

mely fellép, ha a Piont az X tengellyel parhuzamos AB irany-
ban 4x-el elmozditjuk.
A 2 és 4 ionok 4dltal gyakorolt eré, mivel # =0 a ko-

vetkezd
4K (0) =— 2K'(0) 4.

Az 1, 3, 5, 6 ionok esetében 6 = %, tehat az altaluk gya-

2y
0

korolt erd

4K (@) =—
A térbeli diagondlisok mentén fekvé 7—14-es ionokndl

cos 9=—1—, sin 6 =

V3

tehat az dltaluk kifejtett eré

4K @)= — 7— {K'(f 5)+2 (1/36)J

Tehat a 14 legkozelebbi ellentétes elGjeli ion dltal kifejtett
Osszhatas

Matematikai és Fizikai Lapok, XLIL



32 GOMBAS PAL.

4K () =— { [K’(a) + 2 Ka(a)]

[K’(V36)+2 (‘f‘» ” 4.

‘5:60

by

- 7 [K'(lf 35) + 2 2V 39) (';3_’5) “MO. ool

A Couroms-erékre nézve [ eltinik, ugyanis

Tehat

3
d (e 2, (F) e
Gl e d
Ezen egyenletek jobboldalanak osszege O, teljesen hasonloan
mutathato ki, hogy (32) jobboldaldanak mdasodik tagja is eltiinik.
Igy tehat (32)-ben K(d) helyébe csakis azon erdket kell helyet-
tesiteniink, melyek az ionok elektronfelhéinek kiterjedése kévet-
keztében jonnek létre. Vagyis K(d) helyébe csakis a W;(9)
energiatermnek megfelelé ercket kell beirni. Ezen erék a mi
esetiinkben azonban exponencidlisan cs6kkennek, tgyhogy a
térbeli diagonalisok mentén fekvé 8 ion eréhatasaitol el-
tekinthetiink, vagyis a (32) alatti kifejezéshen a jobboldalnak
csak els¢ tagjat kell figyelembe venni. Ha a K(d) erérol rog-
ton attérink a Wy(6) energiara, akkor nyerjiik, hogy

= [W;’(a>+ LACT 33

—' o

Wi (@) =

Cli 163(1,}12 1[4501(7'1:) 0 A¢,(_,)]3 Y [Asol("'lz) + 4502(.2)I Z—

IV,'(&) = A;ze gz(—z) i A( gz(—..) S

(34)

xelag [4¢y(@,)] 'ig {[der(ri) + dp.@) — dpu@))
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2N,e*

—_— dA\
T 9o(Ly) — ,e

W) = 25 @)+ 2 g +
(35)

+ 5 xetap [dp,@)" ~§ {[Am(m) + dpy(@,)i— A;oz@)%} G
W7 () képezésénél hasonléképpen, mint (24)-ben elhagytuk a

[dey(,)) 2’ — kifejezés differencidlasabol fellépd azon ta-

got, melyben [4909@2)]'2 mint szorzd szerepel, ugyanis ez a tob-
biekhez viszonyitva magasabbrendu kicsi.
(34)-et és (35)-6t (33)-ba helyettesitve, nyerjiik :

' 2N,
f= [ e’ gsl@) 1 ——0 xeaayl[dgoz(,cz)] "+
2 (g @YY 3 {[dpirad + dp @)li— dpu @YY =]
= o F) [ 502(“62] I‘igl{[ ¢1(T11)+ Soz(xz (23 ,[,2)3 E =y

f ezen értékét (29')-be helyettesitve a LiBr-ra a kévetkezd
sajatfrequenciat kapjuk

vi—= 9970 gec= "
ezen frequencidnak megfelel6 -hullaimhossz
A=32'4 p, (36)

A lithiumbromid-kristily sajatfrequenciajat nem mérték, de
mas kristdlyokra vonatkozo kisérleti adatokbol a sajatfrequencia
nagysagat koézelitéleg meghatarozhatjuk. Ugyanis H. RuBEns és
H. v. WartenBERG,? tovabba O. RenkoBer * tobb alkalihaloge-
nid kristaly maradéksugarzasanak (Reststrahlen) hulldmhosszdt
mérték. CL. ScHAEFER és F. Marossi ezen eredményeket a fluo-
rid-, chlorid-, bromid- és jodidokra kiilon egy-egy gérbében tin-
tették fel,® melyek a megfeleld halogenid alkalijanak atomsulya
és az illeté alkalihalogenid-kristily maradéksugarzasanak hullam-

1 H. RuBens u. H. v. WARTENBERG, Berl. Ber. old. 169. 1914.
2 (0. REINKOBER, ZS. f. Phys. 39. 437. 1926.
3 (1. ScHAEFER u. F. Marossl. Das ultrarote Spektrum, old. 305. Ber-
lin, 1930.
6*
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hossza kozti 6sszefiiggést mutatjak. Ezen gérbékbél a LiBr
kristaly maradéksugarzasanak hullimhossza extrapoldlhato, igy a
maradéksugarzas hulldimhosszdara 31p adodik. A kristaly ultra-
voros sajathullamhossza és maradéksugdrzasanak hullamhossza
nem azonosak, a sajathullaimhossz mindig nagyobb a maradék-
sugarzas hullamhosszandl. A maradéksugéarzas hullamhosszanak
sajathullamhosszra valé atszamitdsa eddig csak a NaCl és KCl
kristalyoknal sikeriilt, ugyanis az dtszamitdshoz sziikséges
diszperzios adatok csak ezen kristalyoknal ismeretesek. Ezen
két kristalyndl a sajathullimhossz ~17%-al nagyobb a ma-
radéksugarzas hullamhosszanal. Ha feltessziik, hogy a hasonlé
tipust kristalyok maradéksugdrzdsanak hullimhossza és sajat-
hullamhossza kozti relativ kiillonbség ugyanakkora, akkor a LiBr
maradéksugarzasa hullimhosszanak fenti extrapolalt értékébdl a
LiBr ultravoros sajatrezgésének hullimhosszara a kovetkezé érté-
ket nyerjik A= 36x. Az ily moédon kisérleti adatokbol kozelits-
leg meghatarozott hullamhosszal a (36) alatti eredményiink elég
jol megegyezik.

7. Osszefoglalas.

Ezen dolgozatban a LiBr kristialy néhany fizikai dllandojat
hataroztuk meg. Szamitasainkat teljesen elméleti alapon végez-
tiikk, empirikus konstansokat nem haszndltunk fel. A Br— iont
statisztikailag targyaltuk, a Li™ iont elektrosztatikus szempont-
bol protonnal helyettesitettiikk, az elektrongaz kinetikus ener-
gigjanak megvaltozasanal, a Fermi-féle taszitdsnal, hulldm-
mechanikailag vettiik figyelembe a Li* ion elektronfelhdjét.

Megvizsgaltuk a LiBr molekula kétését. Az eredmények a

kovetkez6k : magtavolsag d, = 1'99;&, a kotési energia 1 molra
vonatkoztatva V=136'9 % .

Meghatdroztuk a LiBr kristdly racsallandojat, racsenergiajat,
szublimaciohéjét, kompresszibilitasat és ultravoros sajathullam-

1 Q. Fuces u. K. L. Worr: ZS. f. Phys. 46. 506. 1928.
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hosszat. Eredményeink a kévetkezék: ricsillando 8, = 2624,
racsenergia 1 molra vonatkoztatva U = 1867 éﬂ, szubli-
Kal MOl

maciohé 1 molra vonatkoztatva S = 49°8 Mol kompresszibilitas
2
k= 4:32.1012 gmn , ultravérés sajathullimhossz A = 324 pu.

Ezekbdl a tapasztalattal a kovetkezoket hasonlithattuk Gssze:

Szamitas Mérés

Racsallando . . _ 262 A 9-74, A 46%
PPl Kal Kal

hé . 7 2.()0),

Szublimaciohé . __ __ 49-8 Mol 47 Mol 6:0%
2 2

Kompresszibilitis _. __ |[432.10%2 i 4-98.10 12 Ay 1:0%
dyn dyn

Sajathullamhossz_. 324 u ~ 36 u (extrapolacio) i 10 %

Az utolso oszlopban fel van tiintetve, hogy a szamitott ada-
tok a mértektsl hany %-kal térnek el.

X

Jelen munka a kir. Magy. Piazmany Péter Tudomanyegyetem
elméleti fizikai intézetében késziilt. Az intézet igazgatojdanak,
dr. Ortvay RupoLr egyetemi ny. r. tanar Grnak eziton is ha-
lisan koszoénom, hogy a munkam elkészitését lehetové tette és
hogy értékes tandcsaival tdmogatott. Dr. Neveeaver TiBor egye-
temi tanarsegéd urnak allandé tamogatdsdért és értékes utba-
igazitasaiért mondok halas koszonetet.

Budapest, 1933 december.
Gombds Pidl.
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THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN
UBER DIE DYNAMIK DES LITHIUMBROMIDKRISTALLS.

In dieser Arbeit wurden einige Konstanten des Lithiumbromidkristalls
auf theoretischem Wege bestimmt. Es wurden keine empirischen Kon-
stanten zu Hilfe genommen. Das Br— lon behandelten wir statistisch
nach der Methode von W. Lenz und H. Jensen, das Li+ lon ersetzten
wir in elektrostatischen Beziehungen durch ein Proton, in dem Energie-
term, welcher die kinetische Energieinderung der atomaren Elektronen-
wolken ausdriickt, nahmen wir die Elektronenwolke des Li+ lons wellen-
mechanisch in Betracht.

Zuerst wurde das LiBr Molekiil untersucht, dann gingen wir zur
Behandlung des Kristalls iiber. Die Resultate sind folgende :

Molekiil.
Kernabstand .3 . o ol 1-99 A
Bindungsenergie pro Mol 1369 ;{(2:
Kristall.
Theorie Beobachtung '
Gitterkonstante _ — . _ 2:62 A 92:74, A 46%
Gitterenergie pro Mol — _ 186-7 fal == 24
Mol
Kal Kal ‘
Sublimationswéirme pro Mol 498 S+ 41 3T 6:0%
2
Kompressibilitit _ _ _ _{l432,10-2 <™ | o8, 10-1 <& 1:0%
dyn dyn
Ultrarote Eigenwellenlinge 324 u ~ 36 u (extrapoliert) |10 %

In der letzten Spalte sind die Abweichungen der theoretischen Werte-

von der Beobachtung angegeben.
P. Gombas.



SCHLESINGER LAJOS
(1864—1933)

Stilyos veszteség érte a matematikus-vilagot, midén 1933.
december 16-dn ScHLESINGER Lajos Giessenben, mint az ottani
egyetem nyugalmazott rendes tandra, tobbéves betegség utan
meghalt. Nagy vesztesége ez a magyar kultaranak is, melynek
ScHLESINGER hosszli éveken at hiiséges szolgaloja volt.

ScuLEsINGER Nagyszombatban sziiletett, 1864. november 1-én.
Kozépiskolai tanulményait Magyarorszagon, egyetemi tanulma-
nyait Németorszagban (Heidelberg, Berlin) végezte. A doktori
fokot 1887-ben a berlini egyetemen szerezte meg, mely 6t mar
1889-ben magantandrra habilitalta. 1897-ben rendkiviili tanar
lett Bonnban, az 1897—1911. éveket pedig Kolozsvarott toltotte,
mint az ottani egyetem nyilvinos rendes matematikatandra.
1911-ben hasonlé minéségben a budapesti egyetemre nevezte-
tett ki, ahol azonban csak igen rovid id6t toltott; még ez év-
ben elfogadta a giesseni egyetem meghivasat, ahol M. Pascu
utoda lett. 1930-ban nyugalomba vonult. Hogy SCHLESINGER
Magyarorszég elhagysdsdra raszanta magat, abban — azokon a
szoros kotelékeken kiviil, melyek ScuLesiNGER-t ifjusdga oOta a
német tudoményos kérokhoéz fizték — bizonydra csaladi koril-
ményeknek is résziik volt: ScHLEsINGER veje volt L. Fuchs-nak,
a berlini egyetem nagynevii matematikus-professzordanak.

ScHLESINGER kutatdsai kézott killonosen értékesek azok, ame-
lyek a linedris differencialegyenletrendszerekre vonatkoznak
és igen nagy elismerést szereztek neki matematika-torténeti
kutatdsai is (BoLvai, Gauss). Ezekkel, valamint a differencial-
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egyenletek elméletére vonatkozo német kézikényveivel (melyek
egyike harom kiadast ért meg) és ugyis, mint az egyik vezetd
német matematikai folyoiratnak, a CrEeLLe-féle Journalnak tars-
szerkesztéje, nagy és dltaldanosan elismert szolgalatot tett a
matematikai kulttranak.

De specidlisan magyar szempontbol is nagy érdemei voltak,
igy pl. éppen a Boryar-kultusz terén : az 6 mikédése nagy mér-
tékben jarult hozza, hogy ma mér az egész matematikus-vilag
Bovvar Jinos-t a legels6 matematikai lingelmék kozé sorozza.
SCHLESINGER buzgo tagja volt a M. T. Akadémiinak és a mi
Tarsulatunknak: a Mathematikai és Természettudominyi Er-
tesitét, valamint e Lapokat értékes magyarnyelvii dolgozatok-
kal gazdagitotta. A Kolozsvarott téltétt 13 év alatt nemecsak
mint tudoés eléadd, de mint szervezd is kivaldé érdemeket szer-
zett. Farkas Gyuvri-val és VALyr Gyuri-val egyiitt donté szerepe
volt abban, hogy a kolozsvari egyetemen kitiin6 szeminariumi
kényvtar keletkezett (amely szamunkra, sajnos, azota elveszett)
és hogy igy a kolozsvari matematikai tudomanyos élet, amely
ma Szegeden folyik tovdbb, tjabb szép fejlodésnek indult.

ScHLESINGER Lajos emlékét a magyar tudoményossag is min-
denkor halas kegyelettel fogja megérizni.



Kimutatas

a Tudomdnyos Tarsulatok és Intézmények Orszdgos Szévetségének Dij-

kezelésége ttjdn 1933. oktéber 7-t61 1933. december 31-ig befizetett és

a Térsulat pénztiraba 1933. oktéber 7-t6l 1934. februdr 8-ig kézvetleniil
befizetett Gsszegekrol.

1. Tagdijak.

1928, 1929 és 1930-ra : Koéros Lészlo 18 P.

1931-re : Araté Frigyes (8), Bruck Ferenc (4), Beck Salamonné (8),
Frigyesné Schwartz Emmy (3), Girsik Géza (8), Goll Gyosrgy (8), Gros-
schmid Lajos (4), Horvath Elemér (2), Lazarné Rdder Irén (8), Lenkey
Lehel (8), Neubauer Konstantin (8), Péch Aladér (8), Proszt Janos (6),
Sutdk Jozsef (8), Szalmay Rupert (6), Szerényi Géza (3), Teller Ede
(8), Turdn Pal (8), Ujj Gyula (4). Osszesen 120 P.

1932-re : Csada Imre (6), Csaplir Konrdd (2), Déri Zsigmond (8),
Erdody Imre (8), Goll Gyorgy (8), Grosschmid Lajos (8), ifj. Kunfalvi
Rezsé (8), Neubauer Konstantin (8), PPéch Aladdr (8), Proszt Janos (6),
Schaller Métyds (6), Strauss Hermann (8), Sutik Jozsef, (8), Sze-
rényi Géza (2), Sziics Adolf (8), Teller Ede (8). Osszesen 110 P.

1933-ra : Bertrim Bruné (6), Bresztovszky Béla (8), Bujtds Jdnos (6),
Csapldr Konrdd (4), Csegény Margit (8). Emszt Kdlman (8), Fraun-
hoffer Lajos (8), Goldziher Kéroly (8), Grosschmid Lajos (8), Gyulai
Zoltin (4), Hadarits Vendel (8), Hang D4niel (6), Holenda Barnabds (6),
Kedves Miklés (6), id. Kévesligethy Rado (8), Koros Laszlo (6), ifj. Kun-
falvi Rezsé (8), Lassowszky Kéroly (4) Loky Béla (8), Mischung Ilona
(6), Radé Simon (8), Romsauer Lajos (8), Rucsinszky Lajos (8), Steiner
Lajos (4), Székely Karoly (6), Tolnai Jené (8), Vamos Séndor (6), Vo-
lenszky Gyula (2). Osszesen 184 P.

1934-re : Abrahim Istvin (8), Bauer Mihdly (8), Buchbick Gusztdv
(8), Gruber Nandor (8), Gyulai Zoltdn (6), Hancsok Kdlman (6), Haus-
brunner Vilmos (8), Holenda Barnabds (6), Karai Sdndor (6), Nyadri
Béla (6), Ortvay Rudolf (8), Patai Imre (8), Rados Gusztdv (8), Rom-
sauer Lajos (R), Szisz P4l (8), Széky Istvan (6), Széke Béla (8), To-
rok Elemér (6), Volenszky Gyula (6), Voros Cyrill (8). Osszesen 144 P.

1935-re : Bacsé Vilmos (6), Gyulai Zoltén (4). Osszesen : 10 P.
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2. Eléfizetési dijak.

1931-re : Fazekas Mihdly redlisk. Debrecen (6).

1932-re : Miegyetemi l. Math. Gyiijtemény, Bp. (6), Bolyai redlisk.
Bp. (8), Zrinyi M. redlgimn. Bp. (8), Fazekas Mihdly redliskola, Debre-
cen (2). Osszesen 24 P.

1933-ra : Miegyetemi I. Math. Gyijtemény, Bp. (4), Toldy Ferenc
redlisk. Bp. (8), Grill kényvkeresk. Bp. (W. Miiller, London) (6-40), Kilidn
konyvkeresk. Bp. (6). Eggenberger konyvkeresk. Bp. (Szt. Benedekrendi
redlgimn. Esztergom) (7-20), Szt. Ldszl6 redlgimn. Bp. (8), Eszterhdzy M.
kir. kath. redlgimn. Dombovdr (4), Révai M. redlisk. Gyér (6), Széchenyi
I. redlgimn. Sopron (4), Szt. Benedekrendi Kozp. Konyvtdr, Pannon-
halma (6), Polgdri iskolai Tandrképzs Féiskola, Szeged (6). Osszesen :
6560 P.

1934-re : Norbertinum, Bp. (6), Eggenberger konyvkeresk. Bp. (Gya-
korlé fégimn. Bp.) (7-20), Ag. h. ev. Rudolf redlgimn. Békéscsaba (6),
Kegyesrendi Tandrképzé (Kalazantinum), Bp. (8), Horthy Miklds redl-
gimn. Kisujszdllds (6), Szt. Benedekrendi Kézp. Konyvtir, Pannonhalma
(6), Banya- és Erdémérn. Féiskola, Sopron (6), Polg. isk. Tandrképzo
Foiskola, Szeged (6), Horvdth M. redlgimn. Szentes (6), Széchenyi L. redl-
gim., Sopron (4), Csandd Vezér redlgimn. Maké (6), Osszesen 67-20 P.

3. Adomanyok.

Blathy Otté Titusz 8 P, Kérés Ldszlé (Berlin) 26 P, Nagy L. Jousef
20 P, Sirkozy Pal 6 P. Osszesen 60 P.
Budapesten, 1934. februdr 8-dn.
Szabs Gabor pénztiros.

Franklin-Tarsulat nyomdaja. — Abrai V.
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E fivzet mellélcleteként Tarswlatunie minden tagjainal meg-
kivldjivk Rados Gusztav «Kiurschdle Jozsef emlékezetes c. aka-
démiai emlélcbeszédét, melynek példdnyait a M. Tud. Aka-
démia ajondélléppen volt szives Tarsulatunknalk dtengedni.

A folyGirat szellemi részét illeté lkozlemények a szerkesztkhoz
kiildenddk és pedig a matematikai targyuak Konig Dénes (XL, Horthy
Miklés-tit 28., Hadik-pensio), a fizikai tirgyiak pedig Pogdny Béla
(XL, Budafoki-ut 8.) cimére. T. munkatarsainkat kérjik, hogy kézirataik-
ban lehet rovidségre torekedjenek, azokhoz néhany soros idegennyelvii
osszefoglalast mellékeljenek, és hogy arra pontos cimuket frjdk ri.

Minden 6n4ll6 cikk szerzdjének 25 borftéknélkili kiilonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és tébb kiulénlenyomat csak a nyomdéval
valé kilon megegyezés alapjan kaphato.

A Tarsulat tigyvitelére vonatkozé levelek, tagajénlésok és folyb-
irat-cserepéldanyok Pogdny Béla titk4r cimére killdenddk.

A folyoirat és a meghivék expedici6jara vonatkoz6 kérdések,
reklamaciok, valamint a tagsigi és el6fizetési dijak Szabd Gdbor pénz-
taros cimére (Budapest, XI., Verpeléti-iit 7.) intézenddk. Postatakarék-
pénztéri csekkszidmla szdma : 5997.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad-

resse des Geschiftsfithrenden Secretars B. Pogdny, Budapest, X[.,
Budafoki-ut 8.

On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange despétlodlqﬁesf";l"."
a 'adresse du secrétaire B. Pogdny, Budapest, XI.. Budafolmd; 8. ‘




KOVESLIGETHY RADO

1862 —1934.

Mély fijdalommal kell jelenteniink, hogy 1934. oktober 12-én
orokre lehunyta szemét Tarsulatunk Vilasztmanydnak kivalo
tagja, a csillagaszat magyar Nesztora: dr. Kovesuicetay Rapo,
egyetemi tanar.

A gyisz nemecsak Tarsulatunké, amelynek 16 éven 4t (1897—
1913) volt tigyvezeté titkdra és ezen Lapok szerkesztdje, hanem
osztozik abban az egész tudoményos vilag, mert KoOvesLiGeTHY
Rapo nevét asztroszpektroszkopiai dolgozatai és a szeizmonomia
korébe vagd alapveté munkai mindenfelé ismertté tették.

Paratlan nyelvtuddsa, sokoldaltisaga, szeretetreméltdo egyéni-
sége és kitin6é pedagégus érzéke egyarant predesztindlta 6t
reprezentald tudomdnyos vezet6szerepre, mint tanitvinyok ne-
velésére.

Tudoményos érdemeit minden oldalrél elismerték. 28 éves
koraban mar magantandr volt a budapesti tudomanyegyetemen,
ahol 1897-t4] mint nyilvdnos rendkiviili, 1904 6ta pedig nyu-
galomba vonuldsdig kézel hdrom évtizeden at mint nyilvanos
rendes tandr litta el a kozmografiai tanszéket. Ott alapitotta
meg 1906-ban a Foldrengési Szamolo Intézetet és a Foldrengési
Obszervatoriumot, mely intézeteknek mindvégig nagytekintélyt
igazgatoja volt. A Magyar Tudomdanyos Akadémia mar 1895-ben
levelez6-, majd 1909-ben rendes tagjai soraba iktatta. A kiil-
fold a foldrengéskutatds terén szerzett tudoményos érdemeinek
elismeréséiil 1906-ban az «Association Internationale de Sis-
mologie» titkarava valasztotta meg.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLL 7

-

M. T. AKAD. KGNYVIARA §
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KovesLicernY Rapd Verondban sziiletett, ahol katonatiszt édes-
atyja dtmenetileg dllomasozott. Béesben szerezte doktori okleve-
1ét. De mindezek dacira testestiil-lelkestiil magyar volt, aki
nemcsak énmagdnak, hanem hazajanak is elismerést és tekin-
télyt szerzett. Mint (tankonyv) ironak nagy érdemei vannak a
a csillagaszati miszavak és kifejezések magyarra valo atiiltetésé-
ben és meghonositasaban.

Mint eurdpai latokorti elme, dllandé osszekottetésben dllott
a kiilfold tudosaival és kiillonosen meleg baratsag fuzle sziilo-
orszaganak szaktarsaihoz, akik el6adasok tartasara is meghivtak ;
mert Kovesuiceray Rano épp oly jol beszélt olaszul, mint a ha-
rom nagy vilagnyelven és latinul.

Mindazok, akik ismerték, csak a legnagyobb tisztelet és elis-
merés hangjan emlékezhetnek meg rola, mert 6 egyike volt
azoknak a napjainkban mér ritkdn talalhato sokoldalt tudosok-
nak, akiket méltin illet meg a «polihisztor» jelzo.

Most, amikor a kegyetlen Sors elszolitotta koriinkbdél, mélyen
fajlaljuk elkoltoztét. Hianyat érezziikk tudos elméjének és meleg-
szivii rokonszenves egyéniségének, aki faradhatatlan munka-
birassal dolgozott utolsé lehelletéig, mig kiesett kezébél a toll.

Ravatalara Tarsulatunk is elhelyezte a megbecsiilés és elisme-
rés koszorGjat és valameddig Tarsulatunk élni fog, emlékét
mindig kegyelettel fogjuk megérizni.
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Tarsulatunk vélasztméanya 1933. janius 10-én tartott {ilésén
az 1934. évben esedékes hetedik Kénig Gyula jutalomra vonat-
kozo javaslattételre a kovetkezé bizottsagot kiildte ki. Elnok:
Rapos Guszriv, tagok: Frser Lipor, Konie DEnes, Sziics ApoLr
és EGERVARY JENO.

A Dbizottsag mindenre kiterjed6 gonddal mérlegelve azon
magyar matematikusok munkdssagat, akik az alapitvany iigy-
rendi szabalyzata? értelmében tekintetbe veendék, ugy hataro-
zott, hogy a hetedik Kénig Gyula jutalommal val6 kitiintetésre
dr. Veress PiL-t, a budapesti Pazmany Péter Tudoményegyetem
magantanarat javasolja a valasztmanynak. Egyszersmind alul-
irottnak juttatta azt a ra nézve igen megtisztelo, de még
inkabb nehéz feladatot, hogy a kitiintetésre javasoltnak mate-
matikai munkassagarol jelentést készitsen.

Veress PAL munkassiga tobb iranyba tagozodik; a tiszta
matematika miivelésén kiviil még, mint az Budapesi K6zépiskolai
Tandrképzéintézet el6adé tandra, a matematikai oktatas terén,
tovabba a biztositdsi matematika terén is dllando tevékenysé-
get fejt ki. Az alapitviny rendelkezésének megfeleléen, ebben
a jelentésben elsésorban a tiszta matematika korébe es6 mun-
kassagdval kell foglalkoznunk, melynek gerincét fiiggvényhalma-
zokra vonatkozo vizsgalatai alkotjdk.

Ebbe a témakérbe esik 1917-ben Kolozsvarott, tovabba 1918-
ban, majdnem véltozatlanul, a Magyar Tudoményos Akadémia
Matematikai és Természettudoményi Ertesitéjében megjelent
doktori értekezése, melyben ArzeLh egy tételét altalanositva

1 Mat. és Fiz. Lapok, 27. k., 102. 1.



94 EGERVARY JENO.

(melyrél e jelentés folyaman még szo lesz), a folytonos fiiggveé-
nyeknek polinomokkal valé approximéldsira vonatkozo Weier-
sTrass-féle tételt viszi at fiiggvényoperaciokra.

Tudvalevéleg a fiiggvény és fiiggvényoperacio6 (funkciondl) analog
fogalmak, azzal a lényeges kiilonbséggel, hogy mig valamely f(x)
fiiggvény egy {'r} szamhalmaz minden eleméhez rendel hozza
egy szamot, addig egy F (f) fiiggvényoperacié egy {f(x)} fiiggvény-
halmaz minden eleméhez rendel hozza egy szameértéket.

A fiiggvényekre vonatkozo klasszikus tételeknek fiiggvény-
operaciokra valo atvitele terén az egyik elsd jelentékeny ered-
mény Riesz Frieves-t6l szarmazik: Ha a F'(f) figgvényoperacio
korlatos és linedris, azaz eleget tesz a

F(f+g9) =F(f)+ F(g) ; F(cf) =cF(f), ¢ = constans

disztributivitasi feltételeknek, gy elddllithato a kovetkezo
StieLTies-féle integrallal :

F(f) = [ f(x) da(x),

hol @ (x) az (@, b) intervallumban értelmezett korlatos ingadozdst
fiiggvény.!

A fentebb emlitett WriersTrass-féle tétel szerint minden az
(@, b) intervallumban értelmezett folytonos fiiggvény egyenlete-
sen approximdlhato polinomokkal, azaz minden pozitiv e-hoz
meghatdrozhaté egy olyan P(x) = ¢,+¢,x +---+ ¢,a™ polinom,
melyre

[fle) = Ple) | <c (a—%""b)
FriceET és DiEnNEs eredményeit tovabbfejlesztve, VEREss a WEIER-
sTrass-féle tétel kovetkezé analogonjat mutatja ki doktori érte-
kezésében :

1 A fiiggvényekre vonatkozé analog tétel a kovetkezé: Ha f(xy, &y, - - T,)
korlatos és a

(@Y1, Tat-Yaye o o Tpt-Yp) = (@15 Tgse v Zp) + [ Y1y Y25+ -+ Yn) 3
s f(C.I?l, Cgye v o CTp) = Cf(.’El, Laye o Zp)

disztributivitasi feltételeknek eleget tesz, ugy

f (@ Ty . o @) =, F-CaTgy - « - + Ciy
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Az F(f) folytonos fiiggvényoperacionak a LEBESGUE szerint
integrabilis f(x) fiiggvények egy kompakt, zart halmazén fel-
vett értékkészlete egyenletesen megkdozelithetd

Palf) = Fy + 3 [ @) f(@)-..{(@) dian ... )

alakt funkcionalpolinomokkal.

Tovabbi két dolgozatiaban Veress a — mar az elébbi tétel
kimondasdban is szerepl6 — kompakt fiiggvényhalmazokkal fog-
lalkozik. A kompakt halmaz fogalmat Fricuer vezette be; a
fogalomalkotds sziikségességét a szamhalmazok és fiiggvény-
halmazok kézt mutatkozo lényeges kiilsnbség indokolja. Mig
ugyanis egy végtelen, korlatos szamhalmaznak mindig van kon-
vergens részhalmaza, addig egy korlatos fiiggvényhalmaznak
altalaban egy konvergens részhalmaza sines.” Tehdt, hogy a
szamhalmazoknil megszokott, a BoLzano-WEIERSTRASS-féle téte-
len alapulo kovetkeztetési modok fiiggvényhalmazokra atvihetok
legyenek, ahhoz egy, a korlatossagot kiegészité, illetve magdba-
foglalo megszoritas sziikséges. Ez torténik a Fricuer-féle fogalom-
alkotasban: egy halmaz kompakt, ha annak minden végtelen
részhalmaza legalabb egy konvergens sorozatot tartalmaz. A de-
finiciobol nyilvanvald, hogy a kompaktsig kérdésének csupan
olyan halmazokra van értelme, melyekre a konvergencia, pl. az
elemparok tavolsiga (szamhalmaznal két szam kilonbségének
abszolat értéke) segélyével definidlva van, viszont a tdvolsdg
definicioja, az ismeretes tavolsiagi posztuldtumok?® &ltal meg-
szabott kereteken beliil, nyitva marad.

Egy, a tavolsdgfogalom bevezetésével metrizalt {A} halmazra

1 Pl az f,(®) =sin 2, f,(z)==sin 22,... figgvényhalmazbol egy kon-
vergens sorozat sem valaszthato ki, barmely szokasos konvergenciafogalmat
véve alapul.

2 Egy {4} halmaz 4;4; elemparjaira definialt 4;4; tavolsagfogalomnak
a kovetkezs posztulatumokat kell kielégiteni:

: L ZAj—0,
1. 4;4; >0, ha 4;és A; kalonbozok,
IL AA < A4 + A
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nézve a kompaktsdg sziikséges és elegendé (korlitos szam-
halmazra nyilvan mindig teljesiilo) feltétele az, hogy minden
pozitiv e-hoz kivalaszthato véges szdma A,, A,,... 4, elem ugy,
hogy az A és A; elemek tavolsaga AA; < e, azaz a halmaz bar-
mely eleme az A, 4,,... A, elemek egyikétél e-nal kisebb tai-
volsagra van.

Veress fentebb emlitett dolgozataiban ezen tétel bizonyitasat
adja, tovabba ennek alapjan fiiggvényhalmazok kompaktsagi
kritériumait dllapitja meg, a kovetkezé tavolsdagdefiniciokat véve
alapul :

Fiiggvényhalmaz Tavolsagfogalom | Konvergencia
|
E mérheto lim (8 4+ Mjj—g|<e) 1 en mesure
=
S 0 .
= N _
= 2 >
< 5 4 5
o B e [(f—g) dz en moyenne
= integralhato & (H)
2 ST
2 %
8 N
g korlatos max |f— g | egyenletes
< CH |

A Fundamenta Mathematicae-ben 1925-ben megjelent « Uber
kompakte Funktionenmengen und Bairesche Klassen» c. dolgo-
zataban, mely 0ttéré ebben az irdnyban s mely Fricuer-t egy
idevago dolgozat megirasara inspirdlta,® még csupan részleges
eredményre jut, mig a szegedi Actakban 1927-ben megjelent
«Uber Funktionenmengen» c. dolgozata mar mind a hdrom
emlitett kompaktsagi tipus rendszeres tdrgyaldsat adja. Féered-
ményei a kovetkezok:

A mérheté H alaphalmazon értelmezett fiiggvényhalmaz ak-
kor és csak akkor kompakt

I. en mesure konvergenciat véve alapul, ha a halmaz fiigg-
vényei mérheték és

1 Mi;—g/<e jelenti azon halmaz mértékét, melyen |f—g| <&

2 L. FrREcHET : Sur les ensembles compacts de fonctions mesurables,
Fund. Math. T. IX.
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1. egyenlé mértékben «majdnem» korlitosak,*

2. egyenl6 mértékben «majdnem» folytonosak.?

Il. en moyenne konvergenciat véve alapul, ha a halmaz fiigg-
vényei négyzetesen integralhatok és

1. az ‘J'fﬂ dz halmazfiiggvények egyenletesen folytonosak,?

(h)
2. az 1. 2. feltételt teljesitik.

III. egyenletes konvergenciit véve alapul, ha a halmaz fiigg-
vényei

1. egyenletesen korlatosak

2. egyenld mértékben folytonosak *

a H alaphalmazon.

A III. kompaktsagi kritérium valamely (@, b) zart intervallum-
ban értelmezett folytonos fiiggvények halmazara alkalmazva adja
az ArzerLi-féle tételt.

A fentebb megadott kompaktsagi kritériumok nagyon hason-
litanak egymdshoz. Mindhdarom esetben egy, a korlatossagra vo-
natkozo és egy, az ingadozasra vonatkozo feltételnek az Gsszes
fiiggvényekre egyenlé mértékben valo teljesiilése sziikséges. Ez
a megfigyelés vezette VEREss-t a szegedi Actdkban 1932-ben
megjelent «Uber eine Beweismethode in der Theorie der abstrak-
ten Riume» c. dolgozatdban kimondott kovetkezo tétel felfede-
zésére :

1 Azaz minden pozitiv -hoz tartozik egy M > 0 ugy, hogy egy # mér-
tékit halmaz kivételével
If (@) | <M

a halmaz minden [ (x) figgvényére.

2 Minden pozitiv e- és -hoz beoszthato a H alaphalmaz mérhets, dis-
junkt H,, H,,... H, részhalmazokra ugy, hogy f (x) ingadozasa &-nal kisebb
a H;—h; halmazok mindegyikén, hol ks egy 7-nal kisebb mértékii halmaz.

3 Azaz minden pozitiv &-hoz tartozik egy & ugy, hogy a halmaz min-
den f(x) fﬁggvényére(l[ﬁdx < ¢ ha a h halmaz mértéke << 3.

g

4 Minden pozitiv e-hoz tartozik egy & > 0 ugy, hogy a halmaz GOsszes
f (@) fiiggvényeire nézve

|f@) — (@) <g ha |z, —a|<o
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Legyen adva az
A AR RS
allitasok egy sorozata. Ha egy halmaz oly tulajdonsdgt, hogy

1. minden elemére érvényes egy A, dllitds.

2. minden végtelen részhalmazahoz taldlhato olyan A,, allitds,
mely a részhalmaz végtelen sok elemére érvényes, akkor van az
allitassorozatban véges sok

' Al

allitas Ggy, hogy a halmaz minden elemére ezek valamelyike
érvényes.

Ennek a tételnek szamos alkalmazasa van. Amellett, hogy
beléle a fentebb ismertetett kompaktsagi kritériumok azonnal
kiolvashatok, magaban foglalja a BoreL- és LeBescue-féle befodési
tételeket. A tétel fogalmazasabol nyilvanvalé tovabbd, hogy
alkalmazhato oly halmazokra is, melyeknél a tavolsag, sé6t a kor-
nyezet fogalma sines értelmezve.

VEress PAL két dolgozataban a Baire-féle fiiggvényklasszisok-
kal foglalkozik. A Baire-féle klasszifikacio szerint a véges, zart
intervallumban értelmezett egyértéki folytonos fiiggvények al-
kotjak a nulladik osztalyt. Az elsé osztalyba keriilnek azok a
nem folytonos fiiggvények, melyek folytonos fiiggvények egy
konvergens sorozatdnak hatarfiiggvényei; altaldaban a p-dik osz-
talyt alkotjak azok a fiiggvények, melyek alacsonyabb osztalya
fiiggvények konvergens sorozatanak hatarfiiggvényei, de nem
tartoznak bele egyetlen p-diknél alacsonyabb osztilyba sem.

LeBeseUE kimutatta, hogy ezen osztdlyok mindegyikében van
fiiggvény, tovabba kritériumot adott arra, hogy egy adott fiigg-
vény a p-dik osztdlyba tartozzék. VEREss PAL a LeBescuE-féle
kritérium helyett egy masikat vezetett be (csak korlatos fiigg-
fényekre), felhasznalva, hogy a halmazok klasszisokba sorozhatok
a fiiggvényekre vonatkozo klasszisoktol fiiggetlenil is. Ugyanis
a nyilt és zart halmazok egyiittesen az elsé osztalyt alkotjdk,
a p-dik osztalya halmazok pedig a (p— 1)-dik osztdly halmazok
hatdrhalmazai. Igy mar most bebizonyithaté, hogy ahhoz, hogy
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az K halmazon értelmezett, korlatos f(x) fiiggvény a p-dik klasz-
szisba tartozzék, sziikséges és elegendé, hogy minden pozitiv
e-hoz az K halmaz feloszthato legyen véges sok, kézés pont
nélkili, p-dik klasszisu K,, F,,... E, halmazra gy, hogy f(x)
ingadozasa az FE; halmazok mindegyikén e-nal kisebb legyen.

Ebbél az is kovetkezik, hogy minden p-dik osztalyu fiiggvény
egyenletesen approximalhato p-dik osztalyt 1épcsdsfiiggvények-
kel (azaz olyanokkal, melyek csak véges sok kiilonhozé értéket
vesznek fel).

A fiiggvényklasszisoknak ezen, VeEress-t6l szarmazo targya-
lasi modja mar eddig is méltanylasra talilt, amennyiben Hany
Reelle Funktionen cimt konyvében a fiiggvényklasszisok ismer-
tetésénél a Veress-féle felfogast is részletesen targyalja.

Attérve egyéb targyu dolgozataira, a Skandinavisk Aktuarietid-
skrift 1926-ik évfolyamaban megjelent egyik dolgozataban VErEss,
StieLtses-integral segélyével, a legaltalinosabb formajat adja
bizonyos integralokra, illetéleg Gsszegekre vonatkoz6 egyen-
lI6tlenségeknek, melyekre biztositisi matematikai alkalmazasuk
folyamdn iranyult a figyelme. Eldszor bebizonyitja a kovetkezo
tételt :

Legyenek ¢ (t) és ¢ (t) az (a, b) intervallumban definidlt, kor-
latos ingadozasu fiiggvények, melyek a

o (a) % ¢ (), ¢(a)=+¢(b)
¢$t) —ola) _ ¢ —¢a)
¢ (b) —p(a) = ¢(b)—¢(a)

feltételeknek eleget tesznek. Ekkor minden oly monoton csék-
kené f(t) fiiggvényre, mely ¢ (f) ¢és ¢ (f) szakadasi helyein foly-
tonos, g

és a

b b
[ftyde(ty [ f(t)dg®)
o) —pl@) = ¢(b) — dla)

Abban a specidlis esetben, ha ¢ () és ¢ (f) integrabilis fiigg-
vények primitiv figgvényei, azaz

*)
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o) = .}‘g(x) dz; ¢(b) =fh(x)dx,

a

(*)-b6l adédik a JensEN-STEFFENSEN-féle egyenlétlenség :

b b
[rygwyar  [fit)hi)at
a . > a

b
Jg () at Jh(t) at

a

[ g(x) dz _]'th () dx
, ha -, —— -t
9@ de  [h(z)dx

W%

Ha viszont ¢ és ¢ a
o (0)=goteit o §(O) =kt1; b << b
Wi to = tl SRS tn+1 —b
formulak altal definialt «lépcséfiiggvények» és [ (fx) = fx, 02y
(*)-bél kovetkezik :

7" k 11‘
3 s 2 SpeviseSis,
v—" =e =0 B v=1 n+1

>

v=0

(+4)

v

vagyis két csokkeno
SDO g 9"1 2"'% spm
fog fl :\—;g fn,

sorozatra (minthogy ez esetben a (x+) feltétel mindig teljesiﬂ)
a Csesisev-féle egyenldtlenség.

A Csepisev-féle egyenlétlenségnek egy elemi targyalasit is
adta Veress a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok IX-ik
kotetében.

Ugyanitt (VIL kotet) jelent meg egy dolgozata az Evrer-féle
poliédertételrél, melyben megmutatja, hogy a nevezett tételnek
egy a kozépfoku tankonyvekben igen elterjedt, hibds bizonyitas-
modja megmentheté kelld6 megszorito feltevésekkel, és pedig
olyan poliéderekre, melyeknek feliilete lapjaibol ugy rakhato
ossze, hogy az ujonnan hozzatett lap a mdr dsszerakott felilet-
részhez mindig egy dsszefiiggd élsorozatban csatlakozzék. VEREss
bebizonyitja, hogy az ilyen 6sszerakdas mindig lehetséges a
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gombbel homeomorph poliéderfeliiletekre, ha a feliilet lapjai
elemi feliiletek.

Veress PAL munkdit, a minden részletre kiterjedé gondos-
sagon és szabatos fogalmazason kiviil tébbnyire az a célkittizés
jellemzi, hogy latszolag tavolesd, vagy csupin lazan dsszefiiggd
tételek kozos forrasat felkeresve, azokat Osszefiiggé rendszerbe
foglalja. E tekintetben legtobb sikerre szamithat a szegedi Actak-
ban 1932-ben megjelent dolgozatdban szerepl6 tétel felallitasaval,
mely el6relathatolag az eddigieken kiviill még szamos probléma-
korben lesz alkalmazhato.

Legyen szabad tovabba e helyen is kiemelni Veress-nek azt
a nem mindig osztatlan rokonszenvre taldalo, de anndl inkabb
elismerésremélto torekvését, mely egyrészt a biztositastechnika-
ban, masrészt a kozépfokti oktatasban szokdsossa valt, mate-
matikailag hibas szamitdasi és kovetkeztetési modok korrigald-
sara iranyul. Ezt a tendenciat mutatjak a biztositdsi matematika
korébe vago dolgozatai; az els6k kozott volt, akik szigora kritika
ald vontak a biztositasndl alapul vett statisztikai adatokat, vala-
mint azok felhaszndlasi modjat. Errél a szellemrél tantskodik
kozépiskolai mennyiségtani tankonyve is, melyben gy az anyag-
valasztds, mint a targyalasi mod tekintetében szerencsésen egyez-
teti Gssze a matematikai és a jogos pedagogiai szempontokat.

Végiil megemlitjiik, hogy Veress a Borvar-aknak a kiilfold
elott valo megismertetésében is részt vett az Ungarische Jahr-
biicher 1926-ik é’vfolyam:iban irt tanulmanyaval, mely nem
matematikus olvas6k szdmara sikeriilt képet ad a Bovvar-ak
életérél és munkassagarol.

Mindezek alapjan a Bizottsig javasolja a Valasztménynak,
hogy az 1934-ik évi Kénig Gyula jutalmat Veress PAv-nak
itélje oda.?

Egervdry Jend.

1 Tarsulatunk valasztmanya 1934. apr. 12-i iilésén e javaslatot elfogadva,
az 1934. évi Kénig Gyula jutalmat VEREss PAL-nak itélte oda.

Ry
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Veress Pal matematikai munkai.

1. Az integrdbilis fiiggvényekre értelmezett fiiggvényoperdciorol. Disz-
szertdcio. Kolozsvar, 1917.

2. Egy Arzela-féle tétel dltaldnositdsa és annak alkalmazdsa. Math.
és Természettud. Ertesits 1918.

3. Uber kompakte Funktionenmengen und Bairesche Klassen. Fund.
Math. VII. 1925.

4. On certain inequalities by Steffensen. Skandinavisk Aktuarietid-
skrift 1926.

5. Die beiden Bolyai und die absolute Geometrie. Ungarische Jahr-
biicher ¥1926.

6. A Baire-féle fiiggvényklasszisokrdl. Mat. Fiz. Lapok 1926.

7. Uber Funktionenmengen. Acta Szeged III. 1927.

8. Elemi Mennyiségtan. Kozépiskolai tankényv, Budapest. 1. kt., 1927.
II. kotet, 1929. III. kétet, 1930. IV. kotet, 1931.

9. Logaritmus- és kamatos-kamattdbldk. Budapest, 1929.

10. Euler poliedertételérsl. Kozépisk. mat.fiz. Lapok VIL 1930.

11. A munkabérek hatdsa a szocidlis biztositds dijara. Magyar Bizt.
Tud. Szemle II. kotet, 1931.

12. Contributo alla matematica delle assicurazioni sociali. Giornale
dell’ Istituto Italiano degli Attuarii III. 1932.

13. Uber eine Beweismethode in der Theorie der abstrakten Riume.
Acta Szeged VI. 1932.

14. Aritmetikai kozepekre vonatkozé egyenlétlenségekrol. Kozépisk.
mat.-fiz. Lapok IX. 1932.

15. Statisztikai vizsgdlatok a rokkantsdgi biztositds korébol. Magyar
Bizt. Tud. Szemle. III. 1932.

BERICHT ZUR VERTEILUNG
DES JULIUS KONIG-PREISES VOM JAHRE 1934.

Die Budapester Lordand Eotvés Mathematische und Physikalische Ge-
sellschaft hat ihren Julius Kénig-Preis fiir 1934 Herrn Dr. P. Veress fiir
seine mathematische Arbeiten zuerkannt. Kommission : G. Rapos, Priisi-
dent ; Mitglieder : L. Frsér, D. Konig, A. Sziics; Referent: E. EGervAry.
Hier gibt der Referent eine Analyse und Wiirdigung der Veress'schen
Arbeiten, die sich hauptsichlich auf Funktionenmengen beziehn und
deren Liste sich am Ende des Referates befindet.

E. Egervary.



AZ EGESZ SZAMOK PRIMOSZTOINAK SZAMAROL.

1. §.
Legyen
n=pupg... pr
és legyen

Un)=r, Vin)=a,+---+ a,. (1)

Azaz U(n) jelenti n kulonbézd, V(n) pedig az dsszes prim-
faktorai szdmat. A kovetkez6kben ezt a két szamelméleti fiiggvényt
vizsgaljuk. Ezekre vonatkozolag két féeredmény ismeretes: az
egyik ' azt mondja, hogy ha azon 7 szamok szamat N-ig, ame-
lyekre U(n) =v fix szdm, II,(N)-el jelsljiik, akkor

1 N(log log N)*—1

=Dl g N @)

II,(N) ~

ahol a ~ jel N— oo -re értendé. Ugyanaz dll a V(n)-re is. A ma-
sik® szerint, ha @(x) az « véltozénak oly pozitiv figgvénye,
melyre

@(x)—oo, ha x—+ oo, (3)

akkor azon n szamok M(N) szima N-ig, melyekre az

U n) > log log N+ @(N) {/loglog N,  (4a) @)
U(n) < log log N — @(N) {/loglog N (4b)

1 E. LANDAU: Uber die Verteilung der Zahlen, welche aus v Prim-
faktoren zusammengesetzt sind. Gott. Nachr. 1911 362—381..
2 Harpy and RaMaNcian: The normal nwmber of prime factors of

n. Quart. J. 1917. 76—92.
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egyenlétlenségeknek egyike teljesiil, o (V).! Ugyanez all V (n)-re
is. Ezek nyersen azt fejezik ki, hogy N-ig majdnem minden
szam olyan, hogy koriilbelil log log N szdmu kiilénb6z6 prim-
faktora van; ugyanez all az 6sszes primfaktorok szdmadra is.
Ez konnyen kovetkeznék, ha (2)-t elfogadnok az esetre is, mikor
v tiigg N-tél. De ezt nem tudjuk bizonyitani; Harpy és Rama-
NuJAN azonban épp azdltal bizonyitjak tételiiket, hogy (2)-t egy
oly egyenlétlenséggel helyettesitik, mely akkor is dll, ha v fiigg
N-t6l; és pedig azt bizonyitjak, hogy ha A egy v-t6l és N-tol
fiiggetlen allando, akkor

N  (log log Ny—1 >
v—1)! log N

II,(N)< A

E dolgozatban Harpy és Ramanuian (4) alatti tételét két uj
modon nagyon egyszerien bizonyitom és a tételt két irainyban
altalanositom.

Az els6é bizonyitas gondolatmenete a kovetkezé: Legyen

N A
R(N) =Y (U(n) — log log N)*. (5)
n=1 L
o
Tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz; ez azt jelenti, hogy van az
N-eknek oly végtelen N, N,,... sorozata, hogy M(N; > aN,,
ahol a nem figg i-t6l és pozitiv; i végigfut 1-t61 végtelenig
a pozitiv egész szdmokon at. De ekkor az M(LV;) szama szdm
mindegyikére
(U(m) — log log Ny)® > @(NV;)* log log N,

azaz
Ni
R(N) = X (U(n) — log log N;)* > M(N;) @(N)* log log N; >
=1
> alN; @(N; * log log N;

1 Legyenek f (x) és g (x) egyvaltozos fiiggvények, g (x)valés és pozitiv,

elég nagy x-t6l. Ekkor f(x)=o(yg (x)) azt jelenti, hogy llm Ifg;l =0,

9
az f(x) = O (g («)) pedig, hogy az —_:T egy szamkorlat a.latt marad. Ha
f(x) egy parametert tartalmaz, akkor az O jelentését 1. 123. lap 2. labjegyzet.
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volna, vagy maskép

: R(N) L
1“353" Nloglog N ST ©)
Ezzel szemben a 2. §-ban litni fogjuk, hogy
R(N)= O (N log log N), (7

ami (6)-al ellentmond; (7)-el tehat a (4) tétel is be van bizo-
nyitva.

V(n)-re a bizonyitds szoérul-széora ugyanez marad; ott is
minden a

D(N) = _% (V(n) —log log N)*= O(N log log N) (8)
n=1

reldcié bebizonyitdsin mulik. Tébb faradtsdggal a szigorubb
R(N) = N log log N + o(N log log N),
D(N) = N log log N + o(N log log N),
N \
Y (Um) — log log N — B V log log N)= ©)
=1+ B%) N log log N + o(N log log N),
N e s )
Y (V(n) — log log N — B Y/log log N’ =
n=1
=1+ B*»N log log N + o(N log log N)
reldciokat nyerhetnénk; utobbi két relacio azt fejezi ki, hogy
(4-ben a masodik tag nem javithato @(NV) ¥/ log log N-rél
B 1/1og log N-re ((9)-ben B az N-t6l fiiggetlen konstans). Ezen
relaciok bizonyitasdra csak utalni fogunk.*

1 Mindezek bizonyitasa teljesen elemi, csak a
—log log =z + A + o (1)
relacio kell, ami MERTENS nyoman (L. pl. LANDAU : Handbuch der Vert. der
Primzahlen 1.) teljesen elemi. A (7) és (8)-hoz plane csak
S‘Lzloglogx—}— o)

e i
pilz

kell.
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Fenti eredmények ugy is kifejezheték, hogy az U(n) és V(n)
szamelmeéleti figgvények «majdnem mindig helyettesitheték» az
elemi log log n fiiggvénnyel; ez alatt azt értjikk, hogy

N
ZQ(U(’I’&) — log log n)?

o N
n§2[J(n)2

—0, (10)

ha N— . Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Mint a 2-ik
§-ban bizonyitani fogjuk,

ni U (n)? ~ N(log log N)?,
és igy (10) bizonyitdsihoz elég a
n‘i(U (n) — log log n)* = o (N log log N)
relaciot bebizonyitani. Ami az utébbit illeti:

N
3 (U(n) — log log m)* =

n=2

(U(n) —log log N + log log N — log log n)° <
2

n

Ar
<2[X(U(m) — log log N)*+ Zé(log log N — log log n)?].
n=2 n—

Il

Az elsé tag (7) alapjan O(N log log N); a masodik pedig:

N
2(log log N — log log k)*==
(vN] 2
= z (log log N — log log k)® + 2 (lo" log N — log log k)* <

VN]+1
¥ N(21log log N)* + Z(log log N — log log ¥/ N)* =
k=1
=4 ¢/ N (log log N)® + Nlog®*2 = O (N);

azaz 2
Y (U(k) — log log k)* = O(N log log N).
K=o

Q. e. d.
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V(n)-re szorul-szora ugyanez all.

Feltind, hogy annak ellenére, hogy minden n-re V(n) = U(n),
majdnem minden szamra V(n) ~U(n). Ezen ténydllisnak egy
kifejezje a kovetkezd, Ernés PAr-tol szarmazod relécio:

U(n)

LV)= . — N+ o(NN). (11)

V(n)

n=1

Ezt a kovetkezékép lehet egyszertien bebizonyitani :

Viy— Um) () — Um)
L(N)_ZI”Z Vin) _A_Z V)

n=1 n<N
V(n) < ilog log N
= Vi) — U (12)
Z Vin)
n<N

V(n)>Llog log N

Mivel minden n-re V(n) — U(n) > 0, azért

2 o
O<Z V(n) = log log N >_ (V(n) — Un). (13)

14 m)>1 lo,: log N

Minthogy — mint a 2-ik §-ban latni fogjuk —

ﬁ U(mn) = N log log N+ O(N)
n=1
f} V(n) = N log log N+ O(N),
azért (13)-bol
‘ Vin) — Un) N o 7). 14
Z V(n) O(log logZV) =Py (14
n<1

V(n) >4 Tog log N

Tovabbd, mivel
V(n) — Un)

Vo i,

0

IIA

Matematikai és Fizikai Lapok. XLI.
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azeért Vn) — Umn) )
0< E ( S To 2;1 (15)
n<N
V(m)<l log log N Vin)<Lloglog N

az utolsd Osszeg Harpy és Ramanuvian fenti tétele szerint o (V).
(14) és (15) alapjan (11) be van bizonyitva. Analég modon le-
U

hetne bizonyitani, hogy az 7% szamelméleti fiiggvény majd-
nem mindeniitt helyettesitheté f(x)=1-el, a sz6 elébb hasz-
nalt értelmében; ezzel jelenleg nem foglalkozunk. Maga az a
tény, hogy a «legtobb» szamra V(n)~ U(n), plauzibilisebbé
valik, ha tekintetbe vessziikk azon ismert iényt," hogy azon n
szamok szama N-ig, melyekre U(n) = V(n),

6
ok

(ezt N — oo -re kell érteni.), tehat a szamok egy nagy szazalé-
kara hatarozottan egyenldéség all fenn.

A 3-ik §-ban a (4) tételre egy mdsodik, egyszertd analytikus
bizonyitdst adunk. A plauzibilis Ut az volna, hogy az

Filr) = i(U(n) —log log m)2x" |z| <1

fiiggvény szingularitasat vizsgalnok z— 1-re analytikusan® és
ebb6l kovetkeztetnénk vissza egy Tauser tipusa tétellel f(x)
egyitthato-6sszegeire. Ez a faradsagos ut talin jarhato Harpy és
LrrrLEwoop azon modszerével, melyet a GoLpBacH-sejtés targya-
lasdnal haszndlnak; azonban nem ezt fogjuk kovetni. Tekintve,
hogy a 2Um és 2V szamelméleti fiiggvények multiplikativok, a

9rUn) Y 9rVn)
T 9= 3 (16)

n=1 n=1
(r tetsz6leges fix valos szam)

1 GEGENBAUER : Asymptotische Gesetze der Zahlentheorie. Denkschr.
Akad. Wien 1885 37—80.

2 Tehat Z U(n)? és 2 U (n) elébb nyert asymptotikus értékeit nem
hasznalva.
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Diricurer-sorok altal értelmezett fiiggvények szingularitésai
konnyen felismerheték. De ekkor a

N N
Zgrv(n), Zgr\'(n)
n=1 n=1
kifejezések asymptotikus értékére (ha N — oo) kénnyen fogunk
tudni kovetkeztetni. Pontosan a kovetkezot fogjuk kapni:? Le-
gyenek ¢,,... ¢, r és N-t6l fiuggetlen pozitiv, D és E pedig
csak r-tél fiiggé konstansok, melyekre ¢; <D, E<c,, || <3.
Legyen tovabba ¢(r)=3, ill. 1, ha r =0, ill. » <O0.
Ekkor

=
| 2277 —DN log L N| < ¢, N(log N¥'—4  (17q)
n=1
és
%
| XY 2rve — EN log ¥ -1.N| < ¢,N(log N)¥*—4".  (17b)
n=1
Ebbél (4) tételt a kovetkezékép nyerjik. Legyen @(x) (3) alatt
definialt fiiggvény. Tegyik fel, hogy a tétel nem volna igaz,

azaz volna az N,, N,,... szimoknak oly végtelen sorozata, hogy
akarmelyik i-re azon n szamok szdma N-ig, melyekre csak

U(n) > log log N; + @(N)) ¥/ log log N,

nagyobb volna alN-nél, ahol a egy i-tél fiiggetlen konstans,
melyre 0 < a < 1. Ekkor, ha most r > 0,

iigrlf(n) > aN,;2" (log log Ni+ &(N;)¥log log N;) (18)
n=1
volna i =1, 2,...-ra; vagy, ha (17a) vhelyett a belole kovetkezo

e
3 2rvm < 2¢,N; log¥ 1 N; (19)

n=1

1 A maradéktag j6 becslésére most nem helyeziink sfllyt. Az r;g
és r< 0 esetek kozti kilonbség csak latszolagos, csak a — rovidsége mia
alkalmazott — modszer miatt lépett fel.

]
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egyenlotlenséget vessziik, mely fennall N; > c.-re, akkor (18) és
(19)-bal

; o 1 I ; ; ; Ny
204Ni logﬂ 1N, > e lo8 2 (log log N;+ & (N5)¥log log Ng) TN (20)
volna, vagy

» log 2 (log log Ny + & (N;) ¥log log N;) + log —

>e 2. (21)

ear—l) log log N

De ekkor, ha
1

~ e N )
o} i

r

tekintve hogy
[2r — 1 2 log 2[°< g, {7 |2 bal7]

log Q.Vlog log N;+ #(N;) log 2+1log LY

log 2.V 1og log N;+0
608 og log Nj+ (1)>e %,

volna, ami (3) miatt lehetetlen. Ha pedig léteznék az egész szd-
moknak oly végtelen IV,, N,,... sorozata, hogy barmelyik i-re
azon 7 szamok szdma N-ig, melyekre

U(n) < log log N; — @(IV)) 1/10g log N;, (22)

nagyobb volna aN;-nél, ahol a megint pozitiv, i-t6l fiiggetlen
konstans, akkor ugyanigy jutunk ellentmondashoz; csak akkor

1 . : o
r= — ———— fog célhoz vezetni. V(n)-re a bizonyitas

& Vlog log N;
szorul-szora ugyanaz.

A II. és IIl-ik fejezetben adott bizonyitasi médok sokféle
altalanositdsra adnak alkalmat; példdul mindkét mod (4)-el
analog tételt ad oly ¢ (n) szaimelméleti fiiggvényekre, melyek az

Pi+Pk
alaku formulakkal vannak definidlva.? ¢(p;) = 1-re adodik ebbél

1 Ekkor log log N szerepét a w (p;)-re tett bizonyos megszoritisok
mellett S‘ wg)) veszi at. Ez all mar pl. ha y (p;)-r6l azt tesszik fel,
Eiind

P<N iy ;
hogy pozitiv, p;—oo-re Kkorlatos és ‘)_’w—(]?—) divergens.
@)
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(4) tétel az U(n)re; ugyanez all fenn oly f(n)-ekre, melyeket
Ggy nyeriink, ha (23)-ban az Gsszegezés n Gsszes primfaktoraira
terjesztend6 ki, nemesak a kiilonbozékre, mint (23)-ban. Ekkor
¢(p) =1 adja V(n)-et. Ezeket most nem részletezziik, valamint
azon sok egyéb mds eredményt sem, melyeket ezen modokon
elérhetiink. 4-ik §-ban egy madsirdnyt altalinositasrol szolunk
roviden. N-ig O (¢/N) szam@ (k4-1) alakti szam van; a 4. §
tétele azt mondja, hogy azon (k*+1) alakt szdmok szama N-ig,
melyekre (4a) vagy (4b) teljesiil, oY/ N). Ez nyersen azt mondja,
hogy majdnem minden (k®+1) alaka szdmnak N-ig log log N
kiilonb6z6 primfaktora van.! Ez a

J(N) Z{U(k2+1)— log log N}? = O| /N log log 1 N) (24)

relaciobol nyerheté ugyanugy, ahogy (5)-bél nyertik (4)-et; ezért
elég (24)-et bizonyitani. A bizonyitds elemi, mert csak a

e

p<N
p=1mod 4

log log N+ O(1) (25)

te|

relaciot hasznaljuk fel, ami elemi.” (24) egy korollariuma az, hogy

Mi=o0 ) (26)
log log N
k’+1<N
k2+1=primszdm

Ez igazolva lesz, ha megmutatjuk, hogy azon (k*4-1) alaki szamok
K(N) szama N-ig, melyeknek % log log N-nél kevesebb kiilon-

1 A tétel és bizonyitas csekély modositassal atvihets (x”4-1)-rél akar-
mily polynomra, felhasznilva RADEMACHER kovetkez$ megjegyzését: le-
gyen f(z) irreducibilis és jelentse » (p) az [ (x)=0 mod p inkongruens

megoldasai szamat; ekkor ¥ vg)) —loglog N+ A +o(1). Ezen tétel
<N
P=
azonban mar nem elemi. Az altalanos esetben log log N helyébe k log log N
lép, ahol % a polynom kiilonbézé irreducibilis faktorainak szama.
2 Mertens: Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie. Crelle J. 1874.
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YN
log log N
ellenkezéleg, hogy volna oly @,(x) melyre

b6z6 primfaktoruk van, még mindig O( ) Tegyiik fel

lim @, (x) =400

r—r+ ®

és volna egy oly N, N,,... végtelen sorozat, melyre

VNi 01 (NL) 3y

Ko log log NV;

(i=12,...) 27)
Mivel ekkor (24) minden ilyen tagja nagyobb ;(log log NN;)*-nél,
(24) és (27)-bol

i e T

J(NN;) > (log log Ny) g N,

azaz

: J(N)

lim sup

—_— 1 (28)
¥—e= 1/ Nloglog N +

kovetkeznék, ami (24)-el ellentmond. Magasabb kozepeket és
U(n) helyett mds fiiggvényt véve, az eredmény taldn javithato;
err6l mas alkalommal.

2. §.

E §-ban a (7) és (8) relaciokat fogjuk bizonyitani és a (9) reld-
ciok bizonyitdsat vazoljuk.
1. segédieétel.

Z—l— = (log log N)*+ O (log log N).
DiPk

PipkéN
5
(B2 =l
Di DiPr Pi 3
ﬂ;gifz_v PP <N PN
ami a
1
Z 3 =log log = + O(1) (29)
Piga:

miatt épp az 1. segédtételt adja.
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A (9) bizonyitdsahoz a

1
2 i (log log N)*+ 2a (log log N) + o (log log N) (30)

PP <N

reldcio kell, amihez viszont csak a mar emlitett

—=loglog x +a+o0(1) (31)
Pi§x :

reldcio szikséges.

I1. Segédtétel.
2\1“ U(n) = N log log N + O (N).

n=1

Mivel U(r)= X 1, ahol az 6sszegezés n kilonbozd prim-
Pin

faktoraira teljesztendo ki,

Suw-33i-% S-S

'l—l 7’;/" PN P<N
= n=0mod Py
n<N

azaz
N

Som-33

n=1 p<N p<N

vagyis, (29)-et tekintve,
N
> U@m) = N log log N + O(N).

n=1

A (9) relaciokhoz a II. helyébe

N
3 U(n) = N log log N+ aN + o(N) (32)
n=1

lép; itt fel kell hasznalni (31)-et és a

31 =0(x) (33)
r<x

reldciét, aminek Dbizonyitasa szintén teljesen elemi.

1 A két osszegezés sorrendjét felcseréltiik.
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1II. segédtétel.
2 V(n) = N log log N + O(N).

n=1

Mivel V(n) = X 1, ahol az ésszegezés n dsszes primfaktoraira

Pi/n

terjesztendd ki,

Sv=3 3= 33

n=1 2j/n AN

5 N
PRSI
n=1 pang

De (29) miatt

T S
<N
pg a>2

és igy (34)-et tekintve, III. igazolva van.
A (9) relaciohoz a III. helyébe

azZazZ

(34)

élV(n) = log log N + (a + b) N + o(N) (35)

1ép; itt b= Zﬁ Ennek bizonyitasira fel kell hasz-

nélni a (31) ésl (33)-at.
1V. segédtétel.

2 U(n)*= N(log log N)*+ O(N log log N).
Vegytik tekintetbe, hogy
U= (1)t =31.
P/n

(Az utols6 summéban 1-et annyiszor vessziik, ahdnyfélekép n
kiulonbozd primfaktoraibol egy pip, par kivalaszthato; éspedig
ha i3k, akkor p;pr és pip; kiilonbézé parnak szamit, ha i=k,
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akkor p;p; csak egyszer.) Legyen i ==k és nézziik, hogy egy fix
pipr ambo hiny N alatti n-nél jarul U(n)>hez 1-el; nyilvan
azoknal és csak azoknal, melyek pip;-val oszthatok. Ezek szdma
s N 3 e
nyilvan el Legyen ¢ =k; a pip; ambo azokndl és csak
azokndl az n-eknél jarul hozza U(n)*hez 1-el, melyek pi-vel
oszthatok tehat a p;p; ambo fix i-nél [—]\—}-vel jarul hozza

Z U(n)*hoz. :

n=1

Azaz
N
2 vor =N[4 il 36)
ka =
PN
?;Plg<N e
A masodik Gsszeg
= E 3. = O(N log log N). (37)
Pi;N pi

Tovabba

D e

+ O(N log log N) < 21 + O(N log log N) = O(N log log N)
?’J’kéN

és igy, az I. segédtételt tekintve, IV. be van bizonyitva.
A 9. reliciohoz

N
Y U(n)*= N(log log N)®*+ (2a + 1) N log log & + 5
n=1 =

+ o(Nlog log N) i3
kell, ami (36)-bol (30) és (32) segélyével konnyen nyerhetd.
V. segédtétel.

N
Y V(n)*= N(log log N)*+ O(N log log N).
n=1

1 A pipp-nak és a pypi-nek megfeleld tagok mindkettdje szerepel az 0sz-

szegben.
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Analog moddon nyerheté, mint IV-nél, a

N
2= A/Y ’
V= ,-;c | . | +,,g§;v@l — ;\,} (39)

n=1
PEPE <N >0
a,5>0
identitds; mivel ennek direkt bizonyitdsa elég hosszadalmas
volna, (39)-et csak verifikdljuk. N = 2-re a tétel nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy fennall N-re és tegyiink NN helyébe N +1-et.
A baloldal V(N + 1)*el né6tt. Nézziik a jobboldal valtozasit ;
az els6 osszegben azon p¢pf-hoz tartozo tagok viltoznak éspedig
1-el, melyekre pypf/N+1. Ha tehat N+1 = g7 ... g}, akkor az
els6 Gsszeg annyival nétt, ahanyfélekép gi:q): ... q1-bol egy q%iqfx
alakl oszté kivehetd; itt @ 4k és g,0; = 0. Legyen elészor i =1
Ezek az osztok fix v mellett: ¢¥q, ... q2q% @3q, .- @5q%,- .. @Lq)s;
szamuk : y,+y,+---+7,. Mivel v felvehet 7, szamu fix értéket,
azon osztoparok, melyek elsé tényezéje ¢, valamely hatvanya,

R in i gt R g €N i o ) S

-el jarulnak a noévekvéshez. Ha most ¢, helyett ¢,, ¢5... g;re
végezziik ugyanezt, kapjuk, hogy az els6 6sszeg teljes névekvése

TEN G e by 4

Nézziik a jobboldali masodik 6sszeg novekedését. Ez nyilvdn
y 71 '
S@r 1)+t T~ =rittrls

és igy a j(;bboldal teljes névekvése (r,+---+ 7,)% ami azonos

V(N + 1)*el. Tehat (39) (N + 1)-re és igy dltalaban is igaz.
Nézziik (39) et;

2(21—1)[;{'] <NZ Qlﬁl <NZ%+

1<P<N 1<pi=¥ ns¥ (40)
2/—1 .
+N E ( = ) — O(N log log N).
1>2 ’

Py
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Viszont
N
2 [ uﬁ]:N ( 1)+0(N)=
i=k o« DD a >0plpﬂ p%p
a, ﬂ>0p PﬂéN p:.”p'?;glv Pi figN
1 ah | 1
¥ N eSS bom
Epipk Pith 3 Piph Y (' )
PP <N ppL<N PP <N
B=2 a =%
De
RIS :
Z = & 5 )( p"i) = O(log log N).  (42)
p;pA SN Pi=X ke
p<e rz?

Ugyanez all nyilvan (41) harmadik tagjara is; azaz (41)-et,
(42)-6t és az 1. segédtételt tekintve

N - g
2 [ pgpg] = N(log log N)*+ O(N log log N),

i+k, p;‘p/;gN, a,f>0

ami (39) és (40)-el épp V-6t adja. A becsléseket pontosabban
elvégezve, minden nehézség nélkil nyerjik a
nZlV(n)Q N(log log N)*>+ (2a 4 2b +1) N log log N—{— (43)
+ o (N log log N)
relaciot: itt @ és b a (31) és (35) alatti konstansok.
Az eddigiekbél a (7) és (8) kénnyen kovetkezik; pl.

N
= X U(n)*— 2 log log N 2 Un) + N (log log N)*=
n=1 rimt

= O(N log log N),

tekintve II. és IV. segédtételt. Ugyanigy nyerjiik a tobbi (9) alatti
relaciot is.

3. §.
E fejezetben végig |r| < —2— és fix; s = o -+ ti. Nézziik a (16)
alatti fiiggvényeket. Mivel egész trividlisan
logn logn
Um)| <19 lV(n)l—lgg
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[¢<s>1<2 e ‘¢<S>|<Z

azért

azaz ¢(s) és ¢(s) regularisak ¢ > 1+ r-re. A szorzat abszolut
konvergenciaja és 2V multiplikativitisa miatt o > 1 -+ r-re
nyilvan

9rU(py) 9rU®P3)
¢(3):]](1+ o -1——]-@__{_...),_,.

- (e

De a (44) alatti szorzat s-nek ¢>1-ben regularis fiiggvényét
allitja el6; azaz ¢(s) folytathatéo ¢=1-ig; ¢>1-ben regularis
és fenndll (44). Ugyanigy ¢(s) regularis o>1-re, és itt

¢(s)=[][1+ Q;i”’ +31¥)—+}:
9r 22;-
~]][ # +]=]]ﬁ

(44

(45)

1
tekintve, hogy |—|<——=, ha ¢ >1 és Mg%-

’pi V2
A kovetkezékben a,, a,,... az r-t6l és s-tél fiiggetlen, csak
e-tol fiiggd pozitiv konstansok. b, (s), b,(s).... az s viltozénak és

r parameternek oly fiiggvényei, melyek |r| < %, a = % + era
reguldrisak, és amelyekre itt |b,(s)|<a, (v =1, 2,...). Tovabba
¢, (8), €y(8)... az s-nek oly fiiggvényei, melyek ¢,=> 0 = 1-re és
és |t| < tyra regularisak, és melyekre itt [c,(s)| < 4; (itt o, ¢,
és A abszolat konstansok).

Nézzik ¢(s)-et.
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De A
1 1 r | V2
=, 0= — D=5~ 1C — << i
1z 0= Irl<3 Vi1
mivel [z| < 2 -re
= 1/ =
[log (142) — 2| << a,|2[%,
azért
iB@i=| o8 (1 +575) - ]| <203, e
8= 0g -1 _1 /
Piz7 ;.
vagyis B(s) = b,(s). Ha még tekintetbe vessziik, hogy
or 2 aer‘——Qr e : i
e Pé’ 4 A r?‘i‘”z pé, Pl bg(s)e T
akkor 3
or g
o(s) =b,(s)e 77, (46)

De, mint ismeretes, o > 1-re

ST YIRS 1) B, S

P

azaz

50(8) = b, () L(&*. (47)
¢(s)-re ugyanigy kapjuk, hogy

¢ (s) = b, () (). (48)

Egy ismert formula szerint

E bt log— 2; x: ¢(s)ds = 5— f 2 by(s) Slsds =
(
1
e Is (49)
_2%){ 0,6 | =57 WT}ML
1 BN S T
T %t f‘"b ® e — 1)“2']‘1'3‘11+ &

1 Lawpau: Handbuch der Verteilung der Primzahlen L
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2+ wi

lim f -2 b (s)[’(b)y (—11)2—} ds =

— 1 is : '3 [’ oy - 1 :l
_llm (,)n,ilf s'.’. bs() s(s) (S_l)gr dsy

1+ wi
ahol az | integral az dbrin lithato megtort aton értendé. Mint

1—wi
ismert, (s—1){(s) az s-nek transcendens egész fiiggvénye és
lim (s—1){(s) =1, tehat
s—1

1
or
C(S) (s_l)gr

1 : ; .
8_1)@7' 'lL(S—l) :(S)]Q ) 1 | —

ity
s—1)

it E—1)e ()Y — 1|,

ha 2=0>=1 és |t| < 1.
Nyilvan = letezik ' olySo, > 1% és if, =0, hogy 1 <o < gy,
[t] < tyra

1
6—De®l< 5
1
Azaz itt, tekintve, hogy 0 <7 =5
I [1 Jf"(sil)cz(s)]zr* 1 l < a’5 | 3_1) ' 01(8)9
tehat
1 a
gr i . & . 3l
O = = | < =1 (61)

() , a félkoéron vett integral abszolut

Es igy,: mivel sOr=a0t=i < 9

értékre, ha o <,

8

3 a
271, o 70 I’ 927'—1 2.

1+wi

ami —0, ha ¢ —0. Tehit az f integral most mar veheto
1—wi

egészen a o—1 egyenesen és igy
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1+wi

(52)
e f [(Es) m@' T
Nézziik I,-et. Nyilvan
be(1) 1
TS 5 s'2 = 1)” L
4 1 fﬁ 1 by (s)—b, (1) d
= R 2 e s et
(2) -
De b,(s) definiciojabol koénnyen kovetkezik,
hogy o > % =E
6 \" )—bﬁ(l) '
e e
azaz (53) masodik integraljat analog modon,
mint /,-nél elébb, a Cauvcny-tétellel o = 1-re
T ey vive, ez is kisebb abszolat értékre, mint a,x.
Azaz
97U Jog Z. L bgt) ds 54
IZ log 9 p sg =17 | < a5z, (54)

ahol [ a 2. abran lathato uton értendé. Mivel

)

1 f 28 ds %

o7 J st (s—1)¥

7l & s? (s—1)

1 2 1 i (s+1) 1

= -5 ds
o7 f G2 o 52 (s—1F 1
(1) 1)

és a masodik integral — mint az elébbivel analég médon ki-
mutathat6 — abszolut értékre nézve < a,,x, azért
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'ZQaU(n)l x b‘ﬂ(rll) f(s — dsl_

n<.r
U (n x aish (1)
n<w 1)
De?
: f I R
oy W C S TE) F
és igy
: ' b, (1)
9rU(n) ﬁz 6 gr—1 .. P o
< lo 5 @) x log¥ 1z + O (x). (55)

De, ha Y 2rUn — S(x), akkor

nga:
Jj S(U) dy f (fy (221L’(n))
g Y t e (56)

=Y 2Um Jog— A1 xlog? 1z 4 O(x).

ngx n [ (2 )
Legyen 1 = A(x), melyr6l majd diszponalunk; ekkor nyilvdn,
ha egyelére csak azt kotjik ki, hogy x> 2-re A(x)>0 és
2 —> oo-re A(x) —0,
x+ix

S(x) 1og(1+z)<f§;i)dy<5(xm) log 142). (57)

De
x+Ax
f 5@ 4
)
s (er)) {x[log? ~(x+\x)—log? ~'a]+Ax log?~Y(x+Ax)} + O@)=
zbﬂé)) Az 1og® ~'x + O (2 1og® ~*x) + O (), (58)

1 HapaMARD: Sur la distribution etc. Bull. Soc. math. France, 1896.
2 Az O jel (61)-ig azt jelenti, hogy a becslés 0r=<jre egyenletesen

all fenn.

9
Matematikai és Fizikai Lapok. XLI.
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azaz
S@)< b, (E)lr)) xlog? 1z + O(Ax log? 1x) +
+0 (%) + O (x log¥ %),
’ 1 ; :
ami A(x) = —5——-re, mint legkedvez6bb valasztisra
log * =
S(x) < by(1) x log?x + a,x log¥ '~z (59)
'@ 130 108 .
(57) és (58)-bol ugyanigy
S (x) > b, (1) xlog¥=1x — a2 log¥ iz (60)
11(21) 14" g

(59) és (60) (17a)-t adjak r > O-ra; az r < O eset egy parcidlis
integracioval erre visszavezetheté. Ekkor a

‘Z 27U 1og Lty b“(l_) elonE e

— n  I'@)

X
e alsm (61)
g S

relaciot nyerjik, amib6l — 0> r = — —--re — analog modon,

mint (57)—(60) alatt.! 5

'Zé)ib(n) b (1 .ﬂloggr—lx
_ by(1)

Még csak — az L. § jelolésében — ¢, < ==+ @) = =< ¢, helyességét

=1 /
<t Qg degt - T (62)

kell belatnunk. |r| _s_i és a I fiiggvény ismert tulajdonsigai

alapjzin elég a ¢, < b,(1) <c, relaciot vagy — tekintve b (s)

1 Az (99)—(60) és (62) alatti eredmények (17a) alatt lathaté modon
foglalhatok ossze.
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by(1) =

* | [(1 _%)zr(l +pl—'1)} 3 eg{!'mg(l——;i—)+log (1+p71)}

(—1)k+12k:
Q;Zm(m—n Z 2— S+ z—km nk' 2'_'10g~;~+ln::(1+27)

) L4y = 4
e

1 - o 1 1 o ek " =
Z ottt Saiy St +10g(1+—;)—1’210g2
A pgzxgz" 7 p§2LZ kw1t £

= e””

= (

52

azaz (17a) be van bizonyitva. (17b) bizonyitdsa teljesen analog.

4. §l
E §-ban a (24) relaciot fogjuk bizonyitani, mely szerint

Y {UE*+1) — log log N}*= O(¢/ N log log N).

k9+l<N

Fel fogjuk haszndlni a

E L = %log log N+ O(1) (25)
S e ) o
P;=1 mod 4
relaciot. Ebbél
A 2 2
S D)
p! == p
p<VN PN p<N
p=lmod 4 p=¢=1mod 4 p=1mod 4
miatt
Ul . SN / 63
— = —(log log N)*+ O(log log N). (63)
pg 4
Pa<N
p=g=1 mod 4

A kévetkezékben p mindig 4k-+1 alaka primszamot jelentsen;
ezt t6bbé nem irjuk ki explicite.
L. segédtétel.
B ="3%_: U .
ver ey
9*
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Ugyanis az osszegezés sorrendjét megvaltoztatva

FN)=X e
7" p/n3+1
n2+1<N p>3VN

Fix n mellett azonban a Dbelsé 06sszeg értéke legfeljebb 1;
ugyanis, ha n*41-nek két kilonboz6, 3¢/ N-nél nagyobb prim-
faktora volna, p, és p,, akkor

-‘%N<p1p,§n’+1§N
volna, ami lehetetlen. Tehat :
F(N)<31=0{N).
n*+1<N
1I. segédtétel. P

Eiy=3 31 = O(y/Nlog log N).
N>pg>2VN n
T p+q n?+1=0 mod pg, n*+1 <N

Ugyanis atrendezve
F,(N) = > 2 1.
n pqint+1
n+1N  p+g, pg>3VN
Nézziik fix n mellett a belsé osszeget ; legyen n*+1=ps...pe,
ahol p,>p,>--->p,. Ha egyaltalain van két ily oszto, akkor
PPy €s p,p, biztosan azok. Tegyiik fel, hogy van egy harmadik
ily oszté is; ez vagy p,, vagy P, vagy ps-al oszthato. Mert ha
nem, akkor p,p; biztosan ilyen oszté; de ekkor

9
2 N <(p:po) () <n*+1 < N,

Ugyanigy jutunk ellentmondashoz, ha a feltételezett harmadik
ily oszté csak p,-vel vagy csak p,-al volna oszthato p,, p, és
ps kozil. Ha pedig ez a harmadik oszté p,p; volna, akkor
viszont nem lehetne negyedik ily oszto; ugyanis ekkor p,p,
biztosan ilyen, volna és

9 = 3
IN = (p1p§) (pzps) <n*+1 = N



AZ EGESZ SZAMOK PRIMOSZTOINAK SZAMAROL. 127

volna, ami lehetetlen. Ha tehat van négy ily oszto, akkor az
els6 harom p,p,, p,ps P1P,; a negyedik — mint analég modon
kaphato — p,p,. Ezt az eljarast folytatva kapjuk, hogyha p,
azon legkisebb primfaktora (n%+-1)-nek, melyre még p,p, > 2 /N,
a belsé Osszeg értéke I<=3-ra épp (I—1);* [=3-ra pedig 2
vagy 3. De mivel ¢>=2-re p, >p, azért p; < V'N; és igy
(l—1)-et nagyobbitjuk, ha helyébe a ¥/ N-nél kisebb sszes prim-
faktorok szamat irjuk.

Tehat
F) <X+t X)=/N-1]+3 3.
n?+1< N T;fz;zlv p<VYN N :}z(}vnoup

Fix p mellett az 2°+1=0 mod p kongruencia két inkongruens
megoldasa legyen p, és p,; ekkor a belsé Gsszeg

[I/A_'—_l—m%r[l/ﬁ*l—#g} 1/N

+0(1), (6%

y P
tehat
. s BEE x4
F,(N)< 2y N 2 "y + [/ N—1] = O(¢/' N log log N).

1)§1/§'
III. segédtétel.
Fy(N) = ;y(n2+1) = 1/ Nlog log N + O(Y/N).
n24+1<0

Ugyanis

Sl 1) =% ' Fi=

n2+1<N n24+1<N P/n?+1

= 2 BLE 5 21
N>p>%1/A\' n
1J<31/N n2+1= Omodp 7n24+1=0 mod p
n?+ 1<N n?+1<N

1 T. i. ekkor az Osszes ily osztok: p, po, PiPs-- s P1Pis-- -5 Pa1Pr-
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A masodik 6sszeg az I segédtétel miatt O(¢/ N); az els pe-
dig (64) gondolatmenetével

2 {2 +0(1)} ¥/ Nlog log N+ O(Y/N).
P<3¥VN
1V. segédtétel.
F,(N) 5 §T" g(k2+1)2= ¥ N(log log N)2*+ O (YN log log N).
2+ S

Ugyanis nyilvan

F((N) % R o

N Pn2+1 q/n+1

3[]

Az utolso kettés osszeget vagjuk két részre a szerint, hogy p=-¢,
ill. = q. Ekkor tekintve a III. segédtételt
Ehy=3% .S+ 2 .1=

1IN pg/rP+1 n?+1<N p/ni+1
pFq r.

=% 3 1 + O(Y N log log N).
PA<N, P+q n
= n?+1=0 mod pq, n’+1§N

Tovabba
F,(N)=3 31 + X1 31+0(/ NloglogN).

3Y N n T 3 n
pqé,'/f\ n®+1=0 mod pg A 21);1)1"";/1\’ n®+1=0 mod pg
pPHq n2+1<N n2+1<N

A masodik bsszeg a IL segédtétel miatt O(Y/ N log log N);
az elsé pedig, (64)-el analog gondolatmenettel tekintve (63)-at:

Z \ + O(1)} = ¢/ N(log log N)2+ O(y/ N log log N).

pq<3$/N
P+q

1. és IV. segédtételekkel a (24) reliacio nyilvan be van bizo-
nyitva.
Turdn Pdl.
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UBER DIE ANZAHL DER PRIMFAKTOREN
DER GANZEN ZAHLEN.

Von den Herren Harpy und Ramanuvsan stammt der folgende Satz:?
Es sei @(x) eine positive Funktion der reellen Variablen x, wovon wir -
nur die Bedingung lim @ (x) = + oo fordern. U(n) bedeute die Anzahl
der verschiedenen und V(n) die Anzahl aller Primfaktoren von n.
Dann besagt der angefithrte Satz, dass die Anzahl derjenigen Zahlen n
bis N, fiir welche wenigstens eine der Ungleichungen

U(n) > log log N + @ (N) Vlog log N,
U(n) < log log N— @ (N)Vlog log N

gilt, durch N dividiert zu O strebt. Analog steht die Sache fiir die
Funktion V(n). In dieser Abbandlung gebe ich fiir diesen, in der
elementaren asymptotischen Zahlentheorie wichtigen Satz zwei Beweise ;
cinen sehr kurzen, elementaren Beweis, welcher sich auf die leicht
beweishare Relation

N-
Y (U(n)—1log log N)*= O (N log log N)
n=1
stiitzt, und einen einfachen, analytischen Beweis. Ferner verallgemeinere
ich diesen Satz nach zwel Richtungen ; die erste bezieht sich auf die
durch eine Formel von der Gestalt ¢ (n) = 3 ¢ (p;) definierten® zahlen-

piln
theoretischen Funktionen und besagt Folgendes: wenn wir von den

willkiirlich wihlbaren Werten ¢/ (p;) nur vorasselzen, dass 1) sie posi-
tiv sind, 2) fiir p; — co unter einer Schranke bleiben und 3)

Tt oS ¢ (pa)

P =t o0
N— pi_<_A\' Pi

ist, dann strebt die Anzahl derjenigen Zahlen n bis N, fir welche
wenigstens eine der Ungleichungen
o ¢(p:)
h(in)>(1+e et
¢(n) > ( )péN =
b (ps)
/) iy Ry P\Pi)
¢n) < ( )mgv s

1 Harpy and RaMaNusaN : The normal number. .., Quart. Journ., 1917.
2 Es ist gleichgiiltig, ob wir unter den Summationszeichen alle oder
nur die verschiedene Primfaktoren von m nehmen.
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gilt, durch N dividiert zu 0. Wenn ¢ (pi)=1 ist, so gelt dieser Satz in
den Harpy-Ramanusanschen iiber. Die zweite Verallgemeinerung bezieht
sich auf ganzzahlige Polynome und lautet, wie folgt: Es sei f(x) vom
Grade » und die Anzahl ihrer verschiedenen irreduziblen Faktoren sei % ;
dann strebt die Anzahl derjenigen Zahlen der Form f(n) unter N, fiir
welche wenigstens eine der Ungleichungen

U(f(n)) > (14¢) k log log N,

U(f(n)% < (1—é) k log log N

erfiillt ist, durch VK dividiert zu 0. Der Beweis des letzteren beruht
auf der Relation

D[U(f(n)) — k loglog NT*= O (§/ N log log N). (1)
<N
Ich beniitze hiezu folgende Bemerkung von RaApemAcHER: wenn v, die
Anzahl der inkongruenten Losungen der Kongruenz f(x)=0 mod p
bedeutet, so ist bei irreduziblen f(ax)

32 — loglog N+ O(1). (@)
p<N P
Im Spezialfalle f(x) =a?+1 ist diese Relation (2) elementar und die
entsprechende Relation (1) ist also elementar bewiesen. Hieraus ge-
winnen wir — also ebenfalls elementar — dass

N
2 1=0 (V—) .
BN log log N
k2+1= prim

Dasselbe gilt fiir die Funktion V(n).
Ich beweise ferner mittels des Satzes von Harpv-Ramanujan eine
interessante Relation des Herren P. Ervds, némlich die folgende :

N

Ul{ae) 1=
Z Vin) = N+ o(N).

=1

S

Paul Turan.



VEKONY ALKALIFEM-RETEGEK FENYELEKTROMOS
VIZSGALATA.

(Osszetett katédok.)

I. A meérési berendezeés és a vizsgalatok
menete.

1. §. A vizsgalatok célja.

A fényelektromos effektusra vonatkozo vizsgdlatok kétségte-
lenné teszik, hogy szelektiv fotoelektromos viselkedést oly, igen
vékony alkalifém-rétegek mutatnak, melyek elektronegativabh
alatétfémen helyezkednek el. A régebbi vizsgdlatok szerint sze-
lektiv effektus akkor varhato, ha az alkaliréteg és az alapfém
kozott tigynevezett kézbensé réteg talalhato, mely az alkaliaval
reagalo anyagbol (oxigén, hidrogén, naftalin) all. Ives* ujabb vizs-
galatai ezzel szemben arra utalnak, hogy tiszta alatétfémen lévé
alkalirétegek is mutathatnak szelektiv fényelektromos effektust.

Vizsgalataimban célul tiztem ki az M—A tipusu (M alatét,
A alkali fém) két tiszta fémbol Gsszetett gazmentes fotokatod
fényelektromos viselkedésének a 300 pu-t6l 800 pu-ig: terjedd
hullamtartomanyban valé meghatarozasat. Vizsgalataimat kiter-
jesztettem egyrészt a rétegvastagsag és a fényelektromos hasz-
nossag fokdinak «A»-nak, mdsrészt a rétegvastagsig és a fény-
clektromos kiiszéb 6sszefiiggésének megallapitisdra. Az Gssze-

fiiggés abban 4ll, hogy a hasznossag foka, — tehat az 1 cal.
energiaval bees6 monokromatikus fénysugar altal kivaltott elek-
tromos toltés Coul.-ban vett szamértéke — egyazon hullim-

hosszlisagnal is maximalis lesz bizonyos rétegvastagsdgnal, mas-
részt a hasznossig spektralis eloszlasat abrazolo gérbe bizonyos

1 H. Ives —H. B. Briggs: Phys. Rev. 1931. 38. 1477. old.
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rétegvastagsagnal maximumot mutat. Tehat ekkor szelektiv foto-
elektromos effektus all el6. Az alkalifém-réteg vastagsdgdnak
valtozasaval jar egytitt a fényelektromos kiiszob vandorlasa is.?
Az emlitett érzékenységgorbék tanulmanyozdsa lehetévé teszi a
kiiszob és a hasznossag foka kozotti osszefiiggés megfigyelését
is. A mutatkozé szelektiv viselkedés értelmezéséhez sziikséges
volt a rétegvastagsdg valtoztatdsin kiviil ugy az alap, mint
az alkalifém valtoztatdsa is. Alatétfémként wolframot, nikkelt,
molibdent és thoriumos wolframot hasznaltam. A jelenségek
tiszta megfigyelését célozta ezenkiviil a celldba elektrolitikus
uton bevitt alkalifémek hasznalata is. (Na és K).

Az alatétanyag szerepének felderitését a szigeteld (iiveg)
alatéten 1évé alkali rétegek vizsgdlata segitette el6. (Lasd : II. fej.
2. §.) A fényelektromos mérésekb6l kapott kiiszob értékének
ellendrzéséiil az egyes rétegvastagsiagok esetében a vele Gssze-
fiiggd kilépési munkat « Vi» kozvetleniil is meghataroztam, kontakt-
potencial mérés segélyével. A két ton kapott érték osszehason-
litasa egyben a katod gaztartalmara enged kovetkeztetni, ugyanis,
ha a katod abszorbedlt gdzréteget is tartalmaz, ugy a kilépési
munka, V, és a hosszuhullama hatar, 2, nem az

eVo=hv,= i
)‘0
egyenlet értelmében fiigg Gssze.
A két érték kapott egyezése bizonyitotta a katod gazmentes-
ségét. 25
A jelenségcsoport magyarazatat elmeéleti uton probalom meg-
adni a katod ugynevezett ateresztési egyiitthatéjanak kiszami-
tasaval. (Lasd: IIL. fej. 2. §.)

2. §. A fotocellaul szolgalé vakuumesd.

A vakuumecsé iivegburajaba, mely clommentes natroniiveghél
(Moosbrunn) késziilt, 4 elektroda taldlhato: izzoszal I, tiszta

1 J. Brapny: Phys. Rev. 1932. 41. 613. old.
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wolframbol (22 p vastag, 25 mm hosszi) kontakt-potenciil-
méréshez, ezt koncentrikusan kériilvevé spiralis fotokatod (K),
a megnevezett fémekbél (Mo, W, Ni és thoriumos-wolfram
03 mm atmérével), valamint a segéd izzoszal I' thoriumos
wolframbol, az alkalifém beelektrolizédldsahoz
(1. abra).

Az izzithato spiralis a tulajdonképeni foto-
katod «K.» Az tivegfalon eléallitott alkdlifém-
rétegekkel az «Sz» szonda létesit érintkezést.

A csovek evakualdsat nagy gonddal a ko-
vetkez6 modon végeztem : Egyszerre négy da- 1. abra.
rab egyenld felépitésti csovet evakualtam a
diffuzios sugarlégszivon. A szivas koriilbelil 10—12 é6ra hosz-
szat tartott, ekozben az iivegbtira hémérséklete 450 C° volt.
A btra melegitését kétoranként korilbelil 10—10 percig szii-
neteltettem, mikézben az elektrodakat koriilbelil 3000 C°-ra
hevitettem. E periodikus hékezelés (légzés) nagymértékben eld-
segitette az ftvegfalon és az elektroéddikon abszorbedlt gazok
eltavozasat. Szivas befejeztekor a buaraban 10=° mm Hj,-nyo-
mas uralkodott (Mac-Leod-dal mérve). A csovekbe ezutan az
alkalifémeket elektrolizis segitségével juttattam be.* Az elektro-
dak ekozbeni izzitasaval a még felszabadulé gazok kémiailag
kotédnek az alkalifémmel és annak nagy részével egyitt a
lapitott részen kondenzalodnak (Q). Ezen eljaras tobbszori ismét-
lésével igen tiszta fémfeliiletek és magas vikuum (10=* mm H,,
icnizacids manométerrel mérve) — nyerheté. Kellemetlen mellék-
korilmény, hogy az alkilifém feleslege a lapitott részbdl 6lmot
csap ki és az kismértékben vezetd lesz. A kisérletekhez sziik-
séges méretii natroniiveg quettsch eldallitisa nem sikeriilt, ezért
kellett a szokdsos 6lomiiveg quettsch-et hasznalni.

1 Mirrox L.—Rosris E.: ZS. f. techn. Phys. 1929. 10. 52. old.
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7 »

3. § Az erssité berendezés. (Csdvoltmérd.)

Alapitott rész emlitett, aranylag nagy vezet6képessége (10‘9 %)

a fényelektromos dramot schunt-6li, ezért annak mérésére nagy
er6sségii csévoltmétert szerkesztettem. A fotodram mérésének
szokasos moédja a kovetkezo:?*

A Z fotocella fényelektromos drama az R nagyellenallison
fesziiltségesést létesit, melyet 1. és 2. pontok kozott R-hez ké-
pest nagy belsé ellendllas voltmérdvel mérhetink. Ez lehet
elektrométer vagy csévoltmérs.

Ha a cella szigetelése A és K pontok kézétt végtelen nagy,
Ugy a megvilagitaskor keletkezé potencidalkiilonbség 1. és 2. pon-

2. abra. 3. abra.

tok kozott pontosan ardnyos a fény erdsségével és a cella tgy-
nevezett sotétdrama zérus. Esetiinkben a sotétiram nem zérus
a lapitott rész vezetése miatt, melynek értéke koriilbeliil 10° Ohm.
E sotét aram elektroncséves voltméré haszndlata esetén, mint
nemkivanatos munkapont eltolo eléfesziiltség jelentkezik. Ezt a
3. abra szerinti kompenzdciés kapcesoldssal sikeriilt dartalmat-
lanna tennem.

A telepre kapcsolt X cellaellendllas és R nagyellendllds,
melynek értéke 5.10° Ohm volt, mint fesziiltségeloszto szere-
pel. A parallel kapcesolt P fesziiltségoszton (10° £), az 1. pontnak
megfelel6 potencidl szintén feltaldlhato, Ugy, hogy az 1. és 1°.

1 SiMoN—SUHRMANN : Lichtelektrischen Zellen, 1932. 159. old.
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pontok kézott mindaddig nem lesz potencidlkiilénbség, mig csak
X cellaellendllas értékét a megvilagitdis meg nem valtoztatja.
Ezen ellenallasvaltozds dltal az R mentén el6allo fesziiltségesés
valtozdsa a fény erésségével szintén aranyos, de a sotétaram
dllandoan zérus értéki. A hasznélt fényelektromos fesziiltségmérs-
berendezés vazlata a 4. abraban lithato.

4. abra.

A berendezés mikodése a kovetkezo :

A cella megvildgitasakor az E elektronesé rdcsa negativ tél-
tést kap, anodarama csokken. A hasznalando fényerdsséget az
szabja meg, hogy az anéddramviltozéasnak a csékarakterisztika
egyenes részén kell mozognia. Méréseim szerint ez 0°8 mA. volt,
mely 3 Volt fotofesziiltséget, illetéleg 60.10-'° A fotodramot
jelent. A csévoltméter erésitési tényezdje 1'5.10% Ily modon
2.10~'* A nagysiagi aram mérhets, 5.10=* A még becsiil-

heté volt.

4. §. A megvilagilé berendezés. (Monokromaéator.)

Monokromatikus fény eléallitisa Ponr-féle monokromator se-
gélyével tortént. A berendezés viazlata az 5. dbraban lathato.
Miikédése a kovetkezé: Az F fényforras fényét az L, kon-
denzor-lencse az R, résre (05 mm) gyijti, a P prizma altal
felbontott fényt — az R, rés szinképét — L, lencse az R,
résre képezi le. Az R, rés altal kivalasztott monokromatikus
fénysugarakat L, lencse gytjti a Z fotocella katodjara (R,=02 mm)
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R, a megvilagito zar. A prizma megfelel§ attétel segélyével, a
karok allisatol fiiggetleniil mindig minimélis devideiéban dllitja
elé az R, résen a fénysugarakat. Fényforrdsul Lerrz gyartmanyu
6 A-es szénivlimpa szolgdlt, melynek dramat a lehetéségig kon-
stans értéken tartottam. A monokromator optikdja kvarz. A kii-
16nb6z6 hullamhosszii sugarak a K, kar elforgatisaval juttat-

5. abra.

hatok a cellira. A karok allisa korosztalyzaton olvashato le,
melynek egyes osztaspontjaihoz tartozé hullimhosszakat Zriss-
spektrométerrel hataroztam meg.

I. Tablazat.

K°| 49 50 505 51 52 53 54 55 555 56 57 575 58
Auu | 680 640 610 585 550 500 455 410 390 375 340 310 300

Az egyes hullamhosszakhoz tartozo fényerésséget termoelem-
mel allapitottam meg (Zeiss 7606. sz.) kapesolatban a HARTMANN—
Brauvn-féle tikros galvanométerrel (Type 155. B. — 2492. sz.).
A berendezés 1 Lux fényerésségre 1°2.10-'" A aramot jelzett
6. abra).

Lathato, hogy a hosszabb hullimok felé né az intenzitas,
mely korilmény a fényelektromos kiisz6b pontosabb meghatad-
rozasat segitette elo.

A fényelektromos fesziiltséget mérd herendezés amugy is elég
komplikdlt volta nem tette lehetévé kiilon fényer6sségmérd foto-
cella alkalmazasil. A fényerésség esetleges ingadozasait a ko-
vetkezé uton ellenériztem: Mindenekelétt gondoskodtam arrol,
hogy a fényforrasul szolgalé ivlimpa izzitédrama konstans ér-
téki legyen. Jominéségi szén (C. Conmapry: Nirnberg Kino-
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marke noris «HS» Germany) alkalmazisdval elértem, hogy a
fényer6sség 6—8 percig nem valtozott, amir6l a leirt fényerdsség-
mérdvel gy6zodtem meg. Ilyenfajta — nagyszami — mérés
eredményeinek kozépértékeként adédik a 6. abra gorbéje. Mar
a gorbe szabdlyos menete, de foként a fotoemisszios mérések-
nél nagy szerepet jatszo 300 pp-tol 450 pu-ig terjedd rész lined-
ris volta kizartta teszik, hogy a jelent-
kez6 és a IL. fejezetben leirt szelektiv
fényelektromos viselkedés (maximumok
és minimumok az érzékenység-gorbék-
ben), a megvilagité berendezés fény-
erésség eloszlisaval legyen magyaraz-
hato. A fényerdsség esetleges ingadoza-
sait oly modon ellendriztem, hogy a
spiralis katédon mutatkozo fotoeffek-
tust Gsszehasonlitottam az iivegbura
belsé oldalin levé kompakt alkaliréteg
fotoeffektusaval. (Ehhez csak az 1. ab-
raban lathato, a kompakt réteggel érint-
kez6 «Sz» szondat kellett katodként
kapesolni, mikor is az eredeti fotokatod, mint anéd szerepelt.)

Hasonlo, de nem egyideji 6sszehasonlitas eszkézolheté magan
a spiralison keletkez6 kompakt alkali fémrétegek fotoemisszioja-
val is, minthogy ennek érzékenységgorbéje éppen tgy normdlis
menett, mint az elébbi, iivegen 1évé kompakt alkalirétegeké.
A kompakt réteg tehat, mint lathato, helyettesiti az ellenérzé
fotocellat.

A végzett fotoemisszios mérések igen nagy szdma csokkenti
a fényerGsség viltozasaibol eredheté hiba silyat.

6. abra.

5. §& A kontakt-potencial valtozasianak mérése.

A fényelektromos kiiszéb kapott értékeinek ellendérzését a
fotokatod kiilénbozé allapotaihoz tartozo kilépési munka koz-
vetlen mérésével eszkozoltem. E célbol mérend6 volt a kiilon-
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b6z6 allapotu fotokatédnak egy
alland6 elektrédaval szemben
mutatkoz6 kontakt-potencialja
40* (7. dbra — Langmuir).
Ezen berendezés segélyével az
andd, tehat a vizsgalando foto-
katdd kiilénb6zd allapotaihoz
tartozé lendileti-aram — (An-
laufstrom) — karakterisztikdk nyerheték. (8. és 9. dbra.)

E karakterisztikak Voltokban mért tavolsaga — legmerede-
kebb részikén — megadja az elektrddak kozétti kontakt po-
tencidlkulonbséget, mely mint ismeretes, a két fém Kkilépési
munkainak kilénbségével egyenl6.

8. abra.
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6. §. A rétegvastagsag megallapitasa.

A cella tvegburajat koriilbelil 200 C°-ig felmelegitve, az
alkalifém a fotokatdédra tizhet6, ahol az a spirilis keresztmetszetét
noévelve, annak elektromos ellendallasat csokkenti. Az ellenallds-
valtozasbol az alkalifém rétegvastagsigdara kovetkeztettem. Az

észlelt maximalis ellenallasvalto-
zés 1% koriil volt, a mérés tehat
legalabb 0°01% pontossdgot igé-
nyelt. A felhasznalt Wearnstone-
hid a 10. abraban lathato.
Az R, ellenallis 1%-0s meg-
valtozasa 330 mm kiiitést létesi-
10. abra. tett a galvanométeren, ugy, hogy
a még becsiilheté 0°25 mm kitités
szazezred rész ellenallasvaltozast jelentett, feltételezve az ily
kis valtozdsoknal megengedheté linedris osszefiiggést, ellenallds-
valtozas és kiiités kozott. A mérendé X és a kompenzalo I3y
ellendllds 1 Ohm nagysdgrendi, vagyis 1 tizezred Ohm valto-
zas még jol mérhetd volt.
Rétegvastagsdg és ellenallasviltozas osszefiiggése :
A spiralis alapfém ellendlldsa,

2l

; I 7.27.[ 2
ahol ! a drothossz méterekben,
r a drétsugar mm-ben,
B, az alapfém fajlagos ellendlldsa.
d mm-vastagsagn alkalifém-réteg ellendllasa,

-
= %rrn.d’

ahol B, az alkalifém fajlagos ellendllasa, melyrdl feltételezem,
hogy 1 pp vastagsigig még nem viltozik erdsen.
E két parallel kapesolt ellendllas ereddje :
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X, X,

Gkl v

és igy az ellenalldas megvaltozasa

Ty T r ot o X,_)_v_ X,
Cotee A e S e
Mivel B, és f, nagysagrendben egyenld, azért
s b
v Al Y By r’n Bt =Tk 2d
A XX _’_.+ﬂ Lo “tedir
by r’n 2 9pn.d
Minthogy 2r =03 mm és d kisebb, mint 1 mikron, ezért
ax=22x,

Méréseim szerint X, = 0795 Ohm.
Atk ! g 3 90" E
E szamitdsokbol 1 pp rétegvastagsagnak Wle’-ed
rész ellendllasvaltozas felel meg. Méréseim szerint a kiiités ek-

kor 025 mm, tehat
d = 4y,
ahol y a galvanométer kiiitése és d a rétegvastagsiag milimikro-
nokban.
Az alkali atomok dtmérgje* 2.10% c¢m ill. 4.10~® cm, igy a
rétegvastagsag atomokban

d = 20y, illetéleg =—10y.

! mm galvanométer kiiitésnek tehat 10—20 atomvastagsag-
valtozas felel meg. A 1I. fejezetben megadott rétegvastagsigo-
kat ezen szamitis alapjan hatdroztam meg.

A termoaramok altal okozott hibat az dramiriny megfordi-
tasaval kaphaté masodik méréssel kiiszoboltem ki.

1 Hb. der Phys. XIII. 2. 253. o.
: 10*
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E mérések természetesen csak tajékoztato jellegtiek, pontos-
saguk nem haladja meg az 50%-ot. A réteg feltételezett egyen—
letessége és a fajlagos ellenallas dllandosdaga meglehetésen két-
séges.

IT. Mérési eredmények.

1. §. Vizsgalatok M—A4 osszelételd kathodon.

a) W—Na osszetételii fotokatod. (11. abra.)

Az iiveghuira melegitésével a fotokatodra ndtrium tzheto,
melynek vastagsiga meghaladja az 1 p-t. (Ellendllismérésbol
szamitva.)

A fényelektromos érzékenység gorbéje (11. abraban 1-gyel
jelélve) normalis menetd, "azaz novekvé fényfrekvencidval né-
vekv$ fotodramot mutat. A hosszthullam hatdr A;=550 pu-nadl
észlelhets. A hasznossig foka, «A»=10—* Coul/cal,, mely érték
a kisérleteimben maximdlisan elérhetének koriilbeliil fele. (A meg-
adott «A» ‘értékek 350 pp-nal értendoék.)

A fotokatodot kb. 3000 C°-ra hevitve, tiszta wolframfeliilet
all el6, mely a hasznalt hullamtartomanyban fényelektromos
érzékenységet nmem mutat. Ez szintén a katod gazmentességét
bizonyitja, ugyanis mar kevés gazszennyezés is 350 pp-ig hozza
elére a wolframnak eredetileg 275 pp-nal 1évé fényelektromos
kiiszobét.

A fotokatod leizzitasa utan koriilbelil félora mulva a natrium
visszaparolgasa folytan mar ismét fényérzékeny a katod, az
érzékenység-gorbe (11. abra, 2. sz.) menete most is normalis,
Ao=400 pp, «A»==10"" Coul/cal. Tovabbi 2—3 orai pihenés utin
(szobahémérsékleten) a gérbe 350 pu-ndl igen gyenge szelektiv
maximumot mutat, 2, =500 pp «4» = 2.10~° Coul/cal. (3. sz.
gorbe.) .

A go6rbe menete korilbelil 14 6ra mulva a leizzitds utdn
érdekes valtozdsokat mutat: 350 pp hullimhossznél éles szelek-
tiv maximuma, 400 px-ndl minimuma és 410 pp-ndl masodik,
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igen Kkis maximuma van. A kiisz6b értéke ekkor az elérhetd
legkisebb, 2,=640 pu. «A» értéke kozel maximalis, 4.10%
Coul/cal. (11. abra, 4. sz. gorbe).

A rétegvastagsag ekkor 10—20 atomosnak becsiilhets. A katod
allapotaban ezutin hosszi id6 alatt sem torténik lényegesebb
valtozas, kissé érzéketlenebb lesz. — A katédon 1évé natrium
vastagsiga az ilivegbura adagolt, kismértéki melegitésével foko-

11. 4bra.

zatosan novelhets. Ekozben a szelektiv maximumok fokozatosan
eltinnek, elébb a kisebb, majd koriilbelil 50 atomos réteg
esetében madar csak a fémaximum észlelhetd, mikor is «A» ér-
téke eléri maximumat, 5.10~* Coul/eal. és a kiiszob 590 p
hullimhosszig huzédik vissza (5. sz. gorbe).

100 atomot meghalado vastagsdgokndl szelektivitdas mdr biz-
tosan nines, a réteg mindinkibb lithatovd lesz és a kompakt-
réteg tulajdonsagait mutatja (11. dbra 1. sz. gorbe).

/
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A jelenségsorozat forditott értelemben is eléallithato. Ugyanis
a kompakt-réteg a spirdlis fokozatos hevitésével mind véko-
nyabba tehetd, mikézben a jelzett rétegvastagsigokndl a jellem-
zett viselkedés észlelheto.

A parhuzamosan térténo kontakt-potencial mérések (1. fejezet,
5. §) a kompakt-réteg kilépési munkajat 2-15 V.-ban allapitjak
meg, ugyanis a 8. ahra gorbéje szerint wolfram és natrium
koz6tt a kontakt-potencial, K==2'4 Volt, ebbél levonva a wolf-
ram kilépési munkéjat, —V,,=4'55 Volt, kapjuk a jelzett ér-
téket. A két szelektiv maximumot és minimalis kiiszobot adé
réteg kilépési munkdja 032 Volt-tal kisebb, mint a kompakt-
rétegé. V,=1'83 Volt. A maximalis érzékenységi, de csak egy
maximumot mutaté réteg kilépési munkdja csak 015 Volt-tal
kisebb, azaz 2 Volt.

A kilépési munka masrészt kiszamithato a mért fényelektro-
mos kiiszéb értékébdl is az Einstein-egyenlet segélyével,

“he 1236
Y Rl S

Vo=

ahol V, a Na kilépési munkdja, Volt-okban, 4, az észlelt kiiszéb,
pp-okban, h=6'55 10~*" erg sec, e=4'77 10~ el. sztat. egység.
A mérés és szamolds oOsszehasonlitasa II. szamn tablazatban
lathato.

A kiiszob értékének meghatirozasa 2—5 pp-ra pontos. Ter-
mészetesen A, az a hullimhossz, melynél fotoaram méar nem
észlelhet6. Méréberendezésemnél ez 10~'* A-nél kisebb dramot
Jjelentett.

IL tablazat W—Na katéd
d K
AK— X 2
Réteg-’ Kontalft- 4V, | szamitva Ak, Sy A4, Jegyzet
| vastagsag |potencial
Kompakt-
d>250 pu | 2157 580 uu 555 pu réteg
} 015 38uu } 35 pu | 50 atomos-
de~s 10 upe| 2007 618 uu 590 uu réteg
0-18Y . } 48uu } 50 ppe | 20 atomos-
des  4up| 1-82V 666 pu 640 wp réteg
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thoriumos wolfram-spiralist alkalmaztam. Ennek haszndlata azon
elénnyel jart, hogy a katod aktivalasaval, illet6leg deaktivalasa-
val tiszta thorium, illetéleg tiszta wolfram feliiletet &llithattam
el6. Ezen eljaras ismétlésével ellenérzé méréseket egymds utdn
végezhettem. A fényelektromos mérések menete e katéodon a
kovetkez6 volt: A W—Th katodspiralist kb. 3000 (:°-ra hevitve,
deaktivalodik, azaz feliilete tiszta wolframma lesz. Ekkor a fény-
elektromos gorbék menete teljesen azonos a 11. abran latha-
tokkal. Ezutan a thoriumréteget ismert eljarassal mind nagyobb
és nagyobb vastagsaggal aktivaltam ki. A thorium minden egyes
rétegén eléallitottam mindazokat a natriumrétegeket, melyeket
a tiszta wolfram katodnal is vizsgdltam fényelektromos szem-
pontbél. E katod fényelektromos érzékenységgorbéi a 12. dbra-
ban lathatok. Ez abrdban a I. jelii gorbék mind a thorium egy-
atomos, a IL jeliek a thorium tébbatomos rétegén levo, kiilon-
boz6 vastagsagu natriumrétegekhez tartoznak, és pedig az 1-es
indextiek a ndatrium néhéany (2—20) atomos, a 2-es indexiiek
annak kompakt (100 atomon felil) rétegéhez. Megfigyelhetd,
hogy a thorium egyatomos rétegéhez tartozo, tehat I. jeli
gorbék még nem mutatnak nagyobb eltérést a wolfram-néatrium
katod megfelel6 gorbéitél; a két maximum itt is fellép azonos
hullaimhosszndl, de a minimum nem oly kifejezett. Tébbatomos
kozbensé thoriumréteg kiaktivalisa esetén a natrium 2—20
atomvastagsdgiahoz tartozo II. gorbék eltérést mutatnak, ugyanis
a hosszabbhullimi maximum eltinik. E mérések valosziniivé
teszik, hogy az alapfém mindsége is befolydsolja a tiszta fémek-
bél osszetett katod fényelektromos viselkedését. Szelektiv effek-
tus létrejottéhez azonban valamilyen alatétfém jelenléte okvet-
lentil sziikséges, mint arrél a 2. §-ban leirt kisérletekbél meg-
gy6zédtem. - '

Jegyzet: A thoriumréteg vastagsagat a W—7Th spirdlis termo-
emisszidjanak mérésével dllapitottam meg. Ugyanis egyatomos
thoriumréteg kiaktivalodasakor a telitési dram maximdlis, egy-
nél tobbatomos thoriumréteg  kiaktivalasakor a telitési aram
éppen ugy kisebb, mint nem teljesen fedé egyatomos thorium-
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fényérzékeny lesz a katod, mert a kalium géztenzidja egyazon
hémeérsékleten nagyobb, mint a natriumé. Ekkor A, = 450 pp.
«4» =5.107° Coul/cal., 350 pp hullimhosszndl (2. sz. gorbe).
Tovabbi egy ora elteltével mar szelektiv maximum észlelhetd
360 pp hullaimhossznal (3. sz. gérbe). Maximalis érzékenység
2—3 ora alatt all eld, mikor is két maximum észlelhetd, éles
fomaximum A—=360 pu-nal és egy kisebb 430 pp-nal, mely ki-
fejezettebb, mint Na esetében. Ekkor észlelhet6 a minimdlis
kiisz6b 2,=680 pp (4. sz. gorbe). A spektrdlis minimum helye
2=410 pp, «A»=5.10* Coul/cal.

A még éppen szelektiv viselkedési réteg kiiszobe, 1=620 pp
«A» értéke ekkor maximdlis, 5°5.10=* Coul/cal (5. sz. gorbe).

A kontakt-potencial mérések eredménye a 9. abraban lathato.
A mért és szamitott kiiszobértékek itt is jol egyeznek.

IIL. tablazat W—K katod
d K 2
Réteg- | Kontakt- i : }"’} A4, 4o Ak, Jegyzet
h ...| 4V, | szamitva mérve
‘vastagsag |potencial
Kompakt-
d=> 250 pu | 2:00Y 618 pu 580 pp réteg
0157 } 48 pp 50 uu | 50 atomos-
de> 10 upe| 1-857 666 uu 630 pp réteg
013¥ } 42 pu } 50 uwu | 20 atomos-
Bidos Huwls 1579V 708 uu 680 i réteg

A TI. és TII. tablazatokkal kapcsolatban megjegyezhetd, hogy
termoelektromos és fotoelektromos tuton kapott kilépési munkak
egyezése nem szilkségszerti, mint azt BoerR—TEVEsS meggondo-
lasaibodl lathatjuk (1. c.).

2. §. Uvegalatéten 16vs alkalifém-rétegek
vizsgalata.

A mutatkozo szelektivitas és kiiszobeltolodds, mint lathato,
a katéd osszetételének folyomdnya. Bar az alapfém mindsége
nem befolyasolja erésebben az érzékenység-gérbék menetét,
kérdés, hogy jelenléte sziikséges-e a szelektiv maximumok fel-
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lépéséhez? A kérdés eldontésére megvizsgiltam szigeteld (iiveg)
alatéten lévé alkdlifém-rétegek fényelektromos viselkedését is.
A kisérletek az alapfém jelenlétének sziikségességét bizonyitjak.
Ovatos melegitéssel az iivegbtira bels6 faldn ¢ékalaktan valtozo
vastagsagi natrium, illetéleg kdlium-rétegeket dllitottam elé.
E rétegeknek kiilonbozé vastagsagu helyeit vildgitva meg, meg-
hatdroztam az egyes vastagsigok fényelektromos viselkedését.
A kapott érzékenységgérbék egyaltaliban nem hasonlitanak a

14. abra.

megfelelé vastagsagi, de alatétfémen elhelyezkedé vékony alkali-
rétegek gorbéihez. E gorbék egymaskozott sem mutatnak lénye-
gesebb kiilonbséget (14. dbra),

Kompakt, jol lathaté eziistés réteg gorbéje normalis meneti.
E gérbe segélyével vettem tekintetbe az ivegfal abszorpciojat
a 400 pp alatti hullimtartoményban. Ugyancsak e réteg szere-
pelt a fényerésség ingadozdsainak korrigdlasandl is, mint emli-
tettem (2. abra). Kompaktréteg esetében, ,=570 py, «A»=6.10""
Coul/cal. (1. sz. gorbe). iie

Vékonyabb, hdrtyaszeri réteg szintén normalis viselkedést,
a gorbe kissé ellaposodik 350 pp hullimhosszndl. (Igen gyenge
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szelektivitas ?), 1, = 590 pp, «A» = 8.107° Coul/cal. (2. gérbe).
Nagyon vékony réteg igen érzéketlen. 2, = 580 pp, «A» =107
‘Coul/cal. (3. gorbe).

A fémekb6l oOsszetett katdodra jellemzé két maximum és a
nagy érzekenységgel parosult minimalis kiisz6b egyetlen ily ré-
tegen sem észlelheté. Tehat az alapfém jelenléte okvetleniil
szlikséges ahhoz, hogy szelektiv viselkedés észlelhetd legyen.
A fenti kisérletek egyben az alkali fém szennyezetlenségét is
bizonyitjak, mert ha az oxigénnel szennyezédétt volna, tgy e
rétegek is szelektiv viselkedést tanusitandnak.

Jegyzet: Figyelemremélto jelenség, hogy visszaparolgas az
iivegfalra szobah6mérsékleten nem észlelheté. E koriilmény arra
mutat, hogy a fémkatodon képzdédé alkali fémrétegek létrejotte-
ben a visszapdarolgason kivill még méds okok is kézremiikodnek,
melyek e réteget allandositjak. Az alkdli fém spontdn vissza-

parolgasa a fémkatodra természetesen fiigg a homérséklettol.
A szénsavhé hémérsékletén (—179 C°) lényegesen kisebb mér-
téki. Erdekes, hogy a gyenge szelektivildst mutato réteg
{11. abra, 3. gorbe) ekkor is létrejon, de a maximalis érzékeny-
ségi mdr nem. E réteg tehat nagy valoszintiséggel egyatomos.

ITTI. Az eredmények értelmezeése.

A Kkisérleti vizsgalatok kétségtelenné teszik, hogy az M—A4
tipusi, két tiszta fémbol Gsszetett katod szelektiv fényelektro-
mos érzékenységii. Szelektiv viselkedés a vékony alkdli fém-
rétegeken akkor észlelhet6, ha alitétfémen helyezkedik el. Uveg-
alatéten 1évé rétegek érzékenysége normalis. A szelektiv visel-
kedésti alkdlifém rétegvastagsdga néhany atomos (2—20). Ekkor
két maximum jelentkezik az érzékenységgorbékben, a rovid-
hullam®, mindkét alkéliandl 350 pp hullamhosszndl, és a
hosszabbhullaimil, melynek helye fiigg az alkaliatol és az alap-
fémtol is (kalium esetében 430 pu, natrium esetében 410 ppu).
A fényelektromos kiiszob értéke az alkdliféem min6ségétol és
rétegvastagsagatol fiigg. Minimalis kiiszob és két szelektiv
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maximum fellépése egyazon rétegvastagsag esetében észlelheto.
Nagyobb vastagsdgok esetén mar esak a révidhullim maximum
észlelheté és a kiiszob fokozatosan né. A fényelektromos hasz-
nossag (4) kb. 50 atomvastagsagh réteg esetében éri el maxi-
malis értékét. 100 atomosndal vastagabb réteg a kompakt alkdli-
fém tulajdonsagaival rendelkezik. Az alatétfém csak kis mérték-
ben befolydsolja a maximumok helyét és nagysagat, jelenlétére -
azonban a szelektiv érzékenység észlelése szempontjabol okvet-
leniil sziikség van.

Nézziik, hogyan értelmezhet6 a jelenségcsoport. — Tapasz-
talatokbol lesziirt tény, hogy szelektiv fotohatast csak kozbenso
réteggel bird osszetett katodok mutatnak. A kozbensé réteg
lehet alkdliszuboxid, vékony soréteg, vagy az alapfém feliiletén
abszorbedlt gazrétegben abszorbedlt alkali atomréteg, mikor is a
katod Osszetételét az M—O—A—O0—A vagy M—H—A—H—A
szkéma jellemzi (M alatét, A alkalifém, O oxigén, I hidrogén).
Ezen Lanemuir-katod jellemzdje, mint Kruee® kimutatta, az
alkalifém mindségétol fiiggd hosszuhullamu és az attol fiiggetlen
rovidhullama éles maximum és a rendkiviil nagy érzékenység.
Az ilyen tipust katodon észlelheté szelektivitds magyardzata
FowLer? szerint a katod 0. n. ateresztéképességénck szelektiv
viselkedésével adhatéo meg.

Az M—A tipust katédon végzett kisérleteimnél az el6allitds
gondossaga és a kilépési munka viltozdsinak mérése, valamint
a IL fejezet 2. §-ban leirt mérések arra utalnak, hogy a katod
abszorbealt gazréteget nem tartalmaz. Szelektiv hatds azonban
mindig kozbensé réteg jelenlétére mutat. A kévetkezé meggon-
dolas kézbensé réteg kialakulasat drulja el a tiszta fémekbol
Osszetett katod esetében is.

Az alatétfémmel kozvetleniil érintkezé alkaliatomok vegyérték-
elektronja, engedve a két kiilonbozd fém elektronaffinitasbeli
kiilonbségébél eredd térintenzitdsnak (kontaktpotencidl), az ala-

1 'W. KLuGE, Phys. Zs. 1933. 34. 12. 12. old
2 R. FowLer, Proc. Roy. Soc. London. A 128. 1930.
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tétfém felé hazodik, vagyis az alkaliatom polarozédik. A polaros
alkalirétegre rakodo atomok mar egyaltalin nem, vagy ellen-
tetten® polarozodnak, mert elektronaffinitisuk nagyobb, mint
az alatta levé kombinalodott felilleté. Igen sok alkali atomréteg
esetén a polarozodas elveszti jelentoségét és a réteg a kompakt
fém tulajdonsagait veszi fel. Tehdt mint latjuk, az alapfém
felilletén levé polarizalt alkali atomréteg kozbensé rétegnek
tekintheto.

Ezek utdn megprobdlom az e katod esetében észlelt szelektiv
viselkedést a katod ateresztési egyiuitthatojanak (D) szamitdsi-
val magyarazni.

Legyen az elektronok sebességeloszlasa a fémben ismeretes
és adjuk meg az elektronra haté potencidlis energiit, mint a
hely fiiggvényét. A fényabszorpcié létrejotte utan lépjenek az
elektronok a fém feliiletére, onnan egy résziik arra meréleges
sebességgel a vakuumba és tavozzanak el a feliilet kozelébdl,
hogy ott tértoltés ne keletkezzék. A feliilletegységen idéegység
alatt megjelené «w» energiaju elektronok szama legyen N (w).
Az 1 cm?® feliletre juto N szaml elektron egy része vissza-
ver6édik, masik része kilép. A Kkilépé elektronok szdaméanak
viszonya a feliletre érkez6khoz adja meg a felillet ateresztési
egyiitthatojat, D-t (transzmisszié-koefficiens). A reflexio-koefficiens
R=1—D. Az 6sszes kilép6 elektronok sziama

n=Nuw)Dw)
és a fényelektromos aram
i = en = eN(w) D (w).

e=4"774.10~" el. sztat. egység.
A fényelektromos érzékenység (A) értelmezés szerint (I. feje-

zet 1. §)

g OB eN(w) D (w)
ST a(w)

1 SUHRMANN—SCHALLAMACH, Zs. f. Phys. 79. 153. old.
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ahol a(w) a tényleg abszorbedlt fényenergia. A beesd és elnyelt
energia kozott a kovetkezo Osszefiiggés dll fenn:

. r
e (1 100 )
ahol 7, a feliilet fényvisszaver6 képessége, %-ban,

a' a beesé fény energidgja,
a a tényleg elnyelt energia.

A feladatunk D kiszamitasa. Sziikségiink van az elektronra
hato potencidlis energia ismeretére. Katodunk o6sszetételében
harom tartomdny kiilonboztetheté meg, alapfém, polarizalt al-
kali atomréteg és a felette levé nem polaros alkdliréteg. E tar-
tomanyok azzal a potencidlkiilonbséggel jellemezheték, melye-
ket az elektronnak le kell gyéznie, hogy bel6liik a vakuumba
juthasson. A potencidlis energia analitikus alakja nem adhato
meg, de elegenddé koézelitésben minden tartoményban kiilon-
killon allando értékiinek tekintheté, mely értékek kozott azon-
ban nivokiilonbség van. Ezen nivokiilénbségek értelmezés sze-
rint rendre a kovetkezdk; az alapfém-vakuum hatarfeliiletre jel-

lemz6é az alatétfém kilé- V(x)
pési munkdja V, = hy,. AL A LR,
A poldros réteg-vakuum : 3!
kozott uralkodo potencial- V’l ——
TR B ’ I3 ’ | o :
kiillonbség az alapfém és : :
alkalifém kézoétti kontakt- o e R KGa
3 5 ALap| ! " VAKUWUM |
potenciallal egyenld, azaz ?
e X-0 X-L2 X-13 X
VoK vy~ hvg. 15. abra.

Az alkalifém-vakuum ha-

tarfeliletre az alkalifém kilépési munkdja jellemzd, V, = hy,.

A potencidlis energia vdzolt menete a 15. abrdban lithato.
Ez abraban X a katodfeliilet normalisa, X =0 az alapfém-

poldrosréteg hatarfeliilete, X = [, a polaros és neutrilis alkali

rétegek hatdra, X = [, a katod-vakuum hatdrfelilet abszcisszaja.

V(x), a potencidlis energia.
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Az elekiron mozgasegyenlete az id6tél fiiggd nem relativisz-
tikus Scurépineer-egyenlet, mivel a fotoelektronok kis sebes-
séguek.

! 87*m dmim 0¥

ahol m az elektron témege,

h a hatdskvantum,
¥ az elektron sajat fiiggvénye.

V(x) az elektronra hatoé potencidlis energia, mely a fel-
vett modell alapjan, minthogy az ionracsbol eredé periodicitis-
-tol eltekintiink, csak «x» fliggvénye.

Legyen,

e
S e = ky — 2ks)

Vx,y,zt)=dxe " . (2)
ahol K az elektron oOsszes energigja, K*= K3 + K; + K2, az
elektron kiterjedés vektora, ugy

d* S8x%m
T fi—
it T W=V @l¢=0, (3)

ahol W az elektron sajatértéke.
Alkalmazzuk a kovetkezé jeloléseket ;

8x*m .
ik

W — V(x)=p?
ugy a megoldand¢ differencialegyenlet a kovetkezé lesz:
d2

dax®

+ *p* ¢= 0. 4)

A differencialegyenlet megolddsa a hatarrétegektél nagy ta-
volban

'— gePrr L igiesBEe, )

Minthogy p® azaz az elektron kinetikus energidja pozitiv, igy

a fenti megoldas periodikus fiiggvény. Az elektron mozgdsit

tehat mint két egymassal szembe futé sikhulldim szuperpozi-
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ciojat foghatjuk fel. «a» a balrol jobbra, «a’» a jobbrol balra
futé hullim amplituddja. A hullimegyenlet megolddsa katodunk
négy tartomanyaban a kovetkezo lesz:

S!}i = llief”l’il' + a',-e“""l’“’. (6)

«i» az egyes tartomanyokat jelolé index. i — 1, 2, 3, 4. A 4-ik
tartomany a vakuum.

pi=W—V(x)=p3 — hy,,
pe=W—K =p;— hyy=p:—h@,—v), (7)
p=W-V, =p’—hy,
mert
p=W,
az elektron kinetikus energiaja (sajatértéke) a vakuumban.
Az egyes hatarfeliilletek egységein atlépd részek széma,

aaf = |a;|?, illetsleg aia* = ||

-tel aranyosak. Az idGegységben a felillet egységén dthalado
elektronok szama, tehat az elektromos &aram intenzitisa az
elektron sebességével, azaz p;-vel aranyos, mert p; kinetikus
energiat jelent. Tehat az ateresztési egyiitthato két tartomany

hatarfeliiletére
P 'pi+1 f @iy lz y @)

pil @i

A reflexi6 egyiitthatokat «;, illetéleg aj* szolgaltatjak. Fel-
adatunk tehat a (6) alatti egyenletrendszerben lithato 8 ampli-
tudo meghatdrozasa. Az amplitudok ugy hatarozandok meg, hogy

¢ és %S;L a hatarrétegekbe folytonosan menjenek at.
d?’){

— i?l A a.eikpia?__ (L:g_ixpfm) i=1,2, 3, 4. (8)
dx Pi (@

«, zérusnak vehet, mert a vakuumbol nem jut elektron a

a fémbe vissza.
A hatarfeltételek segélyével, a (6) és (8) alatti egyenletekbol,

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL. 11
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a,+a, =a,+ da,

s
a, — d, = (a, — )
Ps

a_ﬂe/’xp,lg 4 a"ge—ixp,l, = e (lll:,;

& e Ps
amemp,l= S a'ge inpals — ((l Lo a;) Eat
2 Ps 9)

aaeixpalg + a’se—izpalg =

a,67Psls — o= *Psls — g P,
Ps

E hat egyenletbél a 7 amplitudonak ecsak viszonya allapit-
; a,
hato meg, %i, i és i‘— szolgdltatjak az egyes tartomanyokbol
s 2 %
kilépé elektronok atmeneti valészintségének amplitudoit. A két

utolsé egyenletbél
a4 > 26_—1';{133131)3

’

a3 p3 + .?‘)4
a, o Qeixp3l3 P
A
ezekkel a két kozépsébol
& _ de~P=ls py py
s (patDo) Pa—P) e~ (p,—pp) (D) €
My oS deipsls py p,

@y (PyPs) (D3 —Py) €7 %P2+ (p,—Ps) (D3 FP5) €77+

a két els6bol pedig,
&
B

: 8P, Py Py _

(P+Do) €7+ [(pa+Pg) (Ps+po) €~ 5P+ (Do —p3) (Pg— o)™ "] +
8P, Ps Py .

S (}71 2) e“'p'l* [ 3) (P«;‘{‘]’;) e~ sk +(pa _ps) (P;.; —PQ gron)

A felsé alkali reteg ateresztési egyiitthatoja,
: b .
D - p( a4 a4 - 34 ” (10)
Dy a5 ay  (Pytp)*

Dy zérus, ha p,=0, azaz, minthogy p? a vakuumbeli (6sszes)
energia, :
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[ Fruia) il oo A
Ps=pPs— Vi=pi — hvy; =0,
azaz
na—hy (11)
Ennek értelme az, hogy a. fotoemisszio zérus, ha az elektron
energidja csak az alkdlifém-vikuum hatarfelilleten levé poten-
cialugris, hv, legyézésére elegends. Ezen energianak éppen az
észlelheté fényelektromos hosszthullima hatdr felel meg, 2.
A polaros réteghdl szarmazé elektronokra

iy N
! Pa CL; (10)
k Syecs L6p3psp,
| =%k (p,+-p,) (B, +pg) -+ P (p,—p,) (p,—p,) |
D, zérus, ha p, = 0, azaz
I’é:pi_ [y2:.[)j__hvzi0’ (13)

=T =K.

D,. p,= 0-nil nem tinik el.! A (13)egyenlet értelme az, hogy a
fotoemisszio zérussa vialik, ha az elektron energiija a kontakt-
potenciallal egyenld. Kontaktpotenciil mérések szerint ezen ér-
ték 3 Volt kériil van, mely értékbol 4, = 400 pu, gy, hogy az
ateresztési egyiitthato 2 ezen értékénél az elmélet szerint zérus.
A kisérleti eredmények a mdsodik minimum helyct tényleg kb
400 pp hullamhossznal adjak meg.

Az aliatétfémbol eredé fotoemisszio zérus lesz, ha

S LTIV B =0, (18)
P (ptp) e P (et T

azaz, ha p, = 0, vagyis
pi=p;—V,=p;— =0 (15)
e — L
Az alapfémbél tehat csak oly elektron léphet ki, melynek ener-
gidja nagyobb az alatétfém kilépési munkdjanal. Az ennek meg-
felelé érték a hasznalt fémek esetében 300 pp alatt van, ezen

1 R. FowLer : Proc. Roy. Soc. London, 1930. 122. 15. old.
. 1*
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érték méréseim szamdara nem volt hozzaférhet6 az tivegfal ab-
szorpcidja miatt.
Az ateresztési egyiitthaté elméleti menete a 16. dbrdban

lathato. Az
_ Nw)Dw)

< a(w)

, (16)

egyenlet alapjan D ismeretével a fényelektromos érzékenység
N(w)
a (w)
kozelitéleg allando. Természetesen a fotoemisszio a jelzett
hullamhosszaknidl nem lesz zérussa, mert a fényforrdis nem

szolgaltat tokéletesen monokromatikus fényt és igy a gorbe

gérbe menetére kovetkeztethetiink, ha feltessziik, hogy

csak minimumot mutat, mely a fénysav frekvencidinak meg-
felel6 fotoaramok kozépértéke.

Minthogy a fény abszorpcioja annal mélyebb réteghen jon

létre, minél nagyobh a
D frekvencidja, igy a foto-
emissziés  érzékenység-
gorbe alakja jol értelmez-
heté az ateresztési egytitt-
haté szelektiv viselkedé-
sével (16. abra).
Az észlelt maximumok
helye csak a 16. alatti
16. abra. egyenlet pontos kiértéke-
lésével volna megadhato.
Ez azonban megkivinna tgy az abszorpcio valoszintségének,
N(w)-nek, mint az abszorpcio egyiitthatojanak ismeretét.

Az abszorpcié helyére tett kijelentéseket gy latszik a thoriu-
mos wolfram aldtéten levé alkdlirétegek vizsgalata tamasztja
ald, ugyanis az egyatomos thoriumréteghen a fényabszorpcio
tényleg igen kicsi és igy nem okoz lényegesebb viltozast.
A hosszihullam hatarértékének és e rétegvastagsignak ossze-
fiiggését Brapy? meggondoldsai alapjan a kévetkezéképpen ér-

1], Brapy, Phys. Rev. 1932. 41. 613. old.
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telmezhetjiik; egyatomos alkaliréteg kiiszobe aranylag nagy,
mert a réteg leirt polirozodisa miatt az elektron nagyobb
energidval kotédik. Az egynél nagyobb, de még mindig csak
néhany atomos réteg kiiszobe az elektronok zavartalanabb
sebességeloszlisa miatt lesz minimédlis. A kompaktréteg kiiszébe
valoszintleg éppen a sebességeloszlas kedvezotlenebb volta miatt
nagyobbh.

Az észlelt szelektiv fényelektromos viselkedés magyarizata te-
hat az ateresztési egytitthato kiszamitasdval kielégitéen sikeriilt.

Osszefoglalas.

Az M—A tipusi gazmentes fotokatodon szelektiv fényelek-
tromos hatds észlelheté. Néhany (2—20) atomos részek esetében
2 szelektlv maximum van, a koézbiilsé minimum helye kalium
esetében 410 pp hullamhossznal, natrium esetében 390 up
hullimhossznil van. E réteg kiiszobe igen Kkis értéki A-nal
680 pp, Na-nal 640 pp. Maximilis érzékenységet kb. 50 atomos
réteg mutat, ez esetben csak a roévidebb hulldmi maximum je-
lentkezik mindkét alkalia esetében 350 pp hullimhosszndl. 100
atomosndl vastagabb réteg a kompakt fém tulajdonsagait mu-
tatja, melyet kisebb érzékenység és maximalis nagysag kiiszob
jellemeznek. Na esetében 550 pp, K-nal 570 pp a kiiszob.

A rétegvastagsdg becslését a katodspirdlis ellendllisviltozasa-
nak méréséhol eszkozoltem. A kilépési munka kontakt-potencidlbol
szimitott és a kiiszob értékétsl meghatarozott értéke elég jol,
eltolodisa nagy pontossiggal egyezik. Az alatétfém mindsége
nem befolyasolja lényegesebben a jelentkezG fotodramot, de
jelenlétére okvetleniil sziikség van, mint azt az tlvegen lévo
egyszerii alkalirétegek nem szelektiv értelmii viselkedése bizo-
nyitja.

A jelenségesoport magyardzatat az osszetett katod dteresztési
egyiitthatojanak a hullimmechanika modszereivel eszkozolt  ki-
szamitisa adja meg. A szamitas két feltétel segélyével tortént,
1. az alapfémen 1évé polarozott alkali atomréteg mint kf")zbensé
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réteg szerepel, 2. a fényabszorpcio annal mélyebben fekvé ré-
tegben jon létre, minél kisebb a hullamhossz. A kiiszéb értéké-
nek valtozasa egyrészt a leirt polarozodashol, masrészt az elek-
tronok sebességeloszldsaval magyarazhato.

x

Ezuton is halas készonetemet fejezem ki dr. Taner Kirory
egyet. ny. r. tanar urnak, a Kir. m. Pazmany Péter Tud.
Egyetem Kisérletifizikai Intézete igazgatdéjanak, ki a vizs-
galatok véghezvitelét megengedte és nagybecsti érdeklédésével
kisérte.

Ko6szonetemet fejezem ki dr. Forro Maeporna tandrsegéd-
kisasszonynak, BaINTNER GEza tandrsegéd urnak, akik munkdém-
ban értékes tandcsaikkal tamogattak. — A szives tamogatéasért
és a felhasznalt vakuumesovek készitéséért a Vatea Elektroncsd-
gyar igazgatojanak, dr. techn. Patar IMre trnak tartozom hdlas
koszonettel. A felhasznalt eszk6zok nagy részét a Széchenyi
Tud. Tarsasag tamogatasdival szerezhettik be, amiért e helyen

is koszonetet mondok.
Berkes Zoltdn.

LICHTELEKTRISCHE UNTERSUCHUNGEN AN
DUNNEN ALKALI-METALLSCHICHTEN.

An zusammengesetzten (Metall-Alkali) Photokathoden, die von ab-
sorbiertem Gas vollkommen befreit sind, ist ein selektiver Photoeffekt
wahrnembar. Diinne Schichten, von nur wenigen Atomen (2—20) zeigen
zwel selektive Maxima, das dazwischen liegende Minimum liegt fiir
Kalium bei 410 pp und fir Natrium bei 390 pp. Gleichzeitig zeigen
diese Schichten eine nach lingeren Wellen verschobenen Schwellen-
wert, und zwar, liegt die langwellige Grenze fiir Kalium bei 680 pp und
fir Natrium bei 640 pp. Die lichtelekrische Ausbeute ist fiir ungefihr
50 Atom dicken Schichten am gréssten, jedoch bleibt bei dieser Schicht-
dicke nur noch ein selektives Maximum, fiir beide Alkalien bei 350
(also das kiirzwelligere) bestehen. Ist die Schicht dicker als 100 Atome,
so wird ihr Verhalten dhnlich dem des kompakten Metalls, mit kleiner
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werdender Empfindlichkeit und einem nach kurzen Wellen verscho-
benen Schwellenwert. Die langwellige Grenze liegt nun bei 570 pp fiir
Kalium und bei 550 pp fir Natrium.

Die Dicke der Schicht habe ich durch Messung der Widerstandsin-
derung der Kathodenspirale niherungsweise bestimmt. Die aus Kontakt-
potentialmessungen und aus der langwelligen Griinze bestimmten Werte
der Austrittsarbeit waren in ziemlich guter Ubereinstimmung miteinander.
Die Ubereinstimmung fiir die mit den beiden Methoden erhaltenen Werte
der Differenzen der Austrittsarbeit kann als sehr gut bezeichnet werden.
Andert man das Material der Metallunterlage, so wird dadurch der
Verlauf des Photostromes wenig beeinflusst, jedoch tragen sie anschei-
nend zum Zustandekommen des selektiven Verhaltens doch entsprechend
bei, was daraus gefolgert werden kann, das auf Glas-Unterlage aufge-
tragenen einfachen Alkali-Schichten keine selektive Maxima auffindbar
waren.

Die theoretische Erklirung der Erscheinungen wurde mit den
Methoden der Quantenmechanik durch Bestimmung des Durchlissigkeits-
koefficienten der zusammengesetzten Kathoden ermittelt. Bei der Be-
rechnung wurden zwei Voraussetzungen gemacht: 1. Die auf der Unter-
lage haftende, polarisierte Alkali-Schicht spielt die Rolle einer Zwischen-
schicht. 2. Die Lichtabsorption erfolgt in desto tieferen Schichten je
kurzwelliger das Licht ist. Die Verschiebung der langwelligen Grenze
kann durch den Polarisationsvorgang und aus der Geschwindigkeitver-
teilung der Elektronen erklirt werden.

Z. Berkes.
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A BUDAPESTI M. KIR. TANARKEPZOINTEZET
MENNYISEGTANI TOVABBKEPZ(O TANFOLYAMA.

A Budapesti M. Kir. Tanarképzéintézet 1927 nyara ota rend-
szeresen rendez tovabbképzoé tanfolyamokat kozépiskolai tanarok
szamara. Az 1928 és 1930 nyaran tartott fizikai tanfolyamok
utan az idén (1934 jan. 25—jal. 14) keriilt el6sz6r sor mate-
matikai tanfolyamra, melyre 53 6sztondijas és 27 6sztondij
nélkiili hallgaté vétetett fel. A tanfolyam 12 eldaddssorozathol
és 5 tanulmanyi latogatasbol és gyakorlatbol dllott. Itt kozol-
jik a tartott el6addsok rovidre fogott tartalmat.

Fejér Lip6t: Trigonometrikus tobbtagaakrol
(3 ora).

I. Trigonometrikus tobbtagtak gyokeirél. Gauss tétele.
Cosinus- és sinuspolinomok. Néhany specidlis eset. Alkalmazas
a Fourier- és LarLace-féle sorra.

II. Sturm tétele trigonometrikus polinomokrol.  Hurwitz
bizonyitdsa. Raciondlis egész fiiggvények és trigonometrikus
polinomok monoton egyiitthato-sorozattal. Kakeva, PoLva, Szrec6
tételei. Alkalmazas a LeceENDRE-féle és bizonyos rokon polino-
mokra.

IIl. A Fourier-sor maradéktagjarol. Tovabbmend tételek
tiszta cosinus- és sinussor esetében, amikor az egyiitthato-
sorozat monoton.

Grynaeus Istvan: Geometriai szerkesztések
(6 ora).

I. Torténeti megjegyzések. A delosi probléma és a trisectio-
feladat megoldisai MenecEmMus és Pappus szerint kupszeletek
segitségével. A trisectio-feladat megolddsa Sipos szerint. Vonalzo-
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val és korzovel valo megoldasokra iranyuld kisérletek hiaba-
valosagarol. A Desarcugs-tételrél.

II—III. A vonalzoval és koérz6vel valo szerkesztések geo-
metriai elmélete. 1. A vonalzé hasznalatinak jelentése és a
vonalzoval megoldhato metrikus feladatok. 2. A kérzé haszna-
latanak jelentése és a korzével megoldhato metrikus feladatok.
Példak.

IV—VI. A vonalzoval és korzovel valo szerkesztések algebrai
elmélete. A négyzetgyokos kifejezések redukcidja és a négyzet-
gyokoés kifejezésekkel megoldhato algebrai egyenletek egy
tétele. — A delosi probléma; a szog trisectioja. — A szaba-
lyos sokszogek szerkeszthetoségerdl.

Huszar Géza: A kereskedelmi és politikai szam-
tan a kozépiskolaban (4 ora).

I—II. A kereskedelmi és a politikai szamtan problémakore.
A pénzmiveletek matematikajanak alapfogalmai. A jaradék-
szamitds alapegyenletének gyokeloszlisa.

HI—IV. A jaradékszamitas alapegyenletének numerikus meg-
oldisa. A statisztikai s a biztositisi mitveletek matematikaja-
nak néhdany alapfogalma.

Kerékjarté Béla: A geometria megalapozasarol
(6 ora).

I. Az euklidesi geometria axioma-rendszere (incidencia-, ren-
dezési és parallel-axiomaik).

1. A projektiv geometria axiomatikus felépitése.

ITI. Az euklidesi és a nem-enklidesi geometriak felépitése a
projektiv geometria alapja'm.

IV. Kéttagu folytonos csoportok elmélete.

V. A komplex egyenes linedris csoportja.

VI. Az euklidesi és a nem-euklidesi mozgascesoportok.

Konig Dénes: Topolégiai elemek a kozépiskolai
tananyagban (6 ora).

I. A topologia (analysis situs) tdrgya és anyaga: felilletek,
graphok. A topologia torténetileg elsd problémdja: a konigs-
bergi hidak Evier-féle feladata, mint graphprobléma.
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II. A feliiletek topologidjanak alapfogalmai: elemi feliilet,
keresztmetszet, kormetszet, alapszam, nemszam ; felilletek egy-
és kétoldalusaga.

III. A Méprus-féle kobtartalomszamitas kapesolatban a felii-
letek egy- és kétoldaltisagaval.

IV. Az EvrEr-féle poliédertétel, mint topologiai tétel. Szokdsos
hibds bizonyitdsairol. V. Staunt bizonyitdsa kapcsolatban a fa-
alakt graphokkal.

V. Az aramelagazdédasra vonatkozdé Kircuuorr-féle linedris
egyenletek fiiggetlensége, mint graph-probléma.

VI. A térképszinezés maig elintézetlen problémija.

Rados Gusztav: Karschak Joézsef miiveinek mél-
tatasa (4 ora).

I. A matematika mint tudomdny; a matematika mint az
altalinos muveltség eleme és szefepe a nevelésben; tovabb-
képzé tanfolyamok célszertisége. A matematika héroszai kultu-
szanak szikségessége. KirscuAk Jozser mint kimagaslo kutato,
mint iro, mint tanar.

II. Kirscudx Jozsernek a kozépfokt oktatas szempontjabol
fontos értekezései. A szabdlyos sokszégekre vonatkozo étele.
A geometriai szerkesztések elmélete és az etalon (Kichmass)
szerepe. A hatdrérték fogalma és a szabdlyos szdamsorozatok.

III—IV. A szamtest fogalma és szereplése az algebrai egyen-
letek és az algebrai szamok elméletében. Kiumrscuik Jozser f6-
mive: értékelési elmélete és ennek kihatdasa a nemzetkozi
matematikai irodalomra. Kirscuix egyéb miiveirdl.

Riesz Frigyes : Az integralfogalom atalakulasarol
(4 ora).

I—II. A klasszikus integralfogalom (Cavcny, Riemaxy, Dak-
Boux).. — Folytonos fiiggvények, monoton fiiggvények, korlitos
valtozdastu fluggvények integralhatosaga; Jorpan tétele. — Az
integralhatosiag sziikkséges és elegendd feltétele. — O-mértéki
halmazok (mas néven nullahalmazok); Borer fedési tétele. —
Néhany nevezetes «majdnem mindeniitt» igaz tétel. — Rekti-
fikalhato gorbék. — Végtelen sorozatok és sorok integraldsa



A BUDAPESTI M. KIR. TANARKEPZOINTEZET STB. 165

(ArzeLA és Oscoop tételei). — Az integralfogalom bévitésének
sziikségessége. — Halmazok LeBrseue-féle mértéke ; LEBESGUE
integraldefinicioja.

HI—IV. A Lepescue-féle integralfogalom mds bevezetési
modjai és legfontosabb tulajdonsagai. — Alkalmazdsok: iv-
hossz, felszin, fiiggvényterek. — A differencidlds és az inte-
gralds viszonya; primitiv fiiggvény keresése (Perron, Densoy,
KuintcaINE). — A StieLTies-féle integral és a tovabbi dltaldno-
sitisok (LeBeseue, RapoN, FRrEcHET, DanIELL). — Az integral
mint intervallumfiiggvény, mint halmazfiiggvény és mint fiigg-
vényoperacio.

Stacho Tibor: Gyakorlati mennyiségtan (6 ora).

I—1II. Pontos szamitasok. Szdmologégek. — Kozelité szami-
tasok. Hibak tovaterjedése.

II—IV. Numerikus téblizatok. Interpoldcié és kiegyenlités. —
Grafikns tablazatok (nomograifia).

V—VI. A logaritmikus léc. — Grafikus szerkesztések.

Sutak Jozsef: Szemlélet az analitikai geometria-

ban (4 ora).

I. A geometriai fogalmak tartalma legtébbszor mér a fogal-
mat alkoté individuumok nagy szdamossdga folytin sem szem-
léltethetd. Ennélfogva a fogalmak tartalmi vonatkozasaira vonat-
kozo tételek megallapitdsa sem alapulhat szemléleten. A szem-
léleten kezd6dé tanitds feladata tehat kivalasztani, mégpedig
lehetd ecsekély szdmban azokat a szemléltethetd fogalmakat,
amelyek kozott levs reliciok nemesak szemléltethet6k, hanem
a szemlélett6l valo elszakadds utjait is megjelolik.’

II. A killonbéz6 dimenziok meghatdrozisahoz sziikséges és
elégséges pontok alakzatdnak szamokkal valé jellemzése. Hogyan
kell megszabadulni még a dimenziok szemléletétdl is? :

I1I. Hogyan épitheté fel a geometria logikai épiilete a di-
menziok s a fogalmak tartalmdnak szemlélete nélkil? Ez a
logikai épiilet mégis hogyan népesiti be a kiillénboz6 dimenzioj
tereket lathato alakzatokkal.

1V. Fogalmaink tartalmdban nem érzékelhetd, a. n. képzetes
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elemek is vannak. A minden szemlélettol fiiggetleniil felépitett
logikai épiiletben még ezeket a nem-érzékelhetd elemeket is
szemléltetni tudjuk.

Szasz Pal: A differencial- és integralszamitas
alapfogalmai (6 ora).

I. Példak szamsorozatok hatdrértékére.

II. A sinx és a tgx figgvény killénbségi hanyadosara vo-
natkozo egyenlGtlenségek és ezek alkalmazdsai.

sin &

II. A -

s i i G T SO
, Zsin—- és sin — fiiggvények.
% x x

IV. A természetes logaritmus és az exponencialis fliggvény.

V. Folytonos fiiggvény hatdrozott integralja.

VI. A sinx, cosa és e® fliggvények sorbafejtése & hatvanyai
szerint. Az e” ¢és a log «x fiiggvény nagysdgrendje.

Toth Géza: Fejezetek a matematikai didaktika
korébdl (6 ora).

[--1I. A matematikai oktatds reformtorekvései 1900-tél nap-
jainkig, tekintettel a magyar viszonyokra. — A munkailtato
oktatas elvi kérdései és gyakorlati megvalésitasuk az elemi
matematika teriiletén.

III—IV. A feladatkitizés szempontjai. — Az anyag logikai
elmélyitése. :

V—VI. Az elemi kérmérés néhany kérdése, kapcsolatban a
kozépiskolai didaktikai eljarassal.

Veress Pal: Valos szamok értelimezése (6 ora).

I. Valos szamok axiomatikus és genetikus értelmezése
(Grassmany, Pravo, Hiuerr, HoLper). Természetes szamok.
Sorszdm és szamossdg.

II. Természetes szamok osszeaddsa és szorzasa. Az Osszeg
és a szorzat tulajdonsagai.

III. Osztis. Torzsszamok. Osszetett szam félbontdsa torzs-
tényezéire. Racionalis szamok.

IV. Kivonds. Negativ szamok. Miiveletek pozitiv és negativ
raciondlis szamokkal.
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V. Irraciondlis szamok. Ertelmezés raciondlis szdmsorozattal.
VI. Depekinp-féle szeletalkotdas. A valos szamok a Kkozép-
iskoliban.

A tanfolyam létrejottéért és sikeréért az eléado tanarokon
kiviil kiillonosen Vaipinger Gyuna miniszteri tandcsost, Kornis
Gyuvrit, a T. 1. elnékét, Merica Jiwost, a T. . iigyvezetd al-
elnokét és Vemress PAut, a T. L.-hez beosztott tanart illeti ko-
szonet. — A hallgatosig szorgalma és buzgd érdeklédése,
mellyel az el6adasokat kisérte, az ily tanfolyamok stiribb meg-
ismetlését hatarozottan kivanatosnak mutatja.




TANULOVERSENYEK.

Jelentés az 1934. évi XXXVIIL. matematikai
tanuloversenyrol.

A Tdrsulat XXXVIII. matematikai tanuléversenyét 1934. oktéber 13-dn
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejileg. Budapesten 20, Szegeden
10 versenyz jelentkezett, beadtak 17, illetbleg 6 dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkezék voltak:

I. Legyen

A—

1.3.5...(2n—1)
DAL 655 T Zn)

hol 7 pozitiv egész szam. Bebizonyitando, hogy az
ATOASAAERA 5l PEAL SR

sorozathan van egész szdm.

II. Adott kérbe irt, 6nmagukat nem metszo sokszogek koziil melyikre
legnagyobb az oldalak négyzetdsszege ?

III. Legyen a sikban végtelen sok oly derékszogii négyszog kijelélve,
melynek szogpontjai valamely derékszogli koordindtarendszerben igy

adhaték meg :
(0, 0), (0, m), (1, 0), (n, m),

hol m és n pozitiv egész szdmok. Bebizonyitandd, hogy mindig van a
kijelslt négyszogek kozott két olyan, hogy egyik a mdsikban bennfog-
laltatik.

A dolgozatok meghirdldsdra kikiildott Bizottsdg, mely Rapos Guszriv
elndklete alatt a kévetkezé tagokbdl dllott: Faracé Anpor, Fesir Lipor,
Sziics Aporr 6s Konie Dines el6add, 1934. okt. 28-dn tartott iilésén a
kovetkezo javaslatban 4llapodott meg.

«A verseny eredménye az utébbi évekéhez képest hatdrozott siilye-
dést mutat: egy dolgozat éri el a megkivinhaté mértéket. Ennek szer-
z6je Weiszrerp Expre. Helyesen oldja meg az elss, valamint a mdsodik

feladatot is, bdr ez utébbindl két segédtételre bizonyitds nélkiil hivat-
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kozik ;: a harmadik feladatot elhibdzza, de itt is f()'léuyben van a tobbi
versenyz0 folott, mert 6 az egyetlen, aki e harmadik tétel tartalmst
megértette. A t6bbi résztvevé — az els6 feladatra adott egyetlen helyes
megolddstol eltekintve — egy feladatot sem oldott meg. Mindezeket
tekintve, a Bizottsdg azt javasolja, hogy az elsé dij az idén ne adassék
ki, a mdsodik b. Eotvds Lordnd dijjal pedig WerszreLp Enxpre jutalmaz-
tassék, aki a budapesti dllami Kemény Zsigmond redliskoldban Nevkomm
Gyura tandr tanitvdnya volt.»

A Bizottsdg e javaslatdt a Vilasztmdny 1934. nov. 8-dn tartott {ilésén
egyhangilag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott eléadd iilésen
Rapos Guszriv elnik adta dt a dijat a verseny gydztesének.

Weiszield Endre jutalmazott dolgozata.'

L. feladat. Tudjuk, hogy

£ (2n—1)! (2n—1)!
5. . (In—1)= =
s = . O T T)]
és
A O O D e =20 L
Tehat

e (2n—1)! Pk 1 (Qn.—-l).

2201 pl (n—I1)! — 221 n

vagyis, ha v = 2n—1, akkor
, 2n—I1
2 A= )
" ;

U
ahol azonban ( & 1) nyilvdn egész szdm.
\ n

1. feladat. Tegyiitk fel, hogy a sokszig oldalainak szima n > 3.
Feltétlen taldlunk az A,A,...A,A, sokszigben egy csticsot, melynél
1év6 a sz6g tompaszog. Legyen ez A,. Az A,,AlAzA—hen a cosinustétel
szerint

A,A2 = A A2 + A AR —24,A, . AA, cosa =
= A A%+ A A2 + 24,A,.A A, cos (180°—a),
ahol 180°—a hegyes szog. Tehdt
A,A2 > A A% + A 457
amibél kovetkezik, hogy az A,A,...A,A, sokszogben az oldalak négyzet-
Gsszege nagyobb, mint az eredeti A;A,...A,A; sokszigben.

1 Az abrakat — melyeket az olvaso konnyen potolhat — valamint a
1IL. feladatra adott kidolgozast itt nem nyomatjuk le. Egyébkeént a dolgo-
zatot minden valtoztatas és javitas nélkil kozoljik. Szerk. -
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Az elébbiek szerint barmely n-oldali sokszoghol, ha n > 3, tudunk
konstrudlni egy »n—1-oldalit, melyben az oldalak négyzetdsszege na-
gyobb, mint az eredeti sokszogé. Ebbol kovetkezik, hogy a keresett sok-
szog csak hdromszdg lehet.

Vizsgiljuk tehdt az adott r sugari és O kézéppontu korbe irt A, 4,4,
héromszogeket. Legyen 3

A,04; =5 =@, Az 04 32y — G i AT —0r
akkor
@1+ @5 + @y = 360°
A cosinus-tétel szerint
A4,2 =042 4 0A,2— 204, . 04, cos ¢, = 2r2 [1 + cos (180°— ¢,)] ;

hasonléan
ApA2 = 2r2[1 + cos (180°— ¢,)]

AgA 2 = 212 [1 4 cos (180%— @,)].

AA2 + A A2+ A A2 =
= 6% + 272 [cos (180°—¢1) + cos (180° — @,) + cos (180“— @3)].

Az oldalak négyzetdsszege akkor maximalis. ha a
cos (180° — ¢,) + cos (180° — ¢,) + cos (180° — ¢,)
Osszeg maximdlis. Azonban
(180° — ¢,) + (180° — @,) + (180° — ¢,) = 180°,
tehdt 180° — ¢,, 180° — ¢,, 180° — ¢, egy-ugyanazon hdromszdg szégei.

Azonban egy hdromszog szogei cosinusainak osszege akkor maximum, -

ha a hiromszdg egyenldoldali, tehdt ha

~ 180°— @, = 60°, 180°— @, = 60°, 180° — @, = 60°,
vagyls
@1 = Py = p5 = 120°.
Ebbél kovetkezik, hogy A,4,4, hiromszighen az oldalak négyzelosszege
maximum, ha az AIA,A3A egyenlgoldali.
A Kkeresett poligon tehdt az egyenldoldali hdaromszog.

.

Jelentés az 1934. évi XVI-ik «Karoly Irén» fizikai
tanuloversenyrol.

Tarsulatunk XVI. «Kdroly Irénn fizikai tanuldvérsenyét 1934. oktéber
hé 20-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejilleg. Budapesten 12,
Szegeden 6 versenyzé jelentkezett és headtak osszesen 18 dolgozatot.

i AL
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(Szegeden résztvett egy versenyen kiviili jelolt is, aki 1933. jiniusdban
érettségizett és 6 is beadta dolgozatit.)

A versenytételek a kovetkezok voltak :

1. Vékony homogén rid egyik végén dtmené vizszintes tengely kériil
foroghat, mdsik végétél szamitva negyedében fiiggoleges fonalra fiiggeszt-
jitk ; kérdés, hogy stlydnak hinyadrészével hizza a rid a fonalat?

2. Stlypontjdn dtmend forgdstengellyel elldtott mdgnestii percenkint
24-et leng, ha forgdstengelye fiiggélyes. Hényat leng percenkint, ha
forgdstengelye vizszintes és

@) parhuzamos a mdgneses délvonallal ?

b) meréleges a mdgneses délvonalra ?

Az észlelés helyén a mdgneses lehajlis 60°.

3. Wheatstone-hid dsszedllitdsban a csiszékontaktust vgy 4llitottuk
be, hogy a galvanométer kitérést nem mutat. Bizonyitsuk be, hogyha
az Osszedllitisban az elemet a galvanométerrel foleseréljiik, a galvano-
méter akkor sem fog kitérést mutatni.

A dolgozatok megbirdldsdra kikiildétt Bizottsidg, melynek tagjai Tangl
Kéroly elndklete mellett Csdszar Elemér, Mikola Sindor, Pogdny Béla,
Szab6é Gdbor és Rybdr Istvdn. voltak, Szabé Gdbor eléaddi elGterjesztésére
a kovetkezo javaslatban dllapodott meg :

A Bizottsdg legsikeriiltebbnek tartja Kisrarupy Jinos dolgozatit, aki
az esztergomi kozs. Szt. Imre redliskoldban HasevAuer Anpor tanitvdnya
volt. Kiilondsen iigyesen a 3. feladatot oldotta meg. Az 1. feladat meg-
olddsdban az a fogyatékossdga, hogy a ridnak csak vizszintes helyzetére
gondolva kozolte a megfejtést. Dolgozatdt a Bizottsig e kis szépséghiba
mellett is mélténak tartja az I. dijra.

A 1L dijra a Bizottsig Erop J&vos dolgozatdt tartja érdemesnek, aki
a gyongyosi 4ll. Kohdry Istvan redlgimndziumban Kmoscuek Erex tanit-
vanya volt. Eréd Jénos mind a hdrom feladatot megoldotta, de a 2. fel-
adatban az a) és b) esetre vonatkozé két megolddst felcserélte.

Dicséretre ajénlja a Bizottsdg Smionyr Kirory dolgozatit, aki a buda-
pesti IIL. ker. 4ll. Arpad redlgimnaziumban Fis Areip tanitvinya volt.
Simonyi Kéroly a 2. feladatot iigyesen fejtette meg; az elsében folos-
legesen két esetet kiilonboztetett meg, melyekrdl 6 maga megdllapitotta,
hogy lényegileg a ketté ugyanaz. A 3. feladat megolddsiban a fogal-
mazdsa nem elég vildgos.

A Bizottsig javasolja, hogy az I. dij 3 drb. 10 koronds arany, a
Il. dij 2 drb 10 koronds arany legyen.

A Bizottsdg javaslatdhoz az 1934 november 8-dn tartott ilésén a
Vélasztmédny egyhangiilag hozzdjarult.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIL =




TARSULATI ELET.

Az 1934. évi majus 26-iki XXXIX. kozgyilés.
A kozgyilés Rapos Guszriv elndk megnyité beszédével kezdodott :

- Tisztelt Kozgytilés!

Miel6tt szemlét tartunk a lefolyt tarsulati éviink kimagaslo
eseményei folott, legelsé sorban meg kell emlékezniink arrol
az 1932. oktober 30-iki lélekemeld, kegyeletes emlékiinnepély-
rél, amelyen tarsulatunk halhatatlan megalapitojanak, br. Eorvis
Lorinpnak siremlékét a Magyar Tud. Akadémia elnéke, Ber-
ZEVICZY ALBERT, magasan szarnyald beszéd kiséretében leleplezte.
E siremlék, melyet br. Eérvos jolsikeriilt mellszobra diszit,
monumentdlis egyszertiségében méltd ahhoz a nagy férfihoz,
akinek utols6 nyugvohelyét jelzi. Hala és elismerés illeti a
Magyar Tud. Akadémia elnokségét azért a kegyeletes buzgo-
sagdért, amellyel hajdani nagynevii elnéke siremlékének fol-
allitasat lehetéve tette. A tarsulatok és testiiletek egész serege
koszortikkal boritotta el e siremléket meghato és halaérziiletek-
tél sugallt beszédek kiséretében, kozottik a mi tarsulatunk is,
amely br. Eorvos szivéhez oly kozel dllt és amelynek 6 alapi-
tasatol halalaig elnéke volt. A résztvevd testiiletek nagy szdma
tanusagot tesz arrol, hogy elhunyt nagy elndkiink a csendes és
nagyeredményt, erejének teljes megfeszitésével folytatott kutato-
munkdja mellett még id6t szakitott maganak arra is, hogy a
hazai miivel6dés minden #gazatdnak és szervezetének szolgd-
latra kész segitségével rendelkezésére alljon.

Kiemelked6 és orvendetes eseménye a lefolyt évnek Frier
Lipor t. baraitomnak és elngktdrsamnak amerikai atja. A vilag
néhany kivaldé matematikusa kéziill 6 is abban a kivald meg-
tiszteltetésben részesiilt, hogy a chicagoi matematikus kon-
gresszus egy el6adassorozat megtartédsdra hivatalosan meghivta.
Amerika legkivilobb egyetemei megragadték a kedvezé alkalmat
arra, hogy Feiirt vendégiikiil meghivjak, igyhogy a kiilonb6zo
egyetemeken 18 eldaddst tartott. Fesér amerikai szereplése a
magyar tudomédnyossdgnak diadalGtja volt, amelyen a magyar
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hazanak tisztel6ket és baratokat szerzett. A masik elnoktarsam,
Taner KArory t. baritom, pedig abban a mindannyiunkat ér-
vendezteté megtiszteltetésben részesiilt, hogy a Magyar Tud.
Akadémia III. osztilya 6t egyhangt lelkesedéssel elnokéiil va-
lasztotta. Amidén @j hataskoérében valé miikédéséhez szeren-
csét kivanunk, meg vagyunk rola gyozédve, hogy e diszes (j
allisban is meg fogja dllni helyét és rolunk sem fog megfeled-
kezni.

Az idei év folyamén rendezett KirscHix Jozser és HAAR ALFRED-
emlékiinnepélyeken tdrsulatunk mélto modon adott kifejezést a
mult évben elhunyt nagynevi tagtarsaink hervadhatatlan érdemei
iranti hodolo elismerésének, két iilésében behatéan ismertetvén
nagyértéki kutatdsaiknak eredményeit, amelyekkel a tudomdany
fejlodésére oly élénken behatottak. :

Oszinte fajdalommal értesiiltiink ScuLesineer Lasos kitiing
tarsunknak mult évi december 16-in bekdvetkezett elhunytarol.
A linedr differencidlegyenletek elmélete és a fiiggvénytan az 6
faradhatatlan munkassagdanak vilagszerte ismert és nagyrabecsiilt
eredményeket koszon, amelyekkel 6 a matematika torténetében
maganak elékel6 helyet biztositott. K6zel masfél évtizeden at,
mint a Ferenc Jozsef tud. egyetemnek kivald tandra a hazai
fels6 oktatas koriil szerzett érdemeket, késébb a giesseni egye-
temnek ny. r. tandra lett, és mint ilyen gy eredeti kutatasai-
val, valamint a kitiné kézikonyvek egész seregének kozre-
boesdtasaval és a Crelle-Journal szerkeszté-bizottsagaban valo
kozremiikodésével altaldanos nagyrabecsiilésnek orvendett. A
Boryar Jinos centenariummal kapesolatos emlékiinnepély ren-
dezésével és Boryar Jinosra vonatkozo bibliografiai munkajanak
kiaddsaval 0jbol rediranyitotta a vilag figyelmét a ldnglelki
magyar matematikusra, akirél a francia akadémia elndke, mint
az emberiség diszérél emlékezett meg. ScHLESINGER Lajos a
jelenkor legkivalobb matematikusai koézé tartozott, emlékét
kegyeletes tisztelettel fogjuk megérizni.

A halal — tisztelt Kozgytilés! — az elmilt évben hatalmas
rést iit6tt a legkivialobb magyar matematikusok sordn, és
amidén ezt fajo szivvel megallapitjuk, némi vigasztaldssal szol-
gal az a koriilmény, hogy elhalilozott tudésainktol nevelt ﬁgtal
kutato garda eleven és eredményes kutato munkdssagdval idével
nagy veszteségiinket ki fogja potolni. b i

A vilagszerte dulo gazdasdgi valsag hullimverése hozzink is
elérkezett. A haza megesonkitisa folytdén megesokkent tagdij-
bevételeink mar korintsem fedezhetik folyoiratunk kiaddsdnak
koltségeit. Halas koszonet illeti azért a Magyar Tud. Akadémiat
és a Vallas- és Kozoktatasiigyi Minisztériumot, hogy az idén
is szdmottevé anyagi segélyiikkel nekiink lehetévé teszik dicsG
12%




174 TARSULATI ELET.

elédeink odaad6é munkajanak eredményeit egy jobb jévébe at-
menteni.

Mi pedig e nagylelkii tamogatdssal szemben megfogadjuk,
hogy mostoha viszonyok kozott is fokozott munkassdgunkkal e
tamogatdsra a jovében is méltéak akarunk maradni.

Ezzel a fogadalommal nyitom meg a br. Eétvos Lorand
Matematikai és Fizikai Tarsulatnak 39. kozgytlését.

Rapos Guszriv elncki megnyitéja utdn Poeciny BéLa iigyvezeté titkar
szamolt be a Tdrsulat lefolyt évi miikodésérol és az év fontosabb
mozzanatair6l :

Tdrsulatunk a lefolyt esztendében 11 eléadd-, 3 vdlasztmdnyi- és
L kozgyiilést tartott. Az eléadd iiléseken 13 el6adds hangzott el, és pedig
9 matematikai és 4 fizikai tdrgyu.

Az ulések kozil tinnepélyesebb keretek kozt zajlottak le:

Az 1934. mérc. 8-iki Kiirschak Jozsef-emlékiilés, melyen Térsula-
tunk egy évvel ezel6tt elhinyt kivdlé alelngkének matematikai mun-
kissdgarol Rapos Guszriv elndk és Szics Aporr tartottak magasszdr-
nyaldsti beszdmoldt, s mely iilésen a Magyar Tudomédnyos Akadémia,
valamint a Kir. Jozsef-Muegyetem is képviseltették magukat.

Az 1934. mdrcius 22-iki Haar Alfréd-emlékilés, melyen Rigsz
Frieves méltatta kordn elhunyt nagytehetségii matematikusunk érdemeit.
Ezen az iilésen a Magyar Tudomdnyos Akadémia és a szegedi Ferenc
Jézsef Tudomédnyegyetem képviseléi vettek részt.

Az 1934. aprilis 12-iki iilésen EeervAry JEnG tartotta referdtumdt az
idei Kénig Gyula-jutalom odaitélésérél, rendkiviil érdekes 8sszefoglalo
eldaddsban ismertetve a jutalom lauredtusdnak, Veress PAunak sokoldali
matematikal munkdssdgat.

Kegyeletes szavakkal emlékezik meg az iigyvezetd titkdr Tdrsulatunk
két vilaghira tagjanak : Panceve PAL tiszteleti tagunknak és SCHLESINGER
Lasos giesseni egyetemi tandr hazdnkfidnak az 1933. év folyamdn be-
kovetkezett gydszos elhinytdrdl.

Pamvcevé Pin a mult szdzad legkivdlébb matematikusainak és fizikusai-
nak egyike volt, aki mint 4llamférfiii is nagy érdemeket szerzett. Em-
lékét vilasztmanyunk jegyzokonyvileg megorokitette és a francia kovet-
séget errdl dtiratban értesitette, ahonnan dec. 5-én meleghangi készéné
levél érkezett elnokiink cimére.

Scuresiner Lajsos vildghiri tekintély volt a linedris differencidl-
egyenletrendszerek terén. Buzg$ tagja volt Akadémidnknak és Tarsula-
tunknak. Emlékét kegyelettel fogjuk megérizni.

Térsulatunk egy kivdls érdemi régi tagjit, Kuue LipoT egyetemi tandrt
80-adik sziiletésnapja alkalmidhol a vélasztmdny irdsban iidvézolte,
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Miutdn iigyvezeto-titkdr beszdmolt még a tanuléversenyekrél, a Ma-
tematikai és Fizikai Lapokrdl, valamint cserefolydiratokrdl, az automa-
tikusan megiiresed6 vdlasztményi tagsdgi helyek betoltésére keriilt a sor.
A kozgytilés a lelépé valasztmdnyi tagokat, névszerint: Baver MirALYL,
Briray Orro Trruszt, Parar Immét, Keréksdrro Bérit, Nacy Joézseret ¢s
RuORER LAszLot egyhangiilag tjra megvdlasztja.

Szap6 Gasor pénztdrosi jelentésébol a zdrszdmaddst és vagyonmeérle-
get itt kozoljiik :

1933. évi zarszamadas.
Bevétel:
1. 1932. évi zarszdmaddsi maradvdny : Pengd

IR CZ NG IZATDaN S . i e et i ATBE P

b) postatakarékpénztérban _ _ _ _ _ _ _ 93595 « 9840'39
¢) Magyar Leszdmitolé és Pénzvilté Bankban 84560 « [ = "7

d) takarékkényvben (Kdroly Irén-alap).. . .. 1020— «
e L e T o e e . . 185720
S IRas e Gl A e I S 208-34
4. Adomdnyok (Patai Imre 684-34 P, Hoér Tempis Méric 50 P,

Blathy O. Titusz 10 P, Sdrkozy Pal 12 P, Téth Aladar

6 P, Nagy L. Jézsef 20 P, Kéros Ldszl6 26 P) . . . .. 808-34
R L o .. 00—
6. Magyar Tudomanyos Akadémia segelye SRR O S I L 500
e Taimminlt Lo 0 e S Uk e S e A 74:05
B R T e e S0

Osszesen : . 631 7 5

Kiadas:
Pengo
1. Nyomdai koltségek - — — — — —  — = — = —~ — — =~ 2695 —
D ITENDIOVELSEINE o oot ix o o o e e e f1 a7 2:08
3. Kezelési kaltségek . . — o — . — ~ e 18-60
4 Vegyesek B L o e e L 22754
5. Pénztdri maradvény :
a) kézipénztdrban . . . _ . . o . . 7821 P
b) postatakarekpemtarban ~~~~~~~~ 73699 « 3903:90
¢) Magyar Leszimitolé és Pénzvilté Bankban 1368— «
d) takarékkényvben (Kdroly Irén-alap) .. .. _ 1020~— «

()sszesen: 6317:32
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Vagyon-mérleg.
Vagyon:

1. Korona értékpapirosokban : Korona Pengé
a) A Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban :
2600 K. n. é. 4°0o-os fovdrosi kolesonkotvény — 2600—
1800 « « « 6%bo-0s hadikélesonkotvény

(4. kibocsatds).. .. — _  1800—

300 « « « 4°0-0s magyar korona- | 3 o
jéradékkotvény | =g 300—

]

2200 « « « 6%o-0s hadikslesonkétv. [ € =
(6. kibocsitds) [:2F 2200

2000 « « « H3%0-os hadikélesonkotvény

(4. kibocsdtds).. . .. 2000—
10000 « « « 6%-o0s hadikélesonkotvény

(3. kib.) Kénig-alap...  10000~—

b) aPesti Hazai Takarékpénztdrban Gl jelzésti

konyvbean e S (1
¢) Allami kezeléshen: Majthényi Ott6-hagyaték _ 10000—
2. Pénzkészlet :

a) kézipénztdrban s o ; 7821 P
b) postatakarékpénztirban _. _. . 73699 « I 390320
¢) a Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban 1368-— « -
d) takarékkonyvben (Kdroly Irén-alap) 1020-— « ‘
3. Tagdij és elofizetési dij hatralék . . _ _ _ _ 200-—
& Nyomtatvainyok S eIl R A P ST R T 100-—

Osszesen: 29008— 350320

Teher
Korona Pengé
NyomdaiStartozds S it e vl ot & 1o s Shta 1477-93
Egyenlegi? t8: s o L@ e s S _ 29008— 202527
Szabo Gabor s. k.
pénztaros.

Megvizsgéltuk és rendben taldltuk.
: Budapest, 1934. mércius hé 16-dn. '

Tass Antal s. k., Farago Andor s. k., Renner Janos s. k., Veress Pal s. k.
a szamvizsgalo bizottsag tagjai.

)
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Elbéadasok.

1933. nov. 9. Az 1933. évi matematikai és fizikai tanuléversenyek
eredményeinek kihirdetése és a dijak iinnepélyes dtnyujtdsa. Pociny
Béra : A neutrdlis krypton-atém Zeeman-jelenségeirol.

1933. nov. 23. Riéper Liszré: A Pell-féle egyenletrol. Vermes MikLos :
Az elektroncsé erdsitésérél és egyenirdnyitdsdrcl.

1933. dec. 7. Fesr Lipér: A Fourier-sorrdl.

1934. jan. 25. Kerékiirré Biva: A fiiggvénytan topoldgiai problémii.

1934. febr. 8. Hasos Gvyorey: Menger graph-tételérol.

1934. febr. 22. Gompis Pir: A lithiumbromid-kristdly dinamikéjérl.

1934. madrc. 8. Kiirschak Jozsef-emlékiilés. Rapos Guszray : Kiirschdk
J6zsef néhdny geometriai vizsgdlatarol és értékelési elméletérél. Szics
Aporr: Kiirschdk Jozsef munkdssiga a parcidlis differencidlegyenletek
korében.

1934. mdre. 22. Haar Alfréd-emliékiilés. Riesz Fricyes : Haar Alfréd
matematikai munkdssdga,

1934. dpr. 12. Ecerviry Jen6: Jelentés az 1934. évi Kénig Gyula
jutalomrel (Referatum Veress Pdl matematikai munkdssdgarol.)

1934. dpr. 26. Ernés Pin és Turin PAiL: Az interpoldciorél (eldadta
Turdx PAwr). g

1934. m4dj. 26. Bay Zovran: Aramldkések 1j vizsgdlati mddszere.

XXXIX. Kdazgyulés volt: 1934. méjus 26-4n.

Valasztmanyi ilések voltak : 1933. nov. 9-én, 1934. dpr. 12-én és
1934. mdj. 12-én.

Uj tagok:

Dr. Derre LAszno, csillagvizsgdld intézeti asszisztens, Budapest, Erpos
Pir, bélesészettanhallgato, Budapest, Dr. Réper LiszLo, egyetemi m. tandr,
Mezétir, Dr. Orein Gyirey, egyetemi tandrsegéd, Pécs, Dr. Wiener
Jend, a princetoni egyetem tandra, USA és Budapest.

Kimutatas.

a Tudoményos Tarsulatok és Intézmények Orszdgos Szivelségének Dij-

kezelésége ttjan 1934. januar 1-16] oktdber 31-ig befizetett és a Tdrsulal

pénztardba 1934, februsr 9-t6l oktéber 31-ig kozvetleniil befizetett
Osszegekrol.

1. Tagdijak.

1930-ra : Sziklai Jen6 6 P. \

1931-re : Frigyesné Schwartz Emmy (3), Lengyel Béla (egyet.) (8),
Simon Elemér (3) Ujj Gyula (2). usszesen 16 P. ' Ny

1932-re : Bolla Gyorgyné (8), Cholnoky Jené (8), Csizhegyi Lajos
(Kolozsvir) (6), Eber Jozsef (6), Heuer Ede (8), id. Jurdnyi Henrik (8),
Koschowitz Gyula (8), Kronberger Ede (4), Lenkey Lehel (8),
Neogrddyné Haich Sarolta (8), Patai Laszl6 (6), Scholz P4l (8), Skopil
Istvén (8), Szerényi Géza (6), Tomits Ivin (8), Zigsny Ferenc (8).
Osszesen 116 P.
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1933-ra : Blau Gyérgyné (6), Breuer Jézsef (Haifa) (6), Cholnoky
Jené (8), Csizhegyi Lajos (Kolozsvar) (6), Kiber Jozsef (4), Frank Janos (2),
Gréh Gyula (8), Hajés Géza (6), id. Jurdnyi Henrik (8), Koschowitz
Gyula (8), Kronberger Ede (2), Lassovszky Kéroly (4), Marcell Gyorgy (8).
Miséngyi Vilmos (8), Sz. Nagy Gyula (6), Neubauer Konstantin (8),
S6s Erné (8), Strauss Hermann (8), Szdnté Sandor (8), Szerényi Géza (3),
Sziklai Jené (6), Szmertnik Istvdn (7). Volenszky Gyula (4), Zigdny
Ferenc (8). Osszesen : 150 P.

1934-re: Baldyné Benkoé Ilona (8), Breuer Jozsef (Haifa) (4),
Cholnoky Jené (8), Darké Béla (6), Frakndy Jézsef (8), Frank Jdnos (4),
Groh Gyula (8), Horvay Béla (8), Mlosvay Lajos (8), Jelitai Jozsef (8),
id. Jurdnyi Henrik (8), Kedves Miklos (6), Klug Lipét (8), Kossowitz
Gyula (8), Kovdcs Jdnos (8), Kovessi Ferenc (6), Kuzaila Péter (6),
Lassowszky Kdroly (8), Lengyel Béla (miiegy.) (8), Marcell Gysrgy (8),
Magdics Gdspdr (8), Misdngyi Vilmos (8), Mischung llona (6), Nagy
Ferenc (8), Neubauer Konstantin (8), Neugebauer Tibor (8), Orbdn
Gyorgy (6), Oszlaczki Szildrd (8), Péesi Albert (8), Rados Ignde (8),
Rédei Laszlo (6), Sarkadi Kdroly (8), Strauss Hermann (8), Szabé Gébor (8),
Szabo Gusztdv (8), Sziklai Jen6 (6), Tangl Kdroly (8), Tardos Vida (6),
Tobisch Jdnos (4), Wigner Jend (8), Zigdny Ferenc (8). Osszesen 298 P.

1935-re : Balyi Ferenc (6), Bauer Mihdly (8), Renner Jénos (8),
Sarkadi Karoly (8), Sziklai Jené (2), Tardos Vida (6), Tihanyi Miklés (6),
Tobisch Jdnos (8). Osszesen 52 P. =

1936-ra : Tobisch Jdnos 8 P, 1937-re: Tobisch Jdnos 2 P. Osszesen
105F.

2. Eléfizetési dijak :

1932-re : Ref. redlgimn., Miskole (6).

1933-ra : Miegyetemi I. Math. Gyiijtemény, Bp. (4), Orsz. Meteor. és
Foldmdgn. Intézet, Bp. (6), Kemény Zs. redlisk. Bp. (5), Kolcsey F. redl-
gimn. Bp. (8), Ref. gimn. Bp. (8), Technol. és Anyagvizsg. Intézet Bp.
(7-94), Szt. Imre redlgimn. Csongrdd (6), Ref. redlgimn. Miskole (6).
Osszesen 50 P 94 f.

1934-re : Miiegyetemi I. Math. Gyiijtemény, Bp. (8), Orsz. Meteor. és
Foldmdgn. Intézet, Bp. (8), Ranschburg G. kényvkeresk., Bp. (7-20),
Kemény Zs. redlisk., Bp. (8), Kolesey F. redlgimn., Bp. (8), Pesti Izr.
Hitkozség redlgimn.-a, Bp. (8), Ref. gimn., Bp. (8), Ref. redlgimn.,
Miskole (6). Osszesen 61 P 20 f.

1935-re : Kemény Zs. redlisk., Bp. 3 P.

3. Adomanyok.

Magyar Tud. Akadémia 500 P, Magyar Allam 450 P. Nagy L.
Jozsef 20 P., Balyi Ferenc 4 P. Osszesen 974 P.

Budapesten, 1934, okt. hé 31-én.
Szabd Gabor, pénztiros.

Franklin-Térsulat nyomdaje. — Abrai V.

MAGYAR
TUBOMANYOS AKADEMA
KONWVIAA R et
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