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KONIG GYULA.?
(1849—1913.)

O rakta le az alapot, melyen
hazankban a matematikinak erds
vara épiilhetett.

Baro Eotvos Lordnd.

«Régesrégen elmult aranykorrol mesél a rege, és egy on-
feledte percben Gjra hisztink benne. Hogy is ne, mikor magunk
lattuk, magunk atéltiik azt az aranykort, ifjisagunk aranykorat.
Szeretjiik elmult ifjisagunkat. Egyéniségiink java részét szeretjik
benne — a tavasz duzzadasat ereinkben, a hitet és reményt
sziviinkben, az eszmények vilagat gondolatainkban».

Nem kd6ltd mondta ezt ihletében. Kénie Gyura, a matematikus
irt igy, visszaemlékezve élte tavaszara.” Csakugyan ama boldogok
egyike volt, akik ifjusagukban anyagi gondoktol menten, zavar-
talanul eszményeiknek élhettek.

Konie Gyura 1849 december 16-an Gyérott sziletett, hol atyja
jomodu kereskedd volt. Sziilei, kiilonésen finomlelkid anyja,
félté gonddal nevelték gyermekiiket.

1 KimrscHAK JOzSEF e tanulmanyat ot évvel ezel6tt irta a FARAGS ANDOR
és NAGY JOzseF szerkesztésében megjelend «Kivdld matematikusok és fizi-
kusok» c. gyijtemény szaméara és igy — szélesebb koroknek, elsésorban a
tanulo ifjusagnak sz6lvan — Konié GYuLA magasabb matematikai ismerete-
ket igénylé vizsgalatait éppen csak érinti. Mégis szolgalatot vélink tenni
olvasoinknak, midén — FARAGO ANDOR tanar ur szives engedélyével —
e posztumus nekrologot Konie Gyura halalanak huszadik évforduloja alkal-
mabol lapunkban kozzétessziik, mielGtt még a fentemlitett gyiijtemény
masodik része megjelenhetne. Szerk.

2 Helmholtz és a jelenkori nmémet tudomdnyossig, eléadta a Magyar
Tudomanyos Akadémia 1895 majus 12-én tartolt iinnepélyes kozilésén
KémG Gyuna. (Akadémiai Ertesits, 1895.)
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2 KURSGHAK JOZSEF.

Még tizedik évének betoltése elott 1859-ben a Szent Benedek-
rend hires gyéri gimnaziumaban talaljuk, amelynek anyakényveit
kozéletiink szamos jelesének neve ékesiti, koztiik a haza béleseé,
Deix FERENcCE.

Kénie mind a nyole osztilyban az intézetnek jeles tanuloja
volt. Tandrain szeretettel csiingott s egy jutalomkonyvet, amellyel
még az els6 osztdlyban tiintették ki, élete végéig mint kedves
emléket Orizett. '

A tanulasban nem volt egyoldald. Nemcsak a matematika és
a természettudomanyok irdnt érdekl6dott, hanem éppen olyan
fogékony volt az okori remekirok szépségei irant is. A klasszikus
miveltségnek késébb is észinte tiszteléje maradt. Hogy a latin
és gorog remekirok mellett a magyar lirikusok is hatottak red,
mutatja a kovetkezé hangulatos kélteménye a gimndziumi 6n-
képzokor 1864—65-iki érdemkényvében, a Reménybimbik-ban.

Egy konnyez6 gyermekhez.

Ha a szerelmes napsugar Es meégis araszt konnyeket

A foldre szall ala, Az ifju és a vén:

A kis viraghoz elsiet Mind hordoz sajg6 sebhelyet
rs csokot nyom rea. Feljajdulo szivén.

Harmatcesepp lesz az égi nyom, Siratja egyik nemzetét,

Melyhez mi sem rokon : A multat és jelent,

Szelid 6romok csokja tan Siratja a jové miatt

E konny szép arcodon. A sok részvételent.

Vagy athasitva szép szemed Hiu szerelmet mas sirat
Rejtélyes tengerét, Es csalfa holgy kegyét.

Egy vakmero tlizé-e fel De még tied most a mosoly,

A bu e gyongy jelét ? Hasznald fel idejét!

Ha ugy, akkor torild le azt Ha a mosoly il arcodon

S keresd jatékidat! Viragos fold leszen

Hervadta lesz a kis virag S két vig madarka : két szemed
Hosszu esé alait. Mosolygva megjelen.

Még nem neked valé a kénny Es szazszor tobbet mond, jelent
— Hisz a mosoly tied! — Mint mit madar cseveg,

Majd mas idok, majd mas napok Midon reank tekintenek
Kiesaljak konnyidet. - Az artatlan szemek

Azért a boldog szép szemek
Vigak maradjanak,

Ne hirdessen rejtett sebet
Az ifjui alak.



KONIG GYULA. 3

18-ik évét betoltve, Kowic 1868 februar elején Bécsben az
egyetem orvosi kardn iratkozott be, de méar akkor matematikai
el6adasokat is hallgatott. Az 1868—69. tanév téli félévét a
berlini egyetem boélesészeti karan téltotte. Ugyanazon tanév
nydri félévében Heidelbergben taldljuk, amelynek egyetemén
négy félévet toltott, egyet mar doktori szigorlata utin. Végre
1871 téli félévében visszatért Berlinbe s ott fejezte be egyetemi
tanulmdnyait.

Heidelberg, hol Kénic egyetemi éveinek felét toltotte, akkor
nagy vonzoerét gyakorolt azokra a magyar ifjakra, akik exakt
tudomanyoknak szantak életiiket. Hosszabb vagy rovidebb ideig
ott voltak br. E6Tvos LorAnp fizikus, Taan Kirory és WaRTHA
Vince kémikusok és sok mas jelesiink. Ez természetes is volt.
Heidelberg akkor az exakt tudomany annyi kivdlo mivel§jét
mondhatta a magdénak, hogy torekvé ifjaink méltan iparkodtak
toliik tanulni. Ott mikédtek Bunsen és Kircuuorr, a szinkép-
elemzés feltalaloi. Az élettant (physiologiat) HeLmuoLTz tanitotta,
akinek sokoldalt szelleme az élettanban, a fizikiban és a mate-
matikiban egyarant kivalt. 1869-ben odakeriilt KorNIGSBERGER,
egy évvel az elliptikus fiiggvények transzformatiojarol, szorzasé-
rol és modularis egyenleteirél irt munkdjanak megjelenése utan.

Konic Heidelbergben vegyest latogatott matematikai, fizikai,
bolesészeti meg orvostudomanyi el6adasokat és szemindriumokat.
Alighanem HeLmuortz hirneve vonzotta Heidelbergbe. Az 6 veze-
tése alatt végezte az idegizgatasra vonatkozo kisérleteit. Roluk
irt értekezését, els6 tudomanyos dolgozatat, 1870-ben a bécsi
Akadémia adta ki. Kénie palyajara azonban KoENIGSBERGER-nek
nagyobb befolydsa volt, mint Heumuorrz-nak. Doktori értekezése
nem az élettanb6l, hanem a matematikabol valéo s az elliptikus
modularis egyenletekre vonatkozik.

Heidelbergben toltott ideje Konic lelkében sohasem enyészo
nyomokat hagyott. Még egy negyedszizad mulva is, HELMHOLTZ-
ro6l valé megemlékezésében, igy szol Heidelbergrol :

«Huszoné6t éve immar, de még most is ott litom magam
elott — Németorszag délnyugati hatarszélén — a kis, kedves

1*



4 KURSCHAK JOZSEF.

Neckar-parti varost, Heidelberget; kozvetleniil f6l6tte a német
Alhambra maradvanyai, mintha nem is volndnak romok, mintha
csak eltavozott volna bel6lik ami muland6é és emberi, hogy
anndl tisztdbban hirdethessék az orok szépet; és tavolabbrol —
de rovid sétaban elérhet6 — erd6k és hegyek hivnak maguk-
hoz, melyekbe — halabol — sajat vig élete koltészetét vitte be
a heidelbergi dedk. A varosban — mely azota mar egész, egész
mas lett — odon hazak és ezek kozott az egyetem akkor még
szerény épiiletei. Az emberek élete az egyetem, tandrai és
tanuloi koriil fordul meg. Ezek kiilonben nincsenek valami sokan ;
mind6ssze egy par szaz. De Osszetartanak, mert 6sszetartoznak.
A szegény vidéki tanito fia és a gazdag féuri csalad sarja —
amig itt van — tanulé és semmi mas. Ha kell, megél kis
stipendiumabol, de nem irnokoskodik és nem ad leckéket».

A nyilvanos élet minden aramlataban részes berlini egyetemért
Kénie sohasem tudott annyira lelkesedni, mint a csendes Heidel-
bergért. Pedig taniri miikodésének és tudomdnyos vizsgdlatai-
nak irdnydra életének legnagyobb részén at éppen berlini mesterei-
nek volt a legerésebb befolyasuk: az algebra és szamelmélet
terén kivalo Kronecker-nek, valamint WEIERsTRAss-nak, aki a
fiiggvénytan legfelsébb részeinek és els6 alapjainak egyarant
mély elméji kutatoja volt.

Miutan Kénie hazajott, 1871 végén Budapesten a tudomany-
egyetemen magantanari képesitéét szerzett. 1873-ban a mi-
egyetemen a matematikinak helyettes tanaravd, egy év mulva
pedig rendes tandriavd neveztetett ki. 1886—1890-ben a meér-
noki és épitészeti szakosztalynak dékdnja volt, 1891—93-ban
pedig miegyetemi rektor. 1905-ben egy nagy kényvkiado vallalat-
nak, a Franklin-Tarsulatnak, iigyvezeté alelnékévé vilasztatvian
meg, a miegyetemen nyugdijaztatisat kérte; mint cimzetes
rendes tandr azonban még szimos éven at tartott eldaddsokat
a matematikanak tetszése szerint vilasztott fejezeteibol.

Hossz tandri palyajan el6addsainak targya ismételten megvil-
tozott. A tanarjelolteknek tartott Ggynevezett specidlis eldaddsai



KONIG GYULA. 5

felolelték a politikai szdmtantol kezdve az elvont halmazelméleti
kérdésekig a modern matematikdnak legkiilonbézébb fejezeteit.
A technikusoknak sem tanitotta mindig ugyanazt a tdrgyat.

Nekik legszivesebben az analizis alapvetd fejezeteit adta eld.
A szdm, a mérés és a hatarérték fogalmdnak szigort kifejtése
kiilénésen vonzotta. Azt lehetne hinni, hogy paratlanul egyszerd,
tovibb nem elemezheté dolgot végziink, midén a tavolsigokat
mérve, az egyenes vonalnak minden pontjahoz egy valds szamot
és viszont minden valos szdmhoz egy pontot rendeliink. De a
meélyebb gondolkodds azt mutatja, hogy ebben a latszolag maga-
tol értet6do folyamatban is a feltevéseknek jelentékeny sorozata
rejlik. Kozilik legalabb a leglényegesebbeket tudatossd tenni,
ezt tartotta Konie a legszebb feladatnak, amelyre a matematika
tanara vallalkozhatik. Mintegy a technikusok filozofiai kiképzését
latta benne, s6t erkolesi erdt is tulajdonitott az alapok eme komoly
atgondolasédnak. Szivesen elismerte, hogy a léngész e nélkiil is
megtaldlja utjat ; hisz langelmének épen azt tekintjiik, aki mintegy
sugalatszertien igaz viligitdsban és valodi dsszefiiggésiikben ldtja
a dolgokat. De milyen ritka a langész. Nekiink tobbieknek farad-
sagos munkdba keriil, ha nem akarunk mindig kitaposott utakon
maradni, s mégis el akarjuk keriilni a tévedések forrasait. Konie
épen a matematika alapjainak atgondolasat tartotta a legalkal-
masabbnak arra, hogy fegyelmezett gondolkoddshoz szoktasson.

Kénic eléadasainak filozofiai szinezetébdl nem szabad aszt
kovetkeztetniink, hogy csak az elvont gondolkoddst, a sziirke
elmeletet tudta megbecsiilni. Valoban sohasem tévesztette szem
elott, hogy a tényeknek viligos, értelmes, szabatos és szemlé-
letes ismerete nélkiil minden gondolatunk csak a s6tétben valo
tapogatodzas. Azért fontosnak tartotta és vallotta, hogy a techni-
kus laboratériumokban minél kézvetlenebb tapasztalat utjan
baratkozzék meg az anyagnak és a természet erdinek viselke-
désével. A miihelyi gyakorlatot senki sem becsiilte tobbre nalanal.
Hisz valamikor 6 maga is laboratoriumban végezte elsé tudo-
ményos kutatdsat, bar nem technikai laboratériumban, hanem
Hermuortz élettani intézetében.
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Az elvont elmélkedést és a kisérleti, tapasztalati megismerést
egyarant tisztelte, még pedig nemcsak hasznukért, hanem mar
onmagukért. A tudomdnyban a kultranak dnmagdban értékes
elemét latta, lelkiink egy sajdios sziikségletének kielégitését, a
miivészetnek testvérét. Azt vallotta:?*

«A tiszta tudomdny sajat magan kiviil egyéb célt nem ismer;
torvényeket keres, nem hogy javitson, nmem hogy haszniljon,
hanem csak azért, hogy tudjon».

«Ha Prarox-nak hittak is azt a gorég tudost, ki homokkal
behintett abakusan rajzolgatta a kapszeletek furcsa alakjait,
azért még sem sejthette, 6 ép oly kevéssé, mint barki mis
abban a korban, hogy e gérbe vonalak minden szamolo technika-
nak nélkiil6zhetetlen alapjait teszik majdan kétezer év utian.
Tudni akart — és semmi egyebet».

«De ami a legesodalatosabb, az, hogy a tudomany nem elég-
szik meg, épgy, mint a mivészet nem elégedhetik meg a koz-
vetlen, szorosan vett igazsaggal, a tények kézzelfoghato igazsa-
gaval». «A legszarazabb részletekben is megkivanjuk a rendezést,
az Osszefoglalast, az 6sszhangzatot. S e kovetelés kutforrasa nem
a kiilvilighan, nem a reink hato tiineményekben, hanem sajat
magunkban, gondolkodisunk moédjaban rejliky.

«Szoval a tudomanyban is megvan a szép koveteléser.

A gravitdcio torvényét «ép annyi joggal mondhatjuk szép-
nek, mint igaznak, mert ahol a szépet elemezni birjuk, az nem
mas, mint egyszeriségiikben harmonikus viszonyok ontudatos
és ontudatlan hatasanr.

Milyen 1j tételekkel gazdagitotta Konie a tudoméanyt ? Tovabba
milyen mér elétte ismeretes tételekre taldlt a réginél egyszeriibb,
atlitszo6bb bebizonyitist? Ha ezekre a kérdésekre minél szamo-
sabb - eredménynek felsoroldasdval akarnék felelni, akkor tébb-
nyire olyan mez6kén kellene kalandoznom, ahova kevés olvaso

1 A természettudomanyok kezdetei. Népszerii természettudomanyi els-
adasok gyijteménye, III. kotet, 17. fiizet. Kiadja a K. M. Természettudo-
méanyi Tarsulat, 1879.
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kovethetne. De vannak Kénie vizsgilatai kozott, még pedig
éppen a legnevezetesebbek kozott, olyanok is, amelyeket — leg-
alabb részletesebb magyariazat utan — szélesebb kérok is meg-
érthetnek. Lassunk ezek koziil egynéhanyat.

1876-tol kezdve harom éven at Mieqyetemi Lapok cimen
havi folyoirat jelent meg a matematika, a természettudomanyok
és a technikai tudomanyok elméletének korébdl. Ennek elso
kotetében jelent meg Kownic dolgozata: Az n-edfoku algebrat
egyenletel dltaldnos wmegfejtésérol, amely igen meglepd tételt
tartalmaz.

Jelentse f(x) egy tetszéleges

Ao+ A+ -+- + ax* =0

n-edfok egyenlet baloldalat. Az f(x)-hez konnyen talalhaté

olyan ;
0@) = ¢yt ¢, + e+ -

végtelen sor, amely x-nek a zérushoz kézel esé értékei mellett

: . i
osszetarto s oOsszegill f(x) reciprok értékét adja. E sort @

hatvanysordanak nevezziik.!

‘1 Ha peéldaul
fl®)=1—x — 222

akkor
12(1 —x—%32) —1 + x4+ 324 ...
1 —a—222
Maradék : 122
x —x*— 2x°
Maradék : 3x24- 223

32— 3x3— 6t

A szamitast folytatva:

Ol = % =1 4 2 + 322+ 5+ 1zt 21054 .- .
x
Az elsé egyiitthatok ¢,= 1, ¢,— 1; a tovabbi egyiitthatok a

Cn=Cn-1t 26n
képlet szerint adodnak.
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A Q(x) sorrol mar a XVIII. szdzadban tudték, hogy egytitt-
hatéi f(zz) = 0 megoldéasaval szoros kapesolatban vannak. Egyebek
kozott mar akkor ismeretes volt a kévetkezd tény:

Ha az f(x) =0 egyenlet eqyiitthatér valésak, tovdbbd a
gyokok kézott vanm egy olyan pozitiv gyok, amely minden mds
gyoknél kisebb abszolut értéki: akkor a megfeleld Q(x) hat-
vdnysorban bizonyos tagtél kezdve minden egyutihato egyenld
elgjelii.*

Kénie tétele szintén Q(x) egyiitthatéinak eldjelére vonatkozik,
de bonyodalmasabb esetben.

Jelentsen flo) = 0 tovabbra is wvalés egyiitthatos egyenletet
és osztalyozzuk gyokeit oly modon, hogy az egymassal egyenlé
abszolut értéki gyokoket és csak ezeket egy osztdlyba foglaljuk.
Konie azzal az esettel foglalkozott, midén a legkisebb abszolut
értéki gyokok osztalya két szambol all, még pedig egymadssal
konjugalt

a~+bi=7r(cosg +1ising), a— bi=r(cos ¢ — i sin ¢)
komplex szambol.

Ebben az esetben Q(x) egyiitthatéi koziil végteleniil sok pozitiv
elgjelii és végteleniill sok negativ elgjelii. (A zérus elgjelének
tetszés szerint + vagy — tekinthet6.) Valahdnyszor valamely
egyitthatora vele ellenkezo eldjelii kévetkezik, azt mondjuk,
hogy jelvdltds all be. A ¢, egyiitthatoig bedllo jelvéltisok
szamat ¢,-mel jeloljiik.*

Kénic tétele a kovetkezé :

1 Ha példaul
flx)=1—x— 222,
: s |
akkor f(r)= 0 gyokei e és —1. Koziliik %— pozitiv és kisebb mint (—1)
1
f(x)
hat6ira (az el6bbi jegyzetben) csupa pozitiv szamot kaptunk.
2 Ha ¢y, ¢, ¢,--- eldjelei
+ + 4+ == — £ — 4 4,

0 0  § 1 1 2 3 4 %

abszolut értéke, vagyis mint 1. A megfelels Q(x) = hatvanysor egyiitt-

akkor ¢y, @,,... az elgjelek ala irt szamokkal egyenlsk.
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Ha a valos egyuithatos flx) =0 egyenletnek gyokei kozitt
van két olyan konjugdlt gyok,

a+bi=r(cosg+ising) és a—bi=r(cosy—1 sing),

amelyeknek r abszolut értéke kisebb barmely mds gyok abszolut
értékénél, tovdbbd a jelolés gy van vdlasztva, hogy b >0,
(tehdt ¢ — ivmertékben Fkifejezve — zérus és n kizé esik):
akkor a

= S« B $m
Wil R R e

sorozat tagjai eqy véges limesz felé kozelednek és ez a limesz

eqyenld a =t hdanyadossal.
T
1 példaul az
fl@)y=1-+x»—0
egyenletnek egyaltalaban csak két gyoke van s ezek az i és — 1 konjugalt
komplex szamok
Ebben az esetben

Q(a:):-?(—l‘i)—~:1——-£2+ o af ...,

Ha az eldjelek kiirdsanal minden O helyébe a megel6zé tag egyiitt™
hatojanak eldjelét irjuk, akkor az elGjelek sorozata :

e L L O
Innen

s We g b Pe e gy S

RSty AT T S A TR L T L e

AR RO T S S - SN

T R T e Sl el - N L

A Zm hanyados értéke
ey 1

1l fxens
g Vo pedis 5 g

a szerint, hogy m paros vagy paratlan szam. Tehat e hanyadosnak limesze: §
Ez az eredmény megegyezik azzal, hogy az

" 2 /1 e o WG
i=y—1 _1(00554—; sin ‘2)
szam esetében

o ineui—‘l
g=-5 ¢sin =
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Igen figyelemremélto néhany olyan tételnek Konie-féle be-
bizonyitasa, amelyeket masok taldltak, sét elétte mar tébben
bebizonyitottak, de korantsem olyan egyszerii és megkap6 modon.
Lassunk kettét a halmazelmeélet (Mengenlehre) korébol. Elébb
azonban baratkozzunk meg ennek a tudomdnyagnak nélkiiloz-
hetetlen elemeivel.

Mit neveziink halmaznak ? Egy kosarba rakott almak halmazt
alkotnak. Egy osztaly tanuléit vagy egy konyvnek mondatait
egyarant halmaznak mondjuk. Tébb pontot egyiitt ponthalmaz-
nak, t6bb szdmot egyiitt szimhalmaznak neveziink. Altaliban
halmazon tébb egyed (konkrét vagy elvont térgy, esetleg személy)
osszefoglalasat értjiik. Az osszefoglalt egyedek a halmaznak
elemei. ' '

Megtorténhetik, hogy valamely halmazbol elvéve egy elemet,
azutdn egy mdsodikat, egy harmadikat s igy tovdabb, a halmazt
kimerithetjiik. S ilyenkor azt mondjuk, hogy a halmaz wvéges.
Ellenkez6 esethben a halmazt végtelennek (transzfinitnak) mond-
juk. Egy kosar alma véges halmazt alkot. Az egyenes ésszes
pontjainak halmaza végtelen.

A végtelen halmazok elméletét Cantor Gyorey alapitotta meg
1874—97. megjelent értekezéseiben. Tanai kezdetben nehezen
terjedtek. Koénic azonban koran felismerte jelentoségiiket és
1887-ben Analizis cimi miivébe CanTornak tébb tételét felvette.*

A halmazelmélet legels6 megdllapitisa, hogy mikor mondunk
két halmazt aequivalensnek vagy eqyenld szdmossdgunal (von
gleicher Mdchtigkeit), azaz mikor tekintiink két halmazt ugyan-
annyi elemhdl allonak ?

Egy tarsasignak teritett asztalrol akkor mondjuk, hogy rajta
ugyanannyi teriték van, mint ahiny taga az egybegyiilt tarsasag,
ha mindenkinek jut teritéke és minden teritékre jut, aki le-
foglalja. '

Altaliban két véges és hasonloképen két végtelen halmazt

1 PL, hogy a természetes szamok és egy egyenesdarab pontjai nem
vonatkoztathatok egymasra kolesonosen egyértelmien.
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akkor mondunk aequivalensnek, ha elemeik kozott kélesondsen
egyértelmii vonatkozas hozhato létre, vagyis ha a két halmaz
elemeit gy rendelhetjiilk egymiashoz, hogy mindegyik halmaz
barmely eleméhez a mdsik halmazban egy és csak egy meg-
felelo elem tartozik.

Példaul a pozitiv egész szamok és a negativ egész szamok
igy rendelheték koélesonosen egyértelmiien egymashoz :

£ %80 4 O

| o s IS i)

-1, —2, —3, —4, —5, —6,... .

Azért a pozitiv egész szamok halmazat és a negativ egész
szamokét egyenlé szamossdginak vagy aequivalensnek mondjuk.

Ha két halmaz mindegyike aequivalens ugyanazzal a harma-
dikkal, akkor egymadssal is aequivalens.

Az olyan halmazt, amely a természetes egész szamok hal-
mazaval aequivalens, megszdmldlhatoan végtelennek mondjuk.
Nem minden halmaz ilyen. Ha pl. egy egyenesdarabnak minden
pontjahoz egy természetes szamot akarunk rendelni és pedig
mindegyikhez mast, akkor erre a természetes szamok nem bizo-
nyulnak elegendéknek.

A véges és a végtelen halmazok kozott a kovetkezo lényeges
kiilonbség van. Ha véges halmazbol elvesziink egy vagy tébb
elemet, akkor a megmaradt részlethalmaz nem lehet aequivalens
az eredeti halmazzal. Végtelen halmaznak ellenben mindig van
vele aequivalens részlethalmaza.

Példaul az

1esed SR I n ARSI BN T St 87 9 10
véges szamhalmaznak és az 6
DAL LG =8, 10

részlethalmazanak szamai nem hozhatok egymassal egyértelmi
-vonatkozdsba. Ellenben az 0sszes természetes szamok halmaza
aequivalens azzal a részlethalmazival, amely puszian a paros
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természetes szamokbol dll, mint ezt a kovetkezé egyméshoz
rendelés mutatja:

9, 2,6, SR S S O e e

Minket kiillonésen az 1. dbra L, és L, ponthalmazai fognak
foglalkoztatni. L, olyan egyméreti kontinuum, amelyet egy
egyenes darabnak bels6 pontjai és az 1-gyel jelolt végpont
alkotnak. L, olyan kélméretii kontinuum, amely egy négyzetnek
belsé és keriileti pontjaibol all két (az a, illetve y tengelyre

1. abra.

esd) oldal pontjainak hijin. Az egyenesdarabnak és a négyzet
oldalainak hossztisdga legyen egyarant a hosszegységgel egyenlé.

Lynek azon pontjai, amelyek a négyzetnek felsd oldaldn
vannak, egyiitt nyilvin L,-nek olyan részlethalmazit alkotjak,
amely aequivalens L;-gyel. De van-e forditva L,-nek olyan
részlethalmaza, amely L,-vel aequivalens? Szintén van! Ezt
kovetkezéképen lathatjuk be.

Ha L, pontjait a zérussal jeldlt ponttol valo tavolsagukkal
jellemezziik, akkor L, minden pontjidhoz olyan z szém tartozik,
amelyre 0 <z < 1, és forditva ezen egyenl6tlenséget kielégité
minden 2z szém L -nek egy pontjit hatirozza meg.

Ha tovibbéa L, pontjait a kijelélt tengelyekre vonatkozo derék-
sz0gl koordinatiikkal jellemezziik, akkor L, minden pontjihoz
olyan (z, y) szdmpar tartozik, amelyben 0 <2z <1 és 0<y <1,
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és forditva ezen egyenlotlenségeket kielégité minden szampar
L,nek egy pontjat hatdrozza meg.

Az z, y, 2 szdmokat tizedestért-alakban irjuk, még pedig
szoros értelemben végtelen tizedestértnek alakjaban. Vagyis pl. a

0°258

szamot nem fogjuk ebben a véges tizedestort-alakban irni, sem
a téle zérusok hozzacsatolasaval keletkezd

0°2580000...

alakban, hanem a zérustol kiilonbozo jegyek kozil az utolsot
1-gyel kisebbitjiik és utina csupa kilencest tesziink, vagyis a

szamot igy irjuk:
0257999 ...

Szoval: L, pontjait a
z=0¢c,; ...
alaka szorosan wveltt végtelen tizedestortekkel jellemezziik, L,
pontjait pedig az
T — 0 By -5 9= 0:0,b30, <.
alak( szintén szorosan vett végtelen tizedestort-parokkal. (Az
a-k, b-k és c-k szdmjegyeket jelentenek.)

Most mar L,-nek minden (x, y) pontjahoz L,-nek azt a pont-
jat rendeljiik, amelyet x és y jegyeibdl a

2—0a b absa;0y =
képlet ad meg.

Ily modon L, minden pontjihoz kapunk L,-ben neki meg-
feleld pontot; még pedig L,-nek két kiilonb6z6 pontjahoz L,-nek
két kiilonb6z6 pontjat kapjuk.

Még csak az a kérdés, teljesen kitoltik-e az L, pontjaihoz
rendelt pontok L -et, vagy dsszességiik L,-nek csak egy részlet-
halmazat alkotja? Valdban az utobbi fog bekovetkezni.

Ugyanis pl. L,-nek

z— 50 0lcs0ies0.c /e

pontja nem felel meg L, egy pontjinak sem, mert
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x=0¢,0000..., y=07CC,CcCsCs¢-:-
kozil az elsé nem szorosan vett végtelen tizedestort.

Tehat csakugyan sikeriilt L, pontjait és L, egy részlethalmazd-
nak pontjait kéleséndsen egyértelmien egymdsra vonatkoztatni.

A mod, ahogyan ezt elértik, lényegében Cantor-tol valo.
0O ugyan tizedestortek helyett lanctorteket hasznalt, de ez a
koriilmény mellékes.

Most mar attérhetiink azokra a tételekre, amelyeknek Konie-
féle bebizonyitasaval foglalkozni akarunk, mindenekel6tt a kovet-
kezore :

Az L, és L, kontinuumok eqymdssal aequivalens halmazok.

Ezt Caxtor az elébbi eredménybél tovabbi halmazelméleti
meggondoldsokkal vezette le.

(Csak Koéwie ismerte fel, hogy az el6bbi meggondoldsokon
milyen keveset kell valtoztatni, hogy az el6bbi eredmény helyett
a mostani tételt kapjuk.® Mindossze a tizedes jegyek helyébe
bizonyos jegycsoportokat kell tenni. A vilaghirti Kieiv FeLix ezt
talalo hasonlattal igy szokta kifejezni: Konie a tizedestortek
atomjai helyett a molekuldikat hasznélta.

Példaul

0320 800 700 030 245 ...
molekuldi :

a,=[3], a,=[2], a,=[08], a,=[007], az= [0003],
a;=[02], a,=[4],....

Altalaban minden molekula egy zérustol kiilonbozé jegybol
és a kozvetleniil el6tte levo zérusokbol all.
Ha most mar L,-nek

z =0[a,] [ag] ..., y=0°[b][b,]-..
pontjahoz L,-nek
2= 0°[a,] [b,] [a,] [b,] [a,] [b] ...

1 Az egy- és tobbmereti sokasdgok kilesinosen egyértelmii vonatkoz-
taldsa. Felolvasva a Mat. és Fiz. Tarsulat 1894 nov 15.-i iilésén.
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pontjit rendeljiikk: akkor — tgy mint el6bb — most is L,
minden pontjahoz kapunk L ,-ben neki megfeleld pontot; még
pedig L,-nek két kilénb6z6 pontjahoz az L,-nek két kiilonb6z6
pontjat kapjuk. De most az L, pontjaihoz rendelt pontok tel-
jesen kitéltik L,-et, mert L,-nek barmely

5 =0"[c,] [co] [cs] [ed] ---
pontja az L, valamely pontjinak, még pedig az
=08 [ellifea] -2y e — O el s1i s

pontnak megfelelgje. Most nem kovetkezhetik be az az eset,
hogy x-re vagy y-ra nem szorosan vell végtelen tizedestort
adodnék, mert minden molekula tartalmaz egy zérustol kiilon-
bo6z6 jegyet.

A mésik halmazelméleti tétel, amelynek Konie-féle bebizonyi-
tasaval foglalkozni akarunk, a kovetkezo :

(Cantor aequivalentia-tétele.) Legyen X és Y ket meghatdro-
zotlt halmaz; X' leqyen az X-nek, Y' pedig az Y-nak olyan
reszlethalmaza, hogy

XY és Vo X

Akkor ebbol mindig kévetkezik, hogy

X~ Y.

Itt ~ az aequivalenlia jele. Tehat X ~ Y azt fejezi ki, hogy
X és Y' elemei egymassal kélesonosen egyértelmii vonatkozasba
hozhatok. Jelentsen S ilyen vonatkozast. Hasonloképen Yo~ X'
azt fejezi ki, hogy Y és X' elemei egymassal kélesonosen egy-
értelmt vonatkozasba hozhatok. Jelentsen T ilyen vonatkozast.

Az aequivalentia-tétel azt mondja, hogy ebben az esetben
X és Y elemei szintén kélesonosen egyértelmi vonatkozasba
hozhatok.

A tételt mar Cantor kimondta és példaul abban az eset-
ben, midén X és Y az elébbi L, és L, kontinuumokat jelentik,
be is bizonyitotta. A tétel elsé altalinos bebizonyitisa BERNSTEIN-
tol valo (1897).
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Konie bebizonyitasanak * szemléletessége kilonosen akkor
szembeszoké, ha a geometria nyelvét hasznaljuk.®

Legyenek tehdt X és Y ponthalmazok; pontjaikat jeloljiik
a-ekkel, illetve y-okkal (2. abra®). Minden x pontot 6sszekétjiik
azzal az y-nal, amelyet az Y halmazban az S vonatkozis hozza
rendel. Toviabbd minden y pontot Osszekotjik azzal az x-szel,
amelyet az X' halmazban az S vonatkozis hozzi rendel. Az
osszekotéseket S szdlaknalk, illetve T szdlaknal nevezziik.
A 2. 4abraban az S szdlak megszakitds nélkiil, a 7' szalak sza-

2. abra.

kadozottan vannak rajzolva. (A karikdk jelentésérél késcbb
lesz sz0.)

Minden 2« pontbol egy és esak egy S szdl indul ki; T szal
csak az olyan « pontbol indul ki, amely az X' részlettarto-
méanynak pontja. Minden y ponthol egy és csak egy T szal
indul ki; S szil csak az olyan ¥y pontbol indul ki, amely az
Y’ részlettartomdnynak pontja.

Az egymashoz csatlakozo szdlakat egy-egy vonalba foglaljuk
ossze. Minthogy minden pontbél legfeljebb két szal indul ki,
a kapott vonalak sehol el nem #gaznak. Tovibbi két kozvet-

1 A halmazok elméletéhez, Mathematikai és Physikai Lapok, XV. két.
(1906), 253—255. lap.

2 KOni6 GyuLa a bebizonyitast elvontan fogalmazta meg. A geometriai
megérzékitésre fia, K6NiG DENES figyelmexztetett.

3 KURSCHAK hatrahagyott kézirataban az abrak hianyoztak. E helyiitt
KUrscHAK egy az itt kozolthéz hasonlo abrara gondolhatott, amely a vég-
telen halmazok kozti vonatkoztatasokat természetszeriilleg csak részben (és.
pedig egy specidlis példanal) érzékiti meg. Szerk.




KONIG GYULA. 17

leniil egymashoz csatlakozé szal kozil az egyik mindig S szal,
a masik pedig 7' szal.

Béarmelyik vonalon legaldbb az eqyik értelemben sohasem
Jutunk végpontba. Ha ugyanis pl. valamely « pontban kezdjiik
meg Utunkat, akkor innen mindenesetre kiindul egy S szil;
rajta eljuthatunk egy y pontba; ebbdl egy T szdl elvezet egy
@ pontba; és igy tovabb.

Azonban az ellenkezé értelmi haladasnal megtorténhetik,
hogy valamely T szilon olyan @ pontba ériink, amely nem az
X' részlethalmazbol valé, vagy hogy valamely S szilon olyan
y pontba ériink, amely nem az V' részlethalmazbol valo. Az
ilyen x, illetve y pontban nem talilunk elvezeté T, illetve
S szalat.

Tehiat a kovetkezoé esetek lehetségesek :

Ta. A vonal egy x pontbol kiindulo S szillal kezdédik és
sehol véget nem ér, sem 6nmagaba vissza nem tér.

Ib. A vonal egy y pontbdl kiindulo 7' szillal kezdédik és
sehol véget nem ér, sem 6nmagaba vissza nem tér.

II. A vonal egymdssal viltakozo S és T szdlaknak mindkét
értelemben hatartalan sorozata.

ITI. A vonal véges szamu szalbol all és zart. Az S és T szalak
valtakozasa miatt a szdlak szama okvetlentil paros.

Most mir X valamennyi pontjat Y valamennyi pontjaval a ké-
vetkez6 modon hozhatjuk kélesonosen egyértelmii vonatkozasba.

Olyan x, ponthoz, amely I a, IF vagy III tipusii vonalon
van, a beléle kiindulo S szdlnak y végpontjat rendeljiik. Ellen-
ben olyan « ponthoz, amely I® tipusi vonalon van, a beldle
kiindulo 7' szalnak y végpontjat rendeljiik.

Az 10j vonatkozast az dbranak karikazott szalai dbrazoljdk.
Ezek végpontjaképpen minden x és y pont szerepel, még pedig
csak egyszer. Tehit az X~ Y aequivalentia igy szemléletes
moédon van megallapitva.

Kénié tudoményos érdemei nem maradtak elismerés nélkiil.

Midén nyugalomba vonult, a kirdly a Pro litteris et artibus
9

b

Matematikai és Fizikai Lapok. XL.
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érdemjelvénnyel tiintette ki, a legnagyobb kitiintetéssel, amely-
ben magyar tudoés vagy miivész az uralkodotol részesiilhetett.

A Magyar Tudomanyos Akadémia 1881-ben levelezé tagjdva,
1889-ben rendes tagga, 1894-ben a IlIl. osztalynak titkarava és
1910-ben igazgatosagi tagga valasztotta. Jutalommal hdarom
munkajat koszoriuzta. Ezek:

A mdsodrendii és két fiiggetlen vdllozét tartalmaezé parcidlis
differencidl-egyenletek elmélele (1884. Bizsin-jutalom).

Analizis, bevezetes « mathematika rendszerébe, 1. kdtet. (1890-i
nagyjutalom.)

Az algebrai mennyiségek dltaldnos elmélelénelk alapvonalai
(1904-i nagyjutalom).

Konic-nek alighanem minden mas kitiintetésnél kedvesebb
emléke lett volna az a parjat ritkité érdeklodés és elismerés,
amellyel a vilag minden részérél osszegyiilt szaktarsai 1904-ben
Heidelbergben a nemzetk6zi matematikai kongresszuson halmaz-
elméleti eléadasat fogadtak, ha 6romének édes kelyhébe nem
keriillt volna egy kesert tiromesepp. Ez az el6adas Konie életé-
ben és a halmazelmélet torténetében fordulopontot jelent. Foglal-
kozzunk tehat tartalmaval, fogadtatasaval és a halmazelmélet tor-
ténetében viselt szerepével.

Az elbadas Cantor-nak azzal az ismételten kimondott sejté-
sével foglalkozott, hogy a kontinuumnak (pl. az egyenesdarab
6sszes pontjaibol &ll6 halmaznak) minden végtelen részlethal-
maza, amely nem megszimlilhatéan végtelen, aequivalens magd-
val a kontinuummal. Mas széval: a megszamlilhatéan végtelen
~halmaz szamossiga utin mint elséd (vagy legkisebb) végtelen
szamossdag utan mdsodiknak (zweite Michtigkeit) a kontinuumé
kovetkezik. :

Kénie mintegy két héttel a kongresszus el6tt olyan halmaz-
elméleti tételt talalt, amelybél — BernsteIN egyik tételét is
felhasznilva — azt kovetkeztette, hogy Canrtor sejtelme nem
igaz, s6t ennél aranytalanul tébbet. Mi volt ez a tébb?

Az egyenesdarab pontjai balrol jobbra menve rendezett hal-
mazt alkotnak. Vagyis, ha az egyenesdarab barmely két pontja
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kozott a balra levét kisebb ranginak — réviden kisebbnelk —
mondjuk a téle jobbra levénél, akkor: valahdnyszor A < B és
B < (, mindannyiszor (mint a kisebb sz6 hasznilata megkivinja)
egyszersmind A < C.

Ha — egészen mas elv szerint — az egyenesdarab pontjai
kozott lehetne olyan rangbeli megkiilonboztetést tenni, hogy
minden részlethalmazban volna egy legkisebb elem, akkor azt
mondanok : az egyenesdarab pontjait sikeriilt jol rendezni.!

Koénie sajat tételébdl és a Bernstein-félébol azt kovetkeztette,
hogy kontinuumot nem lehet jol rendezni (holott masodik sza-
mossagt halmaznal ez lehetséges).

Olyan halmaz létezése, amelyet nem lehet jol rendezni,
annyira meglep6 eredmény volt, hogy Koniec sietett azt a
kongresszuson bemutatni. Izgalmaban és sietségében egyet el-
mulasztott : megvizsgdlni annak a mésik pillérnek hordozo erejét,
amelyre sajat halmazelméleti tételén kivil merész kovetkeztetését
alapitotta, vagyis gondos ellenérzéssel meggy6z6dést szerezni
arrol, hogy Bernstemn csakugyan olyan dltaldnossdgban bizo-
nyitotta be tételét, ahogyan kimondotta s ahogyan Kénie alkal-
mazta.

A felolvasas sikere bamulatos volt. Mar az eléleges érdeklo-
dés is feltiiné volt. A kongresszus masodik szakosztalya sziinetelt,
hogy tagjai az els6 szakosztalyban meghallgathassik Kénic-et.
Az eldaddis utdn olyan vilaghirt felszolalok, mint Cantor és
Hiert, méltattdk a hallottak fontossagat és Konie meggondo-
lasainak mélységét. Kiemelték, hogy az eredmény szinte hihetet-

1 Példaul az

in infinitum,
in infinitum,
in infinitum,

YD) ams Qygy - - -
o1y Qggy  Uggy - - -
a3y (Ogoy Oggy - - -

in infinitum
tablazat elemei jol rendezett halmazt alkotnak, ha minden sor elemeit
kisebbnek mondjuk az alabbi sorok elemeinél, tovabba ugyanazon sor bar-
mely két eleme koziil a bal elemet kisebbnek mondjuk a jobbra levénél.

A forditott megallapodas utin a halmaz nem volna jol rendezett.
9*
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len; de elismerték, hogy az adott pillanatban a bebizonyitashan
kifogasolni valot nem taldlnak.

A kongresszus tagjai masrol alig beszélgettek, mint Konie
el6adasarol. Még Baden orokos nagyhercege is (a kongresszus-
nak diszelnoke) Kieiy Fevix-szel megmagyaraztatta magdnak az
eldadas lényegét.

S mik torténtek a kongresszus utén ?

Cantor nem tudott belenyugodni abba a gondolatba, hogy
a kontinuumra vonatkozo sejtelme megesalta volna. Gyanujat
tréfas szojatékkal igy szokta kifejezni: Ich hege kein Misstrauven
gegen den Konig, nur gegen seinen Minister." Konie-nek a
Berni Alpokbol kiildott képes levelezélapon meg is irta abbeli
meggyo6zédését, hogy BernsteiN tétele nem igaz.

Mire ez a lap Kénic kezéig jutott, mar utban voltak Kénic-
nek sorai, amelyekben Canror-t arrol értesitette, hogy a kon-
gresszus izgalmai utdn maga is nyugodtan ujbol megvizsgélta
BERNSTEIN értekezését s felismerte, hogy BernsTEIN a tételt nem
bizonyitotta be abban az altalanossagban, ahogyan kimondta s
ahogyan Kownie felhaszndlta.

Keseri csalodasiat Kénie megirta HiLBert-nek is. Téle ugyan-
csak Svajcbol a kovetkezo feleletet kapta:

Sehr geehrter Herr College.

Soeben gelangt Ihr Brief in meine Hinde. Wenn ich es auch
schade finde, dass Ihre Bestrebungen im Augenblick den ge-
wiinschten Erfolg nicht gehabt haben, so wiirde ich doch in
Ihrer Stelle mich nicht so griimen, zumal Sie ja Thre Entwick-
lungen durch den Druck noch nicht veréffentlicht haben und
den Irrthum selbst rechtzeitiz erkannten. Uebrigens haben Sie
das Verdienst die Frage vom neuen und zwar auf sehr drama-
tische Art in Fluss gebracht zu haben. Wenigstens haben CANTOR,
Scuénrries und ich, die wir 8 Tage nach Heidelberg in Wengen
(Berner Oberland) zusammenfanden, fast iiber nichts anderes als
das bewusste Problem geredet. Cantor ist bei seiner Meinung ge-
blieben, dass das Continuum von der zweiten Michtigkeit sei;

1 Nem vagyok bizalmatlan a kirily (= Konig) irant, csak minisztere
(= segitGje, BERNSTEIN) irant.
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er behauptete sogar die Unrichtigkeit des Berstrinschen Satzes
erweisen zu konnen. Leider kommt er jetzt wieder in eine so
aufgeregte Zeit, dass man fir seine Gesundheit fiirchten muss.
Das herrliche Wetter, das wir hier in der Schweiz hatten,
werden hoffentlich auch Sie in Norderney genossen haben. Mit
den besten Griissen, die ich insbesondere auch von meiner

Frau hinzufiigen soll, bin ich
Ihr ergebenster Hilbert.

E levél nemcsak Higerr gyengéd tapintatinak és tiszteletre-
mélto targyilagossaganak bizonyitéka, hanem egyszersmind a
jovobe latdsanak szinte profétai megnyilatkozasa.

Valoban csakhamar Koénie el6adasanak igaz magva a beldle
vont talmerész kovetkeztetések nélkiil is igen értékes felfedezés-
nek bizonyult, de még Kéwie tévedése is elébbre vitte a tudo-
manyt, mert fontos 0j kérdést vetett fel.

Kiilonosen ZermeLo német tudosra hatott Konie eldadasa
serkentoleg. O felismerte, hogy azok a helyes meggondolisok,
amelyekbdl Konie kiindult, jelentéktelen dltaldnositassal elve-
zetnek a legmesszebbmend tételig, amelyet eddig szamossagok
Osszehasonlitasara ismeriink.

Tovabba ZerMeLo annak vizsgdlataba is bocsétkozott, vajjon
minden halmaz jol rendezheté-e, avagy esakugyan vannak olyan
halmazok is, amelyeknél ez nem lehetséges? Két értekezése
foglalkozik annak bebizonyitdsaval, hogy minden halmaz jol
rendezhet6. Mélyen szanto fejtegetéseiben azonban olyan alap-
elvekre is tamaszkodott, amelyek nem taldltak dltalinos el-
ismerésre. Kittint, hogy a halmazelmélet némely kérdésének
kielégité megolddsa csak ugy varhatd, hogy gondolkoddsunk
logikai alapjainak megvizsgdlasaba és tisztdzdsaba bocsitkozunk.

Az ebben az irdnyban folyé vizsgalatokban Kénie is kivette
a részét. Hosszi megfontoldsainak végleg lesziirt eredményeit
német munkdjiban fejtette ki: Neue Grundlagen der Logik,
Arithmetik und Mengenlehre.

K6niG szeretett utazni. 1913 tavaszdn is 6rommel beszélt
arrél, hogy piinkosdkor elutazik Szent-Pétervirra és részt vesz
az Association des Académies nemzetkézi kongresszusdn, mint
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a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildottje. Ez az it azonban
elmaradt, mert Kénic 1913 aprilis 8-an hirtelen meghalt.

Kénie-gel esodalatosan éles, minden irant fogékony elme sziint
meg gondolkodni, kulturankért melegen dobbané sziv hagyta
abba liiktetését. Csendes elmélkedéseiben az élet kiizdelmeitdl
tavol esé kérdéseken gondolkozott; de az élettl sohasem zar-
kozott el s mint vezeté és szervezé is kivette részét kulturalis
céljaink megvalositasaban.

Az 6 tanterve és utasitisa szerint folyt évtizedeken it gim-
naziumainkban a matematika tanitdsa. Hosszi idén keresztiil
a minisztérinmban 6 vezette a kereskedelmi iskolak itigyét.
Elnoke volt annak a nemzeti bizottsignak, amely a matematikai
oktatas veformdlasat célzo nemzetk6zi mozgalom tamogatdasara
hazankban szervezve volt.

A mitiegyetem tanari testiiletének és a Magyar Tudomdnyos
Akadémianak tekintélyes tagja volt.

Elén allott mindazoknak a mozgalmaknak, amelyeknek koszon-
jik, hogy a matematika és fizika muvelésére tarsulatunk és
lapunk van.

Nagysagat szépen jellemezte baro Eo6rvos LorAnDp a Mate-
matikai és Fizikai Tarsulat 1913-iki kozgytlésén a kovetkezd
elnoki megnyito beszédben :

«Nagy okunk van a szomorusagra.

(sak egy hét mult el azéta, hogy Konie GyuLiT utolsé pihené
helyére kisértiik s 6rokre blesut mondtunk neki, Tarsulatunk
egyik elnokének, alapitojanak.

Alapito! ez az egy sz0 fejezi ki legteljesebben azt, hogy mi
volt 6 nekiink, nem csupin azért, mert bolcsességével, donté
tandcsaval kezdett6l fogva részt vett Tarsulatunk szervezésében
és fejlesztésében.

Tobbet, szazszorta tébbet tett 6 ennél.

Vilagraszolo tudoményos munkdssdgdval, tanitéi buzgosaga-
val és termékenyité erejével valoban & rakla le az alapot,
melyen hazdnkban a matematikdnak erds vdra épilhetett s Tar-
sulatunk abban életreképessé valt.
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Matematikusaink voltak mar 6 eldtte is, a Bolyaiak vildg-
hirét magyar tudés talszarnyalni nem fogja egyhamar, de csak
az Isten kiilonos kegyének vagy a véletlen szerencséncl tud-
hatjuk be azt, hogy a tudomdny egének e fényes esillagai éppen
nekiink magyaroknak jutottak.

Ma a matematika fejlédése magyar f6ldon mar nem a vélet-
len szerencse dolga. Tudds munkdsok csoportja all a kutatas
mezején, s a munka, melyet az egyik kezd, a masik folytat,
feltarthatatlanul halad elére. Azt, hogy ma nemcsak egyes mate-
matikusainkkal dicsekedhetiink, hanem évrél-évre gyarapodo
matematikai iskolira mutathatunk, Koénie Gyvninak, az alapito
mesternek koszonhetjik. Addig, amig ez az iskola fenndll, amig
e Tarsulat élni fog, rola, a mesterrél, vezérrol és szeretett jo
baratrol megfeledkezni nem fogunk».

Kirschdak Jozsef.

JULIUS KONIG.

(1849—1913.)

Eine fiir weitere Kreise geschriebene Schilderung des Lebenslaufes
und einiger mathematischen Untersuchungen des vor zwanzig Jahren

verstorbenen ungarischen Mathematikers.
J. Kurschak f.



EGY RECIPROCITASKEPLETROL
A MODULFUGGVENYEK ELMELETEBOL.*

LA ul -
t -
log 7o) = T + IOgrrlél (1 —einimt)

figgvény 3(r) > 0 mellett regularis és, a logarithmus egyik meg-
hatarozott fiiggvénydganak megtartdsa utan, a fels6 r-félsikban
egyérték(i. Dedekind, aki az r/r) figgvényt a modulfliiggvények
elméletébe bevezette, a log 4(r) vizsgalatanal ilyenfajta Ossze-
gekhez jutott: %

(1)

ahol h, k relativ prim pozitiv egész szamok. Itt s a kovetke-
z8kben is, valés x-re
(2)

Egyébként a k = 1 esetben az (l)-ben fellépd dsszeg lres; ek-
kor az a képlet az

sth D=0
értelemben veendd.

* Boroszl6i egyetemi tanarok budapesti latogatasa alkalmabol 1929
oktéberében a Pazmany Péter Tudomany-Egyetemen tartott el6adas.

1 Dedekinds Erlauterungen zu Riemanns Fragmenten tber die Grenz-
falle der elliptischen Modulfunktionen, Riemanns Werke (1876), S. 438—447.

2 Dedekind az idézett helyen mas jel6lést haszndl. Az 6 (m, n) jele a

mi frdsmoédunkban 6n.s(m,n). A mi ((®)) jelink DEDEKIND-rél — ~~))*



EGY RECIPROCITASKEPLETROL. 25

Az s(h, k) 6sszegekre DepekinD a J-fiiggvények elméletébél a
figyelemremélto

19s(h, k) + 12s(k, h) = —3+ + +hk 3)

reciprocitasképletet nyerte, amelyben h, k& relativ prim pozitiv
egész szamok. Ez az egyenlet az (1) definicio kovetkeztében
tisztan arithmetikai természetl; egy masik dolgozatombaus a
(3)-at kozvetleniil arithmetikai aton bebizonyitottam. A kovet-
kezékben még egy bizonyitast akarok adni, amely ugyancsak
fiiggetlen a modulfiiggvények elméletétol, de analitikai segéd-
eszkozoket hasznal. Mellékeredményként a (3)-nak egy trigono-
metriai atalakitasat fogom nyerni.

2. A k=1 esetben (3) elemi szamitasokkal azonnal igazol-
haté. Ezért ettél kezdve legyen £k > 2.

Kozelfekvé az ((a:)) fiiggvényre az ismert Fourier-sort alkal-
mazni :
1} sin 2mna i

(@)=—+3 2

n=1

Ezaltal nyerjiik, hogy

S Z Z ! anh,u. @)

A belsé 6sszeg elemi ton kiszamithaté. Legyen

k 9
i 2T (5)

_ Ha & osztdja m-nek, akkor
S,, = 0. (6a)
A t6bbi esetben

2mimp

.sm—s(Zye P (0.

3 Zur Theorie der Modulfunktionen, Journ. f. d. Math., 167 (1932),

S. 312—336. ]
4 Egész « mellett nem érvényes a fenti osszefiiggés, de ezt ilyen eset-

ben nem fogjuk hasznalni.
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Itt k 2n;mu ;; ﬂ; : \¢"
Ui="e I +2(,u~1)e =
u=1 u=

k(U—mWﬂszW—m,

2aim k-1 27imy

=04e ¥ Zw’ Ei=—p

kovetkezéleg f
5 1 ﬂﬂk"
k 4 —e
U= —mm — K eim |2
1—e * 1—et*
és igy
s & 2am
i 2 k k m
Sop = e S . :
S k \ 9 ctg A (6b)
g

A (4), (5), (6) szerint:
1 E: 7mh
S(h, k) = % == tg A

= k-1
183 1 wlh
g w198 F i
E m=0 i=1
Minth
inthogy i sifh L
2 ctg _k— i 07 (8)

azért (7)-re egy DinicaLer-féle 6sszegezési eljaras ® alkalmazhato.

Ugyanis
mk+1—1 ﬂ e
EZMH ZZﬁ+°t s
0 =10
: Ih
SSe

0 m=0 =1

%a Az U-nak ez az értéke azonnal nyerheti a
ko +1 x (*—1)
ol — 1
2 F z—1 @—1)p

azonossagbol. (Fordlt() megjegyzése.)
5 LEJEUNE DIRICHLETS Werke, Bd. L.,

S. 420.
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A belsé osszegben illo (k — 2)-edfoku polynomnak (8) szerint
zérushelye x =1, s ezért irhato

s‘x‘ 2 ctg =(1— 2 Qk), (9)
ahol Q(x) egy (k — 3)-adfokil polynom.6 Ezekutan :
M k-1 1 /h il M
L — mhk ) s
.S_/:ka+l ohe f 2“’ d5p e Bets

m= = 0 m=0

1 (10)

1—x

T (=218 Q) der.

Itt 0 <2 <1 mellett ;
1— -
! 1 i Q(w)‘ <K,

1

K
If 2 Q). m“””"dx’ U G R sy
()

amely utobbi zérushoz konvergal M— co mellett. Eszerint (10)-
ben végrehajthato az M — co hataratmenet :

w k=1
) Z 1 ﬂ'lh f'

\ ————ctg Q(x) dx,
z 1 I

ek % £

amely helyett (7) és (9) szerint irhato:

lh
s(h, k) = f S‘x‘ Lctg lk—— ax.

Részlettortekre bontva

ahol

: nh .
6 Azaz 2<k<3 mellett Q(x) allando, mégpedig Q(z) = ctg % illet6-
leg 0, a k=23, 2 esetek szerint.
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Eszerint:

Tlh
L=rgy g Rl xoo
(8) miatt eltinik a bels6 ©6sszeg A=0 mellett. A A-Osszeget tehat

csupan a A= 1-t6l A= fc—1 értékekig kell kiterjeszteni. Ezzel
nyerjik, hogy

c1 k— 63 ctr -~
\V4

11 fot nr P2 NN

S(h,k)— a-JV \Y exg"’T dx.
g o 1
Legyen _
fc-i vih
"W= 2 Qctg—JTi )
akkor
N K .
TB= 2 _A3I¥’e_i ctg ik r__l_)_h
fc-1 7rlh (12
= - (S:1 r Ctgft

Tehat <A tisztan képzetes, és igy

— 7 HPT) “lh 7

9@ =t ‘22=lsm ft7—ch & 13)
Az s(fc, I igy alakul:
] 12 1flp
s(fi, 1)
1 fc-i 1-9

2fc7T /2T iA) log ) - (14)

= - log 1- e-i).

Itt (1—(- ") a jobbfélsikban fekszik, s a logarithmus Ugy hatéa-
rozandé meg, hogy

m A szdmitasnak kissé mas elrendezésével egyébként
W= -s* ((F*)

adodnék, ahol h* egy olyan egész szam, amelyre h.h*== 1 (mod k).
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|3(log 1 — )| < 5 (14a)

legyen. Ha (14) mindkét oldalin konjugilt komplex értékekre
tériink at, akkor (12) fioyelembevételével:

s(h, k) = ﬁ} 2).log (1—a?). (15)
A (14)-b31 és (15)-b6] kévetkezik
1 k-1 1___91
sthy k) — i lgia(l) log fom o

A logarithmus jele alatt allo szam abszolat értéke 1, ugyanis

) 2aes
i
tehat a logarithmus tisztan képzetes, mégpedig (14a) miatt
15
—7r<i"5(10g T _1)<7r.
E szerint
= Y, x
log oy wt,

(s 1) = Zkkia(l)< Sl

Minthogy (11) és (8) szerint 4(0) =0, azért
k—1 k-1 7Z'l Ic—

Zd(l)—Za(l)_ S‘ctn- Z i
=1 A=

Kavetkezileg
21 "‘11 1
sy ) = 5 S 20)
és (13) szerint

(=t erll
Sl = Qk’ 2 ctg ”— 2 As TR

Az (5) és (6b) szerint azonban a belsé Osszeget mar Kkiszami-

tottuk, tehat végiil

= al
16
s(h, ) = g Sete T otg - (16)
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3. Most mar bebizonyitjuk (3)-at azaltal, hogy levezetjiik a
reciprocitasképletet a (16)-beli trigonometriai 6sszegre. Ebbél a
célbol tekintjiik az

——2;. | m ctg nz ctg Lk{ ctg __nZz dz
integralt, kiterjesztve annak az R derékszogli négyszégnek ol-

dalaira, amelynek ecstcsai
k—e+ Ni, —e+Ni, —e—Ni, k—e— Ni (0<¢<3).

Az integrandus mindharom tényezéjének kozos polusa z=0 az
R belsejében. A masodik tényezének tovabbi polusa nincs az
R-ben. A z =0 polustol eltekintve, a « ctg nz tényezének po-
lusai az R négyszogben

az 1 residuumokkal, a harmadik tényezének pélusai

k% Dk
h, h""’ h ’

)
O

a e g residuumokkal. E szerint

1
T'ﬂctgnzctg——ctgfh—z:
7l k k a7
et O] wlh k%= k wm
CE W R ke

ahol R, a residuum a z=0 pontban. A ctg z Laurent-kifej-
tése igy kezdddik :

ezért

B o I
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1
alapjdn, mint az o egyiitthatoja :

1 h
SR i
Mivel % periodusa a (17) integrandusanak, azért az R négyszog-
nek a képzetes tengellyel parhuzamos oldalaira kiterjesztett
integralrészek elhagyhatok. Marad tehat

3 —éfNi k—&—Ni
f=] +] - 9
R k-&¥Ni —&-Ni
Az N—> oo hataratmenetnél mindkét jobboldali integrail integran-
dusa egyenletesen konvergil egy-egy hatarértékhez. Minthogy

iZ + 6—12

ctgz—te gy

azért az elsé jobboldali integrdlban ctg z— — 4, a masodikban
ctg z— 1. E szerint (17), ha még (18)-at tekintetbe vessziik,
N— o mellett a kiovetkezobe megy at:

' SRR xl ik
‘—E(—i) +E—1,-—thg E tg——+
Tt=1 m mk k® 1 h
B s e 1
azaz
e ol nlh e o O
T e+ 3 e cte—y
1

—i et
Ez a (3) reciprocitasképlet trigonometriai alakban; maga (3)
rogton kovetkezik (20)-bol, (16) segélyével.
Hans Rademacher

(németboél forditotta Rédei Ldszld.)
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UBER EINE REZIPROZITATSFORMEL
AUS DER THEORIE DER MODULFUNKTIONEN.*

In der Theorie der Modulfunktionen treten folgende, zuerst vom
DepekinD 1 betrachteten Summen auf': .
k-1

I pl:l
mit ganzen positiven h, k, (h, k)=1. Hier ist zur Abkiirzung fiir reel-
les, nicht-ganzes x ¢

(@)=2— -~ | @

gesetzt. Fiir die Summen (1) gllt, wie sich aus der Theorie der Modul-
funktionen ergibt, die folgende merkwiirdige Reziprozititsformel

1
le(h,k)+123(k,h)=—3+%+%+m, (3)

[y

fur die ich kiirzlich einen direkten zahlentheoretischen Beweis gegeben
habe.® und die ich hier auf andere Weise, abermals unabhiingig von
der Theorie der Modulfunktionen, beweise.

Aus der bekannten Formel

»

(@) =~ 7:; Z = innx

folgt nach (1)

199 Z Z . anhu : )

Fiir die Summe
S 2# sin -2-—7-”# (5)

S —10 . m =0(mod k)

& 5 il Tm
S,,,_—ycth m == 0 (mod k)

ergibt sich leicht

(6)

* Auszug eines an der Budapester Pazmany Péter Universitat in Okt.
1929 gehaltenen Vortrages, bei Gelegenheit des Budapester Besuches von
Professoren der Breslauer Universitit.
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Dadurch erhilt man

= k-1
gt ‘_‘ il nlh
gl s> D e @
m=0 (=1
Wegen '
k—1

Ih
QT = g

1=1
kann man auf (7) eine DiricELErsche Summationsmethode ® anwenden :

s(h, k) = Z Z [ac"‘"“" ctg l@-dx_

m=0 =10

Je—
1 1 alh
A Lol SR =1 e Aol
_Qnoj‘l—-xl‘zx Ctg A da:

=1
Partialbruchzerlegung und Beriicksichtigung von (8) ergibt
nlh

1 %—1 k=1 ou ctg_.__

s(hy ) =— o 122 s

mit
2mi
— e"k
Die Summe F
N\ alh
J(l):zg“ Ctg—k— (11)
=1
ist rein imaginér, d. h.
k-1
o(d) = zz sin 3—’%1 otg “T"‘ (12)
-1
Die Ausrechnung von s(h, k) ergibt nun
k=1
1
S e ‘A log (1 — p* 15)
s(h, k) 5 c(4) log 1 — 7% (
i=1
mit i
IS(log (1— g"l))] <= 5 (14a)

Nimmt man in (15) auf beiden Seiten den Realteil, so erhdlt man

k—1 k—1
el N l_”(_?i e _@Z
s(h, k) = %Za(z) e 1) =5 > 2.

A=1 =1
Matematikai és Fizikai Lapok. XL 3
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Durch Eintragung von (11) und Beniitzung von (6) folgt schliesslich !

wl :
(h, kY= i Z(t g7 (16)

Nun werde das Integral betrachtet
V4 nhz

. T
le.f 7 ctg 7z ctg 3% ctg A dz,

das um das Rechteck R mit den Ecken k—e-+ Ni, —e+ Ni, —=—Ni,

k—e—Ni im positiven Sinne erstreckt; es sei 0<<es<< W Das Resi-

duum des Integranden fiir z =0 ist

PR e (18)

Sonst hat der Integrand noch Pole erster Ordnung in
VA e e | :

g & a5 2% (h—1)F
S R T h
Daher ergibt die Residuenrechnung'

und

=1

Bei der direkten Berechnung von J heben sich die Integrale lings den
Parallelen zur imagineren Axe weg. Auf den beiden horizontalen Strecken
konvergiert der Integrand gleichmiissig je gegen einen Limes bei N— oo,
sodass sich

o ko e
J=——(—if+—*=—Fk
21 (—*+ %"
ergibt. Aus dieser Gleichung zusammen mit (17) und (18) erhilt man
schliesslich

k—1
1 amk
t d g t =
FOE e °k+h20t e
it ot , (20)
Ll bk
T o Y MESL I o Y
Dies ist die zu beweisende Reziprozititsformel in tngonometnscher Form.
Aus ihr folgt (3) mlt Hife von (16),

Hans Rademacher.



MEGJEGYZES H. RADEMACHER UR MEGELOZO
DOLGOZATAHOZ.

Legyen k pozitiv egész szam, » racionalis egész szam.
EisENsTEIN? szerint '

3 k—1
n n 1 1 . 2mrm rT :
[T] . P E sin —— etg —— 1)
*—1

hacsak 7 nem oszthato k-val.
Bebizonyitom a kovetkezot :

k—1 7 {
A Ral et Rgeie 8 g
[k]—k 2+2k+k21_9r’ @)

ahol ¢ primitiv k-adik egységgydk; ez a (2) érvényes akkor is,
ha n oszthato k-val.®

A (2)-nek elénye az (1)-gyel szemben nemesak az, hogy (2) abban
az esetben is érvényes, ha n oszthato k-val, hanem az is, hogy‘
bizonyos esetekben a (2) konnyebben kezelhet6; a (2) arithme-

tikai eléallitasa [%] -nak, amely korilmény ugyancsak elényos

lehet. i
Az (1)-b6l konnyen nyerheté a (2)3 megls a (Q) kepletet
inkabb kézvetleniil vezetem le:

1 Aufgaben und Lehrsitze, Journ. f. d. Math., 27 (1844), 281. l
2 Fenti (2)-t mar régebben bebizonyitottam a doktori dolgozatombau
ez azonban nyomtatasban nem jelent meg.
3 Természetesen forditva is, a (2)-bél nyerheto az (1). Ennek ]Obb-
oldala — itt jegyzem meg — mindig (akkor 15, ha n oszthat() k-val)

s

3%
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Minden £-hoz meghatarozhato (egyetlen) x,, ;. .., Zx—1 szam-
sorozat, amellyel

2 -Eee

Ugyanis a periodicitds miatt (3) korldtlanul érvényes, hacsak
érvényes az n = 0,1,..., k—1 esetekre, azaz ha fennall

n k—1
S — Zoac,g_m (n=0,1,... k—1). (4)
e

Ennek az egyenletrendszernek van egyetlen megolddsa, mert az
6 determindnsa — az 1,074, 07%,..., o0~ *~1 elemek VANDERMONDE-
féle determininsa — zérustol kilénbo6zé. A (4)-et o*"-nel szo-
rozva (s=0, 1,..., k — 1) és m-re 6sszegezve:

1'&—1 k—1 k—1
— N =23 Xaetn, (5)
k n=0 n=0 r=0

A jobboldal kxs; ha s =0, akkor a baloldal ——%—l , mig
ugyancsak a baloldal s =1, 2,..., £k — 1 mellett

L L e x(xk—1) _ :
nZ:]Onx = e 10— (x=+1) (6)
azonossag szerint 1_103 - Az (5)-bdl tehat
e k—1 ;i o i __._1 (s=1,2 k—1)
0 — ok = T —¢ - ROt

amivel (3) szerint (2)-t bebizonyitottam.
X

Alkalmazds. H. RADEMACHER TUr a megel6z6 lapokon kézélt dol-
gozata® 2. pontjaban (25—29. lapok) bebizonyitja az [«| Fourier-
kifejtése alapjan egy Diricuner-féle Gsszegezési eljardssal a

* Egy reciprocitasképletrél a modulfiiggvények elméletébl. Ez a kétet,
24—31. lapok. :
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k—1 k—1
Eifniyy 2 1 alh nl
2'=17((k))—@‘21_1 e Wk L

képletet, amelyben valos a-re
(@)= 2 — [x] — 2 8)

és h, k relativ prim pozitiv egész szamok. Jelentékenyen egy-
szertiibbé valik a bizonyitis a megel6z6 (2) alapjan:
A (7) baloldala (8) és (2) szerint

k—1 k—1
S‘—l—( 1 *17 o~ h )_
— I ok k 1—p/
=1 r=1
S N,
Lo £ Erps —rhi
% P i@ Z}"’
Az utolsé 6sszeg (6) szerint _m s ezért az egész jobb-
oldal
k—1
k—1 1 1
e +7_Zl fa(i=gry
ket Sela i
k—1 1 ¥ 0 202
T +7Z RIS O
ik el ) s [

Az itt szereplé (utolso) oOsszeg valos szam 1évén, annak o
summandusa helyettesithet6 R(a)-val; minthogy ¢ nevezdje valos,

azért a o =r¢ " helyettesités utin

L 0 R NP 3
LOST COS —Z’I— -+ sin A A
R(o) = T
e
4 sin — sin ——

k k
1 i z’zzz)
=I(1+ctg—k— ctg D &

s ezzel a (7) bizonyitasa megtortéent.
Réder Ldszlo.
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BEMERKUNG ZUR VORSTEHENDEN ARBEIT
DES HERRN H. RADEMACHER.

In der vorstehenden Arbeit «Uber eine Reziprozititsformel aus der
Theorie der Modulfunktionen» (S.32—34) hat Herr H. Rapemacuer fiir
einen einfachen zahlentheoretischen Ausdruck mit Hilfe einer Diricarer-
schen Integrationsmethode eine trigonometrische Formel (S. 34, (16))
hergeleitet. Dies ergibt sich leicht auf elementarem Wege, wie folgt.

Ist k& eine beliebige positive ganze Zahl und ¢ eine primitive k-te
Einheitswurzel, so lassen sich die Koeffizienten ag, ay,. . ., ax—1 leicht
so bestimmen, dass fiir jedes ganz rationales n die Gleichung

[_Z—] _:% = @y + @07 { 0™ 1o a0 I

bestehe. Dann ergibt sich die Formel

—1

n|_n 1 1 1 o ‘
e Py @

r=1

(Dies (2) folgt ebenso leicht aus einer Eisenstemschen ! trigonometrischen

Formel fiir [% , welche doch nur die Fille umfasst, wo 7 nicht durch

k teilbar ist.)

Wenn man in (2)
((;L)): z—[x) —3

einfiihrt, » dulch hp ersetzt und (2) mit —Z— multipliziert, - endlich fiir

p£=0,1,..., k—1 summiert, und gleichzeitig die Identitit

k—1

e |
Z"‘” S E T sttt

n=1

in Riicksicht nimmt, dann ergibt sich leicht :

k—1
;%((%\,)z— N kz (1—9»)(1_ =k

‘wenn nur higanz rational, (h, k)=1 ist. Der Ietzte Summand ist
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>

2

r
B

0 (4

i 7

wl

s, -
2

(e 7—02)(9' —0 %)

da die Summe reell ist, kann der Imaginiirteil des Summanden weg-
27i

geschafft werden, und so ergibt sich mit g=e* nach leichter

=

‘|

1

Rechnung : 4l
NI L 1 XV h
(b _ 1 NV i rha
Zk((k))—uc s B
=1 =1

"
Dies ist die oben erwihnte Formel von Herrn H. RADEMACHER.

Ladislaus Rédes.



A HARMONIKUS ANALIZIS, AZ INTERPOLACIO ES A
MECHANIKUS QUADRATURA ELMELETEBEN FELLEPO
VEGTELEN SOROZATOKROL.!

1. Bevezetés. El6adasom cimében jelzett hairom mathematikai
elmélet mindegyike annyira terjedelmes, hogy, természetesen,
leheletlen egyetlen el6adas keretében az idevagoé oOsszes kuta-
tasokat vazolnom. Igy hat mindegyik elméletnek csak egy ré-
szére fogok szoritkozni. Azok a kutatasok, amelyeket most szem,
el6tt tartok, és amelyeket, azt hiszem, sikeriilni fog ondk elé
tirnom, tilnyomoé részben a huszadik szazadban keletkeztek.
Azonban az elméletek e részeiben is korunk annyi kivalo
mathematikusa munkalkodott, hogy az eredményeknek jelenté-
keny komplexuma dllott el6. Igy hit e szikebb teriiletrdl is
csak néhany eredményt fogok kivalasztani, azonban mindig
olyanokat, amelyek jellegzetesek és tovdbbi kutatisok szamdra
kiindulopontul szolgéltak.

Igyekezni fogok tehdt énéknek ez uralkodé jellegzetes ered-
ményekrél sttekintést adni, amit olyan modon vélek legjobban
elérni, hogy lehetéleg élesen kiemelem azt az egyetlen alap-
gondolatot, amely 6ket mind 6sszefiizi. Ha el6addsommal sike-
rilt elérnem, hogy a kutatdsoknak ez az egész komplexuma 6nék
el6tt kevésbbé szétesének latszik, célomat elértem.

2. Fourier-sor. Fejtegetésemet a Fourier-féle sorral kezdem.

1 El6adas, melyet a szerzé 1933 junius 21-én a chicagoi kiallitison
tartott az «American Mathematical Societys és az «American Association
for the Advancement of Science» A-osztalya el6tt, ez ntobbi egyesiilet és a
vilagkiallitas vezetdségzének meghivasara.
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Ha f(t) a ¢ valos valtozo valés és integralhaté, 2z szerint sza-
kaszos fiiggvényét jeloli, akkor az

2n
1
t =35 f fdt,
0

s |
e ?J f(@) cos nt dt, (1)

(n=1, 2, 3,...)

2n
by — %fﬂt) sin 7t di
0

allandokat nevezziik az f(?) figgvény Fourier-féle dllandéinak, az

a,+ a, cos x + b, sin &+ ---
J = 4 2
+ a, cos nx + by, sin nx + --- =X (4, cos nx + b, sin m;)( )
n=0
végtelen sort pedig az [(t) fuggvény Fourier-féle soranak. K sor
€ls6 n+1 tagjanak Gsszege nyilvan

Si)— 6)17_ ff(t){‘l + 2 cos tcosx+ 2sintsin x+ ---
. <t S

(3)
~+ 2 cos 1t cos nx + 2 sin nt sin nx) dt.
Legtobbszor célszeri azonban figyelembe venni, miszerint
1+ 2costcosz+ 2sin tsinx +---
sin 20+ 1) t;"‘
—+ 2 cos nt cos nx - 2 sin nt sin nae = e :

sin —5—
tigyhogy a Fourier-sor G. n. n-indexti részletdsszege szamara,
az x helyen, a kévetkezd DiricuLer-féle képletet kapjuk :

I—x
1 2z sin (2n 4+ 1) —5—
Spler) =— —Q;f f@ s dt. (4)
0

i
sin —5

4
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Marmost alkossuk meg az $,(x), s,(x),..., S,(x) részletésszegek
szdmtani kozepét S,(r)-et:

so(w) a0 31("1") R sn(x)
n+1 . )

Su(x) =

Minthogy nyilvan

L) —

n—H Q,,ff(t) {m+ 1)+ n.2 cos t cos x + ¥

+n.2sin t sin ¢ +---+ 1.2 cos nt cos nxr +
+ 1.2 sin nt sin nx} dt,

tehat az
(n+1)+n.2 costcosxe+n.2sintsinx+---
L —x

sin (n + 1) —5— "(7)

—+ 1.2 cos nt cos nxe + 1.2 sin nt sin nr =
sin ———

2
azonossaghol kovetkezik, hogy

27 s1n(n+l)
Sule) = g (n+ - f f(t)( —— | ®

sin
2

n=0,1,2,....).

Ha valamely szamkéz minden x értékének megfelel egy [
érték, ugy f-et az x fiiggvényének mondjuk. Ha egy fiiggvény-
halmaz minden [ fiiggvényének egy A érték felel meg, akkor
azt mondjuk, hogy az A értéket az f-bdl fiiggvényoperacié
(roviden operdcid) atjan kapjuk.

Ha tehat az x-et rogzitve gondoljuk, és ennek megfeleléen
su(x) és S,(x) helyett s,-t, illetéleg S,-t irunk, akkor nyilvan-
valo, hogy gy a s,, mint a S, az f()-bél egy-egy opericié utjan
keletkezik :

$n = snlf], (©)]
Sn=8,[f1. . (10)

Mindkét operécié kozénséges linearis fiiggvényoperacid. Azon-
ban lényeges kiilonbség kozottik az, hogy a S,[f] opericio
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pozitiv, mig a klasszikus s,[f] opericio e tulajdonsaggal nem
bir. Valamely A[f] operdciit pozitivnak mondunk, ha mindig
Alf] = 0, valahdnyszor f(t) = 0 érvényes az értelmezési-szamkiz
minden t értekere. ;

Ezt az eredményt 1900-ban kozoltem. Figyelemremélto, hogy
a klasszikus indefinit s,[f] operdciobol a definit S,[f] opericio
konnyt véltoztatissal és minden hatdratmeneti mivelet nélkiil
szarmaztathaté. E két tipust linedris fiiggvényoperdcio kozotti
lényeges ellentét itt kiillonosen élesen mutatkozott, tgyhogy ez
idétél fogva e jelentés megkiilonboztetés mélyebben meggyo-
keresedett.

Az S,[f] szamtani-k6zép operaciora vonatkozolag annyit
publikdltak, kiilénb6z6 természetii finomitdast, altaldnositast,
toviabba alkalmazdst, hogy, tekintettel ez eléadiasom tervére,
sajnos, teljesen mell6zném kell ezek emlitését. Igy hat hall-
gatnom kell a vizsgalatok egész témegérdl, amelyhez magam is
tobbszér hozzajarultam, és amelyet mds mathematikusok mély
dolgozatok hosszi sorozataval gazdagitottak.

3. A Fourier-sorra vonatkozd toviabbi megjeqyzések. Tovabh-
haladok, a Fourier-sorok koérében maradvan. Amint lényegében
lattuk is mar, az S,[f] opericio pozitivitisa kozvetleniil kovet-
kezik abbol az egyszert ténybdél, hogy az

142 cos 0+ 2cos 20 +-:-+ 2 cos nf +..- . (11)

sor részletosszegeinek kozonséges szamtani kdzepei mind nem-
negativok, a @ mmden valos ertekere Ujabban észrevettem,
hogy a

0 + sin @ + 2 sin 20 + 3 sin 34 +---—+— nsinnf-+--- (12)
sor Sp(0) = s,/(0) részletosszegeinek Sy (6) harmadrendi szamtani
(kozepel mind pozitivok, ha 0 < @ < 7 (természetesen S(‘,s’(ﬂ) =0
kivételével). A (12) alatti sor zérusod-, elsé- és masodrendi kéze-
‘peire a pozitivitdis nem all f6nn. Tovabba eszrevettem — és ez
gy latszik mélyebben fekszik — ' hogy "a v

Sl 3 e A0 B sl L o (13)
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sor esetében mar a részletosszegek masodrendd szamtani ko-
zepei mind nemnegativok, ha 0 < 6 < z. (Ehhez még szabato-
sabb megallapitasokat is fzhetnék). A (13) alatti sor zérusod-,
illetéleg elsérendii szamtani kozepeire azonban a pozitivitas
nem all fonn.

Mirmost a (12) és (13) alatti sorok e tulajdonsagainak ismét
megfelelnek, bizonyos értelemben, pozitiv linedris [uggveny-
operdciok, és pedig az f(x) fiiggvény Fourier-féle tiszta sinus-
soraval vagy tiszta cosinussoraval kapcsolatban. Am ez operi-
ciokat itt nem irom fel, és nem is foglalkozom pozitivitasuk
szamos érdekes kovetkezményével.

Minthogy azonban itt egy egészen 4j iranyu kutatdssal allunk
szemben, legyen szabad mégis egyellen jellemzé eredményt f6l-
emlitenem. /

Legyen az f(x) fiiggvény a 0 <x < =m kozben pozitiv és,
folilr6l nézve, konvex (vagy legalabb is nem-konkdv). Hogy
kiilonosen érdekes specidlis eset legyen el6ttiink, folteszem
tovabba még, hogy az y = f(x) gorbe az
T
£ D
szimmétria-tulajdonsaggal bir. Az f(x) fiiggvény Fourier-féle
sinussora a kovetkezo alaku:

[r —z) =Tl U=t =

f(@) ~ by sinx + bysin 3z +---+ b,, ,sin Qv—1)z +---, (14)
ahol

0

Mar most a (13) alatti sorra elézéleg adott megallapitasbol
kozvetetlenil folyik a kovetkezé tétel: az f(x) figgveény (14)
alatti Fourier-féle sinussora részletosszegeinek masodrendii
szamtani koézepei mind pozitivok és, foliilrél nézve, konvexek
az egész 0 <x <m szamkézben. Ellenben a zérusod- és elsé-
rendd kézepek altalanossigban nem konvexek az egész 0<z<r
ko6zben. :
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A mellékelt dbral ezt a tételt illusztralja, éspedig a képzel-
het6 legegyszer(ibb esetben: amikor f(x) alland6 a 0< x < n
kdzben (és igy y = f{x) folulr6l nemkonkav). Az

f{x) = —, ©0<x<iji) (16)
FouRIiER-féle sinussora

1) = _FI' 0 4 smlc Aﬂnzz_uc ﬂng?,_x N

(17)

Asin dic sin hx
4 5
Az é4bra fels6 gorbéje e (17) alatti sinussor 12-index( részlet-
0sszegét, vagyis a
) V  sin (&/-!l)«;

°»

Osszeget abrazolja. A kozépsé gorbe a (17) alatti sor 12-indexd
els6rendli szamtani kozepét, vagyis 57 (x)-ot, az als6 gorbe
pedig e sor 12-index(i masodrend(i CESARO-féle kdzepét, vagyis
S'H (ic)-et abrazolja. Az S(™X), S™(x) érdekes gorbéket meg-

1 Ezt az abrat rais. lvan tanarjelolt Ur szives faradozdsanak koszon-
hetem.
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talalhatjuk H. S. CarsLawnak a Fourier-sorrdl irt kényvében,
¢éspedig a hires Gisps-féle jelenséggel kapcsolatban, amely az
sp(z) = Si(x) részletosszeg esetében féllép, mig az S)P(x) elsé-
rendii szamtani k6zép esetében eltiinik. Ha mar most e harom
gérbét a konvexitds-konkavitds szempontjiabol vizsgaljuk, gy
azt taldljuk, hogy az Si9 (@), Si,(x) gorbék mindegyike vilta-
kozéan konvex és konkdv ivekb6l van 6sszerakva. Ezzel szem-
ben az uj Sy (x) gorbe, az alsé gorbe, amely a (17) alatti sor
12-indexti masodrendi CrsAro-féle kozepét abrazolja, folilrél
nézve konvex az egész 0 < x < m kozben.

Az elébbi altalanos tétel Gj szempontbél mutatja be a
Fourier-sorndl az ismételt kozépképezés «kiegyenlité hatasaty.
E megfontoldsokat azzal zarom le, hogy f6lemlitem, miszerint
az ismételt kozépképezés nevezetesjeredményhez vezet a hat-
vanysor esetében is. Ha

w = f(2) = ¢, + €42 + €o2® +++-+ Cn2" - (18)

valamely hatvinysor, amely a |z|<1 koérben reguliris és
«egyrétiin (vagyis az egységkor két kulonbozé belsé helyén
nem veszi 61 soha ugyanazt az értéket), akkor e sor

‘S;EO)(Z) = s"(z) =Gy + CIZ +’+ ann’ (n=0,1, 2,3,...), (19)

részletosszegei altaldnossaghan nem birnak ugyanezzel a tulaj-
donsaggal (nem egyrétiek |z|<< 1-re). De igenis egyrétiek a
(18) alatti hatvénysor részletosszegeinek S;(2), S)(z) masod-
rendi ¢és harmadrendi szamtani kozepei, foltéve, hogy a
¢y + €42 + ¢32* +--- hatvanysor az egyrétiek Osszességének egy
specialis, de azért nevezetes alosztalyahoz tartozik.

4. Laprace-sor. SP[f] = s,[f]-fel jelolvén egy az egységgombon
integralhato f(6, ¢) fiiggvény Laprace-féle soranak n-indexdi rész-
letosszegét, ismeretes, hogy az egységgomb valamely rogzitett
(6, ¢) pontjan vett S;’[f] linedris operacio indefinit. Ugyanesak
indefinit az S,’(f] operdcio, amely a Laprace-sor részletosszegei-
nek elsérendii szamtani kozepét adja. Viszont az Si’[f] operaeio
pozitiv. TS
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Ezt az eredményt 1908-ban taldltam. Ma ezt a kovetkezo-
képpen is tudom bizonyitani. Nyilvanvalo, hogy csak azt kell
kimutatnom, miszerint a

P,(cos 6) + 3P,(cos 0) +

+ 5Py(cos ) +---+ (2n + 1) Py(cos 6) +- - ik

sor mésodrendi kozepei mind pozitivok, ha 0 <8 < 7w Ez
azonban egy csapasra kovetkezik a  Py(cos ) Lecenpre-féle
polinomra érvényes :
sin (2n +1)7t

[2(cos § — cos 1)]'2 i

P,(cos ) =

MenLer-féle formulibol, mivelhogy, mint éppen az imént jelez-
tem, a

=~

sin%+33ill3é+5sin5§+...
" (22)
+ @n+1)sin(2n+1) 5 +--

sor masodrendii kézepei mind pozitivok, ha 0 <t < 7.

Nem terjeszkedem ki'tovabb a Fourier- és Laprace-féle sorok
korébe tartozo pozitiv operaciokra. Mégis megemlitek két fontos
idevigo operaciot, amelyeket Dununam Jackson talalt. Mindketté
szorosan kapesolodik az elsé itt targyalt pozitiv linearis ope-
raciohoz, ahhoz, amely a Fourier-sor elsérendii szamtani koze-
pét szolgaltatja, és amelyben tehdat a (sin n#/sin #)* «mag» sze-
repel. Jackson elsé opericioja trigonometrikus tébbtagtiakkal
valé kozelitést ad oly fiiggvények szdmdra, amelyek bizonyos
megszoritdsnak vannak aldvetve. Masodik opericioja tetszéleges
folytonos fiiggvényhez ad trigonometrikus kozelitést; trigono-
metrikus interpolacion alapszik és szorosan osszefiigg azokkal
az operaciokkal, amelyeknek tdrgyaldsara most attérek.

5. Interpoldcid. Eléadisom e részében interpolicioval fog-
lalkozom, és nevezetesen roviden meg akarom mutatni, hogy
miképpen lehet hasznositani a pozitiv linedris fiiggvényoperacio
fogalmat az interpolicio elméletében.
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Ha 2, @,,..., Tn tetszoleges, n egymastol kiilénb6zé szimot
jelent, akkor Lacrance interpolacios képlete:

L) = y,1,(x) + Yalo(®) + -+ Ynln(). (23)

Ez a formula azt a legfeljebb (n — 1)-edfoku racionalis egész
fiiggvényt szolgaltatja, amely az %, &,,..., Zn helyeken rendre
a tetszélegesen megadott ¥, Y,..., Yn értékeket veszi fel. Itt

w(x)

e 24
w'(xy) (r — TK) i

() =

ahol
ox)=Cx—x)(x—2,)...(x —2,), (C+0. (25)

Rendszerint y,, ¥.... y» valamely adott y = f(x) gérbe or-
dinatai, az abszcissza x=x,, &,.... Ln értékeire; vagyis y,=f(x,),
Yo =1 (), ..., Yn=[(xy). Ebben az értelemben tehdt a klasszikus
Laeranee-féle interpolaciés formula, ha x-et rogzitve gondoljuk,
egy L[f] linearis fiiggvényoperaciot értelmez. Ez az operacio
azonban — bdrhogyan valasztjuk is az @, Z,,... &, abszcisszd-
kat (n = 2) — sohasem pozitiv (ha a rogzitett = érték kiilon-
bozik ‘x,, %, 5. aq-tol). Weyanisssazisl () ils (o) S li(a) S ipy-
nevezett Lacrance-féle interpolicios alappolinomok mindegyike
(n—1)-szer valtja elgjelét.

Vizsgaljuk meg mar most ebb6l a szempontbol a legegysze-
ribb tgynevezett Hermire-féle interpoldcios formulat :

n n

X(x) =k§1ykhk @)+ él?/;cl)k(x)- (26)
Ez azt a legfeljebb (2n —1)-edfoka racionalis egészfiiggvényt
szolgaltatja, amelynek értéke az x,, «,.... Z, helyeken rendre
Yy> Yor--- Yn- €s melynek derivdltja e helyeken rendre az
Y1 Yos- -+ Yn €rtékeket veszi fel. Itt hy(x), hy®),... hu(x) a (26)
alatti Herwite-féle interpolacio agynevezett «elséfaju alap-
fliggyényei» :

hi () = ( 1" —= M (x L xk)) (lk(x))’, (k=1,2,...,n), (27)

o' ()
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és b(@), hy(@), ... bu(x) ez interpolacio «masodfaji alapfigg-
vényei» :

be(@) = (& — x2) (he(@))®,  *=t2...nm.  (28)
Itt w(x) és li(x) ugyanazt jelentik, mint elébb.

Ha mdr most csak egy tekintetet vetiink a hx(x) és bu(x)
Hermite-féle alapfiiggvényekre, tistént latjuk, hogy ezek, szem-
ben a Lacrance-féle I,(x) alapfiiggvényekkel, hogy tigy mondjam,
bizonyos tendenciat mutatnak a pozitivitisra. E megallapitast
szabatosabban fogalmazom meg.

A bilx) alapfiiggvény egyenld az lL(x) (n—1)-edfokit polinom
négyzetével, szorozva ezt a

wi(x) = x — 2, (29)

linearis fiiggvénnyel. K szerint hx(x) pontosan egyszer valtja elé-
jelét, éspedig az «; interpolacios-helyen.
A h(x) alapfiiggvény egyenlé [(x) négyzetével, szorozva ezt a

w”(xk)
o' (x)

M) =1 — (x — xx) (30)

linearis fiiggvénnyel. E szerint hi(x) is csak egyszer tudja val-
toztatni elgjelét, a vi(x) linedris figgvény X, zérushelyén:

o' (@) ;
Xy = + —— co A h (31)
(Xx mindig killonbozik a aj-tol, mert vp(z;) =1). Ha az
s Bl 2y (32)

interpolacios pontok adva vannak, akkor a

T T (33)

pontok egyértelmiileg vannak meghatarozva. A X pontot a
interpolaciés pont konjugdlijanak nevezem.

Mar most fekiidjenek ezentll az «,, «,;... &n interpoldcids
pontok a —1<x<1 szamkoézben és x is legyen mindig erre a
kozre korlatozva. Az elézék alapjan mondhatjuk :

Az elséfaji Hermite-féle alappolinomok akkor és csak akkor
nemnegativol az egés: —1<x <1 interpoldcids kézben, ha az

Matematikai és Fizikai Lapok. XL. 4
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X, X,,... X, konjugdlt pontok mind a —1<x<1 mterpola-—
cios kozon kil fekszenek. oot
Ha mdr most tekintjikk a

H(x) :k’;*[(a:k) hu(a) (34)

fiiggvényoperaciot, amelynek jelentése nyilvanvalo, akkor vele
kapesolatban a kovetkezot mondhatjuk :

A (34) alatti linedris fiigguényoperdcid pozitivitdsdra szik-
séges és elegendd, hogy a —1 <x <1 koz konjugdlt ponttil
mentes legyen. (A (34) alatti formuldban x a —1 <x <1
szamkoz eqy tetszdleges, de rogzitett helyét jelenti.)

Bizonyos linedris fiiggvényoperdcio (a (34) alatti) pozitivitasa-
nak kovetelése tehat arra vezetett benniinket, hogy a —1<x<1
szamkoz Gsszes n pontbol allo xy, «,,... x, pontrendszereit két
osztdlyba osszuk. Az elsé osztialyba tartoznak mindama x,, @,.,... 2y,
pontrendszerek, amelyeknek X, X,.... X, konjugalt pontjai mind
kiesnek a —1<<x<1 kozbél; a.masodik osztalyba tartoznak az
Osszes tobbi pontrendszerek.

Ez osztalyozas, megkiilonboztetés, mely -egy operaciéo pozi-
tivitdsanak kovetelésébdl eredt, azért fontos, mert azok az
Xy, Xgy... &n pontrendszerek, amelyek interpolaciondl hasznila-
tosak és matematikailag a legérdekesebbek, majdnem mind a mi
els6 osztalyunkhoz tartoznak. o ikripag SR

Legyenek példiul z,, z,,... 2, az ugynevezett Lsnmsnv—fele
abszcisszdak, melyek oly sokfélekép szarmaztathatok. Ezeket tigy
kapjuk meg, hogy az x-tengelynek —1-t61 +1-ig terjedsé’ da-
rabja folé, mint dtmérd folé, félkort irunk, e félkért n egyenld
ivre osztjuk, és ez egyenlé ivrészek felezGpontjait merdlegesen
az x-tengelyre vetitjik. '

Ebben a specialis esetben kénnyd belatni, hogy Xi = 1/-74:.
vagyis hogy az ) interpolaciés pont konjugalt X; pontja nem
mas, mint az ;. konjugalt harmonikus péarja, ha —1 és +1
az alappontok. Minthogy az «,, @,,... 2, pontok harmonikus
konjugidltjai természetesen a (—1, +1) kézén kiviil fekszenek,
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tehat a CseBisev-féle x,, @,.... x,, pontrendszer valoban a mi
elsé osztalyunkhoz tartozik.

Mésodik példanak valasztjuk azt a pontrendszert, amelyet
Gavuss vezetett be a parabolikus interpoldeié utjin valé mecha-
nikus quadratirarol szolo hires értekezésében. Most az 2, 2,,. .. 2,
interpolacios pontok gyokei a

Px)=0 (39)

egyenletnek, ahol P,(x) jelenti az n-indexti Lrcenpre-féle poli-
nomot. Kénnyi megmutatni, hogy ebben az esetben

Ly + l/xk
TR

]

_\' e =

vagyis hogy most a konjugalt X, pont a x; interpoldciés pont-
tol a konjugalt harmonikus pontig terjedé tavolsag felezépontja-
ban van. Amde valamely pont és harmonikus parja kézotti ta-
volsdg felezépontja mindig az alappontok kozén kivil fekszik.
E szerint a Lecenpre-Gavss-pontrendszer is a mi elsé oszta-
lyunkhoz tartozik.

Altalénosabban, a

Jiles Gx)i—=0 (36)

‘

egyenlet x,, x,,... x, gyokrendszere az elsé osztdlyhoz tartozik,
ahol J,(a, 3, ) jeloli az m-indexd Jacosi-féle polinomot, fo6l-
téve, hogy az a, f parameterek eleget tesznek a 0 <a <,
0 < f <% egyenlitlenségeknek. Ha o =@ =1, akkor a gyék-
rendszer a Gauss-féle, ha a = 8 = I, akkor a Csesisev-féle. Fol-
hivom a figyelmet egy harmadik, igen érdekes specidlis esetre:
a = 3= 0. Ebben az esetben az interpolaciés pontok: —1 és
+1, tovabba a Py_i(x) = 0 egyenlet n — 2 gyoke; itt Pp_4(x)
az (n —1)-indexii Lecenpre-féle polinomot jeldli.

Mér most valamely fiiggvényhez tartozo végtelen LaGrance-
féle, vagy Hermire-féle interpolicié-sorozatra, féltéve, hogy a
pontrendszerek mind az elsé osztalyhoz tartoznak, igen altala-

nos és meglepéen egyszertien bizonyithato tételek dllapithatok
4%
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meg. Amde nem terjeszkedhetem ki tovabb erre az érdekes
targyra, attérek harmadik és utolso thémamra — parabolikus
interpoldci6 Utjan vald mechanikus quadratirara.

6. Mechanikus quadratira. Legyen f(x) korlatos és RieMaNN-
szerint integralhato a —1<x <1 kozben. Ha x,, x,,... &, ujra
a —l=x=<1 kéz n egymastol kiilonb6zé pontjit jelenti, akkor

Lw) = 3 f@ (@ (37)

a megfelel6 LacraneE-parabola, és a

() = _,{: Lx)dxz = kglf(xk)? jl by () da (38)

integralt nevezziik a megfelelé mechanikus quadratira-értek-
nek. A

1 i1 +1
A = [lm)da, A, = | Alryait, ., dn—"fl{)dac " (39}
k' ) 3

faktorokat, vagyis a Lacranee-féle alapfiiggvényeknek a quadra-
tara kozére kiterjesztett integrdljait, és amelyek nyilvan csak
az Ly, Ly, ... 2y abszcisszaktol fiiggnek, nevezem Cotes-féle szé—
moknak. Viligos, hogy a

Q= 0[f] =kﬁ;lx,cf'(xk) (40)

quadratira-képlet szintén linedris fiiggvény-operaciot reprezental,
amely, ezt mindjart megjegyzem, altalanossdgban indefinit, vagyis
a Ay Ay, ... Ay Cotes-féle szamok kozott pozitivok és negativok
is vannak. Ez érvényes példiul akkor, ha az z,, #,,... 2, pon—
tok a (—1, +1) koézt » egyenlé részre osztjak, az n végtelen
sok értékére. Ebben az osszefiiggésben idézem USPENSKY és
Povya fontos kutatdsait, és folemlitem, hogy az utobbi ered-
ményei 0j impulzust adtak ilyen iranya kutatisoknak.

El6bbi megjegyzéseim szinte 6nkényteleniil vezetnek a(—1, +1)
kéz x,, 2,,... 2, pontrendszereinek egy 0j osztalyozasdhoz. Az
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elsé osztalyba tartoznak azok az x,, «,.... x, rendszerek, ame-
lyekhez tartozo 4. A,,... 4, Cores-féle szamok nem negativok,
a masodik osztalyba az oGsszes tobbiek.

De létezik-e csak egy x,, ;... &, pontrendszer is, amely az
elsé osztalyhoz tartozik? Erre a kérdésre igenléen kell felelniink,
éspedig Gavss, CHRISTOFFEL és STIELTIES kovetkezd klasszikus
eredménye alapjan: az «,, %,,... Z, LecENDRE-féle abszcisszak-
hoz tartozo Cores-féle szamok mind pozitivok, vagyis a quadra-
tara operaciéja pozitiv. Ujabban azt talaltam, hogy a Cseeisev-
féle abszcisszakhoz tartozé Cores-féle szdmok is pozitivok; a
Jacosi-féle abszcisszdkhoz tartozok, ha a=8=0, a=g=2
a=3, =0, és még masféle rendszerekhez tartozok is. Ké-
s6bb Szeec6 eredeti modon targyalta a Cores-féle szamok pozi-
tivitasat, éspedig a legaltalanosabb Jacosi-féle pontrendszerek
esetében.

Mar most azokra a pontrendszerekre nézve, amelyekhez tartozo
quadratira-operdci6é definit, érdekes &ltalanos tételek érvénye-
sek ; tngyszintén magukra a quadratara értékekre. Egyet az
utobbiak koziil megemlitek: ha vessziik az ilyen pontrendsze-
reknek egy tetszéleges, mindig t6bb és tobb pontbol allo, végte-
len sorozatat, akkor a megfelelé quadratura-értékek lim 7= oco-re

p ¢
f f(x) dx-hez konvergalnak, féltéve, hogy f(x) korlatos és Rir-
=1

MANN szerint integralhato a — 1 <z <1 kozben. E tétel Srierries
egy tételének nagymérvi dltalanositdsa, aki az imént formula-
zott altalanos konvergencia-tételt a LeGENDRE-—GAUSs-pontrend-
szerek specidlis esetére mondotta ki. Kiilonosen érdekesnek
talalom (és ez, nigy latszik, a kutatok figyelmét eddig elkeriilte),
hogy az olyan kitiintetett pontrendszer esetében is, mint ami-
lyen példaul a Csesisev-féle, a mechanikus quadratiira operdciéja
pozitiv.

Mi a —l<wx<1 szimkéz &, Z, ... £, pontrendszereit éle-
sen két osztilyba osztottuk az interpolacioval kapesolatban ;
ugyancsak két osztilyba osztottuk e pont n-eseket a mecha-
nikus quadratiraval kapcsolatban. Lehet ezeket az osztilyozaso-
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kat masképpen is jellemezni? Milyen Osszefiiggés van a két osz-
talyozas kézétt? E kérdésekkel még foglalkozni fogok.

Még cesak egy szot a quadratiraval kapesolatban. A Fourier-
és Laprace-sornal, valamint az interpolacional az eredeti, klasz-
szikus kifejezések (példaul a sor részletésszege, a Lacrance-féle
interpolicios polinom) indefinitek; csak a modifikalt kifejezé--
sek kozott talalunk pozitiveket (arithmetikai k6zép, Hermrre-féle
interpolacios polinom). Ellenben a quadratirandl, mint lattuk,
maga az eredeti, a Lacrance-féle parabola ttjan meghatarozott
quadratara pozitiv, féltéve hogy a quadratiura-abszeisszak egy
élesen definialt osztalyba tartoznak.

7. Befejezd megjeqyzések. Végére jutottam eldaddsomnak,
melynek a kovetkezé cimet is adhattam volna: a pozitiv linea-
ris fiiggvényoperacio fogalméanak jelent6sége a harmonikus ana-
lizis, az interpolacio és a mechanikus quadratira elméletében.
Még csak ‘egy rovid megjegyzést eléadisom egész anyagara vo-
natkozolag. Minden egyes esetben a linedris operaciok egy soka-
sagaval dllottunk szemben, amelybél aztan kivalogattuk azokat,
amelyek pozitivok, éspedig avéghél, hogy bizonyos célokat el-
érjink, amelyek a szobanforgé kiilonbozé elméletekben ki van-
nak tizve. Kérdem: sziikséges e célok elérhetésére az operaciok
pozitivitasa? Felelet: nem sziikséges. Ha sziikséges és elegendd
foltételeket akarunk folallitani, akkor bizonyos abszolut értéke~
ket kell taglalnunk, amint azt Lesescur teszi a szingularis
integralokra vonatkozé alapveté vizsgdlataiban. Hat akkor miért
foglalkoztunk annyira behatéan éppen a pozitiv opericiokkal ?
Mert a legelemibb operaciok, amelyekkel mindhérom elmélet-
nek egészen az elején talilkozunk, szerencsére pozitivok. Es a
kovetkez6' okbol is: ha nem toéreksziink teljes altalanossagra,
hanem operéci(')inkat bizonyos természetes p6tlo megszoritisok-
nak vetjikk ala, akkor az operdciok pozitivitdasa nemecsak elégsé+
ges, hanem sziikséges foltétel is.

. Fejér Lipdt.
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UBER UNENDLICHE FOLGEN, DIE IN DER THEORIE
DER HARMONISCHEN ANALYSE, DER INTERPOLATION
UND DER MECHANISCHEN QUADRATUR AUFTRETEN.

Identisch mit dem Vortrage, den der Verfasser am 21-ten Juni 1933
an der Chicagoer Weltausstellung vor der «American Mathematical
Society» und vor der Section A der «American Association for the
Advancement of Science» gehalten hat, auf Einladung dieser letzteren
Association und der leitenden Pers¢nlichkeiten der Weltausstellung.
(Erschienen in englischer Sprache im «Bulletin of the American Mathe-
matical Society», 1933).

Leopold Fejér.



DEFORMALT NaCI-KRISTALYOK ELEKTROMOS
VEZETESEHEZ. 1.

1. A kévetkezo vizsgalatok folytatasat és kibévitését képezik
a méar haroméve természetes NaCl-kristalyokon észlelt nyomasi
effektusnak.? Ez a hatds abban allott, hogy természetes NaCl-
kristalyok egyoldali nyomds hatdsara a vezetési dramban
hirtelen ugrasszerii noévekedést mutatnak, amely novekedés
hirtelen megszint. A jelenségnek azt az értelmezést adtuk,
hogy a nyomas hatisara részben tjabb ionok vesznek részt az
dram kozvetitésében, részben azion mozgékonysagok novekednek
meg. Jorrk® egy nagyobb osszefoglalo kritikai dolgozatban azt
a véleményt nyilvanitotta, hogy a fentjelzett nyomdsi hatas
nem uUjabb ionoknak koészéni az eredetét, hanem annak, hogy
a kristalyban uralkodé belsé polarisatios fesziiltség a nyomads
hatasara hirtelen megsziinik. Az ion kristilyokban az 1. n.
tartos dram (szemben a tartos drammal, kezdeti dramnak
nevezziik a fesziiltség rakapcsoldsanak elsé pillanataban ural-

kodo aramot)
o Bl

J i

formulaval fejezhet6 ki, ahol K az alkalmazott fesziiltség
Voltokban, P a belsé polarisatios fesziiltség, minek eredete
tértoltésekben van és csak kb. 300° C alatt jelentkezik; R a
kristaly ellendllisa, J az 4. n. tartés aram. A P kifejlédése

1 lasd : GyuLAr és HARTLY: Math. és Phys. Lapok 35. 1928. 214 oldai.
2 A. JorrE: Zeitschr. f. Phys. 62. 730. 1930.
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idot vesz igénybe, mely idé a masodperc tort részétél napokig
tarthat. E formulabol vilagos, hogy ha a P ugrisszeriileg
eltinik, vagy ugrasszerileg csokkenést szenved, akkor az J
ugrasszeri emelkedést mutat. Jorre az 6 dllaspontjat kisérletileg
véli igazolni. Erre nézve kozél is egy schematikus abrat (kéze-
lebbi adatok nélkiil), melyben a nyomdst alkalmaztik az . n.
polarisatios dramra. Ha egy kristilyrol, melyben a P mar
teljesen kifejlédott, a killsé £ fesziiltséget levessziik és a
kristalyt az aramméro késziiléken at rovidre zarjuk, egy ellen-
tétes aramot észlelink, mely folyton csokken, mig végre
mepszinik. Jorre alkalmazza tehat erre a polarisatios daram
tartamara a nyomast és a mérési adatokbol tigy véli, hogy a
nyomas hatasara nem keletkeznek laza ionok. Ezzel szemben
a Jorrg altal kozolt schematikus gorbén meg lehet dllapitani,
hogy egyfel6l a nyomis hatasdara a polarisatios fesziiltség nem
tinik el ugrasszertien, masfel6l pedig a masodik nyomdsra
jelei vannak annak, hogy a nyomdsra mégis lépett fel egy kis
4dramvaltozas. Miutdn e jelenség nagyon kis aramokkal dolgozik,
bar a kisérleteket magam is megismételtem, egészen mas irany-
ban toérekedtem a kisérleti anyagot szaporitani.

2. Ha ugyanis NaCl-b6l — akar természetes, akar synthe-
tikus tiszta anyagbol — egy présben pasztillikat csindlunk, a
kovetkez6 makroszkopikus megfigyelést tehetjiik : ha a kiindulo
anyagot mozsiarban finom porra térjiik, melyben minden kocka
¢le kisebb 0°1 mm-nél és a pasztilla préselését szobahémér-
sékleten végezziik, nagyon kemény, Osszedlld, s6t opalisdlo
pasztillat nyeriink. Egy ilyen pasztillit eltérve, abban apro
kristallitok halmazat litjuk, melyben kénnyen talalank milli-
méteres méretii siklapokat. Az apré kristilyok tehat nagyobb
kristalyokkia noéttek 6ssze, ami csakis intenziv ionmozgis

1 Megjegyzés a korrekturanal : A JOFFE intézetében egy ujabb vizsgalati
sorozatban (lasd A. W. Stepanow, Zeitschr. f. Phys. 81 561 oldal ¢ pont,
' 1933.) ezt a kérdést ujra megvizsgaltak és most kifejezetten megallapitottak,
‘hogy az aramnévekedés nem a polarisatios fesziiltség megsziinésének a
kovetkezménye.
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altal volt lehetséges. Mas szoval a nyomas hatasara a pasztilla-
ban intenziv rekristalyosodas lépett fel.

Tehat mig a fentemlitett egyoldali nyomasnal egy jol
fejlett természetes kristaly-rics szerkezete rosszabb lett, a
pasztillikban mindenoldali nyomas hatasdra ellentétes folyamat

lépett fel. En tehat egy berendezéssel
vizsgaltam, hogy miképen valtozik a pasz-
tilla elektromos vezetéképessége a re-
kristalyosodas folyama alatt. A Kkisérleti
berendezés a kovetkezé volt: (lasd az
1. 4abrat).
Meg kell jegyezni, hogy a nyomasnak
ez a modja, tekintve a NaCl-kristalyok
nagyon plasztikus voltat, mar 100° C
hémeérsékletnél is mindenoldalt nyomas-
nak veheté6. Ampere-mérének a hémér-
sékletnek megfeleléen egy tiikrés gal-
vanométer, vagy egy mutatos galvano-
1. abra. méter szolgdlt. Miutdn a pasztilla erds
D=npréeeldancps nyomds ald vettetett és hosszabb idén

E = acéledény, NaCl =
kristaly, Q=atfurt quarc 3t fittetett, vette kezdetét a mérés. Kii-

henger, E—=rézelektrod. = S o
T—anodtelep, V=Volt- 10nb6z6 hémérsékleteken, miutdn a hé-
F;?Sié(ﬁifxﬁ’ieﬁgiﬁgg mérséklet hosszabb idén 4t allandé volt,
P=nyomis, G=alatet. mértem a vezetéképességet kis fesziiltség

mellett 5—100 Volt intervallumban. Az
aram értékek praktice konstans értéket adnak. Most egy mérés
alatt, mik6zben a fesziiltség a pasztillin volt, a [ dugattyut
nyomas ald vetettiikk és egyszersmind figyeltem a galvanométer
Jarasat. Az eredmény roviden az, hogy barmilyen hémérsékleten
is végeztem e miveletet, a nyomds hatisira mindig ugris-
szerien esett az aram. A kés6bbi idében ez az esés részben
még tovabbi lassu esésben, részben lassi emelkedésben vég-

z6dott. (Lasd az 1. tablazatot).
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1. Tablazat.

Ugrasszerii aramesokkenés mindenoldalu nyomasra 4. pasztilla.

Allando Constans %

Hofok homersék | vezetoképesséz V;rzgstgll;gpeustsé(iz o
C°-ban idotartama | = K i i b ead
i ) e 1010 Amp/Volt-ban gt
144 19 i ' A%, 3
99 | 7 il . E
214 13 1380 930 32:6

| lassan emelkedik

; 1070-ig
214 < 14 : 1070 SO 16:2

1 2’ alatt esik 875-ig

\l 5’ alatt emelkedik

‘ 1000-ig
144 | 94| cud ‘ ad, At
1 Sl 9 [ A ki 1
121 TR = ca. ot
193 ‘ 22 | 210 161 24-3
122 941 1 4 3 5 £
254 7 ] 1140 1040 88

|

!

E jelenség értelmezése a kovetkezé. A nyomds hatdsdara a
pasztilla hossza kisebbedik, tehiat a geometriai alakvaltozds
aramnovekedést (még ha oly kiesit is) vonna maga utdn.
Ugyancsak ezt a hatist valtana ki a nyomds kovetkeztében
esetleges kontaktusjavulds is, bar az el6zetes nyomasok utan
e téren kevés javulds varhato. A pasztillaban a fent Jorre
altal emlitett belsé polarisatios fesziiltség szintén megvan és
Jorri dllaspontja szerint annak a nyomdsra valo megszinése
szintén aramugrast kellene létrehozzon. Tehat az 6sszes fel-
1ép6 thatdsok aramnévekedést kellene létrehozzanak és ezzel
szemben éppen az ellenkezGje lép fel. A magyardzat az, hogy
a nyomdasra a pasztilla rekristallizalodik, azaz . részek, melyek-
ben még tokéletlen érintkezési feliletek vannak, jobbakkd
lesznek, azaz ionok, melyek éleken, estcsokon foglaltak helyet,
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most a mindenoldald nyomds kovetkeztében méds ionokhoz
kizelebb keriilnek és igy az elektrostatikai erék koévetkeztében
szilardabban beépiilnek. Ez a szilardabb 6sszeépiilés makrosz-
kopikusan is megfigyelhet6. Ha ugyanis pasztillakat készitiink
kiilonb6z6 nyomasokon és kiilonb6z6é hémérsékleteken, azt
észleljiik, hogy nagyobb nyomidsra a pasztillik dttetszébbek
lesznek, jeléiil a szoros Osszenovéseknek. Viszont mar 100° C
hoémérsékleten feliill, ha elég nagy nyomasokat alkalmazunk,
egészen viztiszta pasztillakat nyerhetiink. Egy ilyen pasztilla
mar semmi kiilsé jelét nem viseli annak, hogy egy finom
szemeséji porbol ered. Ha tehat a most nyert aramesési meg-
figyeléseinket Gsszevetjiik a régebbi aramugrisainkkal, egységes
magyarazatot adhatunk. Az egyoldaltit nyomas a kristily belsé
szabalyos elrendezését rontja és a‘folyamat nem jatszodhatik
le ionlazitds nélkiil. Amig tehat a helyiikbél kimozditott ionok
ujabb stabil helyet nyernek, intenzivebb részt vesznek az
aramban, mint kiilénben. A pasztillindl pedig mindenoldali
nyomds mellett a nyomas hatdsara ionok, melyek mas ionokhoz
elég kozel jutnak, hirtelen megkéttetnek és kisebb mértékben
vesznek részt az dramban. Precizebben mindkét esetben a
mozgékony ionok szimdnak és az ionok mozgékonysiginak a
szorzata szenved novekedést, illetéleg csokkenést.

3. Ezek utdn célszerti volt a megfigyelési anyagot tovabb
béviteni és pedig lehetéleg olyan deformatiora alkalmazni,
amelyik finomabb, mint egy kiilsé durva behatds. Erre nézve
kivalo anyagul szolgalt a kévetkezd jelenség : Mar rég ismeretes,
hogy némely természetes késokristalyok optikai anisotropidt
mutattak, azaz keresztezett Nikolok kézé allitva oket, a lato-
mez6 egyes helyein viligos fényfoltok jottek létre, nyilvan az
altal, hogy az anisotrop helyek a fény polarizatios sikjit elfor-
gattak. Ugyanezt a jelenséget észleltem az altalam eléallitott
viztiszta pasztillakon is. Ugyancsak észleltem azt is, hogy ha
ilyen anisotrop pasztillit hosszabb idén &t magasabb hémér-
sékleten temperaltam, ez az anisotropia megsziint. Mas széval
— féképpen a fémeken észlelt deformdldsi, mereviilési (Verfes-
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tigung) és megijhodasi jelenségek analogigjara — mondhatjuk,
hogy a pasztilliban a préselési folyamatbol belsé fesziilések
maradtak meg, amelyek tekintve a kiinduldsi aprd kristdlyok
mindenféle orientaciojat, igen szamosak és igen nagymérviiek
lehetnek. Ugyancsak varhatjuk, hogy a fesziilések magasabb
hémérsékleten megsziinnek, aminek a Kkettdstorés eltiinése
kézzelfoghato bizonyitékat adja. E fesziilések természetesen
csak ion mozgasok daltal szlinhetnek meg, mert hisz a NaCl-
kristaly kizarolag ionokbol &ll. Ennélfogva tehat a probléma-
koriinbe egy igen jo vizsgalati teriiletiil szolgal ez a jelenség,
ahol tudjuk, hogy makroszkopikus térbeli ionmozgisok létre-
jonnek, de e mozgisok mégis finomabbak, mint azok, melyek
az altalunk kikényszeritett egyoldali, vagy mindenoldalu
nyomasnal fellépnek.

A vizsgalat menete tehat a kovetkez6 volt: kiilonbozoé
hémérsékleten készitiink pasztillakat, leheté egyenlé nyomais
mellett. Sajnos a nyomasok csak megkozelitéleg egyenlék, mert
hydraulikus-sajté hianyaban csak egy egyszeri csavarprés allott
rendelkezésemre. A pasztilla két végére a kontaktust képezo
graphitpor, rézpor mindjirt a présben hozza lett préselve.
Egynéhdny pasztilla kiilén platinaval vonatott be kathodel-
porlasztas utjan.® A pasztillik a présbél kivéve egy kis elektro-
mosan fithetd kalyhaba jottek. mely jol szigetelt elektrodok-
kal volt ellitva. A hémérsékletet néhany oran at kb. 60°-on
tartottam, hogy az esetleges nedvességek elparologjanak és
ekkor a hémérsékletet egy magasabb allandé értékre allitottam
be és kozben allanddéan észleltem a vezetési értékeket. A vezeto-
képességet 1igy egyen-, mint valtakozo arammal meérhettem.
A valtakozé dramot egy kis forgd kommutdtorral allitottam
el6* és a kovetkezd kapesolds szerint az egyendramu aram-
méré késziilékeimet hasznaltam: (lisd a 2. dbrat.)

1 A kathodelporlasztas utjan valé bevonasért BAINTNER GEza és Kis-
patupt T. ISTVAN uraknak e helyen is meleg koszonetet mondok.

2 Lasd: Gvural Z.: Olomchlorid elektromos vezetéképességének fiig-
gése KCl hatasara. Math. és Phys. lapok. 1930. 131. oldal.
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2. abra.
P—pasztilla. K=kommutator
kontaktusai. A nyilak az aram
athaladasi iranya valtas el6tt
és valtas utan. A=Ampere-

méra.

A kisérleti eredmény két pont-
ban foglalhato Gssze. 1. A vezeto-
képesség rendkiviil nagy értékkel
kezdédik és konstans homeérséklet
mellett aranylag gyors esést mutat.
Az esés azutan lassabban bar, de
tobb napon at tart. Amint a 2. tiab-
lazat mutatja, a 3. pasztillan a vezet6-
képesség egy esetben 111° (0 hé-

meérsékleten 186 ora alatt kozel a kezdeti érték otezredrészére

esik. Ugyancsak a 9-es szamu pasztillain 300 ora mulva ko-

2. tablazat.

A vezetdképesség csokkenése az id6vel allando hémérséklet melleti.

No. 3 No. 9 No. 10*
120°C préselve 20°C préselve 20°C préselve
K- vezetoképesség 10~1° Amp/Volt-ban valtéarammal mérve
t—az alland6 homérsék idotartama orakban
T— mérési temperatura C°-okban. Fesziiltség 91 Volt
RS ar T AR N
M55 1q 7,420 0 113 | 23,300 10" |'123° | 2,170
5M8'| — 4,810 42'| — 113,980 40’ — 1,900
22 — 1097 12| — 6,990 1734" — 1,510
45 | — 38 1EEST R 4,020 oh44’ — 700
T (s 71 3| — | 1,90 TR FE A S
T 4e4%H| 334" | — 1 1,530 23 — 134
189, | — 1:6 17 | — 235 31 " — 825
= = = 40 —- 122 47 | — 346
= == = 70 — 92-3** 73 — 219
= L W 61 || 120 | — | 134
- | = - 19890 — 24 248 | 133° 55
— — — 305 — 0-47 393" | 135° 45
= = = 380 — 048 — = —

* Eléallitas utan 15 nap mulva észlelve.
** Innen kezdve egyeniarammal mérve.
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zel 5000-szer kisebb a vezetéképesség, mint kezdetben. Ezt
az esetet szemléletesen tiinteti fel a 3. dbra. Ugyancsak
ngy latszik, hogy ha az észlelés a pasztilla elkészitése utin
thosszabb id6 mulva kezdddik, akkor a kezdeti érték is kisebb
lesz, azaz mar szobahémérsékleten megindul a pasztilliban
‘egy 0. n. megujhodasi folyamat, ami a belsé fesziilések meg-
szlinésével jar. (Lasd a 10-es pasztilla adatait). 2. A kezdeti

3. abra. 4. abra.

nagy vezetéképességek tartomanyiban nem érvényes az Onm
torvénye. Amint ezt a 3. tablazat és a 4. dbra mutatjik, az
eltérés a legnagyobb dramértékeknél a legnagyobb és amint az
aramértékek esnek, az Ounm toérvényétél valo eltérés is foko-
zatosan megsziinik. Mikor a pasztilla vezetoképessége konstans
értéket vesz fel, az Omm térvénye is az itt alkalmazott feszilt-
ségi intervallumban és az dltalam alkalmazott mérési pontossig
mellett szigoruari érvényesiil. Hogy a pasztilla stabil allapotot
vesz fel, annak mértékéiil szolgal a valtozatlan vezetéképesség
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3. Tablazat.
A vezetoképesség fesziiltségi fiiggése.

Miéta van Feszultseg Voltokban
Pasztilla a mérési e T g1 i R
héfokon l 65 230 458 91-0
gal 7#. : W, Vezetoképesség 1010 Amp/Voltokban valtéarammal
No. 3 mérvel
120° G preéselve 35 | 5430 | 5830 | 6300 | 7,420
rézpor ellektrodok || snigr | 3990 | 3980 | 4,250 | 4,810

mgriiitoe L IsURS Sa e 1118  1110|  1098| 1097

0 | 12,370 | 15,100 | 20,200 | 23,300
No. 42' | 6,800 9,430 11,370 13,980
No. ‘
B 72' | 4510 | 5030 | 5940 | 6,990
20° . préselv
ERRCE 148" | 92,640 s 3330 | 4,020
graphit elektrodok |
e 30 | 1,500 | 1,580 | 1,590 1,950
mérési héfok 113° C | 3
334’ | 1,106 | 1,210 | 1,310 [ 1,530
17" | 9294 215 | 925 1 935
- L = e ||
No. 10 10' | 1,58 | 1,830 | 1950 ’ 2,170
20° C préselve 40’ i 1,434 1,595 1,705 1,900
platina elektrodok 1h34’ | 1,231 1,310 1,400 ‘ 1,510
készités utan 15 nap 44’ | 553 | 620 664 | 700
mulva mérve 6 — 407 431 436
mérési hofok 123° || a3k 126 1236 1327 134

mellett a hémérsékleti koefficiensek meghatarozasa. Ha a hémér-
sékleti fiiggés B. koefficiense, az 1. n. kiolddsi munka értéke
egyezik az irodalomban meghatdrozott értékekkel, akkor mond-
hatjuk. hogy a pasztilla normdlis dllapotot vetett fel.*

Az irodalomban legutobb Quirrner és Brran?® észleltek jol

1 Forgé kommutatoron at. i

2 A hémeérsékleti figgés K—A.e 7 kifejezés A koefficiense az iro-
dalomban is nagy intervallumban valtozik. Szamszeri adatokat most azért
nem kozlok, mert mindkét koefficienst késébb szorgos vizsgalatok tairgyé.va
szandékozom tenni.

3 F. QuirtNeR és O. BERAN. Zeitschr. f. Physik. 66. 774. 1930.
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temperalt természetes kristalyokon nagy erdsségek mellett
(4500 Volttol 100.000 Volt/cm-ig) eltérést az Ounm torvényétél.
Osszehasonlitva az 6 altaluk észlelt eltérést az itt észleltekkel,
azt latjuk, hogy az altaluk észlelt eltérések kb. 104-szer
kisebbek, mint az itt mulo jellegu eltérések. Hogy a Qurrtyer
dltal észlelt eltérés a kristdly alaptulajdonsagdhoz tartozik-e,
vagy pedig az itt észlelt labilis allapotnak egy maradvinya,
azt csak kés6bbi vizsgalatok donthetik el.

Az itt leirt jelenség mechanizmusarél a kovetkezé képet
alkothatjuk magunknak: A pasztilliknak kis kristalyaiban az
elodllitas utan nagy fesziilések vannak. E fesziilések torekednek
lassanként kiegyenlitédni és magasabb hoémeérsékleteken ez a
kiegyenlitédés meglehetés gyorsan megy végbe. Ezért van az,
hogy az irodalomban ugy pasztilldkon, mint természetes kris-
talyokon a rendszeres méréseket altalaban esak 4. n. tempe-
raldsi aktus (hosszabb-révidebb hevités magasabb hémérsékleten)
utan kezdették. Ez a kiegyenlitédés ionmozgasokkal mehet végbe,
tehat a folyamat alatt ionok egymas utin elhagyjak elébbi helyei-
ket és 1j helyzetet foglalnak el. Ha tehat a folyamat alatt mérjik
a pasztilla vezetoképességét, azaz a pasztilla ionjait egy elektro-
mos térbe helyeztiik, azok ott nagyobb szamban, vagy nagyobb
szamban és hosszabb Gtakon mozdulnak el, mintha az ionok
mar stabil helyzetiikben volnanak. Miutan az ionok spontén el-
hagyjik helyeiket és 0j helyzetet keresnek, értheté, hogy nagyobb
térerésség mellett nagyobb vezet6képességet kapnak, mert a
nagyobb térerésség a mar ugyis labilis helyzetti ionokbél olya-
nokat is kimozdit, amelyek a kisebb térerésség mellett még a
helyiikén maradtak volna. Ennek a jelenségnek igen rovid idékre
kiterjedo [vizsgdlata még élesebb képet adhat a kristdlyok kello
labilis allapotar6l és az atrendezédési folyamat lefolydsdrol.

(")SSZG:ioglaléS: Jorrk (idézett dolgozatanak 4. pontjaban)
megallapitja, hogy a vezetésben a ricsionok vesznek részt és
a lazaionokra semmi szerep mem marad. Viszont kiilsé mecha-
nikai deformaciokndl kézépértékben az oOsszes ionokra, tehat
a vezetési ionokra is hatast gyakorolunk. A fent ismertetett

Matematikai és Fizikai Lapok. XL. : 2
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jelenségek igen nyomatékos példdjit szolgaltatjak annak, hogy
a vezetoképesség mechanikai allapotvaltozéasokkal befolyasolhato.
Ennélfogva tehat meg kell kiilonbéztetniink a kristalyban egy
kiegyenstilyozott stabil dllapotot és egy labilis allapotot, mely
labilis allapot kiils6 mechanikai hatdsok tartamara és azok uto-
hatasaként all elé a kristdly belsejében. E labilis allapotban
a vezetéképesség értéke tulnyomo részben a kiils6 hatdsoknak
készonheti az eredetét és a stabilérték t6bb ezerszerese lehet.
Hogy a stabil allapotban az . n. lazaionoknak van-e szerepe
a vezetésben, vagy kizarolag racsionok kozvetitik az dramot
Jorre és Hevesy értelmében: ez a kérdés tovabbra is fennall.
Mindamellett a racsionok tilnyomo szerepe mellett szol Jorre-
nak ugyanecsak emlitett dolgozatiban az 1. pont, mely szerint
a vezetési mérésekkel meghatdrozott ionlevaltdsi munkak jol
egyeznek az olvaddsi hobél szamitott munkaértékekkel.

Az itt vazolt vizsgdlati modszer tovabbi kiépitése fontos
eszkozil szolgalhat a bels6 anyagszerkezeti folyamatok meg-
figyelésére és igy a fémeken észlelt strukturavaltozasok altal
nyert ismereti anyag kibévitésére.

Ez eredmények elsé fejezetét képezik azon vizsgalati terve-
zetnek, melyre a Széchenyi Tudomanyos Tarsasagtél nagyobb
dsszeget kaptam és amelyért a Tarsasdgnak e helyen is koszo-
netet mondok.

Szeged, Egyetemi fizikai intézet, 1932. marcius ho.

Gyulai Zoltdn, Szeged.

B[?lTRAGE ZUR KENNTNIS ELEKTRISCHER
LEITFAHIGKEIT DEFORMIERTER NaCl-KRISTALLE.

NaCl-Pastillen zeigen bei allseitigem Druck in der Nihe von 200° C
Temperatur auf plétzliche Drucksteigerung einen plétzlichen Leitfihigkeits-
abfall. NaCl-Pastillen unter 120° C Temperatur hergestellt zeigen bei
konstanter, etwas iiber 100° C Temperatur anfangs sehr grosse, dann
rasch fallende Leitfihigkeit. Bei den grossten Leitfihigkeiten ist eine
Abweichung vom Ohmschen Gesetze vorhanden, die jedoch mit Fort-
schreiten des Temperungsvorganges aufhort. Die erste Erscheinung wird
als eine Rekristallisationswirkung, die zweite als Folge der Kristaller-
holung, Aufthéren der inneren Spannungen, erklirt. Z. Gyulai.



ADDITIV FESTESU KCI-KRISTALYOK ELEKTROMOS
VEZETESE. *

1. Az alkdligézben festett kristalyok fényt elnyelé centru-
mair6l az dltaldnos felfogas az volt, hogy ezek neutralis alkali
atomok, amelyeknek hidnyzanak a megfelelé halogén tdrsaik.
Egyikiink (Stasiw) nemrégen olyan megfigyeléseket kozolt, 2
amelyekbdl azt kovetkeztette, hogy e neutralis atomok magasabb
homeérsékleten elektromos mezében elektronokat adnak le és
igy a meglevo elektromos aram egy része elektronvandorlasbol
all. Ez az elektronvandorlas csak rovid ideig tart és kozben a
kristaly elszintelenedik és az arameré a kezdeti érték egy tort
Tészére csokken.

TusanDpT mérései szerint a KCl e hdmérsékleteken (500—600° )
még szigortian ionvezeté. Ez az 0j megfigyelés — hogy a KCl-
ban bizonyos viszonyok mellett elektronok is résztvehetnek a
kristaly természetes vezetésében — mnagyon 0j és indokoltta
tette, hogy az additiv festésti KCI kristalyok elektromos vezetését
részletesebben tanulméanyozzuk. A jelenség érdekes, mert a fény-
elektromos vezetés utdn egy masodik eset, mely mutatja, hogy
_egy szigetel¢ kristalyban elektronok vandorolni képesek, ha
valamelyes mo6don elektronokat tudunk bevinni a kristalyokba.
A neutrilis alkdli atomok elektron leaddsa magasabb hémérsék-
leten sajatsigos analogiat képez az izzodrotok elektronsugarza-
sdhoz. A kristalyok ionvezetése szempontjibol pedig jelentds

1 El6adatott a Math. és Phys. Tarsulat 1933. aprilis 20.-i eldadé iilésén
a Stasiw-féle elszintelenitési jelenség bemutatasaval.
2 (O, Stasiw: Géoitinger Nachrichten, Math.-Phys. K. L. 26. fiizet. 1932.

5%
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valtozasokat varhatunk az ion kristaly belsejében, ha azon egy
elektronraj athatolt, miutan az elektronok a kozvetlen kornye-
zetiilkben igen erés elektromos tereket fejtenek ki.

2. A vezeté szempontunk az volt, hogy megallapitsuk azt,
hogy az additiv festés esetében érvényesek-e a tiszta KCI krista-
lyokra megallapitott vezetési torvényszertiségek. E torvény-
ezerliségek a kovetkezok : a) Allando hémérsékletnél érvényes
a tiszta kristalyokon az Oum torvénye; b) a vezetOképesség a
hémérséklettél az ismert Van't Horr-féle exponenciilis toérvény
szerint flgg.

A vizsgalatokat egy elektromos kemencében végeztiik. A kris-
télyfeliileteken elektromos kontaktusként hydrokollag (De Hain),
vagy aranybevonat (Herivs Glanzgold) szolgalt. A hydrokollag
450° C hémérsékletic nagyon jo,' magasabb hémérsékleteken
elég. Az arany rdégetésénél a kristalyban mir jelentékeny el-
szintelenedések mennek végbe. Mindig egy szines és egy szin-
telen kristdly egyiitt jott az elektromos kemencébe, hogy a két
darab, de egy-egy olvadékbol eredd kristdly teljesen egyforma
korilmények kozott szerepeljen. A mérés egyendrammal és
tikros galvanométerrel tortént. Mint ismeretes, szigetelé krista-
lyokban egyenaram esetén belsé polarizacios fesziiltségek fejlod-
nek ki, de e polarizacios fesziiltségek 200 C fokon feliil * nem jelen-
tékenyek és igy az Osszes mérések 200° C-on feliil térténtek.

3. A legszembettiinébb jelenség az, hogy egy szines kristdly
vezetoképessége a Stasiw dltal megallapitott elszintelenedési
hémérséklet alatt is mindeniitt folyton esik. A masik szintén
) jelenség, melyet csak a szinezett allapotban mutat a kristaly,
az, hogy nem érvényes rd az Omm torvénye. Nagyobb fesziilt-
ségek mellett nagyobb a specifikus vezetéképesség értéke.

E két megallapitast tiinteti fel egy egyesitett mérési sorozat-
ban az 1. ‘tablazat. A hémérseklet kevés ingadozassal 185 orin
at dllando volt. A fesziiltség 10 Volttol 250 Voltig ter,;edt.

1 0. Beran und F. QUITTNER : Zs. f. Ph. 64, 760, 1930. —
A. JorrE: Zs. f. Ph. 62, 743, 1930.
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1. tablazat.

A vezetoképesség fesziiltség fiiggése és idébeli valtozasa
allandé homeérséklet mellett additiv festéstt KCGt kristalyban.

0 |16 | 40 | 65 | 112 | 137 | 160 | 185 ||
AiaE A |

Fesziilt-

X ora
ség : A e | Al
Volt | 238 | 242 | 241 [9a19] 242 [ 2404 2372 2408,
c° ' '
L
104 || 0625 01630082 0:072| 0048 | 0043 | 00348 —
208 [l0:625(0175 — loo77j00B1 | — | — | — p;
LhE L : 7 ‘ s lllk=10—21 =R
416 (| 0:720 0192 0108 0-084| 00576 0-049 | 0:0348) 0-036 | Volt
83-9 0-950} 0:237] 0:136/ 0-108| 0-0727| 0-0613| 0-0427| 0-0463|| esysegekben
1664 ||1-37 | 0-387|0-221) 0-173| 0:1143| 0-0962 0-0673( 0-0738

2493 [1-80 i0'568| 0‘335i 0264 0‘1860i 01445 0-104 (0‘111 H
K 2493 ‘
- 119:86 | 349 (409 |3:67 [3-88 (334 |3 308 |
K 104 2:86 | 349 409 l?(»l 38 334 0 08

A vizszintes sorok mutatjak, hogy a vezetéképesség barmilyen
fesziiltség mellett az idével csokken. A vertikdlis sorok mutat-
jak a megfelelé fesziiltség mellett mért vezetéképességeket.
Amint latszik, a vezetoképesség nagyobb fesziiltségnél nagyobb.
Az utolso sorban a két szélso fesziiltség mellett észlelt vezetd-
képességek viszonya van feltiintetve, és amint latszik, a speci-
fikus vezetéképesség tobb mint hdromszorosira emelkedik, ha
a fesziiltséget 10-r6l 250 Voltra emeljiik. Hogy ez a viszony
3 és 4 kozott viltozik az idovel, ez a kristaly belsejének allandé
viltozasiara mutat.

4. A szines kristalyok vezetésének homérsékleti fiiggésérdl
nem lehet egyértelmiien beszélni, miutan a vezetképesség az
idovel csokken. Ennélfogva csupan arrol lehet sz0, hogy az
elszintelenitésiik utan vizsgaljuk 6ket. Erre nézve az els6é meg-
allapitas az, hogy az elszintelenités utin qualitative ugy visel-
kednek, mint az eredeti kristdalyok, tehat érvényes rajuk az
Oum torvénye 6és dllando héfok mellett allando vezetési értéket
mutatnak. A vizsgilatok azonban itt is nevezetes eredményt
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hoztak. Az elszintelenités utan a vezetési értékek abszolut értéke
jelentékenyen kisebb, mint a veliikk egyidében mért 6sszehason-
lito daraboké. A hémérsékleti fiiggés a mar emlitett

K:Ae“%

van’t Horr-féle Osszefliggést mutatja, de az ezen egyenlet alap-
jan szamitott ionkioldasi munkak nagyobbak lesznek. Az ered-
ményt az 1. dbra tiinteti fel, és pedig négy kiilon mérés ered-
ményét, mindig egy szintelen és egy szines kristdly adatait.
A négy-négy gorbe mutatja, hogy az individudlis kiillonbségek
sokkal kisebbek, mint az elszintelenités hatasa.!

5. Ha most az emlitett harom jelenségrol szamot akarunk adni,
az a fent jelzett kép alapjan lehétséges. A szinezést neutrilis
atomok alkotjak. Magasabb hémérsékleten a kristaly elszintele-
nedik, az atomok tehat kiils6 elektronjaikat leadjak és a vissza-
marado ion a lathato szinképben nem abszorbeal, tehat a kristaly
szintelen marad. Elektromos térben az atomok konnyebben
leadjik elektronjaikat, és pedig nagyobb térben egyszerre tobb
atom és igy jon létre a nagyobb térben észlelt nagyobb speci-
fikus vezetoképesség. Viszont dllandé hémérsékleten észlelve
mindig kevesebb neutralis atomunk van és igy jon létre a vezeto-
képesség allando esokkenése.

A legutobbi észlelet talin szintén egyszerien magyarizhato.
Ugyanis elszintelenités utdin a kristaly vezetése sokkal kisebb.
Ez azt mondja, hogy most kevesebb ion vesz részt az dramban,
mert elszintelenités utan csakis ionok koézvetitik a kristalyban
az aramot. Stasiw szerint a kristaly szinez6dése nigy torténik,
hogy az alkilifiird6bél elektronok vdandorolnak be a kristilyba.
Ez elektronok egyes szabalytalan kétésii ionokat neutralizalnak.
Hogy szabdlytalan kétési ionok neutralizalhatok esak, ezt fel
kell venniink, mert kiilonben a kristilynak szét kellene esnie.

1 Ez a jelenség igen fontos lehet az ionvezetés mechanizmusanak szem-
pontjabol és az elérheté hatds megallapitasa céljabol a vizsgalatokat
folytatjuk.
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1 abra.

Ha azonban egy szabalytalan kotésl ion neutralizalédott, az
egész kornyezetének megvaltozik az elektromos tere és igy 6
most a hérezgések kovetkeztében is mas elrendez6dést vehet
fel. Ezt igazoljdk is a kilonbdz8 hémérsékleten fellépd coagu-
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laciok és abszorpcidés viltozasok (MorLwo).® Mikor e neutralis
atom elektronjat djra leadja, az ellenkezé folyamat jatszodik le,
6 ujra er6sebben beépiil ionkérnyezetébe, sot talin épp ott és
akkor adja le elektronjat, midén egy jobb beépitésre alkalom
kinalkozik. A szinezés és elszintelenités tehat azt hozza maga-
val, hogy igen sok ion most kevésbbé vesz részt az aramban,
mint el6bb. Ez alapon értheté az is, hogy a hémérsékleti gorbék
meredekebbek vagy mds széval az elszintelenitett kristialyokon
a B ionkiolddsi munkdk nagyobbak.

A vizsgalatok a RockeFELLER-alap és a Széchenyi Tudom:inyos
Téarsasiag tamogatasaval torténtek.

A szegedi m. kir. Ferenc Jozsef Tudomany-Egyetem kisérleti
fizikai intézete.

Szeged, 1933. szeptember ho. ;

' Gyulai Zoltdn,

Stasiw Ostap.

DIE ELEKTRISCHE LEITFAHIGKEIT ADDITIV
GEFARBTER KCI-KRISTALLE.

O. Stastw hat additiv gefirbte KCl Kristalle iiber 500° G Temperatur
in elektrischem Felde entfirbt und die Erscheinung mit der Elektronen-
abgabe der neutralen K-Atome erklirt. Es wurde in dieser Arbeit fest-
gestellt, dass eine Elektronenabgabe seitens der K-Atome schon bei
tiefer Temperatur vorhanden sein muss, weil bei konstanter Temperatur
eine stindige Abnahme der elektrischen Leitfihigkeit stattfindet. In
diesem Zustande des Kristalls gehorcht die elektrische Leitfihigkeit nicht
dem Omnmschen Gesetze. Der Grund ist héchstwahrscheinlich eine erhshte
Elektronenabgabe bei grosseren Feldstirken. Nach der Entfirbung tritt
das Ommsche Gesetz wieder in Giiltigkeit, die absoluten Werte der
spezifischen Leitfahigkeiten sind kleiner, als in den aus der gleichen
Schmelze stammenden reinen Stiicken, welche mitgemessen wurden.
Der Entfirbungsvorgang scheint also eine Art Temperungsvorgang her-
vorzubringen. '

Z. Gyulai.
0. Stasiw.

f { MorLwo : Zs. f..Ph.. 85, :56, 1933:



A KOZMIKUS SUGARZAS TERMESZETE.

A kozmikus sugarzissal foglalkozo kutatis egy kb. 23 éves
multra tekint vissza: e kor a tudomanyok térténetében még
mindenesetre fiatal kornak szimit. Ez lehet az oka, hogy ma
is még oly sok tisztiazatlan kérdés, annyi litszolagos ellent-
mondds van ebben a tudomanyaghan. A kutatok szerte a vilig
minden tdjin sok és kiillonbozoé oldalrol kisérelték meg a koz-
mikus sugarak tulajdonsigainak és természetének megillapitasat,
figyelembe véve mindazokat a jelenségeket, melyekre befolyis-
sal lehetnek, vagy megforditva, melyek o6ket befolyasolhatjak.

1910-es év a kozmikus sugarak felfedezési évének vehetd, ezen
idépont ota az e kérdéssel foglalkozo tudoményos dolgozatok
igen tekintélyes szimra néttek meg; kozel 1000 dolgozat fog-
lalkozik kizardlag e kérdéssel. Ezért nem térhetek ki e dolgozat
keretein belil az egész targykor ismertetésére, hanem a kovet-
kezokben egyetlen kérdéscsoportot szeretnék csak kiragadni:
a sugarzas természetének kérdését és itt a kiilonbozo lehetd
magyarazatokat a mai felfogas titkrében a kisérleti eredmények
nyoman megvitatni.

A kozmikus sugarak igen kis intenzitassal, de rendkiviil nagy
athatolo képességgel érkeznek a magassighol, valdszinileg a
vilagiirbél hozzank. Jelenlétiik azaltal kimutathato, hogy ionizdl-
jak a levegét; megkiilonboztethetok pedig a tobbi ionizaciot
okozo, jol ismert sugarzastol azaltal, hogy athatoloképességiik
sokkal nagyobb, mint barmely mds sugdrzasé.

Amennyiben nem akarunk egy ismerctlen és ezért el sem
képzelhetd 1 sugarzasi mechanizmust feltételezni, gy eleve a
kozmikus sugarakra is csak kétféle lehetéség 4ll fenn: vagy
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igen rovid hullamhosszii fotonok, vagy nagyon gyors és nagy
energiaju korpuszkulak. E gyors korpuszkuldk lehetnek protonok,
o reészek, pozitiv vagy negativ elektronok vagy neutronok.
A kisérletek feladata eldonteni, hogy e hatféle kiillonb6zé lehet6-
ség kozil a kozmikus sugarakban melyikkel vagy melyekkel
allunk szemben.

A legiltalinosabban elfogadott felfogds szerint a kozmikus
sugarzds, midén belép foldiink légkoérébe, feltétleniil legalibb
részben korpuszkuliakbol dll, ami mellett azonban nines kizarva,
hogy a beérkezé sugarnyaldbban mar eleve bennfoglaltatnak
fotonok is, s6t az is lehet, hogy a sugdrzas legkeményebb
komponense kiziarolag fotonokbal all.

A kozmikus sugarzas természetének megallapitasara a kovet-—
kez6 kisérletekbél kaphatunk leginkabb felvilagositédsokat.

1. Az abszorpeios gorbe menetébdl.

2. A koincidencia kisérletekb6l.

3. A sugdarzas viselkedésébol elektromos és miagneses terekben.

Az abszorpceios gorbe menete. A kozmikus sugarak tu-
lajdonsagainak vizsgalatara iranyulo kisérletekben leggyakrabban
a sugarzas intenzitasat ionizacios kamrakkal szokasos meghata-
rozni. Az ionizécios kamra egy oly nagyobb térfogat levegével
vagy mas gazzal toltott edény, melynek kozépso, igen jol szigetelt
elektrodajat (mely tobbnyire elektrométer gyanant is szolgil)
egy meghatdrozott fesziiltségre feltoltjikk; e toltés, ha a kamrat
ionizalo sugarak érik, kisiil; a kisiilés sebessége mértéke az
ionizalo sugarzas intenzitdsdnak. Ilyen ionizdcios kamrikkal
megmeérték a kozmikus sugirzdas intenzitdsat levegéhen tenger-
szinttél 28 km magassdagig, vizben 230 m vizmélységig és kiilon-
b6z6 fémekben 1 m vastagsagig.

Tekintsiik el6szér a leveg6ben mért intenzitdsvaltozas gor-
béjét. (Lasd 1. abra.) A gorbe legfelsé részén kb. 20 km-t6l
kezdve vizszinteshe megy at. Kérdés, dsszeegyeztetheté-e ez a
menet akdr egy foton, akér egy korpuszkuldris primir sugar-
zas tulajdonsagaival. E kérdés eldontéséhez kiséreljiik meg a
gérbe menetének elméleti rekonétmkciéjét elészor egy priméir
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foton, mésodszor egy primar korpuszkularis sugérzéas feltétele-
zésével.

Ha priméar fotonok érkeznek atmoszférank tetejére, azok ily
kemény sugarzas esetében az egész légrétegben is csak 1—2
iont valthatnak ki, a legfels6 Iégrétegben tehat gyakorlatilag
nulla ioniz&ciot okoznak. Az ionizécids kamraval mérve az inten-
zitdst, miutdn a kamraval nem magat az intenzitast meérjuk,

1 ébra.

hanem a sugarzas altal termelt ionok szamat, a legfelsd légréte-
gekben tehat nulla intenzitast fogunk észlelni. Amint most lejjebb
haladunk, a primér y sugarzds kolcsdnhatasba kerlilve a leveg6
molekulaival termel szekundar korpuszkulakat, ezeknek az ion-
termelése mar sokkalta nagyobb (kb. milliészor akkora), ugy
hogy a mért intenzitds er6sen meg fog novekedni. Az intenzi-
tasgorbe elér egy maximumot ott, ahol a primar sugarzés
egyensulyba jut az altala termelt szekundarekkel, vagyis, ahol
ugyanannyi szekundar rész eléri hatdtavolsaganak végét, mint
amennyi Uj rész termelddik. Ezutan a sugarnyaldbban a szekun-
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dir részek szama allando és az intenzitas csokkenését a priméir
sugarzas intenzitasanak abszorpci6 okozta csokkenése létesiti.
E maximum elérése utdn, vagyis az egyensulyi allapot elérése
utan, az intenzitdsgérbébdl szamitott abszorpeio -egyiitthato
mértéke maganak a primér sugarzas abszorpcidjanak.

Ha primir fotonok helyett primir korpuszkulik beérkezését
tételezziik fel, igy meggondolasunk csak annyiban fog modo-
sulni, hogy most, mintdn a beérkezé korpuszkulik erésebben
ionizalnak, mint a fotonok, az atmoszféra tetején nem lesz
nulla a mért intenzitds, hanem egy véges értékkel kezdddik,
ezutan megnovekedve az altala termelt szekundérek ionizacioja-
val felnovekszik egy maximumig, egyensulyba jon a szekundér-
jeivel és analog modon mint fenn, a priméir sugdarzas abszorp-
ciéjanak mértékében csokken az intenzitis.

Mindkét kép szerint tehat magas régiokban egy maximumnak
kellene léteznie, melynek azonban még nyomat sem litjuk a
kisérleti gorbén. (Lasd 1. abran.)

KvLenkamprr ' mutatott rd, hogy a kisérletileg nyert intenzitds-
valtozds kielégit6 médon magyarazhato, ha tekintetbe vessziik
a fold magneses terének hatdsiat a szekundir korpuszkulakra.

Mésirdnya kisérletek alapjan felvehetjiik, hogy a kozmikus
sugarzas altal termelt szekundiar elektronok atlagos energidja
10% Volt, ami 1'59.10~* erg energiinak felel meg. A f6ld mdg-
neses tere egy ilyen energigja elektront a

2

v
m— =e.V.H

4

egyenlet alapjan (hol e, m, v az elektron toéltése, tomege és
sebessége; ¢ a palya gorbiileti sugara és H a fold magneses
terének intenzitisa) egy ¢ = 6 km sugari kérpalyara kényszeriti.
Az elektron ezt a korpalyat egyszer vagy tobbszér befuthatja,
a szerint, hogy a hatotivolsiga hanyszorosa a kér keriiletének
(36 km-nek). Normal nyomist levegében egy 10% Volt ener-

1 KuLENKAMPFF ; Naturwiss. 21, 25, 1933. ff
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giajii elektron hatotavolsiga kb. 800 m és igy a kérpalya
0°02-ed részét tudja csak leirni. Nagy magassagokban azonban,
ahol az anyag még igen ritka, bekovetkezhet az az eset is,
hogy tébbszor irja le a korpélyat. Ezaltal a légréteg egy bizo-
nyos horizontdlis metszetében ugyanazt a korpuszkulat nem
egyszer, hanem kétszer vagy tobbszor mérjik és igy latszolag
az intenzitdsra nagyobb értékeket nyeriink, mint amilyent nyer-
nénk a f6ld magneses tere nélkiil. Miutin elsé kozelitésben a
keletkezé 1 részek szama egyenesen, a korpalya befutdsdnak
szama pedig forditva aranyos a nyomassal: e két hatds ered-
ményeként az intenzitas nagy magassiagokban kdézel dllando
marad, egyezéshen ReceNer' méréseivel. (Ldsd 1. abra.) Amint
lejjebb haladunk, a nyomas eléri azt az értéket, melynél
az elektron hatotavolsiaga kisebb a Kkorpdlya negyedrészénél.
Most méar nincsenek oly szintek, melyeken ugyanaz a korpusz-
kula kétszer haladna at, viszont kimaradnak azok a szekundar
részek, melyek a magneses tér altal visszagorbiiltetvén, most
nem jutnak el a hatétivolsaguknak megfeleld mélységig. Igy
a mért intenzitis gorbéje ezen a darabon a térnélkiili inten-
zitasgérbe alatt marad. Végiil (kb. 18 km magassdgon alul)
elérjiik azt a mélységet, ahova a visszagorbiilt elektronok mar
killonben sem tudtak volna eljutni, ettl kezdve tehat az inten-
zitasgorbe Osszeesik a térnélkiili, intenzitasgorbével. Mint lit-
juk a kisérletileg meért intenzitdsvaltozas menetét a primir
sugarzas természetére vonatkozo feltevés nélkill is qualitative
kielégité modon magyarazhatjuk.

Kérdés, lehet-e az intenzitisgorbe menetébol quantitativ
kovetkeztetéseket is vonni? Az intenzitasgorbe mathematikai
- analizise alapjan MiLLikan, késébb REGENER és tanitvanyai arra
az eredményre jutottak, hogy a gérbe menete egy egyszeri expo-
nencidlis fiiggvénnyel, — mely egyetlen keménységd, homogén
energiaju sugarzasnak felelne meg, — nem irhato le. A kompo-
nensekre valo bontas mathematikai elvégzését megneheziti, hogy

© 1 . Reeener: Phys. Zeitschr. 34, 306, 1933.
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a kisérletekben altalaban mindig az egész sugarkeveréket mérjik,
mig az egyes komponenseket kiilon-kiillon megmérni nem tudjuk
(legfeljebb a legkeményebb komponenst tudjuk kisziirni, amikor
igen vastag abszorbeal6 réteg utan pl. nagy viz mélységben
mériink). Tovabba, hogy a primir sugarzast az altala kivaltott
szekundér, tertidr stb. sugarzasok kisérik, melyeket a szamitas-
nal mind tekintetbe kell venni és végiil, hogy a sugdrzas nem
egy iranybol, pl. merdlegesen esik be f6ldiinkre, hanem min-
den iranybol valoszintileg kozel egyforma erésségben.

A komponensek szamanak meghatarozasahoz kénnyen cljut-
hatunk, ha az abszorpcios gorbét a célnak megfelelé atalaki-
tdssal dbrazoljuk. Az ionizaciés kamra, mint tudjuk, egy zairt
edényben termelt ionok szamat méri, a kornyez6 szabad levegé-
ben az ultrasugdrzas ionizaciojanak értéke ettél eltérd lesz. Az
ionizdcié ugyanis arinyos a levegd surliségével és ez pedig a
magassaggal exponencidlisan csokken. Az ultrasugarzés inten-
zitdsdnak menete a szabad levegbben e két egymas ellen mikodo
behatds eredményeként fog lezajlani: Az egyik hatisaként az
ionizécio a meélyebb rétegekben csokken abszorpeié miatt, a
masik folyoméanyaként az ionizacio novekedik a levegd striségé-
nek novekedése miatt. Az ered6 egy oly gorbe lesz, mely egy
bizonyos, a bees6 sugarzas abszorpcioegyiitthatoja daltal meg-
hatdrozott helyen maximummal bir. A szabad levegdében az
ionizéciot ugyan nem tudjuk mérni, de ugyanehhez az ered-
ményhez jutunk, ha minden rétegmagassigban a kamréval
mért intenzitds értéket megszorozzuk a sugarzas altal athaladt
réteg tomegével. Az igy nyert gérbe a deformdlt intenzitis
gorbe. E deformalt intenzitas gérbe ugyanazokat a sajatsagokat
fogja mutatni, mint amilyenekkel a kamran kiviili szabad levegé
intenzitasgérbéje bir. Es pedig ha a sugarzds homogén, egyet-
len energiaju sugarakat tartalmaz, gy a deformdlt intenzitds-
gérbe egyetlen, elég éles maximummal fog birni. Ha mindenféle
energia képviselve van benne, agy egy folytonos, kimondott
maximum nélkiili vonalat kapunk és végiil ha a sugarzas adott
energidji meghatdrozott keveredési aranyban 1évé komponensek
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Osszessége, ugy a deformdlt intenzitds gorbe tobb maximummal
fog birni. REGENER mérései alapjin Lenz' megszerkesztette a
deformalt intenzitasgorbét és arra az eredményre jutott, hogy
a kozmikus sugarakra az imént felsorolt lehetéségek kéziil az
utols6 4ll fenn, vagyis, hogy tébb, szdamszerint val6szintileg
ot, kiillonb6zé energiaji sugarak adott ardanyi keveréke. A maxi-
mumok nagysaga felvilagositist ad az illeté komponens relativ
intenzitasarol a keverékben.

Amint most tovabb akarunk menni és az egyes komponense-
ket exaktan meghatarozni, vagyis megadni azt a mathematikai
formulat, mellyel a mért adatok jol eléallithatok, akkor egyrésazt
ki kell terjeszteni figyelmiinket a sugarzas iontermelésének
mechanizmusara, ami azt jelenti, hogy a sugarzas természetére
hatarozott feltevésekbdl kell kiindulnunk. Masrészt az intenzitds-
gorbe menetére befolyassal levo, fent felsorolt 6sszes tényezoket
tekintetbe kell venniink. Ilyen formula felallitisa harom kompo-
nensre sikeriilt gy, hogy a szamitott gorbe jol megkozelitse a
meért gorbét. Mindhiromnal primér fotonsugarzast tételeztek fel.

Recener gy véli, hogy eltekintve, hogy a teoretikus gorbe
jol simul a kisérleti gorbéhez, a priméir sugirzas foton termé-
szete mellett sz6l még az a kériilmény is, hogy az igy kisza-
mitott komponensek abszorpeidegyiitthatoibol a komponensek
energidjara oly értékek adodnak, melyek valamely elképzelheto
fizikai folyamat kapesan szabadulbattak fel.

Igy pl. a masod legkeményebb komponens abszorpcidegyiutt-
hatoja 0°735.10*nak adodott. A Krein-Nisuiva formula Ossze-
fiiggést szolgaltat az abszorpcidegyiitthato és a sugdrzas hulldm-
hossza kozt, vagyis segitségével a mért abszorpcidegyiitthato-
bol kiszamithatjuk a sugdrzds energidjat. E formula altalanos
alakjaban a sugdrzis és anyag kolesénhatasinak tekintetbevételé-
nél esak a molekuliakban 1év6 szabad, kiilsé elektronok hatasat
veszi szamba. Jeans feltételezi, hogy a magelektronok kotése
nagyon kemény sugdrzassal szemben mar elhanyagolhaté és igy

1 Lunz: ZS. f. Phys. 83, 194, 1933,
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a kozmikus sugarzis esetében mar a magelektronok is szabadok-
nak tekintendék és hatasuk szamitédsba veendd. Az igy modositott
Kremn-Nisuiva formulibol a masodik legkeményebb komponens
0735.10° abszorpcios egyiitthato értékéb6l 13°7.107' em
hullamhosszi sugdrzas adodik. Einstein nyomén tudjuk, hogy
a tomeg is esak a lehetséges energiafajtak egyike, mely atala-
kulhat bizonyos korilmények kozt barmiféle mds energidva.
Ha a proton témegét my-vel jeloljik, gy EinsteiN szerint, ha
az teljesen sugdrzissa "alakul at, a kibocsdtott sugarzds rezgés-
szamat a V:_mec?” és a hullimhosszit a A= —
h MpC
szolgaltatja. E formulabol a proton szétsugarzasa esetére 13-1.10~**
cm hulldmhossztisagh sugarzis adodik, ami, mint latjuk, jol egye-

formula

zik a mésod legkeményebb komponens hullimhosszaval.

Hasonlo jo az egyezés a legkeményebb komponensre, mely-
nek ily médon egy héliummag teljes szétsugarzdsa felelne meg.
Elég tirhets egyezés talalhato a ligyabb sugarak legnagyobb inten-
zitast komponensére, melynek hullimhossza a hélium «Massen-
defektjébély szamitottal egyezik, vagyis feltehetd, hogy e sugdrzas
akkor keletkezik, midén 4 proton és 2 elektron egy hélium-
maggd egyesiil, ahogy ezt mar MiLLikaN is feltételezte. Minden-
esetre a hélium keletkezéssel jaro értéket a Krein-Nismina for-
muldval szamitva csak akkor nyerhetjiik, ha a magelektronokat, —
ellentétben mint a kemény komponensek szamitasanal, — most
nem tekintjiikk szabadoknak. E korlatozas azonban nem olyan
6nkényes, mint amilyennek elsé pillanatban tinik, mert az altala-
nos Krem-Nisniva formula érvényessége kisérletileg 4:7.10-'* em
hullamhosszakig van ellenérizve. A hélium keletkezése ennél kb.
esak 10-szer rvidebb hullamhosszu sugarzassal jar, mig a hélium
szétsugdrziasa ennél 1360-szor rovidebbel, és igy konnyen lehet,
hogy mig el6bbi leirasanal nem kell a magelektronokra tekin-
tettel lenniink, utobbi leirdasanal mar a Kuein-Nisuina formula-
ban a magelektronokat is szamba kell venniink.

A deformalt intenzitasgérbéb6l azt is leolvashatjuk, hogy
miutdn a hélium keletkezéssel értelmezett komponens gyakori-
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siga a legnagyobb, gy, amennyiben ezek az itt vazolt folya-
matok valahol a vilagiirben egyaltaliban végbemennek, a kelet-
kezési folyamatok gyakrabban kell hogy bekdvetkezzenek, mint
a szétsugarzasok.

A tobbi komponens ily modon valo szétvialasztasa ezideig
kielégit6 modon nem sikeriilt; igen valoszini, hogy ezek mar
nem Kkizdarolag fotonokbol allnak, hanem fotonok és korpusz-
kulak keverékébol. E korpuszkulik lehetnek téhyleges primiérek,
vagy fotonok altal a vilagiir kozmikus poraban iitkozéssel ter-
melt szekundérek.

E qguantitativ okoskodasokat mindenesetre igen nagy ovatos-
saggal kell kezelniink, mert e néhany szamszeri jo egyezés a
a véletlen eredménye is lehet. Ovatosan formulazva talan annyit
mondhatunk, hogy a kozmikus sugarzas legkeményebb két kom-
ponense a Krein-Nisaiva formula alapjan olyan hullamhossztsag-

értékekhez vezet, melyeknek megfelelé tomegek [ %\;7} a proton-,

illetve a hélinmatom témegével egyeznek meg.
Koincidencia-kisérletek. Az ionizécios kamrikon kiviil
a kozmikus sugdarzas vizsgalatanak hathatés eszkoze a GElGER—
MiLLER-féle szamlaloesé. Ez egy fémesd, melynek tengelyében
jol izolaltan egy vékony fémszal van kifeszitve. A csében kis
nyomast levegé vagy esetleg mas gaz van. Ha a kamrafal és
a szal kozt par ezer volt fesziltségkiilonbséget létesitiink, Ggy
egy bizonyos fesziiltség- és nyomasérték mellett spontdn kistilések
kovetkeznek he. E spontdan kistlések bekovetkezését megelézden,
vagyis valamivel kisebb fesziiltségkiilonbség mellett azonban a
szamlialoesé oly labilis dllapotban van, melyben 6nmagatol ngyan
nem gyullad be, de sugarzas behatdsira, mely a cséfalon vagy
a kamra gaztoltésében egyetlen elektront képes kivaltani, kisiilés
indulhat meg. Ezen kivaltott elektron a tér hatasira a pozitiv
elektroda felé gyorsul, Gtjaban iitkdzéssel tovabbi elektronokat
gerjeszt és végeredményben egy elektronlavinit zudit a pozitiv
elektrodara (célszeri, ha a pozitiv elektroda a szdmlalocso szala).
Amennyiben pl. egy nagy ellenallis kozbekapesolasaval gondos-

Matematikai és Fizikai Lapok. XL. 6
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kodas toérténik, hogy az igy megindult kistilés megszakadjon,
gy modunkban 4ll egy ilyen szamldlocsével minden egyes ioni-
7410 sugdarrészecske beérkezését kiilon észlelniink. Mar itt meg-
jegyzem, hogy az ilyen szamlal6csé, nagyon kemény és igy
nagyon kevés iont termeléd r sugdrzis esetében nem szolalhat
meg 100%-o0s gyakorisaggal. Borae és Koruomrster? legelsé
szamlaloesoves kisérletei pedig bebizonyitottak, hogy a szamlalo-
¢s6 praktikusan minden beérkezd részecskére megszolal, vagyis
100%-0s biztonsaggal szamol. Igy tehat eleve vilagos volt, hogy
szamlialocsoves kisérletekben a kozmikus sugarzas korpnszkularis
reszét regisztraljuk csak. Kérdés azonban, hogy vajjon az igy
meért korpuszkularis sugarzas azonos-e a kozmikus sugarzassal
vagy csak annak szekundir produktuma.

A koincidencia-modszereknél két vagy tobb ilyen Greier—
MivLLEr szimlalocsovet kapesolunk egy oly berendezéshez, mely
csak azokat a sugarakat regisztralja, melyek mindkét, illetve
valamennyi szamlaloesévon athaladtak, vagyis melyek valamennyi
szamldalocsoben egyszerre inditanak meg kisiilést. Az ilyen be-
rendezések meérési pontossigat felbontoképességiik hatirozza
meg, mely alatt azt az idékilonbséget értjiik, melyen belil ha
két kilon bettés kovetkezik be a két szamlalocsdben, a késziilék
még mint egyideji, egyetlen sugar athaladasa okozta beiitést
regisztralja. Az eddig készitett legkisebb felbontoképességii
automatikus koincidencia-regisztralo késziiléket Barnorny® készi-
tette, felbontoképessége 107 sec.

Borue és KoLHORsTER arany ahszorbensben mérték a kozmikus
sugarzas korpuszkularis részének abszorpeigjat és ezt azonosnak
taldltik az ionizicios kamrikkal a kozmikus sugarzasra adodo
értékkel ; amibol a korpuszkuliris és kozmikus sugirzas azonossa-
gara kovetkeztettek. Borue és KoLrorsTEr kisérleti elrendezésével
szemben késébb egyes aggalyok meriiltek fel és ezért e mérése-
ket Ross1® kiilonos nagy gonddal megismételte és kiterjesztette.

1 Borue és KoLHORSTER : ZS. f. Phys. 56, 751, 1929.
3 J. BARNOTHY: Naturwiss. 21, 835, 1933.
2 B. Rosst: ZS. f. Phys. 68, 64, 1931.
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Rosst modszere a kovetkezében allott: vett két szamlalo-
csovet, kozbehelyezett egy 6lom abszorbenst, melynek vastag-
saga 9'7 cm volt, az 6lom fajsilya 11'3 1évén, ez 110 gr/em?®
rétegvastagsagnak felel meg. Igy megmérte a korpuszkuldris,
vagyis a szamlalocsoveket megszolaltato sugarzas abszorpciojat.
Azt talalta, hogy ennek abszorpcio egyiitthatoja:

pr— 12621 0= em*/gT.

(Az abszorpeioegyiitthaté az a szam, mely megmondja, hogy az
illeté6 abszorbens 1 em vastag rétegén athaladva mekkora az
intenzitascsokkenés természetes logarithmusa.) E fenti értékbol
a korpuszkularis sugarzas kozepes hatoétévolsiga (egyenld az
abszorpeidegytitthatod reciprok értékével):

R = 625 gr/cm?

vagyis azzal a kozelitéssel élve, hogy valamennyi e kozepes
hatotavolsag értékkel bir, kovetkezik, hogy esak olyan korpusz-
kuldk keriilnek észlelésre, melyek a készilék f616tt 16vé 625 gr/cm®
vastagsagl rétegben valtodtak Kki.

Ezutin Rossi ugyanazt az abszorbenst a szamlalocsovek folé
helyezte, az abszorpcio szempontjabol a helyzet most ugyanaz,
mint volt az el6bbi esetbén, csak most az abszorbensben a
primiir sugarzas altal kivaltott ujabb szekundéir korpuszkulik
is tudnak mindkét csévon dthaladni és igy koincidencidkat
létesiteni. Tehat ebben a masodik kisérletben kell hogy a
koincidencidk szama az ijonnan kivaltott részek szamanak aranya-
ban megnévekedjék.

Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a primdr sugarzas a
625 gr/cm® vastag rétegben 6sszesen 100 szekundir korpusz-
kulat termel. Ha ezen rétegen valé athaladasa kozben a primir
sugirzds lényeges gyongiilést nem szenvedett, gy az abszor-
bens 110 gr/ecm? vastag rétegében ugyanannyi szekundir kor-
puszkulat kell, hogy termeljen, mint amennyi a 625 gr/cm*-bol
mint riesé rész adodik; vagyis

110,625 = 17°6.
6*
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Tehat az abszorbenst a szamlaloesovek folé helyezve 17:6-al
tobh koincidenciit kellene észlelni, mint a szamlalocsévek kozt
elhelyezett abszorbens esetében.

Ezzel szemben Rossi kisérletei azt mutattak, hogy a koinci-
denciak n(’iyekedése, vagyis az tUjonnan termelt korpuszkulik
szama csak ZL,\jolt, Ezen eltérés magyarazata nyilvan abban
keresend6, hogy kezdeti feltevésiink volt helytelen, vagyis, hogy
a primir sugarzas mar észlelheto gyongiilést szenved a 625 gr/em?
réteg athaladasa kozben. :

(élunk tehat megallapitani, hogy milyen mérvi gyongilése
a primdr sugdarzasnak hozhato jo 6sszhangzisba a kisérleti ered-
ményekkel.

Tegyiik fel, hogy a priméir sugarzas a 625 gr/cm*® réteg vastag-
saganak negyedrészén valo athaladisa utdn mar eredeti inten-
zitasanak felére csékkent. Ez esetben az a rétegvastagsig, mely
az intenzitist felére csokkenti, vagyis a felezéréteg vastagsaga :

D, = 156 gr/cm?®

Ekkor az altala termelt szekundiir elektronok felét, vagyis 50-et
mdr az elsé negyedben kell hogy kivaltsa, a masodik negyedben
az intenzitagismét felére csokken, itt tehat 25; a harmadik ne-
gyedben 125 és végiil az utolso negyegben 6:25 10j korpuszkula
fog termelédni.: (E szamitas bizonyos elhanyagolast tartalmaz,
mely azonban a végeredményre lényeges hatdssal mér nincs.)

Szamitasunk szerint tehat a kozvetleniil a szamlalocséveink
felett 1évé 156 gr/ecm?* abszorbensben dsszesen (°25 1j korpusz-
kula termel6dik. E 156 gr/em® abszorbenst helyettesithetjiik a
a kisérletben ‘odahelyezett 110 gr/cm® vastagsagi olomréteggel
a nélkil, hogy a meggondolisunk barmiképpen is modosulna
és'ez esetben azt varhatjuk, hogy benne 110/156-szor 625 = 44
1ij korpuszkula fog’ kivaltédni. Mint emlitettem, a kisérletben
Rosst 4 ujabb- korpuszkula termelédését észlelte, ami minden-
esetre qualitative 'jo egyezésnek mondhaté. Kovetkezik tehat,
hogy amikor feltettiikk, hogy a primir sugarzas felezérétege
156 gr/cm® volt, igen kozel jartunk a valésaghoz.
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Az abszorpciomérésekbdl azt kaptuk, hogy a korpuszkuliris
sugarzis hatotdavolsiga 625 gr/cm? amibél kiszamitva a felezo
réteg vastagsagat, nyerjik:

tehat

g—: =
vagyis e feltételezett primir fotonsugarzas altal kivaltott sze-
kundir korpuszkularis sugarzas athatolobbnak adodik, mint
maga a primir sugarzas.

E meggondolisokbol és kisérletekb6l a kozmikns sugarzas
természetére a kovetkezé kovetkeztetések vonhatok :

1. Ha a primir sugarzas tényleg foton természeti, ugy e
sugdrzas mar lényegében quantitative elnyeletik az atmoszféra
legmagasabb rétegeiben ; tehat a tengerszinten végzett meérések-
ben ezek mar alig szerepelnek. Az itt mérésre keriilo korpusz-
kularis sugarzasnak semmi koze sines az esetleg itt is létezo
7 sugarzashoz. Tovabbia annyi bizonyos, hogy a primir ; sugar-
zas szekundirjeivel egyensilyba nem johet, tehdat a kozmikus
sugarzas abszorpeiojanak mérésébdl teljesen jogosulatlan a primér
7 sugdrzas abszorpciojara és igy energidjara kovetkeztetni, mert
az abszorpcios gorbe menetének targyalasanal lattuk, hogy ez
csak abban az esetben jogosult, ha a sugdrzas mir egyensulyba
Jjutott szekundirjeivel.

9. A masodik értelmezési lehetdség abban :ill, hogy az észlelt
korpuszkularis sugarzds nemesak az atmoszféraban kivaltott
szekundéirekbol dll, hanem a kozmikus sugirzas mir a légkorbe
valo belépésekor is keverve van primir korpuszkuliris sugarak-
kal. Ez esetben természetesen Rossi kisérletei sem vezetnek
ahhoz a lehetetlennek hangzo eredményhez, hogy a primir
sugarzias kevésbbé ithatolo, mint az dltala termelt szekundér.

Késébbi kisérletekben Rossi méréseit a korpuszkuldris sugar-
zasra vonatkozoéan még nagyobb abszorbens rétegekre Kiterjesz-
tette és arra a megallapitasra jutott, hogy e korpuszkuldris
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sugarzas tobb mint 50%-anak a hatétavolsiaga nagyobb | m
olomnal és hogy legkeményebb komponensének hatotavolsiga
2'5 m olom.

Mint latjuk, e kisérletek, ha nem is zarjak teljesen ki egy
kozmikus 7 sugarzas létezését, mindenesetre erds bizonyiték
gyanant szolgalnak, hogy létezik egy primir, légkériink hatarara
érkez6 korpuszkularis kozmikus sugarzas is.

Elektromos és magneses terek hatasa. Erdekes és
tanulsagos jelenség, hogy ambar méar majdnem a legelsé kisér-
letekben gondoltak arra, hogy a kozmikus sugarak természetét
el lehetne donteni, ha sikeriilne magneses vagy elektromos
eltérithet6ségét észlelni, mégis minden erre iranyulo firadozas
a kozel multig eredménytelen maradt. A szobajoheté 1 hullam-
és 5-féle korpuszkularis sugarzas kozil kettére: a ; és a
neutron sugarzasra elektromos és magneses terek nem hatnak;
az elektront, protont, « részt a tér a toltés elgjelének megtelel6
iranyban eltériti. Ezen eltéritések a kathod- és csésugarakon
végzett kisérletekbdl jol ismertek, nehézség itt csak abban :ll,
hogy minél nagyobb sebességli, minél nagyobb energiiju rész-
ré6l van sz6, annal merevebb, kevésbbé eltéritheté a sugarzas.
Miutin a kozmikus sugdarzasrol eleve tudtik, hogy rendkiviil
nagy energidjaak, bizonyos volt, hogy csak igen erds terek
alkalmazasival lehet majd észlelhetd eltéritést nyerni. Mester-
séges terekkel ezért mindezideig nem sikeriilt meghizhaté ered-
ményt elérni.

Természetes erds elektromos tér zivatarok esetében fenn-
all, ennek hatasdt a kozmikus sugdrzds intenzitdsara vizsgaltak
is, de egyelére egyontetii hatast megallapitani nem sikeriilt.

Kozelfekvé gondolat volt a kozmikus sugarak eltérithetoségé-
nek vizsgalatira felhasznilni a fold méagneses terét, mely ha
nem is nagyon nagy erdsségil, mindenesetre nagy kiterjedett-
ségénél fogva kell hogy egy beérkezd, toltéssel biro sugarzast
befolyasoljon. Hiszen koézismert a f6ld magneses terének hatasa
a napbol jové elektronokra, melyek az északi fény tiineményét
hozzik létre. Ezeknél a fold mdgneses tere az elektronokat a
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polusok kérnyezetében engedi csak bejonni és igy ezek a szép
tiinemények csak a sarkvidékeken lathatok.

A f6ld magneses terének hatasiat a kozmikus sugarzasra két
kiiléonb6z6 tipust kisérlettel lehet eldonteni. Az egyik mod.
hogy egy helyen figyeljiik a félgémb kiilonb6z6 irinyaibél jové
sugarak intenzitasat és nézziik, vajjon a nyert intenzitiseloszlas
mutat-e egy a fiiggéleges iranytél eltér6 maximumot (a fiige6-
legeshben azért varhatdo barmely természeti sugdarzas esetében
maximalis intenzitds, mert egy ferdén bejov6 sugdr nagyobb
légrétegen kénytelen athaladni, mint egy fiigg6legesen beesé és
igy nagyobbmérvii gyongiilést is szenved.) A masik mod, hogy
ionizacios kamrankkal vagy szamlaloesoveinkkel utrakeliink és
mérjilkk a sugarzias intenzitasat kilonbo6zé foldrajzi, illetéleg
magneses szélességti helyeken.

Az elsé csoportba tartozo kisérletek koéziill BARNOTHY és ForRro
és ujabban CompToN és ALvVAREz, valamint JoHnson vizsgalatai
jartak pozitiv eredménnyel. E kutatok két szamldalocsovet a
magneses meridianba helyeztek és mérték a sugarzas intenzita-
sat, mikozben a két csé altal megszabott térszog irdnyat, — mely
egy keskeny nyaldbot vag ki az egész félgombbdl, — forgatdssal
valtoztattik. Barnoruy és Forro? a fiiggélegesben 16vé maxi-
mumon kivil egy kelet felé es6 maximumot is nyertek és igy
ilyenfajta kisérleti eredmények alapjan mint els6k mondhattik
ki, hogy a primar kozmikus sugirzas valészinileg » sugarzas
és elektronsugarzas keverékébol dll. ComproN é€s ALVEREZ ® és
Jonnson ® kisérletei viszont primér pozitiv részek létezése mel-
lett szdlnak.

A masodik csoportba tartozé kisérletek elméleti értelmezését
teljes analogiaban az északi fény jelenségével StorMer adta
meg. A kérdés megolddsahoz vezeté differencialegyenletek, sajnos,
exaktan nem oldhatok meg. Lemartre és VaLLarta* e differen-

J. BARNGTHY és M. FosRrO: ZS. f. Phys. 71, 778, 1931.
L. H. ComproN és A. ALvarez: Phys. Rev. 43, 835, 1933.
JonnsoN : Phys. Rev. 43, 834, 1933.

4 (;. LEMAITRE és M. VALLARTA: Phys. Rev. 43, 87, 1933.

Lo M
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cidlegyenleteket kidolgoztiak a kozmikus sugdrzds szélességi
kérok mentén varhato intenzitasvaltozasara. Ezen elmélet szerint
a végtelenb6l V volt energiaval beérkez6 sugarak a fold A széles-
ségi fokt helyét oly ¢ iranyokbol érhetik csak el, melyekre :

sin ¢ > K* C(E‘f

— 2K/R cos A,
300 M

V

ahol K2 =

sugara. Ezen egyenlethdl kiolvashato, hogy a minimédlis energia-

, és M és I a fold magneses momentuma és

értékek, melyekkel a bejové korpuszkulak kell hogy féldiinket
elérhessék, az egyenlit6tol a pdlusok felé mindinkibb esokken-
nek. Az egyenlité tajan csak kb. 10™e Voltndl nagyobb ener-
giaji elektron tud ecsak bejonni, mig a polusokon barmilyen
energidaju. Magyarorszag magneses szélességében koriilbeliil 5. 10%
Volt minimalis energidjunak kell egy beérkezé kozmikus elek-
tronnak lenni.

Ezen elére pontosan bejosolhato effektus megtaldldsara mar
évekkel ezel6tt szamos kisérletet végeztek; kiilonbozé tajakon
tettek utazisokat; mindazonaltal az eredmény az volt, hogy a
kozmikus sugdrzas intenzitdsa a hibahatarokon beliil mindenhol
kozel allando. Ertheté, hogy tehat annak ellenére, hogy a koin-
cidencia-kisérletek a kozmikus ‘sugarzds korpuszkularis termé-
szete mellett szoltak, mégis e negativ kisérletek hatisa alatt
nagyon megingott a benne vetett hit. Végre 1933-ban elgszor
Cray,® majd Compron? és munkatirsainak sikeriilt e sokat
kutatott effektus kielégité magyarazatat megadni. Kisérleteikben
megallapitottak, hogy a kozmikus sugéarzds intenzitisa a fold
kiillonb6z6 helyein nem allando, hanem a varakozisnak meg-
feleloen csokken az egyenlité felé, (miutan ide a legnagyobb
energidju korpuszkulak tudnak csak behatolni.) A csiokkenés
azonban — és itt van az el6z6 kisérletek negativ eredményé-
nek a magyarizata — csakla 43. szélességi foktol kezdodik

1 J. CLay: Naturwiss. 21, 43, 1933, _
2 A. H. Compron : Nature 131, 713, 1933,
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az egyenlité felé. Ami mas széval azt mondja, hogy a kozmikus
sugdarzas toltéssel biré korpuszkulikbol éll, azonban ezeknek
energidja nem vehet fel barmely értéket, hanem energidjuk egy
meghatdrozott also hatarral bir, melynél kisebb energidju elektro-
nok a beérkezé nyalibban ninesenek. (Ezt az also hatart meg-
szabja az az energia, mely a féldet Ovezé légkor atszelésére
szikségeltetik.) A leglagyabb még beérkezd kozmikus elektron
energiagja 3:6.10% Volt. Ez okozza, hogy a 43°-to] kezdve a

9. abra. Clay mérései: intenzitds vdiltozds
a magneses szélességgel.
Naturwissenschaften XXI. kotetébol.

polusokig az intenzitas tovabb mir nem novekszik, mext nincse-
nek oly beérkez6 sugarak, melyek csak a polusoknal tudndk
elérni a foldet. Az emlitett negativ kisérletekben pedig torteé-
netesen mindig a polusok kozelében végeztek méréseket, re-
mélve, hogy az ott varhato nagyobb mérvi intenzitasnévekedés
kénnyebben lesz észlelheté, mint az egyenlité kérnyezetében
varhato csokkenés. A 2. dbra Cray méréseit tartalmazza és
szépen mutatja az intenzitis csokkenését az egyenlité felé.
Az elmondottakbol. vilagosan kittinik, hogy tgy a koinci-
dencia-kisérletek, mint az intenzitis valtozisa a magneses széles-
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segi fokok szerint, arra az eredményre vezet, hogy a koz-
mikus sugarzas, ha talan nem is teljes egészében, azonban
mindenesetre részben primir, a vilagiirbél jové korpuszkulikbol
all. Egy primir fotonsugarzas létezését kizardlag az abszorpcios
gorbe analizisébél nyert eredmények tamasztjak ala. Tovabbi
precizirozast az egyes korpuszkularis sugarzasok lehetd fajai
kozt a kisérletek mai allasa mellett még nem tehetiink, de
remélhetéleg a kozeljové erre is megadja a pontosabb fel-
vilagositast.

Budapest, 1933. oktober 14.
Forré Magdolna.

DIE NATUR DER KOSMISCHEN STRAHLUNG.

An Hand der Absorptionskurven der kosmischen Strahlung, wie den
Ergebnissen der Koinzidenzversuchen und der Beobachtung des Intensi-
titsverlaufes in verschiedenen magnetischen Breiten, kommt man zu
dem Ergebnis, dass ein wesentlicher Teil der in die Atmosphire ein-
fallenden kosmischen Strahlung korpuskularen Charakter hat; wobei
aber nicht ausgeschlossen ist, dass daneben auch eine priméire Quanten-
strahlung existiert.

M. Forre.
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Grosschmid Lajos: Masodfoku alakok algebraja;
Budapest, Stephaneum. 1933. 741 lap.

A kényv a mdsodfoku és a bilinedris ' alakokat tdrgyalja és féként az
ilyen alakok és alakpdrok kiilonbz6 linearis transformatidival és a kapesola-
tos aequivalentia- és reductié-kérdésekkel foglalkozik. Minthogy pedig
egyrészt n-viltozos mdsodfoku alak és m-edrendid symmetrikus matrix,
mdsrészt kétszer n-vdltozos bilinedris alak és dltaldnos n-edrend(i matrix
kolesonosen egyértelmi megfelelkezésben vannak, tovdbbhd minthogy a
sz6bajové linedris transformdtik is mindenkor egy, ill. két, ngyancsak
n-edrendli matrix dltal adottak, azért a tekintett transformitick lénye-
giikben n-edrendi matrixokkal végzett miiveletek, nevezetesen matrix-
kompositick. Igy tehst az el6bbi kérdéscsoport természetszeriileg a matrix-
kompositicknak és matrixok, ill. matrix-pirok reductiéinak és aequi-
valentidinak vizsgdlatdra vezet, amely utébbi aequivalentia-kérdések, leg-
aldbb részben, az elemi-oszték elméletében nyerik megolddsukat. Ehhez
képest Szerzé taldléan vilasztotta kényvéhez a «matrixok ¢és elemi-oszték»
aleimet. Forditva, a matrix-kalkulus most kérvonalazott tényei az emlitett
megfelelkezés révén az alak-elmélet teriiletére iiltethetok ; ebben a
dualizmusban a mi irdnyelvei szerint az elmélet kifejtésének mintegy
altalajét a matrixok képezik, erre épitve a tulajdonképpen magdértvalé
elméletet, az alakok elméletét.

Az egész kinyv négy nagyobb fejezetre oszlik. Az elsé fejezet (1 —189. L.)
viltozatos tartalmu alapveld s elokészité megdllapitisok sorozata a mat-
rixok ¢és mindkét fajta alakok korébol. Kiilonosen pedig itt taldljuk a
matrix-kalkulus elemeinek tiizetes kifejtését, amely a maga dltaldnossdga-
ban onalls egésznek tekintheté. A mdsodik, legterjedelmesebb fejezet
(190--503. 1.) foglalkozik a masodfokii alak négyzet-Gsszegre valé reduc-
tigjaval, valamint a megfelels kérdéssel a bilinedris alakot illetéen ;

1 Természelesen a bilinearis alak is felfoghato mint a masodfoki alak
egyik kiillonos esete.
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szerepelnek a Lacrange-, Jacopi-féle reductiok, mint paraméter-mentes
elédllitdsok, a paraméteres elodllitisokbdl pedig a kevésbbé elterjedt
WerersTrAss-féle, tovdbbd a Darsoux-féle reductick. Kiilon foglalkozik
ez a fejezet valés alakok valés transformdtiéval torténo reductidjdnak
kérdésével s e helyiitt Szerzé kitér egyes vizsgdlatokra, amelyek a Jacoer-
Herurre-Syvester-féle modszerek révén a mdasodfoku alakot kapesolatha
hozzék az algebrai egyenlet valés gydkeinek szdmdra vonatkozé Sturm-
féle problémdval. Ugyanitt szerepelnek WeierstrAss-nak azok a vizsgd-
latai, amelyek vonatkoznak a valdés mdsodfokii alaknak az egység-gombin
felvett értékkészletére, akkor is, ha a viltozék egy homogén linedris
egyenletrendszer dltal korldtozva vannak. A harmadik fejezet (504 581. 1.)
tartalmazza az elemi-oszték részletes elméletét, valamint a matrix-aequi-
valentia kérdését s ez a fejezet  ondllo egésznek tekinthets. Végiil a
negyedik fejezet (582--738. l.) tartalmazza a mdsodfokti és bilinedris
alakparok WemERstrAss-féle elméletét, ezt azonban csupdn abban az eset-
ben, amelyben az alakpdrokhoz _tartozo alak-kiteg (Schar) reguldris,
mig a singuldris eset nem vétetett fel, tekintettel a konyvnek ugyis nagy
terjedelmére. Tdrgyalja azutdn ez a fejezet a reguldris alakpirok WEmr-
strass-féle és DArRBoux-StickeLBERGER-féle reductigjat. Végiil ez a fejezet
tartalmazza az automorph transformétick vizsgdlatdt.

Ez az eléttiink levo mii tartalmdnak révid dttekintése, mig a részle-
tekre, az annyira véltozatos anyaghalmazra vald tekintettel, nem térhetek
ki. A felsorolt tirgykiordk kimerité részletességgel tdrgyaltatnak, a leg-
gondosabb anyagisszevdlogatdssal. A mii mindenkor egyforma figyelem-
hen részesiti a reguldris és singuldris alak, ill. matrix esetét, valamint
a kilénhozé matrix-typusokat és aequivalentia-nemeket. A nevezetesebh
vizsgdlatok szinte mindannyian tébboldali megvildgitdsba keriilnek, s
ilyenkor nem mulasztja el Szerzé a kiilonbozo mddszerek tanulsdgos
egybevetését. A sokszorosan dtszott s eldgazo teriilet konnyebb dttekin-
tését a konyv egyéb helyeire vonatkozé hoségesen alkalmazott hivatko-
zdsok nagymeértékben elsegitik. A mii elején az alapveté s kapcesolatos
irodalmi termékek felsoroldsit taldljuk, s a mi belsejében mindeniitt
gondos utaldsok vannak a forrishelyekre, tovdbbd értékes szolgdlatot
tesz a mi végén elhelyezett névmutats, amelyek Osszevéve kitino iro-
dalmi tdjékoztatdst nyujtanak. Ezek mellett, hevezetésiil az egyes tirgy-
korokhoz, vagy mdshol utélagos megjegyzésekként becses kitéréseket
taldlunk az illeté kérdések torténeti hétterére vonatkozolag. A taldlt
tételek gyakori alkalmazdsban részesiilnek, s néhol numerikus példdkon
nyernek bemutatdst.

Kiilén nagy feladat volt Szerzé szdmdra egységet teremteni a jelélések-
ben s elnevezésekben ; a kényv ebben is biztos ttmutatéul szolgdl, meg-
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emlitve a kiilonhozo szerzok nyelvhasznalatit, mig hidnyt potolva, egy-
egy 1j, taldlé elnevezést is latunk.

A tdrgyalds dltaldban algebrai és arithmetikai, csak kevés szerephez
jutnak az analysis eszkdzei. Mindezekrél a teriiletekrol csak keveset
tételez fel a konyv olvaséitdl, igy a determindns-elméletnek alkalmazdsha
Jovo részei ugyancsak eléaddsra keriilnek, leszdmitva az egészen elemi
tételeket. Ezek, valamint a minden kétséget eloszlaté, minden részletet
gondosan figyelembevevo el6addsmdd, tanulmdnyozdsra alkalmassd teszik
a konyvet a kevéshé elérehaladott olvasé szdmdra is.

Minden szakember szamara orom az irodalomnak GrosscaMmb Lajos
eme 1j, diszes konyvével valé gyarapoddsa, drvendetes esemény ez nem-
csak azért, mert benne egy klasszikussd vilt elmélet nyert rendszeres
feldolgozdst, amely az eddigieknél, a kiilfcldieket is ideszdmitva, teljesebb,
hanem azért is, mert a feldolgozott teriilet a mathematika téhh fejezeté-
vel van alapveto kotelékben s kiilonosen a matrixok elmélétének az
algebra ujabb fejlodése nagy és még tovdbbhi jelentéséget juttat.

Rédei Laszlo.

Stacho6 Tibor: Fels6bb mennyiségtan; Budapest, 1933.
623 lap.

A m. kir. honvédelmi minisztérimm 1930-ban palydzatot hirdetett a
Ludovika Akadémia miiszaki tankonyveinek megirdsira. Sracaénak a
mennyiségtani tankonyvpdlydzaton elsd dijat nyert mivét adta ki most
a honvédelmi minisztérium a Ludovika Akadémiin haszndland6 tan-
konyvnek. Ez a m( azonban tilné azon a kereten, amelynek létét
koszonheti. Tartalma felgleli ‘koriilbeliill mindazt. amit a muszaki f6-
iskoldkon a ‘mérndkjeldlteknek tanulniok kell, a fizikusok igényeit is
kielégitheti, =6t a matematikus tandrjelélteknek is kitiné tankonyviil
szolgdlhat az elsG bevezetésre ; mint kézikonyv pedig a szakembereknek
is nélkiilozhetetlenné fog vdlni. Targyaldsmddja szigorisig szempontjd-
b6l a matematikus igényeit is kielégiti, nem esik a gyakorlali irdnyu
konyveknek abba a gyakori hibdjaba, hogy a tételek érvényességi fel-
tételeit ne mondand ki mindeniitt pontosan ¢és dlbizonyitdsokkal meg-
elégednék. Annak pedig, akinek a matematika csak mint segédeszkoz
szitkséges, nagy konnyebbségére van az, hogy az elméleti jellegii részek
és a bizonyitdsok aprobetiis szedéssel vannak elkiilonitve. Nyelve vildgos,
kizépiskolai alapismeretekkel barki altal kénnyen olvashato ; a szemldlet-
nek b6 kihaszndldsa a megértést nagyban megkonnyiti. Az dbrdk minta-
szeriiek, megldtszik rajtuk a szakavatott dbrdzolé geometer munkdja.
A tankonyvként vald haszndlhatésigot azonban. sajnos, egy koriilmény
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nagyon eg fogja neheziteni: a példdknak és a feladatoknak majdnem
abszolit hidnya. Természetesen megfelelo példatir beiktatdsa a konyv
terjedelmét nagyon megnévelte volna, igy azonban a tankdnyv mellett
idegen feladatgyiijtemény haszndlata lesz sziikséges.

A mi els6 fejezete az alapfogalmakat ismerteti. A raciondlis szamok
ismeretét feltételezve az irraciondlis szamokat a szerzé kettos fundamen-
talis sorozatokkal értelmezi, az értelmezést a «skatulydzas, eljarassal
szemlélteti. A derékszogii koordindtarendszer ismertetése utin mindjart
kivetkezik az egyenes ¢s a kupszeletek targyalasa. Ezutdn rogton a sark-
¢és hengerkoordindtdk bevezetése, amelynek taldn inkdbh ott lett volna
helye, ahol azok alkalmazisra is taldlnak : igy onmagukban nem fogjdk
az olvas6  érdeklédésél annyira lekotni, hogy az emlékezetben imeg-
maradjanak. Mintaszerii a sorozatok és a hatarérték fogalmanak targya-
lisa, amelyhez mindjart a végtelen sorok elméletének alapelemei csatla-
koznak. A fejezet utolsé része a folytonos fiiggvényt altalaban és az
elemi fiiggvényeket ismerteti igen értheté és preciz formaban.

A misodik fejezetben a differencidlhdnyados, a hatarozott és hatdro-
zatlan integrdl keriil tdrgyaldsra, az ujabb tankonyvek mintdja szerint
nem egymdsutin, hanem parhuzamosan. A fizikai és technikai alkal-
mazasok, mint késébb is mindeniitt, mar itt boven fellépnek, de még
inkdbb a kovetkezd harmadik fejezetben. Ebbe a fejezetbe keriilt kitlon-
ben a fiiggvénysorok és hatvinysorok tdrgyaldsa is, tovdbbd a technikus
szempontjabol igen fontos numerikus és grafikus differencial- és integral-
szamitds ismertetése.

A komplex szdmokat és komplex véltozos fiiggvényeket targyalo fejezet
a konyvnek (a vektoranalizist tartalmazé fejezet mellett. melyrol még
sz0 lesz) taldn a legsikeriiltebb része. A komplex szamoknak, mint vek-
toroknak targyaldsa utin a konformis dbrizolds, az elemi fiiggvények és
a Rmemann-feliilet hevezetése kovetkezik és azutdn mindjart a valtéaramok
elméletében és a Borvar-geometridban valg alkalmazasok. Az alaptétel-
nek a Goursar-Prinesaemi-féle bizonyitisit adja a szerzo. A kényv céljat
illetoleg talin megfelelé lett volna a tobbet feltételezd, de egyszeribb
Caveny-féle bizonyitds is, a matematikusnak mindenesetre tetszetésebb
a szerzo altal vilasztott mdd. A Laurent-sor. a szinguldris helyek, i MoRERA-
tétel, az algebra alaptétele és a sikbeli aramldsokra valé alkalmazdsok
zarjdk be ezt a fejezetet.

Az egyenletek megolddsarol szolo otodik fejezet mar teljesen a gyakor-
lati matematikusnak van szdnva. A kozelité eljarasok tiizetes ismertetése
mellett az elméleti rész itt indokoltan héttérbe szorul, Sturm tételének
példaul hidnyzik a bizonyitdsa, csak.az alkalmazdsa van ismertetve.

A hatodik fejezetben a vektoralgehrdval egyiitt keriilnek a determi-
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nénsok és a linedris egyenletrendszerek tirgyaldsra. A hetedik fejezetben
a projektiv geometria elemei vannak ismertetve. Sajnalnunk kell, hogy
a szerkesztési feladatokra val6 alkalmazhatésdguk miatt gyakorlati szem-
pontb6l is fontos Pascar- és Briancmon-tételek kimaradtak. De ezekért
is kdrpétlast nyujt a nomografidnak igen kimerité s hasonlé konyvben
taldn els6 tdrgyaldsa, amelynek a technikusok igen nagy hasznit fogjik
venni.

Teljesen eredeti médon vannak a kilencedik fejezetben a vektor-
analizis elemei és alkalmazdsai tdrgyalva. A vektor-skaldr, skaldr-vektor
és vektor-vektor fuggvények szerint valé csoportositis nagyon hasznos-
nak bizonyul. Igen dttekinthet6k lesznek ebben a vektoridlis targyalds-
moédban a feliiletelmélet tételei. A felszinmérés, feliileti integrdl utdin
még az egy- és kétoldalu feliiletek is széba keriilnek ebben a fejezetben.

A tizedik fejezet a differencidlegyenletek elméletének néhany egyszeri
feladatdt targyalja. A gyakorlati szempontbdl fontos grafikus és numerikus
megolddsi médok itt is nagy szerepet jitszanak. A keriilet-érték felada-
tokkal kapcsolathan a Fourier-sor is széba keriil s Fesér tétele bizonyi-
tasdval egyiitt be van mutatva.

Az utolsé fejezet a valésziniiségszamitist targyalja Misesnek a Kamke
altal kissé modositott elmélete alapjan. Nem hallgathatom el azt a meg-
jegyzésemet, hogy korainak tartom ennek a ma még tivolrdl sem lezdrt
elméletnek tankonyvbe valé bevezetését. Minthogy a focélt amugyis az
alkalmazisok képezik és a szigoru logikai megalapozds itt nem dénto
fontossdgii, megfelelé lett volna az egyszeribb klasszikus elmélet is:
Azonban a Mises-féle mdsodik axiéma, mely a legtobb logikai nehézsé-
get rejti magdban, itt ki van keriilve, s igy a Sracué kényvében valé
targyaldst matematikai szempontbél teljesen kielégitonek taldlhatjuk.

Orémmel litjuk ennek a kitiingé kényvnek a megjelenését, amely a
magyar matematikai tankdnyvirodalomnak nagy nyeresége.

Veress Pal.
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Jelentés az 1933. évi XXXVII. matematikai
tanuloversenyrol.

A Tarsulat XXXVIL matematikai tanuloversenyét 1933. oktéber 7-én
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejilleg. Budapesten 32, Szegeden
7 versenyz6 jelentkezett, beadtak 24, illetéleg 6 dolgozatot.

A verseny tételei a kivetkezok voltak :

I Kiszémitandfj_ub - ed értéke, ha

a2+ b2 =1, (1)

sl grl g, @)
ae 1 bd —=.0. i (3)

1I. Legyen a sakktibla 64 mezejébél 16 mezo oly modon kijeldlve,
hogy mind a 8 sor és mind a 8 oszlop  éppen 2—2 kijel6lt mez6t tar-
talmaz. Bebizonyitando, hogy a kijelslt mez6kre mindenkor tgy lehet
egy-egy babut. s pedig dsszességben 8 fehér és 8 fekete babut elhelyezni,
hogy ‘minden sorban és minden oszlopban pontosan 1 fehér és 1 fekete
babu dlljon. v :

[} A K és Kykorok egymdst P-ben érintik. Messe egy P-n dtmend
szelé 'a P-n kiviil I\,-ot még A,;-ben és Kyt A,-ben: tovdbbd egy I'n
dtmend mdsik szelo' A -et' B-ben és K,-t ‘B,-ben. Behizonyitandd, hogy
v PA,B, és PA,DB, hiromszigek hasonldk.

A dolgozatok meghirdldsira kikiildstt Bizottsig Rapos Guszriv elnik-
lete alatt a kovetkezG tagokbol dllott : FaracO Anpor, Fesgr Lipor, Sziics
Aporr, Veress Pir és Konie Dines cloadé. E Bizottsig okt. 15.-én tarlotta
iilését ¢és jelentése a kovetkezo.

«A Bizottsdg kegyelettel emlékezik meg elhunyt nagynevii tagjardl,
Korscuak Jozserrél, aki e matematikai versenyek iigyét kezdettél fogva a
leghatdsosabban tdmogatta és elémozditotta. Hervadhatatlan érdeme marad
az els6 32 verseny anyagdt Osszefoglalé miive, amely a magyar mate-
matikai tanité irodalom egyik legbecsesebb terméke.

Az idei versenyt illetben kedvezd eredményrél szémolhatunk be.
A legnehezebbnek hizonyult 2. feladatot hdrman oldottsk meg. Koziiliik
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csak Makar Enore, aki a budapesti kegyesrendi gimniziumban Ferencz
ZoLTAN tanitvanya volt, oldotta meg a mdsik két feladatot is. Targyaldsai
igen részletesek és viligosak (csak a 2. feladathoz irt szdmszer «jegy-
zete» nem helytdll6). A Bizottsdg azt javasolja, hogy az elsé b. Eotvos
Lorénd dij neki itéltessék oda. A 2. és 3. feladat tdrgyaldsa kifogdstalan
Ferrer Kirory és Keees Jend dolgozatdban is, s6t kidolgozdsaik, rovidség
tekintetében, még Marar megolddsai f61é is helyezenddk ; az 1. feladatot
azonban cgyikitk sem oldja meg: Kepes hatdrozott hibdt kovet itt el,
mig Feurer tulajdonképpen csak megakad a megolddshan. Ezért a Bizott-
sig a mdsodik b. Eotvos Lordnd dijra Feurer Kironvt hozza javaslatba,
aki a budapesti Toldy Ferenc redliskoldban ALLiquasper Lasos tanitvinya
volt, mig Kepes JENG szép dolgozata hatdrozott dicséretet érdemel.»

A Bizottsig e javaslatdt a Vdlasztmdny 1933. nov. 9. tartott iilésén
egyhangulag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott eléadd iilésen
Rapos Guszrav elnék adta 4t a dijakat a verseny gyézteseinek.

Az 1933. évi XXXVII. matematikai tanuloversenyen
dijat nyert dolgozatok.?

Makai Endre dolgozata.
L feladat. a) Tegyiik fel, hogy a feladatban szereplé mennyiségek

kizill b és ¢ nem egyenlé O-val. Ekkor 3)-bol % = —f—. Ezt a hénya-

dost nevezziik k-nak.
1)-et és 2)-t osszuk el b2-tel, ill. ¢>-tel. Ekkor a kovetkezé egyenle-
teket kapjuk :

2 1
—%2—+1:Fésl+

a? d?

Mir most a fentiek szerint ¥ e 1 k% Ezt behelyettesitve a két

egyenletbe, kapjuk :

1
/fz—{—l:—blz— €s 1+k2=~c—a—y

amibol :
AL

1 A tételek szovegét 1. fentebb a versenyrél szolo jelentésben. A dolgo-
zatokat valtoztatas nélkiil kozoljik. . Szerk.

Matematikai és Fizikai Lapok. XL. 7
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vagyis
D= 8% (4)

b értékét 3)-ba helyettesitve, kapjuk: ac 4+ ¢cd =0,
amibél
a= Fd. (5)

A 4) és b) figyelembevételével frhaté: ab 4 cd =—cd + cd = 0.

b) Ennél a megolddsndl 3 esetet nem tdrgyaltunk : amikor a feladat-
ban szereplé mennyiségek koziil vagy b, vagy e, vagy mindaketté O-val
egyenls. E hdrom eset koziil csak az utolsé fordulhat elo. U. i. b =0,
¢+ 0 ellenmonddsra vezetne, mert ekkor 1)-b6l a= + 1. Ezt 3)-ba
helyettesitve és figyelembevéve, hogy b =0, frhatjuk: +¢+0=0,
vagyis ¢ = 0. Hasonléképpen igazolhatjuk, hogy ha ¢=0, b is 0. Ha
pedig b =¢ =0, akkor ab + ¢cd =a.0 + 0.d =0, ami egyezik a fenti
eredménnyel.

Jegyzet. A b) levezetéstél eltekinthetiink, ha az a) levezetésben

w

o (i =5 helyett% =— % = x-bdl indulunk ki, egyébként pedig

az a) szerint folytatjuk a levezetést. Ekkor u. i. a feltétel: a==0 és
d =0 lesz, tehdt b-nek és c-nek tetszoleges értékeket tulajdonithatunk.

III. feladat. Legyen a kérok kézéppontja O, és O,. Legyen tovdbbd
az Ay, By, ill A, B,nél levé szog a,, B,; da (o Tudjuk, hogy 0,0,
dtmegy P-n, vagyis O,P és O,P egy egyenesen fekszik.

1. abra.

Ekkor nyilvdnvald, hogy O,PA, & = 0,PA, 2.
Mir most O,P4, A és 5 0,P4, A egyenlészdriak.
(U. i. 0,P= 0,4, és 0,P = 0,4,). Igy tehst

| ‘Ax_OéP_" —90°— 0,PA, 3 ¢ isofqﬁ —90° — 0,PA, 2.

N

3 A V"' Nds b
Vit e S i TRt SRR




TANULOVERSENYEK. 99

Ezeknek az egyenleteknek pedig a jobboldalai egyenlék, tehat a bal-®
oldalak is egyenldk egymds kozitt :

A,0P3 " 40P
- bl x

7 DGR 2%
E ;2 €s fo= 22T

szog fele a kozépponti szognek.) Ezeket az értékeket 1)-be helyettesitve,
kapjuk : 8, = f§,. Hasonléképen levezetheté, hogy a, = a,.

De azt is tudjuk, hogy £ = (keriileti

AB,P és A,B,P tehdt tényleg hasonlé hdromszogek, mert két par
szogiik egyenlé.

II. feladat. Kivélasztunk a 16 kijelolt mez6 koziil egyet, amelynek
sorszima legyen I. Innen bdstyalépéssel az ugyanazon soron levé mdsik
kijelolt mezére megyiink, amelynek sorszima legyen II. Most prébéljunk
bédstyalépéshen tovdbbmozogni a kijelslt mezékén, de gy, hogy mindig
ij mezokre lépjiink. A II-rél a kivetkezé Ill-mezére csak vgy léphetiink,
ha elhagyjuk azt a sort, amelyen az L. és II. fekszik. U. i. ezen a soron
a feltétel szerint nincs mdr mds kijelslt mez6. A bdstyahtizdsokat foly-
tatva, ugyanilyen megfontolds alapjin éllithatjuk, hogy az egyik lépésnél
a sort, a kovetkezénél pedig az oszlopot vdltoztatjuk (amelyen t. 1. a két
kijelolt mez6 fekszik). Ezutdn ismét egy sorvdltoztatds kivetkezik. Miutdn
I-rol a Il-re oszlopvéltoztatdssal érkeztiink, kovetkezik, hogy oszlopvéltoz-
tatdssal mindig csak pdros sorszimu mezére érkezhetiink el.

A bdstyahizdsokkal el fogjuk érni, hogy elébb vagy utébb, de leg-
késébb a 15. 1épésnél (az dbrdban az 5.-nél) arra a mezére keriiliink,
amelyik az I-gyel kozos oszlopon van. Ennek a kockdnak sorszdma
mindenesetre pédros lesz, mert oszlopvdltoztatdssal jutottunk el rd. —
Oszlopviltoztatdsra pedig sorviltoztatds kovetkezik és igy a kovetkezd
bdstyahuzdsunk csak az I-es mezére torténhetik.

Bistyalépéssel tehdt egy zdrt vonalat tettiink meg, amelynek pdros
szdmi, 2n szogpontja van. Mdr most helyezziink a pdros szdmu szog-
pontokra, azaz a pdros sorszdmmal elldtolt mezdékre n fehér, a pdratlan
sorszimmal elldtott mezékre pedig n fekete babut.

Kénnyen beldthatjuk, hogy ekkor feladatunkat legaldbb az elsé 2n
kijelslt mezére nézve megoldottuk. Ha azokat a sorokat és hasibokat,
amelyeket a hastyalépések folyaman érintettiink, kiilonvélasztjuk a tébla
tobbi részétél, akkor tényleg ezekre a mezgkre nézve minden hasébban
és minden sorban egy fehér és egy fekete bhdabu van.

Mér most hiizzuk ki a sakktdbldbol a kiilonvalasztott mezdket és a
sakktdbla megmaradt részét rajzoljuk egybe. Ekkor egy (8 —n)? mezdji

T*
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Felter Karoly dolgozata.
L. feladat. 1)-bél, ill. 2)-bél b-t, ill. d-t kifejezve

b=V1—a®,  d=V1—¢c2;
3)-ba helyettesitve :

ac+V1—a?V1-—c2=0,
(1—a®) (1 —c?) = a?c?;

a jeldlt miiveleteket elvégezve és rendezve :

Az 1), 4) és a 2), 4) osszehasonlitdsdbol a kovetkezo egyenléségek
addédnak :

egyszertibben :

Ezen értékeket a kiszdmitandd kifejezésbe helyettesitve kapjuk :

1) ab + ed =0,
2) ab + cd = + 2ac.

II. feladat. Helyezziink pl. a legfelsé sor egyik kijel6lt mezdjére egy
fehér babut (1); akkor az ezzel egy sorban dll6 2. hdbu fekete lesz.
A 2. babuval egy oszlopban dll6 3. bdbu: fehér, a 3-al egy sorban
all6 4.: fekete lesz. A 4-el egy oszlopban dll6 5. fehér lesz, a vele egy
sorban 4ll6 6.: fekete, stb. Ezt az eljardst folytatva konnyen beldthato,
hogy az 1. bdbuval egy oszlopba csakis fekete bdbu keriilhet. Lehet,
hogy médr a 4. biabu keriil az 1. ald, de akkor a két sortdl (ill. oszlop-
tol) fiiggetleniil egy harmadikbdl kiinduldlag 1jbél megismételhetjiik az
egész folyamatot. Tehdt elérhetjiik, hogy a kijelolt mezdkre helyezve az
egyes babukat, minden sorban és minden oszlopban pontosan egy fehér
és egy fekete bdbu édlljon.

I feladat. A,PB, 2= A,PB, 2, mivel csticsszogek ; B0, P2 =
= P0,B,, mert 0,PB; 2 = 0,PB, 3 = O,B,P 5 = 0,B,P . De

() BW
BAPS = _}?_,__125_4_ és ByA,P 2y = pozg-i. Tehdt B,A,P =
= B,A,P . Innen: PA,B, A ~ PA,B, A.

1 L, az 1, abrat a megel6z6 dolgozatban.
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Jelentés az 1933. évi XV-ik «Karoly Irén» fizikai
tanuloversenyrol.

Térsulatunk XV-ik «Kdroly Irén» fizikai tanuléversenyét 1933. oktéber
l4-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten 22,
Szegeden 5 versenyzé jelentkezett; beadtak Budapesten 16, Szegeden
5 dolgozatot.

A verseny feladatai a kovetkezok voltak :

1. Mekkora erdvel fesziti egy 75 kgr. stlyu torndsz a kotelet. amelyen
1 m/sec dlland6 sebességgel csuszik lefelé ?

2. Egy Deprez d’Arsonval rendszeri galvanometer homogén magneses
tere 1500 Gauss er6sségii, négyszogalaki forgétekercse 400 menethdl
4ll, melyeknek kozepes szélessége, ill. magassdga 3:0 cm, ill. 6:3 cm.
Mekkora forgaté nyomaték csavarja a tekercs dréttengelyét, ha a galvano-
meteren 0-01 milliampére-s dram halad keresztiil ?

3. Adva van egy iiveg diszperzidja, vagyis térésmutatéja mint a hulldm-
hossz fiiggvénye az

91.285

formuldval, ahol 2 a hulldimhossz Angstr(’jm egységekben van kifejezve.

Kiszémitandd, hogy egy ilyen tiiveghodl. késziilt derékszogli prizmédba
a befogdlapra merélegesen bees6 fénysugdr esetében mi lesz az a hatdr-
hullimhossz, mely a prizma dtfogdlapjdn még teljesen visszaverddik ?

A birélébizottsdg, melynek elnéke Taner KiroLy, tagjai MikoLA SANDOR,
Poginy Bfra, RyBAR Istvin és SzaBo Gieor eloado voltak, orommel
dllapitotta meg, hogy a versenyz6k éltaldban szép késziiltséget mutattak,
Az elsé feladatot 9, a mdsodik feladatot 5 versenyzé oldotta meg kifogds-
talanul. Legtobb nehézséget a harmadik feladat okozta a versenyztknek,
tigy hogy mind a hérom feladatot egy versenyzének sem sikeriilt kifogds-
talanul megoldania.

A két elsét kifogdstalanul és a harmadikat részben j6l hdrom ver-
senyz6 oldotta meg. ;

A bizottsdg tekintettel a 3-ik feladat megfejtésének fogyatékossdgdra
és tekintettel arra, hogy e hdrom versenyzd dolgozatai kézott lényegesebb
értékbeli kiilonbség nines, azt javasolta, hogy mind a hdrom versenyzo
egyformdn egy-egy mésodik dijat kapjon. A nyertesek a kovetkezok :

Magar Expre, aki a budapesti kegyesrendi gimndziumban végzett és
tandra FErEnczi ZoLTAN volt,

Kepes Jend, aki a X. ker. 4ll. Szt Liszl6 redlgimndziumban végzett
és tandra Lisinrzkr Ferenc volt és
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Tora LAszu6, aki a X. ker. dll. Széchenyi Istvdn redlgimndziumban
végzett és tandra Eskuiirs FErenc volt.

Mind a hdrman bélesészettanhallgaték.

Javasolta tovdbbd a hizottsig, hogy dicséretben részesiiljon GyOry
IstvAn bélesészettanhallgats, aki a budapesti reformdtus gimndziumban
végzett és KorLozsviry BEfra tanitvinya volt. Az 6 dolgozata csak annyi-
ban kiilonbézik az elébb felsoroltakétdl, hogy a mdsodik feladatban az
erékart 2-szer hosszabbnak vette kelleténél és igy 2-szer akkora ered-
ményt hozott ki.

T4rsulatunk vdlasztmdnya 1933. november 9-én tartott iilésén a
bizottsig ezen javaslataihoz hozzdjarult s igy azok hatdrozattd valtak.
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Az 1933. junius 10-i XXXVIIL kozgyiilés.

Rapos Guszrdv elnéki megnyité beszéde :

Tisztelt Kozgytilés!

Visszatekintve a lefolyt tarsulati éviink eseményeire, elsGsor-
ban mint fdjdalmas mozzanatrol- meg kell emlékeznem arrol a
mérhetetlen nagy veszteségrél, melyet Tarsulatunk két kit@né
tagjanak KtorscHAxk Jozser-nek és Haar Avrrep-nak vdratlan el-
hunytaval szenvedett. Mindkettének haldla felett érzett fajdal-
munkat veliink osztja az egész mathematikus vildg, amely farad-
hatatlan kutatémunkdjuknak gytimoleseit élvezi, amelyekkel
neviiket a tudomanytorténet egyik fényes lapjan megorokitették
és amelyek eszmélteté hatasukbol még sokdig nem fognak veszi-
teni. Tarsulatunk vdlasztmanya e két nagy halottjénak tisztele-
tére emlékiinnep megtartasat elhatarozta, amelyen e két kivalo
mathematikus legfontosabb miiveinek meéltataséaval képet kivin
nyujtani kivalo alkotasaikrol. Tudomdnyos nagy érdemeiknek
és kivalo emberi erényeiknek emlékét kegyelettel fogjuk 6rizni.

A chicagoi vilagkidllitas alkalmaval ott tartandé mathematikai
kongresszusra a vilignak 6t kivalé mathematikusit hivtak meg
eléadokul. Orémmel és biiszkeséggel tolti el lelkiinket, hogy e
kivalé mathematikusok egyike a mi kitiiné mathematikus-tit-
karunk, Fesir Lipor bardtunk, aki ottani szereplésével bizonyira
gyarapitani fogja azt a tekintélyt és elismerést, amelyben a
magyar mathematikusoknak széles e viligon résziik van. -

Tanusdgot tesz errél az a reink nézve hizelgé esemény is,
hogy a Princetonban felallitott kutatointézethez kinevezett négy
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vildghirii kutato egyike Nrumanny Jinos hazankfia és buzgo tag-
tarsunk, akit mér szamos alkalommal szerencsénk volt elGadé-
asztalunk mellett idv6z6Ini és aki a princetoni egyetemen mint
Amerika egyik legkivilobb egyetemének tanara dicséséget szerez
hazanknak.

Az a tudat, hogy hazink muvel6désének ziszlajit a vilag
latja és tisztelettel hajlik meg el6tte, reménnyel télt el benniin-
ket, hogy a megprobaltatds mostani stilyos éveit komoly kdro-
sodds nélkiil fogjuk dtélni és hogy odaadé munkaval és erénk
teljes megfeszitésével sikeriilni fog a jobb jévébe dtmenteni az
6sszes kulturkincseket, amelyeket elgdeink alapvetd és dldozat-
kész munkdjanak készoniink. E toérekvésiinkben segitségiinkre
van a nagyméltosagt Vallas- és Kozoktatdsiigyi Minisztérium
és a Magyar Tud. Akadémia, melyek mindketten az idei évben
is Tarsulatunkat szamottevé segélyben részesitették. Legyen
szabad e helyrdl is a nytjtott tamogatdsért meleg koszonetiinket
kifejeznem.

Abban a hitben, hogy a mindnydjunktél vart jobb jévé
hajnalhasaddsa miel6bb be fog kévetkezni, nyitom meg idei
kozgytilésiinket.

Rapos Guszrav elnéki megnyitéja utdn PocAny Béva iigyvezeto-titkar
heszdmol az 1932—33. tdrsulati év f6bb mozzanatairdl és adataircl:

1932. oktéber 30-d4n volt Térsulatunk nagynevi alapitéja, baré Edrvis
Loranp siremlékének iinnepélyes leleplezése a Kerepesi temetében. Ezen
az tinnepélyen a Kultuszminisztérium, az Akadémia és Tudomdnyegye-
temen kiviil szdmos tarsulat képviseltette magdt és helyezte elismeréseé-
nek palmakoszorijat a nagy magyar fizikus sirjdra. Tdrsulatunk nevé-
ben Rapos Guszriv elnék mondott beszédet, Taner Kirory alelnok pedig
a volt tanitvinyok nevében emlékezett meg nagy Mesteriinkrdl.

1932. november 24-i eléadé-iilésiinkon Y. A. BARNETT ohioi professzort
iidvozolhettiik vendégiil, aki matematikai tdrgyu, angol nyelvii eléaddst
tartott. .

Az 1933. évi mdrcius hénap nagy gyaszt hozott Tarsulatunkra. Alig
egy heti id6koz alatt két érdemekben gazdag, tudds tagtdrsunkat ragad‘ta
el a haldl. Elészér Hasar Avrrép vélasztmdnyi tagunkat, azutin KLRSCHA]\
Jozser alelnokot. Felejthetetlen két nagy tagtirsunk emlékét jegyzo-



106 TARSULATI ELET.

konyvileg érokitettitk meg. Koporsdjukra Tdrsulatunk is koszorit helye-
zett és mindketté ravataldndl Rapos GuszrAv elndk mondott bucsi-
heszédet.

1932. november 10-én a Magyar Foldrajzi Tdrsasig KovESLIGETHY
Rapé 70-ik sziiletése napjét tinnepelte. Ezen az tinnepélyen Tarsulatun-
kat Tass AnrtaL képviselte.

1933. junius 4. és 10-ike kozt a Magyar Orvosok és Természetvizs-
gdlék XLI. Vdndorgyiilésén Tancr Kirory alelnék vett részt Tdrsulatunk
képviseletében.

Levélben tidvozoltik a Magyar Statisztikai Térsasdgot 1933. méjus
27— 28-iki Egerhen tartott XL {innepi iilése alkalmabdl.

Ugyvezetd-titkar bejelenti, hogy Fesér Lipét meghivés folytdn Amerikd-
han idézik és ott elgaddsokat tart. Utja a magyar tudomény elismerését
és tiszteletét jelenti. A kozgyilés ezért FeiEr Lipér utjahoz sok sikert
kivdn.

T4rsulatunk az elmult évben 8 ‘eléadéiilést, 2 kozgyilést és 3
valasztmdnyi iilést tartott. Az iiléseken 9 eldadds hangzott el és pedig
5 matematikai és 4 fizikai tdrgyu.

Ugyvezeto-titkir beszdmol a tanul6versenyekrol, melyek eredményeit
lapunk utolsé szdmédban kézoltiik.

Azutdn a lelépé 6 védlasztmdnyi tag helyeinek, tovdbbd a haldlozdsok
folytin megiiresedett helyek betoltésére, végiil a lelépé tisztikar meg-
lijitdsdra keriilt a sor.

A lelépo vdlasztmdnyi tagok, névszerint: FAra6 ANDOR, GRUBER
Ninxpor, Mikora Sinpor, Orrvay Ruporr, Riesz Frieves és Ryeir Istvan
djbél megvalasztattak.

Az uj tisztikar a Kozgytlés vélasztasa szerint a kovetkezo :

Elnok : Rapos Guszriv.

Alelnokék : Tanet Kirony és Frifr Lipér.

Titkdrok : Pociny BéLa és Konig DENEs.

Jegyzék : CsiszdAr Eremér és Sztics Aporr.

Pénztaros: Szaso GAgor.

Haar Avrrip helyére a védlasztmanyba a Kozgytlés Kovesueeray Rapét,
Konic Dénes helyére pedig Keréxsirro BErit vélasztja meg.

SzaBO GABOR pénztdrosi jelentésébél a zdrszdmaddst és a vagyon-
mérleget jelen szdmunkban kozoljiik.
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1932. évi zarszamadas.

Bevétel :
1. 1931. évi zdrszimaddsi maradviny : Pengé
GIRKCZIEncrZIatban RSP R T | L g 64496
b) postatakarékpénztirban ~ __ __ . Ml Bt 1\ B ORZEG
c) Magyar Leszdmitolo és Pénzvilté Bankbm
12 folyoszamlan; £ 2 20k et vt ’ 932-—
2. betétkonyvben (Kdroly hen alap) ey 1020-
oo S R, | (S
SOl eteaid (bl SEIEE IR L o 268:74
4. Adomdnyok . _ _ _ — o _ o e e L 40—
5. Allamsegély . — — — — O i e i 00—
6. Magyar Tudomdnyos Akademla segelye.. e, 2 S 500
T R LR e e . o e 164-99
Osszesen : 4814-88
Kiadas
Pengé
IERNsbrdaSkoliSerele % SUCMIIIEREL FE S 0o L L _ 1500-—
D STV eTCaTETA N S SRR S ) L e 69-54
S RIEzel R kOl Cock S N e e e 13-36
B R e R Lt 38259
5. Pénztdri maradvdny :
iR g iRkEIpenZtirhamss e S IS L L L L e 47-84
bj ‘postatakarékpénatarban Tr Z 0 L L L o i 93595
¢) Magyar Leszémitolé és Pénzvilté Bankban :
IRz ol R s i L e S 845060
2. betétkényvben (Kédroly Irén-alap) .. - — - _ — — 1020-—

Osszesen : 481488
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Vagyon-mérleg.

Vagyon:

1. Korona értékpapirosokban :
a) A Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban :
2600 K. n. 6. 4°0-0s fovdrosi kolesonkotveny

1800 « « « 69%o0-0s hadikélesonkotvény
(4. kibocsdtds).. .
300 « « « 4°-0s magyar korona- | 5 B>
jaradékkotvény —-; g
9900 « « « 6°%0-0s hadikdlesonkaty. ET@;
(6. kibocsdtds) |12

2000 K. n. é. 53°0-os hadikolesonkotvény
(4. kibocsdtds) .. — ..

6 °/o-os hadikdlesonkotvény
(3. kib.) Kénig-alap.._

K
b) aPesti Hazai Takarékpénztdrban O—iﬂ jelzési

10000 «

k('illyvl)e’n e N

¢) Allami kezelésben : Majthényi Otté-hagyaték _
9. Pénzkészlet :

a) kézipénztarbanyy L. 5. e s el e e

b) postatakarékpénztdrban . . . _ - ~ _

¢)a \quyn Leszdmitolé és Pénzvalto Bankban

- (folydszamldm oottt e
") betétkonyvhen (Kdroly hen alap) LSE

3. Tagdij és elofizetési dij hdtralék .. . . . . _.
&. Nyomtatvanyok .

Korona Pengo
2600—
1800—
300—
2200-—
2000—
10000 —
108—
10000—
47-84
935 95
84560
1020-—
200—
100—

Osszesen :

Teher.

Nyomdai tartozas. .55 Sel s RIS T
Egyenleg coiiiid o (SOirihele OoEE St

Atvizsgdltuk és rendben taldltuk.

Budapest, 1933. mdrcius hé 18-dn.

29008-— 3149-39

Korona Pengd
386-84
29008 — 2262-55

Szabé Gabor s. k.

pénztaros.

Tass Antal s. k., Farago Andor s. k., Renmer Janos s. k., Veress Pal s. k.

a szamvizsgaloé bizottsag tagjai.

e



Kimutatas az 1932. é;zi december 26-tol 1933. évi
oktober 7-ig belolyt 6sszegekrdl.

1. Tagdijak.

1928-ra : Albert Anna (8), Léky Béla (8

1929-re : Hajés Géza (3), Kovdes Jdnos (
sen 19 P.

1930-ra : Czaké Adolf (8), ifj. Kunfalvi Rezsé (8), Léky Béla (8)
Oveges Jozsef (6), Schay Géza (8). Osszesen 38 P.

1931-re : Adler Erzsébet (8), Baintner Géza (4), Beke Mané (8),
Boddes Istvin (6), Bruck Ferenc (2), Bujk Béla (6), Bukovszky Ferenc (6),
Csészér Elemér (8), Czukor Kéroly (8), Darké Béla (6), Déri Zsigmond (8),
Eberhardt Béla (2), Erdey-Gruz Tibor (8), Forré Magdolna (8), Fejes
Zsigmond (8), Hodér Tempis Moric (8), Horvith Elemér (6), Janko
Antal (3), Kalmdr Ldszl6 (6), Kolozsvari Béla (8), Koros Laszlg (8),
ifj. Kévesligethy Radé (8), Lassowszky Kdroly (8), Lipka Istvin (6), Magi
Ferenc (6), Nagy Julidn (8), Sz. Nagy Gyula (6), Neumann Jdnos (8),
Politzer Réza (8), Riesz Frigyes (6), Rigé Ferenc (6), Rona Zsigmond (8),
Runtdgné Perényi Gizella (3), Simon Elemér (1), Skopdl Istvin (8),
Sopkéz Séndor (8), Steiner Lajos (4), Strasser Sindor (6), Schimanek
Emil (8), Schwartz llona (4), Szerényi Géza (5), Terkin Lajos (8),
Theisz Edéné Vajk Magda (8), Vadédszy Bertalan (6), Vigassy Lajos (8),
Walek Kdroly (6), Waldapfel Jénos (8), Weisz Livia (8), Winkler
Lajos (8). Osszesen 320 P.

1932-re : Adler Erzsébet (8), Albert Anna (8), Beke Mané (8),
Bencsik Béla (4), Bodées Istvan (6), Breuer Jozsef, Haifa (8), Brody
Imre (8), Bujtds Jdnos (6), Czaké Adolf (8), Czukor Kdroly (8), Darké
Béla (6), Eberhardt Béla (2), Erdey-Gruz Tibor (8), FForré Magdolna (8),
Fejes Zsigmond (6), Fraunhoffer Lajos (8), Goldziher Kdroly (8), Gyulai
Zoltin (6), Hooér Tempis Moricz (8), Janicsek Jozsef (8), Kalmdr
Laszlo (6), Kedves Miklds (6), Kilcer Gyula (6), ifj. Kovesligethy Radé (8),
Kérés Lészl6 (8), Krbek Ferene (8), Lassowszky Kdroly (8), Loky Béla (8),
Lipka Istvan (6), Magi Ferenc (6), Nagy Julidn (8), Sz Nagy Gyula (6),
Neumann Jdnos (8), Oltay Kdroly (4), Gveges Jozsef (6), Politzer Réza (8).
Pogitsa Janos (6), Riesz Frigyes (6), Rigé Ferenc (8), Runtigné Perényi
Gizella (3), Sopkéz Sandor (8), Sés Erné (8), Steiner Lajos (8), Strasser
Sindor (6), Schay Géza (8), Schimanek Emil (8), Szabd Miklésné

). Osszesen 16 P.
8), Oltay Kdroly (8). Ossze-

]
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Nagy Sarolta (6), Székely Karoly (6), Theisz Edéné Vajk Magda (8),
Tardos Vida (6), Tass Antal (4), Tihanyi Miklés (6), Vamos Sdandor (6),
Vigassy Lajos (8), Osszesen 357 P. :

1933-ra : Abrahdm Tstvin (8), Balyi Ferenc (6), Bacsé Vilmos (6),
Bauer Mihdly (8), Benké Ilona (8), Darké Béla (6), Erdss Pal (8),
Faragé Andor (8). Fenyvesi Andor (8), Fornwald Jézsef (8), Forrd
Magdolna (8), Gruber Nandor (8), Gyulai Zoltdn (2), Hancsok Kdlmédn (6),
Hausbrunner Vilmos (8), Ilosvay Lajos (8), Kalmdr Liszl6 (6), Karai
Sandor (6), Klug Lipét (8), Kovdcs Janos (8), Kronstein Béla (8), ifj.
Kovesligethy Radé (8), Koévessi Ferenc (6), Kuzaila Péter (6), Lengyel
Béla (miegy.) (8), Luckhaub Gyula (8), Magdies Gdspar (8), Nagy
Ferenc (8), Neugebauer Tibor (8), Nydri Béla (6), Ortvay Rudolf (8),
Oszlaczky Szildrd (8), PPécsi Albert (8), Rados Gusztdv (8), Rados
Igndc (8), Renner Janos (8), Reuss Endre (8), Rhorer Ldszlo (6), Szabo
Gabor (8), Szabé Gusztév (8), Szabé Miklésné Nagy Sarolta (4), Szdsz
Pal (8), Szekeres Kdlmédn (8), Széky Jstvin (6), Széke Béla (8), Tangl
Kdroly (8), Tardos Vida (6), Tass Antal (8), Tihanyi Miklés (6), Torok
Elemér (6), Vorss Cyrill (8), Winter Jozsef (8), WoyciechowskyJozsef (8).
Osszesen 386 P.

193%4-re : Balyi Ferenc (6), Bacsé Vilmos (6), Luckhaub Gyula (8),
Renner Janos (8), Rhorer Ldszl6 (6), Tihanyi Miklés (6). Osszesen 40 P.

2, Elofizetési dijak.

1928-ra : Révai Miklés redliskola, Gyér (2).

1929-re : Ciszt. r. Tandrképzo (Bernardinum), Bp. (8), Révai M. redl-
isk., Gyér (6). Osszesen 14 P.

1930-ra : Term. Tud. T4rsulat, Bp. (8), Révai M. redlisk. Gyor (6).
Osszesen 14 P.

1931-re : Médria Terézia lednygimn. Bp. (8), Toldy F. redlisk. Bp. (8),
Széchenyi I. redlgimn. Bp. (8), Zrinyi M. redlgimn. Bp. (8), Ref. gimn.
fizikai szertdra, Debrecen (6), Kir. kath. Eszterhdzy M. redlgimn., Dombo-
var (6), Ag. h. ev. liccum, Sopron (6), Polg. isk. Tandrképzé Foisk.
Szeged (6). Osszesen 56 P.

1932-re : Méria Terézia lednygimn. Bp. (8), Ciszt. r. Tandrképzo,
Bp. (8), Toldy F. redlisk. Bp. (8), Széchenyi L. redlgimn. Bp, (8), Technol.
és Anyagvizsg. Intézet, Bp. (7-94 P), Grill-konyvkereskedés (W. Miiller,
London) Bp. (6-40 P), Kilidn konyvkeresk. Bp. (6), Ref. gimn. fizikai
szertdra, Debrecen (6), Kir. kath. Eszterhdzy redlgimn., Dombovir (6),
Ag. h. ev. liceum, Sopron (6), Polg. isk. Tandrképzé Foisk., Szeged (6),
Osszesen 76:34 P.
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1933-ra : Ag. h. ev. Rudolf rg. Békéscsaba (6), Ciszt. r. Tandrképzo,
Bp. (8), Kegyesrendi Tandrképzé, Bp. (8), Eggenberger konyvkeresk.
(Gyakorls gimn.) Bp. (7-20), Ref. Horthy redlgimn. Kisdjszdllis (6),
Bénya- és Erdomérncki Féisk., Sopron (6), Csandd Vezér rg. Maké (6),
Horvith M. redlgimn., Szentes (6). Osszesen 53-20 P.

1934-re : Svabhegyi Csillagvizsgdlé Intézet, Bp. (8).

3. Segélyek, adomanyok.

NMaovanaBideRskad epvar ot N L L e el DOO— P
Magyar Allam _ _ _ _ _ _ . Ik SRV 500— «
e e R R R e o il e e s 084734 a
HoursleonERMOEGEIBEIE . . L L ko 50— «
IRl O Iy L o R SRRSO | ¢
ey R L T S R 12— ¢
(PGthEATnddr B MR 5 LN L IRGEE LGS G PR 6— «

Osszesen 1762:34 P
Budapesten, 1933, okt. hé 7-én.
Szabo Gabor, pénztiros.

Franklin-Tarsulat nyomdaja. — Abrai V.
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