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A Mathematikai és Physikai Lapok elbfizetési ara erre az
évre 200 korona. A Mathematikai és Physikai Tarsulat tagjai a
lapot tagsagi dijuk fejében kapjak.

- Minthogy a Mathematikai és Physikai Lapok egyes régibb
éviolyamai teljesen elfogytak, kérjiik tisztelt tagtarsainkat, akik
azokat nélkiillozhetik, boesassak a Tarsulat rendelkezésére.

A folyéirat szellemi részét illeté kozlemények a szerkesztékhoz
kildend6k és pedig a mathematikai targyuak Fejér Lipdt (V. Falk
Miksa-uteza 15.), a fizikai targyiak pedig Mikola Sdndor (VIL,
Vilma kiralyné-ut 19.) cimére. T. munkatérsainkat kérjik, hogy
kézirataikban lehet§ rovidségre torekedjenék és hogy arra pontos
cimiikel is irjak ra.

Minden 6néllé cikk szerzéjének 25 boritélnélkiili kiilonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és t6bb kiillonlenyomat csak a nyomdaval
valé kiilon megegyezés alapjan kaphaté. ‘

A Tarsulat iigyvitelére vonatkoz6 levelek, tagajénlisok Mikola
Sdndor titkar cimére (VIL, Vilma kiralyné-ut 19.) kildenddk.

A folydirat és a meghivok expedicidjara vonatkozé kérdések,
reklaméciék, valamint 'a tagségi és: eldfizetési dijak Rybdr Istodn
pénztaros cimére (VIII., Mizeum-korut 6—8.) intézenddk.

Felhivas tagtarsainkhoz!

. A rendkiviili viszonyok sulyos helyzetbe sodortak Tarsu-
latunkat. Folyéiratunkat még redukalt terjedelemben sem tudiuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiils, aldozatkész
emberbaritok és intézmények nem jéltek volna segitségiinkre.
Ez a (Téarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi rénk is
kotelezetiséget . ré. Nekiink 1s erénkhoz képest meg kell ten-
niink mindent, hogy Tarsulatunkat fenntartsuk és anpak miiko-
dését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt kiveteli toliink jozanul
felfogott sajal érdekiink, ezt koveteli hazank érdeke is. Csak
igy alakul’ ki benniink a jovénk biztositisihoz annyira szik-
séges bizalmunk 6nmagunkhoz. ;

Kérjik ennélfogva tisztelt tagtarsainkat,

.. 1. hogy hatraléekos tagdijaikat kiildjék be a Tarsulatunk
pénztirosadhoz Rybdr Istvan-hoz (VIIL, Mazeum-kérat 6—8.).

2. hogy az uj larsulati évtgl (1923-tol) kezdve emelje fel
mindenki, aki teheti, a tagsi;
gel (egészitse ki példaul 200 koronéra) onszantébol,

3. hogy megvaltozolt 4j cimeiket kozoljék a Tarsulat pénz-
tarosdval és hogy a vilaghdboru alatt és az utdna kovetkezd
idékben kéltozkodésre kényszeritett tagtirsaink figyelmét hiv-
jak fel hasonlé cselekedetre,

4. hogy gyijtsenek uj tagokat.

i dijat bizonyos méllanyos Gsszeg-
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Adoméanyok. ]
Az 1921-ik évben a Mathematikai és Physikai Tdrsulat részére d
kovetkezd adonmm/ok folytak be : &
K

A Magyar Tud. Bhddefine > 2L oo et s s et = e OO0

Orsz. Szabadoktatdsi Tandes .. . — . .. .. . .. e 3,000
vl RGOkt mins 7 e T R T 85000 ;
Ganz és tsa Danubius R.-T. _ _ _ _ . _ _ _ _ _ . 25000 5.
Ganz Villamossdgi R-T.- _ .. . . _ _ . o . . 20,000 J
'lakarékpenztéral\ és bankok egyesu]ete T e SR g T
Sasvari Géza az __Fbtvos Lordnd plakettre o+ e Reo euy e AR A

A Mathematkai és Physikai Tarsulat tisztikara.

Elnok : Frouurcn lzwor (VIIL, Muzeum-korit 5--8.)
Alelnokik : Rabos GuszrAv.
TanaL KArory.
Titkdrok : Fritr Lier (V., Falk Miksa-utca 15.)
Mikora Sinpor (VIL, Vilma kirdlyné-it 19.)
Jegyzok : Kopp Lasos. =
Kirscudx Jozser. ;
Pénztdros : Privorszky. Avasos (VIL, Ilka-utca 32.)
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ElGadésok.

) 1921-ben a Mathematikai és Pliysikai Tarsulat wilésein a kovetkezd
: eléaddsok tartattak:

%
Apr.  8-4n. Dr. Hodr Tempis Mor : Az energia gazddlkodds fejlodésérol.
Apr. 22-én. Privorszky Alajos: Egy elemi geometriai szerkesztésrol.

; Ribar Istvan: A poldrozds szoge alatt visszavert fényrél.
M. 14 én. Rados Gusztdv: Adalék a trigonometrikus egyenletek el-
7 = . méletéhez.

' ' Frohlich Pal: A fénytorés geometrlal tbrvényének érvé-
nyességi hatdrdrdl..
Kedves Miklés: Két egys'ierﬁ\ demonstrdcids eszkéz be
mutatdsa. :
Nov. 3-4n. Tangl Kéroly: Az Eitvis-torvényrél.
£/ Nov. 17-én. -Kiirschdk Jozsef: Irreducibilis formak,
g Dec. 1-én. Gati Béla: Az Amerika és Europa kozti te]efonl\abel
e “Dec. 15-én. Veress P4l: A folytonos fiiggvények kozelitése polynomokkal.
. (sdszdr Elemér: A quantum emisszié hypnotezise a fekete
sugdrzds elméletében.




BINOMIALIS EGYUTTHATOK HATVANYOSSZEGEIROL.

Ismeretes és konnyen igazolhato, hogy
20;)_((1)2 a)z- (a)2 (a)’
(a“O +(1 +2 4 +rc
mindig oszthaté az a + 1 és 2(2a — 1) szamokkal.
Dolgozatomban e tétel elsé részének kovetkezé altalanosita-
saval foglalkozom: Az
(g em (2] s mem ()
Ao—(O),..-, Ak ( 1) k gl ea By Au ( 1) a (O)
szdmok r-dik hatvdnyainak dsszege r minden poziliv egész
értélénel oszthato (a -+ 1)-gyel.
1. Targyalasom a kovetkezo észrevételbdl indul ki:
Legyen a +1 a p torzsszdmnak legaldbb a-dik hatvinydval
oszthald és jelentse y a
O 15 =0 s

szamok valamelyikét. Ha a (0) alatti A szdmokat az adott
sorrendben p*=Y tagu csoportokba osztjuk, akkor az egy cso-
portba sorozott szdmok wodulo pr*! eqymdssal kongruensek.

1 Ennek bebizonyitasat SziLy KALMAN a Mathematikai és Physikai Lapok
IL kotetében (1894) a 397. lapon feladatnak tiizte ki. A feladat megoldasai a
II1. k6tetben (1895) a 324-—332. lapon jelentek meg. Kozilok BAver MIHALY
megoldasa a kovetkezd eredeti tétel bebizonyitasara is kiterjeszkedik :

Ha a 4 1 oszthato a p torzsszammal, akkor

(g)!v1+(¢:)2n+'”+(z)2n

nemesak az n =1 esetben, hanem n minden pozitiv egész értekénél oszt-
haté p-vel.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXIX. 1
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Ugyanis minden csoportban csak a legelsd szam indexe oszt-
haté p2—r-val. Tehat, ha

TS
AY .

4y = (— W’(Z) és A1 =(— 1)b+1( @ )

E b+ 1

F' ugyanazon csoport két szomszédos tagja, akkor a b +‘1‘ szam
t okvetleniil p# alaki, hol v nem oszthaté p-vel és 0 < B < a—,
E azaz a > B 4+ y + 1. Tovdbba foltevésiink szerint a4 1=upf+r+i,
" (hol u esetleg még p-vel, s6t ennek valamely hatvinyaval
) oszthato).

b Ha most mdr a

4 a a

,, Coenf, )]

, azonossagban teKintetbe vessziik, hogy

’LZ ' b4+ 1=uph és a— b= (uprtt— v)pp,

E

B akkor innen

a a

L ] — (upr+1 — o

3 ; (b ¥ 1) (up “)( b)

% Tehat

fd=eld)
b4l ™ b e S
azaz ;

i a a

o +1

f (b 4 g ) Al
: :

f E kongruenczia értelmében egy csoport bdrmely két szom-
i szédos tagja és ennélfogva annak valamennyi tagja modulo pr+!
44 egymassal kongruens.

i 2. Legyen a4 1 a p torzsszdmnak legaldbb a-dik hatvdnyd-

: val oszthats és jelentse y a
0,1,2,...., a—1, a

szamok valamelyikét. A (0) alatti A szdmok kozil kivdlasztva
/ azokat, melyeknek indexe a p-nek a — y kitevdjii hatvinydval

oszthaté, a kivdlasztott szdmok r-dil hatvdnyainak dsszege
/ pr-val oszthato.



BINOMIALIS EGYUTTHATOK HATVANYOSSZEGEIROL. 3

A y =0 esethen pr = p° = 1, tehat ekkor a tétel helyessége
nyilvanvalo. Altaldnos érvényességét y-rol (r + 1)-re kovetkez-
tetve bizonyitjuk be.

Legyen rovidség kedvéért ¢ = p*—r—1 és ¢'.= pq = p*=, hol
most mir y <a. Ha az A szamokat adott sorrendjiikben ¢’
tagi csoportokba sorozzuk, akkor minden csoportban éppen
p szamnak van a ¢-val oszthato indexe. Ezek a szamok (mint
a csoport valamennyi szama) az 1. alatti tétel értelmében egy-
massal modulo pr+! kongruensek. Ennélfogva

A; = A:; mh S A(p—l}q'*‘
+ A;)q + A(rp+qu+ 72E + A{er—i)q +
+ A;pq + A{Qgpm-l)q + + A(er—-l)q +

= p (Al + Ay + Ay + ) (mod pr+).

Ha a tétel y-ra érvényes, akkor itt a zarjelbe foglalt osszeg
pr-val oszthato, tehat a kongruenczia bal oldalan allé Osszeg
pr*+i-gyel oszthato.

3. A bebizonyitott tétel abban a szélsé esetben, midén y = a,
{roviden igy fogalmazhato:

Ha a + 1 oszthaté p*val, akkor a (0) alatti A szdmok r-dik
hatvanyainak dsszege szintén oszthaté p®-val.

Ha 7 paros szdm és a =1, akkor ez éppen Bavernek a be-
vezetés jegyzetében idézett tétele.

4. Ha a + 1 torzstényezokre bontott alakja

a+1=pips-.. P
akkor a (0) alatti szdmok r-dik hatvanyainak osszege a 3. alatti
tétel értelmében a
P Pl bh
torzsszdmhatvinyok mindegyikével és ennélfogva az a +1

szammal is oszthato.

Kurschdl: Jozsef.

1*
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Legyen adva egy végtelen sorozat, melynek minden eleme
a + vagy — jelek valamelyike. Minden ily sorozat a kovet-
- kez6 moédon meghataroz egy madsik sorozatot, mely szintén
csak e két jelet tartalmazza. Az elsé sorozat barmely eleme
ala a + jelet irjuk, ha ez az elem megegyezik a kozvetleniil
rdkovetkezovel, ellenben a — jelet, ha a kozvetleniil rakévet-
kez6tél killonbozik. Ugyanezen utasitéssal a mésodik sorozat-
bol egy harmadik, ebbdl egy negyedik, stb. keletkeztethels. Az
els6 sorozat az egész igy definialt kétindexii tdabldzatot egy-

értelmilen meghatarozza. Példaul :

L ++++—t++—++++—t+—F++-
2 ot ——t— o — o — e
.t — et fm— e
e e

B, — b —— b f— o

e i e e

7 R U S A U M B BB

8 bbbt

9. bt

...........

Kérdésiink a kovetkezo :

Milyen mddon kell vdlasztani az eredeti sorozatot, hogy va-
lamelyik késébbi sorozat csupa megeqyezd jelbdl dlljon® és ha
ez belkdvetkezik, leghkésibb hanyadik sorozat fog csupa megeqyezd
jelbdl dllni ?

7

1 E kérdés felvetését KARLOVszZKY BERTALAN festémiivésznek koszémom.
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BIZONYOS KETINDEXT SZAMTABLAZATOKROL.

Ha -+ helyett +1-et, — helyett —1-et irunk és az elsé
sorozat (melyet tablazatunk O-adik sordnak akarunk nevezni):

015 S025--+5 EO0ks>--->

akkor tablazatunk i-edik soranak k-adik elemét az

Sik = €i—1, k+&i—1, k+1

rekurziv képlet értelmezi. Innen i =1, 2, 3,... esetére

€1k = E0KE0, k+1>
- b \
Sk = E1k1, k+ 1 == (€0k€0, k+1)- (€0, k4180, k+2) = EOKED, k+120, k+25
— pA 2 2 e
23 = €2k- €2, k+1== (20k0, k+120, k+2)- (€0, k+180, k+280, k+8) =

s 3 3
= £0k€0, k+1€0, k+250, k+3»

. . . . . . . - . . . . . . . . . . . .

Es altalaban

a mint az az .
(1=0,1,2,...,1)

képletek segitségével teljes indukczidval kézvetleniil igazolhato.
Legyen most i=2* a 2 valamely hatvdnya. Ismeretes, hogy

ez esetben az

binomidlis egyiitthatok valamennyien pdros szamok,' ugy hogy
erre az esetre az (I) képlet a kovetkez6é modon egyszertisodik: : 4

Eik — E0KkEO, k+i-
Tegyiik most fel, hogy az eredeti sor periodikus és egy pe-
- riodusa 1=2" elembdl all,* azaz hogy minden k-ra: -
S0k = €0, k+is b S ® '

1 A IL pontban bebizonyitando tétel ezt a tételt mint speczialis esetet

foglalja magaban. s
2 Ezt a kovetkez6kben ugy is fogjuk kifejezni, hogy « szerint perio- P

dikus». 2
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6 KONIG DENES.

Ekkor:

—— e e
Eik = E0kEO, k+i — eor =1,

vagyis az i-edik sor csupa l-esb6l dll. Tehat:

1. Ha az eredeti sor 2 valamely hatvdnya (2¥) szerint perio-
dikus, akkor leghésiblb az ezt lkovetd 2'-edik sor csupa —+1-
bal dll.

Mivelhogy egy csupa +1-bél all6 sort megel6zé ser vagy
ugyanilyen, vagy csupa —1-bél all, azért ez esetben mdr leg-
kés6bb a 2*—1-edik sor is csupa megegyez6 elembdl fog &llani.

Léassuk, hogyan fordithat6 meg eredményink.

Ha az ¢ = 2"-edik sor minden eleme -1, azaz

ik = Eoko, k+i =1,
akkor innen minden .k-ra
ok = €0, k+is

azaz ekkor eredeti sorunk ¢ = 2" szerint periodikus. Ha most
mar valamely (i-edik) sor csupa 1-bél all és ¢ nem is épen a
2 valamely hatvénya, akkor is az eredeti sor periodikus a 2 va-
lamely hatvénya szerint. Ha t. i. az i-edik sor csupa 1-es,
akkor minden késdébbi sor is ilyen, tehat a 27-edik is, ha csak
2" > i. Es erre az esetre mar lattuk, hogy az eredeti sornak
9* szerint periodikusnak kell lenni. Tehat :

2. Csak az esetben juthatunk csupa 1-esbdl (vagy akdr csak
csupa megeqyezd elembdl) dllé sorhoz, ha az eredeti sor 2 va-
lamely hatvdnya szerint periodikus és pedig 2¥ szerint perio-
dikus, ha az i-edik sor dll esupa 1-bdl és i < 2.

Legyen a legkisebb szam, mely szerint eredeti sorunk perio-
dikus: 2*. (Ha t. i. egy sorozat a 2 valamely hatvinya szerint
periodikus, akkor a legkisebb periodus elemeinek a szama is
csak 2 egy hatvianya lehet, 1-et beleértve). Legyen tovabba az
i-edik az els6 csupa 1-bél 4ll6 sor. Az 1. tétel szerint ekkor <2
De egyszersmind ¢>2'~1. Ha t. i. 2*-1>{ volna, akkor a 2. té-
tel szerint — ellentétben feltevésiinkkel — mar 2'-! szerint is
periodikus volna az eredeti sor. Tehat
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BIZONYOS KETINDEXU SZAMTABLAZATOKROL. 7
3. Ha a 2 legalacsonyabb hatvinya, mely szerint eredeti e
sorunk periodikus, 2* és az i-edik sor az elsd, mely csupa 1-bél 2 g]
dll, aklor : &

- < i< I, 5
Az i tehat meghatdrozza a v-t, de nem viszont. Konnyt be-
latni, hogy, adva lévén a v, az ¢ minden értéket, a mely ezen
egyenlétlenségnek megfelel, felvehet. Ez kideril, ha a csupa

1-bél allé sorbol kiindulva, wvisszafelé haladva alkotjuk meg a )
kétindexii tablazat sorait (minden sornak ekkor elsé eleme sza- 7.

badon irhaté el6, ezentiill azonban a tablizat egyértelmilien meg ’,j
van hatdrozva). : 4;;
A megel6zokben szerepelt +1 értékii e-okat, mint —1 hat- |
vanyait irhatjuk. Legyen altaldban 1"
g = (— 1), .j

hol az ai-k egész szamok, melyeknek értéke csak mod 2 jon
tekintetbe. A most vizsgalt két indexii {es) tabldzatnak egy o
mod 2 teljesen meghatarozott {au tablizat felel meg. Egy !

tetszdleges
QQ1s 0025+ «+5 Opigse -+

0-adik sorbodl kiindulva, a tovabbi sorokat az

i = @1, ) T Ai—1, k41

rekurziv képlet hatdrozza meg, mig az (I) képletnek itt a ko-
vetkezé felel meg

1%

Eredményeink erre az {a;) tabldzatra megfogalmazva a kévet- {
kezdk : !

Alkor és csak akkor dll eqy sor csupa 0-bdl (mod 2), ha a
0-adik sor mod 2 a 2 valamely hatvdnya szerint periodikus. Ha
2 a 2 legalacsonyabb halvdnya, mely szerint e sor mod 2
veéve periodikus, ha tovdbbd az i-edik sor az elsd, melynek min-
den eleme 0 (mod 2), akkor

Dtz O,
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I1.

Az e tételben foglaltak altaldnositasa czéljabol a megel6zok-
ben felhasznglt b
(7c ) =0 (mod 2) (k=1,2,...,2"—1)

kongruenczidk bizonyos altalanositasaira lesz sziikségiink. Min-
denekel6tt kimutatjuk, hogy tetszéleges p torzsszamra.

(2) =0 (modp). k=t2...0"-1) (4)

Ez v=1-re jol ismert kongruenczia, mely a

(p) =1 (p—2).--(p—k+1)
LA Il

alakbol kozvetleniil belathato: k<p 1évén, p és k! relativ torzs-
P (p=1)...(p—k+1)
k k!

Tetszéleges v-re teljes indukczioval bizonyitjuk. Tegyik fel, hogy

v—1-re a bizonyitandé kongruenczidk helyesek. Ez annyit jelent,
hogy az py-1

(1+ayp' = Z( A

k=0

szamok s igy ( )-val egyutt is egész szam.

kifejtésben az els6 és utolsé egyiitthato kivételével, melyek
1-gyel egyenlék, minden egyitthaté oszthato p-vel.

Ezt a tényt az

(1+ 2P =1+ 2" (mod p)
kongruencziaval akarjuk kijel6lni, hol a kél polynom kozé he-
lyezett = jel azt jelentse, hogy a két oldalon a megegyezd
hatvdnyainak egytitthatéi mod p kongruensek (azonos kon-
gruenczia) és nem csak azt, hogy a két oldal minden x egész
szamra kongruens. A polynomok kozti kongruencziit a kévet-
kez6kben is mindig ebben a sziikebb értelemben értjik." Kon-
gruens polynomok p-edik hatvanyai is kongruensek, tehat
A4y =142 = (1+27 . (mod p)

1 Hogy a kovetkez8kben levezetendé (polynomok kozotti) kongruen-

czidk tagabb értelemben helyesek, az (a kis Fermar-féle tétel alkalmazéasa-

val) sokkal kénnyebben igazolhato.

i
§



e O o T W T e e A
U iR Do S S b = G e £ g g M

KRSt 7 o
s SS

BIZONYOS KETINDEX( SZAMTABLAZATOKROL. 9
Amde a v =1-re vonatkozé mar igazolt tétel szerint

(4P =1+ (Zl))a:l’”" = (g)w’l’"‘-’f---:-{—xl’”—:— 14 o’

(mod p).
és igy
(14 x)?" = 14 a?', (mod p) (4%)
a mi a kozbiils6 egyitthatokra épen az (A) kongruenczidkat
fejezi ki. :

A most bebizonyitott tételnek egy tovabbi altalanositdsara
lesz még sziikségink, mely a binomidlis egyiitthaték, azaz
(14 x)» egyutthatoi helyett az altalanosabb

(1 @+ 2% 44 2=t
kifejezés kifejtésében fellépo egyiitthatokra vonatkozik. E kifej-
tésben x* egyiitthatojit, mivelhogy s=2 esetében (Z)-ba

(7],

jellel akarjuk jelolni, gy, hogy

megy at, az

(s=1)n

n
se's s—1\n — K
(1—{—.’2—{— +w ) —zo(k)sx'

n : Al e SR
Ezek az ( k) szamok szerepelnek a valoszinfiségszamitdsban,
s

az 0. n. Morvre-féle probléma* megolddsaban és igy (s-edrendii)
Morvre-féle szamoknak akarjuk Gket nevezni. Ezek értelmezve

vannak, ha
O<k=sn(s—1)

1 1. pl. CzuBer : Wahrscheinlichkeitsrechnung, 3. kiad., L. kotet, 1914.,
p. 63. A Moivre-féle szamok, a mint mar MoNTMORT megéllapitotta, a bino- &
mialis egyiitthatokkal a kovetkezGképen fejezheték ki: 3

AN k+n—vs— :

(k)n _v§0( 1)7( ) )

E képletet a kévetkez8kben nem hasznaljuk fel. Megemlitjik még, hogy
NerTo Lehrbuch der Combinatorik-jaban (p. 118, 132) az

(%) =2"(/k; 0,1, 2. s—1)

Jjelt hasznalja.

et N o
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és a két szélsének az értéke:

R P

Ha n=1, a Moivre-féle szamok értéke:

( ]{:)szl (k=0,1,2,... s—1)

és innen magasabb n-ekre a Moivee-féle szamokat az

(a2t~ = (1@t =) (I @+ ==

azonossaghbol kozvetlenil kiadodo

(1)~ 03 e ) o )

rekurzi\l képlet szolgdltatja, megjegyezve, hogy itlen (’?)g zérus-
nak veendé, ha 2 negativ vagy m (s—1)-nél nagyobb. Ha pél-
déul s=3, akkor innen a harmadrendi Moivre-féle szamok a :
Pascar-féle haromszégnek megfeleld kovetkezé haromszog alak-
jaban adédnak:

=10 1
n=1; g b
e 2 i i PR MRS 0 |
=D | B SR TN e T
n=4; 1654 710 71619716 10 4T
N0 I 5 15 30 45 51 4530155 1
N==65" 1:6 21 5090 126141 126" :90.50°24:6 1

1

n=17; 17 28 77 161 266 357 393 357 266 261 77 28 7
és s =4 esetére:’

1 A hatodrendii Moivre-féle szamok tablazata megtalalhato példaul
BERTRAND : Calcul des probabilités-jében (2. kiadas, p. 20), a mi elrendezé-
siinkh o6z képest kissé eltolva. Torténetileg, a koczka hat lapjanak megfelelden,
ezek a hatodrendii Moivme-féle szamok léptek fel legeldszor és pedig
Mo1vRE-t (1711) megelGzGen, mar GALILEI, HUYGENS (16567) és MONTMORT (1710)

munkaiban. Az (I’:) szamok rekurziv szarmaztatasait MONTMORT és JACQUES
6
BerNouLLI (1713) ismerte fel.
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=) 1
Wil 1 3 R |G |
P : 1 | LA DR, ien ARl

S p s : 1 300682102 313w 120 05 5 BB
4 1

n=4; "1 410 .20 31 40 44 10 31" 20 10

Az (A) képlet dltalanositasaképen kimutatjuk most, hogy p
tetszdleges torzsszam, v tetszdleges pozitiv egész szam lévén:

/ (II)‘: )SE 0 (mod p), ha k=0 (mod p”)
és : (B)
(1;;)85 1 (mod p), ha k=0 (mod p".
Ez a most bebizonyitando allitds a-polynomokra fentebb mar
hasznalt kongruenczia-jeloléssel a kovetkezé modon fejezheto ki:
14+~ =1 4-xr'+ .-+ 12 (mod p). (B¥)

E képletet s—2-re mar bebizonyitottik : ez az (4%) képlet.
Az altalanos esetben s-re vonatkozo teljes indukeziot alkal-

- ."
)
'l
74
i
)
=g
Rty -
o
=
e
p 1
%
5
2
oA
7
5
o
4
e
R,
Y
2
>
H
5

mazunk, tehat felteszsziik, hogy s—1-re igaz, vagyis:

s L
e

A

? o

(I4xH a2 o) = 14+ar" a7+ .+ =92 (mod p). (I =
R - +
Mésrészt s=2-re (a binomidlis egyiitthatokra) is igaz a tétel s i
igy 1+a+---+a°*~H-t roviden z-vel jelolve:* ‘j
p¥i '.’3‘;

[+t -~+x8’2)+x”"]”"=(z+xs'1)""=2 (1‘; ) P =i 5=1) = i
"4=0 |

= 22"+~ V P = (1 +a4---- a2~ )"+ 2~V #* (mod p) A

'f

és (1)-et figyelembe véve: 1‘,
(1+ Xt wﬂ—l)p" =1+ a4+ 2(8-2) LIS a1 P’ (mod P) *
a mivel a (B¥), azaz (B) kongruenczidk helyessége igazolva van. J
Mellékesen megemlitjiik még, hogy a most bebizonyitott té-

#

1 A = jel mindenkor « hatvanyainak egyiitthatoira vonatkozik. y:;"

A
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tel ugy altalanosithato, hogy tetszoleges a,, a,,... egész sza-

mokra fennall az

@+ a2+ + s 13N = 4+ 4,27+ Qe+ - 4 @512~V P
(mod p)

azonos kongruenczia. Ez teljesen a most elintézett

A=A == @s—1 =1

eset mintdjara bizonyithato be, vagy pedig a kis Fermar-féle
tétel segitségével erre az esetre vezetheté vissza. E kongruen-
czidbol a binomidlis egyiitthatok szdmos oly oszthat6sagi tulaj-
donsiga olvashaté le, melynek kozvetlen igazoldsa bizonyos
nehézségekkel jarna. Ha pl.:

s:g+1 és a”=($)’ (6=0,1,2,..-, 0)

akkor e kongruencziabol kovetkezik, hogy tetszéleges p torzs-

szamra :

o) —(e).

(5)=(2) woan
Ez o=1 esetében az a kongruenczia, a melyre — itt nem rész-
letezendé modon — vezettettiink volna, ha a (B), (B¥) kon-

gruenczidkat egy megel6z6 jegyzetben emlitett Montmort-féle
képlet alapjan probaltuk volna igazolni.

I11.

Most egy az I. pont végén targyaltndl altalinosabb két-
indext szdmtébldzatot akarunk vizsgédlni, mely s=2-re amabba‘
megy at. A tablazatot a tetszéleges egész szamokbol allo

0015 G02s+++s GOks» -+
(0-adik) sorbdl kiindulva most az
Gik = @i—1, k T A1, k41 T @iy, k45—t

rekurziv képlettel képezziik, hol s egyszersmindenkorra meg-
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adott pozitiv egész szam." Ha i =1, 2,..., rendre ad6dik :

a1k = @ok + o, x+1 1+ @0, kts—1,
agk = Q) + G4, k41 T+ Of k4s—1 =
= (aor+ @0, k+1 1+ + @0, kss—1) + (@0, k41 +*+*+ a0, k4s) -
‘ + (a0, k+s—1 -+ @0, k+3s-2) =
= agk + 200, k+1 1 3a0, k42 + -+ Sa0, k+s—1+ 1 2a0, k+2s-81
+ 0o, k+2(s-1)

és altalaban :

aix = Aok + ( ; )sao,kn S (; )gao,kw 3 LA o
; ; (ITy
5 (2 (su?i) __1)s a0, k+i (s—1)—1 T 00, k+i (s=1)5

a mint ez a Morvre-féle szamokra megismert (R) rekurziv kép-
let segitségével teljes indukeczioval kozvetleniil igazolhat6. Az
i-edik sor /k-adik elemét a O-adik sor elemeinek fiiggvényeképen

ez a most nyert P

aw= (5 ) 00001 (I

=0 )
independens képlet adja meg. Ez felel meg az 1. pont.(I¥) kép-
letének. Vilagos, hogy, ha tablazatunk egy sora csupa megegyezé
¢ szambol all, akkor a rakovetkezé is ilyen: minden szama sc.

Téblazatunk szamait a kovetkez6kben egy torzsszammodu-
lusra akarjuk vizsgdlni.

Egy mod 3 tekintett ily tablazat pl. a kovetkezé (s=3):
012012022021021001000000010[0120120220...
000001111]000001111000001111/00000111...
000120021/000120021{000120021]000120...
010022001(010022001(01002200110100...
1120112(1121112/11211121112]112(112)11...
L]a{ai1 1|1|1I1|1|1 111 1|1|1l1|1|1 111
(a tovabbi elemek zérusok)

1 A harmad- és negyedrendii Moivre-féle szamokra fentebb adott két
«haromszog» ily tablazatok egy-egy példajanak tekinthetd (s=3, illetve 4),
ha az Osszes sorokat jobbra és balra zérusokkal folytatjuk. (Ezért helyez-
tik ott az utolsé szamokat egy fiiggélyes oszlopba).

i ol A T i Ul e T
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14 KONIG DENES.

Kimutatjuk tetszoleges p torzsszamra és tetszéleges v szamra
a kovetkezd tételt:

Tdbldzatunk p*-edik sora mod p véve akkor és csak akkor
periodikus p* szerint, ha a O-adik sora sp* szerint periodikus
mod p.

Legyen a (II) képletben i=p". Alkalmazva a II. pont (B) kép-
leteit, nyerjik, hogy minden k-ra:

apy, k = G0k 1+ @0, k+pvt Qo k+2py + 1 ap, k+(s——1)‘p" . (mod p)
Tegytink itt & helyébe k-+p*-t; akkor
Apy, k4 p¥ = @0, k+p¥ T+ G0, k+(s—1) p» + @0, k4spr  (mod D).
E két kifejezés kiilonbsége :
Gpy, | — Qpv, 4 pv = Aok — o, k+spv.- (Mod p)

Kz az eredmény mutatja, hogy akkor és csak akkor lesz min-
den k-ra
apy, k = Gpy, k4 pv, (M0Od D)
ha minden /-a
aok = do, k+spv, (Mod p)

a mivel a kimondott tétel be van bizonyitva.

Tegyik fel a kivetkezdkben, hogy s=p torzsszdm és tekint-
siik tdblazatunk szamait e toérzsszammodulusra. Ebben a spe-
czialis esetben a nyert tétel igy szol:

A pr-edik sor akkor és csak akkor periodikus p* szerint
mod p, ha az eredeti sor p**' szerint periodikus mod p
(=01, 27 )

Téblazatunk képezési térvénye szerint barmelyik sora tekint-
heté «eredeti» sornak és igy eredményiink igy altalanosithato :

Az n-edik sor (n tetszéleges) akkor és csak akkor periodikus
mod p véve p**+1 szerint, ha az (n+p*)-edik sor mod p periodikus
prSgernt (=10, 12250%);

Tegytlk fel, hogy valamely sor, pl. az i-edik mod p periodikus
p* szerint, akkor ldtnivaléan minden késGbbi s igy az i+p*—1-
edik is periodikus mod p ugyancsak p* szerint. Tételiinket tehdt

20 | WA B et 97 e S N St A et A S IV (1 MRt £ o St st i g it W Tl i e Y 5 i Lo A el 11
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-

n=t—1-re alkalmazva innen az adodik, hogy az i—1-edik sor
mod p ez esetben periodikus p'*! szerint. Ha tehat valamely
sor mod p megegyezé szamokbol &ll, azaz «periodikus p°=1
szerint», akkor a megel6z6 sor periodikus p szerint, az ezt
megeléz6 p® szerint stb., végiil tehat az eredeti sor is perio-

" dikus p valamely hatvéanya szerint. Ha pedig az eredeti sor p*

szerint periodikus, akkor ismét utolso tételink szerint a p*—1-
edik sor periodikus p*~! szerint, tehat a (p*~1-+p'~?-edik sor
p*~2 szerint stb.; végil a

ey b S R pp:11
-edik sor periodikus 1 szerint, azaz mod p megegyez6 szamok-
bol all. Tehat ezen s=p esetben:

Akkor és csak akkor dli valamely sor csupa mod p meg-
eqyezd szdambol, ha az eredeti sor p-nek valamely hatvdnya
szerint mod p veve periodikus.

Meggondolasunk mutatja tovabbéd, hogy

Ha a p legalacsonyabb hatvdnya, mely szerint eredeti so-
runk mod p periodikus, p* és az i-edik az elsd oly sor, mely
mod p megegyezd szdmokbol dll, akkor

Ldep b B2k pr R < bp ek P2
gy altalanosithaté az I. pont végén nyert eredmény.

Konig Dénes.
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POLYNOMOK MARADEKAINAK PERIODICITASAROL.

Abbol a problémabél, a melyet a megelézé czikk I. pontjéban
Konie Dines tdrgyalt, fakadt a kovetkezd kérdés is:

Legyen f(x) olyan polynom, a mely minden egész szdmu =
esetében egész szamu értéket vesz fel (a polynom egyiitthatoi
nem sziikségképen egész szdmok); legyen tovabbd p valamely
primszam és vizsgaljuk az

o (=2, f(=1), fO), (1), [@). ..

mindkét iranyban végtelen sorozat maradékait, modulo p. Vajjon

periodikus-e a maradékok sorozata és mekkora a periodus ?
Miel6tt e kérdésre felelnénk, idézziik a differencziaszamitds

azon jol ismert eredményét, hogy minden polynom rendez-

het6 — és pedig egyféleképen — nemcsak az x hatvanyai,
hanem az (g), (?), (g), ... polynomok szerint is. Ha

ugyanis f(x)-nek fokszama 7, akkor egy és ecsakis egy olyan a,

@ = m(®)

n

alland6 van, hogy az

kilonbség fokszama legfeljebb n — 1 legyen. Miutan a,.-et meg-
hatdroztuk, taldlhatunk ismét egyféleképen olyan a,—; dllandot,

hogy az
o PSR

kifejezés fokszama legfeljebb 7 — 2 legyen és igy tovabb. Végre
azZ Op, On—y, . . ., @, szamok alkalmas valasztasaval az

ro=a(Z)-a 2 - =ale)
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4

kifejezés értéke allando lesz. Ha ezt az dllandot a,-sal jeloljik, ‘j
~akkor f(x)}-nek a binom-egyiitthatok szerint rendezett alakja: £
kY

]

. < 97, @ %,
f(x)=ao+at(1)+a2(2)+'“+an(n)' 4

Az a, a, a,... a, szamoknak egyszerd jelentésiik van. ‘J
Ennek felismerésére vezessiilk be a differencziaszamitdsban ‘
hasznalt 4
Ag@)=¢@+1)— o) 4

jelolést, valamint az ebbdl ismétléssel szarmazo i

Alop@)=A(Ag@)=¢@+2) 20+ 1)+ ¢
Ddp ) = A (A2 (@) =
=gp@+3)-3p@+2+3p@x+1)—9@

jeloléseket. Minthogy

7
Dlp,+9)=Dg + Do,
Alcp)=cAygp (ha ¢ allando),

(3 o P ey 17d

PSS N

tovabba v
aly )= daleht )
azeért
At@=a+a(T)+ -+l ” )
e
Helyettesitsink « = 0-t az f(x), A f(@). .. A"f(x) kifejezé- Z ‘

sekbe. Latjuk, hogy
TR ,(0); ay = A f@)’ Uy = Azf(o)’ oo Qn= A”f(o)-
Mindebbdl kovetkezik, hogy f(x) helyettesitési értékei akkor

Mathematikai és Physikai Lapok. XXIX. 2

Reissl "
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18 SZUGS ADOLF.

és csakis akkor lesznek minden egész szamt x-nél egész sza-

mok, ha az
O Oy Oistos o

egyiitthatok valamennyien egész szamok.
Tekintsik mar most az egész aq a, ... a, egyutthatokkal
biré
2 X x
7(57—;):ao+a1(1)+"'+a’n( )

n
polynom helyettesitési értékeit modulo p (p primszam) és te-
gyik fel, hogy a, nem oszthatd p-vel.

Az allitjuk, hogy az f(x) polynom helyettesilési értélkei perio-
dikus sorozatot alkolnak és a periodus p-nek azon legalacso-
nyabb p* hatvinya, a mely n-nél nagyobb.

E tétel bebizonyitdsa végett nézziik, hogy ha @ pozitiv egész
sz4m, mikép lehet az f(x 4+ w) — f(2) kiilsnbség 2 minden ér-
tékénél p-vel oszthatd. Legyen réviden

do () = o @+ o) — ¢ ().
Vilagos, hogy :
Adg@)=27A ¢ @),
tovabba, ha x-nek minden egész értékénél oJf(x) oszthato
p-vel, akkor
Adf(x), A%f(x),.... Ar-19f(x)

szintén oszthatok.
A

=

7

3f(a;)=a,3(‘f)+a98( _")+~-+an3(‘:)
X

o

L

e E e N
e 6f(-x).= 2 wo{)

egyenléségeket alulrdl - felfelé olvasvén latjuk, hogy df (),
A of (®),...,A"=19f (x) akkor és csakis akkor lesznek mind p-vel
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I

+

GG )+ +(2)

ennek sziikséges és elegendé feltétele, hogy az

(F)(2) - (3)

szamok mindegyike p-vel oszthato legyen. Mikor kovetkezik
ez be?

Minthogy (‘f) = w, mindenesetre o-nak p-vel oszthaténak

kell lenni. Legyen

o = p°g,
a hol gy nem oszthato p-vel. Ismert képlet® segitségével meg-
w
k
hatvdnyat tartalmazza. o !-ban ugyanis p az

[+ ol +fz) s

kiteﬁéffel fordul el6 (a hol [a] az a-ban foglalt legnagyobb
; i

: : : : ST A @\ el Sl
egész szamot jelenti), tehat p kitevéje az (k ) kD prim

allapithatjuk, hogy ( ) primtényezds eldallitdsa p-nek hanyadik

tényezés eldallitdsaban
o=([g] 141 552+ ] (8-t + -

1 BAcHMANN, Niedere Zahlentheorie, 1. Teil, p. 52.

9x
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Az egyes zirjelben levd kifejezések nyilvanvaléan nem nega-
tivok, mert

[a] + [b] < [0+ b),
tehat g = 0.

Ha k < pe, akkor # =1, mert
P k ] [ k ] :
2 il s — | = 0, —_o—f TNt 1,
[P“J 4 [P“ . g e ?
és igy a zarojeles kifejezések egyike

SHCRES

Ellenben ha k = p%, akkor #=0, mert a v=1, 2,...,«
esetben :
[g] — gp==, [i] Ly [w_ﬁ_k] g - e
pv pV . pV
és midén v > a, bevezelvén a ¢:p*~“ osztds ¢’ hényadosit és
7 = 1 maradékat,

[#]=fo s f=v [E]=[Li]=0

@

" Eszerint az (1), (2

akkor oszthatok valamennyien p-vel, ha p* > n.
Ha tehat p* a p-nek azon legalacsonyabb hatvanya, mely
nagyobb #7-nél, akkor az

@ X ” ;
) SN (n) szamok akkor és csakis

congruentia x-nek minden egész értékénél, ha « alatt pozitiv
egész szamot értiink, azon esetekben dll fenn, midén o a
SRR (L T
szdmok valamelyike. ;
Mids széval : f(x) helyettesitési értékei modulo p periodikus
sorozatot alkotnak és e sorozat primitiv periodusa p®©.
: Sziics Adolf.

fx+ow—f@)=0 (mod. p)

3



EGY A SYMMETRIKUS, MULTILINEARIS FORMARA
VONATKOZO MINIMUMFOLADAT.,

1. §.
Symmetrikus, multilinearis formakroél.

a) A z,, Z,,... 2, valtozok symmetrikus, multilinearis formdja
alatt a kovetkezo Kkifejezést értjiik:

Yo ol ol iy A P o VB A CH b ooy MR RS [ S

1
+ Un-lzzl + Cns ( )

hol- ¢y, €y, €ny @ forma egyiitthatoi, tetszéleges valos vagy
komplex szamok. .

Ha a S format a z,,... 2, véltozok egyes csoportjai szerint
rendezziik, az S forma kovetkez6 atrendezéseit nyerjiik :

S = 2,8 o @it %) 2 S, 1 (255+++2n)
== zlzﬁsz, 0 (zs" . ’“‘7’) + (“1+z2) ‘SB 1(z3y Zn + Sz £y (zg; n)

= ZIZQ_,...Z;;S;;,O(Z);+1,... /.,,,) + —+— (2)
+ (z1+ 224+ +21) Sk, k-1 Biet1s0 -+ 2n) + Sk, 1 Bk 415+ - 2n)

I
T 2 Sk‘,x (zh‘+la' o/ 2n) Sk~ (Zl,--- Zk),
hol
n—k
Sk,x(zk+1, . Zp) = Zcvasn—l —v (zk+l: - 2Zn); (=0, 1, 2,... k) (3)

és 8y (34...2) & Zy,... 2, valtozok v-edrendi elemi symmetrikus
fuggvényét jelenti.

Ha a S forma rendezése mas indexti 2-k szerint torténik, a
kovetkezo jelolést fogjuk haszndlni:

RSN
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§= S + S "
338 = maSPed + (@ + 2) SU + Sg
A
: B) Ha‘a %y, Zg5e.- 2 Valtozok mind egyenlok, s kozos érté-
- kik ¢ ugy az S symmetrikus, multilinearis forma (1) a kovet-
s kezo po]ynomba megy at
GO=56 6 =ct+ (1ot 14t er  ®
- .
% G (€)-t a kovetkezékben a S formahoz adjungalt polynomnak
‘:." fogjuk nevezni.
3 Ha a 2, 2,,... % valtoz6k kozil’ zxi1 = 2ka =+ =2, =
f agy a S forma a kovetkezd, k vdltozés, symmetrikus, multi-
b linearis forméba megy &t: &
s 4 .
(" S(Zl, Zgseee By ¢9' Z;H(k) (’ Sk— x(zl § Zk)r (6)
i/ hol :
g : . ' 1 ' ( 2 dG(C))
() = (k) (& ) (F
’ HP ) n(n—l)...(n——k+1) GO |G (‘) dact o
g ) (£) — (k)
( s (k) » ( )f ’ ( ) o g\ s
O =60~} )r60+y) =g 6@
Y e 2l
b 2Nk x (k) —
. A n(n—1)...m—k+1) el @)
i ___'_t_i)( __¢_i) ( By d)
-1 P 7 ) L s el e 6.
(A 2z, = zy=+--= 2, = { specialis esetben : ‘
S G 6l = = 6@ 5+ |60~ 6 (¢)]-) &
"’ ‘ (2) és (6)-bol kozvetleniil lathato, hogy a bh - formahoz ad-
Jungélt polynom :
% . Gie @) = S (6 & O = Hi(0)- (10)
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r) A kovetkezékben a 2, 2,,... 2, valtozoknak kizarélag oly
értékrendszerei fognak szerepelni, melyek a

S = 02,25¢ «  Zn + €, 32,25+ . Bng et Cy_122jF-€, =0 (11)

symmetrikus, multilinearis relationak eleget tesznek. KEgy ily
(245 Z5s-.. 2n) értékrendszer azon elemeit, melyeknek absolut ér-
téke nem kisebb (nem nagyobb), mint ugyanazon értékrendszer
barmely mds elemének absolut értéke, rovidség kedvéért abso-
lut legnagyobb (legkisebb) elemeknek fogjuk nevezni. Egy oly
értékrendszer, melynek minden eleme egyenldé absolut értékii,
kozds absolut értéki értekrendszer. Egy értékrendszer, melynek
minden _eleme egyenld, dsszeesd értékrendszer. Viszont egy oly
értékrendszer, melynek nincs két egymdssal egyenld eleme,
szetesd ertekrendszer.

0) Ha 2y, 3.+ 2n) egy, az, S=0 relalidt kielégits értélerend-
szer, gy minden e-hoz (e >0) van oly (21, 23,... 2,) szétesi
értékrendszer, inelyre nézve

Sial 2g LRy =0l el ey (=1, 9500 (12)

és 25+ 2k, ha h+Fk

~ Legyen a 2z, 2,,... 2n sorozathan z;, az els6, mely egyik red-

kovetkez6 zp-val egyenlé; ekkor:
I. Ha a :
S =28 + S =0 (13)
formaban S =0, tehdt egyszersmind S, =0, ugy 2. az S=0
relatio fennallasa mellett telszolegesen valtoztathato.
I. Ha S%, 4+ 0, ugy 1. §. @) (4) szerint

Bp b;’;z (zlr vo Bl—=1y T4l e zn) iz, b'(lf’1'2):'lz+k‘g,c’zitj ( 31)
Ol e e T o T e ) ?
SN (Zt10 o v Bhmets Ti 130+ Bn) SUs Mz~ Sle m

tehdat nyilvan z;, tetszéleges kis valtoztatasaval elérhetd, hogy
2+ és |zmi—n|< e

Ezen eljardst legfeljebb n—1-szer ismételve, oly (21,...25)
értékrendszerhez jutunk, mely a S=0 relatiot kielégiti, szétesd
s melyre |z2f—zi|<e, k=1, 2,...0).

4

el dedod g
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y) Ha (2, 2,,... 22) eqy, az S =0 relatiot kielégitd érték-
rendszer és a S (2,...z,) forma nem winden c. egyiitthatdjo
0-sal eqyenld, akkor minden e-hoz (e > () tartozik egy & ugy,
hogy, ha a

St By bs B CE T B dlop b € DBy B s Brit o0y (1)

~ forma egyitthatira fenndll

|ek —cer|< @ (k=0, 1, 2...n),

akkor az S*=0 relatiot kielégité évtékrendszerek kozt van leg-
aldbb egy: (21,2,... z), melyre |zf—z;|<e, (k=1,2,...0).
Mis széval, ha a S forma nem minden egyiitthatéja O, Ggy a
S=0 relatio altal meghatdrozott értékrendszer a forma egyiitt-
hatéinak (a jelzett értelemben) folytonos fiiggvénye.

I. Ha a (z,, 2,,... 2Z») értékrendszer elemei kozt vannak egyen-
16k, gy 1. §. 0) szerint van oly (2},... 2,) értékrendszer, mely
sz6tesd s melyre nézve |z,—z;|< %, (=125 n).

IL A (2),... 2)) szétes6 értékrendszer elemei kozt van leg-
aldbb egy: zi, melynek egyiitthatdja a S=0 relatiéhan nem 0.
Ha ugyanis mindegyik z;. egyiitthatéja 0, Gigy fenndllnak a ko-
vetkez6 egyenlelek (1. 1. §. @) (2—4)):

S'Yf'o = ‘5'1,0 (z,l: Z’Q!' prs z’k—ls z'k+l 922y Z’n) R 01 (k= ]; G-))' 5 n),
azaz részletesen:

CoSul1 + Ci8ila 4 cuaSt + o1 =0 :
e (15)

(n) (91) (1)

CoSn—1 + C1Sn—2 +*"-+ Cn—lsl“ + o1 = 0)
hol s a i, 2s,... ZH—1, Zh41.-- Z» Mennyiségek p-edrendd
elemi symmetrikus fiiggvényét jelenti.

Miutdn a co, ¢1,... ¢,—1 egyiitthatok nem mindegyike 0, a

(15) linear, homogen egyenletrendszernek van nem trivialis meg-
olddsa, tehat determindnsa
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1) (1) (1)
Spe 1y Sn=Bseem Sticy L

(2) 2) (2)
D= Sn—1s Sp—25.0+ 81 1

= 0. (16)

(n) (n) (n)
Sn 1 SH——Q’ -'Si ’ 1

Azonban D= [[(z}.—z}), D eltiirfésébol kévetkeznék tehat, hogy a
k>h
(2, 2,,... 2,) értékrendszer elemei kozt van legalabb két egyenlé,

e]lentetben azon foltevésiinkkel, hogy (zl, .. Zy) szétesd érték-
rendszer.

Legyen méarmost z egy oly elem, melynek egyutthatoja
nem 0, ugy (4) szerint

1 ’ Ie)
R A A e A e

(k)
L == v ot ' ' T v(k) ; S :"—O (17)
S0l 2aG e 2 B s e Zm) Si.
tehat a
: Sf Z’l z,'\-_l. Z;:-, 1000 zf)
=2, h+k; si=— L1 (@1 - = - (17

+ T 7 1
St 0181 sw o+ Bhm1s Dot se = 2n)

értékrendszer a (14) S*= 0 relatiot kielégiti s minthogy (17')
szerint zi a ¢ egyitthatok tort, linearis faggvénye és S;*,+0,
nyilvin minden e-hoz tartozik oly ¢, hogy ha |ci—er|<d,
=000 ), L2 =< % (k=1, 2,... n). Azonban 1. sze-
rint |z.— z/.|< , tehat ]z;;zk|< et =15 2. Goead:

2l §‘
A minimumfioladat s 2 minimalis értékrendszerek
altalanos tulajdonsagai.

a) A kovetkezékben rovidség kedvéért valamely (z,,... 2,)
értékrendszer elemei absolut értékeinek legnagyobbikat

M(z.|, |%s]s-o- |2n])-el (legkisebbikét m (12|, 2alse.. [2al)
fogjuk jelolni.

I tétel. M (|2, |2g]se-. | 24]).a S=0 relatidt kielégité 6sz~
szes ertekrendszerekre nézve eqi, @ ¢y, Cy... Cy eqylitthatoktol
fiiggd positiv o alsé hatdrral bir. :
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Jelolje C a |¢ol, |€],---|n| szamok legnagyobbikat, fgy a
S =0 relatiobol kvetkezik : ‘
20| | 2420+ 20| oo [Gnma [ {1 24|+ | 20| 4+ | 2]} =

8 | CoByZaeBn 0ot Cuct (2, + 23+ Zn)| = | Cn
; CM* 4 nMr =t 4o nM] = C[(1+M)"—1] = |ca| (18)

M_Z_‘/l—i— %—1. -

Tehat a M(|2,], |2),--. |20|) szdémhalmaznak van egy

{} | 3 g(co,c,,...cn)g‘/l—'}—l*cc”—l—l
alsohatara. o :

B) IL tétel. Az S=0 relatidt kielégits (z,, z,,... 2,) 6rték-
rendszerek kozt van legaldbb eqy, melyre nézve

M2, ], [2e]5e .- |2al) = o,

- (azaz @'=min M (2, |, { z,];--. | 3n])- ‘
3 . Legyen | :
(29, 2. 28), (=1,23,.) (19)

az értékrendszerek oly sorozata, melyre nézve
M| 29, [2@],... |29 ]) —>p, ha  §—>o0.

Ekkor minden e-hoz (¢>0) tartozik oly N, hogy, ha >N,
|20 | < p+-e, (k=1, 2,...n). Tehat a (19) sorozatbél kivdlaszt-
hat6 oly részsorozat : :

(20, o B, G* =i iy ) (19)
melyre nézve az egyes z%) elemek, véges, meghatarozott 2}
hatarértékekkel birnak, azaz:
20 gk (k=1,2..m) & M(2||8M],...| 2] —p,
ha ¥ — oo,

A (a1, 28,... z%) értékrendszer nyilvan a S = 0 relatiot is ki-
elégiti és °
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M{ 2z, |2, |2%) =0 =min M (7], |22],-.. | 2a]).

tehat a (B) dllitdsban foglalt kévetelményeknek megfelel. ‘L'!
r) Az elézdk alapjan a minimumféladatot a kovetkezGképen '

fogalmazhatjuk :
Meghatdrozando a
S =04%1%g-+2n 1 {22125+ s Zn=i +r2itcn = 0 11y

symmetrikus, multilinearis relatiot kieléqitd (2., zq;... 2,) érték- 1
rendszerekre nézve o =min M (|2, |, | 25 |s... | 20| €8 meqhataro- :
zanddk - mindazon (21, 23,... 2%) értékrendszerek, melyekre @

minimum eléretik, azaz melyekre

M(zt], |2k |2 =0 (20) :
Mindazon (2%, 23,... 2}) értékrendszereket, melyekre nézve

L SGt, 22,...20=0, Il M(21] |25]... |25 =¢

az S=0 relatichoz tartozé minimdlis értékrendszereknek fog-
Juk nevezni.

0) Ha (z%,... 2%) eqy, a S =0 relatiohoz tartozo minimdlis
ertékrendszer és a

S=8z+ S =0 k=t 9,...2) (21) ’
relatidkban (1. 1. §. a) L) minden k-ra 2z} egyilthatdja, S,
zérustél killonbozd, tgy a (2%,... 2%) minimdlis értéhrendszer
kizos absolut értekii.

Ha a minimdlis értékrendszer nem kozés absolut értékid, ]
tigy van elemei kézt legaldbb egy: 2}, melyre - A
‘ EARS

g : % ; S(h)! : >
azonban (21)-b6l, minthogy S%,+0, tehat z, = ~ S, és 2n 2

tobbi elemek folytonos fiiggvénye, tehat van olyan 19 (0<z9<1)
/ melyre

‘Z’ l for Sl 1 (021, 022"-' 19zh—13 t95}L+1:"° 057&) < 0

2 S1, 0 (921, 922,. .. F2Zk—y, F2ks1,. .. 020)

és (22)
|2k =92z <%o<e (k=1,2,...h—1 h+1,. . .n).
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Ekkor a (Zs... 2i) értékrendszer a S = 0 relatiot kielégiti és
M([z“, ey <0ramz. (55555 20) nem minimélis értékrend-
szer. A (9) dllitdsban foglalt feltételeknek eleget tevé minimdlis
értékrendszer tehat csak kozos absolut értékid lehet.

7) Legyen (2f,... z3) egy, a S=0 relatiohoz tartozo oly mi-
nimalis értékrendszer, melynek nem minden eleme egyenlo s
melynek mindegyik zf eleméhez tartozo egyiitthato a

=80 %+ S1=0 k=1,2...m @
relatiokban 0-t6l kiillonb6z6, azaz S, + 0, (k=1, 2,... n). Ek-
kor (2. §. 8)) szerint mindenesetre |l =2 | == |zn| =

Tovabba:
Ha zf és zh kulonbozd elemek s egqyikik, zt befutja a
| 2| = o kort, mikozben a z} és z}-tdl kulonbozd tobbi zF (I+h,
[+k) elemek dllanddk, gy zi ugyancsak a |z| = kort futja
be (ellenkez6 iranyban, azaz zi és zj; a |z | =g kor két pontja-
ban, az aldbbi (24) masodfoki egyenlet gyokpontjaiban taldl-
koznak). :
1. §. (4 szerint (a S, ,. S, ;, S, , egyiitthatok h és k indexeit
rovidség kedvéért elhagyva)
S = 2kSF, + SY%, = zk (zxsz,o i '2, )+ ZESZ_." N

‘ 2 23)
= ZkahS,, o + (k12101 + S, = 0. (

A (23)-ban szerepldé bilinear forma disciminansa az (;y) folté-
telek teljesiilése esetén O-t6l kilonbozé. Ugyanis, ha
| BN P .S“S“—O és S, o+ 0, 1ugy
S, oS = 2SS o + (BE+-20) Su 1 Sy, 0 + 5, oS. =
(szg’o 5 Sz, 1) (zhsz, 0 i S;o_, 1) P
tehat a S¥), =258, o + S,,, és S{¥, = 2kS, , + S,,1 mennyisé-
gek legalabb egyike 0, (y) foltétellel ellentétben.
IL S2,—2S,,95,.=0 és S, ,=0, ekkor egyidejileg S, , =0,
tehat ismét S, = IS, , + S, , =0.
Ezek szerint S7 ; — S, ¢S, 4 O-tél kiilonb6zé lévén, a
S5 o+ 268, 15,0 (24)
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Corollarium. (y)-feltételek teljesiilése esetén van legalabb egy
szétes6é minimélis értékrendszer. Legyenek z} és 2k a (2f,...2%)
minimdlis értékrendszer oly elemei, melyek kiilonbozék s me-
lyek kozil legalabb az egyik tobbszérés multiplicitist (ha ilyen
elempdr nincs, gy a minimdlis értékrendszer szétesd). A fen-
tiek szerint zi és-zi a | 2| = kort egyidejileg futjik be, tehdit
z) helyébe zke téve, 6 alkalmas vélasztasaval elérhet6, hogy
1. 2k, 2} az Gj minimalis értékrendszernek eggyel kisebb mul-
tiplicitasa elemei, II. (y)-feltétel érvényes marad. Ezen eljardst
legfeljebb n—2-szer ismételve, oly minimalis értékrendszerhez
jutunk, melynek minden eleme egyszeres multiplicitdasa, mely
tehat széteso.

3. §.
Osszeesé minimalis értékrendszerek existentiaja.
a) Legyen az (1. §. a) (9))-ben szerepl6é formak
ST gy o ) R Ay Cn. (cn40)1 (29

sorozataban S, ;. az els6, mely a minimalis értékrendszerek
egyikére nézve sem tinik el.? Ekkor a S (21,- .+ 2,)=0 relatio-
hoz tartoz6 e=min M (| z1].... | 2a]) €8 @& Sp—1, k-1 (Zks+- 20) =0
relatiohoz tartozo gr—y = min M (|2 |,... | 2. ]) egyenldk :

Ok—1 = 0-
I. (a) féltevés szerint van oly (zf,... z3) minimalis értékrend-
szer, melyre nézve Sp—1 k-1 (2,... 2% = 0; azonban

o =Mt Az = M2k lz}'{l);

30
S M ln e [2.]) = ek, 3%

tehdt o > ox-1.
II. Legyen (zi,... zy) €gy a Sk—1,x—1 =0 relatiéhoz tartozo
minimélis értékrendszer, azaz M(|zj |,... [2n |) = @x—1; ekkor

1 A ¢,=0 esetben a minimumfoladat trivialis. p=0 és z,=2,=.. =2, =0
az egyetlen minimalis értékrendszer.



FEITT T

SYMMETRIKUS MULTILINEARIS FORMAKROL. 31

(1. §. @) (2)) szerint a (0, 0,... 0, 2,... 2,;) értékrendszer a S=0
relatiot kielégiti, tehat '

o=min M {2z ..o 42, < M©,. .. 0; |2 e | 2] = 0611 (30)

tehat o < 0k-1. 7

A (30), (30) egyenlétlenségekhdl kovetkezik o = gr—1.

8) Ha Sp-1 -1, valamely (z%,... 2% minimdlis értékrend-
szerre mézve elttinik, gy eqyidejiileg

e, Gt i SR ool (31)

is eltiinnek. Ez esetben tehat (1. 1. §. @) (2) a zf,... 2} ele-
mekre csupan a
2| <0 dh=4,25 . k=1

feltétel 4all fenn, kiilonben tetszélegesek.

Ellenkezé esetben legyen Sj—q 1 (2k,... 2%) a (31) sorozat
egyik 0-tol kilonbézo tagja. Ekkor a zy, za,... 2x—1 vdltozok
S (215 .+ Zk—1, Zks-++ Zr)- formajanak van 0-t6l kiillonboz6 egyttl-
hatoja (1. 1. §. @) (2)), & miutén nyilvan

Zimen e () =)
egy a
: DG ot R T e S = O
relatiot kielégité értékrendszer, tehat (1. §. 7)) szerint minden
e-hoz (¢>0) van oly 4, ill. 0, (0<f<1), Ggy, hogy ha

| Sk—-l, x (BZZ,- . 0,2;7':) e Sk—l, # (z%v s -ztl) l< 3’ (Z=O1 11 L) k'_ 1)’

akkor a S (21...2k—1, 02F,-.. 02}) = O relatiot kielégité (21-..2x—1)

értékrendszerek kozt van legalébb egy (z1,...2i-1), melyre

|2 —=0] =1z |<e (h=1, 2,... k—1).

Azonban I. a (21,... Zi-1, ézz‘,... 6z3) értékrendszer az S=0
relatiot kielégiti, tovabbd II. e alkalmas vdlasztdsa mellett

M(| 2t |,... |2E=1], | 02K],... | 028 ]) <M (e, O0) <o

vagyis (z1,... 2%) nem minimdlis értékrendszer.

- .?_*- *' 5 _v\a._-y:.«-,-..«,; .: = t-sr*f‘n,-rr._ T r?&l, 13'_'. "iqnw‘a(-:':g(r}a@ ~;m" v ~4»,g-??g;‘.¢mm.ij_v§h7
A A0 2 e
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7) A Sk i forma a Si-a, k-1 (Zrs... 2,)=0 relatichoz tartozo
minimdlis értékrendszerek eqyikére mnézve sem Uimik el, tehdt
(2 §. 8)) szerint a Sk—i1, k—1=0 relatidhoz csupdn kozos absolut
ertékic. minimdlis értékrendszerek tartoznak.

Ha ugyanis volna egy, a Si—y k-1 =0 relatiochoz tartozé
(3%s+. 21) minimalis értékrendszer, melyre Si =0, ugy
(0,00 0, 2k,... 23) egy, a S =0 relatibhoz tartozé minimalis

értékrendszer, melyre Si = 0, ellentéthen (a) foltevésinkkel.

0) Az Sp—1 k—1(2kse.. 20) = 0 relatichoz tartozé minimdlis
értékrendszerek kizt van legaldbb eqy 6sszeesd.

(y) szerint a Si—; x-1=0 relatiohoz tartozo 6sszes (2%,..- 2})
minimalis értékrendszerek kozos absolut értékiliek, azaz

Do e s S
[2k | = |Zksi | == || = o.

Legyenek ezek kozil 2 és 27 kiillonbozok s a [z| =g koron

szomszédosak, tovabbd legyen a [z|= ¢ kor azon zji, 2i ive,
mely a tobbi pontokat tartalmazza, I, hossztsagu.
Végiil ugyancsak (y) szerint a

(h)
Skt -1 = Skk=12% + S =0,
Skt k1= Si %12t + Sk =0

relatiokban Si's €s Sk 0-tol kilonbozok, tehat (2. §. 7)) szerint a

CSkat, -1+ 28Sk41, 1 + Sks1, k31 =0

egyenlet gyokei: ¢ és CQ kiilonbozok, tovabba ezl =6
és a (zF, 27) pontpar a ({, &) pontpart elvalasztja.

Legyen pl. ¢, a fent emlltett 2k, a1 iv belsejébe esé gyok-
pont. Ha 2%, zf szamok a (2%,... 2}) értékrendszerben egyszer
fordulnak eld, 4gy a (2k;..- 2i-1; {1, FA4t1se -+ Gi—1s $15 Blatse o )
minimdlis értékrendszer a |z ] =0, kor oly ivén fekszik, mely
a z;., 2} iv belsejében fekszik ; ha'a 2}, 2f szdmok t6bbszors-
sek, ugy ezen eljarast legfeljebb n—Fk—1-szer ismételve jutunk
kisebb koriven fekvé minimalis értékrendszerhez.

Tekintsiik mar most a Si—1, k-1 = 0 relatiohoz tartozé mini-
malis értékrendszerek -Gsszességét. Mindegyik minimédlis érték-

A B & ‘.v;‘. Ui et e s b e TR a5 ST

FYETIETHT
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rendszerhez tartozik a |z |= g kérnek (legalabb egy) legkisebb
ive, mely az értékrendszer Osszes elemeit tartalmazza.

Legyen ezen, az Osszes értékrendszerekhez tartozé mini-
malis ivek hosszanak alsé hatara L. Ki fogjuk mutatni, hogy
=10

l.egyen ugyanis

(b o 3 U=1.2,3,) @

n

a minimdlis értékrendszerek oly sorozata, melyhez tartozo leg-
révidebb ivek L; hossza L-hez konvergal. Valasszunk ki a (32)
sorozathdl oly

(B Zedie- 20 7) U = Jos Joo-- ) (32)

részsorozatot, melynél az egyes z»1* elemek meghatérozott 23*

hatarértékkel birnak, azaz

gl —2*, (h=k k+1,... n); Lx—L, ha j*—o0,

Ekkor a (2/*, 2§%1,. .. 2% értékrendszer nyilvan a Sp_g, x—1=0
relatiot kielégiti, minimadlis, tehat, ha L>0, a fenti eljarassal
kisebb ivre redukalhato, vagyis sziikségképen L = 0. Ekkor
K" = 2k == 2%, azaz létezik legaldbb eqy Osszeesd mini-
malis értékrendszer.

¢') Minthogy (B) szerint a =27, 23,... 2k—1 elemek tetszole-
ges értéket vehetnek fel, tehat, a Sk—1, x—1 (2k;. .. 2,)=0 relatiohoz
tartozo 0sszeesd minimadlis értékrendszer elemeinek k6zos érté-
két {-val jelolve, zf =25 =---=2t_1 =2, teheté s a ({,&-.. &)
értékrendszer egy, az eredeti S =0 relatiohoz tartozo, dssze-
es0, minimalis értékrendszer. :

) Minthogy eddigi levezetéseinkben dltaldnos folytonossagi
és konvergenciatételeken kiviil csupan elsé- és masodfoki egyen-
letek megolddsait hasznéltuk 61, s minthogy tovdbbda a S=0
relatiot kielégité barmely dsszeesd értékrendszer az adjungalt

G (C) s GOC” + (’;l ) “'1:'1;1 ++ Cp = 0

Mathematikai és Physikai Lapok. XXIX. 3
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n-edfoku algebrai egyenletnek egy gyoke, tehdt levezeléseink
az algebra alaptételének egy bizonyitasat tartalmazzak. Vala-
mely algebrai egyenlet (absolut legkisebb) gyoke ezen felfogds-
ban, mint egy, TcuepycHEF-féle értelemben foltett minimum-
foladat egyik (mindig létezd) megoldasa szerepel.

Az eddigiek szerint a (2. §. 7)) alatt foltett minimumfoladat
altaldanos megoldasat a kovetkezdképen fogalmazhatjuk:

I11. tétel. A '

S.=lesz 2y it F 032,25 . Bad Aot Gy =10 (1)

symmetrikus, multilinearis relatichoz tartozo minimdlis értek-
rendszerek kizt mindig van leqaldbb eqy dsszeesd és

e =min M( 2|, |z, i | 2

eqyenld a S=0 relatiohoz adjungdlt
G = ot +( M )estrt 4o e = 0 )

eqyenlet absolut legkisebb gyokeének absolut értékével.

4. §.

A maximumfioéladat.
«) Ha a (2. §. 8. és r.)-ban foglalt tételeket a

ST I R X 7 R, (;11— ziz ;l;) =0 (33)
symmetrikus, multilinearis relatiora alkalmazzuk, a kovetkezo
tételeket nyerjiik : |

I'. tétel. m(z,, |2.)... |2a]) az S =0 relatiot kielégits
dsszes értékrendszerekre nézve eqy, a cy, Cyy... ¢ eqyuitthatok-
tol fuggd P felséhatdrral bir : -

1

R T S 3 (34).
‘/1+—G 1

m<
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T. tétel. Az S=0 relatist kielogité (2., zar-.. zn) 6rlék-
rendszerek kozt van legaldbb egy, melyre nézve
m(’z1|’ LR rznl)= P
azaz
Pe=max m (.2, |, [z lse s [20 )

B) Tehat a maximumfoladat a kovetkezd:
Meghatdrozands a
Si= €y2iZa+ - 2n - €133 Za: voZn=t ++FiCn =0 (11)
symmelrikus, multilinearis relatiot kielégitd (z,, zy,-.- zn), €r-
tékrendszerekre nézve P= max m (| z,|, | z3),--. | 2n|) €8 meghatd-

rozanddk mindazon (2%, z3,... 25) értékrendszerek (maximdlis
értékrendszerek), melyekre a maximum eléretik, azaz melyekre

o) |2 ). |z )= P. (35)

A fé6ladat altalanos megoldésa:
IIT'. tétel. A S =0 relatichoz tartozo mammalzs értek-
rendszerek kozt mindig van legaldbb eqy dGsszeesd és

Pe=maxm( 2z klsel: v Fanh

egyenld a S=0 relatichoz adjungdlt G (&) =0 (5) algebrai
eqyenlet absolut leqnagyobb gydkének absolut értékével.

5.‘ §.

Az adjungalt egyenlet gyokei s az extremalis
értékrendszerek kozti reciprocitas.

a) Legyenek a
G(C) = UOC” + ( "1%) Clcnﬁl +iotep =0

adjungalt egyenlet gyokei: ¢, &,..- & s legyen (2, 2o,.-- 2p)
egy tetsz6leges, a S=0 relatiot kielégité értékrendszer.
Ekkor a 3. §. IIL. tétele szerint

"Mz | Zalee [ = m (G [ G beee [ G (36)
I3

ol
s
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és 4. §. TII'. tétele szerint
m (2l | zalyeee Lo D= M (&L [ G oo {Cn‘) (36")
azaz a (2, Zgr.++ 2n) €s (§, &»--- $n) pontesoportokat semminé,

a 0 pont koril leirt kor nem valasztja el.
£) Miutdn

~GQ4F44ymy%
it S (7:1) CZ: (37)

Gttt == (])2,
tehat, ha a ¢, &,..- & gyokok elemi symmetrikus faggvényeit
ay5 Ggye-- opMel, & 2, Z,,... 2, ValtozOk elemi symmetrikus fiigg-
vényeit s,, S,,... s,-nel jeloljik, a S=0 relatié a kovetkezd alak-
ban irhaté:

T1Sn—1 GySn—2

(1) 3)

(2 —&) (2a—8)-- (2 i) = 0, : (39)

A AP Aot (38)

+

Syi—+
vagy

hol ¢, %5,... %, az 1,2,...n szdmok 0sszes permutatioit be-
futjak. ' : .

A S=0 relationak (39) alakja kozvetlenill mutatja, hogy a
relatio a O pont eltoldsaval szemben invarians.

E szerint, (5. §. a)) figyelembevételével :

IV. tétel. Ha a z,, Zy--- 2n; & Careeo $n S24MOk a (39)
relatiot, (ill. elemi symmetrikus fi&gjvényeik a (38) relatidt) ki-
elégitik, ugy a (zy, Zgse-. 2n) 65 a (&, &sevv &) pontesoportokat
semmind kor (v. egyenes) mem wvdlasztja el. (L. I. H. Grack,
Proceedings of the Cambridge Phil. Soe. V. 11. pp. 352—57.)

7) Az S=0 relatio, mint (38) és (39)-bél kozvetleniil ki-
tlnik, a (2,, Z,,--- 2n) €s () &,--- §n) véltozdkra nézve sym-
metrikus. A S=0 vrelatichoz tartozé bdrmely minimdlis
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- (maximdlis) (2%, 235,... z3) értékrendszer s a G({) =0 adjun-
qgadlt eqyenlet gyékren@szere: (Cus Cas- - - &) Kozl reciprocilds dll
fenn oly értelemben, hogy a (2%, 23,,.. zy) értékrendszert eqy
adjungdlt eqyenlet gyokrendszeréil vilasztva, a megfeleld S*=0

 relatiora nézve (¢, &y &) mazimdlis  (minimdlis)  érték-
rendszer.

Ugyanis, ha (21, 23,... z5) minimalis (ill. maximalis) értékrend-
szer, ugy @ '

M2t [ e D =m (Gl |G 1aD @D

illetéleg ;

m |zt |28 (25D =M (&1 G- G (37")

s ezen egyenletekb6l és a (36), (36') egyenl6tlenségekbél a fenti -

allitas kozvetleniil kovetkezik.

6. §.
Az extremalis értékrendszerek discussioja.

a) A Si «x formdkhoz tartozo

G =HY Q= 1 "ﬁﬁdic) (t=afry dic)

=2 dew

(8)

(1. 1. §. ) (8—10)) adjungdlt egyenletek absolut legkisebb gyo-
keinek absolut értéke: or a k indexszel monoton novekszik :

00 =0 ="=0n1- (38) :

(8) szerint : 4

¢ d ) 2

G0 =(1- 5= Zhain=

-k . i

— L_ ._d__ [5n—lr+1 Gk—i (l)] Y k.

s miutdn a k1G4 (%) =0 egyenlet absolut legnagyobb | ‘

gyoke a Gauss-féle tétel folyoményaképen nem Kkisebb, mint a

derivalt
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egyenlet absolut legnagyobb gydke, tehat Ezé substitutio-
val keletkez6 Gi_;({) =0 egyenlet absolut legkisebb gydke

nem nagyobb, mint a derivalt egyenlethél & = % substitutio-

val keletkezé G ({) egyenlet absolut legkisebb gydke, vagyis
Or—1 = Q- "

A 0.—1 = o egyenléség (ugyancsak a Gauss-féle tétel szerint)
akkor és csak akkor kovetkezik be, ha Gi_q({) =0 absolut
legkisebb gyckei kozt van legaldbb egy tobbszérés multipli-

“citasn.

Legyenek tovabba a Gi—31({) =0 n —k 4 1-edfokit egyen-
let absolut legkisebb, tehdt a |z|=gi-1 koérén levé gyo-
kei {, &s--- &p, rendre vy, v,,...up multiplicitassal, ekkor a
Gy () = 0 n—Ek-adfoka egyenletnek &, &,... & nyilvan v,- 1,
vo—1,... vp—1-szeres multiplicitas gyokei. Miutan

Vbl o i noas ealc ], (40)

tehit a Gy ({) =0 egyenletnek n — k& gydke kozil legfeljebh
n—k-+1—p gyoke (mindegyiket multiplicitdsa szerint szdamitva)
van a |z| = gr-1 korén. n—k+1—p <n—k, azaz Gx({) =0
minden gyoke a |z|= gr-1 kéron van akkor s csak akkor, ha
I. (40).ben az egyenléség jele érvényes, azaz (ix—1(¢) = 0 min-
den gyoke a |2|=gr-1 kéron van és II. ha p =1, azaz ha
Gr-1(§) =0 minden gyoke 0Osszeesik. Ezen meggondoldst
k=1, 2,... elvégezve, nyerjikk, hogy a G.({) =0 egyenletnek
akkor s csak akkor van minden gyéke a |z|= o kioron, ha a
G (&) = 0 egyenlel minden gycke dsszeesik.

B) Ha a S, , forma a S=0 relatidhoz tartozé minimdlis
ertékrendszerek eqyikére sem tinik el, ugy a G (£)=0 egyenlet
gsszes absolut legkisebb gyikei egyszeres multiplicitdsiak, a
minimdlis értélrendszerel; mind kiozos absolut értékiiek, s ha a
G ({) =0 egyenletnek mnincs minden gqybke a |z|= o kérin,
osszeesok.
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Ha ugyanis a G () =0 egyenlet egyik gyoke: , legalabb
kétszeres multiplicitist, agy G (&)=G'({)=0 és (1. §.(7—10))
szerint :

S1,1 (Gese - G = HY (&)= G (&) — % G’ &) =0, ;
vagyis a S, , forma a ({,... &) minimélis értékrendszerre el-
tinik, foltevésiinkkel ellentétben. Ha viszont G () = 0 osszes
absolut legkisebb gyokei egyszeres multiplicitdsuak, ugy S, ,
egyik minimdlis értékrendszerre sem tiinik el. Mert, ha S, ,
elttinik a S =0 relatiohoz tartozo minimalis értékrendszerek
valamelyikére, gy p,<p, holott miutin G () =0 Gsszes abso-
lut legkisebb gyokei egyszeresek, () szerint sziikségképen g, >p.

Tovébba, miutin a (8) feltételekkel egyidejtileg (2. §. 0))
feltétele mindig teljesiil, tehdat az Gsszes minimalis értékrend-
szerek kozos absolut értékiek.

Végiil, miutan (B) feltétellel egyidejileg (2. §. 7)) feltétel '
teljesiil, tehat, ha van a minimalis értékrendszerek kozt olyan,
melynek nem minden eleme egyenld, tgy (2. §. 7) Cor.) szerint
van egy (2%, 23,... z}) szélesd minimalis értékrendszer.
Azonban a (2§, 23,... 2%) minimalis értékrendszer s G ({) =0
egyenlet ({,, Cy.... &) gyokrendszere kozti, (5. §. y))-ban ki-
mutatott reciprocitdsbdl kévetkezik, hogy, ha a (27, 25...25%)
_ értékrendszert, mint gyokrendszert fogjuk fol, a (¢, &,.-- &)
értékrendszer egy, a S*({i,... {&)=0 relatiohoz tartozé maxima-
lis értékrendszer. A S* =0 relatiohoz tartozé adjungélt egyen-
let 21, 23,... 2% gyokei mind egyszeres multiplicitasuak 1évén,
a S* = 0 relatiohoz, mint kézvetleniil fentebb kimutattuk, csu-

pan kozos absolut értéké maximadlis értékrendszerek tartoznak,
azazICII=H2!=---:|C,.[=9. :

Ha tehiat a G ({) = 0 egyenletnek nines minden gycke a
| 2| = o kordn, tigy (B) foltétel esetén a S=0 relatichoz tartozé
Osszes minimalis értékrendszerek 6sszeesok.

Corollarium. (a)-ban kimutattuk, hogy ha a S=0 relatiéhoz
adjungalt G ({) =0 egyenletnek nem minden gyoke egyenld,
gy a S,,=0, S, ,=0,... relatickhoz adjungdlt G,({)=0
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G () =0,..: egyenleteknék nines minden gyoke a |z|= ¢ ké-
ron, tehat a S, =0, S, ,=0,... relatiokhoz tartozé minimélis
értékrendszerek kozt nincsenek szétesdk.

7) Ha valamely (21, 23,... 27) minimdlis értékrendszerre nézve
Si,n @S, 15 Sy s .- sorozat elsé el nem tiiné tagja, gy a G ({)=0
egyenlet absolut legkisebb gyokei kozt legalabb egy h-szoros
multiplicitasa.

Feltevés szerint Sy—q n_1 (2%, 2k+1,. . 25) = 0, tehat On-1= 0.
Azonban (a) szerint ¢ < g, <:- < gn-1, s az egyenldségi jelek
csak akkor érvényesek, ha a G ()=0, G,;(0)=0,... Gj,—1 ({)=0
egyenleteknek legalabb egy absolut legkisebb kozos gyokiik
van. De (1. §., B) (7) és (10)) szerint ekkor a G (&) =0,
G'{)=0,... G"V() =0 egyenleteknek is van koézés gyo-
kiik, azaz a G({) =0 egyenletnek van egy h-szoros absolut
legkisebb gyoke.

Ekkor a 2, 23,... zi—1 elemek tetsz6legesek (miutin az ezek
szerint kifejtett S forma egyiitthatoi eltéinnek), mig a (z%,...2%)
elemek a (i (2)=0 egyik h-szoros gyokével esnek 6ssze. Ugyanis,
minthogy Sis (z%,... 28) + 0, (=h, h+1,... n), tehat (2. §. )
és Cor.) szerint, ha a 2},... 2} elemek nem mind egyenlok, agy
a Sp—1, —1=0 relatichoz tartoz6 minimalis értékrendszerek kozt
van egy szétesd, ellentétben (B) Corollariummal, mely szerint a
Sh-1,n—1= 0 relatidhoz tartozé minimélis értékrendszerek kozt
nincs széteso.

d) V. tétel. Ha «a
B S

sorozatban Sy . az elsd, mely a S=0 relatichoz tartozo mini-
malis értékrendszerek eqyikere sem tunik el, ugy a G(£) =0
absolut legkisebb gyikei kozt van leqaldbb eqy k-szoros s nines
magasabb multiplicitdsi. A minimdlis értékrendszerek elemei
kéziil k—1 lehet tetszileges és k—1-nél tobb nem. k—1 tetszo-
leges elem esetén a tobbi n—k+1 elem a G (2) =0 eqyenlet
valamelyik absolut legkisebb k-szoros gyokével esik egybe.

Feltevés szerint van oly minimaélis értékrendszer, melyre
Sk-1, k-1 =0, tehdt gz—1 < p. Azonban (a) szerint
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=0 =""=0k-1
s egyenl6ség csak akkor dll fonn, ha a
G@)=0, G, =H"() =0,... G () = HIS(Q) =0
‘egyenleteknek, tehat egyidejileg a
G()=0, G'(O)=0,... G*-1(¢) =0
egyenleteknek van kozos gyokik, azaz a G () = 0 egyenletnek
van egy k-szoros absolut legkisebb gydke. Viszont nines k-nél

magasabb multiplicitdsi, mert, ha egyik gyék: & legalabb
k+1-szeres és |&.|=o, ugy (1. §. B) (7—10)) szerint

Sk, k (cm- % :x) == Hl(tk) (Cu) 3 Cx) ( ) cu G (Cn + +
#k

e . G (g) =0,

n(n—1)...m—k-+1)

vagyis a Sy, forma a ({,... ) minimalis értékrendszerre el-
tinik, foltevésiinkkel ellentétben.

Legyen tovabba (zf.... z}) egy oly minimalis értékrendszer,
melyre Si_y k-1 (2k,... 25) = 0, tehat (3. §. B)) szerint egyidejti-
leg Sk—l, 0= Sk-—],i Tmerez= ‘Sk—l, k-9 = 0. Ekkor a Zf, Z;,. ' Z):(_1
elemek tetszolegesek. Viszont % elem nem lehet tetszéleges,
killonben ezeket O-sal egyenl6vé téve, adodik Sy, = 0, felteve-
stinkkel ellentétben. ;

Végiil a (y)-ban szereplé meggondoldsbol h=/ esetre kovet-
kezik, hogy, ha k—1 elem tetszéleges, tgy a tobbi n—k+1
elem a G ({) = 0 egyenlet valamely k-szoros absolut legkisebb
gyokével esik egybe.

y) Szétesé minimdlis értékrendszerek létezésének szulcseges
és elegendd feltétele az, hogy a G ({) =0 egyenlet minden
qycke eqyenld absolut értékii legyen. .

I A feltétel sziikséges, mint azt (6. §. #)) alatt kimutattuk.

II. A feltétel elegend6. Ha ugyanis a S = 0 relatiét a

61Sn_

)

Surn S Lrt = i Fon=0
(n—l)

Ly gl
" N, R LSS SN

sy x'amavﬁg
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" alakban irjuk, hol, mint eddig sp, illetéleg o, a 2,, 25,... 2>

illetéleg ¢, & .. & szdmok p-edrendd elemi symmetrikus fiige-
vényeit jelentik, ugy

0'13(,})_1 S(,}.)_g Op— 13(1)
- g,
T
e LN 2 n—1
e (1) %

)
Qll) 1o Pn2 P g e e ol

ol b

hol s;g” a 2y, Zg,--- 2n Szamok elemi symmetrikus figgvényét
jelenti. Ha mérmost

I:1§=,C2|:"'='("|_=9 s |z| =2 ="=|2| =0,
Ggy (ha @ az .« konjugaltjat jelenti):

7 —92(1_")07”—13&)_1 ¥ 92(2—71)5”_28(7?)_2 i 1_
n n
e
g I 2(1-n) o 2 (2—n) @ =
0 0'”_18"_1 ¢ 0 Sn—!
:t 8(14 ( % ) ( 2 ) —}—....—ti
i# n—1 n—2 i
azaz
lzl[: (0;7)1 G(g“':n e
8 PR

Ha tehat a (+ ({)=0 adjungdlt egyenlet minden gyoke egyenls
absolut értékli s koézos absolut értékik o, gy egy minimalis
értékrendszer n—1 eleme a |z| =g koron tetszélegesen fol-
vehet§ s a S=0 relatiobol meghatarozott n-edik elem szintén

a |z| =g korén van.

Jelen §. (a--8)-bél kévetkezik tovabba, hogy, azon eset ki-
vételével, midén a G({) = O egyenletnek minden gyoke egyenls»
szétesé minimdlis értékrendszerek csupdn |z|= g kérén van-
nak. Azon esethen, ha G ({) = 0 minden gyoke egyenld, akkor
a S(z,...2,) multilinearis forma 7 linearis tényez6re bomlik s
a hozzatartoz6 minimdlis értékrendszerek egyik eleme a G ({)=0
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egyenlet egyetlen gyokével esik egybe, mig a tobbi n—1 elem
tetszéleges. Ebben s csak ebben az esetben vannak tehat szét-
es6 minimalis értékrendszerek, melyeknek nines sziikségképen
minden eleme a |z |=p koron. : ;

Osszefoglalolag, a minimalis értékrendszerek konfiguratioit
a kovetkezé osztalyokra oszthatjuk :

L. G (2)=0 absolut legkisebb qyikei kozt vannak tibbszdord-
sek s a legmagasabb eléfordulo multiplicitds I :

I,. Haa G(2)=0 egyenletnek nincs minden qyike a |z| = ¢

kéron, tqy eqy minimdlis értékrendszer x<k—1 szdmi eleme

lehet letszdleges s ekkor a tibbi m—x=n—k+1 szdmi eleme
G (z) = 0 valamely legaldbb x-+1-szeres abs. legkisebb gyoké-
vel esik eqybe. Szélesd minimdlis értekrendszerek mnincsenek.

L. Ha a G(z) =0 egyenlel minden gyike a |z| =g kirin
van, uqy az (1) eseteken Fkiviil szétesd minimdlis értékrend-
szerek is vannak, melyeknek n—1 eleme a |z|= g kiron tetszd-
legesen eldirhato. '

IL. G (2) =0 absolut legkisebb qyokei mind egyszeres mul-
tiplicitdsnak :

II,. Ha a G (2) =0 egyenlet minden gyike a |z| = ¢ kirin
van, ugy végtelen sok szétesd minimdlis értékrendszer van,
melyelinek n—1 eleme a |z| = kiron tetszilegesen eléirhato.

II,. Ha a G(z) =0 egyenletnek nincs minden gyilke a |z|=¢
karon, hanem csupdn &, & .. &, akkor kizdrdlag dsszeesd mini-
mdlis értékrendszerek vannak ; ezel rendre a &, Lo... & pon-
tokba esnek.

Kiemeljiik a II,. azon specialis esetéts midén r=1, vagyis a
G (z2)=0 adjungilt egyenletnek egyetlen, 1 multiplicitast abso-
lut legkisebb gydke van. Ekkor és csak ekkor van targyalt
Tcuesycuer-féle minimumfoladatunknak egyetlen megoldasa, ez
Osszees6 és a jelzett gyokpontba esik.

Analog tételek ervenyesek a maximdlis értékrendszerekre.

Egervdry Jend.

2
3
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Egy sikbeli ponthalmaz leképezésén oly el6irdst értiink,
mely e halmaz minden pontjahoz hozzarendel egy vagy tobb
pontot mint «képr-et. Egyértelmti a leképezés, ha a halmaz
minden pontjanak egy és csak egy képpontja van, tovabba
kolesonosen egyértelmtd, ha e mellett két kiilonbozé pontnak
két kiilonbozé képpont felel meg. Folytonosnak neveziink egy
ily leképezést abban az esetben, hogy két pontnak megfelel6
képpontok egymédshoz tetszésszerinti kozel vannak, hacsak az
eredeti pontok tavolsiga elegendé kicsiny; masszoval: ha
Py, P,,... a halmaz oly pontjai, melyek convergalnak a hal-
maz egy P pontjahoz, akkor a megfelelé P;, P,,... képpontok
is convergalnak s limesiik P képpontja P’; s e feltétel teljesiil
a halmaz bérmely P pontjaira s bdrmely hozza convergdilo
P,, P,.... pontsorozatdra nézve. Egy kolcsondsen egyértelmi és
folytonos leképezést réviden topologikusnak neveziink. A kovet-
kezékben feltessziik, hogy a képpontok maguk is egy sikbeli
ponthalmazt alkotnak.

Vilasszuk most eredeti halmaznak egy korvonalon fekvé pon-
tok Osszeségét; ennek topologikus képét Jorpan-gorbének ne-
vezziik. A fundamentdlis jelent6ségi Jomrpan-gorbe-tétel sze-
rint egy ilyen Jomrpan-gorbe a sikot két tartomanyra osztja
s e tartomanyok mindegyikének hataraval azonos. Tekint-
stk most a zdrt koérlemeznek topologikus leképezéseit; egy
ilyen leképezésnél a korvonal képe természetesen egy Jompan-
gorbe, de kérdés, hogy ezek a Jorpan-gérbék megadjdk-e
az Osszes lehetséges Jorpan-gorbéket. Masként fogalmazva e
kérdést, kérdezziik, hogy ha adva van egy kérvonalnak egy

1 A Math. és Phys. Tarsulat 1922 mareczius 9-i iilésén tartott eldadas.
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Jorpan-gérbére val6é topologikus leképezése, ki lehet-e terjesz-
teni ezt az egész korlemezre, igyhogy a zart korlemeznek a
Jorpan-gorbére és belsejére valé topologikus leképezése all-
jon elg. A vélasz, mint a conformis leképezések elméletébol
ismeretes, igenlé; ugyanis le lehet képezni a Jornan-gorbe bel-
sejét (valamint barmely egyszeresen 0Osszefiiggé tartomdnyt is)
kolesonosen egyértelm@ és conformis moédon a kér belsejére :
ez a conformis leképezés existentia-tétele, melyre legutobb Fesgr
és Riesz Frieyes adtak nagyon egyszerti bizonyitast; ehhez
hozzajarul az Oscoop &ltal sejtésként kimondott és CaraTHEODORY,
majd egyszeribben Courant és LinpeLor altal bebizonyitott tétel,
mely szerint egy Jorpan-gorbe belsejének a kor belsejére valo
conformis leképezése a keriiletre is kolesonosen egyértelmi és
folytonos modon terjeszkedik ki. Ilyen moédon a conformis
leképezések elméletébél nyerjilk a Jorpan-gorbe és belsejének
a korlemezre valé topologikus leképezésének existentigjat. Kiva-
natos azonban a topologia szempontjabél e tételnek topologikus
bizonyitdsa s ilyet adott TierzE s Gjabban AntoiNe és KEREKIARTO.

Az emlitett tételb6l kovetkezik a Jorpan-gorbének két neve-
zetes tulajdonsaga, (melyek koziil a masodik magaban foglalja
az els6t): 1. A Jorpan-gorbe minden pontja elérhet6 a Jorpan-
gorbe belsejében is, killsejében is; vagyis egy tetszésszerinti
P pontjahoz lehet fektetni egy Jorban-gorbeivet (= zart egyenes-
szakasz topologikus képe), mely e P ponttél eltekintve egé-
szen a gorbe belsejében, illetleg kiilsejében fekszik. 2. A Jorpan-
goérbe minden pontjaban sima (unbewallt) ugy belsejére, mint
kiilsejére nézve; vagyis ha P a gorbe tetszésszerinti pontja és
e tetszésszerinti positiv szam, akkor meghatdrozhato oly >0,
hogy ha Q, ‘és (), a gérbének tetszésszerinti, P-hez -nal koze-
lebb fekvé pontjai, akkor (), és (), Osszekothetok egymdassal egy
egészen a gorbe belsejében, illet6leg kiilsejében halado és e-nal
kisebb atmérdji Jornan-gorbeiv dltal.”

1 E ket allitas egyebként kozvetlenil kiadodik a JorDAN-féle gorbe-
tételre adott bizonyitasombol is (Math. és Természettud. Ert. 38. k. 94. o).
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Tekintstik a kérlemeznek egy mdsik koérlemezre valé topolo-
kus leképezését; a concentrikus kordk és sugarak képei a ma-
sik korlemezen egy gorbevonala poléris coordinatarendszert ad-
nak; a concentrikus korék seregének képe egymas belsejében
fekvé Jorpan-gorbéknek a korlemezt teljesen kit6lté serege. Kér-
dés, hogy megforditva, adva lévén egymasban fekvé Jorpan-
gorbéknek a korlemezt kitolté serege, leképezhetd-e ez a kor-
lemez topologikus leképezése altal a concentrikus korok sere-
gére; a valasz tagado, mint azt egy egyszerd példan lehet latni.
Hogy egy ily gorbesereg a concentrikus kérok seregével legyen
homoeomorph, arra nyilvin sziikséges, de bebizonyithato, hogy
egyben elégséges is a kovetkezé feltétel: Ha P,, (), a sereg
ugyanazon j, gorbéjén valasztott pontok (v=1, 2, 3,...), melyek
v minden hatdron tal valéo névekedésével egy P ponthoz con-
vergalnak, akkor a j, gorbéken alkalmasan megvalasztott IBTOV
ivek is P-hez convergalnak. Ugyanerre egy masik feltételként
propondlta Riesz Fricyes az egyenletes simasag feltételét, a mi-
nek fenti feltételiinkkel eequivalens volta valéban igazolhato
egyszeri modon. E targynak részletes kidolgozasat illetéen egy
legkdzelebb kozlendé dolgozatomra utalok.

A topologikus leképezés existentia-tételéhdl egyszerien ado-
dik, mint Anxtoine megmutatta, Tierze deformatio-tétele ; legyen
adva a korlemeznek o6nmagéara valé topologikus leképezése,
melynél a korvonal indicatrixa (iranyitasa) valtozatlan marad ;
akkor, Tierze tétele szerint, az adott leképezést lehet az azo-
nossagba deformalni; vagyis meg lehet adni a kérlemez on-
magdra valo topologikus leképezéseinek a O0<t<1 parameter-
tél folytonosan fiiggé halmazit, melynél {=1-nek az adott le-
képezés és {=0-nak az azonos leképezés (melynél mindegyik
pont 6nmagaba megy at) felel meg. Felmeriil itt a kérdés,
milyen egyszerti normadlformait lehet megadni a topologikus
deformatioknak, melyekkel minden, az indicatrixot megtarto
leképezés eldallithato; igaz-e példaul, hogy a korlemeznek min-
den Onmagdra valé topologikus leképezése, megmaradé indi-
catrixszal, el6allithaté oly deformatioval, melynél kiilonboz6 pon-
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tok palyai vagy egymastol egészen kiilonboz6, vagy pedig tel-
jesen egybeesdé Jorpan-gorbeivek ?

A korlemeznek minden o6nmagara valo topologikus leképe-
zésénél van fixpontja, vagyis oly pontja, mely képével azonos ;
ez Brouwer fixponttétele. Ha a korlemezt egy rugalmas lapnak
képzeljik s ezen végeziink egy folytonos deformatiot, akkor
minden egyes f, idépillanatban lesznek oly pontok, melyek ere-
deti helyiikon vannak, ezek vagy az egész 0<t<t, idékézben
helyiikén maradtak, vagy pedig kézben onnan elmozdultak s a
t, idore visszatértek. Rogzitsiik e pontokat, valamint a kor
keriiletét a maga egészében s a'tobbi pontokat boesassuk sza-
badon ; akkor a lap rugalmassdga kovetkeztében bizonyos de-
formatio keletkezik. Minden egyes {, idéponthoz' tartozik ilyen
modon az eredeti deformatiobol nyert leképezésen kivil még
egy masik leképezése a korlemeznek onmagdra; ezek segitségé-
vel mechanikai normalformékat nyerhetiink a deformatiokra.

A folytonos leképezéseket masképen még mint folyadékok,
illetéleg gdzok mozgéasat abrazolhatjuk. Tegyiik fel, hogy ha e
mozgasnal egy molekula belejut egy masiknak a palydjaba, ak-
kor ettél kezdve dllandéan a mdasiknak palyajan marad ; ez
esetben az dramldsok igen egyszerii typusok adltal jellemezhe-
tok. Egy esetet emlitek, midén ugyanis a palyavonalak zdrt
Jorpan-gorbék s az aramldsnak csak egy orvénylési pontja van;
akkor e Jorpan-gérbék barmely kettéje kozul egyik a masiknak
belsejében fekszik, tovabba a ¢ idéparameterben valo folytonos-
sag kovetkeztében teljesiil e gorhék seregére nézve az egyen-
letes simasdg fentebb emlitett feltétele, ugyhogy e sereg a con-
centrikus. korok seregével s igy az aramlds, lényegében, egy a
concentrikus koérokon valo dramléssal eequivalens. Ha az dram-
las stationdrius oly értelemben, hogy egy bizonyos helyrél bér-
mely idépontban a molekuldk mindig ugyanabban a mozgasi
allapotban indulnak ki, a mi nem egyéb, mint a Poincarg altal
vizsgalt, az [ (5, t++7) = [(f (z 1), ) egyenlettel jellemzett analy-
tikus iteratio esete, akkor a palyavonalak egymast nem metszo
Jorpan-gorbék, illetéleg Jorpan-gorbeivek ; ebben az esetben
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még kozelebbrol jellemezhetjiik a megfelelé aramlasokat. Te-
gyiik fel példdaul, hogy egy molekula kiindulva eredeti helyérél
oda T id6 mulva visszaérkezik, akkor ennek palyijan mozgod
minden mds molekula is visszaérkezik 7' id6 alatt eredeti he-
lyére, tigyhogy Gsszeségok lényegében egy forgast végzett, tovabba
ehhez a palydhoz kozel fekvé palydkon. mozgdé molekuldk ke-
véssel kiillonboz6é periodustt keringéseket végeznek. Abban az
esetben, hogy minden palyan a keringési idé ugyanaz, az dram-
las lényegében egy rideg anyag forgasaval equivalens.

Ebbe a témakorbe tartozik PoiNcarE visszatérési-tétele, mely
szerint egy incompressibilis folyadék d&ramlasindl majdnem
minden molekula visszajut elegendé nagy idé alatt kiindulasi
helyének tetszésszerinti kozelébe. PLanck-t6l szarmazik a kovet-
kez6, némileg hasonlé probléma: egy haromszogben elbocsa-
tott pont, mely a hdromszég oldalaiba valé tutkozéseknél a
visszaver6dés torvénye szerint folytatja utjat, barmely pontnak
tetszésszerinti kozelébe el fog jutni egy tetszésszerint meg-
adott irdnytol tetszésszerinti kevéssel kiilonb6z6 irdnynyal —
feltéve, hogy kizarunk bizonyos specidlis szogi haromszogeket
s a hdromszoghen bizonyos specidlis iranyokat. E probléméra
vonatkozoan eddig csak néhdny egyszeriibb adat van s dltala-
nos megoldasa kivanatos. Hasonlo probléméaval foglalkozik Kéni
Dines és Sziics szép dolgozata, a kockdban mozg6d pontrél, a
hol azonban az irdny kérdése nem jon tekintetbe.

Az eddigi egykonturos tartomanyokra vonatkozo meggondo-
lasokhoz csatlakoznak a "tobbkonturos tartomanyokat illeté kér-
dések. Tekintsiik el6szor két concentrikus korvonaltol hatérolt
korgytirii esetét; ha egy incompressibilis folyadék e korgytrin
oly dramldst végez, melynek irdnya a kulsé és belsg hatar-
koron ellenkezd, akkor, Poincark  tétele szerint, lesz az dram-
lasnak barmely idépillanatban két fixpontja, vagyis a folyadék-
nak két oly molekulaja, melyek ebben a pillanatban ismét, vagy
pedig még mindig eredeti helyiikon vannak: Ketténél tobb kon-
turos siktartomanyia analog tétel érvényes. :
| X Kerékjdrts Béla.
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ESZLELESEK EREDMENYEINEK
TORVENYBEFOGLALASA POLYNOMOK SEGELYEVEL.

Ugy a fizikdban, mint a statisztikaban gyakran talilkozunk
a kovetkezé problémaval: Legyen x, x, ... Zn—1 valamely
. dolog 7 szamu fokozata, a hol

J)Zxo'*"hf (E:()s 1’2!0"') nvl), :

legyen tovabba valamely észlelési sorozatban az x;: fokozat gya-
korisaga ys kozelitsik meg az y: gyakorisagokat egy
fn () = €4 + 0,2 + Co2% ... Copa™
polynommal ; jeldljiikk az ennek megfeleléleg kiszamitott  f,, ()
gyakorisdgok és az észlelt y: gyakorisagok kozotti eltérést
dc-vel '
0t = fm (X — Y&

A megkézelités mértékéiil a jellegzetes eltérés (standard devia-
tion) o szolgdl, ez a J: eltérések négyzetének atlagabol vont

négyzetgyok 3
‘/ 20;*
o= e
n

Probléma : Az y: gyakorisagok egy lehetéleg alacsony foku
polynommal kézelitendék meg. Az f,.(x) polynom koefficiensei
gy hatdrozandok meg, hogy valamennyi m-edfokd polynom
kozott az [, (x) polynom legyen az, a melynek megfeleld jel-
legzetes eltérés o a legkisebb. A fokszam pedig tgy vélasz-
tandé meg, hogy o kisebb legyen mint egy adott e.

Geometriai fogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy meghataro-
zando egy lehetéleg alacsony fokd y=c,+cx+ ... cna™

Mathematikai és Physikai Lapok. XXIX. 4
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’ gorbe, a mely az @ y: koordindtikkal biré pontokat a rész-
‘ letezett médon megkézeliti. , P

E Szolgdljon példaul egy a statisztikdbol meritett kérdés.
4 -1891-ben valamely fizemben Amerikdban a napi munkabérek a
Br kovetkezOk voltak:?*

% @ y & y

i 0,50 317 3,00 198

1,00 1472 3,50 954

1,50 1297 4,00 96

i 2,00 970 450 i

e 2,50 506 5,00 9

E Zy = 5128

k

E A tablazatban y jelenti az x napibért kapott munkésok

0 i A%

»

szamat. A bérfokozatok fél dollarban vannak megéllapitva, pl.
0,50 dollart kapott 317 munkas, 1 dollart 1472 sth. Megkéze-
litendok az y gyakorisigok a jelzett médon egy f(x) polynom
dltal, igy hogy o ne haladja meg a gyakorisigok 6sszegének
egy szazalékat, azaz o<<51.

Az ily problémakat altalanos esetben a kovetkezékép lehet
megoldani. Vilasztani kell egy m,-edfoku fm, (x) polynomot,
melynek koefficienseit ugy hatdrozzuk meg, hogy

1 . 2
0= — 2 (fm, @)yl

minimum legyen. Jel6ljik @ minimumat ¢ (m,)-el. Ez utébbi
meghatdrozasara m, + 1 egyenlet dll rendelkezésiinkre

90

an=0 w=0,1,2.---m,);

ez egyenletek megoldasa m, + 1 szdmt m, + 1-edrendd deter-
mindans kiszamitasat teszi sziikségessé, a mi hosszadalmas még
akkor is, ha kovetjik azokat az utasitdsokat, melyeket Gauss

ad a legkisebb négyzetek elméletének alkalmazdsdra.

1 BowLey, Elements of Statistics, 3-rd. ed. p. 91.



R R R R BB TR

BSZLELESEK EREDMENYEINEK TORVENYBEFOGLALASA STB. 51

Ha ¢ (m,) > ¢, akkor a szdmitast meg kell ismételni egy
m, + 1-edfokt polynom segélyével. Az igy nyert polynom vala-
mennyi - koefficiense édltaldban az [, () polynoméitél eltéré
értékkel bir:

R e U s e R L 2

0gy hogy az el6z6 szamitds teljesen karba vész, sdt a masodik
szamitds — tekintettel arra, hogy tobb ismeretlenrdl van sz6 —
még honyodalmasabb, mint az elsé.

Ha ¢(m, 4+ 1) is nagyobb, mint &* akkor a szdmitdst ujra
meg kell ismételni s ezt addig folytatni, mig elérjik, hogy

oMy, +v)>e*>pm +v+1);

ekkor a kérdés meg van oldva. Mindég lehetséges egy oly v
értéket talalni, hogy e relacio ki legyen elégitve, ugyanis ¢ (m)
csokken¢ fliggvény és ¢ (n—1) = 0. A legjobb megkdzelitést a
fenti értelemben nyert m =‘m, + v + l-edfoktt polynom adja.

A vazolt eljaras, mint lathato, rendkiviill hosszadalmas,
faraszto munkat igényel. Kozelfekvé volt a gondolat egy uj
modszert keresni, mely gyorsabban, egyszeriibb szamitasokkal
vezet czélhoz. _

Sikeriilt is egy oly eljardast taldlni, mely nemcsak az emli-
tett ismétléseknél engedi meg az Osszes addigi eredmények
felhaszndlasat, hanem a melyben még a tekintetbe jové koef-
ficiensek meghatdarozdsa is egyszeriibb — nem lévén sziikség
magasabb rendd determindnsok értékeinek kiszamitdsdra —
ugy, hogy az uj eljardas még akkor is elénydsen lesz alkalmaz-
hato, ha a polynom fokszama meg van adva, melylyel a leg-
jobb megkozelités végezendd. (Ez esetben a pontossdgot nem
lehet eldirni.)

A jelzett eljaras a kovetkezd:' vezessiik be a helyett a &

1 (CH. JORDAN, Sur une Série de Polynomes dont chaque somme par-
tielle représente la meilleure approximation d’un degré donné suivant la
méthode des moindres carrés. Proceedings of the London Mathemati-
cal Society. Vol. 20 pp. 297325, 1921.
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valtozét (& = i, + hé) és jeldljik ¢, (&)-vel a & viltozé alabbi
v edfokl polynomjat:
N R e e AN 73
-3 5L N0
qv (€) 2,2 ; Bl A '()

a hol a zarjeles kifejezések hinomidlis egyutthatékat jelente-
nek. E képlethdl folyik:

OF

G =t are
a=+[Cg)remera(d)] o
=3[ )+ oL e 0@ m(E) +20(5)]
RSl Pl R L (L
B cmaalglae(fl o

W= 2550 o5 e r (B3 (5) +

) s ) ()

vagy pedig ha a ¢ polynomokat & hatvanyai szerint rendezziik :

X

’:“"TLZ {

o

s = %5"’ o %(n—l)sf %(n=—3n+2)

I = 8 — PO DEF O 11

LSRR R Ly
SRR

e — L6t 110 6)
35,, 35 5 / '
o= g =g ) 2 On*—21n+17) € —
o %(Qn“—i)n’—l— 17n—10)¢ +

e 11—6(n‘—10n3+35n’—~—50n+24)
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63 D15 - 35
g= 58— 160 (n—1) & + T (dn*—9n1-8)¢° —
— !—1%—6-(723—-412’—#812—5) &2

7+ 1—16_ (15m*—105n*+365n*—525m +274) £ —

S % (n®—15m*+85m*—225m*+274n —120)

Fejtsiik ki az [ (§) polynomot, mélylyel a megkozelitést el-
érni kivanjuk £ hatvdnysora helyett ¢ polynomsorba, a mi min-
dég lehetséges:

[m(§) = G t+ayq,+ G5+ AmGm.
Hatarozzuk meg az a,, d,,... an keefficienseket oly modon,
hogy

<

n— n—1
S 10:0mF = S 1fn @ — P @

minimum legyen. Ha a ¢ polynomok tetszélegesek volndnak, a
szamitds nem kiilénbozne az el6zékben felsorolt szamitdsoktodl.
Minthogy azonban a ¢ polynomok eleget ‘tesznek a

n—1
24 =0 (Havsp) 3)

egyenleteknek,” a szamitas lényegesen egyszerisodik, ugyanis (2)
minimumma valik, ha az aldbbi m-+1 egyenlet ki van elégitve :

Slfm® —velgp=0 (=0,1,2..., m @)
Azokat az osszegeket, melyeket £=0, 1, 2.:., n—1 értékek-
nek megfeleldleg kell kiszamitani, egyszertisités szempontjabol
a hatarok nélkil irjuk. Pl 39 (m)* alatt a (2) oOsszeget, 29,9,
alatt a (3) osszeget fogjuk érteni.
A (4) egyenletek a (3) relacio kovetkeztében a kovetkez6
"alakot veszik fel: :
2ysy — gy =0 4"

1 Loc. cit. p. 299.
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A (&) egyenletekbél az a, dllandok értéke rendkiviil egy-
szerien kiszamithaté; még fontosabb azonban az, hogy a,
értéke nem fiigg az [, (§) polynom fokatol m-t6l, tehat az
[m+1(6) polynom els6 m + 1 egyiitthatdja egyenlé lesz az
[m (§) polynom megfeleld egyiitthatoéival, gy hogy ha errél az
elébbire kivinunk attérni, elegenddé az a,.+1 egyiitthaté kisza-
mitdsa.

- A megkozelités ntdn fennmaradé eltérések négyzeteinek osz-
szegét konnyen kiszamithatjuk a (2) egyenlethél

20 (m)* = Jyt — aZyede — A 2Yqy — - - AmZYsim
vagy mas alakban
20 (m)® = Zy? — ain — a;3q; — -+ — A .

A szamitds tényleges keresztillvitele ugy torténik, hogy
mindenekel6tt kiszamitjuk a Zyi és 3y értékeket, melyekbdl

d5— 1; Sy és 3802 =3yi— a,3y: adédik;

ha ez a mennyiség nagyobb, mint ne® akkor tovabb menve
kiszamitjuk Zygq, és 3¢} értékeit, melyekbol

e Eg;;a és 33 (1) =300 — a3y, -t kapjuk;

ha ez az utébbi mennyiség még mindig nagyobb, mint ne?
akkor folytatni kell az eljdriast és kiszamitani 3y.q, és Xy?
értékeit, melyek segélyével

—E—E?Lq;Yi és 3o 2?'=3Xo(1)?—a,Xyeq, -t kapjuk;
és igy tovdbb egész addig, mig a Xd(m)* < ne® reldcié ki
ninecs elégitve. Ha ezt elértik, a probléma meg van oldva, a
keresett megkozelitést

Ay =

Y= g+ 0y + Ao + «+ - Amlm ;
adja. Ha e sort még & hatvinyai szerint kivanjuk rendezni,
akkor az az (1) képletek segélyével torténik, egyszerti behelyet-
tesités altal.
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A szamitdsokat még lényegesen megrovidithetjiik, ha-bizo-
nyos téblazatokat készitiink. Elsésorban Xy, értékeit kell ki-
szamitanunk, ez az 6sszeg csupan n-tél és v-tol fiigg, egyszer
és mindenkorra kiszdmithaté és kétdimenziés tdblizatba ren-
dezhetd. i
Xq: értékeit kilonben a czitdlt értekezés szerint (p. 305.) a

kovetkez6 képlet adja:

v

11 (n®> — s?). (5)

A n
26 =Gy o L

Miutan ¢,(%) figg n-tdl is, azt explicit médon ¢y (&, n)-nek
is irhatjuk. Czélszerii' e mennyiség értékeire is tablazatokat
késziteni, miutan azonban az hirom valtozotél fiigg, minden v
értékre kiilon kétdimenzios tablara van sziikség. A szamérté-
kek kiszdmitasihoz a legjobb az (1) képletekbél azokat hasz-
ndlni fel, melyek binomidlis faktorok alakjaban vannak adva.

‘A tabldzatok készitését, valamint magat az Osszegezést is —
a kés6bbi szamitiasok folyamén — egyszertisiti az a koril-
mény, hogy a (y polynomok symmetrikusak," ugyanis

@ =1 n—1—8).

Az értekezés végére csatolva van hat tablazat. Az elsé ot
tablazat -q, (§,n) értékeit adja v=1, 2, 3, 4, 5 esetén; e tdb-
lazatokban az m v+ 1-t61 20-ig valtozik, £ pedig 0-t6l n-ig.
A hatodik tébldzat 3q,(n)* értékeit adja v=1, 2,3, 4,5 és

n=v+1,v+2, ... 20 értékeknek megfeleldleg.

A szamitds menetét megvilagitando, hajtsuk azt végre az
értekezés elején emlitett példa esetén. E tablazatban n = 10,
®,= 0,50, h=0,50. Ha azt kivanjuk, hogy a jellegzetes el-
térés kisebb legyen, mint 51, akkor 2¢°-nek kisebbnek kell
lenni, mint » (51)% = 26010.

Ha « helyett a & valtozot vezetjuk be (v = x, + hé), akkor
tablazatunk a kovetkezé lesz:

1 Loc. cit. p. 307.
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: t £ y ' Yyt

- 0 317 100489

B A 1472 ; 2166784

;. 2 1297 . 1682209

3 970 940900

- 4 506 256036

5 198 39204

e 6 . 254 - 64516

7 96 e 9216

A 8 4 16

9 9 : 81

Sy = 5123 3y® =5259451

a honnan azonnal megkapjuk az a, értéket, valamint az elté-
e rések négyzeteinek osszegét:

Gy = %”— =512,3 . 3002 = 3 — a, 3y = 2634938,
Miel6tt a, értékét meghatdroznank, vegyik figyelembe, hogy
11 (6) =—q,(9—&), kovetkezoleg a helyett, hogy az y(¢).q,(é)
: mennyiséget Osszegeznénk & =0, 1,... 9-ig, Gsszevonva az
' [y (§) — y (9 — £)]q,(6) mennyiséget Gsszegezhetjiik

. §=10,1,2,3, duigs -
: : it a, és 23 (1)* meghatdrozdsa

e y@—v0-8 g ® v 4

0 308 —45 — 1386

1 1468 35 — 5138

2 1201 =25 — 3002,5

' 3 716 215 — 1074

A8 4 308 =08 e ek

: A q, értékek az I. tablazatbol vannak véve; a VL. tablazat
' szerint 3¢, (10)* = 82,5 kovetkezoleg:

= zz"f = 130,357 39 (1)= 30 (0)*—a,3yq, —=1233015
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a, ¢s 30 (2)* meghatdrozdsa :

; Miutéan q, (6) = q,(9 —&) tehat a, meghatérozasé.ra a kovet-

kezd egyszerusxtett tabla szolgdlhat :
E vO+¥O—-8 @@ Yda
0 326 18 5868
1 - 1476 6 8856
2 1393 —F — 4179
3 1224 — 9 ~ 11016
- 4 704 —12 — 8448
Sy, = 3319

a ¢, értékek a II. tabldzatb6l vannak véve; a VI-bol pedig
2q,(10)* = 1188 kovetkezéleg :

e %‘1;— = 751 302 = Z3(1)* — aySyq, — 1166981
wy 65 30(3)% meghatdrozdsa g .
§ y®—y0O—8 958 Y- qs
0 308 A 1 19404
1 1468 91 30828
9 ‘1201 52,5 63052,5
3 716 465 33294
A 308 18 5544
, 3yq, —113314,5
a, =587 34 (3)* = 500879 :

a, és 38 (4)* meghatdrozdsa :

§ y@+yO=8 %) Y-

0 326 189 61614
1 1476 -~ —231 —340956
2 1393 —178,5 —248650,5
3 1224 31,5 38556
4 704 189 ‘ 133056

2yq, = —356380,5
ra,= —1,13 C 0 X8 (4) = 98527 :
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“a, és 30 (5)* meghatdrozdsa :

§ yE—-yO0-8 s Y. s

0 308 - — 4725 — 145530

1 1468 1102,5 1618470

2 1201 = 78,76 ¢ ,— - 94b78,75

3 716 - 866,25 — 620235

4 308 — 472,56 - 145530
ok Sygq, = 612596,75

a, = 0,1268 _ 249 (5)* = 20850.

Miutdn ez utébbi mennyiség kisebb, mint 26010, tehat a

“kivant pontossdg el van érve; tényleg a megfeleld jellegzetes

eltérés .o — 45,7 kisebb, mint 57 ; a keresett megkozelité poly-

nom pedig:

y = 5123 4 130,4¢, — 7,51, + 5,87¢, — 1,13q, + 0,127¢,. (a)
Gyakran ezélszerii az igy nyert polynomot & hatvanyai sze-

rint rendezni. A mit kénnyen elérhetiink, ha ¢, az (1) képle-

tekbél . vett értékeit az (a) egyenletbe behelyetlesitjiik. A szd-
mitas igen egyszerli, az eredmény a kévetkezd :

y=320,54+4-2144,76& — 1271,256*+280,35£% - 27 A5&*+ &%  (b)

Mint latjuk, a kivant megkozelitést rendkiviil konnyen értiik

el. A szamitdsok egy tizedét sem vették annak az idének -

igénybe, melyre sziikségiink lett volna, ha a kérdést a be-
vezetésben ismertetett médon kozvetleniil oldottuk volna meg.

A szamitdsok ellendrzése szempontjabél kiszémithatjuk még
az (a) képlet és az I—V. tablazatok segélyével az egyes d: el-
téréseket :

§ é § 4
0 3,54 5 79,99
1 — 24,05 6 — 68,27
2 63,71 7 16,35
3 —67,15 8 4,59
4 — 6,29 9 — 2,44
w28 =—"0,02

TR



SR L SO ot A LD SIS R o= [ s St AR PR B L L OB o s ot

X

ESZLELESEK EREDMENYEINEK TORVENYBEFOGLALASA STB. 99

Az eltérések Osszege tehat igen jol megkozeliti az elmélet-
nek megfeleld zérus értéket. Ha még kiszamitjuk a fenti érté-
kekb6l 20* értékét, 45,35-6t kapunk,' a mi szintén eléggé
megkozeliti az elméletnek megfelelé o = 45,7 értéket, bizony-
sdgdul annak, hogy a szamitdsok elég pontosan végeztettek el.

Fuggelék. A statisztikaban észlelési eredmények gyakorisdgé-
nak tanulményozdsédnal gyakran talalunk olyan sorozatokat,
melyeket polynomok helyett jobban lehet az alabbi exponen-
cialis kifejezéssel approximadlni:

f(.’L‘) e eco+c,w+...cm:r:m_
&
* A megkozelités elérésére a tdargyalt modszert igen egyszertien
lehet alkalmazni, feltéve, hogy megelégsziink azzal, hogy a lo-
garithmusok eltéréseinek négyzetosszege

Z(log f(w) —log y?
legyen minimum.

Eljarasunknal f(x)-nek a kovetkezé alakot adjuk :

]‘(JL‘) s 10a0+a1ql+u,q5+...amqm 3

a mibél kifolydlag az a, «, ... dllandék meghatdrozdsara az
elébbi képleteket alkalmazhatjuk, csak : helyébe kell mindentitt
log yet irni. A jellegzetes eltérésre vonatkozo képlet ez eset-
ben természetesen szinién a logarithmusok kiilonbségére vo-
natkozik.

1 A négyzetreemelést nem kell elvégezniink, vannak tablazatok, melyek
a szamok négyzeteit megadjak. Pl. BREMIKER, Fiinfstellige Logarithme
p. 140—146. :
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1. Tablazat q, (n,§) értékeire.

[{ Xo‘l‘z e B e e e 10111

| :

%ii 2 —05 05 |

b 3| —1 0 1] ‘ ‘

B 4| —15 -05 05 15 ! | 3

4 SE- |1 | 0] 14 ¢ ‘ ‘ ‘

3 6|25 —15 —05 05 15 25 | {

B 7] -3 | —2 ‘1:—1 [ 021" 1 3-8 g =

B —35 —25/ —1,5 05| 05 15 25 35|

Ef 9| —4|-8 -2 |1 0, 1| 2| 38| & 3

B 10| —45 —35 —25 —1,5 —05 05 15 25 35 45

B 1] 5|48 -2 [—11 0| g LB ¥
1#| —5,5| —4.5| —3,5 —25| —1,5 —05| 05 15 25 35 45

5
13| —6 —5i—4}_3 L (i B8 S P T 4] s
14| —6,5 —55 —45 —35 —25 —1,5 —05 05 15 25 35 4
15 =7 {-—6" 1 b =4 freg i <o 4 0| 1 R P
3
3
2

B

16| —7,5 —6,5| —5,5 —4,5| —3,6, —2,6| —1,5| —0,56 05 15| 25
17| —8 | =7 | -6 | —5 0| 1| 2

—4 | =8 | -2 |1
18| —8,5 —7,5 —6,5 —55, —45/ —8.5| —2,5 —1,5| —0,5| 05 1,5
19| —9 | -8 -7 |—6 |—5 —4 |—3|-2 —1 0 1179

20| —9,5/ —8,5! —7,5. —6,5/ —5,5:; —4,5 —3,5 .——2,5‘ —1,5 —0,5! 05/ 1,5

II. Tablazat q, (n§) értékeire.

\20,1234567891011
(1

05 —1 | 03 |
1,5 —L5 —1.5 1,5

105 1,5 —45 —7,5/ —7.5— 45 15/ 105
14 | 85 —4 8510 |— 85— 4 | 35 12
10] 18 | 6 |8 =g'l1e t-a9 |- 9 l—8 | 61 18
11| 225 9 | —15 -9 | —135—15 |—135— 9 [— 15 9 | 225
112| 215 125 05 —85/—145—17,5—17,5| —145/—85 | 05 125 27,5
18| 33 | 165 8 | —7,5—156 |—19,5|-21 | 195/—15 |— 75 3 | 165
14| 39 | 21 | 6 |—6 |—15 |—21 |-924 |94 |—21 |—15 —6 | 6
15| 455 26 | 9,5 —4 | 145|922 | 265928 | 26522 | 145/— 4
16| 52,5 31,5 13,5 —1,5|—13,5| —22,5|—28,5| —31,5|—31,5| —28,5 —22,5| —13,
17| 60 | 37,5 18 | 1,5—12 | 22,5 30 |—34,5/—36 |—345—30 |—22,
18| 68 | 44 | 23| 5 |—10 |—22 |—81 |—37 |—40 |—40 |—37 |—31
19| 765 51 | 285 9 |— 7,5—21 |—81,5/—30 | 435/ 45 | 43539
20| 855 585 845 135/ 45| —19,5—31,5 —40,5/—46,5 —49,5 49,5 —46,
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III. Tablazat q, (n¢) értékeire. }5
3
: e = i
x 0 1 2 3 & 4ol | 85 e dR | 9 10 *,1
4= o075  295— 295 + 075 .‘ B
5|— 3 6 0.1~ & 3 7 |
B YO T T A T O e A [ 5 |
7} 15 15 |15 0 [=1b|=1b 15 A
8|— 26,25 1875 26,25 1125/ 1195 —26.25| —18,75 2625 i
9| 42 21 | 39 27 0 |-27 [—39 -2 42 g
10— 63 21 ' 525 | 465 ] 18 | —18 | —465 |— 525 |- 21 | 63 5
11|— 90 18 | 66 69 42 0 |42 ' |—63 [—66 |- 18 90 3
12f 19375\ 11,95 78,75 9375 71,75| "96,25| —26,25|— 71.25|— 93,75 78.75|— 11,25 ]
13]—165 0 | /90 | 120 | 105 60 0 |—60 |[—105 |—120 |— 90 A
142145 [— 165/ 99 147 1425 | 1005 | 38 |— 36 (1005 |—1425 (147 4
15(—273 |- 390 | 105 174 183 147 81 0 |—s81 |—147 [|—183 2
1634195 |— 68,25 107,25| 200,25| 22575| 198,75| 134.25| 47,25|— 47,25 —134,25(—198,75 8
17|—420 |—105 | 105 225 270 255 195 105 0 —105 |—19
181510 |—150 97,5 | 475 | 3815 315 2625 | 1725 | 60 <60 |—1725 |
19(_612 |—204 | &4 267 360 | 378 336 249 | 132 0 —132 ot
201 796,75 —267,75| 63,75| 282.75 404.95@ 44325 414.75| 33875| 21525 7425 — 74,25 %
f S ~
4
1V. Tablazat q, (n.§) értékeire. i
% 0 ’ B 3 4 5 I 6 ‘L . 8 9 10 :
n | 4
5] 15] — 6 9 |— s 1,5 [ A
6 75| — 225 15 15 |— 225 - 75 ; 2
7| 225] - 525 75| 45 7.5|— 525 225 |
8| 525| - 975|— 225 675 675— 225/ — 975 525
9| 105 | -1575] s25| 675] 185 67,5 — 8251575 | 105 4
10| 189 | —231 |— 1785 315/ 189 | 189 31,5|—1785 |— 231 189 o
1| 815 | -315 |- 315 |— 525 210 | 815 | 210 |— 525 | 315 |- 315 315 1
12| 495 | —405 |- 495 |— 195 | 180 | 420 | 420 | 180 |- 195 |— 495 |— 405
13| 742,5| —495 |— 720 (— 405 825 480 | 630 | 480 82,5|— 405 |— 720
14| 1072,5| —577,5|— 990 |— 690 |- 97,5 4725 810 | 810 472,5|— 97,5|— 690 |
15| 1501,5| —6435| 130351056 |— 378,5| 3765| 9315|1134 931,5| 376,5|— 373, '
16| 2047,5| —682,5|—1657,5|—1507,5 — 757,5| 1725| 967,5|1417,5 | 1417.5| 967.5! 1725
17| 2730 | —682,5|-—2047.5 _aoa75| 1260 |- 157,5| 8925| 16275 | 1880 | 16975| 8925 i
18| 3570 | —630 |—2467,5|—-2677,5 !~-1890 — 630 682,5| 17325 | 2310 | 2810 | 17325
19| 4590 | —510 |—2910 | -8397,5|—2655 |-1260 | 315 | 17025 | 2640 | 2070 | 2640 |
90| 5814 | —306 |—3366 |-4206 |~35€1 |--2061 | —231 | 1509 2844 | 3564 | 8564 1
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V. Tablazat q ; (n,&) értékeire.

LA 1 2 3 4 5 6 d 8 9 10
N s I

6 f= agsl s vgrg 36 | — 1875 375 F

7 |- 25| % | — 125 0 125 — 9% 22,5 |

8 |- 87| 875 |~ 19135| - 16875 16875  19135| - 287 78,75

9 |- 210 5775 | — 210 | — 4125 0 1725 210 |~ 5775 | 210
g 0 |- 4725 | 1025 | — 7875 see2s| — a5 | ams 866,25 7875 — 11025 1725
S 1 |~ o5 | 1890 315 | — 1260 | 1260 | 0 1260 1260 | — 815 | —1890 945
2 ta |- 7325 | a5 | 1foas |- 15225 | 2810 | 1080 1050 2310 15925 | 11025 | —29925
z 13 |—eom0 | w455 230 |- 1485 | —8510 | _ 2700 0 2700 3510 185 | —oa30
g 14 |— 4826925| 631125 | M55 | 945 | 469195 480395 | _ 2095 2025 189395 | 469195 5
2 15 |— 75075 | 8580 13425 330 | 56325 | — 7500 | — 50625 0 50625 | 7500 56325

16 | 1126125 | 1126195 | 1126125 | 259875| —6063.75 1031625 | — 905625 | — 354375 354375  9056.25| 1031625

17 |—16380 | 143325 | 16380 61425 | 5670 | 130725 | 1380 | 86625 0 8662 | 13860

18 |-o3205 | 17745 | oeses75| 11961,95| 4095 15435 | 1994195 | 1530375 _ 5735 5775 | 1530375

19 |-s2130 | 21420 30870 | 18270 | — 945 17010 | 24885 | —23310 | —13860 0 | 13860

20 |-43605 | 25245 10545 | 27495 4075 | 173475 | 808975 | —324225 24210~ | —8910 8910
B
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VL Tablazat

g
b
=

’ [qv (n,§)]* értékeire.

§=0

v
5>} 1 2 3 4 5

2 05 ,

3 2 1,5 . i

4 5 9 11,25

5 10 31,5 90 157,5

6, 17,5 84 405 1575 3543,75
7 28 189 - 1850 86625 42595
8 42 378 3712,5 34650 | 2764125
9 60 693 8910 1126125 1289925
10 82.5 1188 19305 315315 4837218,75
11 110 1980,5 38610 7882875 15479100
12 | 148 3003 72393.75 1801800 | 43857450
13 182 45045 | 128700 | 3898895 | 112736300
14 2275 6552 | 218790 - 7657650 | 2678436375
15 280 9282 | 358020 - | 14549535 | 595208250
16 340. 12852 566865 26453700 | 1249937325
17 408 17442 872100 16293975 | 2499874650
18 4845 23956 | 1308150 78343650 | 47914264125
19 570 305235 | 1918620 | 128707425 | 8845710300
2 665 39501 2758016,25 | 205931880 15795911250

Jordan Kdroly.




A GEOMETRIAI FENYTAN HYPERBOLA-TETELENEK
ALTALANOSITASA.,

A Math. és Természettud. Ertesits XXXVIIL kétetének 255-—
265. lapjain sikeriilt bebizonyitanom, hogy fix helyzeti térbeli
pontnak képe a lencse vagy gombtikor tengely-irdnyt transla-
torius mozgasa kozben hyperboldt ir le, e gorbe térbeli hely-
zete és alakja azonban egészen mds a tikrok, mint a lencsék
esetében. Ez a kiilonbség a gombtikrék és lencsék kozott
lényegbe vdgonak latszott, amennyiben egy és ugyanazon ernyo-
tavolsaghoz a gombtitkrok esetén csak egy, a lencséknél ellen-
ben két, kiillonb6z6 nagyitasi, éles kép tartozik s ezenkiviil a
képek mozgési iranya a lencséknél fordulopontot mutat (1. abra),
holott a gémbtiikrok hyperbolajandal (2. dbra) ilyen fordulépont
ninesen. :

A kovetkezokben ki fogom mutatni, hogy ez a kialonbség a
lencsék és gombtikrok kozott nem tekintheté - alapvetének,
amennyiben a Fkétféle hyperbola-typus mindkél fajta optikai
eszkoznél eldfordulhat, ha nem ragaszkodunk a fix helyzetd
targy feltételéhez. '

Be fogom tovabba bizonyitani, hogy a geometriai fénytan
hyperbola-tétele akkor is érvényben marad, ha nemesak az
optikai szerkezet, hanem a tdrgy is egymdssal ardnyos trans-
latorius mozgdst végeznek az optikai tengellyel parhuzamos
iranyban. Jeloléseim és a haszndlt koordindta-rendszer ugyan-
azok maradnak, mint el6z6 dolgozatomban.

Nagyobb attekinthetdség kedvéért a vizsgalodast két részre

- osztom aszerint, amint a térgy és lencse ellenkezd vagy egyenld
irdnyban mozog.
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Koordinata-rendszeriink kezdépontja a mdsodik fokusz térbeli
_helye abban a pillanatban, mikor az elsé fokusz sikja éppen a
targy-ponton halad keresztiil. E pillanattol szamitott ¢ id6 mulva
legyen a targy elmozdulasa az X tengely negativ iranyaban
rlzalg(t)' [hol a, allando, ¢g(f) pedig az idének egészen tetszés-
szerinli fiiggvényel, a lencse elmozduldsa ellenben az X tengely
pozitiv irdnydban r, = a,g(f) az el6bbivel arinyos mennyiség,
akkor az elsé fokusztol szamitott targytavolsig

T=1, T T, = (@ + a)g

s e targytavolsiagnak a lencsével egyiilt r, értékkel elmozdult
masodik fokusz Gj ¢ = r, helyét6l szamitott
/"‘l
T (a'i—f—a'?.)—!;

képtavolsag felel meg. Ilyenforman az N:é nagyitasu
kép a térnek x = ¢ + % helyén fog létre jonni s ha a targy
linedris mérete AB = 7', akkor az A pont képének koordinatai
~a kovelkezok :

o % P
B T S R L
ity sy s it e Y
K (@, + an)y(t)

E két egyenlethsl g(t)-t kikiiszobolve nyerjiik

ool ratn 3=+ xy)

a kérdéses geometriai hely egyenletét, melyben a

K=£ (L 1
Kids
1+a

t a,+a,
‘ 2

tényezé6 mint dllando parameter szerepel.
Zérusra redukalva egyenletiink alakja a kovetkezo:

y“"——%wyﬂ—KTZ:o (1)

"

= ]
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AB = a targy.
ab, a,b,, ab,, a,bg. .. kilon-
b6z6 nagyitasu valodi képek.
a'b', @b, a,b,, ayby... ki-
16nb6z6 nagyitast virtudlis
képek.

A hyperbolan 3, I 1,
2... jelzi az ugyanekkora
targytavolsdgnak megfelel6
képeket. A tavolsagok a
fokusztéavolsag tobbszorose-
ben vannak kifejezve.

2, abra,

A virtualis hyperboladgat akkor kap-
juk, mikor a tiikor a berajzolt nyillal ellen-

- kez6 iranyban mozog. A mint a tikor at-

halad az origon, ettél fogva domborta
oldaldt mutatja a targy felé s igy mint
szoro tikor mikédik. A szord tikor dltal
létesitett virtualis' képek végpontjainak
geometriai helyét tehat a negativ hyper-
boladgnak ACoeo része fogja képviselni.

b
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s az altaldnos séma szerint szerkesztett determindnsa

0 0 Hes
A v K T o K y
= T = 7‘2 ’ : = Y
o2 0 KT
T2
A33= ”WE

Minthogy ez a delermindns a zérustol altaldban kalonbézik
s a harmadrendii A,; aldetermindns értéke mindig negativ, a
kérdéses mdsodrendi gérbe hyperbola s minthogy az (1) egyen-
letben linedris tagok nem fordulnak eld, centruma egybeesik a
koordinét,a-rendszer kezdopontjaval. Az asymptota irdnytényezdje
tg2a = £ ugyanaz, mint a mar ismeretes esetben s a hyper-
bola alakja is hasonlit az el6z6 dolgozatomban kifejtett s az
1. dbrdn lathaté hatar-esethez, melyet az (1) egyenletbédl a, = o
illetéleg K=1 helyettesitéssel nyeriink. A fordul6pont helyzetét

9 1
a % = ay9'(t)— (75:%%%—,(?) = o feltétel hatarozza meg, mert
L SRR Y &
ebbél ¢(t) = ————__.___f s a hozzatartozo abscissa-érték
S Va,(a,+a,)
n= 2

E hyperboldra nézve jellemz6 az a tulajdonsag, hogy térbelt
helyzete és alakja igen killonbizd mozgdsok mellett is ugyanaz
maradhat. Ennek oka abban rejlik, hogy az (1) egyenletben

parameter gyandnt szereplé K = tényezd értéke fiigget-

the ‘;—1
len a mozgdasok idébeli lefolydsat jelﬁamzé g(t) kifejezéstol.
Minthogy tehit a K tényezs értéke nem az elmozduldsok ab-
szolat ertekét61 hanem csak ezeknek L héanyadosatol fugg, e
hyperbola alakja és térbeli helyzete is e hényados " figgvényé-
nek tekintheté s éppen azért a K klfeJezést forma-tényezdnel:
nevezhetjiik.
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A tetszésszerinti @ = nf térbeli helyzethez tartozo ordinata-

értékeket az
y:—nTy+ KI*=0 .

egyénlet gyokei szolgaltatjdk s hozzajuk tartozé nagyitdsokat
pedig

helyettesitéssel az

NN+ K=o

egyenletb6l nyerjiik, melynek gyokei

Ny L l/ (_g_)’_K | (2a)

a gyokok szorzata 4
NN; =K (2b)

s a fordulopont @ = 2f/K helyzetéhez tartozé nagyitas
N=VE. , o

A hyperbolak gyakorlati szerkesztésénél célszertibb az adott
v-szOros nagyitdsokhoz tartozo térbeli helyzeteket illetve n érté-
keket kiszamitanunk, amikoris teljesiilnie kell

feltételnek, mibadl

s igy elore meg tudjuk mondani, hogy az (1, 2, 3, ---v)-sz6ros
nagyitasok az .

K K K K
TR (1+T’2 +?’ 3+§1 Vit —V—)f
térbeli helyzetekhez tartoznak.
A jelen esetben a forma-tényez6 K = — < 1, ennél-
a,

fogva a fordulépont az x = Qf VK / 6sszefﬁggés, értelmében
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kozelebb van a hyperbola centrumahoz, mint az @, = o, illetve
K =1 hataresetben s az ugyanazon x térbeli helyzethez tartozé
nagyitasok is masok. Az eltérés olyan értelmi, hogy a nagyitott
képek nagyobbak; a kicsinyitett képek ellenben kisebbek, mint
az 1. rajzban lathaté hatdresetben, az asymptota helyzete
azonban valtozatlanul ugyanaz marad.

Abban a specidlis esetben, mikor a targy és lencse ellenkezé
iranyban, de teljesen azonos mddon mozognak, a, = a, s igy

a forma-tényez6 K = % dllandoé és igy a hozza tartozo hyperbola

alakja és térbeli helyzete ugyanaz marad, bdrmind legyen 1is
eqyéblként a mozgdsok tddbeli lefolydsa. Ez az eset tehat azért
is figyelmet érdemel, mert ekkor a hyperbola abszolut invarians-
nak mutatkozik.

Ha a tdrgy és lencse azonos irdnyban mozog, harom esetet
kell megkiilonboztetniink az a, és a, tényezok relativ nagysaga
szerinl s ez a megkilonboztetés a tovabbiak szempontjibol
fontos, mert a hyperbola alakja és térbeli e]helyezese az egyes
esetekben lényegesen kiilonbozik.

a) a, < ay, vagyis a tdrgy lassabban mozog, mint a lencse.
Ebben az esetben a lencse tdvolsaga a kiindulé ponttél ¢ id6-
pillanatban =, = a,g.(¢), a téargy elmozdulasa ugyanabban a po-
zittv irdnyban ;= a,.g(t) s igy a fokusztél szamitott tdrgy-
tavolsag r = r,—7, = (a,—a,)g(t). Minthogy e masodik fokusz
térbeli helyzete ugyanekkor ¢ = r,, a forma-tényezé ~most

’y = i A (t“" i . i3 3 e
, z 4—a, ;| 4 > 1. A hyperbola tehdt még min

a
dig hasonlit az a,=o0 haiz:ér-esethez (amikor a forma-tényezo
K =1), de ugyanakkora ernyétdvolsdghoz mas nagyitdsok tar-
toznak s a fordulépont a jelen esethben messzebb van a koor-
dindta-rendszer kezdépontjatédl, mint el6bb, az asymptoma
helyzete azonban viltozatlan marad az Gsszes lehetséges ese-
tekben.

b) a, > a,, vagyis a tdrqy gyorsabban mozog, mwint a lencse.
Ha a mozgé tirgy sebességének irdnya kiinduldskor most is a
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lencse felé mutatna, akkor a targy hamarosan utolérné a len-
csét s annak mozgédsit megzavarna. Ennek elkertilése céljabol
koordinata-rendszeriinkben a lencse és a targy mozgasat ne-
gativ wrdnyunak vesszik s ezaltal egyszerii modon elérjiik azt,
hogy a lencse mozgdsianak irdnya a gyorsabban halado targy
felé fog mutatni s igy egymds mozgasit a tovabbiakban nem
zavarjak. '

Ha a targy a kiindulds pillanatéban éppen az elsé fokusz-
ban van s elmozduldsa { id6é alatt r, = a,¢(f), a lencse elmoz-
duldsa ugyanazon iranyban r, = «,g(f), akkor a fokusztél sza-
mitott targytavolsag nyilvanvaléan 7= r,—1, = (a,—a,) g(0).
Minthogy a lencsével egyttt a mésodik fokusz is negativ irdny-
ban mozdult el ¢ = —rz, értékkel, a forma-tényezé értéke
K=%__.% _

T a,+a, S NN

Ay,
formatényezé az eddigiektél eltéréen negativ, s ez a korilmény
lényegesen megvaltoztatja a hyperbola alakjat és térbeli helyzetét.
V'K imagindrius szam lévén, a hyperbolinak nincs forduld-
pontja, hanem a folyton csékkené nagyitasi képek, a lencse
mozgasanak irdnyaban haladva, asymptotikusan kozelednek az

. Ebben a, > a,, ennélfogva a

optikai tengelyhez. Adott ernyé6tavolsighoz tehat csak egyetlen-

egy ¢les kép tartozik s igy az N — l:)_ % ‘/(L;)Z_K megol-
dasok kozil a pozitiv gyoknek csak z; valodi, aﬂ negativ gyok-
nek pedig csak a virtudlis képek esetén van fizikai értelme.
A gyokok szorzata egyébként most is N,N, = K, csakhogy itt
a forma-tényezd értéke negativ.

A forma-tényez6 abszolat értéke a targy és lencse elmozdu-

lasainak allando El aranya szerint igen kulonboz6 lehet, s az

a, = 2a, specialis ZSetben a K= —1 értéket veszi fel. Ilyen-
forméan arra az eredményre jutottunk, hogy a fix helyzetii
targy és mozgd gombtikor esetén nyert s elézé dolgozatomban
részletesen ismertetett Ayperboldt (2. dbra) ugyanakkora fokusz-
tavolsagh gyujtdlencse segitségével is elddllithaljuk, ha lemon-

e %
- s, 2 oA ¥ - % 197 4 . ’ 'y 3 25 A ¥
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dunk a fix helyzetii targy korldatozo feltételérél s a tdrqyat
kétszer akkora sebességgel mozgatjuk, mint a lencsét.

¢) a, = a,, vagyis a tdrgy és lencse azonos mdédon mozog-
nak. A tirgy és lencse relativ helyzete a mozgas egész folya-
man valtozatlan lévén, a targytdvolsdg s ezzel egyiitt a nagyi-
tds is mindig ugyanakkora marad. Barmilyen relativ helyzetbél
torténjék is tehat a kiindulds, a hyperbola helyett az optikai
tengellyel parhuzamos egyenes fogja e képpontok geometriai
helyét képviselni.

Eddigi fejtegetéseinkb6l vildgosan ldthat6, hogy egymaissal
aranyos elmozduldsok esetén a geometriai fénytan hyperbola-
tétele egészen altaldnos érvényl s az dsszes képzelhetd esetel

Q=1 ( 7 + K 1) egyenletbe foglalhatok 6ssze. A hyperbolik

alakja és térbeli helyzete kizarolag a K forma-tényezd értéké-

1

t6l, illetéleg az elmozdulasok — dllandé hanyadosatol fiigg.

Amig K értéke pozitiv, addig aghyperbola fordulopontot mutat
s a legegyszeriibb és legkdnnyebben szerkesztheté alakot a
K =1, illeléleg a, = o specidlis esethen nyerjiik (1. abra, fix -
helyzetii targy és mozgo lencse), ha ellenben a forma-tényezé
értéke negativ, akkor a hyperbolanak nincs fordulopontja s
adott ernyotavolsaghoz csak egyetlen egy éles bedllitds tartozik.
Az atmenetet e kétféle hyperbola-tipus kozott a K = o, illetéleg
a, =0 eset képviseli (mozgd targy és fix helyzetd lencse!l),
mert ekkor a hyperbola a kezddponton dtmend egyenessé de-
generdlodik s éppen ez az egyenes adja a kétféle hyperbola-
sereg kozos asymptotdjat.

Hasonlé moédon be lehet bizonyitani, hogy a hyyerbola alakja
és térbeli helyzete szempontjdbol a lencsék és gombtikrok kozt
nines lényeges kiilonbség, mert a kétféle hyperbola-typus
mindkét fajta optikai eszkoznél eqyardnt eldfordul, de a relativ
mozgdsok killonb6z6 mindsége szerint mds-mds esetekben.
A kilonbség a kétféle optikai eszkoz kozott (a fokusznak és a
valodi képeknek eltérd helyzete kovetkeztében, mindossze annyi
hogy amikor a lencsénél nincs fordulopontja a hyperboldnak,




A vastag vonallal kihuzott gérbék a valddi; a pontozott
vonallal jelzett részek pedig a virtualis képek geometriai
helyét képviselik az AB—T nagysagu targy esetében.
A forduld pontok helyét kis keresztvonas jelzi.

A targy helyzete a kiindulds pillanataban: lencsék
esetén AB, gombtikrok esetén A'O, az optikai helyzet
kezdete pedig: x ——f. Az utobbi a targgyal egyid6-
ben kezdi mozgasat.

A pozitiv és negativ forma-tényez6s hyperbolak
végtelen sokasagat a T irdnyhatarozoval bir6 OS

asymptota valasztja el egymastol. Ez, mint geomet-
riai hely a fix helyzet(i optikai eszkdz és a mozgo targy
speciélis esetének felel meg, s olyan degeneréalt
hyperbolédnak tekinthetd, melynek forma-tényez6je
K= o

Az X tengely a fokusztavolsag egész szamu tobb-
szoroseivel van beosztva.
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ugyanakkor (azonos relativ mozgas esetén!) a gombtiikroknél
van és megforditva.

Ugyanigy ki lehet mutatni, hogy amikor a, > a,, vagyis a
targy a pozitiv X tengely iranydban gyorsabban mozog, mint a
vajt tikor, akkor a forma-tényezé

1
Ay,
)

K=

)

Ennek értéke a, = 2a, esetben K =1 s igy arra az érdekes
eredményre jutunk, hogy a fix helyzeti tdrgy és mozgo lencse
esetén mnyert hyperboldt (1. 1. abra.) azonos gyujtétavolsagi
gombtikor segitségével s elddllithatjuk, ha lemondunk a fix
helyzeti targy feltételérél s a tdrgyat kétszer akkora sebesséq-
gel mozgatjuk, mint a tikrot. Ez az eredmény a hyperbola-
tétel szempontjabol alapveté fontossagd, mert eleinte mindenki
azt gondolja, hogy a kérdéses hyperbola-alak okvetleniil a fiz
helyzeti targy és a mozgoé lencse specidlis esetéhez tartozik.

Miutan a kilonb6zé alaku és helyzetti hyperboldk végtelen
sokasagat ilyenforman attekintettiik s a rendkiviil bonyolultnak
latszo lehetdségek kozt a «forma-tényezé» fogalménak beveze-
tésével rendet teremtettiink, a 3. dbran geometriailag is fel-
tiintetjikk a forma tényezé :

il 1 1
I\::}:Z, ’i"—Q":tlv :t4‘7 :I:g

értékeihez tartozo hyperboldkat. A vastag vonallal kihazott gor-
bék a valdédi, a pontozott vonallal jelzett részek pedig a virtudlis
képek geometriai helyét képviselik ugyanakkora AB = T nagy-
saga targy esetében. A targy helyzete a kiindulds pillanatdban :
lencsék esetén az AB, gombtiikrok esetén pedig A'O. Az
optikai eszkoz ugyanekkor e ketté kozott, az x = —f helyen
van, s a targgyal egyidében kezdi mozgasat.

A pozitiv és negativ forma-tényezés hyperboldk seregét a

<3 irdnyhatarozoval bir6 s a rajzban nyillal jelzett és teljesen
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kihtizott OS asymptota vilasztja el egymastél. Ez, mint geomet-
riai hely, a fix helyzeti optikai eszkoz és mozg6 targy specidlis
esetének felel meg s olyan degeneralt hyperboldnak tekintheto,
melynek forma-tényezéje K = 0. Az irodalomban elsé dolgoza-
tunk megjelenése el6tt csak ez az egy eset volt ismeretes.

X

Ezen a helyen ra kell mutatnunk arra is, hogy az idézett
dolgozatomban bemutatott egyszerii hyperbola-szerkesztések,
melyek az dltaldnos tételnek a fix helyzeti targyhoz (a, = 0)
tartoz6 specidlis eseteit képviselik, bizonyos tekintetben érde-
kesebbek magdndl az &ltaldnos esetnél. Amig ugyanis az alta-
lanos esetben a képek geometriai helyének alakja bizonyos
fokig a targy és az optikai eszkéz mozgasinak mindségétol is
fiigg s csakis eqymdssal ardnyos elmozduldsok vagy sebességek
esetén lesz hyperbola, addig fix helyzetd targy vagyis a, = 0
esetén a geometriai hely alakja teljesen figgetlen az optikai
szerkezel mozgdsdnal iddbeli lefolydsdtol s kivétel nélkiil min-
dig hyperbola.

Ennek oka abban rejlik, hogy e hatdresetben a fokusz el-
mozdulasa éppen egyenld a targytdvolsiggal s igy béarmilyen
g(t) fiiggvénye legyen is a fokusz elmozduldsa az idének, min-

°2 ‘2
dig érvényes a 7=g() és x= —];- = X0 osszefiiggés s ennek
kovetkeztében a képpont koordinatai aranylag egyszeri
fz
= t
g + g()
o
90

alakot o6ltenek, melybdl a tetszésszerinti ¢(t) fuagguény a ki-
kiszobolésnél teljesen kiesik s a hyperbola
— (¥ T)
g1 ( T+ Y

egyenlete fiiggetlen lesz a képet ado optikai szerkezet mozga-
sanak mindségétdl.

=
o
. |
=
s
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Teljesség kedvéért meg kell még vizsgdlnunk azt a kérdést
is, vajjon miné feltételek mellett degeneralodhat a képek geo-
metriai helye egyenessé? Erre nézve feleletet ad az (1) altala-
nos egyenlet determindnsa :

Sl
A= —]g4—f2,
mely az [ = oo esettél (planparallel lemez vagy siktiikor!) el-
tekintve kétféleként valhat zérussd aszerint, amint K vagy
T =o0. A forma-tényez6é csakis az a, = o esetben (fix helyzeti
optikai eszkoz) tinik el, a 7' pedig akkor, ha a tdrgy gyanant
felvett pont magdra az optikai tengelyre esik. Az utobbit, mint
magatol értet6do esetet nem szamitva kimondhatjuk, hogy a
hyperbola csak abban az esetben degenerdlddil a kezdéponton
atmend egyenessé, ha a képet eléallito optikai eszkoz fix hely-
zetii, a targy ellenben az optikai tengellyel parhuzamos trans-
latorius mozgist végez.* Eppen ez az egyszerii eset volt az,
mely szdazadok oOta ismeretes lévén, jelentéktelenségénél fogva
azt a latszatot keltette, hogy a forditottja (@, = 0) sem lehet
valami kiillonos érdekességl. E feltevés nélkil nem tudjuk meg-
érteni, miért nem vizsgaltik meg eddig ezt az esetet s miért
keriilte el a hyperbola-tétel a fizikusok figyelmét olyan teljesen
lezartnak latszo kutatdsi teriilleten, mint aminé a geometriai

fénytan.
Boddes Istvdn.

* Valtozo fokusztavolsagu optikai eszkozok esetén (melyekre a hypetrbola-
tétel szintén érvényes!) még egy eset lehetséges.
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AZ EOTVOS-HATAS ALKALMAZASA MOZGO
NAPRENDSZERBEN.

Baré Eorvos Lorinp utolsé miive a forgémeérleg-kisérlet volt,
a melylyel a F6ldon mozgé testek stalyvaltozdsat laboratorium-
ban is kimutatta.® Ez a sulyvaltozas «kétségtelen kovetelménye
a GavLiLei-Newron-féle mechanikdnak», a mint baré Eorvos az
Annalen d. Physikben megjelent értekezésében irja. Ugyanott
a nehézséggyorsulds valtozasara vonatkozo képletét kifejezetten
«nyugvé naprendszerre» vonatkoztatja és taldn e kozlés lezardsa
utdn bekovetkezett haldla akadalyozta meg abban, hogy a régéta
ismert, a mechanika alaptételeibél foly6 tényt a «mozg6d naprend-
szerre» alkalmazza. A kovetkezékben megkisérlem a nehézség-
gyorsulds mozgds okozta valtozdsanak elvét, a mit az angolok baro
Eorvés tiszteletére «the Eorvos effect»® — Edrvos-hatasnak —
neveztek el, mozgé naprendszerre alkalmazni.

B. Eorvos a forgomérlegkisérletnél egy vertikalis tengely
koriil forgd rendszeren vizsgdlta a nehézséggyorsulds véltozdsat.
Némi hasonlatossigot mutat ehhez a berendezéshez a tengelye
koril forgé6 Fold a Nap graviticios terében. Ha tekintetbe
vessziik, hogy a sarkokon Kkiviil a Fé6ld felszinének minden pontja
nappal dltalaban ellenkez6, éjjel pedig egyezo irdnyban mozog
a Fold keringésével, Eorvos képlete szerint a Fold valamely
pontjin a Nap gravitaciojanak valtozasa

a dy’
g4 gt
et Ty 2 > 2n s
a hol £ a Fold keringésének szogsebessege,m =
0°00000019, és —%yt—a Fold valamely pontjanak relativ sebessége

derékszogli koordinata rendszerben, a melynek X, Y, Z, ten-
gelye a foldpalya tengelyével, érintéjével és sugaraval esik
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dy" - dy A
df = C08 € cos ¢ cos p—y— 8 hol ¢ a Fold

egybe. Altalaban

illeté pontja parhuzamos koréhez vont érintének a foldpalya-
sikjaval alkotott hajlasszége a Nap kulmindcziojanak idépont-
jaban, ¢ az illeté6 pont féldrajzi szélessége, p a Fo6ld forgdsa-
't,
%tL az :quator
valamely pontjanak a forgdsbol szdrmazo sebessége, ami ko-
rilbelil 05 km sec™'.

Eszerint az sequator valamely pontjan solstitium idején,

deleléskor a napnehézség gyorsuldsinak véltozdsa
4gs = + 0°019. cm sec™*

o 35y

éjfélkor pedig 5 i ;
gs = — 0 cm sec %

Aequinoctiumkor pedig délben

dgs = + 0017 cm sec™®
éjfélkor :

4gs = — 0017 em sec™™.

A Nap nehézséggyorsuldsa azonban a Fold felszinén vertikdlis
és horizontdlis 6sszetevére bomlik. Altaliban a valtozas solsti-
tiwmkor nappal a fliggéleges Osszetevinél

1
dys, = + 28 cos (p—=:) cos" ¢ cos p %
a vizszintes osszetevonél
Ay, =+ 28 sin (p—e) cos ¢ cos p Z—‘?
éjjel
g d"/
4gs, = — 28 cos (p +¢) cos g-cos p it
g dy
dgs, = — 280 sin (p +¢) cos ¢ cos et
aequinoctiwmkor nappal
. 49, = + 28 cos e cos® ¢ cos p %

dv
dgg, = + 282 cos € sin ¢ cos ¢ cos p d_g
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éjjel
: 3 dy {
4gs, = — 28 cos e cos® ¢ cos P es
g ; dy
49y, = — 28 cos ¢ sin ¢ cos ¢ cos ’ g

a mely képletekben &= 23;°. .
A napnehézség gyorsuldsdnak valtozdsai a Fold felszinén . ,

hozzdadodnak a foéldnehézség gyorsulasihoz és pedig nappal ; o4

ellentétes, éjjel pedig egyezé elgjellel, vagyis végeredményben

mindkét esetben negativ eldjellel. Tehdat a féldnehézség gyor-

sulasinak a Fold egy teljes koérilforgasanal két minimumot, a |

fiiggbleges iranynak pedig két maximalis ellérést kell mutatni '

0" és 12-kor. Vagyis altaliban az @qudloron a f6ldi nehézség-

gyorsuldsnak és a fiiggleges® irdny valtozasdnak félnapos és

éves periodust, mas parhuzamos korokén pedig félnapos, napos

¥s éves periodust kell mutatnia.

Az alabbi tablazatban 6ssze vannak allitva 0-tél 12"-ig a fiigg6- 3
leges és vizszintes Gsszelevd értékeinek valtozasai, — a mely- 4
lyekkel a 12/-tol 24/-ig terjedd értékek symmetnasak — Buda-
pest parhuzamos korére ¢ = 47°.

Mivel a Budapesten végzett 1915. évi Orray—Prekir-féle
nehézséggyorsulas méréseknél ® az egyes észleléseknél a maxi-

malis hiba
+ 0008 e¢m sec™?

s lehet, az Eo6rvos-hatds megnyilvanuldsat a foldi nehé zség-
gyorsulds véltozdsaiban, csak oly megfigyelések igazolhatjdak, a
melyek kézvetleniil ezen czélra végeztetnek és a melyekben nem
szerepelnek azon modszeres koriilmények, a melyek fennallanak
azon méréseknél, a hol a kozépérték meghatdrozdasa a czél.
~ A f6ldi nehézséggyorsulds valtozasai az é. sz. 47°-an, C. G.
S. r.-ben.
Fazis : OF 1h gh: 3 gh Bh gh 7R gh gh q0p 1fh qob
A4g, v
Ny. sols. —0°003 -003 -002 002 ‘001 -000 ‘000 -003 -005 -007 -009 010 -011
Aequin. —0'007 006 ‘005 ‘005 ‘004 ‘001 -000 ‘061 ‘004 -005 ‘005 006 007
T.sols. —0:011 <010 009 -007 ‘005 ‘003 -000 -000 001 -002 002 ‘003 -003



‘.‘1‘

R0 i e g

Sl RIS G giat oLt wf‘!mzr‘ SPTii

e

P In A

5 e ~ A ) -
Gl Bt Sl bR Ly s e G

80 SZOLNOKI IMRE.

Nyf’gg;s. —0011 010 -009 -007 005 ‘003 -000 ‘001 002 003 ‘003 -004 005
Aequin. —0008 ‘007 006 006 004 002 ‘000 ‘002 -004 006 ‘006 -007 -008
T. sols. —0005 -004 -003 -003 002 ‘001 000 003 -005 -007 009 010 -011

Addig, a mig az ily irdnyd pontos mérések elvégezve nin-
csenek a foldi testek periodusos sulyesokkenésére és az evvel
kapcsolatos korrectiokra kovetkeztetéseket vonni idéelétti, anndl
inkdbb, mert a fenti periodusok a valosagban tisztan aligha
jelennek meg, hanem mas hatdsokkal Osszegezddve.

A geodézian kivil az asztronomia is bizonysagat szolgaltathatja
annak, hogy vajjon de facto miikddik-e az Eorvos-hatas mozgé
naprendszeriinkben. Ugyanis a Hold a foéldkoriili keringése kozben
valtakoz6 sebességgel mozogvan a Nap koriil, éptigy mint a f6ldi
pontok, ala van vetve az Eorvis-hatasnak. Es itt a kovetkez6 ese-
tek lehetségesek. Vagy tekintetbe.vették a Hansen-féle holdtablak
korrectioindl a napnehézség mozgasokozta valtozasat valamilyen
formaban, és ekkor az EoTvos-hatas voltaképen egy asztronomiai
kalkulacios metodusnak geofizikai pendantja. Vagy pedig csak
részben, illetéleg egyaltaliban nem vették tekintetbe az EdTvos-
hatast a Holdpdlya koordinatainak kiszamitasénal, amely esetben
ezek az észlelt értékekkel nem egyezhetnek meg. Mivel a Holdnak
az utobbi idékben vizsgalt szekularis akceleracidjat nem sikerilt
maradék nélkiil az drapalyjelenség fékezé hataséra visszavezetni,
nem lehetetlen, hogy a holdtablak dtvizsgalasa meg fogja erdsi-
teni azt a véleményt, a mely szerint az Edrvés-hatds a vilagrend-
szer felépitésére vonatkozé problemakndal nem nélkilézheté.

Barmint lesz is, dontésulytiak azon mérések lesznek, a me-
lyek az Eoérvos-hatdsnak a mozgé naprendszerben valo mitiko-
dését kozvetlen ingamegfigyelésekkel igazoljak vagy megcafoljak.
A foldi testek sulyanak periodus véltozdsairél csak e megfigye-
lések homogén és nagypontossagi sorozatai alapjan alkothatni

végleges képet. Szolnoki Imere.
: Irodalom:

1. RoLAND EOTVOS; Experimentelle Nachweis der Schwereinderung die
ein auf normal gefonnter Erdoberfliche in 6stlicher oder westlicher Rich-
tung bewegter Korper durch diese Bewegung erleidet. Annalen der Physik.
V. 59. 743. — 1919, — 2. W. G. DurrieLp: The Investigation of Gravity
at Sea. Nature. 106. 732. — 1921. — 3. OLTAY KAROLY : A nehézséggyorsulas
budapesti értékének meghatarozasa. 88—111.

* «—» eldjel a déli iranyban valo kilengést jelzi.



EGYSZERU WEHNELT-FELE SZAGGATO KULONBOZO
FEMEKBOL ES ELEKTROLITEKBOL.

A Wennerr-féle elektrolitikus dramszaggaté tobb valtozatban
és kivitelben ismeretes. A legegyszeribb — mellyel WenneLT
el6szor kisérletezett — alul derékszog alatt meghajlitott tiveg-
cs6, melynek végébe vékony platinadrot van forrasztva. A csé-
ben néhdny csepp higany van, ebbe meriil az anod. A katod
olomlap és az elektrolit 21—25 Baume-fokos kénsav.

Ennél az osszedllitasnal a szaggatocstics hossza és feliilete
nem valtoztathato, vagyis az aram nem szabdlyozhaté. A tapasz-
talat azonban azt mutatja, hogy barmely 6sszedllitott kisérletnél
a szaggatocsues feliiletének és azon az aramsiriségnek valtoz-
tatdsaval elég tag hatdrok kozott lehet a masodpercenkinti
szaggatdsok szamdt vdltoztatni, ami bizonyos kisérleteknél na-
gyon szikséges. Ezért az ujabb WenneLr-féle szaggatok mind
szabdlyozhato csucesal birnak.

Az elsé szabdlyozhato szaggatot is Wemnerr készitette.! A
platinadrétot vastagabb rézdrot végéhez forrasztotta. A platind-
tol mintegy 4 és 8 em tdvolsdgban a rézdrotot egy sikban két-
szer derékszoggel meghajlitotta.

A rézdrot két fiiggéleges szarara megfeleld tivegesdvet huzott,
de el6bb a platindra alkalmazott csé nyildsat langon a platina
vastagsagara szikitette. A két tivegesovet alul a hajlasoknal a
rézdrot vastagsaganal kisebb belsé atmérdji kaucsukesovel ko-
totte ossze, - hogy megakaddlyozza az elektrolit behatolasdt a
hosszabb csébe. A szikitett cs6 kiilonb6zé mértékl betoldsa-

1 WiepeEMANN : Annalen d. Phys. u. Chem. 68. ko6t. 233. o. (1899.)
Mathematikai és Physikai Lapok. XXIX, 6
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82 KEDVES MIKLOS.

val a kaucsukesébe, szabalyozni lehet a kiallo platinacsuesot.
Ez miikédés kézben nem szabadlyozhato.

Az els6 mikodés kozben is szabalyozhato szaggatot F. ErNEckE
szerkesztette. A platina rézcsavarorsé végéhez van forrasztva
és porcellan csébe van dugva, melynek nyildsdn a platinacsucs
kinyulik. A csavartok és azzal a porcellincsé iivegedény oldal-
falaba légmentesen van beerdsitve. A csavarorso forgatiasaval a
szaggatdcsics hossza miikodés kozben is szabdlyozhaté. Ennek
modositott kivitele az, melynél a csonkakupalak@ porcellanesé
feliilr6l nyulik az elektrolitbe és a csavartok az iivegedény szé- -
len nyugv6 ebonitlapba van erésitve.

Hasonléan szabdlyozhaté az L. Zenxper osszedllitdsa.* Réz-
cs6be dugott rézrud alsé végéhez van a platina forrasztva.
A rézesé alsé végéhez atfurt zsirkékup van kaucsukcsével erd-
sitve, melyen a platinacsacs kinyulik ; a kaucsukon kivill tivegesé.
A rézrud a rézes6 fels6 végére alkalmazott szoritocsavarral kilon-
b6z6 magassdgban rogzitheté. Az egész, az tivegedényen nyugvo
laphoz van erésitve. I. v. Panica?® rézdrotot haszndl katod-
nak és 1-—2 mm vastag aczéldrétot anodnak. Mindketté atfart
dugéval kiilon iivegesébe van erdsitve. Az acél tivegesove alul
szikitve van.

Igen jol miikodé szabilyozhato szaggato készitheté a mellé-
kelt dbra szerint, mely az anod fiiggéleges metszetét mutatja.
A méretek 14 cm hosszi, 9 cm széles és 23 ¢cm magas tiveg-
edényhez vannak alkalmazva. 1 cm vastag deszkabol kivagunk
17 em hosszl és 9 cm széles darabot (F). Kozepébe 13 e¢m
atmérji lukat furunk, kif6zziik parafinban és aszfaltlakkal be-
vonjuk. Mintegy 2 cm hossz, 1'2 cm bels6atmérGji rézcsovet
(H), 3 cm hosszi, 2 cm széles rézlemez (1) kozepébe furt
lukon atdugjuk és hozzaforrasztjuk. 17 e¢cm hosszi és 1 ecm
kilsé atmérdji tvegesdé (K) egyik végét langon megolvasztjuk

1’ Zeitschrift f. d. phys. u. chem. Unterricht. 12. kot. 189. o. (1899.)
2 WiEpEMANN : Annalen d. Phys. u. Chem. IV. folyt. 12. két. 417. o. (1903.)
# WIEDEMANN : Annalen d. Phys. u. Chem. IV. folyt. 3. kot. 543. o. (1900.)
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és nyildsat annyira sziikitjiik, hogy az elektrédnak hasznalt fém-
drotot kénnyen atdughassuk rajta. Az iivegesévet a masik végé-
nél a H csébe pecsétviasszal beragasztjuk és a H cs6hoz for-
rasztott lemez (L) segitségével a deszkalaphoz erésitjiik.

Egy 04—06 cm vastag, 18 cm hosszi iivegesd (D) egyik
nyildsat szintén az elektrod vastagsagaig szikitjik, belédugjhk
az elektrodot (4 28 cm) és olvasztott viaszt vagy ként ontiink
a csébe, mely ott megszildrdulva j6l régziti az elektrodot. Ha
platinat hasznélunk, akkor azt el6bb
vastagabb rézdrothoz forrasztjuk
és ugy agyazzuk be. Az A elektro-
dot a K cs6be dugjuk, melynek
als6 végén a szaggatocsiues (P)
kinyulik.

Két 18 em hossza, 1 cm széles,

1 'mm vastag voros rézlemezt az

4bran lathaté modon (C,(C,) meg-

hajlitunk. A két lemez fels6 végét

szoritocsavar (B) két végéhez for-

rasztjuk és-az egyik lemez also
- végéhez is forrasztunk egy szorito-

csavart (E). A B szoritéesavaron

atdugjuk az elektrod felsé végét

és a CG,C, lemezt a deszkalaphoz

(F) erésitjik. A B csavar lazi-

tasdval miikodés kozben is tetszbleges helyzetben rogzithetjik
az elektrodot vagyis a ‘szaggatécsﬁcs hosszat szabdlyozhatjuk.
Az 4ram positiv sarkat az K-hez kapcsoljuk. A katod élomlap
vagy aluminiumlemez, az elektrolit 21—25 Bavme-fokos higitott
kénsav, Ezen az ésszeallitison még egyszeriisithetiink, ha a D
iivegesovet elhagyjuk és ahelyett az elektrodot az elektrolittal
érintkezé részen aszfaltlakkal bevonjuk.

Egy ilyen szaggatot platinacsticesal két év ota hasznalunk
minden olyan kisérlethez, melyhez dltalaban WEenNELT-SZaggato
sziikséges. Egyfolytdban kisebb megszakitasokkal masfél oraig

6%

P R P S Rer  P TR L S PR EIPLY NUSEWon, WEENPL PO S TR, A TN S



TGS
ST

o)

SR ST NG

S

5 i Smbtli e o n s T

84 KEDVES MIKLOS.

is volt hasznalatban egyen- és valtakozodrammal. A hasznalt
aramer6sség 20 amperig terjedt. Hasznalat folytan a K-csé also
nyildsa béviill. Mikodés kozben egyéb zavar nem fordult eld,
mint a bedgyazo viasz egy része kiolvadt midén az elektrolit
60 C°-ra melegedett. .

Tekintettel a platina rendkiviili nagy ardra, megvizsgaltam
tobb fémet, hogy sziikségb6l melyik fémmel és milyen elektro-
litben lehetne a platinat {legjobban pétolni. Ezzel a kérdéssel
mar WeayeLr is foglalkozott és vizsgdlta a platinat, voros- és
sargarezet, 6lmot és aluminiumot. A platinan kiviill gyors por-
lasuk miatt a tobbit nem tartja megfelelének. Ezek koziil mint
legjobban miik6dé szaggatot megemliti a vordsrezet koneentralt
rézgalicoldatban. Elektrolitnek WenNELT haszndlt még higitott
salétrom- és sosavat, koncentralt hamuzsir, szoda, kdli- és
natronlug-oldatot. I. v. PaLLicu az acélelektrodot tartja hasz-
nalhatonak higitott kénsavban.

En a kovetkezé fémekkel: kisérleteztem: nikkel (1'58 mm)
[a zarjelben 1évé szam a hasznalt drot vastagsdgat jelenti]
lagyvas (1'6 mm), acél (1'8 mm), vorosréz (1'‘85 mm), sdrgaréz
(16 mm), eziist (I mm), aluminium (1'48 mm), 6lom (1:38 mm).
A felsorolt fémekbal késziilt szaggatokat egy 40 em maximalis
szikrat adé induktor miikddtetésén hasonlitottam o6ssze. Az
induktor primer tekercsének hdromféle kapesoldsa van. A kisér-
leteket a kozépsé «Mittelweiche Rohren»-jelzésti kapesolassal
végeztem. A szaggatokat egyenld ideig haszndltam és miikodés
kézben mértem a fesziiltséget, a szaggatott dram er6sségét ho-
drot ampermérén és a szikra hosszat. A kisérlethez Coorer
Hewirr-féle higanygézos egyirdnyitoval iranyitott egyenaramot
és 110 volt fesziiltségli valtakoz6 dramot hasznaltam. Alapul a
platinacsucesal biré szaggatét hasznaltam.

Az elektrodokat hasznalat elétt és utin lemértem s a suly-
csokkenésbdl hasznalhatésaguk megéllapithaté. 24 Baume-fokos
higitott kénsavban egyendrammal midén a fesziiltség az egyes
fémek szerint 69—72 volt és az daramerdsség 4'5—7 amper
kozott valtozott, a kovetkezé eredményeket kaptam. A fémek
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vegyjelei utan az elsé szam a szikra hosszat cm-ekben ¢s a
masik az egy perc alatt torléné porlast jelenti mm?®-ekben. P!
19—« Ny 125, 3'93; Fe 13, 4:29;. acél 13, 4:305 Cu 1%,
16:06; sargaréz 13, 16:50; Ag 7, 14-12; Al 10, 11-34. A nik-
kel, lagyvas, acél egyenletesen jol mikodott. A két réz gyor-
san porlott s a vorosréz porlott részei sététvoros-barna szintre
festik az elektrolitet, az elektrodot gyakran kell utanna allitani.
Az eziist erésen porlik, a folyadék fehéres, dtlatszatlan lesz,
az aluminium elég jo, az O6lom 85 voltig nem mikodott. Az
elporlott féemek egyrésze az elektrolitban oldédik, a tobbi részint
az 6lomlapra, részint a fenékre rakodik le.

. Ugyanazon elektrolitban 110 volt fesziiltségli 4—5 amper
erésségili valtakozo arammal az eredmények a kovetkezok: Pf
16, —; Ni 14'8, 2:35; Fe 15, 4:23; acél 157, 3:84; Cu 15,
437 ; sargaréz 155, 4°98; Ag 15, 347 ; Al 13, 3'65; Pb 14,
15:57. Minden fém jol mikodott és a porlds nem olyan nagy
mint egyendrammal, kivéve az o6lmot.

13 Bavme-fokos higitott sosav elektrolitban 70—73 volt feszult-
ségli 5'5—7'2 amper erésségii egyendram haszndlatdval kapott
eredmények: Pt 155, —; Ni 15, 13:03; Fe 155, 14:48; acél
155, 15°89; Cu 14, 31°45; sargaréz 135, 17°87; Ag 5, 13:04;
Al 14°5, 46°16; Pb 7, 17-69. A sosavban minden fém jol mi-
kodott, de nagy az elektréd fogydsa, ami az anodon kivale
chlor oldohatdsanak tulajdonithato, a porlashoz még oldohatés
is jarul. A chlor erés oldohatasat igazolja az elektrolit tiszta-
saga, mivel az elporlott fémek majdnem {leljesen feloldodnak.

7 Baume-fokos higitott sosav elektrolitben 110 volt fesziilt-
ségli és 4:5—52 amper er6sségii viltakozé drammal az ered-
mények a kovetkezok: Pt 16, —; Ni 15, 7°64; Fe 18, 7°43;
acél 19, 7435 Cu 18, 16°98; sargaréz 17, 14:21; Ag 13, 8'76;
Al 175, 16°15; Pb 13, 13:71. Viltakoz6 &drammal is minden
fém jol mikodik és a porlas kisebb.

25% -0s szalmidkoldatban az elektrod fogyasa kozel egyenld
a-sosavban valo fogyassal, de a kapott szikra joval kisebb. A
kivallo chlor sargas-barnara festi az oldatot.
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137 Baume-fokos natronlugoldatban 62—68 volt fesziiltségl
és 54—6'0 amper erdsségii egyenarammal nyert eredmények :
Pt9, —; Ni 68, 0:11; Fe 7, 0:55; acél--7:5; 0:38; Cu; 68,
1:51; sargaréz 5, 2:83;°4g 75, 0:76; 4l 6, 11:53; Pb 92,
0:26. A hasznalt arammal a szaggatas nem tokéletes, egyenetlen
és aranylag lassu. Ugyanazon elektrolitben 110 volt fesziiltségti
és 55—6 amper erdsségli valtakozédram hasznalataval kapott
eredmények.: Pt 10, —; Ni 8, 0:06; Fe 10, 0:32; aczél 9, 025 ;
Cu 9, 0-84; sargaréz 8, 1'88; Ag 7, 023; Al 5, 7'69; Pb 85,
16:10. A szaggatis minden fémmel egyenletes és jo. Minden
fém porlasa mindkét arammal feltiinden kicsiny, kivéve az 6lmot,
valtakozd drammal.

Koncentralt rézgalicoldatban 80 volt fesziltségli  5—6°5
amper erésségli egyenarammal az eredmények a kovetkezok :
Pt 11, —; N 10,0:44; Fe 11°5, 1:53; acél 115, 0:51; Cu 9°5,
14:94. A sérgaréz, eziist, aluminium és 6lom nagyon rosszul
vagy egyaltaliban nem miikodétt. Az elébbiek mikédése egyen-
letes és jo. A vasra és acélra vordsréz rakédik. Ugyanazon
elektrolitben 110 volt fesziiltségi 4—6 amper erésségti valta-
kozoaram alkalmazdsdval nyert eredmények: Pt 105, —; Ni 10,
0'11; Fe 11, 3:46; aczél 156, 7-88; Cu 9, 1'23; sdrgaréz 95,
1'49; Al 4, 23; Pb 15, 009. Minden fém egyenletesen jol
mikodott.

A kisérleteknél szikrahossznak azt a tivolsigot vettem, mely-
nél a szikraatités alland6 és egyenletes volt, a feltintetett
szikrahosszndl nagyobb szikrédk is kaphatok. A porlisra vonat-
kozo adatokat megkozelité eredményeknek kell venni, mivel
kaptam kisebb és nagyobb eredményeket is, vagyis kisérletek
szerint valtoznak. Ennek oka a kisérlet természetében van,
mivel az elektrod fogydsat befolydsol6 tényezék, mint a szag-
gatdcestues hossza, az dramstriség, az elektrolit héfoka, meg-
terhelés sth. viltoz6 tényezdk, igy a létesitett eredmény is val-
tozik.

- A megkozelité' eredmények a feltett kérdésre azonban, —
hogy melyik fémmel lehet legjobban helyettesiteni a platinat —
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hatarozott feleletet adnak. Minden elektrolitben legjobbnak
bizonyult a nikkel, azutdn a vas és acél. A tobbi fémek ke-
vésbbé alkalmasak.

Altalaban a fémek hasznalhatésiga egyenes arinyban van
az olvadasi hoéfok magassagdval, haszndlat koézben az egyes
elektrolit oldo hatisa a benne oldhaté és nem oldhaté fém-
elektrod fogydsa kozt szambaveheté killombséget nem tett.
Haszndlat utin azonban a nem nemes fémbél késziilt szagga-
tokat ki kell venni az elektrolithol. Az elektrolitot a hasznalt
induktor nagysdga és a szilkséges munkabiras szerint lehet
megvalasztani.

Nagyobb munkabirdshoz higitott kénsav, kozepeshez kon-
centralt rézgalicoldat, kissé melegen (30 (:°) és kisebb igény-
bevételhez lug haszndlhato. Nikkel szaggatoval rézgédlicoldat-
ban a TesLa-kisérletek és elektromos allohullimok nem sokkal
kiillonboztek a platina és kénsav szaggatoval kapott eredmé-
nyektél. :

. Hasznalat kézben megesik, hogy az elektrolit a K csébe
felemelkedik és kifolyik. Ennek az az oka, hogy ilyenkor a szag-
gatdé mdr nem cstcs, hanem mint lukszaggato mikodik, aminek
tobb oka lehet. Ha a szaggatocstcsot behuztuk a K csébe, vagy
az annyira elporlott, hogy a vég beliilre keriilt, a K nyildsa
annyira bd, hogy az elektrodot. korilvevé hézagon torténik a
szaggalas, vagy az elektrod a fogyas folytdn megvékonyult és
nagy lett neki a nyilas. Ez utébbi esetben a kihegyesedett véget
levagjuk. Ha a P-cstcs elkopott, akkor az elektroédot kivessziik,
langon megolvasztjuk a bedgyazé anyagot és a fémdrotot (4)
a D csébe kijebb toljuk.

Kedves Miklos.
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A RONTGEN-SUGARAK NEGYEDSZAZADOS
FEJLODESE.

Mikor Ronreen az X-sugarakat 1895-ben felfedezle, egytttal
minden lényeges tulajdonsagukat megallapitotta. Mindjart azt a
kérdést is felvetette, vajjon korpuszkularis vagy elektromag-
neses sugarzassal van-e dolgunk. Eszrevette a hasonlosdgot az
X-sugarak és a fény kozott, észrevette, hogy az Gj sugarak is
egyenes iranyban terjednek, fluoreszkaldst és vegyi hatast idéz-
nek eld, mdgneses térben iranyukat megtartjak. Szabdlyos
visszaverédést nem talalt, de ezt ugy lehetett értelmezni, hogy
a gondosan csiszolt felilet is még érdes az X-sugarakra nézve.
Elhajlast vagy altaldban interferenciat nem sikeriilt kimutatnia.
RonteeN felveti azt a kérdést is, vajjon az Gj sugirzast nem
kell-e longitudinalis rezgéseknek tekinteni.' Kozben egyre sza-
porodott azoknak a tapasztalatoknak szdma, amelyek az X-
sugarzds és az elektromagneses rezgések azonossagat mutattak.
Marx? két kiillonbhéz6 modszerrel kimutatta, hogy az X-suga-
rak fénysebességgel haladnak. Barxia® kimutatta, hogy az X-
sugarak polarosak, utébb pedig Haca® ezt egyszeru eljardssal
foetografikus titon igazolta.

De itt meg kell jegyezniink, hogy a poldrozast csak a feke-
zésbeli X-sugarakon lehet megallapitani. Az X-sugdrzasban
u. i. két, egymdstol 1ényegesen kiilonb6z6 fajtat kell megkiilon-
boztetniink. Az egyik oly éterimpulzusokbol all, melyeknek nem
felel meg meghatirozott rezgésszam, a mésik pedig igen nagy
rezgésszamu elektromagneses hulldmzas. Az elébbi a fékezés-
beli sugdrzds, az utobbi az anyagok sajatos vagy jellemzé
sugarzasa.
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A fékezésbeli sugarzas a katodsugar elektronjaboél indul ki,
mikor az antikatodba iitk6zik és sebessége csokken. SoMMERFELD®
magyarazata szerint a fékezés ideje alatt az elektronbol elek-
tromégneses sugdrzds indul ki és ez mint X-sugar mutatkozik,
melynek kiillonb6z6 iranyokban valtozo erdsséglinek és kemény-
ségl’ine'k kell lenni. Kave-nek és még pontosabban Stark-nak
valéban sikeriilt ezt kimutatni.®

A jellemz6 X-sugdrzast Barkra és SapLer’ fedezték fel. Hul- -

lamhosszat ekkor még nem tudtak mérni, a  sugarakat avval
az elnyeléssel jellemezték, amelyet valamely anyagban, pl
Al-ban szenvedtek. A nagyobb atomsulyt elemek egyes suga-
rakat sokkal nagyobb mértékben nyelnek el, mint masokat. Az
a sugarfaj, amelynél az elnyelés igen nagy volt, az antikatod
anyagatol fiiggott. Ennek alapjan kétféle sajatos sugarzast

kiillonboztetiek meg. A keményebb sugarzdas a K-sugarzéas, a

lagyabb pedig az L-sugérzds.

Ezekre a sugarakra a Stokes-féle torvény érvényes. Eszerint
olyan sugarak inditjak a fluoreszkdlé anyagot sugdrzdsra, ame-
lyeknek hullamhossza kisebb, mint a fluoreszkédlas fényének
hulldmhossza. Az X-sugaraknal a kisebb hullamhossz helyett
ekkor még a nagyobb keménység lépett. Ezért a sajatos X-sugar-
zast fluoreszkalo sugarzasnak is szoktak nevezni.

Az X-sugarzas pontos elemzése csak akkor volt lehetséges,
mikor Laue® az interferenciat megallapitotta. Az elsé komoly
kisérletet a diffrakcio kimulaldsira Haeca és Winp® végezlék.
- Az X-sugarakat ékalakt résen vezették at, melynek szélessége
196 p és O p kozt valtozott s bizonyos diffrakecios hatdst kaptak,
mely SommerreLp'® szerint 4:107° cm impulzusszélességnek
felelt meg. :

Bravais mar 1860-ban a kristalyok geometriai tulajdonsagait
avval a fellevéssel magyarézta; hogy a kristdlyokban a mole-
kulak szabalyosan helyezkednek el egymdssal parhuzamos sikok-
ban. fgy a molekulak térbeli rdcsot alkotnak, melynek atlatszo
helyei a molekulak kozei. Az anyag stirtiségébél, az atom tome-
géb6l és az t em®-ben levé molekuldk szamabol (LoscHMIDT-
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féle szam) a racsallandora azt kapjuk, hogy 10® cm rendi.
A legrovidebb ultraibolya hulldimhossz ennél nagyobb, tehat a
kristaly térbeli racsat fényinterferencia eldallitdsara nem lehet
hasznalni. Az X-sugarak hullimhosszit Kocn és SoMMERFELD
mag}arézata szerint 10~ ¢em rendinek kellett feltételezni, tehat
a kristdlyracsot fel lehetett hasznalni az X-sugarak interferen-
cigjanak kimutatdsara. Frieprich Kwippine és Lave 1 mm szé-
les résen 4thalado X-sugarakat goniometer asztaldra helyezett
kristalyon bocsatottak at, a kristaly koril pedig kiilénbézé
irdnyban és tavolsidghan fotografus-lemezeket helyeztek el. Ha
pl. a kristaly cinkszulfid volt és a sugarak a kockaalaki kris-
taly lapjara merolegesen estek, akkor a fotografus-lemezen a
foltoknak olyan rendszerét nyerték, amely két, egymdsra mer6-
leges tengelyre nézve szimmetrikus. Lauve-tol szérmazik ennek
a felvételnek elméleti értelmezése és sikeriilt neki e kompli-

kaltnak latszo térbeli rdcs és a sugarak hullamhossza kézott -

osszefiiggést taldlnia.

Az X-sugarak szinképelemzésének sokkal egyszertibb, atte-
kinthetébb mo6dszere W. H. és W. L. Brace-tol** ered. Ez az
eljaras betekintést enged az X-sugdrzds dsszetételébe, az atom-
elméletet lényegesen elébbre vitte és a kristdlyok felépitésé-
nek kutatdsat lehetévé tette. Ez a modszer a «visszaverddésen»
alapszik. Ha csak egy atomsik lenne, akkor minden sugédr vissza-
verddnék. De a sikok egymads alatt ismétlédnek, azért az 1., 2.,...
atomsikrél visszavert sugarak kevés kivétellel kioltjak egymast.
A megmarad6 hullimhosszak egész szaml tobbszorosok, ame-
lyek a kovetkezé alapegyenletnek felelnek meg :

nA = 2d sin ¢,

ahol 2ahulldmhossz, n = 1,2, 3, ..., d két szomszédos atomsik
tdvolsiga, ¢ a sugarak hajlisszoge a kristdlylaphoz. Ha a kris-
talyt forgatjuk, akkor ¢ a 0 és 2 7 kozt valtozik és igy a kiilon-
boz6 hullamhosszak egymas utén lépnek fel. ;
Minden ¢ értéknél mutatkozik visszaverodés, tehat az anti-

katod sugarzdsaban minden hullimhossz megvan; vagyis foly-
7
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tonos szinkép keletkezik. Ez a fehér fénnyel analog sugdrzds
a fékezésheli X-sugarzas. Bizonyos ¢ értékeknél a X-sugdrzas
killonosen erds, tehat a folytonos szinkép folé vonalas szinkép
helyezkedik.

A 2 meghatdrozasa végett még d értékére van sziikségink.
W. L. Brace ezt a konyhasé kristdlyanal kovetkez6képen hata-
rozta meg. Az atomsikok tdvolsiga egyenlé két szomszédos
atom tdvolsdgaval. Minden atomhoz d*® térfogati elemi kocka

; 1
tartozik, tehat 1 em®-ben 0 atom van. A hidrogénatom tomege

1'64.10 2% g, a sonyhasé atlagos atomsulya 3 (23 -+ 35°5), tehat
az atom atlagos tomege a konyhasoban 3 (234-35'5) 1-64.10* g,
1 em® tomege.:

1. 234355
d- 2

164 . 10-25—2-17,

2:17 a konyhasé stirtisége. Ebbél
d.= 2:81, 1078 cn.

Az X-sugarak elemzésében fontos lépést jelent Desve és
ScuErRRER™® eljardsa. Ismeretes, hogy ha valamely testre X-suga-
rak esnek, akkor arrél szekunder sugarak indulnak ki, melyek-
nek egyik része szintén X-sugar. Ok kimutattik, hogy ha por-
alaki anyagra monochromatikus X-sugarzis esik, akkor a kelet-
kezd szekunder X-sugdrzds a térben nem egyenletes, hanem

az elektronoknak az atomban val6é szabalyos elhelyezkedése .

folytin egyes irdnyokban maximumok keletkeznek. Ezek olyan
kipokon vannak, amelyeknek tengelye a primer sugdrzds irdnya,
cstiesa pedig a poralakt vagy amorf anyagban van.

A folytonos szinkép egy legkisebb hullimhosszndl élesen
kezdédik. Erre a hullimhosszra Einstein** a quantumelmélet
alapjdn a kovetkez$ oOsszefiiggést allitotta fel:

eV =i,

e az elektron toltése, V a kistlés fesziiltsége, amely igen kozel
egyenlé avval a fesziiltséggel, amelyet az elektron befut. Tehdt
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eV az antikatodba tkozé elektron energidja. & a Pranck-féle
allando, vmax pedig az éles hatiar rezgésszama, tehat Avpa.x a
kibocsatott energiaquantum.

A vonalas szinkép csak akkor all els, ha a fesziiltség elég
nagy. A feszilltség novelésekor elébb az L-sorozat, majd a
K-sorozat all el6. A Brace-féle médszer arra vezetett, hogy a
K és L-sugédrzds a vonalak sorozatabol all. :

SieeeanN"® lagyabb sugarzast is talalt vakuumspektrograf
segitségével, mikor az urdn sugarzasat gipszkristalyon elemezte.
3.107% és 4.107®* em kozben 10j vonalesoportot figyelt meg,
melyet M-sorozatnak nevezett el. A K-sorozatban 0Ly Oy OO
£ és y vonalakat ismerunk, az L-sorozathan 14, az M-sorozat-
ban pedig 6 vonalat. ; :

Az X-sugdrzas szinképe sokkal egyszertibb, mint az optikai
szinkép. MoseLeynek® sikeriilt az X-szinképeken uralkod¢ tér-
vényszertiséget megallapitania. Eszerint

y=A(N-—b)

ahol v barmely vonal rezgésszama, N az elem rendszéama, vagyis
az a szam, mely az elem helyét a periodikus rendszerben ki-
jeloli, A és b allandok.

Ismeretes, hogy egyes elemek szinképi vonalai, sorozatba
tartoznak. Az elsé ismert sorozat a hidrogén szinképében a
BaLmer-féle sorozat. A hozzatartozo vonalak rezgésszdma :

ahol m = 3,4,5,..., N a Rypeera-féle allando. E képlet szerint
a szinképi vonalak a sorozat hatara (m = oo) felé mindjobban
stirisédnek. Ehhez hasonl6 képlet az X-sugarak K, L és M
sorozatara is érvényes. :

Miféle kovetkeztetést lehet ezekbél “a - tapasztalatokbol az
atomelméletre nézve vonni? Hogyan lehet a vonalas X-szinkép
keletkezését a RurHERFORD-Bour-féle atom-elméletben értel-
mezni? Ismeretes, hogy a Bour-féle elmélet szerint a quantum-
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elméletnek megfeleléen az elektron csak egyes diszkrét palydkon
keringhet.

Az elektron elekiromégneses sugdrzast csak akkor bocsat
‘ki, ha tobb quantumu kiilsé pélyarol olyan belsé pdlyara ug-
rik, melyen kevesebb quantummal kering. A két pdlya ener-
giakillombségét kisugdrozza. Az X-szinképen a rendszam ural-
kodik, ez pedig a mag toltéselemeinek szamaval egyenlé.-Tehat
az X-sugéarzas eredetét a maghoz legkdzelebb es6 gytiriikben
kell keresniink. Kosser'” az atommaghoz legkézelebb esé gyii-
rit K-gytirGinek nevezi, az utana kovetkezok az L, M, N gytrik.
A K-sorozat olyan elektronoktol ered, amelyek stacioner édlla-
potban a K-gyGrin vannak. A katodsugdr-részecskével valo
iitk6zés folytan az elektron energiaquantumainak szdma novek-
szik és igy olyan kilsé gytrire ugrik at, amelyen tobh ener-
giaquantummal kering. Az atom stacioner allapotat visszanyerni
“igyekszik, ami csak ugy torténhetik, ha ugyanakkor a kiilsé
gytiriikrél egy elektron a K-gytrt iires helyére ugrik at. Ekoz-
ben elektromagneses sugarzast bocsat ki, ez a K-sorozat.
Az az elektron, amely a masodik gytrirél tér vissza az elsére,
egy energiaquantumot sugdroz ki és a K, vonalat kelti. A har-
madik gytrtrol az elsére visszatéré elektron két energiaquan-
tum kibocsitdsaval a Kj vonalat sugirozza ki s. i. t.

Az L-sugarzas akkor keletkezik, ha oly elektronok, amelyek
stacioner dllapotban az L-gylriin vannak, energia elnyelésekor
kilsé gytirtire tavoznak s helyiikbe kiils6 elekironok ugranak.
[gy keletkeznek az L, Lg ... vonalak.

Ha az elektron valamelyik kiilsé gyarirél az elsére jut,
tobb energiaquantum alakul at elektromagneses sugéarzassd, mint
mikor ugyanarrdl a gylrirdl a mdsodikra esik vissza. Tehat
az idézelt quantumelméleti Osszefiiggés szerint a K-sugirzis
rezgésszama nagyobb, a sugarzas keményebb.

Az elnyelt energia, mint lattuk, arra kell, hogy a K, L, M
elektronok kiilsé gytrire jussanak. De a jellemzé sugdrzas
akkor is elédll, ha katodsugarak helyett primer X-sugdrzas
esik az anyagra. Ekkor az atom az X-sugarak energigjat nyeli
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el. Ha I az elnyelt energia, akkor a kiboesdtott rezgésszamra
nézve 3
K ="hy.

Ha a folytonos X-szinképet valamilyen rétegen atbocsatjuk,
akkor a réteg elnyelési szinképét nyerjiik. Ez mindig savokbol
all. A Fravnuorrer-féle abszorpceios vonalak analogonja az X-su-
garak korében teljesen hianyzik. Az elnyelésre és kibocsatasra
vonatkozo quantumelméleti torvény szerint a folytonos szinkép
hatdra egyuttal az elnyelési sav hatara (V).

KosseL felfogasa igen egyszerlien szdmot ad az Ggynevezett
kombindcios elvekrdl is. A vonalak rezgésszama kozott soktéle

~ bsszefiiggést ismeriink. Igy

Ky Lo ="Ky,
vagy K.+ L,=K,.
A betiik itt a szokdsos jelﬁ.lés szerint a rezgésszamokat jelen-
tik. Az elébbiek szerinl u. i.

E,—E =hK,,

E,— E,=hL,
és E,— E, = hK;.

E; az i-edik gylriin levé elektron energidja. Tehat

hK, + hl, = hKjs.
Analog tuton pl. :
K,=K,+ L.+ M,. %

Végiil né&a’my szoval az X-sugarzas elemzésének kristélytaﬂi
jelentéségérol ohajtunk szolni. W. H. és W. L. Brace-tol ered
az a gondolat, hogy ilyen tton a kristalyok felépitését kutatni
lehet. A Bracc-féle Osszefiiggés alapjan az atomsikok tdvolsa-
gat meg lehel allapitani. Ha kiilénbozo kristélyfeliiletekre ejtjik
ugyanazt a monochromatikus sugarzast, akkor az atomsikok
tavolsaganak viszonyat kialonbozé iranyokban A ismerete nél-
kil meg lehet allapitani, s6t meg lehet allapitani az atomok
elhelyezkedését is a kristalyban.

Igy a KBr kristalya olyan szerkezetii, hogy az elemi kocka
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mindegyik cstcspontjaban és az oldallapok kézéppontjaban
egy-egy Br, ill. K atom van, a KCI kristaly elemi kockdjanak

minden estcspontjdban és az oldallapok kozéppontjaban K

atom van, az élek felez6 pontjaban és a kocka kézéppontjaban
pedig (l-atom. A halogén sok mind ilyen felépitéstiek.
Ezenkiviil . még tobb kristdly szerkezetét sikeriilt megallapi-
tani. fgy pl. a ZnS (szfalerit), a gyémant s altaldban a szén
kiilonb6z6 alakjainak szerkezetét. Ez utobbiak vizsgdlatéanal
kiilonosen Desye és Scuerrer'® jutottak szép eredményekre.
Az elébbiekben csak a legfébb eredmények kézlésére szorit-
koztunk. De a finomabb részletek értelmezésében is mar jol
elérehaladtunk. Itt els6sorban SommerreLD nevét kell emlitentink.
Az X-szinképek pontosabb elemzése az atom szerkezetének
"pontosabb megismeréséhez vezethet és igy az Yszlnkepek
elemzése az anyag szerkezetének megismeréseben az optikai

szinkép mellett legfontosabb segédeszkoziink.
; Mende Jend.
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(Folytatas.)

A nem folytonos természeti folyamatok foltevése a fekete
sugarzds vizsgdlata nyoman keletkezett. Ez a jelenség a tapasz-
talat szerint teljesen folytonos: szinképe a leggazdagabb foly-
tonos szinkép. Erdekes, hogy csak ezutdn fordult a fizikusok
figyelme a természet dltal discontinuusnak odaallitott jelensé-
gek felé abbol a célbol, hogy discontinuitdsi feltevések alapjan
ezeknek torvényszeriségeit megmagyarazzak. E jelenségesopor-
tot a lathato és lathatatlan szinképvonalak s ezeknek a kiilsé
koriilmények kovetkeztében bedllo valtozasai képezik.

8. A Rutherford-Bohr-féle atomminta, Bohr fel-
tevései. A klasszikus elektromdgneses sugérzasi elméletben az
elemi sugdrzé-forras a J. J. Tuomson-féle atomminta volt, a
mely a magneto-optikdban nagyon jo szolgilatokat tett, azon-
ban nem sikeriilt segélyével a vonalas szinképek tapasztalati
torvényeit levezetni, tovabba a Srtark-féle jelenséget s a radio-
aktiv a sugarakterjedése kozben hirtelen bekdvetkezheté nagy
iranyvaltozdst megmagyardzni. Féleg ez utobbi jelenség meg-
magyarazasa céljabol vdlasztotta RurHERFORD a naprendszert
utanzo atommintat. Eszerint a pozitiv toltés az atomnak pont-
szerli magjdban van 6sszestiritve s nagysiga E = z. ¢, hol ¢ az
elemi (pozitiv) elektromos quantum, z pedig a széban forgé elem
rendszama a periodikus rendszt_zrbeﬁ. A pozitiv atommag koriil
bolygok modjara keringenek az elektronok, melyeknek egyiittes
toltése absz. értékben egyenlé a mag toltésével. Legegyszeriibb
a hydrogénatom, melynél z = 1, tehat e téltési poz. atommag
koriil kor vagy ellipszis palydn kering egyetlen elektron.
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A szinképvonalak keletkezésének megmagyardzasiara azonban
nem latszott alkalmasnak a Rurnerrorp-féle atomminta. Bour
dan fizikusnak téamadt az a gondolata, hogy a tapasztalat nyuj-
totta discontinuits csirdja valoszintileg az elemi sugdrzé for-
rasokban, az u. n. rotatorokban van, s eme gondolatat a kévet-
kez6 harom foltevésben fejezte ki. 1. Az elektron nem kering-
hel a mag koril tetszésszerinti sugara koérékén, hanem esak
olyanokon, melyeken a keringé elektronok energiaja meghatsd-
rozott nagysaga értékekkel bir. (Pontosabban az elektron moz-

‘gasmennyiségének a mag koézéppontjara vonatkoztatott nyoma-

téka [Impulsmoment] egészszamu tobbszorose a g, mennyi-

ségnek, hol h az elemi hatdsquantum.) 2. E palydkon az elektron
nem bocsat ki energiat, bar kering és igy sebessége is valtozik,
tehat e palyak a sugarzasmentes 0. n. «quantumpdlydk», az

elektronok pihend palyai. Az energiakisugarzas abban a pil-

lanatban torténik, mikor az elektron egy nagyobb sugaru kérrél
kisebb sugart kérre ugrik at. 3. Ha egy kiilsé nagyobb sugara
palyan az elektron energiagja W, egy belsé kisebb sugari
palyan W,, hol W, > W,, akkor a kisugdrzott energia rez-
gésszamat a kovetkezé egyenlet hatdrozza meg :
W,— W, = hy.

Ez a Bour-féle szaporasagi foltétel (Frequenzbedingung), mely
a Bonr-féle elméletben igen nagy szerepet jatszik; mert nél-
kiile teljesen hatdrozatlan lenne a kisugarzott energia rezgés-

‘szama.

Ha e harom alapfeltevést Gsszehasonlitjuk az 1. Pranck-féle

elmélet alapfeltevéseivel, azt talaljuk, hogy az elsé ketté a .

linedris oscillatorok esetében felismerheté, a harmadik azenban
gyokeresen 1ij s erre a linearis oscillitorok esetében azért nem
volt sziikség, mert ott a rezgésszam kezdettol fogva adva volt.
Ott a kisugarzott energia az energiaquantum (hy) tobbszorose is
lehetett, itt mindig esak egyetlen quantum.

9. A hydrogén-typusi szinképvonalsorozatok
Bohr-féle elmélete. Az olyan atomokat, melyekben egy
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z-szeres poz. toltési mag korill egyetlen elektron kering,
hydrogén-typusi atomoknak nevezziikk. A z lehet 1,2,3,...,nm.
Ide tartozik els6sorban maga a hydrogén, melynél z =1,
tovibba az egyszeresen ionizalt helium; a helium esetében
ugyanis z = 2, tehat az atommag koril két elektron kering,
de ha az egyik levdlik, keletkezik egy hidrogénszert atom.
Bour el6szor az e csoportba tartozo atomokat vizsgalja s kifejezi
egy tetszésszerinti a sugaru quantumpalydra (kérre) vonatkozo-
lag az a sugarat és.a keringési sebességet a quantumpailya
rendszamdnak a fiiggvényeképen; természetesen el6fordul 7
és az atomra jellemzo mdas adatok is. A sugdr és a keringési
sebesség ismerete elégséges a kering6 elektron energidgjanak
kifejezéséhez :

b 2n*e*z*m
. e s

Ekkora az énergia az n-ik Bomr-féle koron, n=1,2,...,n;
az m pedig az elektron (nyugvo) tomege. A negativ jel a vonzo-
eré6 kovetkeztében 1ép fel; ha n kisebbedik, W, is kisebbedni
fog. Ha most az elektron az n-ik palyarol egy bels6é s-ikre
ugrik 4t, a szaporasdagi feltétel felhasznaldsival azonnal nyer-
heté a kisugarzott energia rezgésszdama: )

- 2n%*mz’ (71* 4 ) — Ng (i 1 ),

Dy — e
e 52 n? 32 ne

hol s késébb meghatdrozandé poz. egész szam, jelenti annak a
bels6 kérnek a rendszamat, melyre egy kiils6 elekiron atugrik.

Hydrogén esetében z = 1. Ha tovabba s = 2 és n =3, 4,...,
nyerjik a Baumer-féle szeriat a lathaté szinképben: ha s = 1
és ne= 2, 3, ..., kapjuk a Lyman-féle sorozatot az ultraibolya-
ban, s végil ha s =3 és n=4,5,..., nyerjiik a Beremann-féle
sorozatot az ultrav(jr('isbe'n, mely sorozatok s az Oket elétiinteto
formuldk is mar a Bour-féle elmélet el6tt tapasztalatilag is-
mertek voltak. Az utébbi formuldbél lithato, hogy

2n’e*m
RS
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ez a szdin a Ryppere-féle dlland6, mely mar Bour el6tt spek-
tloszkoplal mérések alapJan ismert volt s most mds allandok
segélyével nyert kifejezést. Szinte csuddlatos, hogy az e, m és
- h allandoknak egészen mas terileteken mért értékeibol kisza-
mitott N érték a kordbbival meglepen egyezik.

Helium esetében z = 2. Ha itt s =8 és n = 4, 5,
nyerjiik a FowLer-féle szinképi szeridt, melyet el6szor a hydrogén-
nek tulajdonitottak, bar csak akkor jelentkezett, ha a hydrogén-
cs6ben valamelyes helium volt. Ha s = 4 és m = 5, 6,
kapjuk a Pickerine-Evans-féle sorozatot, melyet eleinte szintén
a hydrogén szeridjanak gondoltak. £

Bour megkisérelte a periodikus rendszer alapjan az atomok
felépitését. Eljardsanak lényege az, hogy az elemeknek egy 1j
periodusival mindig egy Gjabb elektrongytiri kezdédik s egy-egy
koron 1évo elektronok szama nagyjaban egyezik egy-egy perio-
dusban 1évé elemek szamdval; ezek a gyirik beliilrél kifelé
haladva a A, L, M, N, .. .-gytrik. Hogy azonban milyen az
atomok pontos szerkezele, mekkora az egyes gytrikon az elek-
tronok szama s hogy e gyuriik egy sikban vannak-e vagy tér-
belileg elhelyezettek — e kérdések még megolddasra véarnak.

10. Az eredeti elmélet médositasai. Bonr a tapasz-
talati eredmények kovetkeztében sziikségesnek latta az atommag
mozgasat is figyelembe venni s egy ujabb szeria-formuldt veze-
tett le ama kezdéfeltétel mellett, hogy az atommag és az elektron
kozés tomegkozéppontjuk koriil keringenek. Az eredmény for-
mailag megegyezett az elébbi formulaval, azonban a RYDBERG-
~ féle allando részére most az elektron és atommag tomegviszo-
nyatol is fiiggé dllando lépett:

02,4 N
NZZnhesm. lm Am
. - 1

hol M az atommag témege, N.. pedig a jobboldali elsé ténye-

z6t, a kordbhi N-et jelenti. Lathaté ebbél, hogy olyan esetek-

ben, mikor m elenyészéen csekély M-hez képest (N~ Nw),
T*

et VL W< PN
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érvényes az eredeti Bonr-féle elmélet; ha azonban ez nem all
fenn — mint épen a hydrogén és helium esetében — akkor
az eredeti RypBere-féle dllando a fentiek szerint modositando,
minek éredményeképen a tapasztalattal egyezé formulit nye-
riilnk. Lathato ebbdl az is, hogy a Rypsere-féle szdam nem uni-
verzalis alland6, hanem csekély mértékben az atomsullyal egyiitt
névekszik. :

A Bour-féle elmélet e szép eredmények mellett azonban
még tovabbi modositdsra is rdszorult. Ismeretes ugyanis, hogy
az egyes szeriak vonalai nagy felbontoképességi spektroszkoppal
vizsgdlva egymdshoz kozelallé vonalakra hasadnak szét. Pl a
hydrogén BaLmer-vonalai legalabb is kéiszeresen jelennek meg,
de 5 komponens is megfigyelheté a H, vonal helyén. SoMMERFELD
ezt azzal a feltevéssel probdlta magyarazni, hogy az elektron
nemcsak korpalydkon, hanem altaldban ellipszispdlydkon kering
amag koriil, azt varva, hogy ezaltal a quantumpélyak szama sza-
porodik s meg lesz a lehetdség 11j szinképvonalak keletkezésére.
Mivel az ellipszist meghatdrozé polarkoordinatdik szdma ketto
(@ és ¢), itt valt sziikségessé a quantumelméletnek tobb sza-
badsagi fokra vald Kkiterjesztése; az eredmény az lett, hogy
most mindegyik quantumpalyahoz két quantumszam tartozott =
a kezdetihez n és n', a végs6hoz s és s'. A Sommerrerp-féle
feltevés kovetkezménye azonban csak az volt, hogy tobbféle
lehetgséget nyujtott ugyanazon szinképvonal keletkezésére nézve,
de Gj szinképi® vonalat nem adott. — Itt kapesolodott be a
relativitds elve a quantumelméletbe : ugyanis SoMMERFELD tekin-
tetbe vette, hogy az elektronok keringési sebessége a quantum-
palyakon nem hanyagolhato el a fény sebességéhez képest,
tehat az elektron témege nem tekintheté allandénak, hanem a
sebesség figgvénye. Tovdbba a pédlydk sem meghatarozott hely-
zetti magkozeli ponttal (perihelium) bird ellipszisek, hanem
olyanok, melyeknek magkozeli pontja a keringés irdnydval egy-
értelmien elérehalad. E kortilmények figyelembevételével leveze-
tett SomMERFELD egy szeria-formulat, melynek kozelité alakja :
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= VYptv, = N'z““[ S : ] o
AT Tl (s+s')? (n+n')?
2] s' | e
iR
+ Nz‘a® o A

| (5F8)  mtn)t

hol a konstans. A y,-t nyerte SoMMERFELD el6szor pusztan
ellipszis-palyak foltevése mellett, a masodik tag (v,) adja a
relativitds elve dltal okozott korrekeciot. E formula a hydrogén
és kiilonosen a heliumvonalaknak erés felbontast spektroszkop
segélyével tortént széthasitasit elég jol leirja, bar a gerjesztés
modja szerint esetleg a formulinak meg nem felel6 vonalak
is fellépnek. — Nevezetes korilmény, hogy a Bomr- és Sow-
merrFELD-féle elmélet harom egyenletet szolgaltat az e, m és h
4llandék meghatarozdsdra s igy ezek pusztdn “spektroszkopiai
mérések révén is nyerhetok.

11. A Zeemann- és Stark-féle jelenséqg. A normilis
Zremann-féle jelenség, vagyis a szinképvonalaknak  normalis
széthasaddsa magneses térben a Bomr-féle atomminta alapjan
a klasszikus elmélettel egybehangzéan megmagyarazhato. (Desye**
és SomMeRFELD.*®) A legtijabb id6kben sikeriiit Laxpg*®-nak- az
anomalis Zremann-féle jelenség elméletét is kifejteni. Kezdettol
fogva kedvezdbbek voltak a viszonyok a Stark-féle jelensé-
get illetéleg. mely a szinképvonalaknak elektromos térben valo
széthasaddsaban dll. E jelenséget a klasszikus elektronelmélet
egyaltalaban nem tudta megmagyardzni. Epstein®” megmutatta,
hogy a Bour-féle atomminta segélyével a hydrogén és az
egyszeresen ionizalt helium esetében a Stark dltal megfigyelt
Osszes vonalak elméletileg nyerhetok.

12. Egyéb eredmények. Rusivowicz*® és késébb Bour
feldllitottak a quantumpédlydkra vonatkozolag az 1. n. kivdlasztas-
elvét (Auswahlprinzip), mely szerint az .elektron egy tetszés-
szerinti quantumpalyarol nem ugorhatik at egy madsik tetszés-
szerinti palydra, hanem ez bizonyos szabdlyoknak van aldavetve.
Ezt alkalmazta Epsteiv a Stark-féle jelenség magyarazata al-
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kalmaval. - Eixstein*? a Bonr-féle atomminta alapjan levezette
a fekete sugarzasra fennalld Pranck-féle formulat s itt egyrészt
arra az érdekes koriilményre jutott, hogy a Bour-féle szapora-
sagi foltétel ez esetben a Wikn-féle eltolodasi torvény kovet- -
kezménye, masrészt pedig a Bour féle atom kisugdrzasa nem
gombhulldmokban torténik, hanem iranyitott folyamat.

13. A Rontgen-szinképek. A Roénteen-sugarzas szin-
képének keletkezését a Bomnr-féle atomminta segitségével szinte
sikeriilt megmagyarazni. Az erre vonatkozo részletesebb be-
szamolds ugyane fizet egy mdsik dolgozataban foglaltatik.

14. Molekulamintak. A dispersio, a polirozas sikjanak
elforduldsa - magneses térben, a sdvos szinképek keletkezése
foleg az anyag molekuldris szerkezetétdl fiigg. Hatarozottabb
formaban a hydrogén-molekula szerkezete ismeretes, melynek
alapjan DeBye a dispersio-formulat, ScHERRER pedig a magneses
forgatast allapitotta meg. E minta ellen azonban tobb ellenvetés
meriilt fel; még sokkal bizonytalanabb a magasabbrendi ele-
mek molekuldinak szerkezete.

A quantumelmélet minden olyan- kérdésben felszinre jut,
melyben az anyag atomisztikus v. molekuldris szerkezete koze-
lebbi szerepet jatszik. Igy tértént, hogy Born és Courant®® az
emlitett problémaktol tavolesé torvényszeriiséget is, az Eorvos-
féle tapasztalati torvényt, mely a felileti fesziiltséget a hémér-
séklet fliggvénye gyanant dllitja el6, a Pranck-féle quantum-
elmélet alapjin levezették. Ennek folytin br. Eétvés LoRAND
eziranyi munkassdgianak féeredménye is belekapesolodott a
mai fizikinak egyik, az érdeklédés kozéppontjaban allo elmé-
letébe. -

Az itt vazolt tények ujabb érvet szolgaltatnak a disconti-
nuitas feltevésének jogosultsdga mellett. Hogy azonban mi az
az egységes alap, melyre a vidzolt kérdések megoldasat épite-
niink kell, hol kell a discontinuitast gondolnunk: a sugarzo-
forrasok mﬁkédésében-e,‘vagy a sugdrzoenergia tovaterjedésé-
ben vagy mindkettében — azt nem tudjuk. Az els6é allaspont
Prancké, az utobbiakat Bonr és Einsteiv valljak: ugyanis a
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Boun~féle gtom a sugm§q energmbol csak véges quantumokat
~abszorbedlhat, tehdt a Boug-féle ~e1me]et es a fényquantumok
gondo]ata ossze van kapcsolva. i e Vg
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AZ EOTVOS-TORVENYROL.,

Az Eorvos-torvény a kovelkez6 alakban fejezheto ki:
a Vi = K(T'—T); ahol « a kapillaris llando, V, a molekula-
térfogat (molekulasuly osztva strtiség), K az Eorvos-féle allando,
T' egy az illeté folyadékra jellemz6, a kritikus hémérséklet tajan
levé hémeérséklet, T tetszéleges hémérséklet. A kapillaris allandé
jelenti azt az energidt, a mely szikséges a folyadék szabad
felilletének a teriiletegységgel valé megnagyobbitisihoz. Ez az
alland6 — « — fiigg a folyadék anyagi mindségétél és a héo-
mérséklettél, az ezektél valo fiiggést fejezi ki épen az Eorvos-
féle torvény, a melyben azonban a K — .igen sok, hogy ne
mondjuk, az Osszes folyadékokra nézve — édllandé mennyiség.

Az Eérvos-térvény az egyszeri gaztoérvénnyel analog torvény-
szeriiséget mutat ki a folyadékokra. A két térvény kiilsé alak-
jainak :

&V (LT ="K) pu" T =R
megegyezése szembetiiné; mindkett6 a grammolekula-mennyi-
ségre van vonatkoztatva, a hémérséklet az elsében (kozel) a
kritikus hémérséklettél (7"—17), a masodikban az abszolut 0°-
tol van mérve.

Az Eoérvos-torvényt, melyet Edrvos baré 1885-ben ismerte-
tett, tobbszor probaltdk a fizikdnak alapelméleteibdl levezetni.
Itt Born és Courant elméletét ismertetem.® Ebben az elmélet-
ben a thermodinamika elsé f6tételén, a hidrodinamika fétételén
és a hidrodinamika folytonossdgi egyenletén kiviil a quantum-

1 Phys. Zeitschr. XIV., 1913. 731. o.
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elmélet eredményei is fel vannak hasznalva. Ezekbol az egyen-
letekbdl kiilonbozo feltevésekkel és megszoritasokkal megkapja
az Eorvos-féle allandét, kiszdmitva azt a Bourzmann-féle dllando-
bol k-bol, a molekulatérfogatban levé molekuldk szdmabol N-
bél, a Pranck-féle elemi hatiasmennyiségho6l £-bol és a hangnak
az egyes anyagokban val6 terjedési sebességébdl c-bol.

A thermikus egyensalyi allapotban az energiara (E) és az
entropiara (S) nézve dll az els6 fotétel

dE = ~pdV + adF + TdS.

Hogy a fiiggetlen valtozo T' legyen‘, bevezeljiik a szabad ener-
giat (H):
H = E-TS,
ngy hogy
dH = —pdV + adF—SdT,

a hol p a nyomas, V' a térfogat, « a kapillaris allando és I
a feliillet., Innen adodik az a egyik, a kovetkezékben felhasz-

naland6é értelmezése :
oH

¢ = ap (1)

Megallapitjuk a H kifejezését egy szabadon lebegd gomb-

alaku R sugaru, V térfogatu, [ felilletii folyadéktomegre nézve,

amelyben az 6sszenyomhatésdg és a feliileti fesziiltség hatdsa

alatt, kiils6 er6k hatdsa nélkiil kis rezgések mennek végbe.

Ilyen rendszerre nézve all az energiaegyenlet és a folytonossagi
egyenlet :

és
99--Jp.
dx ox

ap dp | AP dp
Y goy Torom

de
ahol @ a sebességpotential, U a kohezio potencidlja, ¢ a stri-
ség. Kis rezgések eselében a masodfoku tagok az els6fokon
dll6khoz képest elhanyagolhatdk, tigy hogy a két egyenlet:
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D SR o
¥ ==U+ C.és 5t—+eoﬂw—0
és mivel a hidrodinamikéaban U = ~—' —, ugy hogy kis rezgé-
sekre U = ¢* —g— -+ konst., azért az elbbi két egyenlethdl adodik
7 A
2
IO 86;0; ahol ¢? (2)

A folyadék belsejét a folyadék feliileti rétege mint egy rugal-
mas hdrtya veszi kériil. A ¢* a folyadék belsejében dllandd ;
mivel a molekularis hatdsgomb sugara rendkiviil kicsiny, azért
a feliileti réteghen a ¢ mds értéki (Cl,) mint a folyadék belsejé-
ben ; kimutathaté, hogy

A (2) alatti differentialegyenlet megolddsa két tényezd szor-
zatakép irhato fel, az egyik a koordinatiknak, a masik a folyo
idének a figgvénye @ = ue?”'. Ezt tekintetbe véve *és polar-
koordinatdkra dttérve a (2) alaiti egyenlet igy alakul:

ii(7 du)_*_l[ 1 6(5”“9

r ar or sin ¢ 99 ol
e 1= i] L ST 0 @
sin®¥ dg* B G

Tekintve, hogy a felilleti réteg ugy viselkedik, mint egy
rugalmas hdrtya, amelyben a feliiletre meréleges elmozdulasok
maganak a feliletnek az elmozduldsahoz képest elhanyagolha-
tok, azért a belsében végbemend rezgéseket meg kell kiilon-__
boztetni a feliletben végbemend rezgésektdl, ez ntobbiakra
nézve a (4) alatti egyenlet egyszertisodik, ezekre nézve:

1 a5l o)\ - 1 4:7rv
mw(s‘“l’aﬁ)*sm 3 a¢2+ B

Ugy a (4) mint az (5) alatti egyenlet gombfuggvenyekke] és
BesseL-féle fiiggvényekkel oldhaté meg. A megoldds mint vég-
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telen sokféle rezgésszamu rezgés rezultansa adodik, a meg-
olddsnak osszetev6i — optikai nyelven szolva —— egy egész
spektrumot alkotnak (spektrum alatt itt rezgéssorozatot kell
érteni). Meg lehet allapitani a (4) alatti egyenletnek megfelelé
azon vonalak szdmat, mely vonalak kozil a legnagyobb rezgés-
szamu v. Ha ezt Z,(v)-vel* jeloljiik, akkor Z,(v) = 4=xVy®: 3¢°.
Hasonlokép megallapithato az (5) alatti egyenletnek megfelelé
azon vonalak szama is, mely vonalak kozil a legnagyobb rez-
gésszami v. Ezek szamat Z,-vel jeldlve Z, = 2z/Vv*:¢® Ezek
szerint a térfogati és a felileti rezgésekbdl eredé v-nél még
nem nagyobb rezgésszamu vonalak szdma:

9,

+ 27F Le ; (6)
¢

Vﬁ
¢t

zm:%v

Az eddigi megfontoldsokban a folytonossag feltevése szere-
pel. Innen kezdve belép az anyag molekularis szerkezetére vo-
natkozo felfogasbol eredé megszoritds. Minden molekuldnak a
mozgasban hdrom szabadsagi foka lehet, gy hogy Z (vmauz)
egyenl6é a folyadékban levé molekulak szamanak haromszorosa-
val 3NV : V-val. Ez osszefiiggés alapjan a tekintetbe veheté
maximalis rezgésszam v,., kiszamithato.

A kovetkezékben az anyag folytonossdaganak, az anyag mole-

- kularis szerkezetének és az energia folytonossaganak ‘feltevé-

sén felil belép az energia quantum-elméletének felfogdsa is.
A Praxck-féle felfogdshan az -energidnak és az entropianak
képleteibdl * egy linearis oscillator szabad energidjara nézve
b-ra adodik, hogy:

b () = kTlog, (1—e™® ahol = = %; (7)

Az egész rendszer szabad energidjit megkaphatjuk, ha az
egyes molekuldk szabad energiajat oOsszegezzikk a kiilénboz6

1 Annalen der Physik. 1912. 39. 834. o.
2 PLANCK: Theorie der Wirmestrahlung 1913.
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rezgésszamok szempontjabol. Az x-t61 x+dx-ig terjedé korben

levé rezgések szama g—j dx. A Z-nek x szerinti differentidl-

hényadosat R (x)-szel jelolve, a rezgések szama az x-t61 x4 dx-ig
terjed6 korben R () dx. Az egész rendszer szabad energidja,
amely a molekulak rezgéséhdl ered:

-L' m

‘ I{ (1}) I) (J) (Il ahol Lm =

Wi

kT
A hémérséklet emelkedése kiévetkeztében a folyadek kitagul,
ugy hogy az egyes molekuldk rezgési egyensilyi helyzetei is
megvaltoznak; ennek a valtozdsnak is megfelel egy szabad
energia-rész, amelyet statikai szabad energidnak nevezhetiink.
Ezt H;val jelolve, az egész rendszer szabad energidja:

Xm

H=Hy+ [ R(®)Y (x) de (8)
0

Akkor az (1) alatti definitiot alkalmazva

d. a (l'm r PTm
d=h s ; R (@)Y () do = ay + 57 f[{(d)[)(fl)dr 9

Az itt kijelolt miivelet az eddigi egyenletek felhasznalasaval
elvégezhet6, bizonyos megengedheté elhanyagolisok utan ado-
dik, hogy

(@ —ay) Vi=—KT,

(’;)g k (3N} (1——9-)

R4
: |3/ 9N ch
ok Az V(; k-’

Ha a,rol feltételezziik, hogy az a molekuldk tévolsaganak
négyzetével forditva arinyos, akkor az aoV0§ szorzat dallandé,
ezt KT'-vel egyenlové téve:

. 2' -3
aVi= K(T'—T) = 245 (1—— 1—2‘313—0) (T~ <10
. TV,

ahol

K=

és
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A K a kovetkezd szamértékek alapjan van kiszamitva: N.=

6:20.10%, Ik = 1-34.10~' erg, h = 6:415.10-%7 erg sec. El6-

fordul azonban még ezeken kiviil benne ¢, T és V. A ¢ a-

T-vel egyiitt valtozik. Hogy a hang terjedési sebessége milyen
modon fiigg a homérséklettél az egyes anyagok esetében, erre
nézve csupdn a viznél vannak megmért kisérleti adatok, itt is
(:Eak a 290°—335°-ig terjedé kozben. El6fordul a A-ban még a

YV, is, ami azt mutatja, hogy a K értéke kis mértékben fiigg
az anyagi min6ségldl is.

Ismeretes, hogy az Eorvos-féle torvény szempontjabdl meg-
kiilonboztetiink normalis és anomalis anyagokat aszerint, amint
K (kozelitoleg) 22 vagy ettol az értéktdl 1ényegesen eltér. Az
utébbi esetben azt mondjuk, hogy a molekuldk dissocidlva
vagy associalva vannak.

A normalis folyadékok esetében a K-nak ujabban észlelt
értékeitél a szamitott érték eltér, 2 5% nagyobb a szdmitott.
Ezt Courant és Bory annak tulajdonitjak, hogy szamitdsaik sze-
rint a folyadékhértydra nézve a (3) alatti egyenlet all. A ¢ csokke-
nése ¢,-re azonban nem teheté fel ugrdsszeriinek, mint ahogy
ez a szamitdsban térténik. Epen azért megengedheté a (10) alatti
egyenlethen a c¢-nek néhany szazalékkal valo megnagyobbitasa.

Anomalis anyagok viselkedése, hogyha A a 2:2-nél lényegesen

......

kisebb, a molekulak associdcigjaval ezen elmélet keretében

kénnyen értelmezhetd: a rendszer szahadsdgi foka kisebb mint

3N. A K-nak tulsigosan nagy értéke dissocidcioval, vagyis ugy
értelmezhetd, hogy a molekulan belil egyes csoportok képzéd-
nek, a melyek a molekuldn beliil kiilén is rezegnek, ugy hogy a

rezgések szamdaban 3N helyébe 4N 5N ...—nN irando, ugy
hogy az igy nyert konstans: ' -
n\ 2 ,

(iy— (ﬁ) 3 I (11)

WaLpen az anomalis anyagok allandoéit tabldzatba foglalta.
Ebben tabldzatban szereplé adatok a (11) alatti képlet alapjén
szamitott valamelyik érték kozelébe estek. Warpes, valamint
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. Neryst empirikus formuldkat allitottak fel az anormalis anya-

gok allandoira, ez az elmélet azonban nem empirikus, hanem

- dedukalt formulat ad.

CouraNt és Born elméletét az el6bbiek szerint kévetkezo-
képen jellemezhetjuk: 1. A folyadék energidjat a molekulak
rezgéséhek tulajdonitjak, de nem teszik fel, hogy valamennyi
molekula egy és ugyanazon rezgésszammal rezeg, mert hiszen
az egyrhéshoz aranylag kozel fekvé molekulak annyira bhefolya-
soljak egymast, hogy mozgdsuk igen nagy mértékben eltér az
egyszerti harmonikus mozgastol. 2. Azért kell tehat megallapi-
tani a rendszer mozgasdnak differencidlegyenletét és ebbdl a
kiilonb6z6 rezgésszamu rezgések szamat. Ez a szamitas a foly-
tonossdgot tételezi fel. 3. Minden molekuldanak mozgasaban
héarom szabadsagi foka lévén, az Osszes'rezgésfajok szama a
rendszerben levé molekulak szamanak haromszoresaval kell
hogy egyenlé legyen. Itt tehat mar az anyagnalk wmolekularis
felfogdsa van felhasznalva. 4. Ezen az alapon meghatdrozhato
a tekintetbe vehet6 legnagyobb rezgésszéam. 5. A rezgé mole-
kula szabad energiajat a Pranck-féle képletek alapjan szamitjak
ki, mely képletek az enerqidnalk bizonyos foku wmolekularis
szerkezetét tételezik fel. 6. E képletek szerint az egyes kiilon-
boz6 rezgésszamu rezgésekre kiszamitva a szabad energiat, a
rendszer Osszes szabad energidja egyenlé lesz a szabad ener-
gidk Osszegével. 7. A szabad energia kifejezésébdl konnyen ki-
szamithato a feliileti fesziltség és roglon adédik az Eorvos-
torvény. 8. Az allandé igen kis mértékben fligg az anyagi
mindségtsl és a hémérséklettdl, de ez utébbitol valo fiiggésre
nézve felteszik, hogy ez csak latszolagos, noha e feltevés ta-
mogaldsara nézve csak igen kevés mérési adat all rendelke-
zésre. 9. Az olyan anyagoknal, melyeknél a K a normalis
értékt6l igen nagy mértékben tér el, fel kell tenni, hogy a
molekulak associdlva, illetve dissocidlva vannak s ennek folytan
a rezgésfajok szdmdnak a megkisebbedése, illetve megnagyobbo-
dasa okozza a K értékének megkisebbedését, illetve megnagyob-
bodasat. ~ Fréhlich Kdroly.
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- Kisérleti dsszeallitas a lebegési jelenségek magya-
b razatahoz. Az osszedllitds Gintaer dresdai tandré.? Két egyszeri inga,
egymdshoz kozel felfiiggesztve. Az ingdk hossza koriilbelal 1 m. Golydik »
stilya 1—2 kg. (dbra). Felfiiggesatésiik
kettés szdld, hogy a lengési sikok ne
véltozzanak. A lengéssikok pdrhuza-
;.:; mosak. E sikokban, a golyokkal egy
,:; ~ magassdghan, a golyok ugyanazon ol-
B daldn egy-egy konnyl csiga van fel- |
3 szerelve. A golyokhoz hozzd van kétve
egy fondl két vége. A fondl 4t van
velve a két csigdn és a csigdk kozt
lecsiingé darabjira rd van helyezve
egy ugyancsak konnyi, vizszintes mu-
tatoval elldtott csiga. A mutaté vége
mogott fiiggélyes osztdlyzat van.
Ha az ingédkat lengetjiik, a fiiggo 7
csiga le s fel mozog. Mivel Kkitérése
minden pillanatban ardnyos a két inga
kitéréseinek algebrai osszegével, azért kitérései alapjin a lebegési gérbe
megrajzolhaté. Ha a két inga hosszdt, meg a lengéseik tdgassdgdt alkal-
mas mddon vdltoztatjuk, megvalésithat_]uk a lebegés kiilinféle eseteit.
Szabé Gdabor.

Uj moédszer a szabad-esés tanulmanyozasara. A méd-
szer ugyancsak Ginraeré. Egyik alkalmazdsa ez a viltakozé drami iv-
limpa fényénél ldthat stroboszkopikus éllé-csillag jelenségének.?

A Morm-féle ejtogéptél a Gintuer oOsszedllitdsahoz olyasféle az dt-
menet, mint a fonogrifrél a grammofonra. A MoriN-gépnél a leejtett
test egy forgé henger paldstjdra ir vonalat, itt egy forgé korongra.

> l-' m'\ N

"Zeitsé,hrift fiir d. phys. u. chem. Unterricht, 1922. S. 19—21.
2 A tobbi alkalmazasokat lasd Math. és Phys. Lapok 1921. 84. lap."

\
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Az osszedllitas ez : ! Elektromos mdtor, melynek forgasszama tag ha-
tatok kozt valtoztathats. A mdtor forgdsi.tengelye vizszintes. A tengely
végére réd van erdsitve kemény papirosbdl készitett, 20 36 cm dtmé-
roju fehér korong, melyre egyenlé szogtdvolsdgokban bizonyos szdmu
(10—20) fekete korczikk van festve. A korong elé egy 50 cm-es olda-
lakkal biré erds fakeret van helyezve, gy, hogy a fakeret sikja par-
huzamos a korongéval. A keret kiozepén két drét van egymastdl koriil-
beliil 7 em tdivolsdgban fiiggélyesen kifeszitve. Az esé test — 6 cm
hosszi, 6 cm dtméréji, olommal toltott vascsé — e kozt a két drét
kozt esik le. A drétok kozt valo esés gy van biztositva, hogy a test
felsé és also részére egy-egy vaslemez van vizszintesen rderdsitve és
ezekbe a drotok tdvolsigdban két-két lyuk van firva. A drétok dtmen-

nek ezeken a lyukakon. A sirlédds a drétokhoz leheté kicsiny. Az esé

test a drétok sikjira merclegesen dat van furva. E furatha czeruza van
behelyezve, tigy, hogy a hegye a forgé korong feliiletét érinti. A hegyet
a czeruza masik vége alatt alkalmazott rugé gyengén hozzainyorhja a
felilethez. A fakeret felsé részén egy kampo van megerdsitve. Az esé
testet a leejtés elélt ez olyan magassighan tartja, hogy a czeruza hegye
a korongot a fiiggélyes dtméréje felsd végpontjdhoz kozel érintse.

A kisérlet ez: A korongot viltakozé dramu ivlimpdval megvildgit-
juks; azutin forgdsba hozzuk és a forgdsa sebességét addig fokozzuk,
mig kialakul egy stroboszkopikus dllé-esillag. Ekkor a testet leejtjiik.
Az esés el6tt a czeruza kort ir a korongra, esés kizbhen gorbe vonalat
(GaLsr-féle csavarvonalat).

Ha a kor keriilelére attél a ponttél kezdve, a melytél az esés meg-
indult, egyenlé ivdarabokat mériink le és az osztépontokhoz tartozé su-
garakat megrajzoljuk, ezeknek a sugaraknak a kor és a gorbe kozé esé
darabjai megadjék az 1, 2, 3,... idéegység alatt befutott utakat. ~Ezek
megmeérésével konstatdlhaté az tuttérvény.

Ha olyan dtmérét hiizunk a kérben, mely a gorbét a kézépponton
kiviill két pontban metszi, akkor megmérvén ezen a két metszéspont-
nak megfelelo esési mélységeket, s,-et és s,-t, a gyorsulds igy adddik :

g = 16n2 (% 2 V.;sg),

-

a hol n a korong mésodperczenkinti fordulatszama.
Szabs Gahor.

1 Zeitschrift fiir den phys. u. chem. Unterricht, 1922. S. 55—T71.
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torvényét demonstrdcziés mddon igazoljuk. Treop. Wurr megkisérelte
ennek a feladatnak a megolddsdt.? Készitett egy olyan torzids mérleget,
a melylyel -— lefrdsa szerint — a tomegvonzds torvényének egész tar-
talmdt kényelmesen igazolni lehet. S6t meg lehet vele hatdrozni tirheté
pontossdggal, a gravildczi6 dllanddjat is. (Wure ennek értékéil 6,78.10°8
CGS egységet kapott.)

Torziés mérlege lényegileg olyan, mint az Edrvosé, de nem olyan
finom és nem olyan érzékeny. Hordozhatd, kisérlet kozben dllhat az
el6ado asztalon is, ha az elég fix. Mérlegrudjinak tart6 szdla 15—20 cm
hosszi, 0-1 mm vastagsdgi sdrgaréz drét; lengésideje 50— 100 mésod-
perc. Vonzé golydi a mérlegriddal parhuzamosan elhelyezett favélyik-
ban gurithaték és fgy lényegesen hol az egyik, hol a mdsik kis golyé
mellé &llithaték (dbra).

Az eszkoz mikodése a rezondnczia jelenségén alapszik (mint Eérvos
ama mérlegéé, a melylyel a Foldon mozgé tdrgyak nehézségének a vél-
tozdsit demonstrélja). Tegyiik fel, hogy a vonzd golyék még nincsenek
a kicsiny goly6k kozelében-és hogy a meérlegrid nyugalomban van. Ha
ekkor a vonzé golydkat helyiikre teszsziik: a mérlegrid Kkitér, persze
nagyon kevéssel. Ha akkor, a mikor a mérlegrid kezd visszafordulni az
egyensulyi helyzete felé, a vonzé golyckat dthelyezziik: az ellenkezé
oldal felé az elébbinél nagyobb kitérést kapunk. A vonzé golyéknak a
mérlegrud forduldsa pillanataiban valé dttevését folytatva, a mérlegrid -
kitérését novelhetjilk mindaddig, a mig a lengést csillapitd tényezdk ha-
tdsa feliil nem kerekedik. (Wurr a 2--3 m tdvolsigban elhelyezett er-
nyén-1 m-es kitérést is kapott). Attél kezdve, hogy a csillapité erék ha-
tdsa a vonzé erokét kiegyensilyozza, a kitérés maximuma dllandé ma- -
rad s a nagy golyok kello pillanatokban val¢ dthelyezgetésével barmed-
dig feuntarthaté. [gy kényemesen és jél észlelheto.

Méré kisérletekben, a mikor nem a vonzds demonstrdldsdrdl van szd,
a maximdlis kitérés el6idézéséhez nem sziikséges a mérleg nyugalmi

* dllapotdbdl kiindulni. A mérleget tetszésszerinti lengésbe lehet hozni,

csak a nagy golyckat a fordulds pillanatdban 4t kell helyezgetni. Ha a
meglengetett mérlegriid kitérései kisebbek anndl a maximélgsndl, a mit
a vonzds fenn tud tartani, akkor a kitérések a golydk dttételei folytin
dllandéan novekesznek a maximdldsig; ha pedig az eredeti Kkilérések

1 Phisykalische Zeitschrift. 1022. S. 154—157 és Zeitschrift £ d. phys.
u. chem. Unterricht, 1022. S. 152 —161.
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nagyobbak, akkor a golydk dthelyezései daczdra is folyton kisebbednek,
mig a szébanforgé maximdlis értékig le nem csokkennek.

A nagy golyék anyagi minéségének, tomegének, a kis golydktdl vals
tavolsaganak viltoztatdsival — maximadlis kitérés észlelése alapjin — a

vonzisi torvény egész tartalma igazolhatd.
' Szabé Gabor.

Eléadasaink.

Jan. 19-én.  Orrvay Ruporr a relativitds elméletérél szolé sorozatos elG-
addsdnak I része : Tapasztalati alapok és a Lorentz-transz-
formdczid.

Jan. 26-d4n. Il rész: A tér-idGsokasdg bevezetése és alkalmazdsa.

Febr. 3-4n. Ill. rész: A Riemann-féle terek és az dltalénos tensor-
kalkulus.
Febr. 10-én. 1V. eléadds: A gravitdczi6 Einstein-féle elmélete.
Febr. 23-dn. Jorpin Kirory: Az interpoldeziordl.
Midrez. 9-én. Kerekidrré Bira: A feliiletck folytonos leképzésérdl.
Fronuica KiroLy: Az Eotvos torvényrol.
Mérez. 23-4n. K6nie Dines: A konvex testekrél.

MikorA Sinpor : Néhdny egyszeri demonstriczids eszkoz ‘

bemutatdsa. :
Apr. 6-6n.  Bopdcs Istvin: A geometriai fénytan hyperbola-tétele és
annak dltaldnositdsa. v

EcervAry Jend : Algebrai egyenletek gydkeirol.
Apr. 20.-én. Kiurscuik Jozser: Bizottsdgi jelentés az 1922. évi Kénig
: Gyula jutalomrol
A XKénig Gyula jutalom i#innepélyes dtaddsa Baver
MmArynak.

Az 1922-ik évi Kénig Gyula-jutalom.

Konie Gyoey és Konie Denes 1917-ben nagynevii atyjuk emlékére
Téarsulatunkndl Kénig Gyula-alapitvdnyt létesitettek, melynek rendelte-
tése, hogy kamataibol kétévenként egy magyar mathematikus 1000 ko-
ronds «Kénig Gyula-jutaloms-mal tdntettessék ki. Az alapitvdnyi iigy-
rend szabdlyzata szerint az elsé jutalmat 1920°ban kelleft volna kiadni,
azonban ez a kozismert viszonyok miatt akkor nem volt lehetséges. Az
1921-ik évben tartott kozgyilés hatdrozata szerint a jutalmat elészor az
1922-ik évben kellett odaftélni. Ez meg is tortént. A kozgyllés dltal
kikiildott bizottsdg, a mely Kinscadk J6zser, Farkas Gyuia, Konig Dénes
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és Riesz Fricyes tagtdrsakbol dllolt, e kittintetésre Bater Miniry mi-
egyetemi adjunktus urat ajdnlotta egyhangulag, a mely javaslathoz a
vdlasztmdny ugyancsak egyhangulag hozzdjirult s a jutalmat Tédrsula-

‘tunk elntke az dpr. 20-ki nyilvdnos iilésen nagyszamban megjelent ta-
gok jelenlétében Baver MimmAry urnak iinnepélyesen dtnyujtotta. A kitiin--

tetés oly férfiit ért, a ki Tarsulatunk miikgdésében kezdettél fogva részt
vett. Dolgozatainak jelentékeny része folydiratunk hasdbjain és eléadé
iléseinken vélt elészor ismeretessé.

Ujabban megjelent magyar fizikai konyvek.

Elektrotechnika. Az elektromos dramfejleszték, dramdtalakitok és
motorok mikédésének alapelvei, az elektrotechnikdba valé bevezetéssel.
500-nsl tobh eredeti gbrdval. frta: BoLeman Géza, m. kir banydszati és
erdészeti féiskolai rendes tanir. Mdsodik kiadds. 640 1. Selmeczbdnya,
Joerges Agost zvegye és fia, 1919. )

Bevezetés a fizikaba. Irta: Taxet Kirory, egy. ny. r. tandr, a M. T.
Akadémia r. tagja. 146 dbrdval 352 1. Budapest, a Pantheon irodalmi
intézet kiaddsa, 1921.

A radioaktiv anyagok. Irta: Mespe Jend. 196. 1. Budapest, Dick

Mano kiaddsa, 1921.

A drotnélkali telegrafia. Népszerii ismertetés. [rta: Menpe Jeno.
A Kir. Magy. Természettudomdnyi Tdrsulat Bugdit dijaval jutalmazott
munka. 192 1. Budapest, Dick Mané kiaddsa, 1921.

Physika. Egyetemi és foiskolai hallgaték “szamara. Irta: dr. Reorer
Liszré, dllatorvos féiskolai ny. r. tandr, egyet. magdntandr. Mdsodik ki-
adds. Tobb sziz dbrival és 3 szines tablival. XVI és 548 1. Budapest,
Universitas konyvkiadé-részvénytdrsasdg, 1922.

A fény. Irta: dr. Pociny Béra, egyet. ny. r. tandr, a M, T. Akadémia
l. tagja. Egy szines tdbldval és 239 dbrdval. 366. 1. Budapest, a Pantheon
irodalmi intézet r. t. kiaddsa, 1921.

Emwstev : A kilonlegés és az altalanos relativitas elmélele a nagy-
kézonség szimdra. A 14-ikk német kiaddsbdl forditotta Vimos Ferencz.
Budapest, a Pantheon irodalmi intézet r. t. kiaddsa, 192I.

A Mathematikai és Physikai Tarsulat tisztikara.

Elnck : Fromuch Izmor (VIIIL., Muzeum-korit 6 - 8.)
Alelnékok : Rapos GuszrAy,
TanaL K4rovy.
Titkdrok : Feér Lipér (V., Falk Miksa-uteza 15.).
Mikora Sinpor (VII, Vilma kirdlyné-ut 19.).
Jegyzok : Kopp Lauos, ,
KirscrAk Jozser.
Pénztiros : RyBir IstvAn (VIIL, Muzeum kérut 6—8.).

Franklin-Tarsulat nyomddja : Géczy Kilmdn.




Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok sulyos helyzetbe sodor-
tak Tarsulatunkat. Folyoiratunkat még redukalt ter-
jedelemben sem tudtuk volna megjelentetni, ha a
tudomanyt megbecsiil6, aldozatkész emberbaratok és
intézmények nem jottek volna segitséginkre. Ez a
Tarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi rank is
kotelezettséget ro. Nekiink is erénkhoz képesl meg
kell tenniink mindent, hogy Tarsulatunkat fenntart-
suk és annak mikodését minél intenzivebbé tegyiik.
Ezt koveteli téliink jézanul felfogott sajat érdekiink,
ezt koveteli hazank érdeke is. Csak igy alakul ki
benniink a jovénk bizlositasahoz annyira szikséges
bizalmunk 6nmagunkhoz.

Kérjik ennélfogva Lisztell tagtarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat kildjék be a Tar-
sulat pénztarosahoz Privorszky Alajos-hoz (VII. ker.,
Ilka-utca 32.),

2. hogy az uj tarsulati éviél (1922-16l) kezdve
emelje fel mindenki, aki teheti, a tagsagi dijal bizo-
nyos méltanyos osszeggel (egészitse ki példaul 50 koro-
nara) onszantabol,

3. hogy megviltozott uj cimeiket kozoljék a Tar-
sulat pénztarosaval és hogy a vildighdboru alatt és az
utana kovetkezé idékben koltozkodésre kényszeritett
tagtarsaink figyelmét hivjak fel hasonlé cselekedetre,

. hogy gyijlsenek 1uj tagokat.

Ugyvezeld titkdr.
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