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JEDLIK ANYOS.

A Math. és Phys. Tarsulat f. é. januar ho 16-an tartott tlését
b. Eorvis Lordnp elnok a kovetkezd szavakkal nyitotta meg:

Tisztelt Mathematikai és Physikai Tdrsulat!

A hir, hogy mai tilésiinkon lathatok lesznek Ronreen kisérletei,
melyeknek leirasa minden olvaso ember képzeletét megragadva,
szerzOjik nevét az egész mivelt vilaghan egyszerre hiressé tette,
diszes vendégkoszorut gyiijtott maskor esak tagjaink altal felkeresett
otthonunkba. Tarsulatunk nevében 6rémmel ﬁd\fézlérn kedves ven-
dégeinket s a vendéglatas szabalyai szerint ma elsé sorban azon
lesziink, hogy az 6 megelégedéstiket érdemeljiik ki; nem is fogunk
azért ma foglalkozni a magunk dolgaival s Beke Mano tagtarsunk-
nak érdekl6déssel vart szakszeri el6adasat az 6 sajat kivansiga

szerint jovo tléstnkre tesszik at.

Mathematiksi és Physikai Lapok. V. 1



Egyet azonban még sem hagyhatok el; a kegyelet koveteli, szivem
sugallja, hogy fajdalmunkat kifejezzem a mi nagy oregtink, Jeprik
Anvos halala felett, a kit fiatal tarsulatunk alakulisa alkalmaval,
mert méltobb czimet nem talaltunk, elsé tagjava valasztott, s a
kit utolsd osszejovetelink ota szazados életpalyaja utan a gyori
temetOben utolso nyugvo helyére kisértem.

Volt idd, régen volt, mikor azok a kisérletek, a melyeknek folya-
maban JepLik a magnestiit folytonos forgasha hozta, még csodala-
tosabbaknak latszhattak, mint ma az az é16 kéz, a mely csontvaza-
nak szerkezetét elarulja.

Tobb mint fél szazad mult el azota, s az alatt a forgé magnesbél
elektromos kocsi lett, a melyen naponta csodalkozas nélkil jarunk
keltink. A esodalkozast id6k multan eloszlatta, részben valamivel
gyarapodo tudasunk, de még sokkal nagyobb részben a mindennap
latotthoz valo hozzaszokasunk.

JEDLIK neve azért ma mar nem kelt kivanesisagot, hanem inkabb
tiszteletre indit, mint a tudomany torténetének egy nagy alakjaé.

Az 6 szerénysége akadalyozta meg, hogy bar megérdemelte volna,
vilagszerte hires ember legyen; a mi kotelességiink lesz az, hogy
kivivjuk legalabb emlékének a tudomany torténetében azt az elis-
merést, mely 6t méltan megilleti.

Tarsulatunk mar tobb izben foglalkozott is az 6 felfedezéseinek
ismertetésével ; azon lesziink, hogy a még hianyosat kiegészitstik.

Ezzel tartozunk els6é tagunk emlékének, a ki a mi tudomanyun-
kat nemecsak gyarapitotta, hanem szerette is, igy, mint jobban senki
sem szeretheti s a ki érdeklédését annak minden haladasa irant
magaval hordta a sirig, ugy hogy élte végsé napjain szinte tiirel-

metlentl varta mar a halalt, azért, mert erés hite szerint alig var-
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hatta, hogy ott a menyekben lelki szemei el6tt feltaruljon a physi-
kanak az a sok titka, a melynek felderitésére e foldon laté esovet
hiaba keresett.

Tindokls, nalunk még ritka példa az 6 élete arra, hogy a tudo-
many magaban elég annak betoltésére, magaban elég arra, hogy
miivel§jét hasznossa és boldogga tegye.

Tiszteljuk azért az 6 emlékét, kovesstk az 6 példajat.

1*




A RONTGEN-SUGARAKROL.*

A szikra, melyet két kulonbozé elektromossagu test kistilésénél
latunk, nemcsak a leghatasosabb, hanem a legcesodalatosabb jelen-
ségek egyike. Itt ugyanis az elektromos energianak minden mas

ismert energiafajra : fény, hang, h6, magneses és vegyi hatassa valo

atalakulasa egyiittesen, egyszerre lép fel. Természetes tehat, hogy
ennek vizsgalataval sokan és sokat foglalkoztak. A legnagyobb si-
ker, melyet a physika az ntobbi idében elért — a Herrz-féle kisér-
letek — a szikra vizsgalataval fiigg 6ssze ; épp tigy, mint azok a ki-
sérletek, a melyek Ronreen nevéhez fliz6dnek s mindentitt mélto és
megérdemelt folttinést keltenek.

E kisérletekhez szandékozom hozzaszolani, daczara annak, hogy
Ronreen kisérleteir6l csupan a napilapok kozleményeib6l szerez-
hettem tudomast. Engedjék meg, hogy bevezetésil magarol a szik-
rarél — ez 0j jelenségek meginditojarol — par szoval egyetmast
elmondjak.

Az a fényes csik, az a toredezett szalag, mely a levegében két
kiilonboz6é villamossagu dréot kozott atat, mas és masféle alaka
lesz, ha nem levegében, hanem mas anyagokon pl. folyadékon stb.
it at. A szikra atiitése a legsajatszeribb és a legvaltozatosabb akkor,
mikor ritkitott gazokban megy végbe. Ha olyan cs6b6l, a melybe
két drot (aluminium v. platina) van beforrasztva (1. abra), a levegot
kiszivattyuzzuk, azt vessziik észre, hogy a ritkitas el6haladasaval a
szikra itja mindinkabb elmosodik s a fényjelenség mintegy az egész
csovet betolti. llyen esetben a jelenség a két drot koril nem egy-

* Eldadatott a Math. Phys. Tarsulat 1896 jan. 16-an tartott rendes tilésén.
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fonna, épp Ugy, mint mas esetben a leveg6ben val6 kistlésnél is
kilonbség van a kett6 kozott.

Az elektromos gép pozitiv sarkaval, az andddal 0Osszekotott
drot, koroskoril voroses-kékes fénynyel van koriilvéve, mig a nega-
tiv sarokkal Osszekotott drotnak, — a kathod-
nak — csupan a csucsan latszik a kékes fény,
melyet a pozitiv fényt6l kis sotét koz valaszt
«el. Az livegcsd e mellett kilonbozd szind fény-
ben vilagit, fluoreszkal, épp Ugy, mint a vila-
gito festékek, kagyldk, stb. A ritkitas fokoza-
saval ezen sotét koéz is mindig nagyobba és
nagyobba valik s végre az egész csovet ki-
tolti; ekkor a cs6 mar tébbé nem vilagit,
csak a kathoddal szemben l1évd Uvegfal vilagit
fluorescens szinben, mintha azt szemiinkkel
lathato fény vilagitana meg.

Az ilyen nagy ritkitasi csoveket Hittorr,
majd kés6bben crookes vizsgaltdk meg; a
csoveket CRooKES-féléknek szokéds nevezni, mert & e kisérleteket
igen szép formékban varidlta. Az ezen csdvekben fellépd jelensé-
gek olyanfélék, mintha a kathod-
rol sugarak indulnanak ki, melyek
a kathod fellletére mer6legesek.

E sugarak, a kathodsugarak, ira-

1 .Abra

si. abra. 3. abra.

nyat a pozitiv sark helyzete nem befolyasolja; a sugarak a pozi-
tiv sarkon tal is folytatjak Gtjukat (2. és 3. abra). Ezzel ellentét-
ben nagyobb s(ir(iségl levegében a kistilés jelensége csupan a két
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drot kozotti térre sz6rli. Ezek a kathod-sugarak a vacuumon
egyenes irdnyban konnyen athaladnak. A kathod-sugarak elter-
jedésének megvizsgalasara Crookes a kathod és az ivegfal kozé
fémkeresztet helyezett s ekkor az tvegfalon annak sotét arnyéka
jelent meg. Ebbdl latjuk, hogy azok a fémeken nem hatolnak at.

Az egyenesvonall terjedés igazoldsara Crookes aluminiumbdl
vajt tukor-alaka kathodot alkalmazott s ezzel a kathodsuga-
rakat 0sszegydjtotte; az ily mddon 6sszegydjtott sugarak a gyuj-
tépontban erdsebb fényhatasokat hoznak létre. A hova ezen suga-
rak érnek, mindenitt fluoreszkalast 1étesitenek; ebben is hasonli-
tanak a fényhez, kiléndsen a révidhulldmua ibolya-fénysugarakhoz,
és a lathatatlan vegyi hatast sugarakhoz. Az ilyen kathod-sugarak
Utjaba helyezve az alkalikus fémféldek, igy a rubin, szmaragd stb.
ugyanolyan szépen vilagitanak, mintha igen er6s fénynyel volna-
nak megvilagitva. Kilondsen szép fényjelenséget mutathatunk be
ily modon akkor, ha kilonbdz6 anyagok csoportjat helyezziik a
kathodsugarak Utjaba. A kathod-sugarakat a magnes eltériti Utjuk-
bél, mintha aramvezeték lennének. Crookes oly csdvet is készi-
tett, a melybe a kathod-sugarak Utjaba kis szarnyas kereket he-
lyezett ; ezt azutan a kathod-sugarak forgasba hoztak; tehat me-
chanikai hatasuk is van. Talan f6képen ez volt az oka annak, hogy
Crookes a kathod-sugarakat a kathodrdl leporlé fémrészecskék és a
ritkitott leveg6részek egyenes haladé mozgasanak tartotta. Ezzel
szemben a német physikusok, élikén Helmholtz, 1fényhez hasonl6an
e sugarakat a kathodrol kiindul6 igen gyors hullamzasnak tartjak.
Helmholtz tanitvanyai kozil a nagynev( Hertz, tovabba Gold-
stein, Ujabban pedig E. Wiedemann és Ebert foglalkoztak leg-
inkabb a kathod-sugarak tanulmanyozasaval.

Goldstein2 kimutatta, hogy a kathod-sugarak nem mindig meré-
legesek a kathod fellletére s hogy éppen Ugy reflektadlédnak, mint a
diffus fénysugarak. Eszrevette tovabba, hogy azon esetben, ha a ka-
thodon domborm(v( rajzok vannak, ezek a szemben Iév§ lvegfalra

1 Lasd: Hertz Ges. Werke 1. két. XXV. lapon Helmholtz levelét.
2 Wied. Ann. XI. kétet (1880.) és XII. k. (1881.)
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vetédnek. Ugyancsak GorpsteiNn mutatta ki elészor, és pedig mar
1878-ban, a kathod-sugarak vegyi hatasat. Ugyanis az tiveg falahoz
érzékeny papirost ragasztott, a melyre azutan a kathod-sugarak
segitségével a kathodul hasznalt 20 Pfenniges nikkel darabot lefoto-
grafalta. Hertz ! azt tapasztalta, hogy a kathod-sugarak egyes anya-
goknak igen vékony rétegén athatolnak s ezzel valosziniivé tette,
hogy itt nem a kathodrél kiaramlo anyagi részecskékkel, hanem
valoszintileg finom hullamzé mozgassal van dolgunk.

Ugyanily iranyban a kathod-sugarak absorptiojara vonatkozolag
Hertz volt assistense, hazankfia, LiniArp Fivnop,2 1893-ban tett
figyelemremélto kisérleteket. Ezekkel kimutatta, hogy a kiilonbozé
anyagok vékony rétegein a kathod-sugarak athatolnak. O volt az
elsd, aki a kathod-sugarakat a Crookes-féle csovon kivil is elalli-
totta. Kisérleteinek eredménye az, hogy a kathodsugarak mar ma-
gaban a szabad levegoben ép ugy szétszorodnak, mint tejszert fo-
lyadékokban, vagy fiist- és kodben a gyertya fénye. Eppen ezért egy
hasadék vagy drotnak képét észrevehetbleg csak par milliméternyi
tavolsagban lehet eléallitani. Ez az oka, hogy LExiArp-nak fél milli-
méternél vékonyabb kartonpapiroson keresztil a csére helyezett
kis aluminium-ablak képét érzékeny lemezen csak mintegy 10—20
mm.-nyi tavolsaghan sikerilt eléallitania.

*

Mindossze ennyit tudtunk g kathod-sugarakrol, a mikor Ronr-
cEN kisérleteinek szenzéaczios hire terjedt. Az elsé hir utan részle-
tesebb tudositasok hijan mindjart masnap a tudomany-egyetem
physikai intézetében hozzalattam Ronreenkisérleteinek ismétléséhez,
hogy t. i. a CrookEs-féle cs6 sugaraival atlatszatlan testeken at at-
latszatlan testekrdl fotografiakat készitsek. A napi lapokban kozol-
tek alapjan ugyanis a keresztes Crooxkzes-csovet Ruumkorrr-inductor
segélyével megvilagitottam (4. abra) s gy allitottam a kazettaba zart
érzékeny lemez elé mintegy 10 cm. tavolsagra, hogy az a kathod-

1 Wied. Ann. XXXI., XXXIV. és XXXVL kot. (1887—89.) és Ges. Schrif-
ten I. kotet.

? Wied. Ann. LI k. (1894.) és LVL k. (1895.) és Math. Phys. Lapok
IV. kot. 26.
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sugarak iranyara merdleges legyen. Az expositio 10perczig tartott,
de azels6 proba nem sikeriilt. Gyenge volt a hasznalt aramforras, az
alkalmazott cs6 sem volt megfelel6 és az exponalas ideje is rovid.
A Kkisérleteket tehat késébb erésebb arammal és a czélnak elég jol
megfelel6 Ugynevezett PuLiJ-lampaval ismételtem. Ez a lampa
(5. &bra) a Crookes-csslioz teljesen hasonlé, csakhogy erésen fluo-
reszkalo festékkel bevont lemez van benne a kathod-sugarak Gtjaba
helyezve. E Kkisérlet, melynél 18—20 perczig exponaltam, mar

4, dbra 5. abra.

sikerllt. A zart kazettara helyezett pénzdarabok, oll6, kulcs stb.
éles, vilagos képe jelent meg a fotograf-lemezem az eléhivaskor,
A kazettdra helyezett targyak tehat elfogjak ezeket a hatésos
sugarakat s igy azok alatt az érzékeny lemez valtozatlan marad,
mig a szabad részeken elvaltozik s az el6hivasnal épp ugy elsoté-
tal, mintha kdzonséges fény hatott volna reaja.

A jelenség magyarazata azon analdgiak alapjan, melyeket a fény,
hé és hang nydjtanak, hozzavet6leg nagyon egyszerd. A sugarzo
fény és h6 magyarazatara az egész vilagot betdlté aethert vesszik
fel, a melynek sokféle hullamzéasa a testeket athatja, egyeseket fol-
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melegit, megvilagit, mig masokon nyom nélkiil athalad, ugy mint a
szellemi élet hullamzasaban az eszmék nagy tomegeken nyom nél-
kil athaladnak, mig egyes rokon lelkek atveszik, felkaroljak, atala-
kitjak s 0j eszméket keltenek beldle.

Az @ther hullamzasara nem reagalnak atlatszo, atbocsato testek,
mig masok elfogjak azokat s egészen megszintetik vagy 0j alakban
kiadjak ; pl. a hésugarakra, melyeket lassubbaknak kell folvenntink
a fénysugaraknal, a kemény kaucsuk atlatszo, a fényre nézve azon-
ban nem ; a timso6oldat éppen forditva viselkedik. Az eether hullam-
zasait egyes testek elfogjak és vilagitanak, fluoreszkalnak. A fluoresz-
kalas alatt éppen azt értjik, hogy a test abban vagy mas szinben
vilagit, mint a milyen setherhullamok érik. A kathod-sugarakat szin-
tén ilyen hullamoknak tarthatjuk, a melyek a kiilonbozo testeken
vagy athaladnak, vagy uj hullamokat keltenek, fluoreszkalast idéz-
nek el6. A kisérletek azt mutatjak s Ronteen is agy hiszi, hogy ott
a hol az tivegesovet érik, a fluoreszkalas helyén keletkeznek ezek az
4j hullamok, melyek a levegében elterjedve létrehozzak az ar-
nyék jelenségét a targyak mogé helyezett érzékeny lemezen. Meg-
lehet az is, hogy magaban a testben pl. a kazettara és a lemezen
is fluoreszkalast keltenek és ennek hatasa az, a mia vegyi ha-
tast létrehozza.

Ezutan gyors egymasutanban probaltuk a lapokban jelzett kisér-
leteket, melyeknél aramforrasul a Topler-féle 20 lemezes megoszto-
gépet hasznaltam. A rendelkezésemre allo csovek koziul a leg-
hatasosabbaknak a Puluj lampa bizonyult.

Hogy nagyobb hatast érjek el, kés6bb megkisérlettem az olaj-
transzformator segélyével a kistléseket feltranszformalni, mint a
TesLa-kisérleteknél. Ily modon oriasi mértékben novekszik a hatas,
gy hogy 3—4 percz alatt oly erds képeket kaptam, mint el6bb
15—20 percznyi exponalas utan. A nagy fesziltség altal tehat
lehetséges lesz a hato el6allitasat nagy meértékben fokozni. Igaz,
hogy a lampak e mellett igen hamar tonkremennek, azért is
visszatértem a kisebb fesziiltségii kistilésekre. Az egyik, ilyen kisér-
leteknél hasznalt és tonkrement lampa a Geissler-csé jelenségeit
mutatta. Megprobaltam tehat, hogy vajjon a hato keletkezésére
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feltétlentl sziikséges-e a CrookEs-csovek ritkitasi foka. Ezzel a es6-
vel fél orai expositio utan szintén kaptam képet, de oly gyengét,
mint el6tte nagyobb ritkitas mellett 1—2 percz alatt. A hato tehdt
a kisebb ritkitdsu Geissler-csében is keletkezik.

Zart dobozba helyezett aranylancz és tobb fémtargy utan,
melyeknek arnyékképei szépen sikertiltek, az emberi kéz fotogra-
falasat probaltuk meg. Kezemet a zart kazettara helyezve, folalrél
10 ¢m.-nyi magassagban elhelyezett PuLui-lampaval megvilagitottam
A haromnegyed oraig tartott exponalas alatt lehet6 legnyugodtab-
ban tartottam, nehogy a kép elmosodjék. Nagy volt az dromem, mi-
kor az el6hivasnal kezem csontvaza fehéren, meglepd szépen jelent
meg a lemezen, k()rﬁl\;éve a husrészek fatyolszert korvonalaival,
szabadon logni latszo gytrtivel. Természetesen tobb kézfotografiat
esinaltunk, a melyeken az ujjak csontozata igen szépen latszik, de a
kézfej iziileteire és a kézté csontjaira a sugarak nem voltak elég ha-
tasosak.

Hogy némi tajékozast szerezziink e hato tulajdonsagairdl, tobb-
féle anyaghol kozel egyenld, ugyanazon anyagbdl pedig kiilonboz6-
vastagsagl darabkakat helyeztem el a kazettara és azokat lefoto-
grafaltam. E kisérletekb6l latszik, hogy az anyagok nem egyforman
nyelik el e sugarakat, mert mig pl. a papir és fa még 4—5 mm.
vastag rétegben is majdnem teljesen atbocsatja, addig e vastag-
sag mellett az eddig vizsgalt fémeken (aluminium, arany, ezist,
vas, stanniol, réz), alig hatol at, a mint az az el6hivott lemez képén
az arnyékok vilagossagi fokozatabol latszik. Jol atboesatanak : esil-
lam, paraffin, papir, folypat, korom, kiilonbozé fak, viz; kevésbbé
jol: aluminium, zsir, jobban a hus, porczellan, Balmain-festék,
magnézium, voros kauesuk, tiveg. Nagyon elnyelnek: a fémek,
kemény fekete kaucsuk és esontok. Ugyanazon anyagbol, pl. fém-
bol, tivegh6l kiilonbozé vastagsagn lemezek kiilonbozé mennyiséget
nyelnek el, még pedig a vastagabbak tobbet, a mi még 3 mm.
vastag fémlemezeknél is kimutathato.

Erdekes, hogy a keményfa évgytirii a legnagyobb finomsaggal
meglatszanak és pedig vilagosak, tehat a tobbi farészeknél kevéshé-
atboesatok. Ily modon az anyagok belsejében felmeriilé egyenl6t-
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lenségek, esetleg a szovetben el6fordulo valtozasok, bizonynyal egé-

szen jol kimutathatok.

Egyelére a testek elektromos tulajdonsagai és ezen absorptié ko-
zott semmiféle egyszerd osszefiiggés sem latszik. E tanulmanykisér-
leteknek érdekes kovetkezménye volt, hogy megprobaltuk dombor-
mivid atlatszatlan targyak pl. egy régi nagy czimeres pecsét lefo-
tografalasat. E kép bamulatos hiiséggel mutatja az eredeti peesét
részleteit, ugy a czimert, mint a koriratot; ugyancsak meglep6 az
is, hogy egy aluminium hamutartot, a melyen relief van préselve
s mely igy kozel egyenlé vastagsagh, szintén sikeriilt hiien le-
fotografalni.

Erdekesek azok a képek, melyeket orvosi szempontbol készitet-
tink. I6eyEs tanar ur szives kozremiikodésével egy hibas csontt
hulla kezét vettik le. A képen a csontelvaltozasok mind tisztan ki-
vehet6k, de kilonosen tanulsagos az elaltatott hékarol készitett

kép, melyen nemesak a csontvaz legfinomabb részletei lathatok, de

a bels6 szervek nyomai is észrevehet6k, ugy hogy a jelenlevé Ho-
ayes 6s Krve tanarok a képrél a petefészek nagysagabol konsta-
taltak a béka néstény voltat.

Mint physikust természetesen az érdekelt, hogy ez a hato — ne-
vezzuik Ronrtaen-sugaraknak, mint Bortzmany teszi, — milyen tu-
lajdonsagi. Miben hasonlit az eddig ismertekhez és miben kiilon-
bozik tolik ?

Feltiin6 a kathod-sugarakhoz valo hasonlosdg s tgy latszik,
hogy keletkezéstiknek kozos feltételei vannak. Hasonlit a fény-
hez és a kathod-sugarakhoz abban is, hogy arnyékot vet, erés
fluoreszkalo és talan épen ezért vegyi hatasa van. Az egyenes vo-
nali terjedést igazolja az, hogy ha tobb, pl. 6 lemezt tesziink egy-
masra, akkor a targy képe azok mindegyikén megjelenik, fokoza-
tosan novekedve, a mint a lemez tavolabb volt a targytol. Az
egymasra kovetkezé lemezek képei olyan aranyban novekszenek,
mintha a targyat lathato fénynyel vilagitanok meg. De gy latszik,
hogy kulonbozik a fénytél tores ¢és visszaverddés tekintetében.
Azért mondom latszik, mert nem tartom megengedheltének, az ed-
digi kisérletek alapjan hatarozott véleményt mondani. Eddigi
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kisérleteim, melyeket kiiléndsen a RUNTGEN-sugarak torése és vissza-
ver@désére tettem, negativ eredménytiek. A torésre fa és paraffin-
bl készllt prizmakon és lencséken &t vezettem e hatot; mig a
visszaverddés vizsgalatara az 5. abran lathaté Kisérletet tettem.
A lampa a csillam lemez helyét kivéve staniollal volt bevonva,
ezzel szemben volt 45° alatt az elzart fotografalé lemez, melyre ki-
16nb6z6 anyagokat ragasztottam, ez alatt lent Ggy helyeztem el a
masik kazettdba zart lemezt, hogy arra kozvetlenil a lampabol a
hato maskép el nem juthatott, csak
az els6 lemezen torténd reflexié ut-
jan. Az el6hivasnal ez az els6 lemez
semmi valtozast sem mutatott jelédl
annak, hogy az els6 lemezre helye-
zett targyakrdl ilyen tavolsagra kimu-
tathatd reflexid nincsen.

Sem tdrés, sem visszaverddés tehat
biztosan meg nem allapithato; egyes
képek ugyan legalabb nyujtanak arra
reményt, hogy van torés, de biztosan
nem allithatom.

Rontgen erre vonatkozé Kkisérletei-
rél csak Roltzmann és Exner tanarok

6. 4bra. czikkeibdl tudok annyit, hogy 6 torést
és visszaverddést nem talalt.

E sugarak a kathod-sugaraktol absorptio tekintetében is kilon-
b6éznek, mert mig a kathod-sugarak egy fél mm.-nyi rétegen nem
képesek athatolni, addig ezek igen. Masodszor a magnes az eddigi
kisérletek szerint ezekre a sugarakra nem hat, ellenben a kathod
sugarakat uUtjukbdl eltériti. Ennek megvizsgalasara tarsulatunk
mélyen tisztelt elndkével, b. Estves tanar Grral er6s magnes patkoét
helyeztiink a lemez féle mintegy 3 cm. tavolsagban. Az ily médon,
keletkez6 kép azonban nem mutat arra, hogy a magnes a Rontgen-
sugarakat iranyukbdl eltéritené vagy a hatas oly kicsi, hogy az a
képen észre nem vehet6. Igaz, hogy e kisérletnek még keveés bizo-
nyité ereje van, mert a kathod-sugarakra is csak a léglires térben
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van kimutatva a magnes hatasa. Végre a hato el6allitasaban is fel-
tiinik némi kiilonbség ; mert mig a kathod sugarak a kathod feli-
letén keletkeznek és attol fliggok, addig a kulonbozd CrookEes-
csovekben tett eddigi észlelések azt mutatjak, hogy a RoNTGEN-
sugarak hatasanak intenzitasa annak a feltuletnek mingségétol,
fluorescentiajatol fligg, melyeket a kathod-sugarak érnek. Minél
nagyobb az és minél intenzivebb ez, annal hatasosabb amaz. Meg-
kisérlettem, hogy van-e a Rontcen-sugaraknak mechanikai hata-
suk; de érzékeny mérleg egyik esészéjére hatva, az egyensulyi hely-
zet észrevehetéen nem valtozott. Lehet, hogy a mérleg érzékeny-
sége nem volt elegendo.

Osszefoglalva azt tapasztaljuk elészor, hogy a Ronreen-sugarak
az ultravoros-sugarak nagy athatolo képességét egyesitik az ibolyan-
tali sugarak fluoreszkalo és chemiai hatasaval és masodszor felttinden
hasonloak a kathod-sugarakhoz s gy latszik, hogy az utébbiaktol
csakis az atboesatas és visszaverddés tekintetében kilonboznek.

Ezekbél a tényekbél a Rinraen-sugarak mibenlétére nézve biz-
tos kovetkeztetéseket vonni mar csak a kisérletek csekély szamanal
fogva is korainak tartom. Kiilonosen nem lehet a Ronreen- és kathod-
sugarak kozti kilonbséget ma még hatarozotlan megallapitani,
mert sem egyiknek sem masiknak tulajdonsagai és torvényei nin-
csenek keétsegteleniil egyezd és biztos kisérletekkel megallapitva.
Nem is tartom czélszerinek az elsé pillanatban feltiin analogiatol
elragadtatva mindjart valami hypothesist megkoczkaztatni, mert ez
a kisérletezésben igen konnyen szuggeralo hatasu lehet, mint azt a
physika torténete fényes példakkal igazolja.

Az azonban kétségtelen, hogy a tapasztalt jelenségek a RONTGEN-
sugarak hullamzo természete mellett bizonyitanak s indokolt az a
foltevés, hogy ezek is az aether hullamzasaval magyarazandok.

De milyen hullamok ? A tapasztalat azt mutatja, hogy a testek-
ben kétféle hullamok keletkeznek 1. n. transversalis és longitudi-
nalis hullamok. Ha a viz tiikrére ko6 vagy viz csepp esik, latjuk,
hogy onnan a feliileten hullamok terjednek el minden iranyban,
gyurtket képezve a vizfeliletén ; a vizrészek pedig arra meroleges
iranyban fel és le mozognak, mint azt az ingé csonak mutatja. Az
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ily hullam transversalis, mert a részek mozgasa merdéleges a hullam
terjedésének iranyara. Az az id6, a mely alatt a hulliamon ringé
csonak kétszer egymasutan a magasha emelkedik az, melyet a
a hullam rezgési idejének neveziink, azt a sebességet pedig a mely-
lyel egy széls6 gytiri utin a masik fellép, a hullam terjedési sebes-
ségének nevezziik. Végre két gylri egymastol valo tavolsaga a
hullam hossza.

Természetes, hogy minél gyorsabban rezeg a hullam, annal koze-
lebb vannak a gytirik egymashoz, ugy a mint azt tapasztaljuk, ha a
viz tikrét egy helyen gyorsabb vagy lassubb rythmusban itogetjtik.
De azon felil a terjedési sebességtol is fiigg; minél nagyobb ez,
annal nagyobb lesz a hullaimhossza ugyanazon rezgési idé alatt is.
Ez a terjedési sebesség az anyagtol figg, a melyben a hullam
-elterjed, mint azt a hanghullamoknal tapasztaljuk. A fény és hé
magyarazatara az aetherben ilyen transversalis hullamokat kell
felvenni, a melyek terjedési sebessége, a mint a kisérletek mutatjak,
mind egyforma, a mi arra mutat, hogy ezek valéhan ugyanazon
anyagnak hullamai, s a kilonbség kozottiik esak a rezgés idejé-
ben van. Igy azok a sugarak, a melyek a prizmaval el6allitott szin-
kép voros és ibolya része kozott vannak, fénysugarak; a lassubb
rezgések, mint a vorosontuali lathatatlanok, hosugarak ; mig a gyor-
sabbak az ibolyan tuli chemiai sugarak.

De az anyagokban mi nem csak transversalis, de olyan hullamo-
kat is ismertink, a melynél a részek mozgasa egyiranyu a terjedés
iranyaval ; ezeket longitudinalis hullimoknak nevezziik. Ilyenek
utjan terjed el a hang a vizben, a leveg6ben s azt latjuk, hogy
mindazon anyagokban, melyekben transversalis hullimok elterjed-
nek, keletkeznek longitudinalis hullamok is, de forditva nem.

RonteEN maga — s bizonynyal ma 6 erre a legilletékesebb, — a
mint Borrzmany tanar ezikkébél értestiliink, hajlando e kiillombsége-
ket igy magyarazni, hogy e sugarak az aether igen gyors, a fény-
nél is gyorsabb, még pedig longitudinalis hullamai, és a kathod-
sugaraktol esak a hosszabb hullamaikban kiilonboznek.

Ha ez a sejtelem igaznak bizonyul, ugy ez hatalmas taimasza lesz
az aether-hullamzas elméletének és kozelebb visz a hypothetikus
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aether tulajdonsagainak ismeretéhez. Ezzel hatalmas lépéssel

megylink elore.

De ha ez a remény nem teljesiil is és e sugarak a kathod-suga-
raktol nem kulonbozok is — a mi egyaltalaban nines kizarva —
oly felfedezéssel van dolgunk, mely a tudomany és a gyakorlat
minden agara nagy horderejinek igérkezik, gy, hogy e két hatal-
mas tényezo egyttthatasa folytan e téren nagy munkassagot és azt
hiszem nagy eredményeket is fog szilni.

*

Tovabb kisérletezvén, az expositio idejét 45 perczrdl 1 perczre
sikeriilt leszdllitanom.* Ezt Ggy értem el, hogy a hato keletkezésé-
nek forrasat és térbeli eloszlasat vettem vizsgalat ala.

A Purus-lampaval tett kisérletek megmutattak, hogy a hatasos
sugarak hatarozottan a foszforeszkalo feliletekb6l indulnak ki.
Ugyanezt mutatta az Eperr-féle lampa is. Ennek elektrodjai kiviil
vannak az tlres téren, és a kathodsugarak a lampa — légires
tveggolyd — kozéppontjaban elhelyezett foszforeszkalé lemezkét
az tiveg falon keresztil gerjesztik vilagitasra. A lampa terének
lefotografozasa egy hengerre azt mutatja, hogy a hatasos sugarak
a lemezb6l indulnak ki, igy hogy a kathod vilagos arnyékat vetik
a lemezre.

Kiilomboz6 Crookes-csovekkel tett kisérletek mutatjak, hogy a
kiilomboz6 szinben foszforeszkalo anyagok kozol kiilonosen a sdrga
és a zold fénynyel wvildgitok bocsdtanak ki nagy mennyiségi
hatdsos sugarat; a kék sugarak a leggyengébbek. Ugy latszik
tehat, hogy a hatas intenzitasa a vilagitas intenzitasaval aranyos.

Klupathy Jend.

* Ezeket az eredményeket janudrius 30-an tartott rendes iilésen kozolte
volt az el6ado. Szerk.




AZ IVMERES ELMELETE.

(Els6 kozlemény.)

1. A gyakorlati életben méréseket leggyakrabban egyenes vo-
nali kozokon szoktak végrehajtani. Noha a gyakorlati madszer,

mely szerint e méréseknél el szcktak jarni, a legtobb esetben csak

a keresett mérdszam tobbhé-kevéshé pontos meghozelitéséhez vezet
meégis ez szolgalt utmutatoul azoknak az elveknek dsszeallitasanal,
melyek szerint a geometridban az egyenes vonali kozoket meg-
mérjik.

Lényegét megvizsgalva ezeknek az elveknek, felismerjiik, hogy
nekik a geometrianak az egyenesre vonatkozo feltevései alapul

szolgalnak, kiilonosen pedig az, hogy minden eqyenes minden mds
egyenessel kongruens és hogy az egyenes homogén. Avval, hogy az

egyenest homogénnek mondjuk, roviden azt akarjuk kifejezni, hogy
barmelyik pontja oly koz (vonaldarab) hatarpontjanak tekintheto,
a mely ugyanannak az egyenesnek valamely tetszés szerint felvett
kozével egyenls. Tekintetbe véve még a kiilonboz6 egyenesek
kongruencziajara vonatkozé elébb emlitett feltevést, ehhez még
hozzatehetjik azt is, hogy valamely egyenes barmelyik pontja,
tekinthet6 két oly koz hatarpontjanak, mely valamely mas egye-
nesben tetszés szerint felvett kozzel egyenl6.

Csak e feltevések alapjan alakithatjuk (0bb eqyenes vonalu kiz
osszeqgenek, az eqyenes vonali koz (Gbbszordsénel; és mértélének
fogalmat, valamint ugyane feltevésekre kell timaszkodnunk, midén
két egyenes vonali kozt Osszehasonlitunk, hogy megitélhessiik,
melyik kozilok a nagyobb, ill. kisebb. Ilyen dsszehasonlitasa két
egyenes vonalti koznek, valamint a tobbszoros és mérték fogalma
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az egyenes vonali kozok megmérésénél nélkiilozhetetlen. E mérés
ugyanis lényegét tekintve abban all, hogy a megmérendd kozt a
hosszisagegysegtl felvett koz tobbszoroseivel, vagy pedig a hosszii-
sagegység mértékeib6l alakitott tobbszorosokkel hasonlitjuk ossze.

2. Altalanos elv a geometridban, hogy két nem kongruens ido-
mot akkor tekintiink egyenlének, hogy ha mind a kett6 oly médon
oszthato fel egyenld szamt részekre, hogy az els6 idom minden
részének megfelel a masodikban egy vele kongruens rész a nélkiil,
hogy ez még az elsé idom valamely mas részének is volna meg-
felels és viszont a masodik idom részeinek ép oly médon felelnek
meg az els6 idom részei. Ennek az elvnek alapjan az egyenes vo-
nalti kozokbél allo . n. tort vonalakal egyenléknek tekinthetjiik
azokkal az egyenes vonalu kozokkel, melyek a tort vonalokat alkotd
kozok osszeadasabol allanak el6. Igy tchat a tort vonalok mérése
visszavezethetd egyenes vonal kizok megmeéréseére.

Hasonlo okoskodas mar nem vezet tobbé czélhoz, mihelyt vala-
mely egyenes vonala kozt véve fel hossziisagegységiil, vele girbe
vonal tweit akarjuk megmérni, mert ilyen iveknek legkisebb részeit
sem tekinthetjik tobbé egyenes vonald kozoknek. Arcrivepes,
hogy egyrészt egyenes vonali kozok és gorbék iveinek, masrészt
pedig kiilonboz6 gorbék iveinek dsszehasonlitasara alapot nyerjen,
a kovetkez6 két axiomat allitotta fel :

1. Ama vonalok koziil, melyek ugyanazt a két pontot kotik dssze,
a legrovidebb a két pont hatarolta egyenes vonala koz.

2. Két konkav vonal kozil, mely ugyanazt a két adott pontot
koti ossze és e két pontot tartalmazo egyenes ugyanazon az olda-
lan fekszik, a kisebb az, melynek minden pontja a masik vonal és
a két pontot osszekoto egyenes vonali koz hatarolta sikrészen be-
lil, vagy pedig ennek hataraban fekszik. -

Ezek az axiomak azonban oly bonyolodottak, hogy médokrol
kellett gondoskodni, a melyek azokat a gorbék iveinek megmérésé-
nél nélkilozhet6vé teszik. Ezt a czélt ujabb targyaldsokban avval
érték el, hogy az ek hosszisdgdt mint haldrértéket értelmezték,
melyhez az iwbe beirt tortvonal hosszisdga minden hatdron tal
kozeledik, hogy ha e tértvonalal alkoté hirok szdma minden ha-

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 2
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tdron til nd és e mellett minden egyes hiir minden haldron til
kisebbedik.

Hogy ez az értelmezés valéban az iv hossziisaganak mér6szama-
hoz vezessen, sziikséges, hogy barmely az ivbe beirt tortvonalbol
is induljunk ki és barmiféle modon szaporitsuk is a tort vonalat
alkoto mindinkabb kisebbed6 hurok szamat, minden egyes eset-
ben hatarértékhez, és pedig egy és ugyanahhoz a hatarértékhez
jussunk.

Ezt a kiinduldpontot az wmeres vagy rektifikdczié problémaja-
ban szabatosan DumawmeL fejtette ki.* Fejtegetéseiben hallgatagon
bennefoglalt ama feltevés mellett, hogy a megmérendd i minden
pontjaban a huroknak van hatdrfekvésik (a mely azonban a pont
két oldalan két kiilonbozé egyenes is lehet), megmutatja, hogy az
ivbe beirt tort vonal hossziusaga a hirok kisebbedésével és szaporo-
dasaval egy a tort vonal valasztasatél és hurjai kisebbedésének
modjatol figgetlen hatarértékhez kozeledik. DunameL fejtegetéseit
pontosabb és modernebb infinitezimalis vizsgalatokkal Srtovz **
egészitette ki, aki Dumamern kiindulépontjat egyszersmind P. pu
Bois-Revmonp e targyra vonatkozé vizsgalataival is hozta kapeso-
latba.

3. Haaz ivimérés probléméajaban az analitikai geomelriai mod-
szert alkalmazzuk és feltessziik, hogy a gorbét, melynek a F, és P’
pontjai kozott elterjed6 ivét meg akarjuk mérni, az y =/ (x) egyen-
let jellemzi, hol f(x)a P, és P pontok x, és &' abszezisszal hata-
rolta (ryx’) kozben x-nek oly egyértékii, folytonos, véges és diffe-
renczidlhatdé figgvénye, a melynek differencziahdnyadosa ismét
folytonos, akkor a DumameL fejtegetéseibsl idézett eredmények
alapjan kimondhatjuk, hogy a PP’ ivnek van hossziasaga. Ugyanis
az f(x) fuggvény differenczialhatosagara vonatkozo feltétel épen
azt fejezi ki, hogy ennek az ivnek minden pontjaban van érintéje,

* J. M. C. DunameL: Des wméthodes dans les sciences de raisonnement,
TEG ke 414, T, ;

#k 0. StorLz: B. Bolzano's Bedeutung in der Geschichte der Infinitesi-
malrechnung, Math. Annalen XVIIL k. 268. 1.
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vagy a mi ugyanaz, hogy a huroknak minden pontjaban van ha-
tarfekvésiik.

Hogy azt a hatarértéket, mely a PP iv mér6szamat fejezi ki,
valosaggal kiszamithassuk, vegytik fel ezen az iven a P, és P’ vég-
pontjai kozé esé

(N S R L

pontokat, melyek koordinatai rendre :
Xy, f(@); %oy [(@a); -5 ZTn-ts [ (@n-1)-

Igy a P,P,P, . .. P,_4F' tort vonal hosszisagat az

Ln:,.éoll/(xr+1~96‘r)2+[f($r+1) _f(x")]z |:

‘/ {f(xrﬂ) f ):|2

Ly 41—y
kifejezés fogja szolgaltatni. Egy ismeretes kozépértéktétel szerint
azonban

1L
= 2 (2p 41 —y)
r=0

f(xr+1)‘“f(xr)

b n
= f' [+ (Xry1—2
Lpr1— Xy f. r+ ( r+~1 r)];

hol a [ figgvényjelzés az f(x) differenczialhanyadosat és 9 egy
bizonyos a 0 és 1 kozt fekvé szadmot jelent. Ezt behelyettesitve az
L, szamara nyert kifejezésbe és attérve a hatarra, mint a meg-
mérendd iv mérészamat nyerjik :

lim L,=lim 2(90r+1—w1)1/1+ f [xr+?9(xr+1‘"‘mr)}]

N=o n=c r=0

Minthogy f'(x) az (xyx") szamkozon beliil folytonos, azért inte-
grdlhato is; ebb6l mindenekel6tt kovetkezik, hogy ugyan-e kozben
f'(@)]? szintén integralhato figgvény lesz.* A [f'(x)]? integralhaté-
saganak azonban szikséges és elégséges feltétele, hogy

llm E (xr xr._j) Dr:()

Nn=x r=

* L. U. Dixi: Fondamenti per la teorica delle funmzioni di varabili
reals 254. 1.

2%
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legyen, hol D, a[f'(x)]* fuggvény oszezillacziojat jelenti, azaz leg-
nagyobb és legkisebb értéke kozti ktilonbségnek abszolut értékét az
(r—120y) szamkozben. Hogy ha [f’(x)]% legnagyobb és legkisebb értéke
‘az (x,—1,2,) kozben [f’(x,), ill. [f'(x))]* volna, akkor ugyane koz-
ben a | V1+(f '(x)]2| fiiggvény oszezillaczioja lesz :
4=V 1+ @)P| = [V T+ @Pl=
TEV e A1 TR ]2
e o,
[V I+ 17 @] + W 1+ 17 @)

és igy :
n
20(.’13,' S xr_i) Ar < ?7’ (xr e xr_1) Dr.
r=

Ez mutatja, hogy a f'(z) fiiggvénynyel egyiitt az (x,a') kozben

az | V14" (x)P| figgvény is integralhato.* Ebben az esetben
tehat a lim L, szamara fennebb nyert értéket igy irhatjuk fel :

n=o
a’

lim L, = [da |/ 1+{f ()2,

n=oo Zo
a mi nem egyéb, mint a szokasos hatarozott integral, melylyel ren-
desen az y=f(x) egyenlel jellemezte gorbe az x, és x' abszezisz-
szakhoz tartozo pontok kozt elterjed6 ivének hosszusagat ki szok-
tak fejezni.

4. Ezt az eredményt, mint lattuk, csak az f(x) figgvényre
vonatkozo jelentékeny megszoritasok mellett lehetett levezetni.
Igy tehat az a kérdés tamad, vajjon megmérheték-e egyaltalaban
oly gorbék ivei, a melyeknek egyenletében eléfordulé f(x) fligg-
vény mar e megszoritasoknak nem felel meg tobbé. Du Bois-Rey-
moxp ** bizonyos tekintetben még mindig ehhez a hatarozott inte-
gralhoz, mint az iv mérészamanak kifejezéséhez ragaszkodva, ki-
mutatja, hogy még igy is lehet e megszoritasok koziil egyeseket
elejteni.

* L. P. puv Bois-Reymonn : Eriduterungen zu den Anfangsgrinden der
Variationsrechnung cz. értekezésének Construction des Begriffes der Recti-
ficirbarkeit cz. fejezetét, Math., Annalen XV. k. 285, és k. 1L

*% 1., az 1, b,
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Elsé sorban megallapitja, hogy ha a véges és egyértéki f(x)
fliggvénynek az x, pontban szakaddpontja van, melyben a véges
[ (rp—0) értékrol az ettdl kiilonbozo szintén véges f(a,4-0) értékre
ugrik at, akkor az |f (2, +0)— f (x,—0)| hossziisdgi eqyenesvonali
darab a megmérendd iwhez hozzd leqyen szdmitandd, mig két
eqymdsra kovetkezd szakaddpont, xp_y €s wxp kézt elterjedd v
hosszitsdgdnak mérdszdmdt az

Zp

Jdaely 11 @2

Tp—1
hatdrozott integrdlal kifejezhetének tekinti. Ezzel tehat feltéte-
lezi, hogy a két szakadopont kozt fekvé minden pont bdrmely
Ficsiny kornyezetében taldlhatok pontok, melyekben f(x) differen-
czidlhatd,* valamint azt is, hogy a | Y/ 14[f"(x) | figguény ugyan-
olt integrdlhats. Azt a feltételt, hogy a f'(x) fliiggvény is integral-
hato legyen elejti, mert ez csak elégséges, de eddig legalabb sziik-
ségesnek fel nem ismert feltétele a l;/ 1+(f"(:xf)f2| fliggvény inte-
gralhatosaganak.

A szakadoépontok szama Du Bois-Reymonp szerint végtelen nagy
is lehet, tigy azonban, hogy
2| fiep+0)—fla,—0) |,
hol a szummaczio az osszes szakadopontokra kiterjesztend6, véges
legyen. De a szakadopontoknak pantachikus, vagyis oly eloszlasat,
mely mellett barmely pont akarmilyen kicsiny koérnyezetében még
szakadopontok talalhatok, az (xyx') kozben nem tartja megenged-
hetének, mert akkor az f(x) figgvény differenczialhatosaganak
nem csak egyes pontokban, hanem egész folytonos kozokben meg
kellene sziinnie.
5. A rektifikalhato gorbék sokkal nagyobb osztalyat jelolte ki

ScHEEFFER,** Kinek e targyra vonatkozo vizsgalatait a kovetkezok-
ben egész részletességgel akarjuk ismertetni.

* L. Dint: Fondamentt ete. 261. és 262. 1.
#* LupwiG SCHEEFFER : Allgemeine Untersuchungen iiber Rectificirbarkeit
der Curven, Acta Mathematica, V. k. 49. 1.
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Az iv hosszisaganak értelmezését, Dunamer-t kovetve, a kovet-
kez6 modon fejti ki :

Legyen a gorbe egyenlete, melynek PP’ ivét meg akarjuk mérni
y=f(x), a hol f(x) a P, és P’ pontok x, és x’ abszczisszaitol hata-
rolt (xyx') kozben x-nek egyértélii, véges fliggvénye. Hogy ha a
P,FP iven a noveked6

L (=00 e, Py s s Ll =27
abszcezisszaknak megfelel6

Py (=P), Pys Pigy. - - s Pin (=P
pontokat veszsziik fel, melyek ordinatai rendre legyenek :

Y10, Y115 Y125 -« = Yim,,

akkor a P, P, P, . . . Py tort vonal hossziisagat az

my
L1 == ,.% Il/(ﬂ')l, re1— L1r)2 + Y1, r+1— Yy, r)2|

kifejezés fogja szolgaltatni. Ha most a PP’ iven a felvett pontok
kozé tetszés szerint valasztott Uj pontokat iktatunk kozbe és
ezeket az elébbiekkel egy sorba egyesitve az egész sor pontjait
abszezisszaik nagysaga szerint rendezve igy jeloljuk :

BoE=P), P - FPasi' ., Bl (Z=P),

hol aitalénosségban a P pont koordinatai wxo,, ye,, akkor a
Py Py Py . . . Pim, tort vonal hosszusaga lesz:

L,= 'Zi |I/(902, r+1— Lar)® + (Yo, r+1— Yor)? I
r=

A P,F' iv tetszés szerinti Gj pontjainak kozbeiktatasat és a mar
meglevékkel egy sorba valdé egyesitését igy tovabb folytatjuk. Az
n-dik kozbeiktatas utan eloallo sorat a pontoknak abszezisszaik
nagysaga sorrendjében igy jeloljik :

Pno; P‘nl, I)nQ, LY Pmnn,
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hol altalanossighan a P, pont koordinatdi on., Ynr. ¢
ProPrt Pra . . . Pyp,, tort vonal hosszusaga akkor lesz:

mn
Lg= % Il/(xn,rﬂ—a?m)z"’(yn,r+1_ym')2|-
r=

Mint azt mar tobbszor kiemeltik, a kozbeiktatando pontokat
egész tetszés szerint valasztjuk. Most e valasztasra nézve csak azt
az egy megszoritast akarjuk bevezetni, hogy # minden hataron tal

1. abra.

val6 novekedésével &, ,+1 —2n, r-nek minden értéke mellett min-
den hataron tal kisebbedjék, vagy pontosabban, hogy barmely
tetszés szerint kicsinynek felvett pozitiv ¢ értéknek megfeleléleg
n-t oly nagynak lehessen valasztani, hogy » minden értéke mellett
legyen :
|xn, r+1—xﬂnr| <o.
Mint az 1. kép szemlélete mutatja, az

B Lt e fa s L

értékek, a pozitiv szamoknak egy novekedd sorat alkotjik. Igy

tehat Ly n novekedtével vagy minden hatdron til nd, vagy pedig

eqy poziliv véges meghaldrozott L hatdrértékhez kiozeledik.*
Az utobbi esetben még lehetséges, hogy a Py P’ iv valamely

* L. Kénig: Analizis 1. k. 79. L.
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mas PIO-PI1-PIi2 . . . piimi felosztasabdl kiindulva és e felosztast,
ismét tetszés szerinti modon tovabb folytatva Ugy, hogy végre két
egymasra kovetkezd pont abszczisszajanak kilonbsége a fennebb

jellemzett moédon minden hataron tul kisebbedjék, a folyton
nagyobbodd
Li, L% L3, eee Ln, ...

pozitiv szdmok oly sorozatahoz jutunk, melynek tagjai n néveked-
tével vagy minden hataron tul nének, vagy pedig valamely véges
L' hatarértékhez kdzelednek, mely azonban az L-t6l kilénbdzo.

Arra, hogy a POP' ivnek mérészam feleljen meg, szlikséges,
hogy az Ln szdmok n novekedtével ennek az ivnek barmely fel-
osztasa mellett egy és ugyanahhoz a véges L hatarértékhez koze-
ledjenek. Ez a hatarérték L lesz az iv hosszisaganak mérészama.

6. Ha tehadt ennek az értelmezésnek megfeleléleg valamely
POP' iv mérészamanak meghatarozasarél van szd, elsé sorban
az iv egy bizonyos felosztdsanak megfelel6leg ki fogjuk szamitani
az L{, Lit ..., Lnértékeket és megvizsgalni, vajjon ezek n nove-
kedtével valamely véges hatarértékhez kozelednek-e. Ezzel a vizs-
galat mar teljesen befejezettnek is tekinthet6, hogy ha a gorbe
y=f(x) egyenletében el6forduld f{x) fliggvény az [xOx") szamkdzon
belll folytonos. Ha ugyanis f(x) az (x{x") kdézben folytonos és a
POP' valamely felosztdsanak megfelel6 Lt, L,,. .., Ln szamok n
noévekedtével valamely véges L hatarértékhez kozelednek, akkor
egy tetszés szerinti méas felosztasnak époly moddon megfeleld L\,
Z4, . .., L'nszdmok n novekedtével ugyanahhoz az L hatarérték-
hez fognak koézeledni.

Allitasunk bebizonyitasa végett képzeljik, hogy a POP' iv egy
bizonyos felosztasabdl kiindulva a pontok abszczisszaik nagysaga
szerint rendezett

PnO> PnU PUit ®® «<>Pnmn

sordhoz jutottunk volna. E pontok koordinatéi legyenek rendre :

Xno’ no’ Xnl’VnV Xnl’VnP *HEe>Xnmn’ Vnmn
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¢s tételezziik fel, hogy e felosztasnak megfelelleg az L, értékek n
novekedtével valamely véges L hatarértékhez kozelednek. Legyen
tovabba a pontok valamely sorozata, melyhez a PP’ iv egy masik
felosztasabol kiindulva eljutottunk volna:

!
Faos st T + oy Pl
-¢s e pontok koordinatai legyenek rendre :
T Y T Y3 Lagr Yagi o ¢ 2 3 Tl s Yiomy?

.akkor a PioPi1Pia . . - P,',,,,;‘ tort vonal hossziisaga lesz:

.

m, 2
Li=3 @, ;—@) W, 01— Yy, )
r=

Valaszszuk n-t oly nagynak, hogy ¢ minden értéke mellett

3

0
Ln, is1—Lni < —7
Mk

legyen, hol ¢ egy a 0-t6l kilonboz6 tetszés szerint kicsinynek va-
lasztott poziliv szimot jelent, tovabba, hogy az f(x) fliggvény osz-
-czillaczioja minden (Xpi®p,i+1) szamkozon beldl kisebb legyen

:z' -nal (mely kovetelés az f(x) fliggvény folytonossaga miatt min-

‘dig elégitheté ki) és végre, hogy a masodik felosztasbol szarmazo
barmely két egymasra kovetkezé pont aj,,_1 és ay, abszezisszaja
kozé az elsé felosztashol szarmazo pontoknak legalabb is két absz-
-czisszaja essék.

Hogy ha mostan a Py, Put, . - ., Pum, és Pio, Pia, « - » Pim),
pontokat a P P’ iv egy felosztasava egyesitjik és az e felosztasnak
megfelelé tort vonal hosszusagat An,-val jeloljik, akkor lesz:

'
Ankg k »

mert 4,;-ban az n-re vonatkozo feltételek kovetkeztében minden
egyes a L;-t alkoté hir helyébe egy e hur végpontjait osszekotod
tort vonal 1ép. Hogy A,:-t még L,-nel is hasonlithassuk ossze, téte-

lezziik fel, hogy
Tna<Thr <Tn, a+1
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akkor vilagos, hogy Aw. az Ln-nek

|V st — 0P+ Gar1—y P

tagja helyett ezt az osszeget tartalmazza :

|1/(x;cr"‘wna)2+(yllcr_yna)2l AF ll/(w'n, a+1— i)+ (Yn, u+1—‘y;c'r)2 l,

és értéke az n-re vonatkozo feltételek kovetkeztében kisebb mint

QinI,/Q . Igy tehat latjuk, hogy
: Ame < Lo 42920,
a mibél kovetkezik, hogy
” Lo 42y 2>L;.

Minthogy Ln mindig kisebb marad mint I, melyhez a feltevés
szerint kozeledik, egyszersmind lesz:

L+4-2¢2>L;
és mert 4 minden hataron tial kisebbithetd, végre lesz:
L>L..

Latjuk tehat, hogy L; mindig ama véges hatarértéken alal
marad, amelyhez L, n novekedtével kozeledik. Minthogy azonban
L, k-val egytitt folyton novekedik, sziikséges tehat, hogy valamely
véges L' hatarértékhez kozeledjék, amely azonban semmi esetre
sem lehet nagyobb L-nél. Hogy azonban L' L-nél kisebb sem
lehet, a fennebbihez egészen hasonlo okoskodassal bizonyithatjuk
be és igy ezzel allitasunk teljesen be van bizonyitva.

Rados Igndcz.



A CASUS IRREDUCIBILIS A HARMADFOKU
EGYENLETEKNEL. *

A XV. szazad végén jelent meg Luca Pacruoro olasz mathe-
matikus Summdja ** a melyben a harmadfokt egyenlet megoldasat
lehetetlennek tartja. Az ax*+cax?=dx alakban irhato egyenlet
mellett ez a sz6 all Pacivoro emlitett munkajaban : impossibile ; és
mar a XVI. szazad elején, s6t talan mar a XV. szazad végén meg-
talalta Scirio Ferrevs, a ki Bolognaban 1496-t61 1526-ig tanitott,
az a3+4+ax==>b egyenlet megoldasat és azt Froripus nevi tanitva-
nyaval talan mar 1506-ban kozolte. FLoripus 1535-ben egy mathe-
matikai versenyen 30 feladatot adott fel TaArTAGLIA-nak, a melyek
mindannyian harmadfoki egyenletekre vezettek és TARTAGLIA
nyolez nappal a terminus lejarta el6tt jra felfedezte a harmadfoku
egyenlet megoldasanak modjat. Carbano 1539-ben fordult Tar-
TAGLIA-hoz, hogy kozolje vele a megoldas modjat, Tarraeria eleinte
vonakodott ; de késébh, engedve az igéreteknek, versben kozolte
a megoldast, s6t késébb a homalyos verset kelléen meg is ma-
gyarazta. Carban hozzalatott a hebizonyitashoz és e kdzben jutott
arra az esetre is, a melyet casus frreducibilisnel nevezink. Isme-
retes, hogy ez az eset akkor all el8, a midén a harmadfoka egyen-
let diseriminansa pozitiv, a mely esetben mind a harom gyok valos.
A Carpan-féle formula ekkor komplex szamokbol valo gyokvonast
kovetel. BomeeLLi Algebrajaban, mely 1572-ben nyomatott, mar
hasznalja a Carpan, vagy mondhatnok talan Scipio Ferreuvs for-
mulajat a casus irreducibilis esetében is oly moddon, hogy az
a® =nax-+n egyenlet megoldasanal szereplé

* Eléadatott a Math. és Phys. Tarsulat 1895. évi januar hé 10-én. Y
~** Summa de Arithmetica Geometria, Proportione et Proportionalita. Ve-
lencze 1497.
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VTG -V

gyokmennyiségek kozil az elsét p+9 —g-nak és a masodikat
p— 1 —g-nak veszi. Ezzel természetesen nem vitte elébbre a dol-
got, mert a 2p meghatarozasira az eredeti egyenlet all rendelke-
zésére ; de megmutatta, hogy ez a «Sophismanak latszo eljaras»
mégis helyes eredményre vezet. A problemat jelentékenyen elébbre
vitte a korszak legnagyobb algebristaja: Vikre, a ki kapcsolatba
hozta a szog trisectiojaval (1591).

Carpan képlete a casus irreducibilis esetében komplex sza-
mokbol valé gyokvonast kovetel. Mas szoval ez azt jelenti, hogy
a harmadfoku egyenlet algebrai megoldasat visszavezeti oly binom
egyenletek lanczolatara, a melyek jobb oldalan képzetes szamok is
elofordulnak. Az algebrai probléma, a melyet ezzel kapcsolatban
felallithatunk, a kovetkez6: Nem lehetne-e csupa valos szambol
val6 valos gyokok segitségével realisan kifejezni az esetben is a
harmadfokt egyenlet gyokeit, midon mind a harom valés? E vizs-
galatok az algebrai egyenletek elméletébsl csak az elemeket ko-
vetelik. A kifejezések egyszeriisitése végett hasznaljuk a raczio-
nalitdsi tartomdny fogalmat, melyet roviden a kovetkezoként ér-
telmezhetink: Ha R, R,, .., R; barminé mennyiségek, akkor
mindazok a mennyiségek, a melyek az R, R,, . .., Ri-bol a négy
alapmiivelet segitségével allithatok elé, az R, R,, . .., Ry raczio-
nalitasi tartomanyat alkotjak. Igy pl., ha k=1 és R,=1, akkor ez
a tartomany a raczionalis szamok oOsszességét tartalmazza; ha
k=2 és R,=1, Ry=1/—1, akkor a raczionalitasi tartomany a
complex szamok Osszességét tartalmazza. Ha az R, R,, ..., Ry-hoz
hozzavesziink — adjungalunk — még egy masik Rj.1 mennyi-
séget, akkor a raczionalitasi tartomany az Ry.q-gyel bowvilt. igy
peéldaul, ha a harmadfoki egyenlet discriminansanak négyzetgyo-
két is hozzavesszik az egyttthatok alkotta raczionalitasi tarto-
manyhoz, akkor ezzel az egyenlet raczionalitasi tartomanya boviilt.

A masodik fogalom, a melyre lépten-nyomon szikség van, az
egyenlet irreduktibilitdsanak fogalma, a melynek csakis a raczio-
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nalitasi tartomanynyal kapesolatban van kell$ értelme. Valamely
egyenletet akkor mondunk irreduktibilisnek, ha baloldala nem
bonthato fel oly tényezékre, a melyeknek egytutthatéi az elbre
megadott raczionalitasi tartomanyba tartoznak. Igy pl. 2*+1 az
1 altal megszabott raczionalitasi tartomanyban, tehat a raczionalis
szamok 0sszességének tartomanyaban irreduktibilis; de az 1,
¥/ —1 altal megszabott tartomanyban mar nem az, mert hiszen
tényez6i x+1 és x—Ii.

A kovetkezokben targyaljuk a casus irreducibilis esetét, kimu-
tatva, hogy valés raczionalitasi tartomanyban az olyan harmad-
fokt egyenlet, melynek mind a harom gyoke valds, algebrailag
megoldhatatlan. E végb6l nem kell egyebet tenni, mint az egyen-
let algebrai megoldasanak kérdését pontosan fogalmazni és erre
az esetre alkalmazni. A kérdéssel legelészor HoLper * foglalkozott
kotetében. Azutan Kneser** targyalta. Mi inkabb a Kneser targya-
lasat kovetjiik némi eltéréssel, melyet e lapok természete kove-
telt meg.

1. Primitiv és nem primitiv mennyiségek. Legyen :

[@)=0 1)

egy n-ed foku algebrai egyenlet, a mely a szoban forgé raczionali-
tasi tartomanyban irreduktibilis. Ez egyenlet gydkei:

D e s ik e s 2)
o(t) 3)

a t valtozo raczionalis fliggvénye, akkor:

Legyen tovabba

n=e (@), 7=¢ (@), ..., 77n:¢’(3f'n) 4)

algebrai kifejezések eleget tesznek a kovetkezé algebrai egyen-
letnek : '
?(R)=(—7) @E—79) - - - G—7m)=0, 5)

* HOLDER : Ueber den Casus Irreucibilis bei der Gleichung dritten Grades.
Math. Ann. 38, p. 307.

*% KNEsErR: Bemerkungen iiber den sogenannten casus irreducibilis bei cubi-
schen Gleichungen Math. Ann. 41. p. 344.
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a melynek egytitthatoi a 2) alatti gyokok szimmetrikus fliggvényei,

tehat az 1) alatti egyenlet egyiitthatoi altal raczionalisan fejez-
hetdk ki.

A @(2)=0 egyenlet nem mindig irreduktibilis a szoban forgo
raczionalitasi tartomanyban. Tegytik fel, hogy reduktibilis és egyik

irreduktibilis tényezéje @, (2); akkor

?,(2)=0 . 6)

.algebrai egyenlet gyokei a 4) alatti sorban foglaltatnak. Ha egyik

gyoke pl. »,=o (), akkor :
Py [ (2)]=0
vagy, mas szoval, az x, kielégiti a
?,[o(H)]=0

algebrai egyenletet, a melynek egytitthatéi a szoban forgéd raczio-
nalitasi tartomanyban foglaltatnak, kovetkezésként ezt az egyen-
letet a 2) alatti gyokok, mindannyian kielégitik, mert hiszen az
f(x)=0 egyenletet irreduktibilisnek mondtuk. Ebb6l kovetkezik,
hogy ez esetben a 4) alatti kifejezések nem kilénboznek mind-
annyian egymastol, hanem csakis annyi ktlonbozé van, a hanyad-
rendid a 6) alatti @, (2) tényez6. Ha e tényez6 fokat m-mel jeloljik,
akkor a 4) alatti sorban el6fordulo n kifejezés kozott csakis m ku-
lonboz6 fordulhat el6. Legyen az m kilonbozo :

s Pas === Ym

akkor ezek a @, (z)=0 egyenlet gyokei. Ha az 5) alatti @ (2) raczio-
nalis egész fliggvény, masik irreduktibilis tényezéje volna @,(2),
akkor a @, (2)=0 egyenletnek a @, (2)=0 egyenlettel volna kozos
gyoke, kovetkezésként minden gyokik kozos lenne, a @,(z) a
@, (2)-t61 tehat csakis egy allando szorzéban kilonbozhetik. Ezt
az okoskodast folytatva, arra az eredményre jutunk, hogy a @(z)
minden irreduktibilis tényezje egy allando szorzotol eltekintve
megegyezik a @ (z)-vel, tehat, ha eqydltaldban reduktibilis, akkor
P, (2) hatvdanya, vagyis :
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?(z)=[0, &)
Ebbdl egyttal az is kovetkezik, hogy :
n=mk.

Egy irreduktibilis egyenlet gyikének raczionalis figgvénye
csakis olyan irreduktibilis egyenletnek (ugyanebben a tartomdny-
ban) tehet eleget, a melynek foka az eredeti egyenlet folkdnak
o0sztdja.

Ha k=1, akkor az a 4) alatti mennyiségeket primitiv mennyi-
ségeknek hivjuk, ellenkezo esetben pedig imprimitivek.

Ha n torzsszam, akkor m csak 1, vagy n lehet. Az els6 esetben
a 4) alatti mennyiségek benn vannak a szoban forgé raczionalitasi
tartomanyban, tehat, ha n torzsszdm, akkor 4) alatti mennyi-
ségek vagy raczionalisak, vagy primitivek.

2. A gyokok, mint a primitiv mennyiséq figgvényei. A primitiv
mennyiségeknek az a fontos tulajdonsaguk van, hogy velik az
adott egyenlet gyokei raczionalisan kifejezhet6k. Ha ugyanis

n=0 (@), 79=¢ L) « « . Y (Ln) 4

primitiv mennyiségek, a melyek eleget tesznek a
?(2)=0 5)

irreduktibilis egyenletnek, akkor x; raczionalisan kifejezheté 7,-vel.

Legyen:
TO)=@E—mn) t—29 ... (E—y,
akkor

6)

a 2) alatti gyokok szimmetrikus egész fiiggvénye, tehat 2 (f) egyitt-
hatoi az 1) alatti egyenlet egytitthatoi segitségével raczionalisan
kifejezheték. Ebbol az egyenlethol :

g 2(7,) 5
X = W& (77)‘ 7)
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tehat x{ az ij. segitségével raeziondlisan fejezhet6 ki. Ennek a tétel-
nek legegyszer(ibb alkalmazasaként nyerjik, hogy primszamfoku
egyenlet barmelyik gyoke e gyok primitiv flggvénye segitségével
raczionalisan fejezhet6 ki.

B. Az egyenletek algebrai megoldasa. Valamely egyenletrél
akkor mondjuk, hogy algebrailag megoldhaté, ha gyokeit a binom
egyenletek egy lanczolataval kiszamithatjuk. Ha az

f(x)=0 1)

egyenlet algebrailag megoldhat6, akkor el6allithaté a binom egyen-
letek egy lanczolata:

W?'=Rt
W2'=R3(WIt wj 8>
Wp=Rk(Wi, Wt, ..., Wk-t)

a melyben a raczionalitasi tartoményba tartoz6 mennyiségek

raczionalis fliiggvénye, R8 mar a Wt-et is tartalmazza és végre
Rk mar az osszes el6z6 binom egyenletek gyokeinek raczionélis
flggvénye és az 1) alatti egyenlet gyokei (vagy legalabb egyik
gyo6ke) raczionalisan fejezhetd ki a

Wu Wt,...,W k 9)

segitségével. Az altalanossag csorbitasa nélkil feltehetd, hogy a
binom egyenletek rendszamai primszamok. Feltehet6 tovabba az
is, hogy a binom egyenletek fontebbi lanczolataban nincsen olyan
egyenlet, a melynek gyoke az el6tte lev6 egyenletek gydkeivel
raezionélisan kifejezhetd volna; mert ha volna ilyen egyenlet, azt
a lanczolalbdl egyszerden ki lehetne hagyni.

A binom egyenletek fontebbi lanczolata segitségével valo meg-
oldas mas szdval azt jelenti, hogy az eredetileg szdban forgo raczio-
nalitasi tartomanyt fokozatosan kibdvitjuk oly modon, hogy el6-
sz0r hozza veszszilk a W"-et (és pedig vagy minden gyokét az els6
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binom egyenletnek, vagy pedig, ha csak yalos szamok szerepelhet-
nek a raczionalitasi tartomanyban, akkor csak a valés gyokot)
azutan a Wxhez a W2t s i. t., mignem a

Wu Wt,...,WKk

-val megbdvitett raczionalitasi tartomanyban az f{x)=0 egyenlet
egyik gyoke is benne foglalhato.

4. A prim szdmfokd binom egyenletek irreduktibilitasa. Egyik
alapvet6 fontossagu tétel az algebrai egyenletek elméletében az,
hogy a binom egyenlet abban a raczionalitasi tartomanyban, a
melyhez az egyenlet jobboldala tartozik, irreduktibilis. E tételnek
KRONECKER 8l eredd bizonyitasa a kovetkezd. Legyen az adott
binom egyenlet

Wm=R 10)
melyben R raczionalis fuggvénye a megadott raczionalitasi tarto-
many elemeinek és m primszam. Foltessziik, hogy R nem teljes
m-ik hatvanya egy raczionalis mennyiségnek, azaz, hogy a 10)
alatti egyenletnek nincs az adott raczionalitasi tartomanyba tar-

toz6 megoldasa. — Ha
Wm-R =0

egyenlet reducibilis volna, akkor el6allithat6 volna :
W»-R=fx{W).ft{w)

alakban, a hol /j és a PF-nek m-nél alacsonyabb raczionalis
egész fuiggvényei volnanak. Ha a az egységnek egyik m-edrend(i
primitiv gytke, és W1la 10) alatti egyenlet egyik megoldasa, akkor
ez egyenlet dsszes gyokei:

Wt, awt, aaWj, ...,am1W1

és igy az r-ed foku:
A (WO0=o0

egyenletben a W-t6l ment tag, melyet P-vel jelélink:
P=aB. W\

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 3
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€s ha mindkét oldalon m-dik hatvanyra emeliink :

Pm—Rr a1 )
egyenletre jutunk.
Minthogy r, mely az f; (W) foka, kisebb az m primszamnal,
tehat talalhatok h, k egész szamok, melyek az

rh+mk=1
diophantusi egyenletet kielégitik. A 11) egyenlét bevonasaval
R—=—Rrh Rmk — pmh Rmk — (Ph Rk)m

R tehat egy, a szoban forgod raczionalitasan tartomanyba tartozo
mennyiség m-ik hatvanya volna, vagyis a 10) alatti egyenletnek
volna egy raczionalis gyoke, a mit eleve kizartunk.

Ezzel tehat be van bizonyitva, hogy a binom egyenlet irreduk-
tibilis.

5. A harmadfoli eqyenlet algebrai Megolddsa. Legyen:

@)=+ %+ age-+ a;—=0 19

algebrai egyenlet adva, melynek egyiitthatoi egy megadott raczio-
nalitasi tartomanyba tartoznak. Tegyiik fel, hogy ez egyenlet ebben
a tartomanyban irreduktibilis. Ez egyenlet algebrai megoldasa
abban all, hogy a raczionalitasi tartomanyt egy binom egyenlet-
lanczolat gyokeivel addig bovitjiik, mig egyik gyoke a kiboviilt tar-
tomanyban raczionalissa valik. Legyen ilyen lanczolat a 8) alatti.
Tegyiik fel, hogy a k—1 els6 egyenlet altal még ez nem torténik
meg, ellenben a k-ik egyenlet megoldasa altal mar megtorténik,
vagyis, hogy a 12) egyenlet egyik gyoke a

W, W,... Wi

raczionalis fliggvénye ; a mi — harmadfoki egyenletrél 1évén sz6 —
ugy is kifejezhetd, hogy a 12) egyenlet a

Al i W
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raczionalitasi lartomanyban még irreduktibilis, de mar a Wy-val
kibé6vitett tartornanyban nem az. E szerint tehat a 12) egyenlet
egyik gyoke a

' (W W5, ¢, W) 13)

- raczionalitasi tartomanyban el6allithato :

2, =R(W}) 14)

alakban, a hol tehat az egyttthatok a 13) alatti mennyiségeknek
€s a megfelel6 egységgyokoknek raczionalis fliggvényei.

Minthogy a 8) alatti lanczolat utolso egyenlete irreduktibilis és
primszamfoku, tehat x; ez egyenlet gyokének primitiv fugguénye
és igy a, eleget tesz egy ng-ad fokt irreduktibilis egyenletnek ;
tehat :

=2,

A 8) alatti lanczolat utolso egyenlete tehat:
Wi=Rp (W, W, ... Wi_y). 15)

De masrészt a Wp kifejezheté raczionalisan a W, barmely
primitiv raczionalis fiiggvényeivel ; tehat W, racziondlisan kifejez-
held x, seqgitségével ; azaz:

Wisvia,, Wy Wy We, .o, Wrap) 16)
tehat a 15) egyenletbdl kovetkezik, hogy
r(xy, Wy, Wa,.o.; War)8=Rp (W, Wy, .o, Wi2y)© 17)

Minthogy azonban a 12) alatti harmadfoki egyenlet foltételiink
szerint irreduktibilis és irreduktibilis marad akkor is, ha az eredeti
raczionalitasi tartomanyt a W,, W,, ..., Wj_s-gyel kibévitjik,
kell, hogy a 17)-alatti egyenletet egyuttal x, és ay gyokok is ki-
elégitsék.

Az ' ;
(%5 Wighin s o W E-h L0807 s o vvmi 2 ) ‘

v (g, Wig.is Wiey) 18)
3*
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nem lehetnek mind egyenl6k; mert ha mindegyik W"-val volna
egyenld, akkor dsszegik, mely az x t, i és x H szimmetrikus fligg-
vénye, vagyis i; W]cracziondlisan volna kifejezve a w u w2 W k-i
raczionalitasi turtomanyban, vagyis a 8) alatti lanczolat utolsé
egyenlete reduktibilis volna, a mi feltevésiinkkel ellenkezik. E sze-
rint tehat a 18) alatti harom mennyiség kozott legalabb két kiilon-
b6z6 van.

6. A casus irreducibilis. Az eddigi eredmények minden harmad-
foku egyenlet algebrai megoldasara vonatkoznak. A casus irreduci-
bilis esete tudvalevéleg akkor all el6, ha a harmadfok( egyenlet
minden gyoke valds. Ez esetben, miként emlitve volt, a CardANHéle
képlet képzetes szamokbol vald gyokvonast kovetel, vagy mas
szoval, a megoldashoz sziikséges 8) alatti binom egyenlet-lanczo-
latban el6forduldé w gyokok kozott képzetesek is foglaltatnak.
A materialis probléma, melylyel foglalkozunk, az, hogy vajjon nem
lehetne-e ez esetben olyan binom-egyenlet lanczolatot szerkeszteni,
a melyben csakis valés mennyiségek fordulnanak eld.

Mas szoval ez azt jelenti, hogy nem talalhat6-e az algebrai
megoldasra szolgalé olyan binom egyenletlanczolat, melynél agy
a széban forgd eredeti raczionalitasi tartomanya a 12) alatti egyen-
letnek, valamint e tartomany fokozatos kibdvitésére szolgalo w
mennyiségek mindannyian val6sak?

Ha ez lehetséges volna, akkor a 18) alatti harom kifejezés valos
volna, minthogy Ugy az x y, x%. x 3 gyokdk, mint a w mennyiségek
és az eredetileg adott raczionalitasi tartomany is valés. De a 18}
alatti kifejezések a 15) alatti binom egyenlet gyokei, mely egyenlet
jobb oldalan allé kifejezés szintén valds. Ennek a binom egyenletnek
volna tehat legalabb két, egymastol kulonb6z6 valés gybke, a mi
lehetetlenség. Ezzel tehat kimutattuk, hogy ha a harmadfokd
egyenletnek harom valés gydke van, akkor az algebrai meg-
oldas csakis oly binom egyenletek lanczolataval torténhetik, a
melyeknél képzetes mennyiségek is szerepelnek, vagy okvetlenil
kell képzetes szamokbol is gyokdt vonni.

7. Ez eredmények altalanositasa. Nem szandékozunk ez alka-
lommal a casus irreducibilis esetének &ltalanositasat tiizetesen tar-
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gyalni, mert az algebrai egyenletek elméletébe még egy-két 1épés-
sel beljebb kellene hatolni, csak a vizsgalatok eredményét akarjuk
kozdlni. Ha az adott egyenlet szabalyos, azaz olyan, melynek gyokei
barmelyik gyok segitségével raczionalisan kifejezhet6k, akkor valés
raczionalitasi tartomanyba tartozé binom egyenletekkel csakis az
esetben oldhaté meg, ha megoldasa csupa négyzetgydkodk segitsé-
gével eszkozdlhetd, tehat ha az egyenlet gyokei geometriai értelem-

ben megszerkeszthetd.
Beke Mand.



PHYSIKAI SZEMLE,

Egy tj sugarnemrdl. W. E. Roxreen, Eine neue Art von Strahlen.' Be-
richte d. Physikalisch-Medizinischen Gesellschaft zu Wiirzburg. 1896.

1. Egy nagyobb fajtdju Ruhimkorff-tekercs kisiilését Hirrore-féle vacuum-
cs6von, elegendé ritkitdsi Lénirp-, vagy Crooxes-féle késziiléken, vagy
pedig mds hozzdjuk hasonlé szerkezeten dtbocsdtvin s a késziiléket jol zdro
vékony fekete kartontokkal boritvin, teljesen elsététitett szobdban a készii-
lék kozelében tartott bariumplatincianiirrel bevont papirosernyé min-
den kistiléskor élénken felvillan, fluoreszkdl; egészen kozombds, hogy
az ernyének bevont vagy pedig a mdsik oldala fordul a késziilék felé.
A fluoreszkdlds a késziiléktol mért 2 m-nyi tdvolsigban is észrevehetd,
Kénnyen meg lehet gy6zddni arrdl, hogy a fluoreszkilds oka a kisiit6
késziilékbol, nem pedig a vezeték valamely mds részébél indul ki.

2. A jelenségen mindenek el6tt feltiiné az, hogy a fekete kdrtyapapiroson,
mely a nap- vagy villamos ivfénynek semmiféle lithaté vagy ibolydntili
sugardt nem bocsitja dt, egy olyan haté bir dtmenni, mely élénk fluoresz-
kaldst gerjeszthet s azért elsé sorban azt kell megvizsgdlni, hogy birnak-e
masféle testek ilyen tulajdonsdggal, vagy nem.

Csakhamar kideriil, hogy valamennyi test dtbocsitja a hatét, de nagyon
kiilinb6z6 mértékben. Néhdny példdt idézek. Papiros nagyon dthocsitd:®
mintegy 1000 lapnyi kényv mogott az ernyd észrevehetéen fluoreszkilt; a
nyomdafesték érezheté akaddlyt nem alkot. Kettés whist-jaték mogott
szintén mutatkozott fluoreszkdlds ; a késziilék és az ernyé kozé tartott egyes
kirtydinak a hatdsit a szem alig veszi észre. — Egyes stanniol-lap is alig
érezheté hatdsu; csak tobb egymisra rakott lemez drnyéka mutatkozik

! RONTGEN ezen értekezése a Pester Lloyd 1896 januar 14-iki szdmaban
megjelent szovegrdl van leforditva.

? Valamely test «athocsaté képességen alatt értem kozvetleniil a test mogé
helyezett fluoreszkalo ernyd fényességének a viszonydt az ernyd azon fényes-
ségéhez, melyet ugyanazon a helyen azonos korilmények kozott mutat, ha a
test nincsen eléje helyezve.
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vildgosan az ernyon. — Vastag fatuskok dtbhocsdték ; 2—3 cm. vastagsigi
fenyéfa-deszka csak keveset abszorbedl. — Egy 15 mm vastagsdgi alumi-
niumréteg jelentékenyen csokkentette a hatast, de nem volt képes a fluo-
reszkdldst teljesen megsziintetni, — Tobb czentiméter vastagsdgui kemény
kaucsuklapok még dteresztik a sugarakat.” — KEgyenlé vastagsdgii iiveg-
lemezek kiillombozoképen viselkednek, és pedig a szerint, a mint 6lom-
tartalmuak (flintiiveg) vagy nem ; az elobbiek sokkal kevésbbé dthocsitck,

mint az utébbiak. — Keziinket a kisiilési késziilék s az erny6 kizé
tartvin, a kéz csontjainak sotétebb drnyékat litjuk a kéznek csak kevéssé
sotét drnyékdban. — Vizet, szénkéneget és tébb mis folyadékot csilldm-

edényekben vizsgdlat ala fogvin, igen dthocsdtéknak mutatkoztak. — Hogy
a hidrogén dtbocsdtébb lenne, mint a levegd, azt nem birtam észrevenni, —
Réz, eziist, 6lom, arany, platina lemezek mdogott a fluoreszkdlds biztosan
felismerheto6, de csak ha a vastagsig nem jelentékeny. 0,2 mm vastagsig
platina még dthocsits ; az eziist- és rézlemez vastagabb is lehet. — 1,5 mm
vastag 6lom joformin teljesen utjdit vigja a sugdrzdsnak s ezen tulajdonss-
gandl fogva gyakran alkalmazdsba vettem. — Egy négyszigletes keresztmet-
szetii (20><30 mm) fapdleza, melynek egyik oldalfala Glomfestékkel fehérre
volt festve, a késziilék és az erny6 kozott, a szerint, hogy mily helyzetben
tartjuk, kiilombozoképen viselkedik ; majdnem egészen hatdstalan, midén
az x-sugarak a festett oldal lapjdval pairhuzamosan haladtak, ellenben sétét
arnyékot vetett. a pdlcza, mikor a sugaraknak a festéken kellett dthatol-
niok. — A fémek séi, és pedig oldott és szilird dllapothan egyarint,
ugyanabba a sorozatba rendezheték dtbocsdto képességok szerint mint
fémeik.

3. A felsorolt kisérleti eredmények, valamint mdsok is arra a kovetkez-
tetésre vezetnek, hogy a kiilombozo anyagok dtbocsito képessége — termé-
szetesen egyenlé vastagsigokra vonatkoztatva — lényegileg fiigg a stirii-
ségoktél; vagy legaldbb semmi mads tulajdonsiguk nem érvényesiil oly nagy
mértékben, mint ez.

A kovetkezo kisérletek azonban azt mutatjik, hogy a stiriiség egymaga-
ban nem irdnyadd. Kozel egyenlé vastagsigu iiveg, aluminium, mészpit és
kvarcz lemezeket vizsgaltam meg dthocsaté képességik szempontjabdl ; ez
anyagok striisége kozel egyenlé s mégis egész bizonyossdggal kideriilt,
hogy a mészpdt jéval kevésbbé ithocsitd, mint a tobbi emlitett anyag,
melyek koriilbeliil egyforman viselkedtek.. Valami erdsebb fluoreszkaldst,
nevezetesen az livegéhez hasonlithatét, nem vettem észre a mészpaton.

* A kifejezés rovidsége kedveért a sugdr nevet szeretném hasznalni, és
pedig megkiilomboztetés czéljabol z-sugdr nevet.
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4. A vastagsdg novekedtével az Gsszes testek kevésbbé dtbocsdtokkd
vdlnak. Hogy esetleg valamiféle kapcsolatot taldljak az dtbocsdté képesség
és a vastagsig kozott, fotografikus felvételeket csindltam, melyeknél a
fotografikus lemez egy része novekedo vastagsdgi stanniollemez-rétegekkel
volt boritva ; fotometriai mérést akkor szindékozom megejteni, ha majd
alkalmas fotométer dll rendelkezésemre.

5. Platindbdl, 6lombdl, czinkbél és aluminiumbdl olyan lemezeket
hengereltettem, hogy dtbocsité képességok kizel egyenlové vilt. A kovet-
kezd tdbldzat magdban foglalja a milliméterekben kifejezett vastagsdgokat,
a platindra vonatkoztatott relativ vastagsdgokat s a stiriiségeket.

Vastagsag Relativ vastagsag Stirtiség
Pt 0,018 mm 1 21,5
Eb 0,05 « 3 bk
Im 0,10 « 6 71
Al 35 « 200 2,6

Ezekbol az értékekbol kitetszik, hogy a kiilomboz6 fémek egydltaldban
nem egyforma dtbocsité képességiiek, ha a vastagsighdl és a siiriiségbél
alkotott szorzat megegyez6. Az dtbocsdté képesség nagyobb mértékben
novekszik, mint a milyen mértékben ez a szorozat csékken.

6. A bariamplatincianiirnek fluoreszkdldsa nem az egyetlen felismer-
het6 hatasa az a-sugaraknak. Mindenekel6tt megemlitends, hogy mads
anyagok is fluoreszkdlnak ; igy pl. a foszforokként ismert calciumvegyii-
letek, tovdbbd az urdniiveg, a kozonséges iiveg, mészpit, kdso stb.

Bizonyos tekintetben kivilé fontossigu az a tény, hogy a fotografiai
lemezek is érzékenyeknek bizonyultak az w-sugarak irdnt. Ez lehet6vé
teszi némely jelenség rogzitéséts ez titon a csalodds lehetdsége kénnyebben
kizdrhaté, s én tényleg minden fontosabb megfigyelést, ha egydltaldban
csak lehetséges volt, fotografikus felvétellel ellenériztem.

A fotografikus eljdrdsndl igen kedvezien értékestil az x-sugarak azon
tulajdonsdga, hogy vékonyabb fa, papiros és stanniol lemezeken keresztiil
tgyszolvan gyengiilés nélkiil birunk dthatolni, mert ez lehet6vé teszi, hogy
a felvétel a kazettdba zdrt, vagy &tlitszatlan papirosba burkolt lemezre
viligos szobdban eszkozolheté, Az x-sugarak eme tulajdonsiga azonban
arra is figyelmeztet, hogy lemezeinket csupdn fival, vagy papirossal fedve
a kisiito késziilék kornyezetében tartogatni nem tandcsos.

Kérdéses még, hogy az eziist sékra valé chemiai hatds az x-sugarak koz-
vetlen hatdsa-e. Lehetséges, hogy ez a hatds az iivegben, vagy taldn a
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zselatinrétegben gerjesztett fluoreszkalas masodlagos hatasa. A «film# néven
ismeretes vékony hartyak szintén hasznalhatok a kisérletekhez.

Hogy hét gerjesztenek-e az x-sugarak, azt kisérletileg még nem igazol-
tam be ; mindamellett foltételezhetd, hogy ez a tulajdonsaguk tényleg meg
van, mert hiszen a fluoreszkalds bizonyitja, hogy az x-sugarak tényleg
atalakulhatnak, s biztosra vehetd, hogy az 6sszes x-sugarak nem mint
ilyenek hagyjak el a testet, a melyre raestek.

A szem retinaja az x-sugarakra érzéketlen; szorosan a kistlési készi-
lékhez tartott szem semmit sem vesz észre, bar a szemet alkoté anyagok-
nak az eddigi tapasztalatok szerint eléggé atbocsatoknak kell lennidk,

7. Miutan kilémbdz6, aranylag nagy vastagsagu testek atbocsaté képes-
ségét felismertem, siettem a prizma segitségével megtudni azt, vajjon
toretnek-e benndk az x-sugarak, vagy nem. Mintegy 30° tordszog( csillam-
prizmat vizzel, azutan szénkéneggel toltdttem meg : de sem a foszforesz-
kalé erny6n, sem a fotografikus lemezen sem birtam eltolédast felismerni,
a mibdl az x-sugarak torésére lehetett volna kovetkeztetni. Osszehasonlitas
czéljabol ugyanakkor fénysugarakkal is tortént a kisérlet; ez eltéritett képek
10-, ill. 20 mm-nyire tolédtak el a torés nélkil Iétestilokt6l.— Aluminium-
bol, valamint kemény kaucsukbdl készitett, szintén 30°-u prizmak oly
képeket adtak, melyekbdl esetleg lehet némi torésre kovetkeztetni. Mind-
azonaltal a dolog nagyon bizonytalan s ha egyaltalaban van is eltérités, az
oly csekély, hogy az x-sugarak toérésmutatéja a mondott esetekben legfdl-
lebb 1,05 lehet. A fluoreszkalé erny6n ez esetben sem birtam eltolddast
észlelni.

Nagyobb s(irlségli fémekb6l készult prizmak, csekélyebb Iévén az
atbocsatd képesség, mindeddig nem vezettek biztos eredményre.

Fontos Iévén a kérdés, vajjon az x-sugarak egy kozegb6l masikba vald
atmenetei alkalmaval toretnek-e vagy nem, Orvendetes, hogy a prizman
kivil még mas segédeszkdz is all rendelkezésiinkre. Finom porra zizott
atlatszé testek elegendd vastagsagu rétege torés és visszaverddés kovet-
keztében a raesd fényt csak kevéssé bocsatja at, s azt is szort fény alakjaban ;
ha mar most a porok épen olyan médon atbocsatéknak bizonyulnak, mint
az ugyanakkora tomegl 0Osszefliggé anyag, Ugy ezzel be van bizonyitva,
hogy sem tdrés, sem visszaver6dés észrevehet6 mértékben nem fordul el6.
A kisérletek igen finomra 6rolt késoval, elektrolitikus Gton nyert ezist-
porral, s a chemiai kisérletekhez igen gyakran hasznalt czinkporral tortén-
tek ; egyetlenegy esetben sem mutatkozott kiilombség az atbocsaté képes-
ségre nézve, és pedig ugy a fluoreszkalo erny6vel, mint a lemezekkel tett
kisérletekben egyarant.

Hogy az x-sugarak lencsével nem gy(jthet6k 6ssze, az el6adottak utan



42 PHYSIKAI SZEMLE,

magitol értetédik ; egy nagy kemény kaucsuk- és egy iiveglencse tényleg
hatdstalanoknak mutatkoztak. Hengeres iivegpdlczanak drnyéka kozépen
sotétebb, minl a széleken; a cs6 drnyéka, ha az 6 anyagdndl dtbocsdtébb
testtel van megtdltve, kozépen viligosabh, mint a széleken.

8. Az x-sugarak visszaverédésének kérdése a megel6z6 pontban mon-
dottakkal oly értelemben eldéntéttnek tekintendd, hogy a sugarak a vizs-

galt anyagok egyikén sem szenvednek szabdlyos visszaverédést. Mds

kisérletek, melyeket itt mell6zni kivinok, ugyanilyen eredményhez
vezetnek. i

Mindamellett egy megfigyelést ol kell emlitenem, mely elso tekintetre
az ellenkez6 eredményre ldtszik utalni. Fénysugarak ellenében fekete
papirossal védett fotografikus lemezt iivegoldaldval a kisiité késziilék felé
forditva, az x-sugarak hatisinak tettem ki; az érzékeny réleg csillagalak-
ban elrendezett fényesre csiszolt platina, élom, czink és aluminium lemez-
kékkel volt boritva, egy része pedig fodetlenil maradt. Az eléidézett
negativen vildgosan ki volt vehetd, hogy a feketedés a platina, az dlom,
kiilondsen pedig a czink alatt erésebb, mint a tébbi helyeken ; az alumi-
nium semmiféle hatdst sem fejtett ki. E szerint ugy ldtszik, hogy a neve-
zett hdrom fém az a-sugarakat visszaveri ; mindamellett az erésebb fekete-
désnek még mads oka is gondolhats, miért is teljes bizonyossig okdért egy
mdsodik kisérletben az érzékeny réleg s a fémlapok kozé igen vékony
aluminiumlapoeskit helyeztem, mely az ibolydntuli sugarakra nézve atlit-
szatlan, de az wx-sugarakra nézve dtbocsdté. Minthogy az eredmény ez
esetben lényegében véve ugyanaz volt, az a-sugarak visszaverédése a
-megnevezett fémeken he van bizonyitva.

Ha mdr most ezt a tényt avval a megfigyeléssel Gsszevetjitk, hogy a
porok épen tigy dtbocsiték, mint az dsszefiiggé anyag ; hogy tovibbd érdes
feliiletd testek az wx-sugarak dthatoldsira nézve egészen tigy viselkednek,
mint simitott feliileti testek, arra a nézetre jutunk, hogy szabdlyos vissza-
verédés ugyan nem jelentkezik, de hogy ezek a testek az ax-sugarakkal
szemben egyforman viselkednek, mint a zavaros kozegek.a fénynyel
szemben.

S minthogy az egyik kézeghél a mdsikba valé dtmenetelnél torést nem
birtam kimutatni, ugy tiinik fel a dolog, mintha az x-sugarak az Gsszes
testekben egyenlé sebességgel terjednének és pedig egy olyan médiumban,
mely mindeniitt jelen van s melybe a testek részecskéi bedgyazva vannak.
Ez utébbiak az a-sugarak mozgdsdnak akadélyul szolgdlnak, és - pedig
dltaliban anndl nagyobb fokban, mentiil stiriibb az illeté test.
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9. Eszerint lehetséges volna, hogy egy test részeinek elrendezése is
hatdssal lenne a test datbocsdto képességére, hogy pl. a mészpdt egyenld
vastagsdg mellett kiilombozoképen viselkednék, a szerint, amint a sugarak
a tengely irdnyaban, vagy pedig arra merdlegesen hatolnak dt. Azonban
a mészpittal s a kvarczczal tett kisérletek negativ eredményt adtak.

10. Ismeretes, hogy Lénirp * a vékony aluminium-lemezkén keresztiil
a szabad térbe kilép6 Hrrrore-féle kathédsugarakra vonatkozé szép kisérle-
teiben arra az eredményre jutott, hogy ezek a sugarak éterbeli folyamatok s
hogy valamennyi testben szétszérédva terjednek széjjel. A mi sugarainkrdl
hasonlét mondhattunk ki.

Utols6 dolgozatdban Lixirp meghatdrozta a killombozo testek elnyeld
képességét s téhbi kozott egy légkornyi nyomdst levegére nézve a kisiilési
csében foglalt gdz nyomédsa szerint, 1 em-re vonatkoztatva 4,10, 3,40, 3,10
értéklinek taldlta. A szikra hosszin megitélt kisiilési ritkitds utdn itélve,
kisérleteimben koriilbeliil ugyanakkora ritkitdssal volt dolgom, mely csak
kivételesen volt kisebb, vagy nagyobb. A Weser-féle fotométer segitségével
— Jjobb nem 4ll rendelkezésemre — sikeriilt foszforeszkdlé ernyém fluo-
reszkdlé vildgitdsinak intenzitdsdl két tdvolsigban — 100 és 200 mm a
kisiilési késziilékté] — egymassal dsszehasonlitanom és hdrom, egymassal j6l
egyezé kisérleti sorozatbdél megdllapitanom, hogy ezen intenzitisok az
ernyének a kisitilési késziiléktol mért tdvolsigainak négyzetével forditva
ardnyosak. Eszerint a levegé a rajta dtmend x-sugarakbol jéval kevesebbet
tart vissza, mint a kathddsugarakbol. Ez az eredmény teljesen egyezik és
a fentemlitett megfigyeléssel, hogy a fluoreszkdld vildgossdg a kistilési
késziilékbdl mért 2 m-nyi tavolsdgban is észreveheté.

A levegéhez hasonléan viselkednek a tébbi testek is: az x-sugarakra
nézve atbocsitébbak, mint a kathdédsugarakra.

11. Egy misik, igen figyelemre mélto eltérés a kathodsugarak és az
a-sugarak viselkedése kozott abban a tényben rejlik, hogy sok firadozds
ardn sem sikeriilt igen erds mignesi terekben az x-sugaraknak mdgnes-
.okozta eltéritését észlelnem.

Mdr pedig a mdgnessel valo eltérithetéség eddig a kathédsugarak jel-
lemzo sajitsigaként ismeretes ; Herrz és LinARD észrevették ugyan, hogy a
kathddsugarak tobb faja talilhato, melyek «foszforeszkildst gerjeszté képes-
ségok, elnyelhetoségik és mdgnessel vald eltérithetéségik  tekintetében
egymastol megkiilomboztetheték», dmde jelentékeny eltérithetdség mégis

* L. Math. Phys. Lapok IV. kot. 26.
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minden egyes esetben mutatkozott s nem hiszem, hogy az a jellemzd
vonasuk kényszerité ok nélkiil elejtetnék.

12. Kiilon e czélbol tett kisérletek alapjin bizonyos, hogy a kisiitési
késziilék falinak az a része, mely a legerdsebben fluoreszksl, a minden
irdnyban szétteriil x-sugarak 6 kiindulé pontja. Az x-sugarak e szerint
abbdl a helybol dradnak szét, a melyen a kiillombozé kutatok dllitdsa
szerint a kathédsugarak az iivegfalrardesnek. Ha a kathddsugarak a kisiilési
késziilék belsejében mdgnessel eltérittetnek, akkor észrevehetd, hogy az
a-sugarak is mds helyrél : azaz ismét a kathédsugarak végzodésének pont-
jabol dradnak szét. Ebbél az okbdl sem lehetnek az x-sugarak, melyek
nem térithetdk el, egyszertien az iivegfalon dtmend vagy réla visszaverédo
kathédsugarak. Az eltérithetéségben mutatkozé nagy kiilombség LénArp
szerint nem tulajdonithaté a kisilési készilléken kiviil levé nagyobb
slirtiségnek.

Azért is ahhoz az eredményhez jutok, hogy az a-sugarak nem azonosak
a kathédsugarakkal, hanem hogy éket a kathédsugarak a kisiilési késziilék
tivegfaliban létrehozzdk. ;

13. A sugarak nem csak iivegben, hanem a mint ezt egy 2 mm vastag-
sdgti aluminium lemezzel elzdrt kisiilési késziiléken észleltem, az alumi-
niumban is johetnek létre. Masféle anyagok késébb keriilnek vizsgdlat ald.

14. A jogosultsigdt annak, hogy a kistilési késziilék falibdl kidramlo
halot «sugdr» névvel jel6lom, részhen abbdl az egészen szabdlyos drnyék-
képzésb6l meritem, mely mutatkozik, a midén a kistlési késziilék s az
erny6 (vagy lemez) kozé tobbé vagy kevésbbé dtbocsito testeket helye-
zek el.

Sok ilyen drnyékképet, melyek létesitése olykor ingerlé vardzsu, észlel-
tem és részben fotografiailag rogzitettem is; igy pl. a kéz csontjainak,
facsévére rejtve feltekert drétnak drnyékdt, szekrénybe zdrt silyrendszer
drnyékdt ; igen meglepd egy busszéla drnyékképe, melynek mignestije
minden oldalrél fémmel van koriilvéve, nemkiilomben egy fémdarabé,
melynek belsé inhomogenitdsit az a-sugarak nemzette drnyékkép teljesen
feltdrja.

Az x-sugarak egyenes vonalu terjedése mellett bizonyit toviabbd egy
lyuk-fotografia, melyet a fekete papirosba burkolt kisiité késziilékrél
készitettem ; a kép gyenge ugyan, de félreismerhetetleniil helyes.

15. Sokat nyomoztam az a-sugarak interferenczidjit, de sajnos, ered-
mény nélkiil ; talin a sugarak gyenge intenzitdsa miatt.
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16. Oly iranyu kisérletet, melyek feladata kideriteni az elektrosztatikus
er6k hatasat az m-sugarakra, folyamatban vannak.

17. Felvetvén mar most a kérdést, vajjon mik tulajdonképen az
.r-sugarak — a melyek az el6bbiek szerint kathédsugarak nem lehetnek —
élénk fluorescentia- és chemiai hatasaiktél elcsabitva, els6é pillanatban
ibolyantali fényre lehetne gondolni. Amde azonnal nyomés ellenvetésekbe
Utkdézunk. Hogy ugyanis az a;-sugarak ibolyantdli fénysugarak lehessenek,
ennek a fénynek avval a tulajdonsaggal kellene birnia, hogy

a) leveg6bdl vizbe, szénkénegbe, aluminiumba, kdséba, tvegbe, czinkbe
stb. valé atmenetnél térést nem szenved;

b) a felsorolt anyagok fellletérél észrevehetdé mértékben szabalyosan
nem verddik vissza;

¢) a kozonségesen hasznalt médon nem polarizalhato ; és

d) elnyeletésére az anyagoknak semmi mas tulajdonsaga nem oly donté
hatasd, mint a sGr(iség.

Ez azt mondja, hogy ezek az uj ibolyantuli sugarak egészen masként
viselkednek, mint az eddig ismert vorésontuli, lathato is ibolyantdali fény-
sugarak.

A rokonsag egy neme, Ugy latszik, létezik az uj sugarak s a fénysugarak
kozott; az arnyékképzés, a fluoreszkalds és a chemiai hatas legalabb
utal redja. Rég ota tudjuk, hogy az setherben a transverzalis rezgéseken
kivil még longitudinalis rezgések is lehetségesek, s6t némely fizikusok
véleménye szerint, ilyen hullamoknak kell is léteznisk. Amde igaz, hogy
létezésok mindeddig bebizonyitva nincsen s ez okbdl sajatsagaik kisérletileg
megvizsgalva még nincsenek.

Nem Kkell-e tan az uj sugarakat az aether longitudinalis rezgéseinek
tulajdonitani ?

Meg kell vallanom, hogy vizsgalataim folyaman mindjobban megbarat-
koztam ezzel a gondolattal s engedjék meg, hogy ezt a gyanitasomat itt
kifejezzem, bar jol tudom, hogy az igy adott magyarazat még b6vebb
tdmogatasra szorul.
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24. Ha a tetraéder szemben fekvg élei egymasra merdlegesek, bebi-
zonyitando, hogy akkor az élek kozéppontjai és a szemben fekvé élek
legkisebb tavolsdgu pontjai oly gombon fekiisznek, melynek kozép-
pontja a tetraéder stlypontjaban van. (Varyi)

Harmadik megoldas Csillag Vilmos mdegyetemi tanarsegéd urtol.

Legyenek a tetraéder szogpontjai Al( A2, As, At és az A ,Akél felez6
pontja A-ft. Két szomszédos él felez6 pontjainak 0sszekdttetése parhuza-
mos az illeté tetraéderlap harmadik élével, vagyis

AikAjci || ATAI I AimAn{

Aki Aim jl AKAM1L AmAIK.
Tovabba a foltevés szerint a tetraéder szemben fekvd élei merdélegesek
egymasra, jelekben kifejezve:

AiAi J AKAm.

és

Ennek kovetkeztében.
AiKAKIAIMAMI

derékszogl parallelogramma. Harom ily derékszogl négyszog keletkezik,
a melyeknek egy-egy atldjuk kozés. A harom egyenld, atlo kozos felezd
pontja S a tetraéder sulypontja, hiszen AjS az

AIAKAMI,  AfAIAMKj  AjAmAfd

tgynevezett stlypontsikok kozés metszésvonala. Ezzel a tételben szerepld
gémb meg van hatérozva.

Jeloljuk folytatdlag az AiAk és A(Amszemben fekvd élek legkisebb
tavolsagl pontjait A» és Ali,,,-mel. Minthogy esetiinkben AiAm merdleges
AjAfc-ra, Ai* nem egyéb mint AjA* metszése az A;Amen atmend A A*-ra
merdleges sikkal. E siknak minden egyenese —, jelesen AimA'ik egyenese
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is meréleges az AiANATkAik élre, a minek kovetkeztében AikA'u-Aim
oly derékszdg, a mely a font talalt gomb A(kAim atméréje folott all; de
akkor e derékszdg csucspontja Ai* szintén a gombfellileten fekszik.

Negyedik megoldas dr. Klug Lipdt egyetemi magantanar urtol.

Az ilyen tetraéder két-két lapja mint haromszdg, avval a tulajdonsaggal
bir, hogy a kozds élhez, mint a két haromszdég kozds oldalahoz tartoz6 ma-
gassagoknak ugyanegy talppontja van, mely egyszersmind a kozos éllel
szemben fekvd éltél legkisebb tavolsagban van.

Ebbdl folydlag, az ily tetraéder lapjainak, mint haromszogeknek Feuer-
BACH-korei egy gémbon fekiisznek, mert a négy kor kozil barmely kettd
egymast két pontban metszi, még pedig a kozos él felez6pontjaban és
ahhoz az élhez tartozé magassagok talppontjaban.

Mint ismeretes a FEUERBACH-kor kozéppontja, a haromszog sulypontja
és magassagpontjatél hatarolt vonaldarabot 1 : 3 viszony szerint osztja.
Ebbdl kovetkezik, hogy ama gomb kodzéppontja az ily'tetraéder barmelyik
sulyvonalat szintén 1: 3 viszony szerint osztja, vagyis a tetraéder sulypont-
jaba esik. Ugyané pont felez6pontja a tetraéder szemben fekvd élei felez6-
pontjat 0sszekoté egyenesnek, mig a legkisebb tavolsagu pontoknak harom
Osszekotd egyenese a tetraéder magassagpontjan megy keresztil.

N

Otodik megoldas Blau Armin tanarjelélt Grtél.

Konnyd belatni, hogy a feladatban jellemzett tetraéder szemben fekvd
éleinek legkisebb tavolsagu pontjai és az élek kozéppontjai az oldallapok
magassagi vonalainak talppontjaival, illet6leg ezek oldalainak felez6pont-
jaival esnek egybe.

Barmelyik AKAtAm oldallap magassagvonalainak talppontjai és oldalai-
nak felez6pontjai egy ugyanazon korén fekisznek, a melynek kozép-
pontja (Ki) ezen oldallap stlypontjat (Sj) és magassagi pontjat (Mi) ossze-
kot6 egyenesben van s az emlitett két pont tavolsagat 1: 3 arany szerint
osztja, ugy hogy

SiKi:KiMi= 1:3*

Az e koron atmend gombok kozéppontjainak geometriai helye a

* Lasd a2 Feuernacn féle korrél szolo tételt a Kitlzott feladat utan, e
lapok I11. kotetének 81. lapjan
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kor kozéppontjaban sikjara emelt merdéleges egyenes. Ez egyenes atmegy
a tetraéder sulypontjan.

Mert, ha a tetraédernek AicA/Am oldallapjaval szemben fekv6 csucsa
A,, akkor SiMiAi derékszog(i oly hAromszog, melynek MiAt befogéja mer6-
leges A/fAIAmM sikra.* A Ki-ben emelt meréleges egyenes SiMiAi harom-
sz0g sikjaba esik, mert 3/jAi-vel parhuzamos és Ki pontja SiMi egyene-
sen van. Ha azt a pontot, a melyben e mer&leges egyenes az A* Si egyenest
atmetszi, K-val jeloljuk, SiMiAi és SiKiK haromszogek hasonlésaganal
fogva

SiK :KAi= SiKi : KiM\= 1: 3,
a mibdl kitetszik, hogy K a tetraéder sulypontja.

Minthogy e bebizonyitds az dsszes oldallapokra érvényes, azért az eddigi
fejtegetések eredményeként kimondhatjuk: hogy tetraéderiink oldallapjai-
nak FEUERBACH-kérein at konczentrikus gombdk fektetheté6k, a melyek
kdzéppontja a tetraéder stlypontja.

De e gdémboknek kdzds pontjaik vannak : a tetraéder szomszédos oldal-
lapjaihoz tartoz6 FEDERBACH-korok kozos pontjai e szomszédos oldallapok
kézos élén ;s mivel kozos ponttal biré konczentrikus gombok 6sszeesdk,
a feladatban foglalt tételt helyesnek latjuk be, ha még meggondoljuk, hogy
a sz6ban volt korok a feladatban szereplé Osszes pontokat tartalmazzak.

* Lasd Valyi Gy. czikkét a tetraéder magassagair6l (3. tantétel és a
7. tantétel megforditdsa) a Math, és Phys. Lapok Ill. kotetének 56. lapjan.



A FOURIER-FELE MECHANIKAI ELV ALKALMAZASAI-
NAK ALGEBRAI ALAPJAROL.

A kovetkez6 tételt értem: Ha az

AnUi-\-AnUr\-eeeFA\NUN= 8r>0
AnUI~\- ARG\ »om1-AmUn= &9>0 (1)

rendszer minden megoldasaban
Ajt/j+Ajtij-1—--\-Anun=d " $ )
akkor léteznek olyan nem-negativ X multiplikatorok, hogy
d=x18i+ x ™ + ... ©)]]
azaz részletesebben irva

A\ —JiAjj + RA2IH-—-

Q.

An= AAiIn+ A2+ eem

Az a bizonyitasa, a melyet méas helyen kozoltem,* némely segéd-
tételeket bizonyitas nélkil tartalmaz, de ett6l eltekintve is nehéz-
kes. Most itt egy egyszer( bizonyitast irok le, s hogy a szévege nem
rovidebb, ennek csak az az oka, hogy tiizetesen kifejtem, nevezete-
sen harom bele tartozd segéd-tételt el6re megokolok.

* «A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasai» Math, és Termt. Ert.
XI1. 1895. U. a. némiekben teljesebb széveggel német nyelven a Math, und
Naturw. Berichte aus Ungarn XIl. kétetében 1895.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 4
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1. Lemma.

Ha fétételink (3)I all az (i)-rél, akkor ez is all: feltéve, hogy
léteznek az (i)-ben oly bal-oldalak, amelyek ott csak =0 lehet-
nek, léteznek oly nem-negativ és nem csupa eltlin6 Aértékek is
Aj, ..., mikép a (3)%ban minden jobb-oldal —O.

Legyen ugyanis, hogy (l)-ben az els6 baloldal (df csak =0 lehet.
Akkor mondhato, hogy az (1) minden megoldasdban —” > 0, mert
ez csak azt llitja, hogy a 6Xnem >0. Mivel igy az (1) minden
megoldasaban

—tHiW  AYpZr »* AnlUyiz ~>0.
ha fétételink all az (I)-rél, ugy léteznek oly nem-negativ Aérté-
kek, hogy
—An =AjAu +AA2 -L----

—Adin= AAIn+ )>An -
tehat a kimondott allitdsnak
A=A+ L [2=A A3=A3--
megfelelnek.
Ebbél az is kdvetkezik, hogy ha f6tételiink, all az (I)-r6l, és nem
léteznek oly nem-negativ és nem csupa eltdnd Aértekek, amelyek

altal a (3)ajobb-oldalai eltinjenek, akkor az (i)-ben nincs olyan
bal-oldal, amely ott csak =0 lehessen.

2. Lemma.

Ha nincs az (i)-ben oly baloldal, amely ott csak =0 lehessen,
akkor létezik olyan u-rendszer, amelyben az (I) minden bal-
oldala >0.

Ugyanis, ha az (I)-ben egyetlen oly 6 sincs, amely ott csak =0
lehessen, akkor létezik oly u-rendszer u\, . .. un, amelyben &p>0,
létezik olyan, u'i, ..., uh, amelyben &p>0, sit. A kovetkez6
M-rendszer:
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Uy =uy+uy + - -

Ug=Up+Ug+---

Un=Un~+Un+ - --
myilvanvalolag szintén eleget tesz az (1)-nek, de e megoldasi rend-
:szerben minden #=0.

3. Lemma.

‘Transformaljuk az (1)-et ezzel :

U1 =0an U+ o9 Us+ -+ apgUn
%)
Un=t1a1 Fa2pUs+ - - - + Opnln
amelyrdél tegyiik fel, hogy a determinansa nem tiinik el, s igy beldle
az w mennyiségek szamara, mint a ¥ mennyiségek functioi szamara
csak egyféle kifejezés-rendszer kovetkezik. Legyen a transformalas
eredmeénye :
Bivi+ Bigve+- -+« - + By =61=0
Bavy+ Bagva++ - - + Bontn =630 1y
A (2) pedig, mint (1) minden megoldasaban teljesiild kifejezés
a (4) altal ebbe alakuljon at:
Byvi+ Bava+-- - + Bpp= J=0 @’

Ha (1) -rol dll a fétételiink, azaz, ha léteznek oly nem-negativ
A értékek, hogy
??_:_}181—}_1902"}“ L IR (3)’1

vagyis, részletesebb irdsban
B, =By, 4By +---
B'n—_—llBln'i")»QBQn‘i‘ LR
akkor (1)-rdl is dll, még pedig ugyanazokkal a 2 értékekkel.
4*
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Ugyanis nem tlnvén el (4)-nek a determindnsa, sziikségképen
fenallanak ezek a vonatkozasok:

Aii—anBu + «2-B2H-----h\-inBin
Agi= anBsii -f-aiY@&- (-++++ dinB'in
tovabba
Ai—anBi -f- +*ee-(-ainBn.
A (3)a alattiakat rendre megszorozva az au, a&, . . ., ain coef-
ficiensekkel és azutan 0Osszeadva, a (3)2-nak t-dik kifejezéséhez;
jutunk.

4. A bizonyités.

Felteszem, hogy n—i vezérmennyiség (u) esetére mar ki van
mutatva a f6tételink helyessége és bebizonyitom, hogy e feltevés-
ben n szaméanak az esetében is igaz. E bizonyitasban hasznalt
kovetkeztetések olyszer(iek, hogy akkor is érvényesek, amikor az
Nn—1 szam a lehet6 legkisebb, azaz =1, amely esetre f6tétellink
helyes volta kdzvetleniil belathato.

Tovabba érvényesek, barmekkora legyen is (I)-ben az egymas-
tol fuggetlen kifejezések szama, érvényesek akkor is, a midén ez a
szam nagyobb, mint a vezérmennyiségek (u) szama. (Fent idézett
kozleményemben kimutattam, hogy mihelyt w>2, mar az egymas-
tol fuggetlen egyenl6tlenségek szama barmekkora lehet).

A kovetkezd transformatioval élek :

N AiUiA-ANuzY~eeo'FAruN,
W= B, Vo—U& <+  Vn=un,

amelyrdl felteszem, hogy abban az Axnem =0 (mindig megvalaszt-
hatok igy az indexek). E rendszer determindnsa = A X tehat nem
tdnik el, s igy elég lesz a vele transformdlt rendszeren végezni a
bizonyitast (3. Lemmal).

A transformdlas utan igy szdl a bebizonyitand6 tétel: Ha a

Bi\V\+ Biii>i+ «— hBMvn=
BiVi-j- B joM -(-e++ -f-B2Wn= &9>0 0)
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rendszer minden megoldasaban

(In

makkor léteznek oly nem-negativ | multiplikatorok, hogy

= +Nang H---- (HN!
azaz részletesebben irva

1—Aji +/ 2 & H—
0=AtBIt -j-Aa.B22+ oo

0 = PjjBin+ )

Kell, hogy az (l)-ben a Wj-nek legalabb egy coefficiense >0
legyen, masként lehetne a i\ értéke <0, és igy a (I1) nem teljesiilne
az (I) minden megoldasaban (esetleg egyben sem). Valasszuk ki az
()-bél azokat a 6-kat, a melyekben a i\ coefficiense >0, és legye-
nek ezek a 6 baloldalak : dk, dk+i, mme:

Mar a

BK\W f fikiVi -f- eee + Bkn = & >0
Bk+,iVA.-\-Bk+H\,iV<i,-\- »e m\-Bk+l.nVn= ~k+1>0 0}

mrendszer minden megoldésaban is

(y

Ugyanis, ha (1)'-ben lehetne t~cO, akkor (I)-ben is lehetne, mert
az oly 0-ban, amely (I)'-b6l hianyzik : vagy nem fordul el6 a vt vagy
negativ coéfficienssel forddl eld.

Ezek utan azt kell kimutatnom, hogy, mivel mar az (1)-bél ki-
jegyzett (I)' minden megoldasaban teljestl (11), mar ehhez az (l)'
részleges rendszerhez is rendelheték oly nem-negativ. A mul-
tiplikatorok, amelyekkel bebizonyitand6 tétellink teljestl, vagyis
amelyekkel

(i Vi=fa8k-{-h+i&k+i-\-—-

és részletesebb frasban
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1—AeBL §-ACH-BIH, | H—-  (a)

0=XB|(3+ ARH-Bfct,2 + eee
2

0=AhBKn-\~/"k+IBk+l, n + see

(b)

Itt az (@) alatt minden B>0, mert ezek (1)-ben av1coéfficiensei,
igy, ha vannak oly nem-negativ és nem csupa eltin6 A értékek,
amelyekkel a (b) teljestl, akkor ezek bizonyos pozitiv szammal
szorozva az egész (llla rendszert kielégitik.

Annak a kérdésnek az elddéntése maradt mar most csak hatra,,
hogy a (b) teljesithet6-e nem-negativ és nem csupa elt(iné A-kkal?
Allitom, hogy teljesithet6. Ugyanis tegyiik fel az ellenkez6t. Akkor
lehetne <0, mert: abban az n—1 vezérmennyiség(i rendszerben,,
amelyet (1)'-bél a vxtartalm( tagok kihagyasaval kapunk, u. m.

Bicz\6 -f- eee+ Blnvn ;>0,
B]c+1,2°24* e »s~Bj;+1,NVN2-0,

egy baloldalrol sem allana, hogy csak =0 lehet. (1. Lemma n—I|
vezérmennyiség esetére!), tehat mindegyik lehetne egyszerre >0’
(2. Lemmal), de ez esetben a teljes (l1)'-ben, vagyis a v, tartalmu
tagok vissza rakasaval szarmazé rendszerben lehetne vx<0.

Farkas Gyula..
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(Masodik kozlemény.)

9. Most mar tegylk fel, hogy P bizonyos értékeire vonatkozolag
lim. sup. | VDmP\kisebb mint p+I; még pedig legyen eme P ér-
m= @ Q
tékek legkisebbike :p. Tehat legyen

lim. sup. |y Dm,p-1 = -, 19
M. SUp. |y Dm.p-1 = - (19)

ellenben mar
fim. sup. !LV'Dr """ ||: b
m=@®
hol p' > p.
Kimutathaté, hogy ebben az esetben IfT-Dm,p-i| szabalyosan
kozeledik az —hez. Azaz m elegend6 nagy értékeinél nem csak

------- | .14-¢
r-gm,p-ll< —_

hanem egyszersmind

iv~-Dm,p-1 |> > (20)

hol e alatt egy tetsz6legesen valasztott kis pozitiv szam értend®.
Mindenek el6tt a (19) alatti egyenl6tlenség folytan végtelendl
sok oly m érték talalhatd, melyre vonatkozoélag

(21

Ha egy bizonyos m=M értékt6l kezdve minden m ilyen, akkor
i¥-t6l kezdve minden m-re vonatkozolag a (20) alatti egyenl6tlen-
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ség is érvényes. Ennélfogva pusztan avval az esettel kell részlete-
sebben foglalkoznunk, midén barmely M értéken til 1éteznek m-nek
oly értékei, melyekre vonatkozolag a (21) alatti egyenl6tlenség
nem érvényes.

A vizsgalandé esetben — m-nek barmily nagy értékeire szorit-
kozzunk —— talalhat6 egy oly Dy, -1 determinans, melynek ab-
szolut értéke nagyobb, mint

2 (22)

my-dik hatvanya, ellenben | Dy, 1, p—1| < a™ 1.
Mésrészt egy ismeretes determinans-tétel szerint a

Am—1  Onp o oo Omyp—2 Opip—1
Am Um+1 oo Omyp—1 Omip

Dm—l,p =

mip-2 Am+p—1 + - « Am+2p—3 Gmi2p—2

am+p_1 am+p e a alm+2p-—2 am+2p——1

determinansnak a
92D
00m—1, aam+'2p—1

Dm, p—2 —

masodik aldeterminanssal valo szorzata kovetkezéleg fejezhetd ki
az elsé aldeterminansok segitségével * :

Dm—l,p Dm,p—2=Dm+1,p—1 Dm—l,p—l—ng, p—1-
Innen

IDm,p—l Iﬁ = l Dm+1,p—1 H Dm—l,p—l I i I -Dm—l,p
tehat

IDm,p—z i,

,ID7n,p—1 |2—‘ ] Dm+1,p——1 “ Dm—l,p—l J = l Dm—l,p ” Dm,p—z
Itt a

* Ez akkor is igaz, ha p=1, csakhogy akkor

Dm, p—2=1, Dm+1, p—1=am+1, Dm, p—1=am, Dm—1, p—1=am—1.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [

lim. sup.j)m/ Dm- 1, v[= lim.sup. |y Dmv
m=c» m=®
m 1.
lim.sup. :VDmM,p-i\= — i
nFe

képleteknél fogva

tehat folytatolag
| Dm, p— 2—=: D m+ [|-Dm-i,j>-i | ¢ .

Tovabba a-nak (22) alatti értelmezése szerint

az e igen kicsiny értékeinél egy k pozitiv valddi torttel egyenlé.

Ezt tekintetbe vévén, végre
1 — 2m
iDm, p-112-A [Dm +l,p— [ Dm—i,p-1| j (23)

mely egyenl6tlenséget most mar rendre az m=m0, mo+ 1|, ...
esetekre akarjuk alkalmazni.
Az m=mo esetében
Dmap- 1| > «nf>
tehat

ID;mo+l.p-1 Dn > @m0 g — > a 2ff°(l —fdnf)
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s ha ismételten osztunk a
IDm,-liP- 1\< anf-i
egyenl6tlenséggel, akkor tovabba
Um,H, p-i
> a (1—AZ%). (249).
DmO-I, p-1
Mihelyt mO eléggé nagy, 1—/2""" tetsz6legesen keveset kulom-
bozik az egységtdl, tehat
—e (/ I > bwo+l

1 —Aome el >
— A\l ——

, T2 T2
ugy hogy

1 mo+ | n

Dr o+l p-i ‘> 1« ) ) AB«xthP-1
1 |
-, 1—T
es
i H/ N —mmmmmmmem 1-

- (24".
2
Hasonléképen kimutathat6, hogy i barmely pozitiv egész szamu

értékénél:

Dmo+i, p-1 . _ft AP0+ +ten, '
DOy 1”& & ) (- ft& ) (@)
Dm,,+i,p-1 \>am°+i @-fc2(motr L1..(1-/c2mt+i- 1), (26>
mO+ ir—------------- , 1—e
I yEmHipil>a 20
2

Minthogy e képleteket az i—1 esetben az imént igazoltuk, alta-
lanos érvényességik bebizonyitasara elég kimutatnunk, hogy mi-
helyt i egy bizonyos értékére helyesek, az i-nek rakovetkez6é érté-
kére is igazak maradnak, azaz hogy akkor egyszersmind

Dm.,+i+l P 5 5 (1—I2*) (L—tomotid) . . . (L&2(M+>)  (25),
Dm,,+i,p-|
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DmO+i+i,p-i > am°+*+1(1- k2m«Y+1(1- fe2(m<+1))i...(1 - fca(m»+1J) (26")

m,,+i+l 1 —

V DmO+i+1,p-1 |> A 2ry*
2
E végbdl legyen (23) alatt m=mOQJri. Ekkor
‘ Jj_ £,2(wH)
Dm,+i,p—2 [ + 1l omo+i—, p—|¢ | Aat
Itt a (27) alatti egyenlétlenség értelmében
L - O+
IGmO+1;p—1])
| —
tehat
"Dm,,+i+l,p-1 ] + 1p-1;> |Dmati,p—1|2(1 i “lBo+¥)
es
IDmO+i+1, p-1 D+, Pl o ()
|[DmoO+*, p—! |[A»0+i-l, p-1

Ha még a jobb oldalon tekintetbe veszszilk a (25) alatti egyen-
I6tlenséget, éppen a (25") alatti egyenl6tlenséget nyerjik.

A (26") alatti egyenl6tlenség a (25" és (26) alattiak szorzata.

A (27") alatti egyenl6tlenség pedig wo elegendd nagy értékeinél!
kovetkez6leg nyerhetd. A (26') alatti egyenl6tlenség értelmében

1 Im>+t+wW -
| V -L*m,+i+1, p—1>

A l2mOQYio+i+'l (1 __~2(mO+ yraO+1+1 _ _ _ I_JiHmIl+i)yn0+i41-
> (I —k2mo) (I_~2(mo+l)) __. (1_fc2(m,+t)).
Amde

(\_ fcam,) (J_ J2(m,+1))_ J__A2m0_ fj2(m0+ 1) A2(2m0+1) > .

> 1 /£22m0_ A2 (m0+1)
tovabba
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(1.—](;27"'0) (1_k2(m0+1)) (1_k2(m0+2))>
>(1___k2m°_k2(m0+1)) (1_k2(m0+2)) =
5 1_kﬂmo__kﬂ(mo+1)_k2(m0+2)’

sth.
Tehat
P S R R (S
el Vﬁmo+i+1,p+1 | >
= 1_(k2m,,+k2(m0+1)+ o +k2(mo+i))
kzmo
>1— TogE

s mihelyt m, oly nagynak van valasztva, hogy
I o e
1—k2 " 2—¢’

a (27") alatti egyenlet tényleg ki van elégitve.

Ily médon a (27) alatti egyenlet valéban altalanos érvényes-
ségu, azaz a (20) egyenldtlenség mindig ki van elégitve, mihelyt
m nagyobb egy bizonyos m, szamnal.

10. Most mar hatarozzunk meg m minden pozitiv egész szamu
értékénél egy-egy

W 4@ Q) )
A A v s B o A

értékrendszert ugy, hogy

Am+p +A(nlz)am+p—l +---+A%"am+p_h +"'+A§£)am —()
Am+p+1 +A$lll) Am+p ++A;,}f) Qm+p+1-h + - +A%’) am+1 =0
e LRSI et SO S SRS
'a'm+9p—2+A;}L) Om+2p—3+ - +A§r’:) Om+9p—2—ht--- +A(7£) am+p—2=0
'am+Qp—1+As71L) Am+ap—2+ - +A$) Om+9p—1-h+ -+ + A%’) myp—1=0
Ekkor

Hm=arm+2p+A‘(rrlz)am+2p—-l+ s +A(1:';)am+2p—h+ eis +Ag:)am+p (28")

képlet altal értelmezett kifejezésnek értéke

.Dmp

Hy=— .
% Dm,p—1
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Tovabba, ha (28) alatt m helyébe (m+1)-et helyettesitiink, a
kovetkez6 egyenleteket nyerjuk:

®m+p+1 dm+p b e 1*+ =0
<m+2p-1+ A-m+1«m+2p-2+ ow*+ Am+idm+p—1 =20
=0

®m+2j) "b-Am+1R&m+2p-1¢h «1*H-~m +1 ("m+p

Ezek a (28) és (28') alattiak segitségével még kovetkezbleg is

irhatok:
1 a(") 1
dm dm+p “H eeT om  wem+p+l-A <T * PR
sy r, 1 | « ) o o _
0»i Mire+2p - 27" ¢ ——h6m C&M+2j>-1-Zi-J-— ¢ T""Nik*6m+p_i= 0
S L, 00 i 1) ~ . TT
Om umAzp-t-r«——r®m dm+Vp-h Ao+ 1 Um+p — 1 J-nis
ha t. i
M)__ a(i) A (h) " "
P A,  -Ad) L. y om = 1 omfime - - OV jAIRY T AN
Innen
i, Do HO,
(1 AN+, p-2 & mp p—
o — : fim
Um+l.p-I Dm, p—U Dm+I,p—

hol * Dm+1, p— az a-kban (p—I)-ed foku determinanst jelent, tehat
m elegendd nagy értékeinél

G p-z 4™
Tovabba a
lim. sup. YDmp,
m=ga

i [ — i j I — i
lim. x Dmp-1. —im. YD m+i,p-i
m=@®

Q@
képletek értelmében
m-------- 1 p M i- o
IVDmpj< -A~r> Lh Dm,p— > WH, p-i 1->

* Ha p=1I, akkor D%)H,p—h—i
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Ezeknél fogva
T TENPNR Y

la(A a)l Im) ,
éanﬁt—ui"‘m)|—| 8y oo |+IH ------- k0>$n+ftlj

<9ma+g+---+9k h<N+rg,

Tehat

hol
g=(l+e")-I,.

E szerint Am+k—Aml az m novekedtével minden hataron tul

kisebbedik és igy Am véges és meghatarozott A(" hatarérték-
kel bir.

Ha az
AA=lim. 4»

m=<
(A=, 2. )

hatarértékeket egy p-ed foka egész fiiggvény egyitthatoinak véa
lasztjuk, akkor eme

Ppx)= 1+ A@x+A™ x* H— Aipxp
flggvénynek fix)-szel valé szorzatadban xmp egyltthatéja
bm+p—Mr*p-\~Aw amHp-i -\-Am anmp- j-j- «— h-4.()
Ez a (28) alatti egyenletek folytan igy is irhaté
bm+p —hz_l O) Aar) m+p-h o

Itt m eléggé nagy értékeinél

és a

I|m sup y arrHrp /,'="lim. sup. ]/am =

n=00 P

«egyenlség értelmében
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I+e'\m
Mmp-h| <
migy hogy _ v
A AP amipk | 2 GFso
1-ff o
3
: (I+ sfm
| bm+p\<C
ahol Q
c= P
1-a’
Ennélfogva
f ‘m+p < (1+ g ')
€S
lim.sup. | I= lim. sup. 1/ <
m=® m= oo 1j Ci

Amde e fels§ hatar nem lehet kisebb mint —7, mert akkor

am . o Mmp+ Mmip dm o - dm+p— bmip

tm\pe «Om+p QP tmHp ere —1 bmi%

m-dik gyokének abszolut értéke kisebb fels§ hatarral birna mint
1

E szerint
1
6"
azaz f(x) Pp(X) hatvanysoranak osszetartasi kore (/ sugaru.
A mondottak kovetkez6leg foglalhatok 6ssze :
Ha

. nr _
Ilmrr.':sgp. my bm\=

M- i
lim. sup. iy DmiP ”
Mg VO

hol (/ > (), ellenben P-nek minden p-nél kisebb értékénél
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m
lim. sup. |y Dm+P 1= -p-T |
m= oo

akkor mindig létezik oly p-ed fokl egész fliggvény, melynek fix)-
szél valo6 szorzatdnak dsszetartasi kore q'sugaru. E

Pp(X)=1 + A(@IX H-—r AB X {)1------ A®Xp
flggvény egyitthatoi:
A= lim. Afn
me o
(=1, ...p
hol Am, mmm, Am-t a (28) alatti egyenletek értelmezik.

Tovabba a g’ sugaru koron felll fix)-nek rendes helyeken kiviil-
csak pélusai lehetnek s ezek csak ott, hol Ppix)=0. Még pedig va-
lamely x=x" hely legfeljebb annyiszoros pélusa lehet fix)-nek, a
hanyszoros zérus helye Pp(-r)-nek Ily maodon /“(ic)-nek a o' sugaru
koron belll levé polusainak szama — a t6bbszoérds polusokat tébb-
szorossegik foka szerint szdmitva — legfeljebb p lehet.

Masrészt vilagos, hogy /'(a;)-nek mar a o-sugard kordn p pélusa
van, mert ha e kor keruletén csak P < p pdlus volna, mar

7/1=00

tartoznék kisebbnek lenni mint op+1 reciprok értéke.

E szerint fix)-nek a ¢ koroén belll ni7ics mas szingularis helye,,
mint a y sugard korén p polus. Ezeknek helyeit a Pp(a?)=0 egyen-
let hatarozza meg.

Jegyzet. Kiilondsen egyszerlen alakulnak a viszonyok, ha /'(x)-nek a

p sugaru dsszetartasi kdron nincs mas szingularis helye, mint egy X —m
egyszer( polus. Ekkor mar

. V- |
lim.sup. |y Dmi’|> —
3 m=@ P
tehat
hm.;y am\= —  —r.
m=J V P l«!

Az egyetlen x—a polust
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1+AXx=0
egyenlet hatarozza meg, hol A az
®m1 + Amdm—o
egyenlet
dm +I
Am n
gyokének hatarértéke. Vagyis:*
- . 4n
4= 2T=lim gma
és
aj= lim. ...
=%V am

E két képlet figyelemre méltdé alkalmazast talal az algebrai egyenletek
elméletében.

Legyen el&szor
F' (x)

9= F)

hol a nevezd az F(x) —O0 algebrai egyenlet tdbbtaguja. Ezen egyenlet
gyokei kozil legyen a kisebb abszolut érték( valamennyi tébbi gyoknél.

Ekkor -'[:J~())(/)-nek a p —\a| sugard koéron bellul egyéaltalaban nincs

szingularis helye és e kor kertletén x=a polus az egyetlen szingularis
hely. Tehat a az

P09 a0+ alx + es. +amxm+ eee
F{x)

sor két egymasutan kovetkez6 egyutthatdjabol képezett hanyadosnak
limese.

Az algebrai egyenletek legkisebb abszolat érték(i gyokének e meg-
hatarozasa lényegben Bernoulli Daniel-GSl szarmazik.**

Minthogy egy X'= x + a alak( helyettesitéssel barmelyik gydk meg-
hatdrozdsa az 0j egyenlet legkisebb abszolut érték(i gydkének kiszamita-
sara vezethetd vissza, azért e modszer az dsszes gyokok kiszamitasara
hasznalhaté. (Komplex gyokok meghatarozasanal a is komplex értékinek
véalasztando.)

* Az elsé képletet illetéleg v. 6. Konig Gy. A hatvanysorok egy tulajdon-
sagarél. Mathematikai és természettudomanyi értesité. 1. kot. (1882.)
** V. 0. w ever, Lehrbuch der Algebra 1., 341—4. 1L

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 0



66 KDRSCHAK JOZSEF.

Egy masik szintén ismeretes eredményt nyeriink, ha

) 1
™) Fexy
Ekkor t. azt talaljuk, hogy az F (x)=0 egyenlet abszollt értékére nézve
legkisebb gydkére vonatkozolag:

. 1
lal= lim.

m=lV an
hol amaz

1 —_
Fix) a0+ aX-\-—+amxm+ ...

sor m-dik egyditthatoja.
Kirschak Jozsef.
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(Mésodik és befejezd kozlemény.)

4. Ha a (IV) egyenletbe s=0-t, helyettesitlink, egyszer(i atala-
kitas utan a

<govk)fig) = "

segyenletet, mig az (lI) egyenletrendszer els6 egyenletébdl
(got'Vp) =y
segyenletet nyerjuk, a melyekb6l i(Q kikiiszobdlése altal a

(@°t*)p) = ~ ,

svagy a
(gpot?))=-{k+1) (vin)

segyenlet szarmaztathatd le.
Ha felteszszik, hogy
@t™-u #Kp)—Kk,

(@ mi k~1) esetben (I)-nek els6 egyenlete) és ez egyenletet atala-
kitds utan (1) rendszernek (K -j-2)-dik egyenletével szorozzuk,
nyerjuk:

(W \Wk+»p)=(gW Wkt Pk~») (gt I"*-0p)= - 1 .{k+1i);

tehéat altaldnosan igaz, hogy :
OW t)p)= —{k+1) (VIIL)

Nevezziik (4. dbra) Tic'~2) pontnak (vagy a Gk pontnak) pro-
5*
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jekcziojat O-bél g-re Hknak és mutassuk ki, hogy a Ik Tn+iy
egyenes atmegy a Pk ponton.
A (VIII) és (VII) egyenletbdl kovetkezik, ha k= (n— 2), akkor

(gHn-i) £<n-1)p)_(0E(N-2)gpj .

és ha a bal oldalon lev6 sugarakat GK Tf 2-vel a jobb oldalon
allokat Hk Tfd_2rvel atmetszik, akkor

Tn+i]W )=m T 1JHKOK),

a hol a W pont, Gk7* 2 ésp metszéspontja.

Az utolsé egyenletbdl pedig az kdvetkezik, hogy a Hk T"+v.1
egyenes (OGk, WOK) ponton, vagy a mi ugyanaz (OGk, p) = Pk
ponton megy at.

4. dbra.

A Hk pont tehat nemcsak ft-nak projekcziéja O-bél, hanem
egyszersmind Tarnak projekczidja Tn+t-b6i g-re.

Ha a Pk pont projekczidjat 7«”V -hol i(n_2) egyenesre VK~ 2)-
vel, e pontnak projekcziojat O-bol p-re flfc-val jeldljuk azt
latjuk, hogy a Hk pontcsoport a Gk pontcsoport iranyaban, a
Vk~2 pontcsoport a 7' 1 pontsorok irdnydban, végre az Hk
pontcsoport a QK pontcsoport irdnyaban ép oly helyzetl, mint a
milyen a Qk pontcsoport a Pk pontcsoport iranyaban, mert azok az O
és 7’14k pontokbdl egymasba projiczialhatok.

Ennek pedig az a kdvetkezménye, hogy ap, g, i(i~2 sorozokon
fekv6 projektiv pontcsoportoknak egyik kettéspontja az 0T%t+%
egyenesnek metszéspontja ama tartokkal és igy, mint elébb volt:
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(QkRKNM) — —n,
(PKkRkNM) = (PkQkNM) (QkRKNM)=(—rif.
Ha az Su pontok csoportja a Pk pontok csoportjabol bizonyos
.s-szer végzett szerkesztés folytan keletkezett, akkor
(PKSKNM) = (—n)*,
tehat ha s=o00, az S/cpontcsoport IV-be esik, mert

PkN . SkM
SkN .P kM

folytan SkN=o, minthogy SkM altaldban nem lesz végtelen nagy.
5 Az
C. (AM+MC).RM
(arem) - EE AN (BM+MC).AM X
kifejezés ily alakra hozhat6 :

for 5 gL
MC ~ MA ~ MB

Ennélfogva a (lll) egyenletrendszerb6l és a (VI) egyenletbdl:

2 1 )
MP» MP, + MP,
3 1 + 2
MPm mp3 MPnN
(1X)
n—i 1 + n'_2
MPn...n-\ MPn-i

n 1 n.

1 + -
MQn+1 MPn MPii...n—

n+1 1 n
MN MPn+i © MQuH+i
sezekbdl pedig az
n+1 + J ¥ 1 1 )
MIS ~ MI\ N "MP, ~ MP,, ' MPh+1
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egyenlet vezethet§ le, a mely azt mutatja, hogy az N pont itf-nek
harmonikus pélusa a Pt, 1j, ... Pn+l pontokra vonatkozélag.

Minthogy a (IX) egyenletrendszer akkor is igaz marad, ha a P
betlt, Q, R, . .. S-sel helyettesitjik, azért N pont egyszersmind
harmonikus pélusa M-nek a Qk, Rk> ¢« ¢« Sk pontcsoportokra vo-
natkozdlag.

*

1. Miel6tt a (II) tételr6l szdlanank, legyenek el6re bocsatva a
kovetkezd
Segédtételek, a) «<Ha az ABCD négyszog atléspontjai

X=(AD, BC), Y=(BD, CA), Z=(CD, AB)

és a Z atldsponton athuzott M egyenes oly helyzet(i, hogy
(DXAM) = (CXBM) = Kk,

(CAYM) = (DBYM) = k - 1»
Ugyanis (5. abra) DB, XZ egyenesek metszéspontjat U-nek ne-
vezvén :

5. 4bra.
k= (DXAM) = (DVBM),

(DBYV) = — 1,
a mibdl

(CAYM) = (DBYM) = (DBYV) (DBVM)= k— 1.
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b) Ha két egyenes valamely ABC haromszég BC, CA, AB ol-
dalat az Aj, Bu Cj; A2, P2, C, pontokban metszi, akkor
(BCAjAa) (CABfiJ = (BACjQ.

Ugyanis (5. dbra) ha 0 az AIBtC1, A:P:C egyenesek metszés-
pontja ; Z pedig az AB, OC egyeneseknek metszéspontja, akkor

6. abra.

(5CAjJAY = (BZCjQ
(CABR,) = (ZACjQ;
innen

(BCA,A2(CAB\Bi) = (BZCAiZACtQ = (PACjQ.

{Jegyzet. Az aj tétel a négyszog harmonikus tulajdonsaganak éltalano-
sitasa, a b) tétel pedig az Ggynevezett MENELAOs-tételnek altalanos kifejezései.)

1 Valamely sikban felvesziink n pontot P, P,,..., Pn-etés az
M egyenest (7. dbra). PiPj és az M egyenesek metszéspontjat Ug-nek
nevezvén, a Pm* P23 pontokat akkép hatarozzuk meg, hogy

( PjPiM)=—1, (PsPiP.NnM)={P.P,PmM)= —1.
AP jPs3 P23 P12 négyszdg atléspontjai:
Pa= (Pi Pi2>-FsPa)» Uwis= (PjP3, P2P 23, Pj23= (Pj P23 Pj Pia)

Iévén, az aj a segédtétel folytan

(PPjPM) = (PjPxsPj23 = 2
de minthogy P~ = Pm, a
(P, P2 Ps2iM) = —»

egyenletb8l meghatéarozott Psa1 pont dsszeesik P i2s-mai.
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Ha a Pm pont projekcziéjat Uu-bé\ PAP23 egyenesre, P2%4nek
nevezzuk, akkor

(P4-PBPgzuM) — -2,
és igy ha
P\®A- P-liis f\
a PIP4Pm négyszog révén :

(P4Pi23 1\iaM) — (Pj P2AP 12AM) — — 3 ;
de minthogy Pm = Pm , azért a
(PAPABPLSEI M) = 3

egyenletbél meghatarozott Pmi pont 0sszeesik P 123%4-gyel.

7. abra.

igy folytatvan az eljarast, ha feltételezziik, hogy

{(Pn—IPli...Nn-iPI12 ... mHdM)=
= (P[P<23.,.nJ P_]2n7l v,y = _(')|_2)’
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ésa Py . n—1 pont projekezioja Uy, -bél P, Pss .. n,—1 egyenesre

P%...n» akkor
(PaPs...n-1Ps...aM)=—(n—2).

De ha -Pm...n:(P1R23...ns e =1, akkOI'aP1anP%...n
Pia. .. n—1 négyszog kovetkeztében ((a) segédtétel):

(Pnpﬂ...'n—l l)lQnZVI):(P1 P~z3...n H“l...nM):'—(n—l)s

€s ha még feltételezziik, hogy

RBn;— n2.,,n—1>

akkor lathato, hogy a
(P| B ). im=1 Paa., . n—11 M):_(n”“'l)

egyenletb6l meghatarozott P, . -1 pont oOsszeesik Py, . . p-nel.
E szerint ugyanazt a Qn41 = Pi2...n = Ppe...n-11, pontot nyer-

juk, torténjék a szerkesztés a Py, F,),..., Py vagy Po, Py,..., Py,

P, sorrendben felirt pontokbol.
2. Hogy a II. tételnek 2. altételét bebizonyitsuk, tegytik fel, hogy

k-1
(Prve...nPp... k11 Q"+1M):_n%jlzj—T) (@)

.a mi k=(n—2) esetében kozvetlen belathato.

8, abra.

Tegyiik fel, hogya Pio...x, Pi2...k+1s Pi+2...n, Prs1...n pon-
tok mar meg vannak szerkesztve. Ekkor a két els6 és a két utolso
pont Py, q-gyel egy-egy egyenesen fekszik (8. abra) és
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(Pk+1-P12. e k-pl‘Z. k41 M)Z—k
Pr+1 Piss, .. .0 Peat. .. aM)=—n—(k4-1)],

mely egyenletekbdl
(Pr+1 P2, .. k41 P . .k M)=k+1,

1
(—Pk+2...nPk+1Pk+l...'nlw)=_'

n—k+1)

Ha most a PiyyPia... k+1Pr+2...n hiromszoget a P, .k
Pri1, ... n és M egyenesekkel atmetssziik, és

(H,..k+1pk+‘2...’ns RQ...kPIHl n):Xs

akkor a b) segédtétel folytan az el6bbi egyenletek tekintetbe véte-
lével

(Pk-HZ voe Pl?. o k+1 -XM) FUTER '7n_7_k(_ki—_*l_71)”’
a mibdl pedig lathaté («), hogy az X pont a (), ponttal dsszeesik,
vagy mas szoval kifejezve, hogya Pio .. ik Prt1...n egyenes a Opy1
ponton megy at.

Ha tovabba a Pyy1 Pro. . .k Prs1...n hiromszoget a Pio. . . a4t
Piio. . nés M egyenesekkel atmetszem, akkor a

(Pe+1Pia... .k P,.. k1 M)=—k,
1
(Pk+1...'n Pk+1Pk+2...n M):m
egyenletek kovetkeztében

k
(Pk+1...n Plvz...an+lM):_"m;

s ebb6l az egyenletbdl kozvetetlentil kittinik a bebizonyitando tétel
helyessége.

3. és 4. Vegytink fel ezutan a P, P, . .. P, pontokhoz még egy
P, 1 pontot a sikban. Ha a kovetkezé jelolést hasznaljuk :

(Uk(n+1)Qn+1, P2 k—1k+1...m, Pn+1):
=Pz. k1, k41, . ..n+l:Qk;
(Pk Ok, Pn+1 Qn+l) == M
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akkor az N pont az el6bbiek szerint avval a tulajdonsaggal bir, hogy
(Pr+1 Qnit NM) = (Pr Qx NM) = —n.

Ebb6] lathato, hogy a P és Q) pontok rendszere, valaminta Q és
a bel6le hasonlo uton levezethet6 a R, S. .. pontok rendszerei az
N, M kollineaczi6-kozéppont és tengelyre vonatkozolag kollinearok
¢és hogy a kollineaczio karakterisztikaja —n, végre hogy végtelen
sokszor végzett szerkesztésh6l szarmazo pontrendszer N-nel esik
Ossze.

Az N pont ily médon, mint harom pontnal szokas, az M egyenes
harmonikus polusanak nevezheté a P, P, ... P,y pontokra vo-
natkozolag.

5. Lassuk most, hogy a (IX) és (X) alatt levé egyenleteknek
mi az értelme a jelen esethen.

A (IX) rendszer els6 egyenletéhen MP,, MP,, MP,, az M és
P, P, egyenesek U,, metszéspontjanak tavolsaga a P,,, P,, P, pont-
tol, ellenben a masodik egyenletben eldéfordulo M Py, MP;, MP,,,.
az M és P,P,, egyenes metszéspontjanak Usg-nek tavolsigaa Pog,
P,, P, ponttol. E szerint MP,,-nek jelentése az els6 egyenlet sze-
rint Uj,P,, vonaldarab, a masodik szerint Use P, vonaldarab.
Ha azonban a (IX) egyenlet elsé és masodik egyenletét annak a
szognek a9, @32 sinusaval osztjuk, a melyet P, P, Py, illetbleg
P,P, az M egyenessel alkot, akkor MP,,sin.a,,, MP,sin. a,,
MP, sin. age, MP,y, sin. ay,, MP;, sin. ay,, MP,, sin. oy, kifeje-
zések P, Py, Py, Py, P5, P, pontoknak az M egyenestél mért
tavolsagait jelentik.  Ebbél lathato, hogy ha a (/X) egyenlel-
rendszerben MPy. . . . kifejezésnek -értelme: Py . . . poninak
tdvolsdga az M eqyenestdl, akkor két-két egyenletben elofordulo
egyenl6 kifejezésnek egyenlé értelme is van, tehat a bel6lik szar-
mazo (X) egyenlet, evvel az értelmezéssel, a jelen esetben is igaz
marad.

E szerint: Valamely M eqyenes harmonikus pdlusa, eqy az
M-en dtmend sikban felvé és n+1 elembdl dllé P,, P,, ... Pyiy
pontrendszerre vonatkozdlag oly N pont, a melynek NM tdvolsd-
gdt az M egyenestol az
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1 1
NM ~ n+i
egyenlel haldrozza meg, a hol PM, Py pont tdvolsiga az M egye-
nestal.

Végtil még megjegyzem, hogy mindezek a bizonyitasok, a melye-
ket II. tételrél adtam, szorol-szora érvényesek maradnak akkor is,
ha P, P,, ..., Pyy1 pontok a térben fektisznek és M a tér tetszo-
leges sikja.

III. Vegytnk fel a térben n+1 egyenest P, P,, ..., Py -etés
még egy M egyenest. Fektesstink M-en keresztila, 3,7 . .. sikokat, a
melyek az adott egyeneseket a PP P T P;/” ;‘3.1 :
PP Py . pontokban metszik. Ha M és e pontrend-

szerekhez az a, @, 7, ...sikokban a IL tétel alapjan a Qf,

0. .. O, N; O, OF.... O, N O, OF,... 02,
N ... pontokat szerkesztjiik meg, akkor ugy a Qi, Qi, O, ..

mint az N(“’, NP N9 ... pontok egy-egy egyenesen Qpn és
N-en fektsznek.
Ugyanis a

(PP PP P M)= PP PP PR M)= (PP PP P M)= ... —1

egyenletbél meghatarozott Py, PY, P, . .. pontok a P, P,, M
egyenesen atmend hiperboloidnak azon P, alkotéjan fekiisznek, a
mely M-et a P;, P,-t6] harmonikusan elvalasztja. Ha mar most fel-

teszsziik, hogy a Pis . n—1, P, .. n—1, P¥.. n-1, . . . pontok egy
Py .. n—1 egyenesen fekiisznek, akkor az

(P Pl . a1 O M)=(P' PR, .a-1 OV M) =
=(P£." PR a1 Oty M)=—(n—1)

egyenletboé]l meghatarozott Qi) 1, Q¥%1, Q)1 pontok a Py, P 1,
M egyeneseken atmendé hiperboloid egy Qp+1 alkotojan vannak, s
hasonlokép a
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(Piiil Qnil NWM)=(Pn+l Ob+iN(M)=(Pnli Q*INwM ) = -n

egyenletekb6l meghatarozott NM, N (?\ .. . pontok.
A Pk és Qkegyenesek e szerint axialis-kollinear rendszert
hataroznak meg, a melynek karakterisztikaja:

(PKQKNM) = —n.

Az N egyenest az el6bbiekkel analog M egyenes polarisanak
nevezhetjuk, a Pt, P% . . ., Pn+ egyenesekre vonatkozdlag.

Klug Lipot_



A NYELYSIPOK HANGTUNEMENYEIL.

A Math, és Phys. Lapok IV. kétetében * az ajaksipok hangjelenségei-
nek magyarazatara vezet6 oly nézetemet ismertettem meg, melynek segé-
lyével nemcsak az itt follép6 Osszes f6bb illetve ismertebb, hanem szamos
mellékjelenség okarol is sikerilt a legszigoribb kovetkezetességgel be-
szamolnom.

Feladata lesz most mar e soroknak kimutatni, hogy nézetem nemcsak
az ajak, hanem a nyelvsipoknak, még pedig azok legbonyolultabb hang-
tineményeinek megfejtéséhez is biztos kulcsot szolgaltat, s6t hogy elmé-
letem tobb e téren jelenleg altalan elterjedt, a tapasztalattal ellentmon-
dasban all6 téves nézet helyreigazitasat is teszi lehet6vé.

Mintaz ajaksipok hangjelenségeinek targyalasanal, agy itt is figyelmdn-
ket a kovetkez6 harom korulményre fogjuk irényitani u. m. a) mi okozza
a hang keletkezését e sipokban ? b) mikép alakul meg az alaphang all6-
hulldama és ¢) mily magassagu alaphangban szélalhatnak meg egyéltalan a
kilénb6z6 berendezésl nyelvsipok és mely moédosulasok allanak be abban
a sipcsé hosszdnak vagy a befuvas erdsségének valtoztatasa altal ?

1. A hangébresztés a nyelvsipokban.

A hang keletkezését a nyelvsipokban ez id6 szerint altaldban Ggy ma-
gyarazzak, hogy az m légkamaraba (1. abra) behatolé légaram a levegét
itt megsurusitvén, ez altal a nyelvet az n sipcs6re vagy sipcsdbe szoritja ;
e kdzben azonban a sipcs6be behatolt elsé légléket az ezen cs6ben lévé
i égoszlopot allé rezgésre is inditotta és a nyelv részint sajat rugalmassaga,
részint pedig az ébresztett léghullam l6kései folytan visszatérittetik a 1ég-
szekrénybe s igy egy rezgést végezvén, megkezdi a masodikat ugyanazon
erék ugyanolyan m(ikédése folytdn, mint az els6t. E szerint tehat a nyelv
rezgését a légszekrény siritett leveg6jének all6 rezgése s a nyelv rugal-
massagi erejének visszahatasa létesitik.

Vizsgaljuk meg, elégségesek-e a nyelv rezgé mozgasanak eléallitasara
ezen okok ; tegyunk egy-két kisérletet!
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Vegyiik ki a sipestvet a légszekrénybdl s egy kautsukesé végét laposra
szoritsuk Gssze, annyira, hogy nyilisa épen a nyelv és sipcsé nyildsihoz
illjék, azutdn fujjunk rajta dt heves Iégdramot s a sip megszdlal, pedig e
légaram egészben véve a sipesébe hatolt, tehdt a nyelv kiilsé felére siiri-
tett légnyomdst nem gyakorolhatott.

Ha tovdbbi a nyelvet a sipesérdl is eltdvolitjuk és egy megfelels nyilisu
keretre erdsitjiik, az elobbi hez hasonlo eljdrds dltal a nyelv szintén meg-
szolal, habdr ekkor a sipcsében keletkezhets dllé hullim hatdsa is kiesik
a szamitdsbol.

Kiilénben is, mihelyt a 1égszekrény levegéje a siiri-
tés azon fokdt elérte, melyben 6nmaga képes a nyel-
vet egyensulyi helyzetébol kiterelni, madr elégséges
arra is, hogy a nyelv visszatérését megakadalyozza,
anndl is inkdbb, mert a nyelv becsapéddsa utdn a fuj-
tatobol a légszekrénybe nyomulé lég csakis az itt leve
lég siirtiségét s fgy ennek feszité erejét novelheti. Es
valéban, ha kissé erdsebben légdramot hajtunk a lég-
szekrénybe, a nyelv a nyilds széléhez, vagy a sipcso
belsejébe szorittatik és rezgé mozgdsba nem keriil.

Latnivalé e kisérletb6l, hogy a nyelv légszekrény
6s sipcs6, vagyis kiilso siiritett 1ég és belso dllorezgési
légoszlop nélkill is megszolal, tehdt egyediili s va-
16di okdt a nyelv rezgésének e két tényez6 nem ké-
pezheti.

Véleményem szerint az ok a nyelv mellett a sip- i itra
csobe rohano légaram szivoképességében van. Mi-
dén ugyanis a nyelvsip légszekrényébe fuwunk eqyrészt a szekrény-
ben lévé levegit megsiritjitk, masrészt a nyelv mdgott levé hasa-
dékon at a sipcsébe légaramot hajtunk ; ez az eldtte terjedd lég-
rétegekbe 1itkozven, itt ugyan siritést okoz, maga kiril és mogditte
azonban szivéképessége, azaz csekély aerodynamikai nyomdasanal
fogva ritkulast idéz eld. A nyelv most részint a szekrényben meg-
stritett lég nyomasa, részint a sipesibe hajtott légaram szivasa folytan
a sipesd felé hajtatik ; midon azonban a nyelv a nyilast eléri, a szivast
eszkozld légaram megszakadt, s igy az egyik erd miikidése beszintet-
tetvén, a nyelv rugalmassagandal fogva eredeti helyzetébe ismét vissza-
térhet, hogy az eldbb emlitett s ujra fellépd szivé és nyomo erdk hatdsa
alatt rezgését folytassa.

Ezen nézet, azt hiszem, az emlitett kisérletek alapjdn bévebb magyard-
zatra és bizonyitgatdsra nem szorul, legalibb egyelére; a késébbiekhen
pedig latni fogjuk, hogy milyen konnyen és viligosan lehet beléle a sipok
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hangtiineményeinek még azon bonyolult eseteit is megfejteni, melyeket
eddig vagy épen nem, vagy igen hidnyosan magyardztak.*

Itt csak azon esetre akarok még vonatkozni, midén a nyelvsipokat nem
fuvds, hanem szivis dltal szélaltatjuk meg,

Ezen alkalommal eldszor is a levegdt a légkamrabol szivjuk ki est
a sipesében levi levegd pdtolni igyekezvén, a nyelvet a légszekrény felé
nyomja és egyuttal a légszekrénybe omlik, midltal a sipesében hasonlé-
kép légritkulds tamad s a nyelv rugalmassagandl fogva ismét vissza-
csapodik.

Ennyit réviden a nyelv rezgé mozgdsdt vagyis a sip megszélaldsdt elg-
idéz6 okrol.

2. Az alaphang hanghulldménak megalakulésa.

A sipesovel felszerelt nyelvsip megszolalisakor tudvalevéleg hdrom:
hangforrds szerepel, u. m. : a nyelv rezgése, a sipcsébe periodikusan be-
hatol6 légdramok lokései és végre a sipesében foglatt légoszlop dllé rez-
gése. A periodikus légrohamok a mdsik két tényezd rezgési dllapotdt.
tartjdk fenn, ezek egyiittesen pedig ismét a sip hangmagassdgdt hatdroz-
zdk meg.

Nézziik eloszor a sipesé légoszlopdnak rezgési dllapotdt. Erre nézve:
egyesegyediil a hatdrrétegek rezgési dllapota irdnyadd.

Valamint a sipcsd felsd végénél vagy legalabb ahoz igen kizel csak
természgetes suriségii réteg alakulhat, gy hasonlokép a sipesi fene-
kén, — mint azt mar az ajaksipokrol irt értekezésemben kimutattam —
csak olyan réteg foglalhat helyet, melynek rezgési dallapota a sipcsibe
periodikusan todulé légaram rithuldsi és siriségi valtozataival, nem-
kiilonben a légrészecskék mozgasirany dval teljesen megegyez. Minthogy
pedig befuvis alkalmdaval a légaram okoztarithulasban a légrészecskék
a sipesiben folfelé, szivas esetében pedig lefelé haladnak, kivetkezik,
hogy a befuvas altal eldallitott allo hullamokat képzelt csomd (2., 3., 4.
dbra), a szivas daltal létesitett hullamokat pedig képzelt rezgési ma-
ximum fogja jellemezni. (5., 6., 7. dbra sth.) Az utébbi hullamalakok:
gsszehasonlitasa az eldbbi csoporttal mdar megfejti, azon ismeretes, de

* A nyelvsipok megszolalasara vonatkozo e nézetem, melyet mar 1882-ben.
a Zeitschrift f. d. Realschulwesen czimii folyéiratban kozoltem, kisérleti be-
igazolasa daczara sem talalt tudtommal az az6ta megjelent akusztikai szak-
miivekben visszhangra; csak legujabban L. A. Zellner «Vortriige tiber Akusz-
tik» (Wien, 1892.) czimli munkajiban fejti meg a fent eldadott nézetemmel
egyez6 moédon a nyelv rezgésének meginditasat,
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eddigelé még ki nem magyarazott tiineményt, hogy a sipesivel fel-
szerelt nyelvsip miért ad befuvaskor mindig mélyebh, szivaskor pedig
mindig magasabb hangot.

A sipeso dllé hullimainak ilyszeri alal\ulaaa mikor és mily behatdssal
van a nyelv rezgéseinek a szimira, s igy a hangmagassdgra, konnyi
belitni, hogy a nyelv minéségétol és a sipesévek herendezésétol fiigg. Ez
okbdl tovibbhi vizsgiloddsainkndl kiilon kell szemiigyre venni a lagy- és
kiillon a kemény nyelvi sipokat, és amott kiillon azokat, melyek légszek-
rénynyel vannak ellitva, és azokat ismét, melyek csak fuvékdval birnak.
Ligynak tudvalevoleg olyan nyelvet neveziink, mely rugalmassdgdnil

2. abra. 3. abra. 4. dbra. 5. Abra. 6. abra. 7. abra.

fogva ép dgy képes ondllo rezgésre, mint cgyiittrezgésre egy légoszlop
dllo rezgéseinek rdhatdsa dltal; keménynek cllenben oly nyelveket mon-
dunk, melyek természetes rezgés szimdban még akkor sem torténik vil-
tozds, midén a nyelv kozvetlen szomszédsigdban keletkezett dllohullim -
han egyoldalilag csomdréteg alakult.

3. Az alaphang magassaga és magassignak a sipcsé hossza, vagy a
a befuvis erdsségének valtoztatisa kovetkeztében eldallo
moédosulésa.

A) Lagy nyelvii sipok.

a) Légszekrénynyel elldloll ldgy nyelvii sipok. Ha vala-

mely sipot az 1. dbriban jelzett berendezés mellctt ligy nyelvvel litunk el

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 6
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¢s befuvis dltal inditjuk hangzisra,* a sipes6ben foglalt 1égoszlop az elére-
bocsitottak szerint dltaliban csak a 2., 3., 4-ik dbrdban feltiintetett rez-
gési alakok egyikét veheti fel, és ezek koziil mindenesetre azt, mely sajd-
tos rezgését legkevésbbé fogja korlitozni. Hogy e korldtozdst helyesen
megitélhessiik, sziikséges kutatnunk, hogy az 4ll6 rezgéshen levé légosz-
lop févdltozatai ming hatdssal vannak a nyelvre annak f6 rezgési hely-
zeteiben.

Minthogy a légoszlopnak a nyelvvel hatdros rétegei a nyelv rezgé moz-
gasdl mind irdny-, mind sebességre nézve elsajititani kényszeriilnek,
kovetkezik, hogy midén a nyelv legnagyobb kitéréseit elérte, ugyanakkor
a lég részecskéi is rezgési irdnyukat megvdltoztatjdk, s igy a uyelv ezen
helyzetben azon legnagyobb siiriiségi, illetGleg ritkuldsi viltozatokbdl
eredé nyomdsoknak lesz kitéve, melyre a rezgé légoszlop a nyelv mellett
épen képesitve van. Nem feledve, hogy a sipcsébe hatolt légdaram maga
utdn mindig légritkuldst idéz eld, konnyt beldtni, hogy a nyelv a sipcso-
ben elért legnagyobb kitérésekor a léghullimnak ritkuldsi, a 1égszekrény-
ben elfoglalt legkiilsébb helyzetéhen pedig a léghullimnak e helyre
vonatkozé siiritési maximumival fog &Gsszeesni; midon végre a nyelv
egyenstilyi helyzetén dtcsap, az egész légoszlopban természeles siiriiség
uralkodik. Ennek az a kivetkezménye, hogy a nyelv mozgdsdban folytonos
késést szenved.

Ugyanis, midén a nyelv a sipesében mozog, sajiat rugalmassigi ereje 6t
egyensulyi helyzete, vagyis a légszekrény felé gyorsitja, mfg ugyanekkor
a sipesében ritkitott 1ég 6t épen ellenkezé irdnyban vontatja ; midon pedig
a nyelv a légszekrényben halad, rugalmassdga a sipesé felé tereli, a lég-
hulldm siirtsitési phasisa pedig a légszekrény felé tolja, Mindkét esetben
tehdt a nyelv rugalmassidga akadilyokkal kiizd s igy a rezgésnek lasstidnia
kell, vagyis hangja mélyebb lesz.

Vegyiik mdr most vizsgilat ald, hogy mind vdaltozasokat szenved a
nyelv eredeti hangja az esethen, middn a sipcsivet fokozatosan meq-
hosszabitjuk. Ennck a kérdésnek targyaldasa anndal inkabb vonzolt,
mert targyalasat az akusztikanak eléttem ismeretes irodalmaban nem
talaltam.

Legyen abe (8. dbr.) azon dll¢ léghullim 2 hosszdnak fele, mely lég-
hullim a nyelvvel egyidejiileg rezeg. Egy tekiatet ezen dbrdra azonnal
meggy6z benniinket arrél, hogy mindaddig, mig a sipcsovet A/4-nél vagyis
a b m n-nél még kisebbre vilasztjuk, a nyelv alaphangjiban feltiing vil-

* Miutdn a zenészetben a nyelvsipok csakis befuvas altal hozatnak hang-
zasba, ezentul kizarolag csakis az ily médon keltett hangtiinemények fejtege-
tésére fogunk szoritkozni.
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tozas nem johet létre, minthogy az all6 léghullamnak a sipcsében fejl6dé
része a nyelv kozelében kilonos ritkulast vagy surdsitést még nem idéz
el6 s igy a nyelv és az all6 hullam rezgéseinek isochronismusa még nem
zavartatik meg. De a mint a sipcsé fokozatos meghosszabbitasa alkalmaval
/I'i-et tallépjuk, a sipcsdvet pl. m! n'-ig meghosszabbitvan, a léghullam-
nak a nyelv kozelében fejlédd slrdlségi valtozatai a nyelv rezgé mozgasara
most mar befolyas nélkil nem maiadhatnak és a nyelv rezgése korlatolta-
tik. Hogy azonban a nyelv és légoszlop rezgéseinek isochronismusa
tovabbra is fennmaradjon, kell, hogy most a sipban egy hosszabb d e f
hullamnak megfelelé, d e m' n' hullamrésze (9-ik abra) képz6djék, mialtal
a sip hangja mélyebbre szall, a nyelv és léghullam pedig ismét egybe-
vagoban rezeg.

8. dbra 9. dbra.

A sipcs6nek minden Gjabb ily meghosszabitdsa — hasonlé médon —
a nyelv eredeti hangjaban Ujabb mélytlést hoz létre, de egyszersmind az
allé hullam képzelt rezgési csomdja is egyre a sipcsé fenekéhez kozelebb
és kozelebb vandorol, miutan a nyelv rezgé mozgasanak lassitdsara annak
kdzvetlen szomszédsagaban az all6 hullam részérél mindig jelentékenyebb
strdsitési és ritkulasi valtozatok is fognak igénybe vétetni.

A nyelv hangjanak fokozatos mélyedésekor mindannyiszor az allé)
hullam képzelt részének hosszat meghatarozvan, Weber W. kisérleteib6l
meritett adatok * nyoman, azon nevezetes tapasztalatra jutottam, hogy
mihelyt a nyelv eredeti hangmagassaganak alaszallasa egy egész han-
got csak valamivel meghaladott, minden kévetkezd (j mély tilés esetében
a léghullam ezen része egy és ugyanazon sipra nézve, minden kérul-

* Lasd A. Willner: Experimentalphysik. 1. Bd. pap. 625.
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mény meghagyasdaval és csak a sipesé hosszanak vdaltozdasaval — ha-
sonléan mint az ajaksipokndl — allandé értéket vesz fel.

Ami pedig ezen képzeleti hulldmrész hosszdit killonbozé nyelvsipokra
vonatkozdlag illeti, azt taldltam, hogy ez leginkdbb a nyelv rugalmassigi-
nak fokdtdl fiigg, mivel kénnyl belitni, hogy valamivel keményebb
nyelv rezgdé mozgdsdnak ugyanoly mérvii fékezésére az dllo hullim részé-
r6l mindenkor jelentékenyebb, a puhdbb nyelvre nézve pedig kisebb siirii-
sitési és ritkuldsi viltozatok fognak igénybe vétetni, és igy az elsé esethen
a képzeleti hulldimrész valamivel kisebb, az utébbi alkalommal pedig vala-
mivel nagyobb értéket kényszeril felvenni; igy pl. ezen képzeleti hullim-
rész hosszdt a Weser-féle kisérletekbél meghatdarozva 4,5 em-nyinek, —
sajdt észleleteim nyomdn pedig ugyanazt kiillonbozo sipokra nézve 1,8 és
4 em. kozott valtozonak taldltam.

Nem hagyhatom azonban megjegyzés nélkiil, hogy a nyelv rugalmas-
sdgdn kiviil a sipesé dtmérdje is befolydssal van a képzeleti hullimrész
hosszdra és pedig minél sziikebb a ¢so, anndl kisebb lesz egy és ugyan-
azon nyelvre nézve a képzeleti hullimrész hossza is, mi onnét magyardz-
hatd, hogy a sziikebb csében a behatold léglikelek ott gyorsabb és tokéle-
tesebb ritkuldst 1étesitvén, e kettés okbdl az dllé hullim megrovidiilését
illetéleg a képzeleti csomonak a sipesé fenekéhez valé kozeledését teszik
sziikségessé, mirdl nagyon konnyen meggyézodhetiink, hogy ha egy ligy
nyelvvel elldtott sipesére egymésultdn sziikkebb és sziikebb toldalék csove-
ket alkalmazunk, mely esetben a nyelv hangjinak — bdr csekély — de
azért mégis eléggé észreveheté emelkedését fogjuk tapasztalni.

Ha tehit a fentebbiek szerint a sipcsé meghosszabbitdsiban mdr any-
nyira elérehaladtunk, hogy a sipesé hossza a hullam képzeleti részével
eqyiitt A hosszasagot ért el, akkor a sip okvetleniil a nyelv eredeti hang-
Janak mélyebb octavajaban fog megszolalni (10-ik dbra), és egyszer-
smind a nyelv rezgésének az allo léghullam altal okozott korlatozdsa
a maximumdat érte el. Ugyanis a sipesé hosszit még valamivel megtold-
vin, a sip hangja vagy az oktdvinidl még mélyebbre szdllhat, vagy pedig a
sipesében levo 1égoszlop a sipeso folott terjedd légrétegek dllo rezgéseinek
némi hozzdjaruldsival a 3-ik dbrdban kijelolt rezgési alakot sajititja el, oly
megszoritdssal azonban, hogy a rezgé légoszlop m n rezgési maximuma
minél kozelebb a sipesé fenekéhez huzodjék, anélkiil azonban, hogy azt
tullépné, s igy képzeltté véljék ; miutin azonban a nyelv rezgésképessége
az dll6 léghullam dltal mdr felére van leszillitva és a rezgd légoszlop
a nyelv rugalmassigi erejének még nagyobbmérvi fékezésére kellg képes-
séggel mdr alig rendelkezik, a leghullim természetesen az utéhbi alakban
fogja rezgését folytatni, vagyis a sip hangja a nyelv eredeti hangjdra ismét
visszaugrik. ;
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A sipesonek A+4-A/4-ig terjedé meghosszabbitdsa alkalmdval a nyely
eredeti hangja ép tigy és ugyanazon okbdl viltozatlan marad mint ezt a
sipesének 0-tol 2/4-ig terjedelt meghosszabbitdsdnil tapasztaltuk ; mihelyt
azonban a sipesivet ismét A+ A/4-en til meghosszabbitjuk, a nyely eredeti
hangmagassiga ujra aliszdll és middn « sipesd hossza a képzeleti hulldm-
részszel kiegészitve 20-val eqyenldvé lett, a sip a nyelv evedeti hangja-
nak mélyebb quartjaban fog hangzani, miutan a 11-ik abra szerint,
mely a légoszlopnak ezen esetre vonatkozo rezgési allapotat mutatja be
=512, azaz \=34.14.

A sipesd meghosszabbitdsdt azuldn még 22-dn Uil is folytatvin, az
emlitelt hangmélyiilési timemeények ujra ismétlodnek, esakhogy midin a

10. abra. 11. abra, 12. abra.

meghosszabbitasban 32-ig jutottunk, a nyelv hangja mar csak a kis
terezig fog leszallani, minthogy ez esethen A=5/62,-al, mint azt a 12-ik
abra vilagossa teszi, s i. L.

Ezek alapjdn tehdit egész dltalinossighan kimondhatjuk, hogy az oly
sipesovekre nézve, melyck hossza nl és nd-+2A4 hatarok kiozitt valasz-
tatott, n-nek barmily pozitiv egész szamu értékére nézve — a zérust is
beleértve — a sip mindig a nyelv eredeti hangjan szolal meg ; a sip-
csinek pedig nA+Al4-en til eszkozolt minden meghosszabbitasa altal a
nyelv eredeti hangja le fog szallittatni, még pedig oly mdidon, hogy a
képzeleti hullamrészszel 2, 22, 32, . . . nA hosszusagra kiegészitett sip-
csovek alkalmazasaval nyert hangok rezgésszamai gy allanak a nyelv
eredeti hangjanak rezqésszamahoz, mint:

L 2,304,006, 750 Sth.;
oly torvény, mely a nyelvsipokban létrejitt hangalakulasra vonatkozé

magyarazatunk kozvellen eredményekeént kideriilt s Weber W. kisér-
letei altal mai »égtil fogva igazolast nyert.
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Az eddigi fejtegetésekbdl egyszersmind az is Kit(inik, bogy egy bizonyos
hosszlsagu sipcsével felszerelt ily nyelvsip befuvas altal csak egyetlen egy
hangot adhat, és pedig azt, melynek a sipcs6ben terjed6 hullama a nyelv
eredi hangjat legkevésbbé képes modositani.
Mindazonaltal a sip ezen hangjanak magassagaban csekélyebb valtozast
az altal idézhetni el6, hogy a sipba kell6nél erésebben vagy gyengébben
favink, a mi kovetkezé mddon fejtheté meg: erésebb befuvas alkalmaval
a sipcs6be hevesebb légaram tédulvan, ezen légaram nagyobb szivé-
képességénél fogva egyrészt a nyelv rezgé mozgasanak meginditasara
sziikségeltetd ritkulast a sipcs6ben gyorsabban létesiti, masrészt pedig
az emlitett jelentékenyebb ritkulds kovetkeztében a léghullam képzelt
csomojat a sipcs6 fenekéhez kdzelebbre vonulni is kényszeriti, mi altal
a sipcs6ben foglalt léghullam, megrovidil és a sip hangmagassaga
emelkedik. Hasonloképen fejthetjik meg a sip hangjanak gyengébb
héfuvéas altal okozott mélyililést is. Tehat itt teljesen ugyanazon tiinemé-
nyek ismétlédnek, mint az ajaksipoknal.
Azonban a sip hangmagassaganak ily médon eszkozdlt valtoztatasa csak
igen csekély mérvid lehet; mert mig egyrészt a fokozatos gyengébb meg-
hivas altal a sipcs6be szoritott Iégaram csakhamar a sip nyelvének mozga-
tasara elégtelen erének fog bizonyulni, addig masrészt erdsebb beflvas
kovetkeztében a légkamraban foglalt levegd nemsokara oly sdr(G-
séget fog nyerni, hogy a nyelv visszatérését a sipcsébdl teljesen meg-
akadalyozza. Hogy tehat erésebb befuvas altal valamely lagynyelv(
sipban magasabb hangokat tudjunk létesiteni, okvetlenil sziikséges
arrol gondoskodnunk, hogy a légkamra eltavolitasaval a légaramot
egyenesen a nyelv mogotti hasadékba vezessiik, a mint ez valéban tor-
ténik is.
b) AfavoAds hangszereknél. A lagy nyelvi sipok fuvokajat
a legaltalanosabb alakjaban nyerjiuk, ha az 1. abraban lerajzolt nyelvsip
légkamrajabol a sipcsovet kivesszik és azt rovidebbre szabva, alsé végének
sz(ikebb ékalakot adunk Ugy, hogy a sipba fivé egyén azt kényelmesen
ajkai kozé illeszthesse (13-ik abra).
Ezen nyelvsipok berendezésének féfeltétele, hogy a fuvokanak a
nyelv atellenében levd fala minél kisebb tavolban legyen a nyelvt6l,
hogy igy a fuvokaba hatolé légaram a nyelv mégott minél
tokéletesebb ritkulast létesithessen, annal is inkabb, minthogy
most a nyelv az ellenkezd oldalr6l a s(ritett levegébdl szar-
mazott azon nyomast, mely a légszekrényes sipoknal a nyelv
rezg6 mozgéisdnak meginditdsdhoz és fentartdsahoz hozzaja-
rult, most majdnem teljesen nélkilozi.

13. dbra. Az ezen sipok megszélalasa alkalméval a sipcs6ben keletkezet



A NYELVSIPOK HANGTUNEMENYEL 87

hullimok alakjat vizsgdlvin, mindenekelott megjegyezhetjiik, hogy miutdan
az allo  hullamok befuvds daltal ébresztettek, daltalaban ismét csak
a 2-ik, 3-ik, 4-ik stb. abrak daltal képviselt alakok eqyikében rezeg-
hetnek ; miutan pedig a csekélyebb tévtartalmu fuvikaba hatolt lég-
aram innét a levegdt jorészt magdaval ragadva ez uton a fuvékdaban
igen nagg mérvii ritkulast okoz, kiovetkezik, hogy a nyelv helyén az
allo léghullamra nézve okvetleniil rezgési csomonak, vagy ezzel legalabb
is igen megegyezd rezqesi allapotr ak kell létesiilnie. Ha tehit az ily sip-
ban keletkezheté alaphang hullimhosszit A-val, a sip hosszdt pedig I-el
jeloljiik, leszen =21 és a zonge magassigira nézve nyerjiik : n=c/4l. Mig
azonban a légszekrényes sipoknil, bizonyos meghatdrozoll hosszisdgi
sipesére nézve csak egyetlen egy — részint a sipesé hosszdtol. részint
pedig a nyelv rugalmassdgitol fiigeé — hangot voltunk képesek eléalli-
tani, addig a fuvékds sipokndl erésebb és erésebb befuvis dltal a 2-ik,
3-ik, 4-ik sth. dbrdkban kijelolt rezgési alakoknak megfelelleg a zongék
egész sorozatdt hozhatjuk létre, miutan a lagy nyelvii sipok ily beren-
dezésével a légsiritésbil szarmazott azon akadaly, mely a légszekrényes
lagy nyelviv sipokndl a nyelv gyorsulé rezgésének oly hamar hatart
szabott, itt melldzve van. Tudva pedig azt, hogy az ezen sipokban rezgd
légoszlopnak egyik csomdja okvetleniil a fuvoka végére fog keriilni, a 2-ik,
3-ik, 4-ik stb. dbrdkban jelzett léghullimok képzeleti részei ez esetben
el fognak tiinni és a képzeleti csomébél valddi csomé lesz; e szerint oly
hangokat lesziink képesek elddllilani, melyek rezgés szima a fentebb kép-
letileg meghatdrozott alaphang rezgési szimdhoz ugy dllanak mint a pdrat-
lan szdmok. Hogy pedig maguk a ligy nyelvek ily bé hatirok kozt terjedd
hangok rezgésszamira a velok hatdros léghullim siiritési és ritkulasi val-
tozatai dltal valoban kényszeritheték, onnan is kitiinik, hogy ezen sipok-
nak fuvokdjiba — minden sipesé alkalmazdsa nélkiil — egyre erosebben
fujvin, a nyelv mogotti hézagban megfeleléleg gyorsabban alakuld ritkuli-
sok kovetkeztében a zéngék ép oly szakadatlan mint terjedelmes sorozatit
dllithatni elo.

Tudvalevéleg a klarinét, a fagott és az oboa fuvikdjiban nadbdl metszett
ligy nyelvek vannak alkalmazva ; sirgaréz, vagy alpacca nyelvek itt nem
alkalmazhatok, miutan ezek befivis dltal megnedvesedvén, kellemetlen-
séget okozndnak ; a trombitiban és kiirthen ezen ldigy nyelveket a fuvé
egyén ajkai potoljik.

Ha ezen miiszerek fuvikait hengeralakw sipesovekkel latjuk el, akkor
megfelelé médon gyakorolt erdsebb és erdsebb befuvas daltal a fentebbi
torvény altal kifejezett hangsorozatot bizonyos terjedelmig allithat-
juk eld,
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B) A kemény nyelvii sipok.

Mivel a kemény nyelvek rezgé képességét nem korlitozzik az dllé hul-
limban létrejitt siiriisitési és ritkuldsi viltozatok, elméletiinkbol igen egy-
szer(t médon leszdrmaztathatd azon tétel, mely szerint ezen nyelvfaj — akdr
légszekrényben alkalmazva akir pedig csak fuvokira erdsitve — csakis oly
sipcesovek alkalmazdsakor szolalhat meg, melyek hossza nd/2 és (n+-1) 4/2
hatirok kozé esik, a mely kifejezésben t. i. 2 a nyelv sajitos hangjdnak
megfelelo dll6 léghullim hosszit, n pedig egy lelszésszerinti pdros szi-
mot — a zerust is ide érlve — jelent. A sipcsének ugyanis minden mais
hosszira nézve a sipesoben vagy a nyelv eredeti hangjival megegyezéen
rezgo léghulldim oly részének kellene létrejonnie, melyben a sipesé feneké-
tol szdamitva legel6bb rezgési csomdéra akadunk, illetéleg képzelt rezgési
maximumot talilunk, vagy pedig egyitalin oly hullimnak kellene kép-
z6dnie, mely a nyelvvel nem rezeg tobhé egyidejiileg ; mivel azonban egy-
részt a sipes6ben azon alkalommal, midén abban a légoszlopot befuvis
dltal inditjuk rezgésre, nem timadhat oly hullim, melyet képzeleti rezgési
maximum jellemez, misrészt pedig a kemény nyelv rezgésképessége egy
allo léghullim rezgési viltozatai dltal sohasem szenvedhet mdidosulist,
kovetkezik, hogy a sip ily koridmények kizitt hangot nem adhat.

Miutin tébb akusztikai szakmiiben e tirgyrél ama téves nézetet taldl-
tam feljegyezve,™ hogy a keménynyelvii sipok, kiillonbhozé hosszisagu sip-
csovek alkalmazdsa mellett semmi vagy csak nagyon csekély viltozdst
szenvednek hangmagassigukban az egyiittrezgo légoszlop dltal, jo lesz az
emlitett téves nézet megcezifolasira kisérleteim egyikének eredményét
kozolni. Egy légkamrdval berendezett sipban alpaccabdl kalapilt és a nor-
miilis ¢-ra hangolt kemény nyelvet alkalmaztam.

Ezen hangnak megfeleld dll6 rezgésit léghullim hossza 16°C-nil
0,386 m. A mid6n ezen sipot fokozatosan hosszabb és hosszabb sipcsovek-
kel szereltem fel, azt tapasztaltam, hogy a sip csak oly csovek alkalmazisa
esetében szolalt meg, melyek hossza kovetkezo hatirok kozé esett :

0FFem ™ R a0 S Ve IR e azaz 0rés kozel W2 ze

5 i Ll e or gl G LI < 1 « « « 22/2 és 342 kozé
76 « R oy . (RN O TeE oy « « 42 « B2 «
{165 T e Xy S SRR ¢ « « ¢ ONL TR s

keriilt; minden egyébb hosszusdagi sipesire négve ellenben a sip néma
maradt.

* B tévedésre mar 1882-ben a Zeitschrift f. d. Realschulwesen cz. folyo-
iratban figyelmezletlem az akuszlikaval foglalkozo szakludosokat.
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Megjegyzem azonban, hogy valahanyszor a sipcsé meghosszabbitasaban
kdzel jutottam a fels6bb hatarértékekhez, a sip mar nehezen és csakis
gyengébb megfuvasra szolalt meg, minek magyarazatat abban taldlom,
hogy erésebb behivasra a sipcs6be hatold légloketek az all6 Iéghullammal
egyutt a nyelv kozelében oly mérvi ritkitasokat létesitenek, melyek a
nyelv rugalmassagara és igy annak eredeti rezgésszamara zavardlag be-
folynak, anélkiil azonban, hogy azt szabalyozhatnak is.

Hogy pedig a fent bemutatott kisérleti eredmény egyszersmind abbeli
nézetemet, mely szerint a sip csak akkor szélalhat meg, midén a sip-
csoben keltett all6 hullam valtozatai a sipcs6be hatold légloketek altal
ott mechanikailag el6idézett valtozatokkal teljesen megegyeznek,
nyomds tapasztalati érvvel is tdmogatja — Ugy hiszem — kétséget nem
szenvedhet.

Dischka Gyd&z6.
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24. Ha a tetraéder szemben fekvd élei egymasra merdlegesek, bebi-
zonyitandd, hogy akkor az élek kdzéppontjai és a szemben fekvd élek
legkisebb tavolsagu pontjai oly gombon fekisznek, melynek kozép-
pontja a tetraéder sulypontjaban van. (Valyi.)

Hatodik megoldas Maksay Zsigmond féredliskolai tanar artdl
Pécsett.

Legyenek a tetraéder szégpontjai A1AsAsAi, a megfelel6 cstcsokon
atmend magassagok : at, a2, as, at. Az AIALAL, AJASA4, AlAsAI,
A2ASA4haromszégek mindegyikében asulypont, magassagpont és a korul-
irt kor kozéppontja egy egyenesben, az EuLER-féle egyenesben vannak.
Jeloljiuk e pontokat az A],A]JAm haromszégben Si. Mi, 0» betlkkel.

Tudvalevdleg:
OtSt:OtMi= 1: 3.

A jelzett haromszdg oldalain a magassagok talppontjai s az oldalak felez6
pontjai a Feuerbach-kdér kertletén feklsznek, a mely kor koézéppontja
szintén az EULER-féle egyenesben van. Legyen e pont Fi.
Mint ismeretes
FiOi=F iMi.
Az el6bbi proporczio és az utobbi egyenléségb6l kdvetkezik, hogy:
Oj Si: (GiMi= FiSi:FiMi

azaz a FEUERBACHkor kdzéppontja az SiMi tavolsagot az Oj ponttal har-
monikus viszonyban osztja, a négy pont tehat két harmonikus pontpart
alkot
3FiSi= FiMi
F(Si=SiFi
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egyenléségeket osszeadvin lesz
4F; Si=Si M;. 1)

Bédrmely élen it a szemben fekvére merdleges sik tartalmazza az élek
legrovidebb tdvolsigdt. A legrévidebb tavolsigok végpontjai feladatunk
esetében, az illeto haromszoglapokban ez élekhez tartozo magassdgvonalak
talppontjai, a melyek az illetd lapokhoz tartozé Feverpacu-kor keriiletének
pontjai.

Az ArA A, héromszog Euvier-egyenesén és az @, magassagon it
fektetett sik tartalmazza a tetraéder S stlypontjit, M magassdgpontjit és
O-t a kortilirhaté gémb kézéppontjat. E hdarom pont tehdt feladatunk ese-
tében mindig két ily sik metszésvonaldban vagyis egy egyenesben fekszik.

Megmutatom most, hogy az F; pont az S sulypontnak A; 4; A, hdrom-
szog sikjara es6 képe, azaz, hogy az F; pontban a hdromszog sikjdra emelt
meréleges dtmegy az S sulyponton és felezi az OM vonaldarabot. Isme-
retes, hogy

4SS;=A; S;.

Legyen S képe az Ay A; A, hdromszog sikjaban S, mely az elébhiek
folytin mindenesetre az EvLer-egyenesben van.

A szirmazott hasonlé haromszogekbol :

»S,; M,- H »S, SI-”: 414, S;' H 45»8,
S{Mi . S,'S'=4-:1.
1)-bol
445'.' = Siﬂfi
41‘1 Si: Sg‘l‘[i
€5 18y
SiS'=F;S;.
De S és F; az elobbiek szerint egy egyenesben esnek, tehdt
S=F.
Tovibba :
Fi0; : F;My—= SO: SM=1:1,

vagyis az S pont felezi az OM vonaldarabot.

Most kimutatom, hogy az S pont egyenld tdvolsdgban van az élek
felezo pontjaitol s a szemben fekvo élek legrovidebb tavolsdgu pontjaitol,
tehdt a jelzett pontokon dtmendé gémb kozéppontja.

Kossiik 6ssze a stlypontot a hatdrolé lapoknak a Feversacu-kor kerii-
letébe esé pontjaival. A szdarmazott négy kiip mindegyike egyenes kirkip,
melynek alkotdi egyenlék, mert minden kipnak két alkotdja azonos a szom-
szédoséval.
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E szerint az S pont egyenld tavolsagban van a feladatban jelzett térbeli
pontoktél s igy ezek egy gémb felszinén vannak. Az AiMiSi és SFiSi ha-
sonlé haromszogekbdl:

Of-.SFAStMt: SiFi= i :\
azaz

SF,= -

s igy az elébbiek figyelembe vételével:

«l 2

16 Ti ,

holp agdomb sugara, a{ az A. ponton atmend magassag, ri az Ai,AiAm ha-
romszoghoz tartozé FEUERBACH-kOr sugara, mely :

ha rt a haromszog koré irt kor sugara, r\ a haromszog oldalak felez6-
pontjai meghataroztak haromszoég koré irt kor sugara és igy :

i aklakmalm ri
|~ 8T]j ~ 27
hol ak stb. a haromszog oldalai, 1\ pedig terulete.
Ha a tetraéder térfogata k, akkor
3k — Jiat
és igy
2 'a&k*+(au tokmtolm)
£ 64 r*
Szabalyos tetraéder esetében az élek érintik a megbeszélt gémbot, mert
a felez6 pontok és a legrovidebb tavolsagl pontok kettenként egybeesnek,

a gémb sugara pedig:p = , hol a az él nagysaga.
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(Els6 kozlemény.)

I. Torténeti attekintés.

L Az analitikai geometria — Descartese-nak e genidlis alko-
tdsa — képessé tesz benniinket arra, hogy térbeli vonatkozasokat
arithmetikai alakban fejezziink ki s arithmetikai modszerekkel
vehessiink vizsgalat ala. Es a mennyiben a fizika alapképzeteit
térbeli szemléletekre, dsszetett fogalmait s azok levezetését jorészt
szintén térbeli vonatkozasokra és mdveletekre viszi vissza: az
analizis a fizikdnak hatalmas segédtudoméanyava lett, annyira, hogy
az utobbi szazadok oriasi haladasat a mennyiségtan és az elmé-
leti, s6t nem Kis részben a kisérleti fizika terén is annak kdszonhet-
juk, hogy a térbeli mennyiségekre a szamité eljaras alkalmaztatott.

De épen azon fontossagnal fogva, melyet a geometriai analizis
ekként az dsszes exakt tudomanyokra nézve nyert: a legkivalobb
mathematikusokat és fizikusokat allandoan foglalkoztatta a kér-
dés, vajjon miként lehetne a szamito eljarast minél egyszer(ibbé
s az alkalmazéas czéljaira minél megfelel6bbé tenni. A kdzdnséges
analitikai mddszer ugyanis csak kozvetve, a koordinata-rendszer
segitségével veszi a geometriai jellegli mennyiségeket szamitas ala,
a mi nem egyszer a szemlélhet6ség rovasara torténik s akarhany-
szor egyszerd térbeli viszonyok levezetésénél is felette faradsagos
munkat igényel. A koordinata rendszerek nélkilézhet6vé tétele s
oly algorihmus feltalaldsa, melynél minden mdveleti tény és
eredmény a geometriai vonatkozasokkal a legszorosabb Ossze-
flggésben alljon képezte tehat a geometriai mddszerek tovabb-
fejlesztésének kozelebbi feladatat.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 7
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9. Ks tigy latszott, hogy e fontos feladat megoldasa a képzetes
mennyiségek segitségével valik lehetove. Miként a pozitiv és negativ
jelek az ellentett iranyok kifejezésére, épugy alkalmazhatoknak
bizonyultak a komplex szamok tetszéleges iranyltl és nagysagu
egyenes — vektor — szamlani kifejezésére. Ez iranyban a képze-
tes mennyiségek alkalmazasa meglehetds mérvben be is kovet-
kezett s a képzetes (illetve komplex) egység hatvanyainak, mint
forgato tényezéknek hasznalata mondhatni altalanossa valt.

Azonban minél inkabb felismerték a képzetes mennyiségek
geometriai alkalmazasinak elényeit, annal kevésbbé latszott valo-
szininek, hogy azon nehézség, mely ezek altalanos alkalmazasanak
utjaban allott, lekiizdhet6 legyen. A komplex mennyiségek segitsé-
gével ngyanis csupan az ugyanazon sikban a realis és imagina-
rius tengely sikjaban — fekvo egyenesek és szogek fejezhetok ki
s ebbol kifolyolag a velok végzett miiveletek eredménye is mindig
csak az illet6 sikban levé geometriai elemekre vonatkoztathato.
A komplex szamok segitségével tehat sem a sikban nem fekvd
egyenes, sem ilyennek a sik barmely egyeneséhez valé helyzete
nem szimbolizalhato.

3. E nehézség eloszlatasat czélzo korabbi kisérletek kozil, mint
legfigyelemreméltobbat Servois-nak az Annales de Gergonne lap-
jain 1813-ban megjelent értekezését emlithetjik meg.

Servois abbol indulva ki, hogy az egy sikban fekvd egyenesek
irany és nagysag szerint, a- bi segitségével fejezhetok ki, vizsgalja,
vajjon a térbeli egyenesek nem lennének-e a

Pr+qy+rz

osszeg segitségével szimbolizalhatok, a hol x, y, 2 a kezd6ponthol
kiindulo egyenes végpontjanak koordinatai, p, g, r pedig miként i
nem valos egységek. Servois ez utobbi felvételével egészen helyes
nyomon jar, csakhogy nem veszi figyelembe, hogy e felvétel az
elsovel, hogy t. i. az egy sikbeli egyenesek analitikai kifejezése
komplex alaki, 0ssze nem egyeztethet6. Nevezetesen az XY, XZ,
YZ sikokban — megfeleldleg z—=0; y=0; x=0-ot tevén — az
egyenesek kifejezése gyanant
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pX+qy; pX+qz; qy+rz

-t nyertink, a mi kdzvetlenill lathat6lag kizarja azt, hogy az egye-
nes kifejezése tetsz6leges sikban a-\-bi alakd lehessen. S csak-
ugyan arra a kérdésre, vajjon apx-\-qy-\-rz nem vezethet6-e at
az a-{-bi normal alakba, Servois kielégit§ feleletet hidba keres.

4. Nagyobb sikerrel tettek a geometriai elemek és vonatkozasok
sznnbolizalasat illet6leg kisérletet Grassmann és Hamilton. Mellet-
tok még Mebius, Bellavitis nevét emlithetjik meg, mint a kik,
kiléndsen Mabius, nagyon sokkal jarultak a geometriai kalkulus
kiképzéséhez. Mebius «Barycentische Calcul», «Hauptsatze der
Astronomie» ez. mlveiben a vektor, vektordsszeg és vektorkiilonb-
ség fogalmét szabatosan &llapitja meg és allandéan s kovetkezete-
sen alkalmazza. Azonban a vektorokkal végzendé magasabb mf(ive-
letek bevezetése és a geometriai szdm fogalméanak megallapitasa
az el6bb emlitett mathematikusok nevéhez f(izédik.

5. Scheffler két imaginarius egységet vesz fel, a melyek kozil
az egyik: i= y —1 mint sikbeli forgatd tényez6 szerepel, a masik
pedig, melyet: ij-gyel jeldl, a sikra merd&leges iranyban emeli ki
90°-kal a vele szorzott sikbeli egyenest. Ugy, hogy barmely egye-
nes, a g és $ivek alkalmas megvalasztasaval

e=r (cos< p sin g (cos sin <f>)=reir.é'M

alakra hozhaté s két egyenes px, pt s zorzata a kovetkezbleg fejez-
het6 ki:

rirz(cos(fs>+ <+ isin(<pj+ k )).(cos(”™ + <pE+Aisin (i+ fa))
—Tira6"li+7-deXWi +Va).

Azonban némely el6nyok mellett, melyek a ScHEFFLER-féle algo-
rithmustol nem tagadhatok meg, hatranya féként az, hogy a dis-
tributiv torvény, t. i.

(Pi+Pi)P=PiP+PiP

egyenl@ség fenn nem tarthatd. Gravest-t, nemkilénben HAMILTONt

épen ez a korlilmény késztette arra, hogy a Scheffler-t6i valasz-

tott utat, melyen kutatasaik kezdetén énalléan indultak meg, el-
™
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hagyjak s méas, a térviszonyokkal és fizikai vonatkozasokkal meg-
egyez6bb modszert keressenek.

Scheffler tér- vagy helyzet-kalkulusat részletesen kifejtette r
«Ueber das Verhaltniss der Arithmetik zur Geometrie» 1846;
«Situationskalkul» 1852; «Polydimensionalen Grossen» 1880 cz.
mdveiben, s az egésznek elméleti alapot igyekszik vetni a térszam
fogalmanak részletes kifejezése altal «Die Naturgesetze» cz. ter-
jedelmes munkéajaban.

6. Grassnann «Ausdehnungslehre»-jében, melynek elsé kiadasa
1844-ben jelent meg, teljesen kiképzett mddszert ad a térmennyi-
ségekkel val6 miiveletekre; e modszernek filozdfiai alapot vet s
egyuttal mas tudomanyok targyaira alkalmazhatésagat is kimu-
tatja. A t6le felallitott mddszer, mint speczidlis esetet, magaban
foglalja a szorosabb értelemben vett térkalkulust is, kiindulvan
abbol, hogy minden egyenes vonaldarab (Strecke) a

p—Xj6i4- §-X33

alakban fejezhet6 ki s meghatarozott és egyértelmd eredményt
ado miveleteknek vethet6 ald. A p kifejezésében X\, ,r2, x3neve-
zetesen szamok, elt €4 €3 pedig egymasra vissza nem vihet§ —
t. i. harom nem egy sikba es6 egyenesen felvett — egységeket
jelentenek.

Ez algorithmus szerint a distributiv torvény, a melyet Scheffler
mell6zni kénytelen, nemcsak megtartja érvényét, sét a modszer
kifejtésénél Grassmann ép e torvény helyességének felvételébdl
indul ki. Ellenben az u. n. kiils6 szorzatban (Ausseres Product)
fellép azon sajatsdga Ugy a Grassmann-, mint HAMILTON-féle szami-
tdsmodnak, hogy a szorzok felcserélésével a szorzat el6jele s illetve
értéke megvaltozik. A quaternio elmélet térténetének szempont-
jabol e megegyezés mellett kuléndsen fontos az Ausdehnungs-
lehre els6 (1844) kiadasanak el6szava, a melyben a quaternio elmé-
let alapfogalma, mint vektorhanyados, el6fordul. «Sodann kam
ich» mondja Grassmann «zundchst auf den Begriff des Quotienten

verschieden gerichteter Strecken, und verstand unter * , wo a
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und b verschieden gerichteter Strecken von gleicher Linge vor-
stellen, die Grosse, welche jede in derselben Ebene liegende
Strecke um den Winkel ba (von b nach a gerichtet) dndert, so

; ’ : a : :
dass in der That, wie es sein muss - .b = @ ist; und hieraus

b
ergab sich dann der Begriff fir den Fall, dass @ und b von un-
gleicher Linge sind, unmittelbar». Itt tehat hatarozottan a Hamiw-
Ton-féle quaternioval van dolgunk, és pedig tgy is mint forgato
(Versor), tigy is mint kiterjeszt6 (Tensor) tényezével. S6t a Hamir-
ton-féle elmélet egyik legfontosabb segédfogalmat, a derékszigii

versort is megtalaljuk, és pedig a Z — 1/ —1 értékkel, a hol b és

@ egyenld, egymassal derékszoget alkoto egyenes darabokat jelen-
tenek.

A fentebb kozoltek utan nem tagadhato ugyan, hogy a quater-
nio fogalmat Grassmann-nal a leghatarozottabban feltalalhatjuk,
holott HamiLrox e targyban irt fdmunkaja csak kilencz évvel kés6b-
ben, 1853-ban, jelent meg, azonban az j fogalmat GrassMANN
ekkor még csak a sikra tartja alkalmazhatonak, a mennyiben
szerinte : «es ist nicht moglich, vermittelst des Imaginidren auch
die Gesetze fir den Raum abzuleiten». Ugy, hogy ha az 1877-ben :
«Der Ort der HamiLrox’schen Quaternionen in der Ausdehnungs-
lehre» cz. alatt a Mathemalische Annalen XII. kotete 375—386.
lapjain Grassmany tollabol megjelent dolgozat joggal tekinti is a
Hawmiuron-féle kalkulust az Ausdehnungslehre egyik specialis alkal-
mazasanak, ez nem masitja meg azt a tényt, hogy a kiterjedés-
tannak ez alakban valo kidolgozasat, mint quaternio elméletét,
Haminron onalloan, masokat megelézoleg és a legaprobb részle-
tekbe mendleg teljesitette.®

* Termeészetes, hogy ez mit sem von le az Ausdehnungslehre értékébol s
(RASSMANN-nak a quaternio elméletre vonatkozolag megjelent kozleményei becsé-
bél. Kiilonosen értékes a quaternio elmélet helyes felfogdsara nézve a jelzett
értekezés kovetkezé helye (376. 1.): «Aber das wesentlich eigenthiimliche

der mittleren Multiplication im Raume als einem Gebiete dritter Stufe ist,
dass die Anzahl der von einander unabhiingigen Einheitsproducte (t. i. e,e,,
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Grassmann mdvei: Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematik. 1844. (Masodik kiadasa : Die Ausdehnungs-
lehre von 1844. 1878). Die Ausdehnungslehre volistandig und in
strenger Form bearbeitet. Berlin 1862. Kurze Uebersicht tber
das Wesen der Ausdehnungslehre. (Grunerts Archiv Bd. VI. 1845.)
Az 1878-iki masodik kiadasnak lll. fliggeléke). A fentebb idézett
értekezésen kival kilonos figyelmet érdemelnek még: «Die Mecha-
nik nach den Principien der Ausdehnungslehre». Math. Ann.
Bd. XI. p. 222—240. «Sur les differents genres de multiplication»
Grelle Journal XLIX. 136. 1 Megemlitend6k tovabba az ide vonat-
koz6 irodalombdl: V. Schlegel: «System der Raumlehre 2. Theile
1872—1875» és F. Kraft: «Abriss des geometrischen Kalkuts
1893».

7. A quaternio elmélet megalapitdja s egyuttal terjedelmes
rendszerré kifejtéje Hamilton a GRASSMANN-éval meglehetds rokon
eszmemenet (tjan a térbeli egyenesnek

f)=xi-\-yj-\-zk

kifejezéséhez jut, a hol i, j, k hArom egymasra meréleges egyene
sen felvett egységeket jelentenek.

E vonalegységeken kivil még egy negyedik, a szamegység fel
vételére van sziikség, hogy ez egységekbdl képezett mennyiségeken
a megfelel6leg értelmezett miveletek végrehajthaték s azok ered-

em, €23, namitton jelzése szerint ij, ik, jk) gleich der Anzahl der Einheiten
ist, und man daher jene (ete2, ek3, ex3d auf diese (B e2, efi zuriick-
fuhren kann. So bleiben also dann die Einheiten des Producles, wenn man
noch die (reelle) Zahleinheit hinzunimmt, dieselben, wie die urspriinglichen.
Diese einfache Beziehung verschwindet bei den Gebieten hoherer Stufe, so
dass die mittlere Multiplication in der Ausdehnungslehre, welche Gebiete
beliebiger Stufe behandelt, keine einfache Bedeutung behdlt». A quaterniot
6 rassmann, aZ Ausdehnungslehre terminolégidjanak megfeleléleg, kozépszor-
zatnak nevezi s mint két egyenes darab szorzatat a kovetkezé alakban irja:

ab= —[a|6J+ |[ah]

A mely teljesen @ZONOS @ HAMILTON-féle

ab=Sab+ Vab
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ménye ismét a felvett egységekkel képezhetd legyen. A quaternio-
elméletben el6fordulo legaltalanosabb kifejezés ehhez képest négy
tagot foglal magaban, a mely egymasra vissza nem vihet§ egysé-
geket tartalmazvan, 6ssze nem vonhatok.* A két féelv, melyhez
Hamilton vizsgalatai folyaman eljut, vagy a melyeket alapul véve
a térkalkulus minden ellenmondas nélkil kifejthetd, a kdvetkez6 :

1. Két parhuzamos egyenes darab szorzata szam.

2. Két mer6leges egyenes darab szorzata egy harmadik, mind-
két szorzéra merdleges egyenes darab.

Ez az utdbbi tétel teszi képessé a quaternié-elméletet arra, a
mire az egyeneseknek komplex alakja elég nem volt, hogy t. i.
egy sikban fekvd egyeneseken végzett szorzasi vagy osztasi mive-
let a sikkal szoget képezd egyeneshez vezessen s illetve oly alak-
hoz, melyben a vektorrész a sikkal altaldban nem parhuzamos.
Ha most mar tekintetbe veszsziik, miszerint Hamilton erre az ered-
ményre csak Ugy juthatott, hogy a képzetes egységnek a geometriai
kalkulusban alkalmazasat teljesen mell6zte: joggal elmondhatjuk,
hogy a képzetes mennyiségeknek a térbeli vonatkozdsokra valo
alkalmazasa a geometriai kalkulus kiképzését csak kozvetve moz-
ditotta el6, de e mellett nem egy mathematikust hatarozottan tév-
Gtra vezetett. A mit annyival inkabb helyén valonak tartottam
megjegyezni, mert nagyon sokan — teljesen helytelentl — Hamil-
ton modszerét ma sem tekintik masnak, mint a képzetes mennyi-
ségek térbeli egyenesekre valo alkalmazasanak.

A quaternié-elméletet Hamilton szamos értekezésen Kkivdl :
«Lectures on quaternions: contain a systematic statement of a
new mathemethod» 1853 és «Elements of quaternions» alapvet6
mdveiben fejtette ki. A quaternio-elmélet irodalmabél megemli-
tend6k még: P. G. Tait «Anelementary Treatise on Quaternions»
s az Ujabbak kozul. Laisant: «Introduction a la méthode des
guaternions» 1881; Graefe: «Vorlesungen Uber die Theorie des

* Mar itt megjegyezziik, hogy az u. n. vektoregységek teljesen tetszélege-
sek s adott quaternio esetében ép ezért mindig egyetlen, a quaternio sikjara
meréleges egységgel helyettesitheték. Ugy, hogy v amireon a harmas egység-
rendszer hasznélatat, a hol csak lehet mellézi.
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Quaternionen» 1883; Kraft: «Abriss des geometrischen Kalkuls»
1888; E. Sarrau: «Notions sur la theorie des quaternions» 1889,
mely utébbi mlvecske Maxwel1 villamossagtani nagy munkajanak

franczia forditdsdhoz — a quaternio-elméletbdl hasznalt jelzések
érthet6vé tétele végett — filiggelékként van csatolva, de kilén

lenyomatban is megjelent.

8. Azon korulmény, hogy Hamilton a téle feltalalt modszert
nemcsak részletesen kifejti, hanem a geometriara és fizikai tudo-
manyokra sikerrel alkalmazza, sokkal nagyobb elterjedést bizto-
sitott a quaternio-elmélet szdméra, mint a minével a Grassmann-
féle Ausdehnungslehre dicsekedhetik. A franczia és német irok
kozul is tébben, de kivalt az angol irék a HAMILTON-féle modszer
jelzéseit és fogalmait gyakran hasznaljak, ugy, hogy erre, de meg
a quaternio-elméletnek kivalt a mathematikai fizika terén hasz-
nalhato voltara tekintettel ez algorithmus ismeretét a fizikusok
és mathematikusok ma alig nélkuldzhetik.

Miutan nyelviinkén egyaltalan nincs s a kulfoldi irodalomban
is alig van olyan révidebb munka, melyb6l a quaternio-elméletet
lényegében megismerni s egydttal alkalmazasanak mddjat elsajé-
titani lehetne: jelen' dolgozat czélja az, hogy e hidnyt némileg
pétolja s egyuttal azoknak, kik a quaternié-elmélettel bévebben
kivannak foglalkozni, a részletes tanulmanyhoz bevezet6ul szol-
géljon.

Il. Vektordsszegek és kulombségek.

9. A quaternid-elmélet a vektorok algorithmusa.
Vektor alatt meghatarozott iranyd és nagysagu egyenes darabot
értink s ha annak egyik hatarpontjat A, a masikat B jeldli, akkor

AB

-t a vektor irany és nagysag szerinti kifejezésére hasznaljuk.

Az irany pontos jeldlése végett A-1 mint kezd6, B t mint vég-
pontot kulémbéztetjuk meg s két vektort egyenlének mondunk
Ukkor, ha akar a sajat egyeneseiken tovatolas, akar a térben par-
huzamos athelyezés Gtjadn egymaésra ugy illeszthet6k, hogy kezdd
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és végpontjaik Osszeesnek. E szerint tehat p. 0. AB és BA vek-
torok egymassal nem egyenl6k, miutdn megfeleld, t. i. kezd6- és
végpontjaik parhuzamos tovatolds Utjan csak az egyiknek 180°-U
elforditasa utan illeszthet6k 6ssze.

A vektor e meghatarozasa alapjan a két alapmveletet, t. i. az
Osszeadast és kivonast oly modon értelmezhetjik, hogy azok a
vektor iménti fogalmara alkalmaztatvan, mindig hatérozott és
egyértelm(i eredményre vezetnek.

10. Osszeadassal a vektorok egyszer(i szinthezisét jeléljuk,
vagyis azoknak egymashoz olyképen toérténd illesztését, hogy min-
den hozzdadandd vektor kezdépontja az eléz6nek vég-, s végpontja
a kovetkez6 hozzdadandd kezd@pontjaval essék Ossze. Az els6
Osszeadanddnak kezd6 s az utolsonak végpontja, mint kezdd és
végpont altal meghatarozott vektort pedig 6sszegnek mondjuk.

Ha tehat AB, BC, CD, DE az 6sszeadanddk, akkor az dsszeg

leend :
AB+BC+CD+DE=AE.

Az dsszeadanddk parhuzamossaga esetén az dsszeadas ezen értel-
mezés alapjan azonos lesz az arithmetikai ©sszegezéssel, tehat
ennek val6ban altalanositasa.

11. Az dsszeadds meghatarozasabol kozvetlendl folyik, hogy az
dsszeadandok tetszésszerinti csoportba foglalhatdok 6ssze, vagyis
az 6sszeadas elébb csoportonként s azutan az igy nyert részossze-
gekkel torténhetik a nélkill, hogy az Osszeg valtozast szenvedne
(associativ elv). Ha most mar figyelembe vesszik, hogy barmely
két szomszédos tag p. 0. BC-\-CD felcserélheté az egész dsszeg
értékének valtoztatdsa nélkul, akkor konny( belatnunk, mi-
szerint az 0Osszeadanddk sorrendje nincs befolyassal az 0sszegre
(commutativ elv). Hogy pedig:

BC+CD=CD+BC=BD

ez kozvetlendl folyik azon ismert tételbdl, a mely szerint a par-
huzamos és egyenld egyenes daraboknak megfeleld, t. i. kezd6- és
végpontjait dsszekotd egyenesek egyenldk.

Ha tehat:
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CD=BC\

akkor egyuttal a B, Ckezd6- s C{, I) végpontok altal meghataro-

zott vektorokra nézve:
BC=CID
és igy csakugyan
CD+BC=BCI+CID=BB.

Harom osszeadand6 esetében:

AB+BC+CD=(AB+BC)+CD=(BC+AB)+CD=
= BC+(AB+CD)=BC+ (CD+AB)=(BC+ CD)+AB etc.

a hol az 6sszeadanddk nem sziikségképen egy sikhoz tartoznak.

Felesleges is megjegyezni, hogy az 0Osszeadas ezen moédja nem
mas, mint a melyet a mozgasok, er6k dsszetételénél Iépten-nyomon
alkalmazunk, s hogy épen az er6dsszetétel ismeretes médja veze-
tett a geometriai dsszegezés fogalmara. De lathaté egyuttal, hogy
az Osszeg iménti fogalmazésa tisztdn geometriai értelmezéssel is
eljuthatunk, mihelyt a vektorok egyenl6ségének feltételélil nem-
csak az egység, hanem az irdnybeli megegyezést is kikotjik s egy-
uttal a vektoroknal a szinthezis eszkdzlésére sziikséges eltolast
megengedettnek vesszUk. Egyébirant a geometriai vektor fogalma
tdgabb, mint a mechanikaié¢, mivel az er6vektor tamadaspontja
altalaban csak a sajat irdnyaban tolhat6 el, mig a geometriai vek-
tor kezd6pontja a tér tetsz6leges pontjaba helyezhetd at.

12. Kivonas alatt — miként az arithmetikdban — az 6sszeadas
megforditott mdveletét értjiik, melynek segélyével tehat az 6sszeg-
b6l és egyik 6sszeadand6bdl a masik 6sszeadandét, mint kuilémb-
séget hatarozzuk meg. Ha e m(ivelet jeléil itt is a kivonandé elé
illesztett 4— » szolgal s az 0sszeget HC-vel, az 6sszeg egyik tagjat
AB-val s ennélfogva a mésikat BC-veljeldljuk, lesz:

AC AB=BC; AC—BC—AB

a szerint a mint egyiket vagy masikat véalasztjuk kivonandéul.
A kivonast e szerint Ugy hajtjuk végre, hogy a kisebbitendd és
kivonandé kezdd- vagy vég-, tehat egyjellegi hatarpontjait egye-
sitjiik s a szabadon marad6 pontokat a kilémbség hatarpontjaiul
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tekintjiik. A kisebbitend6 szabad pontja e miiveletnél — az Ossze-
adas értelmezésének megfeleloleg — jellegét megtartja, ellenben
a kivonandé végpontja a kiilombségnél kezddpontta és kezdépontja
végpontta lesz.

13. Az els6 esetben ugyancsak BC-t nyerjiik azonban, ha —AB,
vagyis AB mint kivonand6 helyett +BA-t, vagyis BA-t mint
dsszeadandot tessziik, mert ez esetben leend :

AC+BA=BA+AC=BC
és épen ugy — BCG-t + CB-vel helyettesitvén :
AC+CB=AB.

Hogy az alkalmazott helvettesitést igazoljuk, vegylik Ossze-
adandokul AB és BA-t, mely felvétel mellett :

AB+BA=AA=0
s ez esethben a megforditott problema szerint :
0—AB=BA; 0-BA=AB

leend, mib6l kovetkezik, mint a nmiiveletek végrehajtasat lenyege-
sen egyszertsitd eredmény :

—AB=BA; —BA=AB

mi altal a kivonast osszeadasra vezessik vissza. Ha tehat egy tobb-
tagu kifejezésben — jelt vektorok fordulnak eld, ezeket az ossze-
adas szabalya szerint egyesithetjiik a tobbi tagokkal, csakhogy a
hatarpontokat elébb feleseréljiik, vagyis iranyuknak 180°-kal val-
toztatasa utan illesztjik be az oOsszeget meghatarozo sokszogbe.
Az associativ és commutativ torvény e szerint nemecsak a pozitiv,
hanem tetszéleges eléjelti tagokra is fennall.
14. Vegytink fel egy tetszéleges egyenest s azon az

AB=i,

vektort mint pozitiv egységet. Akkor minden ezen egyencsen fekvo
vagy azzal parhuzamos vektor o, egyenl6vé teheté x,i,-gyel, a hol
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x; mérészam a fentebbiek szerint pozitiv vagy negativ, a mint
o iranya az egységével megegyez6 vagy ellentétes. Tehat az dsszes
i4-vel parhuzamos vektorokra nézve lesz

P—1Y

s megforditva, minden x4, alaka kifejezés az i;-vel parhuzamos
‘vektort jelol.

15. Ha p, iranya ¢,-gyel nem parhuzamos, akkor az 7,-t tartal-
maz6 tagon kivil még egy mas tagra is szikség van, ha a vektor
kifejezésbe az ¢, egységet be akarjuk vinni. Legyen i, az ¢,-hez —

0° és 180° kivételével — tetszOleges szog alatt hajlo egyenes fel-

vett vektoregység, akkor minden ezzel parhuzamos vektor wy,
altal fejezhet6 ki, a hol, mint fentebb x,, x, pozitiv vagy negativ
szam. Ha most p végpontjaibol i, i,-vel parhuzamosokat vonunk,

-ezek a sik alaptulajdonsaga szerint metszeni fogjak egymast, ha

0 egy az iy, i,-vel parhuzamos sikban fekszik. A metszéspont s p
hatarpontjai kozott foglalt vektorok mértékszamait megfeleldleg
xy, Xp-vel jelolvén, a vektorok osszeadasanak szabalya szerint :

‘0::1/‘17:1 +l1.£i2 .

Ha p ugyanazon sikbeli vektorok osszege gyanant volna adva,

gy hogy

p=m1+F T+ -+ 7n

.akkor miutan

T1=P1l+Piels, - + - » Tn=Pn1ly+ Pnaly

ezen értékeket p kifejezésébe helyettesitvén s az dsszeadandok fel-

-cserélhetéséget figyelembe vevén, lesz:

n n
P=1Y _Elf)rl_*"l«z gprﬂ'

Ennélfogva kimondhatjuk, hogy az oOsszes egy sikkal par-
huzamos vektorok kifejezhet6k, két ugyanazon sikkal par-
huzamos vektoregység segitségével. Mivel pedig egy tetsz6leges
ponthoél az i, i,-vel parhuzamosan vont egyenesek osszes pontjai,

tehat ezeknek 0Osszekoté vonalai is egyazon sikban fekiisznek, ko-
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vetkezik az iménti tétel megforditasa gyanant, hogy az Xfa+Xvi#
alaki Osszegek s illetve vektorok mindig az i,, i2-vel, tehat egy-
azon sikkal parhuzamos sikban fekiisznek.

16. Oly vektor, a mely nem az it, i2vel parhuzamos sikban fek-
szik, az el6z6 pont szerint pusztan ilt i2vel nem fejezhet6 ki,
hanem csak Ugy, hogy ezeken kiviil még legalabb egy fuggetlen
egységet hozunk be. Legyen i az [»A  sikkal nem parhuzamos
vektoregység, akkor minden ezzel parhuzamos vektor &43-mal
fejezhetd ki. Huzzunk ennél fogva p egyik hatarpontjabol i3mal
parhuzamos egyenest, a masik hatarponton keresztiil pedig fektes-
stink az ij, ij-vel parhuzamos sikot; jel6ljik tovadbba az %-mal par-
huzamos egyenes atdofési ésp megfelel6 hatarpontja kozotti tavol-
sag mérdészamat @3-mal, p masik hatarpontja és az atdofési pont
kozotti vektort, mint a mely az ix, i2-vel parhuzamos sikban fek-
szik: akkor a vektordsszeg definiczidja szerint

p —Xjij \~X,qij -¢- X0i0'.

A vektor e legaltalanosabb kifejezésében il, i,, i3 hossza egyenld,
t. i. a felvett mértékegység, irdnyuk azonban tetszdleges, csupan
azon feltételhez van kotve, hogy kozulok egyik sem lehet parhuza-
mos avval a sikkal, a melyet a masik kettének iranya meghataroz.

Konnyen lathatd, hogy hap kezd6pontjabél az ix i2, i3mal péar-

huzamos koordinata-tengelyeket vonunk, akkor xt, x2, e
koordinata-rendszerben p végpontjanak megfelel6 koordinatai,
xtilt x33 pedig a p atléju parallelepipedon élei.

Ha p tobb vektordsszege gyanant volna adva, akkor az el6z8
pontban kovetett eljaras segitségével azt mindig a haromtagu nor-
malalakra hozhatjuk. Egyébirant a quaternié-elmélet rendszerint
nem haszndlja a vektoroknak adott iranyokra vonatkoztatott ki-
fejezését, hanem lehet6leg magukon a vektorokon végzi a mive-
leteket. A mennyiben azonban az imént levezetett vektoralakot
igénybe veszi, mint a mddszer 1ényegével szorosan dsszefligg6t, a
derékszog(i egységrendszert alkalmazza, a hol tehat ix, u, i3 (Hamil-
ton jelzése szerint i,j, K) oly vektoregységeket jelentenek, a me-
lyek mindegyike a masik kett6re mer6leges.
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17. A vektorra nyert kifejezésb6l ez esetben kovetkezik, hogy
annak hossza, melyet Hamilton mindig pozitivnak s illetve el&jel
nélkilinek vesz s T (tensor = feszitd, Kiterjeszt6) betlivel jeldl:

= (o)

A vektornak il(i2, %-mal alkotta szgeinek cosinusai pedig:

X.
Ccos a,——;j‘?;cosaa: -=1:  C0S a3— X3I
(i - To lo

Lesz tehat:
p= Ttj(ij cos aj+ij cos «s + i.jcos «,)

vagyis a zarjelben levé kifejezést u,.-val (Unitas/>) jeldlvén :
p—To.u,..

Minden vektor e szerint két tényezére bonthatd, a melynek sor-
rendje kozvetlenll lathatélag kézombds, minthogy szam és vek-
tor szorzata alatt, barmily sorrendben legyenek is a tényezék, soha
nem érthetlink egyebet, mint a vektornak sajat iranyaban a mellette
allé szdm aranyaban vald meghosszabitasat. vagy megroviditését.
A T(>egyébirant annyiban kiilombozik az elébb hasznalt x x, xv x3
értékektdl, hogy ezek negativok is lehetnek.

18. A vektorok'dsszeadasara és adott vektoregységekkel valo
kifejezhet6ségére eddig levezetett tételek segitségével Ugy a geo-
metriaban, mint a kinematikaban lényeges egyszer(sitéseket érhe-
tlink el, a mint err6l Mobius, Bellavitis, Grassmann, Hamilton stb.
mivei s ezek nyoman haladé szdmos mas geometriai és mechani-
kai munkabdl meggy6z6dhetiink. Mivel azonban a vektorok dssze-
gezésének modszere s az ez Uton elért eredmények altalanosan
ismertek, ez alkalmazasokat ezittal mell6zhetjik s a fentebbi be-
vezetd rész utan attérhetiink a quaternié-elmélet sajatos targyara,
a vektorok osztasara és szorzasara.
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Ill. A vektorhanyados (quaternio).

19. Oly kifejezések, a melyekben vektormennyiségek szorzat
vagy tort tagjai gyanant lépnek fel. Ggy a geometridban, mint a
fizikdban gyakran fordulnak el6. igy a geometridban két vonal-
darab mérd szamanak szorzata a terllet, hAromé a térfogat; a
mechanikdban két vektorjellegli mennyiség, t. i. er6 és kar szor-
zata a nyomaték stb. szambeli értekét adja. Amde azzal, hogy
e miveleteknél csupan a fellépé vektorok szamértékét veszszik
figyelembe, a vektorok vonatkozasat csak részben fejezzik ki, gy
hogy ennek teljes eszkdzlése végett bizonyos, a feladat természeté-
hez tartozo feltételeket — a melyek t. i. a vektorok irdnyaval alla-
nak osszefliggésben — kuldn kell evidenczidban tartanunk s a
szamitas végeredményének megallapitasanal figyelembe venniink.
A quaternidé-ehnéletnek, mint a vektorok algoritmuséanak féfon-
tossaga épen abban keresendd, hogy a téle megallapitott mddszer
segitségével nemcsak a vektorok @sszegét, hanem azok szorzatat
és hanyadosat s illetve a szorzas és osztas hanyadosat ugy értel-
mezhetjik, hogy ez altal a magasabbrend( geometriai és fizikai
iranymennyiségek nemcsak nagysag, hanem egyéb viszonyaik te-
kintetében is kozvetleniil kifejezhet6k és mdvelet ala vehet6k.

20. A vektorokkal végzendd e mdveleteknél mindenekel6tt pon-
tos értelmezésre van sziikség, a melynek alapjan meghatarozhas-
suk, mit értiink e mennyiségekre vonatkozélag szorzas stb. alatt.
Az értelmezésnél pedig els6 sorban arra kell Ggyelniink, hogy az
arithmetika megallapitott fogalmaival és mdveleteivel 6sszhang-
ban maradjunk, azaz oly speczialis esetekben, a mid6n a vektorok-
bol alkotott kifejezések — p. 0. mint egyirdnyd vektorok hanya-
dosai — beleesnek a kozdnséges szamfogalom korébe, a tdlink
értelmezett mdveletnek a megfelel6 arithmetikai mdvelettel azo-
nosnak kell lennie. Es mivel a vektorok osztasa és szorzasa csak a
szamfogalom bdvitése mellett lehetséges, az értelmezésnél tgyel-
nunk kell tovabbé arra is, hogy a bevezetett miveletek alkalmasak
legyenek az Uj szamfogalom egyértelmd megallapitasara s tovabba
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arra, hogy a barhanyszor és barmily egymasutanban végrehajtott
mdiveletek eredményének e szamfogalom ala sorozhat6 legyen.

Es valoban Hamilton két fémiivében a vektor-m(iveleteknek oly
értelmezését adja, hogy néhany, a harom-dimenzids tér lényeges
tulajdonsagaira vonatkozo alapfelvétel mellett két vektor-hanya-
dosa az egyedili 4j fogalom, a melyet be kell hozni s a melylyel ugy
kozvetleniil a vektorokon, valamint a vektorhanyadosokon és szor-
zatokon végrehajtott miiveletek eredményei kifejezheték. Ha ennek
az értelmezésnek szemmel tartdsdval tehat tetszéleges abstrakt
mennyiségek és iranymennyiségek a négy alapmiivelet segitségé-
vel kapcsolatba hozunk, eredményiil mindig vektorhanyadosok
(egyez6 vagy eltéré iranya vektorokkal) adddnak ki, éplgy, miként
a valos és képzetes s illetve komplex szamokon végrehajtott mda-
veletek eredménye mindig komplex szam.

21. Els6 feladatunk a vektorhanyadost értelmezni. Ha két ugyan-
azon pontbol kiinduld vektornak a és ,?-nak hanyadosat, g-yal-
jeloljik s a vektorok viszonyba tételére az arithmetikai jelzést

megtartjuk, lesz:
a

a hol a, B a mliveletbe vonasnal egy pontbdl kiindulé vektorokat
jelentenek. Ha a két vektor irdnya megegyezik, akkor e hanyados
megneveztetlen szam, Ugy, hogy q ez esetben a és B értékeinek kell§
véltoztatasa mellett a teljes pozitiv és negativ, s6t mint latni fog-
juk, imaginarius és komplex szamsort, illetve tartomanyt kifejezi.
Ha B nem vektor, hanem szam, akkor ¢ szintén — a iranyaval
megegyez§ — vektor. Minden mas esetben g-nak a kézonséges,,
szamfogalomtol eltérd jelentése van.

22. Hogy e jelentést kozelebbr6l meghatarozhassuk, vegyik
figyelembe, hogy két vektor irdny és nagysag szerint van adva,
ha 1. hosszaik, 2. egymassal bezart szogik, 3. e szdg sikja, 4. az.
egyik vektornak a szdg sikjaban fekv6 valamely egyenessel bezart
sz0ge ismeretes. E négy feltétel teljesen egyérték(i a két vektor
harom-harom, 0sszesen hat meghatdrozé adataval (xt, o2, X3,
Hi >22 >Z%>avagy Ta.cosa,, Ta.cosa2, Tacos a3, TRcosRxete)>
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ez pedig — mint konnyen lathato — az 1. és 3. két-két, a 2. és 4.
egy-egy adattal.x

. Amde az 1-ben foglalt két adatot egyre redukalhatjuk, ha el-
fogadjuk az arithmetikanak azt a tételét, a mely szerint a nevez6 és
szamlalé ugyanazon szammal szoroztatvan vagy osztatvan, a hanya-
dos értéke nem valtozik. Ehhez képest két quaternio egyenléségé-
hez nem az alkoto vektorok abszolut hosszainak, hanem csak hosz-
szaik viszonyanak megegyezése sziikséges. E viszonyt Haminton
tensornak nevezi s a quaterniot jelols beti elé irt T-vel szimboli-
zalja. E szerint lesz:

a .l

H=E

A 2, és 3-ban foglalt 3 adatot a quaternio-elmélet lényegesek-
nek veszi s kél quaterniot egyenlének csak az esetben tekint, ha
tensorukon kiviil az dltalok bezdrt szégek is eqyenldk és siljaik
parhuzamosak.** E feltételek elejtésével ugyanis oly egyenlésé-
get constitnalnank, a mely a nevezék (szimlalok) azonossaga ese-
tén nem vonna maga utan a szamlalok (nevezok) teljes dsszeesését,
ez pedig a quaternio-elméletnek, hasonloan az arithmetikahoz,
egyik alapfelvétele. Ellenben a negyedik meghatarozo adatot, t. i.

a quaternio egyik vektoranak valamely qu sikbeli egyenessel bezart

* Analitikailag — derékszogli koordinata rendszerre vonatkoztatva — a
meghatarozo feltételeket a kovétkezs egyenletek fejezik Ki:

a=Vait+ait+ad; b=V yityitvi

COS @, €os 3, +-CO0S @, €08 3,4-C0S e, cos B,=Cos y
€05 @, oS d, + €OS e, COS J,+C0s ety COs Jy=0

cos B, ¢os d, + cos B, €os d,+cos 3, cos d;—0

4. cos @, cos & + cos @, €OS £, +€OS ety COS £,=C08 §,

goube

a mely hat egyenlet teljesen meghatdrozza x,,..., y,-at, ha t. i. figyelembe
vesszllk, hogy #,=acosa,,. .. y,=bcos P sy, 8,, . . ., & ..., L adott
szogek.

** Termeészetes, hogy teljesen megengedett dolog lenne oly algorithmus
kiképzése, mely a 2. és 3. feltételeket részben vagy egészen elejtené, a mint
p. 0. az arithmetika minden iranyadatot figyelmen kiviil hagy. Csakhogy ha
az alkalmazhatosag és egyszeriiség kérdését tekintjiik, akkor a quaternio
elmélet felvételének minden mas folott el6nyt kell adnunk.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 8
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szogét, a quaternid-elmélet tetszélegesnek hagyja s az e tekintet-
ben val6 megegyezést két quaternio egyenléségénél nem postulélja.

Ezek szerint a geometria nyelvén beszélve, a vektorhanyados
vagy quaternio oly meghatarozott nagysagu szoget jelél, melynek
szarai allandé szamviszonyban vannak, s mely sikjaban vagy azzal
parhuzamos sikban tetsz6leges helyzetet foglalhat el, de sikjanak
allasat nem valtoztathatja. Két vektor e nemd kapcsolata tehéat
szamviszonyukat illet6leg teljesen megfelel az arithmetikai tort
fogalménak, azért joggal nevezhetjik azt — de mindig a fen-
tebb megéllapitott jelentés szemmeltartdsaval — vektorhanya-
dosnak. Mivel pedig az igy értelmezett vektorhanyados, mint lat-
tuk, 4 adat altal teljesen meg van hatdrozva, azért alkalmazta
Hamilton € kapcsolatra a quaternié elnevezést.

23. Tegyuk ismét:
a

s bontsuk szét mind a szamlalét, mind a nevezét a 17. p. szerint,

Lesz ekkor:
Ta. Ua Tg. Ua

g= TR. UR ~ uR
Es ha, miként az aritlimetikaban, a tort mellé irt sszamfaktort a
szamlald tényezbjének tekintjuk (vagy a 22 p. szerint a nevezd
osztojanak), leend:

(22 p.)

_ Ua
q=Tq. UR Tq.Uq
hat. i. az hanyadost U *-= Ug-\&\ jeldljuk. Vilagos, hogy e

szétbontast barmely quaternidra nézve elvégezhetjik s hogy a két
tényezd sorrendje nincs befolyassal az eredményre, mert a Tq

akar az els6, akar a masodik helyre tétessék, mindig az ~  ha-

nyados szamlal6janak sajat irdnydbani meghosszabitdja. Vagyis:

rrq_tt Tl mUa Uq:_

Ua_.T
Uq l[ipq——ihla L
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s mert

Tg.Ua= Ua. 1q
kovetkezik, hogy:

Tg.Uqg=Uq. ra.

Belathatd tovabba az is, hogy a quatcrnié szamértékét egyedil
a Tq, iranyelemeit pedig Uq fejezi ki. Ennélfogva a qt, dbquater-
nidk egyenlék, ha
Tqt= Tq,,; Ugt—Ug™

A fentebbi szétbontas nagyon fontos azért, mert vele a qua-
ternié szam és irany elemeit kilon vizsgalhatjuk s ekként a leg-
tobb feladat megoldasat Iényegesen egyszerdsithetjik.

24. Az el6z6 pontokban a quaternié fogalmat olyképen allapi-
tottuk meg, hogy annak teljes meghatarozasahoz egy szam s két
illetve harom iranyadat sziikséges. Az egység quaternio : Ug, mas-
ként versor * e szerint kizardlag irdnymennyiségektdl fiigg, a me-
lyekre nézve a kdvetkezbket kell még megjegyezniink.

a) A quaternié (versor) szoge alatt mindig azt a szoget értjuk,
mely a szamlal6 vektornak a kisebbik szogtéren at a nevez6 vek-
tor helyzetébe torténd forgatadsa altal keletkeztethetS. Vagyis a
vektorok meghatdrozta két szég kozil mindig a homorda sz6-
get. Ha most mar a szfg sikjara valamely a sikon kivil fekvé
pontbdl tekintve a fordulas balrol jobbra, vagyis az 6ramutato
mozgasaval egyezd irdnyban torténik, a szoget e pontra nézve pozi-
tivnak, ellenkez6 esetben negativnak mondjuk. Ez &ltal a szdg
egyértelmlen van meghatarozva kivéve azt az esetet, a mikor a
vektorok meghatdrozta két szdég egyenlé (t. i. 180°), tehat a
vektorok ellentétes iranylak. Csakhogy ekkor a quaternié versor
része is kdzonséges szam, t. i. —1 s igy a vektorhanyados a szo-
kott értelemben vett tortté lesz.

b) A quaternié sikjanak meghatarozasara legczélszer(ibben az
arra mer6leges egyenes szolgal, melyet tengelynek neveziink.
A tengelyen a talppontbol kiindulva két, pozitiv és negativ irdnyt
kildmboztetink meg s pozitiv irdnyinak mindig azt a félsugart

* Az elnevezés okat alabb latni fogjuk.
8*



112 HORVATH JOZSEF.

tekintjik, a melynek @sszes pontjaib6l — a talppontot kivéve —
a quaternio szoge az ép most jelzett értelemben pozitivnak tdnik
fel. A quaternio sik helyzetét alland6éan a pozitiv tengely hatarozza
meg s ehhez képest két quaternio sikjanak szoge alatt a pozitiv
tengelyeiktél bezart és pedig 180°-nal ismét soha nem nagyobb
szbget értjik. Ha két quaternio sikjanak szége 180°-ot tesz, akkor
a quaterniok egy sikba esnek ugyan, azonban tengelyeik s igy
magok a szogek is ellentett irdnydak, tehat nem egyenl6k. Ha a
quaternio szoge 0° vagy 180°, akkor a quaternio sikja teljesen
hatarozatlan, de ez esetben a hanyados ismét megnevezetten szam..

Horvath Jbzsef.



UJ SZERKEZETU VILLAMOS VETITO LAMPA.

A jo vetitd készlléknek a fényforras szempontjabol a kovetkezd
harom féltételnek kell megfelelnie :

1. A fénynek lehet6leg egy pontbdl kell kiindulnia.

2. A fénypont helyzete allandé legyen.

3. A fényforrasnak megvilagité képessége a vetit§ késziilék
tengelye — tdbbnyire a horizontalis — irdnyaban maximalis
legyen.

E harom feltételnek leginkdbb a Drummond mészfényégék felel-
nek meg, azért a hol kisebb vilagitassal lehet beérni, azok hasz-
nalhatok a legczélszeriibben.

Ha azonban nagyobb fényintenzitasra van sziikség — mint
nagyobb el6add-termekben — a villamos ivfényt kell hasznalnunk.
Ez magaban e harom foltétel egyikének sem felel meg.

A fény a két szénr6l és az ivbdl indul ki, tehat nagyobb térbdl,
és nem is homogén; a szenek elégése folytan pedig valtozik a vila-
gité forras helyzete is. Ezen a hiban kilonbéz6 regulatorokkal
igyekeznek segiteni, melyek azonban rendszerint bonyolult szer-
kezetliek s kezelésiikk nagy gyakorlatot s vigyazatot kivan. Ezért
Ujabb id6ben, kulondésen a nagy fényerdsségld lampaknal a kéz-
zel valé szabalyozashoz tértek vissza, mert ezek vastag szenek
hasznalata mellett — kdénnyen kezelhetdk.

Végre a rendesen hasznalt lampak, melyeknél a szenek fliggé-
lyesen allanak, nem is adjak a vilagitas maximumat a horizontalis
irdnyba, hanem, mint a fotometriai mérések mutatjak, kordlbelll
a vizszintessel 45° szdget képezd iranyban.

A gyakorlatban a lampa altal a horizontalis irdnyban keltett*

* Bemutattatott a f. é. febr. 23-a4n tartott rendes Ulésen.
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megvilagitas — foltéve, hogy a fliggélyes tengely korul symmetri-
kusan van eloszolva a fény — 0,2 ro, ha w a maximalis
(45°) megvilagitas intenzitasa, Uugy hogy csak két tizedrészét kap-
juk a vetitd készilék tengelye irdnyaban a maximalis intenzi-
tasnak.

Ez az oka, hogy Ujabban a lampakat 45° alatt hajlitjak, s az
alsé negativ szenet Kissé elébbre tolva, még a positiv krater hatasa
altal is ndvelik a horizontalis iranyban a megvilagitast.

En a fénypont allanddsitasat és a tengely iranyaban val6 maxi-
malis vilagitast az altal igyekeztem elérni, hogy a szenek viszonyos
helyzetét valtoztattam meg, oly médon, hogy apositiv szenet, mely
a tulajdonképeni fényforras, vizszintesen vagyis a vetit6 készulék
tengelye irdnydban helyeztem el s a negativ szén ezzel 90— 120°-
nyi szoget képez.

Ezzel a kovetkezd el6nydk jarnak:

1. a fénypont mindig a vetitd készilék tengelye iranyaban
marad s csak elére vagy hatra tolodik el, a mi tudvalevéleg
nem nagy baj, mert a lencséken alkalmazott csavarok altal kony-
nyen korrigalhato;

2. a megvilagitas maximuma szintén a tengely — a vetités —
irdnyaba esik, mint azt méréseim mutatjak;

3. a fényforras 0sszes fénymennyisége a szén ilyen elhelyezése
altal korulbelll csak egy félgdmbon oszlik el, (mig a kdzonséges
lampaknal az majdnem teljes gémb) ez éaltal ugyanazon aram-
munka mellett ez a lampa mintegy kétszer akkora megvilagitast
ad a maximalis iranyban, mint a régibb ivlampa s igy sokkal
takarékosabb.

Tobb Osszehasonlité mérést tettem ezzel a ldmpaval s ugyan-
olyan, de egyirdnytdan elhelyezett szenekkel ellatott 45° alatt haj-
litott régibb lampaval, Ugy, hogy mind a kett6nél a potential-
kilonbség a keét szén kozott s a hasznalt aram egyforma volt.
A meérések eredménye az, hogy a horizontdlis iranyl megvilagitas
ennél a lampanal legalabb kétszer akkora, mint a réginél, gy a
fehér fényre, mint a fotometriailag iranyado sargaszold fényre
nézve (582 q).
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A lampat egyel6re kézzel valé szabalyozasra — mint egy sze-
ribbre — készittettem. (Egy Ujabb példany, mely munkéban
van, egyszer(i regulatorral lesz el-
latva). A szerkesztésnél tekintettel
voltam arra, hogy minden sziikséges
mozgas kdénnyen Kivihet6 s a mellett
a lampa szerkezete egyszerd s ara
olcso legyen.

A rajzbdl lathatd, hogy a positiv
és a negativ szén csavarokkal tolhatok
el; egy masik csavar az egész lampat
figgélyes iranyban mozgatja, végil
vizszintes tengely korul szintén csavar
forgatja a lampat, Ugy hogy a szerke-
zet a legfinomabb beallitast is lehe-
tévé teszi. A negativ szén egy szanon
eltolhatd, gy hogy koényok altal an-
nak kulénb6z8 hajlast adhatni, a mi
egyes kisérleteknél alkalmas.

Az 0sszes mozgatd részek alll a kamran kivil vannak, agy hogy
kénnyen hozzajuk lehet férni s nem melegszenek fel. A positiv
szenet forgatni lehet a tartojaban s az altal az egyenletes leégés-
rél s jo kraterképzddésrél gondoskodni.

A lampa Siss Nandor Ur mechanikai tanmdhelyében késziilt.

Klupathy Jend.
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(Harmadik kozlemény.)

11. Az f (x) fuggvénynek a (/ sugard kér keruletén valé visel-
kedése Ugy vizsgalhaté meg, hogy az el6bbi mddszert fix) Pp(ic)-re
alkalmazzuk. De a kdvetkez6 direktebb eljarast is kovethetjik.

Legyenek

AO» Mj ™25 . ... Ip

tetsz6leges, de allandé egész szamok, akkor — ha csak P p az

®MHO ®mH,,+ 1 . . «m+tosp-1 @IIHMHD - e "W. io: P
MmHx Qmivr oo MmHiH « MmHx+HP
tin+Hp &mHp+l e . . -1 ttmHp+tp ¢« UmHp,P

determinans az a-k és b kozt levé kapcsolat alapjan igy is irhat6

amH,, eic+i+ 1 . . BmHot2>4 &m+ilep o bm+i,,+p
ollhi+1 o o OFfHi > bm+HMp o b,i,+i,+p

&m ip Um+ip+l . o . QmHpHp— Om+ip¥p bm+ip+P
Itt barmely tag az m-nek elegend6 nagy értékeinél kisebbé leszy
mint

(i+ «yp
QP(t p- p+L

m-dik hatvanya, tehat maganak a determinansnak abszollt értéke
kisebbé lesz, mint
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(P’f“l)' L,p(I’_I}’-Ep?HJ

s igy a determinans m-dik gyokének fels6 hatara nem lehet na-
gyobb mint

1
. é}li’;p+1'
Ha itt
to== O i N T
akkor az
lp=lim. sup. | V])mp\< w7, (P=p)
m= o 24 0
egyenldtlenséget nyerjiik. Hasonloképpen
Yoo VD (= — e (P,
M= S0k Q’ ¥

ha D(,h) a Dppyq-b6l az utolso sornak és az utols6 P—p oszlop
valamelyikének elhagyasa altal keletkezik.
Tegyiik fel, hogy lp a p-nél nagyobb P-kre vonatkozolag nem

marad mindig egyenlének - ;ﬂ;ﬁl-gyel, hanem ennél az érték-
or e

nél kisebbé is lesz. Még pedig legyen P-nek legkisebb értéke,
melyre vonatkozolag ez bekovetkezik P=¢. Vagyis legyen q a leg-
kisebb szam, melyre vonatkozolag

lp 1

< s ,
Ip_1 ('/

miga P=1,2,...,p—1ésa P=p, p+1,..., g—1 esetekben

erteke —:~ illetoleg —l,

lp 1
E szerint
l’] lq—l ; 32
= sigy lgly—a<<lq—i.
Tovabba a

i | | (|
‘Dnt, g—-1 ‘2 gl 1D1n+1,q—l _‘])-m——l,q—l = Dln-l,q 1l ’";Q'Qll
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egyenl6tlenség jobb oldala kisebb mint Igl~g. (1+s)2nak m-dik
hatvanya. Ha tehat

a=i«-111~ i)» k = 2
akkor

|Dm,g— 2 D-m+1, g—1j I"m—tg—

hol k egy pozitiv valédi tort.
Innen és a

Iln%.__géjp.Jy Dmg_i;=i8_i> a

képletbdl a 9. alattiakhoz teljesen hasonlé megfontolasokkal azt

taldljuk, hogy; y Dnegri szabalyosan kozeledik a lg-\ limeshez.
Ezt tudvan, képezzik a kovetkezd g egyenletet:

fhn+q + e {-Arlrwdm+q-h + . ----{-Arﬁaét,,, —0

(Im+Vg-lIAAm~ m+iq-iA hanfAm+iry-A-1H ------ b-A”» &m+q-1= Q
s legyen rovidség kedvéért
05— “fH AT

(A=I, 2. ).
Akkor

A Iijmg Il_)l(rﬁ)q -2
-E—I'wi, 8-1 »IEJm+1, q—1

és m elegendd nagy értékeinél
Q- 77
q-i
tehat A'mr-nak vEgesrés-meghédtarozott A m hatarértéke van.
Ha az igy nyert

A'm ..., A'H...AQ
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hatarértékeket egy »/-ad fokl egész flggvény egyutthatdinak va-
lasztjuk, akkor eme

PE(X)=1+A'Qa?+me+ A'lQic*t-----—-- hA'w &
fuggvénynek f(x)-szel valé szorzatdban xmH>egyutthatéja
Cm-rp= ttm+q-\-A'fl) am+q- i-j---— + A1 Fdm+q—+ Fe s 4 a»i ®
Ezen egyitthatd m-dik gydkének felsé hatara kovetkezéleg be-

cstilheté meg.

Az am+p Jnip (Al) amP-i H--——--
*m+p+ L —bm+p+l —(AQ amtp H— «+ A 0) a,i+i)

Qm+iqg-1'— + — (A1) Clm+fq-2+ oot dm+<lg-i_1)
egyenletek segitségével az

Q@mig > Bm+q e m+p
ttm+g— y Qm+q Se 00>

ttm+Hg- 19 ttm+Qq—Q * * ¢ >Bw+p+g—2
értékrendszerek rendre mint

bm+ij > bm+q-1 >e¢ *e s b?n+p o ttintp—1 o eeei CM
bm+q«1 , bm+q )e*em! bm+p+|l > ttm+p yo. . i
bm+.q- 11 bm+Vg—f e« ! bm+p+q-i, ttm+p+gq— .. Cm+g—1

linearis fuggvényei fejezheték ki, tehat az A~ -k meghatrozasara
szolgal6 egyenletek kovetkezéleg is irhatok:

bm+q "i~Bm bm+q—1 + eee+ R r p) bm-rp +
1 (l) H-m+p—1 + e..t «W =0
bm+q+l + Bm bmvg + mee+5Yf p bm+p+1 +
1.0 .
“T Ard djn+p b ot aw (iii+1 =0

bm+ig—H+Bm bm+Vg-% + eee+ 5r p bm+p+q-1+

“pe )4+ dm+q=1=0.
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Itt a Bmk és amk az Almknek bizonyos linearis fliggvényei, me-
lyekben az egyutthaték az m-t6l figgetlenek. Tovabba az eredeti
egyenlet-rendszernek és az Gjnak determinansa ugyanaz lévén, az
imént emlitett linearis fliiggvények egyltthatoibol képezett deter-
minans az egységgel egyenl6. A mondottaknal fogva az Al,,-k és a
Bwt-ek s amek kozotti kapcsolat kolcsondsen egvérték(. Végre az
Am-kkel egyitt a Bmknek és «mknek is véges és meghatarozott
B ill. a hatarértékeik vannak, melyek az A'-knek ugyanoly linearis
kapcsolatai, mint a Bmek és amek az A™-eknek.

Minthogy a d'mtkrél mondottak mintdjara kénnyen igazolhato,

hogy

¢ mAA) Ig) .
Bl 0V j< g — %5-52(1

azért egyszersmind

1

EQ gy < _
1-.9°  i-7 g1

(1+e)

Tovabba —a** kilémbség egyenl6 a
Bnig
Dm,q-i Dm+ ~—1

hanyadosnak s egy oly determindnsnak szorzataval, mely a

b/n+q Um+qg-1 « < ¢ bm+j) Bm+p—1 mm

bin+Vtg bm+2Zq-1 e« bm+p+qg—1 ttm+p+g—1 « Oni\-q

mdeterminansbdl az utols6 sornak s az utolsé p oszlop valamelyiké-
nek elhagyasa altal keletkezett. Tehat

ml “x <3 = \7q'-'18P'1 a-i(L+£)
es

al)—aJH I<

19" 1-7 -lgd
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Ha most mar a

il ) B & ok
Cm+p :hzl (B —Bw) bm+q——h +k21 (a —a, ) am+pfl:

; ; 4 y B .. (k R
képletben tekintetve veszsziik a B — B és o' —al; kilonbségek-
r6] mondottakon kiviil még azt is, hogy | bpig—n' és '@nip—r| az

s 1+

wy A : B
m igen nagy eértékeinél kisebbek, mint - —t—, illetéleg — Q—f-nak

m-dik hatvanyai, akkor azt talaljuk, hogy (., abszolut értéke-

kisebb mint
l m
ol o]

i

hol C az m-t6] fiiggetlen egyttthatot jelent. Ennélfogva

lim. sup. | in/C,,M,I, < % 1
hol &
B A
Q” == lq_1

Masrészt vilagos, hogy | iﬁ’(;fm;q | fels6 hatara nem lehet kisebb-

mint —li, tehat
B

: e l l,
lim.sup. | ¥ CGuigl === _]__1-
m= e 0 lg—1

N

Vagyis az f(x) Py (x) hatvanysornak osszetartasi kore

0= ly—1
” l’I
sugaru.

A p"' sugaru koron beliil f(x)-nek rendes helyeken kiviil esak polu-
sai lehetnek s ezek csak ott, hol P (x)=0. Még pedig valamely x=a'
hely legfeljebb annyiszoros polusa lehet f(x)-nek, a hanyszoros
zérus helye Py (x)-nek. Innen vilagos, hogy [ (x)-nek a ¢"” sugaru
koron beliil levé polusainak szaima — a tobbszoros polusokat tébb-
szOrosségik foka szerint szamitva — legfeljebb ¢ lehet.
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Masrészt f(x)-nek mar a y’ sugar( koéron beltl és annak keru-
letén lev6 polusainak szdma nem lehet kisebb, mint g, mert ku-
I16mben mar a <yndl kisebb P-re vonatkozolag volna

E szerint f{x)-nek a q'* sugaru kérén belll nincs méas szingu-
laris helye, mint g p6lus. Ezeknek helyeit a

egyenlet hatarozza meg. E polusok kozilp ay sugara kor kerd-
leten van, ezeket a Pp{x)=0 egyenlet hatdrozza meg. Atébbi(g=p)
pdlus pedig a y’sugart kor keriiletén van, ezeket a

egyenlet hatarozza meg.

Hogy ezen egyenlet bal oldalan az osztast el lehet végezni, az
onnan vilagos, hogy Pp(x)—0 minden gyoke az el6bbiek szerint a
Pg{x) = 0 egyenletnek is gyoke.

12. Hogy f(x) miként viselkedik a y'* sugar( korén, most mar
egészen az el6bbi mddon vizsgalhatdé meg.
A

a legkisebb ily érték P=r, akkor
1
m—= aqQ Q
Végre a Pp(x)-hez analog médon meghatarozott

Pr (x)= 1+A" &) X-i-—--bA" () af
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r-ed foku egész figgvénynek f(x)-szel valo szorzata a

e ll‘——1

= ”

sugaru korben osszetarté hatvanysort ad. Az f(x)-nek e koron be-
Ttl rendes helyeken kiviil csak polusai vannak s ezeket a Py (x)=0
egyenlet hatarozza meg. Kozilok p, ¢—p, illetéleg r—¢q rendre a
0, 0, "' sugara koron van. Az utobbiakat

Py (x)
Pq'(:\ =
egyenlet hatarozza meg.
A ¢ sugara koron éppen igy vizsgaljuk meg f(x)-t s egyaltala-
ban ezt az eljarast uijbol és ujbol ismételhetjik, ha csak egy bizo-
nyos P-to6l kezdve

b b,

I’ Ip
nem lesznek mindannyian egyenlék egymassal.
Mint lattuk, az —l—ll;—l erteke P novekedteével sohasem kisebbedil:.
Ha eqy bizonyos P= P értékre vonatkozdlag

i lp)_q lp)_q
e e g e
Ip(3) Ip(2)_4
akkor f(x) a 0% sugarit kordn belil rendes helyeken kivil csak
P® polussal bir.
E polusok tgy vannak elhelyezve, hogy a

O Y
sugarti korokon rendre
B=Rl g =Pl L P PUEY

polusa van. Ha ;
< Pt < P < plu+d (u<12),
akkor
1

P L aaglig
) =3 _plu)
il TPt ()(“’PH ¥
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Ha tehat a ya) sugaru kor belsejében levé pélusok abszol(t ér-
tékeit nagysaguk szerint rendezzik s az egyenld abszollut értékeket
ismételten Irjuk fel, akkor

Po(h J6)
s igy a mondott kdrben a pélusok abszolut értékeinek meghataro-
zasara a kovetkez6 egyenlet hasznalhat6

lim. sup. i\ Dmp_ii
oP= — W — e (P < i*»). (29)
lim. sup. D
TSP |y Dmp

Abban a kulénds esetben, midén minden pélusnak mas-mas
abszolut értéke van

(PcP< (30)

Qp

13. Az
I6*h’ eee>lp>eee
sorozat vizsgalatanal a kovetkezd esetek kovetkezhetnek be :

1. Bizonyos P =P a) értéktél kezdve IP=0. Ekkor meghataroz-
hat6 egy oly P I) foki G(x) egész fuggvény, hogy F(x)—f(x) G(x}
az egész sikban dsszetarté hatvanysorral egyenld. Ekkor tehat f(x}
az X minden véges értékének kornyezetében a raczionalis fliggveé-
nyek modjara viselkedik és az egész sikra érvényes analitikai Ki-
fejezése
F(x)

G(x)’

S6t ha 10= 0, akkor mar f(cc) maga az egész sikban szabalyosan

viselkedik.

2. Bizonyos P = P Weértektdl kezdve b allandé véges értékkel

bir. Ekkor meghatarozhaté egy oly P I) foki G (X) raczionalis egész,
figgvény, hogy

f(x) =
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F(x)=f{x) G(x)

R =
IpwW
sugaru koron belll szabalyosan viselkedik, ellenben e kor keri-
letén mar maés szinguldritassal bir, mint pusztan poélusokkal. Ekkor
tehat a bevezetésben emlitett St kor sugara R és ezen akoron belil

_ F(x)
0= gog-
3. Az
1 9 k £P-i
V V \% Pp

sorozat csupa véges tagbdl all, de minden hataron tdl ndvekedik.
Ekkor barmely R sugarhoz talalhat6 egy oly P U) egész szdam, hogy

JpuUl-i A IpU)_i
IpU) IpU—

Tehat barmely R sugard korben f(x)-nek rendes helyeken Kiviil
csak polusai vannak, azaz f(x) az ,-r-nek minden véges értékének
kornyezetében a raczionalis egész figgvények modjara viselkedik.

Az egész sikban az dsszes polusok abszolut értékeit az

1

lim. sup. y am

m=am

in

lim. sup. y am

In=cc
. M-
lim. sup. y IOn

lim. sup. \ Dmtp-1
(p-i m=m

p . M

sorozat adja meg.
Mathematikai és Physikai Lapok. V. 9
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4, Az ?
14 4 oy
YR T R e e

sorozat novekedése sohasem ér véget, de

Ip—y

s
véges It értéki. Ekkor a & kor sugara R és e koron beliil f(x)-nek
végtelentil sok polusa van.
14. A fentiek az analitikai fliggvények zérus-helyeinek megha-
tarozasara szintén moszert nyujtanak.
Ha ugyanis a

¢(x):(;0+cl .CU—{-.. '+Cm a;lll_+_. o

fliggvény a & koron belil a raczionalis fiiggvények modjara visel-

kedik s egyszeriiség kedvéért felteszsziik, hogy G, = 0, akkor az
rile) = (/J—(ix—) = @g+a x4+ - A XM - -

flggvényrol ugyanez ill s ennek polusai megegyeznek ¢ (x) zérus-

helyeivel. Ezen f(x) fiiggvény egyiitthatéinak meghatarozisa utan

tehat ¢ (r)-nek a & kor belsejében levé zérus-helyeit mint f(a)-nek

polusait az el6bb targyalt eljaras adja meg.

Ez az eljaras nem az egyes zérus-helyeket adja meg kilon-kiilou,
hanem az egyenl6 abszolut értéki zérus helyek meghatarozasat
csak egy oly algebrai egyenlet megoldasara vezeti vissza, mely a
P, (r)=0 mintajara képezett két egyenletnek hanyadosa. Ezt az
egyenletel aztan gy lehet megoldani, hogy pl. az egyes gyokok
meghatarozasat linearis transzformaczio segitségével BrernouviLni
modszerére vezetjik vissza.

A mi kiilonosen a ¢ (x)=0 egyenlet gyokeinek abszolut értékeit
illeti, ezek kovetkezdleg hatarozhatok meg.

A D,, determinans kovetkezoleg is irhato :
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0 0 . 0 1 0 0
0 0 . 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
it — 0 0 0 0 0
Qm+p (Lm+p—1 - . am (Lm—1 Ctm-2
Qm+p-t 1 (Lm+p e Q*m+ 1 ((pi—L
(hn+vp—l ¢ . (Lm+p (Lm+p—1 (Lm+p—=2 ¢ * ¢

Szorozzuk meg ebben az alakban a kdvetkezdvel:

Co Q - cCm+2p
e . 0 c0 . Cjji .. cin+ip—1
OpI+2JiH
0 0 0 0 o
Ekkor:
£ ¢ r2p]jnp=
Ep+i C, ... Cj o 0 .0 00 0
Cp+2 Cp+i .. c2 Ct Co ...0 o 0 0

O™ OMH2p— « CMHP QuiHp— Cri+ 22 = Cp+1 Cp CPp- . @

0 0 .0 0 0 .0 1 0 .0

0 0 .. 0 0 0 .0 0 1 .0

0 0 ...0 0 0 .0 00 1
vagyis

+Cr-,+¥1Dm= Enp
ahol

9*'
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i S X 0
CP+2 Cp+1 ool C] CO O O

. . . . . ... . . . . . . . s led ¢ .

(=]

e Cm+p—1 Cm+p—°z ) Cm—Q Clll——3 Cm—& GO R C() f
mp
Clll+p Clll+p—1 = Sl :m—l Cm—z Cm—s 2 vd C1 !

. DR . . ... . . . . . . . »hist' s

|
! Cnl+2p Cm‘+2p—1 L Clll+p—| C::1+P~z Cm+p-3 7 e Cp+1‘

Ha most mar f(x) polusainak vagyis ¢ (x)=0 gyokeinek ahszolut
értékei rendre o, o, . . . akkor

1 EHI
—— = lim. sup. 1/]),,, = lim. sup. &
o5 i s
0-0 ‘"1 Seap G ey ( m+21 +l
vagyis
’ li VEn,| (31)
_ im. sup. Yo p |
O Tt et op Co‘ e 2
es

Hl —

lim. sup. | ¢ L,,l’p 1
A= m=ce et S (32)
m
lim. sup. 1/ E,,, ;

n=

Kirschdl: Jozsef.



AZ IVMERES ELMELETE.

(Mésodik kozlemény.)

7. Hogy ha az y=f(x) egyenletben el6fordulé f(x) fuggvény
folytonossaga az (XOx") szamkozon belil megszinik, a POP" iv
mérészama létezésének eldontése végett, hasonloképen mint az f (x)
flggvény folytonossaga esetében akkor elég egy bizonyos felosz-
tasbol kiindulva megvizsgalnunk, vajjon Lnn novekedtével vala-
mely véges hatarértékhez kozeledik-e, hogy ha f{x) az (xQxr) szdm-
kozon belll az alabb felsorolandd feltételeket kielégiti, a melyek
egyszersmind a szlikséges feltételek is arra nézve, hogy a POP' iv
mérészama egyaltalaban létezhessék, hogy ha az f(x) fliggvény
szakadasos.

E feltételek a kovetkez6k :

1. Hogy x minden értéke mellett f(x-\-e) és f{x—e€) s-nak min-
den hataron tal val6 kisebbedésével véges és meghatarozott f(pc-\-0),
Ul. f (x—0) hatarértékekhez kozeledjenek.

2. Hogy x minden értéke mellett f(x) értéke valamely f (x-\-0)
és f(cc—0) kozé es6, vagy pedig ezek egyikével egyenld érték
legyen.

3. Hogy az x értékek, melyek mellett fix —0) f(x + 0)-tol
kilonbozd, vagy véges, vagy pedig megszamlélhaté végtelen soka-
sagot alkossanak.

4. Hogy az egész (xix") szdmkodzhoz tartozd |f(x ¥ 0)—F(x—0) j
értékek Osszege véges legyen.

Els6 sorban azt mutatjuk ki, hogy szakadasos f(x) flggvény
esetében a POP' ivnek egyaltaldban nincsen mérészama, hogy ha
f{x) e feltételeket nem elégiti ki.
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Tegylk fel ugyanis, hogy az 1. feltétel ellenére m-nek valamely
az (xQx) szamkozhoz tartozé $ értéke mellett p. o. /"' (f+e) e-nak
minden hataron tal valé kisebbedésével nem kozelednék valamely
meghatarozott véges hatarértékhez (vagyis, hogy $ az f(x) fligg-
vénynek masodfaju szakadopontja), akkor s-t tetsz6leges kicsiny
pozitiv szamnak valasztva, ennek megfelel6leg meghatarozhatunk
egy pozitiv £j<e szamot oly mddon, hogy

[f[S+ e)—/(E+ £])|>C

legyen hol chizonyos pozitiv szamot jelent. Hasonlé modon hataroz-
hatunk meg £,-nek megfelel6leg egy €2 szamot, ea-nek megfelel6leg
egy e3szamot stb.

Hogy ha mar mostan a PP’ iv valamely felosztasdban oszté-
pontokul azokat a pontokat veszszik fel, a melyek abszczisszai:

2+ ?+ ce o

akkor az Lnl alkotd tagok kozt lesznek ilyenek is :

melyek kozil mindegyik nagyobb c-nél. Ezek szama azonban n
ndvekedtével minden hataron tdl n6 és igy L,,-nek ebben az eset-
ben nem lehet véges hatarértéke.

Hogy ha a $ szakad6pontban az /¢(c) érték a 2. feltétel ellenére
nem esnék  —0) és f{£-\-0) kozé, sem pedig ezek egyikével sem
volna egyenl6, hanem ezek kozil annal, a melyhez kozelebb esik
c-vel nagyobb vagy kisebb volna, akkor Ln kiszamitasanal a POP"
fven egyelére a $ szakadépontnak megfelel6 Q pontot mint oszto-
pontot elkeriilhetjik. Tegylk fel, hogy Lne feltételnek megfelel§
felosztas mellett n novekedtével valamely véges L hatarértékhez
kozeledik. Hogy ha mar most a POP' iv osztdpontjai kozé a Q
pontot is beleveszszik, akkor Ln-nek

Vb+s)2+ /" (f+iH W |

tagja helyébe, mely n névekedtével az
\f($+0)-f(£-0)\
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értékhez kozeledik, ez az tsszeg fog lépni :
[V e+ —fe— 2|+ 1V 2+ E+7)— &2,
a mely n novekedtével az
|f§+0)—fe—0)! + 2¢

értékhez kozeledik. Ly hatarértéke tehat, a melyhez jutunk, hogy
ha Q-t is beleveszsziik a PP’ iv osztopontjai kozé, L4-2¢ lesz.

Latjuk tehat, hogy ha az f(x) flggvény a 2. feltételnek nem:
felel meg, Ly hatarértéke, ha ilyen egyaltalaban létezik, a PP’ iv
felosztasatol fiigg. Igy tehat ebben az esetben ennek az ivnek méro-
szamot nem tulajdonithatunk.

Legyenek az f(x) tiggvény szakadopontjai az (x,x') szamkozben =

Iy
sy

AT
és legyen tovabba :

Mindenek el6tt belathato, hogy ama szakaddépontok szama, a
melyekben |s,| valamely tetszés szerinti pozitiv ¢ szamnal nagyobb,
okvetetlentil véges. Lattuk ugyanis, hogy L, ilyen tagjai, mint a
milyen S g e s e E R S

[V G+ e+ + ) — & — )P
n novekedtével |s, |-hez kozelednek. Igy tehat, hogy ha ama sza-
kadopontok szama, melyeknek megfelel6leg

|3r|>c;

nem volna véges, L, se kozeledhetnék n novekedtével valamely
véges L hatarértékhez.

Ha tehat a ¢-t barmilyen kicsinynek is valasztjuk, mindig csak
véges szamu szakadopont 1étezhetik, a melynek megfelel6leg |s| >c.
Ezért a szakadopontokat az | s|-ek szerint gondolhatjuk elrendezve
ugy, hogy az

‘I |
Ib1j, ‘85)1, Sachrr

értékek fogyo sort alkossanak. Evvel bebizonyitottnak tekinthetjiik:
azt is, hogy a sokasag, melyet a szakadopontok alkotnak vagy
véges, vagy pedig megszamlalhato végtelen sokasag.
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Hogy végre a 4. feltételnek is ki kell elégittetnie, hogy a
P,P" ivnek mér6szam felelhessen meg, szintén abbol kévetkezik,
hogy 7 novekedtével L,-ben a

tagok s,-hez kozelednek. Hogy ha tehat 3|s,| nem volna véges,
akar véges, akar pedig végtelen nagy a szakadopontok szama,
akkor L, sem kozeledhetnék véges hatarértékhez.

Megjegyzés. Hogy ha f(x) a 4. feltételt kielégiti és szakado-

oo
pontjainak szama végtelen nagy, akkor 3 |s,| konvergens wvégle-
r=1

len sor, és igy p mindig oly nagynak valaszthato, hogy

legyen, hol ¢ valamely tetszés szerint kicsinynek vélasztott pozitiv
szamot jelent.

Hogy akkor is, midén az [(x) fliggvény szakadasos, de a fel-
sorolt négy feltételnek eleget tesz, mar egyediil abbol a kortl-
ménybdl, hogy L, a P,P" iv egy bizonyos felosztasa mellett vala-
mely véges L hatarértékhez kozeledik, kovetkeztethetiink arra,
hogy az iv mérdszama létezik, alig szortl bizonyitasra abban az
esetben, hogy ha f(x) értéke a szakadopontokban vagy f(x—0)-sal,
vagy pedig [ (x -+ 0)-sal egyenls. Ebben az esetben ugyanis
majdnem szorol-szora ugyanazokat az okoskodasokat kellene ismé-
telntink, a melyeknek segitségével a megfeleld tételt valamely foly-
tonos [ (x) fliggvény esetében bebizonyitottuk.

Uj meggondolasokra csak abban az esetben szorulunk, midén
[ (x) a szakadopontokban valamely f(x—0) és f(x+0) kozt fekvo
értéket vesz fel. Erre az esetre vonatkozolag ki fogjuk mutatni,
hogy ha L, n novekedtével valamely véges hatarértékhez kozele-
dik, akkor [(x) értékei a szakadopontokban, ha csak azok [(x—0)
és f(x+0) kozt maradnak, e hatarértékre nincsenek befolyassal.

Legyen ugyanis f®(x) ax-nek oly figgvénye, mely az (xyx') koz-
ben a szakadopontok kivételével f{x)-szel egyenld, a szakadopon-
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tokban pedig valamely f{x—0) és f(x +0) kozt fekvd értéket vesz
fel. L\) -nel jeléljuk annak a tért vonalnak hosszlUsagat, mely az
y=fW (x) gorbe POP" ivének abbdl a felosztasaboél szarmazik, a mely-
ben az osztépontok koordinatai ugyanazok, mint az y=f(x) gorbe
P(P' ivének abban a felosztasaban, mely L,-re vezetett. Ha mar
mostan L~'-t dsszehasonlitjuk L,,-nel, régton latjuk, hogy csak ama

w r-1)*+ f ){xnr) - i)j21

tagjai kiilénbdzhetnek a megfelel6ktdl L,,-ben, amelyekben példaul
xnr-i aij, 12, ... értékek valamelyikét jelenti, a melyek az f{x)
figgvény szakadopontjai.

% abra.

Mint a 2. kép mutatja, legnagyobb lesz két ilyen megfelel§ tag
kulénbségének abszollut értéke akkor, hogy ha nemcsak xn,r-\>
hanem xrr is f{x)-nek szakadépontja és még azonfelil f {xn<-\ )-et
az f(xnlr-i —O és f(xnr—+ 0) értékek kozil, f{xre)-1 pedig
az f (xnr—0) és fiXnrpO) értékek kozil valasztjuk Ugy, hogy
f(Xnr)—f(Xnr-i) \ lehet6leg nagy, (xrer_n)-et és fa\x m)-tellen-
ben ugyanazok koézil az értékek kozil oly médon valasztjuk, hogy
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fil) (xn)—F{I] (xnr-i) ; lehetbleg kicsiny legyen, vagy pedig megfor-
ditva. A két dsszehasonlitandd tag e szélsd értékeit dbrazoljak

Pn, r-1 Pnr és Pn,r-1Pn

De
Pn,r-1Pnr-Pn, r-1P~nr= (SPn, r-1~SP'n,r-)+(SP~r- SPJ),
tovabba
SPn,r-1 'SPn,r-1"Pn, r-1Pn,r-1
es
i SPARrSPnr<PnrPnr,
ugy hogy

Pn, r-1 Pnr- Pn,r-1Pnr< Pnr-1Pnr-1+ PnrPnrm

Ez mutatja, hogy L,, és L',11két megfelel§ tagjanak kiilénbsége,
abszolut értékét tekintve nem lehet nagyobb mint

fm(~nrte0)-r(ic, i i — oy +  f{xnr+0) —f(xmr—0) *

Hogy ha c szakaddpontokat mar az s j értékek szerint rendezve
képzeljik, akkor egy fentebbi megjegyzés szerint p-1 oly nagynak
véalaszthatjuk, hogy:

-2+| isr:<d-

legyen, hol 0 egy tetszés szerint kicsinynek véalasztott pozitiv szam-
értéket jelent. Ha ezt kapcsolatba hozzuk az épen levezetett ered-
ménynyel, vilagos, hogy Ln'1és L,, ama megfelel§ tagjainak kilénb-
ségei, a melyekben xnr-i a

Cp+1l, Cp+2, o«

értékek valamelyikét jelenti, 6sszegill oly értéket adnak, a melynek
abszolut értéke kisebb d-nal. Hogy tehat I}n—Lnj| értéke feldl
teljes tajékozast nyerjink, még csak ama p kifejezés 0sszegét kell
megvizsgalnunk, mely el6all, hogy ha a

* A mellékelt kép csak az egyik eshetdséget tunteti fel, mely két szakadoé-
pont Osszekdtésénél el6allhat. Koénnyld azonban belatni, hogy a tébbi esetek-
ben egészen hasonlé okoskodassal ériink czélhoz.
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<, P2+ [P0 —" (Her-1)]2j +
+ \v («n.re1 —av)2+ [f(xnr+)~fAxnn)f [| —
— \V {Xnr— Xn,r-1)*+ 1P I)(%nr) — fa)(Xn, r-1)]1*| +

+ W (wn, H—m)2+ [fN@n r+)* P faS1)8|j

kifejezésbe icnr helyébe rendre a
mj G5 "

értékeket teszsziik. Minthogy azonban e szakaddpontok mindegyiké-
nek megfelel6leg oly kdrnyéket jel6lhetiink ki, a mely kozilik csak
egyet tartalmaz, kénnyen belathatd, hogy n-1 oly nagynak véalaszt-
hatjuk, hogy midén xnr= £k, legyen :

|X (Xnr —Xn,r-1)2+ [/(an)~f(>(nlr—|)]2 1+

S \X'(Xn, r+1 0 Xn, 2 [ (Xn, el VD21 |

N (X nr— Xnry1arvfw (xnry — finxn, r-1)]2] +

[vixn, o1 ="V 2+ [rL@,r+]) "L («)I2|<\sk + ~ =

Hogy ha tehat n-et elég nagynak valasztjuk, mindegyik megvizs-
galandd kilénbség abszolut értéke kisebb lesz—-nél és igy mind

ap kulonbség Osszege abszol(t értékére nézve kisebb lesz o-nalL
Ennek alapjan mar most vilagos, hogy elég nagy n mellett

H~-Ln\<B&§.
Minthogy pedig <M tetszés szerint kicsinynek valaszthatjuk,

lim.IL«’—Ln\=0.
n=o

Ha tehat Lnn novekedtével valamely véges L hatarértékhez
kozeledik ugyané hatarértékhez fog kdzeledni iJ,]1is, melyben f u(x)
esetleg azt a flggvényt jelentheti, mely a szakaddpontokban az
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f(x-j-O) értékeket veszi fel. De erre a fliggvényre vonatkozélag lat-
tuk, hogy ha L«’a POP" iv egy bizonyos felosztdsa mellett vala-
mely véges hatarértékhez kozeledik, minden maés felosztas mellett
is ugyanahhoz a hatarértékhez fog kozeledni. Minthogy azonban
L n hatarértéke az Llllhatarértékét6l nem lehet kulonboz6, evvel
allitasunk be van bizonyitva.

Rados Ignécz.



PHYSIKAI SZEMLE.

Az x-sugarak és az ibolyantuli sugarak. raveau : Les rayons-x
et les rayons ultra-violets. Journ. de Phys. 3. sér. T. V. 113 1 1896.

R sntgen SZErint az x-sugarak a véroéson-inneni és az ibolyan-tali suga-
raktél abban kilénbéznek, hogy nem ver6dnek vissza, nem tdretnek, nem
polarizalhatok és az absorptio a kiilonb6z6 testekben féleg ezek slir(iségétol
fligg. r aveau arra figyelmeztet, hogy ez a harmadik tulajdonsag a két elsé-
nek folyomanya, a mennyiben sugarakat polarizalni eddigelé csak vissza-
ver6dés vagy torés révén tudunk. Mind a harom tulajdonsag egyszerre
ekként fejezhet6 ki: Az dsszes testek torésmutatéja az x-mgarakranézve
igen kozel egyenl6 az egységgel.

lgaz ugyan, hogy mindeddig nem ismeriink véréson-inneni vagy ibolyan-
tali sugarakat, melyek ilyen tulajdonsaguak lennének ; de jo lesz szem el6tt
tartani, hogy a szinszérasnak tobb elméletébdl levezetett képletek a torés-
mutatd hatarértéke gyanant az egységet adja, ha a periédus végnélkil kiseb-
bedik. Ugyanigy all a dolog a mechanikai és az elektromagnesi elméletben
(Helmholtz, Ketteier, Drude), melyek ugyanerre az eredményre vezetnek. Az
Osszes atlatszo testekbeu, a melyekre nézve a térésmutato6 a periddussal for-
ditott aranyban valtozik, az ibolyan tal erés absorptio-vonalat mutatnanak,
amelyen tdl atérésmutaté novekedd értékeken ataz egységhez kozelednék.
Ez az absorptio tobb esetben tényleg be volt igazolhatd, nevezetesen a le-
veg6 s az Uveg esetében ; az atlatszatlan testekben, kiiléndsen pedig az
ezlUstre nézve, melynek atlatszosaga az ibolyan-tul egyre fokozodik, atorés-
mutato6 igen kicsiny (kb. 0,25), a mi szintén megegyezik az elmélettel. igy
tehat r ontgen Nézetével szemben nem latszik éppen lehetetlennek az, hogy
az x-sugarak igen rovid periodusu ibolyantuali sugarak.

Ezen foltevés mellett nem is lehetne mar igazi absorptiérol szélani, mert
a molekularis rezgések periddusa jelentékenyen nagyobb lenne az aether
rezgésekénél; s ezt r snegen tényleg ki is mutatta: azok az anyagok, me-
lyek az x-sugarakat nem bocséatjak at, <homalyos kozegek »-ként szétszorjak
6ket. Tehat mindenképen Gj tinemény el6tt allunk, mely azonban, agy
latszik, természetes kovetkezménye annak, hogy a hullamhossz t6bbé nem
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nagy a molekuldris kozokhéz képest. Ime, az eddig ismert adatck egymas-

sal homlokegyenest ellenkezé foltevésekre vezethetnek !

*

Ujabb vizsgédlatok a Rontgen-sugarakra vonatkozélag. Benost
et Hurmuzescu : Nouvelles recherches sur les rayons X. Journ. de Phys.
Sér. 3. T. V. 110 és 168 1.

B. és H. vizsgilat ald vették a Ronrees-sugarak hatdsdt a kiilsé elektro-
mos és fényhatdsoktol teljesen védett elektromosan toltitt vezetokre. Erzé-
keny elektroszképot négysziogletes fémhdzban helyeztek el, melybe a
Ronreen-sugarak két ablakon keresztiil voltak bebocsdthatok ; ezek kony-
nyen kicserélheté lemezekkel voltak elzirhatok. A fémhdz allandéan ve-
zet6 kozlekedésben van a folddel. Szigeteld gyandnt a dielektrin* hasznal-
tatott, mely anyag az elektromos toltést honapokon keresztill megtartja.

Erés szikrainditébdl tapldlt Crookes-cs6ben gerjesztett Rontgen-suga-
rakat az elektroszkdp aranylemezkéire irdnyitvin, azok mindig osszeestek,*¥
és pedig barmily természetii volt is a velok kozolt toltés. Ugy tetszett,
mintha a negativ t6ltés rovidebb id6 alatt szorédott volna szét a RONTGEN-

sugarak hatdsadra.

A szétszérodds sebessége az ablakot elzdrd lemez anyagi minéségétol és
vastagsdgdtol fiigeott. Vastag papirrétegen, 1 mm vastagsigii aluminiumon
keresztiil a kisiilés ugyszolvian pillanatnyi volt: az aranylemezkék rogton
osszeestek. 0,2 mm vastagsdgu czinklemezen keresztiil semmiféle halis
nem mutatkozott.

A sugarakat dtbocsdtjik az emlitetteken Kiviil verl arany- és eziist
lemezkék, fémoldatokkal telitett papiros, zselatin, celluloid, ebonit, 6n, sth.;
nem bocsatjik dt a sirgaréz, a czink, az iiveg, porczellan stb.

Ezzel B. és H. j médszert taldltak a jelenség vizsgdlatira, mely a foto-
grafikus eljdrdssal szemben érzékenyebh és kizelité méréseket tesz le-
hetové.

Mindenekel6tt sikeriilt megdllapitaniok, hogy a Rénrees-sugarak leve-
gbheli terjedésikben a tdivolsdgok négyzetének torvényét kovetik, a mibél
arra lehet kévetkeztetni, hogy a levegd nagy mértékben dtlitszé e sugir-
nemre.

A méré kisérletek gy voltak berendezve, hogy meghatdroztatott az ido,
mely alatt az elektroszkép aranylemezkéi bizonyos kezdeti széthajlishél

* L. Math, Phys. L. TV, 48. L

** RigHI ugyanezt a tiineményt észlelte. L. Rend. della R. Acc. d. Scienze
-del Istituto di Bologna. 1896, febr. 6. ‘
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ugyanakkora szogre Osszeestek : az intenzitasok viszonyat az id6k viszo-

nyanak viszas értéke adja meg. A tavolsdg a Crookes-css Uvegfalanak a
kathodlemezkével szemben fekvd részétél az aranylemezkékig méretett.

I. Kisérletsorozat.

Tavolsagok........... . ... __13cm és20 cm
Szdg e 40° « 40°
16K v . .. .. 27,7 mp. « 65 mp

A tavolsagok négyzetének viszonya : 2,37.
Az id6k viszonya: 2,33.

I1. Kisérletsorozat.

Tavolsagok__ ... ... 15cm és 25 cm
Sz6g T VA « 32°
ldsk ... ... 55mp « 14,8 mp.

Tavols. négyzetének viszonya 2,78.
Id6k viszonya 2,68.

Tovabbi kisérletek arra engednek kovetkeztetni, hogy a Rdntgen-suga-
rak nem homogének. Ugyanis a kiilonb6z6 CROOKES-csovekbdl kiaramlo
sugarak ugyanazon az aluminium-lemezen nem egyenl6en hatolnak at, és
egy és ugyanazon cs@ esetében az atbocsatod képesség a gerjesztd szikranak
hosszaval, altalaban a Kisulés kortulményeivel valtozénak mutatkozott. Ez
selectiv elnyelésre enged kdvetkeztetni.

Roviden 0Osszefoglalva, Ugy tetszik, hogy a RONTGEN-sugarak el6allitasa
a Crookes-cs6 segélyével hasonlé ahhoz a tiineményhez, a midén hé- vagy
fénysugarakat hozunk létre kiillomboz6 hémérsékletli héforrasokkal.

Az elektromossagnak Rontgen-sugarak okozta kistilése; e suga-
rak hatasa dielektromos kdzegekben. J. J. Thomson :Décharge de I’élec-
tricité produite par les rayons de Rontgen ; effets, produits par ces rayons
sur les diélectriques qu’ ils traversent. Journ. de Phys. 3. sér. T. V. 165 1

Ha Rontgen-sugarak elektromos testekre esnek, ezek rohamosan elvesz-
tik toltéstiket, legyen ez bar pozitiv, vagy negativ. E hatas tanulmanyozasa
végett Thomson a kdvetkez6 elrendezést alkalmazta. A sugarak el6allitasara
val6 Ruhmkorff-féle tekercs ésalégiires cs6 nagy csomagolé lada belsejében
vannak elhelyezve; ez 6nlemezzel van boritva, hogy az elektrométert er-



140 PHYSIKAI SZEMLE.

nyoként védje minden elektrostatikai hdborgatds ellen, melyet az induk-
czié-tekercs okozhatna. Az elektrométer tije kvarcz fondlra van fiig-
vesztve.

A légiires cs6 oly médon van elhelyezve, hogy foszforeszkdlo része ko-
koriilbeliil 15 hiivelyknyire legyen a lida tetejétdl ; a sugaraknak a laddhdl
kb. 1 hiivelyknyi :dtmer6jii nyilis enged utat; ezt a nyilist aluminium-
vagy vékony énlemez zirja. Az elektromozott lemez, mely kissé nagyobb,
mint a nyilds, a ldddn kiviil foglal helyet, kb. két hiivelyknyire féltte s a
sugarak red esnek, miutin a nyilison kereszliilhatoltak. A lemez dllandd
osszekottetésben van az elektrométer egyik quadrdnspadrjdaval ; a lemezt és
a quadrdansokat a leheto legnagyobb gonddal el kell szigetelni. A szigetelés
tényleg jo volt és a mig a tekercs nem miikodott, a toltéshen észreveheto
veszteség nem mutatkozott. A tovibbi eljirds a kivetkezé: A két quad-
ranspar osszekottetvén, a lemez elektroforbal, vagy kis akkumulitorokhol
allo nagy teleppel megtoltetik, s azdltal az egész vezetérendszer bizonyos
potenczidlra emeltetik.

Az elektrométer négy quadrdnsdn tehdt a potenczidl értéke ugyanaz.
Most elkiilonitjiik a két quadrdnspdrt ; ha a szigetelés jo, a potenczidlok ér-
téke ugyanaz marad és az elektrométer nem mutat elhajlist. Th. Kkisérle-
teiben a veszteséy oly csekély volt, hogy ezen koriilmények kozott a fény-
folt eltolédisa alig veheté észre. De mihelyt a Rontgen-sugarak a lemezre
estek, az elektromossagnak hirtelen vesztesége mutatkozott, a lemezzel
dsszekotott quadransok potenczidlja viltozott és az elektrométer tiikre az
iltala viszszavert fényvonalat néhdny mdsodpercz alatt a skdlin tilra ve-
tette.Az elektromossdg ezen vesztesége mindig bedll, hirmilyen jelii az elek-
tromossig. Ha alemez eleinte téltés nélkiil van, akkor a sugarak hatdsdnak
kitéve, lehetetlen volt barmilyen téltést kimutdthatova tenni. Ha a lemexzt
valamely potenczidl értékén tartjuk meg, a veszteség rendkiviil finom esz-
koz ezen sugarak folismerésére ; sokkal érzékenyebb, mint birmely fotog-
rafiai lemez. Kitiint, hogy ezek a sugarak, miutin egy negyed hiivelyknyi
vastagsdgu czinklemezen haladtak dt, tisztdn észrevehet6 hatdssal vannak
valamely megtoltott lemezre.

Az elektrométer és a toltott lemeznek alkalmazisa sokkal gyorsabb,
mint a fotografial lemezé és sokkal konnyebben haszndlhaté mennyileges
meérésekre. Annak meghatdrozasa végett, hogy miképen fiige a Rontgen-
sugarak kibocsitdsa a csé ritkitisa fokitol, a csé a légszivattytival kottetett
Ossze és megméretett a veszteség a ritkitds kiilonbozo fokdnal.

Mindaddig mig a nyomis nem volt oly csekély, hogy a foszforeszkilo
fény megjelenhessék az ilivegen, semmiféle veszteség nem mutatkozott;
de a veszteség még a fényls folt megjelenése uldn is csekély volt, mig a
pozitiv sugdrnyaldb fénye jelentékeny; a lemez kisiilése csak akkor lett ro-
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hamossa, midén a pozitiv sugarnyalab eltlint. Az érzékenység maximuma-
nak elérése végett a lemez potenczialértékét nyilvan oly magasra Kkell
emelni, a mennyire csak lehetséges. A sugarak okozta veszteség mindamel-
lett eléall, midén a lemez potenczidlja az 6nlemezét nem mulja fell tob-
bel, mint 3—4 volttal és eddig semmiféle jelenség sem volt észlelhet6,
melynek alapjan azt lehetne hinni, hogy a potenczialkiilonbségre nézve 1é-
tezik egy als6 hatar, melyen alul a vesztesség létrejonni megsz(innék.

Ezen veszteség tobb jellemzé vonasban kilénbozik attél, melyet az ibo-
lyantali sugarak okoznak s a melyre nézve a torvényeket Elster és Geitel
allapitottak meg.

Az ibolyantdli fénysugarak elészor is csupan a negativ elektromos tes-
teken okoznak kistuilést, mig a Rontgen sugarak barmilyen jel( téltésre is
hatnak.

Az ibolyantali sugarak hatasa tovdbba csak akkor jelentékeny, ha az
elektromozolt test erésen elektropozitiv és tiszta feltletlii fém. A Rontgen-
sugarak hatésa ellenkez6leg nagyon feltlin, barmilyen legyen is a fém és
épp ugy érvényesil, ha a lemez szilard vagy folyékony dielektrikummal van
kérilvéve, mint mid6n leveg6ben van. Th. szilard parafinnal vette koril a
fémlemezt, tovabba szilard kénnel, behelyezte ebonit-témeg belsejébe, ko-
rilvette két csillamlemezzel, belemeritette paraffin-olajfirdébe; daczara
annak, hogy a szigetelés lehet6leg tokéletes volt, midén a Rontgen-sugarak
nem hatoltak at a szigetel6n és a potenczial-kiilénbség a lemez és a ladat
borité fém kozott nem volt tobb mint 10— 15 voltnyi, a fémlemez téltése
mindezen esetekben mégis eltlint, mihelyt a Réntgen-sugarak a szigetel6be
behatoltak.

Azt talaltam, hogy az elektromossag még akkor is eltlinik a lemezbdl,
ha a tér, mely elvalasztja a legkdzelebbi szomszédos és a folddel dsszekotott
vezet6tol, teljesen meg van téltve szilard paraffinnal; ebbdl arra kell kdvet-
keztetni, hogy a dielektromos kozegek addig, mig rajtuk Roéntgen-sugarak
hatolnak at, vezet6kké lesznek éshogy minden test vezet§vé valik, midén
ezen sugarak atjarjak.

Ugy latszik tehat, hogy midén e sugarak valamely testen keresztil halad-
nak, ezt a molekuladk valamilyen szétvalasztasa kiséri, mely az elektromos-
sag mozgasat olyanforma mechanismussal teszi lehetévé, mint az elektro-
mos aramét valamely elektrolitben.

Mid6n szilard paraffin tomegbe két par elektréd volt beagyazva, az
egyik a Rontgen-sugarak iranyaval parhuzamosan, a masik pedig erre
mer6legesen, azt tapasztaltam, hogy az elektromossag elvesztésének gyor-
sasdgara nézve e két irany kozott csak nagyon csekély a kilénbség.

Ford. Cs. J.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 10
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Baro Harkanyi Béla. A sarkmagassag-valtozasok meghatarozasa
és elméleti magyarazata.* Doctori értekezés. Budapest, 1896. 96 lap,
2 tébla.

1. Azon vélémény, hogy a hosszl( id6n at allanddnak tartott sarkmagas-
sag az id6k folyaman némi, bar csekély valtozasokat szenvedhet, melyek
oka részint helyi jelleg(i geoldgiai valtozasokban, részint a fold momentan
polusanak mozgasaban keresendd, korilbelll a jelen szazad elején meriilt
fel. Nem csodalkozhatunk azon, hogy ezen, mindenesetre igen kis valtoza-
soknak az akkori és régibb észlelésekbdl valé kimutatdsa nagy nehézsé-
gekbe Utkdzott; ezen id6ben csak absolut sarkmagassagmérések allottak a
kutatok rendelkezésére, s nagy systematikus hibaik a vizsgaland6 valtoza-
sokat sokszorosan felilmultak, miért is az ezen id6bdl szarmazé eredmé-
nyek altalaban kevés bizalmat érdemelnek. Indirect Gton, azimut-megfigye-
lésekb6l, mar Bessel megkisérlette ezen valtozasokat kimutatni (1820—22),
de negativ eredménynyel. Utana Maxwell és Peters foglalkoztak behatob-
ban a targygyal, mindketten meridianészleléseket hasznalva fel, de bar az
utébbinak sikerilt is a sarkmagassag periodikus valtozasat kimutatni, az
amplitdo oly kicsinynek (korulbelll Vio masodpercz) adodott, hogy tekintve
a felhasznalt észlelések sokkal jelentékenyebb hibait, eredményei még nem
szolgalhattak a sarkmagassag-valtozasok kétségbevonhatlan bizonyitékaid].

2. Ezen kérdés teljes tisztazdsa csak az utolsd két évtizedben sikeriilt, s
ez f6leg a hasznalt differenczialis modszer kivalé pontossaganak és az ész-
leletek tekintélyes szamanak koszénhetd. Ezen munkalatok kiindul6pont-
jaéi Fergola inditvanya szolgalt, ki azt az Europaische Gradmessung
1883-ban tartott értekezletén terjesztette el6. Hivatkozvan a kérdésnek
kivalo fontossdgara nemcsak az astronomia és geodmsia, hanem egyuttal
a geoldgia szempontjabol is, Ugyszintén az eddigi észlelésekre és elméleti

* Az e czimen megjelent érdemes mi(ivecske a csillagaszat egy Ujabb kér-
dését targyalja. Tartalmarol és értékérdl agy kivanjuk e lapok olvasdit tajé-
koztatni, hogy el6szavanak lényeges részét itt kozoljik. Szerk.
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vizsgilatokra, ajanlja, hogy tobb alkalmasan vilasztott allomdson hosszabb
idon dt rendszeres sarkmagassdg-mérések végeztessenek, melyeknek czélja
ne a sarkmagassdg abszolut értékének meghatarozdsa, hanem csak differen-
czidlis értékek : két-két dllomds sarkmagassig-kiilonbségének levezetése
legyen. Ezen czélnak oly dllomdsok felelnének meg legjobban, melyek
paronként igen kozel ugyanazon parallelkron fekszenek, mert igy két-két
dllomdson mindig ugyanazon csillagok levén észlelhetok, azok declinatioi-
nak hibdja az eredménybél teljesen kiesik. Mdodszer dolgdban az I. vertica-
lison valé dtmenetek észlelésének ad elényt, mert az ezen mddszerrel
tijabban elért kivdl pontossdgu eredmények remélhetévé teszik, hogy ennek
segélyével a szoban forgé viltozisok kimutatisa sem fog legyézhetetlen
nehézségekbe iitkozni, Az inditvinyt az ezen czélra alakult specialis bizott-
sdg tlizetes megvitatds utdn elfogadta, azon mddositdssal, hogy az l. verti-
calis médszere mellett merididinmddszerek sem zdrassanak ki, természete-
sen mindig gy, hogy két tsszelartozo dllomds ugyanazon mddszer ¢és tel-
jesen azonos programm szerint észleljen. Kevéssel késébb (1884 méj.) ezen
hatdrozatot a FereorLa dltal kijelolt és még mis 93 csillagdanak megkiil-
dotték, melyek koziil nehdnyan megigérték ugyan kozremtkodésiiket, de
1888 végéig sem munkilataik megkezdésérdl, sem elért eredményeikrol
jelentés nem érkezett.

KistNer ezért az Erdmessung dllando bizottsdginak 1888-iki értekezle-
tén a nevezett testiiletet ujolag felszolitotta, hogy timogassa az ilyfajta
munkdra villalkozo observatoriumokat.az észlelési programm kidolgozisa,
alkalmas miiszerek készittetése dltal és esetleg anyagi segélylyel is, hogy a
méréseketl mielobb megkezdhessék. Idokozben Kiusrner (1884—85) az
aberratio dllandé meghatirozdsit czélzé berlini észleletsorozatanak discus-
si6ja alkalmdval arra az eredményre jutott, hogy észleléseinek tartama
alatt Berlin sarkmagassiga tobb tized-mdsodpercznyi viltozdst szenvedett,
mely adat, minthogy minden systematikus hibaforrds kizdratott, a széban
forgo valtozdsok elsé kétségtelen bizonyitékdnak tekinthets. Erre 1888
végén megkezdodtek az észlelések ; az els6 dllomds Strassburg volt, mely-
hez 1889 elején még 3 dllomds : Berlin, Potsdam és Priga is csatlakoztak.
Modszeril Aerecut-nek az Erdmessung 9-ik értekezletén benyujtott ter-
vezete szerint a Horresow-TaLcorr-féle médszert fogadtik el, mely az utébbi
idében elért sikerek alapjin igen alkalmasnak bizonyult ezen czélra. Egy-
idejiileg HeLmert felszolitdst intézett az dsszes csillagdikhoz, hogy vegyenek
részt ezen munkdlatokban, s dolgozzik fel a rendelkezésiikre dllé régibb
sarkmagassdg-észleleteket ezen czélbal.

Az emlitett csillagddk munkalatai (Strasshurg kivételével, hol egy utdlag
észrevett systematikus hibaforrds az eredmények pontossdgit kétségessé
tette) mir az els6 id6kben azon ercdményhez vezettek, hogy a sarkmagas-

10%
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sig mind a 3 helyen egyezo viltozisokat szenved, melyek periodikusak,
koriilbeliil 0,5" amplitudoval. Ezen eredményt az emlitett sorozatok tébb
évi folytatdsai, s mds csillagddkon végzett egyidejii mérések minden tekin-
tethen megerdsitették.

3. A mi a konstatdlt viltozdsok okt illeti, mdr az elsé 3 d@lomds jol -

egyezi eredmeényei is valdszinttlenné tesznek minden olyan feltevést, mely
szerint azok helyi jellegti tomeg-eltolddisok vagy refractio-anomalidkhol
szarmazndnak. Az elsé az dllomdsok nagy tdvolsdigdra vald tekintettel ke-
véssé valdszind, a mdsodik feltevés pedig bajosan egyeztetheld dsse a berlini
és potsdami dllomdsok igen eltéré klimalikus viszonyaival. De azért a mo
mentdn polus helyzetviltozidsa esak akkor vilhatott teljesen bebizonyitott
ténynyé, ha két olyan :dllomds egyidejii adatai hasonlithatok ssze, melyek
hosszkiilonbsége elég nagy arra, hogy a kettén észlelt viltozdsok phasis-
kiilonbsége feltinen mutatkozzék. Ezen koriilmény inditotta az Internatio-
nale Erdmessung bizottsdgit azon elhaldrozisra, hogy a Berlintol kozel
12n-val nyugatra fekvé Hawai szigetekre 1891 elején expeditiot kiildjén,
melynek feladataul a sarkmagassdgnak az eurdpai dllomdsokon haszndlttal
teljesen azonos mddszer szerint valé megfigyelését tiizte ki. Az dllomds fel-
dllitdsdra a Honolulu mellett fekvd Waikiki hizonyilt a legalkalmasabh-
nak, s a méréseket Marcuse 1891 juniustol 1892-ig folytatta; egy-
idejlileg Presrox is végzelt ugyanezen dllomdson parallel megfigyeléseket a
Marcuse-éval teljesen azonos programm szerint, a U. S. Coast and Geodetic
Survey megbizisidbdl. Mindkét sorozat igen jol egyezd eredménye teljesen
megfelelt a virakozdsnak : a honolului sarkmagassdg-maximum idében a
berlini minimumnak felelt meg, és viszont, egyezoleg az elméletileg virhato
phasiskiilonbséggel. Ezdltal a momentin polus periodikus helyvéltozdsa
kétségteleniil bebizonyitottnak volt tekinthetd.

Az ezen kérdésre vonatkozo gazdag észleleti anyagot, mely az utébbi
években részint végleges, részint esak provisorius reductio alapjdn tétetett
kozzé, AuBrecHr dllitotta Gssze, és az Inlernationale Erdmessung dllando
bizottsdgdinak 1894-iki értekezlelén terjeszlette eld. Ezen az 1889—94. id6-
kozre terjeds oOsszedllitis szerint hosszabb észleletsorozatokat végeztek :
Kasanban, Pulkovdn, Ndpolyban, Berlinben, Potsdamban, Bamberghen,
Karlsruheban, Strasshburgban, New-Yorkban és Bethlehemben, riovidehb
sorozatokkal vannak képviselve: Bées, Kiel, Rockville (Maryland), San-
Francisco és Honolulu. Ezek koziil 8 hajlandé az észleléseket tobbé-
kevésbbé hosszi idészakon dt folytatni. Végil még Tokio, Taskent és
New-Hawen is készek a jovoben a széban forgé munkdlatokhoz csatla-
kozni.

Ezen kimutatdshol ujabban sikeriilt Marcuse-nak nehdny dllomadst alkal-
masan kivilasztani, hogy ezek adataibél a momentin polus pilyajat ilyfajta
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vizsgilatoknil igen kielégitd pontossiggal levezesse. Az 1892 nov.—1894
julius id6koznek megfelelé gérbe alakja meglehetésen complicdlt, s a vizs-
gilt véltozidsoknak érdekes geometriai képét nyutja.

Ezen vizsgdlatok kiegészitéséiil szolgdlnak Cuanxprer-nek ujabb idében
megjelent dolgozalai, melyekben Brabiey idejéig visszamenve. kimutatja,
hogy a sarkmagassdg-viltozdsok mdr régebben is megvoltak, de amplitudo-
juk és periodusok nem dllandd, hanem meglehetdsen tig hatdrok koztinga-
dozik. Ambdr Cuanoier adatai a felhaszndlt észlelések csekély pontossiga
miatt nem is dlljik ki mindig a szigord kritikdt, mégis ezen utéhbbi ered-
mény elvitizhatlan érdemei kozé tartozik.

4. A sarkmagassig-véltozisok elmélete djabban tobb vizsgdlatnak képezte
targyat. Némi nehézségeket okozott a viltozds mintegy 4004-0s periodusi-
nak eltérése a mir régebben Perers és Maxwern dltal a merev spheeroid
esetére levezetett 3044 periodustdl. Legujabban Rapau és HeLmerr a régibb
Gyeoin és Darwin-tol szirmazo elméleli fejtegetésekhél kiindulva az eltérést
az észlelés és szamitds kozt megsziintették azdltal, hogy a 304< periodust
mozgdst egy misik, évi periodusi harmonikus mozgdssal kombindljik,
mely utébbi a foldtest egyik fotétlenségi polusinak évi periodusi tomeg-
eltoldddsok dltal okozott ingadozdsaibol szarmazik. Hogy az észlelt amplitu-
dot a szdamitottal dsszeegyeztethessiik, ezen f6tétlenségi polusnak csak igen
kis mozgist kell végeznie, mely a meteorologiai okokbdl szarmazoé tomeg-
dthelyezésekbdl igen egyszertien magyardzhato, s ezen utébbiak egészen
elégségesek ily mozgis létrehozdsdra, mint azt W. Tromson f6bb vondsok-
ban mdr régebben kimutatta. A momentdn polus ily mddon dsszetett moz-
gidsa meglehetésen bonyolddott, és a periodus és amplitudo viltozdsaival j6
egyezéshe hozhato.

5. Lrtekezésiink czélja a sarkmagassig-valtozisokra vonatkozé vizsgdla-
tok jelen dllisdrdl beszdmolni, tekintettel a kérdésnek gy gyakorlati, mint
elméleti oldaldra. Izen czél értelmében az értekezés ot fejezetre oszlik,
melyek tartalma révid dttekintésben a kévetkezo :

I. A meridianmddszerekrol dltaldban. — II. A Horrebow-Talcott-[¢le
modszer. — III. Atmeneti észlelések az els¢ verticalishan. — VI. A sark-
magassig-viltozdasokra vonatkozé numerikus vizsgdlatok. — V. A sark-

magassidg-viltozdsok elméleti magyarazata.
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24. Ha a tetraéder szemben fekvO élei egymasra mer6legesek, bebi-
zonyitando, hogy akkor az élek kdzéppontjai és a szemben fekvd élek
legkisebb tavolsagu pontjai oly goémbon feklsznek, melynek kozép-
pontja a tetraéder sulypontjdban van. (Valyi)

Nyolczadik megoldas Skopdal Istvan féredliskolai tanar urtol
Székesfehérvarott.

Legyenek a feladatban foglalt feltételnek megfelel6 tetraéder csucsai
Alt A2, A, At és legyen i, k, I, m az 1, 2, 3, 4 szamok tetsz6leges permu-
taczidja.

Az AiAk él felez§ pontjat jelolom és ezen élnek az AiAm éltdl
legkisebb tavolsagra esd pontjat Ajfc-val.

Az Ak pontot legegyszer(ibben Ggy hatdrozom meg — az élek e
speczidlis iranya mellett, — hogy az AiAm élen &t az AiAk élre meréleges
sikot teszek, ez metszi ki az Aiu pontot. Ha e pontot Gsszekétdm az Ai,
illet6leg Am ponttal, a keletkez6 egyenes merGleges az AiAk élre, més
széval az AiAuAi, illetbleg AIAKAM haromszognek magassaga. Az
AiIAmMAIK stk merdleges 1évén e két haromszog sikjara, a tetraéder azon
magassag vonalait tartalmazza, a melyek az Ai és Am ponton athaladnak.

Ezen el6leges megjegyzések modot nydjtanak arra, hogy a tétel bizo-
nyitasandl a tetraéder egyik lapjan eléallo viszonyok tiizetes vizsgalatara
szoritkozzunk.

Legyen AiAKAI a tetraéder tetsz6leges lapja; e haromsz6g magassag-
vonalai a szemkdzt fekvd oldalakbdl kimetszik az Aki, Au, Aik legkisebb
tavolsagu pontokat és a hdrom magassagvonal metszéspontja, a fentebbiek
alapjan, nem egyéb mint az Am cstcsbdl erre a sikra bocsatott mer6leges
talppontja Amm
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2. abra.

A BKi, Bu, Bik pontokat a szemkozt fekv6 cslcsokkal 6sszekdétd egye-
nesek egy pontban S”-ben, a haromszdg sllypontjdban talalkoznak.
E felez6 pontok oly haromszdget hataroznak meg, a melynek oldalai rendre
parallelek az AjAkAi haromszog oldalaival és igy :

AiAkAi AooBkiBuBik A ;

a hasonlosagi kdzéppont Sm.
Latjuk tovabba, hogy

Ai Bu és BuBik egymast a Ci pontban felezik,
Ak Bu « BikBKki « Ck « «
Ai Bik « BkiBu « Ci « «

Ha e felez6 pontokban a B haromszdg illet6 oldalaira merd&legeseket eme-
link, ezek egymast oly D pontban metszik, a mely a B pontokon athaladé
kor koézéppontja.

Minthogy DCi az A AkiBid derékszégl haromszog atfogéjanak felezd
pontjabol az egyik befogoval parallel vont egyenes, ez felezi a masik be-
fogot, az AuBKki tavolsagot.

De akkor
D Aki=DBKi,

azaz AKi is rajta van a B pontokon &thaladé korén.
Hasonlé médon mutathaté ki, hogy Au és Aik is e k6z6n van.
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Mindazon gombok koézéppontjai, a melyek a kort tartalmazzak, a kor
kozéppontjaban az 6 sikjara emelt merdlegesen vannak.

Azt allitom, hogy a p pontban az ajakai sikra emelt mer6leges a
tetraéder salypontjan megy at.

Az Am sm egyenes a tetraéder sulypontjadn halad &t. Ha ezen egye-
nesen &t az Aiak Ai sikra mer6leges sikot teszek, e két sik metszésvonala
az sm Am lesz, a mely egyenes a o ponton megy at.

Ugyanis

CiCKCi &odATAiiAi /S,

mert oldalaik parallelek; a hasonlésagi czentrum sm e+ E két hadromszog
magassagpontjait, mint a hasonlésdgbhan egymésnak megfelel6 pontokat,
O0sszek0t6 egyenes: A'mp atmegy az sm hasonlésdgi czentrumon.
fjgy a o pontban az AiAaua i sikra emelt merdleges bent van az
sm Am Am sikban, vagyis metszi az smam egyenest; legyen e metszés-
pont s.
Kérdés, ez az s pont mily ardnyban osztja az s m A m tavolsadgot ?
Az aiauai és CICKCi haromszégek hasonlésagi ardnyszamat hataro-
zom meg.
Ai aii wBiaBu= 2:
BkiBu : Ci Ck =2:

Al A C Kk=4:1

1
1

és igy :

Es tudjuk, hogy a hasonlésdgban egyméasnak megfelel6 pontoknak a
hasonlésagi czentrumtél mért tdvolsdgai ugyanily arédnyban &llnak egy-
méassal ; tehat

smAm : smbD = 4:1.

Mivel pedig még az smamam, derékszégld hdromszog hasonlé az sm sp
derékszogl haromszéghoz, kévetkezik, hogy

smAm msms=smam 1sm D=1 11

a mib6l vildgos, hogy S a tetraéder salypontja.
Mindezen viszonyok a tetraéder valamennyi oldallapjan fennallnak, de

akkor a feladatban foglalt tétel igazsdga nyilvanvalé.

Ugyanezt a feladatot analitikai moddszerekkel és verifikalas atjan megol-
dotta még Péch Aladar tanarjeldlt ar is. Szerk.



SZAMELMELETIT TETELEK.

(Els6 kozlemény.)

A jelen dolgozatban néhany Gj tételt fejtek ki a ka1 altala-
nos taggal bir6 szamtani haladvanyban foglalt és az m tetsz6leges
egész szamhoz relativ prim maradékok szamara vonatkozélag.
E vizsgalatok egy bizonyos ¢ (m) szamelméleti fiiggvényre vezet-
nek, a mely bizonyos esetekben a szamelméletbdl ismeretes ¢ (m)
figgvény iteratioja gyanant foghato fel. Végiil a talalt eredménye-
ket a korosztasi egyenlet elméletére alkalmazom, a mennyiben a
talalt szamelméleti tételek alapjan, ennek az egyenletnek gyokei-
hol alkotott hatvanyosszegeknek kiszamitasara Gj és az eddigiek-
nél elemibb modszert vezetek le.

*

1. tétel * Ha k és m legnagyobb kiozés oszidja (k, m)=d és k,
[, m legnagyobb kozos osztoja (k, I, m)=1, akkor a

kx+1 (mod. m)
(r=1,2,...,m) (mod. m)
o (m) = ; ;
sorozatban - @ oly szdm van, a mely relativ prim m-hez.
¢

Mindenekel6tt kimutatjuk, hogy a kx + I kifejezés (mod. m) a
kovetkezd értékeket veszi fel :

kA1, k.2+l,...,k.%+l.

* E tételt FroBenius tanar ur Berlinben az egyetemen tartott seminariumi
eléadasaiban bebizonyitas nélkil kozolte.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 11
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Ugyanis valahanyszor

kx-\-1=ky-\-I(mod. m)
mindannyiszor

K g gyt
és minthogy
1k m\
) \d * dJ1,
azért
[ . m)\
x=y (m°d--g-I-

Viszont e kongruenczia fennallasdbdél mindig

kovetkezik, s ebbgi ismét
kx+I=ky-\-1 (mod.m).
Tehat a széban forgd sorozatnak (mod. m) kilonb6z6 szamai a

kovetkez6k :

ft.l+i, k.2+1,....k.~+1 (1)

Legyen m és d torzstényez6kre felbontva :
m=p*“p“a...papmt, ..p«
d=ptl'pfc . . . pPr

(i=1,2,..., 0
akkor

m—p“>pp .. .p“l’d'

a hol d! a d-hez képest relativ prim szam. Az (1) alatti szamok mind
relativ primek d-hez, mert k oszthat6é d-vel, mig | hozza relativ
prim. E szamok tehat d-ben el6forduld torzstényez6t nem tartal-
maznak, tehat kozolok azok és csakis azok relativ primek m-hez
képest, a melyek relativ primek d'-hez. iWost még az (l.) szamokat

szdmu csoportra osztjuk, legyen ezek kozt az i-dik csoport:
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EiG—1)d +1]+1, kiG—1)d'+21+1, ..., klHd)+1.  (a)

(=125, (%)

Az (@) csoportok mindegyike (mod.d’) egy teljes maradéksor
értékeit veszi fel. Erre nézve csak ki kell mutatnunk, hogy Z%
relativ prim d'-hez képest. De ez valoban igy van, mert k és d'
minden kozos osztdja, kozos osztéja k-nak és m-nek, tehat egy-
szersmind kozos osztoja d és d'-nek, de ez — minthogy d relativ
prim d-hezképest — egyenl6 egy-gyel. Az (a)alatti csoportok mind-
egyikében tehat ¢(d’) oly szam van, mely d'-hez és igy m-hez
képest is relativ prim. E ecsoportok szamai (mod.m) kiilonbozok,
tehat az (1.) alatti szamok koztil

m ! 1
dd’ © (d ):p‘l‘lﬂ"lpg24ﬁ: Bl p:‘r _ﬁl‘sp (d )

relativ prim m-hez. Azonban

pmy=e¢ (@) ph-lps-t. .. p&~1(p;—1)(ps—1). .. (1)

és igy
m (@)= p(m e A
P e Priplt o Py pe1) (pr—1) 99((1).

E tételnek egyik folyomanyat a kovetkezokben gyakran fogjuk
alkalmazni. Ez a kovetkez6 :
10. Ha

m
brslay b L, ) (mod. 7)

" 8 - ,
-hez relativ prim szdmok, akkor a

m m

ﬁ-, S ti+d'd
(i=1,2,...,q: (L,,L))

sorozatok mindegyike ugyanannyi m-hez relativ primszdmot lar-
talmaz, oly modon, hogy e sorozatok egyitlesen m oOsszes relativ
prim maradeékait foglaljdk magulkban.

t17+1-%?: y tit2.-

11
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Ugyanis, miként lattuk, minden egyes sorozatban

¢ (m)

oly szam van, mely ugy egymastol, mint a tobbi sorozat szamaitol
(mod.m) kiilonbozé és m-hez képest relativ prim. O®szesen van
tehat e sorozatokban, miként be kellett bizonyitani,

m-hez relativ prim szam.

2. A korosztdsi egyenletre vonathozé hatvdnyosszegek.® Alkal-
mazzuk az eddigieket a korosztasi egyenlet hatvanyosszegeinek
kiszamitasara. Legyen ismét

s

és p primitiv. m-dik egységgyok. Jeloljik az primitiv m-dik egy-
séggyokok n-dik hatvanyainak osszegét S, (m)-mel. Ezt a szam-
clméleti fliggvényt akarjuk kiszamitani. Ismeretes, hogy ha

Ugy Ugy + -« Uy m) (MOd. T)
az m-hez relativ prim szamok, akkor
Sy (m)=pi4-p'st-- - = olg m);
ha mar most (1, m)=d, akkor ismeretes, hogy
ph=m
777 -edik primitiv egységgyok, tehat
Sp(M)=n* g+ - . 47 (m)

azonban 1b. értelmében az u-szamok a

* V. e. DIRICHLET-DEDEKIND : Vorlesungen tiber Zahlentheorie. VII. Suppl.
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m
. e ot ) el .
t‘t+l' d ’ tl+-“ (i "":t1+(l d
(i:l,@,...,l/v(ﬁdl—))

sorozatokban vannak elhelyezve, még pedig mindegyik sorozatban
@ (m)

o)

szamu u, és igy, mivel

M
T d :I’

az egyugyanazon csoporthoz tartozo kitevok z-nek ugyanazt a
hatvanyértékét adjak és igy

. _ ¢(m) ¢,
Sp (m) = (;m) R-E
“\d
vagyis
Sy (m)= i .S,‘%') d=(n, m). (I1.)

(%)

E képlet alapjan a hatvanyosszegek kiszamitasa vissza van
vezetve a primitiv egységgyokok dsszegének kiszamitasara. Az

am—1==0 (b)

egyenlet osszes gyokei vagy az m-hez, vagy az m valamely oszto-
Jahoz tartozo primitiv egységgyokok és igy 2™—1 nem mas, mint
az m Osszes osztoihoz (az egységet is beleértve) tartozo korosztasi
egyenletek tobbtagiinak szorzata. A (b) egyenletben a gyokok
osszege zérus. Az m-nek d osztojahoz tartozo korosztasi egyenletben
a.gyokok osszege S| (d), tehat az el6bbi megjegyzés értelmében

1+ 35, (@)=0, (IIL)

a hol az dsszeadas az m-nek osszes az egységtdl kilonbozé osztoira
kiterjed. (IIL)-bol mindenekel6tt vilagos, hogy p minden torzs-
szamértékénél

Si(p)=—1
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azonkivl
Si(P“0=0, «j>1
mert a (l11.)-bdl
S1(PM)+1+ % S.id'""O

és mivel (I11.) értelmében
I+ j2*W)=0,
kell, hogy
Si(p*")=0,
legyen, ha «>1.
Epen igy

Sj(m)=0

ha rn-nek négyzetes osztéja van, azaz
m= p<,pa* .../)**

torzstényez@s el6allitasban az a kitevék kozo6tt 1-nél nagyobb is
eléfordul.

Ugyanis, ha pl.
« > 1
akkor (I1H.)-bdl
Sl'(puo +1 + ars, (d'): 0

a hol d’ az Pfszémnak 1-t6l kilonbozé osztéinak értékét veszi
i

fel. igy tehat
I+"tIS ,(d")=0
lévén
Ssi(m)=o0.

Hatra van még S, (p” . . . ps) kiszamitasa. A (l1l.) alatti kép-

let speczializlasa az
1+Sj (ft)+s, (pP+S1{pipij= o
1+S, (Pi)+-Sj (p"-KSj (p3+S, (p)PaH-S, (p,paH--Sj (PiPi)+
+St(PiPiPid=0
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képletekhez vezet, a melyekbSl S, (p;p, ... ps) meghatarozasa
rekurziv modon eszkozolhetd, oly modon, hogy a szamara nyerendé
kifejezés végelemzésben az S, (p,), S; (py), - . . S;(ps) kifejezések
egészszamu oOsszetétele és minthogy S, (p:) a p; torzsszam értéké-
tol fuggetleniil mindig —1-gyel egyenld, kovetkezik, hogy
S (p1ps - - - Ps) csakis a torzstényezok szamatol, s-til, fligg.

E szerint a (IlL.) képletet 72 = p,p, . . . ps esetében alkalmaz-
van az

{1 (i)Si(fp,)—i—(;)S,(p,pi)-{—..._;_ (:)Sl(pme P =0

relacziohoz jutunk. Ha most s rendre az 1, 2,3, ..., s értékeket
veszi fel, akkor

S (p=—1, Si(pip)=+1, S;(p1Peps)=—1,...
Sy (pyPg - - - Po)=(—1)
értékeket kapjuk.
*

Az (1) tétellel el van intézve, hogy a

ka1 (mod. m)
(#=1,2,...,m(mod. M))
sorozatban hany oly szam van, mely m-hez képest relativ prim.
Analog kérdést tehetiink most mar ama

ka1 (mod. m)

sorozatra vonatkozolag, a melyben « csak az m-hez relativ prim
szamok értékeit veszi fel. E sorozatban foglalt szamok elébbi
jeloléstinket megtartva a kovetkez6k:

kw41 (mod. m)
(1=1,2, ..., ¢ (M)
E kérdésre tobb tétellel fogunk valaszolni.
3. tétel. Ha k és m legnagyobb lozos osztéja (k, m) — 1, ha
tovdabbd (I, m)—1, akkor a .
kw1 (mod. m)

(0=1,9,....5, g (m))
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sorozatban
2 1

b (m)=q¢ (m fl(lf— —)

¢ (m)=g( );=1 (80
oly szdm van, mely m-hez képest relativ prim. A p; szamok m-nek
lorzstényezdi, az wi (mod. m) szdmok az m-hez relativ prim szdamok.

E tétel mutatja, hogy a ¢ (m) szamelméleti fiiggvény figgetlen

k és | értékétol, a mennyiben ezek az eldirt feltételeknek megfelel-
nek. Egyelére a k, | szamokat adottaknak veszsziik. Legyen ismét
m torzstényez6kre felbontott alakja

m:pf|p§'2 (s ]);’x
¢s a torzstényezok szorzata
_ M'=pPy - - - Ps-
Mivel
kui+1=kuj+1(mod. m) (o)
bol
w=uj(mod. m) )

kovetkezik és megforditva (f) ismét (@)-t vonja maga utin, a
szoban forgéd szamok kozott ¢ (m) van olyan, a mely (mod.m) ki-
lonboz6. Ezek a kovetkezok :

ku,+1, kuy+1, . . ., kg, omy+-1 (IV.)

a hol az u-k az m-hez relativ prim szamok legkisebb maradékai
(mod.m). Ha
Ul’ /U(z, w1788 3 ’U,p (m')

az m'-hez relativ prim szamok legkisebb maradékai (mod.m’),

akkor a
! ’ m !
vi+1.m', vi+2.m', ..., v+ yoos m
(i=1,2,..., ¢'@m)
szamok (mod.m) kiilonbozék és mivel ezek m torzstényezbinek
szorzatahoz képest relativ primek, nem masok, mint az u; szimok.

A (IV) alatti szamok tehat a kovetkezok :

v+ +1 . kem', (kvi4-0)+-2km, . . ., (kvi+1)+ % km'. (IV.%)

(#=1,2,..., ¢ (m")
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E helyettesitési értékek tehat ¢ (m') szamu %&n—, elemi csoport-
ban vannak felirva. Minden egyes csoportban levé szamok vagy
egyidejlileg relaliv primek m'-hez, és igy m-hez is, vagy pedig
egyidejiileg nem azok. Mivel a

kvi+4-1 (mod.m’)

(t=1,2, ..., ¢ (m')

sorozatban az m'-hez relativ primek szama ¢ (m’), kovetkezik, hogy

¢ (m)= ;’Z ¢ m)=pp—ipgt. .. Pt ¢ (m).
A
kvi 41 (mod. m') vV.)
(=5 I AR o (m'))
sorozat a
kx+1(mod. m') )
(t=1,2,..., m (mod.m')

sorozatbhol ugy szarmazik, hogy « helyébe csak az m'-hoz relativ
prim értékeket teszsziik. Az (V.*) alatti sorozatban el6fordulnak
oly x értékek, a melyek relativ primek m'-hez és olyanok, a me-
lyeknek legnagyobb kozos osztoja m'-vel d, a hol d m-nek vala-
mely osztoja. Ez értékeket betéve (V.*)-ba, a kovetkezé (mod. m/)
kilonbozé értékeket kapjuk:

kdva,+1, kdva,+1, . . ., kdv,—+1 (e)
(m:(p ( ’:’,)) (d m'-nek kiilonbozé osztéit jelenti)

!

a hol a vy, szimok az —- -hez relativ prim szaimok legkisebb mara-
i p g

d

dékai (mod. %\) E szamok mind relativ primek d-hezképest, mert

l és d legnagyobb kozos osztéja (I, d)=1, tehat koziilok azok és

csak azok relativ primek m/-hez, a melyek relativ primek —ZL -hez.
ml
—-legnagyohb

Tovabba m' torzstényezdi egyszertviek 1évén, kd és ;i

kozos osztoja
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és igy a (c) alatti szdmok kozt annyi relativ prim m'-hoz képest,

mint a hany -hez relativ prim szam van a

d

kdva,+1 (mod. %&: ) (VL)

(i= 1, 2 veniyip (l;’;,))
sorozatban. Minthogy

lehet oly m-hez relativ prim d-t talalni, a mely a

dd=1 (mod. ’_g—)

kongruencziat kielégiti: és mivel d szintén relativ prim 7(7— -hez

képest, a

Elv,zi(mod. %)

(i-_— A s D (71';_‘))

szamok a sorrendtol eltekintve megegyeznek a v,, szimokkal. s
’

igy a (VL) sorozatban annyi ™ hez relativ prim szam van, mint a

a
kd (dv)) 1= kv;i+1 (mod. 7—”—)

d
(i= 1,2 0050 ():;’))

sorozathan. Ebben azonban ¢ (—7}) szamu —73‘ -hez relativ prim

szam van és igy ugyanennyi az m/'-hez relativ primek szama a (c)
sorozathan. Ha d az m' sszes osztoinak értékeit veszi fel és a meg-
felel6 sorozatokban kivalasztjuk az m'-hez relativ primszamokat,
ugy megkapjuk a
ka1 (mod. m")
=12 ..., m (mod.m’))

sorozatbhan szereplé ¢ (m') szammal levéd m'-hoz relativ prim sza-
mot, még pedig mindegyiket egyszer. Tekintethe véve még, hogy
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m')=1
bevezetjuk a

A= =

jelet és igy a p szamelméleti fliggvényre a kdvetkezd fluggvény-
egyenletben kifejezett térvényt kapjuk

2 p(d)=<p(m’) (Vi)
v

a hol d az m' 6sszes osztoinak értékét, az egységet is beleértve,
felveszi. A (VIL.) alatti fliggvény-egyenletbdl kévetkezik, hogy

0 (Pi)=<®(Pi)“ 1=9(Pi) (I - -{pi))
Kp,H=riP ,pj-i-riPd(i--""«(1_wk)) =
=f(p,pi-r<-Pi>-f(Pil+13F(*—

- (‘- =*(M '~ i (-
Tegyuk fel, hogy mar bebizonyitottuk s—1 torzstényez6re, hogy
O(PiPs ¢+ +P-0=9<PtPa ***Ps-i).” (I

ki fogjuk mutatni, hogy analog képlet érvényes s tényezdre is.
A (VIL) alatti képletbdl p(m,")-re csak egy értéket kapunk, elég
tehat kimutatni, hogy ha

0 (m)=2> (M) /L () — (pi]pi-P

teszsziik, akkor (VIL)-nek elég van téve. A (VIL.) képletben Ossze-
foglalhatjuk azon d'-ket, amelyek egyenld szamu torzstényez6t tar-
talmaznak. Ha még a

W rif)=#v

roviditett jeloléssel élunk, akkor (VIL.) igy irhato :
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\+Sd>(pl)+10{pi)(Pij) \——b20(pt) (P(P2) . . . O(p,-i) +

+ <P(pl)<Hpi) .. m0{p,)=<p{PiPt mm |
Vagyis

n (i+0(pi))=<p(plpt... p9§
és ez valéban identitds, mert az

+0(Pi)=<p(Pi)
(i=i,

relacziék azonosan éallanak fonn.
Mivel még

azért csakugyan, a mint allitottuk:

#<«)=,<»)/(i-™ ) -

Bauer Mihaly.



AZ ANALITIKAI FUGGVENYEK ELMELETEHEZ.

(Negyedik és befejez6 kozlemény.)

in.

15. Ha valamely adott analitikai fliggvényre vonatkozoélag, mely

az X= o kdzéppont koril R sugarral leirt Si kor belsejében a raczio-
nalis flggvények modjara viselkedik, a Il. alatt kifejtett médon
meghatarozzuk a £ belsejében levé zérus-helyek és pdlusok soro-
zatait, minden ily helyet annyiszor jegyezvén fel, a hanyszoros
zérus-hely, ill. p6lus: akkor a nyert két sorozat mindegyike — ha
csak nem véges —molyan, hogy benne a tagok abszolut értékének
hatarértéke R.

Innen forditva az a kérdés meril fel: Vajjon az x=0 kozép-
pont korul R sugérral leirt $ kor belsejében tetszés szerint felvett
két oly

«1, «2, «3
A, & .
sorozathoz, melyek mindegyikében — ha csak a sorozat nem vé-
ges — a tagok abszolat értékének hatdrértéke R, tataihaté-e min-
dig legalabb egy oly f(x) fliggvéng, mely
A) a s,-nak egész belsejében a raczionalis fiiggvények moédjara
viselkedik, és melyre vonatkozolag

B) afi belsejében levd zérus-helyek Ul. p6lusok sorozatai éppen

az adott sorozatok.
Hogy e kérdésre felelhesstink, elég lesz kimutatnunk, hogy vala-

mint véges szamu
*j, a2, ¢..<m
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értékhez mindig talalhato egy oly egész fiiggvény (t. i. az
(x—ay) (@—ay) . . . (x—ay)

szorzat), melynek zérus-helyei éppen az adott a-k, hasonloképpen
vegteleniil sok a esetében is a kovetkezd alaptétel all fenn :

Az x=0 kézéppont kérul R sugdrral leirt & kér belsejében
felvett barmely oly

s MR ey T
véglelen sorozathoz, melyben

lim. | an| =R

N=co
mindig taldlhato eqy oly hatvdnysor, mely a K-nak egész belseje-
ben dsszetartd s melyre vonatkozdlag a K belsejében levd zérus-
helyek sorozata megeqyezik az adott o-k sorozatdval.

Ha ugyanis e tétel értelmében sikertul két ¢ (x) és F'(x) hal-
vanysort igy meghataroznunk, hogy & egész belsejében Osszetar-
tok, s hogy e kor belsejében ¢ (x) zérus-helyei éppen a 33) alatt
adott a-k, F'(x)-nek zérus helyei pedig a -k, akkor az

el
M=

hanyados az A) és B) alatti kovetelmények mindegyikének eleget
tesz.
Sét ebbdl az egy f(x) fliggvénybd6l konnyen haférozhatjuk meg
valamennyi oly fiiggvényt, mely mindkét koveteléstinket kielégiti.
Ha ugyanis ¢ (x) az egész & korben osszetarto hatvanysort
jelent, akkor
f (@) er@
szintén kielégiti mindkét koveteléstinket csakigy, mint maga /().
Forditva, ha vm. fi(x) faggvény kielégiti az A) és B) kovetelé-
seket, akkor az
fy@)
f (@)
hanyados a R-nak belsejében szabilyos és ott soha el nem tiiné
fiiggvényt abrazol, tehat

falx)=
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1R
f@) da [2 (x)

az egész ® korben Osszetarto
Ci+ Gy + Cga®+- -+
sorba fejthet6 ki. Ha most mar a
¢ (@) = Cy+ Cix+4 Cor®+ L Cor®+ - -

sorban, melynek az elébbi a differenczialhanyadosa, a Cy-t tigy

valasztjuk, hogy
f210)=eC,
akkor
IEd d
7@ [gfa(v’ﬁ)= > ¢ (x)

fa(@)=e2®,
E szerint az
fa)ert

képlet megadja az dsszes figguényeket, melyek az A) és B) kive-
lelményeknek elegel tesznek, ha e képletben f(x) eqy ilyen figg-
venyt jelent, a ¢ (x) helyébe pedig mindazon hatvdnysorokat tesz-
szitk, melyeknek osszelartdsi kire leqaldbb is az egész R kiorre
liiterjed. '

16. Mar most attérvén a fenti alaptétel bebizonyitasara, jelentsen

i1 s A i e 34)

egy tetsz6leges oly sorozatot, melynek minden tagja abszolut
értékre nézve nagyobb mint zérus, de kisebb mint R, és a melyben
Hmslfosils——1
E sorozathoz mindig talalhatdo a zérusnal nem kisebb egész
szamoknak oly
ATt i TN
sorozata, hogy

»

(] (1')7'11'

35)

mindig Osszetarto, ha csak 'z < R.
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Kilonosen egyszerd e m, kitevok valasztisa, ha létezik egy oly
n pozitiv egész szam, hogy a
3

v=1

1

Oy

uw

sor osszetarto. Ekkor t. i. minden m, a (2—1)-gyel tehet6 egyenlo-
nek. Ily ¢ szam azonban csak akkor talalhato, ha R=oo, de még
akkor is csak kivételesen.

Ellenben mindenkor czélhoz vezetd pl. a kovetkezd valasztas:

Mme="1, mu,>*_’,.._.m,%y...

Ha ugyanis | | < R s mi két pozitiv szamot — p és p'-t — ugy
veszink fel, hogy || = o <p' < R, akkor mindig talalhaté egy oly
n egeész szam, hogy |a,|>p’ ha csak v >mn. Tovabba az n-dik
tagon tul a vizsgalando sor tagjai rendre kisebbek a

Osszetarto sor tagjainal. A szoban forgd sor tehat tényleg mindig
Osszetarto, ha x a kezdépont koriil R sugarral leirt & kor belsejé-
ben van.

Ha az m, kilevéket ugy hataroztuk meg, hogy a 35) alatti sor a
R belsejében levé minden « értékre vonatkozolag dsszetarto, akkor
egyszersmind az

F ()= 2 36)

sor is feltétlentl osszetarto, ha csak |xl< R és x a 34) alatt fel-
sorolt értékek egyikével sem egyenld.
Ha ugyanis ismét | x| =p<p' < R, akkor v eléggé nagy érté-

keinél
| 1 2\ " 1 | 1 x m,
g BN C B8 L 0 e
L—0ay \ Oy X |1 ay\ ay
1

1y e e
1 !E)"‘v}
Gl

I a |

1
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tehat az /' (x) tagjai egy bizonyos tagtol kezdve rendre kisebb
abszolut értékiek a
» 1 g e\
s

r=11 [ ‘ ay \ O,

SN

Osszetarto sor lagjainal. F'(x) tehat x-nek szoban forgo értékeire
vonatkozolag csakugyan feltétlenil osszetarto.
F(x)-nek v-dik tagja kovetkezoleg is irhato :

vagy

vagyis e tag a kovetkezo fiiggvénynek logaritmikus differenczial-
hanyadosa :
Ill'y 1

E‘(gg,m,):(l— f)e";“ 37)

Oy v

Benntinket kiilonosen ezen FE fiiggvényeknek

nE(", m) 38)
Y oy
szorzata érdekel.

E szorzatnak az R sugart & kor belsejében levé barmely x-re
vonatkozolag a tényezék sorrendjétél figgetlen véges és meghata-
rozolt értéke van.

Ha ugyanis ismét x| — p <p'< R, tovabba »n oly nagynak van
valasztva, hogy |, > p’, ha csak v>n: ugy v-nek az n-nél nagyobb
értékeire vonatkozolag

n
o)

b5~ 2)
oy Oy

elsé tényezojének logaritmusa a

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 12
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LA L W L s R RICR (x)* )
]g.(l—— 7a4,) s {a;+ 2 (a,.) v A m,+r \ a, e J
sorba fejtheté ki. Ennélfogva
)m,+r

S 1 ¢
< ( g,u,

E(Z,m)=e =¥
i
@i

és
& 9 B e e
7l E (_ - mv) —p V=n+1 -rfl m+ oy 39)
v=n+1 a,

Itt jobb oldalt a kitevében allo sor tagjainak abszolut értékei-
b6l képezett sor osszege kisebb mint

& 2 a |mv+T i 1 [ a2 [m+1
v=n+1r=11 0y yv=mn+1 = M oLy
oy
Itt ismét
i £+ 4, Boade
oo A R S
o, ‘l;’
es
I v+l 1 0 my |
Lo
I ay I o\ ay
Tehat
) ©w 1

S

A (MytT 1 x° iy |
<] geRA SO R ‘l,(!‘,)' - 40)

v=n+1r=1 m,~+’f' Oy /’*1 =P & v=n+1| Oy \ Oy '

Minthogy itt a jobb oldalt allo sornak véges dsszege van, ugyanez
all a bal oldalon levé sorrol. E szerint a

» w 1 ( €T )m.+'l' 41)
v=%1 r§1 ’m.r.;i"’l" 'l.

sornak a tagok sorrendjétdl fliggetlen véges és meghatarozott

értéke van. Tehat egyszersmind a 39) alatti szorzat is feltétlentl

oOsszetart; tovabba vele egyitt valoban a 38) alatti szorzatnak is,

mely téle csak véges szamu tényez6ben kilombozik, a tényezok

sorrendjétol faggetlen, véges és meghatarozott értéke van.
Minthogy a 41) alatti sor feltétleniil osszetarto, szabad benne az
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X ugyanazon hatvanyait tartalmazé tagokat 6sszevonni s ily modon
e sor 0sszegét egy iRJH (x) hatvanysor alakjaba kifejezni.

E szerint X mindazon értékeinél, melyekre vonatkozolag iX |
kisebb egy zérus és R kozott tetsz6legesen valasztott p szamnal:

A vizsgélt szorzat ezen alakjabdl kdzvetlenil vilagos, hogy annak
értéke a p-nal kisebb abszolut érték( sc-ekre vonatkozélag egy

f (x)=A0\A AzX2 — -FFAMX mH----

hatvanysor alakjaban fejezhetd ki.
Sét a

JL# (g, MJEAH A ——\-Amxme A T )

képletnek érvényessége kiterjed az egész K kor belsejére.
Ha ugyanis jx | nagyobb az el6bb felvett p értéknél, de kisebb
H-nél, akkor pt, p\ és n, gy valaszthat6, hogy most

x\<p,< pi<R

és «,j> p\, ha csak v> n{. Tovabba a pxsugaru kor belsejében
levé .r-ekre vonatkozdlag:

Ennélfogva a vizsgalt szorzat a p{ sugart kornek egész belsejére
érvényes hatvanysorba fejthet6 ki, s minthogy e hatvanysornak
értéke az X = o kornyezetében megegyezik az el6bb nyert

Ao-\-A1X A— \~Amxmir s

sor értékével, azért evvel tagrol-tagra meg kell egyeznie. Vagyis a

12%*
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42) alatti képlet nem csak a p sugart korben, hanem a & kor bel-
sejében felvett barmely a-re egyarant érvényes.

Mar most a nyert f(x) hatvanysor a & belsejében felvett vala-
mely x=a helyre vonatkozolag csak akkor tiinhetik el, ha a az

0y, e
értékek egyikével egyenlé. Fz az

n
f(x): { []E( x; 3 my)} e_s‘prul(‘l‘r)
y=1 a,
képletb6l kozvetlendl vilagos, ha abban n-et oly nagynak valaszt-
juk, hogy
| Oy ’ > a,

ha csak v > n, tovabba tekintetbe veszsziik, hogy a kitevés fiigg-
vény a kitevének semmiféle véges értékére el nem tiinik.

Viszont az is vilagos, hogy ha a az a-k kozott eléfordul, akkor
f(x) az

f (@)= (x—a) f (x)

alakban irhato, hol p azt az egész szamot jelenti, a hanyszor « az
a-k sorozataban el6fordul, f(x)-nek pedig az x=a helyen a zérus-
tol kilombozé meghatarozott véges értéke van.

Arra az esetre tehat, midén az elére megadott
”‘l’ a%, e

zérus-helyek kozott az x=0 nem szerepel, az
[f@=nE(~, m,)
v=1 Ay

szorzatnak hatvanysor alakja tényleg oly sort ad, a milyennek léte-
zését a 15. alatt kimondott és felhasznalt alaptétel allitja.

Ha pedig az elére megadott zérus-helyek kozott a zérustol
kiilombozo

i (g o 00

helyeken kiviil még A-szor szerepel az .x=0 hely is, akkor
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lesz a kivant tulajdonsagokkal bir6 sor.
17. Ha R= oo, akkor az imént bebizonyitott tétel WEIERSTRASS-
nak kovetkez6 tételébe megy at:

Ha valamely
Oy Ogaw oo Oyooo

véglelen sorozatban _

lim. | a, | = oo,
akkor mindig képezhetd eqy oly eqyértéki lranszczendens egész
[igguény, melyre vonatkozolag a zérus-helyek sorozata megeqye-
zik az adoll sorozattal.

Weierstrass e tételt lényegében a 16. alatt kifejtett modon
bizonyitotta be s a kovetkez6 nem kevésbbé fontos észrevételeket
fiizte hozza.

Valamely adolt G (x) egész figgvény zérus-helyeit illetéleg a
kovetkez6 eshet6ségek lehetségesek: 1. G (x)-nek egyaltalaban
nincs zérus-helye, 2. véges szamu zérus-helye van, 3. a zérus-
helyek végtelen sorozatot alkotnak.

Ha az els6 esetben G (%) alatt az egységet, a masodik esethen
pedig azt a

raczionalis egész fliggvényt értjik, melynek zérus-helyei megegyez-
nek G (x) zérus-helyeivel, akkor a 15. alatt mondottak értelmében

G ()= G, () ¥,

hol G (x) megint egész fliggvény.

A harmadik esetben legyen az x=0 hely A-szoros zérus-hely
(hol 2=0 is lehet), a zérustol kilomboz6 zérus-helyek sorozata
pedig legyen

ROy by Ol

A 16. alatt kifejtett modon képezett
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Go =2/ E(f£ ; m)
v=0 oy
egész fliggvény zérus-helyei megegyezvén G (x) zérus-helyeivel,
most mar e harmadik esetben is G (x) ily alakban irhaté :

G (¥)= G, (x) €5

A kitevoként szereplo G () fiiggvény mind a harom esetben
egész fuggvény lévén, szamtalan modon fejtheté ki az x minden
értékénél feltétlentil osszetartd oly

G@+§@m

sorba, melyben a g, (x)-ek oly raczionalis egész fliggvények, melyek
az x=0 helyen elttinnek.
Ha mar most a harmadik esethen
i ny 1 [ o\
9. (@)=g, (x)+ 207( ) ;

7L

akkor ez esethen G (x) az 2 minden értékénél feltétlent! osszetarto

G (@) =Cx* I { (1 — i) v (‘”}
v=1 ALy
szorzat alakjaban fejezheté ki, hol C allando szameértéket jelent.
Az els6é két esetben hasonloképpen

G x)=C 11695
y=1
ill.
ol 2\ 9 e g, (x)
G ()= Ca* [T {(1 & —)e 1 e,
=1 Ay v=m+1

Vagyis:
Az x-nel bdarmely eqyértélii eqész fugguénye minl

(kc+-1) 7™

alaku torzsfiigguvényele feltétlenil dsszetartd szorzata dllit-
halé elg. 1tt g, (x) az =0 helyen eltind raczionalis egész figg-
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vényt jelent, k és | pedig allandok. Természetesen ugy ¢, (x), vala-
mint k& és [ barmelyike zérus is lehet.

Még pedig ez a tényezokre bontas mindig gy torténhetik, hogy
a szorzat az x=0 kortil p sugarral leirt kor belsejében és kertile-
tén egyenletesen osszetarto legyen, p alatt egy szabadon valasztott
pozitiv szamot értvén.

Minthogy a g, (x)-ek mindig Ggy valaszthatok, hogy

3 9.

a mondott korben egyenletesen osszetarto legyen, elég lesz

;}F(”—

b
1=1 Uy

eqyenletes vsszetartasat bebizonyitani.
Ez a 39) és 40) alatti képletek segitségével torténhetik. Az els6
szerint n eléggé nagy értékénél

n 8 »ﬁ o:)' 71_> ( z )nzy+r
T E (_{L ,m ) —e vem+1 =1 Mytr \ @y
L & S »
v=n+1 Ay

mig a masodik szerint jobb oldalt a kitevé abszolut értéke kisebb,
mint az -6l figgetlen

Osszeg. Ainde ez az Osszeg a

sor Osszetartisa miatt tetszolegesen kicsinynyé teheté, ha n-et
alkalmasan valasztjuk.

I szerint tehat p-hoz s egy tetszélegesen valasztott kis e pozitiv
szamhoz tényleg mindig talalhato egy x ertekétol fiiggetlen n egész
szam ugy, hogy a
17 E (l 4 m,)

y=n+1 Uy
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maradék-sorozat az egységtél kevesebbet kiilombozzék semmint
s-nal. Amde éppen ezt értjiik egyenletes dsszetartas alatt.

18. A 15. és 16. alatt mondottak utdn most mar a bevezetés-

ben Kkit(izott utolsé feladat is kdnnyen oldhatd meg.

A feladat az volt, miként lehetne egy adott hatvanysor altal
értelmezett f(x) flggvény szamara, ha az a S kor belsejében a
raczionalis fliggveények madjara viselkedik, oly analitikai kifejezést
talalni, mely f(x)-et az egész £ kér belsejében abrazolja.

E végb6l képezziink a 16. alatt leirt moédon egy oly F(x) hat-
vanysort, melynek 0Osszetartasi tartomanya kiterjed az egész ft
korre s melynek zérus-helyei megegyeznek f(x)-nek e korbe es6
polusaival.

Akkor
0{x)=F(x) f(x)

szintén az egész ft korben Osszetartd hatvanysor lesz, maga f(x)
pedig a 0 (x) és F(x) hatvanysorok hanyadosa.

Ha tehat valamely f(x) analitikai flggvény egy ft kor belsejé-
ben a raczionalis figgvények modjara viselkedik, akkor e korben
mint két hatvdnysor hanyadosa fejezhetd ki.

Kirschak Jozsef.



ALAPRENDSZEREK EGY VALTOZOS ALGEBRAI
FUGGVENYEKNEL.

(Mésodik kozlemény.)

I1l. Az alaprendszerek definiczioja.

Az el6bbi fejezetben a G (X, y) flggvények tanulmanyozasat
visszavezettik Xu xi} y homogén fiiggvényeinek tanulmanyoza-
sara, hol y-t az

vn+ Bi(aij, x N - \-Bn(xi, 62)=0 I

egyenlet definialja, a mely altalanossagban irreduktibilis, ha az
el6bbi fejezet 1) alatt levd egyenlete, melybdl leszarmaztattuk is
ilyen. Az x It x2, 1j ily médon definialt homogén fliggvényei szintén
osztalyt alkotnak, s ezeket az egy osztalyba tartozokat G{xi, X2, ij)
flggvényeknek fogjuk nevezni. Az osztdly éaltalanos tagja a mar
ismert okok kdvetkeztében a kovetkez6 alakban jelenik meg:

W=u0+u ly-\--—-- 5)

hol az u-k x1és x2 raczionalis homogén fliggvényei.

Minthogy az |I. alatt lev6 egyenlet irreduktibilis, azért nincse-
nek xt és .r2nek olyan a zérustdl kiilénbdzd raczionalis homogén
a figgvényei, a melyekre nézve

—
1 airf=o
7=0
identitas teljestilne, miért is az r}, y, vp, ... , t/INi flggvényeket
egymastdl linearisan fiiggetlen flggvényeknek nevezzik, s az
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mondjuk réluk, hogy a G (x,, x,, y) figgvények oszldlydban

rendszert alkotnak ; az 5) alatt levé egyenlet kovetkeztében tehat

az eqy osztdlyba tartozo fugqvények valamennyiét ki tudjuk fejezni.

Azonban az 7°, 7, ..., ;1 rendszert helyettesitheti az 7,, 7,...7n
rendszer is, ha

n
= NVap. ol]
e R

(75 (8 R )
hol az ui-k «,, 2, raczionalis homogén fiiggvényel és
uik | 2 0,

mert ebben az esetben 7, 7,, ..., 7, szintén linearisan figgetlenek.
Az eqy rendszert alkoto fagquények fokszdmainal Osszegét a
rendszer totdl fokszdmdnal nevezziik.
Pl az 7% 71, ..., " ! rendszer total fokszama
2
0+m~+2m+-- - +nm—1)m= M—(%—)~ .

Az elobbi fejezet fejtegetéseihez hasonléan itt is ki lehet mu-
tatni, hogy a G (x,, x,, 7) fiiggvények mindegyike eleget tesz egy
n-, vagy n-nél alacsonyabb fokt irreduktibilis egyenletnek. Igy ha
a W-hez tartozé irreduktibilis egyenlet fokszamat m-nek, egyutt-
hatoit A; (ac;, 2,)-knek nevezziik, akkor a W-hez tartozo irreduk-

tibilis algebrai egyenlet altalanos alakja:
W™+ A, (x,, 2 Wt o ae (2], 2a)=0:

Ez az algebrai egyenlet az a, és x,-ben fellépé hatarozatlan
parameter minden kiilonos értéke mellé egy-egy algebrai fligg-
vényt rendel, a melynek képvisel6je egy-egy algebrai gorbe; ezek az
algebrai gorbék valamennyien atmennek W fliggvény meghata-
rozott zérus- és végtelen helyein. Azokat a W-ket, a melyelknel:
hatdrozolt végtelenjei nincsenek, egész figguényeknel nevezzik ;
tehat az Oket definialo egyenlet egyitthatoi szintén homogén
egész figgvények. Pl. az 7, 7y, . . ., yn rendszert egész figgveé-
nyek alkotjak, ha az wjy-k valamennyien homogén raczionalis
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egész fluggvények; mert 1j az 6t definidl6 1. egyenlet alapjan szin-
tén egész fuggvény.

Altalanosan az uyck homogén tort fiiggvények; kovetkezéleg,
ha a rendszer egyik tetsz6leges tagjat 14-nek nevezzik s az Uik-k
nevez@inek legkisebb kozos tobbszorosét pedig N (xu a&)-nek, akkor
IE-nek, mely egyszersmind a G(X1x<i>V) fuiggvények altalanos
tagja, kovetkez6 alakot adhatjuk :

Mg+ M i 3y~h e— hWn-i
N (xu xf)

hol az u-k homogén egész fiiggvények és N (xt>a?2) szintén homo-
gén egeész flggvénynyel kdzos osztdjuk nincs. Tehat W zérushelyei
a szamlalo, — végtelen-helyei pedig a nevez6 zérus-helyei kozott
vannak.

Azonban a G(x1, i, j) figgvényeknek ily médon valé reprezen-
talasa még mindig hianyos; amennyiben nem mutattuk ki, hogy
a szamlalo csakis W fliggvény zérus-helyei, — a nevez6 pedig W
végtelen-helyei mellett tlinik el; ezt a hidnyt kovetkez6képen po-
toljuk :

Minthogy N(x1, x2 linear tényez6kre bonthaté, azért elég
lesz a vizsgalodast egyik tényez@jére kiterjeszteni; valaszszuk
ilyendl a

— 6

tényez6t; ez foltételinknél fogva az w-nak nem kozds osztdja, mind-
azonaltal megtorténhetik, hogy az

Li «j

a 11’ fuggvénynek nem végtelen helye, mas szdval, hogy a

TT,_ M+ U, TJAo hun- 1\n- 1
c

flggvény egész fuiggvény. Ebben az esetben, miként a kovetkezd
fejezetben kimutatjuk, a rf, nj, . .., j¢i_1 rendszert helyettesithet-
juk olyannal, a melynek totalis fokszama egy egységgel Kisebb lesz :
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s ha ebben az j rendszerben is valamely egész fiiggvény tort alak-
jaban jelennék meg, akkor azt ismét helyettesithetjiik olyannal,
melynek total fokszima még kisebb lesz s i. t., mig végre oly
rendszerhez jutunk, melyben mar egyetlen egy egész fiiggvény sem
jelenik meg tort alakban, ezt a rendszert alaprendszernek nevez-
ziik, ennélfogva :

A G(xy, xy, 7)) fugguények alaprendszere alatl az eqymdstol
fuggetlen egész figguények olyan sorozatdt értjik, melylyel a
G (2y, x4, 7) 0s2ldly Osszes egész fiigquényeit eqész fiigguenyek
alakjdban fejezhetjiik k.

[V. Az alaprendszerek létezésének kimutatasa.

Ha 7y, 79, . . . , 7n egymastol fliggetlen egész fiiggvények nem
alkotnak alaprendszert, akkor van oly egész fliggvény, mely
ebben a rendszerben tort alakjaban jelenik meg; legyen egy ilyen
W, tehat

n

6
We —— )

alx]_’leQ

hol az u-k @, x, raczionalis homogen egész fliggvényei és a ne-

vez0 nem kozos osztojuk. Tételezziik fel, hogy az y-kat oly sorrend-

ben irtuk fel, hogy egyiknek a fokszama se legyen kisebb, mint

akarmelyik elétte levoé, ha tehat 7 fokszamaf []-val jeloljik, akkor

[7) =[] (i > k. 7)
Alkalmazzuk ezutan a kovetkezé helyettesitést :
$9= (11— [Polg, | @1 g |
ezaltal W a kovetkezo alakot veszi fel

n
%'lu’l(éj ’ ,:Q) nl

W
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irjuk ezutan u--1 a kdvetkez6 alakban:

hol A alland6 szam, és az w-knak 7) alatt kifejezett torvény sze-
rint valo elrendezésénél fogva:

ek (i> k)
ha még c,-k kozil cs(s” n) az utolsé, mely nem zérus, akkor

%city x,M 6i
W — I'u'iifj, 12rji+ J

Minthogy
=
fi
egész fliggvény és fokszama egy egységgel Kisebb, mint rjs-é, azért,
ha rendszeriinkben zjghelyett ~-t tesziink, akkor az 0j rendszer
total fokszdma egy egységgel kisebb lesz s W ebben a rendszer-
ben mar-mar egész fliggvény alakjaban jelenik meg, amennyiben
a 6j els6 szummajaban fellépd Ti-t is a kdvetkezd egész fliggvény-
nyel helyettesitjuk:

fi\- (AQ~XTH+ G~ ltls+ s
Cs

Ha mar most visszatériink a régi valtozokra, akkor fejtegetéseink
eredményét a kovetkez6kben foglalhatjuk Ossze :

Ha 43, ...;finnem alaprendszer, akkor mindig van oly
egesz flggvény, mely ebben a rendszerben toért alakjaban
jelenik meg; de ekkor mindig megallapithatunk egy olyan

Y>eee> jjs-v Vst vs+v oo >an Fendszert, melynek total fok-
szdma az el6bbinél kisebb, s melyben W egész fuggvény alakja-
ban jelenik. Ewvvel egyszersmind kimutattuk az alaprendszerek
létezését; mert lathatd, hogy evvel az eljarassal el kell jutnunk
oly rendszerhez, melynek total fokszdma mar nem Kisebbithet6, s
ez lesz az alaprendszer.
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Amde evvel még nem adtunk modszert az alaprendszerek meg-
hatarozasara nézve; a mennyiben még nem tudjuk, hogyan kell
azon W egész fliggvényeket meghatarozni, a melyek valamely nem
alaprendszerben tort alakjaban jelennek meg. Miel6tt azonban
ennek a problémanak megoldasara térnénk, megallapitjuk a funda-
mentalis rendszerek alaptulajdonsagait.

V. Az alaprendszerek alaptulajdonsagai.

Az el6bbi fejezetben megallapitott jeldlés alapjan az yjt
alaprendszer total fokszama:

N = ty, 9.,. . .34n .

Kimutatjuk, hogy az sszes rendszerek kozott az alaprendszer
total fokszdma a legkisebb. Mert ha volna egy olyan £t, £2, . . .,
elemekbdl allé rendszer, melynek total fokszama kisebb iV-nél,
akkor konnyl kimutatni, hogy ennek a rendszernek elemei egy-
mastél nem flggetlenek. Rendezziik ugyanis az “-kat és c-kat
ugy, hogy

k>i T)
redutod.
legyen. A feltételnél fogvakell egy olyan elsé crnek létezni, melyre
nézve

[ff] < [%0].
ennélfogva f1( , 2,-t ki lehet fejezni yx, ceey el
azaz altalaban: .
-3
~l —A U\r Yr;
r=1
k=1 %. .., 1)
ez az egyenletrendszer pedig azt mondja ki, hogy f1; c2, ..., $i

kozott linear relaczié létezik, ami kimondott tételiink helyességét
igazolja.

Ha n, rji.......... tn és ijv ..., inkét alaprendszer, melyek-
nek elemei a T)-ben kifejezett torvény szerint, kovetkeznek egy-
masra, akkor
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;] = 3] -

Mert ha volna olyan elsé »;, melyre nézve

S o1

I_T/ij > 17
akkor 71, 72, - - . , -t ki lehetne fejezni 7, 75, . . . , 7i-1-€l, ami-
b6l koévetkeznék, hogy az zi, 72, ..., 7i kozott linear relaczio

létezik ; ami pedig foltevésiinkkel ellenkezik.

Lassuk ezek utan mily osszefliggés van két alaprendszer kozott ?
Minthogy az alaprendszerekkel barmily més faggvényt ki lehet
fejezni, azért felirhatjuk a kovetkezo relacziokat:

n
! _ &
7i —k{"l"ik Tk »

(=12, % ..+ ; n)
n
T ) ! '
T = = Cpp 7y
r=1
k=1, 2, . , n)
kovetkezoleg :
n n
= YT
= 2l
7 e ik kr Ir
(=1, 2, , M)
Ha tehat
n
2 Lik ’l;\'r:f;ir;
k=1
akkor

di=1, dr=U; L=
minek kovetkeztében
|| == |am| |an] =1-

Minthogy az ai; és air-ok homogén egész fiiggvények, azért a
legutobbi relaczio alapjan, ugy | e |, mint | ai; | konstansok, tehat:
eqyik alaprendszerbdl a l6bbit olyan helyeltesitésekkel nyerjiik,
melyelnelk determindnsa dllando.

A totalis fokszamra nézve megallapitjuk a kovetkezé torvényt:
Az alaprendszer toldl fokszdma legaldbb n—1.

Ugyanis a rendszer egyik tagja okvetetlentil konstans, mert kii-
lonben a konstansokat, nem lehetne a rendszer elemeivel kifejezni;
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a rendszer tobbi tagja pedig legaldbb elséfokd fliggvény; mert ha
lenne még egy konstans, akkor linear relacziot lehetne kozottik
felallitani, tehat a totdl fokszam minimuma n—1; azonban
n—1-nél altalaban p-vel nagyobb, azaz:
N=n—1+p,
honnan
p= N—n+ 170.

Minthogy N a G(xI,xi, ij) fuggvényekre nézve el6bbi fejtege-
téseink alapjan invaridns, azértp is az és ezt a szamot nevezi
Weierstrass az algebrai gorbék-, vagy (xt, s% }j) osztaly rang-
janak. (Crebsch «Geschlecht»-nek nevezi.)

Sutak Jozsef.



A BINOMIALIS  EGYUTTHATOK OSZTHATOSAGAROL.

Ha p tetszdleges torzsszam, akkor a

binomialis egytitthatok egyszerre oszthatok p-vel. A kovetkezok-
ben ki fogjuk mutatni, hogy dsszefett modulus esetében az

(V) )

eqyiitthatok sohasem lehetnek eqyszerre oszthatélk m-mel; atobbi
tételnek az els6t mindenesetre tartalmaznia kell s ezért bizonyitasat
ugy végezziik, hogy abbdl az els6 tétel is kozvetetlentil kitinjék.

L. Ha k relativ prim m-hez képest, akkor o0szthaté m-mel.

(7:) & '/7: : (’Zi 11)

egyenlethél — mivel ("2::) egész szam, — kovetkezik, hogy

Ugyanis

k(m) = 0 (mod. m),
k
s mivel km-hez képest relativ prim, azért

(T) = 0 (mod. m).

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 13
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[1. Ha m oOsszetettszdam és p a benne foglalt legkisebb torzsszdm,
akkor (7;) nem oszthato m-mel.

Ugyanis
(M) 1) o 8Pl
T T TN LEEIGRE B
szamlalojaban m-en kiviil ninesen tényez, a mely p-vel oszthato.
volna; hiszen a szamlaloban levé
m—1,m—2, ..., m—p+1

tényezok mod. p a
p—1, p—2,...,21

szamokkal kongruensek.
Ha (m) -et az
p

(m) _m (m—l)zﬁz M
P Ppip—E " 9

alakban irjuk, akkor M a p-vel nem oszthatéo egész szam, és igy:
latjuk, hogy (7;:) nem lehet oszthato m-mel. Mivel pedig
4G O p—

szémok'mindannyian m-hez képest relativ primek, az I. alatt leve-
zetett tételbdl kovetkezik, hogy az

egyiitthatok mindannyian oszthatok m-mel.
Ha tehdt m ésszetett szdm és p a benne foglalt legkisebb torzs-

1 ) Q E ’ 1

m

p) az elsd, mely m—lmel nem oszthato.

egyutthatok sordban (
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Ha m=p, akkor ezen tétel Osszeesik a bevezetésben emlitettel.
Az itt targyalt tétel mas szavakkal tulajdonképen azt jelenti,

hogy
@ty = x™+y™(mod. m)

csakis alkkor azonos kongruenczia, ha m torzsszdm.

Gruber Nandor.

13*



PHYSIKAI SZEMLE.

Uj vizsgalatok az X-sugarak sajitségaira és eredetére nézve.

(RoenteEN kozleménye a Revue geén. des Sciences pures et appliqués VIL k.
499. lap.)

Elsé vizsgdlataim kozzététele ota, melyeket néhdny hétre félbe kellett
szakitanom, néhdny 4j eredményt taldltam s ezuttal a kovetkezéket ismer-
tetem.

1:

Els6 kozleményeim kozzétételekor tudtam, hogy az X-sugarak képesek
elektromos testeket kisiitni és hogy a tavolabbi elektromos testekre gya-
korolt hatds, melyet LénArp észlelt, az X-sugaraknak tulajdonitandé, nem
pedig a katdd-sugaraknak, melyek Lénirp késziilékének aluminium-ablakéin
viltozds nélkiil hatoltak dt. Vizsgdlataim kozlésével vartam, hogy meg-
czdfolhatatlan eredményeket tehessek kozzé.

Ezen eredményeket csak tgy lehet elérni, ha az észleléseket olyan tér-
ben végezziik, mely teljesen védve van nemesak a légiires cs6bol kiinduls
elektrosztatikai tér, a vezeld zsindrok s az indukezi6-tekercs hatdsai ellen,
hanem a levegd ellenében is, mely a kisiitési késziilék szomszédsdigi-
bol ered.

Hogy ezen foltételeket megvaldsitsam, egymaisra forrasztott czinkleme-
zekb6l kamardt készitettem, melynek méretei elegendok személyem és a
szitkséges eszkozok befogaddsdra és a mely czinkajtéval elzdrt nyilds
kivételével légmentesen zdrt. Az ajtéval szemben levé fal feliiletének nagy
része Glommal van fedve; azon hely szomszédsdgdban, a melyen kiyiil az
indukezidstekercs van elhelyezve, a czinkfalat az azt borité olommal
egyiitt 4 czentiméter hosszban eltdvolittattam s a nyildst vékony aluminium-
lemezzel zdrattam el légmentesen. Az X-sugarak ezen ablakon it hatol-
hatnak kamara belsejébe.

fme a tények, melyeket megillapitottam.

1. A levegdben levd, pozitiv vagy negativ elektromossiggal elldtott testek
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az X-sugarak hatdsdnak kitéve, kisiittetnek és pedig anndl rohamosabban,
mennél intenzivebbek a sugarak. A sugarak intenzitisdt fluoreszkdlo
ernyére vagy fotografiai lemezre gyakorolt hatisuk szerint becsiiltem meg.

Altaldban véve egyre megy, vajjon az elektromossd tett testek szigetelkee
vagy vezetok. A ‘kislilés gyorsasigdnak szempontjdbdl eddigelé a kiilon-
biz6 testek viselkedésében semmiféle fajlagos kiilonbséget nem taldltam ;
az elektromossdg jelének sincs lithaté befolydsa, de nem bizonyos, nin-
csen-e mégis némi kiillonbség.

2. Midén az elektromozott testet nem levegd veszi koriil, hanem vala-
mely szildrd szigetels, példdul paraffin, a sugarak hatdsa ugyanaz, mint
valamely a fold felé levezetett lingé, mely a szigetel6 alzatot nyalja.

3. Ha a szigetel6 alzat szorosan koriilzdro vezetével volt borftva, mely a
folddel vezetéleg van Gsszekotve, a rendelkezésemre dll6 eszkozokkel az
X-sugaraknak semmiféle hatdsat sem birtam kimutatni, még akkor sem,
midén a mdsodik vezeté és szigetels elég vékonyak voltak arra, hogy az
X-sugarakra nézve dtlitszok legyenek.

4. Az 1., 2., 3. pontokban félsorolt észleletek azt bizonyitjdk, hogy az
X-sugaraknak kitett levegé félvette azt a sajdtsdgot, melynél fogva a vele
érintkezo tirgyak kistilését eszkozli.

5. Ha a dolog csakugyan igy dll, és ha a levegé ezen sajdtsdgdt azon-
feliil egy ideig megtartja, miutdn az X-sugarak hatdsa alatt dllott, az olyan
elektromozott tirgyak kistitésének is lehetségesnek kell lennie, melyek
maguk nem is voltak az X-sugaraknak kitéve, ha olyan levegét bocsitunk
rdjok, mely a sugarak hatdsa alatt dllott. Hogy ezen kivetkeztetés igazolt,
arrcl tobbféle modon lehet meggy6zédni. Ime egy eljards, mely a kisérlet
elrendezésére nem éppen a legegyszertibb. 3 em dtmérdji, 45 cm hosszu
sdrgarézesovet haszndltam ; néhdny czentiméternyire az egyik végtol a
falnak egy részét eltavolitottam s helyére vékony aluminiumlemezt
tettem ; a mdsik végen, mely légmentesen zdrt, sdrgarézgdmb van meg-
erdsitve, melyet a cs6 falaitol elszigetelt fémpdlczika tart. A gémb és a cs6
elzirt vége kozé aspirdtorral osszekotott oldalesd van forrasztva. Szivdskor
a sdrgarézgombot légaram boritja, mely a csé hossziranyadt kivetve, az
aluminiumablak elétt haladt el. Az ablak tdvola a gombtél koriilbeliil 20
cm. Ez a cs6 a horgany-kamardban volt elhelyezve és pedig olyformin,
hogy az X-sugarak az aluminiumablakon keresztiil hatolhattak a csGbe,
merolegesen annak hossztengelyére ; a szigetelt gémb a sugarak dthatolta
téren kiviil esett, mintegy az drnyékba. A cs6 és a horgany-kamara vezetoleg
voltak Gsszekapesolva; a gémb Osszekéttetéshen dllott egy Hankel-féle
elektroszkoppal. ' :

Megdllapitottam, hogy a gombbel kozolt pozitiv vagy negativ toltésre az
X-sugarak mindaddig nem hatnak mddositélag, mig a cs6 levegsje nyu-
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galomban van ; a toltés azonban rohamosan csikken, mihelyt erélyes szivis
a gombre tereli a sugaraknak kitett leveg6t. Ha a gémbot akkumuldtorok-
kal kotottem Gssze, hogy potenczidljit dllando értéken tartsam és a szivist
dllandoéan folytattam, elektromos dram keletkezését észlelhettem, olyforman,
mintha a gombot a cs6 faldval rosszul vezetd test kotné ossze.

6. Itt folmeriil a kérdés: Hogyan vesztheti el a levegé azt a sajitsigot,
melyet az X-sugaraktdl kapott? Magitdl veszti-e el idével, vagyis a nélkiil,
hogy mis testekkel érintkeznék? A felelet még kétséges. Annyi bizonyos,
hogy nagy feliileti testtel valo rovid érintkezés hatdstalannd teszi a levegot
nem sziikséges, hogy a test elektromos legyen. Ha a cs6be példdul elég
vastag vattatombot dugunk és pedig oly mélyen, hogy a sugaraknak
kitett levegé kénytelen legyen rajla keresztiilhatolni, miel6tt az elektromos
gombhoz érne, akkor a gomb téltése vdltozatlan marad a szivds tartama
alatt. Ha a tomb az aluminiumablakon innen van, az eredmény ugyanaz,
mint ha nem is volna ott; ez hizonyitéka annak, hogy nem porszemek
okozzik az észlelt kisiilést.

Fémszovetek tgy hatnak, mint a vatta; csakhogy a szovetnek nagyon
finomnak kell lennie és tobb szovetet kell egymdsra helyezni, hogy az
athatolo levegé hatdstalanna viljék. Ha a szoveteket nem a folddel kitottem
ossze, mint eddig féltételeztem, hanem dllandé potenczidli elektromossdg-
forrdssal, a kisérlet mindig megerdsitett foltevésemben ; de ezen vizsgilatok
még nincsenek befejezve.

7. Ha az elektromos testeket levegd helyett szdraz hidrogénnel vessziik
koriil, az X-sugarak épp dgy kisiitik 6ket. A hidrogénben vald kisiilés
kissé lasstibbnak tiint fol nekem ; a dolog kiilsnben még bizonytalan, mert
nagyon nehéz két egymdst kovets kisérlet alkalmival ugyanolyan intenzi-
tasu sugarakat kapni.

A mdd, mely szerint a késziilék hidrogénnel megtiltetett, azt litszik
bizonyitani, hogy a testeket mir eredetileg is borité stiritett levegéréteg-
nek a kisiilésnél nines lényeges szerepe.

8. Eléggé ritkitott levegdjii térben az X-sugaraktol kozvetleniil ért test
kisiilése sokkal lassabban megy végbe, — egy esetben pl. 70-szer oly lassan
— mint midén a levegdé vagy hidrogén ugyanazon csében a légkori nyo-
mads alatt dll.

9. Kisérletek, melyek az X-sugaraknak Kklor és hidrogén keverékére
valo hatdsit fogjak kimutatni, folyamatban vannak.

10. Végre azt ohajtom jelezni, hogy az X-sugarak okozta kisiilésekre
vonatkozo kisérletek eredményei, melyeknél a koriillvevé gdz befolydsdra
nem voltunk tekintettel, csak vigydzattal vehet6k szamitdsba.
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I1.

‘Sok esetben elonyds a kisiilési késziilék: az X-sugarak létrehozdja és a
Rhumkorff-féle tekercs kozé Tesla-féle késziiléket csatolni (siiritét és trans- -
formatort). Ez az elrendezés a kovetkezo elonyoket nyujtja: eldszor is a
kisiilési csovek kevésbbé vannak kitéve az dttorés veszélyének és kevéshbé
1s melegednek f61; tovibbd a ritkitds tovibb marad meg, legalibb azon
késziilékekben, melyeket magam készitettem el6 ; végre sok késziilék inten-
zivebb X-sugarakat hoz létre. Az olyan késziilékek, melyekben a ritkitds nem
elegendd, vagy pedig tiilsigos nagy arra, hogy csupdn a Rhumkorff-féle
tekercsesel miikigdhessenek, Tesla-féle transformatorral eredménynyel hasz-
ndlhaték.

Egy kérdés, mely onként kindlkozik s a melyet folvetni bitorkodom a
nélkiil, hogy ez idé szerint megolddsdhoz hozzdjirulhatnék, az, hogy vajjon
folytonos kisiilés, melynél a potenczidl dllandd, képes-e X-sugarakat elé-
idézni, vagy ellenkezéleg a potenczidlérték hullimzasai foltétleniil sziiksé-
gesek-e létrehozdsukhoz ?

Elsé kozleményemben azt jeleztem, hogy az X-sugarak nemecsak az
iivegen, hanem még az aluminiumon is létrejohetnek. Ezen szempontbdl
folytatvdn vizsgdlataimat, egy szilird testet sem taldltam, mely katdd-
sugaraknak kitéve, ne volna képes X-sugarak el6idézésére. Eppen tigy nem
taliltam semmi olyan tényt, mely azt hitetné el velem, hogy a folyadekok
és gazak mdsként viselkednek.

Ellenkezéleg, kiilonhozé testeknél észleltem eltéréseket az eredmény
mennyiségét tekintve. Ha pl. katéd-sugarak esnek olyan lemezre, melynek
fele 0,3 mm. vastag platinalemezbél dll, mdsik 1 mm. vastag aluminium-
lemezbol, akkor sotét kamrdban a lemez fotografiai képét dllitvin elé, az
deriil ki, hogy a platinalemez mellsé feliiletérsl, mely a katéd-sugarak-
nak van kitéve, sokkal tobb X-sugarat boesdt ki, mint az alumininmlemez
ugyanazon oldalrdl, A mdsik oldalon ellenkez6leg az X-sugarak intenzildsa
a platinalemezen tgyszélvin semmi, mig az aluminiumbdl igen sok
indul ki. Ez utébbi sugarak az aluminiumlemez mells6 rétegein kelet-
keztek és ezeken dthatoltak.

Ezen eredményeket kinnyen lehetne megmagyardzni, de j6 volna elébh
az X-sugarak sajdtsdgait tovdibb tanulményozni. Megjegyzends, hogy az
elobb emlitett tényeknek nagy gyakorlati fontossdguk van. Eddig végzett
kisérleteim szerint a platina azon anyag, mely a legintenzivebb X-sugarakat
hozza létre.

Tobb hete nagy sikerrel haszndlok olyan kisiilési csévet, melyben a
katéd homoru tiikkor és az anéd platinalemez, . mely a tiikor gorbiileti
kozéppontjiban van, 45°-nyira a tengelyhez megerésitve. Az X-sugarak
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ezen csében az anédbdl indulnak ki. Killonbozé alaku csovekkel végzett
kisérletekb6l arra lehet kivetkeztetnem, hogy az X-sugarak intenzitdsa
szempontjdb6l k6zombds, vajjon a test, melyen keletkeznek, andd-e
vagy sem.

Hogy kiilonosen a Tesla-féle transformdtor viltakozé dramaival végez-
hessek kisérleteket, e czélra kisiilési csovet készittettem, melyben a két
elekiréd aluminiumbdl valé homori-tiikir, melyeknek tengelyei egymdsra
merélegesek; a kozos gorbiileti kozéppontban platinalemez van meg-
erdsitve, mely a katéd-sugaraknak van kitéve. Hogy miképen miikiodott
ezen késziilék, arrol késébb fogok beszdmolni. Ford. Cs. J.

*
Lathatatlan sugarak.

Midta Réntgen a Crookes-csé segitségével lithatatlan sugarait az ismert
mddon el6dllitotta, nagy mértékben foglalkoztatja a fizikusokat ama
kérdés, valjon ugyanezen vagy hasonlé sugarak mas mddon elgdllithaték-e
avagy nem ? Erre vonatkozdlag legujabban H. Becourer igen érdekes ered-
ményekre jutott. Cu. Hexry (Comptes rendus CXXIL 312—314. 1.), azt
taldlta, hogy a czinkszulfid foszforeszkdlis kézben olyan sugarakat bocsit
ki, melyek a kozonséges fényre dtlitszatlan testeken dthatolnak s fotografiai
hatdst fejtenek ki. NmweneLowskr ugyanezt tapasztalta a kaleziumszulfidra
vonatkozélag. H. Becquerer kideritette, hogy sok mds foszforeszkdld anyag
is, kiilondsen azonban az urdnsék mutatjik az emlitett sajitsdgokat.

H. BecquereL * kiilonosen az uranil és kalium kénsavas kettés sc-jabol
[SOs (UO) K4 Hz O] kiindulé sotét sugarak természetét részletesen meg-
vizsgilta. Bromeziistlemezt vastag fekete papirosha csavart, tigy hogy a
nap sugarainak 15—16 ¢rdig kitéve, a chemiai hatdsnak semmi nyoma
sem mutatkozott. Ha a burkolatra kiviilrél foszforeszkilo réteget helyezett
s fgy tette ki a napra néhiny oraig, akkor a lemez a foszforeszkdlo réteg
alatt megfeketedett. A foszforeszkdlo testbol tehdt sétét sugarak indulnak
ki, melyek papiroson dthaladnak. Azt talilta tovibbd, hogy dthatolnak
aluminiumon is, mig egyéb fémek elnyelik 6ket. H. Becouerer kisérletei
kozben szerencsés véletlen dltal az uranil-s¢ ama érdekes sajdtsdgdra
bukkant, hogy ldthatatlan sugarakat hocsit ki akkor is, miutdn a ldthato
foszforeszezenczia mdr megsziint. Elozetesen megyvildgitott uranil-sét he-
lyezve az el6bb leirt médon fotografiai lemezre, az 5 éra utin teljesen sotét
helyiséghen is az uranil-s6 alatt megfeketedett; még 160 o6ra utdn sem
mutatkozott gyengiilés a ldthatatlan sugdrzdsban.

* H. BECQUEREL, Comptes rendus CXXIL, 501—503., 559—564., 689—694.,
762—767.
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Eme koriilmény megneheziti az el6zetes megvildgitds befolydsdnak tanul-
manyozdsit. Annyi megillapithat, hogy megvildgitis magnézium fénynyel
vagy Ronreen-sugarakkal — utébbiakra az uranil-sé «tldtszatlan — nem
naveli a lithatatlan sugdrzast; ellenben az elektromos {vfény, erés elektro-
mos szikra ldthatélag erdsiti a sugdrzdst. Szerz6 a jelenséget lithatatlan
foszforeszkdldasnak tartja, mely a lithatéval nincs bensé kapesolathan. Ezzel
megegyezéshen van ama tapasztalata is, hogy egyes uransékndl, pl. az
uranszulfitndl csak lathatatlan foszforeszczenczia lép fel.

Mint a Rontgen-sugarak, tigy ezek is elektromos kisiit6 hatdssal birnak.
Szerz6 ennek kimutatdsdira aranylemezes elektroszkopot haszndlt, mely
kiilsé elektromos behatdsok ellen vékony aluminium-tokkal volt megvédve.
Az elektroszkop téltését hénapokig megtartotta. Az aluminium burkon
kiviil elhelyezett uranil-sé hatdsa alatt 18°-os kitérés 3 dra alatt eltiint.
Benn a szekrényben 3 czentiméterrel az arany lemezek ald helyezve a sét,
12°.0s kitérés 48 percz alatt eltiint.

Megvizsgdlta Becquerel a kiilonbozo testek dthocsats keépességét, fel-
haszndlva sugairainak részint fotografdls, részint elektromos kisiité hatdsat.
Az abszorbedl réteg vastagsdgdt 2 mm.-nek vilasztotta, 2 milliméteres
levegoréteg hatdsa mdr észrevehetd ; viz nagyon dtldtszé; oldatok, még
fémes oldatok is jol dtbocsdtjsk a sugarakat, iiveg kevésbbé, aluminium
ilyen vastagsdgban sokat elnyel; 0,1 mm. vévosréz nagyon dtlitszo,
platina hasonléképen, dlom majdnem Atlitszatlan. Altaliban eme sotét
sugarak kénnyebben hatolnak it a kiilénb6zé anyagokon, mint a Rontgen-
sugarak, kvarcz pl. koriilbeliil 4-szer kevesebbet abszorbedl BEecQUEREL
sugaraib6l, mint a Réntgen-félékbél.

Eme 1j s6tét sugarak eltérnek a Rontgen-sugaraktol abban is, hogy
visszaverddést és torést szenvedhetnek. Fotografikus lemezre, tugy mint
elobb, uranil-s6 réteget helyezett; annak felét aczél tiikorrel fadte el. 55
ora utdn erds képet nyert éles hatdrokkal, melyek a tiikorrel el nem fodott
résznek feleltek meg ; a mdsik fél kép hatdrai elmosddtak, mintha egy
misik lemeznek, az elsé tilkor képének hatdsa az eredetiéhez hozzdadddott
volna. A térést Becquerel prizma segitségével észlelte. Fotografikus lemezre
erown-prizmit fektetett egyik lapjdval; a prizma misik lapjira 1 mm. at-
mérdjii iivegesovet, belsejében uranil-soval, mely keskeny fényforrdst képe-
zett: a esé parhuzamos volt a prizma éléhez. 3 napi hatds utdn a prizma
alatt diffus behatds mutatkozott, mely a prizma élének helyétsl fehér
sdvval volt elvdlasztva.

Hogy a most leirt sugarak a Rontgen-sugaraktdl eltérnek, a kovetkezo
kisérlethdl is kittinik. Bequerer 2, a tengelylyel pdrhuzamosan metszett
0,5 mm. vastagsdgi turmalin lemezt egymds mellé helyezett, keresztezo
tengelyekkel. Tetejébe egy mdsodik turmalin lemezt helyezett, mely mind-
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kettot eltodte. Rontgen-sugaraknak kitéve a szerkezetet, a fotografikus
lemez a két turmalin alatt egyformdn sotétedett el, Becquerel-sugarak alatt
azonban a két fél kiillonhozé sotétségii volt, ennek jeléiil, hogy eme dj
sugarakra nézve a turmalin dichroistikus, azaz kiilénboz6 irdnyokban
kiilonféle mértékben nyeli el 6ket. Tangl.

x

A natrium és kaliumgéz fluorescencidja és ennek jelentdsége az
astrophysikdra mnézve. Wiepemany und Scemiepr: Fluorescenz des
Kalium- und Natriumdampfes, und die Bedeutung dieser Thatsache fiir
die Astrophysik. Ann. d. Phys. 57. kit. 447 1.

A dolgozat a szerzoknek e targyra vonatkozé kisérleteit és azok ered-
ményét ismerteti, mely abban dll, hogy a ndtrium- és kaliumgéz: fénye-
sen fluoreszkalnak, még pedig a natrivmgoz zold, a kalium intenziv vi-
rds szinben. Az ivlimpa fényében is szépen fluoreszkdlnak ezek a gozik.
A ndtriumg6z spektruma a 665-ik vonaltél a 496-ig terjed és 3 részbél dll :

1. a vorosben megszakitisok nélkiili sdvoly-,

2. a z6ldben szaggatott sdivoly- és

3. a sargaban a fényes ndtriumvonalbol ;
ez utébbi sem a kisérletnél haszndlt melegité ldngtol, sem vegyi folya-
matoktl nem ered. A kdliumgéz spektrumdban 695 és 615 kozt intenziv
voros savoly van ; a viligos kdliumvonalak hidnydt szerzék esetleg a beesé
fény gyengeségének tulajdonitjik.

Szerzék megkisérlették a ndtrium és kaliumgoézre is annak kimutatdsit,
hogy a fotoluminiscenlidval kardltve jir az elektroluminiscentia ; az ered-
mény az volt, hogy a ndtriumnil 535—480 fellépé sdvolyban a fluoresks-
listol eltéréleg rétegzédés nincs, a kdliumndl pedig 665—625 kozt 1ép fel,
tigy mint a fluoreszkdldasndl rétegzidés nélkiili sdvoly; az elektrolumini-
scentidndl a sivolyok helyzete tehdt kériilbeliil megfelel a fluoreszkalds sd-
volyainak.

A Sroxes-féle szabaly, t. i. hogy a felidézett fény kevésbbé térékeny,
mint az el6idéz6 fény, nagyjaban a fémek gézeinél is fenndll ; a natrium-
goznél zoldeskék sugarak okoztdk a zold, sirga és vords sugarak a vords
fényt: a kalinmgo6znél vorss fény sotétvords sugdarzdast vont maga utdn.

Szerzok ezen eredményrol, hogy t. i. fémgézok fluoreskalnak, mar most
igy nyilatkoznak :

«Tudjuk, hogy a Nap atmoszférdjiban a legkiilonbézobb fémek gozei
fordulnak elo, ezeket a Nap megvildgitja, fluoreskdlniok kell tehdt, még
pedig igen fényesen. Nem szabad e mellett elfelejteniink, hogy a Nap ko-
zelében az eloidézé fény intenzitisa sokkal nagyobb, mint a Féld feliiletén,
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tehat a fluoreszkal6 fény is intenzivebb. Ez a fluoreszkalas nem tehet eleget
Akircnnorr tOrvényének.»

«A kibocsatott fluoreszkald fénynek folytonos és szaggatott savolyokbol
és egyes fényes vonalakbdl kell allania. Sok fém keverékében az els6k foly-
tonos spektrumma egyesiilnek, a kulénb6zé anyagok finom, gyakran csak
nehezen felismerhetd rétegz6dései egymasra helyezkednek és eltlinnek. Az
éles vonalak ellenben egyenkint lathatok maradnak ; igy lehetne aztan pl.
a corona spektrumat megmagyarazni; ez folytonos spektrumbél és egyes
fényes vonalakbdl all, melyekhez még egészen gyengén tébb fraunnorer
féle vonal csatlakozik. Ez utdbbiakat a corondban szétszortan visszavert
fény okozza. Ezek szerint nem sziikséges feltenni, hogy elektromos rezgé-
sek idézik el6 folytonosan és folytatélagosan a fényt; ily rezgések kiilénben
sok esetben fontos szerepet jatszanak. Kozelfekvé dolog, hogy az eredmé-
nyeket a chromosphsera elméletére a protuberantiak bizonyos alakjaira al-
kalmazzuk.»

«Minden astrophyskai és mas fénytineménynél kiléon megvitatas tar-
gyava teendé nemcsak az, hogy a fénynek mely része ered kizarélag hé-
emelkedésbdl és mely része luminiscentiabol, hanem kilén megallapitandd
az is, mikor van fotoluminiscentia, tehat fluoreszkalas. Ez esetben a viszo-
nyok aranylag egyszeriek és a kisérletnek legkénnyebben alavethet6k.»

L. F. dr.
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Franz Ernst Neumann.

Mult év mdjus 23-in hunyt el Konigsbergben a német physikusok
Nestora, az 6reg Neumany, miutdn szdmos tanitvanydt sirba szdllani [dtta.
NeuMANN neve a tudomdny torténetében iskoldt jelent, melybél a tuddsok-
nak egész nemzedéke keriilt ki. Csak néhidnyat emlitiink fel azok sordbol :
Rosennai, konigsbergi mathematikus ; Joammvstaar, boroszléi mathema-
tikus, Luraer, Konigsherghen csillagdsz, BorcaarpT, mathematikus Berlin-
ben ; Gusrav Roserr Kircunorr, legnagyobb tanftvdnya; Duriee, mathe-
matikus Prdagdban ; Lipscrirz, bonni mathematikus; Carn Nevmann, mathe-
matikus Lipcsében, a mester fia; Cuesscu, gottingai mathematikus ;
Quinke, heidelbergi physikus ; Paur pu Bois Revmono, volt heidelbergi, késobb
berlini mathematikus; Papg, konigsbergi physikus; Auvwers, csillagdsz;
VonpermiinLL, a physika tandra Baselben ; Wanceriy, mathematikus Halle-
ban ; bdré Eérvos Lorinn, és szdmos mads, kinek neve a tudomdnyos vilig-
ban j6 hangzdsu.

Nevwany Ferencz Erné 1798 szeptember 11-én sziiletett Joachimsthal-
ban, az Uckermarkban. A gymnasiumota berlini Werder-féle gymnasium-
ban végezte. Alig 17 éves kordban mint énkéntes vaddsz részt vett a német
szabadsdgharczban 1815-ben. A Ligny melletti csatiban nehezen sebesiilt
meg fején. Egyik bardtja a golyozdporbol egy szdraz drokig hurczolta a
nehéz sebesiiltet, ki csak 14 nap utdn jutott rendes dpolds ald! Médr hat
hét mulva, miutdn sebe csak alig hegedt be, visszatért a hadsereghez és
részivelt Givet ostromdban,

A béke helyredllta utin Neumans egyetemi tanulmdnyait folytatta.
A jenai és berlini — akkoriban nagyon gyarlo — egyetemeken csak hézagos
kiképeztetést nyerhetett, melyet késébb sajit Gntevékenységével kellett
kiegésziteni. Hathatds buzditdst csak egyik tandra részérol nyert: Wrisz
Kereszriny SAMueL-t6l, ki 1810-t61 a berlini egyetemen a mineralogia tandra
volt. Az 6 emlékét Nevmany egész életén keresztiil hdldval drizte meg.

Nevmany elsé tudomédnyos dolgozata a kristallographidval foglalkozott és
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1823-ban jelent meg, Krystallonomische Beitrédge czim alatt. Mdsodik dol-
gozata a tudori dissertatio, melyet De lege zonarum principio evolutionis
systematum crystallinorum czim alatt Berlinben adott ki 1826-ban. Midén
NrumanN a konigshergi egyetemen magdt habilitdlta, az egyetemi tandcs
minden formalitds aldl felmentette. Médr 1828-ban a kdnigshergi egyetemen
a physikdbél és mineralogidbol rendkiviili, s egy évvel kés6bb rendes
tandrra nevezték ki.

A fiatal tandr nagyon viagyddott lakdsdval kozlekedd laboratorium utin,
mely a kutatdsnak és a tanitisnak egyardnt szolgdljon. Eza jogosult kivin-
sdga azonban teljesiilésbe soha sem ment. Mar 1834-ben beldttik egy uj
egyetemi épiilet sziikségét. A physika czéljaira az egyetem terjedelmes he-
lyiséget tervezett a gylijtemény és a laboratorium szdmaira, mely helyiség-
hez kozvetetlendil csatlakozott volna a physika tandrdnak a lakdsa ; mert a
mint az egyetemi szenatusnak a miniszteriumhoz beadott emlékiratdban
foglaltatik : «In der Wissenschaft arbeitet man nicht, wie in einem Ge-
schiifte, zu bestimmten Stunden, wo man nach dem Arbeitslocal hingehen
kann : man muss darin wohnen». Es miutdn a miniszter a tandri lakdsnak
az egyetem épiiletében helyet adni nem akart, a szendlus ismételve adta
elé kivdnsdgdt a physika tandrdnak hivatalos lakdsdt illetéleg, azt mond-
van : « Wenn der Staat die Intention hat, dem wissenschaftlichen Betrieb
in dem gedachten Unterrichtszweige sich fordersam zu erweisen, kann er
eine Trennung des Lehrers von seinem Handwerkszeuge nicht anordnen.
Die Gedanken, welche der Gelehrte reifen lassen soll, sind an keine be-
stimmte Zeit gebunden; er kann sie nicht auf gewisse Stunden des
Tages fixiren, in welchen er sich nach dem Arbeitslocale begiebt, und in
andern sie von sich weisen. Wie ihn seine Gedanken nie verlassen, und
wie es seine Untersuchungen erfordern, muss er seine Hiilfsmittel in der
Nithe haben«. Maga a kirdaly, midon 1840-ben Konigsbergben tartozkodott,
az egyetemnek ezen kivdnsdgdit teljesen indokoltnak és teljesitendének
taldlta, a mi azonban nem akaddlyozta meg, hogy a physikai laboratorium
1884-t61 1886-ig tandri lakds nélkiil épiilt, élénk bizonyitékdul korldtolt
belatdasu bureaukratikus felfogdsnak, melyaz oktatds és a tudomidnyos kutatds
szitkségletel irdnt érzékkel nem biré adminisztrdlo kozegeknek és forumok-
nak, fdjdalom, gyakori tulajdonsdga.

Mire a physikai intézet épiilete elkésziilt, Neumany mint 90 éves aggas-
tydn mdr rég nyugalomba vonult.

Neuvmany tudomdnyos pédlydjanak kezdetén féleg a kristilyok geometriai
viszonyaival foglalkozott. Ezen irdnyba esik doctori dissertatiGja: De lege
zonarum (1826), valamint nagy dolgozata az Albit és rokon dsvanyok
kristalyrendszerérdl, melyet 1830-ban tett kozzé. Nevmany a kristallographia
oldalarcl kozelitette meg a physika problemdit. A materia problemdjit
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mintegy kristallographiai alapon tirgyalta, midén a rugalmassig, fényter-
jedés és hovezetés szerint egyenldtlen szerkezeti anyagrdl, mint kiilon
esetre az isotrop anyagra tért dt.

Nevmann elméleti physikai vizsgdlatai kozott kivalé helyet foglalnak el
az 6 optikai dolgozatai. A szdzad elején kilonosen Fresner optikai vizsgalatai
kovetkeztében a physikdnak ez a része 4j irdnyba terelodott. FresNeL az
ismeretes fényjelenségek magyardzatdira legalkalmasabb feltevésnek talilta
a transversalis mtherrezgések elméletét, miutin mir el6tte Anglidban
Tromas Youne a fény hullimelméletét hirdette.

Fresyen elmélete a haridntrezgésti hullimokrol sokdig nagy ellenzésre
taldlt a tudoményos vildgban. Maga Araco, ki az els6 volt, aki FresyeL va-
lodi értékét felismerte és ki 6t vizsgdlataiban mindenképen timogatta és
segitette, elfordult ama nézetétol, mely szerint hardntrezgések még a folya-
dékokban és a gdznemi anyagokban is lehetségesek.

Fresner helyzete anndl nehezebb volt, minthogy a rugalmassig tana
még igen kezdetleges dllapotban volt; Navier, Poisson, Caveny és mdsok
csak késébben dolgoztdk ki a rugalmassdg elméletét.

Nevmany 1832 6ta szintén foglalkozott a rugalmassdg elméletével és
bel6le a Fresnen kisérleteibél a fényterjedés sebességére vonatkozd torvé-
nyeket leszdrmaztatta. Azonban egyben eltért Nevmany nézete a Fresner-ét6l.
Mig az utébbi feltételezte, hogy a fényrezgés a polarisatio-sikra meréleges
stkban torténik, addig Nevmasy ép a rugalmassdgi elméletbol azt kovet-
keztette, hogy a fényrezgés magdban a polarisatio-sikban torténik.

Habar a fény elektromdgnesi elmélete inkdibb Fresner-nek ad igazal,
azért mégis be kell ismerniink, hogy a rugalmassdgi fényelmélet szem-
pontjabol Nevmann-nak volt igaza, minthogy ezen elmélethol kundulva, 2
rezgésnek tényleg a polarisatio-sikjiban kellett végbe mennie.

Neuvmany 1835-ben a berlini akadémia értekezéseiben egy nagyszabdsu
dolgozatot tett kozzé: « Theoretische Untersuchungen der Gesetze, nach
welchen das Licht an der Grenze zweier vollkommen durchsichtiger
Medien reflectirt und gebrochen wirdy. Ezen vizsgilatban Nevmann taldl-
kozott az irlandi Mac Curiace hasonlé irdnyu kutatdsaival, mely ugyan-
azon eredményhez jutott, mint 6, de teljesen méds utakon.

A fémeken végbemend reflexio- és a teljes reflexiora vonatkozoé dol-
gozatai utdn 1841-ben a berlini akadémia kiadvdnyaiban egy nagy érteke-
zést adott ki «Die Gesetze der Doppelbrechung des Lichtes in compri-
mirten oder ungleich erwdirmten unkrystallinischen Korpern» cz. alatt.
Ezen értekezéshen megmutatja kisérletekkel timogatoit elmélet alapjdn,
hogy az egyenletesen széttagitott vagy Osszenyomott testben a fénysugdr
kettgsen torik, ugy a mint ez a kristdlyokban torténik. A dolgozatban ki-
mutalta, hogy a polarisatio vagy kettds torés a test részeinek viltoztatott el-
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helyezkedése folytin jon létre, a mennyiben a nyomdsnak vagy feszitésnek
alavetett testeken atmendé fény ugyanazon symmetria-viszonyokat mutatja,
mint maga az anyag.

Ezen nagy dolgozata utin Nevmann felhagy fénylani kutatdsaival és az
indukdlt galvindramokkal kezd foglalkozni. A berlini akadémia értekezé-
seiben két nagy dolgozat jelent meg e tirgyra vonatkozélag : « Die mnathe-
matischen Gesetze der inducirten elektrischen Strome» (1845) és « Ueber
ein ullgemeines Princip der mathematischen Theorie inducirter elektri-
scher Strome» (1847).

Nevmany ezen dolgozataiban a Farapav-tél a harminczas években fel-
fedezett inductio-dramok torvényét vezette le mathematikai alakban. Ki-
indul az Awpire-féle elektro-dynamikai elemi hatdsbdl, ki a hatdst dram-
elemek haldsira vezette vissza. Ily mddon taldlt térvényt Neumany ugy az
elektrodynamikai, mint az elektromagnetikai inductio szdmdra, mely a
tapasztalati tényeknek elég jol megfelelt.

Nevmany térvényének levezetésében alapgondolatnak vette mindig az
Awpire-féle dramelemeket, holott a mai nézetek szerint ez inkdbb ecsak
mathematikai, azaz szdamitdsi segédeszkoz, egy hasznaveheté hypothesis,
mely a tényekkel magukkal alkalmasint nincs is vonatkozdsban. Az elsé
dolgozat az inductiénak azon eseteit tdrgyalja, midén az dramvezetéknek
csakis helyzete viltozik, de alakjuk nem ; a mdsodik dolgozat azt az esetet
is veszi tekintethe, hogy nem csak helyzete, hanem alakja is véltozik a ve-
zetének.

Neumany ezen két dolgozatdval a galvandramok elméletének hatalmas
lendiiletet adott, s azért azok e tirgy irodalmdban mindenkorra kivilo
helyet foglalnak el.

Nevmany tudomdnyos tevékenysége a physikdnak majdnem mindegyik
részében érvényesiilt. Miutdn Durone és PeriT a chemiai elemekre nézve
azok faj-, meleg- és atomstlya kozott fendllo térvényt megtaldltdk, Neumany
e torvényt az dsszetett testekre kiterjesztette.

A kristdlyok rugalmassigdval mdr 1832-ben foglalkozott és még negy-
ven évvel késobb is a rugalmassig-elmélet e fontos probleméjit kutatta.

Azonkiviil foglalkozott Neumany a hajesovességgel, a testek hévezeto ké-
pességével és a kifolyo folyadéksugarak belso surlédisdval. Dolgozas kozben
szimos méreszkozt gondolt ki, vagy a médr meglevoket czélszertien és
javitva atvéltoztatta. Ide tartozik a differential-galvanometer, a NEUMANN-t6]
javitott Weser-féle {61dinductor, a tangenstdjolo javitdsa stb.

NeumaNy a lelkes és lelkiismeretes tandr mintaképe volt. Idejének na-
gyobb részét az eléaddsokra és a physikai seminarium vezetésére sziikséges
késziilédésekre forditotta, oly annyira, hogy sajit munkdlkoddsdra leginkdbb
csak a szilinidé maradt. De azért nincs is physikus, kinek annyi, a tudo-
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médnyt az 6 értelmében fejleszté tanitvinya lett volna, mint Nevmasy. Leg-
nagyobb tanitvanya volt mindenesetre Kircamorr, ki mdr tanulé kordban,
mint a physikai seminarium tagja az drameldgazds torvényeit felfedezte.x

Neumany dolgozatainak sora 1823-ban kezdddik «Beitrige zur Krystal-
lonomie. cz. dolgozatdval ; utolsé miive, mely napviligot ldtott, 1878-ban
jelent meg : «Beitrige zur Theorie der Kugelfunctionen» cz. alatl.

Eloaddsainak kézirati jegyzeteit tanitvdinyai adtik ki. Megjelent eddig
1881-ben « Vorlesungen iiber die Theorie des Magnetismus» (heraus-
gegeben von Carr Neumawy, az oreg Neomany fidtél); 1883-ban «Ein-
leitung in die theoret. Physik» (kiadta Parg); 1884-ben « Vorlesungen
iiber elektrische Strome» (kiadta VonpermimrL); 1885-ben « Vorlesun-
gen tuber theoretische Optik» (kiadta Dorw); 1885-ben « Vorlesungen
iiber die Theovie der Elasticitit der festen Korper und des Lichtdthers»
(kiadta Maver); 1887-ben « Vorlesungen tiber die Theorie des Potentials
und der Kugelfunctionen» (kiadta C. Nreumany); 1894-ben « Vorlesungen
tiber die Theorie der Capillarititr (kiadta WaNGERIN). 4

A felsorolt miivek, melyek mind egy-egy eléaddsi cycluson alapszanak,
majdnem az egész physikdnak birodalmat élelik fel. A hidinyzo részek még
az elokészités stidiumdban vannak, de vanremény, hogy nem sokdra meg
fognak jelenni.

Nevmany e szdzad elméleti physikusai kozott kétségkiviil el6keld helyet
foglal el, még pedig nem csak a mi a tudomédny el6ébbrevitelét illeti, a mi-
ben szintén kivilé helyet biztositoltt magdnak a tudomdny torténetében,
hanem kiilénésen a mi a tanftdsi és 6sztonzési képességet illeti, Neumany
tanitvinyai egy nemzedéken keresztiill Németorszig szdmos tanszékén
altek és még jelenleg iilnek. A vidéki virosban székelé egyetemrdl, mely-
ben sziz évvel ezel6tt egy vildgra szold philosophiai rendszer vette kiindu-
ldsdt, hol Nevmany nagy baritja BessewL alapvet csillagdszati és foldphysikai
vizsgdlatait végezte, ott volt egy hosszi ember életén keresztiill a mathe-

matikai physika székhelye.

Heller Agost.
* Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene,
insbesondere durch eine Kreisformige. Pogg. Ann. 64. Band. S, 497—514.
1845, és Nachirag zu dem Aufsatz: Ueber den Durchgang ete. Pogg. Ann.
67. Band S. 344—349. 1846.
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AZ ELEKTROMOSSAG SURUSEGE AZ ELLIPSOID
FELULETEN.

Mar Poisson meghatarozta, hogy milyen torvény szerint helyez-
kedik el a Q elektromos toltés egy ellipsoid alakil vezetének a
feltiletén, abban az esetben, ha mas haté elektromossig nines a
vezetd kozelében, és ha egy mas vezetd sem talaltatik a kornyeze-
tében, mely a kolesonosen fellépé megosztas révén az ellipsoid
feltiletén az elektromossag elosztodasat megvaltoztatna.

Porsson szerint a 2a, 20, 2¢ hosszasagl [6lengelyekkel biro ellip-
soidon a () elektromos toltés tigy oszlik el, hogy a felilet minden
egyes pontjaban a kovetkezé egyenlet :

P AL s
~ Azabe

hatarozza meg az elektromos stirtiséget, ha x, y és z a felilet szo-
ban 1évé pontjanak derékszogu osszrendezoit jeloli, abban az
esetben, a midén a coordinatarendszer kezdopontja az ellipsoid
kozéppontjaban van, s az XX', YY' és ZZ' tengelyek oOsszeesnek
az ellipsoid 2a, 2b és 2¢ fétengelyeivel.

Az a kortilmény, hogy egyenlé potentialra toltott gombalaki
vezetokon az elektromossag feliileti stirtisége forditott aranyban
van az illeté6 gomboknek a sugaraval és igy egyenes aranyban
a sugarak reciprok értékével, vagyis a gorbulet mértékével:
arra a gondolatra enged kovetkeztetni, hogy az elektromossag
egyensuly esetén, a midon a potential értéke a vezetén allando,
oly modon fog szétosztodni a vezeto feliiletén, hogy az elektromos-

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 14
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sag felileti stirtisége altalaban véve azokon a pontokon lesz na-
gyobb, a mely pontokban nagyobb a gorbiiltség és viszont forditva ;
szoval, hogy az elektromos toltés elosztasat az egyes pontokban
uralkodo gorbiiltségek szabalyozzak.

K sorokkal éppen azt akarom kimutatni, hogy a Poisson-féle
striséget meghatarozo képlet, a benne el6forduld egyik tényezo-
nek kell6 geometriai értelmezése altal, teljes osszhangzasba jon a
fentebb emlitett kovetkeztetéssel.

Ki fogom ugyanis mutatni, hogy ugyaiiazon elektromos tiltés
mellett, az ellipsoid kiulombozd pontjaiban a felileti stiriséq eqye-
dul esak az illeld pontol gorbiileti sugardtol figg és pedig gy,
hogy eqyenes ardnyban wdltozil a gorbileti sugdr reciprok
értélének a néqyzetqyokeével, tehdl magdnak a gorbiltségnek
a neqyzetqydokével. Kiemelem, hogy ez a tétel csak tgy all,
ha az ellipsoid egyes pontjaiban uralkodé gorbilet sugara-
ként az illet6 ponthoz tartozo minimalis (R,) és maximalis (R,)
gorbiileti sugarnak a geometriai kozepesét (Ry) fogadjuk el, a
gorbiilet mértéke gyanant pedig ennek a reciprok értékét (o)

tekintjiik, ugy hogy g = . A gorbiileti sugarnak ily

Be VR R,
modon valé értelmezését annyival is inkabb rationalisnak tekint-
hetjiik, mert a minimalis ¢és maximalis gorbiileti sugarnak ez a
geometriai kozepese nem mas, mint az illeté ponthoz tartozo vég-
telen sok kiilombozé értékkel biro gorbiileti sugarnak az arithme-
tikai kozepese.*

Mivel ez a mar tulajdonképen ismeretes geometriai tétel **
teszi lehetové a Poisson-féle képlet geometriai értelmezését, azért

* Megjegyzendd, hogy a gorbiltségnek ez az értelmezése nem egyezik a

Gauvss-tol eredé értelmezéssel, a mennyiben Gavss szerint az SN érték szalja
2

meg a gorbiiltséget, a mely érték épen a négyzete az itt bevezetett értelme-
zésnek. Ez a kilombség nyilvan igen természetes, ha meggondoljuk, hogy
nem hosszmennyiségeknek a viszonyabol indult ki.

** G, SALMON hivatkozik erre a tételre az «Analytische Geometrie des Rau-
mes» cz. mi II. kotetéhez csatolt irodalmi utmutatéban.
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is indokoltnak tartom, hogy ennek a tételnek a levezetésébol
induljak ki.

Ismeretes, hogy az ellipsoid egyes pontjaihoz tartozo gorbileti
sugaraknak értékét a kovetkezd EvLer-féle egyenlet adja meg:

R.R,
B sm2w + R, cos? ¢

hol R, és R, a minimalis, illetve maximalis gorbileti sugarak,
melyek a felilet illeté pontjanak a normalisan atvonuld két, egy-
masra meroélegesen allo sikmetszethez tartoznak ; ¢ pedig az R gor-
buileti sugarat meghatarozo, a normalison atvonulé siknak az R,
minimalis gorbtleti sugarhoz tartozo sikkal képezett szogét jelenti.

Ez a képlet mutatja, hogy R mas és mas értéket nyer, a midén
¢ a 0-tol z-ig terjed(j értékeken megy at; tovabba hogy R a

— 0 ésp=-  értékek mellett az R, és R, minimalis, illetéleg

.J

max1malls értékeket veszi fel.

Konnyen belathato a hatarozott integralnak grafikus értel-
mezésébol, hogy a gorbtileti sugar végtelen sok kilombozd érté-
kének a szamtani kozepesét, annak a hatarozott integralnak a
m-ed része fejezi ki, a melyben azintegralando az R functio, s mely-
nél az integralas 0 és = hatarok kozott torténik, azaz a gorbiileti
sugarak arithmetikai kozepese :

s 1j§  RRydy 5
*7 zJ Rsin®¢ + Rycoso
T

BB dg mmf de
R ¢ Risin?¢ + Bycos’o Rsin?p+ R,cos?g

Az itt eléfordulo két hatarozott integralrol kimutathatoé, hogy
egyenl6 értékiek, azaz hogy

0

b4
9
J & s
,sin? o + R, cos? o R, sin? ¢ + R, cos? ¢
k4
: a
14*
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Ezt az egyenlGséget kdnnyen belathatjuk, ha a
1

J  sin2p+ in2a0

2
hatarozott integralban w= p -\- n helyettesitést eszkozoljiuk, s ha
ennek kovetkeztében dw helyébe dp-i tesziink, s az integralast

p—— “—8i ~=0-ig terjedd intervallumra végezziik, Ugy hogy
lesz:
0
J dw dy
Rtsin2¢g + rRwcos2p j R1sin2p -f- R2cos2p

de
~ ) 4sin2p -f- RAcos2p

Ha ez utdbbi integralban ismét p = —x helyettesitést tesz-
szuk, akkor d p=—dx és az integréalas terjedni fog x ~ 0-t6l egé-

. Tt
szén X —---1g, azaz

2
dp —dx

sin2p+ R2coslp A4 R, sin2 (p+ li2cos29p

2 2
dx _r p
J R, sin2x -f- Racos2x J R, sin2w+ jH_i

Ennek a két hatarozott integralnak az egyenl6sége igen egy-
szer(ien belathaté az integralandd functionak az abrazolasa Utjan

is. Ugyanis ennek az integralandénak a 0-t6l... “ -ig terjedd ré-

sze teljesen symmetricus a “ -t6i ... r-ig es6 részével, mivel

sin2(a - a) = sin2(y + «)
és Ugyszintén
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T T
B (P YoM (24T
cos () a) cos (2 +a)
Ezek utan tehat

2R HQ de
Rysin?o + Bycosto

Ri==

Ha az
n dga

e cos’ o

2
f Ry sin?¢ + R,y cos?o “J Rt R tg? o

.IQ‘N

hatarozott integralban feltesszik, hogy tg =, akkor a ng
it ST @

helyébe da s a 0-tol . . . %-ig mend hatarok helyéhe pedig 0 és oo
veendd, azaz:

j , j_;‘li
R, sm“gp—}—R cos? ¢ ; Ry+Ra®

1 l/ Hﬂ“‘ T
———arctax = —
1/ R Rg Ry'o 2 YRR,
a honnan azutan
P T S MRy -

mely egyenlet azt az ismeretes igazsagot fejezi ki, hogy az ellip-
soid bdarmely pontjdban, a végtelen sok kulombozd értéki gorbi-
leti sugdrnak az arithmetikai kézepese eqyenld a két [6gorbileli
sugdr geometriai kizepesevel.

Ha tovabbi fejtegetésiinkbe a kovetkezo roviditéseket hozzuk be

2 ZZ
+ b4 + (4 Ere
(b2 +4c?) (o2+a‘3) y? (a“"—i—b“) o
a? i b? 4 (& i i
B b?lnﬂxﬂ ({.2a2y2 a2b222
PR AT SR S
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akkor az
Z2

r2 y2
Tt e

egyenlet altal képviselt ellipsoid valamely (x, y, z) pontjahoz tar-
tozo minimalis- és maximalis gorbiileti sugarak a kovetkezo egyen-
letekkel vannak meghatarozva :

Ri=§V/ a[8— VB —4]
=4V a[6+ VP-4
Innen R, R, lesz:
R Ry=4%a.4r=ay.

Helyettesilve most mar az « és ;- értékeit és a szorzatot a leg-
egyszeribb alakra hozva, lesz :

2 y? 22\ [ b2 2a%y? a2b2z?
et

xR 52\2
— n2h2,2 | —__ Mo £
=0l (a4+b4+c4 p

Innen pedig az («, y, z) pont gorbiileti sugarainak a szamtani
kozepese

3 2
Bi=yRiFy=abe(Z + L 4+ Z),

a honnan azutan :

2 z2

/Re=1/ abe .y
V Hg=171 a (,.‘l/ a4—}— bi g

Ezen egyenletbdl pedig a Poisson képletében eléfordulo egyik
tényezo értéke

i ) VI/ab?(:
_}_y 2 VR’

(4

la

ugy, hogy maga a Poissox-féle egyenlet a kovetkezd alakot fogja
felvenni:

@ lale s 0 G
Azabe Y Ry Axy/ abc Y Rx
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Ez a kifejezés vilagosan mutatja, hogy egy bizonyos () toltés
esetén az elektromossdg gy helyezkedik el az ellipsoid feliiletén,
hogy a felilet egyes pontjaiban fellépd feliileti siiriiség eqyenes
ardnyban lesz az illeld ponlot jellemzd kdzepes értékii gorbilet
sugdr recziprok értékének a néqyzetqydkével.

Ez a képlet magaban foglalja mint speczialis esetet a gombfeli-
letre vonatkozo stiriség képletét is.

A midén ugyanis az ellipsoid gombbé fajul, akkor a=b=c¢=R,
tovabba mivel a gomb minden pontjara nézve R,=R és R,=R,
agy hogy Ri—1/ R, R,— R, a gombre nézve lesz:

0 1 Q

~

Ty B YR izR

a mi nem mas, mint az az ismeretes kifejezés, mely a () elektro-
mossaggal toltott 12 sugart gombre nézve hatarozza meg a felileti
siirtiseéget.

A Porsson-féle egyenlet még egyszertibb alakot vesz fel, ha a
47 1/ abe kifejezésnek a recziprok értékét C-vel jeloljiik. Mivel ez az
érték kizarolag csak az ellipsoid méreteit6l fiigg, egy és ugyanazon
vezetére nézve ez a (/ mint jellemzd constans szerepel. Hozzuk
be tovabba Ry kozepes gorbiileti sugar helyett ennek a recziprok
értékét, azaz a kozepes gorbiileti sugdarnak megfeleld gorbiiltséget,
or-t. Ez esetben a Poisson-féle egyenlet a kovetkez6 igen egyszerii
alakba jut :

o=C.0 Y pr,

mely kifejezés mar szembetinGen elarulja, hogy az elektromos-
saggal toltott ellipsoid barmely pontjaban harom mennyiséggel all
egyenes aranyban az elektromossag feliileti strdsége, i. m. egy a

vezetd méreteibél alkotott s a vezeldre nézve jellemzd constanssal,

az elektromos tollés mennyiségével, tovabba egy az illeté pont gor-
biltségél jellemzd adattal, a mi nem mds, mint a kézepes gorbii-
leti sugdrhoz tartozé gorbiiltség négyzetgydke.

Szijdrte Miklos.
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(Els6 kozlemény.)

[. A torzstényezokre valo felbontasrol.

1. Ha valamely
Ao+ QX+ o+ U™ - - - .

hatvanysor x-nek minden véges értékére vonatkozolag osszetarto,
akkor az altala értelmezett figgvényt egyeértélii eqész fugguénynel:
mondjuk. A legegyszertibb ily fiiggvények a rdcziondlis egész figg-
vények. Minden mas egyértéki egész fliggvényt transzczendensnel:
mondunk.
A
(kx+-1) 91

alakt egyértéki egész figgvényeket torzsfiggvényelknek nevezzik.
Itt & és 1 allandokat jelentenek, ¢ () pedig az x-nek oly rdcziond-
lis egész fliggvényét, mely az =0 helyen eltiinik.

A legegyszertibb torzsfiggvények azok, melyekben g¢{x) azono-
san eltiinik, vagyis a i

ka1

alaku linedris figgvények.

A nem fogalmanak megalkotasara az egész tiggvényeknek abbol
a szemponlbol valo osztalyozasa vezetett, hogy azok hogyan visel-
kednek, midén mint torzsfiiggvények szorzatait allitjuk el6. A jelen
bevezel6 fejezet e felbontisra vonatkozo altalanos tételeket s a
nem fogalmanak értelmezését tartalmazza. A tobbi fejezet arrol
fog szolani, hogy egy hatvanysor-alakban adott egész fiiggvénynek
neme hogyan hatarozhatoé meg.
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2. Az algebra alaptétele szerint minden raczionalis egész fiigg-
vény mint linearis figgvények szorzata allithaté el6.

E tételt w cicrocra-. * tetszOleges egyértéki egész fliggvényekre
kovetkezbleg altalanositotta:

A) Az x-nek barmely egyértékl egész fliggvénye vagy mint vé-
ges szamu torzsfliggvénynek szorzata allithaté el6, vagy mint
torzsfiggvényelmek oly végtelen szorzata, mely

1. az x-nek minden értékénél feltétlen il Gsszetarto,

2. minden véges tartomédnyban egyenletesen 0Osszetarto.

Az ily szorzatot az illet§ fuggvény torzstényez6kre bontott alak-
jdnak fogjuk nevezni. Ha ellenben valamely fiiggvény ugyan mint
torzsfiiggvények szorzata van el6allitva, de ezen el6allitasnal az
1. és 2. alatti kdvetelések nincsenek kielégitve, akkor e szorzatot
nem tekintjik torzstényez6kre bontott alaknak. Sét az ily szorza-
tokat targyalasainkbol egyéaltalaban kizarjuk.

3. Mig a réacziondlis figgvények a linearis tényezOkre valo fel-
bontasnal egészen ugy viselkednek, mint a kdzonséges egesz sz4-
mok a torzsszamokra valé felbontasnal, mar a transzczendens fligg-
vények torzstényez6kre valé felbontdsanal ez nincsen igy.

Pl. mig kozdnséges tdrzsszamot nem lehet méas kdzonséges
torzsszamok szorzatdra felbontani, addig barmely torzsfliggvényt

szamtalan modon lehet mint mas torzsflggvények szorzatat el6-
allitani. Valdban, ha

f(x)=(kx+1) ety

egy adott torzsfiggvény, h(x) pedig egy tetszés szerint valasztott
racziondlis egész fiiggvény, akkor f(x) mint az

f1(x)=ehU)
fa(x)=(kx+1) eow-b™

torzsfliggvények szorzata irhato.
* W eierstrass A) alatt és alabb B) alatt 6sszefoglalt tételeinek bebizonyi-

tasat e lapok IV. 65 V. kotetében megjelent i1AZ analytikai fuggvények elmé-

déhez» ez. értekezésem negyedik kozlem ényében ism ertettem
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Ennek folytan minden egész fliggvény nem csak egy modon
bonthato fel torzstényezékre, hanem annak barmelyik felbontasa-
bol szamtalan mas nyerheté gy, hogy az egyik vagy masik torzs-
tényezo6t ismét tobb tényezé szorzatara bontjuk fel.

4. Bizonyos tekintethen azonban a torzsfliggvények mégis csak
felbonthatatlanok.

Ha ugyanis a
(kac+1) eg ™

lorzsfiigguényben a g (x) kitevd p-ed foku, akkor e torzsfiiggvény
nem bonthaté fel csupa oly torzsfugguények szorzatdra, melyek-
ben a kitevél p-nél alacsonyabb foku fiiggvényel:.

A g (x) kitevonek p foka tehat a torzsfliggvényre vonatkozolag
egy kiilonosen jellemzo szamérték. E szamot

(kx—+-1) e9®
nemeénelk nevezziik.
I E@x,0=1—=x
E@,1)=1—x)e*

E@x,2=1—x)ets

B et o e S
rendre 0, 1, 2, . . . » nemi torzsfiiggvények.

A legalacsonyabb nemni torzsfiiggvények a zérusnemtek, vagyis
a linedris fliggvények.

5. A nem fogalma a torzsfiiggvényekrél kilerjeszthets tetszole-
ges egész fliggvényekre.

Ha valamely f(x) egész fiigguény gy bonthato fel torzsténye-
z0kre, hogy minden tényezd legfeljebl p-ed nemii, de mdr nem
bonthato fel gy, hogy minden tényezd legfeljebb (p—1)-ed nemii,
akkor magdt f(x)-et is p-ed nemiinek mondjuk.

Nem minden egész fliggvénynek van véges ;. neme. Pl bar--
hogyan bontjuk fel az

e
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fiiggveényt, torzstényez6i kozott mindig lesznek barmely szabadon
vilasztott 1 egész szamnal magasabb nemtek is. (Mas példat lass
a 7. czikkelyhez csatolt jegyzetben.) Az ily figgvényt véglelen ne-
mainel mondjuk.

Ellenben minden oly fiiggvény, mely mint véges szamu torzs-
fligavény szorzata allithato el6, nyilvan véges nemdi.

Vannak azonban oly véges nemt fliggvények is, melyek nem
allithatok elé mint véges szamn torzsfiiggvény szorzatai.

Ugyanis WeIErsTRASS szerint :

B) Ha a zérustol kilombizd

Ol e aal Oy a b vye

szdmok sorozaldhoz laldlhatd eqy oly p egész szdm, hogy o

sor feltetleniil dsszetartd, akkor a

o @0=iTE T
szorzat

1. & manden értélénél feltétleniil dsszetarto,

2. minden véges tartomdnyban eqyenletesen Gsszetarto,

3. 0 (1) az egész szdamsikban osszetarto. hatvdnysorba fejthetd
ki, vagyis a ¢ (x) fligguény eqész figqgueny,

4. e fugguény zérushelyeinek sorozala megeqyezik az a,-k adotl
sorozatdval.

E ¢ (x) fliggvény nyilvan nem allithato el6 mint véges szamu
torzsfiggvénynek szorzata, mert akkor nem lehetne végtelentil sok
zérushelye. Ennek daczara ¢ (x) véges nemi, még pedig legfeljebb
p-ed nemt, mint az a ¢ (x)-et értelmezé szorzatnak alakjabol koz-
vetlenil vilagos.

6. Minden p-ed nemii f(x) fliggvény szdmtalan médon bonthato
fel legfeljebb p-ed nemii torzstényezdkre. Hogy lehetéleg egyszerii
és jellemzo felbontast nyerjink, induljunk ki f(x)-nek egy tetszo-
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leges — de legfeljebb «-ed nemd tényez6kre valé — felbontasabol
és egyszerd(sitsik azt kdvetkezbleg'.
Mindenek el6tt minden oly

(kx+1)ediM

torzstényez6bdl, melyben 1=0, emeljik ki ic-et. Illy tényezd annyi
lesz, a hanyszoros zérus helye jf(ie)-nek az x =0 hely. Jel6ljik sza-
mukat A-val.

A nyert Uj felbontasban szorozzuk 6ssze mindazokat a tényezé-
ket, melyeknek nincs zérus helyiik vagyis azokat, melyekben k= 0.
Szorzatuk egy legfeljebb /i-ed nemi

torzsfiggvény lesz.
Ezek utdn az atalakitasok utén
f (X)=CXI1ed™Xfl J(krX+Ir)

hol a H szorzatjel mar csak oly tényezékre vonatkozik, melyek-
ben Kk, és lvegyike sem zérus.

Itt a n{(k,x+1,)e<”W}

szorzat x minden értékénél feltétlenil dsszetartd lévén, ilyen ma-
rad az x=0 behelyettesités utan is. Tehat az

hkhh mmmlv

szorzat szintén feltétlentl osszetarté. Ennélfogva f(x) imént nyert
alakjanak szabad az egyes Z.-ket kiemelni és a C allandéba fog-
lalni. Leszen :

i)
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Itt az «,-k nyilvin nem egyebek, mint f(@)mek az £=0 helytél
kiilombozé zérushelyei.

Miel6tt a nyert szorzatot még tovabb egyszertisitendk, mar f(x)-
nek 1) alatti alakjahol fontos kovetkeztetést vonhatunk e fliggvény
zérushelyeire vonatkozolag, mint ezt rogton latni fogjuk.

7. Ha valamely p-ed nemii egész fiigquénynel: az =0 helytdl
kulombozd zérushelyeinel: sorozata :

G5 Oy aay oy Gy Yo sy
akkor az
1

1
v g e S I[+T L
sornalk a tagok sorrendjétél fiiggetlen véges értéke van.

E tétel, mely Weierstrass B) alatti tételének — persze izen
trivialis — megforditasanak tekinthetd, kozvetlentil vilagos, ha f ()
zérushelyeinek sorozata véges. Végtelentil sok zérushely esetében a
kovetkez6 bebizonyitas alkalmazhato.

Esettinkben 1) alatt a /7 szorzatjel végtelentil sok tényezére foy
vonatkozni. Ezeknek

)\ ol
¢v(L)—II {(1 — a—,) e ’[
szorzata megallapodasaink szerint 2 minden értékénél feltétleniil
osszetarto, tovabba barmely véges tartomanyban egyenlelesen
osszetarto. 4

Ha tehat az x=0 kozéppont koriil rajzolt oly kis korre szoritko-
zunk, hogy annak sem belsejében sem kertiletén ¢ (x) sehol sem
tiinik el, akkor a kor belsejében vagy keriiletén felvett barmely x
helyre vonatkozolag a

log ¢ (x)= -g {gn (x)+log (1 e Z)} 2)

sor feltéllenil dsszetarto, tovabba e kor belsejében és keriletén
eqyenletesen dsszetarto.

Ennélfogva az x = 0 hely mondott kornyezetében szabad
log ¢ (x)-et oly modon hatvanysorbafejteni, hogy a 2) alatti egyen-
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16ség jobb oldalan az egyes tagokat kifejtjiik és azutan az x ugyan-
azon hatvanyait tartalmazo tagokat tetszés szerinti rendben ossze-
vonjuk.

Ha kiilonosen a-nek (z-+-1)-s6 hatvanyat tekintjik, agy ennek
egyutthatoi a

gl(w>+log(1 -2

gate)+log (1 )

fuggvények hatvanysoraiban rendre

Li 1
a1’ it
lesznek, osszegiik pedig — a mondottak szerint — sorrendjiktdl
fiiggetleniil log ¢ (x) hatvanysoranak (2-+-1)-s6 egytlthatéjat adja.
A 5‘ 1
v=1]1 u‘;"'*-l

sornak tehat csakugyan a tagok sorrendjétsl fiiggetlen véges osz-
szege van, még pedig Osszege nem egyéb, mint log ¢ (x) Mac-
Lavrin-soranak (z-1)-s6 egytitthatoja ellenkezé elgjellel.

Jegyzet. I tétel alapjan némely egész fiiggvényrol mér pusztdan a zérus-
helyek sorozatibdl felismerhetjiik, hogy végtelen nemai.
Ha pl. valamely eqész fliggvény zérushelyei :

logdslog 2, .o logw, 2.
akkor az
1 1 1

Tog@rs T logap ¥ flogyper T

sor p-nek minden pozitiv egész szamu értékénél széttarts, tehat az
illetd fiiggvény nem lehet véges p nemii, hanem végtelen nemai.
Valéban a vizsgdlando sor els6é (v—1) tagjdnak Gsszege:

I 1 1
' Tog2r * (log3y™ T T Togup
v—I1
(log pyEs
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Itt
=0

: y ;
lim ——— =00, lIm +——+
s G = et (lopalatt

V=

tehat

lim —1

Sy —=o0
—w (lOgV YT

s egyszersmind
lim S,v:oc.

1=

Azaz a vizsgalt sor valéban széttarto.

8. Most mar folytassuk a 6. alatt megkezdett egyszertsitést.
Minthogy az f(x) p-ed nemi egészfliggvény «, zérushelyeire vo-

natkozolag képezett
1

2 5
w+
asy

sornak a tagok sorrendjétél fuiggetlen véges oOsszege van, azért
WeiersTrAss-nak B) alatti tétele értelmében a

R

szorzat szintén egy egyértéki egész fiiggvény torzstényezokre bon-

tott alakja lesz. Ha evvel elosztjuk f(x)-nek 1) alatti alakjat, agy

]L(Tz_ Cwl,(l(l [Ibg’(r) 2 (a,)‘.
go(.’X/‘) 7" 1

Ha tovabba a jobb oldalon kijelolt szorzast tényleg elvégezziik,
agy
f(,’l')7 = leeG(T)
o ()

‘hol

G (1) =go@)+> {gxx)— ’%( - )F}

Oy

az w-nek oly legfeljebb p-ed foku egész fliggvénye, mely az x=0

helyen eltiinik.

Végre filoe)= C:L‘eG(”)IIE(a ), 3)
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hol a n szorzatban av helyébe f(x)-nek 6sszes az X —0 helyt6l ku-
16mboz6 zérushelyei teend6k. E szorzat tehat véges lesz, ha f(x)-
nek véges szamu zérushelye van, ellenben végtelenil sok tényezé-
b6l fog allani, ha f (ic)-nek végtelentl sok zérushelye van.

A kovetkez6kben az f(x) //.-ed nem(i egész fliggvény tényezdkre
valo felbontasat mindig e 3) alatti képletnek megfelel6leg gondol-
juk elvégezve.

9. A nem fogalméanak bevezetése kozvetetlenil arra a kérdésre
vezet, hogy valjon miként lehet valamely egyértékd egész fligg-
vénynek

fix)= a0+ a,ic-| hamxm\

hatvanysor alakjaboél f(x) nemét felismerni.

E kérdés megoldasat pPoincare kezdte meg egy figyelemre méltd
tétel bebizonyitasaval * és H adamara ** fejezte be e tételnek joval
nehezebb megforditasaval.

E dolgozat czélja a két franczia tudosnak e vizsgalatait ismer-
tetni.

Il. Az E(x, Q) torzsfliggvényrdl.

10. Legyen f(x) az x-nek olyg-ed nemd egész fliggvénye, mely-
nek csak p szamu zérushelye van. H jelentsen egy tetszés szerint
felvett pozitiv szdmot, r pedig az n.-nél nagyobb pozitiv szamot.

Akkor
lim e~H&V f(x)=0. 4)

X= 00

Esetlinkben f{x) mint véges szamul a-ed nem{ tdrzsflggvények
szorzata allithat6 eld. Ha e torzsfiiggvényeket 6sszeszorozzuk, ugy

* Sur les fonctions entiéres, Bulletin de la Société mathématique de
France, t. XL

** Etude sur les propriétés de fonctions entiéres et en particulier d’une
fonction considérée par Riemann. Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 4e série, t. IX.

Ezen értekezés egyik részének lényeges egyszer(sitését tartalmazza Hada-
makd kovetkez czikke:

Sur les fonctions entiéres, Bulletin etc., t. XXIV.
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f(x) = G (x)e™
hol G(x) az ,-r-nek y)-ed foku, g (X) pedig x-nek «-ed fokl racziona-
lis egész fuggvénye.
Mar most

Itt X eléggé nagy értékeinél

a fl-tol tetsz6legesen keveset kiilémbozik; tehat barmely H-nal
kisebb K pozitiv szdmhoz talalhatd egy R pozitiv szdm gy, hogy

196 sk

| Xr

ha csak \x\>R. Vagyis az \x\ igen nagy értékeire vonatkozélag
eHXtjo—6{¥)j ekt

Itt a jobb oldal a kitev6s sor segitségével kovetkez6leg fejez-
hetd ki:
BkaT— v KMWX™'T
m0 m!

E sor pozitiv tagl lévén, Osszege nagyobb érték{, mint bar-
melyik tagja egymagaban. Ennélfogva m barmely pozitiv egész
szamu értékénél:

K
HIXITlgg() 1-1  _~ Mximt
gHIxI1]gg(x) e x\mt

ha csak \x >R.

Innen e-HW*jeghg\ M ' e
JEm X
és
e-HX\r\xp+ieg < M R pH—To 5)

Ha itt m-et oly nagynak valasztjuk, hogy

Mathematikai és Physikai Lapok. Y. 15
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akkor az 5) alatti egyenl6tlenség jobb oldala x-nek minden hata-
ron tdl val6 ndvekedtével minden hataron tdl a zérushoz kozele-
dik. Ennélfogva a bal oldal limese is zérus lesz.

Képletben:
lim [e~HXT,;xP+1e™})[}=o. 6)

Ha e képletet még megszorozzuk a

lim G®

Jim P T O

egyenl8séggel, Ugy végre valoban:
lim {e-HATG (x)el”"}=0.

Ha a mondottakat az
E (x,p)= (1—x) ex+ 7)

fi-ed nem(i torzsfiggvényre alkalmazzuk és r helyébe («+1)-et
helyettesitiink, gy H barmely pozitiv értékénél

lim e~HXI**1E (x,p)=0. 8)

11. Ha a H pozitiv szdmot eléggé nagynak valasztjuk, akkor x
barmely értéke mellett
e-mxr*\E (x,fj)\"I. 9)

A bebizonyitandd egyenl6tlenség még kovetkez6leg is irhaté :

—I1|x wi+log | E (x, p) | <sO,
vagy meg igy is:
log iE (x,p)| ~ jon

iX U1

Itt a bal oldalon az x=0, l,00 helyek kivételével a szamlalé-
nak, valamint a nevez6nek véges, meghatarozott és a zérustél ki-
I6mb6z6 értéke van. A harom kivételes hely kérnyezetében pedig
a viszonyok a kovetkezdk.



AZ EGYERTEKU EGESZ FUGGVENYEK NEMEROL. 215

Az x=0 hely kdrnyezetében

log E{x,[i) = 1 X i@ .
X 11 n+l ut2 o3

Ennélfogva

Ha tehat x=0 elegendd kis koérnyezetére szoritkozunk, akkor

abban
\og E(x,[i)\ <2
jicin ’
tehat még inkabb
l6gjE(x,fi\ <2
jic/*+1

Az x =i helyen E(x,u) elt(inik, tehat

lim {log'"(&’, )| —jajf<+1}= —oo.

E helynek tehat mindig kijel6lhetjik egy oly kornyezetét, me-
lyen beldl
\og\E (X, ti)j—X/ +1< 0,
vagyis
log\E (x, fi)
w1 <L

Veégre az Xx=00 helyen a 8) alatti egyenl6ség értelmében

lim eXXINE (x,11)\=0,

tehat
lim {logjE (X, fi)\\x\fl+1} = —oo0.

Ennélfogva az X —oc helynek is kijelélhetjik egy oly kérnyeze-

tét, melyen belil
log!E (x,/i)1 ~
\X]*+L

Azon X helyek pedig, melyek nem esnek a 0,1 és oo helyek
kijelolt kornyezetébe, oly szamtartomanyt alkotnak, melynek min-
den bels6 és hatarhelyén a

15*
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log | E'(x, )|
ja|ptt

figgvény folytonos. E tartomanyra vonatkozolag tehat e figgvény -
nek lesz egy w felsé hatara.

Ha most H-t nagyobbnak valasztjuk 2-nél és w-nal, akkor a 10)
alatti egyenlétlenség a 0,1, oo helyek kornyezetében, meg azon-
kivil is, egy szoval mindentitt érvényes lesz.

Ezzel be van bizonyitva az E(x, p) fuggvénynek a 9) alatti
egyenletlenségben kimondott tulajdonsaga.

[II. Poincaré tétele.

12. Ha f(x) az ax-nek p-ed nemi egész fiiggvénye, akkor

lim e~ El=F1f () =0, 1)

hol H eqy tetszés szerinti positiv szdmot jelent.

Arra az esetre, midén f(x)-nek csak véges szamt zérushelye
van, a tételt mar 10. alatt bebizonyitottuk.

Végteleniil sok zérushely esetében hozzuk f(x)-et a kovetkezd

alakra

f(x)= Ca:le‘“-”:EIZE ( -k l-z).

Oy
Tovabba hatarozzuk meg a K pozitiv szamot gy, hogy 2 min-
den értékénél
e~ Elzlt+t) B, )| =1,
amia Il alatt mondottak szerint mindig lehetséges. Ekkor v minden
pozitiv egész szamu értékénél

—hy| z|4+1 d ) ’ = |
e iy ( i ==t
ha csak h,-t Gigy valasztottuk, hogy
e ol
Vink I a, i““

Eme h,-kb6l képezett
h1+hg"|‘ oy hv‘"’ oo
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sor csak a K tényez6ben kiilombozik a
@ W 71~ "
v=1 ’ Oy l#+l

osszetartd sortol, tehat szintén osszetarté. Ennélfogva barmely H
pozitiv szamhoz talalhato egy IV egész szam gy, hogy a

hyi1+hysothyss+---
sor osszege kisebb legyen H-nal, vagyis hogy a
H—ghy
v=N+1

kiilombség valamely poziliv h, értékkel birjon.
Ha most a vizsgédlando
e~ HIzHf ()

kifejezést a kovetkez6 két tényezére bontjuk fel

g x
fl (.’1)) ke {Cxlea(‘c)”E(,,,,, ‘u)} e—h(,l.r(.uu
v=1 Oy

folx) =11 {e—""”' e E‘(ﬁ ) l/.)},
v=N+1 Oy
akkor egyrészt

lim f, () =0,

masrészt « minden értékénél
‘f;(aj[égl.

livn e~ 222 (o) = Jimi f; () fp {0)=0;

Tehat valoban

A bebizonyitott tétel kovetkezéleg is fogalmazhato :
Ha az f(x) egész figguény p-ed nemii, akkor o és H bdrmely
pozitiv értékeihez taldlhaté egy oly R pozitiv szdm, hogy

e~ ®zl" f)| < 4,
vagyis
fl@)| < derlzts 19)
ha csak |z | > R.
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13. A fliggvénytanbol ismeretes, hogy az [ (x) egész fliggvénynek

Uyt XA+ U™ -« -
18 (& folda

A4 gm+l
(4

hatvanysoraban

A = y 13)
hol az integralas a kezd6pont kortil mint kozéppont kortl leirt
tetszoleges R sugart @ korre vonatkozik.

Ha f(x) az integralas utjaul valasztott koron abszolut értékére
vonatkozolag folyvast kisebb marad egy bizonyos M pozitiv szim-
nal, akkor e szerint

M

‘ 1
Iam; b Rm :

Ha a mondottakat a pz-ed nemi egész fliggvényekre alkalmaz-
zuk, akkor az imént bebizonyitott tétel értelmében barmely H po-
zitiv szamhoz talalhato egy R, pozitiv szam tugy, hogy a ¢ koron

|f (o) | < eF®,

ha csak e kornek R sugara nagyobb mint I%;. Tehat

lam | < —5— . 15)
ha csak R>R,.
Ha most m-t oly nagynak valasztjuk, hogy nagyobb mint HE{"
egész szamu része, melyet m'-sal akarunk jelolni, akkor szabad
R-et tigy valasztani, hogy

FREE ==
Leszen
1 1
R=H #imin
és
1 m
: H!lug
n | <|——}
m}t@i |
Tehat

1
|m ‘ Hevie
W am | < =——,

1
mitr

14)
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vagyis

{r{/ﬂam{me?k Fere

1
Itt H-val egyutt He*le is egy tetszés szerint valaszthat6 pozi-
tiv szamot jelentvén, a mondottak kovetkez6leg foglalhatok Ossze:

Ha az
f(x)=al0+atx-\ ramxmy

hatvanysor n-ed nem( egész figgvényt abrazol, akkor barmely s
pozitiv szamhoz taldlhatd egy oly m' pozitiv egész szdm, hogy

T, - | L n,
|y am me*1< e, lo)
ha csak
m>m’.
Més szoval:
Az ily hatvanysorra vonatkozolag

fir—-
Iim\(.)l;I ammvi]} = 0. 17)
==

14. Ham>m", aklor a 16) alatti egyenl6tlenség értelmében

1
am'(mmju*l< sm,
s még inkabb

1
am|(mNuH < sm

Ha itt s< 1j m pedig minden hataron tdl névekedik, akkor
emminden hatdron tdl kisebbedik. Tehét a bal oldalon all6 kife-
jezés limese is zérus lesz.

Szoval:

Az f{x)=a0-\-afx-\ \-anmx m

hatvanysor csak akkor abrazolhat n-ed nem( egész fliggvényt, ha
liman{m Y= 0. 18>
(=1

Ez Poincaré ama tétele, mely megadja annak egyik szlikséges
feltételét, hogy f{x) //-ed nem(i lehessen.

All) alatti képlet, melybdl e feltétel kovetkezett, valamint annak
fenti bebizonyitasa Iényegében szintén PoiNCARE-t0l vald. Megjegy-
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zendé azonban, hogy 6 egészen mas uton nyerte e képletbhél a 18)
alatti feltételt, mint a melyet mi kovettink. Az itt valasztott egy-
szeribb ut Hapamarp-tol valo.

15. Poincari tételének értelmében barmely p-ed nemii egész

fiiggvényre vonatkozolag

lim a;, (m!)': —10);
ha esak r =p+-1. s
Ha e tételt meg akarjuk forditani, gy azt kell megvizsgalnunk,
hogy viszont mily kovetkeztetéseket vonhatunk valamely egész
fuggvényre vonatkozolag, ha azt és csak azt tudjuk réla, hogy r egy
bizonyos adott értékére vonatkozolag

1

lim a,, (m!)7 = 0.

m=ce

E kérdést Hapamarp oldotta meg. Vizsgalatait a kovetkezo feje-
zetekben ismertetjik.

IV. Segédtétel az egész szamsikban 6sszetarto
hatvanysorok egyittthatdirol.

15. Ismeretes,* hogy valamely hatvdnysor akkor és csak akkor
lart dssze w-nek minden véges értékénél, ha

lim "i/am =0
m= o
azaz
. 1
lim T =+oo.
M= oo [ (1 5o |m

Legyen most mar adva egy o« minden értékénél osszetarto

Ayt X+ A+ - A X™ - -

* V. 6. Az analitikai figgvények elméletéhez cz. értekezésem 5.
czikkelyét. (E lapok IV. kotetének 248. lapjan.)
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hatvanysor, u pedig jelentsen egy valds valtozdt, mely felvesz min-
den pozitiv értéket. Akkor az idézett tétel alapjan bebizonyithato,
hogy mindig képezhet6 u-nak egy oly <¢(u) folytonos fliggvénye,

hogy
a) az u barmely m pozitiv egész szamu értékénél

R) h
) ooy (u-f 1) log p(ii+ 1)—wlog Pu)

u-nak soha nem csokken6 fliggvénye,

r) hogy ‘
log ({u) + ~

u

a k alland6 barmely pozitiv értéke mellett az u igen nagy értékeire
vonatkozolag u-nak folyvast novekedd fliggvénye,
0) w(u) az u-nak oly folyvast novekedd fuiggvénye, melyre vo-
natkozolag _ _
Jim <p(u)=0, lim ~(u)=-f-°°.

Kulénosen egyszerl e p(u) meghatarozasa, ha az adott hatvany-
sorra vonatkozdélag, ha

lim aTm!)*=o,
im agm!)
hol t egy alland6 pozitiv szamot jelent.

Ekkor ugyanis mindig talalhaté egy oly A pozitiv altért, hogy
m minden értékénél

1
am| (mlr<A
vagyis
A .
flam\<----- _an
(mH)T

Amde ismeretes,* hogy

* V. 6. Az analitikai flggvények elméletéhez, els6 kozleményének
6. czikkelyét. (E lapok IV. kotetének 249. oldalan.)
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1 em
ml mm’
tovabba
A< A%
tehat
m
dm!
Ha még rovidség kedvéért
H=ATe
ugy végre
m
és
E szerint a

== (1?)
figgvény m minden értékénél eleget tesz az «) alatt kdvetelt egyen-
I6tlenségnek.

Tovabba
ff To—{(m+ 1) log P(tt+1)—u log ()| =
=V Fi-{(“+ 1)1°g(«+)—1°g“} = — (log(tt+1)—log«}

mindig pozitiv és

7grlj|09,(«)' + §J<|: (Jq, Jj|~(logu—|og|q]) Tl
1 k _ u—k
TU U2 TU2

az « igen nagy értékeinél pozitiv. Tehaty (u) a ) és y) alatti ko-
veteléseknek szintén eleget tesz, s mint kénnyen belathat6 a d)
alattiaknak is.
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17. Tetsz6legesen adott egész fliggvény esetében p(u) kovetke-
z6leg képezhetd.

Legyen az adott hatvanysor egyutthat6i kozil anii az els6 el nem
ting. Ha ekkor az adott

am®X m° + a mo+lx m°+1+ a mc+& m°+ i-f----- hamxm+ me.

sort elosztjuk elsd tagjaval, Ugy a nyert

G pu—— 2 X+ a'(0+2-i€§+ . dev - .
dm,, amp
sor is folyvast Osszetartd. Tehat e fejezet elején idézett tétel értel-

mében
1

. m-,
litn 2™ —  oo0.
m=c dm
Ennélfogva az
1
~mo amoO 2 MmQ m—mo
dm,,+1 ®mo+2 Mm

sorozat tagjai kozott kell egy legkisebbnek lennie abban az értelem-
ben, hogy e tag kisebb minden kés6bbinél, az el6tte levék kozil
pedig legalabb egyiknél sem nagyobb. Legyen e tagra vonatkozolag
m=mj.

Most mar az adott hatvanysorral egyiitt annak

+TO+H.«m +1+ MM+ +2H-—— i~dmXm+ «
maradék-sora is folyvast dsszetarto és vele egyutt az
(hijH  , dm,+2 |
X +

dm, a, ‘Mn,
sor is. Tehéat

lim = o0
m=« 1 dm
Ennélfogva az

dm, i
dn™+1 1r77842
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sorozatban is kell egy legkisebb tagnak lennie az el6bb megallapi-
tott értelemben. Legyen erre vonatkozolag m=m,,.
Hasonloképen az m,nél nagyobb m szamok kozt lesz egy ms,

melyre vonatkozolag
1

s, m—my

m

a legkisebb. Stb.

Most mar ¢ (u)-t az m,: - -+ oo intervallumban kovetkezoleg alla-
pitjuk meg:

1. Az Wbk TIU Ty s s e s (N s s 19)
helyeken

1
plm)=—— .
f’lm[ ‘7"—’

2. Az egyes

My ...My
My v o o My
Wie o+ Dy

mtervallumokban legyen
v=ulog ¢ (u)
az u-nak linedris fiigguénye.

Az igy megallapitott fliggvény vagy mar maga eleget tesz az
a)—0) alatti koveteléseknek vagy konnyen modosithatoé gy, hogy
e koveteléseknek megfeleljen. Ennek bebizonyitasa el6tt azonban
czélszerl lesz ¢ (1) meghatarozasat geometriailag is szemléletessé
tenni.

18. Ertstink w és v alatt derékszogi pontkoordinatakat és raj-

zoljuk meg a
v=ulog ¢ (u)
vonalat. (1. abra.)
E végb6l hatarozzuk meg mindenek el6tt a

Qo’ Q1- Qe: cee Om, .. 20)
pontrendszert gy, hogy ), koordinatai :

1
Un=m, Unp=log- o
|
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E pontok részben a végtelenben is lehetnek. Koézilok az els6,
mely nem esik a végtelenbe, Qnolesz, hol m0 az el6bbi czikkely-
ben meghatarozott 19) alatti egész szamok elseje. Fektessiink e
ponton keresztul fligg6leges egyenest s forgassuk annak also részét
QmLkoril (az 6ramutatd mozgasaval ellentett értelemben) mind-
addig, mig el6szor megy a Qmpontok koziil még egyen vagy tobben

l. abra.

keresztil. A forgd egyenes azt a Qml fogja el6szor elérni, melyre
vonatkozolag i
i

Vin M0 1 lllog i Iog—l = loj

a legkisebb. Ez a pont Qmi; vagy ha tébb van, Ggy Qmi a Om,-tdl
legtavolabb fekvé. Itt m1ugyanazt az egész szamot jelenti, mint
19) alatt.

Minthogy v—u log w(u)

értéke az u=mO0és u=m | helyeken QnO illetéleg Qmi ordinataja-
val egyenld, kézben pedig v az tt-nak linearis flggvénye, azért az
mO. .. mi intervallumban e fiiggvényt a Qm,Qml egyenes vonal-
darab abrazolja.
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A mondottak szerint a

QmO> Qiktli <« Qml
pontok egyike sincs a Om0Qmxegyenes alatt, a

Qmxte) QMxtli oo«

pontok pedig mindannyian e folott az egyenes folott vannak.
Forgassuk most mar a QnoQmi egyenesek Qm-t8i jobbra esé
részét e pont kortl mindaddig, mig elészér megy a QmoQmxfolott

levd
QMxt1> Croe>ee e

pontok kézul egyen vagy tobboén keresztil. Ez akkor fog bekovet-
kezni, mikor a forgd egyenes a Q,.h Qm2 helyzetbe j&, mert

1
v—vm, dmg m—m?
to—mt ~ 199 dm

akkor legkisebb, mikor to= to2. Az igy nyert egyenesnek Q,h és
0m2koz6 es6 darabja fogja a

v=u log ()

flggvényt az to, . . . o, intervallumban abrazolni.
A mondottak szerint

QM QMixt1> o o & Qmt
pontok kozul egyik sincs a QmxQm2egyenes alatt, a
QM2+, Qm2tz>eee

pontok pedig mindannyian ezen egyenes folott vannak.

Most mar forgassuk a QmxQm2 egyenesnek Qm2t6i jobbra es6
részét e pont kortil mindaddig, mig el6sz6r megy a

QIH> QM2+s) o oo

pontok kozil egyen vagy tébboén keresztil. Az igy nyert Qm2Qma
egyenesnek és Qmi kozé es6 darabja abrézolja a
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v=ulog ¢ (u)

figgvényt az my . . . my intervallumban. Stb.
Ha ezt az eljarast folytatjuk, akkor
v=ulog ¢ (u)
abrazolasara a

Q’mon](\)lng Qm3 .. QmiQmHl ..

torott vonalat nyerjik. Ha ehhez még hozzaszamitjuk a O, -n ke-
resztiil mend fliggbleges egyenesnek e pont folotti részét, akkor a
nyert P poligon alulrol konvex és a 20) alatti pontrendszerhez keé-
pest ugy van elhelyezve, hogy annak egyik pontja sines P konvex
oldalan, hanem mind P-n vagy P konkav oldalan.

Minthogy P szerkesztése némileg az algebrai fliggvények elmeé-
letébdl ismeretes Newron-féle poligon szerkesztésére emlékeztet,
P-t a 20) alatti pontrendszerhez tartozo Newron-féle poligonnak
mondjuk.

Minthogy e poligon egyes egyenes részei az ordinatak tenge-
lyéhek negativ részével rendre nagyobb-nagyobb szoget zarnak be
és ennélfogva meghosszabbitasaiknak az ordinatak tengelyével valo
metszéspontjai rendre mélyebben és mélyebben vannak : azért az
ulog ¢ (u) menetét két szomszédos

Mo s « M1
egész szam kozott abrazolo
ulog ¢ (w)y=Au—B,, 21)

linearis kifejezésbhen az A, és B, egyitthatok m novekedtével
folyvdst novekednek, vagy legalabb soha nem esokkennek.
Tovabba
ln B —cc

M=
Ugyanis a 21) alatti képlet értelmében
mlog ¢ (m)=A,m—B,,

(m+1)log ¢ (m+-1)=An (m+-1)—Bp,



9228 KURSCHAK JOZSEF.

s ha innen A,,-t eliminaljuk, agy

Ha tehat B, az m minden értékénél kisebb maradna egy bizo-
nyos K pozitiv szamnal, akkor

log ¢ (m+1) ~log ¢ (M) < K
Ha itt m helyébe rendre az
My, Mey+1, ..., m—1

egész szamokat helyettesitjik s osszaadunk, akkor

log ¢ (m;)—log ¢ (my) < K )
s innen g
log ¢ (m;) —log ¢ (my) < %{0 .

Amde ez lehetetlen, mert

lim ¢ (m;) = lim lv =00,
o

=0 i1=00 ——

Ily médon az a feltevés, hogy B,, folyvast kisebb maradna egy
bizonyos K szdmnal, ellenmondasra vezetvén, a Bj-ek sorozata-
nak valoban minden hataron tal novekedének kell lennie.

19. Minthogy a Q,, pontok egyike sines a P poligon alatt, azért
m minden (m,-nal nem kisebb) egész szamu értékénél

U —=mlog ¢ (m)
azaz

1
log — =mlog ¢ (m).

(U, } =
Innen
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€s

1
@(m) < 1’
f’lmfW

mint azt «) alatt koveteltiik.
Tovabba két szomszédos m és m—+1 egész szam kozott

ulog ¢ (u)

(u+1)log @ (u+1)
s ezekkel egytitt

(u+1)log ¢ (u+1)—wulog ¢ ()

linearis figgvények. Kozottik az utolsonak értéke az u=—m helyen
Ay, az u=m-+1 helyen pedig A, 1. Minthogy e két érték kozil
az utobbi soha sem lehet kisebb az el¢bbinél, azért az

(u~+1)log ¢ (u+1)—ulog ¢ (u)

linearis fliggvény az egész intervallumban u-nak novekedd fligg-
vénye vagy allando, de sohasem lehet w-nak csokkené fiiggvénye.
Minthogy ez igy van az

My, e o e Mp+1
my+1...my+2
Me+2 ... my+3

intervallumok mindegyikében, azért ¢ (v) az egész
mo. o + oo,

intervallumban mindentitt kielégiti a ) alatti kovetelést.
A mi pedig a y) alatti kovetelést illeti, ugy azm ... (m-+1)
intervallumban a 21) alatti képlethél

A By,
lOg @ (w) = A, — 7
és :
IOg go(u) 1 le‘ == Am, = B";T—Ji, 99.)

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 16



230 KURSCHAK JOZSEF.

Itt lim B,,—oo. Tehat mindig talalhato egy oly m' egész szam,

hogy ,
Bm = k,

ha csak m =m'. Ezen m'-nél nagyobb u értékckre vonatkozolag
k
log ¢ (u) + o7

a 22) alatti képlet értelmében az wu-nak folyvast novekedo fiigg-
vénye.
Végre abban az esethen, midon

[ag =1,
¢ (u) értelmezése kiterjed az egész
0% L oa:

intervallumra és ¢ (u) eleget tesz a o) alatti koveteléseknek is.
Ugyanis ebben az esetben my=0, tehat ¢ (u) értelmezési tarto-
manya mar az u=0 helyen kezdédik. Tovabba e helyen

[ulog ¢ (w)k—o=— By=log

| 3
| Ao |

tehat
By=log| a,| >0,

By-sal egyiitt pedig minden B, pozitiv.

Ekkor tehat a

B
1 - EEYE m
0go (u) Ay %

fliggvény s vele egyiitt ¢ (u) is az w-nak folyton novekedsd fiigg-
vénye. Mig u felvesz minden értéket 0-t6l + oo-ig ugyanaz torténik
o (u)-val, mert
. : B,
lim log ¢ () = lim (4, — ~%)=—o0
w=+0 uU=+0 u
s igy
lim ¢ (u) = 0,
u=+0

masrészt pedig




AZ EGYERTEKU EGESZ FUGGVENYEK NEMEROL. 231

lim ¢ (1) = lim ¢ (m;) = lim ! — oo,
=

U= i=o

20. Ha az adott
) =ay+ a2+ a2+ - + aam4-- -
sorban | a,| < 1, akkor alkalmazzuk a mondottakat az
f(a;):a;)—}-alm—{— A2+ A ™+ - -

sorra, hol |a,|>1. Az erre vonatkozolag képezett o (u) fuggvény
azutan f(x)-re vonatkozolag is kielégiti az a)—0) alatti kovetelé-
seket.

16*



A RELATIV PRIMSZAMOK SZIMETRIKUS
FUGGVENYEIROL.

Ismeretes hogy torzsszam modulus esetében Xx barmely egész
szamu értékére
rix—)=xP- 1— 1 (mod.p),
hol a baloldalon allé szorzat kiterjed a relativ primszamok egy tel-
jes sorozatara modp. HaCj, ¢2, . . ., ¢p-i jel6lik a relativ primsza-
mok elemi szimmetrikus fliggvényeit, tehat

n(X—)=xP-1—cXP~i \------hCp__i,

ugy az el6bbi kongruenczia azt mondja, hogy az utolsé kivételével
minden c egyltthaté oszthat6 p-vel.

A kovetkez6kben meg fogjuk vizsgalni, hogy vannak-e dsszetett
modulusok, a melyekre nézve az emlitett szimmetrikus fliggvények
ugyanoly tulajdonsaggal birnak s ha vannak, melyek azok.

A kérdés eldéntésére induljunk ki Newton ismeretes identita-
saibol

Cj— Sj=0

2¢2  CjSjd-Sg— 0

ke/c— Ck-iSi -j— H — fsfe=0,

a melyekben s;.c a relativ primszamok k-dik hatvanyainak ossze-
geit jelentik. Tegylk fol, hogy St az els6, mely m-mel nem oszt-
hat6, vagyis

Sj=52= eeess/t-iIEEO (mod.|>),

akkor a folirt egyenletrendszer utolsé egyenletébdl kovetkezik,
hogy
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ke (—1)ksp =0 (mod. m)
s igy cr sem lehet oszthato m-mel. A
Cys Cgy C3y+ o5 Coap—1 1)

egytitthatok — hol 2n=¢ (m) — tehat csak tgy oszthaték egy-

szerre m-mel, ha az
S1y Sgs S35+« , Son—1 2)

hatvanyosszegek is vele egyszerre oszthatok. Hogy e sztikséges folté-
tel nem elegendd, azt az egyenlelrendszer is mutatja, mert

ker=0mod m

kongruencziab6l még nem kovetkeztethetink ¢; oszthatésagara,
ha k-nak és m-nek kézos osztéja van.

A foltett kérdést ezzel visszavezettiik azon modulusok meg-
hatarozasara, a melyekre a 2) alatt levé hatvanyosszegek egyszerre
oszthatok m-mel. Az oszthatosag foltételeinek megallapitasara
ezen oOsszegeket a szamelmélethél ismeretes

m

2V =2 i’ e, V(kd) 3)

r d k=1
egyenlel segitségével tényleg megfogjuk hatarozni. Ebben V(r)tetszo-
leges figgvényer-nek ; a baloldalon allo dsszeg pedig kiterjesztendd
minden mod. m relativ primmaradékra *; a jobb oldalon all elsé
osszeg vonatkozik m minden osztojara, a masodik minden % egész
szamra, melyre kd =m; e, pedig kovetkezé foltételek alapjin van
meghatarozva :

ha d négyzet szamot tartalmaz;
= = 2 1
* Az, hogy a relativ primszimok egy tetszéleges, de teljes sorozatit fol-

cseréltiik a relativ primmaradékok teljes sorozataval, azeredményre nincsen be-
folyassal.
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a szerint, a mint d paros vagy paratlan szamu térzstényez6bél all
tovabbé

«l=1 = O
Legyen
m=p“p“2...p%
és
ip[(m)=//(1—py,
p{(m )=/ (1—py
akkor

" Eddi=<Pi (m)

és ha ~(m) a relativ primszamok szama
m .
Zed d =<p{m) = mtp-iim).

Tegytnk most 3)-ban V(r) helyébe r, akkor az
sA(= W&e 2'edd2'2' 2
r i k=1

egyenlet jobb oldalan lev6 masodik 6sszeg nem mas, mint az
egymaésra kovetkez6 egész szdmok hatvanyainak 6sszege s igy

1 / m \2at+1

. e _
?I*“‘%%dg yca+ | \d) +
2<i-|
+ —l *l(zla\)<ﬁr3 -+ (D 1Bam
hol
Bu Bt,

a BERNouLLi-szamokat jelentik. Ha az 0sszegezést minden tagon
kilon végezzik, akkor

niia m 1 "
N sa+1 d ~2m f*d+

+ £ m2a=-1Fstid+ ...+ (-1 )a—lBam!jedd*-],
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a ¢;(m) figgvények felhasznalasaval pedig

Seu 2 +

Hasonlo modon nyerjiik 3)-bol, ha V (r)=r2*+1, hogy

S,

e+t I {#aas
241 = 9q10 “’(’")J’T( i v)k(ﬂk—l

E két alapképlet segitségével a relativ primmaradékok bar-
mely szimetrikus fuggvénye kifejezhetd m és ¢; (m) fliggvényekent.
Lassunk nehany kiilonos esetet. Ha 4)-ben a=0, akkor s,=¢ (m);
ha 5)-ben a=0, akkor

, 1
§y =g My (m)

ismeretes képletre akadunk. Utobbi egyszersmind azt is mutatja,
hogy s, mindenkor oszthato m-mel, mert ¢(m) paros, ha m>2.
Ha a=1, akkor 4)-bél

2

a0 m
So==S— -g-go(m) + 6 (m).

Els6é sorban hatarozzuk meg, hogy a hatvanyosszegek mily ma-
radékot adnak mod. m, mert ezekkel egytitt az oszthatosag folté-
teleit is megkapjuk. Ha m relativ prim sqoq nevezéjéhez képest, gy
Soq =0 (mod. m) Irjuk a 4) alatt levé egyenletet

2a -1
[Qm+1 gl ) é—i)’ o
21 2(a—k)+1
(— 1)1 Bamgaq—1(m)

Seq =

alakban s tegytik fol, hogy m oszthaté a nevezdben eléforduld =
torzsszam elsé hatvanyaval, azaz m==m,. Legyen tovabba

2(a—k)+1=p3x

hol z == 3, mert k legnagyobb értéke a—1, akkor = e tag nevezgjé-
ben lebfolebb az (i+1)-dik hatvanyon fordulhat el6 t. i. azon eset-
ben, midén 7 ezen taghoz tartozé BernourLi-féle szam nevezdjé-
ben is el6fordul, mert hiszen a Stavpr tétele szerint a BErNouLLI-

1 2
1 gp(M)-{—Z(—-l)k 1 7,; (Qkﬁl)Bka(u—kHlspik_l (V)?). (4,)

)Bkma(a—‘k)ﬂ%k_l(m) (5)
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féle szamok nevezdéiben a torzsszamok csak elsé hatvanyon fordulnak
el6. A = kitevdje,

2 (@—k)—(@+1)=Br'—(i+2),
mint latjuk mindig pozitiv vagy legfeljebb zérus, ha t.i. 3=1, z=3,
t=1. Ha tehat a zarojelben m helyébe nm,-et irunk, a tortek rovi-
ditése utan = minden tag nevezdjéb6l — melyben el6fordult — ki-
esik. Rovidités utan a torteket kozos nevezoére hozva, az egyenlet

M ;
Soq =M N + (— 1)1 Bymga,—1(m)
alakot olt, melyben NN az m-hez képest relativ prim. Szorozzuk az
egyenletet N-nel, akkor

Nsgy = (—1)21 NBamiﬂﬂa—l (m) (mod. m)
vagy mivel N relativ prim m-hez
Saa == (—1)*"1 Bymeaq 1 (m) mod. (m) 6)

E kongruencziaban a>1 veend6, mert a=0-ra B, nincsen
definialva.
Hasonlé médon nyerjik, hogy

2a-+1

89a+1=(—1)*"1B, 9

m2geq—1 (M) (mod.m?) - 7)

Utobbi kongrueneczia mutatja, hogy Ss.i1 mindenkor oszthato
m-mel. Ha m relativ prim B, nevezéjéhez képest, a tétel kozve-
tetlentl vilagos, ha pedig B, nevezijéhen el6forduldo paratlan
torzsszamok egyikével oszthato,

2 1 ,,
: _{1{;7 - Mpaq—1 (M) 38)

B,
nevezGjébél kirovidiil, mialtal ez oly tortté valik, melynek nevezgje
m-hez relativ prim. Jeloljik szamlalojat p-vel, nevezgjét v-vel, akkor

/)
Soq41 = -’; m (mod. m?),

vag
&y V894 +1=0 (mod. m)
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s mivel v relativ prim m-hez
SQ,,+1EO (mod. m).

Ha m paros, de 4)-gyel nem oszthato szam, a 8) alatt levo tort
nevezGjebdl a négy — mert B, nevezGje mindig paros — rovidités
folytan mégis kiesik, mert ggq—1 () is paros, ha m>2 és 4-gyel nem
oszthatd paros szam.

Hogy ss4+1 mindig oszthato m-mel, ha m>2, azt kovetkezd
egyszerd modon is mutathatjuk ki. He » relativ prim m-hez képest,
akkor az 7 szimok soraban —7is el6fordul s igy a két szam paratlan
hatvanyainak o6sszege =0 mod m. Vagyis ss.41 tagjai az elébb
jelzett modon kettesével gy csoportosithatok, hogy minden egyes
csoport kilon-kilon oszthato m-mel. S6t azt is igen egyszertien
be lehet bizonyitani, hogy 6sszetett modulus esetében a paratlan
mutatoval bird ¢ egytitthatok is kivétel nélkil m-mel oszthatok.

Ha m ismét relativ prim B, nevezdjéhez képest, tigy a 6) alatt
levé kongruencziabol kovetkezik, hogy sep =0 (mod. m). Ha pedig
m tartalmaz B, nevezdjében eléforduld = torzsszamot, sg, mind-
azonaltal oszthato lehet m-mel, ha @g,—1 (1)-ben = maradék nélkiil
talaltatik. De

P20—1 (m)_—:]./~/1(1 —p2a-1)

il
o

szorzat csak ugy oszthato z-vel, ha legalabb egy tényezdje
(mod. x), azaz
1=p2-1(mod. x)
vagy
p=p2 (mod. 7).
Azonban Sraupt tétele szerint 2a tobbese (z—1)-nek, tehat
p=1 (mod. =)

s 18y ¢aq—1 (M) csak Gigy oszthaté z-vel, ha

@1 (m) E}i(i —pr)=0 (mod. ).
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Ezek alapjan mondhatjuk, hogy se. csak akkor oszthald m-mel,
ha m és B, nevezdjenek legnagyobb kizds osztdja ¢ (m)-ben
taldltatik.

Ha m=2i, akkor ¢, (m)=1 nem oszthato a BerxouvLLi-féle szd-
mok nevezdjéhen mindig eléforduld kettessel s igy s, sohasem
oszthato 2i-nel, de

89 =0 (mod. 2i-1).

Ha 2a=2n=¢ (m), akkor B, nevezdje az m-ben foglalt 6sszes
torzsszaimokat tartalmazza. Mert hiszen B nevez6jét megkapjuk,
ha ¢ (m) Osszes

(ki (i (55
o0szt6ibol képezett
di+1, dp+-1, ds+1, ...

szamok kozil kivalasztjuk a torzsszamokat s oket osszeszorozzuk.
Ebben az esetben az osztok kozott szerepelnek p,—1, po—1, ...,
p,—1, tehat a d4+1 szamok kozott megvannak a py, Py ..., Py
torzsszamok is; m tehat nem lévén relativ prim B, nevezijéhez,
Sop, csak ugy oszthatdo m-mel, ha ennek osszes torzstényezéi ¢, (m)-
ben talaltatnak. De az m-ben foglalt legnagyobb torzsszam p, nem
talaltatik ¢ (m)-ben, mert p,-né! kisebb torzsszamokbol van alkotva
s igy S, sem lehet oszthato m altal.

Ha ¢ (m)=2, azaz m=4 vagy 6 (m=3 mint torzsszam nem j6
tekintetbe, mert torzsszamokra a tétel amugy is fonnall) akkor ¢,
az utolsd egyiitthatd, tehat nem oszthatdo m-mel. Mivel pedig
¢,=s, mindenkor oszthato, kovetkezik, hogy

7 (@x—r)=(@x—1)(x—3)=x*—1 (mod. 4),
7(@x—r)=(@—1)(x—5)=x*—1 (mod. 6).

A legegyszertibb két esetet ily modon letargyalva, a kovetke-
z6kben folteszsziik, hogy ¢ (m)=H vagyis hogy az 1) és 2) alatt
levé mennyiségek sora legalabb harom taghol all.

Ezek utan attérhetiink a folvetetl kérdés tovabbi targyalasara.
A levezetett tételek alapjan az

S15 Sgy S35 ¢+ o5 S2p—1



A RELATIV PRIMSZAMOK SZIMETRIKUS FUGGVENYEIROL. 239

hatvanyosszegek csak ugy lehetnek egyszerre oszthatok m-mel, ha
m relativ prim

e BT AT A
szamok nevezdiben el6fordulo torzsszamokhoz képest. De ezek a ¢ (m1)
alatt leve osszes torzsszamok. Mert a folirt Bervourri-féle szamok
nevez6iben el6forduld torzsszamokat megkapjuk, ha

2. 4,6,...2n—2

szamoknak osszes d,, dy, dg, . . . 0sztoibol képezett d,+1, dy+1,
ds+1, . . . mennyiségek sorabol kivalasztjuk a kiilonbozé torzs-
szamokat. Ezek soraban els6 helyen all a kettd, mert egy az osztok
soraban eléfordul. Ha tovabba p paratlan, de ¢ (m)-nél kisebb
torzsszam, akkor p—1 ugy a paros szamok valamint az osztok
soraban eléfordul s ennélfogva p a d-+1 szamok kozott is megvan.
Mondhatjuk tehat, hogy az emlitett hatvanymennyiségek esak akkor
oszthatok egyszerre m-mel, ha m relativ prim a ¢ (m) alatt levé
Osszes torzsszamokhoz képest. De ezek kozott m minden torzs-
tényezoje eldfordul, mert

pimpi—tph=i. . po-tiip—=1}) ... (py—1)

nagyobb p,-nél, az m-ben foglalt legnagyobb torzsszamnal kivéve
azt az esetet, mikor
o(m)=p vagy p—I1

s igy a 2) alatt levé hatvanymennyiségek csak ugy oszthatok egy-
szerre m-mel, ha ¢, (m) oszthato m 0Osszes torzstényezdivel. Mar
elobb megjegyeztik, hogy p, nem foglaltatik ¢,(m)-ben, mert na-
gyobb ¢, (m) barmely torzstényez6jénél, tehat a kérdéses hatvany-
osszegek sem lehetnek egyszerre oszthatok m-mel.

Hatra van még a kivételes esetek megvizsgalasa. Mivel ¢ (m)=p
csak akkor lehetséges, ha p—1=1, kovetkezik, hogy p=2 és m=4.
Ezt az esetet mar targyaltuk.

Ha ¢ (m)=p—1, akkor m=p vagy 2p. E két eset koziil az elsé
vizsgalatunk targyat nem képezi, mert m torzsszam. A masodik eset-
ben a modulus relativ prim ¢ (m) alatt levé minden toérzsszamhoz,
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a ketté kivételével; de ¢, (2p)=1—p oszthato kettdvel s igy
81=89=+++=8p—9 =0 (mod. 2p).

Az osszetell modulusak kozott tehdl az m=2p alakuak az
eqyediiliek, melyekre a 2) alatt levé hatvdnydsszegelk eqyszerre
oszthatdék m-mel.

Most még hatra van a 2p alakd modulusok kozil azoknak Kki-
valasztasa, a melyekre nemesak a hatvanyosszegek, hanem az 1) alatt
levé elementaris szimetrikus fiiggvények is egyszerre oszthatok m-
el i

Ha folirjuk az dsszes relativ primmaradékokat mod 2p

1,3,5 ...p—2,p+2,...,20—1,

azt veszszik észre, hogy ezek modp, tekintve szintén a relativ
primmaradékoknak egy teljes sorozatat képezik, tehat

Il (x—r)=1I (x—7) (mod. p).
2p P

M(x—r)=aP~1—1 (mod. p)
b4

p—1

1T (x—7r)=23 (— 1)kcy P~ *—1=gr-1—1 (mod. p).
2p k=0 .

hol ¢y=1, a tobbi egytitthato pedig a mod. 2p-re vonatkozo relativ

primmaradékoknak elementaris szimetrikus fiiggvényei. Utobbi

kongruencziabol kovetkezik, hogy

C1=Cg="+--=Cp—9=0 (mod. p)

cp—1=—1 (mod. p),

vagyis az utolso kivételével minden ¢ egyiitthato oszthato p-vel;
I2p-vel esak azok lesznek oszthatok, melyek egyszersmind paro-
sak. De mivel az osszes relativ primmaradékok paratlanok, kovet-
kezik, hogy

2{)7(:7('—7')_:.(9:;— 1)P—1 (mod. 2)



A RELATIV PRIMSZAMOK SZIMETRIKUS FUGGVENYEIROL. 241
s ha p—1=2il, hol ! paratlan, akkor

1 (x—r)=[(x—1)*] (mod. 2.)
2p

A jobb oldalon levo )
et

hatvany kifejtésénél azt veszsziik észre, hogy az utolso kivételével
minden binomialis egytitthato paros. Mert hiszen

uly) =2 1)
u u—1

s ha u=2"u,, hol u, paratlan, akkor

A (92— 1)
— Qi—iy
< (u) (u — qE

s mivel 1>17, a mig u<<2-nél, kovetkezik, hogy

Qi) i ¥
(u =0 (mod. 2)
és

(x—1)¥=22*+1 (iod. 2.)

Az el6bbi kongruenczia tehat
p—1 "
I (—1Dkepab—*1 = (x*+41) (mod. 2)
k=0

alakban irva, mutatja, hogy

G=6G=-=cy_,=0(mod. 2)
és

Cot' = (i)z (mod. 2,)

mert ! paratlan szam; c,; tehat nem lehet oszthato 2p-vel s igy
ebben az esetben is vannak inkongruens elementaris szimetrikus
fiiggvények, kivéve azt esetet, midén =1, mert akkor az €ls6 nem
oszthato egyitthaid egyszersmind az utolsod vagyis
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x—r)=2*—1mod 2p,
2p
hap=—1=28
Vizsgalataink eredménye tehat a kovetkezé : az dsszetett modulu-
sok kézott m=4 és a 2(21+1) alakuak — hol 2i4-1 térzsszdm — az
eqyediiliek, a melyekre

Il (x—r)=xr"—1 (mod. m),

a barmely eqész szdmu értélére.
Az itt oly kivalo tulajdonsaggal biré 2i+41 alaku torzsszamok —
mint ismeretes — a kozosztas elméletében is fontos szerepet jat-

szanak.
Griber Ndandor.




AZ ELSORENDU ALGEBRAI DIFFERENCZIALEGYEN-
LETEK SZINGULARIS INTEGRALJAIROL.

[smeretes, hogy a sikra vonatkoztatva egy pontkoordinatakban
altalanos algebrai egyenlet oly gorbét képvisel, melynek kettés
pontjai altaliban nincsenek, de ketts érintéi és stationarius
tangensei vannak; ellenben egy vonalkoordinatakban altalanos
alzebrai egyenlet oly gorbének analitikai képviselgje, melynek
kettés érint6i és stationarius érintéi altalaban vannak, de ket-
tés pontjai nincsenek. Mar most vilazos, hogy ha egy s ugyan-
azon algebrai gorbét majd pontkoordinatakban, majd vonalkoor-
dinatakban adott egyenlettel tanulmanyozunk, akkor kett6s pont-
_jainak és kettds érint6inek létezésére nézve két egymasnak ellent-
mondo tételt nyertink.

Hasonlo jelenséggel talalkozunk a differenczialegyenletek tana-
ban is. Ugyanis az

@, y,y)=0

elsérendd algebrai differenczialegyenletnek #’-ra vonatkozo disz-
kriminansa
4 (x, y)=0,

miként tudjuk — altalaban nem képezi differenczialegyenletiink-
nek szingularis megoldasat, ebbdl azutan az kovetkezik, hogy
differenczidleqyenletivnknel  szinguldris  megolddsa dltaldban
NNCs.

De ha Laerance-al differenczialegyenletiink altalinos megolda-

<abol
Bz, 0=0
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egyenletbdl indulunk ki, akkor ennek ¢ szerint vett diszkriminansa
Dz, y)=0

differenczialegyenletiinknek altalaban szingularis megoldasa : tehdt
algebrai differenczidlegyenletiinknek dltaldban van szinguldris
megolddsa.

Az algebrai differenczialegyenlelek szingularis integraljainak
létezésére nézve tehat két egymasnak ellentmondo tételt nyertiink.
Erdekes, hogy mig a kettés pontok és kettés érinték létezésének
kérdése felttinést sem kelt, addig a szingularis integralok létezésére
vonatkozo egymasnak ellentmondo tételek a kutatasoknak egész
sorat vonjak maguk utian, amelyek koziil kiillonosen Cayrey és Dar-
Boux munkalatai emelkednek ki, jollehet 6k sem mutatnak fel a
kérdés tisztazasara nézve pozitiv eredményt, hanem inkabb a dif-
ferenczialegyenletek megoldasainak geometriai jelentésére derite-
nek teljes fényt. De hogy a mondott tételekben rejlé ellentmondas
csak latszolagos, az egészen természetesnek tint fel ; mert hiszen
egy geometriai alakzatra vonatkozo valamely tulajdonsig csakis
az alakzat természetétol figghet; ellenben az a kortilmény, hogy
valamely tulajdonsagnak majd a létezése, majd a nem létezése
jelenik meg altalanosabb alakban, mar figghet attol az analitikai
alaktol is, melylyel alakzatunkat képviseljiik. Mindazonaltal, ha
egy s ugyanazon alakzatnak ktlonbozé anclitikai alakjaira vonat-
kozo kutatasokat bizonyos kozos vonas révén ossze tudjuk kap-
csolni, akkor az esetleg ellentmondasban levo tételeket is dssze-
egyeztethetjiik. Ezen az Gton sikertlt HamBureErRnek™ a szingularis
integralok létezésére vonatkozo homalyt eloszlatni. Az a kozos
elem, melylyel a kilonbozo iranyban eszkozolt kutatasokat ossze-
kototte s az ellentmondast megsziintette, az integraloknak Fucns-
féle* sorba fejtése volt. A mely sorok azutan a szingularis integralok
létezésére nézve mindkét iranyban eszkozolt kutatasok alkalmaval
ugyanazokat a kriteriumokat szolgaltatjak.

* Crell. Journ. 112. Bd.
** Berl. Ber. 1884. XXXIIL. S. 701—703.
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Munkdjanak vazlata kovetkezd : A
J(X, ¥y = o

egyenlet egyik linearis tényezdjét y—ti-val jeldli s azutan y'-t
y —y hatvanyai szerint meng sorban fejti; az integraczi6 elvégzése
s a sor megforditdsa utan y—y szamara egy X —c hatvanyai sze-
rint haladd sort kap, melyben ha x —c legkisebb kitevfjes 1,
akkor y nem szingularis megoldas, ellenben, ha s>1, akkor y
szingularis megoldas s végll, ha y—y—0, akkor Yy partikularis
integral, de szingularis integral is lehet.

Kutatdsainak mésodik részében el6bb az integrélegyenlet alta-

lanos
F{xX,y,c)= o

alakjat allapitja meg s azutdn kimutatja, hogy
D(X,¥)= o

az F(x,y,c)-b6i leszarmaztathaté diiferenczialegyenletet mindig
kielégiti, mindazonaltal az csak akkor szingularis integral, ha
D {x,y)=o0 egyenlettel egy bizonyos az y'-tél fliggetlen tényez§
nem tlinik el; ezzel azutdn megkapja a feltételt arra nézve, hogy
F(x,y, ¢) = 0-nak mikor van enveloppe-ja. Ezutan kévetkezik
D (x,y)—0 lineéris tényez6inek sorba fejtése X —c hatvanyai sze-
rint; a nyert sorok alapjan megallapitott kritériumok tokéletesen
megegyeznek a fontebb elmondottakkal. Lassuk ezek utan a rész-
letes targyalast.

l.
Legyen

f(x>y>y)=A0y' +A¥'n A---—-\-An—0 >

il'-ra nézve n-ed fokd irreduktibilis algebrai egyenlet, hol A,,
A2, ..., Anaz X, y-nak kozos osztdval nem biro raczionalis egész
flggvényei és i/*-ra vett diszkriminansa :

A, y)—O 2>

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 17
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Jeloljik ennek az egyenletnek egyik linearis tényezgjét y —y-
val és tételezziik fel, hogy y=y mellett

A) AN,

Ebben az esetben y az oly x—a hely kordl levé konvergenczia-
tertletén, hol y x —a pozitiv egész kitev6jl hatvanyai szerint mend

sorba fejthetd, az
f(x,y,y)=0 3

y'-ra. nézve n-ed foku algebrai egyenlet oly n figgvényt definial,
melyek egyike sem lehet y konvergenczia-teriiletén azonosan vég-
telen, azonban kézulék néhany ossze is eshetik. Legyen altalaban
y'=C p-szeres gyoke a 3) egyenletnek. Ha tehat az 1) egyenlet
értelmében y'-t y oly algebrai fiiggvényeként fogjuk fel, melyben
az egyutthaték x paramétertdl is fliggnek, akkor az imént mon-
dottak alapjan az 1) egyenlet segitségével meghatarozhatunk p
oly y' fipgvényt, melyek mindegyike az y=y helyen C-val lesz
egyenld, hol £ csak az X parameter fliggvénye.

Az algebrai fliggvények tandbdl ismeretes, hogy ezek a flgg-
vények az y=Yy helyen 0sszefiiggd agakbdl allo cziklusokra oszla-
nak s hogy egy ily «iTp agu cziklus analitikai alakja

X+n

y'-C=29n(y-y)~", 4)
n=0

hol a x és a zérustdl kilonb6z6 pozitiv egész szamok; a g-k pedig
(x—a) pozitiv egész kitev6jl hatvanyai szerint mené sorok, melyek
kozil go-1 zérustol kilénbdzének tételezziik fel.

irjuk a 4) alatt lev8 egyenletet a kdvetkez6 alakba:

d(y-y) yo 4y "
dx A dx rg:%n()"y) )
melybél az
y—y=uu
szubstituczié alkalmazasaval

du ©
aUu~x dX 712:(3nUX+n
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egyenlethez jutunk, honnan :

dx UsTL
T RSN ?

dy 2.
g 1Y £ z4+m
dx W nz;og" e

Integraljuk mar most ezt a differenczialegyenletet el6szor azzal
a feltevéssel, hogy 7 az adott differenczialegyenletnek nem meg-
oldasa, azaz:

dy
$*dw
Ebben az esetben 7 konvergenczia-tartomanyan belil mindig

talalunk oly wx=c helyet, melyre nézve

(C— i’i) =0 6)

Ha tehat 5) alatt levo differenczialegyenletiink értelmében a-t
u olyan fliggvényeként fogjuk fel, mely u=0 mellett x=c¢ értéket
vesz fel, akkor a 6) feltétel alapjan x—c¢ w-nak pozitiv egész ki-
tevoji hatvanyai szerint men¢ sorba fejthet6; minthogy az 5)
alapjan i

azért
1 e
B L B TR,
d77 n=0

do )x=c

hol a b-k az 5) alapjan konnyen meghatarozhat konstansok. Sorunk
megforditasabol
1

- d S n

sorhoz jutunk, honnan:
17%
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Ez a sor differenczialegyenletiink definialta y fliggvénynek az
a=c elagazasi pontjaban az « agu cziklusat jellemzi; ezek az dgak
az x=c pontban valamennyien az

y=7y(c)

értéket veszik fel s valamennyi agnak kozos érintéje

(4) alapjan)

tehat az x=¢ pont az integralgorbének « g onérintkezési pontja.
Minthogy pedig feltevésiink értelmében

azért az y=y(x) gorbe, jollehet az integralgorbe w=c¢ pontjin
atmegy, mindazonaltal azt nem érinti, ennélfogva nem is lehet
annak enveloppe-ja. Ha mar most c-t a 6) alatt levé feltételnek
megfeleléen valtoztatjuk, megnyerjiik mindazokat az « agilag
érintkez6 integralgorbéket, melyeknek onérintési pontjain az
y=ry(x) gorbe athuzodik, a nélkil azonban, hogy az integralgor-
bék egyikét is érintené. Ezzel azutan teljes képet nyertink nem-
csak az integral analitikai alakjara, hanem geometriai jelentésére
nézve is.

Targyaljuk ezek utan azt az esetet, midén y=y differenczial-
egyenletiinknek megoldasat képezi, azaz:

dy _ dy _.

dux dx

Ebben az esetben az 5) alatt levd egyenletiink a kovetkezé ala-
kot veszi fel :
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Itt két esetet kell megkulonboztetni, a szerint a mint

a—1—x=0, @)
vagy
a—1—x<0. b)

Az elsé esetben a mar elébb kifejtettek alapjan a 7) egyenlet
integraljat a kovetkezé kifejezés szolgaltatja

e -
rT—Cc= ;. —z b uqu+)l’
s [(a—")gojla:cu +n2=1 % g
honnan
L T Ry R e
u=—p({/ C2L) @0 + a0,
ebbdl pedig :
w—# ( e ) N\« @ © atn
yv:(l/ oECE L go) (O 1, @—~0)*"- II.
a T=c n—1

Minthogy foltevéstinknél fogva

a—x>0, lehat —a~f~>1;
a—x

A a . .
ennélfogva, ha az —— -ban 1 a legnagyobb egész szam, akkor az
==

a—¢ helyen
dy _ dy dry _ diy

de — dx ' dxt T dat

Y= 8)

Ezek utan mar konnyi lesz megallapitani a II. geometriai jelen-
tését ; alakjabol lathato, hogy az differenczialegyenletiinnkek a— x
agt cziklusat képviseli, melyek a 8) alapjan x=c pontban A-szoro-
san érintkeznek ; de ugyancsak a 8)-bol kovetkezik, hogy ezen a
ponton az y =y (x) gorbe nemcsak atmegy, hanem ebben a pont-
ban az integralgorbével még 2-szoros érintkezésbe is 1ép, ennél-
fogva az y—y(x) gorbe az integrdlgorbének enveloppe-ja, tehdt
differenczidlegyenletiinknek szinguldris integrdlgirbéje.

Lassuk most a masodik esetet, azaz midén

a—1—x<1,
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irjuk most 7) alatt levé egyenletiinket a kovetkezd alakba :

du
dx 0. Ve 0

Ennek az egyenletnek

megoldasat képezi, mar pedig a BuioT-BoNQUET-féle tétel értelmé-
ben csak egy oly (Xx—C) hatvanyai szerint mend sor van, mely egy
differenczidlegyenletnek eleget tesz, tehat ii=0-on kivil mas meg-
oldas nincs, ennek pedig mas alakja :

y=y>
azaz 7) osszeesik differenczialegyenletiink egyik partikularis inte-
graljaval, azonban lehetséges az is, hogy az integralgérbék egy
masik csoportjanak szintén enveloppe-jat képezheti.
B) Targyaljuk végul azt az esetet, midén y = 1j mellett

ao= 0.

Ekkor az y' a agl cziklusa az y=y helyen azonos végtelen,
tehat analitikai alakja

Y- -y |-zo9n(y—y)a) 9)

hol a g-k, x és a szamoknak olyan tulajdonsagaik vannak, mint az
A) alatt lev6 fejtegetésekben az ugyanilyen jelekkel megjeldlt sza-
moknak.

Az
y=r]+ua
szubstituczié alkalmazéaséaval
dx aL||><+cc—1
du
-y dx+,21 " U’

egyenlethez jutunk, melynek integrélja az oly x=c helyen, melyre
nezve:
(90)r=0 — 02
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a kovetkezé alakban jelenik meg :

o0
i ua+z+2 bn ua+x+n’
1

[l
i (a+z) Jo x=c n=
honnan a mar tobbszor alkalmazott modszerrel

a+n

go)“(wac)aa_{_ Ern (x—c)e+= Iv.
n=1

atx

[ZA

at+z2/,
y—r=1/

egvenlethez jutunk, mely az integralfiiggvénynek oly a-tx agatl
jeleniti meg, melynek elagazasi pontja x=c-ben van, a hol azutan

minden agra nézve
y=y(c), y=oo,

tehat az integralgorbe w==c-ben a--» agha oOnérintkezésbe 1ép.
Minthogy ax=¢ pont 7 fiiggvény konvergenczia-teriletén van,
azért rea nézve ebben a pontbhan

)/277(0)’ ==

tehat az y=y gorbe, jollehet az integralgorbe ax=c pontjan at-
megyen, de azt nem érinti, ennélfogva nem is lehet annak enve-
loppe-ja s igy differenczialegyenletimknek sem lehet szingularis
integralja.

Minthogy ezzel a kutatasok elsé részét befejezzik, lassuk az
elért eredmények osszefoglalasat.

Osszefoglalds:
Ha az
f@,y.y)=0

algebrai differenczialegyenletnek y' szerint vett
4 (x,y)=0

diszkriminansanak egyik linearis tényez6je y—y és differenczial-
egyenlettink megoldasa
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y=rj-\-% (x—C)

alakban jelenik meg, akkor ha
1. (x—<) legkisebb kitev6je s = 1, y—y nem szingularis integral,
2. ha (x—=) legkisebb kitevéje s>1, y=y szingularis integral,
B ha pedig (x—c¢)=0, akkor y=y vagy szingularis, vagy
partikularis integral.
Sutak Jozsef.



EGY IGEN EGYSZERU MECHANIKAI IGAZSAGNAK
MATHEMATIKAI TARGYALASA.

Ismeretes dolog, hogy ha egy pontra haté erének a componen-
sei X, Y és Z, akkor az emlitett pontra haté erének a componense
P, abban az iranyban, melyre nézve az iranyszogek cosinusai
l, m és n, lesz:

P=IX+mY+nZ. 1)

Kimutatand6 tisztan mathematikai uton, hogy ez a P eré maga
az eredd erd lesz, mihelyest az eredé erének a P erd iranyat me-
r6legesen allo két iranyba (I, m,, n,) és (I, My, 11,) es6 compo-
nense 0.

Hogy az illeté pontra hato erének az (I;, my, 11,) és (l,, My, 11,
iranyokba esé componenseinek értéke 0, azt a kovetkez6 két
egyenlet fejezi ki:

L X+m,Y+nZ=0 2)
L X+my Y+n,2=0, 3)

hogy pedig ez a két irany merdlegesen all a P iranyara ennek a
feltételnek az
I +mm +nn, =0 4)

Uy +-mmy~+-nn,=0 5)
egyenletek a mathematikai kifejez6i.
Ezen egyenletek mellett az iranyszogek kozott fennalé ismere-
tes osszefiiggés figyelembe vételével fen fog allani még a kovet-
kez6 harom egyenlet is: |
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2+m2+»a=1 6)
7)
I+ m l+n\=\. 8)

Ezekbdl az egyenletekbdl mint kévetkezménynek kell folynia az

X=1.P
Y=m.P
Z=n .P

egyenleteknek és az ezekbdl szarmazo
P2=X2+Y2+Z2

egyenletnek, melyek éppen azt fejezik ki, hogy a P er§ az X, Y és
Z componenseknek a resultansa.

Lassuk tehat, hogy miképen hozhato le e négy utdbbi egyenlet
az 1., 2. és 8. egyenletbdl.

Az 1. és 6., tovdbba a 4. és 5. egyenlet a kdvetkez6 egyenlet-
rendszert szolgéltatja.

X Y Z
-pl+ -pm+ p n=P-\-m2+n2

lil-\-mim-\-nin= 0

I3 m,rn-j-nji=0
vagy

([T - D1+ (>- mm+ - Ru=0
11-YmIm-\-nIn=0
12+ m.,m+ ngi= 0,

Ez egyenletrendszer fennéllasa a kdvetkez6 3. fok( determinéns
elt(inéséhez fliz6dik;
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a mi egyértelmd a kovetkezd egyenlettel:
(-p-— 1 + [~ — ] +

+ [-p-~ «) (M —1"=0.

Ha a 2-ik egyenletet P-vel osztjuk és levonjuk ebbdl a 4-iketr
tovabba ha a 3-ik egyenletet is elosztjuk P-vel és azutan levonjuk
bel6le az 5-iket, akkor a kovetkezd két egyenlethez jutunk:

Fen fog allani tehat a kdvetkezd harom egyenletbdl alloé egyen-
letrendszer :

Ez egyenletrendszer fennallasa ismét egy harmadik foku deter-
minans elt(inésétél fligg. Ha pedig ez a harmadik fokd determi-
nans nem lehet 0, akkor az egyenletrendszer csakis ugy allhat

fenn, ha az —ij, {-p— mj és —ij-féle kifejezések ér-
téke 0.
Az egyenletrendszer determinansa
[mxat—minl
A'= Z m 1 no% j=
2 ni

= (w N —TnR2—(nJz—n2j) @n2—ItnH+ 2— =
= (mj/ij—mijiij)2-f- (§Z2—n2Z)2+ (Am2—
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Ennek a kifejezésnek az értéke azonban csak Ugy lehet 0, ha
rn,//2—minl= 0
nik,I\ =0

1fvi) \ —0,
azaz ha

vagy a mi ezzel egyértelmd, ha ezen viszonyoknak a négyzetei
ugyanazon k értékkel birnak, a mi:

D» M nj
1 —1_ — I

B
7% i3 k‘%

Ezen feltétel szerint pedig :

X
m*=m%k
®

és innen e harom egyenlet 6sszegezésébdl kell hogy az
%+m*+nf-=k (Zf+m|+n|)

egyenlet alljon fenn. Minthogy azonban

az el6bbi egyenlet csak Ugy allhat fenn, ha k= 1, kovetkez6leg ha

32, 4j—
Mas szoval a fentebbi egyenletrendszer determinansa csakis
abban az esetben lehet 0, ha az @&, wij, rit) és (2, n2 altal

meghatarozott irdnyok dsszeesnek, a mi azonban a jelen esetben
ki van zarva, és igy az egyenletrendszer fentallasa, mivel jelenleg
.az egyenletrendszer determinansa nem 0, ahhoz a feltételhez van
kotve, hogy
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%>

azaz hogy

TN T
|
3

és a honnan azutan kdvetkezik hogy

P2=X2+F2+Z2

azaz hogy a P er6 val6ban resultdnsa az X, Y és Z componens
er6knek.

Szijartd Miklos..
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E czikk targya: egy haroméi élein keresztlil men6 négy forgas-
kip negyedik metsz6egyeneseinek, tovabba a haroméi lapjait
érintd négy forgaskup negyedik érintésikjainak, végre mas ezek-
kel kapcsolatos sugaraknak és sikoknak helyzeti viszonyat meg-
vizsgalni.

E végbdl a kovetkez6ket bocsatjuk elbre :

Egy 7j7jT, haromszdg 1.7 oldalanak végtelen tavol fekvé
pontjat Ek-nak, a haromsz6g magassagpontjat 7{nak, a 7071
magassag talppontjat 2trnek nevezzilk. E magassagokon harom
pontot DXO¥D3-mat szerkesztiink a kdvetkezd relacziobol

% TO.TODi=p\

hol p egy tetszésszerinti vonaldarab.

A D1D@ 3 pontokon keresztiil parhuzamosakat vonunk a T,T:.,
T3TV i\T 2 egyenesekkel, melyek egymast az AXA%A3 pontokban
metszik; ezeken keresztll ismét parhuzamosakat vonunk az elébbi
egyenesekkel, melyek egymast az SX253 pontokban metszik.

A IjTIjTY, és 2ij2L9ls, AXAFA3 haromszogek a TO ko-
zéppont és a p2 hatvanyra vonatkozolag recziprok-polar harom-
szogek és ezért az JUtA(<egyenesek egy M ponton mennek keresz-
tal és az aiajj 21j21j! egyenesek egymast egy m x egyenesben
metszik.

A
f\Ti@r:t, DJJJJ,, A XA A3 SXS"S3

haromszdégek, mert oldalai a végtelen tavol fekvé EIEZE3ponto-
kon mennek keresztiil, perspektivek; az els6 perspektiv a méasodik,
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harmadik és negyedikkel a 7,, L, N pontra vonatkozélag; a
harom utolsé haromszog perspektiv a kozos S, stlypontjukra vo-
natkozolag. Ennélfogvaa T, L,, N, S, pontok egy ugyanazon egye-
nesben fekszenek. A T, pont a masodik haromszognek magassag-
pontja és a harmadik haromszog koril irhato kornek kozéppontja.

A DIA;S;S, pontok, és igy ezeknek TyL,NS; projekczidja a T;
pontrol, harmonikus négyes csoportot alkotnak, vagyis

(DsAiS:S)=(T,L,NSp)=—1.

Minthogy az L, pont projekezidja a D;-bél, ésa T, pont projek-
czioja az Ai-b6l a | T:NS;' egyenesre, az NN, S; pontokat a T'-16l
harmonikusan valasztja el, ezért e két projekczié nem egyéb, mint
a | DiL, |, | A;T, egyeneseknek L; metszéspontja. Ebbol kovetkezik,
hogy a T:L;NS; pontok egy egyeneshen fekszenek, tovabba, hogy

(LLNS)= -1,

végre, hogy az L,L,L, hiromszog oldalai is keresztil mennek a
végtelen tavol fekvé K K, K, pontokon.

Ha a T;L;NS; és T;N;NS; harmonikus négyes csoportokat a 7},
illetve T; pontokboél az | S.Nj | egyenesre projiczialjuk, azt latjuk,
hogy az L; pont projekezioja a Tj-b6l és az L; pont projekezioja
a Ti-bol, az Ej, pontot S;, Sj-t6] harmonikusan valasztja el. Ennél-
fogva az | L;Tj|, | L;T; egyenesek egymast az Ay pontban metszik.

Ez utébbi tulajdonsag ekkép fejezhetd ki:

«Az A A Ay hdromszdg szogpontjait a T,T,T,T; (vagy az
L,L\L,Ls) pontokkal dsszekitd eqyenesek eqymdst hdarmasdvat az
LyLL,Ls (illelve T, T\ T,T;) pontokban metszik».

Az AALL;, AA;TT; négyszogeknek atlosharomszogei a
ToTvEy, LyLiEy ; ennélfogva a | TyT) -nak Dy, O metszépontja

A;Aj|, | LiLj|-vel, és az | LyLy |-nak Dy, P metsz6pontja | 4;4;!,
T;Tj|-vel harmonikusan vannak elvalasztva a T, T}, illetve L,
Lj-tol, vagyis
(D Qi Ty Th) =(DyPrLyLy)=—1.

A Py, Qx, Ai pontok, mint a T,7,7,, L,L,L;, S,S,S; harom-

szogek oldalainak felez6pontjai az [N-nel egy egyenesben fekszenek ;
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(PKQKA kN )= -1,

és az LjLjL., haromszog korilirhaté kérnek koézéppontja a Tc pont.

Minthogy a TXT/I\, S,SjS-, haromszdgek a végtelen tavol fekvd
EtE"Es egyenesre és az N pontra vonatkozolag perspektivek,
azért e haromszogek magassagainak talppontjaitél meghatarozott

2ii2.Bi3 BtBJI, haromszogek szintén perspektivek az EtENE3
egyenesre és az N pontra vonatkozolag.

Az AIAMAZBBIiB3 pontok az haromszdg Feuerbach korén
fekisznek, mert az els6 harom pont a haromszég oldalainak felez6-
pontja, az utdbbi harom pedig a haromszdég magassagainak talpa.

Az 2ifAiM |, atBiN sugarak az j3ijTOT{, %TjTk -t6i, tehat
az M, Alpont a TqT~T/T™ négyszog atellenes oldalaitél, harmoni-
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kusan van elvalasztva, vagyis az M, N pontpar konjugalt a négy-
sz0g szogpontjain keresztil mendé kupszeletekre vonatkozolag.
A fonnebbi négy harmonikus sugarnak | 2,4;M |, WB,N|, A, T,T;/,
A;T; T -nak, metszopontja A;, C;, D;, F; az | A;D; egyenessel,
szintén harmonikus négyes csoportot alkot, tehat :

(ACDFy=—1.
X

Emeljiink az imént targyalt idom 7}, pontjaban annak sikjara -
egy t, merélegest és rakjunk erre T-tol mérve egy p vonaldarabot
0-ig, gy, hogy

i O=0¢

Kosstik ossze az O pontot az idom 6sszes pontjaival és jeloljiik
ezeknek az 0sszekoté sugaraknak azt a végtelen hosszi részét (fél-
sugarat), a melyen az A., B;, (... pontok fekiisznek a;, b;,
¢, - . .~vel, a masik részt a;, b;, ¢ . . .-vel.

Ekképen kovetkez6 négy csiucsharomélet nyeriink

’

O(ay a; ay O(ay ay aj)
O(a; ay as) O(a, a> as)
O(a, as a,) O(ay ay )
O(a, a, as) O(ay as as).

A haromélek élszogeit felez6 sugarak

&t d - dodbd

d, e; e3 dy e, e,
¢y dy €3 e da eg
! ! !
e1 e dg e e ds;

a haromélek lapjaira az O pontban emelt merélegesek

| ’
" a,; a,~ ‘
(i=1,2,3).
Az |aa; | élet az atellenes lap élszogeinek felezd egyeneseivel
‘did;|, lee; -vel osszekoté hat sik egymast a haromélek négy suly-
vonalaban

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 18
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Ex]
(i=0,1, 2,3, 4),
az |a,a; egyenest a | did; |, | ee;|-vel dsszekotd hat sik (az élszogek
felez6sikjai) egymast a haromélek koriilirhato négy k; forgaskiipnak
bt
(i=0,1,2,3)
tengelyeiben, végre az @a; éleket a négy forgaskip tengelyével
osszekoto tizenkét sik egymast négy egyenesben az
Ll

(i=0, 1,2, 3)
ben metszik.

Az
O (58,8050 O (tolilsts), O (bl
négyélek lapjai az
O (d,dyde,eses)
négylap élein mennek keresztiil, mig a harom négyél tizenkét éle
négy sikban
[siili]
(=0, 1, 2, 3)

ben fekszik, melyek egymast egy n egyenesben metszik, a mely n
egyenes az s;-t a {;, §;-t6l harmonikusan valasztja el.

Az O(Llyly) és O (lghlj) haromél korilirhato forgaskap tengelye
ty, illetve t;, mert az (I;l)), (loly) élszogek felezosikja [qil,), pitrt;].

Az O(ajayay), O (ayaya) . . . haromélek magassagvonala m,
mely az
[a; a;]
(i=1,2,3)

sikoknak metszésvonala, a fonnebbi n egyenest az O (fyttyls)
négyél atellenes lapjaitol harmonikusan valasztja el.

A
koleys  kolas  Toghkas Fegles, Ksky. fedeg

forgaskiupok egymast az a; egyeneseken kiviil még a
bybybsciCoty

egyenesekben metszik, melyeket a forgaskipok negyedik metsz6-
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egyeneseinek neveziink. A b;, ¢;

egyenesek az a;-nek tiikorképei

az O (Lt tyts) négyél [toti], [Liti) lapjaira vonatkozolag.
Mindegyik k; forgasktpon, a hat negyedik metszéegyenes koziil

harom fekszik, még pedig :

a lyon a
G ey «
« kbt "«

« k3 « «

by by by
by ¢;
¢ by €y
¢ Gy by;

¢s a kok;, kiky forgasktpok negyedik metszéegyeneseit a b;, ¢t
0sszekotd [bic;] sikok az n egyenesen mennek keresztiil.
Ezek utan a targyalas ala vett feladat megoldasat kovetkezo

tételbe foglalhatjuk ossze:

Hdrom, eqy ugyanazon O ponton keresztiil mend, de nem
ugyaneqy sikban fekvd eqyenes ajayag, néqy csicshdromelnek

képezi éleit.

A hdromélek: élein keresztiil
mend és a szemben fekvd la-
pokra merdleges hdrom sik eqy-
mdst a hdromélel m magassdg-
vonaldban, az élszogel felezd
eqyeneseil a szemben fekvd éllel
osszeliold hat stk eqymdst hdr-
masdval a hdaromelek négy suly-
vonaldban s;-ben melszi.

A hdromélel; élein keresztiil
mend néqy k; forgdskipnak (;
tengelyei eqy O ({l,tols) néqyél-
nel élei, melynek hat lapja dt-
meqy az élszogel: [elezd eqyene-
sein és merdleges e felezdlet tar-
talmazé hdroméllapokra.

A hdromeélek éleire az O pont-
ban merdlegesen dlle  hdrom
sik, az élekkel szemben fekvo
lapokal a hdaromélek 1 magas-
sdgsikjdaban metszi, mig a lap-
szoqeket  felezd sikoknak hat
metszbeqyenesre  a  szemben
felvd  lapokkal, a hdromélelk
néqy sulysikjaban a;-ben fe-
ktisznek.

A hdromélek lapjail érinté
néqy H; forgdskipnalk tenge-
lyeire azoknak O pontjdban
merdlegesen dallo =; sikok, eqy
O (ryryzary) négylapnak lapjai,
melynek hat éle, a lapszigeket
felezd siloknalk és az O pontban
a lapszogel: éleire merdlegesen
dlle  sikoknalk, melszdegyenese.

18*
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A hdromelek éleit a t; ten-
gelyekkel osszekold tizenkel sik
eqymdst  hdrmasdval négy 1;
eqyenesben melszi.

Az O (totitats), O (1)

O (56815553)

néegyélel lapjai a hdromelek él-
szogeinel felezdin mennek ke-
resztill és elei néqy, eqymdst
eqy n eqyenesben melszd [tilisimn)
stkban fekszenek ; végre a tilsm
sugarak harmonikus néqyes cso-
portot alkotnak.

A k; forgdskupok kéziil ketto-
kettd eqymdst az O (a,a,05) hd-
romél élein kil még eqy
negyedil;  eqyenesben melszi;
egészben veve hal ily negyedik
metszoeqyenes van; mindeqyik
forgdskipon fekszik hdrom.

A néqy forgdskup kozil ket-
tonek és a mdsik kettdének ne-
gyedil melszdegyenesél Gssze-
kot sik, a fonnebbi n egyene-
sen meqy keresztiil, mely n egye-
nes, az m magassaguonalat, az
O (tolytols) méqyel dtellenes lap-
Jaitél harmonikusanvdlasztjael.

Végre a k; forgdskupok ne-
qyedik melszbeqyenesei, a hd-
romél sulyvonalaitol meghald-
rozotl négyél egyes lapjaiban
fekszenek.

A hdromdlel: lapjainalk tizen-
két melszéeqyenese a t; sikol-
kal, hdarmasdval négy 2; sikban
fekszenek.

Az O(ryriTary)y O(Aehihaly)
O(ay7,0405)
négylapok élei a hdromélek lap-
szogeinek  felezdsikjaiban [ek-
szenek, es lapjai eqymdst, néqy
eqy v sikban fekvd |tilioiv
egyenesben metszik ; végre a
tikiav sthok harmonikus négyes

csoportot alkotnalk.

A H; forgdskipok kiziil
ketto-keltonek, a hdaromélek lap-
Jain kil még eqy megyedik
kozos érintésikja van ; e neqye-
dik  érintosikok  szama hal ;
mindeqyik forgdskuphoz tar-
tozik hdrom.

A négy forgdskip kozil kel-
tonek és a mdsik kettének ne-
gyedil érintésikja eqymdslt a
fonnebi v sikban melszi, mely
v stk a p magassdagsikol az
O (zritats) néqylap dtellenesélei-
L6l harmonikusan vdlasztja el.

Végre a H; forgdskiupok ne-
gyedil érintosikjai a sulysikok-
tol meghatdrozott négylap élein
mennek keresztiil.

Klug Lipét.
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(Mésodik és befejez6 kozlemény).

Az el6bb vizsgalt
kui+1(mod. m)
(i=1,2,..., ¢ (m)

sorozatban oly szamok is vannak, a melyek m-hez képest nem
relativ primek. Ezekre is allithatunk fel egy tételt a ¢ fliggvény
segitségével.

3b. tetel. Ha (k, m)=1, (I, m)=1, akkor a

ku;+1 (mod. m)
(i=1,2,..., ¢ (M)
¢ (m) 3 o T
sorozatban === oly szdm van, mely az m torzstényezdi
b(PiPg -~ -« Pr) :
kozil csak a
P1sPas - - -5 Pr

tényezokkel oszthatd.
A szoban forgd sorozat (mod.m) kiilonboz6 szamai, mint mar
lattuk, a (IV.*) alatti szamok

kv +1+axm’, kuy+l4+am/, . . ., kvymy+14+aom'  ([IV.*)
(z=1, et 71)
m

m'=p;pa - - - Ps

a hol

€s a v; szamok az m'-hez relativ prim szamok legkisebb maradékai
(mod.m'). Ha valamely szam m torzstényezoi koztl csak a

PisPas - - o5 Pr
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tényezokkel oszthato, akkor legnagyobb kozos osztoja m'-vel

d'=pypg - -« Pre

Mi most a (IV.*) alatti szamok koziil azokat keressiik, a melyek
e tulajdonsiggal birnak. Jeloljik e szamck szamat atmenetileg
¢a-vel. Minthogy
(kvi+1, m"y=d'
) t=1,2,..., @ (M)
relacziobol kovetkezik a
(kvi+1l+am', m"=d'
(z:1, B0 ,’,'lf)

(i=1,2,..., ¢ (m")
relaczio és forditva, tehat ¢g Wannyl, mint a

kv, 41, kvg+1, . . ., kvg !

sorozatban 1évé ama szamok szima, melyeknek legnagyobb kozos
osztojuk m'-vel d'. De ezen sorozat 1b. értelmében a kovetkezo-
képen irhato :

!

k{va+-a f—;‘,f)-u, J (vdﬁ—x ’dﬁ) LT (

7

m

YL ot
d (f(——(l,
!

m
! L
a hol vy, az i

jelenti (mod. 7;) és a(mod. d’) mindazon értékeket veszi fel, a

melyek mellett

-hez relativ prim szamok legkisebb maradékait

(Ud'i-i-:" iy m')ZI
4/
R )

Mivel m' torzstényezoi egyszeriek, a keresett szamok kovet-
’

kezékép 5ellemezhet6k : relativ primek %tr-hez és oszthatok d'-vel.
Ragadjunk ki a (d) alatti szamokbol egy csoportot

k (1),;'1'—}—1:%27) +1.
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E csoport osszes szamai akkor és csak akkor relativ primek
r

m
T -hez, ha

(kvd ’b+l7 [/ ): 3

(k‘—n—%,— ; (l'): i
d

Mivel tovabba

!

kvgi+-1+k 777'7 =0 (mod. d’)
kongruenczia kielégithet6 az

r=aj (mod. d')
értékkel és minthogy
(dh=1
egyszersmind

I

(lwd/ +lc Q5 ):

azaz
(l’d'i+ Y d’ )*1
és minthogy

(Udl+ 77” ‘ m): ’
lesz
R
Ha tehat

(kvgi+1, m=1

akkor a megfelelé csoportban van egy szam, a melynek legnagyobb
kozos osztoja m'-vel d'; mas esetekben pedig az egész esoportban

ily szam nincsen. Ezek szerint ¢/ : i annyi, mint a

kvgi+1 (mod. -d”l,)
(1. 1,2,. "dL )

sorozatban foglalt —;- o -hez relativ prim szamok szama. Es igy
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azonban

és igy
m $(d ~ (d)~ {(ptfz...pn’

kui~\-1 (moa. m)
(i=1,2,. .., ipmy)

Eddig a

sorozatot azon esetekben vizsgaltuk, midén
(k,m)=i, (I,m)=1,

térjink most at a tébbi esetre.
4. tétel. Ha (k, m)—d, (I, m)=1, akkor a

kui+1 (mod. t)

(i=i, )

o) Pd im\
P PM M dl

oly szdm van, a mely m-hez képest relativ prim.

sorozatban

, N vl , . ,
Ha Ma.-veljeldljuk az = -hez relativ prim szamokat, akkor az 1b.
tétel értelmében aszoban forgd sorozat szamai nem masok, mint a

Udj+x 9+1m od. o)
#—t»2,..., (mod. m))

sorozat ama szdmai, a melyekben
(iidt+ic — ,tn) = I.
Azonban (k, m)=d lévén, az ugyanazon

szamai
k[udi+x m-\-1—ku,u-f I+ kx
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kongruensek (mod. m) és igy az eredeti sorozat nem mas, mint

kudi-\-I (mod. m)

sorozat.
E szamok kozott, mivel ismét (k, m)=d, a (mod. m) kulénboz6
szamok a kovetkezdk:

kudi+I, kudat!, mmm, ku /m ()

Az (€) alatti szamok mind relativ primek d-hez, minthogy
(k, m)=d, (I, d)=1;

kozllok tehat azok és csak azok relativ primek m-hez, a melyek
relativ primek

-hez, hiszen elébbi jeldléstink szerint

m=p? ... v7/Par\
d=p%" ...p?S.

Az (e) alatti sorozatban szereplé u,i. szdmok helyett mar most
az ismert moédon a t/'-hez relativ prim szamokat hozhatjuk be.
Legyenek e szamok legkisebb maradékai (mod. d*):

UIf Uif . . ., Upd)f

akkor, mivel
minden
u'i+xd'
(CIR . @)
sorozatban szamu w”-szdm van. Minthogy tovabba a

k(vli-\-xd")-\-1—ku'i-\-1-\-kxd'
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esoport szamai egyidejtileg relativ primek d’-hez, vagy pedig nem
m

m p
azok, tehat az (e) szamok kozott "(%5') -szer annyi az m-hez
7
relativ prim, mint a mennyi a
kui+1,  kue+-1, . . ., kugan+1 (e*)

szamok kozott a d’-hez relativ prim. De (k, d')=1 1évén, e szamok a

fui+-1 (mod. d')

(t=1,2, ..., ¢ (d)

sorozat kiilonboz6 szamai. Tovabba (I, d')=1 és igy az (e*) alatt
¢ (d") oly szam van, mely d'-hez relativ prim. Ennélfogva az eredeti
sorozatban az m-hez relativ prim szamok szama

().
Azonban

Gm=¢@).pp~t. .. pr = gD, - - - PY=
:‘,p(d’)sb(ll)p’i‘l'ﬂl e -p'{f""ffr,
tehat
¢ (m)

/ 1t — 3
¢ (@) Pl L .p;f.~'ffr¢z((l) K

épen igy -
m

d)= D S SO Ok

50( pill_ﬁl B ’.p:f'-ﬁ’?(d)

"’(fdb') W dm) o) (m
@ =50 L (T

5. tétel. Ha (k, m)=1, (I, m)=d, akkor a

és ennélfogva

kui+1(mod. m)
(1=1,2, c00, ¢ (m))

¢ (m) ; ; s
¢ (d) oly szdm van, mely m-hez relativ prim.

(n
sorozatb
S0702 a1z¢(d)
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Mivel (k, m)=1, sorozatunk a (mod. m) kiilonboz6 szamok :
bw, 41, kuy4-1, . . ., kug g1 (fy
E szamok mind relativ primek -hez, hiszen

(b, d)=1

(i=1,2,..., @ (m))

tehat kozilok azok és csak is azok relativ primek m-hez, a melyek
m
2
ugq; szamokat és mivel minden

relativ primek —--hez. Az u; szamok helyett ismét behozhatjuk az

k (udH—.xf (—77) =l -l- b Tn;

n

csoport szamai egyidejtileg relativ primek s --hez, vagy pedig nem:

o (m) d ’ m 1
azok, az (f) szamok kozott —= = -szer annyi azt—l-hez relativ
e(7)
primek szama, mint a mennyi a
el Tabl o8 B vl (%)
: v d (_l[)

szamok kozott. Az (f*) sorozatban szerepld ug;-szamokrol attériink
az uj szamokra. Ismét az (f*) szamok mind relativ primek lévén
d-hez, kozilok azok és csak azok relativ primek m-hez, a melyek
relativ primek d'-hez. Masrészt minden

ke (ui~+-cd") 1= kw41 koed’

csoport szamai egyidében relativ primek d’-hez, vagy pedig nem

m
o B
azok ; ennélfogva (f*) alatt Tg,)-szer annyi ZL -hez relativ

prim szam van, mint a hany d’-hez relativ prim szam a
kuy+1,  kug+1, . . ., kuyay+!

szamok kozott. De
(edi =10 =1
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lévén, a d’-hez relativ primek szama ¢ (d'). E szerint az eredeti
sorozathan az m-hez relativ prim szamok szama

. Sp(?')'l)
pm "\d /) .. em .
(m) ey @Y= S
a

Ha e kifejezést ugy alakitjuk at mint elébb, lesz:

gm)
< (d)=
o)

Hitra van még a legallalanosabb eset, midén sem k, sem [/ nem
relativ primek m-hez. A 3. és 4. alatti tétel targyalasa vilagosan
kijeloli a kovetendd utat s azért felesleges ismétléseket kikertilve,
«csak az eredményt kozoljik, mely egyszersmind az elébbieket
magaban foglalja.

5. tétel. Ha

epmm)=d,, lmi=d;, 4dyd)=1
akkor a
kw1 (mod. m)
(i=1,2,...,¢p(m)
sorozatban
gm) ¢ (didy) (ﬁ)

<,/f(r'I;(lQ) ";of(m) ¢ d,

olyan szdm van, a mely m-hez képest relativ prim. Az u;(mod. m)
szamol az m-hez relativ prim szdmok, ¢ pedig a 3. tételben beveze-

delt szamelmeéleti fugqguény.
Bauwer Mihdly.



AZ IVMERES ELMELETE.

(Harmadik és befejezd koézlemény.)

8. Hogy ha az f(x) fiiggvény az (xyx') szamkozon belil nem
folytonos, az y={(x) egyenletnek megfelelé gorbe amaz ivének
kiszamitasat, a mely az (2, vy,), (', ") pontok kozott kiterjed, bizo-
nyos y=f(x) gorbe megfelels ivének kiszamitasira vezethetjik
vissza, a hol a f (x) egy az (xyx') szamkozon beltl folytonos fiigg-
vényt jelent.

Legyenek ugyanis az f (x) figgvénynek szakadopontjai az (x,x')
szamkozon belil

¥y

& ol A~ -
14 ’52’ 3 EIL A ) (C1<:g<’;3-..)

$y=f(&r+0)—f (£,—0).

Jelentse tovabba, hogy ha o nem szakadopontja f(x)-nek,

és legyen

T
Ys mindamaz s,-eknek odsszegét, a melyekre nézve £, < x, hogy ha
p(édig a szakadopontja f(x)-nek, Xs képviselje azt az Osszeget, a
Z,
mely az el6bbibél az f (x)—f(x—0) tag hozzacsatolasa révén szir-
mazik, akkor az (x,x") kozben a
x

p@)=2s
fliggvénynek szakadopontjai azonosak lesznek az f(x) figgvényéi-
vel. Két szakadopont kozott a ¢ (x) fuggvény értéke allando és
minden egyes szakadopontjara nézve lesz:

50(57'+0)_§9 (57‘_0):f(5r+0)—‘f(57_0)-

Ezek alapjan belathato, hogy az (xyx') kozon beliil az
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[@)=f(@)—¢ (2)

figgvény mindenttt folytonos.

Most mar a kovetkezo tétel bizonyithaté be : az y=f(x) gorbé-
nek az x, és «' abszczisszdk kozitt megfelel bizonyos whosszii-
sdg vagy nem, a szerint a mint az y={(x) gorbének ugyanazon
abszczisszdk ozt van twhosszusdga, vagy pedig wincsen. Hogy ha
az y=f(x) gorbének vhosszisdga az x, és x' abszczisszdk kozilt
L, akkor lesz :

ey
L=L+2X|s]|.
Ty
Tegytik fel, hogy a
o @)=35
Ti\

osszegben el6fordulo s,-ek abszolut értékeik fogyo nagysaga szerint
elrendezve a kovetkezok :

01 Oy T35 =
és legyen
op (@)=2ar
r=p+1,p+2, ...

Szorozzuk mar mostan a ¢ (x)-ben eldéfordulo s-eket két ecso-
portba oly modon, hogy az egyik mindazokat az s-eket tartalmazza,
a melyek ¢, (x") tagjai kozotl is elofordulnak, a masik pedig a
tobbieket és nevezziik az elsé csoportba tartozo s-ek oOsszegét
op (x)-szel, végre pedig jelentse ¢ (x) a ¢ (x)-ben és ¢p (x) a ¢p(x)-
ben cl6fordulé tagok abszolut értékeinek osszegét.

Ha mar most az

Y= (@) —lo (@) — gp @)]

fiiggvényt alkotjuk meg, konnyen belathato, hogy e fiiggvények
csak oly szakadopontjai lesznek, a melyek egyikében sem nagyobb
a fliggvény ugrasa |opyq -nél. Hogy ha az 5. czikkben értelmezett
L, osszegeket az y=f (x)—¢ (x) és yP=f (x)—[o (x)— @) (x)] gor-
béknek megfeleldleg Ly-nel ill. L{P-nel jeloljiik, e szimértékek kozt
a kovetkez6 modon allapithatunk meg osszefiiggést :

Legyen A, B és (0 harom pont,a melyeknek koordinatai rendre :
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Tory Ynrs Emyr+1s 37n1-+y‘7£’,,+1—y,£{;3; Tngr+1s Yn,r+1s

-akkor

AB—B(=AC=AB+BC.

Hogy ha ebbe az AB, B(. és AC kozok mérészamait a koordi-
natakban kifejezve helyettesitjik, nyerjik, hogy

ll/(%n, ra1— L)+ (y‘,{j’,+1—y‘,{’,?)2 — | @p (n, r4+1)—@p (Znr) =
=¥/ @n,r+1—@ul+- G, r+1— )| =
= ll/(x"’T+1_x”7)2+(y;z}:)1-+1‘7/3)7-))2 | + | ¢p @n, r+1)—@p (@nr) |-

Amde, hogy ha @y, 41 = @y, akkor

; Cp (n, r+1) —®p (onr)y = Sr,’p («Cn, r+1) _(yl’p (Tnr)

és igy

I/:Ln r+1_an) ‘Hy(P 7 —'7/(1”)” — [¢dp (0, T'TI)'—SIJP ()] =
“/ ln r4+1¢ ’m +(’/n 7+1_I/n7)2 ' =

éV(’Un r+1— 1m) }‘(l/(p) ’*y sir 2' = ‘,‘/’p ﬂfn,1‘+1)_$/'p (xn,l)JI

Hogy ha itt » helyébe az L, 2, .. ., m, értékeket helyettesitjiik
és Osszegezink, lesz:

L — g @) <Ln < LP+ ¢ (@), 1

Ha ebben a képlethen p=0-t helyettesitink, y? atmegy y-ba,

¢p (@) pedig ¢ (x')-be, LI Ly-be. Igy nyerjiik, hogy
Ly = Lut¢ (%)

A 7. §. télelei szerint ez mutatja, hogy Ly,-nek akkor van az
(ryr') koz folosztasanak modjatol fliggetlen L hatarértéke, hogy ha
Ly-nek van bizonyos L hatarértéke. Hogy e hatarérték

Par SR gt
L=L+¢@)=L+%|s|,
kovetkezoképen lathatjuk be:

Minthogy Ya; véges érték, barmely pozitiv ¢ értéknek megfele-
i+1,2
l6leg p,-et oly médon valaszthatjuk, hogy minden p,-nél nagyobb
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p mellett ¢ (@) < legyen. Az (1) alatti egyenl6tlenségb6l tehat.
kovetkezik, hogy p ugy valaszthato, hogy

LP—[ <o

legyen. Masrészt azonban konnyen belathato, hogy
P
L=LP+3|g; |=LP4¢ (') —¢p (X'),
r=1

mert az yP'=f(x)—[o (x)— ¢p (x)] gorbét oly modon szamaztathat-
juk az'y={(x) gorbébol, hogy ennek ama darabjait toljuk dssze,
a melyeknek végpontjai a ¢,, a4, ..., op ugrasoknak megfelel6
szakadopontok. Ebb6l azonban kovetkezik, hogy a p-nek fentebbi
valasztasa mellett lesz :

LP—[L—¢(x")) <,
ugy hogy w
L—(L+¢ (x") < 20.
Amde ¢ minden hataron tal kicsinynek valaszthato és azért

lesz :
i

L=L+¢@)=L+Z>|s|.
Ty
E tétel alkalmazasaképen a kovetkez6 példat targyaljuk :
Legyen

W, Wy, W3, .

a valos szamoknak valamely megszamlalhato végtelen sokasaga,*
* P, 0. a valos algebrai szamok sokasaga.
a melynek megfelel6leg megadjuk a pozitiv szamoknak oly

S Sa iSpa s

sokasagat, a melyeknek osszege valamely véges S értékkel egyenld,
akkor

x
y=25s,,
a hol az dsszegezés mindazokra az r értékekre kiterjesztends, a
melyekre nézve w, < x, oly fiiggvénye x-nek, a melynek szakado-

pontjai @,, w,, . .
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X
Hogy ha tehat meg akarnék hatarozni az y=1sr egyenletnek

megfelel§ gorbének azt az ivét, a melyet az x0, y0; x', y' pontok
hatarolnak, csak tekintetbe kell venniink, hogy itt

y=Isr-1sr=y0
és igy q
L=x"-x0.
Minthogy tovabba
<f(x")=y'-y0
lesz :
L=x"-x0+y"-yO0.
9. Ismeretes, hogy ha differenczialhatd fliggvények esetében a

figgvény differenczidlhanyadosat bizonyos tartomanyon beldl is-
merjik, hogy akkor a diff'erenczidlhanyados értékeibdl és értékei-
nek valtozasabdl fontos kdvetkeztetéseket tudunk levonni maga-
nak a figgvénynek e tartomanyon belll valé magatartasara.
A nem differenczialhat6 fliggvényeknek megfelel6leg szintén képe-
sek vagyunk oly fiiggvényeket alkotni, a melyek bizonyos tekintet-
ben a differenczialhanyados altalanositasanak tekintheték és a
melyeknek bizonyos tartomanyon belll valé viselkedésébl —
épugy mint a differenczidlhato fliggvények esetében a differenczial-
hanyados viselkedésébdl — képesek vagyunk az eredeti fliggvény-
nek e tartomanyon bellil magatartasara kovetkeztetni.

Hogy f(Xx) az x valés valtozénak valamely tetszésszerinti valés
fuggvénye és h valamely tetszésszerinti pozitiv szamérték, az

f(x+ h)—f(x)
b

kifejezésnek a'-nak a 0 és h kozott fekvd értékei mellett felsd és
also hatara lesz, a melyek kozil akar az els6, akar pedig mind a
ketté végtelen nagy is lehet. Nevezzik ezt a fels6 hatart DH(X)-
nek, az alsét pedig Dhf{cc)-nek, akkor vilagos, hogy ha ht< h, hogy

Db'fixa DH(x), DhJ (x)~ J)H(X).

Ebbél kovetkezik, hogy DH(x) vagy mindig-f-oo, vagy pedig
Mathematikai és Physikai Lapok. V. 19
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h-nak a 0-hoz vald kozeledtével bizonyos véges hatarértékhez ko-
zeledik.
A kovetkez6kben ezeket a jel6léseket fogjuk hasznalni:

lim Dhf{x)=D+f(x), lim DH(x)=D +f(x)
h=0 7i=0

és a D+f{x) és D+f(x) értékeket, az X pontban az f(x) fliggvény-
hez tartoz6 derivaltak hatarainak fogjuk nevezni; még pedig
D +f(x)-et a novekedd valtozénak megfeleld derivalt fels6 hatara-
nak és D+f(x)-et a noveked6 valtozonak megfelel6 derivalt alsé
hataranak.

Egészen hasonlé modon alkothatunk az

f(x—h")—F(x)
hr

kifejezés vizsgalatabdl kiindulva két ilyen hatarértéket, a melyet
D ~f (ic)-szel, illetéleg D~f(r)-szel fogunk jelolni. D~f(x) lesz a
fogy6 valtozonak megfelel6 derivaltnak fels6 hatara és D-f(x) a
fogyo valtozonak megfelel6 derivaltnak alsé hatara.

Hogy ha D+f(x)=D +f(x), akkor f(x) az x pontban a névekedd
valtozénak megfelel6leg differenczialhat6, hogy ha pedig D~f{x)=
=D-fix), akkor az x pontban a fogy6é valtozénak megfelel6leg
differenczidlhaté. Hogy ha J)+f(x)=JJ+f{x)=D~f(x)=D-f(x),
akkor a difiérenczialhatdsag tekintetében f(x) az x pontban egé-
szen szabalyos.

Hogy ha f(x) az [x6x") kdzdn beliil differenczialhaté, egy a diffe-
renczidlszamolasbdl ismeretes tétel szerint barmely az (X 1) kézon
beliil fekvl x és xt értékek mellett

f(xt)-f(x)
XX¥—X 7

a hol g bizonyos az x és xv kozott fekvd szamértéketjelent.* Hogy
ha tehat az f'(x) flggvény értéke az (x0ox') kdzben mindeniitt bizo-
nyos véges G értéken alul marad, akkor e kozon fellil lesz:

* L. Konig : Analizis 1. 547. 1
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FO-FX) ¢

Xt—X

E tétel Altalanositasa a kovetkez6 :

Hogy ha az (xX') szamkozon belll valamely tetszés szerinti
f(x) flggvényre nézve Ugy a novekedd mint a fogy6 valtozonak
megfelel6 derivaltnak hatarai mind egy bizonyos G értéken alul
maradnak, akkor ekdzon belll esé barmely x és xx értékek mellett

f(xX)-f(x)
Xx— X < (T

Hogy e tételt bebizonyithassuk, alkossuk a

w(X)={G-\-d)x—f(x)
fiiggvényt, hol o valamely tetszés szerinti pozitiv allandé. E fligg-
vényrél kozvetetlenil belathaté, hogy az (XgX') kdézon belil min-
den poniban derivaltjainak mind a négy hatéara pozitiv szdmérté-
kek. Kimutathatd tovabba réla, hogy ha Xx és xx két az {x"fc")
koézon belll fekvd érték és xx> x, hogy akkor

Hogy ha ugyanis (p{xf)—<p(X)<0 lenne az x és xxkozott levd
x értékeknek, a melyekre <p{x®~<p{x)< 0, bizonyos - felsé hata-
ruk lenne és akkor volna, vagy

<P —a(S)<0,
<PORy—

Az els6 esetben sziikséges volna, hogy $< xx legyen és akkor,
bogy ha h < x x—£,

vagy pedig

<p[$+h)—<p($)=ip (XX —<p(E)—[P X Y—P(£ + h)]

negativ volna, a mib6l kovetkeznék, hogy a 9(x) fuggvényre nézve
a $ pontban a novekedd valtozonak megfelel6 derivaltak hatarai

a feltevés ellenére negativok. A masodik esetben /i-nak pozitiv
értékei mellett

+ (E—h)=<p (xf)—F (c—h)— [P (X)—p(N]
19*



280 BADOS IGNACZ.

negativ volna, a mib6l a 9(x)-re vonatkozd feltevés ellenére ko-
vetkeznék, hogy a fogy¢ véaltozonak megfelel§ derivaltjainak ha-
tarai negativok.
Hogy ha tehat a
(p(x)™0

relaczidba a (X) részletes alakjat behelyettesitjik, lesz:
(G+d) (@ —x)—f{xf) -Kccj]~ 0,
a mibdl kovetkezik, hogy

fix f—fix)
X ,—X

<G+3.

Minthogy azonban d-t tetsz6legesen kicsinynek valaszthatjuk, ezzel
a bebizonyitand¢ relaczié helyessége vildgossa valik.

Egészen hasonléan bizonyithaté be az a tétel is, hogy ha az
(XgX) kéz minden pontjaban az f(x) fliggvény derivéaltjainak ha-
tarai bizonyos G' értéknél nagyobbak, akkor mdiden e kdzén be-
[l felev6 x és x t érték mellett tesz:

fxH)—f{x) G,
Xt—X =

E tétel bebizonyitasa végett épugy mint elébb, a ) figgvény
vizsgalatabol indultunk ki, most a

</>(X)=(G—3)x—F{x)

fuggvényt kellene megvizsgalnunk, a hol a 3 jelentése is a
fennebbi.

Egész hasonl6 modon volna még bebizonyithatd a kdvetkez6
tétel is:

Hogy ha az f(x) flggvény az (;rox) kozon belll folytonos és a
noveked6 (vagy fogyd) valtozonak megfelel6 derivaltnak mindkét
hatara mindenttta G és G' (G > () értékek kozott fekszik, a
melyek kozil legalabb az egyik véges, akkor minden az (xyx")
kdzon belul fekvé x és xt értékek mellett lesz:
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10. Az el6bbi §-nak a valo6s valtozok valos filiggvényeire vonat-
koz6 tételei alapjan az ivhosszUsagra vonatkozd kdvetkez6 tételt
vezethetjuk le:

Hogy ha f(x) az (xx') kdzon beldl folytonos és e kdz minden
pontjaban a ndvekedd (vagy fogyd) valtozénak megfelel§derivalt-
jainak hatarai két A és G' érték kozott fekiisznek, a melyek kozul
legalabb az egyik véges, akkor az y=f(x) gérbe amaz ivének, a
melyet az x0, y(); x', y' pontok hatarolnak, van bizonyos meg-
hatarozott L hosszUsaga.

Hogy ha G valamely tetszésszerinti pozitiv szamot jelent, a
melynek csak akkor, hogy ha ¢ és crellenkez6 elGjelliek, nagyobb-
nak kell lennie minta jG\és 'G" értekek kozlil a nagyobbnak,
akkor:

Lfgtl y'l-j- G Ax1-x0+j- 1 + 1;iili—jo>
hogy ha pedig G Ggy |G -né! mint \G' -vél nagyobb, akkor:
L< y \+ T?2dx'-x0

és végre, hogy ha G és G' egyenld elGjelliek és G ugy a jG ,-nél
mint a G' -vél kisebb, akkor:
f 1
L*w ? +1
Hogy ha ugyanis az

ili~.Vo

m
L n_rg’oﬁ ViXNr+1  wonr)<- Oonr+1 HOY)
kifejezést a kovetkezd alakra hozzuk :

m . r )
Cn= ¥ [Xn<r + i "Xn'r)\1// 4 L unr+1 Jjnr
20 | f Uit r+1 nr
akkor ennek az 0sszegnek tagjait két csoportba szedhetjik a ko-

vetkez6 modon. Az els6be sorozzuk azokat a tagokat, a melyekben

vn,r+1 linr 7
- 1< A,
% n,r+1 Anr
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a masodikba pedig a tobbieket. Jeldljik az elsé esoportba tartozo
tagok osszegét Ly-nel és a masodik csoportba tartozokét Ly-nel.
Kozvetetlentil vilagos, hogy
L= (@' —2) | VI4+G |
és hogy
—G (8 —x) < X' Wn, r+1—Yur) <T—(_; (@' — @),

a hol a X" jel alatt az dsszegezés az elsé csoport tagjaira kiterjesz-
tends.
A mi a L, osszeget illeti, ez a kovetkezé alakban irhato fel :

I s | v4/ (®nrer—nr Y |
n=2=" | Yn,r+1—Ynr) e o e o P
‘ Yn,r+1—Ynr i
a hol a 3" jel alatt az 0sszegezés a masodik csoport tagjaira kiter-
jesztendd. Minthogy azonban e csoport tagjaira nézve

Yn,r4+1—Ymr Val
l /) +1 Y - ("
LK, r+1—— Xy
lesz
" o v/ |
Ly - 112" | Yn,re1—Ynr |-
Amde

My
v \ 1 ;
2 Wn, r+1—Yn) =2 Yn, r+1—Ynr) — 2" Yn,r+1—Ynr)=
r=0

=1y —1o—2"Wn,r+1—Ynr)

és a (i-re vonatkozo feltételek szerint a X"'(yu r41—1Ynr) OSSZEZ
tagjai mind egyenld elgjeliek, a mibdl kovetkezik, hogy

2 Yn, r+1— Ymr | <, .’/,_,’/0 |+ C(T’_/Lo)
Ennek tekintetbe vételével a fennebb nyert L,-re vonatkozo egyen-
l6tlenség atmegy a kovelkezdbe :
— !
Lo <{ly'—yo |+ G @'~} |

Minthogy bt o
m— Lin n

az elobbiekbdl kovetkezik, hogy
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Ez mutatja, hogy az L, értékek mindig bizonyos véges értéken
alal maradnak, a mib6l az el6bbiek szerint kovetkezik, hogy x, 1/4:
',y pontok kozott elterjedé ivnek bizonyos L mérdszam felel
meg, a mely természetesen ugyanazon az értéken alul marad,
mint Ly. Ezzel tehat tételtink els6 része be van bizonyitva.

Hogy ha G és (' végesek és (¢ nem kisebb mint |G| és |G|
koztil a nagyobbik, akkor ama csoportok koziil, a melyekbe az Ly,
tagjait besoroztuk, az, a melynek tagjai osszegiil Lyt adtak, egyet-
lenegy tagot sem tartalmaz és igy lesz:

Ly=Ly és L=< (x'—x) VI—}— Tf} ;

hogy ha pedig G es (' egyenld eldjeliek és (i kisebb mint a |G
és | (x| értékek kozil a kisebbik, akkor lesz :

E tétel alapjan bebizonyithato, hogy az y=f(x) egyenletnek
megfelelé gorbének barmely (x,x') kozon belil van ivhossztsaga,
hogy ha az f(x) figgvényt a kovetkezd modon értelmezziik :

[()=2¢, (x—w,), )
r=1
a hol

o Dt Ok &=

a magassaguk sorrendje szerint elrendezetl raczionalis szamokat
jelentik * és

* Hogy ha az o, racziondlis szam legegyszeriibb alakja i , akkor

=
prl+| gr| e racziondlis szam magassdga. (L. Kézig: Analizis 1. 166. 1.)
Az n magassaghoz tartozo raczionalis szimok altalanos alakja:

a hol k<tm és k és m viszonylagos torzsszamok. Minthogy az m-nél kiseblr



284 RADOS ieNACZ.

1

Or— (Pr+qgrf ~’
ha

Hogy e végtelen sor az (xOx ) kdzén belul valéban fliggvényt
értelmez, Ugy bizonyitjuk majd be, hogy e sorrél kimutatjuk, hogy
e kozon belul egyenletesen dsszetarto.

Legyenek ugyanis

a»«, 0>a+l > o o) <Wetv_|
az n+1 magassaghoz tartozé racziondlis szamok, akkor
aBl<;v  és
Hogy ha tehat wr egyike az ii+ 1 magassaghoz tartozé raczionalis
szamoknak, lesz:

cr cr (x—ajni<i cr(m+ u)*,
vagyis

—cnd ———j < ¢, (Xx— emi - o

X X - .
Legyen az " es n értékek kozil a nagyobbik
egyenld, akkor az egyenl6tlenségb6l a kovetkez6 szarmazik :

—cr2*(L+un)i g (x—am) ™ C rn$(1+ un)i.
Amde, minthogy o r magassaga n-\-1,

1 A1
4 (n+1)8< n8”’

és ennek tekintetbe vételével nyerjik, hogy

szamok kozott legfeljebb n—1 van, a mely w-hez viszonylagos térzsszam, az
n magassaghoz tartozé raczionalis szamok szdma nem lehet nagyobb 2 (n—1)-nél.

Az bsszes raczionalis szamokat magassaguk szerint Ggy rendezhetjik el,
hogy a kisebb magassaguakat elébe teszszik a nagyobb magassaguaknak, az
egyenl6 magassaguakat pedig ndveked6 abszollt értékek szerint rendezzik el
és két egyenlé abszollt érték( kozul a pozitivot a negativ elébe teszszik.
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~(1-f-Un)*< Cr (X — fur)a »
m¢ ) ( ur)a

-
Ha ebbe r—a, «+1,..., «-jJ-r—1-t helyettesitiink és 6sszegeziink,
lesz :
«4-7'—1 ~
T n; (1 ~~772)3~  —Cr (X 6Jr)3~ —71“(1L 4“unF
és minthogy
Un> UtHe> o ¢ &
végre lesz:
[¢9)
2 (L+«,,)*E£*< Scr(®—w,)t< 2 (1+uJiSn,
a hol

, 1
n_ n*+ "(fli+ljt +°

Ismeretes, hogy barmely kicsiny pozitiv d szdmnak megfele-
I6leg oly m szam éllapithatdé meg, hogy minden n> m mellett
Sn<S legyen. Hogy ha azonkivil m-et oly nagynak is valaszt-
juk, um< s legyen, a hol s szintén valamely tetszés szerint ki-
csinynek valasztolt pozitiv szamot jelent, akkor a fennebbiekbdl
kovetkezik, hogy minden n> m mellett

J I'Cr(X— (Un)ij<2(l+e)od\
1r=u
a mi nem egyéb, mint annak feltétele, hogy a
2 cr(x—(oni
2§ (x—(on

sor az (x0x') tartomanyban egyenletesen konvergens legyen.

igy tehat az y=f(x) gorbe egyenletében az /’(aj fliggvényt a
fennebbi médon értelmezve, azt latjuk, hogy f(x) az {xox') k6zdn
folytonos fliggvény, a mely .x-szel egyitt folytonosan n§ (monoton
fuggveny). Ebbdl kovetkezik, hogy e kozon belil a D +f(x) és
D+f{%) értékeknek mindeniitt pozitivoknak kell lennidk és igy ez
a folytonos f{x) fliggvény olyan, a mely tételiink ama kovetelését
kielégiti, hogy a novekedd valtozdnak megfelel6 derivaltnak hata-
rai az egész kozon belll két oly érték kozott fekszenek, a melyek
kozil az egyik véges (0 és +°°).
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Hogy az ily modon értelmezell f(x) fiiggvény mellett a kozon-
séges modszerek segitségével nem lett volna kiderithetd, hogy az
y=/[(x) gorbe ivhossziisaga meghatarozhaté-e, kitiinik abbol, hogy
itt az ;

Jda | YT+ @)P

Ty
integral elveszli értelmét, mert f'(x) minden r=w, érték mellett a
oo értéket veszifel és az w, értékek szama barmely kicsiny kozon
belul végtelen nagy.

11. Epagy mint az elobbi §-ban targyalt tételben bizonyos a foly-
tonos f(x) figgvényre vonatkozo elégséges feltételeket soroltunk fel,
a melyeknek kielégitése mellett y=f(x) gorbének az x,, 1,; «', '
pontok hatarolta ive kiszimithato, egy masik tételben az ivhosszi-
shg létezésére vonatkozo elégséges feltételeket fogunk felsorolni
arra az esetre, hogy ha az [ (x) fliggvény az (xryx’) kozon belil nem
folytonos tobhé. E tétel a kovetkezo :

Az y = f(x) gorbe (x,, 1) ; @', y") ponljaitdl hatdrolt wénelk
hosszuisdga, L kiszdmithalo, hogy ha | [(x)| az (xgx') kdzon be-
il mindenditt kisebb bizonyos véges pozitiv g szdamndl és hogy
ha minden az (xg') kézén belil fekvd x pontban a D*[(x),
D f(x), D=f(x), D_f(x) értékek Lét G és G' érték Lozétt fekiisz-
nelk, a melyel Lozl leqalabb az eqyil véges.

Hogy ha azonfeliil [(x) az x, és x' pontokban [olylonos, L
az elobbi tételben megjeldlt hatdrokon alul marad.

Az [(x)re vonatkozod feltevésekbél ugyanis a 9. §. szerint ko-
vetkezik, hogy az (xyx') kozon belil, feitéve, hogy > G,

e [@nre)—=[@nr) _ &
X, r+1—Lny =
Hogy ha f(x) az a, és 2" pontokban folytonos e relaczio még
akkor is érvényes, hogy ha az =, .1, 2, értékek kozil az egyik
£, vagy 2'. Ebben az esetben tehat a felallitott tétel bebizonyitasa
teljesen azonos modon elvégezhetd mint az el6bbi §-ban targyalt
tételé.

Hogy ha f(x) az x, és x" pontokban nem folytonos, f(x)-et oly-
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fw (X) fuggvénynyel helyettesitjik majd, mely az (iGjc) kézon beldl
mindenitt ugyanazokat az értékeket, veszi fel, mint f(x) és csak az
x0és x" pontokban

fw (xj=f(x0+ 0), fA(x")=f(x'—0).

Amde akkor a bebizonyitandd tétel érvényes az/ (1)(x) fiiggvényre
nézv? és igy a 7. § szerint érvényes az f(x) fuiggvényre nézve is.

E tételre érdekes példat szolgaltat az Ugynevezett RIEMANN-éle
fliggvény:

a melyben, hogyha az n egész szam és

n<LX<™M+1,
a szerint, a mint
X—n= (n+1)—X

az {x) jel a kovetkez6 médon értelmezend® :

X—n
(x)= 0
X—(«+1"
E flggvényrdl & icmann vizsgélatai * alapjan ismeretes, hogy

barmely tetsz6leges Kicsinynek vélasztott kdézben sem monoton és
hogy barmely tetszés szerinti kicsiny kdzben végtelen sok szakadoé-
pontja van. Ezért az f(x) mostani értelmezése mellett a kézonséges
mddszerek segitségével semmiképen sem donthetndk el, vajjon az
y=f(x) gorbe bizonyos x0, y0; x', y' pontok hatarolta ivének
hosszUsaga létezik-e vagy nem. E czikk tételéb6l azonban kovetke-
zik, hogy e gorbe barmely két pontja kozott elterjedd ivének meg-
hatarozott mérészam felel meg.
Ugyanis, minthogy xt<.x mellett

(SG)—(r) "~ 1 (xI—x)

« riemann: Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch trigono-
metrische Reihe (Gesamm. Werke p. 228).
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lesz:
{rxt)—(rx) X t—X
llr® bl

a mibdl kovetkezik, hogy

f{Xi)—(x) ~1
Xt— X r Ir2

Igy tehat latjuk, hogy a D+f(x), 1)+f(x), 1)~f(x), J)-f(x) érté-

kék minden pont?an II 1]2nél kisebbek maradnak és ezért itt ve-
® r=1 1
hetjuk (i-nek I ) 2-et és t/'-nek —oo-t.
r=1rt
E gorbének ivhosszusaga két x0, y0; X', y* pont kozétt a 8. 8.

tétele alapjan ki is szamithaté. Ugyanis, hogy ha

2/c-1 2A:+1
or <X<~to-
lesz:
te—I < rx < A-b\
és ezért:
(rx) _ X k
r8 ~ M®~ r3'

Ha tehéat a 8. 8. szerint az

. “ (rx)

t(x)=1

()=1,".

fuggvénynek megfelel6 f(x) flggvényt eléallitjuk, nyerjik, hogy
f(x)=xI2 -
( ) r:] >

a mibdl kovetkezik, hogy

L=(x"—x :}/ Vzll'_y
Hogy ha abban az esetben, a melyben a 2rsc0 és 2ra?" szamok

kozil egyik sem paratlan, A(r) jeloli a 2ra0 és 2rx' kozott fekvd

paratlan szamok szamat, abban az esetben pedig, midén a 2rx0 és

%rx' kozll az egyik, illetéleg mind a ketté paratlan / (r) jeldli, a

2rx0 és 2ras' kozott fekvd paratlan szamoknak -|-del, illetéleg 1-gyel
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«
nagyobbitott szamat, akkor a 8. §-ban ):!(-y ;5]-sel jelolt 6sszeg a mi

fuggvényinknek megfelel6leg lesz:

y iLl
; i r8
Igy tehat nyerjuk, hogy
L=(x>-x 0)|] 1+ (I~ vV HD)
i m

Bados lgaacz.
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A levegs folyssitasa. Linae: Erzielung niedrigster Temperaturen.
Gasverflissigung. Ann. d. Pliys. LVII. 328.1.

A nehezen folydsithaté gazok folyékony allapotban valé el6allitasara
szlikséges alacsony hémérsékleteket eddig Ugy allitottak elé, hogy az er6-
sen 0Osszenyomott gazt kozonséges modon a kritikus hémérséklete ala
h(itotték és azutan kidramlani engedték, mikdzben atmenetileg kéd- vagy
folyadéksugarak képzdédtek.

Linae mincheni tanar egy Uj készlléket szerkesztett, az Ugynevezett
«ellenaramkészuléket», melyben a gazok folyésitasahoz kizarélagosan azt
a leh(tést hasznalja fel, a mely ugyanazon gaz kiémlésénél felmerul.
Minthogy pedig egyszeri kiémlésnél csak aranylag Kkicsiny, s a nehezen
folydsithat6 gazok folyositasahoz még nagy nyomaskilonbségek alkalma-
zasa esetében sem elegendd hémérséklet csokkenés érhetd el, azért ezen
készuléknél a tetszés szerinti szama kidmlések hatdsa oly modon van
egyesitve, hogy minden megel6z6 kidmlés a rakovetkezd kiomlésben sze-
replé gaz el6leges leh(tésére szolgal.

Az erre szolgalé készilék keresztmetszetét az 1. abra mutatja. Ca sirit6,
melyben a foly6sitandd gaz nyomésa p 2-rdlpyre emeltetik ; a gz azutan
atmegy az R hiitébe (kdzonséges kutviz), a hol i, hémérsékletet vesz fel.
Innét az ellendramkészilékbe (H) jut.

Az ellenaramkészilék lényegében két egymasban fekvd spiralisan
megcsavart cs6bél all, a melyek kifelé rossz hévezet6kkel jol el vannak
szigetelve. Az 0sszenyomott és tx hémérsékletli gaz a belsé kigyoalaku
cs6ben fut végig, a melyben tovdbb még t2 hémérsékletre hil le és »-nél
G gydjtéedénybe 6mlik, mialatt a kitagulas folytan h6mérséklete i8-ra szall
le. Innét a levegd a két cs6 kozotti gylriszerd téren keresztil visszatér a
suritdbe, mialatt a belsé cs6ben vele szemben aramlo melegebb leveg6t
kozelitéleg a sajat hémérsékletére hiiti le.

Vilagos, hogy a kélcsonds hatas kovetkeztében i2 és ts h6mérsékle-
tek mind tovabb és tovabb silyednek, mig a készilékben végre a Kivilrél
-valé melegedés s a tagulas okozta leh(ilés kozott hémérsékleti egyensulyi
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allapot fog létestilni. Ez azonban szabaly szerint csak akkor fog beallani,
ha a késziilékben uralkodé nyomas mellett ts olyan mélyre szallt ala, hogy
a levegd foly6sodasa megkezddédik.

Azon id6, mely a készilék meginditasatol az egyensulyi allapot be-
alltaig eltelik, természetesen elsé sorban az ellenaramkésziilék méreteitdl
flgg. Ezen készilék az elsé példanyon két, egyenkint 100 m hosszi és 3 cm
illetéleg 6 cm atmérd6ji csovekbdl allott s dsszesen 1300 kg volt a sulya ;
p2nyomaés 22 atm. és px65 atm. volt. A sUrit6 kozelitéleg 20 m8 leveg6t

fi

1 4bra.

nyomott at 6ranként. Az egyensulyi allapot csak 15 dra mulva kovetkezett
be;a készilék oranként 3 liter folyo leveg6t szolgaltatott.

Egy maéasodik készulék, mely két, egyenként 80 m hosszu és 1,9 cm,
illetéleg 4,0 cm atmérdjl csébdl allott s 500 kg volt a stlya, mar csak 5
orat vett igénybe a legalacsonyabb hémérséklet felléptéig és dranként 1
liter folyé leveg6t adott. Végre egy harmadik 60 kg sulya késziléknél a
legalacsonyabb hémérséklet mar 2 éra mdalva, s6t ha az R h(itében ko-
zOonséges kutviz helyett folyékony szénsavat hasznaltak, 1 dranal kisebb id6
alatt volt elérhet6.

A Linde-féle kisérleteknek egyik érdekes eredménye az, hogy a T hé-
mérséklettel (pi-pi) nyoméaskulombség hatdsa alatt kidramlé levegs d
lehdlését kifejez6 Thomson-Joule-féle képlet
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3 = 0,276 (py—p;) ( 2'3)“

o5 5
igen tig hatirok érvényesnek bizonyul.

A munkaviszonyokat Lixpe nagyon elényisoknek mondja. A létrehozott
héelvétel Q ugyanis a (py—p;) nyomiskiilonbséggel ardnyos, a felhasznalt
munka L pedig p; : p, hinyadostdl fiigg. Ezek a nyomdsok gy vilaszt-
haték, hogy a ) : L viszony azon értékhez kozeledjen, mely az igen ala-
csony hémérsékleteknél Q homennyiség elvon:isira a Carnot-féle cyklus-

nak, tehdt annak a legkedvezébb esetnek felel meg, a melyben hizonyos.

hdelvonds a legkisebb munkidval érheté el.

Linoe ezen eszkozzel kisérletileg bebizonyitotta Tromson és Joure azon
elméleti kovetkeztetését, hogy a levegé dllandé nyomds melletti fajheve
¢; a nyomdssal né és pedig anndl inkdbb, minél alacsonyabb a hémér-
séklete.

A késziilék kissé médositva lehetové teszi a gdzkeverékekbol az egyes
gizok, példdnl a levegébol az oxigén és nitrogén kiilonvdlasztdsdt, és igy
az oxigénnek nagyban valé elédllitdsdra al-
kalmas. Ez az eljirds elvileg azon a tapasz-
talati tényen alapszik, hogy az egymdssal ke-
vert gizok egy idében folydsodnak ugyan, de
az elpdrolgdsnal az illékonyabb tér at elobb
a légnemi dllapotba. Hogy azonban erre ok-
szerl eljardst lehessen alapitani, azt kell el-
érniink, hogy a gdzok a folydsitdsukra fel-
hasznilt hideget a késziilékben visszahagyjik,
azaz, hogy a késziiléket lehetéleg mint ko-
zonséges homérsékletii gizok hagyjik el.

Ezen czélbél, mint azt a 2. dbra mutatja,
a hitobol jove leveg6t a-ndl két kiilon ellen-
daramkésziilékbe N-be és (-ba terelik, me-
lyeknek belso kigyoi b-nél tjra egyesiilnek,
ugy hogy az egész levegbdram a gytjtoedény-
ben ujra egy hutékigyon, S-en fut végig és
azuldn »; segitségével magiba a gytjloedénybe

2. abra. ereszthetd.

Az S hito esotol sziarmazo hé elparolog-
tatja a gyhjto edényben lévé folyadékbdl a nitrogént, mely N-nek kiilsé
gylirtszer(i terében felemelkedik és miutin a bels cs6ben vele szemben
dramlo levegat lehiitotte, n-nél elhagyja a késziiléket. Igy a gytjtéedényben
levg folyadék oxigénben dusabb lett, s felemelkedik O-nak kiilsé gytrt-
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szerli terében, a hol elpiarolog és miutin a belsé csében vele szemben
folyo levegét szintén hutotte, o-ndl mint tobhé-kevésbhé tiszta oxigén
hagyja el az edényt. Hogy milyen mértékbhen lesz tiszta ez az oxigén, az
elso sorban attdl fligg, hogy az », csap mennyire 1égzird.

A véghezvitt kisérletek azt bizonyitjdk, hogy ilyen mddon egy drdban
egy 16er6 felhaszndldsa mellett 5 m® leveg6t lehet oxigénre és nitrogénre
szétvilasztani. Mikola S.

*

A szentjanosbogar fénye és a Rontgen-sugarak. Muraoka: Das
Johanniskiiferlicht. Ann. d. Phys. LIX. k. 773. 1.

Muraoka, japdni physikus érdekes kisérleteket végzett a szentjanos-
bogirral, melynek fénye bizonyos tekintetben ugy hat, mint a Rontgen-
sugarak. Mir Becquerel felfedezte, hogy bizonyos fluoreszkild testek suga-
rakat bocsatanak ki, melyek hasonlé természetiek mint a Rontgen-suga-
rak. A szenljdinos bogir fénye pedig analog a fiuoreszkalo testekével. Ezen
analogia vitte r4 Muraokit arra, hogy ez irdanyban kisérleteket tegyen. Ki-
sérleteit kovetkeziképen rendezte he: A fotografilé lemezre kiilonbizo
alakt kivigasokkal elldtott kartonlapokat rakott s erre fémlemezeket
(ezink, réz, sdrga véz, aluminium sth.); az egészet hdromszor-négyszer
fekete papirossal koriilesavarva, egy kis ladika fenekére helyezte, a melybe
koriilbelél 300 szentjinosbogarat eresztett. Hogy a bogarak meg ne szik-
jenek, a ladikit hdloval letakarta. Igy hagyta két napig.

Czélja volt megtudni, vajjon a fekete papiroson megszirt szentjinos
bogir-sugarak dthatolnak-e a fémlemezen s hatnak-e azutdn az érzékeny
lemezre. Azt virta, hogy ha ez tényleg megtorténik, akkor a kartonlapo-
kon 1évé kivigasok az dthaladids fokit is mutatni fogjik. — Azonban
egészen mdst kapott, mint a mit vért.

Nem a kartonlapok kivdgdsainak megfelelé helyeken, hanem éppen ott
a hol a karton az érzékeny lemezzel érintkezett, volt ez legjobban meg-
tamadva, azaz egészen fekete; ellenben a kivigdsoknak megfeleld helyek
egészen érintetlenek maradtak.

Fzt a kiilonds jelenséget «szivisi jelenségnek» nevezte el s mindenek
elott megvizsgdlta, hogy a fémlemez és a kartonlap érintkezése helyén
esetleg fellépd potentidl-kiillombség a bogdrsugarak hatdsa alatt nem hat-e
fotografiailag.

E végbol felviltva Cu || Zn és Zn || Cu lemezeket, tovdabbd két 15 lemez-
pdros Zamboni-féle oszlopot tett az érzékeny lemezre és épugy kitette a
bogdrsugarak hatdsdnak, mint az el6zé fém- és kartonlapokat. Azt tapasz-
talta, hogy mindezek tobhé-kevéshbé dtbocsitjdk a sugarakat, de a meg-
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feketedés kordntsem oly intenziv, mint a szivdsi jelenségnél. Tehdt az
érintkezési elektromossig nem hozhatja létre a szivisi jelenséget.

Mikor csak a kivigdsokkal elldtott kartonlapot tette a fotografdld le-
mezre, azt litta, hogy a kivdgdsoknak megfelelé helyek egészen feketék
voltak, a kartonlappal kézvetleniil érintkezé helyek pedig meg sem voltak
tamadva, tehit épen forditva, mint a szivisi jelenségnél. Viszont ha a fém-
lemezt ldtta el kivdgdsokkal és a kartonlapot nem, akkor semmi hatdssem
mutatkozott, de ha a fotografalé lemezzel a fémlapot hozta érintkezésbe és
erre a kivdgdsos kartonlapot, akkor az egész egyformidn megfeketedett.

Mindezekbol az tinik ki, hogy a jelenség létrejovetelének feltétele az,
hogy a kivagasos kartonlap kozvetleniil érintkezzék a fotografilé lemezzel
és foléje fém- vagy mis kartonlap legyen téve, a mely a fekete papiroson
méir megsziirt sugarakat még egyszer megsziri.

[z a jelenség tehdt azt a benyomist kelti, mint a vas permeabilitdsa a
mégnesi erévonalak szamdra. Taldn a kartonpapiros oly sugarak szdmara,
a melyek tobbszords papiros rétegeken valo sziirés utjan jottek létre, nem
annyira permeabilis, mint azok szdmdra, a melyek fém- vagy kartonlapo-
kon még egyszer megsziirédtek.

Azért is nevezte el szivdsi jelenségnek.

Azutdn megvizsgdlta a kiillonbozé anyagok dthocsdté képességét és azt
taldlta, hogy ezen sugarak is épugy mint a Réntgen-félék, bizonyos éssze-
fiiggést mutatnak az dthocsdtoképesség és a fajsuly kozott.

A kisérletek folyamdn mindinkdbb meggy6z6détt arrdl, hogy a szent-
janoshogdr sugarainak tulajdonsdgai lényegesen fiiggnek a szliré anya-
goktol.

E végbél nem sziirt sugarakkal is végzett kisérleteket és azt taldlta,
hogy a nem sziirt sugarak egészen ugy viselkednek, mint a kozonséges
fénysugarak. Oly anyagok, melyek a kozonséges fényt nem bocsitjak at, a
nem sziirt sugarakat sem boesatjik dt.

Torést, visszaverédést, polarisatiot épuigy mutatnak, mint a kozonséges
fénysugarak. Azonban a szilirt sugaraknidl nem sikeriilt sem interferentiit
sem polarisatiot, sem torést kimutatnia.

Az a tény, hogy a természetes bogdrsugarak ugy viselkednek, mint a
kozonséges fénysugarak, ellenben a sziirt sugarak fémeken. s6t 3 mm vas-
tagsdgi mészpdton is dthaladnak, Muraokar arra a feltevésre készteti,
hogy az ilyen sugarak épen a sziirésnél jonnek létre.

Véleménye szerint analog lehet a Rontgen-sugarak keletkezése is.
Azoknak forrdsa sem keresendé a kathédon vagy az anddon, hanem épen
a kathdd vagy talin az anéd sugaraknak az tivegfalon valé megsziirédése
hoz létre bizonyos fajta sugarakat; és ha az igy nyert sugarakat még
tovibbd fan, papiroson, aluminiumon stb. Gjra megszirjiik, akkor mindig
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miis és mds természetli sugarak jénnek létre, a melyek valsziniileg homo-

genebbek is lesznek.

Ha igy all a dolog, akkor a sziiréshen egy mdd dll rendelkezésiinkre
arra, hogy a Réntgen-sugarakat homogénckké tegyiik. Es ha eléggé homo-
gén mindéséghen dllithatjuk elo, gy nem volna lehetetlen a visszaverddést,
interferentidt és polarisatiot még viligosabban kimutatni, mint a hogy
eddig tértént. A sziirt szentjdnosbogir-sugarak inkdbb hasonlitanak a
Becquerel-féle fluoreszkdlo sugarakhoz, mint a Rontgen-félékhez, gy
hogy valgsziniileg az ibolydntili és a Rontgen-sugarak kozt foglalnak
helyet. Es fgy a Rontgen-sugarak is transversilisak volnanak, a mint azt
mir J. J. Tromsox az analogia utdn vélte. Mikola S.

X

Allandé elektromos térben végbemend forgasokrél. G. Quincke,
TUber Rotationen im constanten electrischen Felde. Ann. de Phys. N. F,
LIX. k. 417, 1.

Allandé elektromos térnek nevezi a szerzé valamely siirité lemezei
kozott 16vo teret ; a kisérleteiben haszndlt siirité leveg6be, vagy mis szige-
tel6 folyadékba meriil, lemezei pedig vagy egy leydeni telep fegyverzeté-
vel, vagy pedig egy galvdntelep sarkaival (400—1200 kis akkumulatorbal
allo teleppel) kozlekednek, s igy dllandd potentidl kiilonbségen maradnak.

Ha a strité lemezei egy indité tekercs misodlagos vezetékével koz-
lekednének, viltakozo intenzitisu elektromos tér létesiil a lemezek kozott.

Ha viltakoz6 intenzitdsi térbe selyemszdlakra fiiggesztett, szigetelo
anyaghdl késziilt pdlezikdk, lemezek, gdmbék vagy hengerek vannak cl-
helyezve, ezek hosszukkal, vagy dtmérdjiikkel az elektromos erd irdnydval
parhuzamosan vagy redja merélegesen helyezkednek el.

Allando térben ellenben e testek, ha a siirité szigeteld folyadékba meriil,
forogni kezdenek.

A szerz6 hasznidlta késziilék a koriilmények szerint kiillonbizé ; tipusa
azonban mindig ugyanaz és igen egyszerii eszkozokkel elddllithato. Egy
kis palaczkon, kozel a uyakdhoz egymdssal szemben két nyildst furunk ;
igen alkalmas e czélra az Eau d’Cologne iivege, ha fenekét lerepesztjiik s
ezutdn sikra csiszoljuk. A nyildsokba parafadugok segitségével két sarga
rézdrotot illesztiink be ; a drétok végére, az iivegharangon beliil, mintegy
35 mm. dtmérdjii korongocskdkat erdsitink és meg van a kisérletekhez
szitkséges stirito. A lemezek kozé fliggessztendé szigeteld testecskét egy
kifirt iiveglap hordja, melynek furatdba — szintén parafabéléssel — egy
iivegesovecske van beillesztve : ezen fiigg a selyemszalra kolott testecske.
Az iiveget nyakdval lefelé forditva dllvinyba fogjuk és nyakdt bedugaszol-

90*
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juk. Harang helyett a szerzo iivegfali koczkaalaku lddikdt is haszndlt. Az
iivegharangon vagy palaczkon nyugvo lemezt ide-oda csusztatva s a testecs-
kék felfiiggesztésére szolgdld iivegesoveeskét fel-ald tolva, a testek helyzetét
asiirit korongjai k6zott szabdlyozhatjuk, igy a hogy az legalkalmasabbnak
mutatkozik.

A stirité toltésére szolgils telep 8 leydeni palaczkbdl dllott; capaci-
tasuk osszevéve 0,016 mikrofarad volt potentidljat Righi-féle tiikros elek-
trométer mérte.

Az 1200 elembél dllo akkumuldtor edényei kis kémldéesovecskék vol-
tak, elektrodok pedig U-alakra gorbitett rovatkolt feliiletii élomlemezkék ;
a szdrak rovitkdi kénsav-minimum, ill. kénsav-6lomglétbdl gyirt tésztaval
voltak kitémve. A lemezke szdrai két szomszédos csévecskébe meriiltek s
az egy cs6be mertilo lemezkék kozé keskeny iiveglemez volt helyezve.
A csovekbe higitott, 1,158 strtségti kénsav volt toltve; a savat néhdny
csepp paraffin-olaj boritolta, a mi a parolgdst megsziintette s a szigetelést
tokéletesebhé tette. A csivecskék negyvenesével voltak csoportositva, ugy,
hogy az egyes csoportok a toltésnél nagylapdlag, kisérletek kozben pedig
lanczolatosan voltak kapesolhatok.

Kiilonféle igen egyszert és elmés elrend ezések lehetové tették, hogy a
tanulmdnyozott testek az tivegharang alatt egymdssal gyorsan feleserél-
heték legyenek ; a testek, midén haszndlaton kiviil voltak, a por ellen gon-
dosan meg voltak védve.

Egy konnyt kvarczkristily (5><“) mm.) a tiszta éterrel megtoltott tiveg-
harangha, a stirito korongjai kozé helyezve, éspedig olymddon, hogy kristily-
tengelye vizszinteslegyen addig, mig a leydeni palaczkokkal kézlekedé koron-
gok alacsony potentidlon voltak, tengelyével az erévonalakkal parhuzamo-
san helyezkedett el. Ha pedig a korongok potentidljit, a leydeni palacz-
kokat egy Hovrz-féle géppel jobban-jobban megtéltve, lassan emelték, a
kristdly a nyugalmi helyzet koriil lengéseket végzett folyton nivekvo tdgas-
sdggal ; igen nagy potentidilok esetében 24 éra alatt 5 fél forgast végzett
jobbra, azutdn balra s {. t.

Foleserélve a korongok toltését, a kristdly néhdny pillanatig veszteg
maradt, s azutdn ujra kezdte forgdsait.

Hasonlo forgdsok figyelhetok meg sok mds kristdlyon is, még ha korong-
vagy gémbalakiiak is, s ha éter helyett még oly nyiilds szigetel6 folyadé-
kokba meriiltek is. Levegoben ellenben sohasem voltak észlelhetok.

A végzett mérésekbol kitiinik, hogy az elektromos er6é novekedtével a
lengési id6 lassan novekedik, ellenben sokkal gyorsabban né a tdgassdg.
Ures golyok is ugyanilyen tiineményeket mutattak ; a benzolban a for-
gisok meglehetésen szabdlytalanok, szénkéneghben ellenben ugyanazon
kozépsebességgel forogtak iires és telt golydk.
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gy kvarczgémb, s tébb flint iiveghél késziilt henger nem forogtak tébhé

a slrité korongjai kozott, ha a Marrin-féle eljdrds szerint eziistréteggel

borittattak be. Eziist helyett eziistjodiirt haszndlva, a forgds tjra meg-
indult a szénkéneghen, a benzolban azonban nem.

A két korong kozitt 16vé teret bifilarelektrométerrel Gsszekititt platina
elekiréddal megvizsgdlvdn, a szerzé meghatdrozta az egypotentidlu feliiletek
alakjit s azt talilta, hogy a gombdk és hengerek forgdsa az elektromos
erévonalakat elmozditotta.

Az elektromos erék nagysiga s a forgas tartama és irdnya szerint,
a surité korongjai kozé helyezett két gomb vonzza vagy taszitja egy-
mast ; hasonlo vonzisok és taszitisok mutatkoztak akkor is, ha kétgom-
bét mechanikailag forgattak ugyanazon folyadékban, vagy csak egy gém-
hot egy fal kozelében: ez utébbi esetben a hatdst a forgé gombnek a
falon keletkezé elektromos képe okozta. Ugyanaz tortént az elektromos
erok eloidézte forgdsoknal.

A szerzo azonkiviil megfigyelte art is, hogy szigetelo folyadékba meriilo
stritének vizszintes fegyverzetei kozé helyezett 1égbuborék alakjit véltoz-
tatja. Ha a sirité nines megtoltve, a légbuborék a félsé fegyverzethez
tapado részének kivételével gombalaki; amint a két fegyverzet kozott
fonndllé  potentidlkillonbség novekszik, a buborék, mindjobban meg-
nyulva, elobbi alakjit clveszti. Fzen alakviltozist a szerz6 azon eleklro-
mos nyomadskiilonbséggel magyardzza, mely az elektromos erévonalakra
merélegesen a levegé s a folyadék vilaszfeliiletén létesiil.

Lfféle légbuborékok, az éterbe vagy szénkéreghe meritett stirito fiiggé-
lyes korongjai kozé téve, élénken mozognak s feliiletiikon forgdsokat mu-
tatnak.

A forgdsok oka tehit azon elektromos hatdsokban keresendd, melynek
a megfigyelt testek feliiletét borité levegdréteg van aldvetve ; ugyanis el-
tavolitvan a feliileti levegéréteget, a testek elvesztik az elektrosztatikus tér-
ben valo forgasokra vald képességéket, de tobb napon dt tivegharang alatt
levegére kitétetvén, ismét visszanyerik.

Amde ez a killonds forgas mutatkozik még az olyan testeken is, melyek
felilletérél a levegé el van tivolitva, mint pl. petréleumba mértott kén-
golydkon, ha mdsnemii folyadékban vettetnek ali az elektromos tér hati-
sdnak. A petréleum, minthogy feloldja a ként, a golyo feliiletérsl minden-
esetre eltivolitja a levegdt, de e helyett folyadékréteggel vonja be : a testek
forgdsdt tehdt a kiillonhozé folyadékrétegeknek kell tulajdonitani.

A forgidst nem lehet azokkal az elekiromozolt portestecskékkel magya-
rizni, melyeket a test magdtdl elhajit; minthogy az ily forgdsok hénapokig
is cltartanak : a miért is ez a tiinemény a szerzé véleménye szerint nem
szarmazhatik mdstél, mint azon torzuldstol, melyet a levegdréteg az elek-
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trosztatikus térben szenved ; ezen torzulas altul ugyanis a tér elektromos
erévonalaival parhuzamosan megnyulik s ra mer6legesen 6sszenyomodik.
Az er6vonalakkal parhuzamos tengely korul torténd forgasok a testek
foluletén 1évé gazréteg vagy heterogén folyadék egyenl6tlen eloszlasabol
magyarazédnak meg. Megjegyzendd még, a mint mas megfontolasokbdl is
kovetkezik, hogy egy igen vékony levegd, vagy mas szilard testekhez tapadoé-
folyadékréteg dielektromos allandoéja kilénbozhetik a véges vastagsagu ré-
tegekétol.

Zemplén.



TRODALOM.

G. Kirchhoff, Vorlesungen tiber mathematische Physik. II. Bd.
Mathematische Optik.

A fénytiinemények megfejtése, miként ismereles, kétféle elmélet, az
emissio és undulatio elméletek segitségével tortént. Amannak feldllitoja
Newroy, jol lehet mir el6tte Descartes is hasonlé véleményen volt, emezé
pedig Huveens, dmbir elotte mdr Hooke is a fény rezgési theoridjdt val-
lotta.

Tromas Youne 6s Fresver. munkii, elméleti vton felfedezett szamos kor-
szakos felfedezései az undulatio clmélet szamdra biztositjik a gyézelmet.
A misik elmélet védoinek buzgalma, eltekintve attdl, hogy a mindig job-
ban megismert és tjonnan felfedezelt fénytiinemények értelmezéscére foly-
ton bonyolultabb, sokszor érthetetlen feltevésekhez kellett fordulniok, a
legsulyosabb csapast akkor szenvedte, a mikor elméletiik egyik sziikség-
képeni kovetkezményét, azt t. 1., hogy a fény a vizben gyorsabban ter-
jed, Foucauvrr és Fizeav kisérleti titon megdontotték.

Kircunorr szintén az undulatio elmélet hive ; tdrgyalisdban a mecha-
nikdjdban feldllitott rugalmassdgi egyenletekbdl indul ki. A tapaszlalat
arra utal, hogy a fény transversilis rezgéshol dll; ehhez csatlakozik még
az a feltevés, hogy az aether a fénymozgasra nézve ugy viselkedik,
mint szildrd test s hogy a rugalmassagbol ereds fesziltségen kiviil
mas er6k nem miikodnek ; az ezeket kifejezo
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egyenletek alkotjdk az elmélet alapjit, hol a a terjedési sebesség, w, v, w
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pedig a végtelen kis kimozdulds Osszetevéi, melyeknek Crepscr-féle meg-
oldédsai :

7A"% 4 aV
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hol U, V, W fiiggvények eleget lesznek a
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e

e a’de

egyenletnek.

Ezen egyenletek alapjin targyalja az elsé eléaddsban a fényinterferentia
tiilneményeinek elméletét. Nevezetes, hogy a sikhullimok okozta fényinten-
zitds nagysiga csak az interferdlé sugarak amplituddjitol és phasis-kiillonhb-
ségétol fiigg ; mig az dltalinos gombhullimok esetében, valamely pontban
levé fényintenzitdst meghatdrozé egyenlelekben még a fényforrdstél valo
tdvolsdg négyzete s e tavolsig irdnycosinusai is fellépnek.

Az egész munka korondja a misodik felolvasas, melyben az ismeretes
Green-féle tétel felhaszndldsdval az dltaldnositott Huveens-féle elvet vezeti
le, annak a kovetkezo analytikai alakot advdn

drp, = l"!!ds,
(%)
hol ¢, a fent nevezett U, V, W fiiggvények egyikének értékét képvisclj
azon (x,, ¥,, z,) pontban, mely nines rajta az s feliileten, £ pedig oly
fénymozgdst jelent, melynek centrumai az s feliilleten vannak ; egyenletiink
ama kiilonos esetben, hogy (z,, y,, z,) pont s feliileten beliil van az dlta-
linositott Hoveens-féle elv kifejezdje. Fentebbi integrdlunk megvitatdsa
ad alkalmat az druyék, a reflexio, a torés és a fényelhajlds tiineményeinek
értelmezésére. Mig a Fravesuorer-féle elhajldsi tiineményeknél

Ci= U cos (px + qy) dedy, s= — ‘U'sin (pxe + qy) dedy,

addig a Freser-féléknél
" :l
f cos =2z, ) sin %
0 0
integrdlok négyzeteinek dsszege szolgdl a fényintenzitis meghatdrozasdra.
A Fravesnorer-féle elhajldsi tiineményekkel kapesolatban tirgyalja a
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Taror-féle vonalak elméletét s kimutatja, hogy e tinemény csakis az el-
hajlisi tiineményekre valé tekintettel fejtheté meg helyesen. Ujabb idéhen
I. F. Weser kimulatta, hogy a Fresaer-[éle tiikor-kisérletek szintén az
elhajlisi tiinemények kozé sorolandok. Az eddig mondottak teszik a hét
elsé eloadds anyagit. Az elért eredmények felhasznildsdval targyalja ezutin
a visszaverddés és torésnél felléps polarisatio-tiineményeket, még pedig
oly médon, hogy meghatdrozza a visszavert s az dtmené fény intenzitisit.
Az idltalinos elmélet a szerint, a mint killonbozé kozegekben az wthernek
vagy rugalmassdgi egyiitthatdjdt, vagy pedig a siirisegét tételezziik fel
dllandénak, a Fresver- a vagy Neumans-féle theoridhoz vezet ; amaz szerint
a rezgések a polarisatio sikjara merdlegesen, emez szerint pedig a polari-
satié sikjaban térténnek. Kircumorr a Neumans-féle foltevést fogadja el s
dllispontjit avval indokolja, hogy a Fresnev-féle foltevés ellenkezik az
@therre vonatkozo alapfoltevésiinkkel; médr pedig ha ez a kristdlyos tes-
tekre is érvényes, akkor az ezekre vonalkozd fényjelenségek csakis azon
feltevéssel fejthetok ineg, mely szerint a rugalmassdgi egyiitthato kiilon-
bz iranyokban kiilénbozé ; ha pedig az ®ther rugalmassdgi egytitthato-
jat egy s ugyanazon kizeg kiilonbozé irdnyaiban kiillonbhozonek tételezziik
fel, hogyan lehetne dllands kiilonbozo kizegekben ?

A polarisdlt fénysugarak visszaverddése és torése eliméletének befejezé-
sével a parhuzamos siklapokon visszavert és megtort fénysugarak elmé-
letével ismertet meg benniinket. A Newron-féle szingytirik szintén ezen
eliméletben nyerik megfejtésiiket, jol lehet a lencsék girbiilete szintén
szimot tesz a tiinemény létrejittében, miként ez Wangeriy * és FrussNer¥*
kutatdsaibol ismeretes.

A tizedik eloaddsban a fényelnyelés tiineményeit tirgyalja & HeLvaoLz-
féle foltevések alapjin. Az eredmény : ha az elnyelés egyiitthatdja elég nagy,
akkor a Sxervivs-féle torési torvény nem érvényes ; mert ekkor a torésmutato
a beesési szogtolis fiigg. A fémfeliileteken torténd visszaverédésnek szigort
elmeéletét nem tudja adni, mert még kielégité hatdrfeltételeket nem ismer.
Azon feltevéssel, hogy a fémeknél is érvényesek a linearis hatdarfeltételek,
mint az dtldtszo kozegeknel, eljut Cavemy formuldihoz, melyeket Eisen-
LOHR ¥*¥ vezetelt le el6szir s melyeket Quincke a tapasztalattal eléggé ossze-
egyeztethetoknek taldlt.

A kovetkezo négy eléaddsban a kristdlyos kozegekben vals fénymoz-
gissal ismerkediink meg. I, m n -gyel jelélvén a sikhullimok normalisit,
minden irdnyu hullimrendszerre létezik oly hidrom egymisra merdleges

* Pogg. Ann. CXXXI.
** Wied. Ann. N. F. XIV.
*x* Pogg. Ann. CIV. k.
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irdny, az lymn,-t6l figgé ellipsoid fotengelyeihez tartozdk, melyekben
kimozdulds johet létre. Az ellipsoid féltengelyeinek recziprokja a meg-
felelé irdnyhoz tartozo tovaterjedés sebességét adja.

Alkalmas feltevések bevezetésével a hdarom fényhullam kéziil az egyik-
nek rezgési irdnya Gsszeesik I,m n,-gyel, a mdsik kettGé pedig a nevezett
irdnyra transversdlis; az elsé nem ad fénymozgdst, a két utébbiigen s
tovaterjedési sebességiiket az

a2 + Q. 2y + a,,y* + 2a,, 02 + 2a,,yz + a2 =1

ellipsoidbdl a kozéppontjdn dtmend [m n, irdnyra meréleges stk dltal
kimetszett ellipsis fél fotengelyeinek recziprokjai adjik.

Felirt egyenletiinkben a;, egyiitthatok a kozeg rugalmassdgdnak dllan-
déi. A hullimfeliiletek az Im,n, irinyhoz tartozé sugarak meghatdroza-
sara legalkalmasabbak ; azért azok elméletével is foglalkozik.

Az utolso eléadds a kristilyokon dtmend fénysugarak phasis-viltozasai-
bol eredé fénytiineményekkel s a szines csikok alakjaival ismertet meg
benniinket. -

Az Osszefiiggo egészet képezo el6addsok tokéletesen vildgos képet nyuj-
tanak a fény rugalmassigi theoridjinak jelen dlldsdrdl: elényeirol, fo-
gyatkozasairol. Sutak Joszef.

x

Dr. Ludwig Boltzmann, Vorlesungen iiber Maxvell’s Theorie der
Elektricitat und des Lichtes. Leipzig, Ambr. Barth. 1891, Ara 5 mirka.

[zen eléaddsokban a Heimuovrz-féle cziklikus mozgdsok képezik a
MaxwerL-féle egyenletek levezetésének alapjit. Szellemére jellemzé, hogy
a szerz6 a theoridkat nem tekinti hypothesiseknek, hanem mechanismu-
soknak, melyeknek mikddése a természet tiineményeinek jatékdaval egyik
miisik jelenség tekintetében nagy analégidt mutat; minél nagyobb ezen
analogia, anndl haszndlhatébb a mechanismusunk, melynek tokéletesitése,
vagy ujakkal valé potlisa a tudominy feladata. Kz a magyardzata, miért
nem vesztik el a régibb elméletek jelentdségiiket. Szerzénk egy, az elmé-
let megvildgitdsdra szolgdlé modellt be is mutat, melyen az inductié-egytitt-
hatok fiiggetlen villozoként lépnek fel, jollehet azoknak eleget kell tenni
azon feltételeknek, melyek nem teljesiilése esetében, azon quadratikus
alak, melynek egyiitthatoi negativ értéket is vehetne fel, a minek azonban
nem szabad megtorténni.

Az elmélet tirgyaldsdndl arendszer dllapotdt Hevaorrz példdjdra cziklikus
és lassan viltozé coordinatdktol teszi fiiggévé, melyeknek MaxwerLnél az
integrdl dram (1d6 szerinti derivéltja az intenzitds) és a rendszer helyzeté-
nek meghatdrozisdra szolgdld coordindtdk felelnek meg.
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A Laarance-féle egyenletek szimbolikusan mir magukban foglaljdk a
MaxweLL-féléket, de szerzonk az azok révén kikeriilo erokhiz, még azokat
is hozzifiggessti, melyeknek miikodniok kell, hogy a vezetoi ellenillds s
az esetleg bekapesolt condensatorok okozta ellenillds legydzheté legyen
s ez dltal az dram cziklikus maradjon. Ezen tton pl. két vezetére, ha
L,, L, a cziklikus!,, I,—, K pedig alassan viltozo k,, k, coordinatikit meg-
nagyobbitani térekvé erék; A, B az oninductio, 0 a kélesonds inductié
egyiitthat6ja (melyek csak k-tol fuggnek), W,, W, a vezetéi ellendllasok,

é—, 9.4 bekapesolt stiriték capacitdsai, I, I, pedig I, és l,-nek idészerinti
1 2
derivaltjai :

d (§ ! ’
Ko =73 (Al + Ck) + w,l; + 8,1,
= Eofltﬂ (Cl; 4 Bly) + w,ly + 3,1,
R v S T
et ok bk

képezik a mozgisi egyenleteket.
A 7. eléaddsban dttér a policziklikus mozgidsok tdrgyaldsdra. I legyen
a fédram intenzitdsa, az dram elektrokinetikus energidja T, akkor

& 5 :
F=1 V4 Vi) + B

I(s) a fodaram momentuma az adott térben ; tulajdonsdgai :
I(—s)=—1I(s), I(s)=JI(ds)
I(ds) = Fdx + Gdy + Hdz

dx feliilet-elemnek a coordinata sikokra valg vetiileteit dJ, dy, dv-vel jelél-
vén, Stokes tételének alkalmazdsdval

I(s) = I(dx) = | (Fdw + Gdy + Hdz) = ad2 + bdp + cdv
hol
oH G aF - IH 36 ok

e TR " b:f)ir_ﬂw’ ¢= o T oy

a, b, ¢ a migneses inductio egyiitthatéi. A tdrgyalds eddigi menete lénye-
gében a MAXWELL-éval azonos, de a kovetkezokben mdr van eltérés, a meny-
nyiben szerzénk még a latszatdt is keriilni akarja annak, hogy a mdgnes-
sée, mint az elektromossdgtsl kiilonbozo agens tiinjék fel.

A solenoid definitigjdbdl kivetkezik, hogy ha éjszaki sarkdnak inten-
zitdsit m-mel jeloljiik, annak révén @, y, z pontban az er¢hatds Osszetevoi
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Végtelen sok solenoid vonal egymis mellé helyezett rendszerében kép-
zeljiink egy solenoid polust végtelen kis dx sikfeliilet keriiletén végig
menni; a Bior-Savart-féle tapasztalati torvény felhaszndldsdval a végzett
munka szamdra a kivetkez6 analytikai alakot nyerjiik :

e két kifejezés dsszehasonlitisdbol erednek

e b
v
sth. ismeretes egyenletek.

A mozgds akadilyok ellenében miksdo erdk bevezetésével teljes Gssze-
fliggéshen keriilnek ki a testes vezeték dramldsdndl eléfordulé Gsszes meny-
nyiségek. A Maxwerr-féle egyenletek osszedllitdsa utin a Covrome-féle
torvényt, a Kircmnorr-féle mozgdsi egyenleteket, a Bior-Savart-, a NEu-
manN-féle inductio- és az Ampire-féle torvényeket mutatja be mint egyen-
leteinek kivetkezményét. Azutin az elektromos rezgések theoridjira tér it ;
minthogy a kifejtés alapjiul szolgdlé egyenletek a rugalmassdgi theoriabdl
eredokkel megegyeznek, azért a tirgyalisra a Kircuaorr-féle mddszer
alkalmazhaté. Az alkalmazis legbecsesebb része bizonydra az elekirostatika
alaptorvényeinek a levezetése. A médgnesek tirgyalisdval az eldaddsok véget
érnek.

Végiil megjegyzem, hogy szerzénk csakis a homogen isotrop kozegek-
ben véghemendé mozgdsok tdrgyaldsdra szoritkozik ; de az dttérés a mir
ismert MaxweLL-féle modon az dltaldnosabb egyenletekre igen kénnyt, s
eredményiil, eltekintve a jelolésben levé kiilonhségektol, a Maxwerr-féle
egyenletek Herrz v. Heavisie-féle alakjait nyerjiik.

Sutak Jozsef.




A Mathematikai és Physikai Tarsulat III. tanulo-
versenye.

A Math. és Phys. Tarsulat vdlasztmanya f. é. mdjus ho 30-dn tartott
iilésén megbizta az tigyvivé titkdrt a IIl. tanuléverseny elékészitésével.

A verseny oktéber 24-én tartatott meg. A verseny lefolydsdrdl és ered-
ményérol a kikiilditt bizottsig kovetkezo jelentése ad szdmot.

Tisztelt vilasztmadny !

Az alulirott bizottsig elé terjesztett jegyz6kinyvekbél kideriil, hogy a
tarsulat IIl. mathematikai tanuléversenye f. é. oktéber hé 24-én megtarta-
tott. A kitiizétt id6ben Budapesten 88, Kolozsvirott pedig 10 kozépiskolat
végzett ifju jelent meg a tdarsulat tagjaibél alakitott versenybizottsig elott.
Az igazolisok megtorténte utdn kihirdettettek az elnok pecsétjével lezdrt
versenytételek, melyek a kovetkezok :

1. Bizonyittassék be, hogy az n egész szim logarithimusa nagyobb vagy
egyenld, mint k-szor log 2, a hol k az n kiilombozé torzsszamosztéinak a
szdma.

2. Bizonyittassék be, hogy ha valamely @y értékpdarra vonatkozolag
a*—3ay +2y* +x—y=0 és x®*—2xy +y*—5x+ Ty=0, akkor ugyanarra
az értékpdrra nézve egyszersmind wcy—12x+ 15y =0.

3. Adva vannak valamely hdromszig magassdgi vonalainak talppontjai;
szerkesztessék meg e hdromszég. Vagy, adva vannak a talpponti hdrom-
szog oldalai, kiszdmitanddk az eredeti hdromszog alkoto részei.

A jegyzokonyvek tanusdga szerint a verseny mindkét helyen szabdly-
szertien folyt le. A dolgozdsra engedett 1do leteltéig Budapesten 50, Kolozs-
varolt pedig 6 dolgozat adatott be.

A dolgozatokat az elnokség dltal kikiildott birdlé bizottsig megvizsg:il-
van, orommel latta, hogy a verseny szép sikerre vezetett, mert a beadott
dolgozatoknak nemesak nagy szdma, hanem a megolddsok mindsége is
megelégedéssel toltstte el a bizottsdg tagjait. Tébben mind a hdrom tételt,
szamosan pedig legalibb kettét oldottak meg, sokszor elmés mddszerek
segitségével.
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A dolgozatok gondos egybehasonlitasa utan a bizottsag egyhangulag a
kovetkezd megéallapodasra jutott:

Az bsszes dolgozatok kozil ugy a megoldasok ligyessége és pontossaga,
valamint fejlett mathematikai gondolkodasra vall6 szabatos fogalmazasa
tekintetében nagyon kiemelkedik Visnya Aladar b. h. dolgozata.

Legkozelebb all hozzd az a dolgozat, melylyel Zemplén Gy&z6 b. h.
vett részt a versenyben.

Ez okbol a 100 aranykoronas Eotvos-dij Visnya Aladarnak, az 50
aranykoronas Eétvos-dij pedig Zemplén GyGzének Itéltetett meg.

AZ elsé dij nyertese a pécsi allam i férealiskolan M aksay Zsigmond m eg -
boldogult érdem es tagtarsunk vezetése alatt tanult, a masodik dij nyerdje
pedig a fiumei allami fé6gymmnasiumon Pizzetti R 6kus tagtarsunk tanitva-
nya volt.

A jutalomra mélténak Iitélt dolgozatokon kiviil még 6t oly dolgozatot
talalt a bizottsag, mely készit6iknek becslletére valik. Ezeket dicsérettel
kivanja kitiintetni. Készit6ik a kdvetkezok :

Blazsevatz Antal, a zombori all. fégymnasium,

Klein Arthur, a budapesti V. kér. all. féreéliskola,

Mayer Miksa, a budapesti Il. kér. kir. egyet, fégymnasium,
Suschnik Jozsef, a kecskeméti all. férealiskola és

Szab6 Imre, a kolozsvari ev. ref. f6gymn. volt tanuldja.

Budapest, 1896 november ho 25'én.

Eberling Jozsef, Batz Laszlo,
Beké Mang, Kurschak Jozsef,
Gruber Nandor, Rados Gusztav,

Bartoniek Géza,
a biralé bizottsag tagjai.



A Mathematikai és Physikai Tarsulat III. versenyén
B. Eotvés-dijjal jutalmazott dolgozatok.*

1. Visnya Aladar dolgozata.
1. Tétel. Bizonyittassék be, hogy n cgész szdm logarithmusa
logn = k. log 2,
hol £ az n torzsszdam-tényezoinek szama.
Irjuk a kovetelményt transcendens alak helyett exponentiilis alakba
an = ™
a hol @ a logarithmus rendszer alapja. Mivel @, mint ilyen, nem lehet va-
lodi tort, azt kell bebizonyitanunk, hogy
n = 2k,
Legyenek mdr most n primtényez6i p,, p, ... pr, ugy ezek mind-
egyike nagyobb vagy legaldbb cgyenlé kettével és igy ha helyiikbe 2-t

tesziink, »-nél kisebb, v. vele legfeljebb egyenlo szimot kapunk
1 %8 k
N=D5 Doveos D =252 100502
a honnan
= 2F

Q.e. d
2. Tétel. Bizonyittassék be, hogy ha & y értékpdrra vonatkozdlag
; a*—3xy+ 2 +ax—y=0
> x— 2y + Y —bx + Ty =0,
-akkor ugyanarra az értékpdrra nézve egyszersmind

xy — 12z + 15y = 0.

A tétel be lesz bizonyitva, ha sikeriil az elsé két egyenletbél a harma-
-dikat eléallitani.
Elobb azonban egyszertisithetjiik az elsét :

* A dolgozatok valtoztatas és javitds nélkiil vannak kozolve. Szerk.
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2 —8xy+ W tarx—y=—2y +y*—xy +y’ +tx—y=
=@—y—yl—y)+tz—y=(@—y)(e—2 +1)
x=y=v értekpdr azonban a mdsodik egyenletet csak azon esethen elégiti
ki, ha = és i egyenl6k zérussal, a mikor azonban a tétel helyessége koz-
vetleniil belithaté, mert mind a hirom egyenlel minden tagja tartalmaz
ismeretlent. Ha azon @ és i zérustdl kiilombozo de egyenld értékek (v),

ugy a misodik egyenletet sohasem elégithetik ki, mert

r— i By L Tun=%

és nem zérus. Szabad tehit az elsé egyenlethél (@ — y) tényezot elhagyni.
Feladatunk tehat

&t —2xy +

o+ Ty=0 1)
és
xy —2 +1=0 2)
egyenletekbol
axy —12x + 15y =0
egyenletet elgdllitani.
Vonjuk le a 2) alatti egyenlet x-szeresét az elsobél :

y*—6x + Ty = 0.
Szorozzuk meg ezt kettével és adjuk a 2) alatti egyenlet y-szorosdhoz :

9122 + 14y =0
oy —2%" + y=0

axy —12x + 15y =0

a mivel a tétel be van bizonyitva.
3. Tétel. @) Adva vannak valamely hdromszog magassigvonalainak
talppontjai, szerkesztessék meg a hdromszég.
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A szerkesztést azon tétel alapjan eszkdzolhetjik legegyszer(ibben, hogy
a haromszdg magassagai a talpponti haromszog szdgfelezd egyenesei.

Bizonyitsuk ezt be. Legyen ABC haromszégben A,B,C, a talpponti
haromszog és M a magassagi pont.

MB,CA, négyszog koré kor irhatd, mert két szemben fekvé szége derék-
szog. Akkor

MAIBIA = MOB, A = 90°— CAC, A —90°— a.
Hasonlokép kort lehet irni az MCIBAL kéré, és ekkor
MA/:,A —MBC, A = 90°— BAB, A —90°— a.

A mint ezt bizonyitottuk A, szdgre Ugy lehet a tébbire is.

A szerkesztés ennek alapjan agy torténik, hogy meghlzzuk a 3 pont
altal adott haromszdgben a kilsd szdgeket felez6 egyeneseket és ezek lesz-
nek mindjart a kérdéses haromszog oldalai.

b) Szamittassanak ki az eredeti haromszog szogei.
Itt is legczélszer(ibb a fentebb bizonyitott tételbdl kiindulni, a mikor is
rogton kapjuk a szogeket. Bebizonyitottuk u. i.

A, = 2.(90°— a)

Ay = 90°-a)

filA n K)
tg {s—a,) Ctg a,

hol a,, b,, c,, a talpponti haromszog oldalai és s, ezek dsszege fele.
Hasonlokép

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 21
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Cth. (si— al)(s— c,)

cg r =/@8~g ~ b~

Ugyancsak ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy a maradék haromszdgek

az eredetihez hasonlék pl. B1IcA1A00BCA.
Mert

ABRA~A = 90°—mBIAL1-4 = 90°— (90°—nR) = R

és c sz0g kozos.

Tehat AIB1:BIC = c:BC
BC
c. AIB1 ¢
De
., B.C
AR~~~ 6s — COSy,
tehat

c =

Egészen igy nyerhetd, hogy

b= EOS:IB

2. Zemplén Gy6z06 dolgozata.

Il. Tetel. Bebizonyitando, hogy ha valamely x, y értékparra nézve
) X2— 3Xi/+ 2y2+ x —y —0
& az2—2xy + y*—b5x+ 7t/=0,
akkor ugyanarra az értékparra nézve:
xy — 12x+15{y=0.
Ha az 1)-b6l a 2)-t kivonjuk :
— Xy+y~r"+Gx —8y=0
y(x —y)— &x—8y.
Ha a 2)-bél az I)-et kivonjuk 2)-vel szorozva :

X2— xy — lix+\by=0
X(X —y)=1lIx — 15x.

2)

4)

5)
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'Osszuk el a 4)-et és 5)-6t egymaéssal:
X :y=(lIx-— 152 : (6* — 8y)
6x2— 8xy—\\xy— 15?272
19xy m—15y*—6x2=0
22— 18Xy +isx2=0.

Fejtsik meg ezen egyenletet y-ra nézve

]9 f/ }_??_(_gt_6_9;§_)f?: yo« + hx

y—mx=*
VvV — %x, fsx — Ix
Ha
y=1*
akkor a 4) egyenletbdl
s X (x §X): 6 x X X 6)
innen
X=3)
s li.
y=2
Ha pedig
y=5X
akkor az 5) egyenletbdl
X (x—fx) — llaj — 9x 7
aen :
X=5
= 3

y =
Az . értékpart a 3) egyenletbe helyettesitve
6— 36 + 30= 0.
Tehat x, y ezen értékparjara nézve a fentebbi egyenletek koézul a har-

madik tényleg =0.
A 1l. értékpart a 3) egyenletbe helyettesitve

15— 60 + 45= 0.

Tehat ezen értékparra nézve is egyenl6 zérussal a harmadik egyenlet

Megjegyzés. A 6) egyenlet kifejtésénél talaljuk : % X, tehat
x=0
y= 0

21*
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Ezen értékparra nézve is 0 a harmadik egyenlet.
A 7) egyenlet kifejtésénél is azt talaljuk, hogy x=0, y=0.
1. Tétel Bizonyittassék be, hogy az n egész szam logaritmusa

logn 2: klog 2,

a hol k az n killénb6z6 térzsosztéinak a szama.

Ha n torzsosztéi a, b, c...logn = loga+ logb + logc ...

A torzsosztok szorzata egyenld a szammal n-nel; a torzsosztok kozott
azonban a legkisebb a 2. Ha mind az oszték 2-k volnanak, akkor log n =
= fclog2, de minthogy log n-nek nagyobb térzsosztéi is lehetnek, mint 2,
tehat logn  klog 2.

Megjegyzés. Ha n = 1 akkor a tétel nem all.

Ha «=2, akkor log n=k log 2. Ezen utols6 esetben az egyet nem sza-
mitom a térzsosztok kozé.

IIl. Tétel. Adva vannak valamely haromszog magassagi vonalainak
talppontjai; szerkeszszilk meg a haromszoget.

Ha a magassagi vonalakat vizsgaljuk, latni fogjuk, hogy azok a talppont-
haromszognek szogfelezdi:

Bebizonyitas:

Szerkeszszik: R7°] AC| BC
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akkor
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tehdt

ezért :
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A'P'| AC|| BC'||B'P
QB': DC'= A'B': A'D (A'DC’' Ao A'B'QA )
A'Q':DC'= A'B': B'D (A'B'QA oB'DC'A)
QB': A'B'=DC': A'D
Q'A': A'B'=DC': B'D
A'B'Q'A o A'B'QA
JABQ=JABQ
ZA'CD=3BCD

313

tehat B magassdgl vonal szigfelezije A'B' (M A\ -nek ; ugyanez dll a misik
két magassdgi vonalrdl is.

Szerkesatés.
Ha tehdt meg vannak adva a talppontok, dssze kell azokat kitniink, s az
igy nyert hdromsziognek meghuzva szogfelezoit, azokra A, B, (! pontokban

merélegeseket vezetiink s megkapjuk az A'B'(!" haromszoget.



ERTESITO A MATHEMATIKAI ES PHYSIKAI TARSULAT
ELOADASAIROL.

1895.

November hé 28-an. Dr. Kirscuix J6ézser : Az analitikai fiiggvények po-
lusai. (L. rész). — Dr. Krvpdray JenG : Kisérletek Topler 20 lemezi meg-
oszté gépével.

Deczember ho 12-én. Jelentés a Math. Phys. Tédrsulat II. tanuléversenyé-
nyek eredményérol s a dijak kiosztdsa. — Karecsinszky SANpor : Berthe-
lot kalorimétere és kalorimetrikus bombdja. — Dr. Kirscaix J6zser :
Az analitikai fiiggvények polusai (II. rész).

1896.

Janudr hé 16-an. Dr. Kuvearay Jen6 : Réntgen fotografidirgl. — Dr. Beke
Man6 : Egész fiiggvények irreduktibilitdsa.

Janudar hé 30-an. Dr. Bexke Mané: Egész fiiggvények irreduktibilitdsa
(L. rész). — Dr. Kvuparay Jexé : Rontgen fotografidircl (2-dik eldadds).

Februdr hé 13-an. Dr. Beke Mané: Egész fiiggvények irreduktibilitdsa
(I rész).

Februdar hé 27-én. Dr. Surik Jézser : Az elsérendi differentidlegyenletek
singularis integraljairdl (I. rész). — Dr. Kuupatny Jen6 : Egy uj elektro-
mos vetité lémpa.

Médirezius hé 12-én. Dr. Surik Jozser : Az elsérendii differentidlegyenletek
singuldris integradljairdl (IL rész). — Dr. Kiss K4roLy: Egy uj szerke-
zetii fotografdlé limpa, Rontgen-féle fotografidk készitéséhez.

Méarczius ho 26-an. Horniscaek Henrik @ Torvényszertien viltozo rendsze-
rek mozgdsdrdl. — Dr. Hoor Mor : A mdgnesi korok, kiilonos tekintet-
tel dllandé mdgnesek készitésére.

Aprilis ho 9-én. Gruser Nixvor: A Fermat-féle congruentia-tétel elméle-
téhez. — Wirrmany Ferescz : A viltakozo dramok jelenségeirdl.

Aprilis ho 23-an. Gruser Nixpor : A Fermat-féle congruentia-tétel elmé-
letéhez. — Dr. Iszray Jozser : 1. Egy laboratoriumi transformator koze-
pes fesziiltségii dramokra, U] szerkezetli megszakitéval. 2. Javitds a kis
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méretd rheostatokon. 3. Amerikai elektromos olvasztokilyha, magas
hémérsékletekre.

November hé 26-an. A 1. mathematikai tanuléverseny eredményének
kihirdetése és a dijak kiosztdsa. — Dr. Surdk Jézser: Az algebrai fiigg-
vények osztéirdl.

Deczember ho 10-én. Dr. Frouuicn Izmor : Lord Kelvin tiszteletére Glas-
gowban rendezett iinnepélyekrol. — Rapos Guszrdv: Analitikai fiigg-
vények arithmetikai tulajdonsdgairél. — Dr. Iszray Jozser : A testrészek
dtvildgitasa Ronlgen-sugarakkal.

*

Az 1896. évi junius hé 15. 16., 17. napjan Glasgowban Lora
Kelvin (Sir William Thomson) tiszteletére rendezett iinnepélyrsl.x

Tisztelt Mathematikai és Physikai Tédrsulat !

Oly tudominyos tinnepélyrol bitorkodom roviden megemlékezni, mely
a maga nemében a legnagyobb ritkasigok kozé tartozik; oly férfitinak
megtisztelésérdl, kinek tinneplése csak elismerése a tudomdny és alkalma-
zdsa terén szerzett, viligszerte ismert érdemeinek.

Bar ez iinnepélyrél néhiany héttel ezelott mas helyen tettem rovid jelen-
tést, engedje meg a tisztelt Tdrsulat, hogy itt mds formdban, mddositott,
részletesebb tartalommal, feszteleniil szdljak feléle ; de elére is kijelentem,
hogy hosszasabban beszélni nem kivinok. Mint volt résztvevije ezen
iinnepségnek, néha kénytelen leszek magamrol is beszélni, a miért elné-
zésOket kérem.

A jelen év 6szén épen Gtven éve, hogy Lord KeLviy, elsbb Sir WiLLian
Tuomson, mely utébbi eredeti neve alatt szerzette volt meg tudomédnyos
hirneve javarészét, huszonkét éves koraban neveztetett ki a glasgow-i
nagy skot-egyetem egyik legfontosabb, a physika tanszékéhez tandrnak.

E korai kinevezést, milyenben egyébként mds idében és mds helyen
tobb, késébb elsérangivd fejlédott fiatal tudds, mint pl. Lacranee Turin-
ban, Lieeic Giessenben részesiilt, elsé sorban mdr a legzsengébb korban
mutatkozo kivdlé mathematikai és physikai tehetségének koszonhette.

Nem lehet szdindékom a tisztelt Tdarsulat figyelmét Lord Kervin élet-
rajzdval vagy tudomidnyos miikddésének korvonalozasdval igénybe venni ;
ez nem volna hozzi a kell6 alkalom, de legyen szabad néhdny idetartozo
jellemzé koriilményt felemlitenem.

Az akkori nagybritanniai egyetemek szervezete alapjin, 1834-ben
Witian Tromsox tiz éves kordban lépett be mint tanuld a glasgowi egye-

* Eldadatott a f. évi decz. ho 10-én tartoit rendes ilésén.
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tembe, melyen atyja James Tromson 1832 éta mint a mathematika tandra
miikodott. 1835-ben, tizenegy éves kordban, két osztdlyérmet nyert és a
mathematikdban, physikdban, astronomidban facile princeps lett, bdr
testileg a sokkal id6sebb és nagyobb tanulétdrsai kéziétt majdnem teljesen
eltiint.

Tanulmdnyait a nevezett egyetemen befejezve, tizenhét éves kordban
Anglia egyik leghfresebb egyetemére Cambridge-be ment, hol a St. Peter-
College-ben toltott négy évet, ideje legnagyobb részét teste edzésén kiviil a
mathematikai physika fontos problémadi megfejtésére forditvan s keveseb-
bet foglalkozvin a «Bachelor of Arts» (Baccalaureus artiwm) fok elnyeré-
sére eloirt rendszeres tanulmanyokkal.

Ez idébe esik, hogy az odavalé tanuldék egy evezé versenyén gyoztes
lett ; tovibbd, hogy a nevezett college-ben a felette valo feliigyelettel meg-
bizott u. n. «tutor» (6rzé) Tuomson atyjdit levél utjin kérte, intené meg
fidt, hogy az eléirt vizsgdlati tirgyak tanulmdnyozisdra tobb gondot fordit-
son, mint kedvencz problémdi kutatdsdra ; de atyja, ki fia szellemét mdr
felismerte volt, nem volt hajlandé ennek tanulmdnyait befolydsolni.

fgy torténhetett, hogy a tanulminyi idé befejeztével az angol egyeteme-
ken megtartatni szokott mathematikai verseny-vizsga («mathematical
triposexamination» ) alkalmdval Tromson a mésodik helyre jutott, PARKINSEN,
késébb «tutor» a cambridge-i St.-Johns-College-ben lévén az elsé, kinek
tudomédnyos mitkddése foleg mechanikai és optikai tankényvek kiaddsdbol
allott.

De csakhamar megvéltozott a helyzet ezen elsé nyertes és a fiatal
Tromson kozott, mikor az utébbi révid id6 mulva a cambridge-i nagy
Swita-dijat nyerte el és tudomdnyos buvdrlatai kozzétett eredményével
szélesebb szakkorokben mélt feltiinést keltett. Tudomdnyos fokdnak
elnyerése utin 1845-ben Pirisha ment, hogy Bior ¢és Reenavir vezetése
alatt a kisérleti mddszerekkel megismerked;jék.

De nem maradhatott sokd Pdrishan.

1846-ban a glasgowi egyetemen a physika tanszéke megiiresedvén, ezt
kiilondsen G. Srokes ajdnlatdra csakhamar a médr 17-ik évétél kezdve koz-
leményei folytin is ismeretessé lett WiLLiam Tromson-nal toltotték be, ki
igy atyjdval egyiitt ugyanezen egyetemen egyszerre mikddhetett, de az
utébbi mdr hirom évvel késébb, 1849-ben, meghalt.

Wirrian Taomson tandri miikodésének azota lefolyt otven éve a tudo-
mény és gyakorlati alkalmazdsa koriil szerzett érdemeinek és elért sikerei-
nek szakadatlan linczolata ; s akdr az elektromossdg és médgnesség, akar a
mechanikai hétan s a hovezetés, akdr a fold alakja s a dagdly és apdly kér-
déseinek elméleti megvizsgdlisit vagy ezek tényleges viszonyainak szaba-
tos kipuhatolisdra és lemérésére kigondolt és megszerkesztett késziilékeit
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lekintjitk : mindeniitt 6ndlls, mathematikailag kitiinden fegyelmezett,
rendkiviil termékeny szellem jelentkezik, mely a mennyiséglan elvont,
gyakran legmélyebb igazsdgait bamulatos figyességgel és biztossiggal tudja
felhaszndlni a természet jelenségeinek kifiirkészésére, 1j elméleti és kisér-
leti vizsgalati modszerek megdllapitdsdra és ezekre alkalmas segédeszkozok
feltalilisira.

De talin legnevezetesebb sajdtsiga Tzomson-nak ama, a legritkibb
esetekben nyilvanulo képességében nyilvinult, melylyel tudominyos buvdr-
latainak vivmdnyait kozvetetleniil a gyakorlati élet, egyenesen a kozjolét
szolgdlatiba tudta helyezni, miként ezt a tengerentuli telegrafozdsra szol-
2dl6 gépel, az elektrotechnikdban majdnem vildgszerte alkalmazott nagy-
szamu gyakorlati méré-eszkozei, a tenger mélységét jelzé késziiléke, hajo-
irdnytije, drapdlymérdje és josléja, valamint az Osszetett hullimokat
alkatrészeire széthonté harmonikus analysdtora épen oly fényesen, mint
sokoldalian bizonyitjak.

Fontos szolgdlatot tett az elméleti mechanikdnak és physikénak, mikor
e tanok helyét a mathematikai és a természettudomidnyok csoportjdiban
szabatosan kijelolni s azokat, foleg pedig a mechanika alapigazsdgail tul-
nyomdan tapasztalati alapokra fektetni torekedett; tette ezt az 6 hires
«Treatise on Natural Philosophy» czimi, a tudomdny legmagasabb szin-
vonaldn dll6 nagy kézikényvével, melynek tervezete, gondolatmenete és
irdnya tole szdrmazik, s melyet Tarr edinburgh-i egyetemi tandr kézremii-
kodésével 1867-ben adott ki el6szér. E mu, bir befejezése nagy szabdsd-
ndl fogva mdr az egyediil maradt els§ kétete megjelenésével sem volt
varhatd, mégis igen kihatd, s az utina megjelent hasonlé tirgyi miivekben
és kozleményekben jellemzden visszatiikrozo befolydst gyakorolt a mecha-
nikai disciplindk tudomdnyos felfogdsira és tirgyaldsdara, valamint a féld
alakjdra vonatkozo ismereteinkre.

Ily ténykedése dltal Tuomson a kinevezéséhez fazstt virakozasoknak
fényesen felelt meg ; s mig a tudomdny emberei mdr kordn ismerték el 6t
egyik vezérjiiknek, addig az 1858 —1866-ig a transatlantikus kdbeltelegra-
fozds koriil végzett egyszeriien megbecsiilhetetlen szolgdlatai vildghiriivé
tették. Az angol korminy ezeket a nagy érdemeket a «Sir» (Baronet) czim
adomdnyozisdval ismerte el.

A legtsbb angol, continentdlis és amerikai tudomdnyos akadémin és
tarsasdg kiils6 vagy tiszteleti tagjava vélasztotta és szdmos egyetem tiintette
ki a tiszteleti doktor czimével. Hat évvel ezelott a legnagyobb megtisztelte-
tésben részesiilt, mely Britannidban tuddst érhet: a brit tudomanyos aka-
démia, a Royal Society elnékének vilasztotta s igy e mingségében NewToN
egyik utéda volt. Ezen tisztségtol a mult évben megvdlt. Végre 1892-ben
az angol kormdny « Baron Kelvin of Largs» czimmel a birodalom peer-jei
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kozé emelte, a KeLviy nevel azon kis folyolol véve, mely a glasgowi egye-
tem féépiiletét vivé Gillmore halom aljdt kériilfolyja, mig Largs kis hely-
ség Glasgow kozelében, Lord KeLviy nyaraldhelye.

Hazink illetékes korei sem késtek elismerésiik kifejezésével ; a M. T.
Akadémia 1873 -ban valasztotta kiilsd tagnak, s a jelen év elején a buda-
pesti egyetem, ezredéves iinnepélye alkalmdbol a tiszteletheli hélesészet-
tudori czimmel tiantette ki.

Ily rendkiviili, a tudomidnyok torténetéhen a mnagy ritkasigok kozé
tartozo tevékenység és siker utdn csak természeles volt, hogy azon egye-
tem, melynek kebelében megszakitis nélkiil Gtven esztendeig mukodott
és az a viros, melyben ugyanannyi ideig élt, tandri mikodésének Gtvene-
dik évforduldjit az alkalomnak és az egyéniségnek megfelelé tinnepélylyel
kivinta megiilnl. Az ilyennek rendezésére egyesiilt a glascowi virosi
hatdsig és az ottani egyetem és az ekként megalakilt {innepi bizottsdg
nagyszamu tudominyos testiiletet szolitott fel a részvételre, elsé sorban
azokat, melyek WiLriam THoMsON irdnti nagyrabecsiilésiiknek taggd vilasz-
tds dltal adtak volt mér kifejezést.

Meghivé a M. T. Akadémidhoz is érkezett s miutin az {innepélyen
résztvenni hajlandonak nyilatkoztam, elnokileg az Akadémia képviseletével
bizattam meg s személyre sz616 meghivé kieszkozlése czéljabol nevem a
rendezd-bizottsiggal kozoltetett, tovibbd a budapesti egyetem rektora
részérol a liszteleti doktor czimadomédnyozids bejelentésére kérettem fel, az
oklevél nem késziilhetvén el idejében.

Maguk az tinnepélyek (ilasgow-ban, Skocia legnagyobb, hdromnegyed
milli6 lakéssdgu, rendkiviil fejlodétt technikai iparral bird virosdban folyd
évi junius hé 15., 16. és 17. napjain tartattak meg s a maguk nemében
gy nagyszertuségiik, mint eredetiségiik és kitiiné rendezésiik révén még
Britannidban is esemény szimba mentek, mirél nemesak az egyideji
angol napi sajté és képes lapok részletes kozleményei, hanem az ottani
legfelsobb kordk élénk érdeklodése is tanuskodott.

Osszegyiiltek a sz26 szoros értelmében a vilig minden tdjékird] az iinne-
peltnek tisztel6i ; Eurépa majdnem minden mivelt dllamdbdl, Amerikibdl,
Fokfoldbol, Kelet-Indiihol, Ausztrdlidbdl jelentek meg részivevik, szdmra
nézve koriilbeliil 250-en s mir ezen kiilsejitkre nézve is oly kiillonhozé fér-
fiak talilkozdsa és érintkezése rendkiviil érdekes volt; hiszen bennsziilott
indial egyetemi tandrt is ldttunk !

A kiviilrél jott vendégek nagyobb része és magam is a glasgowi egye-
lemi landrok és mis érdeklodo kordk vendégszeretetél élvezliik, s mikor az
innepélyeket megel6z6 nap délutdnjin hdzi gazddmmal, a pathologia
tandrdval, felkerestiik Lord Kervin-t, ki egy, az egyetem tulajdonit tevé
hizban lakik, ez hetvenkét éve daczdira azonnal emlékezett, hogy az 1882,

|
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és 1884. évi, Pdrisban tartott nemzetkozi elektromos kongresszuson jelen
voltam, A «five o’ clock tear-n a tdrsalgds egyik tdrgya természetesen a
Réntgen-sugarak voltak.

Az tinnepély elso részét, mintegy eléestélyét egy junius 15-én, hétfon,
a glasgowi egyetem e czélra dtalakitott nagy termeiben rendezett fényes
fogado estély (conversazione) képezte, melyen koriilbeldl kétezer meghivott
hélgy és ur jelent meg; belépésiiknél egyfeldl a glasgowi egyetem tanicsa,
misfeldl a glasgowi vdrosi hatésdg fejei fogadtdik. A vendégek eléhaladdsuk
kézben a kis emelvényen dll6 jubildrissal és nejével kezet szoritottak és
nemesak a diszes termekben, a brit cgyetemek jelenlévé nagyszamu gra-
dudltjai szines diszoltézeteiben, hanem az eredeti skot felvidéki katonasdg
(highlanders) zenekardnak és sipos kardnak sajdtszer zenedarabjaiban
gyonyorkodtek, melyeket e karok az ottani egyetem egyik nagy udva-
rdban hallattak, mialatt a kozonség az enyhe nydri estén az udvar koriil
sétalt.

De ezen estély legérdekesebb litvinyossdgdt az iinnepeltté]l feltaldlt
eredeti késziilékek és gépek gyiijteménye nyujtotta, mely a nagy konyv-
tiri teremben harom hosszi és széles asztalon szép elrendezéshen el-
helyezve, hatdisos mdédon hirdette egyrészt feltalilojuk és szerkesztdjiik
gyakorlati képességét, masrészt azon technikai ipar nagy fejletlségét, mely-
nek eléillitisukat koszonhetik. Legyen szabad itt esak mellesleg érintenem,
hogy Tuomson-KeLvin gyakorlati késziilékeit és gépeit kezdettél fogva a
glasgowi James Waire czég késziti, mely egészen igénytelen kezdetbél
szellemi landcsaddjdval egyiitt rendkiviili mdédon gyarapodott s hahdr
csakis a Kewvin-féle normadl (standard) appardtusokat késziti, jelenleg a
maga nemében egyike a legnagyobb ily gyaraknak és Glasgow eqyik
ipari latvanyossaga, melynek megtekintésével e nap délelottjét toltot-
tem volt.

Ugyancsak ezen asztalokon voltak kirakva Lord KeLvin 6sszes nyom-
tatdshan megjelent kozleményei és mitvei; tovibbd az asztalok hossza
mentén, kozepiik felett feldllitott fa-falakon ésszestiszteleti oklevelei és tudo-
manyos tdrsulatok tagsdgi okmdnyai; kozottiik nagy Grémmel vettem
észre a M. T. Akadémidnak 1873-ban kelt tagsdgi oklevelét a kisérd
levéllel egyiitt, mely félhasibosan magyar és angol nyelven van irva és
grof Lonvay Mesvairt elnok és Arany Jinos f6titkdr aldirdsival van
ellatva.

Legnagyobb mértékben vonzotta azonban a nagyszdmu vendégek zémét
a széles asztalokon elhelyezett hdrom, kozel egyforma, csoddlatosan miksdo
tavirégép, KeLviv-nek d. n. syphon-recorder-ei, melyeket hdrom nagy
tengeralatti kdbel-tdrsasdg, ugyanis az Anglo-American-, az Eastern- és a
Commercial-Cable-Company ezen estély lartamdra vonalaival kapcsolatha
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hozatott és igy lehetové tette, hogy a vildg legtdvolabb helyeirdl is tdvirati
értesitések érkezhessenek kozvetleniil az iimnepély szinhelyére. Sot, e
kibelek és bizonyos szirazfoldi vezetékek alkalmas egybekapesoldsdval az
-egész foldet koriilfogo vonal 1étesiilt és az egyik asztalon 1évé géptol a szom-
szédos asztalon 16év6 géphez az egész foldkoriili vezetéken is lehetett
telegrafozni, az tizenet hét, a felelet négy perczet vett igénybe.

Biamulattal tekintett mindenki e sajdtszeri, folytonosan ziimmogo

" gépekre, a technikal ipar valésdgos kis csoddira, melyek titokzatos finom
kél: hullamirassal szakadatlanul irtdk le a legombolyodd papirszalagokra
a vilig minden tajékdrdl, Amerikdbdl, Indidibél, Japdinbol stb. sziinet
nélkiil érkezé sziz meg szdz tidvozl6 tiviratot, melyeket a téviréhivatalnokok
alig gyozlek kozénséges, mindenkinek olvashato irdsha dttenni. Mindezeket
az iinnepelt rogtén ugyanily tton koszénte meg ; bizonydra a kiérdemlett
megelégedés érzete télthette meg keblét annak a tudatiban, hogy a koz-
lekedési méd nagymeérvii tokéletesitéséhez 6 is igen lényegesen hozzd-
jarulhatott.

Mulasztiast kivetnék el, ha fel nem emliteném, hogy a kidllitott targyak
kozott deriiltséget okozott egy tengerész tréfa tdrgya, ugyanis egy rémséges
borotva-forma szerszim, melynek fiirészmddra fogazott pengéje koriil-
beliill */s-ad méter hosszi volt, s mely felirata szerint az a borotva,
melylyel Neptunus apé megborotvilta Lord Kevin-t és kiséretét, mikor
1873, jilius 27-én a Hooper nevi kibel-hajon az egyenliton dthaladtak.

A fotinnepély azonban a kivetkezo napra, keddre, junius 16-dra esett.
Délel6tt tiz érakor gyiltek dssze a jubilans férfia iidvozlésére megjelent
kiildotiségek és egyes delegatusok és testiiletileg vonultak a meghitt elo-
kelo kézonséggel a foldszint és karzaton szorongdsig megtell egyetemi
nagy diszterembe, az 1. n. Bute-Hall-ba, lelkesen iidviziltetve a koriil-
beliil 2000 jelenlevo dltal. Allamaik nevei szerinti alfabetikus sorrendben
foglaltak helyet az els6 padokban, szemben a rendezé-bizottsiggal és
Lord Kervin-nel, kik egy emelvényen, az utébbi kiilon asztal mellett
foglaltak volt helyet, az iinnepeltet médr belépésénél zajos tdvkidltasok és
orgonaszo fogadta.

Rovid bevezelé ima és beszéd utian felolvastik és dllva hallgattdk meg
az angol kirdlyné iidvozlé tizenetét, azutin a wales-i herczegét, ki még
sajndlkozdsit is kifejezte, hogy kozbejitt akaddlyok mialt az iinnepélyen
személyesen nem vehet részt; ezutin kovetkeztek az idegen (t. i. a
nem brit) delegatusok iidvizletei az emlitett sorrendben, melyben Austro-
Hungary volt az elsé dllam. )

Minthogy az Ausztria részérdl bejelentett képviselo megjelenésében aka-
dilyozva volt, Magyarorszig részérél pedig csak magam jelentem meg :
azon szerencséhen részesiiltem, hogy az dsszes jelen volt képviselok koziil
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mint elsé tidvozolhettem Lord Keuvin-t. Tekintve a delegatidk nagy szdmit,
mely szerint, ha mindegyik csak egy-egy perczig is szil, ez két drandl
tobb id6t veszen igénybe, iidvizletem csak igen rovid lehetett és kovet-
kez6képpen hangzott :

Lord KeLvin!

I come in the name of the Hungarian Academy of Sciences and of
the Royal Hungarian University of Budapest to greet You on this great
occasion.

The Hungarian Academy of Sciences enrolled Your name in the,
brilliant list of her foreign members as long as twenty five years ago,
and I am charged by the University of Budapest to announce tou You,
that in connection with the millennial celebrations now being held at
Budapest, the University has elected You an Honorary Doctor of Philo-
sophy and that His Majesty Francis Joseph I. has confirmed this
election.

I find this one of the happiest hours of my life.

I can personally assert before this splendid assembly, that the lectu-
re-rooms of Natural Science in Hungary resound with Your Lordships
name, that our physical laboratories contain the scientific apparatus,
invented by Your Lordship and applied according to the methods,
established by Your Genius, and lastly, that our scientific research and
literature is largely inspired by the brilliant scientific conceptions, which
Your Lordship has given to the world.

In the name of my countrymen I join in the congratulations which
will reach You to day from every quarter of the world.

Ezen {idvizlet magyarra forditott szivege a kivetkeza :

«Lord KeLvin !

A Magyar Tudominyos Akadémia és a budapesti m. kir. tudomédny-
egyetem nevében jottem, hogy tidvizoliem Ont e nevezetes alkalombol.

A Magyar Tudomédnyos Akadémia mair 23 évvel ezelétt sorozta Ont
kiilsé tagjai fényes sordba és a budapesti egyetem részérél annak a
bejelentésével vagyok megbizva, hogy a jelenleg Budapesten megtartott
ezredéves {innepségek kapesin ezen egyetem Ont tiszteleti bilesészet-
doktornak vilasztotta és hogy O Felsége 1. Ferencz Jozsef e vilasztdst
helyben hagyta.

Eletemnek ez egyik legboldogabb drija.

Személyes meggyozodéshol dllithatom e fényes gytlekezet elott, hogy
a természettan eldadd termei Magyarorszigon visszhangoznak Lordsd-
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god nevétsl, hogy physikai laboratorinmainkban megvannak az On dltal
feltaldlt tudomadnyos késziilékek, melyeket Lordsdgod lingelméjével meg-
dllapitott médszerek szerint alkalmazunk, és végre, hogy tudominyos
buvirkoddsunk és irodalmunk nagy mértékben azon fényes tudoma-
nyos eszmék behatisa alatt dll, melyeket a vilig Lordsdgodnak
kiszonhet.

Honfitdrsaim nevében esatlakozom azon szerenesekivdnatokhoz, me-
lyek Ont a mai napon a vilig minden részébél érik.

Ugy ldtszik, hogy elmondott iidvizletem a jelenlevék helyeslésével taldl-
kozott, mert a féldszinti kozonség tetszésnyilvinuldsa hallalszott, mely a
karzatokat megtoltott egyetemi ifjisigndl majdnem viharos visszhangra
taldlt.

Utdnam sorban mondtik el tdvozleteiket a tobbi kiilldottségek angol
vagy kivételesen franczia nyelven.

Legyen szabad e helyen csak azon meghatd jelenetrél megemlékeznem,
mikor a kozel nyolczvan éves Srokes, az tinnepeltnek egykori tandra, és a
Royal Society elnikségében eldde a cambridge-i egyetem kiildgttségének
¢élén elélépett és a jubilinssal néma, de anndl tobbet mondé kézszoritdst
viltott.

Az utolsck kozott jott a glasgowi egyetemi ifjisdg kiildittsége, mely
kedves tandra irdnl érzett liszteletének, hdldjanak ésragaszkoddsdnak adott
kifejezést.

A glasgowi egyetem igazgato-tandcsa s végre ezen egyetemnek u. n.
esenatus academicus»-a zdrta be az iidvozlok sorit.

Ezutin kovetkezett egy midsik iinnepélyes actus, nevezetesen a glasgcowi
egyetem részérol tiszteleti doktorok kredldsa és az igy megtisztelteknek fel-
avatisa.

Elészor is magdt Lord Kenvin-t tisztelték meg ily médon : mert 6, bir
sok mids egyetem tiszteleti doktora, eddig sajit egyeteme részérdl ily
kitiintetésben még nem részesiilt; és mihelyt a jelenlevék tetszésvihara
kozott orgona-sz6 kiséretével felavattdk, 6, mint rangra nézve legidésebb
tandr, azonnal elfoglalta a szdszékhez hasonlo felavaté emelvényt, és 6 lett
a tobbiek felavatdja.

Ugyanis Lord KeLvin e minéségében kiemelte, hogy ily szdimos és nagy-
hirii tudomédnyos képvisel6 megjelenése a glasgowi egyetemnek is nagy
megtisztelése s hogy ezen egyetem, e nap megorokitésére, a nem brit kép-
viselok koziil tobbeket tiszteleti doktorokkd kivin kredlni és felkérte az
egyetemi tandesot, hogy az illetéket a szokdsos médon felavassa.

Ez akként tortént meg, hogy a kiszemelt tizennégy kiilfoldi delegatusra
mir az unnepély elején, a nagy terembe lépés el6tt hosszu fekete taldr-
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szert felgltét (gown-t) adtak s karjukra biborvoros selyembol késziilt, a
vall korili viselésre alkalmas, a nyakndl keskeny, hdtrafelé széleseds,
bardt-csuklya-szert ruhadarabot (hood-t) tettek. Udvizlésiik elmonddsa
utdn 6ket az emelvényre iltették : most neviik alfabetikus sorrendje sze-
rint egyenként felszolitottik s néhdny mondatban tudomanyos miikddésiiket
jellemezték. Erre az illeté elolépett, a felavato emelvénye alatt allo bir-
sonyzsdmolyra féltérddel leereszkedett ; ekkor az egyetemi fépedellus az
illetének karjdrol levette a bibor-csuklydt és villa koriil tette s utdina végre
Lord KeLviy, a felavaté a lapos, kék bdrsonyi kerek doktori kalapot
tette fejére e szavakkal: «creo te doctorem», mire a gyiilekezet 6t élénken
idvozolte.

Ekként tizennégy delegatus, kozéttiik e sorok fréja is, abban a szeren-
csében részesiilt, hogy az él6 physikusok legjelentékenyebbjének kezéhdl
fogadhathatta a «doctor juris utriusque honoris causa» fokat.

Neviikben, valamint sajit nevében maga Lord KeLviy készonte meg egy
hosszabb beszédben a megtiszteltetést és ezzel az iinnepély ezen része dél
koriil véget ért.

Unnepi, illetve diszéltézetben kivonulva az egyetemi termekbél, f6-
kapuja el6tti szabad terén Lord Keviy koriil fesztelen csoportot alkottunk
@s fgy fotografiltattunk ; e kép mdsdt tobb angol képes lap hozta.

Az tinnepeltnek meghivisdra koriilbelol tizenketten gytiltiink ossze az
6 hdzdnadl a fél kettokor szokdsos «duncheon»-ra (mdsodik reggelire), mely
azonban valdsdgos ebéddé nott s melyen Lord KeLvin szeretetreméltosdgat
tjra tapasztalhattuk.

Ugyanezen nap esle Glasgow viros kizonsége az iinnepeltnek és a kiil-
dottségek tiszteletére az ottani St. Andrews-Hall-ban fényes bankettet ren-
dezett, melyen koriilbeliil négyszdz férfi-vendég vett részt s mely alkalom-
mal az idegen képvisel6k nagy elézékenységet tapasztalhattak ; késobb a
bankett vége felé a mir elozetesen és pedig elég korlditolt szimban meg-
allapitott felkdszontok meghallgatisdra holgykozonség foglalta el az addig
iires, tdgas karzatokat.

Elobb az angol kirdlyné vj tizenetét olvasta fel a {opolgdrmester, mely-
ben a kirdlyné az iinnepélynek szép lefolydsa feletti oromét fejezte ki;
azutin kovetkezlek a szénokok felkoszintoi és ezekre a kiszonetnyilvini-
tdsok ; a megallapitott kiszontok szima csak egyetlen egygyel lett meg-
toldva, azzal ugyanis, melyet a karzaton jelen 1év6 Lady KeLvin-re mondtak.
Az este azzal végzodolt, hogy az egész kozonség feldllt és kiki két szom-
szédjdaval dllandéan kezet fogva, zenekar kiséretével unisono énekelték az
angol nemzeti hymnust.

Az {innepélyek harmadik napjdra a glasgowi egyetem tandri kara a
vendégek tiszteletére egy igen érdekes kiranduldst rendezett; a résztvevok
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ugyanis két kiillonvonattal mentek a Glasgowtdl koriilbel6l harminezit
kilométerre 1év6 Greenock kikoto-vdrosig, hol a jubildris és neje tdrsasdgi-
ban a Glasgow and South-Western-Railway-Company «Glen-Sannox»
nevezetli, fényes berendezési személyszillité hajdjdra szdlltak, mely 6ket a
nyugati skot tengerpart egy érdekes szigetesoportja koriil és néhany hosszui
nyalvdanyu tengerbevigds mentén volt viendo.

Igazi skét idojirdst élvezliink : ver6fényes nap és kék ég, borulat, kid,
szivdrvinyos esé tobbszords egymdsutdnban kovetkezell s csak emelle a
hegyvidékes, haragos-z6ld novényzettel boritott szigetek és tengerpartok

természeti szépségeit. Utkozben a folytonosan hangzo zenekar dallamainal,.

a mennyire ezt az 1déjards engedte, a tdrsasig egy része, kozottilk a
jubildrisnak matronakorban 1évé neje 1s, az oly jellemz6 skét tanczokra
perdiilt.

A glasgowi egyetemi ifjusdg sem akart hdtramaradni; 6k mdr jinius
15-én késé este a jubildris, de kiilsnosen idegen tanulé-vendégeik tiszte-
letére 1. n. « Gaudeamus»-t rendeztek volt. Ezen alkalommal pedig kiilon
hajon kovették a kirdndulékat s mikor egy forduléndl a két hajo egymis
mellett elhaladt, kitoré «cheer»-vel iidvozolték a hajo fedélzetén 1évé Lord
KeLvin-t, szeretve tisztelt tandrukat.

Délutdn hat érakor ismét Glasgowban voltunk és ezzel az iinnepélyek
véget értek.

A kik ezen lélekemelé tudomdnyos jubileumon részt vehettek, életiik-
nek egyik legkedvesebb és legmaradanddébb emlékével tdavoztak ; magdra
az egész linnepélyre nézve pedig legjellemzobb az a szo, melyet a hivatalos
banketten elmondott pohdrkdszéntéjében haszndlt Ferrero tabornok,
Olaszorsziag londoni nagykdvete, ugyanis, hogy ezen jubilceum a tudo-

many apotheosisa volt.
Dr. Frohlich J.




PHYSIKAI LABORATORIUM.

Az elektromossig elhelyezkedése a vezetdk feluletén. Annak
megmutatdsdra, hogy a vezets feliiletén elhelyezkedett elektromossig ki-
felé taszitdst szenved, Koszrorinyi Arpip tagtirsunk a'kovetkezé egyszeri
kisérletet kozli: A Winter-féle gép gyijtogombjének furatdba, melybe
rendesen a fagyiri tartdjat szokds illeszteni, tegyiink be egy parafahen-
gert, tigy hogy vége kissé kidlljon. A mint a gépet meginditjuk, a henger
hevesen kilokodik s nagy ivben messze répiil. Ha a kisérletet valamivel
rovidebb parafahengerrel ismételjiik, mely nem ér ki a lyukbdl, birmeny-
nyire miikodtessiik a gépet, a henger nem dobatik ki, bir kisebb a tomege,
mint az elébbi esetben. ‘

x

A réz befuttatasa. Rézbol késziilt targyak feliiletét barndra, sot egész
feketére a kovetkezé eljdarassal lehet befuttatni : Kgy s. r. réznitrdtot 2 s. r.
0,96 stirtiségii ammoniakban feloldunk s a targyat, miutin feliiletét jol
lecsiszoltuk, az oldatba mdrtjuk. A rézfeliilet anndl sotétebbé lesz, mennél
hosszabb ideig van az oldat hatdsdnak alivetve ; hogy egészen megfeketiil-
jon, tobb 6rdn keresztiil kell az oldatnak hatnia. Ha a feliilet kelleténél feke-
tébb lesz, higitott sésavval félderitheté; ez utébbi miivelet azonban évato-
san, fokozatosan alkalmazandd. A feliilet viaszk vagy vazelin segitségével
egész fényesre csiszolhaté. Az ammonidkos oldat dllanddan hidegen tar-

tandd.
x

Vizhatlan és savallé faedények. Birmely ép; tehit hézagtalan és
repedésmentes faedény folyadékok, s6t savak eltartisira is alkalmassd
teheto a kovetkezé igen egyszerti miivelet révén. Az edény belsejét min-
denekel6tt zselatinréteggel kell bevonni; a rétegnek teljesen folytonosnak
és egyenletesnek kell lennie, a mi zselatinoldattal vals ohlogetés titjdn
konnyen elérhets. Erre a réteget kaliumbichromiittal kell megitatni; e
végett kevés bichromaitoldattal 6hlogetjiik az edényt, és pedig tobb izben
arra iigyelvén, hogy az egész feliilet jol dt legyen itatva. A fenmarado fo-
lyadékot kitntvén, a bevonatot a fény hatdsdnak teszsziik ki. Ismeretes,
hogy a zselatin réteghen levé bichromdt a fény hatdsa alatt megbarnul és
oldhatatlanna vilik, s ezzel a czél el van érve.

Mathematikai és Physikai Lapok. V. 23



MEGOLDOTT FELADATOK.

25. Ha az ABC haromszig magassagpontja M és a BCM, CAM,
ABM haromszégek koril it kovik kézéppontjai A,, B, C,, bizonyit-
tassck be, hogy az ABC és A, B, C, haromszigek kongruensek.

(Varyi.)

Elsé megoldds Csillag Vilmos miieqyetemi tandrsegéd virtdl.

Az
AM, BM, CM

vonaldarabok két-két a feladatban emlitett kornek kozos hirja. Ha e ma-
gassdgdarabok felezé pontjai rendre :
A, BT
akker az A B, C, hiaromszog ¢ pontokon it
BC, CA, AB-

vel vont parhuzamosakbol keletkezik.
A tortént felezés kovetkeztében

B'C'||BC, CA'| CA, A'B'| AB,
és
B'C'=3BC CA'=104, A'B'=31AB.
A follépo
BIC'A'C,, C'A'B'A,, A'B'CA,

parallelogrammokbél pedig litni, hogy

B A=BO—AC—4BC

CB'=CA'=B'A,=34CA

A 0=A'B'=CB,=3AB,
tehat
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BiCE—IBC
CiA,=CA
- AB,— AB

bizonyitékiul annak, hogy az A, B, C, és ABC hiromszogek kongruensek.
Egyszersmind vildgos, hogy az ABC hdromszog magassdgpontja, M, az
A,B,C, hiromszig koril irt kor kozéppontja és viszont.

%

Mdsodil: megoldds Doroghi Igndcz féredliskolai tandr 1irtdt
Temesvdroll.

A BCM hdromszog koriil irt kornek kézéppontja abban az egyenesben
lesz, a mely merélegesen felezi CM-et; ugyanebben a merélegesben lesz
az ACM hiromszog kozéppontja is, minélfogva A B, | CM, s igy
AB, || AB; épen igy mutathatjuk ki, hogy B,C, || BC és CA, || CA4;
tehit az ABC és A, B, C, hdromszigek megfelelé oldalai egymishoz pér-
huzamosak.

Ha most a BC oldal felez6 pontjaban merclegest emeliink, akkor ez
egyrészt dtmegy a K ponton mint az ABC hidromszog kozéppontjin, més-
részt pedig A, ponton mint az MBC haromszog kozéppontjin, tehdt
A K | BC és az ezzel piarhuzamos B, C|-re is, azaz A K egyik magassiga
az A, B, C, hiromszognek. Epen igy mutathato ki, hogy B, K a misodik
és C,K a harmadik magassiga, K pedig magassdgi pontja.

Ismeretes, hogy az A B C, hiromszog perspektiv helyzetben van az
ABC haromszoggel olyformdn, hogy ez utébbi hdromsziog FrveErBacH-
kérének kozéppontja Ky a kollinedczié czentrumit* képezi. Minthogy
Kj — miként szintén ismeretes — felezi az MK tivolsdgot, és kimutattuk,
hogy A,K || AM, kovetkezik hogy

AMK; A = A KrK A,

tehdt

AKr=KrA, ;
épen igy

BK/': I{_;'Bl
és

CKr=K;C,.

Ebbbél kovetkezik, hogy
CKrA A=A K/C, A,
tehdt
A,C,=AC,

* HorrMANN's «Zeitschrift fiir math. und phys. Unterricht» 20. évf. 1889,
430. lap.
99
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hasonléképen
B,C,=BC, C,A,=CA,
mivel a kitdzolt tétel be van bizonyitva.

A mondottakbél kitiinik, hogy a K pont az A B C, hdromszéghen
ugyanazt a szerepet jdtszsza, mint az M pont az ABGC hiromszigben, és
viszont ; tehdit M az A, B,C, hdromszég kordl irt kérnek kozéppontja.
A Ky pontra nézve az ABC és A, B, C, hiromszigek két szimmetrikus
rendszert alkotnak ; mindkét hdromszognek kozos FeverBacu-kore van,
mely e szerint 66, azaz 12 ismert ponton megy keresatiil.
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