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A Mathematilíai és Physikai Lapok évenként 8, legalább 3 ívnyi 
füzetben jelennek meg, még pedig, a nyári hónapok kivételével, min» 
denkor a hó második felében. Az egész évfolyam 24—30 ív terjedelmű 
lesz. Előfizetési ára 5 forint. A Matliematikai és Physikai Társulat 
tagjai tagsági díjuk fejében kapják.

Társulati mondanivalók. A negyedik társulati év 1895. január 1-én 
kezdődött. A tagsági díj az Alapszabályok VII. 12. §-a szerint az év első negyedé­
ben esedékes. Kérjük t. Tagtársainkat, szíveskedjenek a tagsági dijat a társulat 
pénztárnoka: Mandák Dezső egyetemi quaestor úr (IV., szerb-u. 10.) czímére — 
legczélszerűbben a jelen füzethez mellékelt posta-utalványnyal — beküldeni. H átra­
lékban levő t. Tagtársainkat sürgősen leéljük a tagsági díj beküldéséért.

Rendes ülések. A társulat üléseit minden hónap első és harmadik 
csütörtökén tartja, a tud. egyetem physikai intézetében (Vili., Eszterházy-u. 3.), 
d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathématikai és egy physikai tárgy —
2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.

A tagajánlások, a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Bartoniek Géza ügyvivő titkár czímére (VI. Bulyovszky-u. 16.) intézendők.

A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdések, 
stb.) a szerkesztőkhöz küldendők; a mathématikai tárgyüak liados Gusztáv 
műegyet. tanár (VII., Csengery-u. 1), a physikai tárgynak pedig Baiioniek Géza 
czíme alatt. Ez utóbbihoz küldendők a reclamatiók is. A reclamatiókat — 
költségkímélésből — mindenkor a legközelebb megjelenő füzettel egyidejűleg 
teljesítjük.

T. Munkatársainkhoz. Kérjük t. munkatársainkat, hogy közleményeiket 
az összehajtott irópapiros félívének csak egyik oldalára és ennek is csak egyik 
felére, — a képleteket mindig külön sorba — minél olvashatóbban Írni szíves­
kedjenek. A közleményekhez való rajzok nem a szövegbe, hanem külön mellék­
letként rajzolandók, folyó számokkal látandók el s az ábrák helye a szövegben a 
folyó számnak mellé Írásával jelölendő meg. Kérésünk szives teljesítésével a 
szerkesztőket fárasztó munkától, a társulatot pedig a korrektúrákért járó tetemes 
kiadástól mentik fel.
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HUNYADY JENŐ
EGYIK DETERMINÁNS-TÉTELÉRŐL.

Jelentsék fjab, Zab az

Xa Va Za

Xb y b
Xc yc Zc

determinánsnak következő aldeterminánsait:

$ a b — y a Z b  1) a b =  ZaXb XaZb Cab —  X a y b  .

Aszóban forgó tétel szerint, mely HüNYADY-nak: «A másod­
fokú görbék és felületek meghatározásáról> szóló értekezésének * 
12-ik lapján foglaltatik:

£2 *be tbe *bc ‘'hielte r £
*bc*bc b̂c'lbc

£2 * ca ta n̂
ca v C1 ca^ca ^ca^ca $ 7]ca i  ca

r)— ab tat n*ab *}ab*áb c  £
*a b  ab *ab*}ab

^ ad
y2! ad <T2^ad *} ad^ad

r £ ̂id^ad ^ ad*} d

£2* bd rL r2*bd ^ b d ^b d C £*bd*bd S ld ^ b d
£2* cd t e a

£<2 *cd *} cd* cd
£ £
*cd* cd ^ cd*} cd

determinánsnak értéke :
-  (bed)2 (cdafidahf (abc)2.

Gzélom e tételnek új levezetését és egy egyszerű alkalmazását 
bemutatni.

* Értekezések a math, tudományok köréből. Kiadja a M. Tud. Akadémia, 
VII. köt., 18. szám, 1880.

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 1
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1. Hogy p  értékét kipuhatoljuk, képezzük a

X a 0 0 0 Z a V a

0 y b 0 Zb 0 X b

0 0 Zc Ve x e 0

q  X d 0 0 0 Z d y *
0 y * 0 z d 0 X d

0 0 Zd Vd X d 0

determinánssal való szorzatát. Ez:

• • • (be (bed) rjbe (bed) Cbc (bed)
. • . —Cca (cda) 7]ca (cda) -tea (cda)
• • . (ab (dab) 7jab (dab) Cat (dab)
0 —rjad (dab) —Cad (cda) 0 0 0
$hd (dab) 0 Ccd (bed) 0 0 0
$cd (cda) 7]cd (bed) 0 0 0 0

vagyis
£Qbc rje Cbc 0 —rjai(dab) Cad (cda)

(bed) (cda) (dab) *£Cét 7}ca 'sca j (bd (dab) 0 — Ccd (bed)
s ab T/ab âb (cd (cda) tjed (bed) 0

Itt egy ismeretes tétel szerint:

£bc r)u Sbc
£ca "fjed Cca =  (abc)3
Ca& "fjáb Sab

Az utolsó tényezőként szerepelő

0 ---Tjad (dab) — Cad (cda)
Em {dab) 0 — Zed (bed)
(ed (cda) ya (bed) 0

determináns pedig azzal egyszerűsíthető, hogy sorait rendre meg­
szorozzuk

—(bed), —(cda), — (dab)-

vei, oszlopaiból pedig kiemeljük
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(cda) (dab), (dab) (bed), (bed) (ccla)-1.
Akkor végre:

pq =  — (bed)2 (cda)2 (dab)2 (abc)2
f i  fjad  Cad

o Cm

C cd fjed  ^

H u n y a d y  tételének igazolására tehát elég kimutatnunk, hogy

0
0

y*
S ad

C cd Tjed 0

Eme czélból szorozzuk meg q eredeti alakjában a sorokat rendre

X d ,  V d i  Zd , X a ) ~lh-

vei és oszszuk el az oszlopokat rendre

xaxd, —ybyd, z,zd, 1, —1, 1-
gyel. Akkor

1 0 0 0 — Z a X d yaxd
0 1 0 zbyd 0 —xbyd
0 0 1 yczd — X c Z d 0
1 0 0 0 — X a .Z d XaVd
0 1 0 —ybZd 0 —ybxd
0 0 1 zcyd —zexd 0

Ha továbbá az első három sort rendre kivonjuk az utolsó há­
romból, akkor a következő hatodfokú determinánst nyerjük:

1 0 0 . .
0 1 0 . . .
0 0 1 . .
0 0 0 0 f]ad rSad
0 0 0 --Zbd 0 Cbd
0 0 0 C cd —fjed 0

mely közvetlenül a kivánt harmadfokú determinánsra redukálható.
2. A p  determináns számos más determinánsnak átalakítására 

használható. Legyen pl.
1*
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xdXar yaya' zaza' yaza’ +  zaya' zaoca' c c aza' xaya’-\-yax a' 
xbxb’ ybyb' ZbZb' ybzb' +  zby b' zbxb' +  x bzb■ xhyb’ +  ybx b'
xexe■ ycye' zcze' yezc' + z cyc' zcxe' +  x ezc’ x eyc' +  ycx e'

r  —
xdxd' ydyd' zdzd' ydzd' + z dy,v zdxd' +  x dzd- xdyd’ +  y dx d>
xaXc y«yc zaze ydzd ~\~zay c zaxc ~\~xazc xdyd ~\~ydx c
xbxd yby d zbzd ybzd +Zbyd zbxd + x bzd xbyd + y bx d

mint (abc) és hasonló alakú determinánsok egész függvénye elő­
állítandó.

A p  és r determinánsok szorzata:

(abc) (a'be) 0 0 (bcd)(bcd') 0
0
00 0 (abc) (abc') (dab)(d'ab)

0 (dab) (dab') (cda) (c'da) 0 0
. • . . —(bed) (dab)
(cda) (cda') (bcd)(b'cd) 0 0 0

0

—(abc) (cda) 
0 
0 
0 
0

vagyis

• (bed) (cda) (dab) (abc)

(abc) (a'bc) 
0 
0
(cda) (cda1)

0
0

(dab)(dab')
(bcd)(b'cd)

0

(abc)(abc')
(ccla)(c'da)
0

(bed) (bed!) 
(dab)(d'ab) 
0  

0

Ha itt az utolsó tényező gyanánt szerepelő negyedfokú deter­
minánsnak oszlopait rendre megszorozzuk

(bed), (cda), (dab), (abc)- 

vel, annak soraiból pedig rendre kiemeljük

(bed) (abc), (abc) (dab), (dab) (cda), (cda) (bed)-1, 

akkor továbbá

p r = —(bed)2 (cda)2 (dab)2 (abc)2

(a'bc)
0

0

(cda')

0
0
(dab1)
(b'cd)

0
(abc')
(c'da)
0

(bed')
(d'ab)
0
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Ámde
p = —(bed)2 (cda)2 (dab)2 (abc)2.

tehát
(a'be) 0 0 (bed')
0 0 (abc1) (d'ab)
0 (dab') (c'da) 0

| (cda') (b'cd) 0 0 | ,
vagy kifejtve:

r =  (cda') (dab') (abc') (bed') — (a'bc) (b'cd) (c'da) (d'ab).

Az r determináns érték e szerint két igen egyszerű szerkezetű 
szorzatnak kűlömbségével egyenlő.

B. Az r determinánsra vonatkozólag imént bebizonyított tétel 
számos ismeretes azonosságot, mint különös eseteket foglal ma­
gában.

Ha r-ben
a  =  3, b — 2, c =  3, d =  1
a '=  2, b'=  2, c' — 1, d '=  1

és r  első sorát folcseréljűk a negyedikkel, harmadik sorát pedig az 
ötödikkel, úgy az

A ? / l 4 %  1 + 2ZJÍCJ 2 X J Í /J

*1 2 /1 4 2  2/ 2^ 2 2z 2« 2 2 a ? 2t / 2

A 2 /1 4 ^ 2 /3 % 2Z gíC 3 2 ^ 2 / 3

x .2x 3 2 /22 /3 z 2z 3 2 /2 %  +  Z22/3 Z ^ g  +  ̂ Z g * 2 Í / s + 2 / 2 * 3
/y> /y> »A3.A- -J 2 /32 /1 Z3Z ! 2 /3Z i + z 3 2 /i Z g ^ + a j g Z i * 32/ 1 + 2/ 3 * 1
/y> 0° V i V i Z jZ 2 2/ i Z ä + Z i 2 / ä Z ^ - j - í E ^ * 12/ 2 + 2/ 1 * 2

azonosságot * nyerjük.
Legyen másrészt r-ben

a =  4, b =  3, c =  2, d — 1 
a '=  3, 2, c '=  1, d '= 4

* V. ö. Scholtz. A kúpszeleten fekvő hat pont és a hexagrammum mysti- 
eum tétele. Műegyetemi Lapok. II. köt. L. főleg a 67. lapot.
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és cseréljük fel r-nek első, második és hatodik sorát, úgy hogy a 
második az elsőnek helyére jusson, a hatodik a második helyére, 
végre az utolsónak helyére az első. Akkor:

»2»3 2/22/3 Z3pS lkz3 +  zPJ3 ¥ 3+ ¥ s »22/3+2/2»3
X3Xt VsUi Z3Z1 lk fx+ z?;!h zs»i+»3zi »32/1 +  2/3»!
rv> rs* 11 dk Z1Z2 yizíí+ ziy% ZjXz+X^ »l2/2+2/l»2
x tx4 Hűk ¥ * y\zi + zJji Z1íC4+.'K1Z4 » i2/4+2/i»4
OCgOĈ Véh Z2*4 y ^ i+ k V i Z ^+ÍC jZ* »22/4 +  y 2»4
#3#4 M h Z3Z4 2/3Z4 +  Z3?/4 ¥ i + ¥ í

(234) (341) (412) (123).
»3?/4+2/3»4

Ezen azonosság bebizonyítását Hdnyady a Műegyetemi Lapok
II. kötetében feladatul tűzte ki. Scholtz Ágoston úr megoldása 
ugyanott a 310. lapon foglaltatik.

Legyen végre

a = 2, b —  4, c =  1, d =  5
a '= 3, ú '=  6, c'=  3, d =  6

úgy 3. sorok alkalmas felcserélése után a következő azonosságot
nyerjük:

X qX q 2/22/3 z2z3 2/2^3+Z22/3 Z^g +  ̂ Zg »2?/ 3 +  2 / 2»3
x3x í 2/32/1 Z3Z1 2/szi + z3?/i Z3»1 +  »3ZI »32/1 +  2/3»!
X^Xcji 2/i2/2 zlz2 2/lZ2 +  Zl2/2 z1.t2+ » 1z2 »li/2 +  2/1»2
/y* -Y*5̂X6 2/52/6 Z5Z6 2/5Z6 +  Z52/6 Z5»6 +  »5Z6 »5.2/6 +  ?/ö»6

2/52/4 Z 6 Z 4 2/6Z4 +  Z62/4 z 6 » 4  +  » 6 Z4 »62/ 4 +  2/ 6»4
2/42/s Z4Z5 2/4z5 +  Z42/5 Z4»5+»4Z5 »42/5 +  2/ 4»5

=(135) (146) (234) (256)—(134) (156) (235) (246).

Ezt Hdnyady a Műegyetemi Lapok idézett kötetében megjelent 
«A kúpszeleten fekvő hat pont feltételi egyenletének egy különös 
alakjáról» ez. értekezésében bizonyította be.

Kürschák József.



A CARNOT-GLAUSIUS-FÉLE TÉTEL EGYSZERŰSÍTETT

LEVEZETÉSE.

Ma már szinte egészen általánossá vált a CLAusius-féle tapasz­
talati postulatumra alapítani a CARNOT-CLAUsius-féle thermo- 
dynamikai tétel levezetését s a különböző szerzőktől használt le­
vezetési módok úgyszólván csak mathematikai stylusban külön­
böznek egymástól. Mindannyinak az eljárásában a következő 
művelet-csoport rejlik:

1. Kimutatják, hogy a CARNOT-féle körfolyamatban az egyik 
hőforrásról a rendszerbe bejutó s a másikon a rendszerből kijutó 
hőquantum hányadosa a két hőforrás hőfokának a rendszertől 
független íunctiója.

2. Kimutatják, hogy ez a functió az egyik hőfok functiójának és 
a másik hőfok ugyanazon alakú functiójának a hányadosa. Ezt 
vagy úgy eszközük, hogy egy bizonyos testfajhoz, a gázokhoz folya­
modnak (Bertrand, Christiansen stbk.), vagy ezen különleges sege­
delem nélkül állapítják meg (Lippmann, Kirchhoff stbk.).

3. Tetszőleges más körfolyamatot adiabatikus és isothermikus 
elemi componensekre bontva, kimutatják, hogy a rendszerbe jutó 
hő-elemeknek a hozzájuk tartozó hőfokok iménti functióival való 
osztatai eltűnő összeget alkotnak, a miből aztán következik, hogy 
ezen osztatok függvény-elemek.

Már a levezetés tervének e csupán öregéből vázolt képe is na­
gyon változatos; teljesen kitöltve, a részletek oly halmazatát mu­
tatja, hogy a reductiójáról való gondoskodás megérdemelni látszik 
a fáradságot.

Egységesebb levezetést közöl W. V o ig t  göttingai professzor.
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épen most megjelent igen tartalmas munkájában.* De nem egé­
szen szabatos a levezetése. Nevezetesen, mint magától értődő dol­
got, előre felteszi, hogy egy test adiabatikus változásának a diffe- 
rentialis egyenlete csak egy integrálissal bír (502. és 503. 1.) 
Azonban tudvalevőleg, mihelyt a változók száma kettőnél nagyobb, 
már arra, hogy csak egy integrális létezzék s a differentialis poly- 
nomium egytagúra legyen redukálható; mihelyt a változók száma 
négynél nagyobb, már arra is, hogy csak két integrális létezzék s 
a differentialis polynomium két tagúra legyen redukálható stb. ; 
a polynomium coéfficiensei bizonyos megszorításoknak kötelesek 
eleget tenni, a melyeket már P f a f f  meghatározott. így a jelzett 
előzetes feltevés nem lévén analytikai szükségesség, tapasztalati 
alappal kell bírnia.

Tényleg a CLAusius-féle postulatumra alapítható és pedig épen 
úgy egy egész testrendszerre nézve, mint egyetlen egyszerű testre 
nézve. Miután pedig már egyszer helyesnek elfogadtuk, belőle 
puszta analysis rendjén következik a CARNOT-CLAusius-féle tétel. 
Ezeknek a megmutatásával foglalkozik az itt következő közlemény.

1. Definitiók.

Valamely folyamat-rendszerben határozzák meg egy test álla­
potát a test hőfoka #, meg a, b, c, stb. paraméterek s legyenek a 
folyamatok megfordíthatók, minélfogva a testbe jutó hő elemi 
kifejezésének

dQ=6dd-\-Ada-\-Bdb-\----

a coéfficiensei 6, A, B, . . . csupán az állapot-határozók fí, a, b, 
stb. functiói és ezek változási módjától teljesen függetlenek.

Az a, b , . . . paraméterek bizonyosan megválaszthatok úgy, még 
pedig végtelen sokféleképpen, hogy a 6  coéfficiens mindig positiv 
legyen. Pl. egy tengely körül forogható mágnes állapot-határozói 
gyanánt a hőfok, nyomás és forgató momentum használtatván, a

* W. Voigt: Kompendium der theoretischen Physik. I. Band. Leipzig. 
Verlag von Veit & Comp. 1895.
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megfelelő 0 negativ is lehet; ha azonban a forgató momentum 
helyett az elfordulás szögét vezetjük be, akkor a megfelelő 6 leg­
alább a rendelkezésünkre álló viszonyok közt mindig pozitív. Úgy
legyenek megválasztva minden testhez az a, b, stb. paraméterek, 
hogy a 6 mindig pozitív legyen.

2. Lemma.

Adiabatikusan, azaz puszta mechanikai műveletekkel egy test 
vagy testrmdszer sem juttatható oly állapotba, a melybe puszta 
hőközléssel, azaz hőnek be- vagy kivezetése által pusztán a hőfok 
megváltozásával juthat.

Tegyük fel ugyanis az ellenkezőt. Akkor az állapot-határozók 
úgy volnának adiabatikusan változtathatók, hogy végül, csak a 
hőfok legyen más, mint a mi eleinte volt, a többi állapot-határo­
zók pedig kezdeti értékeikbe tértek legyen vissza. Most az új álla­
potból hőközléssel, pusztán a hőfokot változtatva terelvén vissza 
a test-rendszert a maga kezdeti állapotába, minthogy a 6 értékek 
pozitivek, a folyamat irányulása szerint csupán kiadott volna, vagy 
csupán felvett volna pozitív hőt a test-rendszer, a mely az első 
esetben egészen mechanikai erélyből keletkezett, a másodikban 
egészen mechanikai erélylyé alakult volna. Ez minden tapasztalás­
sal ellenkezik.

Ellenkezik a CLAUsius-féle postulatummal i s : Oly módon eszkö­
zöljük a hő-közlést, hogy ennek a tartamára egy eddig külön tar­
tott testet pl. gázt is csatolunk a rendszerhez s addig változtatjuk 
e gáz nyomását, míg a test-rendszerünk az ő régi fokához vissza 
nem tér. Ezután a gázt is visszatereljük kezdeti állapotába, még 
pedig egy adiabatikus és egy isothermás vonalon s most még egy 
CARNOT-féle körfolyamatot is végeztetünk vele, olyant, hogy a 
mindössze létrejött mechanikai erély =  0 legyen. A folyamatok 
összeségének a végeredménye abból áll, hogy a járat irányulása 
szerint magasabb hőforrásról alacsonyabbra, vagy alacsonyabbról 
magasabbra jutott hő . . .
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3. Corollarium.
Adiabatikus változásban a hőfok minden pillanatban teljesen 

meg van határozva a többi állapot-határozók időleges értékeivel 
és ezek változásának a módjától folyvást független.

Mert másként a többi állapot-határozók minden olyan adiaba­
tikus változásában, melyben ezek kezdeti értékeikhez térnek vissza, 
a hőfok nem térne vissza az ő kezdeti értékéhez, a mi a lemmánk- 
kal ellenkezik.

Ugyanez a corollarium így is fogalmazható: Egy test vagy test­
rendszer adiabatikus változásának a differentiális egyenletéhez u. m.

ddd-\-Ada-{-Bdb-\-----=0 ,
illetőleg

28 .dd -\-2  (Ada-{-Bdb-\---- ) =  0

egyetlen integrális egyenlet tartozik, s = const., illetőleg S'^const. 
(másként a hőfok a többi állapot-határozóknak nem csupán az 
értékeitől függene, hanem egymáshoz való functionális viszonyá­
tól is) és ekként mindig

8dd-\-Ada+Bdb-\\---=<pds, 1)
illetőleg

2 6 . dd-\-2(Ada-\-Bdb-\---- )—2<pds=0dS, 2)

a hol a <p és s-féle mennyiségek csupán az illető test állapot-hatá­
rozóinak az értékeitől függő functiók, 0  és S csupán a rendszer­
béli testek állapot-határozóinak az értékeitől függő functiók.

4. Theorema.

Megfordítható folyamatokban a testektől befogadott hő elemei­
nek mindig vannak integrátiós osztóik és ezek egyike a hőfoknak 
minden testre nézve ugyanazon alakú functiója.

A tantétel első része l)-ből közvetlenül kiolvasható. A mi a 
második részét illeti, ennek a symbolikus kifejezése, azzal a hozzá­
adással, hogy az f  functió miuden testre nézve ugyanaz lehet:

p = m < H s).
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Ez a 2)-ből következik. Ugyanis:
Két test változásában

(pidSy-^wyds^QdS. 3)

Ha az ax paraméter helyett s,, az a± helyett s2 vezettetnek be, úgy

dS,a_  dS , . dS , dS dS , dS— — (Zst +  — ds2 +  dd +  db, -ds1 dd db, db0 2

Összehasonlítva azt 3)-mal és megfontolva, hogy st , s2, d, b,, 
ú2, stb. független változók, látjuk, hogy

dS5 S = 0  —  =  0 Od ’ db, ’ db
=  ( ) , . . .

tehát, hogy S  csupán s, és s2 functiója. Másfelől

dS , 9S
ds, </o2

tehát <p, és wq hányadosa is csak Sj és s2 functiója. így, minthogy

(S j, d , b,, C j, . . .),

Wc, —— (£2 (S2, d , Ü2, C2, . . .),

kell, hogy tehető legyen

<Pi=f (# )  ^ ’i (Sj), f a = /■  (# )  ^ 2  (s a)-

Farkas Gyula.



ALGEBRAI VIZSGÁLATOK A FÜGGVÉNYTANBAN.

(Második közlemény.)

II. Eisenstein tételének általánosítása.
Ha a

$  («)= 2 cr>Xn 
n= 0

raczionális együtthatókkal biró hatványsor nem tesz eleget az 
E i s e n s t e i n  tételében kifejezett feltételnek, akkor az nem is lehet 
égé sz számú együtthatókkal biró algebrai egyenletnek gyöke. En­
nek felismerése önkéntelenül feltámasztja bennünk azt a kérdést: 
vájjon nem határozhatók-e meg oly feltételek, a melyeknek nem 
teljesülése esetében kimondhatjuk, hogy raczionális együtthatók­
kal biró sorunk még egész számú együtthatókkal biró algebrai 
differencziálegyenletnek sem képezheti megoldását? Erre a kér­
désre válaszképen kimutatom a következő tételt:

A

$ (# )=  j%cnxn
n=0

raczionális együtthatókkal biró hatványsor csakis akkor tehet ele­
get az

Fix, y, y', . . 0

egész számú együtthatókkal biró i-edrendű algebrai differencziál­
egyenletnek, ha x-nek van oly i-ed, vagy i-nél alacsonyabb fokú 
pl. (i—r)-edfokú egész függvénye, g(x), a melynek együtthatói 
c0, cu  . . Ci-r-nek egész számú együtthatókkal biró függvé­
nyei, és a

g (» ). cn
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raczionális szám nevezőjében csak oly törzstényezők fordulhatnak 
elő, a melyek

c0> cl> • • •’ Cn—l

nevezőiben is előfordulnak.
Heine egyik értekezése alapján* megjegyzem, hogy ha a 

raczionális együtthatókkal biró hatványsorunk semmiféle egész 
számú együtthatókkal biró algebrai egyenletnek, vagy algebrai 
differencziál-egyenletnek nem tesz eleget, akkor irraczionális együtt­
hatókkal biró egyenletnek sem tehet eleget. Ha ugyanis eleget 
tenne oly i-edrendű differencziálegyenletnek, a melyben

«1, «2» •••>««

a természetes raczionálitási tartományban egymástól lineárisan 
független irraczionális számok fordulnak elő, akkor eleget kellene 
tennie egész számú együtthatókkal biró egyenletnek is. Rendezzük 
ugyanis azt az egyenletet, a melynek sorunk eleget tesz az irraczio­
nális számok szerint, akkor annak általános alakja:

a i A + ^ /iH -------\-a n fn — 0,

X, y, y ' , . . . ,  yli)

a)

különböző egész számú együtthatókkal biró függvényei.
Ha most raczionális együtthatókkal biró hatványsorunkat a 

fentebbi egyenletbe behelyettesítjük, mindegyik /'számára egy-egy 
végtelen sort nyerünk, a melynek együtthatói raczionális számok; 
e végtelen sorok legyenek:

fi = A1 -{-BiX-j-CiX^^r ■ • •,
A = Al + B rv +  C x̂* H--- ,

fn—An-\- Bnx  -f- Cnx2 -j------ ;

úgy, hogy az a) alatti reláczióra való tekintettel, ehhez a reláczió- 
hoz jutunk

* Crelle Journal 48. köt. 1854.
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G4-i«i +  Â â -\- • ■ ■ -\-A„an)-{- 
+(-/?!«!+-B2a2-)---- -\-Bnan)x  -j-

---- +  Cwan)íU2+

a mely x  minden értékénél ki van elégítve; de minthogy az 
«!, a±, . . . ,  an irraczionális számok a természetes raczionálitási 
tartományban lineárisan függetlenek az

---- -\-Anan= 0
• • • + 5 nan= 0

egyenlőségek maguk után vonják az

A ^ O , Bt= 0, C1= 0, . . .  
A^—0, B%=0, C2= 0, . . .

egyenlőségeket, a miből következik, hogy sorunk az 

fi— 0) • • •> /n= 0

egész számú együtthatókkal biró egyenleteknek is eleget tesz, 
ennélfogva:

ha valamely raczionális együtthatókkal biró hatványsor nem 
tehet eleget egész számú együtthatókkal biró algebrai differencziál- 
egyenletnek, akkor irraczionális együtthatókkal biró egyenletnek 
sem tehet eleget.

E megjegyzés után lássuk kimondott tételünk bebizonyítását,
i-edrendü differencziálegyenletünk ama tagjainak összegét, a 

melyek az
x , y , y ' , . . y (i~l)

(s=0, 1, 2, . . i )

változóktól függnek, jelöljük röviden <Pj_s-el; míg azokét, amelyek 
csak a?-tői függnek, tp (,xj-el, akkor differencziálegyenletünk:

F(x, y, y', . . yM=P%<Pi-s+<fi{x)=0.
8  =  0

12)
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Rendezzük <Pi—s-1 x  hatványai szerint és legyen :

4>i-, = x m> <pi-s,0+ x m* + • • • + * m‘ +n‘ <Pis,n,, 13)

hol m, x  legalacsonyabb, ms-\-ns pedig legmagasabb hatványkite­
vője; a ^i_s-ek pedig az értelmezés szerint

y, y', ■ ■ y(i~8)

függvényei. Az adott differencziálegyenlet részletes alakja tehát

F(x, y, ?/', . . . ,  ----- \-xm'Jtn><Pi-s,n)
+  <p{x)=0. 14)

Ha ebbe az egyenletbe azt a raczionális együtthatókkal biró hat­
ványsort, mely neki eleget tesz, behelyettesítem, azonosan zérust 
nyerek; tehát annak bármilyrendü differencziálhányadosa szintén 
zérus. Megvizsgálom egyenletünk többtagújának n-edrendű diffe- 
rencziálhányadosát az x = 0  helyen.

Az I. közlemény kifejtései szerint (Pi~8-nek n !-sal osztott n-ed­
rendű differencziálhányadosa az x = 0  helyen :

' dn0 i-s _  V  1 r  dn- m*-i<pi-8j í
. dxn . x=o (n—rns —j ) ! i. dxn~m*—i  J

1
j=i>

dn- m'<pi-,,0
n—m

j=i

d<?i-s, o

8 1 r dn- m.-i<pi-y I
(n—ms) H 

1

dxn~m*

y(i—s-t n—mt)

(n—mr—j ) ! L dxn- m>-j J

(n—ms) ! dy[i~s). x=0
+  [bs (y , y ' ,  ■ ■ y(í~ s+,‘~ m~ 1))]*=o

(i—s + n —ms) !
(n — m s) !

Cl—H i n - v L dyü- x=0

hol
ri" Bs (C0, Ci, Cg, . . ., Ci—s+n—ms—l)>

d<pi—s.o

5)

L 5í/ú- #=0

C0, Ci, . . . ,  Cf_s-nek, B, pedig C0, C> , . . ., Ci_s+„_m<_i-nek egész 
számú együtthatókkal biró raczionális egész függvényei.
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Jelöljük (p (íc)-ben xn egész számú együtthatóját d„-nel, akkor

1

n !

dn<p{x)
dxn X=() — d t f

Tehát az i-edrendű differencziálegyenlet többtagújának n !-sal 
osztott n-edrendű differencziálhányadosa az x = 0  helyen :

—s + n —ms)l 
( n — m s) !

Ci—s+n—m. 9<pi—s(o
'* L dyil S) 1= 0 +

l

£ j B s  (ß(J i C], . . ., Ci—S + n—ins— 0.
s = 0

Ha a következő jelöléseket hozzuk be :

d(pi—s,o
jc=0

— #i—S 9

Bs(Co, Ci, .. ., Ci—s+n—m̂—1 )z=ßi—s+n—mt—1> 
(i—S + »  — m s) !

16)

(n — m s)!
-(n—ms+l)(ra—íWg+2)...(n—ms+ i —s)= m -s, 17}

egyenletünket a következő egyszerűbb alakban írhatjuk:
i i

O)i—s& isC i—s+n—ms~\~ i—s+n—m.—l~i_^n= 0. 18)
8 = 0  8=0

Az első összegből válaszszuk ki azokat a tagokat, a melyekben 
c indexe a legnagyobb.

Midőn ( i-s - \-n —ms)-ben s helyébe sorban

0 1 2 W, .1 , i

helyettesítünk, a számoknak oly sorát nyerjük, a melyben pl. az 
(r-j-l)-ik legyen az első legnagyobb szám, az utána következők 
részint vele egyenlők, részint kisebbek, azaz

ha

továbbá

i~ s+ n ^ -m s< i —r + n —mr,

s< r ;

i—s + n —ms< i —r-\-n—mr,
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ha
s > r .

Miután az első summából azokat a tagokat, melyekben c indexe 
kisebb (n—mr-\-i—r)-nél kiválasztottuk, jelöljük a

i
di—s+n—m.—1 +  dn  

8=  0
kifejezéssel való összegüket röviden ai—r+n—m—i-e\, mely

Cq , Ci , . .  . ,  Ci— r + n —mr— 1

egész számú együtthatókkal biró függvénye. Ezek után :
i

—* a i—8 í't— n—ms d- —r+n—mr—1 0,s=r
hol annak az a-nak helyébe, a melyben c szorzójának indexe 
kisebb (i—r-\-n—mr)-nél, zérus képzelendő, minthogy az ilyen 
tagokat már a i - r+ n-m r—i ^be foglaltuk össze. Emeljük most ki az 
összegből mint közös tényezőt Ci—r+n—m-1, akkor lesz :

i
Ci—r+n—mr 2 ÍW»—sai—is d —r+n—mr—1 =  0.

s =r

Rövidség kedvéért legyen:

i —r<-\- n—mr= k,
akkor

coi-s =  k(k—í ) . . . [&—(i—s -1)]
tehát

i
O-i—s — (Oi—r O-i—r -{-OH—r— l«i—r - l +  • • • +O>oa 0

s= r

k-nak (i-r)-edfokú egész függvénye, a melynek együtthatói

£<)> hu • • •> Ci—r

egész számú együtthatókkal biró függvényei, tehát:
í *

^ (»i—xuj—í =  üc\kf 1 7 1 —J~ ••• +  Oi—r—ik+ ai—r=g{k), 19)
s = r

hol a0, a1, . a i s

c0, Cj, . . d s -n e k  egész számú egijütthatókkal biró függvényei,
Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 2
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Az i-edrendű differencziálegyenlet többtagújának n !-sal osztott 
w-edrendű differencziálhányadosának végleges alakja az x  =  0 
helyen:

ckg(k)+ak- i = 0 20)
kimondja, hogy

Ck9(k)

nevezőjében csak oly törzstényezők fordulhatnak elő, a melyek

co > C1 > ■ • > Ck—l

nevezőiben is előfordulnak; s ezzel fejezetünk elején kimondott 
tételünk igazolást nyert.

Ha
g(k )= o,

akkor a 20) alatti egyenletünket következőképen rendezem:

ckg(k)+ck-ig i(k— 1)H-------\-ck-jgj{k—j)+<picQ c*_?-_1) = 0, 21)

hol általánosan gj fc—j-neki-nel alacsonyabb fokú raczionális függ­
vénye, minthegy azokban a tagokban, melyekben ck—j  előfordul, az 
együttható általános alakja egy állandó faktortól eltekintve :

fi—s-\-n—ms—j ) !
{n—ms—j ) !

=  (n—ms—j+ l ) ( n —ms— j + 2 ) . . .  (n — ms—j + i —s)
=  (k—j ) ( k - j - 1). • •[&— 1)].

Ik=i—s+n—ms\
\ 0 /

Mindegyik c együtthatója nem lehet zérus, mert ekkor a diffe­
rencziálegyenlet maga is azonosan zérus lenne; legyen tehát ck—j 
együtthatója az első, a mely zérustól különböző, ennélfogva

ck- j  gj (k^ j)

oly raczionális szám, a melynek nevezőjében nem fordulhatnak 
elő más törzstényezők, mint a melyek a ( k - j )-nél alacsonyabb 
indexű c-k nevezőjében is előfordulnak.

A jelen közlemény bevezetésében kimondott tételünk tehát 
minden esetben érvényes.
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1. Példa. Az
III. Példák.

y = ! + aß x I « (« + !) | /? (/j + P 3 . ,
1 r +  2! r ( r + í )  + ’"  +

a (a+1) ■ • • (ffl+w) ß (ft+1) • • • (ß+n) n+1 , 
( n+ i ) !  r ( r + i ) - . . ( r + » )  ‘

hatványsor eleget tehet már egy másodrendű algebrai differencziál- 
egyenletnek, mert a jelen esetben a

0 (&)=&(?•+&— l)= /ca+(;—  í)k  

függvény másodfokú.
Miként ismeretes sorunk segítségével definiált függvényhez tar­

tozó algebrai differencziál-egyenlet:

*  ( - * )  - 0  +  í r -  ( a + ß + \)x \  _  a ß y = 0.

2. Példa. Az

?y =  i + aßr
d e

ß iß +  ) r lr + i )
2! 0 (0 + 1 )  e (e+1) ÍC2 +

+
a ( « + ! ) . . • (« +  ») /? (/?+ i) ... iß - \ - n )  x  ( r+ i ) " * ( r+ ,i)

(n+1)! 0(0+1) ...(0 + n ) e (e+ l)...(e+ n )
x‘■n+l +  •

hatványsor harmadrendűnél alacsonyabb rendű differencziál- 
egyenletnek nem tehet eleget; mert a jelen esetben a

y {k) =  k (k-\-d— 1) (k p e —1) =  lí®+ A;2 (?9+ e — 2) -j- k (d—- ) {e— 1)

függvény harmadfokú.
Könnyű meggyőződni arról, hogy sorunk eleget tesz a következő 

harmadrendű différencziálegyenletnek:

(1—^ - 0  +  [d + e  +  i - l a + ß + r + ^ x i x ^ i

+  [de—x (a ß + ß x + ra +  a+ ß + r + W
dy
dx - aßy= 0.

2*
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3. Példa. Az
V 1 xn

y ~  Z j (a+n)nm=0

hatványsor semmiféle algebrai differencziálegyenletnek tehet 
eleget.

Megjegyzések. Gomes Texeira* és Hurwitz** szintén foglal­
koztak Eisenstein tételének általánosításával, csakhogy míg az 
előbbi levezetésébe akaratlanul speczializálást csúsztat be, addig 
az utóbbi eljut ugyan egy bizonyos g (x) függvényhez, de annak 
sem fokáról nem számol be, sem alakjának változatlanságáról, 
mely abban áll, hogy g(x) alakja x  minden értéke mellett ugyanaz 
marad.

Suták József

* Annales de l’école normale T. IV.
** Annales de l’école normale. T. VI.



ÉSZREVÉTELEK AZ «EGY HELYZETGEOMETRIAI 

TÉTEL A TETRAÉDER ÉLEIRŐL» CZÍMŰ CZIKKHEZ.

E lapok 1894. évfolyamának 263. lapján Skopál úr a következő 
tételt közölte:

«Ha valamely e egyenes az LMNP tetraéder egyik élét sem 
metszi, a tetraéder három kitérő élpárjára nézve az e egyenes­
sel konjugált negyedik harmonikus egyenesek f, g, h az e egye­
nessel együtt egy ugyanazon hiperboloidnak ugyanazon rendszer­
beli alkotói».

Legyen szabad e tételnek következő igen egyszerű bebizonyítá­
sát bemutatnom.

Ha az f, g, h

egyenesek az LMNP tetraédernek

LM, NP; LN, MP; LP, MN

átellenes élpárjait az egyenestől harmonikusan választják el, akkor 
az e, f, g egyeneseken keresztül menő {efg) hiperboloidra vonatko­
zólag az

LM, NP; LN, MP

egyenespárok poláris vonatkozásban vannak. Ebből tüstént követ­
kezik, hogy az LMNP tetraéder mindegyik szögpontjának polár- 
síkja, a tetraéder átellenes síkja, tehát az LMNP tetraéder az {efg) 
hiperboloidnak egyik polártetráédere és az

LP, MN

tetraéderélek szintén (efg)-nek polárisai. De ha az LP, MN egye­
nesek az {efg) hiperboloidnak polárisai, akkor az a h egyenes,
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mely a hiperboloidon fekvő e egyenest LP, MN-tői harmonikusan 
elválasztja, a hiperboloidnak oly alkotója, mely ugyanahhoz a 
rendszerhez tartozik, mint az e alkotó. Ezzel az idézett tétel be van 
bizonyítva, valamint következő kiegészítése is, hogy: az LMNP  
tetraéder a hiperboloidra nézve polártetraéder.

Az LMNP tetraéder egyik lapja, pl. az LMN lap, az e, f, g, h 
egyeneseket négy pontban E, F, G, H-ban metszi, melyek oly 
helyzetűek, hogy az

E, F; E, G; E, H 

pontpárok az LMN  háromszög

L, M, N
szögpontjait az átellenes

MN, NL, LM

oldalaktól harmonikusan elválasztják. Ennélfogva az EFGH négy­
szögnek átlós háromszöge LMN, te h á t:

a tetraéder lapjai az e, f, g, h egyeneseket négy-négy pontban 
metszik, amely négy négyszögnek szögpontjai; e négyszögek átlós­
háromszögei, a tetraédert határoló háromszögek.

Ebből látható, hogy az F, G pontok az L  szögpontot és MN  
oldalt is egymástól harmonikusan választják el.

Ha az LMNP tetraéder MNP lapja az e, f, g, h egyeneseket 
az E', F', G', H' pontokban metszi, akkor E'F' G'H' négyszögnek 
az MNP átlósháromszöge és az F', G' pontok a P  szögpont és az 
MN  oldaltól szintén harmonikusan vannak elválasztva.

Minthogy az FG  és F'G' egyenesek az
f, g, LP, MN

egyeneseknek metszői és az FG, F'G'-ön fekvő metszéspontok 
harmonikus négyes csoportot alkotnak, azért az f, g egyenesek a 
tetraéder LP, MN  éleitől harmonikusan vannak elválasztva.

Ugyanezen az utón kimutatható, hogy az f, h egyenesek a tetraé­
der LN, MP éleitől harmonikusan vannak elválasztva.

E szerint az
e, 9, h
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egyenesek az LMNP tetraéder
LM, NP; LP, MN; LN, MP

átellenes éleit f-tői harmonikusan választják el, vagyis: az e, g, h 
egyenesek az LMNP tetraéder és az f  egyenes által ugyan oly mó­
don vannak meghatározva, mint az f, g, h egyenesek az LMNP 
tetraéder és az e egyenes által.

Az idézett tétel e szerint még következőkkel egészíthető k i:
1. Az e, f, g, h egyenesek bármelyike a másik hármat ugyan­

azon a módon határozza meg az LMNP tetraéderrel, mint az e 
egyenes az f, g, h-t.

2. Az LMNP tetraéder az e, f, g, h egyeneseken keresztül menő 
hiperboloid polártetraédere.

Nem kevésbbé érdekes, sőt ilynemű geometriai vizsgálatoknál 
el sem hagyható, azokat az elfajulásokat tekintetbe venni, a melyek 
akkor következnek be, ha az e egyenes a tetraéder éleket metszi. 
Az erre vonatkozó esetek a következők lehetnek :

Az e egyenes az LMNP tetraédernek
1. egyik élét metszi;
2. két átellenes élét metszi;
3. a tetraédernek egyik szögpontján mégy keresztül;
4. a tetraéder egyik lapjában fekszik;
5. a tetraéder egyik szögpontján megy keresztül és annak egyik 

lapjában fekszik;
6. a tetraéder egyik élével egyesül.
1. Ha az e egyenes a tetraédernek LP  élét metszi egy U pont­

ban és 7  az a pont, mely U-t az L  és P  pontoktól harmoni­
kusan elválasztja, akkor az f, g egyenesek egymást F-ben az e, h 
egyenesek pedig ?7-ban metszik. Az e, f, g, h egyeneseknek E, F, 
G, H metszéspontjai az LMN síkkal szintén oly négyszögnek szög­
pontjai, a melynek átlós háromszöge LMN. E négyszög FG, EH 
oldalai az L ponton mennek keresztül és ezért az

f =FV.  g = GV ,  e=EU , h=H U

egyeneseken áthelyezett [fg], [eh] síkok egymást az L P =  UVegye­
nesben metszik.

>



KLUG LIPOT.

A hiperboloid ez esetben síkpárrá [ fg],  [eh] fajul el, a melyre 
vonatkozólag az LMNP tetraéder szintén polártetraéder, mert 
[fg], [eh], LMP, NMP síkok harmonikus négyesesoportot alkotnak.

2. Ha az e egyenes az LMNP tetraéder LP  élét az U pontban, 
MN élét az U1 pontban metszi és a V, V1 pontokat

(.LPUV) =(MMUt Vf)=—\ 
relácziókból határozzuk meg, akkor

f=g==:VVit e = h =  UU1.

Az e, f, g, h egyeneseken átmenő hiperboloidok száma ez eset­
ben oo8, melyek egy háromdimenziós lineáris rendszert alkotnak. 
Az LMNP tetraéder nem lesz mindezekre a hiperboloidokra vo­
natkozólag polártetraéder.

Ha az LMNP egy ily hiperboloidra vonatkozólag polártetraéder, 
tehát LP, MN egy poláris pár, mely a hiperboloidot az U, V és 
Ut, Vt pontokban metszi, akkor a hiperboloid az UUXVV1 térbeli 
négyszög oldalain megy keresztül. S viszont az UU1VV1 térbeli 
négyszög oldalain keresztül menő oo1 hiperboloidra vonatkozó­
lag — mely lineáris sort alkot, — az LMNP polártetraéder. 
Az UU1 VVt négy oldalai az e, f, g, h egyeneseknek is tekinthetők, 
mert az UVÍ és VU1 egyenesek oly h egyenesek, a melyek az e-t a 
tetraéder LP, MN átellenes éleitől harmonikusan elválasztják.

E szerint: ha az e egyenes az LMNP tetraéder egy átellenes 
élpárját metszi, akkor az e, f, g, h egyeneseken keresztül menő 
hiperboloidok, melyekre vonatkozólag a tetraéder polártetraéder 
felületsort alkotnak.

3. Ha e az LMNP tetraédernek egyik szögpontján, pl. a P  n 
megy keresztül a nélkül, hogy az e egy tetraéder lapban feküdnék, 
akkor az e, f, g, h egyenesek E, F, G, H  metszéspontjai az LMN 
tetraéderlappal oly négyszög szögpontjai, melynek átlóshárom­
szöge LMN.

Az e, f, g, h egyeneseken átmenő hiperboloidok ekkor másod­
rendű kúppá fajulnak; e másodrendű kúpok oly sort alkotnak, 
a melynek LMNPpolártetraédere.

4. A midőn az e egyenes az LMN síkban fekszik, a nélkül, hogy

2  t
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az L, M, N  pontok egyikén keresztül menne, az f, g, h egyenesek 
is abban a síkban maradnak és e-vel együtt egy oly négyoldalnak 
oldalait képezik, melynek átlósháromszöge LMN.

Az e, f, g, h egyeneseken keresztül menő hiperboloidok ekkor 
oo1 számú másodrendű sugársorrá fajulnak el, melyeknek polár- 
tetraédere LMNP.

5. Ha az e egyenes a P ponton megy át és az MNP síkban fekszik, 
és MN egyenest egy U1 pontban metszi, akkor az e, f, g, h egyene­
sek a PUi7 PVj egyenesbe kerülnek, hol (MNUi V\)= — 1.

A hiperboloidok ekkor elfajult másodrendű kúpokat, valamint 
elfajult másodrendű sugársorokat alkotnak, melyekre vonatkozó­
lag LMNPpolártetraéder. A kúpok érintő síkjai a PUi , PV\ alko­
tók szerint LP  egyenesen mennek keresztül; ellenben a másod­
rendű sugársorok érintéspontjai a PU{ , PVt sugarakon az Ui , Í j 
pontok.

G. Ha végre e-t a tetraéder PN élében veszszük fel, akkor mind­
azon hiperboloidok, melyek az e-n átmennek és a melyekre nézve 
az LMNP polártetraéder, oo1 síkpárrá fajulnak el. E síkpárok egy 
involucziós sort alkotnak, a melynek kettős síkjai a PN-en átmenő 
tetraéder síkok.

A talált eredményeket egybefoglalva ekkép fejezhetjük k i:
Egy tetraéder és egy egyenes vagy másodrendű felületet, vagy 

másodrendű felületsort határoznak meg, a melyre vonatkozó­
lag az adott tetraéder polártetraéder és a mely az egyenesen ke­
resztül megy.

Ha az egyenes a tetraédernek egy élét sem metszi, vagy csak 
egy élét metszi, akkor felület származik, mely az első esetben 
hiperboloid, a másodikban pedig síkpár.

De ha az egyenes egynél több tetraéderéit átmetsz, akkor másod- 
rmdű felületsor származik, mely következő lehet: Ha az egyenes 
két átellenes tetraéderéit metsz át, akkor a felületsor hiperboloi- 
dokból ál l ; ha pedig három vagy négy tetraéderéit metsz át, 
kúpok vagy másodosztályú sugársorok sora származik, s végre 
ha az egyenes egy tetraéderéllel egyesül, akkor a másodrendű 
felületsor csupa síkpárból áll. Klug Lipót.



PHYSIKAI SZEMLE.

Katódsugarak. Ph. Lenard : Ü b e r  K a th o d e n s tra h le n  in  G asen von 
a tm o sp h ä risc h e m  D ru c k  u n d  im  ä u s se rs te n  V a cu u m . Ann. d. Phys. 
L I. k. 2 2 5 — 268 . 1.

A  GEissLER-féle csöveken, melyek 1— 2 mm. nyomású, ritkított gázt ta r­
talmaznak, a HoLTz-gépnek vagy RuHMKORFF-féle induktornak szikraáramá­

tó l ge rjesz te tt f é n y tü n e m é n y e k  lé n y e g e  tudv alev ő leg  a b b a n  áll, hog y  a  
pozitív  e lek tró d tó l a  neg atív ig  r é te g e s  fén y n y aláb o k  lá tsz an a k , m e ly e k  
sz ín e  és világító k é p e ssé g e  a r i tk í to tt  gáz anyagátó l, a  r i tk ítá s  fokától, a  
cső k e resz tm e tsz e té tő l és a  sz ik ra á ra m  e re jé tő l függ, m íg  a  n eg ativ  e le k tró d ­
b ó l sö té tk ék  vagy ib o ly asz in ű  fé n y p a m a t á ram lik  ki, m e ly e t  a  ré teges fé n y ­
tő l sö té t köz v á la sz t e l. A  ritk ítá s t fo ly ta tván , a  p o z itív  sa rk tó l k iin d u ló  
ré te g e s  fény m in d in k á b b  h á tra h u z ó d ik , m íg  b izonyos n a g y fo k ú  ri tk itá sn á l 
e ltű n ik  és a  csövet a  n eg a tiv  sa rk tó l k iin d u ló  ú. n . k a tó d s u g a ra k  tö ltik  be , 
m ely ek  egyenes irá n y b a n  ha lad v a, a  cső végét fo sz fo reszkálásra  b írják ,
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k ö z b e te tt  fém lem ezek tő l fö lta rtó z ta tv a  á rn y é k o t v e tn ek  ; szóval a  Crookes- 
fé le  c sövekben  é sz le lh e tő  je le n ség e k e t id éz ik  elő. M aga Crookes a k a tó d -  
s u g a ra k  k e le tk ezésé t ab b ó l m ag a rázza , ho g y  a  re n d k ív ü l r itk íto tt gáz —- 
sz e rin te  «sugárzó an y ag »  —  a k á té d tó l e ltaszítva  n e m  ta lá l m á r  olyan a k a ­
d á ly o k ra , a  m ily e n e k e t a  k ev ésbbé  r i tk í to tt  gáz m o le k u lá i g ö rd íten ek  a  
to v aszág u ld ó  g á zm o lek u lák  ú tjá b a  és e z e k n e k  közepes ú th o ssz a  a k a tó d tó l 
le g a láb b  is az a n ó d ig  te rjed . H a a  k a tó d su g a ra k  sz ilá rd  lem e z re  (fém re , 
ü v e g re )  ta lá ln ak , m e c h a n ik a i m o zg ást, h ő t, fény t id é z n e k  elő, de  a  le m e ­
z ek e n  á t n em  h a to lh a tn a k .

M ióta  H ertz k im u ta tta , hogy a  re n d k ív ü l  vékony  le m e z e k k é  sa jto lh a tó  
fém ek , m elyek  p e rsze  szám ta lan  a p ró  n y ilással b írn a k , k a tó d su g ara k  á t-  
b o c sá tá sá ra  a lk a lm a sa k , re m é lh e tő  vo lt, ho g y  a  k a tó d su g a ra k ra  nézve v á ló ­
b a n  á tb o csá tó  k é p esség ű  lem ezek et le h e t  m ajd  ta lá ln i, t. i. o lyanokat, m e ­
ly ek  n e m  n y ílása ik o n , h a n e m  sz ilá rd  a n y a g u k o n  b o csá tják  őket k e re sz tü l.

E z irán y b a n  le g ú ja b b a n  Lénárd F ülöp végzett B o n n b a n  nagy  g o n d d a l 
k e re sz tü lv itt  k ísé rle ti k u ta tá s o k a t ; lé n y e g ü k e t és ig en  é rd e k e s  e re d m é n y e i­
k e t a  k ö v e tk ező k b en  ism erte tjü k .

K a tó d  g y a n án t 12  mm. á tm é rő jű  K  a lu m in iu m -k ö r la p  szolgált, m e ly  
h o sszú  nyélre  volt e rő s ítv e . E zt v a s tag fa lú , szű k  üvegcső  v e tte  körü l, m e ly  
a  v é g én  (e) be vo lt fo rrasztva .

A n ó d  g y an án t A sá rg arézcső  sz e re p e lt ,  m ely  tág a b b  üvegcsőbe  s z o ru lt  
és a  k a tó d lem eztő l 12 m m .-n y ire  vo lt h á tr á b b  (jobbra). Az an ó d o t ta r tó  
tá g a b b  cső a  jo b b  o ld a l felé sz ű k ü l és fölveszi a  k a tó d csö v e t. B a lra  tá g  
m a r a d ; végére  k e re k  n y ilá sú  fém d o b o z  v a n  lég záró an  r á  ragasz tva.

A  k icsi ny ílást lé g z á ró a n  fe lrag asz to tt vékony  a lu m in iu m  lem ezke  zá rja  
el. A  tá g  csőhöz fo rra sz to tt  R cső a  h ig an y lég sz iv a tty ú h o z  vezet. A tá g a b b  
csö v e t L énárd kisülési csőnek nevezi, a z  a lu m ín iu m la p o t pedig , m ely  e z t 
a  k a tó d d a l sz e m b e n  zá rja , ablaknak. E z úgy van  m egválasz tva , hogy  a  
m ik ro sk ó p p a l le h e te t le n  b e n n e  a p ró  n y ilá so k a t t a l á ln i ; t e h á t  levegőre  é s  
fé n y re  te ljesen  á th a ta t la n n a k  vehető .

A  k isü lési csövet tág as  bádogcső veszi k ö rü l, m ely h ez  e lü l nagy b á d o g ­
e rn y ő  c sa tlak o z ik ; ez  c su p á n  az «ab lak o t»  hagyja  sz a b a d o n  és az ész le lési 
h e ly  fe lé , te h á t az a b la k tó l ba lra , fe k e té re  van  festve. A z ab lak o t ta r tó  
fém d o b o z  és az a n ó d  a  fö lddel van v a n  vezető leg  ö sszekö tve, azonkívü l a z  
a n ó d  é s  katód  egy sz ik ra in d u k lo rra l  v a n  p la tin a d ró t ré v é n  összekötve.

A  k ísé rle tek  fő k é p en  h á ro m  irá n y b a n  tö rté n tek .
1. Katódsugarak a szabad levegőben. H a  az « ab lak » -tó i b a lra  eső té r  : 

az észlelési hely, sz a b a d  levegőt ta r ta lm a z , ak k o r az  a b la k o t kb . 5  c m . 
táv o lság n y ira  g y en g e  kék es fény k ö rn y ék ez i, m ely  az  a b lak tó l m in d e n  
i rá n y b a n  terjed . A z a b la k  e le in te  sö té t, d e  h o sszab b  h a sz n á la t  k ö zb en  
egyes he ly e in  sz in té n  gyenge  fény t m u ta t .  Az ab lak  k ö z e léb e  ta r to t t  fő sz -
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fo reszkáló  tá rg y ak  az ő k e t je llem ző  szinű  fé n y n y e l v ilág ítanak . A z erő seb b  
foszfo reszkáló  fény  m e lle tt  a  levegő v ilág ítá sa  te ljesen  é sz re v e h e te tlen . 
A  v ilágító  k ép esség  a z o n b a n  az  ab lak tó l c sak  6 — 8 cm .-n y ire  te r je d ;  azon 
tú l  a  tá rg y a k  n e m  v ilág ítan ak . A lu m in iu m o x id , m ely  k a tó d o k o n  kép ző ­
d ö tt, g y en g e  kék es-zö ld es fé n y t m u ta to t t ; a  k a tó d su g a ra k  és az  ozo n  által 
k é p ez e tt o x id ré te g n e k  tu la jd o n íth a tó  m a g á n a k  az ab la k n ak  v ilág ítása  is. 
F o ly ad ék o k  a  k a tó d su g a ra k  b e h a tá sa  a la tt  vagy  ép p en  n e m , vagy csak 
g y en g én  v ilág íto ttak . C su p á n  a  p e tró leu m  v ilág íto tt gyenge k é k  fénynyel ; 
a  k én sav as  c h in in  é lén k  k ék  sz ín b en  tű n t  fel. A foszforeszkálás je len ség e i 
m e g szű n tek , h a  a  k isü lés i c ső h ö z  m ág n e s  k ö z e le d ik ; ek k o r az  a b la k  és a 
levegő  is s ö té t  m a ra d t, je lé ü l  a n n ak , hogy  a  m ág n e s  a  k a tó d su g a ra k a t 
e lté ríte tte . Je llem ző  a  k a tó d s u g a ra k ra  nézve, h o g y  0 ,5  mm. vastag , átlátszó 
k v a rcz lem ez  m e g sz ü n te ti  a  fé n y tü n e m é n y e k e t : ú tjá t állja  a  su g a rak n a k . 
Á tlá tsza tlan  fém lem ezek  a z o n b a n  (arany , e z ü s t,  a lu m in iu m ), h a  vastag ­
sá g u k  0 ,5  m m .-n é l  k iseb b , á tb o csá tják  ő k e t, a  m it a  m ö g ö ttü k  ész rev eh ető  
fény  ta n ú s ít .  0 ,5  mm.-n y i vastag ság ú  fém lem ezek  sz in tén  föl ta r tó z ta tjá k  őket. 
T o v áb b i k ísé r le te k  a z tán  k im u ta ttá k , ho g y  n e m fé m e k  is á tb o c sá tjá k  a  
k a tó d su g a ra k a t, h a  csak  e lé g  vékonyak . I ly e n e k  pl. csillám pala , ko llód ium , 
b á rm ily  sz in ű  se ly em p ap ir, üveg lem ezek , m e ly e k e n  a  NEWTON-féle sz íngyű­
rű k  é sz le lh e tő k . így te h á t  a  fém ek  és a  d ie le k tr ik u s  testek  k ö zö tt lényeges 
k ü lö m b ség  n e m  m u ta tk o z ik . H en g ere lt a lu m in iu m  m ég  á tb o c sá tó , ha  
0 ,0 2 7  mm. vastag . A fé n y re  nézve  v a lam ely  te s t  á tlá tsza tlan  le h e t, ha  
v astag ság a  a  mm század részé t teszi is, m ás  p e d ig  m éte rn y i v a s tag ság  m e l­
le t t  is á tlá tszó . Ily nagy k ü lö n b sé g ek  n e m  lé te z n e k  a  k a tó d su g ara k  á tbocsá- 
tá s á t ille tő leg . M agában  a  lev eg ő b en  a s u g a ra k  sze rte  szó ró d n ak . É rzék en y  
fo tog ráfiá i lem e ze k re  a k a tó d su g a ra k  vegyileg  h a tn a k . H ogy e su g a ra k  oly 
té rb e  h a to lh a tn a k , m ely  fé m ileg  te ljesen  e l v a n  zárva, azt é p p e n  abbó l 
le h e te t t  k é ts é g e t k izá ró lag  m eg á llap ítan i, h o g y  te lje sen  zárt b ád o g szek rén y b e  
h e ly eze tt fo tog ráfiá i p a p ir  az  a b la k k a l s z e m b e n  ép p  úgy m e g é re z te  a  k a ­
tó d su g a ra k  h a tá sá t, m in th a  kö zv etlen ü l é r té k  vo lna. K itű n ik  te h á t , hogy 
a  k a tó d s u g a ra k a t a  sz o ro sa n  v e tt  e lek tro m o s e rő k tő l te ljesen  k ü lö n  leh e t 
v á la sz tan i.

2. Katódsugarak légüres térben. H a  a k isü lé s i  cső a le h e tő sé g  h a tá rá ig  
v an  k isz ivattyúzva, az e le k tro m o s  k isü lés n e m  m egy tö b b é  á t : a  teljes 
v a c u u m b a n  te h á t  n e m  le h e t  k a tó d su g a ra k a t lé treh o z n i. E n n élfo g v a  azt 
se m  le h e t  e ld ö n te n i, vá jjon  a  su g a rak  to v á b b ítá sá ra  szü k ség esek -e  anyagi 
ré sze c sk é k , vagy sem . H a  a z o n b a n  v a cu u m  g y a n á n t a k isü lés i cső  he lye tt 
az  ész le lési te re t  vá lasz tjuk , a  k é rd és m eg o ld h a tó . E rre  a  c z é lra  Lénárd 
le ír t  k é sz ü lé k é t kissé  á ta la k íto tta . Az E k isü lé s i cső re, az mm a b la k  he lyén  
hh fém fo g la lv án y  segélyével B üvegcső  v a n  erősítve , m ely  m a jd n e m  te l­
je s e n  lé g ü re ssé  teh e tő . E  c ső b e  ké t e le k tró d  v a n  fo r ra sz tv a ; az  egy ik  a  cső
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végén van, az ablakkal szemben (kis aluminiumlemez), a másik az ablak 
közelében van; ez a csövet majdnem teljesen kitöltő alumíniumlap, köze­
pén nyílással a katód sugarak átbocsátására. A  míg a csőben oly ritkítás 
van, a milyen a CROOKES-féle csövekben szokásos, a cső falának az ablak s 
a nyilásos a elektróda közé eső része igen élénk zöldes fényben foszforesz- 
kál, de a cső belsejében semmiféle fény nem mutatkozik. A z üveg zöld 
foszforeszkálása az elektródán túl is átterjed egy kissé, valamint a szivattyú­
hoz vezető csőbe is. A  cső legvégén zöld fénylő folt van, a két elektród 
közötti levegő pedig kékes fényű. A  zöld folt mágnessel eltolható.

A  sz ivattyúzást to v áb b  fo ly ta tván , az  e lé rh e tő  r itk ítá s  legvégső  h a tá rá n  
az  ész le lési c ső b en  c sa k  an n y i változo tt, hogy  a levegő k ék es v ilágossága 
m eg sz ű n t, m íg  a  cső v ég én  levő zöld  fo lt a n n á l é le se b b en  h a tá ro lt  és v ilá ­
g ító . A  legvégső h a tá r ig  r i tk íto tt  t é r  te h á t  n e m  akadályozza  a  k a só d su g a rak  
to v a te rjed ésé t, h a  lé tre jö t tü k e t  n e m  is e n g ed i m eg. A k ísé r le te t  IV 2 m é ­
te rn y i hosszaságú  csővel ism éte lv én , a  n a p o k o n  á t fo ly ta to tt sz ivattyúzás

u tá n  ism é t u g y an azo n  tü n e m é n y e k  á llo tta k  elő. E k ísé rle tek  a zo n  követ­
k e z te té s re  jo g o sítan ak , hogy  a  k a tó d su g a ra k  az é te rb e n  v é g b em en ő  folya­
m ato k .

3 . Katódsugarak különféle gázakban. K ülönféle  g ázak  a  k a tó d su g a- 
ra k a t  n ag y o n  k ü lö n b ö ző  m é r té k b e n  e n g e d ik  á t ; az á tb o c sá tá s i k é p esség  
lén y e g esen  összefügg  a  g ázak  sű rű ség é v e l.

E  k ísé rle tek h ez  az  észle lési csövet ú g y  k e lle tt á ta la k íta n i, hogy  k ü lö n ­
böző an y ag ú , tisz ta  g a za k k a l legyen m eg tö lth e tő . A c ső b en  m á g n e sse l id e- 
o d a  veze th e tő  foszforeszkáló  ernyő  v au , m ely  a  gáz á tb o c sá tá s i k ép esség e  
s z e r in t  az ab lak tó l k iseb b -n ag y o b b  táv o lsá g b an  é rte  e l a z t a  h a tá r t ,  a  h o l 
m e g s z ű n t v ilág ítan i. A z ab la k tó l m é r t  e zen  távo lságok  eg y en lő  k ö rű im  é- 
n y e k  között a  gázak  á tb o csá tá si k ép esség én ek  m é rté k é ü l sz o lg á lh a ttak . Ily 
m ó d o n  k itű n t, hogy  oly gázak , m ely ek  sű rű ség e i k ö zö tt csak  csekély  k ü ­
lö n b sé g ek  v an n ak , m a jd n e m  eg y fo rm án  bo csá tják  á t  a  k a tó d su g a ra k  a t,  
h o g y  csekély  s ű rű s é g ű  gáz sokkal jo b b a n  b o csá tja  őket á t, m in t  a  n a g y o b b  
sű rű s é g ű . C sekély k ü lö n b sé g ek  a z o n b a n  a  m egegyező sű rű s é g ű  gázo k n á l 
is v a n n ak . A gázak  é p e n  úgy  v ilág ítókká leszn ek , m in t a  levegő . R i tk í tá s  
k ö z b e n  az á tb o csá tási k ép esség ek  közötti k ü lö n b sé g ek  m in d jo b b a n  e le n y ész ­
n e k  ; a  gázak  a n n á l  jo b b a n  és a n n á l  eg y fo rm áb b an  e n g e d ik  á t  a  k a tó d -



PHYSIKAI SZEMLE.

s u g a ra k a t ,  m e n n é l  e rő se b b e n  v an n ak  ri tk ítv a , s egy ú tta l a n n á l  csekélyebb  
sa já t  v ilág ító  képességük .

K ü lö n b ö ző  gázak n a g y o n  k ü lönböző  m é r té k b e n  m u ta tk o z n a k  h o m á ­
lyos k ö z eg e k n ek  ( trü b e  M e d ie n ) ; m e n n é l  jo b b  á tb o c sá tó  k ép esség ű  a 
gáz, a n n á l  tisz táb b  közeg. E  k ö rü lm é n y ek  ta n u lm á n y o z á sa  v é g e tt Lénárd 
a  d ia f ra g m á n  k e re sz tü lb o c sá to tt  su g a ra k a t foszforeszkáló  e rn y ő n  figyelte 
m eg, m e ly  a  k ü lönböző  a n y a g ú  és sű rű s é g ű  g á zak b an  k ü lö n b ö ző  távol­
sá g o k ra  v o lt to lha tó . A  h o m á ly o s  k özegre  je llem ző , hogy  a  foszforeszkáló  
fényes fo lt e rő seb b e n  v ilág ító  m ag b ó l és g y e n g éb b  fén y ű  a u re o lá b ó l áll. 
M en n é l táv o lab b  van az  e rn y ő , a n n á l in k á b b  gyen g ü l a  m a g  fénye, m íg az 
a u re o lá é  e rő sö d ik , m íg  v é g re  az  egész folt eg y fo rm án ak  tű n ik  fet. A hosz- 
szab b  ú to n  a  hom ályos k ö z e g  m in d ig  tö b b  és tö b b  su g a ra t  te re l  ki az 
e g y en e s  irán y b ó l, és m in d ig  n ag y o b b  m é r té k b e n . E zen  sz é tszó ró d á s  m ia tt 
a z tán  az e rn y ő  világítása eg y fo rm ává  lesz. A  gáz n y o m ásán a k  c sö k k e n ésé ­
vel a  fo ltok  k e sk e n y eb b ek k é , é leseb b en  h a tá ro lta k k á  és v ilágosabbakká  
lesznek , je lé ü l  a n n ak , h o g y  a  közeg  tisz tu l. H id ro g é n g áz b an  a  fo lto t k ö r­
nyező a u re o la  m á r  88  m m . n y o m ásn ál e l tű n t ;  m ás g á z a k b a n  később . 
A h id ro g é n g á z  á lta láb an  a  leg tisz táb b  k ö z eg n e k  b iz o n y u l t ; a  k ü lö n b ö ző  
gázak  a z o n b a n  anyagi m in ő sé g ü k  sz e rin t n e m  m u ta t ta k  je llem ző  sa já t­
ság o k a t. M in d en  gáz e g y fo rm á n  viselkedik , h a  u g y an azo n  fok ig  r itk íto tt.

A k ü lö n b ö ző  n y o m ású  g á za k b an  k e le tk e z e tt  k a tó d su g a ra k  n e m  egy­
fo rm án  sz ó ró d n a k  el a  to v a te rje d ésn é l. K iseb b  m érv ű  r i tk u lá sn a k  nagyobb  
sz é tszó ró d á s  felel m eg.

K ísé rle te ib ő l Lénárd a z t a  k ö v e tk ez te tést vo n ja  le, hogy  a  k a tó d su g a ra k  
lén y e g ü k b e n  é te rb e li fo ly am ato k , m e ly e k n ek  o lyan  re n d k ív ü li  fino m ság u ak - 
n a k  k e ll le n n iö k , hogy az  a n y ag i m o le k u lá k n a k  m egfele lő  d im e n z ió k  m á r 
te k in te tb e  jö n n e k . Az a n y a g  m ég  a leg k ise b b  h u llá m h o ssz a ság ú  fénynyel 
sz e m b e n  is úgy v ise lked ik , m in th a  a  té r t  h é z a g  n é lk ü l tö lte n é  be . A  katód- 
su g a ra k k a l  szem b en  m ég  az  e lem i gázak  m o le k u lá i is k ü lö n  a k ad á ly o k ­
k é n t v ise lk ed n ek , m ely ek  az  é te r t  m in t  k ö zeg e t h o m ály o ssá  teszik  és e 
te k in te tb e n  n e m  a  gázak  a n y ag i m in ő ség e , h a n e m  c su p á n  c sak  töm ege , 
vagyis a  té rfo g a teg y ség b en  fog la lt m o le k u lák  összesége h a tá ro z .

Csemez.
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Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften.

40 . A . L. Lavoisier u . P. S. de  Laplace, Z w e i A b h a n d lu n g e n  ü b e r  die 
W ä rm e . (A u s d en  J a h r e n  1780  u n d  17 8 4 .) H e rau sg . v. J . R osenthal. —  
74  1. Á ra  1 .40  m árka .

44. D as A u s d e h n u n g sg e se tz  d e r G ase. A b h a n d lu n g e n  von Gay-Lussac, 
Dalton, Dulong u . Petit, R udberg,Magnus, R egnault (1802— 1842). H erausg . 
v. W .  Ostwald. —  213. 1. Á ra  3 márka.

5 6 . Ch . Blagden, Die G ese tze  d. Ü b e rk a ltu n g  u n d  G e fr ie rp u n k tse rn ie d ­
r ig u n g . 2  A b h a n d lu n g e n  (178S). H erau sg . v o n  A . J. v. Oettingen. —  49 1. 
Á ra  0 .8 0  m árk a .

5 7 . F ahrenheit, R eaumur, Celsius. A b h a n d lu n g e n  ü b . T h e rm o m e tr ie  
(1724 , 1 7 3 0 — 1733, 174 2 .) H erausg . von A . J . v. Oettingen. -—  1401. Ára 
2 .4 0  m á rk a .

A  h á n y  név , an n y i ta p a sz ta la ti  tö rvény, vagy  p h ysika i á lla n d ó k  h a lm aza , 
m e ly ek b ő l az  é r te k ez é sek b e n  á tk a ro lt m in te g y  m ásfé l évszázad a la t t  a  h ő tan  
k ia lak u lt. A  ki a  h ő ta n n a k  c sa k  elem i c u rs u s á t  végezte  el, m á r  a  nevekből 
é s  cz ím ek b ő l tá jék o zta tv a  v a n  a felsorolt m u n k á k  ta r ta lm á ra  n é zv e . A  ben- 
n ö k  fog la lt é r tek ezések  ig e n  kü lönböző  id ő k b e n , egym ástó l n a g y o n  eltérő  
e lm é le te k  k o rá b a n  k e le tk e z te k  s ta n u lm á n y o z á s u k  k ü lö n ö se n  é rd e k e s  m a, 
a  m ik o r  a  h ő je le n ség e k k e l oly szoros k a p c s o la tb a n  levő h a lm azá llap o to k  
k é rd ése  ig e n  sok  k u ta tó t  fog lalkozta t és m in d g y a k ra b b a n  ú j a d a to k k a l b ő ­
víti ism e re te in k e t.

53. C. F . Gauss, Die Intensität der erdmagnetischen Kraft auf abso­
lutes Maass zurückgeführt 1832). —  62 lap . Á ra  1 m árk a .

A  fö ld m ág n esség  v ízsz in tes  össze tevő jének  in te n z itá sa  Gauss ez é rtek e ­
zése  e lő tt  is m eg  volt m é rh e tő  u gyanazon , v íz sz in te s  sík b an  fo rg ó , m ág n e s­
tű n e k  k é t  kü lö n b ö ző  h e ly e n  észlelt le n g é s id e je  ö ssze h aso n lítá sa  által. 
E gység g y a n á n t  te rm é s z e te s e n  valam ely h e ly e n  m ű k ö d ő  erő  s z o lg á l t ; s a 
m é ré s  sz ü k sé g es  fe ltevése , hogy  a k é t m eg fig y elé s  k özö tt s e m  a  m ágnes 
m o m e n tu m a , sem  p ed ig  a  ho rizo n tá lis  ö ssze tev ő  n e m  v á lto zo tt. Világos
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to v áb b á , hogy az e rő  id ő b e li vá ltozása , m ely  m á r a  m á g n e se s  d ec lin a tió  
sa e c u la r is  és p e r io d ik u s  v á ltozásábó l v á rh a tó , ez ö sszeh o so n lítá so k b an  te l- 
te s e n  elvész. Gauss e n n é fo g v a  az a n a ly t ik a i  m e c h a n ik á b a n  rég  h a sz n á lt  
h á ro m  alapegységet a  C o u lo m b -fé le  tö rv é n y  k apcsán  a  m ág n e sség re  is k i- 
je r je s z te tte , egységül válasz tván  a m a  m ág n e se s  f lu id u m  tö m eg é t, m ely  a  
vele  egyenlő  tö m e g re  a  távo lság  eg y ség éb en  az erő egységével h a t. Ily m ó d o n  
m eg h a tá ro z za  le n g é se k b ő l a  m ág n e sp á lc z a  m ág n eses m o m e n tu m á n a k  (M) 
és a  fö ld m ág n esség  h o r izo n tá lis  ö ssze tev ő jén ek  (T) s z o rz a tá t  és u g y an ezen

Hí
p á lc za  okozta  k ité ré se k  m eg figyelésébő l az  ^ osztato t. A  k e ttő  összefog­

la lv a  m egad ja  a  T és M m en n y isé g ek e t. A  k ité ríté sek n é l lén y e g es  sz e re p e t
n n}

játszik a Coulomb-féle törvény, melyet Gauss az általánosabb P = ~ n

a la k b a n  írva, k ü lö n  m eg h a tá ro z za  k ísé rle ti ú to n  az  n é r ték é t, m e ly e t 
2 -n e k  ta lá l. S z á m b a  veszi a  sz ü k sé g es  ja v ítá s o k a t: a  m á g n e se s  m o m e n ­
tu m n a k  a h ő m é rsé k le ttő l való fü g g ésé t, a  fo n a l c sa v a ro d á sá n ak  befo lyását a  
le n g é se k re  és e lté ré se k re , a  fö ld m á g n essé g  m eg v á lto zásá t a  m egfigyelési 
idő  a la tt. K itűnő  e x p e rim e n tá lis  m ó d sz e r t  ad  a pálcza  te h e te tle n sé g i m o ­
m e n tu m á n a k  m e g h a tá ro z á sá ra , és az  é rte k ez é sb en  u g y a n  e r re  ki n e m  t e r ­
je s z k e d v e  —  a tü k ö r- tá v cső  leolvasás b e h o za ta láv a l e n e m ű  m egfigyelések ­
n e k  csillagásza ti p o n to ssá g o t ad. V ég ü l összeállít e g y n é h á n y  m egfigyelt 
in te n z itá s é r té k e t  G ö ttin g a  szám ára , h an g sú ly o zza , ho g y  a  m eg h a tá ro z ás  
m ó d ja  te ljesen  fü g g e tle n  a  m ág n eses  á lla p o t  fe lfogásától é s  levezeti a  m e g ­
m é r t  m en n y iség ek  m ére tszá m a it, m e ly e k  segítségével az  egységek egyik  
re n d sz e ré b ő l a  m ás ik  e g y sé g re n d sz e rre  m e h e tü n k  át.

54 . J. H . Lambert, Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der 
Land- und Himmelscharten (1772). —  9 5  lap . A ra  1 .4 0  m á rk a .

A  legnagyobb  é lv e ze tte l és h a sz o n n a l  o lvasható  é r te k e z é s , m ely a  co n - 
fo rm is  leképezés e lső  k e zd e te it ad ja  e lő  és a  m ai n a p  is le g s ű rű b b e n  h a sz ­
n á lt  té rk ép v e títé sek  tö rv én y e it ad ja . N o h a  Lambert a  lek é p ez é s  á lta lán o s  
e lm é le té ig  n em  e m e lk e d ik , m égis tu d  kap cso la to t te r e m te n i  az egyes v e tí­
té s e k  között, és lev eze ti n ev eze te sen  a  L ag ran g e-fé le  k ö rö s  és a  Gauss n e v é ­
h e z  fűződő  co n fo rm is k ép v e tü le te t. A z Eequivalens ( te rü le tta r tó )  ve títésekkel 
is foglalkozik, m ely ek  kö zü l k ü lö n ö se n  a  L am b ert-fé te  a z im u th á lis  és k ép - 
v e tü le t  fontosak. V égü l a  sphaero id ikus fö ld  lek ép ezéséb en  szükséges m ó d o ­
s ítá so k a t is vezeti le . K ü lönösen  ig e n  vonzó a  m ód, m ely ly e l Lambert a  
m a th e m a tik a  seg éd eszk ö zeit kezeli. Kövesligethy.
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21 . Legyen
F(u ,  v) =  0

valamely görbének egyenlete vonalkoordinátákban; bizonyittassék be, 
hogy az (u, v) érintőnek érintéspontjában a görbületi mértéket a követ­
kező képlet adja:

I dv V 
\Udu V)

G =
(m2+ < arv

dv?
/ 8 F  d F \  
\ U ~du+ V l h }

3

(«3+ v 2)* ~d2F  i d F  \* d2F  d F d F  d2F  
_ d u 2 \  d v  ) dudv d u  dv  dv2

(9 F )
[ d u j

a-

(K ürschák.)

Második megoldás Freikind Ignácz műegyetemi hallgató úrtól.

L egyen  a  g ö rb e  e g y en le te  p o n tk o o rd in á tá k b a n

y =  f M ; a)

a k k o r  az á tté ré s  a  g ö rb e  v o n a lk o o rd in á tá k b a n  való e g y e n le té re  a  követ­
k ező k ép en  tö r té n ik . Az é r in tő  egyen lete  az (x, y) p o n tb an

v—y=y'  (£— w ) ;
vagy ren d ezv e

$ y i
— — >— rJ ---------- i—y y x  y—y x +  i = o

és in n e n  az  é r in tő  k o o rd in á tá i :

y' 1u  — —  , v = -----------— •
y — y x  y — y x V)

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 3
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A  b) a la ttiak b ó l a ;-e t és y-1 k ife jezvén  u- és u -b en  és b eh ely e ttes ítv én  az  
a) eg y en le tb e  az y'—f' (x) eg y en le tek  te k in te tb e  vé te lével az

F (u, v) — 0
eg y en le th e z  ju tu n k .

A  g ö rb ü le t k ifejezése  az (x, y) p o n tb a n

A  b) a la ttiak b ó l

es

a z u tá n

G= y
(1 +  2/'

u
V

y =

dv du
dy'  U dec V dx
dz v‘

du I dv ud x \ duH

c)

E zek et az é r té k e k e t  c )-ben  h e ly e tte s ítv é n , lesz :

G =

du I dv \ 
d x \Udu ~ Vj 

Ju*+v*f

vagy összevonás u tá n

du

G =
du I dv \ 

Vckc \ Ud u ~ V)
(u 2+ i ) 2)2

d)

du
M ég a  v -e t k e ll m ásk ép e n  k i f e je z n ü n k ; e czé lb ó l k ép ezzü k  a  

d iffe ren cz iá lh án y ad o st. M inthogy e  sz á m ítá s n á l

dx 1
dy ~ y'

d?X
dy' _ d /  L \  = dy2
dy dy | dx 1 IdxX

'dy' [dy!

,2 cP űc

W 2’

a z é r t  a  k e re se tt d iffe ren cz iá lh án y ad o s  így  irh a tó  :
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Innen

du
dy

yy (Px yy '“ d I d x \ du 
{y—y 'x f  d u \d y )  dy{y— y 'x f  dy1

yy d I dx  
{y— y 'x f  du [dy

vagy tekintetbe véve a b) alatti első egyenlőséget

, d  Idx
1 = — 2/M2 — I —

és ebből 

De

továbbá 

úgy hogy

d u  \dy  

1
, d id x  
du

I dx\ 
l  dy)

dx
dy

d Idx 
du [dg

y

) = -

v 
. u

dvu  ,----- v
du

u*

dv
u  — v  du

Végül a legutolsó egyenlőség mindkét oldalán differencziálván és -
az

h e ly e tt---- — -t helyettesítvén, lesz :

u
V

a miből

/ dv \ 2 
\U d u ~ V)

I dv 
\ W dü ~ V

d'!v du  
' du2d x ’

du
Vdäc~ d2v

dvp

ha ezt a d)-be helyettesítjük, a feladatot megoldottuk.
A görbület kifejezésének második alakja most m ár az F(u, t>) =  0 

egyenletből kétszeri differenoziálás segítségével minden nehézség nélkül 
nyerhető.

3*
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Harmadik megoldás Csillag Vilmos, műegyetemi tanársegéd úrtól.

Ismeretes, hogy az
x  =  x  (t)
y =  y(t)

paraméteres egyenletek meghatározta görbe görbületi mértéke

hol

es

'—y'x"
" (x*+y'*f ’

, dx dy
dt y ~  dt

,, d2x cpy
X *  d ? y ~  dt2

dy _ y'
dx x'

1)

2>

Jelentsenek (u , v) vonalkoordinátákat és legyenek a görbe érintőinek 
koordinátái az

u  =  u  (t)
V — V (t)

egyenletek segítségével megadva és használjuk ismét a következő jelölést r

du  , dv ,
~dt ~ U ~dt ~ V

Az érintő egyenlete

d2u
d ? :

d2v 
d t2

u x + v y + 1 = 0 ; 

ebből az érintő irányhatározója
3)

t g . — " 9
u

dx v
ezt 2)-vei egybevetve a

u x '+ v y '= 0  4)
egyenlőséget nyerjük.

Hogy most már a görbületi mértéket vonalkoordinátákban kifejezhes­
sük, a 3) és 4) egyenletek alapján meg kell határoznunk az

mennyiségeket mint
x ', y', x ‘y "— y 'x '

U, V, u', u " , v”

függvényeit és be kell helyettesítenünk őket a görbület fönt írt képletébe.
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E czélból képezzük a 3)-ból differencziálással az 

u 'x + v 'y + u x ' + v y '= 0 

egyenletet; tekintettel 4)-re
u ’x + v 'y = 0

adódik úgy, hogy a — 3), 3') — egyenletparból

v' __ u '
X u v '—vu ' y  u v '—vu '

és ezek differencziálhányadosai

u V ' — v 'u "  
y  ~ V ' (uv'— v u ' f

írjuk rövidség kedvéért
x '= v W

, u ’v " — v'u"
y - ~ u ' (uv'—vu'f’

y ' ~ — u  W ,

akkor újból differencziálván a

x " = v 'W + v W ' y " = —u 'W —u W ',

kifejezéseket nyerjük.
Ha most már tekintettel a görbület 1) alatti képletére az

és

x ’y " — y 'x " =  [uv'— vu') H '3=
(u 'v "— v 'u " f  

(uv '—VU'Y ’

1 _ 1 _ (u v '— vu 'Y

( x '^ + y '^ f  _  (u * + v * fW t ~  (m' + w2)1 (mV '- V m")3

kifejezéseket képezzük, akkor a görbületi mérték számára a

3')

G =
(uv'— vu ')3 

(■Ui + v * f( u ’v"— v 'u ")

kifejezést nyerjük, a mely a feladatban adottat m int specziális esetet magá­
ban foglalja.

Ha ugyanis
t =  u  v =  v (u)

akkor

G

a feladatban közölt első alak. Ebből a másik alak úgy vezethető le, hogy
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u - t m in t  u im p lic ite  m eg ad o tt fü g g v é n y é t ism éte lten  d ifferen cz iá lju k  é s  a  
n y e re n d ő  é rté k e t a  sz ó b a n  forgó k é p le tb e  b eh e ly e tte s ítjü k .

Negyedik megoldás dr. Beke Manó főreáliskolai tanár úrtól 
Budapesten.

L egyen  az a d o tt  g ö rb e  vonal e g y e n le te  p o n tk o o rd in á tá k b a n  :

y =  y ( x) 1)

a k k o r  egy tetszés s z e r in t i  (x0y0) p o n tjá b a n  az é r in tő n e k  eg yen lete  :

y—y'x —  (y0~y'x0) =  0 , 2 )

a  h o l y' a  d iffe ren cz iá lh án y ad o s é r té k é t  jelö li a  fe lv e tt {x0y0) p o n tb a n ,  

í r ju k  ez e g y en le te t rö v id en  a  k ö v e tk ező  a lak b an  :

y—Xcc— Y = 0 , 3 )
a  h o l

X=y', Y =y— y'x 4 )

é s  röv idség  k e d v é é rt  e lh ag y tu k  a  0  in d e x e t .
A  3) e g y en le tb en  az  X és Y te k in th e tő k  az é r in tő  v o n a lk o o rd in á tá in a k  

a d d ig , m íg á t n e m  té r ü n k  a k ö zö n ség esen  h a sz n á la to s  u, v k o o rd in á tá k ra , 
a  m elyekkel X, Y a  következő ö ssze fü g g ésb en  v a n n a k  :

A  4) a la tti e g y en le te k  m eg á llap ítják  az á tm e n e te t  a  p o n tk o o rd in á tá k b a n  
m e g a d o tt  egyen le ttő l a  v o n a lk o o rd in á tá k b an  fe lírh a tó  eg y en le th ez . E ze k  a  
transzformáczió e g y en le te i. É p en  ily e n  m ódon  á lla p íth a tju k  m eg  az á tm e ­
n e te t  a  v o n a lk o o rd in á tá k b an  (X  és Y -ban) a d o tt eg y en le ttő l a  p o n tk o o r­
d in á tá k b a n  fe lírh a tó h o z . H a u g y a n is  v o n a lk o o rd in á tá k b a n  v a lam ely  g ö rb e  
e g y e n le te :

Y =  Y(X),

a k k o r  a  tran sz fo rm ácz ió  e g y e n le te i :

x = —Y', y — Y— Y'X. 6 )

M ellékesen m eg jegyezzük , h o g y  a  4 )  és 6) e g y en le tek b ő l k ö v e tk ez ik  ez  
a  d ifferencz iá lre lácz ió  :

Y—  Y'dX—y— y'dx,
a  m ely  azt m u ta tja , ho g y  itt egy ig e n  egyszerű érintkezési transzformá- 
czióval van  d o lg u n k  : egy oly tran szfo rm áczió v a l, a  m e ly  é r in tk ező  g ö rb é -
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k é t ism é t é rin tk ez ő  g ö rb é k b e  visz á t. H a  a  g ö rb ü le te t v o n a lk o o rd in á tá k ­
b a n  (egyelő re  X és Y -b an ) ki a k a r ju k  fe jezn i, ak k o r n e m  kell eg y eb e t 
te n n ü n k ,  m in t  ez é rin tk e z é s i tran sz fo rm á c z ió t ki kell b ő v íte n ü n k  az első  
és m á so d ik  d if íe ren cz iá lh án y ad o so k ra  is, vagyis ki kell fe je z n ü n k  y' és y" 
d iífe ren c z iá lh á n y a d o so k a t az  új v á lto zó k b an  és ez é r té k e k e t a

(T y"
(1 +  2/'2)1

7)

kife jezésbe  kell b eh e ly e tte s íte n ü n k .
H a  a

dy'=y"dx, d Y'— Y"dX

eg y en le te k  kö zü l a  m á so d ik b a  az 5) é s  6 ) eg y en le tek b ő l Y ' és X é r té k e it 
b e h e ly e tte s ítjü k  és az így n y e r t  eg y en le te t az  elsővel egyb ev e tjü k , a  következő 
eg y szerű  ö sszefüggésre  j u t u n k :

H a  te h á t  y’ és y" é r té k e  a 4) é s  8 ) eg y en letek b ő l a  a k ifejezésébe 
h e ly e tte s ítjü k , e r e d :

*  =  ~ ~ 1 i  • 9)
(1 +  O V '

M ost m á r  n in c s  m á s  h á tra , m in t h o g y  X és Y" h e ly e tt  u, 'o b e n  és v 
d iffe re n cz iá lh án y a d o sa ib an  való k ife jezése it h e ly e tte sitsü k .

d y
A z 5) eg y en le tb ő l e r e d ; ha e lőbb  d Y, a z tán  dX és eb b ő l =  Y ' 

k ife jezésé t a lk o t ju k :

Y ' - _______
— v+uv

a h o l v' =  ^  te ttü k .du
E b b ő l ism ét dY' é s  in n e n

d Y ' 
dX Y" k é p e z h e tő :

Y "
v3v"

(-v+ u v')3 m

H a m á r  m o st a k ife jezéséb e  X h e ly e tt  az  5) eg y en le t a la p já n  -— ^ é s

Y "  h e ly e tt  a  10) e g y en le tb ő l ve tt é r té k é t  teszszü k , ak k o r m eg k a p ju k  a g ö r­
b ü le tre  a  fe lad a tb an  j e l z e t t :

(uv'— v)s 
( ic +  r * ) V

kife jezést.
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A g ö rb ü le t k ifejezésé t m ég  egy m ás ik , a  do log lén y eg éb ő l e red ő  a n a ­
litik a i m ó d o n  is m e g a lk o th a tju k . Ez e ljá rá s ra  a  következő csoportelméleti 
m eg g o n d o lá so k  v e z e tn e k :

A  sík b e li id o m o k  m in d e n  a  sa já t s ík ju k b a n  tö rté n ő  m o zg ása  ha lad ásb ó l 
é s  a  k e zd ő p o n t k ö rü li  fo rgásbó l á llíth a tó  elő. A h a la d ás t 2 p a ra m é te r  
h a tá ro zz a  m e g : az X  és Y  ten g e ly ek  irá n y á b a n  való e lto ló d áso k , m íg  a 
fo rg ás m eg h a tá ro z ásáh o z  egy p a ra m e te r  : a  fo rgás szöge szü k ség es . E sze­
r in t  a  sík b e li m o zg ásn ak , az ú g y n e v ez e tt euklidesi mozgásnak, 3 p a ra ­
m é te re  v an . H a  v a lam ely  p o n t k o o rd in á tá i a  m ozgás e lő t t : x , y  akk o r, ha  
az  X  irá n y á b a n  a és Y  irá n y á b a n  b az e lto ló d ás  nagysága, to v áb b á  a  kezdő­
p o n t k ö rü li  forgás szöge « , ak k o r az új h e ly z e tb e  ju to t t  p o n t  k o o rd in á tá i : 
x l , y l & k ö vetkezők  le s z n e k :

a31= x c o s .  a— y sin. a + a  ..
y p = x  sin . a + y  cos. a +  b,

a. m e ly ek  az ism e re te s  k o o rd in á ta - tra n sz fo rm á c z ió  k ép le tek . E zek  a k ép le­
te k  n e m c sa k  a g ö rb e  m in d e n  egyes p o n tjá t  tran sz fo rm á lják  egy m e g h a tá ­
ro z o tt p o n tb a , h a n e m  tran sz fo rm á lják  e g y ú tta l  a  g ö rb e  m in d e n  egyes 
é r in tő jé t  is, vagyis az y ' m e g h a tá ro z ta  ir á n y t  és ép p en  így az  y", y'", stb . 
d iffe re n cz iá lh án y a d o so k a t is. M ár m o st a z t a  k é rd é s t v e th e tjü k  fel, hogy az 
x , y, y ', y"-nek m inő függvényei azok, a melyek semmiféle euklidesi 
mozgásnál sem változnak meg, vagyis, m elyek ez euklidesi mozgáscsoport 
invariáns függvényei ?*

A  c so p o rte lm é le tb e n  egy ik  a lapvető  fo n to ssá g ú  té te l, a  m e ly  k ü lö n b en  
a  k ö zö n ség es  in v a rián s -e lm é le tb ő l is ism e re te s , hogy az in v a r iá n s  függvény 
a n n y i lin e a ris  p a rcz iá lis  d iffe ren cz iá leg y en le tb ő l álló te lje s  re n d sz e rn e k  
ta r to z ik  e leg e t te n n i, a  h á n y  p a ram é te re  v a n  a  cso p o rtn ak . A  je le n  ese tb en  
a  c so p o r tn a k  3  p a ra m é te re  van (a, a, b), te h á t  az in v a r iá n s  függvény 
3  lin e á ris  p a rcz iá lis  d iffe ren cz iá leg y en le tb ő l á lló  teljes re n d s z e rn e k  ta rto z ik  
e le g e t te n n i. M ásrészt a  te ljes  re n d sz e re k  e lm é le té b ő l ism e re te s , hogy h a  
n  válto zó t ta rta lm az ó  m  egyen letbő l álló  te lje s  r e n d sz e rü n k  van , akkor 
ta lá lh a tó  n  —  m fü g g e tlen  m eg o ld ás és m in d e n  m ás m eg o ld á s  ez n  — m  
m e g o ld á sn a k  te tszés s z e rin ti  függvénye. A  je le n  e se tb e n  a v á ltozók  szám a 4  
(x, y, y ', y") a d iífe ren cz iá leg y en le tek  sz á m a  3, te h á t  á lta lán o sság b an  
egyetlen egy függvény létezik, a m ely  az  eu k lid e s i c so p o rtn á l in v a r iá n s ; 
m in d e n  m ás  in v a rián s  függvény  e n n e k  az e g y n ek  függvénye. A  p rio ri tu d ­
ju k , hogy  a  g ö rb e  g ö rb ü le te  sem m ifé le  e u k lid e s i m o zg ásn á l se m  változ- 
h a tik  m e g ; te h á t a  görbület a csoport invariánsa. A fe la d a to t te h á t  úgy 
fo g a lm azzuk , hogy:

* L ie—Scheffer’s Vorl. über contin. Gruppen, p. 111.
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Határozzuk meg az x , y, y ', y "  olyan függvényét, mely a sík önm a­
gában haladó és forgó mozgásánál invariáns jellegű.

Ezzel egyú tta l jelezve van a  p ro b lém a , a m in t a z t a Kürschák ú r  által 
ado tt fe ladatnak  megfelelőleg felállítható :

Határozzuk meg az u, v, v', v" olyan függvényét, mely a vonalkoor­
dináták közönséges transzformáczió) ánál invariáns.

Első d o lg u n k , hogy fe lá llítsu k  a  v o n a lk o o rd in á tá k  tran sz fo rm ácz ió -k ép - 
le te it. E zek ig e n  egyszerűen  a d ó d n a k  ki az

u x + v y  + \= 0

re láez ióbó l, h a  az  x, y h e ly e tt az  1) ala tti é r té k e k e t  h e ly e tte sítjü k . E  sz e ­
r in t  az uv, tran sz fo rm ácz ió  k é p le te i  lesznek  :

__ u  cos. a+ v  sin . a _
Ml u a + v b + \

_  u s in . a+v  cos. a 
Vl ua+vb+í

M ost m e g  k e ll  á lla p ítan u n k  e cso p o rt in fin itez im á lis  tran sz fo rm ác z ió it. 
E zek  m eg a lk o tá sa  végett te k in te tb e  veszszük, h o g y  az id en tik u s  t r a n s z ­
form áczió  a k k o r  áll elő, h a

a—0 , a = 0 ,  b= 0,
m e r t  ekkor

u ^ u ,

t e h á t  az id e n tik u s  tran sz fo rm ác z ió tó l végte len  k ev éssel k ü lönböző  tra n s z -  
fo rm áczió t —  az  in fin itez im ális  tran sz fo rm ác z ió t —  m egkap juk , h a

a=öa, a~öa, b=db

teszszü k . így  n y e r jü k ;  h a  a  n y e r t  k ifejezést h a tv á n y so rb a  fe jtjük  és a  m á s o d ­
r e n d ű  v ég te len  k icsinyeket e lh a n y a g o l ju k :

öu= vda— í r ó «—uvőb 
öv = — uöa— uvöa— v3őb ;

vagy ha
öa=Adt, öa=Böt, db=CÖt

teszszü k , a k k o r  az  in fin itez im ális  tran sz fo rm ácz ió  a  következő sc h e m a tik u s  
m ó d o n  í r h a t ó :

( A.v— Bn1— Guv) p +  (— Au— Buv— Gv3) q

P = dl
r)u ’

a  ho l
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vagyis, m in d e n  in fm itez im ális tran sz fo rm ác z ió  e  h á ro m b ó l a la k íth a tó  
l in e á r i s a n :

Xp=vp— uq, X2= u 2j) +  uvq, Xs=uvp+v*q, 3)

a  m elyek, m in t  a  c so p o rte lm éle t e lem eib ő l ism e re te s , specziális e se te i a  
p ro jek tív  tran sz fo rm ác z ió n a k .

Most ez in fm itez im á lis  tra n sz fo rm ác z ió k a t bővítenünk kell a r r a  az 
e se tre , m id ő n  az  f  függ v én y b en  n e m c sa k  az u, v v á lto zó k , h an em  e g y ú tta l

v '= -~  és v"=  ,̂U„ is e lő fo rd u ln ak .dv dv*
A bővítésre  szo lgáló  k é p le te t e g y sz e rű e n  n y e rh e t jü k  oly m ódon, a  m in t  

a  variáczió  sz á m ítá sb a n  a  d iffe rén cz iá lh án y ad o so k  v a riácz ió it szo k tu k  e lő ­
á llítan i :

, dv ddv. du— dv. ddu 
du

es ep p en  így
du1

dőv'
du —  V

ddv
du

, ddu 
du 4)

, ddu 
du

T ek in te tb e  véve a  2) a la tti v a riácz ió k at, e k é p le te k  sz e rin t n y e rjü k  a  3) 
a la tti  in fm itez im á lis  tran sz fo rm ác z ió k  bővítéséü l r e n d re  :

Xx b ő v íté sé ü l: dv' = — (1 + « '"2) dt,
« dv'=( v— uv')dt,

X3 « dv'—v' (u— uv) dt

és ism éte lten  bőv ítve , r e n d re  dv" é r té k é ü l  a  k ö v e tk e ző k e t k a p ju k :

1) v'v"dt, 2) — 3uv"dt, 3) — 3 uv'v"dt.
A lin eá ris  p a rcz iá lis  d iffe ren cz iá leg y en le tek , m e ly e k n ek  az in v a r iá n s  

függvények  e le g e t ta r to z n a k  te n n i ,  m o s t m á r  a  k ö v e tk e ző k é n t n y e rh e tő k  : 
H ogy va lam ely  f  függvény , m ely u, v, v', v"-t ta r ta lm a z z a , valam ely tra n s z -  
fo rm ác z ió n á l v á lto z a tla n  legyen , a h h o z  szü k ség es -—  és elégséges is  —  
h o g y  h a  a v á lto z ó k ra  az in fm itez iá lis  tran sz fo rm ác z ió t a lka lm azzuk , a  v á l­
to zás 0  leg y en . E  sz e rin t a  je le n  e se tb e n  az f  fü g g v én y  a  következő  3 
lin e á ris  p a rcz iá lis  d iffe ren cz iá leg y en le tn ek  ta rto z ik  e le g e t t e n n i :

"f V  üf __r
V% u~U

- 1  +  UVív  +  ("  UV>) 3uv" dl"  = ° ’

uv +  v2 ~  +  v' (v —  uv') — 3uv'v" -~T, = 0 .ou dv dv dv

5 )

A  szám ítás  m eg g y ő z  arró l, h o g y  e h á ro m  e g y e n le t te ljes  re n d sze r t a lk o t, 
a  m in t k ü lö n b e n  a  c so p o rte lm é le t á lta lá n o s  té te le ib ő l is következik.
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H ogy ezt a  r e n d s z e r t  m eg o ld ju k , á ta lak ítju k  e lő b b  úgy, hogy a m á s o d ik  
eg y en le te t n-vel, s  a  h a rm a d ik a t u -v a l  szorozzuk  é s  egym ásból k iv o n ju k . 
E k k o r a  következő  eg y en lete t k a p ju k  :

m ely a  következő  közönséges d iffe re n cz iá leg y e n le tn ek  fe le l m eg :

é s  in te g r á l ja :

dv’ __ dv" 
\ ~ ~ ~3Üvfr

v— uv'

=  Cv"
' (v—uv')3 ’ 6 )

a  h o l C az u, v függvénye. H ogy  m in ő  függvénye az  u, v nek , a n n a k  m e g ­
h a tá ro z á sá ra  az  5) a la tti m áso d ik  és h a rm a d ik  eg y en le tek b ő l m é g  e g y e t 
a lk o tu n k  o lykén t, hog y  a m áso d ik  eg y en le te t v', a  h a rm a d ik a t 1 -gyei szo ­
ro zzu k  és az így n y e r t  eg y en le tek e t egym ásból k iv o n ju k . A kkor m e g in t  —  
a  v— uv'=0 m eg o ld ástó l, m ely  e g y en e s  vonala t je le n t ,  e ltek in tve  —  n y e r ­
jü k  a  következő e g y e n le te t :

df + v dLdu dv

és e b b e  a  6) a la tti  k ifejezést h e ly e tte s ítv én , a  C-re , m e g in t  az uv'— n = 0 - t ó l  
e ltek in tv e , a  k ö v e tk e ző  parcz iá lis  d iffe ren cz iá leg y en le te t kap juk  :

m e ly n e k  m eg o ld ása

dC
du

dp
dv — 3 C = 0 ,

C—c ( it2+ n 2) 2

úgy , hogy az 5) a la t ti  2) és 3) e g y e n le tn e k  eleget tesz

(w2+  t>a) V 'f= c
( u -

7)

E gyszerű  szám ítás  m eggyőz b e n n ü n k e t  a rró l, h o g y  ez az első e g y e n le te t  
is k ie lé g ít i ; t e h á t  a  7) a la tti k ife jez é sb e n  az u, v, v', v" oly függvényét 
nyertük, mely az euklidesi csoportnál invariáns és ha c =  1 teszszük, 
akkor minden más invariáns függvény ennek az

(u*+ d2) V '
(u— uv')3

nak függvénye. E z a  kifejezés m eg egyezik  a  Kdrschák ú r  által m e g a d o t t  
g ö rb ü le ti  su g á rra l.
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A nedvesség méréséről. M in teg y  10 évvel e z e lő tt sokszor eg y m á su tán  
k e lle tt  a  levegő a b sz o lú t n e d v e ssé g é t m eg h a tá ro z n o m  s e czélra Edelmann 
k é szü lék é t h a sz n á lta m . Ez m in te g y  Vs lite r té r fo g a tú  öblös ü v e g h e n g e r , 
m e ly b e  egy vele  közlek ed ő  e d én y b ő l k énsavat le h e t  b e fo ly a tn i: ez  e ln y e l­
v é n  a  té rb e n  e lz á r t  vízgőzöket, a  n y o m á s  a lább  száll. A nyom ás c sö k k e n ésé t 
a  h e n g e rre  sz e re l t  k is h igany  m a n o m e te r  m éri.

E n n ek  a  k é sz ü lé k n e k  csak a z t a  b a já t é rez tem , h o g y  a  h e n g ert m in d e n  
eg y es m éré s  u tá n  g o n d o san  m eg  k e ll m osn i és k isz á r íta n i s ebbő l a  czé lbó l 
a z  egész k é sz ü lé k e t szé tszedni. M in d ez  a  k ísé rle t g y o rs  ism étlését —  a  m i 
p e d ig  m ind ig  k ív án a to s  —  igen  m eg h ez íti.

A  sok b a jló d á st a k k é n t tö re k e d te m  e lh á rítan i, h o g y  az  ü v e g h en g e rt t u b u ­
so s  lég sz iv a tty ú -h aran g g a l h e ly e tte s íte tte m  s a  k é n sa v a t a  h a ra n g  a lá  z á rt 
m ag as falú p o h á rb a  fo lyattam . Így  c sa k  a  p o h a ra t k e ll egy  m ásikkal h e ly e t­
te s íten i, s a  k ísé r le t  n y o m b an  ism é te lh e tő .

Az e k k én t m ó d o s íto tt k é sz ü lé k e t a  m e llék e lt á b r a  m u ta tja . A  h e n g e r  
n y a k á b a  lég z á ró a n  illő k au csu k  d u g ó  ké t csap p al e llá to t t  p ip e ttá t t a r t : az 
a lsó  tú b u s  d u g ó já b a n  a lak ú  ü v eg cső  van tolva. E z e n  keresz tü l a  h a ra n g  
b e lseje  a  p ip e tta  fe lső  terével, ille tő le g  a  m a n o m e te r re l ,  k au csu k  csövek 
ré v é n  k ö z lek ed ésb e  helyezhető .

A k ísé rle t lefo ly ása  a következő . A  h a ran g  a ljá t g o n d o sa n  m egfaggyúzva, 
lecsiszo lt ü v e g la p ra  állítjuk . A  tö m é n y  kénsavval m eg tö ltö tt p ip e t tá t  lég ­
z á ró a n  b e le ille sz tjü k  a  h a ran g  n y a k áb a , a felső c sa p o t úgy fo rd ítv án , hogy 
a  h a ra n g  b e lse je  a  kénsavval te l t  té r tő l  egyelőre e lz á rv a  legyen s a  sz a b ad  
levegővel, v a la m in t  a  m a n o m e te rre l  közlekedjen . E z a  követe lm ény  ny ilván  
a k k o r  van te ljes ítv e , h a  a  csap a  ra jz b a n  lá th a tó  h e ly ze tb ő l 1 8 0 ° -k a l van  
e lfo rd ítva . M ost a  felső csapo t a  ra jz b a n  fe ltü n te te t t  á llásba fo rd ítv á n , az 
a lsó  csapot k issé  e lfo rd ítjuk , hog y  a  kénsav  a h e n g e r  a la tt  álló p o h á rb a  la s­
s a n  lecsep eg jen  ; a  m a n o m e te r—  m e ly n e k  két á g á b a n  eddigelé egy sz in te n  
á llo tt  a  fo lyadék —  n y o m b an  m e g m u ta tja  a  n y o m ás c sö k k en ésé t és rö v id  idő 
a la t t  m eg á lla p o d ik . E k k o r az a lsó  c sa p  e lzárha tó . A leeső  kénsav tó l k isz o rí­
to tt  levegő a  fe lső  csap o n  k e re sz tü l a  kénsav  h e ly é re  lé p h e t  s így a  té rfo g a t
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változása csak is a  vízgőz e ln y e le téséb ö l e red . A vízgőz e lnyele tése  h ő fe jlő ­
désse l já r  s ez  a  lev eg ő n ek  k ite r je d é sé t von ja  m ag a  u tá n  ; d e  a  h ő e m e lk e ­
dés oly csekély, hog y  a n e d v esség m é rések n é l m eg k ív á n t pon tosság  m e lle tt  
e lh an y ag o lh a tó . A  m a n o m e te rb e n  fe lem elkedő  fo ly ad ék  tén y leg  k ise b b íti a  
té r fo g a to t ; d e  h a  folyadék a h ig an y , úgy ez e lenyésző  csekély . H a  a z o n b a n  
az é rzék en y ség  fokozása k e d v éé rt —  a  m i k ívánatos, h a  a  k ísé rle te t e lő a d á s  
k özben  a k a r ju k  végezn i —  v íz m a n o m é te r t h a sz n á lu n k , ak k o r a  fo lyadék- 
oszlopot a  h e n g e r re l  közlekedő  sz á rb a n  a  k e zd e tb e n  e lfog lalt á llá sá ra  k e ll 
h o zn i, a  m i az á lta l tö r tén ik , hog y  a  m a n o m e te r  m á s ik  ág á t lefelé to lju k , 
m in d ad d ig , m íg  a  folyadék fe lsz íne  az e lőbbi á g b a n  e re d e ti  he ly é re  n e m

ju to tt . A  fo lyadékoszlopok  á llá sk ü lö n b ség e  m eg ad ja  a  k e re se tt g ő z n y o m á st, 
m ely  h ig an y n y o m á sra  á tszám íth a tó .

A k ísé rle t ism é tlé se  v égett c su p á n  csak a  h a ra n g  a lá  h e ly eze tt p o h a r a t  
ke ll egy m ás ik k a l k icseré ln i, m ik ö z b e n  a h a ra n g o t a  levegőben  k issé  fe l- 
a lá  m o zg a tju k , h o g y  a b e n n e  levő  száraz  lev eg ő n ek  h e ly é t a  k ö rn y eze t n e d ­
ves levegője fog lalja  el. A k én sav  fe lfogására  m ag as fa lú  p o h a ra t kell v e n n i,  
hogy  a  leeső  h ig an y csep p ek  a  h e n g e r  fa lá ra  szét n e  frec sc sen jen ek , a  m i a  
h a ra n g  új k im o sását, vagy leg a láb b  is g ondos k itö rü lg e té sé t te n n é  s z ü k ­
ségessé .

T erm észe tes , hog y  a  h a ra n g o t k isé rle t közben fe lm eleg íten i (pl. é r in t é s  
u tjá n ) n e m  s z a b a d : ez je le n té k e n y  k isé rle ti h ib á t o k o z h a tn a .

A  ned v esség  m eg h a tá ro z ása  e n n é l  jóv a l eg y szerű b b  b e ren d ezésse l, m ég : 
a  leg sze rén y eb b  la b o ra tó r iu m b a n  is m eg le lh e tő  eszközökkel is v é g re ­
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h a jth a tó . Egy lo m b ik , n é h á n y  d a ra b  üveg- és k au csu k cső  és a  lo m b ik b a  
légzáróan  illő k é tfu ra tú  k a u c s u k  dug ó  —  és  te rm é sz e te se n  egy k is  kézi 
ügyesség  -— k e ll  c sak  hozzá.

A  k au csu k  d u g ó  egyik ly u k á b a  n éh án y  k ö b c e n tim é te rn y i üveg g ö m - 
b ö csk e  csövét —  vagy e g y sz e rű e n  egyik v é g én  z á rt üvegcső  n y ílt vé­
g é t  ! —  to ljuk , a  m ásik b a  p e d ig  d e rék szö g re  m eg h a jlíto tt u g y an o ly  vas­
tag ság ú  ü v eg csövet. E rre  a  v íz m a n o m é te rh e z  veze tő  k a u csu k cső  jö n , a  
göm böcske  p e d ig  tö m én y  k é n sa v v a l tö lte tik  m é g . A lo m b ik o t m á r  e lő re  
belefog juk  egy B u n sen -á llv án y  fogójába, nyílásával lefelé, s  m o s t a lu l­
ró l be le to ljuk  a  d u g ó t. Ez á lta l a  lo m b ik b an  levő  levegő kissé összen y o m atik

s a  m a n o m e te rb e n  a  fo lyadékoszlopok  eg y en ­
sú ly a  m e g b o m lik : e z t a  m a n o m e te rc ső  cse­
k é ly  a láto lásával n y o m b a n  h e ly re  á ll í tju k  s a  
lo m b ik o t fe lfo rd ítju k . A  kénsav  kifolyik, e l­
n y e li  a  vízgőzt, m e ly n e k  feszü ltségét a  (n an o ­
m é te re n  az e lő b b  le ir t  m ó d o n  m e g h a tá ro z ­
z u k . A  lom biko t fe lfo rd ítá sk o r n e m  kell —  
s ő t  n e m  is szab ad  —  kézbe fo g n i : c sa k  a  ta r ­
tó já t  ke ll tengelye  k ö rü l  m eg fo rd ítan i. A  k é n ­
sav  befo g ad ásá ra  va ló  g ö m b ö csk éb e  m é g  egy 
v é k o n y  üveg p á le z ik á t to lh a tu n k  : ez m e g in ­
d ítja  és lassítja a  k é n sa v  k ifo lyásá t; a  kénsav  
a  csövön  folyik s ezzel n ag y o b b o d ik  a  gőz­
n y e lő  felület s  en n é lfo g v a  gyorsu l az  e lnyele- 
té s  folyam ata.

R a jzu n k  az összeá llítá st a  lo m b ik  m eg fo r­
d ítá sa  előtti p i lla n a tb a n  m u ta tja .

H a  v ízm a n o m e te r t h a sz n á lu n k , a k k o r  a  
k iszá rítan d ó  té r  lev eg ő jét a  m a n o m e te r  leve­
g ő jé tő l kis v a tta -fo jtássa l el kell k ü lö n íte n i. 

A  vatta a  n y o m á s  k ieg y en lítő d ésé t n em  g á to lja , e llen b en  a  m a n o m e te r  
gőzzel te líte tt leveg ő jén ek  á td iffu n d á lá sá t a n n y ira  késlelteti, ho g y  a  k ísé rle t 
a lig  egy p e rez n y i ta r ta m á b a n  eg y á lta láb an  é sz re v e h e te tlen .

A gőz n y o m á sa  h e lye tt a  té r fo g a tá t  is le h e t  m eg h a tá ro z n i. E z t k é tfé le ­
k é p en  leh e t te n n i .  H a az első  ra jz b a n  lá th a tó  m a n o m é te r re l  d o lg o zu n k , a  
gőz e ln y e le tése  u tá n  egy m a g a ssá g ra  h o zzu k  a  k é t  ág b an  a  m a n o m é te r  
fo ly ad é k o sz lo p a it: a  fo lyadékoszlop  em elk ed ése  m eg ad ja  a  té rfo g a t c sö k k e­
n ésé t, vagyis a z  e ln y e lt vízgőz té rfo g a tá t. E h h ez  te rm észe te sen  az szükséges, 
hogy a m a n o m e te r  illető ága  k a lib rá lv a  legyen .

A m áso d ik  e ljá rá s , m ely  fő leg  előadási c z é lo k ra  a ján la to s, a b b a n  áll, 
hogy a k isz á r íta n d ó  edény t f e s te t t  v ízcseppel e lz á r t, v ízszin tesen  m eg erő sí-
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te tt, m in te g y  4 — 6 mm á tm é rő jű  üvegcsővel k ö tjü k  össze. M eg h a tá ro zv án  
e lő re  1 c m -n y i hoszszán ak  té rfo g a tá t, a  g ő z té rfo g a to k n ak  a rá n y la g  ig en  
pon tos m é ré se k re  a lka lm as. A  vízcsepp e lto ló d ása , te rm észe te sen , a n n á l  
nagyobb , m e n n é l  n ed v eseb b  a  levegő  s m e n n é l n a g y o b b  a lo m bik . 1 lite re s  
edén y n y e l m é g  a  leg szá razab b  té li id őben  is 1 0 — 2 0  cú i-re l to ló d ik  e l a 
vízcsepp. B. G.

A kristályosodás vetítése igen  há lás m u ta tv á n y a  a v ízszin tes vetitő  
k észü lék n ek . A lk én essav as n á tr o n t  vagy e c z e tsa v a t kém lő csö v ecsk éb en  
m eg ö m lesz tv én , gyengén  fe lm e le g íte tt tisz ta  ü v e g la p ra  ö n tjü k  s e z t a  v íz­
szin tes v e titő  k é szü lék re  le te szszü k . Kis k ris tá ly  d a rab b a l, m e ly e t a  m ég  
folyós a n y a g b a  v e tü n k , a  k ris tá ly o so d ást m eg in d ítju k , m ely  a z tá n  r o h a ­
m o san  az eg ész  an y ag ra  á tte r je d . —  E n n é l az  e ljá rásn á l ta lá n  k é n y e l­
m eseb b  és b iz tosabb , h a  tú lh ű to t t  sók h e ly e tt  oly o ld a to k a t h a s z n á ­
lu n k , m e ly ek  o ldófo lyadéka g yorsan  p á ro lo g . íg y  pé ldáu l a  n a f ta lin  
a e th e rb e n  n ag y  m é rté k b e n  o ld ó d ik ; b a  te h á t  k é sz ítü n k  te lí te tt  o ld a to t 
s  ebbő l k ev ese t leh e tő leg  s ik  a lap p al b író  c sé szé b e , vagy e g y sz e rű e n  a 
vetitő  k é sz ü lé k re  vízszintesen e lh e ly ezett s ik  ü v e g la p ra  ö n tü n k , az  a e th e r  
gyorsan  e lp á ro lo g  s a  n a f ta lin  szép  p ik k e ly ek b en  k ikris tá lyosodik . N a fta ­
lin  h e ly e tt py ro g a llu ssav a t is h a sz n á lh a tu n k , m e ly  a e th e rb e n  sz in té n  
nagy  m é r té k b e n  o ldódik  s ig e n  szép c s illag a lak ü  k ris tá lyokban  vá lik  ki 
belőle. Gruber N.

A mágnesi állapot rögzítése a vasban. A lág yvasban  in d íto tt  szab ad  
m ág n esség  tudv alev ő leg  n e m  en yészik  el te lje sen  az  in d ító  ha tás m e g s z ű n té ­
vel s b izo n y o s k ö rü lm é n y ek  k ö z ö tt a  re m a n e n s  m á g n e ssé g  elég  je le n té k e n y .

E  r e m a n e n s  szabad  m á g n e ssé g  m en n y iség e  m in d e n e se tre  n a g y o n  függ 
a ttó l, hogy  az  in d ító  h a tá s  m e g sz ű n te  u tá n  a  lág y  v asa t e rő seb b  m e c h a n i­
kai b e h a tá so k  n e  érjék , m e r t  a  re m a n e n s  m á g n e s s é g  m en n y isé g é t a  lágy- 
vasrészecsk ék  irán y íto tt h e ly z e té n e k  á llan d ó ság a  h a tá ro zz a  m eg .

Ism e re te s , h o g y  p ró b a csö b e  z á r t  és d u g ó v a l ö sszen y o m o tt lág y v asp o r 
az in d ító  h a tá s  m eg szű n te  u tá n  is m u ta t n é m i sz a b a d  m ág n esség e t m in d ­
addig , m íg  a  v a sp o rt a c ső b en  össze  n e m  rá zz u k .

H a te h á t  a z  irán y íto tt ré sz e c sk é k  e lm o z d u lá sá t m é g  m ág n esezés k ö zb en  
valam i m ó d o n  á lla n d ó an  m eg ak ad á ly o zzu k , a  p o rré sze c sk é k  e ze n  h e ly z e ­
tü k b ő l n e m  tu d n a k  tö b b é  k ifo rd u ln i és e lh e ly ez k ed é sü k tő l függő  szab ad  
m á g n e ssé g ü k e t á lla n d ó an  m e g ta rtják .

Az eg y szer irán y íto tt lágyvas részecsk ék  e lm o z d u lá sá n a k  á lla n d ó  m e g ­
akadályozása  s ik e rü l, ha  a  lág y v asp o rt e le in te  lágy, d e  később  m e g k e m é ­
nyedő an y ag g a l kev erjü k  össze .

Egyik  m ó d ja  a  fék ezésn ek  az leh e t, hogy a  lágyvasport p ró b a c ső b e n
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viaszszal o lv asz tju k  össze és m á g n e se s  té rb e n  a  v iaszt m eg k e m é n y e d n i 
h ag y ju k . Ily m ó d o n  eze lő tt k é t évvel eze lő tt k é sz íte tt á llan d ó  m á g n e se m  
m é g  m a  is v á lto z a tla n  e rő sségű .

K én y e lm eseb b e n  d o lg o z h a tu n k  a  lágyvaspor kö zé  k e v ert finom  g ipsz- 
p o rra l. Ez u tó b b i  e ljá rással a  le g b o n y o lu lta b b  m á g n e se s  te re k e t k ö n n y e n  
á lla n d ó s íth a tju k  és tö b b szö rö sen  lem á so lh a tju k , h a  a  g ipsz-m asszát, m eg - 
k em én y ed ése ig  h a g y ju k  a  m á g n e s té rb e n . Ily te re k b e n  a  lág y v asp o r-részecs- 
k é k  a m ező e rő v o n a la in a k  m eg fe le lő  irán y ítás t vesz ik  fel s a  m á g n e se s  
m ező t, h a  n e m  is  e re d e ti  in te n z itá s á b a n , de m á g n e sség é n ek  eloszlási v iszo ­
n y a ib a n  h ív en  é s  á lla n d ó an  le m á so ljá k , m i á lta l m ó d o t n y e rü n k  a r r a  is, 
hog y  az e re d e ti  m ág n e se s  t é r n e k  csak  te tsz é ssz e r in ti ré szle te it ö n ts ü k  
g ipszbe  s a  m á so la to k a t kü lö n  v izsg á lh assu k .

Az ily p a rc z iá lis  m ág n eses te r e k h e z  kö zelíte tt rö v id  m á g n e s tű k k e l k é ­
n y e lm esen  e le m e z h e tő k  a m á g n e ssé g n e k  b e n n ü k  m u ta tk o z ó  eloszlása  s h a  
a  m áso la to k  e rő s  e le k tro m á g n e s n e k  a  te ré b e n  k é sz ü ltek , rá ju k  h in te t t  v a s­
re sze lék  seg ítség év el e rő v o n a la ik a t is  ig en  szép en  le ra jzo lják .

H ogy e m ó d o n  csak is a  ra g asz tó an y a g  «coércitiv  e re je»  ju sso n  k ife jezé sre , 
ch em ia ilag  tisz ta , ig en  finom  v a sp o r ra l  végeztem  k ísé rle te im e t.

A vaspor a z o n b a n  ily finom  e lo sz lás  és a  k e v e ré sn é l n y e rt n e d v esség  s 
a lk a lm asin t a  g ip sz n e k  kristályv ize  felvéte le  k ö z b en  tö r té n ő  csekély  m eg - 
m eleg ed ése  m e lle t t  a  g ip sz m a sszá b an  e rő sen  oxy d á ló d ik  és e k ö zb en  j e l e n ­
ték e n y  égés m e le g e t  te rm el. A z  ily  tö m eg  v a lóságos fű tő an y ag  sz á m b a  
m e g y ; egy k. b . 3 0 0  g ra m m n y i tö m e g  a k ev eré s  u tá n  m in teg y  fé ln a p  
m ú lv a  k ezd e tt fe lh e v ü ln i s h ő m é rő v e l flane llbe  g ö n g y ö lv e  öt ó ra  h o ssz á n  
k e re sz tü l 8 0 °G  h ő m é rs é k e t  m u ta to t t ,  m ik ö zb en  te lje s e n  á tro zsd áso d o tt.

Az oxydátió  k ü lö n b e n  n in cs  h a tá s s a l  az ily tö m e g  szab ad  m ágn  e s s é g é r e ; 
h iszen  a  te rm é s z e te s  m ág n e se k e t is  a  v asnak  o x y d jai a lko tják . Fényes.

*
Dielektrin n é v e n  Hurmuzescu egy új szigetelő  a n y a g o t ír  le, m e ly e t úgy  

á llíto tt elő, hogy  o lv ad t p a raffin b a  fo ly to n o s keverés k ö z b e n  k én v irág o t h in te t t .  
A  k é t an y ag  b e n ső  k ev ered éséb ő l keletkező p é p  k ih ű lé sk o r  ig en  m e g ­
k em én y ed ik  s e k k o r  igen  jó l  m e g m u n k á lh a tó , e sz te rg á ly o zh ató  és s im á ra  
csiszolható , m ely  tu la jd o n sá g a  ig en  so k fé lek ép en  h a sz n á lh a tó v á  teszi. F e lü le te  
jó v a l k e m é n y eb b  m in t  a  p a ra ffin é  s n e h e z e b b e n  o lv a d ; továbbá  k e v é sb b é  
h ig ro szk ó p ik u s  é s  tö rék en y , m in t  a  k én . T e h á t e k é t an y ag  jó  tu la jd o n sá g a it  
fogyatkozásaik  n é lk ü l  egyesíti m a g á b a n . A két an y ag  k ev erési a rán y a  s z e r in t  
változik a  sz ig e te lő  kem én y ség e  és sz ín e . E lek tro fo r és e lek troszkóp  k é sz í­
té sé re  a  p a ra f f in n á l*  a lk a lm a sa b b n a k  b izo n y u lt. (L u m ié re  E le c tr iq u e . 
LI. k. 289 1.)

* L. Math. Phys. Lapok T. u . 304. 1.
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A CSAVART OSZLOP SAJÁT ÁRNYÉKHATÁRVONALA-

A csavart oszlop vagy csavart körhengerfelület egy körnek ön­
magával parallel tovamozgatása alapján származtatható, ha a kör 
középpontja egy a sikjára merőleges tengelylyel bíró csavarvona­
lon végig halad.

A mozgó kör a felület alkotó köre lesz, az adott csavarvonal 
pedig középponti csavarvonala. Ha a kör mozgását oly módon 
szorítjuk meg, hogy minden átmérője mozgása közben eredeti irá­
nyát megtartsa, akkor minden pontja leír egy a középponti csavar­
vonallal kongruens csavarvonalat, a hozzá tartozó körérintő azon­
ban egy hengerfelületet, a mely a felületünket a ponttól leírt csavar­
vonal hosszában érinti. Valamely alkotó kör hosszában szerkeszthető 
érintősíkok oly ferde körhengert burkolnak be, a melynek alkotó 
irányát a középponti csavarvonal amaz érintője adja meg, a mely 
ez alkotó kör középpontjához tartozik.

Az árnyékhatárvonal meghatározására alkalmazhatjuk a burkoló 
segédfelületek rendszerének általános módszerét. Ilyen rendszerek­
nek kínálkoznak kiválóan a burkoló hengerfelületek az alkotó körök, 
valamint az alkotó csavarvonalak mentén, mivel ezek felhasználá­
sával oly meghatározási módot nyerünk, a mely nemcsak árnyék­
határvonalunk tetszőleges pontossággal való meghatározására ké­
pesít, hanem azonfelül még nehány a keletkező görbe természetére 
vonatkozó tulajdonság felismerésére is vezet.

Mathemalikai és Physikai Lapok. IV.

NAK MEGHATÁROZÁSÁRÓL.

(Első közlemény.)

I.

4



5 0 SZÉPRÉTHY BÉLA.

I. Szerkesztési mód.
Állítsuk elő felületünket orthogonális projekczióban, még pedig 

oly módon, hogy tengelye az első projekczió-lapra merőlegesen 
álljon. Jelöljük az alkotó körök sugarát ,o-val, a középponti csavar­
vonal alapkörének sugarát r-rel, és legyen M[M'±M'>.. . e csavar­
vonal első projekcziója, akkor az M{, Mi, Mi, . . .  pontokból mint 
középpontokból p sugárral leírt körök lesznek a felület alkotó körei­
nek első projekcziói.

Közvetetten projicziálás adja e körök második projekczióit, föl­
téve, hogy a középponti csavarvonal második projekcziója az isme­
retesnek feltett menetmagasságából lett szerkesztettük. Szerkesz- 
szük továbbá a középponti csavarvonal iránykúpját oly módon, 
hogy alapkörét használjuk alapvonalul; akkor e kúp minden alkotó­
jához a csavarvonal első menetének egy-egy pontja tartozik és így 
a felület egy-egy alkotó köre. A kúp-alkotó kijelöli egyszersmind 
annak a hengernek alkotóirányát, a mely a felületet e kör hosszá­
ban burkolja. Ábránk (1. 1. ábra) bármely la köre (i— l, 2, 3, . . .) 
mutatja, hogy a hozzátartozó OAj kúpalkotó első projekcziója és 
a megfelelő O'M'i egyenesek egymáshoz képest egy negyedfordu­
lással (9ü°-kal) vannak elforgatva.

Ha már most a fénysugarak irányát az l egyenes {V, l") projek- 
czióival ábrázoljuk, akkor árnyékhatárvonalunknak lq körön fekvő 
pontjait megtaláljuk, ha annak a síknak nyomvonalát szerkeszt­
jük, mely úgy a fénysugarak, valamint a megfelelő kúpalkotó irá­
nyát magán tartalmazza, és azután az e talált nyomvonallal paral­
lel körérintők érintési pontjait megkeressük. Legezélszerübb az 
iránykúp csúcsán (O', 0") keresztül fénysugarat bocsátani, ennek 
első nyompontját ,S)-ben megkeresni, ezt a megfelelő kúpalkotó 
nyompontjával Aj-vei összekötni és .l/,:-n keresztül az AjS,=Sj 
egyenesre merőleges körátmérőt >u-t meghúzni, a melynek végpont­
jai Pi, -ben a keresett pontpárt adják meg, mivel a köréríntők 
ezen pontokban s;-vel parallelek.

Figyelemmel kisérve az Sj (i==l, 2, 3 . . .) és hozzá tartozó 
n'i(i=1 ,2 ,3 . . . )  egyeneseket, azt látjuk, hogy az utóbbiak az
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előbbieknek 90°-kali elforgatása útján nyerhetők 0' pontot véve 
forgási középpontnak. Mivel az s , , s2, s3, . . . egyenesek egy az .S', 
középponttal biró elsőrendű sugársort alkotnak, következtetjük,

4*

1 .  á b r a .
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hogy az n{ , n2 , n3, .. . körátmérők első projekcziói ugyancsak 
elsőrendű sugársort alkotnak, melynek középpontja T[ az Si-ből 
nyerhető, ha azt 0' körül eredeti helyzetéből 90°-kal elforgatjuk. 
A forgatás iránya megegyezik mindenkor a csavarvonal menetének 
értelmével.

Ezek szerint megtalálhatjuk az árnyékhatárvonal bármely alkotó 
kör kerületén fekvő pontjainak első projekczióit, ha középpontjá­
nak első projekczióját Tj ponttal összekötjük, és ezt az egyenest a 
kör kerületével metszéshez hozzuk.

Mivel a T í= j nj, ná, ná, . . .  | sugársor minden sugara az alap­
kört két különböző pontban metszi, világos, hogy e sugarak mind­
egyikén az árnyékhatárvonal projekcziójának négy pontja található.

Az eddigiek összefoglalása árnyékhatárvonalunk első projekczió­
jának meghatározására oly egyszerű szerkesztési módot szolgáltat, 
mely még az alkotókörök első projekczióinak megrajzolását is fölös­
legessé teszi; ez a következő módon végzendő :

«Húzzunk a T[ ponton keresztül tetszőleges számú, a közép­
ponti csavarvonal alapkörét átmetsző sugarat; mérjük le az alkotó 
kör sugarának hosszát és mérjük rá az imént talált metszéspon­
tokból kiindulva mindkét értelemben sugaraink mindegyikére: 
akkor az így nyert pontsorozatot folytonos görbével összekötvén, 
megnyerjük az árnyékhatárvonalnak első projekczióját.

Az így nyert görbe első projekcziója általános hatodrendű kon- 
choida, a melynek pólusa a TI pont, egyik alapgörbéje a közép­
ponti csavarvonal alapköre, másik alapgörbéje pedig egy Tj-ből 
mint középpontból p sugárral leírt körvonal, föltéve, hogy az álta­
lánosított konchoida alaptulajdonságát oly módon állapítjuk meg, 
mely szerint minden pont vezérsugara egyenlő az alapgörbék vezér­
sugarainak algebrai összegével.*

Közvetlen felprojicziálás szolgáltatja árnyékhatárvonalunk máso­
dik projekczióját is ; ez azonban transzczendens görbe, mely a felü­
let minden menetmagasságának megfelelően ismétlődő periódu­
sokból áll.

* W iener, Darst. Geometrie I. p. 182.
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II. Szerkesztési mód.

Az árnyékhatárvonal új meghatározási módjára jutunk, ha a fel­
adatunk megoldására a felület alkotó csavarvonalait veszszük 
igénybe.

Az alkotó csavarvonalak első projekcziói a középponti csavar­
vonal alapkörével egyenlő, r sugarú körök, melyek középpontjai 
egy O' középpontból p sugárral leírt kör kerületén feküsznek. Vala­
mely alkotó csavarvonalon megtaláljuk az árnyékhatárvonal pont­
jait azokban a pontokban, a melyekben a burkoló hengerfelület­
hez szerkesztett érintősíkok a fénysugarakkal parallelek. A szer­
kesztés egyszerüsbitése czéljából előnyös azonnal figyelembe venni 
azt, hogy az alkotó csavarvonalak mindegyike a középponti csavar­
vonallal kongruens és hasonló fekvésű, s ennek következtében pa­
rallel eltolással ennek a helyére tolható; ennek az eltolásnak iránya 
mindenkor merőleges a burkoló hengerfelület alkotóira.

Legyen a 2-dik ábrában egy a középponti csavarvonal helyére 
eltolt alkotó csavarvonal burkoló hengerének alkotóiránya a g egye­
nessel megadva. Ekkor a henger bármely érintősíkjának első 
nyomvonala parallel a g egyenessel.

Az iránykúp csúcsán keresztül fektetett, a fénysugárral és a g 
egyenessel parallel sík (első nyomvonala Sj) kimetsz rajta két kúp­
alkotót, és a csavarvonal megfelelő pontjaiban egy oly pontpárt 
állapit meg, a mely e csavarvonalnak eredeti helyére való vissza­
tolása után árnyhatárvonalunk egy pontpárját szolgáltatja.

A kimetszett alkotóknak megfelelő pontpár első projekczióit 
megtaláljuk, ha az s, nyomvonalat O' körül, a csavarvonal értel­
mével megegyező irányban egy negyed fordulással elforgatjuk, és 
az alapkörrel Q\ és ff ['-ben átmetszszük. Ez a Q\Q['=n egye­
nes magán tartalmazza az S'-nek 90°-kai való elforgatását T'-et, 
merőleges a burkoló henger alkotóira, és változatlan marad, ha az 
alkotó csavarvonalat eredeti helyére visszatoljuk.

Az alkotó csavarvonal minden menetmagasságán általában talá­
lunk egy-egy ily pontpárt, és világos, hogy ennek valós vagy kép­
zetes volta csakis a fénysugarak irányától függ.



54 SZÉPRÉTHY BÉLA.

Mivel adott felületünkön mindenkor két oly alkotó csavarvonal 
van, a melyekre nézve a burkoló henger alkotóiránya ugyanaz, vilá­

gos, hogy projekczióikon, a T'-n keresztül húzott ugyanazon sugár 
fogja az árnyékhatárvonal pontjait megállapítani, és hogy e sugár 
mindenkor parallel a csavarvonalpár első projekczióinak közép­
pontjait összekötő egyenessel. Árnyékhatárvonalunk első projek-

2. ábra.
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cziójának e második szerkesztési módja megegyezik teljesen egy 
BuRMESTER-től * egészen más indokolással adott eljárással, úgy, hogy 
végeredményünk is az övével teljesen egyezően következőképen 
kimondható:

Húzzunk T'-en át (1. l.ábra) egy tetszőleges m sugarat és O'-en 
keresztül vele párhuzamost, míg ez az O'-hői p sugárral leírt kör 
találja; e metszéspontokból írjunk r sugarú köröket; a hol ez 
utóbbiak nx-t metszik, ott lesznek az árny ékhatárvonal első pro- 
jekcziójának pontjai.

Felületünk második kontúrvonalainak első projekczióin — /?jés 
h® körpáron — kimetszi a T'-en keresztül, a projekczió tengelylyel 
párhuzamosan húzott egyenes a K i , Ki , K i1, K i 1 pontpárakban 
az árnyékhatárvonal második konturpontjainak első projekczióit.

Nevezetesek még a h't és h\ projekcziókkal biró alkotó csavar­
vonalak, mivel ezek második projekcziói a középponti csavarvonal 
második projekcziójával összeesnek. A T'-en keresztül, a projek- 
cziótengelyre merőlegesen húzott egyenes kimetszi rajtuk 1)\D'é, 
IX2D'z pontokban az árnyékhatárvonal ama pontjainak első projek- 
cziót, a melyeknek második projekcziói páronkint összeesnek, és 
igy a második projekczió kettőspontjait szolgáltatják.

Szépréthy Béla.

'' Theorie der Beleuchtung 347. 1.



ELLIPTIKUS ÁRAM HATÁSA A GYÚPONTJAIBAN 

LÉVŐ MÁGNESI PÓLUSOKRA.

A sinus-galvanometer állandóját — elméleti úton — az áram­
kör sugarából (r) és a földmágnesség intensitásának horizontális 
alkotójából (H) a

c  " J

ismeretes képlet határozza meg.
A fentebbi képlet azonban csak közelítő érvényességű, mivel 

egy a valóságban teljesen ki nem vihető feltételhez fűződik; ahhoz 
t. i., hogy a mágnestű pólusai az áramkör középpontjában foglal­
nak helyet. Törekedhetünk ugyan e feltételnek lehetőleg eleget 
tenni olyképen, hogy az áramkör sugarának hosszához viszonyítva 
rövid mágnestűt használunk, de a rövid mágnestű alkalmazása, a 
mint a következőkben ki fog tűnni, leszállítja a készülék érzékeny­
ségét. Az érzékenységnek ily módon való csökkentését nem éppen 
a pólusokra ható elektromos erőpárok karjainak a rövidítése 
okozza; hisz a karok hoszszának a változásával arányosan fog vál­
tozni úgy a mágneses erőpároknak, mint az áramkör elemeinek a 
hatásából integrálódó erőpároknak a forgató nyomatéka, hanem 
az, hogy az áramkör sugarának a fentemlített feltétel betöltéséhez 
megkívánt, rövidsége határt szab az áram hatásából származó erő­
pár növesztése elé, s ily módon száll alább az elektromos erőpárok 
forgató nyomatéka, a mi egyetértelmű a készülék érzékenységének 
a csökkentésével.

A sinus-galvanometer állandójának használatos formulája tehát 
csak megközelítő, melynek érvényessége fokozható ugyan, de 
mindig a készülék érzékenységének a rovására.
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E sorokban a sinus-galvanometer állandójának véges hosszú­
ságú mágnestű esetére szóló szigorú képletét szándékozom leve­
zetni, s ki fogom mutatni a nyert képletből, hogy a pólusok távo l­
ságának növelése — ugyanazon sugarú köráram esetén — fokozza 
a galvanometer érzékenységét.

Végre ki fogom mutatni, hogy létezik oly alakú áram, a mely­
hez egy bizonyos meghatározott hosszaságú mágnestűt használva, 
a sinus-galvanometer constansának szigorú képlete igen egyszerű 
alakot ö lt; sokkal egyszerűbbet mint a köráram esetében, s hogy ez 
akkor fog beállani, ha az áramnak, nem kör, hanem ellipszis alakot 
adunk s hozzá olyan hosszú mágnestűt használunk, melynél a 
mágneses pólusok az ellipszis gyújtópontjaiba esnek.

Megjegyzem azonban, hogy a számításban azzal az egyszerűsí­
téssel élek, hogy a mágnest két ismert helyzetű pólussal helyette­
sítem.

A köráramú sinus-galvanometer constansa.

Legyen az 1. ábrán 0  a köráram középpontja s egyszersmind 
a mágnestű középpontja is, A és B a tű pólusai ; j. mágneses flui- 
dummal, r  a kör sugara, p egy ds elemi áramnak távolsága a B pó­
lustól, i a köráramnak intenzitása, p  az erő, melylyel a ds elemi

I.

1. ábra.
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áram a B  pólusban levő p mágneses folyadékra hat, l a pólusok 
távolsága a középponttól és végre P  az összes elemi áramoktól ki­
fejtett erők integrálja.

A mpf.re törvénye szerint ds áramelem hatása B pólusra

_ i / tds sin (90°— ß) _  ijids cos ß  
P — : á 2 "p p

Ha az s körívet A' ponttól felül B' pont felé számítjuk :

s= r  ( a + ß ) ,

mely egyenletben a 2  ̂ a független változó, s egyszersmind ß2f. is 
(1 2 $.-nek függvénye. Ezen egyenletből

d s = r  ( d a ß - d ß ) .

A d ß  meghatározására az AOCA-ből

. -  l ■sin ß =  -  sm a r

egyenlet áll rendelkezésünkre.

Ha * =  c rövidített jelzéssel élünk, r

honnan

s innen

sin ß = c  sin a, 

í —arc. sin (c sin a), 

c cos adadS =
]/ 1 — c2 sin2 a 

Ezt ds értékébe helyettesítve, lesz:

C cos adads—r

Figyelembe véve, hogy

/ ,  C cos ada \
r + v i — « . - f e d -y \  — c“ s m 21«/

cos ß ~  \  \ — C2 sin2 a,

lesz az 1. egyenletből
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p =  (■(/1 — A sin2 a + c  cos a) da.

Ugyancsak AOCA-ből, tekintve hogy

/?2 =  P -|-r2+ 2 Ir cos (« +  ß),
lesz:

ifir (\  1 — A sm2 a + c  cos a) da 
^  i2+ r 2 +  2/r(cosacos/?— sin a sin j?) ’

vagy sin ß és cos ß értékeit helyettesítve,

. i — A sin2 « + c  cos a) da
^  ^ /2+ r 2+2Z rcosajA  — c2sin2a —2Z2 sin2 a ’

és c — — jelzés bevezetése után :

P

Minthogy

lesz:

V’- y  1 — c2 sin2 a +  c cos a
1 -j- A -j- 2c cos a j/ 1 — A sin2 a — 2 A sin2 a

\  1 — A sin2« +  c cos a%H
r (1 — A sin2 a) -(- 2c cos a) 1 — A sin* a + A  cos® a

da -

la da
r y 1 — A sin2 a+ c  cos a

„ ■ • (l / 1 — c2sin2«—ccos a) da. 
r ( l —A)

Ez a differentiális egyenlet fejezi ki bármely «^c-nek megfelelő 
ds áram-elemnek a hatását a B  pontban levő a mágneses fluidumra. 
Ha pedig A-tól B'-ig terjedő félkörbe eső összes elemeknek a ha­
tását akarjuk megkapni, integrálnunk kell e kifejezést 0  é s í  ha­
tárok között. Azaz

P
2

iá
r ( l — A)

n n
| | y  \  — A sin2 a . da — c J cos 
o o

innen a \i fluidumra az egész köráram hatása
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P^= -
'  r ( l - c a)

Tekintve hogy:

71 TI

,.2\ [ |  1̂ 1 — c2 sin2 a .da —c j cos adaj .

cos a d a = 0,

P =  —7T~~i\ í  — c2 sin2« •r íl—c*W vr( 1 — c2) da.

E képletben előforduló határozott integrál egy teljes másod­
rendű elliptikus integrál, melynek /  értékét sorbafejtés útján

/ 1__ L
1 6)2 C

l 2. 3
2 *. 4 2

c*— l 2. 32. 1 
22. 42. 62-c°

végtelen sor adja meg.
Az i  határozott integrál értéke tehát a c értékétől függ. Annyit 

azonban könnyen beláthatunk, akár az integrálandó függvénynek, 
akár a kifejtett végtelen sornak figyelmesebb megtekintéséből, 
hogy c = 0  értékre

ezután c növekedésével az 1 értéke folytonosan kisebbedik, mig 
végre c =  l érték mellett lesz:

£ -1= 1 .

Ez utóbbi esetből következik, hogy az I értékét meghatározó.
2

végtelen sor c— 1 értékre, - - számértéket nyer, azaz:

_2_ _  i 1*. 3 _  l a, 3*. 5 _  l 2̂  5*.J_
-  ~~ 9'2 J*. 42 22. 42. "ti2 ~  22. 42. 62. 82

Az / értékének meghatározása után a « mágneses fluidumra 
ható erő

p = _ ^ M  .
r ( l  — c2j
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Ismeretes, hogy a sinusgalvanometernél, ha a mágnestű 
kitérését jelöli, az egyensúly esetén

Ha cos o H a l
r a  C2)

egyenlet áll, a melyből az áram intenzitása

i
H r( l - c a)

4/ cos o,

s innen a sinus-galvanometer constansa

Hr{\ — c2)
ÍZ

Könnyen belátható, hogy a constansnak ez a képlete — elenyé­
sző hosszaságú mágnestű esetére, azaz ha 1=0  és így c= 0 és
1 =

C Hr
2 tt

ismeretes képletté változik.
Ezekből látható, hogy a sinus-galvanometer constansának szi­

gorú képlete korántsem oly egyszerű mathematikai kifejezés, mint 
a melyet helyette használnak, mert az előbbihez még 1 — c2 tényező 
járul és I-'xlek, egy teljes másodrendű integrálnak a reciprok 
értéke.

Hogy mily változást szenved a constans értéke a tű hosszabbí­
tása által állandó sugár mellett, arra nézve maga a képlet szolgál 
felvilágosítással. Ha a tű hossza ugyanazon sugarú köráram mellett

nő, az l és a c =  — szintén növekedni fog, míg az 1 — c2 és az 1,
folytonosan kisebb értékekhez fognak jutni, a mi annyit jelent, 
hogy a tű hosszabbodásával a constans képletének úgy a számlá­
lójában, mint a nevezőjében egy-egy tényező értéke csökken. Ennél­
fogva azt kell ’eldönteni, hogy az

1 - c 2
/
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függvény c-nek c=0-tól c= l-ig  terjedő növekedésével csökken-e, 
vagy növekedik.

Mivel 1 —c2, c-nek O-tól 1-ig terjedő értékeire, 1-től kezdve 
folytonos fogyás mellett, 0 értékhez jut, mig az 1 integrál c-nek

7Zugyancsak 0-tól 1-ig terjedő változása mellett -ről folytonosan
fogyva 1 értékhez jut, következik, hogy 1—c2 bármily c értékére 
kisebb lesz az I  integrálnál, a mi annyit jelent, hogy c-nek O-tól 
1-ig terjedő összes értékeire

tehát a tű hosszának a növelése mellett kisebbedik a constans 
értéke.

Minél kisebb egy készülék constansa, annál kisebb áram szük­
séges arra, hogy a mágnestű egy bizonyos nagyságú szöggel térjen 
ki, n ás szóval annál érzékenyebb a műszer. Világos tehát, hogy 
ugyanazon köráramnál hosszabb tűt alkalmazva, kisebbíteni fog­
juk a műszer constansát, de növeljük ugyanekkor az érzékenysé­
get, a mi arra mutat, hogy előnyösebb, az elmélet szerint, az érzé­
kenység szempontjából hosszabb mágnestűt alkalmazi.

II.

Az elliptikus áramú sinus-galvanometer constansa.

Legyen a 2. ábrán 0  az ellipsis középpontja, A és B az ellipszis 
két gyújtópontja, 2r a nagytengely hossza, l a gyújtópontok távola

2 .  á b r a .
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a középponttól és c — - az ellipszis excentricitása, ds egy áram­
elem hossza, p a ds elemi áramhoz tartozó radius-vector, « 4  a 
második sark-coordináta, végre r az a szög, melyet a ds elem vagyis 
a C ponthoz tartozó érintő a sark coordináta-rendszer tengelyével 
bezár. Könnyen belátható, hogy a radius-vector és az érintő közé 
fogott szög r — «. Ha a B pólusban a mágnesség mennyisége p és 
az áram intenzitása i, a ds elemi áram hatása a pólusra

it ids sin (r — a)
P =  J  f  =

i/uls .=  - 2 ■ (sin t  cos a—cos r sin «)

ifjtds .=  „ (tg t  cos « — sin «) cos t

P
iuds tg r cos a — sin a

~ " p 2 [ í + t ?  rf*
Mivel a sark-coordinátákkal meghatározott görbéknél

és

s mivel az ellipszis egyenlete, ha r ( l —c2)=A rövidített jelzést hasz­
náljuk :

A
1 + C C O S «  ’

azt fogjuk találni, hogy
dp A sin a
da (l+ ccos« )2

1+ccos a 
A

1 -j-c cos a
/.

h‘ sin «
(1 -j-c cos a)2 tg a+ 1

Ac sin a 
(l+ ccos«)2

és
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miből átalakítás után
c sin2 a-f-cos «-)-c cos2 a

csín a cos a —sm a —csín a cos a 
c-)-cos a 

sin a

Ha az előbbi helyettesítéseket ds értékében is eszközöljük, lesz:

-V-,ds , A2c2 sin2 a
\2  I íA T  ~ _______V4~ *

mely ismét
(1+ccos«)2 (1+ccos«)4

Maj / l  +  c2-j- 2c cos a . (1 -j-c cos «)2
értékre vezet.

Mindezen értékek helyettesítése után

p (l+ cco sa)2 A ^ l + C 2+ 2ccosa

X

A2
c+cos « 

sin a

1

(1 -j-C COS öt)2

cos a —sin a
da

X

c-j-cos 
sin «

í/2=  -y- V 1 +  c2+  2c cos a -ccos a -cos^ a —su r a 
~ 2 .(sin2 a + c2 +  2c cos « +  cos2 a)ií d«

tu= ----(1 + c  cos a) d«.

E differentiális egyenletből a fél elliptikus áramnak a pólusra 
ható ereje kiadódik, ha az integrálást O-tól ?r-ig terjedő határok 
közt végezzük.

Az egész ellipszis alakú áram hatása pedig az előbbinek két­
szerese, úgy hogy

P
2 in
A

71
J (1 + c  cos a) (la. 
o

71 71 71

j  (1 -j-c cos a) da — | d«+ c j cos ada, 
ó o <5

Mivel
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tekintettel arra, hogy
71
I cos ada=0, 

ő
lesz:

71 71

J (1 +  c cos a) da — j da=iz.
o

E határozott integrál és A értékének helyettesítése után, elte­
kintve az előjeltől, a mi úgyis csak az integrálás határainak meg­
választásától függ, lesz:

úl7 i iu

r (1 — c2)

Tekintve ismét arra, hogy sinus-galvanométernél egyensúly
esetén

az áram intenzitása:

Hu cos cj — lit ifi
r ( l - c ® )  ’

Hr( 1 - c 2)
% —  -------- TT-----------COS O

271

a honnan az elliptikus áramú sinus-galvanometer constansa :

Hr{\ — c2)

feltéve, hogy a pólusok az ellipszis gyújtópontjaiban vannak.
Mivel a kör oly ellipszisnek tekinthető, melynek az excentrici- 

tása c=0-al, ugyancsak ez az egyenlet, magában foglalja c= 0  
értékre, a körárammal és igen rövid mágnestűvel bíró sinus-galva­
nometer constansát is.

Összehasonlítva már most egy rövid mágnestűvel és 2r átmérő­
vel biró köráramú sinus-galvanometer

Hr
lit

constansát, egy a gyújtópontok egymástól való távolságának meg­
felelő hosszaságú mágnestűvel és 2r hosszú főtengelylyel bíró ellip­
tikus áramú sinus-galvanometer

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. O
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H r(í—c2)
'

constansával, azt találjuk, hogy az utóbbi (1 —c2) tényezőben kü­
lönbözik az előbbitől.

Mivel c <  1, c2-re is fentáll, hogy c2< l  és így 1—c2< l ,  a mi 
annyit tesz, hogy az elliptikus árammal kisebb a constans értéke, 
mint a köráram esetén, és pedig annál inkább kisebbedik a kör­
áramú galvanometer constansához képest, mennél nagyobbá tesz- 
szük a c értékét, az ellipszis excentricitását. Mondhatnék, mennél 
lapultabb ellipszissé nyomjuk össze a kört, annál inkább kisebbedik 
a constansának értéke, de e mellett mindinkább növekedik a ké­
szülék érzékenysége.

Összefoglalva tehát a fentebbi sorokból levonható tanulságot, 
arra az eredményre jutunk, hogy az áramkörnek ellipszissé lapítása 
által, feltéve, hogy a mágnestű hoszszát a gyújtópontok távolsága 
határozza meg, a sinus-galvanometer constansának szigorú érvé­
nyességgel biró képlete igen egyszerű mathematikai alakot ölt s az 
áram hatásának fokozásával egyszersmind a készülék érzékenysége 
is növekedik.

Szíjártó Miklós.



EGY SOR, MELY A «tu»» ÉRTÉKÉHEZ VEZET.

A következő végtelen sorról:

^  l 2. 32. . . (2n—3)2 (2n—1) ___
1 Á  a?i =  ~~ n-i 2a. 42. . . [2 (n- í)]2 (2'rt)2 _

1 l 2. 3 l 2. 32. 5
1 <p S2. 42 22. 42. 62

kimutatható, hogy határozott számértéket képvisel azaz össze­
tartó, továbbá hogy az érték, a melyhez mindinkább közeledik, 

. . .  2azaz az összege nem mas mint - .71
Ismeretes dolog, hogy

t 1 1
0}2 +  p  +  '42 O

végtelen sor összetartó, s ez maga után vonja az

í 1 _1_ _1
32 +  42 +  g2 +  8* ’

sor összetartását is.
Ha a tárgyalt sor tagjaiban a tényezőket kellő módon szét­

választjuk, és az első tagot elhagyjuk, a sor a következő alakban 
lesz írható:

1 1.3 1 1.3 3.5
g2 ’ "P  22 ’ 42 ' 62

1.3 1 (2n—3) (2n—1) 1
22 ’ 42 (2n—2)2 ’ (2n)a

1.3 3.5 (2n—3)(2n—1) ( 2 n - l ) ( 2 n + l)  1
22 ' 42 "  (2/í- 2 )2 (2n)2 ' (2n-t-2)2„

5*
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Ha tekintetbe veszszük, hogy

(n—1) (n+1) ^

beláthatjuk, hogy e sor minden tagjában az utolsó tényező előtt 
álló tényezők valódi törtek; és így minden tagja kisebb, mint az

1 1 , 1
a-J "r 42 +  ' ß2 "+

sor megfelelő tagja, a mi a fentebb említett sor összetartását iga­
zolja.

A sor összegének meghatározására képezük az egymásutáni 
tagok összegét, s ekkor lesz:

1 1.3 1». 3
sj2 q)2 ’

l 2. 3 l 2. 3 _  12.3 (42- 1 ) _  l 2. 32. 5
ao~Ta\Jr ai — ~öj%~ 42 — 22. 42 ~  22. 42 ’

_  l 2. 31. 5 l a. 32. 5 _
íl0”Í"al +  a2 + a3 23^42 22 42 02 ~~

l 2. 32. 5 . (62— 1) l 2. 32. 52. 7
22. 42. (;2 — s>2. 42. 62~

Az eddigi eredmények arra engednek következtetni, hogy

l a.32.52. . . (2 rc-l)2 (2w+l)
« o + « i + « 2+  • • • + « «  -  22 . d 2. 6 2T ' : ,  [2(>z— l ) ] 2 (2 n f  '

Hogy azonban ez az eredmény teljesen bebizonyíttassék, ki 
kell mutatnunk, hogy a talált törvényszerűség az (n-f-l)-ső tag 
hozzácsatolásával is érvényben marad, azaz, hogy

a0+ a\ “H ai~\----- h an +  ««+1 —
l 2. 32. . . (2«+ l)2 (2»+3) 

“  22. 42. . . (2»)* (2w+2)a

egyenlet csakugyan fennáll.
Mjvel
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cto+ßj-)-ci2-|“ • — j - a n + a n + i —

l 2. 32. . . (2n -3 )2 (2n— l)2 (2n+l)
-  22. 42. . . ' Tán)2 '

l 2. 32. . . (2n—3)2 ( 2 n - l ) 2 (2»+ l)
22. 42. . . (2n)2 (2n+2)2 ~

l 2. 32. . . (2n—3)2 (2n—l)2 (2»+ l) [(2n+2)2—1] 
22. 42. . . (2w)2. (2n+2)2’

•S tekintve, hogy
(2n+2)*—1=(2«+1) (2n+3),

lesz :
a 0 +  %  +  ~í---------h  +  <bi+1 —

l 2. 32. . . (2n+ l)2 (2>t+3) 
22. 42. . . (2n)2 (2n+2)2 ’

de ez határátmenet után a WALLis-féle képletben szereplő kifeje­
zés recziprok értékét adja, — a miből következik, hogy

1 1 l 2. 3 _  l 2. 32. 5 _  _  2
22 22. 42 22. 42. 62 -  '

Hogy ez a sor valóban — értékkel bír, kimutatható még a kö­

vetkező úton is. Ismeretes hogy

J |/" l— sin2 <pdf— J co s^d ^ = l 
o ö

A / l  —sin2<p integrandust sorba fejtvén, lesz:

y  1 —sin2 < p =  1 2 sin2y> 1 1
~2 ’ 4

s i n 4^
1 1 
2 ' 4

1 1 3 5 .
T • 4 • ¥ ' 8  sin *-■■■

sin6^ —

■es innen
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71
T

, r r «  1  • 2  1 1 ■ 4 i  i  3  . ,
1 = J  L1 — T sm ^ — T ‘ T sm ^  — h  ■ 4 • T sin í

, 1 1 3 5 .
2  4  G 8

s in ° j5 dip —

2 2 2

=  J  d < p -  \  J  sin2 <Pd <P -  Y  ■ "4 / sin4 ^  “

1 1 3 f  . . . 1 1 3 5 r  . . ,
2 4 6 J  Sin^ - r 4 - 6 T , J  s m V ^ - - -o o

Az integrálások végzése után lesz :

a honnan

7C
1 -

1 l 2. 3 l 2. 32. 5
2 22 22. 42 22. 42. 62

1 -
1 l 2. 3 l 2. 32. 5
22 22. 42 22. 42. 62

Ez pedig a czikk elején tárgyalt sor. Tehát e második bebizo 
nyitást használván, mellékesen a W A L L is - f é le  formulának új be 
bizonyítására juthatunk.

Szíjártó Miklós.
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A  H e r t z - f é l e  k í s é r l e t e k r ő l .*  Adgdsto R ighi, Su alcune disposizioni 
sperim en ta li per la d im ostrazione e lo studio déllé  ondulazioni elettriche 
di Hertz. N uovo Cimento. T . 3 5 . pag. 12. 1 8 9 4 .

Augusto R ighi, Sulié o sc illa z io n i e le ttrich e  a  p ic c o la  lu n g h ez za  d ’o n d a  e 
sü l lo ro  im p ie g o  nella  p ro d u z io n e  di fe n o m en i a n a lo g h i a l p r in c ip a li  feno- 
m en i d e ll’o ttic a . Memorie della fí. Accademia déllé Scienze di Bologna. 
Ser. V., t. IV.

Az elek trom os rezgésekre vonatkozó nagy szám ú  és te rjedelm ű közle­
m ény közöl RiGHi-nek a  czím ben  idézett két dolgozata a legalkalm asabb 
arra, hogy a  HERTZ-féle k ísérle teknek  egyszerű és igen  jó —  talán a legjobb — 
elrendezésére utasítást, v a lam in t a  vizsgálatok főbb eredm ényeiről á ttek in t­
hető képet ad jon .

A  HERTz-féle k ísérle tek  lé n y e g e  tudvalevőleg  a  k ö v e tk ező : Ig e n  m ag as 
p o ten tiá lu  e le k tro m o sság n a k  va lam ilyen  fo r rá sa , a m in ő  pl. a  R uhmborke- 
féle sz ik ra in d ító  vagy ped ig  a  HouTz-féle gép, egy  sz im m e trik u s  k isü tő  k é t 
ág át e lek tro m o sság g a l tölti, m e ly  rezg éssze rű en  k isü lv én , a  k ö rn y e z e tb e n  
nagy se b e ssé g g e l terjedő  e le k tro m o s  h u llá m o k a t g e rjesz t. E zek h a tá s a  a la tt 
a  v e ze tő k b e n  sz in té n  e le k tro m o s  rezgések  jö n n e k  lé tre , m ely ek  sz ik ráb a n , 
vagy m ásfé le  m ó d o n  is é sz re v e h e tő k k é  válnak, h a  a  vezető  m egfe le lő  a lak k al 
b ir. A k isü tő  cap acitásátó l é s  ö n in d u c tió já tó l fü g g  a  rezgésidő , m ely  a  
m áso d p e rc z  e ze rm illio m o d része in e k  re n d jé b e  esik , ső t R ighi k ísé r le te ib e n  
m ég  e n n é l is  jó v a l k isebb. M in th o g y  a k isü tő  a  re z g é se k e t g e rje sz ti, vibra- 
tor-n a k  vagy oscillator-n a k  n ev ez ik . Az a m á so d ik  vezető, m ely  a  té rb e n  
e lte rjed ő  e le k tro m o s h u llá m o k a t  é sz revehetőkké  teszi, resonator-n a k  n e ­
v ezte tik .

R ighi a lá b b  le íran d ó  k ís é r le te i t  30  cm s z ik rá t  adó 2 fo rgó  k o ro n g ú  
HoLTz-géppel végezte . H a sz n á lh a tó  azo n b an  a  sz ik ra in d ító  is.

Oscillatorát  az 1. rajz m u ta t j a : A és f í  \ cm vastagságú rézcsövek, m e­
lyek 4 cm átm érő jű  rézgolyókban végződnek, vastag  rézdrótok révén a H oltz-

* L. T erm észettud . Közlöny 1889.
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féle gép két sa rk áv a l köz lek ed n ek . E ze n  golyók közö tt fog lal he lye t a  tu la j ­
éi o n k ép en i o sc illa to r, CF. Ez k é t eg y en lő  rézcsőből á ll, m ely ek  végeire  az 
e lő b b e n iek k e l eg y en lő  n ag yságú  go lyók  v an n ak  sz e re lv e . CF m in te g y  
3 — 4 c m -n y ire  v a n n a k  az  A ß  go ly ó k tó l; DE golyók táv o lsá g a  3 — 5 mm k ö zö tt 
változik . Az o sc illa to r  egész h o ssza  k ö rü lb e lü l 72  cm. —  H a a g ép  m ű ­
ködik , AC és FB, to v áb b á  DE k ö z ö k b en  egyidejű leg  sz ik rá k  u g ra n a k  á t. 
A  DE b en  lé tre jö v ő  sz ik ra  az, m e ly n e k  h a tá sa  a la tt CF k isü tő b en  e le k tro ­
m o s  rezgések  jö n n e k  lé tre  ; h a tá su k  a  k ö rn y e ze tre  k ite r je d  és n a g y o b b n ak  
m u ta tk o z ik , h a  a  k é t  k ü lső  sz ik ra  h o ssza  növeked ik . D e ez csak egy b iz o ­
n y o s h a tá r ig  v an  így ; add ig , m íg  a  sz ik rák  vakító fe h é re k  és é lesen  c s a t ­
tog o k .

Az oscilla to r c a p a c itá sá t MN 2 4 ,5  cm á tm érő jű , g ö m b ö ly íte tt szélű  fé m ­
k o ro n g o k  növelik , m ely ek  a  rézc sö v e k en  gyenge sú r ló d á ssa l id e-o d a  to l ­
h a to k . E gym ástól való  távo lságuk  re n d e s e n  4 3  cm.

\
\ _______ ___ 1 & L . /

J C
-----------------

G
——) >—.............

F B

1. ábra.

DE sz ik raköz 11 cm á tm érő jű , vastag fa lú  ü v e g e d é n y b e n  van ; az e d é n y  
sz igete lő  fo lyadékkal v an  m eg tö ltve . Sarasin és De la R ive sze rin t e c z é lra  
leg a lk a lm asab b  a  vazelin -o laj, m e ly b e n  szilárd  v a z e lin  van fe lo ld v a ; az 
o ld a t oly sű rű , h o g y  a lig  ö n th e tő . E b b e n  a  sz ig e te lő b e n  a  sz ikrák  so k k a l 
h a tá so sab b ak , m in t  a  lev eg ő b en  s h o z z á  a  b e ren d e zé s  m é g  azzal az e lő n y ­
n y e l jár, hogy a  DE golyókat n e m  k e ll folyton tisz to g a tn i. M ikor a  g o ly ó k  
fe lü le te  a  sz ik rák tó l okozott c h e m ia i fo lyam atok  fo ly tán  k é reggel v o n ó d o lt  
b e  s az e le in te  á tte ts z ő  szigetelő m á r  tin ta -fek e tév é  v á lt : m ég  ak k o r se m  
csö k k e n  a  sz ik rák  g erjesz tő  h a tá sa .

Resonator gyanánt 2 mm vastagságú rézdrótból hajlított 57 cm átm é­
rőjű kört használt. A drót nem alkotott teljes kört, a mennyiben két vége 
közé 10— 15 cm hosszaságú GEissLER-féle cső volt befogva. Ez a resonator 
az oscillatortól 3 -4 ni távolságban reagált az elektromos rezgésekre: 
a  Geissler-cső világítása egész hallgatóság előtt tette a hatást láthatóvá. 
Ennek a resonatornak megfelelő hullámhossz 4,10 m.

A  k észü lék  az  e lek tro m o s e rő  h u llá m a in a k  v isszav erő d ésé t is m e g ­
m u ta t ta . E végből az  osc illa to rtó l 5  m -n y ire  4  m 2 te r ü le tű  cz in k lap  vo lt 
felállítva, úgy, h o g y  síkja az o sc illa to r  tengelyén  á tm e n ő  függélyes s ík k a l
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p á rh u z a m o s  leg y en . A h u llá m o k  a  lapon v isszaverődvén , á lló  h u llá m o k  
k e le tk ezn ek , m e ly e k  csom óit a  Geissler-csovcs re so n a to r  k ö n n y e n  fe lk e res i. 
H a  a re so n a to r  sík ja  az o sc illá to ro n  á tm enő  füg g é ly es síkkal p á rh u z a m o s  
s a  Geissler-cső a kör leg m a g asa b b , vagy leg m é ly e b b  p o n tjá n  v a n , az 
e le k tro m o s  e rő  hozza  lé tre  a  h a t á s t ; h a  e lle n b e n  a  reso n a to r az  osc illá to r 
ten g e ly én  á tm e n ő  vízszintes s ík b a n  tolódik el s  a  Geissler-cső az  osc illa to r 
ten g e ly év e l p á rh u z a m o s  á tm é rő  egyik vagy m á s ik  végén v an , a k k o r  a 
m ág n e si erő  h a tá s a  é rvényesü l.

A d ró to k b a n  az e lek tro m o s h u llá m o k  te r je d é sé t  a  következő leg  m u ta tja  
m eg . Szigete lő  osz lopokon 6 m  h o sszú  ré zd ró t v a n  k ifeszítve ; eg y ik  végé­
rő l 2 m h o sszaság ú  d ró t vezet 1 0 0  cm'1 te rü le tű  cz in k lem ezhez , m ely  az 
o sc illa to r  egy ik  k o ro n g ján ak  szo m széd ság áb an , sík jához p á rh u z a m o sa n , 
van  e lhelyezve. A d ró t végén tö r té n ő  v isszav erő d és folytán e d ró tb a n  álló 
h u llá m o k  jö n n e k  lé tre , a m e ly e k k e n  a r e s o n á to rn a k  a d ró t m e n té n  való 
e lto lásával az e lek tro m o s és a  m á g n e s i erő e g y m á stó l elkü lön ítve  m u ta th a tó  
ki. H a  a  re so n a to r  síkja e lto lás k ö zb en  a  d ró to n  á tm e g y  s a  Geissler-cső a 
k ö rn e k  a  d ró th o z  legközelebb, vagy tőle le g m e ssz e b b  levő p o n tjá n  v a n : 
csak  a m ág n e s i e rő  h a tása  é rv én y e sü l. H a e lle n b e n  a re so n a to r  sík ja  a 
d ró tra  m erő leg es, az e le k tro m o s e rő  ha tása  e lk ü lö n ítv e  m u ta th a tó  k i ; kell 
a z o n b a n , hogy a  Geissler-cső a n n a k  az á tm é rő n e k  egyik végén  legyen , 
m ely n ek  m eg h o sszab b ítása  a  d ró to n  m egy át.

Míg az e d d ig  le ír t k ísérle tek  fő leg  a  nagy h a llg a tó ság n a k  való b e m u ta tá s  
sz e m p o n tjáb ó l v a n n a k  egybeállítva , s lén y e g ü k b en  n e m  is té rn e k  e l H ertz 
e re d e ti  k ísé rle te i b e re n d e z é s é tő l : addig  a m á so d ik  é rte k ez é sb en  R ighi 
in k á b b  a  to v áb b i ku ta tás  és ré sz le te s  ta n u lm á n y  czé lja it ta r tja  sz e m m el, s 
m in t  lén y eg es  h a la d ás  k ie m e le n d ő , hogy a rá n y la g  igen  röv id , 2 ,6  cm 
hosszaság ú  h u llá m o k a t  á llíto tt e lő  ; s  ezzel o d a  ju to t t ,  hogy az  e le k tro m o s  
k ísé rle tek h ez  u g y an azo k at a  k é sz ü lé k ek e t h a sz n á lh a tta , a  m e ly e k k e l az 
o p tik á b a n  k ísé rle tez ü n k .

O scilla to r g y a n á n t  ezek b en  a  k ísé rle tek b en  c s u p á n  csak ké t go lyó  szo l­
g á l.  E zek a  go lyók  (1. 2. áb ra) A és B, k ö n n y en  tág íth a tó  sk a tu ly á n a k  CD, 
ille tő leg  EF fed ő lap ja ib an  ü ln e k  ; a  fedő lapok  eb o n itbó l, ü v eg b ő l, vagy 
paraffin n al te l í te t t  fából v ág o tt korongok, m e ly e k  bőr-, k a u csu k - vagy 
p e rg am en tp a p irsza la g g a l v a n n a k  sk a tu ly áv á  összekapcso lva . A sk a tu ly a  a 
m á r  le ír t sz ig e te lő  keverékkel v a n  m egtöltve. E z  az oscilla to r —  O —  
egy pa rab o lás  h e n g e r tü k ö r  g y ú jtó  vonalában v a n , m elylyel e g y ü tt T ebo- 
n itte n g e ly re  v an  erősítve, úgy, h o g y  körü lö tte  fo rg a th a tó  legyen (3 . áb ra). 
Á llását a  sz e rk e z e t állványával sz ilá rd  k ap cso la tb an  levő K k ö rb eo sz tá so n  
m m u ta tó  jelz i.

A  p a rab o lá s  tü k ö r  g y ú p o n ttá v o la  S cm, m ag a sság a  40  cm, n y ílása  
5 0  c m ; a  g o ly ó ta rtó  korongok á tm é rő je  m in te g y  15 cm. (Ilyen p a rab o lá s

73
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tü k ö r  k ö n n y en  k é sz íth e tő  : A m e g a d o tt  ad a to k  sz e rin t sz á ra z  fenyőfa d e sz k á ­
b ó l 2  p a rab o lá t v á g u n k  ki, a  k é t eg y en lő  m in tá ra  V2 mm-es c z in k p lé h e t 
b o r ítu n k  s re á szö g ecse ljü k .)  A  4 . á b r a  az á llv án y ára  sz e re lt tü k rö t m u ­
ta tja . IH sz igetelő  ru d a k  vastag  ré z d ró to k  végén  lev ő  k é t golyót t a r t a ­
n a k  —  az alsó  n e m  lá ts z ik ! —  m e ly e k  az  o sc illa to rt k ö z re  fogják. A tá v o l­
sá g o k ra  nézve irán y a d ó , hogy ak k o r, 
h a  a  kü lső  golyók s az oscilla to r g o ­
lyói között a  táv o lság  2  cm , a  g e r ­
je sz tő  sz ikra  0 , 8  mm legyen.

A re so n a to ro k a t Righi tü k ö rd a ra b o k b ó l k é sz íte tte . K özönséges e z ü s tö -  
z ö tt tü k ö rb ő l n é h á n y  cm h o sszaság ú  kesk en y  sz a la g o k a t vágott ki, a  tü k -

rö z te tő  fém e t k ö z é p e n  leh e tő leg  k e sk e n y  v o n a lo n  lek a rcz o lta  s a  k a rc z o -  
la t ra  m erő leg es i rá n y b a n  kesk en y  d a ra b o k ra  fö lsze le te lte . Az ilyen  ü v e g ­
d a rab b a n , h a  a  tü k ö r  tengelyével p á rh u z a m o s  h e ly z e tb e n  ta rto tta , az e z ü s t­
b ev o n a t m eg sza k ítá sa  he lyén  é lé n k  sz ik rák  k é p z ő d te k  az  oscillator s z ik rá i­
n a k  h a tása  a la tt, m e ly ek  sö té tb e n  1 — 2  m é te rn y ire  is vo ltak  m e g lá th a to k .

2. ábra. 3. ábra.

4. ábra.
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A  re so n a to r  ily a lak ja  a z é r t  oly kedvező, m e r t  ta p a sz ta lá s sz e rű le g  u gyan­
azo n  p o ten tia lk ü lö m b ség re  az  ü v eg fe lü le ten  h o ssza b b  sz ik rák  k e le tk ezn ek , 
m in t  a  szab ad  levegőben , s  a  szikrák  az  égésfo ly am ato k  m ia tt  élén- 
k e b b ek  is.

A  re so n a to ro k  így k é sz ü lte k  : abcd ü v eg sza lag o n  efcd r é s z e n  az ezüst 
e ltáv o lítta tik , úgy, hogy ae=bf a  kész ítendő  re so n a to ro k  h o s s z á v a l  legyen 
egyenlő . A  tü k ö r  azu tán , a  védő  bevonat te rm é s z e te  sze rin t, fo rró  a lkohol 
vagy te rp e n tin sz e sz b e  te e n d ő , h o l a  m áz leo lv ad  s az ezü s tö z és  szabaddá 
válik . E rre  az  ezü stözést mn v o n a l m en té n  f in o m  g y ém án t h eg y g y ei lekar- 
czo lván , a  sza lag  k esk en y  d a ra b k á k ra  fe lv ág h ató . Egy-egy ily e n  d a ra b  kész 
re so n a to r, m e ly n e k  e z ü s tm e n te s  része  k ézb e  fogható , vagy a  re so n a to r 
m á sn e m ű  m eg e rő síté sé re  h a sz n á lh a tó  fel. A  g y é m á n t, h a  g y e n g é n  ny o m ­
já k  az ezü s t lek a rczo lása  k ö z b en , sím a szélű , 1 — 2  ezred rész  m illim é te rn y i 
b a ráz d á t h ú z  a  b e v o n a tb an . E z  a  barázda, m in th o g y  a  k é t v eze tő  lem ez

k ö zö tt á tü tő  sz ik rák  az e z ü s tö t elégetik , la s sa n  szélesed ik , a  m i  a  re so n a ­
to r  é rzé k en y ség é n ek  c sö k k e n ésé t vonja m ag a  u tá n .

Az osc illa to r golyóinak s a  h ozzá tartozó  re so n a to ro k n a k  m é re te i ,  vala­
m in t  a  m eg fe le lő  h u llá m h o ssz a k  a  következők  :

Az oscillator golyóinak A resonato r H ullám ­
átm érő i m ére te i hosszak

1 . . . .  . . .  . . .  0 , 8  cm . . .  . . .  0 ,0 x 0 , 1  cm . . .  ___ 2 , 6  cm
II. . . .  __ 3 ,7 5  -< . . .  . . .  4 x 0 , 2  » . . .  10 ,6  «

III. . . .  . . .  . . .  8 ,0  « . . .  . . .  1 0 x 0 , 6  » . . .  . . .  2 0 ,0  «

A III. a la tt  k özö lt k é sz ü lé k ek k e l az összes HER'rz-féle k ís é r le te k  tö b b  h a ll­
g a tó n a k  m u ta th a tó k  be . A z I. é s  II. készü lék ei e llen b en  e g y én i m egfigyelé­
se k re  v a n n a k  szánva. É rd e m e s  m egjegyezni, h o g y  a  leg k iseb b  re so n a to r  a 
1 0  filléres fe lü le té n  tö r té n ő  v isszaverődést m e g m u ta tja .

A tü k ö r-re so n a to ro k a t R ighi egy m áso d ik , k isebb  p a ra b o lá s  h en g er 
g y u jtó v o n a láb a n  erő síte tte  m e g  (6 . ábra). A  tü k ö r  é p en  úgy k é sz ü l, m in t az 
osc illa to ré  s úgy  is van á llv á n y ra  szerelve. A z e lté ré s  csak a n n y i,  hogy az

5. ábra.
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ig e n  k iesi sz ik rák  m eg fig y elése  v égett a  tü k ö r  m ögé N  egy szerű  n ag y ító  
v a n  be illeszte, m ely  a  cz in k lem ezb e  v á g o tt  /  nyíláson  k e re sz tü l BC r e s o ­
n a to r  A sz ik raú tjá ra  b e á llíth a tó . ÜE sz ig e te lő  ru d a csk á k  a  re so n a to r  ta r tó i .

A  v ib ra to r és r e s o n a to r  m in teg y  272 m hosszaságú  fa ta lp ra  v an n ak  id e- 
o d a  to lh a tó lag  sze re lv e . A  talpon  PQ, v e ze té k k e l b iró  d e sz k a  is esuszo lható , 
m e ly  R asz ta lká t h o rd ja .  7’-ben U s z á n n a k  tengelye v a n , m ely  az a lá b b  
k ö z len d ő  k ísé r le tek b e n  a  re so n a to r  tü k ö r  fe lvéte lére  szo lg á l. Az így ö ssz e ­
á ll í to tt  készülék  te h á t  m in teg y  egyesítése  az  optikai p a d n a k  s a  sp e k trá l-  
k é szü lék n ek .

Kísérletek. —  1. Egyenes vonalú terjedés. Az o sc illa to r  tü k ré n e k  t e n ­
g e ly é b en  a re so n ato r, h a  nagy  HoLTZ-féle g ép  hozza lé tre  a  gerjesztő  s z ik ­
rá k a t, 24  m táv o lság b an  sz ik rák a t a d . A  fém ek, s á lta lá b a n  a v eze tőknek  
ism e r t  anyagok a  h u llá m o k  ú tjá t e lv ág ják , e llen b en  a  sz igetelők  —  fa, 
fa lak  és kőzetek i s ! —  a  h u llá m o k a t á tb o c sá tjá k .

2. Visszaverődés. A  tü k ö r  ten g e ly é re  m erő leg esen  á lló  fé m tü k ö r —  sík  
fé m lap  vagy a k á r k ö z ö n sé g es  sz o b a tü k ö r  —  visszaveri az  e lek tro m o s h u l ­
lá m o k a t, és ped ig  k ö n n y e n  k im u ta th a tó la g  a  m ásfé le  h u llám m o zg áso k  
v isszaverődési tö rv én y e  sz e rin t. M int m á r  em lítv e  volt, p a rá n y i  tü k ö r h a tá sa  
is k im u ta th a tó . A k ís é r le te t  kü lön  tü k ö r  n é lk ü l is le h e t  e lő id é z n i: eg y ­
sz e rű e n  a  te n y e rü n k e t  ta r t ju k  a h u llá m o k  útjába . U g y a n is  tes tü n k , m in t  
vezető , visszaveri az  e le k tro m o s  h u llá m o k a t. Ez a k ísé r le t  egyútta l figyel­
m e z te tő ü l szolgál az  e  fa jta  v izsgála toknál szem m el ta r ta n d ó  zavaró k ö rü l­
m én y e k re .

3. Törés. A d ie le k tru m o k b ó l k é sz ü lt p rizm ák  az e le k tro m o s  h u llá m o k a t

E
0. ábra. 7. ábra.
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m eg tö rik  s az e lha jlításbó l, v a lam in t a  tö rő szö g b ő l m e g h a tá ro z h a tó  a 
tö ré sm u ta tó . Az ily m ó d o n  m eg h a tá ro z o tt tö ré sm u ta tó k  közel egyezők  a 
fé n y su g a ra k  tö réséb ő l n y e r t  é rték ek k e l. A  k is  h u llá m h o ssz a k  e se téb en  
a  k ö zö n ség es ü v eg p rizm a  h asz n á lh a tó . —  R ighi egy derék szö g ű  paraffin - 
p rizm ával e lő idézte  a  teljes visszaverődés tü n e m é n y é t  s e n n é l  a  követ­
kező é rd e k e s  m egfigyelést t e t t e : H a  a  p r iz m a  CB átfogói lap jához  
(7. áb ra), a  m ely en  a  te ljes v isszaverődés lé te sü lt, egy m áso d ik  d e ré k ­
szögű p r iz m a  C2Z?2 átfogói lap já t köze líte tte , a  sz ik ra  g y e n g ü ln i kez­
de tt, m ih e ly t a  ké t lap  egy m ástó l való táv o lság a  a  h u llám h o ssz  n eg y ed ­
ré szé n é l k iseb b é  le tt  és p e d ig  a n n á l in k á b b , m e n n é l k ö ze leb b  ju to tt  
eg y m áshoz  a k é t lap  s a  sz ik ra  teljesen  e ltű n t ,  m ie lő tt a  lap o k  k ö zvetle ­
n ü l  é r in tk e z h e tte k  vo lna. U g y an ak k o r a  m áso d ik  p rizm a m ö g é  ta r to t t  i?2 
re so n a to rb a n  k ezd tek  sz ik rák  m u ta tk o zn i. E z az t m u ta tja , h o g y  a  teljes 
v isszaverődés m eg szü n te té sé re  n e m  szükséges a  k é t lap  k ö zvetlen  (op tikai)

érin tkezése : ^ -n é l vékonyabb levegőréteg a visszaverődés és törés tü n e ­

m ényében  úgy viselkedik, m in t maga a törő anyag. ím e a FRESNEL-féle ism e­

retes h ipotézisnek megfelelő analógon. D E fém lem ezek a beeső hu llám ot 
határolják.

L e n c sé k e t —  a leg m eg fe le lő b b ek  a h e n g e r le n c sé k !  —  igen  k ö n n y e n  leh e t 
p a p ír  vagy fa m in tá b a  pa raffin b ó l, szurokbó l, k é n b ő l ö n ten i. T e rp e n tin n e l, 
sz én k én eg g e l, p e tró leu m m al vagy m ásféle sz igetelő  fo lyadékkal te l t  üveg 
kész h e n g e rle n c se , m ely  m egfe le lő  m ére te k  m e lle tt  az e lek tro m o s h u llá m o k  
összeg y ű jtésé re  fe lh a szn álh a tó .

4. Álló fémhullámok. F é m  falró l v isszaverődő  h u llá m o k n ak  a  b eeső k k el 
való in te r fe re n tiá ja  m á r  ig en  k is s ík tü k rö k k e l s ik e rü l. Az első cso m ó k at a 
te n y e rü n k ö n  tö rté n ő  re flex ió  is  előidézi. A cso m ó k  egym ástó l való  távol­
sága a  h u llá m h o ssz  ism e re té re  vezet.

5 . A Fresnel-félc tükör kísérlet. Az o sc illa to r tü k ré rő l v isszaverődő  h u l­
lám  k é t, eg y m ás m eg h o ssz ab b ítá sá b a n  levő s ík tü k ö rrő l a  re so n a to r  p a ra ­
no iás tü k ré re  esik , m ely n ek  re so n a to ra  é lé n k  sz ik rák a t kezd m u ta tn i.  Az 
egyik  tü k rö t  a  n o rm ális  irá n y á b a n  e lto lván, a  re so n a to r  sz ik rái k im a ra d n a k ,

v a la h án y szo r  a  tü k rö k  s ík ja in a k  eg y m ástó l való  távolsága ( 2 n + l )

A m ó d sz e r a  d ie le k tru m o k  tö ré sm u ta tó já n a k  m é ré sé re  is a lk a lm a s. E  vég­
ből az egyik  tü k ö rre  az ille tő  d ie le k tru m b ó l ö n tö tt  lem ez t kell fe k te tn i s a 
m ás ik n a k  e lto lása  á lta l az e g y e n é rté k ű  lev e g ő ré te g  v astag ság á t m e g h a tá ­
rozn i.

K én b ő l vagy p a raffinbó l ö n tö tt  biprizma is h a sz n á lh a tó  e czé lra .
6. « Vékony lemezek» színeit előidéző in te r fe re n tia  an alo g  tü n e m é n y e , 

1 ,5— 4 ,2  cm vastagságú  k é n  vagy p a ra ffin le m ez ek k e l id éz te te tt e lő . A le m e ­
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z ek  te rü le te  2 4 x 5 0  cni2 volt, v a stag ság u k  ped ig  1 ,5 — 4 ,2  cm között v á l­
to zo tt. H a  i a  b e esés  szögét, d a  lem e z  v astagságát, n a  tö ré sm u ta tó t je le n ti  
az  e lső  és m áso d ik  h a tá r la p o n  v isszav ert h u llám o k  ú tk ü lö m b sé g e  itt is, 
é p e n  úgy, m in t a  fé n y re  nézve

d=1dVn‘— sin 2 i
6 — 7 m m  v astag ság ú  üveg lem ezen  vo lt ész le lhe tő  v isszaverődés, e lle n ­
b e n  u gyano lyan  v a s tag ság ú  kén- vagy p a ra ffm lem ezek  a  v isszav erő d ésn ek  
n y o m á t sem  m u ta t tá k .

7. Diffractio. A z  egyszerű és kettős résen átm enő hullám okban, vala­
m in t a külömböző a lakú  vezetők árnyékában  ugyanoly m ódon k im utatható  
a  diffractio, m in t a  fényben . A HuYGENS-féle zónák a  jelenségek m agyaráza­
táb an  épen úgy értékesü lnek , m in t az optikában.

8. Polaiisatio. A z  oscilla to r és r e s o n a to r  p a rab o lá s  tü k re irő l az ed d ig i 
k ísé r le tek b e n  fe lté te le z tü k , hogy g y u jtó v o n a la ik  p á rh u z a m o sa k . H a  m o st 
b á rm e ly ik ö k e t a  tü k ö r  tengelye k ö rü l  való fo rg a tá s  ú t já n  k im o zd ítju k , 
s z ik rá k  g y e n g ü ln e k ; m ik o r  a  g y u jtó v o n a lak  eg y m ásra  m erő leg esek , a  sz ik ­
rá k  te ljesen  k im a ra d n a k . Ez te h á t a  k e resz teze tt tu rm a lin le m e z e k  vagy 
N ico l-h asáb o k  k ísé r le té n e k  an a lo g o n ja . T o tá lis  reflex ió  ú t já n  az «egyenesen  
po larizá lt»  rezgés á ta la k íth a tó  e ll ip tik u sá n  vagy c irc u la r isa n  po larizá lt r e z ­
g éssé , és pedig  FRESNEL-nek az o p tik á b ó l ism ert fogásai sz e rin t, a  m in t  ez 
a  7. á b ra  m eg te k in té séb ő l n y o m b an  kiv iláglik .

Á lta láb an  az a n a ló g iá k  köre ig en  tá g n a k  b izo n y u lt, de  oly je le n ség e k  is 
a k a d ta k , m ely ek n ek  o p tik a i an a lo g o n ju k  n in csen .

így pl. az egy és ugyanazon hu llám felü le ten  levő k é t resonator hat egy­
m ásra. Távolságukat változtatván, a szikrázás élénksége m indkettőben p e ­
riod ikusan  változott, h a  érzékenységök egyforma v o lt ; külöm ben csak az

érzékenyebbiken m utatkozott változás. A m ax im um nak  (m + 1 )  ^  távolsá­

g o k n a k  feleltek m eg . — Az u g y an azo n  su g á ro n  levő re so n a to ro k  is h a to tta k  

e g y m ásra , m ely e s e tb e n  a  m a x im u m o k  ( m + 1 )  táv o lság o k b an  m u ta t ­

ko z tak . B.
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D r. C. C h r i s t i a n s e n : Elemente der theoretischen Physik. D eu tsch  
h e ra u sg e g e b e n  von Dr. J oh. Müller. Mit e in e m  V o rw o rt von D r. E . W iede­
mann. L eipzig , 1894., Joh. Ambr. Barth. A ra 10  m .

Az előszót író erlangeni professzor m egörü lt koppenhágai szak társa  dán 
nyelven m egjelen t könyvének, m ert m in t m ondja, akkorig az elm életi 
physikának csupa terjedelm es tárgyalásai lé tez tek , a  melyek közöl felemlíti 
F . NEUMANN-nak és KmcmroFF-nak az előadásait, V. von Lang m u n k á já t s 
PoiNCARÉ-nak ném etre  is átford íto tt e lő ad ása it; m á r pedig, hogy m ily hasz­
nos lehe t egy rövid tankönyv, a mely képesítsen  legalább a n em  túlzóan 
specziális ta rta lm ú  eredeti közlem ények m egértésére , ezt ő KmcHHOFF-nak 
1870/71 te lén  tarto tt ily term észetű  collegium án tapasztalta H eidelbergá- 
ban. G ondoskodott tehát a  n ém et tanulók érd ek éb en  a dán könyv n ém et 
kiadásáról, a  m elyet előbb rész in t m aga a szerző, részin t a  fordító  még 
átdolgozott, «hogy m inden  szükségletet kielégítsen».

A könyv  4 5 2  lapnyi te r je d e lm é h e z  k ép es t, első p illa n a tra  m eg lep ő  az 
anyag b ő ség e  é s  ped ig  jó lle h e t , hogy sok oly ré g ib b  és ú ja b b  d isc ip lin a  
h iányzik  be lő le , a  m elyek  le g a lá b b  is a n n y ira  fo n to sak , m in t azok , a  m elyek  
b e n n e  v a n n ak . T izen n ég y  sz a k asz ra  van osz tva, a  következő c z ím ira to k k a l: 
1. Á lta lán o s m ozg ástan . 2 . R u g a lm asság  e lm é le te . 3. F o ly ék o n y  testek  
seq u ilib riu m a . 4. F o lyékony  tes tek  m ozgása . 5 . Belső sú rló d ás. 6. H ajcsö- 
vesség. 7. E lek tro s ta tik a . 8 . M ágnesség. 9. E le k tro m á g n essé g . 10. Induc,- 
tio. 11. E le k tro m o s  rezg ések . 12. F é n y tö ré s  izo tro p  és á tlá tszó  h a tó k b a n . 
13. H ő e lm éle t. 14. H ővezetés . —  M ár a  sz a k asz o k  e czím so ra  is  e lá ru l 
nagy h éza g o k a t. így pl. az  e le k tro m á g n essé g  a lap ján  tá rg y a lt fén y tan  
m á r  a  r e á  vonatkozó  12. c z ím ira t sz e rin t is  m o s to h án  van  k e ze lv e ; az 
e le k tro m o s á ra m lá s  e lm é le té n e k  n em csak  h o g y  n in cs  k ü lö n  szakasza , de 
a 9. szakasz  k é t lapny i u to lsó  czikkébe v a n  beszo rítv a  az egész, s az Ohm 
és a  JoüLE-féle tö rv én y n ek  v o n a las  v eze tő k re  való  m eg sze rk esz té séb ő l áll, 
a z  e le k tro m o s á ram lás  th e rm o d y n a m ik a i tá rg y a lá sá n a k  n y o m a  s in c s  a 
könyvben  s azzal a  k ije len tésse l látsz ik  e lü tn i, h o g y  «H ier fe h lt es in  W irk ­
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l ic h k e it  a u c h  in  m a n c h e r  B e z ieh u n g  a n  K larheit»  (259 . 1.) stb . stb . Á tte ­
k in tv e  a  135 cz ik k  c z im ira tä t is, m é g  a rán y lag  m in d ig  igen  g a zd a g n ak  
ta r th a t ju k  a k ö n y v  fog lalatá t, ső t m é g  a k k o r is, h a  olvasva, a  c z ím ira to k  
a la t t  so k szo r jó v a l k ev eseb b e t ta lá lu n k , m in t a  m e n n y i a lá ju k  fog lalható . 
P e d ig  lev eze tése ib en , b izo n y ítása ib an  n e m  m in d ig  a  leg eg y szerű b b  m ó d ­
sze re k k e l é l ; pl. a  ru g a lm asság  t a n á b a n  «Zur A u ff in d u n g  des Z u sa m m e n ­
h a n g e s  zw isch en  d e n  S c h ieb u n g e n  u n d  d en  T a n g e n tia lk rä f ten »  (102 . 1.) 
V. v. Lang n e h éz k es  g eo m etria i e ljá rá sá t  követi (T h e o r . Phys. 4 1 1 .1 .) .  
M ásrészt g y a k ran  h a sz n á l kétfé le  lev eze tés i vagy b izo n y ítás i m ó d o t ; így pl. 
a  sű rű s é g  PoissoN-féle egy en le té t k é tfé le  m ódon  á lla p ítja  m eg, a  h a lm a z ­
á llap o tv á lto záso k  a lap eg y en le te it a  szo k ásokhoz  h a so n ló  m ó d o n  is, m eg  
P lanck e g y szerű b b  és te ljesebb  m ó d sz e re  sz e rin t is sz á rm a z ta tja  stb. s tb . 
N é h a  h á ro m fé le  m ó d o n  is m e g m u ta t v a la m it. A n n á l b á m u la to sa b b n a k  lá tsz -  
h a tik  a  kis m u n k á b a  befoglalt a n y a g n a k  a h ézag o k  d a c z á ra  is szép  g a z ­
d agsága.

E n n e k  a z o n b a n  o lyan  oka  van , a  m ely  m ia tt a  k ö n y v n ek  n agyobb  k ö ­
rö k b e n  való h a sz n á lh a tó sá g a  n e m  v á rh a tó . U gyanis a  tárgyalás á tlag o san  
eg észen  sz o k a tlan u l szűkszavú  és rö v id  szabású . E n n e k  a  szokatlan  rö v id ­
sé g n e k  van u g y an  egy jó  á lta lán o s je lle m v o n á sa  is, h o g y  t. i. az á b rák  v ilá ­
g o sa n  lá th a tó  je le n tm é n y e in e k  az é rte lm ezésév e l n e m  fö löslegeskedik , s a  
szöveg közé n y o m o tt 143 elég  jó  á b r a  n e m  csekély  seg ítségü l szo lgál. 
A zo n b an  n é h a  az  á b rá ra  h ivatkozás röv id ség e  is tú lság o s , a  m e n n y isé g ta n i 
k ö v e tk ez te té sek b en  p ed ig  az e g y m á su tá n  következő a ffirm atió k  ö sszefüggé­
sé n e k  a  fe lism erése  a  szók ím élés m ia t t  n e m  r itk á n  k iseb b -n ag y o b b  m é rv ű  
in v e n tió t követel, o lyanokat, a  m in ő k n e k  a szü k ség e  tan k ö n y v ek b en , ső t 
k éz ik ö n y v ek b en  se m  szoko tt ily fo k o n  e lő fo rd u ln i. Á lljo n  itt e rre  is e g y -k é t 
p é ld a  a sok e lő so ro lh a tó  közöl. A fo ly ad ék o k  LAGRANGE-féle m ozgási e g y e n ­
le te irő l szóló 4 5 . § .-b a n  a  c o n tin u itá s  e g y en le tén ek  a  fe lá llításához  így fog  
h o z z á :  «Azok a  fo ly ad ék -részecsk ék , a  m elyek e re d e tile g  da, db, de é lű , 
derék szö g ű  p a ra lle lep ip e d o n b an  v o ltak , t idő m ú lv a  o ly an b a n  v a n n ak , a  
m e ly n e k  az é le ih ez  ta rto zó  v e tü le tek»  s i t t  a zu tán  k ö v e tk ez ik  a  h a t v e tü le t  
k ifejezése, ú. m . dx/da . da s tb ., de  s e m m i ú tb a ig az ítá s  e n n e k  a  b e lá tá sá ra  
n e m  adatik . A z in d u c tió s  co éffic ien sek  m eg h a tá ro z ásáv a l fog lalkozó  
8 6 . § -b an  e rre  a  k ife je z é s re :

c s u p á n  en n y it m o n d v á n  : «Ha a egy  kis szög, a  m ely  ú g y  van vá lasz tva , 
ho g y  qa igen n a g y  a / j - h e z  k ép est, a k k o r  teh e tjü k »  : í r j a :
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M in d e n t m e g m o n d o tt  ugyan , a  m i a  m ásodik  k ife jez é sn e k  az e lsőből való  
k iírá sáh o z  o k v e te tle n ü l szükséges, d e  az össze fü g g ésn ek  keresgé lés n é lk ü l  
való fe lism e ré sé re  o lyszerű  gyak o rlo ttság , vagy ta lá lé k o n y sá g  szü k ség es , a  
m e ly e t a  k ezd ő k  n ag y  tö b b ség étő l n e m  leh e t e lv á rn i, s nagy ré sz é tő l a  
sz ü k sé g e ltü k  k e re sg é lé s  m eg e jtése  s e m  re m é n y e lh e tő  b izonyossággal, h a ­
n e m  in k áb b  g o n d o lh a tó , hogy n é h á n y  ily locustó l m eg riasz tv a , félre  te sz ik  
a  k ö nyvet. —  M ár p ed ig  m íg egy o ly  k é n y e lm e tle n sé g  van  a  k ö n y v b en , a  
m e ly n e k  ré sz b e n  rö v idségét k ö s z ö n i : a  tö r te k n e k  so rm etsző  v o n a la k k a l 
je lzése , a  m ely ek  n é h a  egész sz á lk a -so ro k b a  se re g le n e k . A m u n k a  első sz a ­
k a sz á ró l (á lta lán o s m ozg ástan ), a  m e ly re  nézve L a g ra n g e  s a  m i vele ö ssze ­
függ, n e m  lé te z ik , a z t  h iszem , h o g y  e ltek in tve  a  k is  b e lé je  ik ta to tt p o te n -  
tiá l-e lm éle ttő l, a  M écan iq u e  a n a l i t iq u e  m eg je len ése  e lő tt is h e ly e se b b en  
m eg  le h e te tt  v o ln a  szerk esz ten i és í rn i .  A többi ré s z e k b e n  a  felölelt a n y a g  
te r jed e lm é h e z  k é p e s t  á lta láb an  e lé g g é  figyelem be v a n  véve a  tu d o m á n y  
m ai á llása. A szövegezés, kivált a  d efin itió k  m eg fo g a lm azásáb an  g y a k ra n  
p o n g y o la , de  a z é r t  á tlagával jó v al szab ato sab b , m in t  V. v. L ang  m u n k á já ­
n a k  a  szövege.

C sak  o ly an o k n a k  a já n lh a to m  a  k ö n y v e t, a  kik az  a lk a lm azo tt m a th e s is -  
b e n  va lam elyes já r ta s sá g g a l b írn ak , c sa k  n ém i e lő leg es tá jékozást a k a rn a k  a  
tu d o m á n y  an y ag a  fe lő l szerezn i és e ls z á n tá k  m a g u k a t a  könyvnek  m in d ig  
m u la sz táso k b ó l é s  so h a se m  a  tá rg y  te rm észe téb ő l száxm azó n e h é z sé g e it  
legyőzn i, vagy a z o k o n  egyelőre á ts ik la n i.

F. Gy.

M a th e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . &
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21. Legyen
F(u, u) =  0

valamely görbének egyenlete vonalkoordinátákban; bizony ittassók be, 
hogy az (« ,  v) érintőnek ér intéspontjában a görbületi mértéket a követ­
kező képlet adja:

I dv \ 8
[Ud u - VjG =

(u*+vj dS> 
du2

1
fíF dF\s 

u D u + v *f)

( n 2+ u 2)’
~(TF
_fíiú

IdF
fdv

d*F dFdF FF
fíufív du dv fív1 *

(Kdrschák.)

Ötödik megold,ás Mdksay Zsigmond főreáliskolai tanár úrtól
Pécseit:

A g ö rb e  e g y en le te  :
F  (u, v) =  0.

A sim u ló  k ö r  k ö z ép p o n tján a k  eg y en le te  :

au-\-bv-\- 1 - =0. 1)

E p o n tn a k  az  (u, v) é rin tő tő l m é r t  m erő leg es tá v o ls á g a :

au+bv + 1 L

\  id +  v*

ez az e g y en le t egyszersm ind  a  s im u ló  kör e g y e n le te  v o n a lk o o rd in á tá k b an .
Az é r in tk e z é s  m á so d re n d ű  lév é n  a 2) e g y en le t ké tsze ri d ifferen cz iá lásá- 

ból sz á rm a zo tt, a és b á lla n d ó k b a n  lin e á ris  eg y en le tren d szerb ő l a és b 
érték e i k ife jezh e tő k .



MEGOLDOTT FELADATOK. 83

E z  e g y e n le te k :

av (udv—vdu)—bu (udv— vdu)+udu+vdv—0 

a (udv2+uvd2v—vdudv) - f  b (vdu*— u2d?vr-ududv)-)r

m e ly e k b ő l:
- du2+vd2v + .d v * = 0 ,

__—dv (udv—vdu f  +  u . du . oPv (u2-\-v2)
a (udv—v ■ du)*
,   du (udv—v . d,u)2-\-v . du . <(‘v (m2+ d2)

(udv—vduf

E z é rték ek e t 2 )-b e  b eh ely e ttes ítv én , lesz

3
_  (u -\-v )2du . d*v . 

(udv—vduf
E b b ő l a  g ö rb ü le t m érték e  :

/  dv \ s

1 =Cr - V* d u '

A görbe  e g y e n le té b ő l:

( n a + v s)!

dF ^  dF dv 
du dv du

d‘v 
du*

-es
d*F d*F dv d*F ldv\* dF cPvs +  2  -—  --------~i--------- = I — 1 -]----------

m e ly e k b ő l:

d2v 
du2:

du dudv du dv2 \duj ^  dv du*

m
dv
du

dF\ ldF\~  1 
du

3)

4)

2« )

~d2F Id F 1*_2 fTF d F d F__ 1 d 2F ( d F Y I d F \ - 3)
d u 2 \ d v d u . dv du dv d v 2 \du) \ t iv )

Ez é rté k ek e t 2 a )-b a  téve vég ü l :

I dF dF\ 
\ "  du ~ V' dv )

r d2F P Y 2- d‘‘F dF 8F d2F lóFY
du2 \dv  j dudv du dv dv2 \c H )

6*
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Hatodik megoldás Grünwald Miksa főgymnasiumi tanár úrtól
Losoncion.

L egyen u , v  a  gö rb e  egyik  é r in tő jé n e k  k o o rd in á tá i, ak k o r a szo m széd o s 
é rin tő  k o o r d in á tá i : u + d u ,  v + d v .  E zek  m e tsz é sp o n tja  az u , v  é r in tő  é r in ­
tési pon tja . L eg y e n ek  e n n e k  k o o rd in á tá i  x , y , a k k o r

u x + v y  +  1 = 0  
( u + d u ) x +  (v + d v )y  + 1 = 0

a m iből, M-t fü g g e tle n  v á lto zó n ak , v-t ped ig  u fü g g v én y én ek  te k in tv é n  :

dv
d u

dv
d u

dv
d u

A görbe  szo m széd o s p o n tjá n a k , vagyis u  +  d u , v + d v  érin tés i p o n tjá n a k  
k o o rd in á tá i: x + d x ,  y + d y .  M ost m á r

d x =  —
(u L u - v)

d*v 
1 dü?

dv | 
du '

Idv
[du

d?v f 
1 "  did i

1
( dv 
[Udu~-v)\

vagy összevonván

és h a so n ló k ép e n

dai=

d 2 v 
V~dui 
dv

u  ------V
d u

d u

cPv
du1

dv
d u

-2 d u .

d u

Az e szo m széd  p o n to k at ö sszekö tő  ds ív e lem re  n é z v e :

„ / d 2w \2
(M + V   ̂ [d u ? )

ds2= d x 2 +  d y 2
dv

u  - ----- v
du

du2

, 2 , 2\— d V (u2+v2y~~2 
, du2 ,

d s =  —— z------- ry  du .
dv

u  -------v
d u
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R a jz o lju n k  továbbá  egy  k ö rt egységnyi su g á r ra l  a  k o o rd in á ta re n d sz e r  
k ezd ő p o n tja  k ö rü l, és h u z z u n k  u g y an eb b ő l a  p o n tbó l p á rh u z a m o sa k a t a 
fö n teb b i é rin tő k k e l. E zek  k ö z ö tt  a  k ö rn e k  egy da ívelem e fekszik , és a  g ö r­

bü le ti m é r té k  az u, v é r in tő  é rin té s i p o n tjá b a n  n e m  egyéb, m in t  •

A  da k ö rív elem  egyik  v ég p o n tjá n ak  a  $, f] k o o rd in á tá it  ú g y  kap ju k  
m eg, m in t  az  u, v é r in tő v e l p á rh u za m o s

egyenes m etszésp o n tjá t a  

k ö rre l. T e h á t

u£+vrj=0

v
(w * + v s)5

y = —
(w.2 +  u2)3

A da m ás ik  v é g p o n tján ak  k o o rd in á tá i :  g+d£, r/ -}-dr/, a  ho l

teh á h

e s  így

d$-
. „ , a  d »  . , i /  dv\(„■+,•)■ ,fa -»(„■+,■) ■(„+,- J

M*+VS

U{Ut - V) ,

du

dy= —

(u 2+i>*)*

— u (it2+ D 2) ~ * y i dv 
’dl i

ir+ v du

ViUd n - V) du

dar—dí* +  drf -

(if+v*)'

, ,J  dv \* t  (u - f  v ) \u - —vj du
(u 2 +  V2)3

dvu , — v du ,
- —  „ du

Ms +  U2

da
ds
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Hatodik megoldás Lóky Béla kegyesrendi tanár úrtól 
Sátoralja- Ujhely.

Az y= y  (x) görbe (x, y) pontjához tartozó érintőjének egyenlete 
y—y=y'(x)($—x) 

avagy PLüCKER-féle alakra hozva

______ y 'íxl . f  + _____ A_____m+ i = o .
a« /' (a?)— t/ an /' (x)—y

Az é rin tő  v o n a lk o o rd in á tá i  te h á t

u = ____ v = _____________ A____
xy'{x)—y ’ xy'{x)—y

E zek  szab ják  m eg  a  g ö rb e  F(u, v) =  () egyenleté t.
A g ö rb ü le ti m é r té k  az  (x, y) p o n tb a n  tudvalevőleg

y"(x)
[1 +  2 / '( a #

M eg h a tá ro zan d ó k  y' és y". E lő szö r is u és v felírt k ife jezése in ek  osztása  
ad ja

G =

y  — —

H a x sz e rin t d iífe ren c z iá lu n k , e re d

du dv 
V dx "  ' '  du

De

te h á t

du d
dx dx [  xy'—y

y jxy'—y) y"—y' {xy" +y'—y’)
{xy'—y f

y y
{xy'—y f =n2. yy"

uv—v ,  ,,y  — - ^  • '» yy ,
azaz

1 —{uv'— v)y.
E zt x sz e rin t d ifferencziálva, e re d

0 = « / ' {uv1-— v) +  yuv" du
dx

{uv'—v) +  yuv"v2yy"

= —  (uv'— w) +  . — ,2y",V v '  (uv’—vf
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a h o n n a n
(uv'—v)a

G= y"
dv 

u  —  V du
( i  +  y ' l d 2t)

did

M inthogy p e d ig  F (u, v) =  0  eg y en le t e se téb en

dF dF dv
d u  dv du

d*F 0 d8F  d v  d 2F l d v V  d F  d 2v 
cin2 ' " d u d v  d u  ^  dv2 \d u )  d v  d id

azért
d n   d F  d F
d u  du  ’ 9w

és
cPv _ 1 I W  / 5 F \ *  J F F  dFdF cFF (dF\2\
du2 / d F \ 8 1 d u 2 \  dv j "dudv dudv dv1 \du ) \

\dv)

K övetkezéskép

(i
dv 

’ du'

(Mi + n a)1
d 2v  
d u 2

dF , dFV 
U du +V-dv

(u2+ l ) 2)2
cdFtdFV g  d%F dFdF  
du2 \  d n  /  du d v  d u  dv

/ d F dF \ 3
r  d u  + ,)  d« )

dF dF
du dv

3 d F d*F d2F
(u 2+ v 2)2

d u du* dudv
dF d‘F d*F
dv dudv dv2

( m -

(id+v2yHnvw (F)

ÍPFidFd 
dv2 \d u  /
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h a  m az F o sz tá ly szám a és H az F - n e k  u, v, w-re n é zv e  fo rm ált HESSE-féle 
d e te rm in á n sa , h o l a  d ifferencziálás elvégzése  u tá n  w — 1 teendő . (E rre  
n é zv e  1. B altzer T h e o r ie  u n d  A n w e n d u n g  der D e te rm in a n te n . 5. k iad á s , 
166 . lapját).

Hetedik megoldás dr. Suták József kegyesrendi tanár úrtól 
Budapesten.

H a  a gö rb e  v a la m e ly  p o n tjáb an  o szk u lá ló  kör c z e n tru m á n a k  k o o rd in á ­
tá i t  a, fe-vel je lö ljü k , a k k o r  a n n a k  e g y e n le te  v o n a lk o o rd in á tá k b an  :

(au+ fen + 1 )*— r2 (■hs+ i >2) = 0 .  1)

D ifferencziá ljuk  e z t az egyen le te t to tá lisán  k é tsze r e g y m á su tán , ez á lta l  a

u + v dv
du

dv
V  — Vdu

je lö lé s  a lk a lm azásáv al a  következő k é t  eg y en lethez  j u tu n k  :

—av -f- bu — P  1

dp \

2)

dv’r__
du

3)
du I

E zek n ek  az e g y en le te k n ek , m in th o g y  a kör s im u ló  k ö r, eleget te s z n e k  
m ég

cfo __dF dF
du du ' dv
d * F l d F V  d*F  d F  d F  { [ d 2F d F \ -  

cPv d u 2 \ d v j  d u d v  d u  dv  ^  \ d v 2 d u  /
du- ~  J W V ~

\ dv  /
d iffe re n cz iá lh án y a d o so k  is.

A  3) a la tti e g y e n le tb ő l k ö n n y en  e lju th a tu n k  a k ö v e tk ező k h ö z  :

/  dv \ , dv _  uP
\ "  du - V

b =  - P  — Vdu du
1 dv

~V ° =
n  dPP— u —

\  du du
in n e n  pedig

I dv \ , , , , ,  I dv \  t, , dP dv
[ v du~ v)(a» +  bv +  ')=  + « )  P -(^ + v  ) du +UJT +v.

4)

5)

6 )
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H a  / - n e k  és

dP 1 +
dv'
du

2 d2v
+V du2 J

/ dv 
V du *

d2v
) ~ U du2

dv\
U + V  3 -auf

du dv \  
U du ~ V\

2

é r té k é t  a  6) a la tti levő eg y en le tb e  b e h e ly e tte s ítjü k  s a z tá n  a n yert eg y en - 
/ dv \  ̂

le te t  m eg szo ro zzu k  \u j~ — v\ -tel, a  következő e re d m é n y re  ju tu n k  :

I dv \ \  L 
I n  - — v\ ( a u + o ü + l )

=  \(U+Vt ) j - ^ +V'Í)
dv\'2 , d?v 

V~duidii
, dva , ------vdu ')Kus H

. „ d‘2V I+  (u2+ v) u - - i  ^ « +
dv\ 

V dn)
dv d2v

= ~ ^ + v>  «  du (hd + ( « 2+ í)S) “ ( * +  ® du) du
dv\ d2v

(u2+ v1) d \

In n e n

au - f  bv + 1 -

az  1) eg y en le tb ő l p e d ig :

du2

(m2+ d2)2 d\i .
du2/ dv \ 8

r  d u ~ v)

te h á t
(au+bv+1)2= » '2 (wa + i,’2),

dv d"v . ,
m e ly b e , h a  —  és — -5 é rté k e it a  4) a la t t  lévő e g y en le te k b ő l b eh e ly e tte s ít­

jü k ,  a  k ív án t e re d m é n y h e z  ju tu n k .



ÉRTESÍTŐ A MATHEMAT1KAI ÉS PHYSIK AI TÁRSULAT
1895 . ÉVBELI

ELŐADÁSAIRÓL.

Január hó iO-ón. Dr. Beke Manó: A casu s  irred u c ib ilis  a  h a rm a d fo k ú  
eg y en le tn é l.

F uchs Károly : M egjegyzések  a fe lü leti feszü ltség re  v o n a tk o z ó  e lte r­
je d te b b  k ísé rle tek re .

Január 24-én. Dr. Kürschák J ózsef: M a x im u m -m in im u m  p ro b lé m á k  
elem i tá rg y a lá sa .

Gruber Nándor: A b e n z in -sz a tu rá to r  m in t  a  v e títő -k észü lék  fény­
fo rrása .

Február hó 7 -én. H ornischek H enrik: A k in e m a tik a i g e o m e tr ia  egyik 
a la p té te lé rő l.

Dr. F röhlich Izidor : « M iért esik  m in d ig  ta lp á ra  a  m acsk a  ?»
Február hó 21-én. R ados Ignácz : Az ívhosszak  m érésérő l.

D r. Kövesligethy Radó : A z efem erid ák  szám ításá ró l.

«Miért esik mindig talpára a macska?»
Marcel Deprez ism ert e lek trikus hosszasan  gondolkodott Delaunay 

könyvének * ** am a m egjegyzéséről, mely sze rin t a  szabadon e le jte tt és tel­
jesen m agára  hagyott élő o rgan izm us sem m iféle körülm ények közö tt nem -

* Comptes Rendíts: 1894-second semestre (1894 X/19 Séance.) — Marey: 
Mécanique anim ale: Des mouvements que certaines animaux exécutent pour 
retomber sur leur pieds, lorsqu’ils sont précipités d’un lieu élévé. pp. 714— 
717. Guyon : Note relative á la communication de M. Marey. pp. 717—718. — 
Maurice Lev y : Observations sur le principe des aires — pp. 718—721. 
Comptes Rendus: 1894 second semestre Nr. 19 (XI/5 Séance). Paul Appel : 
Sur le théoréme des aires pp. 770—771. Na tu re : 22 november 94 pg. 80— 
,81.— Photographs of a tumbing cat.

** Delaunay: Mécanique rationelle. Negyedik kiadás 229 §. 412 lap 1866.
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csak  hogy  sú ly p o n tjá n a k  m o zg á sá t n e m  k é p es  m eg v á lto z ta tn i, h a n em  
sem m ifé le  fo rgó  m o zg ást sem  k ép es vég ezn i. A M. Deprez idézte  p a ra g ra fu s  
Delaunay k ö n y v é b en  tén y leg  m eg v an , szó ró l-szó ra  ta rta lm a z z a  a m a  so ro ­
ka t, a  m e ly e k e t Deprez idéz, d e  egyéb  k ö v e tk ez te té sek  is v a n n a k  b e n n e . 
N em csak  a z t m o n d ja , hogy  az  élő o rg a n iz m u s  a sú ly p o n t m e g ta r tá sa  elvé­
n e k  felel m eg , azaz ho g y  a  sú ly p o n t m ozgása  n e m  v á lto zh atik , a k á rm ily e n  
m o zg áso k a t v ég ezzen ek  is te s té n e k  egyes r é s z e i ; d e  azt is m o n d ja , hogy 
e n n e k  a  m o zg á sn a k  o ly an n a k  ke ll len n i, m ely  e le g e t tegyen  a  te rü le te k  
e lv én ek , vagyis kell, hogy  a  p o n to k  á lta l le ír t  te rü le te k  s a  m egfe le lő  p o n to k  
tö m e g é n e k  szo rza ta ib ó l a la k íto tt összeg  á llan d ó  ta r to z ik  len n i, h a  k ív ü lrő l 
szá rm azó  Itatások  n e m  m ű k ö d n e k , s hogy e sz e rin t egy nyugvó á lla p o tb a n  
e le jte tt  sze rv es lé n y  ö n e re jé n é l fogva fo rg áso k at n e m  végezhet.

M. Deprez e lg o n d o lk o d v án  e z e n  a  p a ra g ra fu so n , fe ltű n t n e k i, hogy a  
b e n n e  fog lalt á llítás eg y en es e lle n tm o n d á sb a n  á ll azzal a  k ö zm o n d ássa l, 
m ely  s z e r in t «a m ac sk a  m in d ig  a ta lp á ra  esik» . Ez a  k ö zm o n d ás , m in t 
m in d e n  m ás  k ö zm o n d ás, n e m  a k a r  m ás  len n i, m in t  sű r íte tt  ig azság , m ely ­
b en  a n é p n e k  h o sszú  id ő k re  k ite rjed ő  ta p a sz ta la ta  k ifejezésre  j u t .  —  0  a 
k ö zö n ség es te rm é sz e ttu d o m á n y i e ljá rá s t  a k a r ta  a lk a lm a zn i a n n a k  k id e ríté ­
sé re . vájjon  tén y leg  úgy v an -e  a  dolog, a  m in t  a  k ö zm o n d ás m o n d ja  ? 
M acskán , k u ty án , te n g e r i  n y ú lo n  p ró b á lta  m eg  és a z t tap asz ta lta  : B á rm i­
k é n t  e jti vagy d o b ja  is el, m in d e n  e se tb e n  a ta lp á ra  áll ez a  h á r o m  állat. 
A k ö z m o n d á s  igazat m o n d o t t ; t e h á t  e lle n té tb e n  á ll vele az id é z e tt  p a rag ­
ra fu s , é s  így jo g o san  m e rü lte k  fel kéte lyek , hogy Delaunay é r te lm e z é se  e l­
fo g ad h a tó -e  vagy se m  ?

H ogy a  te rü le te k  elve k é ts é g te le n ü l he lyes, az  tá n  további fe jteg e tés re  
n e m  szo ru l. De az  é rte lm e zé se  m ég is  n e h ez eb b  vo lt, m in t látszik .

Delaunay u tán  m ég szám os m echanikai könyv és értekezés írója 
ugyanezen tévedésbe e s e t t ; azt gondolták, hogy egy m agára hagyott test, ha 
külső erő nem  h a t reája, nem  képes esés közben forgást végezni. —  M ár 
pedig, h a  a m acskát hátával lefelé eleresztjük, csak  úgy eshetik  a  talpára, 
ha  esés közben m egfordul. 0  te h á t a  kísérletet úgy rendezte be, hogy az 
o rgan izm ust egész nyugodtan  bocsátotta el, m in d en  kezdetbeli mozgás 
n é lk ü l; tehá t a  m acska sem m i kezdetbeli sebességgel nem  birt, sem  trans- 
latorius, sem  ro ta to rius sebességgel és azt tapasztalta, hogy m ásfél m éter 
m agasságról ejtve le, csakugyan m indig  a ta lpára  állott. A m in t mi is 
tapasztalhatjuk .

Ö n k é n t következik , hogy ilyen je le n ség e k  v izsg á la tán á l a  tap a sz ta la ti 
k ip u h a to lá s  első so rb a n  é rd e k e lte  M. Deprezü, k i a  k é rd ést fe lv e te tte . A b­
b a n  a  v é le m én y b e n  volt, hogy p illa n a tn y i fo to g ráfiák  a lap ján  e z e n  m o zg ás­
n a k  ism e re té re  jo b b an  fog ju tn i ,  b iz to sab b an , h e ly eseb b en , m in th a  tovább  
szövi az  e lm é le te t, s ez okbó l Marey, a  n a g y h írű  fran cz ia  fizio logushoz fo rdu lt,
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ki m eg a lk o tó ja  és fe je  a n n a k  az in té z e tn e k , m ely n ek  fe la d a ta  az élő o rg a n iz ­
m u s o k  m ozgására  v o n a tk o z ó  v izsgála tok  m egejtése . Marey tén y leg  lefo to- 
g ra fá lta  a  m acskát 1 '5  m é te rrő l való e sé sé n e k  20 p h a s is á b a n  s a  k é p e k e t  a  
f ra n c z ia  a k a d é m iá n a k  1894. évi o k t. 2 9 -é n  ta r to tt ü lé s é n , nagy é rd ek lő d és  
k ö z b e n  b em u ta tta . A  k é p e k  a Comptes Rendus-ban m eg je le n te k , h o n n é t  
a z tá n  á tm e n te k  sz á m o s  illu sz trá lt la p b a . Ezek a  p illa n a tn y i k é p e k  té n y ­
leg  so k k a l é r té k e se b b e k  a  m ozgás ta n u lm á n y o z á s á n á l, m in t  m ag a  a  k ísé r­
le t ,  m e r t  hiszen az  e sé s  ideje alig 0 6  m áso d p ercz , a  m e ly  idő a la tt  a  m o z ­
g á s n a k  szám os fáz isá t m egvizsgáln i te l je s  leh e te tle n . A  k é p ek n e k  k é t so ro ­
z a ta  je le n t m eg. A z egyik  v o n a tk o z ik  a r ra  az e se tre , a  m ik o r az  á lla to t 
o ld a lró l, a  m ásodik  so ro z a tb a n  p ed ig  az  á lla to t h o ssz irá n y á b a n  n ézzü k . Az 
á lla t  o lyan  h e ly z e tb e n  van  e lb o csá tv a , hogy a h á ta  le fe lé  és láb a i felfelé  
le g y e n e k  fordítva. A  k é p e k  jól m u ta t já k ,  hogyan végez  az á lla t h o s s z te n ­
g e ly e  k ö rü l egy fo rd u la to t.  H a te k in te tb e  veszszük, h o g y  az esés idő  n e m  
so k k a l több  egy fél m áso d p e rc zn é l, a k k o r  a  k ép ek b ő l a r r a  is k ö v e tk e z te t­
h e tü n k ,  hogy az á lla t  vég tag ja in ak  ig e n  heves m o z g á sb a n  kell len n iö k .

M. Deprez m á r  m o s t  úgy ve te tte  fe l a  kérdést, h o g y  valam ely  élő  o rg a ­
n iz m u s , m ely m ag á ra  v an  hagyatva, d e  a  m elynek  eg y es része i h e v es  m o z ­
g á s b a n  leh e tn ek , v é g ez h e t-e  fo rgást eg y  tengely  k ö rü l  csak is a  sa já t, ú g y ­
n e v e z e tt  belső e rő k  b e h a tá sa  a la tt ? M in d e n ek e lő tt ki k e lle tt m o n d a n ia , 
h o g y  a  ÜELAUNAY-féle k övetkezte tés n e m  helyes, m e r t  h isz  a  tap a sz ta la tta l  
e lle n té tb e n  van.

M e rt igaz, hogy b e lső  erők  m e r ü ln e k  fel és e z e k re  á ll az, hogy a  h a tá s  
é s  v isszahatás e lv é n e k  teljesen  m eg fe le ln ek , hogy á lta lá b a n  véve a  tra n s -  
la to r iu s  erők  összege  0  és az e rő k  fo rg a tó  n y o m a té k a in a k  összege s z in ­
té n  0 . H a teh á t a  d o lo g  így á lla n a  é s  így é r te lm e z te tn é k , ak k o r a  forgás 
té n y le g  n e m  volna le h e tsé g e s .

C sa k h a m a r k id e rü l t ,  ho l re jtő z ik  a  tévedés Delaunay é rte lm e zé sé b en . 
E z a  té te l, így k im o n d v a , m erev  te s t r e  a lka lm azva , ig en is  é rv én y es. M e­
re v  te s t  sú ly p o n tja  c sa k u g y a n  n e m  v á lto z ta th a tja  m o z g á sá t s h a  e re d e tile g  
n y u g a lo m b a n  van , fo rg á s  nem  fog b e k ö v e tk ezn i.

D e m ásk én t áll ez  a z  o rg an izm u s vag y  oly test e s e té b e n , m ely n ek  egyes 
ré sz e i egym áshoz k é p e s t  relativ  m o zg á s t vég ezh etn ek . Igaz. hogy b e lső  e rő k  
v a n n a k , a  m elyek az  a c tio  és reac tio  e lv n e k  fe le lnek  m e g , d e  n in cs  k izárva, 
h o g y  d a cz ára  e n n e k , a z  egész test i ly e n  forgást v é g ez h esse n .

É n  az előbb é r in te t t  té te ln ek  k ö z ö n sé g e s  a lak já t k ív án o m  fe lírn i és e rre  
eg y  ész rev é te lt te n n i .  H a  adva v an  eg y  m töm egű  p o n t ,  a  m elyhez ta rto zó  
r  v eze tő  su g ár m o z g á s  k özben  (a m o z g á s  ak árm ily en  le h e t)  á r t e r ü l e t e t  ír  
le  : a k k o r  az előbb é r in te t t  té te l a z t m o n d ja ,  hogy a  te rü le ts e b e ssé g  á lla n d ó , 
vagy is hogy a te rü le t ,  m e ly e t a  vezető  s u g á r  leír, a rá n y o s  az  idővel, te h á t
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v í dd ] 
dt j =  constans

a  h o l az összegezés az  eg ész  te s tre  k ite rjed . E zen  összeg te h á t  ab b an  az 
e se tb e n , h a  kü lső  e rő k  n e m  m ű k ö d n e k , á llan d ó . H a  úgy  b o csá tu n k  el 
v a lam ely  re n d sze rt, h o g y  az  e lb o csá tás p il la n a tá b a n  n y u g a lo m b a n  van, a k ­
k o r sem m ifé le  fo rgás n e m  fog tö r té n n i é s  így az  e lőbben i k ife jezés m in d e n  
egyes tag ja  egyen lő  z é ru ssa l, te h á t  ez e se tb e n  az e lő b b  fe lír t összeg is 
eg y en lő  zérussal, vagy a  m i ugyanaz :

E b b ő l az is k ö v e tk ez te th e tő , hogy h a  egy b izonyos id ő p illa n a tb a n  ezen  
e g y en le t á ll és k ü lső  e rő k  n e m  m ű k ö d n e k  é s  ak k o r a  te rü le te k n e k  is m in ­
d ig  á lla n d ó k n ak  ke ll l e n n i ö k : ak k o r m e re v  re n d sz e rre  a  té te l  úgy é r te l­
m ez en d ő , hogy a  m ere v  re n d s z e r  m o z d u la tla n u l esik le.

A z o n b an  a r tik u lá lt  re n d sz e rb e n , a  m e ly n e k  egyes ré sze i eg y m áshoz  k é ­
p e s t m ozg áso k a t v é g ez h e tn e k , m in t p é ld á u l  az o rg a n iz m u s  tagja i, n in cs  
k izárva, hogy  ezen  összeg  egyes tagjai k ö z ü l n ém e ly ek  positiv  é s  ném ely ek  
n e g a tiv  é r té k ű e k  le sz n e k  és azé rt ö ssze g ü k  m ég  m in d ig  eg yen lő  leh e t 
z é ru ssa l. D elaunay is ú g y  m o n d ta  és úgy k ö v e tk ez te tte , h o g y  h a  a  test vég­
tag ja i m o zg ásb an  v a n n a k , ak k o r, h a  az eg y ik  végtag  az eg y ik  irán y b a n  fo­
rog , a k k o r  a  m ás ik  v é g ta g n ak  az e lle u te tt  irá n y b a n  ke ll fo ro g n ia . Deprez 
á lta lá n o síto tta  a  k é rd é s t a  következő fo rm u lá z á sb a n  :

«L eh e tség es-e , hog y  egy anyagi r e n d s z e r ,  a  m ely  e le in te  n y u g a lo m b an  
v an  és m ag á ra  v an  h a g y a tv a , a  m e ly n ek  egyes része i c z ik lu ssz e rű  m ozgá­
so k a t v ég ezh etn ek , de  úgy, hogy az e re d e ti  he lyzetbe , az e re d e ti  configu- 
ra tió b a  té rn e k  v issza ; leh e tség es-e , hogy  ily e n  e se tb e n  az eg ész  testhe lyze t 
v á ltozást szen v ed jen  és ten g e ly k ö rü li fo rg ás t végezzen  ? »

Deprez a r ra  az e re d m é n y re  ju to tt ,  h o g y  ig en  is leh e tség e s . Egy készü ­
lé k e t  is  k ész íte tt,*  a  m e ly  az ő  k ö v e tk ez te té se in ek  h e ly esség é t beb izonyítja , 
t. i. azt, hogy h a  a  r e n d s z e r  teljes n y u g a lo m b a n  van és h a  c sa k  belső e rők  
b e h a tá s a  a la tt tö r té n n e k  m ozgások  és a z  egyes részek  e r e d e ti  helyzetbe  
té r n e k  v issz a : a k k o r  az  egész  re n d sz e r  fo rg ás t sz e n v ed h e t. A  készü lék  
lé n y e g é t a  m e llék e lt á b ra  m u ta tja . All egy  h o m o g é n  k ö rlap b ó l, m ely b e  k é t 
k ö ra la k ú  c sa to rn a  v an  k iv ésv e. E zen  c sa to rn á k b a n  k é t golyó g u ru lh a t .

A  lap o t a  k ö z é p p o n tjá b a n  fonalra  fü g g esz tv e  a  golyók közé  egy ru g ó  van

* Comptes rendus 1894 XI/5 Séance, Second semestre. Marcel Deprez: 
Sur un appareil servant á mettre en evidence certaines conséquences du théo- 
réme des aires. pg. 767—769.
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közbe fogva olyan m ó d o n , hogy össze le g y e n  nyom va és a  go lyók egyenlő  
táv o lsá g b an  leg y en ek  a  középpon ttó l, m iá l ta l  a  sú ly p o n t a  k ö zép p o n tb an  
m a ra d . A  ru g ó  ö sszen y o m ása  olyan m ó d o n  v a n  m eg csin álv a , hogy a m ik o r 
a  la p o t ta r tó  fo nala t e lé g e tik , a  ru g ó  k é n y s z e re : az is m e g szű n jék  : az esés 
m eg k e zd é sé n e k  p illa n a tá b a n  te h á t m in d k é t  golyó eg yen lő  nagy , de  e lle n ­
kező i rá n y ú  lökést k ap  a  fe lszab ad u lt ru g ó tó l, úgy hogy a  k ö ra la k ú  c sa to r­
n á k b a n  egyenlő  se b e ssé g g e l fognak m o zo g n i, m iá lta l az  egész  re n d sze r  
sú ly p o n tja  ism ét n e m  fog változást sz e n v ed n i, de a  go lyók  sebességéből 
sz á rm a zó  cen trifu g á lis  e rő  esés k özben  a  k ö r la p o t függőleges ten g e ly  k ö rü l 
m eg fo rg a tja .

9 4

A ré sz le te k b e  a z o n b a n  je len leg  b e le  m e n n i  n em  a k a ro k , v a lam in t azt 
is é p e n  c sak  em lítem , h o g y  n ém ely ek  a  lev eg ő  e lle n á llá sá n a k  és azon kö ­
rü lm é n y n e k  is tu la jd o n íta n a k  lényeges b e fo ly ás t a  szó b an  fo rg ó  je len ség re , 
hogy  az  á lla t, m ely  a  fe n t é r in te tt  e lb o c sá tá s  e lő tt sz o k a tla n  s re á  nézve 
m in d e n e se tre  k e lle m e tle n  h e ly ze tb en  v an , fészkelődik s m ag á t a  ta rtó  
k ezek tő l e lta szítan i tö re k sz ik  s így v a ló sz ín ű leg  m égis bizonyos* h a b á r  cse ­
kély  m é rv ű  kezdeti fo rgás sebességgel b ír.

H a  t. tag tá rsa im  figy elm ét ezen  je le n té k te le n n e k  te tsző  tá rg y ra  irán y í­
to tta m , fő leg  azé rt te t te m , hogy  p é ld á t m u ta s s a k , m ek k o ra  ó v a tosság ra  van 
sz ü k sé g  m é g  az eg észen  b iz to sn ak  látszó  a la p b ó l való k ö v e tk ez te tések n él. 
S ta lá n  a r ra  is a d ta m  a lk a lm a t fe lszó la láso m m al, hogy a ta g tá rs a k  egyike 
vagy m ás ik a  em ez é rd e k e s  tém á ra  m ég  v issza té rjen . F. J.
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Határozat a M. P. T. harmadik rendes közgyűlése tárgyában.
A  v á lasz tm án y  1894 okt. 19 -én  m e g ta rto tt  r e n d e s  ü lésén  az  ügyvivő titk á r  
a  sz o m b ath e ly i ta g tá rs a k n a k  következő  lev e lé t m u ta t ta  b e  :

T e k in te te s  V á la sz tm á n y !
A te k in te te s  V á lasz tm án y n ak  1893. évi m á ju s  h ó  2 6 -á n  ta r to t t  ü lésén  

fö lm e rü lt a  kérdés, váljon a  közgyű lés h e lye  á lla n d ó a n  B u d a p es t leg y en -e , 
vagy p e d ig  fölváltva a  fő v á ro sb an  és v idéken  ta r ta s sá k  m eg  ?

A tá r s u la t  E ln ö k e  b e sz éd é b en  az u tó b b it ta r t ja  k ív án a to sn ak , m ég  ped ig  
oly czé lza tta l, hogy nagyobb  v á ro so k b an  in k á b b  a  tu d o m á n y o sm u n k a , k isebb  
h e ly ek en  p e d ig  a  tu d o m á n y o s  tö rek v ések et h a th a tó sa n  e lő m o zd ító  tá rsas  
sze llem  á p o lá sa  a d n á  m eg a  közgyűlés sz ín eze té t.

N ag y m éltó ság ú  E ln ö k ü n k  e zen  k ije len tése  b á to r ít  fel b e n n ü n k e t ,  m id ő n  
a  tek . V álasztm án y h o z  azo n  tisz te le tte lje s  k é résse l já ru lu n k , hog y  az első 
vidéki közg y ű lés évéü l az 1 8 9 5 -ik i tá rsu la ti éve t, h e ly éü l p ed ig  S z o m b a t­
hely  v á ro sá t vá lasz tan i k egyesked jék .

E n g ed je  m eg  a  tek . V álasztm ány , hog y  k é re lm ü n k  és m e g h ív á su n k  
tá m o g a tá sá ra  fe lh o zzu k  a  k ö v e tk e z ő k e t:

1. S zo m b ath e ly  7 irá n y ú  v asú ti köz lekedése  fo ly tán  a  D u n á n tú l  egyik 
k ö zép p o n tja  és —  a b u d a p e s ti  ta n in té z e te k e t n e m  szám ítva, —  2 4  ta n in té ­
ze tre  n ézve  5— 6 ó rá n  b e lü l e lé rh e tő . E zek ta n á ra i  közü l m in te g y  ö tv en en  
tagjai tá r s u la tu n k n a k . B u d a p es ttő l való táv o lság a  sem  nagyobb .

2. Ú jo n n a n  ép íte tt fő g y m n as iu m u n k  a  közg y ű lés ezé lja ira  a lk a lm a s  h e ly i­
sé g e k k e l ren d e lk ez ik .

3. T an u lsá g o s  k irá n d u lá s u l k ínálkozik  a  4  k ilo m e te r tá v o lsá g b an  levő 
h e rén y i a stro -p h y sik a i in té z e t m eg tek in tése .

4. E gy-egy  fé lnap i k e lle m e s  és tan u lság o s k irá n d u lá s ra  a d h a t  a lk a lm a t a  
ja á k i  te m p lo m  m eg te k in tése , vagy Kőszeg vá ro sa .

5. V égül, a  M ath, és P h y s . T á rsu la tn a k  m e g je le n é se  V asv árm egye  sz é k ­
h e ly én  h a ta lm a sa n  e lő m o zd ítan á , hogy e h a tá rsz é li  m egye és v á ro s lak o s­
sá g á n a k  k u ltu rá lis  dolgok i r á n t  m eglevő h e ly e s  é rzék e  e rő sb ö d jék .
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T iszte le tte ljes k é re lm ü n k e t  és m e g h ív á su n k a t m eg ú jítv á n , m a ra d u n k  
szíves üd v ö z le tte l

S z o m b ath e ly en , 1894 . évi o k tó b e r  8 -á n

a  tá rs u la t  h ű  t a g ja i :

Dr. Kuné Adolf, Módly Krizsó,
Gothard Jenő, Dr. Edelmann Sebő.

A v á lasz tm án y  a  szo m b ath e ly i ta g tá rs a k  ezen  szíves m eg h ív á sá t k ö szö ­
n e tte l  és ö rö m m e l e lfogad ja  és e g y h a n g ú la g  azt h a tá ro zz a , hogy  a Matlie- 
matikai és Physikai Társulat 1895. évi rendes közgyűlését Szombat­
helyen fogja megtartani.
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A. Mathematikai és Physikai Lapok évenként 8, legalább 3 ívnyi 
füzetben jelennék meg, még pedig, a nyári hónapok kivételével, min­
denkor a hó második felében. Az egész évfolyam 24—30 ív terjedelmű 
lesz. Előfizetési ára 5 forint. A Mathematikai és Physikai Társulat 
tagjai tagsági díjuk fejében kapják.

Társulati mondanivalóki A negyedik tá rsu la ti  év 189.0, , jan u á r  1-én 
kezdődött. A tagsági díj az A lapszabályok Vil. 12. § -a  szerint az év első negyedé­
ben esedékes. K érjük  t. T ag társainkat, szíveskedjenek a  tagsági díjat a  társu la t 
pénztárnoka: Mandálc Dezső egyetem i quaestor ú r  (IV., szerb-u. 10.) czím ére — 
legczélszerűbben az 1. füzethez m ellékelt posta-utalványnyal — beküldeni. Hátra­
lékban levő t. Tagtársainkat sürgősen leéljük a tagsági díj beküldéséért.

A Math. Phys. Lapok I— III . évfolyamai teljes példányokban m ég kapha­
tók  ; az I. kötet á r a  5 frt, a  többieké 3— 3 Irt.

Rendes ülések. A tá rs u la t  üléseit m inden  hónap első és harmadik 
csütörtökén ta rtja , a  tud. egyetem physikai intézetében (Vili., Eszterházy-u. 3.), 
d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát —  egy m athem atikai és egy physikai tárgy — 
2— 3 nappal az ü lés előtt a nap i lap o k b an  k ih irdetjük .

A tá rsu la t f. é. közgyűlése Szom bathelyen fog m egtarta tn i. Idejéről a  IV. füzet 
fog értesíteni.

A tagajánlások, a tá rsu la ti ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Bartoniek Géza ügyvivő titkár czím ére (VI. Bulyovszky-u. 16.) intézendők.

A folyóirat szellemi részét illető  küldem ények (czikkek, feladatok, kérdések, 
stb.) a szerkesztőkhöz kü ld en d ő k ; a m athem atikai tárgyűak Bados Gusztáv 
műegyet. tan á r (VII., Csengery-u. 1), a physikai tárgyúak  pedig Bartoniek Géza 
czírne alatt. Ez utóbbihoz kü ldendők  a  reclamatiók is. A reclam atiókat — 
költségkím élésből —  m indenkor a  legközelebb m egjelenő füzettel egyidejűleg 
teljesítjük.

T. Munkatársainkhoz. K érjük t. m u n k atársainkat, hogy közlem ényeiket 
az összehajtott irópapiros félívének csak egyik o ld a lá ra  és ennek is csak egyik 
felére, —• a  kép le teket m indig kü lö n  sorba — m inél olvashatóbban Írn i szíves­
kedjenek. A közlem ényekhez való rajzok nem a  szövegbe, hanem  külön  m ellék­
letként m jzolandók, folyó .szám okkal látandók el s az áb rák  -helye n szövegben- a 
folyó számnak m ellé  Írásával jelö lendő meg. K érésünk  szives teljesítésével a 
szerkesztőket fá rasz tó  m unkátó l, a  társu la to t pedig a korrektúrákért já ró  tetem es 
kiadástól m entik  fel.



A  II. kötet 275. stb. o lda la in  ismertetett készülékeket (3 .,8 ., 9. 
és 11. ábra) m inden  hozzávaló m ellékkészülékkel teljesen felszerelve 
igen a já n lh a tjá k  a t. ez. tanár u ra k  becses figyelmébe.

A  teljes készülék ára legfinomabb kivitelben  6’(h f o r i n t  loco 
Budapest. A  készülék egyes részei kü lön  is kaphatók  m éltányos  
árakon.

CALDEEONI és Társa, Budapest, IV, kis hid-utcza 8. szám.
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G r a m m e -fé le  g y ű rű v e l e l lá tv a

e g y ir á n y ú , v á lta k o z ó  é s  fo r g a tó  ( több  f á z i s ú ) á ra m
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Ezen géppel egyidejűleg meg lehet világítani például 3 izzólámpát egyirányú és 
2—3—& izzólámpát váltakozó vagy több fázisú forgató árammal. Használható egyen­
áramú, váltakozó áramú és több fázisú generátor vagy motorként Szerkezete e lapok 
11. köt. V. füzetében ismertetve van.

A gép kizárólagosan iskolai czélokra készült és pedig nem csak a dynamogép stb. 
bemutatására, hanem mint állandó s erős villamos fo rrás; kézzel igen könnyen hajt­
ható és árama minden iskolai kísérlethez teljesen elegendő.

'Részletes u tasítás minden ff éphez m ellékellelik.

A gép ára 10O forint.

CALDERONI és Társa, Budapest, IV, kis hid-utcza 8. szám.
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ADALÉK A PRIMITÍV GYÖKÖK ELMÉLETÉHEZ.

I. Tétel. Minden p = l2m+1 (to >  0) alakú törzsszámnak a

3 és 3
számok 'primitív gyökei.

Bebizonyítás. E tétel bebizonyítását több elemi tétel kimuta­
tására vezettem vissza.

1. p = l m-\-1 csak akkor lehet törzsszám, ha m páros. Ha m 
páratlan, akkor a

2 =  — 1 (mod. 3) (1)

kongruencziából tüstént következik, hogy

2m= ( —l)m=  —1 (mod. 3),

tehát 3-mal osztható és így nem törzsszám. Ha tehát p
törzsszám, akkor — miként be volt bizonyítandó — m páros.

2. A jö= 2m+ 1  törzsszám a 12&+5 alakra hozható. Ugyanis a

p = 2™+1=4 (2m~2- 1)+5 

egyenlőségben szereplő
gm -2__ j

kifejezés mindig 3-mal osztható egész szám. Egész szám azért, mert 
m páros lévén, m —2 negativ nem lehet; 3-mal pedig azért oszt­
ható, mert az 1) alatti azonos kongruencziából következik, hogy

2m“2= ( - l ) m“ i = l  (mod. 3), 

mivel to—2 páros szám. Tehát

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 7
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és így
2 m - 2 _ l _ _ 3  fr

p=12fc-{-5.

B. 3 a p-nek quadratikus nem-maradéka. A 3 maradékjelle­

gének meghatározása végett számítsuk ki a LEGENDRE-féle je­

let. Ha e kiszámítás közben a quadratikus maradékok elméletéből 
ismeretes recziproczitási tételt többször alkalmazzuk, a következőt 
nyerjük:

úgy hogy tehát 3 valóban p-nek quadratikus nem-maradéka.
4. i | ) = 2 “ + l  törzsszámnak minden quadratikus nem-mara­

déka egyszersmind primitiv gyöke is. A p-nek quadratikus ma­
radéka nem lehet egyszersmind p-nek primitív gyöke; mert min­
den quadratikus maradék az

p - i
x  2 =1  (mod. p)

kongruencziát elégítvén ki, a (p —l)-nél kisebb kitevőhöz tartozik. 
Primitiv gyök tehát csakis a quadratikus nem-maradékok sorában 
található. E nem-maradékok száma,

P  ̂ _01B-1
2  "  ’

és a primitiv gyökök száma

<p(p— l)= 2 m- 1

egyenlő, tehát valóban minden quadratikus nem-maradék egyszer­
smind p-nek primitiv gyöke.

5. A megelőzők alapján most már kimutathatjuk a bevezetésben 
felállított tétel helyességét.

Hogy 3 p-nek primitív gyöke az onnan következik, hogy miként 
3-ban kimutattuk, p-nek quadratikus nem-maradéka és minden 
quadratikus nem-maradék egyszersmind p-nek primitív gyöke (4.)
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r> — 1
Hogy pedig - - is primitív gyöke p-nek, az a következőképen

látható be. 3 primitív gyök, ennek következtében 

3P_1 =  32” =  1 (mod. p);
de ez így is írható

3am= jo + l (mod.p); 

p + 1  azonban osztható 3-mal, mert

í ) + l  =  12fc+6=3(41f+2),

úgy hogy az utolsó kongruenczia mindkét oldalán 3-mal osztha­
tunk. Ha ezt megteszszük lesz

P + l  _ 32“ -1 (mod. p),

de minthogy 3 primitív gyök és 2m— 1 a p — 1=2**-hez képest rela­
tív törzsszám, azért innen már következik, hogy P + 1 ap-nekpri-

mitív gyöke.

II. Tétel. Ha p= 8n-\-i és n törzsszámok továbbá n >  5, akkor

es p + l

a p-nek primitív gyökei.
Bebizonyítás. 1. A p = 8 n  -j-1 törzsszám az n-re vonatkozó fel­

tétel teljesülése mellett a
p —12fc-)-5

alakra hozható. Az n törzsszám (mod. 3) a következő értékeket ve­
heti fel:

0 , 1, 2 .

Ha azonban p törzsszám, akkor n (mod. 3) sem 0 sem 1 nem 
lehet. Az n = 0 (mod. 3) eset lehetőségét kizárja az a körülmény, 
hogy n törzsszám. Az n = l  (mod. 3) kongruenczia pedig azért van 
kizárva, mert különben kellene, hogy p  3 mai osztható legyen, 
mert ekkor

7*
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kifejezésben
p = 8 n + l= 8 ( « —1)+9 

« —1 = 0  (mod. 3);

ha tehát p törzsszám, akkor az n =  1 (mod. 3) kongruenczia fenn­
állása ki van zárva.

Még csak egy lehetőség marad fenn, a melynek most már be is 
kell következnie, t. i. az hogy

de akkor
n= 2 (mod. 3),

p = 8 n + l= 8 (3 l+ 2 )+ l= M l+ 1 7
= m + 5 ,

a hol k és l egész számokat jelentenek. De ezzel a tétel ki van 
mutatva.

2. 3 a p-nek quadratikus nemmaradéka. Ugyanis a recziproczi- 
tási tétel alapján

3. Az a kitevő, a melyhez 3 (mod. p) tartozik, minden esetre
p —1 =  8«

pozitív osztója. De minthogy n törzsszám, (p —l)-nek összes osztói:

1, 2, 4, 8, n, 2n, 4«, 8«.

De mivel 3 a p-nek quadratikus nem-maradéka, az 

1, 2, 4, n, 2n

kitévők ki vannak zárva mert

£ z i
3 2 =  34n= — 1 (rriod.p).

3 a 8 kitevőhöz sem tartozhat, mert

38—1=(34—1) (34+ l ) =
=  80.82 =  25. 5 . 41  (mod. p)

és a p —kn-\-\ törzsszámban n >  5 lévén,
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25. 5 . 4 1

és így a vele kongruens 38— 1 sem osztható p-vel.
Minthogy 3 a 8 kitevőhöz sem tartozik, kell tehát, hogy a 

p  — l= 8 n  kitevőhöz tartozzék, de ekkor primitiv gyöke is a p-nek. 
14. 4__— a p-nekprimitív gyöke. Minthogy 3 a p  primitív gyöke 

3p_1= 3 8”= 1  (mod .p);
de ez így is írható

38n= p + 1 (mod. p );
p + 1  — a mint a

p + l  =  (12k+ 5)+ 1 = 3  (ik+2)

egyenlőségből látható — 3-mal osztható, tehát az utolsó kongruen- 
czia mindkét oldalát 3-mal oszthatjuk, a nélkül, hogy a moduluson 
változtatnunk kellene, mert ez 3-hoz képest relatív törzsszám. Ha 
ezt megteszszük, kapjuk, hogy

=  38"-1 (mod. p)

és minthogy 3 p-nek primitív gyöke 8n— pedig a p —l=8n-hez 

képest relatív törzsszám, ezzel ki van mutatva, hogy *  - - is 
p-nek primitív gyöke.

Klimkó Mihály.



A BINOMIÁLIS EGYÜTTHATÓK NEHÁNY ELEMI 

TULAJDONSÁGA.

1. A binomiális együtthatóknak néhány igen egyszerű tulajdon­
ságára akarom felhívni a figyelmet, a mely eddig — tudtommal 
legalább — nem volt ismeretes. Általánosan ismert képlet az, a 
mely megadja két szám összegének binomiális együtthatóját ki­
fejezve az egyes összeadandók binomiális együtthatóiban. Közel­
fekvő gondolat az, hogy ily képletet állítsunk fel azokra az ese­
tekre is, midőn nem két, hanem három négy, . . . ,  m összeadandó- 
ból áll az összeg.

Az  ̂'I j binomiális együttható tudvalevőleg az n elemből ké­

pezhető A>ad osztályú kombináczíók számát adja meg. Bontsuk fel 
az n elemet m számú ni , , nm elemű csoportra, úgy hogy 
tehát

. . . -\-nm—7i

legyen. Most az összes kombinácziókat csoportokba osztjuk a sze­
rint, hogy hány elemet tartalmaznak az n1( nm elemű cso­
portokból. Egy ily csoport például az, a melynél magából az n1 
elemből van k elem, és a többiből egy sincs, úgy hogy ez a csoport

( ü = ( ? )  (:*)•■■ o r )

kombináczióból áll. Ha az nl elemből van k—1, az n2-böl 1 elem, 
és a többiből egy sincsen, akkor az ilyen kombináczíók száma:
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Egy harmadik csoportja a kombináczióknak lehet olyan, hogy nt 
elemből k—3, w2 elemből 2, n2-bői 1, és a többiből 0 elem van, ez 
a csoport

W  ( ? ) ( ? ) ( ? ) - (o’ )

kombinácziót tartalmaz. Ezekből a példákból már látható, hogy 
egy csoport általános alakjában az ríj elemű csoportból it , az nt 
eleműből i%, . . .  és végre az nm elemű csoportból im elem fordul 
elő, úgy hogy

tj viy, i2 ^  nj , . . . , im ^  nm
és

• • • ~\~bn =  k.

Ez a csoport természetesen

(";) (?)"■(’,»)
kombináczióból fog állani. Ha ily módon képezzük az összes kü­
lönböző csoportokat, és az ezekben foglalt kombinácziókat össze­
adjuk, akkor megkapjuk az n elemből képezhető összes /r-adosz- 
tályú kombinácziók számát, úgy hogy lesz:

/»h+w*4------ l-«m\ _ V ( wi\ InÁ /nm\
l k / Z j  \ i j  \ i j  \ i mi

a hol az összegezés az it , i%,. . . ,  im indexek amaz értékeire kiter­
jesztendő, a melyek az

i l 5' Hyf Íj i • • • , im Hm
------h im—k.

reláczióknak felelnek meg.
Ha most felveszszük, hogy

--- í l g ----  • • • --- Wjjj----Cl y

akkor a következő képletet nyerjük:
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a hol
Ojj 1/q Ctf •  •  •  ,  Í jji ' Oj 

*x+ *äH ----------b  i m — k .

Minthogy a szorzatban a tényezők egészen egyenlő ranguak, 
felírhatjuk még azt is, hogy

a hol

ima\ \ ^ lm \ lm\ (m\
\ k l ~ Z ■JW w "

( j )

(2)

ma
k

a \ l a
- '  i-m

. . . ,

Íi + J2 d------ b ja —k.

Ha ezt az (1) egyenlettel egybevetjük, akkor a következő azonos­
ságot nyerjük:

V V a \  / a \  / a \ _ V A/m\ lm\ l m

(i) (J)
a hol

®i“b*2~t------b*m =ii+ i24-----b ja—k ̂  ma

Vizsgáljuk most közelebbről a nyert képletünket; azt találtuk, 
hogy:

(t)
hol

í j  ^  <̂ ~ • • • j ct

h + 4 d ------ b im=k.

Minthogy az i indexeknek bárminő permutálása meg van en­
gedve, azért közvetlenül világos az, hogy a \  1 ü 1 I a • • • ( a

/■■■ J  \%\ ! \ %Qf / \  2-jj;
fi) 1 2

összegben ugyanaz a tag többször is elő fog fordulni; érdekes ala­
kot nyerünk, ha megteszszük a lehetséges összevonásokat. Talált 
képletünk azt az utasítást adja, hogy a k számot fel kell bonta­
nunk minden lehető módon és sorrendben annyi számnak az ősz- 
szegére, a hány egység foglaltatik az m-ben; ezen összeadandók 
általában nem mind különböző számok, hanem lesznek köztük 
egyenlők is; tegyük fel, hogy egy ilyen felbontásnál az m számú i
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között az összes különbözők legyenek j\ , . . . ,  j i , továbbá ]\
forduljon elő piszéi, j% ,Oj-szer, . . .  és végre ji pi-szer, ekkor az

i a Y ' ( a Y  .■■(a f  tag könnyen beláthatólag - ------- r-szer
W  V  f t !  f t !  • •  -Pl'-
fog előfordulni, minthogy m  számú elem közül, a melyek között
Pu Pi> Pl van egyenlő, ugyanennyi külömböző permutáczió
képezhető. Ha ily módon összefoglaljuk az összes egyenlő tagokat,
akkor végre azt kapjuk, hogy:

lma\ m ! / a \ ? ' / a \ ? 2  I aVn
~ w P̂ 'P*1 ' ’ ' Pl1 ?1 *" w W

a hol a következő feltételi egyenletek állanak fenn:

(3)

Ji  ^  a, .h ^ a , . . . jig ^a  
"  • + />{ =  W

Pi J i+ f t Í2 +  • • • + p ij i= k

és a hol a j  indexek permutálása többé már nincs megengedve.
Példaképen alkalmazzuk most a (3 ) alatti képletet egy nume­

rikus esetre. Fejtsük ki binomiális együtthatót. A fentiekben 

vázolt eljárás kivitele után azt kapjuk, hogy

+

/ 5a\ _  5! / a \ 5 1 [ a \ I a \
U 4tU/ + '3tUMi r 
—® L (° W M *  + ^ L ( M 2+
2 ! 2 ! \ 4 / \ l /  ‘ 2 1 3 ! V 3  / ^

5 l i a
3! V 4 

5 !  la
2! V 3

t )  +  

í )  +
h \ ta  

+  3 '
! / q \ / a \ 8 5 ! I  a \ s 5 !  (  a W  a \ 2 5J /  a  \ l  a  \ *

! V 3  / V 1 / 3 ! 2! \ 2 / 2! 2! \ 2 / \ 1 / 4  ! \ 2 / \ 1 /

(
YYIq X

I alakú binomiális együtt­

hatók oszthatósági viszonyaira vonatkozik. Ezen a téren a követ­
kező két eredményre jutottam:

C c T )  m ^ l( ^ (J  o s z Mi a t ó  m-el, és ( m — 1 )  a + í - e l .
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A bebizonyítások rendkívül egyszerűek, csupa azonos átalakí­
táson alapszanak.

I m a \  _  m a ( m a - l )  . . . [(m—l)a-(-l] 
l a  /  a !

(ma— 1) . . . [m— 1) a+11 (m a—1\ 
: rn  ------------ — -.-r-i— -— 1— - =  m (4)

A második oszthatósági tétel bebizonyítása meg a következő:

íma\ _ ma(ma—l) . . . [(w—1) q+ 1 ]
\ a / a!

Ima\
\ a I __ ma (ma— 1) . . . [(m—l)a + 2 ]  _

(w— l ) a + l  a!
(ma)! _  [(to— 1) a-f-l](rwa)! — (to — 1) a (ma)!

— [(to—1) a + l l !  a! — [(to— 1) a +  Í J ! a !

De minthogy:

[(to— 1)0+1] (ma)! (ma)!
[(to— 1)0+1]! a! 

(w—1) a  (tou) !
[(to—l) a + l ] !  a!

(to— 1 )

[(to— 1) a ]! a ! 
(ma) !

ma
a

[(to—l ) a + l ] ! (a—1)!

— (to 1) (
TOa 

a —1
azért végre lesz:

(?)
(t o  —  l ) a + l

(ma\ . ( m a \
=  ( a  (5)

Abban a specziális esetben, midőn m—2, azt kapjuk, hogy

mindig osztható 2-vel és (a+ l)-el.

Ifj. Szily Kálmán.



AZ INVARIÁNSOK ELMÉLETÉNEK ALAPTÉTELÉRŐL.

(Második közlemény.)

3. Jelentse

az

II.

-Éi, Ft , F3, . . . ,  F,, . . .

/y* rp 'Y' /y>
<X/1 j  * ^ 2  j  « ^ 3  5 • • •» *-< n

változók bizonyos adott homogén egész függvényeinek határtalan 
sorozatát, akkor mindig található oly m pozitív egész szám, hogy 
bármely Fs ily alakban állítható elő

Fs =  A uFi +  AzsFz +  • • • +  AhsFh +  • • • +  AmsFm,

hol az Ahs-k a független változóknak alkalmasan választott ho­
mogén egész függvényei.

Magától értetődik, hogy itt (és minden hasonló szerkezetű 
aggregátumban) minden egyes Ahs együttható (ha csak nem zérus) 
fokszámát úgy választjuk, hogy az AhsFh szorzat foka megegyezzék 
Fs fokával. Ha ugyanis más szorzatok is fordulnának elő, ezek az 
összevonásnál egymást kölcsönösen megsemmisítenék, tehát kez­
dettől fogva zérusokkal pótolhatók.

A tétel abban a határesetben is bir értelemmel, midőn n = 0, 
vagyis mikor az Fs-ek puszta számértékek s ekkor közvetetlenül be­
látható. Valóban, ha az Fs -ek közt van egy a zérustól külömböző 
Fm, akkor minden Fs ily alakban állítható elő:

Fs — AuFi -f- AzsF% -)-----+  AmsFm,

Ais -— Az.s — • • • — Am—is—0
hol
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és Ams az JF^-nek Fm-mel való hányadosa. Ha ellenben minden 
Fs zérus, akkor

Ft —Fi
tehát

m = 1, Au= \ .

Minden más esetre a tétel teljes indukczióval terjeszthető ki, 
vagyis ki fogjuk mutatni, hogy ha a tétel (n— 1) változós függvé­
nyekre helyes, akkor n változó esetében sem veszti el érvényes­
ségét.

Ennek igazolásánál jelentse fs az Ív n ek  ,-rn-től ment részét.
Ha az

fi> fi> fs ’ • • •> /»> • • • 

sorozat csupa zérusból áll, akkor legyen

F ^ = F tS S

Ellenkező esetben jelöljük az első fs-1, mely nem zérus, fa-val; 
a reá következő fs-k közül legyen fj az első, a mely nem állítható 
elő mint fa-nak és az

Xi, Xi,  . . ., Xn—1

valamely alkalmasan választott homogén egész függvényének szor­
zata ; továbbá fy legyen az első fs, mely nem állítható elő mint 
fa és fi lineáris kombinácziója, azaz nem hozható az

alakra, hol 

az

V s /a + ß /is / i i  

U ((.', Ctßg

X\ , Xi, . . ., Xn- i

alkalmasan választott homogén egész függvényei; /j legyen az első 
fs, mely nem állítható elő mint f„, fp és fY lineáris kombiná­
cziója ; stb.

Ha tételünk (n—1) változó esetére igaz, akkor az

fai ffh fy 1 fii • • •

sorozat előbb utóbb egy bizonyos fi -val véget ér s bármely fs mint
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fa , ffi, • • fi

lineáris kombinácziója állítható elő.
Képletben

fs — Is (fa 1 f(l, • ■ ;  fi) =  O-asfa +  dfisftf +  • • • +  dlsfl,
hol

az
Mas 5 Mfis } • • •> &jLs 

0b\} Xq , • • •> OCji—i

alkalmasan választott homogén egész függvényei. Ha most már

Fs1)=Fs— ls(Fa, Ffl, . . ., Fi)
—Fs—((iaSFa+ apFp +  • • • +  ajtsFi),

akkor e külömbség az
X\ , X<% y . . . y Xfl-1

oly homogén egész függvénye, mely iv s e l egyenlő fokú, de ennél 
annyiban egyszerűbb szerkezetű, hogy ,-rn-től ment tagokat nem 
tartalmaz.

Az
7T*(1) T-l(l) 7-»(l) TTl(l), r% , . • rs , . . .

sorozatról, most már oly
1 7 (2 )  17.(2) (AD 17.(2)
í l  , r í  i J 3  i • • K  > • . •

homogén függvényekre térünk át, a melyekben már x n első hatványa 
sem fordul elő.

Ha már maguk az összes F.f'-ek ilyenek volnának, akkor legyen

F™=F?\

Ha azonban az Fs(1)-ek maguk még nem ilyenek, akkor jelöljük
a?»/»1>-gyel Fga,-nek azt a részét, mely xn-et épen az első hatványon
tartalmazza, s vizsgáljuk meg az

Al) AD AD
/ I  , ft i . •

sorozatot.
Lehetséges, hogy ennek minden egyes eleme az

fa > fß> ■ • •> fi
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lineár kombinácziója, azaz bármely ffa ily alakban állítható elő :

fs  >=  Is 1 (fa ) fa, • • ■, fx) =  Qas fa +  dßsfa +  • • • +  dXsfx,

akkor legyen
Flt]= F ^ —  l{s \ x nFa, x nF?, x nFx).

Az ellenkező esetben — midőn csak a tétel (n—1) változó eseté­
ben helyes — lehet az fg -e k közűi egy oly véges

sorozatot kiválasztani, hogy fam nem állítható elő mint

fa, fa, ■ • ; fx

lineár kombinácziója, /̂ Vo nem állítható elő mint

fa, fa, • • fx, f %

lineár kombinácziója, f̂ <\) nem állítható elő mint

F - C  F /(D  / ( l)
J a ,  J j i ,  • • •> I X ,  / a CD> l  p M

lineár kombinácziója, s i. t., de az

fay Jp, • . fx, J aV), I p W ,  • . f xCD

függvényekből bármelyik fafa az

/ í M V . .  6 , /• f ( i>/*> í„m >

alakban nyerhető, hol ifa a benne felsorolt elemeknek oly homogén 
lineár kapcsolata, melyben az együtthatók

» • • •> 33«

alkalmasan választott homogén egész függvényei. Ebben az eset­
ben legyen

FÍi)= F Áfa ~ t,l) (xnFa, x nF?, ... ,  XnFi, F% , F%).

Mind a három esetben Ffa és Ffa egyenlő fokúak.
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Egészen hasonlóan térünk most már át oly

j^(8) jf^3) 1̂ (3) 
-03 ,

A3)

függvényekre, a melyekben az avnek négyzetét tartalmazó rész is 
hiányzik s csak x„ magasabb hatványai fordulnak elő.

Ha már maguk az KP’-k ilyenek, akkor legyen

F f)= F ^ ).

Ha azonban az F s-k  maguk még nem ilyenek, akkor jelöljük 
Xnfs^-yel F f ]-nek azt a részét, a mely x n-t épen a második hatvá­
nyon tartalmazza s vizsgáljuk meg az

AD AD AD AD
h  > /2 > /3 > ■ • Is ,

sorozatot.
Abban az egyszerűbb esetben, midőn e sorozat minden egyes 

eleme az
f a ,  /[i, - fx,  f ai 1), •••> I i)

lineár kombinácziója, azaz

A%)  7(2)//* f  r /*(1) /*(1) /?0) \
fs —»8 \Ja, f ß ,  • • •» fx,  I aW , f  j f l ) , • • •> I jC1)/*

legyen

(xlFa, XnFp, ... ,  Ä ,  x nF^>, r r j ' ^ í x n/^í,).

Abban az általánosabb esetben, mikor a f f ]-k nem állíthatók 
elő mint

f a ,  fß,  • • •> fX, f a(1)j I ß ^ f  • • *J

lineár kombinácziói, — feltéve, hogy a tétel (n—1) változó ese­
tében helyes — lehet az /]2)-k közül egy oly véges

j.(2) AD AD ADlam, ]M)> I ö ) ,  / 2oor p™■ , r

sorozatot kiválasztani, hogy az
•(2)

(2)f  r  f  ^-(1) ^-(1) A l )  A D  A D  A i
f a >  J ( í  1 • • •> [ ) . !  /„ (O  > /„(*) > • • v  / j W j / j / ^(2) ; • • •> /

sorozat egyik eleme sem fejezhető ki mint az őt megelőzőknek



1 12 KÜRSCHÁK JÓ Z SE F.

lineár kombinácziója, ellenben valamennyi /J® ily alakban állít­
ható elő

f ? = c \ f a, U’ la'»>
^(1) /(Z) \
h w > 1 o® » •••>  /  jw l

r(2)

hol Z® a benne előforduló függvényeknek oly homogén lineár kap­
csolata, melyben az együtthatók

homogén egész függvényei. 
Ekkor legyen

I T ( 3 ) —  Í T ( I ) ____7(2) /  2  TP J P  „  TTKD
r» —-Fs tg ( X n * a, • • •, DCn-Flt (0>

?>(*) ( 1 ) „  fi1®  r í ®  r ’(2) \., xnr  i a(.v> ..., r a(2p.

Mind a három esetben JE® és F f } egyenlő fokúak.
Ez az eljárás határtalanul folytatható, azaz bármely egész szá­

mot jelentse is r, a leirt módon r  lépés után az Fs -ékből oly 
F̂ r)-ekét képezhetünk, melyekben £c„-riek már csak r-dik és maga­
sabb hatványai fordulnak elő.

Minden egyes lépésnél ugyanazok az esetek külömböztetendők 
meg, mint a kezdő lépéseknél, ámde — a mi különösen figyelemre 
méltó — a legáltalánosabb eset nem ismétlődhetik határtalanul. 
Legyenek ugyanis a 7r-dik, a r-dik stb. lépések azok, melyeknél a 
legáltalánosabb eset következik be. Ha ezeknek szorzata határtalan 
volna, akkor az

*̂ 1 j ^*2) ■ • •, —1

homogén egész függvényeinek oly

Jn) Jn) Jn) J t) Jr) Jr)
/ n(*)> Tßf.n)> • • •> l / a (*) ’ /  ä(*)» • • •> /;_M> • • •

határtalan sorozatát nyernők, melyben egy függvény sem fejezhető 
ki mint a megelőzőknek lineáris kombinácziója. Ily sorozat azon­
ban — ha a tétel (n— 1) változó esetében érvényes — nem lehet­
séges, tehát egy bizonyos w-dik lépés után a legáltalánosabb eset 
többé nem következhetik be.

Most már bármely Fs mint
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T p i 71)
• r X i „ ) ,

T7>(T ) 77»(T )

a ( r ) ’ r AT)i
e ’ Í t )

• •> -P  a ( t ) , 7)
* • *9

Tp ( W ) J ? { W )
^  a ( w )  9 ß { W )  9 •

lineáris kombinácziója állítható elő.
Jelentse ennek igazolásánál r  az Fs -nek fokát. Az előbb leírt 

eljárás értelmében
i p ( r + l ) _  j - i ( r )  , ( r )t s — r s i8 ,

j ? ( r )  _  i?ir—l) 7( r — 1)
r s  ---- 1  S f'S 9 g ^

Fn) —f  __ /j -  s  ---- J- S f'S 9

hol az i-ek a (7) alatti függvényeknek x n bizonyos hatványaival 
való szorzataiknak lineáris kombinácziói, tehát maguknak a 
7) alatti függvényeknek is lineáris kombinácziói, a mennyiben xn 
illető hatványai az együtthatókhoz csatolhatok.

Az _Fjr+1> függvény keletkezésének módjánál fogva osztható
ofj+1-gyel, noha csak r-ed fokú.

Ez csak úgy lehetséges, hogy

F f +1)=E 0.

De akkor a (8) alatti egyenletek értelmében

Tr(r) T?̂r~ f KI)
a > "  s  ) • • •  9 *  S y

rendre mindannyian a 7) alatti függvényeknek lineáris kombi­
nácziói s végre maguk a Fs-ek is azok.

A 7) alatti függvények viszont a

Fa(n), Ffi>»>, . . . ,  Fxw t
FaM, Ffiz), . . . ,  Ffiz), 9

Fffiw), Ffiw), . . . ,  Ffiw)

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 8
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függvényekből lineáris kombinálás révén keletkeztek, ennélfogva 
bármely Fs a 0) alatti függvények lineáris kombinácziója.

Ha tehát a szóban forgó tétel (n— 1) változó esetében helyes, 
akkor n változós függvényekre is érvényes. Még pedig

m=X(w).

Ámde a legegyszerűbb esetben, midőn a változók száma zérus, 
a tétel közvetlenül be volt látható, tehát rendre 1, 2, 3 s akárhány 
változó esetében is helyes.

Jegyzet. A  b eb izo n y íto tt té te l n e m  vesz ti el é rv én y esség é t, h a  b en n e  
homogén egész függvény h e ly e tt m in d e n ü tt  ( te h á t az A e g y ü tth a tó k ra  vo­
n a tk o z ó lag  is) a  köve tk ező  k ité te lek  v a lam ely ik é t te szszü k :

1) egész számú együtthatókkal bíró homogén egész függvény,
2) egész függvény,
3) egész számú együtthatókkal biró egész függvény.
A  m i az  1) m ó d o sítá s t ille ti, úgy az c sak  az  n— 0  e se tb e n  sz o ru l új b e ­

b izon y ításra , az (n — l) - rő l  n-re  való k ö v e tk e z te té s  lép é srő l lé p é s re  ism é­
te lh e tő .

A m i p ed ig  a  homogén je lző  e lh ag y ásá t ille ti, úgy az

, X ............. X n

b á rm e ly  Fs egész fü g g v én y e  m in t  egy Fs (x , :r\  , x%, . . . ,  xn) homogén 
egész fü g g v én y n ek  az  x—l h e ly e tte s íté sn é l k iadódó  é r té k e  fo g h a tó  fel.

H a  m o st m á r  az

Fi, F%, Fs , . . .
so ro z a th o z  m eg k e re ssü k  a  b eb izo n y íto tt té te ln e k  vagy az 1) m ó d o sítá sn ak  
m egfe le lő

A j ,  F j , . . ., Fm
fü g g v én y ek e t s  i tt  x h e ly é b e  az  egységet h e ly e tte sítjü k , a k k o r  b e lő lü k  m eg ­
k a p ju k  a  2) illetve 3) m ó d o s ítá sn a k  m egfe le lő

Fi , , . . . ,  bm
függ v én y ek e t.

Az 1) m ó d o sítá s az n— 0  ese tb en  m o st m á r  következő leg  igazo lható .
Az a d o tt

c l» c2> c3> • • •> cs > • • •

egész számok so ro z a tá b an  leg y en  az  e lső  z é ru s tó l k ü lö m b ö z ő  s z á m ; a 
re á  k ö v e tk ező k  k ö zü l leg y en  az első, m e ly  vele n e m  o s z th a tó ; ez a  c y  
a  k ö v e tk ező  a la k ra  h o z h a tó
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< V = g 'y  +  y

ho l q' eg ész  szám  és y  a  y  fe lé n é l a b sz o lú t é r té k re  nézve n e m  n ag y o b b  
egész szám  ; a  < y  u tá n  k ö v e tk e ző  szám ok  k ö z ü l legyen y <  az  e lső , m ely 
n e m  o sz th a tó  y - v e l ,  h a n e m

V '  =  9 " V + V '

a lak ú , h o l q' egész szám , to v á b b á  y <  a  y  fe lé n é l ab szo lú t é r té k re  nézve 
n e m  n a g y o b b  pozitiv vagy n e g a tiv  egész s z á m ; a  so rozat to v á b b i szám ai 
közü l < y "  leg y en  az első, m e ly  y  • -vei n e m  o sz th a tó , h a n em

a la k ú ; s tb .
Az így n y e r t

c y " = r / " t y >  +  y < <

V > *V”» V " > •••
sorozat tag ja i abszo lú t é r té k re  nézv e  folyvást k iseb b ek  és k iseb b ek , to v áb b á  
m in d a n n y ia n  a  zérustó l k ü lö m b ö z ő  egész sz á m o k . Ez csak  ú g y  le h e ts é ­
ges, h o g y  e  so ro za t e lőbb  u tó b b  egy oly y < K>-val é r  véget, m ely  a  y < “) u tán  
köve tk ező  v a lam en n y i cs-b e n  m a ra d é k  n é lk ü l  foglaltatik .

Az
y II — 9 Cm
V ' V•II — V
y* II

y ( » ) =
eg y en le te k b ő l

y(“)= y (“)—g(u)y<“—D+ qMql.u—1 )y (t*—2)_p. . —J)u+lg(u)g(u—1)... qlcß,

vagyis y ( “> s vele a  y<“> u tá n  következő  y - e k

y ,  y y ( » >

bizonyos eg ész  tö b b ese in ek  a g g re g á tu m a i,
A té te l  1) m ódosítása  e  s z e r in t  az n —0  e s e té b e n , azaz egész sz ám o k b ó l 

álló  so ro z a to k ra  vonatkozólag , v a ló b an  é rv én y e s . M ég pedig

m=féu>.
4. Ha adva van az

i «^2 > • • •) OC \jj ,

változók bizonyos homogén egész függvényeinek valamely végtelen 
sokasága, akkor abban mindig található oly véges számú

Fi, Hz, F3,
8 *
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függvény, melyekből a sokaság bármely más függvénye az

F= A)F1-\-A%Fi -\-A3F3-\- • • • +  AhFh +  • • • +  A mFm

alakban fejezhető ki, hol az Ah együtthatók a független változók­
nak alkalmasan választott homogén egész függvényei.

A vizsgálandó sokaságot akként képzeljük megadva, hogy vala­
mely törvény segítségével bármely függvényről eldönthető váljon 
a sokasághoz tartozik-e vagy sem. Ha a törvény olyan, hogy a 
sokaságba tartozó függvénynek sorozatba rendezhetők, akkor a 
tétel az imént bebizonyítottál azonos. Ha azonban a vizsgálandó 
sokaságban foglalt függvények nem rendezhetők sorozatba, a tétel 
még csak bebizonyítandó.

Tegyük tehát fel, hogy egy bizonyos sokaságból nem lehet oly 
véges számú függvényt kiválasztani, melyeknek a többiek lineáris 
kombinácziói. Ekkor válaszszuk ki a sokaságból annak tetszőleges 
ú j függvényét; továbbá legyen F, a sokaság egy oly függvénye, 
mely nem állítható elő az A, új alakban, hol Ai az x tx% . . .  xn va­
lamely homogén egész függvénye; F3 legyen a sokaság egy oly 
függvénye, mely nem állítható elő az

alakban; ú j legyen a sokaság egy oly függvénye, mely nem állít­
ható elő az

A j ú j + A 2ú 2 -)- A 3Ú3

alakban; s i. t. Feltevésünk értelmében az

Ú j,  Új , Ú3 , . . .

sorozat határtalanul folytatható, noha egyetlen egy függvénye sem 
fejezhető ki mint az őt megelőzőknek lineáris kombinácziója. De 
ez ellenkezik a 3) alatti tétellel. Tett feltevésünk tehát nincs meg­
engedve, hanem a kimondott tétel minden sokaságra érvényes.

Az e lőbb i jeg y z e tb e n  em líte tt m ó d o sítá so k  e  té te ln é l  is m eg  v a n n a k  

en g ed v e .
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III.

5. Az invariáns-elméletben az adott

f a), f » t . . . .  fik)

alakrendszer együtthatói határozatlanoknak tekintetnek s az inva­
riánsok e határozatlanoknak bizonyos homogén egész függvényei. 
A 4) alatti tétel értelmében tehát a rendszer invariánsai közt kell 
oly véges számú

h  > *2 > ■ • Ö; j • • •> lm

invariánsnak léteznie, melyekből a többiek

t  i — ■4-1l'i +  ̂ -2*2+ ’ • ' +-^A*A  + ------H-Ambn

alakban fejezhetők ki, hol az d/,-k az alakrendszer együtthatóinak 
homogén egész függvényei.

Sőt az Ai,-k oly Bh-kalpótolhatók, melyek épúgy mint az inva­
riánsok, az alakrendszer minden egyes alakjának együtthatóiban 
külön-külön homogének.

Ugyanis legyenek

i, i] > i%> • • •} ih > ■ • im

pusztán mint fW együtthatóinak függvényei rendre

r tv» /v* ív», /y>> ' 1 j • • • > wa» •••» ' m

fokúak. Akkor bármelyik Ah az

Ah—ah+ßh+rh

alakban írható, hol ah az f{ h együtthatóiban r—ru fokú tagok ősz- 
szege, ßh az ugyanazon mennyiségekben magasabb mint r—fu fokú 
tagoknak összege, yu pedig az alacsonyabb fokú tagok összege. Ily 
módon

i =  a1il -\~a<lhß~ " •  + « m i m +

+  ßlh~\~ßihA m ' • ‘ + / ? m i m  +

+  -------órTmim-

Az első sor tagjai f\i) együtthatóinak r-ed fokú homogén függ­
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vényei, ellenben a második és harmadik sor tagjai e mennyiségek­
ben mindannyian magasabb illetve alacsonyabb fokúak. Ennél­
fogva

Í =  axix t t2i )  +  • • • +  « m im  )

s a második meg harmadik sor külön-külön eltűnik.
Az Ah-kát ily módon sikerült oly a^-kkal pótolni, melyek fű  

együtthatóiban a kivánt szerkezetűek.
Ha a leírt átalakítást először f {1) együtthatóira vonatkozólag, 

azután a nyert kifejezésben f {i) együtthatóira vonatkozólag, s i. t. 
rendre elvégezzük, utoljára oly

Bp., +  • • • +  Bhih +  • • • -\-Bmim 10)

előállításhoz jutunk, melyben a-B/rk minden egyes fii) együtthatói­
ban külön-külön homogének.

De átalakításunkban még tovább is haladhatunk s a Bh-kat 
invariánsokkal pótolhatjuk a nélkül, hogy a képlet helyessége 
megszűnnék.

Ugyanis helyettesítsük (10) alatt az adott
/■dl, /W, . . . ,  f ih)

rendszer együtthatóit az
«11 « 1 2 « 1 3

«21 « 2 2 « 2 3

«31 « 3 2 « 3 3  1

determinánsú helyettesítéssel transzformált

rendszer együtthatóival. Az eredeti rendszer ih invariánsai helyébe, 
akkor

aPki),

alakú szorzatok lépnek, hol ph az %-nak úgynevezett indexe.
A 10) alatti képlet tehát a következőbe megy át

hol
aPi=aJt>>B1 (fa) it+aP>Bt (fa) -------\-av™Bm (fa)im,

Biifa), Bitfa), . . . , B m(fa)
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azokat a kifejezéseket jelentik, melyekbe 

Bi > By, , Bm

a mondott helyettesítésnél átmennek.
Erre a képletre p -szer alkalmazván az I) alatt vizsgált Qa mű2 

veletet, leszen

íil [aP] . i=í%{<#'Bl(fa)) . i. +  ü l {aV'Bpfa)} +

-\-íia [(t̂ mBm(fa)) .im„ . .1 j.., . • ■ 7 ' , •

s ha még a zérustól külömböző

N p = ß Pa{aP)
számmal osztunk, akkor

* ==̂ 1*1+ 4*2+ • • • • ■ • +  Iliim 11)
hol

Ip — Vt &a {aPhBkifa))
J . \ p

az 1) alatti tétel értelmében invariáns.
A 11) alatti képlet a 10) alattihoz teljesen hasonló, csakhogy 

benne a Bp-k helyett az Ip invariánsok szerepelnek együtthatók­
ként úgy, mint az czélunk volt.

Az B  invariánsok mindegyike az i-hez hasonlóan mint

h  , h> • • •» bra

oly lineáris kapcsolata fejezhető ki, melyben az együtthatók megint 
invariánsok, de alacsonyabb indexüek, mint Iu. Az eljárás ismét­
lésénél az együtthatók mindig alacsonyabb és alacsonyabb indexű 
invariánsok lesznek, míg végre 0 indexű invariánsokat kapunk 
együtthatóknak, azaz puszta számokat.

A nyert képleteket most visszafelé arra használhatjuk fel, hogy 
előbb rendre a fellépett együtthatókat, utoljára pedig magát í-t 
mint

h > • • •> bn

raczionális egész függvényét fejezzük ki.
Ezzel be van bizonyítva, hogy bármely adott
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fO)f ^(2)} ? pk)

alakrendszer összes invariánsai mint bizonyos véges számú

^1 9 ^2 9 • * •? hn

invariánsnak raczionális egész függvényei fejezhetők ki.
Ha az

í j , , . .  . ,  im 1 2)

invariánsok úgy vannak meghatározva, hogy közülök egyik sem 
fejezhető ki mint a többinek raczionális egész függvénye, akkor 
ú. n. alaprendszert képeznek. Akár alaprendszer a 12) alatti soro­
zat, akár nem, mindig teljes invariáns-rendszernek neveztetik.

*

Az I) alatti ÍJa művelet már Clebsch, Gordan és Mertens alak­
tani vizsgálataiban is szerepel. A II. alatti vizsgálatok Dedekind, 
Kronecker és Weber H. arithmetikai vizsgálatai által voltak elő­
készítve. A két disciplina módszereinek egybekapcsolása vezetett a 
teljes invariáns-rendszerek létezésének évtizedek óta hiába kere­
sett általános bebizonyítására.

Kürschák József.
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Dr. Woldemar Yoigt: Kompendium der theoretischen Physik.
In  zw ei B ä n d e n . E rs te r  B a n d  : M echanik  s ta r r e r  u n d  n ic h t i s ta r r e r  K örper, 
W ä rm e le h re .  Leipzig, V eit n . Com p. 1895 . I— X. és 1— 6 1 0 . 1. Á ra 
14 m á rk a .

A k ö n y v  író ja , a  g ö ttin g a i tu d .  eg y e tem en  a  physika  egyik  ism e r t  n evű  
ta n á ra  az e lőszóból k ite tszö leg  azzal a re n d e lte té s se l ír ta  m eg  a  könyvét, 
hogy azok , a k ik  az e lm é le t n é h á n y  k ü lö n le g e s  részével m á r  m e g ism e r­
k e d tek , az  egész e lm é le te t fe lö le lő  á tte k in té s t  sz e re z h esse n ek  be lő le . Az 
evégből szü k ség es rö v id ség e t azá lta l vélte  c zé lsze rű en  e lé rh e tő n e k , hogy 
az e lm é le tn e k  részle tes, k iv á lt  ped ig  k ü lö n le g e se n  m a th e m a tik a i  te rm é ­
sze tű  a lk a lm azása it m e llő zze  s b e h a tó b b an  c sak  az á lta lá n o s  physikai 
je le n tő ség ű  p ro b lém ák a t tá rg y a lja .

Ez az  e lső  k ö te t h á ro m  fő ré sz re  van o sz tva , a  következő c z ím ek k e l: 
m ere v  te s te k  m ec h an ik á ja , n e m -m e re v  te s te k  m ec h an ik á ja , h ő ta n .  Az első 
rész  nég y  fe jeze tbő l á l l : I. E g y  anyagi p o n t m o zgása . II. A n y ag i p o n to k  
re n d sz e ré n e k  m ozgása. III. M erev  tes tek  m o zgása . IV. A p o ten tiá l-fü g g - 
vények . A  m áso d ik  rész  ö t  fe je z e tre  oszlik : I. N em -m erev  te s te k  n y u g v á­
sá n a k  és m o zg ásán ak  a la p -eg y e n le te i. II. H y d ro s ta tik a . III. Id eá lis  fo lyadé­
kok  d y n a m ik á ja . IV. R u g a lm a ssá g  és a k u s tik a . V. Belső sú r ló d á s  és ru g a l­
m as u tó h a tá s . A h a rm a d ik  ré s z  k é t fe jeze te t foglal m a g á b a n : az  első a 
h ő n e k  és m e c h a n ik a i e ré ly n e k , a  m ásod ik  a  h ő n e k  és c h e m ia i  e ré ly n ek  
egy m ásb a  a la k u lásá ró l szól. (I. T h e rm isc h -m e c h a n isc h e  U m se tzu n g e n .
II. T h e rm isc h -c h e m isc h e  U m se tzu n g en .)

M indegyik  rész  u tá n  i ro d a lm i szem elvény  v a n  c sa to lv a : könyv-jegyzék  
és a  szöveg közé  jeg y zett id éz ő  szám ok a la t t  a  fo rrás -m ű v ek  cz ím ein ek  
so ro za ta  sze rző ik  nevével, m e g je le n é sü k  h e ly év e l és k ö zzé té te lü k  év szám á­
val. Az első  ré szh ez  118 id éző  szám  ala tt, a  m áso d ik h o z  111 a la t t,  a  h a rm a ­
d ik h o z  75  a la t t  van, egy-egy id éző  szám  a la t t  h e ly e n k in t tö b b  köz lem én y  
te ljes m eg je lö lése  is csato lva.

A  m e c h an ik á v a l fog la lkozó  k é t rész  k ite rje szk e d ik  a m a z  a n a ló g iák  
.n ém ely e ire  is, a  m elyeket p h y s ik a i je len ség ek  n é m i m e c h a n ik a i é rte lm ező -
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sé re  ed d ig e lé  fe lá llíta n i s ik e rü lt. I ly en  tá rg y ú a k  a k ö v e tk e ző  c z ik k e ly e k : 
Az első  ré szb en  : § 8 . K o nserva tive  W e c h se lw irk u n g e n  a llg e m e in e r  A rt. 
D as W . WEBEidsche G ru n d g e se tz . § 9 . D er Satz v o m  V i r ia l ; k in e tisch e  
T h e o r ie  d e r  G ase u n d  L ö su n g en . § 10 . W e ite re  A u s b ild u n g  d e r k in e t i ­
s c h e n  T h e o r ie ; d ie  m itt le re  W e g lä n g e  d e r  M oleküle. I n n e re  R e ib u n g , 
ad ia b a tisc h e  E rw ä rm u n g , E ffusion, D iffusion . § 11. W e ite re  A u sb ild u n g  
d e r  k in e tisc h en  T h e o r ie  ; das  G esetz  d e r  V e rte ilu n g  d e r  G esch w in d ig k e i­
te n . § 12. Die G le ic h u n g e n  von Hamilton u n d  Lagränge. G yklische S ystem e. 
§ 18. Gyklische S y s tem e , w e lch e  s ta r r e  K örper e n th a l te n .  Maxwell’s 
T h e o r ie  d e r  E le k tro d y n a m ik . A m á so d ik  ré szb e n  : § 8. D as G le ich g ew ich t 
■der E le k tric itä t in  e in e m  L eite rsy s tem . § 12. G ru n d g le ic h u n g e n  fü r  d ie  
B e w e g u n g  im p o n d e ra b le r  F lu id a  in n e rh a lb  p o n d e ra b le r  K ö rp e r. S trö m u n g  
v o n  W ä rm e  o d e r  E le k tr ic itä t in  e in e m  L eite rsy s tem  u n d  v e rw an d te  
E rsc h e in u n g e n . § 13. D ie B e w eg u n g  im p o n d e ra b le r  F lu id a  in n e rh a lb  
p o n d e ra b le r  K ö rp e r ;  a llg em e in e  S ä tze  ü b e r  d e n  s ta tio n ä re n  Z u s tan d . 
§ 14. D ie B e w e g u n g  im p o n d e ra b le r  F lu id a  in n e rh a lb  p o n d e ra b le r  K ö r­
p e r  ; a llg em e in e  S ä tz e  ü b e r  d e n  v e rä n d e r lic h e n  Z u s ta n d . D iffusion. § 3 2 . 
E b e n e  W ellen  in  e in e m  u n e n d lic h  e la s tisc h e n  u n d  a b s o rb ire n d e n  M ed ium . 
§ 33 . B e z ie h u n g e n  z u r  T h eo rie  d e s  L ic h tes . § 34 . M e d ien  o h n e  in n e re  
K r ä f te ; m e c h a n isc h e  A n a lo g ie  zu  d e n  G le ich u n g en  d e s  e lek tro -m a g n e ti-  
s c h e n  F e ld es . Ez az  u to lsó  ú jab b  k e le tű  (W ied . A n n . 1 8 9 4 .) és m ag a tó i a  
sze rző tő l szá rm azik . A  k é t m e c h a n ik a i ré sz n e k  m in te g y  ö tö d é  van e ze k b en  
a  tu d o m á n y  k ö lté sz e té n e k  szen te lve . —  A  p o ten tiá l-fü g g v én y rö l szóló fe je ­
z e t k ite rjeszk ed ik  a  k ü lö n b ö ző  e le k tro m o s  és m á g n e se s  á llap o to k ra  is, 
id eé r tv e  az in flu á lt d ie le k tro m o sság o t és m ág n esség e t, a  pyro- és p iezo- 
e lek tro m o sság o t s  az  e le k tro -m á g n essé g e t i s ; to v áb b á  a  MATHiEU-től 
m áso d ik  p o ten tiá l- fü g g v én y n e k  n e v e z e tt  fu n c tio v al is  foglalkozik. N em  
tek in tv e , hogy a  m u n k a  a  kü lö n leg es te rm é sz e tű  tá rg y a lá so k tó l e lő re  k i ­
tű z ö t t  e lvszertíséggel tartó zk o d ik , tá rg y  te k in te té b e n  fő k ép  ezek azo k  a  
te rü le te k , a  m e ly e k k e l a  k é t első rész  m á s  k isebb  te r je d e lm ű  á lta lános t a r ­
ta lm ú  m ec h an ik a i m u n k á k tó l  k ü lö n b ö z ik , a  m i a  m u n k a  egészére  n ézv e  
a  tu d o m á n y  a n y a g á n a k  ú jsze rű  re n d s z e rb e  fog la lását é s  b izonyos ú ja b b  
k e le tű  ré sz le tek  b e c sa to lá sá t je le n ti.

A ddig , m íg  a  k é t  m e c h a n ik a i ré sz  k ü lö n b ö ző  p h y sik a i je le n ség e k  tá rg y a ­
lá s á ra  is k i-k ite rje szk ed ik , add ig  a  h a rm a d ik  részből, a  h ő tan b ó l, k im a ra d ­
ta k  n ém ely  ré sz le te k , am e ly ek  a  th e rm o -d y n a m ik a i m u n k á k b a n  m á r -m á r  
sz in te  egészen  o t th o n o s sá  kezd tek  v á ln i, a  m ilyen  p. o. a  m ág n e se s  in d u c tio -  
n a k  s az e le k tro m o s á ra m lá sn a k  th e rm o -d y n a m ik a i e lm é le te ; ta lán  a  m u n k a  
m áso d ik  k ö te té b en  fo g u n k  velük  ta lá lk o z n i. E zek h e ly e tt  a zo n b an  o tt  t a ­
lá lju k  a  ru g a lm as  te s te k  s a  th e rm o -d y n a m ik a i h a tá so k  á lta lá n o s  re n d sz e rb e  
fog lalt tá rg y a lásá t —  § 6 . M ech an isch e  W ä rm e th e o r ie  fü r  e lastisch e  K ö rp e r.
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§ 7. T h e rm isc h e  D ila ta tion . A d iab a tisch e  D e fo rm a tio n , —  és a  chem iai 
fo lyam atok  b e h a tó  á lta lán o s je l le g ű  th e rm o -d y n a m ik a i  tá rg y a lá sá t.

A m i a tárgyalások m ódjának  közös je llem -vonását illeti, ez különösek­
ben  az általánosságok czélszerű fokozásában és az  egyes rész le teknek  tel- 
hetőleg szoros egymáshoz rende lésében  ny ilvánul. Például a n e m  merev 
testek m echan ika i egyenleteibe a test-partiku lák ra  forgatólag h a tó  szabad 
erőket is vezet be s később e rre  az álta lánosításra  alapítja az elektro­
m ág n est té r  MAXWELL-HERTZ-féle egyenleteinek m echanikai an a lo g o n ja it; 
a  folyékony testek  m echanikájában  a nyom ást nem  kizárólag a sű rű ­
ség függvényeként jelöli m eg, de  tekintettel a  hőfoknak esetleges térbeli 
variatiójára, a  sűrűségen kívül is függni engedi a  nyomást a coordináták- 
t ó l ; a  hő terjedés elm életét a  rugalm as tes tek b en  nem  m egfordíthatóan 
végbem enő folyam atok általános elm életére a lap ítja  stb. I tt  megjegyzem, 
hogy an n ak  is köszöni a könyv az t a rövidséget, a  m elyet az eléje tűzö tt és 
fent jelzett czél m egkívánt, hogy  a  m athem atikai m egállapítások keresz­
tülvitelében a  lehetőségig k iaknázza azokat az összefüggéseket, a  m elyek a 
különböző részletek  m athem atikai tartalm a közt je lentkeznek s eltekintve 
attól, hogy a rugalm asságnak  egy kis m olekuláris elm életét is előadja (a 
m erev testek  m echan ikájában), m inden d iscip linának  egyféleképen való 
tárgyalására szorítkozik, m inélfogva módszer do lgában  nem is com pendium  
term észetű  a  könyv és pedig a n n á l kevésbbé, m e r t  a szerző tudom ányos 
eredetisége nagy  súlylyal érvényesü l benne s nem csak  az ő iroda lm i m űkö­
désének specialis te r é n : a rugalm asság i elm életekben , de egyebü tt is, m int 
pl. a  capilláris tünem ények elm életében .

Ez az e re d e tisé g  azok közé ta rto z ik , a m ely ek  tá rg y a ik  é rd ek esség én ek , 
ső t belső  é r té k é n e k  is az e m e lé sé re  s ta r ta lm u k  fe jlesztésére  szo lgálnak , 
jó lle h e t fo rm ális  tév ed ések tő l s e m  m en tesek . E g y  lap su sra , a  m e ly  eb b en  a 
m u n k á b a n  e lő fo rd u l, m ás a lk a lo m m a l m á r re á  m u ta t ta m .*

Egy másik, amely szemembe ötlött, szabad felületű folyadékok mozgás­
tanának a tárgyalásában (II. Th. III. Kap. § 15) esett meg; noha kisebb 
elentőségű, talán még sem lesz érdektelen, ha legalább a mibenlétére 
reá mutatok: a sebességi componenseknek a CLEBSGH-féle substitutiójából 
indul ki.**

dF , tTdG dF , „ dG dF , „ 5 Gu =  ^ + Hd- ,  v = Wi- +H ^ , w = - ^ + H - w .dx

* Math. Phys. Lapok IV. k. 7. 1.
** CLEBSCH-nél F, G} H  helyén <p, rp. m  áll. Crelle-Journal 56. kötet.
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D e az F, G, H fu n c tió k  eg y en le te it a  CLEBSCH-étől kü lö n b ö ző  m ó d o n  
v eze ti le, h a sz o n ra  fo rd ítv án  az ö rv é n y -v o n a lak n a k  (W irb e llie n ie n )  m á r  
e lő b b  le tá rg y a lt e lm é le té t . L átszó lag  a r r a  a  k ö v e tk ez te té sre  ju t,  hogy G és 
H co n stan to k k a l eg y en lítv e , az ö rv é n y v o n a lak  t id ő p o n ti eg y en le te it s z o l­

g á lta tják , m inélfogva a z tá n  és e ltű n n i tartoznak, m ert a folyadék­

ré szecsk ék  az ö rv én y v o n alak k a l m o zo g n a k . E n n ek  a z o n b a n  nem  o k v e te t-  
le n ű l  ke ll így le n n ie . M ellőzve e h e ly e n  az  á lta lános d iscu ss ió t, c su p á n  egy 
ig e n  egyszerű  p é ld á ra  u ta lo k . M ikor u=sy, v= — sx, w=0, a  ho l s con -

s ta n s t  je len t, b e v á ln ak  F= 0, G=  a rc  tg  ~ , H=£(x*+yí>), és igaz, h o g y  

! de  -rő l n e m  igaz, hogy = 0 .  G im én ti k ife jezé se  he lye tt h a s z ­

ná lh a tó  G =  arc  tg x
y —et i s ; e r rő l  m á r  áll, hogy

dG
dt = 0 .  M egfele lnek

to v á b b á  F— 0 , G =  —  
V

H=sy‘\  de sem  e G, sem  e H  teljes időderiva-

tu m a  n em  tű n ik  e l s tb . Szerzőnk  te h á t  látszólag tö b b e t  bizonyít, m in t  
a  m e n n y it  kellene : a z t  kell k im u ta tn i ,  ho g y  a beváló  G és H függ v én y ek  
k ö z t van  olyan, m ik é p  teljes v á ltozási seb ességük  fo lyvást e ltű n ik , n e m  
p e d ig  azt, hogy e  változási seb esség ek  m in d eg y ik én ek  an a ly tik a i sz ü k sé g e s­
ség g e l el kell tű n n ie .  A  k ö v e tk ez te tés  az  ö rv én y v o n alak  seg ítség ű lh ív ása  
n é lk ü l is igen  eg y szerű  analysis re n d jé n  e jth e tő  m eg  . . .

A  szövegezés szabatossága m ajd n em  azon a színvonalon van, m in t 
K irchhoff előadásaiban és nem  tek in tve  bizonyos kifejezések szinte m e g ­
egyezésszerű pontatlanságát (pl. az energ ia  növekedése időegységben vagy 
m ég rövidebben az energia növekedése e h e ly e tt: az idő-egységre szá­
m íto tt energia-növekedés, vagy az energ ia  változási sebessége), főkép 
ném ely  alap-fogalm ak difinitiója k ifogásolható; felületesek pl. a  töm eg, erő, 
hőfok definition

Ig en  becses k iegész ítő i a m u n k á n a k  az irodalm i ú tm u ta tá so k , á m b á r  
n e m  m in d ig  eg észen  a laposak . P l. a  folyékony te s te k  m o z g á s - ta n á b a n  a 
seb esség i p o ten tia l fo g a lm án ak  b ev eze té sén él, a  th e rm o -d y n a m ik á b a n  a  
sz a b ad  en erg ia  fo g a lm án a k  a  b e v ez e té sé n é l c su p án  HELMHOLTZ-ra h iv a tk o ­
z ik , h o lo tt e fo g a lm ak  m a th e m a tik a i ta rta lm a , az e lső é  Lagrange- tó i, a 
m áso d ik é  MAssiEu-től szá rm azik .

A m unka m egértéséhez aligha szükséges több készültség, m in t K irch- 
hoff előadásainak a m egérté séh ez : a  felhasznált m athem atika i d isciplinák 
alapjainak az is m e re te ; ezzel felszerelve m indenki jó l eligazodhatik ra jta , 
csak, ha  még m athem atikai physikával behatóbban n em  foglalkozott, r e n d ­
szeresen tanulm ányozza, a m it m egk ivánnak  azok a  kapcsolatok, a m elyek
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a  k ü lö n b ö ző  fe jeze tek e t egym áshoz re n d e lik .  Akik m á r  a  tárg y h o z  eg y e tem i 
c u rsu so k  re n d jé n  h o zzá fé rh e ttek , a zo k  sze rz e tt ism e re te ik n e k  esetleg  m á s  
fo rm á k b a n  való k é sz le tb e n ta r lá sá ra  ille tő leg , egy első fo k o n  való k iegész í­
té s é re  kü lö n ö sen  jó  s ik e rre l  h a sz n á lh a tjá k  a  könyvet, ső t ném ely  b e n n e  
fo g la lt á lta lán o sítá so k , m ó d sz e rtan i é s  tá rgybeli ú jsz e rű sé g e k  s a  k ö v e te tt 
r e n d s z e r  a  k ép eze tt s z a k e m b e r é rd e k lő d é sé re  is szám o t ta r th a tn a k .

F. Gy.

FELADATOK.

27 . Bizonyittassék be a következő tétel:
Ha valamely kúpszelet körülírt háromszög A, B, C szögpontjainak 

projekcziói a kúpszelet tetszőleges D pontjából a kúpszeletre Au Blt C1 
és a BC, CA, AB oldaloknak érintéspontjai A', B' C ; akkor

(Al Bl (\ D) A  (A! IV C D).
(Klug.)

*

28 . Adott derékszögű parallelepipedonba adott nagyságú szabályos 
oktaéder írandó.be, azaz úgy helyezendő el, hogy mindegyik szögpontja 
a parallelepipedon egy-egy síkjában feküdjék. Megvizsgálandó, hogy e 
problémának mikor van megoldása és hogy a megoldások száma tekin­
tetében minő eshetőségek foroghatnak fenn.

(Kürschák.)

2 9 . Az A, B, C, P, Q pontok megadatván, szerkesztessék három kúp­
szelet úgy, hogy az első a B, C, P, Q-, a második a C, A, P, Q-, a har­
madik az A, B, P, Q pontokon menjen át és egyszersmind kettenként 
érintsék egymást az A, B illetőleg C pontban.

(Vályi.)
*

30 . Adva van valamely ellipszis és ennek egy tetszőleges húrja. Meg- 
szerkesztendők e hurt érintő körök közül azok, a melyek az ellipszist 
kettősen érintik.

(SzÉPRÉTHY.)
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22. Bizonyittassék be a következő tétel. Ha az {A, AJ, (B, BJ, ( C, CJ, 
{D, DJ pontpárok valamely kúpszeletre konjugált párok, akkor az 
[{AB, CD), (A1Dl, BtCJ], [{AD, BC), {A1B1, C ID J ]  pontpárok ugyané 
kúpszeletre nézve egy időben konjugált vagy nem konjugált párok. 
( H a  A=C1, B=Dt , C=A, D=B, a k k o r a  k é t  u t o l s ó  p á r  ö s s z e e s i k  é s  H e s s e  

e g y i k  t é t e l e  a l a p j á n  m i n d i g  k o n j u g á l t  l e s z . )  ( K l u g . )

Első megoldás Szépréthy Béla főreáliskolai tanár úrtól Brassón.

J e l ö l j ü k  a z  A, B, C, D p o n t o k n a k  a z  a d o t t  k ú p s z e l e t r e  v o n a t k o z t a t o t t  

p o l á r i s a i t  r e n d r e  a, b, c, d - v e l ,  é s  l e g y e n  r ö v i d s é g  k e d v é é r t :

{AB, CD) =  E {AD, BC) =  F 
{A1D1,B 1CJ =  E1 (A& , C,DJ =  F,

[a, b) =  X ( c ,  d) =  Y
{a, d) =  Z {b, c) =  U,

a k k o r  l e s z e n
{ X , Y ) = e ,  { Z , U ) = f

a z  E, i l l e t ő l e g  F p o n t n a k  u g y a n é  k ú p s z e l e t r e  v o n a t k o z t a t o t t  p o l á r i s a i .

A z  Alt Blt C,, D, p o n t o k  a z  abcd n é g y o l d a l  o l d a l a i n  f e k ü s z n e k  é s  o ly  

n é g y s z ö g e t  a l k o t n a k ,  a  m e l y  e  n é g y o l d a l b a  b e  v a n  ír v a .

H a  f ö l t e s s z ü k ,  h o g y  a z  E é s  E, p o n t o k  k o n j u g á l t  p ó l u s o k ,  v a g y i s ,  h o g y  

a z  I Y  p o l á r i s  e g y i k  p o n t j a ,  a k k o r  e z  a z  E1 p o n t ,  m i n t  a z  A1Dl , B1C1 
é s  Z Y  e g y e n e s e k  k ö z ö s  p o n t j a ,  a z  AJfX  é s  D, C, Y h á r o m s z ö g e k  p e r s p e k -  

t i v  c z e n t r u m á n a k  t e k i n t h e t ő ,  a  {Z, U) =  f  e g y e n e s  p e d i g  a  m e g f e l e l ő  p e r -  

s p e k t i v  t e n g e l y n e k ,  a  m e l y e n  —  a z  F p o n t  p o l á r i s á n  —  a z  A1Bl é s  C1D1 
m e g f e l e l ő  o l d a l p á r  F1 m e t s z é s p o n t j á n a k  k e l l  f e k ü d n i e ,  a  m i b ő l  n y i l v á n ­

v a l ó ,  h o g y  a z  F é s  F1 p o n t o k  e b b e n  a z  e s e t b e n  s z i n t é n  k o n j u g á l t  p ó l u s o k .

H a  e l l e n b e n  E é s  E, n e m  k o n j u g á l t  p ó l u s o k ,  é s  íg y  a z  Et p o n t  a z  e 
p o l á r i s o n  k í v ü l  f e k s z i k ,  a z  e m l í t e t t  h á r o m s z ö g e k  n e m  p e r s p e k t i v  f e k v é s ü e k
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és F1 n e m  is fek lie tik  az  f  egyenesen , vagy is n e m  le h e t  F - n e k  kon ju g ált 
pó lusa , és ezzel a n n a k  a  té te ln ek  h e ly e sség e , hogy e p o n to k  egyszerre 
k o n ju g á lta k  vagy n e m  k o n ju g á ltak , ki v a n  m u ta tv a .

Második megoldás Kürschák műegyetemi magántanártól.

1. L eg y en

ak k o r

a =AB, b =CD, c=BC, a- III b tu

a’-C .D ,, b'^Afi,, c'^D.A,, d'=B1C1

III B =ca, C=bc, J) =bd.
A=b'c', yinoT CjEEa’d', D^c'a',

a  b e b iz o n y íta n d ó  té te l  p e d ig  így fo g a lm az h a tó  :
Ha az

(ad, b'c'), (be, a'd'), (bd, c'a'), (ca, b'd'), (cd, a'b'), (ab, c'd')

pontpárok közül négy valamely kúpszeletre nézve konjugált, akkor a 
többi kettő ugyane-i're a kúpszeletre nézve egyszen'e konjugált vagy nem 
konjugált.

2. E  té te l a n a litik a i leveze tésénél a  folyó hom ogeft p o n tk o o rd in á tá k a t

xv x2, xs

-m ai je lö ljü k , a  folyó h o m o g e n  v o n a lk o o rd in á tá k  legyenek

n,, u2, ua,
valam ely  a d o tt i eg y en es k o o rd in á tá i p e d ig

*1 > *2> *8"

A h á ro m -h á ro m  e g y en e s  k o o rd in á tá ib ó l a lk o to tt

*1 *2 *3
(ikl)= k, ks ks 

1} l-í 1-3
a lak ú  d e te rm in á n so k  k ö z t a  következő k a p c s o la t  ism ere te s

(kim) ( i n p ) - f ( í im )  (knp) + (ikm) (lnp)—(ikl) (mnp).

H a  ugy an is

( 1 )
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h 2̂ h 0

K K K 0

K K h 0

ml m 2 m3 0

h h (inp)
K K K (knp)
h Is K (Inp)
m1 m, ms (mnp)

d e te rm in á n s  első h á ro m  o sz lo p á t re n d re

nsPs~nsPs> ns P —^ p , ,  n1p i—nt p l 
-gyei m egszorozva  h o z zá ad ju k  az u to lsó h o z , a k k o r

=  0

k é p le te t  n y e rjü k . E bbő l a  szó b an  forgó a zo n o sság  úgy a d ó d ik  k i, hogy  b a l­
o ld a lt az  u to lsó  oszlop e le m e i sz e rin t k ife jtü n k  s az u to lsó  ta g o t  á tviszszük 
a  jo b b o ld a lra .

3 . V a lam ely  a d o tt abcd teljes négy  o ld a l szö g p o n tja in ak  eg y en lete i a 
b e v ez e te tt je lzés é r te lm é b e n

(adu)— 0. (bdu) =  0 , (cdu)—0, (bcu)=0, (cau)=0 , (abu)=0.

Az egy egyenesen ln3 három szögpont egyenletei között lineár kap­
csolat áll fenn ab b an  az  é rte le m b en , h o g y  az  egyen letek  b a lo ld a la in ak  
b izonyos állandó tén y e ző k k e l való sz o rz a ta in a k  összege a z o n o s a n  e ltű n ik .

E  l in e á r is  k ap cso la to k a t az  (1) a la tti a zo n o sság b ó l úgy k a p h a t ju k  m eg, h a

i, k, l, m, n, p 

h e ly é b e  re n d re  a k ö v e tk e z ő k e t h e ly e tte s ítjü k

b, c, d, a, a, u;
c, a, d, b, b, u ;
a, b, d, c, c, u; 
a, b, c, d, d, u.

L eszen
(cad) (abu)— (abd) (cau) — (abc) (adu) = 0  

(abd) (bcu)— (bed) (abu)— (abc) (bdu)—0 
(bed) (cau)-— (cad) (bcu)— (abc) (cdu)=0 
(bed) (adu)+(cad) (bdu)+(abd) (cdu)=0.

(2)

E g y é b irá n t az u to lsó  egy en lő ség  m á r  az  e lső h á ro m n a k  k ö v e tk ezm én y e .
4. H a  k é t teljes n ég y o ld a l, abcd és a’b'c'd1 v an  adva, a k k o r  az



MEGOLDOTT FELADATOK. 12 9

(ad, b'c'), (be, a'd'), (bd, c'a'), (ca, b'd'), (cd, a'b'), (ab, c'd')

p o n tp á ro k  egyen le te i

(adu)(b'c'u)—0 (beu) (a'd'u)=0
(bdú) (c'a'u)—0  (cau) (b'c'u)—0 (3)
(iedu) (a'b'u)— 0  (abu) (c'd'u)—0.

E hat egyenlet közt linear kapcsolat áU. fenn az  e lő b b  m eg á lla p íto tt 
é r te le m b e n .

H a  u g y a n is  a  (2) a la tti  első h á ro m  egy en le te t r e n d re  m egszorozzuk

(bed) (c'a'd') (a'b'd1) (b'c'u)
(cad) (a'b'd') (b'c’d') (c'a’u)
(abd) (b'c'd') (c'a'd') (a'b'u)

-val és ö sszead u n k , a k k o r  :

(bcd)(b'c'd'){(abd)(c'a'd') (cau)(a'b'u) —  (cad)(a'b'd')(abu)(c'a'u)}
+  (cad)(c'a'd') {(bed)(a'b'd') (abu) (b'c'u) — (abd)(b'c'd')(bcu)(a'b'u)}
+  (abd)(a'b'd') {(cad)(b'c'd')(bcu) (c'a'u) —  (bed) (c'a'd') (cau)(b'c'u)} —

—  (bed) (abc) (c'a'd') (a'b'd') (adu) (b'c'u) —

—  (cad) (abc) (a'b'd') (b'c'd') (bdu) (c'a'u) —

—  (abd) (abc) (b'c'd') (c'a'd,') (edu) (a'b'u) =  0.

Egy h a so n ló  m áso d ik  e g y en lő ség e t n y e rü n k , h a  abed-1 és a'b'c'd'-1 
eg y m ássa l fe lc se ré ljü k . A k é t eg y en lő ség  összege m á r  is a  k erese tt l in e a r  
k a p cso la to t ad ja  m eg , m ely  a k ö v e tk ező  :

(bed) (abc) (c'a'd') (a'b'd') (adu) (b'c'u) +
+  (cad) (abd) (b'c'd') (a'b'c') (beu) (a'd'u) +
+  (cad) (abc) (a'b'd’) (b'c'd’) (bdu) (c'a'u) +
+  (abd) (bed) (c'a'd') (a'b'c') (cau) (b'd'u) +   ̂ '
+  (abd) (abc) (b'c'd') (c'a'd') (edu) (a'b'u) +
+  (bed) (cad) (a'b'd') (a'b'c') (abu) (c'd'u) =  0.

5. A n n a k  fe lté te li egyenlete , h o g y  egy p o n tp á r  v a la m e ly  adott k ú p s z e ­
le tre  nézve  k o n ju g á lt legyen , ig en  h a so n lít  m ag ára  e  p o n tp á r  eg y en le té re . 
H ogy  u g y a n is  a

Pi< Pf Pz : Pi> Pí> Pz
p o n to k  az

a , i  x\+a „ , a ; | + a 33 xl+Va^ xt as3 +  2 a 31 as3 a * + 2 alt x1 s c ,= 0  

k ú p sz e le tre  nézve  k o n ju g á ltak  leg y en ek , a n n a k  fe lté te li egyenlete

M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 9
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{p,  P'} =  «it Pi Pi +  ai, Pl PÍ+aS3 Ps Pá+«,3 (P, Ps+Pa PÍ) +
+  «3, (Ps PÍ+PiPs)+«ia (PtPá+P, PD=0-

M ag án ak  a  p o n tp á rn a k  e g y en le te  ped ig  k ife jte tt  a lakban

Pl p'i K  + p 2 $  w* +í>, pá «3 +  (P, Ps + P , Pi) m3 +
+  (Ps PÍ+Pi Pá) «3 «1  +  (Pi Pá+Pa Pl) «1  Ms= 0 .

A sz ó b a n  forgó  fe lté te li e g y e n le t te h á t a  p o n tp á r  eg y en le té n ek  k ifejtett 
a lak jáb ó l e g y sz e rű e n  úgy k é p e z h e tő , hogy

u\, ul, m | ,  u2 u8, usu1, uxu2

h e lyébe  r e n d re  a  kú p sze le t e g y e n le té n e k  e g y ü tth a tó i t  írjuk.
E n n élfo g v a , h a  b izonyos

pp\ qq\ ■ ■ •
p o n tp á ro k  eg y en le te i közt v a la m e ly  lin eá r k a p c s o la t  áll fenn , a k k o r  e  k ap ­
cso lat m eg lesz  a n n a k  a  fe lté te li egyen letek  k ö z t is, hogy e p o n tp á ro k  vala­
m ely  a d o tt  k ú p sz e le tre  n ézv e  k o n ju g á ltak  leg y e n e k .

H a  e  m eg fo n to láso k a t a z  e lő b b  v izsgált h a t  p o n tp á rra  a lk a lm a z z u k , 
ak k o r az

{ ad, b'c' } = 0 ,  { be, a'd' } = 0 ,  { bd, c'a' } = 0 ,  { ca, b'd' } = 0 ,

{ cd, a'b' } = 0 ,  { ab, c'd' } = 0

fe lté te li e g y e n le te k  közt a  k ö v e tk ező  k a p cso la to t ta lá lju k  :

(bed) (abc) (c'a'd1) (a'b'd') {ad, b'c'} +
+  (cad) (abd) (b'c'd') (a'b'c') {be, a'd'} +
+  (ead) (abc) (a'b'd') (b'c'd') {bd, c 'a '}  +

+  (abd) (bed) (c'a'd') (a'b'c') {ca, b'd'} +

+  (abd) (abc) (b'c'd') (c'a'd') {cd, a'b'} +

+  (bed) (cad) (a'b'd1) (a'b'c') {ab, c'd’} = 0 .

H a te h á t  e  fe ltéte li e g y e n le te k  közül nég y  k i v an  elégítve, a k k o r  a  több i 
ke ttő  egy id ő b e n  lesz k ie lég ítv e  vagy nem , m in t  az  be volt b izo n y ítan d ó .
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A  b e n z i n - s z a t u r á t o r .  A  vetítő  k é sz ü lé k  m in d jo b b a n  terjed v én , egy oly 
m e llé k k é sz ü lé k e t k ív án o k  m e g ism e rte tn i, m ely  a v e títé s  h a táso sság át te te ­
m e s e n  fokozza s e g y ú tta l az e lőkész ítést is m eg k ö n n y íti. A  villam os á ra m  
m ég  kevés h e ly e n  á ll re n d e lk ez é sre  s így leg tö b b  h e ly e n  a m észfény  
vagy a  p e tró le u m lá m p a  a  fényforrás. A  p e tró le u m -lá m p a , a k á rh á n y  b e lű  
leg y en , kevés fé n y t ad , m ely  n e m  is e lég  fe h ér és m in d e n  k ö rü lm é n y ek  
k ö z ö tt k e lle m e tle n  szag o t terjeszt.

M arad  te h á t  a  m észfén y , m ely n ek  n y u g o d tság a , n a g y  fényerőssége, szép  
fe h é r  sz íne  és k ö n n y ű  szab ály o zh a tó ság a  k ö n n y e n  fe le d te tik  az e lek tro m o s 
ív lám p a  nag y  fé n y e re jé t . A  ho l v ilág ító  gáz van , o tt c sa k  oxygent kell e lő ­
á llítan i, a  m i o lcsó  an y ag b ó l, v a sre to rta  segítségével ig e n  k ö n n y e n  és g yor-

Benzin-szaturátor. A szaturátor keresztmetszete.

sa n  m egy. De a  h y d ro g é n  fejlesztése v a ló b an  kom oly  ak ad á ly . Egy ó ra i 
v ilág ítá sra  6 0 — 8 0  l i te r  kell belő le s  e lő á llítása  d rá g a  é s  vesződséges^

E zé rt is p ó tlá sá ra  tö b b fé le  éghető  g ő zö k e t fejlesztő k ész ü lé k ek e t h o z ta k  
fo rg a lo m b a. A le g e lte r je d te b b  tá n  a  ScoTT-féle b e n z in  s z a tu rá to r .*  Á m d e

* L. A vetítő készülékek leírása Gruber NÁNDOR-tól. Calderoni és társa  
kiadása 1891.

9*
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ez a  k é sz ü lé k  h a tá ro zo ttan  veszed e lm es, m e r t  o x y g én  és b en z in g ő z  k ev eré ­
kével lév én  telve , n y o m b an  ex p lo d á l, m ih e ly t a  készü lék et a  lá n g tó l  e lvá­
lasztó  b iz to sító  szelep fe lm o n d ja  a  szo lgálato t, a  m i k ö nnyen  m eg e sh e tik . 
Ez o k n á l fogva  jo b b  v issza té rn i az  e red e ti Drummond-féle b e re n d e z é s re  : égő  
gáz g y a n á n t a  h y d ro g é n t h a sz n á ln i,  de  a  fogy asz tást lehe tő leg  c sö k k e n te n i. 
E rre  a  c z é lra  a z tán  igen  jó l  b ev álik  a  s z a tu rá to r  és ped ig  a  k ö v e tk ező  
b e re n d e z é s b e n :

A h y d ro g é n  g azo m éié rt ö ssze k ö tjü k  a  s z a tu rá to r  D csővével, a  C csapo t 
ped ig  a  m ész fé n y  lám p a  H  csap jáv al, az o x y g én  g ázo m éte r c sa p já t  p ed ig  a 
m észfény  lá m p a  0  csapjával. H a  m o st a  h y d ro g é n t  a  sz a tu rá to rb a  b o csá t­
ju k , á th a la d  ra jta  s b e n z in -g ő zö k k e l telve j u t  a  C csapon á t  a  m észfén y  
lám p áb a , a  h o l  a  fény e lő á llítá sá ra  szük ség es lá n g o t  adja. E z t a  lá n g o t főleg 
a  gyorsan  p á ro lg ó  ben zin  g ő z e i táp lá lják , s  a  h y d ro g é n n ek  jó fo rm á n  csak 
az a  re n d e lte té s e , hogy a b en z in -g ő zö k e t a  s z á tu rá to rb ó l k ih a jtsa . Ily e tén  
összeállítás e se té b en  egy ó ra i fo ly tonos v ilág ítá sh o z  legfölebb 2 0 — 2 5  lite r  
h y d ro g én  k e ll. A fogyasztott g á z  m en n y isé g é n e k  m eg h a tá ro z ása  czéljából 
végzett k ísé r le te im b e n  a  lán g z ó  egy óra a la t t  2 4  l ite r  h y d ro g é n t fogyasz­
tott, m ia la tt  a  h y drogén  és o x y g é n  (j cm . vízoszlop nyom ása a la t t  á llo ttak  ; 
a fény p e d ig  1 3 0  gyertya e rő ssé g ű  volt.

Ily ö sszeá llítá s  m ellett t e h á t  k e ttő s  czélt é r ü n k  e l ; egyrészt a  h y d ro g é n  
fogyasztás m in im á lis , m ás ré sz t p e d ig  a  ro b b a n á s  veszélye el v a n  h á rítv a , 
m in th o g y  az  o x y g én n ek  vagy  lev eg ő n ek  a  s z a tu rá to rb a  való ju tá s a  ki v a n  
zárva.

Gruber.
*

A  l é g k ö r  f e lh a j t ó  e r e j e .  A  m érleg en  e g y en sú ly b a  h o zo tt te s t  lé g k ö r­
beli sú ly v esz teség e  m egváltoz ik , h a  té rfo g a ta  növ ek ed ik  vagy  c sö k k e n , 
an é lk ü l, h o g y  töm ege m eg v á lto zn ék . E zt a  té n y t  a  következő k é t  k ísé rle t 
m u ta tja  m e g : E rős falú  c sa p o s  ed én y b en , p l. a  HERON-féle la b d á b a n  a 
levegőt ö ssze sü rítjü k  és a  c sa p  csövére  v ék o n y  fa lú  k a u csu k  b a llo n t, vagy 
álla ti h ó ly ag o t k ö tünk , m e ly b ő l a  levegőt e lő b b  k in y o m tu k . A z e d én y t a  
m érleg en  eg y en sú ly b a  h o z v án , m eg n y itju k  a  c s a p o t : a  levegő a  hó ly ag o t 
felfújja  s  az  egy en sú ly  n y o m b a n  fe lbom lik . A z e d én y re  h a tó  fe lh a jtó  erő 
n ag y o b b o d o tt, te h á t sú ly a  k iseb b ed ik . —  A  m ásodik  k ís é r le tb e n  az 
edén y b ő l a  lev eg ő t k isz iv a tty ú zzu k  s a h ó ly ag o t felfújva k ö tjü k  a  c sap já ra . 
A csap m eg n y itta tv án , a  h ó ly ag  levegője az  ü r e s  golyóba á ra m lik  s a  h ó ­
lyag ö s s z e h u z ó d ik : ek k o r lá tsz ó la g o s  sú ly n ö v e k ed é s  következik  b e . E h h ez  
a  k ísé rle th ez  b á rm ifé le  p a la cz k o t le h e t fe lh a sz n á ln i, ha  csak  k ív ü lrő l h a tó  
1 légköri n y o m á s t m egbir. A  n y a k á b a  á tfú r t  d u g ó t, ebbe  p ed ig  rö v id  üv eg ­
csövet ke ll to ln i,  m elyre  k is d a ra b  k au csu k cső  v a n  h ú z v a ; a  c sö v e t szo rító ­
csap p al (Q u e tsc h h a h n )  le h e t  e lz á rn i s így fe leslegessé  válik a  fu ra to s  csap .
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H a  a  levegő V2 l ite re s  e d é n y b e n  2 — 3 a tm o sz fé rán y i n y o m ású , s h a  az 
u tó b b i  k ísé r le tb en  2— 3 lite re s  e d én y t h a sz n á lu n k , ig en  k ö n n y ű  1 l ite rn é l 
n a g y o b b  té rfo g a tv á lto zás t, t e h á t  1 g ra m m n á l jóval n a g y o b b  sú ly k ü lö m b ö - 
z e te t  e lőá llítan i.

A  m ásodik k ísérle t ScHULLER-nek következő k ísérletére em lék ez te t: 
A  m érleg  egyik karján  csapos üveggolyó függ úgy, hogy csövének nyílása a 
csészén levő lapos edény fenekéig l e é r ; a  lapos edényben víz van, a  golyó 
pedig légüres. Az ek k én t te rh e lt m érleget egyensúlyba hozván, az egyen­
súly m egbom lik, m ihely t a  csapot m egnyitjuk  s a víz a golyóba felszökik.

B. G.*

A z  e le k t r o s k ó p  h a s z n á l a t á h o z .  A z aranylem ezcs elektroskóp igen 
érzékeny  a  kicsi elek trom os töltések irányában , de az elektrom osság 
n em ét csak akkor áru lja  el, ha  ism ert n em ű  elektrom ossággal van előlege- 
sen m egtöltve. Robinson a  fém házu  elektroskópot igen gyengén megelek- 
trom ozo tt paraffin lepényre állítja, m in ek  az a  következm énye, hogy a 
lem ezkék  gyenge pozitiv tö ltést vesznek fel s á llandóan  széthajlanak. 
A  lem ezkék  jobban  szé thajlanak , avagy összeesnek, a  szerin t, am in t pozi­
tiv vagy negativ tö ltésű  tes t közeledik az elektroskóp gom bjához. —  Lodge 
ugyanezt a  czélt akkén t é ri el, hogy az elektroskóp fém házát, mely m érés 
közben a fődbe szokott levezettetni, vékony drót révén gyengén töltött 
leydeni palaczk belső fegyverzetével helyezi közlekedésbe.

H a  a lem ezkék képe m egfelelő alakú  skálára van vetítve, az elektroskóp 
a  poten tiá lok  közelítő m érésére  is használható .
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Az ephemerisek számításáról.*

N e m  ritk án  é rd e k lő d ik  va lam ely  ég i te s tn e k , k ü lö n ö se n  ü s tö k ö sn e k  p o n ­
to sa b b  helyzete  i r á n t  a  n em  csillagász is, a  ki a z o n b a n  n e m  m in d ig  r e n ­
d e lk e z ik  a  fe lad a t m eg o ld ásáh o z  szü k ség es seg éd eszközökkel s k irő l n e m  
m in d ig  té te le zh e tjü k  fel, hogy é rd ek lő d ése  k ita rtó b b , m in t  a  m eg leh ető s 
te r je n g ő s  szám ítások  k e resz tü lv ite lé re  szü k ség es kedv. E zé rt tá n  so k an  szí­
v e se n  veszik, h a  a  k ö v e tk ező k b en  v a lam ely  b o lygónak  vagy ü s tö k ö sn ek  
tis z tá n  g rap h ik a i h e ly m e g h a tá ro z ásá t ad o m , m ely  m e c h a n ik a i m o d e llb en  
is e lőá llítható , és e z é r t  k iv áltk ép en  a lk a lm a s , hogy a  csillagászok  k o m p lik á lt 
k é p le te in e k  g o n d o la tm e n e té t v ilágossá  tegye.

A  szükséges fo rm u lá k  te rjen g ő sség e  és bon y o ló d o tt vo lta  k ü lö n b e n  
k ö n n y e n  é rth e tő  : h is z e n  a  p á ly a m eg h a tá ro zá s  k é n y e lm es b e re n d e z é se  és a  
b e lő le  lev eze ten d ő  h e ly ze tek  b iz tos m egfigyelése  k ö zö tt szám o s lép és fek­
szik . A m a  kedvező k ö rü lm é n y n é l fogva, hogy b o ly g ó re n d sz e rü n k  leg tö b b  
és leg fo n to sab b  tag ja i, ső t az á lla n d ó a n  h o z zá n k  ta rto zó  ü stö k ö sö k  is az 
ek lip tik á h o z  k evéssé  h a jlo tt p á ly á k b an  m o zo g n ak , p á ly a m eg h a tá ro zá so k b a n  
k iv é te l n é lk ü l az  e k lip tik á ra , m in t  a la p sík ra  tám a szk o d u n k . E rre  v o n a t­

* E lőadatott f. é. feb ru á r hó 17-ki rendes ülésen.
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k o zn ak  te rm észe te sen  a  pá ly aelem ek  is, é s  a  belő lük  lev e ze te tt h e ly m eg ­
h a tá ro z ó k . Á m de a  m eg fig y elésre  az e k lip tik a  re n d sze re  te lje s e n  a lk a lm a t­
lan , m e r t  n e m  v agyunk  k é p esek  rö v id en , k é n y e lm ese n  és e le g en d ő  p o n to s­
sággal k ije lö ln i e le g n a g y o b b  kö rt az é g e n , h o lo tt az seq u a to r, a  m o d e rn  
m egfigyelések  a lap sík ja  b á rm e ly  csillag n ak  n a p i m ozgása  seg ítség év el b á r ­
m ik o r é s  p o n to san  k i tü n te th e tő .  Az e k lip tik á ra  vonatkozó  h e ly ze ti ad a to k  
te h á t  e lső  so rb an  az se q u a to rra  a la k íta n d ó k  á t. De m ég  a k k o r  is  ez ada to k  
a  N ap  k ö zép p o n tjá ra , m in t  k o o rd in á ta  k e zd ő p o n tra  v o n a tk o z n ak , h o lo tt 
n e k ü n k  va lam ely  égi te s tn e k  fe lk e reséséh ez  sa já t m egfigyelő  h e ly ü n k re  tá ­
m aszk o d ó  k o o rd in á ták ra  v an  szü k ség ü n k . A  h e lio c e n tr ik u s  h e ly ze t te h á t 
m á so d so rb a n  g e o c e n tr ik u ssá  v á lto z ta tan d ó  á t, m íg  végre  a  p a ra lla x is  te k in ­
te tb e  v é te le  a  h e ly ze te t a  F ö ld  k ö zép p o n tjáb ó l a  fe lsz ínén  levő m egfigyelési 
h e ly re  re d u k á lja . Ez u tó b b i  jav ítás a  le g tö b b  e se tb en  —  k ü lö n ö se n  ped ig  
a  m i c zé lja in k ra  nézve —  te ljesen  e lh a n y ag o lh a tó , m ié r t  is e z t tek in te tb e  
v e n n i n e m  fogjuk.

L eg y e n  az égi te s t  p á ly á ja  ellipszis —  k ö r  vagy p a rab o la  e se té n  a  leveze­
ten d ő  g ra p h ik a i e ljá rá s  m é g  sokkal e g y sz e rű b b , és m in d e n  n e h éz sé g  n é l­
k ü l m ó d o s íth a tó  —  s a  bo lygó  he lyzete  v o n a tk o z ta tv a  oly d e rék sz ö g ű  r e n d ­
sze rre , m e ly n ek  a la p s ík ja  m aga  a  p á ly a  sík ja , k ezd ő p o n tja  a  N ap  k ö zép­
p o n tja , a zaz  az ellipszis fó k u sa  s pozitív  x  ten g e ly én e k  irán y a  a  p e rih é liu m , 
x0, y a, a k k o r

x0= r  cos. v ; y0—r s in . v ; 2 0= 0 ,

h a  r a  h e lio c e n tr ik u s  r a d iu s  véctort, v p e d ig  a  valódi a n o m á liá t,  azaz a  
m ozgás irán y á b an  v e tt p o lá ris  szög letet je le n ti .

Az e llip sz is e g y en le té b ő l következik  to v áb b á , a -n  é rtv e  az  ellipszis fél 
nag y  ten g e ly é t

a (1— e2)r=  -j—i---------— ■
1 - t-e c o s . v

H a  T az égi test keringési ideje, m ely  Keppler harm ad ik  törvényéből a 
pálya fél nagy tengelye ism eretével m in d ig  kiszám ítható, t a megfigyelés, 
t0 a  p e rihé lium átm enet ideje, akkor

M=
3 6 0 °

T (*— *«)

k ife jezés a  csillagász n y e lv é n  a közép a n o m á lia , m ely b ő l v az  e x ce n tr ik u s  
a n o m á lia  E segélyével sz á rm a z ta th a tó . L eg y e n  u g y an is  e az e llip sz is n u m e ­
r ik u s  e x cen tric itá sa , a k k o r  Keppler p ro b lé m á ja  sze rin t
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M=E 180° e s in .  E,

m ely  eg y en le tb en  ú g y  E m in t M fo k o k b a n  fe jezendő  ki. Ez eg y en le tn e k  
£  s z e r in t  tö r té n t  m eg o ld á sa  u tá n , —  m e ly n e k  egyszerű , u g y a n csak  g ra p h ik a i 
m ó d já ró l később  lesz  szó  —  a valódi a n o m á liá t  a

e g y e n le t szo lgálta tja , m in t  ez a  k é t te s t  p ro b lém á já b ó l e le g en d ő e n  ism ere tes.
A z ek lip tik á ra , m in t  a lap sík ra  m e g y ü n k  át, h a  a k e z d ő p o n t m eg v á lto z ­

ta tá s a  n é lk ü l a  r e n d s z e r t  sa já t s ík jáb an  úgy  fo rga tju k , ho g y  a  positiv  x t e n ­
ge ly  a  p e r ih é liu m b ó l a  pálya  felszálló c so m ó já b a  ju sso n . H a  a  p e r ih é liu m  
h o sszú ság a  n —  a  h o sszú ság o k a t a  tav asz i n ap -é jeg y en lő ség  p o n tjá tó l az  
e k lip tik a  m e n té n  n y u g o tró l d é len  á t  k e le t  felé olvasva, —- a  pá lya  és az 
e k lip tik a  azo n  m e tsz ő p o n tjá n a k  h o sszú ság a , m ely b en  az  ég i te s t  dé li széles­
sé g b ő l északi szé le sség b e  ju t,  Q a k k o r  a  m ozgás irá n y á b a  eső  forgási szög 
to~n—{i, M egjegyzendő  ugyan is , h o g y  csillag ásza ti szo k ás sz e rin t —  elég  
k ü lö n ö se n  -— a  ic—íi  szög letet a  p á ly as ík  m e n té n  a  m o zg ás irán y á b an  
o lv assu k , az e k lip tik á b a n  fekvő Q sz ö g le th ez  a d ju k , és az  ö sszeg e t az e k lip ­
tik á n  v e tt p e r ih é liu m  h o sszú ság n ak  h ív ju k . Az új d e rék szö g ű  k o o rd in á ták  
le szn e k  :

xt~ x 0 cos. ui— y n sin . o> ; 2/ ,= a ? 0 s in . o>+y0 cos. o> ; zt—0.

H a  m o st az eg észe t az  x ten g e ly  k ö rü l  i szöglettel, a  p á ly ah ajlás  é r té ­
k év e l fo rga tju k , az  ú j xy sík  az e k lip tik á b a  esik , m íg  az  x ten g e ly  positiv 
á g a  m é g  m in d ig  a  í i  p o n t  felé m u ta t. E z e n  k o o rd in á ták  a d v a  v a n n a k :

e g y en le te k  á lta l. Ú jab b , a  z tengely  k ö rü l  íi szög lette l való  fo rgatás á lta l 
az  x  ten g e ly  a  Q p o n tb ó l a tavaszi n ap -é jeg y en lő ség  p o n tjá b a  ju t,  m i a  
k ö v e tk ező , m in d já r t  h o sszú ság  és sz é le sség b e  á tfo rd íth a tó  k o o rd in á ták a t 
sz o lg á lta t ja :

é s  e ze n  h e ly h a tá ro z ó k  v ég ü l se q u a to rk o o rd in á tá k b a  m e n n e k  á t, h a  a  r e n d ­
sz e rt  ism é t az x ten g e ly  k ö rü l s szög le tte l, az ek lip tik a  fe rd eség év el fo rg a t­
j u k  ; e fo rg a tás  e re d m é n y e  ad ja  az  ég i te s t  a ;q u a to ri h e lio c e n tr ik u s  k o o r­
d in á tá i t  :

Xí= x l ; y ,= y t cos. * ;  za= y t s in . i

xa—xt cos. íí— y j  s in . Q ; 2/ s= xa s in . í i+ y a cos. Í2 ;
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x—xt ; y —ya cos. s— z3 s in . e ; z—y3 s in . e+zs cos. e,

m ely ek  lán czo la to s  h e ly e tte síté s u t já n  a  k övetkező , GAuss-tól e re d ő  a d o tt  
egy szerű  a la k b a  ö n th e tő k  :

x—ra s in .  ( A + t> ) ; y= rb  s in . (B+v) ; z=rc  sin . ( C + u ) ,

h o l  a, b, c, A, B, C az  w, i, í i  és e  szögletektő l fü g g ő  seg éd m en n y iség ek , 
m e ly e k  é rté k e  a  he ly e tte síté s  e szk ö z lése  u tá n  m a g á tó l adódik .

H a m o st az  ég i te s t g e o c e n tr ik u s  seq u a to rk o o rd in á tá it f ,  fj, C-val, a  
N a p  g e o c e n tr ik u s  icq iiato ri k o o rd in á tá i t  X, Y, Z-vel je lö ljük , a k k o r  a

$ = X + X ;  f]—y +  Y I ^ = 2 + ^

eg y en le tek  a  k o o rd in á tá k  k e z d e té t  a  Föld k ö z é p p o n tjá b a  he ly ezik  á t, és 
m eg a d ják  p o lá ro s  k o o rd in á ták  b ev eze tése  á lta l tü s té n t  a  g e o c e n tr ik u s  
r a d iu s  vectort p, a  re c ta sce n sió t «  é s  a  d e c lin a tió t o :

cos. «  cos. d ; y= p  s in . a cos. d ; Z—P sin- ^

eg y en le te k  a la p já n . A la ik u sn a k  c sa k  r i tk á n  h o z zá fé rh e tő  e p h e m e ris  gyűj- 
em é n y ek  a d já k  kö zv etlen ü l X, Y, Z é rték e it, r e n d e s e n  a  N ap ra d iu s  vec- 

to ra , R1 h o sszú ság a , L és az l " - e t  so h a  el n e m  é rő  szélessége, B s e g ítség é ­
vel sz á m ítan d ó k . A z előbbi á ta la k ítá sa  egész h a so n ló a n  m o st is

X=R  cos. L cos. B ; Y—R s in . L cos. B cos. e — R sin . B s in  s ; 

z= R  sin . L cos. B s in . s+R  s in . B cos. s,

vagy te k in te tte l B em líte tt k ic s in y ség é re  :

X—R cos. L ; Y—R s in . L cos. s — 0 0 0 0 ,0 0 1 9 3  B ;

Z=R  sin . L s in . s  +  O'OOO,0044-5 B,

h o l B ív m áso d p e rczek b en  fe jezen d ő  ki, m íg R a  fö ld p ály a  fél n a g y  te n g e ­
ly én e k  egység éb en  v an  adva.

E  fo rm u lák  h o sszad a lm as v o lta  k evéssé  é rezh e tő , h a  hosszabb  id ő k ö zre  
te r je d ő  e g y en le te sen  ha lad ó  te lje s  e p h e m e ris t  s z á m ítu n k , de  v a ló b a n  el- 
k ed v te len ítő , h a  csak  egyes, ta lá n  n e m  is tú ls á g o s  p o n tosságo t k iv án ó  
h e ly e k  ism e re té t  ó h a jtju k . Ez e s e tb e n  a  lev eze te tt eg y en le tek b ő l k ö n n y e n  
n y e r jü k  a g e o c e n tr ik u s  szé lességet ß  é s  h o sszúságo t /  :
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p cos. (A— Í2) cos. ß= r  cos. (~ — í2+v) +  R cos. (L— Q)
p s in . (A— Í2) cos. ß= r  s in . (jr— í2+v) cos. i+ R  s in . (L — Í2) 

p s in . ß= r  s in . (tt— í2+v) s in . i,

m ely ek b en  a  N a p  szélessége el v a n  hany ag o lv a . M ivel m in d e n  szö g le t k é t 
függvénynyel h a tá ro z h a tó  m eg , a  q u a d ra n so k  v á la sz tá sáb an  k é tség  n e m  
m e rü lh e t  fel. T év e  e zu tán  :

m s in . M = s in .  ß ; m cos. M— s in . A cos. ß,

m id ő n  is m m in d ig  p o z itiv n ek  v eh ető , k a p ju k  az  e k lip tik á i re n d sz e rn e k  
asquatorivá  való  á tv á lto z ta tá sá ra  a  következő  e g y e n le te k e t :

sin . a cos. o—rn cos. (AT+ e) 
cos. a cos. ő—cos. A cos. ß 

s in . d=m  s in . (M +s),

ho l e m in t  e lő b b  is  az  e k lip tik a  fe rd eség é t je le n ti .  E z  egyen letek  n a g y o b b  
k én y e lm et b iz to s ítan a k , h a  egyes h e ly m e g h a tá ro z á so k a t a k a ru n k  e szk ö zö ln i.

E k é p le tek  közlése  u tá n  te lje s e n  világos lesz  a  következő g ra p h ik a i  
e ljárás, m ely ly e l a  m o st v issza té rt ENCKE-féle ü s tö k ö sn e k  h e lyé t h a tá ro z o m  
m eg , 1895  á p ril is  1 -én  é jfé lkor. N e w c o m b -E n g e lm a n n ’s «P o p u laere  A s tro ­
nom ie» (L eipzig , 1892) ez ü s tö k ö s  szá m á ra  a  k ö v e tk ező  e le m re n d sz e r t  
a d j a :

t0 =  1888 . ju n i  28 ,O'1 K. p á ris i idő .
Tt =  1 5 8 ° 3 6 '
12 =  3 3 4  39 
i =  12 53  
a — 2 -220 
e =  0 -845
T =  3 ,3 0 8  jú liu s i  é v = l 2 0 8 ,2 5  n a p .
M ozgás: e lő re fu tó .

A p e r ih é liu m á tm e n e t  m eg fe le l b u d a p es ti k ö z é p id ő b e n  kifejezve 18 8 8 . 
év  1 80 ,54  n a p n a k , vagy k é t te lje s  k e rin g é st h o z záad v a , s  te k in te tb e  véve, 
hogy  1892 szökő  év volt, 18 9 5 . év 39 ,2 9  n a p n a k .  Á prilis  l - é n e k  éjfele  
m egfe le l 18 9 5 . év 91-00  n a p n a k , és ezé rt a  k ö zép  a n o m á lia :

.V:
3 6 0 °

1 2 0 8 ,2 5
51,71 =  1 5 ° 2 4 ,4 '.
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L eg y en  m o st (1-ső  á b ra )  N a  N a p  k ö zéppon tja , a  k ö rű ié  NF eg y ség ü l 
v e tt  te tsző leges s u g á r ra l  le ír t  k ö r a  F ö ld  pályája, s a  n a g y o b b , egész te ts z é s  
s z e r in t  vá lasz to tt s u g a rú  e o n c e n tr ik u s  kö r az e k lip t ik á n a k  v e tü le te  az  
é g en . S em  a  fö ldpálya  e x ce n tric itá sa , s e m  seb esség én ek  v á lto zása  ily m é re tű

1 . ábra.

ra jz b a n  te k in te tb e  n e m  v eh ető . N p o n t egyszersm in d  fó k u sa  az üstökös p á ly a
AP

e llip sz isén ek , m e ly n e k  fél nagy te n g e ly e  a=  = 2 '2 2 0  NF, és v o n a lo s

e x c e n tr ic itá sa  0 ’8 4 5  x  2 -2 2 0 .NF. A  tav asz i n a p -é jeg y e n lő sé g  p o n tjá t  az  
e k lip tik á b a n  te tsz ő leg e se n  0 -b a n  v esz szü k  fel. s e p o n tb ó l  k iin d u ló lag  b a l­
felé  3 6 0 °  -ra  o szszuk  e leg n ag y o b b  k ö r t .  Az oN k e llő k é p e n  m eg h o sszab b í­
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to tt e g y en es  a  F ö ld  p á lyá já t III. 2 1 -b en , azaz  a  F ö ld n e k  tavasz  k ezd e tén  
elfoglalt h e ly z e té b en  talá lja . E  p o n tb ó l k iin d u lv a  u g y an csak  az ó ra m u ta tó ­
val e lle n te tt  irá n y b a n  o sz szu k  a  F ö ld  p á ly á já t 3 6 5 ,2 5  r é s z re ; á b rá n k b a n  
m in d e n  osz tási köz 14 n a p n a k  fe le l m eg. E  b e o sz tá s  m ellő zh e tő  k ü lö n b e n , 
h a  ism e r jü k  m in d e n  n a p ra  a  N ap  h o sszú ság á t és m eg g o n d o lju k , hog y  a 
N ap  k é p e  az  e k lip tik án  N  p o n tb a n  m in d ig  1 8 0 ° -n y i szö g le te t k ép ez  a 
F ö ld d e l. E z ú to n  a  F ö ld n e k  n e m  te ljesen  e g y e n le te s  m ozgása  is  jo b b an  
fe jezh e tő  k i. A z ek lip tik a  és a  fö ldpálya  h e ly es beo sz tása  u tá n  m e g ra jz o l­
h a tju k  a  p á ly aellip szist n ag y ság  é s  irán y ítás  s z e r in t  o lym ódon, h o g y  az  NF 
egyenes a  p e r ih é liu m  h o ssz ú sá g a  1 5 8 °3 6 ' vagy az  NA egyenes az  a p h é liu m  
3 3 8 ° 3 6 ' fe lé  m u ta sso n . M eg h ú zv a  m ég  az SÍN e g y en e st í ? = 3 3 4 03 9 ' p o n t­
ból n y e r jü k  az  Síff c so m ó v o n a la t, és az ü s tö k ö sn e k  e lő re h a la d ó , azaz a 
F ö ld év el m egegyező  m o zg á sá b ó l tu d ju k , hogy  az  fj Uíí fe lében  az  e k lip tik a  
a la tt, az ÍÍAff fé lb en  p ed ig  a  fö ldpálya  fö lö tt k e r in g .

Ezeket előkészítve meghatározzuk az üstökös anomáliáját. Tisztán kísér­
letileg eljárva megállapíthatjuk az UNP elliptikus sectort az NU  egyenes 
alkalmas fektetése által úgy, hogy területe az ellipszis területének annyiad 
részét tegye, a hányad részét teszi a perihélium óta elfolyt (f—10) idő az 
egész keringésnek (Keppler II. törvénye, a területek megtartásának elve). 
E számítás, azaz a KEPPLER-féle probléma megoldása mérlegeléssel pótol­
ható, ha meghatározzuk a lehetőleg egyenletes vastagságú papírból kivá­
gott ellipszis súlyát p, és azon a PN alapon álló sectort, melynek súlya

p  —-j t 9 leg y en . Ezen se c to r PN-re fektetve a d ja  U p o n tb an  az ü stö k ö sn ek

helyé t. NU=r  a  h e lio c e n tr ik u s  ra d iu s  vector, i> =  UNP a  valód i an o m ália .
Vagy megoldhatjuk a KEPPLER-féle egyenletet pusztán próbálgatással is. 

Legyen E1 az excentrikus anomáliának, E-nek valamely hypothetikus 
értéke, mely a KEPPLER-féle egyenletbe téve M helyett Mt hamis értéket 
adja; ekkor

„  „  M—MÊ — E +  ------------g r
2 1 1 +e  cos. Et

az e x c e n tr ik u s  a n o m á liá n a k  egy  közelítőbb é r té k é t  adja. Ez e ljá rá s  ism ét- 
W d ő ,  m íg  M— Mn az n - ik  h e ly e tte síté sn é l a  k ív án t p o n to ssá g o n  belül 
m ara d . Ez e ljá rá s  ad  a m i e s e tü n k b e n  A f = 1 5 ° 2 4 ,4 ' é rték k el E=55°7,T 
és to v áb b á  w = 1 2 1 ° 5 5 ,0 '.

De tis z tá n  g ra p h ik a ila g  is  já r h a tu n k  el.*  L eg y en  MF(2 -ik  á b ra )  egyenes 
1 80°

az y — s in . M g ö rb e  ab sc is sá já n ak  egy d a ra b ja , m ely re  0 ° - tó l  180°-ig

* K linkerfues, T heor. A stro n o m ie. (B raunschw eig 1871.)
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fel v a n n a k  rak v a  az egyes fokok. A te lje s  á b rán a k , m ely  eg y szer m eg ra j­
zolva te rm észe te sen  m in d e n  p á ly am eg h a tá ro zásn á l h a sz n á lh a tó , m i csak  
az i t t  s z e re p lő  ré szé t a d ju k . Legyen to v á b b á  TT e g ö rb é n e k  M = 9 0 ° - b a n  

1 8 0 °
h ú z o tt, az  a b s c i s s á t ó l t á v o l s á g r a  fekvő  érin tő je, és M =  1 5 °2 4 ,4 ' az

ü stö k ö s  p illan a tn y i k ö zép  a n o m á liá já n a k  h e ly e . R ak juk  fel M p o n tb an  MF 
r á n y h o z  az  FMA sz ö g le te t oly m ódon, h o g y

co ta n g . FMA=e, FMA= 4 9  0  4 8 ,2 '

és b o c sá ssu n k  A m etszés i p o n tb ó l m e rő le g e s t az a b sc issa ten g e ly re . A m erő ­
leg es ta lp p o n tja  E az e x c e n tr ik u s  a n o m á lia  he lye , m e rt k ö n n y ű  be lá tn i, 
hogy

__  -i c n °
ME=E— M— e s in . E.

7T

M essü n k  to v áb b á  MB= - e su g á rra l  AE egyenesbe, m i a  B p o n to t 

szo lg á lta tja . N yilván á l l ;

e  cos. En

2 . ábra.
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és ezé rt

H a

1 ^0
Dfí= -( \—c cos. E).71

e = s in .  tp, t e h á t  a  m i e s e tü n k b e n  ^ = 5 7 ° 4 0 '.2  

az e x c e n tr ic itá s  szög let, teg y ü k

FMC=90°—(p

és m e s sü n k  C p o n tb ó l CF—DB su g á rra l  F p o n tb an  az a b sc is sa  vonalba. 
E k k o r CFE szög let vagy m ellékszög lete  a  valódi a n o m á lja  v, m ég  pedig 
CFE m ag a , h a  £ < 9 0 ° — <p, m ellékszöge, h a  E>90°—<p. U g y a n is :

sin . CFE= ~Qp —
EC  ME cotg. <p   V 1— e2 e s in . E

DB 1— e cos. E

De a  k é t te s t p ro b lé m á ja  é r te lm é b e n

— sin . v=  V 1— e** sin . E és a —  = 1 —e cos. E a

a  m ib ő l következik , hogy

CFE=v vagy = 1 8 0 ° — v.

A  m i p é ld á n k b an  az  1 °  h o sszá t 2 m m - n e k  választva i ? = 5 5 ° . l  és v— 
1 2 2 ° , m i elég  jó l ö sszevág  a  k ö zvetlen  sz á m ítá s  e red m én y é v e l. Ez ú to n  
te h á t  m ég  ig en  p o n to s  szám ítás  e se té n  E szám ára  m á r  k itű n ő  közelítést 
k a p u n k , m ely  az e lő b b  m o n d o tta k  é r te lm é b e n  k ö n n y en  ja v íth a tó .

M eg lévén  im m á r  á llap ítv a  az ü s tö k ö s  pályahelye U -b a n , az  FU egye­
n e s  m e g a d n á  k ö zv e tlen ü l az  üstö k ö s h e ly é t az égen  is, h a  a  pá lya  tényleg 
az  e k lip tik a  s ík jáb an  fe k ü d n e . H a jlá sú n a k  befolyását k ö n n y e n  v ehetjük  
te k in te tb e .  V ilágos u g y a n is , hogy az e llip sz isn ek  a  Utf c som óvonal kö rü l 
való h a jlítá sá n á l m in d e n  e  vonalla l p á rh u z a m o s  m ére te  v á lto z a tla n  m arad , 
m íg  az ezen  v o n a lra  m erő leg e s  m é re te k  1 : cos. i a rá n y á b a n  röv idü lnek . 
H a  te h á t  U p o n tb ó l Í2{j-ra  m erő leg est b o c sá tu n k , az UVW—i szögletet 
V p o n tb a n  fe lrak ju k , VW— VU-nak v eszszü k  és W  p o n tb ó l UV-re  az 
WT m erő leg est h ú z zu k , a k k o r  T az ü s tö k ö sn e k  az e k lip tik a  sík jára  való 

v e tü le te . A z FTU' v o n a l m etszése  az ég g ö m b b e l ad ja  az  ü s tö k ö s  helyét —  
feltéve, hogy  az é g g ö m b  m é re te  a  F ö ld  pályá jához  k é p e s t v ég te len  nagy. 
E  fe lté te ln e k  á b rá n k b a n  úgy  fe le lü n k  m eg , hogy a  m o n d o tt  egyeneshez 
N  p o n tb ó l az NU" p á rh u z a m o s  e g y en e s t h ú zzuk , m iá lta l  az  üstökösnek  
g e o c e n tr ik u s  h o sszú ság á t n y erjü k , m ely  n y ilv án  U" p o n t  hosszúságával 
eg y en lő .
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Az ü stö k ö s szé lességét is fá rad ság  n é lk ü l  m eg sze rk esz th e tjü k  a  m á r  fe lír t  

p s in . ß= r  s in . (rc— i? + v )  s in . i

e g y en le t a lap ján . Az üstökös szö g táv o lság a  a fe lszálló  csom ótó l, te h á t  n—  
íí+ v  szöglet, a  m o zg ás irán y á b an  szám ítv a  az ÍÍNU-nak m egfelelő  d o m ­
b o rú  szöglet. E n n élfo g v a

VU=r s in . {n— íi-\-v).

H a te h á t  XW =FU  su g á rra l W  p o n tb ó l az UV egy en es fo ly ta tásáb a  
b e m e tsz ü n k  és WAT-et m eg h ú z zu k , a k k o r  XWVT k e ttő s  h á ro m s z ö g b ő l:

W T=r  sin . (jt— Íi+ v)sin . i  és = ©  s in .  X,

a  m ib ő l következik , hogy  X=ß, a  bo lygó  szélességével egyenlő . É s t e r m é ­
sze tes, hogy  e szöget m érő  YZ ív, m e ly  az  XZ—NU" su g a rú  k ö rh e z  t a r ­
tozik , k ö zv etlen ü l a  szé lességnek  ív m é rték e . Ez d é li lesz , h a  az ü s tö k ö s  a 
m o zg ás irán y á b an  a  és °  p o n to k  k ö z ö tt van, é szak i, h a  a íi és f f  k ö z ö tt 
ta rtó zk o d ik .

N em  szü k ség es az  így lev eze te tt e k lip tik á i k o o rd in á tá k a t  a x ju a to ria k ra  
á tszám ítan i, m e r t  e  m ű v e le t vagy is m é t szerkesz tés á lta l, vagy az ü s tö k ö s ­
n e k  té rk é p b e  való  ra jzo lása  á lta l p ó to lh a tó . Első e se tb e n  k e resen d ő  g ra -  
p h ik a ila g a z  U" p o n t helye , h a  az  e k lip tik á t oN e g y en e s  k ö rü l 2 3 ° 2 7 ,2 '= s  
szög k ö rü l fo rg a tju k , m ég  ped ig  ú gy , hogy  —  m o st a  p a p ír  sík já t véve 
seq u a to r sík g y a n á n t  —  az e k lip tik a  té li felét (1 8 0 ° — 2 7 0 ° —3 6 0 °) le fe lé  
h a jlítju k . A sze rk esz tés  te ljesen  u g y a n az o s  azzal, m e ly  az  U" p o n to t é s  az  
YZ ívet szo lgálta tta , és eg y en esen  az  ü s tö k ö s  re c ta sc e n s ió já t  és d e c lin a tió já t 

ad ja , m ely  a z u tá n  vagy té rk é p re  ra jzo lh a tó , vagy v a lam ely  p a ra lla k tik u s  
távcső  k ö re i seg ítségével egy en esen  b eá llíth a tó .

E g y szerű b b en  úgy  já ru n k  el, h o g y  az ek lip tika  k ö ré t  po láris  ek lip tik á i 
aeq u id istáns té rk é p  leg n ag y o b b  k ö re  g y a n á n t te k in tjü k . E k k o r N az e k lip ­
tik a  p ó lu sá n ak  k ép e , m elybő l a  p ó lu stávo lsággal, m in t  su g á rra l  közös k ö z é p ­
p o n tb ó l aequid istáns k ö rö k e t h ú z z u n k  és ezeket eg y en lő  szö g táv o lság ú  
su g a rak k a l m e tsz ü k . H a  az  égi te s t  szé lessége  északi, a k k o r  N c zé lsze rü en  
az  északi, h a  déli, a k k o r N az e k lip tik a  dé li p ó lu sá v a l azo n o síth ató . T e r ­
m észe te s , hogy  e k k o r  YZ=ß szé le sség  k ö zv etlen ü l NIJ" lá tó su g á rra  U" 
p o n tb ó l fe lrak v a  szo lg á lta tja  0  p o n tb a n  az üstökös h e ly é t  a  csillagok k ö z ö tt. 
M egjegyzem , ho g y  az  1-ső á b rá b a n  a  sze rkesz tés ré sz le te in e k  k ím é lé se  
sz e m p o n tjáb ó l N  g y a n á n t n e m  a  d é li, h a n e m  az é sz ak i pó lus van fe lvéve. 
E n n e k  fo ly tán  az á b ráh o z  fü g g e sz te tt té rk é p  jo b b  é s  ba l, azaz k e le ti és 
n y u g o ti o ld a la  fel van  cserélve. Az ü stö k ö st k ö rn y ező  csillagok h e ly z e te  
e  té rk é p b e  k ö n n y e n  berajzo lha tó , h a  valam ely ik  c s illa g té rk ép b e  eg y szer-  
sm in d e n k o rra  b e sze rk esz tjü k  az e k lip t ik a  ko Q rd in á tah á ló za tá t is.
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A sz á m ítá s  s z e r in t az ü s tö k ö sn e k  1895. á p r il is  1-én  é jfé lk o r elfog lalt 
helye Á = 3 2 2 ° 3 8 ',  ß=  — 7 ° 4 9 ',  vagy a = 3 2 7 ° 4 4 ',  S - —2 1 ° 2 5 ',  a  m i a 
sze rk esz tésse l a  ra jz b an  e g y á lta lán  e lé rh e tő  p o n to ssá g  k e re té n  b e lü l  m eg ­
egyezik. E  s z e r in t  az ü stö k ö s a  je lz e t t  id ő b en  3 3 '-c z e l  áll k e le tre  é s  5 °  14'- 
czel dé lre  rí C a p ric o rn i c sillag tó l.

Ez az eg ész  sze rkesz tés m e c h a n ik a i  m o d e ll  a la k jáb a n  is e lő á llíth a tó . 
V ágjuk ki k e m é n y  p ap iro sb ó l ú g y  az  üstökös, m in t  a  F ö ld  p á ly á já t, m essü k  
fel az e lő b b it fjN, u tó b b it Qff v o n a l m e n té n  p o n tig  és ille sz sz ü k  össze 
úgy, hogy N  p o n t  m in d k é t p á ly a  közös p o n tja  leg y en  s az ü s tö k ö sp á ly a  
PUß fele a  k ö r  a lá  k e rü ljö n . K ész ítsü n k  egy 1 8 0 ° — i = 1 6 7 ° 7 '  é lszö g le tte l 
b iró  p r i s m á t ; to m p a  é lé t az  Qfj vonalba  ille sz tv e , e rő s ítsü k  r á  a  két 
pályát á b ráz o ló  lapo t, és h a j t s u n k  N  p o n to n  á t  eg y  tengely t, m e ly  a  fö ld­
pályához 9 0 ° — e = 6 6 ° 3 3 ' sz ö g le tte l  hajlik , m é g  p e d ig  azon  p o n t  fe lé , m e­
lyet a  F ö ld  d e c z e m b e r  2 2 - ik é n  foglal el. E  te n g e ly  teh á t a  v ilág ten g e ly  
képe. Irá n y ítsu k  e  teng e ly t az  eg ész  k észü lék k e l e g y ü tt észak  fe lé  és h a j­
lítsu k  a v íz sz in tesh ez  a  he ly  geograpM iai sz é le sség é n ek  m eg fe le lő  szö g le t­
tel. H a  m o s t az  egész k é sz ü lé k e t tengelye  k ö rü l  a d d ig  fo rg a tju k , m íg  az 
FN vonal a N a p  irán y áb a  esik , a k k o r  az FU v o n a ln a k  az égig  h ú z o t t  foly­
ta tá sa  sz o lg á lta tja  tü s té n t az ü s tö k ö s  helyét. A b b a n  a k é t h e ly z e tb e n , m ely­
b e n  az FU lá tá sv o n a l (m e ly e t e se tleg  va lam ely  p iro s szállal lá th a tó v á  is 
le h e t ten n i)  v ízszin tesen  áll, a z  ü s tö k ö s  kel és n y u g sz ik .

A  N a p ra  va ló  beállítás is e lk e rü lh e tő , h a  a  te n g e ly re  m e rő le g e se n  e rő ­
sített s vele e g y ü tt  forgó 2 4  ó r á r a  beosz to tt k ö r t  a lk a lm a zu n k , m e ly  u g y a n ­
azon sz e re p e t  fogja já tsz an i, m in t  a  g lóbus te n g e ly é n  lévő ó ra k ö r. H a  az 
FN eg y en est a  m e rid iá n b a  á llítju k , úgy, hogy N  d é le n , F é sz ak o n  legyen, 
ak k o r az ó ra la p n a k , v a lam ely  a  fo rgásban  ré s z t  n e m  vevő m u ta tó n  déli 
12 ó rá t k e ll m u ta tn ia .  H a  m o s t  az  egész k é sz ü lé k e t a  k iván t ó rá ig  fo rg a t­
ju k  az FN v o n a l m in d ig  a  N a p r a  m ara d  b eá llítv a  é s  viszont m eg á lla p íth a tó  
az idő is, m e ly b e n  az ü s tö k ö s  k e l é s  nyugszik . T e rm é sz e te s  k ü lö n b e n , hogy 
ez a m o d e ll n e m  fogja m e g a d h a tn i  azt a p o n to ssá g o t, m elyet a  sze rk esz tés  
biztosít, de  m in d e n e se tre  é lé n k e b b  képét a d ja  a n n a k  a  fo ly am atn ak , m ely 
a  csillagasz k é p le te ib e n  k ife jeződ ik .

Kövesligethy Radó.
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A PRIMITÍV-GYÖKÖK SZAKASZOSSÁGA.

A következő sorokban egy érdekes számelméleti tételt fogok 
bebizonyítani, a mely minden egyszerűsége mellett is eddigelé — 
ha nem csalódom — elkerülte a mathematikusok figyelmét.

Legyen p páratlan prímszám, a pedig (]>ve 1 nem osztható) egész 
szám, és jelöljük a első, második,. . . ,  i-dik hatványának p-vél való 
osztásából származó maradékokat rendre

a, a2, , a1

-vei, s a p  és valamelyik maradéka közti különbséget rendre

—a, —a2, . . . ,  —a1

jelképpel, akkor tételünk röviden így formulázható:
Ha (—a2) primitív gyökep-nek, (—a4) is az; ha ellenben (—a2) 

nem primitív gyöke p-nek, úgy (—a 4) sem az.
A tétel bizonyítását két részre osztom. Először azt veszem, hogy 

p = 4 n + 1  alakú. Könnyű meggyőződni, hogy ez esetben (—a2) 
sohasem lehet primitív gyök; mert 

p -1
( - a 2) 2 =  ( - l f V ^ E E  l(mod.j>).

Föltéve ellenben, hogy p = 4 n — 1 alakú, úgy
szám é s :

p - i
(—a2) 2 =  — 1 (mod.p).

P - 1
2 páratlan

Ebből azonban csak az következik, hogy (— a2) mindig 
quadratikus nem-maradéka p-nek ; mert megtörténhetik, hogy a

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. 10
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P -
2 hatványnak már valamely egész számú hányadrészére,mondj uk

P- 1
2 d

-re is áll, hogy

p->
( - « 2) = 1 (mod.p).

De ekkor, minthogy P- 1 
2d páratlan szám, szükségképen áll ez is:

p - i
(a2) M = 1  (mod.jp).

E két kongruenczia szorzatából következik, hogy
p-i

(—a 4) M =  — 1 (mod. p).

tehát: (—a4) ugyanolyan rendű nem-maradék,mint a milyen (—a2); 
vagyis ha (—a2) nem primitív gyök, úgy (—a4) sem az, ha ellen­
ben (—a2) primitív gyök, úgy (—a4) is az.

A tétel utóbbi része önként következik a primitív gyököknek 
egy ismert sajátságából is. Ismeretes ugyanis, hogy a primitív 
gyöknek minden olyan hatványa, a melynél a hatványkitevő relatív 
prím tp — l)-hez képest, ugyancsak primitív gyök. Ámde

— a 4= — ( — a 2)2= ( — a 2) 2

itt pedig a hatványkitevö :

P- 1 
2 +  2,

P--- 1az esetben mikor páratlan szám, okvetetlenül relatív prím

(p — l)-hez képest; ha tehát (—a2) primitív gyök, úgy (—a 4) is az; 
és viszont.

*

Tételünkből folytatólag az is következik, hogy a szerint, a mint 
a2) primitív gyök vagy nem primitív gyök, nem csak (—a4), 

hanem (—a8), (—ot16) . . .  is primitív gyök vagy nem primitív gyök. 
Vagyis e sorozatnak
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—er — a S3 —  e r 1
( 1 )

tagjai vagy mind primitív gyökök, vagy egyikök sem az. A primitív 
gyökök számossága: <p{p) azonban, valamint a nem primitív 
gyököké is: p —1— <p(p) véges szám. E sorozatnak tagjai tehát 
nem lehetnek egymástól mind különbözők, hanem kisebb-nagyobb 
intervallumokban, bizonyos szakaszokban ismétlődniök kell.

Határozzuk meg e szakaszok minőségét, tagszámát, dolgoza­
tunk czímének megfelelőleg, először is arra az esetre, a mikor 
p=& n—1 alakú és (—a 2) primitív gyök; vagyis kérdezzük, mikor 
lesz e sorozat (i-f-l)-dik és (/c-j-l)-dik tagja kongruens, tehát:

a2’+1 =a?k+1 (mod .p).

Minthogy a primitív gyök közönséges maradéksorozata p — 1 
tagból áll, nyilvánvaló, hogy akkor, a mikor

2í+i =  2fc+i (m o d .p -l)
vagy pedig

=  2 * ( m o d .- ^ - ) ,

s minthogy az utóbbi modulus páratlan

2*_<= l ( mod. ^ - )  (2)

Föltevésünk szerint ez utóbbi modulus R T 'S '*. . .  alakú, hol is 
R, T, S, . .  . páratlan primszámok, r, t, s . .. pedig tetszőleges pozitív 
egész számok.

Legyen már most p, z, a . . a legkisebb pozitív egész szám, a 
melyre nézve

2P=  1 mod. jR; 2r=  1 mod. T; . . . 

akkor, a mint ismeretes :

2t'ii’" 1= l  (mod. R ) ; 2rrí_1 =  l (mod. T*); . . .

A miből következik, hogy a 2. alatti kifejezésben előforduló 
k—i: legkisebb közös többszöröse lesz a

P . Br~K t . T*-1, a . S®- 1 . . .  (3)
10*
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számoknak. E szerint k—i csupán p-töl függő állandó és teljesen 
független a k vagy i rendszám egyéni értékétől. Ha tehát a sza­
kasz tagszámát A-val, a föntebbi legkisebb közös többszöröst <p (p)- 
vel jelöljük

*=<f>(p)
és az (1) alatti sorozatban

- a * i+ 1 = - a 21

- a 2*+2= - a 22

_ a l *+ i= - a 2Í

vagyis a sorozat szakasza mindjárt az első taggal kezdődik, s a 
szakasz tagszáma egyenlő a B. alatti számok legkisebb közös több­
szörösével.

Megjegyzendő, hogy e sorozat vissza felé is folytatható; gyök­
vonás útján azt találjuk ugyanis, hogy

— a*l= ± a

Ha tehát —a2 primitív gyök, úgy vagy -j-a , vagy —a szintén az.
Hasonlítsuk össze a primitiv gyökök szakaszának tagszámát, 

(p{p)-1 a primitív gyökök összes számával: ^(p)-vel. Minthogy az 
utóbbi, mint ismeretes,

<p (p )= R r-i ( R - í ) . . . .

az előbbi pedig a (3) alatti számok legkisebb közös többszöröse, 
könnyű belátni, hogy </>(p) a legtöbb esetben egész számú há­
nyadrésze tp (p)-nek és csak kivételesen lesz vele egyenlő. Csakis 
akkor lehet t. i. ez amazzal egyenlő, ha (p — 1) tényezőkre bontá­
sában csak egy páratlan prím szám jő elő, ha tehát

p - l = 2 H r

és azonfelül p —R — 1, vagyis ha 2 primitív gyöke it-nek. 100-on 
alul csakis hat prímszám van, t. i. 3, 7, 11, 19, 23 és 59, a me­
lyeknél a primitív gyökök egy szakasza valamennyi primitív gyököt 
magában foglal, a többieknél <p(p) mindig fele ^(p)-nek; 100-on
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túl menve, péld. 127-nél a primití ^ gyökök száma: 36, holott a 
szakasz tagszáma: 6. Itt tehát a harminczhat primitív gyök hat 
csapatra, 211-nél a negyvennyolcz primitív gyök négy csapatra 
oszlik, míg 251-nél mind a száz egy csapatban vonul föl. A kiszá­
mítás részleteit és egyes egyéneken való ellenőrzését az olvasóra 
bízzuk.

Teljesség okáért egészítsük ki e meghatározást — noha itt 
már a sorozat tagjai nem lesznek primitív gyökök, — arra az 
esetre is, a mikor p=4/z-f-1 alakú.

Legyen a ismét primitív gyöke p-nck, és kérdezzük, mikor lesz 
az (1) alatti sorozat (t+ l)-dik és (/c+l)-dik tagja kongruens; nyil­
vánvaló, hogy ugyanúgy mint előbb, ha '

Ebből látjuk, hogy most a szakasz a sorozatnak (ju-f-l)-dik tag­
jánál kezdődik s a tagszáma (k—i), ugyanúgy mint előbb, a (3) alatti 
számok legkisebb közös többszörösével egyenlő. Itt tehát a szakasz 
nem tiszta, vagyis nem kezdődik a sorozat első tagjával, épen úgy 
mint a páros számok recziprók értékének tizedes törtre való át­
változtatásakor. A szakaszban előforduló számok valamennyien 
olyan tulajdonságúak, hogy a nekik megfelelő közönséges maradék­
sorozat

tagból áll. A fjt=0 eset visszavezet a p = 4 n —1 alakú prímszám 
primitív gyökeiből keletkező szakaszra.

2/c+1= 2 i+1 (mod.p— 1).

Mostani föltevésünk szerint

p —í —^ +1R  T‘S‘ . . .  , 

hol is [i tetszőleges pozitív egész szám. Lesz tehát:

Szily Kálmán.



A CZIKLIKUS DETERMINÁNSOK ELMÉLETÉHEZ.

A következőkben a

a, ßn—i+1 • • • Cin
a3 ttn—i+2 • • •

ai di+l . . Qn • • • at- 1

(Xn «1 . . . Un—i • • • 7̂1 — 1

determinánst, a melynek sorai az első sorból az

, Qq , . . (ln)

cziklikus helyettesítés ismételt alkalmazása alapján nyerhetők, rö­
viden cziklikus determinánsnak fogom nevezni. E cziklikus deter­
minánsnak az algebrában és számelméletben való gyakori szereplése 
eléggé megokolja azt, hogy vele önállóan is foglalkozzunk és külö­
nösen determinánselméleti szerkezetét tanulmányozzuk. Ez a kö­
rülmény indított engem arra, hogy e cziklikus determinánsokra 
vonatkozó két oly kisebb tételt tegyek közzé, a melyek e determi­
náns szerkezetére vonatkoznak.

Az ük határozatlan az A determinánsnak minden sorában mint 
elem szerepel; legyen az i-dik sorban előforduló a& elemnek alde- 
terminánsa

a V
(i, 4=1, 2,.... n).

E jelölés bevezetése után a szóban forgó két tételt a következő- 
képen formulázhatom:
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I. Az A cziklikus determinánsnak legfeljebb n egymástól kü­
lönböző (n-\)-edfokú  aldeterminánsa lehet, ugyanis

a V = a ? = - = a P .
(k=1, 2, . . n)

I I . Ha A = 0 ,  akkor A-nak összes (n — 1 ) -ed fokú aldeterminán- 
sai egyenlők.

I. Ha az A determináns i-dik sorához tartozó elemek aldeter- 
minánsait rendre komponáljuk az

i, i+ 1 ,  i+ 2 ,  . . ., n, 1, 2, . . ., (i — 1)- 

dik sorokkal, az egyenlőségeknek következő rendszerét kapjuk:

(1)

ai A ii ) +  ■■' •  +  f t 1 A i > +  ■ • • A i ' l i  —

ai+iAi * +  • " A al A {n A ^ A ^ A ' — í -ai 1  =

• • A ttn -lA n  Ad-nAi * +  ' 1■ ■ A tti-v A if  i  —

Jelöljük ez egyenlőségek mindegyikében a baloldalon álló lineár 
kifejezések tagjait rendre:

t\ > t%t • • •; tn—i+l, tn—i+i > • • •> tn-
-nel. Ha most az (1) alatti egyenlőségek mindegyikére a

C — (íj , t%> • • •> tn—i+1 > tn—i+l) • • •> tfi)

cziklikus helyettesítés (n—i+ l)-d ik  hatványát, azaz a

Qn-i+l=  ítl > t%, . . U—i , t i t n \
\tn-i+2, tn—i+3 , . . t„ , t1, . . ., tn—i+ \)

helyettesítést alkalmazzuk, az egyenlőségek következő rendszerei 
fognak kiadódni:

Uj A \ * +  • •• A ai - l A i - iA ai Ai '*+ • •• A an A n —A
a%A\*-j—  —fltí A i—i-\-(ii+iA\ *+ • ■ • —J— öti A n = \j

anA^A—  A ai-%Ail-i-\-ai-iA?-\- ■ ■ ■ + a n_iAn* =  .
( i= l, 2, . . n)
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De ez azt jelenti, hogy az

A i w,  A S ’,  . . A f ,

(i=l, 2,... , m)
• •) A±n(*)

értékrendszerek mindannyian az

• • • — —i Z i —1 - j — Cli  Z { - \ -  • ■ ■ - \ - d n  Z n — A  

« V i H ------------ Z i - i + O i  z H --------------------------1 - « 1  Z ra = 0

a n z l +  ■ ■ ■ + ® í - 2 Z j - i  +  í í i _ i Z i +  •• • - { -a n - i Z n — 0

linear egyenletrendszernek megoldásai; minthogy azonban az a j k ­
nak határozatlan választása mellett az egyenletrendszer determi­
nánsa, a mely A-val egyenlő, nem azonosan zérus, ennek az egyen­
letrendszernek csak egyetlen egy megoldása lehet; de akkor kell, 
hogy

(2)
(k=l, 2......n)

legyen; ha pedig a (2) alatti egyenlőségek az a* határozatlanok 
mind amaz értékei mellett helyesek, a melyekre nézve AiEO, akkor 
azonos egyenlőségek, és így az au határozatlanok minden lehetsé­
ges értékei mellett is helyesek maradnak.

*

II. Ha
A = 0,

akkor az A determináns két tetszőleges sorának megfelelő elemei­
hez tartozó aldeterminánsok proporczionálisak. így pl. az 1-ső és
2-dik sorhoz tartozó aldeterminánsok is proporczionálisak, ha ezt 
egyenletben fejezzük k i; a következőt kapjuk:

Ai — f>JM , A% — pAz , . . ., An — [>A.\ ;

de I. tételénél fogva

A™=A«\

A [" = p A l\  4 P = p A $ \  . . .. An]— p A i\
tehát

(3)
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Ezeknek az egyenlőségeknek szorzása illetőleg összeadása a

A T = P nA ? ’ (4)
illetőleg

Ai1,+ 4 1,+  -  + A £ ,=  /»(A?,-M £ ,+  "- + ^ n ’) (5)

egyenlőségre vezet.
Ha feltesszük, hogy az alt at , . . an határozatlanoknak oly 

értékeik vannak, hogy
A',11 2  0,

akkor az
AÍ11* = A j)Aá1)

egyenlőség következtében a
A’i'SO  (6)

reláczió is érvényben lesz.
De az cik határozatlanok ez értékrendszerei mellett (4)-ből

következtethetjük, hogy
/»“ =  1

és igy a
A?’

P ~  A ? ’

a mely a határozatlanoknak tekintetbe jövő értékrendszerei mel­
lett az a-knak folytonos függvénye, csak oly számértéket vehet fel, 
a mely a

p n = 1

egyenletet kielégíti, a miből következik, hogy p állandó.
Minthogy továbbá

A<11>+A£,+  -+ A < !>

nem azonosan zérus, midőn A=0, (a mint azt számbeli példákon 
kimutathatjuk) (5)-ből következik, hogy

io—l ;

de akkor a (3) alatti relácziók az I. tétel figyelembe vétele mellett 
így írhatók:
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A </ , = ^ Í)= - - = X Í)
(i=1, 2, . . n)

s ezzel a második tétel is be van bizonyítva.
Ha akkor már a (3) alatti egyenlőségek mutatják, hogy

az A determináns összes (71 —l)-edfokú aldeterminánsai zérusok. 
Tételünk e specziális esetét K ronecker  bizonyította be legelőször 
«Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare 
algebraische Fragen» czímű értekezésében, a mely a Journal fur 
die reine und angewandte Mathematik 99. kötetében jelent meg.

Végül legyen szabad a talált tételt számbeli példán is bemutat­
nom. Legyen.

1 —1 2 —2
—1 2 —2 1

A -
2 - 2  1 - 1  

| - 2  1 - 1  2
akkor

A = 0 ,  AÍ,)= A jf)= A |? ,= i l (í = - 3 .
( i = l ,  2, 3.)

Rados Gusztáv.
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A z a r g o n r ó l .  G. Raveau : L ’a rg o n .  Journal de Physique. 3a. sé r. T .  IV. 
p ag . 101.

Folyó évi j a n u á r iu s  3 1 -én  L o rd  R ayleigh és R amsay a lo n d o n i R o y a l 
Socie ty  e lő tt egy é rtek ezést o lv a s ta k  fel, m ely egy a  légkörbő l n y e r t  és 
a?'gon-nak e ln e v ez e tt új g ázra  v o n a tk o z ó  k u ta tá sa ik  e re d m é n y é t fog la lja  
m ag á b an .

L ord  Rayleigh m á r rég eb b i m u n k á la ta ib a n *  ú g y  ta lá lta , hogy a  lé c /k ö n  
e re d e tű  n itro g é n  sű rű ség e  m in d ig  nagyobb , m in t  a  vegyi ú ton  e lő á llíto tt 
n itro g é n é . ím e  u g y an azo n  s ű rű s é g m é rő  ü v e g g ö m b b e n  lévő gáz tö m eg e ,
g ra m m o k b an  k ife je z v e :

N itrogén, n i t r o g é n d io x id b ó l__  __  __ __ . . .  . . .  2,3001
« n itro g é n o x id u lb ó l . . .  ... . . .  . . .  . . .  . . .  2 ,2 9 9 0
« a m o n iu m n itrá tb ó l  izzó  á lla p o tb a n  t is z t í tv a . . .  . . .  2 ,2 9 8 7  
« u re u m b ó l  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  2 ,2 9 8 5
« a m o n iu m n itrá tb ó l, h id e g e n  tisztítva . . .  . . .  . . .  2 ,2987

Á tlagos é r té k  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  __  . . .  . . .  . . .  2 .2 9 9 0

E zen  sz á m a d a to k b ó l a  chémiai ú to n  e lőállíto tt n itro g é n  egy l ite ré n e k  
tö m eg e

1 ,2 5 0 5  g ra m m .

A légkörbő l n y e r t  n itro g én  u g y a n a z o n  fe lté te lek  m e lle tt  a  k ö v e tk ező  
sz á m é rté k e k e t s z o lg á lta tta :

V örösen izzó  rézze l előállítva (1 8 9 2 ) __ __  . . .  . . .  . . .  2 ,3 1 0 3
« « vassal « ( 1 8 9 3 ) ............ . . . .  . . .  . . .  2 ,3 1 0 0

V ash y d rá tta l « (1 8 9 4 )  __ __ . . .  . . .  __2 ,3 1 0 2
Á tlagos é r té k  . . .  . . .  . . .  . . .  __ . . .  . . .  . . .  __ 2 ,3 1 0 2

a  m ib ő l végre egy l i te r  töm ege

1 ,2 5 7 2  g ram m .

* Lord Rayleigh : On an Anomaly encountered in Determinations of the 
Density of Nitrogén Gas. Proc. Roy. Society vol. LV. 1894. p. 340.
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Az első é r té k  a  m a g n é z iu m n itrá tb ó l is n y e rh e tő , h a  a  légköri n i tro g é n t  
h e v íte tt m a g n é z iu m o n  veze tik  k e resz tü l. E z t a  n itrá to t a zu tán  v ízzel k e ­
zelik  ; a  lé tre  jövő  am o n iá k o t só sav b an  fogják fel és az  előálló c h ló rh y d rá to t 
n á tr iu m h y p o b ro m itte l  b o n tjá k  szé t. A  v é g re h a jto tt  k ísé rle tek  e g y ik éb en  
légköri n i tro g é n t  n y e rtek , a  n é lk ü l , hogy a  v ö rö se n  izzó reze t h a sz n á la tb a  
v e tté k  v o ln a ;  a  chémiai n i tro g é n  sű rű sé g é ü l m in d a z o n á lta l a  r e n d e s  é r té k  
a d ó d o tt.

A chémiai n itro g é n  re la tiv  k ö n n y ű sé g é t m in d e n e k  e lő tt tis z tá ta la n sá - 
gok  je le n lé té b ő l tö rek e d te k  k im ag y a rázn i. A z e lső , a  m ire  g o n d o ln i leh e t, 
a  h y d ro g é n . M időn  a z o n b a n  ez t a  gázt sz á n d é k o sa n  h o z zá k ev e rték  és a 
k e v e ré k e t v ö rö sen  izzó rézo x y d o n  veze tték  k e re sz tü l, a  sű rű ség  n e m  v á lto ­
z o tt ; e z t a  fö ltevést te h á t  e l k e lle tt  vetn i. M ajd a r ra  go n d o ltak , h o g y  a 
chémiai n i tro g é n b e n  szab ad  a to m o k  le h e tn e k , m ely ek  d issoc iá lt m o le ­
k u lák b ó l sz á rm a z n á n a k  ; d e  eg y rész t a  lassú  e le k tro m o s k isü lés  á tb o csá - 
tá sa  n e m  v á lto z ta tja  m eg  a  sú ly o k a t, m ásrész t p e d ig  egy p ró b a  m e n n y isé g ­
n e k  sű rű sé g e  nyo lcz  h ó n a p  lefo ly ása  a la tt a  v á lto zásn ak  se m m ifé le  je lé t 
n e m  m u ta t ta  : t e h á t  időbeli v á lto zás k izá rtn a k  vo lt tek in th e tő .

E sz e rin t b eb iz o n y íto ttn ak  lá tsz ik , hogy a  n i tro g é n  elnevezés a la tt  n y e r t  két 
gáz  va lam ely ik e  k e v e ré k ; k evéssé  valószínű , h o g y  ez a  chémiai n itro g é n re  
á llna , m e rt h isz  a k k o r ké t fa jta  n itro g én sav  lé te zn é k . A leg eg y szerű b b  m a ­
g y aráza t a b b ó l áll, hogy a  lé g k ö rb e n  egy új e le m e t té te lezzü n k  fel, b á r  eleve 
is  v a ló sz ín ű tle n n ek  tű n ik  fel, ho g y  egy a lev e g ő b en  létező  gáz o ly an  sokáig  
é sz re v é tle n ü l m a ra d h a to tt.  A z o n b an  m á r Cavendish fe lvete tte  a  k é rd ést, 
vájjon  tisz ta  g áz-e  a  légköri n i tro g é n , a  m id ő n  o x ig én  je le n lé té b e n  e le k tro ­
m o s sz ik rák  h a tá sá n a k  v e te tte  a lá  és g ázn em ű  m a ra d é k o t n y ert, a  m e ly  az 
e re d e ti  té rfo g a t Vi2o-ad ré sz é t te t te  k i ; a z o n b a n  a  k é rd és m é ly éb e  n e m  
h a to lt  be.*

L ord  R ayleigh Cavendish k ísé r le té t  nagy m é re te k b e n  ism éte lte . K özép- 
n agyságú  R u h m k o rff-fé le  sz ik ra in d ító t h a sz n á lt, a  m elyet ö t G ro v e -e lem  
tá p l á l t ; a  gáz egy k is p ró b a c ső b e n  volt e lzárva, n a g y  m en n y iség ű  a lk a lik u s  
o ld a t fe le tt. L eg a lk a lm asab b  volt az 5 m m  hosszú  sz ik ra . Az e lnyelés ó rá n k é n ti  
seb esség e  3 0  c m 8 volt. M iu tán  az  oxygént p y ro g a llu ssav  és k á liu m h y d ro x id  
k e v e ré k éb e n  e ln y e le tte ;  100 c m 3 levegőből 0 ,7 6  c m 3 térfogatú  g á z m a ra d é ­
k o t n y e rt. A  k ísé r le t végén  a  h ő m é rsé k le t je le n té k e n y e n  fe le m e lk ed e tt, n e m  
k ü lö n b e n  a  vízgőz a rán y a  i s ;  a z o n b a n  az e r e d m é n y je le n té s é re  vonatkozó  
m in d e n  k é tség  e ltű n t, m id ő n  m eg á llap íto tták , h o g y  a  m arad ék  é sz re v e h e ­

* Cavendish : Experim ents on a ir  Phil. Trans, vol. LXXV., p. 372, 1783. 
K ísérletei különben igen lassúk v o lta k ; az egy ó ráb an  elnyelt gáz m ennyisége 
körülbelől 1 cm 8 volt s ennek kétötöde nitrogén.



PH Y SIK AI SZEMLE. 15 7

tő é n  a rá n y o s  az  e red e ti té rfo g a tta l, m ég  a b b a n  az e se tb e n  is, a  m ik o r  az  
sokkal k iseb b  —  5 cm 3 —  volt.

A levegő n itro g é n jé n e k  e ln y e le té sé re  az o x y g é n en  kívül m ég  a  k ö v e t­
kező an y ag o k  h a sz n á lh a tó k  : b ő r, s ilic ium , t i ta n iu m , lith iu m , s tro n tiu m , 
b a r iu m , m a g n e s iu m , a lu m in iu m , h ig an y  és h y d ro g é n  (e lek tro m o s s z ik rá k  
h a tá sa  a la tt)  és vég ü l b a r iu m c a rb o n a t  és szén  m ag a s  h ő m é rsé k le tű  k e v e ­
rék e . A sza lag  a la k ú  m a g n e s iu m  szo lg á lta tta  a  leg jo b b  e red m én y e k e t. 
A  légköri n i tro g é n t  ú jra  m eg  ú jr a  á tvezetve m a g n e s iu m o n , leh e tség es vo lt 
10 n a p  a la tt k ö rü lb e lü l 1500  c m 8 té rfo g a tú  g ázt e lő á llítan i, m elye t h ig a n y  
fe le tt fog tak  fel. A zu tán  á tv e z e tté k  n a tro n m é sz e n , p h o sp h o ra n h y d r id e n , 
m a g n e s iu m o n , ré zo x id o n  és ú jra  a  k é t első nyelő  an y ag o n  á t egy m á s ik  
g a zo m e te rb e . Ez a  m ásod ik  m ű v e le t a  té rfo g a tá t k ö rü lb e lő l 200 c m 3-aiyire 
szo ríto tta  le és h y d ro g é n re  v o n a tk o zó  sű rű sé g ü l 1 6 ,1 -e t ad o tt. Egy m á s o d ­
szori keze lés a  sű rű s é g e t  19,0 0 9 - re  em elte . V égre  a  té rfo g a to t k ise b b íte tték  
úgy  is, hog y  a  gáz  egy k is, o x y g é n n e l k ev ert r é sz é t e le k tro m o s sz ik rák  h a ­
tá sá n a k  te t té k  k i. E bbő l a  s ű rű s é g e t  k iszám ítva, 2 0 -a t  n y e rte k . S z ín k ép e  a  
n itro g é n  sáv ja in  k ívü l egészen  új v o n a la k a t is m u ta to tt .

A tm o ly tik u s  k ísé rle tek , a  m e ly ek  k ü lö n b e n  m ég  tö k é le tlen e k , m e g m u ta t­
ták , hogy az a  levegő , a  m ely  lik a c so s  fa lakon  m e n t  keresz tü l, n e h e z e b b  
n itro g é n t ta r ta lm a z , m in t a  közö n ség es.

H á tra  vo lt m é g  k im u ta tn i, hog y  a  chémiai n itro g é n b e n  n in csen  m e g  az  
a  m ara d ék -g á z , m ely  az e lő b b e n i k ísé rle tek b e n  e lő k e rü lt .  S ez is s ik e rü lt  
oly m ó d o n , h o g y  a chémiai n i tro g é n t  oxygén je le n lé té b e n  e le k tro m o s  
sz ik rák  h a tá s á n a k  v e te tték  a lá  ; a  m a ra d é k  tö b b re n d b e li  k ísé rle tb en  ö ssze ­
h a so n líth a ta tla n u l  k iseb b  volt, m in t  a  légköri n itro g é n b ő l (egy e se tb e n  
3 ,5  cm 8 150 h e ly e tt)  és ez is m eg m a g y a rá zh a tó  a  n a g y  m en n y iség ű  g á zo k ­
k a l való m ű v e le te k h e z  szü k ség es vízből.

A n itro g é n t  n ag y  m é r té k b e n  m a g n e s iu m  seg ítség év el á llíto tták  e lő , a  
m á r  le ír t  m ó d o n . O xygénnel, M é rite n s  g ép ét h a sz n á lv a , m ely n ek  á ra m á t  
m ag as p o te n tiá lra  tran s fo rm á ltá k , 3  lite rn y i ó rá n k é n ti  ab szo rb eá ló  s e b e s ­
ség e t é r te k  el.

Az e lő á llítá sn a k  ezen  m ó d ja  leh e tő v é  te tte  a  lev eg ő b eli oxygén  é s  a  
m arad ék -g áz , az  argon v iszonylagos té rfo g a tán ak  m eg h a tá ro z ásá t. E b b ő l a  
v iszonyból, to v á b b á  a  ch ém ia i és a  lég k ö ri n i tro g é n n e k  h y d ro g é n re  v o n a t­
kozó sű rű sé g é b ő l k iszám íto tták  az  a rg o n n a k  h y d ro g é n re  vonatkozó  s ű r ű ­
ségét, a  m i 2 0 ,6 -e t  ad o tt. 4 0 0  c m 3-n y i o x y génnel k e v e rt gázon  végzett eg y ik  
k ísé rle t 1 9 ,7 -e t a d o tt .  Végre, a  m in t  m ondva  volt, az  első, m a g n e s iu m m a l 
e lő á llíto tt p ró b a -a n y a g  2 0 -ra  v e ze te tt. E ddig  m ég  n e m  le h e te tt  s z a b a to s  
m é ré s t v ég ezn i e leg en d ő  m en n y isé g ű  tisz ta  gázon.

13° G. k ö rü l  a  víz 100 rész  a rg o n b ó l 4 -e t old fel, a  m i az t je le n ti, hog y  
az  a rg o n  o ld h a tó sá g a  2 ,5 -sze r a k k o ra , m in t  a  n i tro g é n é . L e h e te tt  t e h á t
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a r r a  k ö v e tk ez te tn i, h o g y  az esővízből n y e r t  n itro g é n g á z b a n  n ag yobb  m en y - 
n y isé g ű  a rg o n t k e ll ta lá ln i. Az eső v ízb ő l n y ert n i tro g é n  sű rű sé g é n e k  m e g ­
h a tá ro z á sa  a g y a n ítá s t  tény leg  ig azo lta .

A k é t fajlagos h ő n e k  viszonyát a  h a n g  se b e ssé g én e k  m e g h a tá ro z ásáb ó l 
(a  levegőbeli seb esség g e l való ö sszeh aso n lítá s  ré v é n )  á llap íto tták  m e g  ; a 
k ísé rle th ez  2 —8 m m  átm érő jű  c sö v e k e t h a sz n á lta k . A n y e rt sz á m o k  1 ,65  
é s  1,61 voltak . Igazo ló  k ísé rle tek  szén sav  sz á m á ra  1 ,2 7 6 -t és h y d ro g é n  
s z á m á ra  1,3 9 1 -t a d ta k . E lőzőleg e k é t  gáz sz á m á ra  n y e rt  á tlagos é r té k e k  
p e d ig  1,288 ille tv e  1 ,402  voltak.

E bből te h á t  kö v e tk ezik , hogy az  a rg o n  fa jlagos h ő in ek  v iszonya n e m  
ig e n  k ü lö n b ö z h e tik  1,66-tő l, a  m i o ly an  gázoknál fo rd u l el, m e ly e k n ek  ösz- 
sze s  en e rg iá ju k  tra n s la to rik u s . E d d ig  csak  a  h ig an y g ő z  m u ta tta  ez t a  tu la j ­
d o n ság o t.

A z arg o n  e d d ig  ch ém ia ilag  te lje s e n  k ö zö m b ö sn ek  m u ta tk o z o tt ; L ord  
R ayleigh és R amsay igen  sok k isé r le te t  végez tek  a b b a n  az irá n y b a n , hog y  
v a lam ely  an y ag g a l veg y ü lésre  b ir já k , de  m in d e n  s ik e r  n é lk ü l.

M ilyen te rm é s z e tű  az a rg o n  ? L á ttu k , hogy a  fa jm eleg ek  v iszo n y án ak  
m é ré se  a r ra  m u ta t ,  ho g y  m o n o a to m ik u s  ; te h á t  vagy elem , vagy e le m e k  
k ev erék e . A to m sú ly a , a  m ely  e g y en lő  a  m olek u lasú ly ly a l, 4 0  volna. Mende- 
lejeff so ro z a tá b an  n e m  talá ln i s z á m á ra  helyet.

E zen  e lő te rje sz té s  u tá n  Crookes b e m u ta tta  a  tá rs a sá g n a k  az a rg o n  sz ín ­
k é p é re  v o n atkozó  ta n u lm á n y á n a k  e re d m é n y é t.*

H a  az e le k tro m o s  k isü lést PLüCKER-féle csövön v eze tik  k e resz tü l, m ely  
a rg o n t  ta r ta lm a z , a k k o r  fe ltű n n e k  a  n itro g é n  v o n a la k ; de  kis idő m ú lv a , 
az  e lp á ro lg o tt e le k tró d o k  p la tin á ja  e lnyeli ezt a  g áz t, és az a rg o n  v o n a la i 
e g y ed ü l je le n n e k  m eg .* *  A v o n a lak  összessége k é t  h a tá ro zo tt c so p o rto t 
a lk o t, az egyik 119, a  m ásik  8 0  v o n a la t  foglal m ag á b an , m ely ek  k ö zü l 
2 6  m in d k é t sz ín k ép b e n  látszik  e lő fo rd u ln i. Az e lső  n ag y  tek e rcsese i k a p ­
h a tó , 6 volt p o n te n tiá lk ü lö m b sé g ű  3  am p . á ram o t h a s z n á lv a ; a  cső fénye  
p iro sas. A m áso d ik  n y e rh e tő  3 ,8 4  a m p é re s  es 11 vo ltos á ram m al, h a  m ég  
kb . 3 2 0  cm 2 fe lü le tű  ley d en i p a la c z k o t is b e c sa to lu n k . A k é t sz ín k é p e t 
eg y m á su tán  is m e g  le h e t k ap n i, h a  a  gáz nyom ása  változik  ; 8 ,8 4  a m p é re s  
és 11 voltos á ra m m a l a  p irosas fé n y  3 m m , a  k é k e s  fény  ped ig  0 ,2 5  m m  
n y o m ássa l id é z h e tő  elő. A gáz je lle m z é sé re  k é t v o n a l sz o lg á lh a t; p iro sak , 
d e  k isebb  tö ré s ű e k , m in t a h y d ro g é n  és l ith iu m  p iro s von a la i, és 
6 9 6 ,5 6  és 7 0 5 ,6 4  h u llá m h o ssz ú sá g n a k  felelnek. A  sz ín k ép ek  ta n u lm á n y o ­
zása  sem m i o lyasféle  e red m én y re  se m  vezetett, a  m ely  e lle n té tb e n  á lla n a

* Crookes: On the Spectra of Argon. Nature t. 51.
** Crookes úgy is nyert argont, bogy a légköri nitrogénen elektromos ki­

sülést bocsátott át, 8 órán keresztül.
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a k é t e lem  h y p o th esisév e l, m ert h isz  so k  egyszerű  gáz s z ín k é p e  összetett és 
így az  e lem iség  n y ílt k é rd ésn e k  m a ra d .

Olszewski az a rg o n t  R amsay fe lszó lítá sá ra  alacsony h ő m é rsé k le te k  a la t t  
tan u lm á n y o z ta .*  Cailletet k é szü lék é t h a s z n á l ta ; a  ru g ó s  m a n o m é te r t  e lő ­
z e te sen  a h ig a n y m a n o m é te r re l  h a s o n líto t ta  össze. F ag y a sz tá sh o z  az e th y - 
le n t  h a szn á lta , m e ly  m á r  igen  a la c s o n y  ny o m ásn ál f o r r ;  az eszköznek  
ü vegcsöve  úgy volt e lkészítve , ho g y  az  e th y len b e  m e r ü l t  ré sze  a rán y lag  
ig e n  vékony  falú —  leg fe ljebb  1 m m  —  volt, azért, h o g y  a  kü lső  és be lső  
h ő m é rsé k le t  a leh e tő  leg g y o rsab b a n  eg y en lővé  váljon . A  h ő m érsék le te k e t 
h y d ro g é n  h ő m érő  m é r te . Az argon  k ö n n y e n  folyósodik — 1 2 8 ,6  G° h ő m é r ­
sé k le t  és 38 lég k ö ri n y o m á s  a la tt. H a  a  h ő m érsék le t la s s a n k é n t  em elked ik , 
a  m e n isc u s  h a tá ro z a tla n n á  le sz ; 5 0 ,6  a tm ospheera  n y o m á s  a l a t t — 121° n á l 
e ltű n ik .  (H ét m éré s  — 1 1 9 °  és — 1 2 1 ,6 °  közé eső é r té k e k e t  adott.) A  gőz 
fe szü ltség e  38  a tm o sp h aera  (— 1 2 8 ,6 °-n á l)  és 23,7 a tm o sp h a era  (— 1 3 9 ,1 °- 
n á l) közö tt változik.

H ogy m ég to v áb b  m eh essen , o x y g é n t használt. A z a rg o n  az oxygén 
fo rrá s i  h ő m érsék le té n é l (— 182,7°) a  lé g k ö ri  nyom ás a la t t  n e m  folyósodik ; 
a z o n b a n  — 1 8 6 ,9 °-n á l a  fo lyósodás s ik e rü lt , 740,5  m m  nyom ás a la tt. 
A fo lyadék  sű rű sé g e  e k k o r  1,5.

- -1 9 1 °-n á l az  a rg o n  a  jég h ez  h a so n ló  kristályos a n y a g g á  s z i lá rd u l ; 
m é g  a lacso n y ab b  h ő m é rs é k le t  a la tt f e h é r  és á tlá tsza tla n n á  v á lik  ; — 1 8 9 ,6 °- 
n á l  folyósodik.

A z arg o n , te k in tv e  a  folyósodás n e h é z sé g é t, a sz é n o x id  (— 190°) és az  
o x y g én  (— 182°7) k ö z ö tt foglal h e ly e t ;  közeledik  az u tó b b ih o z , m ely n ek  
k r i t ik u s  h ő m érsék le te  és nyom ása  — 1 1 8 ,8 °  illetve 5 0  a tm o sp ln e ra , d e  
a n n y ib a n  te ljesen  e lü t  tő le , hogy m eg sz ilá rd u l.

A lig  hogy a  lo n d o n i C hem ical S o c ie ty  L ord Rayleigh-í , m in t  az a rg o n  
n a g y n e v ű  fe lfedező jét, a  Faraday-Medál lal k itü n te tte  és ő t m in t «az 
u to lsó  tizedes jeg y ek  győztesét»  ü n n e p e l te ,  m időn  ú ja b b  é s  ú jab b  v izsgála­
to k , m ely ek et a  leg n a g y o b b  n evű  c h e m ik u so k  vég ez tek , ú j és m eg lepő  
e re d m é n y e k re  vezettek .

Lord R ayleigh társa, R amsay két irányban folytatta a kísérleteket. Egyik 
czélja volt, kipuhatolni vájjon csakugyan lehetetlen-e az argont más anya­
gokkal vegyülésre bírni; a másik czélja az volt, hogy az argonnak a Mende- 
LEJEFF-féle elem-sorozatban helyet találjon.

A z első czél e lérése végett BERTHELOT-nak 37 cm 8 a rg o n t küldött, hogy 
vele kísérletezzék. Berthelot a franczia  akadém ia 1 8 9 5  m árczius 11 diki 
ü lésén  adta elő k ísérle te inek  eredm ényét. E szerint több  sikerte len  kísérlet 
u tá n  nagy feszültségű R uhm korff-féle inductorium  elek trom os kisülése

* Olszewski: The liquefaction and solidifaction of Argon. Nature t. 51.
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a la tt  az e re d e ti  a rg o n n a k  0 ,8 3  ré sze  a h o z z á k e v e rt  b e n z in n e l e g y e sü lt és 
g y a n ta n e m ű , sz ilá rd , sá rgás, szag o s an y ag o t a lk o to tt,  m ely  az  a rg o n t  ta r ­
ta lm azó  üveg cső  fa la in  le ra k o d o tt .  A fo ly am at 1 0  óráig  ta r to tt.  A  k iválasz­
to tt  an y ag  h ő  h a tá sa  a la tt s z é tb o m lo tt és sz e n e s  an y ag o t h a g y o tt  h á tr a .

Berthelot a z o n b a n  egy m á s  n e m  kevésbbé é rd e k e s  tü n e m é n y t is tap asz ­
ta lt, m e ly re  egy k ü lö n ö s h y p o th e s is t  a lap íto tt.*  A z t tap asz ta lta  u g y a n is , hogy 
az a rg o n t ta r ta lm a z ó  eső  b izo n y o s  k ísérle ti fe lté te le k  m elle tt g y ö n y ö rű , s á r ­
gás, fluo reszk á ló  fény t m u ta to tt ,  a  m elye t sp e c tro sco p p a l m eg v izsg álv án , 
a r r a  a  m eg lep ő  e re d m é n y re  ju to t t ,  hogy a  sz ín k é p e  teljesen  o ly an , m in t  a 
m ily en  az észak i fény sz ín k é p é n e k  egy része , m e ly e t eddig  m é g  n e m  sike­
r ü l t  m eg m ag y arázn i.

E b b ő l Berthelot az t a k ö z e l fekvő h y p o th e z is t  állítja fel, h o g y  az  északi 
fény  n e m  egyéb , m in t a lev e g ő b en  tö rté n ő  e le k tro m o s  k isu g á rz á s  h a tá sa  
a la tt flu o reszk á ló  a rg o n  fén y e .

Míg B erthelot az em lített kísérletekkel foglalkozott, az a la tt R ámsay 
a másik irányban folytatta kutatásait és nem kevésbbé fontos eredm ényekre 
jutott. Szerette volna e ld ö n ten i: elem-e az argon vagy pedig elem ek keve­
réke és hol lesz helye a MENDELEJEFF-féle sorozatban ? Maga Mendelejeff az. 
orosz chémiai társaság márcz. 14. gyűlésén foglalkozott a kérdéssel és fel­
állította a lehetőségeket, a nélkül, hogy döntő véleményt m ondott volna. 
De R amsay nem  nyugodott. Tudomására jutott, hogy Nordenskjöld néhány 
évvel ezelőtt Norvégiában egy új ásványt fedezett fel, melyet cléveit-nek 
nevezett el, s a mely az u ra n in itek  válfajához tartozik s ritka földnemeket 
és uraneum ot tartalmaz. Erről ismeretes volt, hogy ha kénsavban forralják, 
egy gázt bocsát ki, a melyről eddig azt hitték , hogy nitrogén. R amsay 
spectroscoppal megvizsgálta és azt tapasztalta, hogy nem nitrogén, hanem 
argon. Elküldte CRooKEs-nak is, ki pontosabban megvizsgálva a rra  az ered­
ményre jutott, hogy az így nyert argon két gáz keveréke: az egyik egészen 
olyan színképet mutat, m int a minő a napon talált hypothetikus hélium  
színképe, mely anyagot eddig tudvalevőleg a földön felfödözni nem  sike­
rü lt ; a másik pedig a tulajdonképeni argon lenne.

A  h é liu m  egyik je llem ző  v o n a lán ak  m eg fe le lő  h u llá m h o ssz  ugyan is 
A n g s tro m  sz e r in t  587 ,49  é s  az  a rg o n  tá rs a s á g á b a n  e lőforduló g á zé  587,45.

K ö z li: M ikola  Sándor.

* C. R. CXX.
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A kinematikai geometria történeti fejlődése.

M int önálló  d isc ip lin a  a  kinematika fiatal tu d o m á n y . —  A  kinematikai 
geometria ped ig  csak  a  XIX . sz á za d n ak  a  vívm ánya. H a  te h á t  a  k in em a tik a  
és vele eg y ü tt a  k in e m a tik a i g e o m e tria  tö r té n e ti fe jlő d é sé re  ó h a jtu n k  egy  
p illa n tá s t  vetn i, a k k o r  n e m  kell m e s sz e b b re  v issz a te k in te n ü n k , m in ta  m ú lt  
század  vég ére  é. p. Francziaországra, m ely  a k k o rib a n  m in d e n  re fo rm - 
m o zg a lo m n ak  sz ín h ely e  volt.

A  k in em a tik a  fe jlő d ése  sz igo rúan  összefügg a g é p sz e rk e ze tta n  fe jlő d é ­
sével.

R é g e b b e n  m in d e n  g é p e t önálló  e g észn e k  te k in te t te k  é s  így is ír ta k  le . 
A g é p  része ire , azaz ré sze in ek  c so p o rto za ta ira  ped ig , a z  úgynevezett m e ­
c h a n iz m u so k ra  n e m  ig e n  ügyeltek, n e m  törődvén azzal, h o g y  m ilyen fo n ­
tos v o ln a  e  m e c h a n iz m u so k a t kü lö n  m egfigyeln i, azaz tu d o m á n y o sa b b  a la ­
p o n  tá rg y a ln i és n e m  k u ta tták  egy é s  u g y a n an n a k  a  m e c h a n iz m u s n a k  
sokféle  a lk a lm azásá t. Egyszóval ré g e b b e n  n em  voltak k é p e se k  a  specziali- 
son az  általános tu la jd o n sá g o k a t fe lism e rn i. És a z é r t  h a  egy és u g y an az  a  
m e c h a n iz m u s  m ás -m á s  g ép en  kissé m á s  a lak b an  fo rd u lt  e lő , m in d an n y iszo r 
ú jb ó l le ír ták , m e r t  v a ló b a n  új és a  s z ó b a n  forgó g é p tő l e lv á lasz th a ta tlan  
d o lo g n ak  tek in te tték .

K ü lö n b e n  á lta lá n o s  h ib á ja  volt a  rég iek n ek , h o g y  á lta lán o sítá s  i r á n t  
n e m  ig en  volt é rzék ü k .

L eg jo b b an  lá tju k  e z t a  geometriában és azzal i llu sz trá lh a tju k , h a  c sa k  
fu tó  p illa n s tá t is v e tü n k  a  görögök  g eo m e triá já ra . A r r a  a  g eo m e triá ra , 
a  m e ly  T h a l e s - ,  P y t h a g o r a s - ,  A r c h i m e d e s -  és AppoLONius-tól rá n k  m a ­
ra d t, és a  m elyet E u k l i d e s  re n d sz e rb e  foglalt. B á rm e n n y ire  b á m u lju k  
is b e n n e  a  fogalm ak tisz taságát és k ö v e tk eze tességét, m ég is, h a  e z t a  
g e o m e triá t  kissé k ö ze leb b rő l te k in t jü k , szem beötlő  az  a  k ö rü lm é n y , 
hog y  a  görögök h a tá ro z o tt  e lő sze re te tte l csü n g tek  a  rész le ten , á lta lá ­
n o s  e lvekkel és m ó d szerek k e l n e m  tö rő d tek  * és fő leg  a n n a k  tu la jd o ­

*  H a n k e l ,  Projectivische Geometrie.

M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 11
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n íth a tó  az  is, hogy, h a  egy é s  ug y an az t a  p ro b lé m á t m á s -m á s  fe lvéte lben 
tö b b fé lek é p e n  o ld o tták  m e g , m in d a n n y isz o r a z t vélték, h o g y  ezze l új fel­
a d a to t o ld o tta k  m eg . (Appolonids egyik h í r e s  m u n k á já b a n  e g y  feladato t 
8 0 -fé le k ép e n  o ld o tt m eg .) A  gö rö g  tu d ó s  n e m  k u ta tta , h o g y  a  látszólag 
k ü lö n b ö ző  id o m o k  k ö zö tt n in c s -e  á lta lános össze fü g g és?

K evés m ó d o sítá ssa l így m a ra d t  a  dolog a  g e o m e triá b an , n e m k ü lö n b e n  a 
m e c h a n ik á b a n  is k ö rü lb e lü l a  XVII. század v ég éig . A XVIII. sz á za d  eszm éinek  
a z o n b a n  n e m  fe le lh e te tt m e g  e m e  szűk  l á tó k ö r ; n e m  fe le lh e tte k  m e g  a régi 
h a g y o m án y o k . A zok h e ly é b e  új e lm é le tn e k  k e lle tt  lépnie, a  m e ly  e red m é ­
n y e it á lta lá n o s  m ó d szerek k e l fejti ki. A g e o m e triá b a n , m ely 2 0 0 0  esz tendeig  
jó fo rm á n  b á n ta t la n u l  h a g y a to tt, m e g te re m te tté k  az á lta lá n o s ítá s  eszm éjét, 
m ely  a  m o d e rn  an a litik a i és sz in th e tik a i g e o m é tr iá b a n  le lte  m e g o ld á s á t ; a 
m e c h a n ik á b a n  ped ig  u g y a n ez  az á lta lá n o sítá s  felé való tö re k v é s  ab ban  
n y ilv án u lt, ho g y  a m ozgási m e c h a n iz m u so k ra  sú ly t helyeztek . É s  valóban, 
az első m ű e g y e te m  m eg a lap ítá sáv a l (P áris 1 7 9 4 ) m á r  kétfe lé  v á lt  az  addigi 
g é p le írá s ta n  és m egoszlo tt a  m e c h an iz m u so k  ta n á r a  és az á lta lá n o s  g ép tan ra . 
Az u tó b b i m e g m a ra d t e z u tá n  is  a  fizika m e lle tt ,  hová  k e zd e ttő l fogva ta rto ­
zó n ak  te k in te tté k , a  m o zg ási m e c h a n iz m u so k  ta n á t  pedig az  ábrázoló geo­
metriához csa to lták  és a n n a k  a lcso p o rtjáú l tek in te tté k . Ez a  szétválasztás 
Monge és Carnot n ev éh ez  fű ző d ik . Monge, a  k i nagyszerű  m ű v é v e l, a  Geo­
metrie descriptive-ve] a  tu d o m á n y o s a la p o n  nyugvó ra jz o lá sn a k  m egala­
pító ja, eg y szersm in d  m e g te re m tő je  az á lta lá n o s ítá s  e sz m é jé n e k  is, úgy a 
g e o m e triá b a n , m in t a  m e c h a n ik á b a n .

Monge és Carnot n y o m á n  m ég  Hachette,1 Lanz,2 Betancourt és m ások 
do lgoztak  az  em líte tt i r á n y b a n  és sz e llem b en , de  a  m o zg ástan , m in t  önálló 
d isczip lin a , az  áb rázo ló  g e o m e triá b ó l la s s a n k in t  k iv é te te tt é s  c sa k  a  leg­
u to lsó  id ő b en  kezd ik  ism é t a  k in em a tik a i té te le k e t  az áb rázo ló  g eo m etriáv a l 
k ap cso la tb a n  tá rgyaln i.

A  m e c h an iz m u so k  ta n á n a k  tárgyalásmódjában fon tos fo rd u la t  állott 
be  a  je le n  század  h a rm in c z a s  éveiben , a  m ik o r  A mpere «Essai sur la Phi­
losophie des sciences» c z ím ű  m ü v e  je le n t m e g , m elyben  e n n e k  a  disczipli- 
n á n a k  filozófiai a la p v o n a la it veszi b o n czo ló k és  alá.

Ampere is sü rg e tte  a  m o zg á s tan n a k  e lv á lasz tásá t az erő- é s  töm eg tan tó l, 
és ő vo lt az, ki a  m o zg áso k  ta n á t e lőször kinematikának (C in em atiq u e) 
nevezte , a  görög  xtVTjpa — m ozgás szó u tá n .3

1 Hachette, Traité  é lém en taire  des m ach ines. 1828. (4me édit.)
3 Lauz e t Betancourt, Essai su r la com position  des m ach ines. 1808. 2me 

édit. 1819.
3 Megjegyzendő, hogy, b á r  a kinematika szót Francziaországon kívül, a hol 

különben legelőször terjed t el, azóta Olaszországban (Cinematico), Angolország-
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PoNCELET-nek e ré ly es  fellépése fo ly tán  a  kinem atikát m á r  1 8 38-ban  ta n í ­
to t tá k  a  S o rb o n n e -b an .

T é r jü n k  á t e z e k u tá n  a  k in e m a tik á n a k  geometriai te r é r e  és vegyük e z t 
k issé  közelebbrő l sze m ü g y re .

« Geometrien. Geomechanikn czím ű értekezésében F iedler* 1 azt m ond ja :
«H a figyelem m el k isé r jü k  a  m e c h a n ik a  tu d o m án y o s fe jlő d ésén ek  ú ja b b  

iro d a lm á t, ak k o r ö n k é n y te le n ü l is a z t lá t ju k ,  hogy tá rg y a lá sá b a n  egy idő  ó ta  
új fo rd u la t  á llo tt be. T ap a sz ta lh a tju k  u g y a n is  egyrészt a z t az  á lta lános tö r e k ­
vést, m ely  a  g e o m e tria i szem pon tok  é r té k e s íté se  felé i r á n y u l ; m ásrész t p e d ig  
lá t ju k , hogy a m e c h a n ik á n a k , ille tő le g  a  k in em a tik án a k  tu la jd o n k é p e n i 
geometriai részleteire m in d in k á b b  n a g y o b b  sú ly t h e ly e z n e k .» A F iedler 
h a n g sú ly o z ta  ez ú jítá so k n a k  első e sz m é i n e h á n y  k iváló  tu d ó s  n e v éh e z  
fű z ő d n ek .

M ár Bernouilli János2 k im u ta tta  (1 7 4 2 -b e n )  a  fo rgási k ö zép p o n to k  lé te ­
z é sé t o lyan  m o zg áso k n á l, m elyek egy é s  u g y an azo n  s ík b a n  m e n n e k  végbe.

G iulio Mozzi3 p e d ig  (1763-ban) e z e k e t  a  h á ro m m é re tű  té r r e  a lk a lm azta .
E dler* végre volt az, a  ki az egy p o n tb a n  rögzített három m ére tű  re n d ­

szereknek  m ozgását egy bizonyos tenge ly  körül való m o m en tán  forgásra 
vezette  vissza.

A z EuLER-féle té te le k n e k  ak k o rib a n , a  m ik o r azo k a t h ird e tte , n e m  n a g y  
fo n to sság o t tu la jd o n íto tta k  és a n é m e t tu d ó so k  azokat c sak is  é rd ek es th e o -  
re tik a i  fe jteg e tések n ek  ta rto tták . E  té te le k k e l  később  a  f ran c z iá k  k e z d te k

ban (Kinematics), Németországban (Kinematik) stb. is használják, mindamellett 
ez a szó filológiai szempontból nem mondható helyesnek és sokan kifogásol­
ták is. Többek között R euleaux azt mondja, hogy Ampere jobban cselekedett 
volna, ha kinematika (Cinematique) helyett kinetikát (Cinetique) javasolt 
volna. Azonban a kinematika szó a tudományban már annyira meghonoso­
dott, hogy kiküszöbölése most már nagyon bajos volna. Házi használatra 
R eüleaux különben a kinematikát «Getriebelehre»-nek mondja. Más tudósok, 
Herrmann, Kant, Wronski stb. a phoronomia  szót (tpégeiv ~  hordani) ajánlják. 
Schönflies pedig, és vele együtt a legújabb időben több német tudós, a 
Geometrie der Bewegung megnevezést használja, ÜEVÁ-nak Geometria motus 
után indulva.

1 W. Fiedler: «Geometrie u. Geomechanik». Vierteljahrschrift der Natur­
forschenden Gesellschaft in Zürich, 21. Jahrg. 1876, 186—288.

2 J. Bernouilli : De centro spontaneo rotationis. Opera, t. IV. 1742.
3 G. Mozzi: Discorso matematico sopra il rotamento momentanei dei 

corpi. 1763.
* Euler: Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum. 1765. («Mecha­

nik u. Theorie der Bewegung der festen Körper» ez. német ford. Wolfers-től. 
1848—53.)

1 1 *
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fog lalkozni és k ü lö n ö se n  Chasles128 és P oinsot4 6 6 az EuLER-féle té te ­
lek e t v a ló b a n  a lapvető  e lv e k k é  a lak íto tták  á t.  — A forgási k ö z é p p o n t (pólus) 
g e o m e tria i tu la jd o n sá g a it  e lő szö r Chasles fe jte tte  ki (1 2 3 4 * 6 7 8 a la t t  fe le m líte tt do l­
g o z a táb a n ), m eg m u ta tv á n  b e n n e , hogy a  m e re v  re n d sze r á lta lá n o s  m ozgása 
c sav arm o zg ásra  v eze th e tő  vissza. B ő v eb b en  fe jtegette  e ze k e t a  2 és 3 a la tt 
fe lso ro lt do lgoza ta ib an .

Chasles - tő i  e red  to v á b b á  az  az eszm e, h o g y  az  e red e ti m o zg ássa l egyútta l 
a  m eg fo rd íto tt m ozgás is  figyelem be v een d ő . U gyanis a  p o n t  m o zg ása  révén  
ke le tk ező  g ö rb é k n ek  b izo n y o s «d u a liz m u sé  » -ra  fig yelm ezte tvén , m e g m u ­
ta tta , hogy , h a  a  2  re n d s z e rn e k  A p o n tja  2 v-b e n  az a' g ö rb é t í r ja  le, ak k o r a  
m ozgás m eg fo rd ítá sán á l a' g ö rb e  k e resz tü l h a la d  A p o n to n . E z t b e m u ta tta  
szem lé le tileg  is.

F e lem líte n d ő k  to v á b b á  M öB ius-nak7 fo n to s  d o lg o za ta ; n e m k ü lö n b e n  
Jonquiéres,8 Bresse,8 Lamarle,10 11 Resal12 s tb . tu d ó so k n ak  n ev eze te s  é r te ­
kezése i és m u n k á i.

E  tu d ó so k  te k in th e tő k  te h á t  a  k in e m a tik a i g e o m e tria  m eg a lap ító in ak .
A  k ü lö n b ö ző  sze rző k tő l szárm azó  és k ü lö n b ö ző  fo rráso k b an  le lh e tő  e re d ­

1 Chasles : Note sur les propriétés générales du systéme de deux corps 
semblables entr’eux, et placés d’une maniére quelconque dans l’espace; et sur 
le déplacement flni, ou infiniment petit d’un corps solide libre; communiquée 
á la soc. philom. 1831. (Bulletin des sciences math, par Férussac 1830.)

2 Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit d’un 
corps solide libre dans l’espace : Comptes rend. de l’Academie des Sciénces de 
Paris. T. XVI. 1843.

3 Propriétés relatives au déplacement fini quelconque, dans l’espace, d’une 
figure de forme invariable: Comptes rend. T. LI. 1860, továbbá T. LII. 1861.

4 P oinsot : Théorie nouvelle de la rotation des corps. (Journ. des. Mathém.
p. Liouville T. XVI.) Német fordításban Schellhachtól 1851.

6 Theorie des cőnes circulaires roulants.
6 Élément de statique.
7 Möbius : Über die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen. (Crelle 

Jour. XVIII. 1836.)
8 Jonquiéres: Mélange de géométrie pure. 1856.
9 Bresse : A térítő körök (Wendekreise) feltalálója. Mémoire sur un théo- 

réme nouveau concernant les mouvements plans, et sur l’application de la 
cinématique á la détermination des rayons de courbure: Journal de l’Ecole 
politechnique 1853.

10 Lamarle: Théorie géométrique des rayons et centres de courbure: 
Bulletin de l’Academie royale des sciences etc. Belgique 1857—59. Ugyanott 
továbbá:

11 Théorie des centres et axes instantanés de rotation.
12 R esal: Traité de cinématique pure. 1862.
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m én y e k e t a z o n b a n  először Aronhold gyűjtö tte  ö ssze  és azokat eg y  k ö v e tk e ­
zetes  egészszé k ikerek ítv e  és s a já t  k u ta tásaiva l bővítve e lő ad ta  a  b e rlin i 
G ew e rb ea k ad e m ie n . H íres e lő a d á sa ib a n  fe jteg e tte  a  m ozgás m e g fo rd ítá sá n a k  
elvi fo n tosságát, m ely rő l m á r  Chasles is szólt.

E zen  e lő ad áso k n ak  a  sík b an  v é g b en m en ő  m o zg á so k a t tárgyaló  r é s z é t  pedig 
« V e rh a n d lu n g e n  des V ereins z u r  B e fö rd eru n g  des G ew erb efle isses  in  
P re u ssen »  cz ím ű  fo lyó ira tban  Grundzüge der kinematischen Geometrie1 2 
czím  a la tt ki is ad ta .

U gyané  fo ly ó ira tb an  F . R euleadx közli a m á r  e lő b b  em líte tt Grundzüge 
der theoretischen Maschinen-Getriebelehre2 ez. dolgozatait, m e ly n e k  e le ­
j é n —  k ap cso la tb a n  az e lm é le ti g é p ta n  tö r té n e ti  fe jlő d ésén ek  fe lem líté sév e l 
■—  a  g e o m e tria i a lap fo g a lm ak a t rö v id e n  összefoglalja .

A ronhold m ó d sz e ré t Buka f e jte t te  ki b ő v eb b en  «Das sphärische Kurbel­
getriebe# czím ű  é rte k ez é séb e n . Göttingen 1 8 7 6 -b a n .

H a  az e lm é le ti m e c h an ik a  le g ú ja b b  iro d a lm á ra  tek in tü n k , a z t  a  m eg ­
győződést sze re z h e tjü k , hogy m á r  Chasles d o lg o za ta in ak  m eg je le n ése  ó ta  a 
g e o m e tria i ré sz le te k re  m in d ig  n a g y o b b  súly t h e ly e zn e k . Ez a  k ö rü lm é n y , 
m e ly re  k ü lö n b e n  F iedler m á r  1 8 7 6 -b a n  figyelm eztet, fokozódott m é r té k b e n  
tap a sz ta lh a tó  az u to lsó  két é v tiz ed b e n , úgy hogy  m o s t  m ár, n é h á n y  nag y ­
b ecsű  é rte k ez é s  és m u n k a  m e g je le n é se  óta, a  kinematikai geometriának 
legfontosabb része, t. i. az, m e ly  a  merev rendszerek m o z g á sá n a k  geo­
m e tr iá já t  tá rgyalja , befejezést n y e r t  és így b á tra n  m o n d h a tju k , h o g y  a  kine­
matikai geometriában önálló discziplinát is b í ru n k .

E n n e k  ig azo lására  szab ad  le g y e n  m ég  e d isc z ip lin a  iro d a lm án a k  n e h á n y  
d e  vágó és fo n to s je le n ség é re  h iv a tk o zn o m .

Első helyen ScHELL-nek3 4 m u n k á já t kell felem lítenem . A  szerző  ebben 
egy 100 lap ra  terjedő részt bocsá t előre, a m elyben  a mozgás geom etriá já t 
egészen függetlenül tárgyalja, m egm utatván  b en n e , hogy a m ozgások elm é­
lete e geom etriai rokonságok elm életével azonos, h a  a mozgást lé te s ítő  oko­
kat s a  mozgó tárgyak anyagát n e m  tekintjük.

Bormester 1 n agyszabású  k ö n y v é b en  sz in té n  n a g y  súlyt h e ly e z  a  geo­
m e tr ia i  á llá sp o n tra .

1 51. évfolyamban.
2 50. és 51. évfolyamban.
3 Schell : «Theorie der B ew egung u. der Kräfte.»
4 Burmester : L ehrbuch der K inematik. I. Bd. Die ebene B ew egung. 1888. 

(Sajnos, hogy a  m ásodik kötet m indeddig nem  je le n t meg, és —  m in t érte­
sü ltünk  —  nem  is fog m egjelenni, a  m i talán  a  kissé  túlszigorú b írá la tn ak  
tu lajdonítható, melylyel a  szakkörök ezt a m űvet fogadták.)
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U g y anezen  tu d ó s n a k  a  « Z eitsch rift fü r  M ath. u . P h y s .» 1234 n e m ­
k ü lö n b e n  « C iv ilin g en ieu r» 6 0 7 és a  « M ath em atisch e  A n n a le n » 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 k ö te te ib e n  
m e g je le n t do lgozatai p e d ig  kiváló fo n to ssá g g a l biró  g e o m e tr ia i  k u ta tások .

Id e  szám ítandók továbbá RiTTERSHAus-nak k itű n ő  dolgozatai, m elyeket 
sz in té n  a « C iv ilin g en ieu r» -b en  közölt,9 10 11121314 stb .

M ielőtt a zo n b an  az  idevágó  le g je le se b b  do lgozatok fe lso ro lásá t fo ly ta t­
n á m , kén y te len  vagyok  m ég  egy m á s ik  fo n to s k ö rü lm é n y re  röviden figyel­
m e z te tn i.

V a n n ak  tu d ó so k , a  k ik  a  k in e m a tik a  g eo m e tria i ré s z e in e k  tá rg y a lá sán á l 
az  a n a litik a i m ó d sz e r t  h aszn álják . E z e k  k u ta tá sa ik b a n  tö b b n y ire  a  se b e ssé g  
é s  gyorsu lás fo g a lm áb ó l in d u ln a k  k i. M ások  kü lönös e lő sze re te tte l a  sz in -  
th e t ik a i  m ó d szert h a sz n á ljá k , n e v e z e te se n  azok, a  k ik  az  an a litik a it m e llő ­
zik , m e r t  ab b an  n e m  le lik  te rm é sz e te s  k ú tfo rrá sá t a  t is z ta  g eo m etria i e r e d ­
m én y e k n ek .

V a n n ak  végre  o ly a n o k  is, a  k ik  a  k in em a tik a i g e o m e tr ia i  ré sz le te k e t 
an a litik a ilag  tá rg y a ljá k  u g yan , de a  s z in th e tik a i m ó d sz e re k e t sem  vetik  m e g , 
h a n e m  azo k n ak  is n a g y  fo n to sság o t tu la jd o n íta n a k ; sz e m  e lő tt tartva, h o g y  
c sa k  m in d  a  k é t m ó d sz e rn e k  e g y ü tte s  a lk a lm azása  e m e lh e ti  az e lm é le ti  
m e c h a n ik á t a r ra  a  sz ín v o n alra , m e ly e n  az  m ai n ap  áll.

1 Burmester : Kinematisch-geometrische Untersuchung der Bewegung 
ähnlich-veränderlicher ebener Systeme: Zeitschrift f. Math. u. Phys. 1874. 
19. Bd.

2 Ugyanott: Kinematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung 
affin-veränderlicher u. colünear-veränderlicher ebener Systeme.

3 Kinematisch-geometrische Untersuchung der Bewegung gesetzmässig 
veränderlicher Systeme. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20. Bd.

4 Kinematisch-geometrische Theorie der Bewegung der affin-veränder­
lichen, ähnlich-veränderlichen und starren räumlichen oder ebenen Systeme. 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. 23. Bd.

5 Über die Geradführung durch das Kurbelgetriebe: Civilingenieur 22. 
Bd. 1876.

6 Über den Beschleunigungszustand ähnlich-veränderlicher und starrer 
ebener Systeme: Civilingenieur 24. Bd.

7 Über die momentane Bewegung ebener kinematischer Ketten. 26. Bd.
8 Über das bifocal-veränderliche System: Mathem. Annalen 16. Bd.
9 R itterhaus : Zur heutigen Schule der Kinematik 21. Bd.

10 Die kinematische Kette 22. Bd.
11 Das Kurbelgetriebe u. seine Anwendungen 24. Bd.
12 Kinematisch-geometrische Theorie der Beschleunigung für die ebene 

Bewegung. 24. Bd.
13 Construction der Beschleunigung am Kurbelgetriebe 25. Bd.
14 Die Interferenzkurbelkette 26. Bd.



IRODALOM. 167

K ö n n y ű  b e lá tn i, hogy m á r  az  a  k ö rü lm é n y  is, h o g y  a p ro b lé m á k  m eg ­
o ld ásán á l m in d  a  k é t m ó d sz e r  a lk a lm azást ta lá lt ,  csak  jó té k o n y  h a tá ssa l 
le h e te tt  a  g e o m e tria  fe jlő d ésére . De k ü lö n ö se n  a  m o d e rn  sz in th e tik a i geo ­
m e tr ia  h ú z o tt  belő le  nag y  h a sz n o t, m e r t  sz á m o s  geo m etria i v o n a tk o zás 
nagyon  e lő n y ö sen  tá rg y a lh a tó  k in em a tik a i a la p o n  és a  dolgok ily e n  tá rg y a ­
lás m elle tt eg észen  új v ilág ítá sb an  tű n n e k  fel. —  E rre  v o n a tk o zó lag  első 
so rb an  Darboux m u n k á já ra 1 2 3 k e ll h iv a tk o z n o m ; n e m k ü lö n b e n  Mannheim- 
n e k  k itű n ő  d o lg o za ta ira ,2 3 4 m ely ek  közül c sak  n e h á n y a t  so ro lo k  fe l. Ezek 
közü l k ü lö n ö s  fon tossággal b i r  a  4 * a la tt fe lso ro lt dolgozat, m e ly b e n  nagy 
a lapossággal a  vég te len ü l v ék o n y  su g á rp o n tn a k  g e o m e tria i e lm é le té t  adja, 
t. i. a  su g á r-k o n g ru en c z iá t tárg y a lja , a  m ely  az e g y en e sn e k  eg y sz e rű e n  vég­
te le n  h a tá ro z a tla n  m o zgásábó l szárm azik .

Itt kell to v áb b á  fe le m líte n e m  Mannheim-n e k  1 8 8 0 -b a n  k iad o tt n agyobb- 
szab ású  m ű v é t is, t. i. a  Geometrie descriptive-]ét.&

Ez a  m ű , m ely  egyrészt á tte k in té s t  n y ú jt az á b ráz o ló  g e o m e tria  an y ag án , 
kü lö n ö s b ecscse l b ir  azon  k ö rü lm é n y n é l fogva is, h o g y  a  «D euxiém e p a rtié  »- 
b a n  a  « c o u rb es  e t su rfa c e s : G o m p lém en t th é o r iq u e  e t a p p lic a tio n s  »-ban 
tö b b  h e ly ü tt a  k in em a tik a  e le m e it tárgyalja . S ze rző  ezeket a z u tá n  a  to rz ­
fe lü le tek re , k ü lö n ö se n  p ed ig  a  to rzc sa v a rfe lü le te k re  és a  g ö rbék  é s  fe lü le tek  
g ö rb ü le té re  a lk a lm azza . A 2 0 e leq o n -b an  p e d ig  a  « N o rm a lies .—  C o u rb u re  
des su rfaces. (A ppl. de G é o m é trie  c in e m a tiq u e )» -o t tárgyalja . A  h o l  a  n o r ­
m ál fe lü le te k e t úgy  k e le tk ez te ti, hogy egy fe lü le tn e k  a  n o rm álisa  a  fe lü le ten  
fekvő irá n y g ö rb é n  tova h a la d . E zen  « n o rm alies» -e k n e k  a lk a lm azásá t te tszés­
sze rin ti fe lü le te k  g ö rb ü le té n e k  m eg h a tá ro zásáv a l m u ta t ja  be.

A zok a  tu d ó so k , a  kik a  fő sú ly t a  tiszta  g e o m e tria i  sz e m p o n tra  helyezik  
—  m in t  e m líté m  —  úgy o k o sk o d n ak , hogy a  m o zg á s  a lap ján  k e le tk ez ő  té r­
beli a la k za to k n ak  g eo m etria i tu la jd o n ság a i n e m  fü g g n e k  sem  a  m o zg á s  seb es­
ségétől, s e m  p e d ig  a n n a k  g y o rsu lásá tó l, h a n e m  p u sz tá n  csak a ttó l, hogy  a  
m ozgó p o n t, vo n a l vagy sz ilá rd  re n d sze r m ily en  h e ly ze tek e t fo g la l e l egy­
m á su tá n  a  té rb e n  ; te h á t e lső so rb a n  a m o zg ás tö rv én y é tő l. Ily en  sz e m p o n t­

1 Darboux : Leqons sur la theorie générale des surfaces 1887—89.
2 Mannheim : Etude sur le déplacement d’une figure de forme invariable: 

Journ. de l’école polyt. 43.
8 Sur les surfaces trajectoires stb .. .  . Liouville Jour, de Math. III. I. 

kötet.
4 Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies, contenant une 

nouvelle exposition de la théorie de la courbure des surfaces. Journ. de 
Mathém. t. XVII. 1872.

3 A munkának teljes czíme: «Cours de Géométrie descriptive de l’école
polytechnique, comprenant les éléments de la Géométrie cinematique, par
A. Mannheim.» Paris 1880.
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b ő i a  k in em a tik a i g e o m e triá t  ö sszefüggő  egészben  A. Schoenflies tá rg y a lja , 
a  k i a  sz in th e tik a i k in e m a tik a i g e o m e tr ia  k e re téb e  vágó fö n tem líte tt i r o d a ­
lo m  fe lh asználásával é s  sa já t k u ta tá sa iv a l bővítve «Geometrie der Bewe­
gung»* czím ű m ű v é t  a d ta  ki. M in th o g y  a  k in em a tik á t a  m o d e rn  sy n th e -  
t ik a i g eo m e tria  egy ik  á g á n a k  tek in ti, a z é r t  azt tisz tán  g e o m e tria i  a la p ra  fe k ­
te t i  és seg éd eszközü l a  p ro jek tiv  g e o m e tr iá n a k  a lap e lv e it h aszn álja . M ű v é ­
b e n  p u sz tán  csak  m e re v  re n d sze re k  m o zg á sá ra  szo rítk o z ik  és m in d e n ü t t  
te k in te tte l  van a  te s te k  kölcsönös v ag y is  re la tív  m o zg ásá ra .

E zek b en  je le z te m  v o ln a  röv iden , n e h á n y  halvány  v o n á ssa l a  k in em a tik a , 
n e v ez e te se n  p ed ig  a  k in em a tik a i g e o m e tr ia  tö rté n e ti fe jlő d ésén ek  fő b b  és 
n ev eze te seb b  m o zz an a ta it.

T erm észe tes , h o g y  az  i tt  fe lso ro ltak  távo lró l sem  m e r í t ik  ki e d isczip li- 
n á n a k  összes iro d a lm i fo rrásait, e z t b izo n y ítja  az a  k ö rü lm é n y  is, hogy fo lyó ­
ira to k b a n  legújabban, azaz  jelenleg m eg je len ő  te rm é k e k re  n em  te r je s z ­
k e d te m  ki és n e m  sz ó lta m  a  le g m o d e rn e b b  g eo m e tria i k u ta tá so k n a k  le g ­
ú ja b b a n  m ívelt te r é rő l ,  t. i. a  törvényszerüenniáltozó re n d sz e re k  k in e m a ­
tik a i geo m etriá já ró l.

T eljesebb  le n n e  a  kép , h a  fe lso ro ltam  volna m ég  Brocard, Mannheim, 
Schönemann, Grouard, Geisenheimer, Schdhmann, Mehmke, Grebe, H ossard, 
L ’H uilier, Lemoine, T ouker, Stoll s tb . h írn ev es  tu d ó so k n a k  idetartozó  fo n ­
to s  dolgozatait.

M ielőtt a z o n b a n  c z ik k em e t b e fe jez n é m , k ény te len  vag y o k  m ég c sak  egy 
m u n k á ró l  m eg e m lé k ez n i, m ely m in k e t  kö zeleb b rő l é rd e k e l. É rte m  ez a la t t  
F röhlich Izidor e g y e tem i ta n á rn a k  «K inem atiká já t»  —  e lm é le ti ph y sik á já - 
n a k  I. kö teté t — •, m e ly  n agyszabású  m u n k a  1 8 9 1 -b en  je le n t  m eg. E  m ű  
m eg je len ése  u tá n  m o s t  m á r  b á tra n  m o n d h a tju k , hogy  n e k ü n k  is van  k in e ­
m a tik á n k , m ely n e m c sa k  hogy a  tu d o m á n y  sz ín v o n alán  á ll, h a n em  a  le g ­
k itű n ő b b  külföldi m ű v e k  m ellé  is so ro z h a tó .

Hornisphek Henrik.

* A m unkának te ljes czím e: «Geom etrie der Bewegung in  syn thetischer 
D arstellung von Dr. Arthur Schoenflies. Teubner 1886.»
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*

Az ajaksípok hangtüneményei.*
Különös tekintettel a derékszögű keresztmetszetű sípokra.

M inthogy  a  sípok  h a n g je len sé g e in e k  m a g y a ráz a tá ra  je le n le g  á lta lán  e l ­
fo g ad o tt e lm é le tek e t ig e n  h iányos, ső t —  n éze tem  s z e r in t  —  téves a la p ra  
fek te tv e  ta lá ltam  : m eg k isé rle tte m  ö n á lló  és beh ató  k u ta tá s  u tjá n  tisz tá b a  
jö n n i  a  dologgal. A z t h iszem , fá ra d sá g o m  n e m  vész k á rb a , és s ikerü l oly 
n é z e te t  m eg á lla p íta n o m , m elyből e m e  h a n g tü n e m é n y e k  egységes, p o n to s  
és v ilágos m ag y a ráz a tá t le h e t adn i.

V izsgá lódása im at a  s íp o k  m in d k é t v á lfa já ra , t. i. az a jak - é s  a  nyelvsípokra  
e g y a rá n t, te r je sz te tte m  k i és s ikerü l e lm é le te m m e l n e m c sa k  m in d k é t s íp ­
n e m  ism erteb b , főbb  je le n ség e irő l b e sz á m o ln o m  és a z o k n a k  közös a la p o n  
n y u g v ó  m ag y a ráz a tá t a d n o m , h a n e m  az  ab b ó l folyó k ö v e tk ez te tések  b iz ­
to n sá g a  az i tt  fö llépő h a n g tü n e m é n y e k  n e m  egy oly re jté ly éh ez  is szo l­
g á lta tja  a  ku lcso t, m e ly e k  eddigelé a  leg k ev ésb b é  k id e r í te t t  esetek  közé 
so ro lta ttak .

B e ta rtv a  az a k u sz tik a i sz a k iro d a lo m b a n  követe tt s o r re n d e t ,  e lsőben  az  
a ja k síp o k a t veszem  tá rg y a lá s  alá, a n n á l  is  in k áb b , m e r t  e lm é le te m  a  s o r ­
r e n d e t  bizonyos te k in te tb e n  m ég  re n d sz e r i le g  is h e ly e sn e k  igazolja.

H ogy  h a  az a jak síp o k  h a n g je le n sé g e in e k  teljes m a g y a rá z a tá t a k a r ju k  
a d n i, fig y elm ü n k et a  következő  k ö rü lm é n y e k re  kell i r á n y í ta n u n k : a) m i 
o kozza  a  h a n g  k e le tk ez ésé t a  s íp o k b a n  ? b) m ely  a la p h a n g b a n  szó la l­
h a tn a k  m eg  ? és c) e rő seb b  b e fu v ásra  m ely  fe lh an g o k  ju th a tn a k  b e n n ö k  
é rv én y re  ?

Előadatott a f. évi márczius 7-én tartott rendes ülésen.
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i. A h a n g  ébresztés a z  a ja ks ip o kb a n . A h an g  keletkezését az ajak­
sípokban ez idő szerint kétféle nézetből m ag y arázzák ; az egyik, a sokkal 
e lterjedtebb n éze t Helmholtz-tói, a m ásik ped ig  SoNRECK-től szárm azik. 
Helmholtz sze rin t a sípfejből kinyom uló vékony légszalag a felső ajak  élébe 
ütközvén, o tt m egtörik, s ez gyengébb zúgást okoz, mely an n á l m agasabb 
jelleget ölt, m in é l erősebb a b e fu v á s ; e zúgás pedig  igen sok, m agasságra 
nézve egym áshoz lehetőleg közel fekvő hangokból összetettnek képzelhető, 
mely hangok  közül a síp levegőoszlopa re so n an tia  utján azt a h a n g o t erő­
síti legjobban, mely a síp levegő oszlopának saját hangja.

Nem tek in tve  azt a körü lm ény t, hogy néh án y  levegőrészecskének rezgő 
m ozgásában rejlő  eleven erő egyátalán nem  is hozhatja a  m egszólalt síp 
légoszlopát a  tapasztalt, felette erős hangnak  m egfelelő erősségű rezgésbe, 
m időn pl. a  jelen tékenyen  nagyobb  töm egű és ugyanazon h a n g ra  hangolt 
hangvilla közeledtére annak  rezgései jóval gyengébb hangban  resonálta t- 
nak, H elmholtz nézetének  m á r  az a kö rü lm ény  is ellene m o n d , hogy a 
köbös sípok igen  erős befuvásra  m ind  m élyebb hango t adnak, m in t ugyan­
oly hosszúságú vékonyabb síp jóval gyengébb m egfuvásra, a  m időn  pedig 
H elmholtz sze r in t a köbös sípokba épen gyengébb , a  vékonyabb sípokba 
pedig erősebb  légáram ot ke lle tt volna vezetni, m inthogy szerin te a  m élyebb 
hangjellegű zúgás létesítésére m indenkor gyengébb, a m agasabb  jellegű 
zúgás előállítására pedig e rősebb  befuvást kell alkalm azni. T ovábbá az a 
körülm ény, hogy kellő m e n su ra  m ellett egy és ugyanazon, m érsékelt 
erősségű befuvással az egész zenészeti hang terjedelem re  szóló összes 
sípokat m egszólaltathatom , szükségessé teszi H elmholtz nézetéből kifolyó­
lag azt a  föltevést is, hogy a m a  bizonyos gyengébb  zúgást, m elyet a  síp­
fejből kivonuló  légszalagnak a  felső ajakba való ütközése okoz, nem  sok, 
egymáshoz igen  közel fekvő hangokból, h an em  szám talan, az összes rez­
gésszám okat is m agasságra nézve egym ástól a  lehető legtávolabb álló 
hangokból a lakúknak  tek in tsük , a  m it kép telenségnek  tartok  és vélem é­
nyem  sze rin t ez az egy föltevés m ár önm agában  véve czáfolja H elmholtz 
em lített n ézeté t, annál is inkább , m ert teljes következetességgel felvethető 
u tóbbi ese tben  a kérdés, hogy m iért nem  szólal m eg akkor a síp vala­
m ennyi felső hangjaival egyidőben, és m iért kell mégis e lőállításuk végett 
fokozatosabban erősebb és e rő sebb  befuvást a lkalm aznunk  ?

Sokkal szerencsésebbnek  tű n ik  fel előttem  az az út, a m elyen  Sonreck 
halad, m időn  a sípok m egszólalását az ajaknyilás előtt elvonuló légszalag­
nak lökésekre való felbontásából m agyarázza olyképen, hogy a  légszalag 
szivóképességénél fogva a sípcső alsó részében légritkítást okozván, a külső 
légnyom ástól a  sípcsőbe irány ítta tik , m ely alkalom m al egyszersm ind 
kívülről ragadván  magával levegőt, a lé tesíte tt ritk ítást csakham ar sürűsí- 
téssel váltja fel stb. E felfogás helyességét a  felső ajakra erő s íte tt és az
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alsó ajak felé irányított papirszeletkékkel igyekszik igazolni, m elyek élénk  
keresztrezgésbe ju tnak , valahányszor a síp m egszólal. Ez a k ísérlet azo n ­
ban  legkevésbbé hivatott Sonreck nézetének igazolására, a m enny iben  az 
ily szeletkék nem csak a sípok ajaknyilásai elé alkalm azva, hanem  egyik 
végükkel bárh o v a  is erősítve, a  feléjük irányíto tt légáram , illetőleg a n n a k  
a szeletkének m indkét oldalára változó erősséggel h a tó  dynam ikai nyom ása 
a legélénkebb keresztrezgésbe ju tn ak , a m in t e rrő l m indenki a legegy­
szerűbb k ísérle t útján könnyen meggyőződhetik.

É p oly k evéssé  m érv ad ó k  e  te k in te tb e n  Brockmann* s tro b o sk o p ik u s  
k ísérle te i, m e ly e k  a  lég á ram  v á ltak o zó  be- és k ih a to lá sá ró l az a ja k n y ilá s  e lé  
he lyezett k is  g á z lán g  segélyével c sak  ab b an  az  e se tb e n  teszn ek  ta n ú s á g o t, 
m id ő n  a  s íp  m á r  m egszó lalt, n e m  vevén figy elem b e , hogy  a g á z lán g  p is ­
logását az  a ja k n y ilá s  e lő tt rezg ő  lég ré te g e k  sű rű s íté s i  é s  ritk u lási v á lto za ta i 
is e lő id ézh e tik . A  m it ped ig  Brockmann a sípcső  lég o sz lo p án ak , v a la m in t  a  
külső  lev e g ő n ek  a  légszalagtó l o k o zo tt ki- és b e sz iv á sá ró l az e m líte tt  é r te ­
kezésben  m o n d , n e m  új, a  m e n n y ib e n  1 8 8 0 -b a n  « T e rm észe ttu d o m á n y i 
tan u lm án y o k »  czím ű é r te k e z é se m b e n ,* *  m a jd  p e d ig  k é t évvel k é ső b b e n  
m ás h e ly ü tt  * * *  e tü n e m é n y e k rő l bőven  b e sz á m o lta m .

Hogy c sa k u g y an  a  lég sza la g n a k  kellő sz á m ú  lö k é se k re  való fe lb o n tá sa  
szó laltatja  m e g  a  sípot, a z t a  k ö v e tk ező  k ísé rle t ig azo lja . Egy Seebeck-féle  
k o ro n g ra  fu jta tó b ó l e rő seb b  lé g s u g a ra t  irá n y ítu n k  és a  k o ro n g  fölé k ö rü l­
b e lü l Va c m -n y i távolságra, e g y m á su tá n  k ü lö n b ö ző  s íp o k a t á ll í tu n k  úgy, 
hogy a k o ro n g  forgatása  k ö z b en  a  ny ílása in  á ttö rő  lég lö k ések  e g y sz e rsm in d  
a  sípfejbe é s  in n é t  az a jak n y ilá s  e lé  k e rü lh e sse n e k . C sa k h a m a r ta p a sz ta lju k , 
hogy m in d e z e n  sípok csak  a k k o r  szó la ln ak  m e g  a la p h a n g ja ik o n , vagy p e d ig  
partiális  h a n g ja i t  egyikén, m id ő n  h a n g ju k  a  k o ro n g tó l e lő idéze tt h a n g  m a ­
gasságával te lje s e n  m egegyezik , vagyis a mikor a lökések az ott ébreszt­
hető álló léghulláni rezgéseivel megegyező számban kerülnek a sípcsőbe ; 
a  k o ro n g n a k  valam ivel la s sú b b  vagy g y o rsab b  fo rg a tá sá ra  ped ig  a  s íp o k  
te ljesen  n é m á k  m ara d n ak , h o lo tt  Helmholtz s z e r in t  m o st is e lé g  ok  
forogna fö n n  m eg szó la lá su k ra . Szükséges a z o n b a n , h o g y  e k ísé r le tb e n  a 
lég sza lag n ak  va lam ivel tág a b b  n y ílá sa  legyen  a  k iö m lé sre , neh o g y  a  s ű r ű n  
eg y m á su tán  tó d u ló  lég á ram o k  a  síp fe jb en  a  lev e g ő t m eg sű rű s ítv é n , a  síp  
á llan d ó  ■—- h a b á r  gyengébb  —  m eg szó la lásá t id éz zé k  elő.

A m i m á r  m o s t a  lö k ések  sz á m á t illeti, m e ly e k re  a  lég á ram  a  s íp  a jk a i 
közt b izo n y o s id ő  a la tt —  pl. 1 m p e rc z  a la tt —  fe lb o m lik , k ö n n y ű  b e lá tn i,  
hogy az c sa k  k é t  tényező tő l fü g g  ; u . m . a) a  se b e ssé g tő l, m elylyel a  lé g ­

* L. Poggendorfs Annalen XXXI. Bd. 1887.
** L. A pécsi főreáliskola értesítőjében, az 1880—81. tanévről.

*** L. Zeitschrift f. d. Realschulwesen 1882.
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ré sz e c sk é k  az a ja k n y ílá s  e lő tt e lv o n u ln a k , vagyis a  b e fu v ás e rő ssé g é tő l és 
b) az  a jaknyílás te rü le té n e k  a  sípcső k e re sz tm e tsz e té h e z  m ért v iszo n y átó l.

a) T u d ju k  u g y a n is , hogy  a  lé g su g á r  bizonyos se b e ssé g e t m á r  e ln y e rv én , 
d y n a m ik a i n y o m ása  n a g y o b b  a rá n y b a n  fogy, m in t  a  m in ő  a rá n y b a n  fo k o ­
z ó d ik  s e b e ssé g e ; a za z  a  lég su g ár sz iv ó képessége  és e zze l eg y ü tt a  s íp c ső b e n  
lé te s í te tt  ritk ításo k  n a g y o b b  a rá n y b a n  n ö v ek ed n ek , m in t  a  hog y an  n ö v e k ­
sz ik  a  sebessége. E n n e k  te rm észe tes  fo lyom ánya p e d ig , hogy a  lé te s í te tt  
n a g y o b b  ritk ításo k  m e l le t t  eg y sze rsm in d  a  lö k ések  sz á m a  is sz a p o ro d ik , 
íg y  p l. h a  va lam ely  e se tb e n  azt ta lá lju k , hogy a se b e ssé g e t 3-szor a k k o rá ra  
fo k o zv án , a  lé g su g á r  a  sípcső fe n ek é n  6 -szo r a k k o ra  ritk ítá s t okoz, a k k o r  
sz e m  e lő tt ta r tv a  az t, hogy a 3 -szo r a k k o ra  seb esség g el h a la d ó  ré sze c sk é k  
fé lre to lá sá ra  m in d e n  b izonynyal 3 -sz o r  akkora  e rő  is  k ív án ta tik , a  lé g ­
s u g á r  a  sípcső f e n e k é n  lé te síte tt 3 -sz o r  a k k o ra  r i tk ítá s i  fok m elle tt, u g y a n ­
a z o n  idő  a la tt k é ts z e ra n n y i lök ésre  is  fog fe lb o n ta tn i. Egy szóval t e h á t : 
erősebb befuvás nemcsak hogy a légszalagot egymást sűrűbben követő 
lökésekre bontja fel, hanem egyszersmind a sip alsó részében mind­
inkább fokozódó ritkításokat és sűrűsítéseket is előidéz.

b) A  lökések  s z á m a  azo n b an  a z  a jaknyílás te rü le té n e k  (í) a  sípcső

k e re sz tm e tsz e téh e z  ( T) m ért v iszo n y átó l, ^  -töl is  függ .

K épzeljük  u g y a n is , hogy egy s z ű k e b b  és egy tá g a b b  k e re sz tm e tsz e tű  
s íp c ső  e lő tt u g y an o ly  szélességű  és m ag asság ú  lég sza la g  u g y a n ak k o ra  s e ­
b e ssé g g e l v o n u l e l, a k k o r  a  sz ű k e b b  cső b ő l jóval rö v id e b b  idő a la t t  sz ív ja  
b e  a  levegőt a  r i tk u lá s  ugyanezen  fo k á ra , m in t a  te r je d e lm e se b b  k e re s z t­
m e tsz e tű  sípcsőből, t e h á t  m aga  a  lé g sz a la g  is h a m a ra b b  k e rü l az e lő b b i 
s íp  szá ráb a , m in t  az  u tó b b iéb a , i lle tő le g  g y o rsab b an  és több  lö k é s re  fog 
u g y a n az o n  idő a la t t  fö lbön ta tn i, m in t  a  tágasabb  s íp c ső b e n . E bbő l a z o n b a n  
eg y szersm in d  az  is  következik, h o g y  m in é l k ise b b re  szab ju k  eg y  és 
u g y a n az o n  síp a ja k n y ilá sá t —  az a ja k  n y ílá sá t ré s z b e n  elfödvén, —  a n n á l  
la s sa b b a n  k é p z ő d n e k  i t t  is a  lö k ések , m iu tá n  az u g y a n a z o n  m érv ű  r i tk ítá s  
a  k e sk e n y eb b re  s z a b o tt  légszalag seg é ly év e l m o st m á r  csak k é ső b b e n  é r ­
h e tő  el. Hogy p e d ig  a  lö k ések n ek  ily m ó d o n  való k és le lte tésé re  in k á b b  
c sa k  az  a jakny ilás szé lesség én ek  (b) é s  n e m  e g y sz ersm in d  m a g a ssá g á n a k  
(a) vagyis az a jk a k  eg y m ástó l való tá v o lá n a k  k iseb b íté se  h a t, m ag á tó l é r t ­
h e tő v é  teszi az a  k ö rü lm én y , h o g y  a  légszalag sz ívóképessége  m a jd n e m  
k izá ró la g  csak a  tö v é n é l  ju t  é rv é n y re .*  H a  te h á t v a lam ely  síp a ja k n y ilá sá t 
szé le sség e  irá n y á b a n  egyre  k ise b b ítjü k , a  síp h a n g já n a k  folyton m é ly e b b re  
k e ll szállania , m íg  az  a jkak  e g y m á stó l való táv o lsá g án a k  c sö k k en té se , a  
h a n g  m ély ed ésé re  ily e n  ha tással n e m  leh e t. H a  t e h á t  a  síp szé le sség é t

* L. L. A. Zellner : Vorträge über Akustik I. Bd. pag. 283.
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b j-e l, m ély ség ét p ed ig  d -vel je lö ljü k , a k k o r  a  lökések  s z á m a   ̂ h á n y a d o s ­

sa l ju t  függő v iszonyba, és h a  az  a ja k n y ilá s  szé lessége a  síp  szé lességével 
egyezik, m ely  k ö rü lm é n y  a  d e rék sz ö g ű  á tm e tsze tű  s íp o k n á l m a jd n e m  k i ­

záró lag  fen n fo ro g , a k k o r  az e lő b b i h á n y a d o s  a la k ra  vezethető  v issza,

a z a z : a  lökések számára az előbbi pontban említett tényezőn kívül még 
a sipcső mélységének is van hatása, melynek arányát később fogjuk 
megállapítani. A  tap a sz ta la t e zen  k ö v e tk e z te té se k e t a  h a n g  k e le tk ezésé ­
n e k  okáró l m o n d o tta k k a l a  leg szeb b  ö sszh a n g za tb a  h o z z a .

M egem lítjük  m ég , hogy a  lö k ések  sz á m á ra  a  lé g su g á r  irán y á n ak  n in c s e n  
h a tá sa , m e r t  h a  c sak  csekélylyel is e lirán y ítju k  a  lé g s u g a ra t  a  felső a jak tó l, 
se m  e rő seb b , se m  g y en g éb b  b e fu v á s ra  n e m  fog juk  tö b b é  a sípcsőbe vagy  
az  elé  irá n y íth a tn i, m iu tá n  m in d k é t c o m p o n e n s  t. i. a  sebesség  és a  tő le  
oko zo tt o ld a ln y o m ás m in d e n k o r  eg y en lő  a rán y b a n  v á lto zv án , az új e re d ő  
irá n y a  a rég iv e l tö b b é  össze n e m  e s h e t ,  h a n e m  vagy a  felső a jak b a  fog ü t ­
közn i, vagy p ed ig  á lla n d ó an  a n n a k  b e lső  vagy kü lső  o ld a la  m elle tt v o n u l  
e l és a  lö k é se k re  való fö lb o n tása  m e g sz ű n t. In n é t  m ag y a rázh a tó  m eg , 
m ié r t  szü k ség es a  felső a jk a t é le se b b  ék a lak ra  id o m íta n i és m ié rt m a ra d t  
n é m a  a  síp a  lé g su g á r  csekély  e lirá n y ítá sa  e se téb en  is.

2. Az alaphang megalakulása és a magassága. Az a jk ak  e lő tt e lv o n u ló  
lég á ram  az e lő b b i p o n tb a n  e m líte tt  m ó d o n  a  lökések  s ű r ű  so ro za tá ra  b o n -  
ta tv á n  föl, u tó b b ia k  a  sípcső lég o sz lo p á t álló rezg ésre  is in d íth a tjá k , m in e k  
p ed ig  —- n é z e te m  sz e rin t —  első  és leg fő b b  fö lté tele , h o g y  a légáramtól 
a légoszlopban mechanikailag előidézett sűrüsitési és ritkulást állapotok 
az állóhullám sűrüsitési és ritkulási p hasisaival teljesen egybeessenek. 
Minthogy pedig a légszalag előidézte ritkulásban a légrészecskék a síp­
csőben mind lefelé tereltetnek, a sürüsitésben pedig fölfelé irányíttat- 
nak, következik, hogy a sipcsőben csak oly hullám keletkezhetik, mely­
ben ■—  a fenéktől fölfelé haladva —  legelőbb rezgési csomóval talál­
kozunk, illetőleg a melyet a sipcső fenekén alul képzeleti rezgési 
maximum j  ellemez.

H ogy az á lló  h u llá m n a k  ily m ó d o n  való k e le tk ez ésé rő l m o st e lm o n d o tt  
n é z e te m  h e ly es, ille tő leg  hogy a m a  fö ltevésem , m ely  sz e rin t a  síp  c sa k  
a k k o r  szó la lh a t m eg , m id ő n  az á lló  h u llá m  rezgési p h a sisa i a  lé g á ra m  
oko z ta  m e c h a n ik a i h a tá so k k a l (sű rű ség v á lto záso k  és m o zg ásirán y ) te lje s e n  
egybevágnak , egy ig en  egyszerű  k ísé r le t  ú tjá n  g y ő z ő d h e tü n k  m eg. U g y an is  
h a  eg y m ásu tán  kü lö n b ö ző  s íp o k a t m eg szó la lta tu n k  és k au tsu k cső v ö n  
k e re sz tü l a  n y ito tt  s íp b a  fe lü lrő l irá n y ítv a  egy m é rs é k e lte b b  erősségű  lé g ­
su g a ra t fü v ü n k  be, a  le g e rő se b b en  h a n g z ó  síp is a z o n n a l  e ln ém u l, ille tő leg  
a  k ép ző d ö tt á lló  h u llá m  sz e rk e z e te  rö g tö n  m e g b o n ta tik . H asonló  e se t á ll
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elő  a k k o r  is, m id ő n  a s ípcső  fe n ek é t valam ivel tá g a b b  n y ílással á tfú r ju k  és 
így fu jju k  m e g  a  sípot.

K u ta ssu k  m á r  m o st a  n y ílt  a jak s íp o k b an  é b r e d t  a la p h a n g o k  m ag assá ­
g á t. H a  AB n y ílt sípcsövet, m ely n ek  m é r ta n i  k ö zép p o n tja  m -b e n  van, 
m eg  a k a r ju k  szó la lta tn i, a  fe n n e b b ie k  sz e rin t a  b e fu v ás e rő ssé g é t a d d ig  kell 
fo k o z n u n k , m íg  a  légsza lag  lö k ése i oly á lló  h u llá m  e lő te re m té sé re  n em  
e légségesek , m ely n ek  c so m ó ja  m k ö zép p o n t é s  a  síp fe n ek e  közé  esik.

N agyon te rm é sz e te s  a z o n b a n , hogy m a ­
gában  m p o n tb a n  a  cso m ó  sohasem  
jö h e t lé tre , m e rt u g y a n e k k o r  n -b e n  
rezgési m a x im u m n a k  k e lle n e  a la k u l­
nia, a m i a  légszalag tó l e  h e ly e n  oko­
zott p e r io d ik u s  lég ritk u lá so k  és sü rű - 
sítések  m ia t t  leh e te tlen . M ásrész t azo n ­
b an  b e  k e ll lá tn i, hogy  a  cso m ó  m in ­
d e n e se tre  a n n á l  k özelebb  h ú z ó d ik  m - 
hez, vagyis a  felső h a tá rp o n th o z , m in é l 
csekélyebb  változásokat id éz  elő a  lég ­
szalag a  s íp  lég o sz lo p án ak  te rm észe tes  
sű rű s é g é b e n  n  he ly en , é s  v iszont m i­
n é l e rő se b b  a  befúvás, a n n á l  köze- 
leb b re  fog  a  csom ó n -h e z  t. i. az alsó 
h a tá rp o n th o z  esni, m in th o g y  a  fen n eb b  
m o n d o tta k  sz e rin t a  lég sza lag  erősebb  
b e fu v ásra  n e m c sa k  hogy u g y a n az o n  idő 
a la tt n ag y o b b szám ú  lö k é se k re  bom lik , 
h a n e m  eg y szersm in d  a  s íp  fe n ek é n  je ­
le n té k e n y e b b  sü rü síté si és r i tk u lá s i á lla ­
po tok  is  fo g n a k  fejlődni. M in th o g y  pedig 
az ig en  v ék o n y  sípoknál az  a jaknyilás 
előtt e lv o n u ló  légszalag ré szecsk é i k i­
sebb  se b e ssé g  ese téb en  is ig e n  gyorsan 

k ép esek  r i tk í tá s t  e lő idézn i, d e  m eg  a k iseb b  seb esség ű  lég ré szecsk ék  félre- 
to lá sá ra  c sa k  igen  csek é ly m érv ű  ritk ítá s  szü k ség es , k övetkezik , hogy az 
ig en  v ék o n y  síp o k n á l a  k é p ze le ti h u llám rész  h o ssza  csak ig e n  csekély  leh e t 
és így az  á lló  h u llá m  c so m ó ja  m ajd n em  a  s íp c ső  ten g e ly én e k  k ö z ép p o n t­
já b a , t. i. m -b e  e s ik ; e lle n b e n  az  igen  tág  é s  rö v id  sípok —  m in t  tu d ju k  —  
csak  ig en  e rő s  b e fuvásra  szó lam lan a k  m eg  é s  így ezen  s íp o k n á l a  fen teb b  
e m líte tt k ö rü lm é n y n é l fogva a  csom ó c sa k is  n -h e z  közel fe jlődhetik  
(2 . áb ra). N éze tem b ő l te h á t  ö n k é n t fo ly ik  a  tap asz ta la ttó l igazo lt azon 
neveze tes  k ö vetkezte tés, hog y  bármely köbös síp az ugyanoly hosszúságú

1. ábra. 2. ábra.
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igen vékony síp alaphangjánál legfölebb egy oktávával, vagy ezen oktá- 
vánál igen csekélyly.el mélyebb hangot képes kiadni, az  á lló  h u llá m o k ­
n a k  a  sípcső  felső vége  e lő tt te rjed ő , h a b á r  csekélyebb  ré sz e it  is szám í­
tá sb a  vevén.

H ogy  te h á t v a lam ely  a jaksíp  a la p h a n g já t  m e g h a tá ro z h assu k , m in d e n e k ­
e lő t t  az  álló h u llá m  k é p ze le ti ré szé n e k  h o ssz á t (x) ke ll i s m e rn ü n k . A zo n ­
b a n  e ze n  k ép ze le ti h u llá m ré sz  h o sszá t szám ítás  u tjá n  m eg á lla p íta n i teljes 
le h e te t le n , m iu tá n  oly tén y e ző k  ism e re té t  veszi igénybe , m e ly e k n ek  h a b á r  
sz e re p k ö ré t az álló  h u l lá m  a la k u lá sá b a n  ism erjü k  u g y a n , m in d a m e lle tt  
a zo k  m en n y ileg es be fo ly ásá t a  lé g h u llá m  k ép ze le ti ré sz é n e k  ho sszá ra  kép- 
le tile g  m eg  n e m  á lla p íth a t ju k  ; ezen  tén y e ző k e t az e lőbbi fe jeze t a és b a la tti  
p o n tja ib a n  ta n u l tu k  ism e rn i. A k é p z e le ti  h u llám rész  h o sszá t valam ely  
a ja k s íp ra  nézve te h á t  c sak is  g y ak o rla ti u tó n , közelítő leg  h a tá ro z h a tju k  m eg, 
m ire  W ertheim e m p ir ik u s  kép le te

szo lg á lh a t, m ely  k ife jezésb en  B a  síp szé lesség é t, D a  m ély ség ét, s az a ja k ­
n y ílá s  te rü le té t,  S  a  síp  k e re sz tm e tsz e té t  és végre  e = 0 '1 2 9  á lla n d ó  m en y - 
n y isé g e t je len t.

M iu tán  azo n b a n  a fe n te b b  m o n d o tta k  sz e rin t az  a jak n y ilá s  m ag asság a  
a  síp  h a n g já n a k  m a g a ssá g á ra  sem m i h a tá s s a l n in csen , n e m k ü lö n b e n  ped ig  
a  d e rék szö g ű  á tm e tsz e tű  s íp o k n á l az  a ja k n y ílá s  szé lessége a  sípcső  szé les­
ség év el m in d e n k o r  eg y ezn i is szokott, ip a rk o d ta m  e k ö rü lm é n y e k  te k in ­
te tb ev éte lév e l, ö n á lló  k u ta tá s sa l  ezen  k é p ze le ti h u llá m rész , ille tő leg  te h á t  
a  síp  k iigaz íto tt h o sszá ra  n ézve  m a g a m n a k  tá jék o z ta tá s t sz e re z n i.

E  czélból egy 4 0 5  cm h o sszú , 3 '5  cm m ély  és 3 cm szé les sípot, egy e 
síp  k e resz tm e tsze tév e l egyező és a  s íp c ső b e n  id e-o d a  to lh a tó , jó l záró  fa ­
o sz lo p p al lá ttam  el, m ely ly e l m in d e n k o r  a  síp  hosszát, a  síp cső b e  ö n tö tt  
h ig a n y  segélyével p e d ig  a n n a k  m ély sé g é t te tsző leg esen  v á lto z ta th a tta m . 
(3. áb ra). E  síp seg é ly év el a z u tá n  a h a n g o k  b izonyos so rá t á llíto ttam  elő, a  
s íp cső  h o sszá t vagy m ély sé g é t az e lő b b  e m líte tt  m ó d o n  a d d ig  v á ltoz ta tván  
m íg  ezen  han g o k  ig en  p o n to sa n  h a n g o lt  egyéb  sípok  h a n g ja iv a l te ljesen  
m e g  n e m  eg y ez tek .*  E z az  e ljá rá s  a z u tá n  ig en  k ö n n y e n  te t te  leh e tővé  a  
síp  m ély ség én ek  a  h a n g m a g a s sá g ra  való  befo lyásá t m eg á lla p íta n i és ped ig

k ép le tb ő l n,lésc (3 4 0 0 0  cmsec -1)o ly k ép en , hogy e lő b b  az  n  =  

a d o tt  é rték e ib ő l a j-e t m e g h a tá ro z ta m  és a z u tá n  u tó b b it, ho l a  síp  m élységé-

*  E sípokat Angszter J. jó hírnevű pécsi orgonaépítő műhelyéből sze­
reztem be.
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3. ábra.

h ez , h o l a n n a k  m e n s u rá já h o z  stb . v iszo n y íto ttam . A  k ö v e tk ező  táb láza t a 
k ísé rle ti so ro za t e re d m é n y é t  m u ta tja  b e  :

A síp mélységé- 
A kiszámított bői (d) és hosz-

A hang A rezgések 
neve száma

A sípcső 
hossza (l) 

cm-ben

A sípcső 
mélysége 

(d) c m -ben

A mensura 
nagysága

A kiszámí­
tott kiiga­

zítás X
kiigazítás ki­
fejezve d ér­

tékeiben

szából (l)  kiszá­
mított kiiga­

zítás X
OH 279-7 26 3-5 0 -135 4-39 1-254  d 4-39
D 296-3 26 2-6 o - i o o 2-62 1-008 d 2-78

m 313-9 26 1-7 0 0 6 5 1-08 0 -6 3 5  d 1-16
D 296-3 24 3-5 0-1 4 6 4-68 1-337 d 4-54

m 313-9 2 4 2-7 0-112 3-08 1-141 d 3-10
E 332-6 2 4 1-8 0-0 7 5 1 -55 0 -8 7 8  d 1-49

m 313-9 22-2 3-5 0-158 4-87 1-363  d 4-66
E 332-6 22-2 2-7 0-1 2 2 3-35 1-240  d 3-23
F 352-4- 22-2 2 0-091 1-92 0 -9 6 0  d 1-98
E 332-6 20-5 3-5 0 -1 7 0 5-05 1 -443  d 4-79
F 352-4 20-5 2-8 0 -136 3-62 1-293 d 3-35

n 373-4 20-5 2-1 0-101 2-26 1-076 d 2-28
B 470-4 13 3-5 0 -2 6 9 5-07 1-448  d 5-32
H 498-3 13 2-9 0-2 2 3 4-06 1-400  d 4-25
e 528 13 2-2 0-1 6 9 3-09 1-410  d 3-00

E  tá b lá z a t 3 -ik  é s  6 -ik  ro v a ta ib an  fo g la lt szám ad a to k  eg y b eh aso n lítá sá - 
tó l k itű n ik , hogy az  n, l és c a d a to k b ó l k isz ám íto tt x  h o sszab b  síp o k ra  
n ézv e  n ag y o b b  é r té k ű , m in t  rö v id eb b  s íp o k ra  nézve ; a  4 -ik  és 6-ik  rovat 
ily egybevetése  p e d ig  k im u ta tja , hog y  u g y a n az o n  h o sszú ság  m e lle tt a  síp 
m ély ség én ek  n ö v e k ed tév e l a  k iigaz ítás is nö v ek sz ik . De figyelm etessé  tesz 
e ze n  táb lá za t e g y sz e rsm in d  a m a  k ö rü lm é n y re  is, hogy tévedés a kiigazítást 
kizárólag csak a síp mélységéhez vagy mensurájához viszonyítani; 
m e r t  m íg  pl. a  26  cm h o sszú  és 2 -6 cm m é ly  s íp ra  nézve  a  k iigazítás 2-62, 
a d d ig  a  13 cm h o sszú  és csak  2 '2  cm m é ly  s íp ra  nézve  a  c o rre c tu ra  3 '0 9 , 
vagy m íg  pl. a  (M  m e n s u rá n a k  2-62 , ad d ig  a  va lam iv e l n ag yobb  
0 1 0 1  m e n s u rá n a k  c sak  2-26 k iig az ítás  felel m eg . A  táb láza t 7 -ik  
ro v a ta  a  k iszám íto tt x  k iigazítást a  síp  m élységéhez  v iszonyítja , a  m in t 
pl. Cavaillé-C oll te t te ,  de  az i t t  fog la lt a d a to k a t  ép  a zo n  okból, m ert a  k i ­
ig az ítá s  n e m c sa k  a  s íp  m élységétő l, h a n e m  a n n a k  h o sszá tó l is függ, m eg- 
b iz h a tla n o k  és ig e n  in g adozók . S ik e rü lt  a z o n b a n  a  fö n n e b b i táb láza t
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a d a ta in a k  egybevetése  n y o m á n  x s z á m á ra  oly kifejezést m eg á lla p íta n o m , 
m ely  az  e d d ig iek n é l jó v a l p o n to sab b  e re d m é n y e k e t ad . U gyanis h a  
x = l  '7 9  d— 0 0 7 2 1 1 k ife jezésbe  d h e ly é re  a  s íp  m ély ség én ek  és l a  síp hosz- 
sz á n ak  m egfe le lő  m é re ts z á m o k a t tesszü k , oly é r té k e k e t n y e rü n k ,  m ely ek  a  
rezg é ssz á m b ó l és síp  h o sszáb ó l k isz ám íto tt k iigazítás é r té k e itő l csak  igen  
k e v ese t té rn e k  el, m in t  a r ró l  a  6 -ik  és 8 -ik  ro v a tb a n  fog lalt a d a to k  egybe- 
h a so n lítá sá b ó l k ö n n y e n  m e g g y ő z ő d h e tü n k . K ü lö n b en , h o g y  m en n y ire  
p o n to s  és m eg b ízh a tó  e re d m é n y re  veze t a  fe n te b b i kifejezés, egy m ég  fel­
tű n ő b b  p é ld áv al a k a ro m  igazo ln i. U g y an is  h a tá ro zz u k  m e g  egyszer, hogy  
egy 2 2 8  cm hosszú  és 12  cm m ély síp, m e ly  a lap - és m ely  fe lh a n g o k b an  
sz ó la lh a t m eg  ? H a  x fe n te b b i k ife jezéséb en  d h e lyébe  1 2 -ő t és l h e lyébe  
az  e lő b b  m o n d o tta k  s z e r in t  m in d e n k o r  2 2 8 -a n n y ia d  ré sz é t te ssz ü k , m in t  
a  h á n y a d ik  fe lh an g o t k e re ssü k , m ajd  p e d ig  az  x szám ára  ta lá lt  é r té k ek e t

k ép le tb e  b eh e ly e tte s ítjü k , az  a lá b b i  táb láza teg y m ás u tá n  az n  =  4 p “_j-a;) 

m áso d ik  ro v a tá b an  fo g la lt szám okkal k ife jeze tt h a n g so rt  n y e rjü k .

A hang A kiszámított A kísérletileg meghatá­
rendszáma rezgésszám rozott rezgésszám

i 36-4 —

3 104-4. —

5 172-5 166
7 240-1 238
9 308-9 3 1 0

11 377-1 384
13 444-6 —

15 514-5 5 2 4
17 583-2 5 9 4

H a  m á r  m o st eze n  szám o k a t KŐNiu-nek u g y an ezen  s íp p a l e lőállíto tt 
h a n g o k n a k  * k ísé rle tileg  m eg h a tá ro z o tt é s  a  táb láza t 3 -ik  ro v a tá b a n  közölt 
rezg ésszám a iv a l ö sszeh aso n lítju k , oly c sek é ly  e lté ré sek e t ta p a sz ta lu n k  a 
m eg fe le lő  sz á m a d a to k  k ö zö tt, hogy a z o k a t k izá ró lag  c sak  a  k ísé rle ti és 
m eg figyelési h ib ák  h a tá r a in  belől e ső k n e k  te k in th e tjü k . Ily p o n to s  e re d ­
m é n y e k h e z  sem  W ertheim **  e m p irik u s  k é p le te  sem  Cavaillé-C oll g yakor­
la ti szab á ly a  n y o m án  m é g  m egközelítő leg  se m  ju tu n k . M egjegyzem  m ég, 
hogy  a  3 -ik  ro v a tb a n  az  a la p , a  3-ik  és 16 -ik  fe lh a n g ra  n ézv e  a  szám ad a ­
to k  a z é r t  h ián y o zn ak , m e r t  KÖNiG-nek n e m  s ik e rü lt ,  a  s íp b a  v e ze te tt lég ­

*  V iolle, Cours de Physique. Tome II. 1. 138.
** W dllner, Lehrbuch der Exp. Physik. 3. Ausgabe I. Bd. pag. 610.

12Mathematikai és Physikai Lapok. IV.
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á ra m  e rő ssé g én e k  m ég  oly óvatos szab á ly o zása  d aczára  se m , ezen  partiális 
h a n g o k a t  e lőá llítan ia .

A z 03 k iigazítás s z á m á ra  ta lá lt fe n te b b i k ife jezés m ég  egy n e v ez e te s  k ö rü l­
m é n y re  tesz  m in k e t f ig y e lm e s sé ; a r ra  t. i., h o g y  m íg e g y ré sz t a  k iigazítás 
a  1-79  d m a x im u m o t so h a  sem  é rh e ti  e l, a d d ig  csak  oly s íp o k ra  nézve 
tű n ik  el a  kiigazítás, m e ly e k re  nézve 1-79 < 7=0-0722 l, vagyis 1 = 2 5 -1  d, 
m ás s z ó v a l: csak az oly sípok hangmagasságának meghatározásánál 
maradhat el teljesen a mélységből eredő kiigazítás, melyek hossza leg­
alább 25-szőr fölülmúlja a mélységüket.

c
H a  a síp  nyito tt, a k k o r  az  a la p h an g  m a g a ssá g á t n  =  2(7-j x-1 y) ^ ' e)e ‘

zésb ő l h a tá ro z z u k  m eg , h o l y a  sípcső fe lső  végére  v o n a tk o zó  kiigazítást 
je lz i, m e ly n e k  é r té k é t m in d e n k o r  úgy h a tá ro z z u k  m eg, h o g y  a  síp o t födötté  
tév é n , a  k ü lö n b sé g e t k e re s s ü k  a födö tt s íp  h a n g ja  és a  n y ito t t  síp  h a n g já ­
n a k  legk ö zeleb b i m é ly e b b  ok távája k ö zö tt. E  czé lra  a  3 . á b rá b a n  lera jzo lt 
s íp o t p o n to sa n  h a n g o lt  s íp o k  segélyével c h ro m a tik u sa n  ca lib rá lta m  és a  
m eg fe le lő  h a n g o k a t az  id e -o d a  to lh a tó  fao sz lo p ra  rá v ez e ttem . A zu tán  tö b b  
fö d ö tt  és sz in tén  ig en  p o n to sa n  h a n g o lt s íp  h a n g já t m eg figyelvén , a  födő­
la p o t e lfű része ltem , s ezzel n y ito ttá  te t te m  és ú jra  m e g h a tá ro z ta m  a 
c a lib rá lt  síp  segélyével n y e rt  új h a n g  rezg ésszám a it. A  k é t  rezgésszám ból 
k ö n n y e n  volt m e g h a tá ro z h a tó  y é r té k e .  U gyanis m íg  a  fö dö tt s íp ra

c c
, a d d ig  a  n y ito ttra  nézv e  n s=  a/> , __ , m ib ő l követke-2 (l+ x + y )'

. ( 2 n t— n a)
1 4(1+x)

zik, h o g y  2 n 1( l + a s ) = i i a (l+x+y)  és e b b ő l y =  - - ” 1— "'a>- (1+os).

H a  te h á t  y k ife jezé séb en  n1 és n 2 h e ly é b e  a  fen teb b  k ö zö lt e ljá rás n y o ­
m á n  m egfigyelt é r té k e k e t  tesszü k , y s z á m á ra  m in d ig  az (l+x) k iigazíto tt 
h o sszú ság g a l k ife jezh e tő  é r té k e t fo g u n k  n y e rn i.  így pl. egy 2 5 ‘2  cm hosszú  
és 3-9 cm m ély  fö d ö tt s íp o t m eg szó la lta tv á n , a  C j h a n g o t 2 7 9 '9  rezgéssel 
n y e r te m . A  födő e ltáv o lítá sa  u tá n  a c -n é l  va lam ivel m a g a sa b b , t. i. 536 réz-

__y\
g é sb ő l á lló  h a n g o n  sz ó la lt m eg. így te h á t  ez e se tb en  — *—— 8 =  0-0444 .

nt
K ét m á s  ily k isé rle t a la p já n  y coefficiensét 0 '0 3 8 1  és 0 '0 4 -0 -n ek  ta lá ltam  ; 
te h á t  y  é r té k e  á lta lá b a n  0-041 ( t - f  x ) - n e k  vehető . így  p l. szám ítsu k  ki, 
hogy  egy 2 3 3  cm h o sszú  és 12 cm  m ély  n y ito tt  síp  5 -ik  fe lh a n g já n a k  h á n y  
rezg és felel m eg. Ez e se tb e n  0 3 = 1 - 7 9 x 1 2 — 0-0721 x 4 6 " 6 =  18-13, te h á t

1 + 0 3 = 2 5 1 -1 3  é s « / = 0 -0 4 1 x 2 5 1 - 1 3 = 1 0 - 2 9 ;  h a  m á r m o s t n = 5 c ' .
3 4 0 0 0  J(t+x+y)

képletbe ezen é rtékeket helyettesítjük, lesz n — 5 61-4,9 = ^ 5 -1 5 ,  mely

érték  KŐNiG-nek ugyanazon  síppal e lőállíto tt hang  kísérletileg m eghatáro­
zott rezgésszám ától (3 2 8 ) csak 2-85 rezgéssel té r  el.*

* ViOLLE, Cours de Physique 1. c.
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3. A felhangok magassága és száma. A m id ő n  az  a jak síp  a la p h a n g já n  
m á r  m egszó lalt és a  befuvás e rő ssé g é t m ég  to v áb b  is fokozzuk, a  síp  
h a n g ja  egy id e ig  v á lto za tlan  m a ra d , vagy csak ig en  csek ély  m é r té k b e n  —  
leg fe ljebb  egy s e c u n d d a l —  m a g a sa b b ra  h a jth a tó , m iu tá n  a  m á r  lé te s íte tt  
á lló  h u llám , az  a jak n y ílás  h e ly é n  v á ltak o zó  sű rű s íté se k  és r itk u lá so k  ré v é n , 
a  légszalag  lö k é se ire  ép  oly szab ály o zó  h a tá ssa l v a n , m in t  a k á r  a  lágy  
n y e lv ű  síp o k b an  rezg ő  légoszlop m a g á ra  a  nyelvre.

M ihelyt a z o n b a n  a  befuvás m á r  a k k o ra  e rő sség et é r t  el, hogy a  lég sza lag  
u g y a n a n n y i idő  a la t t  k é tsze r a n n y i lö k ésre  
b o m o lh a t föl, a  s íp  azo n n a l a la p h a n g já n a k  
o k tav á ján  szó lal m eg . De m ié r t  é p e n  az ok- 
tá v á b a n  ? E rre  k ö n n y ű  fe le ln i, h a  ism e r jü k  az 
a) p o n t a la tt m o n d o tta k a t ; t. i. hogy  e rő seb b  
b e fu v ásra  n e m c sa k  a  lö k ések  szap o ro d n a k , 
h a n e m  a sípcső a lsó  ré szé b e n  e rő se b b  s ű r í ­
té sek  és r itk u lá so k  is  jö n n e k  lé tre , m ely  k ö ­
rü lm é n y  egy ú ja b b  és eg y szersm in d  a  sípcső 
fe n e k é h e z  közeleb b  eső csom ó a la k u lá sá t 
tesz i leh e tség essé  é s  szükségessé .

H a  ugy an is a  4 -ik  á b rá b a n  le ra jz o lt é s  a  
s íp  a la p h a n g já ra  v o n a tk o zó  álló h u llá m b a n  a 
c so m ó  a -b a n  lé tre jö tt,  ak k o r u g y a n az o n  síp 
c sak  azo n  eg y etlenegy  e se tb e n  sz ó la lh a t m eg  
e g y sz ersm in d  az o k táv á b an  is, hogy h a  az  ily 
h u l lá m  csom ója O -ba, t. i. ah felezési p o n t­
j á b a  esik, m e rt a k á r  0  fölé, a k á r  0  a lá  e sn é k  
az  ú j csom ó, m in d ig  m á s  h an g o t, m ég  p ed ig  
a z  e lső ese tb en  az o k táv á n á l m ag a sa b b , az 
u tó b b i  e se tb e n  p ed ig  m é ly e b b  h a n g o t n y e r ­
n é n k . H ogy h a  p ed ig  az ok táv a  csak  ú g y  k é p ­
z ő d h e tik , hogy a  2 -ik  cso m ó  é p en  O -ba k e rü l­
jö n , a k k o r  az a la p h a n g ra  legközelebb  m á s  új, 
m a g a sa b b  zönge e g y á ta lá b an  n e m  is k ö v e tk ezh e tik , m in t  é p e n  az  o k tá v a ; 
u g y an is , h a  a  síp 2 -ik h a n g n a k , egy az o k táv á n á l m ag asab b  h a n g o t m u ta tn a  
be , a k k o r  a  2 -ik  c so m ó n ak  o k v e tlen ü l O -n á l m ag a sa b b ra  is k e lle n e  ju tn ia  
é s  így a  síp  fen ek én  a la k u ló  sű rű s íté s i és r i tk u lá s i  p h asiso k a t ö sszeh aso n ­
lítva , ú g y  v e n n ő k  észre , hog y  m íg  g y e n g éb b  m eg h ív ásra  az  ok táv án ál 
m a g a sa b b  h a n g o t n y e rü n k , m ag a  az o k táv a  c sak  e n n é l e rő seb b  b e fu v ásra  
je le n n é k  m eg, m i úgy  a  tap asz ta la tta l, m in t  a zo n  in d o k o lt n é ze te m m e l, 
h o m lo k e g y e n es t e llen k ez ik , hogy  e rő seb b  b e fu v ásra  je le n té k e n y e b b  r i tk u ­
lás i és sű rű s íté s i  á llap o to k  is jö n n e k  lé tre  az  a jak n y ilá s  k ö ze léb en  és e n n e k

12*

4. ábra. 5. ábra.
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m egfe le lö leg  a  c so m ó k n ak  is  kell, hogy k ö z e le b b  v án d o ro ljan a k  a s íp  
fen ek éh ez . É s  ily m ó d o n  b e b iz o n y íth a tó  az is, h o g y  a  síp b an  2 -ik  h a n g n a k  
az a la p h a n g  o k táv á ján á l m é ly e b b  h a n g  sem  je le n tk e z h e tik .

H a m o st m é g  in k áb b  fo k o zzu k  a  b e fuvás e rő sség ét, ille tő leg  m ég  
n ag y o b b  sz á m ú  lö kések re  b o n t ju k  föl a  lég sza lag o t, az e lő b b ih ez  eg észen  
h aso n ló  o k o sk o d ás sz e rin t k im u ta th a tó , h o g y  az  ok tává t ism é t csak  oly 
h a n g  k ö v e th e ti, m ely n ek  á lló  h u llá m á b a n  a  s íp  a la p já tó l sz á m íto tt  lege lső  
csom ója  ab (4 . áb ra) fé lh u llá m n a k  Vs részéb e , t. i. r -b e  esik, e z e n  h a n g  
p ed ig  n e m  m ás , m in t  a  síp  a la p h a n g já n a k  d u o d e c im ja ; ezt a  h a n g o t  p ed ig  
m ég  e rő seb b  b e fu v ás e se té b e n  az a la p h an g  2 -ik  o k tává ja  fogja k ö v e tn i, s tb . 
Általában tehát minden nyílt ajaksípban folytonosan erősebben gyako­
rolt hófúvásra a hangok olyan sorát csalhatjuk elő, melynek tagjai 
rezgésszámra nézve úgy állanak egymáshoz, mint a közönséges egész 
számok. H a so n ló  m ó d o n  b izo n y íth a tju k , h o g y  a  födött sípok  c sa k  a  p á ra t­
la n  sz á m o k  v iszo n y áb an  á lló  h a n g o k b an  s z ó la lh a tn a k  m eg.

A  fe lh a n g o k  k ép ző d ésé re  vona tk o zó lag  e d d ig  e lő ad o tt n é z e te m b ő l nég y  
n ev eze tes  kö v e tk ez te tés  s z á rm a z ta th a tó  le  :

a) Egy é s  u g y an azo n  síp  m in d e n  h a n g já ra  n ézv e  a  k ép ze le ti h u llá m rész  
h o ssza  á lla n d ó  m en n y isé g . Igaz  ugyan , hog y  az  x k iigaz ítás sz á m á ra  ta lá lt 
k ifejezés az  á llítá st c zá fo ln i lá tsz ik , a  m e n n y ib e n  a  k iigaz ítást n e m c sa k  a  
síp  m élységétő l, h a n e m  a  hosszá tó l, ille tő leg  a  fe lh an g o k ra  n é zv e  a  h u llá m ­
h o sszn a k  m egfe le lő  h á n y a d ré sz é tő l fü g g ő n ek  je lz i, a  m in t e z t a  tö b b i közt 
a  fe n n e b b  em líte tt 2 -2 8  m  h o sszú  és 0 1 2  rn m é ly  síp b an  e g y m á su tá n  e lő ­
á llíto tt fe lh a n g o k  so ro z a ta  is igazolja, m e ly  h a n g o k  —  h a b á r  csak  ig en  
csekély  k ü lö n b ség g e l —  m in d  m ag a sa b b ak  a  m egfelelő h a rm o n ik u s  fel­
h a n g o k n á l, úgy hogy  a  7 -ik  fe lh an g  kb . m á r  egy se c u n d d a l  m ag asab b  a  
síp  7 -ik  h a rm o n ik u s  fe lh a n g já n á l, m in e k  m eg fe le lő en  v a la m e n n y i ezen  fel­
h a n g ra  n ézve  a k ép ze le ti h u llá m rész t is  csekély lyel rö v id e b b n e k  ta lá lju k  
az  a la p h a n g ra  nézve  m e g h a tá ro z o tt  e ze n  h u llá m részn é l. D e  h a  m eg g o n ­
d o lju k , h o g y  az a la p h a n g o t ig en  k ö n n y e n  s ik e rü l kellő e rő ssé g ű  b e fu v ásra  
egy s e c u n d d a l  m a g a sa b b ra  em e ln i (felha jszo ln i), m íg a  fe lh a n g o k ra  n ézve  
ezt k e re sz tü l n e m  v ih e tjü k , a  m e n n y ib e n  c sa k h a m a r  a  leg k ö zeleb b i fel­
h a n g ra  á tc sa p n a k , König síp ján á l a  7 - ik n e k  m egszó lalt fe lh a n g o t sz in tén  
csak  a  h a rm o n ik u s  fe lh an g jáv a l te lje sen  eg y b eeső n ek  m o n d h a tju k .

b) K ü lönböző  h o ss z ú s á g ú  sípokra  n é zv e  is, m e ly e k n ek  a jak b eren d ezése  
és k e re sz tm e tsz e te  te lje s e n  m egegyező, a  képze le ti h u llá m ré s z  hossza  is 
te lje s e n  ug y an az . H a  pl. az  5. á b rá b a n  le ra jz o lt sípot, m e ly  egyszersm ind  
az a la p h a n g  d u o d e c im á já t kifejező re z g é s i á llapo to t is szem lélte ti, p '-n é l  
á tm e tsz ü k , p'q s íp o t n y e rjü k , m ely  az  a b b a  ra jzo lt h u llá m  képe  sz e rin t 
é p e n  m o s t a la p h a n g já n a k  ok táv á jáb an  sz ó la lt m eg  és m ely  h a n g ra  nézve  a  
k ép ze le ti h u llá m ré sz  qb ugyanaz , m in t  az  egész pq síp  b á rm e ly  h a n g já ra
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n é z v e  ; h a  p ed ig  a  s íp o t p ' '- n é l  v á g ju k  el, p"q s ípo t a la p h a n g já b a n  ín ég - 
szó la tn o lv a  n y e r jü k  u g y an azo n  qb k é p ze le ti h u llá m részsz e l. E z e n  p'q, 
p"q . . . s tb . s íp o k a t p ed ig  a k á r  a la p h a n g ju k , a k á r  p e d ig  valam ely  fe l­
h a n g ju k ra  v o n a tk o zó  h u llá m n a k  eg y ik  rezg ési m a x im u m á n  á tsze lv én  és 
ú j m e g  új s íp o k ra  b o n tv á n , ezek re  is  h a so n ló  m ó d o n  in d o k o lh a tju k  a k é p ­
z e le ti  h u llá m ré s z e k n e k  egym ás k ö z ti eg y en lő ség ét. E g y szerű  m ag y a ráz a tá t 
s ik e rü lt  te h á t  a d n o m  a m a  tü n e m é n y n e k , m ely re  n ézv e  W e r t h e i m  m á r  
r é g e b b e n  k ísé rle ti ú to n , de  m in d e n  k ö ze leb b i m eg o k o lá s  n é lk ü l szám b eli 
é r té k e k e t  m eg á lla p íto tt, m id ő n  u g y a n a z o n  síp fejre  e g y m á su tá n  a lk a lm azo tt 
k ü lö n b ö ző  h o ssz ú sá g ú , de  u g y a n az o n  á tm é rő jű  sípcsövek  m in d eg y ik ére  
n é zv e  u g y an azo n  h o sszú ság ú  k é p ze le ti h u llá m ré sz t sz á m ílo tt ki.

c) M inden  s íp ra  n é zv e  eg y szersm in d  m eg  v a n  h a tá ro z v a  a  fe llép h e tő  
fe lh a n g o k  szám a  is.

U g y an is  leg y en  l a  síp  ho ssza  é s  x az ezen  s íp h o z  ta rto zó  képzele ti 
h u llá m ré sz , a k k o r  az  a la p h a n g n a k  m eg fe le lő  álló  h u l lá m  ho ssza  Á = í+ c c ,

Á l+ x
és  m in d e n  fe lh a n g ra  nézv e

M iu tán  ped ig  ^  -n e k  m in d ig  n a g y o b b n a k  kell le n n ie  x -n é l,  m e r t  e llenkező

e se tb e n  az  álló h u llá m o t n e m  k é p ze le ti rezg ési m a x im u m , h a n e m  kép-
l+x
2 m

l+ x

m m h o l m  b á rm e ly  egész  szám o t je le n t.

z e le ti csom ó je lle m e z n é , következik , hogy  

m é r té k é t  csak  úgy  v á la sz th a tju k , h o g y  m< 2x

>  cc-nél legyen , ille tő leg  

-n é l legyen  ; m iu tá n

p e d ig  x m in d e n  s íp ra  nézv e  a n n a k  m ély ség éb ő l és h o sszá b ó l m e g h a tá ro z ­
h a tó ,  evvel e g y ü tt a  fe lh a n g o k  sz á m a  is  m eg  van  á llap ítv a .

A  fe n te b b i k ife jezésbő l lá tjuk , h o g y  va lam ely  s íp b a n  a n n á l  tö b b  fe l­
h a n g o t  le h e t e lő á llítan i, m in é l k iseb b  m ély ség ű , m íg  a  m ély eb b  s íp o k b an  a  
fe lh a n g o k  szám a  n a g y o n  is m eg  v an  szo rítv a . így pl. egy 3 0  c m  h o sszú  és

4  cm m ély  síp c sak  leg fö lebb  m <  ~ 3 5 ,  azaz

3 fe lh a n g o t a d h a t, m íg  h a  u g y a n az o n  h o sszú ság g a l a  síp  m élysége  csak  
, 3 0 + 1 - 7 9 x 2 — 0 - 0 7 2 1 x 3 0

2 ( 1 - 7 9 x 2 — 0 - 0 7 2 1 x 3 0 )2 cm -nyi, m ár m <  a /1 .70 ^ .g —7 w V 7 0 i:,o ín  = 1 1  "06, azaz m ár 11 fél­

h a n g  is tám adhat.

A  köbös s íp o k ra  n é zv e  ped ig  h a so n ló  m ó d o n  ta lá lju k , h o g y  a  fe lh an g o k  

sz á m a  m < -~ ^  k ife jezésse l van m eg h a tá ro z v a , ho l m  te rm észe te sen  csak  

p á ra t la n  egész sz á m o t je le n th e t.
d) H ogy egy k ö b ö s síp  csak  igen  e rő s  b e fu v ásra  sz ó la lh a t m eg , és hog y  

az  e ze n  h a n g n a k  m eg fe le lő  álló h u l lá m  rezg ési c so m ó ja  csak  közel a  sípcső  
fe n e k é h e z  fog la lh a t h e ly e t, m ás szóval, h o g y  a  köbös síp  az ugyano ly  hosz-
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szúságú  sz ű k e b b  síp n ak  m é g  m ély eb b  o k tá v á já b a n  is m eg szó la lh a t, s z in té n  
az 5-ik  á b rá b ó l  n y e rh e ti m ag y a ráz a tá t, a  m e n n y ib e n  t. i. a  pq s íp o t p " - n é l  
vagy egy m é g  m ag asab b  fe lh a n g já n a k  a s íp cső  fe n ek é h ez  leg k ö ze leb b  á lló  
r ezgési m a x im u m á n  k é p z e lv é n  átszelve, a  v issz a m a rad t h u llá m ré s z  k ö z ­
v e tlen ü l sz e m lé lte ti  az e k k é p  m eg rö v id íte tt (köbös) síp  a la p h a n g já n a k  
m egfele lő  h u llá m a lak o t.

H e l m h o l t z  a  sípok h a n g tü n e m é n y e it  a  re so n a n tiá b ó l ip a rk o d ik  k i­
m ag y a rázn i. É n  azo n b an  a  s íp o k b an  b e fu v ás á lta l e lő idéze tt h a n g je le n sé g e k  
és e zen  s íp c sö v ek  re s o n a n t ia  tü n e m é n y e i k ö z ti összefüggést k o rá n  sem  
ta rto m  oly sz o ro sn a k , m in t  a z t H e l m h o l t z  fö lveszi —  m ég  p e d ig  k é t o k n á l 

fogva i s :
H e l m h o l t z  a  sípok b e fu v ássa l é b re sz te tt h a n g ja it,  vagyis a  s íp o k  sa já to s  

h a n g ja it leg e rő se b b en  re s o n á lt  h a n g o k n a k  je lz i. M ár ped ig  egy és u g y a n ­
azon  sípcső  a  le g k ü lö n b ö z ő b b  h a n g o k a t u g y a n a z o n  erősséggel re so n á lta tja , 
m iu tá n  a  tö b b i  között a  r e s o n a n tia  e rő sség e  a  h an g v illa  a zo n  o ld a lfe lü le ­
te in e k  te r je d e lm é tő l is függ , m elylyel a  s íp cső  ny ílásához  k ö z e lítü n k . K ü lö n ­
b en , ho g y  egy  és u g y a n az o n  sípcsőben  a  le g k ü lö n b ö z ő b b  a la p h a n g o k a t é s  
n e m  k izá ró la g  csak  egy a  s íp csövet ille tő  sa já to s  h a n g o t id é z h e tü n k  elő, 
m á r  o n n é t  is  k itű n ik , h o g y  egy és u g y a n a z o n  lágy nye lv ű  s íp b a n  k é t —- 
m ég  p e d ig  m ag asság ra  ig e n  je le n té k e n y e n  e lté rő  —  h a n g o t á ll í th a tu n k  
elő a  s z e rin t,  a  m in t az t fu v ás vagy szívás á lta l  m eg szó la lta tju k . M in d k é t 
e se tb e n  p e d ig  a  síp cső b en  fo g la lt levegő álló  rezg ésb e  k e rü l és eg y m ástó l 
te lje sen  e lü tő  a la p h a n g o t sz o lg á lta to tt. S ő t h a  egy és u g y a n az o n  s íp cső re  
k ü lö n b ö ző  lág y  ny e lv ek et a lk a lm a z u n k , a  leg k ü lö n b ö z ő b b  h a n g o k n a k  m e g ­
felelő h u llá m a la k o k ra  id o m íth a tju k  a  s íp c ső b e n  foglalt lég o szlo p o t is. T e h á t  
m in t  lá tju k , k izáró lag  c sa k  egy, a  légoszlop  a la k já tó l és te r je d e lm é tő l m e g ­
h a tá ro z o tt  h a n g  n e m  lé te z ik , h a n e m  a  síp  m in d a n n y isz o r  m ás  és m ás  a la p ­
h a n g o t ad , v a lah án y szo r lég tö m eg e  az t re z g é s re  in d ító  m ás  és m ás  kü lső  
okkal egybevágó  h u llá m z á sb a  k e r ü l ; a sípok befuvás által előidézett alap­
hangja csakis egy lehetséges ezen számtalan alaphangok közül.

H e l m h o l t z  sze rin t c sa k  a  v ék o n y ab b  s íp o k  fe lh an g ja i á lla n a k  h a rm o n i­
ku s v isz o n y b an  az a la p h a n g h o z , a  te r je d e lm e se b b  k e re sz tm e tsz e tű  sípok  
fe lh an g ja i p e d ig  a h a rm o n ik u s  feh an g o k tó l tö b b é-k ev ésb b é  e lü tn e k  ; in n é t  
m ag y a rázza  a z tán  H e l m h o l t z ,  hogy m ié r t  oly szegény  a  te rjed e lm e se b b  
k e re sz tm e tsz e tű  sípok h a n g je lle g e  fe lh a n g o k b a n . E rre  nézv e  p ed ig  é sz re ­
vé te lem , h o g y  a  fe n te b b ie k  n y o m án  n a g y o n  k ö n n y en  é r th e tő  oko k b ó l 
m ara d  az  ily sípok  h a n g je lle g e  ü re s  és n e m  szó la lh a tn a k  m e g  fe lh a n g ja ik ­
b an , m e r t  a zo k  —  m in t s ik e rü lt  k im u ta tn o m  —  egyálta lán  n e m  is lé te zn e k . 
Oly s íp o k b a n  pedig, m e ly e k  k iseb b  k e re sz tm e tsz e t m e lle tt  a  fe lh an g o k  
b izonyos so ro za tá t ad ják , a  kellő  e rő sség ű  b e fu v ásra  e lőá llíto tt (felhajszolt) 
a la p h a n g  m e lle tt a  fe lh a n g o k  is m eg szó la ln ak , a  m in t  e z t k ü lö n b e n
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H elm holtz  *  m a g a  is  b e i s m e r i  é s  a  m i n e k  o k á r ó l  a  f ö n n e b b i  a) p o n t b a n  

k e l lő e n  b e  i s  s z á m o l t a m .

A víz- és gázvezeték elektromos áramáról.* * **
Maréchal, a párisi közvilágítás m érnöke a La Nature czímű népszerű  

folyóiratban a következő érdekes tapasztalatát ad ja  elő : A gáz- és vízveze­
ték  két csapja közé kapcsolt galvanom eter á ram ot jelez. Az áram  m eglepően 
állandónak m utatkozott, a  m enny iben  a ga lvanom eter kitérített tű jén  1 év 
leforgása ala tt naponkén t alig 1— 2 foknyi ingadozás volt észrevehető. A  két 
vezeték között a  po tential-külöm bség 0,25 volt.

Maréchal úgy vélekedett, hogy a  két vezeték m in tegy  igen nagy felü letű  
galvánelem et alkot, m elynek pozitív sarka a vízvezeték csőhálózata, negativ  
elektrom -indítója a gázvezeték, a talaj pedig az elem  m ásodrendű vezetője. 
A z áram  erede té t a két vezeték chem iailag külöm böző állapotából törekszik  
m egm agyarázni.

A do lgo t e lég  é rd ek e sn e k  ta lá ltam  a rra , hogy  m a g a m  is m eg v izsgáljam . 
A  ké t v eze ték  k ö zö tt tén y leg  ta lá lta m  á ram o t, m ely  Maréchal ta p a sz ta la tá ­
val egyezőleg, e lég  á llan d ó  vo lt s a  v ízvezeték a lk o tta  a  pozitív  sa rk o t. E lő z e ­
tes  m éré se im  sz e rin t a  p o te n tia lk ü lö m b sé g  0 ,0 7 7 — 0 ,0 8 1  volt k ö zö tt in g a ­
dozik  s az e le k tro m o s fo rrás  e llen á llá sa  ig en  k ö zel 3  ohm. A  k ü lö m b ö z ő  
id ő b en  ism é te lt m éré sek  a lig  Vioo-résznyi e lté ré se k e t á ru lta k  el.

Az á ram  m árc z iu s  e le jén  —  h id eg , száraz  id ő b e n  —  igen  á lla n d ó n a k  
m u ta tk o z o t t ; de  később , a  m ik o r  az  idő e n y h é re  s n a g y o n  esősre fo rd u lt,  
m eg le h e tő se n  in g adozo tt. E sti 6 — 8  ó ra  k ö zö tt m in d ig  h u llám zik  az  á ra m  
in te n z itá sa  o ly anny ira , hogy  n é h a  egy-egy p i lla n a tra  a  k ité rés  m a jd n e m  
0 -ra  száll a lá .

A m é ré se k e t m ajd  ism e r t á lla n d ó jú  g a lv a n o m é te r re l,  m ajd  ped ig  az  á l ta ­
lán o san  ism e re te s  co m p e n sa tio -m ó d sz e re k k e l v é g ez tem . Az e llenállás m é r é ­
sé re  a  Mance m ó d szeré t a lk a lm a z ta m ; e re d m é n y e it  a zo n b a n  m in d e n k o r  
g a lv a n o m e te re s  m éré sse l is e lle n ő riz te m . A k é tfé le  e re d e tű  ad a to k  ig e n  jó l 
egyeztek.

A  v eze ték ek  ezen  á ra m a  sz á m b a m e n ő  c h em ia i m u n k a  végzésére  is  fe l­
h a sz n á lh a tó . O lo m aceta t, ré zg á licz  és ezüst n i tr á t  te l í te t t  o ldata ibó l —  te r ­
m észe te sen  m in d e n k o r  az ille tő  fém ek b ő l v e tt  e le k tró d o k  között —  k iv á la sz ­
to tta m  e fém ek e t. G yenge lév é n  az á ram , a  fé m e k  sz é p  k ris tá lyosán  vál­
tak  k i ;  k ü lö n ö se n  az «ólom fa# ig en  szép, n ag y  lev e lű  volt. —  M árcz iu s

T  H e l m h o l t z , Tonempfindungen. 3-te Ausgabe, pag. 151.
** Előterjesztve a f. é. április hó 4-én tartott rendes ülésen

Dischka Győző.
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23 -án  78  6 0 0  rnp a la tt 0 ,7721  gr e zü s t vált ki a  gázveze tékkel k ö z lek ed ő  
p la tin a  tégely  fa lá n , m ely  tö m e g b ő l az  á ram  á tlag o s in te n z itá sa  8 ,7 8 7 .10_s 
ampere-n e k  a d ó d ik  ki.

Az e lek tro m o sság  ezen  k ü lö n ö s  fo rrása  a  leg k ed v ező b b en  k ih aszn á lv a , 
azaz 3  ohm-n y i e llen á llá ssa l zárv a , 24  ó ra  a la t t  m in te g y  8 ,5  m é te rk ilo -  
g ram n y i m u n k á t  szállít.

H a  az á ra m z á rá s  he lyé tő l táv o la b b  levő csapok  k ö z ö tt vezető ö ssz e k ö tte ­
tés á llítta to tt e lő , a  g a lv a n o m e te r  az  á ra m  te te m e s  g y e n g ü lé sé t j e l z é ; a n n á l  
n ag y obbat, m e n n é l  k özelebb  tö r té n t  az e lág az ta tás  é s  m e n n é l k ise b b  volt a  
kö zb ek ap cso lt e llen á llá s . H o sszab b  id ő n  k e resz tü l ta r tó  rövid z á rla t a  p o la ri-  
sa tio  gyenge n y o m a ira  u ta lt, m e ly  a z o n b a n  az e le k tro m -in d ító  e rő n e k  0 ,0 1 - 
részén é l m in d e n e se tre  k iseb b  volt.

Mi m á r  m o s t e n n e k  az á ra m n a k  az  e red e te  ? L eg e g y sz e rű b b n e k  te tsz ik  
MARÉcHAL-lal a z t fe lté te lezn i, h o g y  óriási fe lü le tű  g a lv án e lem m el v a n  d o l­
g u n k , m ely n ek  á ra m á t  a  v a sh á ló z a t fe lü le tén  v é g b e m e n ő  c h em ia i fo ly am a ­
to k  szo lg álta tják . M indkét h á ló z a t vasból van u g y a n , d e  az egyik  a  b e n n e  
á ram ló  v íznek, a  m ásik  p ed ig  a  v ilágító  g ázn ak  h a tá s a  a latt, a  m i e lé g  ok 
a r ra , hogy c h em ia ila g  ig en  k ü lö m b ö ző k ép en  v ise lk ed jen ek . E b b e n  az 
irán y b a n  k ísé rle te t kell te n n i  a  veze ték b ő l k iv ett k ise b b  c so d arab o k k a l.

De a d d ig  is, m íg  ez a  k ísé rle t m eg té te tn é k , ig e n  k ív án a to sn ak  ta r to t ta m , 
ho g y  ezt az á ra m o t  leh e tő leg  so k  h e ly en  m egfigyeljék . Ez okból a  tá r s u la t  
tö b b  tag jához  fo rd u lta m  azzal a  kéréssel, hogy e n n e k  az in g y en  fo rrá s n a k  
á ra m á t  k u ta s sá k  s h a  v an , m eg  is m érjék .

É lén k  tu d o m á n y o s  é rd e k lő d é sn e k  jele , ho g y  a  k in e k  csak  m ó d já b a n  
volt, a  leg rö v id eb b  idő a la tt közié  velem  k ísé r le te in e k  e red m én y e it.

E lső n ek  D o h n á n y i F r ig y e s  ta g tá rs  ú r, pozsony i főgym n. ta n á r  fe le le te  
é rk ez e tt, a  fe lszó lítás e lk ü ld ése  u tá n  n e g y ed n a p ra . Szives b e leegyezésével 
közlöm  le v e lé n e k  a  tá rg y ra  v o n a tk o zó  főbb r é s z e i t :

« . . .  V a ló b an , ig en  é rd ek e s  tü n e m é n y !  G au g in -fé le  g a lv a n o m e te re m e t 
b ek ap cso ltam  a  víz- és gázv eze ték  közé és m e g le p e té se m re  á lla n d ó  á ra m o t 
k ap tam , m ely  a  v ízvezetékből a  g a lv a n o m é te re n  á t  a  gázvezeték  fe lé  k e r in ­
g e tt. A g a lv a n o m e te r  2 ° -n y i e lté ré s t  m u ta to tt. M in th o g y  a  g a lv a n o m e te r  
á llan d ó já t 11 év  e lő tt v ízbon tó  készü lék  seg ítségével 16 észle lés a la p já n  
m eg h a tá ro z ta m , tu d ta m , hog y  ez  a  k ité rés  0 ,0 1 6  ampere nyi á ra m o t  je lez . 
A busszo la  fél fo k o k ra  van fe losztva , s  Vio fok b ecs lé sse l elég b iz to sa n  m e g ­
h a tá ro zh a tó . A z á lla n d ó t jó  le n n e  ú jra  m eg h a tá ro z n i, m e rt h isz a  H m e g ­
v á lto z h a to tt ; d e  tá jék o zta tó  a d a tn a k  ez is elég  m eg b ízh a tó .»

E zu tán  n a g y  g o n d d a l v égze tt m é ré se k  v é g e re d m é n y e k é n t a z t köz li, hogy 
a  k ísérle te i h e ly é n  a  veze ték ek  p o te n tia l-k ü lö m b ség e  0 ,0478  volt, a  belső  
e llen á llá s  p ed ig  2 ,9 5  ohm.

N y o m b an  D o h n á n y i ú r  leve le  u tá n  Molnár József tag tá rs  ú r  é rte s íté se
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é rk e z e tt  kezem hez. A  győri fő reá lisko la  é p ü le té b e n  u g y a n a r ra  az e re d ­
m é n y re  ju to t t :  á ra m  v a n , irán y a  a  v ízv eze ték tő l a  g ázv eze ték  felé. N em  
b ízván  m e g  eléggé g a lv a n o m é te ré b en , m e ly  tény leg  c sa k  tü k ö rleo lv asássa l 
le n n e  e zek re  a  m é ré se k re  a lkalm as, ré z -v o lta m e te rre l  v é g ze tt m éré se k e t. 
Az ig en  nag y  k ö rü lte k in té s se l végzett k isé rle tso ro za to k  a r r a  va llanak , hogy  
e re d m é n y e i a  két e lő b b itő l a lig  té rn e k  el.

U gyanoly  e re d m é n y e k re  ju to tt  Abrahám János ta g tá rs  ú r  is, ki a  győri 
S z t.-B e n ed e k -ren d i fő g y m n as iu m  la b o ra tó r iu m á b a n  k ísé rle tez e tt.

D ischka Győző ta g tá rs  ú r  a  pécsi fő reá lisk o la  p h ysika i la b o ra tó r iu m á b a n  
á ra m o t n e m  talá lt, d e  a  chem iai la b o ra tó r iu m b a n  ig e n  ; a  v ízvezeték  
pozitív . A physikai s z e r tá rb a n  a  g ázv eze ték  a  v a s-trav e rze k re  van rá  e rő ­
sítve : ez t m in t v a ló sz ín ű  zavaró k ö rü lm é n y t  hozza fel t .  tag tá rsu n k , a  m i 
csak u g y an  rövid z á r la t leh e tő ség é re  u ta l.

F iu m é b e n  D r Salcher P éter tag tá rs  ú r  a  cs. és k ir. te n g e ré sz e ti  a k a d é ­
m iá b a n  sz in tén  k o n s ta tá lta  az áram ot, v ízveze ték tő l a  g á zv e ze ték  felé. R ieg- 
ler Sándor tag tá rs  ú r r a l  eg y ü tt m é ré se k e t fo g n ak  te n n i.

Ig en  é rd ek e s  e re d m é n y e k e t küldött H omor István ta g tá rs  ú r  S zeg ed rő l 
B e k ü ld ö tt do lg o za tán ak  lén y eg es része  a  köve tk ező  :

i .  A reáliskola laboratóriumában végzett kísérletek.
Új é p ü le tb e n  v a g y u n k  és a  v ízv eze ték ü n k  ólom csőveít e  h é te n  rak ták  le  

s h o z tá k  ö sszek ö tte tésb e  az  u . n. k iseb b  v ízvezetékkel, m e ly  a  város észak ­
k e le ti ré sz é t látja  el. V eze ték ü n k  e lk é sz ü lt, de  a v íz ta rtó  gy ak ran  m e g ­
tag a d ja  a  szolgálato t s  így a h ónak  tö b b  o ly a n  n ap ja  v a n , m e ly b e n  v eze té ­
k ü n k  n e m  ád vizet, a zo n k ív ü l a n ap  b izo n y o s  ó rá ib a n  s z in té n  h asz ta lan  
v á rju k  a  vizet. A  g ázcsövek  lerak ása  m o s t  v a n  fo ly am atb an  ; a  m áso d ik  és 
első e m e le t- , fö ldszin t- és p in cz eh e ly iség b e n  a  csövek m á r  a  fa lba  v a n n a k  
rakva, d e  a  földbe r a k o tt  c ső hálózatta l m é g  n in csen e k  ö sszek ö tte tésb en  ; 
a  fö ld sz in ten  e lh e ly eze tt vegy tan i h e ly isé g ek  ped ig  az é p ü le t  összes v eze té ­
kével m é g  n in csen ek  ö sszek ö tte tésb en . Íg y  á llv án  a  do lgok , k e zd e tb e n  n e m  
is m e r te m  a r ra  g o n d o ln i, hogy  a  k iv án t k ísé r le tek e t az  in té z e t  h e ly iség é­
ben , n e v eze te sen  a p h y sik a i la b o ra tó r iu m b a n  v é g re h a jth a ssa m  és m á r  a rró l 
ta n a k o d ta m , hogy m ely  é p ü le te k  le n n é n e k  a  v árosban  leg a lk a lm a sa b b a k  a 
k ísé rle tek  m egejtésére , m id ő n  m égis a  la b o ra tó r iu m b a n  levő  vízvezetéki 
c sap o t a  m u ltip lic a to rn a k  egyik, a  g ázv eze tő  csőbe ille sz te tt b ü ty k ö t ped ig  
a  m ás ik  sa rk áv a l e lsz ig e te lt rézsodrony  segélyével k ö tö tte m  össze s nag y  
m eg le p e té sem re  a tű n e k  oly ro h am o s k i té ré s é t  ész le ltem , m ely  a selyem - 
g u b ó sz á la t m ajd  e lszak íto tta , m íg vég re  h o ssza s  len g é s  u tá n  a  tű  n y u g a ­
lo m b a  té r t  s 70 (h e tv e n ) fo k n á l m e g á lla p o d o tt. Ez id ő b e n , m á rc z iu s  2 8 -án  
egész n a p o n  a  v ízvezeték  csapja ny itva  á llo tt, de v izet n e m  a d o t t ; a  g á z ­
v e ze té k b e n  gáz m ég  c sa k  k é t hó m úlva  le sz , d e  c ső h á ló z a tu n k  m ég  a  fö ldbe 
h e ly eze tt csövezette l n in c s  is ö ssze k ö tte té sb e n  s így a  tü n e m é n y e k  lánczo-
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la ta , m e ly e t e lso ro lan d ó  vagyok, a  M aréch a l-fé le  s  a  titk á r  ú r  k ísé rle tez ése i­
tő l a n n y ib a n  e lté rő , hog y  azo k n á l m ű k ö d é s b e n  levő víz- é s  gázvezeték , 
n á la m  p ed ig  m ég  m ű k ö d é sb e n  n e m  lévő víz- é s  gázvezeték  szo lg á l eszközül 
és a la p u l. A z á ra m  a v ízvezetékből m egy  a  g ázv eze ték  felé.

A  re n d e lk e z é sre  álló  ig e n  érzék en y  m u ltip lic a to r  á lla n d ó ja  n e m  lévén 
p o n to sa n  m eg h a tá ro zv a , az  in te n z itá s  m e g m é ré sé re  a  s z in té n  b ir to k b a n  
levő ta n g e n s-g a lv a n o m e te r t k e lle tt h a sz n á ln o m , m ely n ek  á lla n d ó já t d u rra n ó  
g áz-v o lta m éte rre l 0 ,0 9 1 9  G. G. S. é r té k ű n e k  ta lá ltam . M in thogy  a  g a lvano­
m e te r  tű je  2 ° -n y i k ité ré s t a d o tt, a  veze tékek  á ra m á n a k  in te z itá sa  0 ,0 3 4  amp.

A  H u g h es-fé le  m ik ro fo n t b ecsa to ltam  egy  rég i sz e rk e z e tű  S iem en s­
féle te le fo n n a l e g y ü tt az  á ra m k ö rb e  s a  m ik ro fo n b a  m in t h a n g fe lv e v ő b e ; 
h e g ed ű v e l e lő id éze tt h a n g o k a t  négy sz o b á n  k e resz tü l h ú z o tt  veze téken  
é p e n  ú g y  h a llo tta m , m in t  ak k o r, m id ő n  a  m ik ro fo n  és te le fo n  oly á ra m ­
k ö rb e  c sa to lta to tt, m ely  tíz vo ltos lám p á t izz á sb a  hoz.

A  v egy tan i te re m b e n , h o l a  m o n d o tta k  sz e rin t,  a négy  sz o b á b a n  befala­
z o tt g ázv eze ték  m ég  n in cs  ö sszek ö tte tésb en  az  egész é p ü le t gázvezetékével, 
a  m á r  e m líte tt m u ltip lic a to r  tű je  csak 2 5 °  k ité ré s t  m u ta to tt.

V egybon tás t is v égez tem  az á ra m m a l és p ed ig  e le k tró d o k u l tisz ta  ólom  
lap o k a t, e lek tro lit  g y a n á n t p ed ig  ó lo m a c e ta t v izes o ld a tá t h a sz n á lta m  s a 
n e g a tiv  e lek tró d  tíz ó ra  a la t t  szab ad  sz e m m el lá th a tó  v á la d ék o t m u ta to tt.

A  te le g ra f  író k észü lék é t az  á ram k ö rb e  ik ta tv a , a  p a tk ó k a t g y e n g é n  m ág- 
n esítv e  ta lá ltam .

A k is é r ie te k  m árcz . 2 8 — 31 . n a p ja in  tö r té n te k  s d a cz ára  a n n a k , hogy 
2 9 -é n  az esti ó rá k b an  S zeg ed  fö lö tt m e n n y d ö rg é s-  és v illám lássa l egybe­
k ö tö tt  z áp o r v o n u lt á t, a  tű  e lté ré sé b e n  vá lto zás n e m  m u ta tk o z o tt .

2 . A város külömbözö pontjain végrehajtott kísérletek.
a) A  k ir. tá b la  p a lo tá já n a k  vezetékei k ö z ö tt a  tű  se m m i e lté ré s t  sem  

m u ta to tt .  I t t  m in d k é t v eze ték  vascsövekből v a n  lerakva.
b) Egy m a g á n h á z b a n  sz in té n  n e m  volt e l t é r é s ; itt is m in d k é t  vezeték 

csö v eze tén ek  vas az an y ag a .
c) A  T isza-szálló  sa já t e lk ü lö n íte tt v ízveze ték k e l bir, m e ly e t az  u d v a r­

b a n  levő a rté z i k ú t  tá p lá l;  csövezete  ó lom . A  gázvezeték  v á ro si. I tt  a  m u l­
tip lica to r  e lté ré se  3 6 ° . A  v ízveze ték  c sap ja  pozitív .

d) A  v á ro sh áz á n  k é tfe lé  v ízvezeték van , a  m en n y ib e n  a  v á ro s i vizveze- 
ték b ö l a  p in czeh e ly iség b en  fe lá llíto tt v íz ta rtó b a  ólom csövön g y ű jtik  a  vizet. 
E  h e ly rő l a  pad láso n  e lh e ly ez e tt v íz ta rtó b a  n y o m ják  fel s  o n n a n  ju t  el az 
é p ü le t összes ó lom csöveibe. Az u tó b b i ó lo m csövezet a n a g y  v ízvezetékkel 
n in c s  összekötve.

A  nag y  v eze ték en  a v ízveze téke t p o z itív n ek , a k ité rés t 7 0  fo k n a k , szóval 
eg észen  o ly an n ak  ta lá ltam , m in t  a  reá lisk o la  csövezeténél, a  m i az t b izo­
ny ítja , ho g y  az á ra m h o z  a  c ső b e n  levő víz- é s  g ázn ak  se m m i k öze.



ELŐADÁSOK. 18 7

A kis v e ze té k e n  az e lh a jlá s  iránya  u g y a n a z , d e  a  k ité rés  c sak  5 ° .
e) A  sv áb -k o n v ik tu sb an  a z  irán y  ism ét u g y a n a z , a  k ité rés  p e d ig  6 ° ,  n o h a  

vezetéke a  n ag y  v ízveze tékhez  közlekedik , d e  a  csőhálózat c sa k  k is ré sz ­
b en  ó lom .

f) A  tá v ird a é p ü le tb e n , é rte sü lé sem  s z e r in t ,  sz in tén  te t te k  k ísé r le te t  s  
az e lté ré s t  5 0  fokúnak  ta lá ltá k  —  saját g a lv a n o m é te rü k ö n .

A le g tö b b  h e lyre  k ite rjed ő  k ísérle tezésrő l d r .  Károly Irén ta g tá rs  ú r  k ü ld ö tt 
be é r te s íté s t  N agy-V áradró l. Ig e n  sok he lyen  t e t t  m éré se i a r ra  v a llan ak , hogy 
egy és u g y a n a z o n  a h e ly en  a  p o te n tia l-k ü lö m b sé g  állandó, de  h e ly rő l-h e ly re  
változik és p e d ig  n em csak  é r té k é re , h a n e m  irá n y á ra  nézve is. A gym na- 
s iu m b an  a  gázvezeték  p o zitív , a  vele s z e m b e n  levő u tczák  h á z a ib a n  e lle n ­
ben  n e g a tív . A  gázgyárban  a  gázvezeték az  e g y ik  szobában  pozitív , a  szom ­
széd s z o b á b a n  pedig á lla n d ó a n  negatív. E r rő l  a z o n b a n  u tó lag  k id e r íte tte  t. 
tag tá rsu n k , ho g y  vezetéke az  e lőbb ié tő l e lü tő . P o te n tiá lt  h á ro m  h e ly e n  m é r t ; 
az egyik h e ly e n  0,434. volt, a  m ásodikon 0 ,3 6 0  volt, a  h a rm a d ik o n  p ed ig  
0 ,25  volt a  k é t  vezeték p o te n tia l-k ü lö m b s é g é n e k  az értéke.

Dr. P feiffer Péter ta g tá r s  ú r  K o lo zsv áro tt te tt  m egfigyeléseket, az 
egyetem i c h e m ia i in téze t v e ze ték én . Á ra m o t ta lá lt, m ely a  v ízv eze ték tő l a  
gázveze ték  fe lé  tart. A p o te n tia l-k ü lö m b sé g  a  m éré s  h e ly én  0 ,0 1  voltnál 
k iseb b n ek  m u ta tk o zo tt.*  A z á ra m o t a  p h y s ik a i  in té z e tb en  is  m e g ta lá lta , 
m elynek  v ízveze téke  a  n a g y  veze ték k e l n in c s e n  k ö z lek ed ésb en .

A ra d ró l F ényes Dezső ta g tá rs  ú r  k ü ld ö tt  ad a to k at. M in th o g y  a  város 
v ízvezetéke m é g  n em  kész , a z  a rad -c sa n ád i v a s ú t  p a lo tá ján ak  v ízveze tékén  
s a  v árosi gázvezetéken  k ísé rle tez e tt. A rra  a z  e red m én y re  ju to t t ,  hogy  a  
vízvezeték a  pozitív  sa rk  ; a  p o te n tia l-k ü lö m b sé g  0 ,0 9 5  volt, a  b e lső  e lle n ­
állás 1 ,39  ohm.

D r Szekeres Kálmán a  s o p ro n i  fő reá lisko la  é p ü le téb e n  n e m  ta lá lt  veze­
ték i á ra m o t.  M ás h e ly ü tt te e n d ő  m érések et h e ly e z  kilátásba.

Szontagh Gusztáv tag tá rs  ú r, a  ki Maréchal hivatkozott czikkére figyel­
m eztetni szives volt, m ég n e m  kísérle tezhetett, m ert a brassói főreáliskola 
szertárában , melynek ő az őre , a  vízvezeték m ég  nincsen bevezetve.

V égre m é g  n éh án y  a d a t  B u d a p es t k ü lö m b ö z ő  helyeirő l. D r Kovács János 
a b u d a i P aedagog ium ban  ig e n  gyenge p o te n t ia l -k ü lö m b ség e t t a l á l : a  g áz ­
vezeték  p o z itív . A budai fő g y m n as iu m  é p ü le té b e n  Mialovics M ór ta g tá rs  
ú r  k ö rü lb e lő l 0 ,02  v. p o te n tia l-k ü lö m b sé g e t t a l á l t ; a  g ázv eze ték  pozitív.

A v á rb e li  felsőbb le á n y isk o la  é p ü le téb e n  Gruber Nándor á ra m o t  n e m  
talá lt. A  VI. kér. állam i fő reá lisk o láb an  Balogh Mór t. tá rs  ú r  k ís é r le te z ;

* A fo rrás  ellenállását a  velem  közölt adatokbó l 1—2 ohm  közé esőnek 
becsülöm. B. G.
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á ra m  van  a  g ázv e ze ték  pozitív. A fö ld m iv e lési m in is z té r iu m  p a lo tá jáb an  
Kalecsinszky Sándor t. tá rs  ú r  g y en g e  á ra m o t t a l á l t ; ir á n y a  gáz-víz. Az 
e g y e tem  p h y s ik a i- in téz e té b en  n in c se n  á ra m .

A z összes i tt  k ö zö lt k ísé rle tez ések re  vona tk o zó lag  m eg jeg y zen d ő , hog y  
a rá n y la g  igen  rö v id  id ő k ö zb en , kb . 10  n a p o n  belü l, egy id ő b e n  végezte ttek  
s az  összes m egfigyelők  —  m ag a m a t is  b e leé rtv e  —  m é ré se ik e t  csak e lő - 
leg es  tá jékozódás czé ljáb ó l végezték  s a d a ta ik a t c sa k  közelítőknek  t e ­
k in tik .

A z e se tek  tö b b sé g é b e n  az  á ra m  e g y fo rm á n  je le n tk e z ik ; irán y a  ugy an az  
(t. i. a  víz-gáz) s a  fo rrá s  e llen á llá sa  e g y re n d ű  m e n n y is é g ; ső t a  pozsonyi 
s  a  b u d a p es ti m é ré se k b e n  sz in te  m e g le p ő e n  egyező. T e k in te t te l  a rra , hog y  
az  e le k tro li tik u s a n  vezető  közegbe m e rü lő  e lső ren d ű  v eze tő k  között, h a  
fe lü le tö k  ig en  nag y , az  e llen á llá s  c su p á n  csak  a  k ö zeg  e llen á llá sá tó l függ , 
az  u tó b b i m é ré se k  e re d m é n y é t c sa k u g y a n  úgy le h e tn e  te k in te n i, m in t  a  
ta la j v eze tő k ép esség é t je llem ző  á lla n d ó t, s az á ra m o t Maréchal sz e rin t a  
v e ze té k e k  a lk o tta  e le m n e k  tu la jd o n íta n i. Igaz u g yan , h o g y  a  nagy h á ló z a ­
to k  egy anyag b ó l, t. i. vasb ó l v a n n ak , d e  az  egyik a  b e n n e  á ram ló  v íznek , 
a  m á s ik  ped ig  a  g á z n a k  h a tá sa  a la t t  l é v é n ; ezek  az  a n y ag o k  a csövezet 
fa la it m eg le h e tő se n  á th a tjá k , a m i e lé g  o k  c h em ia ilag  k ü lö m b ö ző  v ise lke­
d é sö k re . Á m de a  szeg ed i, az a rad i és a  ko lozsvári é sz le lé se k  tan ú ság a  sze ­
r in t  a  n agy  v eze ték k e l egy álta láb an  n e m  közlekedő , e g y e tle n  egy é p ü le tre  
szo rítk o zó , te h á t  a rá n y la g  kis te r je d e lm ű  vízvezetékek  is  a d n a k  a  n agyobb  
k ite r je d é sű  g ázv eze ték  felé á ram o t, a k k o r  is, h a  v e ze té k i czélokra  m é g  
n e m  is h a sz n á lta tta k . E z e se tb e n  te h á t  ta r ta lm u k n a k  im é n t  fe lté te leze tt 
h a tá s a  m ég  n e m  le h e te t t .  De ta lá n  é p e n  az  ily k ö rü lm é n y e k  között lé tre jövő  
á ra m o k  m ag y a rá z h a tó k  m eg  a  le g k ö n n y e b b e n . H iszen  a  közösen  b efalazo tt 
k é t  c ső h á ló za t (k iv á lt h a  az egyik vas, a  m ás ik  p ed ig  ó lo m ) ig en  jó l te k in t ­
h e tő  eg y ü tt oly g a lv á n e le m n e k , m e ly b e n  a  csö v ek et b e b u rk o ló  vak o la t 
( la s sa n k é n t  á ta la k u ló  m észsók  k e v e ré k e )  a  h á ló z a to k  fe lü le té n  c h em ia i 
fo ly am ato k a t in d ít ,  m e ly e k  a  g a lv á n á ra m o t lé treh o zzák . S ő t igen  v a ló sz ín ű ­
n e k  lá tsz ik , hog y  a  n a g y  veze tékek  k ö z ö tt  ész le lt á ra m o k  is így jö n n ek  lé tre . 
H iszen  a lig  leh e tség e s , hog y  az e g y m á s  m e lle tt  fu tó , g y a k ra n  keresz teződő  
c ső ren d sze re k  h e ly e n k é n t  fém ileg  n e  é r in tk e z z e n e k  ; so k  e se tb e n  az é p ü ­
le te k  vas b o rd á ih o z  k ö tik  a  kétfé le  v e ze té k e t s így az  á ram o k , m ely ek e t 
m é r tü n k , s m e ly ek k e l fém ek et v á la sz to ttu n k  ki, a  n a g y  v e ze ték ek n ek  c sak  
ig e n  kis k ite rjed é sű  ré sz é n  v é g b em en ő  c h em ia i fo ly am ato k b ó l táp lá lk o z ­
n á n a k .

A  k é rd és tis z tá zá sa  végett ta la jb a , vak o la tb a  á g y az o tt c so d arab o k b ó l 
ö sszeá llíto tt e le m e k k e l  ke ll k ísé rle tez n i. K ivánatos to v áb b á , hogy a  v e ze té ­
k e t, a  m ely b ő l az á ra m o t veszszük, a  m e n n y ire  csak  leh e tség e s , ré sz le te ­
s e n  le írju k . I sm e rv é n  a  csövezet a n y a g á t, k ite rjed ésé t, a  b u rk o la t m in ő sé ­
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g é t —  k ü lö n ö sen  az  á ra m  e lv e ze tésén e k  k ö zeléb en  ■—  k ö n n y e b b en  fo g ju k  
m e g é r th e tn i és m ag y a ráz h a tn i a  le m é r t  á llan d ó k a t.

R em én y iem , h o g y  az  ezen tú l is k ö zö sen , le h e tő le g  sok  he ly en  t e t t  é sz ­
le lé sek  b iztos fe le le te t ad n ak  a  s z ó b a n  forgó k é rd é s re , m ely re  n é zv e  
eg yelő re  c su p á n  tö b b é-k ev ésb b é  v a ló sz ín ű  g y a n tá s o k r a  vagyunk u ta lv a .

Bcirtoniek Géza.

T Á R S U L A T I ÜGYEK.

Értesítő a választmány üléseiről.
Első ülés, április hó 4-én.

1. A Math. Phys. Társ. harmadik közgyűlése. B r. Eötvös L. e ln ö k  az  
ü lé s t  m eg n y itv án , a  f. é. közgyűlésre  v o n a tk o z ó lag  te sz  e lő terjesz tést. M in t­
h o g y  a  v á la sz tm á n y n ak  1894 o k tó b e r  h ó  18-án  t a r to t t  ü lésén  h o z o tt h a tá ­
ro z a ta  sz e rin t a  h a rm a d ik  közgyűlés S z o m b a th e ly e n  le sz  m e g ta rta n d ó , id e ­
jé r e  nézve  az  o tta n i tag tá rsak k a l é r te k e z e tt .  E lő zetes m eg á llap o d ás az, hog y  
a  közgyűlés á p rilis  h ó  29- és 3 0 -d ik  n a p já n  ta r ta s sá k  m eg . Ezen te r m in u s  
m e lle t t  az szól, ho g y  2S -k a  v a sá rn a p ra  esik, m á ju s  1 -é n  ped ig  isko la i s z ü ­
n e t  v an  s így te ljes  4  n a p  áll re n d e lk e z é s re . E llen e  szó l a zo n b an  az, h o g y  
ez  id ő b en  a  ta g tá rs a k  egy része —  a  M. T . A k a d é m ia  nagy  g y ű lését m e g ­
előző fon tos ü lések  m ia tt  —  n em  tá v o z h a t  el B u d a p e s tr ő l ; m ájus m á so d ik  
fe lé b en  ped ig  k e zd e tű k e t veszik az  é re ttség i v izsgála tok , a  m i a  ta g tá rs a k  
m é g  n agyobb  sz á m á t kö ti helyhez. M ásrész t a rró l é r te sü l, hogy s z o m b a t-  
h e ly i tag tá rsa in k , k ik  a  közgyűlés r e n d ez ésév e l já ró  n a g y  te rh e t  m a g u k ra  v e t­
ték , ig en  szívesen  v e n n ék , h a  a  k ö zg y ű lé s  k é ső b b re , e se tleg  őszre e lh a la sz -  
ta tn é k . M indezeket m egfontolva, a z t  a ján lja , h o g y  az  április 2 8 — 2 9 -k i 
te rm in u s t  csak  m in t  esetlegest v e g y ü k  k ilá tásba, vég leges h a tá ro z a to t  a  
leg k ö zeleb b  m e g ta rta n d ó  ü lésn ek  ta r tv á n  fen . A ja v a s la th o z  a v á la sz tm á n y  
e g y h an g ú lag  h o zzá já ru l.

2. A társulat első mathematikai tanuló-versenye. Ügyvivő t i tk á r  h iv a ­
ta lo s  je le n té s t tesz az  első m a th e m a tik a i  ta n u ló -v e rs e n y  e re d m é n y é rő l. 
A  vá lasz tm án y  ö rv e n d e te s  tu d o m á st vesz  az e re d m é n y rő l  s azt h a tá ro z z a , 
h o g y  az  az e lism erés, m elylyel e ln ö k  a  d íjak  k io sz tá sa k o r  a  verseny  g y ő z te ­
se in e k  VIII. o sz tá lybeli m a th e m a tik a  ta n á ra iró l m eg e m lé k ez e tt, a  v á la sz t­
m á n y  jegyző k ö n y v éb en  is m eg ö rö k ítte ssék . E sz e rin t a  M ath . Phys. T á r s u la t  
v á la sz tm án y a  W inter J ózsef lo so n czi á ll. főgym n. ta n á rn a k , tá r s u la tu n k  
tag já n ak , to v áb b á  E llend J ózsef sá ro sp a ta k i ev. ref. fő g y m n . ta n á rn a k  s ik e ­
re s  m ü k ö d ésö k é rt e lism e rés t és k ö sz ö n e té t  szavaz, m ely  h a tá ro z a tró l a



n ev eze tt u ra k  jegyzőkönyv i k iv o n a tta l  é r te s íte n d ő k . A  h a tá ro za t m e g h o z a ­
ta la  u tá n  e ln ö k  közli a  v á la sz tm á n y n y a l, h o g y  egy  e m lé k é rm e t re n d e l t  
m eg , m e ly e t ú g y  a  ve rsen y  g y ő z te se in e k , m in t  V III. osztálybeli m a th e m a -  
tik a  ta n á ra ik n a k  k íván  k i a d a tn i ; az é re m n e k  az  legyen  a  re n d e lte té s e , 
hogy  a v e rse n y e n  e lé r t s ik e rn e k  á lla n d ó  e m lé k é t  m egőrizze . Az é re m  m e t­
szé sén ek  és v e re té s é n e k  k ö ltség e it ő m aga  k ív án ja  födözni s c sa k  a z t sa j­
n á lja , hogy az  é re m  m ég  n e m  k észü lt el. A  vá lasz tm án y  leg n a g y o b b  
ö rö m m e l és h á lá v a l fogadja az  e ln ö k  a ján la tá t.

A v á la sz tm á n y  fe lh a ta lm azza  az  ügyvivő t i t k á r t  a  f. é. s z e p te m b e r  hó  
e le jén  m e g ta r ta n d ó  második mathematikai tanuló-verseny e lő k ész íté sé re .

3. E ln ö k  b e m u ta tja  d r. Dobszay Antal pécsi k a n o n o k  és e g y h ázm eg y e i 
fő e sp ere s  ú r , ta g tá rs u n k  lev e lé t, m e ly n ek  k ís é re té b e n  tá rs u la tu n k n a k  100 
a ra n y -k o ro n á s  é r té k p ap ír t, szelvényivével e g y ü tt  k ü ld ö tt. E ln ö k  in d ítv á ­
nyozza, hog y  a  v á lasz tm án y  nag y s. és ft. d r . Dobszay Antal k a n o n o k  
ú rn a k , m é ly e n  tisz te lt ta g tá rs u n k n a k , ki á ld o zó  p a p sá g án a k  50  év es fo r­
d u ló já t  sok fe lé  k ite rjed ő  jó té k o n y sá g g a l ü n n e p e l te  m eg  s é le té n e k  ezen  
n ag y  n a p já n  tá r s u la tu n k ra  is  g o n d o lt, a  k ü ld ö tt  nagylelkű  a d o m á n y é r t  
h á lá s  k ö sz ö n e té t m o n d jo n . Az in d ítv á n y  é lje n zé sse l e lfogad ta to tt. A z  a d o ­
m á n y  az a la p tő k é h e z  c sa to lta tik  ; k a m a ta i a  r e n d e s  b evéte leket g y a rap ítjá k .

4. Schmidt Á goston a le ln ö k  je le n ti ,  hogy a  n m é lt .  vallás- és k ö z o k ta tás-  
ügy i m in is z té r iu m  m eg b ízásáb ó l a  m illén iu m i k iá llítá sra  ö sszeá llítan d ó  
p h ysika i n o rm á lis  g y ű jtem én y  k ö ltség e ire  m e g a já n lo tt  összegnek e lső  ré sz ­
le té ü l 2 0 0 0  f r t  k iu ta lv án y o z ta to tt. A  p é n z tá rn o k  u ta s ítta to tt az  ö ssze g  á t ­
vé te lé re . F e lh a sz n á lá sá ró l az e ln ö k  in tézked ik .

5. V égül az  ú j tag o k u l a já n lo t ta k  a  M a th e m a tik a i és P h ysika i T á rs u la t  
re n d e s  ta g ja in a k  m eg v á lasz ta ttak .

Második ülés, április 18-án.

E ln ö k  fe lo lvasta tja  a  sz o m b a th e ly i ta g tá rs a k  egy á tira tá t, m e ly  így 
h a n g z ik  :

T e k in te te s  V á la s z tm á n y !
A  tek . v á la sz tm á n y  szives e lh a tá ro z á sá n a k  e re d m é n y e  a m a  h a tá ro z a t, 

m ely  s z e r in t a  M ath . Phys. T á r s u la t  ez évi k ö z g y ű lé sé n e k  sz ín h ely e  S zo m ­
b a th e ly  leg y en . A lu líro ttak , k ik n e k  m eg h ív ásá ra  a  te k . v á lasz tm ány  e h a tá ­
ro z a tá t h o z ta , a z o n  tisz te le tte lje s  k é ré sse l j á r u lu n k  a  tek . v á la sz tm án y  elé, 
hogy  a  r e n d e s  közgyűlés m e g ta r tá sá n a k  id e jé t sz e p te m b e r  h ó  v é g é re  e l­
h a la sz ta n i sz ív esk ed jék . A m e lle tt, hogy v id é k ü n k ö n  az őszi id ő já rá s  a  leg ­
m eg b íz h a tó b b , a  főokot e m e  k é re lm ü n k  e lő te rje sz té sé re  az a d ja , hogy 
S z o m b a th e ly e n , illetve Ik e rv á ro tt  egy n ag y o b b  szab ású  e le k tro m o s  m ű

* 9 0  TÁRSULATI ÜGYEK.
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lé te síté se  v an  fo ly am atb an , m elynek  m e g te k in té s e  a k ö zg y ű lé s  egyik igen 
é rd ek es p o n tja  le h e tn e .

T isz te le tte lje s  k é ré sü n k e t  m egújítva , v a g y u n k  szives ü d v ö z le tte l
S zo m b ath e ly en , 1895 á p r il is  8.

a  tá rsu la t h ű  tag ja i

Dr. Kunc Adolf p raslatus. Dr. Edelmann Sebő. Módly Krizsó.

A v á la sz tm án y  tö b b  ta g já n a k  e g y érte lm ű  n y ila tk o za ta  s z e r in t  a  szom ­
bath e ly i ta g tá rs  u ra k  k ív án ság á n ak  te lje s íté se  csak  a n n y ib a n  e sh e tn é k  k i­
fogás a lá , h o g y  az a lap szab á ly o k  a  közgyűlés id e jé ü l h u sv é t tá já t  ha tározzák  
m e g ; á m d e  az  a lap szab á ly o k  em ez in té z k e d é sé t n e m  ta r tjá k  oly lényeges­
n ek , hogy  e  m ia tt  a  k ö z g y ű lé s t sz e p te m b e rre  k itű z n i n e m  le h e tn e .  H iszen 
az  a lap szab á ly o k  h iv a tk o zo tt p o n tján ak  fo g a lm azásán á l c sak  az  az  in ten tio  
volt irán y ad ó , hogy a  v á la sz tm á n y  keze a  k ö zg y ű lés  id e jé n ek  m eg h a tá ro z á ­
sá b a n  tú ls á g o sa n  m eg  n e  k ö tte ssék , s így leh e tő v é  váljon  a n n a k  az id ő ­
p o n tn a k  m egválasz tása , m e ly b e n  a leg tö b b  ta g n a k  m eg je len ése  rem élh e tő . 
E zt sze m e lő tt ta rtv a  a v á la sz tm á n y  e lh a tá ro z z a , hogy a  h a rm a d ik  ren d es 
közgyűlés S zo m b ath e ly e n  f. é. sz e p te m b e r h ó  v égén  fog m e g ta r ta tn i .

A Mathematikai és Physikai Társulat új tagjai.
A  v á l a s z t m á n y  1 8 9 5  á p r i l i s  h ó  4 - é n  t a r t o t t  ü l é s é n  a  M a t h e m a t i k a i  é s  P h y ­

s ik a i  T á r s u l a t  ú j  t a g j a i é i  a  k ö v e t k e z ő k e t  v á l a s z t o t t a  m e g  : Pöschl Imre m ű -  
e g y e t .  a s s i s t e n s  B p e s t  (a j .  Bartoniek é s  Hoór)  ; Dr Schwicker Alfréd f ő r e á l -  
i s k .  t a n á r  P o z s o n y b a n  (a j .  Bozóky é s  Bartoniek) ; Pizzetti Rókus á l l .  f ő g y m n .  
t a n á r  F i u m e  (a j. Angheben é s  Riegler); Kalecsinszky Sándor g e o l .  i n t .  v e ­
g y é s z  B p e s t  (a j .  Klupathy é s  Bartoniek); Möller Árpád p r e m .  r e n d i  t a n á r  
J á s z ó  (Fábry é s  Berkes); D r  Németh Antal k ir .  f ő ig a z g a t ó  G y ő r  ( a j .  Edelmann 
é s  Bartoniek); Nagy Vazul Pál S z t .  B e n e d e k r e n d i  t a n á r  ( a j .  Tangl é s  Rados 
G.); Oszlaczky Szilárd t a n á r j e l ö l t  B p e s t e n  ( a j .  Mikola é s  Karvázy); Pri- 
vorszky Alajos, Péch Aladár, Bauer Mihály, Csajkás Mihály, Benda Jenő 
é s  Grosz Ferencz t a n á r j e l ö l t e k  B p e s t e n  (a j .  Rados é s  Tötössy) ;  Váncza Mi­
hály r e f .  f ő g y m n .  t a n á r  M e z ő - T ú r o n  ( a j .  Fröhlich é s  Rados G.); Schenk 
Arthur o r v .  n ö v e n d é k  B p e s t e n  (a j . Klupathy é s  Tangl); D r  Steécz György 
ez. k a n o n o k  é s  p lé b á n o s  A p a t i n b a n  (a j . Bartoniek é s  Rados) ; Dr Iszlay Jó­
zsef o r v o s  B p e s t e n  (a j . b. Eötvös é s  Klupathy); I f j . Szily Kálmán t a n á r j e lö l t  
B p e s t e n  ( a j .  Szily K. é s  Rados G.); Schimanek Emil m ű e g y e t .  a s s i s t e n s  
B p e s t  (a j . Rados é s  Réthy).



V EGY ESEK .

C A Y L E Y  A R T H U R  f

Cayley Arthur, a  m a th e m a tik u so k  N e s to ra  h a lt m eg  C am b rid g e b en  
1895 jan . 26-án.

Cayley 1821 au g . 1 6 -á n  sz ü le te tt R ic h m o n d b a n . M ár m in t  cam b rid g e i 
ta n u ló  nagy  e lő sze re te tte l fog la lkozo tt a  m a th e m a tik á v a l, m in d a z o n á lta l 
1 8 5 9 -b e n  jogi p á ly á ra  lé p e t t  és 1 8 63-ig  ü g y v éd esk ed e tt. E z  év b en  a c a m ­
b r id g e i eg y etem en  a  m a th e m a tik a  t a n á r a  le t t  és ezen  id ő tő l ha lá lá ig  h ív en  
m eg fe le lt tan szék e  k ö te le z e tts é g e in e k : «a tiszta  m a th e m a tik a  szabályait 
m ag y a ráz n i és ta n íta n i  é s  m ag á t a  tu d o m á n y  fe jlesztésének  sz e n te ln i» .

A  m ilyen  egy szerű , e se m é n y e k b e n  sz eg én y  e tu d ó s  k ü lső  élete, oly 
g a zd a g  tu d o m án y o s m ű k ö d é se . Egy k ö n y v é n  kívül (Elementary treatise 
on elliptic fonctions 1878 .) m a jd n e m  e z e r  é rtek ezés je le n t  m e g  tőle k ü lö n ­
böző  fo ly ó ira to k b a n : e z e k  m in d azo n  k é rd é se k re  v o n a tk o z n ak , a  m elyekkel 
egy fe lszázadon  k e re sz tü l  a  m a th e m a tik u so k  foglalkoztak . E lső  m a th e m a ti-  
k a i é r tek ezése  184-1-ben je le n t m eg  a  C a m b rid g e  M a th em atica l Jo u rn a lb a n  
és m á r  1 8 5 2 -b en  m eg v á lasz to tta  a  R o y a l Society  egy é r te k e z é se  a lap ján  
tag já u l.

A  g eo m e tria , az a lg e b ra , a  sz á m e lm é le t, az in te g rá lszá m ítá s , az e llip ­
t ik u s  függvények  e lm é le te  és az égi te s te k  m eh a n ik á ja  e g y a rá n t  oly a la p ­
v e tő  je len tő ség ű  e re d m é n y e k e t  k ö sz ö n n e k  nek i, a  m e ly e k  ö rö k  e m lék e t 
b iz to s ítan a k  szám ára .

SyLVESTER-rel együ tt ő alapította m eg  az algebrai a lakok  elm életét, 
k u ta tta  az invariánsokat és kovariánsokat hosszadalmas, fárasztó szám ítá­
sokkal. Foglalkozott a  m agasabb re n d ű  görbékkel, kettős érintőikkel és 
többszörös pontjaikkal, té rbeli görbék és  felületek elm életével.

1889-ben indu lt m eg  Cayley összegyűjtött m űveinek kiadása, melyből 
eddig  hét kötet, több  m in t 2000 czikkel je len t meg. R em élhető , hogy a 
nagy m athem atikus m űveinek  e je les kiadása nem  m arad  csonkán. B e ­
fejezve e m unkák  h ird e tn i fogják az angol m athem atika CAYLEY-korszaká- 
n a k  örök dicsőségét.

Kopp Lajos.
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A Mathematikai és Physikai Lapok évenként 8, legalább 3 ívnyi 
füzetben jelennek meg, még pedig, a nyári hónapok kivételével, min­
denkor a hó második felében. Az egész évfolyam 24—30 ív terjedelmű 
lesz. Előfizetési ára 5 forint. A Mathematikai és Physikai Társnlat 
tagjai tagsági díjnk fejében kapják.

Társulati mondanivalók. A negyedik társulati év 1895. január 1-én 
kezdődött. A tagsági díj az Alapszabályok VII. 12. §-a szerint az év első negyedé­
ben esedékes. Kérjük t. Tagtársainkat, szíveskedjenek a tagsági díjat a társulat 
pénztárnoka: Mandálc Dezső egyetemi qumstor úr (IV., szerb-u. 10.) czímére — 
legczélszerűbben az 1. füzethez mellékelt posta-utalványnyal — beküldeni. A múlt 
évről hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.

A Math. Phys. Lapok I—III. évfolyamai teljes példányokban még kapha­
tók ; az I. kötet ára 5 frt, a többieké 3—3 írt.

Rendes ülések, . A társulat üléseit minden hónap első és harmadik 
csütörtökén tartja, a tud. egyetem physikai intézetében (Vili., Eszterházy-u. 3.), 
d. u. 6 órakor. Az előadások tárgyát — egy mathematikai és egy physikai tárgy — 
2—3 nappal az ülés előtt a napi lapokban kihirdetjük.

Közgyűlés. A társulat ez évi közgyűlése Szombathelyen fog megtartatni, 
szeptember hó végén.

A tagajánlások, a társulati ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Bartoniek Géza ügyvivő titkár czímére (VI. Bnlyovszky-u. 16.) intézendők.

A folyóirat szellemi részét illető küldemények (czikkek, feladatok, kérdések, 
stb.) a szerkesztőkhöz küldendők; a mathematikai tárgyúak Bados Gusztáv 
műegyet. tanár (VII., Csengery-u. 1), a physikai tárgyúak pedig BaHoniek Géza 
czíme alatt. Ez utóbbihoz küldendők a reclamatiók is. A reclamatiókat — 
költségkímélésből — mindenkor a legközelebb megjelenő füzettel egyidejűleg 
teljesítjük.

Értesítés. Számos kérdezősködésre értesítjük Társulatunk t. tagjait, hogy 
Röiti két kötetes physikai kézikönyve, melynek kiadását a Kir. Magyar Termé­
szettudományi Társulat a könyvkiadó vállalatába Társulatunk ajánlatára fölvette, 
november hóban elhagyja a sajtót. A kilenczven ívre terjedő két kötet 880 rajzzal 
és három műlappal lesz díszítve. A fordítást bold. Czógler Alajos, a revisiót 
BaHoniek Géza végezte. A Mathematikai és Physikai Társulat tagjái e kiadványt 
külön is megszerezhetik és pedig lehető kedvezményes áron, a miről annak idején 
értesíteni fogjuk t. tagtársainkat. Title.



WEINHOLD-félc készülék

A  II. kötet 275. stb. o lda la in  ism ertetett készülékeket (3 .,8 ., 9. 
és 11. ábra) m inden  hozzávaló m ellékkészülékkel teljesen felszerelve 
igen a já n lha tjuk  a  t. ez. tanár u ra k  becses ügyeimébe.

A  teljes készü lék ára legfinomabb kivitelben fiO f o r in t  loco 
Budapest. A  készü lék egyes részei kü lön  is kapha tók  m éltányos  
árakon.

CALDERONI és Társa, Budapest, IV, kis hid-utcza 8. szám,

FORGÓ MÁGNESES TÉR ELŐÁLLÍTÁSÁRA.



DINAMOELEKTROMOS GÉP
G r a m m e -fé le  g y ű r ű v e l e llá tv a

e g y irá n y ú , v á lta k o z ó  és  fo r g a tó  ( több fá z i s ú )  á ra m

e lő á llítá sá ra .
Az áram erőssége 4 Ampere, feszültsége 30 Volt.

Ezen géppel egyidejűleg m eg lehet világítani például 3 izzólám pát egyirányú és 

2—-3—4 izzólámpát váltakozó vagy több fázisú forgató áram m al. H asználható  egyen­

áram ú, váltakozó áram ú és több  fázisú generátor vagy m ótorként. Szerkezete e lapok 

II. köt. V. füzetében ism erte tve  van.

A gép kizárólagosan iskolai ezélokra készült és pedig nem  csak a dynamogép stb . 

bem utatására, hanem  m int á llandó s erős villam os fo rrá s ;  kézzel igen könnyen h a jt­

ható  és á ram a m inden iskolai k ísérlethez teljesen elegendő.

“R észletes u ta sítá s m inden g ép h ez in ellékeltetik .

A gép ára ÍOO forint.

CALDERONI és Társa, Budapest, IV, kis hid-utcza 8. szám.

F B A N K L IM 'T Á R S U L A T  N Y O M D Á JA .



A TÉRBELI GÖRBÉK ELMÉLETÉHEZ.*

A legegyszerűbb infinitezimális megfontolozások beláthatóvá 
teszik a következő tétel helyességét :

Valamely térbeli görbe simuló síkjaitól beburkolt kifejthető 
felületnek visszatérő éle maga a megadott térbeli görbe.

Minthogy azonban ily hozzávetőleges infinitezimális megfonto­
lások gyakran a szükséges mathematikai szigorúságnak hiányában 
vannak, talán nem lesz felesleges e tétel pontos analitikai bebizo­
nyítását is közölni.

Mielőtt erre áttérnék, a következőket bocsátom előre :
Ha a

0(t)=A(t) £+B (t) rj+Gtt) :+ D (t) = 0 

egyenlet együtthatói a t parameter megadott függvényei, akkor a
0(t)= 0

egyenlet a t minden egyes számértéke mellett egy-egy síkot hatá­
roz meg; az ekként keletkező síkok kifejthető felületet burkolnak 
be. E kifejthető felület visszatérő élének (aréte de rebroussement) 
egyenleteit megkapjuk, ha a

0(t) = A (t)$  +B{t)yj +C(t)C +D (t) -0 * *
0' (f) = A ' (t) e + B ' (t) 7J + C  (t) C + D ' (t) = 0 
0" (t)= A " (t) $+ B "  (t) 7+  C" (t): +  D" (0=0

* E  c z ik k b e n  fo g la lt b e b iz o n y í tá s  a la p v o n á s a i t  R a d o s  Gusztáv  t a n á r  ú r  a  

m ű e g y e te m e n  t a r t o t t  m a th e m a t ik a i  g y a k o r la to k b a n  k ö z ö lte .

** A d if f e r e n c z iá lh á n y a d o s o k  je lö lé s é re  a  LAGRANGE-féle je lz és i m ó d o t  h a s z ­

n á lo m , ú g y , h o g y  p l . :
d*A(t)

A (t)~  df
M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  I V . 13
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lineár egyenletrendszert $, y, C szerint megoldjuk; a nyerendő meg­
oldások :

6=*=Pi(í)» y=9>i(f), z=lPa(t)

szolgáltatják a visszatérő él paraméteres egyenleteit.
Ezeknek alapján a fönt kimondott tétel minden nehézség nél­

kül bizonyítható be.
Legyenek

y= fi( t) , z = f s {t)
a megadott térbeli görbe paraméteres egyenletei. Ha valódi té r­
beli görbéről (és nem síkgörbéről) van szó, akkor a

A
x' y' z'
x" y" z"
x'" y'" z'"

determináns nem lehet azonosan zérus. Az {x, y, z) ponthoz ta r­
tozó simuló sík egyenlete:

0 ( t)= A (£ -x )+ B ( i) -y )+ C C —z)=0, 
hol

y' *' \ Z X x' y'
B = C =

y" z ” 9 1 z" x" 9 x" y"

E simuló síkoktól beburkolt kifejthető felület visszatérő élét a 
<Z>(f)=0, <P'(t)= 0, <T (í)=0

egyenletek határozzák meg. írjuk ki ezeket az egyenleteket részle­
tesen :
<!>' (t) =  A' (£—x) +  B' 0j - y )  +  C  (C-z) — (A x '+ B y’+C z’) =  0 ;

de minthogy

A x '+ B y'+ C z'=
x'
x'

y z
y' z‘
y" z ‘

=  0 ,

<V Ct ) = A ' (S— x ) + B '  (7]— y ) + C  ( C - z ) = 0 ;

ennek alapján
<P"{t)=A" (,e - x ) + B " ( r !- y ) + C " ( C - z ) - ( A ' x ' + B ' y ,+ C 'z ') = 0 , 

de mivel
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A'x'+B'y'+C'z'--
y ’ z ‘

X’ y ’ z ‘
x " ’ y"' z 1

=  0 ,

<P" ( t )= A ” ($— x ) + B "  (ty—y)-\-C "  C - z ) = 0 .

Tehát a simuló síkoktól beburkolt kifejthető felület visszatérő 
élének egyenleteit megkapjuk, ha a

m  = A  ( $ - x ) + B  (ry— y ) + c  (C— z ) = 0
<P'(t) = A '  (£ -x )+ B '  {rj— y ) + C  { t— z ) = 0 1)
V " (t)= A "  ($— x )+ B "  (*—y )+ C "  C — z ) = 0

lineár egyenletrendszert f, y, C szerint megoldjuk. Ez az egyenlet­
rendszer a

£ — x ,  rj— y ,  C— z

ismeretlenekre nézve homogén. Fia determinánsáról, azaz a
A B C
A! B ’ C
A" B" C"

determinánsról sikerül kimutatni azt, hogy nem azonosan zérus, 
úgy hogy

£—íc= 0 , y— y  — 0, C—  z= 0
a homogén lineár egyenletrendszer egyetlen megoldása : akkor ki- 

' mondhatjuk, hogy a visszatérő él egyenletei mások mint a 
e = x = f l (t), y = y = U  (t), C = z = f 3(t)

egyenletek nem lehetnek és így ezzel egyszersmind be lesz bizo­
nyítva az is, hogy a simuló síkoktól beburkolt kifejthető felület 
visszatérő éle azonos a megadott térbeli görbével.

A további tárgyalás tehát a D determináns tüzetesebb vizsgá­
latát teszi szükségessé. Azért írjuk ki D elemeit részletesen:

A = y ’z" — y" z' A ' = y ' z " ' — y'" z'
B  = z ' x " — z"x' B '= z 'x '" — z'"x'
C = x ' y " — x"y' C  = x 'y " '— x"'y'

A " = ( y " Z' " - y '" z " )+ ( y ' z ^ - y " ' Z')
B " = (z"  x '" — z" 'x " )+ (z ' X^—Z^X') 
C'f= ( x " y " ' - x r ' y " ) + ( x ' y " ' - x ' y ) .

13*
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A D felbontható két determináns összegére:

hol
?/' z" —y" z'

D = D X+ D „

z' x" —z" x ' x' y" —x " y'
Dx = y' z"'— y"'z' z' x'"—z"'x' x' y'"—x "'y'

V" z" ’— y'"z" z" x'"—z"'x" x" y"'—x'"y'

y" z"'— y"'z" z" x'"—z"'x" x" y'"— x '" y'
= v z —y z z'"x' —z' x'" x'"y' — x ' y'

y ' z" —y" z' z' x " - —z" x ' x' y" —x" y'

minthogy D i a A adjungált rendszerének determinánsa; továbbá
„ ,r ry z —y  z z'x" —z" x' x 'y" - x " y'
y'z'" —y'"z' z'x" '—z"'x' x'iy'" —x'"y'
y 'z iy I < z 'x iy—z iyx ' x 'y 'y —x lv y'

y' z' 0 z" — y" x"
—x ' 0 z' . z'" - y " ' x'" =

0 —x ' — y' z iy —2/lv y"'

0 z' y' z" — y" x"
—z' 0 x ' . z'" - y ' " x'"

- y ' —x ' 0 z iy — y 'Y x iy

mert az utoljára talált szorzat első tényezője páratlan fokú ferdén 
szimmetrikus determináns. Ha l)i és talált értékeit a 2) alatti 
képletbe helyettesítjük, lesz:

D =  A2;

és minthogy A valódi térgörbe esetében nem tűnhetik el azonosan, 
azért D sem lehet azonosan zérus és így az 1) alatti egyenletrend­
szerből valóban a

?= A  (t), : = f 3(t)

egyenleteket kapjuk a visszatérő él meghatározására. De ezzel a 
bevezetésben kimondott tétel teljesen be van bizonyítva.

Privorszky Alajos.



A CSAVART OSZLOP SAJÁT ÁRNYÉKHATÁR­

VONALÁNAK MEGHATÁROZÁSÁRÓL.

(Második közlemény.)

II.

Az imént tárgyalt" meghatározási módok mindegyikénél szere­
pel a T' középponttal biró sugársor. E sugársornak mint projek- 
cziónak azonban megfelel egy határozott geometriai téralakzat, a 
melynek felismerésére legegyszerűbben rávezet az első szerkesz­
tési mód.

Az ott kifejtettek szerint minden alkotó körön az árnyékhatár­
vonal pontjait oly körátmérő metszi ki, a melynek első projek- 
cziója a T' ponton halad át. Mivel e körátmérők parallel síkok­
ban — az alkotó körök síkjaiban — feküsznek, és mindannyian a 
középponti csavarvonalat átmetszik, kimondhatjuk, hogy:

A 7" középponttal biró sugársornak, mint projekcziónak, a 
térben oly egyenes komid felel meg, a melynek egyik vezérvonala 
felületünk középponti csavarvonala, második vezérvonala pedig 
egy ennek tengelyével parallel egyenes, T'-nek első projicziáló 
sugara; iránysíkja pedig egy erre az egyenesre merőleges sík, az 
első projekczió-lap.

A véges térben levő egyenes vezérvonal helyzete kizárólagosan 
a fénysugár irányától függ, a mely azt egyértelműen meghatározza. 
A középponti csavarvonal és ez egyenes között a következő reláczió 
áll fenn :

d = p . tg. a,

hol d e vezérvonal távolságát a felület tengelyétől, a a fénysugár
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hajlásszögét a tengelylyel, p pedig a csavarvonal redukált menet­
magasságát jelenti. Megjegyzendő még, hogy ama síkok, a melye­
ket egyrészt a fénysugár iránya másrészt pedig e vezérvonal a felü­
let tengelyével alkotnak, egymásra merőlegesek.

Ha rövidség kedvéért a fénysugarat Z-lel, adott felületünket 
F-fel, a szereplő konoid felületet pedig <?-vel jelöljük, akkor a fény­
sugár irányához tartozó 0  felület F felületünkön az árnyékhatár­
vonalat metszi ki.

Ezzel a ' fénysugáriránynyal, — mondhatnám — konjugált 0 
felület ugyanoly szerepet játszik F-re nézve, mint a milyen szerepe 
jutott a másodrendű felület hasonló problémájában a fénysugár­
iránynyal konjugált átmérősíknak. Változó fénysugárirány mellett 
a (P felületek egy kétszeresen végtelen (két-dimenziós) felületsort 
alkotnak. E felületsorban az iránysík és az egyik vezérvonal, a 
csavarvonal állandó; változó ellenben a véges térben levő egye­
nes vezérvonal, mely utóbbi összes helyzeteiben egy az F  felület 
tengelyével parallel sugárpontot alkot. Konoid felületsorunkban 
azonban csak egyszerűen végtelen sok egymástól alakra is eltérő 
felület foglaltatik, mert a többiek ezekből csavarmozgás utján szár­
maztathatók. Az összes eseteknek megfelelően a d távolság értéke 
0 és oo határok között változik, a minek következtében e sorozat 
a d távolság határértékeinek megfelelően, oo sok hengerfelületet 
és egy lapos csavarfelületet tartalmaz, ha a változó vezérvonal a
oo-be távozik (d=  oo), illetőleg az F  felület tengelyével összeesik
(d = 0).

Érintő szerkesztése.

Az árnyékhatárvonal szerkesztésének ily módon való interpre- 
tácziója módot nyújt érintőjének szerkesztésére is tetszőlegesen 
megadott pontjában. Ugyanis az érintő nem más, mint a felületek 
amaz érintősíkjainak metszésvonala, a melyek választott pontunk­
hoz tartoznak.

Foglalkozzunk először is a csavart körhengerfelület érintősíkjával. 
Szerkeszszük (1. 1. ábra) pl. az érintősíkot felületünk Pi pontjában.
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Képzeljük e ponton keresztül az alkotó kört meghúzva, és legyen 
ennek középpontja Mi, akkor a keresett sík első nyomvonala 
merőleges PíMí sugárra, mivel ez, az alkotó kör Pj-hez tartozó érin­

3. ábra.
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tőjét magán tartalmazza. Felületünket ez alkotó kör hosszában 
burkoló elliptikus hengerfelület I \  pontján áthaladó alkotója 
szolgáltatja érintősíkunk egy másik egyenesét. Mivel ez az alkotó 
a középponti csavarvonal Mi-hez tartozó érintőjével parallel fek­
vésű, érintősíkunk első nyomvonalát abban az egyenesben nyer­
jük, a melyet az M[, a középponti csavarvonal iWj-beni érintőjé­
nek első nyompontja S f  és a Pi pontoktól megállapított paral­
lelogramma negyedik csúcspontjából PÍMí egyenesre merőlegesen 
húzunk.

A <D konoidfelúlet érintősíkjának meghatározására legyenek a
3-dik ábrában, a meghatározására szükséges adatok két projekczió- 
ban megadva; legyen továbbá g a felület egy alkotója, P  pedig a 
szerkesztendő érintősík érintési pontja.

Ha figyelembe vesszük, hogy az egy alkotón keresztül menő 
érintősíkok megállapította síksor, az érintési pontoktól képezett 
pontsorral projektív,* törekvésünk első sorban e projektív alak­
zatok három megfelelő elempárjának megszerkesztésére irányul.

Konoidfelületünk g alkotója a csavarvonalalakú vezérvonalat 
M'M" pontban metszi, és e pontban lévő érintősíkját megha­
tározza e g alkotó és a vezérvonal M-hez tartozó érintője úgy, 
hogy első nyomvonala, s[, az érintő első nyompontján SM-en át 
gf'-vel párhuzamosan meghúzható. A g alkotó és a t vezérvonal 
megállapította sík érintési pontját megadja a T'T" pont, első 
nyomvonala összeesik az alkotó első projekcziójával. Az alkotón 
keresztül az iránysíkkal (első projekczió lap) párhuzamosan fek­
tetett sík a felületet az alkotó oo-ben fekvő pontjában P„-ben 
érinti, első nyomvonala összeesik az első projekcziólap végtelen­
ben fekvő egyenesével, s^-nel.

Az érintősíkok és érintési pontok projektivitása most már a 
következő: föltéve, hogy az érintősíkok helyére azok első nyom­
vonalait tettük:

*  F i e d e r , Darst. Geom etrie, II. köt. p. 416.
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A mint látható a nyomvonalak sora egy a g' egyenes irányával 
biró parallel sugársor.

Egyneműsítés czéljából czélszerű e sugársort egy vele perspek- 
tiv fekvésű pontsorral helyettesíteni. Metsző egyenesnek igen alkal­
mas, bármely T  ponton áthaladó egyenes, mivel rajta a nyom­
vonalsor egy az érintési pontok sorával nemcsak projektív hasonló, 
hanem még perspektív fekvésű pontsort is kimetsz. Legelőnyösebben 
használható e czélra a T'SM= h  egyenes; projektiv pontsoraink 
ekkor a következők:

(T'M'P^P1. . .)7\(T'SmIP H  . ..),

ha íL>-nel a h egyenes végtelenben fekvő pontját jelöljük.
A pontsorok megfelelő pontpárjainak összeköttetései párhuza­

mosak M'SM-mel, s így megtalálhatjuk a </> felület P  pontjához 
tartozó érintősík első nyomvonalát Sj-et a síksor nyomvonalsoro­
zatának ama sugarában, a mely a P'-nek megfelelő H ponton 
áthalad.

Az előbbiekben elmondottak figyelembe vételével történt az 
érintő megszerkesztése 1-ső ábránkban is. Az F  és 0  felületekhez 
P2 pontban szerkesztett érintősíkok első nyomvonalai és .s+® az 
S2 pontban metszik egymást, úgy, hogy az érintő első projekcziója 
SzPv=t'%-ben húzható meg.

E szerkesztés követhető általában az árnyékhatárvonal bármely 
pontjára nézve, és csak nehány igen kivételes eset fordulhat elő, 
midőn eredményre nem vezet, vagy egész terjedelmébeni alkalma­
zása fölösleges.

Az eljárás kétszeres alkalmazására válnék szükségessé, az árnyék­
határvonal oly pontjaira nézve, a melyek a felület ugyanazon paral­
lelkörén feküsznek. Egy ily pontpár érintőinek helyzetére vonat­
kozó egyszerű meggondolás meg fogja mutatni, hogy az egyik pont 
érintőjének ismeretéből, a másik pont érintője az általános szer­
kesztés mellőzésével, azonnal megtalálható. Jelöljük az árnyékhatár­
vonal egy ily pontpárját P*, Ppvel, az alkotó kör középpontját 
Mi-vei és a középponti csavarvonal ehhez tartozó érintőjének első 
nyompontját Sf-mel, akkor egyrészt az F  felület, másrészt pedig
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a <I> felület e pontokhoz tartozó érintősíkjainak első nyomvonalai 
könnyen felismerhető okoknál fogva S f-hez, mint középponthoz

szimmetrikus fekvésüek lesznek. Következésképen szimmetrikusok 
egyszersmind a ti és ti érintők első nyompontjai S í és S( is, S f  
pontot szimmetria középpontnak véve.

Szépréthy Béla.

1. ábra.



EGY TÉTEL A HOMOGÉN LINEÁR DIFFERENCZIÁL- 
EGYENLETEK ALGEBRAI INTEGRÁLJAIRÓL.

Heine figyelmeztette ScHWARZ-ot * arra, hogy ha a

dx2 +  P dy_
dx +  q y  +  o i )

másodrendű homogén linear differeneziálegyenlet két partikuláris 
megoldásának, y1 és yr nek hányadosa az x  íüggetlen változó al­
gebrai függvénye és e mellett

e-fpá* 2)

is a>nek algebrai függvénye, akkor az 1) alatti difíérencziálegyen- 
let általános megoldása is az x  algebrai függvénye lesz.

Ennek a tételnek egy közel fekvő általánosítását akarom közölni. 
Ez az általánosítás a következő:

Ha az
2 /( n ) + Ä 2 / ( n ~ 1 , + J V . / ( n _ 2 ) H------------ \ - P n V = 0  3 )

homogén lineár differeneziálegyenlet n független partikuláris meg­
oldása

s / i .  2 /# , • • • > y*  4 )es az
J/i_  ]h  
Vn y-n

Un— 1
5 )

n— 1 hányados az x  független változónak algebrai függvényei, 
továbbá a

e-fv'dx 6)

* Schwarz: Über diejenigen F ä lle  in welchen die GAUSs’sche hypegeo- 
m etrische R eihe  eine algebraische Function ih res v ierten  Elem entes d a rste llt. 
Journ. f. r. ü. ang. Math. 75. kö te t. v. Gesam m elte W erke II. p. 218.
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is x-nek algebrai függvénye, akkor a 3) alatti di ff er encziáleg yen­
let általános megoldása is algebrai függvénye az x-nek.

A lineár differencziálegyenletek elméletéből ismeretes, hogy a 
6) alatti kifejezés (egy állandó szorzótól eltekintve) nem más, mint 
a 4) alatti partikuláris integrálrendszer determinánsa, vagyis

lh Vv • Vn

e-fi)dx =  C y'i 2/2 • Un

2 / r i)2 / r i) .

Legyen már most a feltételünk szerint:

a hol

!h
Un =  fi (OC), ]k

Vn f í ( 4
? /w -1 

Vn -— fn—1 (®)j

f l ( o e ) ,  f2{x), . . . , f n - l i x )

8)

9)

az x  független változó algebrai függvényei. A 7) alatti determi­
nánsban a 8) alatti egyenletek alapján tegyük :

Ha most a 7) alatti determinánst átalakítjuk és az utolsó osz­
lopot rendre a (9) alatti kifejezésekkel megszorozva az egyes 
oszlopokból kivonjuk, akkor az a következő alakot ölti:

0 0 . . .  ?/

fi Un f'zVn ■■■ Hu
J  = f'íy n+"2f'i y'n n y n+ W n  ■■■y"n

f r i)yn + •• • n r l) »/„+••• • • • v T u
az 7-dik oszlop (fí-(-l)-dik eleme részletesen kiírva a következő

fik)yn+  ( l)  ü k~1] y'n+ • • -+ (k — i)  f'i ykn~'

A l l )  alatti determináns most már (n—l)-edrendű determinánsra 
redukálódik:
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1 2 )

a hol a Al determináns megint átalakítható úgy, hogy az első sor­
ból y -et kiemeljük és azután az első sort %^-al szorozva, a 
második sorból levonjuk. Ha most a második sorból kiemeljük az 
y -et és az első őrt 3y''-sel, a második sort 3y^-sel szorozva at 
harmadik sorból kivonjuk és ez eljárást folytatva végre az egyes 
sorokat rendre

szorozzuk és az utolsó sorból kivonjuk, akkor a A determináns 
a kővetkezőre redukálódik:

f 'n n  • ■ f ' n - 1

A  =  V l -
r ; n  • f "

ln ~ 1 =  y *  ■ D

f t
- iy (n - l )  , fin-1) 

' 1 n-1

1 3 )

A D determinánsról tudjuk, hogy x  algebrai függvénye, mert 
hiszen mindenik f  algebrai függvény. A D nem lehet identikusán 0, 
mert ez esetben, miként az ilyen alakú determinánsokról isme­
retes, az

f[> f ' v - ’ f'n- 1

nem volnának egymástól lineárisan függetlenek, hanem fennállana 
közöttük egy

Ci fi+ Cg /a + ---- fn -i= 0  14)

reláczió, a melyben a c együtthatók állandók. E reláczióból pedig 
következnék, hogy

C1 A +  Cj/aH------ Vcn-1 fn-l =  cn

és ha az f  függvények helyett a 8) alatti egyenletekből a 3) alatti 
egyenlet partikuláris megoldásait helyettesítjük, akkor a

Ci ?/i+cá y%-\—  • +c»-1 í/« -i= cn yn
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reláczióra jutnánk, a mi ellenkezik azzal a föltevésünkkel, hogy a 
4) alatti rendszer n egymástól független megoldást tartalmaz.

Ebből következik, hogy a 13) alatti egyenlet yn szerint megold­
ható és így yn és a 8) alatti relácziók alapján vele együtt az összes 
lli-k is algebrai függvényei az x-nek. Ezzel a jelzett tétel be van 
bizonyítva; mert az általános integrál:

ci2 /i+ c22/2-t-------VCnVn

is, az y j, ?/2, . . . ?/K-nel egyidejűleg algebrai függvénye az r/'-nek.

200
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ADALÉK A TÖBB VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK 
ELMÉLETÉHEZ.*

Ha adva van az sci , x^, , xn független változóknak valamely

Z =  f ( X »  • ■ • ,  X n )

n változós függvénye, fontos kérdés, hogy miképen transzformálód­
nak a z függvény differencziálhányadosai új, (yt , y%, . . .  , yn) vál­
tozórendszer behozatalánál. Ismeretes, hogy a z függvénynek a 
régi változók szerint képezett első-, második stb. differencziál­
hányadosai egy-egy lineár egyenletrendszerből számíthatók ki, ha 
már az alacsonyabbrendűek ismeretesek.

Ezeknek az egyenletrendszereknek megoldhatóságával akarok e 
sorokban foglalkozni. Mivel bennük a z függvény differencziál­
hányadosai mint tetszőleges mennyiségek szerepelnek, azért meg­
oldhatóságuknak feltétele, hogy a mindenkori determinánsuk a 
zérustól különböző legyen.

Kérdés már most, hogyha a magasabbrendű differencziálhánya- 
dosokat egymásután akarjuk kiszámítani, a fellépő determinánsok 
el nem tűnése mindig új meg új megszorításképen lép-e be a tár­
gyalásba ? A kérdés pontosabb megvizsgálása mutatja, hogy ama 
feltételek valóban nem függetlennek egymástól és a döntő szerepet 
az elsőrendű differencziálhányadosok számításánál fellépő deter­
mináns vagyis a

* E dolgozatban tárgyalt té te l bebizonyítását R ados tan á r úr a m űegyete­
m en ta r to t t  m athem atikai gyakorlatokban fe ladatu l tűzte ki. Ugyancsak ő 
figyelm eztetett a rra  is, hogy e té te l az invariáns-elm életnek alább idézett tétele 
segítségével bizonyítható be. A tétel egyes egészen speczialis esetekben m ár 
tárgyalta to tt (1. Scholtz Műegyetemi Lapok III. köt. 93. 1.)
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A =  1)
/a?i, . . . , xn\
\Vi > • • • > IhJ

függvénydetermináns játssza.
Ki fogjuk ugyanis mutatni, hogy az m-edrendű differencziál- 

hányadosok kiszámításánál fellépő Dm determináns mindig ennek 
a determinánsnak valamely hatványa, még pedig:

tn+m—1\
IL =  A  "  j

*

Egyelőre két független változó körében maradva, legyen 

z =  f(x1, x i)

az x x, változóknak adott függvénye és hozzuk be az

•«i=^i (j/i. 2 / a )  (s)
a '2==lí’2 ( |/l>  2/2)

transzformáczió-képletek segítségével az (yx , í/2) független változó­
rendszert, akkor az

dz

9z

3 z

öíCj

d.x’j

3z

+

+

űz

3z

( 1 )

B y  i d x x dy% dx% 3 y %

egyenletrendszer megadja a régi T ^ )  differencziálhánya-

dosokat kifejezve az újak segítségével, ha az egyenletrendszer de­
terminánsa

D ,= D /  x i ,  \ __  ̂ /  tP \  1

W i .  W i -Hu y%
0

azaz a függvény-determinánsa zérustól különböző.
Az (1) egyenletek további differencziálása által a másodrendű 

differencziálhányadosokra vonatkozó egyenletrendszert nyerjük:
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<52z _  d2z / dx, \ 2 dH dx, dx, dH / dx, \ 2 _
d y \  dx\ l d y í I " dx,dx, d y ,  dy, dx\ \ d y ,  I 20

dH- _  dH dx, dx, dH / dx, dx, dx, d x ,\  
dy,dy, dxf dy, dy,  dx, dx, l dy, dy, dy, dy, )

+
dH
dx\

dX^ dX, y
dy, <iy* ■

( 2)

dH I d x V  dH dx, dXj dH, l d x ,V
dx\ \  d y ,  / dx,dx d y ,  d y ,  da |  l d y ,  ) 22

Itt a Zik mennyiségek az (x,, .r2)-nek az (y,, y,) szerinti diffe- 
rencziálhányadosain kívül z-nek csak elsőrendű, már (l)-ből ki­
számítható differencziálhányadosait tartalmazzák.

Hozzuk be
í?.x'j 9x^
% r  * / r  % *’ Oŷ

helyébe az
öl> öä! ß i

jeleket, akkor

A =
«1 «C,
0 0 j ~  Ö1 ß$Pl P2 I «2 ß l ~ ( a ß),

„2 »„ _ « | *
A =  i al ß\ a X ß tß ~ al  ß \ «2 ßi

ß \  %ßiß* ß l

és nem fog nehézséggel járni a D, determinánsnak tényleges re- 
dukcziója a D\ alakra.

Ha ugyanis mindegyik sor utolsó elemét kiemeljük, akkor:

'* A determ ináns második illetőleg harm adik  sora az első so rn ak  első ille­
tőleg m ásodik polárja a ß pólus szerint; hogy l)m az á lta lános esetben is 
ilyen term észetű , azt nem  nehéz  kim utatni pl. teljes indukczióval, de a 
későbbiekből ez önként következni fog.

Mathematikai és Physikai Lapok. IV. n
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Ezzel (2) alatti egyenletrendszer determinánsát a IX,-1 már 
kifejeztük a Dt segítségével. E redukczió alapul szolgálhatna már 
a teljes indukczióra.* Az e czélra végzendő számítások egészen 
gépiesek és e mellett kevéssé áttekinthetők, úgy hogy több változó 
esetében ez az út alig vezet czélhoz.

A szóban forgó Dm determináns azonban az invariánselmélet­
ben is fellép és ez a körülmény a tételnek egyszerű, akárhány vál­
tozóra érvényes és minden számítás nélküli bebizonyítására vezet.

Ha ugyanis a transzformácziónk homogén lineár transzformáczió, 
akkor az (a, ß) mennyiségek állandók, úgy hogy a Zm kifejezések, 
a melyeknek minden egyes tagja az (a, ß) elsőrendű differencziál- 
hányadosainak valamelyikét szorzó gyanánt tartalmazza, kiesnek. 
Ha továbbá a z függvények m- edrendű algebrai alakok, akkor 
egészen az invariánselmélet körében vagyunk. Az m -edrendű diffe- 
rencziálhányadosok az m-edrendű algebrai alakoknak együtthatóivá 
lesznek; a differencziálhányadosok transzformálásának megfelel

* Az idevonatkozó szám ítást elvégeztem , bonyolódottságánál fogva azonban 
annak  közlésétől e helyen eltekintek.



az együtthatók transzformálása és — mint látni fogjuk — az 
invariáns-elmélet kiinduló pontját képező egyik tételből, a czikk 
elején kimondott tétel helyessége azonnal következik.

Az idézendő tétel a következő: *
Ha valamely alakrendszer együtthatóinak és változóinak 

homogén raczionális egész függvénye lineár transzformáczió kö­
vetkeztében egy az alakrendszer együtthatóitól és változóitól füg­
getlen, állandó szorzóval változik meg, szóval ama függvény az 
alakrendszemek invariánsa, akkor e tényező nem lehet más, 
mint a transzformáczió determinánsának (modulusának) vala­
mely hatványa.

A mint ennek a tételnek bebizonyítása, úgy a szóban forgó tételé 
is, mint ennek folyományáé, független a változók számától; mégis 
kényelmesebb lesz a kiírás, ha a binär alakok körében maradunk.

Legyen tehát f  valamely w-edrendű algebrai alak:

(YYl\
j j  ---------

Ha ezen az
• ^ i— « i ? / i + A  lh

helyettesítést végezzük, akkor menjen át F-be, hol

í ) Ai y*+ ■ ■ ■ + An v 7 = (««y\+ %  y X
m  ( m \  m  / m \

=  .2  ( i ) Ai y? -* ly\ =  ^2 ( i J a™~1 y?~lVl

úgy hogy az (s) lineár transzformáczió az együtthatóknak (S) lineár 
transzformáczióját vonja maga után, a mely a következő :

Át)ALEk A TÖBB VALTOZÓS FÜGGVÉNYEK ELMÉLETÉHEZ. á í i

* L. erre vonatkozólag pl. Kopp Lajos úrnak a «Math, és P b y s . Lapok»
I. kötetében levő első közlem ényét: «Az invariánselm élet alapjairól» 1893. 
69. 1.

1 4 *
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Ao =  <C —  u 0 0 a 0  >' «01 a í  " b  '  "  ~f~" « 0 m  & n

Ai — íi™ 1 ai—«io «o+«il al~t • • ■ ~haim dn (S)

Am— (Al
hol pl.

—  «m ü«o "b «;n1«i +  • • • +  f> m m  ( h

= « f « 0  + ( 7 ) « r  *«« <*i +  • — b nf öt??

és azonnal látható hogy az (S)-nek determinánsa nem egyéb 
mint Dm.

Vegyük már most fel a szimultán alakoknak

( f ) = ( r ,  / ,(i), . . . .  . . . .  f imy)

rendszerét, mely (s) folytán átmegy az

{F )= (I  (°), F (1), . . . , F'i>, . . . , F (m))

alakrendszerbe, hol

/•O')—aO'te™ +  ^7) «(ij) +  • • • +  (7) _14 + am'r r =aLí)W

+  (7) A '/' y f - 1 í/2+  • • • +  A<i> ?4«= A</>mF 'i )  

úgy hogy
(a<°>) =  (a<°>, a<°>, . . . ,  a W , , a

( a (1)) =  K 1',  --------------____________ __ < > )

(a(í)) =  (a<i>, a«/», . . . , a'i», . . . , a^)

(a(Tra)) =  (a'm), a«"», . . • , a f >, . . . , aW)

a S helyettesítésre nézve kogrediens változórendszerek, akkor a 
determinánsok szorzási tételénél fogva:

lAU’M =  I a ,. I • I aW II t I I ÍJ | |  l |
(i, j =0, 1, 2, , m),

azaz az | | determináns, mely az (/') alakrendszer együtthatóinak
homogén raczionális egész függvénye az (s) transformáczió folytán
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az í öy i állandó tényezővel változik meg. Mivel (s) determinánsa 
nem egyéb mint

A =
azért az idézett tételnél fogva, kell lenni oly ji számnak, hogy 

Dm =  | «y [ =  (aßf  =  D!i.

[i értékét a két oldalon levő függvények fokszámainak összehason­
lítása alapján kapjuk. Tekintetbe véve ugyanis, hogy az j ay \ 
(m+l>edfokú determináns, és hogy elemei (a, /?)-banm-edfokúak, 
míg (aß) ugyanezen mennyiségekben másodfokú, kell, hogy:

tehát
2n—m ( m + 1 ) ;

m ( m + 1)
2Dm= D i  z = D

/ m + l \  
2 )

legyen. Tökéletesen ugyanily gondolatmenet alapján belátható, 
hogy n független változó esetében az

n[i =  m ^

egyenletnek kell fennállani, tehát

n-\-fn— 1 
m

m /n-\-m—1\ _  m ln-\-m—1 
‘l n V m I ~  n \  n— 1

\  _  1 \

/ — l n / ’

és így valóban találjuk, hogy

Dm =  D r r 1)

Breuer Mór.
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A  d ö r z s ö lé s i  e l e k t r o m o s s á g  e r e d e te .  C. Christiansen, E x p e r im e n ­
ta le  U n te rs u c h u n g e n  ü b e r  d e n  U rs p ru n g  d e r  R e ib u n g se le c tr ic itä t .  Ann. 
d. Phys. L1II. k. 4 0 1 . 1.

A  dörzsö lési e lek tro m o sság  e re d e te  u tán  fü rk észv é n , leg te rm é sz e te seb b  
ú t r a  té rü n k , h a  a z  ism ere tes  fo r rá s o k a t  veszszük szem ü g y re . A zt ta lá lju k , 
h o g y  a th e rm o -e le k tro m o ssá g  e re d e te  nagyon h o m á ly o s , az in d u c t io  a  
dö rzsö lési e le k tro m o sság g a l e r e d e tr e  nézve alig  h a so n líth a tó  össze, az  ü tés , 
ü tk ö zé s  a  d ö rz sö lé s tő l alig v á la sz th a tó k  el s így k ü lö n  fo rráso k u l n e m  
te k in th e tő k ; c s u p á n  az é rin tés i e lek tro m o sság  á ll  k ö z e l a  dö rzsö lés ih ez.

E zen  a n a ló g iá b ó l in d u lt ki H elmholtz, m id ő n  az  e lek tro m o s k e ttő s  r é te ­
g ek rő l (el. D o p p e lsc h ic h t)  é r te k e z e tt .

H a  t. i. k é t k ü lö n b ö z ő  test é r in tk e z ik , Vx— V2 p o te n tiá l-k ü lö n b sé g  k e le t­
k ez ik  k ö zö ttü k . H a  az e le k tro m o s  ré tegek  tö lté se i fe lü le te g y sé g en k é n t 
+<x és — tr, e g y m á s tó l való táv o lsá g u k  pedig a, a k k o r

a = V — V 
ina

H a a te s te k e t k isü lé s  vagy k ieg y e n lítő d és  n é lk ü l le h e tn e  e g y m á stó l e l­
v á lasz tan i, a  f e lü le te k n e k  a  tö lté se k e t  m eg  k e lle n e  ta rtan io k . M ivel a z o n ­
b a n  ez tény leg  n e m  igen  lé te s íth e tő , főleg p e d ig  veze tő  tes tek  e se té b e n  
n e m , a  tö ltések  c sö k k e n n ek , d e  a n n á l  k isebb m é r té k b e n , m e n n é l  jo b b  
sz igete lők  az e g y m á s tó l e ltáv o líto tt testek .

Christiansen e b b ő l a  felfogásból in d u lt  ki, m id ő n  a  dörzsö lési e le k tro ­
m o sság  e red e té t k u ta tv a , n a g y je len tő ség ű  k ísé r le te it  k igondo lta . —  A lap- 
k isé rle te  a  k ö v e tk e ző .

Legyen A (1 . á b ra )  fém lem ez, B fém pálcza  é s  C szigetelő fo g a n ty ú . 
A z A fém lem ez  m eg ö m lesz te tt s z u ro k b a  vagy g y a n tá b a  m ártva , JJ sz ig e ­
te lő  ré teggel v o n ó d ik  be. D h ig a n y n y a l m e g tö ltö t t  üvegtál, E g a lv a n o ­
m é te r ,  m ely n ek  e g y ik  sarka  a  h ig an y n y a l, m ásik  s a rk a  az (A ß ) fé m te s tte l 
v a n  összekapcso lva . H a a s z u ro k fe lü le t  a  h ig an y n y a l é rin tk ez ik , a  g a lv a n o ­
m é te re n  n in cs  k i ü t é s ; m ihely t e lv á lasz ta tn ak , je le n té k e n y  k iü té s  lá th a tó
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m é g  ak k o r is, h a  az  é rin tk ező  f e lü le te k  csak n é h á n y  c m 2 n ag y ság ú ak . Az 
á ra m  a h ig an y tó l a  g a lv a n o m é te re n  á t  a  fém lem ezh ez  ta r t .

A  kísérlet H elmholtz szerint következőleg értelm ezhető .
É rin tk e zé sk o r a  h ig an y  fe lü le te  Vv a  szu ro k é  V’2 p o ten cz iá lt vesz fel. 

A  g a lv a n o m é te re n  á t  teh á t e le k t ro ­
m o sság  á ra m lik  a  fém lem ez felé, m e ly  
ezá lta l Vt p o te n c z iá lt  kap. H a a  s z u ro k  
vastagsága  a', d ie lek tro m o s á lla n d ó ja  
k, a k k o r az A é s  JJ közötti é r in tk e z é s i  
fe lü le t  a e le k tro m o s  sű rű ség e  k ö z e lítő ­
leg  így fejezhető k i :

, K (Vt~V,)
~  4  na' '

I tt  Vl— Va b izo n y á ra  csekély  é r -  1 . ábra.
té k ű , a' véges m en n y isé g  és így a' j e l e n ­
té k te le n  és a  r e n d e s  m érő eszk ö zö k k e l n em  m u ta th a tó  ki. Á llíth a tn i te h á t, 
hogy  szigetelő és veze tő  é r in tk e z te té se k o r  e le k tro m o s  á ra m  n e m  k e le tk ez ik .

H a azo n b an  a  le m e z t a  h ig a n y ró l leem eljü k , a  sz u ro k  n eg ativ  e le k tro ­
m o ssá  lesz. A fe lü le ti  sű rűség

a V —  Vr i
47ra

volna, h a  az e lle n té te s  e lek tro m o sság o k  n em  e g y esü ln é n ek . Ez e se tb e n  az 
e lek tro m o sság  b izo n y o s m en n y isé g e  á ra m la n é k  a  h ig an y tó l a  g a lv a n o ­
m é te re n  á t a  le m e z h e z  és az é r in tk e z é s i  m eg  szé tv á lasz tás i á ra m o k  úgy  
a rá n y la n á n a k , m in t

vagy m in t
a '  : <r,

ka : a'.

M inthogy a  v a ló ság b an  n ém i k ieg y e n lítő d és  k i n e m  k e rü lh e tő , s  az  a rá n y  
a' : la  a la k b an  í rh a tó , hol l  ig e n  k ic s i szám .

H a  m ost a  s z u ro k  ism ét é r in tk e z ik  a  h ig an y n y a l, a  g a lv a n o m é te r ú jra  
k ité rü l, az á ra m  azo n b an  so k k a l gy en g éb b  és az  e lőbbivel e lle n k ez ő  
irán y ú . H a e z t a  csekély á ra m o t  zárási á r a m n a k  nevezzük , a  lem e z  
leem elések o r k e le tk ez ő t pedig n y itá s i  á ram n ak , a k k o r  az  első z á rá s i á ra m  
0 , az első n y itá si p l. Q, a  m áso d ik  z á rá s i  á ram  pl. Q' (h o l Q'< Q és e lle n ­
kező  je lű ). E z e n tú l  az á ram o k a t m in d ig  Q, és Q '-v a l je lezzü k . A zá rá s i 
á ra m  ism ét z é ru s s á  lesz, h a  a  sz u ro k  bo rszesz lán g  fö lö tt kissé m ele g ítte tik . 
H a  a  m eleg ítés v ilágító  gázláng  fö lö tt tö r té n ik , sz é n ré sz e csk ék  ra k ó d n a k  a  
sz u ro k ré te g re , m itő l ez vezetővé le sz  és á ram  e k k o r  eg y á lta láb an  n e m  m u ­
ta th a tó  ki.
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Christiansen e le in te  ilyen berendezést használt kísérleteihez, de mivel 
gyakran eltérő  eredm ényekhez ju to tt, más berendezéshez folyam odott.

A k é sz ü lé k e t a  2. á b ra  m u ta t ja . BC 10 — 15 c m  h o sszú , 3  — 6 m m  belső 
á tm é rő jű  üvegcső . Belső fa laza tá t a  v izsg á lan d ó  szigetelővel v o n ta  lie. 
C h r . ezt úgy  te tte , hogy az  a n y ag o t m eg o lv asz to tta  és így vo n ta  b e  a cső 
belsejét vék o n y  ré te g g e l; vagy p e d ig  úgy, hogy b e n zo lb an , s z é n k é n e g b e n  o l­
do tta  föl az an y ag o t, az o ld a to t a  cső b e  fölszívta s az  o ld ó szert e lp á ro lo g ta tta . 
A cső kö zep é t 4 — 6 cm  h o sszú  ó n lem ez  veszi k ö rü l (A). A csö v e t rövid  
k au csu k cső  kö ti össze a  T  a la k ú  FG csővel, m íg  e z t egy m ásik  k a u c su k -  
cső a D h ig an y ta rtó v a l he lyezi k ö z lek ed ésb e . í ’-b e n  p la tin a -d ró t van  b e ­

forrasztva , m e ly  az E g a lv a n o m é te r  egyik s a rk á h o z  vezet. A m ás ik  sa rk o t 
sz in tén  d ró t k ö ti össze az A ó n lem ezzel. H a  m á r  m o s t a  D h ig a n y ta r tó t  
em elik , a  h ig a n y  é r in tk ez ik  a  BC cső belső b ev o n atáv a l, h a le je b b  e resz tik , 
az é rin tk ez é s  m eg szű n ik . L á th a tó , hogy  ily m ó d o n  a  fö n teb b  e m líte tt  a lap - 
k isé rle t k ü lö n b ö ző  sz ig e te lő k re  nézv e  v ég ezh ető . Christiansen k ísé rle te it 
o ly fo rm án  v á lto z ta tta , hogy a  BC csövön át, FG-n k e re sz tü l levegőt, h id ro ­
g é n t vagy szé n sav a t e n g ed e tt á ram la n i. Az o x ig én tő l egyéb g á z a k a t úgy 
sz ab ad íto tt m eg , hogy azo k a t v ö rö s  izzó ré z d ró th á ló t ta rta lm azó  csö v ek en  
b o csá to tta  k e re sz tü l s a z tán  m é g  tö m én y  k én sav v al szá ríto tta . K ísé rle te in e k  
lényege  és a  b e lő lü k  vont k ö v e tk ez te té sek  rö v id en  a  következők.

1. Kísérletek tiszta híg any nyal és szigetelőkkel.
H a szu ro k , pecsétv iasz , g y a n ta , se lyem , k ám fo r, paraffin  és egyéb  é g h e tő  

sz igetelők  lé g k ö ri lev eg ő b en  é r in tk e z n e k  tisz ta  h ig an y n y a l, negativ e le k ­
tro m o sak n a k  b izo n y u ln ak . O x ig é n tő l te ljesen  m e n te s  h id ro g é n b a n  pozitív 
e lek tro m o sak . H a  a d ö rzsö lési e le k tro m o sság o t H elmholtz sz e rin t az  é r in ­
tésivel a zo n o sn ak  ta r tju k , az  a  k ö rü lm é n y , hogy  v a lam ely  tes t egy m á s ik ­
kal dörzsölve, n e g a tiv  is, m eg  pozitív  is leh e t, a b b ó l vo ln a  m ag y a ráz h a tó , 
hogy az o x ig én  a  d ö rzsö lésn él je le n  volt-e, vagy se m . U g y an erre  az  o k ra

2. ábra.
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v ezethe tő  vissza az  is, hogy lá tszó lag  azonos te s te k  e llenkező  e le k tro m o s  
á llap o to t m u ta tn a k  a  dö rzsö lésn é l. C h r is t ia n s e n  a z t  h isz i, hogy itt  az  é g h e tő  
sz igetelők  vegyi ro k o n ság a  az o x ig én h ez  is van  befo lyással az e re d m é n y re , 
a  m en n y ib e n  valószínű , hogy fe lü le tü k ö n  o x ig én  sü r ít te tik  m eg . S z e r in te  
a  h ig an y n a k  és va lam ely  sz ig e te lő n e k  é r in tk e z é se k o r  a  levegőben  csek ély  
m en n y isé g ű  h ig an y  egyesü l az  o x ig é n n e l IIg O, vagy Hgfi v eg y ü le tté . Az 
e lek tropozitiv  Ilg m in t k a tion  a h ig an y h o z  c sa tlak o z ik , az e le k tro n e g a tiv  
0  m in t a n io n  a  sz u ro k ra  tap a d  és így a  sz u ro k  a z é r t  m u ta t n e g a tiv  e le k ­
tro m osságo t, m e r t  o x ig én n e l van  b o rítva , m íg  a  h ig a n y  pozitív e le k tro m o s ­
ság a  a  h o zzáesatlakozó  h ig an y k a tio n tó l e red . K é p le tile g  a vegyi fo ly am at ez 
v o ln a : é rin tk ez é sk o r (zárás)

+  —

higany HgO szurok, 

az é rin tk ez é s  m e g szű n tek o r  (ny itás) ped ig

+  —

higany Hg, 0 szurok.

S zabad  e le k tro m o sság  itt  ép p  ü g y  n in c se n , m in t  m ás e le k tro m o ssá g ­
g erjesz tésné l.

2. Kísérletek czinkfoncsorral és szigetelőkkel.
A dörzsö lési e le k tro m o s g ép  b ő rp á rn á it  cz in k - vag y  ó n fo n cso rra l v o n ják  

b e  s az ezekkel d ö rz sö lt ü v e g k o ro n g  pozitív  e le k tro m o s sá  lesz. U g y a n az o n  
e lek tro m o sság o t kap ják  ily m ó d o n  a  k a u csu k  és e g y éb  szigetelők is. K ö z e l­
fekvő dolog volt teh á t a  fö n teb b i k ísé r le tek e t t is z ta  h ig an y  h e ly e tt c z in k ­
fo n cso rra l ism é te ln i. A k isé rle tek h e z  e le k tro litik a i ú to n  e lőállíto tt, tisz ta  
fo n cso r h a sz n á lta to tt .  A sz u ro k  és spanyo lv iasz  a  fo n c so rra l való é r in tk e z é s  
k ö v e tk ez téb en  pozitív  e le k tro m o ssá  le t t  és p ed ig  o x ig én m en te s  h id ro g é n ­
b e n  ép p en  úgy , m in t  a  tisz ta  h ig an y n y a l való é rin tk ez é sk o r. H a  b á rm i 
csekély  ox igén  van je le n , a  fo n c so rra l é rin tk ező  sz ig e te lő  e le in te  m é g  e r ő ­
se b b e n  lesz pozitívvá, m in t  a  tis z ta  h ig an y  e s e té b e n , később  a z o n b a n  
negatívvá lesz.

C h r is t ia n s e n  ez t így m ag y arázza  : A cz in k fo n cso r igen  k ö n n y en  o x id á -
+

ló d ik ; h a  kevés ox ig én  van  je le n , a k k o r  —  az o x ig é n  m o lek u lát 0 0  ö ssze ­

té te lű n e k  te k in tv é n  —  ilyen c so p o rto su lás  van :

— + — +
czinkfoncsor ZnZn, 00, szurok.

M időn n y itá sk o r  a  fo n cso r a  sz u ro k tó l elválik , az  o x ig én m o lek u la  s z é t­
válik  és a k k o r ily c so p o rto su lás  k e le tk ez ik  :

-  +  -  +

czinkfoncsor Zn, ZnO, 0 szurok.
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Az o x ig én k a tio n  a  sz u rk o t p o z itív  e le k tro m o ssá  teszi, a  c z in k a n io n  
p ed ig  a fo n eso rt negatívvá. H a m á r  czinkoxid  k é p ző d ö tt, a  fo ly am at ez 
l e h e t :

n y itá sk o r p e d ig :
foncsor, ZnO, szurok, 

+ —
foncsor Zn, 0 szurok.

A  szu ro k  e k k o r  ism é t n eg ativ  e lek tro m o ssá  lesz .
3 . Kisérlelek másféle foncsorokkal.
M ásféle fo n c so ro k k a l végzett k ísé r le te k  a rró l ta n ú s k o d ta k , hogy a  sz ig e ­

te lőket, h a  az o x ig én  el van táv o lítv a  pozitív e le k tro m o sa k k á  teszik . E rő s  
am a lg arn o k  a z o n b a n  az e le k tro m o ssá g  m eg v á lto z ta tá sá t e red m én y e z té k . 
A z oxigén je le n lé te  t. i. a  sz ig e te lő t negatívvá  teszi, h a  tiszta h ig a n y  van  
a lka lm azva , e l le n b e n  pozitívvá, h a  e rő s  ólom - vagy  ó n am a lg am  sz e re p e l. 
R ézam a lg am  e s e té b e n  a sz ig e te lő k  m in d ig  n e g a tív o k k á  lesznek, h a  b á rm i  
csekély  oxigén v a n  je le n .

4 . A légnyomás hatása.
H ig an y fe lü le ttő l e lválaszto tt sz ig e te lő  e le k tro m o s tö lté s t  ta r t  m eg, m e ly ­

n e k  nagysága fő leg  a ttó l függ, m ily  k ö n n y en  e g y e s ü lh e tn e k  az e le k tro m o s  
k e ttő s  ré teg ek . V á rh a tó  volt te h á t ,  h o g y  a  n y o m ás  c sö k k e n ése  a  k isü lé s t  
e lősegíti és a  n y itá s i á ram o k  g y e n g ü ln e k . Az ez i r á n y b a n  végzett k ís é r le te k  
e z t a  föltevést ig a z o l tá k ; a  g a lv a n o m e te r  tű jé n e k  k ité rü lé se  k iseb b é  le tt ,  
m id ő n  a c sö v ek en  á tv eze te tt g ázo k  n yom ása  k ö rü lb e lü l  10 m m -ig  c sö k ­
k e n t  ; a  n y o m á sn a k  m ég  további c sö k k en té se  e se té b e n  azo n b an  a  k i té ré s e k  
ism é t n ag y o b b o d tak , s  így az e lle n á llá sn a k  fo k o zó d n ia  kell. Ez jó l eg y ez ik  
azzal, a  m it az  e rő se n  r itk íto tt gáz  v ise lkedésérő l tu d u n k ,  m id ő n  e le k tro ­
m o s  á ram  h a la d  ra jto k  k e resz tü l.

5. Galvan-combinatió.
A n n a k  k id e ríté se  végett, ho g y  m ily en  össze fü g g és van a d ö rz sö lés i és 

é r in té s i  e le k tro m o sság  között, Christiansen ezüst- v agy  sá rg arézcsö v et h a s z ­
n á lt ,  m elybe  k é t  vég én  egy-egy ü v eg cső  volt ille sz tv e  és sp an y o lv iassza l 
m egerő sítv e . B e lü l valam i a n y a g g a l v o nattak  b e . A  fö lhasznált a n y a g o k  
v o l ta k : v ízüveg, z se la tin , h a le n y v ; továbbá  a  k o lo fo n iu m , a  k o llo d iu m  
m eg szá rad t é th e re s  o ldata i sat.

Ez an y ag o k  tö b b é-k ev ésb b é  v e ze tő k  voltak a  s z e r in t ,  a  m in t rö v id e b b  
vagy hosszab b  id e ig  szá rad tak . A cső  be lse jéb en  tis z ta  h igany  vagy c z in k -  
am a lg am  volt. M id ő n  a  cső pl. e z ü s tb ő l  való volt, b e lü l  z se la tin n a l b e v o n v a  
s a  cső b e ls e jé b e n  c z in k am a lg a m  fog lalt he lye t, a  g a lv a n o m éte r tű jé n e k  
e lső  k ité rése  e rő s  á ra m o t je lz e tt a  foncso rtó l z s e la tin o n  á t az e z ü s th ö z . 
A  tű  az tán  m eg á lla p o d ik  s u g y an o ly  irán y ú  á ra m o t  je le z . H a a  c z in k fo n -  
c so r  a  csőből k ifo ly ik , ism ét k e le tk e z ik  ugyanoly  i r á n y ú  k iü tés. Ez a  n y i-
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täs i á ra m  o n n é t van, h o g y  a  zselatin  c z in k io n o k a t ve tt fel, m ely ek  a zse la ­
tin o n  á t  az  ezüsthöz  v á n d o ro ln a k . A  m in t  a  zsela tin  s z á ra d , a  viszonyok 
e lle n k e z ő re  fo rd u ln ak  : a  k ité rés  e lle n k e z ő  irán y ú v á  lesz , az  á ram  irán y a  
te h á t  változo tt. I ly en k o r  a  n y itá s  a lk a lm á v a l nagy fe sz ü ltsé g  is észle lhető , 
a  m e n n y ib e n  az e zü s tc sö  e lek tro szk ó p o n  nag y  k iü tést id éz  elő .

A kísérletek azt mutatják, hogy az elektromosság első galvángerjesztése 
az elektrolitek megszáradása után, vezetőképességök elvesztésével, a 
másodikba megy át.

6. Kísérletek üvegcsövekkel.
A  kálio ld a tta l, tö m é n y  kénsavval é s  desztillá lt v ízzel m eg tisz títo tt s 

m e le g íté s  á lta l szá ríto tt üvegcsövek  t is z ta  h ig an y n y a l é r in tk e z v e  m ajd n e m  
m in d ig  n eg atív  e le k tro m o sság o t m u ta tn a k ,  m íg c z in k fo n cso rra l pozitivot, 
h a  az  á tv o n u ló  h id ro g é n  vagy szén d io x id g áz  n incs te lje s e n  m eg szabad ítva  
az o x ig én tő l. A tisz títo tt és m eleg íte tt cső  negativ  e le k tro m o sság a  k ih ű lé s  
u tá n  g y en g ü lt, de  e lő b b i erősségét is m é t  e lé ri, h a  a  c sö v e t a lko h o llán g o n  
m e le g íte tték . Ez a k á rh á n y sz o r  ism é te lh e tő .

Christiansen azt h isz i, hogy a  n e g a tiv  e lek tro m o sság o t az  üvegből kiváló 
n á tr iu m k a tio n o k  a  t is z ta  h ig anyhoz  va ló  ván d o rlása  id é z te  elő s ezek  
s z á m á n a k  csö k k en ése  m ia t t  gyengü l az  e lek tro m o sság  is. Az üvegcső  
m ele g íté se  ism ét h e ly re á llítja  az e g y en sú ly i állapotot.

K ü lö n b ö ző  ü v eg csö v ek  a lk a lm azása  ré v é n  k id erü lt, h o g y  m íg  a tisz tí­
to tt  é s  m eleg íte tt ü v eg csö v ek  tiszta h ig a n y n y a l  é rin tk ez v e  m in d ig  n eg ativ  
e lek tro m o so k k á  le szn e k , a  c z in k am a lg á m m a l é rin tk ez ő k  e lek tro m o sság a  
egyéb  k ö rü lm é n y ek tő l függ , m elyek m ia t t  az  e red m én y t n e m  is leh e t e lő re  
m e g m o n d a n i. H a tása  v a n  az  üvegcső fe lü le té n e k  és az  o x ig é n  je le n lé té n e k  
is. A z e lső  zárási á ra m  g y en g éb b  a jó  v e ze tő  th ü rin g ia i ü v e g  h a sz n á la tá n á l, 
de  e rő s  a  rosszu l vezető  c se h  üveg e se té b e n .

Következtetések. A  felsorolt kisérletek alapján Christiansen azt hiszi, hogy 
a dörzsölés egymagában még nem idéz elő elektromosságot. A dörzsölés­
nek tulajdonított hatások chemiai bomlásoktól erednek, melyek az érin t­
kezéskor kezdődnek és a szétválasztáskor befejeztetnek. A  H elmholtz föl­
tételezte kettős rétegek képződése a kettős atomok vagy molekulák ren- 
dezkedésének tekintendő, a midőn is a kationok a pozitív réteget alkotják, 
az anionok pedig negatívot. A testek szétválasztásakor a kationok az egyik 
testen tapadva m aradnak, az anionok a m ásikon; ez okozza a testek 
elektromos töltését. Az elektromosság tehá t mindig az ionokkal karöltve 
jár. Ez a felfogás is HELMHOLTZ-nak am a nézetére támaszkodik, mely sze­
rint m inden atomnak nagyságához m ért töltése van, mely pozitív vagy 
negatív a szerint, a m int kation vagy an ion  gyanánt szerepel. A kettőnek 
egyesülése adja az elektromosan közömbös molekulát. Azzal az ellenvetés­
sel szemben, hogy ez esetben az elektrom os testnek, pl. az elektromos gép
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pozitív  g y ű jtő jén ek  sú ly b a n  n ö v ek ed n ie  k e lle n e , szám ítással k im u ta th a tó , 
hogy  az  ily n ö v ek ed és (vagy veszteség) oly re n d k ív ü li  csekély , h o g y  jó for­
m á n  so h a se m  lesz é sz le lh e tő .

K iin d u ló  p o n tu l te h á t  m o s t azt k e llen e  v e n n i, hogy az  e lek tro m o sság  
so h a se m  lé te z h e tik  az a to m o k o n  kívül. M ég a  fém ek b en  is c s a k  az ionok 
k ö z v e títh e tik  az e le k tro m o sság  m ozgásá t. Ily  fö ltevés segé lyével ta lá n  m eg 
le h e t  m a jd  m ag y a rázn i a z t az  összefüggést, m e iy  az e le k tro m o sság  és a hő 
vezetése  közö tt van.

A s ta tik a i e le k tro m o ssá g ra  nézve sz ig e te lő k e t, fé lvezetőket é s  vezetőket 
szokás m eg k ü lö n b ö z te tn i. A z itt  közölt fe lfo g ás sze rin t h e ly e se b b  volna 
négy  c so p o rto t fe lá llítan i. É s p e d ig :

1. S z ig e te lő k e t vagy d ie le k tro m o s te s te k e t .  E zekben  a z  io n o k  vagy 
m o z d u la tla n o k  vagy n y u g a lm i helyzetük  k ö rü l  rezgő  m o zg á sb a n  levők.

2. F é m e k e t, m e ly e k b en  az  ionok  sz a b a d o n  m o zo g h a tn ak , vagy tö ltései­
k e t  k icse ré lh e tik .

3. E le k tro lite tek e t, m e ly e k b e n  az io n o k  k isseb b -n ag y o b b  sú rló d ássa l 
m o zo g h a tn ak . (Itt főleg az  ü v e g  veendő fig y elem b e .)

4. Oly te s te k e t, m e ly ek  a vízhez h a so n ló a n  vagy csekély s z á m ú  ionokat 
ta r ta lm a z n a k , vagy azok  h íjá v a l v annak , d e  az  ionok  m o zg á sá t n e m  ak a ­
dá ly o zzák  (h id rid ek ). A  dö rzsö lésn é l g u m m i és zse la tin  h a sz n á lh a tó k . 
A  k ísé r le te k  ta n ú sá g a  s z e r in t  a  fém ek vagy foncso ra ik  a tö b b i c so p o rt te s ­
te it poz itív  e le k tro m o so k k á  teszik , h a  az o x ig é n  el van táv o lítva . E llenben  
o x ig én b e n , vagy p ed ig  o x ig én ta rta lo m  g á z a k b a n  a sz igete lők  a  fém ekkel 
való  d ö rz sö lésk o r a  k ö rü lm é n y e k  sz e rin t p o z itiv  vagy n e g a tiv  e lek tro m o s­
s á g ra  te s z n e k  sze rt. Az o x ig én  kiváló sz e re p e  b izonyára  ö ssze fü g g  azzal, 
hogy  k ö n n y e n  d isso c iá lh a tó  ; e z t tan ú s ítja  az  ózo n  képződése  is.

Az e le k tro m o sság n a k  v e ze tő k ö n  való e lo sz lása  is m ásk ép  é rte lm e ze n d ő , 
m in t  e lő b b , a  m e n n y ib e n  m o s t az io n o k n a k  véges szám ú , h a b á r  m illiók 
s z e r in t  sz á m ítan d ó  m en n y isé g év e l van d o lg u n k ;  ezek e g y en lő  töltéssel 
v a n n a k  e llá tv a  s a  fe lü le te n  való  e lo sz tó d ásu k  lesz m e g á lla p íta n d ó . A való­
sá g b a n  a  k é rd és  szokásos m eg o ld ása  e le g en d ő .

Christiansen a dörzsölési elektrom osságról való felfogását n e m  is tekinti 
egészen ú jnak , a m enny iben  Buff és Andrews kísérletei a folyadékok elek- 
trom ozásáról, továbbá L ippmann, Ostwald, N ernst vizsgálatai az elektrolittel 
m egtöltö tt leydeni palaczk elektrom os tö ltésére  vonatkozólag, T homson 
ku tatásai a  cseppek elektrom osságáról, végre F araday rég ibb  kísérletei a 
gőzelektrom osságról ezt a  felfogást m ár előkészítették.

A z itt ism ertetett vizsgálatok és k ísérletek  m indenesetre  nagyon  érde­
kesek és fontosak. A kérdést Christiansen m ég  nem  tekinti m egoldottnak 
és a ku ta tá so k  tovább fo lytatását tartja szükségesnek.

2 2 J

Csemez.
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A Magy. Tud. Akad. Lukács Krisztina-pályadíjáról.
A  M. T u d . A k a d é m ia  az 1 8 9 2 -ik i n ag y gyű lésen  a  Lukács Krisztina 

n e v é re , Lukács M óm cz-tó l te tt a la p ítv á n y b ó l a  k ö v e tk e ző  p á ly a k é rd é s t 
tű z te  k i :

«K ívántatik  a  m a th e m a tik a , vagy m a th e m a tik a i p h y s ik a  egy oly fe je z e ­
té n e k  m o n o g ra p h ia - je lle g ű  tá rg y a lása , m elynek  az u to ls ó  évtizedek fe jlő ­
d é sé b e n  fon tosabb  s z e re p  juto tt.#

«Az A k ad ém ia  ú j e red m én y e k  b e m u ta tá sá t  n e m  kíván ja , de  sú ly t  
he ly ez  a  tá rg y n ak  eg y ség es  sz e m p o n tb ó l való k im e rítő  és önálló b e c s ű  
e lő a d á s á ra .»

E  p á ly ak érd ésre  1 8 9 4  d eczem b er h ó  30-ig , a  k itű z ö tt  h a tá rid ő  le já r tá ig  
h á ro m  p á ly a m u n k a  é rk e z e tt  b e :

az  1. szám ú  cz ím e  : «A fény elektromágnességi elmélete» ; je l ig é je :  
«A haladás a tapasztalást kiséri»;

a  2. szám ú  c z ím e : «A két független változót tartalmazó partialis 
differential-egyenletek elmélete és alkalmazásai); j e l ig é je :  «Nemcsak a 
fizikai erők, hanem a szellemi nyüvánulások sem veszhetnek és semmi­
sülhetnek meg» ;

a  3 . szám ú  czím e : « Vonalgeometria. A vonalkoordináták elmélete és 
alkalmazása» / je l ig é je :  «Küzdj és hízva bízzál!»

E  pá ly am ű v ek  e lb írá lá sá ra  a  M a g y a r T u d . A k a d é m ia  König Gyula és 
F röhlich Izidor r. tag o k b ó l és R ados G usztáv 1. ta g b ó l  álló b izo ttság o t 
k ü ld ö tte  ki.

E  b izo ttság  je le n té s é n e k  rövid k iv o n a ta  a  k ö v e tk ező :
A  2. és 3. szám ú  m a th e m a tik a i tá rg y ú  p á ly am u n k ák , a  pályázat k ö v e te l­

m é n y e in e k  n em  fe le lv én  m eg, ju ta lm a z á s ra  nem  v o ltak  a já n lh a tó k .
Az 1. szám ú  p á ly a m u n k á ró l a  b iz o tts á g  a  k ö v e tk e ző k é p e n  n y ila tk o z ik :
«E p á ly am ű  egy o ld a lo n  írt s ű r ű  írá s ú  félíveken I— X III. és 1— 2 1 9  

o ldal te r je d e lm ű  b e k ö tö t t  kézirat.
I — VIII. oldalai az  ig e n  jó  á tte k in té s t  nyú jtó  e lőszó t, IX. oldala a  m ű ­

b e n  h a sz n á lt  je lö lé sek  táb láza tá t t ü n te t ik  elő, m íg  a  X — XIII. o ld alak  a  
ré sz le te s  ta r ta lo m je g y z ék e t foglalják m a g u k b a n ; e ze n  u tó b b i szerin t e  m ű  
XVI. fe jeze tbe  so ro zo tt 131 §-ból áll.
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T árg y a  a  fén y je le n sé g e k n ek  e le k tro m á g n essé g i a lap o n  való é r te lm e z é se  
azaz az összes o p tik a i tü n e m é n y e k n e k , m in t az  á lta lá n o sa b b  é r te le m b e n  
v e tt e le k tro m á g n e s i je le n sé g e k  k e re téb e  v a ló  beso ro zása  é s  e zz e l azon 
tu d o m á n y o s  m e c h a n ism u s  tá rg y a lá sa , m e ly n e k  segélyével a  fén y je len ség ek  
az  e le k tro m á g n essé g i felfogás a la p já n  e lm é le tileg  m e g k o n s tru á lh a to k .

Szerző  e  tá rg y á v a l a  k i tű z ö tt  p á ly ak érd és e lső  k ö v e te lm é n y én e k  m eg ­
felelt, a  m e n n y ib e n  ezzel az  e lm é le ti p h y sik a i d isc ip lin ák n a k  egy  tágas 
k e re tű , ig en  m é ly re  m en ő  p ro b lé m á já t  k a ro lta  fe l, m ely b á r n e m  k ö n n y ű , 
d e  k é tség k ív ü l fe le tte  é rd e k e s  é s  k ö v e tk e z te té se ib en  kísérleti sz e m p o n tb ó l 
is fon tos, é s  lén y e g es  ré sze  a  m o d e rn  p h y sik a i k u ta tá s  p h ilo so p h iá ján a k  
és sp e c u la tiv  seg é d esz k ö z e in ek . E  p ro b lém a , a  fén y je len ség ek  e le k tro ­
m ág n esi fe lfogása , je le n té k e n y  befo lyást g y a k o ro lt m á r  edd ig  is  a  physika  
h a la d ásá ra .

De a p á ly a m u n k a  figyelm es áto lvasása  c s a k h a m a r  azt a  m egg y ő ző d ést 
érle li, hogy ez  a  p á ly a k é rd é s  m á so d ik  fő k ö v e te lm é n y én e k  is e le g e t  tesz.

A m u n k a  u g y a n is  a lap o s ta n u lm á n y o z á s ra  é s  az id e ta rto zó  iro d alo m  
te lje s  ism e re té re  vall. H ogy fe jteg e té se in ek  a lk a lm a s  a lapo t te re m th e s se n , 
k iin d u ló  p o n tjá u l  az oly fé n y e lm é le ti  és e le k tro m o sság i té te le k e t  és ism e­
re te k e t  veszi, m e ly e k  a  m a g y a r  tu d o m á n y o s iro d a lo m b an  m á r  fe l lévén 
dolgozva, k ö z v e te tle n ű l h o z z á fé rh e tő  anyago t n y ú jto ttak .

E zen  az  a la p o n  ép ü lő  m ű v é t  szerzője re n d sz e re s , v ilágos, röv id  és 
szab a to s tá rg y a lá sb a n  te r je s z ti  elő ; m in d e n  fe jeze t tá rg y á n a k  lényeges 
ré sze  h e ly e se n  v an  k iszem elv e  é s  k id o m b o rítv a  s e  részek  a  k e v é sb b é  fo n ­
tos ré sz le te k  e lhagyásával o ly  egységesen  és eg y m ássa l szoros össze fü g g és­
b e n  v a n n a k  tárgyalva , hog y  sze rző  e m űvével a z  e le k tro m á g n essé g i fény­
e lm é le t je le n  á llá sán a k  á tte k in th e tő  egész k é p é t  ad ja .

De a  sze rző  n e m  szo rítk o z ik  c su p án  az iro d a lo m b an  fe lle lh e tő  tu d o ­
m án y o s e re d m é n y e k  eg y ség es egybeo lv asz tásá ra , h an em  tö b b  helyen  
f ig y e lem rem éltó  ú jítá so k k a l is fe llép .

így m u n k á ja  e g y ö n te tű ség e  czé ljábó l tö b b  ú j fogalm at h o z o tt  b e , a lap o ­
sa n  igazo lv án  szü k ség es  v o l tu k a t  és e lő n y ü k e t a  m egfelelő ré g ie k  fe le tt ; 
to v áb b á  tö b b  h e ly e n  k im u ta tja  az  edd ig  a  n e m z e tk ö z i iro d a lo m b a n  közzé­
te t t  tö b b  re n d b e l i  sze rzők tő l sz á rm a zó  s e tá rg y ra  vonatkozó  fe jtege tések  
egyes ré sz e in e k  h ián y o sság át vagy  he ly te len  v o ltá t  és m aga tö b b  fe jeze tb en  
ré sz in t új e re d m é n y e k e t n y ú jt,  ré sz in t lé n y e g e s  jav ításokat é s  bőv ítések et 
közöl.

E m líté s t é rd e m e ln e k  e z e n  ö n á lló  lépései k ö z ü l a  k ö v e tk e ző k :
A 12. § -b a n  (16 . 1.) a  mágnességi eltolódást, a  21. § -b a n  (22 . 1.) a 

mágnességi áramot h o zza  b e , m elyekkel a  m ág n e sség i in d u c tió t  k iküszö­
böli s a  m ág n esség i v o n a tk o z áso k a t az e le k tro m o so k k a l te ljesen  eg y ö n te tű en  
tá rg y a lja  ; b e h o zz a  to v áb b á  az  elektromos erők ellipsoidját é s  az  elektro­
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mossági eltolódások ellipsoidját (48 . és 4 9 . § ., 71. és 73. 1.) é s  ezek n ek  
a la p já n  ú j m ó d sz e r  segélyével ta lá lja  a  belső é s  a  kü lső  k o n ik u s re frac tió t.

A  27 . §-ban igen  egyszerűen és szigorúan szárm aztatja PoYNTiNG-nek 
az elektrom ágnességi energia te rjedésére  (sugárzására) vonatkozó nevezetes 
té te lé t (3 3 — 3 4 .1 . és 28. §. 3 5 — 3 6 .1 .) ;  az V. fejezetben  a fényhullám ok te r­
jed ésé t á ltalános kristályos közegekben vizsgálván meg, k im uta tja , hogy 
a fény terjedési sebességére vonatkozó FRESNEL-féle képlet csak  speciális 
esete a  tőle ta lá ltn a k ; a VII. fejezetben a  félvezető kristályos közegek 
elektrom ágnességi a lapegyenleteit állapítja m eg.

Az elektromossági és a mágnességi hullámok törését és visszaverődé­
sét tárgyalja: a hom ogén és iso trop  közegek ese tében  az e rre  vonatkozó 
egyen le trendszereket eddig m ég sehol nem  ta lá lható  teljességben állítja 
elő (IX . fejezet, 159— 161. 1.), m ég  a kristályos közegek esetében az elm é­
letet teljesen kifejti és az előző eredm ényeket m in t ezen u tóbbiak  egyszerű 
eseteit találja (X . fe jeze t); ugyancsak  a reflexiót és refractiót a félvezetőkre 
nézve tárgyalván, az ism ert kép le t-rendszert kiegészíti (XII. fejezet) és ki­
m utatja , hogy en n ek  speciális esete az ú. n . WiENER-féle in terfe ren tia- 
je lenségek értelm ezésére alkalm as.

A  XVI. fejezetben a fény po lározása sík jának  a  m ágnességi e rők  által 
lé tesíte tt elforgatását tárgyalja a i lAu.-féie je len ség  segélyével; eredm énye 
az eddigiek egyikével sem  egyezik teljesen ; végü l egy eddig m a jd n em  tel­
jesen parlagon heverő vagy legalább  e redm ény te lenü l miveit té r re  lé p : 
m egvizsgálja ugyanis a  d ielektrom os és a félvezető közegek mozgásának 
befolyását a fény terjedési sebességére.

A p á ly a m ű b e n  a  m a th e m a tik a i sz e m p o n to k  lé p n e k  e lő té rb e  é s  e  te k in ­
te tb e n  irálya  sz a b a to s  és t ö m ö r ; a  physika i v iszonyok  és v o n a tk o záso k  
tá rg y a lá sa  és é rte lm e zé se  h e ly e n k é n t ré sz le te seb b  le h e te t t  volna, m e ly  k ö rü l­
m én y  k ü lö n ö sen  a  m u n k a  k iad á sa  e se té b en  lesz  s z e m  előtt t a r ta n d ó .

Összefoglalva a  fen t kifejtetteket, a  bizottság úg y  találja, hogy a  nevezett 
1. szám ú, o A fény elektromossági elmélete« czím ű , «A haladás a tapasz­
talást kíséri» jeligéjű pályam unka a  pályázat m in d e n  lényeges feltételének 
m egfelel s ennek  alapján javasolja, hogy a pályadíj a  nevezett pá lyam unka 
szerzőjének odaítéltessék és k iadassák. #

A bizottság javaslata elfogadtatván, a felbontott jeligés levélből d r. Suták 
J ózsef neve tű n t elő.

*

Őszinte öröm m el fogadtuk a  h ír t,  hogy a m ag  jutalm azott pályam unka 
szerzője dr. S uták  J ózsef, a ki —  m ió ta  irodalm i m űködését a  M ath, és Phys. 
L apokban megkezdte •— T ársu la tunk  egyik legbuzgóbb és legm unkásabb tagja. 
Fogadja dr. S uták  az elért szép sikerhez legm elegebb üdvözletünket.

A szerkesztőség.
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A Magy. Tud. Akad. uj mathematikai jutalomtétele.
A z a lg eb ra  eg y ik  fo n to s fejezete, m e ly  m á r is ö n á lló  tu d o m á n y á g n a k  

te k in th e tő ,  a  l in e á r  h e ly e tte s íté sek  e lm é le téb ő l k iin d u lv a  k ü lö n ö se n  a 
b i l in e á r  és n ég y ze te s  a lak o k  v izsg á la táv a l foglalkozik, é s  n a g y je len tő ség ű  
a lk a lm azáso k ra  ta lá l n e m c sa k  az e g y e n le te k  e lm é le té b e n , h an em  a m a th e -  
m a tik á n a k  n em  egy lá tszó lag  táv o lab b  á lló  fe jeze tében .

K íván ta tik  egy o ly  m u n k a  m eg írá sa , m ely  20— 2 5  ívny i te r je d e le m b e n  
az  id e  vonatkozó  sz a k iro d a lo m  g o n d o s  és re n d sz e re s  fö lh aszn á lásáv a l az  
a lg e b ra  e ré szén ek  jó l  á tte k in th e tő  k éz ik ö n y v ét n y ú jtja .

Ju ta lm a a Lukács Krisztina nevére Lukács Móricz á lta l te tt  alapítványból 
1000 frt.

Pályázni kívánók fölhivatnak, hogy a  m unka terveze té t és elkészítése 
ha táridejét 1895 szep tem ber 30-káig a  fő titkári h ivata lná l nyújtsák be.

W in k e lm a n n ,  H a n d b u c h  d e r  P h y s i k .  II. III. B a n d . B reslau , T r e w e n d t  
1 8 9 3 — 1895. (II. k ö t. 8 5 5  old., III. k ö t. 1. rész 5 4 6 , 2 . rész 592 o ld a l.)  
Á ra  25  és 32 m á rk a .

A  nagy te r je d e lm ű  m ű , m elynek  m á s o d ik  és h a rm a d ik  k ö te te  e lő ttü n k  fe k ­
szik , első kö te té rő l e  la p o k  első é v fo ly a m á b a n *  é r te k e z tü n k . Jó nevű n é m e t  
p h y sikusok , k ik n ek  n ag y o b b  része  a  tu d o m á n y  e lő b b re v ite lé n  te v é k e n y e n  
vesz részt, e g y esü ltek  e kézikönyv sze rk esz tésé re . A m á so d ik  kötet a  f é n y ­
ta n n a k  van sz e n te lv e . Jó  b en y o m ást te s z  m in d e n e k e lő tt  a  tárgy ö ssz e á llí­
tá s a , m ely n a g y já b ó l m eg ta rtja  u g y a n  a  h a tá r t a  g e o m e tr ia i  és a  p h y s ik a i  
o p tik a  között, a  n é lk ü l  azo n b an  h o g y  ezeket oly m e re v e n  fe lá llítan á , a  
m in t  ezt m ás, h a so n ló  irán y ú  m ű v e k b e n  talá ljuk , h o lo tt  a  ha tá rv o n al e  k é t  
fe jeze t között ú g y  s e m  vonható  m e g  sz ig o rú an , a  m e n n y ib e n  in k á b b  d i ­
d a k tik a i é rték k e l b i r ,  s n em  a  d o lo g  lén y eg éb en  k e resen d ő . A g e o ­
m e tr ia i  o p tik áb an  m in t  h y p o th e tik u s  e le m  sze rep e l a  fénysugár, m e ly n e k  
i t t  h aso n ló  sz e re p e  ju t ,  m in t az A m p é re -fé le  á ra m e le m n e k , hogy s e g íts é ­
g év el a  h a tá s  in te g rá l is  törvénye m eg á llap íttassék .

A  geom etriai o p tika i részt Czapski írta , a fény term észetére  vonatkozó 
részeket pedig Drude. A speciálisabb term észetű fejezeteket, m in t p . o. a 
színképelem zőről K ayser értekezik, m in t ki ezen részszel különösen fog­
lalkozik; a  pho lom etriá t megírta Brodhun, a phosphorescentiát, a fény che- 
m iai hatásáról szóló reszt az egész m ű  szerkesztője, W inkelmann, a  fény 
sebességéről értekező  igen k im erítő  részt Auerbach ; a  törési viszonyok

* L. Math. Phys. Lapok I. 91.
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m eghatározásáról P ulfrich, a scintillatioról E xner Károly, az interferen- 
tiáról és a fény elhajlásáról pedig F eussner ír.

A  fén y  seb esség én ek  m e g h a tá ro z ásá ra  czélzó , oly jó l m eg eg y ező  e red m é ­
n y e k e t szo lgálta tó  m ó d sz e re k  u tá n  Auerbach a fénynek  k ü lö n fé te  any ag o k ­
b a n  való  te rjed ésé rő l sz ó l; to v áb b á  v izsgálat a lá  fogja a  fén y fo rrá s  befolyását 
a  fény  te r jed é s i se b e ssé g é re . Ez a befolyás a  fény  in te n z itá s á ra  és sz ínére , 
azaz  a  h u llá m h o ssz ra  v o n a tk o z ik . M in d k é t irán y b a n  a  v izsgála tok  nem  
ta r th a tó k  b e fe jeze ttek n ek . U gyanilyen á lla p o tb a n  van a  k é rd é s  a  fény­
te rje sz tő  közeg m o zg ásá t illetőleg, m ely  sz in té n  nyílt k é rd é sn e k  te k in ­
ten d ő .

A g eo m e tria i o p tik a  b ev eze té séb en  Czapski m in d e n e k e lő tt  a  d isc ip lina  
h a ta ra i t  ip a rk o d ik  m eg á lla p íta n i. A k ö v e tk ező  négy, tap a sz ta la tila g  igazolt 
tö rv én y re  ép íti a  g e o m e tria i o p tika  egész r e n d s z e ré t :  1. a  fé n y  egyenes te r ­
je d é sé re , 2. a  fén y nyaláb  egyes ré sze in ek  eg y m ástó l való fü g g e tlen ség ére , 
3 . a  re n d e s  tü k rözés és 4 . a  re n d e s  fén y tö ré s  tö rvényére . N e m  szabad  a zo n ­
b a n  fe le d n ü n k , hogy ez a  n ég y  tö rvény  csak  m eg közelítés, m in th o g y  a  tapasz­
ta lássa l sz ig o rú an  n e m  egyezik  m eg : a  fé n y su g á r  d ifrac tio tsz en v e d , a  vissza­
v e rő d ő  s u g á r  a  tü k rö ző  közeg b e  b izonyos m élység ig  b e h a to l s tb .

A visszaverődésről és a törésről szóló fejezetet a fény legrövidebb útjá­
ról való tétel vezeti be, s ebből mint következtetés a MALUs-féle tétel folyik, 
mely szerint valamely felületre merőleges sugárrendszer tetszőleges számú 
visszaverődés és törés u tán  merőleges m arad ugyané felületre.

Abbe az o p tika i k é p ek  sze rk esz tésé t tis z tá n  g e o m e tria i fe la d a tk é n t fogja 
fel, m ely  a  physikai v iszonyok tó l v o lta k é p en  te lje sen  fü g g e tlen . A lapjául 
c su p á n  c sak  azok a m a th e m a tik a i  v o n a tk o záso k  szo lgálnak , m e ly e k  érvénybe 
lép n e k , v a lah án y szo r k é t t é r  egym áshoz oly v o n a tk o zásb an  v a n , hogy az 
eg y ik b en  lé tező  k é p ző d m én y  a m ás ik b an  k é p e t  a lkot. M int a z  o p tik a i lek é ­
pezés á lta lá n o s  tö rv én y e i a  következők  s z e re p e ln e k : 1. a  lek é p ez é s  egy­
é r te lm ű , 2. az egyenes v o n a lo n  levő p o n to k  k é p e i sz in tén  e g y en e s  vonalon 
fek szen ek , 3. a  tá rg y té rb e n  levő sík képe  a  k é p té rb e n  ism é t sík .

Az o p tik a i kép  k e le tk e z é sé t vékony  fé n y n y a láb o k k a l a  ten g e ly h ez  közel 
c e n trá l t  g ö m b fe lü le tek e n  vizsgálja, s evvel a  len c sé k  és len c se ren d sze rek  
a la p tu la jd o n sá g a it tá rg y a lja . A m áso d ik  e se t az  a s tig m a tik u s  tö rés , azaz 
fe rd é n  beeső  fé n y n y a láb o k  ese te . A le k é p e z é s  h a tá ra in a k  m este rség es 
tág ítá sa  a  göm bi e lté ré s  és az ap la n a tism u s  e lm é le té re  vezet.

E zek  u tá n  a  szerző a  d io p trik a i re n d sz e re k  ch ro m a tik u s  e lté rése it, az 
a c h ro m a s ia  fe lté te le it és a  sp h a e rik u s  a b e r ra tio  függését a  h u llám h o ssz tó l 
tárgyalja .

K övetkezik  a fén y su g ár ú tja  a  p r ism á b a n , a  sz ínkép , az  o p tik a i készü­
lék e k  b e h a tó  tárgyalása , k ü lö n ö s  tek in te tte l az  op tikai re n d sz e re k  nyílásá­
tó l függő  tu la jd o n ság o k ra , m in ő  p. o. a  p e n e trá ló  képesség  s tb .

M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 15
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A z o p tik a i készü lékeket, a  szerző k é t c so p o rtra  o sz t ja :  1. vetítő  r e n d ­
sze rek , m in ő  a  szem , v agy  a  p h o lo g ra p h ia i k am ara , 2. a  lá tá s t  tám o g a tó  
k é sz ü lé k e k  (nagyitó , m lk ro sk ó p , te le sk ó p ).

A  következő fejezetben Stbaubel a  folytonosan változó tö résm utató jú  
közegek dioptrikáját tárgyalja, a m időn m indenekelő tt a  fénytrajectoriának 
differentialegyenletét felállítja és a lkalm azását m utatja a  szem  kristály 
lencséjén , továbbá a csillagászati és földi sugártörésen.

A  fo n to sab b  fe jeze tek  között e m líte n d ő  ezek  u tán  a  sz ín k ép e lem zés , a  
p h o to m e tr ia , a  f lu o re sce n tia  és p h o sp h o re sc e n tia  fejezete. A z  u tó b b ib a n  W ie­
demann E ilhard n y o m án  p h o to - , e lek tro -, c h e m i-, th e rm o -, t r ib o -  és k rysta llo- 
lu m in is c e n tiá t  k ü lö n b ö z te t  m eg. A fe jeze t v ég én  m ég u g y a n c sa k  W iedemann 
k ísé r le te i  em lítte tn ek , m e ly ek k e l s ik e rü lt  n e k i  a  fo lyadékok  flu o rescen tiá - 
já t  p h o sp h o re sc e n tiá ra  á tv á lto z ta tn i, az  á lta l, hogy a  flu o rescá ló  folyadékot 
z se la tin n a l m egfagyaszto tta , m i a  m o le c u lá k  szabad  m o zg ék o n y ság át m e g ­
ak ad á ly o z ta .

A  fén y  ch em ia i h a tá s á n a k  tá rg y a lá sa  u tá n ,  m elyben  a  sze rző  (W inkel­
mann) k iem eli, hogy ú ja b b  v izsgálatok s z e r in t  az ezü s th a lo g en -v eg y ü le tek - 
h e z  k e v e rt se n sib ilisa to ro k  (eosin, e r i th ro s in  stb .) az e m lí te t t  sók fény- 
é rzé k en y ség é t az egész  sz ín k ép re  k ite rje sz tik , k ö v e tk ezn ek  a  tu la jd o n k ép i 
th e o re tik a i  op tikai f e je z e te k : in te r fe ro n tia , fényelhajlás (d iffractio  vagy 
in f le x ió ) ; a  fény te rm é s z e té re  v o n atkozó  n é ze te k , k a p c so la tb a n  a p o láro - 
z o tt  fén y  e lő á llítá sá v a l; a  te rm észe te s  é s  a  ré szb en  p o lá ro z o tt  fény k ü lö n b ­
ség e  ; a  fénym ozgás a n a ly tik a i tá rg y a lása , a  fén y ae th e r h y p o th e tik u s  s ű r ű ­
ség e  ; a  fény  e lm éle te  á tlá tszó  tes tek  s z á m á ra  és a  p o n d e ra b ilis  tes tek  b e ­
fo ly ása  a  f é n y m o z g á s ra ; a  k ü lö n fé le  e lm éle tek  ö sszeh aso n lítása  az  
e le k tro m a g n e tik u s  fé n y e lm é le t e re d m é n y e iv e l ; az a n o m á lis  d isp e rsio  e lm é ­
le te , a  k e ttő s  tö rés, ro ta tio p o lá ro zás, a  fén y m o zg ás tö rv én y e i ab so rb eá ló  k ö ­
zeg ek  szám ára , az e lh a jlí to tt  fény p o lá ro zása . Úgy m in t az  e lső  k ö te tb en  itt  
is ta lá lu n k  an a ly tik a i tá rg y - és n é v m u ta tó t  a  könyv vég én , c sak  hogy jóval 
a la p o sa b b a t, m in t a m a z  volt.

A harmadik kötet k é t  részből áll. T á rg y a  az e le k tro m o sság  és a  m ág - 
n e sség . A leg több  fe je ze t Auerbach és Graetz to llából e re d t .  A kötet e lső  
ré s z é b e n  az e le k tro s ta tik a  és az e le k tro m o s  á ram o k  fo g la lta tn ak , a  m á s o ­
d ik b a n  a  m ág n esség  é s  az  á ram o k  k ü lső  h a tá sa ib ó l folyó e lek tro m a g n e tis -  
m u s , e le k tro d y n a m ik a  é s  inductio . E b b e n  a  részben  ta lá lh a tó  m ég  a  pyro- 
és p iezo -e lek tro m o sság  tárgyalása , a  m e ly n e k  helye in k á b b  az  első ré szb e n  
le t t  v o lna. Az egész k ö te t  befejezését az  á lta lá n o s  e lek tro m o sság i e lm éle tek  
a lk o tják .

A  k ö te t első ré szé t a  po ten tia l e lm é le t n y itja  m eg. Az á lta lá n o s  fogalom ­
m eg h a tá ro z áso k  u tá n  a  N ew ton-fé le  té rp o te n tia l  tu la jd o n sá g a i köve tk ezn ek ,



iRObAtOM . 227

s e z u tá n  m in d já rt á t té r  a  fe lü le ti p o te n tia lra  és an n ak  e le k tro s ta tik a i a lk a l­
m az ásá ra .

Az e le k tro s ta tik á b a n  a következő  fe jeze tek e t ta lá l ju k :  T ap asz ta la ti 
tén y ek , az  e le k tro m o sság  eloszlása a  v eze tő k ö n , m u n k a  és e n e rg ia  az 
e le k tro m o s  té rb e n , a  sű r í tő k  e lm éle te , a c c u m u la to ro k  é s  co n d en sa to ro k , 
a  c a p a c itá s  m érése , e le k tro m o s  k isü tés , e lek tro m o zó  g é p ek  és h a so n ló  k é ­
sz ü lék e k  (d u p lica to r, re p le n is h e r  stb.), e lek tro sk ó p o k  és e le k tro m e te re k , a  
d ie le k tro m o s  an y ag o k  tu la jd o n sá g a i, d ie le k tro m o s  á llan d ó k  m eg h a tá ro zása , 
e lek tro s tric tio , Q uincke, Duter és m áso k  id evágó  é rd ek es k ísé rle te ivel, az 
e le k tro m o z o tt an y ag o k  k e ttő s  tö rése .

E zek  u tá n  k ö v e tk ez ik  az  érintési elektromosság a  köve tk ező  főbb sz a ­
k aszo k k al : fe szü ltség i tö rv én y , galván  c o m b in a tió k  ; az e le k tro m o to ro s  erő  
m e g h a tá ro z á s a ; v o n a lo s  fe lü leti és té rb e li á ram o k  ; á ra m m é ré s  a  ho zzá­
való készü lék ek k e l, u . m . tájolók, g a lv a n o m éte re k , e le k tro d y n a m o m e te re k , 
v o lta m e te re k , e lek tro m o sság -szám o ló k  s t b . ; az  e llenállás és v eze tőképes­
ség  m e g h a tá ro z á sá ra  szo lgáló  m ó d sz e re k ; az  e lek tro ly tik u san  vezető tes tek  
veze tő k ép esség e  (o ldatok , sz ilá rd  és ö m le sz te tt sók), k ristályok, gázok  és lá n ­
gok  veze tő  képessége  ; k isü té s  és fé n y ív ; a  fény  befolyása e le k tro m o s  tü n e ­
m é n y e k r e ; a  C rookes- és G eissler-féle  c sővek  tü n e m é n y e i;  th e rm o e le k tro -  
m o ssag  ; e lek tro m o s v ilág ítá s ; m elegség  és e lek tro m o s m u n k a  g a lván lán - 
czo k b a n  ; elektro lysis, io n o k  v á n d o r lá sa ; e lek tro m o s e n d o sm o sis  és m eg ­
fo rd ítá sa , azaz ú g y n e v ez e tt á ram lási á ra m o k , m elyek a k k o r  k e le tk ezn ek , 
m id ő n  fo lyadék lik acso s falon  á ram o lv a , e lek tro m o s á ra m o t  hoz  lé t r e ;  
H elmholtz e lek tro ly tik u s  e lm é le te  és Dorn ráv onatkozó  igazo ló  k ísérle ti 
v iz s g á la ta i ; végül a  p o la risa tio  és az  a c c u m u la to ro k .

A k ö te t m áso d ik  ré sz e  a  m ág n e sség  ta n á v a l  kezdődik . A z a la p tü n e m é ­
n y e k  u tá n  következik  a  sa rk o k  k özö tti h a tá s , a  m ág n eses  té r , az  e rő v o n a ­
lak , a  m ág n esek  sz e rk eze te , táv o lb ah ató  e re jü k , in d u ctio , á lla n d ó  és változó 
m ág n esezés , co érc itív erő , telítés, p e rm e ab ilitá s , e rn y ő h a tá s , d iam ag n es- 
ség  ; a  m ág n eses  m é ré se k re  szolgáló k é sz ü lé k ek  leírása, u . m . az  in ten si- 
ta s  és i rá n y  m e g h a tá ro z á s á ra ; m ág n e se s  te re k , fajlagos m ág n e sség , ta rtó  
k é p esség  m á g n e se z é se ; a  fö ld m ág n esség  he ly i eloszlás és id ő b e li változás 
s z e r i n t ; a  fö ld m ág n esség  e lm é le te , a  k ü lö n fé le  tes tek  m ág n e sség e , fe rro ­
m ág n e sség  (a vas, n ik k e l, kobalt, a czé l és m ág n esv ask ő  m ágnessége), 
p a ra -  és d iam ag n esség  és e lm é le te i ; a  m ág n esség v o n a tk o zása  m ás  tü n e ­
m én y e k h ez , k ü lö n ö sen  a  ru g a lm asság h o z  (defo rm atiok , m ag n e to stric tio ), 
to v áb b á  m ec h an ik a i befo lyásokhoz, a  m eleg ség h ez  és fén y h ez  (po larisa tio - 
sík  fo rg atása , K err-fé le  tü n em é n y ).

Az e le k tro m á g n essé g  a  re n d e s  e lő a d ásb an , ho l a  H a li-fé le  é s  a  rokon  
tü n e m é n y e k  te r je d e lm e s  tá rg y a lá sá t k ie m e lh e tjü k . K övetkezik  az  e lek tro - 
d y n a m ik a  és az in d u c t io ; e le k tro m o s re zg é se k , az e le k tro m o s erő  te r je ­

15*
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dése, Maxwell elektrom ossági és m ágnességi elm élete, ú jab b  kutatásokkal 
bőv ítve ; a  m ágnességi és elektrom os m ennyiségek u. n . ab so lu t m értéke és 
a nem zetközi absolut m érték ren d szer; az inductio  techn ikai alkalm azásai 
(dynam oelektrom os gépek, erőátvitel, te le p h o n ia ) ; pyro- és piezoelektro- 
m osság ; az elektrom osság és m ágnesség tünem ényeire  felállított magya­
rázó hypothesisek (távolbahatás, m echanikai elm életek, m odellek, hydro- 
dynam ikai és örvényelm életek  stb.).

A  m it az első k ö te t ism erte té se k o r m o n d o ttu n k , a z t a  m áso d ik  és h a r ­
m ad ik  k ö te t m eg je len ése  u tá n  n a g y o b b  b iztossággal le h e t  ism éte ln i. Oly 
k éz ik ö n y v  ez, m ely  a  száz  he ly en  szé tszó rt v izsgálatokró l jó l  é r th e tő  m ó d o n  
szám o l b e . S z e rk ez e té b en  v an  u gyan  oly o rg a n ik u s  h ib a , m e ly e t m in d e n  
ig y ek e ze t d aczára  jó v á  te n n i  n em  le h e t. E n cy c lo p aed ik u s  m ü v ek  so ráb a  
való  és e k k én t a  k ö z é p u ta t  ak arja  m e g ta r ta n i  az e n cy c lo p aed ia  és a  k é z i­
k ö n y v  a lak ja  közö tt. A z en cy c lo p aed ia i a lak  az t k iv án n á , hogy  valam ely 
k ív án t tá rg y a t vagy fo g a lo m m ag y a ráz a to t k ö n n y en  le h e sse n  fe lleln i. E lég 
jó  u g y a n  a  tá rg y m u ta tó , d e  azé rt k ív án a to s  le t t  volna, h a  k ü lö n b ö ző  szedés 
és k ö n n y e n  á tte k in th e tő , eg y ö n te tű  tá rg y a lá s  e  czélt e lő seg íte tte  volna. De 
h a b á r  az  en cy c lo p aed ia  és a  kézikönyv k ö z t ingadozó  a la k ja  a  könyvnek 
k é tség k ív ü l n e m  le h e t  e lő n y é re , és h a  a la p o s  m egv izsg á lásk o r itt-o tt kifo­
g á so k a t is te h e tn é n k , a z é r t  jo o ld ala it tek in tv e , a m ű v e t ism éte lv e  a ján l­
h a tju k  a  szak tá rsak  figyelm ébe .

Heller Ágost.
*

D r .  H . K a y s e r ,  L e h r b u c h  d e r  P h y s ik  fü r S tu d ie re n d e . M ásodik 
k iad ás. E n k e, S tu t tg a r t .  1894-, X + 5 6 4  1. —  A ra  11 m á rk a .

Kayser k ö n y v én ek  m áso d ik  k iad ása  (m in te g y  100 o ld a lla l bővítve) egyike 
a  leg jo b b  kis k é z ik ö n y v ek n ek . R e n d k ív ü l világos és k ö n n y e n  é rth e tő  m ó ­
d o n  tá rg y a lja  a  p h y s ik a  m in d e n  fo n to sa b b  k é rd ésé t s  a  h o l egy k é rd és  
vagy e lm éle t ré sz le te se b b  ism e rte té sé re  n in c se n  te re  —  ig en  helyesen  
—  kö z li a  fo rráso k a t is, a  h o l az o lvasó  to v áb b i tá jé k o zá s t sze rezh et. Az 
egész  m ű v ö n  egységes s ig azán  p h y sik a i felfogás sz e llem e  vo n u l á t, és a 
m u n k a  kis te rjed e lm e  d a cz ára  a  ta p a sz ta la ti  tények , az  e lm é le t, a  m éré s i 
m ó d sz e re k  és e re d m é n y e ik : a  sz á m a d a to k  —  m ég  p ed ig  a  leg ú ja b b  v izs­
g á la to k  fe lh aszn álásáv al —  olyan sz e re n c sé se n  v a n n ak  összefoglalva, hogy 
azo k , a  k ik  n e m  ré sz le te s  ta n u lm á n y t k e re sn e k , a  p h y s ik a  m ai á llásáró l jó  
á tte k in té s t  sze rezn ek  b e lő le . A tö b b n y ire  vázlatos á b rá k  ig e n  á tn éze tesen  
v a n n a k  ra jzo lva s m é ltá n  c sa tlak o zn ak  a  szöveg röv id  és v ilágos m ag y a rá ­
z a ta ih o z , úgy hogy  az  é rd e m e s  m ű v e t v ezé rfo n alú l m e le g en  a já n lh a tju k .

K. J.
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22 . Bizonyittassék be a következő tétel: Ha az (A, A ,) ,  (B, Bj), (C, Ct), 
(.D, DJ pontpárok valamely kúpszeletre nézve konjugált párok, akkor 
az [ ( A ß ,  CD), (AiDl , ß j C J ] ,  [(AD, BC), (AÍB1, C j ß , ) ]  pontpárok 
ugyané kúpszeletre nézve cgyidöben konjugált vagy nem konjugált 
párok. (H a  A=Clt B=D 1 , C~A, D=BV ak k o r a  k é t  u to lsó  p á r össze­
esik  és H esse egyik té te le  a lap ján  m in d ig  k o n ju g ált lesz.) (Klug.)

Harmadik megoldás Blau Armin tanárjelölt úrtól Budapesten.

L eg y en ek  az a ,, b ,, c , , dl eg y en esek  r e n d re  az A , , ß , , C , , ß ,  p o n to k  
p o lá risa i. E zek a  fe lté te l é rte lm é b en  r e n d r e  á tm e n n e k  az  A , B, C, D p o n ­
to k o n . M ivel az K e^d J , (b^j)| egyenes az  (AlD1, BtCJ p o n t  polárisa, az 
a  k ije len té s , Hogy [ (A ß , CD), (A1D1, B1C1)] kon jugált p o n tp á r t  a lk o tnak , 
így is fo g a lm azh a tó , h o g y  az  (A ß , CD) p o n t  az K o^dJ, (0 ,0 ,)] eg y enesen  
fekszik . U gyancsak  az, hog y  [(AD , BC), (AlB1, C,D,j\ k o n ju g á lt  pólusok, 
k ife jezh e tő  e k k ép e n  i s : az  KaJ/J, (C jdJI egyenes á tm e g y  az  (AB, CD) 
p o n to n .

A fe la d a t m eg o ld ása  ezzel vissza v a n  vezetve a  k ö v e tk ező  g eo m etria i 
té te l b e b iz o n y ítá sá ra :

Ha az al ,b 1, c , , d1 egyenesek rendre átmennek az A, B, C, D pon­
tokon, ha továbbá az (AB, CD), (api,), (bxcj pontok egy ugyanazon 
egyenesen vannak, akkor az (cplj' egyenes az (AD, BC) ponton
megy át és megfordítva.

E n n e k  b izonyítása  p e d ig  nagyon e g y sz e rű . T ek in tsü k  u g y a n is  A D  ( e ^ d j  
és BC (bjCj) h á ro m szö g e k e t. E zek p e rsp e k tiv  h e ly z e tű e k , h a  (atbj, 
(AD, BC) és (C jd,) egy eg y en esen  v a n n a k . U g y an ek k o r az  |(ad ), (bjC,)! 
e g y en e s  AB, CD eg y en esek  m e tsz é sp o n tjá n  m egy k e re sz tü l. V iszont, h a  
e h á ro m  eg y en es egy p o n tb a n  ta lá lk o z ik , az e lőbbi h á ro m  p o n tn ak  egy 
e g y e n e se n  kell fe k ü d n ie .
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Negyedik megoldás Csillag Vilmos, műegyetemi tanársegéd úrtól.

V eg y ü n k  föl a  k ú p sz e le t  s ík jáb an  négy p o n t o t : A, B, C, D. H a  e p o n ­
to k n a k  a  k ú p sz e le tre  v o n a tk o zó  p o lárisa i r e n d r e  a, b, c, d, a k k o r  az

p o n to k  p o lárisa i
{AB, CD), {AD, BC) 

{ab, cd), {ad, be).

T ű z z ü k  ki m o st a  fe la d a tb a n  e m líte tt k o n ju g á lt  p ó lu so k a t, t. i. a-n a  
Ax, b-n  a  B1, c -n  a  Cx, d-n  a Dx p o n to t é s  í r ju k  m ég  rö v id en

AJ}x=u  B .C ^v.

{adu) és {bev)

kot háromoldal a k k o r  é s  c sak  ak k o r lesz perspektiv h e ly ze tű , h a  az 

{u, v) =  {A1D1, BxCf)

{ab, de)

A k e le tkező

m egfe le lő  o ld a lp á r az

te n g e ly b e n  talá lkozik , vagyis, h a  az (A1D1, B,0,) p o n t az  {ab, cd) egye­
n e sb e n , az  {AB, CD) p o n t  p o lá risáb an  fekszik . E b b en  és c s u p á n  eb b en  az 
e se tb e n  fognak  a  m eg fe le lő  c sú csp áro k  ö sszek ö tte tése i

{ad, be), A,BX, C1D1

egy c z e n tru m b a  fu tn i,  vagyis az (/I lB1, CxDf) pon t az (ad, be) eg y en es­
b en , az  {AD, BC) p o n t  p o lá r isá b an  fe k ü d n i.

Az előzők n é m i ism é tlé sév e l í rh a t ju k  te h á t ,  hogy az {A1B1, CJ)X) pon t 
a k k o r  és csak  a k k o r  fek sz ik  az {AD, BC) p o n t p o lá risá b an , h a  egyszers­
m in d  az  {A1D1, i ^ C j )  p o n t  az (A ß , CD) p o n t p o lá r isá b a n  v a n ;  m ás 
szóval az

[{AB, CD), {A1D1, B .C .) ] ,  [{AD, BC), {AXB„ CXDX))

p o n tp á ro k  egyidöben konjugált pólusok vagy nem.
T erm é sz e te se n  a  té te ln e k  duál té te le  is ig a z ; a b izo n y ítá sb an  csupán  

a  n ag y  és kis b e tű k  je le n té s é t  föl kell c se ré ln i.

*

Ötödik megoldás dr. Suták József, kegyesrendi tanár úrtól 
Budapesten.

A z A, B, C, D p o n to k k a l  valam ely k ú p sz e le tre  nézve k o n ju g á lt  pon tok  
b e n n e  v a n n a k  m eg fe le lő en  az a, b, c, d p o lá risa ik b an . A z {AD, BC) =  E
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p o n t  k o n ju g áltja i b e n n e  v an n ak  (a , d) (h, c) =  c e g y e n e s b e n ; az  
(AB, CD) =  F p o n t  k o n ju g á ltja i p ed ig  (a, b) (c, d) =  f  eg y en esb en .

H a  az  A, B, C, D-h e z  k o n ju g á lt p o n to k a t  At , Bx, C,, Dx-et  az a, b, c, d 
e g y en esek en  úgy v á la sz tju k  m eg, hogy  (AlB1, DlC1) =  E, pont az e egye­
nesen legyen, akkor kimutatom, hogy (A1D1, B1Cl) =  Fx pont az f  egye­
nesben van: azaz, hogy E, Ex és F, Ft pontpárok egyszerre konjugáltak 
vagy nem.

M esse ugy an is AyBx az f  e g y en est X, a  D1C1 p e d ig  Y p o n tb a n ;  p ro - 
jic z iá lju k  a zu tán  a  (c, d) c ze n tru m b ó l a ß , ,  Y, Clt Ex p o n to k a t  az e t e n ­
g e ly re  s a z u tá n  az e  ten g e ly en  n e k ik  m egfe le lő  p o n to k a t  az  (a, b) c z e n ­
tru m b ó l  az  A1Bl eg y en e sre , ez á lta l a  A j ,  X, Bx, Ex p o n to k h o z  ju tu n k , 
te h á t

(AjXBjßj) =  (ßjY.Cjßj),

azaz a  k é t p o n tso r p e rsp e k tiv  h e ly ze tű , m ié r t  is AXDX é s  Bx C , c sakugyan  
az  e eg y en esen  ta lá lk o z n ak .

*

Hatodik megoldás dr. Steiner Lajos meteorologiai intézeti 
assistens úrtól Budapesten.

L e g y e n  a  k ú p sz e le t e g y en le te  sz im b o lik u s  a lak b an  írv a :

le g y e n ek  továbbá
4  =  0 ;

A  k o o rd in á tá i X\ > X%» *̂ 3 ’ k o o rd in á tá i 2 /l, 2/2. 2/3
B Xí > Xfy, Xs) Bx « 2 /í, 2/2, 2/3
C X\ , CC2 , X$ , Cx « 2/i', 2/2, 2/3
D « X i x i \  X3* ; ö i « 2 /í" , 2/2", 2/3"

a k k o r  a  té te l prsem issái é r te lm é b e n

axay=°< ax'ay'=0’ ax"ay"—°’ ax'"ay"‘—°-
A z AB és CD eg y en esek  eg y en lete i igy í r h a tó k :

Mz= Mizi + u2z2+u3za=0, v ^ v tf i+ v 2z2 +v3z3=0,
a  h o l

«i =  (xoc')j =  x%xá—x3xv; m2 =  (aj*'), =  x3x'i—xjxá
ua - {xx')3 : ; xpxí—x2xí

«X =  ( x " x ' ” )1 =  x Z x U '— o & x Z ', v 2 =  ( x " x " %  =  x h ' x r — x'jx í}"  

vs =  ( x " x " ' ) 8 =  x j x ' í ' —x 'ix 'l .

Az AB és DC e g y en e se k  m e tsz é sp o n tjá n a k  E-n e k  k o o r d in á tá i :
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z1=(uv)1= u 2vs—u8v2, z2=(uv)2̂ .uav1— UjVg, Zg=(uv)^.ulv2- u 2v1\
h a so n ló k é p e n  az A1D1 é s  B1C1 m e tsz é sp o n tjá n ak , F ^ -n ek  k o o r d in á tá i :

H =  (w V )x , z2 ~  (u'v’)2, z s =  (u'v')s,
ho l

u'i =  (yy'")i, ué =  (yy'")2, U3=(yy"')3, 
v'i =  {y'y")i, vk =  (y'y") a, vh =  (y'y")a.

A z AD és BC m e tsz é sp o n tjá n ak , F -n e k  k o o r d in á tá i :

t i  =  (mn) j ,  t2 =  (mn)2 , í8 = ( « n ) 8 ,

m !  =  ( * x '" ) i ,  m2 =  (xx"')2, m,a =  (xx'")8, 
» i  ^ (x - 'c c " ) i ,  n 2 =  ( x 'x " ) 2 , n 8 = ( x 'x ' ' ) 3 .

V égre  A j f í j ,  b\ m e tsz é sp o n tjá n a k  k o o r d in á tá i :

í j  =(m'n')1, ti =(m'n')2, ti = ( m 'n ' ) 8 ,
ho l

™í=(*/2/')i> rnk={yy') 2, mi=(yy')8,
n'x = ( y 'V " ) i ,  ni = { y " y " \ ,  n i =(y"y'") 8.

£  é s  Ei k o n ju g á lt p o n tp á r t  k é p ez n ek , h a  (awu) (auV) — 0, 
F  « F x « « « « (amn) (a m 'n ')  =  0 .*

H a  s ik e rü l  k im u ta tn u n k , h o g y  :

(a « c )  (au'v')-k (amn) (am'n'),

ho l /f á lla n d ó  m en n y iség , a k k o r  ezzel té te lü n k  be van b izonyítva. E n n ek  az 
e g y en le tn e k  fen n á llá sá t n e m  n eh éz  b eb izo n y ítan i. Az

« 1 , « 2 ) ® 3  > h j , í>2! n8 ; Cd  c2 , c8 ; d x, , d 3

m e n n y isé g e k  k özö tt m in d ig  fe n n á lln a k  a  köve tk ező  a zo n o sság o k  :

(ab)2 (cd)8 —  (ab)3 (cd)2 =  bx (a c d )  —  a 1 (bed )
(a b )3 (c d )j —  (a h )1 (cd)3 =  b2 (a c d )  —  a2 (bed) 1 )
(ab )! (cd)2 —  (a b )2 (cd)x =  bs (acd) ■—  a 8 (bed)

ho l (ab)2, (c d )3 e tc. m á s o d re n d ű , (acd), (bed), h a rm a d re n d ű  d e te rm in á n ­
so k a t je le n te n e k , a  m e ly e k n e k  képezési tö rv é n y e  a  fe n te b b ie k  u tá n  ism e­
re tes .

* axay=0 egyenlet m in tá já ra ; (auv), (au'v') etc.

M, Vl “ i wj <
a2 «9 «2 « 2 « 2

a 3 m3 % ? Ctg n ' »i
determ inánsokat jelentik.
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Az 1) eg y en lő ség ek  seg ítségével k ö n n y e n  n y e rjü k  :

(auv)=ax, {xx"x"')—ax (x’x"x"')t (au'v')=ay,„ (yy'y")—ay (y'y"y'"); 

(■amn) és (am'n') h á ro m fé le k é p e n  b o n ta th a tó k  f e l :

(■amn) =  ax„ (xx'x'") —  ax, (xx"x"'), 
(amn)'= ax„, (xx'x") —  ax (x'x"x"'), 
(amn) =  ax„ (xx'x'") —  a , (xx"x"'), 

(am'n') =  ay„ (yy'y'") — ay,„ (yy'y"), 
(am'n') =  ay„ (yy'y'") — ay,„ (yy'y' " ) ; 

(am'n') =  ay, (yy"y'") — ay (ij'y"y’") ;

Az egy so rb a n  lévő  k ifejezések sz o rzá sa  u tá n  és az

axay ~ axMy'~ax''ay''=ax'"ay"’= °
egy en lő ség ek  te k in te tb e  vé te léve l —  e re d  :

(auv) (au'v') = a x. ay,„ {xx"x'"){yy'y") —ax ay,„{x'x"x"') {yy'y") - 
- a x,ay„ {xx"x'") (y'y"y"'),

(amn){am'n')=ax, ay,„ {xx"x'"){yy'y") —ax„ay,„{xx'x"') {yy'y'") —  

—axMy„ {xx"x'") {yy'y'"),
{amn){am'n')—ax,„ay„ (xx"x'")(yy'y'") +ax ay,„ (x'x"x'") {yy'y") —  

ax ay" {x'x"x'"){yy'y'"),
{amn){am'n')=ax„ay, {xx'x'") {yy"y'")—ax„ay {xx"x'") (y'y"y' " ) —  

— ax'ay (xx"x'")(y'y"y"').
H a  (amri) {am'n') h á ro m  u to lsó  a la k jáb ó l

{amn) {am'n')— (amn) {am'n')— (amn) {am'n’)—— (muri) {am'n')

k ife jezést k ép ezzü k , l e s z :

- -{amn){am'n') - - ax,ay,„ {xx"x"') {yy'y")—axay„, (x'x"x'") {yy'y") — 
—ax,ay (xx"x'") {y'y"y'")~ax„ {xx'x’") [{yy'y") ay,„ +
+{yy"y"') ay,-{y'y"y'") ay] - a y„ (yy'y'") [(xxTx'") ax, 4  

+  {xx'x") ay ,,,—  {x'x"x'") a j .

A  [ ] közt levő k ife jezések  az :

{abc) dx— {abd) cv+{acd) bx— {bed) ac= 0 *

* dx, cx etc. c1x1-̂ -c2x̂ -\-ĉ ica etc. kifejezéseket jelentik.
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a zo n o sság b a n  k ife jeze tt té te l  a lap ján

iyy'y'") ay"» (xx'x"') ax„

a lak o k k al h e ly e tte s íth e tő k  ; -— (amn) (am'n') n y e r t  a lak já t ö sszev etv e  (auv) 
(au'v') a lak jáv a l, n y e r jü k :

— (amn) (am'n')=(auv) (au'v')— 2 ax„ay„ (xx'x'") (yy'y'"), 

és m ivel

ax"ay " = °
azért

(auv) (au'v')=— (amn) (am'n').

F e n n e b b i k á lla n d ó n k  te h á t  — 1-gyel eg y en lő .
A n y e r t  egyen letbő l a  b e b iz o n y íta n d ó  té te l  eg y szerű en  leo lv ash a tó . Az

(auv) (au'v') +(amn) (am'n' ) = 0

eg y en le t a lak jáb ó l eg y szersm in d  k itű n ik  a  b eb izo n y íto tt té te l  in v a rián s  
jellege, a zaz , hogy a  m é r ta n i  a lak o k  p ro jek ez ió ja  a lk a lm áv al is m eg ta rtja  
é rv én y esség é t, a  m i k ü lö n b e n  e lő re  lá th a tó  volt.

Dr. Steiner Lajos úr e feladatot synthetikai úton is megoldotta. Szerk.

FELADATOK.

31 . Adva van az A1A2A3Ai tetraéder és a Ppont. Az A1P, A,J\ AaP 
illetőleg At Pmetszéspontja az /12 /t,,/14, A3AiA1, AlA1A2, illetőleg A1A2A3 
síkkal legyen Bv P>,2. Bs illetőleg Bv Megvizsgálandó ama P pontok 
geometriai helye, a melyekre nézve a B1P>9B„líi tetraéder köbtartalma 
állandó. (T őtössy.)
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Bolygórendszerünk határairól.
A  távolság, m e ly  a  h o zzán k  leg k ö z e le b b  eső  á llócsillago t a  N aptó l e lvá­

lasz tja , 2 7 5  eze rszer n ag y o b b , m in t a  N a p n a k  a  Fö ld tő l való  közepes táv o l­
sága , é s  eb b en  az ó r iá s i té rb e n  m ai tu d á s u n k  sze rin t N e p tu n u s  a  legszélső 
bo lygó , m ely  e k ö z n e k  c sak  első 9 1 7 0 -e d é b e n  kering . N e m  u ta s íth a tju k  te ­
h á t  m e re v e n  vissza a  k é rd ést, váljon N e p tu n u sb a n  tén y le g  b o ly g ó ren d sze­
r ü n k  h a tá rá t  ism erjiik -e  ? E z t fe lte n n ü n k  n y o m ó s ok é p e n  n e m  készte t, m e r t  
az ek lip tik á i öv á tk u ta tá sa  sem  b iz to s í th a t  arró l, h o g y  az  esetlegesen  
m eg lev ő  n e p tu n u s o n tú l i  bolygót m á r  m e g  k e lle tt volna le ln i,  m ely  okvetet- 
le n ü l  h a lv án y ab b , m in t  a  8 -a d re n d ű  k is csillag , m elye t m o s t h a tá ru l  te k in ­
tü n k , s  m ely  egy n a p  lefolyása a la tt  leg fö leb b  1 0 ” -nyi ú t a t  te h e t m eg  az 
é g e n . íg y  m egfigyelte  pl. hosszú  id ő v e l fe lfedez tetése  e lő tt  F lamsteed 
1 6 9 0 -b e n  ö t ízb en , Lemonnier 1768— 6 9 - b e n  nyolcz íz b e n  az  U ran u st, és 
Lalaxde 1 7 9 5-ben  k é ts z e r  a  N e p tu n u s t, a  n é lk ü l, hogy b o ly g ó  te rm észe té t 
fe lism e rte  volna. D e a z t sem  v á rh a tju k  m é g  m ost, h o g y  az  esetleges új 
bolygó  N e p tu n u ssa l é re z te te t t  p e r tu rb a tió iv a l á ru lja  el lé te z é sé t és helyét, 
m in t  te t te  N e p tu n u s  U ra n u ssa l sz e m b e n , m e r t  e bolygó k i tű n ő  N ew com b- 
fé le  tá b lá i  d aczára  a n n a k ,  hogy a  m o s t  m a jd  százados L a lan d e -fé le  m e g ­
figyelést is felö lelte, m é g  a n n y ira  p o n to sa k , hogy a  m eg fig y elések  m essze ­
m e n ő  p o n to sság án  b e lü l  sem  leh e t z av a ró  k ü lső  bo lygóra  g o n d o ln i.

M ásrész t egyenes b izo n y íték u n k  v a n  a r r a  nézve, h o g y  N a p u n k  h a tá s ­
k ö re  a  N e p tu n u s  p á ly á ján  m essze tú l  te r je d , s hogy a  szo m széd o s á lló ­
c s illa g o k k a l sz e m b e n  e lég  h a ta lm a s a r r a ,  hogy ily n a g y  táv o lság o k b an  is 
b o ly g ó t á llan d ó  k e r in g é sb e n  m ag áh o z  lán czo ljo n . Az O lb e rs-, P o n s- és 
H a lley -fé le  p e rio d ik u s  üstökösök  n a p - tá v o li  p o n tja  a  N e p tu n u s  pályáján  
k ívü l esik , az a u g u sz tu s i,  sz in tén  p e r io d ik u s  hu lló csillag ra j m é g  ezeknél is 
m essz eb b  h a to l a  v i lá g ű r  m élyeibe é s  m é g  in k áb b  szól ez  sz á m o s ü stö k ö s­
rő l, m e ly e t a  p á ly am eg h a tá ro zás b iz to sa n  e llip tik u sn ak  m o n d , h a  edd ig  
m in d já r t  csak  eg y etlen eg y  m eg je len ése  k é p e z te  a  m egfigyelés tárgyát.

A  k é rd és te h á t  az, váljon  m ily  m ó d sz e r  sze rin t k e re s e n d ő  az ese tle ­
ges bo lygó , m iu tá n  lé te zé sé t eleve e lta g a d n u n k  n e m  sz a b a d  ? Az e lőbb  
m o n d o tt  okoknál fogva  a  pusz ta  k e re sé s  e lő re lá th a tó lag  s ik e rre  vezetn i 
n e m  fog, m e r t  va ló sz ín ű ség g el csak a n n y i t  v á rh a tu n k , h o g y  az  új égi te s t 
az  e k lip tik a  sík jáh o z  k ö ze l m ozog. De m íg  az ú jk o r le g n a g y o b b  távcsövei­
b e n  se m  v á rh a tu n k  h a tá ro z o tt  k o ro n g o t é s  a  lassú  n a p i m o z g á s  u g y ancsak  
m e g n e h e z íti  a  fe lta lá lá s t. Az e lm éle t to v á b b á  n e m  a d  leg csek ély eb b  fe l­
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v ilá g o sítá s t sem  a r ra  n ézv e , hogy  az e k lip tik a  m e n té n  ho l v o ln a  ke resen d ő  
az  ú j bolygó, m in t te tte  e z t N e p tu n u s  e se té b e n .

M íg te h á t  ez ú to n  a  k é rd é sn e k  csak  v a ló sz ín ű  e ld ö n té se  is  te ljesen  a  
v é le tle n sé g re  vo lna b ízva , az  ú jab b  ko r az  ü stö k ö sö k  és h u lló c s illag o k b an  
m eg  eze k  szoros ö ssze fü g g éséb e n  m ó d o t n y ú jto t t  a  d ö n tés re , m ó d o t, m ely­
n e k  e lm é le ti  ré szé t m á r  Laplace tisz táz ta . M in d in k áb b  v a ló sz ín ű v é  válik 
u g y an is , hogy  a  csek ély  ex en tric itá ssa l b iró , b o ly g ó re n d sz e rü n k  á llandó 
tag ja iv á  le t t  ü stö k ö sö k  a z o n  p a rab o lik u s  vagy  csak  év ez red es  p e rió d u so k ­
kal b iró  üstö k ö sö k  c so p o rtjá b ó l k e rü ln e k  ki, m elyek  ú t ja  v a la m ik o r egy 
h a ta lm a s  bolygó szo m sz éd ság á b an  v e z e te tt  el, úgy hogy  le g a lá b b  rövid 
id ő re  ez tek in th e tő  k ö z é p p o n ti  test g y a n á n t, m íg  a N ap  c sa k  a  háborgó  
te s t  s z e re p é t  viszi, a  m e n n y ib e n  a  b o lygó  h a tá sa  a  N a p é t  ez  idő a la tt 
m essze  tú lszá rn y alja . Ily e se tn e k  le g fra p p á n sa b b  pé ldá ja  az  1 7 7 0 -ik i Lexell- 
féle ü stö k ö s, m ely n ek  e lső  p á ly a m e g h a tá ro z á sa  közel 5 2A év n y i keringési 
id ő h ez  v eze te tt. Mivel a d d ig  ily erős e ll ip tic itá s  üstökös p á ly á n á l  n e m  m u ­
ta tk o z o tt, az  e re d m é n y  so k k a l fe ltű n ő b b  v o lt, sem hogy a  sz á m ítá so k  leg­
sz ig o rú b b  e llen ő rzése  n é lk ü l  b iza lo m m al e l le h e te t t  vo lna  fo g a d n i, s ezért 
Burckhardt a  m egfigyelések  új d iszkussz ió ja  s  a  h aszn ált ö sszeh aso n lítás i 
csillagok  h e ly ze tén ek  p o n to sa b b  m e g h a tá ro z á sa  a lap ján  ism é te lte  a szám í­
tá s t, m ely  Lexell p á ly á já t igazolta , a  m e n n y ib e n  a k erin g ési id ő  5 év 209 ,4  
n a p n y in a k  ad ó d o tt. U g y a n az o n  e re d m é n y h e z  ju to tt  k é ső b b  Clausen és 
Leverrier, úgy hogy Lexell és Burckhardt e red m én y e  k é ts é g e t k izáróan  
áll. D e  k é te ly ek e t o k o zo tt, váljon m é r t  n e m  volt lá th a tó  e z e n  szám ítás 
a la p já n  az  üstökös 1776 m árc z iu sá b a n , vagy 1781 o k tó b e ré b e n  s í .  t . ? 
h o lo tt  n á la  g y engébb  ég i te s tek  n e m  k e r ü l té k  el a  figyelm et ? A felelet e 
k é rd é s re  te lje sen  v á ra t la n  v o l t : a  h e ly ze t k iszám ítá sa  m u ta t ta ,  hogy  az ü s ­
tö k ö s  1767  m áju s  2 7 - ik é n  oly közel k e rü lt  Ju p ite rh e z , h o g y  e n n e k  h a tása  
egy id ő n  á t  a  N ap é t te te m e s e n  fe lü lm ú lta , é s  az addigi, a  LEXELLÉ-től te lje ­
se n  e lü tő  p á ly á t a  L e x e ll-B u rc k h a rd t féle p á ly áv á  m ó d o síto tta . E  pályában  
1 7 7 0  ju n iu s  2 8 -án  te te m e s e n  m eg k ö z e líte tte  a  Fö ldet, m íg  a u g u s tu s  13-án  
109 m illió  km . táv o lsá g b an  e lé rte  p e r ib é l iu m á t ; 1776 m á rc z iu sá b a n  tén y ­
leg  v issz a té rt u g y an é  p á ly á b a n  a N ap h o z, c sakhogy  a k k o r  a  F ö ld  pályájá­
n a k  á te lle n e s  p o n tjá ra  á llv a  3 1 2  m illió  k m n y ire  k e rü lt tő le , s  a  k é t égitest 
k ö z ö tt á llo tt a  N ap, úgy  h o g y  az ü stö k ö s ez  id ő tá jt  sehogy s e m  volt lá th a tó . 
1779  a u g u sz tu s  2 3 -ik án , m iu tá n  az ü s tö k ö s  m á r  12 évig j á r t a  a  Lexell-féle 
p á ly á t, ism é t nag y o n  k ö z e l k e rü lt J u p i te rh e z ,  oly közel, h o g y  e  bolygó s
4 -d ik  h o ld ja  k ö zö tt á tm e n t.  E  táv o lság b an  J u p i te r  h a tá sa  a  N a p é n á l  24-szer 
e rő se b b  volt, s a  pá lya  ú j r a  m e g v á lto z o tt ; m in t az e re d e ti  pálya , úgy ez 
is so k k a l e x c e n tr ik u sa b b  le lt.

E z ü s tö k ö sse l, m in d e n  v a ló színűség  s z e r in t ,  m ég  eg y szer ta lá lk o zu n k , 
m e r t  a lig  szenved  k é ts é g e t, hogy az 1 8 8 9 -ik  év V. vagy B ro o k s-fé le  üstö -
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kössél azonos, m e ly re  n ézv e  C h a n d l e r  k im u ta tta , h o g y  u g y ancsak  1 7 7 9 -b e n  
Ju p ite rh e z  közel já rv a , p á ly á ján ak  te lje s  á tvá ltozását k e lle tt  e lszen v ed n ie .

Hogy m ib e n  áll tu la jd o n k é p e n  az  üstökösök é s  hu lló csillag o k  r o k o n ­
sága, ina  m ég  te ljes  b iz to n ság g al n e m  m o n d h a tju k  ; e lég  az hozzá, hogy  
az a u g u sz tu s i (P e rse id á k ) , a  n o v e m b e r  13-diki (L e o n id á k )  és a  n o v e m b e r  
2 8 -d ik i (A n d ro m e d id á k )  ra j, ille tve  az  18G2. III., az  18GG. I. és a  B ie la -fé le  
ü stö k ö s p á ly á jáb an  h a la d . V alósz ínű , hogy  az ü s tö k ö s t alkotó « k o sm ik u s  
felhőt»  v a lam ely  bo lygó  közelsége  m ia tt  a  b e lső  ö sszefüggését legyőző  
v o n z ásk ü lö n b ség  sz é tb o n tja  és ra jjá  a lak ítja , m ik é n t ez  szétoszló ü s tö k ö sö k  
egy n e h á n y  e se té b e n  ész le lh e tő  is vo lt. Az előbb e m lí te t t  1889-iki B ro o k s- 
féle ü s tö k ö s  1886 m á ju sá b a n  J u p i te r  te te m e s k ö ze lség e  m ia tt tén y leg  s z e n ­
v ed e tt ily oszlást. A z o n k ív ü l tu d ju k , hogy  több  száz  m e te o rra j van , m e ly ­
n e k  k isu g árzási p o n tja  ü stö k ö sö k  c so m ó p o n tja iv a l összeesik, ú g y  h o g y  
ezek  sz á m á ra  is az ü stö k ö sse l való p á ly aazo n o sság  m a jd n e m  b izonyosság ig  
em elk ed ik .

E zen szoros, k ü lö n b e n  bá rm ily  m á s  je len ség en  a la p u ló  k ap o csn ál fogva 
te rm észe tes , ho g y  a  m e te o rra jo k  —  m ely ek  ta lán  sza p o ra sá g u k n á l fogva  e 
czé lra  m ég  k é n y e lm e se b b  seg éd eszk ö z t is n y ú jth a tn a k  —  nagy b o ly gókhoz  
való k ö zeled ésü k  a lk a lm á v a l h a so n ló  p á ly a á ta la k u lá so k a t szen v ed n ek , m in t  
az üstökösök , és e n n e k  tám o g a tá sá u l n e m  é rd ek te le n  a  m egjegyzés, h o g y  
Leverrier valószínűvé  tu d ta  te n n i, h o g y  a  nagy n o v e m b e r i  ra jt —  a  leo n i-  
d á k a t —  1 2 6 -b a n  K r. u . U ra n u s  vonzása  k é n y sz e r íte tte  m ai p á ly á jáb a , 
m ely  a  F ö ld é t é v e n te  m etsz i.

M ost m á r  e lég g é  é r th e tő  az  e szm em en e t, m e ly  valam ely  ü s tö k ö s  
vagy m e te o rra j je le n le g i p á ly á jáb ó l k övetkezte t a z o k ra  a  h á b o rg áso k ra , 
m ely ek et a  p á ly a  v a lam ely  nagy  b o ly g ó  közelsége fo ly tán  sz e n v ed e tt, és 
eb b ő l m eg fo rd ítv a  m eg á lla p íta n i ip a rk o d ik , váljon e z e n  bolygó n e m -e  m é g  
valam ely  ism e re tle n , N e p tu n u so n  tú l  k e rin g ő  égi te s t  ? F orbes b ú v á rk o d ik  
ez  irá n y b a n , s  b á r  k u ta tá sa in a k  e d d ig  n in cs  m eg  m é g  a  gyakorla ti e r e d m é ­
n y ü k , k é tség te len , h o g y  a  vezérelv  h e ly es. H a  v a ló sz ín ű n ek  fogad juk  e l a 
g o n d o la to t, hogy  a  röv id  k e rin g ési idővel biró ü s tö k ö sö k  és m e te o rra jo k  
k ü lö n ö sen  a  szélső  bo lygók  von zása  fo ly tán  le ttek  á lla n d ó  polgárai bo lygó- 
re n d sz e rü n k n e k  : a k k o r  a  F o rb e s-fé le  m e th o d u s  a  leg k é n y e lm eseb b  és 
b izo n y á ra  a  s ik e r k ilá tásáv a l le g in k á b b  k ecseg te tő  ú t  a  N e p tu n u so n  tú li  
bolygó fe lfedezésére .

A m ó d szer an a ly tik a i részé t, m in t  em lítők , m á r  Laplace szo lg á lta tta , ki 
a  M écan ique  cé les te  IX . k ö n y v é b en  az  üstö k ö sp á ly ák  m eg v á lto zását k u ­
ta tja , h a  ezek  v a lam ely  bolygó közel szo m széd ság áb an  h a la d n ak  el. A  m e g ­
o ldás eg yszerű  és teljes , d e  te ljes  s ik e r re l  m ég sem  h a sz n á lh a tó  a  b e n n ü n ­
k e t é rd ek lő  p ro b lé m á n á l, m e ly n e k  k é rd é sé t in k á b b  ez  a lak b an  te h e t jü k  
f ö l : T e k in th e tjü k -e  v a lam ely  p e r io d ik u s  üstökös je le n le g i pályáját o ly a n ­
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n a k , m elye t v a lam ely  nagy b o lygó  közelsége egy  e red e tileg  p a ra b o la s  p á ­
lyábó l a lk o to tt  ? A z igaz, hogy  ily e té n  a lak b an  n e m  g o n d o lu n k  a m a  le h e ­
tőséggel, hog y  az  ü stö k ö s tö b b sz ö rö s  közelítéssel n y e rte  el je le n le g i p á ly a ­
fo rm áját.

A g o n d o la tm e n e t, m elye t Laplace n y o m án  T isserand * s ez u tá n  Cal- 
landreau ** k ö v e t, ve le jéb en  a  k ö v e tk e z ő : H a  v a lam ely  üstö k ö s oly közel 
j u t  egy nag y  bo lygóhoz, hogy e n n e k  k ö v e tk e z té b en  pályája e g észe n  á ta la ­
ku l, a  h á ro m  te s t  p ro b lé m á já n a k  a z o n  k ü lö n le g e s  ese tével á llu n k  sz e m b e n , 
m e ly b en  a h á b o rg ó  bolygó b e fo ly á sa  egy b izo n y o s id ő n  á t a  c z e n trá l is  tes­
té t  te te m e se n  fe lü lm ú lja . M ivel az  e  fajta  sz á m ítá so k n á l v a lam i m essz e ­
m en ő  p o n to ssá g  ú g y  sem  v á rh a tó , úgy szokás e ljá rn i ,  hogy a  b o ly g ó t h a tá r ­
távo lságával m in t  su g á rra l le ír t  g ö m b b e l k e r ít jü k  be , m elynek  m é re te  az ­
á lta l van  ad v a , h o g y  b e lse jéb e n  a  bolygó p e r tu r b á ló  e re jén ek  v iszonya  a 
N ap  közv etlen  von zásáh o z  m in d e n ü t t  nagyobb leg y e n , m in t  a  N a p  p e r tu r ­
bá ló  v o n z á sá n a k  v iszonya a b o ly g ó  közvetlen  h a tá rá h o z . A zon rö v id  időn 
á t, m elye t az  ü s tö k ö s  a h a tá r tá v o lsá g o n  b e lü l tö lt, a zu tán  a  N a p  h áb o rg ó  
befo lyását te lje s e n  el szokás h a n y a g o ln i.

A h a tá r tá v o lsá g  te tsz é ssz e rin ti i rá n y b a n  sz ig o rú a n  n em  is g ö m b , h an em  
a  következő fe lü le tte l  van  ad v a  :

h a  r a  bolygó k ö zep es  p á ly a su g a rá t, m a  N ap h o z  viszonyított tö m e g é t  és v 
a  bolygó és ü s tö k ö s  a  N ap n á l k é p e z e tt  szög letét je le n ti .

Az ü s tö k ö sp á ly a  e red e ti e le m e iv e l m e g h a tá ro z h a tju k  m o st a  « h a tá r­
felület» a m a  p o n tjá t ,  m ely b en  a z  üstökös a  n a g y  bolygó tú ln y o m ó , sőt 
k izá ró lag o sn ak  te k in th e tő  v o n z ása  k ö rébe  lép . E  fe lü le ten  b e lü l, m elye t 
csekély  és i t t  s z á m b a  sem  jövő  e lh an y ag o lássa l g ö m b n e k  is sz a b a d  te k in ­
te n ü n k , az  ü s tö k ö s  a  k é t te s t  p ro b lém ája  é r te lm é b e n  h a lad , m iá lta l  a 
h a tá sk ö rb ő l va ló  k ilép ésén ek  p o n t ja  és seb esség e  is  ad o tt, úgy h o g y  ezáltal 
az  á ta lak íto tt p á ly a  á llan d ó i te lje s  m e g h a tá ro z ás t n y e rn ek . A z u tá n  csak 
fo rm ális á tírá s  do lga, hogy a  v é g e re d m é n y b e n  az  ú j pálya e lem ei leh e tő leg  
a  nagy  bolygó k ö rü li  pálya e le m e in e k  k ik e rü lé sév e l az e red e ti p á ly a  á lla n ­
d ó in ak  fu n c tió ja  g y a n án t s z e re p e lje n e k .

A g o n d o la tm e n e t  m a th e m a tik a i  kivitele é rd e k e se b b  m o m e n tu m o k a t  
alig  n y ú jt, és en n é lfo g v a  in k á b b  az  e red m én y e k  rö v id  re g isz trá lá sá ra  szo­
r ítk o z h a tu n k . M indössze ta lá n  a z t  kellene e m lí te n i ,  hogy m in d k é t  id éze tt

* Sur la  théorie  de la cap tu re  des cométes périodiques. Bull. astr. 1889.
** Etude su r  la  théorie des com étes périodiques. Ann. de VObservatoire 

de Paris; Mám. t. XX.
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szerző Jacobi* egy integrálját szerepelteti, mely egy szilárd s e körül 
egyenletes körmozgásban haladó czentrumtól vonzott szabad pont mozgá­
sára vonatkozik; jelen esetben az integrál azt a tényt fejezi ki, hogy az 
üstökösnek a nagy bolygó körüli sebessége a határgömb be- és kilépő pont­
ján ugyanaz.

E d d ig  m in d ö ssz e  2 5  p e rio d ik u s  ü s tö k ö s t ism e rü n k , m e ly ek  Ju p ite r  
b e h a tá sa  fo ly tán  a  b o ly g ó ren d sze rü n k  á lla n d ó  tagjaivá le tte k  ; e ze n  csoport 
a lk a lm a s  an y ag o t szo lg á lta t a rra , hogy az  e lm é le te t a  v a lósággal össze­
h a so n líth a ssu k , s ez ok b ó l a  szám b eli a d a to k a t  te rm é sz e te se n  m in d  Ju p i­
te r re  v o n a tk o z ta tju k .

H a  az e red e ti p á ly á t p a rab o lá sn ak  té te le z z ü k  fel, m in t  ez a  v ilág­
ű rb ő l h o z z á n k  ju tó  ü s tö k ö s  seb esség én ek  le g in k á b b  m eg fe le l, akkor az 
á ta la k íto tt  pálya e ll ip tik u s  fél nagy ten g e ly e  2 ,GO és 6 ,2 8  szé lső  é rtékek  
k ö zö tt váltakozhatok  oly m ó d o n , hogy le g in k á b b  3 ,14  é r té k  k ö rü l csopor­
tosu l. A  m o n d o tt  c so p o rt tö b b  tag já n ak  fél nag y  ten g e ly e  eze n  u tó b b i 
é r té k h e z  fe ltű n ő en  közel áll, és az egész c so p o rt p á ly a m ére te i szem p o n tjá ­
ból o ly an n a k  tek in th e tő , m e ly  e red e tileg  p a ra b o la s  pá lyán  J u p i te r  vonzás­
k ö ré b e  h a to lt . C sak az E n ck e -fé le  ü stö k ö s te sz  m ég  egyelő re  k ivéte lt, m e rt 
fél n ag y  ten g e ly e  2 , 2 1  a  ta lá lt  alsó h a tá ro n  b e lü l fekszik, m íg  a többi fé l­
ten g e ly  m in d  2 ,8 5  és 4 ,2 8  k ö zö tt c so p o rto su l. E n n ek  m a g y a ráz a tá n á l n em  
szü k ség es é p p en  e lle n tá lló  közegre  g o n d o ln u n k , m in t e z t C a l l a n d r e a u  

te tte , m ive l valam ivel sz ig o rú b b  szám ítás az  a lsó h a tá r t  m á r  2 ,3 1 -re szo­
rítja  le. A  tén y leg es ex ce u tric itá so k  is e lég  k özel á llan ak  k iszám íto tt alsó 
é r té k ü k h ö z , k ü lö n ö sen , h a  m ég  te k in te tb e  veszszük  azt, h o g y  az üstökös 
pályája  m á r  jóval J u p i te r  v o nzási k ö ré n ek  e lé ré se  e lő tt e l té rh e t  a  p a rab o ­
lától. így  a  m á r  egyszer e m líte tt  1889-ki B ro o k s-ü stö k ö s s z á m á ra  a  je len leg i 
fél nag y  ten g e ly  és e x c e n tr ic itá s  3 ,67 és 0 ,4 7 , m íg e re d e tile g  parabo lás 
pálya  fe lté te lezésével a  szám ítás  0 ,5 4 -e t a d  az  e x c e n tr ic itá s  alsó h a tá ra  
g y a n án t. H a  azo n b an  az  ü s tö k ö s  J u p ite r  k ö z e léb e n  p a rab o la  h e ly e tt  ellipszist 
ír  le, m e ly n e k  fél nag y  ten g e ly e  97, s m ely  ily táv o lság b an  a  N ap tó l asz tro - 
n o m ia ila g  a  p a rab o lá tó l m e g  sem  k ü lö m b ö z te th e tő , a  sz á m ítá s  az  e x ce n tri­
c itás tén y le g es  é r té k é t szo lgálta tja .

É rd e k e se k  m ég  a  J u p i te r  h a tá sa  a la tt lé tre jö v ő  pályák is ; a  vonzáskörön  
b e lü l az  ü stö k ö s m in d e n  e se tb e n  h ip e rb o lá t ír  le , úgy hogy ü s tö k ö s  sem m i­
k o r se m  v á lh a tik  J u p i te r  á lla n d ó  ho ld jává . A z e red ő  pálya  a z u tá n  ellipszis 
d ire k t m ozgással, h a  az ü s tö k ö s  ab szo lú t seb esség e  Ju p ite r  h a lá sg ö m b jéb e  
b e lé p te k o r  a  Ju p ite rp á ly a  é rin tő jév e l egyen lő  irá n y ú  (a Ju p ite rm o z g á s  apexe  
felé tö r té n ik ) , vagy h ip e rb o la  (m ég egyéb  m e llék k ö rü lm é n y e k tő l függő 
m ozgásirán y n y a l), h a  az  ü stö k ö s ab szo lú t seb esség e  u g y a n csak  Ju p ite rév e l

*  V o r le su n g en  ü b e r  D y n a m ik ,  ld .  a z  5 .  e l ő a d á s  v é g é t .
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p á rh u z a m o s , de  e lle n té te s  irán y ú  (azaz a  Ju p ite rm o z g á s  a n tia p e x e  felé t ö r ­
tén ik ), vagy végül r e tr o g r a d  é rte lm ű  e llip sz is  vagy d ire k t  m o zg ású  h ip e r ­
bo la, h a  az  üstökös a b s z o lú t  m ozgása  a  N a p  felé tart, vagy tő le  e lirán y u lt.

A  h a tá sg ö m b  m é re te  a  bolygó tö m e g é tő l  és a  N ap tó l va ló  távolságátó l 
fü g g v e  á lta lá b a n  a r e n d s z e r  h a tá ra  felé n ő ; így a  közép  n ap tá v o lság  eg y ­
sé g e ib e n  kifejezve ez M e rk u r  szám ára  0 ,0 0 1 , V énus, F ö ld ,  M ars, Ju p ite r , 
S a tu r n u s ,  U ra n u s  és N e p tu n u s  s z á m á ra  so rb a n  0 ,0 0 3 ;  0 ,0 0 5 ;  0 ,0 0 3 ;  
0 ,2 8 0 ;  0 ,3 1 6  ; 0 ,2 9 G ; 0 ,5 0 1 . A belső bo lygók  teh á t h a tá sg ö m b ü k  m é re te i  
fo ly tán  üstö k ö sfo g ásra  k e v é sb b é  a lk a lm a so k  ugyan, de  v isz o n t az ü s tö k ö s­
p á ly á k n a k  a  N ap k ö z e lé b e n  való h a lm o z ó d á sa  ezzel s z e m b e n  n ém i k om - 
p e n zá cz ió t nyú jt. A k ü lső  n agy  bolygók e lle n b e n  a  fe lé jö k  közeledő  ü s tö ­
k ö sö k e t leg tö b b  e se tb e n  m é g  a h a tá sk ö rü k  e lé rése  e lő tt n y ú jto t t  e llip tik u s 
p á ly á k b a  kényszerítik , m e ly e k n e k  p e rih é liu m tá v o lsá g a  az  e re d e tin é l  k iseb b , 
úgy h o g y  végre  oly ü s tö k ö s  is  b e le ju th a t a  bolygó v o n z ásk ö ré b e , m e ly n ek  
p e r ih é liu m a  e red e tileg  a  bolygó p á ly á ján  k iv ü l feküdt. E n n e k  n é m i tá m o ­
g a tá sá u l  szolgál m á r  az  OLBERS-től k ife jez e tt valószínűség, ho g y  egy ü s tö ­
kös v a lam ely  bolygó v o n zásk ö réb e  b e ju t ;  ez Ju p ite r  e s e té b e n  azaz  
4 0 0  ü s tö k ö s  közül, m e ly n e k  p e rih é liu m tá v o lsá g a  a J u p ite rp á ly a  su g a rán á l 
k iseb b , csak  egy k e rü l e  te s t  h a tá sk ö ré b e . H ogy  ezen c sek é ly  va ló sz ín ű ség ­
gel s z e m b e n  m á r m o st is 25 , a  Ju p ite rc so p o r th o z  ta rto zó  ü stö k ö st ism e ­
r ü n k , n y ilv á n  a  m e lle tt szó l, hogy a  n a g y  bolygók a  k iv ü lö k  fekvő ü stö k ö s­
p á ly á k a t is  szű k íten i é s  a  fo ly ta tó lagos k özelítésre  h a j ta n i  ip a rk o d n ak . 
M iről k ü lö n b e n  az a  té n y  is tan ú sk o d ik , h o g y  az em líte tt c so p o r t  ü s tö k ö se i­
n e k  a p h é liu m ja i közel fe k ü sz n e k  a leg n a g y o b b  Ju p ite rk ö z e lsé g e k  p o n tja i­
hoz. A z a  kö rü lm én y , h o g y  Ju p ite r  v o n zása  fo ly tán  h ip e rb o lá s  pályájú  ü s tö ­
kösök  is k e le tk ez h e tn ek , m i ped ig  v a ló ság b a n  ily ég ite stek e t n e m  ism erü n k , 
n e m  le h e t  dö n tő  e lle n v e té s  az  e lm éle t e lle n , m e r t  ezen  ü s tö k ö sö k  k im u ta t-  
h a tó la g  a  Fö ld rő l n e m  ész le lhe tők , m iv e l p e rih é liu m  táv o lsá g u k  vagy a  
M ars p á ly á ján  m essze tú l  esik , vagy m iv e l a  vonzáskörbő l való  k ilép ések o r 
a  p e r ih é liu m á n  m á r jó v a l tú l  van. K ü lö n b e n  ily h ip e rb o lá s  pálya lé t r e ­
jö tte  so k k a l v a ló sz ín ű tle n eb b  i s ; m e r t  v a la m in t J u p ite r  a  k ívüle fekvő 
e ll ip tik u s  pályák p e r ih é liu m tá v o lsá g á t k ise b b íti  és így a  k r i t ik u s  közelítést 
e lő k ész íti, ép  úgy n ö v e li a  kivüle fekvő h ip e rb o lá s  p á ly á k  leg k iseb b  n a p ­
táv o lság át, úgy hogy ezek  Ju p ite r  von zása  a ló l m in d in k á b b  k ik e rü ln ek .

A z i t t  e lőado ttak  te lje s e n  e leg en d ő k  a  F o rb e s  féle fe la d a tm e g o ld á s á ra  
i s ; a  g y ak o rla tb a  való á tv ite l m ár c sa k  a b b ó l áll, hogy  az  edd ig  ism e r t 
ü s tö k ö sö k  és m e te o rra jo k  jegyzékéből egy  oly ü s tö k ö scso p o rt legyen  k ivá­
la sz th a tó , m elynek  e le m e i m in d  u g y a n a z o n  —  eddig  m é g  ism ere tlen , d e  
lé te zé se  e se té n  a t r a n s n e p tu m i bolygó n e v é t  viselő ■—  közös vonzási sp h ju ­
rá h o z  vezessenek .

Kövesligethy R.
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A Mathematikai és Physikai Lapok évenként 8, legalább 3 ívnyi 
füzetben jelennek meg, még pedig, a nyári hónapok kivételével, min­
denkor a hó második felében. Az egész évfolyam 24—30 ív terjedelmű 
lesz. Előfizetési ára 5 forint. A Mathematikai és Physikai Társulat 
tagjai tagsági dijuk fejében kapják.

Társulati mondanivalók. A negyedik tá rsu la ti év 1895. jan u á r 1-én 
kezdődött. A tagsági díj az Alapszabályok VII. 12. § -a  szerint az év első negyedé­
ben esedékes. Kérjük t. T ag társainkat, szíveskedjenek a  tagsági d íja t a  társu la t 
pénztárnoka: Mandák Dezső egyetem i quasstor ú r  (IV., szerb-u. 10.) czím ére — 
legczélszerűbben az 1 . füzethez m ellékelt posta-utalványnyal —■ beküldeni. A múlt 
évekről hátralékban levőt. Tagtársainkat sürgősen kérjük a tagsági díj beküldéséért.

A Math. Phys. Lapok I— III. évfolyamai te ljes példányokban m ég k apha­
tók ; az I. kö tet á ra  5 frt, a  többieké 3— 3 Irt.

Rendes ülések. A tá rsu la t üléseit m in d en  hónap első és harmadik 
csütörtökén ta rtja , a  tud. egyetem  physikai in tézetében  (VIII., Eszterházy-u. 3.), 
d. u. 6  órakor. Az előadások tá rg y á t —  egy m ath em a tik a i és egy physikai tárgy — 
2—3 nappal az ülés előtt a  n ap i lapokban k ih ird e tjü k .

A tagajánlások, a tá rsu la ti ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
Bartoniek Géza ügyvivő titk á r  czímére (XX. Csillag-utcza 8.) intézendők.

A folyóirat szellemi részét illető küldem ények (czikkek, feladatok, kérdések, 
stb.) a  szerkesztőkhöz k ü ld en d ő k ; a m ath em a tik a i tárgyúnk Pados Gusztáv 
műegyet. ta n á r  (VII., Csengery-u. 1), a physikai tárgyűak  pedig Bartoniek Géza 
ozíme a la tt. Ez utóbbihoz küldendők a  reclamatiók is. A reclam atiókat — 
költségkím élésből — m indenkor a  legközelebb m egjelenő füzettel egyidejűleg 
teljesítjük.

Az ügyvivő titkár a  tá rs u la t  t. tag jainak szíves elnézését kéri a folyóirat 
m egjelenésében beállott késedelem ért. A IV. kö tet befejező füzete a  kö tet tartalom - 
jegyzékével rövid  idő m úlva fog m egjelenni.

Értesítés. Roiti: A fizika elemei czím ű m űvének  m indkét kötete a K. M. 
T erm észettud . T ársu la t k iadásában  m egjelent. A 94 ív  terjedelm ű m űvet, melynek 
szövegét 881 rajz és három  színes m űlap m agyarázza, társu la tunk tagjai fűzve 
5 frt, kötve 6  f r t  kedvezm ényes áron szerezhetik  m eg. A m egrendelés a  füze­
tünkhöz m ellékelt levelező lap o n  eszközölhető. A T erm észettudom ányi T ársu la t a 
m űvet jan u á r  hóban küldi szét. A ki a  mű á rá t  postautalványon küldi a  T erm . 
T ársu la tnak , an n ak  a m űvet bérmentve fogják m egküldeni.
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AZ ANALITIKAI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETÉHEZ.

(Első közlemény.)

1. Bármely

^  (x  | a) — a0+ a t (x -  a) H------ \-alu(x—a)m+---

hatványsor (ha csak összetartási körének p sugara nem egyenlő 
zérussal) a Ka összetartási körnek belsejében az x  komplex vál­
tozónak egyértékű, folytonos és bárhányszor differencziálható függ­
vénye. Sőt a hatványsor azt is megszabja, hogy mi ennek a függ­
vénynek — f(x)-nek — folytatása a Ka körön kívül. Ha ugyanis 
K,i belsejében felveszünk egy tetszőleges x —b helyet, akkor az 
adott íp(:r|a) hatványsorból levezetett

$(xi a’by= 2 1 ,! £  $ (* i a)! (x-br
hatványsor K„ összetartási körének és az az eredeti sor Ka össze­
tartási körének minden közös belső helyén

?ß(x\a, (x\a).

Ezért az oly esetekben, midőn Ki kinyúlik a K„ körön túl is, 
ebben a kinyúló részben 5p(.«|a, b)-1 tekintjük a T (x \ a) sor által 
értelmezett függvény folytatásának.

Bármely b) folytatásból újabb T (x \ a, b, c) folytatás
képezhető stb.

E folytatások összessége alkotja a T (x | a) hatványsor értelmezte 
f(x) analitikai függvényt, melynek ty(x\a), íp (x |a, b) stb. egyes 
elemei.

Az a helyből a tetszőleges x  =  a helyhez számtalan a b  c . . .  a.
16Mc.themat.ikai és Pkysikai Lapok. IV.
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úton juthatunk. Ha valamennyi úton.jf(a)-ra ugyanazt az értéket 
nyerjük, akkor az analitikai függvény egy értékű, ellenkező esetben 
többértékű.

Ha valamely A számtartomány avval a tulajdonsággal bír, hogy 
legalább az azon belül választott a, b, c, . . . a útakon f(a) számára 
egy ugyanazt az értéket nyerjük, akkor az ily megszorítással képe­
zett folytatások az A tartományban f(x)-nek egy egyértékű ágát 
adják meg.

A következőkben többértékű függvények esetében mindig vala­
mely egyértékű ág vizsgálatára szorítkozunk.

2. Ha adva van egy

a o + a j í c - f - - - - - - - \-amx mjr - - -

hatványsor (hol az előbb a-val jelölt értéket egyszerűség kedvéért 
zérusnak választottuk), akkor e sor vizsgálatánál első kérdésünk 
minden esetre a K  összetartási kör n sugarának meghatározására 
fog vonatkozni.

E likőrnek bármely a belső helye arra az f ix )  függvényre vonat­
kozólag, a melyet a hatványsor értelmez, rendes hely lesz, melynek 
környezetében fix) szabályosan viselkedik, azaz (x—«)-nak pozi­
tív egész kitevőjű hatványai szerint haladó sorba fejthető ki. Ellen­
ben K  kerületén létezik mindig legalább egy szinguláris hely, 
melynek környezetében f(x) nem fejezhető ki ily hatványsor segít­
ségével. A K  meghatározása e szerint azonos feladat annak az 
x = 0  középpont körül rajzolható legnagyobb körnek kijelölésével, 
melynek bármely belső helyének környezetében f(x) szabályosan, 
más szóval az egész függvények módjára viselkedik.

E viselkedéshez legközelebb jár a ráczionális függvények mód­
jára  való viselkedés. Az fix)-ről akkor mondjuk, hogy x = a  kör­
nyezetében a ráczionális függvények módjára viselkedik, ha fix)-re 
vonatkozólag x = a  vagy rendes hely, vagy pólus. Az x = a  helyet 
//-szeres pólusnak pedig akkor mondjuk, ha ix —affix) az x —a 
környezetében szabályosan viselkedik és az m =« helyen a zérus­
tól különböző értékkel bír.

A mondottak annak a kérdésnek, vájjon mekkora a hatványsor
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K  összetartási köre, most már legközelebbi általánosítására vezet­
nek. Míg K  meghatározásánál x = 0  körül a legnagyobb kört keres­
tük, a melyen belül f(x) az egész függvények módjára viselkedik, 
addig ezen általánosításnál annak az íc= 0 körül rajzolt legna­
gyobb E körnek meghatározását fogjuk kívánni, melyen belül f(x) 
a ráczionális függvények módjára viselkedik.

Az igy felvetett második probléma e szerint annak az x = 0  
középponttal biró E körnek meghatározását követeli, a melyen belül 
/(íc)-nek csak rendes helyei és pólusai vannak, melynek kerületén 
azonban már másnemű szinguláritás is előfordul.

E $ kör sohasem lehet kisebb mint K, de nagyobb mint K  is 
csak akkor lesz, ha K  kerületén f(x)-aek csak bizonyos véges 
számú pólusa van. Üt meghatározására tehát mindenek előtt oly 
kritérium kívántatik, melylyel eldönthető: vájjon a K  körön f(x)- 
nek csak pólusai vannak-e, vagy más szingularitása is. Ha valamely 
esetben e kritérium segítségével felismertük, hogy a K  kör kerüle­
tén levő szinguláritások nem lehetnek pusztán pólusok, akkor E 
azonos A-val. Ekkor tehát e kritérium mindjárt megadja E-t. 
További vizsgálat csak akkor szükséges, ha E nagyobb mint K. 
E további vizsgálat a legszorosabb kapcsolatban van f(íc)-nek a 
keresett E körön belül levő pólusainak meghatározásával. Sőt ha

1  1f(x) mellett -  -et is vizsgálataink körébe vonjuk, akkor
f \x) I (x )

pólusainak vagyis f(x) zérus-helyeinek meghatározására is nyerünk
módszert.

Ha a E kört sikerült meghatároznunk, természetesen az a kér­
dés is merül fel, miként lehetne oly analitikai kifejezést találni, 
mely f(x)-et az egész E kör belsejében ábrázolja, mert az adott 
hatványsor ezt csak a K  kör belsejében teszi meg.

Mindezeket a kérdéseket H adam ard  a Journal de mathémati- 
ques 4. sorozatának 8. kötetében «Essai sur Vétude des fondions 
données par lem développemmt de Taylor» ez. értekezésének első 
két részében behatóan tanulmányozta. A következő sorok czélja 
legalább leglényegesebb eredményeit részletesen ismertetni.

Az utolsó feladat megoldása, t. i. f(x)-nek a E körben egy ana-
16*
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litikai kifejezéssel való ábrázolása, azok közé a függvénytana vizs­
gálatok közé tartozik, a melyekhez W e ie r s t r a ss  «Zur Theorie der 
eindeutigen analytischen Functionen» ez. értekezése adta meg az 
impulzust. Azért ennek legalább az egész függvényekre vonatkozó 
részét alkalmilag szintén ismertetem.

I.

3. A következőkben jelentékeny szerepet játszik a végtelen 
számsorozatok elméletének egyik alapfogalma, azért mindenek, 
előtt ennek megállapítását kell előre bocsátanunk.

Ha adva van valós számoknak valamely

t í j ,  U j ,  M3, . . . , u m , . . . (1)'

sorozata, akkor segítségével az összes valós számokat két osz­
tályba oszthatjuk: azon A számok osztályába, melyeknél nagyobb 
tagok (1) alatt vagy egyáltalában nem vagy legfeljebb véges szám­
mal foglaltatnak, s azon B számok osztályába, melyekhez végtele­
nül sok náluknál nagyobb tag található (1) alatt. A számok csak 
akkor nem találhatók, ha bármely K  pozitív számhoz végtelenül 
sok nálánál nagyobb tag található (1) alatt. B számok pedig csak 
akkor nem léteznek, ha bármely —K  negativ számhoz található 
egy oly M egész szám, hogy

ha csak
Mm*'- K,

Ha e két kivételes eset egyikével sincs dolgunk, akkor mindig 
kimutatható egy oly l szám létezése, hogy a nálánál nagyobb szá­
mok mindannyian a magasabb A osztályba tartoznak, a nálá­
nál kisebbek mind az alacsonyabb B  osztályba, maga l pedig 
más-más sorozatoknál hol az egyik, hol a másik osztálynak lesz. 
tagja.

Ugyanis az A és B osztályok úgy vannak megállapítva, hogy ha 
valamely szám az A osztályba tartozik, akkor minden nálánál na-
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gyobb szám szintén oda való, ha pedig valamely szám a B  osz­
tályba tartozik, akkor minden nálánál kisebb szám szintén oda 
tartozik.

Ezt tudván, mindenek előtt kikeresünk két egész számot, g-1 és 
h-1, melyek közül az egyik — g — a B osztályba tartozik, ellen­
ben a másik — h — az A osztályba. Az egész számok sorában 
^f-től h-ig legyen K0 az utolsó, mely a B osztályba tartozik; úgy 
hogy -Kq+ I  már az A osztályba tartozik.

Azután egy tetszőleges 1-nél nagyobb számot Z-et választva, a

K0X K0X-1-1 K 0X -\-2 (K0 -\-\) X
X  ’ X  • X  ’ ~ ~ x ~

számok sorából ismét kiválasztjuk az utolsót, mely még a B  ősz

zik. Le 

K t -j- 1

K Ktályba tartozik. Legyen ez ; úgy hogy még a B osztályba

tartozik, de Z már az A. osztályba.

Ismételjük ezt az eljárást a következő számokon :

KyX 
X- '

K tX + 1
Z 2

K ,X +  2
Z 2 1

(Kt +  1 ) Z
Z 2

KgEzek között megállapítjuk a ^  számot, úgy hogy még a
-4-1B  osztályba tartozzék, ellenben 2 - már az A osztályba.

A
Ezt az eljárást újból és újból ismételve, két számsorozatot 

nyerünk:

K 0 ,
Z i  I\.)

•es
Z 0 + 1 ,

Z

K t + 1

Z 2

Z 2-j- 1 

Z 2

Km
z ™

Km-f-1 
~ Z m

melyek közül az elsőnek tagjai mind a B osztályba tartoznak, míg 
a másodiknak tagjai mind az A osztályba tartoznak.

Az első sorozat számai folyvást növekednek vagy legalább soha 
nem kisebbednek és mindig kisebbek (Z0+  l)-nél; a második so-
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rozat számai folyvást kisebbednek vagy legalább soha nem nagyob­
bodnak és mindig nagyobbak Jí0-nál; továbbá két megfelelő tag-

1
nak — külömbsége m növekedtével minden határon túl kiseb- 

X
bedik. A két sorozat tagjai tehát m növekedtével egy közös l 
határérték felé közelednek, még pedig az első sorozat tagjai alul­
ról s a másodiknak tagjai felülről.

Ha most valamely b szám kisebb mint l, akkor m eléggé nagy
értékénél jobban közelíti meg l-1 semmint b s igyx v

b <
X"

Ennélfogva a törttel együtt b is a B  osztályba tartozik.
X

Viszont ha valamely a szám nagyobb mint l, akkor m eléggé 
nagy értékénél

a >
1

X"
s így a az A osztályba tartozik.

Az imént meghatározott l szám tehát csakugyan avval a tulaj­
donsággal bír, hogy a nálánál nagyobb számok mind az A osz­
tályba s a nálánál kisebb számok mind a B  osztályba tartoznak.

Erről az l számról azt mondjuk, hogy az adott sorozatnak vagy 
röviden um-nek felső határa (limes superior) végtelen nagy m-re 
vonatkozólag.* Képletben:

í= lim . sup. um.
m= oo

E fogalom kiterjeszthető az előbb említett két kivételes esetre 
is; még pedig ekkor l értéke -f oo ill. — oo.

Különösen fontos az az eset, midőn úgy az

, Uq,, . . * lljnt . . .

* Ha nem  kell félreértéstől ta rtan i, akkor elhagyjuk azt a m egjegyzést, 
hogy a felső h a tá r  végtelenül nagy m-re vonatkozólag értendő, n o h a  röviden 
felső határnak m á s t szokás nevezni.
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sorozatnak, mint a

UU • • • > • • •

sorozatnak felső határai véges számértékek s a kettő egymástól 
csak előjelben különbözik. Ha ismét um felső határát 2-lel, tehát 
— um felső határát — Z-lel jelöljük, akkor esetünkben bármily kis 
c pozitív számhoz található egy oly M pozitív egész szám, hogy

\~ £ é s
vagyis

l - e < u m<l-\-s,

ha csak m >M . Ekkor tehát l az (1) alatti sorozatnak vagy röviden 
Wm-nek határértéke (limes). Képletben:

ü=lim. um
m— oo

vagy rövidebben
Z=lim. um.

Ilyenkor az (1) alatti számsorozatról azt mondjuk, hogy tagjai 
szabályosan közelednek l-hez.

4. Az
a0 ------ \-amxm-\—

hatványsor összetartási körének p sugara az 

l—lim. sup. l r  0>m |

reciprok értékével egyenlő. 
Valóban, ha

1 * 1  >

azaz

\x\ < 1,

akkor, minthogy . a lo sz tá ly b a  tartozik, végtelenül sok amxm
1 * 1

tagra vonatkozólag lesz
mr 1



' 2 4 3 KÜRSCHÁK JÓZSEF.

Ennélfogva az  ̂ -nél nagyobb abszolút értékű x  esetében | amx\
és vele együtt \amx m \ m-nek végtelenül sok értékénél lesz nagyobb 
az egységnél. A sor tehát ekkor az összetartásnak már azt az első 
feltételét sem elégíti ki, hogy általános tagjának határértéke zérus 
legyen.

Ha ellenben
M <  p

akkor a hatványsor összetartása következőleg látható be. Legyen:

»• =  1 * 1.

1  1továbbá jelentsen r' egy r és közé eső számértéket. Az -hezl r
legfeljebb véges számmal található oly m, hogy

I Vöm | >  p  •

Mihelyt tehát m nagyobb egy bizonyos M egész számnál, a kö­
vetkező egyenlőtlenség áll fenn:

minélfogva

1

r t i

Ekkor tehát a hatványsorban egy bizonyos tagtól kezdve a 
tagoknak abszolút értékei rendre kisebbek vagy legalább nem na­
gyobbak, mint abban a geometriai haladványban, melynek hánya-

Tdósa a q =  p  valódi tört. A hatványsor e szerint ekkor valóban 

feltétlenül összetartó.
5. Ha /=  +  oo akkor p =  0. Ekkor tehát a sor csak az x  =  0 

helyen összetartó s nem értelmez függvényt.
Viszont ha 1=0, akkor p=-\-oo, vagyis a sor x  minden véges 

értékénél feltétlenül összetart. Ez az eset akkor és csak akkor áll 
be, ha
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Tehát valamely hatványsor akkor és csak akkor tart össze x-nek 
minden véges értékénél, ha

VL/~---
hm. y am = 0 . (2)

Ha ez úgy történik, hogy az am-ek egy bizonyos tagtól kezdve 
zérussal egyenlők, akkor végtelen sor helyett egy végesszámú tag­
ból álló több tagúval van dolgunk, vagyis az a>nek ráczionális 
egész függvényével. Azért általában az egész számsíkban összetartó 
hatványsorok által értelmezett függvényeket egész függvényeknek 
mondjuk, még pedig abban az esetben, midőn nem ráezionálisak, 
egy értékű transzczendens egész függvényeknek nevezzük őket.

6. Ha pl. az imént mondottakat annak bebizonyítására akarjuk 
használni, hogy az

ex= l Jrx-\- x 2
1 . 2 ^  '

sor az .r-nek minden értékénél összetartó, akkor csak azt kell ki­
mutatnunk, hogy

1
lim. = 0 .m,------

y ml

E végre abból indulhatunk ki, hogy

(m -fl)TO+1 (m+1)" m
(m +1)!

vagyis
m ! =  — , 1  +m !

1

m
m 1<  — r lim. 1 +

E szerint 

2

( m + l ) m + 1  mm 
(m +1)! m l 6'

tehát

1 33 22
2 j  ^  \ 1 e e + !  ^  q ! e •

p7íl — í

m ! ^  m"

m l m=
1  \m

m

YYljn
m !

(3)

m !
<

em 
m"1

Innen
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es
1 e

"V <  y  m l m
minél fogva csakugyan

7. A p és lim. sup.jy^am\ között talált kapcsolat nemcsak a hat­

ványsorok elméletében találhat alkalmazást, hanem arra is alkal­
mas, hogy határértékekre és felső határokra vonatkozó tételek 
bebizonyítására használjuk. Ily módon pl. bármely

számsorozatról minden számítás nélkül bebizonyítható, hogy

bármily állandó s a zérustól különböző számórtéket is jelentsen c. 
Valóban a jobb oldalt álló felső határ az

arx-\----- \-amxm-\—

sorra vonatkozólag adja meg az összetartási kör sugarának reci- 
prok értékét, a bal oldalt álló felső határ pedig a

catíc-\—  Jrcamxm-\—

sorra vonatkozólag. Ámde e két sor összetartási köre azonos. 
Hasonlóképpen:

(4)

es
(6>

hol i egy tetszőleges, de állandó pozitív számot jelent. 

Ugyanis lim. sup .l^am+\  az

(7)Oí+a,-+ix-j-----Yam+ix m-\-----
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sorra vonatkozólag adja meg az összetartási kör sugarának reci- 
prok értékét. Ámde e sor x' tényezővel szorozván, az

a tx-\-----a u # + a i+t x i + l j [------ \-am+ix m+i+ ••• (8)
sornak

aiX’+ a u  i x i+1-\----- h am+ixm+i+  ■ ■ ■

maradék sorát adja meg. Tehát a (7) alatti sor összetartási köre 
megegyezik a (8) alatti sor összetartási körével, a melyre vonatkozó­

lag a sugár reciprok értéke lim. sup. W  dm I*
E szerint az (5) alatti képlet valóban helyes.

Abban a különös esetben,midőn | \ f  am | szabályosan közeledik egy 
zérustól különböző véges l határértékhez, -— bármily kis pozitiv 
számot jelentsen is d — az m-nek elegendő nagy értékeinél

s  íg y
l - d < \ V a l+ d

l-\- d < 1

m,—  
I/ a„

< l -  d

Ekkor tehát nemcsak

lim. sup.
m =

= 1,

hanem egyszersmind

lim. sup.
m =  m

í
M .-----
V am

1

l

Ennélfogva továbbá

lim. sup. | Y am+ i | =  l 
m=c°

és
lim. sup.

m= °°

Tehát bárminő kis pozitiv számot jelentsen is e, az m elegendő* 
nagy értékeinél

ni/ —

v  a
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| ^  d m + i | < í + £ és . —__1 < ----,
I X  0> m  + i I l  £

vagyis
l  £ < | y d ' m +  i | l~ \~

mint azt a (6) alatti egyenlőség kivánja.
Ennek az egyenlőségnek imént végzett bebizonyítása csak akkor 

nem alkalmazható, ha lim. am értéke zérus vagy végtelen.
Ámde az első esetben a szóban forgó egyenlőség egyszerűen 

azt mondja, hogy ha az
« j í c + ĉ íc 8-!----- -\-amx m-\—

és
ai+ai+1x-\-------- \-an+ixm+---

sorok egyike az egész síkban összetartó, akkor a másik is olyan.
A második kivételes eset pedig az elsőre vezethető vissza, ha a 

reciprok értékekre térünk át.

8. Ha az
II.

a0+a,:rH----- \-amxm-\— ( 9 )

hatványsor értelmezte f  (x) függvénynek a p sugara K  összetartási 
kör kerületén nincsen más szinguláritása, mint hogy

rendre
X j ,  X q , . .. . , X r

,«1> « 2 ,  • • ■ ,  !>-r-

szeres pólusok, akkor az adott hatványsornak az

egész függvénynyel való

b0+bi%-\----- 1-bmxm+---

( 10)

( 11)

szorzata nemcsak K  belsejében, hanem egyszersmind K  kerületé­
nek összes helyeinek környezetében szabályosan viselkedik, tehát 
ezen új sor K' összetartási körének p sugara nagyobb mint p.
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Legyen most már rövidség kedvéért

p = t* 1 + ^ 2  d—  +/•*»•> ( 12)

s vizsgáljuk meg a következő (p-\- l)-sö fokú szimmetrikus determi­
nánsnak

Dm>p—

%)l önt+1 • r̂a + p
ttm + l önt+2 • d )H + p + 1

t tm + p M m + p+ l •

(13>

w-dik gyökének felső határát végtelen nagy m-re vonatkozólag. 
E determinánsban minden egyes a m+i elemre vonatkozólag

I m/--------  I I mr | 1l im .  sup. | y  a m + i | =  lim . sup. | y  a m | =  —

Ha tehát m-et eléggé nagynak választjuk, akkor

|  ö n t  +  i  |  < '
1 + e

n

hol e egy tetszőlegesen kicsinynek választott pozitív szám. Ennél­
fogva (m eléggé nagy értékei mellett) a determináns minden egyes 
tagjának abszolút értéke kisebb

( 1  + e)P + 1

,oP+í

m-dik hatványánál. Továbbá

IDm,p\<C (í> +  l ) !
(l+ e)(J,+1)*

0 ( p  +  l ) m

tehát
rn r

r
D m ,  p

( p + i y i

(1 +e)P+1 í+ e '
o P +1 o P +1 ’

hol s' az s-nál együtt tetszőlegesen kicsiny pozitív számot jelent. 
Innen

lim. sup.| y[Dmp\ =  lim. sup. \
m= oo m= 00 f

Dmp
( p + T ) !

1

, í > + 1 1
( 14)
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Még pedig a jelen esetben

lim. sup. | f rD , < _ imv l ^  pV+\

Ha ugyanis a (10) alatti szorzatnak kifejtett alakja

Pp ( x ) = \- \ - A (1)x - \-----b A W x p ,

akkor a (11) alatti sorban

b m + p  —  d m + p ~ \~  C lm + p —1 -------- b A W a m ,

minélfogva Dmp következőleg is írható:

Dm p  -

d m  • ■ • d m + p  — 1 ^m+ p

: ^77i+i • •1 • d m + p b m + p—1

1 d j11+p • • • dm +% p—1 bm+&p

(16)

. ( 15)

(17)

Itt az utolsó oszlopban bármely bm+i elemre vonatkozólag 

lim. sup. | \7bm+i | =  lim- sup. | \ bm | =  ~  ■
VI— cc m — 00 P

Ha tehát m-et eléggé nagynak választjuk, akkor

továbbá Dmp-nek (17) alatti alakjának kifejtésénél az egyes tagok 
abszolút értéke kisebb mint

( l + e ) í ' + 1

rn-dik hatványa. Ennélfogva 

Dmp
( P + Í ) !W .

nVn'

(l+ e)P +1 1 + e '
PVP ' PVP

■es

lim. sup. | V'" Dmp 1

PVP
, <

1

, p + i ' (18)
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Az imént végzett megfontolások eredménye következőleg fog­
lalható össze:

Akármilyen legyen a hatvány sor által értelmezett függvény 
magaviseleté az összetartási körön, a p-nek bármely tetszőleges de 
állandó pozitív értékénél

lim. sup.| y D mp \<: p+1 •
m =  °° p e

Ha pedig az összetartási körön nincs más szinguláris hely, 
mint összesen p  pólus (hol a többszörös pólusok többszörösségük 
foka szerint vannak számolva), akkor

lim. sup.
mP \ <  n P  + »'

Ha tehát a

lim. sup.| Y a m\, lim. sup. | j / Dmi |, . . . , lim. sup. W »  m P  |  j • • •

sorozat tagjai rendre megegyeznek első, második, stb. általában
P

(P+l)-ső hatványaival, akkor az összetartási kör kerületén más 
szinguláris helynek is kell lennie mint pusztán pólusoknak. E sze­
rint ekkor az az ,r= 0  körül rajzolható legnagyobb E kör, melyen 
belül f(x) a ráczionális függvények módjára viselkedik, megegye­
zik a K  összetartási körrel.

Kürschák József.



A WHEATSTONE-FÉLE HÍD ELLENÁLLÁSA.

Ha egy áramkörbe A és B pontok közé oly ellenállás csoportot 
iktatunk, melynek elrendezése a Wheatstone-féle híd schemájával 
egyezik meg; akkor az w,, w_2 , w :l, w i  és co), ellenállásokból alakúit

rendszer egy bizonyos R nagyságú ellenállásként fog szerepelni az 
eredeti áramkörben.

Ennek az R ellenállásnak a kiszámítása, mint ismeretes, a 
KiRCHHOFF-féle törvényekből folyó elsőfokú egyenlet rendszerből 
és az OHM-féle törvény egyenletéből történik.

E sorokban előállítom ií-et mint az oj1} w 2 , cu3 , és a>k ellen­
állások függvényét, hogy kiderüljön az a törvény, a mely szerint 
alkotják ezek az ellenállások a belőlük származó eredő ellen­
állást, ií-et.

Ezzel kapcsolatban kimutatom azt, hogy miként vezethető le az 
R  számára talált függvénynek megfelelő értelmezéséből a párhu­
zamos elágazások ellenállásának törvénye s a tulajdonképpeni
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Wheatstone-hidnál fellépő arányosság az egyes ellenállások között 
arra az esetre, amidőn t. i. a hídban az áram intenzitása 0.

Az ábrán jelzett esetben mint adatok szerepelnek rv és rt veze­
téki illetve telepbeli ellenállások, továbbá wíl <w3, o>4 és oj/, 
ellenállások s végre E  a külső áramkörben levő elektromindító erő. 
E nyolez adatból számíthatók ki a külső áramkör i és az egyes 
ágak íj, i.,, <3, i+ és 4  áram intenzitásai és az R ellenállás.

E 7 ismeretlen meghatározására szolgálhat a következő 7 
egyenlet:

iR + ir v-\-irt= E (1)
V'h +  ih<0h — ihtOh =  0 (2)

íÚ'Ú íha)h z: ~ 0 (3)

i (rv + ft) +  híu3 “T ~  E (4)

Í= Í1-\-í 3 (5)
t i= i2+bi (6)

(7)

mely egyenletek közül az első Ohm törvényéből következik, a többi 
pedig a KmcHHOFF-féle törvények folyománya az ábrán használt 
jelzéseknek megfelelőleg.

Kirchhoff törvényei alapján még több egyenlet is volna fel­
írható, mint p l.:

vagy
i (f v ~\~rt)Jrh w i “)- —E,

de ezek az egyenletek már fölösleges egyenletek volnának a feladat 
megoldásához, mert az első az 5., 6. és 7., a második pedig a 
2., 3. és 4. egyenletnek következménye.

Ama czélunkat, hogy t. i. R értékét meghatározzuk, legegysze­
rűbben úgy érhetjük el, hogy a (2)—(7), összesen tehát 6 egyenlet­
ből, melyek csak a hat i-féle ismeretlent tartalmazzák, kiszámítjuk 
az i értékét, a mely értéket azután az (1) egyenletbe helyettesítvén, 
oly egyenlethez jutunk, mely egyedül csak az R ismeretlent tar­
talmazza.

M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 17



A (2)—(7) egyenletek rendszere következőleg irható fel:

0 . ÍJ+O . *2—öl3 *3 +  0 . Í̂ ~\~(Uh *ft= 0
0 . *+0 . *, + í«2 *2+ 0  . *3—oj4 *4—d>h iy—O

{rv-\-Vt) *+0 . *i+0 . iä+iu;) í3+(u4 ii + 0 . ih~E
1 . *— 1 . *i +  0 . í2—1 . *3 +  0 . *4+0 . */( —0 
0 . i +1 . *1 — 1 . *2+ 0 . *3+ 0 . *4-— 1 .ifi 0 
0 . *+0 . *j + 0  . *2— 1 . *3+1 • *4— 1 ■ hí—0

Ha ez egyenletrendszer determinánsát D-vel jelöljük, lesz

2 5 8  SZÍJÁRTÓ MIKLÓS.

0 Wl 0 -~0>3 ü (Uh
0 0 (Uj 0 --íü4 (Uh

1)  = (n+n>) 0 0 w3 («4 0
1 - 1 0 --1 0 0
0 1 1 0 0 -1
0 0 0 --1 1 -1

<W| 0 0 3 0 (Oh
0 fi»2 0 — oi — (Uh

=  (n + n ) — 1 0 - 1 0 0 —
1 - 1 0 0 - 1
0 0 - 1 1 - 1

"1 0 — 03 0 (Uh
0 0-1 0 — «4 —(Uh

— 0 0 03 "1 0
1 — 1 0 0 - 1
0 0 - 1 1 - 1

Piövidség kedvéért hozzuk be a következő jelzéseket:

®1 0 —os 0 (Uh
0 0 -«4 — (Uh

a = - 1 0 - 1 0 0 =
1 - 0 0 0 - 1
0 0 - 1 1 ^-1

- ÍUjÍUj  +  +  ( w  ! +  (Uy +  0*3 +  (O j )  (U),
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w 1 0 —  ű>3 0 (01 ,

0 (1)0 0 — (0 4 ~ ( O h

0 0 c o  3 " 4 0

1 - 1 0 0 - 1

0 0 - 1 1 - 1

= oj1 cy2 f«3 + o)_,(o3(»i + oj t w , m 2  +  h 'J i +  &i2) co4)

ekkor az egyenlet-rendszer determinánsa lesz:

D = (rt+ r v) a—ß,

ami egyszersmind az i törtalakú értékének nevezője; mig a szám­
láló a következő determináns lesz:

0 <0\ 0 — w3 0 (Oh
0 0 0 —  w 4 —a>h
E 0 0 (03 " 4 0

0 - 1 0 - 1 0 0

0 1 - 1 0 0 - 1

0 0 0 - 1 1 - 1

E determináns értéke pedig nem más mint

Ea,
égy hogy az i értéke ezek szerint:

. _  Ea 
~  (rt+ r v)a^-fi

Helyettesítve i-nek ez értékét az 1. egyenletbe, lesz:

a  honnan

Ea
(n + rv) a —ß {R + rt+ r v)= E ,

R  =  - ß fa

•vagy az « és ß értékeinek figyelembe vétele mellett

w íw i v jaJrVJi w^w/t+ v j .Auj,tv j i r̂ v ji v j lLv ji Jr (w l -\-w%) (w 3+ w t )w h  
w xwí,1-\-w3wt -)- + uh2w.A+ JrW:2-\-wa-\-wi) w/,

17*

R
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Ez a képlet azt mondja, hogy az R  értéke független az E, rv és r* 
adatoktól vagyis az elektromotoros erőnek s a vezetéki és a telep­
beli ellenállásnak nagyságától, mint azt előre is lehetett gondolni, és 
egyedül csak az oj-féle ellenállásoktól függ és pedig oly módon hogy 
az értékét egy tört fejezi ki, melyben a számláló az ágakban lévő: 
ellenállásokból alkotott ternók összege, hozzá adva ehhez az egyes 
ágak és a híd ellenállásának a szorzatát, a nevező pedig az 
ugyanazon ágon fekvő és a keresztben fekvő ellenállások szorzatai­
nak összege, hozzáadva ehhez az ágakban lévő ellenállások össze­
gének és a híd ellenállásának szorzatát.

Hozzuk be rövidség kedvéért a következő jelzéseket:

és
S 3 =  o » j w 3 a>3  - j -  <u2« i 3a >4 | - (U3 a i i ( ü 1 - f - t o p i j y o j j ,  

=  <u 1 <u2 + w2 íü3  +  + (üim 1 >

akkor R értéke lesz :
& + ( a i i  +  a i8) (íü3 + íü4) o>h 
S.) - j -  (ölj +  OJj, - j -  ( « 3  +  Ojf (Uh

Az R  számára nyert eme kifejezés megadja az eredő ellenállás ér­
tékét arra az esetre is, ha megszüntetjük az ágaknak híd által 
való összeköttetését, azaz a rendszer redukálódik két ágból álló 
párhuzamos elágazásra.

A hídnak hiánya ugyanis egyértelmű egy szigetelő anyagból 
álló, tehát végtelen nagy ellenállással biró hídnak alkalmazásával 
és így az R értékét meghatározó kifejezésnek coh= 0 0  esetre vonat­
kozó határértéke fejezi ki az ellenállást abban az esetben, ha csak 
az ágak cul-\-co<1 és a>3Jf-cui szerepelnek mint párhuzamos elága­
zások. Erre az esetre tehát

ií= lim . |S'3_h ( í{' i d ' íy2) (É
S j- f"  (íüj -p  W,2 +  Ö>3  -f- ÍII4,) (Oh -wfc=c

Him.

' S 3

oih
Sa

, ( » h

+  («>!-)-<%) (ö>3  +  <«4)

+  ( ÖJ1 +  -f- OJ 4)

t (U \- \- (U < f)  ( w 3 - j - f t l 4 )  

(íu j  - j -  a»2 -f- a i3 - f - íu4)
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ami nem más, mint két párhuzamos ág ellenállásának ismert kép­
lete, a midőn az egyik ágnak (űij+ űíj), a másik ágnak pedig 
{í«3+a>4) az ellenállása.

Végre ugyancsak az R  értékét meghatározó kifejezésből felel­
hetünk arra a kérdőre is, hogy lehetnek-e oly a>1, « 2, « 3 és «4 
ellenállások, a melyek mellett az R  értéke függetlenné válik az 
■wh értékétől, s ha igen, oj1 , a»i , <u3 és « 4-re nézve mi lesz az a fel­
tétel, a mely mellett ez az eset bekövetkezik.

Hogy erre a kérdésre felelhessünk, meg kell vizsgálni az R  ér­
tékét meghatározó kifejezést. Ha Jf-nek a fenti képletében

és
<S — (í02+ !y4.)

•Sj — ÍÜJ - j- « 3 -j- íy4

rövidítésekkel élünk, akkor az R értékét a következő egyszerű alak­
ban állíthatjuk elő:

jj S3-\-SuJh

hol S3, S2, .Sj és S  mint w1, «2, co3 és « 4 függvényei határozott 
értéket nyernek, mihelyest eme «-féle mennyiségek értékei meg 
vannak adva. A kérdés ezekután tisztán mathematikai feladattá 
válik, amennyiben csak azt kell eldönteni, hogy ii-nek ily alakú 
tört függvénye lehet- e függetlenné bizonyos esetben «/,-nak az 
értékétől.

Könnyen belátható, hogy ez az eset bekövetkezik akkor, a mi­
dőn fennáll a következő relatio:

mert ez annyit jelent, hogy található ekkor egy bizonyos k szám, 
a melyre nézve

S3=kS

minek következtében erre az esetre



_ kS+Stoh _ S(k+a>h) _ S _(<1)3+ 014)
k S 1- { -S lco)l S l (k-\- u>i,) S l (ú) í +  ü)y +  <í>3 +  «J4) ?

tehát az R értéke függetlenné vált az o>i, értékétől.
Ez az eredmény összehasonlítva a fentebbiekkel, azt mondja,, 

hogy a midőn <0/, értéke nincs befolyással az egész rendszer ellen­
állására, akkor az R  eredő ellenállás éppen akkorává válik, mint 
amekkora volt az esetben, midőn végtelen nagy ellenállással bíró1 
híd használtatott, vagyis a midőn a rendszer átalakult két pár­
huzamos ágból álló rendszerré, melyben a híd hiányzik, tehát nincs- 
áramlás egyik ágból a másikba.

Könnyen belátható az is, hogy a jelen esetben, amidőn t. i. az. 
(Oh értéke nincs befolyással az R  értékére, az eredő ellenállásra, 
az áramintenzitásnak a hídban O-nak kell lenni, azaz a hídban 
nem folyhatik áram.

Ha ugyanis feltételezzük azt, hogy áram kering a hídban is, su 
híd ellenállásának <a/,-nak változtatásával meg kellene változni az; 
u>h ellenálláson átfolyó áram intenzitásának s ezzel együtt az ágak­
ban s következőleg a főáramkörben haladó áram intenzitásának 
is ; mivel azonban jelenleg az <o/t változásával az áramkör ellen­
állásában semmiféle változás sem áll be, nem változhat a főárami 
intenzitása sem és így, az a feltétel, hogy t. i. a hídban áram 
folyik, nem állhat fenn.

Erre az eredményre vezet a következő gondolatmenet i s : ha 
bármely wn mellett ugyanaz az eredő ellenállás, akkor ugyanaz 
lesz a főáramkörben, az egyes ágakban s ha egyáltalán létezik, a 
hídban haladó áram intenzitása is bármiféle <«/, értékre, tehát 
wh=00 re is, ugyanakkora intenzitású áramnak kell lenni a híd­
ban. Végtelen nagy ellenállású vezetőben azonban véges értékű, 
elektromotoros erő 0 intenzitású áramot hoz létre, ami annyit 
tesz, hogy áram a hídban nem folyik.

Hátra van még az <«,, <«2, wH és <«4 között fentálló amaz össze­
függésnek előállítása, a melyhez jelen esetünk fűződik.

Fentebb kimutattuk, hogy az R  értéke az esetben lesz független 
az mi, értékétől, ha fentáll a következő egyenlet:

2 6 2  SZÍJÁRTÓ MIKLÓS.
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S
s ,  ~  S, '

Ha ezen egyenletben helyettesítjük az S-féle mennyiségeket az 
w-féle mennyiségek ama függvényeivel, a melyeket azok képvisel­
nek, az egyenlet a végezhető egyszerűsítések után a következő 
alakot ölti:

O 9 I <3 <9
2  (ü1ö>20>3íe>4 =

azaz
Ö> | OJ/ t —  O JjO J^ —  O .

Ez tehát az a relatio az o>1( w3, aja és íu4 között, amelynek fenn 
kell állania, hogy az wu értékétől függetlenné legyen az eredő 
ellenállás értéke, s amely esetben, mint fentebb kimutattuk, a híd­
ban áram nem folyik.

Az előbbi relatio még igy is írható :

rij| ói.,

o>± eui  ’

ami nem más, mint a Wheatstone-féle híd négy ellenállása közt 
fentáiló összefüggés, a midőn a hídban az áram intenzitása 0, és 
így magának a hídnak az ellenállása semmiféle befolyással sincs 
az egész rendszerre.

Szíjártó Miklós.



A FERDE ÉS EGYENES KÖRKÚP SÍKMETSZETEINEK 

GYÚJTÓPONTJAIRÓL.

Míg az egyenes körkúp síkmetszeteinek gyújtópontjai Quetelet 
tételének segítségével közvetlenül igen egyszerű módon megszer- 
keszthetők, addig a ferde körkúp síkmetszéseire nézve ily egyszerű 
módszerek mindeddig ismeretlenek. Csak Chasles ad (az « Apercu 
historique»* czhnű művében) minden bebizonyítás mellőzésével 
szerkesztést oly metszések gyújtópontjainak meghatározására, a 
melyeknek síkjai a ferde körkúp tengelymetszetére merőlegesen 
állanak.

Mivel e szerkesztés önmagában is érdekes, az egyenes körkúpra 
való alkalmazásában pedig igen egyszerű, de úgy látszik kevésbbé 
ismert eljárásra vezet, talán nem lesz felesleges a következőkben 
e szerkesztésnek egyszerű bebizonyítását közölni, és a megfelelő 
vizsgálatokat, függetlenül az általános esettől, az egyenes körkúpra 
nézve is elvégezni.

Ha ASB  (1-ső ábra) valamely ferde körkúpnak a rajzlap síkjá­
ban fekvő tengelymetszete és AB a kúp alapjának átmérője, akkor 
CD — föltéve, hogy SAB <4 =  SBC*$.=a — annak az alappal anti- 
parallel körmetszetnek átmérőjét jelöli, a melyet fi ponton átvezet­
hetünk. Az antiparallel körmetszetek M{ és középpontjainak 
összeköttetése || Afi-vel.

A S = 2 n, BS=2m , BMx—r  és BMt = p  
jelölést használva, a

BHMt A — BHMc, A

* Lásd e mű német fordítását: Geschichte der Geometrie, übersetzt von 
Dr. L. A. Sohnke, Halle 1839, p. 288.
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hasonlóságot tekintetbe véve, a következő egyenletekre ju tunk: 

BMi : BMt = M J I : BH,
vagy

tehát
r  : p = n  : m ;

mr V

íV/j / / :  BH =BH  : MJL

vagy
n : m —m : MJ{,

m\n
ennélfogva

vegre:

i¥, M_,= .1/, H -  M Jí= n m

M\Ma_ = m a

A BHMt A-bői következik, hogy :
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vagy
m 2 _ r 2 _ | _ n 2 — <%rn c o s  a ;

a miből

cos a = r 3 + « 2 — m 9  

:2rn 4 )

Ha a B ponton át egy a tengelymetszet síkjára merőlegesen 
álló metsző síkot vezetünk, akkor a fennálló szimmetriánál fogva a 
BD  egyenes a kimetszett görbének egyik tengelyét szolgáltatja; a 
másik tengely abban az egyenesben adódik ki, a melyet az 0  közép­
pontban a tengelymetszet síkjára merőlegesen állíthatunk. A görbe 
ez utóbbi tengely P  végpontjában lévő érintője párhuzamos a BD 
tengelylyel s így a tengelymetszet síkjával is.

A ferde körkúp P  pontjában lévő érintősíkja a tengelymetszet 
síkját SB egyenesben metszi, mely ugyancsak DB-ve 1 párhuzamos. 
Ez az érintősík továbbá az alapkör síkját egy, az alapkört érintő és 
az előbb talált B  ponton áthaladó egyenesben metszi, a mely 
Sj^-RF-ben meg is húzható. Mivel a kimetszett görbe fél tengelyei, 
a f i  és P  pontok érintőivel egyetemben, egy a rajzlapra merő­
legesen álló derékszögű négyszöget — BOPT-t határoznak meg, 
a melynek negyedik csúcspontja T az előbb említett érintő és alap- 
sik metszésvon alához is tartozik, világos, hogy a B  pontban lévő 
érintő jBT-ben egy olyan vonaldarabot állapit meg, a melynek 
hosszasága a tengelymetszetre merőlegesen álló tengely fél­
hosszúságával egyenlő. Ha

OB=a, B T = b, OMt= x , OMt= y , B B =k,

akkor az
M. OB A V A S B A

hasonlóságból következik, hogy

vagy
OMí : A.S=BMl : AB,

x : 2 n = r  : (2r+/c) 
x{2 r + k ) = 2 m

2rn n—x
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továbbá
RMt—k + r

, , , ,  %m _ , 2 n —xRM\ =  — 2 r  +  r =  r --------.
1 x  x

Az íRjMFA-ből folyó összefüggések a következők : ha

f i i ­

akkor

sin w = x

tg* «9 =

r .

sin2 o

2 n —x  %n—x
x

Xe

1—sin2 tp 

tg >

(2 n — íc ) 2 

x 2
( 2 n — ,'K) 2

4 r t  (n—x) 7>

Az 5) és 7) alatti képletek figyelembe vételével a BRTA-bő] 
nyert

ü2=A;2. tg2 ^

reláczió a következő egyenletre vezet:

6 2  =  ( ä r . ^ )
ÍC2 r 2 (n—x)

í n  (n—x) n

C a r n o t  tételének az ORMlA-re  való alkalmazása, végül az

I>

vagy
ÖB*= ÖM? +  BM\ -  2. OMj. R M ,. cos «

a2= ,'c2+ r 2—2ar cos a

egyenletet szolgáltatja, a mely 4)-re való tekintettel következő- 
képen írható :

q „ , „ x(r2+ n 2 —m?)
al—x 2-\-r2 — —-----------------n II>

Mivel e2= a 2 — b2, a II) és I) egyenleteknek egymásból való kivo­
nása révén a következő értéket nyerjük:
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ä__ s íc(r24-«2“ TO2) r2(n—x )e2=£c2-j-r2
n

vagy
■ „ x  (nx— n2+ m 2)e2— — -----------1-----— =  aclíc -/ n 2 — m 2\

Ebből a 3) alatti reláczió figyelembevételével 

e2= a; (GM, — A/, Afj),
vagy

e2= x y ,  III)

mely eredményt Chasles a következő tételben fejezi ki:
A lineáris excentricitás ama körök sugarainak geometriai kö­

zéparányosa, a melyeket a görbe középpontja, a tengely metszet 
síkjában fekvő csúcspontok bármelyikén keresztül vezethető kör­
metszetek középpontjaival megállapít.

A talált egyenletekből látható, hogy a a görbe főtengelyét b 
pedig melléktengelyét jelöli, a míg az x .y  szorzat az x és y egyenlő 
előjelénél fogva pozitív, azaz, míg az 0  középpont az MiMi vonal­
darabon kívül fekszik.

Ha n <  x  (lásd az I alatti egyenletet) a melléktengely képzetes 
és a kimetszett görbe oly hiperbola, amelynek középpontja az AToo 
vonaldarabon van.

Az xy szorzat negatív volta mellett b a főtengelyt a pedig a 
melléktengelyt jelenti a metszet oly ellipszis, a melynek közép­
pontja az vonaldarabon van.

A határesetképen fellépő parabolikus metszet gyújtópontját az 
AfjMj vonaldarabnak, a tengelymetszet síkjában fekvő szimmetrá- 
lisa határozza meg.

Lényegesen egyszerűbb a vizsgálat az egyenes körkúpra nézve, 
az eredmény azonban azonos avval, a melyre jutunk, ha föltéte­
lezzük, hogy az előbb levezetett egyenletekben m —n.

Ha az elliptikus metszet esetében SAC (2-dik ábra) azt a ten­
gelymetszetet jelöli, mely a metszősíkra merőlegesen áll, ha továbbá 
AB  a tengelymetszet és metszősík átmetszési vonala, akkor AB  a 
kimetszett görbe főtengelye, felezőpontja pedig annak középpontja.



FERDE ÉS EGYENES KÖRKÚP SÍKMETSZETEINEK GYÚJTÓPONTJAI. 269~

Legyen BD és EG az AC-vel párhuzamos, és legyenek EM =u  
és M G=v azon vonaldarabok, a melyeket M az EG -n megállapít, 
továbbá E B = x, akkor BP—v és M P=x.

Jelölje a, illetőleg e, a kúpalkotóknak, illetőleg a metszősíknak 
a kúp alapsíkjával való hajlásszögét, a és b pedig a kimetszett 
ellipszis féltengelyeit.

M o l l w e id e  reláczióinak az BEM  és BPM háromszögekre való 
alkalmazása most a következő egyenletekre vezet:

C A
i .  ábra.

a—x
. a—e 

SU1 — 9

U

a + x
v cos

cos jt  —  ( «  +  e )  

á
Ti —  («  —  <?) 

9
. M. C-sin

2

sin

a melyeknek szorzata a
(a—x) (n-\-x) 

uv

ai —x*=uv
vagy a
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relácziót adja. Mivel« és v geometriai középarányosa szükségképen 
a görbe fél melléktengelyével egyenlő, lesz:

a?—xi = b i,
a miből látható, hogy

x —e
a lineáris excentricitás.

Ebből következik, hogy a lineáris excentricitás azzal az oldal­
vonallal párhuzamos vonaldarabbal egyenlő, a melyet a tengely­
metszet síkjában, a középpontból a kúp tengelyéig húzhatunk.

Az egész levezetés érvényes a hiperbolikus metszetre is, ha ki 
tudjuk mutatni, hogy a melléktengely félhossza ugyancsak u és 
í>nek geometriai középarányosa.

Ha az előbbi feltevések fenntartása mellett, (B-dik ábra) a kúp 
csúcsán át, a metszősikkal párhuzamos iránysíkot fektetünk, akkor 
e két sík a kúp alapsíkját két, a tengelymetszetre merőleges egye­
nesben metszi, a melyek egyike (sj az alapkört A-bari érinti, a 
másik (Sjj) pedig vele két helyen találkozik, H és íf-ban a metsző­
sikkal párhuzamos kúpalkotóknak, az alapkör síkjában fekvő pont­
jait állapítván meg.

3. ábra.
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A kúpnak SH alkotóban lévő érintősíkja az alapsíkját H pont 
s3 érintőjében metszi és meghatározza az

pontot, a mely a hiperbolának, az SH  egyenessel párhuzamos fek­
vésű aszimptotájához tartozik.

Mivel ss a hiperbola csúcspontjában lévő érintője, az

vonaldarab — a hiperbola egy elemi tulajdonságánál fogva — a 
melléktengely félhosszaságát is adja.

Legyen O T =k  és TH =z, és vegyük figyelembe, hogy OC=u  
és B L = v, akkor SOC és SLB  háromszögekből a következő érté­
keket nyerjük:

(«!> s3) =  i<

A V =  b

u =  SCcos a v—S B . cos a.

Tekintettel arra, hogy

BAG A ~ ST C  A
lesz

BC : SC—AC : TC,
v a g y

(CS+SB) : SC—AC : (TO +O C ),

innen pedig

es
u(u—v)

u + v
Ennek az értéknek felhasználásával a

reláczió a következő egyenletre vezet:

• u ---------u + v
u(u—v)

a melyből
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2m j/  u v  

u + v

Mivel az A O H ^  =  <p jelölés mellett,

és

tehát

végre lesz: 

és így

2 \Tuv 
u-\-v

cos k
u

U — V

u + v  ’

sin 2<p \í  uv
^  1 +  cos 2ip u

A V = b= u ig (p  =  ^ uv

b*=uv,

a mivel az említett tulajdonság be van bizonyítva.
A parabolikus metszetre vonatkozó szerkesztés egyaránt vagy 

a talált szerkesztés határesetének, vagy pedig a QuETELET-féle tétel 
folyományának tekinthető, a mely tételből az egyenes kúpra talált 
eredményünk könnyű szerrel közvetlenül is levezethető.

Szépréthy Béla.
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(Első közlemény.)

I. Ha valamely egyenesen a Pt , P 2, . . .  P„, M pontokat vesz- 
szük fel és a

Pia j Pl23 ) • ■ • Pia . . . n— 1, Pia... n

pontokat akként határozzuk meg, hogy ezek a

(P.P.PuM) = — 1*
(P3P 12P123M)=—2

(P«Pl2 ... ít-lPia . .. n M)= ()i 1)

egyenletrendszert kielégítsék, akkor:
1. A P12 . . . n =  Qn+1 pont független a P] P , . . . Pn pontok sor­

rendjétől.
2. A Qn n pont kielégíti a

(P k  + l . .  . n P l í  . . .  k Q n + 1M ) —  ,
----rí

egyenletet.
3. H a a P1; P2, . . . , Pn pontcsoport mindegyik pontját a raj­

tuk keresztülmenő egyenes egy és ugyanavval a Pn+i pontjával 
felcseréljük, n számú új pontcsoportot nyerünk, Ha a P i... Pk-t 
Pn+iPkri . .. Pn csoporthoz a Qk pontot akként határozzuk meg, 
miként a Qn+i pont keletkezett a P | / 2 . . .  Pn csoportból, akkor 
a P  és Q pontcsoportok közt a következő összefüggés áll fenn:

Í-P1P2 . . . PnPn+lM) A (QiQz . ■ . QnQn+lM).

* Az (ABCD) szim bólum  az ism eretes -JíD ^ e^ ös ' ‘is2011! 1- jelenti.

M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 18
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E projektiv pontsorok karakterisztikája egyenlő —n-nel, vagyis 

(PkQkNM)=—n,
a hol N  a projektív pontsorok második kettőspontját jelenti.

4. A Q pontok csoportjából egy l í  pontcsoportot, ebből egy S 
pontcsoportot, és így tovább ugyanazon az úton származtathatunk 
le, mint a mely úton a Q keletkezett a P  pontcsoportból.

Mindezek a pontcsoportok projektívek, vagyis
(Pl . ■ ■ Pn+1 M) A Qn+lM) A (Pl . . . Rn+\M)

és kettőspontjaik M, N  közösek. Az új pontcsoportok mindinkább 
közelednek az N  kettősponthoz, a melylyel egy végtelen sokszor vég­
zendő szerkesztés után a hadáron egyesülnek.

5. Az Npont M-nek harmonikus pólusa a P, Q, fí, . . . pont- 
csoportokra vonatkozólag.

II. E tételek akkor is maradnak érvényben, ha a l \ , l \ , ,P„ 
pontokat nem egy egyenesen, hanem egy síkban vagy a térben vesz- 
szük fel tetszőlegesen és M ama síknak- tetszés szerinti egyenese, 
vagy a térnek egyik síkja; ekkor azonban a P és Q pontcsoportok 
oly kollineár rendszert alkotnak, a melynek kollineáczió-közép- 
pontja és tengelye N  illetve M; karakterisztikája pedig —n.

III. Ha l \ ,  !(,, P . , . . . ,  / lm , M tetszőleges térbeli egyenesek, 
akkor az előbbi tételek szintén érvényesek maradnak, csakhogy 
Qi, 0>, • • • On+i, N  szintén egyenesek lesznek, és a Pk, Qk egye­
nesek M és N-re vonatkozólag egy axiális- kollineár rendszert 
képeznek, a melynek karakterisztikája —n.

Bebizonyítás.

I .A  p  egyenesen vegyünk fel n pontot, Pi; P%, . ■ . , Pn-et és 
egy M pontot; az nP  pontot projicziáljuk egy tetszés szerinti 0  
pontból (l . ábra) egy az M ponton keresztül menő g egyenesre; 
legyenek a talált projekcziók: Glt G±, . . . .  Gn• Nevezzük továbbá 
azt az egyenest, mely o-t (o =  MO) p, 3-től harmonikusan elvá­
lasztja f(0)-nak, és fektessük az M ponton át a í(1), í(2), . . . , f(?l-1> 
egyeneseket úgy, hogy a
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(gptm o) =  1
(gtm tw p) = — I 
(grí*i> í« )  í ( ° ) ; = — 1

(0ÍÍ"~3>£<»-2>í<«-*>) = — 1 
( g í !« -» lí (n - l) í (« -3 ) )= _ l

egyenletrendszert kielégítsék.

Ebből az egyenletrendszerből következő új egyenletrendszer 
származtatható le :

(gpft0)o) = —1 
(gPHMo)=— 2  

(gi^m o ) — 3

(3Í<«~3> o )= —(?z— 1)
( g t tn ~ a) t<n ~ 1) o ) =  —  n .

Ha ugyanis felteszszük azt, hogy

tehát
(gt(k-t) pk-i) o) =  —k, 

(gtO i-utß-% o)=k+\,

(II)

18*

1. ábra.
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és ennek az egyenletnek baloldalát (gttk- 1] t(k) f<fc- 2>)-vel, a jobb­
oldalt az (I) szerint vele egyenlő értékű —1-gyel szorozzuk, akkor

( g f ö - u t M  ó ) = ( g t t k - 1)fikíVk- i)) (gtfk- 1)#k-'l )o ) = —l.(A + l)= —(fc+l>
egyenletet kapjuk, a melyből a (II) egyenletrendszer helyessége 
evidencziába lép.

A
-Pl2> P123* • • • > £*12 ... n- 1  Qn +1

pontokat ezek után következőképen szerkeszthetjük :
A

7Í0)= ( P 1Ga, PjGj)

pontnak projekczióját G3-ból í(1)-re, í'l^-nek nevezvén, í '^ ’-nek 
projekczióját tr4-böl í<2)-re, T ^’-nek, és így tovább, végre J'(nn~3)' 
pontnak projekczióját Gn-ből í("~2)-re T ^l^-nek nevezvén, a

rrr(O) r p ( l )  rp{‘H—S) rji(7l — ü2)
3  j  ^ 4  í  • • •  9 n  y -1-71+1

pontoknak projekcziói O-ból a p  egyenesre lesznek a keresett

Pu , Pm, •• • j P ll .. .n - 1 , Qn+1
pontok.

Ha ugyanis p, g, o sugarak és

/-v rp (k  — 2) I
/c -*■ k + 1 I (/c=2, 3 , .  . .  , « )

egyenesnek metszéspontjait 0  pontból egyenesre projicziáljuk, 
akkor (II) következtében

(PAPuM) = — 1  

( P 3 P 1 2P m M ) = — 2

..................................................................... (III)
(Pn—l P a ... n- 1  P li... n-1  M) ——(it—2)
( ín  P n ...n - 1  Qn+lM) = —(n— I)

egyenletrendszerhez vezettetünk, a mely a szerkesztés helyes vol­
tát igazolja.

Ezután kimutatjuk, hogy ha a Plt Pi , . . . , Pn pontok közül 
két tetszőlegest egymással fölcserélünk On+i helyzete változatlan 
marad.
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A í(0) egyenesen fekvő Ti0) =  (P^G3, P 3GS) pont projekczióját 
G^-ből £(11-re Ti(1,-nek nevezvén : T^’-nek projekczióját G5-ből 

i (2)-re Tj(i)-nek, és így tovább, Tj ’̂-nak projekczióját Gk+i pontból 
7<;‘Tl)-re 7jl,' + 1)-nek nevezvén (2. ábra): az 1) egyenletrendszer és 
T[k) Tkk+AGi Gk+ 3  négyszög harmonikus tulajdonságai következté­
ben, GiT[k) egyenes a T)k+V 1 ponton megy át.

Mert föltételezvén, hogy a T[k 11 Tk+i]Gi Gt+jnégyszög G\ 
-oldala a 7^+3 ponton megy át (a mi abban az esetben fog bekö­
vetkezni, midőn k=\), a T{k) Tl% GlGk+3 négyszögnek GkT3 T[k), 

oldalai egymást pontban; (GiGfc+3 , T{k) Tkl 3 =

2 . ábra.

(g, t{k)) oldalai egymást az M  pontban metszik, és így a harmadik 
oldalpár G\T[k), Gk+3 J *+3 metszéspontja azon a / (,t+1) egyenesen 
fekszik, a mely a T\k~í} pontot, vagy a mi ugyanaz, a í(fc_1) egyenest, 
t k és 3-tői harmonikusan választja el. Ámde a Í(,í+1) és Gk+3 T/é+3 
egyeneseknek metszéspontja TÁ+V’, és ezért G i i s  ezen a pon­
ton megy keresztül.

Vegyük most fel, hogy csak két pont Plf Pi és M volna adva, 
könnyen látható, hogy akkor a

(P2P1P12M )= —1, (Prl{1Pn M)= —1 

egyenletekből meghatározott Pn , P21 pontok egybeesnek, vagyis

P i j = P j i -
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Ha három pontot veszünk fel, P t , P2, P3-at, akkor a 

(P,P3P3áM ) = - 1, (P1P3BP321M )=— 2

egyenletekből meghatározott -Psíi pont, minthogy T^’-nek projek- 
eziója O-ból p-re, P 123 -mai esik egybe, vagyis Pijk=Pkji, s minthogy 
az első két mutató szintén felcserélhető, azért bármely két muta­
tót is fel lehet cserélni.

.Tegyük fel, hogy az 1) alatti tétel (n—1) pontra, P1( P2, . . . , 
Pn- i- re már be van bizonyítva; vegyünk most fel n pontot:

et, akkor a
(P^P^M ) = —í 
(PtP Á M ) = - V

{PnPí3 . . . M-1 P2 3  . . . n M )  = ---(»---2)

egyenletrendszerből meghatározott P&_.. „ pont a föltétel szerint 
P«23... íi-i ponttal és a

(PlPn, 2. . . n-lP«, i . . . n -1, iM )=—(«•— l)

pont Pia... n ponttal összeesik, mert mindakettő ugyanegy pont­
nak a r r + f ’-nek projekcziója p-re az O-ból. Ezzel az 1) tétel be 
van bizonyítva.

2. A (II) egyenletrendszer (/£ +  2)-dik egyenlete :

ebből
(gttk)ttk+i)o) =■—-(/c+2),

(gotfk)t{k+1)) -=

(goíík+1)t{k~i))—

k+ 3 
k+ 2 
k + 4 
/c+ 2

(gOtlk't <-*> # * + * -!))  =
/£ +  / +  l

{gotlk+l~i] fik+l)) k+l+%_
k + l+ i
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Ha ezeknek az egyenleteknek bal- és jobboldalát egymással 
szorozzuk, akkor a

{golík)ftk+l))=
-=(got>-k) í(/c+1)) ,(goflk+i) í<*+2)) . . . (got{k+l~i) t(k+l>)=

k-\-~
egyenletet nyerjük, a melyből

{gttk) t{k+l) o)=  — ^ y "  '

Helyezzünk ez egyenletbe k+ 1 helyett s-et, akkor az egyenlet 
ily alakú lesz

(gl<k) fi.») o) = — —~  (IV)

és ennek alapján
J l_ .  a v l}

Az (I) egyenletrendszer utolsó egyenlete előtt levő (n—k—2) 
egyenletből

(0 f t* - i)  $<*) f lk -» )  = _ i

(gHk)#*+D^-D) = — 1

(őfí(« . -3 )<( « - 2 ) í (n - t ) )  =  _  i

hasonló úton, mint a mikép I)-ből a II) keletkezett, következő egyen­
letrendszer vezethető le :

(g r# * -«  # * > # * -* > )= — 1

(gW ttk+ 2

(gií(»-3> í<«-2> íffc-2))=— (n— /r—  1).

Ezen előzmények után térjünk át a 2) tétel bebizonyítására. 
Tudjuk, hogy a Pia... k pont Tí+l*1 pontnak projekcziója O-bóI 

p-re, most meg akarjuk mutatni, hogy mikép lehet a Pk + i . . .  n. 
pontot a már meglevő T pontok segítségével megszerkeszteni.

E végből a (1. 3. ábra)
rpiU) r j i ( k  + 1) rn( 71 — 2)
Mc +  3 j  -*/c +  4 i • • • i * n  — 1
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pontok projekczióit a r n ( k  2)
- l k  + 1 pontból g egyenesre

Gk+l, k+1, Gk+l,k+2,k+3> • • ■ , Gk + l, k+2, .. . n

betűkkel jelöljük, és a

g, tk- \  f t \  £(fc_2); g, f t \  ftí+1\  . . . , g, f t - » ,  f t - »

sugaraknak metszéspontjait a

Git+ 2
rp(k-l) rri(k) j
ifc  + 2 J-k+ 3 I

rp(k)trk+il J k+ rp (k  + l )  I I /-* r p (n —S)
3 J - k +4 I > • • • l n

r p in  — fy) I
l n + 1 I

egyenesekkel a pontból </-re projicziáljuk. E pontok pro-
jekcziói mint (V)-ből látható, a következő egyenleteket állapítják 
meg:

(Gk+i Gk+i Gk+i,k+iM)—— í
(Gk+3 Gk+l, k+2 Gk + l, k + 2, k+3 M) =  —2

( G n  G k + l ,k + 1 ......... n —1 G k+ l,  Zt+2 . . .  n M )  =  — (ft— k ----- 1).

Ez egyenletek baloldalán álló kifejezésekben a pontokat O-ból 
p-re projicziálván és azok jelentését tekintetbe véve a

{Pk+'i  P k + l  P k + i , k + i M )  =  —  1

(P k + 3  P k + l ,k  + 2 P k + l ,  k + i , k + a M ) = — 1

( P n  P k + l ,  k+-2 . . . n - 1  P k  + l, k+2 . . .  n M ) — ' (?l k — 1)

3. ábra.
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egyenleteket kapjuk, a melyeknek alapján a Pk + ik + a... ,n pont, 
mint Gk + i k+í.. .m-nek projekcziója van meghatározva.

Ámde a Gk+i, k+v ... n, PÁ+1'1, P«+l2' pontok ugyanegy egye­
nesben fekszenek, melynek ha metszéspontjait g, í(n_2), o su­
garakkal O-ból p-re projicziáljuk, a (IV,) egyenlet következtében a

k
(Pk+l, k+2,... ?i Pl-2 . . . k Qn+1 M) — _,

egyenletet nyerjük, a mely a 2)-dik tétel helyességét igazolja.
B. Hogy a 3)-dik tételben kifejezett 0 ,, Q2, . . . Q„, pontokat 

megtaláljuk, nevezzük a Pn+i pontnak projekczióját O-ból g-re 
G,i+i-nek; továbbá a

r ,= (P 2G3, P3GJ, P2= (P 3G „ P,G3), 73= ( P ,ö2, P20 ,)

pontoknak projekczióit G^-ből í(1)-re: P,(1), TÍi \  P3n-nek; e pon­
toknak és P^-nek projekczióit 0 5-ből f®-re: T?\ P f ,  T f \ T é ­
riek, és igy tovább; a Pi”_4), pj"~4), . . . P^Tj40 pontoknak pro- 
jekczióit 0,,-ből í(”_o)-ra: P1<”_3), Pjn_3), . . . végre ezeknek
a pontoknak és Tn~3)-nak projekczióit Gn+i-ből í(,i~~’-re: PÍ"~2), 
P f~ 2), • ■ • P?" 2)-nek. Az első tétel bebizonyításából látható, hogy 
ez utóbbi pontoknak projekcziói O-ból p -re a kívánt Oi, 0̂ > ■ ■ ■ Qn 
pontok.

Tk !) Pn+i2) Gk Gn+1 négyszög harmonikus tulajdonságai foly­
tán T'k~l) Gk, Tn+Í2) Gn+i oldalak metszéspontja azon a

egyenesen fekszik, mely a

(g&n-v tSn~v í(«-3))= _  1

egyenletből van meghatározva, mert Pjt"_2), P«+l2) pontokf<n_2)-ön, 
Gk, Gn+1 pontokgr-n és a P(”_3)= (P i”_2) G,l+1, G* P^j"?) metszés 
pont 3) egyenesen fekszik.

Ebből folyólag az összes

| g * G í r 2,i
(fc=1, 2 , .  . . ,  n + 1 ) 

egyenesek a Tn+i] ponton mennek át.
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Minthogy a Glf G ,..........Gn+1,M;
M pontsorok a Tin+i> pontra vonatkozólag perspektivek, azért 
nemcsak e pontsorok projekcziója O-bólp-re projektív, hanem még 
az OTn+.>} egyenesnek N  metszéspontja p-vel egyik kettőspontja 
ama soroknak, vagyis:

(Pl P<± - ■ • Pn+1 NM) A «?!<?# • • . Qn+lNM).

Tekintve még, hogy a GuT{k~'1] n̂Í% egyenes és g, tin_1)
0  sugarak metszéspontjainak projekcziói O-ból p-re; JP*, Qk, N, 
M pontok, tekintve továbbá a (II) egyenletrendszer utolsó egyen­
letét következik:

(VI.)
Klug Lipót.

(PícQkNM)——n.



ADALÉK A MARS FELÜLETÉNEK ELMÉLETÉHEZ.

S c h ia pa r elli észleletei alapján tudjuk, hogy a Mars egyenlítője 
táján világos színű öv mutatkozik, melyben sötét csatornák kép­
ződnek és eltűnnek. A legfeltűnőbb tünemény azonban e csatornák 
megkettőződése.

Eddig a földön még nem észleltetett oly tünemény, mely a Mars 
övének változásaihoz hasonló volna, úgy hogy e változásokra mai 
napig még nincsen magyarázatunk.

Véletlenül a párolgó víz felszínén bizonyos tüneményeket ész­
leltem, melyek annyira hasonlók a Mars úgy nevezett continensei- 
nek változásaihoz, hogy gyakran nehéz volna a két tárgy rajzai 
közt külömbségeket találni. Hogyha e két tünemény tényleg ana­
log, akkor a Marsnak úgy nevezett continensei felhők.

Tapasztalataim a következők:
Ha valamely csészét közel színig megtöltünk forró (azaz közel 

100 G fokú) tiszta vízzel és azt kihűlni hagyjuk oly helyen, hol 
nincsen léghuzat, akkor nem látunk feltűnőt. Ha azonban a vizet 
sötétre festjük anilin festékkel, vagy ha tiszta víz helyett sötét 
theát veszünk, akkor a megbeszélendő tünemény közönséges 
szobahőmérséklet mellett (50° C) fejlődni kezdődik, mikor a víz 
hőfoka 70° G alá száll; 60° G-nál a tünemény legteljesebben mu­
tatkozik, és 50° G-nál már tűnőben van.

Míg a forró víz még erősen gőzölög, a benyomás az, hogy a felső 
hideg levegő buborékok alakjában folyton lecsap a víz felszínéig, 
és a köd a buborékok közt oszlopok és lemezek alakjában felszáll. 
A magasban a ködlemezek és ködoszlopok sodródnak. A lemezek 
és oszlopok alja a víz felszínén folyton mozgó, tág öltésű hálót 
képez. A hol egy légbuborék lecsap, ott a hirtelen képződő köd a 
víz felszínén vízszintesen kitér, sepri a víz felszínét és a nevezett
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alakokban felszáll. A benyomás körülbelül az, mintha a víz tükre 
felett folyton explosiók történnének.

E tünemények oka egyszerű. A vízből felszálló meleg láthatat­
lan gőz, mely könnyebb a levegőnél, a víz felett vízszintes gőz­
réteget képez, mely labilis egyensúlyban van a környező levegővel 
szemben. A mint az egyensúly megzavarodik, gyorsulások merül­
nek fel, és a levegő és gőz helycseréje úgyszólván explosiószerűen 
történik.

Az eddig leírt tünemények csak bevezetők. A mi történik, mikor 
a víz hőfoka 70° G alá száll, és a mit ezennel be akarok mutatni, 
annak több részletét úgy hiszem csak rövidlátó szem láthatja 
tisztán, és az is csak úgy, hogy lassan hozzászokik a látványhoz, 
mert az első kísérleteknél rendesen csak chootikus köd áramlásokat 
látunk. Nehéz továbbá a kellő megvilágítást találni. Én legjobban 
látom a leírandó tüneményeket, ha a víz felszínén egy ablak tükrö­
ződik. Az ablakkereszt sötét képében legjobban látom a tünemé­
nyeket.

Mikor a víz körülbelül 70° G-ra hült le, a felszálló ködben szá­
mos a láthatóság határán álló vízcseppecskét látunk nagy gyorsa­
sággal felszállni. Később e vízcseppecskéket már a víz felszíne 
felett is látjuk a légáram irányában nagy sebességgel elsietni, és 
akkor LEiDENFROsT-féle végtelen kicsiny cseppekre emlékeztetnek. 
Végre a légáram e cseppecskéknek és a ködnek egy részét már 
nem bírja felemelni, és ekkor a visszamaradó cseppecskék és a 
visszamaradó köd a víznek külömben tiszta felszínén hosszabb- 
rövidebb, szélesebb-keskenyebb, egyenes nagy görbe csíkokat és 
ködfoltokat képeznek, melyek oly szorosan simulnak a viz felszíné­
hez, hogy vastagságuk alig látható.

E csíkok kevés másodpercz alatt eltűnnek megint úgy, hogy a 
szélök elmaródik, elrágódik.

E ködfoltokat az ember kezdetben habnak nézi, a milyen forró 
vizen képződni szokott. Ámde nem ritkán látjuk, hogy a légáram 
egy meglevő ködfoltot a víz felett elsöpör és oly görbében fel­
sodorja és elviszi, mint a szél a port. A ködnek egy része azonban 
ilyenkor megint le szokott szállni, mint a felvert por a levegőben,
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néha 1 cm magasságból, és ekkor a köd a víz felszínén új csíkot 
képez. A habot azonban a légáram sem nem sepri, sem nem emeli.

A mint a víznek hőfoka leszáll, a csíkok mindig szélesebbek 
lesznek az elmosódott szélükön, azaz azon irányban terjednek, a 
honnan a légáram jön, és végre a vizen fehéres ködtáblák úsznak, 
melyeknek vastagsága úgy látszik egy milliméternek csak egy kis 
részét képezi. E ködtáblák szemölcsözőknek látszanak, mint a 
tejút. Ezeken mutatkoznak a leírandó tünemények.

Ha egy ködtábla felett légáram megy el, akkor sokszor úgy 
látszik, mintha az áram a táblának egy felső rétegét fátyol alakjá­
ban magával vinné. A táblának hypothelikus alsóbb rétege moz­
dulatlanéi megmarad a helyén, míg a fentebbi fátylot a légáram 
elviszi, ősszesöpri, felemeli és megint elejti, úgy hogy a fátyol új 
ködcsíkot ád a víz felszínén. E tüneményt különben úgy is lehetne 
megmagyarázni, hogy a köd nagyon külömböző nagyságú cseppecs­
kékből áll. A légáram csak a legkönnyebbeket viszi magával, míg 
a nehezebbek oly mély rétegbe merülnek, mely a gőz vagy levegő 
belső súrlódása következtében az áramlásban már nem vesz részt 
hanem úgyszólván a vízhez tapad.

A ködtáblákon a következő tünemény mutatkozik, mely a jelen 
közleménynek főtárgyát képezi. A tábla hirtelen repedezik, és éles 
határú göröngyökre bomlik fel, mint a hogyan pl. a teljesen átázott 
agyagos felület szokott száradáskor szétrepedezni, melyek közt a 
víz felszíne tökéletesen tiszta. E repedések úgy látszik egészen füg­
getlenek a ködcsíkoktól, melyeket a légáramok a ködtáblákon össze­
sepernek, és összevissza keresztezik azokat.

A repedések néha minden mozgalom nélkül képződnek, mintha 
a csatornák a táblákban kioldódnának vagy kivágódnának. Több­
ször azonban, mikor egy repedés vagy repedési háló képződik, e 
pillanatban a táblák mintegy szétugranak, mintha explosio történt 
volna, vagy mintha centrifugális légáram szétszakítaná őket.

Kérdés, mely physikai viszonyok jellemzik a repedések helyét ? 
Meglehet, hogy a repedések helyén a víz felszíne hidegebb. Ugyanis 
ha a csésze széléről hidegebb légáram száll a ködtáblára, akkor az 
áram a ködtáblának egy részét (rétegét) elsepri, a megmaradó
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ködréteg pedig igen gyorsan eltűnik. Ügy látszik a hideg légáram 
■lehűtötte a víznek legfelsőbb rétegét, ez kevesebb gőzt fejleszt, a 
lassabban felszálló gőz nem képes már a ködtábla cseppjeit lebegve 
tartani, és azok a vízbe sülyednek, és a víz felszíne tiszta lesz. Ha 
a hideg légáram megszűnik, akkor egy kis idő múlva a ködtábla 
megint képződik, a melegebb levegőben, ügy látszik a víznek leg­
felsőbb rétege hővezetés által megint felmelegedett. A priori az 
ellenkezőt várnák, hogy tudniillik a hideg légáram a ködtáblát 
sűrűbbé tegye.

A következő kísérlet is a mellett szól, hogy a repedések helyén 
a  víz felszíne hidegebb. Ha ugyanis hideg tárgyat, pl. hideg késnek 
hegyét nagyon közel tartunk a víz felszínéhez, akkor alatta a köd­
tábla nem lesz sűrűbb, hanem ellenkezőleg tiszta, ködmentes folt 
képződik a hideg tárgy alatt. Meglehet, hogy a hideg tárgyon az 
alatta felszál'ó gőz igen hamar lecsapódik, az elpárolgás gyorsítva 
lesz, a víz felszíne ennek következtében kihűl, és az elpárolgás oly 
lassúvá lesz, hogy köd nem képződik többé. A víz lehűlése követ­
keztében talán nem is elég nagy már a hőfokkülömbség, hogy köd 
képződhetnék.

A repedések egy pár másodpercz alatt megint eltűnnek, de ke­
vésbé azáltal, hogy a két szélűk elmosódnék, mint inkább azáltal, 
hogy a légáramok, melyeknek iránya úgy látszik egészen független 
e repedések irányától, a kép fölé új ködfátylot sepernek. A régi, 
alsóbb rétegek eltűnnek, talán a vízbe merülnek vagy elpárolog­
nak, a régi kép is ennek következtében elhalványul, eltűnik, és a 
hol repedések voltak, már csak meglehetős homogén ködtábla mu­
tatkozik.

Ha egy repedési háló egy kis ideig, talán egy ötöd vagy egy fél 
másodperczig mozdulatlanúl állott, hirtelen új háló képződik, mely 
általában függetlennek látszik a régi hálótól és azt sokféleképen 
keresztezi. Feltűnő azonban, hogy egyes új repedések, még pedig 
hosszú repedések, párhuzamosak régiekhez. Ismételve láttam, hogy 
egymás után négy párhuzamos repedés képződött. Néha úgylátszik, 
mintha az új hálónak egy része nem volna egyéb, mint a régi háló 
•egy részének ismétlése, egy kis eltolódással. Az sem nagyon ritka
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eset, hogy egy repedés kiszélesedik, azután egy fehér ködgerincz 
képződik a közepében, úgy hogy az egyszerű csatornából kettős 
csatorna lesz. Ritka eset, hogy egy új csatorna lassan képződnék. 
Ekkor az előrehatoló vége rágottnak látszik. A tábla nem tolódik 
szét, hanem a csatorna úgyszólván oldás által terjed, épen úgy 
mint a tiszta, ködmentes folt a kés hideg hegye alatt. Néha a csa­
tornának egyik szélén sűrűbb lesz a köd. Ez akkor történik, mikor 
a légáram keresztezi a csatornát és a tábla felől a csatorna partjá­
hoz söpri a ködöt.

A kép, melyet a 60 fokú viz felszíne mutat, alig külömböztet- 
hető meg a legjobb Marsrajzoktól, csakhogy a kép oly gyorsan vál­
tozik, hogy azt lerajzolni lehetetlenség.

Hogyha a párolgó viz és a Mars felülete közt tényleg áll a ha­
sonlóság, akkor a Marsról a következőket mondhatjuk. A Marsnak 
talán egész felülete víz. A sarkokon, ha ott sincs szárazföld, a vizet 
jég borítja. A Marson passzátszelek vannak, melyek a mérsékelt övön 
úgy tüntetik el a ködöt, mint a hideg légáramok a csésze meleg 
vizén. A felhőréteg tehát csak a meleg égövőn van.

A Mars atmosphaerája sokkal gyengébb a föld légkörénél. Ámde 
gyér levegőben a súrlódás nem kisebb, mint sűrű levegőben. Ha 
tehát a Mars atmosphaerájában légáramok vannak, akkor a Marson 
a súrlódás a mozgó lég tömegéhez mérten sokkal nagyobb, mint a 
földön. Annak az a következménye, hogy a Marson a légkör áram­
lásai nem lehetnek oly rohamosak és bonyodalmasak, mint a föl­
dön. A felhők alakváltozásai azért a Marson sokkal lasabban és 
egyszerűbben fognak történi, mint a földön.

A Marsnak csatornái nyílások a felhőrétegben, melyeknek rej­
télyes oka hasonló azon okhoz, mely a meleg víznek felette vékony 
felhőrétegében hasonló csatornákat teremt.

A Mars felületén ismételve észleltek elmosódásokat, melyeknek 
helyén, miután megszűntek, fehéres folt mutatkozott. E fehéres 
foltot eddig friss hónak tartották. Ámde a meleg vizen is látjuk, 
hogy a mozdulatlan ködtábla felett a légáram magasabb rétegekben 
ködöt sodor, mely végre leszáll, és a változatlanúl megmaradt 
ködtáblára mint fehéres folt rakodik le. Fuchs Károly.
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NAK MEGHATÁROZÁSÁRÓL.

(Harmadik és befejező közlemény.)

Az árnyékhatárvonal különböző alakjairól.

Az árnyékhatárvonal első projekcziója egy általános 6-odrendű 
konchoida, melynek orthogonalis szimmetrálisa a T' pólusnak az 
alapkör középpontjával O'-sel való összeköttetése.

Lényeges befolyást gyakorol a keletkező görbe alakjára a T' pont 
fekvése; e pont projicziáló sugara — a <P felület egyik vezér­
vonala — ugyanis az F felületet az árnyékhatárvonalhoz tartozó 
pontokban metszi. Mivel ez a projicziáló sugár a felület minden 
menetét általában két különböző pontban metszi, T' a projekczió 
kettőspontja lesz. Ha e metszéspontok valósak és különbözők, ez 
a pont közönséges kettőspont: ha valósak és összeesők •— T' 
az első kontúrvonalon van — akkor visszatérő pont a szimmetrá- 
lissal, mint érintővel; ha végre képzetesek, a projicziáló sugár egy 
képzetes pontpár összeköttetése és T ' a projekczió izolált pontja. 
Mivel a T' fekvése bizonyos felületre nézve csakis a fénysugár haj- 
lásától függ, a fénysugár irányának változtatása segítségével ez 
alakok mindegyikére akadunk és természetes, hogy a visszatérő 
pont átmenetképen szerepel a kettős és izolált pont között.

Ha a <P konoidfelület amaz alkotóit keressük, a melyek a T" 
projicziáló sugarának az A felülettel való metszéspontjain halad­
nak át, akkor ez alkotók projekczióiban a kettőspont érintőit 
is megtaláljuk, mivel a (p felület ama metszéspontokhoz tartozó 
érintősíkjai projicziáló síkok. A T'-ból, mint középpontból p sugár-
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ral leírt kör fogja a középponti csavarvonal alapkörét a keresett 
érintőkhöz tartozó pontokban metszeni.

Lehet a görbe első projekcziójának még két valós kettőspontja. 
A T' ponton keresztül menő sugársor sugarai ugyanis a közép­
ponti csavarvonal alapkörén egy húrrendszert állapítanak meg, a 
melyben 2p hosszaságú húrok is foglaltatnak. E húrok felező 
pontjai lesznek a keresett kettőspontok. Általában két ily húr szer­
keszthető, de ezek valósságának első föltétele

P  <  r ,

mivel a húrok felső határa 2r. Ha az ily követelményeknek meg­
felelő húr egyik végpontjának a T' pólustól való távolságát x- el, 
a pólusnak az alapkörre vonatkoztatott hatványát pedig fc-val 
jelöljük, akkor az

x(x—2io )= ± /c2

egyenlet adja meg az e mennyiségek között fennálló relácziót, a 
miből

x = p ±  P2 ±  &2-

Ha T' az alapkörön kívül van, vagyis k2 pozitív, x  valós, és a 
föntebbi föltétel kielégítése mellett a kettőspontok is valósak.

Ha ellenben T' az alapkörön belül van, vagyis k2 negativ, x  
csak addig valós, a míg p >  k, és a kettőspontok valósak, ha a 
következő egyenlőtlenség áll fenn :

r > p > k .

A görbe projekcziójának T' pontja kiválik azonban a görbe 
többi kettőspontjai közül. A T' sugársor minden sugara a görbét 
még két pontpárban metszi, a melyek páronkint az alapkörön 
megállapított metszéspontokhoz szimmetrikus fekvésüek. Az alap­
kört érintő sugarakon e pontpárok összeesnek; a sugarak a görbét 
két különböző pontban érintik és ennek kettős érintői lesznek. 
Eltekintve azok valós vagy képzetes voltától, mondhatjuk :

Az alapkör konjugált polárisaitól a T'pólusban meghatáro­
zott sugárinvoluczió kettőssugarai görbénk kettősérintői.

M a t h e r a a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV . 19
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Uj és eddig nem tárgyalt némileg egyszerűbb görbealakokra 
jutunk, ha a fénysugarak hajlása egyenlő a középponti csavar­
vonal érintőinek hajlásával. Ez esetben a felület minden menet­
magasságán olyan alkotó kör található, a melynek mentén a felü­
let érintősíkjai a fénysugarakkal parallelek. Ez alkotó körök képe­
zik árnyékhatárvonalunk egy részét, úgy hogy a hátramaradt rész 
első projicziáló hengere, e körök projicziáló hengerének külön­
válása következtében már nem 6-od, hanem csakis 4-edrendű. 
Az árnyékhatárvonal első projekcziója ilyenkor egy körből és egy 
negyedrendű görbéből áll, a mely utóbbi Limacon vagy Pascal- 
féle csiga név alatt ismeretes. A T' pont, a Limaíjon pólusa rajta 
fekszik a középponti csavarvonal első projekczióján. A görbe 
alakja ebben az esetben az alkotó körök sugarától függ, és vál­
tozik a szerint, a mint az nagyobb, egyenlő, vagy kisebb 2r-nél. 
A T'-ben megállapított parabolikus sugárnivoluczió kettőssugara 
nem érinti többé a görbe projekczióját, ő reá esnek azonban az 
árnyékhatárvonal kettőspontjainak első projekcziói.

III.

Az általánosított konchoida érintőiről.

Az eddig elmondottak könnyű szerrel alkalmazhatók az általános 
konchoida érintőinek szerkesztésére. Az alapgörbék megadott p és 
r  sugarú körök, a pólus T' pedig az egyik pl. p sugárral biró kör 
középpontja. Az ezektől meghatározott konchoida mindig képvi­
selheti egy oly esavart-körhengerfelület saját árnyékának első pro­
jekczióját, a melynek középponti csavarvonala az r  sugarú kört 
bírja alapkörül, alkotó körei pedig p sugaruak. Ha a T'-ből kiin­
duló és a kört M -ben metsző sugár P[ pontjában M'PÍ=p érintő 
szerkesztendő, szükségünk van először a középponti csavarvonal 
M'-hez tartozó érintőjére, illetőleg annak első nyompontjára. Ennek 
az érintőnek bármely pontja választható nyompontul, mivel a 
nyompontnak az érintőn való változtatása csakis a projekczió-lap 
párhuzamos eltolásának felel meg, mely változtatás az érintőre be­
folyással nincsen.



Ha tehát az M' ponthoz tartozó érintő S M pontját választjuk 
nyompontul, s[ és s[r egyenesek metszéspontjában S',-ben a kere­
sett érintő egyik pontját nyerjük, minélfogva az SíK-ben meg­
húzható.

Az ezekben adott szerkesztés azonban hosszadalmas és egyes, 
kivételes pontokra nem is alkalmazható; törekedni fogunk tehát 
ezt lehetőleg előnyös átalakításnak alávetni.

Tekintsük ugyanis az r sugarú alapkört és a T' pólust állan­
dónak, a p sugarú kör sugarát ellenben változónak, akkor p érté­
keinek megfelelően egy egész konchoida sorozatot nyerünk, és 
ennek megfelelően a térben a csavart-körhenger-felületek soro­
zatát, a melyre nézve azonban a fénysugáriránynyal konjugált 
konoidfelület közös. A konoidfelület minden alkotója kimetsz raj­
tuk egy-egy pontsort, és e pontok mindegyikében az árnyékhatár­
vonal érintőjét meghatározza az illető felület ebben való érintősíkjá­
nak a konoidfelület megfelelő érintősíkjával való metszésvonalában. 
Egy alkotótól kimetszett pontsort szemügyre véve, látjuk, hogy a 
felületsor érintősíkjai e pontsorral perspektív fekvésű parallel- 
síksort alkotnak, és hogy a konoidfelület érintősíkjaitól képezett 
síksor ezzel projektív. Tekintettel arra, hogy két projektiv síksor 
megfelelő elemeitől meghatározott egyenesek —- ebben az esetben 
az árnyékhatárvonalak érintői -— általában hiperboloidon, a mos­
tani esetben hiperbolikus paraboloidon feküsznek, mondhatjuk, 
hogy ezek első projekcziói parabolát burkolnak be.

Ugyanarra az eredményre vezet megadott síkszerkesztésünk is. 
Jelöljük ugyanis a szereplő M'SMP[ pontoktól (4. ábra) megállapí­
tott parallelogramm negyedik csúcspontját _L,-gyel, és az T'SM 
tartón megállapított pontot Hí-gyei; akkor S, oly derékszögű 
háromszög harmadik csúcspontja, a melynek átfogója L^Ht , be­
fogói pedig 7/ j.S'j || T'Prgyel és L lS1-LT'Pl-re. Változó Pj pont 
mellett a háromszögeknek egy egész sorozatát nyerjük, de ezek 
mindannyian hasonlók és hasonló fekvésűek az SM hasonlósági 
pontra nézve. Ebből következik, hogy az S  pontok egyenes 
pontsort alkotnak, a mely a P' érintési pontok sorával projek- 
■tiv. E projektiv pontsorokban a oo-ben fekvő pontok meg-
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felelő pontpárt alkotnak, és a többi megfelelő pontpárok össze­
köttetései nem parallelek; a pontsorok projektiv hasonlók és egy­

SZÉPRÉTHY BÉLA.

máshoz képest ferde fekvésben vannak. Ennek közvetetlen folyo­
mánya az, hogy a konchoidasorozakhoz egy vezetősugár mentén  
szerkesztett érintők p a ra b o lá t burkolnak be.

4. ábra.
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Az M' és S M pontok pontsoraink megfelelő pontjai; az M ’S M 
«egyenes, tehát a parabola érintője. A hasonló háromszögek soro­
zatában a T ' L + S + háromszög is foglaltatik; ebből következik, 
hogy T  és S + egymásnak megfelelő pontok, és hogy továbbá T '  

az egyik pontsor tartójának — ^-nek — burkolt parabolánkkal 
való érintési pontja, mivel S + a származtató pontsorok közös 
eleme. A parabola tengelyiránya is könnyen megszerkeszthető. Jelöl­
jük ugyanis az alapkör M '-ben levő érintőjét a'-vel, az S  pontok 
tartóját c-vel, a vezérsugarat a-val, érintési pontját, mint a és b' 
végtelen közel fekvő érintők metszéspontját (ab j-vel, a sík vég­
telenben fekvő egyenesét h-vel, végre keresett érintési pontját, 
mint b és c' végtelen közeli érintők metszéspontját (hej-vei, akkor 
abc a'b'c'-ben BRiANCHON-féle hatoldalt nyerünk, a melynek Brian- 
•CHON-féle pontja L +, mivel benne az ab', a'b és ac', a'c egyenesek 
találkoznak. Ezen áthalad

(be', b'c)=S+lF

egyenes is, mely parabolánk tengelyirányát adja. Mivel

S +L + ± T 'M '

leszen T' a parabola csúcspontja, és az e ponton keresztül S+L +- 
Arel húzott parallela ennek főtengelye. Az M'O' egyenes M'0'_L 
M'SM kimetszi a főtengelyen — a parabola egy elemi tulajdonsá­
gánál fogva — .F-ben a gyújtópontot, és ennek a vezérsugár bár­
mely pontjával való összeköttetése az illető érintőre merőlegesen 
fog állani. Nyilvánvaló, hogy az F  ponton keresztül húzott egye­
nesek a konchoidasereg normálisai, és ezek az FT' távolság közös 
voltánál fogva közös szubnormálisuk van.

Mivel minden vezérsugárban a konoidfelület két alkotójának 
projekeziója egyesül, rajta tulajdonképen két pontsor keletkezik, 
és a konchoidasorozat e pontokban lévő érintői két parabolát bur­
kolnak be, a melyek közös főtengelylyel bírnak.

Minden vezérsugár az alapkört két pontban metszi, e metszés­
pontok normálisai a főtengelyen a nurkolt parabolák gyújtópont­
jait határozzák meg. A vezérsugár bármely pontja megállapít e
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metszéspontokkal két közt; ha a változó alapkör p sugarát egyen­
lővé teszszük e közök egyikével, a konchoidasor egy oly eleme 
származik, a mely választott pontunkon át halad és melyre nézve

a szubnormálist az illető köz végpontjának szubnormálisával meg­
nyerjük.

Megemlítendő még, hogy a vezérsugár változtatása mellett a 
burkolt parabolák gyújtópontjai is változnak, és hogy ezek geo­
metriai helye oly negyedrendű görbe, melyben a pólus és az alap­
kör középpontja mint kettőspontok szerepelnek. E görbe zártvonal,

5. ábra.
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ha a pólus az alapkörön belül van, ellenben két végtelen ággal 
bír, ha ezen kívül fekszik.

Ha a pólus az alapkör kerületén van, az általános konchoida- 
sorozat degenerál egy konczentrikus körsor különválása következ­
tében, egy P ascal-féle csigasorrá; az érintőktől beburkolt para­
bolák gyújtópontjai — a szubnormálisok végpontjai — az adott 
alapkör kerületén feküsznek, mely az előbb szereplő negyedrendű 
görbe elfajulásának tekinthető.

Ha tekintetbe veszszük, hogy a p sugarú kör bármely pontjának 
szubnormálisa nulla, kimondható az előbbiek folyományaképen, 
hogy «a konchoida szubnormálisa egyenlő az alapgörbék szub- 
normálisainak algebrai összegével», a mely alakban a tétel álta­
lánosan is helyes marad, függetlenül az alapgörbék alakjától és 
számától, a mint azt más módszer segélyével könnyen ki lehet 
mutatni.*

Az 5-dik ábra érintő-szerkesztésünk alkalmazását mutatja egy 

PAscAL-féle csiga különböző pontjaira. A pólusból ( '  sugárral leírt

kör az r  sugarú alapkört két pontban metszi, melyeken keresztül 
vezérsugarak húzhatók. Görbénknek e sugarakon levő pontjai 
közül van két olyan is, a melyekre nézve a normálisok a szimme- 
trálissal parallelek; ezek a görbe r  kettősérintőjének érintési 
pontjai.

Szépréthy Béla.

* W iener barst. Geom etrie, II. p 182.
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A  s z ín e k  f o to g r a f á l á s á r ó l  0 . W iener. F a rb e n p h o to g ra p h ie  d u rch  
K ö rp e rfa rb e n  u n d  m e c h a n isc h e  F a rb e n a n p a s s u n g  in  d e r N a tu r .  Ann. der 
Phys. L V . k. 2 2 5 — 2 8 1 . 1.

1891 -b e n  Lippmann a  sz ín ek  fo to g ra fá lá sá n ak  p ro b lé m á já t h a ta lm as 
lép ésse l e lő b b re  v itte. E lő á llíto tta  a  te ljes n a p s p e k tru m  sz ín es  fo tográfiáját, 
ö n tu d a to s a n  fe lh aszn álv án  az  álló fé n y h u llá m o k  je le n ség é t.*  S ik e rü lt a 
sz ín k ép  fo tográfiájá t á lla n d ó s íta n ia  is s z e m b e n  a rég eb b i e ljá rásokkal, a 
m e ly e k  k é p e i a fény b e h a tá s á n a k  csak rö v id  id ő re  voltak  k é p e s e k  ellent- 
á llan i. W iener fe la d a tá u l tű z te  ki m ag á n ak  : a  rég ibb  e ljá rá so k k a l készült 
fo tog ráfia  sz ínes v o ltá n a k  o k á t k ideríten i.

A ré g ib b  e ljá rások  rö v id e n  a  következők  : Seebeck (1 8 1 0 ) sö té tb e n  k é ­
sz íte tt e zü s tc h lo r id p o rt k é t  üveg lap  közé fog la lt. Az így k é sz ü lt  lem ez  szín- 
é rz é k e n y n y é  vált, m iu tá n  ibo lyaszínű , a z u tá n  feh ér fény  b e h a tá s a  a la tt a 
p o r  s ö té t  ibo lya sz ín t v e tt  fel. Becquerel (1 8 4 8 )  ezüstözö tt ré z , cz ink  vagy 
tisz ta  e z ü s t csiszolt la p o t  h aszn ált. A le m e z e k e t  m in t p o z itív  e lek tródo t 
h ig íto tt  sósavba  m árto tta , m i közben a  le m e z  vékony ezü s tc h lo rid ré te g g e l 
v o n ó d o tt be. Ez a lem e z  sz ínérzék en y . P oitevin (1865) e ljá rá sa , a  m in t azt 
Zenker és Krone tö k é le te s íte tté k  a k ö v e tk e z ő : P ap iro s t á z ta tu n k  2 perczig 
1 0 % -os k o n y h a só o ld a tb an , a zu tán  1 p e rcz ig  8 % sa lé tro m sav as  ezü sto ld a t­
b a n  ta r t ju k .  A jó l le ö b lí te t t  pap irost e z u tá n  c z in n c h lo rü ro ld a tb a n  (5 gr. 
e z in n c h lo rü r  1 0 0  c m 3 v ízb en ) fé n y b e h a tá sn a k  tesszük  ki, m íg  m e g b á m u l ; 
e z u tá n  1 rész  te líte tt k a liu m b ic h ro m a t é s  2  rész te lí te tt  rézg á licz  o ldat 
k e v e ré k é b e  m ártju k , v é g re  ita tó p ap ir  k ö z ö tt  m eg szárítju k . M in d em e  eljá ­
rá so k n á l a  sz ínek  az ex p o zicz io  a la tt e lő tű n n e k  úgy, hogy a  fo tog ráfiá t elő- 
h ín i  n e m  kell. Zenker m á r  1868-ban  a  sz ín e k  k e le tk ezésé t az  álló  fény­
h u llá m o k  je le n ség é re  v e ze tte  vissza, a  n é lk ü l  hogy á ll í tá sá t igazo lhatta  
v o ln a . H ogy  m en n y ib e n  volt igaza, k i tű n ik  W iener k ísé rle te ib ő l.

M in d e n ek  e lő tt a z t k e lle tt e ld ö n te n i, v á ljo n  a  kép sz ín ező d ése  fény 
in te r fe re n c z ia  avagy ab szo rp cz io  ú tjá n  jö n -e  lé tre  m in t p l. a  te s te k  színei.

*  L .  M a t h .  P h y s .  L a p o k .  1. 2 8 .
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H a in te rfe re n c z ia  je le n ség g e l, «vékony lem ezek»  sz ín e iv e l van  d o lg u n k , 
a k k o r  a  s z ín n e k  a  b eeső  fén y  irán y áv al vá lto zn ia  kell. h a  ab szo rp cz io -je len - 
ség, a k k o r  az  irány tó l fü g g e tlen . K ü lö n b e n  m á r eleve ig e n  csekély a v a ló ­
sz ín ű ség , hogy Seebeck s Poitevin e ljá rá sá n á l in te r f e re n t ia  je len ség g e l 
á llu n k  s z e m b e n : h iá n y z ik  a  szabályos v isszaverő  fe lü let. Becquerel e ljá rá ­
sá n á l e lle n b e n  m eg v an  e r re  a leh e tő ség . Igaz, hogy m in d e d d ig  nem  volt 
k im u ta th a tó , hogy Becquerel színei a  fén y  beesési szö g é tő l függnek. E n n e k  
oka  a z o n b a n  az leh e t, h o g y  a fé n y é rz ék e n y  ré teg  tö ré s m u ta tó ja  igen  nag y , 
k e ttő n é l  n ag y o b b  é r t é k ; te h á t m a g á b a n  a  ré teg b en  a  fé n y  iránya c sak  
k ev eset változik, h a  a  fén y  a lev eg ő b en  kü lönféle  i rá n y o k b a n  esik b e . 
A z é rt W iener úgy já r t  el, hogy ve tt egy  nag y  tö ré sm u ta tó jú  (1,75) d e ré k ­
szögű  eg y en szá rú  ü v e g h asáb o t, m ely e t á tfo g ó  lapjával a  sz ín k é p  fo tográfiá ­
já r a  fe k te te tt.  A h a sá b  é le  a  sz ínkép  ho ssz irán y áv a l p á rh u z a m o s a n  á llo tt 
úgy, ho g y  a  h a sá b  a  sz ín k é p  felét fö d te  c sa k  el, a m ás ik  fe le  pedig sz a b a ­
d o n  m a ra d t. A sz ín k ép  egyik felét k ö zv e tlen ü l levegőn  á t,  m ásik  fe lé t a  
h a sá b  egy ik  befogó la p já n  á t n é zh e tte , a  hasáb o n  á t 4 5 °  a la t t  beeső fé n y ­
b e n . A h a sá b  tö ré s m u ta tó ja  nagy lév é n , a  lem ezb en  a  fé n y  keveset tö rik  s 
so k k a l fe rd é b b e n  h a la d  á t  ra jta , m in t  a  levegőn  á t r á e s e t t  fény. Becquerel 
fo to g ráfiá in  a  sz ín k ép  sz ín e i a  p rizm án  á t nézve, jó l é sz re v e h e tő  e lto ló d ást 
sze n v ed tek  a  levegőn á t  n é z e tt  sz ín ek h ez  képest, Seebeck és P oitevin fo to ­
g rá fiá in  e lle n b en  n e m . E zze l k im u ta tta , hogy  Becquerel k é p e in  a sz ín ező ­
dés fé n y in te r fe re n tia  ú t já n  jő  létre , e ljá rá sa  teh á t u g y a n a z o n  je len ség en  
a la p sz ik  m in t  Lippmanné ; Seebeck és P oitevin m ó d sz e ré b e n  e llen b en  a 
sz ín ek  ab szo rp cz io -sz ín ek , ugyan o ly an  te rm észe tű ek , m in t  egyéb testi s a já t  
sz ínek .

A fény behatása alatt tehát a lem ezben olyan változások állanak elő, 
melyek folytán a lemez az expoziczio u tán  is csak olyan színű sugarakat 
képes visszaverni, a milyennel megvilágították, a többit pedig elnyeli. Eme 
változások közelebbi jellemzésére W iener,- Guntz és Carey-Lea kísérleteire 
támaszkodik. Guntz ugyanis kimutatta, hogy az ezüstchlorid fény behatása 
alatt ezüstchlorürré változik át. A Seebeck és PoiTEviN-féle lemezek prse- 
paralása közben is a rétegben ezüstchlorür keletkezik. Carey-Lea pedig az 
előzetesen fénybehatásnak kitett ezüstchloridon a színes sugarak által elő­
idézett külömböző festőanyagokat tisztán chemiai úton sötétben is elő­
állította. Szerinte ezek ezüstchlorid és ezüstchlorür vegyületek, melyek 
azonban nem  fejezhetők ki meghatározott vegyarány szám okkal; Carey- 
Lea photochloridnak nevezi. Seebeck és P oitevin lemezein tehát megvan a 
lehetőség külömböző színű photochlorid keletkezésére.

M iért ke le tk ez ik  p l. vö rös fény b e h a tá s a  a la tt v ö rö s  p h o to ch lo rid  ? 
W'iener köve tk ező k ép en  o k o sk o d ik : a  vörösszínű  v e g y ü le tn ek  a  tö b b i 
fe le tt az  az e lőnye, h o g y  a  v ö rösszínű  su g a ra k a t  jo b b a n  visszaveri m in t  a
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tö b b i v e g y ü le t, a  vörös s u g a ra k a t  el n e m  n y e li, a  vörös fény  t e h á t  nem  is 
h o z h a t b e n n e  lé tre  vegyi á ta lak u lás t, a  m ih e z  a  fén y eln y elés szükséges. 
A z összes k e le tk ezh e tő  v e g y ü le tek  közt te h á t  csak  a  v ö rö ssz ín ű  vegyület 
az, m ely  to v áb b i vörös v ilá g ítá sn á l v á lto za tlan  c h em ia i e g y e n sú ly b a n  m a­
ra d h a t. A z ú jab b  c h e m ia i e lm é le te k  a la p já n  fel kell te n n ü n k ,  hogy  pl. a 
vö rös fén y  b e h a tá sa  a la t t  id ő n k in t  az összes k e le tk ez te th e tő  vegyületek  
k é p ző d n e k  egyes m o le k u lac so p o rto k  k ö zö tt, e zek  között a z o n b a n  csak 
vörös v e g y ü le tek  m a ra d n a k  á lla n d ó an  v á lto za tlan o k , m íg a tö b b ie k  a vörös 
fén y t e ln y e lv én  ú jra , m e g  ú jr a  á ta la k u ln a k ; c sak  a  vörös v e g y ü le t van 
stab ilis  eg y en sú ly b an . E b b ő l következik , h o g y  m íg  a vörös v e g y ü le t vörös 
fény  b e h a tá s a  a la tt v á lto z a tla n  m arad , m ás  s z ín ű  fény a la tt e l k e ll változnia.

T é n y le g  Carey-Lea ró z sa sz ín ű  p h o to c h lo r id ra  sp e k tru m o t ve títe tt, a  
p h o to c h lo r id  az összes sz ín e k b e n  á ta lak u lt, c sa k  a  vörösben  n e m . W iener 
u g y an az t a  lem e z t e g y m á su tá n  egym ást 9 0 °  a la tt  k e resz tező  sp e k tru m  
b e h a tá s á n a k  te tte  ki, m ik ö z b e n  csak azon  sz ín e k  n em  v á lto z tak , m elyek a 
ké t s p e k tru m b a n  eg y b eestek .

E zek  a la p já n  m eg  v a n  á llap ítv a  a sz ínek  fo to g rafá lásán ak  leh e tő ség e  a 
fé n y e ln y e lé s  a lap ján , az u . n . te s te k  sz ínei ré v é n . H a van o ly an  tes t, m ely 
az összes sz ín ek e t e ln y e li —  te h á t  fekete  te s t,  m ely az ö sszes sz ínekre  
fén y érzék en y , fé n y b e h a tá sa  a la t t  képes a  fe h é re n  kívül le g a lá b b  három  
eléggé k ü lö m b ö z ö  sz ín ű  v e g y ü le tté  á ta lak u ln i, m elyek sz in té n  fén y érzék e­
nyek, a k k o r  k ö n n y en  b e lá th a tó la g  ezen a n y a g  a  m egvilág ítás s z ín é t  hiven 
v isszaad ja. A  m en n y ib e n  a  fe lso ro lt k e llé k e k n e k  csak ré sz b e n  felel m eg, 
m in t  a  Seebeck s P oitevin lem e ze i, a  sz ín ek e t is  csak tö b b é -k e v ésb b é  töké­
le te sen  a d ja  vissza. Tangl.

A hidrogén folyósítása, kritikus hőmérsékletének és normális 
forrpontjának meghatározása. Mathias : L a  liq u éfac tio n  d e  l’hydro- 
g éne. Rév. gén. des Sciences. VI. évf. 6 1 7 — 6 1 9 . 1.

A m i m á r  csak idő  k é rd é s é n e k  látszo tt, t. i. a  h id ro g én  folyósítása, az 
Olszewski és Natanson e g y e sü lt  tö rek v é sé n ek  végre s ik e rü lt .  A  krakói 
a k a d é m iá n  e lő te rje sz te tt je le n tő sö k  a lap ján  d o lg o za tu k at Mathias ekkén t 
i s m e r te t i :

L e íra n d ó  v izsgálata ik  az  á lla n d ó k n ak  n e v e z e tt  gázok fo ly ó sítá sán ak  p ro ­
b lém á já b ó l in d u ln a k  ki, m e ly e t Cailletet a k k o r  o ldo tt volt m eg , a  m időn 
m e g m u ta tta , hogy az e rő se n  összenyom ott g á z o k  h irte len  tá g u lá s  révén 
fo lyósítha tok . Bizonyos n y o m á s tó l kezdve az  összes száraz g á zo k , h a  h ir te ­
len  k itá g u ln i en g ed jü k , k ö d d é  a lak u ln ak , a  m i a  folyósodás b iz to s  je lének  
te k in th e tő . A  h id ro g én  e se té b e n  ez a köd re n d k ív ü l  gyenge é s  a lig  észre­
vehető , m ié r t  is egész k ü lö n ö s  m egvilág ítást k e lle tt  a lk a lm azn i, hogy  m eg ­
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je le n é sé rő l k é tség e t k izá ró lag  m eggyőződést le h e sse n  sze rezn i. W ro b lew sk i 
és O lszew ski, e le in te  e g y ü tte sen , később k ü lö n -k ü lö n  do lgozva , Cailletet 
m u n k á já t  fo ly ta tták  és b e fe jezésh ez  közel h o z tá k , a m e n n y ib e n  az u. n. 
á llan d ó  g á z o k a t valóságos folyós h a lm a z á lla p o tb a n , vagyis sz ű k  csövekben 
m en iszk u szsza l h a tá ro lv a  e lő á llíto tták . A h id ro g é n n e l  a z o n b a n  m in d ed d ig  
n e m  b írtak  b o ld o g u ln i. M ég ak k o r sem , a  m ik o r 15 m m  h iganyoszlop  
n y o m ása  a la t t  — 210  C -fokon  forró o x ig é n n e l h ü tö t t é k : b á rm e k k o ra  
n y o m ás a la t t  ö s sz e n y o m h a ta tla n n a k  m u ta tk o z o tt ,  a m ib ő l a r r a  leh e te tt 
k ö v e tk ez te tn i, hogy  k r itik u s  h ő fo k a  -— 2 1 0 ° - n á l  m ély eb b en  fekszik . Ily en ­
k o r a z o n b a n , h ir te le n  tág u lá sk o r, ap ró  c se p p ec sk é k b en  az  e d é n y  fa la in  
m eg g y ü le m le tt, d e  el is p á ro lg o tt, m ie lő tt m en iszk u szsza l h a tá r o l t  töm egbe 
g y ű lt vo lna  össze . A fe lad a t te h á t  az volt, h o g y  a  folyósodás k ö rü lm én y ei, 
vagyis a  k r itik u s  nyom ás é s  h ő m é rsé k le t sz a b a to sa n  m eg á llap ítta ssan ak .

Olszewski és Natanson m in d e n e k e lő tt  a  h id ro g én  k r i t ik u s  n y om ását 
tö re k e d te k  m eg á llap ítan i. Olszewski kb. 2 0  a tm o sz fé rá ra  b e csü li. U gyanis, ha  
a v a c u u m b a n  fo rró  ox ig én  seg ítségével — 2 1 0 ° - r a  le h ü tö tte , a  h id ro g én  
tág u lá s  k ö z b en  m in d e n k o r  2 0  légköri n y o m á s  a la tt fo r ro tt  fel és pedig 
te k in te t  n é lk ü l  a r ra , hogy a  k e zd e ti n y o m ás 8 0 , 1 0 0 , 1 2 0  vagy 140  a tm o sz­
fé ra  volt. D e h a  a  kezdeti n y o m á s  80 a tm o sz fé rá n á l k isebb  vo lt, a forrás a 
k r itik u s  h ő fo k n á l a la c so n y ab b  h ő m é rsé k le te n  k övetkeze tt b e , s  a  nyom ás, 
a  m ely  a la t t  a  fo rrás  m e g in d u lt,  18, 16 ill. 14  a tm o sz fé rá ra  sz á llo tt alá, a  
m id ő n  a  k ezd e ti n yom ás 70 , 6 0  ill. 50 a tm . volt.

H a  a  do lo g  tén y leg  így v a n , ak k o r a  h id ro g é n  < „ = — 2 1 0 °  kezdeti h ő ­
m érsé k le trő l és p 0= 8 0  a tm . k ezd e ti n y o m ásró l adiabatikus tágulás rév én  
^ = 2 0  a tm o sz fé ra  n y o m ás a la t t  ism ere tle n  tx k ritik u s  h ő fo k á ra  em elk ed ik .

H a  a  h ő m é rsé k le ti  fo k o k a t ezen tú l az a b sz o lú t  h ő m érsék le ti ská la  h ő ­
fo k a ib an  fe jezzü k  ki, azaz h a  jrn= 2 7 3  +  ín é s  7’1= 2 7 3  +  t 1  té te tik , s ha  
Y a  h id ro g é n  kétfé le  fa jh e v én e k  a v iszonyszám a, m elynek  é r té k e  kb. 1,40, 
á ll a  köve tk ező  ism ere tes  ö ssz e fü g g é s :

A  h i d r o g é n  k r i t i k u s  h ő f o k a  e z e n  o k o s k o d á s  s z e r i n t  t e h á t  — 2 3 1 °  G . 

U g y a n e z  a z  é r t é k  m é g  a  Van der W A A L s - t ó l  e r e d ő  megfelelő állapotok 
törvénye f e l h a s z n á l á s á v a l  i s  k i s z á m í t h a t ó .

A  t ö k é l e t e s  g á z o k  i s m e r e t e s  pv=RT  e g y e n l e t e  m é g

a  h o n n é t
t1= T '1— 2 7 3 = — 231 °  C.
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-a la k b a  is hozható , h a  M a  gáz m o le k u la sú ly á t, c pedig  egy a  gáz te rm é sz e ­
té tő l fü g g e tlen  á lla n d ó t  j e l e n t ; T az a b s z o lú t  h ő m érsék le t. H a  p, v és T 
é r té k e k  pc, vc és Tc k r itik u s  a d a n d ó k k a l fe jezte tnek  k i, a k k o r  Van d e r  

W aals sz e rin t áll a  k ö v e tk ező  k ife jez é s :

TcAMpccc,

a h o l  A uj á llandó , m e ly  m in d en  te s tre  n é zv e  ugyanaz.
N atanson, a k itő l e z e n  e lm éle ti o k o sk o d áso k  e re d n e k , m eggyőződött 

ró la , hogy  A 6  o ly an  te s tre , m e ly n e k  k r itik u s  á lla n d ó i ism ere tesek , k i­
e lé g ítő  m ódon  egyező  é rté k ű . E s z e r in t  ism ere tes  lé v é n  A k özépértéke , 
n e m k ü lö m b e n  M é s  p c, a  kép le t m e g a d ja  Tc-t, ha  vc is  a d v a  van. Á m d e  
m eg jeg y zen d ő , h o g y  p(v— b)=RT  e g y e n le t,  m ely A magat vizsgálatai 
s z e r in t  a  h id ro g én  ö ssze n y o m h a tá sá t t á g  h a tá ro k  k ö zö tt ig e n  jó l kifejezi, a  
Van der W aals féle k é p le tn e k  k ü lö n ö s e se te , s hogy en n é lfo g v a  vc=3b. 
A magat k ísérle teibő l ism e re te s  b é r té k e  s  így k isz ám íth a tó  vc s az tán  Tc. 
E ze n  az  u tó n  Natanson Tc é rték e  g y a n á n t  — 232 G °-o t ta lá l,  m ely  az e lő b b  
a d o tt  é rté k k e l ig en  s z é p e n  egyez.

M ár m ost h á tra  volt ezen elméleti fejtegetések kísérleti igazolása, a m i 
O lszewski nek tényleg sikerült.

M e g h a tá ro zan d ó  te h á t  a  h id ro g én  k r i t ik u s  h ő m é rsé k le te  és a  lég k ö ri 
n y o m á s n a k  m egfele lő  fo rrp o n tja . E v é g b ő l a  h id ro g én t e lő szö r a  k ritik u s  
n y o m á s o n , azu tán  p e d ig  a légköri n y o m á s  a la tt k e lle tt fo rrásb a  ho zn i s 
m in d k é t  ese tben  h i r te le n ,  lehe tő leg  p o n to s a n  m e g h a tá ro z n i a  csak  röv id  
id ő re  á llan d ó  fo rrá s i  h ő m é rsé k le te k e t. A  h id ro g én  ü re s  té rb e n  fo rró  
• o x ig é n n e l— 2 1 1  ° - r a  le liü tte tv é n , a  tá g u lá sa ,  m elynek  a  to v áb b i h ő m é r­
sé k le t-c sö k k en é s t k e lle tt  elő idéznie, ú g y  szabályozta to tt, h o g y  a  fo rrás 2 0 -, 
ille tő leg  1 a tm o szféráv a l egyenlő  v ég leges nyom ás a la tt m e n je n  v é g b e ; a  
fo r rá s  m indössze  n e h á n y  p illanatig  t a r to t t  s az a la tt k e lle tt  a  h id ro g én  
h ő m é rs é k le té t  le m é rn i .  A g ázh ö m érő , te rm észe tesen , ki volt zárva. 
A  th e rm o e le k tro m o s  osz lop  sem  lá tsz o tt  ezen  m ély h ő m é rsé k le te k  a la tt 
m e g b íz h a tó n a k , a  m e n n y ib e n  ak k o r m á r  n e m  elég é rzé k en y , s  az idő n e m  
e le g e n d ő  a rra , hog y  a  fo rrasztásh e ly  a  k ö rn y e ző  gáz h ő m é rs é k le té t  felvegye. 
A z e le k tro m o s  e lle n á llá s  változása a z o n b a n , kü lö n ö sen  Cailletet és Colar- 
D E A ü  k ísé rle te ib en  k id o lg o z o tt tö k é le te s íté sse l, s ik e rre l k e cseg te te tt. R e n d ­
k ívü l vékony  p la t in a -d ró t  szigetelő k e r e t r e  volt sok m e n e tb e n  fe ltekerge tve , 
ú g y  h o g y  az egész m in te g y  üres to k o t a lk o to tt, m ely  a  h id ro g é n t ta r tó  
•ed é n y b en  volt e lh e ly ez v e . A d ró t a  W h e a ts to n e -fé le  h íd b a n  volt b e k a p ­
c so lv a  s e lle n á llá sá n a k  változása  az is m e re te s  m ódon m é re te t t  m eg. M in t­
h o g y  a  folyósodó h id ro g é n  a  d ró to t m in d e n  oldalró l k ö rü lv e tte , a h ő m é r­
s é k le té t  azonnal á t  is a d h a tta .  Egy n e h é z s é g e t  azo n b an  n e m  szabad szem  
elő l té v e s z te n i : a  m é re n d ő  h ő m érsék le t a z  edd ig  m é r te k n é l  m élyebb vo lt
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s a z é r t  az  e llen á llá s  v á lto zásán ak  tö rv én y é t c sak  extrapolatio u t já n  leh e te tt 
a lk a lm a z n i. S ez m in d e n e s e tre  kom oly k é ts é g e t  tám a sz th a t. D e h a  te k in ­
te tb e  v é te tik , hogy az e lle n á llá s  v á lto z ásá n a k  tö rvénye  az a lk a lm azásb a  
ve tt p la tin a -sp irá lis ra  ig en  n ag y  közelítéssel l in e á r i s ; hogy az  ex trap o la - 
tióval m e g h a tá ro z o tt  h ő m é rs é k le t  a  d ró t e lle n á llá sá n a k  k ik ém le lésén é l a l­
k a lm a z o tt legm élyebb  h ő m érsék le ttő l (— 2 0 8 ,5 °  C.) n in csen  n a g y o n  távo l; 
s h o g y  az  e x tra p o la tió n á l a  -— 2 0 8 ° -n a k  m eg fe le lő  e g y ü tth a tó  h a sz n á l­
ta to tt,  a  k é tség  nagyon k ö n n y e n  e lo sz la th a tó .

Olszewski ezzel a m ódszerre l azt ta lá lta , hogy a hidrogén kritikus 
hőm érsék le te  — 2 3 4 ,5 °, a norm ális  fo rrp o n t pedig  — 2 4 3 ,5 °  G.

A k ísé r le ti  u tó n  ta lá lt k r itik u s  hő fo k  e  s z e r in t  igen  sz é p e n  egyezik 
Natanson e lm éle ti u tó n  s z e rz e tt  á d a ta v a l; e lle n b e n  a n o rm á lis  fo rrp o n to k  
é rté k e  k ö z ö tt te tem es e lté ré s  m u ta tk o zik . B.

A  f o ly ó s í to t t  le v e g ő  tu d o m á n y o s  a lk a lm a z á s a i .  J. Dewar. Chemi­
cal Neívs 71. 192— 198. 1. Zeitschr. f. Irts tv. 15. 3 7 5 — 377. 1.

S zerző  le irja  am a  k ísé r le te it,  m e ly ek n é l a  fo lyósíto tt levegő t h a szn álta  
fel ig en  a lacsony h ő m é rs é k le t  e lő á llításá ra . K ísérletei a  fizika  m in ­
d en  á g á ra  k ite rjed tek , m e ly e k b ő l a  sze rző  leg e lő szö r is a z t következte ti, 
h o g y  az  ab szo lú t n u llp o n tn á l  a  fém ek tö k é le te s  e le k tro m o s vezetőkké 
v á ln a k :  a  Jou le-fé le  h ő  z é ru s ,  a  P e ltie r-fé le  je le n sé g  ped ig  m e g sz ű n ik .

A fo lyékony  levegő tö ré sm u ta tó ja  a  D v o n a lra  1 ,2062.
S zerző  továbbá  közli tap a sz ta la ta it a  fo ly ék o n y  g ázoknak  h ő su g á rzás tó l 

való m eg v éd ésé re  v o n a tk o zó lag . E czélból a  fo lyósíto tt g ázo k a t k e ttő s falu 
e d é n y b e n  szokták  ta r ta n i, m ely n ek  két fa la  k ö zö tt v a cu u m o t lé te s í te n e k ; 
az e d é n y t  ped ig  kívül é s  b e lü l b eezü stö z ik . D ew ar a  v a c u u m b a  kevés 
h ig a n y t  tesz . Az e d é n y n e k  levegővel v a ló  m eg tö lté sek o r a  n a g y  lehű lés 
k ö v e tk e z té b en  a fa lakon  fin o m  h ig a n y tü k ö r  képződik . A hőv esz teség  ily 
e d é n y b e n  csak4°/o-a  a n n a k , m ely  n em  h ig a n y o z o tt  ed én y b en  bekövetkez ik . 
Ezzel k ap cso la tb a n  a  sze rző  m eg m u ta tja , h o g y  h ig an y n y a l e lő á llíto tt vacuum - 
b a n  a  h iganygőzök  rö g tö n  lec sap ó d n ak , h a  az  e d én y t folyós levegővel ita to tt 
sz ivacscsa l é rin tjü k . Az é r in té s  helyén  az  eg ész  fém  összegyűl, a  m i o n n an  
lá tsz ik , ho g y  a  k ísé rle te t ism ételve  uj h ig a n y tü k ö r  n e m  k e le tk ez ik . Más 
a la k b a n  is  s ik e rü l a  k í s é r le t : E rő sen  k isz iv a tty ú z o tt foszforeszkáló  csövet 
k ap cso lt p á rh u z a m o sa n  egy  sz ik rak ö zh ö z , m e ly n ek  e llen á llá sa  valam ivel 
n a g y o b b  m in t  a  csőé, ú g y  ho g y  a  k isü lés  a  csövön  á t  tö r té n ik  ; a  m in t a  
sz ivacs a  csövet é rin ti, a  k isü lé s  a  sz ik rak ö z ö n  á t m egy végbe.

A  fo lyós levegő fe le tti  c se n d es  lég k ö r k iv á ló a n  a lka lm as tö ré k e n y  tá r ­
gyak le h ű té sé re . így pl. s z a p p a n b u b o ré k o k a t és h á rty á k a t ig e n  könnyen  
le h e t b e n n e  m egfagyasztan i.
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A  szerző  ezu tán  le i r  egy k é szü lék e t m ely  a r ra  szo lgál, hogy vele a  
folyós levegő  e lp á ro lg á sá t m eg ak ad á ly o zza. K ét, folyós levegővel te lt e d é n y t 
e g y m á sb a  tesz. A k ü ls ő b e n  szabadon  p á ro lo g ta tja  a  folyós levegőt, m iá lta l 
a  b e lső b e n  a  p á ro lg ás e l van  h á rítv a . U gy an ezen  eszk ö z  szilárd levegő 
e lő á llítá sá ra  is szolgál. E  czélból a  k ü lső  edén y t e rő se n  kiszivattyúzza, 

.azu tán  a  belső te re t  k issé  ritk ítva, a  b e n n e  lévő fo lyékony  levegő m egfagy.
M egvizsgálta  to v á b b á  a  m o lek u láris  e rő k  változását, m ik ö zb en  va lam ely  

te s te t  n a g y o n  a lacso n y  h ő m érsék le tre  h o z u n k .  K ü lönböző  an y ag ú  d ró to k a t 
fo ly ék o n y  levegővel e g é sz e n  k ö rü l v e tt s  tap asz ta lta , ho g y  azok  sz ilá rdsága  
cz in k , a lu m in iu m  és a n tim o n  k ivéte lével te te m e se n  m e g n ö v e k e d ik ; a  vasé 
p é ld á u l k é tsze r a k k o ra , a  W ood-féle  fé m é  m a jd n e m  n é g y sz er ak k o ra  lesz.

A  következő  k é t tá b lá z a t  m u ta tja  a  k ü lö m b ö ző  h ő m é rsé k le te k n e k  m e g ­
fe le lő  a b sz o lú t e rő ssé g ek e t, k ilo g ra m m o k b a n  kifejezve.

2,49 mm. átmérő esetében:
+  15 C ° — 182 C°

Lágy a c z é l..  _ . . . __ . . .  . . .  191 318
Vas 145 3 0 4
Réz ....  ............... . . .  . . .  . . .  91 136
Sárgaréz  _ .... ...............  141 2 0 0

U jezüst . . .  . . .  213 272
A rany . . .  ............. 116 154
E z ü s t .............  ..... . . .  . . .  . . .  150 191

mm. átmérő esetében:

C z in n ... . . .  . . .  _ .  91 177
Ólom  . . .  __  . . . . . .  . . .  35 77
Gzink. . . .  . . . . . .  . . .  . . .  16 1 2

H igany . . .  . . .  . . . .  . . .  0 14
B izm ut . . .  __ . . .  .... . . .  27 14
A n tim o n  __  __. . . .  . . .  28 14
W ood-fé le  f é m . . . . . .  . . .  . . .  64 204

Ig e n  fe ltű n ő en  m u ta tk o z ik  a m ág n esi á llapo t v á lto zása , a  m en n y ib en  
az  a c z é lm á g n e s  n y o m a té k a , h a — 1 8 2 C ° - r a  leh ü tte tik , az  e red e ti é r té k  
3 0 — 5 0 % -áv a l e m e lk ed ik . A fe lm elegedés az  erede ti á lla p o to t állítja vissza.

Tangl.
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F . K le in ,  V o r t r ä g e  ü b e r  a u s g e w ä h l t e  F r a g e n  d e r  E le m e n t a r g e o -  
m e t r i e .  Bearbeitet v. F . T ägert. Festschrift zu der Pfingsten Í895 in 
Göttingen stattfindenden dritten Versammlung des Vereins zur För- 
derung des Mathematischen und Naturwissenschaftlichen Unterrichts. 
Leipzig . B. G. T e u b n e r .  1895 . 8 ° , V +  6 6 . 1. Á ra  2 m á rk a .

Kevés m a th e m a tik u s  fá rad o z ik  h a so n ló  b u z g a lo m m a l azon , hogy t u d o ­
m á n y a  je le n le g i m o zg a lm ai é s  tö rek v é se i irá n t  m in é l  szélesebb k ö rb e n  
m e n tő i in te n z iv e b b  é rd ek lő d és t k e ltse n , m in t  a  h íres  g ö ttin g a i tan á r, a  k in e k  
e lő ad ása i u tá n  e fü z e t k észü lt. A  m o d e rn  m a th e m a tik a i  v izsgálatok  le g ­
n e h e z e b b  ré sze irő l ta r to t t  eg y etem i fe lo lvasásait m á r  év ek  ó ta  a u to g ra fá lt  
fü z e tek b e n  teszi közzé, hogy h a tá s u k  n e  szo rítk o zzék  h a llg a tó in ak  sz ű k  
k ö ré re . 1 M időn a  ch icagó i k iá llítá s  a lk a lm á b ó l A m e rik á b a  u tazo tt, n e m  
m u la sz to tta  e l c o llo q u iu m a in  az  ú j v ilágo t m e g ism e rte tn i azzal, hogy m iv e l 
és m ily  s ik e rre l fo g la lkoznak  az  o v ilág m a th e m a tik u s a i . 2 Az id én  p e d ig  
a  G ö ttin g áb an  eg y begyü lt ta n fé rf ia k  e lő tt n e m c sa k  figyelem re  m é ltó  b e ­
s z é d jé b e n 3 fe jte tte  ki, hogy az  eg y e tem , a  sz o ro sa b b  é rte le m b en  v e tt

1 A f ü z e t e k  Klein, v o l t  a s s z i s z t e n s é n é l ,  d r .  Schilling ú r n á l  r e n d e l h e t ő k  
m e g ,  k i  j e l e n l e g  a z  a a c h e n i  m ű e g y e t e m e n  a z  á b r á z o l ó  g e o m e t r ia  t a n á r a .  
E d d ig  a  k ö v e t k e z ő k  j e l e n t e k  m e g :

Nicht Euklidische. Geometrie. ( 1 8 8 9 — 9 0 . )
Lineare Differentialgleichungen. ( 1 8 9 0 — 9 1 .)
Riemannsche Flächen. ( 1 8 9 1 — 9 2 . )
Höhere Geometrie. ( 1 8 9 2 — 9 3 .)
Die hypergeometrische Function. ( 1 8 9 3 — 9 4  t e l é n . )
Lineare homogene gewöhnliche Differentialgleichungen der zweiten 

Ordnung. ( 1 8 9 4  n y a r á n . )
T a r t a l m u k a t  m a g a  Klein a  Math. Annalen 4 5 .  é s  4 6 .  k ö t e t é b e n  i s m e r t e t t e .
3 The Evanston colloquium. L e c t u r e s  o n  m a t h e m a t i c s ,  d e l i v e r e d  f r o m  

aug. 2 8  t o  s e p t .  9, 1 8 9 3  a t  N o r t h w e s t e r n  U n i v e r s i t y  E v a n s t o n .  111. b y  F .  Klein, 
r e p o r t e d  b y  A. Ziwet. N e w - Y o r k  1 8 9 4 .  M a c m i l la n  8 ° ,  1 0 9 .  I.

8 M e g j e le n t  a  HoFFMANN-féle Z e i t s c h r i f t  f ü r  m a t h ,  u n d  n a t u r w .  U n t e r i c h t  
2 6 .  k ö t e t é b e n ,  3 8 2 — 8 8 .  1.
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sz a k tu d ó sn ak  e n evelő -isko lá ja , a  leen d ő  k ö z ép isk o la i ta n á ro k  ig én y e it 
se m  téveszti s z e m  e lö l : h a n e m  a  je le n  v o ltak a t a z  i t t  ism e r te te n d ő  fü ze t­
te l  is ip a rk o d o tt  a r ró l  m eggyőzn i, hogy  a tu d o m á n y  sokszor oly m essze- 
fekvőeknek  é s  s z e rte le n ü l e lv o n ta k n a k  látszó fo g a lm a i m ily szo ro s k a p cso ­
la tb a n  v an n ak  a  közép isko lai tan a n y ag g a l.

Az e lem i g e o m e tr iá n a k  c su p a  k ö zv ete tlen ü l k ín á lk o zó  s a z é r t  m á r  az 
ó -k o rb an  á lta lá n o s  é rd ek lő d és t k e lte tt  k é rd é se irő l  van  itt szó , m e ly e k re  
a  fe le le tet a z o n b a n  csak a le g ú ja b b  k o rban  a d ta  m e g  az a lg e b ra  é s  a n a l í ­
zis. K ü lö n ö sen  h á ro m  p ro b lém a  lé p  e lő térbe  : 1. a  d e losi p ro b lé m a , a  m ely 
a  koczka m e g k e ttő z é s é t k ö v e te li, 2 . a  szögnek  h á ro m  egyenlő ré sz re  való 
felosztása, 3. a  k ö r  q u a d ra tu rá ja  vagy is a  ír szám  m eg sze rk esz té se . K örzővel 
és vonalzóval m in d  a  h á ro m  m e g o ld h a ta tla n , s  e n n e k  k im u ta tá sa  e  m ű- 
vecske fő tárgya. D e az első k é t p ro b lé m a  m e g o ld h a tó v á  válik, m ih e ly t oly 
a lg eb ra i g ö rb é k e t tu d u n k  ra jz o ln i,a  m ely ek n ek  e g y e n le te ib e n  az  e g y ü tth a tó k  
egész szám ok vag y  lega lább  r a jz b a n  ad o tt táv o lsá g o k n ak  egész fü g g vényei. 
E llen b en  a  k ö r  q u a d ra tu rá ja  m é g  így sem  s ik e rü lh e t ,  h a n em  c sa k  tran sz - 
c ze n d en s  g ö rb é k  seg ítségével. I n n e n  van, hog y  e z e n  e lő a d áso k b an  is két 
ré sz  van m eg k ü lö m b ö z te tv e  : eg y  az  a lgeb rai m en n y isé g ek  s z e rk e sz th e tő ­
ségérő l s egy m á s ik  a  tra n s z c z e n d e n s  szám o k ró l és a  kör q u a d ra tu rá já -  
ró l szól.

A z  e l s ő  r é s z  a n n a k  b e b i z o n y í t á s á v a l  k e z d ő d i k ,  h o g y  v a l a m e l y  v o n a l d a r a b  

c s a k  a k k o r  l e h e t  k ö r z ő v e l  é s  v o n a l z ó v a l  m e g s z e r k e s z t h e t ő ,  h a  m é r ő  s z á m a  

o l y  i r r e d u k t i b i l i s  a l g e b r a i  e g y e n l e t n e k  t e s z  e l e g e t ,  a  m e l y n e k  f o k a  a  2  v a l a ­

m e l y  h a t v á n y a .  A z  i r r e d u k t i b i l i t á s  ú g y  é r t e n d ő ,  h o g y  a z  i l l e t ő  e g y e n l e t  n e m  

b o n t h a t ó  f e l  o l y  t é n y e z ő k r e ,  a  m e l y e k n e k  e g y ü t t h a t ó i  a z  a d o t t a k n a k  t e k i n ­

t e t t  v o n a l d a r a b o k  ( r á c z i o n á l i s  n u m e r i k u s  e g y ü t t h a t ó k k a l  b i r ó )  r á c z i o n á l i s  

f ü g g v é n y e i . H o g y  a  d e l o s i  p r o b l é m a  é s  a  s z ö g  h á r o m m á o s z t á s a  k ö r z ő v e l  é s  v o ­
n a l z ó v a l  l e h e t e t l e n ,  a z  m o s t  m á r  o n n a n  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  i r r e d u k t i b i l i s  h a r ­

m a d f o k ú  e g y e n l e t e k  g y ö k e i n e k  s z e r k e s z t é s é t  k ö v e t e l i k .  E l l e n b e n  a z  e l ő b b i  

p r o b l é m a  e g y  c i s s o i s n a k ,  a z  u t ó b b i  e g y  k o n c h o i s n a k  s e g í t s é g é v e l  k ö n n y e n  

m e g o l d h a t ó .  M i n d k é t  s z e r k e s z t é s  l e  v a n  í r v a ,  d e  a z  u t ó b b i n a k  h e l y e s s é g e  

n i n c s e n  b e b i z o n y í t v a .  U g y a n e z  a  r é s z  a  k ö r o s z t á s  e l m é l e t é n e k  e l s ő  e l e m e i t  

i s  t a r t a l m a z z a ,  k ö z t ü k  a  s z a b á l y o s  1 7 - s z ö g  S T A U D T -fé le  s z e r k e s z t é s é t .

A második ré sz  első fejezete a  transzczendes szám ok létezésének Can- 
TOR-tól eredő bebizonyításnak ren d k ív ü l egyszerű és világos előadását ta rta l­
mazza. Ezt a k ö rm érés e lm életének igen rövid tö rtén e te  követi,am ely  csak 
a főm om en tum okra  szorítkozik, de  ezeket é lesen  jellemzi. V égre e részt 
az e tran szczendens voltának, valam in t a kitevös függvény arithm etikai 
term észetére vonatkozólag LiNDEMANN-tól talált té te leknek  bebizonyítása 
zárja be. E bebizonyítás Gordan nyom án halad . G ordan ugyan e m elle tt 
csak a n  szám ra  szorítkozik, de bebizonyításainak általánosítása csak egy
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k i v é t e l e s  e s e t b e n  o k o z  n e h é z s é g e t .  E  k i v é t e l e s  e s e t  ( m i d ő n  t .  i .  a z  5 4 .  l a p  

e l s ő  e g y e n l e t é b e n  C0— 0 )  e  f ü z e t b e n  a g y o n  v a n  h a l l g a t v a .  E z á l t a l  e  r é s z  

u g y a n  l á t s z ó l a g  n a g y o n  n y e r t  e g y s z e r ű s é g b e n ,  d e  e l v e s z t e t t e  s z i g o r ú ­

s á g á t .

A  7r - r e  v o n a t k o z ó l a g  n y e r t  e r e d m é n y b ő l  p e r s z e  c s a k  a z  k ö v e t k e z i k ,  

h o g y  e z  a  s z á m  n e m  s z e r k e s z t h e t ő  a l g e b r a i  g ö r b é k  s e g í t s é g é v e l .  T r a n s z -  

c z e n d e u s  g ö r b é v e l  e z  a  f e l a d a t  s e m  l e h e t e t l e n .  A  k ö n y v  f ü g g e l é k e  a z  

i n t e g r á f r ó l  s z ó l  é s  e g y  v e l e  r a j z o l h a t ó  g ö r b é r ő l ,  a  m e l y n e k  s e g í t s é g é v e l  n  

n y e r h e t ő .
A  m ü  i g é n y t e l e n ,  k ö n n y e d  m o d o r b a n  v a n  í r v a .  A s z i g o r ú s á g o t  c s a k  a  

L iN D E M A N N -féle  t é t e l e k n é l  t a l á l t a m  a z  e g y s z e r ű s é g n e k  f e l á l d o z v a ,  d e  a n n á l  

t ö b b s z ö r  v a n n a k  f á r a s z t ó b b  r é s z l e t e k  i r o d a l m i  u t a l á s o k k a l  e l k e r ü l v e .  

A  m ü v e c s k e  f ő c z é l j a  í g y  k ö n n y e b b e n  v o l t  e l é r h e t ő  ; a v v a l ,  h o g y  a  p r o b l é ­

m á k b a  c s a k  b e t e k i n t é s t  n y ú j t ,  s o k k a l  i n k á b b  k e l t  i r á n t u k  s  a z  e g é s z  m o ­
d e r n  m a t h e m a t i k a  i r á n t  é r d e k l ő d é s t ,  m i n t h a  a  k ö n n y e d s é g e t  a  t e l j e s s é g ­

n e k  k e d v é é r t  f e l á l d o z t a  v o l n a .  J e l e n  a l a k j u k b a n  e z e n  e l ő a d á s o k  n e m  c s a k  

m a g u k  n y ú j t a n a k  k e l l e m e s ,  m o n d h a t n á m  s z ó r a k o z t a t ó  o l v a s m á n y t ,  h a n e m  

b i z o n y á r a  n e m  e g y  o l v a s ó t  a  b e n n ü k  e m l í t e t t  m ű v e k  o l v a s á s á r a  i s  f o g j á k  

s e r k e n t e n i .  M e g é r t é s ü k h ö z  c s u p á n  a  k o n g r u e n c z i á k ,  a z  e g y e n l e t e k  é s  a z  

e l e m i  f ü g g v é n y e k  e l m é l e t e i n e k  k e z d e t e i  k e l l e n e k .

K ü r s c h á k  J ó z s e f .

2fflM a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV .
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23. Az ABCD egyszerű négyszög AC és BD átlói álljanak egymásra 
merőlegesen és messék át egymást 0 -ban. Jelentsék továbbá T\, P 2 , P s , 
P  rendre az AB, BC, CD, DA oldalok metszéspontjait az O-ból a CD, 
DA, AB, BC oldalokra bocsátott merőlegesekkel. Bebizonyítandó, hogy 
a P j P ^  P4  négyszög derékszögű. (Kcrschák.)

E lső m egoldás Széprélhy B éla  főreáliskolai tan ár úrtól, B rassón.

F e n teb b i té te l  helyessége b e  lesz b izonyítva, h a  ki tu d ju k  m u ta tn i,  
hogy a  P 1 G!iPg P 4  négyszög o ld a la i p á ro n k in t az  a d o tt ABCD négyszög  
á tló ival p á rh u z a m o sa k .

Ha
AB=g, AD=d2, AC=x,
CB=h, CD=d1, BD=y,

h a  továbbá  M az  ABC h á ro m szö g  m agasság i p o n tja  és

AM=m2 C.M__zm;

h a  végre g, h, y egyenesek  v é g te le n b e n  fekvő p o n tja i re n d re  Gx , ,
F oo és

A \ oo —y 2 C l-oo — y ,

a k k o r a  D, Yx , M és 0  p o n to k b ó l álló p o n tc s o p o r to t C-ből és A -b ó l p ro- 
jicz iá lván , C és /1 -b an  négy m eg fe le lő  su g á rp á r t  n y e rü n k , a  m e ly ek  a

(C- D Y„ MO) =  (A ■ D F „  MO)
vagy

{djipnpx,) =  (dp/pn^x)

eg y en letn é l fogva két p ro jek tív  su g á rso r  m eg fe le lő  su g á rp á r ja in a k  te k in t­

h e tők . *

* (AC, BD) = 0 .
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E m e  su g a ra k ra  0 -b ó l  b o c sá to tt  m erő leg esek

d f  _L d t , d f  _L dt , m+ J_ *>*!, m * _L w2
■újra n é g y  s u g á rp á r t  a d n ak , a  m ely ek

(dfxm+y) =  (déxm^y)

e g y e n le te k n é l fogva u g y a n csak  k é t p ro jek tív  su g á rs o r  m eg fe le lő  s u g á rp á r ­
ja in a k  te k in th e tő k .

A z e  su g á rcso p o rto k b ó l g ille tő leg  h eg y en e se k tő l k im e tsz e tt  p o n tc so ­
po rto k

(9 ' d+xm+y) — (h • d+xm+y)
vagy

{PtA GXB) =  (P 2 C / / „ B )

a g és h p o n tso rso ro zó k o n  fekvő pro jek tív  p o n tso ro k  m egfe le lő  p o n tp á r ja i­
bó l á lln a k .

M ivel e p o n tso rso ro zó k  közös p o n tjá b a n  — /1-ben -—  egy m eg fe le lő  
p o n tp á r  egyesü lt, a  v é g te le n b e n  fekvő Gm és H„ p o n to k  p e d ig  e g y m á s­
n a k  m eg fe le ln ek , a  so rok  p e rsp ek tív  fek v ésü ek , egy a  v é g te le n b e n  fekvő 
p o n tra , m in t  p e rspek tív  c z e n tru m ra  nézve. E  p e rsp e k tív  c z e n tru m o n  k e re sz ­
tü l h a la d n a k  a P1, P 2 és A, C m egfele lő  p o n tp á ro k a t  összekötő  eg y en esek  
is, a  m i m á s  szóval a n n y it  je le n t,  hogy l\  P2  || A C -vel. AB és D p o n to k ­
n a k  egy m ássa l való fe lc se ré lé se  u tá n  u g y a n az o n  leveze tés a  PaP4 és AC 
e g y en e se k  p á rh u za m o ssá g á t is m u ta tja .

M ásodik m egoldás Csillag Vilmos m űegyetem i tanársegéd úrtól.

A lapfö ltevés, hogy
AC±BD;

a  té te l b e  lesz bizonyítva, h a  m eg m u ta tju k , hogy

P 1 P , | | A C | | P 8 P í
'CS

P 2 P 3 II BD II P 4 P 4.

A fe la d a tb a n  le írt m ó d o n  sze rk esz szü k  m e g  a  P ,P 2 P 8 P 4 n ég y szöget. 
(L. az  á b rá t.)  A zu tán  0 -b ó l  v e títsü k  á t  a  P ; p o n to k  m in d e g y ik é t az  ABCD 
n égyszög  a zo n  o ldala ira , a  m ely ek  a  P í-t ta r ta lm a z ó  o ldallal sz o m sz éd o sak  • 
azaz  leg y en

( 0Plt DA)=E1 ( 0 P 2, C D ) = £ 2 ( 0 P s , B C ) = £ 8 ( 0 P 4, AB)=E4
( O P „  B C ^ F ,  ( 0 P 2, AB)=F, ( 0 P 8 , DA)=Ft ( 0 P 4, C O ) = P 4.

2 0 *
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Min d en e k e lő tt k ie m e ljü k , hogy az

(E^D )  é s  (EsEtB),.
v a la m in t  az

( W )  é s  ( F 4 F ,C )

h á ro m szö g e k n ek  is O  a  m ag a sság p o n tja . E n n e k  következtében) 

E,L\ 1  OD, EtEt  1  OB,
v a la m in t

f \ F a _l o á , F / . i o e - ,

vagy, m iu tá n  a la p fö lté te lü n k  az, hog y

BD _L AC,
í rh a t ju k  :

EtE, || AC || EsEt
6S

F,EJ\Bl) |I Ft Ft .

T o v áb b á  lá tn i, h o g y  O -c z e n tru m ra  nézve, eg yrészrő l

P jP jB  h á ro m sz ö g  p e rspek tív  he ly zetű  az P 20  h á ro m szö g g e l 
és

PSPJ) « « * « EtEJB «

(T>
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•az AC közös ten g e ly re  v o n a tk o z ó la g ; m ásrész rő l

l \ P g C h á ro m szö g  p e rsp e k tív  h e ly ze tű  FaFaA 
•és

P ^ A  « « . FtFtC

a  BD közös ten g e ly re  vonatkozólag .
De eze k b ő l következik , hogy e lő szö r

P j P ,  az  EtEt-vé 1
•és

P J \  az  EsEt-gye\ 

4 C -n  ta lá lk o z ik ; á m d e  (lj s z e rin t

EtEa || AC\\ EsEt , 

P ^ ,  II AC || P , P 4.
teh á t eg y szersm ind  

E p e n ú g y  m áso d szo r

•és
P j P 3 az  F 2 F 8-m al

P J\  az  P .F .-g y e l  

BD-n  ta lá lk o z ik ; á m d e  ism é t (I)-ből

'lévén, eg y ú tta l
FaFa || BD || FiF1

P2PS || BD || P 4 P 2.

h árom szöggel

«

*

H arm adik  m egoldás D orogiig Ignácz főreá liskola i tanár úrtó l,
Tem esvárott.

V együk az  eg y m ásra  m erő leg e s  á tló k a t k o o rd in á ta -te n g e ly ek ü l, úgy, 
ihogy A C a z  ab sc issa-tengely , BD p ed ig  az  o rd in á ta - te n g e ly  legyen ; le g y e n ek  
to v áb b á  az  á tló k  sze le te i OC=a1, OA—aa, OD=bt , OB=ba, a k k o r  a  
•CD, DA, AB és BC nég y szö g -o ld a lo k  e g y en le te i r e n d re  leszn ek  :

.az 0  P1 ,

X + JL —í
a l b i
X + JL —1a2 b i
X

+ JL —ía2 K
X

+ JL —1
a x K

O P 2 , O P s , 0PÍ m e rő leg e se k  eg y en le te i p e d ig :
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X JL =  0

« 1

y =  0

«a

x =  0tt,

M inthogy a  P1 P s egyenes á tm e g y  AB és 0P1, továbbá  BC és O P r  
m e tsz é sp o n tja in , ennélfogva e g y en le te  a következő  :

í 1

X «1
X X - l )

i 1

aa + ba / a i fta
0 —  1

1 1
\

/ X y \ 1 1

U a , / K "a
— 1 0

1

1

“a
0

1

ebbő l k ife jtés és  ̂ —------ ' j  k ifejezéssel való rö v id íté s  u tán  lesz :

1
+  

a ,« ( 1 )

ez az eg y en es p a ra lle l az « -ten g e ly iv e l.
l \ I \  e g y e n e s  á tm egy  BC és 0 P 2, továbbá  CD és 0 P S eg y en esek  in e t-

széspontjain , te h á t az ő egyenlete : 

1 1 1

X «. ö .

( J L  +  X ____ L 1 1

V «1 h ) «S ftx «X
0 — 1 0

í 1 1

«X K « X

l  x x \  1 í 1

U « , /  i 6 , "a b„

1 - 1 0 — 1

=  0
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a  m ib ő l kellő rö v id íté s  u tá n  lesz :

-------- +
M .

( 2)

ez az  eg y en es p á rh u z a m o s  az (/-ten g ely iv el, te h á t  m erő leg e s  a  P , 1\ 
eg y en esre .

P 3 T\ és PiPl e g y en e se k  e g y e n le te i :

( « j a ,  + bt bt  ) ?/ ° ' ( aM t +  b&  )
1

a.

te h á t  az PlP SP SP 4  n ég y szö g n ek  ké t o ld a la  AC á tlóval és a  m ás ik  k é t o ldala  
BT) á tlóva l paralle l.

Negyedik megoldás Freikind Ignácz műegyetemi hallgató úrtól
Budapesten.

Az á b rá t  m eg te k in tv e  rö g tö n  lá tju k , h o g y  a té te l b e b iz o n y ítá sá ra  e lég  
k im u ta tn i  azt, hog y  a  P1PiP3Pi négyszög  b á rm e ly ik  o ld a la  az  AC és BD 
á tló k  egyikével p á rh u z a m o s . V együk p é ld á u l a P 2 P 8 o ld a l t ; e r rő l  be fogjuk 
b izo n y ítan i, hogy  p á rh u z a m o s  P P -v e l .  L eg y en

BA C-4- a ; CA P - 4 — ;

BDC-4—y ; CBD<4=d;

a k k o r, m in th o g y  O P 2 _L AD és O P 3 J_  AB,

Ps0Ü-4—a, P,OB4=ß.

A lk a lm azzu k  a BOP.2 és P O P a h á ro m sz ö g e k re  a  s in u s - té te l t :

to v áb b á

BO s in  (/?+<?)
s in  (3

DO s in  (a + y)
DP. sin  a

BO AO
~ AB ; co s a = AB

DO
; cos /? =

AO
AD AD
CO DO
CD ; cos y = CD
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. » CO , BO i
s in  o =  n c  ; co s  ő =  ;

h a  e ze k e t az é r té k e k e t b e h e ly e tte s ítjü k  lesz

BO _  BO.DO+AO. CO 
BP„ ~  BC.DO
DÓ BO.DO+AO.CO  
DP,”  BO . CD

E  k é t eg y en le te t eg y m ássa l e losztván , le sz  :

_  BP,
CD BC ’

a  m i a n a litik a i k ifejezése  a n n a k , hogy a  P „ P S p á rh u za m o s  BD-ve 1.

Ö tödik m egoldás dr. Lóky B éla  kegyesrendi ta n á r úrtól 
K olozsvárott.

V álaszszuk  a  fe la d a tb a n  szerep lő  OA é s  OB e g y en esek e t x ille tő leg  y 
ten g e ly ü l, ak k o r c sak  a z t ke ll k im u ta tn u n k ,  hogy P , é s  P 4-n e k  u g y an az  
az  x-sze, P, és P s-n a k  sz in té n  egyez az  x -sz e  és P , , P2-n e k  ugy an az  az 
y-ja , f 3 , P 4-nek  sz in té n  egyez az y-ja . H a  a  szö g p o n to k  k o o rd in á tá in a k  
a  köve tk ező  je le lésév el é lü n k

A(x,|0 ), 5 (0 1 ;/,), C (— xs 10 ), D (0 \~ y t),
a k k o r

AB e g y e n le te : y ,x + x 1y= x lyí 
BC « —y,x+ x ,y= x ,y t 
CD « ytx + x 3y = —x,yt
DA « yix—xíy = x íyl .

A  P j ,  P 3, P 8, P4  p o n to k , m in t a  k e zd ő p o n to n  á tm e n ő  s az o ld alok ra  
m e rő le g e s  e g y en e se k n ek  azo n  o ld a lak k a l való  m etsz é sp o n tja i a d ó d n ak  ki, 
a  m ely ek  az eg yszerű  négyszögben  v e lü k  szem b en  v a n n a k . Pl. P ,  a  CD 
o ld a lra  m erő leg es és a  k e zd ő p o n to n  á tm e n ő  eg y en esn ek  az  AB o ld alla l 
való  m etszésp o n tja . A  CD o ldalra  m e rő le g e s , és a  k e zd ő p o n to n  á tm e n ő  
e g y e n e s  eg y en leté t

alx+ a ,y= 0
y tx + x ay = —x 3yt

h ö l az a - k ra  szabott
aty*+at x»=°
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«egyenlőség rév én

-adja.
így  Pt k o o rd in á tá i a

~-xax+ yiy = 0

—xtx + y j/= 0  
y , x +xly = x lyí

e g y e n le t r e n d s z e r  m ego ld ása i, P s-n ek  az

x1x + y4y= 0
—y1x+ xay = x ayi ,

P 3-n a k  az
x ^ + y ^ O

—y,x+ xay= x íty t ,
P4-n e k  az

xsx + yay= 0
y4x—x1y = x 1y i

• e g y e n le tre n d sz e r  m eg o ld ása i a  k o o rd in á tá i. Ez eg y en letek  p u sz ta  m eg- 
• te k in té se  m á r  tan ú sk o d ik  a  k im u ta ta n d ó n a k  je lz e tt  igazság m e lle tt .

H a to d ik  m e g o ld á s  d r .  K lu g  L ip ó t  e g y e te m i m a g á n ta n á r  ú r
ré szérő l.

A z ADC h á ro m szö g n e k  m ag a sság p o n tja  E, a  flI) e g y e n e se n  fekszik, 
m ert. BT) _L AC. E bből k ö v e tk ez ik , h o g y  az  AEG, l\O f \  h á ro m szö g ek  

;p e rsp e k tiv c k  a B p ro jicz iá ló  p o n tra  v o n a tk o zó lag , m ert a  BAl\, BEO, 
BCl\ eg y en esek  eg y m ást a  B p o n tb an  m e ts z ik ;  de  m in th o g y

. azé rt 

-vagyis

A E \\l\0 , CE || 1\0, 

AC || t\P„  

l ‘1Pa 1  BL).
H a so n ló  ú to n  k im u ta th a tó ,  hogy PsPi _L. BD, P2 Pg j_AC, P1I\ AC 

S m e rt  a  fö lté te l sz e rin t AC J_  BD, a zé rt l \ / ' ,  P8 P 4  négyszög, d e rék szö g ű .

H e te d ik  m e g o ld á s  B r e u e r  M ó r ta n á r je lö l t  ú r  r é s z é r ő l.

H a az ABD h á ro m szö g n e k  TI és D szö g p o n tja ib ó l k iin d u ló  m ag asság a it 
ím e g h u z z u k , ak k o r ezek  e  h á ro m szö g  h a rm a d ik  m agasság i v o n a láv a l az 
. A C -vel egy azo n  M p o n tb a n  ta lá lk o zn ak . D e m in th o g y
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a z é r t  

vagy 

és így

OPt || MB, OPa || Ml), 

CI\ : BC=CO : CM=CPa : CD, 

CI\ : CPa= B C : cn,

II BD.
U g y a n ez e n  a m ó d o n  k im u ta th a tó , hog y  PSP4  || AC, P 4 I\  || BD, l \ l \  || AC.

Nyolczadik megoldás Maksay Zsigmond főreáliskolai tanár 
úrtól Pécsett.

A  fe lad a tb an  h a s z n á l t  je lö lések e t m eg ta rtv a , leg y e n ek  m é g  :

E az OPa m erő leg e sn e k  ta lp p o n tja  az AB o ld a lo n ,
F « 0 / ’4 « « « BC «
G « ()l\  « « « CD *
II « O l\  « « « DA «

A z EP1GPa p o n to k  egy u g y an azo n  k ö r  k e rü le té n  v a n n a k , m ert I\PS
közös átfogó a PlEI\ és I\GP1 d e ré k sz ö g ű  h á ro m szö g e k b en .

A z FI\Hl\ p o n to k  ped ig  a  t \ I \  á tfogó  fö lö tt í rh a tó  k ö r k e rü le té n  
fek ü szn ek .

M in d e n ek e lő tt k im u ta to m , hogy e k é t  kö r azonos, te h á t  P 1 P8 = Í ’2 P 4. 
A z EFGH n ég yszög  k ö rb e ír t  négyszög , m e rt b e n n e  a  sz e m b e n  fekvő szö ­
g e k  összege eg y en lő  zr-vel. Ha

CAD‘4-=tp,
a k k o r

HEPt= f , EHPa=A — tp,

m in t  az AO á tm é rő  fö lö tt sz e rk esz th e tő  k ö rn e k  egyenlő  iv e in  nyugvó k e rü ­
le ti s z ö g e i; to v áb b á

GHI\=D+<p— I  , HGPt=  ~ - t p

m in t  az  OD á tm é rő  fö lö tt írh a tó  k ö rb e n  egyenlő  ív ek e n  álló k e rü le t 
szö gek .

FGI\=C-i- l)+tp— ír, GFI^—tc— (l) +  tp)
m in t  a  CO á tm é rő jű  k ö r  egyenlő iv e in  á lló  k e rü le ti szögek .

EFPa=  \  —{A— tp), FEPa=B+(A — tp)—

m in t  a  BO á tm é rő jű  k ö r  egyenlő ive in  á lló  k e rü le ti szö gek .

7r 
-)
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E zek  a la p já n :

E+ G=HEI\+FEPa+  FGP1 + IIGP1= n = F +  II.

D e az F p o n t az  EP1GPa k ö r k e rü le té n  van , m e r t  FGPaE s z in té n  
k ö rb e ír t  négyszög, azaz  :

F+ GPaE—ir
m e r t

F=GFPt +  PiFE=it-(D+<p) +  R—(A— <p)— —(A+D)

GPtE=  —(B +  C ) ;

te h á t  a  H p o n t s z in té n  az EI\G!\ k ö rö n  v an , s így EP1GPa kör a z o n o s  
EFGH k ö rre l, m e ly n e k  egyik á tm é rő je  í\Ps.

M inthogy  az EFGH p o n tok  egy u g y a n az o n  k ö rö n  fe k ü szn e k , egészen  
ú g y  m u ta th a tó  ki, ho g y  E és G p o n to k  ra jta  v a n n a k  az  FPiHPt k ö rö n , 
vagyis hogy e k é t k ö r  azonos, m ely n ek  egy á tm é rő je  P 2 P 4 .

M in d ezek b ő l kö v e tk ezik , hogy :

EPtGP =  FPJU\, T\Pa=  Ps P4 ,

m e ly e k  a  P 1 P 2 P SP 4  négyszög á t l ó i ; de  oly négyszög, m e ly n e k  á tlói e g y e n ­
lő k , vagy d e rék sz ö g ű  p a ra lle lo g ram m a , vagy egyenlő  sz á rú  trap éz . A k é r ­
d é se s  négyszög  a z o n b a n  csak az e lő b b i leh e t, m e rt á tló i eg y szersm in d  a 
k ö rü lír t  kö r á tm é rő i.

M ég kell m ég  m u ta tn u n k , hogy  a  P ,P 2 PSP 4  p a ra lle lo g ra m m a  o ld a la i 
p á ra n k é n t  p á rh u z a m o s a k  az ABCD négyszög  átlóival.

PaPtD=HEPa—<p, m in t a  h a t p o n to n  á tm e n ő  k ö rn e k  Ilii  h ú r já n  
á lló  k e rü le ti  szögei. D e a P3PiÜ=<p eg y en le tb ő l k övetkezik , hogy P 8 P 4  

p a ra lle l  az AC á tlóva l s  így l \ l \  is.
D e a  p a ra lle lo g ra m m a  derék szö g ű  s így :

l\Pt II BD II PJ\

A  specziá lis  nég y szö g ei köz t a  d e lto id , rh o m b o s é s  a  négyzet a z o k , 
m e ly e k n e k  á tló i e g y m á sra  m erő leg esek . Az e lső n ek  eg y ik  á tló já t felezi a  
m á s ik , a  m áso d ik  é s  h a rm a d ik n á l O e g y sze rsm in d  az  á tló k  felező p o n tja . 
Az id o m b a n  k e le tk e z e tt  haso idó  h á ro m szö g ek b ő l kö v e tk ezik , hogy a  fe lező  
á tló  á tm eg y  P1 Pt Pt l \  p a ra lle lo g ram m a , te h á t a  k ö rü lír t  k ö r k ö z ép p o n t­
j á n  is  s  így ez az  u tó b b ia k n á l az á tló k  fe lező  p o n tja . A  k é t u to lsó  n ég y szö g  
p a ra lle lo g ra m m a  lév én , a  P 1 P 2 PSP 1  összeesik  EFGfl-va], te h á t a k iír e z  
e se tb e n  az o ld a la k a t é r in ti .
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Kilenczedik megoldás Malcsay Zsigmond főreáliskolai tanár úrtól
Pécsett.

L eg y e n ek  a  BD és AC á tló k  egy d e rék sz ö g ű  re n d s z e r  te n g e ly e i; 
to v áb b á  A, B, C, D k o o rd in á ta i  re n d re

A (0, bj, B (— a , , 0), C (0, — &,), D ( a 2 , 0 )

H a

-akkor

a=AB=brx— a^y+a1bl= 0, 
b=BC=bix + a ty + 
c =  CD=bsx— a 2  y— a 2 fe2 = 0 ,  
d =  DA=bxx +  a2 y—a^b^O,

v ' 2+ ^ A
=  m,

mc =  a 2x  +  b^y—0 
md=asx—61i/= 0

m 6=a2 se—b ^ y = 0.

ap^+bfb,

m + n=  1 ,

=  n ,

é s  a  P j ,  P 2 , P 3, f 4 p o n to k  k o o rd in á tá i  r e n d r e :

Pi (—«!«, bprn), P2(—(íj?!, —6,/n)
Ps ( a 2 n ,  — b2m ), P 4 ( a 2n , ftjWi),

a  h o n n a n  a zo n n a l lá th a tó , ho g y  P , és P 2, v a la m in t P 8, P 4  az

x + a jn = 0
as—a2« = 0

e g y e n le te k k e l biró  és így az  A C  átlóval p á rh u z a m o s  eg y en e se k en  feküsz- 
n e k  to v áb b á , hogy l \  és Pt v a la m in t P 2 é s  P,, re sp . az

y— bpn=0 
y + btm—0

e g y e n e se k e n  feküsznek , a  m e ly e k  a BD á tló v a l p a ralle lek , te h á t  hogy a 
P JP 2 P 8 P 4  idom  d e rék sz ö g ű  p a ra lle g ra m m a .

24 . Ha a tetraéder szemben fekvő élei egymást'a merőlegesek, bebi­
zonyítandó, hogy akkor az élek középpontjai és a szemben fekvő élek 
legkisebb távolságú pontjai oly gömbön feküsznek, melynek közép­
pontja a tetraéder súlypontjában van. (Vályl)
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Első megoldás Szépréthy Béla föreáliskolai tanár úrtól Brassón.

H a az a d o tt  te tra é d e r  c sú c sp o n tja it A i  -vei ( i =  1, 2 , 3, 4), lap ja it « (.-vel 
(i± = l, 2, 3 , 4 ) , é le it p ed ig  « ífc-val (i , k =  1, 2, 3 , 4 )  je lö ljü k , ak k o r a  s z e m ­
b en  fekvő é le k  m erő leg esség én ek

a i k ± a lm

tek in tetbe vételével m in d en  a lm é len  keresztü l a  szem ben fekvő a jk élre 
m erőleges síkot fe k te th e tü n k ; legyen ennek  m etszéspontja az a ik éllel 
M ik • így a te traéd e r élein h áro m  pon tpárt n y erünk  és ezek a  szem b en  
fekvő élek legrövidebb távolságainak végpontjai. Mivel az em lített m erő le ­
ges síkok a te traéd e r lapjaival, a  határoló  három szögek m agasságaiban 
találkoznak, a  legrövidebb távolságok végpontjai egyszersm ind az o ldal­
lapokon h ú zh a tó  m agassági vonalak ta lppontjai lesznek, és az oldalélek 
felezési pontjaival egyetem ben egy-egy FEUERBACH-kör kerületén feküsznek.

H a bárm ely  a- oldallap m agassági pon tjá t A/,--vei, súlypontját Sj-vel, 
FEUERBACH-körének középpontját 0,:-val jelöljük, és a szem ben fekvő A j 
te traéder-csúcso t M i és S,-vel, az Ot-t pedig a  te traéd e r S  súlypontjával' 
kötjük össze, akkor egyrészt M i, Oj és S í pontok egy egyenesen az Euler- 
féle egyenesen feküsznek, m ásrészt az

OjMi =  3  . OíSí, SAj, ~  3 .  SSí

relácziók figyelem be vételével az S íA íM í és S iS O j  hasonló és hasonló  fek­
vésű három szögek, m elyekből

A,Mi || SOi
és e n n e k  a la p já n

S O i ± a i .

«Az o ld a lla p  F eu crb a ch -kö rén ek  ten g e lye  m a g á n  ta r ta lm a zza  a 
te traéder sú ly p o n tjá t  is».

Mivel v a lam ely  k ö r ten g e ly e  a  k ö rö n  á t h a la d ó  göm bök  k ö z é p p o n t­
ja in a k  g e o m e tria i  h e lye , m iyel to v áb b á  a  t e t r a é d e r  o ldallap ja in  fekvő' 
F e u e rb a c h -k ö rö k n e k  p á ro n k in t  egy-egy  k ö z ö s  p o n tp á r ju k  van, n y ilv án v a ló  
hogy ezek  oly g ö m b la p o n  fe k ü szn e k , a  m e ly  a  te t r a é d e r  éleivel a  fe la d a t­
ban  m eg je lö lt p o n to k b a n  ta lá lk o z ik , és a  m e ly n e k  k ö zép p o n tja  a  s ú ly p o n t­
b a n  van .

Az e lm o n d o tta k  a la p ján  te t r a é d e rü n k  a m a  tu la jd o n sá g á ra  ju th a tu n k ,,  
hogy a m ag asság i p o n tn a k , a  k ö rü lír t  g ö m b  k ö z ép p o n tjáv a l való ö ssze k ö t­
te té sé t a  sú ly p o n t felezi.
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Második megoldás Doroghi Ignácz főreáliskolai tanár úrtól 
Temesváron.

L egyen ABCD a  te tra é d e r , m e ly n e k  o ldallap ja it ró m a i szám o k k a l je lö l­
jü k ,  úgy hogy ABC= IV, ABD=lll, ACD=\\ és BCD= 1.

A feltétel s z e r in t  az á te llen es é le k  eg ym ásra  m e rő le g e s e k ; eb b ő l k ö v e t­
k ezik , hogy az  AD é ln e k  IV. lap o n  va ló  v e tü le te  AA']_B(',. h a so n ló k ép e n  
Bll é lnek  v e tü le te  BB’]_AC és C D -n ek  v e tü le te  C C 'J_  AB, s  így az 
ABC A -nek  m ag a sság i p o n tja  Mt a  te tra é d e r  D c sú c sá n a k  p ro jekczió ja .

H a m o st a  IV . la p n a k  Feuerbach-k ö ré t m eg sze rk esz tjü k , ak k o r az  is m e ­
re te se n  á tm eg y  az  ABC A o ld a la in a k  felező  p o n tja in  és a  m agasság i v o n a ­
la k n a k  A', B', C  ta lp p o n tja in . E  k ö rn e k  k ö z ép p o n tja  Kt, h a  S  a  h á ro m ­
szög  sú ly pon tja , ez  az  S 4 M4  v o n a lo n  v a n , m ég  p e d ig  —  a m in t a F euerbach 
té te léb ő l k ö v e tk ez ik  —  S 4-től szá m ítv a  az SiMi v o n a ld a rab  n e g y e d  
ré szé b e n .

H a a  /V4 p o n tb an  a  IV. lap ra  m erőlegest em elünk , akkor ez geo­
m etria i helye m indazon  göm b-középpontoknak, a  m ely göm bök u g y an ­
azon a  h a t p o n ton  m ennek  át, m in t az im én t em líte tt FEUERBACH-kör.

E gyú tta l k ö n n y ű  b e lá tn i, hogy SiMi a  te tra é d e r  StD sú ly v o n a lán ak , és 
Kt k ö zép p o n t a  te t r a é d e r  S  sú ly p o n tjá n a k  IV. la p o n  való  v e tü le te .

E  m egjegyzések érvényesek tö b b i három  lap ra  is, h a  ezeknek F euer- 
BACH-köreit m eg szerk esz tjü k ; teh á t e  lapok K pon tjaiban  emelt m erő lege­
sek szintén 6 — 6 ponton  átm enő göm bök középpontjainak geom etria i 
helyeit adják. Mivel pedig a kérdéses te traédernél a négy m agasság e g y  

pon tban  találkozik, azért az oldallapoknak SM egyenesei nem  egyebek, 
m in t a  te traéder m agassági pontját és súlypontját összekötő egyeneseknek 
projekcziói.

E bből k övetkezik , hogy az o ld a llap o k  F euerbach-k ö re in ek  k ö z é p p o n t­
ja ib a n  az ille tő  la p o k ra  em e lt m erő leg e se k n e k  egy ugyan azo n  p o n tb a n  
kell ta lá lk o z n io k ; ez  n e m  le h e t m ás , m in t  a  te tra é d e r  sú lypon tja . E z  te h á t  
k ö zép p o n tja  lesz  eg y szersm ind  a m a  g ö m b n ek , a  m e ly  az  élek felező p o n t ­

j a i n  és az egyes o ld a lh á ro m szö g ek  m agasság i v o n a la in ak  ta lp p o n tja in  
á tm e g y .

K özvetetlenül világos, hogy a tetraéderlapok  m agasságvonalainak ta lp ­
pontjai, m egadják  az éleken am a pon tokat, a m elyekben  két-két élt azok­
nak  m erőleges transversalisa átm etsz és így ezek egyszersm ind a  legrövi­
d e b b  távolságokat állapítják meg.
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V i l á g í t ó  t e s t e k  s ö t é t  k é p e i .  T homas Escriche b a rc e lo n a i ta n á r  a  k ö ­
v e tk e ző  k ísé rle te t í r ja  l e : T iszta ü v e g la p ra  kis tu s s  vagy tin ta c sep p e t 
e jtü n k , hogy k ö rü lb e lü l  1 — 2  m m . á tm é rő jű  fo ltocska k e le tk ezzen  ra jta . 
H a  e z t az  üveg lap o t g y e rty a  vagy lá m p a  láng ja  és egy fe h é r  e rn y ő  közé 
ta r t ju k ,  a  m eg v ilág íto tt e rn y ő n  a lá n g n a k  sö té t képe  je le n ik  m eg. A  k ísé r ­
le t  n y ilv án  a  camera obscura k ís é r le té n e k  m eg fo rd ítása  s az egyenes v o ­
n a lú  te rjed ésb ő l k ö n n y e n  m ag y a rázh a tó . A  két k ísé rle t k ü lö m b e n  eg y id e­
jű le g  is  m eg e jth e tő , a  következő m ó d o n  : Az üveglap  eg y ik  fe lé t szű k  n y í­
lá ssa l á tfú r t  s ta n n io l la p p a l bo rítsu k , a  m á s ik  fe lén  p e d ig  a fo ltocskát id é z ­
z ü k  e lő  ; ak k o r az  e rn y ő  sö té teb b  ré s z é n  a lán g  v ilágos fo rd íto tt képe, a  
v ilágos ré szen  p ed ig  sö té t  képe tű n ik  fel. T ö b b  szab ály o san  e loszto tt n y í­
lá s  és foltocska tö b b sz ö rö s  kép ek e t a d n a k . A k ísé rle t k ü lö n ö se n  ez a la k ­
b a n  csin o s és tan u lsá g o s . B.

E le k t r o m o s  v é d ő e r n y ő  á t l á t s z ó  v e z e tő  a n y a g b ó l .  Ism ere tes , hogy  
az  e lek tro sz ta tik a i m é rő  k észü lék ek e t vezető  v éd ő ernyővel kell k ö rü lv e n ­
n ü n k ,  hogy m eg b ízh a tó  ad a to k a t szo lg á ltassan ak . E le k tro m á g n eses  á ra m  
vagy fe szü ltség m érő k n é l, m a n o m e te re k n é l t. i. a  fedő  ü v e g la p n ak  a  m u ­
ta tó ra  gyakorolt e le k tro m o s  vonzása m e g h a m is íth a tja  a  leo lvasást. A fé m ­
e rn y ő k n e k  m eg v an  az  a  h á trán y a , h o g y  á tlá tsza tlan o k .

Á tlá tszó  e rn y ő t le h e tn e  kész íten i k é t üveg lap  közé z á r t  á tlá tszó  vezető  
fo lyadékkal, p ra k tik u s  szem p o n tb ó l ez a z o n b a n  igen  k ö rü lm é n y e s  vo lna.

A yrton és MAixERnek sok próbálgatás u tán s ikerü lt átlátszó anyagot 
előállítani, mely eléggé vezető, s m elylyel üveglem ezek stb. m in t valam i 
lakkal könnyen bevonhatók, s pedig a következő m ódon :

1. e ljá rá s :  1 ré sz  tis z ta  z se la tin t 4  ré sz  jég ecze tb en  fe lo ld u n k , az e g é ­
sze t 1 0 0 °-o s  v ízfü rd ő b e  helyezve. E z e n  o ld a th o z  fél té r fo g a t h íg íto tt k é n ­
sa v a t tö ltü n k  (1 ré sz  tö m é n y  kénsav  8  ré sz  deszillált v ízb e n ). A k ev erék et 
m e le g e n  a  jó l m eg tisz títo tt ü v eg lap ra  ö n tjü k . M iu tán  a  r é te g  m eg k e m é ­
n y e d e tt ,  saválló lak k a l bevonjuk .

2. e ljárás. Az e lő b b  em líte tt h íg  z se la tin  o ldathoz ecze tsav a t tö ltü n k
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(2 térf. eczetsav , 1 té rf. o ld a tb a ) és rá ö n tjü k  az  ü v eg lap ra . A z üveg lap o t 
m eleg ítjü k , m ik o r a  fe les ecze tsav  e lp á ro lo g , az  ü v eg et le h ű t jü k  ; e r re  az 
e ljá rá s t m é g  k é tsze r ism é te ljü k . V égre az e g észe t aetherre l h íg íto tt  saválló­
lak k a l v o n ju k  be.

A  ré te g  e lkész ítése  n é m i g y a k o rla to t k ív án . M egesik, h o g y  a  h á rty a  
zav aro ssá  lesz, vagy n e m  e lég g é  vezető.

A ran y fü stö s e lek ro szk o p  ü v e g ed én y é t ily en  m ó d o n  bevonva  az  a  k ü lső ­
b e h a tá so k  e llen  tén y leg  v édve  volt. Az e lek ro szk o p h o z  e le k tro m o s  teste t 
közelítve, se m m i v á ltozást sem  m u ta to tt ,  h a  az  e lek tro szk o p  g o m b ja  pl.. 
fé m h a ra n g g a l lefödve, a  m eg o sz tó  h a tá s tó l védve volt.

The Electrician 32 . k. 6 9 3 .1 . T.

E z ü s tö z é s .  100 c m 3 10°/o e z ü s tn i tra t  o ld a th o z  c sö p p e n k é n t  anny i 
a m m o n ia k o t tö ltü n k , m íg  a  b a rn a  c sa p ad é k  é p e n  hogy e ltű n ik . Fölös 
a m m ó n iá k  k e rü le n d ő . A z u tá n  desz illá lt v ize t tö ltü n k  hozzá, m íg  az  egész 
té rfo g a t 1  l ite r  lesz. (A o ldat).

A k e re sk e d é sb e n  k a p h a tó  <40% fo rm ald ch y d  o ldathoz  a n n y i desztillá lt 
v ize t tö ltü n k , a  m íg  l°/o o ld a to t k a p u n k . (B o ld a t) . Az ezü s tö z en d ő  üveg­
lap  jó l m eg tisz títan d ó . K ö zvetlenü l az e zü s tö z és  e lő tt az A és B o ldatból 
egyenlő  té rfo g a to k a t g y o rsa n  ö sszek ev e rü n k  s az ü v eg lap ra  rá ö n tjü k . 5— 10 
perez  m ú lv a  az o ld a tb ó l az  összes e zü s t rá ra k o d o tt  az ü v eg lap ra .

A m elle tt, hogy ig e n  eg y szerű , az e ljá rá sn a k  az az e lő n y e  is m egvan , 
hogy  a  fo ly ad ék b an  lévő e zü s tm en n y iség  tú ln y o m ó  része  le ra k o d ik  az 
ezü s tö zen d ő  ü v eg lap ra .

A . és L. L u m ié re  Journ. d. Phys. (3. sé r .)  4 . k . 29. 1. T.

A z  a lu m in iu m  f o r r a s z t á s a .  Az a lu m in iu m  a lu m ín iu m h o z  vagy m ás 
fém hez, Delécluse sz e rin t,  a  következő  fo rrasz tó  ö tvénynyel fo r r a s z th a tó : 
4 8  s. r. ó n , 24  s. r . c z in k , 2 4  s. r. ó lom , 3 ,5  s. r .  a lu m in iu m  és  0 ,5  s. r: 
c h ró m . —  Jean Bies-Albert a  következő  m ó d o n  ö sszeá llíto tt fo rrasz tö t 
a já n l :  56  s. r. czink , 2 8  s. r . ón , 9 s. r .  a lu m in iu m  és 7 s. r .  e z ü s t  vagy 
n ik e l. A fo rrasz tó  vas h ő m érsék le te  3 5 0 — 4 0 0 °  G. Az ö sszefo rrasztandó- 
a lu m in iu m fe lü le te k  finom  ráspo ly lya l jó l m eg tisz títv a , m in te g y  4 0 0 °  h ő ­
m é rsé k le te n  a  fo rra sz tó sz e rre l b e v o n a tn a k  s a z u tá n  eg y m ásh o z  sz o rítta t-  
n ak . —  H a  az a lu m in iu m  m á s  fém m el fo rra sz ta n d ó  össze, a  le tisz títo tt 
fe lü le te k e t m ég  h ig  só savval vagy k irályvízzel ke ll m eg n e d v es íte n i s  a  fo r­
ra sz tá s  m eg k ezd ése  e lő tt ez u tó b b it  h ir te le n  fe ltö rü ln i. ■—  A z e ljá rá sh o z  »  
közönséges bádogos fo rrasz tó -v as h a sz n á lh a tó , m ely n ek  a z o n b a n  ig en  tisz­
tá n a k  k e ll len n ie . A fo rra sz to tt  fe lü le tek , Delécldse sz e rin t, 1 m m ‘2-kéntá 
2 0  kg. te rh e lé s  a la tt n e m  v á ltak  szét.

La Nature. 23. évf. 26 . 1. JL
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A Mathematika! és Physikai Lapok évenként 8, legalább 3 ívnyi 
füzetben jelennek meg, még pedig, a nyári hónapok kivételével, min­
denkor a hé második felében. Az egész évfolyam 2 4 —30 ív terjedelmű 
lesz. Előfizetési ára 5 forint. A Mathematikai és Physikai Társulat 
tagjai tagsági díjnk fejében kapják.

Társulati mondanivalók. A negyedik tá rsu la ti év 1895. deczem ber 31-én 
végződött. A tagsági díj az Alapszabályok VII. 12. §-a szerint az év első negyedé­
ben esedékes. Kérjük t. T ag társainkat, szíveskedjenek a tagsági d íja t a társu la t 
pénztárn o k a : Maridák Dezső egyetem i quaestor ú r (IV., szerb-u. 10.) czímére 
beküldeni. A múlt évekről hátralékban levő t. Tagtársainkat sürgősen kérjük a 
tagsági díj beküldéséért.

A Math. Phys. Lapok I— IV. évfolyamai teljes példányokban még kapha­
tók ; az I. kö tet á ra  5 frt, a  többieké 3— 3 írt.

Rendes ülések. A tá rsu la t üléseit rendszerin t m inden hónap első és 
harmadik csütörtökén tartja , a  tud. egyetem physika i intézetében (V ili., Eszter - 
házy-u. 3.), d. u. 6  órakor. Az előadások tárgyát —  egy m athem atikai és egy phy­
sikai tárgy —  2— 3 nappal az ülés előtt a  napi lapokban  k ih irdetjük .

A tagajánlások, a tá rsu la ti ügyekre vonatkozó kérdések és kívánságok 
BaRoniek Géza ügyvivő titk á r  czímére (IX. Csillag-utcza 8.) intézendők.

A folyóirat szellemi részét illető küldem ények (czikkek, feladatok, kérdések, 
stb.) a  szerkesztőkhöz k ü ld en d ő k ; a  m athem atika i tárgyúak Rados Gusztáv 
műegyet. ta n á r  (VII., Csengery-u. 1), a physikai tárgynak pedig Baitoniek Géza 
czíme a la tt. Ez utóbbihoz küldendők a reclamatiók is. A reclam atiókat — 
költségkím élésből —  m indenkor a  legközelebb megjelenő füzettel egyidejűleg 
teljesítjük.

Értesítés. R oiti: A  fiz ika  elemei czímű m űvének m indkét kötete a  K. M. 
T erm észettud. T ársu la t k iad ásában  megjelent. A 94  ív terjedelm ű m űvet, melynek 
szövegét 881 rajz és három  színes m űlap m agyarázza, társu latunk tagjai fűzve 5 frt, 
kötve 6  frt kedvezm ényes á ron  szerezhetik meg. A m egrendelés a  VI— VII. füzet­
hez m ellékelt levelező lap o n  eszközölhető. A T erm észettudom ányi T ársula t a 
m űvet jan u á r  hóban küldi szét. A ki a mű á rá t  postautalványon küldi a  Term . 
T ársu la tnak , annak  a m ű v et bérmentve fogják m egküldeni.
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ALAPRENDSZEREK EGY YÁLTOZÓS ALGEBRAI 
FÜGGVÉNYEKNÉL.

(Első k ö z l e m é n y . )

Az algebrai függvényekre vonatkozó újabb kutatásokban nem 
egy helyen oly fogalmakkal találkozunk, a melyeknek körébe tar­
tozó alakzatok — noha létezésük logikailag kétségtelen — a kiszá­
mításukra vonatkozó ismeretek hiján aktuálisan még sincsenek 
meghatározva és így ideális természetűeknek tűnnek fel. Ilyen az 
algebrai egész függvények körében az alaprendszerek fogalma, a 
melyeknek fontosságát mi sem mutatja jobban, mint az az előkelő 
szerep, a melylyel újabb eredmények felkutatásában bírnak; ebben 
rejlik tehát az oka, hogy miért tartották az alaprendszerek létezé­
sének kimutatását s a meghatározásukra vonatkozó módszer meg­
állapítását alapjelentőségú dolognak. Érdekes, hogy ennek a fontos 
kérdésnek eldöntésére vonatkozó kutatások meddősége következ­
tében mindig jobban érezhetővé vált nagy ür, nem csak hogy egy­
szerre eltűnt, hanem annak eltűnéséből egyúttal oly módszer 
fakadt, a mely az algebrai függvények elméletében fontos egyszerű­
sítéseket vont maga után.

Ugyanis H e n se l  «Theorie der algebraischen Functionen einer 
Veränderlichen und der algebraischen Integrale»* czímű értekezé­
sében kimutatja, hogy mindéit algebrai függvény oly két egyenlő 
dimenziója homogén egész algebrai alak hányadosaként állítható 
elő, a melynek a számlálója,hoz tartozó zérus-helyek között van­
nak a függvény zérus-helyei, a nevezőjéhez tartozó zérus-helyek 
között pedig a függvény végtelen helyei; evvel a kutatásokat a ho-

*  C r e l l e  J o u r n .  1 0 9 .  k . 1 . 1.
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mogén algebrai egész alakok tanulmányozására vezette vissza. 
Előtte tehát az elmélet alapjelentésű kérdése az összes homogén 
algebrai egész alakok meghatározásában jelent meg. Vizsgálódá­
saiban ő is eljutott az alaprendszerek fogalmához, a melyeknek 
nemcsak létezését mutatta ki, hanem, a meghatározásukra vonatkozó 
módszert is megállapítja. M ensel  nek ezt a fontos értekezését 
M. G. Brincard az Act a Math. 18. kötetében «Theorie des fonc- 
tions algebriques d’une variable» czím alatt lefordította; fordítását 
azonban inkább átdolgozásnak lehet tekinteni, a mennyiben a 
kérdés megoldásánál egyszerűbb segédeszközöket használ. Hasonló 
egyszerűségben mutatom be én is az algebrai függvények elméle­
tének szilárd megalapozására vonatkozó munkálatokat.

1. Egy változóval biró raczionális függvények 
transzformácziója zerus-dimenziójú homogén­

függvényekké.

Ha f(x) állandó együtthatókkal biró egy változójú n-ed fokú 
raczionális egész függvény zérus-helyeit ax, a2, . . ., a„-nel, x  leg­
magasabb hatványához tartozó együtthatóját a0-sal jelöljük, akkor 
f(x) a következő analitikai alakban jelenik meg:

n
f ( x ) =  aüJ J  (x—of);

i=1

az (íc—ad-ket f{x) lineáris tényezőinek nevezzük, ezek mindegyi­
kének van egy-egy zérus-helye: az x = a ;  és egy végtelen helye : 
az x=oo.

Két egész függvény hányadosát raczionális függvénynek ne­
vezzük ; ha tehát a hányados számlálója m-ed, a nevezője pedig 
n-ed fokú; továbbá a számláló zérus-helyeit «-kai, a nevező zérus­
helyeit /i’-kal, a legmagasabb kitevőjű ismeretlen együtthatóját a 
számlálóban a0-sal, a nevezőben £>0-sal jelöljük, akkor az y raczio­
nális függvény jellemzésére a következő analitikai alakzatot Írhat­
juk fel:
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m
«0 / /  {x—ai)

1=1
y =  ------------->

K 1 I  (® ßi)i—1

hol az a-kat és /S-kat különbözőknek tételezzük fel, minthogy az 
egyenlőket elhagyhatjuk, a nélkül, hogy evvel a függvény termé­
szetét megváltoztatnék. A felírt formulából egyszerre következik : 
hogy a számláló zérus-helyei a függvénynek is zérus-helyei, a ne­
vező zérus-helyei pedig a függvény végtelen helyei; ezenkívül az 
x=oo, ha m >n, a függvénynek annyiszoros végtelen helye, a 
hány egység van (m—»)-ben, ha pedig m <n, akkor annyiszoros 
zérus-helye, a hány egység van (n—m)-ben. Következőleg minden 
raczionális függvény zérus-helyeinek száma megegyezik végtelen 
helyeinek számával.

Olyan egy változás raczionális függvények tehát, a melyeknek 
csakis zérus-helyeik vannak, nincsenek. Mindazonáltal feladatul 
tűzzük k i: minden raczionális függvényt olyan raczionális homo­
gén egész függvények hányadosaként előállítani, melyeknek csakis 
zérus-helyeik vannak.

Gzélunkat legegyszerűbben úgy érjük el, hogy a függvények 
egyszeresen végtelen sokaságát, egyszerre tesszük vizsgálódásunk 
tárgyává. A kifejezés könnyebbsége kedvéért nevezzük el a függ­
vényeknek r-szeresen végtelen sokaságát r-dimenziós függvény­
csoportnak; mert az egyes függvényeket az r-dímenziós tér pont­
jaiként foghatjuk fel. Tegyük tehát vizsgálódásunk tárgyává a 
következő eyy-dimenziójú függvény-csoportot:

xx t= ------- ,x —u
hol u határozatlan parameter; ebben a függvény-csoportban van 
egy határozott zérus-helv az x —0, míg a végtelen helyek teljesen 
határozatlanok; és x  minden értékéhez lehet a határozatlan 
parameter számára olyan értéket megállapítani, hogy a függvény 
értéke véges legyen. Hasonló természetű a következő eyy-dimen- 
ziójú függvény-csoport is:

21 *
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1

csakhogy ebben a határozott zérus-hely: az x = o o . Hasonló tulaj­
donságú az x i és x,, minden lineár függvénye: axxJ[-ßxi , és ebben 
a határozott zérus-hely az x = —ßa_ 1 .

£Cj és x% egymáshoz való viszonya a következő identitáshoz 
vezet:

_  .
• « 2

Minthogy íc értéke teljesen független u-tól, azért annak, mint 
határozatlan paraméternek, mindig adhatunk oly értéket, hogy az 
x-t definiáló törtnek sem a számlálója, sem a nevezője ne legyen 
végtelen; ámde x  maga is, mint x  raczionális egész függvénye fog­
ható fel, ennélfogva megállapítottnak tekinthetjük a következő 
té te lt:

x-nek oly első fokú raczionális egész függvényét, a melynek 
zérus-helye az x = 0 ,  két oly egyenlő dimenziójú homogén egész 
függvény hányadosaként állíthatjuk elő, melynek számlálójának 
és nevezőjének nincs végteten helye.

Ezt a tételt már most könnyű általánosítani. Ugyanis, ha az 
általános raczionális függvényt definiáló képletben x  helyébe 
x xx~l-t írunk, s azután a számlálót és nevezőt — ha n e raczioná­
lis függvény fokszáma — a?|-el megszorozzuk, akkor az y-t defi­
niáló analitikai alak számlálója és nevezője x t , x 2 n-edfokú homo­
gén egész függvényévé lesz. Jelöljük a számláló és nevező egy-egy 
lineár tényezőjét rendre : (a'iX1—a'ixj)- és (ßix1 —ß ' j x s) - \ e  1; ha még
az °-t az egyik, vagy több lineáris tényezőbe beolvasztjuk, akkor

o0
raczionális függvényünk a következő alakban jelenik meg:

y  =
nn djO C^ (J.% OCq

ß'iXi —ß'ixi

Mivel x  következőleg y is független it-tól, azért annak tetszőle-, 
ges értéket adhatunk: adjunk tehát neki mindig olyan értéket,
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hogy törtünk számlálójának és nevezőjének egyik lineáris ténye­
zője se legyen végtelenné; más szóval: hogy sem a nevezőnek 
sem a számlálónak ne legyenek végtelen helyei, mivel pedig az

a  számláló, az

pedig a nevező zérus-helyeit képviselik, ennélfogva kimondhatjuk 
a következő tételt :

Minden raczionális függvényt elő lehet állítani, mint oly két 
egyenlő dimenziójú, homogén két változóval biró egész függvény 
hányadosát, amelyben a számlálónak és nevezőnek nincs végtelen 
helye és számlálójának zérus-helyei a függvénynek összes zérus­
helyei, nevezőjének zérus-helyei pedig a függvény összes végtelen 
helyei. Ezzel a raczionális függvények tárgyalását visszavezettük 
oly homogén egész algebrai alakok tárgyalására, a melyeknek 
nincs végtelen helyük; tehát a végtelen helyeket kikerülhetjük.

Ha általánosan az

függvénynek az a tulajdonsága, hogy

F (tx j, txf) — ímF(.Tj, a%),
akkor *], £ü2 m-dimenziójú homogén függvényének nevezzük. Ha
m = 0, akkor F(xlt xfi raczionális függvény; mert ha t helyébe 

1
-t Írunk, akkor

egyenlethez jutunk, tehát F (x t , x„2) csakugyan független az x t és 
x,2 nevezőiben fellépő határozatlan paramétertől.
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2. Az egyváltozós algebrai függvények átalakítása 
homogén függvényekké.

Ha az -á,:(a;)-ek alatt ( i= l,  2, . . n) íc-nek raczionális függvé­
nyeit értjük, akkor az

f(x ,y )= yn+ A t (x)yn~1+  .. ,+Á n-t (x)y  +  An(x) = 0 1)

n-ed fokú egyenlet y-t mint x  algebrai függvényét definiálja. Eb­
ből azután következik, hogy y x  minden oly értéke mellett végte­
len, mely az őt definiáló egyenlet együtthatóinak végtelen helye; 
ennélfogva az x =  °o mellett y csak akkor végtelen, ha valamelyik 
A (x ) is az.

R iemann x  és y minden raczionális függvényét — föltéve, hogy 
y - t  egy s ugyanazon algebrai egyenlet definiálja — az algebrai 
függvények egy osztályába sorozza; Kroneckerpedig az ilyen 
algebrai függvényeket ugyanazon mesterséges tartományhoz tar­
tozó ( Gattungsbereich) algebrai függvényeknek nevezi. Ha tehát 
<p és (p az x  és ?/-nak olyan raczionális egész függvényei, amelyek 
egyikének sem tényezője f(x, y), akkor az egy osztályba tartozó 
algebrai függvények általános alakja :

 ̂ _  <p (x, y) _
~ ~  <P (x, y)

Jelöljük az egy osztályba tartozó algebrai függvényeket álta­
lánosan G{x, y)-al s nevezzük őket ezután röviden G{x, y) függ­
vényeknek.

Kimutatjuk: hogy a G (x,y) függvények, minden eleme, tehát 
a fölirt z is eleget tesz egy n, vagy n-nét alacsonyabb fokú irre- 
duktibilis algebrai egyenletnek.

Tekintettel az 1) alatt felírt egyenletre, z-t, ha m-k alatt x  
raczionális függvényeit értjük, következő alakba írhatjuk :

z —u0+ui y + . . . + u n-.1yn-K 2)
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Szorozzuk meg z-1 t/í-1-ikénnel, akkor — «,/c-k alatt a* megfelelő 
raczionális függvényeit értve — zyl~l az 1) egyenlet segítségével 
következő alakba írható:

n
k=í

( t = l ,  2, . . n )

Ha ebből az y°, y, y2, . . yn_1 változókra nézve lineáris ho­
mogén egyenletrendszerből, a változókat kiküszöböljük a :

« 4— z , «12 • • M\n

^21 «22 — 2  - . . tl^n

« n i  Un 2 . . . Unn—Z

egyenletet kapjuk, a mely z-re nézve «-edfokú egyenlet. Azonban 
ez az egyenlet nem szükségképen irreduktibilis.

Reduktibilitás esetében legyen egyik irreduktibilis tényező fok­
száma m (m <Ln a részletes kifejtés mutatja, hogy m az n-nek 
osztója) ; ha továbbá e tényező együtthatóinak közös nevezőjét 
B0(x)-el jelöljük, s vele megszorozzuk az egész egyenletet, akkor a 
z-t definiáló eyyenlet általános alakja következőképen jelenik 
meg :

B0(x)zm + £ ,  (*)*"-*+ . . . + B m(x)= 0, 3')
(m <' n)

hol a B (x) együtthatók x  raczionális egész függvényei; követke­
zőleg x  véges értékei mellett z végtelen helyeit a

B0(x) = 0

egyenlet gyökei határozzák meg. Szorozzuk meg a 3') egyenlet gyö­
keit B0 (a?)-el, más szóval: alkalmazzuk a következő helyettesítést:

z,
B0 (x)

akkor a transzformált egyenlet:
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t f + B ,  (X )  *"-! +  B 2 ( X )  B0 (X )  2« - 2 +  . . .  +  B n  ( x )  B r 1 (íC)=0,

és ebből világosan látható, hogy 2j-nek x  véges értékei mellett 
nincsenek végtelen helyei; azaz a z-t meghatározó tört számlálója 
és nevezője x véges értékei mellett véges marad.

Ezekkel a segédeszközökkel tehát nem állíthatjuk elő z-t, mint 
két olyan függvény hányadosát, a melg x minden értéke mellett 
végesek maradnak. Ámde, ha az előbbi fejezetben alkalmazott 
helyettesítést alkalmazzuk, akkor z csakugyan olyan két homogén 
egész függvény hányadosaként jelenik meg, a melyeknek végtelen 
helyei nincsenek.

OC'4Az 1) alatt felírt egyenletben írjunk x  helyébe — -t; ezáltal
3L a

y együtthatói, az előbbi fejezet fejtegetései alapján x y és x% zérus- 
dimenziójú homogén függvényeivé válnak; jelöljük ezek nevezői­
nek legkisebb többszörösét C0(xlt ,x'2)-vel s szorozzuk meg vele az 
egész egyenletet, s azután jelöljük általánosan az j/B_i együttható­
ját Ci (xy, £C2)-vel; minthogy valamennyi Q(xy, xj) (i =  0, 1, n) 
egyenlő dimenziójú homogén függvénye x1, aynek, azért jelöljük 
fokszámukat közös betűvel m-mel. A mondottak után az 1) egyen­
let új alakja:

2  Ci{xu x%) yn~i~ 0 ,
i=0

a melyben Ci{xl , x%) ( i= 0, 1,. . ., n) m-ed dimenziójú homogén 
függvények.

Minthogy y értéke az xy, ayben fellépő határozatlan paramé­
tertől független, azért C0(x1, xf)-nek csakis a határozott zérus­
helyei határoznak meg y számára végtelen helyeket. Alkalmazzuk 
ezek után a következő helyettesítést:

rí'l l Z=z------- -
A 0 ( x yx< f)

Mindenek előtt kimutatjuk, hogy (xy, xj)-nelc m-ed fokú 
homogén függvénye. Ugyanis y értéke, miként az 1') egyenletből 
látható, nem változik, ha x , és xs helyébe tx1, í./y t helyettesítünk;

828
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a  mi a 4) alapján csak úgy lehetséges, ha rj annyiad fokú homogén 
függvénye (xx, a%)-nek, mint A0 , x.,).

A helyettesítés végrehajtása után a

Bi (xt , x 1) = C i [Xi, xj) Cj-1 (xx, xj)

jelölést használva, az 1') alatt levő egyenletünk a következő ala­
kot veszi fel:

yn+ B x (xu xj) • • • + B n-1 (xr, xj) y + B n {xv  xj)=0.

Minthogy f>i (x, , xj) im-ed dimenziójú homogén függvénye x x, 
.ívnek, és y nem függ az x x és x% értékeiben fellépő határozatlan 
paramétertől, azért annak mindig oly értéket adhatunk, hogy vala­
mennyi Bt (,Tj, x<j) x  minden értéke mellett véges maradjon; más 
szóval y-nak nincsenek végtelen helyei; de ugyanezt mondottuk az 
imént C0 (x , , íc2)-ről is; tehát y-t előállítottuk, mint két oly homo­
gén egyenlő dimenziójú függvény hányadosát, a, melyeknek vég­
telen helyei nincsenek, de a melyeknek zérus-helyei a szerint, a 
mint a számlálóhoz, vagy nevezőhöz tartoznak, a függvény zérus­
vagy végtelen helyeit képezik.

Ez a tétel azonban érvényes a G {xty) függvények mindegyikére, 
ugyanis

x, y
x% * C0(xv xf)

helyettesítés alkalmazásával

tehát
F(txx, txt , tmrj) — F {xx, x», -rj),

és így F  az x it x%, rj változókra nézve bizonyos tekintetben még 
homogénnek mondható, a miből következik, hogy minden algebrai 
függvény, x lt a?2, y változókban egyenlő dimenziójú oly homogén 
egész függvények hányadosaként jelenik meg, melyeknek végtelen­
jei nincsenek, de zérus-helyeik, a függvény zérus- vagy végtelen
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h e l y e i t  k é p e z i k ,  a  s z e r i n t ,  a  m i n t  a  s z á m l á l ó h o z ,  v a g y  n e v e z ő ­

h ö z  t a r t o z n a k .

A z  a l g e b r a i  f ü g g v é n y e k  t á r g y a l á s a i  t e h á t  x v  x ± , rj h o m o g é n  

f ü g g v é n y e i n e k  t á r g y a l á s á r a  v e z e t t ü k  v i s s z a ,  a  m e l y e k  k ö z ü l ,  h a  a z  

e g y e n l ő  d i m e n z i ó j ú a k a t  e g y  o s z t á l y b a  s o r o z z u k ,  a k k o r  a  k ö v e t k e z ő  

t é t e l t  m o n d h a t j u k  k i :  x t , x 2 , r - b a n  k é t  e g y  o s z t á l y b a  t a r t o z ó  h o ­

m o g é n  f ü g g v é n y  h á n y a d o s a  a l g e b r a i  f ü g g v é n y .

S u t á k  J ó z s e f .
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E  k ö z l e m é n y  c z é l j a  e l e m i  u t ó n  k i m u t a t n i ,  hogy az ax— 1 álta­
lános taggal birő számtani haladvány végtelen sok törzsszámot 
tartalmaz. E g y s z e r ű s é g  k e d v é é r t  a z o n b a n  a z o k r a  a z  e s e t e k r e  s z o ­

r í t k o z o m ,  m i d ő n  a páratlan törzsszám hatványa. A  t á r g y a l á s n a k  

k i i n d u l ó  p o n t j a  m a g á n a k  D m i c H L E T - n e k  *  e g y i k  t é t e l e ,  a  m e l y e t  

c z é l j a i n k n a k  m e g f e l e l ő e n  á l t a l á n o s í t a n i  f o g u n k .  E z  a z  á l t a l á n o s í ­

t o t t  e r e d m é n y  m á r  L u c A s - n á l  * *  i s  e l ő f o r d u l ,  a  k i  Dirichlet s p e -  

c z i á l i s a b b  t é t e l é t ,  ú g y  l á t s z i k ,  n e m  i s m e r t e ,  Lucas b e b i z o n y í t á s a  

a z o n b a n  i g e n  k o m p l i k á l t .

Dirichlet említett tétele, czéljainkra alkalmas jelzéssel, a kö­
vetkező :

Ha p pozitív páratlan törzsszám, b nem négyzet, t a

* De form is linearibus in  quibus co n tinen tu r etc. (L. Összes m unkái.)
** T héorie  des fonctions num ériques s iin p lem en t périodiques. (Am erican 

Jo u rn a l of Math. I.)

alaknak páratlan törzsosztója és

akkor
t =  —  1  ( m o d .  p).



3 3 2 BAUER MIHÁLY.

A tétel általánosítása a következő. Ha a pozitív egész szám, 
b nem négyzet és t a

Va (y + V b )a- ( y - / b )a =  
°2 /b ( i ) y a~1+  [ 3 )  b-\ II)

alaknak oly páratlan törzsosztója, mely kielégíti a

1

feltételt; ha továbbá a-nak tetszőleges valódi osztóját d-vel jelöl­
jük és t az y-nak ugyanazon számértéke mellett a

v  _  (y + V b )d—(y —Vb)d 
d 2 \ h

alakok egyikének sem osztója, akkor

t =  — 1 (mod. a).
Ha az

(y +  \  b) — Ua ~\~Va V b 

(y— V b)a—Ua— Va \  b

egyenletek segítségével Va mellé behozzuk Ua-t, akkor

Ua (V+V b)a+ ( y — \ b)a v  (y+ V  b)a- ( y - Y  b)a
a 2 / 6

Miként említettük a Ffl-alaknak csak oly t törzsosztóira fordít­
juk  figyelmünket, a melyekre nézve

—  1

Könnyen belátható, hogy ilyen t y-nak ugyanazon értéke mel 
lett C/a-nak nem lehet osztója. Ha ugyanis osztaná Ua-1, akkor 
a III) alatti kifejezéseknek is tényezője volna és így kellene, hogy- -

(y+  V b)a(y — y  b)a= (y i b)a= 0  (mod. t) 

legyen, a miből
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y*=b  (mod. t)

következnék, de ez ellenkezik feltételünkkel.
Vizsgáljuk meg most Va és Vd kölcsönös viszonyát. Hozzuk be az

d .=  a
egész számot, akkor

(y~r Y b )a— Ua- \- \a V b — (í/(j+ V<i j/"b)
és ebből

Va= V d
( í ) u r x+ u s - a m +

Ebből az identitásból először is kitűnik, hogy Va osztható Vd- 
vel; másodszor, hogy a y -  kifejezésnek csak akkor lehet oly törzs­

osztója, mely Vd-1 is osztja, ha ez egyszersmind osztja Ud-1, fel-
V„téve, hogy a osztóit kizártuk. Ha tehát t -U'—nek oly páratlan
V d

törzstényezője, a mely a-hoz képest relativ prim és a melyre nézve

(})=-  1 ,

akkor y ugyanazon értéke mellett nem osztja Vd-1, mert különben 
Ud-nek is osztója lenne, de ezt az előző tétele kizárja.

Ez észrevételek után áttérhetünk tételünk bebizonyítására- 
Mindenekelőtt kimutatjuk, hogy

Ff+i= 0  (mod. t).

m ft1) y t- t b +  . . .+ t-\-1 
t

Ugyanis

^ + i = r ;  * ) * / * +

de mivel t törzsszám

Vt+i~ ( t+ l)  (yl+ y b  2 ) (mod. t); 

ha Fermat tételét felhasználjuk, ezt így is írhatjuk
t~ 1

Vt+i= y { l  +  b 2 ) (mod. t),

yb * ;

t -  1

de minthogy
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csakugyan következik, hogy

F í+1=0 (mod. t)

Tételünk be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy 

í+ 1  =0(mod. a).

Ha ez a kongruenczia nem állana fenn, akkor í-f 1-nek és a-nak 
legnagyobb közös osztója d a-nak egy valódi osztója lenne és így 
lehetne oly g, h pozitív egész számokat találni, melyek eleget ten­
nének a

g ( t+ í)—h a = d  V)

egyenlőségnek. Lehetséges-e ez a t-re vonatkozó feltételek mellett? 
Láttuk, hogy

F t+ i=0 (mod. t)
s így az eddigiek szerint

H7(í+i)=0(mod. t),
azonban az

Í7s(t+i)=0(mod. t)

kongruenczia nincsen kielégítve. Hasonlókép

V)ia =  0 (mod. t)
azonban nem áll, hogy

Uha= 0 mod. t).
Az V) alatti egyenlőségből

d + h a = g ( t+ 1),
és így

(Ud+  V(i \  b) (Li,a+  Vha y  b)— Ug(t+1)+ Vglt+ir f b
a miből

Vg(t+1)— ÚdVna+ Vd Uka VI)

Ez azonban absurdum. Ugyanis

Vg (í+i)=0 (mod. í), UdVha= 0  (mod. t)

és igy kellene, hogy legyen
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Vd Ui,a= O(mod. t), Fd=0(mod. í)

•ezt azonban feltételeink kizárják. Tételünk így be van bizonyítva.
Térjünk most át az a®— 1 általános tagú haladványra. Specziális 

esetünkben legyen a = p k páratlan törzsszámhatvány.
Ekkor

tehát
V  =  f f ) r * - 1 +  ( ^ ) y pk- 3*> +  ■■■+(pk)b 2 • VII)

lpk\ £=?

Egyszersmind
nk- 1

I pk : 

a  miből

Vpk=pk yP*-1 (mod. b).

nk—1 \=̂rv-+( r)̂ -*+-+p,fc-i\ pk i- i
b *

Vpk-i^pk^1 yPk 1-1 (mod. b).

Tudjuk, hogy Vpk osztható ly.-i-nel. Ha tehát b-t relativ prím­
nek választjuk py-hoz, akkor

Tegyük
X p =  pyPk~Pk 1 (mod. b).
V p k - 1

akkor
JrP-  - =  V, p k—pk~i — <̂C,
V  pk—l

V =py^  (mod. b). IX)

Azonban b a mellett, hogy p y -hoz relativ prím, mint tudjuk,*
úgy is választható, hogy

b=  1 (mod. y)

(i)~*
legyen. Határozatlanúl hagytuk még j/-értékét. Ha y -1 párosnak 

és b-hez relatív prímnek választjuk, akkor Vpk és így V is párat­
lan és b-hez relativ prím. Ennélfogva IX) alapján

*  D i r i c h l e t - D e d e k i n d  : Vorlesungen über Zahlentheorie § 52.
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X)

Ha ezenkívül y jD-vel osztható, akkor V relatív prím p-hez.
X)-ből következik, hogy F-nek és így Fp*-nek is van oly p-iő\ 

különböző t törzsosztója, melyre, nézve

A bevezetésben felsoroltak alapján t nem osztója Fpfc-i-nek, tehát

<= —1 (mod.pk), XII)

vagyis a. pkx — 1 tagú számtani haladvány tartalmaz törzsszámot.
Hogy végtelen sok törzsszámot tartalmaz, az onnan világos,, 

hogy k bármely egész pozitív szám lehet.

Bauer Mihály.



A Mathematikai és Physikai Társulat II. tanuló-
versenye.

A M ath . Phys. T á rs u la t  vá lasz tm án y a  f. é . á p rilish ó  4 -é n  ta r to t t  ü lésén  
m eg b íz ta  az  ügyvivő t i tk á r t  a  II. ta n u ló v e rse n y  e lőkészítésével. A v ersen y re  
szóló fe lh ív ás sz é tk ü ld e tv é n , összesen  57  k ö z ép isk o la i é re ttség i v izsgálato t 
te t t  ta n u ló  je le n tk e z e tt  a  v e rsen y re .

A v e rsen y  o k tó b e r 2 2 -én  ta r ta to tt  m e g , és p ed ig  eg y időben  B u d a p es te n  
és K o lo zsváro tt. B u d a p e s te n  4 4 -e n , K o lo z sv á ro tt p ed ig  5 -e n  je le n te k  m eg^

A  v e rse n y  zárt h e ly en , a  tá rsu la t  ta g ja in a k  fe lügyele te  a la t t  m e n t  végbe. 
A v e rsen y  a la tt szab á ly ta lan ság  n e m  fo rd u lt  e lő , a  m irő l a  h e ly sz ín én  fe l­
ve tt jegy ző k ö n y v  ta n ú sk o d ik . A versen y ző  d o lg ozatok  e lk ész íté sé re  e n g e ­
d e tt 4  ó ra  e lte lté ig  B u d a p e s te n  22, K o lo z sv á ro tt ped ig  2 do lg o za t a d a to tt  
á t az  e llen ő rző  b izo ttság n ak . A d o lgozatok  az  e llenőrző  tagok  a lá írásáv a l 
e llá tv a  lep ecsé te lte ttek .

A z e ln ö k ség  a  do lg o za to k  m eg b irá lá sá ra  b izo ttság o t k ü ld ö tt  ki, m ely  a 
b írá la tta l  e lk észü lv én , a z t a  v á lasz tm án y  d e c z e m b e r  1 2 -én  ta r to t t  ü lésén  
b e m u ta tta . A v á lasz tm án y  a  b írá ló  b izo ttság  je le n té s é t  tu d o m á su l vevén , a  
d íjak k iad á sá ra  v o n atkozó  jav a sla to t e lfo g a d ta  s a z t h a tá ro z ta , hog y  e jav a s­
la t  a  r e n d e s  ü lésen  fe lo lvastassék  s a d íjak  k ia d a ssa n a k .

A je le n té s , m ely az u g y an az  n a p  ta r to t t  r e n d e s  ü lésen  fe lo lvas ta to tt, a  
k ö v e tk e z ő :

A  M ath . Phys. T á rs u la t  a  v á la sz tm á n y n ak  1894 . évi jú n iu s  2 2 -ik é n  t a r ­
to tt ü lé s é n e k  h a tá ro z a ta  é r te lm é b e n  ez é v b e n  is, m ég  ped ig  o k tó b e r  9 -d ik én  
m a th e m a tik a i  tan u ló v e rsen y t re n d e z e tt .  E  v e rse n y e n  k észü lt do lgozatok  
m eg b irá lá sá ra  az e ln ö k ség  az  a lu lír t ta g o k b ó l á lló  b izo ttság o t k ü ld ö tte  k i ,  
m e ly n e k  je le n té sé t a  k ö v e tk ező b en  s z e re n c s é n k  van  e lő te rje sz ten i.

A  b izo ttság  a  h o z zá é rk e ze tt d o lgozatok  á tte k in té s e  és b e h a tó  b írá la ta  
u tá n  s a jn á la tta l  k o n sta tá lja , hogy az id e i v e rse n y  e re d m é n y e  a  ho zzáfű zö tt 
r e m é n y e k n e k  kevésbbé  fe le lt m e g ; m e r t  d a c z á ra  a n n a k , hogy  a  m ú lt  
v e rsen y  e re d m é n y é n e k  te k in te tb e  v é te lév e l a  m eg o ld ásra  k itű z ö tt  p ro b lé ­
m ák  n e h éz sé g e i n é m ileg  le  vo ltak  szállítva , az  ez év b en  k é sz ü lt do lgozatok  
úgy k ü lső  k iállítás és fo g alm azás, m in t b e lé r té k ö k  te k in te té b e n  a  tav a ly iak ­
n a k  sz ín v o n a lán  a lú l m a ra d ta k .

22M a t h e m a t i k a i  é s  P h y s i k a i  L a p o k .  IV .
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A m eg o ld ásra  k itű z ö tt  téte lek  a  k ö v e tk ező k  voltak :
1 . Bizony ittassék be, hogy n különböző kártya két személy között 

2  (2 n _ 1 — 1  )-féleképen osztható szét.
2. Adva van az ABC derékszögű háromszög; szerkesztessék e három­

szögön belül az N pont ügy, hogy az JA AB, NBC, NCA szögek egymás­
sal egyenlők legyenek.

3. Egy háromszögre adva van: a körülirt kör sugara, egy oldal és 
a másik két oldal viszonya; mekkorák e háromszög oldalai és szögei ?

A versenyen 22 dolgozatot adtak b e ; ezek közt 16-ban a versenyző leg­
feljebb egy és 3-ban  két feladatot tu d o tt m ego ldan i; ez a  19 dolgozat a 
ju ta lm azásnál nem  jö tt tekintetbe. A fönnm aradó  három  dolgozat kész ítő i: 
Meitner Elemér, P ilczer Ignácz és R iesz E mil urak.

R iesz ú r  dolgozatában a  harm ad ik  té te l kidolgozása nem csak stiláris 
h an em  m athem atikai tarta lm ának  tek in te tében  is fogyatékos, a  m ennyi­
ben  egy íráshiba következm ényei végig vonulnak r a j ta ; a  bizottság m ind ­
azonálta l neki ítéli oda az első díjat, m e rt dolgozata, a  m ellett hogy 
alapos m athem atikai tu d ás t áru l el, kifejtéseinek logikai voltával és arány ­
lag tiszta fogalm azásával versenytársait felülm úlja.

R iesz ú r  d o lg o za táh o z  leg k özelebb  á ll P ilczer Ignácz ű ré , a  k in ek  d o l­
g o za ta  sz in té n  m in d  a  h á ro m  té te ln e k  m eg o ld á sá t ta r ta lm az z a , d e  tö b b ­
k e v eseb b  k isebb  h ib áv a l és fo g y a tékosabb  fogalm azássa l. A  b írá ló  b izo ttság  
e n n é lfo g v a  P ilczer Ignácz ú rn a k  a m áso d ik  d íja t ítéli oda.

Meitner Elemér ú r  dolgozata m athem atika i ta rta lm a tek in te tében  R iesz 
ú réval egyenlő ran g ú , de fogalmazványa nyelvi, stilus és kiállítás tek in te ­
téb en  annyira kifogás alá esik, hogy ju ta lm azásra  nem  volt ajánlható.

A b izo ttság  vég ü l Kiss Jenő u ra t, ki k é szü ltség  te k in te té b e n  —  úgy lá t ­
sz ik  —  n em  áll a zo n  a  fokon, m in t  a  m eg ju ta lm a z á s ra  a já n lo tt  v e rsen y ­
tá rsa i, de  d o lg o za táb an  ké t té te ln e k  h e ly e s  k ifejtésével v ilágos g o n d o lk o ­
d á sá n a k  tan ú je lé t a d ta , m eg d ic sé ré sre  a ján lja .

Eberling József, König Gyula,
Bartoniek Géza, Beke Manó,
Bados Gusztáv, Schmidt Ágoston.

*

A je le n té s  fe lo lv as ta tv án , a  tá rs u la t  e ln ö k e , B. Eötvös Loránd k ije len ti, 
h o g y  a  tá rsu la t  első  d íjá t R iesz Emil, a  m áso d ik  d íjá t p ed ig  P ilczer Ignácz 
n y e r te  el. Az e lő b b i a  b u d ap es ti V. k é r . á lla m i fő reá lisk o lán , az  u tó b b i p e ­
d ig  a  kaposvári á lla m i fő g y m n ás iu m b a n  vég ez te  közép isko lai ta n u lm á n y a it.

E g y ú tta l a  tá r s u la t  e lism erésé t é s  k ö szö n e té t fejezi ki a  v e rsen y b e n  
győ z tes tan u ló k  ta n á ra in a k , Dr. Beke Bánó és Baló Gyula ta n á r  u ra k n a k  
é s  t is z te lt ta g tá rs a in k n a k .

Végül kijelenti, hogy Kiss Jenő dolgozata dicséretben részesül.
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b. Eötvös-díjjal jutalmazott dolgozatok.*

1. Riesz Emil dolgozata.

1. Bizonyíttassék be, hogy n különböző kártya .2 személy közt 
2  (2 ” “ 1 — 1 )-féleképen osztható fel.

«A» k ap ja  m ajd  1) az  egyes k á rty ák a t

ilye t kap

« « « 2 ) a  k e ttő s

« « « 3 ) a  h á rm a s

As n
« * 9 4-) y

m o st
«B» k a p ja  az egyes k á r ty á k a t;  

tén ik .
Az o sz táso k  szám a te h á t  :

?i-szer

ez a lk a lo m m a l u g y a n a n n y i osztás tö r-

CMJM a)... U.)
<*+»,- ( T ) + ( T ) + ........U . M " )

te h á t

A z é rt h a sz n á lan d ó k  a  co m b in a tió k , m e r t  i tt  n e lem b ő l az egyes c so p o r­
to k a t  k iv á lasztjuk , d e  n e m  vagyunk  te k in te t te l  a  so r re n d re .

* A dolgozatok m inden változtatás és jav ítá s  nélkül vannak közölve .
Szerk.

22*
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2) Adva egy derékszögű háromszög ABC; ebben úgy szerkesztendő 
meg egy N pont, hogy NAB, NBC és NCA szögek egymással egyenlők 
legyenek

B

^ > = 9 0 — x + a s = 9 0 °

<p d e rék szö g  az N  p o n t m é r ta n i  h e ly e  lesz  te h á t azon  kör, m ely  AB-n, 
m in t  átlón ny u g sz ik . A  <p m elle tti szög  y l e s z ; az N p o n t te h á t  egy ú jab b  
k ö rö n  fekszik, m ely  ANC A köré  írh a tó .

E ze n  ANC k ö r  k ö z ép p o n tja  fekszik  az AC fe lén  e m e lt m erő leg e se n  és 
a zo n  az  egy en esen , m ely  AC o ld a lra  fe k te te tt y szög egyik  szá ra .

Az M p o n t te h á t  m eg h a tá ro z h a tó , a k k o r  a  kö r MC su g á r ra l  m e g h a tá ­
ro z v a  az  N  p o n to t n y e rjü k , a  h o l a  2 k ö r m etsz i egym ást.

A  sze rk esz tés  l e s z :

N
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3) Egy háromszögből adva a körülírt kör sugara egy oldal és a má­
sik két oldal viszonya. Mekkorák a háromszög oldalai és szögei ?

A d v a :

R, c, R 2 c
s in  y sin  y — 2 c

R

e2 = a 2 - f  b s— 2  a b  cos y  

a  = b r i

cs= b 2r)2 + 6 2— 2 &2n  c o s  y 
r2=b2 ( n 2 +  1 — 2 n cos y)

cos y — | ^ 1  —  s in 2 y
f W — 4  c2COs y = --------= —

ne

| / " w 2+  1 — 2 » ~  4 c *

A  3  o ld a l m eg  v a n  s in u s  téte llel m e g h a tá ro z h a tju k  a  szögeket.
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b   sin  ß
c s in  y

sin  ß =  

s in  ß =

ő s in  y
V~n*+1 —  2 n cos y 

2 c

R "J/ ?r2 + 1—2 n V f í 2 —  4 c 2 

R

2 c 1

T

« = 1 8 0 — /?— r

2. Pilczer Ignácz dolgozata.

1) Bizonyitassék be, hogy n kártya 2  szeméig között 2  (2 n ^ 1-— 1 )- 
féleképen osztható fel.

Az o sz tás t úgy  végezh etjü k , hogy A k ap  1-t B n— 1-t to v áb b á
A « 2 - t  B n— 2-t,
A « k B n— fe-t

E lsö k ép en i osztás ^ j - s z e r  leh e t egy sz e m é ly n é l.

A m áso d ik  « (!, ) « le h e t egy sz e m é ly n é l és így

to v áb b  az n -e d ik  Q j  « egy szem é ly n é l,

te h á t  egy szem ély n é l az o sz tás le h e t

( l i  +  (2) ' (3) + "* +■ (n )'SZer

Ez a z o n b a n  n e m  egyéb, m in t  ( l  +  l ) n— 2 = 2 ” — 2 m in thogy  k é t  szem ély  
van, osz tás 2 -2 “ _ 1  le h e tn e  ; á m d e  az n e m  k é p ez  o sz tás t, h a  az e g y ik  m in d  
az n  k á r ty á t m eg k ap ja , vagyis eb b ő l 2 -1 = 2  k e t tő t  m eg  le kell v o n n i ;  
te h á t  az o sz tás S = 2 -2” - 1— 2 = 2  (2n _ 1— l) - s z e r  leh e t.

2) Adva van ABC derékszögű háromszög szerkeszszük meg a há­
romszögön belül az N pontot úgy, hogy NAB, NBC és NCA szögek 
egyenlők legyenek.

NCA=NAB=NBC=a

NAC=y és CNA=x 
a + £ c - |- i / = 1 8 0 o ám d e  ? / = 9 0 o— a 

a + x + 9 0 ° — « = 1 8 0 °  

x = 9 0 °

Legyen
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C

T e h á t .álV  _L CN. S z e rk esz tü n k  ACn egy fé lk ö rt  —- — su g á rra l, to ­

v á b b á
CNB+U+BCA— a— 180° 
CNB+BCA=\80°=W

CNB m ellék szö g e  BCA-n a k ; m o s t  sz e rk e sz tü n k  egy oly kört, m e ly n e k  
h ú rsz ö g e  180°—BCA és ism ere te s  a z  egy h ú r. E z t ú g y  szerkesz tjük , h o g y  
a  CB h ú r t  fe lezzük , a  felezési p o n tb a n  rá  m erő leg e st á llítu n k  és az  egy ik  
o ld a lá ra  a  m erő leg e sn e k  ráv isszük  a  1 8 0 ° — BCA-1, s  h o l  a  két k ö r e g y m á s t 
m etsz i, o tt lesz  az  N  p on t.

C
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3) Egy háromszögben adva van a körülírt kör sugara (d), egy oldal 
c és másik kettő aránya a: b ; mekkorák a háromszög oldalai és szögei 9

abc
4  ab sin  y

~ Ő ~

ír c
sin y s in  y= c

ír

A ta n g e n s - té te l  é r te lm é b e n , a

(a+b): (a—b)= tg <l+ : tg

{a+b): ( a — 6 ) = t g  : tg

ho l
« + / ? _  180°—y 

1 ~ ~  1

m in th o g y  a  fö n te b b i tételből
a—ß

k iszám íth a tó  ; te h á t

a+ ß  180— y . 
= ----- - i -  es

a - ß
1

(a—b) tg
a-\-ß

1
a+b

e g y en le tek b ő l ism e re te s  az a és ß.
Az a és b o ld a lak a t a  s in u s - té te l  se g ítség é v e l szám ítjuk  k i a : 

.sin a : sin  y
c sin  a a =  —  
sin y

j __ c sin  ß
sin  y



HELMHOLTZ-nak a mathematika és a mechanika 
alapelveire vonatkozó vizsgálatai.*

Dr. K o e n i g s b e r g e r  L e o  a heidelbergi egyelem  1895 nov. 22. díszülésén 
m ondott beszéde.

Aki azt tűzi ki feladatául, hogy HELMHOi/rz-nak a mathem atikai tudo­
mány körül szerzett érdem eit jelentőségüknek megfelelően előtüntesse, 
nem teheti ezt a nélkül, hogy m inden egyes, összesen két-három  száz, 
részben nem éppen könnyen megérthető dolgozatáról tudomást ne vegyen, 
minthogy ezek mindegyike, ha nincsen is a m athem atika nyelvén előadva, 
a logikai gondolkodásnak kiváló élességével a m athem atikus érdeklődését 
a legnagyobb m értékben felkelti; ámde viszont éppen ez teszi nehézzé a 
feladatnak teljes megoldását, m ert a természettudományok összes mezőire 
kiható összehasonlíthatatlan működésének méltatója kell, hogy egyszerre 
physiológus és physikus, mathem atikus, philosophus és aesthetikus is 
legyen, hogy az olyan nagy gondolkodót, am inő H e l m h o l t z , ne csak cso­
dálni és megbámulni tudja, hanem méltányolhassa és meg is érthesse. 
Ugyanis nem  olyan term észetű volt az ő szelleme, hogy mathem atikai 
fejtegetésekbe önmaguk kedvéért bocsátkozott volna csupán azért, hogy 
teljesen abstract igazságok levezetésében gyönyörködjék, melyek aztán az 
exact term észettudom ányokban esetleg alkalmazásba jöhetnek ; ő inkább 
közvetlenül a természet szemléletéből m erítette mathematikai problémáit 
s ez bizonyára az egyetlen helyes, de csakis az oly nagy m estert sikerrel 
kecsegtető út, abból a felfogásból indúlván ki, hogy annak a tudom ány­
nak, mely a term észet m egértését tűzi ki czéljáűl, fel is kell azt tételeznie, 
hogy a term észet valóban megérthető. És m egérthetőnek lenni —  legna­

* Midőn K o e n i g s b e r g e r  ezen nagyszabású a  heidelbergi egyetem  kiadásá­
ban m egjelent beszédét egész terjedelm ében közöljük, felhívjuk t. tag társaink  
figyelm ét H e l m h o l t z  tudom ányos dolgozatainak kiadására, mely Wissenschaft­
liche Abhandlungen von H e r m a n n  v .  H e l m h o l t z  (Leipzig, Joh. Am br. B arth  
1882 —1895) czim a la tt három  kötetben m egjelent. Mindazok a dolgozatok, m elye­
ket K o e n i g s b e r g e r  beszédjében fejteget,a  gyűjtem ényben bennfoglaltatnak. Szerk.
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gyobb tanítványának, H einrich HERTznek szavaival kifejezve —  előtte nem  
je len tett mást, m in t azt, hogy a külső tárgyak belső képeinek gondolko­
dáskövetelte következményei a leképelt tárgyak term észetszerű következ­
ményeivel összhangzásba hozassanak, vagyis, hogy a term észet problémái 
mathematikailag fogalmaztassanak. így aztán valamennyi dolgozatában 
tisztán mathematikai szempontból érdekes eredmények végtelen sokasága 
lelhető, mely eredm ények azonban nyomban mechanikai-physikai érte l­
m ezésben is részesülnek s akkor mélyen rejtőző, összefoglaló természet- 
törvényeket fejtenek fel, melyek m athem atikai burkolatukból kiszabadítva, 
nemcsak a term észettudom ányi, hanem  bízvást m ondhatjuk, az egész 
művelt világban a term észeti tünem ények lényegesen új felfogásának útját 
törték. Csupán akkor érdekelték önm agukban a m athem atikai vizsgálódá­
sok is, a midőn a mathem atikai disciplinák alapjainak és axiómáinak föl­
kutatása forgott szóban ; tett is fontos kutatásokat a m athem atikai három 
nagy mezején, a geom etriában, az arithm etikában és a tiszta m echani­
kában, melyek az ism eretelmélet, valamint a m athem atikai physika egész 
fejlődésére nézve úttörők voltak, melyeknek ösvényét azonban — és pedig 
ném i ellentétben m ás kitűnő mathem atikusok hasonló vagy egészen egy 
irányú vizsgálataival —  mindenkor a megfigyelés és a tapasztalás egész biz­
tosan megjelölték előtte, mely ösvényeken a legelvontabb mathematikai 
igazságokhoz eljutott.

A  m a th e m a tik á n a k  az  ő egész  te r je d e lm é b e n , a  m in t  i t t  te k in te tb e  
v e n n i  k ívánom , h á r o m  egym ástó l te lje s e n  fü g g e tlen  a lap k ép ze tte l v a n  
d o lg a  ; ezek a té r ,  a z  id ő  és a  tö m e g . A  té rb e li a la k za to k k a l foglalkozik a  
g e o m e tria , az id ő b e lie k k e l az a r ith m e tik a ,  a  tö m eg n ek  a  té r  és id őhöz  való 
v o n a tk o zása iv a l p e d ig  a  m a th e m a tik a i p h y sika . A té r  é s  idő jó fo rm á n  az  
összes m a th e m a tik u so k  és p h ilo so p h u so k  felfogása s z e r in t  Kant-íóI fe lá llíto tt 
n é z e t  é r te lm é b e n  t r a n s c e n d e n s  sz e m lé le ti a lak u la to k  v o ltak , m e ly ek e t az  
ism e re te s  ax ió m ák  kö zeleb b rő l m e g h a tá ro z n a k , és p e d ig  m in d a d d ig , m íg  
H elmholtz v izsg á ló d ása in a k  k ö réb e  n e m  von ta  be  ő k e t, a m id ő n  t. i. a m a z  
a x ió m á k  a  p rio ri lé te z é sé t k é tség b e  k ezd te  vo n n i és p ed ig  n e m  e lv o n t 
m a th e m a tik a i m eg fo n to láso k  a la p ján , a m in t  ezt ré sz b e n  Gaüss és R iemann 
m eg k ísé rte tté k , h a n e m  p h y sio lo g ia i-o p tik a i v izsgálata i in d íto ttá k  a rra , hog y  
az  á lta lán o s  té r s z e m lé le t  e re d e té rő l e g y á lta láb an  g o n d o lk o zzék  és c sa k ­
h a m a r  a r ra  a  m eg g y ő ző d ésre  v eze tték , hogy  csak is a  té rv iszonyok  szem - 
lé lh e tő ség e  té te le z te ti  fe l ve lü n k  m ag á tó l é r te tő d ő n e k  azt, am i volta- 
k é p e n  a  m i kü lső  v ilá g u n k  egy k ü lö n ö s  sa já tság a  és m i e k k é n t  a  g e o m e tria  
a x ió m á it  t r a n s c e n d e n s  szem lé le ttő l a d o tt  té te le k n ek  ta r t ju k .  M ár az 1 8 5 2 . 
é v b e n  K ö n ig sb e rg b en  ta r to tt  h a b ilitá ló  e lő ad ásáb an  *  a  tá rg y a k n ak  s a

Ueber die N a tu r der m enschlichen Sinnesem pfindungen.
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n e k ik  m egfe le lő  é rzé k i é sz re v é te lek n e k  m é ly reh a tó  p h y sio lo g ia i-p h y sik a i 
sz e m b e á llítá sa  ré v é n  a r ra  a  n é z e tr e  ju to t t ,  hogy a  fén y - és sz ín é rze tek  
c s u p á n  csak je lk é p e i (sy m b o lu m ai) a  valóságnak  és így r á ta lá l t  az ú tra , m e ly  
az  é rzé k i é sz re v é te lek  te rm é s z e té n e k  m ély eb b re  h a tó  m e g ism e ré sé b e n  
a  to v áb b i h a la d á s t lehe tővé  te tte . E lle n té tb e n  a  té rsz e m lé le t n a tiv is- 
t ik u s  e lm éle tév e l, m e ly  fe lté te lez i, h o g y  az id eg h á rty a  é rz i  a  sa já t té rb e li  
k ite rjed é sé t, és h o g y  a  h a tá ro z o tt té rb e li  képzetek  v a la m ily en  v e lü n k szü le - 
te t t  m e c h a n ism u s  fo ly tán  jö n n e k  lé tre ,  vagyis, hogy  m in d e n  egyes é rz e t­
n e k  k ü lö n  lo ca lisa tió ja  is a k ö z v e tlen  sz em lé le tte l v an  m eg a d v a , Helmholtz 
az e m p ir is tik u s  e lm é le t igazi a la p ító jáv á  le tt, m ely s z e r in t  az  érzéki é s z re ­
v é te lek  a m i tu d a tu n k r a  nézv e  c sa k  a  külső tárgyak  é s  fo lyam atok  je le i ,  
m e ly e k  je le n té sé t m e g é r te n i  é r te lm ü n k n e k  a  fe la d a ta  s így n e m  is lá tsz ik  
sz ü k sé g esn ek , hogy  pl. a  he ly zetb e li k ü lö n b ség ek  é sz re v e v ések o r látó é r z é ­
k ü n k n e k  h e ly ze ti je le i  és a  n ek ik  m egfe le lő  kü lső  té rv iszo n y o k  k ö zö tt 
b á rm ifé le  m eg eg y ezés létezzen , vagyis hogy a  g o n d o lk o d á s  és az e lk é p ­
z e lé s  tö rv én y e i s  a  k ü lső  világ tö rv é n y e i előre  m e g á lla p íto tt  ö sszh an g zás­
b a n  legyenek .

E ze n  p h y sio lo g ia i-p h ilo so p h ia i e lm é lk e d ése it a  horopterröl * szóló, 
t is z tá n  m a th e m a tik a i sz e m p o n tb ó l is  é rd ek es é r te k e z é sé b e n  b iztosabb- 
a la p ra  he lyezte . A  h o ro p te r t  úgy d e fin iá lv á n , m in t  g e o m e tr ia i  h e lyé t m in d ­
a zo n  külső  té rb e li  p o n to k n ak , m e ly ek  az id e g h á rty a  m egfe le lő  p o n tja in  
k é p e lő d n ek  le  s  en n é lfo g v a  eg y sz e rű e n  lá tszan ak , a z t ta lá lja , hogy ez á l ta ­
lá b a n  v a lam ily en  h a rm a d re n d ű  g ö rb e  ; é s  h a  v o n a lh o ro p te rn e k  az t a  fe lü ­
le te t  nevezi, a m e ly e n  h a tá ro zo tt i r á n y ú  egyenes v o n a la k n a k  fe k ü d n iü k  
ke ll, hogy  fo ly tonos c o n g ru e n s  e lto ló d ás  közben a  k é p e k  m ind ig  eg ész  
e g y e n e se k b e n  födjék  eg y m ást és p e d ig  an é lk ü l, ho g y  a  k ép ek  p o n tja in ak  
m eg fe le lő k n ek  k e lle n e  len n iö k , a  fü g g ő leg es és v íz sz in te s  h o ro p te r  (V e r­
tic a l-  u n d  H o riz o n ta lh o ro p te r) ,  vagyis azo n  v o n a lak  sz á m á ra , m ely ek  
m in d k é t  lá tó m e z ő b e n  az id eg h á rty a -h o rizo n o k ra  m e rő le g e se k  vagy ve lők  
p á rh u z a m o sa k , m á s o d re n d ű  fe lü le te k e t  n y ert. E z e k e t a  «P hysio log ische 
O p tik » -b a n  s z ig o rú a n  m a th e m a tik a i a la k b a n  tárg y a lja , és ped ig  úgy, hog y  
az  id e g h á r ty á k a t a sy m e tr ik u sa k n a k  te k in t i  s  id e n tik u s  h e ly e ik  d e fin itió já t 
is  n é m ile g  m ó d o s ítja . így  m eg  n e m  czáfolható  m a th e m a tik a i-p h y s ik a i 
o k o sk o d áso k  a la p já n  az  a  m eg g y ő ző d és érle lőd ik  b e n n e , hogy  m iu tá n  a 
lá tá s  a k tu s á b a n  k é t k ü löm böző  é rz e t, a n é lk ü l, hog y  eg y m ássa l ö sszeo l­
v a d n a , eg y id e jű leg  tu d a tu n k b a  ju t  é s  e k k é n t a  te s te k  v ilá g á n ak  eg y szerű  
sz e m lé le ti k épévé  csak is  a  tu d a tn a k  a  tap a sz ta la to n  a la p u ló  tén y k ed ése  fo ly ­
tá n  o lvad  ö s s z e : eg y á lta láb a n  le h e te t le n  szem lé le te in k  a m a  részé t, m ely  a 
k ö zv etlen  é rzé sh ez  ta rto z ik , e lk ü lö n íte n i a ttó l, m ely  c sa k  tap a sz ta lás  ú t já n
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sz e re z te te t t  é s  hogy c sak is  a  té r  és idő, s e n n é lfo g v a  a  be lő lü k  le szá rm a z ­
ta to tt szám v iszo n y o k , vagy is tisz tán  csak a  m a th e m a tik a i v o n a tk o z ás  leh e t 
közös a k ü lső  és a  belső  v ilá g  között és így c sa k is  eb b en  le h e t  a  k épze tek  
s az e lk é p ze lt dolgok k ö z ö tt te ljes m eg e g y ez é sre  tö rek e d n i. É s m o st m ár 
egész te rm é s z e ts z e rű e n  az  a  kérdés á l lo t t  e lé je , m elyre  az  18 6 8 -b an  
«U eber d ie  T h a ts a c h r n ,  d ie  d e r  G eo m etrie  z u  G ru n d e  lieg en »  cz ím  a la tt 
m eg je len t d o lg o za ta ib an  tö re k sz ik  m eg fe le ln i, az  t. i., ho g y  m i az  volta- 
k ép en , a m i a  té r-  és id ő b e li k ép ze tek n ek  a  le k é p e it  d o lg o k k al való m eg­
eg yezését leh e tő v é  t e s z i ; m i az  a  p r io r is tik u s  e zen  k ép ze tek b en , m i a  ta ­
p asz ta la t fo lyom ánya, s m i eg y álta láb an  az  e re d e te  az eg y e tem e s té rs z e m ­
lé le tn ek  ?

Helmholtz tiltakozik az ellen, mintha a Kant felfogásával szemben, a 
ki a tért a szemlélet transcendentalis form ájának tekinti, állást foglalna : 
de az érzéki észrevételek terén tisztába jö tt avval, hogy pl. a szemünk 
szerkezetének a következménye, hogy m indazt, amit látunk, csak a 
színek térbeli eloszlásának tekintsük, és pedig a nélkül, hogy ezen látás­
beli észrevétel a színeknek bármiféle idő- vagy térbeli egym ásutánját fel­
tételezné és itt már közelről illette őt az a kérdés, vájjon a térszemlélet 
ezen transcendentális form ája szükségképen maga után vonja-e azt a fel­
tevést, hogy határozott térbeli észrevételek mellett vagy u tán  másféle 
határozott feltevésnek kell-e föllépnie; vagy más szavakkal, hogy nem 
jár-e ezzel együtt bizonyos axiómák felvétele is. Ama törekvésében, hogy 
külön válaszsza a geom etriában a fogalomfejlődést a tapasztalat eredmé­
nyeitől, melyek látszólag a gondolkodás követelményeiként lépnek fel, az 
EuKLiDEs-féle geometria összes bizonyításainak alapját a térbeli idomok 
congruentiájának a bebizonyításában leli m eg és ezzel postulatum  gyanánt 
azt a képzetet, hogy ezen alakzatok anélkül, hogy alakjuk és méreteik 
megváltoznának, egymás irányában eltolhatok, és így szükségképen azon 
kérdéssel kerül szembe, vájjon a szabad mozoghatóság felvétele, melyet 
legzsengébb ifjúságunktól kezdve tapasztaltunk, nem rejt-e m agában vala­
milyen, logikailag nem igazolt feltevést, am in t ez a kérdésbe való mélyebb 
behatolása közben mind nagyobb bizonyossággal kiderül.

V izsgálódása it azzal k ezd i Helmholtz, h o g y  vázlato t k ész ít m ag án ak  
a rró l a  g e o m e triá ró l, a m e ly e t  csak  két d im e n s ió t  ism erő  é r te le m m e l biró 
lények  a lk o th a tn á n a k  ; o ly a n  lények , m ely ek  va lam ilyen  sz ilá rd  te s t  fe lü ­
le tén  é lve , s e m m in e m ű  k ép esség g e l n e m  b írn á n a k  a rra , ho g y  e ze n  a  fe lü ­
le te n  kívül b á rm it  is é sz re v e h e tn é n e k  ; i tt  a b b ó l  a  fe ltevésből in d ú l ki, 
hogy m i, m in t  h á ro m  d im e n s ió jú  té rn e k  lak ó i képesek  v a g y u n k  m a­
g u n k n a k  szem lé lh e tő v é  t e n n i  azt, hogy m ily e n  m in d en fé le  m ó d o n  a lak ít­
h a tn á k  ki a  fe lü le tlak ó  lé n y e k  az ő té rb e li k é p ze te ik e t és m eg ra jz o lh a tju k  
m a g u n k n a k  é rzék i é sz re v é te le ik e t is, m íg  e l le n b e n  több  m in t  h á ro m  kitér-
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j e d é s ü  t e r e k r ő l  s z e m l é l e t ü n k  n i n c s e n ,  m i n t h o g y  é r z é k i  é s z r e v e v é s ü n k  

ö s s z e s  e s z k ö z e i  c s a k i s  a  h á r o m  d i m e n s i ó j ű  t é r r e  v o n a t k o z n a k .  M i l e s z  a  

m i  g e o m e t r i á n k  a m a z  a x i ó m á i b ó l ,  h o g y  k é t  p o n t  k ö z ö t t  c s a k i s  e g y  l e g ­
r ö v i d e b b  : a z  e g y e n e s  v o n a l  l e h e t s é g e s ; h o g y  h á r o m ,  n e m  e g y e n e s b e n  

f e k v ő  p o n t o n  k e r e s z t ü l  o l y  f e l ü l e t  f e k t e t h e t ő ,  m e l y n e k  b á r m e l y i k  k é t  p o n t ­

j á t  ö s s z e k ö t ő  e g y e n e s  e g é s z e n  b e l e  - e s i k  a  f e l ü l e t b e ,  m e l y  f e l ü l e t  s í k n a k  

n e v e z t e t i k ; h o g y  v é g ü l  k é t  e g y e n e s ,  h a  e g y a z o n  s í k b a n  v a n  é s  s o h a  s e m  

m e t s z i  e g y m á s t ,  p á r h u z a m o s n a k  v é t e t i k  s  h o g y  a z  e g y e n e s e n  k í v ü l  f e k v ő  

p o n t o n  k e r e s z t ü l  a z  e g y e n e s h e z  c s a k  e g y  p á r h u z a m o s  h ú z h a t ó ; é s  m i v é  

l e s z n e k  m i n d a z o k  a z  a x i ó m á k ,  m e l y e k  a  g e o m e t r i a i  a l a k z a t o k  f o l y t o n o s ­
s á g á r a  s t b .  v o n a t k o z n a k  ?

A m a  f e l ü l e t l a k ó  l é n y e k  á l t a l á b a n  s z i n t é n  h ú z h a t n a k  k é t  p o n t  k ö z ö t t  

l e g r ö v i d e b b  v o n a l a k a t ,  m e l y e k  a z o n b a n  n e m  l e n n é n e k  s z ü k s é g k é p e n  

e g y e n e s e k ; H elmholtz le g r ö v id e b b  v o n a la k n a k  n e v e z i  ő k e t .  D e  m á r  a  

l e g e g y s z e r ű b b  e s e t b e n ,  t .  i .  a  g ö m b f e l ü l e t  e s e t é b e n  k é t - k é t  p ó l u s  k ö z ö t t  

s z á m t a l a n  l e g r ö v i d e b b  v o n a l  l e n n e  h ú z h a t ó ,  p á r h u z a m o s  l e g r ö v i d e b b  

e g y e n e s e k  p e d i g  e g y á l t a l á b a n  n e m  l e n n é n e k  s z e r k e s z t h e t ő k  é s  a  

h á r o m s z ö g  s z ö g e i n e k  ö s s z e g e  m i n d i g  k ü l ö m b ö z n é k  k é t  d e r é k s z ö g t ő l .  

A z o k  a  l é n y e k  a  t é r t  s z i n t é n  h a t á r t a l a n n a k ,  d e  v é g e s  k i t e r j e d é s ű n e k  

t a l á l n á k  é s  g e o m e t r i á j u k  f e l é p í t é s é n é l  m á s  g e o m e t r i a i  a x i ó m á i k  l e n n é ­

n e k ,  m i n t  n e k ü n k ,  t é r a l a k z a t a i k a t  a z o n b a n  e l t o l h a t n á k  a  g ö m b ö n ,  a n é l ­
k ü l ,  h o g y  a  m é r e t e i k  m e g v á l t o z n á n a k .  M i n d e n  m á s  t e s t  f e l ü l e t é n  a z o n b a n  

e z  a  t u l a j d o n s á g  i s  á l t a l á b a n  v e s z e n d ő b e  m e g y ,  m i n t h o g y  a z  o l y a n f é l e  

e l t o l ó d á s  c s a k i s  a z o k o n  a  f e l ü l e t e k e n  l e h e t s é g e s ,  a m e l y e k  m i n d e n  p o n t ­

j á n  a  g ö r b ü l e t  á l l a n d ó a n  u g y a n a z .  E z e k  k ö z ü l  a z  á l l a n d ó  p o s i t i v  g ö r b ü ­

l e t ü n k  h a j l í t á s  á l t a l ,  d e  n y ú j t á s  é s  s z a k í t á s  n é l k ü l  g ö m b f ö l ü l e t r e  l e f e j t h e - '  

t ö k  é s  s p h m r i k u s  f e l ü l e t e k n e k  n e v e z t e t n e k ,  a z  á l l a n d ó  n e g a t i v  g ö r b ü l e t ű e k  

p e d i g  p s e u d o s p h s e r i k u s o k n a k .  E z  u t ó b b i  f a j t á j ú  g ö r b é k  a n a l y t i k a i  v i z s ­

g á l a t á b ó l  k i d e r ü l ,  h o g y  a  l e g r ö v i d e b b  e g y e n e s e k  v é g t e l e n ü l  m e g h o s s z a b ­

b í t h a t ó k ,  a  n é l k ü l ,  h o g y  ö n m a g u k b a  v i s s z a f u t n á n a k ,  m i n t  a  g ö m b ö n  é s  

h o g y  k é t  p o n t  k ö z ö t t ,  é p e n  ú g y  m i n t  a  s í k o n ,  c s a k  e g y  l e g r ö v i d e b b  e g y e ­
n e s  l e h e t s é g e s  ; a  p á r h u z a m o s a k  a x i ó m á j a  a z o n b a n  n e m  é r v é n y e s ,  m i n t ­

h o g y  a  l e g r ö v i d e b b  e g y e n e s e n  k í v ü l  e s ő  p o n t o n  k e r e s z t ü l  v é g t e l e n  s o k  

o l y a n  v o n a l  h ú z h a t ó ,  m e l y  v é g t e l e n i g  m e g h o s s z a b b í t v a  a z  e l ő b b i t  n e m  

m e t s z i  é s  í g y  a  f e n t  i d é z e t t  h á r o m  a x i ó m a  s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő ,  h o g y  a z  

a  f e l ü l e t ,  a  m e l y r e  a z  E u K L iD E s - fé le  g e o m e t r i a  v o n a t k o z i k ,  e l l e n t é t b e n  m i n ­

d e n  m á s  k é t  d i m e n s i ó j ú  t é r a l a k z a t t a l ,  s í k n a k  j e l l e m e z t e s s é k .

L é p j ü n k  m o s t  a  h á r o m  d i m e n s i ó j ú  t é r b e  é s  h a s o n l í t s u k  ö s s z e  e z t ,  m i n t  

o l y a n  s o k a s á g o k  t a r t o m á n y á t ,  a  m e l y b e n  m i n d e n  e g y e s  p o n t  h e l y z e t e  h á ­

r o m  m é r é s s e l  h a t á r o z h a t ó  m e g ,  m á s f é l e ,  s z i n t é n  h á r o m  k i t e r j e d é s ű  s o k a ­
s á g o k k a l  —  a  m i r e  p é l d a  g y a n á n t  a  s z í n e k  r e n d s z e r é n e k  t é r b e l i  á b r á ­
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zolása hozható fel — hogy megvizsgáljuk, vájjon megilletik-e még különös 
ellemző tulajdonságok is a m i terünket ?

Tényleg kiderül, hogy bizonyos követelmények még benfoglaltatnak, 
melyeket a változatlan alakú m erev testek teljesen szabad, m inden helyre 
való eltolhatósága és a görbület különös m értéke föltételez. Ez t. i. a 
tényleg szóban levő térre zérusnak veendő —  épen úgy m int az összes 
felületek közűi csupán a síkra és reája lefejthető felületekre nézve zérus 
értékű —  hogy a legrövidebb vonal egyértékűségének és a párhuzamosak 
EüKLiDES-féle axiómáit kielégíthesse. Ha ugyanis a görbület mértéke a 
zérustól külömböznék, a nagy területű háromszögek szögösszege más 
volna, m in t a kicsinyeké; ám de a geom etriai és astronomiai mérések 
eredménye, mely a háromszög szögeinek összegéül csak közelítőleg, de 
sohasem egészen pontosan adhat két derékszöget, arra jogosít, hogy terünk 
görbületének mértékét igen kicsinek tételezzük fel. Azt, hogy a valóságban 
tényleg elenyésző, nem bírjuk bebizonyítani: ez axióma marad.

Helmholtz azonban tovább  m egy; m egm utatja , hogy a sphserikus, a 
pseudosphaerikus világ szem léletét, fogalmilag az im ént je llem zett felületek 
analógiája sze rin t kifejtve, m in d en  tek in te tben  lefesthetjük m a g u n k n a k ; 
hogy teh á t a  m i geom etriánk axióm ái egyáltalában nem  gyökerezhetnek 
a mi szem lélőképességünk a d o tt form ájában, ső t leképelések szem léltetése 
révén p lausib ilissé teszi, hogy —  szem ünket megfelelő szem üveggel fel­
fegyverezve — a pseudosphaerikus világ n em  is tű n n ék  fel e lő ttünk  nagyon 
is idegenszerűnek  és hogy csakis az első id ő b en  lennénk  a m essze fekvő 
tárgyak nagyságának és távolságának lem érésénél csalódásoknak alávetve.

E z e k  a  v i z s g á l a t o k  H E L M L H O T znak  1 8 6 8 - b a n  H e i d e l b e r g b e n  t a r t o t t  e l ő ­

a d á s a i b a n  b e n n f o g l a l t a t t a k  é s  2 0  é v v e l  k é s ő b b  « K ü r z e s t e  L i n i e n  i m  F a r ­
b e n s y s t e m »  c z í m ű  d o l g o z a t á b a n  i s m é t  v i s s z a t é r  a z  ő  s a j á t ,  v a l a m i n t  R ie - 

-mann e r e d m é n y e i r e ,  m e l y e k  s z e r i n t  a  m i  t e r ü n k  k ü l ö n ö s  e s e t é n e k  ö s s z e s  

t u l a j d o n s á g a i  a b b ó l  v e z e t h e t ő k  l e ,  h o g y  e g y  m e r e v  t e s t  k é t  s z o m s z é d o s  

p o n t j á n a k  t á v o l s á g a  a  c o o r d i n á t á k n a k  h o z z á t a r t o z ó  n ö v e k e d é s é v e l  k i f e j e z ­

h e t ő  é s  h o g y  e k k é n t  a  m e r e v  t e s t  k é t  p o n t j á n a k  e g y m á s t ó l  v a l ó  t á v o l s á g a ,  

a n n a k  a  k ö v e t e l m é n y n e k  v a n  a l á v e t v e ,  h o g y  k é t  v é g p o n t j á n a k  f e k v é s é v e l  

t ö k é l e t e s e n  m e g a d v a  l e g y e n  s  a  t e s t  b á r m i l y e n  e l t o l á s a  é s  e l f o r d í t á s a  k ö z ­

b e n  u g y a n a z  m a r a d j o n .  K i i n d u l v a  a b b ó l ,  h o g y  m i n d e n  k ü l ö n  s z í n  h á r o m  

k e l l ő l e g  m e g v á l a s z t o t t  a l a p s z í n  m e g f e l e l ő e n  l e m é r t  m e n n y i s é g e i n e k  e g y e ­

s í t é s e  r é v é n  e l ő á l l í t h a t ó ,  m e l y  s z í n e k  a  c o o r d i n á t á k a t  h e l y e t t e s í t i k ,  a  k é t  

k ö z e l á l l ó  s z í n  m e g k ü l ö n b ö z t e t h e t ő s é g é n e k  f o k á b a n  k é t  t é r b e l i  p o n t  e g y ­

m á s t ó l  v a l ó  t á v o l s á g á n a k  m e g f e l e l ő  m e n n y i s é g e t  l á t ,  é s  e g y  a n a l y t i k a i l a g  

i g e n  e g y s z e r ű e n  s z e r k e s z t e t t  k i f e j e z é s t  á l l í t  f e l ,  m e l y r ő l  a z t  r e m é n y l i ,  h o g y  

a  s z í n é r z e t e k  t e r é n  u g y a n a r r a  a  s z e r e p r e  j u t ,  m i n t  a  m i n ő  a  v o n a l e l e m  

h o s z s z á n a k  a  f o r m u l á j á é  a  g e o m e t r i á b a n .  E z  a  k i f e j e z é s  a z  é l e s s é g  f o k á t
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e n g e d i  f e l i s m e r n i  a z  o l y a n  k é t  s z o m s z é d o s  s z í n  m e g k ü l ö m b ö z t e t é s é b e n ,  

m e l y  e g y i d e j ű l e g  m i n d  a  h á r o m  a l a p s z í n  m e n n y i s é g e i b e n  k ü l ö m b ö z ő ,  

m e l y e k  t e h á t  a  v i l á g o s s á g  é s  q u a l i t á s  t e k i n t e t é b e n  i s  k ü l ö m b ö z n e k  ; é s  e g é ­

s z e n  a  t é r b e l i  l e g r ö v i d e b b  v o n a l a k  a n a l ó g i á j a  s z e r i n t  k é t  a d o t t ,  k ü l ö m b ö z ő  

q u a l i t á s ú  e s  q u a n t i t á s ú  h a t á r s z í n  k ö z é  e s ő  le g r ö v id e b b  s z ín s o r o z a t  g y a n á n t  

a z  á t m e n e t i  s z í n e k  a z o n  s o r a i t  d e f i n i á l j a ,  m e l y e k r e  n é z v e  a z  é s z r e v e h e t ő  

k ü l ö m b s é g e k  ö s s z e g e  m i n i m u m .  A  s z í n é r z e t e k  v i l á g á n a k  i l y e n  f e l f o g á s a  

« D i e  e r w e i t e r t e  A n w e n d u n g  d e s  FECHNEFt’s e h e n  G e s e t z e s  i m  F a r b e n s y s ­

t e m  » c z i m ű  d o l g o z a t á b a n  o d a  v e z e t i ,  h o g y  e z t  a  t ö r v é n y t ,  m e l y  á l l a n d ó ­

n a k  v e v é n  a  f é n y  k e v e r é k é t ,  c s a k i s  a  f é n y e r ő s s é g  v á l t o z á s á t  v e s z i  t e k i n ­

t e t b e ,  t ö b b  m i n t  e g y m é r e t ű  s o k a s á g o k r a  i s  k i t e r j e s z t i  é s  a  v i l á g o s s á g  v á l ­

t o z á s a  m e l l e t t  a  s z í n e z e t  é s  a  t e l í t e t t s é g  m é g  m e g k ü l ö m b ö z t e t h e t ő  f o k o z a ­

t a i n a k  n a g y s á g á t  i s  s z á m b a  v e s z i .  V é g r e  m é g  e g y i k  l e g u t o l s ó  d o l g o z a t á b a n  

( « U e b e r  d e n  U r s p r u n g  d e r  r i c h t i g e n  D e u t u n g  u n s e r e r  S i n n e s e i n d r ü c k e » )  

i s m é t  v i s s z a t é r v é n  a  t é r s z e m l é l e t  k é r d é s é r e ,  i g e n  s z e l l e m e s  é s  j e l e n t ő s  

p h i l o s o p h i a i  e l m é l k e d é s b e  b o c s á t k o z i k .

Valamely test stereom etriai formájának elképzelése előtte az érzéki 
szemléleti képek egész nagy sorából összetett fogalomnak szerepét játszsza, 
melyet egész függetlenül a geometriai definitiótól csupán csak annak a 
törvénynek eleven elképzelése tart ébren, a  mely szerint a test perspecti- 
vikus képei egymásután következnek ; és ebből a nézetből kiindulólag em ­
lékezetünk öntudatlan működésében mindazon fogalomszövődéseknek 
indító okát látja, melyek eredményei a tudatos gondolkodáséival lényegileg 
megegyeznek. De akkor az inductio szerinte nem is más, m in t az a vára­
kozás, hogy a kezdődésében megfigyelt jelenség eddigi észleleteinknek 
megfelelő módon fog tovább lefolyni, a ham is inductiók pedig azonosak 
az érzékcsolódásainkkal; így aztán a mi tudásunk csakis a tárgy ism ere­
tét foglalja szavakba, a melyről velünk született szervezetünknél fogva 
em lékezetünk öntudatlan működésén alapuló inductio segítségével szem­
léleti képet nyertünk.

C s a k  s o k  i d ő  m ú l v a  a  g e o m e t r i a  a x i ó m á i r a  v o n a t k o z ó  d o l g o z a t a i n a k  

k ö z l é s e  u t á n ,  m i n d i g  ú j r a  m e g  ú j r a  m e g r a g a d v a  a t t ó l  a  t é n y t ő l ,  h o g y  a  

m a t h e m a t i k a  é s  m e c h a n i k a  s z i n t e  v é g t e l e n  t e r j e d e l m ö k  m e l l e t t  o l y  k e v é s  

é s  o l y a n n y i r a  s z e m b e s z ö k ő  a x i ó m á r a  s z ó r ó i n a k ,  1 8 8 7 - b e n  E .  ZellerIicz —  
5 0  é v e s  d o c t o r i  j u b i l e u m a  a l k a l m á b ó l  —  i n t é z e t t  i r a t á b a n  a  s z á m l á lá s  és 

m é r é s *  i s m e r e t e l m é l e t i  v i z s g á l a t á b a  b o c s á t k o z i k .  É s  i t t  i s m é t  s z e m b e s z á l l  

Kant n é z e t é v e l ,  m e l y  s z e r i n t  a z  a r i t h m e t i k a  a x i ó m á i  a  p r i o r i  a d o t t  t é t e l e k  

l e n n é n e k ,  m e l y e k  a z  i d ő n e k  t r a n s c e n d e n t á l i s  s z e m l é l e t é t  k ö z e l e b b r ő l  m e g ­

*  Z ä h l e n  u n d  M e s s e n ,  e r k e n n t n i s s t h e o r e t i s c - h  b e t r a c h t e t .  W iss . A b h .
III. 356. 1.
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h a tá ro z z á k , ugyanoly  é r te le m b e n  m in t  a  g e o m e tria  ax ió m á i a  té ré t  és föl­
ve ti m a g a  e lő tt a  k é rd é s t ,  hogy m i v o lta k é p e n  a  je le n tő sé g e  és jo g o su ltság a  
az  e lv o n t szám okkal va ló  sz á m o lá sn ak , s m i ad ja  a  le h e tő sé g e t a rra , hogy 
e ze k  physikai m e n n y isé g e k re  is a lk a lm a z ta ssa n a k . M iu tán  a  szám lá lást 
a b b ó l  szá rm az ta tta  le, h o g y  képesek  v a g y u n k  a  so rre n d e t, a  m e ly b en  tu d a ­
tu n k  ac tu sa i az id ő b e n  e g y m á su tán  b ek ö v e tk ez tek , e m lé k e z e tü n k b e n  m eg ­
ta r ta n i ,  a  tiszta s z á m o k ró l szóló ta n  e lő tte  eg y szerű en  p sy cho log ia i té n y e ­
k e n  é p ü lő  m ó d szerré  válik  ; m ó d sz e rré  egy h a tá r ta la n  k ite rjed é sű  és vég­
n é lk ü l  finom ítható  je lre n d s z e rn e k , e ze n  je le k n ek  k ü lö n fé le , d e  m in d e n k o r  
u g y a n az o n  v é g e re d m é n y h e z  vezető  kapcso lási m ó d ja in ak  k ö v e tk eze tes  
a lk a lm a zá sá ra . M iu tán  e ze n  n éze té b ő l a  positiv  egész szám o k  tö rv én y sze rű  
so ro z a tá n a k  d e fm itió já t k ife jte tte  és az t, hogy so rre n d jü k  c sak  egyféleképen  
é r te lm e z h e tő , m e g á lla p íto tta  a  tisz ta  sz á m o k  ö ssze ad á sá n a k  fo galm át. E gy­
ú t ta l  m eg m u ta tja , h o g y  k é t szám n ak  egy h a rm a d ik k a l való  egy en lő ség ére  
v o n a tk o z ó  a r ith m e tik a i  ax ióm a, az ö sszead ás asso c ia tio -tö rv én y e  s a  com - 
m u ta t iv  elv csak ú g y  b izo n y íth ató  b e , h a  az e re d m é n y e k  kü lső , sz á m lá l­
h a tó  tárg y ak o n  té n y le g  e lvégzett szám lá lá sb ó l e re d ő k k e l m eg eg y ezn ek . 
H o g y  azo n b an  a  tá rg y a k  szám lá lh a to k  legyenek , b izo n y o s fe lté te lek n ek  
te lje s ítv e  kell l e n n i ö k ; lé te zn e k -e  ily e n  fe ltéte lek , vagy n e m , az t csak  a  
ta p a sz ta la t  d ö n th e ti e l. H a  m ár m o s t a zo n  tárg y ak , m elyek  b izo n y o s te k in ­
te tb e n  egym ással e g y en lő k  és sz á m lá lta tn a k , a szám lá lás  e g y s é g é ü l  v é te tn e k ; 
h a  to v áb b á  azok s z á m o s s á g a  (A n zah l) m eg n e v ez e tt szám  ; az  egységek  k ü lö ­
n ö s  fa ja  pedig, m e ly e k e t összefoglal, a  sz á m  m e g n e v e z é se : a k k o r  egynévezetű  
sz á m o k  két cso p o rtja  k ö zö tti e g y en lő ség n ek  fogalm át u g y a n az  a  szám osság  
fe jezi ki. H a m á r m o s t oly tá rg y ak at, vagy tárgyak  a ttr ib ú tu m a it ,  m elyek 
h o z z á ju k  h aso n ló k k al egybevetve  a  fö lm e rü lő  k ü lö m b ség  n a g y o b b ,  e g y e n lő  

vag y  k is e b b  szavakkal k ife jezhető  —  m ire  nézve c sak is  a  h a so n ló k k a l való 
ta lá lk o z ásk o r  vagy e g y ü ttm ű k ö d é s k o r  tap a sz ta lh a tó  p h y s ik a i v ise lk ed és 
b izo n y o s  ré sz le te in ek  e m p ir ik u s  ism e re te  d ö n th e t  —  m e n n y i s é g e k n e k  

n e v e z ü n k , és h a  e z t a  m e n n y isé g e t m e g n e v e z e t t  s z á m m a l  k ife jezhetjük , 
ú g y  e z t a  szám ot a  m en n y isé g  é r té k é n e k  m o n d ju k , s  az  e ljá rá s t, a  m ely- 
ly e l  e z t a  m eg n ev eze tt sz á m o t m e g ta lá ltu k , m é ré sn e k . így  m é rjü k  pl. az. 
erő t,  az e rő t kifejtő r e n d s z e r  tö m eg év e l és m o z g á sá v a l; vagy p ed ig  a dyna- 
m ik a i m éré s  e se té b e n  a n n a k  a r e n d s z e rn e k  a  tö m eg év e l és m ozgásaival,, 
a  m e ly re  h a t ; vagy v é g ü l az erő  s ta tik a i  m éré se k o r  azá lta l, hogy  az e rő t 
i s m e r t  erőkkel e g y e n sú ly b a  hozzuk .

M ost m ár csak a r r a  a  k é rd ésre  k e ll m eg fe le ln i, m ik o r  fe je zh e tü n k  ki 
m en n y isé g e k e t m e g n e v e z e tt  sz á m o k k a l, és m it é rü n k  el vele a  tén y leges 
tu d á s  te ré n  ? És e b b ő l a  czélból a  p h y s ik á ra  nézve  o ly a n n y ira  é rd ek es  és 
fo n to s , a  physikai e g y en lő sé g re  s a  p h y sik a i k ap cso la to k  c o m m u ta tiv -  és 
a sso c ia tiv  tö rv én y é re  v o n atkozó  m eg fo n to láso k b a  b o csá tk o z ik , m ik ö zb en



HELMHOLTZ VIZSGÁLATAI. 3 5 3

az ö sszead ás  eg y n em ű  m en n y isé g ek  k ö z ö tt v ég zen d ő  m ű v e le tk é n t  v a n  
defin iálva, o ly an n ak , m e ly n e k  e red m én y e  az  egyes e le m ek n e k  egym ás 
között, vagy p ed ig  m ás e g y n e m ű , egyen lő  n a g y sá g ú  m en n y iség g el való 
fe lcse rélése  á lta l  nem  változ ik . Az ir ra tio n á lis  v iszonylatok  b e v ez e té sé n é l 
H e l m h o l t z  a  p h ysikus á llá sp o n tjá ra  h e ly e zk e d ik , m elyhez m in t  k é ső b b  
lá tn i fog ju k , a  m ec h an ik a  és a  m a th e m a tik a i p h y s ik a  e lv e inek  fe jteg e té se  
közben m in d ig  ragaszkodik , k ije len tvén , h o g y  a  g e o m e triá b a n  é s  a  physi- 
kában  m é g  n e m  a k a d tu n k  o lyan  n e m  fo ly to n o s  fü g g v ényekre , m ely ek  
k iszám ítá sá ra  azoknak  az  e lég g é  szűk h a tá ro k n a k  az ism ere te , m ely ek  
közé az  i r ra t io n a lis  é rték ek  e sn e k , n em  le n n e  e le g e n d ő ; an n y i b izonyos, 
hogy a  m a th e m a tik u s  m á s n e m ű  füg g v én y ek e t is  ism er, és B o l t z m a n n  l e g ­
ú jabb  v iz sg á la ta i a rra  lá ts z a n a k  u ta ln i, h o g y  az  ily en  an a ly tik a i a lak za to k  
m ég a p h y s ik á b a n  is lé te z h e tn e k .

Midőn most feladatunknak jóval nehezebb részére térünk át, t. i. Helm- 
HOLTznak az analytikai mechanika terén szerzett érdemeinek elősorolá- 
sára, hogy feltüntessük, miként alakította át néhány legfényesebb dolgo­
zatával ennek princípiumait, szigorúbban kell majd azokat az útakat 
követnünk, melyek őt bámulatos mathematikai-physikai vizsgálatainak és 
messze kiható physikai felfedezéseinek fényes során keresztül — melyeket 
hydrodynamikai, aerodynamikai és elektromossági dolgozatok nagy cso­
portjaiba fogunk osztályozni — végül a mechanika axiómáinak vizsgálatá­
hoz elvezették.

M in d e n e k e lő tt  íté le te t k iv á n t m ag án ak  a lk o tn i  sok  ak k o ri p h y sio lo g u s- 
nak  a  m e c h a n ik a i  te rm észe ttu d o m á n y o k k a l h o m lo k e g y e n e s t e lle n k ez ő  
am a  fe ltev ésé rő l, m ely s z e r in t az  ú . n . é le terő  te rm é s z e ti  e rő k e t v é g n é lk ü l 
lé treh o z h a t. H o g y  ezt teh esse , ab b ó l a  m e c h a n ik a i tö rv én y ek k el b e ig azo lt 
fe ltevésből in d u lv a  ki, hogy  a  m o zd ító  e rő n ek  m e g m é rt  m e n n y isé g e  b á r­
m ilyen  b o n y o lu lt  sze rk eze t e s e té b e n  is m in d e n k o r  csak u g y a n az t a  m o z ­
g ásm en n y isé g e t h o zhatja  lé t r e ,  «T heorie  d e r  p h y sio lo g isch en  W ä r m e ­
e rsc h e in u n g e n »  czím ű d o lg o za táb a n  az é le tfo ly a m a to k  e lm éle ti fe lfogására  
nézve o ly a n n y ira  fon tos k é r d é s s e l : az álla ti h ő  e re d e té v e l kezd fo g la lkozn i. 
E zen  v izsgála t, v a la m in t ezze l m a jd n e m  eg y id e jű le g  az iz o m m u n k a  köz­
b en  fejlődő h ő r e  vonatkozó b ú v á rk o d ása i (« W ä rm e e n tw ic k lu n g  b e i d e r  
M usk elac tio n » ) az  erő m e g m a ra d á sá n a k  n ag y  tö rv é n y é t e rő s íte tté k  m eg  
előtte, a  m in t  a z t a  b e rlin i p h y sik a i tá r s u la t  e lő t t  egy 1 8 4 7 -b e n  ta r to tt  
e lő ad ásb an  ki is  fe jtette . B izo n y á ra  é rd ek es m o m e n tu m a  volt a  tu d o m á n y  
tö r té n e té n e k , a  m id ő n  m in te g y  3 0  évvel e z e lő tt  sz á za d u n k  egyik le g k itű ­
nőb b  p h y s ik u sa , K i r c h h o f f ,  u g y a n e rrő l a  h e ly rő l * szép , világos b e sz é d é b e n  
(«U eber d a s  Z ie l d e r  N a tu rw isse n sc h a f te n ») H e l m h o l t z  je le n lé té b e n  e n n e k

* A  h e i d e l b e r g i  e g y e t e m  r e c t o r i  s z é k é b ő l .
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a  tö rv én y n ek  fe lism e ré sé t a  le g fo n to sa b b  v ív m án y n ak  m o n d o tta , m e ly e t 
e z  az  évszázad a  te rm é s z e ttu d o m á n y o k  te ré n  e g y á lta lá b a n  f e lm u ta th a t ; 
é s  m ég  m a, 50 év u tá n  is m o n d ja  Hertz «D ie P r in c ip ie n  d e r  M echanik»  
e z ím ü  h á tra h a g y o tt  m u n k á já b a n , h o g y  a  p hysika  év sz áz ad u n k  végén e g é ­
s z e n  új g o n d o lk o d ásm ó d h o z  h a jlik , és HELMHOLrznak a  physikai e n e rg ia  
ö sszeg én ek  á lla n d ó sá g á ra  v o n a tk o zó  n agy  fe lfed ezésén ek  kényszerítő  h a tá sa  
a la t t  nagy e lő sz e re te tte l  végső czé ljáú l az t kezdi m eg je lö ln i, hogy a je le n ­
sé g e k e t  az e n e rg ia  á ta lak u lá sa in a k  tö rv én y e ire  v isszavezesse.

Hogy H elmholtz e m e  nag y  fe lfed ezésén ek , v a la m in t a  m ec h an ik a  a la p -  
e lv e ire  v o n a tk o zó  k éső b b i a lap v e tő  d o lg o za ta in ak  m e g é r té sé t e lőseg ítsem , 
a z  e lm éle ti m e c h a n ik á n a k  fe jlő d ésé re  kell röv id  v issz a p illan tás t v e tn e m .

Az emeltyű, a csiga és a lejtő törvényeire vonatkozó első vizsgálatokból 
•csakhamar kifejlődtek azok az általános nézetek, melyek az egyensúly 
tanának alapjait megvetették. És megállapíttatván az a definitio, hogy a 
m u n k a  az erő nagyságának és az anyagi pontnak az erő irányában mért 
végtelen kicsi eltolódásából alkotott szorzat, az egész statika alapja gyanánt 
a  v i r tu á l i s  s e b e s s é g e k  e lv e  tűnt fel. Ezen elv szerint valamely rendszer 
akkor, és csakis akkor van egyensúlyi állapotban, ha minden v i r tu á l i s ,  

vagyis pontjainak kapcsolatával összeférő végtelen kicsi elmozdulása köz­
ben az egész rendszer munkája zérussal egyenlő. Miután Galilei a  t ö m e ­

g e k  te h e te t le n s é g é t  felismerte és Newton a t á v o lb a h a tó  e r ő k  fogalmát 
bevezette, a mechanika a három híres NEWTON-féle törvény alapján fej­
lődött. E törvények tudvalevőleg a következők : minden test nyugvó vagy 
pedig egyenes vonalú egyenletes mozgásának állapotában mindaddig meg­
marad, míg valami külső erő ezt az állapotát meg nem változtatja; az 
anyagi pont sebességváltozása a pontra ható erő irányában történik, s a 
gyorsulás a ható erővel egyenesen, a tömeggel fordítva arányos; végül: 
két testnek egymásra való hatása mindenkor egyenlő, és ellenkező irányú. 
Ezen az úton —■ a rendszer anyagi pontjai között szilárd kapcsolatot téte­
lezve fel — legalább a NEWTON-féle erőkre vonatkozólag az egész dynami- 
kában uralkodó d’ALEMBERT-féle elvhez jutottak. Nyert erőnek azt nevez­
vén, melyet a rendszer minden egyes pontjára ható erőhöz hozzá kellene 
adni, hogy elszigetelt állapotban éppen úgy mozogjon, mint ahogy tényleg 
mozog, úgy d’A lembert elve azt mondja, hogy az összes nyert erők egymást 
egyensúlyban tartják. És ha meg vannak adva a coordinaták analytikailag 
kifejezhető egyenleteivel a megszorítások, a melyeknek a rendszer pont­
jainak mozgása alá van vetve, valamint a reájuk ható erők, nemkülomben 
valamely pillanatra minden egyes pontnak a helyzete és sebessége is : 
.akkor ez az elv módot nyújt a mathematikusnak arra, hogy a pontok helyét 
bármely időre kiszámítsa.

A m e c h a n ik á n a k  ezen  irá n y b a n  való to v áb b fe jlő d ése  m eg k ö v e te ln é
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teliát a természet összes erőinek, vagyis az anyag minden tulajdonságai­
nak fürkészését, m ert hiszen az anyagnak előttünk más ismertető jelei 
nincsenek, mint azok az erők, melyekkel részeik egymásra hatnak. Fel­
ismertetvén az egyensúly és a mozgás tanának ezen két alapelve, az volt 
a törekvés, hogy a mozgás általános törvényei és tulajdonságai földerít- 
tessenek. Egyike a legfontosabb és következményeiben legtermékenyebb 
felfedezéseknek volt a z  e le v e n  e r ő  m e g m a r a d á s á n a k  levezetése, melynek 
érdemében Huygens, továbbá a két Bernoulli (János és Dávid) osztoznak. 
Ha ugyanis egy anyagi pont tömegének sebessége négyzetével való fél­
szorzatát a pont e le v e n  e r e jé n e k  nevezzük, és tetszőleges számú pontból 
álló anyagi rendszer eleven erejének, vagy pedig a r e n d s z e r  k i n e t i k a i  

e n e r g iá já n a k  az egyes pontok eleven erejének összegét, megjegyezvén, 
hogy az egyes pontok szabad mozgásukban korlátozva lehetnek : úgy a 
d’ALEMBERT-féle elvnek alávetett rendszer eleven erejének növekedése a 
közben, mialatt egy helyzetből egy másikba átmegy, pontosan egyenlő az 
erőknek e közben elvégzett munkájával. Ha m ár most a mozgásközben 
végzett munka csupán csak a kezdet- és véghelyzettől függ, ebből az kö­
vetkezik, hogy ha valamely rendszer mozgása közben eredeti helyzetébe 
visszatér, kinetikai energiájának értéke is ugyanaz lesz. Ezt a törvényt a 
kinetikai energia megtartása tételének nevezik s a rendszereket, a melyekre 
érvényes, conservativ rendszereknek. Ezen tétel egyszerű átalakítása 
messzemenő következtetésekre vezet; t. i. az a tény, hogy a test egy hely­
zetből egy másikba való mozgása közben meghatározott mennyiségű m un­
kát végez, semmi egyebet nem fejez ki, mint azt, hogy munkaképessége 
vagy pedig p o t e n t i a l i s  e n e u j i á j a  a kezdeti helyzetében a végzett m unká­
val nagyobb, mint a véghelyzetbeli, úgy hogy a conservativ rendszerekre 
fent kimondott tétel (a kinetikai energia tétele) az e n e r g ia  á l la n d ó s á g á ­
n a k  tö r v é n y é b e  megy át, melynek értelmében a conservativ rendszer moz­
gása közben a p o t e n t i á l i s  és a  k i n e t i k a i  e n e r g i á n a k  ö ssze g e  á l la n d ó ,  

ámde csak azon lényeges kikötés mellett, hogy a mozgásközben végzett 
munka egészen független a leírt úttól és csupán csak a kezdet- és vég­
helyzettől függ.

A NEWTON-féle erőkre és rendszerek re , a m elyekre  nézve ez a té te l 
érvényes, a törvény érvényessége nyilván nem m o n d  ki egyebet, m in t a 
perpe tuum  m obile lehetetlenségét, vagyis azt, hogy a term észeti tes tek  
sem m iféle com binatiójával sem lehe tséges mozgató e rő t állandóan se m m i­
ből terem teni azáltal, hogy az egyik úton nyert m unkával szem ben egy 
m ásik  úton, m elyen a  szerkezetet e red e ti állapotába visszavezetnek, vég­
nélkü li m echanikai erő t tudnánk  létrehozni. Igaz ugyan, hogy e n n ek  a  
lehetetlenségét —  s ezzel együtt az  energ ia  állandóságának törvényét is —  
az akkor ism ert e rő k re  nézve m á r  rég  belátták volt, ám de úgy te tsze tt,

23 *
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m in th a  a te rm é sz e tn e k  n em  ö ssze s  erő i le n n é n e k  ilyen  tu la jd o n sá g n a k  s  
így a m o n d o tt  tö rv én y n e k  n e m  is  le n n é n e k  a lá v e tv e . H a egy r e n d s z e r  egy 
pá ly án  e lőszö r sú rló d ássa l, s  a z u tá n  sú rló d ás  n é lk ü l  m ozog, úgy az  e lő b b i 
e se tb e n  a  k in e tik a i e n e rg ia  a  seb esség  c sö k k e n é se  folytán k ise b b  lesz, 
m ié r t  is h a  az  e n e rg ia  á lla n d ó sá g á n a k  tö rv é n y é t egész á lta lá n o ssá g b a n  
fe n ta r ta n i k ív án ju k , a  p o ten tiá lis  e n e rg ia  fo g a lm á t, m ely  eddig  a  h e ly z e ti 
e n e rg ia  volt, az  e n e rg ia  azo n  fa já ra  is kell k ite r je s z te n ü n k , m ely  h ő  vagy 
m ás te rm észe ti e rő k  a la k jáb a n  m u ta tk o z ik  s e n n é lfo g v a  az itt p é ld á ú l  fe l­
h o z o tt e se tb e n  a  k in e tik a i e n e rg iá b a n  sz e n v e d e tt veszteséget a  sú r ló d á s  
rév én  k e le tk e z e tt  e g y en é rté k ű  h ő m en n y iség g e l k e ll  h e ly e tte s íte n ü n k . így  
R . Mayer, k iin d u lv a  abbó l a  fe ltevésből, hogy  e r ő t  te re m te n i vagy  m e g ­
sem m isíten i az  e m b e ri c se lek v ésn ek  és g o n d o lk o d ásn ak  nem  á ll h a ta l ­
m áb a n , a  h ő  é s  a  m ec h an ik a i m u n k a  seq u iv a len tiá já t a  te rm é sz e ti  tü n e ­
m ények  a la p tö rv é n y é n ek  m o n d ta .  H elmholtz a  n é lk ü l ,  hogy Mayer vizs­
g á la ta iró l tu d o m á sa  le tt  vo lna, e le jé tő l fogva az  összes te rm észe ti e rő k e t 
e lm é lk ed ése i k ö ré b e  von ta  és é rv én y e sn e k  véve az  e n e rg ia  á lla n d ó ság á n a k  
tö rv én y é t —  m e ly n e k  h e ly esség é t k ü lö m b en  k ísé r le tileg  is v iz sg á lh a tta  és 
a  physika i tü n e m é n y e k  h o sszú  s o rá n  k im u ta th a tta  —  a  p e rp e tu u m  m o b ile  
leh e te tle n sé g é re  k ö v e tk ez te te tt m é g  azo k b an  az  e se te k b e n  is, a  m ik o r  hő , 
fény, e le k tro m o sság  és c h em ia i fo lyam atok  is k ö z rem ű k ö d n ek  h a tó k  g y a­
n á n t. Vagy p e d ig  k ö v e tk ez te te tt e g y  m ásik , ezzel te lje s e n  aequivalens té te lre , 
m ely  sz e rin t b á rm ifé le  te rm észe ti e rő k  m u n k á ja , m ia la t t  tá m a d á sp o n tja ik  
b izonyos k ezd e ti á llap o tb ó l egy  b izonyos v ég á llap o tb a  m en n ek  á t,  csak is 
e ttő l a  ké t á lla p o ttó l függ, n e m  p e d ig  az á tm e n e t  m ó d já tó l. És m id ő n  eb b ő l 
m ég  a r ra  k ö v e tk e z te te tt, hogy m in d e n  zárt r e n d s z e rb e n  az e n e rg ia  n ö v e ­
ked ésén ek  eg y en lő  e n erg ia  fo g y asz tá sn ak  kell m eg fe le ln ie , a h h o z  a  nagy , 
eg yetem es é rv é n y ű  igazsághoz ju to t t ,  hogy a  v ilág m u n k ak é p essé g e  á lla n d ó .

A z ő b á m u la to s  sze rén y ség év el kiem eli, h o g y  sz á n d ék a  n e m  v o lt  m ás, 
m in t  leh e tő leg  tö k é le te se n  k ie m e ln i  a  physikusok  e lő tt  az e n erg ia  á lla n d ó ­
ság á t kifejező tö rv én y ek  e lm é le ti , gyakorla ti é s  h e u r is tik u s  fo n to ssá g á t. 
V élem énye  s z e r in t  a  leg k ö zeleb b i id ő b en  a p h y s ik á n a k  a lk a lm asin t a z  lesz 
a  legfőbb fe lad a ta , hogy e n n e k  a  tö rv én y n ek  te lje s  be ig azo lásá ra  tö re k e d ­
jék . És ho g y  ú j r a  m eg  ú jra  u ta l ju n k  Helmholtz te rm é sz e tp h ilo so p h ia i 
n éze te ire , e m e ljü k  ki azt, h o g y  e lle n té tb e n  a  m eta p h y sik a i sp e c u la tio  
híveivel, a  k ik  az  e rő  m e g m a ra d á sá n a k  tö rv é n y é t a  p rio r is tik u sn a k  tö r e ­
ked tek  fe ltü n te tn i,  az t állítja, h o g y  ezt a  tö rv én y t, é p p e n  úgy m in t  a  való 
világ je le n sé g e ire  vonatkozó  ö sm e re te in k e t, in d u c t io  rév én  ta lá ltu k  m eg  ; 
és ez az in d u c tio  n e m  volt m ás , m in t  hogy sz á m o s  m eddő  k ís é r le t  u tá n  
végre  is b e lá ttu k , hogy  p e rp e tu u m  m o b ilé t s z e rk e sz te n i n em  b íru n k . A z o n ­
b an  ez a nagy  tö rv én y , m ely az  á ta la k u lá so k n á l sz ü k sé g k é p e n  fen fo rg ó  q u a n ­
tita tiv  v iszo n y o k at szabályozza, e ld ö n te tle n ü l h a g y ta  azt, vájjon a  m u n k a
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h a tá r ta la n u l  a la k íth a tó -e  á t h ő b e li en erg iáv á  és m e g fo rd ítv a ; és n e m  d ö n ­
tö tte  el azt, hog y  m in t  áll a  do lo g  a  fény, az e le k tro m o sság  és m á s  te r m é ­
sz e ti  e rő k  e se té b e n . M ind oly k é rd ése k , m e ly e k re  a  feleletet k é ső b b  az 
e n e rg ia  fo g a lo m n ak  a  m a th e m a tik a i  p h y sik áb an  e lő té rb e  lépő  m é ly  és 
e g y e tem es je le n tő sé g é n é l fogva k e ll m ajd  m eg a d n ia .

M i u t á n  H elmholtz a  m e c h a n i k a  e z e n  a l a p e l v é t  p h y s i k a i  s z e m p o n t b ó l  

i g e n  s o k f e l ő l  á t v i z s g á l t a ,  p h y s i o l o g i a i  v i z s g á l a t o k  m e l l e t t ,  m i k é n t  m á r  a  

« T h e o r i e  d e r  A k u s t i k » - r e  v o n a t k o z ó  j e l e n t é s e i b e n  i s  e m l í t i ,  i g e n  á l t a l á n o s  

m e c h a n i k a i  p r o b l é m á k h o z ,  n e v e z e t e s e n  h y d r o d y n a m i k a i  v i z s g á l a t o k h o z  

f o r d u l  é s  « U e b e r  d i e  I n t e g r a l e  d e r  h y d r o d y n a m i s c h e n  G l e i c h u n g e n ,  w e l c h e  

d e n  W i r b e l b e w e g u n g e n  e n t s p r e c h e n »  c z í m ű  h í r e s  d o l g o z a t á b a n  a  f o l y a d é ­
k o k  m o z g á s á r a  v o n a t k o z ó l a g  e g y  e g é s z e n  ú j  f e l f o g á s n a k  v e t i  m e g  a z  a l a p ­

j a i t ,  m e l y  k é s ő b b  W .  T H 0 MS0 N - n a k  a z  ö r v é n y l ő  m o z g á s o k r a  v o n a t k o z ó  

e l m é l e t é b e n ,  v a l a m i n t  m á s  p h y s i k u s o k  d o l g o z a t a i b a n  a  t e r m é s z e t t u d o m á ­

n y o k  l e g k ü l ö m b ö z ő b b  á g a i b a n  t e r m é k e n y n e k  b i z o n y u l t .  A z o n  f e l t e v é s  

m e l l e t t ,  h o g y  a  n y o m á s  a z  i d e á l i s ,  v a g y i s  s ú r l ó d á s m e n t e s  f o l y a d é k b a n  

m i n d e n  i r á n y b a n  e g y e n l e t e s e n  t e r j e d ,  m á r  E ü L E R -n e k  é s  L A G R A N G E -n ak  i s  

s i k e r ü l t  a  f o l y a d é k  s ű r ű s é g e  é s  a  b e n n e  l e v ő  n y o m á s ,  a z  id ő ,  e g y  r é s z e c s ­
k é j é n e k  c o o r d i n a t á i ,  é s  e g y r é s z t  a n n a k  s e b e s s é g i  c o m p o n e n s e i ,  m á s r é s z t  

p e d i g  u g y a n e z e n  r é s z e c s k é n e k  a  m o z g á s  k e z d e t e k o r  e l f o g l a l t  h e l y z e t e  

k ö z ö t t  a n a l y t i k a i  ö s s z e f ü g g é s e k e t  f e l á l l í t a n i o k  é s  m é g  a z  u .  n .  c o n t i n u i t á s i  

e g y e n l e t r e  k ö v e t k e z t e t n i ö k ,  m e l y  a z t  m o n d j a  k i ,  h o g y  a  f o l y a d é k  e g y  b i z o ­

n y o s  a n y a g i  r é s z e c s k é j é n e k  a  t ö m e g e  a z  i d ő v e l  n e m  v á l t o z i k ,  h o g y  t e h á t  

a  f o l y a d é k  f e l ü l e t é n e k  m i n d e n k o r  u g y a n a z o n  r é s z e c s k é k b ő l  ö s s z e t e t t n e k  

k e l l  l e n n i e .  M i n d e z e k  a z  e g y e n l e t e k  a z  i d e á l i s  f o l y a d é k o k  m o z g á s á b a n  a  

f e n t e b b  e m l í t e t t  d ’A L E M B E R T -fé le  e l v n e k  a n a l o g o n j á t  a d j á k  é s  a  v á l t o z ó  

m e n n y i s é g e k  m e g h a t á r o z á s á t  t i s z t a  m a t h e m a t i k a i  p r o b l é m á r a  v e z e t i k  

v i s s z a ,  m e l y n e k  m e g o l d á s a  —  Kirchhofe s z a v a i  s z e r i n t  k i f e j e z v e  —  a  m o z ­

g á s t  l e í r j a .  E z  a  f e l a d a t  e g y e s  e s e t e k r e  n é z v e  t é n y l e g  m e g o l d a t o t t ,  a  m e ­

l y e k b e n  t .  i .  m i n d e n  e g y e s  f o l y a d é k r é s z e c s k e  s e b e s s é g i  c o m p o n e n s e i  e g y  

f ü g g v é n y n e k  a z  i l l e t ő  i r á n y  s z e r i n t  v e t t  e l s ő  d i f f e r e n t i á l q u o t i e n s e i v e l  e g y e n ­

l ő k k é  t e h e t ő k ,  m e l y  f ü g g v é n y t  H elmholtz se b e ssé g i p o t e n t iá ln a k  n e v e z ,  s  

m e l y  a  c o n t i n u i t á s i  e g y e n l e t  r é v é n  a z  ö s s z e n y o m h a t a t l a n  f o l y a d é k o k r a  

n é z v e  u g y a n o l y a n  t u l a j d o n s á g o k k a l  b í r ,  m i n t  a  g r a v i t á l ó  t ö m e g e k  p o t e n -  

t i á l j a  a  t ö m e g e n  k í v ü l  f e k v ő  p o n t o k b a n .  C s a k h o g y  a z  i l y e n  s e b e s s é g i  p o t e n ­
t i a l  n e m  m i n d i g  l é t e z i k ,  é s  a z é r t  H elmholtz a  f o l y a d é k b e l i  m o z g á s o k  i g e n  

n e h é z  p r o b l é m á j á t  e g é s z  á l t a l á n o s s á g b a n  r a g a d t a  m e g .

M in d e n ek e lő tt fe lism eri, hogy a  v á ltozás, m e ly e t a  végte len  k icsi fo ly a ­
d é k té rfo g a t v ég te len  k icsi id ő b en  sz e n v ed , h á ro m  kü löm böző  m o zg á sb ó l 
tev ő d ik  ö s s z e : a  ré sze c sk e  té rb e li  e lto lódásából, a n n a k  há ro m  e g y m á sra  
m e rő le g e s  irán y b e li k ite rjed éséb ő l vagy összeh ú zó d ásáb ó l, és v é g ü l egy
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idő leges ten g e ly  k ö rü l való e lfo rd u lá s b ó l; m eg je g y ze n d ő  azo n b an , h o g y  
az  ese tre , h a  se b e ssé g i p o ten tia l lé te z ik , forgó m o zg á so k  ki van n ak  z á rv a . 
A zokat a  m o zg áso k a t, m ely ek n él seb esség i p o te n tia l  n e m  fordul elő, H elm­
holtz örvénylő m o zg á so k n a k  n ev ez i. A rra  tö re k e d v é n , hogy  a fo rg á s se b e s ­
ség n ek  m o zg á sk ö z b en i vá ltozásá t m eg h a tá ro zza , a z t  talá lta , hogy a z o k  a 
fo ly ad ék részecsk ék , m ely ek n ek  fo rg ó  m ozgásuk m é g  n em  volt, a z o n tú l  
sem  tesznek  s z e r t  forgó m o zg áso k ra . H a  örvénylő vonalnak az  a  v o n a l 
n ev ez te tik , m e ly n e k  irán y a  m in d e n ü t t  az o tt  lev ő  részecske p illa n a tn y i 
fo rg ás ten g e ly én ek  irán y áv al eg y b eesik , az a  n e v ez e te s  té te l  adódik  ki, hogy  
m in d e n  egyes ö rv é n y lő  vonal á lla n d ó a n  u g y an azo n  részecskékbő l tev ő d ik  
össze és a  ré sze c sk é k k e l e g y ü tt a  fo lyadékban  to v á b b  úszik és h o g y  egy 
a d o tt  fo ly ad ék részecsk éb en  az e re d ő  fo rg ásseb esség  nagysága u g y a n o ly a n  
a rán y b a n  v á ltoz ik , m in t  a  ré sze c sk e  távolsága az  ö rv é n y lő  vonalbeli s z o m ­
széd jaitó l. H a  to v á b b á  a fo ly ad é k n ak  ö rv é n y v o n a lak b ó l álló v ég te len  vé ­
kony c ső sze rű  fe lü le tév e l b e z á r t  ré sz e  örvényfonálnak nevezte tik , ú g y  a 
fo rg ásseb esség b ő l s a  fonál k e re sz tm e tsz e téb ő l a lk o to tt  szorzat a  fo n á l 
egész h o sszán  k e resz tü l, m ég  a n n a k  to v áb b m o zg ása  közben is á lla n d ó  
m ara d , úgy, h o g y  az  ö rv én y fo n á ln ak  az  egész fo ly ad é k b an  sehol s e m  sz a ­
b a d  m eg szű n n ie , h a n e m  vagy g y ű rű sz e rű é n  ö n m a g á b a  visszatér a  fo ly a ­
d ék o n  be lü l, vagy  p ed ig  a n n a k  a  h a tá rá ig  te rjed . É s  m id ő n  Helmholtz m ég  
a n n a k  a fe la d a tn a k  a  m eg o ld á sáb a  fogott, hogy az  ö rv én y lés  seb e ssé g éb ő l 
a  m o zg á sseb e ssé g e k e t k iszám ítsa , ezekkel a  m a th e m a tik a i  sz e m p o n tb ó l is 
é rd ek e s  v izsg á la to k k a l a  m ozgási a lak o k  so rá n a k  le g a lá b b  az e lk é p z e lé sé t 
te tte  leh e tő v é , b á r  a  p ro b lém ák  a n a ly tik a i k ife jtése  c sak is  a  leg eg y szerű b b  
e se te k re  volt le h e tsé g e s . A k ö rn y e z e tre  és a  fo ly ad ék  te rm észe té re  v o n a t­
kozó n é m e ly  fö ltevések  m e lle tt  az  ö rv én y fo n a lak  és örvénylő g y ű rű k  
á lla n d ó an  u g y a n a z t a  fo ly ad ék tö m eg e t ta rta lm az z ák , é s  e lp u sz títh a ta tla n o k  ; 
ké t g y ű rű , m e ly e k n e k  közös a  ten g e ly ö k  és fo rg á su k  irán y a  u g y an az , egy 
és u g y an azo n  irá n y b a n  h a la d n a k  to v áb b , és p e d ig  ú g y , hogy az e lü l h a la d ó  
tá g u l és la s sa b b a n  h a lad , a  n y o m á b a n  haladó  p e d ig  összehuzódik  é s  g y o r­
sa b b a n  h a la d  e lő r e ; ha  a  te rjed és-seb esség ek  b iz o n y o s  ha tá ro k  k ö zé  e s ­
n e k , m eg esik  v é g re  az, hogy a  m áso d ik  g y ű rű  az  e lső t u to lé ri, á tb ú jik  
ra jta , m ire  a z tá n  a  ké t g y ű rű  s z e re p e t  cserél. D e n e  téveszszük sz e m  elől, 
hogy az ö rv én y lő  m ozgások  e ze n  je le n sé g e  a v a ló ság b a n  a  sú rló d ás h a tá s a  
a la tt  c s a k h a m a r  m á sk é p  a laku l.

Az ö rv én y lő  m ozgások  tö rv én y sze rű sé g e  é s  re la tiv  á llan d ó ság a  W . 
T homson-í a r r a  az  é rd ek es h y p o th e s is re  veze tte , h o g y  az a to m o k n a k  ö r ­
vénylő g y ű rű k  a la k já t  tu la jd o n íto tta . E n n él az a  tö re k v é s  vezette , h o g y  az 
an y ag  fo ly to n o sság án ak  e lm é le té t  az  a tó m e lm é le tte l  egy n é z e tb e n  eg y e­
sítse. De a m i m ég  fo n to sab b á  vált, a r ra  is in d íto t ta ,  hogy az  ö rv é n y lő  
m ozgások e lm é le té n e k  e re d m é n y e it  a sz ilárd  te s te k n e k  fo ly ad ék o k b an
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való m ozgásával kapcsolatba hozza  s ezzel együ tt előkészítse azokat a fon­
tos vizsgálatokat is, melyek czélja a távolba h a tó  erőket a physikából kikü­
szöbölni s a m elyekre Helmholtz későbbi dolgozatainál még visszatérek.

Azonban H elmholtz eddig tett hydrodynamikai vizsgálatai csakhamar 
hiányosaknak bizonyultak ; a physiologiai optikáról írt, annyira híressé vált 
kézikönyvének kidolgozása közben arra a meggyőződésre jutott, hogy ha 
a cseppfolyós testek mozgására vonatkozólag az elmélet és a kisérlet ered­
ményei között csak némileg kielégítő megegyezést akar elérni, a folyadék­
részeknek egymáshoz, valamint az edény falaihoz való súrlódását figyel­
men kívül hagyni nem szabad. Amint mások, Bessel kisérleteitöl indít­
tatva, már régebben foglalkoztak a folyadékban lengő ingának (fonálon 
függő gömbnek) mozgásával, ő is — szintén a BESSEL-féle kísérletekből kiin­
dulva — súrlódásnak alávetett cseppfolyós tömeg belsejében végbemenő 
mozgásokra vonatkozó, akkor már ismeretes mozgási egyenletek segítségé­
vel egy olyan gömbnek a mozgását kezdte tanulmányozni, mely surlódó 
folyadékkal van megtöltve és egyik átmérője körül forgó lengéseket végez. 
Sikerült is neki a problémát mathematikailag kifejtenie, a folyadék hul­
lámzó mozgását a súrlódás, számbavételével jellemeznie, és ez úton a súr­
lódási együtthatók kísérleti úton nyert értékeit elméleti számítással ellen­
őriznie.

Még két, az e lm éle t s a  g y a k o rla t  s z e m p o n tjá b ó l e g y a rá n t fo n to s té te lt 
á llíto tt fel. A z első a r ra  az e se tre  vo n a tk o z ik , a  m id ő n  sú r ló d á sn a k  a lá v e te tt 
fo ly ad ék  á lla n d ó  á ram lá s  e se té b e n , több  h e n g e re s  csövön k e re sz tü l ha lad  
s a z t m o n d ja , hogy a  fo lyadék  az á ram  eg y es ágai közö tt ú g y  oszlik el, 
h o g y  a  sú rló d á s tó l okozo tt e le v en  e rő b e li veszteség  m in im u m  legyen. 
A m áso d ik  té te l ped ig  az t m o n d ja , hogy  la s sú  á llandó  á ra m lá s b a n  levő 
fo ly ad é k b an  úszó  te s te n  eg y en sú ly k o r a  s ú r ló d á s  a legk isebb  é r té k e t veszi 
fel. E z t a  k é t té te lt fe lá llítv án  s m iu tá n  m é g  az e le k tro m o s m eg o sztás 
p ro b lé m á ira  vonatkozó  á lta lá n o s  tra n s fo rm a tio  m ó dszere  ő t a  m a th e m a ti­
k a ilag  o ly an n y ira  fo n to s lek é p e lé s i p ro b lé m á k ra  vezette, az  1 8 6 8 -b an  
k ö zzé te tt (U eb er d isc o n tin u ir lic h e  F lü ss ig k e itsb ew eg u n g e n ) , ren d k ív ü l 
é rd e k e s  fü g g v én y tan i d o lg o za táb a n  m é ly e b b en  ha to l be a fo lyadékok  k i­
á ra m lá sá n a k  és a  szabad  s u g a ra k  k é p ző d é sé n ek  tan á b a  é s  tá rg y a lja  az 
ö rv é n y lé se k  m o zg ásán ak  és k e le tk ezésén ek  e r r e  vonatkozólag  ig e n  jellem ző 
d isc o n tin  u itá s i je len ség e it. H elmholtz a b b ó l a  m eg fo n to lásb ó l indu l ki, 
hogy  m a g a  a  p ro b lém a , m e ly  a  szab ad  fo ly ad ék su g a rak  k e le tk ezésén ek  
le írá sá t k ö vete li, o lyan te rm é s z e tű , hogy a  d isc o n u itá s t  e g y e n e se n  fe lté te ­
lezi s  en n é lfo g v a  kell, hogy  a  h y d ro d y n a m ik a i a lap eg y en letek  a  b e n n ö k  e lő ­
fo rd u ló  m en n y iség ek  d isc o n u itá sá n a k  le h e tő sé g é t  m eg e n g ed jé k . T én y leg  
k id e rü lt, ho g y  valam ely  m ozgó  ö s s z e n y o m h a ta tla n  fo ly ad ék b an  a  nyom ás, 
m e ly n e k  c sö k k en ése  a  m ozgó  fo ly ad ék részecsk ék  eleven e re jé v e l egyene-
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s e n  a r á n y o s ,  m i h e l y t  e z  u t ó b b i  b i z o n y o s  n a g y s á g o t  m e g h a l a d ,  n e g a t í v v á  

l e s z  é s  a  f o l y a d é k n a k  e l  k e l l  s z a k a d n i a  ; é s  b e b i z o n y u l t ,  h o g y  m i n d e n  g e o ­

m e t r i a i l a g  t ö k é l e t e s e n  é l e s  é k ,  a  m e l y  m e l l e t t  a  f o l y a d é k  e l f o l y i k ,  m é g  a  

f o l y a d é k n a k  l e g m é r s é k e l t e b b  s e b e s s é g e  e s e t é b e n  i s  e l s z a k í t j a  a  f o l y a d é k o t  

é s  v á l a s z f e l ü l e t e t  l é t e s í t  é s  h o g y  l e g ö m b ö l y í t e t t  é l ű  é k e n  e z  c s a k  n a g y o b b  

s e b e s s é g  e s e t é b e n  f o g  b e k ö v e t k e z n i .  E z u t á n  a  f ü g g v é n y t a n  m ó d s z e r e i n e k  

s e g í t s é g é v e l  a  s z a b a d  s u g á r  a l a k j á n a k  i g e n  n e h é z  p r o b l é m á j a  k e r ü l  t á r ­
g y a l á s  a l á ,  a z z a l  a  f e l t e v é s s e l ,  h o g y  a  s ú r l ó d á s  e l h a n y a g o l t a t i k ,  h o g y  k ü l s ő  

e r ő k  n e m  h a t n a k ,  h o g y  a  m o z g á s  á l l a n d ó  s  a  s e b e s s é g i  p o t e n t i a l  c s u p á n  

c s a k  k é t  c o o r d i n a t á t ó l  f ü g g  é s  a z  e d é n y  s  a  k i f o l y a t ó  n y í l á s  m é g  e g é s z  

k ü l ö n l e g e s  m e g s z o r í t á s o k n a k  v a n n a k  a l á v e t v e .  V é g ü l  m é g  a z t  m u t a t j a  k i  

H elmholtz, h o g y  a z  ö r v é n y l é s e k r e  e l ő b b  n y e r t  e r e d m é n y e k  m é g  a  s u g á r ­

b e l i  f o l y a d é k r é s z e c s k é k  s a j á t  m o z g á s á n a k  l e í r á s á b a n  i s  s i k e r r e l  a l k a l m a z ­
h a t ó k .

H y d r o d y n a m i k a i  k u t a t á s a i v a l  e g y  i d ő b e n  —  m á r a  k e z d e t é n  h e i d e l b e r g i  

t a r t ó z k o d á s á n a k  —  f e j l ő d t e k  a z  ő  a k u s t i k a i  é s  a é r o d y n a m i k a i  v i z s g á l a t a i .  

A  c o m b i n a t i o - h a n g o k r ó l , *  t o v á b b á  a  h a n g z ó k  h a n g s z í n e z e t é r ő l  * *  s z ó l ó  

d o l g o z a t a i b a n  ú j r a  v i s s z a t é r  m á r  n é h á n y  r é g e b b i ,  k i s e b b  d o l g o z a t b a n  i s  

k i f e j t e t t ,  m á s  p h y s i k u s o k é v a l  i s  e g y e z ő  n é z e t r e ,  m e l y  s z e r i n t  m i n d e n  

h a n g  —  s z a b a t o s a b b a n  h a n g é r z e t  —  a  m e l y e t  v a l a m e l y  r e z g ő  t e s t b ő l  

k i i n d u l ó  l e v e g ő r e z g é s  é b r e s z t ,  t ö b b  e g y s z e r ű  h a n g é r z e t b ő l  t e v ő d i k  ö s s z e  ; 

o l y a n  h a n g é r z e t e k b ő l ,  m e l y e k e t  a  l e v e g ő n e k  e g y s z e r ű  ( i n g a s z e r ű )  r e z g ő  

m o z g á s a  h o z  l é t r e ,  é s  e z t  a  h y p o t h e s i s t  m a t h e m a t i k a i l a g  a k k é n t  f o r m u l á z z a ,  

h o g y  k i i n d u l v a  m i n d e n  i d ő s z a k o s  m o z g á s n a k ,  m i n t  s i n u s m o z g á s o k  ö s s z e ­

g é n e k  F o u R iE R - f é le  e l ő á l l í t á s á b ó l ,  v a l a m e l y  h a n g n a k  a  m a g a s s á g a  g y a n á n t  

a  b e n n e  e l ő f o r d u l ó  l e g m é l y e b b  h a n g  : a z  a la p h a n g  m a g a s s á g á t  v e s z i ,  a  

t ö b b i e k e t  p e d i g  f e l h a n g o k n a k  n e v e z i .  T ü z e t e s e b b  k í s é r l e t i  v i z s g á l a t  a r r a  

a z  e r e d m é n y r e  v e z e t i ,  h o g y  a  z e n e i  h a n g s z í n e z e t  c s u p á n  c s a k  a  h a n g b a n  

e l ő f o r d u l ó  f e l h a n g o k  s z á m á t ó l  é s  r e l a t i v  e r ő s s é g é t ő l  f ü g g ,  d e  t e l j e s e n  f ü g ­

g e t l e n  a  p h a s i s k ü l ö m b s é g e i k t ő l ; h o g y  a  h a l l á s u n k r a  h a t ó  h a n g t ö m e g e k  

e g y s z e r ű  a l k o t ó  e l e m e i k r e  f e l b o n t h a t ó k  s  e z e k b ő l  i s m é t  ö s s z e t e h e t ő k ,  é s  

h o g y  a  h a n g z ó k  a  h a n g s z e r e k k e l  a d h a t ó  e g y é b  h a n g o k t ó l  c s a k  a n n y i b a n  

k ü l ö m b ö z n e k ,  h o g y  f e l h a n g j a i k  e r ő s s é g e  e z e k  r e n d s z á m á t ó l  f ü g g e t l e n ,  d e  

f ü g g  a z  a b s o l u t  m a g a s s á g u k t ó l .  É s  i t t  i s m é t  f e l i s m e r h e t ő  a z  a  t ö r e k v é s e ,  

h o g y  a z  é r z é k i  é s z r e v e v é s  m i n d e n  e s e t é b e n  m e g á l l a p í t s a  a  l é n y e g e s  k ü -  

l ö m b s é g e t  a z  é r z e t e k  é s  a z  é s z r e v é t e l e k  k ö z ö t t ,  a  m e n n y i b e n  a z  é r z e t e k  

c s a k  t e s t ü n k ,  i l l e t ő l e g  i d e g k é s z ü l é k e i n k  á l l a p o t a k é n t  j u t n a k  t u d o m á s u n k r a  

( m i n t  p l .  a  f e l h a n g o k ) ,  a z  é s z r e v é t e l e k  r é v é n  p e d i g  k é p z e t e k e t  a l k o t u n k

* lieber Combination stone.
** Ueber die Klangfarbe der Vocale.



HELMHOLTZ VIZSGÁLATAI.

m a g u n k n a k  a külső  tá rg y a k ró l, a  m in ő  p l.  a  p a rtia lis  h a n g o k b ó l össze­
tev ő d ő  h a n g .

Á m d e  az  a k u s tik á n a k  m in d e n  edd ig i tá rg y a lá sa  azt az  ig e n  á lta lános 
h y p o th es is t te tte , hogy a  lev e g ő n ek  és m ás  ru g a lm a s  te s te k n e k  rezgő  m oz­
gása i, m e ly ek e t tö b b  eg y id e jű leg  h a tó  h a n g fo rrá s  létesít, m in d e n k o r  p o n ­
to sa n  eg y en lő k  az egyes h a n g fo rrá so k tó l o k o zo tt m o zg áso k  összegével. 
M időn H elmholtz fe lism e rte , hogy  ez a  tö rv én y  egész sz ig o rú sá g g a l csakis 
a k k o r  é rv én y es , h a  a  re zg é se k  v ég te len  k ics in y ek , azaz, h a  a  sű rű ség b e li 
k ü lö m b ség ek  az egész sű rű s é g h e z  kép est e len y észő k  és é p p e n  ú g y  a  rezgő 
ré szecsk ék  e lto lódásai is  e len y észő  k icsinyek  m ag u k h o z  a  tö m eg ek h ez  
k ép es t, m eg ta lá lta  a  combinatio-h an g o k  m ag y a ráza tá t. E ze k  t. i. akkor 
jö n n e k  lé tre , a  m ik o r az  e m líte tt  tö rv én y  n e m  a lk a lm a z h a tó  s egyúttal 
k im u ta tta , hogy a  c o m b in a tio -h a n g o k , fü g g e tlen ü l az e m b e r i  fültől, 
o b jec tiv e  lé tezn ek  ; és m e g k ü lö m b ö z te ti e zek tő l a  e o m b in a tio -h an g o k tó l, 
m e ly e k b en  a  re zg é se k n ek  a  kü lső  té rb e n  vagy ped ig  a  fü l b e lse jéb en  tö r­
té n ő  összegeződése  z av a rt szen v ed , a  lüktetésekéi, a  m e ly ek  e se téb en  a 
m ozgások  a fe lhozo tt tö rv é n y t követik , de  az  é rze tek  ö sszeg ező d ése  n em  
tö r té n ik  zav a rta lan u l.

C sa k h a m a r  a z o n b a n  m é ly e b b en  b e leb o csá tk o z ik  az a k u s t ik a  e lm éle téb e  
é s  az  an a ly sis  le g fin o m ab b  seg éd eszk ö zeiv e l vizsgálja a  levegőoszlopok 
m o zg á sá t,*  és ped ig  b y d ro d y n a m ik a i v izsg á la ta in ak  m eg fe le lő  m ódon , a 
m e n n y ib e n  felveti a z t a  k é rd és t, hogy m ily  m ó d o n  v ise lk e d n ek  egy cső 
b e lse jéb e n  g e rje sz te tt eg y szerű  h a n g n a k  m eg fe le lő  h a n g h u llá m o k  a  szabad 
té rb e  való  á tm e n e tn é l, h o g y  m eg á lla p íth a ssa  a z t a  re zg ésa lak o t, m ely  vég­
leg e se n  lé tre jö n , h a  a  re z g é se k e t ge rjesz tő  ok  á lla n d ó an  to v á b b  m ű k ö d ik . 
M iu tán  a  p o ten tia lfü g g v én y re  vonatkozó  leg fo n to sab b  á lta lá n o s  téte le it a 
h a n g h u llá m o k ró l szóló ta n r a  a lk a lm a z h a tó k k á  te tte , és a  to v á b b i vizsgála­
to k  a la p já u l az t az é rd e k e s  té te lt  fe lá llíto tta , hogy h a  lev eg ő v e l te lt té r  
egy p o n tjá b a n  h a n g h u llá m o k  g e rje sz te tn ek , ezek n ek  seb esség i po ten tiá lja  
v a lam ely  m ás p o n tb a n  u g y a n ak k o ra , m in t  a  m ek k o ra  az  e lső b e n  lenne , 
h a  ez u tó b b ib a n  u g y a n o ly a n  in te n z itá sú  h u llá m o k  é b re sz te tn é n e k , a  m ivel 
e g y ü tt j á r  az  is, hogy  a  p h a s is -k ü lö m b sé g  a  k é t e se tb e n  u g y a n a z :  sikerü lt 
n e k i —  n é m i m eg szo rítá sn a k  ve tv én  a lá  a  n y ilás m é re te it  —  a  cső be l­
se jé b e n  tám a sz to tt sík  é s  a  sz a b ad  té rb e n  sz é tte r je d ő  fé lg ö m b a la k ú  hu llá ­
m ok k ö zö tt b izonyos ö ssze fü g g ést lev eze tn ie , és ezzel a  cső n y ilt  végének  a 
h a tá sá t  a  cső b e lse jéb e n  lé tre jö v ő  s ík h u llá m o k ra  m eg v ilág ítan ia . A további 
v izsgálat a  rezgési m a x im u m o k  és m in im u m o k  h e lye it s ezzel a  legerősebb  
rá h a n g z á sú  h a n g o k n ak  tő le  függő  m a g a ssá g á t adják . T o v á b b á  tárgyalja  
a z t  a  n e h é z  k é rdést, ho g y  m ily en  a lak ú  c sö v ek re  leh e tség e s  a  nagy  h u l­

3fJ 1

T h e o r i e  d e r  L u f t s c h w i n g u n g e n  i n  R ö h r e n  m i t  o f f e n e n  E n d e n  ( 1 8 5 9 ) ,
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lám h o ssza sá g ú  h a n g h u llá m o k n a k  n y ilá sb e li leveg ö m o zg ásá t je l le m e z n i ; 
egy k é ső b b i do lg o za táb an  m e g m u ta tta , h o g y  a  szám ítás e re d m é n y e i jo b ­
b a n  e g y ezn ek  a  k ísé rle tek k e l, h a  m ég a  lev eg ő  helsö sú r ló d á sa  is  figyelem be 
v é te tik .

A k u s tik a i v izsg á la ta in ak  m in d ezen  e re d m é n y e i, m e ly e k  közöl e lő ad á­
som  czé ljá n ak  m egfe le lő leg  csak  a  m a th e m a tik a ila g  k iv á ló a n  é rd ek esek e t 
h o zo m  fel, az ő h íres  «D ie L e h re  von d e n  T o n e m p fin d u n g e n  a ls  p h ysio lo ­
g isch e  G ru n d la g e  fü r  d ie  T h eo rie  d e r  M u sik »  m u n k á já b a n  összefüggően  
v a n n a k  e lő ad v a. A m ű b e n  n a g y  bősége v an  a  zen e  tö r té n e té re  é s  lén y eg ére  
vo n a tk o zó  fon tos e re d m é n y e k n e k , m e ly e k  közöl m ég  c sak  azt az egy 
á lta lá n o s  é rd e k ű t  k ívánom  k iem eln i, h o g y  ő  m eg m u ta tta , m i m ódon  kell a  
z e n é b e n  egész  szabatos m a th e m a tik a i  ú to n  a  m elód iát, m in t  a  zene  a la p ­
já t  k ü lö n v á la sz ta n i a  h a rm ó n iá tó l ,  m ely c sa k  a m elód ia  e rő s íté sé re  sz o lg á l; 
és hog y  a n n a k  a  rég  is m e re te s  tén y n ek , h o g y  h a rm o n ik u s  h a tá s  csakis az  
oly h a n g o k k a l é rh e tő  el, m elyek  re zg é ssz á m a i egyszerű  szám o k  sz e rin t 
v iszo n y lan ak  egym áshoz, m a th e m a tik a i m ag y a ráz a tá t is m eg ta lá lta , b e ­
b izo n y ítv án , hogy az a la p h a n g o t  kisérő p a r tiá lis  hangok  a  fü lre  k e llem et­
len  h a tá s t  tesznek , h a  a z  a lap h an g o k  re zg é ssz á m a in ak  a  v iszonya n e m  
fe jezh e tő  ki kis szám okkal.

M ielőtt HELMHOLTz-nak jóval későbbi ke le tű  terodynam ikai dolgozatainak 
rövid m egbeszélésébe bocsátkoznék, a  m enny iben  azok a m athem atikus 
érdek lődését lekötik, egy 1873-ból eredő, a  hydrodynam ika és az serodyna- 
m ika h a tá rte rü le tén  m ozgó dolgozatot + kívánok em líten i, m elyben a 
hydrodynam ikai egyenle teket arra  használja  fel, hogy egy folyadékon és 
bizonyos nagyságú és sebességű készü léken  nyert észleled  eredm ények 
egy m ás folyadéknak geom etria ilag  hason ló  töm egére, továbbá m ás nagy­
ságú és m ás sebességű készülékre á tv ite tnek . A cseppfolyós összenyom ­
ha ta tlan  folyadékokra n y e rt eredm ényeknek  kiterjesztése a  gáznem űekre 
az é rd ek es alkalm azások egész sorára v e z e t ; így Helmholtz többi között 
azt találja, hogy a m adarak  nagyságának h a tá ra  van, ha az izm ok abban az 
irányban  tovább nem  fejleszthetők, hogy ugyanazon tö m eg  mellett m ég 
több m u n k á t végezhessenek, m int je len leg  és hogy ennélfogva a te rm é­
szet a nagy kondorral valószínűleg m á r e lérte  azt a h a tá r t, melyet egy 
olyan te rem tm ény  nagysága elérhet, m ely  szárnyakon felem elkedni és 
hosszabb időn keresztül a  levegőben m ag á t fentartani képes, s így az 
em bernek  alig van k ilá tása  arra, hogy m ég a legügyesebb, szárny­
szerű  m echanism ussal, m elyet saját izom erejével kell m ozgatnia, saját 
sú lyát fölem elhesse és hosszabb  időn k eresz tü l a m agasban lebegve tartsa. *

* U e b e r  e i n  T h e o r e m ,  g e o m e t r i s c h  ä h n l i c h e  B e w e g u n g e n  f lü s s i g e r  K ö r p e r  
b e t r e f f e n d ,  n e b s t  A n w e n d u n g  a u f  d a s  P r o b l e m  L u f t b a l lo n s  z u  l e n k e n .
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Á  fe n t  e m líte tt ö sszeh aso n lítá s i e lvé t a  lég g ö m b re  és a  h a jó ra  a lk a lm a z ­
v án , a h h o z  az é rd e k e s  e red m én y h e z  j u t ,  hogy  h a  a  b a llo n  m in tegy  m á s ­
fé lsze r a n n y it  ny o m , m in t  a  vele e m e lk e d ő , dolgozó e m b e re k , a  m u n k a e rő  
és a  sú ly  viszonya u g y a n a z  volna, m in ő t  a  had ig ő zö sö n  ta lá lu n k .

C sak  jóval később , 1888— 9 0 -b en  te r je s z t i  ki H elmholtz a fo lyadékok 
m o z g á sá ra  vonatkozó v izsgálata it, a  m e ly e k b e n  a  belső  sú r ló d á s t  is te k in ­
te tb e  v e tte , a  légköri lég tö m eg ek  m o z g á s á ra *  és m e g m u ta tja , hogy á lla n d ó  
e rő k  h a tá sa  a la tt a  lev eg ő  tö m eg éb en  is  k é p ző d h e tn e k  d isc o n tin u itá s i  f e lü ­
le te k . M iu tán  a  p ro b lé m á n a k  sz ig o rú  m a th e m a tik a i tá rg y a lásáb ó l fe l­
is m e r te ,  hogy a föld fe lü le té n  v é g b em en ő  sú r ló d á sn a k  a  h a tá sa  m ag a sa b b  
lé g ré te g e k re  egész je le n té k te le n , hogy  e le v e n  erő v o lta k é p e n  csakis a  ta la ­
jo n  tö r té n ő  sú rló d á s  é s  az  ö rvénylő  m o zg á so k n á l e lő fo rd u ló  vá lasz fe lü le te ­
k en  se m m isü l m e g ; ho g y  továbbá h ő k ic se ré lő d é s  c sa k is  a  fö ld fe lü le tte l 
é r in tk e z ő  h a tá r fe lü le te n , v a lam in t b e lső  d isc o n tin u itá s i fe lü le tek en  kívül 
c sak is  su g árzás és m e le g  levegőrészek tovav ite le  fo ly tán  m e h e t végbe, a z t 
a  k é rd é s t  veti fel m a g a  e lő tt, vájjon h o n n é t  van az, hog y  lé g k ö rü n k  k e r in ­
g ése  n e m  okoz az ism e rte k n é l jóval h e v eseb b  s z e le k e t?  Az okot a b b a n  
ta lá lja , hogy az ö rv é n y lé se k , m elyek d isc o n tin u itá s i  fe lü le te k n e k  fe lgom - 
b o ly o d ása  folytán k e le tk ez n ek , a k ü lö m b ö z ő k é p en  m o zg ó  lev eg ő ré teg ek e t 
ö sszek ev erik , és az e re d e tile g  k ü lö n v á lt ré te g e k e t b e ls e jü k b e n  m indig  s z á ­
m o sa b b  és v ék o n y ab b  lap o k b an  e g y m á s  körül c s a v a r já k ; az így ó r iá s i 
m ó d o n  m eg n ö v e k ed e tt v á lasz felü le ten  k e resz tü l a z tá n  a  h ő m érsék le tö k  
g y o rsa b b a n  k ieg y en lítő d ik , m ozgásuk  p e d ig  a  sú rló d á s  k ö v e tk ez téb en  c sil­
la p o d ik . Á m de a  s ú r ló d á s  és a h ő v e z e té s  h a tása it jó v a l fokozottabb  m é r ­
té k b e n  előidézik a lég ré te g e k b e n  e lő fo rd u ló  eg y en sú ly b o m láso k  és k e v e re ­
d ése k , m elyeket a  h u llá m to rla szo k n a k  a  lég k ö rb e n  való  szabályos to v a te r ­
je d é s e  előidéz, m ely ek  é p e n  úgy m in t  a  v ízfe lü le ten , k é t  külöm böző fa j­
sú ly ú  ré te g n ek  e g y m á sra  he ly ezk ed ése  fo ly tán  k e le tk ez n ek . Az ilyen h u l ­
lám re n d sz e re k  a k ü lö m b ö z ő  sű rű sé g ű  lev eg ő réteg ek  v á lasz felü le tén  c sak  
a k k o r  v á ln ak  lá th a tó k k á , h a  az alsó r é te g  a n n y ira  v an  te lítv e  vízgőzökkel, 
h o g y  a  h u llá m h eg y e k , a  m ely ek b en  a  n y o m ás k ise b b , ködö t k ezd en ek  
a lk o tn i  és ak k o r tű n n e k  elő  a  sávos, p á rh u z a m o s  fe lh ő v o n u la to k , m ely ek  
az ég b o lto za t széles m e z ő in , szab ály o san  ism étlődve, e lte rü lh e tn e k . H elm­
holtz a z é r t  is nag y o n  fo n to sn ak  ta r tja , h o g y  a két fo ly ad é k  v á laszfelü le tén  
k e le tk ező  h u llám o k  e lm é le te  m eg o ld assák , d e  a nagy  m a th e m a tik a i n e h é z ­
sé g e k  m ia tt eg y elő re  csak is a  le g e g y sz e rű b b  e se tre , t. i. egyen esv o n a lú  
h u llá m v o n u la to k ra  szo rítk o z ik , a  m e ly e k  két k ü lö m b ö ző  sű rű ség ű , v é g ­
te le n  k ite rjed ésű  fo ly ad ék  sík e lv á lasz tó  fe lü letén  v á lto za tlan  a la k b a n . *

* «Ueber atmospbaerische Bewegungen» és «Die Energie der Wogen und 
des Windes».
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állandó sebességgel tovaterjednek . A m in t a  sík vízfelület, m ely fölött 
egyenletes szél vonul el, lab ilis egyensúlyban van és ennek következtében 
vízhullám ok keletkeznek ra jta , épen úgy ism étlődik ugyanez a  folyamat 
a külöm böző nehézségű s egym áson tovacsuszam ló légrétegek határfelü le­
tén, csakhogy sokkal nagyobb  m éretekben  s ez a rra  indítja H elmholtzoI, 
hogy az energiabeli viszonyokat s annak m egoszlását a víz és a  levegő 
között beh a tó an  tanulm ányozza, a mi ő t a z tá n  egészen á lta lános m echa­
nikai okoskodások alapján, m elyeknek fejtegetésével fogjuk ism erte té sü n ­
ket befejezni, nagyon érdekes, de egyúttal igen nehéz elm élkedésekre 
vezeti, m elyek fonalán a  sta tionarius m ozgásban  levő töm egek  stabilis 
és labilis egyensúlya közötti külöm bséget hason ló  módon á llap ítja  meg, 
m in t m á r régen  m egtalálták  volt, hogy a  nyugalom ban levő testekre  a 
potentiális energ ia  m in im u m a adja meg az egyensúly feltételét, s közben 
többi között az is kiderül, hogy a sta tionarius hullám ok ese tében  állandó 
értéken ta r to tt sebességi p o ten tia l m ellett az egyensúly szin tén  az energia 
m in im um ának  felel meg.

S  m o s t  m a t h e m a t i k a i - p h y s i k a i  d o l g o z a t a i n a k  u t o l s ó  n a g y  k a t e g ó r i á j á n a k  

v á z o l á s á h o z  f o g o k ,  m e l y e k  ő t  v é g ü l  a  m e c h a n i k a  e l v e i n e k  o l y a n n y i r a  j e l e n ­

t ő s  k i a l a k í t á s á h o z  v e z e t t é k  : a z  ő  e l e k t r o m o s s á g r ó l  s z ó l ó  d o l g o z a t a i h o z ,  

m e l y e k  l é n y e g ö k b e n  1 8 7 0 .  é v v e l  v e t t é k  k e z d e t ü k e t  s  m a j d n e m  t í z  é v e n  

k e r e s z t ü l  . f o l y t a t ó d t a k .  F ő l e g  « U e b e r  d i e  B e w e g u n g s e r s c h e i n u n g e n  d e r  

E l e k t r i c i t ä t  f ü r  r u h e n d e  l e i t e n d e  K ö r p e r »  ( 1 8 7 0 ) ;  « U e b e r  d i e  T h e o r i e  d e r  

E l e k t r o d y n a m i k »  ( 1 8 7 0 — 7 4 ) ;  é s  « V e r g l e i c h  d e s  AMPÉRE’s c h e n  u n d  N e u ­
m a n n 5 s e h e n  G e s e t z e s  f ü r  d i e  e l e k t r o d y n a m i s c h e n  K r ä f t e *  ( 1 8 7 3 )  c z i m e k  

a l a t t  m e g j e l e n t  k ö z l e m é n y e i b e n  v a n n a k  l e f e k t e t v e .

Az elektrodynam ika tö rvénye it annak  ide jén  N ém etországban a leg­
több physikus W eber hypothesiséből vezette le, ki az elek trom os töm eg­
pontok kölcsönös hatástö rvényének  felállításában, kiindulva NEWTON-nak 
a  töm egek vonzására és CouLOMB-nak statikai elektrom osság vonzására  vo­
natkozó törvényeiből, az erő in tenzitását —  m ely  a térben vég telen  sebes­
séggel te rjed  —  az egym ásra h a tó  elektrom os m ennyiségek távolságának 
négyzetével fordítva arányosnak , a két m enny iség  szorzatával ped ig  egye­
nesen arányosnak  vette, és pedig  taszítónak az egynem ű elektrom osságok 
között, vonzónak a külöm böző nem űek k ö z ö tt; azonban Coulomb-íóI eltér 
annyiban , hogy a ható elektrom osságok m enny iségén  és távolságán kívül 
m ég azokat a  sebességeket és gyorsulásokat is beveszi a tö rvénybe, a m e­
lyekkel az elektrom os m ennyiségek egym áshoz közelednek vagy egymástól 
távolodnak. Az olyan erők felvétele, melyek n e m  csak a helyzettől, hanem  
a  hatók re lativ  m ozgásától is függenének, látszólag nem  igen  egyezett 
H elmholtz nézeteivel, a ki m á r jóval előbb, az erő  m egm aradásának  tö r­
vényére vonatkozó v izsgálataiban ahhoz a té te lhez  ju to tt, hogy az olyan
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erők, m elyek távolságoktól és sebességektől is függnének, az en e rg ia  m eg­
m aradásáró l szóló általános term észeti tö rvénybe ütköznének, m ely  pedig 
az elektrodynam ikai je len ségek  terén  is he lyesnek  b izo n y u lt; de akkor ő 
W eber bonyolultabb tö rvényét, melyben az erők még a gyorsulásoktól is 
függenek, n em  vette tek in te tb e  és tényleg ki lehete tt m u ta tn i, hogy a 
WEBER-féle törvény nem  enged  meg egy olyanféle körfolyam atot, mely 
sem m iből m u n k á t te rem tene . Ezen WEBER-féle hypothesis m elle tt egy m á­
sik régebbi állott fenn, az a  mely E. Neumann-WI ered. Ez nem  a töm eg­
pont h a tá sá t adja egy m ásik  töm egpontra, h an em  linearis áram elem nek  
egy m ásik ra  való h a tásá t; ez t pedig Helmholtz a  legszerencsésebb és leg­
term ékenyebb  gondolatnak tarto tta, a m elyet az új m athem atikai physika 
egyáltalában felm utathat. Á m de a két á ram elem  egym ásra való hatásának  
a WEBER-féle hypothesisből leszárm aztato tt tö rvénye a  NEüMANN-féle poten- 
tial-törvénytől külöm bözött és H elmholtz vizsgálódásai közben egyszerre 
csak azon kérdés előtt lá tja  m agát, vájjon W eber hypothesise egyáltalában 
m egfelel-e a  valóságnak és hogy miféle vonatkozásban  van a N eumann- és 
a WEBER-féle törvény a később em lítendő MAxwELL-féle törvényhez ?

Felismervén azt, hogy ezen törvények külömböző alakjai egy közös 
formára visszavezethetők, a melyből mindegyikök csupán csak a benne fog­
lalt állandóknak külömböző értékeivel kiadódik ; és felismervén, hogy az 
összes jelenségek, melyeket önmagukba visszafutó férni vezetőkörökben 
keringő teljesen zárt áramok előidéznek, a külömböző hypothesisekből egy­
formán jól leszármaztathatók, nem teljesen zárt vezetők esetében ellenben 
lényegesen külömböző következtetésekre vezetnek : a kérdést eldöntendő, 
az inductiónak tőle általánosított törvényéből levezeti az elektromosság 
mozgástörvényeit a testes (testi kiterjedésű) vezetőkben. Azt találta, hogy 
határózatlanúl hagyott állandóknak negativ értéke, a minőt a WEBER-féle 
felfogás megkövetel, az elektromosság labilis egyensúlyának felel meg és 
hogy ennélfogva olynemű áramlások támadhatnának, melyek végtelen 
intenzitásokra és végtelen elektromos sűrűségekre vezetnének; ha ellen­
ben a constans értéke Maxwell nézetének megfelelőleg zérus, vagy pedig 
Neumann szerint positiv, ez a nehézség nem fog fölmerülni. Ámde ezeket 
a fejtegetéseket igen sokfelől megtámadták ; az ellenfelek elméleti és kí­
sérleti úton be akarták bizonyítani, hogy az E . N eumann-íőI felállított és 
H elmholtz-WI kibővített alaptörvénye az elektrodynamikus jelenségeknek 
a kísérleti tapasztalatokkal nem egyeztethető össze. Tényleg van külömb- 
ség az E. NEUMANN-tól zárt áramokra vonatkozólag felállított potentialtör- 
vény, ha nem zárt áramok esetére alkalmazásba jő és az inductio törvé­
nyének ama formája között, melyet ő m ár régebben levezetett volt, 
amennyiben a potentialtörvény csakis a vezetőkben áramló elektromos­
ságnak tulajdonít elektrodynamikus hatásokat és távolba hatásokat, nem
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p e d ig  az e le k tro m o san  tö ltö tt tes tek  m o zg ása  rév én  m ozgó  e lek tro m o sság : 
n a k , h o lo tt a  k ísé rle tek  azt b izo n y ítják , hogy ez a  fe ltev és a tén y ek k e l 
e lle n tm o n d á s b a n  á ll.

C sodála tosan  é le s  eszével Helmholtz e lő re  á tlá tta , h o g y  m in d e z en  k é r ­
d é se k b e n  csakis a  n e m  zárt á ra m o k k a l teen d ő , n e m  é p p e n  könnyű  k ísé r­
le te k  fognak d ö n th e tn i ,  b á r  n e m  e lő re  g y an íth a tta , h o g y  ez a kérdés vo lta- 
k ép en  ab b an  fogja m eg o ld ásá t ta lá ln i,  hog y  n e m  z á r t  á ra m o k  eg y álta láb an  
n in c se n e k , a  m e n n y ib e n  m ag áb an  a  sz ig e te lő b en , m e ly  az  á ram  v e ze té k é t 
m eg szak ítja , az e le k tro m o sság  m e g o sz tá s t  szenved, s  ezzel az e le k tro m o s­
sá g n a k  látszólag m eg sza k íto tt m o zg á sa  z á r t tá  válik.

F araday, ki a  tá v o lb a h a tó  erők  h y p o th es isév e l n e m  tu d o tt  m eg b a rá tk o z n i, 
m e r t  e lk é p z e lh e te tle n n e k  ta rto tta , h o g y  két, egym ástó l eg észen  e lk ü lö n íte tt  
te s t  közö tt b á rm ifé le  h a tá s  leh e tség e s  legyen, a  n é lk ü l, hogy a  közbeeső  
k ö zeg ek b en  v a la m ily e n  változás tö r té n n é k ,  m in d e n e k e lő tt  az e lek tro m o s 
é s  m ág n e se s  te s te k  közé eső m é d iu m o k b a n  k e re se tt  ilyen  vá ltozásokat. 
É s tén y leg  s ik e rü lt  is  n e k i jó fo rm á n  az  összes te s te k b e n  m ág n esség e t vagy 
d iam á g n esség e t ta lá ln ia , ú g y sz in tén  a  szigetelő  te s te k b e n  az e lek tro m o s 
e rő k  h a tá sa  a la tt vá lto záso k a t é sz re v e n n ie , m ely ek et ő a  szigetelők  p o la- 
r isa tió já n a k  n e v e z e tt  el. H a m á r  m o s t  F araday és Maxwell sze rin t, a  ki 
e z e k e t a  h y p o th es isek e t m a th e m a tik a i a la k b a  ö n tö tte , fe lteszszük  azt, ho g y  
a  sz ig e te lő k b en  is  tá m a d h a tn a k  e le k tro d y n a m ik u s  h a tá s ú  e lek tro m o s m o z ­
g á so k , m elyek fo ly tán  a  sz igetelők  d ie le k tro m o sa n  p o la risá lta tn a k , ú g y  a 
te l je s  e lm éle t a  p o te n tia ltö rv é n y n e k  m ó d o sítá sáb ó l fog k iad ó d n i.

R é sz b en  ré g ib b  k e le tű ek , ré sz b e n  p ed ig  az i tt  e m líte tt,  az e le k tro d y n a - 
m ik á ra  nézve n agy  fo n to sság ú  d o lg o za to k k al egy id ő b ő l valók azok a v izs­
g á la to k , m elyek az  e le k tro m o s á ra m o k n a k  a  vezető  a n y ag b ó l álló te s te k ­
b e n  való e lo sz lásán ak  tö rv én y e ire  s  az  e lek tro m o s h a tá r ré te g e k re  v o n a t­
k o zn ak . E zekben  az  egy fe lü le tn ek  e lek tro m o sság g a l való b eb o rításáró l 
szó ló  ism ere tes  th e o re m a  az e le k tro m o to ro s  e rő k re  v o n a tk o zó lag  oly é r t e ­
le m b e n  bővítte tik  ki, hogy  va lam ely  veze tő  fe lü le tén  m in d e n k o r  m e g a d ­
h a tó  az  e le k tro m in d ító  e rő k n ek  o ly an  eloszlása, m e ly  m in d e n  m ás h o z z á ­
ille sz te tt v eze tő b en  u g y an azo k a t az  e lveze te tt á ra m o k a t  ad n á , m in t a  
v eze tő  b e lse jében  te tsző leg esen  e lo sz to tt  e le k tro m in d ító  e rő k  ; és k im u ta tja  
to v á b b á  azt is, h o g y  az  eddigi fe ltevés, m ely  sz e rin t az  e lek trom osság , h a  
egy  vagy több  te s te n  egyensú lyba  h e ly ezk ed ik , a  te s te k  belse jé t te lje sen  
e lh a g y ja  és c sak is a  fe lü le tü k ö n  a lk o t v ég te len  vékony  ré te g e t, csak a d d ig  
e n g e d h e tő  m eg , a  m íg  oly v e ze tő n e k  egyszerű  h a tá rfe lü le té v e l v an  d o l ­
g u n k , m ely  a  sz o m sz éd o s  vezetőket vagy sz igete lőket é r in t i ,  a  n é lk ü l, h o g y  
a  p o ten tig lfü g g v én y  é r té k éb e n  u g rá s  v o ln a  ; az o lyan  e se te k b en  e lle n b en , 
a  m ik o r  két te s t  h a tá r fe lü le té n  a  p o ten tia lfü g g v én y  é r té k é b e n  u g rás v a n , 
h a  te h á t  két veze tő  a  köztük  m ű k ö d ő  g a lv an ik u s  e rő n e k  h a tá sa  a la tt é r in t ­
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k e z i k ,  a  h a t á r f e l ü l e t  m e n t é n  k e t t ő s  e l e k t r o m o s  r é t e g  k é p z ő d i k ; H elm­
holtz k i f e j t i  e n n e k  a  j e l e n t ő s é g é t  a z o n  j e l e n s é g e k  s z e m p o n t j á b ó l ,  m e ­

l y e k  n e d v e s í t ő  f o l y a d é k o k n a k  s z i l á r d  f a l  m e n t é n  v a l ó  f o l y á s a k o r  b e k ö v e t ­

k e z n e k .

K ö z b e n  a z o n b a n  Maxwell n é z e t e i ,  k i  —  m i n t  m á r  e m l í t e t t ü k  —  F ara- 
D A Y - h o z  c s a t l a k o z v a  a  t á v o l b a h a t á s t  a  k ö z b e e s ő  m é d i u m  h a t á s á v a l  h e l y e t ­

t e s í t e t t e ,  d ö n t ő  h a t á s u a k k á  l e t t e k  H elmholtz d o l g o z a t a i r a ;  a z  1 8 8 1 - b e n  

« U e b e r  d i e  a u f  d a s  I n n e r e  m a g n e t i s c h  o d e r  d i e l e k t r i s c h  p o l a r i s i r t e r  K ö r ­

p e r  w i r k e n d e n  K r ä f t e »  c z i m  a l a t t  m e g j e l e n t  v i z s g á l a t á b a n  b e b i z o n y í t j a ,  

h o g y  m e l l ő z v e  m i n d e n  h y p o t h e s i s t  a  m á g n e s i l e g  v a g y  e l e k t r o m o s a n  p o l á ­

r i s é i t  t e s t e k  b e l s e j é r e  v o n a t k o z ó l a g ,  l e h e t s é g e s  a z o k a t  a  t ö m e g m o z d í t ó  

( p o n d e r o m o t o r i k u s )  e r ő k e t  m e g t a l á l n i ,  m e l y e k  a z  i l y e n  t e s t e k  b e l s ő  r é s z e i r e  

h a t n a k .  A  k é r d é s  a n a l y t i k a i  t á r g y a l á s a  o l y  k i f e j e z é s e k h e z  j u t t a t j a ,  m e l y e k ­

b ő l  a  t a v o l b a h a t ó  e r ő k  t e l j e s e n  e l t ű n n e k  é s  a  p o l á r i s é i t  k ö z e g n e k  r e a c t i ó -  

j á v a l  v a n n a k  h e l y e t t e s í t v e ; s  e z z e l  a  F araday-Maxwell-f é l e  n é z e t e k h e z  

j u t o t t ,  a  k ik  a z  s e t h e r t  a  s ú l y o s  a n y a g o k t ó l  ü r e s  t é r b e n  i s  f e s z ü l t s é g e k e t  

t o v a s z á r m a z t a t ó  k ö z e g k é n t  t e k i n t i k  s  a  v e z e t ő k b e n  v é g b e m e n ő  e l e k t r o m o s  

m o z g á s o k b a n  n e m  l á t n a k  e g y e b e t ,  m i n t  a  s z i g e t e l ő k  p o l a r i s a t i ó j á n a k  k e ­

l e t k e z é s é t  é s  m e g s z ű n é s é t .  M é g  s z o r o s a b b a n  c s a t l a k o z i k  Helmholtz e z e k ­

h e z  a  n é z e t e k h e z  a z  1 8 8 2 - b e n  m e g j e l e n t  « U e b e r  a b s o l u t e  M a a s s y s t e m e  

f ü r  e l e k t r i s c h e  u n d  m a g n e t i s c h e  G r ö s s e n «  d o l g o z a t á b a n ;  e b b e n  a  F ara­
day- M A X w E L L -fé le  e l m é l e t e t  e g é s z  h a t á r o z o t t a n  m i n d e n  o l y a n  e l e k t r o d y n a -  

m i k u s  e l m é l e t  f ö l é  e m e l i ,  m e l y  k ö z v e t e t l e n  t á v o l b a h a t á s t  f ö l t é t e l e z ,  m e l y  

h a t á s n a k  i r á n y a  é s  n a g y s á g a  k é t - k é t  e l e k t r o m o s  m e n n y i s é g n e k  a b s o l u t  

v a g y  r e l a t i v  m o z g á s á t ó l  f ü g g ,  m e r t  e z  a z  e l m é l e t  s e m  a z  e n e r g i a  v é g e s s é g é ­
n e k  é s  á l l a n d ó s á g á n a k  e l v é b e ,  s e m  p e d i g  a  h a t á s  é s  v i s s z a h a t á s  e g y e n l ő ­
s é g é n e k  e l v é b e  n e m  ü t k ö z i k  —  é s  h o g y  a z  e l m é l e t e t  c s a k  a  c o n s e r v a t i v  

f o l y a m a t o k r a  f e l é p í t s e  —  e l e i n t e  k i z á r j a  a z o k a t  a  j e l e n s é g e k e t ,  m e l y e k ­

b e n  —  ú g y  m i n t  a  s ú r l ó d á s n á l  —  h ő  f e j l ő d i k ,  é s  e l e k t r o m o s  v a g y  m á g -  

n e s i  e n e r g i a  e l t ű n i k .

Ez a  do lgozat, a  m e ly b e n  ő t a  F araday-tó i ta lá lt té n y e k  a r ra  a  k é rd é s re  
c sá b ítják , vájjon e g y á lta láb a n  lé te z n e k -e  a  távol b a h a tó  erők  s kell-e  ő k e t  
figyelem be v e n n i, m á r  u ta l  a g o n d o la to k n a k  azon  az  e g észe n  új lán c zo la -  
tá ra ,  m ely  a c sa k h a m a r  következő, a  m e c h a n ik a  a la p e lv e ire  nézve oly n a g y  
je le n tő sé g ű  fe lfed ezése it b e n n e  m á r  e lő k ész íte tte . Á m d e  e lő b b  a  leg k ü lö m - 
b ö ző b b  részle tek  to v áb b i á tk u ta tá sa  vo lt szü k ség es , h o g y  a  m e c h a n ik a  
a lap e lv e in ek  tá rg y a lá sa  legyen  k ife jth e tő , m ely a z tá n  a  term észe t ö sszes 
je le n sé g e in e k  tö rv é n y e it  m ag áb an  fog la lja  s a zé rt is  H elmholtz 1 8 8 2 -b e n  
«U eb er d ie T h e rm o d y n a m ik  c h e m isc h e r  V orgänge» c z ím ű  é rte k ez é séb e n  
a z  e lm éle ti c h e m ia  fe lé  fo rdu l, a  m id ő n  a  m e c h a n ik a i  hő e lm éle t a la p ­
té te le it  a  ch em ia i fo ly am ato k ra  a lk a lm a zz a  és m á ris  h a tá ro zo ttan  e n g e d i
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fe lism e rn i a  m ec h an ik a i a la p e lv e k  á lta lán o síto tt felfogását, m e ly  i t t  m ég 
te ljesen  p h y s ik a i m ezb en  je le n ik  m eg.

M inthogy  a  sú rló d á sn á l e lv esző  m e c h a n ik a i en erg iáb ó l h ő  k e le tk ez ik , 
és a  m e c h a n ik a i  en e rg ia  g y a rap o d á sa  h ő v esz te ség g el j á r ; m in th o g y  
to v áb b á  az  e lv esze tt és n y e r t  e n e rg ián a k  a  m e n n y isé g e  a rá n y o s  a  n y e rt, 
ill. e lv e sze tt h ő  m en n y iség év e l, a  h ő  az e n e rg ia  eg y  n em én ek  volt te k in th e tő , 
m i az tán  a h h o z  a  fe ltevéshez  v eze te tt, hogy a  m eleg  test m in d e n  egyes 
részecskéje  á lla n d ó a n  és p e d ig  folyvást változó  irá n y b a n  m ozog, oly g y o r­
san , hogy a  te s tb e n  elfoglalt h e ly e  csak kevéssé , vagy e g y á lta lá b a n  nem  
változik . D e  h a  tényleg  így á ll a  dolog, a k k o r  a  m eleg  tes t e n e rg iá já n a k  
egy része  sz ü k sé g k ép e n  a  k in e tik a i  e n e rg ia  a la k já v a l bír, és így a z  en erg ia , 
m in th o g y  a n n a k  m in d en  fa ja  h ő v é  a lak íth a tó  á t,  hő  a lak jáb an  le sz  m é r ­
h e tő . Á m d e  az  e n erg ia  m e g m a ra d á sá n a k  e lv e  n e m  nyújt fe lv ilág o sítás t 
a r ra  nézv e , v á jjo n  a  m u n k a  h a tá r  n é lk ü l a la k íth a tó -e  á t hővé é s  ez  u tó b b i 
h a tá r  n é lk ü l m u n k áv á , és h o g y  m in t áll a  d o lo g  a  többi tö m é rd e k  te r ­
m észe ti e rő  e se té b en . M in d e n ek e lő tt e rre  a  g y ak o rla ti és e lm é le ti  te k in ­
te tb e n  e g y a rá n t fon tos p o n tra  fo rd íto tta  figy e lm ét H elm holtz , m id ő n  m e g ­
vizsgálja, h o g y  a  g a lv á n e le m e k b e n  v ég b em en ő  c h e m ia i fo ly am ato k b ó l fej­
lődő  h ő n e k  h á n y ad ré sz e  a d ó d ik  vissza á ram  m u n k á ja  a lak jáb an , é s  k ü lö m - 
böző ra n g fo k o z a to k b a  re n d e z i az  en erg ia  fo rm á it ,  a  szerin t, a  m in t  tö b b é  
vagy k e v ésb b é  tö k é le te sen  a la k íth a tó k  á t m e c h a n ik a i  m un k áv á . A  c h e m ia i 
fo lyam atok  m u n k a é r té k é re  v o n a tk o z ó  eddig i v izsg á la to k  jó fo rm á n  k izá ró ­
lag  csak is a  vegyü le tek  k e le tk e z é se  és o ld ása  k ö z b e n  fejlődő vag y  e ltű n ő  
h ő m e n n y isé g e k re  v o n a tk o z tak , h o lo tt  a  leg tö b b  c h e m ia i  á ta la k u lá s  a  te s ­
tek  h a lm a z á lla p o tá n a k  és s ű rű s é g é n e k  v á lto zásáv a l jár, és ez u tó b b ia k  is 
vagy hő, vagy ped ig  m ásfé le  m u n k a  a la k já b a n  en erg iá t fo g y asz tan ak . 
M in thogy  p e d ig  a  leg tö b b  c h e m ia i  fo lyam at k ö z b en  az o lvadás, p á ro lg ás 
vagy m ás ily en fé le  változás ré v é n  a  k ö rn y e z e tte l  h ő k icse ré lő d és  m egy  
végbe, úgy az  e zek n ek  m eg fe le lő  m u n k a e g y e n é r té k  u tá n  is kell f ü r k é s z n i ; 
és h a  to v áb b á  m ég  azt is m eg g o n d o lju k , h o g y  a  chem iai e rő k  n e m c sa k  
h ő t, h a n e m  az  en erg ián a k  m á s  fa ja it is lé tre h o z h a tjá k , a n é lk ü l  ho g y  a 
h a tá sb a n  rész tv ev ő  tes tek  h ő m é rs é k le té b e n  a  te ljes ítm én y  n a g y sá g á n a k  
m egfe le lő  v á lto zásn ak  k e llen e  m u ta tk o zn ia , szü k ség esn ek  lá tsz ik , ho g y  a 
c h em ia i fo ly am ato k  e se téb en  is  m eg  kell k ü lö m b ö z te tn i a  v eg y ro k o n ság i 
e rők  azon  ré sz é t,  m ely a m u n k a  m ás  fo rm áiv á  sz a b ad o n  á tv á lto z h a t attó l, 
m ely  csakis h ő v é  a la k u lh a t á t.  A z  e n e rg ián a k  e z t  a  két ré szé t H e lm h o lt z  

szab ad  és k ö tö tt  en e rg ián a k  n e v é v e l jelö li m eg  é s  az t találja, h o g y  a  r e n d ­
sz e rn e k  n y u g v ó  á llap o táb an , á lla n d ó a n  e g y en le te se n  ta rto tt h ő m é rs é k le t  
m e lle tt  ö n m a g u k tó l m eg in d u ló  é s  külső  m u n k a e rő  segítsége n é lk ü l  to v á b b ­
h a la d ó  c h e m ia i fo lyam atok c sa k  oly irá n y b a n  m e h e tn e k  v é g b e , h o g y  a  
szab ad  e n e rg ia  fogyjon, hogy t e h á t  —  feltéve, h o g y  a  m ech an ik a i h ő e lm é le t
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té te le i k o r lá t la n u l  é rv é n y e se k  —  a sz a b a d  en erg ián a k  é r té k e i  d ö n ten ek  a  
fe le tt, h o g y  m ely i rá n y b a n  lép h e t m ű k ö d é s b e  a  ch em ia i ro k o n sá g , a  m in é l 
en n ek  k iszám ítása  sz a b á ly  sze rin t c sa k is  a z  olyan v á lto z áso k n á l eszközöl­
he tő , a  m e ly ek  a th e rm o d y n a m ik a  é r te lm é b e n  tö k éle tesen  m eg fo rd íth a to k . 
Az a  k é rd é s , hogy a  v íz b o n tá sn á l k e le tk ező  gázo k  lap p a n g ó  h ő jé n e k  van -e , 
s  h a  v an , m ily  k ö rü lm é n y e k  között van  h a tá s a  a  g a lv á n e le m e k  e lek trom - 
in d ító  e re jé re ,  Helmholtz-oI a  szabad c h e m ia i  energ ia  fo g a lm áh o z  v e z e ti ; 
de  hogy  e z t  a  fogalm at é rték esíth esse , m in d e n e k e lő tt  a  th e rm o d y n a m ik a !  
a la p té te le k  analy tika i á ta la k ítá sá ra  vo lt szü k ség e . A p o te n tiá l is  en erg ia  
fo g a lm án ak  eddigi a lk a lm a zá sá b an  a  h ő m é rs é k le tn e k  v á lto z ása  re n d sze rin t 
n e m  v é te te t t  te k in te tb e , m e r t  vagy az  e rő k , a  m e ly ek n ek  m u n k a é r té k e  
sz á m ítta to tt, a  h ő m é rsé k le ttő l  eg y álta láb an  n e m  fü g g en ek , m in t  pl. a  g ra - 
v i ta t io ; vagy  pedig m iv e l a  h ő m érsék le t a  vizsgálat a lá  v o n t fo lyam atok 
közben á lla n d ó n ak , vagy bizonyos m e c h a n ik a i  változások  fü g g v én y ek én t 
volt te k in th e tő ,  a  m in t  p l. a  h a n g te r je d é s  a  gáz sű rű s é g é n e k  függvénye 
g y a n án t v e h e tő . De h a  p l. az  u tóbbi e s e tb e n  a  sű rű ség  fü g g v én y e  u gyan  
a  h ő m érsék le tn e k , úgy  m é g is  m indegy ik  p o ten tia l é r té k é b e n  e lőfordu ló  
te tsző leg es á llan d ó  m in d e n  egyes h ő m é rs é k le tre  nézve k ü lö n  m eg volt 
h a tá ro z a n d ó  és az egyik h ő m érsék le trő l a  m ás ik ra  való á tm e n e t  n em  volt 
eszközö lhető .

Helmholtz m ár m o st m eg m u ta tta , h o g y  a  th e rm o d y n a m ik a i egyenletek  
e lőá llításáh o z  csakis a  h ő m é rs é k le t  fü g g v é n y e k é n t te lje sen  m eg h a tá ro z o tt 
u . n. ergalnak d ifferen tia lh án y ad o sai s z ü k sé g e k , m ely m e n n y is é g  —  t. i. az  
ergal —  m in d e n  á llan d ó  h ő m érsék le t a la t t  végbem enő  á ta la k u lá so k n á l a  
p o ten tiá lis  en e rg ián a k  é r té k é t  adja, s a  m e ly e t  ő szab ad  e n e rg ia k é n t  je lö l 
m eg, ú g y  h o g y  ha  az ö ssz e s  energia  és a z  e rg a l  közötti k ü lö m b sé g  kö tö tt 
e n e rg iá n a k  nevezte tik , ez  u tó b b it  a h ő fo k k a l osztván, a  m á r  e lő b b  beveze­
te t t  e n tró p iá t  nyerjük . H o g y  aztán azt, a  m it  a  m e c h a n ik a  ed d ig  eleven 
e rő n ek  vag y  actualis  e n e rg iá n a k  n e v e z e tt ,  világosan m e g k ü lö m b ö z te sse  
a  h ő n ek  m u n k a e g y e n é r té k e itő l —  a h ő t  sz in té n  e lev en  e rő , és p e d ig  
a m o le k u lák  lá th a ta tla n  m o zg ásán ak  e le v e n  e re je  g y a n á n t fogva  fel —  a z  
első t rendezett mozgás eleven e re jén e k  m o n d ja , r e n d e z e t t  m ozgás a la tt 
o lyat é r tv é n , m elynél a  m o zg ó  töm eg se b e s s é g i  összetevői a  té rb e li  co o r-  
d in a ták  d iffe re n tiá lh a tó  függvényeinek  v e h e tő k  ; a  nem rendezett mozgás 
e lle n b en  o ly an , a  m e ly n é l  m inden  e g y e s  részecske  m o z g á sá n a k  (m in t 
pl. a  h ő b e li  m ozgásnál) n e m  kell h a s o n ló n a k  len n ie  a  szom szédok 
m ozgásához, m ely te h á t a  re n d e lk e z é sü n k re  á lló  a rán y lag  d u r v a  segédesz­
közökkel a  m u n k á n a k  m á s  form ájává s z a b a d o n  á t n e m  a la k íth a tó , úgy 
hogy Helmholtz ez é r te le m b e n  az e n tró p iá n a k  a nag y ság át a  re n d e tle n sé g  
m é r té k é ü l veh eti. E zek  a  m e g k ü lö m b ö z te té se k  H e l m h o l t z  to v áb b i dolgo­
z a ta ira  n é z v e  a lapvető  fon tosságúak . H a  m á r  m ost az  á lla n d ó  entrópiái
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m e lle tt  v ég b em en ő  á llap o tv á lto zás  a d ia b a tik u sn a k  n e v e z te tik , úgy az 
e n tró p ia  az a d ia b a tik u s  fo ly am atn á l a  s z a b a d  en erg ia  r o v á s á ra  keletkező 
h ő re  vona tk o zó lag  c a p a c itá sn a k  te k in th e tő  ; m in d e n  o ly an  á llap o tv á lto zás­
n á l, a  m ely  a la tt a  hő fo k  á llan d ó , m u n k a  c sak is  a  szabad  e n e rg ia  rovására  
vég ez te tik , a  k ö tö tt p e d ig  ez  a la tt a  ki- vag y  belépő hő ro v á sá ra  változik. 
E zen  e red m én y e k  ö sszefog lalásábó l k ite tsz ik , hogy m in d e n  k ü lső  m u n k a  
a  sz a b ad  e n e rg ia  ro v á sá ra  végezte tik , m in d e n  h ők iadás a  k ö tö tt  rovására, 
és v é g ü l m in d e n  h ő m é rsé k le te m e lk e d é sn é l a  re n d sze rb e n  a  sz a b a d  energ ia  
a d o tt  m en n y isé g e  k ö tö tt  e n e rg iáb a  m eg y  á t és ebből H e l m h o l t z  az e n e r ­
g iá n a k  a  vegyületek  ke le tk ezésév e l és b o m lá sá v a l járó  fe jle sz té sé re  és k ö té ­
sé re  v onatkozó lag  oly e re d m é n y e k e t v e z e te tt  le, m elyeket a  g a lv án  e lem e­
k en  te t t  m egfigyelések  m eg e rő síten e k .

É le té n e k  u to lsó  tíz é v éb e n , 1884— 1 8 9 4 -b e n , H e l m h o l t z  a  m e c h an ik á ­
n a k  a la p e lv e ire  v o n a tk o zó  nag y  d o lg o za ta ih o z  f o r d u l ; e z e k b e n  értékesíti 
m in d a z o k a t az e lm é le ti k ö v e tk e z te té se k e t, a  m ely ek et a  p h y sik a  és a  
p h y sio lo g ia  m in d e n  ré sz e ire  k ite rjed ő  k u ta tá sa in a k  h o s s z ú , fá rada lm as 
ú t já n  összegyűjtö tt.

A  m e c h a n i k a  p r i n c í p i u m a i ,  a  d ’A LEM BER'r-féle e lv , a  s ú l y p o n t  m o z g á s á -  

n e k  a  tö r v é n y e ,  a  f e l ü l e t e k  e lv e , a z  e l e v e n  e r ő  m e g m a r a d á s á n a k  e lv e  é s  

a  l e g k i s e b b  h a t á s  e lv e  m i n d  a  N EW TO N -féle e rő k  é s  s z i l á r d  k a p c s o la to k  

f e l t é t e l e z é s e  m e l l e t t  b e b i z o n y í t t a t t a k .  Á m d e  a  m e g f ig y e lé s  k é s ő b b  m e g ­

m u t a t t a  a z t ,  h o g y  a z  íg y  l e s z á r m a z t a t o t t  t é t e l e k n e k  a  t e r m é s z e t b e n  jó v a l  

á l t a l á n o s a b b  é r v é n y e s s é g  t u l a j d o n í t h a t ó ,  m i n t  a z  a  b i z o n y í t á s b ó l  k ö v e t ­

k e z e t t ,  s  e z  g y a n í t a n i  e n g e d t e  a z t ,  h o g y  a  N E W T on-fé le  c o n s e r v a t i v  v o n z ó ­

e r ő k  b i z o n y o s  á l t a l á n o s  t u l a j d o n s á g a i  a z  ö s s z e s  t e r m é s z e t i  e r ő k e t  m e g i l l e ­

t ik ,  m á s r é s z t  a z o n b a n  k é t s é g e s s é  v á l t ,  h o g y  p l .  a  h a t á s -  é s  v is s z a h a tá s  

e g y e n l ő s é g é n e k  e lv e  á l t a l á n o s a n  j o g o s u l t - e ,  s  a z  o ly a n  m e g f o n to l á s o k ,  a  

m i n ő k r e  r á m u t a t t u n k ,  a h h o z  a  f e l t e v é s h e z  v e z e t te k ,  h o g y  a  t á v o lb a h a t á s  

e g y  l á t h a t a t l a n  m é d i u m b a n  f o ly t o n o s a n  e lo s z lo t t  d y n a m i k u s  h a t á s o k n a k  

t u l a j d o n í t t a s s é k ,  é s  íg y  e g y  o ly a n  h a t á s m ó d  t é t e l e z t e s s é k  f e l ,  a  m in ő n e k  

a n a l o g o n j á t  a z  e r ő n e k  r ú g ó ,  v a g y  p e d i g  k ö t é l  r é v é n  v a ló  á t v i t e l é b e n  l á t ­

j u k .  De m iv e l  a  p h y s i k á n a k  a z  a  f e l a d a t a ,  h o g y  a  t e r m é s z e t  j e l e n s é g e i t  a  

m e c h a n i k a  e g y s z e r ű  t ö r v é n y e i r e  v i s s z a v e z e s s e ,  m i n d e n e k e l ő t t  a z  a  f o n to s  

k é r d é s  t á m a d t ,  h o g y  m i  m ó d o n  é p ü l  m a g a  a  m e c h a n i k a  a  l e g e g y s z e r ű b ­

b e n ,  é s  m e ly e k  —  H e r t z  s z a v a i  s z e r i n t  —  a z  ő  v é g s ő  é s  le g e g y s z e r ű b b  

tö r v é n y e i ,  m e l y e k n e k  m i n d e n  t e r m é s z e t e s  m o z g á s  h ó d o l ,  m e l y  k iz á r  m i n ­

d e n  o ly a n  m o z g á s t ,  m e l y  a  m a i  t a p a s z t a l a t u n k  á l l á s p o n t j á b ó l  t e k in tv e  a  

t e r m é s z e t b e n  n e m  f o r d u l h a t  e lő ,  é s  a  m e ly e k b ő l ,  m i n t  a  m e c h a n i k a  

t u l a j d o n k é p e n i  p r i n c í p i u m a i b ó l  —  m i n d e n  to v á b b i  h i v a t k o z á s  n é lk ü l  a  

t a p a s z t a l a t r a  -—  a z  e g é s z  m e c h a n i k a  t i s z t á n  d e d u c t iv  ú t o n  k i f e j th e tő .

HELMHOLTznak a z  e n e r g i a  m e g m a r a d á s á r a  v o n a tk o z ó  ú t t ö r ő  v iz s g á la tá ig ,



HELMHOLTZ VIZSGÁLATAI. 371

a  m e c h a n i k a ,  m i n t  m á r  k i e m e l t ü k  v o lt,  G A L iL E inek a  tö m e g e k  t é t l e n s é g é r e  

v o n a tk o z ó  n é z e t e  s  N e w t o n  h á r o m  m o z g á s i  t ö r v é n y e  a l a p j á n  f e j l ő d ö t t ; 

á m d e  a  m i k o r  m e g k í s é r t e t t é k  a z t ,  h o g y  a  m e c h a n i k á n a k  e g é s z  é p ü l e t é t  

e z e n  a z  a l a p o n  r e n d s z e r e s e n  é s  s z ig o r ú a n  f e l é p í t s é k ,  c s a k h a m a r  é s z r e ­

v e t t é k ,  h o g y  a  m e c h a n i k a i  f o g a l m a k  d e f m i t i ó b a n  h o m á ly o s  p o n t o k  v a n ­

n a k ,  h o g y  a  s t a t i k a  e le m i  t ö r v é n y e i n e k  —  p l .  a z  e r ő - p a r a l l e l o g r a m m  

t é t e l é n e k ,  a  v i r t u á l i s  s e b e s s é g e k  e lv é n e k  s tb .  —  b iz o n y í tá s a  n e m  s z i g o r ú ,  

n e m  is  e m l í tv e  a z t ,  h o g y  a  t á v o l b a h a t ó  e rő k ,  a  m o l e k u l á r i s  e r ő k ,  a  e h e m i á i ,  

a  m á g n e s ,  a z  e l e k t r o m o s  e r ő k  e g é s z e n  k i e s n e k  a  k ö z v e t le n  t a p a s z t a l a t  

k ö r é b ő l .

Az e n e rg ia  m e g m a ra d á sá ró l  szó ló  elvnek m e g ta lá lá sa  leh e tő v é  t e t te  az 
e lm é le ti m e c h a n ik a  egységes f e lé p íté s é t ; az e rő  fogalm a h á tté rb e  sz o ru lt,  
a  töm eg  és az  e n e rg ia  pedig  m in t  ad o tt, m e g se m m is íth e te tle n  m e n n y is é ­
g ek  lép tek  fel. A  létező  e n e r g ia  k é t részből ö ssze te ttn ek  m u ta tk o z o tt ,  a 
m ely ek  közöl az  egyik, a  k in e t ik a i  energ ia, m in d e n  e se tb en  te l je s e n  egy­
fo rm án  függ  a  m ozgó tö m e g e k  se b e ssé g e itő l; a  m ásodik, t .  i. p o ten - 
tiá lis  en e rg ia  a  tö m egek  v iszo n y lag o s h e ly ze tév e l van m eg h a tá ro z v a , de 
m in d e n  egyes e se tb e n  azok k ü lö n ö s  te rm észe téb ő l kü lön  m eg h a tá ro z a n d ó . 
A z en e rg ia  k ü lö m b ö zö  a la k ja in a k , v a lam in t a z o k n a k  a  fö lté te le k n e k  a 
v izsgálása, m e ly e k  között eg y ik  fo rm ájából a  m á s ik b a  á tm egy , az  egész  
physika  és c h e m ia  ta r ta lm á t k itö ltö tte . Hogy m á r  m o st a  je le n sé g e k  le fo ­
ly ásá t az idő  fü g g v én y ek én t m eg á lla p ítsa , H e l m h o l t z  n em  a m o zg ási e g y e n ­
le te k e t veszi a la p u l, hogy a  m e c h a n ik a  á lta lá n o s  e lveit belő lük  lev ezesse , 
m in t  a  h o g y an  edd ig  te tték , m e r t  e végből a  h a tó  e rőkre  s a  p ro b lé m a  
m egszorító  fe lté te le ire  nézve b izo n y o s  fe ltev é se k e t kell ten n i, m e ly e k  az 
a lap e lv ek k el e lő tü n te te t t  m o zg á so k n a k  nagy é s  so k a t átölelő k a te g ó r iá i t  
k ire k e sz te n é k ; e llenkező leg , a z  a lapelvek  eg y ik éb ő l in d u l ki, s  ez  leh e tő v é  
teszi a  le h e tsé g e s  e rők  m in d e n  fa jtá ja  között a  v o n a tk o záso k  egész  s o rá n a k  
a  leveze tését, m e ly ek  az e lő b b i fö lté te lek  m e lle tt  h iányozták , h o lo t t  a  t e r ­
m észe tb e n  m e g v a n n a k . Ez az  e lv  a  legkisebb hatás elve.

Ez a tá rg y  ta r ta lm a  a z o k n a k  a  d o lg o za to k n ak , m elyeket H e l m h o l t z  

«U eber d ie  p h y sik a lisch e  B e d e u tu n g  des P r in c ip s  d e r k le in s te n  W ir ­
kung«  és « Z u r G esch ich te  d e s  P rin c ip s  d e r  k le in s te n  A ction» cz im ek  
a la tt  1886. é s  1887 . években  k ö zzé te tt, és a  m e ly e k  H e r t z  v é le m é n y e  sze ­
r in t  m o s ta n á b a n  a  physika le g n a g y o b b  h a lad ásá t tü n te t ik  elő.

H a L e ib n it z  s z e r in t  a  m ozgó  tö m e g  té tlen ség é b ő l folyó h a tá sn a k  q u a n ­
tita tiv  m é r té k é t  úgy  d e fin iá lju k , m in t  a tö m eg , az  ú thossz  és a  se b e ssé g  
szo rza tá t, vagy p e d ig  m in t az  e le v e n  erőből s az  id ő b ő l a lk o to tt s z o rz a to t :  
úgy  a  leg k iseb b  h a tá s  elve a z t k ö vete li, hogy az  ö ssze s  ha tás a d o tt  k e zd e ti 
he ly ze tb ő l a d o tt  véghelyzetbe v a ló  á tm en e te ire  n é zv e  h a tá ré r té k  leg y en , 
m ik ö zb en  a  v a ria tio  az által jö n  lé tre ,  hogy a  te s tre n d sz e rn e k  az  á tm e n e t ­

2 4 *
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k ö z b e n  e l f o g la l t  e g y e s  h e l y z e t e in e k  c o o r d i n a t á i t ,  d e  e z z e l  e g y id e jű le g  a z  

i d ő t  is  v a r i á l j u k ,  é s  p e d ig  ú g y ,  h o g y  a  r e n d s z e r  e n e r g i á j á n a k  m e g le v ő  

ö s s z e g e  v á l to z á s t  n e  s z e n v e d je n .  E z  a z  u t ó b b i  k ö v e t e l m é n y  v a g y  a k k é n t  t e l ­

j e s í t h e t ő ,  h o g y  m e g k ö v e t e l j ü k ,  h o g y  a z  e n e r g i á n a k  c s u p á n  c s a k  a  n e m  v a r i á l t  

m o z g á s b a n  m e g le v ő  ö s s z e g e  n e  v á l t o z z o n ,  a  n é lk ü l ,  h o g y  e n n e k  a z  ö s s z e g ­

n e k  n a g y s á g a  e l ő  v o ln a  írv a ,  m e l y  e s e t l e g  a  n o r m á l i s  m o z g á s  f o l y a m á n  

e g y é b k é n t  v á l t o z á s t  s z e n v e d h e t  —  L a g r ange  é s  H a m il t o n  íg y  t á r g y a l t á k  a  

p r o b l é m á t  — ; v a g y  p e d i g  h a  m e g k ö v e t e l t e t i k  —  a  m i n t  e z t  J aco bi t e t t e ,  

a  k i  f e l t é t e l e z t e ,  h o g y  a  p o t e n t i á l i s  e n e r g i a  a z  i d ő t ő l  f ü g g e t l e n  —  h o g y  a z  

e n e r g i á n a k  ö s s z e g e  e g y  m e g s z a b o t t  é r t é k e t  m e g t a r t s o n ,  m e ly  e s e t b e n  a z  

a  v o n a tk o z á s  f e l h a s z n á l h a t ó  a r r a ,  h o g y  a z  id ő  i n c r e m e n t u m a  a  h a t á s b ó l  

k i k ü s z ö b ö l t e s s é k .  J a c o b i m e g s z o r í t ó  f e l t é t e l e  e g y  t e l j e s e n  i s m e r t  é s  m a g á b a  

z á r t  t e s t r e n d s z e r r e  p h y s ik a i la g  m i n d e n k o r  é r v é n y e s n e k  v e h e tő ,  m í g  a  

LAGRANGE-HAMiLTON-féle a la k  a  m o z g á s i  e g y e n le te k  l e t á r g y a l á s á t  a  n e m  t e l ­

j e s e n  z á r t  r e n d s z e r e k r e  n é z v e  i s  m e g e n g e d i ,  a  m e l y e k r e  v á l to z ó ,  d e  a  

m o z g ó  r e n d s z e r  v i s s z a h a t á s á tó l  f ü g g e t l e n e k n e k  t e k i n t h e t ő ,  k ü ls ő  b e f o ly á s o k  

h a t n a k .

H am ilton , m e g t a r t v a  a  L a g r a n g e - f é le  f e l t é te le k e t ,  a  l e g k i s e b b  h a t á s  e l v é ­

n e k  m é g  e g y  m á s  a l a k o t  is  a d o t t ,  a  m e ly e t  H a m il t o n - f é le  e lv n e k  s z o k á s  

n e v e z n i ;  h a  u g y a n i s  a  HAM iLTON-féle a l a p f ü g g v é n y t  m i n t  a  r e n d s z e r  

p o t e n t i á l i s  e n e r g i á j á n a k  é s  e l e v e n  e r e j é n e k  k ü l ö m b s é g é t  d e f in iá l ju k ,  ú g y  

a  HAMiLTON-féle e lv  a z t  m o n d j a ,  h o g y  a z  a l a p f ü g g v é n y n e k  e g y e n lő  i d ő -  

e l e m e k r e  k i s z á m í t o t t  n e g a t iv  k ö z é p é r t é k e  a  v é g h e l y z e t e k  k ö z ö tt i  n o r m á l i s  

m o z g á s n á l  h a t á r é r t é k k é  v á lik .

D e L a g r a n g e , H am ilton  é s  J a c o b i  a  M A U PERTuis-től (1744) e r e d ő ,  d e  

t ő l e  s e m m i k é p e n  m e g  n e m  o k o l t  e l v e t  e le in te  c s a k  a  NEW TON-féle t ö r v é ­

n y e k  p h y s ik a i  f e l t é t e l e z é s e  m e l l e t t  b i z o n y í to t t á k  b e  é s  l e s z á r m a z t a t t á k  

b e l ő l e  e g y  a n y a g i  r e n d s z e r  p o n t j a i n a k  m o z g á s á t ,  m e l y  r e n d s z e r r e  n é z v e  

m e g s z o r í t ó  f e l t é t e l  g y a n á n t  c s a k  a  p o n t j a in a k  s z i l á r d  k a p c s o la t a  v é t e t e t t  

f e l ,  é s  p e d ig  a v v a l  a  h a t á r o z o t t  k i k ö t é s s e l ,  h o g y  a z  e n e r g i a  á l l a n d ó s á g á n a k  

e lv e  é r v é n y e s .  M i u t á n  a z o n b a n  H elm h o ltz  a z t  t a l á l t a ,  h o g y  a z  e n e r g i a  

á l l a n d ó s á g á n a k  e lv e  á l t a l á n o s  é r v é n y ű ,  e z  u t ó b b i  k ik ö té s  m á r  n e m  v o l t  

t o v á b b i  m e g s z o r í t á s ,  h a  c s a k  a  v i z s g á l a t  a lá  v e t t  f o l y a m a t r a  n é z v e  i s m e r e ­

t e s e k  m i n d a z o k  a z  a la k o k ,  a  m e l y e k b e n  a z  e n e r g i a  e g y e n é r t é k e i  f e l l é p ­

h e t n e k .  íg y  m o s t  m á r  c s a k  a z  a  k é r d é s  v o lt  m é g  e l d ö n t e n d ő ,  v á j jo n  m á s ­

f é l e  p h y s ik a i  f o l y a m a t o k ,  a  m e l y e k e t  n e m  l e h e t  e g y s z e r ű e n  a  m é r l e g e l ­

h e t ő  tö m e g e k  m o z g á s á r a  é s  a  N EW TO N -féle t ö r v é n y e k r e  v is s z a v e z e tn i ,  d e  a  

m e l y e k b e n  e n e r g i a - m e n n y i s é g e k  m é g i s  é r v é n y e s ü l n e k ,  s z i n t é n  a  l e g k i s e b b  

h a t á s  e lv e  a l á  v o n h a t ó k - e ,  v a g y  p e d i g  n e m .

A  m i n t  e l ő b b  a  h ő b e l i  e r ő k e t  a  k ö z v e t le n ü l  é s z l e l h e t ő  a n y a g o k  r e j t e t t  

m o z g á s a i r a  v i s s z a v e z e t t é k ,  é s  a m i n t  M axw ell  a z  e l e k t r o d y n a m i k u s  e r ő k ­



HELMHOLTZ VIZSGÁLATAI. 3 7 3

b e n  r e j t e t t  t ö m e g e k  m o z g á s á n a k  a  h a t á s á t  f e l i s m e r t e ,  é p p e n  ú g y  k ív á n ta  

H e lm h o lt z  a z  i l y e n  r e j t e t t  t ö m e g e k  m o z g á s á t  é s  e n e r g i á j á t  a  p h y s ik a i  p r o ­

b l é m á k  t á r g y a l á s á b a  á l t a l á n o s a n  b e v e z e tn i ,  m e r t  a  d o lg o k  m ö g ö t t  r e j tő z ő  

l á t h a t a t l a n  v a l a m i b e n  i s m é t  c s a k  t ö m e g e t  é s  m o z g á s t  l á t o t t ,  a  m e ly e k r ő l  

c s u p á n  c s a k  a  m i  é r z é k e i n k  k o r l á t o l t  v o l ta  m i a t t  n e m  b í r u n k  k ö z v e t le n ü l  

t u d o m á s t  s z e r e z n i .  É s  íg y  a z  ö s s z e s  m o z g á s  e lő á l l í t á s á r a  a  HAMiLTON-féle 

e lv e t  v á l a s z t o t t a ,  m e ly  m e g e n g e d i ,  h o g y  a r r a  a  m e c h a n i k a i  r e n d s z e r r e ,  

m e l y n e k  b e l s ő  e r ő i  a  r e n d s z e r  l á t h a t ó  c o o r d i n a t á i n a k  e r ő f ü g g v é n y é b ö l  

k é p e z e t t ,  a z  id ő tő l  f ü g g e t l e n  d i í f e r e n t i a l h á n y a d o s a i v a l  e l ő t ü n t e t h e t ő k ,  m é g  

k ü ls ő ,  a z  i d ő t ő l  f ü g g ő  e r ő k  i s  h a s s a n a k ,  m e ly e k n e k  m u n k á j a  k ü lö n  k i ­

s z á m í t h a t ó ,  m e ly e k  t e h á t  n e m  t a r to z n a k  a  c o n s e r v a t iv  m o z g a t ó  e r ő k h ö z ,  

h a n e m  m á s f é l e  p h y s ik a i  f o l y a m a t o k t ó l  f ü g g n e k .

M in th o g y  p e d ig  a  m o z g ó  r e n d s z e r n e k  k i f e lé  i r á n y u l ó  e r ő i ,  m i n t  m á r  

L a g r a n g e  m e g m u t a t t a ,  a z  a l a p f ü g g v é n y n y e l  k i f e je z h e tő k ,  H e l m h o l t z  kineti­
kai poten fiáinak n e v e z i  é s  e k k é n t  a  l e g k i s e b b  h a t á s  e lv é v e l  a  m i n d e n  e g y e s  

p h y s ik a i  j e l e n s é g  l e f o l y á s á r a  e g y f o r m á n  é r v é n y e s  á l t a l á n o s  t u l a j d o n s á g o t  

m o n d a t j a  k i ,  h o g y  a  k i n e t i k a i  p o t e n t i á l n a k  e g y e n lő  i d ő k ö z ö k r e  k is z á m í­

t o t t  n e g a t i v  k ö z é p é r t é k e  a  r e n d s z e r  t é n y l e g e s  m o z g á s á n a k  a z  ú t j á n  m i n i ­

m u m ,  v a g y  n a g y o b b  ú t h o s s z á k r a  n é z v e  m i n d e n  m á s  s z o m s z é d o s  ú t t a l  

- ö s s z e h a s o n l í t v a ,  m e ly  e g y e n l ő  id ő  a l a t t  v e z e t  á t  a  k e z d e t i  h e ly z e tb ő l  a  

v é g h e l y z e tb e ,  m i n d e n e s e t r e  h a t á r é r t é k .  A k in e t ik a i  p o t e n t i a l  a  n y u g a lo m  

e s e t é b e n  a  p o t e n t i á l i s  e n e r g i a  é r t é k é b e  m e g y  á t ,  é s  e k k o r  a  H am ilton- cI v 

a z t  m u t a t j a ,  h o g y  a z  e g y e n s ú l y  e s e t é r e  a  p o t e n t i á l i s  e n e r g i a  m in im u m .  

A  m é r l e g e l h e t ő  a n y a g ú  r e n d s z e r e k r e  n é z v e  i s m e r e t e s  v o l t  m á r ,  h o g y  a z  

e s e t b e n ,  h a  e g y e s  c o o r d i n a t á k  c s a k  a  d i f f e r e n t i á l h á n y a d o s a i k  r é v é n  j u t n a k  

a z  a la p f ü g g v é n y  é r t é k é b e ,  é s  h a  a  m e g f e l e lő  e r ő k  z é r u s s a l  e g y e n lő k ,  a  

LAGRANGE-féle k i f e je z é s  a  t ö b b i  c o o r d i n a l á k o n  m ű k ö d ő  e r ő k r e  a n a ly t ik a i -  

l a g ,  é p p e n  ú g y  m i n t  a z  á l t a l á n o s  e s e t b e n  e g y  t r a n s f o r m á l t  a la p f ü g g v é n y  

u g y a n a z o n  f ü g g v é n y e k é n t  t ű n i k  e lő , m e l y  a  c o o r d in a t á k  d e r i v á l t j a i t  n e m  

ú g y ,  m i n t  e lő b b ,  c s a k  a  m á s o d i k  d i m e n s i ó b a n ,  h a n e m  a z  e l s ő b e n  t a r t a l ­

m a z z a ,  ú g y  t e h á t ,  h o g y  a  k i n e t i k a i  p o t e n t i a l n a k  o ly a n  a l a k j a i  i s  j e l e n tk e z ­

h e t n e k ,  a  m e l y e k b e n  a z  e n e r g i a  k é t  f o r m á j á n a k  k ü l ö n v á l á s a  n e m  i s m e r ­

h e t ő  fe l ,  s ő t  i n k á b b  a  k i n e t i k a i  p o t e n t i a l  a z  á l t a l á n o s  c o o r d i n a t á k  é s  a  

m e g f e le lő  s e b e s s é g e k  v a l a m i l y e n  f ü g g v é n y e  l e h e t .  Ez v e z e t t e  H elm holtz- o í  

a r r a  a  k é r d é s r e ,  h o g y  m i l y e n  a la k o t  s z a b a d  a  p o t e n t i a l f ü g g v é n y n e k  f e l ­

v e n n ie ,  h o g y  a  LAGRANGE-féle a l a k  a  k ü l s ő  e r ő k r e  n é z v e  v á l t o z a t l a n  m a r a d ­

j o n  ; s  m i n d e n e k e l ő t t  a z t  t a l á l t a ,  h o g y  e z  a  k ö v e te lm é n y  te l j e s í t v e  v a n ,  

m i h e l y t  e z t  a z  a l a p f ü g g v é n y t  a  e o o r d i n a t á k b ó l  s  a z  e z e k  i r á n y á b a n  h a tó ,  

a z  id ő  f ü g g v é n y e i k é n t  a d o t t  k ü l s ő  e r ő k b ő l  k é p e z e t t  s z o r z a t o k  ö s s z e g é v e l  

n a g y o b b í t j u k ,  m i n t h o g y  a z  i l y e n  a l a k b a n  k ib ő v í te t t  m i n i m u m - t é t e l  a  

v a r i a t i o  a l a t t  a z  e r ő k r e  i s m é t  a  LAGRANGE-féle k ife je z é s t  a d j a .



3 7 4 KOENIGSBERGER LEO.

A  m o z g á s i  e g y e n l e t e k  L a g r a n g e -íó I e r e d ő  a l a k j á n a k  a z t  a  f o n t o s  t u l a j ­

d o n s á g á t ,  h o g y  a z o k r a  a z  e s e t e k r e  is  a l k a l m a z h a t ó ,  a  h o l  a  m é r l e g e l h e t ő ' 

t ö m e g e k  p o te n t i a l i s  é s  a c t u a l i s  e n e r g i á j a  m e l l e t t  m é g  a  t h e r m i k u s ,  a z  

e l e k t r o d y n a m i k u s  é s  e l e k t r o m a g n e t i k u s  m u n k a e g y e n é r t é k e k  i s  t e k in t e tb e  

j ö n n e k ,  H elm h o ltz  m á r  a z z a l  b i z o n y í t o t t a  b e ,  h o g y  a  m e g f o r d í t h a t ó  h ő ­

f o l y a m a t o k  t ö r v é n y e i t  a  LAGRANGE-féle m o z g á s i  e g y e n le te k ,  t e h á t  a  k in e t ik a i  

p o t e n t i a l  m i n i m u m t é t e l e  a l a k j á b a n  i s  k i f e j e z t e ,  m e ly  a z o n b a n  a  h ő f o k o t ,  

m i n t  a  h ő b e l i  m o z g á s o k  i n t e n z i t á s á n a k  m é r t é k é t  n e m  c s a k  q u a d r a t i k u s  a l a k ­

b a n  t a r t a l m a z z a ,  a  h o g y a n  a  m é r l e g e l h e t ő  r e n d s z e r e k  e l e v e n  e r e j e  a  s e b e s ­

s é g e k e t .  H a  t e h á t  a  l e g k i s e b b  h a t á s  e l v é n e k  h ó d o ló  r e n d s z e r e k  á l t a l á n o s ­

t u l a j d o n s á g a i t  i s m e r n i  a k a r j u k ,  ú g y  a z t  a  fe l te v é s t ,  h o g y  a  s e b e s s é g e k  

c s a k i s  a z  e le v e n  e r ő  é r t é k é b e n ,  é s  p e d i g  m á s o d f o k ú  h o m o g e n  fü g g v é n y  

a l a k j á b a n  f o r d u l n a k  e lő ,  e l  k e l l  e j t e n i  é s  a z  e lv e t  a z z a l  a  f e l t e v é s e k k e l  k e ll  

f e j t e g e t n i ,  h o g y  a z  a l a p f ü g g v é n y  a  c o o r d i n a t á k  é s  a  s e b e s s é g e k  te ts z ő le g e s  

f u n c t i ó j a .  E z e k r e  a z  á l t a l á n o s  e l m é l k e d é s e k r e  a z  i n d í t ó  o k o t  a  k in e t ik a i  

p o t e n t i a l  a m a z  a l a k j á n a k  m e g v iz s g á l á s a  a d t a  HELM HOLTz-nak, m e ly e t  Ma x ­

w e l l  e l e k t r o d y n a m i k a i  e l m é l e t e  m e g k ö v e t e l  é s  a  m e ly b e n  a z  e l e k t r o m o s ­

s á g  s e b e s s é g e i  e g y  m á s o d f o k ú  f ü g g v é n y b e n  f o r d u l n a k  e lő ,  m e l y n e k  e g y ü t t ­

h a t ó i  n e m  le s z n e k  á l l a n d ó k ,  m in t  p l .  a  t ö m e g e k  a  m é r l e g e l h e t ő  a n y a g ú  

r e n d s z e r e k  e le v e n  e r e j é n e k  é r t é k é b e n  ; a z o n k í v ü l  m é g  a  s e b e s s é g e k  l i n e á ­

r i s  f ü g g v é n y e i  is  h o z z á j á r u l n a k ,  m ih e ly t  p e r m a n e n s  m á g n e s e k  l é p n e k  m ű ­

k ö d é s b e .

M in th o g y  p e d ig  l é n y e g ü k b e n  a  f é n y  j e l e n s é g e i  is  m e g m a g y a r á z h a t ó k  

a v v a l  a  h y p o th e s i s s e l ,  h o g y  a z  a e th e r  a  r u g a l m a s ,  s z i l á r d ,  s ú l y o s  a n y a g o k é ­

h o z  h a s o n l ó  t u l a j d o n s á g o k k a l  f e l r u h á z o t t  k ö z e g ,  é s  m i n t h o g y  e z z e l  e g y ü t t  

a  l e g k i s e b b  h a t á s  e lv e  a  f é n y m o z g á s r a  n é z v e  i s  m i n d e n e s e t r e  é r v é n y e s ­

n e k  t e k i n t e n d ő ,  H e l m h o l t z  a  l e g k is e b b  h a t á s  e lv é n e k  é r v é n y e s s é g i  k ö r é t  

m á r  m o s t  i s  m e s s z e  a  s ú l y o s  a n y a g o k  m e c h a n i k á j á n a k  h a t á r á n  t ú l  k i t e r ­

j e s z t v e  l á t j a  é s  n a g y o n  i s  v a ló s z ín ű n e k  t a r t j a ,  h o g y  e z  a z  ö s s z e s  m e g f o r ­

d í t h a t ó  t e r m é s z e t i  f o l y a m a t o k  á l t a l á n o s  tö r v é n y e ,  a  m i  m e l l e t t  a z o n b a n  

m e g f o n t o l a n d ó ,  h o g y  a z  i r r e v e r s i b i l i t á s  n e m  a  d o lo g  l é n y e g e ,  h a n e m  a z o n  

s e g é d e s z k ö z e i n e k  k o r l á t o l t s á g á n  a la p s z ik ,  m e l y e k  n e m  t e s z ik  n e k ü n k  l e h e t ­

s é g e s s é  a z t ,  h o g y  r e n d e z e t l e n  a t o m - m o z g á s o k a t  i s m é t  r e n d e z h e s s ü n k ,  h o g y  

p l .  a z  ö s s z e s ,  h ő m o z g á s b a n  le v ő  a t o m o k  m o z g á s á t  p o n t o s a n  v is s z a fe lé  

f o r d í t s u k .

Á m d e  a  l e g k is e b b  h a t á s  e lv é n e k  á l t a l á n o s  é r v é n y e s s é g e  l é n y e g e s  s e g é d ­

e s z k ö z t  s z o lg á l t a t  a r r a ,  h o g y  a  j e l e n s é g e k  ú j  o s z tá ly a in a k  a  t ö r v é n y e i t  fo r -  

m u l á z h a s s u k ,  a  m e n n y i b e n  a z  ö s sz e s ,  e z e k r e  a  j e l e n s é g e k r e  n é z v e  l é n y e ­

g e s  f e l t é t e l e k e t  e g y e t l e n e g y  m a t h e m a t i k a i  k i f e je z é s b e n  ö s s z e f o g la l j a ;  a  

p h y s ik u i  f o ly a m a to k  m i n d a z o n  e s e te i t ,  a  m e ly e k b e n  a  k i n e t i k a i  p o t e n t i a l  

a  s e b e s s é g e k b e n  l i n e á r i s  t a g o k a t  t a r t a l m a z ,  H elm holtz  a  r e j t e t t  m o z g á s
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•ese te in ek  nevezi. M in d e n ek e lő tt k im u ta tja , hogy a leg k ise h b  h a tá s  elve a 
f e n te b b  a d o tt á lta lá n o s  a la k b an  az e n e rg ia  á lla n d ó sá g á n a k  e lv é t m in d e n ­
k o r  m a g á b a n  fog lalja  é s  a  k in e tik á é  p o te n tia l  é rté k éb ő l az  e n e rg ia  é r té k é t 
k is z á m ítja ; m in th o g y  a z o n b a n  m eg fo rd ítv a  n e m  m in d e n  e se tb e n  é rv én y e ­
sü l a  leg k iseb b  h a tá s  e lve , a  m ik o r az  e n e rg ia  á llan d ó ság a  m ég  m egvan , 
úgy  a  leg k iseb b  h a tá s  e lv e  tö b b e t fejez ki, m in t  az e n e rg ia  á lla n d ó ság á n a k  
e lve  é s  a  szem ü g y re  v e tt  te rm észe ti e rő k n e k  m ég  v a lam ily en  k ü lö n leg es  
tu la jd o n sá g a it  is fog ja  k ife jezn i, m e ly e t az  ő c o n se rv a tiv  e rő -je lleg ö k  m ég  
n e m  a d  m eg. A k in e tik a i p o te n tia l é r té k é n e k  az e n e rg ia  é rték éb ő l való 
le s z á rm a z ta tá sa  ö n k é n y e s  m e n n y isé g e k e t h o z  be, m e ly ek  a  seb esség ek n ek  
-első fokú  h o m o g en  függvényei, és a z é r t  b ír  je len tő ség g e l, m e r t  h a  te ljesen  
ism e re te s  az e n e rg ia  fü ggése  a  c o o rd in a tá k tó l és a  seb esség ek tő l, m o st 
m á r  leh e tség e ssé  vá lik  a  k in e tik a i p o te n tiá lt ,  és vele a  re n d s z e r  m ozgás- 
tö rv é n y e it  is m eg ta lá ln i, és s ik e rü l m e g ta lá ln i a  se b e ssé g re  nézv e  lin e á ris  
tag o k a t, m elyek a re j te t t  m o zg áso k n ak  fe le ln e k  m eg .

H e lm h o lt z , k i f e j t v é n  n é h á n y  á l t a l á n o s  k ö lc s ö n ö s  v o n a t k o z á s t  a  r e n d ­

s z e r n e k  e g y id e jű le g  t ö b b  i r á n y  f e lé  h a t ó  e r ő i ,  g y o r s u l á s a i  é s  s e b e s s é g e i  

k ö z ö t t ,  a  m e ly e k  p l .  a z t  a  t h e r m o d y n a m i k a i  t ö r v é n y t  s z o lg á l t a t j á k ,  h o g y  

h a  a  h ő m é r s é k l e t  e m e l é s e  v a l a m e n n y i  r e n d s z e r  n y o m á s á t  e m e l i ,  a z  ö s s z e ­

n y o m á s  a  h ő m é r s é k l e t  e m e l k e d é s é t  v o n j a  m a g a  u t á n  —  l e g a l á b b  k o r l á to l t  

s z á m ú  c o o r d i n a t á r ó l  b e b iz o n y í t j a ,  h o g y  m e g f o r d í tv a  a  l e g k i s e b b  h a t á s  e lv e  

is  m i n d e n k o r  é r v é n y e s ,  v a l a h á n y s z o r  a z  e r ő k  k ö z ö t t  u g y a n e z e n  k ö lc s ö n ö s  

v o n a t k o z á s o k  f e n n á l l a í i a k .  V é g ü l  m é g  a  HAMiLTON-féle m o z g á s i  e g y e n l e t e k ­

n e k  t e l j e s  é s  r é s z l e t e s  d i f f e r e n t i á l h á n y a d o s a i  v e z e t t e t n e k  l e  a  k in e t ik a i  

p o t e n t i a l  á l t a l á n o s í t o t t  a l a k j a  r é s z é r e  s  e b b ő l  i s m é t  e g y  s o r o z a t a  a  k ö v e t ­

k e z t e t é s e k n e k  a  r e n d s z e r  m e g f o r d í t h a t ó  m o z g á s a i r a ,  v a g y is  o ly a n  m o z g á  

s o k r a  n é z v e ,  a  m e l y e k b e n  a  h e l y z e t e k n e k  a z o n  s o r a ,  m e l y  a z  e lő r e  t a r t ó  

m o z g á s o k n á l  b e f u t t a t o t t ,  a  v is s z a fe lé  t a r t ó  m o z g á s b a n  u g y a n a z  m a r a d ,  

a n é l k ü l ,  h o g y  i d e g e n  e r ő k n e k  k e l l e n e  b e a v a t k o z n i o k  é s  a z  e g y e n l ő  h e ly e k  

m i n d e n  p á r j á r a  n é z v e  a z  id ő k ö z  s z i n t é n  v á l to z a t l a n .

A  leg k iseb b  h a tá s  elve H e lm h o lt z - fé le  á lta lá n o s ítá sá n a k  további a l ­
k a lm a zá sa ira  a z o n n a l rá té rü n k , és csak  a z t k ívánom  m eg jeg y ezn i, hogy 
H e r t z  ez t az e lvet egy  m ás , á lta lá n o sa n  érv én y es tö rv én y re  kívánja a la ­
p íta n i, m ely  m in d e n  re n d s z e r  m o zg ásá t k ö zv etlen ü l le írja , és a  m ely  az t 
m o n d ja , hogy h a  a  r e n d s z e r  összekötő  k a p cso la ta i egy p i lla n a tra  m e g b o n t­
h a to k  len n é n e k , a k k o r  töm eg e i e g y en e s  v o n a lú , e g y en le te s  m ozgásokkal 
sz é tszó ró d n á n ak , d e  m in th o g y  az ily en  fe lb o m lás  le h e te t le n , e h h ez  a  m o z ­
g á sh o z , m ely re  m in te g y  tö re k e d n e k , le g a lá b b  o lyan  közel m a ra d n a k , a  
m e n n y ire  csak leh e tség e s .

A m ozgások  tu la jd o n sá g a in a k  a  leg k ise b b  h a tá s  e lvébő l való leszá rm az ­
ta tá sa  nag y  m a th e m a tik a i és physikai n e h éz sé g ek k e l j á r t  és «S tu d ien  z u r



37C> KOENIGSBERGER LEO.

S ta tik  m o n o cy c liscb e r System e» (1884), v a la m in t « P rin c ip ie n  d e r  S ta tik  
m o n o cy c lisch e r  S y stem e»  (1884) é r te k e z é se ib e n  le fe k te te tt v izsg á la ta ih o z  
v eze tte . E zek a v izsg á la to k  a  m e c h a n ik a i és physikai p ro b lé m á k  tá rg y a­
lá sa  te r é n  lényeges h a la d á s t je le n te n e k  és B oltzm ann  kezei k ö zö tt az e lm é­
le ti p h y sik áb an  d o m in á ló  h e ly ze tre  e m e lk e d te k .

H a  a  testek  v a lam ely  re n d sz e ré b e n  m o zg ás m egy  v ég b e , re n d sz e r in t 
m eg v á lto z ik  ezen  te s te k  h e ly zete , vagy m ég  az  á lla p o ta  i s ;  de  hogy  ez 
n e m  é p p e n  szü k ség es , k id e rü l a b b ó l, ho g y  pl. h a  d ró to k o n  k e re sz tü l hosszú  
id ő n  k e resz tü l te lje s e n  á llan d ó  e le k tro m o s  á ra m  h a lad  á t, ú g y  ez e se tb en  
a  k ö ze lb en  levő v astö m eg ek  h e ly ze te , h ő m érsék le te , m á g n e s i á llap o ta  a 
té r  m in d e n  egyes p o n tjá b a n  v á lto za tlan  m a ra d  s en n élfo g v a  a n n a k  a m o z ­
g á sn a k , m elyben  m i m in d e z e n  je le n sé g e k  szü lő  o k á t k e ressü k , tö k é le tesen  
á lla n d ó n a k  (s ta tio n ä r)  kell le n n ie , oly m ó d o n , hogy v a la h á n y sz o r  egy 
ré sze c sk e  h e ly é t e lh ag y ja , m in d e n k o r  e len y észő  kicsi idő a la t t  egy m ásik , 
tö k é le te se n  u g y an o ly an  a lk o tá sú  ré sz e c sk é n e k  kell u g y a n a k k o ra  és m eg ­
egyező  irán y ú  seb esség g e l a  h e ly é re  lé p n ie , úgy, hogy b á r  a  m o zg ás fo ly to­
n o s , a  t é r  e g y e tlen eg y  p o n tjá b a n  se m  v e h e tő  ész re  v á ltozás. H elm h o ltz  az 
ily en  m ozgást, a  m in ő  pl. a  forgó p ö rg e tty ű n e k  a  m o zgása , vagy sú r ló d á s­
m e n te s  fo lyadéknak  az  á ra m lá sa  g y ű rü a la k ú  c sa to rn á b a n , cyclusomtik 
n e v e z i ; a  cyclusos m o zg áso k  g y a k ra n  re jte t t  m ozg áso k  le szn e k , m e r t  h a  csak 
ily e n e k  v a n n ak  je le n ,  a  tö m eg e lo sz lásb an  vá lto zást é sz re v e n n i n e m  l e h e t ; 
é s  m egfo rd ítva, a  r e j te t t  m ozgások  m a jd n e m  m in d e n k o r  cy c lu so s m ozgások. 
V a lam ely  c o o rd in a ta  a k k o r  cyclusos, h a  v á lto zása  kö zb en  a  re n d sz e r  egész 
á lla p o ta  n e m  v á ltoz ik , ha  te h á t a  b e n n e  re jlő  e leven  erő  se m  szen v ed  v á l­
to zás t, és en n élfogva  n e m  függvénye  e n n e k  a  c o o rd in a tá n a k , h a n e m  á lta ­
lá b a n  az  ő d iífe ren tia lh á n y ad o sáé , m in th o g y  az e lev en  erő  á lta lá b a n  a n n á l 
n a g y o b b á  lesz, m e n n é l  sz a p o rá b b  a  cyclusos m ozgás. A cy clusos co o rd in a - 
tá k o n  kívül m ég  m ásfé lék  is m e g h a tá ro z h a tjá k  a  re n d sz e r  á lla p o tá t, m elye­
ke t H e lm h o lt z  la s sa n  változó c o o rd in a tá k n a k , vagy p a ra m é te re k n e k  nevez 
s a  m ely ek n ek  oly la ssan  kell vá lto zn io k , ho g y  idő sz e rin t v e tt d ifferen- 
tia lh án y a d o sa ik  e lh a n y a g o lh a tó k  ; t e h á t  az  e lev en  erő  m a g á b a n  foglalja a 
p a ra m é te re k e t, d e  d iffe re n tia lh á n y ad o sa ik a t n e m . H a  a  p a ra m é te re k  hosz- 
sz a b b  id ő re  á lla n d ó k n a k  tek in th e tő k , úgy  a m ozgás ez a la t t  cy c lusos lesz, 
és a  re n d sz e r  a  cy c lusos c o o rd in a tá k  sz á m a  sz e rin t m o n o cy c lu so s  s tb ., 
á lta lá n o sság b a n  po lycyclusos re n d s z e rn e k  n ev ez te tik .

C yclusos re n d sz e r  tá m a d á sá n a k  fe lté te le  teljesítve le h e t  a  m egközelítés 
te tsző leg es fokával, m ih e ly t a  re n d s z e rn e k  e g y á lta láb a n  v a n n a k  cyclusos 
c o o rd in a tá i, h a  az  e n e rg iá n a k  a m a  ré sze i, a  m elyek a p a ra m é te re k  vá lto ­
z á s á n a k  seb esség e it ta r ta lm a z z á k , e len y észő k  azo n  ré sze k h e z  képest, a 
m e ly e k  a  cyclusos in te n s itá so k tó l fü g g n ek  ; vagyis h a  a  p a ra m é te re k  vál­
to z á sá n a k  seb esség ei e leg en d ő  k ics in y ek n ek , vagy ped ig  a  cyclusos c o o r -
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• d i n a t á k é  e lé g g é  n a g y n a k  v e h e tő .  V a l a m e l y  c y c lu s o s  r e n d s z e r  e r ő i  a  p a r a ­

m é t e r e k  i r á n y á b a n  a  c y c lu s o s  r e n d s z e r  f e l te v é s e  f o l y t á n  f ü g g e t l e n e k  e z e n  

p a r a m é t e r e k  v á l t o z á s á n a k  a  s e b e s s é g é t ő l ,  a  m i n t  e z  a  LAGRANGE-féle e g y e n ­

l e t e k b ő l  a  k i n e t i k a i  e n e r g i a  r é v é n  k ia d ó d ik ,  é s  é p e n  ú g y  k ö v e t ­

k e z i k ,  h o g y  a z  e s e t b e n ,  h a  a  c y c l u s o s  r e n d s z e r  c y c l u s o s  c o o r d i n a t á i r a  

s e m m i f é l e  e r ő k  n e m  h a t n a k ,  a  r e n d s z e r n e k  ö s s z e s  c y c l u s o s ,  a  t ö m e g n e k  s  

-a s e b e s s é g n e k  s z o r z a t á v a l  m e g h a t á r o z o t t  m o m e n t u m a i  a z  i d ő b e n  á l l a n d ó k ,  

m e l y  e s e tb e n  a  m o z g á s  a d i a b a t i k u s n a k  n e v e z te t ik .  A  H e l m h o l t z - U Ü  j e l ­

l e m z e t t  m o z g á s o k  t e h á t  l é n y e g ö k b e n  a z z a l  v a n n a k  d e f in i á lv a ,  h o g y  a  r e n d ­

s z e r  p o te n t ia l i s  é s  a c t u a l i s  e n e r g i á j á n a k  f ü g g e t l e n n e k  k e l l  l e n n i e  a  c o o r -  

d i n a t á k  b iz o n y o s  s z á m á tó l ,  m e l y e k  a r r a  s z ü k s é g e s e k ,  h o g y  a  r e n d s z e r  

r é s z e i n e k  h e ly z e t e  t ö k é l e t e s e n  m e g h a t á r o z t a s s é k ,  d e  e z e k  c s a k i s  a z  id ő  

s z e r i n t  v e t t  d i f f e r e n t i a l h á n y a d o s a i k k a l  l é p n e k  b e  a z  e n e r g i a  é r t é k e i b e ,  a  

m i  m é g  n e m  s z i g o r ú a n  m a r a d ó  ( s t a t i o n a r i u s )  á l l a p o t  e s e t é b e n  is  b e k ö v e t ­

k e z i k ,  h a  a  r e n d s z e r  á l l a p o t á b a n  a  v á l t o z á s o k a t  o ly  l a s s a n  e n g e d j ü k  v é g b e -  

b e n n i ,  h o g y  a  r e n d s z e r  s o h a s e m  m o z d u l  k i  é s z r e v e h e t ő l e g  a z o k b ó l  a z  á l l a ­

p o t o k b ó l ,  a  m e l y e k b e n  á l l a n d ó a n  k i t a r t h a t n a .  íg y  a  h ő m o z g á s  s z i g o r ú a n  

v é v e  n e m  m o n o c y c lu s o s ,  m e r t  m i n d e n  a t o m  v a ló s z ín ű le g  f o ly v á s t  v á l t o z ­

t a t j a  m o z g á s a  m ó d j á t ,  é s  a  m o n o c y c l u s o s  m o z g á s  m e c h a n i k a i  j e l l e g e  c s a k i s  

a b b ó l  e r e d h e t ,  h o g y  a z  a to m o k  r e n g e t e g  s o k a s á g á b a n  á l l a n d ó a n  a  m o z ­

g á s n a k  m in d e n  l e h e t ő  s t á d i u m a  k é p v i s e lv e  v a n .

H e l m h o l t z  m á r  m o s t azt a k é rd é s t v e ti fel, hogy m ily e n  leg á lta lá n o sa b b  
fe lté te le k  a la tt fo rd u lh a tn a k  elő a  m o zg á so k  m ás ism e re te s  osz tá ly a ib an  a  
h ő b e li  m ozgás ism e re te s  p h y sika i sa já tsze rű ség e i, é s  k ü lö n ö sen , hog y  
le h e t-e  a m e c h an ik a ila g  m eg é rth e tő  m o zg áso k  olyan o sz tá ly á t fe lm u ta tn i, a  
m e ly b e n  a m u n k ae g y en é rték e k  á ta la k u lá s a  u g y an o ly an  m eg szo rító  fe lté te ­
le k n e k  len n e  a láv e tv e , m in t a m in ő k  a  h ö e lm é le t m áso d ik  fő té te lén é l 
e lő fo rd u ln ak . A m o n o cy c lu so s  r e n d s z e r  defin itió já t a k k é n t  kibővítve, hogy  
c sa k  egyetlenegy c y c licu s  e o o rd in a ta  fo rd u l  elő b e n n e , vagy h a  tö b b  van , 
a k k o r  valam enny i eg y etlenegy  m á s fé le  m en n y isé g n ek  függvényei, m in d e ­
n e k e lő tt  k iem eli a z t  a  k ü lö n ö sen  fo n to s  és é rd ek es e se te t,  a  m e ly b en  k é t 
m o n o cy c lu so s r e n d s z e r  között a  v ég b ő l, hogy a seb esség ek  között sz ilá rd  
v iszo n y o k  lé te s ítte sse n ek , bizonyos m e c h a n ik a i  kapcso la to k  v eze tte tn ek  be , 
a  m ely ek n ek  s e m m i befolyásuk n in c s e n  m in d ad d ig , m íg  a m ozgás m á r  
m a g á b a n  is úgy m eg y  végbe, a  m in t  az  nek ik  m egfe le l, d e  hogy m ih e ly t 
« Íté l ések  k ezd en én ek  tám a d n i, oly e rő k e t  á llítsanak  ve lők  sz e m b e n , m e ­
ly ek  az  e lté rések e t m eg gáto lják . H e l m h o l t z  az így k e le tk ező  re n d sze rt, a  
m in ő t  pl. két p ö rg e ty ű  a lko t, m elyek  ten g e ly e i úgy v a n n a k  összekötve, hog y  
m eg eg y ező  fo rd u la ti seb ességekre  k é n y sz erítte sse n e k , összecsatolt rend­
szernek, az á llap o to t p ed ig  a  r e n d s z e r  csatolásának n e v ez i és eb b en  lá tja  
a z  eg y etlen  eszközt a r ra ,  hogy a d o tt  m on o cy c lu so s r e n d s z e r  belső  m o zg á ­
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s á r a  h a t n i  l e h e s s e n ,  a  m i n t  a z  a to m o k  h ő b e l i  m o z g á s á n á l  a  r e n d e l k e z é ­

s ü n k r e  á l lő  m ó d s z e r e k  k o r l á t o l t s á g á n á l  fo g v a  s z i n t é n  n i n c s e n  m á s  l e h e t ő ­

s é g ü n k  a r r a ,  h o g y  e g y e s  e l s z i g e t e l t  a t o m o k r a  k ü l ö n  t u d j u n k  h a t n i ,  h a n e m  

s z ü k s é g k é p e n  v a l a m e n n y i ,  k ö z ö s  t é r b e  z á r t  a t o m o t  e g y s z e r r e ,  e g y ü t t e s e n  

é s  e g y f o r m á n  k e l l  m e g t á m a d n u n k .  H a  m á r  m o s t  k é t ,  e r e d e t i l e g  e g y m á s tó l  

f ü g g e t l e n  m o n o c y c l u s o s  r e n d s z e r  a  k ü l s ő  e r ő k  m e g f e le lő  s z a b á ly o z á s a  r é v é n  

o ly a n  á l l a p o t b a  h e l y e z t e t i k ,  m e ly  a  s z i l á r d  k a p c s o l a t  b iz o n y o s  f a já v a l  j á r ó  

f e l t é t e l e k n e k  v a n  a lá v e tv e ,  ú g y  i ly e n  s z i l á r d  k a p c s o la to t  t é n y l e g  l é t e s í t ­

h e t ü n k  k ö z ö t tü k ,  a  n é l k ü l ,  h o g y  e z z e l  a  m e g lé v ő  m o z g á s t  m e g z a v a r n é k ,  s  

e z e n t ú l  —  a  s z i l á r d  k a p c s o l a t o t  to v á b b  is  f e n t a r t v a  —  t o v á b b  e n g e d h e t ­

j ü k  ő k e t  m o z o g n i ,  ú g y  a  m i n t  p l .  k é t  e g y e n l ő  h ő m é r s é k l e t e n  l e v ő  t e s t  

b e l s ő  m o z g á s u k  m e g z a v a r á s a  n é l k ü l  v e z e tő  é r i n t k e z é s b e  h e l y e z h e t ő ,  ú g y  

h o g y  e lé g g é  la s s ú  h ő m é r s é k l e t i  v á l to z á s o k  a l a t t  e g y a z o n  h ő m é r s é k l e t e n  

m a r a d n a k ,  a  m i  m é g  n e m  z á r j a  k i a z t ,  h o g y  a  k é t  r e n d s z e r  a b b a n  a  h e ly ­

z e t b e n ,  m e ly b e  c s a to l á s  c z é l j á b ó l  h o z a t t a k ,  n y o m á s ,  v a g y  p e d i g  tá v o l im  

h a t ó  e r ő k  r é v é n  e g y m á s r a  h a s s a n a k .

A h ő e l m é l e t b e l i e k k e l  e g é s z e n  a n a l o g  m a t h e m a t i k a i  e l m é l k e d é s e k  s e g í t ­

s é g é v e l  m o s t  m á r  e g é s z  á l t a l á n o s a n  m e g m u t a t j a  H e lm h o lt z , h o g y  h a  a  

m o n o c y c lu s o s  r e n d s z e r e k  c s a k i s  o ly a n f é le  k a p c s o l a t o k a t  e n g e d n e k  m e g  

e g y m á s k ö z t ,  h o g y  m i n d e n  e g y e s  r e n d s z e r  k ü l s ő  e r ő i  c s a k i s  a  r e n d s z e r  

p i l l a n a t n y i  á l l a p o tá t ó l ,  n e m  p e d ig  a  m á s  r e n d s z e r e k k e l  k e z d ő d ő  v a g y  m e g ­

s z ű n ő  k a p c s o l a t o k t ó l  f ü g g e n e k ,  h o g y  t e h á t  a  c s a to lá s  t i s z t a  m o z g á s b e l i  

c s a to l á s  é s  ú j  m o n o c y c l u s o s  r e n d s z e r t  n e m z  ; h a  t o v á b b á  a t t ó l  a  p i l l a n a t tó l ,  

a  m e l y b e n  a  b e ls ő  m o z g á s o k  k i c s e r é l ő d é s é n e k  f e l t é te le i  k é t  v a g y  tö b b  

r e n d s z e r  k ö z ö t t  b e k ö v e t k e z n e k ,  b e ls ő  m o z g á s a i k  e g y e n s ú ly a  a t t ó l  f ü g g ,  

h o g y  m i n d e g y ik ü k  p a r a m é t e r e i n e k  h a t á r o z o t t  f ü g g v é n y e  -—  a  h ő t a n b a n  

a  h ő m é r s é k l e t  —  u g y a n a z o n  é r t é k ű ,  m i n t  a  m á s i k  r e n d s z e r  m e g f e le lő  

f ü g g v é n y e ié ,  a k k o r  a  h ő n e k  h a r m a d i k ,  CARNOT-féle t ö r v é n y b e n  k i f e je z e t t  

l é n y e g e s  t u l a j d o n s á g a ,  t .  i .  a  k o r l á to l t  á t a l a k u l ó  k é p e s s é g  i s  é r v é n y e s  

r e á j u k .

HELMHOLTZ-nak a  l e g k i s e b b  h a t á s  e lv é v e l ,  v a l a m i n t  a  m o n o c y c lu s o s  

r e n d s z e r e k k e l  f o g la lk o z ó  s  a  m e c h a n i k a  a l a p e l v e i r e  v o n a t k o z ó l a g  a la p v e tő  

e z e n  v iz s g á la ta ih o z ,  r é s z b e n  k ie g é s z í tő le g ,  r é s z b e n  h e l y r e i g a z í t ó l a g  h á r o m  

u to l s ó  d o l g o z a t a  s o r a k o z i k ,  m e ly e k  m á r  e g é s z e n  a  F a r a d a y , M a x w e l l  é s  

H e r t z  a l k o t t a  n é z e t e k  a l a p j á r a  h e ly e z k e d n e k ,  a  m e ly e k  s z e r i n t  a z  e l e k t r o ­

m o s  o s c i l l a t i ó k  a  v i l á g t e r e t  b e tö l tő  a e t h e r b e n  v é g b e m e n ő  f é n y -  é s  h ő r e z ­

g é s e k k e l  t e r j e d é s  s e b e s s é g ű k b e n ,  t r a n s v e r s a l i s  r e z g é s  t e r m é s z e t ö k b e n  s  a z  

e z z e l  ö s s z e f ü g g ő  p o l a r i z á l h a t ó s á g b a n ,  a  t ö r é s  é s  v is s z a v e r ő d é s b e n  te l j e s e n  

m e g e g y e z n e k ,  é s  h o g y  a  l á t s z ó l a g o s  t á v o lb a  h a t ó  e r ő k  a  h a t á s n a k  a  k ö z b e ­

e s ő  m e d i u m  e g y ik  r é t e g é r ő l  [a  r á k ö v e t k e z ő r e  v a ló  á tv i t e l e  r é v é n  t e r j e d ­

n e k  to v a .
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«Das Princip der kleinsten Wirkung in der Elektrodynamik» (1 8 9 2 ) 
czímű dolgozatában H elm holtz  azt vizsgálja, vájjon az elektrodynamikának 
tapasztalati úton talált tételei, a mint azok M a x w e l l  egyenleteiben ki van­
nak fejezve, nem hozhatók-e minimum-tétel alakjába; megfontolások 
alapján, a minőket előbb megbeszéltünk, kiadódott, hogy az általánosított 
HAMiLTON-féle elvből a tömegmozdító erők a MAxwELL-féle elmélettel töké­
letesen megegyezőleg leszármaztathatók, mi közben az energia két rész­
ből tevődik össze, melyek egymással szemben ugyanazt a szerepet játsz- 
szák, mint a mérlegelhető tömegekre vonatkozó problémákban a poten- 
tiális és az actuális energia ; az elektromos energia itt a nyugvó tömegek 
potentiális energiájaként jelenik meg — a mennyiben momentumok nem 
változnak, vagy elektromos áramok nem hatnak közre — a mágnesi 
energia pedig mint eleven erő.

M ost a z tán  a  fény  e le k tro m á g n e s i e lm é le té b e  m élyed , és k iin d u lv a  
ab b ó l, a  hogy  a  fén y  d isp e rsió ja  m in d ig  csak o ly an  te re k  h a tá rá n  j e l e n t ­
kezik , a  m e ly e k e t az se theren  k ív ü l m ég  m é r le g e lh e tő  anyago t is ta r ta l ­
m az n ak , egy 1 8 9 2 . év b en  m e g je le n t d o lg o za táb an  a  sz ín sz ó rás t ezen  e lm é le t 
segítségével, és p e d ig  tek in te tte l az  aetherbe b eág y azo tt tö m eg ek re  tö rek sz ik  
m eg m ag y arázn i. Á m  M a x w e ll  m a th e m a tik a i  e lm é le te  beb izonyítja , h o g y  
az  se ther azo n  ré sz e ib e n , a  m e ly e k e n  e lek tro m o s osc illa tiók  v o n u ln a k  á t, 
p o n d e ro m ó to ro s  e rő k n ek  is ke ll m ű k ö d ésb e  lé p n iö k , m ely  e rő k  n e h é z  
a to m o k a t, a  m e ly ek  az se th e rb e n  fekszenek , m o zg á sb a  h o z h a tn á n a k ; 
H elm h o ltz  m e g m u ta tja , hogy a k k o r  a  m érleg e lh e tő  ré sze c sk é k n ek  v a ló sá ­
gos e le k tro m o s tö lté se k e t is  k e ll ta r ta lm az n io k , ú g y , hogy a  k é p e z e n d ő  
m ozgási e g y e n le te k b e n  az e le k tro m o s  m o m e n tu m o k  (m ely ek e t e m e  ta r tó k  
valód i e lek tro m o sság a i lé tre h o z n á n a k , m in th o g y  vá lto zó  n ag y ság ú ak  és 
irán y ú a k , és n e m  e le k tro m o s e rő k , té tlen ség , sú r ló d á s , s tb . is m e g tá m a d ­
h a tjá k )  kü lö n  v á la sz ta n d ó k  a  sz a b a d  aether m o m e n tu m a ib ó l, és a  h u llá m z ó  
m o zg ás kü lö n  m eg v izsg á lan d ó  a  szab ad  se th erre  s k ü lö n  a m o zo g h a tó  
m o lek u lák k a l te l t  té rb e n , a  m ib ő l a z tá n  a sz ín sz ó rá s  tö rv én y e i is k ip u h a ­
to lh a to k .

N a g y  é r d e k ű e k  v é g ü l  a z  ő  á l t a l á n o s  k ö v e t k e z t e t é s e i  M A xw E L L -nek  a  

t i s z t a  a e th e r  m o z g á s á r a  v o n a tk o z ó  e l m é l e t é b ő l * ,  m e l y  a z  a e t h e r n e k  m o z ­

g é k o n y s á g o t  t u l a j d o n í t  s  a  m é r l e g e l h e t ő  a n y a g t ó l  á t h a t o l t n a k  k é p z e l i ,  m e ly  

v e le  e g y ü t t  m o z o g ; a z  i ly e n  k e v e r e d é s e k  t é n y l e g  m i n d e n  a n y a g b a n  e l ő ­

f o r d u l n a k ,  m e ly  a  v a c u u m m a l  s z e m b e n  v a g y  v e z e tő ,  v a g y  p e d ig  f é n y t ö r ő ,  

a v a g y  d i e l e k t r i k u s  é s  m a g n e t i k u s  á l l a n d ó k n a k  a  v a c u u m é i tő l  e l t é r ó  

é r t é k é v e l  b í r ,  é s  a  m é r l e g e l h e t ő  r é s z e k  m o z g á s á b ó l  a z  a e th e r n e k  v e l ő k

* F o lg e ru n g e n  a u s  Ma x w e l l ’s  T heorie  ü b e r  d ie  B e w e g u n g e n  d e s  r e i n e n  
A ethers (1893).
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egyező m o zg á sa ira  leh e t k ö v e tk ez te tn i. H a a z o n b a n  a  te re k b en  m é r le g e l­
h e tő  an y ag o k  n in c se n e k  és c sak is  se th erre l v a n n a k  m egtö ltve , ú g y  az  a 
k é rd és  tám a d , v á jjon  a  sz a b ad  ae ther te lje sen  té tle n sé g m e n te s  á lla p o tb a n  
e g y á lta láb a n  lé te zh e tik -e , v á jjon  ki ke ll-e  té r n ie  a  b e n n e  to v am o z d u ló  
tes tek  e lő tt, vagy  hogy k e re sz tü l h a to l-e  ra jto k  s e  kö zb en  n y u g a lo m b a n  
m a ra d , vagy p e d ig  hogy ré sz b e n  v e lü k  m ozog  s r é s z b e n  k ité r e lő lü k . A m a  
fe ltevés m e lle tt, hog y  az aether m e c h a n ik a i sz e m p o n tb ó l sú r ló d á sm e n te s , 
ö ssz e n y o m h a ta tla n  folyadék tu la jd o n sá g a iv a l v a n  fe lru h ázv a , d e  e m e lle tt  
té tlen ség e  e g y á lta láb a n  n in c s e n , H elm h o ltz  az t ta lá lja , hogy a  M a x w e l l -W I 

fe lá llíto tt, H e r t z -W I ped ig  k ieg é sz íte tt tö rv én y ek  té n y le g  a lk a lm asak  a rra , 
hogy  az a e th e rb e n  v é g b em en ő  vá lto záso k ró l és m o zg áso k ró l te lje s  fe lv ilá ­
go sítás t a d ja n a k , és p ed ig  úgy , hog y  az  e le k tro d y n a m ik a  tö rv én y e in e k  a 
leg k iseb b  h a tá s  elve a lá  való  összefog lalásához , ú g y  m in t H e lm h o lt z  m á r  
e lő b b  m e g a d ta  volt, m á r  c sak  az  ö ssze n y o m h a ta tlan ság  liy p o th e s isé n ek  
b ev eze tésé re  v a n  m ég  szü k ség , a  m i úgy tö r té n h e t ik ,  hogy az  e le k tro - 
k in e tik a i p o te n tiá l  az ö ssze n y o m h a ta tlan ság  m e g h a tá ro z ó  e g y en le té n ek  bal 
o ld a láv a l k ieg ész ítte tik , a  m ib ő l a z tá n  a  n y u g v ó  és a  m ozgó  se th e rb e n  
tám ad ó  és e lm ú ló  p o n d e ro m ó to ro s  e rő k re  fo n to s  kö v e tk ez te tések  v o n ­
h a tó k .

A b e fe jeze tlen  « N ach trag  z u  d e m  A u fs a tz e : U e b e r  das P r in c ip  d e r  
k le in sten  W irk u n g  in  d e r  E lek tro d y n am ik »  (1 8 9 4 ) czím ű é r te k e z é sb e n  
H elm h o ltz  m ég  egyszer v issz a té r  a  Ma x  we l l  - H e r t z  - fé le  e le k tro d y n a m ik a i 
tö rv én y e k n ek  a  leg k iseb b  h a tá s  e lv én ek  á lta lá n o s íto tt  a lak ja  alá  való  ö ssze ­
fog la lására , h o g y  e ld ö n tse , v á jjon  az  e le k tro m á g n e s i fo lyam atok  összes 
e n e rg iá já n a k  ism e re te s  é r té k e  m eg k ö v e te li-e  m é g  egy, a  se b e ssé g ek re  
nézve l in e á r is  függ v én y n ek  h o zzáad ásá t, és h a  ig en , a  p o n d e ro m ó to ro s  
e rő k n ek  e zen  elvből á tte k in th e tő  a la k b a n  való  le s z á rm a z ta tá sá t veszi 
tervbe .

S ezzel v ég e t é r  a  fe lü lm ú lh a ta tla n  k u ta tó  fé n y es  m a th e m a tik a i é s  m a -  
th em a tik a i-p h y s ik a i d o lg o za ta in ak  h o sszú  so ro z a ta , a  m ely  d o lgozatok  t a r ­
ta lm áró l és je le n tő ség é rő l, a  m e n n y ire  ez az  ő m a th e m a tik a i a n a ly s isé n ek  
fin o m ság a ib a  való m ély eb b  b e h a to lá s  n é lk ü l e g y á lta láb a n  leh e tség es , k ép e t 
a d n i tö re k e d te m . M egengedem , hog y  a  kép tö k é le tle n . Hogy m i le t t  vo ln a  
az 1895-ik i b écsi N a tu rfo rsc h e r-V e rsa m m lu n g  a lk a lm á ra  «U eber d a u e rn d e  
B e w e g u n g sfo rm e n  u n d  sc h e in b a re  S u b s ta n z en »  czírn en  h ird e te t t  e lő a d á ­
sán ak  a  ta r ta lm a , m elyből a  tu d ó s  h a g y a té k á b a n  m in d ö ssze  n é h á n y  Íro tt 
o ldalt ta lá ltak , m in d e n  id ő re  re jtv e  m ara d  e lő t tü n k  ; d e  b izo n y ára  n e m  a lap  
n é lk ü l g y a n íta n i  leh e t, hog y  a z o k n a k  a  n agy  k u ta tá so k n ak  p h ilo so p h ia i 
m ag v á t fe jte tte  vo ln a  ki a  te rm é sz e ttu d o m á n y i v ilág  elő tt, m e ly ek e t é le té ­
n e k  u to lsó  év e ib en  a m e c h a n ik a  és a  p h y sik a  a la p ja in ak  és e lv e in ek  fe l­
d e r íté s e  czé ljáb ó l végzett. F o rd .  B.



WEINHOLD-féle készülék

FORGÓ MÁGNESES TÉR ELŐÁLLÍTÁSÁRA.
A  II . kötet 275. stb. oldalain ism ertetett készülékeket (3.,8., 9. 

és 11. ábra) m inden hozzávaló m ellékkészülékkel teljesen felszerelve 
igen a já n lh a tju k  a t. ez. tanár urak becses figyelmébe.

A  teljes készülék ára legfinomabb kivitelben GO f o r i n t  loco 
Budapest. A. készülék egyes részei k ü lö n  is ka p h a tó k  m éltányos  
árakon.

CALDERONI és Társa, Budapest, IV , kis hid-uteza 8. szám,



DINAMO-ELEKTROMOS GÉP
G ram m e-féle gyűrűvel ellátva

e ffj'irá try ú , v á lla h o z ó  és  fo r g a tó  (tö b b  f á z i s ú )  á ra m

e lő á llítá sá ra .
Az áram erőssége 4 Ampere, feszültsége 30  Volt.

Ezen géppel egyidejűleg meg lehet világítani például 3 izzólámpát egyirányú és 
2—3 — 4 izzólámpát váltakozó vagy több fázisú forgató árammal. Használható egyen­
áramú, váltakozó áramú és több fázisú generátor vagy motorként Szerkezete e lapok 
11. köt. V. füzetében ismertetve van.

A gép kizárólagosan iskolai czélokra készült és pedig nem csak a dynamogép stb. 
bemutatására, hanem mint állandó s erős villamos forrás; kézzel igen könnyen hajt­
ható és árama minden iskolai kísérlethez teljesen elegendő.

‘Részletes u ta sítá s  minden géph ez mellékeltein-.

A gép Ara ÍOO forint.

CALDERONI és Társa, Budapest, IY, kis hid-utcza 8. szám.

F R A N K L I N - T Á R 8 U L A T  N Y O M D Á J A .
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