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MATHEMATITKAI ES PHYSIKAI
L G LAPOK Sl Suihin
mésodik felében, dijuk fejében kapjak.

26. éviolyam. 1917. jan.—marcz. 1-3. fazet.

A SEISMIKUS TRAJEKTORIAKROL S AZ EZEKKEL
KAPCSOLATOS BERTRAND-FELE PROBLEMAROL.

Kovesuicerny egy, az Akadémia Math. és Természettud. Erte-
sit6jében, 1913-ban megjelent értekezésében? a kévelkezd
problémat veti fol:

Tekintsiik az Osszes szferikus rétegezdédést, izotrop, rugal-
mas kozegeket, azaz olyanokat, melyeknél a torésmutatd (a
rugalmas rezgések terjedési sebességének reciprokusa) esupédn
a rétegzodés kozéppontjiatol szamitott o tavolsag v(p) fligg-
vénye. Meghatirozandok az 0Osszes v(p) fliggvények, melyek
mellett valamennyi rengési gorbe (seismikus trajektoria), bér-
mely kezdé helyzet és irdny mellett zarodik.

E probléma koézeli analogonja az égi testek mozgdsanal fel-
lép6 s elészor BerTranp dltal megoldott ama probléménak,
melynél az Osszes centrdlis eré-torvényeket keressiik, melyek
mellett egy égi test minden kezdé helyzet, irdny s sebesség
mellett zart palyat ir le.

Ko6vesLiceTHY a nevezett problémit fentidézett értekezésében
analég modon targyalja, mint az a Berrranp-féle probléménal
szokdsos s két 1ényegesen kiilonb6z6 megoldashoz jut. Késébbi
vizsgdlatai azonban ama sejtéshez vezettek, hogy az dltala
taldlt v (p) fiiggvények nem meritik ki az 6sszeseket, melyek a

1 L. KovesticetHy R.: A foldrengési menetgérbe inflexiés pontja s a
BERTRAND-féle probléma. Math. és Természettud. Ert. 1913,

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. k
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probléma féltételeinek eleget iesznek. Altala felszolittatva fog-'
lalkoztam a problémédval s sikeriilt oly eredményekhez jutnom,
melyek sejtését ieljes mértékben megerdsitik.

Jelen dolgozatban a probléma teljes megolddsat adom oly
moédszer segélyével, melynek leglényegesebb része az Aper-féle
integralegyenlet alkalmazasabél all.

Ezt megeléz6leg a seismikus trajektoriak altalanos menetére
vonatkoz6, nagyrészt ismert torvényszertiségeket ! szandékszom
roviden .6sszefoglalni.

A Bertranp-féle probléma megoldasa utdn a nyert altalanos
formulikb6l, mint specidlis eseteket, vezetem le a Koves-
LIGETHY,? valamint a Wiecuert-féle ® torési torvényeket.

Végiil egy rovid fejezetben foglalkozom a seismikus trajekte-
riak befutdsi idejével s fokalis tulajdonsdgaival.

i o

I. A seismikus trajektoriak altalinos menetérdl.

I. Legyen a szferikus rétegzésti, izotrop, hatartalan koézeg
torésmutatoja, mint a rétegezédés kozéppontjatol szdmitott
o tdvolsag fiiggvénye a (0, o) intervallumban definialt, egy-
értékd, nem negativ v(g) funkcio dltal adva, mely v (o)-rol
foltessziik, hogy (a kozéppont esetleges kivételével) argumentuma-
nak folytonos, egyszer folytonosan differencidalhaté fiiggvénye s
masodik differencidlhdnyadosa véges szamu szakaddsi hely kivé-
telével szintén létezik s folytonos, végil minden véges inter-
vallumban végesszama maximum és minimummal bir.

Tudvalevéleg szferikus rétegzés esetén a seismikus trajekto-
ria sikgorbe és sikja a kezdé iranyon s a kézépponton dtmend

1 I, KuMMer : Uber astr. Strahlenbrechung, Monatsber. d. preuss. Aka-
demie, 1860.

2 L, KovesuigerHy R.: A foldrengési jelenségek uj geometriai elmé-
lete. Math. és Természettud. Ert. 1895.

3 L. F. WikcHerT : Uber Erdbebenwollen. Go6tt. Nachr, 1907.
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sik. E sikban polarkoordinatakat vezetve be s g,, J,-el jelélve
a kiinduldsi pont koordinatdit, £ el a kezd6irainyt meghatérozé

emerzioszoget és g, J-val a folyé koordinatékat a trajektoria
mentén, ez utébbinak poldr-egyenlete:*

dlogg

l/"o(’o cos® k&, T
hol v, = v (g,)-

Hasonloképen a (¥, ¢, és (9, 9) pontokhoz a tovaterjedés
irdnydban vont érinték kozti, igynevezett kontingenczia szog:

1919—

(1)

@

Tovabba az el6bbi pontok kozti iv befutdsdhoz sziiksé-
ges id6
v*o*d log

t—t,= ————
1/v 0*—vgo; cos K

@)

1 L. KovesuigerHy : 1. c.

1*
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végiil a trajektoria gorbiileti sugara: P a (4, ¢) pontban

1 e el
> g Vo0, cos I, —%Ol@ . (4)

2. Tegyiik fol, hogy ¢ valamely tekintetbe vett értéke mel-
lett, az (1) jobboldaléfl allé nevez6ben szereplé gyékkifejezés
nem tinik el, azaz

v?0? == vJp; cos® E,.

Ekkor (1)-bél kozvetleniil lathaté, hogy a ¢ polarszég a o
radiusvektorral egyidejileg né, illetéleg fogy a szerint, a mint
az el6bb emlitett gyok eldjele pozitiv, illetéleg negativ s ezen
egyidejl vdltozas mindaddig tart, a mig a gyokjel alatti meny-
nyiség el nem ténik. E kézben a trajektoria inflexiés ponto-

kat fog mutatni (4) szerint mindazon ¢ értékeknél, melyekre
dv (@)
de
csupan véges szamu pontban:
3. Legyen p=p, a

=0, és pedig a v (p)-ra vonatkozé foltevéseink értelmében

o=y, cos® E, (By
egyenletnek a ¢ elébb tekintetbe vett értékénél kisebb s hozza
legkozelebb esé gyoke, tovabba ugyane helyen

d (vege)

e 2, (6)
d99=91

azaz legyen o, az (5) egyenlet egyszeres gyoke. Ha ekkor o
csOkkenéleg a g, értékhez kozeledik, ugy (1) szerint 5 min-
den hataron tal né s miutan a (6) foltétel miatt az (1)-ben
szereplé integral konvergens, ¢ ugyanekkor egy véges, meg-
hatdrozott ¢, hatarértékhez kozeledik. Ezen ¢, érték mellett a
o radius vektornak minimuma van s az egyenl6 p,-el. Ugyanis
¢ nem csokkenhet a g, érték ald, mivel tovabbi fogyasa (6) sze-
rint az (1)-ben szerepl6 gyokmennyiséget imaginariussa val-
toztatna, ellenben ¢ = o, mellett a gy6kmennyiség eltinvén,
eléjele a folytonossag megszakitisa nélkil ellenkezére viltoz-
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tathato, a mivel egyidejlileg o, viltozdsa az elébbi csokkenés-

b6l novekedésbe megy at. Egyidejileg az is lathato, hogy a -

trajektoria szimmetrikus az (5) dltal definialt, ¥, polarszoghoz
tartozo p, minimalis rddius-vektorra nézve.

Ugyanigy kimutathaté, hogy ha ¢ =, az (5) egyenletnek a
o el6ébb tekintelbe vett(erk;kenel nagyobb s hozzd legkézelebb
e
rendelt 9, érték véges, meghatarozott s a polarszog ezen 9,
értéke mellett a radius-vektor maximadlis, ¢ = p, értékét veszi
f6l, tovabba a trajektoria ezen maximalis radius-vektorra szin-

tén szimmetrikus.

es6 gyoke, tovabbd + 0, ugy az (1) 4ltal g = g,-hoz

4. Legyen o = o, ismét a
v?0® = v30; cos® E,
egyenletnek a ¢ tekintetbe vett értékénél kisebb s hozza leg-
kozelebh es6 gyoke, azonban egyidejileg

d’e’) “a
dg(, *oi :
azaz a g = gl hely kornyezetében
2 Ry
Vie® = vig} + £ 29‘) ! @)

Ha ekkor p csokkendleg a g, értékhez kozeledik, tgy (1) sze-

rint Z—z ismét minden hataron tal né, azaz 71_1% a 0-hoz tart.
Azonban (7)-bél kifolyolag az (1) integrdl nem konvergal, ha-
nem g-nak g,-hez val6 kozeledtével minden hatiron tal né,
illetéleg fogy a gyok eldjele szerint. Ezekbdl egyiittesen kovet-
kezik, hogy a (7) teljesillése esetén a trajektoria aszimptotiku-
san, spirdlis-szertien kiviilrél kozeledik a o=p, korhoz.
Ugyanigy kimutathaté, hogy ha 0=0, az (5) egyenlet leg-

kozelebbi nagyobb gydke és d(v“g) =0, ugy a trajektoria

=0
aszimptotikusan, beliilrél kozeledlk a p=p, korhoz.

l! 2 A .
1 upitta cgvf ) -nak a tekintetbe vett kérnyezetre vonatkozé maximuma
s minimuma kézti értéket jelent.
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’

5. Tegytik f6l, hogy a
v’0® = vjps cos® ~E0 ®)

egyenletnek nincsen a tekintetbe vett o értéknél kisebb, 0-tol
kiilonboz6 gyoke. Ekkor két eset kiilsnboztetends meg. Ha

(Vzee)g—o + 0

ugy, az (1)-ben szereplé integrdl ¢ = O-ra nem konvergens,
hanem ¢ g-nak O-hoz kézeledtekor minden hatdron tal né,
illetéleg csokken. Vagyis a trajektoria aszimptotikusan, spirdlis
alakban koézeledik a kézépponthoz.

Ha ellenben

(V292)9=0 =0

ugy az (5) egyenletnek csak akkor nines g,-ndl kisebb gyoke,
ha a g,, K, kezdéadatokkal alkotott kifejezés :

veos cos® E, = 0.

Ekkor az (1)-ben szereplé integral hatdrozatlannd valik, azon-
ban a trajektoria aszimptotikus alakjat ez esetben is meghata-
rozhatjuk a kovetkezé modon.

Legyen 9=0 hely kérnyezetében

vie =ce*[14+n,(0] (a>—1), ®)

hol n (o) a g-val egyiitt 0-hoz tart. Jeldljiik tovabba v3e} cos® E,
valtozd, 0-hoz konvergalé értékét o,-val. Végil legyen is-
mét o, a

v’0® = v3p; cos® E, = g, 9)

egyenlet legkisebb gyoke s egyuattal a trajektoria minimdlis
radiusvektora. Ekkor ezen g, minimailis radius-vektor s a g,
kozti szog (1) szerint:

s, ”“‘/_"f;/v

9 —'”o
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tehat (8) figyelembevételével :

e1te

. de
lim (3, — 9, =1
all,To( ke a:,ToVaof Yt t+a 140, (0] — o, s

. (10)
¢
1 —_——
% ele'Vao«j oVve' —a,

hol & elegend6 kicsinynek valasztando, de kiilonben fix. A jobb-
oldali masodik integrdl limese evidenter zérus. Az elsé integral
a (8) és (9) feltételek figyelembe vételével:
ote  dg
_2(1+a)_
o 1/0 = ao

hol 7, valamint &' e-nal egyiitt O-hoz tartanak, s y» o,-t6l fiig-
getlen.
Ezek szerint

(Rl

do
e V@ [1+n, (01°—a,
1

== (1+r/)

oo+& da‘

s
lim (§,—9,) = lim (1 +7) lim ¢/, ‘—1/(7% 5.
0

1
2(1+ )}’"PO{arccos ‘/——

vagyis oly trajektoridknal, melyeknek (9) altal meghatérozott
o, constansa 0-t6] elég kevéssé kiilonbozik, bérmely, a mini-
mum ponttdl véges tdvolsigra levé ponthoz vont g, rédius—

(11)
Oy+é& P
} 2(1+a)

vektor a minimumpont ¢, radius-vektordval &llando, 9 (1 o

szoget zar be. Minthogy a trajektoria még a g, rddius-vektorra
szimmetrikus, tehat az elébbi dllitds sequivalens azzal, hogy a
trajektoriak

lim ¢, = lim V3o cos® £, =0
-esetén aszimptotikusan kozelednek egy —1—_:—a nyilasu széghoz,

melynek csicsa a kozéppont, felezGvonala a nevezett trajekio-
riak (k6zosnek felteendd) minimalis radius-vektora.
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6. Ha az (5) egyenletnek nincsen a tekintetbe vett ¢ érték-
nél nagyobb gyoke, ugy a ¢ minden hatdron tal ndéhet, azaz
a trajektoria a végtelenbe tdvozik. Ugyanekkor a <9-nak van
véges, meghatarozott hatdrértéke, azaz a trajektoria egy fél-
sugarhoz aszimptotikusan kézeledik, ha az (1) integral p=oo-re
konvergens. Ellenkezé esetben a trajektoria spirdlis-szeriien,
vagy hulldmvonalban tdvozik a végtelenbe, a szerint, a mint
0 novekedtével 4 minden hatdaron tal né, vagy véges hatarok
kézt marad.

II. A Bertrand-féle problémarol.

1. A seismikus trajektoridkra vonatkoz6 Berrranp-féle prob-
léma a kovetkez6: Keresenddk a sziikséges és elegendd folte-
telek, melyeknek a koézeg toérésmutatdja, mint a centrumtol
szamitott ¢ tavolsag fiiggvényét eléallito v(p) funkeié eleget
tenni tartozik azon koveteléshdl kifolyolag, hogy az dsszes
trajektoridk* minden kezdé helyzet és irdny mellett véges iv-
hossza, zart gorbék.

Kiindulunk a trajektoria I, 1. alatti polaregyenletébdl:

oy | .

hol, mint el6bb, g, ¥, a kiinduldspont koordinatdi, E, az
emerzidszog ugyane pontban. A zart s a centrumon &at nem
mené trajektoridk mindegyike mentén a g radiusvektor egy
zérustol kiilonb6z6 ¢, minimummal bir. Legyen az e radius-
vektorhoz tartozo polarszég J,. A trajektoria (1) szerint min-
den pontjdban bir érintével s az érinté p, végpontjdban a
minimum tulajdonsdgnak megfeleléen g,-re merdleges, azaz
K, =0,¢co8 £, ='1.

1 Természetesen a kézépponton atmendk kivételével.
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A ¢, 9, pontra, mint kiinduldsi pontra vonatkozolag a tra-
jektoria polaregyenlete tehdt kovetkezéként irhato :

o

d log _dloge

‘/V 191
A tovabbiakban kitiind okokbol bevezetjiik még a

n (o) =v%* = ¢* [v (@I (13)
' fiiggvényt, melynek segélyével (12) kovetkezé alakra hozhatd

dlog o X
=9, =Y n, f 1/5—— (n,=v%0%. (14)

2. A trajektoriak zarédasanak kovetelésébdl 7 (p)-ra vonat-
kozolag elsésorban a kovetkezd sziikséges foltételek adodnak.
n () =v’* a ¢ = 0 helyen eltdnik. Ugyanis 7 (0) 4= 0 esetben
az 1. fejezet (5) pont szerint megadhatok lennének oly kezdé
adatok, melyek mellett a trajektoria spirdlis alakban aszimpto-
tikusan a centrumhoz tart, azaz nem zéarodik.

7 (0)=0, s minden p-ra nem negativ lévén, p=0 kornyezetében

§—9 —v,gl 12)

novekszik ; legyen o=R a legkisebb o érték, melyre '%_—_ 0.

Ezen ¢g=R helyen az n (o) gérbének nem lehet inflexios
pontja. Ellenkezé esetben ugyanis az I, 4. pont szerint meg-
adhato kezdé értékek mellett volna oly trajektoria, mely kiviil-
r6l, aszimptotikusan kézelednék a R sugarti kérhoz s tehat
nem zarodnék.

Masrészt a gﬁ eltiinésének véges p=I-re be kell kovetkezni.

kiillonben az I. fejezet (6) pontja szerint az 6sszes trajektoridk
a végtelenbe tavoznanak.

Tehdt az n(¢) gorbének a o= R helyen maximuma van.

A {rajektoridk zaroddsanak tovabbi sziikséges foltétele, hogy
ezen maximum-helytél kezdédodleg az = (o) gorbe monoton
csokkendleg haladva érje el ismét az abscissatengelyt. Ugyanis,

di : ] :
ha dg’ mely ¢ = R jobboldali kérnyezetében negativ, egy
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¢ =R > R értékre ismét eltiinnék, agy az I. fejezet (4) pont
szerint megadhatok volndnak oly kezddértékek, melyek mellett
a trajektoria belilrél aszimptotikusan kézelednék a R’ sugart
korh6z s nem zarodnék.

Osszefoglalva: A trajektoridk zarodasanak sziikséges folté-
tele, hogy az n(g) = v’¢* fiiggvény a ¢ = 0 helyen eltlinjék, egy
véges ¢ = R helyig monoton néjjon, azon tal monoton csok-
kenjen.

3. Ezen foltételek teljesiilése esetén az I fejezet (5) pont

n (o) = v’0* = vgo, cos’K, (5)

egyenletének minden g,, £, kezdéérték mellett p-ban pontosan
két egyszeres gyoke van, melyek kozil a kisebb: 0<g, <R
a trajektoria minimdlis, a nagyobb: ¢,>R a maximalis radius
vektort adja. (I fej. (3) p.)

A trajektoria extremadlis radius vektorainak mindegyikére
symmetrikus lévén, két ily szomszédos radius vektora kozti
ivének tobbszori egymdsutin rakdsdval illesztheté oOssze.

A trajektoridk zardédasanak szikséges és elegendé feltétele
tehat, hogy bdrmelyiknek két szomszédos extremalis radius
vektora dltal bezdrt szég zn-nek racionalis toébbszorose legyen,
azaz (14)-bél kifolyolag minden trajektoriara alljon:

(15)

hol g,, 0, a trajektoria minimélis és maximadlis radius vektorai
s A tetszdleges, de fix raciondlis szam.

3. Ezen integralreldaciobdl a n (p), illetdleg v (g)-ra kovetkezd
foltételek meghatdrozasaval foglalkozik Koévesuieeray is font
emlitett értekezésében.

Hogy az &ltala alkalmazott s a BerTrann-éhoz analog eljdrds
(. c. pp- 67—71) nem vezet az dltalinos megoldishoz, annak
oka az, hogy ndla a (15)-ben szereplé g,, o, extremadlértékek,
mint fiiggetlen valtozok szerepelnek, holott, ezek mindegyike
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kielégitvén az (5) egyenletet, egyikik a mdsik altal meg van
hatdrozva.

Ettél eltéré viszonyok vannak az asztronomiai BERTRAND-
probléméndl, hol hdrom Onkényes kezdeti adattal: tavolsag,
kezd6irany és sebességgel rendelkezvén, a radius-vektorok
01s 0, extremadlis értékei tetszésszerint megadhatok, azaz fiig-
getlen valtozokul tekinthetok.

Ezen kiilonbségnek a kovetkezménye, hogy, mig az asztro-
nomiai BerTraND-probléménak tudvalevéleg csupan két kiilon-
b6z6 megolddsa van, addig az egygyel kevesebb onkényes pa-
rametert tartalmazé seismikus probléma, mint aldbb ldtni fog-
juk, végtelen sok megolddssal bir.

4. Bontsuk a (15)-ben szereplé integralt két részre: g,-t6l
R-ig s R-tol p,-ig, R alatt értve, mint elébb, azon ¢ értéket,
melyre 7 (o) maximumat felveszi. Tovdbba n (g) a keletkezett
két integralban ¢ monoton fiiggvénye lévén, vezessiik be 7 ()-t,
mint 4j integracios valtozot. Ekkor a (15)-ben szereplé integrél
a kovetkezé alakot nyeri:

¥ dlog g, (n) Ny d 4log 05 (1)
el i dn
n ————dn— | ———dn|{=
o Vn—n, VY n—n,
e ™ 16
8 g i b
dn & 0, (1)

=7 nln —;“/T—nl‘dn,
hol g, (n), illetéleg g, (1) az n (0)-nak a 0<p<R, illetéleg R<p
szakaszra vonatkozo invers fiiggvényét jelentik, N = n(R) az
7 (p) maximuma és n,=vjp;=v30;="n, (5)-bél kifoly6lag.
Azaz (15) szerint kell hogy fennalljon

(17)

minden 0<n,< N-re.
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A (17) relacio din- log %-re, mint 7 fliggvényére vonatkozo-
2

lag egy Aser-féle integrdlegyenlet, melyet az ismert formula?
szerint megoldva:

Ha n = N, gy

4 N)
Ny=e0Ny; &) _1-¢,

e e i
oL n) = 0, (N (19)

wolywhye

Azaz minden oly g, (n), g, (n) fiiggvénypar, mely a (19) reldciot
raciondlis 2 mellett kielégiti s melyek egyike monoton névekvo,
a masika monoton csékkend, a probléma egy megolddsa.
Osszefoglalolag: A sziikséges és elegend6 feltétele annak,
hogy valamely v (o) torési torvény mellett az Osszes seismikus
trajektoriak zarodjanak az, hogy a v’¢’=n (p) fiiggvény, ¢=0-ra
eltiinvén, egy monoton novekvé s egy folytatdoddé monoton csok-
kend agbol alljon tovabbd, hogy, n (9)-nak a monoton novekvs,

vagyis

i .

1Az f(x ’ SBBY d& ApeL-féle integralegyvenlet megoldé formulaja. :
§ X

d { flx)

o [ d§.

a4 ’V& @

(L. pl. E. Goursat: Cours d’Analyse, Tome. L)

al~

9 (z) =
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illet6leg csékkené szakaszra vonatkozé inverseit g, (n), illeto-
leg o, (n)-el jeldlve, ezek kielégitsék a

0 () _ Vn 3
0o | YN+ y/N—n

relatiot, hol A tetszéleges racionalis szam és NN az 7 (p) maxi-
muma.

IIl. Speczialis esetek.

A elébbi eredményt még a kovetkezd, a tovabbiak szem-
pontjébol alkalmasabh alakban fejezhetjik ki. Ha a o, (n) fligg-
vényt valamely O<n<N intervallumban monoton névekvéleg
s kilonben 6nkényesen definialjuk s a beldle

YN+ Y N—n
Vn

reldcié szerint alkotott g, (n) fiiggvény monoton csékkend, ugy
ezen g, (n), g, (v) figgvényparbol szdrmazo v (¢) torési torvény
mellett az 6sszes trajektoridak zarodnak.

Ezen feltételek a g, (n) differencidlhdnyadosdra vonatkozo
egyenldtlenségek alakjaban kovetkezoképen fejezhetdk ki:

dloge,m  1YN
dn n Y N—n

() (n) =

do, (n)
dn

=10 <0; (0<n<N).

Az ily modon definidlt fiiggvények inversei n (g, (0<g,<R)
és 1 (g,) (0,> 1) mindenkor folytonosan kapcsolodnak egymas-
hoz, tovabba révid szamoldassal meggyézédhetni arrél, hogy ha

dn )
=300
(del 01=R

s dn .. 5
ugy a TZ differencialhanyados is folytonos a ¢=ZR helyen.

2. A legegyszeriibb speczidlis esetek a (19) alapformula kii-
16nbo6z6 kiirdasaibol : .

AT
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el(n)z{ Vn } {1/— YN—n }
0. | YNt+yYN-nl |YN+yN-n &
£ {ﬁ_—_@—_]
Vn
szarmaznak, ha azokban g, (n)-et a szamldlok egyikével, g, (n)-et

a hozzatartozé nevezével tessziik egyenlévé.
Az elsé esetben:

e
o, (m) =mnt “‘}(’
1 v(g)= g g<N

0, ) = (Y N + Y N—n)% : I/N_(,r /Ny =V

(22) |

v (o) jobb- és baloldali derivaltjai azonban a =1 N?* helyen nem
egyenlok.
A masodik esetben:

o)=Y N— Y N—np ¢ —n(e)—ﬂlfl\o‘—
0,M) =Y N+ Y N—n* v(= 91/—(31—9

?;

(23)

)

vagyis ez esetben n(p,), 7 (p,) egyetlen analitikus goérbe da-
rabjai.

Ha )= %, hol p pozitiv egész szam, 1ugy

n@=2VNe" —¢"; viQ=V2YNg*—¢** 29

mely p =1, illetéleg 2 esetén a KovesLiGeETHY-16] szdrmazo,
konfokdlis illetbleg koncenirikus kupszeletekre vezeté torési
torvényeket szolgéltatja.?

3. Egy masik érdekes eset a kovetkezé:

1 L. KOvesLiGeTHY 1. c.
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e (n)=I 1 i L 3
TN Y N N=a )
A YN+ ¢y N—n)

2 i
2 Tt
Vo' =n(Q) = —— x o\ V(e)=—19———2--
(ax +é) v te

E formula speczidlis esete 4= l-re az ismeretes WIECHERT-
féle torési torvény:?!
1

1 B
v e -

v (o) =

melynél az Osszes trajektoridk mindazon kordk, a nielyek a

| ; :
centrum koriil Wi_v sugdrral leirt gémbdét diametrélisan

metszik.

IV. A trajektoriak keringési idejérdl s fokalis
tulajdonsagairol.

Ko6vesuicerHy nevezett értekezésében kimutatja, hogy az
altala folallitott s (24) formuldnkrél p=1, 2 specidlis esetek-
ként adodo torési torvények esetén valamennyi zart trajektoria
keringési ideje ugyanaz.

Kozelfekvo ezek utan azon kérdés, vajjon nem dll-e hasonlo

1 L. E. WiecHerT: Uber Erdbebenwellen, Gétt. Nachr. 1907.
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vonatkozds minden oly v (p) torési torvény esetén, melynél az
Osszes trajektoridk zartak? A kérdésre igenld vidlaszt nyeriink
és pedig a kovetkezd probléma dltalanos megoldasaval.

Meghatdrozandok a v (¢) torési torvényre vonatkozo sziiksé-
ges és elegendé feltételek, melyek mellett két szomszédos
extremdlis radius vektor kézti befutdsi ideje valamennyi trajek-
toridra nézve ugyanaz.

A szobanforgé idétartam az I fej. (3) formulaja szerint

v'e’d log o
— i = 3
f Vo' — v cos® £, )

hol ¢,, 0, mint szomszédos extremalis radius-vektorok, a

n (g) = v’0” = vy, cos® K, (27)

egyenlet szomszédos gyokei. E:en iddétartamra vonatkozélag
koveteljiikk, hogy a kezdéadatoktol fiiggetlen, dllandé szam =T
legyen.

Jeloljiik 7 (o) = v?0* maxunumat ismét N-el, az ehhez tar-
toz6 o értéket R-el s az integralt, mint elébb, két részre
bontva, vezessiik be ezekbe 7 (0)-t, mint integrdciés valtozét.
Ekkor foltételiink :

dn=T (n,=vipi=vl0; (28)

minden 0<mn,<NN-re.
Az igy nyert Aper-féle integralegyenletet megoldva:

d o I

e N s e
"dn 8 ea (R)e 1/ N—n'
m T /i Y N—y/N—n
o Hat o O <L R At
Boam = f n 1/N~n Y N - VYV N+1YN—n Sl
0, (n) [VA—VN n]—
e | YN+ ¢ N=—n n[
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Ezen formula fejezi ki a sziikséges s elegend6 foltételt, mely-
nek az n(p) =v’® kétértéki invers figgvénye eleget tenni
tartozik,

(29)-et (21)-el Gsszehasonlitva latjuk, hogy az el6bbi foltétel
zart trajektoridk esetén mindig ki van elégitve s két szomszé-
dos extremdlis radius-vektor kozti iv befutasara sziikséges id6 :

T== YN,

tehdt az egész trajektoria keringési ideje &, ha a A raciondlis

szam irreductibilis alakja %

F =2y N.

2. Az elébbi fejezet (3) pontjaban szereplé példa A=1 spe-
cidlis esete oly trajektoridkra vezet, melyek az m sugaru

gémb valamely pontjabél kiindulvdn, valamennyien a gémb
diametralisén szemben fekvé pontjaban egyesiilnek, azaz dia-
metrdlis pontok bizonyos értelemben a kizeg focusainak te-
kinthetok.

Az elébbi problémakndl alkalmazott eljardssal kénnyen meg-
hatarozhatjuk mindazon v (p) torési torvényeket, melyek mel-
lett a kozeg bir ily értelemben focusokkal.

A R sugara gomb felilletén @ szogtavolsdgra levé pontok
a kozegnek ily értelemben focusai, ha a

i
SRELL { ST 31)

o—ig
V'O —Vo0o

reldcio It valamely kornyezetében minden g,-ra fennall. ]
Tegyiik f6l, hogy o= R az n(p) = v’* fiilggvénynek nem
minimum-helye, ugy 7 (¢) a p=£1 hely valamely (esetleg mind-
két) oldali kornyezetében monoton né az n (R) értékig. Ezen
kérnyezetben 7 (g)-t, mint integracios vialtozot bevezetve:

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 2
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n(R) |
dn 8¢ @
Vn_n, 2yYn (ny=n (e)=1i)
0 - 0

mely integril egyenletnek megolddsa:

n(R)

i o8e =37 3o fm

Q(’I’L = CIV”(B)_ V’n(R)—-nl”n
Vol + Vn@® —n)

Ezen egyenletet n-re megoldva

4n 2
9 2 —5 3 ~1
ng=vy e S iy aie o
Lm @ Te } mater

Egervdry J.
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A HOMERSEKLET ATLAGOS ELOSZLASA
A TROPOSZFERABAN.

I. TeisseNnrenc pE Borr az atmoszférat nagyaltalanossaghan
troposzférara és sztratoszférara osztja. A troposzféra a Fold
feliiletétdl koriilbeliill 10—11 km magassagig terjed és a sztrato-
szféra ett6l a magassagtol — még tapasztalatilag — ismeretlen
magassagig.

A troposzférdnak jellemzé sajatsdga, hogy a homérséklete
altalaban a magassaggal folytonosan siilyed, benne alakulnak a
kiilonboz6 felhok és ezen rétegben folynak le az iddjaras valto-
zésai. A sztratoszférdrol joval kevesebbet tudunk, mint a tropo-
szférardl. A sztratoszféra also rétegében a hoémérséklet meg-
lehetésen dllando. Ez a réteg tehat isothermds réteget alkot,
melynek kozéphomérséklete korilbelil —55° C. Ebben a ré-
teghen a besugdrzds és kisugdrzas kozotti homérsékleti egyen-
stily van. Ebben a rétegben felh6ék ritkin mutatkoznak és
a levegének minden vertikdlis iranya keveredését kizartnak
tekinthetjuk.

2. A kovetkezékben Kozép-Europaban tobb helyen felbocsd-
tott 6nmiikodo meteorologiai miszerekkel felszerelt hidrogen-
gazzal toltott gombok, ballons-sondes, adataibol a troposzférat
jellemzé hémérsékleti viszonyokat roviden ismertetjik.

A kilonbo6z6 megfigyelési helyeken tobb éven at végzett
ballons-sondes-észlelésekbél megallapitottuk a troposzféranak
rétegenkénti statisztikai kozéphémérsékletét, vagyis megalkot-
tuk a troposzféra dtlagos homérsékleti eloszlisat.

Erre a czélra felhasznaltuk a trappesi (pdrisi), lindenbergi
(berlini), miincheni és budapesti észleléseket.

9%
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Az alabbi tdablazatokban foglalt hémérsékleti adatok tobb
felszallasbol nyert atlagokat jelentenek és pedig a parisi atla-
gok 581 észlelésébsl a berlini és miincheni dtlagok hét-hét
évi észleléshél (korilbeliil 380—380 észlelésbil) és a budapesti
atlagok egyévi észlelési anyaghol (32 felszallasbol) lettek sza-
mitva.

A) esoport.

Magassag Parisi Berlini Miincheni Budapesti Kozép
km-ben hémérsék homérsék hémérsék h6mérsék hémérsék
1 + 53, + 39, -+ 6°1, + 6°6, + 548
T By S R IS e P
B0 B0 e SR S S SRR R R
SRR o L B R L S S
5 —15°5, —177, —16°1, —137, — 1575
Brafans CiSlone s L aaig et . 200198
Tors =290, T JRGNIL S tsag ot C _aEgis. gy
8/ 1380 | _igRig - k__8Brg ) v gfanai o L86ES
9 - —436, ~—4bH, —439,. —416,  —4348
105 =493 L SRMR: ST O el 40:00)
11 B3R =BERT 52, ¢ - na.a 52
12 —54°5, —55'7, —54°6, —539, —54°68

Ezek az atlagos hdémérsékletek egy helyrél és kiillénb6zé
id6jarasi helyzetekben felbocsatott ballons-sondes-észlelésekre
vonatkoznak. Az észlelési anyagot azutidn akképen is csopor-
tositottuk, hogy azokbol alkotott dtlagos értékek azonos tipu-
sos idéjarasi helyzetre vonatkozzanak. Hérom tipusos idé6jarasi
helyzet szerint csoportositottuk az adatokat: Barometeres
maximum, barometeres minimum és dtmeneti idéjarasi helyzet
szerint.!

1 L. TEISSENRENC DE BorT: Sur le calcule des hauteurs des ballons Vpar
le barométre. (Protokol iiber die erste Versammlung der intern. eron.
Commission 1898).

A. Waener : Die Temperaturverhiltnisse in der freien Atmosphire.

Fr. FiscHLI: Aeronautische Meteorologie 1913.

ScHMAUSS : Beobachtungen der meteorologischen Stationen in kénigr.
Bayern. Anhang Band XXXV. Jahr 1913.

MAirceLL Gy.: Kézirat, melyért a szerzének itt is halas készénetet
mondok.
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B) e¢soport.

Magassg  Magas Alacsony  Atmeneti
km.-ben légnyoméds légnyomés légnyomés
1 + 58, — 13, + 46

2 + 34, — 66, + 01

3 — 10, —117, — 50

4 — 61, —19'3, —10°7

5 —120, —26°6, —16°9

6 —18°5, — 347, —9237

7 —96°1, —43°6, —30°8

8 —332, —51'8, —380

9 —416, —587,1. —444
10 —48°9, —561,1 —49'6
11 —55'2, —532'8, —52-8

3. Ezek a statisztikai kozéphomérsékletek tulajdonképen
idedlis egyensulyi helyzetben levé gdaznak hémeérsékleti eloszlé-
sat szolgaltatjak. Ekkor azonban a troposzférat oly idealis gdaz-
nak tekinthetjiik, mely kornyezetétél mar nem vesz fel mele-
get, de nem is ad meleget at koérnyezetének, vagyis a tropo-
szfera dtlagos egyensulyi allapotat adiabatosnak kell tekinteni.

Ezen atlagos hémérsékletekkel karakterizalt troposzféra elsé
kozelitésben kielégiti az idedlis gazokat definidlé BovLe-Gay-
Lussac-féle altalanos egyenletet, az adiabatos dllapotot jellemzo
Poisson-féle egyenletet és atroposzféranak, mint sulyos tomeg-
nek nyomasviltozdsa és magassagvaltozisa kozott fennall
Hapray-féle egyenletet. Ezeket az egyenleteket a troposzférara
alkalmazva, nyerjik, hogy elsé lsézelitésben a homérséklet

vertikdlis iranyha siilyedése (_diﬁ) vagyis a hémérsékleti
gradiense (G) dllandé mennyiséget alkot.
Ugyanis
.. RS ey D LSTBT
A e e

hol 7= 273 4+ ¢ a troposzféra hémérsékletét, H a talaj fel-
szinétél szamitott magassdgot, x = %"— a troposzféra fajhéinek

1 Mar 9—10 km kéz6tt hémérsékletinversio.
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viszonyat, ¢ a nehézségi gyorsulast és I a gazallandot jelenti.
Ebbhél pedig kovetkezik, hogy

=

vagyis a troposzféra hémérséklete a magassdggal linedrisan
csokken. — Az egyenletben 7,= 273+, jelenti a troposzféra
abszolut hémérsékletét a foldfelszinén (H, = 0).

Ha tehat a troposzférdban a levegé dtlagos fajhéinek viszonya
a laboratoriumban meghatdrozott levegé fajhéinek viszonyaval
volna helyettesithets, vagyis x = Z, akkor mivel R = 293¢, a
hémérsékleti gradiens

dT . M
e G=98.10"°—,

azaz minden 100 m emelkedésnek 0'98° C hésiilyedés felel meg
és H magassdgban a hémérséklet

’l}H = 00—0'00981{

egyenlettel volna meghatarozva, hol H m-ekben van kifejezve.

4. A valosiagban azonban a troposzféra levegGjének allapota
eltér a szaraz levegé dllapotatol tgy, hogy a troposzféra faj-
héinek viszonya dltaliban eltérhet a laboratoriumi hanya-
dostol. -

A fenti egyenletek alkalmasak a .x kiszamitdsdra, mert a
hémérsékleti gradienst kozvetleniil az észlelésekbdl allapithat-
juk meg. Ismervén a gradiens értékét a x-t az egyenlettel meg-
hatarozhatjuk. A kdvetkez6 tdblazathan a szamitdsok eredmé-
nyeit egybedllitottuk.

Az A) csoporthol nyerjiik :

ar C

St G %= ;5

Paris. . .. ... .. . 5861085 19
BETII ST o e S SO e 1-21
Minchen' .=~ oo o D90 @ 1-21

Budapest .z - Gonal s 10589l Ly 1-21
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A B) csoportbol nyerjiik:

Magas légnyomas elosz. 6:10.10~5 i%]:
Alacsony  « . 7498 W@
Atmeneti  « « 613, « «

A troposzféra atlagos homérsékleti eloszlisdbol széamitott
gradienst a négy észlelési helyein teljesen egyezének tekinthet-
jik, ugy hogy a {roposzféra "atlagos hémérsékleti gradiense
Ko6zép-Eurépdaban 5'9.10‘5’:’%, vagyis a troposzféraban s a Foéld
feliiletétsl felfelée a hémeérséklet 100 m-enkint 5°9° C-sal stilyed.
A homeérséklet ezen eloszlisa mellett a troposzféra dllapotdt
adiabatosnak tekintvén, fajhdéinek viszonyat nagy kozelités-
sel *3-nek vehetjiik. .

A hoémérsékleti gradiens az idéjarassal valtozik, a mint azt
a B) csoportbol megallapitott adatok mutatjak, és pedig a-
barometeres minimumban a hémérséklet vertikdlis iranya silye-
dése nagyobb, mint a barometeres maximumban, a mi szoros
osszefiiggésben all azzal, hogy a depreszioban a felszallo lég-
daramléds erésebb, mint a maximumban a leszallé légaramlds.

5. Ha a troposzférat rétegekre — példaul egy-egy km vastag
rétegekre — bontottnak képzeljiikk és minden rétegnek kiilon-
kiilon megallapitjuk a hémérsékleti gradiensét, illetve kiszamit-
juk fajhéinek viszonyat, akkor a troposzféra rétegeire jellemz6
allandokat nyeriink.

Az alabbi tablazatban osszedllitottuk &llomdasonkint és
egy-egy km vastag légrétegre érvényes kozéphoémérsékleti gra-
dienst, valamint a szamitott fajhék viszonyat. Szamitdsainknal
nem haszndltuk fel a foldfelszinén és a sztratoszféra kornye-
zetében nyert adatokat, hogy a =zavaré hatdsokat lehetéleg
elkeriiljiik.
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Paris Berlin és Miunchen Budapest
Légréteg _d7' _ . fok ¢p =~ _dT . fokep = _ dT' _ .fok cp _

km dH cm ¢y dH cm Ccy dH cm ¢y
1—2 458,105 1-16 499.10-5 1-18 457.1075 116
2—3 467. « 1-16 520, « 1-18 478, « 117
3—4 532 « 119 569. « 1-21 597, « 1-19
4—5 6°14. « 1-22 601, « 1-22 5B7. « 1-20
5—6 643. « 1-24 6:80. « 1-26 6:25. « 1-23
6—17 709. « 1-27 690. « 126 6°94. « 1-27
7—8 7°20. « 1-28 709. « 1-27 750. « 1-29
8—9 786. « 128 669. « 125 T3 T
9—10 574. « 121 540. « 1:29 6:31. « 1:23
10—11 404. « 114 388. « 1-13 427, « 115

Kozép 586, « 1:22 B5R7. % 1-22 5-87. « 1-22

Egybevetve a kiilonbozo dllomdsok adatait, kittinik, hogy
a légrétegek homérsékleti gradiensei és fajhdinek viszonyai
igen hasonlo menetet mutatnak és allomasonkint alig térnek
el egymastol, ennélfogva a négy dllomas adataibol alkotott sta-
tisztikai kozépértékek a troposzférat jellemzé dltalénos meny-
nyiségeket szolgaltatjdk.

Ezek szerint a troposzfera statisztikai kozéphémérsekleti gra-
diensének és fajh6ibél alkotott hanyadosnak menete kovetkezo :

Magassdg ar
km T aH e

1—2 4-80. 116
23 495,107 = 1417
3—4 Bab <8 1-20
4—5 592. « 121
5—6 658, « 1-24
6—7 695, « 1-27
7—8 7:25. 1« 1-28
8—9 6:95. « 1-27
9—10 L 1:21

10—11 [400] « [1-14]

Kozép 589. « 1-22

A troposzféraban tehdat a kozép x =73 és a

daT = s fok
— = =59,10"° 2
JH 959,10 =3

A troposzféraban a két mennyiség a foldfeluletéts]l felfelé
egyértelmien valtozik. A x sehol sem éri el a foldfeliletén,
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mas fizikai modszerekkel szaraz levegére meghatarozott Z ér-
téket.

Ezt az eltérést nagyban el6idézi a levegé Kkiilonb6zé ned-
vességi dllapota. Ugyanis a fenti téablézat értelmében viszony-
lagosan legszarazabb a 7—8 km kozotti légréteg és legnedve-
sebb az 1—3 km meg a 10 —11 km kozotti légréteg; a 3—5
és 8—10 km kozotti légrétegek dtmeneti allapot jellegével bir-
nak, melyek a viszonylagos szaraz és nedves légrétegeket el-
valasztjak.

Hogy a G-nek, illetve z-nak térbeli menete a troposzféraban
a levegé nedvességi dallapotdval szoros 0sszefiiggésben van, azt
a felhé-megﬁ'gyelések is tamogaljak.

Ugyanis a felhdmagassiag megfigyelések szerint az 6sszes
felh6zelnek 22%-a (els6 maximum) a f6ld felszinétél 3 km
magassagig terjedd rétegbe, 7% a (minimum) 7- 8 km vaslag
légrétegbe és 19%-a (mdsodik maximum) 10 —12 km kozé esik;
tovabba a 3—5 és a 8—10 km rétegekben mindossze ecsak
10%-a észleltetett.

H. Anderko Auwrél.

' 8. A. ArRrHENIUS : Lehrbuch der kosmischen Physik. Leipzig, 1903,
p. 649.

__ -
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Az utobbi 5 év leforgasa alatt a drotnélkiili telegrafidban
elsérendli helyet foglalt el az a kiolto hatds, a melyet egyes
szikrako6zoknél észleltek s a melyre Wien professor az 6 telegraf
rendszerét alapitotta. Ez a rendszer, melyet Telefunken rend-
szernek is neveznek, manapsdg mar annyira elterjedt, hogy
mind tébben és tébben akadnak, a kik a kiolt6 hatdst tudo-
manyos modszerekkel vizsgalat ala veszik, lényegét iparkodnak
felderiteni s vizsgaljak azokat a korilményeket, a melyek kozt
e hatds létrejon.

A kiolté hatas féleg kapesolt koroknél jon figyelembe; az
ebben végbemend rezgési jelenségek leirisa megtaldlhaté min-
den jobb tankényvben, ezért csak a legsziikségesebbek elmon-
dasdra szoritkozunk

Kiolto hatést sokféle szikrakozzel el tudtak érni, de itt csak
azokat emlitjik meg, a melyek a levegé ionizdciojan alapulnak.
Ilyen volt mindjért a legelsé kiolto szikrak6zok kozt Wien-nek *
a késziiléke, a mely kézbnséges\ (01—10 mm Hg nyomésa
levegével toltott) Geissler-cs6b6l dll, melyet 6 kioltocsének ne-
vezett el. A kiolt6 hatdst a szikrakézben (esében) 16v6 ionizalt
levegd idézte eld.

Wien a kiolto csovek viselkedését vizsgalta tugy kapcesolt,
mint nem kapcsolt korok esetén, ez utobbiaknal a csovek rend-
ellenesen miikodtek, mig kapesolt korok esetében jo hatdsfokot
mutattak fel. Nem talalt nagy eltérést akkor, ha a csébe levegé

' M. Wien: Phys. Zeitschr. 11 p. 76. 1910 és Jahrb. d. drahtl. Tel. 4.
p. 135. 1911,
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helyett mas gizt tett, vagy ha a csovek és az elektrédok alakjat
megvaltoztatta. A kiolto hatasra nagy befolydssal bir a gdz nyo-
mdsa és még inkdbb az elektrodoknak hasznalt fém anyaga.
Nagy fesziiltségnél (80,000 volt) tobb csovet kellett egymdasutin
kapesolnia, mig 100,000 voltnal a kioltohatds megsziint. A cso6-
vek nem terjedtek el a gyakorlatban, mert hamar ténkre-
mentek.

Ronmann * figyelte meg elészor, hogy ha a szikrakzt Bunsen-
lampdval ionizalja, kioltohatdst kap. A kérdést Kavrewpacu®
vizsgdlta meg s koralbeliil ugyanarra az ereeményre jutott,
mint Wien a kiolté csoveknél. Az elektrodfémek kozil leg-
kedvez6bb az eziist, azutin jéonnek a réz, czink és magnézium.
Nem voltak a jelenségre lényeges befolyassal: az elektrodok
alakja, a lang nagysiga (nem héfoka); nagy viltozist mutatott
a kiolt6 hatds az ionizaczié fokdnak és a szikra hosszusaga-
nak megvaltoztatasaval. A szikrakoz akkor is mutatott némi
kiolto hatast, ha az egyik elektrodot erés izzisig hevitette.

Ezekb6l a kisérletekb6l kivilaglik, hogy a kiolté hatds a
szikrak6znek bdarmily moédon valé ionizdldsa révén elérhetd, a
dont6é az ionizaczio foka; lényeges befolyassal bir rd még az
elektrodfémek mindsége. Ezt az 'eredményt taldltuk mi is az
alabb ismertetett Kkisérletsorozatunknal, a hol az ionizaciot
a szikra utjaban 1évé levegéoszlop megsziikitésével értik el
KiroLy IREN tanar ur ugyanis azt a megfigyelést tette, hogy
a kapillarcsévekben 1évé levegboszlop ionizdlva van, s az eloktro-
mossagot vezeti. Az ionizdcidonak ezt a fajat haszndltuk fel
lokésgerjesztés eléallitdsara.

Mindenekel6tt azt kellett tisztaznunk, hogy milyen mértéki
az az ionizdcid, a melyet az {ivegesé eléidézni képes. E ezél-
bél két teljesen hasonlé szikrakozt kapesoltunk parallel, az
egyikre rahuztuk az tivegesovet s az egészet Osszekotottik a

1 ROHMANN : Phys. Ztschr. 12. p. 649. 1911.
2 Kavrensacua : Uber d. Verhalten v. ionisierten Funkenstrecken. Diss.
Strassburg. 1912. Kivonatosan. Jahrb. d. drahtl. Tel. 7. p. 157, 1913,
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szikrainduktor szekundér sarkaival. Az iivegesives szikrakéz
elektrodjait egy bizonyos tavolsdgra bedllitva, az iiveges6é nél-
kiili elektrodokat addig tavolitoituk egymastol, a mig mindkét
szikrakozben egyszerre nem ugrott it a szikra. A két szikra-
hossz viszonya adja az ionizaciofokot. A kisérletet megismétel-
tik kilonbozé szikrahosszakkal és kiillonb6z6 atmér6ja tiveg-
csovekkel. Ezt az igy talalt osszefiiggést felrajzolva kaptuk a
szikragorbét.

Az elso dbran kétféle tvegesének (04 és 1'0 mm-esnek) a
szikragorbéje van felrajzolva. Rovidebb iitétéavolsagnal a két

15 &brae

cs6 nem mutat nagy eltérést, a mennyiben a két gorbe kozel
parhuzamosan halad. Az ionizdlt szikrak6z novekedésével a nem
ionizalt szikrahossz csak kis meértékben né, a 0'4-es cs6 na-
gyobb szikrakézeinél a nem ionizalt elektrodok titéstavolsdga
még mindig mérsékelten emelkedik. Az 1'0 mm-es ¢sdnél azon-
ban 6 mm szikrahossz utidn az ionizaci6 foka rohamosan
csOkken. Rovidebb szikratavolsag mellett tehdt az ionizdcid
foka nagyobb s ezeknél az iiveges6 keresztmetszetének lénye-
ges befolyisa nines; ez magyarazza meg azt az eredményt,
melyet kés6bb, a kritikus szikrahosszisig megallapitasandl
kaptunk.
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Ezutin ratértink a szikrakozoknek a kapesolt korokben vald
vizsgalatara.

A rezonancia és kapesolasi gorbék felvételére az altalino-
san hasznalt kisérleti berendezést allitottuk 6ssze. Ez, mint a
2-ik dbréan lathato, harom korbél all : primér, szekundér és méro-
korbol. T szikrainduktort R reosztat és I amperméter kozbe-

‘kapesolasaval 100 voltos valtéarammal tapliltuk. A feltransz-

formalt dram a H kapesolon® keresztill az F szikrakdzokhoz
juthatott, a melyek a () kondenzatorral és L, onindukeios
tekercscsel a primér kort alkottik. A szekundér kér a viltoz-

2. abra. 3. abra.

tathato C, kondenzitorbol, L, 6nindukcziés tekercshol és L)
hurokbol dllott s a primér kérrel magnesesen volt “kapesolva.
L, és L, tekercsek viszonylagos helyzetét tetszés szerint lehe-
tett véltoztatni, tgyhogy a két kor kapcsoldsi tényezdje is tdg
hatdrok kézt ingadozott. A két tekercs viszonylagos elmozdu-
ldsa egy fokosztissal ellatott lécz mentén tortént és a vario-
méter kalibrildsa utdn ismeretes lett minden egyes fokhoz
tartozo kapcsolisi tényezé érték. A harmadik vagy mérékor, a
mely a mésodikhoz tal lazin volt kapcsolva, C, viltoztathato,
G, blokk kondenzatort, Lg tekercset, D piritdetektort és G galvano-
métert tartalmazta. A primér- és a szekundérkor pontosan egy-
mashoz volt hangolva, hullimhosszisaguk 810 m-t tett ki;
ezt a rezgésszamot az egész kisérletsorozat alatt megtartottuk.
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A kisérlet menete a kovetkez6 voll: [ szikramikrométerek
egyikébe beletettitk az elektrodokat «ionizdtor» nélkil, mig a
mdsikba hasonlo két elektrod jott, de kozottiik foglalt helyet
a vizsgalando «ionizdtorr. Az ionizator nélkili szikrakézt a
czélszerti hosszusagra bedllitva, a [ kapesolo két szoritojat
egy drottal rovidre zartuk, ugyhogy az dram mindkét szikra-
kozon at vehette utjat s azutan a masik szikramikrométer
elektrodjait addig kozelitettilk egymashoz, a mig itt is szikra
nem ugrott at.

Az elsé «ionizdtor», a mi vizsgalat ala kerilt, killonbo6z6
keresztmetszetl iivegesd volt, ez azonban csak a kérdés mind6-
leges eldontésére (1. alabb) volt alkalmas; az a nagy héenergia,
a mely még igen kis elektrodtavolsigoknal is a szikrakézben
felszabadult par méasodpercz alatt megolvasztotta az iivegesovet
s az vagy lecseppent, vagy kozépen Osszeolvadt, gy hogy a
szikrd ezt a gombot megkeriilve, a szabad leveg6vel érintkezve
haladt 4t. A hatds természetesen mindkét esetben leromlott.
Igy tértiink 4t a vastagabb agyaglemezekbe firt lyukakra. Vizs-
gallunk kozonséges, kevéssé égetett agyageseréplemezeket, itt
azonban a korroziéhoz hasonl6 jelenséget tapasztaltunk, a mely
szintén hamar bekovetkezett. Rovidesen megsziint a lyuk egyen-
letes atmérdje s a lemez két széle felé hatalmas kriater képzé-
dott, a mi természetesen a viszonyok dllando viltozisit vonta
maga ulin s a kovetkeztetések levonasat tovabba az Ossze-
hasonlitast lehetetlenné tették. Meglehetésen tartdosaknak bizo-
nyultak a Lecrancui-elem diafragmajanak fenekébol késziilt
kisérleti darabok.

Legjobb hatast a 3. II-ik abrdn feltintetett alaku, kaolinbél
hazilag égetett agyagkupakok mutattak fel; ennek magyarazata
a késébbi vizsgdlatok folyamdan deriilt csak ki. A jelenségnél
ugyanis fontos szerepe van az agyag hilésének, a mi itt, a
tébbiekhez viszonyitva, leginkdbb megvolt. Ugy a nagy feliilet,
mint a kupak toélcsérszeri alakja, a mi a légkeringést nagyban
elosegili, a hiilést novelte, a hatist fokozta s a kupak korro-
ziojat gatolta.
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Ugyancsak a hilés hidnya tette kedvez6tlenné az ionizétor-
nak azt az elhelyezését, a mely szerint az anyaglemezek szo-
rosan az elektrodok kozott foglaltak helyet. Ilyenkor a szikrat
csak rovid ideig lehetett fentartani s az csakhamar ivbe csa-
pott a. Ezt a kellemetlenséget a 3. 1-s6 abran feltlintetett el-
rendezéssel kiszoboltuk Kki.

Annak eldontésére, hogy az Uvegcs6vel korllvett szikra-
koz képes-e elGidézni valami Kkiolt6 hatédst, a 2-ik abran fel-

4. abra.

tlntetett F szikramikrométerek egyikébe 0-8 mm atmérdgjd
vorosrézdrdtelektrodokat helyeztiink s a szikrahosszat 3 mm
tavolsagra allitottuk be. A szikramikrométerhez sorosan még
egy platina-iridium tébbszérds szikrakéz (BoAS-féle) harom ta-
nyérja volt kapcsolva, a mi hivatva lett volna a rézelektrodtol
annyi energiat elvonni, hogy az (vegcs6 megolvadasa elkerl-
tessék. Ebben az osszeallitdsban a galvanométer helyébe kap-
csolt PAUL-féle mikroamperméter 95.10-4 voltot mutatott. Az
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iivegesd, a mely a drotra szorosan illett, rédhelyezésével ez az
érték felment 14.107% voltra. Az eléje kapesolt haromszoros
szikrakoz azonban nem tudta meggdtolni az iiveg megolvada-
sat s ez csakhamar be is kovetkezett, a melylyel egyidejileg a
“mikroamperméter is visszament eredeti értékére. Mivel iizem
kozben semmi mds tényezé nem valtozott meg, csak az iivegesé
ment tonkre, a hatas lisztéra ennek tudhato be.

Ratérve a kvantitativ vizsgalatok tdargyalasdra, a sok mérés
és eredmény koziil csak azokat oOhajtjuk kozolni, a melyek egy-
mastol lényegesen eltér6 s szembeotld eredményeket adnak.
fgy mellézziik a gyengén égetett agyaglemezzel ‘végzett kisér-
leteket, a melyeknek megbizhatosigat a kraterképzdidés ugyis
nagyon csokkentette.

Anuak megitélésére, hogy milyen kioltohatast gyakorol az
ionizator egy bizonyos kapcsolias mellett a szikrakozre, a rezo-
nanciagorbe szolgdl, mert ennek lefolydsébél mondhatjuk meg,
hogy melyik rezgés domindl a szekundérkorben s ebbél azt,
hogy a kioltéhatds milyen szoros kapcsoldst enged meg. Egy-
szeriibb az eset a maximum ilyen keresgetésénél, ha a rezo-
nanciagorbét megel6z6en a kapecsolasi gorbét veszsziik fel a
mérdkornek a rezonancia helyén valo dllisa mellett.

A 4-ik abran lathato kapesolasi gérbe (K) tobb szélsé erté-
ket ad* s legnagyobb értéke a 31° (20%) variométerallis mel-
lett van. Itt felvéve a rezonanciagorbét az 5-ik dbran lathato
alakot nyerjik. Kikeresve egy kevéshé kedvez6é helyet (pl. a
26° 39% variométerallasndl), a rezonanciagorbét itt is fel-
vesszitk; ez a 6-ik abran van feltiintetve. A két rezonancia-
gorbe nem mutat fel egymastol nagy eltérést, csak az energia
nagyobbodott meg tetemesen az ionizalt szikrakéz esetében,
pedig a kapesoldasi goérbe a 31° variométerdllist mutatta leg-
kedvez6bbnek. Ennek a gérbének a lefolydasa ugy az ionizalt,
mint a nem ionizalt szikrakoz esetében koriilbelil megegyezik,

1 Ez a jelenség a kapesolasi gorbékre jellegzetes. RiecGer H.: Jahrb. d.
drahtl. Telegr. 5. 35. 1912.
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'amennyiben mindkét alkalommal j6 kioltohatdast mutatnak.

A 31°-0s kapcsolas ugyanis nem elég szoros arra, hogy az
ionizdlt szikrakoz hatisa szembe6tlé legyen. A 26°-0s kapeso-
lis pedig mindkét esetben rossz kioltohatast ad; itt mar gy
az ionizalt s pline a nem ionizalt szikrakéznek a kapesoldsa
tal szoros. Tehdat sem a 31°-0s sem pedig a 26°-0s variométer-
alldsnal nem kaptunk kedvezd kioltohatist, béar a kapesolasi

b. abra. 6. abra.

gorbe a 31°-ndl mutatta a maximumot. fgy kimondhatjuk, hogy
a jo kioltohatds megitélésére nem elegenddé a kapesolasi gor-
bék menetének megvizsgildsa, mert pl. a maximum helyen a
nem ionizalt szikrakoz is tetemes energiaértéket adhat.

A kioltohatds mértékét tehdt a rezonancia helyén mutatkozo
energidk (drameffektusok) viszonya fogja megadni. E mérték
természetesen csak relativ értékd.

Annak megallapitasara, hogy egy ionizalt szikrakoz milyen
helyen fogja a legjobb kioltohatast szolgdltatni, az ngynevezett

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 3
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viszonygorbe * szolgil, a mely minden kapesoldsndl megmutatja, ;

hogy a rezonancia helyén az ionizdlt szikra energidja héany-
szorosa a nem ionizalténak. A 4-ik dbran vastagon (V) a viszony-
gorbe is fel van rajzolva, tehit

V= izﬂ. ion.

1
Leff. nem ion.

képletbdl szamitott értékek szerepelnek ordindtak gyandnt.
Egy pillantds a viszonygorbére felvilagositist ad nekiink,
hogy miért nem kaptunk a 31° variométerdllis mellett jo ki-

7. abra.

olté hatdst; a viszonygérbe maximuma ugyanis 29°-ndl van,
(megfelel 27-39% kapcsolasnak) tehat a kioltéhatas szempontja-
bol 31° tal laza, 26° pedig tal szoros kapesolas volt.

Mint emlitettiik a 3. II-ik abrdn feltintetett agyagkupak ki-
tiné kisérleti darabnak bizenyult. Mindenekelott felvettiik a
kapesoldsi gdrbéjét 154 mm ionizalt szikrahossz mellett; ennek
megfelelt 9°3 mm nem ionizélt equipotencidlis iitétavolsag. Ezt
a 7-ik dbrin a vékonyan kihizott gorbe (K) képviseli; a

1 A viszonygorbe ilyetén hasznalatit mar el6z6 kozleményiinkben (Uber
eine neue Art der Stosserregung. Jahrb, d. dratl. Tel. 10. p. 232. 1916)
javasoltuk. ¥
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maximum 33°-nal van. Ha a maximum-helyeken vennénk fel
a rezonanciagorbét, nem kapnank jo kioltohatast, Ggy mint
az az agyaglemezzel végzett kisérletnél tortént, a 33° (15'3%)-0s
és*a*37° (1000)-os kapcsolads tul laza volna s a nem ionizélt
szikrakdz is éles rezonanciahelyet mutatna fel, természetesen
jokoraval kisebb energiaadtszarmaztatas mellett.

Megvéltozik azonnal a képink a dologrél, a mint a 7-ik
abran vastagon berajzolt V viszonygorbére tekintlink. Ez a
29° és 27° kozt két széls@ értéket mutat, tehat joval szoro-

8. &bra. 9. ébra.

sabb kapcsolas mellett adja a relativ legkedvezébb [6kés-
gerjesztést. A nagyobbik érték ezek kozll a 27° variométer-
allds, a mi 34-10/0 kapcsolasnak felel meg; ily szoros kapcso-
lasok a gyakorlatban is csak ritkan fordulnak el6. A gorbe
tovabbi menetéb6l az is Kitlinik, hogy a hatds nem romlik
rohamosan, a mennyiben még 484»/0 (23°)-0s kapcsolds mel-
lett is az agyagszikrakdz szolgéltatta energia a 60-szorosat
teszi a nem ionizalt energidjanak.

A 27°-nal felvett rezonanciagdrbe képe a 8-ik abran lathato.
A nem ionizalt szikrdnak a gorbéje hatalmas kapcsolasi hulla-
mot mutat, mig a rezonanciahelyen az energia ennek csak

3%
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koriilbelal harmada. Betéve az agyagkupakot a kapesoldsi hul-
lam majdnem teljesen eltiinik, mig a férezonanciahelyen hatal-
mas emelkedést mutat. Itt tehdt tetemes kiolté hatdst taldltunk.

Meg kell még emliteni, hogy a szikrak6z hossza nagy be-
folyassal volt a kapesoldsi gérbére, ugyhogy mads és mds szikra-
hosszra mas és mas kritikus kapcsoldas adodott. Tehat minden
egyes szikrakoztdvolsignak megvan a kritikus kapesoldsa és
viszont minden kapcsolisnak megfelel egy kritikus szikrahossz,
a melynél tudniillik a mérékoér a legnagyobb drameffektust
adja. Ennek a kritikus szikrahossznak a kapcsoldssal valo vil-
tozdasa lathat6 a 9-ik abran.

A kritikus szikrahossz a kapcsolds szorosbitasdaval kériil-
beliill 29°-ig linedrisan fogy, innen kezdve azutdn alulrél nézve
konvex lesz a gorbe, a mi Osszhangban all azzal a méar a
szikragorbék felvételénél tapasztalt ténynyel, hogy tudniillik
a rovidebb szikrahossz nagyobb ionizdciét idéz el6, mint a
hosszabb s igy anndl a szikrakoztdvolsdgnal szorosabb kapeso-
las engedhetd meg, tehat a kiolté hatds rohamosabban né az
iitétavolsag csokkenésével. A kritikus szikrahosszaknak kisér-
leti megallapitdasa a kovetkez6 modon toriént. A variométert bizo-
nyos skdlarészre dllitva, a mér6kort a primér- és a szekundér-
korrel rezonancidba hoztuk s addig valtoztattuk a mikrométert,
a mig a galvanométer maximalis drameffektust nem mutatott.
A kisérletnél az agyagkupakot hasznaltuk. Erdekes még meg-
emliteni, hogy a kritikus szikrahosszak igen pontosan voltak
bedllithatok ; mar 0'1 mm eltérés gy a pozitiv, mint a nega-
tiv irdnyban a hatds gyors lerontdsit vonta maga utan.

Az ionizatorokat kiilinféle fémelektrodok kozé helyezve vizs-
galtuk még, hogy milyen befolydst gyakorolnak ezek a kritikus
kapesolasra és a kiolto hatdsra. Az eredmény teljesen meg-
felelt a nem ionizdlt szikrakozoknél talalt eredményeknek. A kii-
l6nboz6 fémelektrodokkal felvett kapcesoldsi gorbék ugyanis azt
mutattik, hogy a kioltéhatds tekintetében legjobb fém a réz,
utdna jonnek a czink és az aluminium. A sorrendet az ioni-
zdtor jelenléte nem véltoztatta meg.



AZ IONIZALT SZIKRAKOZOK KIOLTO HATASA. 37

Mivel meglehetésen nagy energidval dolgoztunk (a szikra-
induktor primérjében 15 amp. erésségti dram keringett) s a viszo-
nyok tisztibb megfigyelhetésére mindig csak egy szikrakozt
alkalmazunk, egy meglehetésen kellemetlen mellékjelenséggel
kellett kiizdeniink. Az ionizator és az elektrodok természe-
tes hiilése nem volt elegendé ahoz, hogy azoknak erés fel-
melegedését és igy a talionizaciot meggatolja. Ez a folosleges
ionizacio par percz alatt bekovetkezett, a mikor is a szikra
ivbe ment 4t s az oscillatorikus kistilés megszinvén a hatds
leromlott. A kisérletnél a megfelelé leolvasdsokat ezalatt az
id6 alatt el tudtuk végezni, ugyhogy alapjaban véve bajt nem
okozott, csak minden egyes leolvasis utdn par perczig varni
kellett, mig az elektrodok s az ionizator megfelel6é maédon
lehiilnek s a talgyors ivképzdédést elkeriiljiik.

A leolvasisndl a jelenség a kovetkez6en ment végbe. Az
arameffektus egy darabig folyton emelkedett, majd elért egy
maximumot, a mint az elektrodok melegedésével az ionizacid
is folyton er6sbodott s végiil az ionizdcié is elérte azt az
értéket, a mely a meglévé kapesolasndl kritikusnak mondhato,
azaz a legnagyobb galvanométerkitérést szolgaltatja. Innen az
ionizaczio tovabb nétt, de az arameffektus mar esett, mig vég-
leg ¢ nem romlott, a mikor is a szikra ivbe csapott at. Az
ily modon talalt kritikus ionizdciéfokot kellene dllando érté-
ken tartani, mert ebben az esetben az tizembiztonsag a leg-
jobb okonomiaval volna megoldva.

A rendszer stabilla tételére legkozelebb levének a tébbszo-
ros szikrakoz alkalmazdsa latszott. Ha ugyanis tobb szikrakozt
kapcsolunk egymasutan, ezaltal az egy szikrakozre juté ener-
giat megosztottuk; ezt az elosztast addig végezhetjik, mig egy
szikrakozre tobb energia nem marad, mint a mekkora a kri-
tikus ionizdciofok alland6 fentartdsahoz sziikséges, vagyis csak
annyi hé vilik szabaddd, amennyit az elektrédok s az agyag
elvezetni képesek; az igy bekovetkezett staciondrius allapot a
kritikus ionizdciofokndl legyen.

Esetiinkben mar két agyagkupak-szikrakéz sorbakapesoldsa-
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val elértiik a staciondrius dllapotot és pedig a legkedvezibb
arameffektus kornyékén; a szikrat egy fél oOraig is tizemben
tudtuk tartani, Ggy hogy mikoddése folytonosnak és megbizhato-
nak (kihagydsok nélkiilinek) volt mondhato. A tobbszorés ioni-
zalt szikrakozok mikodésére az egyszeresébdl vonhatunk kovet-
keztetést, a mennyiben kétszeri eszkoz hatésa joval felilmulja
egy szikrakoz hatasanak a kétszeresét és igy tovdbb. Tovabbi
vizsgalatok mar a kérdés gyakorlati oldaldra vonatkoznadnak.

A bevezetésben lattuk, hogy Wien és Kavteneacu a szikra-
kozok ionizacidjaval jo kioltohatast értek el.

Mi azaltal értiik el a lokésgerjesztést, hogy a szikra utjaba
kifart agyaglemezt helyeztiink. A vizsgdlatokat kapesolasi gorbék
felvételével kezdtiik, s ebb6l meghatdrozva a kritikus kapcsoldst,
itt és a szomszédos helyeken felvettiik a rezonanciagorbéket,
Ggy az ionizalt, mint a nemionizalt szikrakozokkel. Végiil fel-
rajzolva a kapcsolasi viszonygorbéket, azt talaltuk, hogy a rela-
tive legjobb kioltéhatédst nem a kritikus kapcsoldsnal érjiik el.

Megallapitottuk a szikrahossz befolyasat a lokésgerjesztésre
s felrajzoltuk a kritikus szikrahosszak gorbéjét.

Az elektrod fémek mindségére ugyanazt az eredményt talal-
tuk, mint el6z6 kisérletezok.

Végiil sikeriilt tobb szikrakoz soros kapesolésival a késziilé-
ket tizembiztossa tenniink.

A kisérleteket dr. Wirrmany FErencz tanar Gr engedelmével,
a melyért e helyen jb6l koszonetet mondunk, a miegyetem
technikai fizikai laboratoriumaban végeztiik.

Biré Dezsd és Bekefy Imre.
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A Brown-féle mozgas.

Jean Perrin, Die Brown'sche Bewegung und die wahre Existenz
der Molekiile. Deutsch von J. Donau. Verlag von Th. Steinkopf, Dres-
den 1910. 84 lap. M 2-50.

Jean Perrin, Die Atome. Deutsch von A. Lorrermoser. Verlag von
Th. Stemkopr, Dresden u. Leipzig 1914, XX+196 lap. M 6—.

The Svedberg, Die Existenz der Molekiile. Akademische Verlags-
gesellschaft, Leipzig, 1912. VIII+4244 lap. M 12.

Arne Westgren, Untersuchungen 1iber die Browr'sche Bewegung.
Armouist u. WikserLs Bokrryckery, Uppsala 1915, VII4+-129 lap. M 7'—.

G. L. de Haas-Lorentz, Die Brown’sche Bewegung wund einige ver-
wandte Erscheinungen. Fr. Viewee u. Somy, Braunschweig, 1913.
VI4-103 lap. M 350.

A Brown-féle mozgds az utébbi idében tobb okbdl kiilonosen fontos
jelenség. Wiener (1863) jutott el6szor arra a gondolatra, hogy a folyadék-
ban lebegd részek rendezetlen mozgdsdnak okdt «magdban a folyadék-
ban kell keresni, hogy belss, a folyadék 4llapotdt jellemzé mozgds
kelti». CarBoneLie (1877) mdr jéval tovdbb megy: a Brown-féle mozgds
a molekuldris mozgds képe. Gouy 1888-ban felelevenitette ezt a gondo-
latot : «a részek ldthatévd teszik a folyadék belsé mozgdsit, a mely
magdval viszi 6ket». Ez a kinetikus elmélet valgjdban akkor lett a mo-
lekuldris felfogdsra dénté jelentéségii, mikor Emsreiv® az ozmotikus
nyomds fogalmdbél kiindulva, majd késébb a hé molekuldris elméleté-
nek alapjdn a valdsziniiség-szdmitis alkalmazdsdval a kivetkezo egyenletet

vezette le:

2RT "t
|
4 NG

1 Ann. d. Phys. [4], 17, 1905. 549. 1, 19, 1906, 371. 1. és 22, 1907,
569. 1.

-
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42 a t id6 alatt az X-tengely irdnydban bedlls elmozdulasok négyzeté.
nek kozepe, R az dltaldnos gizdllandé, N a Loscammr-féle szdm, T az
abszolit homérséklet, f a sirlddds egységnyi sebességnél. Mdsodik
egyenlete a részecske forgé mozgdsdra vonatkozik :

SR
~ N 4npa®’

a® az a sugari gomboén ¢ id6 alatt bedllé szdgelfordulasok négyzeté-
nek kozépértéke z viszkozitdssal biré folyadékban.

Ugyanezeket az egyenleteket egyidejileg Ssorucrowski? is levezette,
utébb még mdsok is. Az elmélet kiindulé pontja az, hogy a lebegd
részek dtlagos kinetikus energidja egyenlé a folyadékmolekula 4tlagos
kinetikus energigjaval. Ha sikeril az egyenletek helyességét igazolni,
akkor nemcsak lényeges bizonyitékot kaptunk «a molekuldk valésdgos
léte» mellett, hanem egytttal médunk van a molekula energidjanak
meghatdrozédsdra.

De a Brown-féle mozgds az elektron toltésének meghatdrozdsiban is
fontos szerepet jatszik. Mint ismeretes, a MiLuikan-Enrenaarr-féle maod-
szernél a lebegé kis gémb siilyedését és emelkedését kell megfigyelni a
nehézségi eré, majd a sirité terében haté elektromos erd és a nehéz-
ségi er6 egyiittes hatdsa alatt. Rogton beldthatjuk, hogy a Brows-féle
mozgds a megfigyelt gomb mozgdsit lényegesen befolydsolja. Valéban a
Brown-féle mozgds vizsgdlatinak legnagyobb része az utébbi években
az elektron-elmélettel kapcsolatos.

Az elsé részletes megfigyelések Jean Perrin-t6l erednek. 1910-ig vég-
zett megfigyeléseit elsé helyen emlitett fiizete tartalmazza. (Kiilénlenyo-
mat a Kolloidchemische Beihefte I. kitetébél.) Fzeket és a késébbi mé-
réseket megtalaljuk osszefoglalva Die Atome czimi konyvében, a mely
szélesebb kora olvasékozonség szémdra késziilt. Perriy nemesak a kisér-
letezésnek, hanem az frdsnak is miivésze, azért konyve igen j6 dttekin-
tést nyujt. Az emlitett fiizet csak a Brown-féle mozgdst tdrgyalja az
atomelmeélet rovid ismertetése utdn. Perrin fGleg sajdt vizsgalatait ismer-
teti. Die Atome czim(i munkdja tdgabb kord. Taldn ugy jellemezhetjiik
legjobban, hogy azokat a jelenségeket és mddszereket ismerteti, a me-
lyek a Loscammr-féle szdm meghatdrozdsdra vezetnek. Az elsé fejezet-

1 Ann. d. Phys. [4], 24, 1906, 756. 1.
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ben azokat a tapasztalatokat taldljuk, a melyek az atom és molekula
feltevésére vezetnek. Ilyenek a vegyi folyamatok és a diffuzié. Rovid
leirdsdt kapjuk az atom-elmélet fébb torvényeinek. A mdsodik fejezet a
molekuldk mozgdsit targyalja, haladé mozgdsuk sebességét, forgdsukat
és hoérezgésiiket, tovibba a szabad tithossz fogalmit.

Ezekhez’ csatlakozik a Brown-féle mozgds elméletének és megfigye-
léseinek ismertetése. A tdrgyalds sorrendjére és médjira nézve néhdny
észrevételt szeretnék tenni. A Brown-féle mozgds kinetikus elméletének
kovetkezménye, hogy a lebegé részek szdma felfelé exponenczidlis tor-
vény szerint fogy tigy, mint a gdzok stirtsége. PErrIN jutott elészor erre
agondolatra, sok oldatban igen kiilonbzo feltételek mellett meg is gyézodott
helyességéril. De ezek a vizsgdlatok néhdny évvel Emstein elméletének
megjelenése utin esnek. Ha tehdt Perrin mind a két helyen a sorren-
det felcseréli, akkor egyesek esetleg helyteleniil fogjik fel a kérdés
torténeti fejlodését és kevésbbé mélldnyoljak Emstey érdemeit. PERRIN
foleg sajit megfigyeléseit ismerteti, Kétségtelen, hogy nagy érdemei van-
nak ezen a téren. Erdemei alig csokkennek avval, hogy az oldatok ké-
szitésében SieMunp Exner eljdrdsdra tdmaszkodolt, a részek megszdmldldsd-
nak mddja pedig SiepEntoprtél és Zsiemonpytél ered. A Brown-féle
mozgds lényegesen hozzdjirult ahhoz, hogy a héelmélet mésodik alap-
tﬁwényét, mint valdszintiségi tétell fogjuk fel. Permin ezt a torvényt
ennek megfeleléen fogalmazza, de a gondolat SmoLucHowskitdl ered. Az
is bizonyos ma mdr, hogy Permiy az el6zé megfigyeléseket, kiilondsen
SvepBerG els6 méréseit kelleténél kevésbbé értékelte.

A Brown-féle mozgdshoz kapcsolédik az ingadozdsok targyaldsa. Er-
r6l roviden Svepeere konyvével kapesolatban fogunk szélni. Az atom-
elmélet djabb fejlodését, a quantum-elméletet és az elektromossdg és
mdgnesség atomos felfogdsdt szintén roviden megtaldljuk. A konyvet az
atomok szerkezetének ismertetése fejezi be ésitt a radioaktiv jelenségekbol
vonhatd kovetkeztetésekkel ismerkediink meg. «Az atomok létének akkora
a valésziniisége, hogy a bizonyossighoz kozel van.»

SvepBerG még kevésbbé tartézkod6. Azokat a bizonyitékokat keresi,
a melyek a molekuldk valédi léte mellett szélnak. De pontosan kifejti,
hogyan kell az ilyen bizonyitékokat értelmezni. «A mint olyan jelen-
ségre akadunk, a melyet csak tgy tudunk természettudomdnyi vildg-
nézetiinkkel osszhangzdsba hozni, hogy az anyagot kiiléndllg kis részek-
bol osszetettnek képzeljiik, akkor egytttal kisérleti bizonyitékot kaptunk
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a molekuldk léte mellett. A bizonyitékok csak addig érvényesek, a mig
a kérdéses jelenséget nem sikeriilt jobban megmagyardzni, mint a ho-
gyan a molekuldris elmélettel lehet.» SvepBere kinyvének az adja meg
tulajdonképeni jellegét és elsdsorban értékét is, hogy sajét megfigyelé-
seir6l szdmol be Osszefoglalé keretben. Senkire sem lehet érdektelen, ha
ondllé kutaté gondolatainak fejlédését, médszereinek kialakfildsat kovet-
heti. Nem taldljuk meg tehdt az Gsszes jelenségeket, a melyek a mo-
lekuldk 1étét «bizonyitjdk», igy a radioaktivitdsrél csak kevés sz6 esik
ebben a kényvben.

SvepBERG azokat a jelenségeket, a melyekkel foglalkozott, multimole-
kuldris és paucimolekuldris jelenségekre osztja. Az elsé csoportba olya-
nok tartoznak, a melyeknél a molekuliknak vagy atomoknak nagy to-
mege szerepel. Ilyenek :

1. A fényelnyelés. Ezt Svepsere kolorimetrikus és spektrofotometrikus
titon mérte. A nagy hézagot, a mely a kolloidalis és a rokon molekuld-
ris oldatok koézt van, sikeriilt 4thidalnia. A mint a ]ebegb’ részek kiseb-
bednek, a szin erdéssége fokozatosan -kozeledik a molekuldris oldatoké-

" hoz. Valészinii tehdt, hogy a molekuldris oldatok is kiilondllé részekbol

alakulnak. Hat anyagot spektrofotometrikus tton is vizsgdlt. Az ered-
mény megegyezett az el6bbivel : a fényelnyelésben nincs elvi kiilonbség
a kolloiddlis és a molekuldris oldatok kozott, az dtmenet folytonos.

2. A diffuzié. A kinetikus gdzelmélet szerint a diffuzié egyiitthatdja :

ARLL

i
Gombalakt részeknél Stokes egyenlete :

[ = bmay.

Svepsere megmérte N kivételével azokat a mennyiségeket, a melyek

.ezekben az egyenletekben szerepelnek és N értékét igy kiszdmitotta.

A nyert érték 6.10%% koriil ingadozott, tehdt jol egyezett az egyéb jelen-
ségekbol levezetett értékkel. Ezzel a kinetikus gdzelmélet egyik fontos
kovetkeztetését igazolta.

A paucimolekuldris jelenségeknél csak néhdny atom vagy molekula
hatdsdval van dolgunk. Féleg azért fontosak, mert kozvetlen bepillantdst
engednek az anyag szerkezetébe. Koziiliilk SvepBere a Brown-féle moz-
gdst és a telitettség ingadozdsdt vizsgdlta. Az elsé vizsgdlatok kiilonésen
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azért érdekesek, mert ultramikroszkopikus részekre vonatkoznak. Arany-
és higany-részeken sikeriilt Svepserenek az Eistemv-féle egyenletek he-
lyességét sok megfigyeléssel igazolnia, mert méréseinek kozépértéke
N = 6:2:10% volt. Tobb tanitvdnydval iigyes mddszereket dolgozott ki
az eltoléddsok megfigyelésére tigy, hogy megfigyelései az eddigieket
pontossdgban feliilmuljdk.

Ha igen kis ldtomezdében a lebegé részeket figyeljiik, szamuk foly-
ton ingadozik. Egyesek a Brown-féle mozgds folytdn a ldtémez6kbél ki-
lépnek, mésok bejutnak. Smorvcmowskr kimutatta, hogy az ingadozdsok
megfigyelésével szintén lehet a gdzelméletet kisérletileg ellenérizni. Le-
gyen v a részek (molekuldk) szima a megfigyelt térfogatban egyenletes
eloszlds esetén, a részek megfigyelt szdma pedig n. A pillanatnyi viszony-
lagos eltérés a v kozépértéktdl :

Jeloljiik J-sal a megfigyelt & értékek kozepét. Smorucmowskr szerint,
ha a Bovie-Gay-Lussac-féle egyenletek helyesek,

_I/E
o v’

ha v nagy szdm. Ha pedig v kicsi, akkor
e e

S

o ’

k!

k a v-ben foglalt legnagyobb egész szdm. Ha pedig az idedlis gdz tor-
vényei nem érvényesek, akkor az el6bbi egyenletek jobboldaldn még

‘/ 6 tényezé lép fel. 2 a valodi sszenyomhatésig, 3, pedig az Gssze-

nyomhatésé.g a BovLe-Gay-Lussac-féle egyenletek érvényességénél. An-
n,H~v

ye
nl

SvebBERG megvizsgdlta, hogy a v kis értékére vonatkozé egyenletek
a tapasztalattal mennyire egyeznek. Az 1, 2, 3,..., 9 rész eléforduld-
sdnak gyakorisiga a szdmitds és megfigyelés szerint jol egyezett, tehdt
djabb bizonyitékot kaptunk a kinetikus elmélet mellett. Ha a BoyLe-
Gay Lussac-féle egyenletek helyesek, akkor a o egyenletébdl szamitott
B/B, viszony egység. SveoBere azt tallta, hogy ez a viszony igen hig
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oldatokban a kisérleti hibdkon beliil egységnyi. Nagyobbod¢ telitésnél
és noévekeddé részeknél az eltérés az idedlis gdzok térvényeitsl egyre
szembetiinGbb.

Konyvének utolsé részében Svepeere a radioaktiv anyagokbdl kiindulg
a-sugarak ingadozdsdt vizsgdlja. Folyékony és gdznemi sugdrzé anyag-
nal az ingadozds sokkal nagyobb, mint szilirdakndl. A nagyobb inga-
dozds igen jél megfelel a kinetikus elmélet egyenleteinek és igy ujabb,
fontos bizonyitékot nyertiink.

SvepBerG konyvének a tiszta dttekinthetéségen Kkivill megvan az az
elénye is, hogy egyes nehezebben hozziférhets svéd folydiratokat pétol.
Megfigyeléseit tanitvinya, Wesreren, folytatta. Wesreren, éppen ugy,
mint Perriy, kinyvének elsé részében azt az dltaldnos feladatot tiizi ki,
hogy az N meghatdrozdsara .szolgidlé médszereket dsszefoglalja. De kony-
vét elsdsorban sajit megfigyeléseinek kozlésére szdnta, azért részletesen
csak a Brown-féle mozgidssal foglalkozik. A tobbi jelenségnek rovid
eirdsdt taldljuk. Ha a d stiriségli gombalaka rész D striiségt folyadék-
ban v sebességgel egyenletesen esik, akkor

fo=¢(D—d)g,
¢ a rész térfogata, g a nehézségi gyorsulds. Mdsrésat

RT 1
D —_ T 7.’ »
D és v mérése utdin ez a két egyenlet ¢ és v kiszdmitdsdra szolgdl.
Ezeknek ismerete utin Westren a Perrin-féle egyenlet helyességét
vizsgdlta. Ez az egyenlet:

NG N

n o HT‘[J(D.—d) gh,

n

n és n, a részek szdma egymds folott h magassdgban levé két ré-
tegben. Ez azegyenlet azt fejezi ki, hogy a telités felfelé exponencidlis
torvény szerint csokken. Westeren foleg szelén- és arany-részeket vizs
gdlt és az elébbi egyenletet N meghatdrozdsira haszndlta. Méréseit
nagy gonddal végezte, eredménye valéban legkozelebb esik N-nek
eddigi ismereteink szerint legvaldsziniibb értékéhez. WestGREN szerint
N=6-05.10%,

Kényvének mésodik fele Svepserc kutatdsaihoz csatlakozik. Azt ke-
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reste, hogy a telités, a részek nagysiga, az oldo folyadék természete
mennyiben befolydsolja a 3/f, viszonyt. Eredménye némileg meglepé :
a valdsdgos Osszenyomhatdsdg eltérése az idedlistl csak létszélagos,
valésziniileg a részek mozgdsa folytdn fellépé hidrodinamikus erék okoz-
zék. Az a mdd, a hogyan WesrereN ezt megdllapitotta, szintén elég
érdekes. Ha a BovrLe-Gay-Lussac-féle egyenletek érvényesek, akkor a
részek szdma fliggoleges oszlopban egyensily esetén exponencidlis tor-
vény szerint fogy. WEestGrEN levezette a részek eloszldsdnak torvényét
arra az esetre, ha 3/, valébhan fiigg a telitéstél és pedig, mint a mé-
rések mutattdk, egyenes ardnyban. A tapasztalat az exponencidlis tor-
vényt igazolta.

Haas-Lorentz konyve tjat csak elméleti levezetésekben nyujt, de
nem eredményeiben. Az 1906-ig terjedé vizsgdlatok rovid osszefoglalisa
utdn Einstemy elméletét és ennek Prrrin-féle igazoldsdt, majd a tohbi
elméletet taldljuk. Ezt a késébbi vizsgdlatok riovid ismertetése koveti.
A Brown-féle mozgds szemponltjibdl a konyvnek taldn legérdemesebb
része az a fejezet, a mely a ldthaté és valdsdgos mozgds viszonydt tdr-
gyalja. A jelenség értelmezésénél lényeges, hogy azok a nagyobb irdiny-
viltozdsok, a melyeket példdul Perriv rajzain litunk, csak tébb iitkézés
utdn dllhatnak el6. Mdsrészt pedig, minthogy szemiink a nyert benyomdst
egy ideig, koriilbeliil {; mdsodperczig, megtartja, mi az {5 sec alatt
szemiinket éré benyomdsok ereddjét latjuk. Végiil de Haas-Lorenrz ki-
jeloli azt az ttat, a hogyan Emsreny elméletét mds jelenségek tdrgyald-
sdra is fel lehet haszndlni. Ilyen jelenségek a vezgdé mozgds, az elektro-
mos toltés onkéntes mozgdsa, a mdgnesti Brows-féle mozgdsa, ha a
kozelében levo vezetében az elektromos toltés Gnként mozog, az 6nként
el6dllé hémérsékleti kiilonbségek sth.

A ki eredeti forrdsok utdn kutat, az igen j6 irodalmi tdjékoztatit
talil Westeren konyvében. A ki viszont az jabb megfigyeléseknek kri-
tikai feldolgozasit keresi, az j6 haszndt veszi Sveosere értekezésének :
Neuere Untersuchuneen iiber die Brown’sche Bewegung (Jahrbuch d.
Radioakt. u. Elektr., 70, 1913, 467. 1), a mely a kutatisok térténeti
fejlodését ismerteti.

Mende Jend.
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A szabadon esd test sebességének egyszeri
meghatarozasa.

Mindenkinek lehet alkalma megfigyelni, ha a vizvezeték csapjét csak
kissé nyitja meg tigy, hogy a kifolyé viz Osszefiiggé sugarat alkosson,
hogy akkor a sugdr kozvetleniil a csé alatt hirteleniil, késébb las-
sabban keskenyebb és keskenyebb lesz, mig végiil bizonyos mélység-
ben cseppekre oszlik. A jelenség bizonydra éppen mindennapi volta
miatt keriilte el a figyelmet, mdsrészt helyes felismerését taldn meg-
akaddlyozhatja az a koriilmény, hogy elsé pillanatra a «contractio venaes
tiineményével téveszthets ossze. Erdemesnek tartottam red mutatni,
hogy ez az egyszerii jelenség a kozépiskolai mechanika tanitdsdban,
kiilonésen szabadesés tdrgyaldsdndl milyen jol felhaszndlhats. Mert a
sugdr elkeskenyedésének tényleg a contractio-hoz semmi koze -nincsen,
hanem egyszerii kovetkezménye ez a szabadonesé vizrészecskék egyre
novekvé sebességének. Ennek felemlitésével mindjdrt j6 alkalmunk van
a stacionarius dramlds fogalmdnak bevezetésére. Ha Q (;1::3 a mdsod-
perczenként kifolyé vizmennyiség, ¢ cm? a sugdr valamely tetszéleges
keresztmetszete, akkor az illeté keresztmetszetben nyilvdn

em3
R Q BEg-C T Q cm
q cm? q sec

sebességgel kell a viznek dtdramlania. Ezen a vizsugdron teh4t igazén
kézzelfoghaté médon magyardzhatjuk meg a sebesség értelmét vdltozé
mozgds esetén s szemléltethetjiilk a sebesség viltozdsit az esés mentén.
Miutén pedig mind Q, mind pedig ¢ egészen konnyen mérheté meny-
nyiségek, modunkban van a szabadon esé test sebességét kizvetleniil
meghatdarozni, ebbél pedig a nehézségi gyorsuldst
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_ v*—
g—‘ c)h

-

képlet szerint (a hol v, a kezdeti, kiomlési sebességet, / az esési ma-
gassdgot jelenti) kiszdmitani.

A mi magdt a mérés kivitelét illeti, h-nak és a sugdr vastagsdgdnak,
d-nek mérésére a Lerrz-féle horizontdlis leolvasé mikrosképot haszndltam,
ennek beszerzését kiilonben is minden kozépiskolai fizikai szertdrnak —
kiillonosen a hol a tanuldk is végeznek fizikai gyakorlatokat —— nagyon
ajdnlhatom. Fiiggéleges rid fején vizszintesen elhelyezett, koriilforgat-
hat6 gyenge (cca 10 ><) nagyitdsi mikroskop ez, tivegre karczolt okuldr-
mikrometerrel ellitva. A tubusra libella is van szerelve, hogy vizszintesre
lehessen dllitani; a tubust hordé rid csoves dllvdnydban kihuzhats, a
kihtizdst %10 mm pontossdgi nonius méri. Egyébként okuldrmikrometer-
rel elldtott kathetometer — ha elég nagy nagyitisa van — éppenugy
megfelel.

Az els6 mérést minden el6késziilet nélkiil, egyszertien a vizvezetéki
csapbdl kifoly6 vizsugdrral végeztem. A leolvasott adatok voltak :

h a
100 mm 80 osztdlyrész
2000 « 36 1

és 3 mm = 59.5 osztdlyrész az oculdrmikrometeren. A kiomlé vizet
mensurdval fogtam fel; a mérés szerint

cm?
9= min
Ezen adatokbdl
Vgp em = 196 %; Uy om =994
6s "
g= _”;WIT_”L =973 5

Egyébként ha a cs6 belvildgdt, a melybél a viz kifolyik, lemértiik, akkor
elegendé a folyadéksugdr vastagsdgdt még csupdn egy helyen lemérni.
Természetesen a vizvezetéki esapra hiizott kaucsukesével s annak végéhez
erdsitett iivegesével a folyadéksugarat a mérésre alkalmasabb helyen
allithatjuk elé. :
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Ez az egyszerii berendezés még annyiban tokéletlen, hogy a sugdr
a viznyomds ingadozdsait megérzi s nem marad eléggé nyugodtan.
Néhdny préba, a mit dllandé, nyugodt vizsugdr -elédllitésdra végeztem,
nem vezetett kielégité eredményre; példdul a Mariotte-palaczkhdl ki-
6mlé sugdr a felszdllé levegébuborékok tempdjdban erésen liiktet.
" Még egy pédr szét a mérések pontossdgarél. A koézvetlen lemért d, h,
tovdbbd a ¢ id6 alatt kiomlé V vizmennyiség adataibdl

L d*n
4

P AT AT
q b 'dte
v? Ve 8

tehdt g-nek relativ pontossdga

0 oV ot l; od
i:27+27+%+4%‘

A négy mennyiség koziil ¢ nagyobbitdsival % és ¥ igen kicsinnyé
tehetok, 71 is elég kicsiny, a mérés pontossdga tehdt lényegében d pon-
tossdgan fordul meg. Ha a folyadéksugdr egészen nyugodt is, d 1%-ndl
pontosabban alig mérhet§ le s ez mdris 4% hibdt jelent ¢ értékében,
ez tehdt a mérés elvi hibdja; a folyadéksugdr esetleges nyugtalansiga
pedig még megneheziti d mérését. Ebbol érthetd, hogy a végzett né-
hdny mérés 940—1040 :e% kozott ingadozd értékeket adott. Mind-
amellett — kiilonosen a jelzett tokéletesités utdn — fizikai gyakorlatok
czéljdra s megfelelé formdban el6addsi kisérletnek is kétségteleniil igen
egyszertl, alkalmas és tanulsdgos e mérési mddszer.

Selényi Pd‘l.
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A Lichtenberg-féle alakok eléallitasahoz.

Azon 140 év alatt, a mely eltelt azdla, hogy Licurenserc a réla el-
nevezett elektromos szikrarajzokat leirta, nagyon sok kutatét vonzottak
ezek a miivészieseknek mondhaté dbrdk, elannyira, hogy a réluk sz6lo
irodalom puszta czimeinek felsoroldsa is tobb ivre terjed. Ennek daczdra
a Licarexsere-féle alakok problémdja lényeges lépéssel nem vitetelt
elobbre, ugy hogy e jelenségek mindezideig gy szerepelnek az elektro-
mossdgrol sz6lé tanban, mint nagyon érdekes, de kiilonleges tények,
melyek az id6k folyamdn feldllitott elméletek egyikével sincsenek szer-
ves oOszeftiggésben.

Fényképezdlemezzel végzett vizsgdlataim alapjdn sikeriilt megmutat-
nom, hogy a Licurenserc-féle alakok egészen ujfajta elektromos sugdr-
zdsok eredményei, melyeket kondenzitorsugirzdsoknak neveztem el.?
Ezek az uj elektromos sugarak akkor keletkeznek, ha valamely elektro-
mos tér erdssége disruptiv médon megvaltozik, s igy keletkezésiik szem-
pontjabsl a Rontgen-sngarakkal és a fényelektromos tiineményekkel analé-
gok. A Licarensrre-féle alakok tehdt becses segédeszkozt nyujtanak az
elektromos sugdrzdsok tanulmédnyozdsihoz és igy értékesnek és fontos-
nak kell tekinteniink minden mddszert, melylyel ezeket az alakokat elo
lehet dllitani. A kovetkezokben két igen egyszerii Gjabb mddszert fogok
leirni.

Az eredeti LicaTENBERG-féle és az dltalam, idézett dolgozataimban, hasz-
ndlt fényképezé mdodszer lényege két kondenzdtorlap, melyeket szigetelo-
lap vilaszt el egymdstdl, a kiilonbség csak az, hogy ndlam a szigetels-
lapot fényképezolemez helyettesiti. Az alakok elddllitdisa végett az
egyik kondenzdtorlapot egy leydeni palack kiilsé fegyverzetével kell dssze-
kotni és a madsik kondenzatorlapot kisiito segitségével a belsé fegyverzet-
bol szikrdval (tehdt disruptiv mddon) kell megtélteni. A fényképezé

1 Math. és Természettud. Ertesité, 1917 (sajto alatt) és Phys. Zeitschr.
1917, 158. 1.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVIL 4
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lemezt szokdsos mdédon el6 kell hivni és készen van a sugdrzdsi kép.
A régi modszer szerint szigetelo lapon elGdllitott sugdrzdsi képet szintén
el6 kell hivni, a mi ugy torténik, hogy a lapot finom porral (leginkdabh
minium és kénpor keverékévél) meghintjiik.

A mechanikus tton elgallitott por azonban nagyon durva szemecséjii.
minek folytin a nyert sugdrzdsi képek nem élesek és hatdrozottak. Azon
igyekezetem tehdt, hogy olyan port allitsak el6, melynek szemcséi a
fényképezolemez eziistszemcséinek nagysdgrendjét megkozelitsék. Bzt
fémeknek igen magas hémérsékleten vals elgozdsitésével értem el. A ma-
gas hémeérsékleti fémgézok a levegében igen apré gombieskék alakja-
ban csapédnak le, melyek a levegében kolloidalis dllapotban lebegnek.
A gombocskék felszine egyszersmind fehérszinti oxidréteggel vonddik be.
Kiilonosen a magnezium és az Slom alkalmas erre a czélra.

Ha a magneziumot meggyujtjuk és a szigeteld lapot a felszdll6 fiisthe
tartjuk, akkor csakhamar elotinnek a sugdrzdsi képek. E mddszerrel
elddllitott képek azonban gyakran foltosak.

Az dJlom egészen egyenletes, éles és tiszta képeket 4d, de elgozisi-
tése koriilményesebb, mert elektromos ivfény szitkséges hozzd. E czél-
bél két élomelektrod kozitt, 5 amper koriili dramerdsséggel, ivfényt dlli-
tunk el6 és a szigetel6 lapot a felszdllo fiistbe tartjuk. Hogy az elektro-
dok el ne olvadjanak, czélszerii 6ket szélesebb lapok alakjdban késziteni
és az egyiket a mdsikhoz viltogatva hozzdérinteni és eltdvolitani.

Az ilyen tton el6éllitott sugdrzdsi képek nem érik ugyan el a fény-
képez6 mddszerrel nyert képek élességét és pontossdgdt, de mégis
messze feliilmiiljdk a régi mddszer szerint el8dllitott képekét. A sugdr-
sdvok hosszdra, vagyis a primérsugarak hatdstivolsdgdra ugyanazok az
osszefiiggések érvényesek, melyek fentidézett dolgozataimban kozélve
vannak.

Mikola Sandor.




Utalvdnyczim : Math. és Phys. Tdrs. 5997. sz. cheque-szdmldjdra

Kimutatas

az 1916. év folyamdn befolyt dijakrol.

A Karoly Irén-alapitvanyra adomdanyozotl :

Kdroly Irén 2500 kor. (Hadikoleson kotvény). Osszesen

Alapité tagsagi dijat fizetelt :

Fényes Dezs6 800 kor., Jorddn Kdroly 200 kor., Kir. Jozsef-
miegyetem kényvtdra 200 kor., Mattyasévszky Kasszidn 200 kor.
(hadikdleson kotvény). Osszesen . . . . .. . ..

Rendes tagsagi dijat fizetett :

Az 1905. évre: Gedé Miksa 2 kor. Osszesen .

Az 1906. évre: Geds Miksa 6 kor. Osszesen _

Az 1907. évre: Héjas Endre 8 kor., Kotse Istvdn 6 kor.
[ S SRR, s T

Az 1908. évre: Farbaky Istvsin 6 kor HéJas Endre
10 kor., Hubatsek Alajos 10 kor., Kisgytrgy Jdnos 6 kor.,
Kétse Istvan 6 kor., Métray Rudolf 6 kor. Osszesen _

Az 1909. évre: Csibertics Imre 6 kor., Farbaky lstvén
6 kor., Héjas Endre 10 kor,, Kisgyérgy Jinos 6 kor., Kitse
Istvdn 6 kor., Mdtray Rudolf 6 kor. Osszesen_

Az 1910. évre: Bobita Endre 2 kor., Cholnoky Jeno
4 kor., Farbaky Istvin 6 kor., Héjas Endre 10 kor., Képessy
Imre 10 kor., Kisgyorgy Jdnos 6 kor., Kotse Isvan 6 kor.,
Métray Rudolf 6 kor., Rith A. Lajos 10 kor. Osszesen __

Az 1911. évre: Bobita Endre 4 kor., Cholnoky Jeno
6 kor., Farbaky Istvin 6 kor., Héjas Endre 10 kor., Képessy
Imre 10 kor., Kerckes Dezsé 6 kor., Kisgyirgy Janos 2 kor.,
Mdtray Rudolf 6 kor.,, Réth A. Lajos 10 kor., Tatdir Baldzs
6 kor. Osszesen_ _ s

Az 1912. évre: Farbaky Istvan 6 kor, Héjas Endre

10 kor., Képessy Imre 10 kor., Mitray Rudolf 6 kor., Rdth
A. Lajos 10 kor., Tatdr Baldzs 6 kor. Osszesen . .. _

Az 1913. évre : Balog Mér 10 kor., Erdédy Imre 10 kor 7

Farbaky Istvdn 6 kor., Fejér Lipot 10 kor., Finkey Jézsef 6 kor.,

2500 K.

4%

.. 1400 K.
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14 K.

44 K
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60 K.

66 K.

48 K.
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Gebeze Zodrd 10 kor., Héjas Endre 10 kor.,, Képessy Imre
10 kor., Mdtray Rudolf 10. kor,, Rdth A. Lajos 10 kor., Rdna
Zsigmond 10 kor., Simon Ferencz 6 kor., Tasch Antal 6 kor.,
T S A ¥ o TR e ean G Sl
Az 1914, évre: Balog Mér 10 kor., Beke Mané 10 kor.,
Benda Jené 10 kor., Farbaky Istvin 6 kor., Fejér Lipét 10 kor.,
Finkey Jozsef 6 kor., Gedéeze Zodrd 10 kor., Hanauer Jend
10 kor., Héjas Endre 10 kor., Jakucs Istvin 6 kor., Képessy
Imre 10 kor., ifj. Konkoly-Thege Miklés 6 kor., Mdtray Rudolf
10 kor., Rdth A. Lajos 10 kor., Réna Zsigmond 10 kor.,
Salamon Erné 6 kor., Spiegel Istvdan 10 kor., Steiner Miklds
6 kor., Schwarz Ilona 10 kor., Szabé Lajos 6 kor., Tasch Antal
(o T R R T W S S M U £ S
Az 1915. évre: Albert Anna 6 kor., Balla Jozsef
6 kor., Bdlint Elemér 10 kor., Beke Mané 10 kor., Bodola
Ldszlé 6 kor., Bricht Lipét 10 kor., Buchbick Gusztiv 10 kor.,
Bauer Kldra 10 kor., Csonka Mihdly 6 kor., Csengery Piroska
6 kor., Czaké Adolf 10 kor., Demeczky Mihdly 10 kor., Eltscher
Simon 6 kor, Farkas Gyula 10 kor., Fodor Ldszlé 6 kor.,
Grosschmid Lajos 10 kor., Haldsz Erné 10 kor., Hanauer
Jené 10 kor.,, Hang Ddniel 6 kor., Hatvani Ede 10 kor.,
Hauszmann Alajos 10 kor, Havas Miksa 10 kor., Héjas
Endre 2 kor., Hercz Szidénia 6 kor., Haich Sarolta 6 kor.,
Jakucs Istvdn 6 kor., Juckel Gyula 10 kor., Kherndl Antal
10 kor., Kirily Ldszl6 6 kor., Kiss Dénes 6 kor., Klatt Romdn
6 kor., Klug Lipit 6 kor., Klupathy Jené 10 kor., ifj. Konkoly-
Thege Miklés 6 kor., Kovdcs Ferencz 6 kor., Kévesligethy Radé
10 kor., Kdlmdn Jézsef 6 kor., Kempner Magda 6 kor., Loykd
Béla 6 kor.,, Marczell Gyorgy 10 kor., Mitray Rudolf 10 kor.,
Milakovszky Lidszls 6 kor., Nagy Baldzs 6 kor., Sz. Nagy Gyula
6 kor.. Neustadt Lipét 10 kor., Oltay Kéroly 10 kor. Pecz
Samu 10 kor., Pék Jdnos 6 kor., Prokesch Igndcz 6 kor,
Pogdtsa Jdnos 6 kor., Rdath A. Lajos 10 kor., Rejté Séndor
10 kor., Rigé Ferencz 10 kor., Rybdr Istvan 10 kor., Rhorer
Ldszlé 10 kor., Sés Erné 10 kor., Steiner Liajos 10 kor., Straub
Sdandor 10 kor., Sods Sandor 6 kor., Szabdé Jdzsef 6 kor.,
Szarvas Lajos 6 kor., Szépréthy Béla 6 kor., Szmodics Kdz-
mér 6 kor., Tasch Antal 6 kor., Tomits Ivin 10 kor., Ujj
Gyula 10 kor., Vorés Cyrill 10 kor., Walther Béla 6 kor.,
Weber Marton 6 kor., Winter Jézsef 10 kor., Wodetzky Jézsef

114 K.

178 K.
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10 kor., Zdvodszky  Adolf 10 kor.. Zemplén Gyézé6 10 kor.
()SRZEHETIMIERE, Conhantayt e Sil e ey o8 186 il TR R e S

Az 1916. évre: Abrahdm Istvin 10 kor., Anderké Aurél
10 kor., Arany Déniel 10 kor., Albert Anna 4 kor., Bak Elza
10 kor., Balla Jozsef 6 kor., Baranyi Baldzs 6 kor., Bauer Mihaly
10 kor., Bdlint Elemér 10 kor.,, Beke Man¢ 10 kor., Bertram
Bruné 6 kor., Bielek Miksa 10 kor., Bodola Lajos 10 kor., Bogyé
Samu 10 kor., Borossay Ddvid 6 kor., Bozéky Endre 10 kor.,
Bricht Lipét 10 kor., Buchbiock Gusztdv 10 kor., Bauer Kldra
10 kor., Bresztovszky Béla 10 kor., Ballenegger Andor 10 kor.,
Bratu Jdnos 6 kor., Csizhegyi Lajos 6 kor.,, Csopey Ldszlé
10 kor., Czekeliusz Aurél 10 kor., Csonka Mihdly 6 kor., Csész
Ldszlo 6 kor., Ddvid Lajos 10 kor., Demeter Istvin 6 kor.,

Dombay Nérezisz 6 kor., Domonkos Kdlmén 6 kor., Eber J6zsef .

10 kor., Ellend Jézsef 6 kor., Farkas Gyula 10 kor., Félegyhdzi
Antal 6 kor., Frank Istvén 6 kor., Fraunhoffer Lajos 10 kor.,
Fenyvesi Andor 6 kor., Gidré Bonificz 6 kor., Goldziher Karoly
10 kor., Grosschmid Lajos 10 kor., Gélffy Lajos 6 kor., Haldsz Erno
10 kor., Hanauer Jené 10 kor., Heller Richdrd 6 kor., Heuer
Ede 10 kor., Hirschmann Néndor 6 kor., Hortobdgyi Zsigmond
6 kor., Hercz Szidénia 6 kor., Hajés Géza 6 kor., Hoffmann
Erné 10 kor., Jakucs Istvdn 6 kor., Jdnosi Imre 10 kor., Javorik
Jdnos 6 kor., Karai Sdandor 6 kor., Kirdly Ldszlé 6 kor., Kiss
Dénes 6 kor., Klatt Romédn 6 kor., Klug Lipét 6 kor., Koren
Dénes 10 kor., Koschovitz Gyula 10 kor., Kovédcs Ferencz 6 kor.,
Konig Dénes 10 kor., Kivesligethy Rado 10 kor., Kilezer Gyula
10 kor., Kdlmén Jozsef 6 kor., Lendvai Hugé 6 kor., Luckhaub
Gyula 6 kor.,, Loyké Béla 6 kor., Magdics Gdspir 6 kor.,
Marczell Gyorgy 10 kor., Mihdlovits Alajos 6 kor., Miiller J¢zsef
10 kor., Nagy Baldzs 6 kor., Neumann Jené 6 kor., Nyiry Béla
6 kor., Nyir6 Jolin 6 kor., Neuhold Ozséb 6 kor., Ortvay Ru-
dolf 6 kor., Oszlaczky Szilird 10 kor., Oltay Kdroly 10 kor.,
Palatin Gergely 6 kor., Pécsi Albert 10 kor., Petry Gyula 6 kor.,
Pogdny Béla 6 kor., Pogdny Iduna 10 kor., Pogilsa Jdnos
6 kor., Privorszky Alajos 10 kor,, Rados Gusztdv 10 kor.,
Rados Igndcz 10 kor.,. Réth A. Lajos 10 kor., Rétz Ldszlo
10 kor., Richter Rezs6 10 kor., Riegl Séndor 6 kor., Rucsinszki
Lajos 10 kor., Rybdr Istvdn 10 kor., Rhorer Ldszlé 10 kor.,
Renner J. Lajos 6 kor., Schuller Alajos 10 kor., Selényi P4l 10 kor.,
Sinko Jozsef 6 kor., Steiner Lajos 10 kor., Straub L. Gyula 6 kor.,

53

586 K.
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So6s Séndor 6 kor., Sasvdri Géza 10 kor., Szarvas Lajos 6 kor.,
Székely Kdroly 6 kor., Szépréthy Béla 6 kor., Szmodics Kdzmér
6 kor., Szab6 Jené 6 kor., Szdnté Fidél 6 kor., Tertydnszky
Sdndor 6 kor., Tétossy Béla 10 kor., Tomits Ivdn 10 kor.,
Tillinger Stefinia 10 kor., Vajndezky Istvdn 10 kor., Virdg
Oszkdr 10 kor., Winter Jozsef 10 kor., Wodetzky Jozsef 10 kor.,
Woyciechowsky Jézsef 10 kor., Zemplén Géza 10 kor., Zemplén
Gyozé 10 kor., Zipernovszky Kdroly 10 kor. Osszesen o8

Az 1917. évre: Frank Istvan 6 kor., Bélint Elemér
10 kor., Galffy Lajos 6 kor., Gidré Bonificz 6 kor.,, Gros-
schmid Lajos 10 kor., Ilosvay Lajos 10 kor., Jakues Istvdn
6 kor., Neuhold Ozséb 6 kor., Oltvay Rudolf 6 kor., Petry
Gyula 6 kor., Pogdny Béla 6 kor., Riegl Sdndor 6 kor., Rybdr
Istvan 10 kor., Selényi Pdl 10 kor, Széke Béla 10 kor.,
Tihanyi Miklés 6 kor., Tomits Istvdn 6 kor., Walek Kdroly
6 kor. Osszesen _ PR e R R

Az 1918. évre: Frank Istvén 6 kor Pap Janos 4 kor.
Walek Kéroly 6 kor. Osszesen _

Az 1919. évre: Frank Istvin 6 kor Pap Jénos 2 kor
OmipeeliE sve BV o IR 4 L e o b T AR T VR

Eldfizelési dijat fizelett :

Az 1909. 1910. és 1911. évre : Budapesti V. ker.
4ll. fogimndzium 10—10 kor. Osszesen . . .

Az 1912. évre: Budapesti V. ker. dll. fégimndzium
10 kor., Késmdrki dg. h. ev. lyceum 10 kor., Szentesi 4ll. f6-
gimnazium 10 kor. Osszesen . _ oA e e Ui

Az 1913. évre: Budapesti V. Rer. dll. fégimndzium
10 kor., Mérmarosszigeti ref. lyceum 10 kor., Szentesi dll. fo-
gimndzium 10 kor. Osszesen .. _ Gl e L e

Az 1914. évre: Budapesti V ker. éll. fégimndzium
10 kor., Kaposvdri dll. fégimndzium 10 kor., Kilidn Frigyes
10 kor., Maramarosszigeti ref. lyceum 10 kor., Szentesi 4ll.
fégimndzium 10 kor. Osszesen _

Az 1915. évre : Brassdi dll. foreahskola 10 kor, Bu-
dapesti V. ker. dll. fégimndzium 10 kor., Dési dll. fégimndzium
10 kor., Fiumei 4dll. fogimndzium 4 Kkor., Jdszberényi dll. f6-
gimndzium 4 kor., Kaposvéri dll. fégimndzium 10 kor., Kézdi-
védsdrhelyi r. k. fogimndzium 10 kor., Kisujszdlldsi ref. fégimna-
zium 10 kor., Kolozsviri egyetemi dbrdzold mértani intézet

992 K.

30 K.

30 K.

30 K.

50 K.




KIMUTATAS.

10 kor., Kérmoczbdnyai &ll. redliskola 10 kor., Kilidn Frigyes
10 kor., Lugosi 4ll. fégimndzium 4 kor., Mdramarosszigeti ref.
lyceum 10 kor., Nagyvdradi dll. féredliskola 10 kor., Sepsi-
szentgyorgyi ref. fégimndzium 10 kor., Stark Ferencz 10 kor.,
Székelyudvarhelyi r. k. fégimndzium 4 kor., Szentesi &ll. f6-
gimnézium 10 kor., Szolnoki 4ll. polg. fidiskola 6 kor., Uj-
vidéki kir. kath, fégimnazium 10 kor. Osszesen 2%

Az 1916. évre : Békéscsabai 4g. h. ev. Rudolf- foglmna-
zium 10 kor., Budapesti V. ker. 4ll fégimndzium 10 kor.,
Budapesti VL. ker. dll. fégimndzium 10 kor., Budapesti
VL. ker. 4dll. foredliskola 10 kor., Budapesti VIII. ker. 4l
fégimndzium 10 kor., Budapesti X. ker. (kébdnyai) 4ll. f6-
gimndzium 10 kor.,Budapesti Norbertinum fékormdnyzésdga
10 kor., Budapesti ciszt. r. tandrképzé eléljarésdga 10 kor.,
Budapesti m. kir. tudomdnyegyetem konyvtira 10 kor.,
Budapesti nyilv. vdrosi konyvtir 10 kor., Debreczeni 4ll. f6-
redliskola 10 kor., Debreczeni ref. fégimnazium 10 kor., Dombo-
vari kir. kath. fégimndzium 10 kor., Erzsébetvirosi 4dll. f6-
gimndzinm 10 kor., Egri 4ll. féredliskola 10 kor., Fogarasi
dll. fégimndzium 10 kor., Fiumei dll. f6gimndzium 2 kor., Gyéri
all. féredliskola 10 kor., Gyulai rém. kath. fégimndziim 10 kor.,
Gyulafehérvari rém. kath. fégimndzium 10 kor., Gyergyo-
szentmiklosi 4ll. fogimndzium 6 kor., Gabrowitz Ede 10 kor.,
Hajdindnési ref. f6gimndzium 10 kor., Jdszéi prépostsdg konyv-
tira 10 kor., Jdszberényi dll. fogimndzium 2 kor., Jdszapdti
kir. kath. fégimndzium 10 kor., Karczagi ref. fégimndzium
10 kor., Kecskeméti 4ll. foredliskola 10 kor., Kolozsvéri egye-
temi dbrdzold mértani intézet 10 kor., Kilidn Frigyes 20 kor.,
Kecskeméti ref. fogimndzium 10 kor., Lécsei dll. féredliskola
10 kor., Lugosi dll. f6gimndzium 2 kor., Makéi 4ll. fégimna-
zium 10 kor., Mdramarosszigeti dll. felsé lednyiskola 10 kor.,
Mdramarosszigeti ref. lyceum 10 kor., Marosvdsdrhelyi rém.
kath, fogimnazium 10 kor., Miskolczi ref. fogimndzium 10 kor.,
Nagykdllsi dll. fégimndzium 10 kor., Nagyvdradi rém. kath.
taniténéképz6 6 kor., Ogyallai csillagvizsgdl6-intézet 10 kor.,
Pannonhalmi. féapétsdgi konyvtir 10 kor., Soproni dg. h. ev.
lyceum 10 kor., Soproni 4ll. féredliskola 10 kor., Stark Fe-
rencz 10 kor., Szabadkai vdrosi fogimndzium10 kor., Szarvasi
dg. h. ev. fogimndzium 10 kor., Szekszardi all. f6gimndzium
10 kor. Székelyudvarhelyi r. k. fégimndzium 6 kor., Szentesi

172 K.
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all. fégimndzium 10 kor., Szdszvdrosi ref. Kuin-kollégium 10 kor.,

Temesvdri 4ll. fogimnazium 10 kor., Temesvdri dll. foredliskola

10 kor., Temesvari felsé kereskedelmi iskola 10 kor. Osszesen 514 K.
Az 1917. évre : Egri ciszt. 1. foglmnazmm onképzo-

kdre 10 koe, ‘O8edisen™ o on, >0 2t gl 3 RS ST S IR

Osszesen befolyt :

Kdroly dren-alapitvanysea, - co2c o son sl e s o8 22500 K
Alapie tagdfjakbeleastan b ot et S T e s S 00 e
Hitralékos tagduakbol ey oAl GO S R ek 1 N 1
Foly6 és jové évi tagsdgi dijakbsl .. . . . . _ 1148 «
BilofizetenidGulhol T o gl s e s Sl e

Osszesen 7042 K
Budapesten, 1916. évi deczember ho 31-én.

Priworszky Alajos

pénztarnok.




MATHEMATIKAI ES PHYSIKAI

E folyoirat évenként 8, legalabb A Eldfizetési dfj egy évre 10 K.

harom fvnyi fuzetben jelenik meg, O ‘A Mathematikai és Physikai Tér-

a nyari hoénapok kivételével, a ho IAP K sulat tagjai a folydiratot tagsig-
mésodik felében, dijuk fejében kapjik.

26, éviolyam.  1917. aprilis—majus. 4—5. fuzet.

AZ ALGEBRAI EGYENLETEK VALOS GYOKEINEK
MEGHATAROZASA ITERACZIOVAL.

1. Legyen
[@)=2"+a," "+ +a, =0 (1)

valés egyiitthatéja algebrai egyenlet,’melynek legaldbb egy
valos gyoke van. E dolgozat féczélja oly iterdcziok képezése,
melyek az a), ), ) tulajdonsidgokkal rendelkeznek.
a) A
L IO e I (2)
sorozat, mely a
Ziyg = I () ®3)

formulabol szdrmazik, mindig, azaz z, minden valos értékére
konvergens. ) A sorozat hatarértéke az (1) egyenlet valamely
valds gyoke; kivétel csakis a

2y = Zar

N=T By =

esetekben léphet fel. y) Az (1) egyenlet minden valés gyéke
elérheté a (3) iterdezidval.

Arra az esetre, midén (1) 6sszes gyokei valésak, méar Faper?
szerkesztett ily iteracziokat.

2. Mindenekel6tt a kovelkezé feladattal fogunk foglalkozni.
Iterdczio altal meghatarozandé az (1) egyenlet ama valés gyoke,
mely az adott 2z, valés szdmndl kdézvetleniil nagyobb, illetéleg
kisebb ; feltéve, hogy ily gyok van. Ezt a feladatot elészér

1 Uber die Newtonsche Niherungsformel. Crelle Journal f. r. u. a.

Math. 138, k. 1. 1. V. 6. a dolgozat 5. §-at.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. . 5
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LecenDRE * oldotta meg. Garois® a Lreeenpre-féle methodust
egyszertsitette. Késébb ugyanezt a feladatot csupa valés gyok
esetére Lacuerre® 1jbol tdargyalta. TavsBer* a Lacuerre-féle
feladat megolddsdra a Newron-féle eljarast haszndlta fel. Mi a
feladatot kétfélekép fogjuk megoldani. Az els6 megoldds na-
gyon egyszer és kozelfekvé, a masodik, komplikaltabb eljaras
alkalmas lesz mindig konvergens iteracziok képzésére.

3. Legyen M az (1) egyenlet §sszes gyokei absolut értékeinek
felsé6 korlatja, legyen tovabba z, oly valos érték, melyre

—M<2z, <M
és az A porzitiv szam e{égitse ki az
A > (2]

kovetelést. Akkor a kovetkezo tételek bizonyithatdk be:
I A

Zis1=F (%)
(4
formuldabél szarmazoé
Zys Zaseses Zis Bigtrees )

sorozat az (1) ama valds gyokéhez konvergdl, mely z,-nél kozvet-
leniil nagyobb ; feltéve, hogy ilyen van (és z, nem gydke (1)-nek).
II. A
Ziv1 = F ()
F(z)=z————|f‘flz)l

1V, 6. Zahlentheorie von A.—M. Legendre. Nach der dritten Auflage
ins Deutsche iibertragen von H. Maser. Zweite Ausgabe. Zweiter Band
384. 1.

2 Qeuvres mathématiques d’Evariste Galois, 13. L.

3 Oeuvres t. 1. 104. 1.

4 Uber die Newtonsche Niherungsmethode. Wiener Monatshefte f. Math.
und Phys. VI, 291. 1.




AZ ALGEBRAI EGYENLETEK VALOS GYOKEINEK MEGHATAROZASA STB. 59

formuldbdl szarmazd sorozat a Zj-nél kdzvetlenil kisebb valds
gyokhoz konvergdl; feltéve, hogy ilyen van (és zt nem gyoke
(I)-nek).

Csak az I. tétellel kell részletesebben foglalkozni. Jel6ljuk
az (I)-nek tetsz6leges (valés vagy komplex) gyokét Ck-val, mig
a Zj-nél kozvetlen nagyobb valds gyok legyen £rmEIGszor is

ziC © ",
amde ir e sorozatnak fels6 korlatja. E czélbél elég kimutatni,
hogy

A 6)
ha

Ez azonban nagyon egyszer(, mert

k—1
V@) a (M+M)"-1,
hol & az (1) egyenlet tetszéleges gyoke, tehat

1% /\\Z~§}+c

és igy

(Az egyenl@ségi jel akkor és csak akkor érvényes, ha z = £r-)
Az (5) sorozatnak van hatarértéke; ha ezt L-lel jeldljik,

akkor

zI<cL ri 0-.
Kimutathatd, hogy L —#r. Ugyanis (4)-bdl:

1 = F(L),
L tehat gyoke a

F(z)-z=" - =0

egyenletnek és igy
f(L)=0. L—ir, g e d

5*
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Figyelemremélto, hogy a most adott iterdcziokban a ne-
vez6 konstans.® Ha z, a —R és R kozott fekszik és R felsé
korlatja az (1) Osszes valdés gyokei absolut értékeinek, akkor
A a nédla nem nagyobb

A = (R+ My

szammal helyettesithetd. Egy mds konstans-meghatdrozast kap-
hatunk a kovetkez6 modon, melyre Fesgr ur figyelmeztetett. Az

(@ _ [@—f¢)

2—Ce 2—r
identitdsbol a kozépértéktétellel

adodik, hol B az |f’ (2)| fels6 korlatja a
—R<z<R

L
intervallumban. Abban az esetben is, midén f(z) nem poly-
nom, elérhetd a z,-nél kozvetlen nagyobb, illetéleg kisebb
zérus hely, mely a és b kozott fekszik (a<<z,<b) konstans

nevezdjii iterdczioval. Ha ugyanis az

a<z<b (7)

intervallumban f(2) folytonos és (a, b kizardsaval) differenczidl-
hato, ha tovabba a D szdam |f’ (2)|-nek felsé korlatja, akkor
érvényes a kovetkez6 konnyen bebizonyithaté tétel, melyet
Frsir ar kozlésének koszonhetek. Az

a<2,<<b, [(29)+0

egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy f(2)-nek a (7) interval-
lumban nines oly ¢ zérus helye, mely a

. 1V, 6. L. von ScHRUTKA. Ein Mittel zur Vermeidung etc. Zeitschrift
fiir Math. und Phys. 60. k., 294. 1.
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20 \fjé@\ <C< 204 \f(ZDp)\

relacziokat Kkielégitené.

4. A targyalt feladatot még a kovetkez6 tételekkel is meg-
oldhatjuk.

Ii Ha zt tetszéleges valds szam, akkor a

Ziti= F(Zi)
_ fiz)
F(z) = - 9(2)=(z] + M)n 1
@) op ~ S@=(+ Mn
formulabdl kiadodo
> A+l j 8

sorozat az (1) egyenlet ama valdés gyOkéhez konvergél, mely
Zj-nél kozvetlen nagyobb; feltéve- hogy ilyen van (és zx nem
gyoke (I)-nek), A bebizonyitashol lathat6, hogy a (8) konvergen-
czidja a gyok létezésének szikséges és elegendd feltétele.

Hi A

Zi+i = F (i)

_ fiz)
F(z2)= z %) °
formulabdl szarmazd sorozat a z4nél kozvetlen Kkisebb gyok-
hoz konvergél; feltéve, hogy ilyen van (és zt nem gyoke
{I)-nek). A sorozat konvergenczidja a gyok létezésének szliksé-
ges és elegendd feltétele.

Az el6bbiek szerint csak azt kell megmutatni, hogy

9= Qzl+M™ )

fiz) ,
v 9(2) |2 —OK,

ha (haz (1) egyenlet tetszéleges valés gyoke. Ez azonban tény-
leg Ggy van, mert
V1~ 2-&1 (12 + M)n-\ giz) = (|z| +
Még lathatd, hogy g (2) sokkal egyszer(ibben is valaszthato.
Ugyanis g (2) helyébe tetszéleges m-edfokd (m”~w—1) polynom
tehetd, melynek nincs valds zérushelye, ha azt még egy alkal-
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mas szamértékkel szorozzuk, mert csak arrdl kell gondoskodni,
hogy z minden valos értékére

f ()
_Z £ Ch
g ()

5

legyen ; itt ¢, az (1) egyenlet tetszéleges valés gyéke. Az egyen-
16tlenség kielégithet6, mert a baloldal z =oc-re véges marad.
5. Ha az egyenlet fokszdma, n pératlan, akkor a

Zis1 = F (2)

AR [(2) @)
FO=2 = ap-

formuldbdl szdrmazo6 sorozat z; minden valds értékére konvergens,
még pedig az iteraczio a 2,-nél koézvetleniil nagyobb, illetéleg
kisebb valos gyokot éri el aszerint, amint [ (z,) negativ, illet6-
leg pozitiv.! Allitasunk 4. alapjin evidens, ha még meggondol-
juk, hogy a legkisebb valés gyokén innen, illetéleg a legna-
gyobb valos gyokén thl f(z) negativ, illetéleg pozitiv. Amde
ezen az uton nem kapjuk meg az Osszes gyokoket és n-nek is
paratlannak kell lenni. Ha az (1) egyenlet Gsszes gyokei valo-
sak, konnyen kikiszobolhetjik e bajt. Legyenek az (1) kiilon-
bozé valos gyokei

C1<Cz<"' <15 ‘ (10)

legyenek tovdbba [’ (z) = O-nak (10) alatti értékektédl killénbézo
gyokei

<< <, (10%)
akkor ismeretes, hogy

L<G<b< <l (10**¥)
A

p@ =[G @=0

1 Ha f(z,) = 0, akkor z;=2/=7+::.
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In—1-edfokh egyenletnek csupa valds és paratlan multipliczitdsa
gyoke van (a (10%¥) alatti mennyiségek), ugy hogy ¢ (2) eléjele a

(_001 5’1)) (:1’ 5’1’)1“" (Cly +°°) (11)
intervallumokban felvaltva negativ, illetéleg pozitiv. Az

o (2)

= T

formuldb6l szdrmazo6 iterdczié minden valés z, értékre konver-
gens. Ha z, a (11) intervallumok valamelyikének belsé pontja,
akkor a sorozat hatdarértéke az intervallum ama végpontja, mely
(1)-nek gyoke. Ha z, a (10**) alatti értékek valamelyike, akkor
Z =, )

Az I (z) formuldjaban a nevezd helyett barmely m-ed foka
(m=2n—2) polynom tehetd, melynek valos zérushelye nincs,
ha a polynomot még egy alkalmas szamértékkel megszorozzuk.*
Ha (1)-nek nem minden gyéke valos, akkor is végtelen sok oly
mindig konvergens iterdczi6é létezik, mely (1) Osszes valos gyo-
keit eléri. Legyenek pl. (1) 6sszes valés gyokei egyszerfiek, va-
laszszuk a valés ¢ értékeket a

:1<¢1H<\:3< <Cl”—1<:l
egyenldtlenségeknek megfelelé modon és tegyik

¢ (2)=[(2) h (2),

h(@)=@E—§)... (@E—&l0,

akkor

J —_ 7 — ——50(_23)__—
FQ)y=1z2 (,:H_M)nﬂ—z

koveteléseinknek megfelel, a mi abbol kovetkezik, hogy n+(—1

paratlan szam.
6. Konnyt a (8) alatti sorozat konvergencziajanak moédjat

1 Az ' (2) tényezd is megvaltoztathato.
Yy
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megvizsgalni. (Ha ¢ (2) = A, akkor az (5) sorozatot kapjuk.)
Ugyanis :
$r=1lim 2; = 2,+ (2,—2,) +++ +(2i4s1—2) ++--=
= UgFUstor A Uit

Ha z, nem gyéke (1)-nek, akkor u;==0.* Az u-k szédmdra
bebizonyithat6, hogy

1imM=1~|fg'((;':)) : (12)
Ugyanis
iy s f(z) Uiry _ f () g (Zi-1)
i 1 7 ) G || g@)
a masodik tényezo hatarértéke 1, tehat
SER L T R [z |
’ lim % = lim —_f(zi—l)
Amde
f(zz—l)
i “(~,-1+ e V't 0 (mes+ Lo Ji-. i
f (zi-1) f (zi-1)
e, f ~L—-1) f(zt—i) =
= Ve gt

ahol a kovetkezd tagok f(zi—j)-nek pozitiv kitev6jli hatvanyat
tartalmazzdk, mib6l (12) evidens. A konvergenczidb6l minden
szamitds nélkiil kévetkezik, hogy, ha . egyszert gyok,

ya<
9 (&)

f ()
f, (&) o A (r}
9 (&) 92 _L-g

1 (Csak akkor, ha az (1) egyenlet gydkei kézott van -~ M-mel egyenls,
léphet fel az u;-k kézptt a zérus is. Ez esetben az w; mennyiségek egy
bizonyos indextél kezdve mind zérusok.

<1,

0<|

ami a
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formuldbol is latszik. Még megjegyezhets, hogy ha (. egyszeri
gyok, akkor a g
cr";i 1M cr_zi
[ — @) . —f&
hanyados elég nagy i-re allandé elGjelit és absolut értékre egy
H korlaton alul marad, tgy hogy

0<t—2z<H|f (3)]-

Ha a z, kezd6érték calkalmasan» van véalasztva, akkor isme-
retes modon a

Flay=2z— lj(:)

@) f' ()

formuldt hasznaldo Newron-féle iterdaczio a . gyokhoz tart.
Ismeretes tovabbd, de az el6z6kbdl is lathato, hogy

. Uigd
lim === =0,
Wi

ha ¢, egyszeri gyok.
7. A Newton-féle eljaras esetében is el6fordulhat, hogy z,
tetszéleges moédon vdlaszthatd. Legyenek (1) gyokei

G = ax + 10k, (k=1,2,...,n)
akkor érvényesek a kovetkezd tételek.!
1. Ha

B;=0, apx=a,

akkor a (—oo, {,) intervallumban az iterdczio a {, gyokhoz
konvergal.
IV. Ha

fn=20, ap < oy,

akkor a (§., +oo) intervallumban az iterdczio a ¢, gyokhoz
konvergal. :
Ezek a tételek kiilonbozé megfontolasok alapjan kdonnyen

1V, 6. TAUBER i. h.
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levezethetok. Mi csak az el6zOkre akarunk hivatkozni. Bebizonyi-
tand6, hogy a (—oo, ¢), illetéleg. ({., +oo) intervallumokban

f (2 ERS f (2 l
7 <|z—¢,|, illetdle e ] £
Emez egyenldtlenségek igazsiaga kovetkezik a
fdn)s ol

+ et -

fie) st

N_a (13)

— ax)* + Bi

formulabol, mert az Osszeg jele alait az egyes tagok eldjelei
ugyanazok. Tovabb is kovetkeztethetiink :

l — 7| illetdleg ’;c ((ZZ)) §! ;
ha tehat
TSRO A )
o S it e f, (z1)9
akkor ;

[2i—&) < n (zie1—2), illetbleg 0<zi—&n<n|Zis1—2zil.

Még kiolvashato (13)-bél, hogy az |zi+1—z;| mennyiség éllan~
doan fogy, ha az Gsszes gyokok valosak.
Bauer Mihdly.

1 R jelentése: realis rész.
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Az aldbbiakban egy nagyon elemi bizonyitdasat adom Osecoop
azon tételének, mely szerint minden olyan {fn, (@)} korlitos
fagquenysorozat, mely eqy ab szdmkizben értelmezelt folyto-
nos fiigguényekbdl dll és eqy wugyanilyen f(x) fuggvény [elé
tart, tagonkint integdlhatd.® Az itt kozolt bizonyitdst a
LeBescue-féle integral elméletére vonatkozo, altalanosabb jellegt
vizsgalataim folyaman talaltam; ezekrdl a vizsgdlatokrol mas
helyen széamolok be.* Ismeretes, hogy a Lesescue-féle elmélet-
ben a megfeleléen dltaldnositott Oscoop-féle tétel® kiilonosen
fontos szerepet jatszik; viszont az eredeti Oscoon-féle tétel
annak idején korantsem részesiilt olyan méltanylidsban és nem
terjedt nigy el, mint az klasszikus tételeknek ilyen egyszeri, az
analizis elemeibe tartozo altalanositisat megillette volna. Azt
hiszem, hogy ez az ismeretlenség kiilondosen azon mult, hogy
szerzoje a tételt egyéb eredmények kozott szinte elrejtve ko-
z0lte. \

Hogy az igért bizonyitasra térjek, el6szor is megjegyzem,

1 W. F. 0seoop: Non-uniform convergence and the integration of
series term by term. American Journal, vol. XIX. (1897), p. 155—190.

2 F, Riesz: Sur Uintégrale de Lebesgue (megjelenik az Acta mathema-
tica-ban); 1. még: Sur quelques points de la théorie des fonclions som-
mables, Comptes rendus, le 4 mars 1912,

3 H. LeBesGUk : Intégrale, longueur, aire, Thése, Paris 1902 és Lecons
sur Uintégration, Paris 1904, p. 114. A Riemann-féle értelemben integral-
hato fiiggvényekre a tételt mar C. ARrzeLA Kkiterjesztette: Sulle serie di
Junziont (parte seconda), Memorie d. Accad. di Bologna 1900, p. 701—744,
I. kiilénésen p. 723/4. A jelen dolgozatban adott bizonyitas erre az esetre
konnyen' kiterjeszthetd.
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hogy az dltaldnos eset kozvetleniil visszavezethet6 arra az esetre,
midén az f, (x) fiiggvények nem-negativok, f(x) hatarfiiggve-
nyik pedig azonosan zér6. Ugyanis az

Ifn@)| < G (==1, 2.)
foltevésbol kovetkezik, hogy
f@)| <G

[fn @) — f (@) [<2G;
minthogy tovabba az

és ennélfogva

fon@)—f(x)

foltevésbol az

|fn @) — f ()| 0

reldezi6 is folyik és végiil az f, (@) és [(x) fiiggvényekkel egyiitt
az |fn(x) — f(x)| figgvények is folytonosak, azért, ha a tétel
az emlitett speczidlis esetben érvényes, akkor a tételt az
{Ifa @) — f ()]} sorozatra alkalmazva:

b
[Ifs @) — f @] dz—0;
ebhdl pedig az

egyenl6tlenség folhaszndldsaval kovetkezik a kivant

b b
J o @) dao— [ f (@) da

hataregyenléség.

Csupdn azt kell tehdt megmutatnunk, hogy egy folytonos és
nem-negativ f, (x) fiiggvényekbdl alkotott korlatos fiiggvény-
sorozatra nézve, mely az ab szamkoézben mindeniitt zéro

felé tart,
b

[ 1 (@) daz— 0.

a
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Tegyliik még egyelére azt is fel, hogy
fnr1 (@) <fu@  (n=1,2,...),

azaz hogy a sorozat monoton fogy. Akkor Dini egy jol ismert
tétele szerint a konvergenczia egyenletes és ennélfogva jogo-
sult a tagonkint valo integralds. A Dini-féle tétel félhaszna-
lasa nélkil igy is okoskodhatlunk: Az f, fiiggvények integraljai
egy nem-negativ szdmokbol dll6, monoton fogyé sorozatot
alkotnak, mely tehdt egy

T =20

hatarérték felé tart. Osszuk f6l az ab kozt két egyenld részre;
akkor hasonlé jelenség érvényes a két részre kiilon-kiilén; a
megfelelé hatarértékek osszege I, és igy azok koziil legaldbb

az egyik nagyobb vagy akkora, mint lg"— Jeloljik az illeté
hatarértéket I,-gyel:

Il

v
ts“ON

Tovabbi, vég nélkil folytatott felezéssel az egymdsban fog-
lalt arb,. kozok végtelen sorozatat értelmezziik, melyek egy
egyetlen kozos «* pontba zsugorodnak 6ssze; a k-adik fele-
zésnél nyert kéznek megfelelé hatarérték :- :

IO

k

I

v

Jelentsen most e egy tetszésszerint kicsiny pozitiv szdamot;
akkor, minthogy f, (x)— 0 és igy specidlisan f, (x*)— 0, azért
létezik olyan 7 index, hogy

&€
fu @ < 53

minthogy tovdbba f, (x) folytonos fiiggvény, azért kijelélheté
az &* helynek egy olyan a*—d<x<x*+4d kornyezete, mely-
ben mindeniitt

fn (@¥) — fu ()

e
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De akkor ezen kérnyezet minden pontjiban egyszersmind
Tl e
Masrészt a fent értelmezett szdmkozok % elég nagy értékei-

nél mar teljesen bennfoglaltatnak az (x*—d, x*+4) kornye-
zetben ; ennélfogva ezen kozokon

b—a
ok

bk
I < [fo @) dz<e (be—a) = ¢
ak

Viszont kivalasztasi eljarasunk szerint

1
Ikég_?c'

Tehat, a két utols6 egyenldtlenséget Osszehasonlitva:

I, < e (b—a).

Minthogy e tetszésszerint kicsiny, mig I, fuggetlen az s meg-
valasztasatol, azért végiil
I,==0

Ezzel a speczidlis esetet elintéztiik.

Legyen most mér {f, (x)} egy tetszésszerinti, folytonos, nem-
negativ figgvényekbdl &llo, korldatos sorozat, mely az ab szam-
kozben mindentitt zéro felé tart. Jeloljik £ (x)-szel (a hol m<n)
azt az ugyancsak folytonos fiiggvényt, mely minden egyes « he-
lyen az fi, (%), fis1 (@),-.., [n(x) értékek kozil a legnagyobbal
egyenlé. Jeloljik tovabba I -nel az f, (z) figgvénynek a-tol
b-ig vett inlegraljat. Ha az als6 m index valtozatlan marad,
mig az n felsé index végtelenbe né, akkor az I} szamok
novekvé sorozatot alkotnak; a sorozat korlitos, mert az fj ()

‘fuggvényekkel egyiitt az f2 (x) figgvények is a G korlat alatt

maradnak és igy
I < (b=—a)G.

Ennélfogva a sorozat egy véges J, hatarérték felé tart.
Minthogy
fn (@) < fin (@),
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azért
b
il ) o= T = s
a

Ha tehat sikeriil azt megmutatnunk, hogy
Jm—’O:

ugy egyszersmind

b
Jfon (@) daz—0,

és ezzel tételiink igazolva lesz.
Legyen o egy tetszésszerint kicsiny pozitiv szdm és legyen

, : a i
n=n, az els6 olyan index, melyre I}>J,— —. n=n, az els6

9 °*

olyan n, utin kovetkezé index, melyre I >J,— % SISt d]
taldban n=n,, az elsé olyan 7,_i-re kovetkezd index, melyre
n ag
In > Jpm — o

Végiil jelentse ¢, (®) azt az ugyancsak folytonos fiiggvényt,
mely minden egyes « helyen az

B [ P
értékek kozil a legkisebbel egyenld. Azt dllitom, hogy

b
: 1
’gm(w)dw>¢]m _U(I—W)>Jm_‘¢-
a
Allitdsunk az m = 1 esetben foltevésiink értelmében helyes ;
ebben az esetben ugyanis g, (x) = 1 (x). Szabad tehat m—1-
r6l m-re kovetkeztetniink. Foltessziik, hogy az dllitas m—1-re
helyes, azaz hogy

b
".gm—l () do > Jm—l =2 0'(1 T ﬁ) i
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Minthogy ¢m (x) minden @ helyen egyenl6 a gm-1 (x) és [ (x)
értékek koziil a kisebbel vagy mas szoval egyenlo a két érték
Osszegével kivonva beldle a nagyobbikat, és ez utébbi semmi
esetre sem nagyobb mint f7m (x), azért

Gm (@) = Gm—1 () + fm (@) — fom (2),

mibdl integralassal

b b '
[gm @ de = [ gm—1 (@) dz + Li* — I3%4-
De féltevés szerint
h 1
’ Om—1 (@) dx. > Im—1 — 0'(1 —_ W},

a
ag

]2{">Jm-—-2—m, ity < It

ennélfogva csakugyan

g 1
fgm(x)dw>:7m—1 —-a‘(l —W)-}-

1
+Jm“‘21m—'fm—1 :Jm_ﬂ'(l _%)>Jm—¢7-
Allitasunk tehat minden ni-re helyes.

Masrészt azonban a ¢, (%) figgvények fogyo sorozatot alkot-
nak és

Ym @) < fom (@) = {, @),

a hol v egy altaldban «-t61 is fiiggé index, tudniillik az
m, m~+1,..., ny, indexek valamelyike ; szdmunkra csak az a 1énye-
ges, hogy v=>m és igy m-mel egyiitt végtelenbe tart. Minthogy
ugyanis '

fr@)—0, 0 < gm@) < (),

azért egyszersmind
9m (x)— 0.




VEGTELEN SOROZATOK INTEGRALASAROL. 73

Vagyis tételiinknek monoton sorozatra mér igazolt speezidlis
fogalmazasa szerint

b
[ gm (@) dz—0.
Az imént bebizonyitott
2
’ Gm (@) de > Jpp — o

egyenlétlenség alapjin ebbdl az kévetkezik, hogy Jn — o az
m index elég nagy értékeire kisebb lesz bdrmely megadott
pozitiv szdmnal; speczidlisan tehdt elég nagy m-re

Jm 050,
azaz
Jm = 20'.

Vagyis, minthogy o-t tetszésszerint védlaszthattuk, mig a J,
szamok értelmezésében a o még nem szerepelt, azért elég
nagy m-ekre a nem-negativ J,, szamok tetszésszerint kicsinyek,
vagy mas szoval
: I 0

Ezzel az Oscoop-féle tételt bebizonyitottuk.
Bizonyitasunk lényeges mddositds nélkiil érvényes tébb-
valtozos fuggvények esetében is.
Riesz Irigyes.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI, 6



A HATVANYSORRA VONATKOZO KET OSSZETARTASI
KRITERIUM KAPCSOLATAROL.

Bevezetés.

Friir bebizonyitotta,” hogy a z komplex valtozonak az egység-
korben 6sszetarto
f(2) = ¢co+c 2+ ...

hatvéanysora a lezart egységkorlapon egyenletesen konvergens,
ha ugyanitt f(z) folytonos és az egységkérnek f(z) altal létre-
hozott konformis képe véges teriiletu.

A teriilet szot ugy kell érteni, hogy az egyes teriiletrésze-
ket sokszorossdguk szerint tébbszor is kell szamitani.

A hatvanysor egyenletes konvergenciijanak eme «teriilet»-
feltételével teljesen eequivalens az a feltétel, hogy a

|ea*+2 ey P+3] 0y P+

végtelen sor konvergens.
Masréezt a Fourier-sorok klasszikus Jorpan-féle. konvergencia
tétele biztositja a X ¢,2" sornak a lezart egységkérlapon valéd

egyenletes konverge(;lciéjzit akkor is, ha ugyanitt f(z) folytonos

és az egység sugaru koron véges variatioja.?

1 L. FEJER : La convergence sur son cercle de convergence d'une série
de puissance effectuant une représentation conforme du cercle sur le
plan simple, (Comptes-Rendus, t. 156, p. 46, séance du 6 janvier 1913.). —
L. Fesér: Uber die Konvergenz der Potenzreihe an der Konvergenzgreunze
in Fillen der konformen Abbildung auf die schlichte Ebene, (Schwarz-
Festschrift, Berlin, 1914.)

2 Azt mondom, hogy a.p sugaru koron értelmezett ¢ (z) =@ (gei?)
fiiggvény e koron véges variatioji, ha van olyan K konstans, a melyre

| @ (g€i%1) — @ (0ei%s) |[+---+| @ (peiIn) — ¢ (0eid1) | < K,
08,8, =-- =08+ n=1,9,...

Az ilyen 6sszes lehetd 6ssiegek fels6 hatara a fliggvény variatioja a g su-
gara koéron.

hacsak




A HATVANYSORRA VONATKOZO KET OSSZETARTASI KRITERIUM STB., 79

Az, hogy f(z) az egységsugari kérvonalon véges variatioja,
geometriailag azt jelenti, hogy az egységsugari koérvonalnak
f(2) altal létesitett képe rektifikdlhato gorbét alkot.

Ennél az «ivhosszy-feltételnél a «teriilet»-feltétel sok eset-
ben lényegesen &ltaldnosabb.

Ezt mutatja az a specidlis eset, a mikor az f(z) dltal léte- -

sitett leképezés egyszerti (schlicht).

Ekkor, — hacsak f(2) folytonos a lezért kértablan — a kép
teriilete véges, keriiletének hossza pedig 4ltaldban nem létezik.

Ezektél a 'meggondolésoktél vezettetve mondotta ki Friir
azt a sejtését, hogy az.«ivhossz»-feltétel teljesiilése esetén az
6 «teriilet» feltétele mindig teljesitve van.

Ennek a sejtésnek a bizonyitisit adom a koévetkezd so-

rokban.

Egyszersmind Harpy egyik tételét® is 1j, egyszeri modon
fogom bebizonyitani. ;

Koszonetet kell mondanom e helyen Frigr professzor trnak
akitél e vizsgalat megejtésére az impulsust nyertem.

1. §. Az ivhossz kissé modositott definicidja.

A |z| =1 kérvonalon értelmezett mindeniitt folytonos (nem
feltétleniil analitikai) komplex értéka f(z) figgvény e koért egy
C folytonos gorbére képezi le.

Vagy més széval, ha

[@=u@)+iv(d), z=é9,
ﬁgy az v és a v a ¢-nak mindeniitt folytonos és 2z szerint
periodikus fliggvényei.

u=u(¥ v=v(©

a € gorbének «parameteres» egyenletei.

! Harpy: The Mean Value of the Modulus of an Analytic Function
[Proc. of the London Math. Society, Ser. IL. Bd. XIV (1915) S. 269—277.]
Hanrny ezikkér6l LaNpAv ismertetésébdl szereztem tudomast. Lasd LAnpAv :
Neuer Beweis eines Hardyschen Satzes. Archiv der Math. und Physik.
Dritte Reihe Bd. 25. 2. Heft. S. 173—178.

6*
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Legyenek ¢, ¥,,... ¥y, olyan valés szdmok, a melyekre

0<d, <d, << - <Vn<, 427,
akkor
fi=1(€%),..., fn=[(e¥")
egy, a G gorbébe irt » oldala sokszég csucspontjai.
E sokszog hossza

|f1—fn I_H fa “fs |+‘an—f1 0

A C gorbébe irt leghosszabb P, n oldala po]ig.on hossza le-
gyen K.
Vildgos, hogy

Ky = Kt
aminek koévetkeztében
lim K, = K

limes létezik és vagy véges vagy -oe.

Ha K véges, akkor azt mondjuk, hogy a C goérbe rektifikdl-
haté és ivhossza K. Az ivhosszisag ez értelmezését Friir egye-
temi el6addsaibol ismerem. E definiczio a Jorpan-félével nyil-
van equivalens; alapul vétele a mi bizonyitasainkat atlatszoébba
teszi.

2. §. A koncentrikus korvonalak konformis
képeinek ivhossza.

Most visszatérek az egységkdorben konvergens

f (@) =co+ez+---
hatvanysorhoz.

Az f(z) analitikai fiiggvény leképezi az egységkor belsejét
egy altaldban végtelen sok sik lapbol 4llo feliiletre és a |[z|=p
korvonalat (0<p<(1) egy (dltaldban t6bbszérés pontokbol is
allo) G, analitikai goérbére.

A C, gorbébe irhat6 maximalis hosszd, n oldala, P, ,-val
jelolt sokszog hossza legyen K, (p).



A HATVANYSORRA VONATKOZO KET OSSZETARTASI KRITERIUM STB. 77

Azt allitom, hogy
K, (p) < K.(¢), ha 0<p<o'<l.
Bizonyitds. Legyenek a P, , poligon csucspontjai rendre
f ('), f(ge*s,..., f(ge®™), 0<d ,<b,<- <% <d,+2n.
Py, , hossza (ldsd 1. §.):
K. (@)= |f (0"%) — [ (@) [+---+|f (ee"®") — f (get®3) .
Legyen

[ (@o™™) — [ (oe™) | = 7y (f (0e™™) —  (ge™))--,
| f (0e™¥n) — f (pei) | = Tn (f(@ei“’") — f(ge‘\":)),
ahol 7,,...7, alkalmasan vdilasztott egység absolut értékd
komplex szamok.
Most tekintem a z viltozonak koévetkezd, az egységkér bel-
sejében reguldaris analitikai fiiggvényét:

g (@) = 7, (f (26"%) — [ (26199))+ -+ ( (2697) — [ (2€1)).

| ¢ (2)|-nek a lezart o sugar kértdbldin a maximuma g (p), azaz
K, (o).

De ¢ (2) analitikai figgvény modulusdnak maximumat egy
tartomanyban mindig annak hatdran veszi fel, tehdt ha ¢'=p,
ugy a |z| = ¢’ korvonalon van oly z' szdm, a melyre

19 @) =g
Az
[ (2'¢i%1),... [ (z'eim)
pontok a Cy gorbébe irt olyan n-oldal poligon cstcsai, amely-
nek hossza

|f @'ei%1) — [ (2'e®) | 4+ 4 |f (2'e?n) — [ (2'¢¥) | =
=192 =9 = Kalo)

Vagyis a fortiori
K, (Ql) S Ky (0)-
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A most bebizonyitott tételt igy mondom ki:

L. Tétel. Ha f () az eqységkor belsejében requldris analztzkaz
figguény, C, a |z|= o kérvonalnak f(z) dltal létesitett képe és
Ky (o) a G, gérbébe irhaté maximalis hossztisdgi n oldali sok-
82064 hossza, gy " .

K,(0) < K,(0), ha 0<p <po'<l. (1)
A G, illetve Gy gorbék ivhosszai (lasd 1. §.):
K (@) = lim K, (),
K@) =ﬂm K. (@).
Tel_lét az (1) formulére; valo tekintettel
K =K, o=<o',

Vagyis fennall a kévetkezo

I1. tétel. (Haroy tétele) C, girbe ivhossza, K(g) a g-val mo-
noton no.

A IL tételt kimondom most geometriai alakjatél megfosztva
és kissé kiegészitve :

IT* tétel. Ha f(2) az eqységkirben requldris, a lezdrt egység-
korlapon folylonos és az eqységkirin véges variatidji, aklor,
ha K (g) jelenti f(z)-nek a o sugaric kéron vett variatidjdt :

K@<K(@), ha 0<p<o'<t
és
lin} K(g) = K (1).
Végiil all a
ID* tétel. A II* tétel dllitdsar igazak maradnak, ha f(z)
helyébe ennek redlis részét, u(g,z?) -t és K (o) helyébe u variatio-

jat irjuk.

1 Az 1. tétel n =2 esetében atmegy LANDAU és Toepuitz egy tételébe:
Uber die grosste Schwankung einer analytischen Funktion in einem Kreise.
Archiv der Math. und Phys. IIL. Reihe. Bd. 11. S. 307. Ez esetben bizo-
nyitasom is atmegy LAxpAu és ToepLITZ bizonyitasaba.
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3.§ A cteriiletr-feltétel altalanosabb, mint az
dvhosszr-feltétel.

Most bebizonyitom a bevezetésben emlitett tételt.
I11. tétel. Ha az egységkor belsejében requldris, a lezdrt
korlapon folytonos

f(2)= ¢c,+¢,2 +¢,2% +
figguény az egységkirin wvéges variatidju, ugy az f(z) dltal
letesitelt leképezés az eqységkor belsejét veges teriletii feliletre

képezi le.
Kz mdsképen annyit is jelent, hogy ekkor a

o P2 e, 43 ¢y P4+

véglelen sor convergens.
Legyen T (p) az |z| <o kortibla 0<e<) kepenek teriilete :

T = [[If @ dady = rznlcn W

a:9+J <'

Madsrészt, ha
f(Z) =u (T’ 0) + w (T) 19)) z=re" ’

a Parsevar-formula alkalmazédsaval nyerjik, hogy

27 6( 9 2
T(o)=fu(0,z9) ",fl;—’dﬂglurmﬂ%ﬂ’da, @)
0 0

ahol |%|max jelenti az u (r, ¥) maximumat az egységkorlapon.
Mivel f(2) az egységsugara korvonalon véges variatioja, tehat
(a II* tétel alkalmazasaval)

s 2n
8D a9 < [117 @e) a0 < K,
o

és igy, a (2) alapjan, T'(p) kisebb egy a p-tol fiiggetlen kon-
stansnal. Vagyis lim 7' (p) véges. Es ezt kellett bebizonyitanunk.
0-1

—

T
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A bizonyitdsbol és a II** tételbdl kittinik, hogy igaz a
IV. tétel. Ha u (¥ a ¢ redlis vdltozo 2x szerint pem’odikus,
redlis, véges varialicju fuggvénye, melynek Fourier-féle sora

u () = ﬂ + a, cos 3+b, sin I+,

2
= [ cos noas, b, = Ly 39T A YT
T T

< %g

és az u(Y) konjugdlt fagguénye:

v (F) ~ Z(an sin nd— b, cos nY)

korldtos, gy a

Zn(an+b )

végtelen sor convergens.
Csillag Pdl.

1 Hogy a v () korlatossaga nélkiil a tétel érvénylelenné valhatik, ko-
sin n$
vetkezik FEkeTE példajabol: a § -
n“2en logn
fiiggvényt allit el6. Ugyancsak FEKETE a IV. tételnek egy mas bizonyitdsat
is adta és pedig Riesz FrigvEsnek a linearis funktiondloperatiokrol szolo
egyik tétele alapjan.

Fourier sor véges variatioju




A PRIMITIV n-EDIK EGYSEGGYOKOK ¢ (n)-ED-FOKU
EGYENLETEROL,

Ismeretes, hogy a primitiv n-edik egységgyokoket az
X, (@)= J[ (@i—1)Ea=0 (Iy
nid

egyenlet szolgdltatja, a melyben a baloldalon a szorzat a d-re
vonatkozik és n Gsszes osztoira kiterjesztends. Kz az ismert
Mésrus-féle symbolum, mely 1-et jelent, ha d=1, zérust, ha
d egész szam négyzetével oszthato, végiill 41, vagy —1 értéket
jelent, ha d paros, vagy pdratlan szamu kiilomb6z6 toérzsszam
szorzata. Az (I) részletesen ekként irhato:

(@ —4 )1 (wplp,_ 1) [I(gc Pipspsps —1).,

Xn (@) =
]](wm--])]](xpxp Ps —1)..

Az X, (x) tudvalevéen ¢ (n)-ed foku racziondlis egész fiiggvény,
tehat az el6bb felirt tort olyan, hogy a szamldloban 4ll6 raczio-
nalis egész fliggvény a nevezdben dalloval oszthato.

E ténynyel szemben felmeriil a kérdés: nem lehet-e az X, (x)
tobbtagaut kozvetetlendil, mint ¢ (n) ed-fok racziondlis egész
figgvényt eldallitani? Erre a kérdésre ohajtok a jelen dolgozat-
ban megfelelni és e mellett egy, a DiricuLer-Depekinp: «Vor-
lesungen iber Zahlentheorie» czimd munkdban (IV. kiadds,
VIL. supplementum; 369. lap) ko6zolt, de eddig még be nem
bizonyitott és a primitiv n-edik egységgyokok hatvinyésszegeire
vonatkozé tétel helyességét kimutatni.
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zr x

Az X, (x) tobbtagu explicit elgallitasa.

Mc')dot keresiink arra, hogy az

Xy (@) = agxe? W+ qar V-1 g W—if... 4
Sy Ay (n)—-lx"}‘a'(p (n) == 0
egyenlet tobbtagtjanak

ao, Aysese Aisese Agp (n)—15 Agp(n)

egyutthatoit klfe_]ezhessuk Ezen egyiitthatok kiszdmitasara alkal-
mas moédot szolgéaltatnak az ismeretes Newron-identitasok, me-
lyek az egyenlet egyiitthatoi és gyokeibél alkotott hatvany-
osszegek kozti Gsszefiiggést fejezik ki. Jeloljiik si-val a k-adik
hatvanyosszeget :

— xl + mk_,l,_ +’I3

A5 (=1, 2,... ¢ (n)

ahol
Xy Lyyer e ()

az X, (x) =0 egyenlet gyokei. Tekintsiik az
siap+ay =0
Solp + 811 + 20a=0
S3lo + Szal + 81a2+3a2 =0

slao + sl_1a1+s, zaﬁ— —Hal =0
Sp (n)ao+8¢p (n)—ia1+s<p (n)— za«ri- +¢ () apm =0
Newron-identitasokbol és
aomq’ ("’-I"a;x"‘ (")'1—}—(12&3‘/' (n)—!+...+aq, = 0

egyenletbél, 6sszesen ¢ (n)+1 egyenlethél allo, az a-kban lineéris
homogen egyenletrendszert, a hol x a primiliv n-edik egység-
gyokok valamelyike. Ennek az egyenletrendszernek a determi-
ninsa zérustol kiillonb6z6 nem lehet, mert X, (x) valédi ¢ (n)-ed-

foku kifejezés, azaz
gy == 0%
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tehat, akarmelyik primitiv n-edik egységgyokot jelentse is x,
fenndll ez az egyenldéség:

S3 Sa S1

|looo

] Si Si—1  Si—g- - - -

Spm) Spm)—1 Sp (m)—2 +++ o(n)
9 ) g )—1 o (1)—=2 | 1

E determindnst a ¢ (n)+ 1-edik sora szerint kifejtve, egy
konstans faktortol eltekintve, megkapjuk az X, (x) = 0 egyenlet
tobbtagtjat.

pM)! Xy @)= ¢ @) 2™+ (—1)lp (n)!%‘— ik g g

(1) g 1 AL i (1P Ay =0,
ahol
|S1 1-H0L 080" 2550
; Sy 81 2. 00 ... O
LB Sy 9e 05 0
A= ) et (L R kO T (i=1,2,..., p(n)
l Sio{3i=p 818 s b1l
| Si Si—1 Si-2...81

Az egyenletet ¢ (n)!-sal végigosztva, nyerjik:

X,.(au)=x¢‘")+(——1)‘1£f' xy -1 Ai_,,._{_(__l)i%w(p(ﬂ)—i_{_..._*_

A
—{enm _Lem
+ (=17 o)

Aq' (n)—1

o m)=3 e e
RGP

Hogy az egyiitthatokat konkrét esetekben kiszamithassuk, sziik-
ségiink van az m-edik primitiv egységgyokok hatvinyosszegei-
nek az ismeretére.
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IL.

Az n-edik primitiv egységgyokok hatvanyosszegeire
vonatkozo tétel.

Az m-edik primitiv egységgyokok hatvanyosszegeire vonat-
kozik a DiricuLer-Depekinp: Vorlesungen iiber Zahlentheorie
czim® mlnek fentebb idézett helyén a kovetkez$ szoveg alatti
megjegyzeés :

«Ist m = m'P eine beliebige positive ganze Zahl, P das
Produkt aus allen, von einander verschiedenen, in m aufge-
henden Primzahlen, und Sy die Summe der /k-ten Potenzen
der primitiven Wurzeln der Gleichung

am — 1 =0,

so ist Sy =0, so oft £ nicht durch ' teilbar ist; ist aber
k=m'K, ferner () der grosste gemeinschaftliche Divisor von
K, und P=QR, und r die Anzahl der in R aufgehenden Prim-

zahlen, so ist
Sk = (—=1)rm'e (Q).»

E tétel bebizonyitisa még eddig sehol sincs kozolve,* ezért
igyekszem a tétel helyességét a kovetkezGkben kimutatni. (Az én
bizonyitdsomban m és m’ szerepét n és ' jatsza).

Ha

n = 'fl.pgﬁ...p;”,

akkor az n-edik primitiv egységgyokok hatvanyosszegeit a
P pse-, ete., p2-edik primitiv gyokok hatvinyosszegeibdl sza-
mithatjuk ki; ezért el6szor az

xp*—1 =0 (p primszém) )
egyenlet primi'tiv gyokeibdl alkotott hatvinyosszegekkel fog-

1 E koriilményre Rapos Guszriv miiegyetemi tanar ur volt szives figyel-
memet felhivni.
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2in

lalkozunk. Ha e?“-t r-el jeloljiik, akkor az I. egyenlet Osszes

gyokei
. i o et Ol )

ezek koziil a primitiv gy6kok azok, melyeknek kitevéje p-vel nem

oszthato ; Llehdt a kovetkezdk:

T e ) R U U & SR B AR

és ezek L adik hatvdnyosszege
Sp=nrkfr2k ... Lplp-Dk L plptDk ... L
=D P+ =D R P - 11K

Legyen
Pl=1) p+11 kL pll—1) p+2] koo ipllp—11k = g, (1=1, 2,...p%-1)

akkor
: Sk=0y+0y+:-+oit- - +ope,

ahol az elsé tag

rke=1) _q
g, = ,rk_{_,,&lc_}_, (3 ,+r(p—1) kz,,.lc /'JC g (II)
A tobbi taghol ¢, kiemelhets, ugyanis
oy = ri-1rkg , (=1, ,...p-1)

tehat -
Sk = oy [14H-r*P-pp oo fpli=0) kp ..o pplpe-t-0pk],  (II])

o, értékét a (II) alapjan helyettesitve és a zarojelben &llo ki-
fejezést Osszegezve, nyerjik:

(rkp=1—1) (kv —1)
ek 5
=TT ) 1)

(Iv)

Hérom eset lehetséges.

a) k nem oszthato p=—1-gyel. Ebben az esetben a IV. egyenlé-
'ség jobboldalan a tortkifejezés széamlaldja zérus, a nevezd zé-
rustol kiilonboz6. Tehat

S = 0. ((L)

b) k oszthato p*—1-gyel, nem oszthato p*-val. A (1I) egyenlé-

séget vizsgaljuk:
» rk(p-1_1 7'kp‘—1'k

rf—1 pk—1

Gy =1
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de, ha k& oszthato p»—1-el, akkor

rke =1,
tehat
1 —rk

.__1 =—1;

G5 =
tovabbd, mivel a (III) egyenldség jobboldaldn o, szorzojaban ez
esetben minden tag +1-gyel egyenlé és e tagok sziama p*~1,

e e (&)

¢) k oszthaté p*-val. Ez esetben minden p*-dik egységgyok
k-adik hatvanya --1-gyel egyenlé és mivel s, ¢ (p?%) szdmu egy-
séggyok k-adik hatvanydnak osszege,

sk =@ (p°) (©

Az a), b) és ¢) alattiak felhaszndlasdval az dltalanos eset a
kovetkez6kép targyalhaté Ha n 6sszetett szam térzstényezdkre
bontva:

i n=PPPste . Ppt.. P

akkor azon ismeretes tétel alap]an, hogy az n-edik primitiv
egységgyokoket a pei-, pg-, etec., ps*-edik primitiv egységgyokok
szorzatai adjak, kovetkezik, hogy

) o(PF2), o(PE2). .. g(PRR). .. o(P5®
sk s 1) k2 sﬁch) sgca)

’

(a hol a felsé indexek jelolik, hogy melyik fokszamu egyenlet
primitiv gyokeinek hatvényosszegérol van szo). )
Jeloljiilk az m-ben foglalt Osszes kulénbozé torzstényezok
szorzatat P-vel és legyen
w=mF,

ahol

n! = ph-iphe-tpat, . poh -1
és

Pt el e Tl

Az s?-re vonatkozolag 2 esefet kell megkiilonboztetni :
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a) k mem oszthaté m'-vel; akkor van az n'-nek legalibb egy
torzstényezéje, melynek n'-ben el6fordulo hatvanydval & nem
oszthato. Legyen ez a torzstényezd p,. Ha &k nem oszthato
pe—1-el, akkor (a)-bol kovetkezik, hogy

pfh)
SSch ) = O’

tehat

(n) __ (p31), ((PE2). .. o(PFR), .. o(PF)
Sk _‘Sk’)sk2 S 8 =0

B) k oszthaté n'-el.

" — paa—1_pes—1 —1_ars—1 5
n' = ph-1.pt-l.. per=l para=i, . piet
és legyen
k -
n

még oszthato a
Dr+1; Pri2eces Ps

torzsszamokkal ; akkor P és K-nak van kozos osztoja, legyen

: (P, K)= 0 its - PR,
ahol

R= DP1Pa- - Pr
és
. QZP"'H-pHQ---Ps-
s%ﬂ p— SIS’, 1)

ahol

i 8, =i 4o, 47
és 2

S, = sPesi Ve i) sfefe),
Az

S, = sfpi)-slpge). . .slri). . 5P
szorzat egy tetszéleges tényezdje a b) alatti tdrgyaldsok alapjan

a a—1
sggpl ) = -Pll 5
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az S, tényezGinek szdma ugyanannyi, mint az R torzsténye-
z6inek szdma (a mit r-el jel6link); tehat

S, = (=1 pr=t.pg=t.. .pa-t.. pot, 2)

Tovabba az
S, = s P sPrri). . 530 . slpr)

szorzat egy tetszdleges tényezdje a (c) alatti egyenldség szerint:
| S0 = o (pg),
tehat
Sy = @ (P70 (PErig)e 0 (P00 ()
= p:ml—i.p:f:;—l. : .pgq—i. : .p;’s—’ (pr+1—1) (pMQ )i .(ps— 1).
De mivel

@r+1—1) (Prag—1).e.(ps—1) = @ (Q),
tehat

Sp=mas PR T L e Q) (3)
e szerint (1), (2) és (3) alapjan
s = (—1)"n' ¢ (Q),
a mivel Depexinp tétele igazolva van.

x

Figyelemremélto az s értéke két szélsé esetben:

1. ha (P, K) =1, akkor si®= (—1)*n’ (s a P lorzstényezoi-
nek szama)
2. ha (P, K) = P, akkor s = ¢ (n).

Szildrd Stefdnia.



VALOS EGYUTTHATOS EGYENLETEK VALOS
GYOKEIROL,.

(Harmadik, befejez6 kozlemény.)

6. §. A kimondott tételek bizonyitasa.

I tétel. Feltétel szerint f(x) konvergenciasugara nagyobb a
(¢) sorozat tagjainak kozos konvergenciasugaranal, R-nél.
R tehat sziikségképen véges szdm és mivel [ (x) konvergencia-
sugardnal kisebb, az f(x) = 0 egyenletnek csak véges szamu,
R-nél kisebb pozitiv gyoke lehet. Legyenek ezek nagysag sze-
rint rendezve &,, &,...., §, és multiplicitisuk legyen rendre
My, Mg,..., My, a hol m,+my+--+m,=M az egyenlet R-nél
kisebb pozitiv gyokeinek szama. A levezetett egyenl6tlenségek
felhaszndlasaval a kimondott tételt ugy bizonyitom be, hogy
mindegyik gyokot egy 40 szélességli kornyezettel véve koriil,
kimutatom, hogy k-t elég nagyra valasztva az (A) sorozatnak
valamelyik gyok kornyezetéhez tartozd részsorozata pontosan
annyi jelvaltast tartalmaz, mint a gyék multiplicitasa, tébb

- jelvaltas pedig a sorozatban nem lép f6l. Ezen kérnyezetek

kijelolése el6tt diszpondlok r és G f6l6tt. Tegyen o a kovet-
kezé egyenlétlenségnek eleget:

£y

; >1
g la,| et+|a,|@®+: =
A viltozonak minden g-ndl kisebb pozitiv értékére nézve
If (@) =|a|- ‘{faliw‘*‘:“a}xz“#'”}>i“o!‘{|“1k’+}a2k’2+'"}'>0’

tehat az f(x)=0 egyenletnek nincs g-nal kisebb pozitiv gyéke.
Legyen r=p, ha p kisebb f(2)=0 legkisebb pozitiv gyokénél
£,nél, és legyen r<<gp, ha p=£, volna. Legyen tovibba G=I.

‘Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 7
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Akkor ¢-t gy hatarozom meg, hogy
a) 0<r<&,—0; :
b) &+2<6i.1—20, i=1,2,..., p—1;
c) &+2<R.

Ezek utdan a (0, R) intervallumot a kévetkezd, részint egy-

mésba dinyal6é részintervallumokra osztom fel:

O, ), (r, §,—0), (§,—20, &;1+29), (§, 19, &—9),...,
(6,—20, :+20) (640, £1x1—0), ..., (5—23, £,+29), (6,43, R)
A gyokoket korilvevd intervallumokat elsofaJuaknak a tob-
bit masodfajinak nevezem.
Jelentse f, az |f(x)| als6 hatdrat az Osszes madsodfaju rész-

intervallumban, f; pedig az —"—1— |fm) ()| als6 hatarat a (§,—20,

£,426) intervallumban; legyen f a legkisebb az f,, fi---, fp
szamok kozott. Legyen masrészrél I a legnagyobb az Fo,
Fy, ..., Iy szamok kozt, a hol F; jelenti az I'® (x) f6lsé
hatdarat a (0, () intervallumban.

Valaszszuk K-t ugy, hogy k=K-ra nézve

a) ¢ hatvinysora legalabb (M--1)-szeresen pozitiv legyen;

B) a (0, R) intervallum minden ¢ kiterjedési részéhez az
(A) sorozatnak legaldbb egy és minden 40 kiterjedésti részé-
hez legalabb M--1 tagja tartozzék ;

7) legyen a pozitiv e Ggy valasztva, hogy 2e (F'4-1)<[f legyen
és teljesiiljenek az igy megvdlasziott e-ra nézve az elébbi feje-
zetben levezetett (f3) és (f}) egyenlétlenségek, ha k=K, p=<M
Cn—1

és a (r, i) intervallum pontja.

n

Ezek utin a bizonyitas 3 1épésben torténik; kimutatom,
hogy, ha & nem kisebb az igy megvilasztott K-nal, akkor ~

1. a mdsodfaju intervallumokhoz tartozé részsorozatok nem
tartalmaznak jelvéltozdst;

9. egy elséfaju részintervallumhoz tartozé részsorozat ugyan-
olyan el6jelii taggal végzédik, mint a minbvel a kovetkezd
masodfaju kezd6dik, ez ismét olyan el6jelii taggal végzédik,
a minével a kovetkezd elsofaju kezdddik és igy tovébb; az (A)
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sorozatban fellép6 Osszes jelviltasok tehdt azok, a melyek az els6-
fajo részintervallumokhoz tartozo részsorozatokban lépnek fol;

3. az (A) sorozat egy oly részsorozata, a mely égy elséfaja
részintervallumhoz tartozik, pontosan annyi jelvaltast tartalmaz,
mint az intervallumban 1évé gyok multiplicitasa, tehat

v (k) = my+mg+ -+ +mp=M.
1. A madsodfaja intervallumok koziil a (0, r)-hoz tartozé rész-
sorozathan (a mely a KA-ra vonatkozo ) feltétel szerint okvet-

1
=0

S : o
leniil tartalmaz tagokat) nines jelvaltds; ha ugyanis 0 < —
n
akkor
Byicc

Cn-1 | C
-+ —i——a" < :ﬁ ;a1;+---+f°~|an{<

TNIES) FURATESS &

<lag|t+ a2 +---+ |an| " < | ap),

‘(IO——-A,,; =

<ia'1’

tehat A, elGjele megegyezik f(0) = a, elGjelével. Ha pedig A,
a tobbi masodfaji intervallum valamelyikéhez tartozik, akker a
7) feltétel szerint teljesiilé (f5°) egyenlotlenséghdl:

A | e (F 1) < e ﬁ+1)<f<]‘(c”‘ )

kovetkezik, hogy az (4) sorozatnak ezen madsodfaju interval-
lumhoz tartozo tagjai eléjelre megegyeznek f(x)-nek ezen inter-
vallumhoz tartozo értékeivel. Mésodfaju intervallumhoz tartozo
részsorozat tehdt nem {artalmazhat jelvaltast.

2. Barmelyik két szomszédos elsé- és masodfaju interval- .
lumnak van egy o szélességli kozos része,. a melyhez a p) fel-
tétel szerint (A)-nak legalibb egy tagja tartozik. A (r, §,—9)-
hoz tartozé részsorozat utolsé tagja tehat egyszersmind tagja
a (§,—20, &,+20)-hoz tartozé részsorozatnak is, ennek utolso
tagja mar a (&,-0, 62—6)-hoi is tartozik és igy tovabb ; mivel
tehat 2 szomszédos kiilonfajta részsorozatnak mindig van leg-
alabb egy kozos tagja, két ily részsorozat kozott jelvdltds nem
léphet f6l.

T*
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3. Az eddigiek szerint az (A4) sorozat két szomszédos tagja
kozott csak akkor 1éphet fol jelvaltds, ha azok ugyanazon elsé-
faji részintervallumhoz tartoznak. Legyen a (£,—24, & 20)-hoz
tartozo részsorozat:

}1“, An+1; Kty An+v
és forditsuk figyelmiinket az
’ ’
A’m An+1,---, An+r—-1;
" n ”
A‘n’ A7l+1y ceey n+v—23

(my) (mg) (m;)
An ’ An-&-zi’ NP Aﬂn +lv—m,;

sorozatokra, a melyek koziil az utolsé is okvetlenil tartalmaz
tagokat, mert a J) feltétel szerint a 44 Kkiterjedési (&—24,
£i+20) intervallumhoz az (A) sorozatbol legaliabb M + 1 tag
tartozik (M=mj). A felirt sorozatok minden tagja a (§;—29d,
£i+20) intervallum pontjaihoz tartozik és az utolsonak min-
den tagja egyenlé elgjel; ugyanis a ) feltétel szerint tel-
jésil az () egyenlétlenség p=mny<M-re nézve:

(F’mi_f‘F‘mi+1)+25<
<9 (F41) < f=fiz

tehat az utolsé sor tagjai eléjelre nézve megegyeznek f(™) () el6-
jelevel a (§;—20, &-+0) intervallumban, vagyis mind egyenl§
elgjeliiek. :

De akkor Fekere egy lemmdjabol kovetkezik, hogy az
A, Apiiy..., Ansy sorozat legfeljebb m; jelvaltast tartalmaz-
hat. Ugyanis a felirt sorozatok mindegyike az el6bbib6l ugy
keletkezik, mint az a, — a,, @ —@a,, az —a,,... sorozat az
@, Gy, Gy a4 ... sorozatbol, ha bizonyos faktorokat, a melyek
a) szerint pozitivok, elhanyagolunk (a mi a jelvdltasokat nem
befolyasolja). Fennall pedig a kovetkezé lemma:*

1 Fexgte : Rendiconti 1. c.
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Ha az
1.5 e Pt s Py P (d)

redlis szamsorozathan a jelvaltasok szama w, akkor az
Qo R s S0 Tt s (@)
sorozatban nem lehet nagyobb, mint w+-1.
Ha ugyanis a (d) sorozatban nincs jelvdltds, akkor az (a) so-
rozat monoton névekvé vagy monoton fogyo, tehdt legfeljebb
1 jelvéltast tartalmazhat. A lemma tehat helyes 1évén w =0

esetében, teljes indukeziot alkalmazok. Ha a (d) sorozat w1 jel-
valtast tartalmaz és az elsé6 az a,,—a,,—1 tag utan lép £6l, akkor az

Om+1—Omy Om+2 Fm41y -
sorozatban csak w jelvaltas lévén, az
Omy Om+1y Om+2s o0

sorozathban a jelvaltisok szdma legfeljebb w-1, mert a lem-
mat w jelvdltds esctében helyesnek tételezem fel. Az

Ay~ Ooy oo vy O Cm—1

sorozatban azonban nincs jelvéltds, tehdt az

Uy, Ay ooeivis Oy

sorozat legfeljebb 1 jelvdltast mutat fel, és az (@) sorozat leg-
feljebb (w+2)-t, qu. e, d.

Ezen lemménak ismételt alkalmazdsdval nyerjiik, hogy a fel-
irt sorozatok koziil az m;-ediket megel6zo sorozatban legfeljebb
1, az azt megel6zében legfeljebb 2, és igy tovabb, végil az

Am An+11---, An+v

sorozatban legfeljebb m; jelvaltds lehet.

" Lacuerrenek a bevezetésben V. alatt idézett tétele azonban
azt mondja, hogy az (A) sorozathan fellépé jelvéltdsok szdma
nem lehet kisebb, mint az R-nél kisebb pozitiv gyokék szdma, M.
Az osszes jelvéltdsok pedig, a mint lattuk, az elséfaju inter-
vallumokhoz tartozo részsorozatokban lépnek fél; ha tehat az
egyikben, pl. a (§—20, &i+20)-hoz tartozoban a jelvaltisok
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szama m;-nél kevesebb volna, akkor egy masikban kellene meg-
haladnia a megfelel6 részintervallumban 1évé gyok multiplici-
tasat, a mi lehetetlen. Tehat mindegyik els6faja intervallum-
hoz lartoz6 részsorozat pontosan annyi jelvaltast tartalmaz,
mint az illeté intervallumban levé gyok multiplicitasa.

II. tétel. Bebizonyitottam az eddigiekben, hogy ha az f(x)
redlis egyiitthatoja hatvinysor konvergenciasugara nagyobb
R-nél, f(0)==0 és f(R)==0, akkor megadhaté a K pozitiv egész
szam gy, hogy k> K-ra nézve a ¢ (x)[(x) hatvanysoraban a
jelvaltisok szama v (k) az f(x)=0 egyenlet /i-nél kisebb po-
zitiv gyokeinek szamadval, M-mel egyenl6. A bizonyitdsbol még
tobb is kideralt. Ha ugyanis ap, fr,..., vi jelentik rendre a
¢ (x) f () hatvanysoraban azon tagok kitevéit, a melyek utan
jelvaltas 1ép fol, akkor ezeknek szama k> K-ra nézve M és
a pozitiv d-t tetszéleges kicsinyre valasztva a

Ck,a—1  Ck,pg—1 Cley v —1

< ’ O =
Ck, a,, Ck, g, Ck, v,

hanyadosok koziil az elsé m; a (§,—24, §,+20), a kovetkezo
my, a (§,—20, §,+9), és igy tovabb, az utols6 m, a (§,—24,
§p1+20) intervallumba esik, ha =K (d) = K. Nyilvanvalo, hogy
K (0) értéke a o recziprok értékével egyiitt monoton né. V-
lasszunk tehat egy &, d,; 4, ... monoton 0-hoz konvergalo po-
zitiv szamsorozatot és hatdrozzuk meg a hozzatartozo K (d,),
K (4,), K (9,),... monoton névekvé sorozatot. Ha k = K (d.),
akkor a felirt hanyadosok sorozatdban az elsé m, a & gyok-
tol, a kovetkezé m, a &, gyoktsl és igy tovabb, az utols6 m,
a &, gyoktsl 24,-ndl kevesebbel kiilonbdzik. Kimondhatjuk
tehat hogy a

ARl e Cr, .1
lim 5 lim—2— ...
k=o Ck, a k=e Ck g, k=o  Ck,v,

Cr, v,—1

hatérértékek léteznek és rendre megadjak az f(x)=0 egyenlet
0 és R kozé es6 gyokeit, mindegyiket annyiszor, a hanyszoros
gyoke az egyenletnek.
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I11. tétel. ¥oltevés szerint f(x) hatvanysoranak konvergencia-
sugara r < R (r véges vagy végtelen) és f(x) az =1 helyen
divergens oly modon, hogy egyiitthatosorozataban csak véges
szamu jelvaltas lép fol. Legyenek az egyiitthatok ay-t6l kezdve
mind egyenlé el6jeliiek; feltehetem, hogy pozitivok, mert ellen-
kezé esetben f(x) =0 helyett a —f(x) =0 egyenletet vizsgal-
nam, a mely két egyenlet gyokei megegyeznek. Lacuerrenek a
bevezetésben V. alatt idézett tételébdl kovetkezik, hogy akkor
az f(x) = 0 egyenlet r-nél kisebb poziliv gyokeinek szdina nem
haladbhatja meg N-et, tehat véges. Nem megszoritds, ha fel-

teszem, hogy f(0) = @, + 0; hogy pedig & =7 nem gyoke az’

egyenletnek, az a feltevésekbdl kovetkezik. Legyenek ismét az
egyenlet pozitiv gyokei nagysag szerint rendezve &, &,,..., &,
és multiplicitasuk legyen rendre i, ", ..., My, a hol

My + My +-+++ mp =M < N.

Médsrészt az is kovetkezik a foltevésekbdl, hogy f(x) és Gsszes
deriviltja minden pozitiv hataron tal né, ha « az r-hez koze-
ledik ; ugyanis f(x) egy (N — 1)-edfokii polinémnak és egy
hatvinysornak Osszege, a mely utobbinak minden egyiitthatoja
pozitiv és az 2 =r helyen .divergens. Meghatdrozhaté tehat
g<r ugy, hogy f(x) és els6 N derivaltja egy kozds pozitiv
P korlat folott maradjanak, ha 2 > g, mig a kovetkezé deri-
valtak a vdltoz6 minden pozitiv értékénél pozitivok.

A bizonyitasnal kilon kell valasztani azt a két esetet, ha
r véges és ha r végtelen. Legyen o és r jelentése ugyanaz,
mint az I tétel bizonyitisinal volt, G-t azonban a kovet-
kez6 modon dllapitom meg. Ha r véges szam, akkor legyen

G = ng-'r_; ha » végtelen nagy, akkor legyen G>1 és tegyen

eleget a kovetkezd egyenlétlenségnek:
[ao] 4+ |an-1| < G ax.

5

Legyen ¢ Ggy meghatarozva, hogy

a) 0<r<&,—90;
b) &i+20<&iv1—29, i=1,9,..., p—1;
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c) &,1+23<G;

d) 3<G——g=r—g—g , ha r véges szam.

A (0, ») intervallum felosztdsa ugyanaz, mint az 1. tétel bizo-.
nyitdsandl a (0, R)-é volt, csak az utolsé részintervallumot sza-
kitom két részre:

(O! T)’ (T! 51_6)9- LR (Ep_289 Ep+20\); (5p+6; G)9 (G: ’r)
Jelentse megint f; az |f (x)| also hatdrat az Gsszes mdsod-
faju részintervallumban, f; pedig az - | fmi) (x)| alsé hatdrat a

mi !

(£i—24, &i+20) intervallumban ; legyen [ a legkisebb az [, fi,es fp

és NT szamok kozott. .
Legyen mdsrészrél I’ a legnagyobbaz [, I, ..., Fy.1 szamok
kézt, a hol F;jelentiaz I (x) f61s6 hatdrat a (0, ) intervallumban.
Valasszuk K-t ugy, hogy k>K-ra nézve
a) ¢ hatvdnysora legalabb (N--1)-szeresen pozitiv legyen ;
B). a (0, G) intervallum minden ¢ kiterjedési részéhez leg-
aldbb 1, minden 40 Kkiterjedésti részéhez legaldbb M + 1 tag
tartozzék az (A) sorozathol;
7) legyen a pozitiv e ugy véalasztva, hogy 2¢ (FF'+ 1)< [
legyen és teljesiiljenek az igy Iﬁegvélasztott e-ra nézve az

elébbi fejezetben levezetett (f) és (fi) egyenl6tlenségek, ha
Cn—1

k=K, p<N és a (r, G) intervallum pontja.

n
Ezek utdn bebizonyitom, hogy a (G, ») intervallumhoz tar-
tozé részsorozat nem tartalmaz jelvaltast.
Legyen elészor  véges szdm 6és a (G, 7) intervallumhoz tar-
toz6 részsorozat legyen
/]n+1) An+2> FC

Forditsuk figyelmiinket az

’ ’

n+1s Ana-% ..

" n

n+1s An+2: L]

(N) (N)
An+1s AYH-% soe
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sorozatokra. Ha A,+1 az (4) sorozat elsé tagja, a mely mar a
(G, ) intelvallumhoz tartozik, akkor C_c_ = G és a B) feltétel
n+1

szerint g < —— = =< G, mivel <G —g.
A felirt sorozatok elsé tagja elé képzeljik rendre az

' " (N)
A?'L, ATL, 44n9 LS | ‘4”

szamokat irva, a melyek mind pozitivok. Ugyanis a y) feltétel
szerint teljesiil

<Qe(l'+1)<f =

haly<<iyieésigie — == S < G; ezen egyenlotlenséghol pedig kovet-

n—1

kezik, hogy AY elo;elre megegyezik f(”( -nel, a mely po-

zitiv, mivel g < c'c‘ “n=1 A felirt sorozatok kozul az utolsénak

n

azonban minden tagja pozitiv, mert ezek [(x) hatvénysoranak

csak a pozitiv egyiitthatoibol és poziliv faktorokbol dsszeadds
és szorzas altal keletkeznek. Minthogy tovabba ¢; hatvanysora
a) szerint legaldbb (N--1)-szeresen pozitiv, az

(v—i) o1 . ) ) :
A An An (r=1,2,..., N)

identitasban a ¢ faktor pozitiv. Ezen formula alkalmazdsaval .

kideriil, hogy az ulols6 sorozat valamennyi tagjanak és az
AN, AN-Y gzamoknak pozitivitasabol kovetkezik az utolso-
el6tti sorozat valamennyi tagjénak pozitivitasa; ebb6l és a
AN-D AN=2 pozitivitasabol az azt megel6z6 sorozat vala-
mennyi tagjanak pozitivitisa és igy toviabb, végiil az

An+1v An+2~ siee

tagok pozitivitasa, qu. e. d.
Ha r végtelen ‘nagy, akkor a (G, r) intervallumhoz tartozé

An+1» An+2,- ..

tagok pozitivitasa az
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Cy—N Cy—1 C
4,=2=2l, et Lot el O
P i i Cy—N Cy—
Cy—N— C
2N e 4 ay °~}
Cy—N Cv—N

formulabo6l direkte kévetkezik. A kapcsos zardjelben az ay-et
koveté Osszes tag ugyanis pozitiv, mig

Cy—1 Cy—N+1
+ a, ANy TNz AN~
v—N cv—N Cy—N

oot

Cy— N+1J' s P

I N— 1!

—{I"olc

—élllaow +[a_v_1||‘ > 0,

tehat 4,>0, ha c—> G, vagyis ha v=n-+1, n+2,...

Ennek a pontnak elintézése utan a III. tétel be is van
bizonyitva. Tényleg nem kell egyebet tenni, mint szorél-szora
ismételni, a mit az I. és II. tétel bizonyitdsanal a (0, &) inter-
vallum mdsodfaja és elséfaja részintervallumairdl és azutdn az
egyenlet gyokeinek megkozelitésér6l mondottam, minthogy el-
térést a bizonyitishban az (A) sorozatnak csak a (G, r) inter-
vallumhoz tartozé részsorozata okoz.

7. § Az ismeretes speczialis esetek.

A kimutatott tételek speczidlis generatrixsorozatokra ismere-
tesek voltak. Lacuerre és Fexere mutatta ki Gket, ha

ix)=e" R=400;
Fekere és PorLya, ha

o) == R="13
szerz6, ha
ok (x) = (1+2)%, R=-+oo.

Hogy ezen tételek a most bebizonyitott tételek ald tartoz-
nak, beldthaté abbdl, hogy a felirt fiiggvények sorai a 3. §-ban
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felallitott 5 feltételt kielégitik. Errél egyszert szamitassal meg-
gy6z6dhetiink.
Elészor e** hatvanysorat veszem :

ekr — 2 ; = 2 CnX™
n=0'n- n=0

Az elso feltétel teljesiil, mert minden egyiitthaté zérustél
kiilonb6z6, pozitiv szam. A harmadik feltétel teljesiilése is
konnyen belathato. A

f = O

Ch k

hényados az (@, a+e¢) intervallumba esik, ha

k % és n=_[k(a+te)],

v

a hol [x] jelenti a legnagyobb egész szamot, a mely «-nél nem
nagyobb. A tobbi feltétel teljestilésér6l meggy6zédhetiink, ha
kiszamitjuk a kovetkez6é determindnst:

kn kn+1 ntp
nl T TR
kn—l k“ kn+p-1
InanA1,..-; 51-pl = n—1! n! n+p—1Itli=
= n—p Jn+1-p kn
n—p! n+t—pl n!

11 21... p! fn+D
Taln+1l...nt+p!’

tehdt e*® hatvanysora végtelenszeresen pozitiv (2. feltétel).

—r
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Tovabba

i~y .., ntpl
(n, n+1y..., nt+pl
Jen—v Jon+1 Jn+p Jen Jn+p
n—y! n+1l " Tagp! |. |l 7 n—+p!
+ : it . —
kn—v—p knt+i-p kn fkn—p Lk

n—y—p! ni+1—p! n! R R
1 §e ot ‘

o 7))

T n—ylk

¥ vy

S
R e 2 g

cn . - . . C’N

Dv,p:(p+v)' .

N

A felirt identitds nyilvin helyes minden p-re, ha y=10 és
és minden v-re, ha p=1, a mi egyszerfi szamitdssal régtén
adodik ; kénnyld tovdbba kimutatni a

D»’, ) O i -Dv—l, p+1 = Dr. P

formuldt, a melynek ismételt alkalmazisival nyerjik a felirt
identitdast minden v és p-re. Ebbé6l a formulabdl kapjuk, hogy

(p+v) Cnoy _ [M—v, n+1,..., ntp] _ 0
P Co LR o e IR

tehat e** hatvanysordra & minden értéke mellett a 4. és 5. fel-
tételek is béven teljesiilnek.
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Miésodszor az (1-+a)* polindmot veszem.

k k »
(tap=3(* o= Soan
n=0\ N =0
Az elsé feltétel teljesiil: az elsé k+1 egyiitthato pozitiv, a
tobbi zérus. A
Cpn—1 o n
CH o= k*‘?l‘f‘l

hényados az (@, a+e¢) intervallumba esik (=0, a+e<G), ha

: B R N

tehat a harmadik feltétel is teljesiil. Tovibba

(o]z) (Nﬁ—i)“'(ni;ﬂ)
(i, L, e T = QiJ) (:) ::&+;—J L
(n-lip) (n+f«p) ( fz ) l

k !p+1

T nlatll. ntp! k—ntp! k—ntp—11... S

a hol

(k—n+1) (k—n+2)...(k—n+p)... (k—n—p-+1)... (k—n)

n (k—n+2)...k—n-+p) e (+p)(k—n—p+2)...(k—n)
nn—1)...(n—p+1) eoe(+p) m+p—1)... (n+1)

4 elsé sordhoz hozziadva a masodikat, ahhoz a harmadikat és
igy tovdbb, végiil az utolsoeléttihez az utolsét, azutdn a sorok-
bol a kozos faktorokat kiemelve a determindns elemei fokoza-
tosan megfoszthatok a /-t tartalmazé faktoroktél és nyerjiik,
hogy
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el R e =
kWw+1 (E-1)p (k4-2)p-1.. . (k+p)

T nlatll. ntp k—ntplk—ntp—11... k—n! D
a hol :
| | Py 1
i n sant n+p
D= n (n—1) 25 0 (n+p) (n+p—1) H

nnm—1)...m—-p+1) ... n+p) (n+p—1)..(n+1)
végiil konnyl szamitassal kapjuk, hogy
D=ptn—-11...8V1],
tehat (1+x)* a 2. feltételt © minden értékénél teljesiti.
Tovabbd tugy a sziamliloban, mint a nevezében 1épésrdl

lépésre ugyanazon redukeczidkat végezve, mint az imént a nevezé
kiszdmitdsandl, nyerjik, hogy

By nkdiin, Behpl -
n, n+1,.... n+p]

k
(n;v) (k—n—+1) (k—n+2)...(k—n+p)

55 (Ic > (k—n+v+1) (k—n+v+2)...(k—n+v+p) H,.»,
n
a hol
TR 1
e T e T
1 1
n—+1 n—+p

X - 2 e 5
(n—v)... m—y—p+1) (n+1)... n—p+2) ... (n+p)...(n+1)

Azt dllitom, hogy H,,, = (v-i-p ) Ezen formula megint rog-

ton igazolhaté minden p-re, ha v=0 és minden v-re, ha p=1.
Tovabba kénnyl szdmitdssal meggydézodhetiink a

a
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1719, p+1 — Hv—l, pri= Hv, D

reldezio helyességérdl, a melynek ismételt alkalmazasaval a fel-
irt identitds minden v és minden p-re igazolast nyer. Akkor
azonban :
In—=vondilycass Pl
(n, n+1,..., n+p]
i (p+v) Cn-y k—n—+1 k—n+p
e S e T | k—n-+v+p’

a mibol a 4. és 5. feltétel teljesiilése leolvashato.
Végiil (1—x)~* hatvénysorara

amayt = B ETLE) N

n=0 n=0

az els6 feltétel teljesil, mert minden egyiitthatoja zérustol
killénbozé pozitiv szam. A harmadik feltétel is teljesiil, mert a

Cn—1 e n
Cn k+n—1

hanyados az (a, a+¢) intervallumba esik (a=0, a+e<1), ha

k;l—}—%

és

n':[l‘_‘a (k—l)]-}-l.

Hasonldé szamitdssal, mint el6bb, nyerjik tovabbd, hogy

[Iny n+1,-.., ??+p]=
k4n—p! kdtn—p41t... k4nl, o .
=P TRTREIT AT Pk s dk=p 1) D,

a hol ismét
= lep—1 SO

tehat a masodik feltétel biztosan teljesiil, ha k= P. Végiil

LS

—
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m—y, m-1,..., n+p]

m. n4+1,..., n+p]
:(p—f—v) Cn—1 k+n k+n—1 k+n—p+1
en k+n—yvk+n—y--1 k+n—y—p-+1°

P
ha
Cn—1 n
en  k+n—1 =G<i
akkor
G :
n < = k—1)
és
PR pE k—1 malay | PG
Fprl 16 FpFi=t =G =1-G '
ha
ks Pz p.
E szerint
k+n k+n—p+1 & R

k+n—v—p+1 k-p+1 _- ,1—-G —
<e+nvp+éep é@‘G—A,

k4+n—y k+n—y—p+1
(n—vy, n+1,..., n4p] <A(p;){~u) Ca=y

’

AR o Bty ey 14 e Gn
ha

e 8

tehat a 4. feltétel is teljestil. Ha pedig # < L, akkor megva-
laszthaté K tgy, hogy k= K-ra nézve

M o ; np LP
- k+n e TR R e AL O S

= k+n—vy k+n—y—p+1=

tehat az 5. feltétel is ki van elégitve.

8. §. A feltételek sziikségességérol.

A (¢) sorozatra a III. §-ban kimondolt_ feltételek elegenddk
a IV. §-ban kimondott tételek fennalldsahoz. Hogy sziiksé-
gesek-e, nem sikerilt eldontenem; erre vonatkozdlag ecsak
nehdny megjegyzésre szoritkozhatom. Ha a (¢) sorozat a
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problémanak a (0, R) intervallumhoz tartozé generatrixsorozata,
akkor egy bizonyos k indext6l kezdve ¢ (x) minden egyiitt-
hatéja egyenlé eljeli. Legyen ugyanis O<<a<It és alkalmaz-
zuk az I. tételt az at+x =0 és a—x = 0 egyenletekre. Akkor
megadhaté K dgy, hogy minden k& > K indexre nézve az
(a+2) o () hatvinysoraban egy jelvdltds sincs, az (a—x) ¢ (%)
hatvanysoraban pedig pontosan egy jelviltas lép fol. Ezen so-
rok egyiitthatoi

ACq AC;1Cpy e« vy ACn—11Cn—2y ACy1Cn—1, o«
és
UCs ACy —Cpy o+ ACyp—1—Cp—2, ACp—Cp—1y ¢4+

Ha ¢, pl. pozitiv, akkor az els6 -sorozat tagjai mind nem
negativok, a masodik sorozat elsé 7 tagja nem negativ, az
(n+1)-edik negativ, a kovetkezék nem pozitivok; minthogy

T
ac, — Cy—1 = 0

ha

vh==qis—il
sziikségképen

Cyv—1
(i 23 :

=
¢,—1 pozitivitasabol tehat kovetkezik ¢, pozitivitasa, mig v<n—1;
minthogy pedig ¢,>0, kell, hogy ¢, ¢C,,..., Cuq1 is zérustol
kilonboz6 pozitiv szdmok legyenek. Ugyanugy kovetkezik az

acy — Cv—1 = 0,

ha

egyenlétlenséghdl a

ha tehat c¢,—; negativ volna és v=mn, akkor minden kévetkezd
egyiitthaté is csak negativ lehetne; de az

acy +Cy=1=0

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI, S
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egyenlétlenségnek minden v indexre kell teljesiilnie, tehat egyik
egyiutthato sem lehet negativ.

Ha tehdt ¢,—4 = 0, akkor a

gt
g )

egyonlétlenségek maguk utin vonjak minden kovetkezd egyiitt-
hato eltiinését. Tehat a III. §. elsé fellétele és a 2. feltétel
P = 0-ra nézve sziikséges is.

Sziikséges tovabbd a 3. feltétel is. Tegylk fel ugyanis, hogy
végtelen sok % indexre nézve a

Ck, 0 Clc, n—1
RO P e e A
Crk, 1 Ck, n

PR

sorozat egy tagja sem esnék az (a — %, a + %) intervallumba
(a, S f;— =0, a-+ ,;, = G<R); legyen a (¢) sorozatnak ezen

indexhez tartozé részsorozata

Pa s PRy eees DPhyeoey

a mely tehat szintén a (0, R) intervallumhoz tartozé generatrix-
sorozat. Alkalmazzuk a II. tételt az @ — 2 = 0 egyenletre. Je-
lentse n; az (@ — x) ¢, () egyutthaté sorozatiban azon tag
indexét, a mely utan az egyetlen jelvaltds fellép; akkor a

C)., n;
C;\, n;_—{—l
hédnyados limesének, ha 1 a részsorozat indexein né minden
hatdron til, meg kellene egyeznie a-val, a mi nem lehetségges,
ha ez a hanyados az (a—— %, a + %) intervallumba nem jut-

hat bele. Tehdl a (¢) sorozatra vonatkozo 3. feltétel is sziik-
séges.

Badlint Elemér.
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A negyedrendii gorbék kozil eddig a masodfajunak, azaz az
egy kettésponttal birénak elmélete van a toébbihez képest a
legkevésbé kidolgozva. Irodalmat illetéleg utalunk G. Komuwn
encyklopediaczikkére.*

A negyedrendii masodfaju gorbét a kdovetkezékben C3-, vagy
I'i-vel fogjuk jelolni.

Az elsé és masodik pontban egy (7P gérbére 1j tételeken
kiviil ismert tételeket is fogunk kimutatni. Ezeknek ujabb ki-
mutatdsat nem tarthatjuk foloslegesnek egyfelél a dolgozat teljes-
sége kedvéért, masrészt pedig azért, mert modszerink kiilén-
bozik W. R.' W. RoBerts moédszerétdl, melylyel azokat a tétele-
ket AprL-féle integrilok segitségével igazolta és kiilonbozik
Jan de Vries ? algebrai geometriai modszerétél, melylyel Roserts
tételeit igazolta. Targyalasunkban azokra a kivételes esetekre
is ki fogunk terjeszkedni, a melyeket Jan de Vries figyelmen
kiviil hagyott, a mikor a (7 goérbe kettéspontjanak egyik vagy
mindkét érintdje inflexiés érinto.

A harmadik pontban egy (7 goérbének egy ['3-be vald bira-
tionalis transformatiéjaval foglalkozunk, mig a negyedik pont-
ban-a C? gorbe realitdsi viszonyairdl szolunk.

1. Minden (7 gérbe egyenletét homogén (a,y, z) koordinata-

1 Encykl. der math. Wiss. Bd. III,, Heft 4. pag. 547—548.

2 Proc. Lond. Math. Soc. 1894.

3 Sitzungsberichte der Wiener Akad. Bd. 104. p. 58, és Nieuw Archief
voor Wiskunde 1896.

S*
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rendszerben a kettéspontnak az O = (0, 0, 1) pontba valé he-
lyezése altal a kovetkezé alakban lehet irni:

f(xy, z) = 2%y (@, y) + 22f, (@, y) + [, @, y) = O, (1)

a hol fi (@, y) (k =2, 3, 4) x és y-nak homogén k-ad foku fiigg-
vényét jelenti.

Az
egyenlet adja a (3 gorbe O kettGspontjdban érinté két egyenes
egyenletét.
Az O kettéspont elsé polaris gorbéjének egyenlete:
9@, y, 2) = z.fo@ 9+ [ @ y) =0 (2)

A ¢ =0 harmadrendt goérbének az O pont kettéspontja és
e gorbét az O-ban érintd két egyenes egyenlete ugyanaz, mint a
C? gorbénél, vagyis e két érintd egyenlete f, = 0.

Egyelére azt a megszoritdst teszsziik, hogy a g = 0 harmad-
rendd gorbe nem degeneral.

Ily megszoritis mellett, mivel az f= 0 gérbe keresztilmegy
az f,=0 és g =0 gorbék minden metszéspontjian (a metszés-
pontokat a megfeleld multipiicitéssal szamitva), azért a NOETHER-
féle alaptétel * szerint irhatjuk, hogy

f=k.f, —og, (3)
a hol k=0 egy kupszelet és 0 =0 egy egyenes egyenletét

jelentik.

Az 0-bo6l a C3 gérbéhez hiizhato hat érintd érintéspontjait,
melyeket a g=0 gorbe metszi ki a 3-bol, jeléljék Ty, T,,..., T,.
Minthogy ez a 6 pont nines rajta az f,=0 egyenespdron, azért
a (3) egyenléség miatt sziikségképen rajta van a k= 0 kup-
szeleten.

Legyen a kettdspont két érintéjének negyedik metszéspontja

1 Lasd L. BERzoLARI: Theorie der hoheren ebenen algebraischen Kur-
ven, Encykl. d. math. Wiss. Bd. III,. Heft 3, p. 405—406.




NEGYEDRENDU MASODFAJU GORBEKROL. 109

a (2 gorbével A, A,. Minthogy e két ponton nem megy ke-
resztil a g =0 gorbe, azért sziikkségképen az o = 0 egyenes
megy rajtuk keresztil. Ez az egyenes a C} gorbét még egy
pontparban, B,, B, ben metszi, a melyek meg a k=0 kup-
szeleten fekiisznek.

A k=0 Kkapszeletet Berrini-féle Fkipszeletnek™ nevezziik
E. Bertivt utan. O az (n—2)-szeres ponttal biré n-ed rendii
gorbékre taldlt ki olyan altalanos tételt, melynek most kimu-
tatott tételiink csak speczidlis esete.

Eddig kimutatott tételeinket igy foglalhatjuk egybe :

Eqgy C3 Fkeltdspontjabil a gorbéhez hizhaté hat érintd
érintéspontja eqy kiupszeleten, a Berrini-féle kipszeleten fek-

szik. A Berrini-féle Lupszelet a girbét még oly B,, B, pont- -

pdarban metszi, a mely azzal a pontpdrral, a melyet a kettds-
pont két érintéje metsz ki a G gorbébil, eqy o egyenesen
fekszik. .
Ez az o egyenes az O kettdspontnak a Berrini-féle kupszeletre
vonatkozo poldrisa és {qy a By, B, ponlpdrban a Bertini-féle
kupszelet érintdi a kettdsponton mennel keresztil.
A (3) egyenlGségbdl u. i. az (1) és (2) tekintetbevételével

kapjuk, hogy
dl; ! AT,
fo 28 = oft Gl (e +2)

Ebbél kovetkezik, minthogy f, nem oszthato f,-vel, hogy
do o :
o +2=0 és igy

ak
5 b o (x, y, 2).

Az O kettésponton keresztilmend sugarsor egy tetszéleges
sugara messe a Ci-t P, és P,, a k-l (), és (), pontokban.
E négy pont harmonikus pontnégyest alkot. Alkossuk meg
ugyanis e négy pont

1 Lasd G. Konn encyklopédia-czikkét i. h, V. 6. K. DOEHLEMANN : Geo- .

metrische Transformationen 1II. Teil. p. 16—174.
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_ PO, PO, PO.PO,
s PO T P 0L B0,

h

kettdsviszonyat.

Ez a kettosviszony sehol sem véalhat nullava vagy végtelenné.

Ha ugyanis nullava vagy végtelenné valnék, az csak oly su-
garakon térténhetnék, a hol egy P egy (-val 6sszeesnék, vagyis
csak az OT,, OT,,..., OTy és az OB, és OB, sugarakon.
De ezeken sem vdalhatik nulld vagy végtelenné, mivel ezen
8 egyenes barmelyikén a h szamldlojiban és nevezdjében egy-
egy vonaldarab ugyanolyan rendtien vilik végtelen kicsinnyé.

Ebb6l pedig egy ismert tétel szerint' kovetkezik, hogy
h = const. és pedig h=-—1, mert a Q, pont a Berrivi-féle
kupszeletnek tetszéleges pontja s mint ilyent fol lehet (,-vel
cserélni, a nélkil, hogy / értéke megvaltoznék.

Ennélfogva az C} kettdspontjdn dimend sugdrsor sugarai
dltal a gorbébil és Bermini-fele kupszeletbdl kimelszett pont-
pdrok egqymdst harmonikusan vdlasztjdk el.

Eddigi tételeinket azzal a megszoritassal vezettiik le, hogy
az [ =0 gorbe g = 0 elsé polargérbéje nem degeneral. Most a
kivételes esetet fogjuk vizsgalni.

Ha degenerdl a g=0 gorbe, akkor vagy a kettéspont egyik
érintéjére és a kettésponton keresztiilmend oly kupszeletre
degeneral, melyet a kettéspont masik érintGje érint, vagy pedig
a kettéspont két érintéjére és egy azoktol kiilonb6zé egye-
nesre degeneral.

Az elsé, illetéleg a masodik eset akkor &ll el6, ha (7 gorbe
kettospontjanak egyik, illetéleg mindkét érintdje inflexios érinté.

A Bertini-féle kupszelet szerepét az elsé esethen az a kip-
szelet veszi fol, a melyre a ¢ = 0 gorbe degenerdl, a masodik
esetben pedig az O ponl és az az egyenes, melyre g=0 gorbe

- a kettéspontok érintéjén kivil szétesik.

P L. H. G. ZeutHen : Abzihlende Methoden, Encyklopidie der math.
Wiss. Bd. IIl,, Heft 3, p. 277—278, 1. még Lehrbuch der abziihlenden
Methoden der Geometrie (Leipzig 1914). p. 84 s kov.
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Kimondott tételeink ezekben a kivételes esetekben is érvé-
nyesek maradnak. Igy legutobbi tételiink is. Ez a tétel most a
polargérbék ismeretes tulajdonsdgdt mondja ki, mert a Bertini-
féle kapszelet a kettéspont els6 polargorbéjének részét képezi.

Ha a Berrini-féle kipszelet degenerdl, akkor B,B, pontpar
osszeesik annak a két egyenesnek metszéspontjaba, a melyekre
a kipszelet degeneral. Es viszont, ha a B,B, pontpar &ssze-
esik és kulonbozik a kettésponttol, akkor a Berrini-féle kip-
szeletnek degenerdlodnia kell, mint olyan kupszeletnek, mely-
hez egy kiviile fekvé pontbél csak egy érinté huzhato.

Ennélfogva a Bertini-féle kGpszelet akkor degenerdl, ha a
kettGspont érint6inek negyedik metszéspontjain, A, A,-n atmené
egyenes az A, A, pontokon kiviil érinti a C} gorbét.

2. Elébbi pontban kimutatott tétel szerint a G} egy pro-
Jektiv mddon dltaldnositolt inversio dltal onmagdba megqy dt.
Az inversio czentruma az O kett6spont, az inversio kupszelet
pedig a Berrmini-féle kupszelet, a képzetes korpontok szerepét
* a B,B, pontpar veszi fol.

Ez az inversio oly quadratikus Cremona-féle transformatio,*
melynek alappontjai O, B, és B, pontok.

Ez az inversio tehdtl egy oly n-ed rendd C goérbét, a mely-
nek az O pontban k-szoros, a I3, és B, pontban k-, illetéleg
k,-szeres pontja van, oly 2n—(k-+%,+k,)-rendii I" gérbébe visz &t,
a melynek O-ban n—(k,+k,)-, Bi-ben n—(k+k)-, B,-ben
n—(k-+k,)-szeres pontja van.

Mivel az inversidktpszelet pontjai énmagukba mennek 4t,
azért azok a pontok, melyekben a (' gérbe az inversio kip-
szeletet metszi, a I' gorbének is pontjai.

Ebbé6l pedig koévetkezik, hogy minden olyan egyenesnek,
a mely az alappontokon nem megy keresztil, olyan kupszelet
felel meg, a mely O-n, B, és B,-n Kkeresztiilmegy. Masként
kifejezve: ha a G} girbébil egy lelszileges egyenessel kimet-
szelt négy pontot a keltispontbil a gorbére projiczidljuk, oly négy

I L. K. DoEHLEMANN : Geometrische Transformationen IL Teil, p. 46—49.
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pontot kapunk, a wmelyek O, B, és By-vel eqy Iipszelelen
vannak.

Abbél, hogy az inversio quadratikus transformatio, melynek
B,-és B, alappontjai, kovetkezik, hogy a Bi-en keresztiilmend
egyenesnek a B,n keresztiilmené egyenes felel meg.

Ha tehat G3-nek egy B,-en atmené egyenessel valo B,-en
kiviili 3 metszéspontjat a gorbére projiczialjuk, a kapott pont
egy B,-n dtmend egyenesen fekszik és viszont.

A B, és B, czentrum@ sugdrsorok projektivek, képzédmé-

- nyiik az inversiokupszelet. :

Kimondott altalanos tételiinkbdl kovetkezik, hogy a By B,-n
atmend kupszeletnek B,B,-n dtmend kupszelet felel meg.

Ha egy C gorbe I' invers dbraja a (' gorbével Gsszeesik,
vagyis mas széval a ( gérbe 6nmagéanak inverse, akkor az elézé
tételek alapjén a kovetkezi tételeket mondhatjuk ki.

Egy olyan énmagdval invers (' n-edrendi gérbére nézve, a
melynek O-ban k, B, és B,-ben k,, illetileg k. -szeres pontja
van, n = k+k+k, és k, =k,

Ha az o egyenes (O-nak az inversio-kiipszeletre vonatkozé
polarisa) a (0 gorbét a B, és B, pontokba esé k, =k, szamu
metszésponton kivil A,, 4,,..., A, pontokban metszi (melyek
kozott egymassal vagy a [-kkel oOsszeesGk is léphetnek fel),
akkor a O Fk-szoros pont érintéi az OA,, OA,,..., OA; egye-
nesek.”

A C goérbének az inversio-kupszeleten levé B,, B,-tél ki-
16nboz6 Ty, Tys.e., Tynir pontjainak inversei onmagukkal es-
vén Ossze, a OT; (i=1, 2,..., n+k=2n—k,—Fk,) egyenesek a
C gorbét két osszeesé pontban metszik.

Ha ezeket a tételeket egy C7 (6nmagdval invers) gorbére
alkalmazzuk, az elsé pontbhan talalt tételeket ismét vissza-
kapjuk.

Kivételes eset, a mikor a (7 goérbe kettdspontjanak mindkét
érintéje inflexios érintd. Az ilyen gorbét jeloljiik C3-vel.

Egy ilyen €3 girbét ugyanis inversio helyett egy oly involu-
torius vagy harmonikus perspektivitds viszi dt onmagdba, a
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melynel: centruma az O kettéspont és tengelye a Berrivi-féle
kupszelet szerepét dtvevd eqyenes. ‘

Egy O-n keresztiilmené tetszéleges egyenes a (7 gorbét olyan
P,, P, pontokban metszi, a melyeket a tengely harmonikusan
valaszt el az O ponttol és igy P,-nek P, perspektiv képe.

Minthogy az involutorius perspektivitds linedris transfor-
matio, ebben a pontban kimondott eredményeinket csak modo-
sitva alkalmazhatjuk a C?-ra. Igy példaul, ha C? egy egyenesen
levé négy pontjat a kettéspontbél a gérbére projiczialjuk, ismét
egy egyenesen lev( négy pontot kapunk. Az involutorius per-
spektivitds tengelye oly pontokban metszi a C} gorbét, a melyek-
nek érintéje O-n megy keresztiil. '

Az osszes Cf gorbék koziil csakis a G} gorbéknek van on-
magukba val6é involutorius perspektiv transformatioja.

Tegyiik fel u. i, hogy egy perspektivitis egy €7 gorbét én-
magdba visz at; kimutatjuk, hogy a C? gorbe csak C? lehet.

Koénnyt belatni, hogy a perspektivitis czentruma csak az
O pont lehet. Ha 7;, T az O-bol a gorbéhez mend két érinté
érintéspontja, akkor a 77 egyenes énmagénak felel meg, tehat
vagy az involutorius perspektivitds tengelye, vagy egy O-n
keresztiilmeno egyenes. Az utobbi esetben az O pont egyik
érint6je inflexios érinté. Minthogy a 6 7 pont kozil négy a
perspektivitds tengelyére esik, a masik kettonek O-ba kell esnie
és igy O mindkét érintje inflexios érintd.

3. Az elébbi pont alatt lattuk, hogy egy (7 gorbének én-
magaba valé inversioja quadratikus Cremona-féle transformatio.
Ki fogjuk mutatni tételink kovetkezé dltalanositdsal:

Egy C% negyedrendii mdsodfaji gorbe minden olyan biralio-
nalis transformatidja, a mely a gorbeét eqy szintén negyedrendii
mdsodfaji I't gorbébe viszi dt, Cremona-féle quadralikus trans-
formatio.

Legyen ugyanis a (73, illetéleg I'f gérbe egyenlete

f (@, y, 2)=0 illetéleg ¢ (§ 7, ) =0 4)
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és az a 1T birationalis transformatio, a mely a C%-t I'}-be
viszi at:

£ ohoiihg % ¢
X2 - Yy 2 Z, y,2)

(5)

a T transformatié inverse: 7' pedig legyen

@ Bh Y - 2 :
K& O Yty ~ E@ni

®)

Ezekben a transformatio-egyenletekben X, Y, Z x, y, z-nek
ugyanolyan rendd oly homogén formdi, melyeknek kozos osz-
toja- nincs. Hasonlo &ll a X, Y, Z-ra nézve is.

Jeldljiik azt a négy-négy pontot, a melyben a £ =0, =0,
illetéleg ¢=0 egyenes a I'? gorbét metszi A/A,AA,, B,B,B,B,,
illetéleg J,d4,4,4,-gyel. Azon négy pontot, a mely ezeknek a
77" transformatiéndl fogva a Ci-n megfelel, jeloljik megfeleléen
A, B, D-vel és megfelel6 indexekkel.

Vezessiink az 4,4,4,A, pontokon és a (5 gorbe O kettds-
pontjin keresztiil egy kupszeletet, a melynek egyenlete legyen

X @iy 2)=0.
Hasonloan

Yi@ayia) =0,

Z, (x,y,2)=0

legyen azon kupszelet egyenlete, a mely az O-n és a B,B,B,B,,
illetéleg D,D,D,D, pontokon megy keresziiil.

A I'; gorbébol a sik Gsszes egyenesei egy linearis teljes gi pont-
sorozatot imetszenek ki, a neki a G3-n megfelelé ¢; pontsoro-
zal szintén teljes és linedris, minthogy a pontsorozatot egyet-
len pontcsoportja meghatarozza. :

Ebbél pedig kovetkezik, hogy a gi-t ki lehet metszeni egy
adjungalt kupszelet-halézattal és igy a X,, V), Z, kapszeletek
a C3-gorbét az A, B, D pontesoportokon és O-n kiviil ugyan-
abban az E, és FE, pontokban metszik.

Alkossuk meg az 2, 7, = homogén valtozok
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figgvényét. Ez az « fiiggvény a (7 gorbe egyetlen pontjaban

sem tlnhetik el, mert a mely pontban az a szamldléja eltiinik,

olt a nevezdje is ugyanolyan rendben tiinik el s igy a hanyados

véges marad. Ennélfogva, egy mar idézett tétel szerint az a

fliggvény konstans. v -
Hasonl6an konstans az

B
75 MBI

A X, Y, 7 konstansainak helyes megvalasztasaval az a, b, ¢
konstansok egységgel egyenlékké teheték. Ily valasztas uldan
irhatjuk, hogy

&Y %

s 3

vagyis' az (5) transformatio identikus a
e AN 7 = 4
S - ary o 200 Y%

quadratikus Cremona transformatioval.

Vizsgiljuk részletesebben ezt a Cremona-féle transformatiot.

Egy quadratikus Cremona-féle transformatiéban, miként isme-
retes,” egy oly egyenesnek, mely a transformatio egy alappont-
jan megy keresztiil, egy szétes6 kupszelet felel meg, melynek
egyik egyenese az invers transformationak megfelelé alappont-
jan megy at, a masik egyenese pedig a masik két alapponton
4atmend fix egyenes.

Ennek a tételnek alapjan az O kettésponton keresztiilmend
egyeneseknek oly egyenesek felelnek meg (a 7' két alap-
pontjan keresztlilmené alapegyenesen kiviil), a melyek keresztiil-

I L. pl. H. WiELEITNER : Theorie der ebenen algebraischen Kurven héhe-
rer Ordnung. Samml. Schubert. (1905) p. 138.
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mennek a 77' transformatio megfelelé alappontjan. Ezek az
egyenesek két viltozo pontban metszik a I'i gorbét, mivel
az O-n keresztiillmené egyenesek is két valtozé pontban met-
szették a CF gorbét. Vagyis az O kettéspontnak megfelel a
'} gorbe Q kettéspontja, mint a 7' transformatio alappontja.

Hasonlokép az F, és k), alappontokon atmend sugéarsgrok-
mak az QE,, illetéleg QE, alapegyeneseken kiviil oly sugér-
sorok felelnek meg, melyek centruma a E,, illetéleg E, alap-
pont.

Az a birationalis tramsformatio tehdt, a mely eqy C% gor-
bét eqy I't yorbébe visz dt, a két keltospontbol kitndulé sugdr-
sor sugarai kézitt projektiv vonatkozdst létesit.*

A (% kettésponljabol kiindulo érintének e projektivitas
szerint a ['} gorbe. kettéspontjabol kiindulé érinté felel meg,
mivel csak a kettéspontbol kiinduldé érinték metszik a gorbét
a kettosponton kiviil két Gsszees6 pontban.

Ebb6l pedig kovetkezik, hogy két (3 és I't gorbe kozott
csak akkor lehet birationalis correspondentia, ha a két gérbén
a kettéspontbol kiindulé 6 érinté projektiv.

Ez a feltétel nemcsak sziikséges, hanem elégséges is, vagyis
ha két C7 és I'} gorbe kettéspontjabol kiindul6 hat érinté pro-
jektiv, akkor a két gorbe birationalis transformatiéval egymasha
viheté at.

Ha ilyen birationalis transformatio létezik, az kimutatott
tételeink szerint quadratikus és a (3 gorbe O kettéspontjabol
kiindulo 6 érinté6 7,, 7,,..., T, érintéspontjit a I'} gérbe
£ kettospontjabol a gorbéhez hazhatéd 6, (foltételeink szerint az
el6ébbi 6 sugarral projektiv) érint6 T,, T,,..., T, érintéspontjiba
viszi at. A (7 gorbe egy tetszbleges P pontjanak megfelelé pont
a I'} gorbén az a II, vagy I, pont, a melyben az OP sugdrnak
megfeleld £-n keresztiilmend sugar a I'; gorbét metszi. -

1 A fonti tételt a quadratikus transformatiok ismerete nélkil is ki-
mutathattuk volna, az (n—3)-adrendli adjungalt, . n. «g-gorbék» trans-
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ATy, Ty k=1,2..., 6) és a P, II, mint hét megfelelé
pontpar meghatiroz két quadratikus transformatiot, melyek
egymas inversei. E két transformatiohan O és £ két megfelels
alappont, mivel bel¢lik a 7 megfelel6 pont projektiv sugdrsor-
ral projicialhato.

Az igy meghatdrozott quadratikus transformatio a C} gorbét
egy olyan I'? gorbébe viszi at, melynek kettéspontja ©2-ba esik
é6s a Ty, T,...., Ty és II, pontokon keresztiil megy. A I'} és
I'; gorbe oOsszeesik, mert a kettosponton kiviil a T pontokban
egymast érintik és a II; pontban ko6zés pontjuk van, tehat 6sz-
szesen a kettésponton kivil 13 kozés pontjuk van. Egy CF
(1) alatti el6allitasabol kovetkezik, hogy a kettésponton kiviil
11 pont meghatdrozza a goérbét. Ezért a meghatdrozott két
transformationk a C} és I't gorbéket egymdsba viszi dt.

Mivel a P pont megfelelé pontjaként a //,-t is tekinthettiik
volna, ezért a (} és I'? gorbék pontjai kézott két killonbozé
birationalis correspondentia van.

Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezé tételt:

Legyen G} és I't két negyedrendii mdsodfaji gorbe, mely-
nelk O, illetdleq @ keltdspontjdbol a wmegfeleld gorbéhez hiz-
haté érinték érintéspontjai legyenek T,, T,,..., T, illetélegy
T, Tas-.., Ty legyenek tovdbbd az

0 R A B ke U ke SR @)

sugdrsorok projektivel:, akkor a két gorbe sitkjdinak pontjai kozott
két olyan teljesen wmeghatdrozott (quadratikus) birationalis
correspondentia lélezik, melyben T, és Ty (k=1, 2,..., 6) mey-
feleld pontol.

Ebbél a tételbél kovetkezik, hogy egy (7 gorbének hdrom
absolut invariansa wvan, a melyek a (7) alatti 6 sugar koziil
harom kivalasztottra vonatkozolag a masik hdrom kettGsarany-
szamait adjak.

Minthogy a (7) alatt feltételezett projektivitason kiviil a

1 L. K. DOEHLEMANYN, i, h. p. 27—29.
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6—6 sugar kozott mds projektivitds dltaliban nem lehetséges,
azért két C7 és I'? gorbe kHzott csak két birationalis corres-
pondentia lehetséges.

Abban az esetben, ha a (7) projektivitdis a mésodik sugir-
sor sugarainak mas sorrendjében is fenndll, akkor az emlitett
két birationalis correspondentiin kiviil mds birationdlis corres-
pondentia is fennallhat. Ez az eset csak akkor fordulhat eld,
ha az absolut invariansok kiilénleges, singuldris értékeket vesz-
nek fol. Azért az iiyen birationalis correspondentidikat singula-
ris correspondentiaknak nevezziik.

Legutobbi tételeink akkor is érvényesek, ha a I'f gorbe a
C7 gorbével osszeesik. Ekkor a (3§ gorbe onmagdba valod
transformatioirél van sz6. A C} gorbe két 6nmagédba valo trans-
formatioja koziil az egyik a mar emlitett inversio, a masik pedig
két ilyen inversié egymésutdn alkalmazasa, az identikus trans-
formatié, a mely minden pontnak énmagat rendeli megfeleléiil.

Egy (% gorbének egy I3 gorbébe valo 6sszes birationalis
correspondentidit el6allithatjuk, mint a €7 gérbének énmagiba
valo Osszes birationalis transformatidinak és egy olyan biratio-
nalis transformationak osszetételét, a mely a (7 gorbét a I'}
gorbébe viszi at.

Keét (7 és I'; gorbe pountjai kozott fennallo singularis bira-
tionalis correspondentidk vizsgdlata helyett tehat elégséges egy
(i3 énmagdba valé singularis correspondentidit vizsgalni.

Ezeknek a singularis birationalis correspondentidknak vizs-
gdlata arra a feladatra vezethet6 vissza, megallapitani, hogy
egy sugarsor 6 sugarat kilonb6zé sorrendben mikor és hény-
félekép lehet projektivnek tekinteni. Algebrailag a feladat olyan
hatodrendd bindrformak vizsgdlatara vezet, a melyeknek o6n-
magukba valo linearis substitutioik vannak. A feladatot az iro-
dalomban - O. Borza? vizsgalta részletesebben.

1 American Journal of Math. X. két. p. 47—70, kivonatban megjelent
a Math. Ann. 30. kétetében, p. 1—7.
Lasd még A. WIMAN értekezését, Stockholm Bihang 21. (1895) Nr. 3.
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4. Egy realis (i gorbének kettéspontja, minthogy egyediili
kett6spont, mindig valos és pedig kozonséges kettéspont, ha
érint6i valosak és kiilonb6z6k; estespont, ha érintéi Gsszees-
nek és izolalt ponf, ha érint6i képzetesek.

 Egy redlis (7 gorbe tobb kiilondllé gorbemenetbél dllhat és
pedig redlis menetei szamdnak maximuma, miként ismeretes,*
3-mal egyenlé. A (i gorbe menetei kozott vagy egyaltaldban
nincsen paratlan menet, vagy pedig két paratlan menel van,
mert a gorbe rendszéma paros.? >

Minthogy két gorbemenet, melyek koziil legaldbb egyik péros,
mindig paros, két paratlan gérbemenet mindig paratlan szamn
pontban metszi egymast, azért egy redlis (7 nem izolalt kett6s-
pontjiban vagy egyetlen menet metszi 6nmagat, vagy két pa-
ratlan menet metszi egymast. Mas esetben ugyanis tébb kettés-
pont keletkeznék.

Ezek szerint tehdat redlis gorbemeneteket tekintve a (3-knél
a kovetkezo ot eset lehetséges:

1. Héarom valés menet, melyek kozil vagy mind a hdrom
pdros, vagy egy pdros és ketté pdratlan.

2. Izolalt pont és két pédros menet.

3. Két menet, mindketté péros vagy mmdketto paratlan.

4. Izolalt pont és egy péaros menet.

5. Egy paros menet.

Miel6tl az egyes esetekben a menetek relativ elhelyezkedé-
sét részletesebben vizsgdlnok, kimutatjuk a kovetkezé tételt:

A FLettdspontbol eqy girbemenethez hizhato redlis érintdlk
szdma 0, vagy 2. '

A kettéspontbél kiindulé e egyenes egy gorbemenetet vagy
null vagy két redlis pontban metsz. Legyen e, az ¢ egyenes
egy olyan helyzete, a melyben a gérbemenetet 2 redlis pontban

1 Egy p-edfaju algebrai gérbe realis menetei szdmanak maximuma p--1.
L. A. HarnNAck : Math. Ann. Bd. 10. p. 188—198.

2 Paros és paratlan gorbemenetek értelmezése v. STAUDT-t61 szirmazik ;
Geometrie der Lage, Nirnberg, 1847, 12. §.




120 ] SZ. NAGY GYULA.

metszi. Forgassuk az e egyenest az e, helyzetbol kiindulolag
a kettéspont koéril n széggel. Ezalatt az e egyenes leirja az
egtsz sikot. Az e egyenesnek a gorbemenettel valo redlis metszés-
pontjainak szdma akkor és csak akkor valtozik meg, ha az
e egyenes a gorbemenet egy érintéjén keresztiilhalad, ekkor a
redlis metszéspontok szdmdnak véltozasa 2. Minthogy egy fél-
fordulat megtétele utin a realis metszéspontok szdma ugyanaz
marad, ennélfogva az ¢ egyenesnek pédros szamszor kellett érin-
tén dthaladnia.t

Minthogy egy gorbemenetet egy e egyenes legfeljebb két
pontban metsz, azért ha az e egyenes egy metsz6 helyzetbdl
kiindulva egy érintén keresztiill halad, a redlis metszéspontok
szama a kettésponton kiviill null lesz. Ebbél kovetkezik, hogy
a gorbemenet két szomszédos érint6jének csak egy szogterében
helyezkedik el, a cstcsszoglérbe csak akkor nytulhatik &t, ha a
kettéspont a goérbemeneten helyezkedik el. Ezzel kimondott
tételtinket igazoltuk.

A kettéspontbol tehat egy gorbemenethez két redlis érintot
lehet huzni, ha a kettdsponton keresztilmegy legaldbb egy
olyan egyenes, mely kiviile as gorbemenetet nem metszi mads
redlis pontban; ha ez nem lehetséges, akkor a kettdsponthdl a
gé‘)rbemenethéz nem htzhatoé redlis érinté.

Nevezziik kénnyebb kifejezhetés végett a nem izoldlt kettds-

1 Legyen C egy tetszoleges gorbe, melynek nincs hatarpontja, vagyis
olyan pontja, melynek csak egyik iranyban vannak szomszédos pontjai,
tételezziik fol tovabba errél a gorbérél, hogy minden egyenes véges-szamu
pontban metszi. Nevezziik a sik vagy a gorbe egy tetsz6leges P pontjahol
a gorbéhez huizhato érintének az olyan P-n keresztiilmenS egyenest, me-
lyet P koril jobb és baloldalra kissé kiforgatva a nyert 2 egyenesnek C-vel
valo realis metszéspontjainak szama 2-vel kiilonbozik egymastol. Ha a
killonbség 2n, akkor szamitsuk azt az ezyenest n-szeres érintének. Akkor
a szovegben alkalmazott gondolatmenettel kimutathatjuk, hogy egy pontbol
a G gorbéhez huzhato érinték szama, ha véges, paros.

Az érintének most adott definitioja nem esik Gssze a kozonséges defi-
nitioval, a mennyiben definitionk szerint érinté lehet egy cstics bizonyos
helyzeténél a P-n és a csucsponton keresztiil-mené egyenes, viszont az
inflexios érinték definitionk szerint nem szamitanak érintének.




NEGYEDRENDU MASODFAJU GORBEKROL. 121

ponlot elsdfajinalk, ha belole ahhoz a gérbemenethez, a me-
lyen fekszik, lehet redlis érint6t huzni; ellenkezé esetben ne-
vezzilk mdsodfajunak.

Ezt az elnevezést haszndlva, kénnyen be lehet latni, hogy
mésodfajiu kettGspont csak oly €} gorbénél léphet fol, amely-
nek az a menete, melyen a mésodfaju kettéspont fekszik,
egyetlen redlis menete. Minden mas esetben lehetne ugyanis a
kettdsponton oly egyenest hiizni, mely a gorbét a kettésponton
kiviill kettonél tobb pontban metszené.

Hasonlé ok miatt nem lehetséges, hogy egy (7 egyik paros
menete egy mdsikat teljesen magdban foglalja, legfeljebb az az
eset fordulhat eld, hogy egy gdrbemenet az izolalt kettéspon-
lot foglalja magdaban. Ebben az utobbi esethen azon a gorbe-
meneten kivill mas gorbemenet nem lehetséges.

Ezek alapjan a felsorolt 6t esetre vonatkozoélag kovetkezo-
ket allithatjuk:

Masodfaju kettéspont csak az 5. esetben fordulhat elo. Két
paros menet koziil egyik nem foglalhatja belsejében a masi-
kat. Izolalt pont csak a 4. esetben lehet egy gorbemenet bel-
sejében.

A kettéspontbél kiindulé realis érinték szdménak 6sszefiig-
gését a gorbemenetekkel és a kettéspontokkal a kovetkezd-
kép' foglalhatjuk ossze:

I. 6 realis érinté csak az 1. esetben lehetséges.

Il. 4 realis érinté csak a 2. és 3. esetben fordulhat és for-
dul elé.

III. 2 realis érinté eléfordul a 4. esetben, ha az izolilt pont
a gorbemeneten kiviil fordul eld és az 5. esetben, ha a kettds-
pont elséfaju.

IV. O realis érint6 van a 4. esetben, ha az izolalt pont a
paros menet belsejében van és az 5. esetben, ha a kettdspont
masodfaju.

Nem nehéz kozvetleniil folirni oly (.7 gorbék egyenleteit, me-
lyek a kivant tipust gérbéket z’:llitjzik el6.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 9
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Leszamitva a masodfajiu kettésponttal biro €7 gorbét, a

kivant tipust gorbék egyenletének eléallitédsara '

[@y,2)=f@yz£f@y=0 (8)
alaki egyenleteket fogunk alkalmazni, tehit oly €7 gorbéket
alkalmazunk, a melyeknél a kettéspont mindkét érintéje in-
flexiés érinté. Ekkor az ‘

f (2, y)'f; @, y) =0

egyenlet allitja el6 a kett6spontbdl kiindulé hat érinté egyen-
letét.

Ilyen C} gorbe egy menetje akkor paros, ha az O-bol ki-
indulé mindkét érintéje vagy az f, (=, y) =0 két egyenese,
vagy pedig az [, (z,y) = 0 egyenlet altal elédllitott négy egye-
nes koztl ketté. Ebben a két esetben ugyanis O a gorbe-
menetnek vagy kettéspontja, vagy pedig nem iz pontja =
ennélfogva minden O-n keresztilmené egyenes a gorbemene-
tet parosszami pontban metszi s igy a menet paros: Ellen-
ben paratlan a gorbemenet, ha egyik O-bél kiindulé érin-
téje az [, (x, y) =0, a masik az f, (%, y) = 0 egyenletek dltal
eléallitott egyenesekhez tartozik, mert ekkor O a goérbemenet
egyszerti puntja lévén, minden O-n Kkeresztiilmend egyenes a
gorbemenetet (O-t is beleszamitva) 8, vagy 1 redlis pontban
metszi.

Legyen

. or=:0 (k=1, 2,...6)
az O-n keresztiilmend 6 egymdstél kiillonboz6 egyene segyen-
lete, melyek vagy mind redlisok, vagy pedig kozilok 1, 2 vagy
mind a 3 par konjugédlt komplex koefficziensekkel birjon, ak-
kor a (8) alatti egyenleteket kovetkezékép is irhatjuk :

16, —€,6,6:6,—=0 és e,e,1e,6,6.6,=0. (9)

Ezen két egyenlettel eldallitott €7 goérbe alakja csak az e
egyenesek realitdsatol és elhelyezkedésétol figg.

I. Ha az O sugirsorban mind a hat e egyenes realis és sor-
rendjiik bizonyos forgasiiriany szerint e,, e,, e;, ¢,, e, e,. akkor
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a (9) alatti két egyenlet két oly CP gorbét dllit eld, melyeknek
harom gorbemenetjiik van; az egyiknek mind a harom menete
paros, a masiknak egy menete pdros, a masik kettd pedig pa-
ratlan. Kovetkezik pedig ez abbol, hogy az egyik gérbének
épen azon szogterekben vannak redlis pontjai, a melyekben a
masiknak nincsenek redlis pontjai és megforditva, és igy e,. e,
az egyik goérbénél egy menetnek, a madsiknal két killénbozo
menetnek lévén érintdi, az egyik gorbének 3 pdros, a masik-
nak esak 1 paros és 2 paratlan menete van.

II. Ha az e,;, e, konjugalt komplex egyenespar s a tobbi
négy egyenes redlis, akkor a (9) egyenletek barmelyike oly
(% gorbét allit el6, melynek egy izolalt kettdspontja és két
paros menete van.

Ha ellenben az e;, ¢, konjugdlt komplex egyenespar és a
tobbi négy redlis e egyenes sorrendje: e, ¢,, €,, €;, akkor a
I. alatt mondottak értelmében a (9) egyenletek egyike két pa-
ros, masika két paratlan menettel biro (2 gorbét allit elo.

III. Ha e,, ¢, és e,, ¢, konjugalt komplex egyenespar, ellenben
£, e, redlis, akkor a (9) alatti egyenletek barmelyike egy izolalt
kettésponttal és egy pdros menettel biro (7 gorbe egyenlete.

Ha ellenben esak ¢,, ¢, egyenespdr redlis, akkor a (9) egyen-
letek barmelyike egy paros menettel biré gorbét allit eld.

IV. Ha e,, ¢,, e;, €,, €, ¢, 3 konjugalt komplex egyenespar,
akkor a (9) egyenletek kozil az elsé oly (F gorbét dllit eld,
melynek egy paros menete és egy izoldlt pontja van, a mely
azonban az el6bbi pontban mondott esettel ellentétben nem a
piros meneten kiviil, hanem azon beliil fekszik. A (9) egyen-
letek koziil a mdsodik nem allit elé redlis (7 gorbét.

Egy masodfajo kettésponttal birée (7 gorbét nem lehet
{9) alakt egyenlettel eldallitani, mert anndl a kettéspont érintéi
nem lehetnek inflexios érintok.

Ennélfogva ilyen C7 gorbét

fu (@, ) 2249, (@, )2~ 2f, (@, ) = O

alaka egyenlettel lehet eléallitanunk, melynél f,=e,.e,=0 két

O
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reilis egyenest dllit eld, 2 pedig egy valés szamot jelent. Csak
ugy kell f,, fs, fi-et és A-t megvalasztanunk, hogy az

F3Hff, = 0

linearis tényez6i mind képzetesek és egymadstol kiilonbozék
legyenek, a mi, ha A elegendé kicsiny, mindig lehetséges.

Igy pl. adjunk i-nak hatdrozott eléjelet és vilaszszuk f, két
linearis tényezéjét és f; két par linedris tényez6jét konjugdlt

komplexnek. Az f; harmadik redlis egyenesét valaszszuk gy,

hogy az az e,, ¢, egyenespar azon szogterén menjen keresztiil,
a melyikben 2 f,.f, pozitiv. Akkor a mdsik szogtérben és an-
nak hataran O kivételével f3 hatdrozottan pozitiv, mig Afsf,
a szogtér hatdran null s azon belill pedig negativ. 2-t meg lehet

valasztani oly kiesinynek, hogy az fi-+Af.f, ebben a szogtérben:

is pozitiv legyen. Ekkor az f3-+Af,f, = O 6sszes linedris tényezéi
mind képzetesek s A-nak nem specidlis megvdlasztiasa mellett
egymastol kiillonbozdk is.

Meg akarjuk jegvezni, hogy az 1. és 3. két alesete, a mikor
két pdros menet helyett két paratlan menet fordul els, egy-
mastol lényegében nem kilonbozik, mert egy oly quadratikus
transformatio, a melynek a kettdsponton kivili mésik két alap-
pontja két kiilonbozé paros pdrosmeneten fekszik, azt a két
parosmenetet két pdaratlan menetbe transformédlja, mig az eset-
leg el6forduld harmadik péros menet a transformatio utén is
megmarad parosnak.

Az alappontokon dtmend kupszeleteknek u. i. a transformatio
miatt egyenesek felelnek meg. Minthogy egy az alappontokon
keresztiilmené tetszéleges kupszelet azt a pdrosmenetet, a me-
lyen egy alappont fekszik, ezenkiviil paratlan szdami pontban
metszi, azért annak a paros menetnek a transformatio folytdn
paratlan gérbemenet felel meg, mert egy tetszésszerinti egye-
nes paratlan szami pontban metszi. Ellenben egy oly paros
menetnek, melyen nincs alappont (a kettéspontot kivéve), pd-
ros menet felel meg. .
: Sz. Nagy Gyula.
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a nyari honapok kivételével, a ho sulat tagjai a folydiratot tagsig-
mésodik felében, dijuk fejében kapjak.

26. éviolyam. 1917. junius—oktober. 6. fizet.

A KOMPLIKALT TYPUSU ZEEMANN-EFFEKTUSRA
VONATKOZO UJABB KISERLETI ES ELMELETI
VIZSGALATOKROL.

A kovetkezékben egyrészt a komplikdlt typusi Zeemann-
effektusra vonatkozé, azokkal az djabb kisérleti vizsgdlatokkal
akarok foglalkozni, melyek Pascuen és Back® neveihez fliz6d-
nek, masrészt beszamolok W. Voier® evvel osszefiiggd elmé-
leti vizsgalodasairol és azok legijabb eredményeirdl.

1. Miként ismeretes, a Zeemany-effektusra vonatkozo kisérleti
vizsgalatok arra az eredményre jutottak, hogy a spektralvona-
lak z6me magneses térben komplikalt typust felbontast ad és
csak aranylag nagyon kevés spektrdlvonal, az egyes vonalak-
bol 4llo seriesek vonalai, mutatjdk magneses térben az ugy-
nevezett Zemann-féle normdlis tripletet. A komplikalt typusa
Zeemann-féle felbontdsokra vonatkozo gazdag kisérleti anyag
nagy valtozatossiagiba és sokszertiségébe két empirikus tor-
vény hoz némi szabdlyossigot, a Presrton-féle torvény és az
ugynevezett Runce-féle szabdaly. A Presron-féle torvény a series-
vonalak Zremann-effektusdnak typusair6él szélva azt mondja,
hogy egy seriesbe tartoz6 vonalak ugyanazon typusiti ZrEmaNnN-
effektust adnak magneses térben és ugyanazon tipusu felbon-

1 F. PascHeN u. E. BAck: Ann. d. Phys. Bd. 39. S. 897. Bd. 40. S. 960.
és R. ForTrAT: Compt. rend. 156. 636. 1. és 157, 1607. L 3

2 W. Vorer: Ann. d. Phys. Bd. 43. S. 1137,, Bd. 42. S. 210., Bd. 41.
403., Bd. 40. S. 368., Bd. 36. S. 873., Bd. 24. S. 193. ;

W. Voier u. H. M. Haxsex : Phys. Zeitschrift. Bd, 13. S. 217.
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tast adnak a rokonelemek egymasnak megfelel6 seriesbe tartozo
vonalai is.

Példaul a natrium Osszes vonalai, melyek a dubletserieshe
tartoznak, gy bomlanak fel mégneses térben, hogy D,-bél egy
quadruplet, D,-bél pedig sextuplet lesz. De ugyanily tipusa
felbontast adnak a rokon eziist, réz, thallium megfelelé dublet-
seriesébe tartozo vonalak is.

A Runee-féle szabdly azt mondja, hogy a komplikilt tipusi
felbontasokndl a komponensek tdvolsdga a magneses tér nél-

kiili vonal helyétél —3—1— tn, 2 hol n és m kicsiny egészszamok,

pn pedig az ugynevezett normalis felbontds nagysiga frequen-

cidkban mérve, tehdt a k6zonséges triplet szélsé6 komponensei-
I e

nek tdvolsiga az eredeti, térnélkiili vonal helyétol. s, = B
R, a magneses tér intenzitdsa, ¢ a fénysebesség, o pedig az
elektron toltésének és tomegének viszonya.

A komplikélt tipusu felbontdsokra vonatkozo ezeket az dlta-
lanos jellegli ismereteinket jelentés mértékben gyarapitottdk
Pascuen és Back vizsgilatai. Pascuex és Back, hogy egy kon-
krét példat emlitsiink, megvizsgaltik az O triplet-seriese
3947 pp-nél fekvoé 3 vonaldnak Zeemann-effektusat. A tér-
nélkiili triplet 3 vonala magneses térben 18 komponensre ugrik
szét. A kovetkez6kben kicsinynek vagy nagynak nevezziik a
magneses teret, a szerint, a mint a magneses komponensek
tavolsdga a térnélkili vonal helyétél joval kisebb vagy na-
gyobb, mint a térnélkiili triplet komponenseinek egymadstol valo
tavolsaga.

Kicsiny magneses terekben tehat a 18 mégneses komponens
egy bizonyos konfiguraciét mutatoit, melyben a mdgneses vo-
nalak tdvolsaga a térnélkiili vonal helyétél ardanyos volt a még-
neses tér intenzitdsaval. A térerésség novelésével azutan, mikor
a térnélkiili triplet egyik vonaldnak magneses komponensei
elérték a térnélkili triplet masik vonalat, megvaltozott a kon-
figuracio, még pedig igy a magneses komponensek geometriai
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elrendez6dése, mint azok intensitasbeli viszonyai. Egyes vona-
lak er6sebben tavolodtak a térnélkilli vonal helyétsl, mdasok
viszont alig; egyesek intenzitisa novekedett, mdsok szinte
eltiintek és az egész atalakulds tendencidgja a szimmetrikus
normdlis triplet volt, melyre a fenti értelemben vett nagy mag-
neses terekben a 18 vonal tényleg 6ssze is htizodott. Ugyanezt
észlelték a H, 5875 pp-nél, 471°3 pp-nél, 4388 pu-nél fekvo
kettés (satellites) vonalain, tovabba a HB, Ha, Hy vonalakon
és a Ka, Na, és Li nehany vonalan.

Szoval elegendé erés mégneses térben minden komplikdlt
tipust felbontashol normaélis triplet lesz. Ez a Pascuen és Back-
féle effektus. Az igy keletkezé triplet normalis, nemcsak a szélsé
komponenseknek a kozépsotél valo tavolsagat illetéleg, hanem
a komponensek polérozasi dllapotanak szempontjabél is. A triplet
kialakuldsara jellemz6, hogy elébb, azaz mar kisebb madgneses
terekben kifejlédik a kozépsé komponens, mely az erévonalakra
merdlegesen van poldrozva, mint a triplet két szélsé kompo-
nense. Itt megemlitend6 az az igen érdekes mod, a hogyan
PascHEN és Back sajat észleléseiket interpretdljak. Szerintiik az
elektron normdlis allapotaban egyes vonalakbol allo seriest
emittal.

Ha kivételkép dublet- vagy tripletseriest emittal, akkor egy
kényszer hat ra, mely kényszer eredményezi egyszersmind mag-
neses térben a komplikalt tipusa felbontést is a kézénséges
Zeemann-féle normélis triplet helyett. Ez a kényszer, vizsgila-
taik szerint igen nagy madgneses terek segitségével megsziintet-
heté, mikor is a komplikilt felbontdsbél normalis triplet lesz.

Ezen felfogiasuk tdmogatisara, mint karakterisztikus példat
emlitik a Na 2852 pu-nél fekvé dubletjét, melynek két vonala
oly kozel - van egymdshoz, hogy alig valaszthatok kiilon. Itt
tehat a kényszer nagyon kicsiny volna. Ez a vonal azonban
egyszersmind kivétel a Presron-féle torvény alol is, a mennyi-
ben annak ellenére, hogy a Na dublet seriesébe tartozik, mar
kicsiny magneses térben is nem egy D-tipusa felbontast mu-
tat, hanem normdlis tripletet. Itt tehdt nem volt sziikség nagy

10*
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magneses terekre a kényszer megsziintetéséhez, minthogy az
amugy is esekély volt.

Egy tovabbi példa ily viselkedésre a rokon Li Zremany altal
égzlelt 6708 pu-nél levé vorés dubletje. Szerintiik tehdt nem
a 2852 pu-s Na-vonal kivétel a Preston-féle torvény alol,
hanem épen megforditva, kivétel az egész dublet-series, mert
az elektron normadlisan egyes-vonalakbol &ll6 seriest emittal.
Pascuen és Back ezen felfedezései természetszerileg egész 1j
vilagitisba helyezik a Preston-féle torvényt és Runce szabalyat,
a mennyiben mindkett6 értelmét és érvényességét kicsiny magne-
ses terekre korlatozzak.

2. Elérebocsatva itt, hogy Voiernak a komplikalt tipusa
Zeemann-féle felbontdsokra vonatkozo elmélete természeténél
fogva ép oly kevéssé tudja a Presron-féle torvényt elméletileg
indokolni, mint a hogy az egyszerti triplet Lorextz- vagy Voier-
féle elmélete sem tudta, megemlitends, hogy ujabb idében az
ily irdnya térekvéseket mds tuton jelentés siker koronazta.
P. Desve' ugyanis megvizsgdlta a Bomr-féle atom-mintanak
frequencia-lehet6ségeit magneses térben. Kz az atom-minta mag-
neses térnélkili allapotaban tudvalevéleg a hidrogen seriesei-
nek vonalait emittdlja. DEBYE szdmitdsai azzal az eredménynyel
jartak, hogy magneses térben minden térnélkiili frequencia hd-
rom frequencidra bomlik szét, tehil a hidrogen serieseinek
minden vonala, a felbontas nagysdganak szempontjabol is nor-
malis tripletet ad mdgneses térben. Ez az elméleti eredmény
kitiné egyezésben van a tapasztalattal és ebben a Dzpye féle
elméletben szervesen egybekapcsolodik a series-formula és
a Zeemann-effektus elmélete. Desye ez elméletének azonban,
szemben a Zremann-effektus Lorentz- és Voier-féle elméleteivel,
kétségtelen hatranya az, hogy Dervenél semminemii felvildgo-
sitist nem kapunk a médgneses komponensek polarozasi alla-
potédra vonatkozolag. Ennek. oka abban van, hogy a Bour-féle

1P, DEBY?: Gottinger Nachrichten, 1916.
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atom-mintdban az emisszio tulajdonképeni mechanizmusat ez-
ideig még homaly fedi.!

3. Voietnak a komplikdlt Zremann-effektusokra vonatkozé
elmélete alapvonasaiban mér régebbi keleti.? Ujabb és részle-
tes kifejtéséhez nagy lendiiletet adott egyrészt a Pascuen-Back-
effektus felfedezése, a mi az elméletben fellépd parameterek
szamanak lényeges redukciojahoz vezetett, mdsrészt pedig a
komplikalt tipust felbontdsok kicsiny és kozepes magneses
terekben valo részletes tanulmdnyozisa, a mi altal lehetévé
valt a megmaradé parameterek numerikus meghatirozasa és az
elméletnek konkrét példakon a tapasztalattal valé 6sszehason-
litasa.

A komplikalt tipust Zeemann-effektusok Voier-féle elmélete
is az invers effektusok, vagyis az abszorpcios Zremann-effektu-
sok elmélete. Voier elszeretettel az abszorpcids-effektushoz
flizi targyalasait, még pedig tébb okbol: 1. az abszorpeids-
effektusok elmélete, szemben az emisszios-elmélettel, mely min-
dig csak egy emittdldo centrummal dolgozik, ab ovo szamitdsha
veszi a kiillonboz6 elektronok (emisszio- és abszorpcié-centru-
mok) kolesonhatésat és igy jobb megkozelitése a valdsagnak,
mint az emisszi6-elmélet. 2. Az abszorpcios effektusok elmé-
lete nemcsak a mégneses felbontds komponenseinek geometriai
elhelyezédésérdl és polarozasi viszonyair6l ad felvilagositast,
mint példaul a Lorenrtz-féle emissziés elmélet, hanem azok
intenzitasbeli viszonyairol is, a melyek épen a komplikalt fel-
bontdsoknal és a Pascuen-Back-effektusndl, mint latni fogjuk,
fontos szerepet jatszanak. 3. Az abszorpcios effektusok elmélete
feloleli az ugynevezett kisérd jelenségek, a Farapayv-effektus, a
transverzalis magneses kettés torés stb. gazdag és valtozatos
komplexumat.

1 Ugyanezen oknal fogva ugyanigy all a dolog a Stark-effektus EPSTEIN-
féle elméleténél is, mely szintén a BoHR-féle atom-mintan alapszik; az
elektromos komponensek polarozasi allapota itt sem tisztazhaté. Ann. d.
Phys. Bd. 50. S. 489. .

2 Lasd, Voier: Magnetooptik S. 186.
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A komplikalt Zeemann-effektusok elméletéhez Voier tgy jut
el, hogy &ltalanositja az elektron mozgdsegyenletét.! Az altala-
nositds gy értelmezhetd, hogy ezaltal tobb elektron egymais-
sal magnesesen kapcsolva lesz, vagyis az elektron mozgésa
magneses térben fiiggni fog a vele kapesolt t6bbi elektron moz-
gasi dllapotatol. ‘Az Gj tagok, melyek az egyszeri elmélet mozgds-
egyenletében

dac? dx seR
mm__f+k:c+h—(7t-—-7°- —‘—E—_—eX
(m az elektron tomege, e a toltése, x az elongdcioja, £ a quasi-
elasztikus, h a surlodasi eré, X a fényhullamban rezgd elek-
tromos er6, R, a magneses tér intenzitasa) helyet kapnak, mind-
nydjan aranyosak a magneses tér intensitdsaval; egyébként
pedig az adltalanositdis a kovetkez6 elvek szerint torténik:
1. Hogy a tapasztalassal megegyezésben tovabbra is lehetséges
legyen a rezgések superpozicigja, kell, hogy az dltalanositd
tagok linedrisak legyenek az elektron elongdcioinak koordina-
taiban, «n, yn és 2zy,-ban és ezek iddszerinti diff.-hanyadosai-
ban. 2. A magneses térerésség az elektronok rezgése alkalma-
val az 0j tagok révén se végezzen munkdat ép gy, mint a régi
LorenTz-eré madagneses része sem végez soha munkat, mert
mindig meréleges az elmozdulasra. Ehhez az sziikséges, hogy
az Osszmunkat képezve, vagyis az «n, Yu... elongacioknak
megfelel6 egyenleteket rendre zj, ¥, Zn...-val szorozva és
osszeadva az eredményekbél az altalanosité tagok ép tgy eltin-
jenek, mint a Lorentz-eré6 médgneses része. Tehat kell, hogy az
dltaldnosit6 tagok specidlisan @, #,-ben legyenek linedrisak
oly megszoritassal, hogy #; faktora az a,-nak megfelelé egyen-
letben ellentetten egyenlé legyen x; faktoraval az x,-nak meg-
felel6 egyenletben és igy tovabb. 3. Az dltalanositis meg kell
hogy feleljen a miagneses tér forgdsi szimmetrigjanak, tehat a
magneses tér irdnyat koordinata rendszerink z tengelyével

1 Lasd pl. RYBAR L : Math. és Phys. Lapok 1916. 130. L. 11. képlet.
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parhuzamosan valasztva, az @, ¥, egyenleteknek nem szabad
z-menti 2, sebességét tartalmazni és viszont. Az 4dltalanosité
tagok fizikai szerepe tehdt nem nagyon szemléletes, ezt Voier
is elésmeri, viszont meggyézédése, hogy konkrét atom-minta
segélyével valo dltalinositds a probléma felesleges specializala-
sat jelenti mindaddig, a mig dltaldnos elvek segélyével is bol-
dogulni lehet.

Tegyiik most fel, hogy a mdgneses tér irdnydval parhuzamo-
san, tehat || 2z, v frequencidju sik-fényhullam halad at kozegiin-
kon, melyben rezgé elektromos eré komponensei legyenek
NGl = 0

Tehat egyelére a longitudindlis effektusra szoritkozunk, an-
nak elintézésével azonban egyszersmind elintéztiik, legalabb a
varhato frequencidk szempontjabol, a transverzalis effektusnak
a magneses erévonalakra merdlegesen rezgd komponenseit is.

‘Az egymassal magnesesen kapesolt elektronok mozgasegyen-
leteinek rendszere magneses térben a fenti elvek szemmel-
tartasaval lesz tehat:

Mty + @+ [0+ f1eat '+g11.’-/1+.‘luge+ ~r=eX
Myt Iy fay 81+ fog®at+ -+ a1t T Jaslst - =X

(0

“7’:7)1+kly1—.(/11£1_g15d’g e fu?},-i-fui{z +...=¢eY
mij, +kzya_yz1dc1_ggza-’s — oot folstHfals +-o-=e iz

@)

és még egy harmadik rendszer a z,-kra, melyet itt elhagy-
hatunk.

fii= fi az i-edik elektronra miik6dé csillapodasi erd, ¢i = i
az i-edik elektronra mikédé kozonséges LorenTz-eré mdgneses
része, mely a nem kapesolt elektronra is mikédnék.

fie =— fri az elséfaju

i =—¢gr: a masodfajun «kapesoldsi fiiggvények», melyek
valamennyien arianyosak a mdgneses tér intenzitdsdval..

Ez megtorténvén, az er6térrel parhuzamosan dthalado hul-
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lamra vonatkozolag a kézeg komplex torésmutatojanak’ n-nek
a mozgasegyenletekben fellép6 parameterekkel valo eloallitisa
ugyanugy torténik, mint a ko6zonséges longitudindlis dublet
esetében. A P elektromos polarizéci6t vagy «eltoldst» az elektron-
elméletben definialo

Py, =1*X = X + 4xNe3a,

3
P, =n*Y =Y + AxNe3y, ©)

(N az elektroncsoportok szdma kobcezentiméterenként) egyenle-
tekbe helyettesiteni kell @, y; azokat az értékeit, melyek az
(1) és (2) rendszerek felolddsdbol nyerhetdk.

xy és Y, (1) és (2)-b6l nyert értékei aranyosak lesznek X-el
és Y-nal, egyebekben pedig a mozgdsegyenletek parameterei-
vel lesznek kifejezve. (3)-ban tehat majd roviditeni lehet X-el és
Y-nal és akkor n* a jobboldalon ki lesz fejezve a parameterek-
kel egyediill. A szamitast Vower tgy hajtja végre, hogy (2)-t
megszorozza +t-vel és hozzdadja (1)-hez. Az

ct+ty=¢ X+i1¥Y=2 fau L igu=ha és fi+igi=h
roviditések bevezetése utan lesz:

m;’., + k& + hufl + h,,f, +.=eZ
m:f, 23 o k,li’l + lc,,'{, +---=eZ.

(3)-bol pedig lesz:
P; =n*Z = Z + 4xNeZ{,. (5)

@

(4)-be v frequencigju e»” periodikus megolddsokat helyette-
sitve lesz: .
P&+ who& + wh &+ =eZ
why, &, + Polot Whyels +--=€Z

(6)

pizk‘,_}_iuhi_qnye = L )

A (6) rendszert megoldva {-ra és a nyert értékeket (5)-be
helyettesitve, lesz

1 Lasd pl. RyBir L 1. c. 122. 1.
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Wwi=2Z+1.2 ; (7)
Zn*—1—11,)=0, (8)

a hol II. egy hanyados, melynek nevezdje a (6) rendszer
determindnsa, szdmldloja pedig az Osszes els6 aldetermindnsok
osszege. A nevezd tehdt a-fokt, a szamlalé pedig a—1 foku a
pi-kben. A kettés eldjel miatt (6), (7) és (8) is két egyenlet-
rendszert, illetve egyenletet reprezental :

(X+iY) (0% —1—11,) =0
(X—iY) (nt—1—IT_) =0.

Ha (X41Y)= 0, akkor X—iY==0, tehat n2=1-+41/1_, amia
negativ kérosen poldrozott hullam térésmutatéja; ha X—i¥=0,
akkor n%=1+4-/7,, a mi a positiv koérésen poldrozott hullam
torésmutatoja. Tehat minden v-héz n-nek két értéke tartozik,
vagyis kettés torés all elé, még pedig cirkularis kettds torés.
Ha a médgneses tér intenzitdsa zérus, a (6) rendszerbdl lesz:

g pii=eZ 9)
pizki—{—ivﬁ—mv" l=1, .C)....., a.

Tis
Vi = % az onfrequencidkat adja, melyekkel a magneses

térben egymdssal kapesolt kiilonb6zé elektronok térnélkiili alla-
potukban rezeghetnek.

Ha valamennyi k; és fi egyenl6, akkor az e-szdmu madgne-
sesen kapcsolt elektron mindegyike térnélkiili allapotdban ugyan-
azon vy, frequenciaval rezeg, lehat egy spektralvonallal, de egy
ugynevezett tGbbszérds vonallal van dolgunk, mely t6bbszoros,
a-szoros karakterét azonban csak mdgneses térben arulja el,
mikor is 2a szdmh méagneses komponensre bomlik a longitudi-
nalis effektusnal.

Ekkor ugyanis valamennyi p; = p-vel.Il. nevezdje a-fokl
p-ben, szimldléja pedig a—1 fokt. Voier bebizonyitotta, hogy
ily tébbszérés vonal esetében ugy a szdmldlo, mint a nevezd
osszes coefficiensei valosak és a nevezének csak valos p-gyokei
vannak.
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Tehat :
0, Qu
 f e L B T _—
& p+ 1V + + p+RaV

hol a Qi-k és R;-ik valdsak. A
p+Ry=k+tvg+ Rv—my*+ify
nevezOk valos részeinek eltinése

k+vg+Ry—my® =0

hatdrozza meg az abszorpcioesikok, illetve a longitudindlis
ZEEMANN-componensek frequencidit. A tébbszorés vonal eseté-
ben ily médon keletkez6 2a szami méagneses komponensrél
Voier kimutatja, hogy azok szimmetrikusan helyezkednek el a
v, frequencidhoz képest.

A kovetkezékben roviden vazolom, hogyan specializdlja Voier -
elméletét, illetve a (6) alatti egyenletrendszert, példaul a
Ng D-vonal tipusanak konkrét esetében, mert ezaltal legjob-
ban ki fog tlinni az elmélet teljesitéképessége. Az egyenlet-
rendszer egyszerlsitésére vezetdé iranyelveket részben Paschen
és Back észleléseibdl meriti, részben pedig oly észlelésekbol,
melyek a D-vonalak kicsiny és kozepes terekben jelentkezd
Zremann-effektusaira vonatkoznak.

1. Az elsé tény, melyet Voier felhaszndl, az, hogy a D, és 1),
vonalat emittalé elektronok egymadssal magnesesen kapcsolva
vannak, a mi kitinik azokbél az észlelésekbél, melyek szerint
oly nagy mdgneses terekben, hol a D, magneses komponen-
sei elérik D,-t és viszont, a D, komponensei deformdljék a
D, felbontdsanak geometriai és intenzitdsbeli konfiguracigjat
és viszont, szoval a két felbontas kolcsonosen befolydsolja
egymast. Legyen a [ -et emittalo centrum szabadsagi fokainak
szama M,, a D,-éinek M,. Ha méar most D, és D), kapcsolva
vannak, akkor az M, : M, viszonynak dokumentalodni kell a
transversdlis effektusndl tgy az erétérre merélegesen rezgé mag-
neses komponensek szamdban, mint a parhuzamos komponen-
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sek szamdban is. Legyen most M, és M, a meréleges kompo-
nensek szama, P, és P, a parhuzamos komponensek szama,
akkor a kapcsolasbol kovetkezik, hogy :

M,:M,— P,: B,

Ha példaul a D-vonalak transversalis effektusdndl a meré-
leges komponensek - szamat nézziik, latjuk, hogy az kétszer-
akkora D,-nél, mint D;-nél. Ebbd]l az kovetkezik, hogy a D,-t
emittalo centrum szabadsagi fokainak szama kétszer akkora,
mint a D,-et emittalé centrum szabadsigi fokainak szdma. Ev-
vel 6sszhangban van az az észlelés, hogy a ), vonal térnélkiili
dllapotdaban intenzivebb mint D,. S6t Roscupestvessky? egy
szellemes modszerrel tanulmanyozvan a natriumgéz dispersio-
jat a két D-vonal ko6zotti intervallumban, kisérletileg meghata-
rozta a szabadsagi fokok szdmdnak viszonyat és azt taldlta,
hogy az 198, tehat kozel 2.

Ezen 0sszevdgd tapasztalatokkal szemben azt latjuk, hogy
a p-komponensek szdmdban nem nyilvanul meg a szabadsagi
fokok ezen viszonya. Minthogy azonban D, és ), mdgnesesen
kapcsolva vannak, ragaszkodnunk kell a p-komponenseknél is
a 2 viszonyszamhoz, tehat fel kell tenniink, hogy a D, p-kom-
ponenseibél is 4 darab van, tehat D, egy teoretikus oktett.
2 darab p-komponens hidnyozhatik in praxi, vagy azért, mert
osszeesik két észlelttel, vagy mert maésutt van ugyan, de az
intenzitdsa zérus.

2. PascHEN és Back vizsgalataibol kovetkezik tovabbé, hogy
nagy magneses terekben a magneses komponensek szimmetri-
kusan helyezkednek el a D, és D, vonal sulyvonaldra vonat-
kozolag, mely tehdat a két vonal kozti tavolsdg egy harmaddban
fekszik D,-t6] szamitva. Ebbdl egész dltalanossigban azt a
kovetkeztetést vonhatjuk, hogy a ¢i= ¢i-k valamennyi kap-
csolt, a-szam elektronra vonatkozélag ugyanazon ¢ értékkel
birnak. A /1. kifejezésében szerepld

"1 D, ROSCHDESTVENSKY : Ann. d. Phys. Bd. 39. 8. 307.
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Pi= ki —+ ihiv s s mu““’,

hi = fi + igi
helyébe irjunk

Di = p + ”i't)
a hol

1

Pl %
és

e

2 a

tehat

mi=ki—k—+iv {(fi—f) % i (gi—9)}.

k szabja meg az 1. n. stlyvonal vy, = l/% frequencigjat.
1. szamlaléja a—1-fokl, a nevezdje a-fokGi homogén fiigg-
vénye lesz p-nek és v-nek. A koefficiensekben szerepel A mel-
lett még 7; Ha m; =0, akkor II, kifejezése ugyanaz, mint
volt egy tobbszorés vonal esetén, mikor valamennyi p egyenls,
tehat o-szamu egyenlé onfrequenciival rendelkezo elektron van
kapesolva. Ez esetben azonban Voier, mint emlitettem, be-

bizonyitotta, hogy a felbontés szimmetrikus a v,= % frequen-

cidra vonatkozolag. Tehat azt kell csak keresni, hogy mi a fel-
tétele annak, hogy nagy magneses terekben m; kicsiny legyen
hi. mellett. hj ardnyos a mdgneses tér intenzitdsaval, R -val,
m; kifejezésében csak g;—g-ben van benne R, Tehat kell, hogy
gi =g legyen, vagyis ugyanaz valamennyi elektronra. Ez a
Pascuen és Back-féle észlelés tehdt mér a parameterek szama-
nak egy elsé lényeges redukeciojdhoz vezetett. '

3. Masrészt bebizonyitja Voier, hogy ha egy tobbszérés vo-
nal felbontdsa olyan, hogy a térnélkiili v, frequenciatél jobbra
és balra esé mégneses komponensek kiilén-kiilén szimmetriku-
san helyezkednek el v,—ps és v,+ps szimmetria-vonal koriil,
akkor p, értékét g hatarozza meg: 2mps = g. Ez érvényes kii-
I6n az m és kilon a p-komponensekre nézve. A normalis

°Bo - A D, & D, vonalak

triplet esetében ez evidens, ott g = C°
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magneses felbontasai kicsiny mdgneses terekben kiilon-kilon
ebbe a kategoridba esnek.

A 2. alatti meggondolasokbdl kovetkezik, hogy a g¢; értéke
mindkét vonalra ugyanaz a ¢, tehat a térnélkiili vonal helyé-
tél jobbra és balra 1év6 méagneses komponensek v, + ps szim-
metria-centrumai kiilén az m és kilén a p-komponensekre
nézve Ggy a D,, mint a D, vonalnal egyenlé tavolban kell
hogy legyenek a térnélkili vonal helyétél. Ezen meggondola-
sokbol kovetkezik a theoretikus D,-oktettnek az 1. dbrdaban
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1. abra.

(2. sor) lathato geometriai elrendezédése kicsiny maégneses
terekben. Két p-komponens zérus intenzitissal ugyanott kell
hogy legyen, a hol a két bels6 m-komponens van. A két
hidnyz6 komponens helyét tehat egész dltalinos meggondold-
sok alapjan meg lehetett allapitani.

4. A Pascuen-Back-féle észlelések leglényegesebb eredménye
a tulajdonképeni Pascuen-Back-effektus, hogy tehat nagy midg-
neses terekben mikor mar a mi-k a hi-k mellett elhanyagolha-
tok, az m-komponensek egy dubletre huzédnak &ssze. Ehhez
az sziikséges, hogy a II. hanyados szamlaloja foglaltassék a

nevezoben. Ekkor
1

T pxvg’

I, (10

a hol ¢ valos érték. Nagy magneses terekben tehat a stily-

vonal vy, = frequenciajatél jobbra és balra kapunk egy-
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egy m-komponenst transverzalis effektusnal, egy-egy kérdsen
poldarozott komponenst longitudindlis effektusndl. Ezen kom-
ponensek y,-tél szamitott p tavolsiga a

pEvg=Fktvg+vqg—m®+ivf
nevez$ valos részének.
E+@+qv—m*=0
eltiinése dltal van meghatdrozva. Lesz tehat

;
p=x2r0, (11)

minthogy s kicsiny v, = ‘/7];1_ mellett.

Hogy (10) bekdvetkezzék, annak megfelelo feltételei vannak,
a szamlalo és nevezé koefficiensei kozott bizonyos Osszefiiggé-
seknek kell fennallani. A Pascuenx-Back-effektus tehdat még
tovabb redukdlja a parameterek szamat, hogy hogyan, azt a
D-vonalak specidlis esetében rogtén latni fogjuk. Hogy a nagy
magneses terekben létrejové duplet komponensei v,-t6l mily
tavolsagban lesznek, az, mint (11)-b6l lathato, g és ¢ értékei-
tol fiigg. ¢ és ¢ numerikus értékei azonban a kicsiny mdgne-
ses terekben jelentkezé komplikdlt tipust felbontds geometriai
és intenzitasbeli viszonyai alapjan kisérletileg meghatdrozhatok.
A D-vonalakra vonatkozélag a (6) egyenletrendszer a kovet-
kezdékép egyszerfisédik. Elészor tudjuk, hogy a I),-vonalnak
2-szer annyi szabadsdgi foka van, mint D,-nek. D, emiszszioja
egy elektronra vezetheté vissza, tehat D,-é 2 elektronra. Tehdit
hirom egyenletiink lesz:
P& +ivh, C,+ivh, C, = eZ
Whe & +Patihvyl, = €Z (12)
Whe, &+ ivhaely+ps s = €Z.
Ez egyszeriisodik
1. mert a nagy mdagneses terekben fellépé szimmetria miatt
91=%=9=19
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2. a D, vonal a tapasztalat szerint egyetlen éles vonal, tehat
egy kettds vonal, p, = p,,

3. az m-komponensek nagy migneses terekben 2-kompo-
nensre huzodnak ossze. Ennek feltételei, mint Voiar részlete-
sen kimutatja, az, hogy

hxz = hyy = hgy = 3
és
hyy = hyg = hgy=h",
tehat
' h=f"Fig é h"=—fF1ig.
.Tehat (12) lesz:
P&+ Wh'G, + wh"§ =eZ
Wh"$, + pels + Wh G = eZ (13)
wh', + h"8, + pls = eZ

és tudjuk, hogy ¢, = ¢, =¢-

Kiesiny magneses terekben eltekinthetiink a D, és D,-vonala-
kat emittalo elektronok kélesonos magneses kapesoldsatol és
ott a D, longitudinalis Zeemann-effektusit a

sl =eZ (14)
a D, Zeemany-effektusat pedig a

Paby + Wh' G = eZ (15)
wh"$+pels = €Z
egyenletek adjék.
Igen nagy miégneses terekben. hol 7, és =, a h’ és h" mel-
lett elhanyagolhatok, 1. illetve n%i-ra (13) alapjin nyerjik,
hogy

P n ok
lli =1+4+6xNe*2 m .

Tehat (10) és (11) alapjan:

pr==+ T (16)
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Hogy tehat a nagy magneses terekben keletkezé transverzilis
triplet széls6 m-komponenseinek, vagy a longitudinalis dublet
komponenseinek a v, sulyvonal-frequencidtol -mért tdvolsdgat
kiszdmithassuk, ismerni kell g és ¢  értékeit. Ezek meghata-
rozhatok a D, és D, vonal kis méagneses terekben jelentkezd
Zeemann-effektusainak geometriai és intenzitdsbeli viszonyai
alapjan. A g, mint tudjuk, a psnek, jelen esetben a meréleges
komponensek szimmetria-centruménak a tavolsdgat méri a D,,
illetve a D,-vonaltdl jobbra és balra. g = 2myu,.

A kisérletek tanusdga szerint (ldasd 1. abra)

9 =39n Gaaa (74
a hol
eR
Jnormalis = Co s
a normalis triplet
—_ eRO
H¢ = ome

felbontasanak a mértéke.

Hatra van ¢’ meghatdrozésa. Ez, a D,-vonal kis magneses
terekben fellépé Zremann-effektusa 7-komponenseinek intenzi-
tasaibol hatarozhaté meg. (15) alapjan ugyanis

ni=1+ . 2( 1¥g/r 1tg'/r
c v —2mp+if,+ g—r = —2mu+if,+g+r

a hol
Tz — f’z + g’ﬂ.

A 4 darab m-komponens tehiat D,-t6l jobbra és balra a

i ey

Dy —
21y <+g-—r gy

altal definialt frequenciaju helyeken lesz, a mint az az észle-
léseknek megfelelé 1. abrabol is lathato.
Minthogy
g=13%0n tehat 7=3gn. (19)
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A térnélkiili D,-frequencia egyik oldaldn lev$ két m-komponens
intenzitdsainak viszonyat a (18) G6sszeg megfelel6 tagjai szdm-
14l6inak

L4 g'/r
L—g'/r
viszonya adja. Hansen kis mdgneses terekben végzett észlelései
szerint
St
1—g/hr 3 (08
Tehat (19) és (20) alapjan
g=—%9n
(16)-bol tehat lesz:
LRy L A0eRe ., gs  eR, ;
P=E g T T ey T L e T Ome (4

Tehat a D, és D, vonal 10 magneses komponensébdl nagy
mdgneses terekben keletkezé transverzilis triplet kiils6 m-kom-
ponensének, vagy a mi ugyanaz, a longitudinalis dublet kom-
ponensének tdvolsiga a térnélkiili frequenciatél egyenlé a nor-
mdlis felbontds nagysdgdval. Ez az eredmény tudvalevé egyezik
a tapasztalattal. Figyelemremélto itt, hogy nem Voier vélasztja
meg a parameterek értékeit ugy, hogy nagy migneses terek-
ben kij6jjon a normdlis triplet felbontdsdnak nagysaga. A (13)
egyenletrendszerben még szerepld nehany parameter érté-
két teljesen meghatirozzak a kis mdgneses terekben felléps
D,-quartett és D,-oktett komponenseinek relativ intenzitdsai
és geometriai elrendezédése. Ezeknek Hansen és mdasok dltal
kis terekben kisérletileg meghatdrozott numerikus értékei alap-
jan szdmitja ki Vorer, hogy milyen lesz a felbontds nagy
terekben.

Hogy az ily modon kiszdmitott érték a tapasztalattal oly
kitinéen egyezik, az az elmélet elsérangi teljesitménye. Ez kii-
lénben az a pont, hol Voier elmélete a kisérleti kutatds szi-
mara szamos Uj feladatot mutat.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 11



142 . POGANY BELA.

Természetesen ép ugy, mint az m-komponensek helyét a
(21) alatt, kiszamithatjuk a p-komponensek helyét is nagy mag-
neses terekben. A (6), illetve (13) rendszer ugyan, mint tudjuk,
itt nem alkalmazhato, mert nem vonatkozik a z-menti rezgé-
. sekre, de egészen analog formulak érvényesek. Az 1. dbrabol
is lathato, hogy p-komponenseknél

s 14 o
g=359n €és T=3gn

Viszont tudjuk, hogy a D, p-komponensei kozil kettének az
intenzitasa zérus, tehat

1+L —q
vagyis
*=30n=— q.
AKkkor pedig (16)-bol lesz:
o S e 8l
p==£ 2m

Tehat nagy mdgneses terekben a tranzverzalis-effektus p-kom-
ponense a stlyvonal helyére kerill. Ez egyezik a tapasztalattal.

Voigr azonban még tovibb megy és a parameterek kis mag-
neses terekben meghatdrozott értékeit arra is felhasznalja, hogy
kozepes magneses terekben lépésrol-lépésre kovesse, hogyan
alakul at a D -quartett és D,-oktett a térerésség novekedésé-
vel normalis tripletté.

Szamitdsainak eredményei a 2. dbraban vannak graphikusan
feltiintetve. Az dbra a migneses komponensek elhelyezését,
intenzitdsat és poldrozasi dllapotat tiinteti elé 4 kiilonb6zo
intenzitdst koézepes mégneses térben. Az erévonalakra meré-
legesen rezg6 komponensek felfelé, a parhuzamosan rezgék
lefelé huzott egyenesdarabokkal vannak eltintetve, melyeknek
hossza ardnyos a komponens intenzitisdival. A D,, illetve D,
komponensei az egyenesek folé, illetve aldja irt 1 és 2 index-
szel vannak jelezve.
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Az dbra a lranzverzilis effektusra vonatkozik. A D, és D,-vel
jelelt vertikalis pontozott egyenes a vonalak térnélkiili helyét
jeloli; a kihazott figgélyes vonal, a dublet stlyvonala és végil
az n, illetve 2n indexszel jelelt pontozott vonalkdk a stlyvonal-
t6l szamitott normalis felbontast, illetve annak kétszeresét
jelolik. Ehhez az dbrahoz szészerinti szévegnek lehet mellé-
kelni Back-nak ez észleléseire vonatkozo jegyzékonyvét.

- Q‘n 2| mul 2 M-Komp
Y e I 1T o
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9. abra.

Sajnos, a natrium D-dublet ezideig az egyetlen konkrét példa,
melyen az elméletet annyira aprélékos részleteiben?® is éssze
lehetett hasonlitani a tapasztalatlal, mert a D-dublet magneses
felbontdsa az egyetlen, melyet oly részletesen tanulmanyoztak
kilondsen kis mdgneses terekben, hogy a parameterek értékei
meghatdrozhatok voltak. Az itt tapasztalt kitiné egyezés azon-
ban feljogosit a reményre, hogy a kisérleti kutatas dltal a jovo-
ben részletesen tanulmanyozandé typusokndl is Voier elmélete
hasonlé sikerrel fogja helyét megallani. Pogdny Béla.

1 Altalanosabb vonasokban Voier mér az O-tripletet is targyalta, Ann.

d. Phys. Bd. 43.
11*



A SUGARZAS ES A GAZ ENERGIAINGADOZASA
KOZOTTI ANALOGIAHOZ.

A hoésugarzas elméletében alapveté fontossdagu A. EINSTEIN-
nak ' a sugdrzasi energia ingadozdsira vonatkozo vizsgalata.
Alapvet6 fontossagi azért, mivel szoros kapcsolatban van a
sugdrzds szerkezetének, az anyag és a vakuum kozti energia-
kozvetités: az emisszidé és abszorpcid jelenségének a kérdéseé-
vel. Egy egyenletes hémérséklett, diffuz tikr6zé falakkal biro
ireg igen kicsiny V) térfogatrészében a v és v-+1 rezgési sza-
mok kozé esé sugdrzdsi energia relativ ingadozdsanak kozép-
négyzete a Borrzmann-féle elv s a Pranck-féle sugdrzasi térvény
tekintetbe vételével

=ik (5 — — ' .
&= - =& + € (1)
8z Vy i

a hol £, a V, térfogatrész egyenletes energiaelosztodas mel-
letti energiajat, 4 univerzdlis allandét (6,415.10—27 gsce?2), ca
fény légiires térre vonatkozo terjedési sebességét jelenti. Az
energiaquantumok szamanak ingadozasaval magyarazhaté els6
részt quantumingadozasnak (&), a hésugarak interferenciajara

vonatkoz6 masodik részt Huveens-féle ingadozéasnak (¢g) ne-

vezzik.

E sorok ir6ja részletesen foglalkozott® az ideilis, egyenletes
hémérsékleti gaz energiaingadozasaval, réviden megallapitotta
a sugarzasi energia ingadozasa és a gaz energiaingadozédsa ko-

1 A. EInsTEIN : Phys. Zeitschr. X. 188. 1. (1909).
2 Verh. d. D. Phys. Ges. XVII. 122. 1. (1915)., Math. és Phys. Lapok,
XXIV. 159. 1. (1915).
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z6tti analogiat. A gdz energiaingadozasa is két részbél all:
a molekulaszdam ingadozasara vonatkozo részbdél, vagyis a stiriségi
ingadozashdl (&) — a quantumingadozasnak megfelel6 rész — s
a molekuldk energidinak az Osszelitk6zések kovetkeztében be-
allo valtozasaibol, vagyis a héingadozasbdl (€x), a mely a HuvGENs-
féle ingadozasnak felel meg. A V, térfogatrészre vonatkozo
relativ energiaingadozas kozépnégyzete (a Borrzmann-féle elv s
a kinetikai gazelmeélet alapjan)

= 1 95
b=8§+¢3&=%“ . 2

a hol n, a V, térfogatrész molekuldinak szima a molekuldk
‘egyenletes elosztodasa esetén, ¢ egy molekula szabadsagi fokai-
nak szamat jelenti.

A kovetkezékben részletesen vizsgalom a sugdrzds és a
gdz energiaingadozdsa kozotti analogiat. Az elsé részben (I) a
termodinamikai egyenstlyban levé gaz kozép héingadozasdnak
(kozépnégyzet) kiszamitdsarol lesz szo. Jelzett dolgozataimban
a héingadozas vizsgilatinal kilon-kilon szamitottam a tekin-
tethbe vett igen kicsiny térfogatrész minden egyes koordinataja-
hoz, tehdat minden egyes molekuldjdhoz tartoz6 energiaingado-
zds, azaz héingadozds kozépnégyzetét. Latni fogjuk, hogy egy-
atomu gdzokndl a molekuldris elméletre jellemz6 Borrzmans-
EixsteiN-féle elosztodasi fiiggvénybél kiindulva egyiitiesen is
szamithatjuk térfogatrésziink valamennyi koordinatdjanak, tehat
valamennyi molekuldjanak megfelelé héingadozis kozépnégyze-
tét. A masodik részben (II) kimutatom, hogy a sugérzds alkoto
hullamai (Eigenschwingungen), a sugérzési koordindtik be-
vezetésével analog eljardsok rendjén — eldszér a térfogatrész
minden egyes sugdrzdasi koordinatdjahoz tartozo, az interferen-
cia révén bekévetkezd energiaingadozas kozépnégyzetét kiilon-
kiilén, masodszor egylittesen szdmitva — egy igen kiesiny
térfogatrészben a sugarzasi energia Huveens-féle ingadozasa-
nak kozépnégyzete is szamithats. A stirtiségi ingadozds és a
(quantumingadozds ko6zotti analogia részletes vizsgalata esak
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akkor lesz lehetséges, ha a quantumingadozasnak pontos, a fény
hullamelméletével megegyezé magyardzatit ismerni fogjuk; a
quantumingadozasrol feltehetd, hogy az energiakozvetitést végzé
oszcillatorok energiaingadozasaival van meghatdrozva.?

I. A gaz héingadozasa.

A V, térfogatrészben levé molekulik egyes koordinatdinak,
vagyis a sebességi koordinatdknak és a szogsebességi koordind-
taknak megfelelé energiaingadozas kozépnégyzetét a BoLrzmann-
Einstein-féle elosztodasi fiiggvénybdl hatarozzuk meg. Minden
egyes koordindtdhoz tartoz6 energiaingadozias kozépnégyzete :

A valosziniiségi szamités tételei szerint a V, térfogatrészben levé
n, molekula héingadozasanak kozépnégyzete egyenlé az egyes
koordinataknak megfeleld energiaingadozdsok kozépnégyzetei-
nek osszegével. Kovetkezoleg térfogatrésziinkben levé 7, mole-
kula héingadozasanak (&.m), illetéleg relativ héingadozasanak
(¢m) kozépnégyzete
«?{H:ﬁ‘—’/—k;"f% illetoleg 5§=—2-
2 14
Egyatomt gazokndl — hol ¢=3 — ugy is szamithatjuk
a hoéingadozas kozépértékét, hogy elészor azt keressiik,
mekkora annak valosziniisége, hogy a V, térfogatrészben levé
2, 3, 4,...n, molekula koziil dtlagosan mindegyiknek E és
E + dE kozé es6 energidgja van (legyen a V, igen kicsiny a
gaztarto térfogatanak tobbi részéhez képest). Annak a vald-
szintsége, hogy egy molekula energidja £ és E+dE kozé esik,

1 M. Pranck : Ann. d. Phys. XXXI. 758. 1. (1910).
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a jelzett Bovrrzmann-Einstem, illetéleg MaxweLr-féle elosztédasi
fiiggvénybol?

V]
W, (E) dE = konst. ¢ ¥ V E dE. 3

Ha a V, térfogatrészben tekintetbe vett két molekula kozil az
egyik E, energidju, a masik molekuldnak 2EK—E, energidjanak
kell lennie avéghél, hogy atlagosan mindkett§ E energidja
legyen. Annak a valoszintisége, hogy mindkettének atlagosan
E és E+4dE kozé esé energigja van,

2E Eq-en 4t

W, (E)dE = [W, (E)dE,W, 2E—E,) d 2E—E)),
0

mivel az K, 0-tol 2E-ig valtozhatik. A (3) alatti egyenlet alap-
jan tehat

98 2B b
W, (E) dE = konst. ¢ ** dE [{/2EE,—E; dE,,
0

2E

VIR k= 22t
0 -
helyettesitve
-
W, (E)dE = konst. e *T E%*dE. (4)

Ha a V, térfogatrészben tekintetbe vett hdrom molekula koziil
az egyik E, energidja, a masik két molekulanak atlagosan

1 Annak a valoszinitisége, hogy egy molekula sebességi koordinatai,

illet6leg sebessége &, 7, § és §+d&, n+dy, € - dg, illetleg w és w + du
kézé esnek.

LT W
Wdgdndt, = konst. ¢~ 7 &+ gegnar
illetleg

- m

Wdu = konst. e 2kT - wdu

- d

7—% = E helyettesitéssel kovetkezik a fenti egyenlet... Ez utobbi eloszto6-
dasi faggvénybdl kiindulva vizsgalta F. v. HAUER az egyatomu gazok ho-
mérsékleti ingadozasait. L. Ann. d. Phys. XLVII, 365. 1. (1915). A (4), (5),
(6) alatti egyenletek analogok F. v. HAuEr (2), (3), (5) alatti egyenleteivel.

—r—
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3E—E,

2
mindharom E energiiji legyen. Annak a valdszinisége, hogy
mindhdromnak dtlagosan E és E+dE kozé esé energidja van,
a (3) és (4) alatti egyenletbdl

energiaértékiinek kell lennie a végbdl, hogy atlagosan

3E
W, (B) dE = [ W, (k) dE,W, (3E E) (ﬂ)
0

3E 3E
= konst. ¢ "TH/E(gE o

3E
W, (E)dE = konst. ¢ ¥ E': dE, (5)

)dE dE

- mivel E, 0-t6] 3K-ig valtozhatik. A (3), (4), (5) alatti egyenlet

alapjan tehat annak a valészintisége, hogy a V, térfogatrész-
ben tekintetbe vett 7, molekula koziil mindegyiknek atlagosan
E és E+dE kozé es6 energidja van
_mE 3ny g
W, (E)dE =konst.e T E2 ~dFE. (6)
Kovetkezéleg a V, térfogatrész n, molekuldja héingadozasanak
kozépnégyzete
3 N \D - M 2y -1
|, E—n.Eie” % E2 ~ dE
ggﬂ = (n1E_n1h'())a == 2 > mE  3ng - )
Je e E® “\dE

0

a hol E, =2kT. Ha n, piros, az

= n!
(')’ e ‘xxndx = {n+i
egyenlet alapjan
(3nl+2 )' (37@1 ) |
, 2 oF 2
B T i 2T e
@
I kT 2
= ( 3n, —2 + Bl
T) !

(%)™
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ha n, paratlan, az

Fp-tatyindgy — 1:3:--@n—1) 3
F i ; Qn+1 1/@};—“_

egyenlet alapjan

[1-3---((3nl+3)—1) Vr _ op 13..(Bn+)—1)yx ‘,
n

23’21; ( n, )3n1+4 9 ’1;1 ( n, )3n1+2
ik kT

1.3...(8n,—1)—1D)y=
3n,—1 n 3ny

2 1
. ‘/( kT)

azaz mindkét esetben

= 2 12
—f—nL‘EO,

Exn=—

2

&g = 3n, (kT)*;
a relativ héingadozas kozépnégyzete tehat

2

S
3n,’

megegyezbleg az elébbi tton szamitott eredménnyel.

1. A sugarzasi energia Huygens-féle ingadozasa.

Vegyiink egy egyenletes hémérsékletii falakkal ellatott iireg-
ben levé stabilis egyensulyi allapoti sugarzast v és v-4-1 rez-
gési szamok kozott. Stabilis egyenstlyi allapotban a sugdrzas
fiiggetlen a hatarolo oldalfalak anyagi mindségétsl, az oldal-
falak tehat hétanilag izolalo, diffuz titkrozo feliileteknek tekint-
heték. A sugdrzdsi intenzitds &ltaldban helyrél helyre, ugyan-
azon a helyen pillanatrél pillanatra viltozik feltevésiink szerint
két ok kovetkeztében, el6szor az oldalfalakban levd, a sugdrzas
forrasait képezé elektromos oszcillitorok rezgési energidinak
ingadozdsa miatt (quantumingadozas', masodszor a sugdrzist
alkoto sugarak interferencidgja révén (Huveens-féle ingadozis).
Gondoljuk az abszolat tiikkr6z6, hétanilag izoldlo oldalfalak osz-




150 SZELL KALMAN.

cillatorait valtozatlan energidjuaknak, kovetkezésképen a tekin-
tetbe vett sugarzasunk energiaingadozasa egyediill a Huveens-
féle ingadozasbol 4ll.* A sugarzas alkoté hulldmai: a sugarzasi
koordinatak (Eigenschwingungen) az interferencia révén valtoz-
tatjdk energidjukat; oly pillanatnyi értéket kapnak, mely kisebb
vagy nagyobb, mint az az energiaérték, melyet nyernének, ha
interferencia nem joénne létre.* Egy adott 7' hémérsékleten
levé géz molekuliinak energiaingadozasihoz hasonlithatjuk, a
mely a molekuldk osszeiitkozése kovetkeztében jon létre. Az
alkot6 hullamok igen nagy szamabél, energidik rendezetlen
elosztodasabol kovetkezik, hogy energidik legvaldsziniibb eloszto-
dasanak kiszamitdsdra a kozonséges valosziniiségi szamitas sza-
balyait alkalmazhatjuk ; a gdzoknal a molekuldk igen nagy szama,
a molekuldk mozgasainak rendezetlensége jogosit a valdszinii-
ségi szamitds szabalyainak az alkalmazdsara. Az treginkben
levé alkoté hullimok energidira vonatkozo elosztédési figgvény
kiszamitdsa végett tegyiik fel, hogy az alkoté hullamok az iireg
belsejében mindeniitt ugyanazon feltételek alatt dllanak. Le-
gyen fdE azon alkoté hullimok szdma, melyeknek energidja
E és E+dE kozott van... Annak a valdszintsége, hogy az
iiregiinkben levé N alkoté hulldm kézil tetszésszerinti n,, n,,...
alkot6 hullam energidja a dFE,, dE,,... intervallumba esik,

' A BorrzmAnN-féle-elv alapjan szamitva a jelzett sugarzasnak egy igen
kicsiny térfogatrészre vonatkoz6 kozép energiaingadozasat, a quantuminga-
dozas értékét is kapjuk, mivel a sugarzas entrépidja az energiakézvetitést
végzé oszcillatoroktol figgetleniil nem szamithaté. L. W. Wien: Vorlesun-
gen iiber neuere Probleme der theoretischen Physik in New-York, 1913.
51. 1. A jelzett feltételek melletti sugarzasra tehat a BorLrzmann-féle elv
alapjan nem szamithatjuk a sugéarzasi energia kézépenergiaingadozasat.

2 M. Lauve vizsgalatai szerint rovid statisztikai okoskodas rendjén a
sugarzasi energiaingadozas mindkét része pontosan szamithato azon fel-
tevéssel, hogy az alkoté hullamok energiaingadozasai az & — hw elemi
quantumnak egész-szamu tébbszoérosei. L. M. LAve: Verh. d. D. Phys.
Ges. XVIL 198. 1. (1915). M. Lave e feltevésénél az oldalfalak oszcillatorai-
nak energiai is ingadoznak.
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NI WEHNMdENN*,

W a3t (EY

a hol E' az egyes alkot6 hullamok energigjanak Iehetsﬁ%%s felsd
(—Jy 2m

Stirling-féle egyenlet segélyével
log VF=ATlog N—A'logE'—| f log fdE—N log N—NIlogE'—Ht
a hol H a BoLTZMANN-féle H teoréma allapotfiggvénye.

W maximum, ha H az

|fdE=N és jEfdE= U
0 0

egyenletek teljestilése mellett minimum, U az Uregben levé
sugarzasi energiat jelenti. Kovetkezésképen termodinamikai
egyenstlyban — az entrépiat S-el jelolve — a 85—0, 8N=0
és a 8U — 0 egyenletekbdl f = konst. e~3E hol p a Lagrange-
féle multiplikatort jelenti, p-t azon kikotés hatarozza meg, hogy
egy alkoté hullam energidja kozépértékének a PLANCK-féle sugar-
zasi egyenlet és a sugarzasi koordinatdk szamanak tekintetbe-

fl
vételével EO——"--Y ----- nek kell lennie, tehat a
éier —1
(EfdE i Ee~fiRdE
v ) .
hv
ekT — 1 | fdE Je=lEdE
0 0
hv
e kT — 1
egyenletnek teljestlnie kell, azaz p = hy

Annak a valo6szinisége tehat, hogy egy alkotdé hullam ener-
gidja E és E-\-dE koze esik,

fdE = konst. er>iEd.E, 17)
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kovetkezoleg energiaingadozdsdnak kozépnégyzete
f(E— E)? e—vE-E)qF

SN TR
(l;:_‘EO)2 T 5 = = hv )
fer®E=Fo dE ert — 1
0

Legyen a tekintetbe vett V, térfogatrész az treg V tér-
fogatanak k-ad része, igy mivel k nagy szdm, az egész V tér-
fogatot kit6lté alkoto hullamoknak a V, térfogatrészre esé k-ad
részei egymdstol figgetleniil véaltozoknak tekinthetok, kovet-
kezésképen a V, térfogatrész Huveens-féle ingadozasinak kozép,
illetéleg kozéprelativ négyzete

< Sa¥y? hy Y oaBe Vol hv \*
i - % g hy 3

ekt —1 ek — 1
illet6leg
oy 3
T
A Huveens-féle ingadozas kozépértékét — az egyatomu ga-
zokndl kovetett eljardsnak megfeleléen — tgy is szamithat-
juk, hogy elészor azt keressiik, mekkora annak valoszinisége,

8—’2‘?—” alkoté hullim

hogy a V, térfogatrészben levé 2, 3,.-.
mindegyikének atlagosan K és E4-dE kozé esé energiaértéke
van. Ha a V, térfogatrészben tekintetbe vett két alkoté hul-
lam kozil az egyik E, energiaji, a mdsiknak 2£—E, ener-
gidjunak kell lennie a végbél, hogy mindkettének atlagosan
I energiaja legyen. A val6szintisége annak, hogy mindkettének
atlagosan K és L+4dE kozé es6é energiaértéke van, (7) alapjan

2E

W, (E)dE = | W, () dli, W, 2E—E,)d 2E—FE))
0
= konst. e~%F [dE, (8)

mivel E; 0-tol 2E-ig valtozhatik. A megfelel6 valoszintiség ha-
rom alkoté hulldim esetén



A SUGARZAS ES A GAZ ENERGIAINGADOZASA KOzZOTTI ANALOGIAHOZ. 153

K
W3(E) dE = Jwx(Eyderw, SE-E Y I3E-Ey
= konst. e 3tBEHE. ©)

A (7), (8), (9) egyenletek alapjan annak a valdszinlsége,
hogy a Vt térfogatrészben levd, egymastdl figgetlentl valtozd

~r~3 ~ —a alkoté hullam mindegyikének atlagosan E és E+dE
kozé es6 energiaja van,
Wa(E) dE = konst. Ea~'dE.
Kovetkezbleg a HUYGENS-féle ingadozas kozépnégyzete
f(ciE-aEfe-0"E* 1dE

£Jnh —
fe~atEEa 1dE

n!
e~txx‘uX -fF4y
egyenlet alapjan

1 aL
t W |_((3/7)a1* A @y

' («-1)!
("

B ——;

azaz

tehat a relativ HUYGENSHféle ingadozas kozépnégyzete a és p
értékének helyettesitésével
» c3
~ 8*vy
H\2
Ha J

az el6bbi szamitas adja a HUYGENS-féle ingadozas kozépnégyze-

vegyes szam, Ugy az egész szamra vonatkozélag



154 SZELL KALMAN.

tét, a tortre vonatkoz6 részt az egy alkot6 hullamhoz tartozé
ingadozas kozépnégyzetébil a megfelelé torttel valo szorzas
rendjén nyerjik, a végeredmény tehdt egyezik az elébbi ered-
ménnyel.

A Huveens-féle ingadozds szamitasanal tehat a sugdrzas
igen sok koordinataji, egyatomu gazmolekulanak tekintheté.
Az egyes koordinatikhoz (alkoté hullémok) tartoz6 energia-
értékek az interferencia révén ingadoznak; az elosztoddsukat
jellemz6 elosztodasi fiiggvény ismeretével kozvetleniil szamit-
haté az egyes koordinatiaknak megfelelé energiaingadozas kozép-
négyzete, megfeleld oGsszegezéssel nyerheté a kicsiny térfogat-
részre vonatkozo ingadozis kozépnégyzete. Ugy is szamithatunk,
hogy az elosztodasi fiiggvényb6l kiindulva elészor azt a valo-
szinliséget keressiik, a mely kifejezi, hogy a térfogatrészhez
tartozo koordinatak mindegyikének dtlagosan bizonyos végtelen
kiesiny ugyanazon intervallumba esé energiaértéke van, koz-
vetleniil szamithatjuk aztin az energiaingadozas k(‘jzépnégyzetét.
Mindkét eljaras lényegében megfelel a gaz héingadozisa kiszami-
tasandl kovetett eljarisoknak.

Széll Kdlmdn.



A HANGTOLCSERROL.

A kozépiskolai fizika-tanitds keretében rendszerint helyet
talal a fonograf (grammofon) ismertetése. A hangtolcsér szerepét
ilyenkor rendesen avval az egyszeri megjegyzéssel szokéas el-
intézni, hogy az «a hang 6sszeterelése altal annak er@sbitésére
szolgal». Ez a magyarazat nyilvanvaléan helytelen; hiszen a
tolcsérrel ellatott grammofon hangjat nemcsak a tolcsér széja
el6tt, hanem koroskoriil, mindenttt sokkal er&sebben halljuk,
mint a tolcsérétdl, megfosztott grammofonét; tehat a tdlcser
rahelyezése valahogyan azt okozza, hogy a kibocsajtott hang-
energia tényleg megsokszorozodik.

A jelenségnek helyes magyarazatat az elméleti akusztika
régen meglévé eredményeibdl vezethetjik le.1 Induljunk Ki
abbol, hogy a grammofon hangdobozanak csillam-lemeze a
hanglemez bardzdait kovetd t(i koOzvetitésével megszabott
form4aju és amplitiddju rezgéseket vegez. Helyettesitsik a
csillamlemezt a cs csodarabban (1. é&bra) a megszabott rez-
géseket végz6 d dugattyaval s illessziink a cs6hoz egyszer
0) nyilasszogl, masszor keskenyebb, m nyilasszdgi (s egyel6re
végtelen hosszlnak feltételezett) tolcsért. Mindkett6ben a hang
egyszer( longitudinalis gombhulldm alakjaban terjed tovébb;
mivel azonban a dugé Aaltal rezgésbe hozott levegémennyiség
mindkét esetben ugyanakkora, tehat a dugd6tdl mért egyenld
tavolsagokban a hullam amplitdd6ja nem lesz egyenl6, hanem a
masodik tolcsérben — a keresztmetszetek viszonyanak forditott

aranyaban azaz -"--szer nagyobb lesz, mint az els6ben. A hang

1V. 6. Rayleigh : Theorie des Schalles, Il. kotet.



156 SELENYI PAL.

eréssége pedig az amplitudé négyzetével arinyos, tehat a mé-

sodik toélesérben (%)d-szer erésebb hang terjed tova; viszont

e tolesér keresztmetszete a mdsiknak csupdan = -ad része,

tehat az egész kibocsatott hangenergia

lesz tobb a madsodik tolesérben, mint az els6ben. Szoval ki-
fejezve: ha eldirt rezgéseket végzd lemezhez (hangforriashoz)

1. abra.

kilonbozd nyildsszogu toleséreket illesztink, a kibocsdtott hang-
energia a nyildsszogek forditott ardnydban, a hang erdssége
a nyildasszogek néqyzetének forditott ardnydban novekszik.
Eszerint a hangtélesér? a grammofon hangsugarzasiat annyi-
szorosara novelné, ahdnyszor a tolesér nyildsszoge az egész
térszégben, 4n-ben foglaltatik. Ez a kovetkeztetés azonban

1 Ttt a tolesérhez azt a kupos esédarabot is hozzészamitjuk, a mely a
hangdobozt a tulajdonképeni tolesérrel Gsszekoti.
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csupan durva kdzelitéshen hélyes; mert a grammofont tekintve
meggondolando, hogy a csillimlemez a télecsér rahelyezése
el6tt is inkdbb csak egyoldalon szabad, tehat 4z helyett inkabb
27 lenne teendd, viszont a rezgé dugattyd télesér hijjan igaz,
hogy 4z nyildsszogli hullamot kelt, de nem azt a legegyszeriibb
gémbhullamot, mint a miné a télesérben terjed tova. Puszta
tajékoztatasra azonban mindenesetre szolgdlhat ez a viszony-
szam, a mely értékére nézve 100—200  koril jar, ha a nyilasa
szoget a tolesér keskeny végén mérjik. Rendszerint azonban
tolesér kupszoge a tagasabb nyilasa felé fokozatosan novek-
szik ; ennek a kortilménynek s a tolesér véges voltanak be-
folyasarol még majd szamot kell adnunk.

Masik, kozel esé kérdés az, hogyan jé6 létre s honnan
ered ez a hang-energia-tgbblet, ha a tolesért redhelyezziik,
vagy ha a télesért keskenyebbel ecseréljik ki. A felelet egy-
szeri. A kisebb keresztmetszetekben a levegé nehezebben
aramlik keresztiil; ahdnyad részére csokkentjik a kereszt-
metszetet, anuyiszor nagyobb nyomsds szegiil ellen a csillaim-
lemez (a dugatty) rezgésének: adott amplitudé esetén tehat
annyiszor nagyobb a kifejtett munkavégzés, ami aztan hang-
energia alakjaban adodik at a levegének. Ha tehat a grammo-
fonra jaras kozben a tolcsért rahelyezzik, a csillamlemez, tehat
a t is nehezebben hozhaté rezgésbe, az oraszerkezet nehe-
zebben jar, forgédsa meglassudik., a surloddsi munkaveszteség
csokken s a kiboesatott hang-energia ugyanannyival névekszik.
A valésagban az utébbi az elébbi mellett mindig elenyészé
csekély lévén, a tolesér réhelyezésének ez a hatdsa természe-
tesen egydltaldn nem figyelheté meg. :

Ellenben nagyon kézzelfoghaté modon tapasztalhatjuk azt a
nagy nyomas-sziikségletet, a mi a kupos levegé-oszlop rezgésbe
hozasahoz kell, mikor trombitat akarunk megfjni s meért-
jik azt is, hogy a trombita ennek megfelelé erés hangot ad,
annal erésebbet, minél fokozatosabb a tiguldsa. _

Megértjiikk végill a mechanizmusat a szotolesérnek is, aminét
példaul a hajosok hasznilnak, hogy nagy tavolsaghol megértes-

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 12
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sék egymist. Ezt ép oly hamis moédon, a hang-sugarak vissza-
verddésével szoktdk magyarizni s e magyarizat szemléltetésére
ma is megtalaljuk elemi fizikai tankonyvekben az itt reprodn-
kalt abrat (2a). Hogy hangsugarakrél s stabalyos visszaverd-
désrél beszélni a hang-hullamokkal egyenlé nagysdigrendd mé-
retek esetén képtelenség, arra elegendd reamutatni.

2. 4bra.

Ennek az dltalinosan elterjedt téves felfogasnak elriaszto
produktuma gyanant emlithetem fel a 30 abran latato szo-
tolesért, a melyet egyik tiizérségi megfigyel6-helyiink requisi-
tumai kézott taldltam. A tolesér forgdsi-paraboloid alaki s a
belsejében egy kis badog-kiip van elhelyezve, hogy a paraboloid
csticsdn 1€v6 nyilison belépd «hangsugarak» azon tgy verdd-
jenek vissza, mintha a paraboloid gyujtépontjibol jottek volna
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s aztan masodszori visszaverédés utdan parhuzamos hang-nyaldb
formdjaban terjedjenek tovabb.

Mondanom sem kell, hogy ez a szépen kieszelt szerszim
sokkal silanyabban mikodik a kozonséges szo-tolesérnél. Mert
ez utobbinak hatésossiga legnagyobbrészt éppen abbél ered,
hogy a keskeny tolesérrel a szajunk el6tt nagyobb megerélte-
téssel ugyan, de tényleg sokkal erésebb hangon tudunk kidl-
tani, mint a nélkil. ;

A mellett persze irdnyité hatdsa sem eélhanyagolhat6: a
hang valéban a télesér tengelye iranydban a legerésebb. Erre
az iranyito hatdsra vonatkozolag is egyszerti meggondoldsokkal
egészen érdekes megallapitasokhoz juthatunk. Mindenekel6tt
beldthatjuk, hogy a végtelen hosszu télesér kovetelését minden
tovabbi kévetkezmény nélkiil elhagyhatjuk s beérhetjiik olyan
hosszu tolesérrel, a melynek nyildsa a hang hullimhosszdnak
mar tetemes szamu tobbszorose. Valoban, ennek az esetnek
tokétetes analogonja az, mikor a pontszert fényforras fénye
valamely, a hullamhosszhoz képest nagy kérnyilason halad ke-

resztill : a széleken torténé elhajlastol eltekintve, a nyildason

élesen hatdrolt fény-kiip 1ép ki. Ugy is fejezhetjiik ezt ki,
hogy egy gémbhullimnak a hullamhosszhoz képest nagy méreti
darabja (vagyis a mely tetemes sziamt Fresnev-féle elemi 6vet
tartalmaz), mint olyan valtozatlanul terjed tova. S ugyanez a
kovetkeztetés all természetesen a hanghullamokra is. A széban-
forgé tolesérrel tehdt tokéletes iranyitast érhetiink el: a hang,
mint élesen hatdrolt kup terjed tova s a kupon kivil a hang-
b6l semmit sem hallani.

Ha a tolesért rovidebbre vessziik, a kornyildson torténo
elhajlési jelenségek lépnek fel, a tolesér tengelye koriil szim-
metrikus, kifelé rohamosan ellaposodé maximumokkal s teljes
minimumokkal. A hallhatosag hatarat ebben az esetben az els6
minimummal azonosithatjuk, mint a hogy a fénytanban az elhajlasi
korongot az elsé minimumig szamitjak. Minél révidebb a tol-
csér, azaz minél kisebb a télesér nyildsa, anndl messzebbre
tivozik ez a minimum a tengely irinyatol; végil ha a nyilds

12*




160 SELENYI PAL.

csupan hullamhossz-nagysagrendd (vagy éppen kisebb), a mini-
mum egészen eltinik, a hang betolti az egész teret, de az
intenzitas a tengely iranyaban még mindig maximélis marad.
Ezt a viselkedést mutatja a sz6csé és a grammofontélesér
hangja is.

De a tolesér roviditésével az iranyité hatds csokkenésén
kiviil még egy jelenség halad parhuzamosan: a télesér szabad
végén mindig erdsebb wvisszaverddés lép fel. A két jelenség
kozti okozati oOsszefliggést ismét minden szamitds nélkil is
kovethetjiik. Mert ha a kilépé gémbhullam-darab szétszorodasat
ugy tekintjiikk, mint nagyobb nyilasszogben valo tovaterjedést,
akkor rogton alkalmazhatjuk fentebbi eredményitinket, mely sze-
rint a nagyobb nyilasszogben terjedé hullam kevesebb energiat
visz magdval; a maradék-energia, a -mit ez a szabad levegébe
kilép6 hanghullam nem visz magdval, kell, hogy a visszaverd-
dott hangban jelentkezzék. Ezt az eredményt még igy is ki-
fejezhetjitk : a hullamz6é mozgds energia-atvitele valamely kereszt-
metszeten 4t egyenld az illet keresztmetszetben térténé munka-
végzéssel, azaz az eré és elmozdulds szorzatanak idébeli inte-
graljaval. Visszaver6dés all el6, ha valamely keresztmetszet az
odaszallitott energiat nem tudja tovébbitani; a zdrt végen
tehdt azért, mert ott az elmozdulds zérus, nyiloll végen, mivel
a legy6zendd erd (a kiilsé levegd ellenallasa) zérus (illetve igen
csekély). S igy érthets, hogy a tolesér roviditésével azaz a
kilépé hullam szétszoroddasaval a visszaver6dé hullam' folyton
erdsbodik, a tolesérben dllo-hullam jon létre: a hang-télesér-
bél nyitott, kupos sip lesz.

S most ismét visszatérhetiink a grammofontdlesérhez. En-
nek szerkesztésénél éppen ez az, a mit lehetéleg el kellett
keriilni. Mert a kupos sipnak megvannak a sajat-hangjai, a
mikre rezondl s a miket erdsit, masokat viszont gyengit; vég-
eredményben tehdt a hanglemezt eltorzitva adja vissza. A tol-

L A hullamhossznal kisebb nyilas esetén a levegdben terjedd hullam
kozelitéleg azonos az egyszerii oscillalo gomb altal keltett hullammal : az
amplitudo 2 tengely irdnyitél szamitott szog cosinusa szerint csékken.
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csér szajat tehat lehetd nagyra kell késziteni s hogy a hossza
mégis szerfelett nagy ne legyen, fokozatosan mind erdsebben
tagulora készitik s a szélét még kihajlo peremmel is ellitjik.
Mind a mellett a rezonancia nincsen teljesen kikiisz6bélve, nem
is lehet a hasznalt méreteknél; tapasztalhatjuk, hogy minden
grammofon egyes hangokat tilsigos erésen ad vissza, hogy
az egész tolesér rezeg belé. De — mint latjuk — az elmélet
igazolja a nagy tolesérii grammofon folényét er6sség s a repro-
dukdlas hiisége tekintetében a kicsiny tolesérti vagy az Ggy-
nevezett tolesérnélkiili grammofon felett, a melynek a rendes-
nél kisebb tolecsére magaban az orami szekrényében van
elhelyezve s gyengébb hangjaval tényleg inkébb csak szobai
hasznalatra alkalmas.

Emlékezziink meg végiill a hangtolesér egy hdaborts alkalma-
zésarol is. Kiilféldi lapok nyomén magyar tjsdg is reprodu-
kalta azt a képet, a mint egy franczia katona négy darab
hangtélesérbdl dllo késziiléken hallgatodzik, hogy az ellenséges
repilégépek kozeledését idejekoran, még miel6tt lathato vagy
puszta fiillel hallhato lenne, berregésiikr6l észrevegye. A hang-
tan reciprocitasi tételébdl kovetkezik, hogy ahdnyszor erdsiti a
tolesér a belé szolt hangot, ugyanannyiszor erésebben hallani
is vele a kiviilrél érkezé hangot. S6t mivel a kibocsatott hang
a tolesér tengelye mentén a legerdsebb, a kiilsé hangforrast is
akkor halljuk a legjobban, ha a télesér tengelye éppen feléje
néz. Igy hat modunkban van a kozeledd repiilégép zajat nem-
csak sokkal hamardabb észrevenni, hanem még az irdnyat is
meghatdrozni. Két vagy még inkabb hérom, kiillénb6zé helyen
felallitott hangtoélesérrel tehat a helyét is meg lehetne allapi-
tani s ezt az eljardst ugyancsak lathattuk egy kilféldi njsdg
képein dbrdzolva. A gyakorlatban az az eljards bizonyéra ép-
pen oly kevéssé valt be, mint azok a kisérletek, a melyeket
nalunk a cs. és kir. katonai miiszaki bizottsag a hangtolesér-
rel ellenséges titeg-dllisok meghatdrozasa czéljabol végzett.

Olasz harcztér, 1917 szeptember ho.
Selényi Pdl.
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A drotnélkili telégraﬁa.

J. Zenseck : Lehrbuch der drahtlosen Telegraphie. 4. Auflage. Ver-
lag Ferpivanp Enke, Stuttgart, 1916. M 17.

H. Rew: Radiotelegraphisches Praktikuwm. 2. Auflage. Verlag JuLius
SPRINGER, Berlin, 1912. XI14+220 lap. M 8.

H. Rew: Lehrbuch der drahtlosen Telegraphie. Nach dem Tode
des Verfassers herausgegeben von K. Wirrz. Verlag JuLius SprineEr,
Berlin, 1917. XVI+406 lap. M 20.

A drétnélkiili -telegrdfia lényegében a véltakozé dramok egylk alkal-
mazdsa. De a nagy rezgésszdm sok, fizikailag igen érdekes és fontos
jelenségre vezetett. A nagyon erds és rendkiviil gyenge, gyors viltako-
zasu dramok elédllitisa, kimutatisa és mérése pedig a technikdt 6szto-
nozte munkdra. Az elektromos rezgés ¢és a szorosan vett drétnélkiili
telegrafia sok kisérleti és elmdleti fizikust foglalkoztatott. E kérdések
technikai jelentéségérél pedig nem kell hosszasabban beszélniink. Igy
természetesnek kell taldlnunk, hogy ezen a téren a fizika és technika
régen chajtott egyiittmiikodése valéra vélt és olyan eredményré vezetett,
amilyent tiz évvel ezel6tt remélni sem mertek. A drétnélkiili telegrafid-
nak ez a kettés fontossdga az irodalomban is visszatiikrozédik. Kiiléns-
sen az utébbi években néhdny szdmottevé konyv jelent meg errcl a
tdrgyrol. Koziilik Zenneck konyve, mint szerzdje mondja, a fizikus dllds-
pontjdra helyezkedik. - «Gyakran olyan berendezéseket, amelyekben va-
lami uj fizikai gondolat rejlik, akkor is leir, ha tudja, hogy a gyakor-
latban eddig nem haszndltdk, vagy mdr nem haszndljak.» Rem mint
elektrotechnikus tekinti felaudatdt, vagyis els6sorban gyakorlati szempont-
bél. De mindjért meg kell jegyezniink, hogy sem Zexseck nem hanya-
golja el a gyakorlati kérdéseket, sem Remw a fizikai és elméleti alapot.
Mindkét kionyv disze lesz a szakirodalomnak, az 6ndllé kutatdsok terén
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is elsérendl szerz6k munkdja. Zenneck miive, mely régebb keletd, a né-
met irodalomban nagy tekintélynek 6rvend, mint «standard»-miivet em-
litik. Valdszin@i, hogy Rew kionyve az elektrotechnikusok korében hasonlo
szerepet fog jdtszani.

Zenneck konyvének elsé fejezete a siirité dramkirében keletkezo
rezgéseket ismerteti. Ha sirité két fegyverzete kozé szikrakozt iktatunk
és kiilsé forrdsbol a szikrakoz elektrédjai, tehdt egyuttal a sirité fegy-
verzetei kozott elég nagy fesziiltséget létesitiink, akkor, mint ismeretes,
a kisiilés oszczillatorius, hacsak az dramkér ellendlldsa bizonyos értéken
alul marad (W. Tromson, kevéssel utébb téle fiiggetleniil Kircumorr).
A teljes rezgésidé: T=2r V' LC, I az dramkér onindukezids egyiitt-
hatdja, (i kapaczitdsa (Taomson-Kircuuorr-féle egyenlet). Rovid leifdsdt
kapjuk azoknak az eszkézoknek, amelyekkel a rezgésszimot meg lehet
hatdrozni. llyen a forgé tiikér (Feppersen), a Braun-féle c¢sé és a GeHrke-
féle oszezillogrifess, a rezgések vizsgdlatinak nélkiilozhetetlen eszkozei.
Tudjuk, hogy az elektromos rezgések csillapitatlanok vagy csillapitottak.
Zenneck roviden a csillapodds okait és mértékét is tdrgyalja. Ilyen okok
a Joure-féle hé, a szikraellendllds, amely itt nagyobb figyelmet érdemel,
a siirit6 szigetel§ rétegében keletkezo energia-veszteségek, a siirité szélén
fellépé kisiilés és a kornyezo vezetékben keltett orvénydramok.

A sirit6 dramkorében rendesen Onindukezids tekercs is van. Az
egymdsutdn kapesolt siiritd, énindukezié és szikrakéz a zart oszezillator.
A szikrakoznek csak az a szerepe, hogy az dramkér addig, mig a
fesziiltségkiilonbség a fegyverzetek kozott elég nagy értéket el nem ért,
nyitva maradjon. Amint a szikra dtiit, a szikrakoz vezeté lesz. A zart
oszezilldtorban az dram staczionerszeri, az dram erGssége minden pont-
ban oszczillatoriusan véltozik és a vezeték minden pontjaban megegyezd
értékii. Nem igy a nyilt oszezillator-ban (II. fejezet), melynek lényege
egyszeri kifeszitett drét, kozepén szikrakozzel. A szikrakoz két elektrédja
a kiilso dramforrdssal érintkezik. Az dramerésség minden pontban osz-
czillatorius, de az amplitudé kozépen legnagyobb, a szélek felé csokken.
a két végpont pedig az dramerdsség csomépontja, itt az dramerdsség
dllandéan 0. Ettél jol meg kell kiilonboztetni a fesziiltség valtozdsit a
vezeté mentén. A fesziiltségnek kozépen van csomdpontja, a szélek felé
az amplitudé névekszik. A drétnélkiili telegrafidban fontos az a nyilt
oszezillitor, melyben a vezeték egyik fele hidnyzik és a szikrakéznek
szabadon maradé elektrédjit a Folddel kotjiik ossze. Ha a talaj jo
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vezetd, a megmaradé dghan az dramerdsség és fesziiltség eloszldsa az
elobbi Alapvet6 fontossigiak Hertz-nek a nyilt oszezillitor elektromos
terére vonatkozd vizsgdlatai. Az er6vonalak nem mind veszik koriil a
vezetéket, hanem egy résziik rezgés kozben clevdliky, vagyis a vezetéken
kiviil 6nmagdban zdrédik. Ezek az erévonalak a térben a fény sebességé-
vel terjednek.

Az oszczilldtorok egyes részeit, az ellendlldst, onindukeziét és kapaczi-
tdst, a drétnélkiili telegrdfia kiilénleges czéljainak megfeleléen kell be-
rendezni. A III. fejezet az eszkozok készitésének alapelveit frja le és
mindegyik alakot néhdny példin bemutatja. Csak egy legutobbi, érdekes
mozzanatrél akarok potlslag megemlékezni. Az induktiv ellendllds csok-
kentése végett a tekercseket legtobbnyire nem tomor drétbol vagy cso-
bl készitik, hanem kiilon-kiilén elszigetelt, vékony szdlakat fontak Ossze.
Linoevany (hési haldlt halt) kimutatta, hogy nagy rezgésszémnil a témor
drot esetleg elénydsebb, mint a fonott szdl, mert a szdlak szigetelésében
nagyobb epnergiaveszteség 1ép fel, mint a témér drétban bérhatds (skinef-
fectus) folytan. A drétnélkiili telegrafidban hengeres vagy lapos tekereseket
hasznédlnak, de mindig csak egy réteggel, mert az egymds felett levo
rétegek kozott nagy fesziiltségkiilonbség léphet fel és ez a szigetel6ben
jelentékeny energiaveszteséget okozhat. A siiriték koziil a lemezes konden-
zdtor és a leydeni palaczk egyardnt haszndlatosak. A leydeni palaczkok
magasak és keskenyek, mert ezdltal a széleken elddllé kisiilés kevésbbé
hatrdnyos. A valtoz6 kapaczitisi striték lényege az, hogy a két fegy-
verzet koziil az egyiket elmozdithatjuk. A kapaczitds ardnyos a fegyver-
zetek egymds folé esé részének teriiletével. Az dramerésség mérése
kettds feladat elé dllitotta a technikdt. A nagyon gyenge dramok méré-
sére azelott is tobbféle mddszert haszndltak. Erds dramokat legtobbnyire
hdédrétos eszkozokkel mérnek, de a drétnélkiili telegrdfia e tekintetben
is termékenyitleg hatott. A régi eszkozokkel csak 5—10 ampere-ig
lehetett ilyen nagy rezgésszdm mellett elég pontosan mérni. A mai
HarrmaNy és Brauvn-féle féle hodrétos eszkozok 500 ampere-ig, s6t tovdbb
is haszndlhatdk.

A drétnélkili telegréfidban Marcont elsé rendszere utin mdir nem
nyilt oszezillitor keltette a hulldmokat, hanem Zapesolt rendszer. Két
oszezilldtort akkor mondunk kapesoltnak, ha az egyik rezgései a masik-
ban is rezgéseket keltenek. A bennok végbemend jelenségeket Zenneck
konyvének IV. fejezete ismerteti. A kapcsolds hdromféle lehet. Mdgneses
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vagy induktiv akkor, ha az egyik oszczillitor valtakozé drama indukezié
folytdn kelt rezgéseket a mdsik oszczillitorban. Az oszczilldtorok egy-
mdsra hatdsdt a mdgneses tér kozvetiti. A kozvetlen vagy galvdn kap-
csolds akkor dll els, ha a szekunder oszezillitor Gnindukezidja egészen
vagy részben a primer oszczillitorban is benne van. A két dramkort
tehdt vezeték koti ¢ssze. Ha a két oszezillitornak kozos strftéje van,
akkor a kapcsolds elektromos. A gyakorlatban féleg az elsé kett6 szere-
pel. A kapcsolt rendszerekben el¢dllé viszonyok lényegesen fiiggnek a
kapcsolds fokdtol. A szekunder kér u. i. visszahat a primerre. Ha a
visszahatds erds, akkor a kapecsoldst szorosnak mondjuk. Ha pedig a
szekunder kor alig befolydsolja a primert, akkor a kapcsoldis laza.
A drétnélkiili telegrafia szoros kapesoldsra torekszik, mert ekkor a pri-
mer dram energidjanak nagyobb része jut a szekunder kérbe, a mely
kisugdroz. A kapesolds fokdat a kapcsolasi eqyiitthato fejezi ki :

L,, a két kor kélesonés indukezidjdnak egyiitthatdja, L, és L, a két
kér énindukezioja. Szoros kapesolisndl mindkét oszczillatorban két rez-
gés keletkezik. Ezek a «kapcsolasi hullamok» kiilonboznek a két rezo-
nilé kor kozos hullimétél. Ha A az dramkorsk sajit hullimhossza, ak-
kor a kapcsoldsi hullimok :

L=AVTI—FK é l=1VT+EK

A sajat nullél;lhossz a két kapesoldsi hullimhossz kozé esik. A rezgések
eredgjeként mindegyik oszczillitorban az dramerdsség lebegésszeriien
véltozik. Mikor az egyik dramkirben a lebegés minimuma van, a md-
sikban az 4dramerdsség legnagyobb. Az elektromos energia viltakozva az
egyik oszezillitorb6l a mdsikba dramlik. A IV. fejezet utolsé részében
taldljuk a ma leginkdbb elterjedt rendszernek, a lokésszerii inditdasnak
alapjat. Szakitsuk meg a primer oszczillitor szikrdjat abban a pillanat-
ban, a mikor a lebegésnek elsé minimuma van. Ekkor minden energia
a szekunder kiorbe ment 4t. Minthogy a primer kort megszakitottuk, az
energia nem dramlik vissza, a szekunder kor magdra marad, csakis
sajat rezgését végzi. A megszakitist maga a szikra eszkozli. Wien szikra-
kozének eziist- vagy réz-elektrédjai igen kozel voltak egymdshoz. Mikor
a lebegés minimuma bekdvetkezik, a szikrakdz ionozdsa megsziinik, a
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szikra megszakad. Ez a kiollé szikrakiz. Zeneck jol oOsszefoglalja a
tiszta kiolté hatdas feltételeit. A kiolté hatds akkor tiszta, ha a szikra
a lebegés els6é minimuma idején valéban megszakad. Ellenkezé esetben
tébb lebegés kovetkezik és a szikra csak a médsodik vagy harmadik lebe-
gés minimumdban szakad meg.

Bdrmilyen rendszer rezgéseinek elemzésénél jo felvildgositdst ad a
rezonancziagorbe. Err6l szdl az V. fejezet. A vizsgdlando ozsczilldtor
mellé dllitsunk szekunder orszezilldtort, melynek rezgésszémdt viltoz-
tatjuk. Olvassuk le a szekunder kérben az dramerdsség négyzetét. Mint
ismeretes, a viltakozé drami ampeéremelerek kitérése az dramerdsség
négyzetével ardnyos. Mérjiik fel derékszégli koordindta-rendszerben
abszczissza gyandnt a szekunder kor rezgésszamit, ordindtaul pedig
az dramerdsség négyzetét. Az igy nyert gérbe az dramhatds rezonanczia-
gorbéje. Ha az oszczillitorban egyetlen rezgés keletkezik, akkor a gor-
bének egy maximuma van, ez pedig akkor 4ll el6, ha a mérckor a
vizsgalt kérre rezondl. A lebegéseket gy ismerjiik fel, hogy a rezonan-
czia-gorbében két maximum van, t. i. a kapesoldsi hulldmok rezgés-
szdmédnak helyén. A rezonanczia-gorbe ennélfogva a kioltds tisztasdgdt
is mutatja. Rezonanczidn alapszik a hullimhosszméré. Ez zdrt oszczil-
lator, nfelynek vagy onindukezidja, vagy kapaczitdsa védltozé. A mérendd
rezgésszamu oszezilldtor mellé dllitjuk és rezgésszamat addig viltoztat-
juk, mig az dramhatds a legnagyobb, vagyis a két kor rezonanczidban van.
A késziilék osztdlyzatdén a hullimhosszal leolvashatjuk. A legtobb
hulldmhosszmérovel egyittal a csillapodidst is meg lehet mérni, mert ez
is rezonanczidn alapszik. A rezonancziénak'még egy masik alkalmazdsi-
val is megismerkediink : a gérbe menetébél kiovetkeztetni lehet a siiri-
tok viselkedésére. Ha példdul a rezonanczia-gérbe a maximum két olda-
lin nem szimmetrikus, akkor a sirité szélén karos kisiilés van.

Az eddigi ot fejezet mintegy alapja a drotnélkiilli telegrifidnak és
féleg a rezgésekrél szol. Ezekkel bévebben foglalkozik Zenseck régebbi
konyve : Elektromagnetische Schwingungen u. drahtlose Telegraphie,
Stuttgart 1905. A jeladé és felvevé rendszerekkel a kivetkezékben
ismerkediink meg.

A hullimokat a légvezelék, antenna, sugdrozza ki, miutén benne
elektromos rezgéseket keltettiink. Az antenndk kiilonbozo alakjait és a
benniik keletkezo rezgéseket a VI fejezet irja le. Minden antenna lénye-
gében nyilt oszczillitor, melynek egyik felét foldeléssel vagy nagy kapa-
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czitdst vezetovel, az ellensillyal helyettesitjiik. Ha az antenndt a kivant
hulldmhosszra akarjuk bedllitani, akkor tekercset vagy siiritot kapeso-
lunk bele. A tekeres a hullimhosszat megnoveli (meghosszabbité tekercs,
hangolé tekercs), a siirité pedig megroviditi. ;

A kibocsdtott hulldmok esillapitottak vagy csillapitatlanok. A esillapi-
tott hulldmokat kiboesité jeladokat a VII. fejezet targyalja. Az egyszerii
Marconi-féle jéladdnél a szikrakoz magdban az antennaban van. Csak-
hogy ilyen médon nem lehet elég erGs hullimokat kelteni, mert az
antenna kapaczitdsa kicsi. A fesziiltség novelésével esak bizonyos hata-
rig ériink czélt, mert az antenndbdl a toltés egy része a levegdbe siil
ki. Mikor a fesziiltséget bizonyos értéken til fokozzuk, a rezgések mar
nem lesznek erésebbek, csak a kisiilés alakjdban el6allé veszteség no-
vekszik. Azonkiviil a Marconi-féle jeladé hulldmai nagy mértékben c¢sil-
lapitottak, ilyen hullimokkal pedig nem lehet éles rezonanczidt elé-
llitani. Braun kevéssé csillapitott és erds hulldimokat Fkapesolt rend-
szerii jeladdjaval tudott kelteni. Az dramforrds segitségével zirt osz-
czillitort rezgésekre indit, ezek pedig a zdrt oszczillitorral kapesolt
antenndban keltenek rezgéseket. A zdrt és nyilt oszezillitor kozott u. i
tébb tekintetben lényeges kiilénbség van. A zdrt oszezllitorban a sirité
kapaczitdsa nagy, tehdt elég erds rezgéseket lehet benne kelteni, de erd-
vonalak alig hagyjak el. Az eleklromos tér majdnem Kkizdrélag a siirilé
szigetelé rétegére szoritkozik, a mdgneses tér pedig az dnindukezié kor-
nyezetére. Az elektromos és mdgneses energia viltakozva dtalakul egy-
madsba. Csak szorodas folytin lép a térbe ardnylag kevés erdvonal.
A nyilt oszezillitor ellenben. mint ldttuk, nem alkalmas arra. hogy benne
kozvetleniil erés rezgéseket keltsiink, de az energidt kisugdrozza. Braun
ezért zirt oszezillitorban erés rezgéseket keltelt, az energidt dtvitte a
nyilt oszezilldtorba és ebbdl kisugdroztatta. Csakhogy ez a kapesolt rend-
szer két hullimot kelt, holott a felvevében csak az egyiket foghatjuk
fel, a mdsik energidgja kdrba vész. De ha a zdrt oszezilldtorban kiolté
szikrakéz van, akkor a vele kapesolt antenna egyetlen rezgést végez.
A gyakorlat szdmdra ezt a rendszert a Telefunken-tdrsasig (gréf Arco)
dolgozta ki. A gyors kiolté hatds lehetové tette, hogy a kisiilések szd-
mat 1000-ig fokozzdk. Kozdnséges szikrakoz két, ilyen gyorsan egymads-
utdn kovetkezo szikra kozétt nem veszitené el vezetbképességét, ivfény
keletkeznék benne. Valahdnyszor a kiolté szikrakézben kisiilés keletke-
zik, az antenndbdl kis csillapoddsu hullimesoport indul ki. A felvevoben
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minden ilyen csoport a telefonlemezt egy rezgésre inditja. A kisiilések
szamdnak czélszeri megvilasztisa folytdn a telefon zenei hangot kelt,
azért ezt a rendszert zenes hangzdsunak nevezziik. Ennek tobbféle
elonye van. Az dllomdst kétféleképen lehet hangolni, t. i. a kapaczitds
és oOnindukezié segitségével az elektromos rezgésszdmot vélaszthatjuk
meg, a.kisiilések szima pedig a hang magassdgiat hatdrozza meg. Ez-
dltal az dllomdsok egymdst kevésbbé zavarjik és a jeleket jobban lehet
védeni idegen dllomdsokkal szemben. A mdsik elénye e rendszernek az,
hogy a légkiri zavarok ellen nagyobb védelmet nyujt. A levegébél
ugyanis gyakran jutnak az antenndhoz elektromos hullamok és a telefon-
ban zorejt keltenek. Ez i)ersze zavarja a jelek dtvételét. De a zenei
hangot a zorejeken keresztiil jo] lehet hallani. Wien 6ta a kiolt6 szikra-
kozéknek hosszi sorozatdt ismerjitk. Marcont jelenleg mechanikus ki-
oltdst haszndl. A szikrakoz egyik elektrédja forog és igy a szikra az
elektrdd eltdvolitdsa folytén szakad meg. Zenveck Osszehasonlitja az egy-
szerli és kapcsolt rendszereket, tovibbd a Braun- és a Wien-féle jeladét.
Részletesen tdrgyalja az dramforrds megvdlasztdsdt is.

Csillapitatlan hulldimokat tébbféle eljdrissal kelthetiink. A VIIL feje-
zet a generatorokat ismerteti. ALEXANDERSON a viltakozdsok szamdt koz-
vetleniil fokozza a gép czélszerii berendezésével. GorpscEMmT magdban
a gépben levo sirit6korokkel alakitja dt a véltakozé dramot: nagy rezgés-
szamuvd. Az utébbi id6ben biztaté eredményt értek el a rezgésszam
transzformalasaval. A gép aranylag kevés viltakozdsui dramot termel és
ezt kiviil alkalmas transzformdtor segitségével magasabb rezgésszdmuva
alakitjdk.

Mésik eljards csillapitatlan rezgések keltésére a Poulsen-féle ivlampa
(IX. fejezet). PouLsexn az ivet hidrogén-kiornyezethen Kkelti, mdgneses
térbe dllitja, a pozitiv elektrédot rézb6l késziti és jol huti. Részletes
felvildgostidst kapunk mindezen tényezék szerepérdl és az ivldmpdban
el6dllé rezgésekrol.

A levegd és talaj befolydsdt a terjedd elektromos hullimokra a
X. fejezet tdrgyalja. Zenneck felfogdsa szerint az elektromos hullimok
nemcsak a térben keletkeznek, hanem a F¢ld feliiletén is haladnak
«feliileti hullémok». A térbeli hullimok erdssége a tdvolsdg négyzetével
forditva ardnyos, ellenben a feliileti hullimoké magdval a tdvolsiggal.
Nagyobb tdvolsighan tehdt esetleg a feliileti hullimok hatdsa tdlnyomd.
Az elektromos hullimok erdsségét a levegé dllapota és a talaj mindsége
is befolydsolja.
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A detektorok leirasit és mikodésiik magyardzatit a XI. fejezetben
kapjuk. Az eleinte haszndlt koherert elébb a mdgneses detektor val-
totta fel, ma leginkdbh azokat a detektorokat haszndljdk, amelyek az
érkezé hullimok energidjat oOsszegezik és erre az energidra szélalnak
meg. llyen az elektrolitikus, kristdly- és gdz-detektorok sokféle faja. Itt
taldljuk a hangerdsitok leirdsdit. Fzeknek az a czéljuk, hogy a felvevé-
dllomds telefonjdban erésebb hang keletkezzék. Evégett az érkezo
gyenge rezgéseket helyi telep és hangerdsité segitségével erositik. Rovi-
den megismerjitk a jelek lefrdsira szolgdlé eszkozokel és a felhivot,
amely a jelek érkezését csengével jelzi.

Rovid 4ltaldnos bevezetés utdn a felvevdk leirdsa kovetkezik (XII. fej.).
A Marconi-féle egyszerii felvevé a jeladd tiikorképe, a szikrakoz helyét
a koherer foglalja el. A Braun-féle jeladdval egyidejii a kapesolt rend-
szeri felvevé a kevéssé csillapitott hullimok dtvételére. Itt az antenna
a prumer oszczillitor, a melyben az érkezé hulldmok rezgéseket kelte-
nek. Ezek a rezgések hatnak a detektor korére. Kiilonos figyelmet for-
dit Zenneck a hangolds élességének és a légkori zavarok elkeriilésének
targyaldsdra. Csillapitatlan hulldimok dtvételénél a detektor helyére a
tikker 1ép.

A drétnélkiili telegrdfia fejlodésének utolsé mozzanata az irdanyitas
(XTI fej.), melynek az a czélja, hogy az elektromos hullimok meghata-
rozott irdnyban erésebben terjedjenek, mint mds irdnyban. Viszont az
irdnyitott felvevé bizonyos irdnybél érkezé hullimokat legerésebben
jelez. A kezdetleges kisérletek utdn nagyobb jelentoségii a kettés an-
tenna, midén egyszerre két antenna sugdroz ellenkezo fézissal. Ebbol
fejlodott a Berumi-Tosi-féle rendszer. Marconr irdnyitdsra meghajlitott
antenndt haszndl, alacsonyabb fiiggéleges dg hosszi vizszintes dgban
folytatédik. A vizszintes &g irdnydban van a kivéltsdgos irdny. Ehhez
kapesol6dik a vizszintes antenna és az utébbi id6ben nagyobb feltiinést
kelt6 foldantenna leirdsa. A jelenségek magyardzata mindeniitt gondos
és alapos.

Ardnylag rovid fejezet a drotnélkuli telefonrol szél és pedig elso
része a jeladorél, mdsodik része a felvevirél. A jeladé a drétnélkiili
telegraf modszerével dllandoan csillapitatlan hullimokat bocsat ki. Az
antenndban még mikrofon is van. Mikor rdbeszéliink, drama a csillapi-
tatlan rezgések félé helyezkedik. A felvevo alig kiilénbozik az elébbitol.

“Az Wjabb kiadds kiilén fejezetben sz6l pdtlolag a gdzdetektorok ha-
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laddsdrel, veliik kapesolatban a hangerdsitésrol, tovibbd az interferenczia-
felvételt tdrgyalja. Az utébbival csillapitatlan hullimok felvételénél is
zenei hangot lehet elérni. A felvevé antenndban az érkezé rezgéseken
kivill mdsodik rezgést keltenek és igy lebegés keletkezik, amely a
telefonban zenei hangra vezet.

Ki kell emelniink Zexneck kényvének vildgos eldaddsit és rendkiviil
attekintheté beosztisit. A b6 irodalmi jegyzék nagyban néveli a konyv
értékét.

Rein DPraktikuina elsésorban a drétnélkiili telegréfidban szokdsos
meéréseket és eszkozoket ismerteti. A sirfték kapaeczitisinak mérésére
tobbféle mddszert taldlunk. A gyakorlatban fontos a tekercsek, ellen-
alldsok, vezetékek, szigetelok és detektorok kapaczitisa. Részletesen
taldljuk az 6nindukezid, kélesénos indukezié és kapesoldsi tényezé mé-
résének mddszereit. A hullimhosszmérokrol szolé fejezet néhdny esz-
kozt, osztalyozdsukat és haszndlatukat irja le. Evvel osszefiigg a csilla-
podds mérése, amely szigetelok csillapoddsira, a vasban szenvedett vesz-
teségekre, tekercsek ellendlldsdra, szikrakozok, antenndk, zdrt oszczilldto-
rok és kapcsolt rendszerek csillapoddsara terjed ki. A kovetkezo rész a
hulldimkelté mddszerekkel kapesolatban a hatdsfok mérését, majd a
rezonancziagorbe felvételét és alkalmazdsit targyalja. A felvevo dllomd-
son végzett mérések korében eloszor a kiilonbozé dramméré eszkozoket
¢s oszldlyozasukat ismerjiilk meg, majd az egyes delektorok vizsgdlati-
nak moédszereit. Az utolsé részlet 4ltaldnosabb szempontokat vet fel:
hogyan kell felépiteni a jelado- és felvevé-dllomast, hogy a hatdstdvolsdg
legnagyobb és a rezonanczia legélesebb legyen. Néhdny kiilonleges szer-
kezetii dllomds leirdsa és a drétnélkiili telefonnak ugyszolvan csak meg-
emlitése zdrja be a kionyvet.

ReN Lehrbuch-ja a Praktikumhoz fizodik. Kiterjeszkedik a drét-
nélkiili telegrifia egész rendszerére, de a méréseket mellozi, az eszko-
zok leirdsdban csak pdtolja a Praktikumot. Az egész koényvon gyakor-
lati szellem vonul dt. A kérdéseket ugy teszi fel, ahogyan a gyakor-
latban felmeriilnek, elméleti részeinek az a czélja, hogy a gyakorlat
kérdéseiben tthaigazitsanak. Majdnem kizdrdlag a jelenlegi viszonyokra
szoritkozik, igy a koherert csak éppen emliti.

A bevezetés roviden tdrgyalja a rezonanczidt, rezonanczia-gorbét,
csillapo. dst és kapesoldst. Az elsé fejezet az dllomds részeit irja le.
A suritéket czéljuknak megfeleléen csoportositja, t. i. kiilén szdl a jel-
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ad6- és felvevé-dllomds siritoirél. A jeladé-dllomds striloinek elsésorban
nagy fesziiltséget kell kibirniuk, a felvevé-allomds strit6inél pedig kiild-
nésen az energia-veszteséget kell keriilni, mert a felvevihoz tgyis kevés
energia jut. Meg kell “emliteniink a tekercsek kapaczitisdnak révid, de
szép tdrgyaldsit. A hullimhosszmérck fejtegetésénél tanulsdigos az dltald-
nos szempontok kijeldlése. Az antenndk tdrgyaldsit a nyilt oszezillitorok
és a Marconi-féle egyszer(i antenna bévebb ismertetése vezeti be. Az
egyes antenndkrdl kiilén szél, megemliti el6nyiiket és hdtrdnyukat, vé-
giil 6sszehasonlitja Gket. A legfobb kérdés a kisugdrzott energia meny-
nyisége. Erdekes gyakorlati részleteket tudunk meg az drboczok tdrgya-
lasdbél. Az oszezilldtorok feltéltésének mddjai utdn ezen a helyen is-
merteti Renv a szikrakézoket. A ki a Praktikum nélkiil olvassa a Lehr-
buch-ot, az a kiolté szikrakézék itteni lefrdsdt valdszintleg korainak
fogja érezni.

A misodik fejezet a jeladé rendszerekkel foglalkozik. A mechanikus
kioltdst mai jelentéségének megfeleléen részletescbben tdrgyalja, mint
Zenneck, viszont joval révidebb az fvfény jelenségeinek tdrgyaldsa. Mig
ZENNECK a tobbszords hangzasu rendszert csak lényegében érinti, ReIN
részletesen ismerteti. Ennek a rendszernek az a czélja, hogy a zenei
hangot gyorsan és kényelmesen valtoztatni lehessen. Ezdltal a jeleket
még jobban megvédhetjiik idegen dllomdsokkal szemben. A kiolté szikra-
kozzel pdrhuzamosan 6nindukeziét és siirftét kapesolnak tgy, hogy
ennek a zirt oszezillitornak, az ugynevezett hangkérnek, rezgésszama
a hangrezgések korében maradjon. Ennek rezgései az elso zirt oszezil-
litor rezgései folé helyezkednek, a hulldmok a haugkor rezgéseinek
megfelelé periodusokban indulnak ki. A hang magassdgit a hangkor
onindukezigjaval lehet szabdlyozni.

A gyors viltakozdsui gépek koziil azokat taldljuk, a melyek a gyakor-
latban szerepeltek: roviden az Avexasperson-féle gépet, bévebben a
Gorpscumr-félét, a rezgésszdm transzformdldsiéban pedig Joy mdd-
szerét.

A felvevé-dllomds tdirgyaldsa részletes elméleti fejtegetésekkel kez-
dédik. Lépésenként ismerjilk meg azokat az elvekel, amelyek a felvevo
épitésénél irinyadok. Az elsé kérdés az, mi a feltétele annak, hogy a
detektorhoz juté energia maximum legyen. Ez a rész a jeladéra még
nincs tekintettel. A mdsodik rész a felvevd elmélete a jeladé figyelembe-
vételével. Egyuttal az a kérdés is fellép, hogy a jeladé antenna dltal
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kisugdrzott energiinak hdnyadrésze jut a felvevé antenndhoz. Tanulsd-
gos a csillapitott és csillapitatlan hulldmok dsszehasonlitdsa. Ha a jelado
ugyanavval a hulldmhosszal egyenlé energidt sugdroz ki, akkor csillapi-
tatlan rezgések esetében a detektorhoz tébb energia jut. Eddig bajos
volt csillapitatlan rezgéseket nagy energidval kelteni, de ma mdr a ge-
neratorok mddszere annyira fejlodott és egyszeriiségével, iizembiztonsdga-
val és a termelheté energia nagysdgdval annyi elonyt biztosit, hogy féleg
nagy dllomdsok berendezésénél szép jovdje van. Végiill azokat a szem-
pontokat ismerjitk meg, a melyekre a hangolds élessége végett iigyelni kell.

Azoknak a hatdsoknak, a melyek a hulldmokat terjedésiik koézben
érik, Rev tulsigosan kevés teret szdn. Az utolsé években nagy gondot
forditottak a légkori zavarok természetének és a hulldimok terjedésének
vizsgdlatdra. Reiv taldn azért mell6zi ezeket a kérdéseket, mert végleges
tisztdzdsuk még hdtra van.

Az dltaldnos fejtegetéseket a felvevé egyes részeinek leirdsa koveti.
A detektorok kiziil esak a valéban hasznéltakra szoritkozik. A gdzdetektorok
tdrgyaldsa indokolatlanul révid (10 sor). Egyes alakjai féleg Amerika-
ban nagy szerepet jdtszanak, mint az audion, ultraudion, pleiotron stb.,
ezeknek nevét sem taldljuk. Nagyon rovid a detektorok mikodésének
ismertetése is. Kiilén kis fejezet szél azokrdl az eljirdsokrdl, a melyek-
kel a felvevét meg lehet védeni idegen dllomdsok zavaro hatdsa ellen
és a légkori zavarok ellen.

Az utolsé két fejezetet Remv nem dolgozhatta ki, mert 1915 dpr. 11-én
Verduntél keletre elesett. Kényvének befejezését K. Wirrz véllalta ma-
gara. O. irta meg a drétnélkiili telefonrdl és az iranyitdsrol szolo fejeze-
teket. Az utébbi nem olyan részletes, mint Zesneck konyvében, csak a
kettés antenndra és a Marconi-féle meghajlitott antenndra terjeszkedik
ki. Elég részletes forrdsjegyzék egésziti ki a konyvet.

Térgyaldsa szintén vildgos és dttekintheté. E mellett igen elonyds a
szoveget magyardzo sok numerikus példa. REew az eredményeket siirin
osszefoglalja, a lényeget mindeniitt kiemeli. Meg kell még emliteniink
mind a hdrom kényv mintaszerG kidllitdsat.

Mende Jend.
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AZ ALAPEGYENLET ELMELETEHEZ.

1. §.

1. Legyen K egy n-edfoku algebrai szamtest. Ha az @,, w,,..., 0,
egész szamok a szamtest alaprendszerét képezik és £y, L,,..., s
hatdrozatlanokat jelentenek, akkor a

T= t1w1+t,lw,+ vttty
forma a szamtest alapformaija és az
Fx; t;, tyyeeosly) =N(@x—17)=0

egyenlet a szdmtest alapegyenlete. HenseL' bizonyitotta be el6-
szor teljesen a kovetkezé alapveté tényt. Ha a K testben a
p toérzsszamra vonatkozolag

P = 9.y,
a hol y; kiilonbozé [i-edfoku torzsidedlokat jelent, akkor
F (@5 by by )= PP @5 by byserey G)ees 3 (@5 by, by, E). (mod p) (D

E formuldban #; (mod p) kiilonb6z6 egyszer® és irreduci-
bilis fi-edfoki polynomokat jelent. Az (I) felbontas egyértelmi.
A kovetkez6 sorokban megmutatom, hogy I'(x; ¢, t,,..., {,) a
p® a>1 modulusra nézve is egyértelméien dllithaté el6, mint

1 Untersuchung der Fundamentalgleichung einer Gattung usw. Journal
f. r. u. a. Math. 113, kétet, 61. old.
2 Az x legmagasabb hatvanyanak egyiitthatoja: 1.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 13
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egyszerd és (mod p®) irreducibilis polynomok szorzata. Még pe-
dig a>1-re

vF(x; Byy byrenes t =010 (5 B Laserrs ba)ee. Qka (X3 £, Loy En)s (mod p) (I1)

a hol Qi, (mod p®) kiilonb6z6 egyszerd és irreducibilis poly-
nomokat jelent, a melyek még a
Qia (X5 gy Lgserss tn) = P (5 £y, 15000, 8) (mod p) (A1%)
(i=1,2,..., k) :
kongruencidkat kielégitik.
2. Abban az esetben, midén a K szamtestben barmely
p torzsszam legaldbb két killonbo6zé torzsideallal oszthato, a
(ID)-b6l kovetkezik, hogy minden

f(@)=2a"+---+a,=0, a; rac. egész sz.

irreducibilis egyenietnek, melyet a szdmtest valamely egész szdma
kielégit, tébbtagija minden p* térzsszamhatviny modulusra re-
ducibilissé lesz. Az irreducibilis polynomok ilyen sajitsagos
viselkedésére eloszor HiLserr* hivta fel a figyelmet, a 2. §-ban
ilynemt példdkat az idedlelmélet alkalmazasa nélkiil fogunk
latni.

3. Valamely az a-ben egyszert

(; ('/r; t15 tz,--., Iﬂ) -
=244, (b, byees S 2™ 1t oo b Ay (Byy byyenes to)

polynomot, melynek egyiitthatéi a ¢,, £,...., f; hatdrozatlanok
polynomjai, irreducibilisnek neveziink (mod p®), ha nem allit-
haté el6 erre a modulusra nézve, mint egyszerii polynomok
szorzata. Mindenekel6tt a kovetkezd segédtételt vezetjiik le,
mely ScHONEMANN * egy tételét altalanositja. Ha az R,, R,, S,, S,

1 Uber Diophantische Gleichungen. Gottinger Nachrichten 1897, 48. old.
L. még Zur Theorie der hoheren Kongruenzen. Math. und Naturw. Be-
richte aus Ungarn XX. k. 39. old. .

2 Von denjenigen Moduln usw. Journal f. d. r. u. a. Math., 32. k.
93. old. 58. §.
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polynomok egyszertiek és R,, R, illetoleg S,, S, (mod p) relativ
primek egymdshoz, akkor a

By (5 Caynen V) B G ; Byyevsy $0) =0 (205 Ly sen La) B (B3 100000 1) (10 »?)

R (@i, =00, (5,0, L) (mod p) (1
Ry (25 typese, ) =84 (20 Lygeces L) (mod p)

osszefliggésekbbl kovetkeznek a

R o o) =Sl ey 5 (modp®) ('1*)
Rt by v ) =i ity ewn's 1s). 2tmofin%)
kongruencidk.
Ugyanis '
By(@s b =8 @; t,,...,4) + ™M, @; 4,...; &) @)
SR e Ty ="T {0 1,0 ., G /M, (@5 10c, 1))

a hol M,, illetéleg M, foka kisebb, mint R,, 1lletoleg R, foka.
Ha azt tessziik fel, hogy y<<a, akkor

R.R,= R, R,+p* (R,M, R,M,)-+- p* MM, (mod p")

azt adja, hogy
- M,R,+M,R, =0, (mod p)

a mibél minthogy R,, R, (mod p) relativ primek, az

fo (byseees t) My (@5 byyeee, t) =0 (mod p, R, (x; t,...., ts))
fu (bisosss t) My (25 855000, l) =0 (modp,R A e A )
[i($se-es t)EO (mod p), fo(lyse-estl) O (modp)

reliciok kovetkeznek. Amde M,, illetsleg M, foka kisebb, mmt
R, illetéleg R, foka és igy

M, @; ..o, t) =0 (mod p), M, (; by,..., ) =0 (mod p), (3%)

. vagyis csakugyan ;=>a. Ségédtételﬁnk akkor is érvényes ma-

rad, ha az R, illetéleg S polynomok szima tetszéleges nagy.

ScuoNeMANN vizsgalataiban a ¢; hatarozatlanok nem fordulnak el6,
13%
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ebben az esethben még a kovetkezo tétel is érvényes. Valamely
egyszeri és (mod p®) irreducibilis polynom a p modulus sze-
rint vagy irrreducibilis, vagy egy irreducibilis polynom hatvénya.
Az dltalinos esetben ez a tétel nem érvényes, kénnyen meg
lehet gy6z6dni, hogy

G (x; t,, 1) = (@—t,) (@—1t,) +p

a p*® modulusra irreducibilis, habar az x—t,, 2—{, polynomok
(mod p) relativ primek egymadshoz.

4. Térjink vissza az alapegyenlethez. Legyen (mod p) egy
tetszéleges felbontds irreducibilis tényezdékre

Flrde oty =Bt e B PR G i ) . )
és legyen
=Pl PR = DN (25 biper. s bk (4%)

Minthogy a p torzsszam és a P, (r; t,,..., l,) forma legnagyobb
kozos osztdja v; torzsidedl, az alapegyenlet elméletéhdl kovet-
kezik, hogy

N (@; byyeres by EO0 (mod p, Pr(@; 1,500, tn)) (5)

ha g > 1. Tegyik mar most fel, hogy az S(x) egyszeri és
(mod p%) irreducibilis polynom az F (x; ¢,,..., t,) polynomnak
(mod p® osztoja. Meg fogjuk mutatni, hogy a

S@; ty,..., t,)=0 (mod p, P, (x; ..., ly) (6)
relaciobol,
S@; tyyeees =0 (mod p, P/t (x; tin.., ) (6%)

kovetkezik. Ha ez nem lenne igaz, akkor, minthogy (mod p) a
felbontdsok egyértelmiiek, ilyen alakti Osszefliggések alland-
nak fenn:

: =0+ G 9,>9, 9,>0

1 [dézett helyen 59. §. A levezetés feltételezi az 58. § eredmeényeit.
Megjegyzem, hogy lehetséges a tételt dirckte levezetni.
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F (.’L‘ ; tl" vy [n) = (l)tgl$/’1+})H1) (Bql¢g ’T”’Z)Hz) (mOd pa)l :
a melyekbdl
F(x; t,;..., ty =0 (mod p% P),
PN (x; ti,..., t)) =0 (mod p*, P),
N@x; tyeo; t) =0 (mod p, P)

kovetkeznék, a mi (5)-nek ellentmond.

5. A (II) és (II¥) alatti allitasok be lennének bizonyitva, ha
ki tudnék mutatni egy bizonyos II. alaku felbontds existencid-
jat, mely még a (II*) tulajdonsagokkal rendelkezik. Legyen
ugyanis

R )

egy tetszésszerinti egyszeri és (mod p®) irreducibilis polynom,
mely egy (mod p¢) felbontashban fellép. Az el6z6k szerint
V (mod p) vagy valamely Pli-vel, vagy tobb ilyennek szorzaté-
val lenne (mod p) kongruens. Az utobbi eshetdség a segéd-
tétel szerint ki van zdrva, csak az elsé kovetkezhetik be. A fel-
bontis egyértelmiségének bebizonyitdsit ismét a segédtétel
szolgaltatja. _

6. A kivant alaka felbontds létezését most mar bebizonyit-
hatjuk Lanvseerc ' vizsgalatainak felhasznalisdval. Legyen G a
K szamtesthez tartozo Gavois-féle test. Legyen G-ben

D=IC 50,
hol P kiillonbozo f-edfokl torzsidedlokat jelent. Ha a p torzs-

tényezoinek valamelyikéhez pl. P-hez tartozo felbontasi esoport
$, akkor a felbontdsi testben®

T SRR R £, 0 o K PN 3 ¢ % EATTRRS T2 )

hol (J); egyszeri, a felbontdsi testben irreducibilis kiilénbozé

1 {Ther Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. Journal f. r. u.
a. Math, 132, k. 1. old.
2 ldézett helyeun (25)-ik egyenlet.
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polynomokat jelent, melyeknek egyiitthatoi a nevezett test egész
szamai. HiLBerT szerint

P =14, 1):::%39, ® o)=1,

hol v a felbontdsi test elséfokt torzsidedlja. Ha tehdt w a ne-
vezett szamtest tetszésszerinti egész szama, akkor

o= R, (mod 9%), a tetsz. poz. egész,

e formuldban R, egy a-tol fiiggd raciondlis egész szdm. Igy
tehiat a>1-re

F('/‘U; t1y“"tn)EOIa (fL'; t’1:'--’tn)--' le(x; tw--'atn) (mOdP")y

a jobboldalon szerepld polynomok egyszertiek, rac. egész egyiitt-
hatojiak és (mod p<) irreducibilisek, mert

Q=0  (mod 7?),

tovabbd, ha a jeldlés alkalmasan van valasziva, Laxpsserac?
szerint

if

Qi=P% (mod 1)
és igy?
Qiu = Pl (mod p). Q. e.d.

7. A (1) és (II¥)-b6l kovetkezik, hogy Qi mér a p* modu-
lus szerint, s6t a ¢; =1 esetben mdr (mod p) irreducibilis. fgy

tehat
Qi w+1.= Qia (mod p*),
a minek folytin a

Fi= F{f 4+ Qe — P + (Qia— Qi) +--

forma egyiitthat6i racionalis p-adikus szdmok és a p-adikus
szamok testében
=P Fooly

1 Tdézett helyen (34)-ik egyenlet.
2 Az eredmény mar az (5) alattiakbol is kovelkezik, ha felhasznaljuk
azt, hogy Q;, foka fig;.
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Amde Hensei-nek egy tétele szerint? F a nevezett testben
pontosan k szamu irreducibilis tényezére bomlik fel, tehat az
Fi-k épen ezek az irreducibilis tényezok lesznek. Eredményiin-
ket a kovetkez6 moédon is mondhatjuk ki. Ha F-et a p-adikus
szamok testében egyszerii és irreducibilis tényezGkre bontjuk
és e tényez6k a—1-dik kozelitd értékeit a

Qlas QQa;- ooy (\)Im

bettikkel jeloljik, akkor a>1-re ()i, egyszerii és (mod p*) irre-
~ ducibilis forma és :
Fs (\)lu(\)'-_’m -'(\)/ca (mOd P")

az I-nek egyetlen lehetséges felbontdsa (mod p®) egyszerl és
irreducibis tényezokre. Tételemnek eme fogalmazasat Kirscuix
Grnak koszonhetem.

8. Legyen w a K testnek egy egész szima, az o diskri-
mindnsdt jeloljik D-vel, a szamtest diskriminansat d-vel. Isme-
retes, hogy

D=alz, f rac. egész.

Ha a p torzsszam (-hez relativ prim, akkor a (II)-hez analog
tételt, mely az [(w)= 0 egyenletre vonatkozik, sokkal egy-
szertibb tton lehet beldtni.”

1. Jeloljik az n-edik primitiv korosztisi egyenlet polynom-
jat F, (x)-szel. A korosztdsi szamtestek ismert tulajdonsagait
az elozokkel oOsszevetve kapjuk, hogy F, (x) (mod p*) egy-

1 Theorie der algebraischen Zahlen. L k. 268. old.

2 Math. und Naturw. Berichte aus Ungarn XX. k. 39. old. Az idézett
cikk «A magasabbfoki kongruencziak elméletéhez» cimii dolgozatom
(Math. és Phys. Lapok XI. k. 28—33. old.) egy részének német forditasa.
Megjegyzem, hogy a 1. § tételének levezetését késébb (Math. és Phys.
Lapok XIL k. 161. old.) megvaltoztattam. Ez teljesen folosleges, mert az
eredeti levezetés helyes; ellenben a llI, § tartalmaz egy nem preciz ki-
jelentést,
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értelmtd moédon bomlik fel egyszerti és irreducibilis tényezék
szorzatdara. Ezt az eredményt most az idealelmélet alkalmazdsa
nélkill akarjuk levezetni.

A kovetkezd tények érvényesek:

I. Ha (n, p) =1, tovabba a p torzsszam (mod n) az [ ki-
tevohoz tartozik és ef = ¢ (n), hol ¢ (n) az ismeretes EuvLer-
féle jel, akkor

Fy (@)= P (@)... Py () (mod p%). (1

Ebben a formuldaban P;, kilénboz6 f-ed foka egyszerd poly-
nomokat jelent, melyek nemesak (mod p®), hanem mar (mod p)
is irreducibilisek a

P ()= Py (x) (mod p) )
relaciok kovetkeztében.

II. Ha n = pfm, (p, m) =1, tovabba a p toérzsszdm az [ ki-
kitevohoz tartozik (mod m), akkor

F, @)= P ... prod () (mod p), (2)

hol P; killonbozé f-edfoki egyszerti és (mod p) irreducibilis
polynomokat jelent. Ha «>1, akkor

Fo(@ =P @.... Pu(@ (modps), (3)

ebben a formuldban P, (x) kiilonb6z6é egyszeri és (mod p¢)
irreducibilis polynomokat jelent, a melyek még a

Pa@=P!" @ (medp (3%

kongruencidkat kielégitik.

2. Az L. dllitis bebizonyitdsara a kovetkezé tények elegen-
dok. Scuonemann szerint egy (mod p®) irreducibilis polynom a
» modulusra vagy irreducibilis polynom hatvinya, tovabbs ér-
vényes az 1. §. segédtétele, végre (1) helyességérél a =1 ese-
tére a legegyszeriibb eszkozikkel meggyozodhetiink.

1 L. pl. SERRET-WERTHEIM: Handbuch der hoheren Algebra. 1879, 2. k.
118. old,
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3. Koriilményesebb a (II) bebizonyitdsa. Mindenekel6tt

Fo@=F2"" (@  (mod p), @

a mi (2)-nek helyességét igazolja. A (4) formula legegyszeriib-
ben kaphaté, ha az
x?—1=@*—1)p (mod p)

identitast alkalmazzuk az altalanosan ismeretes

R 01z )

m(x%. —1). .
formulara. E formulaban
n=qh... qb,

hol ¢; kiilonboz6 torzsszamokat jelent. Minthogy (m, p) & 1, az
el6z6kbol kovetkezik egy

F,@)= 07" (@)... Q%" (@) (modp) (5)

alaku felbontas fenndllisa, melyben (J; oly kiilonbozé egyszeri
és (mod p) irreducibilis polynomokat jelent, melyekre

m (@) = 17()(%) (mod p*) (5%)

Hogy a (II) helyességét bebizonyitsuk, csak a kovetkezot kell
kimutatni. Ha az R () egyszert és (mod p¢), a>1 irreducibilis
polynom F, (x)-et (mod p% osztja, akkor van oly ¢ index,
melyre

R@=0!" @.  (modp) 6)

Ugyanis

R@)=Qr(x) (modp), r=<e¢@d

ha y<<¢ (pf), akkor a kovetkezd alakti reldciok allaninak fenn:

. @) =ritre >0, r.>0,
Fy (@) =(Q1 (@) ¢, @) + pH, () (Q1: (@) ¢y (@) + pH, () (mod p?)
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és igy
F, (@) = Q; (x) K; (x) (mod p*). (7

Amde ez a formula ellenkezik az (5%) ténnyel, mert az

s
Lmp i d xml'ﬂ_‘(p——n.,}_ P

amp?™ 1

= (wmp’j-'(p—i) ) I PPN G (_q;mpﬂ—‘ o it p=

= (@me™ —1) f@) +p

identitas kovetkeztében az F, (x), F,, () (mod p* nem birnak

kozos osztoval, q. e. d.

4. Eredményeink folyomdnya mér most a kovetkezd tétel,
melyet régebben az idedlelmélet alkalmazdsdval nyertem. Az
irreducibilis F, () polynom akkor és csak akkor nem reduci-
bilis minden torzsszdmhatvany modulusra, ha n a kovetkezo
alakban irhat6:

n=pfm, (m, p)=1, p térzsszam

és p (mod m) primitiv gyok. (Ha m = 1, akkor minden széam
primitiv gyoknek veendd.)
Bauwer Mihdly.



A Mathematikai és Physikai Tarsulat XXIV. rendes
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A Mathematikai és Physikai Tdrsulat XXIV. rendes kozgyiilését 1917
mdjus hé 10-én tartotta meg a kivetkezo napirenddel:

1. Elnéki megnyito.

2. Titkdri jelentés.

. Pénztdrnok jelentése és koltségelGiranyzat 1917-re.
. Pénztdrvizsgdls-bizottsdg jelentése.
. Titkar és valasztmdnyi tagok vilasztdsa.

6. Inditvanyok.

Jelen voltak : Anderké Aurél, Bdlint Elemér, Balog Mdér, Bauer
Mihély, Beckné Klein Magda, Beke Mand, Bldathy Ottd, Bozdky Endre,
Brody Imréné, Csengery Piroska, Ddvid Lajos, Dienes Pél, Dohanics
Janos, Egervdry Jend,br. Eotvis Lordnd, Farkas Gyula, Fejér Lipdt,
Fekete Jend, Fényes Dezsé, Fenyvesi Andor, Fraunhoffer Lajos, Fréhlich
Izidor, Goldziher Kéroly, Groh Gyula, Gruber N&ndor, Haich Sarolta,
Hanauer Jend, br. Harkdnyi Béla, Hoffmann Ernd, Ilosvay Lajos, Jordan
Kidroly, Juvancz Irén, Kémery Margit, Kilczer Gyula, Kondorossy Iza-
bella, Kénig Dénes, Kopp Lajos, Koren Dénes, Koschowitz Gyula, Ko-
vdcs Janos, Kovesligethy Rado, Kiirschdk Jozsef, Kiiszler Elly, Lukics
Ferencz, Lukdcsné Téri Tekla, Marczell Gyorgy, Mattyasovszky Kasszidn.
Mikola Sdndor, Milakovszky Ldszlo, Nagy Sarolta, Oszlaczky Szildrd.
Pfeifer Istvan, Pfeifer Leona, Pogdny, Privorszky Alajos, Rados Gusztiv,
Rados Igndcz, Raffmann Jiko, Rdtz Ldszlé, Réthy Mér, Rohrer Liszld,
Réna Zsigmond, Rucsinszki Lajos, Sidon Simon, Somogyi Antal, Sds
Ern6, Sutdk Jozsef, Schwarz Emmy, Schweitzer Pdl, Szdsz Ottd, Szilird
Leo, Szily Kdlmdn, ifj. Szily Kdlmdn, Széke Béla, Tasch Antal, Tolnai
Jeno, Totossy Béla, Ujj Gyula, Winter Jozsef, Wittmann Ferencz, Woi-
ciechowsky Jozsef, Zdvodszky Margit, Zelenszky Sdndor.

O w

I Titkéri jelentés Fejér Lip6ttol.

Tisztelt Kozgyilés !
Van szerencsém a kovetkezokben a «Mathematikai ¢s Physikai Tédr-
sulat» 1916. évi életérdl jelentést tenni.
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A «Mathematikai és Physikai Lapok» huszonstodik évfolyama meg-
jelent 12 ivnyi terjedelemben. E kotet 10 Gndllo és ismertet czikket,
melyek kozill 3 mathematikai, és 7 physikai tdrgyd, tovibbd egyéb
rovatokat tartalmaz.

Tdrsulatunk az 1916. évben 8 el6add-iilést tartott, melyeken 12 elo-
addst hallottunk. Ezek kozott 8 mathematikai és 4 physikai tdrgyd volt.

A XXIII. mathematikai tanuléversenyen 27 versenyzé vett részt. Az
elsé «br. .Eotvés Lordnd-dij»-at Kornfeld Albert, a mésodikat Hajnal
Kalman nyerte el. >

Héla Karoly Irén tisztelt alelndkiink nagylelkt alapitvanydnak, Tdrsu-
latunk az 1916. évben tarthatta I. physikai tanuléversenyét. E versenyen
14 dolgozat érkezett be. Az elsé «Kdroly Irén-dij»-at Jendrassik Gysrgy,
a masodikat Szilard Leé nyerte el.

A Math. és Phys. Tdrsulatnak 451 tagja van. Ezek kozil 213 buda-
pesti, 238 vidéki.

Alapité tagokul ez évben Mattyasovszky Kasszian és Ratz Laszlo
voltak szivesek jelentkezni. Az &sszes alapité tagok szdma igy 21-re
emelkedett.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia, illetdleg annak «Mathematikai €s
Természettudomsdnyi Bizottsiga» ezidén is tdmogatta 2000 korondval T:r-
sulatunkat. F. hathatés anyagi tdmogatisért hdlds koszonetiinket fejez-
ziik ki

1916-ban ifj. Andrednszky Istvan birét, Gedcze Zoardot és
titkdrunkat Zemplén Gyozdt ragadta el téliink a hdbori. Gedcze és
Zemplén elvesztése szinte beldthatatlan és semmivel sem egyensilyoz-
haté kdra a magyar mathematikdnak és physikdnak. Benniinket e csa-
pasok igazin mélyen sijtottak; a gydsz bélyegét iitélték rd e szomoru
tdrsulati évre. Nem az utolsé szavak ezek, melyeket most, midén a re-
signati6 még olyan tdvol van sziviint6l, e két kivdlo emberrél hallunk.
Tragikus sorsukon és jelentékeny miiveiken még a késéi magyar nem-
zedékek is bensé részvéttel és dszinte csuddlattal fognak elmélkedni.

Szomortian kell tovdbbd jelentenem, hogy utolsé kozgyilésiink ota
elhunyt alapité tagunk dr. br. Hornig Karoly és Barabas Jend tag-
tdrsunk.

" Titkiri mukédésemben a Térsulat sok tagja ugy a tudomdnyos,
mint az adminisztrativ részben nagy segitséget nyujtott. Kiilonosen ki
kell emelnem Mikola Sandor tagtirsunk kozremiikodését, ki ez évben
is szerkesztette folydiratunk physikai részét és énzetleniil végzett sikeres
munkissdgdval Tdrsulatunkat djbél nagy hédlira kotelezte.

Lapunk terjedelme, az eléado-iilések szama csokkent; a tisztelt Koz-
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gyiilés tudja mely okok folytdn. Kérem tehdt elnézésiikel, és Lapunk
munkatdrsainak szives tiirelmét.
Végiil kérem a tisztelt Kozgyulést, sziveskedjék jelentésemet tudomd-

sul venni.

Budapest, 1917 mdjus 10-¢én.
Fejér Lipot,
a Math. és Phys. Tarsulat titkara.

II. Pénztarnok jelentése, koltségelGiranyzat 1917-re és
a pénztarvizsgalé bizottsdg jelentése.

Pénztérnok eléterjeszti a mellékelt szamaddst és vagyonmeérleget
1916-r6l ; az elndk pedig bemutatja a pénztirvizsgdlé bizottsdg jelen-
tését, mely szerint a pénzkezelés kifogdstalan volt.

A kozgyulés ennek alapjan a pénztirnoknak a felmentvényt meg-
adja és a pénztdrvizsgdloknak firadozdsukért koszénetet mond, felkér-
vén Balog Mor és Bogyé Samu rendes tagokat, hogy a pénztarvizsgdldi
tisztet a kovetkezé ¢évre is villaljak el.

Pénztirnok eléterjeszti a koltségel6iranyzatot az 1917. évre, melyet
a kozgyulés elfogad. :

III. Titkar és valasztmanyi tagok vélasztasa.

A kozgytlés Mikola Sandort titkdrnak, Beke Mandt, Farkas Gyulat,
Gruber Nandort, br Harkanyi Bélat és Réthy Mort valasztmanyi
tagoknak védlasztja meg. Szavazalszedé bizottsdg: I'ekete Jend, Lukics
Ferencz, Wodetzky Jézsef.

E szerint: :

Tisztikar : Elnok: br. Eotvos Lordind, alelnékok: Kdroly Irén és
Rados Gusztiv, titkdrok : Fejér Lipiot és Mikola Séndor, jegyzok : Kopp
Lajos ¢és Kiirschdk Jozsef, pénztirnok: Privorszky Alajos. y

Valasztmanyi tagok : Bartoniek Géza, Beke Mand, Farkas Gyula,
Frohlich 1zidor, Gruber Néndor, br. Harkdnyi Béla, Klupathy Jend,
Kivesligethy Radd, Ritz Liszl6, Réthy Mor, Szily Kdlmdn, Télossy Béla.
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A Mathematikai és Physikai Tarsulat tanuloversenyei.

L.

A XXIV. mathematikai tanuloverseny.

A folyo évi november hé 24-én tartoit XXIV. tanuldversenyre Buda-
pesten 34, Kolozsvdrt 6 kozépiskolai érettségi vizsgdlatot tett versenyzo
jelentkezett. A verseny mindkét helyen egyidejileg zdrt helyiséghen,
a tdrsulat szimos tagjdnak feliigyelete és ellendrzése wmellett, szabdly-
szeriien folyt le. A verseny lefolydsirél mindkét helyen félvett jegyzé-
konyv szerint a tételek kidolgozdsira engedett négy oérai idé alatt Buda-
pesten 25, Kolozsvirt 3 dolgozat adatott be. A mult évben volt
27 versenyz6 és 23 dolgozat; ebben az évben volt 40 versenyz és
28 dolgozat.

A kitizott tételek a kovetkezék voltak :

1. Adva van az

y—2x—a=20
y2—xy+22—b=0

cgyenletrendszer, a melyben @ és y az ismeretlenck, « és b egész sui-
mok. Bebizonyitandd, hogy ha ez az egyenletrendszer racziondlis szdmokkal
kielégitheté, ezeknek egészeknek kell lennigk.
2. Egy tobbjegyli a egész szdm négyzetében a tizesek helyén 7 dll.
Mllyen jegy van az a’-ben az egyesek helyén.
3. Adva van a K kior és belsejében két pont A és B. Bebuonyx-
. tandd, hogy van (egyébkent végtelen sok) olyan koér, mely az A és B
pontokon halad keresztiil és mely egészen a K kir belsejében fekszik.
Megadando tovabbd e kordk valamelyikének szerkesztése.
A versenydolgozatokat Konig Dénes volt szives elézetesen dttekinteni.
A teljes birdlébizottsdg hatdrozatdrél az alibbi jegyzékonyv szdmol be.

Jegyzikonyv
a XXIV. mathematikai tanuléversenyen beadott dolgozatok elbirdldsa tligyé-
ben 1917 deczember 9-én tartott bizottsdgi iilésrol. ;
Jelen vannak : Rados Gusztiv elnsk, Eber Jozsef, Fejér Lipot, Kopp
Lajos, Kiirschdk Jozsef, Réitz Ldszlo és Konig Dénes el6add.




A MATHEMATIKAT ES PHYSIKAU TARSULAT TANULOVERSENYEL 189

Kénig Dénes eléado jelentésének meghallgatisa és a dolgozatok 4t-
tekintése utdn a bizottsdg a kovetkezo egyhangu hatdrozatot hozta :

A bizottsig orommel dllapitja meg, hogy a XXIV. mathematikai ver-
senynek, bér a hdborus dllapot folytdn a résztvevék szdma csekélyebb
volt, az eredménye kielégit. A beadott dolgozatok kozill Pomadzi Z.
(Czelesztiné tlinik ki, a 2. és 3. feladat révid és helyes megolddsdval és
szabatos, témor fogalmazisival. E tekintetben az ¢sszes tébbi dolgoza-
tokat feliilmilja; ezért a bizottsdg Pomdzi Z. Czelesztinnek, a cziszter-
czick- egri fégymniziumdban fotiszt. Neuhold Ozséb lanitvdnyinak, dol-
gozatdt javasolja az I. br. Eotvos Lordnd dijra. Mind a hdrom feladatot
megoldotta Sarospataky Jozsef, a ki a bpesti V. ker. &ll. fogymndsium-
ban -Csopey Ldszlé tanitvinya volt; de a 2. és 3. tétel kidolgozdsa ndla
némileg hézagos, az 1.-é pedig hosszadalmas. Ezért a bizottsig dolgoza-
tit csak a II. br. Eotvos Lordnd dijra hozhatja javaslatba. Megdicsérésre

ajanlja a bizottsig Hirschler Sandor és Péchy Judit dolgozatdt az elsé

feladat helyes és rovid megolddséaért.
A folyé évi deczember ho 20-4n tartott vilasztmadnyi {ilés a bizottsdg
e javaslatat hatdrozattd emelte.

1.
Az IL physikai tanuléverseny.

A folyé évi decz. 1-én tartott II. physikai tanuléversenyre Budapes-
ten 15, Kolozsvdrott 1 kozépiskolai érettségi vizsgdlatot tett versenyzd
jelentkezett.. A verseny mindkét helyen zirt helyiségben, a Tdrsulat
szamos tagjinak feliigyelete és ellenérzése mellett szabdlyszerGen folyt
le. Budapesten 13 Kolozsvirott 1 dolgozat adatott be.

A kitiizott tételek a kovetkezok voltak : :

«1. Hol kell a repiilének 15vedékét leejteni, ha a vele pdrhuzamosan
halad6 vonatot eltaldlni akarja ?

2. Miné adatok alapjin donthetem el, hogy valamely folyoviz ele-
gendd energidval bir-e egy meglevi elekiromos telep energiasziikségleté-
nek fedezésére ?

Mindkét feladat megolddsdndl egy szdmbeli példa kidolgozdsa ki-
vidnatos.»

A versenydolgozatokat egy birdld bizoltsig nézte it ; hatdirozatdrdl az
alibbi jegyz6konyv szdmol be.

Jegyzikonyv

a II. physikai tanuldéversenyen beadott dolgozatok elbirdlisa {igyében
1917 december 14-én tartott bizottsdgi iilésrél.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXVI. 14

.
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Jelen vannak : br. Eotvos Lordnd, Bartoniek Géza és Mikola Séndor.
A bizottsig a dolgozatok dtvizsgdldsa utin az elsé Kdroly Irén~ dfjra
Sztrokay Palt, a tandrképzé intézet gyakorlo fégimndziumdban Szijdrté
Miklés tanftvdnydt ajénlja, a ki mindkét feladatot révid szabatos médon
egy ordndl rovidebb idé alatt oldotta meg. A mdsodik Kdroly Irén dijra
a bizottsig Ndaray Szabdé Istvant, a szombathelyi r. k. f6gymnédzium-
ban Molndr SzaniszI$ tanitvdnydt ajénlja, a ki a két feladatot kissé
hosszadalmasabban, de szintén teljesen hibdtlanul oldotta meg.

Dicséretre ajdnlja a bizottsidg Theiss Ede és Tiddés Béla dolgoza-
tait, a melyek kisebb fogalmazdsi hibdktdl eltekintve, szintén hibdtlanok.

A foly6 évi deczember hé 20-dn tartoit vdlasztmdnyi iilés a bizott-
sdg e javaslatdt hatdrozattd emelte.

X

A vilasztmdnyi iilést kivets eléadé-itlésen br. Edtvis Lorand elndk
mindkét verseny nyerteseinek dtadja a jutalmat buzdité szavak kiséreté-
ben és kérve 6ket, hogy adjdk 4t volt tandraiknak a Tdrsulat tidvozletét.

Elndk dr megnyitojaban egy a Tdrsulatra nézve folotte orvendetes
eseményrol tesz elsé bejelentést. Dr. Kdnig Gydrgy miniszteri s. titkdr
és dr. Kinig Dénes miiegyetemi magéntanir a Mathematikai és Physikai
Tdrsulatndl (6% -os hadikdleson-kaotvényekben) 10,000 koronds alapit-
vanyt tettek nagyérdemii és felejthetetlen atyjuk Kénig Gyula nevére.
Az alapitviny kamatai, a nagylelkii alapitck dJhaja szerint, réviden ki-
fejezve, a kovetkezd két czélt vannak hivatva szolgdlni : kivéls, fiatalabhb
magyar mathematikai kutaték miikodésének idékozonkénti jutalmazdsa
és a magyar mathematikai irodalomrdl idoszakonként szerkesztendo
referatum létesitése. A részletek behatd tdrgyaldsival ez id§ szerint a
Vilasztmdny és annak ez tigyben kikiildstt bizottsdga foglalkozik.




Pomazi 7. Czelesziin dolgozata.
(1. br. Eotvés Lorand dijjal jutalmazott dolgozat.)
II. Egy tobbjegyli a egész szém négyzetében a tizesek helyén 7 4ll.

Milyen jegy van a a®-ban az egyesek helyén?
Megoldas. Ha a négyzetreemelésre gondolunk, tudjuk, hogy a négy-

* zet utolséelétti szdimjegyére befolydssal vannak :

1. az el6z6 jegyekbol alkotott szdm kétszeresének és az utolso szim-
jegynek szorzata (e szorzatnak is csak utolsé szdmjegye); ez mindig
paros.

2. az utolsé tag négyzetének elso jegye, ha kétjegyii.

Mivel a mi a® szdmunk utolséeltti jegye pdratlan, kévetkezik,
hogy az a utolsé jegyének négyzete kétjegyli és benne a tizesjegy pa-
ratlan. llyen szdmjegy csak kettd van, a 4 és a 6. De mindkettéjiik
négyzete egyformén 6-ra végzédik. Igy a-ban is 6 4ll az egyesek helyén.

IIl. Adva van K kor és belsejében két pont, A és B. Bebizonyi-
tanddé, hogy van (egyébként végtelen sok) olyan kor, mely az A és B
pontokon halad keresztiil és mely egészen a K kor belsejében fekszik.
Megadandé tovdbbd e korék valamelyikének szerkesztése.

Megoldas. Ha A-t Gsszekotjiikk () kézépponttal, az A0 egyenes bdr-
mely C pontja kdzéppontja lehet egy AC sugard kornek, mely egészen
a K korben van. A BO szegmentum bdrmely pontja szintén.

Ha most az AB-t merdlegesen megfelezziik, ez a felezd egyenes vagy
az AO-t, vagy a BO-t metszeni fogja. A metszésnél keletkezett C- pont
tehit kozéppontja egy AC = BC sugari kornek, mely az elébbiek sze-
rint egészen benne van a K korben.

Szirokay Pal dolgozata.

(1. Karoly Irén dijjal jutalmazott dolgozat.)

1. Hol kell a repiilének lsvedékét leejtenie, ha a vele pirhuzamo-
san haladé vonatot eltaldlni akarja ?

A ¢, sebességgel haladé repiilogéprol leejtett 16vedék mozgdsa két kom-
ponensbél tevédik ossze : 1. a szabadoneséshil, 2. tehetetlensége folytin
a repiilogép bmozg.'isir;iny:ival megegyezo ¢, sebességii mozgisbhol ; azaz
a lovedék mindig a repiilogéprél bocsditott fiiggblegesben lesz. Ebbdl

14%
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kivetkezik, hogy mikor a lovedék a foldre ér, a gépnek épp a vonat
folott kell lenni. Tehat

mdsodperczezel elébb kell bombdjit a taldlkozds el6tt leejtenie, vagy
a mi ugyanazt jelenti, a repiilégép foldre valé vetiiletének

b=1 (c,—¢c;)
tdavolsdgra kell lennie a vonattdl.
PL
¢, = 144 l{g—]— =40 m sec™
¢y — 64-8 i =18 m sec™?

0

m = 1600 m

3200
Pl 1/79'7871/ - 181 sec

| =181.22 =398 m.

2. Ming adatok alapjin donthetem el, hogy valamely folyéviz ele-
gend6 energidval bir-e egy meglevo elektromos telep energiasziikségleté-
nek fedezésére ?

Fiigg attél, hogy milyen szintkiilinhséget tudok létrehozni és hogy
milyen a folyoviz bésége.

Ha a szintkiilonbség m, a vizblség « %—, akkor a misodperczen-
ként nyerhet6 energia (effektus) elméletileg:

m Kg
We="g ———=>
sec

Pl Az elektromos lelep 1000 Kw-os, azaz 1361 Iderds

a foly6 vizbosége . . . . a == 230000 :::—t(
nyerhetd szintkiilonbség  m =15 m.
elméleti effektus .. W== 150000 _)ggjg 2000 16erd

tehdt az energiasziikséglet elegendd.
Megjegyzendd, hogy az elsé feladatndl a kozegellentdllds, a mdsodik
feladatban pedig a sirlddds és a gép hatdsfoka figyelembe nem vétetett.
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