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denkor a hé masodik felében. Az egész évfolyam 24—30 iv terjedelmd
lesz. El6fizetési ara 10 korona. A Mathematikai és Physikai Tarsulat

tagjai tagsagi dijuk fejében kapjak.

Tarsulati mondanivalok. A tizennyolczadik tarsulati év 1909 januar 1-én
kezddddtt.

A tagsagi dij (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona) az Alapszaba-
Iyok VII. 12. §-a szerint az év els6 negyedében esedékes. Kérjuk t. Tagtéarsainkat,
sziveskedjenek a tagsagi dijat a tarsulat pénztarnoka: Uvay Ede fégymnasiumi
tanar (VI., Nagy Janos utcza 37.) czimére bekiildeni. A muH évekrél hatralékban
levfi t. Tagtarsainkat stirgésen leéljik a tagsagi dij bekildéséért.

A Math, és Phys. Lapok I. és Ill. évfolyama mar csak nehany teljes pél-
danyban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhet6 be. Az I. kotet
ara 10 korona, a tobbieké 6—6 korona.

Az els6 és harmadilc évfolyam, els6 flzetjét két—két koro-
naval valtjuk he.

Rendes ulések. A tarsulat (léseit rendszerint minden hoénap elsG és
harmadik csutortokén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIII., Eszter-
hdzy-u. 3), d. u. 6 orakor. Az elSadasok targyat — egy mathematikai és egy
physikai targy — 2—3 nappal az (lés el6tt a napi lapokban kihirdetjiik.

A tagajanlasok, a tarsulati (gyekre vonatkozo kérdések és kivansagok
Kovesligethy Raddé Ugyvivé titkar czimére V111., Sandor-utcza 8 intézenddk.

A folyoirat szellemi részét illet6 kuldemények (czikkek, feladatok, kérdések,
sth.) a szerkeszt6khéz kiildend6k; a mathematikai targydak Rados Gusztay,
IX. Ferenoz-korut 38. sz, a physikai targylak pedig Kovesligethy R. czime
alatt. A reclamatiok, czimvaltozasok a pénztarnokhoz intézenddk.

Igen tisztelt munkatarsainkat értesitjik, hogy a valasztmany hatarozatabdl
a szokott 25 kiildnlenyomatot ezentdl Ures boritékkal adjuk; nyomtatott boritékot
csak kilon kivansagra, a megfelel6 nyomdai koltségek felszdmitasdval adhatunk.

SHF~ A reclamatiok, czimvaltozasok a pénztarnoklioz intézenddék.
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ANALITIKAI FUGGVENY VISELKEDESE AZ
OSSZETARTASI KORON. 1

1 8 Ha az analitikai fuggvények WEIERSTRAss-féle elméle-
tét veszsziik kiindulopontul, akkor fliggvénylinknek csakis az
Osszetartasi korbe esd értékkészlete all rendelkezésiinkre s igy
az analitikai figgvények tovabbi vizsgalata legtermészetesebben
az Osszetartasi koron valo viselkedés tanulményozésaval kezd-
het6. Elsé és kozvetlenul kinadlkozo probléma a fiiggvényérték
eléallitdsanak kérdése az Osszetartasi kor szabalyos helyein
(ily helyeken egyebet nem is vizsgalhatunk) az eredetileg adott
TAYLOR-sor egyutthatdinak felhasznalasaval.

Minthogy azonban a filiggvényt az egész 0Osszetartasi kor
belsejében s igy az Osszetartasi kornél kisebb sugard, de téle
tetsz6legesen kevéssé kilonbdz8 konczentrikus korén is ugyanaz
a TAYLOR-sor allitja el6, természetes, hogy az 0Osszetartasi kor
valamely helyén fellép6 szingularitds befolyast gyakorol a sza-
balyos helyekhez tartozo fiiggvényértékek eldallitasara. Példaul
Fatou2 bebizonyitotta, hogy mindannyiszor, mikor az egyutt-
haték nulla felé tartanak, a sor az Osszetartasi kor minden
szabalyos helyén oOsszetartd; legyen e sor

@

>£:O««.*": P(.n), »I{%an: 0.

Adjuk hozza a <p(X) fuggvényhez az

1 »
T~— = 2 Xn
1 n=0

1 Bemutatva a Magyar Tud. Akadémia Ill. osztalyanak 1908 decz. 14-én.
2 Fatou: Series trigonométriques et sériés de Taylor. Acta Mathematica
30. koét. 389. lap. 1906.

Mathermatikai és Physikai Lapok. XVIII. i
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fiiggvényt ily modon

Ez a sor az egységnyi sugaru Osszetartdsi kér egyetlen helyén
sem lehet dsszetarto, mert a

®©

Y (1+ay) einr

n=0
sorban az Osszetartasnak az a sziikséges feltétele sem teljesiil,
hogy a tagok nulla fel¢ tartsanak.

2. §. A szabalyos helyekre vonatkozo vizsgalatokat dltalaban
nem lehet tehat elvalasztani a szingularis helyek vizsgalatatol ;
s6t — bizonyos fokig — egyszerre az egész osszetartisi korén
valo viselkedést is tekintetbe kell venni. E véghél czélszeri-
nek bizonyult az osszetartasi kér egyes pontjainak szingulari-
tasaihoz, valamint az egész Osszetartisi kor szingularitisahoz
bizonyos mértékszamot, rendszdmol rendelni. Ez — mélyre-
hat6 vizsgilatok utan — Hapamaronak? sikeriilt legszeren-
csésebben. Ebbél a czélb6l mind valés, mind komplex fiigg-
vényekre vonatkozoélag bevezeti a «véges kitérésin (a écart
fini)* fiiggvény fogalmat. Véges kitérésii az f(x) folytonos
fiiggvény az (a, b) szamkozben, ha

és

integralok az (a, b) szdmkoéz barmely két pontja kozott véve,
abszolut értékben kisebbek maradnak, mint egy fix I szam,
mikor 7 végtelen felé tart. A legkisebb ilyen I szam neve az
f () fﬁggvér{y kitérése (écart) az (a, b) szdmkdzben.

Példdul ha az [(x) fiiggvénynek az (a, b) szimkéz minden
helyén van véges deriviltja, akkor az f(x) fiiggvény az (a, b)
szamkozben véges kitérési.

1 HapaMARD : Essai sur I'étude des fonetions ete. These 70. lap, vala-
mint Journal de mathématiques 1892. Troisieme partie.
2 These 65. lap.
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Vezessilk be most az eredetileg adott
f{x) = V anxn @]
»=0

fuggvény mellé «—— melyrdl a vizsgalat megszoritdsa nélkil fel-
tehetjik, hogy Osszetariasi korének sugara az egység — a

(O]
H“f(x) = 20naQrFm )
. =0 ioom

figgvényeket, hol « barmilyen val6s szam. Ezekr8l H adamard
bebizonyitja, hogy ha egy bizonyos a értéknél nyert Ha(x)
fliggvény az osszetartdsi koérnek egy (a, b) ivén véges, foly-
tonos és véges kitérés(, akkor Ha'f(x) fuggvény is az, feltéve,
hogy a'< a. Az Osszetartasi kor minden (a, b) ivéhez tartozik
tehat egy w hatarszam oly tulajdonsaggal, hogy a
flggvény véges, folytonos és véges Kkitérési, de a H~atef(x)
figgvény a harom tulajdonsag kozil legaldbb egyikkel nem
rendelkezik. Hogy miként viselkedik ugyanott a H~nf{x) flgg-
vény, az hatarozatlan. Az @ szadm neve: az fix) flggvény
«rendje» (ordre) az oOsszetartasi kor (a, b) ivén.

Konny( belatni, hogy ha (@' b") iv az (a, b) iv belsejébe
esik, akkor abban a fiiggvény rendje vagy ugyanolyan, vagy
kisebb, mint az (a, b) ivben, s igy megdefinialhatjuk a fiigg-
vény rendjét az Osszetartdsi kor egy pontjdban, mint az e
pontot magukban foglalo, folyton Kkisebbedd ivek rendszama-
nak hatarértékét. Minthogy a H a operéaczid Uj szingularis pontot
nem hoz be,1 az 0&sszetartasi kor szabalyos helyeinek rendje
-00. Az egész Osszetartasi kor rendje az egyes helyekhez
tartoz6 rendszdmok kozil a legnagyobbik (nem abszollt érték-
ben, hanem algebrailag).

Az Osszetartasi kor rendszamat, (Q) Hadamard egyik alap-
tétele2 adja meg, mely szerint

1 Hadamard : id. m{ 62. lap.
2 U o. 71 lap.
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. . logicn |
+lim -
L 1+l n sup log n (3)
3. 8 E fogalmak segélyével Kijelenthetjuk végre Hadamard-

nak a szabalyos helyekre vonatkozé eredményeit.l Ha egy
adott .
f(x) = V anxn
n=0

flggvény rendszdma az egész Osszetartasi korre vonatkozélag
kisebb I-nél, azaz, ha Q< |, akkor a sor Osszetart6 az Ossze-
tartasi kor minden szabalyos helyén. Tovabba Altalaban a
részletdsszegek (Li-\-e)-adik szdmtani kdzepe — hol s tetsz6leges
pozitiv szdm — megadja a figgvény értékét az Osszetartasi
kdr minden szabalyos helyén.

Az r-edik szamtani kézép,2 — hol r barmilyen pozitiv valés
szdm — alatt a

. *0
<)= I'(r+1) o 4
kifejezés értendd, hol
)V ife]
és
o+ _ f (r-\-n—i-\-1)
"o~ I(r-j-DI'(n—i-"rl) °

a rendes binomidlis egyutthato.

A kovetkez6 s bizonyos értelemben befejez6 1épést Borel 3
tette meg azzal, hogy egész altalanossagban (azaz li= oo esetet
sem zarva ki, melynek iargyalasat Hadamard eredményei még

nem engedik meg) bebizonyitotta, hogy az altala altalanositott
hatarértéknek (limité généralisée) nevezett kifejezés barmilyen

1U. o 82, 83. lap.

2 T.i. ha r egész szam, a kozonséges r-edik szamtani kézép létezése
maga utan vonja (4) létezését. Lasd pl. Knopp: Grenzwerte von Reihen
bei der Ann&herung an die Konvergenzgrenze. Inaugural Dissertation,
Berlin. 1907.

3 Lasd pl. Borel : Séries divergentes : Sommation exponentielle.
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egylitthatok esetében megadja a filiggvény értékét az. ossze-
tartasi kor szabalyos helyein.

A szabalyos helyekre vonatkozolag fel kell még emlitentink
a Hapamarp most felsorolt tételeit egyszeriisité Farou-tételt,?

mely szerint ha

hm gq.= 0,

n=w
akkor a sor dsszetarté az dsszetartasi kor minden szabalyos
helyén. Ez azért mond egyszertiségétsl eltekintve valamivel
tobbet, mint Hapamarp megfelel6 tétele, mert ez utobbi sze-
rint nagyon kevéssé fogyo egyiitthatoji sorok esetében, mint
példaul

1

= Togn
az sor oOsszetarlisirol a szabdlyos helyeken nem vagyunk biz-
tositva s a szamtani koézepekhez kellene folyamodnunk. Ezt a
Farou-féle egyszertisitést és pontositast Riesz M.* Kkiterjesz-
tette véges fokban névé egyiitthatokra olyforman. hogy ha

i =0
akkor mar az r-edik szdmtiani kozép elddllitja a fiiggvényt a
szabdlyos helyeken.

4. §. A szabilyos helyekre vonatkozo vizsgilalok utin oly
szinguldris helyek tanulméanyozisinak kell kiovelkeznie, melye-
ken a fiiggvénynek van hatarozott értéke, azaz melyek kozelé-
ben a fiiggvény véges s melyek fel¢ (az 0Osszelarlisi kor bel-
sejébol) kozeledve az uttol fiiggetlen hatirértéket nyeriink.
Ilyen példaul az :

(I—ax)+A vagy {log(1—a)r+A4

fiiggvényeknek (hol «>0 s nem egész szim; <0) az | pont.
1 Id. ma 389. lap.
2 Riesz M.: Osszegezhetd trigonometrikus sorok és dsszegezhetd hats
vanysorok. Doktori értekezes, 1908. 53. lap.
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Felvetjik tehat a kérdést, hogy ama (szingularis helyekhez
tartozo) flggvény-értékeket hogyan lehet el6allitani az egydtt-
hatok, illetve a részletdsszegek segitségével. Hadamard két
tételének és a befejez6 BoREL-tételeknek megfeleléen a szin-
gularis helyekhez tartozo flggvény-értékek eléallitasara harom
tételt adunk.

I. Adva lévén

fuggvény, h |
liman= 0, (5)

a 2 amxn sor Osszetartd az 0Osszetartdst kor minden negativ

rendd helyén (tehat nemcsak a szabalyos helyeken, melyeknek
rendje —°°).

Tételink bebizonyitdsa Hadamard 1 kovetkez6 tételén alap-
szik :

Az 0dsszetartasi kor (a, b) ivén cu-rendld fiiggvény egyenlévé
tehet6 két oly fliggvény osszegével, melyek kozil az egyiknek
rendje az egész Osszetartdsi kordn csak tetsz6leges kicsinynyel
nagyobb, mint w, a masik fuggvény pedig holomorf az (a, b)
iv. minden helyén.

Legyen tehat f(x) fuggvénynek az x0 hely negativ rend(
helye. Ekkor van egy iv is, melynek x0 bels§ pontja s mely
ivnek rendje negativ. A most idézett tétel szerint tehat

hol Ib,,xn sor altal el6allitott fliggvény rendje az egész 0ssze-
tartdsi korre vonatkozélag (Sid negativ; (3) szerint azonban

azazl

11d. md 74 lap.
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hol s tetsz6leges Kicsiny pozitiv szam. Innen

log-1bn |< Cdj—1+e) logn = log ns

azaz

\bn j< nBi-1+t.
Mivel pedig a feltétel szerint negativ, s tetszéleges, valaszt-
hatunk oly Kkicsiny e szamot, hogy

i?7t+ £= —ij<0
egyenl6tlenség fennalljon; ily e esetében

IK\< ! (6)
s igy

w

sor az Osszetartdsi kér minden helyén 0Osszetarto.
Mésrészt a Fatou &ltal pontositott HADAMARN-tétel szerint a

n=0

[€0]
£own
. 3 n-0
sor Osszetartd, mert a
@

C,icn
n=0

sor @ltal eldallitott fuggvénynek az x0 hely szabalyos helye s
(5) és (6) szerint

limen= lim (an—bn) = 0.

n=0 n —am
Kévetkezbleg

la,,icJ= lbnic’+ I'c,,ic’

mint két &sszetartd sor dsszege, szintén dsszetarto.
Viszont vildgos, hogy ha egy negativ rend{ helyen a sor
Osszetartd, akkor az egyiltthaték nulla felé tartanak.

5. 8. Hasonl6 az okoskodas abban az esetben is, mikor az
(5) foltétel helyett

foltétel all fenn. Erre vonatkozik a kovetkezé tétel:
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Il. Ach'd Iévén
%=z Cl"
n=0
flggveny, hol
Jim, 7= > g
a részletosszegck r-edik szadmtani kozepének van hatarértéke
(s igy el6allitja a fliggvény odatartozé hatarértékét) az 6ssze-

tartdst kor minden negativ rend( helyén.
A bizonyitas igy hangzik:

V anx" — V bnxn+ Z <hxn,
n=0 n=0 n—0
hol megint a
Z1lbnxn
n=0

sor altal el6allitott fliggvény rendje az egész koérdn negativ, mert
tetszbleges kicsinynyel nagyobb, mint az adott fix) rendje az x0
pontot magaban foglal6 tetsz8leges kicsiny iven s az ut6bbi
a feltétel szerint negativnak vehet6. Tehat megint a

oc

Z bnXn
n=0

sor Osszetartd az Osszetartdsi kdr minden pontjaban s igy a
fortiori az r-edik szamtani kozépnek is van hatarértéke.
Ebbél kovetkezik tovabbda, hogy

limhn—20
s igy b
hm SN = 20 b0
«= n=qg n
De a
Ic,,xn

sor altal elGallitott fuggvénynek az s€0 pont szabalyos pontja
(a fentebbi, lényegesen kihasznalt HADAMARD-étel értelmében)
s igy a Rifsz M. altal pontositott masodik HADAMARD-tétel
értelmében a részletosszegeknek a
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n=0

sorbol képezett r-edik szdmtani kozepe megadja az abrazélt
figgvény X0 helyhez tartozé értékét.

Kévetkezbleg a

ani‘)‘{{n %‘ZnSDn yH—]l;]i_%/)%i'lo

sorra vonatkozélag a részletdsszegekbdl képezett r-edik szam-
tani kozépnek van hatarértéke; s igy Knopp altal altalanositott
HOLDER-tétel szerint az dsszetartasi kor belsejébdl nen. érintéi-
leg kozeledve az x0 ponthoz, a fliggvénynek van hatarértéke,
s ezt az r-edik szdmtani kozép elBallitja.

Viszont ha negativ rendld helyen a részletdsszegek r-edik
szamtani kozepének van hatarértéke, akkor

tehat ez szlikséges és elégséges foltétele amink, hogg az r-edik
szdmtani kozepeknek a negativ rendd helyeken legyen halar-
értéke.

C & A Bohkl-féle altaldnositott hatarérték van az 0ossze-
tartast kor minden negativ rendd helyén.

A bizonyitds menete megegyezik az el6bbivel. Az adott

f()—V (L,X"= y hnX» £ v cnX",
n=0 n=0 n=0
hol

n=0
megint ésszetarté, mert a

rj:I'Ob nx”

sor allal el6allitott fliggvény rendje az egész Osszetartasi koron
negativ.
Mésrészt az emlitett BoREL-téiel szerint
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>
et
n=0

sorra képezett Borer-féle dltaldnositott hatarérték van, mert a
3¢, ah

sor altal eldallitotl figgvénynek az a, hely szabdlyos helye s
igy a ketté Osszegeként eldallitott f(x) fiiggvény sordara képe-
zett altalanositott hatarérték is van.

7. §. E tételek lényegiikben mind a Darsoux problémahoz
tartoznak, mely tudvalevéen abbol &ll. hogy adott szingulari-
tasok mily egyiitthatokat (vagy részosszegeket, kozepeket sth.)
szolgaltatnak. Ha elére csak az egyiitthatokat adom meg s
ezekb6l akarom meghatarozni a szingularitisokat, a kérdés
természete szerint csak altaldnos problémadk vetheték fel, mert
példaul az egyiitthato férésze hatirozza meg annak hatartulaj-
donsdgait, a férészt pedig egyediil a legmagasabb rendd szin-
gularitisok hatdrozzak meg. Az egyitthato tobbi (nem f6-)
része azonban akdr (alacsonyabbrendi) szinguldris vonalbol is
eredhet.”

A legfontosabb felvetett probléma e kérben az, hogy az
egylitthatok novekedése meghatirozza-e a fiiggvény legmaga-
sabb novekedését az Osszetartisi koron. Hapamarp erre —
kissé hozzavetéleg — igennelt felelt,” de BoreL?® adott egy
példat, melybdl bizonyos, hogy ez esak . n. szabdlyos néve-
kedésti egyiitthatok esetében lehet igaz. Mi adunk most egy
példat, mely erre az esetre is megezafolja Hapamarp és BoreL
sejtését, mely pontosabban abban dll, hogy ha példaul

o an|
,}Lw et = A

akkor a fiiggvény » fokban vilik végtelenné valahol az Gssze-
tartasi koron; r—1 esetében, ha

Lasd Hapamarp: Série de Taylor (Scientia) 46. I,
HapaMmarD : Série de Taylor 46. lap.
BoreL : Séries a termes positifs 77—79. lap.

2 M
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lim|«, |= A

akkor a figgvény els6é fokban valik végtelenné.

8. 8§ Jelentse
E(\ n)

az y n-ben lev6 legnagyobb egész szamot, s alkossunk

<= (- DE(
egyutthatokbdl

f{x) = lunxn

flggvényt. Pringsheim 1 — egész mas czélzattal kimutatja,
hogy

lim su o =
n=* P JAn L

a mib6l a CESARO-tétel alkalmazasaval vilagos, hogy f(x) az

1 helyen (érintéi kozelitést mindég kizarva)2 legfeljebb | fok-

ban valik végtelenné. Bebizonyitjuk, hogy ugyanigy van az

Osszetartasi kor barmely a@0=M helyén is. Altalaban, ha

kéil'Pk=<Tn-
akkor
n—1
2jpklk= 2_ofiA— + +
azaz
n—1
0»0) = 2 1 = (%:'(AO"J\OH —————— («F—*+1) +

+ («0+N0H-—- 1-«?) «» =
= ({Ql;,é:'(l—«$(«*—ak+l)+(|-X$)a,,].

Nézzilk most az

. (@p
1An

1 Lasd pl. Vivanti: Theorie der Eindeutigen anal. Funktionen 419. 1
2 Ha az érint6i kozelitést is megengedjik, akkor a fliggvény végtelenné
valdsanak altaldban nincs semmi hatérozott értelme.
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kifejezést. Mivel

]lm(l—x” =0

1/ n

a nagy zarojelb6l csak a X marad. De a legtobb «; — apyq s
igy ezek is kiesnek. Csak ha k—»r*—1, akkor lesznek a, és
ax+1 ellenkezd jeliiek s igy

| Ap— )41 l =10

Ilyen alakt index van n-ben 1/17, azaz a szummaban el6for-
dul a 2, / n-szer s igy tényleg

lim sup | EACH - A (véges)
n=o 7 1/n
s igy megint a Cgesiro-tétel alkalmazisdaval vilagos. hogy wx,
felé lartva (nem érintéileg) a fliggvény nem valik } foknal
erdsebben végtelenné.
Ezen példa kénnyen dltalanosithato mds szabdlyosan nové
“egyiitthatok esetére is.
9. §. Belittuk tehit, hogy az

f{x) = Ja, a*

fiiggvény nem valik okvetleniil valahol oly erésen végtelenné,
mint a

i) = 3| g (8)
fiiggvény; mds szavakkal. a fiiggvény névekedésére nemesak
az egyiitthatok abszolut értékének van befolyasa, hanem az
argumentum eloszlisdnak is. Az idevigo cddigi kisérletek mind
az egyiitthatok abszolut értékének névekedését akartak Ossze-
kotni a fiiggvény novekedésével; mint litjuk, e torekvisek
mind kiegészitésre szorulnak. Felvetjik tehit egész altalinos-
sdgban a problémat ;*
a szingularitasok follépésénél. Evidens példaul. hogy «y helyelt

megvizsgdlando az argumentum szerepe

U Dipyes PiL: Adalékok az analitikai figgvénvek elméletéhez 19. lap.
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an"~ru egyutthatokbdl alkotva TAYLOR-sort, az Ujnak a argu-
mentumU helye ugyanolyan helye lesz, mint volt a 0 argu-
menLum( a réginek. Az argumentum megvaltoztatasival tehat
eltolhatjuk a szingularis helyet. Ezzel szemben felmeril az a
kérdés, hogy miként szabad az argumentumot valtoztatni, hogy
ugyanaz a hely szingularis hely maradjon. Erre vonatkozélag
van egy elég altaldnos eredményiink, melynek bizonyitasara
hasznalt lemmank ugyanezen kérdés vizsgalatdban masutt is
tehet szolgélatot.

10. 8 Tudjuk, hogy ha az egyltthaték pozitivok — jeluk
legyen pn — akkor az 1 hely okvetetlenll szingularis hely
(feltéve, hogy az Osszetartas sugara egyseégnyi). Jeldljik an ar-
gumentumat an-nel és abszolut értékét />,,-nel. Ha bizonyos
n indextdl kezdve barmilyen in>n esetében

lan- am!< ®)

azaz, ha bizonyos tagtol kezdve a p,,eian egyutthatok a komplex
siknak egy n-nél kisebb rnyitasa szogtertletére esnek (melynek
csticsa a 0 pont), akkor az 1 hely szingularis helye nemcsak
a Pp(x)= If>xn faggvénynek, hanem az

f{x) = Ip,,eia xn

figgvénynek is. Az emlitett felhasznaland6 lemma, mely alta-
lanositasa a doktori értekezésem Il. liész-ében adott lem-
manak, a kovetkez6:
Legyen adva
a0, aj, iig, .. ., an—pne‘an, ...

sorozat, hol az argumentumok eleget tesznek (9) feltételnek;
okkor
. . | iri------ —~:
lim inf fPEAliv-an e s >0, (10)
n— PoJrPidr" "Jr,°n n=® Sn
hol W{a) oly szdm, mely nem fligg a pn szamoktdl, csak azon
a< ri szoégnyilastol, melyben az egyutthaték vannak.
Oszszuk a szOget két egyenld, al és «& szogre s az «, szogbe
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es§ tagok adjanak s,t 0Osszeget, a tdbbiek snt 0sszeget ugy,
hogy sn= sni+sn, s megfeleléen s,,= . Doktori érleke-
zésembenl bebizonyitottam, hogy

liminf 1 1= B cos §
n=c

lim inf 11 C 2; cos a
n=¢ sn2 2

Legyen most mar az sn, és s,2 argumentuma <hi, illetve ([, ;
ekkor tudjuk, hogy

fPH-—<h I<«<*e

s igy

Hminf ,g>.

n=¢ i -

lim inf cos 7
Masrészt altaldban, ha An, Bn pozitiv szdmok sora és
cos a< 0, akkor
An+ B neia f él« + Bn

lim inf \ lim in
n=ag 1J'd n=Q I>n >
A

. 24 B .
+ cosa.lim sup ” pWaggi| + |[cosa> 0
n= 1°nT -

s ezzel lemmank igazolva van.
Kijelentett tételliink bebizonyitadsa végett fejtsik ki adott

f(x) - lanxn

fliggvényiinket a valds tengely egy 0< i<l helyén:
U, g;T°— (id

Barmily fc esetében f2'(rQ) minden tagja a<n- szdgben van
s igy (8) és (10) szerint

11d. mi 19. és 20. lap.
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lim sup — lim sup

k= ko

Tehat (11) osszetartasi sugara legfeljebb |-—x,, de kisebb
nem lehet s igy ¢pen ennyi. Ekkor pedig az 1 hely tényleg
szinguldaris helye.

I1. §. Lemménk nagyon egyszerii bhizonyitisokat szolgdltat
mas, mar ismert, féleg Prixasurpimmtol eredd tételekre vonat-
kozolag. De ezek ismertetése helyett inkdbb bemutatjuk még
az argumentum-eloszlds és a fiiggvény végtelenné vilasa kozotti
osszefiiggésre vonatkozo eredményiinket.

Doktori értekezésemben kimutattam, hogy ha az argumen-
tumok legaldbb bizonyos tagtol kezdve =-nél kevesebbel kiilon-
boznek egymistol, akkor az

Ic(-'l') = 2a, "
fiiggvény az 1 helyen ¢pen ugy vilik végtelenné, mint
¢ (x) = o, 2"

fiiggvény, hol p, = ay,|. Felmerillhet most az a kérdés. hogy
viszont ha egymassal szemben fekvé argumentumok is van-
nak, mennyiben lehet arra kovetkeztetni, hogy akkor a fiigg-
vény az 1 helyen nem vilik oly erdésen végtelenné, mint az
egyiitthatok abszolut értékébdl alkotott sor. Rovidség kedvéért
s mivel inkabb példazni akarjuk az argumentum szerepét,
azon egyszeri esetre szeritkozunk, midon

lim e, = 4
azaz ks

fn=A+tey.
A sokat idézelt Crsaro-tétel szerint barminé is a,,,
2‘5” eiu,. xrn

lim -* =0
x=1 S/’n an

/_1%)_ — f(;l') — Npian pn

7

s igy elég
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fiiggvény viselkedését vizsgdlni az 1 hely felé. A kérdéses tétel
a kovetkezo:

Ha eim eloszldsa a kirdn eqyenletes, aklor [(x) mdr nem
vilik az 1 helyen elsd fokon végtelenné.

Egyenletes eloszlasonak mondjuk az argumentumot, ha bér-
milyen % részre osztjuk is a kort., az egy részbe esék gyakori-
saganak ' nevezett hatarérték van és épen Bl

Bebizonyitds. Vegyiik az egy részbe esdé a,-ek helyett az
intervallum kézepét BU)-et s képezziik

®

ei (@) =2 B0 n
n=0

fiiggvényeket. Alkalmazva gyakorisagtételinket® s megjegyezve,
hogy a k-adik egységgyokok osszege 3¢y = 0, kapjuk, hogy

.

lim (1— %) ¢ () =
x=1

De [(x) hatarfiggvénye a ¢ (x) figgvényeknek, azaz pon-
tosan
[ () = gi () +ex (),
hol e, () hatvanysor egytitthatoi mind kisebbek, mint egv 7
s igy ha elére megadunk egy e-t, oly messze megytink k-val,
hogy ek (=) minden egyiitthatoja abszolut értékben kisebb legyen,

mint ;« s ekkor

&

Q=2 f@) | <|(1—x) @i (@) |+

’

19|

masrészt oly messze, hogy

[A—2)gul) | < 5
s ekkor tényleg
[1—2)f@)|< e,
hol e tetszOleges s igy tételiink be van bizonyitva.
Dienes Pil.

1 Dienes PAL: Id. mi 11. lap.
2 Id. ma 12. lap.



ANALITIKAI FUGGVENYEK
VEGTELENSEGI HELYEINEK VIZSGALATA.1

1 8. Egyik el6bbi tanulmanyunkban2 tételeket adtunk
flggvény-hatarértékek el6allitasara az Osszetartasi kor negativ-
rend(i helyein, a szdmtani kozepek és az exponenczidlis 0ssze-
gezés segitségével. Mint lattuk, a szamtani kozepek hasznalata
természetszerdleg mindig feltételez valaminé megszoritast az
egylutthatok ndvekedéseét illetéleg s igy teljesen altalanos téte-
lek, melyek barming egyitthatok esetében tehat barming fugg-
vényekre érvényesek lennének, altala nem nyerhet6k. Ugyanigy
all a dolog, midén a szamtani kozepeket a (természetszer(ileg
pozitivrendd) végtelenségi helyek vizsgalatara hasznaljuk fel.3
Konnyebben kezelhet6k 1évén, mint az exponenczidlis 0sszeg,
komplikaltabb szingularis helyek vizsgalatara is alkalmasak,
de altalanos 0Osszefliggéseket az egyltthatok és végtelenségi
helyek kozdtt nem nyeriink altalok, mint azt a kovetkezd, ide-
vago eredményeinket dsszefoglalo, altaldnos kijelentés mutatja:

Hogy valamely p6lus (vagy algebrai és logaritmikus elagazé
hely) végesrendii szamtani kozepekkel megvizsgalhatd legyen,
arra kell és elég, hogy a flggvény rendje az osszetartasi kérdn
véges legyen.

A szamtani kozepek hasznalata feltételezi tehat, hogy az

1 Bemutatva a Magyar Tud. Akadémia 1909 janudar 18-an tartott (lésén.
2 Dienes P.: Analitikai fliggvény viselkedése az d&sszetartasi .koron.
Mathematikai és Fizikai Lapok jelen flizet 1. lapjan.

s Hadamard : Essai sur I’étude des fonctions etc. Thése-Paris. 83. lap.
1892.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 2
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egyutthatok véges rendben valnak végtelenné. Példaul nem
alkalmazhaté a szdamtani k6zepek moédszere

f)=3Ie"ar O0<a<l
n=0

figgvénynél (melynek oOsszetartdsi sugara az egység), mert a
fiiggvény rendje végtelen. Ugyanis

log e™“ ; ne

hr,l.]:;lp log n ‘;nl:w@;

Azt lehetne ugyan mondani, hogy talan ennek a fiiggvény-
nek mnincs is polusa, a mire a tételt alkalmazhatnok. De
tetszésszerinti polus férészének hozzaadasaval ismét végtelen-
rendl fiiggvényt kapunk s igy ennek a polusnak felismerésére
nines modszeriink. Lehelnek tehat oly végtelenrendi szingula-
ritasok (pl. lényeges pontok) az dsszetartasi kéron, mik lehe-
tetlenné teszik a polusoknak a szamlani koézepekkel torténé
vizsgalatat.

2. §. Mivel tehat a pélusok és szamtani kozepek kozott
nincsen teljesen altalinos, akarmind egytilthatokra kiterjedé
osszefiiggés, kénytelenek vagyunk ezt az allalinos osszefiiggést
az egyiitthatokbol alkotott dltaldnosabb Kkifejezés segitségével
keresni. Az a kifejezés, melylyel sikeriil megadnunk a keresett
dltalanos oOsszefiiggést, a Borer-féle exponenézizilis osszeg.!
Mivel ez utobbi hazai irodalmunkban még nem igen szere-
pelt, par szoval értelmezniink kell.

A legaltalanosabb «kozép» az adott

ol AT oo
szamok kozott
UeSo+USyt "+ UnSp+---
Ug U+ gt

(1

hol az u; szamok pozitivok vagy nullak. Ennek speczidlis esete

1 BoreL: Lecons sur les séries divergentes 93—Y5. lap.



analitikai fuggvények végtelenségi helyeinek vizsgalata. 1)

az eddig hasznalt CEsARo-féle szamtani kozép, mit megkapunk,
ha az Ui szamokat agy valasztjuk, hogy
M= I, «1= 11 XX ((":1

s a tobbi
lIn+tk= o k>0

s ezulan u-et végtelenné teszszik.

Az (1) alatti altalanosabb modszerre, tudjuk, csak az eset-
ben szorulunk, mid6én az sn mennyiségek er@sen nének. Hogy
tehat (1) véges szamot adjon, kell hogy az U szamok erdsen
fogyjanak. De mi masrészt azt is akarjuk, hogy (1) épen az
sn szamok hatarértékét adja, ha ez utdbbi van, vagy a fligg-
vény értékét az 1 helyen, ha legalabb ez van; altaldban azt,
hogy szoros 0Osszefliggésben legyen a fiiggvény viselkedésével
az 1 hely kérnyezetében (ha az sn mennyiségeket az 1 hely-
hez tartozo részletdosszegeknek tekintjik). De mindezek csak
az igen nagy index(i sn szamoktol figgenek s igy tulsagos
kicsiny szorzoval nem szabad ezek befolydsat a kozépérték
meghatarozasara csokkenteni, mert kilonben nem remélhetjik,
hogy Onkényes «kozépérték»-link s az sn—sn_! —an egyitt-
hatokbdl alkotott fliggvény kozétt lesznek fontos 0Osszefliggések.
BoRELnek sikerlilt szerencsésen eltalalni a koézépuatat, két in-
dex(i, uf sort véve id szorzokul; igy egész sorozatat nyeri a
fontos kozepeknek, mik kozil egyel6re csak a legegyszer(ibbet
vezetjuk be, hol ugyanis

s igy a kozép
.n o, «"
H SO*SETT + S Y \+" _ )
m =
a lim S(), (@
1+ Tt + 21 Im* Lo

hol az a folytonos valtozénak is gondolhaté. S(a) neve expo-
ncnczidlis osszeg (megfelel a szdmtani kozép szonak), az s
hatarérték neve pedig az s, szamsorozat altalanositott hatar-
értéke (limité généralisée).
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Az igy értelmezett «kézepekr-nek egyik legfontosabb tulaj-:
donsaga az, hogy ha : !

fix) = X.-aga”
n=0

fliggvény az Osszetartasi kor egy x, pontjaban szabdlyos, akkor
(2) képletben az s, szdmok helyébe az x, helyre képzett rész-
letosszegeket, azaz

Sn = gt ot a2e+- - -+, 8

szamokat téve, dltalinositott hatdrértékil épen a fliggvény o,
helyhez tartozo értékét kapjuk. : T

Idézett értekezésiinkben kimutattuk, hogy az ziltalénositot:t;_
hatarérték van az osszetartdsi kor minden negativrendd helyén:
is és ez a hatdrérték ¢pen a fiiggvény hatdrértéke, midoén ezen.
ponthoi belélrél vagy a kéron kozelediink. Egyelére az expo-:
nenczialis oOsszeg ezen két tulajdonsagat fogjuk lényegesen
kihaszndlni, hogy azutan kiterjeszsziik eredményeinket — min-.
dig az exponenczidlis Osszeg tulajdonsdgainak kihasznéldsa-,
val — az Osszetartasi koron kivill fekvé szingularis helyekre.,

3. §- A modszer bemutatdsa végett vegyiik el6szor az elso-
fokil polus esetét, azaz x, hely kérnyezetében legyen

1 ()= la; 4= ()
i e
;s
hol f,(x) az x, helyen szabdlyos. Az emlitett BorrL-tétel sze-
rint tehdt

figgvényre az x, helyen képzett exponenczidlis Gsszegeknek
van hatarértéke, mondjuk A,. Az [,(x) figgvény x, helyre
képzett részletdsszegei :

.~;’0=(10_—B1, 8/1:6-‘0_*‘“19‘)07"931: «e v s Sn=Sn—(n41) Bl’ Mislegl

tehat 3 . e
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o S0+ (si~ Yy - sn-NM(w DBy e
lim AO0.
1+ T1 W Fe
Ez azonban irhato
., 2a, 3x»2, , (w+l)an

. 1+ il+TT+ "+ — ni— +'
Hn S{4)—B1 ' ! = 4,
O=00 1+ a a

TTNITT m+S-+-
tovabba

lim s (a) (3)

a= co
alakban, mert

—lea—(aea) = "\%/‘n(« + 'f';:h

Azonban
?a—(ne‘) aea-\-ea
=a+1
s igy
ke
lim - =
«<* ae“

Tehat (3) képletben a szammal osztva, kapjuk, hogy
lim S[<l) = Bt.
A Sl @)

Elséfokd polus esetében az exponenczialis 0sszeg elsd fokon
valik végtelenné s hanyadosa a-val hatarértékil a residuumot
adja.

Hangsulyozzuk, hogy az adott f{x) fliggvény an egyltthatoira
semmi megszoritast nem tettink.

4, 8. Hasonldé az okoskodas az altalanos esetben, midén az
X0 hely /c-adfokd polusj azaz
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fix) = r?/-((()* Xn=

Bk 4 Bl D,
T ARV S doemees + A ©)
x0l ) *n

hol /j(a?) mar szabalyos az a0 helyen s igy a fent is hasznélt
BoREL-tétel szerint, ha az egész fOrész MaclLaurin soranak
egyutthatoit onnel jeldljuk, az

®
1 1{X) —go (ctn mMm)xn

fuggvényre az X0 helyen képzett exponenczidlis 6sszegeknek
van hatarértéke (AQ. Azaz, ha SL(a) az

kifejezésre az x0 helyen képzett exponenczialis 6sszeg jele,
akkor irhatjuk, hogy

lim [S (&)—B 1S 1(a) —5252(a)--------- (@j = AO. (6)
De, mint konnyd szamitas mutatja,

(«+»)(»+»—1)... (n+1) -
n=0 « !
5:{9 ilca ilen’
hol a zardjel feletti index differenczialast jelent. Ebb6l kap-
juk, hogy

im '@ L
- a i!
s igy i<.k esetében 510
(L
al, o ak e
mig i Kk esetben
Sk(@ " |
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s igy végre a (6) egyenléség mindkét oldalat osztva ak mennyi-
séggel kapjuk, hogy

. S(a) B,
lim i )
k-adfoku pdlus esetében az exponenczialis 6sszeg k-adfokon
valik végtelenné s (7) megadja a pdlus férészének fik egyutt-
hatdjat.

A Bk kiszamitasa utan

Bk
X

(* xn
levonasaval oly flggvényt nyerink, melynek az x0 helyen csak
(k—1)-edfokd pdlusa van, s igy erre ismét alkalmazva tételiin-
ket, az exponenczialis 0sszeg segitségével megkapjuk /?* i
egyltthatdt s igy tovdbb valamennyi egyltthald Osszefiiggéset
az adott an egyutthatokkal.

A (7) alatti Osszefliggés egészen altalanos, barmilyen egyutt-
hatoji TAYLOR-sorra érvényes s igy el6allitja a keresett altala-
nos Osszefliggést a polus és az egyltthaték kozott, barminék
is mas helyen a fuggvény szingularitasai. Tehat egy hely szin-
gularitasdnak megvizsgalasat flggetlenitettik a tdbbi helyen
lev6 (barmind) szingularitasokldl.

A szingularitasok fiiggetlenitésében azonban még tovabb is
mehetiink. A szingularitdsok szempontjabdl a pdélusnak csak
férésze fontos, mert a masik része szabéalyos, tehat ugy gon-
dolhatjuk a pélust, hogy egy szingllaritas (t. i. a férész) hozza
van adva egy ugyanott szabdlyos fliggvényhez. Ugyanigy azon-
ban a f6rész hozzd lehet adva (s ez az altalanos eset) oly
fliggvényhez, mely ugyanott nem szabalyos.1 A mivel csak azt
a kozonséges tényt akarjuk kifejezni, hogy egy hely szin-
gularitasa tobbféle szingularitds 0sszetomorilésébdl, Osszeada-

' Példaul Bi + \ix—a'o



24 DIENES PAL.

sabol is eredhet. Ha tehat felteszsziik. hogy a férész csak
szingularitds részlet az x, helyen, mely a figgvény végtelenné
vilasat jellemzi azon a helyen, van-e ily dltalinos 6sszefiiggés
az elére adott egyiitthatok és a férész kozott? Kijeloliink egy
altalanos eselet, midén. a keresett Gsszefiiggés épen oly alakuq,
mint a (7) alatli relaczio.

Legyen ugyanis az x, helyen

f@—

hol f,(x) az x, helyen mar negativrendd; ekkor a (6) alatti
hatarértéknek (mely épen az [, (x) fiiggvényre képzett expo-
nenczidlis 0sszeg) megint lennie kell, mert az altalunk® ki-
terjesztett BorevL-tétel szerint az exponenczidlis Gsszegnek az
osszetartasi kor minden negativrendt helyén van hatédrértéke.
Az okoskodds toébbi része valtozatlanul fenmarad s igy (7)
akkor is fenndll, ha [(x) az 7, hely kornyezetéhen (8) alakban
irhato. Megjegyezziik, hogy az [, () fiiggvény az x, helyen (pélu-
sokat kivéve) barmilyen fajtdjii szingularitis daczira is lehet
negativrendii; példaul lehet algebrai vagy logaritmikus eligazo
pont sth.. s6t akar szinguliris vonal belsé pontja. gy tehat,
ha egy helyen a fiiggvény végtelenné vilasat egy polus f6-
részének is veheto kifejezés jellemzi, s ettdl eltekintve a fligg-
vény ott mar negativrendd, a fiiggvény végtelenné vilasat jel-
lemz6 «férész»  kiszamitasat fiiggetlenitettiik az ugyanazon
‘helyen fellépé tobbi szingularitastol is. Nagy szerepet jatszik
ez a megjegyzés az algebrai és logaritmikus elagazo helyek
vizsgalatanal. Most azonban az exponenczidlis Osszeg tulaj-
donsdagait akarjuk még a leheté legteljesebben kihasznélni a
szingularitisok és egyiitthatok Osszefiiggése szempontjabol.

5. §. Mint tudjuk, az exponencziilis Osszegezés nemcsak
az Osszetartisi kor szabalyos (és negativrendd) helyein dllitja

1 1d. mt 6. §.
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el6 a fiiggvény értékét. hanem azonkiviil is az 0. n. Osszegezési
sokszog (polygone de sommabilité)' minden bhels6 pontjdban.
Az Osszegezési sokszoget gy nyerjik. hogy kiszemeljilk azokat
a szinguldris pontokat. melyek az 6 félsugarukon a kezdGpont-
hoz legkozelebh esnek s ezen kiszemell pontokban merélege-
seket emeliink az illet6 félsugarakra. A kezddépont koril igy
szerkesztett, nyitott vagy zart (esetleg mnéhol gorbe altal is
hatarolt) idom az 0Osszegezési sokszdg. Természetesen jovo
gondolat tehdat ezen exponenczidlis Osszegezés felhasznalisa
eddigi eredményeink altalianositisdra, kiterjesztésére az ossze-
tartasi koron kiviil es6 szingularis helyekre. E czélbol leg-
elészor is meg kell alkotnunk a szingularitis rendjének fogal-
mat az Gsszetartdsi koron kivill esd szinguldris helyekre vonat-
kozolag. Havamaronak * a koron fekvo helyekre vonatkozo rend-
fogalmat tobbféle, igen mélyrehatd nehézségek miatt nem
vihetjitk at ugyanazon formdban a koron kiviil esé helyekre.
Azonban definicziénkat ezen fogalom leglényegesebb tulajdon-
sagaibol igyeksziink Gsszerakni, mit az igazol legjobban, hogy
az igy értelmezett negativ helyekre most bebizonyitando tétel
sz0r6l-szora megegyezik az oOsszetartisi koron a Hapamarp-
féle rendfogalommal nyert tétellel.

A kérdéses definiczio a kovetkezé: Kossik ossze az x,
pontot a kezdéponttal s ezen a vonalon x, legyen az egyetlen
szinguldris hely. Az x, szinguliris hely rendje w; ha van oly
¢ (x) fiiggvény, melyet az adolt f(x) fiiggvénybdl levonva, a
‘kulonbség az x, helyen mar szabdalyos, hol ¢(x) Gsszetartasi
sugara x, 6s rendje az Osszetartisi Kkorén legfeljebbh w-¢;
¢ tetszésszerinti kicsiny pozitiv szam.

Konnyen meghatarozhato ezen definiczio szerint példaul
minden polus vagy algebrai és logaritmikus eldgazo hely rendje
(itt ¢ nullanak is vehet), dltaliban minden egymagaban is
megadhato szingularis helyé. Példaul ha « nem pozitiv egész

1 Lasd Boren id. mit 126. lap.
2 Lasd Hapamarp id. ma 41. §. vagy Dienes P. id. mi 2. §. -
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szam és ft(x) Osszetartasi sugara kisebb ugyan mint x0, de
a Qd) vonalon nincs szingularis helye, az

(x—x0a[log {x—xOJ* + ti (x)

figgvény rendje az x0 helyen —a.

Tegyuk fel most, hogy az adott f(x) fliggvény 0Osszegezési
sokszogének egyik oldaldn (s nem cslcsdban) van egy negativ-
rendi szingularis hel}r, x0. A feltevésiinknél fogva létezé <p(X)
kivondsa utan az x0 hely szabélyos lesz s az

F{x) = f(x)—p¥) ©)

fuggvény osszetartasi sokszogének belsejébe fog esni, tehat az
ezen figgvényre az x0 helyen képzett expdnenczialis ¢sszegek-
nek van hatarértéke.

Maésrészt ip(x) oOsszetartdsi sugara Ix0\ s igy x0 a p(x)
Osszetartasi korére esik s ott negativrend(i, mivel <p{X) fligg-
vénynek az egész kdorre vonatkoz6é rendje negativva tehetd
alkalmas s valasztasaval s igy idézett értekezésiink 6. §-a
szerint ezen fuggvényre az x0 helyen képzett exponenczialis
Osszegnek van hatarértéke. Mivel pedig (9) szerint

f(x) == F(x) + p(x)
s az exponenczialis 0sszegezés disztribuliv operaczié,1 tehat
nemcsak maga az J'{X) fuggvény, hanem az f(x) flggvényre az
x0 helyen képzett exponenczialis 0sszeg is az ugyanott F(x)
fliggvényre és p(x) fuggvényre képzett exponenczialis 0sszegek
Osszegéul irhatd s igy ennek is van hatarértéke.

Az Osszegezési sokszog oldalaira es6 negalivrendi helyeken
az exponenczialis 0sszegnek van hatarértéke s ez megegyezik
a flggvény odatartozd hatarértékével.

6. 8 Ugyanigy Kkiterjeszthet6k az Osszegezési sokszdgre
pélusokra vonatkozé eiedményeink. Legyen X0 ezen sokszdg

1 Erre vonatkozdlag lasd Pincherte : Sur le calcul fonctionel distri-
butif. Mathematische Annalen 49. kot. 325. lap.
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egyik oldalara (s nem csucsaba) es6 /r-adfokd pélus, azaz

no- Bk Bk BU a0 e

O ST !

hol f\(x) flggvény az x0 helyen mar szabdlyos. Mivel fx(x)
szingularitasai épen ott vannak, a hol a f{x) flggvényéi, ki-
véve az x0 pontot, ez utébbi az ft(x) fuggvényre alkotott
0sszegezési sokszdg belsejébe esik s igy a ra alkotott S'(a)
exponenczialis 6sszegeknek van hatarértéke. Masrészt a pdlus
férészéb6l eredd Si(a) exponenczialis dsszegeket megvizsgaltuk
a 4. 8ban s igy az ottani okoskodas felhasznalasaval kapjuk,
hogy

lim S(a) Ih

amoak ok b

Ugyanolyan 0sszefliggés all fenn az 0Osszegezési sokszog
oldalaira es6 pdlusok cs az egyltthatok kozott, mint a min6t
az Osszetartdst korre esd pélusoknal talaltunk.

Az el6bbi 8. segitségével ez tistént altalanosithaté arra az
esetre, mikor a férész csak a végtelenné valast jellemz§ szin-
gularilas-részlet az x0 helyen olyforman, hogy (10) képletben
f\(x) az x0 helyen nem szabalyos, hanem ott negativrend(
szingularitdsa van. Az eredmény azonos (11) képlettel.

Latjuk itt, hogy az exponenczialis 6sszeg mily szoros 6ssze-
flggésben van a fiiggvény viselkedésével. Ehhez hasonlo, de
tdgabb kiterjedési 0Osszefliggéseket adnak az exponenczialis
Osszegezés altalanositott alakjai is. Vehetjik ugyanis ea fiigg-
vény helyett eal fuggvényt is 0Osszegezési fiiggvény (fonction
sommatrice) gyanant, azaz képezhetjik az sn részletdsszegekbdl

arn

~ |
i o
a=@m y

n—o ~NV
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«kdzepeket» (hol r tetszéleges pozitiv egész szim) s Boren'
kimutalja, hogy ezek az Osszegezési sokszogon kivil is eld-
“allitjak a figgvényt elég tag hatarok kozott. Példaul, ha a
szingularis helyek halmazanak nincs a végesben hatarpontja
(s a gyakorlathan ez legtobbszor igy van), egy énkényes sza-
bdlyos ponthoz tetszélegesen kézel fekvé helyeken elé lehet
velok dllitani a figgvény értékét. Altaldban a komplex sik azt
‘a részét, hol a most bemutatott i1-edik exponenczidlis dsszeg
eloallitja a fiiggvény értékét az 1-edik exponencziilis Gsszeg
Osszegezési tartomanydnak nevezziik.

Legyen megint az x, hely /k-adfoki polus s az x, hely essék
bele az ezen polustol megszahaditott fiiggvényre vonatkozo
r-edik Osszegezési tartomdnyba. Azaz legyen megint

f(;l,') P 7];)‘7,..”77; o 77]37/,-_1\ o~ _}_}_ i‘BAl -+ fl (”

e
, Lo Lo ! &Ly
s [,(@), mely az x, helyen méar szabalyos, legyen dsszegezheté
az x, helyen az S (a), r-edik exponenczialis osszeggel. A fen-
tebbiekhez teljesen hasonlé okoskodds és konnyl szamitas
mutatja, hogy ekkor ' :
) i Eon S (a). i By
rlark Al

a=oce

Dienes Pdl.

1 Id. mi: 129 —133. lap.



A KET KEPSIKON VALO ABRAZOLAS ELMELETEHEZ.
(Elsé kozlemény.) ; Lo R

Az abrazold geometria modszerei kozott e")’S/GIUSC“ ¢s gya-
korlati alkalmazhatésag szempontjabol elsé helyet focrlal el a
Monae-féle dbrazolas, melynek segitségével a térbeli nlakzato-
kat két képsikon 4abrdzoljuk. E moédszernek meg vannak a
maga szigorian tudomdnyos alapjai. Magiban véve azonban
nem vilagitja meg kell6képen a két képsikon valé dbrazolas
lényegét. Hogy egymédsra mer¢leges képsikokat és orthogonalis
vetitéseket hasznalunk, hogy a képsikokat egymasba forgatjuk,
mind fontos lehet a modszer egyszertsitése szempontjabol, de

lényegtelen a két képsikon vald dbrdzolis elmélete szempont-

jabol. -l ‘
Ha tekintetbe veszsziik, hogy a két képsik egymdsba for-
gatdsdt alkalmas parallel vetitéssel helyettesilhetjiik, megalla-

pithatjuk, hogy a ket kep51kon valo abrazolas eszkozei: hci'rom'
sik és hdrom vetités. A vet1tesek mindegyike kétszeresen veg-'

telen sok egyenessel, vetito sugalakkal torténik, melyekrél azon-
ban kikoétjik, hogy a tér valamely pontjin, a vetit6 sugarak
minden rendszerébol, dltaliban egy és csak egy sugar halad-
jon keresztiil. A vetitésre szolgalhatnak valamely pontban talal-
kozo egyenesek, a mikor czentrdlis velitéssel van dolgunk. Ide
szamitjuk a parallel vetitést is. De hasznalhatjuk vetitésre
valamely linedris kongruenczidnak a sugarait is.

Moxee modszerének is ez a lényege. Csakhogy itt az: emli—
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tett eszkozok speczidlis vonatkozisban vannak. Ha ezeket a
speczialis vonatkozdsokat elhagyjuk, altalanosabb, bir kompli-
kaltabb abrazolo modszereket nyeriink.

Ezekkel kivanok e dolgozalomban foglalkozni.

I. Abrazolas czentralis vetitések alkalmazasaval.

1. Az 4brazolas czéljaira valasztunk hérom tetszoleges sikol :
my, Te, w. A két els6t elsd és mdsodik képsiknak, az utolsot,
melyen a szerkesztéseket végezziik, szerkeszld siknak nevezziik.
A 7, és 7, képsikok metszésvonala az x,, képtengely. Legyen
tovibba U, V, T hdrom vetité czentrum. Ezeket ugy vilaszt-
juk, hogy U ne legyen az elsé képsikban, V ne legyen a -
sodik képsikban, 7" pedig sem a képsikokban, sem a szerkeszlo
sikban ne legyen. Az els6 kettét elsd, ill. mdsodik czentrum-
nak, az utolsot szerkesztd czentrumnak nevezziik. Az U pon-
ton atmené egyenesek az elsd-,a V ponton dtmenék a mdso-
dik wvetité sugarak. A n szerkeszté sik dimehet az x,, kép-
tengelyen is, vagy valamely képsikkal egybe is eshetik. Az U
elsé czentrum a =, képsikban, vagy V az els6 képsikban is
lehet. Végiill az U, V, T czentrumok egy egyenesen is le-
hetnek.*

Az igy valasztott {érelemekkel alkotott abrdzold modszernek
a Monee-féle az a speczidlis esete, melyben a =, és z, kép-
sikok egymdsra merdlegesek, a 7 szerkeszto sik az egyik kép-
sikkal egybeesik, az U vetit6 czentrum az elsé képsikra meré-
leges egyeneseknek, a V' vetitd czentrum a mésodik képsikra
merdleges egyeneseknek, mig végre a 7' czentrum a mdsodik
felez6, koinczidenczia sikra merdleges egyeneseknek a végtelen-
ben fekvé pontja. Ebben az esetben az U, V, T czentrumok

* Azokkal a speczidlis esetckkel, melyek el6allanak, midén az | UV'
egyenes az &, képtengelyt metszi, vagy az [UVT] sik a képtengelyen atmegy,
itt nem foglalkozom.



A KET KEPSIKON VALO ABRAZOLAS ELMELETEHEZ. 31

egy egyenesen, még pedig a képtengelyre merdéleges sikok vég-
telenben fekv6é egyenesén vannak. Végul V a képsikban.
Fa-, képsikban van.

2. Vetitsik a tér egy tetsz6leges P pontjat az U czentrum-

b6l TTjre, a V czentrumbél %are. Az igy nyert P' és P"
projekciot nevezzik a P pont elsd és masodik képsik-projek-
czi6janak. Vetitsik most e képsik-projekcziokat a T czentrum-
bol a 7T szerkeszté sikra. Az igy nyert, két projekezidt, melye-
ket szinten P' és P"-vel jeldlink, a P jout els6 és masodik
szerkesztd projekcidjanak nevezzik (1. abra).

1 ébra.

A tér minden pontjanak altalaban egy és csak egy elsé,
ill. masodik szerkeszt§ projekezio felel meg. Kivételt csak az
U és V vetitd czentrumok képeznek, a mennyiben az L czen-
trumnak az els6, a V czentrumnak a masodik projekezidja
hatéarozatlan.
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3. Az U pont misodik, a V" pont elsé és a 7" pont mind-

két szerkeszté projekezioja egy egyenesen van, még pedig azon !

az egyenesen, melyben a hirom czentrumon atmend [UVT]
sik, @ czentrdlis sik, a szerkeszté sikot metszi. Ezt a t egye-
nest czenlrdlis tengelynek fogjuk nevezni. :

Ha az x,, képtengelyt a T czentrumbol a = szerkeszté sikra.

vetitjiik, az x,, szerkeszld tengelyt nyerjik.

Az U", V', T', T" szerkeszté projekeziokat és az . x,, szer-:

keszté tengelyt cbrdzolo elemelnek nevezziik.

Ha az U, V, T czentrumok egy egyenesen vannak, akkor.

T

az U", V', T', T" szerkeszt6 projekcziok egybe esnek és a
szerkeszt6 siknak minden ezen a ponton dtmend egyenese
szerkeszté tengely. :

Els6é sorban mindig az dbrizolo elemeket hatarozzuk meg.

4. Valamely telszoleges ‘g- sik az els6 képsikot s,-ben, a
masodikat s,-ben metszi. Kzt az s, s, eqyenespdrt a o sik
képsik-nyomainak nevezzik. Valamely sik két képsik-nyoma
az x,, képtengelyben metszi egymast.

Ha a o sik képsik-nyomait a 7 czentrumboél a n szerkeszté
sikra vetitjilk, a ¢ sik szerkesz!d wnjyomai! nyerjik, melyeket
szintén s, és s,-vel jelolimk. Valamely sik szerkesztd nyomai
az x,, szerkeszt6 tengelyben metszik egymdst.

Minden siknak dltaliban egy és csak egy elsé-, ill. masodik
szerkeszt6 nyoma van. Kivételt csak a két képsik alkot, a
mennyiben az els6 képsiknak az els6 szerkeszté nyoma, a
masodik képsiknak a masodik szerkeszl0 nyoma hatiarozatlan.

Az U czentrumon &tmend sikokat elsd, a V' czentrumon
atmendéket mdsodik velild sikoknak nevezziik.

A sikot dltalaban két szerkeszté nyoma meghatarozza. Ki-
vételt képeznek azok a sikok, melyek a képtengelyen mennek
at. Ezeknek  két szerkeszté nyoma az ), szerkeszté tengely.

5. Az egyenes 0Osszes pontjainak elsé szerkesztd projekezidja
az .egyenes -elso szerkes:ld projelczidjit, Osszes pontjainak
masodik szerkeszté projekezioja az egyenes mdsodik szerkeszté
projekezidjil adja. Az egyenes elsé szerkeszté projekczidja -
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szerint az egyenesen atmendé elsé vetité sik elsé szerkeszté
nyoma ¢s méasodik szerkeszto projekezidja az egyenesen dtmené
masodik vetité sik masodik szerkeszté nyoma.

Az egyenesnek a képsikokkal valo metszéspontjai az egyenes
képsik-nyomai. Ha ezeket a T czentrumbol a = szerkeszié
sikra vetitjiik, kapjuk az egyenes szerkesz(d nyomail. ;

Ha valamely egyenes egy sikban van, igy annak elsé szer-
kesztd nyoma a sik elsé szerkeszt6 nyomdaban, masodik szer-
keszt6 nyoma a sik mdsodik szerkeszté nyomdban van.

Az egyenest két projekczioja dltaliban meghatarozza. Ki-
vételt képeznek azok az egyenesek, me]yek az |UV'| egyenest
metszik.

Az egyenest két szerkeszt6é nyoma is meghatirozza. Kivételt
képeznck azok az egyenesek, melyek az x,, képtengelyt metszik.

6. Két pont, P' és P" akkor és csak akkor valamely tér-
beli P pont két szerkesztd projekezidja, ha a |P'V'| és |P"U" |
eqyenesel: eqymdst az x,, szerkesztd lengelyben melszik. Mert
a P ponton dtmend két vetité sugir a [PUV] sikban van és
| P'V'| e sik els6, | P"U" | e sik mésodik szerkeszté6 nyoma
és igy ezek tényleg az x,, szerkeszté tengelyben metszik egy-
mast. Es forditva, ha a | P'V'| és | P"U" | egymast az a,,
tengelyben metszik, gy ezek az egyenesek egy olyan sik szer-
keszté nyomai, mely atmegy az U és ) czentrumon. De akkor
a P’ ponthoz tartoz6 elsé, és a P"-hez tartozo masodik vetité
sugdr is e sikban van. E két egyenes tehat egy pontban metszi
egymast, és ez a [’ pont (1. dbra).

Ha az U, V, T czentrumok egy egyenesen vannak, akkor
valamely pont kél szerkeszld projekczidja eqy és ugyanazon a
szerkesztd tengelyen van.

7. Az | UV | egyenes, vagyis a czentrdlis mlnden pontjanak
elsé szerkeszté projekezidja V', masodlk szerkeszto projek-
czidja U".

Ha az U czentrum m,-ben van, 7'= U" és ha V z,-ben
van, akkor 77" = V.

8. Az elsd Fképsik pontjainak elsi és mdsodik szerkesztd

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIIIL. 3
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projekezioja k6zolt czenlrdlis kollinedczio dll fenn, mely kol-
linedezional: czentruma «a T" szerkeszld projekezid, tengelye
pedig az x,, szerkeszld tengely, és eqy megfeleld pontpdrja
Vs,

Hogy kollineaczio, még pedig czentralis kollinedczio all fenn
az emlitett esetben és hogy az x,, szerkeszté tengely annak
tengelye, megokolist nem kivan.

Hogy V', U" egy megfelelé pontpar, az onnan kévelkezik,
hogy az elsé képsik és az | UV | czentrdlis melszéspontjanak
elsé projekezioja V', masodik projekezioja [7".

Hatra marad tehat még annak a bebizonyitdsa, hogy 7"
szerkeszté projekezié a kollinedczié ezentruma. Hogy ezt iga-
zoljuk, kimutatjuk, hogy az elsé képsik valamely P, pontjianak
két szerkeszté projekcziojat Osszekoté egyenes a 7' ponton
halad at. Tegyiink ugyanis a P, V, T pontokon egy sikot,
akkor e sikban van a P, pont els6 és mdasodik képsik projek-
czioja ¢és a 71" pont mésodik képsik projekczioja. De akkor e
sikban vannak egyuttal a P/, P} és T" szerkeszté projekcziok
is, még pedig abban az egyenesben, melyben a [P,V7] sik a
szerkeszto sikot metszi.

Hasonlé megfontoldsokbol kovetkezik, hogy « mdsodil: I:é)-
stk pontjainak mdsodik és elsé szerkesztd projekezidja kézott
czentrdlis kollinedezid dall  fenn, mely kollinedczionak czen-
truma a T' szerkeszld projekczid, tengelye pedig az x,, szer-
kesztd lengely ¢és egy megfeleld pontpdr U", V'

Ezekbol kovetkezik, hogy a 7" szerkeszté projekczio az
elsé képsik egy K, pontjanak, és a 7" szerkeszto projekezio a
mésodik képsik egy E, pontjanak a két szerkesztd projekezioja.

Ha a V czentrum az els6 képsikban van, akkor az elso,
vagy ha az U czentrum a masodik képsikban van, akkor a
masodik kollinedczionak szingularis elemei vannak.

Ha pedig az [, V, T czentrumok egy egyenesen vannak,
akkor e kollinedcziok csak gy lesznek meghatdrozva, ha a
képsikok egy-egy pontjinak két szerkesztd projekeziojat meg-
adjuk.
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9. Ha az dbrazolo elemeket és egy pont két szerkeszté pro-
jekeziojat ismerjiik, akkor a pont térbeli helyét kovetkezéképen
hatarozzuk meg.

Felveszsziilk a szerkeszt6 sikon Kkiviil tetszélegesen a T
szerkeszté czentrumotl és a 7' meg az x,, szerkeszté tengely
meghatarozta sikban az x;, képtengelyt, de gy, hogy az ne
menjen at a 7' czentrumon. Ez a képtengely a szerkeszté
tengelylyel azonos is lehet. Azutin az «,, képtengelyen it
tetszélegesen fektetjik a =,, =, képsikokat, de agy, hogy azok
egyike sem menjen at a T czentrumon. Most vetitsik a 7
ezentrumbol a P', V', T" szerkeszté projekeziokat a = -re, és
a P", U", T" szerkeszté projekeziokat a z,-re. Igy kapjuk az
els6 keépsikon a P, V', T', a masodik képsikon a P", U",
T" képsik-projekcziokat. A V' és U" képsik-projekeziokat
‘0sszekoté egyenes a czentralis, melynek a | 77" | egyenessel
valo metszéspontja U, a |TT" | egyenessel valo metszéspontja

V. Ezek utdn, ha a P’ képsik-projekcziot U-val és a P" kép-
sik-projekeziot V-vel kotjik o6ssze, ezeknek metszéspontja a
térbeli I’ pont.

gy valamely letszéleges P' és P" osszetartozo szerkeszté
projekczioknak daltalaban, a 7' czentrum, az x,, képtengely és
a képsikok felvétele utdn a tér egy és csak egy pontja felel
meg. Kivételt képez az az eset, midén P’'= V' és P" = U".
Ebben az esetben a /I’/, " szerkeszté projekezioknak a czen-
tralis barmely pontja felel meg.

Ha az dbrazolo elemek olyanok, hogy

U'=v'="r'=T1",

akkor a rekonstrukczional ismerni kell az elsé képsik valamely
P, pontjanak és a mdasodik képsik valamely P, pontjanak a
szerkesztd projekezioit. Ebben az esethen a P| és I}, ill. a
P, és I, képsik-projekeziokat 6sszek6td egyeneseknek a czen-
trdlissal valo metszéspontjai adjik a V, ill. az U czentrumot.

A pont rekonstrudlasandl a 7' czentrumot, az x,, képten-
gelyt és a m,. m, képsikokat, bizonyos megszoritasoktol el-

3*
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tekintve, onkényesen valasztjuk. A mint ezeket masképen és
masképen valasztjuk, ugyanazoknak a P, P" szerkeszté pro-
jekczioknak mds és mds pont felel meg a térben.

Ha azonban a pontok valamely rendszerét abrézoljuk, és
ezeket az onkényes elemek kiilonb6zé vdlasztisanak megfelels-
leg rekonstrualjuk, oly pontrendszereket nyeriink, melyeknek
meéreti tulajdonsagaik kilénbozok, de helyzeti tulajdonsigaik
ugyanazok, vagyis ezek kollinearis pontrendszerek.

10. Koincziddlo pontoknak a tér ama pontjait nevezziik,
melyeknel két szerkeszld projekezidja eqy pontba esik.

A 6. ponthol kovetkezik, hogy a szerkeszté sik valamely
P'=P" pontja, akkor és csak akkor lehet valamely térbeli P~
pont két szerkeszté projekezioja, ha a P'=P” pont vagy az
x,, szerkeszté tengelyben, vagy a ¢ czentrdlis ltengelyben van.
Az els6 esetben a P pont az x, képtengelyben, a mdisodik
esetben a czentralis sikban van. Minden az x,, képtengelyben
fekvé pont egyaltal koinczidalé pont is, de a czentralis sik
nem minden pontja koinczidalo pont. Feladatunk lesz a czen-
trialis sik koinczidenczia pontjainak a meghatdrozdsa (2. dbra).

E czélbol vegyiik fel a ¢ czentralis tengelyben a P, P,, .. ..
P,, ..., koincziddlo pontoknak szerkeszté projekezioit:

B P i Py =Y
Az ezeknek megfelelé képsik-projekeziok sorban :
Bor Blsvy Boinse: 88 g Fapivnidigy s

két, a 7' czentrumra nézve perspektiv pontsort alkotnak és
igy, ha az egyik pontsor pontjait U-val, a masiknak pontjait
V-vel kétjilk 6ssze, két projektiv sugdrsort nyeriink:

6T 2t AT AN 7, B - - O - R (s)

E két projektiv sugdrsor megfelelé sugarainak metszéspontjai
egy kipszeletet alkotnak. Ebb6l kévetkezik, hogy a czenirdlis
sikban fekvd koincziddld pontoknak geometriai helye kupszelet,
melyet koincziddlo kiupszelelnek neveziink.
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Ez a kupszelet atmegy az U és V czentrumokon, és azon
az E ponton, melyben a czentrdlis sik az x12 képtengelyt
metszi; tovabba atmegy a @l képsik amaz Et pontjan, mely-
ben a |TV | egyenes j™et metszi és a n% képsik amaz E2

2. abra.

pontjan, melyben a | TE j egyenes 3t metszi. E pontok szer-
keszté projekczioi:

e;=E'i=t" és e:=e:=1t .

A koincziclalé kupszeletet az U, V, E, Et, Et pontok tel-
jesen meghatarozzak.

11. Ha az U pont a #3, a V pedig a nl képsikban van,
akkor U=Eaés V=Et; ebben az esetben | UT Jaz U pont-
ban, | VT [a V pontban érinti a kuapszeletet. A T czentrum
tehat az j UV\ czentralisnak harmonikus pélusa a koincziden-
czia kupszeletre nézve. A kupszeletet most az V, V, E pon-
tok és JTU |, | TV) érint6k hatarozzak meg.
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12. A koinczidenczia kupszelet, amaz érintdje, mely az E
pontban érinti. a kupszeletet, ugyanabban az L ponlban melszi
az | UV.| ezentrdlist, melyben az EY és I, Lépsik-projelezickat
osszekoto | KK,
és az | KE| érinté, az | UE,| és | EE, |. egyenesek, végiil a
| VE, | és | EE, | egyenesek egy a koinczidenczia kipszelethe
beirt hatszég szemben fekvé oldalai, melyek egymast az | KK, |
Pascar-féle egyenesen metszik.

13. Legyen a | Tl | egyenesnek és az | UV | czentrdlisnak
a metszéspontja M. Az L, M ponlpdr annak az involuczidnal;
eqy elempdrja, melyel az U", U és a V', V pontpdiok meg-
hatdroznak. Mert az Ky, E,, T, I pontok egy teljes négyszog
csticsai, melynek szemben fekvé oldalai | KE, TE, |, | EE, |
és |TE, |, | TE| és | EVE, | a czentralist egy involuczios pont-
sor harom pontparjaban metszik, még pedig e hérom pont-
phns UV Ve M

14. Ha az U czentrum a =, képsikban, V a =,-ben van,
akkor L. ¢és M az U, V ponlpdrtol és igy a képsikoktol is har-

eqyenes azl melszi. Mert az | UV | egyenes

és

monikusan van elvdlasztva. Mert akkor U"=U, V'=V, tehat

U és V az involuczio kettds pontjai.

15. A koinczidenczia kupszelel alkor és csal aklkor degene-
rdl eqyenespdrrd, ha a T czenlrum az | UV| czenlrdlison van.
Mert az (s) alatti sugarsorok akkor és csak akkor lehetnek
perspektivek, ha T az | UV| czentrdlis pontja. Az egyenespdr
egyik egyenese maga az | UV| czentrdlis. A masik egyenes
atmegy az I ponton és az | UV | czentrdlist abban az L pont-
ban metszi. mely 7-vel egyiitt annak az involucziénak elem-
parja, melyet az U", U és V', V pontparok meghatiroznak.
Mert az egyenespar utobb emlitett egyenesének egy tetszoleges
P pontja, tovabbd a P’ és P" képsik-projekeziok és az [ pont
egy teljes mnégyszog négy ecsacsa, melynek szemben fekvé ol-:
dalai: | P'P"|és |PE| |P"E| és | PP'| |P'E| és | PP" | a&
| UV'| czentrdlist egy involuczid harom pontparjiban metszik.

Minthogy most a czentralison atmend minden sik czentrilis
sik, lehdt minden ilyen sikban van egy ilyen egyenespir. mint
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degeneralt koinczidenczia kupszelet. Az 0Osszes ilyen egyenes-
parok kozos egyenese az | UV| czentralis és minden ilyen
egyenespar mdsik egyenese metszi egyrészt a képtengelyt, mas-
részt a czenlrdlist; még pedig az ulobbit valamennyien ugyan-
abban az L pontban. Ezek az utobbi egyenesek tehat abban
a sikban vannak, melyet az x,, képtengely és az L pont meg-
hataroznak. Ezt a sikot koinczidenczia-silnak nevezziik. lgy
az Osszes pontok. melyeknek két szerkesztd projekczidja egy
pontba esik, vagy a czentralison, vagy a koinczidenczia-sikban
vannak.

Ha most még U a =, képsikban, 1" a z,-ben van, akkor
[7 és V' az involuczio kettéspontjai és igy a koinczidenczia-sik
a 1" czentrumtol a képsikok altal harmonikusan van elvalasztva.
Ez az eset elofordul a Monae-féle dbrazolasnal is.

16. A czentralis sik valamely /” pontjanak két szerkeszto
projekezioja P’, PP, egyuttal a czentrdlis sik egy () pontjanak
is két projekczioja ', )", gy hogy

(\)I = PII éS (\’N = /)r.

Nem igy dll a dolog azonban altaliban, ha a P pont nin-
csen a czentralis sikban (3. dbra).

Ha valamely nem a czentrdlis sikban fekvé /I’ pont két
szerkeszté projekezioja PP, P" egyattal valamely () pontnak
is két szerkeszté projekezidja, olyan forman, hogy ‘

(\)I = I)Il es (\')II = /,r’

akkor a szerkeszté siknak | P' V' | és | P"U" | egyenesei, vala-
mint a |P'U"| és |P"V'| egyenesei is az wx,, szerkeszté
tengelyben metszik egymist. Ez a négy egyenes egy leljes
négyoldal oldalai, melynek egyik atloja a ( czentralis tengely,
masodik dtloja az x,, szerkeszté tengely, harmadik atloja | P'P” |
Ebbol kovetkezik, hogy a /> pont két szerkeszté projekczidja
egymastol az a,, szerkeszté tengely és a ¢ czentrdlis tengely
altal harmonikusan van elvalasztva. Tovabba a szerkeszté sik
| P'P" | egyenese a | czentralis tengelyt abban az I pontban
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melszi, mely az x,, szerkeszi$ tengelytsl az 7" és V' pontok
altal harmonikusan van elvilasztva.

A tér ama pontjail, melyeknek szerkeszlé projekczidi az 1

ponttal egy egyenesen vannak, tovibbd az I ponl és az x,,

szerkeszto tengely dltal egymdstol harmonikusan vannak el-
vdlasztva, involutorilus ponloknalk nevezziik.

Az édltal, hogy a szerkeszt6 sik ama pontjait, melyek vala-
mely involutorikus pont projekezidi, egymdsra vonatkoztatjuk,

3. abra.

involutorikus kollinedcziot létesitiink, melynek tengelye az x,,
szerkesztd tengely, czentruma az I pont. Ebben az involuczio-
ban az U'" és V' pontok egymisnak megfelelnek.

Az I pont a koinczidenczia kupszelet egy K pontjanak két
szerkeszté projekezioja. E K pont helyzetének ¢és az involu-
torikus pontok geometriai helyének a meghatarozisaval késéb-
ben, a 23. pontban foglalkozunk.

17. Az egyenes pontjainak két projekezidja két projektiv
pontsor, melyben az egyenes egy és ugyanazon pontjinak a
projekeziéi a megfelel6 pontok. E p'rojektivités alapjan meg-
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hatarozhatjuk a két pont dltal adott egyenes valamely har-
madik pontjinak egyik projekeziojabél a mdsikat. A szerkesz-
tésl altaldban megkonnyiti az a koriilmény, hogy a

P L) e T A ]

sugarsorok, hol A', B', (',... és A"B"C",... az egyenes:
A, B, C,... ponljainak a szerkeszts projekezioi, perspektivek
és a perspektiv tengely az x,, szerkeszto tengely.

Ha azonban az egyenes az | UV | czentralist metszi, a szer-
kesztés ilyen modon nem végezheté. De ebben az eselben az
egyenes és a czentralis metszéspontjanak, S-nek, is ismerjik
a projekezioit, még pedig S'=V". S"=U". Ugy, hogy a pro-
jektivitas az adott két pont és az S projekezioi dltal meg van
hatdrozva.

18. Ha adva van a ¢ egyenes két szerkeszté projekezioja:
g', 9", akkor elsé szerkeszté nyomat kovetkezdképen hatdroz-

4. abra.

zuk meg. Az elsé képsik egy I egyenesének elsé szerkesztd
projekezidja I'=y'; a L egyenes misodik szerkesztG projek-
czioja h"”, megfelel h'-nek abban a czentralis kollinedczioban,
melynek tengelye az x,, szerkeszté tengely, czentruma a 7'
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pont és egy megfelel6 pontpar V , U" (8. pont). A hol h”
metszi g"-t, ez G", az els6 szerkeszt6 nyom masodik szer-
keszté projekczidja. Ebbdl azutdn meghatarozzuk L"-et (4. abra).
Hasonld eljarassal megszerkesztjik az egyenes masodik szer-
keszt6 nyomat.
19. Ha az egyenes az | UV\ czentralist metszi, akkor a két
projekczidja az egyenest nem abrazolja, hanem az egyenes két

5. dbra.

pontjanak is meg kell adni a szerkeszt6 projekczidit. Az egye-
nes els6 szerkeszt6 nyomat most kovetkez6képen hataroz-
zuk meg (5. &bra).

Legyen az egyenes két adott pontja P, Q és a czentralissal
valé metszéspontja R. Ekkor It'=V, R"=U". Legyen tovabba
Px, Qi, Itlaz elsé képsik ama harom pontja, melyeknek elsd
szerkeszt6 projekczidja P', Q', li'. Mar most a (P"Q'R".. )
és (P"Q"R"™ ...) kozos tartéval bir6 projektiv pontsorok, melyek-
nek egyik kettds pontjuk U", masik kett6s pontjuk az egyenes
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elsé nyomanak masodik szerkeszté pl0|ekcsza G}, mibél
G -ct meghatarozhatjuk.
Hasonlo eljirassal nyerjiik az egyenes misodik nyomat, G, t.
20. Koinczidilo egyenesel: a tér amaz eqyenesei, melyel:nel
kél szerkesatd projekezidja eqy €s ugyanaz az* egyeies.

A czentrdlis sik minden egyenese koinczidalo egyenes. Ha-

pedig a koinczidalo -egyencs' nincs a czentrdalis sikban, mint-
hogy az egyenesen fekvé pontsor két projekezioja a jelen eset-
ben kozos tartoval biro projektiv pontsorokat  szolgillat és
ezek kettés pontjai koeineziddlé pontoknak a projekezioi, akkor
az cgyenes az x,, képtengelyt és a koinczidenczia kupszeletet
egy-egy pontban metszi.

A koinczidulo eqyenesel e szerinl eqy elsdvendii ¢s harmad-

osztdlyn kongruenczidt alkotnalk, mely azonban, eqy suydrsikra,

mey eqy elsérendii: és mdsodosztdlyid kongruenczidra esik szét.
A tér valamely ponijin almené koincziddlo egyenes két

szerkesztd projekczigja az az egyenes, mely a pont két szer-:

keszto projekcziojat osszekoli.

Ha T az | UV | czentrilison van, akkor a koinczideneczia-sik
minden egyenese koinezidilé egyenes.

Livolutorikus eqyenesel « tér amaz eqyenesei, melyek-
nel dsszes ponljai involulorilius ponlol.

Az ilyen egyenesek szerkeszté projekezioi az ax,, szerkesztd
tengelyben metszik egymdst, ¢s egymaistol a 16. pontban em-
litett / pont és az w,, szerkeszté tengely dltal harmonikusan
vannak elvilasztva. Minden involutorikus egyenes két szer-
keszté projekezioja a 16. pontban emlitett involutorikus kol-
linedaczionak egy-egy elempirja.

22. Valamely sik pontjai ¢s egyenesei elsé és masodik szer-
keszto projekezioja kozolt kollinearis osszefiiggés all fenn.
E kollinedczioban a sik ugvanazon ponijinak, illel6leg ugyan-
azon egyenescének a két szerkeszto projekezioja felel meg egy-
mdsnak. Minden ilyen kollinedcziéban a V' és /" pontok
egymisnak megfelelé elemek, minl a sik és az | UV | czen-
trilis metszéspontjanak ket szerkeszto projekezioja.
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A sik altalaban az @,, képtengelyt egy, a koinczidenczia
kupszeletet két pontban metszi. E harom pont szerkeszté pro-
jekezioi a kollineaczionak kettés ponijai.

E harom pontot parosaval osszekoté harom egyenes a sik
koinczidalo egyenesei és szerkeszté projekezioi a kollinedczio
kettés egyenesei. :

Ha a sik az @, képtengelyen megy at, akkor a kollinedczio
czentralis. Az x,, szerkeszté lengely a kollinedczié tengelye,
és ama pontnak szerkesztdé projekczioja, melyben a sik a koin-
czidenczia kupszeletet még egyszer metszi, a kollinedczio czen-
truma.

Ha a képtengelyen dtmend sik a koinczidenczia kuipszeletet
érinti, akkor a kollinedczio czentruma az a pont, a melyben
az x,, szerkeszté tengely a [ czenlrdlis tengelyt metszi.

Ha a 7 czentrum az | UV | czentralison van, akkor a sik
pontjai és egycnesei két szerkeszté projekezioja kozott fenn-
allo kollinedczio mindig czentrdlis. E kollinedczio tengelye
amaz egyenes két szerkeszté projekczidja, melyben a sik a
koinczidenczia-sikot metszi és a kollinedczio czentruma az
U"=V' pont.

23. Ebb6l mar kovetkeztetést vonhatunk az involutorikus
pontok geometriai helyére.

El6szér hatdrozzuk meg a koinczidenczia kipszelet ama K
pontjat, melynek két szerkeszté projekezidja I (16. pont). Egy-
szerti megfontoldsokbol kévetkezik, hogy az (l.f'VE]('..'.) ma-
sodrenddi pontsor az (U"V'E'K')= (U"V'E"K") elsérendi
pontsorral projektiv; minthogy pedig az [=K'=K" pont az
E'=E" ponttol az U"” és V' pontok &ltal harmonikusan van
elvalasztva, azért K a mdsodrendii pontsorban F-t6l az U és
V' czentrumok dltal szintén harmonikusan vaun elvélasztva.
Ezzel a K pont helye meg van hatarozva. A | KE'| egyenes,
e szerint a kupszeletet az £ pontban érinté egyenestdl, az
| EU| és | EV | egyenesek dltal harmonikusan van elvilasztva.
A | KE | egyenes tehat az L pont harmonikus poldrisa a koin-
czidenczia kupszeletre nézve és az L ponibol a koinczidenczia
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kupszelethez huazott két érint6 kozil az egyik az E pontban,
a masik a K pontban érinti a kupszeletet.

A K pont és az xn képtengelyen atmené sik pontjainak
két projekezioja kozott fennallé czentrdlis kollinedczié az az
involutorikus kollineaczid, melyet a 16. pontban emlilettiink.
Ez a [K, a3 sik tehat az involutorikus pontok és egyenesek
geometriai helye, melyet épen ezért involutorikus siknak ne-
veziink. A koinczidenczia kupszeletnek a képtengelyen atmend
érintd sikja az involutorikus siktél az U és V pontok altal
harmonikusan van elvélasztva.

Ha a T czentrum az | UV | czentralison van, akkor

1= K -K"=U"=V,

és az involutorikus sik a koinczidenczia-siktol az U és V czen-
trumok altal harmonikusan van elvalasztva. Vegyiink fel ugyanis
valamely tetsz6leges altalanos helyzet(i egyenest. Legyen e ¢
egyenes két szerkeszt6 projekezidja @' és g" és hatarozzuk
meg ennek az egyenesnek az [U, xn], [V, a@s] sikokkal, tovabba
a koinczidenczia és az involutorikus sikkal val6 metszéspon-
toknak a szerkeszt6 projekezidit. Legyenek e metszéspontok
sorban A, B, C, D. Az A pont els§ projekezidja A' az a pont,
hol g' az xa szerkeszt6 tengelyt metszi és A" az |A'l| és g"
egyenesek metszéspontja. Hasonlé mddon hatarozzuk meg a
B pont két szerkeszt§ projekezidjat. A C pont két projekezidja
a g és g" metszéspontja. Végul a D' és D" pontokat ugy
szerkesztjuk meg, hogy az | A"B' | egyenes és az xi2 szerkeszt6
tengely metszéspontjat osszekotjuk /-vei és a hol ez a g' és
g" egyeneseket metszi, ez a D' és D". Az |A'A" | [B'B" (
B'A" | és |B"A" |= ic2 egyenesek egy teljes négyoldal oldalai,
melynek diagondlis pontjai D', D", C'=C", két diagondlisa
pedig g' és g". Ebbdl azutan kovetkezik, hogy uagy a g' mint
a g" diagonalison fekv6 két csucspont és két diagonalis pont
egymastél harmonikusan van elvalasztva, azaz,

(A'B'C'D") = (A"B"C"D'")=- 1
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és igy egyuttal
(ABCD) = —1,

a mi bebizonyitandé volt (6. abra).
24, Ha p', P" az involutorikus sik egy P pontjanak két
szerkeszt§ projekczidja, akkor van az involutorikus sikban egy

6. abra.

Q pont, melynek szerkeszt6 projekcziéi a P pont szerkesztd
projekczioi, olyan forméan, hogy
O=P" é Q"= P.
Az ilyen két ponton atmend egyenes koinczidenczia egyenes

mely a koinczidenczia kupszeletet a K pontban, az kep-
tengelyt egy X pontban metszi. Minthogy pedig

P'Q'X'KY)= (P"Q"X"K") =—1

azért egyuttal
(PQXK) = - 1

E szerint a P és Q pont egymastol a K pont és a kép-
tengely &ltal harmonikusan van elvalasztva.
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Ha P’ a czentrdlis sik egy tetszoleges ponlja, akkor mindig

van a czentrdlis sikban egy () pont, melyre nézve
O0'=P" és Q'=P.

A | PO | egyenes két projekczioja ebben az eselben is egybe-
esik, és az egyenes pontjainak két projekczioja kozott fenn-
all6 projektivitas involutorikus, melyben a P, P" és V', U”
egymisnak megfelelé elempéarok. Az involuczié kettés pontjai
a | P | egyenes és a koinczidenczia kupszelet metszéspontjai-
nak szerkeszté projekczioi. Ha e metszéspontok /7 és S, akkor

(PORSI= (P RIS ——1,
€s igy :

(PORS) = — 1,
vagyis az ilyen P és () pont konjugdll harmonikus pilusok a
koinczidenczia kupszelelre nézve.

A | PQ | egyenes dtmeqy az | UV | czenlrdlisnak a koinczi-
denczia kupszeletre vonatkozé harmonikus pdlusdn. Legyen az
| UV | egyenes emlitett harmonikus polusa N, akkor elsé pro-
jekezioja N'= U" és misodik projekezioja N" = V'. Hogy

csakugyan az az N pont az | UV | polusa, melynek szerkesztd
projekczioja (7", ill. 1", azt gy bizonyitjuk be, hogy kimutat-
juk, hogy az N pont a czentralis minden pontjatél a koinezi-
denczia kupszelet dltal harmonikusan van elvédlasztva. Legyen
ugyanis az N ponlon dtmend tetszdleges egyenesnek és az
| UV| ezentralisnak metszéspontja I’.. akkor P.=V'=N" és
P.=U"=N". De akkor az elébbiekb6l mdr kévetkezik, hogy
az N pont P.-16l, vagyis az | UV | czentrdlis minden pontjatol
a kupszelet dltal harmonikusan van elvalasztva. Az N pont
tehat az | UV | polusa.

Visszatérve méar most a | ()| egyenesre, hamar belitjuk,
hogy az N pont a | PO | egyenes pontja. Mert az egyenes
pontjai két projekczioja kozott fennallo projektivitas involuto-
rikus. A | PQ| egyenes és az | UV| czentrilis P, metszés-
pontjinak két szerkesztoé projekczioja

[)" = |",v l)” = [—"”-



—_—

48 PRIVORSZKY ALAJOS.

Az involucziobol mér most kovetkezik, hogy | /() | egyenes
ama pontjainak mdisodik szerkesztd projekczioja, melynck elsé
szerkeszt6 projekczioja U”, a V' ponttal azonos; de az a pont
az N pont és igy N csakugyan a I’ pontija.

Az N pont az involutorikus siknak is pontja.

Az altal, hogy a czentrilis sik ama pontjait, melyek mind-
egyikének els6é projekezidja egyuttal a misiknak mésodik pro-
jekezioja, egymasnak megfelel6knek tekintjiik, rokonsdgot léte-
sitink a czentrédlis sik pontjai kézott. Ez a rokonsdg az dltald-
nos inverzio, melyet Totossy BErLa tandr ur leirasabol is isme-
rink.* A jelen esetben direktrix kupszelel a koinczidenczia
kupszelet, soroz6 polus az N pont.

Ha a koinczidenczia kupszelel eqyenespdrrda degenerdl, akkor
a P és ) pont eqymdstil az eqyenespdr kel egyenese dltal,
vagyis az | UV | czentrdlis és a koinczidenczia-sik dltal har-
monikusan van elvdlasztva.

Tovdbbd a | PO | egyenes az involutorikus sikot ugyanabban
a K pontban melszi, a melyben azt az | UV | czentrdlis melszi.

Ezeket hasonlé megfontoldsok alapjan laljuk be, mint az
elébbieket.

A Monce-féle dbrazolis esetében a /? és () pont a koin-
czidenczia-sikra nézve szimmetrikusan van elhelyezve.

25. Ezeknek a tovabbi részletezésébe nem bocsatkozom.
Ezek utan az abrazolo geometl'ia osszes feladatait az ismeretes
eljardsok és elvek szerint megoldhatjuk. De az eddigiekbdl is
kivilaglik mdr, hogy miben rejlik a Monce-féle modszer egy-
szerlisége, kiilonosen a gyakorlati alkalmazds szempontjibol.

Ezeket az elényoket a kovetkezékben foglaljuk dssze :

I. A T, U, V czentrumok egy egyenesen vannak.

9. Az dbrazolés szempontjabél szingularis pontok, t. i. az
U és V pontok, a végtelenben vannak, mialtal az U" = 17
pont is a végtelenben van. :

* Torossy BELa: Elemi symmetridk altalanositasa. Math. és Term.-tud,
Ertesité XVIIL. kétet, 233. old.
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3. Az U ezentnim a j8, a V czentrum a iri képsikban van,
a mi a képsikok pontjainak egyszerlbb 4&brazolasat biztositja.

4. A méreti viszonyok feltiintetésére teszi Monge mddszerét
alkalmassa, hogy a képsikokat egymasra mer6legesen és a
czentralis sikot a képsikokra merélegesen valasztja. Tovabba,
hogy szerkeszt§ sik gyanant a képsikok egyikét hasznalja, és
T pontnak az I1JV tavolsag felezd pontjat veszi.

Privorszky Alajos.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVTIL *
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A HAROM TEST PROBLEMAJA ES A C CANCRI
RENDSZERE.

I. Bevezetés.

1. Részben annak belatasa, hogy az astromechanika fun-
damentalis problémaja, a harom test probléméaja, altalanossag-
ban meg nem oldhatd, részben a megfigyel6 csillagaszat igényei
koran rakényszeritették a mathematikusokat arra, hogy e pro-
bléma egyes speczidlis eseteivel foglalkozzanak behatébban és
hogy e speczialis esetek megoldasait minél nagyobb megkdze-
litéssel allitsdk eld. lly tapasztalas-nyujtotta legkdzelebb fekvd
eset a bolygdmozgas problémaja: keresendd két aranylag igen
kicsiny tdmegl égitest relativ pélyaja egy igen nagytdémegd
czentrdlis test korul. Az astromechanikusok legnagyobb része
e problémaval foglalkozott és hosszU sora a legfényesebb ne-
veknek szerzett hervadhatlan érdemeket targyaldsa koril: Euier,
Lagrange, Laplace, Jacobi, Hill, Gyldén, Poincaré, hogy csak
a legel6kelébbeket emlitsem.

Egy masik speczialis esete a harom test problémajanak a
holdmozgas probléméja. Ez némiképpen épp ellenkezje a
bolygbmozgas problémajanak. Itt a perturbald test a nagy-
tomegli Nap, a czentrdlis test egy Kkicsiny tomegd bolygo.
E probléma sokkal komplikaltabb és nehezebb az el6bbinél.
Targyalasa korll Lapiace, Detaunay, Hitt €S Brown Szerezték
a legnagyobb érdemeket. Kiléndsen pedig Detaunay €S Hirr.
Az el6bbi az altal, hogy egyszer(iségében is oly genialis méd-
szerével nemcsak azt mutatta meg. miként kell és lehet az
eddig oly sok nehézséget okozé saecularis perturbaczidkat el-
kertlni, hanem egyszersmind a holdmozgas altalanos és eddig

Mathematikai és Physikai Lapok XVIII. 5
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létez6 egyetlen tisztan analytikus elméletét is megalkotta;
Hill pedig Poincaré altal egyszer(ien «admirable »-nek deklaralt
«Researches on the lunar theory»-jében bevezetett periodikus
megoldasok altal. Mindkét modszer rendkivil termékenyitd
hatéssal volt nemcsak a bolygémozgas modernebb targyalasara,
hanem az egész astromechanikaban teljesen Uj perspektivakat
nyitott.

Egy harmadik speczialis eset a két fix czentrum korili
mozgas. Tudva van, hogy ez az eset teljes altalanossagban
szigortian integralhaté Hamilton-Jacobi modszerével. Ezzel az
esettel szoros Osszefiiggésben all az asteroiddk problémaja, az
0. n. «probléme restreint» : a Nap koril korpalyaban mozog
egy bolygd, keressiik egy masik, zérustomegl bolygo relativ
palyajat.

Mindezen esetekben a szereplé masszak kozil kettének a
kicsiny vagy elhanyagolhaté volta a dént6 faktor, s valamennyi
a mi naprendszeriinkben végbemend mozgdsok analysalasat
tdzi ki czélul.

2. Azonban, mint Poincaré «Nouvelles Méthodes»-jaiban
nyomatékosan kiemeli, az astromechanika feladata nem az
ephemeridak tdébbé vagy kevésbbé pontos kiszamitasa, hanem
annak megvizsgélasa, hogy Newton tdrvénye altaldnosan érvé-
nyes-e, nemcsak a mi naprendszeriinkben, hanem az egész
megfigyeléseinknek hozzaférhetd universumban. Eltekintve né-
hany jelenségtél, melyet pusztan a NEWTON-féle térvény alap-
jan absolute lehetetlen megmagyarazni, mint példaul a Mercur
perihéliumanak mozgasa, vagy a Hold ssecularis acceleratioja,
naprendszeriinkben a NEWTON-féle torvény érvényes, mivel a
bolygék mind nagyjabol IIEPLER-féle ellipsist irnak le.

A NEWTON-féle torvény érvényességének kimutatasa azonban
sokkal nehezebb, ha kett8s-csillagokrdl van szd. lgaz, hogy a
kettds-csillagok relativ palyaja ellipsis, de igen nehéz annak
eldontése, hogy ez az ellipsis tényleg KEPLER-féle ellipsis-e.
Van egy masik térvény is, a BERTRAND-féle, NEWTONéN kivil
az egyetlen, mely szintén elliptikus mozgast von maga utan
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két test esetében, csakhogy a relativ palydanak itt a kozép-
pontjat foglalja el az egyik égitest, mig a Newron esetében a

gyujtopontot.

SEELIGER Iegjegyzése szerint teljesen igaz, hogy csak a
Newrox torvénye képes a kettds-csillagok eddig megfigyelt
mozgisat megmagyarazni, ha bizonyos kiilénben igen plausi-
bilis hypothesiseket engediink meg. Egeszen maskép alakul
azonban a kérdés, ha tekintettel vagyunk a szamitisoknak
alapul szolgilo mérések igen tetemes hibaira, melyeknél fogva
e mérések nem definidlnak mathematikai szigortusaggal egy
hatarozott mozgisi folyamatot, hanem inkabb c¢sak bizonyos
hatédrokat jelolnek ki, melyeken belill kell foglaltatniok az el-
mélettél valo eltéréseknek. kzek a hatarok pedig meglehetésen
tagak, példaul 5—10%-nyi, s6t magasabb hibdk a tivolsagok-
ban egyaltalan nem ritkik. Minthogy esetleges kételyeink a
Newton-féle torvény altalinos érvényességét, illetleg termé-
szetesen csak oly eltérésekre fognak vonatkozhalni, melyek a
valosagtol csak kevéssé térnek el, ennélfogva meg kell enged-
niink, hogy az eddig meghatirozott kettds-csillag-palyik nem
birnak absolut bizonyito erdvel.

3. A kérdésre hamaribb varhatunk feleletet a hdrmas vagy
tobbszoros csillagrendszerek mozgasanak megfigyelésébol. Egyik
vagy masik torvény érvényessége itt sokkal charakteristikusab-
ban fog nyilvianulni a trajektoriak alakjaban, kiilonosen azért.
mert ily csillagrendszerekben a szerepld tomegek rendje lénye-
gesen kiillonbozik attol, mely példaul naprendszeriinket jel-
lemzi. A mint a megfigyelés bizonyitja, az dllo csillagok rend-
szereiben dltalanossighan nem fordulnak el6 oly masszik, me-
lyek koziil egyiket a masikhoz viszonyitva igen kicsinynek
vagy éppen elhanyagolhatonak tehetnénk fel. Ellenkezéleg a
tomegek itt mind legalibb is ugyanolyan rendtiek.

Es itt felmeriil a harom test problémdjanak egy Gjabb spe-
czialis esete, mely az el6bb emlitettektol lényegesen kiilon-
boézik: a harom egyenld testé. Hogy a kérdést preczizirozzuk,
tegyiik fel. hogy egy hirmas csillagrendszerben az egyik kom-

5+
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ponens tomege 7, a masiké m-+p,, a harmadiké m--p,. hol
[s Mo igen kiesiny m-hez képest. Ha megoldottuk a problémat
abban az esetben, mikor p, és p, elhanyagoltatott, vagyis
mikor a hdarom test tomege egyenld, akkor a p, és p, beveze-
tése altal okozott . n. perturbdcziokat az ismert modszerek-
kel meghatarozhatjuk. De a hdrom egyenlé test problémaija
kilon vizsgdlat téargyat kell hogy képezze. Mindama deductiok,
melyek az intervenialé masszak relativ kiesinységén alapszanak,
tehat a bolygétheoriik egésze, itt nem alkalmazhatok. fgy le
kell mondanunk a perturbalé fiiggvény sorbafejtésérél masszik
szerint, le kell mondanunk a periodikus megolddsok keresésé-
nek Poincarg-féle modszerérol. S6t azt kell mondanunk, hogy
itt perturbalo fiiggvény nines is, tovabba be kell latnunk.
hogy az elliptikus elemeknek, a kozépmozgast kivéve, nem
fogjuk hasznat vehetni, s hogy ennélfogva a probléma ana-
lytikai charaktere lényegesen eliit attol, melyet a bolygomoz-
gis targyalasaban megszoktunk.

Ezekkel a hatranyokkal szemben azonban a témegek egyen-
l6sége bizonyos elényoket nyujt killénosen symmetria tekin-
tetében, s latni fogjuk, hogy néhol lehetséges lesz a szigor
integraczio ott, hol maskép lehetetlen mikor a masszak kiilén-
bozok, s hogy stabilitas valtja fel a mozgas instabilitasat.

4. Késobbi targyalas czéljabol fel fogjuk allitani a mozgds
altalanos egyenleteit s ezeket hizonyos transformdcziokkal a
legmegfelelébb alakra hozzuk. Az altalinos esetbél két spe-
czialis esetet fogunk levezetni: az egyik a periodikus meg-
oldasok egy bizonyos neme, az lesz, mikor a mozgds relativ
sikja az invariabilis sikkal csak csekély hajlisi szogel alkot,
a masik pedig a sikmozgas. Minthogy a mozgis dltaldnos tar-
gyalisa messze tGlhaladna egy értekezés keretét, jelen dol-
gozatomban csak a sikmozgas partikuldris, illetve periodikus
megoldasaival foglalkozhatom, az dltalinos targyalast kildn
munkanak tartva fenn. A vizsgdlatot a 2. pontban emlitett
szempontndl fogva a BerTranp térvényére is ki fogjuk terjesz-
teni. Itt sokkal eklatinsabban fog kitinni a NewTon és a



A HAROM TEST PROBLEMAJA ES A CCANCRI RENDSZERE. 00

Bertrand torvénye kozti kilonbség a palyak alakjaban, mint
a kettds-csillagoknal.

Eltekintve attdl, hogy ezek a partikularis megoldasok bizo-
nyos tajékozodast engednek meg a felvetett probléméaban, szik-
ségszerlien kell velik foglalkoznunk, mert a mozgas egész
tovabbi targyalasa télik fligg. Mivel itt. mint mar emlitettik,
nem a témegek azok a paraméterek, melyekt6l e periodikus
megoldasok fliggenek, mas modszert kell talalnunk ily meg-
oldasok el6allitdsara. De a theoretikus érdeken kivil praktikus
érték is fliz6dhetik ezen alapjukban véve igen egyszer(i meg-
oldasokhoz. T. i. nem lehet a priori tagadni ily periodikus
megoldasok létezését a természetben, s latni fogjuk, hogy ily
mozgas tényleg eléfordul a harmas-csillagok rendszerei kozott.
Ily rendszer a C Cancri.

Il. A mozgas altalanos egyenletei.

5. Minthogy a tomegek egyenl6k, legyen
ml=ms= m3= 1

Az egységek mindig Ugy valaszthatok, hogy a GAUss-féle eon-
stans az egységgel legyen egyenld. Ha a naprendszertinkben
id6egységul veszszik a LAPLACE-HILL-féle id6egységet, 58-132 36
kozépnapot, a fold siderikus keringési idejét 365’256 38 35 ily
napbol allénak véve, akkor, ha még a foldpalya nagytengelyét
veszszik hosszegységul, a GAuss-iéle constans egyenld lesz az
egyseggel. Legyen a = egy mas csillagrendszerben a kozép-
tavol az el6bbi hosszegységben kifejezve, M = a Nap tdémege
kifejezve e csillagrendszer tdémegegységeben, akkor, ha id6-
egységll valasztunk

koézépnapot, ivhosszban kifejezve, a GAUss-féle constans az (j
rendszerben is = 1
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Ennélfogva a potentidlfiiggvény Newton tdrvénye esetében,
a tdmegeket gombalaktaknak tételezve fel, irhato:

R 1+ 1+

1
a b T

Bertrand torvénye esetében pedig

hol a, b, c az ml1, w2, m3 altal alkotott haromszdg oldalai.

(5. Vonatkoztassuk a harom test mozgasat egy derékszogl
koordinatarendszerre, melynek kezd6pontja a harom test altal
alkotott haromszdg sulypontjdban van. A mozgas kozonséges-
egyenletei lesznek:

dR , dR
dti  di~ diji ; A dG
L (*=1, 2, 3)

a- = (f1- f2)i+(M1-~r-+(C1-C21;
bl= (fo- » i+(%-%)2+(Ci-C3i;
ca=
A sulypontot nyugvonak véve, a sulypontintegralok a kovet-
kezbk:
I1$t=0; Irji= 0; 25 = 0.
A feluleti integralok pedig:

AKo>»O d
= <&

=V
Legyen az invariabilis sikra vonatkoztatva

2 Xi—Xiyi)=o0; A(itai—#e4) = o ;

2(Xi yi—yizi) = |/ = C,
es
A— Xi|fighi 12,
—Ri Xi*h~2 yi “¢B2i,

G TEXi'KYiVi is'ie
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Az (j x tengely essék az invariabilis sik folszall6 csoméjaba
(a sikon), legyen n a $ és x Aaltal alkotott szdg, y az in-
variabilis sik inclinatidja a $j sikhoz. Akkor, mint kénnyen
talalhatd,

« = cosn; «2 = — cosysinn; a3=  sinysinn;
Bx= sinn; RBi = cosjcosn; R3~ —sinycost;
Yi=0; Ti = sinY’ n = COST;
tgsinn—-f-; tgycosjt= — o
's C3

Az Uj mozgéasegyenletek pedig, most mar oly derékszogi
koordinatarendszerre vonatkoztatva, melynek x és y tengelyei
az invaridbilis sikba esnek:

dR . dR dR

axi’ o)
Itt is
IXi=0; 2vi= 0; S =
és
a? = {xt—a?j)*+(«'—y,,f+(zt—z8 ;
b2= {x"-x3JF-\-{ya—ilJ*+(z2—z32;
¢t = (*&"if+C'/s— zi)2-

Képzeljink a harom testen &t egy sikot fektetve, mely
azokat mozgasukban folyton koéveti. Ez a sik allandéan atmegy
a rendszer sulypontjan, mely viszont az invariabilis sikban
fekszik. A harom testen at fektetett sikban képzeljink egy Uj
~fj derékszogl koordinatarendszert. Ha d¢ eme sik inclinatidja
az invaridbilis sikhoz, p pedig az x tengelyt6l szamitott fel-
szall6 csomd hossza, akkor a harom test mozgasat két relativ
mozgésra bontottuk. Az egyik a hdrom test relativ mozgasa
a fr) sikban, a méasik eme sik relativ mozgasa az invariabilis
Xy sikhoz képest.

7. Eliminaljuk a sulypontintegralok segitségével az m3 test
koordinatait, x3, y3, z3t, és tegyik

it—xtcos rylsinp;
c2= x2cos p+y2sinip;



58 WODETZKY JOZSEF.

7Mlcos 9= — xtsin (p-\-yt cos <p;

cos = — xasin <p+yacos <p;
rtsin B = Zj;
¥asin B — Zj;

a*= (?1-«* +fei-%)9;
&= (f.+S~A+Cr+an)2;
&= (8f1+ fo)*+(271+%)*.

Az elébb emlitett mozgasok egyenletei lesznek:

c'— 2jyjN cos #+ 2;N# sin #— cos 9=
2 dR 1 dR
~ i 3
Sa- - w—ﬁ; cos W' sin'9_y ¢ "cos O m
2 dl 1 dli
3 d. 3 p
fii~~Vi cos B—p '2c0s29+ _yf co8R -=
9 dii 1 dR
"3 gh 3
n~-y-28 2+%?2.<I'cosB — 7 cos”(9+ cos ‘9=
9 dli 1 dR
3 3 dw
9" + 7 if*sin??cosN—2?2tNsin (?+2)y'1i9' — sin(@- O:

yjl"-\-y)a<p'* sin B cos @—2" 4 sin '94-279' —2.Y'sin 9= 0.

Ezekben az egyenletekben csak az ml és m,, koordinatai sze-
repelnek. Ha ezeket integratio altal megtaldltuk, a sulypont-
integralok kozvetlenul adjak m3 koordinatait.

Az el6bbi mozgasegyenleteket egyszersithetjilk, ha be-
vezetiink egy fix és egy mozgd koordinatarendszert. A fix
koordinatarendszer kezd6pontjat helyezzilk a harom test suly-
pontjaba és legyenek xIt yt az mIni tomegek sulypontjanak
koordinatai e rendszerre vonatkozélag; a mozg6é koordinata-
rendszert, mely mozgas kozben parallel marad az X»xX rend-
szerhez, helyezzilk az mt és m2 sulypontjaba, és legyenek xt.
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-yt az T4 koordinatadi e rendszerre vonatkoztatva. Minthogy
/rtl=ma, mtkoordinatai ellentetten egyenl6ek lesznek ml koor-
dinataival. Hogy teljes symmetriat nyerjink, még bizonyos
alland6 faktorokkal kell szoroznunk.

Legyen tehat:

to 6

®1 e - s 91 s p (914 Ay,

IAS i/T
Us QM %) >

akkor a mozgasegyenletek lesznek:

X'i—x M —Q  cos t9+2«/INt?" sin ft—yR" cos 2= '[j' ;
Oll—x té A—2t/0d cos fl-{-lya)'$' sin 22—w<p" cost? = 0&’{ :

yi~y B+ /i Peost?—  COSMHC™M cost? = ~
1

Y —y,B"*Jr Z*jp cos d—y R * cos*t?+a?tN'" cos t? = ;

yR"+2y'R'—2x1g¥sin sin t?cos $—xRB)" sin 2= 0;
yR"™ +5yR" -HXR" sin t?+?2/#'Jsin t2cos d—xR" sin t?= 0.

It
a*= 2« h fl;

&= 4[(V 3«!l—gjg)2+ (I/* 3t/t—2494;
#*= hKV 3x"+xB+(V 3ij+iI7

8. A mozgasegyenletek egy igen figyelemremélté alakjat
nyerjik, ha folteszszilk, hogy az xy sik az invariabilis sik-
hoz képest egyenletes prsecessiés mozgast végez, azaz hogy
40 = constans és hogy t? csak igen szlk hatarok kozott varial
-egyenletesen, Ggy hogy t? is constans és igen Kicsiny. E fel-
tételek alatt mozgasegyenleteink, mivel sint? = t?, cost?=1,
jf?'=0, 7 6s 1702 pedig elhanyagolhatdk, a kovetkez6k lesznek:
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dR
%!
dR
XN—x# '2—2[[»"' = dxs
XS
dR
oy M 26 =
y -y %, ’

Qy'ly—&xUp'fdry Ip~ft = 0;
2y'N~2x[lqrd +yi<p"d = 0.

Az utébbi két egyenlet két els6é integralt jelent. Ha teszszik
Q= R+hixI+yl+xI+y)"™,

akkor a mozgéasegyenletek a kovetkez6 alakot 6ltik:

32

dxt’
Ji+2ic" -
P , 3/2
X:-2y: <p = 312
YU 2X 4 32

% 2

Ezen egyenletek alakilag teljesen megegyeznek Hill egyen-
leteivel, melyek szép holdtheoridja alapjaul szolgalnak. Csak-
hogy mig Hirn egyenleteiben csak két valtozd szerepel, itt ez
egyenletek négy dimensios alakjaval allunk szemben. A itt
teljesen ugyanazt a szerepet jatszsza mint Hirthol a forgd koor-
dinatarendszer allandé szdgsebessége. Ennélfogva kozelfekv-
a gondolat, hogy a harom egyenl6 test problémaja altalanos
targyaldsanak alapjaul ezeket az egyenleteket valasszuk és a
bel6luk leszarmaztathaté periodikus megoldasokon épitsik fol
a megoldast. E. W. Brown mutatta meg, miként lehet Hill.
maddszerével a holdmozgas teljes birasat elérni eddig nem
ismert preczizitassal és eleganczidval. Ha e moddszert nem is
fogjuk itt valtozatlanul alkalmazhatni, mégis az el6bb emlitett
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teljes analdgianal fogva, a médszer szelleme biztos Utmutatéul
fog szolgalni.

9. Kildnben tudvalevd, bogy a koordinatdk megvalasztasa
egyéltalan nem indifferens theoretikus szempontbdl, s Kkiilo-
ndsen a periodikus megoldasokat illetéleg nem az, mert egyik
koordinatarendszer megengedhet oly periodikus megoldasokat,
miket egy masik rendszer kizar. Ebb6l pedig azt kell kévet-
keztetniink, hogy a periodikus megoldasok nem geometriai,
hanem lényegesen mechanikai sajatsagai egy adott rendszer-
nek. Hirn sikerének titka éppen a megvalasztott koordinata-
rendszerben rejlik, melyet egyébirdnt mar Euler vezetett be
az 6 mésodik holdelméletében.

10. A legegyszeriibb alakot akkor nyerik egyenleteink, ha
<= constans, d — constans. A mozgas ekkor teljesen egy sik-
ban megy végbe s egyenletei lesznek:

“ dli ,, di

' dxj > "' dyx’
n RR Si:
X2 Bx2’

Ebben a formaban azonban nem alkalmasak a tovabbi tar-
gyaldsra. Oly alakra van sziikséglink, mely a mellett, hogy
egyszerl, engedjen meg kozvetlen szemléletet a harom test
configuratiojarol s legyen alkalmas periodikus megoldasok el6-
allitsara is. Ezt elérhetjik, ha el6bbi két derékszdgd koordi-
natarendszeriink helyett két polarrendszert vezetiink be e sub-
stitutidval:

i/ 3xt=r\cos<y;, xt= cos<;
[ 3yt=rtsin g; yt= r2sinq.

Itt, az el6rebocsatottak értelmében,

vagyis rx az a oldalra vont silypontvonal 2 -szerese; és
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vagyis ra az a oldal felének Y 2 -szerese; —<bpedig azon
sz0g, melyet a sllypontvonal az a oldal ama felével képez,
mely az m1 tdmeg felé iranyul.

Tehat:
a*= 2r®,
b*= | [r*+r*—rtrz cos 21
c* = |[r?+r®+2riwrScos (0, —
11. Ha az a oldallal szemkozt fekv6é szdg hegyes, akkor

U2+c®>a2 s ennélfogva rf>r®. Ha a b és c oldallal szem-
kozt fekvl szdgek is hegyesek, akkor még a koOvetkezd két
egyenlétlenség all fenn: az-(-c2>02;

Ha r\=r\, akkor U®+c*—fit; a harom test altal alkotott
haromszog ennélfogva derékszogu.

Ha r2<r2, akkor bi+c?<ai, s az a oldallal szemkozt fekvd
sz6g tompa. Természetes, hogy a masik két szdg hegyes, s
igy itt is az+ri>b2 a*+e*>c*.

Ha r\= orl s azonkivil — = a haromszog egyen-
oldala.

Ha ¢i—fi= 0, a harom test egy egyenesben fekszik.

Ha ri=nrs és <i—<a= constans, a configuratio folytonos
hasonlésagaval van dolgunk.

Latjuk, hogy e koordinatarendszer tényleg megfelel ama
kovetelésiinknek, hogy konnyld bepillantast engedjen a harom
égitest altal képezett configuratio mivoltdba. Az el6bbi elemi
egyenl6tlenségekre pedig azért van szikségiink, mert 6k szab-
jak meg a potentialfiiggvény sorbafejtésének alakjat a szolgal-
tatjadk esetenként a paramétereket, mivel itt a masszak teljesen
elesnek.
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I11. A l.agrange-féle periodikus megoldasok

a sikban.
12. Legyen , /
T= 5 ri__:rg_r_i_f_i:__,l_ s o xa, 2
F=r-ii;
a=rp & =% % >

Pi= 4ji; A= -ip-; a=n; Pi="

Akkor a mozgésegyenletek kanonikus alakban:

«F 3F
I dpi’ U dgi’
(=1, t, 3%

és a JACOBI-HAMILTONHéle egyenlet:
dS\2, 1 /dSY

= R+h.
d(p+
Newton torvénye esetében
R + ]
I 2r,  Yr\+r\—9%i.c°s {H~<P)
: 1i*
I/rf+r~+Sbv'j cos {qpt=<p.) ’
Bertrand torvénye esetében pedig
R=-I[r*+Zr%
s ennélfogva az utébbi esetben,
0ldS\\ 3 (dSy IdS\* 1 /dSY . 0. ,ai
*W )+ 75 (w) +fe) +7:17) — <I-*24%%.

Rogton lathatd, hogy ez esetben a Jacobi-Hamilton egyen-
lete szigoruan integralhatd. Mindjart hozza teszszik, hogy a
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négy egyenld test Jacobi-Hamilton egyenlete is szigortan inte-
gralhatd, mint kés6bb latni fogjuk. Vildgos, hogy ez az inte-
gralhatdsag itt kifejezetten a témegek egyenléségétél fligg, és
megsz(inik, mihelyt a tomegek nem egyenl6k. Newton térvénye
esetében ugyan még egyenld tomegek sem vezetnek szigoruan
integralhaté alakhoz, azonban mégis a LAGRANGEéle ismert
periodikus megoldasok egy kis altalanositasat fogjuk talalni.
13. Minthogy a BiiRTRAND-féle potentialfliggvényben tpx és
nem szerepelnek, legyen

hol >§j fliggetlen <x és 23t6l. A Jacobi-Hamilton egyenlete lesz :

és Staeckel theorémaja alapjan koénnyen talaljuk:

Legyen:

akkor, mint kénnyen taldlhatd, a palydk egyenletei:

— s (h—cY+n\

cos 2y 3 (<+cg-f-|cD;
/(30G-3c,)2-e2 y 3(<+egticd
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—2(3ra—2/t)+3r*

[/ 3(i+rs+2c?.
/(3c8-2/i) -3 rf 087 3(*rer2ed

Ezek ellipsisek kozépponti egyenletei. A mozgas periddusa
mindig és a kozépmozgas mindig = j/* 3, a mi megfelel

kérilbelil a Venus kozépmozgasanak, ha a tdmegek ugyan-
olyanok mint a Nap tomege. Ugynevezett perturbacziok itt
nincsenek, a mozgas tisztan periodikus. A linearis sebesség
itt annal nagyobb, minél tavolabb van az illet§ égitest az
ellipsis czentrumatol.

14. A NEWTON-féle torvény esetében a Jacobi-Hamilton egyen-
let a kovetkez6:

Ez az egyenlet a variabilisok separatiéjaval szigordan in-
tegralhat6, ha \\—nrs és x— (R — constans.

Ismeretes, hogy Lagrange talalta az A&ltalanos harom test
problémajanak elsé periodikus megoldasait meglehetésen kom-
plikalt mdédon. Ezek a LAGRANGE-féle megoldésok itt: wl—c?.,=0,
s akkor a harom test allandéan egy egyenesben marad, vagy

= s akkor a harom test allandoan egy szabalyos

haromszog cslcsait foglalja el. Latjuk, hogy a harom egyenl6
test esetében a JACOBI-HAMILTONHéle egyenlet igen egyszer(ien
szolgaltatja ezeket a megoldasokat, azzal az altalanositassal,
hogy wx—<@2~ egy tetsz6leges constanssal, a mi azt jelenti,
hogy a kezdeti configuratio tetszéleges.
Legyen tehat
tx—fi = constans;

T R
r— = n --jconstans ;
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J_+ ) /2

_i2 / 1+»2>—ncosa / I+n*+2ncos a|
3+W2
3 h=\;

akkor a Jacobi-Hamilton egyenlete a kovetkez6 egyszer( alakra
redukalddik:

a mib6l kovetkezik, hogy a pdalyak éaltaldban KEPLER-féle ellip-
sisek.

15. Ha —738=0, akkor a harom test allandéan egy
egyenesben marad. Ez esetben

atb —cj

a
= =
2

Vv

és kovetkezéleg mindig ri>r2. Vizsgaljuk meg kozelebbrél azt
az esetet, mikor a=b. Ekkor rj=3ra és ha még tesszilk

h =W = fi>
4 ) 4
oo™ A Mgellbl>

. ad
e AL T A
qly 45

a kénonikus egyenletek lesznek
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Ennélfogva w, és m3 az m, korul elliptikus palydkban kerin-
genek; mt elfoglalja e két egyenlé ellipsis gyujtopontjat. Az
m, altal leirt ellipsis az m3-éhoz képest az egyik kozds gyujto-
pont korGl 180°-nyira van elforgatva. Ha az m”bél az mt-6n
at egy egyenest képzelink vonva, ugy m3 helye ott lesz, hol
ezen egyenes meghosszabbitasa az ma6n tal a masik ellipsist
metszi. mt és m3 egyidejlleg vannak a periastrumban vagy
apastrumban.

Minthogy

4 9 pl 15/2
il 9 1 4 q\ 49\
és igy
Pv = 3‘/ A<\ = constans.

az r, = constans is megoldasa az egyenleteknek. Ekkor < =

constans. Legyen ri=cl <p—cC3, c2+ cs-t, akkor
5.27.Y
16
Ennélfogva s m3 egy és ugyanazon a koérén kering egyen-

letes sebességgel, m, e kor czentrumdban van, m1lés m3 az
atméré két végpontjan. Ezt a megoldast egyszerlien az elébbi
elliptikus mozgasbdl is szadrmaztathattuk volna, az excentrici-
tast zérusnak véve. A két symmetrikusan fekvd ellipsis ekkor
identikus lesz egy és ugyanazon kor keriletével.

10. Bebizonyitjuk, hogy az rl= constans, <) — constans
altal jellemzett egyenesvonald mozgas stabilis. E czélra fel-
hasznéljuk az F=h, vagy T=R+h integralnak, a JAcoBi-féle
integralnak egy érdekes tulajdonsagat, melyet H i1 vett észre
és hasznalt fel elGszor.

Ha a T-ben csak tisztan quadratikus tagok fordulnak el6,
akkor T absolute positiv, s ennélfogva az R-\-h= o Altal jel-
lemzett gorbe (vagy felllet), ha létezik és zart, elvélasztja a
sik (vagy tér) ama részét, melyen bellll a sebességek redlisak

Mathematikai és Physikai Lapok XVIII. 6
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a sik (vagy tér) ama részétél, melyben e sebességek imagina-
riusak. Ha tehat a tdmegek valamely pillanatban az R-\-h=0
zart gorbén (vagy fellileten) belll talaltatnak, orokké e gorbén
belll kell maradniok. E gorbét rvagy felUletet) HiLL-féle hatar-
gorbének (vagy hatarfeliletnek) szokas nevezni. Vilagos, hogy
ha ily zart HiLL-féle hatargorbe létezik, akkor a mozgas stabilis.

Hirt a holdmozgas azon egyenletein demonstralja e gorbét,
melyek akkor keletkeznek, ha elhanyagoljuk a holdpéalya in-
clinatiojat, excentricitdsat és a Nap parallaxisat. Ezen egyen-
letek a kovetkezdk:

?"—2 V' + X —0;
FYE xeryf

y'-l-2ar+ Y
{Xl+ylf 1]
és a JACOBi-féle integral itt

X4y t= + 3az2- 2C.
VA+ir

Ha C positiv, mint példaul a Hold esetében, a

f— j-an= C
\[/ECo +2/2 2
altal definialt hatodrend(i gérbe altalaban harom kulén &aghdl
all. Ezek egyike egy zart kis ovalis a koordinatarendszer kezd6-
pontja koril, masik két &ga pedig symmetrikusan van el-
helyezve az X és y tengelyhez és asymptotikusan kdézeledik
két az y tengelylyel parallel egyeneshez. Holdunk esetében C,
X és y értékei olyanok, hogy a Hold péalyaja, az el6bb emlitett
megszoritasok mellett, a kis zart ovalison beltl esik. Hinl
ezen a mily egyszer(, oly ingeniézus okoskodasa els6 érdem-
leges bizonyitadsa Holdunk stabilitasanak.
17. Az elébb idézett HiLL-féle egyenletek megengednek egv
evidens egyenesvonali megoldast:

y = 0;
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Ez a mozgas azonban instabilis, mert, mint kénnyen lathato,
a HiLL-féle hatargorbe itt egy pontta degeneralédik, és igy
zart hatargérbe nem létezik.

Ezt az instabilitast levezethetjilk magukbol a mozgésegyen-
letekb6l. Helyezzilk az égi testet nem pontosan az y = 0

X= 31 megoldasnak megfelel6 pontba, hanem egy ehhez

igen kozel es6

V=o0+8y, x = J\ 0X
V 3

helyzetbe. Ekkor a variaczids egyenletek, mint konnyen talal-
hato:

Ox"—%dy'—9dx = o ;

dy"+%dx'+ddy = o.

Eltekintve a dx—0, dy=0 banalis megoldastdl, mely vissza-

vezet benninket az x= , , y —O0 esetre, ha folteszsziik,
V3
hogy

fix — Aelt, 8y — BeX,
nz értékeket behelyettesitve, talaljuk, hogy
(A~—9)A—11B = o ;
2M+(A®+3)7? = 0.
Mivel sem A, sem B nem lehetnek egyenl6k zérussal, kell

hogy legyen
;.9 (2+3)+4/2= o

Ezen egyenlet gydkei:
~+xal 7-1. [,=-v 277+1]

B=+ 7-i72>y-1i, /[, =- 2y -1i.
A variaczios egyenletek teljes integralja:
dx — AAA-Aiesi-\-AZRit-\-Aieg,il,

dy = B "M A BteXtA-B 3Xst+ Joe-.
6*
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periodikus tagokon kivil oly tagot is tartalmaznak, mely az
idével minden hataron tul noévekszik. Ennélfogva egy Kkis

1
dislocatio az y = o, X = -y — helytél az égitest hatartalan és

gyors eltavolodasat vonja maga utan, vagyis a mozgas in-
stabilis. Ha a ). gyokok mind tisztdn imaginariusok lennének.
dx és dy tisztan periodikus lenne. Az égitest az xy hely koril
periodikusan oscillalna és attél sohasem tavolodhatnék el
bizonyos hataron tdl. Ez lenne a stabilis mozgas.

18. Ha a harom test nem egyenl§ tdémegd, akkor mint
kénnyen belathatdé, a 15. pontban adott megoldas nem létez-
hetik. Ez a megoldas tehat a masszak egyenl@ségétdl fiigg.
Ha a 15. pont alatti mozgasegyenletek variaczidit képezzik az.
rt = constans, §t — constans kozelében, akkor talaljuk:

Ofi = ; dri-\-2gilrpl ;

£-f-fifpl = o ;

6.15. /T
8 .M

a mibdl
2y'id/'i+?'1%j = c.

Ebbdl, ha teszszik:

3.15.Y1
! . = A = constans,
(A + g i stans

>fic B  constans,
lesz :
K - Adrl—B = o,

és ennek teljes integralja ennélfogva,

= Dcos(J]fA 1)+ E sin(\ At) +
y A

hol D és E integratio konstansok.

dfj és igy rx tehat nem noévekedhetik minden hataron tal.
hanem az r\ = constans korul periodikusan oscillal. Vagyis a
mozgéas stabilis.

Ez még akkor is &ll, ha koordinatarendszeriinket forgénak
tételezziik fel. Ekkor 0= 0, és
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és mint kozvetlentll lathato, or: tisztan periodikus. A o sza-
mara az i\d<p, = c egyenletbdl lesz

°Vi= ~ t+ ci-

Minthogy pedig ezen egyenesvonall megoldasnal (p—p = 0,
és ha a koordinatarendszer forgd, ~i= jms= 0, ennélfogva itt a

veszi at ugyanazt a szerepet, mely a nyugvo koordinata-
rendszerben a volt és kovetkezbleg az mt égitest palyaja
nem lesz kor, hanem sinusois-alakban fog e kortél eltérni, mivel
most i\ nem alland6, hanem = (constans + drt), hol r]rl perio-
dikus. A HiLL-féle hatargorbe itt az

15/ 2

l+h + h=0

s r
egyenletbdl kovetkezéleg kor, ha h negativ. Ebbél is kdvet-
keztethettiink volna a mozgas stabilitasara.

Liouvitte azt hitte, hogy a LAGRANGEféle egyenesvonall
megoldads minden korulmények kozott instabilis. Latjuk azon-
ban, hogy a mozgas stabilis, ha a harom test egyenlé.

11). Az egyenesvonall megoldds a BERTRAND-féle torvény
esetében is létezik. Ekkor a 13. pont alapjan

és a trajektoria egyenlete:

5cl
G+ Jfel~ 13 sin-((il+<'3 + cos™Nj+c,)
>+ 12c*
hol ct, <@ c3 integraczid-allandok.
Itt ennélfogva w, és m3 egy és ugyanazon az ellipsisen
mozognak, melynek kozéppontjat mt foglalja el, m1l és m3
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pedig a diameter két végpontjan vannak. Epp Ggy mint a
Newton torvénye esetében itt is lehet rx= constans. A kozép-
mozgas = Y 3, mint mar talaltuk. A mozgas stabilis, ha h

positiv.
Ha
Tx— BIt R3, (@ "Rotf
akkor itt
Pa= %rwt —tB\R3 és R3= X 3.
Minthogy a Newton tdrvénye esetében is lehet c3= 3, ha

c.= 1 1-584,

ennélfogva mind a két esetben identikus lesz a mozgas, ha
g = /= 1*584, vagyis a = 0-7469, a mi korulbelil a Venus
tadvolsdganak és kozépmozgéasanak felel meg, ha az égitestek
témege a Napéval azonos.

20. Hanre]/3r2 = [] , @ harom test altal alkotott

haromszdg szabdalyos. Legyenek ra, $9, 2r'a, a kanonikus-
véltozok, akkor Newton tOrvénye esetében

a mibdl kovetkezik, hogy a palyak KEPLER-féle ellipsisek.

Ha rs = constans, a mi evidens partikularis megoldéas, akkor
a harom test egy és ugyanazon a koérén mozog egyenletes
sebességgel. Legyen rz2=cx, c2-j-cai, f2=c8, akkor itt

1/ 2.

Bertrand torvénye esetében

A palyak itt kozéppontjukra vonatkoztatott ellipsisek. ro = con-
stans itt is megoldas. A harom test ekkor egy és ugyanazon
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a korén mozog. Ha a—b=c=1, a Newton és BERTRAND-éle
torvény esetében ugyanazt a trajektoriat nyerjik. Ha a tdmegek
a Napéval egyenl6k, egymastol valé kolcsonds tavolsaguk
egyenlé a Nap-Fold kozéptavolaval. A kor sugara 0'577.

Van ennélfogva két speczidlis eset, mikor dgy a Newton
mint a BERTRAND-féle torvény identikus péalyakat ad ered-
ménydl. Egy ily rendszeren él6 megfigyel6, csupan csillagaszati
megfigyelésekbdl foél lenne jogositva akar az egyik, akdr a
masik torvényre kovetkeztetni. Minden méas esetben a két tor-
vény lényegesen kilénbdz6 palyakat szolgéltat.

IV. Ujabb periodikus megoldasok. A CCancri.

21. Ugy a Lagrange-féle szigori megoldasok mint a Hill-
féle periodikus megoldasok a természetben ugy latszik nem
fordulnak el6 abban a formaban, a melyet a tiszta analysis
kovetel. De naprendszeriinkben is el6fordulnak oly esetek, mi-
dén az égi testek egy ily szigor( vagy periodikus megoldas
kdvetelte kezdeti helyzethez igen kozel vannak, mint példaul
a harom bels6 Jupiter-hold. Lattuk el6bb, hogy ily esetben,
ha a mozgéas stabilis, az egyes tomegek az ily kezdeti con-
figuratio korul periodikusan oscillalnak. De a periodikus meg-
oldasok létesiiléséhez nem is sziikséges, hogy az alapul szol-
galdé mozgésegyenletek egy minden korilmények kozott stabilis
mozgast charakterizdljanak, a mint azt Burrau bebizonyitotta.
Eklatans példa erre a HiLL-féle egyenletek, melyek az 6 perio-
dikus megoldésainak alapul szolgélnak, s melyek a mint lattuk,
bizonyos partikularis megoldas esetében foltétlenidl instabilis
mozgast adnak, de természetesen stabilis mozgast jellemez-
nek, mihelyt a folvett partikularis megoldas maga periodikus.

Ha adott différenczidiegyenletek altal definialt mozgas perio-
dikus megoldésait keressik, altalaban két eljarast kovethetink.
Vagy kiindulunk egy tetszésszerinti kezd6helyzetb6l s mecha-
nikus quadraturaval megdllapitjuk a trajektoriat. Ez vagy zart
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gorbe, vagy nem az. Az utobbi esetben addig varialjuk a kez-
deti helyzet dllandoit, mig nem zart gorbéhez jutunk. Vagy
pedig, ¢s ezt a merész utat Himn valasztotta a mozgasegyen-
letek valtozoit periodikusoknak tételezve fol, értékeiket be-
helyettesitjik az eredeti mozgisegyenletekbe s igy hatdrozzuk
meg a viltozokat kifejezd periodikus sorok coefficienseit. Vild-
gos, hogy ez az utobbi ut csak praktikusan firadsagos, ha az
eréfiiggvény csak kevéssé is komplikalt. Az elébbi modszer
azonban theoretikusan is tobb kifogas ala esik, melyek kozott
nem az utols6 a mechanikus quadratura altal szolgaltatott
sorok divergenczidja.

22, Mig a naprendszerben tényleg nem hdarom, hanem igen
sok testtel van dolgunk, addig az allé csillagoknal lehetséges,
hogy ha nincsenek bolygoik, tényleg csak hirom témeg szere-
pel, ha a rendszer példaul harmas. Eddig a megfigyeldket leg-
inkabb a rendkiviil nagy sziamban eléfordulo kettés  esillagok
foglalkoztattak. Sokkal ritkabbak, de nehezebben megfigyel-
heték és theoretikusan anndl érdekesebbek és fontosabbak a
harmas és tébbszoros rendszerek. A harmas rendszerek koziil
egyike a legjobban megfigyelteknek a ¢ Cancri. Tomias Maver
fedezte fel 1756-ban. Rendszeres megfigyeléseink azonban csak
1820 ota vannak, mikor W. Struve programmszerien kezdte
a kettés és tobbszoros csillagok katalogizalasit. W. Doerck
az Astronomische Nachrichlen 4144. és 4273. szamaiban kozli
az Osszes eddigi megfigyeléseket.

A rendszer harom kozel egyenlé fényességii komponensbél
all, melyeket 4, B, (i-vel szokis jelolni. Ezek mozgasa igen
sajatsagos. A és B koril kozel 60 év alatt ellipsist ir le, mi-
kozben egymastol valo tavolsaguk 06"—1-1" kozott viltozik.
Minthogy a rendszer valoszinii parallaxisa 0°056”, ezek meg-
felelnek koriilbelil 10°7—196 Nap-Fold-tavolsagnak. Tomegiik
egyenként 0°5, a Nap tomegét egynek véve.

A harmadik komponens (i, az A és B sulypontja koriil
igen kozel egy kort ir le. Frammarion és O. Struve vették
észre eloszor, hogy a (0 mozgasit majdnem teljes pontossaggal



A HAROM TEST PROBLEMAJA ES A i CANCRI RENDSZERE. 75

le lehet irni, ha C maga egy 02"-nyi sugard korén mozgonak
tételeztetik fol, mely kis koérnek kozéppontja ismét az A és B
sulypontja kordl ir le egy 549" sugaru kort. E sugarak meg-
felelnek koralbeldl 2-8, ill. 98 Nap-Fold-tavolsagnak. A C moz-
gasa a kis koron retrograd.

211. Seeliger. hogy e sajatsagos mozgas mechanikai magya-
razatdt adja, sziikségesnek taladlta, hogy a C komponensen
kivil még egy negyedik D komponens létezését tételezze fel,
mely azonban daczara nagyobb tomegének, teljesen lathatat-
lan. E szerint a C és D kozos sulypontja lenne a C altal
leirt kis kér kozéppontja és e kozds sulypont irna le a nagy
kért az A és B sulypontja mint kozéppont kéral. A kis kor
periddusa 17°4 év, a nagy koré 677 év. C tdbmege e hypothesis
szerint 043, a lathatatlan D témege pedig 0’62 lenne. Seeliger
arra a kilonds eredményre jutott, hogy a D témege igen tag
hatarok kozétt valtozhatik, a nélkdl, hogy ezaltal a C palya-
jaban valami valtozas keletkeznék. igy tehat a C Cancri nem
harom, hanem négy komponensbél allana, tehat a négy test
probléméajéval allanank szemben.

Mindazondltal a palyak szamitasa ugy torténik, mintha A
és B egy kulon kett6s rendszert, C és D is egy kulon kett6s
rendszert képeznének. Az ekként nyert palydk a megfigyeltek-
tél azonban sokszor tetemesen eltérnek. Az A és B megfigyelt
positivszdge a szamitottél + 3'5 -nyira, a tavolsag 037"-nyire
tér el, a mi tobb mint az A és B periastrikus tavolsaganak
fele. S6t Brunnow egy 1872. évi megfigyelésénél 10°42" eltérés
van a positivszogben szamitas és megfigyelés kozott. A C
komponensnél épp ily eltérések szerepelnek.

Mindenesetre igen kulénds, hogy a C és D kulénbdzd tdmegei
mellett, daczara nagy kozelségiiknek, relativ palydjuk kor. De,
ha tényleg négy komponensbdl allana a rendszer, a legkiiléno-
sebb a C retrograd mozgdsa. Ha a C tdmege igen csekély
lenne, Ugy ez érthet6 volna a D direkt mozgasa mellett is.
De A, B, C, D kozel egyenl6 témegliek és igy a C és D
retrograd mozgasa teljesen rejtélyes.
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24. Vizsgaljuk meg kozelebbrdél, hogy a négy .test problémaja
megenged-e oly megoldast, min6t a £ Gancri nekiink tényleg
mutat. Mivel az A, B, C, D témegek igen kozel egyenlbek,
elegendd, ha a négy egyenl6 test problémajaban talalunk ily
megoldast. Ha pedig kiderilne, hogy ily alakd megoldas nem
létezhetik, akkor meg kell engedniink azt, hogy az a hypo-
thetikus negyedik lathatatlan komponens sem létezhetik és-
hogy a harom test problémajaban kell keresniink a megoldast.
Ugy, a mint a palyaszamitas tényleg torténik, egyaltalan folds-
leges feltételezni a D komponenst; Hiszen a Struve hypo-
thesise elég pontosan irja le a mozgast, akar létezik ez a Dr
akar nem.

Legyen A-nak az A és B sulypontjatol valé tavolsaga r3;
C-nek a C és D sulypontjatdl valé tavolsaga r3; A és B suly-
pontjanak tavolsdga a C és D sulypontjatol rl. Vegyink fel
harom koordinatarendszert. Az egyik fix az egész rendszer
sulypontjaban; a masik A és B, resp. C és D sulypontjaban
van, azzal egyitt mozog és folyton parallel marad a fix rend-
szerhez. Legyen <@ az a sz6g, melyet r\ a fix rendszer alap-
iranyaval alkot. — az rxs, <P~ az >\rs alkotta szdg.

Ha az A, B, C, D komponenseket 1, 2, 3, 4-gyel jeldljik,
egymastdl valo tavolsagaikat pedig r-rel, melyhez indexként a
megfeleld komponensek szamait teszsziik, akkor kénnyen talal-
juk, hogy

rp= Avst Iy —affs
r\3= ">\+i\+r%—"rirt cos{<pl—gp~—"i\vdc 0 s » —~1-H
+ 2rsrscos (pa—p9;
r;3=rl+rl+ri+Vr”" cos cos {<p—<)—
—21sr3 cos (PP—<pj:
rli = r*+rt+rl—"r~2cos (ft~<p”+”"\rscos
—2n,rs cos(y?2—;
SU=H +r*+"a+2r,rscos {—<@+%rtrs cos (f—B+
-j-2rars cos ("s—<d).
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25. Legyenek a kanonikus valtozék

= Pi= £A ;
qt = r2; p£=
i - 13> P3— r3>
= ih = 5»Vi;
h = Rz; Ps =
Qe V3 > i'e= »Vs-

A kénonikus mozgasegyenletek lesznek;

_3F . dF
(li~W r Pi~~~dqi’
(i=1,%345¢)
F= T—R;
a
T=  w+ist+i'i+ 'm§+§ +
yi ~3
R—I oy Newton torvénye esetében és
R = —\Eiab Bertrand térvénye esetében,

Mivel
-é 2’rlb=- 2 (r»+2r*+2r*) = R.

kdzvetlenil lathatd, hogy a négy test problémaja itt is szigordan
integralhato, ha all a Bertrand torvénye.
Newton torvénye esetében a

A+/4+i%—®

egyenletbdl lesz a fellleti integral

) Pi+Pa+Pe — constans,
vagyis
i N<P\W\-t<p' \-\<p'3= constans.
A mi koordinatarendszeriinkben a C Cancri mozgéasa, négy
testet tételezve fel, azt jelenti, hogy

rt = constans, r3= constans,
= alk+r1; 8= a3+/?3.
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De akkor pi — constans, p6— constans és kovetkezbleg p5—
constans. Ennélfogva p\ =p'ti= pa= 0.
Ez értékeket kiszamitva talaljuk, hogy a

" 1 1 1
N i — - 4-
o —ra2sin {5t <FE)_”S [ + 5 r3
) ] 1 1 1 1
+r3sinhj—9 ., + " [
. 1y 1 ! !
o = rtsin t—P 5, 7, o ¥ 7, +
o 1 1 1 1
+ r3sin ( 2_@ Ij’l_:jg_3 *fs ' rli ru
o = rtsin (ipl €8 r3 * 73 '3 rls '
+ rzsin {x—@) f B si T

egyenleteknek egyszerre kellene fenndllaniok, a mi csak ugy
lehetséges, ha vagy <p”<x=J8, vagyis a négy test allandodan
egy egyenesben marad, vagy pedig ha ~3 = "3, riz= vl!i és
ras=rii> vagyis a négy test allandéan egy parallelogrammot
alkot.

Latjuk tehat, hogy azok a feltételek, melyek a  Cancri
mozgasanal érvényesek, a négy test problémajaban Lagrange-
féle megoldasokat involvalndnak. Mar pedig a C Cancri tény-
leges mozgasa tavol all attél, hogy egy ily megoldashoz csak
hasonlitson is. Koévetkezik ebbdl, hogy a C Cancri nem &llhat
négy komponensbdl.

26. Figyelemreméltd, hogy itt is mily egyszerlen taléltuk
meg a LAGRANCEféle megoldasoknak megfeleld alakokat négy
egyenl6 test esetében.

Altalanossagban pedig a négy test probléméaja szigorian
integralhato, = constans, l—<g8= constans és

vt:rt:v3= Cj:< :c3,
vagyis ha fenndll a kezdeti configuratio allandd hasonlosaga.
Errél rogton meggy6z benniinket a Jacobi-Hamilton egyenlete.



A HAROM TEST PROBLEMAJA ES A GANCRI RENDSZERE. 79

Minthogy koordinatarendszez’iink alkalmazhaté n test eseté-
ben is és mivel e rendszerben a fellleti integral mindig

2pi = constans, hol f/*= [T,

konnyen lathatd, hogy a LAGRANGEféle megoldasok mindig
akkor keletkeznek, valahanyszor

ri<pi — constans,

mig a Jacobi-Hamilton egyenlete sokkal altalanosabban azt
mutatja, hogy az n egyenl§ test problémaja mindannyiszor
szigordan integralhato, valahanyszor kilon-kiilon

rt
>

Ezek a megoldasok a LAGRANGE-féléket mint speczialis eseteket
magukban foglaljak. Ekkor t. i. <//,=0 vagy 6

—Q, p (k=dk.

Egy nem LAGRANGEAéle periodikus megoldas lenne példaul ha
3

= fB-<P3=% ; rl:ra:rt=2:1:/ 3.

Ekkor az m3, testek egy szabalyos hdromszdg csucsait
foglaljak el, m1 pedig e haromsz6g sulypontjaban van. m3,
m3, mt altaldban KEPLER-féle ellipsiseket irnak le. Minthogy
i\ lehet = constans, ez esetben ma, m3, mi az m, mint czen-
trum kordl koralaki pélyan keringene. De a harom test problé-
méjaban is talaltunk egy megoldast, mikor a harom test egy
és ugyanazon a koron kering.

Ha most példaul az mt komponens lathatatlan lenne, semmi
sem arulna el nekiink, hogy itt tényleg négy testtel van dol-
gunk. A kozépmozgasban okvetleniil mutatkozé differencziat
a témegek rovasara irnok.

Tegylk fel azonban, hogy példaul az m2 komponens lenne
lathatatlan. Mivel m3 és m3-nél ismét csak kdérmozgast figyel-
nénk meg az ml kordl, most mar kényszeritve lennénk egy
negyedik komponens létezését elfogadni, mert hiszen a harom
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test problémajaban a kormozgas csak Ugy lehetséges, ha a
configuratio vagy egyenes, vagy szabalyos haromszdg, mig itt
a haromsz0g egyenszaru.

Mig az utébbi példaban fonforgott egy negyedik lathatatlan
komponens folvételének kényszer(isége, addig a * Cancri moz-
gasa épp ellenkez6leg azt mutatja, hogy ily negyedik lathatat-
lan komponens nem létezhetik. Mert ha léteznék, a C Caucri
mozgasanak feltétlenll egy LAGRANGEfédle megoldasnak kellene
eleget tennie. Es mivel ez nem 4ll, az a hypothetikus negye-
dik tomeg elveszti minden jogosultsagat. Kovetkezik tehat,
hogy ha nem akarunk még tébb lathatatlan toémeget félvenni,
a C Cancri mozgasanak magyarazatat a harom test problé-
majaban kell keresnink.

27. A harom test mozgasanak a 12. pontban adott kano-

nikus egyenletei

a kovetkezd alakban irhatok:

<R
di\ ’
dij
2+ dr.’
%rriql+riql wrr
dit
dtpn

Ezeknek két elsé integralja pedig:

hrip\+ rl?i = ¢;
Its >\+hr*<p?+r'*+rl<p?} R+h.

Lattuk, hogy a LAGRANGE-féle megoldasok mily szoros &ssze-
fliggésben allanak a fellleti integrallal, s hogy mindannyiszor
keletkeznek, valahanyszor rftp'i = constans. Hogy a harom test
esetében LAGRANGE-féle megoldas keletkezzék, ahhoz elegend6
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feltennink, hogy példaul W<px= constans, mert a felileti in-
tegralbdl akkor 6nként kovetkezik, hogy r\a2 is = constans.
Mas szavakkal a Lagrange-féle megoldasok keresése azt jelenti,
milyen az mt és m2 mozgasa, ha koz0s sulypontjuknak és
ennélfogva n?3nak mozgasa eleget tesz az r\ipl= constans
feltételnek ?

Ily moédon a feluleti integral alapjan a harom egyenl6 test
esetében szamos mas a LAGRANGE&A teljesen kiilénb6z6 perio-
dikus megoldast talalhatunk. igy példaul kérdezhetjik, hogy
mi az mlés nu mozgasa, ha felteszsziik, hogy i\ = constans,
azaz, hogy mg az ml és m, sulypontja koril kort ir le, de
Ggy, hogy <[ ne legyen &llandé. Két koralakii mozgast talal-
tunk a LACRANGEAféle megoldasok kozoétt, de ott < = constans
volt. Ha azonban felteszsziik, hogy <\ nem allandé, vilagos,
hogy taldlhatunk az m1és mé& szdméra mas, igaz hogy kom-
plikalt mozgast, mely mellett rt = constans.

Kérdezhetjik azt is, hogy példaul milyen az m1és n/3 moz-
gasa, ha ri periodikusan egy allando kozépérték korul, <1
pedig egy nlt+R1 érték kordl oscillal. Lathatd, hogy ez a
£ Cancri esete. Ugyszolvan az egyediili ok, a mely Seeligerl
ama lathatatlan negyedik test hypothezisére vezette, az volt,
hogy a fellleti integral altala hasznalt alakjabél nem latszott
ilyen mozgas létezésének lehet6sége. De egyrészt az az egy-
szer(i Osszefliggés, melyet az altalunk hasznalt koordinatarend-
szer a LAGRANGEféle megoldasokra nézve Kideritett, masrészt
a HiLL-féle periodikus megoldasok eszméje, teljesen mas vila-
gitasba helyezi a C Cancri mozgasanak problémdjat.

28. Bebizonyitjuk most, hogy ha

rl= a+drl, <l= nk+ R l+d<pv
hol drl és 8qpl nem allandok, de aranylag igen kicsinyek, akkor
0)\ és dg" tényleg periodikusak.

Ha a 27. pont elején adott egyenletek variacziés egyenleteit
képezziik, kénnyen talaljuk, hogy
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L . . dm y f\&“ﬁ , 1
dr" = <o -\-2r 1ld(p\-\-'S dr\ 011 dr

” F,dio, ot s, dai
37 R HE R O 1T dndr P
1 3 dR d'R dm
. . V,

op, = Ll

',p,/"?)i+"2r|=;./\>p" gE 0 # O.'.R T+

hol természetesen rt=a, <p—nl és c1} /it kulénbozék az elébbi
c és >toi. Az variacziés egyenletére nincsen sziikséglnk,
mivel ezt teljesen helyettesiti a fellileti integral variéczidja.

A két utolsd egyenletbdl lesz:
R B o picipio
or, 1 d>i

és kovetkezéleg rt szerint differenczialva:

_ R, o*-H
—P?Sri= s car* s dribipl °~4

rpl * 1= 3

Ezt az értéket a dr'" egyenletébe behelyettesitve nyerjik

9 77
fri+énJdJri - a11 = o,
és ebbdl
oV,= Acos (2n,f) + sin@n/) + -

Most mar a d” szamara igen koénnyen talaljuk:
o>l= - *“ sin(e™)+ cos(2V )+ & .
Ennélfogva r, és < tényleg periodikusan oscillalnak az a.

ill. nit-~-R1 értékek koril. Vagyis egy az ri végpontjan levd
szemlél§ szamara az m3 test kis zart palyat fog leirni, mig
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maga az rt végpontja kort ir le az mt és m2 sulypontja kérul.
Lathat6, hogy e mozgas retrogrdd, ha J9=0, mint példaul a
C Gancrinal is. Mivel dryet igen kicsinynek tételeztiik fel. d-nak
is kicsinynek kell lennie.

E bizonyitasnal feltételeztiik, hogy 6t\ és dqd fiiggetlenek
rt és g-t6i. Méas periodikust fogunk talalni, ha ezt a foltételt
elejtjuk s i. t.

29. A mi mar most a CGancri-t illeti, Ggy meg kell jegyez-
nink, hogy az, a mit mi mozgasabol tényleg megfigyelhetink,
az oriasi tavolsagnal fogva, mely benniinket ez érdekes rend-
szert6l elvélaszt, tulajdonkép csak a hossza periddusok inter-
periéduséi tagok altal okozott «perturbacziok» szamunkra tel-
jesen elvesznek. Ha tehat a potentidlt sorba fejtjuk, teljesen
elejthetjiilk azokat a tagokat, melyeknek periddusa kicsiny, vala-
mint azokat is, melyek Orl vagy d~-gyel vannak szorozva,
igy érthet6, hogy az r2 és <8 mozgasegyenletei igen kozel
ellipsist definialnak.

A palydk tényleges kiszamitasa azutan legegyszer(ibben Hill
maédszerével torténik. Folteszszik, hogy

i\ = a+dcos{n3);
= rijt—B sin (n3):
rt = | [A{cosi(n3+a)+Bisini(nsf+a)];
¥ —nJ+ S [Cicos i(ntt-\-B)+Di sin i[ntt+R)]-

Ezeket az r2, €1 mozgasegyenleteibe helyettesitve, s tekintetbe
véve, hogy a, nt, nt, ns, A, B a megfigyelés altal adva van-
nak, meghatarozhatjuk az Ait Bif Ci, A coefficienseket tetszés-
szerinti szamban és pontossaggal. E pusztan numerikus sza-
mitas technikai Kivitele nem (tkézik nehézségekbe, miutan mint
lattuk, igen tetemes elhanyagoladsokat engedhetiink meg ma-
gunknak. Az elvet illet6leg pedig legyen szabad Hinr gyonyord
«Researches»-eire utalnom.

30. Roviden 0Osszefoglalva, eddig talalt eredményeink a ko-
vetkez8k: megallapitottuk, hogy a harom egyenld test problé-

Miithematikai és Physikai Lapok. XVIII. 7
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majat teljes altalanossagban ugyanoly modon targyalhatjuk,
mint a hogy Hill-Brown targyaltdk a holdmozgast; kimutattuk,
hogy a harom és. négy test problémaja szigortan integralhatd
Bertrand torvénye esetében; kimutattuk a LARRANOE-féle meg-
oldéasok létezését és az utdbbiak kozil az 0. n. egyenesvonald
megoldas stabilitdsat harom egyenld test esetében ; kimutattuk
tovabba, hogy a LAGRANGE-féle megoldasok mily egyszer( &ssze-
flggésben allanak a felileti integrallal, s hogy ebbdél miként
lehet Kkulonbozé periodikus megoldasokat elGallitani. Veégll
sikerllt kimutatnunk, hogy a C Cancri mozgasa nem lehet egy
negyedik lathatatlan komponens eredménye, hanem hogy tény-
leg a harom test problémajanak egy aranylag igen egyszer(
periodikus megoldasanak esete.

Wodetzky Jozsef.



A REZGESTAN ES OPTIKA NEHANY JELENSEGENEK
ELEMI TARGYALASA.

Altalanosan ismeretes és elemi targyalasoknal gyakran hasz-
nélatos eljaras: a rezgémozgéasnak, mint az egyenletes kor-
mozgéas vetuletének torvényeit az utdbbinak torvényeibdl le-
vezetni. Ez az eljards azonban, kuléndsen a mi a mozgésok
mdynamikajat illeti, korant sincs teljesen kihasznélva. A kovet-
kez6kben épen azt szandékszom megmutatni, hogy korrezgést
véve a targyalas alapjaul (a melyrdl vetitéssel mindig attér-
hetlink a linedris mozgas esetére), mikeént lehet a rezgéstannak
eredményeit nemcsak egyszeri moédon levezetni, hanem értel-
mezni is, azaz mechanikai belatdsunk szamara hozzéférhetd
elemeire visszavezetni. Ez eljarast optikai jelenségekre alkal-
mazva, a FARADAY-jelenség (a polarozas sikjanak magneses for-
gatdsa) elmélete is egyszerd mechanikai értelmezést nyer.

1. Szabad pont kdrrezgése.

Legyen az m tomeg( pont egyensulyi helyzetéhez oly rugal-
mas er6vel hozzakotve, melynek nagysdga 1 cm-nyi elongatio
esetén a2 legyen a a mozgds amplitiddja (a kor sugarai, w
a szbgsebesség (frequentia). irjuk fel, hogy a centrifugalis és
a rugalmas er6 egyensulyban vannak:

m.a.oyl= a.a2 1

ebbdl a pont sajat rezgésének periddusa

7*
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Alkalmazds « Zeeman-jelenség elemi elméletére.

A Zrrman-jelenség legegyszeriibb esetében a (vonalas) spek-
trum egy vonala a magneses erétér iranyaban két, ellentett
irainyban korésen poliros s az eredetihez szimmetrikusan fekvo
vonalra - oszlik. ig az erétérre merdleges iranybol tekintve
harom, sikban polarozott vonalra, melyek koziil egy az eredeti
vonal helyén van s az erdvonalakkal parhuzamosan rezeg (az
er6vonalakra merélegesen van polarozva), a masik ketto tole
jobbra-balra szimmetrikusan fekszik s rezgéssikjuk meréleges
az er6vonalakra. A jelenség magyardzatara feltételezik (Lorextz).
hogy a fényt emittilo czentrumok rezgd elekironok, melyekrol
az elektronelmélet® kimutatja, hogy barmely irdnyban olyan
elektromos sugarzast emittalnak, a milyen az elektron palyi-
janak a kérdéses iranyra meréleges vetiilete, azaz a milyennck
latszik a palya a kérdéses iranybol. Példaul egy kormozgast
végzo elektron kordsen poldros fényt emittal a kor sikjdra
merdleges iranyban, sikban polirozottat a kor sikjaban fekvo
iranyokban, elliptikusan polarozottat minden mads iranyban ;
linedrisan rezgd elektron barmely iranyban sikban polaros
fényt, melynek rezgési sikja a rezgés iranyan s a kérdéses
iranyon at fektetett sik, s amplitudoja e két irdny dltal bezirt
szog sinusaval aranyos, tehat zérus magdnak a rezgésnek iri-
nyaban. a honnan tekintve ugyanis a pdlya egy pontba esik
Ossze. Iizek szerint a Zremax-jelenség legegyszertibb esetében
észlelt fényemissiot olyan elektronokra lehet visszavezetni.
melyeknek mozgdsa 0Osszetehetd egy lineidris rezgémozgashol
az erdvonalak iranyiaban az eredeti frequentiaval s két ellen-
tett iranyt kormozgasbol az erévonalakra merdleges sikban az
eredetinél nagyobb, ill. kisebb frequentidval. Ugyanilyen harom
componensre (egy linearis és két circularis rezgésre) bonthatjuk
az elektron mozgasiat a magneses téren kivil is, csakhogy
akkor a hdarom componens frequentiaja egyenlé s eredgjitk

' BucHerek : Math. Einf. in d. Elektronentheorie. 90. 1.
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szolgéltatja a™ elliptikus rezgést, a legaltalanosabb mozgést,
.a melyet rugalmas er6 hatdsa alatt egy pont végezhet.

A ZEEMAN-jelenséget megmagyarazando arrol kell tehat sza-
mot adni, miért és hogyan valtozik meg m tomeg(, e elek-
tromos toltésd pont korrezgésének frequentidja, ha korilotte
a rezgés- sikjara mer6leges i erésségli magneses teret keltlink.
Vilagos, hogy a valtozas okozéja az az elektrodynamikus erd,
melyet a méagneses tér mozgd elektromos tdltésre gyakorol,

melynek nagysaga jelen esetben ° acoH (c a fény terjedési

sebessége), a mely — a toltés, a keringés s a méagneses tér
irdnya szerint — az elektronra centrifugalis vagy centripetalis
irdnyban hat s csokkenti, illetve noveli a kilénben egyeddl
mikoéd6 kils6 erét, a rugalmas er6t. De akkor a (tétlenségi)
centrifugélis erének is csokkenie, illetve ndvekednie kell, hogy
uz egyensuly fenmaradhasson, azaz <«nak kisebbnek, illetve
nagyobbnak kell lennie, mint volt a magneses tér gerjesztése
el6tt. Ez a ZEEMANHelenség legegyszer(ibb esetének értelmezése.
Egyenletben kifejezve:

IO  «a* + i(lojll 2

s mivel a masodik tag kicsiny, ott @ helyébe az

értéket tehetjik s lesz

tioe = ar2 4- -——mnH
J nir = u
s ebbdl
e
= |+ . i
Q= @ chu>H) s Zdd,
a hol a frequentia véaltozéasa
e
J cu H (3)

Minthogy
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tehat a hullAmhossz véltozasa

Im-. =~ e.HA*
A 12) = irtem )
s innen egyuttal
e 4ne JA
m H A

2. Gerjesztett kdrmozgas.

Mint ismeretes, a gerjesztett rezgdmozgas két tagbdl tehet6

Ossze; ezek koziul az egyik, a sajat rezgés a surlodas folytan

elhal s a stationar allapotban csupan

a gerjesztett rezgés marad meg, me-

lyet a pont a amplitidéval s a ger-

jeszt6 eréhdz képest 6 faziskilonb-

séggel végez. Az ezeknek meghataro-

zasara szikséges két egyenletet a

mozgas differentidlegyenlete szolgal-

tatja a nélkil azonban, hogy e két

egyenlet értelmét is megadna. Itt e

két egyenletet értelmezésiikkel egyiitt

1 abra. rogton megkapjuk; csak azt kell fel-

irnunk, hogy a makods kilsé erdék,

meg a tétlenségi erd radialis, illetve tangentialis componensei
kulén-kalén egyensulyt tartanak.

Lesz tehat
maw!l = a .a*—P cos d,

arf= P sin d,

a hol B a kozegellenallas egységnyi sebesség esetén.
Tegyuk megint
= or
s. lesz
—P . cosJ = ma (iol—a),
P sin <A— (tcaB,
s ezekbdl
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. B0
9= tn ur—ing
) (6)

X ailR+\~nr (o a— a2

Nézzik még meg, hogy példaul a resonantia esetének a
(6)-bdl kiolvashaté tulajdonsagai miképen értelmezhet6k. Ez

esetben co=w0, tehat tgd=°°, d~ , az er6 a mindenkori
radiusvektorra merdéleges és
P
a= [ |
&=

S val6ban, a pont sajat rezgése esetén mar a centrifugalis s
a rugalmas erd egyensulyt tartanak, tehat a kilsé er6nek nem
lehet radidlis componense; a mellett e radialis erék egyen-
sulya fennall a minden értékénél, s igy a értéke pusztan
abbdl a feltételbdl adodik ki, hogy a kozeg ellenallasa egyenl6
legyen az egész P erGvel.

Legyen most w>w0, akkor maa»*'>aai, a centrifugalis er6
nagyobb a rugalmas er6nél; hogy tehat az egyensuly meg-
maradhasson, P-nek oly irdnyitasunak kell lennie, hogy radialis

componense a rugalmas eréhéz hozzajaruljon, azaz d>

kell lenni, a pont elmarad az er6 mdogott; forditva, ha .« ..o
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3. Korrezgés tovaterjedése pontsoron.
(Hnnnozgés.)

Legyen 00t02... a har egyensulyi helyzetében, ABC...
a mozgéas egy pillanatdban. Helyettesitsiik az egyenletes témeg-
elosztast egymastél dx tavolsagban elhelyezett pdx tomegl
pontokkal; legyen dtp két ilyen pont faziskilonbsége, P a hart
feszit6 er6. A B pont mozgasat meghatarozando, irjuk fel,
hogy a radidlis és tangentidlis er6k kilon-kilén egyenstlyban
vannak.

Kdzegellenallastél eltekintve, a tam/entialis er6 elére P . { ~

hatra ugyanakkora, 0sszegik zérus.
A radius mentén mikodik egyrészt a centrifugalis er6:
pdx .a.aP; masrészt a P-nek radiusmenti componense

AABOt*$ és CBO™ A=  lévén j.

Ez a componens

> V> N
'AB "dx
azonban
BD = a— = a—acos de = a—d<p

s az er6k egyenl&ségének feltétele

pdxaor — Pa —a)‘X

Azonban

dtp = (odt ma dx

ha v a terjedési sebesség; ezt helyettesitve

odXlla) P 2W-gx 7
s ebbl
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az ismeretes eredmény, melyet megint kdénnyd értelmezni.
A rezgés tovaterjedésének sebességét meghatarozni ugyanis
annyit tesz, mint meghatarozni két adott pont kozott fellépd
faziskllonbséget. Ezt a faziskiulonbséget pedig az a feltétel
hatdarozza meg, hogy a P-nek e faziskilénbség (dtp) folytan
el6allé radialis componense a centrifugalis erdvel egyenl6
legyen. Ez a componens pedig dtp®-vel aranyos, tehat ha P-t
példaul négyszeresére noveljik, dtp csak felére fog csdkkenni,
hogy e componens nagysaga ugyanaz maradjon. Azonban ugyan-
azon két pont kozt feleakkora faziskilonbség kétszerakkora
sebességet jelent.

Alkalmazas a Faraday-féle jelenségre.

A FARADAY-féle jelenség — mint ismeretes — abban all,
hogy valamely anyagi kozegen éathalado linear polaros fény
polarossagi sikja elfordul, ha a kozegben a fénysugar iranyaval
parhuzamos maégneses teret keltiink. Fresnel Kimutatta, hogy
a linear polaros fény ilyen magnesezett kozegben két, ellen-
tett irdnyd, kordsen polaros fényvektorra oszlik, melyek kuldn-
b6z6 sebességgel terjednek; az igy el6allé faziskilonbség nyil-
vanul a Kilépéskor linearissa egyesult fényvektor azimuthjanak
elfordulasaban.

A linear polaros fény (legalabb gondolatban) egyébként a
magneses téren kivil is ilyen két circularis componensre bont-
hatd, csakhogy a két componens terjedési sebessége ugyanaz.
Tehat a Faraday féle jelenséget megmagyarazandd, arrél kell
szamot adnunk, miért és hogyan valtozik meg longitudinalis
magneses tér hatdsa alatt a jobbra, illetve balra tartd, kordsen
polaros fény terjedési sebessége.

Anyagi kozegben a fény terjedését a molekuldkhoz kotott
rezgésre képes elektronok kozvetitik. Mint a ZiIEMAN-jelenség
targyalasanal, ugy itt is a fényvektor helyett az elektronok
elongatidjaval operalhatunk. Allitsunk el§ egyszer(iség kedvéért
egy linearis elektronsort oly moédon, hogy az el6bb targyalt
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hir minden pdx témegét lassuk el edx elektromos tdltéssel-
Ha mar most a keringés iranya példaul olyan, hogy az elek-
tromos toltésekre gyakorolt elektrodynamikus eré a czentrum
felé iranyul, akkor ez az er6 részben mar egyensulyozza a
centrifugalis er6t, a P radiusmenti componense mar kisebb
lehet, tehat dip kisebb, azaz a terjedési sebesség nagyobb lesz ;
ellenkezb6leg, a sebesség csokken, ha a keringés iranya meg-
fordul. Ez a FARADAY-jelenség értelmezése.

Egyenletben:

. PaaPdx  c(lw
paxcuo = --—-2—

Hdx, 8)
v-friy  Pa)x — H,

téve s rendezve

s a masodik tagban v-= —
P

Pl. eH'
p \'* pa)
U pU))/

a hol az egyik irany( eircularis rezgésekre a +, a masik
iranyara a — jel lévén érvényes, a kétféle circular polaros
fényre tényleg két kilonboz6 w, és sebesség adddik Kki.
Ennélfogva | hosszUsagu UGton a kettd kozott

I I

«l1 Vo,
idékulonbség, azaz

) Lviil’
N T

elé, a mely meég gy is irhato

c\in in .. in
I (nt—s - =

v ycr | (M9 °

hol n a térésmutatdt jelenti. A polarossag sikjanak elfordulasa
tehat

d= lan 7= . (9)
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A Zeeman és Faraday-jelenség kapcsolata.

Nem lesz talan felesleges néhany széval végil arrdl is meg-
emlékezni, hogy a Zeeman és FARADAY-jelenség kozott a leg-
szorosabb okozati kapcsolat all fenn, mely rogton el6térbe
Iép, mihelyt a sz6ban forgdé anyag (pl. natriumg6z) dispersidjat
is tekintetbe veszsziik. A dispersid elmélete szerint valamely
anyagnak bizonyos A hullamhosszra vonatkozd térésmutatdja
nx fliggvénye A-nak és Arnak, az illetd anyag emissid, illetve
absorptiévonala hullamhosszanak, azaz

"x= | (A A).

(Minthogy pedig longitudinalis magneses térben a A hullam-
hoszszal bird emissié (absorptid) vonal helyett két, A+JA és
A—AX hullamhosszt ellentetten circular polaris vonal Iép fel,
ennélfogva minden mas A hullamhosszisagu két ellentetten
circular poléris fény toérésmutatéi kozt

An= 2 —O~/rd AX (10
kilonbség all el6, a melyb6l a polarossag sikjanak elfordulasa

(9) szerint adodik.
Setényi Pal.



A KETTEST PROBLEMAJA VALTOZO TOMEGEK
ESETEN.

(Els6 kozlemény.)

A kéttest probléméajaval, mikor a témegek folyton ndének,
Gyldén 1 foglalkozott elészor. Kimutatta, hogy alkalmas trans-
formatidval a mozgasi egyenletek még ez esetben is a szokasos
alakra hozhaték. Az x, y heliocentrumos derékszogl coordina-
tdk helyébe

= P
# , |’-\'<5 Yy 1+ P (
heliocentrumos derékszégld coordinatdkat vezetvén be:
=0
dz fr
(2)
+ 0]
dr* + ps e
mozgasi egyenletekhez jutott. A Pl
dv , JLw- £ 3)

dr2 + p* 9 ~ p*

differentidlegyenlet megoldasaként valasztotta meg. Ezekben:

P* =
aJ _ 1
» dz (I+cjp
P= ), 41
t = a folyd id6,
fi = k2

A pedig a tdomegvaltozas id6beli lefolyasat jelenti.l

1 Die Bahnbewegungen in einem Systeme von zwei Kdérpern in dem
Falle, dass die Massen Verdnderungen unterworfen sind. Astr. Nachr.
109. B. 1 1
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A (2) szerint a 3H rendszerre vonatkoztatott palya r redu-
ealt idében ismét kipszelet. E palyat kozéppalyanak szokas
nevezni.

Ha < meghatarozasa mar megtoértént, akkor a valodi palya
alakjat az (1) egyenletekbdl allapithatjuk meg. A < meghaté-
rozasa végett ismerniink kell f-nek a folyé id6tél, (o-t6l valo
fliggését. Gyldén a W szarmaztatdsa czéljabél F=yt tomegval-

1
tozast vesz fel; ap, $, t, 3 periodikus természetli flggvé-

nyeket pedig FouRIiER-féle sorba fejtve igen kdrlilményes, de
szellemes Gton jut y>-nek kozelit6 értékeihez. Gyldén utan
Lovettl egész 4&ltalanos jellegld transformatiokboél indulva Ki
onkényes feltevésekkel csupdn ama transformatiot allapitja
meg, mely akkor érvényes, ha a kozéppalya kor lesz.

Mivel e probléma kosmologiai szempontbdl is rendkivil
fontos, nem lesz érdektelen, ha e helyen oly kifejtést mutatunk
be, melylyel <1 egyszerilbben és szerkezetére is nagyobb vila-
got vetve hatdrozhatjuk meg.

E probléma vizsgalatat megkiséreltem polarcoordinatdkban
és sikerllt oly Kifejtésekhez jutnom, melyek <p1 és ennek
szerkezetét igen egyszerd, jol attekinthetdé modon nydjtjak.
Két eljarast mutatok be: egyik a (3) integraljat folytonos koze-
litéssel adja, a masik pedig pontos integratidval.

1 A < flggvény meghatarozasa kozelitd uton. Vilagos dolog,
hogy erd csak a radius mentén fog fellépni a vonzo erd ter-
mészete miatt, barmiként szaporodjék is a két test tomege.
A bolyg6 radiusmenti gyorsuldsanak kifejezésében csak annyi-
ban lesz valtozas, hogy a jelenre érvényes tomegkifejezéshez
u-hez F tdmegszaporulat jarul. Ennélfogva a radiusmenti és
a rotatorius gyorsulasok egyenletei:

(0)

1 Note on Gyldén’s equations of the problem of two bodies with mas-
ses varying with the time. Astr. Nachr. 158. B. 337. 1
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Alkalmazzuk ezen egyenletekre

p dt 1

1+p’ dz o+ ip* (6)
transformatiokat.
Ekkor:
dip dz
dr dp dz 1 p ~dz'~dt dp &p , dp
dt dz dt 1< Ti+p)2 dz 'p dz + dz

dxr P
___dt*-l—; dZ* (1 +f)8“ P A 'd+A)2.
1ds’ _ 1ds\2/dzv2  jgsy @)
rdt )T " ldz ) \df) = pyd 7/
ds jds dz . ds

r*~dt ~r dz (It =P dz

kifejezéseket képezve (5) alatti egyenleteink (t-f~)8al valo
osztds utan:

dPp 1lds’ | dV u+F\
dr2 Pldri1 \P dz2 p2 11, 5 o
1 d I.ds\_ “
p {I+<p) dr' P (lzl
lesznek.
; -t dgy valasztjuk meg, hogy
(1+F) ] 9
dr pr 1 1+<P p" ©)
azaz : ’
"d-iﬁ( + Eg, V 0 10,

masodrend(i differentidlegyenletnek tegyen eleget, akkor a 3H
rendszerben

d-p I ds\-
d?~ PYck)
Sj b1 allands (12)

lesznek mozgéasi egyenleteink. A bolygé tehat a (3H) rendszerre
vonatkoztatva kupszeletet ir le, jelesen ellipsis! a Nap korul.
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A (11) teljesen megoldott, ha ismerjik ~-nek a folyé id6tél,
illet6leg a valosagos anomaliatél (s) valo flggését, azaz, ha
elébb megoldjuk a (10) alatti masodrend(i differentialegyenletet.

Hozzuk be (10)-be fiiggetlen véltozénak a valdsagos ano-
maliat s-t.

Ekkor:

dtp &p ds /il dip
dz ds dz rr ds ’

tcPp ds  , dp ds dp
ftp PP~ ds2 dz = PP ds dz ds

dz2 P (la
, Hp J dp dp
(Fp Pi~dF ¥ ds ds
“‘d? p
A (12)-re valé tekintettel a (10) alakja lesz :
a n dp dw , r.
h dsz 2,«i /> + PVP = A
vagy:
do .
Wii° t{j\gz 1ds ds PPOTERE (13)
A (11) alatti kozéppéalya legyen ellipsis. Ekkor:
dp dp ds ng €Sins 14

dz ds dz IT-

azaz:
dp nae sms

1 ‘ (15
< pixt
Az utobbit (13)-ba felhasznalva lesz p-val valé rovidités utan:
s d\ nae sin s dp .
- 13*
PIQd - 2%~y degr (P+POP =V (13%)

A (13*)-ba helyettesitsik be még
Pl~ Vipp= Vpa{l—A
n -\Tp (16)
a(l—c2

1 COS S
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értékeket, ekkor a(1—e2-al roviditve:

esins dip P F
l+ecoss ds * P14-ecoss 1- (137%)
vagy pedig:
d'tp _dip _F
ds’ @+ ecoss)— le sins do T W=~ 0)

egyszerl masodrend(i diff'erentidlegyenlethez jutunk, mely <
taglaldsara kivaléan alkalmasnak mutatkozik.

Miel6tt az (I) altalanos megoldasat megadnék, vizsgaljuk
meg azon speczialis esetet, melyben az eredeti kdrpalya akként
maddosul, hogy a kdzéppalya is kor lesz.

Legyen s' az eredeti korpalya val6sagos, egyuttal kozép-
anomaliaja is, s pedig a kdzéppalyaé. E kettd csak egy allando-
ban kilénbozik egymastol. Tegyuk fel, hogy éallandbéan egyen-
letes tomegszaporodas van jelen. Ekkor F a folyd id6ével (t\
illetve az eredeti palya anomadlidjaval s' egyenesen aranyos*
azaz:

F= Rs"—mt. 17)
Mivel s'--as, azért
F=js; y= Ra (18)
is irhato.
Ennélfogva az (I) akkor, mikor a kézéppalya kér, vagyis e=0 :
d\ -
ds- + P fi (I)

melynek megoldasa, az integratiés allandét és a periodikus
jellegli tagot nem szamitva:

® 4 fia mt. (Uh

Vilagos dolog, hogy fpcsak az exczentriczitassal egyenlérendi
javitasra szorulhat, ha az eredeti palya nem kor. E javitast

o (f F o mt .
dss ¥ P fi ()
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differentidlegyenletbdl konnyen el6allithatjuk, ha a kdzéppélya
tényleg kor. Hozzuk be s helyett a folyé id6t. Ekkor:
dtp dtp dt ad dip 1
~ds~ dt ds 4 dt (i+°>)2"
ax ddp 1
dr— J{ (Tv)* @HM™ (1+?)5
A (20) folytan az (I**):
iTtp 1 ., ad_ld<pV_ m
LFf (T+A4 ° n\Vdt 1o Pt ¥ (an

A (Il) megadja azon utat, mely f-nek mindig jobb kozelit§
értékéhez vezet. Az el6bbi meggondolasaink értelmében (19)
csak igen Kis javitasra szorulhat, ha az eredeti palya igen

(20)

csekély exczentriczitassal bir. E szerint tehat =~ elhanya-
golhatd Kkis érték.

A (I)-b8l tehat <>nek javitott értéke:
ni 1

<+ *£ & ) (T+fi5
hol a jobb oldalon c?-nek (19) alatti els6 kozelitd értéke helyet-

tesitendd. Mivel
ny afi

9 21

—3i kdzépnapi mozgas, (22

azért y;-nek masodik javitott értéke:
(23)

Ez azon fliggvény, melyhez Gyldén is jutott. A mi eljarasunk
elementérisabb és kéznél lev6 maddon nydjtja (1) folytan
tovabbi kozelitéseit a nélkidl, hogy a problémaban szerepl6
periodikus mennyiségek FouRIER-féle sorbafejtésére kellene
utalnunk. A (23)-bdl és (ll) b6i kitetszik, hogy a tovabbi koze-
litések feleslegesek m igen kis értéke miatt.  Térkén, Lajos.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 8
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(Mésodik és befejezd kozlemény.)

Il. Abréazolas linearis kongruencziak felhasznalasaval.

26. Riesz Frigyes Ur, «Uj modszer a térbeli alakzatok &bra-
zolasara» cziml dolgozatdban * az 4abrazolas czéljaira egy
linearis kongruencziat és egy képsikot hasznal. A kdvetkezd
sorokban bemutatom, miképen lehetne az abrazolast két kép-
sikon linearis kongruenczidk alkalmazasaval végezni.

Az abrdazolas nagyjaban hasonld modon toérténik, mint dol-
gozatom elsé részében, csak azzal a kilénbséggel, hogy az U
és V czentrumokon &atmend czentralis vetit6 sugarak helyett
két linearis kongruenczia sugarait hasznaljuk.

A linearis kongruenczidkat megadjuk tengelyeik altal. Az
egyiknek tengelyei legyenek m és u, a masiké v és v. E két
kongruencziat els6, ill. masodik kongruenczidnak, sugaraikat
elsé, ill. masodik vetit6 sugaraknak nevezzik.

A tengelyeknek képsik-nyomai legyenek: Ut, Uj, V1, 331( ill.
Clj, U2, V2, 2. Ha ezeket a tér egy tetsz6leges T pontjabol, a
szerkesztd sikra vetitjik, a tengelyek szerkeszt§ nyomait kap-
juk. Ezeket ugyanazokkal a betiikkel jeldljik, mint a megfeleld
képsik-nyomokat.

27. A tér valamely pontjan at altalaban egy és csak egy
els6, ill. masodik vetité sugar halad. Ezeknek a megfelel
képsikkal val6 metszéspontjai a pont képsik-projekczioi.

A pontot ez a két képsik-projekczidja meg is hatdrozza. Ha*

* Math, és Phys. Lapok, XV. kotet, 280. old. és XVI. kotet, 223. old.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 9
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a pont képsik-projekczidit a T czentrumbdl a szerkeszt6 sikra
vetitjik, a pont szerkeszt§ projekczidit nyerjuk.

A térbeli pontot Aaltalaban a két szerkesztd projekczidja
meghatarozza és igy azok abrazolasara szolgalhatnak.

A kongruenczidk tengelyeinek pontjai az abrazolds szem-
pontjabdl kivételesen viselkednek. Az els6 kongruenczia ten-
gelyei valamely pontjanak els6 projekczidja, a masodik kon-
gruenczia tengelyei valamely pontjanak masodik projekczidja
egy-egy egyenes barmely pontja. E szerint a tengelyek pont-
jainak elsd, ul. méasodik projekczidja hatarozatlan.

Kivételesen viselkednek még altaldban a két kongruenczia
kozds sugarainak a pontjai; e két egyenes barmely pontjanak
ugyan altalaban meghatarozott elsé és masodik projekczidja
van, de ezek nem hatarozzak meg a térbeli pontot, mert e
két projekeziohoz tartozé els6, ill. masodik vetitd sugar egy
és ugyanaz.

28. Valamely siknak a képsikokkal val6 metszésvonalait a
sik képsik-nyomainak nevezzik. Ha a képsik-nyomokat a T
czentrumbdl a szerkeszt6 sikra vetitjik, a sik szerkeszt6 nyo-
mait nyerjik.

A sikot a két szerkeszt6 nyoma meghatarozza, vagyis abra-
zolja. Kivételt képeznek azok a sikok, melyek a képtengelyen
mennek at. Ezeknek mind a két nyoma az szerkesztd tengely.

Barmely sik szerkeszt6 nyomai a szerkeszt§ tengelyben
metszik egymast.

29. Valamely egyenes pontjain 4tmend 0osszes els6, ill. mé-
sodik vetit6 sugarak egy-egy regularis sugarsort alkotnak. Ebbdl
kovetkezik, hogy az egyenes els6 és masodik projekczidja egy-
egy kupszelet. Az egyenes els6 projekczidja atmegy az Ut, tt,,
masodik projekczidja a Vt, pontokon. Az egyenesnek a
képsikokkal valé metszéspontjai az egyenes képsik-nyomai;
ha ezeket a T czentrumbdl a szerkeszt6 sikra vetitjik, az
egyenes szerkeszt6 nyomait kapjuk.

Ha az egyenes egy sikban van, akkor az egyenes nyomai
a sik nyomaiban vannak.



A KET KEPSIKON VALO ABRAZOLAS ELMELETEHEZ. 103

30. Az els6 képsik valamely £, pontjanak mésodik projek-
cziojat, I’{ t, tigy hatarozzuk meg, hogy megszerkesztjik a P,
ponton dtmendé ¢ masodik vetité sugdrnak madasodik nyomat.
A g egyenes els6 nyoma (),=/". Masodik nyoma (), a [P, v]
és [P, v] sikok metszésvonalinak mésodik nyoma.

A [P, v] sik els6é nyoma a | P,V | egyenes; mdsodik nyoma
abban a pontban metszi az a,, tengelyt, a hol az elsé nyom
és atmegy a V, ponton. A [P, v] sik elsé nyoma a | P8, |
egyenes; masodik nyoma ott metszi az x,, tengelyt, a hol az
els6 nyom és atmegy a L, ponton. E két sik masodik nyo-
mainak metszéspontja (),=P.

Hasonlo modon megszerkesztjiik a masodik képsik valamely
pontjanak az elsé projekeziojat.

31. Az elsé képsik valamely /£, pontjin dtmend p elso
velilé sugdar masodik nyomit, /7,-t, gy hatarozzuk meg, hogy
megszerkesztjik a [/, u] és [P, u] sikok metszésvonalinak
masodik nyomét.

A [P}, u] sik elsé nyoma a | I’,U, | egyenes; mésodik nyoma
abban a pontban metszi az x,, tengelyt, a melyben az elsé
nyom és datmegy az U, ponton. A [P, u] sik els6 nyoma a
| P11, | egyenes; masodik nyoma abban a pontban metszi az
x,, tengelyt, a melyben az els6 nyom és dtmegy az U, ponton.
E két sik masodik nyomainak metszéspontja /°,. a mit kerestiink.

Hasonlo modon szerkesztjilk meg a masodik képsik valamely
(), pontjan datmendé mdasodik vetité sugar els6 nyomdt Q,-t.

32. A szerkeszté sik két tetszdleges pontja /2, és (), nem
mindig a tér valamely pontjinak két szerkeszté projekezidja.
Hogy ilyen két pont egy térbeli pont két projekezidja legyen,
sziikséges és elégséges, hogy a [P, képsik-ponton dtmené p
elsé vetité sugar és a (), képsik-ponton dtmené ¢ masodik
vetité sugdar, metszé egyenesek legyenek.

A sziikséges és elégséges feltétel lehdl arra nézve, hogy a
P, és (), ponlok eqy térbeli pont két projekczidja legyen az,
hogy a | P,Q,| és | L0, | egyenesek az x,, tengelyben messék
eqymdisi.

9%
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33. Valamely p els6 vetit§ sugar pontjain atmend maésodik
vetit6 sugarak egy regularis sereget alkotnak. E vetit§ sugarak

masodik nyomai egy kupszelet pontjai, mely a Fa pon-
tokon athalad és a p vetit6 sugar masodik projekczidja p".
Ha a p sugéar els6 nyoma Pt és a 30, ill. a 31. pont alapjan

megszerkesztjuk a P" és Pa pontokat, azzal a p" kupszelet
Ujabb két pontjat nyerjik. Tovadbbd meghatarozhatjuk a p
egyenes ama pontjainak masodik projekczi6jat, a mely pon-
tokon atmend masodik vetit6 sugaraknak els6 nyoma F1( ill.
RL E végbdl egyrészt a [VIt p) és [F,, o] sikok, masrészt a
[iBj, pI és [SSj, V] sikok metszésvonalainak maéasodik nyomat
kell meghatarozni.

E sikok elsé nyomai sorban | VJ\ | |FjSSi| | B|337 |;
masodik nyomuk pedig sorban atmegy a P2, 23, P2, Fa pon-
ton és azokban a pontokban metszik és xa tengelyt, a melyek-
ben az els6 nyomuk.

A p" Kkipszeletet az itt emlitett hat pont kozil akarmelyik
6t hatarozza meg.

igy a nl képsik minden i\ pontjanak megfelel a n2 képsik-
ban egy p" kupszelet. A képsik J\ pontja és a 7 képsik
egy o2 pontja akkor és csak akkor egy térbeli pont két pro-
jekczidja, ha Q a 1\ pontnak megfelel§ p" kdpszeleten van.

Hasonléan a n2 képsik minden pontjanak megfelel a
7t képsik egy Q' klpszelete, mely a Q2 ponton atmendé q
masodik vetitd sugarnak els6é projekczidja.

Az el6bb meghatarozott p" kipszelet egyes pontjainak al-
taldban a nl képsik mas és mas kupszelete felel meg, de ezek
valamennyien a Pt ponton mennek A&t.

34. A T pont els6 vetitd sugara a [T, u] és [T, u] sikok
metszésvonala, masodik vetité sugara a [T, v] és [T, u] sikok
metszésvonala. Minthogy e négy siknak az \UI1UN, [UjlkJ,
| FjFal, | | egyenesek a kozos elsé és masodik szerkeszt6
nyoma, abbdl kovetkezik, hogy e szerkesztd nyomok kozil az
els6 kett6bnek metszéspontja T', az utolsd6 kett6 metszés-
pontja T".
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85. Az els6 képsik valamely g egyenesének els6 szerkeszt6
projekczidja g', egyenes; masodik szerkeszt§ projekczidja g",
kupszelei, mely a Fs és pontokon halad at és azokban a
pontokban metszi az X 12 szerkeszt6 tengelyt, a melyben a ¢'
és a | FjS?! | egyenesek azt metszik. A g" klpszelet egy otodik
pontjat Ggy nyerjik, hogy a @' egyenes egy tetsz6leges 1\
pontjanak megfelel6 P" pontjat szerkesztjik meg a 30. pont

7. abra.

alapjan. (7. abra). Hasonléan megszerkesztjik a masodik képsik
valamely egyenesének elsd projekczidjat.

s6. Ha valamely a sik két nyoma s,, st adva van, a sikban
fekvO els6 vetit6 sugarat Ugy hatdrozzuk meg, hogy megszer-
kesztjik a sik masodik nyomdanak els6 projekcziojat s™-t. Ez
az § nyomot két pontban metszi. Az egyik az st és x 12 met-
széspontja, a masik pedig a keresett p vetitd sugar els6 nyoma
Px. Ebb6l a p masodik nyomat a 31. pont alapjan szerkeszt-
juk meg.

Hasonld eljarassal meghatarozhatjuk a sikban fekvd masodik
vetité sugarat.
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37. Ha valamely egyenes két szerkeszt6 nyoma Gt és
ezekb8l megszerkeszthetjik az egyenes g' és g" projekczidit.
A i"nek ismerjik az Ut, Uj és Gl pontjat. Egy negyedik
pontja G\. Egy otodik pontjat Ugy hatarozzuk meg, hogy a
g egyenesen at sikot tesziink és meghatarozzuk az e sikban
fekv6 els6 vetitd sugar els6 nyomat, és ez okvetlen az egyenes
valamely pontjanak elsé projekczioja. Ezzel az 6t ponttal az
egyenes elsd projekczidja meg van hatarozva.

Hasonlo eljarassal szerkesztjik meg az egyenes masodik
projekcziojat g*-1.

38. Ha a g egyenes P és Q pontjanak projekczioi: P', P"
O', Q", ezekbdl megszerkeszthetjik az egyenes Glt nyo-
mait. A P és Q pont vetité sugarai legyenek p, p; 0, . A p
és g masodik nyomai P2, Qz, ap és q els6 nyomai Pt, Qt.

A |PQ |= g egyenes a [P, q] és [P, q] sikok metszésvonala
lévén, Gt els6 nyoma e sikok els6 nyomainak, masodik nyoma
@2 e sikok masodik nyomainak metszéspontja.

A [P, q] sik egyik egyenese g, egy masik egyenese a | PQ' |
egyenes; ez ismét a [Q', p] és [Q', p] sikok metszésvonala. De
e két sik els§ nyomai | Q'P'| és | Q'Pt\, mig masodik nyomuk
a P2 ill. a P" ponton megy at és az ic2 tengelyt abban a
pontban metszik, a melyben a megfelel6 els6 nyomok. E két
sik masodik nyomanak metszéspontja a | PQ' [ egyenes maso-
dik nyoma. Ha ezt a Q: ponttal osszekdtjik, a [P, q] sik
masodik nyomat kapjuk; els6 nyoma atmegy a Q' ponton és
abban a pontban metszi az x m tengelyt, a melyben a masodik
nyom. Hasonlé eljarassal nyerjuk a [Pq] sik nyomait.

Az altal, hogy az egyenes nyomait meghataroztuk, agy az
els, mint a masodik projekczidjanak 5—5 pontjat ismerjuk.
T. i. az els6 projekczié ismeretes pontjai: Ult UL P', Q', G1;
a masodik projekczié ismeretes pontjai: Fa, 3®, P", Q", G2

39. A g egyenes meg van hatarozva egyik pontjanak két,
és masik két pontjanak egy-egy projekczidja altal. Legyen pél-
daul adva az egyenes A pontjanak két projekczidja: A', A";
a P pont els6 projekczioja: P' és a O pont masodik pro-
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jekczidja: Q". Ezekb6l az egyenes nyomait megszerkeszt-
hetjuk.

Ha a P pont els6 vetit6 sugara p és a Q pont masodik
vetitd sugara ¢, akkor a g egyenes tulajdonképen az [A, p
és A, q] sikok metszésvonala; az egyenes els6 nyoma tehéat
e sikok elsé nyomainak, masodik nyoma pedig e sikok maso-
dik nyomainak metszéspontja. A sikok nyomait olyan maédon
hatarozzuk meg, mint a 38. pontban a [P, ] és [P, q] sikok
nyomait.

40. Ha g' és g" valamely g egyenes két projekczidja, akkor
ezek egy harmadrendd térgorbének is a projekczioi, mert az
egyenes pontjait projiczialé két regularis sugarsor oly negyed-
rend(i térgdrbében metszi egymast, mely egy egyenesre és
egy harmadrend(i térgorbére esik szét.

Legyen P' a g egyenes valamely P pontjanak els6 projek-
czioja, akkor a P' pontnak a ma képsikban megfelel6 kup-
szelet p”, a g¢" kuUpszeletet a F2 és 33 pontokon Kkivil még
két pontban metszi. Ezek egyike a P méasodik projekczidja 73",
a masik pedig az emlitett harmadrend{ térgérbe ama Q pont-
janak a masodik projekczidja, mely Q pont P-vel kdzos elsé
sugaron van, Ggy hogy Q'=P\

Az a kérdés mertl most fel, hogy a p" és g" kuUpszeletek
szoban lev6 két metszéspontja kozil, melyik a P" és melyik
a Q" ? Erre nézve a kovetkez6 megfontolas Otbaigazit. A Q"
pont Ugy a g, mint a p egyenes egy-egy, de nem ugyanazon
pontjanak a masodik projekczioja és igy a Q ponton atmend
masodik vetité sugar a [p, g] sikban van és Q" ennek a sik-
nak a masodik nyomaban. A [p, g] sik els6 nyoma a \P'G 1\
egyenes, masodik nyoma atmegy a G2 ponton és abban a
pontban metszi az xw tengelyt, a melyben az els6 nyom
metszi. A két metszéspont kozil tehat az, a mely a [p, d]
sik masodik nyoméban van a Q", a masik a P" pont.

41. Két egyenes, g és h, elsé projekcziéi az Cj és Uj pon-
tokon kivil még két pontban metszik egymast. Ha g és h
metsz6 egyenesek, Ugy a g' és h' emlitett két metszéspontja
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kozul az egyik a metszéspont elsé projekezidja, a masik, a[</, h]
sikban fekv§ els6 vetité sugar els6 nyoma. Ez a metszéspont
tehat a [g, h] sik | | els6 nyoméaban van. Ha a g és h egye-
nesek kitérék, akkor az els6 projekczidinak emlitett két metszés-
pontja a két egyenest metszd els6 vetitd sugarak els6 nyomai.

Hasonlét allithatunk a g és h egyenesek masodik projek-
czidinak metszéspontjairol.

42. Az eddigi targyalasokbdl latjuk, hogyan torténhetik lineéris
kongruenczidk felhasznélasaval a két keépsikon vald &brazolés.
A tovabbi részletezésbe nem bocsatkozom, csak megjegyzem,
hogy a térelemek kdlcsonds helyzetére vonatkozo feladatokat,
az eddig targyaltak alapjan, meg tudjuk oldani. A szerkesz-
tések azonban sokkal komplikaltabbak, mint a MoNGE-féle méd-
szer alkalmazasa esetében.

Némi egyszer(sitéseket érink el, ha a linearis kongruen-
czidk, a T czentrum és a képsikok kozott bizonyos kapcsolatot
létesitink. Ezekre az egyszer(sitésekre kivanok a kovetkez6k-
ben ramutatni.

43. Valaszszuk a két kongruencziat Ggy, hogy az u és u
tengelyek mindegyike a v és v tengelyek mindegyikét messe.
A masodrend(i regularis feltletek, melyek a négy tengelyben egy-
mast metszik, egy fellletsort alkotnak. E masodrendd feliiletek
egyik alkot6-rendszere az egyik kongruenczianak, masik alkotd-
rendszere a masik kongruenczidnak sugarai. A tér minden
pontjan &t altaldban a feltletsor egy-egy felllete halad. E fel-
letnek ebben a pontban taladlkozo két alkotoja, az illetd pont
két vetit6 sugara.

E szerint valamely pont két vetit6 sugara mindig a felllet-
sor egy és ugyanazon a fellletén van és egy els6 és egy ma-
sodik vetit6 sugar csak akkor metszi egymast, tehat csak akkor
hataroznak meg pontot, ha azok a fellletsor egy és ugyan-
azon feluletén vannak.

E feliletek mindegyike, Ugy az els6, mint a méasodik kép-
sikot egy-egy kupszeletben metszi. Az ilyen két kupszelet egy-
masnak megfelel6 vagy Osszetartozd két kipszelet.
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Két Osszetartozé kupszelet ugyanabban a két pontban metszi
az X tengelyt.

Az els6 képsik valamely P' pontja és a masodik képsik
valamely P" pontja, akkor és csak akkor valamely térbeli P
pont két projekczidja, ha azok 0sszetartoz6 kipszeleteken vannak.

Ha a fellletsor egyik felilete az els6 képsikot a k' kip-
szeletben, a masodik képsikot a k" kupszeletben metszi, akkor
k' a felilet minden maésodik vetit6 sugaranak elsd, és k' a
felilet minden elsé vetit6 sugardanak masodik projekczioja.

Osszetartozd kuapszeletek kozul az egyik az Ut, Ult Vi, 33.
pontokon, a méasik az Ut, 112, Fa, 58a pontokon megy keresz-
tal. A P' ponthoz tartozé p" kupszeletet Ggy hatarozzuk meg,
hogy az Ui, Ut, Vt, 35, P' pontok meghatarozta kupszelet-
nek az xn tengelylyel val6 metszéspontjait hatarozzuk meg*
E két metszésponton és az Ut, Ua, Fa, 33 pontokon &tmend
klpszelet a p".

A szerkesztés abban az esetben az altal valik egyszer(ibbé,
hogy a k' kipszelet minden pontjanak egy és ugyanaz a k-
klpszelet és a k" kupszelet minden pontjanak egy és ugyanaz
a k' kupszelet felel meg,

Ha ilyen egyszer(ibb szerkesztéseket akarunk végezni, a
tengelyek szerkeszt6 nyomainak a felvételénél csak arra kell
dgyelnink, hogy az | L\V11lés | UNVt|, az | L7SS | és | UjBt|,
az |[UjF.| és |UjFt], az |UjS§| és | Us33 1 egyenesek egymast
parosaval az XM szerkeszt6 tengelyben messék, de az | t/.tt.l
és | U,U,|, tovabba a | F.SS.| és | Fa33a| egyenesek ne messék
egymast az xn szerkeszt6 tengelyben.

44, Tovabbi egyszerdsitést ériink el a tengelyek és a
czentrum oly vélasztasa altal, hogy a tengelyek szerkeszt6
nyomai kozott a kovetkezd kapcsolat fennalljon:

L\= F2, UiS®,, Vt=L\, SSsU;

és hogy az xn szerkeszt§ tengely az | Z7SS | és IU.F.l egye-
nesek metszéspontjan menjen at, de ne menjen at az | FjUj|
és | VB 1| egyenesek metszéspontjan.
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llyen felvételnek elénye az, hogy minden az U,, VIt Ul iBj
pontokon atmend kupszelet 6nmaganak felel meg. igy azutén
a szerkeszt6 sik két pontja, P' és P", akkor és csak akkor
egy térbeli pont két projekczioja, ha ezek az el6bb emlitett
négy ponttal egy és ugyanazon a kupszeleten vannak.

Tovébbi egyszer(sitéshez jutunk végll, ha az icl2 szerkesztd
tengelyt gy valasztjuk, hogy az egyuttal az | UJj\ | és | |
egyenesek metszéspontjan menjen &t. Ezzel az 4&brdazoléssal
fogunk most részletesebben foglalkozni.

8. dbra.

45, Legyen a szerkeszt§ sik valamely P, pontjdhoz tartozd
kipszelet p™; e kupszeletnek az iria szerkeszt§ tengelylyel
valo metszéspontjai legyenek E és F, a P, ponton &atmené
els6 vetit6 sugadr masodik nyoma pedig P2. Ez a P2 pont,
melyet a 31. pont alapjan megszerkeszthetiink, a p" kupszelet
pontja. Legyen tovadbba az | Uj\Xt | és | | egyenesek met-
széspontja K; ez a K pont az xn szerkeszt6 tengely harmo-
nikus polusa a p" kupszeletre nézve (8. abra).

A IKP11és \KUI\, a \KI\'\ és |KUt|, a |KE \és \KF\
egyenesek egy involuczioés sugarsor harom elemparja.

A | KP, | egyenes ugyanis a p" kupszeletet még egy R,, a
|[KP31még egy P2 pontban metszi. A 1\ pontnak a 31. pont-
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ban adoit szerkesztésébdl kovetkezik, hogy | jés jvLI\ |
az xn szerkeszt6 tengelyben metszik egymast. Legyen e met-
széspont L. Minthogy pedig a K pont harmonikus polérisa
a p" kupszeletre nézve, azért az [Ut | és | UJP,1 egyenesek
is az L pontban metszik egymast. Tovabba az | UtPt | és | }
egyenesek is az x12 tengely egy M pontjdban metszik egymast.
Tekintve ismét, hogy £3Sa K polarisa, kovetkezik, hogy UjitJ
és |VLI\|is az M pontban metszik egymast. Egyébként kovet-
kezik, hogy az M és Ij pontok egymastél a |KPt|és \KUt\,
a |KP,1 és |KUS|, a |KE | és | KF\ egyenesek altal harmoni-
kusan vannak elvélasztva, tehat e harom sugarpar tényleg
egy involuczids sugarsor harom elemparja.

Hasonlé megfontolasokbdl kovetkezik, ha Qt és Q, egy ma-
sodik vetit6 sugar két nyoma, hogy a \KQt\ és \KVI\ a
|KQ, | és \KV,[ a\KE\ és \KF\ egyenesek egy involuczios
sugarsor harom elemparja. Itt Qt helyébe J\ és Q, helyébe
P" is tehetd, hol Pt az els6 képsik valamely pontja, a P" e
pont masodik projekczidja.

46. Az els6 képsik valamely [\ pontjaban talalkozé két
vetité sugar sikja, a Pl ponton atmend és a két kongruen-
cziaban foglalt k6zés masodrendd regularis feltlet érinté sikja,
mely a felUletet a Pt pontban érinti. Ennek az érint6 siknak
els6 nyoma a P\ pontban érinti a hozza tartozé kupszeletet,
mig a sik masodik nyoma a ; P2P[ \ egyenes. Ebbél kovetkezik,
hogy a I\ ponthoz tartozd kupszeletet a Pt pontban érint6
egyenes és a \P,P T\ egyenes egymast az x 12 tengelyben metszik.

Hasonlé kovetkeztetéssel nyerjik, hogy valamely Q, pont-
hoz tartoz6 klpszeletet a Q, pontban érint6 egyenes és a
1QiQt I esl);nes egymdst az x 12 tengelyben metszik.

47. A Pt pontban talalkozé két vetit6 sugar z sikjanak
nyomai legyenek tt, t,. Az el6z6 pont szerint tt a Pt pontban
érinti a Pt-hez tartoz6 kupszeletet, mely a Pt ponton atmend
p elsé vetitd sugar p” masodik projekczidja és a rajta atmend
g masodik vetitd sugar q elsé projekczidja. A t, nyom elsé
projekczidja fa. Ennek 6t pontjat ismerjuk, t. i. az Ul, UL I\
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pontokat és azt a két pontot, melyben ¢, az x,, tengelyt
metszi. Az utébbi két pontot a 35. pont alapjan hatarozzuk
meg. A t, és ¢ kupszeletek az U/, W,, P, pontokon kiviil
még egy pontban metszik egymast, mely a ] pont elsé pro-
jekezioja (PY)' (8. dbra).

De a P! ponton atmend két vetité sugar sikja szintén érinté
sikja a reguldris feliiletnek. Ennek els6 nyoma a | P, (F7) |
egyenes, mig a masodik nyoma a P pontban érinti a kip-
szeletet. Ha tehat a | P, (P)) | egyenes és az x,, tengely N
metszéspontjabol a két érint6t a p”"=q’' klpszelethez meg-
szerkesztjiik, igy ez érinték egyikének érinté pontja P7.

48. Ugy a 45. mint a 47. pont egy-egy modszert szolgaltat
a I, ponthoz tartozo P; pontnak a megszerkesztésére, az U,
n, v, 8, ill. az U,, U,, V,, B, pontok kozvetlen felhasz-
nalasdnak elkertilésével. Ennek jelentésége abban rejlik, hogy
ezt a szerkesztést elliptikus kongruencziik alkalmazasa eseté-
ben is konnyen végezhetjiikk, mig a 30. pontban adott eljaras
felhasznalasanal ebben az esetben nehézségekbe titkoziink.

De bizonyos nehézséggel most is taldlkozunk. Ugyanis a
45. pont alapjain meghatdarozhatjuk a | AP | egyenest; de, hogy
ennek a p” kipszelettel valo melyik metszéspontja lesz P,
arra nézve felvilagositdst nem nyeriink. Epen tugy a 47. pont
alapjdén meghatdrozhatjuk az N pontot: de hogy e pontbol
a p" kapszelethez htizhatd két érinté érintépontjai koziil me-
lyik /’], azt megint nem tudjuk eldénteni. Hiperbolikus kon-
gruenczidk esetében konnyen eligazodunk, mert ugy a | [V, |
és | P|V,| egyenesek, mint a | P8, | és | |8, | egyenesek az
x,, tengely egy-egy pontjiban metszik egymast. Ha az U,=V),
és N,=%B, pontokat, vagy az U,=V, és 1,=%B, szerkeszi6
nyomokat egymassal felcseréljik, az altal a | KP|| egyenes,
vagy az N pont helyét nem valtoztatja. De ha az egyik eset-
ben az egyik metszéspont vagy érintdpont volt P}, ugy a
masik esetben, t. i. a feleserélés utdn, a indsik metszéspont
vagy érintépont P]. Elliptikus kongruenczidk esetében azon-
ban lényegtelen az, hogy a p"=¢' kupszelet és az | U 11,],
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vagy a | F ™ | egyenes képzetes metszéspontjai kozil melyiket
tekintjik L~™-nek és melyiket llinek, illet6leg, melyiket Fj-nek
és melyiket SSj-nek. De akkor az sem lényeges, hogy a |KP" |
egyenes és a p" kupszelet melyik metszéspontja, vagy az N
pontbdl a p" klpszelethez hazott két érint6 kozil, melyiknek
az érint6 pontja a Pj. igy a kérdéses pontok kozil akar-
melyiket tekinthetjik Pj'-nek.

49. Az elsé képsik csak egy P1pontjara nézve valaszthat-
juk tetszésiink szerint a két kérdéses pont kozul a Pj-t.

Az | i/1Ut|, j FjS3 | egyenesek és az aAs szerkeszt§ tengely
a szerkeszt6 sikot négy haromszogre osztja. Ha az j |
vagy a | Ft33j | egyenesek egyike sem a sik végtelenben fekvd
egyenese, e haromszogek egyike véges lesz. Ezt jeloljik I-gyel.
A héatralev6 harom haromszdg végtelen kiterjedésd, melyeket
a szerkeszt6 sik végtelenben fekvl egyenese ketté metsz. Ezeket
I, I, 1V-gyel jelélom. Ha az | EjUJ, vagy a | Fjoj | egyenesek
egyike a végtelenben van, akkor mind a négy haromszog vég-
telen nagy. Ezek akarmelyikét jeloljuk I-gyel.

A 1L, I, 1IV. haromszogek egy-egy oldala az | haromszog-
nek is egy-egy oldala. Allapodjunk meg abban, hogy a II, Il
IV. haromszoégeknek az I. haromszdggel koézos oldalai legyenek
sorban: mis, | UM, | FjSSJ.

Legyen most Px az I. haromszdg valamely pontja, akkor a
két kérdéses pont kozil, melyeket Pj'-nek véalaszthatunk, ellip-
tikus kongruencziak esetében, az egyik az I, a masik a Il. sik-
részben lesz; mert a Px pontnak megfelel6 p" kuapszelet, mely
a P, ponton atmegy és a melyen a Pj' is rajta van, nem
metszi valés pontokban az | UJXt | és | FJU™ | egyeneseket és
igy nem lehet pontja sem a Ill., sem a IV. pontban. Tovabba
a két kérdéses pont az xn tengely és a K pont altal egymas-
tdl harmonikusan van elvélasztva.

Allapodjunk meg abban, hogy ha Pt az l. haromszégben
van, akkor Pj is abban legyen. Es most kimutatjuk, hogy
akkor minden az 1. haromszogben fekv6 Qt pontnak megfelel6
Qj is I-ben van, minden a Il-ben fekvé Qt pontnak megfelel6
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Q'l is a Il-ben van, minden a Ill-ban fekv6 Qt pontnak meg-
felel6 QI IV-ben, és végre minden a IV ben fekvé Q1 pontnak
megfelel6 Q" Ill-ban van.

Legyen el6szor Qt I-ben és hatarozzuk meg a |PtQt |= ¢
egyenes masodik projekczidjat, g"-t. A g" Kkupszelet atmegy
az xn tengely ama két pontjan, a melyben azt a g és a | FjSBJ
egyenesek metszik. A g" és | Ft33t| vonalak metszéspontjainak
egyike az tengelyben van, a méasik metszéspont a g egye-
nes ama pontjdnak a masodik projekczidja, melyben az az
| UlJllegyenest metszi, a mi a 45. pontbdl kovetkezik. Végil
g" az ji/jUj| egyenest valés pontokban nem metszi. Mar most
a 1\ pontbdl atmehetiink a g egyenesen a Qt pontba, a nél-
kil, hogy az |. haromszdg keriletét atlépnék, és igy az at-
menet kdzben a mpzgd pont masodik projekczidja sem megy
at, sem az x\2 tengelyen, sem a | FACJ, sem az | t/jUj |
egyenesen. Tehat Q[ tényleg I-ben van.

Mésodszor legyen Q1 a Il. haromszogben. A 1\ pontbél a
g egyenesen, esetleg a végtelenben fekvd egyenes atmetszésével,
agy juthatunk (>rbe, hogy az x 12szerkeszt§ tengelyen atmegyunk,
a nélkdl, hogy az ; FiUl|, vagy a | FjSBJ egyenest atmetszendk.
De akkor a mozgé pont masodik projekczidja is atlép az x 12
tengelyen és igy a Il. sikrészbe jut. igy tehat Q, és Q' a
Il. sikrészben van.

Harmadszor legyen Qt a Ill. hdromszdgben. Most a i\ pont-
bl (?i‘be az 1. haromszog | L\Uj | oldalanak &tmetszésével
megylink a ¢ egyenesen. De akkor a mozgé pont masodik
projekczioja atlép a | F ©~ | egyenesen, a nélkil, hogy az x 12
tengelyen is atmenne; de akkor Q[ a IV. haromszdgbe jut.
Ha tehat Qt Ill-ban van, ugy QI IV-ben van.

Veégil negyedszer legyen Q2 a IV. haromszégben. Most a
Pj pontbdl a g egyenesen az I. haromszog | FjS§j egyenesén
at megyunk. De akkor a mozgé pont masodik projekczidja
dtmegy a | ly | egyenes és az x13 metszéspontjan és Ill-ba
jut. igy tehat, ha IV-ben van, QI Ill-ban van.

50. A 46. pont alapjan mar most a Pj'-bol kénnyen meg-
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szerkeszthetjuk a I\ pontot. Tovadbba nem okoz nehézséget
az, hogy P3-bél a P, és P3 pontokat megszerkeszszik.

A 42. pontig bemutatott szerkesztések, az altal, hogy P,-bél
a P" és P3 pontokat, illetéleg Pabdl a P, és P3 pontokat a
kongruenczia-tengelyek szerkeszt6 nyomai nélkiil meg tudjuk
hatarozni, Kkeresztulvihet6kké valnak abban az esetben s,
mid6én az

h\=V., 1tSSJ,, Vi=Ut, * =11,
pontok képzetesek, tehat a kongruenczidk elliptikusak.

51. A szerkesztést elliptikus kongruenczidk felhasznalasa
esetében rendkivil megkonnyitjuk, ha az Ul=Vt és U1l=332
pontoknak a szerkeszt6 sik végtelenben fekvé képzetes kor-
pontjait veszszilk. Ebben az esetben a szerkeszt6 sik egyes
pontjainak megfelel6 kupszeletek, t. i. a vetit6 sugarak pro-
jekczioi egy korsort alkotnak. A korék kozéppontjai az
tengelyben vannak. Azonkivil valamely tetsz6leges egyenes
ugy els6, mint masodik projekczidja kor. A szerkesztéseket
ebben az esetben épen azért végezhetjik el kényelmesen, mert
az 0sszes a szerkesztés szempontjabol lényeges kupszeletek
korok.

Ebben az esetben az I, I, Ill, IV. sikrészek azok a derék-
sz0gek, melyekre az xn tengely és a | 7,33, | egyenes a sikot
felbontja.

52. Most még a rekonstrukczidrél kell néhany szét elmon-
danom. A térbeli alakzatok rekonstrukcziéja altaldban hasonld
maddon torténik, mint a dolgozatom els6é részében, a 9. pont-
ban. El6szor felveszsziik pl. az icl2 képtengelyt, de agy, hogy
az az xn szerkeszt6 tengelyt messe, vagy vele egybeessék.
Azutdn a két tengelyen at tesziink egy sikot és abban valahol
valasztjuk a T czentrumot. Végre az xlt képtengelyen at
tesziink két sikot, ezek a képsikok. Ha most az Ut, U, VIt
33, pontokat Tzyre, az L\, U2, F2, 33 pontokat #are vetitjuk
a T czentrumbdl, a kongruenczidk tengelyeinek képsik-nyomait
nyerjuk, a mivel a kongruencziak tengelyeit meghataroztuk.

A P pontot a két projekcziojabol Ggy hatarozzuk meg, hogy
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a P' szerkeszt§ projekcziot a T czentrumbdl -re, a P" szer-
keszt§ projekczidt, szintén T-bdl THare vetitjik. igy kapjuk a
P pont képsik-projekczidit. Ha most a P' képsik-projekczion
at els6, a P"™ képsik-projekczion at masodik vetit§ sugarat
bocsatunk, ezeknek metszéspontja adja a P pontot.

Itt is a rekonstrukczional bizonyos oOnkényesen felvett ele-
mek szerepelnek, mint a 9. pontban. igy azutan ugyanazon
szerkeszt§ projekczioknak altaldban kiilonboz6 alakzatok felel-
nek meg, a mint az o6nkényes elemeket masképen és mas-
képen valasztjuk. De az igy nyert kilénboz6 alakzatok kol-
linedrisak.

E vizsgélatoknak kozvetlen gyakorlati jelentéséget nem tulaj-
donitok. En csak a MONGE-féle modszernek altalanosabb szem-
pontbdl valé megvildgitasara torekedtem. A gyakorlati mod-
szerek ilyen altalanosabb szempontbol valé megvilagitdsanak
pedig, Ugy a gyakorlat emberei, mint a targy tanitdsaval fog-
lalkozdk is hasznét vehetik.

Dr. Pnvorszky Alajos.



A DIRICHLET-FELE PROBLEMA EGY ESETEROL.

(Harmadik és befejez6 kozlemény.)

1. Alkalmazas.

18. El6re varhatjuk, hogy a kapott altalanos megoldasbdl’
le lehet vezetni azt az eredményt is, a melyhez Fourier el-

jutott. E czélbol tegyuk <p(y)-t és <p{y)-i zérussal egyenl6vé?
ekkor

+ 7
F<* e o pe> = | (4i
_T
egyébkeént
dG\ _J_ X-X0+ yG X ®m y0- Vpll
,dy /,,:O“' 2 cot cot 2 ]

i cQt X+ Xx0+x+y0 _ cQt x+x0+4-yO' (45)

E kifejezést sorba fejtjik a kovetkez6 formuldk alapjan :

11
= 1+ a)(l+a+ a2j—)=1+2 (a+a2+a3H-—--) (mI¥<n

és
Otu+.L:1_i 0.tw—vi li+e~vHi  i+e~w'
cot —Me-mmm- Cot—S— \ 1—g—V+U| * 1-e ~v-
= 1+2 (e~"" cos u+e-2c0s 2w-j— ) fvxn
Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 10
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Ennek kovetkeztében

----- = 22 e~ny’[cosn{x—x0—cosn{x+ x0+n)]
dy ly=o i
= 4% e~ny°sinn (xo+ y )sinn[x +
es

V(x0,y0= 2 e~ny°sinn @0+ y) ey J/(x)sinn(;x'0+ y) dx.

Emlékezziink vissza arra, a mit f(x)-TO\ a 2. §-ban mond-
tunk. Ha n paratlan, akkor

2
1 j'f{X)sinn[x+ -¢g)dx =

n—

(-if2 3

J fix) cosnxdx = (—1) 2 t<,

\ »—t
(x0+ yj = (—1) 2 cos nx0;

ha pedig n paros, akkor

n
+T

— J f(x)sinn  + iir)dx =
_i_l

+71

—_ J*f(x)sinnxdx = (—I1)2 b,,,
|

sinn (k0+ y] = (-1)2 sinnx0
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és igy
V(x0, y0) = cos X 0+ ase~3/° cos 3x 0-\-ase~5y«cos 5a'0H—
+ sin 2270+ 6 4e” #h»sin X0+ b Ge~0»sin 6a20+ -+ (46)

Ez nem mas, mint a FouRIER-féle megoldas.
19. Vegyuk azt a kilonds esetet, a mikor

f(x)=\, <py)=0, <Hy)=o0.

Az integralalakbdl kiindulva, lesz

NS o

Idézzik Iékezetlinkb u .
ézzitk emlékezetiin e\(%)ly:O

Osszerakott (45) Kkifejezését. Az integraczid nem jar semmi

nak el6bbi, cotangensekbdl

nehézséggel; példaul

T i2 ./fcot X - x2°+yA-<Ix =
, 1 [t , . x—x0+y0 TPr*a
Zi% 12~2 logsm------- « o
és igy tovabb. Tehat
V(x0. y0) = _IC log cot 4 - XpZUdS/\

* o, Mgk VA
log cot Ay

+ n,

SN

n egy bizonyos, még meghatarozandd egész szam, melyet a
logarithmus fliggvény tobbértékl volta hoz be.

10+
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Legyen

ekkor ] ,
V(x0, y0) = —:T(Iogii+i’\—\og§(+i@)+n — <P,

azaz

2 1
VG ¥ = -5 aret g g

Itt mar csupa valés mennyiséggel van dolgunk; szabad tehat
azt a megszoritast tennink, hogy arctg értéke mindig —
és + 3 kozott legyen. Ha yO1 zérus felé kozelitjuk, V(x0,y 0>
hatarértéke 1, ennek kdvetkeztében
n—1;
minthogy pedig
-0----arctg a = arctg— ,

vegre

FK,y0= |arctg 2e~"g@" (48>

Ez a formula azonos azzal, a melyet Poincaré teljesen mas
aton nyer Theorie analytique de la propagation de la Chaleur
czimld munkdjéaban.

IV. A derészdgl négyszog GREEN-féle fliggvénye.

20. Az el6bbiekben megkaptuk egy oly tartomany Green-
féle flggvényét, a mely derékszogli négyszégnek tekinthetd,
ha annak egy oldalat a végtelenben képzeljik. Lassuk, hogy
a hasznélt mddszer nem vezet-e czélhoz, ha koz6nséges derék-
sz0gl négyszogrél van szo.

Mindenekel6tt megszerkesztjik valamely belsé A (x0, y0 pont
képeit és a képek képeit a D derékszogli négyszdg 0Osszes,
oldalaira vonatkozdlag. Ekként a képek két dimenzidés héalézata
keletkezik: Am,(n,p=0, £1, +2, +3, ...); avizszintes sorok-
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ban p, a fliggélyesekben n index alland6. Az Aw kép Osszesen
\n\ + \p\ szam( vetitéssel keletkezett.
Elgszor természetesen a

+ #(-D n+plog~ (49)

sorra gondolunk (rf az M(x, y) pont tavolsagat jelenti az Ap
képt6l), a mely formdlisan megfelel mindazon koveteléseknek,

12. é4bra.

melyeket a GREEN-féle fliggvényhez fliziink. E sor azonban
széttartd, mert
lim log rp= oo.

Probaljuk dsszetartéva tenni a sort azaltal, hogy bizonyos
tagokat egy csoportba foglalunk. Egy-egy csoport tagjai vonat-
kozzanak azon képekre, a melyek a hal6 egy négyszdgének
csucsait alkotjak. llyen négyszdg négyféle van. Valaszszuk pél-
daul azokat, a melyek az AAI1A71A~1 négyszoghdz hasonlok.
Egy ilyen R négyszdg cslcsai:
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<2p <2p a—2p+1 A-%P+I
A2n> -N—2/1+1) 2n+1?  *-2n

(n, p=0 +1, +2, .)

Helyezziik koordinatarendszeriink kezdépontjat az adott négy-
szog kozéppontjaba. Legyenek a és b a négyszog oldalai ugy,
hogy az els6 az Ox, a méasodik Oy tengelylyel legyen par-
huzamos. Ekkor Am koordinatai:

xn={-\)n{x0—na)
p = (-1)p@o—,H
tehat az R négyszdghoz tartoz6 tagok 0Osszege:
(x—x 0-\-8na)2-}- (y+y0—b—%ph)2
(x—x0+2na)2+(y -y 0+ 2pbf

(x+x0—a &ndtr(y—yo-\-8pbY
(X§-500—a—2na)2-F-fyf-y0—b—2pbf — 2109 (L)

a,p= |log

Ha a
+® +&

vagy ypcinp

— Co

sorokat vizsgaljuk, latjuk, hogy mind feltétlenil &sszetartok,
mert példaul

(—2ic+a+4na)(2a:—a)
Z S Unv~ Z s [(x—x0+%na)*+(y—y0+2pb)*]
&y0- b —A4fpb)Rii-b)
[{x +x 0— a—<ingd)2+ (y+y0—b—%pb)2] -

ez a sor pedig Ugy tart dssze (p allandd lévén), mint

co

V_L.

-fco + c

Ellenben a v v ((

—c —co

sor nem, feltétlenl‘j,..\(‘jsszetaqg’),Imert\ a}zl

o

u Vv
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sor széttartd. Lehet ugyanis két véges szamot, k-i és K-t,
talalni ugy, hogy n és p minden pozitiv értékére nézve

k VS. <u <k np -
(M*+py ~ npN —(W'+pV
Azonban CAUCHYnak egy tétele értelmében,1 az U sor egy-
id6ben konvergens a
O ®
T (“f uvdudv
d d (ur+vy

integrallal, melyet az
Um=p COS @

V = /»sin co

transzformaczidval ilyen alakban vizsgéalhatunk:

0o 2 00

J—1 | — sin cos codpclw = J—
0O O

tehat a J integral végtelen nagy.
21. Mindamellett a

+ 00 + 00

G—%p «np (51)
— 00 — co
sor oOsszetartdé és — mint megmutatjuk — el is Allitja a

GREEN-féle fuggvényt.
Jegyezzik meg, hogy a

+ co

© 4Py, i) — u

co

sort mar ismerjuk, mert a 10. §-ban szerepl§ <S sorbdl <t
megkapjuk, ha

%o helyébe y —p0
y helyébe ?/-——
7 , N 3 (I:
X és xahelyébe n— és n —
a a

1 L. pl. Picard: Traité d’Analyse, Il. kiadas, I. k. 289. I.
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mennyiségeket irjuk. S értékét a (19) alatti képlet adja meg,
rtehat

1— cos — (x—#0) + e~2+2/o
<r{x,y;x0,y0 = zlog -
1-\-2e~y+y°® cos — (ic+ico) + r~2#2"

1—2el> (™+Ygcos — (@?>—iej+c26-2 (yH,0)
-|log £ (52)
1 -\-9leb~iy+y°)cos a (@?+a;0) +ez&-2 (HK

Ha a San, sorrdl a 2a,, sorraakarunk attérni, az képek
halozatdnak egyik vizszintes vonalat, a mely p=0 értéknek
felel meg, 25-vei kell sulyesztenink, vagy — a mi egyre
4- ©

megy — Y-1 kell 2fr-vel ndévelnink; és altalaban 2 ” anp csak
+m —®

annyiban kulénbozik ™ amt6:, hogy y helyébe y-\-2pb-t kell

+0
P= £ amp= <rfx, y+ 2pb; x0, y0. (53)

tenntnk; azaz

Vizsgaljuk marjmost a
+«

)

rsort. Legyen A olyan, a végesben fekvd tartomany, a melynek
pontjai A-tél és ennek valamennyi ,4f képétél legalabb d tavol-
sagban vannak. Ugy képzelhetjilk, hogy az A és Ap pontok-
bol, mint kozéppontokbdl, kéroket irunk le 6 sugarral és A
mind e korokon kivil fekszik, d egyébként tetszés szerint
kicsiny pozitiv szdm lehet.

Azt allitom, hogy a lap sor feltétlentl és egyenletesen 6ssze-
tart6 a A tartomanyban.

Legyen ugyanis

eb= B, ev~y=u, ev+y=y,
akkor
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1—2u Cc0S -~ (x—x0)

<Tp=k IOg -
1+ 2m cos -~ (X+XxX0 B-®p+ ii2B~Ip

1—2p cos — (X—x0) Bp- 1+ vass2 p_1*
— alogr - ;
I+2v cos o (x+x0 BM~1-\-vBi{&- )

a ap felirasaban a kdvetkezd kis atalakitassal éltiink:

1—2aiB~m+B-"m 1—2aBm+B*m
1+2RB-m+B~im ~ 1+2RBm+B*m "’
+ 0 p
Ennek alapjan 2 av= \log

— 00 -I_s !

a hol

1—2mcos n-(pc—x0QB-"p+ u2B-*p

Pt=,
0 1+2W oos  (x+ x0)B~ip-\-uiB~*p

és jRj csak abban tér el P,-t6l, hogy u helyén v és 2p helyén
—(p—1) van.

A A tartomanyban a Pt szorzat feltétleniil és egyenletesen
konvergens, mert ugyanez allithaté a

wp
sorrol. Ugyanis
(9i CCBirjICII:Sir xn
5-2P
1+ 2wcos — (a?+aj)) B~"p+ uB~*p

és igy, ha jjp| meghalad egy bizonyos N szamot,
(B>1)

a hol ju allandé, pozitiv szdm, barhol van is M(x, y) pont a
A tartoméanyban.



12t sz(CS ADOLF.

Hasonl6 okbdl a P» szorzat is feltétlentl és egyenletesen
0sszetarto; tovabba d-ban jP+\ és || két veges|| pozitiv hagar)
kézt maradnak; ennélfogva a V ap sor. szmten egyenletesen
Osszetartd. S6t feltétlendl s, mert ai&)(\ wp) szorzat fel-
tétleniil osszetartd lévén, az 1-nél nagyobb és Irnél kisebb
tényezék kdloén-kulén konvergens szorzatokat alkotnak és igy

a2 Ilog (@ —wp) | sor dsszetarto,

22. lgazoljuk most, hogy a

flggvényt szabad ugy differenczialni, hogy a sort tagonkint
differenczidljuk. E czélbél mutassuk meg, hogy a

+ 00

vV «p
dx

sor egyenletesen @sszetartd J-ban. Részletesen Kiirva,

v dp v riC u sin a (x—x98~2p P

-a 1--2ucos {x—x0QB~2p+uB~i>

(@ szbgletes zarjelen belll négy tag van). Ha \p\ elég nagy,
e sor altalanos tagja absolut értékre nézve kisebb, mint

_
B""’ip|'

a hol u alland6 (azaz x és y-t6i flggetlen) szdm. Ugyanez all a
vV dffp V VvV dtffp
_dy 7 dx*’ — dy*

sorokra is. Azt tudjuk egyébként, hogy

dxz * dyx ~ °
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es igy
d\p
dx* + %2’
az el6bbiek alapjan tehat

A(A*Y, X0 Q) ¢ A

fuggvény is eleget tesz a LAPLACEféle egyenle+tnek.
®

127

(54)

Hatra van annak az igazoldsa, hogy a 2 sor értéke

zérus az adott négyszog oldalain és hogy az (x0, y0 pontban

éppen ugy valik végtelenné, mint log~ e

Az
, a a
*=4+ y> X=-~Y

egyeneseken minden ji-re nézve

Ha tovabbd y — , akkor

@G 0, @j O ..., Sd" 0-p—0 mm

es vegre, hay = _b

17 R (Ge*e) A-pd~TpHe O, ...

Tehat az adott D négyszdg oldalain I(tp csakugyan zérus.

Az egész D négyszbgben a

H,y) = \{ ﬁp+7% av

figgvény harmonikus, <©v pedig ilyen alakud
«= log— + Ht,
(@ Ht szintén harmonikus); ennélfogva

— log— +

(55)
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és igy be van bizonyitva, hogy a derékszdgil négyszdg Green
féle fliggvényét a kovetkez6 kifejezés allitja el6:

G(X,y:x0,y0 =

) T { —2e:/0-s/-2ps cos ’ (x—se9+ e2

2 —o 1+ 2i>lo-l-IP'cos  (a?+icoH-e2

_FT 1—2dp» p~2pl cos— (@—icn) + e 2(6-1/i>!, 2pi)
A T e

23. Ennek a formulanak tokéletlensége, hogy a és U-re

vonatkozolag nem szimmetrikus. De mivel tudjuk, hogy csak
egy GREEN-féle fiiggvény van és hogy a négyszdég oldalainak
szerepe felcserélhetd, felirhatjuk fr-t agy is, hogy az el6bbi
formuldban x, y; x0, y0; a, b helyett rendre vy, x; y0, x0;
b, a-1 irunk. A két kifejezést egyenlévé téve, mellékeredményil
egy, kodzvetlenll taldn bajosan igazolhato, egyenlséget nyerink.

Megjegyzem még, hogy a leirt fejtegetések és szamitasok
lényeges modositas nélkidl a térre is atviheték, csak log —

fliggvény szerepét kell az 2 fliggvényre ruhaznunk. '

Sz(ics Adolf.



AZ ELEKTRODINAMIKA ALAPEGYENLETEINEK
MEGOLDASI MODSZEREIROL.

(Mésodik kozlemény.)

I1l. Faijijetlea &ramkdrreudszerek.

Figgetlen aramkorrendszernek nevezzilk az aramkoroknek
azt a rendszerét, melyben egyik aramkor sincs a masikkal
vezetdi osszekottetésben.

a) Aramkorok kondenzator nélkiil. Ha rendszeriink n &aram-
korbdl all és ezek r-ikében az ellenallas Wr, az elektromotoros
er6 Er, az aramintenzitds Jr, az autoindukczios egyitthatd
Lrr, az s-edik aramkdrre vonatkozo indukczios egyiltthatoja
Lrs, akkor a

= Wr+LrD= M,, (D), Lrsi = Mrs(D)

jeldlések alkalmazasaval a rendszerliinkben fellép6 jelenséget
a kovetkez6 egyenletrendszer jellemzi:

MFi (D) ---—-(TTo(D) Jn —Er. )
(>'=liviunas n)

Mivel a rendszer elektrokinetikai energidja

n
T—§ j, Lrk —Lfor
r,k=1

pozitiv, azért az
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Ln ... Lu
Li —

LIXI"LU

(i=l....... )

determinansok mindegyike pozitiv és

X1i+V ~1p oo Lt
L(v) = =0

. D,i L2 ...L

egyenlet minden gydke negativ valés szam. Ha a rdvidség
kedvéért

ww oAk K

akkor, mivel az L'rk egyutthatokkal biré 2L'rkx rx k quadratikus
alak szintén pozitiv definit, azért az

L'u+v' « e mLl'In
L'(v) =

L'n! me e LM\

egyenlet 0sszes gyoOkei szintén negativek.

Ha az (I) alatt levd egyenletrendszer determinansat A(Di-
nek, ennek a Mrs eleméhez tartozé aldeterminénsat Ars(D)-nek
nevezzilk, akkor a linearis egyenletek megoldasi modszerével
az (I) alatt lev6 rendszerbdl a kovetkez8t szdrmaztathatjuk le:

A (D)Jr — Air (D) Et\-—--(-Anr (D) En. (I

Ha a
AW =0 (2)

egyenletet elosztjuk wn-nel, azaz a determinans minden sorat
v-vel, azutdn pedig az s-edik oszlopot és sort  Wij-sel és ezt
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a m(iveletet minden sor és oszlopra nézve elvégezzik, akkor
~ helyett v'-t irvan, eljutunk az (1) alatt lev6 egyenlethez;
kdvetkezéleg a

*y)= 0 (2)

egyenlet osszes gyoOkei negativek. Ha ezek a gyokok rendre

vi,. *+, Vi, akkor a
J(D)Jr=o

egyenletrendszer altalanos megoldasa

fifr —AAeWw “‘f’  Ayn6ut,

(r=i;. n)

Mri (D) J, -—--f-Mm (D) Jn —0 S

(r=I,...,n)

mely a

egyenletrendszernek is megoldasa, ha

AgMN (vsH (- ArBMM(ws) = o,

r=1,. n\
Vs=l n)
honnan
A't= ASA\Tr (), 4)
(r,8=1, ..., n)

hol az “sek tetsz6leges konstansok. Ennélfogva a (3) alatt
levé egyenletrendszer altaldnos megoldasa

Jr — A tdir (U/j) evsl-|----mr \- A nAir (Vh) . (5)
(r=1,.. ., n)

Ha a (Il) alatt levé rendszer egyik partikularis megoldasa
<), .., (/,,), akkor ugyancsak ennek a rendszernek a segit-
ségével gy6z6dhetiink meg arrdl, hogy

J(U)IM sr(D){Jr) = J(D)EDY,
r=1
a mi azt mondja ki, hogy

'_2 Msr(D)(Jr) - E s= 0S(i)
1
eleget tesz a
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3(p)d>= 0
egyenletnek, tehat <5(0 ilyen alaku:
$s () — Bsi€li+ eem--BsneV*.

De ha az (Jt),..., (Jn) alakjaibol el6re lathaté, hogy <5(t)
konstans vagy valés periodussal bird fliggvény, akkor, ha i-t
a periodus pozitiv egész szamu végtelenszeresével noveljik,
egyenletiink bal oldala nem valtozik, jobb oldala meg zérus
lesz, tehat

<Ps(t)= 0,
azaz ebben az esetben (/,),..., (/) az (I) egyenletrendszernek
is partikularis megoldasa, kovetkez6leg az (I) alatt levé egyen-
letrendszer altaldnos megoldasa:

Jr— evit\--——--1-A,, Jir(n eV . ()
(r=1,...,»)

Az Aj,..., An konstansokat a t— 0 id6hoéz tartoz6 kezdd-
értékek J10,...,J no tokéletesen meghatarozzak. Ezzel tehat az
(1) rendszer fizikai tartalméat kimeritettik.

negativ volta kdvetkeztében a rendszerben a sta-
czionér allapotot az

1.0 "

rendszer jellemzi.
1 Pl. Ha EXx, ... ,Er konstansok, akkor a (Il) alatt levé
egyenletrendszer ily alakava lesz:

W Wn

Ennek partikularis megoldéasa
Jr)= (6)
%...n

konstans lévén, ez tehat partikularis megoldasa az (I) egyenlet-
rendszernek is.
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2. Pl. Ha pedig
ljj. —E,. sin d£),

akkor a (Il) rendszernek van ilyen alaka partikularis megoldasa
(/n=Jnsin sin (itni+ £n+"m). )

Ugyanis, ha ezt a foltételes megoldast behelyettesitjik a:
(I1) egyenletrendszerbe s azutan a sin(cusi+ £ g) és cos (&si + £ s)-ek
szerint rendezett egyenletben az egyltthatdkat rendre zérussa
teszszuk, akkor az /rsk és drsek meghatdrozasidra a kovet-
kezd egyenleteket nyerjuk:

Byg COS Sin0, — 1Ls 1 rs

Br$sin shky!' Cfg COSsrs Blrs | tfys (8)

Hol a B, C, G, H mennyiségek ismeretes konstansok. Ebbdl
a rendszerb6l aztdn nyerjik, hogy

©)

Ha ool, ..., &n racziondlis szamok s szamlaléinak legnagyobb
koz0s osztdja k, nevezbinek legkisebb koz0s tobbszérdse pedig
r, akkor (/r)-nek, valamint a fontebb bevezetett 48(t)-nek is

z
periodusa -r- Qn, kovetkez6leg a (7) alatt lev6 rendszer az (l)

egyenletrendszernek is partikularis megoldasa.

Mivel a (7) rendszer ..., ent6l fliggetlenil megoldas
vagy nem megoldas, azért ha a (7) az £j,..., en valamely
értékrendszerére nézve megoldas, akkor minden mas érték-
rendszerére nézve az.

Legyenek mar most <dt..., @n irraczionalis szamok, akkor,,
ha egyenletrendszereinkben t helyett mindenttt t+T-t irunk,
hol T végtelen nagy, és

¥ (t-\-T) — SNt IMBIE-Qy
Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 11
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hol m, egész szam és €r<2?r: (Jr) (7) alatti alakjaban, vala-
mint <$(i)-ben is e, helyett mindeniitt er+e'r Iép, de 0S(t)
ebben az alakban T=°° miatt zérus, kovetkezbleg

(In = Jrisin (iwd, + ,e1+el+<iri) d------ b Jm sin (cont-j- en+£« + d,n)

s vele egyutt a (7) alatti rendszer is az (I) alatt levé rend-
szernek partikularis megoldasa.

Ezek a fejtegetések azért fontosak, mert mint kdnnyen be-
lathatd — legaldbb elméletileg — a (II) alatt levd egyenlet-
rendszer sokkal alkalmasabb az Ers-ek és d.gek meghataroza-
sara, mint az (I) alatt levé.

8) Aramkorok kondenzatorral. Ha az r-edik aramkorben
levd C, kapaczitasi kondenzator potenczidlisa Vr, akkor a
rendszeriinkben fellépé jelenség tanulmanyozasara szolgald
egyenletrendszer a kovetkezd:

Mri (D) t/j+-—--—-\-Mm (D) Jn—E ,-\- V,
dvr _

— — . (n
Jr C,r dt C rDVr.

(r=4..., n
Ebb6l a rendszerbél a

DMrs(D) = NrsCD), DMrr D)+ -Q- = Arr(D), DE,= E’

jelolések alkalmazasaval konny( szerrel leszarmaztathaté a

IrmvpflrP70 *
Nri(D)./,+mee + Nm(D)Jn= E'r. (Iv)
(r—,....,n

Ha ennek a rendszernek a determinansat megint A (D)-vel,
aldeterminansait meg drs(D)-ve: jeloljik, akkor

AD)J, = Alr{]))Ei+-m+AnrE'n, (\Y)
(r=1,...,wW

melynek altalanos megoldasa az el6bbi jeldlések megtartasaval

J, = (/m+ -Aphr (vt) eyit------\-A”nA\ (yan) e'tnl, M)
(r=1.
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hol v1,... ,vn a

aw= 0 (vil
egyenlet gyokei. Kimutatjuk, hogy ezen egyenlet gyodkeinek
valés részei negativek. Legyen ugyanis egyenletiinknek egyik
gybke v=a-\-gi, akkor a d{v)—o foltétel kovetkeztében a

n
+ (@a+™) Wr o oct* (aRi) L rsxg (10y
s=1

(r=1,2,.... n)
egyenletrendszernek van megoldasa; legyen egy ilyen megoldas:

B s ly*e

Ha ezt az értékrendszert behelyettesitjik a (10) alatt felirt
egyenletbe s aztan a valds és képzetes részeket szétvalaszt-
juk. akkor a kovetkez6 egyenletekhez jutunk:

\5\7 + aWrAr—RWrtlr+ ia»—R*) N Lrgs—%alk V Lygfig —o0,
8=1 8=1

_—b(lw riJr -8 :n.rfr"t"(ﬁz—ﬁ*) | Lrs*s+ "af L rs$s = O
u* 8=1 8=1

Ha ezen egyenletek elsejének rj,--szeresét kivonjuk a maso-
dik c,--szereséb6l s aztan szumindzunk r-re nézve 1-t6l n-ig,
akkor a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

Brﬁ_lw r(&+ VU+ *aBrlézi_,,SrS. + r£: lLrgT"g] = 0.
Mivel ebben az egyenletben el6fordulé quadratikus alakok
mindegyike pozitiv definit alak, azért /2+0 foltétel mellett
egyenletiink csak ugy allhat meg, ha a negativ.
Ha pedig s=0, akkor a (11) alatt lev6 egyenleteink a kovet-
kezére redukéalddnak:

+ « HrCrd—a~8’:1Lran: 0, (12)
honnan
11~
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+ «2 Lr8$rfs — o, (13)
I,S=1

a mi megint csak akkor lehetséges, ha a negativ.

Ennélfogva a (VI) egyenletrendszerrel jellemzett jelenségben
nem staczionér &llapotban minden aramkorben csillapodd
aramok is lépnek fel, melyek k&zil némelyek lehetnek osz-
czillalé hullamok; az oszczillalé hullamok maximalis szama n.
Ez a maximalis szam fel is 1ép, ha W-ék igen kicsinyek.
Ugyanis Wr—0 esetben a (13) egyenlet szerint a (VII) egyen-
letnek val6s gyokei nem lehetnek.

A staczionér allapotot jellemz6 egyenletrendszer megint

Jr — (Jn). (r—=...,n)
1. Pl. Ha Elt..., En konstansok, akkor

@ =o (r=,... ,n)
és a (Ill) alapjan
(V)= —Er. (r=lon)
2. Pl. Ha
Er= Ersin (@rt-fsn (= ... ,n)

akkor annak megfontolasaval, hogy
[IT WrE+ LrrD*j Sin (t+ £9

Wi+ P eV Iy,

= 1) (Wr-\-LrrD) (sin ojst-pes);
A(D) sin (a)st+es)= DnAM (D) sin (cost-\- es\
Asr(B)E's= Drf6(D)Ea,

sin(<wsi+ £5) =

hol A[s)(D)-1 az a) fejezet d(.D)-jéb6l Ugy nyerjilk, ha abban
Lrr helyett L{t-1 irunk. Konnyd belatni, hogy
(In) —Jrasin («Uji+ej-j-artH------ Wm sin (Ot E n-\-d*n),

hol Jrs~t és drf-t az a) fejezet (9) alatt levé képleteivel meg-
hatarozott Jrs és “rs-b6l Ugy nyerjik, ha LKk helyett L kk1
frunk (k=1,.. .,n).
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3. Pl. Ha
Er= Erer sin {&rt-\-er),

akkor részint az a) fejezetben, részint az imént targyalt 2. pél-
daban leirt modszerrel taldljuk, hogy az (V) egyik partikulris
integralja

@nN = j'rl e*risin @QUf-pEr+ dj) §-—-F-7m  Sill @nl+ £, -j-<i™),

hol Jrs és drs az as, ws és Lkk (k=1,..., n) fuggvényei.

Kénnyld meggy6z6dni, hogy (Jr) a (IV) alatt levd egyenlet-
nek is partikularis megoldasa. Ugyanis az a) fejezetben leirt
mddszerrel taldljuk, hogy

n
2 . Nsr {D) Jr—Es = Js(0
r=

eleget tesz a
2I(2))i>= o

egyenletnek. De (Jr) részletes alakjabol kovetkezik, hogy
5() = 2 [Ecrm)*+ 07 eiar-ilu]
kdvetkez6leg
r2:I [eVi(«r+io.ne(-+'"rt + [9*xd («r-~ne(™™ )il = o,
a mi tetszéleges a-k és io-k mellett csak Ugy lehetséges, ha
«fi’= C "= o,

0s(t) = Q

tehat

a mi bebizonyitandd volt.

A (V1) képletben a nem staczionér jelenséget jellemz8 rész-
ben el6fordulé 2n konstanst VX, ..., Vn kezdé
értékei egyértelm(ileg meghatarozzak.

Mivel n—1, Ex—0 esetben problémank megegyezik a T homson
altal mar megoldott problémaval, azért a ) fejezetben meg-
oldott problémat altalanositott THOMsoN-féle probléménak is
nevezhetjik. Ennek a problémanak ily teljes megoldasa az
irodalomban eddig — agy hiszem — nem fordult elé.
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Az n=2; Ex=Et—0 esetre vonatkozélag ismert kutatasok
nem terjeszkednek ki a gyokoknek imént vazolt diskusszidjara.1

Alkalmazéasok.
I. Pl. A transzformatorok elmélete. Az
n—2, El=E1sin(ojli-\-e), E~=0

egyenletekkel jellemzett rendszert transzformatornak nevezziik.
A kondenzator nélkili transzforméatorra vonatkozé alapegyen-
letek tehat:

Mu (D) )\ = El, Mv
210y di+ Mv2= 0.
A{D)J1™ A 11{D)E1,

A{D)Jt = Ali(D)EL
P NFj-pkjjV 12w
ItaV Ws+L mv
Ha a (II") rendszer partikularis megoldasa
() —A, sin (,({-6,+d)),
("a) » sin (ttijt-p
akkor az a) fejezetben leirt médszerrel az H-k és d-k meg-
hatarozasara a kovetkez6 egyenleteket talaljuk:

(14)

tFAE,

[PFjIVj—o)\(LnL ,j—L*s)] sin dj+CL,, U2+ L W t) ojlcos d,

[WJIVs—it?(LnLti—L\ff] cos cb—(Lu WA+LAWT) wlsin da
[W,4F2- <\ (LnLia~L%)\ sinds+(LnIF2+Liz2l F ,) cos d,

1
S

1 Oberbeck : Wied. Ann. 55. Bd. 623. p. 1895. — Domalip u. Kolacek :
Wied. Ann. Bd. 57. p. 731. 1896. — Wien: Wied. Ann. Bd. 61. p. 151. 1897.
Bd. 8. IV. Folge, p. 686. 1902. - Drude : Ann. d. Phys. Bd. 13. p. 512. 1904.
Bd. 16. p. 116. 1905.
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Mely egyenletekbdl a

WA

jeldlés alkalmazasaval egész konnydséggel talaljuk, hogy

42 — E?
1 Wi+ TW If (16)
As= ;
i YA
tgo\ = ai(Ln Xle)
o W'-cu*(LU-X*LAL,, (17)
WQOV=" ) (tk:+riVa)./ M+ (Lu-A2Xi2) ttg
tg(6\-<?3= - J L

Ning2

Mivel a (14) egyenletek jellemzik a transzformatorban a sta-
czionér allapotot, azért ezekkel az egyenletekkel Kifejezett tor-
vényt a transzformatorok Onm-féle tdrvényének nevezzik.

Ha a szekundér tekercs kapcsolasi feszliltsége s a sze-
kundér vezet6 bels6é ellenalldsa és autoindukcziés egyitthatdja
illet6leg , akkor érvényesek a kovetkezd egyenletek
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Ha a szekundér vezeté kulsd ellendllasa s autoindukczids
egyutthatéja W "\ illetleg L€), akkor érvényes meg a kovet-
kezd egyenlet:

L2 + (M f+WFH)It+(L®+ m ~ =o,

ebbdl s a fontebbi egyenletek masodikabdl kovetkezik, hogy

Tekintettel a (14) alatt levé egyenletekre JEj-nek a staczionér
allapotra vonatkoz6 értéke:

B®9= A2y JIQLsin
coJJ® (18)

Ha a szekundér &ramkoér zéarva van s oly gyorsan valta-
koz6 az aram, hogy Wt (otLi2 mellett elenyészé csekély, akkor
a szekundér és primér aramkdrok amplitidoinak viszonyat a
kovetkezd képlet szolgaltatja:

). (19)

Ha a primér és szekundér tekercs tekervényeinek a szamat

A j, illetbleg N2-vel jeldljik, akkor teljes magneses bekapcsolas
esetére :

(E)max. _ V L U N*

(dpmax. V Az

20

Ha pedig a szekundér &ram nyitva van, akkor

W w,wwewm

1 Ugyanis teljes magneses bekapcsolas esetére L1b2= Lfa. Egy N

tekervény(, S keresztmetszet(i, | hosszisagl s n permeabilitasi szolenoidra

nézve:
T  bnftSN*
L~ [
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kovetkezdleg a szekundér és primér vezet6k kapcsolasi feszilt-
ségeinek amplitidoi a kovetkezd viszonyban vannak:

_iutLv,

21
(Ejn Vw+tolL

Ha W1 ool mellett elenyész6 csekély, s a magneses be-
kapcsolas is teljes, akkor

(Ej)max. (22)
(Edmax.

Ha a szekundér aramkorben révid zarlat all be, akkor

lytk) —o £<>_ o,

kdvetkezdbleg
(Jéraax. _Ir
(Jama*. ~ V W~ +colLW

Gyorsan valtakozd aramokra vonatkozoélag teljes magneses
bekapcsolas esetére érvényes a (20) alatt levd tétel.
Ha a szekundér aram nyitva van, akkor

3 - YW+ ST sin (tWji+ej+dj),
tg <?!:—la?/:/‘tu )

tehat a jelenség olyan, mintha a szekundér tekercs nem is
volna jelen.

(Wt+ W tf+m\ (Ln-A*Li2)*-(W\+co\LId =
- M2 WIW%a>\ 2LnL"-L1d)].

Egyenletiink jobb oldaldn lev6é mennyiség negativ, mert, mint
W,j-nek folytonos filiggvénye, W"—o00-né\ zérus, helyen
pedig negativ, mivel 2LULM— legkisebb értéke LItLes is
pozitiv. Ennélfogva:

Ha a szekundér &ramkort zarjuk, akkor a primér aram
intenzitasa novekszik.

A primér tekercsben az id6egység alatt végzett munka
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MI= - cos 0\ = (W, +"2WJ. (23)

A kiils6 szekundér vezetékben egy id6egység alatt nyert
munka abszol(t értéke:

|
Mig= cos %= m 1 /I2W 3 (24)

A szekundér tekercsben létrejott munka:

MB) = ';3 *Ww=m m s m
tehat .
42 JIwW
m,= Mf+M~ =~ rtk;="p.
Ennélfogva a szekundér vezetékbe letranszformalt energia
csak egy részét képezi annak az energidnak, a mi a prirnér
tekercsben megjelenik s azt anndl jobban megkdzeliti, minél

. A*W
kisebb ~ ~' 1
A szekundér vezetékbe letranszformalt és a prirnér tekercs-
ben megjelené energia mennyiségek kozotti viszonyrol kilén-
ben elég vildgos képet nyujt a kovetkez6 egyenlet:
Mt )-W,
M, Wi+X'Wi '

A kondenzatorokkal fdlszerelt transzformatorra vonatkozd
formulakat, az imént levezetett formuldkbdl ugy nyerjik, ha

azokban Ln, Ls2 helyett rendre L\t, Trunk
i T —T :

Vizsgaljuk meg, hogy A2 mikor lesz a jelen esetben maximum

tehat
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4

E1l
2 m” 2y WJIVA?
és ez akkor kovetkezik be, ha

p _ Ln _
W, L, WA\+w\L* ’
honnan
. 1 Wac,, - Wi,
01 CtC% W,LU- W.LM”’
= Tt|iio| w\L2Li2
N E a "

(25)

Ha ezek a relaczidk teljesiiinek, akkor azt mondjuk, hogy
aramintenzitasra nézve a transzformator hangolva van, s ekkor

i) — , I\El\st sin {coj+ef),

J) = g sin (6iji+ej+dj),
@n 2V wx (6iji+ej+dj)

W2
hi7
toE> N1n22
(E>max. _ y w 1_ vL'n
(Jjmax. v-ws [ LU’
A =i

Tehat az intenzitdsra hangolt transzformator a primer
tekercsben megjelend energidnak csak a felét transzformélja
le a szekundér vezetékbe.

Az altalanos esetben, miként kénny( meggy6z6dni

MA 1 (26)
, \il Imax. 1+ M ’
<L\*

a mi akkor kovetkezik be, ha a szekundér vezet6 hangolva
van az elektromotoros er6hodz, azaz
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(27)

A (26) képletbdl az is vilagos, hogy az energia transzfor-
maczid, akkor legerdsebb, mikor nincs magneses szétszorddas,

és ekkor
1

(28)
Ct WtWt

A (27) és (28) egyenletekbdl vilagos, hogy és C alkal-
mas megvalasztasaval elérhetd, hogy az energia atalakitasa
lehet6 teljes Ipgyen. llyenkor azt mondjuk, hogy a transzfor-
matort az energia atalakitasra hangoltuk.

Az energia atalakitasra hangolt transzformatorra nézve
legnagyobb értékét akkor veszi fel, ha LX is zérus, azaz, ha
a primér tekercs is hangolva van az elektromotoros eréhoz.

Tehat a transzformator Ugy az energia atalakitasra, mint
az &ram intenzitasra nézve hangolva van, ha Ca elég kicsiny
és Ugy a primér, mint a szekundér vezeték hangolva, van az
elektromotoros eréhoz.

Mivel a (24) képlet értelmében a szekundér vezeték kiilsé
részében végzett munka maximalis értékét A,-vei egyszerre
éri el, azért, ha a transzformator révén a lehet6 legnagyobb
energiat akarjuk el6allitani, akkor azt intenzitdsra kell han-
golni; de ugyanekkor (18) fesziiltségre is lesz hangolva.

A magneses hysterezisnek a transzformatorok mikddésére
valo befolyasdnak tanulmanyozédsa feladatunkon kivil esik.
Csak azt jegyzem még meg, hogy legelészor Stanlay s vele
korilbelul egyidejlileg Tesla konstrualtak kondenzatoros transz-
formatorokat 1891-ben. A kondenzatorok gyakorlati alkalmaza-
sanak Ugy a kisérleti, mint az elméleti részre vonatkoz6 nagy
irodalmardl teljesen vilagos képet nyujt Bisicz «Anwendung
und Zukunft der Kondensatoren in der Wechselstromtechnik»
czim{ munkélataban.
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A transzformator nyitasanak, illet6leg zarasanak a jelensége
a Il. fejezetben targyalt mdédon tanulményozhato.

Il. Pl Két egymasra hatd oszezillator elmélete.

A R) alatt targyalt probléma egyik speczidlis esete, az

w=2, Et=Et= o

eset, mely nem mas, mint két “egyméasra hatd oszezillator
problémaja és a melyre vonatkoz6 differenczialegyenletek a
kovetkez6k:

(W 2-\-Lni))J2-\-LitiDJil= V\,

L,213./1+ (W,+ LHU)J3= V . ()

JA-QDFj, - cv,.

és /2 helyett hatarozzuk meg most Ft-et és F2-t. Az alkal-
mazandé médszer minden mdédositas nélkil a R) alatt tar-
gyalt altalanos problémara is alkalmazhaté s lényegében az
ott bemutatott modszerrel azonos.

A (I11") rendszerb6l kovetkezik, hogy

(1+ G WtD-\-C1LuDi) V1+CtLnDtVt = o,
CAir~+d + C,WID-\-CAL'D*) Fa = o.

Kovetkezéleg GUgy Vt, mint F2 eleget tesznek a kovetkezd
egyenletnek:

ypy= '*CWIIECLY C.,LIt- )
- ctL jy \+a,w.D+c,Ljy F=o. (29

Ha tehat a
Jv) =0 (30)
egyenlet gyokei v4, v4, v3, v4, akkor a (VI) egyenletrendszernek
megfeleléen az altaldnos megoldas :
Fi= AlAu(Mel™+AMNM <t*+ A 9J1(yJel*+AiJu <t)g™,
F2 = Atdti (vj) e+ A2In (vt)er't+ Aal li (w)ert+ Atd It (v4) es™,
M = 1+ Fj112j-)- CaZA,
(Vi) = — CjLjjvf.

Ha a kezdd feltételek:
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m = v 0, (F¥)=0, =0, ()=-ci(”~ ) =0,

akkor konnylG meggy6z6dni, hogy az A-k eleget tesznek a
kdvetkez6 egyenletrendszernek:

£ A?= 0,
1=l
i"Ai.f= o,
I—
2 Am = o,
1=1
iIAi = f0.
1=1

Honnan tekintettel arra, hogy

-1 { h j£),
j a\d. —  ~liZo i
12 e 2 (LN-Z78T (iR (w-w) (W—\R)

Ha mar most a rovidség kedvéért

(vj, v3 = (ttj+oiji, at—ualjt); (U3, W) — («,+ 6.2, a2— >3);
= LItw:CtiLnL,,~LU

akkor
Aif(vi) At ag+(ar»,—ar*] [aj—«jtit+a* )»] *
AR() A3 Ayprn g ik 18—y 7 [a—aj+iftij+ijli] TP
Az (Vj)Ag =  -0ji, An(f)Ax ti Db

Kovetkezéleg:
Fs = Bteaitsin (wji+djl+.Bjj6“8sin (<ei+ "),
Br= 2 §/«r+hr, 32)
r—,2

tg/\:_/\_

(31)
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A mi az altalanos elméletnek megfelel6en két csillapodo
rezgést jelent.

Az a-k és ai-k a (30) egyenlet egyitthatoival a kdvetkez6
Osszefliggésben vannak:

Il 1 HjAj,

2(LnLtt—Aj2
Lic1+L MCt+ Wj Il 2CjC2

N+ 2 =

ier 72 1 zT*T 33
1
* ) (*et*) = -
(a*+0»;) (Fet«*) iAAD A
Van még egy Osszefliggés, de arra nem lesz sziikségiink.
a) Ha a magneses kapcsolds igen csekély, tehat L1z igen

kicsiny, akkor, ha |at| és |a, \ igen Kicsinyek, Ggy hogy od
és (s mellett elhanyagolhatok, nagy megkdzelitéssel:

0%—0Lj+i(@2—ax _

ar = (U-a>D  (o— <t (az—ojy2 . @t Usi):
A 1 (34)
Bt= Bt — i = B,
o + W2 /(iy—iOjf+laj—ax?2
b= L1C %;3%;“1/1 11 AA
J422 (35)
2 2 _ 1
A A AjjAz

Mivel ax és a2 egyenl6 elGjelliek s abszolut értékeik igen
kicsinyek, azért a (33) formulak elsejébdl kovetkezik, hogy
és is igen Kkicsinyek, tehat szorzatuk is az; ennél-

fogva a (35) alatt levd formulak elsejébél a

wtw t

AjjA2
elhanyagolhatd, minek kovetkeztében a (35) egyenletekbdl nyer-
juk, hogy
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B nagysagara nézve legkedvez6bb eset akkor kovetkezik be, ha
= dP=w,

azaz, ha a két oszczillator hangolva van egymashoz. Ebben

az esetben aztén

A __ GLnVOs

B 20»(aa—at) 2 (a2—at)

(37)

Tekintettel még a (34) alatt lev6 formuldk elsejére is:

dt=7r, <=o.
Ennélfogva a jelen speczidlis esetinknek megfelel6 altala-
nos megoldas — F4et figyelmen Kkivil hagyva —
= l-]{a’\—aA (e«.i-e«.i) sin 0A (38)

Tehat F2 amplitddéjdnak maximuma

(FSh ax. (39

2a2

Mas teoriak alapjan ett6l ugyan eltér6, de azért analog
formulakat allapitottak meg még Bjerknes 1 és Drude.2
Ha pedig a*=ax=a, akkor

itj+iljf+ 9( %_ S (ffl~)-0,

kdvetkezbleg:

V.= —3— 3 eat (cos (ott—cos
cla' ¢
vagy
VZ—_fA eat sin 1; + tsin 79, (40)
Ha —odt igen kicsiny, akkor sin t lassan valtozik,

1 Wied. Ann. Bd. 55. p. 134. 189%.
2 Ann. d. Phys. Bd. 13. p. 524. 1904.
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tehat V3 olyan sinusos oszczilldczioként foghatd fel, melynek
amplitaddja

3— cul

B = Uﬁ;b)—l eut sin , L.

Konnyd meggy6z6dni, hogy

T (cuj+aij))j A6'+ (

Analog formulat koz6l bizonyitds nélkil Wien.1

A (39) és (41) formuladk alkalmazhatok a drétnélkili tavirds-
nal eleinte hasznalt Marconi, Staby és ARco-féle egyszer(ibb
készilekek altal létesitett jelenségek kimagyarazasara. Wien az
imént idézett helyen kimutatta, hogy a Siaby és Arco Altal
megallapitott kisérleti eredmények az elmélettel meglehet6sen

N U- o2
Fo—ay W (4

Osszeegyeztethetdk.
Mivel i
( pdli__pQdf\
= te*,
cly roa= d=a
@V, t

sin A7

Azért, ha megkozelit6leg at=a3, idl= a®, akkor nagy meg-
kozelitéssel

CtL taVa)B

V, : 5

teat sin oot. (42)

Jol lehet a vl—wt esetnek szigoru targyalasa mas eljarast
igényel, mivel ekkor az 4&ltaldnos megoldas is mas alakd,
mindazonaltal eljarasunk ellen nem emelhet6 kifogas, mivel
ha \j csak megkozelitéleg egyenldé vavel, akkor az altalanos
megoldas még mindig megtartja azt az alakjat, melynek alap-
jan kutatasainkat végeztiik.

b) Ha a magneses szétszorddas igen csekély, azaz L UL SI—

1 Ann. d. Phys. Bd. 8. p. 691. 1902.

Mathematikai és Physikai Lapok XVIII. 12
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igen kicsiny, de |ai[és |«2| még mindig igen kicsinyek ojl és
<e-hdz képest, akkor megfontolva, hogy a jelen esetben a
(33) alatt lev6 képletek alapjan megkdzelitéleg:

2] o MIM Ihj (<2
0)1 -~

-, 1
iuera  CE®LJIN-L AN !
honnan

N

y [(LIJC]—L22Cs)2+ 467Q L .

-G CAdu~-LJ,)

(43)

Kovetkez6leg a)i nem lehet egyenlé te-vel, még kozelitéleg
sem, azért at—a3 elhanyagolhatd o~—w3-héz képest, ennél-
fogva :

Bi+fcji = (62 +fezi),

2(wl—a)

tehéat
Fs= —3— g (e“'fcos a)t—eatcos &2i), (44)

@t <wmn —27<12: (LnL™ 4p) CX2,
akkor kovetkezik be, ha
LUC1= X2C3, (45)

azaz, ha a primér és szekundér vezetékek hangolva vannak.
Ebben az esetben aztdn tekintettel X értékére

cos (Ot—e*“si cos ax). (46)

A (45) és (46) alatt levé képletek a Tesla-féle transzfor-
maétor konstrukczidjara s egy ily transzforméatorban végbe-
mend jelenségre teljes felvilagositassal szolgalnak.

Ha a drotnélkili taviras feladd 4allomasanal egy TESLA-féle
transzformatort alkalmazunk, akkor a (46) alatt levd elektro-
motoros er§ jelenik meg a lead6é allomason, ha mar most itt
is egy TESLA-féle transzformatort alkalmazunk felfogd készulékil,
akkor az a kérdés, hogy a (46) alatt lev6 K — persze mar
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gyongébb amplitddéval — mily jelenséget létesit benne. A nyert
eredmények bizonyara Utmutatasul szolgalnanak a felfogd készi-
lékek helyes konstrukczidjara is. Az eddig megallapitottam for-
mulak még igen komplikaltak arra nézve, hogy a lefolyd jelen-
segrél csak megkozelitéleg is oly vilagos képet nyujtsanak,
mint a felvevé alloméasra vonatkoz6 (45) és (46) formulak.

DRUDEneki2 1904-ben megjelent erre a kérdésre vonatkozd
fejtegetései mathematikai szempontbol nem alljadk meg a hely-
ket, a mennyiben az 558. lapon lev6 — H—Zi — feltevései
alapjan a (130), (133), (134) alatt levé egyenleteinek megoldasa
Ai-\-Bi—o ; a mi azt mondana ki, hogy a felvevé alloméason
nem lép fel elektromotoros erd (128). Hogy mégis eljut vala-
melyes eredményhez, annak az az oka, hogy egy 0sszegbdl
(I. (139), (140), (141) keépleteket) kihagyja a véges tagokat s
igy a végtelen nagy tagok 0Osszegéb6l nyert véges eredményt
teszi diszkusszid targyava.

1. Pl. Egyszer( oszczillatorok rezonanczigja.

Ha a felad6 allomason egy szekundér tekercs nélkuli oly
egyszer( oszczillatort alkalmazunk, a melyben végbemené jelen-
séget az

cjr + wceiir+v=0-'"=-c4f 47>
egyenletek tartalmazzak, (lasd els6 kozlemény (V) formula,
E=0),a akkor a felvevé allomason
E = ECasin (@>t-\-s) (48)
elektromotoros er§ jelenik meg, hol

(49)

Ha a felvevé allomason egy LIt Ct, W1 szdmokkal jellem-
zett egyszer(i oszczillatort alkalmazunk, akkor az ebben végbe-
mend jelenségrél az

1 Drude : Ann. d. Phys. Bd. 13. p. 550. 1904
2 Math, és Phys. Lapok 1908. p. 223.

12*
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LICI( r + WtCt '[y + V+EG*sin (a*i+e)=0, J=-Cx~ (50

egyenletek szamolnak be.
A mar leirt moddszerrel kdnnyen meggy6zédhetiink, hogy
egyenletrendszeriink egyik partikularis megoldasa

(V) = Aeatsin (wt-\-d),

(/) = Beatsin (5|'
hol
B-EO:y (V +]11+ + [U<  (a*+io*)c)
, (52)
_ B
CxY az+a>a
q _ 2alh, + Wt
WA= — | c1(at—gp+ IFjCAfLel *
AU . : (53)
az- G
1g0r—£ (24 G

zLjd- 111+ y((¥2+ i) Cx

Az els6 kozlemény (X) alatt lev6é formulai alapjan tehat az
(50) alatt lev6 egyenletek altalanos megoldasa

V = Aeatsin (ad-j-d)—A xeait sin (0jji+dj).

. 54
T_ _CuU S
1 dt
hol Ax és az integraczi6 konstansai és
01 _ 2Lj’ 01~V Lfi, oL’ (55)
A
(4rL ="

kezd6 feltételek az integraczid konstansainak meghatarozasara
a kovetkez6 egyenleteket szolgaltatjak:
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Asind—A,sin3= 0,

A (asin <?+iocos 3) — Al(alsin 81-\-0>1cos 3f) —0, (56)

honnan

Al= A _ssln_aj = _&AT.(/M sin2?+ [(a—wj) sin cos d]2

(a—a,) sin <?+&>cos $ 57)

cg 3, - ajj sin 3
Ha a felad6 és felfogd allomés oszczillatorai teljesen meg-
egyeznek, azaz

M=a a= alf
3=0,, A=AV

akkor

kovetkezéleg
V = 0,

ennélfogva a felfogd allomas oszczillatora nem szélal meg.
Ha pedig \a \ és 1ad, azaz a csillapodasi mennyiségek igen
kicsinyek m és (o,-hez képest, akkor megkdzelitéleg:

vLC ® ** fLfi,

B = EA =|/[«(~"f +pr)+C, ,m - m
A= B
Cpo
Ha a két oszczillator hangolva van, azaz
& -
akkor
R— £ A— EJ©O
Wia—a) ® - »(a—ad (59)
3= dp
kovetkezbleg:
. BO oy ci
V = .. (eat—e*s) sin (eot-fd). 60
) () (©@t—eDsin (eot-fd) (60)

V amplitiddjanak maximuma
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(61)

a mi analog a (39) alatt levd formulaval.

Az a=al, vagy pedig a csak kozelit6leg érvényes a=al,
w—uU)l foltevések alapjan, miként konnyen belathaté, meg-
allapithatok a (40), (41) és (42) formuldk analogonjai. A mi
természetes is, mert két egyszer( oszczillatomak az imént
targyalt esete, megegyezik két oly egyszer(i oszczillator eseté-
vel, melyek egymassal csekély magneses kapcsolatban vannak.
Bjerknesl fejtegetéseiben az el6bbi, Drude2 pedig az utébbi

felfogashoz csatlakozik.
Sutdk Jozsef.

Az elsé kozleményben észrevett sajtéhibak: A 230. 1 2. sor-
ban /fahelyett kell L2 A 241. i. 12. sordban a zarojel elé minus
eléjel teend6. A 243. 1 4. sordban a négyzetgyok alatt a zaré-
jeles tag négyzetre emelendd. A 244. 1 2. soraban i™-gyel
helyett va-vel teendd.

1 Bjerknes : Wied. Ann. Band. 55. pag. 121. 1895. Ueber elektrische
Resonanz.

2 Drude : Ann. d. Phys. Bd. 13. p. 521. 1904. Il. Die magnetische Kop-
pelung ist sehr Klein.
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A RACZIONALIS EGESZ FUGGVENYEK
OSZTHATOSAGAROL.1

Jelentse
f{X1, X f/(xi,x2 ..., Xn)

az Xv X2 ...Xr valtozok két adott racziondlis egész fliggvé-
nyét; f legyen m-ed vagy alacsonyabb fokd, g pedig n-ed
vagy alacsonyabb fokl(. Szadndékom annak feltételével foglal-
kozni, hogy f és g hanyadosa egy legfeljebb (m— n)-ed foku
egész flggvény legyen. Pontosan m-ed fokd /*nek és pontosan
«eed fokU (/-nek esetében e kérdés azonos avval, hogy f egy-
altalaban mikor oszthatd (/-vei.

Leginkdbb az az eset érdekel, hogy / és g pontosan m-ed, ille-
téleg n-ed fokd homogén egész fliggvények. Erre az esetre nézve
magukon a feltételeken kivil az is érdekel, hogy miként visel-
kednek a feltételi egyenletek, ha az adott homogén egész fiiggvé-
nyekre linearis helyettesitést alkalmazunk. Erre vonatkozé vizs-
galatomat az algebrai alakok (formak) elméletének egy Aaltala-
nos tételére alapitom, mely lényegében Hilbert-16l szarmazik
s melyet épen azért rola nevezek el. Az at, melyen Hilbert
e tételnek, vagy legaldbb lényegének felismeréséhez jutott: a

1 Més, altalanosabb eredményekkel egyiitt elGadatott a Math, és Phys.
Tarsulat 1909 aprilis 1-jén tartott tlésén.

2 Hitoert, Ober die notwendigen wund hinreichenden covarianten
Bedingungen flr die Darstellbarkeit einer bindren Form als vollstandiger
Potenz ; Mathematische Annalen, Bd. 27. (1886) pag. 158—161. A tétel maga
HILBERT-nél nincs altalanosan, hanem csak egy érdekes speczialis esetben,
kimondva.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 13
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formaelméleti tételek egy hosszabb sorozatan vezet keresztil.
Dolgozatom els6 fejezete a szoban forgd tételnek kodzvetlenebb
bebizonyitasat tartalmazza.

I. Hilbert tétele.
1 Legyen

f(xt, xt)= AOx? + () AIX™-'xt R---b Amx

g(xt, xt)= BO0x? + | 1 jB1x%~1xt H-----b Anx”

két &ltalanos binser forma, azaz a™-nek és ics-nek egy oly m-ed
foka s egy oly n-ed foki homogen egész fliggvénye, melyekben
az egyitthatok hatarozatlanok. Barmely

X\=zaR d- ib 6Qy @)

linearis helyettesités az f, g formakat az Gj valtozok formaiba
viszi at. A transzformalt formak legyenek

PBt, £5y= Aot + | j)yAler 1 F——p Am

f)=B0$?+ (7 )B\fr 1SS+---+Bm$2

Mi az unimodular helyettesitésekre fogunk szoritkozni, vagyis
azokra, melyeknek

determinansa vagy modulusa az egységgel egyenl6. Az Osszes
unimodular helyettesitések, mint ismeretes, olyanokbdl teheték
0ssze, melyeknek determinansa

vagy
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alak(. Az els6 két typust igy foglalhatjuk 0Ossze:
fi

AO0. ADe-
«30. b 19.. *>Bn\ 2)

valamely F raczionalis flggvényér6l azt mondjuk, hogy az /, g
alakrendszer covariansa, ha:
1) F a (2) alatti valtozé sorok mindegyikében homogén, azaz
létezik harom oly kitevd
Tty

hogy fi, p barmely értékére nézve

F (}.A q..., XArfft, ..., pBflJ pXt, pXy) —
= Xari*pxF{A0,...,Am; BO,..., Bn; xv Xj;

2) barmely unimoduléar linearis helyettesitésre nézve a transz-
formait alak egyutthatéibdl és valtozdibol képezett

F(AD,..., Am; Ba,..., B'n-celteq)
egyenld a
h(AO... -,AmjBgqg,... ,Bm; -J- i'c, d-
fiiggvénynyel.
Az utébbi kovetelést az
F(AO, Bh; $99) =

B (“o>s+«fAMjB0)...,Bnj ,X2

egyenlettel szokdas kifejezni, magatol értet6dének vévén, hogy
az o0sszehasonlitas 23 €S XV X.2 0sszetartoz6 értékeire vonat-

kozik.
13*
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A % szamot, mely megadja F fokat az x 1 és avben, a cova-
ridns rendszdmunak nevezzik. Ha'%= 0 és V az xx és ;rs-t6l
ment, akkor F-et covaridans helyett invariansnak mondjuk.

Ha F-ben a A és B egyitthatok helyébe speczialis értéke-
ket helyettesitiink, megkapjuk ama speczialis alakoknak F cova-
ridnsat, melyeknek e speczialis A-k és B-k az egyiitthatoi.

2. Az algebrai alakok elméletének elemeiben csak oly
covariansokat hasznalunk, melyek a (2) alatti mennyiségeknek
egész fuggvényei. A kovetkez6kben azonban kivanatos azt az
esetet is tekintetbe vennink, midén F tort fuggvény. S6t
Hilbert tétele érvényes akkor is, ha a covarians fogalmat kiter-
jesztjuk oly F-ekre, melyek a (2) alatti mennyiségek irraczioné-
lis figgvényei.1

Egyébirant kénnyen beldthaté a kovetkez8 megjegyzés he-
lyessége :

Ha valamely F (racziondlis) covarians az

Ag  ***’Am, >qF,, ...,Bn

mennyiségeknek egész fliggvénye, akkor xt és x"-tis csak egész
modon tartalmazhatja.

Legyen ugyanis F a G és H egész fliggvényeknek héanya-
dosa, melyek kozil H csak x1 és xt-t tartalmazza. Egyszer-
smind tegytuk fel, hogy a G szamlalénak és a H nevez6nek
nincs az x+i és ayt tartalmazé kozos osztdja.

Az F covarians voltanal fogva

G(A"0,.... ~E0...; ¢c,, ) _ G(AO,...;BO,. a:, =
H(6u B H(act, + /9fs. + 0'fa).

Itt természetesen egyik oldalon sem révidithetink | £2-t tar-
talmazd osztéval, tehat létezik olyan tisztdn az a, B, y, d helyet-
tesitési egyutthatdktdl fiiggd, soha el nem tind C tényez6, hogy

cer(ao.,,.; Bo,...; £,6x) =G (AD,...,BO0,...;a$ 1+ Bt rt+K*)

1 Az a speczialis eset, melyet Hilbert valéban targyal, épen ilyen irra-
czionélis covariansra vonatkozik.
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és
CH (fi- f2 = H{af, + /?c2, + <ifa).
Ha most H(x,,ica valéban tartalmazza a;, 1. akkor az
utébbi egyenletben a, /7 pi alkalmas valasztasaval elérhetjik,
hogy a jobb oldal egy tetszés szerint megadott -/ . linea-

ris flggvénynyel oszthaté. De ez lehetetlen, mert a bal oldal
tényez6i valtozatlanul ugyanazok, barhogyan valasztottuk a
linearis helyettesitést. Tehat H-nak puszta allandénak kell
lennie. Vagyis esetlinkben F valéban xx és X3t csak egész
maédon tartalmazhatja.

3. Jelentse F az xx, xt valtozoknak valamely homogen fligg-
vényét, melynek nem Kkell épen az f, g rendszer covariansanak
lennie. E figgvény teljesen még van hatdrozva, mihelyt tud-
juk: 11 hogy Feme valtozoknak hanyadfokd homogen fiiggvénye,
vagyis a homogenitast kifejez6

F(pxx pxs) = pi F(xt, £2
egyenletben a Wokitevét ; 2) az
FO(r) = F(:i\ 1)

egyvaltozés flggvényt. Valoban e két adathol
F(xt,xJ = a%Fo i"-].

A kovetkez6kben az f, g homogén formak helyett a meg-
felel6
tofe) = ffc 1) 9o(e) = gfa 1)

fuggvényekre forditjuk figyelminket, a transzformalt 9(?,, ¢2,
N(fi> fa) formak helyett pedig a
~o(f) = f(f. 1) ifo(E) =V'(f> D

figgvényekre. Ezek fO és #0bol Ggy keletkeznek, hogy x he-
lyébe az

(3)
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kifejezést helyettesitjik és azutan + d)-nak w-edik, illet6-
leg n-edik hatvanyaval szorzunk.

Noha <D és 48 nem pusztan a (3) alatti helyettesitéssel, ha-
nem azonkivil még egy idegen tényezdvel valdé szorzéssal ke-
letkeznek /6 és <-bol, mégis rdviden a transzformalt fliggvé-
nyeknek nevezzik.

Ha

7 (MD, ... j BO,. i iTj, xj)
az f(%1, &), g(xt,xj) homogén formaknak covariansa, akkor az
FO= F(AOQ, X, 1)

flggvényrél is azt mondjuk, hogy fO(x) és g0{x)-nek covariansa.
Ugyanezt Ugy is jelentjuk ki, hogy FO a f(x1xJ, g(xitx j vala-
mely covariansanak nem homogen [rasmadja.

A covariansok masodik jellemzé tulajdonsagéat kifejez6 egyen-
let ebben a nem homogen Irasmoédban :

FO(AO,...; BO,...; $) = (r£+ dxFO0{AO0,...; BO,...; Xx).

4, Most mar kénnyen bebizonyithaté Hilbert tétele, melyet
igy fogalmazhatunk:

Ha FO az f, g formak valamely -/-ed rend{i covaridnsanak
nem homogen irdsmddja, hol %nem negativ szam, akkor

dx+1F0

— (/ + 2) rendd covarians.

Midén FO a ic-nek /-ed fokd egész fliggvénye, ez magatol
értet6dik, de érdektelen, mert ekkor a sz6ban forgo differenczial-
hanyados azonosan eltlinik. Taldn ez okozta azt, hogy a tétel
aranylag késén tdnt fel a formaelmélet mdvel8inek.

A mi a bebizonyitast illeti, nyilvdn FOsal egyltt minden
differenczidlhdnyadosa is homogen az f illetdleg g egyitthatéi-
ban. Tehat csak azt kell kimutatnunk, hogy a

dx+1F0
dXx+ 1
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fliggvénynek meg van a covariansok masodik jellemz6 tulajdon-
saga. Még pedig e tulajdonsagot elég lesz a

k
1
0
k
es a
0o —1
1 0

determinansu helyettesitésekre bebizonyitanunk.

Rovidség kedvéért jeloljuk <®-sal azt a fliggvényt, mely a
transzformalt <@, t0 rendszerre nézve hasonlé médon van ké-
pezve, mint FO az eredeti fo, g0 rendszerre nézve. Az FOnak
covarians voltanal fogva:

(F(e) = (rE + d)x FO(x).

A bebizonyitando
O

egyenletet innen egyszer(ien a differenczialas tényleges elvégzése-
vel kaphatjuk.
A

determindnsu helyettesités esetében

x = k(e + i), 3 =x

es
R - r* FOX).
Innen
d
d$ 00 A Xdx I<oiX) de ~ A 2dx F°{X):

altalaban
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©

— i-Or- f
0" ”) dx’ )

d x 0<)-

Tehat i=j + | esetében

dra1 fiX+

d$
ez pedig épen a (4) alatti egyenlet a széban forgd helyette-

sekre nézve.
A

01— 1q

determindnsu helyettesitésekre nézve

_ —t dx 1
T oc de c*
es
do(t) = & FO(x).
Innen, mint rogton latni fogjuk:
i * & * < * > -
]
- y(j)er —y)(x-v~ i)-<x—i+ i Fow>
)):O
hol v= i esetében

— V) Po—v—a)e-{x—i+l)

helyébe 1 teendd.
Valoban, ha i=1, akkor

d - .. v, » dr,, .dx

=xF~1FoW + + -1 FO(x),
azaz

i 23 #0(f) = z& Fqg(x) + + n («came).
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agy, mint a bebizonyitand6 differenczialasi képlet kivanja. Az
(5) alatti képlet altalanos érvényességét pedig a kovetkez6
i-rél (i+1)-re valé kovetkeztetéssel igazolhatjuk.

Ha (5) alatt f-vel szorzunk és azutan differenczialunk, leszen

d+)ion + o+ ol =

(V) (- v+ 1)( - V)eoo(*-*+1) & vm FfoW + (s)

r=

+ v (1) G)Cr-w-D s+Or-i+i) W

0

Itt a jobb oldal
PFO( x ) , F Of{x),p-i-i
homogén linearis fiiggvénye allandé egyutthatokkal. A
$FO(N) 65 o+ dRIl FO)

szorzatok egyitthatoja

% (/—1)eee ("/—*+1) Ol 1.
Barmely mas

egyltthatoja :
1)+ (i) (J-v+D)A=v)(/-w-I).. .(x~i+ D=

= V)(X~"v~ 1) eee(/—&+1)

Tehat a (¢) alatti képlet igy is irhato:

i (i+1)e* W (o(?) + ei+117" 00 (?) =
_|+l

=2 Ct’\(x-v+Wx-Mz-y-V-’-iz-i+uex-'-"Foix).

H**=()
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Tovabba az (5) alatti egyenletbdl:

i+1

\EO L

Az imént nyert két egyenletet egymasbdl kivonva:

“dfi+1 owv
i+1
=2 ftl em(y-i+1)(/-1)

»-0

ez pedig épen az (5) alatti képlet i helyett (i+l)-re nézve.
Abban a kilénos esetben, midén (5) alatt i=% +1, jobb
oldalt minden tag az utolsénak kivételével elt(inik, mert

X —
Tehat
o +1 dx+1

azaz
dx+1 dx+1
de#ro(f) ="~ +iSirw
ugy mint a (4) alatti egyenlet allitja.
5. Legyenek példaul az ][(xl, a?), «(ah, @ alakok mind-
ketten w-edrendlek. Akkor ry egy zérusrend(i covariansnak

0
nem homogén irasmdédja. Tehat

n --C,
d to 'Odec 0 dx
dec ilo _ %

egy (—z2)-odrendl és
dfo dfo
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egy 2 (n—I)-edrend(i covariansnak nem homogén irasmaédja.
Az utbbbinak részletes alakja

AgX"-1 AXn~i+- e+An_i f

+ ("7 1)
Blcn 1 . "7 JBXn~i+- i

Ha még az els6 oszlopot .«szel szorozva kivonjuk a maso-
dikbdl, akkor a masodik oszlop helyett

Axn~x+ I~ i)AjC*-*+ —+ An

Bpr-1+ 1”1 \-Bn
irhato.
Attérve a homogén irasmodra, az
df
1 (ixi dxs
N dg dg
dx, dx%

covarianst nyerjuk, tehat egy &lland6 hijan a JACOBI-féle co-
varianst.

Il. Binaer alakok esete.
6. Az a kérdés, hogy az
(CTUAIPRIL  ewe)-AmxT
alak oszthatdé-e a

g @adt xt)y= Bkn+ (“) - \-B nx%

alakkal (hol mi>n), azonos azzal, vajjon fO(x) = f(x, 1) és
g0{x) = g(x, 1) hanyadosa mint aj-nek legfeljebb (m—n)-edfoku
egész flggvénye fejezhet6-e ki.
Ha a kérdést az utébbi alakban fogalmazzuk, nyilvan
fim-n+l  fo
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azonos eltlinése fejezi ki a sziikséges és elégséges feltételt
arra, hogy fO és g0 hanyadosa a kivant alak( legyen. Minthogy
/m 10l és gOro\ természetesen folteszsziik, hogy egyik sem
tdnik el azonosan, a (7) alatti kifejezést a

@)

A
dxm~n+l ih

Szorzattal is potolhatjuk.
Hilbert tétele szerint a (7) alatti kifejezés egy —(m—n+2)-
rend(i covariansnak, tehat a () alatti kifejezés egy

(n--1) (m—n + 2)-

rendl covariansnak nem homogén irasmdédja. Az m=n esethen
a JAcoBi-féle covarianst kapjuk.

Szandékunk a nyert covaridnst az m>n esetben is deter-
minans alakjaban el6allitani.

7. Ha rovidség kedvéért

90
akkor

Fg0 — to-
Ha i-szer differenczidlunk

V (i\#F "-yo = d%
_0\v/dx' dxi~v dx*

»=

tovadbba i szorzatosaval osztva:

y dfF _ 1 d-o _ 1 d%
o voodx' (i—v)l dx2' il odx*
Végre az
L J Lfgg)
m(m—z). ..(m —1+T1) dx* ’
1 di

9= M=), . {n—i+1) dx*re
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jelolések segitségével ugyanez az egyenlet igy is irhatd:

1)+ Z Fi-1)+ TINNZii-a)n<-eteoet
1 dIF
M dX*% (?)«m

Ha itt i helyébe rendre a

szamokat helyettesitjik, akkor

dF 1 FF 1 flm—r+LT

F dx * 1.2 dx?°777° (m—n+1)! dxFA+L

meghatarozasara to—n+2 linearis egyenletet nyeriink. Az isme-
retlenek egyiitthatdibdl alkotott determinans <0-nak (m—n +2)-
dik hatvanya.

Ebbél az egyenletrendszerbdl

1 ﬁV\L_H_,_a_dm~n+lF
m—n+1)T o dxm~n+l ’
vagyis
! f,m—n+2 fim ot /{)
(Mm-—m+1)! 70 dam_n+1 g0

a kovetkez6 determinanssal egyenl§ :

H =
% 0 0 ’ /o
. Jro\
(i!)gl % 0 I1 )tl
i C)9i 0 ")
]
/' n | .
M —n- MRt ), gmht e ® (tomn—1) M
/ n ) I m
Im-A \m_n_lJffm—n—r-- \m—n, M n
/ n ' n\ / m \
i-\-\ ! \tn—ni3ﬁm‘“ T A vme—nag g M e
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Ez determinans alakja ama covarians nem homogén iras-
modjanak, melynek azonos eltlinése fejezi ki f(xt, iCjj-nek a
g (xx, xt) formaval val6 oszthat6 voltat. Minthogy H az f és g
egyutthatoit csak egész modon tartalmazza, azért e covarians
homogén alakja xxi és X%t szintén egész mddon tartalmazza,
vagyis a sz6 szlkebb értelmében vett covarians.

I1l. Tobb nem homogén valtoz6 esete.

8. Legyen az

f(xj, xa,... ,xn, gfr,xt,..., xn
egeész fiiggvények foka pontosan mx, ill. nt, hol ml<m és
»1 Tovabba tegylik fel, a mi alkalmas linearis helyet-

tesitéssel mindig elérheté, hogy f és g valéban tartalmazza
iCj-nek Wij-dik, ill. nldik hatvanyat.

Ekkor arra, hogy f és g hanyadosa az a>eknek legfeljebb
(m—wj-edfokd egész flggvénye legyen, sziikséges és elégséges,
hogy e hanyados a™-et csak egész modon tartalmazza és mint
x x figgvénye legfeljebb (m-n)-edfokd legyen.

E feltétel nyilvan szikséges. Hogy egyszersmind elégséges,
az a kovetkez6 moédon lathatd be.

Ha f-t mint xx flggvényét elosztjuk (pvel, akkor a hanyados
egyltthatoinak meghatdrozasa egész mdveleteken kivil csak
azzal a B szdmmal vald osztidsokat kivan, mely </-ben Xx”»
egyutthatdja. Tehat ha /' és g hanyadosa ajj-nek egész fligg-
vénye, akkor ebben az egész fliggvényben az egyltthatok az
Xxt, x9,...,xr valtozékat csak egész modon tartalmazzak.
Vagyis e hanyados mint xXx, xt,...,Xxr flggvénye szintén
egész fuggvény.

Tovabba e hanyados, akar pusztdn mint ict-nek, akar mint
XX, Xt, ..., av-nek fliggvényét tekintjik, pontosan mt—n x fokd.
Tehat, ha e hanyados mint xx flggvénye kielégiti a fokszamra
vonatkozo kovetelésiinket, akkor Kkielégiti mint  , voy. ..y
figgvénye is.
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9. Ejtsiik el most mar azt a megszoritast, hogy f és g valé-
ban tartalmazza x"-nek iHj-dik, ill. nj-dik hatvanyat. Még e
megszoritas elejtése utan is érvényes a kovetkezd tétel, mely
a feladatot mindenkor egy fliggetlen valtozd esetére vezeti
vissza:

Hogy a legfeljebb m-edfoku

f o o»E)* @)
egész fliggvénynek a legfeljebb n-edfoku
g (xt, xt,..., xn
egész fliggvénynyel valé hanyadosa az x-eknek legfeljebb
(m-n)-edfoku egész flggvénye legyen, arra szilkséges és elég-
séges, hogy
F(X) —f (Xi+Kky,, xi+Xyi , X T+Xyr)
és
G(X) —g (x1+Xyl, x2+hy?2 , X F+Xyr)
hanyadosa X-nak legfeljebb {m-n)-edfoku egész fuggvénye
legyen. Az y-k itt Uj hatarozatlanok.
E feltétel sziikséges volta kozvetetlentil vildgos. Elégséges
volta a kovetkez6 modon lathatd be.
Tegyuk fel, hogy
F(X)= G(X)Q(X),
hol Q(X) a X-nak legfeljebb (m—n)-edfokl egész fiiggvénye. Az
ic-ek és y-ok egyelére akarmilyen modon szerepelhetnek mint
paraméterek Q egyltthatoiban.

Az
@ @f.--1@

helyébe irjunk
9, %..., Zf

-t, hol a z-k (j valtozék; az i/-okat helyettesitsiik allandé
szdmértékekkel. Ekkor az

F(X) = f(Xy1, z2-\-Xy2, ..., Zr+Xyr),

G = g(Xyl, z2+Xy2 Zr+Xyn

fliggvények hanyadosa Q(X), szintén A-nak legfeljebb (m—n)-ed-
fok( egész fiiggvénye.
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Az F, G figgvények nem egyebek, mint azok, melyekbe
f és g atmennek, ha az

xx=\yl, xt= X = zZr+tyr 9

linearis helyettesitéssel az Uj
/\2 y .**jzy

véltozokat vezetjik be. E fliggvények tehat megint mZlill. nt
fokdak. Tovabba, ha az y-ok helyébe tett szamértékeket alkal-
masan valasztottuk, akkor F és G val6ban tartalmazza /mi-et,
ill. Ai-et. Ennélfogva a s. alatt mondottak utan, Q(l) csak ugy
lehet A-nak legfeljebb (m—n)-edfoka fiiggvénye, ha mint

1, 22>*e *5Of

fliggvénye szintén legfeljebb (m—n)-edfok{i egész fliggvény.
A (9) alatti transzformaczié megforditasa az F, G és Q fiigg-
vényeket f-be, g-be ill. egy legfeljebb (m—n)-edfoki

g(x® x%*.., xm)

egész fliggvénybe viszi at, az

F= GQ
egyenletet pedig a keresett
egyenletbe. froh
IV. Tobb homogén valtozd esete.
10. Az imént mondottak természetesen homogén valtozok

esetében is igazak. Csakhogy ekkor a feltételi egyenletek alakja
kilénosen figyelemre mélto, f6leg ha az algebrai alakok elméle-
tében szokasos szimbolikus irasmdédot hasznaljuk.

Elég lesz az m = n esettel foglalkoznunk, mert a nyert
eredmény minden mas esetre kénnyen atvihetd.

Két n-edrendii binaer alak

f=«x= («l«l+*)" | fi= &= (M{+ hxi)n’
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mint tudjuk, akkor és csak akkor kilénbozik egymastdl pusz-
tan egy allandé tényezében, ha az

(ab) ax~xbrl= (aX 1-\-aipchn~x(6 ~ ,+ 1) //* 1 (10)

JACOBI-féle covarians azonosan elt(inik.
Attérve tobb valtozo esetére,

f —ax — @ dp™E Jarx,)n,
0=bx = (O™+bjiCj-j--—--€Mr)n,
akkor és csak akkor kilonbozik egymastdl pusztan egy allando
egyltthatéban, ha
F () —(ax-h
G(X) —(bx+Xby)n
pusztdn egy A-tol ment egyutthatoban térnek el egymastol.
Ennek feltételét pedig a (10) alatti minta szerint az

(axby ciybx) (ax-\-Aciy)n  (bx ~~by)n * (11)

kifejezés azonos eltlinése fejezi ki. E kifejezés még a kovet-
kezé egyszer(ibbel pé6tolhato:

(axby—aybx) ax~xbx~X (12)

Valoban (11) vagy (12) azonos eltlinése teljesen ugyanazt
jelenti, mert Ggy keletkeznek egymasbdl, hogy az ii-ek helyébe az
k-i,*.., 1)
kilénbségeket illetve az

%+ tyi (*=i...... 1)
Osszegeket helyettesitjik.

Hasonlé mddon m > n esetében is binaer alakokrél ugy
tériink at tobb valtozésakra, hogy abban a covariansban, mely-
nek azonos eltlinése az oszthatésagot kifejezi, az (ab) szim-

bélumok helyébe
axby dybx

alaki szimboélumokat irunk. Vilagos, hogy az igy nyert ki-
fejezések covarians jellegliek, csakhogy az ic-eken kivil még

egy y valtozdsort tartalmaznak.
Kirschak Jozsef,
Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. u



MEROLEGES SZERKESZTESE EGY EGYENES ADOTT
PONTJABAN VONALZOVAL ES ETALONNAL.

Hilbert «Grundlagen der Geometrie» ez. m(ivében ot sik-
geometriai feladatot jeldlt ki mint olyant, melyeknek elvégez-
het6ségét a geometria elemeiben okvetetlenil fel kell tennink.
E feladatok azonban, mint kimutatja, nem flggetlenek egy-
mastdl, hanem visszavezethet6k az els6 kett6re, t. i. a kovet-
kezbkre :

1. Két pont Osszekdtése egyenessel és két nem parhuzamos
egyenes metszéspontjdnak meghatarozasa.

2. Adott hosszusagnak adott egyenesen adott pontbdl valo
felrakésa.

Az 1. feladat megoldasara a vonalzé szolgal. A 2. feladat
megoldasara alkalmas eszkozt transporteumek nevezzik.

Utébb Kurschak bebizonyitotta,1 hogy minden szerkesztési
feladat, melyet a vonalzéval és a transporteurrel megoldhatunk,
akkor is elvégezhet6, ha a transporteurt egy etalonnal helyet-
tesitjik, vagyis oly eszkdzzel, mely csak egy bizonyos, az
illeté eszkdz altal teljesen megszabott hosszisagnak (mondjuk
a hosszegységnek) atrakasara alkalmas. Ezt a tételt Hilbert
is atvette emlitett m(ivének Gjabb kiadasaiba.

Még egy lépéssel tovabb juthatunk Steiner ama tételére
hivatkozva, hogy mihelyt a sikban megrajzoltunk egy parallelo-
grammat, barmely pontban barmely egyeneshez pusztan vonalzo
segitségével szerkeszthetiink parhuzamot. Ekkor ugyanis kony-

1 Math. Annalen 55. kotet.



MEROLEGES SZERKESZTESE EGY EGYENES ADOTT PONTJABAN. 179

nyen belathaté, hogy az etalont oly eszkdz is helyettesitheti,
melynek segitségével csak egy fix 0 pontbdl rakhatjuk fel az
eszkdz altal megszabott hosszisagot, nem pedig a sik tetsz6-
leges pontjabol. Erre a kordlményre Vanien figyelmeztetett
egy Bauer Mihalyltoz intézett levélben.

Jelen dolgozatban azonban nem ezzel a redukcziéval akarok
foglalkozni, hanem szandékom a vonalzéval és magaval az
étalonnal egy feladatot megfejteni.

Hitobert idézett konyvében igen szépen oldja meg azt a
feladatot, hogy valamely adott egyenesre pusztdn vonalzd és
etalon segitségével merdlegeset allitsunk. Szerkesztésének egye-
dali hidnya, hogy ezt a merdlegest nem az egyenes valamely
adott pontjaban kapjuk, tehdt az egyenes adott pontjan at-
mend merdleges meghatadrozdsa még egy parhuzamos vonal
szerkesztését teszi sziikségesse.

Megoldjuk tehat a kovetkez6 feladatot: Rajzoljunk a meg-
adott a egyenesre ennek el6re megadott A pontjaban mer6-
legest.

A megoldas a kovetkezd: A-bél kiindulva ramérjik az a-ra
az egységet, végpontja 0. o-n at két tetszésszerinti egyenest
rajzolok, s rajuk mérem mindkét iranyban az étaiont. (A vég-
pontok B1, B2, ill. Cj, Cs.) Az AC,2 a B,B21 i?-ben, az AB?2
a C\C\-t C-ben metszi. A BO nek a BjCj-gyel val6 metszés-
pontja Aj. Ekkor AAt a keresett mer6leges.

Szerkesztéslink igen kdénnyen igazolhato.

A ugyanis egy czirkularis involuczio kozéppontja, a mely
az ABj, ABa; AC1, AQ sugarparokkal teljesen meg van hata-
rozva, s a melyben szerkesztésiink megadja az a megfelel§jét
az AAj-et. (ACt és ABt az dbraban nincs kirajzolva.)

A kozolt szerkesztés a Pascal-tétel segitségével is indokol-
hat6, ha meggondoljuk, hogy a kér érintéje meréleges a sugarra,
méar pedig AAlaz ABICBtCl kér érint6je, a valasztott szer-
kesztés mellett BCAt a Pascal egyenes. A hatsz6g pedig
AC:CjBjB2A .

Elemibb Gton nem sikerilt a szerkesztést igazolnom.

14*
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Legyen szabad szerkesztésiinket néhany széval a Hilbert
féle mer6leges szerkesztéssel Gsszehasonlitanom.

Mindkét konstrukczié hat segédvonalat hasznal fel, de mig
mi a kivant pontban kapjuk a merdlegest, addig HILBERTnek
ezen czél elérésére még parhuzamosat is kell rajzolnia, a mi,
ha csak étalon all a rendelkezésunkre, magdban sem egy-
szerlibb a mer6leges szerkesztésénél. A fent kozolt szerkesztés
tehat a gyakorlatban mindenesetre tisztabban hajthatd végre.
Hilbert szerkesztésének azonban el6nye, hogy egy igen elemi
tétel segitségével igazolhatd, melyet mar a kozépiskolai tanuld
is megérthet, mig nekiink a proiectiv geometria egy-két alap-
fogalmat, illetve konnyl tételét kellett felhasznalnunk.

Oblath Richard.



A KETTEST PROBLEMAJA VALTOzZO TOMEGEK
ESETEN.

(Mésodik és befejez6 kozlemény.)

Az (1)-b6l leszarmaztathaté tp azon része, mely a kozép-
palya exczentriczitasaval e-vel fligg 0ssze. Ha e igen kis mennyi-
ség, akkor £>nek e mennyiségt6l flggl részét f>"-vel jelezve:

%‘i})ecos s—J_resin*%l(3 + W o0 (r

egyenlet irhatd fel < értékének megallapitasara. Ebbdl a (1l)-re

val6é tekintettel:
1 dV 1

w* dt2 (1+p)*
op
. dt
n2(|+/\)56005 Ss—2esin s n(\+tpf + ?2'= (|\/)

azon egyenlet, mely a gyakorlatban alkalmazasba jon, ha mar
s-t is kifejeztiik, mint az id6 fliggvényét. Az s a kdzéppélya
valésagos anomaliaja, igen kis exczentriczitas esetén:

i S = nz (24)
Amde
dt 1 1
dz @ + tpf
(1+y »"
differentialhanyadosbol:

(25)
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igy tehat a (IV)-b6l az exczentriczitastol fiiggé elsé javitas:

m

. m
P = 2esin ( m (56)
n i1+
fl
A kéttest problémajanak megoldasat folyton szaporodd tome-

gek esetén

flggvény bevezetése segiti el6 a szokasos alakban.

A ip egymasutan kovetkez6 javitott értékei a (IV) folytan
~>'-nek is mindig pontosabb értékét adjak meg. A <p flggvény
egyes értékei a kozéppalya pontos elemeihez is vezetnek.

A kozéppalya elemeinek megdllapitdsa utan a valodi palyat
is leirhatjuk. Igen érdekes eme, a Napra viszonyitott valodi palya
viselkedése is kiléndsen kosmologiai szempontbol. A tomeg-
szaporulat feltevés tényleg helyes: a mint Féldink toémegét is
ndvelik a meteorok, Ugy a tdbbi bolygoéit, csupan az egyenle-
tes szaporodas jellegéhez fér kétség. Ennélfogva az m mennyi-
ség positiv jellegli. A Napra viszonyitott palya sugara tehat:

r (27)

folyton kisebb és Kkisebb lesz, azaz a bolygé péalydja a Nap
kordl folyton szlkil, csigavonalszerd alakot 6lt. A bolygonak
tehat végul a Napba kell zuhannia egyenletes tdmegszaporulat
esetén. Belathatd, hogy még nem egyenletes tdmegszaporulat
esetén is megmarad a valodi palyanak e jellege.
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Az (l) Lovett eredményéhez is egyszer(i Uton vezet. Kor-
alaku kozéppalya esetén:

] (28)

Ha tehat valamely elliptikus bolygé palydja folytonosan
egyenletes tdmegszaporodas mellett akként maédosul, hogy a
kozéppalya korré lesz, akkor

r= " (29)

transformatié alkalmazandé. Itt

0| 1
dr  (I+/r)2” (30)
melybdl:

' (31)

A (29) és (31) épen Lowett transformatioi.

2. A 1 pontos meghatarozasa. Az (I) alatti egyenletiink
tp-nek nemcsak kozelitd értékeit, hanem tp pontos kifejezését
is nyQjtja, ha F-t ki tudjuk fejezni a valésagos anomalia fiigg-
vényeként. Legyen ugyanis

(1+ecoss)p= 1o (32)
ekkor:
dtp 1 ap esins .
ds 1+e cossS ds (1 +€ cos s)I
dtp 1 dv 2¢ SiN'S
ds2 1 +ecoss ds2 (1+e coss)2 ds +
e2+e cos s+ezsind
(1+ecos.s)s n (33)

helyettesitések alkalmazhatok. Ezekkel az (I):

dv
ds: + 34
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Ha a (34) jobb oldala zérus, akkor
(b= E sins+ Gcoss (35)

alak( a megoldas. Ebb6l (34) megoldasat az allandok variatio-
javal nyerjuk. Az allanddkat varialva:

E" sins+G" cos s—2G'sins+VE'coss = —

egyenlethez jutunk. Itt E és G meghatarozasa czéljabol ki-
kothetjuk, hogy

F
E" sin s—2 G'sin s ——P sinas,

. (36)
F" cos S+2A™ cos s = r c0s%
feltételi differentidlegyenletek teljesiljenek. A (36)-bdl:
E'—"G—f ~ sinsds—yg,
(37)
G'+ VE —Jf < Cos's ds+h.
A (37)-nek eleget tesznek:
E -h +_f— cossds,
J u
(38)

sin s cis
flggvények. Ennélfogva a (35) szerint:
p = (1+ecoss)
- hsins.<7 cos s+sdins | 5 o s ds—cos .fl sin s ds. (39)
Az (I) altalanos integralja tehat:

h sin s-\-g cos s+sin J~~ cos s ds—cos s]) ~~ singds

9= )

i+ecoss
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A (VI)-ban Kkijeldlt integratio feltétleniil elvégezhet, mert
F —mt kifejezhet6 a valésagos anomalia fliggvényeként. Ugyanis
F ily alakban allithato el6:

F = RBOsF B 1cos s+ A coszs+/9gcosasd— (40)

A (VI) alatti altalanos integralbol tistént el6allithaté <
alakja, ha a jelenre érvényes pdalyat korpalydnak veszszik fel.
Ez esetben:

F=mt~
Most
. m
li sin s-f-flcoss H----- S
: y " @)
9— 1-j-ecos s
egyszer( alakban jelenik meg, mert
m 7 m . m
f —n s COSs cis n -SSIn S ----n--COS S,
(42)
m ssinsds — m SCoS S H--T-sih S.
f n u

A h és g integratiés allanddék meghatarozasara a kovetkez6
feltételi egyenletek szolgalhatnak:

a) S=o, <$P—o; azaz: ¢g= o,
b) s=y , 9= ®; azaz: h— @ r:;: (43)

Az F-nek (40) alatti kifejezése mellett a (VI)-ban kijeldlt

integratiék szintén végrehajthaték. A (40)-ben szereplé RO,

egyltthatok m-el és a jelenre érvényes palya exczen-
triczitdsaval fejezhet6k ki; ugyanis :

nt = s—2e'sin s -f R e'»sin 25--—-- (44)

Itt € és n a jelenre érvényes palyara vonatkoznak. Ep igy
kifejezheté s az id6 fliggvényeként:
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o Q .
vV nt+S&e' sin nt + -p-5sin 2ni +

e'3
+ -p—g-.(13 sin 3wf—3 sin nt)-\— (45)

Ezzel 9 nemcsak a val6sagos anomalia, hanem a folyé id6
figgvényeként is el6allitottnak tekinthetd.

Ily médon <pre az altalanos megoldast megadtuk. A gyakor-
latban emez 4&ltaldnos alak nem johet szadmitasba, mert csak
<pve\ lehet az Altalanos megoldasban szereplé kozéppalya
exczentriczitdsat kiszdmitani. A gyakorlatban tehat az altala-
nosbol kozelitd értékeket hasznalunk fel mindaddig, mig a
kozéppdalya ez exczentriczitasa valtozast nem mutat.

Terkén Lajos.



A TALAJ MELEGENEK PERIODUSOS INGAS4.

(Els6 kozleméay.)

Altalanos rész.

Ismeretes dolog, hogy a napsugarzas kovetkeztében a Fold-
nek fels6 rétegében feltarozodott melegnek periddusos ingasa
szoros 0Osszefliggésben van a Foldnek tengelye koriili forgasa-
val és Nap korili keringésével; vagyis a Foldnek fels§ réte-
geiben a melegnek napi és évi ingasa van. A kilénboz6 tala-
jokban az a mélység, melyben a melegnek napi, illetve évi
ingdsat még észlelhetjiik, a talaj hévezetd koefficziensétdl fiigg.

Barmely talajban a melegnek napi és évi ingasa kozott
azonban az az egyszer( 06sszefliggés all fenn, hogy a meleg az
évi periédusban k. b. 19-szer mélyebbre, de 19-szer lassabban
terjed, mint a napi periddusban.

Altalaban valamely talajnak periodusos meleg viszonyait
akkor ismerjuk, ha 1. feltiintetjuk a h&mérsékletnek perioédu-
sos ingasat a kalénb6zd mélységekben, 2. meghatarozzuk a
talaj melegvezetd koefficziensét és 3. kiszamitjuk a melegmeny-
nyiséget, mely a periédus alatt a talajban kicserélédik.

1. A talajhémérséklet periddusos ingasanak abrazolasa.
A valdsagban a talajh6mérsékletnek periodusos ingasat a ki-
[6nb6z6 mélységekben rendszeresen végezett h6mérsékleti ész-
lelések segitségével dbrazolhatjuk, ha a viszonyokat derékszogu
koordinata rendszerre vonatkoztatjuk.

a) Ugyanis az abszcissza tengelyre egyenld tavolsagokban az
orékat, vagy napokat és az ordinata tengelyre a megfelel6 hé-
meérsékleteket felrakjuk, azutan pedig az ordinatak végpontjait
folytonos gorbékkel 0Osszekotjik. Ezek a gorbék dabrazoljak a
talajhémérséklet periédusos ingasat a kilénb6z6 mélységekben.

1 El6adatott a Math, és Phys. Tarsulat 1009. aprilis 1-i tlésén.
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Ezen eljarassal abrazoltam az 1. dbrdban az dgyallai talaj-
hémérsékletnek évi ingdsat a OO m, 05 m, I'O m, 1*5 m és
20 m mélységekben. A gorbék mutatjak, hogy a hémérséklet
.evi ingasanak amplitidéja a mélységgel folytonosan névekszik
és hogy a hémeérséklet széls6 értékei a mélységgel megkésnek.

Ogyallai talajhémérséklet.

Evi ingés.

Ezt a késést az dbrdban pontozott vonalakkal tintettem fel,
melyek kozll a maximumra vonatkoz6 kozel egyenes, ellenben a
minimumra vonatkozo6 felt(in6 goérblletet mutat, melyet — Ugy
hiszem — a talajt boritd horéteg hatdsanak kell tulajdonitani.
A gorbéknek jellemz§ sajatsaguk, hogy azok az ekvinokcium
kordl kozos pont felé kozelednek. Ez pedig azt jelenti, hogy az
ekvinokcium korill az Ogyallai talajpan a melegatadas meleg-
felvételbe és a melegfelvétel melegatadasba atfordul. Tehat a
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talajhémérsékletnek inverzidi az ekvinokciumok kéral jelent-
keznek.

A gorbék oOsszehasonlitasabdl az is kitlinik, hogy a hémér-
seklet évi ingasa a felszinen a legszabalyosabb, ellenben a
tébbi mélységekben a szabdalyossdg tavasszal és Gsszel meg-
bomlik és ez a szabalytalansaga mélységgel — 2 m-ig — no-
vekszik gy, hogy a legnagyobb rendellenesség a két méteres
mélységben mutatkozik.

Ezt a szabalytalansadgot a legnagyobb valdszin(iség szerint
talajviz okozta, mert a viz jelenléte a talajpan a hémérséklet
erésebb ingéasat akadalyozza. Tapasztalas igazolja, hogy Ogyallan
a talajviz aranylag mar kis mélységben mutatkozik és tavasz-
szal, meg 6sszel a felszinhez igen kozel jelentkezik. A tavaszi
talajvizbGség a télen felgytlemlett és tavaszszal elolvadt hé-
nak kovetkezménye, az 6szi talajvizb6ség pedig az ogyallai
csapadék évi eloszlasdban mutatkozd 6szi masodlagos es6-
maximumnak kovetkezménye, mely a Foldkozi-tengeri eséelosz-
lasnak fémaximumaval all 0sszefliggésben. (Az es6é fémaximuma
kilonben Ogyallan is, mint a mérsékelt 6évben a kontinentalis
klimaval biré helyeken altaldban nyaron van).

b) A talaj hémérsékletének ingasat ugy is feltliintethetjlk,
hogy a derékszgd koordinata rendszer, abszcissza tengelyére az
id6egységeket és ordinata tengelyére a mélységeket rakjuk fel
ugy, hogy minden idében és barmely mélységben észlelt hé-
mérsékleti adatot a koordinata rendszer sikjara bevezethetjuk.
Azutdn az egyenl6 hémeérsékletli pontokat folytonos gorbékkel
osszekdtjuk, melyek a talaj geothermarendszerét, vagy izoplet-
gorbéit képezik.

lly moédon késziltek az O&gyallai geothermadk (2. &brat,
melyek a hé&mérséklet szélsé értékei korul jellemzd eloszlast
mutatnak. Ugyanis a h6mérséklet novekedése a besugarzas tar-
tama alatt a mélységgel megkésik és a h6mérséklet csokkenése
a kisugdrzas tartama alatt fel6lrél befelé szintén megkésik; a
maximalis h6mérséklet terjedése meglehetdsen szabalyos ellenben
a minimalis hémérséklet terjedése — kulondsen a felszinhez
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kézel — igen lassl. Ezen szabdlytalansag oka, mintaz el6z6k-
ben emlitettem, val6szinlileg a hoétakar6 hatasdban rejlik.
A tavaszi és 8szi geothermak szintén mutatnak némi szabdly-
talansagot, vagyis rdmutatnak a talajviz zavar6 hatésara.

A geothermdk eloszlasdbol az is Kitlinik, hogy a talaj h6mér-
sekletének szélsd értékei a mélységgel csokkennek, vagyis a
hémérséklet amplitidéi a mélységgel fogynak és barmely réteg-
ben a periédusos hémérsékleti ingas a felszin periédusos inga-
sat koveti. Hogy a talajh6mérséklet amplitiddi a mélységgel
fogynak és a fazisok a mélységgel elmaradnak, az koévetkezik,
hogy a talajban a meleg vezetéssel terjed.

U. abra.

c) A talaj melegviszonyait a V. Bezold altal bevezetett
tautochrénokkal, illetve taulochronhaléual is abrézolhatjuk.

Ha a derékszogd rendszer abszcissza tengelyére a h6mérsékle-
teket, az ordinata tengelyre pedig a mélységeket rakjuk fel, akkor
a periddus valamely id6épontjdban a hémérséklet eloszlasat fel-
tlntethetjik, ha a kijeldlt idépontban a kiilonbdz6 mélységek-
ben észlelt hémérsékleti adatokat a rendszerbe rajzoljuk és az
ordinatdk végpontjait folytonos gorbével 0Osszekotjuk. Az igy
szerkesztett gorbe lesz azutan a megjel6lt id6ponthoz tartozd
tautochron.

A val6sagban a tautochront ugy képzelhetjik, mintha a talaj-
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ban egymas ala vizszintesen teljesen egyenld héméréket akképen
helyeznénk el, hogy azoknak 0°-juk ugyanazon fligg6leges egye-
nesbe esnének, akkor a h6mérék higany-
szalainak végpontjait 6sszekotd gorbe
lesz a talaj tautochronja. (3. abra.)
Haa periédus minden idépontjahoz ily
mddon a tautochronokat megszerkeszt-
juk, akkor ezek a rendszer sikjaban vég-
telen sokszor metszhetik egymast Ugy,
hogy a gorbék tautochronhalot képeznek,
mellyel a talajhémérséklet eloszlasat a
periédusban a felszintl adott mélységig
abrazolhatjuk. Altalaban a tautochronok
azon mélységig terjednek, melyben a 3 4bra.
hémérséklet ingasa megszlnik.
A 4. abraban fel van tilntetve az Ogyallai talajnak évi
tautochronhaldja, tiznapos koézepekben, a felszint6l két méter

Ogyallai tautochronlialé.

mélységig. Az abraban a folytonos gorbék az év els§ felére és
a szakadozott gorbék az év masodik felére vonatkoznak. A ta-
vaszi és Oszi tautochronok Kkivételével, midén a hd&mérséklet
véltozasa egyik naprél a masikra, a talajviz hatasa kovetkezté-
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ben, lassibb, mint egyébkor, a tautochronok meglehetdsen
szimmetrikusak.

Altalanossagban megjegyzem, hogy a talaj évi geothermai-
val, vagy évi tautochronjaival a fagy terjedését is el6allithatjuk.
Az ilyen iranya vizsgalatok igazoljdk, hogy a fagy ugyanazon
talajpban annal mélyebbre hatol, minél gyorsabb a leh(lés a
felileten és minél hosszabb ideig tart a téli hideg. A leh-
lés gyorsasdga pedig az id6jarasi helyzetek befolyasan kivil
attél is flgg, hogy a talajt mi boritja. Példaul az oroszorszagi
adatok szerint a f( annyira akaddlyozza a fagy terjedését,
mintha a kopar talaj 05 m vastagsagu foldréteggel volna
boritva, a hotakar6é pedig annyira védi a talajt a fagy terje-
dését6l, mintha a ho vastagsdganak megfelel6 haromszoros
homokréteg boritana a talajt.1

2. A talaj h6vezet6 koefficiensének meghatarozasa.
A talajh6mérséklet eloszlasa barmely el6allitasban altalaban
azt -mutatja, hogy az egyes talajnemeket nagy kozelitéssel
izotrop kozegeknek tekinthetjik és hogy a kulonb6z6 talaj-
nemek a meleget kilénbdz6en vezetik Ggy, hogy minden talaj-
nemnek jellemz6 thermometrikus hévezetd koefficziense (K) és
jellemzd6 specifikus hékapacitasa (aj=cp) van, ennélfogva a k-
I6nb6z6 talajnemeknek kalorikus hévezetd koefficziensei (k)
szintén jellemz6 tényez6jét képezik a talajnak.

Ezen harom mennyiség kozott a kovetkezd oOsszefiiggés all
fenn:

cp

hol ¢ a talaj fajlagos héjét és p a talaj s(ir(iségét jelenti.

A valésagban K-1 a talajhémeérséklet adataib6l és <#= cp-1
kalorimetrikus mérésekb6l hatdrozzuk meg Ugy, hogy a talaj
kalorimetrikus hévezet§ koefficziensét (K) a fenti relacziéval ki-
szamithatjuk. Megemlitem, hogy a K dimensioja:

1H.Wird: «Differenzen der Bodentemperatur mit und ohne Schneedecke#.
Mem. d. Petersburger Akademie VIII. S. T. V. Nr. 7. és 8. 1897.
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Lattuk, hogy altalanossdgban a hémérséklet periddusos in-
gasa a talaj belsejében mindenitt a felszin hémérsékletének
periédusos ingasaval van meghatarozva és a periodusos hémer'
séklet (#) a talaj kulonb6z6 mélységeiben a mélységnek (X~
flggvénye, azaz d = f(t,x), hol t a folyd id6t jelenti. Mivel pedig

a meleg a talajban vezetéssel terjed, ennélfogva a = nek
a ho6vezetés Aaltalanos egyenletét ki kell elégiteni, vagyis d a
dd- S
dt " dx%

masodrend(i differencidlis egyenletnek megfejtését képezi.
A hémérséklet peridodusos ingasat a fellileten, harmonikus
analysissel az ingalengéshez hasonlé hullamokra bonthatjuk és

d= 0+ (tjsin 4— jd sin(*2d-®

sorral el6allithatjuk.1 Hol 6 a h6mérséklet kdzépértékét a peri-
6dusban jelenti, a periédusos tagok pedig a hémérsékletnek a
kozéptdl valo eltéréseit adjak, vagyis a hémérsékletnek tulaj-
donképeni ingasat. Az a,... az egész, fél... periodusos
hullamok amplitadéit, Al, At... a hullAmok fazisait fokokban,
T a periédus tartamat és t a folyo id6t jelenti. Az amplitadé-
kat és fazisokat az észlelésekb6l a EEssEL-féle sorokkal sza-
mithatjuk, a foly6o id6t pedig az évi periddusban januar elsejé-
t6l és a napi periddusban éjféltél szoktak szamitani.

A valdsagban a félperiodusos hullam amplitidéja az egész
periddusos hullam amplitidéjahoz viszonyitva igen Kicsiny és
altaldban azt az egész periodusos hullam korrekcziéjanak lehet
tekinteni Ugy, hogy nagy kozelitéssel elegendd lesz a talaj
felszinének ingasat egyetlen taggal jellemezni, vagyis

1Dr. J. Hann: «Lehrbuch der Meteorologie» zweite, umgearb. Auflage
576—582 1

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 15
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80= &-\-do, hol #0= ao0s

Az el6z6 megfontoldsok utan a hémérsékletet a talaj belsejé-
ben, x mélységében pedig

8X= 8+&X, hol

flggvénynyel hatarozhatjuk meg.

Mivel dx a mélységnek fuggvénye és kielégiti a hdévezetést
jellemzd altalanos masodrendd differenczialis egyenletet, tovabba
a valésagban 8 a mélységgel csak keveset valtozik, azt az
integraczional némi elhanyagolassal allandénak tekinthetjik,
ennélfogva az integraczio elvégzése utdn az amplitddok és
fazisok kozott a kovetkezd 0Osszefliggéseket nyerjik:1

A faziskllonbség, ha a mélységet a felszint6l szamitjuk, a
mélységgel novekszik, vagyis a mélyebben fekvd hullamok a
fels6bb hullamoktol id6ben elkésnek. A faziskiilonbséget, fazis
elmaradasnak is mondjak, melyet r-el szoktak jelelni.

Kénnyen ki lehet mutatni, hogy a fenti 0sszefliggés nem-
csak a felszin és x mélység kozott all fenn, hanem érvényes
az barmely xv—xx—p, (hol xt>Xxj), mélységkulonbségnél ugy,
hogy

Tehat a talaj fels6 rétegében barmely mélységkulonbségnél
a h6émérsékleti hullamnak faziselmaradadsa az amplitidok
logarilhmusos dekrementumaval egyenl6. Ebbél aztdn az is
kovetkezik, hogy a mélységnek arithmetikai sorban vald ndve-
kedéseével a h6mérsékleti amplitiddék geometriai sorban csok-
kennek.

1 B. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. II. Aufl. 1891.
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Ezzel kritériumot is nyertiink az észlelési anyag minemd-
ségének megallapitasdra és maédszert a talaj thermometrikus
hévezetd egyutthatéjanak meghatarozasara. Ugyanis a fentiek-
b6l nyerjuk, hogy

és a fazis elmaradasbol

Mivel az amplitdok kétszerese nagy kozelitéssel a tény-
leges hémérsékletek szélsé értékeinek kilonbségével egyenld,
azaz OxmK.—Bx min.="a:-el, ennélfogva a K meghatarozasara
elegendé csupan a hdémérséklet maximumat és minimumat
ismerni a kilonb6zd mélységekben. E szerint az (1) alattibol
nyerjuk

A faziselmaradast pedig ugyancsak nagy kozelitéssel meg-
allapithatjuk a kilénb6zd rétegek kdzéphémérsékletének késé-
seibdl agy, hogy a periodus kdézéph6mérsékleteinek meghata-
rozasbol is szamithatjuk a K-1L Ha p rétegben a kozéph6émér-
sékletnek elmaradésat R-el jeleljik, akkor

n

K5 )

A (3) és (4) alattiakkal K-1 kdzvetlenll a talaj hémérsékleti
adataibol meghatarozhatjuk, ellenben az (1) és (2) alattiakat
csak akkor hasznalhatjuk, ha a h6mérséklet periddusos ingasat
el6zetesen mar a harmonikus analysissel felbontottuk.

A talaj thermometikus hOvezetd képességét a hémérséklet-
nek terjedési sebességébdl is meghatarozhatjuk. Ugyanis, ha
a hémeérsékleti hullam terjedési kozépsebességét v-vel jeleljuk,
akkor bizonyos fizikai megfontolasok utan nyerjiik, hogy

15*
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*

K= \'IAJ (5)
Ezek azok a képletek, melyekkel a talaj thermometrikus
hévezetékoefficziensét meghatarozni szoktdk. A kdvetkez6kben
egy Uj modszert mutatok be,
melylyel K-1a tautochronok jel-
lemz6 tulajdonsagainak felhasz-

nalasadval meghatarozhatjuk.
Legyen az izotrop talajban
a t id6hoz tartoz6 tautochron
az ACB gorbe (5. abra), me-
lyen a melegaramlas iranyéat
a gorbére huazott kis nyilak-
kal tuntettik fel, a mennyi-
ben a meleg a magasabb hé-
mérsékletd helyr6l az alacso-
nyabb hémérsékletlii hely felé
aramlik, vagyis a meleg C-t6l
A és B felé aramlik. A meleg-
aramlas a C pontban megfor-
dul, vagyis a melegfelvétel me-
legdtadasba vagy forditva at-
csap ugy, hogy a h6mérséklet-
nek C helyen inverzidja van.
Mivel a hémérséklet (d) az
izotrop talajpan a mélységnek fiiggvénye, ennélfogva bar-

5. abra.

mely mélységben a geothermikas gradienst, — (hémérséklet-
esést) — -t, a tautochron x mélységének megfelel6 pont-
jadhoz tartozo érintével tintetjuk fel. A az ACB gorbe

mentén C pont Kivételével mindenutt a zérustdl kilonbozd
szam. A C pontban azonban = 0. Ennek jelentése pedig
az, hogy a tautochron C pontjaban az érintének iranya a talaj

felszinére merd6leges és hogy t id6ben a hémérsékletnek C pont-
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ban maximuma vagy minimuma van és pedig maximuma van, ha
n, ' d*§
< 0 es minimuma van, ha > 0.
A tautochronok ezen tulajdonsagat felhasznaltam a thermo-
metrikus hoévezetékoefficziens meghatarozésara.
Ugyanis taldltuk, hogy a hémérsékletet a talaj x mélységé-
ebn 6x—6-\-dx egyenlet hatarozza meg, hol

vagyis

Ebbédl, mivel 6-1 a differenczidcziéra nézve allandénak ve-
hetjik, a geothermikus gradiens kovetkez6 lesz:
Ftij:  dBx
dx dx
A dif'ferenczidlas végrehajtasdnak egyszerdsitése czéljabol,
legyen
. 71
1/h = « és AQ0+ -y-t=R,

akkor
ddx

dx aau(®~ax [sin (B—ax)-\-cos (B—ax)]

EbbSl némi atalakitas és ©sszevonas utan
«e o@~axsin (B—ax -

Végre az a és B értékeit visszahelyettesitvén, lesz
dda . .
dx =a°  WreX" KTsin(Ao~x j/""W f+ AT~t~

1 W. v. Bezold: «Der Warmeaustausch an der Erdoberflaiche und in
mder Atmosphére». Sitzungsb. d. Berliner Akademie fur 1892.
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Es ebbdl
d®REX In -x

~a°~Kf6

A fentib6l kovetkezik, hogy X barmely véges értéke mellett a

dx=0

feltétel csak akkor teljesil, ha

AO0—x 2n 3n v;gy
~Y T 0
Ezen feltételi egyenletekb6l tehat meghatarozhatjuk i-nek
azon tx és t9 értékeit, melyekhez tartozé tautochronok az x
mélységl és a felulettel parhuzamos talajrétegre merd6leges
fekvésdek.
Legyen ugyanis

i 3ir
- JL + A
es
3T
AO~XA Jjff w & =0
Ezekbdl
. X
i =
8 2w 2/ rrKT
es
3 A0 X
1% - — 6
"8 20 2\/AKf ®)

Vagyis: A felllethez parhuzamos talajrétegeken atvonul6
valamennyi tautochron koz6tt mindig taldlunk kett6t olyant,,
melyek valamely rétegre mer6legesek és a kilonbozd talaj-
rétegekre mer6leges tautochronoknak idépontjai mindig kiloén-
boz6k.

A fentiek szerint ezen tt és idépontban, x mélységben
a hémérsékletnek maximuma és minimuma is bekdvetkezik
ugy, hogy x mélységben a tt és a idépontban a meleg-



A TALA] MELEGENEK PERIODUSOS INGASA. 195

atadas melegfelvételbe és a melegfelvétel melegatadasba at-
fordul ; vagyis tlés i2 az x mélységben a hémérséklet inver-
sidinak idépontjait jelentik.

Az a két id6pont pedig, melyekben a tautochronok a talaj
felszinére merdlegesek (x=0), kovetkezbk:

o~ , "3
ri= g € r3 8 (0"

Tapasztalas mutatja, hogy a kozépszélességek alatt az évi

periodusban, durva kozelitéssel, A0=225° = - agy, hogy

_ T T
=+ 4 es . — - 4

vagyis mivel i foly6 id6t januar 1-t6l szamitjuk rt=91n, (IV. 1)
és r2=2747?i, (X. 1)

Kénnyen meggy6zédhetiink, hogy zt és r2 ezen értékénél
fennall a kdvetkez6 egyenlétlenség:

[ d*ox \

* >0 es N <0.

I dx )Xti% \ dx Ixi:fo*

Ennélfogva a kozépszélességek alatt, az évi periddusban,

a talaj tautochronjai az ekvinokcium koriil mer6legesek a feli-

letre és a tautochronok a mélységgel ugy haladnak, hogy a

tavaszi tautochron az OX tengelytél allandéan tavolodik és

az 6szi tautochron az OX tengelyhez &llandéan kozeledik, a

két tautochron pedig ott talalkozik, hol a talajh6mérséklet

évi periddusos ingadsa megsziinik. Ebb6l aztan az is kovet-

kezik, hogy a kozépszélességek alatt az évi periédusban a

tavaszi ekvinokcium kozill a talaj melegataddsa melegfelvételbe

és az 06szi ekvinokcium koril a talaj melegfelvétele meleg-
atadésba csap at.

A talajrétegen a felszint6l a periodusos hoémérsékleti ingéas

hataraig atvonul6d és a talaj felszinére merdéleges tautochrono-

kat pedig f6tautochrénoknak nevezhetjuk, mert ezek &ltal a

talajnak periodusos melegviszonyai megvannak hatarozva.
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A tautochronoknak emlitett tulajdonsagat felhasznalhatjuk a
thermometrikus h6vezet6koefficziens meghatarozasara. Ugyanis,
ha a periédusban a talajnak valamennyi tautochronjat ismer-
juk, akkor Kivalasztjuk el6szor azokat, melyek a felszinre meré-
legesek, vagy igen kozel merdlegesek. Legyenek az ezeknek meg-
felel6 id6pontok: t=r, és t—z Azutdn pedig kikeressiuk
azokat a tautochronokat, melyek az x mélységld és a felszin-
hez parhuzamos rétegre mer6legesek, az ezekhez tartozo id6-
pontok legyenek t—tX{i és t=tx<*. Ha mar most ezeket az id6-
pontokat a (6) és (6") alattiak szerint egymassal 0Osszekapcsol-
juk, akkor a kovetkez6 két egyenletet nyerjik:

X T X T
i—ri " és bt — -
A= Ty A 2 ? YAKT 2
ebbdl
* - ¢, K= i- .
y 2

Konnyen kimutathatjuk, hogy ezek a képletek nemcsak a
feliletnek x mélységl rétegében, hanem barmely Xz—Xxx—p
vastagsagu oly rétegben is érvényesek, melyben a hémérsék-
letnek periddusos ingasat még észlelhetjik.

Ugyanis legyenek a periodusban a talajra merdleges tauto-
chronoknak id6pontjai az x x mélységben tXd>i és tXlta, tovabba
az mélységben iXs, i és ,2. Ekkor a fentiek szerint:

és

tx21 — wl T
2 2
és
. AO . X"
X1, 2 m—

2X 2\ zI\T
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Ha most a harmadikat az els6b6l és a negyediket a maso-
dikbdl levonjuk, akkor némi atalakitas utan nyerjik, hogy

A val6sagban K tényleges értékéiil pedig ezen képletekkel
kialon-kiléon szamitott A-nak arithmetikai kozepét vehetjik.

Mivel ezen eljarasnal a lényeg abban all, hogy a jellemz6
tautochronokat felkeressiik, azt hiszem nem tévedek, ha a
targyalt eljarast a K meghatarozasa geometriai médszerének
nevezzik.

Ezzel egydttal maédszert is nyertiink a talaj barmely rétegére
merdéleges tautochron id&pontjanak kozelitd megallapitasara,
ha valamely modon el6zetesen mar meghataroztuk a talaj
thermometrikus hévezet6koefficziensét.

Megjegyzem, hogy az utolsé képletekben a négyzet alatti
tényezék tulajdonképen sebességet jelentenek és pedig az (5)
és (7) alattiak ©sszekapcsolasabdl nyerjik, hogy azok a hé-
mérsékleti hulldm terjedési sebességét jelentik. Ennélfogva a
tautochronoknak emlitett tulajdonsagaibdl bizonyos kozelités-
sel meghatarozhatjuk a talaj barmely rétegében a periédusos
hémérsékletnek kozépterjedési sebességét (v), azaz

hol t" a p talajréteg alsé fellletére és V a p talajréteg fels6
feliletére merdleges tautochronoknak idépontjait jelentik.

3. A talaj peridodusos melegének meghatarozasa. Ha
egységnyi keresztmetszeti és x mélységl talajhasab témeg-
elemét pdx-el, speczifikus hé6jét c-vel és hémérsékletét 6/-el
jeleljuk, akkor a tdmegelem melegmennyisége

dQ = cpbxdx.

Ebb6l az x mélységl talajhasdbban bizonyos idé alatt fel-
tarozédott melegmennyiséget a kovetkez6

az
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Qo Qx = Cpj d*Ix — Cp{j edx + j da/lx}
0 0 0

integréllal szdmithatjuk. Megjegyezzik, hogy a fenti integralok
akkor érvényesek, midén a meleg a talajban a felszinrél annak
belseje felé aramlik; ha pedig a meleg aramlasa ellenkezd,
akkor a keresett melegmennyiség

(o] X

Qx C== {j*6dx -J-J d /x%.
0 0
Mivel 6-t, mint a talaj kozéph6mérsékletét az integréalas-
nal allanddnak tekinthetjik, ennélfogva

X

Qo Qx = OJ dxdx-j-C,

hol QO a felszinen, Qv az x mélységben és C a periédusos
ingastdl fliggetlen melegmennyiséget jelenti.

Ha az integralba ~-nek az el6z6kben targyalt periodusos
értékét helyettesitjik és ep-t rovidség okaért m-val jeleljik,
akkor a talajhasab melegkészlete:

Qo-Qx= ¢(ioj v & sin[a0- xJ ~ f +7~ t)dx+ C*
0
Legyen rovidebb jelelés ezéljabol itt is
.fon , a . 2ir .
o0 1/ T P "o 'T Pt
akkor

X

Qo— Qx = 0>«0J e~ax sin (R—ax) dx-\-C.
0

Ezt mar ismeretes integralokra visszavezethetjik,1 Ugy hogy
az integraczid elvégzése utan lesz

1 Dr. Frohtich |.:  «Mathematikai Repertorium physikusok szamara».
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E szerint a meleg periodusos ingasa a talaj barmely mély-
ségében kovetkezd egyenlettel van feltiintetve:

A talaj melegmennyiségének — hdéenergidjanak — periddu-
sos ingasat tehat a talajh6mérséklet periddusos ingasahoz
hasonld egyenlet jellemzi. A két hullam amplitddoinak viszo-
nya és fazisainak kulonbsége mindenttt allando: t. i. a meleg-

. s IKT NP
hullamnak amplitidéja w y -~-szerese a hdémersekleti hul-
lam amplitadéjanak és a hémérséklet hullama ~ -el késébb

kéveti a meleghullamot, vagyis a hémeérsékleti hullam az évi
periodusban 45 nappal, a napi periédusban pedig 3 oraval
elkésik a meleghullamhoz képest.

A fenti egyenlettel kiszdmithatjuk azt a meleget is, mely a
periodus tartama alatt a talajban kicserél6dik. Ugyanis, ha az
integracziot a talajhasab azon mélységéig terjesztjik, melyben
a meleg periddusos ingasa éppen megszlnik, vagyis elméleti
fejtegetéseink szerint .T=o00-ig, akkor a t tetsz6leges id6re vo-
natkoztatott melegmennyiséget az egész hasabban

Qa (jo9— COClq + £ _Qt

egyenlet szolgaltatja.
Legyen ez a melegmennyiség idében Qh és f=i2 id6-
ben Q,,, vagyis

és
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Qt, = 0)0Q sin 1A0+ + C,

akkor a tt...i2 id6kozben a talajhasdbban feltarozédott meleg-
mennyiség kovetkez6 lesz:

Ha pedig a ... is id6koz a periddusnak az a része, mely
alatt a talajpan a melegnek maximuma feltarozodott, akkor
i2 és ij azon id6pontokat jelentik, melyekre nézve Qh— Q”-nek
maximuma van. Ez pedig akkor kdvetkezik be, ha

27T 7 174 &s 2T . 7
Y S ir
Ebbdl

_ iy . 41 7 4 .
v L% ar. ® n -8
vagyis az el6z6k szerint
tt=r, és i2= rg.

A ij és tehat a periddusnak azon két id6pontja, melyek-
ben a feluleten a hd&mérsékletnek inversidi vannak, vagyis
melyekben a melegatadas melegfelvételbe, illetve a melegfel-
vétel a melegatadasba csap at; ekkor pedig az el6zdk szerint
a tautochronok a talaj felszinére mer6legesek.

Tehat a periodusban Kicserél6ddtt 6sszes melegmennyiség:

egyenlettel van meghatarozva.
E szerint a periodus alatt a talajban feltdrozddott Osszes
meleg a talaj felszinének hémérsékleti amplitaddjaval ardnyos.
A talaj melegmennyiségét a tautochronokkal is meghataroz-
hatjuk. Ugyanis valamely megadott id6ponthoz tartozé tauto-
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chron az izotroptalajban csupan az x mélységnek fliggvénye
agy, hogy diagrammjat egy hataros integrallal kifejezhetjik;
vagyis a 6. dbra szerint

h
{OAJiJiO) — J dx
0
és
h
(OA.BJIO) — J &jix,
0
hol a és #a=i92(ic) a idéponthoz tartozd tauto-

chront jelent. A két tautochron altal hatarolt terilet pedig™lesz

(A.AJUMNAD = 3 (*,- &)dx = f.
0

6. abra. 7. é&bra.

Ha a két tautochron metszi egymast az x=h mélységig, akkor
a h-ig terjedd integracziét két részben kell végezni, a mennyi-
ben két ellenkezé el6jel(i diagramm keletkezik. Legyen a két
tautochron Aaltal képezett diagramm (7. abra) f—{AJAJBiB 1A %),

agy, hogy

0 0 A
Mivel azonban x=0 t6i x—h-ig di>d1és x=hZxt61 x —h-ig
Uu3<uj, ennélfogva
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hi h
f=j @—ftjdx—]j
_ 0 A\
vagyis
['= (+1i)+ (—A)-

E szerint valamely megadott mélységig az egymast metsz6
tautochronok altal képezett terilet mindenkor a metszési pont-
tol felfelé és lefelé ellenkez6 el6jelld terliletrészekbdl all dagy,
hogy éltaldban a periédusban a tautochronok végtelen sok pozi-
tiv és negativ el6jeld terlletrészekbdl 0Osszetett halot képez-
nek. A tautochron-teriiletek 0sszegezésénél ezt mindenkor figye-
lembe kell venni.

Ezek utdn mutassuk meg, hogy barmely tl és t2 id6kdzben
a talajpan x = h mélységig feltdrozédott meleg a megfeleld
tautochronok altal képezett terilettel ardnyos mennyiség.

Ugyanis az egységnyi keresztmetszetl, h mélységil talajhasab
melegmennyisége tl... t2 id6kozben, ha a talaj fajhéje c és

slrlseége p, kovetkez6 : H

Oti—Qit — J <p(d= dJ) dx.
0

A cp=0j speczifikus hékapaczitast, mely altaldban a hémér-
sekletnek fliggvénye, csekély elhanyagolassal allandénak tekint-
hetjik dgy, hogy

Qt-Qh = (0] {d"-dt)dx.
0

A hatéros integralis azonban a tautochronok altal hatarolt
teriiletet jelenti Ggy, hogy a melegmennyiség

Qt,— Qt! = tof.
A mi bebizonyitandd volt. A melegmennyiséget tehat plani-
méter segitségével kdnnyen meghatarozhatjuk.

Azonban meghatarozhatjuk a melegmennyiséget akkor is,
ha és id6ében x=h-ig a talaj kézéphémérsékletét ismer-
juk. Ugyanis a fenti egyenletet irhatjuk a kdvetkez&en :

h h

(h—Qtt = cuh. | j-J ti 2 x — - j Btdxi e
0
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Az integral kozépértéktétele szerint a zardjelben levd tagok a
illetve tt id6pontokhoz tartoz6 kdzéphémérsékletet jelentik,

azaz
h h

el - iax e e -~ &udx,
0 6
ennélfogva

Qh—Qh = o}k{eh-d h).

Vagyis bizonyos id6kozben a talajban a feltarozodott meleg
az id6koz végéhez és elejéhez tartozo kozéptalajhémérséklettel
aranyos mennyiség. Az ash pedig azt a melegmennyiséget
jelenti, mely szikséges, hogy az egységnyi keresztmetszet(,
h mélységli talajhasab hémérséklete egy fokkal emelkedjék. Ezt
a melegmennyiséget a talajhasdb hékapaczitasanak mondjuk.

Ha a tt... a periddusnak az a része, mely alatt a talaj
0sszes melege feltdrozédik és x = H azt a mélységet jelenti,
melyben a hémérséklet periddusos ingasa éppen megszinik,
akkor

H
Oti~ Of = «J 0?7s—tfj) dx — wF, 9)
o
hol tehat és d. a rt és idépontokhoz tartozé f6-

tautochronokat jelentik.

Tehat a periodus alatt a talajban feltdrozodott 6sszes meleg
a f6taulochronok Altal képezett terilettel aranyos.

Ha pedig a f6tautochronokhoz tartozé kozéptalajh6mérsék-
letet OTl és 0*2vel jeleljuk, akkor az egységnyi keresztmetszet(i
és H mélységl talajhasab 6sszes melege a periédusban

Qu-Q'i=a>H.(6u-9 tJ. (10

Tehét a periodus alatt a talajban feltarozddott osszes me-
leg a fétautochronokhoz tartozé kézéphdémérsékletek kilonbségei-
vel aranyos.

Megjegyezziik, hogy hasonl6 eljarassal meghatarozhatjuk a
talaj melegmennyiségét akkor is, ha tekintetbe veszszik a talaj
nedvességét és olvadaspontalatti hémérsékletét. Legyen ti és <3
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azon id6koz, melyben a talaj bizonyos mértékben vizzel van
telitve és x = H1 mélységig meg van fagyva és pedig legyen a
hémérséklet X = Hx mélységig #t<0 és X = H1-t6\ X = H-ig
dx> 0, a pedig mindenitt nagyobb a zérusnal, azaz > 0.
Legyen tovdbba a szaraz talaj térfogategységnyi hékapaczitasa
00 és z a térfogategységben foglalt vizmennyisége, akkor a
nem fagyott nedves talaj fajlagos hékapaczitasa

Un= (@0-}z
és a fagyott nedves talaj fajlagos hékapaczitasa
o)n — <o+ 0 Bz

Ennélfogva a tx...t2 id6kdzben az egységnyi keresztmetszetd,
H mélységli, részben fagyott, nedves talajpan a melegmennyi-
seg kovetkezd:

n, it h
W—Qx=j <odtdx—j dnddx+80zH1-f J wn(#3— &)dx,
0 0 l

hol 80zH1 az egységnyi keresztmetszet(i és Ht mélységd talaj-
hasab megolvasztasahoz szikséges meleget jelenti,
irhatjuk még, hogy

Hi HI

02—Qt — (0 (d3—dj)dx-\-zJ (#3—| #Xdx -j-
0 0

H
9-@0+-2)J (s 3— dj) dx-)-80zH.

Hi
Vagy ha #3 és 8\ az x=0... x=Ht mélységl és 6t a
h=H—Hx mélységli hasab kozéphémérsékletét jelenti, akkor
a melegmennyiséget
0-2-Qx = (0OHx {fa-d\) +
+ &o-\-2){H—H D (8t—8")-\-80zH1.
egyenlettel szamithatjuk.
Anderkdé Aurél.



AZ INTEGRALROL.

(Mésodik és befejez6 kdzlemény.)

20. Az integralhatdosdg ismerteté jele. — Vizsgaljuk
meg most az integralas szempontjabol f(x) szakadasait az (a, b)
intervallumban. Oszszuk be az {a b) intervallumot szakaszokra,
melyeknek hosszai dt, d3,...,d,, és a legnagyobb koztiuk le-
gyen d. Ha f{x) integralhat6, akkor az olyan szakaszok &sszes
hossza, a melyek s-nal nagyobb ingadozasi pontokat foglalnak
magukban, az osztopontok s(iritésével zérus felé kozeledik. Ez
a RIEMANN-féle feltételbdl folyik, mert az ilyen intervallumokban
f(x) ingadozédsa nagyobb, mint e.

Tehat, ha f{x) integralhaté és e tetszés szerint Kicsiny szam,
akkor azok a pontok, a melyeken f(x) ingadozasa nagyobb
e nal, integralhaté csoportot alkotnak.

Ez az allitas meg is fordithatd. Tegylk fel, hogy — e meg-
adott szdm lévén — f(x) ingadozésa csak egy integralhaté cso-
port pontjain haladja meg s-t. Zarjuk be e pontokat oly inter-
vallumokba, a melyeknek 6sszes hossza Ij és tartsuk meg ezeket
az | intervallumokat, a mikor (a, b)-t szakaszokra osztjuk.
A tobbi intervallum bizonyosan vélaszthato oly kicsinynek, hogy
az ingadozas egyikben sem legyen nagyobb 2s-ndl (ha ez nem
volna lehetséges, akkor lenne az / intervallumokon Kkivil leg-
alabb egy olyan pont, a melyen az ingadozas 2e-nal nem Kisebb,
de ez ki van zarva). igy tehat azon szakaszok 0Osszes hossza ©r
a melyekben az ingadozas 2e-nal nagyobb lehet, valéban tetszés
szerint Kicsiny. Ebb6l Riemann kritériuma szerint kovetkezik,
hogy f{x) integralhato.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 16
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Ezek alapjan kimondhatjuk az integralhatdsag RiEMANN-féle
feltételének a kovetkezd, du Bois-REYMONDtOl modositott alakjat:

Az f(x) véges fuggvény integralhaté voltdnak szlkséges és
elegendd feltétele az, hogy azok a pontok, melyeken ingadozésa
egy tetszés szerinti s szdmot meghalad, integralhaté csoportot
alkossanak.

21. A du Bois-REYMOND-féle kritérium maéar jobban megvila-
gitja a fuggvény szakadasainak szerepét, mint a RIEMANN-féle.
LEBESGUEet kovetve, még tokéletesebb alakot is adhatunk az
integralhatésag kritériumanak:

Hogy a veges f(x) figgvény az {a, b) intervallumban integral-
haté legyen, arra szilkséges és elegendd, hogy a szakadésos
pontok zérus meértékd halmazt alkossanak.

Legyen G(s) azon pontok halmaza, a melyeken f(x) ingado-
zdsa nagyobb e-nal. Ha f(x) integralhatd, akkor

mind integralhaté csoportok, tehat valamennyien zérus mér-
tékdek. E halmazok egyiittvéve a szakadasos helyek E @sszes-
ségét alkotjdk és igy E mértéke zérus.

Megforditva, tegyuk fel, hogy fix) az (a, b) intervallumban
véges és hogy valamely zérus mértéke E halmaz pontjain van
ocsak szakadédsa. Az g (x)2>e feltételnek megfelel6 pontok H (g)
halmaza zart és — mivel részét teszi E-nek — zérus mér-
ték( ; ennélfogva integralhaté csoport. A G (e) halmazb ennfog-
laltatik 11(e)-ban, tehat G(e) is integralhatéd csoport, barminé
kis szam is e. Ez elegend6 arra, hogy f{x) integralhat6 legyen.

Az el6bb emlitett Riemann szerkesztette fliggvény (15. 8.)

integralhatd, mert véges és csak egy megszamlalhatdo halmaz
pontjain nem folytonos. Nem integralhaté ellenben az a <p(X)
figgvény, a mely



AZ INTEGRALROL. +207

P(X) = 1, ha X racziondlis,
¥@) = 0, ha x raczionalis,

mert ingadozdsa minden ponton 1-gyel egyenld.
Ha valamely véges fliggvény egy iranyban valtozik, akkor
integralhaté, mert azok a helyek, a hol ingadozasa nagyobb,

mint —, véges szammal vannak és igy az 0sszes szakadasok

halmaza megszamlalhatd. Innen kovetkezik, hogy azok a fiigg-
vények, a melyeket Jordan «i variation bornée»-nak nevez,
integralhaték, mert minden ilyen fuggvény el6allithaté, mint
két soha nem fogyo fiiggvény kiilonbsége.
23. Bemutatunk egy példat adott fiiggvény integraljanak Kki-
szamitasara. E példa legyen a kovetkez6:
7t
J log (1—2a cos x+a”dx,
0
a melyben a val6s és kilonbozik + 1-t6l. 0 és i kozott a
log (1—2« cosx + a 2 fliggvény folytonos, tehat integralhat6. Ezért
akarmilyen felosztasbdl indulunk is ki és akarmely értékét
vélaszszuk is a flggvénynek az egyes szakaszokban, a keresett
hatarérték ett6l fuggetlen lesz. Oszszuk fel a (0, n) intervallu-
mot n egyenld részre és vegylk mindig a fliggvénynek azon
értékét, a melyet egy-egy szakasz baloldali szélén felvesz. A vizs-
galand6 06sszeg

1—2acosp —+ a2 =

»-1/

- P N\
n log /0/ \/1 2a COS Tt «2]_

n'l ke 7
T log (1 —a)2]:E (a— R/ﬁ%’« P

Tekintve, hogy az
Xn—1=()
egyenlet gyokei

1. 21, %', (P=#l,%2.t(n D)
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az el6bbi kifejezést igy irhatjuk:

[-a 2"
£ IOg (!-(()* 1_a2

és latjuk, hogy hatarértéke 0, ha ja|<| és Trloga2 ha ja >1,
azaz

n 10, ha a*< 1
llog(l—2acos x-t-a*)dx = 1
0 1r loga2 ha a2> 1

23. Nem sikerdl azonban mindig ilyen egyszerlen a szamitas.
Nagyon sokszor a primitiv fliggvényt veszsziik segitségl.
Tegyuk fel, hogy F(x) primitiv figgvénye a véges f(x) fiigg-
vénynek, azaz
F'{) = f(x).

Azt tudjuk mar, hogy ha f{x) folytonos, akkor
6
J f(x)clx = F(b)—F(a).

Ez az egyenl6ség mindig fennall, ha f{x) integralhatd. Alta-
laban ugyanis, ha f(x) alsé és fels6 hatara | és L az (a, R}
intervallumban, a koézépértéktétel szerint

F(B)-F(a) _ |

azaz
1(R-a) < F(B)-F(a)<L(R-a).

Oszszuk részekre (a, b)-t az
d— Xayx j ,Xf... fxn—+ xn—Db

pontok segitségével; legyenek Kk és Lj /'('r)-nek alsé és felsd
hatarai az iX{-\, xR szakaszban és adjuk &ssze az

Udi<F {xR—F (4-[)<Lidi  (G—Xi-Xi-1)

egyenl6tlenségeket. Barmilyen kicsinyek is a d, szakaszok,

2| kSi<F(b)—F (a)<% LRI,
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tehat
f f(x)dx<iF (b)—F{<t)gL f f(x)dx.
—Ja +Ja

A mikor /'(,;T)-nek also és felsd integralja Osszeesik,

b
F{b)—F(a) -- J f(x) dx.

Abbodl azonban, hogy /'(x-)-nek van primitiv figgvénye, nem
kovetkezik, hogy integralhat6. Hogy vilagosan lassuk a dolgot,
forduljunk vissza a kozépértéktételnez. Ha F(.r)-nek mindenitt
van véges differenczidlhanyadosa az (,Tj_i, .Irj) intervallumban,
akkor ezen belul van oly hely, hogy

F(xi)—F (xi- i) = (Xi—Ti-t),
és igy
F(b)-F(n) = SI [ fi- X i-1Y,

siritsik minden hataron tal az osztépontokat, ekkor lesz
F(b)—F(@) = lim  2/'(Ed Gh —'i_i).

Csakhogy ebbdl még nem kovetkezik, hogy f(x) integralhato,
mert a 2 /(E») Osszegnek van ugyan hatarértéke, ha
az (Xi-1, %) intervallumban c,-t meghatarozott médon valaszt-
juk; de hogy van-e akkor is, ha frt akarhogyan valasztjuk,
az egydltaldban nem bizonyos, s6t néha nem is igaz.

24. Volterra példaja. — Volterra szerkesztett elészor
olyan differenczialhat6 fuggvényt, a melynek differenczidlhanyadosa
nem integralhatd, mert azok a helyek, melyeken a differenczial-
hanyados nem folytonos, bar sehol sem s(ir(i, de mégis nem
zérus mérték(i halmazt alkotnak. llyen halmazra mar lattunk
példat (11. 8.); az a H halmaz gy keletkezett, hogy bizonyos

(Ni» bj), =+, dm b, ...

intervallumok bels6 pontjait kitéraltik a (0, 1) alapinterval-
lumbdl.
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Vegyuk szemugyre a

P(x, @) = (¥%—a)Zin

A Cl
fuggvényt. Differenczidlhanyadosa
ifix(x, a) = 2te—a)sin —---—--- COS —-----=-
m—a X—a

végtelen sokszor valik zérussa az x=a hely kdrnyezetében.
Errél kozvetlenil meggy6zédhetiink, ha felrajzoljuk az

ih= 2te—a) éS 22= tg(x- a)
fuggvényeket, mert a hol y1=Yyi, ott 4 egyenld zérussal.
Legyen ttj+Ci a <x (X, aj) fuggvény legnagyobb zérushelye az
(ail, j szamkozben és definidljuk F(m)-et a kovetkezd

maodon:

A H halmaz pontjain:
F(x) =0

az (ait bi) intervallumban pedig:

F(x) = tp(te iii), ha aite x ~ 6i+Cjj
F(ic)= ~(8i+Ci, 0i)= —if>(0i— Cj, 6i), « ai+Ci<”~x<Lb~Ci,
Fie) — — P(x, hi), « bi— cj <;X<Lbt.

Latjuk, hogy F(x) mindeniitt folytonos; az egyes («* bi) inter-
vallumokban differenczialhaté volta sem kétséges. De nem szakad
meg a differencziadlhatésag H pontjain sem. Legyen ugyanis x0
a Fi halmaznak pontja. A

F(x0+h)—F (x0 F (x0-\-Ii)
h h

hanyados zérus, ha x0-\-h is benn van H-ban és kisebb (abszo-
lut értékre nézve), mint



AZ INTEGRALROL. 211

ha x0-\-h benn van egy, a H-val hataros intervallumban, a
melynek két széle koziil az xQés x0+ h kozé es6t jeloltik a-val.
Ennélfogva

F'(x=\\m- " £ h) O

(x0 =\ )
Amde F' (x) nem folytonos az x = x 0 helyen. Ha példaul x0—ait
akkor A0-tdl jobbra

. 1 1
F'(x)= 2(x—U
(x) (x—W)sin T cos v

és igy F(x) ingadozasa az x0 pontban legaldbb 2. Ugyanez all
if-nak akarmely A pontjara nézve, mert A maga vagy vala-
melyik di vagy bj pont, vagy pedig ezek kozll egy sorozatnak
hatarhelye.

E szerint F'(x)-nek valéban szakadasa van a Il halmaz min-
den helyén és igy F'(x) nem integralhato.

25. Jegyezzilk meg kilénben, hogy ha egy flggvény diffe-
renczialhdnyaddsa nem is okvetetlenlll integralhatd és annal
kevésbbé folytonos, azért fel van ruhazva a folytonos fliggvények
azon tulajdonsagaval, hogy ha két értéket felvesz, akkor felvesz
minden mast is, a mely e két érték kozé esik.

Legyen F (x) mindenitt folytonos és differenczidlhaté fiigg-
vény az {a, b) intervallumban, tovabba

F'@=A, F'(b)= B, (A<B)

és végre legyen C egy tetszéleges szam A és B kozott. Ha h-nak

elég kicsiny értéket adunk, X & F(b"'hh)'F(b)

oly kozel vannak mar A, illet6leg F-hez, hogy

F(a+h)—F(@) ~ ~ F(b+h)—F(b)
h <G < h
Masrészt
) F(x+h)—F(x)

(&-t nem valtoztatvan) m-nek folytonos fiiggvénye; mivel pedig
0(a) <C, 0(b)>C,
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valamely xt helyen a és b kozott

O(.r=

1
o

Alkalmazzuk a kozépértéktételt: van xt és xx-\-h kozétt egy

X2 pont, a hol
F'(xt)—C.

Ez a tétel, a melyet most bebizonyitottunk, sok esetben meg-
engedi, hogy elddntsiik, hogy egy megadott filiggvénynek nincs
primitiv fliggvénye.

Az f(x) fuggvény hatarozatlan integralja

F(x) = j f(x) dx+C

folytonos fiiggvény és minden x0 helyen, a hol f(x) folytonos,
differenczialhanyadosa: / (x0. Ha az x0 helyen f(x) nem foly-
tonos, meglehet, hogy F(x) differenczidlhaté és differenczial-
hanyadosa f(x0); meglehet, hogy differenczialhatd, de differen-
czidlhanyadosa kulonbozik f(x0)-téi és meglehet, hogy F{x) nem
is differenczialhat6. E harom esetre példa (xo=0):

fix) =1, ha X = N | egyébként /j (/m = 0,
f2(x) = 0, ha X =b 0, és 12(0) = 1,
fax)= coslog|x hax 4= 0, és /g(0) = 0.

b26. A Riemann-féle integral &ltaldnositasa. — Az
Jf(x)dx integral értelmezése arra az esetre szol, a mikor f(x)

212 egész (a, b) intervallumban integralhat6; ez magéaban fog-
lalja mar azt is, hogy f(x) véges. Terjeszszik ki most altala-
nosabb esetekre ezt az értelmezést. Az &ltaldnositasban Jordan-
nal ahhoz a feltételhez ragaszkodunk, hogy az integral fels6 és
also6 hataranak folytonos fliggvénye maradjon. Elébb azonban
bebizonyitjuk, hogy ha f(x) véges az (a, b) intervallumban és
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minden (a, b)-n beltl fekvé (a, B) intervallumban integralhatd,
akkor / (x) (a, 6)-ben is integralhaté. Legyen ugyanis

(X, bf), o) e me (@ bn), ...

oly intervallumsorozat, a melynek mindegyike magaban foglalja
a megel6z6t és lima,,=a, lim bn=b. Jeléljik In-nel (a,, bn)-nek
azt a részét, a mely («,_1( />,_,) intervallummal nem kdozds.
J,.-ben integralhaté az f(x) flggvény; tehat a szakadasos pon-
tok E halmazénak /,-be es6 része, En zérus mértékl. Mint-

hogy pedig
E —/ j+ZaH-----\-En-+— |
.E-nek mértéke is zérus (9. 8) és igy f(x) integralhaté az
egész (a, b) intervallumban.
Ha f{x) minden (a, b)-n belil fekvé intervallumban integral-
hat6, de (a, 6)-ben nem, akkor ez csak abbol eredhet, hogy az
a és b helyeknek legaldbb egyikén f(x) maximuma va%yrmini-

—"

muma végtelen. Meglehet, hogy ebben az esetben az ff (x)dx

integral értéke kozeledik egy véges A szamhoz fiiggetlendl attol,
hogy e és e miként valnak zérussa ; ekkor definiczionk igy sz6l:

b
if{x) = A.

Ha az intervallum belsejében is vannak pontok véges szammal

a melyek koérul f(x) nem integralhat6, akkor abban allapodunk
meg, hogy
b

cl c2 b
Jf(x)dx = Jf(x) dx + j f(x)dx-2--b J f(x) dx,
a a g cn

9 b

és természetesen az jf(x)dx integral létezése attol fiigg, hogy

a
a jobboldali kifejezésnek van-e véges és meghatarozott értéke.
217. Hasonlé mddon jarunk el, ha a c szingularis pontok, a
melyek az integralhatosdgot megszakitjdk, végtelen szammal
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vannak. Halmazuk E biztosan zart, mert a ¢ pontok koérnye-
zetében f(x) nem lévén véges, ugyanez all a c¢ pontok hatar-
helyeire is, tehat a hatarhelyek E-be tartoznak. Ez arra kész-
tet benninket, hogy kizarjuk azt az esetet, a mikor a szin-
gularis pontok valahol sir(i halmazt alkotndnak. Az E zart
halmazt 4gy kapjuk meg, hogy megszamlalhaté — esetleg egy-
massal érintkez6 — intervallumok bels6 pontjait Kkitoriljuk.
Ezt figyelembe véve, oszszuk fel az (a, b) intervallumot véges
szam( szakaszra, a melyek d-nal mind Kkisebbek legyenek és
egyesitsik azokat az érintkez6 szakaszokat, melyek egy szin-
gularis pontot sem foglalnak magukban. igy az (a*, b9 rész-
intervallumokat kapjuk és mindegyik («*, b) benn van vala-
melyik jE-vel hataros (contigu) intervallumban és pedig széleinek
tavolsdga amannak széleitdl legfeljebb d. Valamely intervallum,
Baire elnevezése szerint, hataros az E halmazzal, ha végpontjai
E vagy £7-be tartoznak. Az (ait b) intervallumok egyuttvéve a
D tartomanyt alkotjak és legyen rdviden

- f10)ax = Jt (0 ax.

a0

Ha az f(x) szingularis pontjainak E halmaza zérusmértékd
és az
L2
S = ljf(x)dx
al
0sszeg véges és meghatarozott érték felé tart, bélgmi maddon

kozelediink is d-val zérushoz, ezt a hatéarértéket Jf(x)dx-nek

nevezzik.
E hatarérték létezésére sziikséges és elegend6, hogy minden
e szdmhoz lehessen oly y-t taldlni, a melyre nézve:

[Jfdx —Jfdx|< £

Dt D

feltéve, hogy a U és [)1 tartomanyokhoz tartoz6 d szdmok
kisebbek ij-ndl. Ha ugyanis igy van és a A és D tartomanyokra
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nézve 6<Crj, tovabba A a D-1 magaban foglalja, akkor
[Jfdx —Jfdx |< s,
J

D

a mib6l kovetkezik, hogy g—PDfo(X)dX véges és meghatarozott.

Megforditva, legyen D és I)t két ilyen tetszés szerinti tartomany
jy-nal kisebb d szamokkal. Ha a keresett hatarérték létezik és
Al=D+D 1, akkor y-1 elég kicsinynek valasztvan:

1 /-/1< £ 1] —] 1<
4i D J1 Di
a honnan
1/ —/|<2e.

D Di

A J—I) tartomanyt véges szamu (ait Bf) intervallum alkotja,
tehat

Bi Bi Bi
j —J1= 113 fdx 27 1ffdx 1 | j\fldx.
J D «i ai «i
b
Az utols6 0osszeg tetszés szermt kicsinynyé teheté, ha f\f\dx

véges. Ebben az esetben dex is létezik és azt mondjuk réla,

hogy absolut convergens.
28. Nem lattuk eddig, miért volt sziikséges megszoritanunk,
hogy E mértéke zérus legyen; errdl fogunk még szolni.
b

Jegyezzik meg kiilonben, hogy ha J fdx véges és E helyett oly

a
E {zart halmazt tartunk szem el6tt, a mely E-1 magaban foglalja
és szintén zérus mérték(i, akkor a megfeleld

N
S1—1 Jfdx = j fdx
aj DI
b
Osszeg hatarértéke ugyancsak J f(x)dx.

a

Tegyik fel ugyanis, hogy a D tartomanyhoz tartozé d<rj
és hogy D-n belil /@6) véges, mondjuk: [f{x)\< M. D meg-
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hatarozasa utan valaszszunk egy Dt tartomanyt, mely Aj-hez
tartozzék Ugy, hogy a megfelel6 Sx<rj. Ha d, elég kicsiny, a D
tartomanybdl kiindulva Ggy szerkeszthetjik meg Dxet, hogy
elészor néhany (ak, RK) intervallumot kivetlink JD-bél, a melyek-
ben (Ex E )-nek pontjai vannak és masodszor D intervallumai-
hoz hozzaiuggesztink velik érintkez6 és az E-vel hataros inter-
vallumokban bennlevé (@i, $') intervallumokat. Ha az («4, Rif)
intervallumokat nem vettik volna ki, egy a D-1 magaba zaro
A tartomany keletkezett volna és a feltétel értelmében

Bl
J - fl=12'1 fdr\<e;
a n
masrészt
A
2J)fdx |[< §M
A

és (7 a ft-gyel egyltt zérushoz kozeledik, mert Et—E mér-

téke zérus. Tehat
A ft
[/-7i<12],]+ [2°"i<™+e
D 4 ai

és igy azzal a feltétellel, hogy o\ elég Kkicsiny, egyszersmind

b
| (fdx- ffdx\< 2e+Aiff.
a B] Q E D
29. Az integral értelmezésének most megallapitott kiterjesz-
tése nem volna jogosult, ha nem maradnanak meg a kezdet-
ben definidlt integralnak alaptulajdonsagai. Ezt fogjuk tehat
megvizsgalni.
1°. Az altalanositott integral fels6 hataranak folytonos fligg-
vénye. Eppen azt tartottuk az altalanositasban szem el6tt, hogy
ez a tulajdonsag ezutan is fennalljon.
2°. Kozvetlentl vilagos tovabbd, hogy

b e e

[+ /=/m
a b a
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3°. Ha az

h
S =2j f(x)dx

al

?i- loi

0sszegben az \]— —\] egyenl6séget alkalmazzuk, azt talaljuk,
°i bi

hogy

be(x) dx = — J1(x) dx.

b
4°. Ha jfdx és \]/"\.r végesek, akkor f+ ft integralhaté az

a a
altalanositott értelemben és
b b b
jfdx+ jfxdx = jif+ fjdx.
a a a

Valéban, ha az f és f\ fuggvények szingularis pontjai az E és Et
halmazokat alkotjak, akkor E+Ej zart, mérték(i zérus és E-t,
E et, tehat /'+j\ szingularis pontjait magaban foglalja. Szerkesz-
szilk meg az E+E1 halmazhoz az (aiy b) intervallumokat, ekkor
0
b

b b{ b.
jf)dx = Ilim1Jfdx, JNX)dx = Ilim1 jftdx,

a{ a af{

b . b( . . b.
£ (F+fi) dx = [IM2 J1e+fi) dx = [IMAItax + lIM 2 jfadx.
a a( at

Ha nem koveteltik volna meg az E halmaztél, hogy mértéke

zérus legyen, az integralnak ez a tulajdonsaga elveszett volna.

Tegyuk fel ugyanis» hogy E mértéke: a>0 és liml jbfi (x) dx

al
véges és meghatarozott. Legyen fl(x)=1 Az f és f-\-fl flgg-
vények szinguldris pontjai ugyanazok és

b b b
j fdx + J f\dx = J fdx+ (b—a),
mig i i

J (/m+!) dx = j fdx+ (b—a—a).
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5°. Felirhatjuk végre azt is, hogy
j f(x)dx”jft{x)dx,
ha /(x) <s/t(x) és a < b, mert

FO =] fdx £/ (/;-/") dx~ Jfdx.

a

1. A LEBESGUE-féle integral.

30. A RIEMANN-féle integrél kiszamitdsaban ugy jarunk el»
hogy az x valtozé intervallumat részekre osztjuk és egy ily rész-
terjedelmét szorozzuk valamelyik odatartozo figgvényértékkel.
Lebesgue forditott utat kovet.l O a fiiggvény ingadozasanak
intervallumat osztja reszekre és a fiiggvény egy-egy értékét
szorozza azon ponthalmaz mértékével, a melyen a fliggvény
az illetd értéket felveszi vagy ahhoz elég kozel marad.

Legyen adva az (a, b) intervallumban az f (x) véges fliggvény.
Nevezzilkk Zés L-nek fi\x) alsé és fels6 hatarat és oszszuk be
az (Z L) intervallumot az

|—&, 4, &-.., In— In—
pontok segitségével, feltételil szabva, hogy
4—7j_i<s.
Jeloljuk ervel azt a halmazt, melynek pontjain

2-i< f(x) < U,

(=l v.... .n)
és ej-vel azt a halmazt, a melynek pontjain

f(x) = U,

1 Lemons sur I’intégration et la recherche des fonctions primitives.
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a mit szimbolikusan igy fejeziink ki:

et=. E [lirl < f(x) < K],
g = E[li= f(x)].

Tegyuk fel az /'(aj véges fiiggvényrél, hogy az (I, L) inter-
vallum barming felosztasdnak megfelel et és e\ halmazok mind
mérheték (s. 8). Ez esetben a

n n
<r=21 k-im (ed +02 km (e
I = Zlhm (ed + %km(ed

osszegek egy kozos hatar felé kozelednek, ha az (I, L) inter-
vallum szakaszai végtelen Kkicsinyekké valnak.
El6szor is vilagos, hogy

0 l—a<eznim(ed £ (b—a),

ha tehat Ggy osztjuk mind aprébb részekre az (I, L) intervallu-
mot, hogy mindig a meglevd osztopontok kozé iktatjuk az Ujakat
és a jj-edik felosztas szakaszai mar ep-nél Kkisebbek, a p-edik
felosztadshoz tartozd Osszegek kiildnbsége:

Zp dp Sp(b a).
Azonban

nem novekedd és

&i9 9e+e 9GpO9-- -

nem csokkend szamok sorozata ; van tehat kozos hatarértékik: S.
Vegylnk most egy mas felosztassorozatot, csak azt koétvén ki,
hogy a szakaszok minimuma szintén zérus felé tartson. A meg-
felelé | és a sorozatok legyenek

ylg "XI9---9_y'P9-- -

/ r 1

N19 A2 9 e * * Q&P 9 es =

Helyezzilk a két sorozat j,-edik felosztasait egymas folé; az igy
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keletkez6 felosztas a 2Vv és dp 0Osszegekhez vezet. Nyilvanvald,
hogy

Az els6 sor azt mutatja, hogy a dv és 2P 0Osszegek kozos hatar-
értéke S; a maésodik, hogy ugyanez a 4 és 2p szdmok hatar-
értéke is, mert dv és 2p az »S-<€t kozre fogjak, kulonbséguk
pedig zérus felé kozeledik.
A a és 2 0Osszegek kozds hatarértékét az f(x) figgvény a-tél
fc-ig terjed6 (LEBESGUE-féle) integraljanak nevezziik és szdmara az
b

a

jelet hasznaljuk. Ha meg akarjuk kilénboztetni a RIEMANN-féle
integraltol, akkor eléje tesziink egy (L) bet(it, amaz elé pedig
(fi)-et

3L Az altalanositas igazolasara be fogjuk bizonyitani, hogy
a LEBESGUEféle integral mindig létezik, ha a véges f (x) flgg-
vény Riemann szerint integralhaté és hogy ebben az esetben a
két integral értéke ugyanaz.

El6bb azonban vizsgdljuk meg, mi Lebesgue szerint az inte-
gralhatésag feltétele, megjegyezvén, hogy egyel6re csak véges
fuggvényrdl lesz szé. Alapfeltevésiink az volt, hogy azon x he-

lyek, a melyeken BALY)
a<f(x)y<®B
vagy a melyeken
f(x) = a,
mérheté halmazt alkotnak. Ebben az esetben az
a < f{x)

foltétel is mérhet6 E [a<Lf(x)] halmazt jellemez, a mit meg-
kapunk, ha 0sszeadjuk az

a< f(x) < L és f(x) =L
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feltételekkel kivalasztott pontok halmazait. Megforditva, tegyik
fel, hogy az

Ea=E [a< f(X)]
halmaz minden a-ra nézve mérhet6. Legyen R > a, akkor Ep,
s6t Ea—Ep is mérhet6, mert

C(Ea-Ep) = C(EaQ+Ep.
Amde Ea—Ep éppen az a halmaz, a melynek pontjain
a< fix) 5'R,
tehat E [a< f{x) ] is mérhet. Valaszszunk most pozitiv
szdmokbol egy zérus felé tarto

K, &g, ***, hn, . >e
sorozatot. Az 0sszes

En= E [a—hn<f (X)" a]

halmazok kozos elemei azok a pontok, a melyeken f{x) = a.
E szerint az E[f(x)=a] halmaz mérhetd. Végre az

Et=E [a<f(x)gB] és Et=E (/(*) = B]
halmazok kilonbsége
E3= E[a<f(x)<R]
szintén mérhetd, mert
C(Ed= C(ED+Ei.

Ezekutan kimondhatjuk, hogy az f (x) véges fliggvény L evesgue-
féle integraljanak létezésére sziikséges és elegend6, hogy bar-
milyen szdm is a, az E [«</(X] halmaz mérhet6 legyen.

Ez esetben az f(x) fliggvényrdl magaroél is azt mondjuk, hogy
mérhetd.

32. Tegylk fel most, hogy f(x) véges az {a, b) intervallumban
és hogy R iemann szerint integralhaté. Ha Ex az E=E la”" fix)]
halmaz olyan hatarpontjainak halmaza, a melyek E-be nem
tartoznak, akkor E1 mértéke bizonyara zérus, mert pontjain
fix) nem folytonos. Masrészt E-\-Et zart halmaz, ennélfogva

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 17



222 sz0CS ADOLF.

mérheté és végre ilyen az E[a<™(X)\ halmaz is. Azonban
E[a<f(x)] nem mas, mintaz 6sszes E[a-\-hn<"f(x)] halmazok
(n=1,2,...; h,>0; lim hn= 0) kéz6s pontjainak halmaza, tehat
E[iL<f(x)] mérhet6 és igy /'(xj-nek van IXBESGUE-féle integrélja.

Altaldban Lebesgue integralja a UARBOux-féle also és fels6
integral kozott fekszik. Ugyanis

I{b—a)<L{E) £1 {8dx L (b—a),

ezt az egyenl6tlenséget az (a, b) részintervallumaira kell csak
alkalmaznunk és latjuk, hogy

|bf (x) dx <s (L) fbf(x) dra fbf(x) dx.

E két tételb6l egyenesen kovetkezik, hogy ha valamely
véges f(x) flggvénynek van Riemann-/d6 integralja, akkor van
LEBESGUETe7e integralja is és a kett6 értéke megegyezik.

A LEBESGUE-féle integral azonban sokkal altalanosabb ese-
tekben is létezik, mint a RIEMANN-féle. Vegyiik példanak azt
a (p{x) fuggvényt, melynek értéke 1, ha x irracziondlis és
zérus, ha Xx raczionalis. Az E[<p(X) = 0] halmaz mértéke
zérus, tehat az (a, b) intervallumban E[<p{x)— 1] mértéke:
b—a és igy .

Jw(X)dx = b—a

a

33. Keressiink altalanosabb mérhet6 fliggvényosztalyokat.
E végbdl arra tadmaszkodunk, hogy mérheté fliggvények 0Osz-
szege, szorzata, hanyadosa (ha csak az osztd abszolUt értéke
nagyobb, mint egy véges pozitiv szam) szintén mérhet§ fiigg-
vények. Rizonyitsuk be példaul, hogy ha az E [jj > a] és h [6>a]
halmazok mérhet6k, akkor az £'[fl+ /&>aj halmaz is mérhet6.
Vélaszszunk oly —oo-t6l +°0-ig teijed6

s () "1F g g x
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szamsorozatot, a melyben
h~li-i<£
és szemeljiuk ki mindazokat az U, lj parokat, a melyekre nézve
k+lj>a. Legyen E(s) az ily médon kapott mérhet6
Ea — E ift>U]+-E [/3>"]
halmazok 6sszege. 2£(e) felmérhet6. Ha mar most
Snp>g3 Joee
pozitiv szdmok zérus felé tartd sorozata, akkor
Ai7i+/i>« = E (E)+-B'(EQ)d—

a mibdl kovetkezik, hogy az £'[/1+/2>«] halmaz is mérhetd.
S6t tovabb mehetiink. Ha az (), u2(x),..., un(x),... fugg-
vények mérhetdk, tovabba az

ul(x)+u2(x)-\------ bWh(»)+ee e

sor az (a, b) intervallum minden pontjan 0Osszetartd és
u(x) = 2 Un(x),
0

akkor u(x) fliggvény is mérhet. Legyen ugyanis
Sn(x) = UL(X)+u%a)H----Yun (x).

Azt mar tudjuk, hogy valamennyi sn(x) mérhet6. Nevezzik

En-nek az
E N>, E L nH(x)iz-GM . .

halmazok kozds elemeinek 6sszességét; vilagos, hogy
E\u(x)I>a' = A1+j£'2+£'3§—,

tehat E [u(x)>a\ csakugyan mérhet6,.

Lassuk, mi e tételek kovetkezménye. Az f= const., f —x
figgvények nyilvanvaléan mérheték, tehat minden polinom
mérhetd flggvény. Weierstrass tétele szerint folytonos fiigg-

17*
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vény el6allithatd polinomsorban vagy a mi egyre megy, mint
polinomok hatarértéke. Tehat folytonos fiiggvény mérhet6.
Mérhet6 minden olyan fliggvény, a mely folytonos fliggvények
hatarértéke (az ilyeneket Baire els§ osztalyGaknak nevezi).
Mérhet6k tovabba az els6 osztalyla fliggvényekkel megkozelit-
het6 — masodosztalya — fuggvények (ilyen az el6bbi példa:
<p(X)=o, ha x raczionalis, <p(xX)=1, ha x irracziondlis) és igy
tovdbb. Eddig nem ismeriink és nem biztos, vajjon lehet-e
valoban definidlni olyan véges fiiggvényt, a melynek Lebesgue-
féle integralja nem volna.

34. Foglalkozzunk most a LEBESGUEféle integral alaptulaj-
donsagaiva].

1°. Kozvetetlentl vilagos, hogy, ha k allando,

b b
j fix) dx = kJf(x) dx.

2°. Osszeg integralja egyenlé a tagok integraljainak ossze-

dvel :
géve b . h

j (fi+*)dx = j fdx + j fjIx.

Hogy ezt bebizonyitsuk, tekintsiink el&szér olyan < és <
fuggvényeket, a melyek csak végesszam( értéket vesznek fel
és pedig

f1(x) = Ii az EI halmaz pontjain (i = 1,2,..., p),
to (X) — Ij az Ej halmaz pontjain (j —1, 2, ..., Q).
Ekkor (El, Ej)-velijelélvén EIl és Ej kozos részét,

f(tpMipjdx Jj; ('i+lj) ni (EI, Ej) =
a 1.

§ n [m(El, ED+m(El, Ej)+--+m(El, Ej)]+

+

jti -\ (EL Ej)+m (Et, Ef) A-—-\m(E], E})]—

—ElmED+ E lim(Ej) = j (pfix + j qidx.
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Ezekutan legyenek és f% akarmilyen véges és mérhetd
figgvények. Mindenesetre lehet taldlnunk oly < és ®6filigg-
vényeket, a melyek /xt6l és /s-t6l egy el6re megadott e szam-
nal kevesebbel kiilonboznek és csak véges szamu értéket vesz-
nek fel. Legyen példaul
) ffhH“ U9 ha h-irfiixXk (i+2,...,9
és

*H{H=ZInf ha fix) = In,
a hol )
1 o fj,oe ,Inaj —dj

osztopontok az f\{x) ingadozasanak L) intervallumaban és
li

Hasonlé mdédon vélaszthatunk egy fuggvényt. Ekkor
b b b
|j Ndx —] (pfix\= |Jiu—tp3 dx |< B(b—)

b b
|i f8x —J (adx j= |j{fi—tps)dx|< ¢ {b—a),

a

b b
Il i+ Qax —j (MP)dx |< Bp—a)

azaz
b b b
1J(fi+Q dx —J f\dx - | fRx |< de(ft—a),
mert : : )
b b b
J(F+ <Pydx = j @dx + J
a a a
b b b
e azonban tetszés szerint Kicsiny és az | (j\+ ft)dx, j ftdx, ] fdx
integralok e-tdl fiiggetlenek. Ebb6l kovetkezik, hogy
b b b
] Ndx + J ftdx = J(fi+ft)dx.
3°. Ha az : ) ’

ti (N)j [a(Peoeyin oo
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sorozat az (&, b) intervallum minden helyén meghatarozott
f(x) értékhez kozeledik és minden fn(x) fliggvény mérheto,
s6t van olyan M szam, hogy

\fn{x)\ < M,

(»=1, %om.)
akkor

imJ 7, @ ax = J#x) dx.

(Ez a tétel a RIEMANN-féle integralokra vonatkozé hasonlo tétel-
nél sokkal altalanosabb). Tudjuk, hogy az

f(x) = A(X)+[f2{x)~f1(¥)]-F-----t-[fn(p)-fn-1 #)] + "’
fliggvény mérhet6. Legyen En az

\f{x)-fn+p(x)\< e
(p=0,1,2,...)
foltételnek eleget tevé x pontok halmaza. Vilagos, hogy En+
magaban foglalja En-1, En+%az En+i-et és igy tovabb, tehat a
C(Ej), C(E2, ..., C(En),...

sorozatban mindegyik halmaz magéba zarja az utana kovetkez6
két; ha tehat mind e halmazok k6zos része H, akkor (10. 8)

m(H) = limm [C (En)].
Azonban ii-nak egyetlen egy pontja sincs, mert minden X
hely benn van az En halmazok egyikében; ennélfogva
limm [C(En)] = 0.
Minthogy pedig

b
I/ [f(x)—fn (id] dx I< sm (En)+2 Mm[C(En)],

ebbdl azt latjuk, hogy

b
lim J (fix)—in (x)] dx = o.
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Az eddigiek alapjan kimondhatjuk a kovetkezd tételt:
Ha Mput>...,un,... mind véges és mérhetd fliggvények,
tovdbba az
fij-j-fij-)------(-un\—

sor Osszetartdé az {a, b) intervallum minden helyén és az fix)
fuggvényt allitja el6, ha végre van egy A szam a kovetkezd

tulajdonsaggal:
wn + w n+ id - \-UnJI’p-\ --------- j< A,

barmilyen egész szadm is n, akkor f(X) Lebesgue Szerint inte-
®
gralliaté és integraljat megkapjuk, ha a 2 u,, sort tagonkint

integraljuk.
Val6ban, / (X) mérhet§ és minthogy

fix) < A,
tehat véges is egyszersmind; szintlgy végesek az

Sn(x)= - tUn

részletdsszegek, mert

sn(x) | = jf (X)—(un+Hi-j-unt— ) | < 2A,
tehat

1100 dx — M J's, 0 ax = lim [fuxjx + JTutdx-\--- b

b
t \] undx],
azaz
b @ b
JHx) dx —2 1 un(x) dx.
a 1la
35. Eddig a LEBESGDE-féle integralt csak véges f (x) flggvény

és pozitiv {a, b) intervallum (t. i. a<b) esetére értelmeztik.
Most &ltalanositunk.
Ha a>b, akkor defmiczidul a kovetkez egyenl&ség szolgal:

b
j f{x) dx — jfix) dx,
a b
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e szerint
b c a

[ + [+ | = »e
a b ¢

Ha tovabba f(x) mérhet6, de nem véges az {a b) inter-
vallumban, tehat esetleg végtelen valahol, akkor -oo0 és +°°
kozé iktatjuk az

------ —2 > 1—1 > "0» » A2 *

szamsorozatot (/»—Zi_i<e) és vizsgaljuk e két végtelen sort

6=2 {#ik<f(x) < n+1J}

— co

2 = "flu-ini {E[h<f{x)"li+]}.

Ugyanazzal az okoskodassal, a melylyel a LEBESGUE-féle integral
létezését kimutattuk, belathatjuk, hogy, ha e sorok kézil az egyik
Osszetartd6 — és ez esetben mindjart feltétleniul 6sszetart6 —,
akkor a maésik is az, tovabba

0<2—<r<e(b—a)

és s csokkentésével a és 2 egy kozos hatar felé kozelednek,
barmint valaszszuk is egyébként az Uszdmokat. E kdzds hatar-
érték neve: az f(x) fliggvény integrélja.

Azt a flggvényt, a melyre az integralnak ez az &ltalanos
értelmezése alkalmazhat6, summabilisnek nevezzik. Véges, nem
summabilis fliiggvényt nem ismeriink, de olyant igen, a mely
nem véges és nem summabilis.

Sokszor kényelmes, ha valamely f(x) fuggvény integraljat
nem intervallumra, hanem egy E halmaz pontjaira vonatkoz-
tatjuk, mely E benfoglaltatik az (a, b) intervallumban. Ezt
Ugy értelmezzilk, hogy ha az az f1(x) fuggvény, a mely E-nek
pontjain f{x)-szel, masutt zérussal egyenld, summabilis az
(a, b) intervallumban, akkor

6
JHp) dx = f/j (x) dx.
: ..

u
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E definicziébdl kovetkezik példaul, hogy ha EIlt E%, .. . oly
halmazok, a melyek kozil kettének kozds pontja nincs és
ha ezek 06sszege E, akkor

Jf(x)dx = Jf(x)dx + j f(X)dX + eee
E Ea

El

36. Ha a flggvény nem véges, akkor esetleg van Riemann-
féle integrédlja az A&ltaldnosabb értelemben. Tartozunk annak
a vizsgélataval, hogy ilyenkor milyen viszony van a Lebesgue-
féle és az altalanositott RIEMANN-féle integral kozott.

El6szor bebizonyitom a kovetkezd tételt:

Summabilis fliggvény integralja az integraczié tartomanya-
nak folytonos fliggvénye, azaz ha az jf(x)dx integral olyan
intervallumcsoportra vonatkozik, a mely (a, b)-n beltl van és
az intervallumcsoporton kivil Iéavc’i szakaszok 0sszes hossza mar
elég kicsiny, ez az integral Jf{x) dx-t6i tetsz6leges kevéssel

a

kulénbézik.
Valaszszunk ugyanis egy mindkét iranyban végtelenné valo
szdmsorozatot

e * i—s9 ME» 119 119 1xg e e

a melyben k—k-i<e. Ha f(x) summabilis (a, >)-ben, ez annyit
mond, hogy a

a= '"£lim{E[li<if(x) < 4+1]}

— 00

2 =2 k+iW[E[li<f(x)~Ili+i]}

sorok osszetartok. Azt, hogy ezek a sorok az (a, b) intervallumra
vonatkoznak, azzal tuntetjik majd ki, hogy a és | helyett
a(a b) és 2(a, b)-t irunk. Minthogy

2 (a, b)—o(a, b\ < e(b—a),
egyszersmind

\Jb—ff(a, b)|< e (b—a).
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Valaszszuk v-t elég nagynak ahhoz, hogy a

yi\k\m {E [li™ f(x) < li+]}
_V

0sszeg a
Em\li\m{E[k"f{x)< 4+il}

sortol (amely Osszetartd, hiszen a a sor feltétlenlil ésszetarto)
legfeljebb e-nal kiilénbdzzék. Legyen

a'= Y "m{E[U <; f(x) < Z+i]}
—v

és jeldljink («, /9)-val szimbolikusan egy (a, b)-ben foglalt tetszés-
szerinti intervallumcsoportot. Ha v-t a leirt médon meghataroz-

tuk, egyszersmind
ja(a B)—a'(a 3) j< £
és tekintve, hogy
12 (a b)—<{a b)|< e(s—a),

\2{a, R)—a (a, R)\ < s(b—a),

annal inkabb

tehat
] —<€(a B)|< e2—il).
@0

A K Osszeg csak véges szammal tartalmaz tagokat, tehat ha
az (a, B) intervallumcsoporton kivul levé szakaszok @sszes
hossza elég Kicsiny,

|ff' {a, b)—ff' {a, B)\< s.
Ezt feltételezve, foglaljuk 0ssze a kovetkezd egyenl6tlenségeket:
\jb—ff{a, b)|< e{b—a), |J —a(a, R)\ < e(b—a),
’ a(a, b)—ff' (a, b)\ < e, (aiZ) (a R)—ff" (& B) < e
ld(a, O—a’(a B)|< £
Innen kovetkezik, hogy
>

“ J\X) dx —J f{X) dx |< 25(&—a)+3s.
a (CHC)
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37. Ezek utadn kimondhatjuk a kovetkez6 tételt:

Ha f (x) summabilis az {a b) intervallumban és van alta-
lanositott Riemann-féle integralja, akkor ez egyenl6 a Lebesgue-
féle integrallal.

h
Gondoljunk vissza ugyanis a | \f{x)dx d&sszegre (27. 8.).

Az (a,, bi) intervallumokban

ha d-val zérus felé Kkozeledink, ez az 0Osszeg egyrészt
b b

{R)j f (x)dx-hez, masrészt (L)Jf (x) dx-hez tart, tehat
a a

(R 1 1(x) dx = (L) J?f(x) dx.

b
Abban az esetben, a mikor (R)j f (x) dx abszollt konvergens,

azaz R)J\f(x) \dx véges, f(x) Rindig summabilis. Valéban

a
a'{a, B) a 0-(a, 5)-hez kozeledik, amde \f(x) [-re vonatkozélag

b
la (@ B\ <L{R)j ji{x)[dx”™ (R) f |f(x) jdx,
és igy «® :

la (& b)\<{R) Jblf(x) | dx,

fuggetlendl v-t6l. Innen kovetkezik, hogy afa b) — a mely
/ (ic)|-re vonatkozik — konvergens és igy konvergens az f{x)-re
vonatkozé a{a, b) sor is, tehat f (x) summabilis.

Megjegyzem, hogy az Aaltalanositott RIEMANNHéle integral
létezhetik a nélkil, hogy a fluggvény summabilis volna. Példa
ra az

f(x) = [eomsin A = 22 sin —s - — cos A
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flggvény, a melynek van altalanositott RIEMANN-féle integralja
a (0, b) intervallumban, mert

b
Ilgn ] RZ aszsin—xgl-----x- cos 7de = '%’lb \e/®5in -Br’;—eZSin —Sr_)I —

b*sin ..
U2

de a mely még sem summabilis. Hogy ezt megmutassuk, elég a

, 1 1
9(») = —cos”

figgvényt vizsgalnunk, mert f (@) és tp(x) egy id6ben summa-
bilisek, tekintve, hogy az &; sin Eri flggvény véges és folytonos és

I'@s) = @sin = —2p ().

Tudjuk, hogy ha “>@) summabilis, akkor \<p(X)\ is az; de
ha |jp@ 1 summabilis, akkor

b b OR
At ! dx + Fit ' dx -f-seef-
J X X% 1
ap H
+ ] dx A+—
dr
a hol
U
on = -(n+E) TT.

A jobboldali sor azonban divergens. Ugyanis = oS = éppen

az an helyeken valtoztatja jelét és igy

an-i an1 (n+h)n
r“CCSl'Iaias,-Ilfi cos cosudu >
) \X e T g X
©> T ‘ (+E)« («—2)»

> L (neiyrra g CoSUAU sy

(h=1)n
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a (2n-M)ir sorr<® Pedig tudjuk, hogy széttarto.

Vilagos, hogy ha a LEBESGiE-féle integral értelmezését éppen
ugy kiterjesztenék, mint a hogy Jordan a RIEMANN-felével tette,
akkor az altalanositott RIEMANN-féle integral, a mikor létezik,
mindig megegyezne az altalanositott LEBESGUE-félével.

38. A LEBESGUEféle integral arra a kérdésre: mely fiiggvény
az, a melynek differenczidlhdnyadosa az adott f(x), altalanosabb
feleletet ad, mint a RIEMANN-féle.

Tegyuk fel, hogy f(x) véges. Ha van primitiv fliggvénye
F(x), akkor f(x) mérhetd, mert minden diiferenczidlnanyados
megkdzelithetd folytonos flggvényekkel, t. i.

m=uy mi<5t*tiM
h=o h
S \-]--7@---’\ ------ @g—(h-t nem valtoztatvan) folytonos.

Azt allitom, hogy f(x)-nek LEBESGUE-féle integralja csak egy
allandéban kulonbozik F(x)-t6i. Valéban

[ toyax — | gim FOFM=FO) 4 (x+h)—F{x) 4y
J o) h=0 h h

u_iv f q
= lim JF{x+h)dx—JNF{x)dx|

x+h
= lim ; 3 F(x) dx — J F(x) dx
a+h a
-a x+h a a+h

= lim jr 3 F(x)dx — j- | F(x) dx
és minthogy F(x) folytonos,
\]Xf{x)dx —F(xX)—F(a).

39. Az ivhossz elméletét is tokéletesithetjlk a Lebesgue-
féle integral bevezetésével.
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Legyenek f(t),<p(t) és <p(t) a i valés valtozénak egyérték(i
folytonos fliggvényei és t=b kozott Az

x =f(t), y=<p) z= <
egyenletek egy gorbe ivet &brazolnak, melyet a P(x, y, z) pont
leir, a midén t az [a, b) intervallumot befutja. Jeldljik meg a
gorbén az
AIlI\,P,....Pnt, B
pontokat, a melyek az egyméasutadn kovetkezd
t a Lo, tn, b

értékekhez tartoznak és tekintsik az APtPA... Pn~iB tort-
vonal a hosszat. Be lehet bizonyitani, hogy ha a U— U-i
kilénbségek maximumat zérus felé kozelitjik, akkor a mindig
kozeledik egy bizonyos s értékhez, a mely azonban végtelen is
lehet. Ezt az s értéket a gorbe ivhosszanak nevezzik.

Mikor véges a gorbe ivhossza? E kérdésre Jordan talalt
feleletet. Mondjuk meg azonban el6bb, milyen fliggvényt nevez
Jordan «& variation bornéex»-nak.

Legyen y (©) véges flggvény az (a, b) intervallumban és
iktassuk a és b kozé a tetszbleges

aj, az,... ,

osztopontokat. Az osztépontok minden vélasztasanak megfelel

egy
V= 0K )~ (@ + W@ty H— + IXMAX©»-i)

osszeg. Ha a V értékek fels6 hatara véges, a w(x) flggvényt
Jordan «fonction & variation bornée»-nak mondja; nevezzik
mi roviden az ilyen fliggvényt JoRDAN-félének.

Az

x=f(t), y=<p{t), z—-B@) {a”t"b)
egyenletekkel jellemzett gorbe ivhosszanak véges voltdhoz sziik-
séges és elegendd, hogy f(t), <p(t) és <) Jordan-féle fliggvények
legyenek.
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Ezzel azonban nincs még megoldva az a kérdés, hogyan
allitsuk el6 valamely gorbe ivhosszat. Ha az f, 9 < fiiggvények
differenczidlhatok és az f'(t), (), +>(t) differenczialhdnyadosok
folytonosak vagy legaldbb is integralhatok, akkor

s= (R)j y x""+y'""+z"* (.

Nincs azonban kizarva, hogy f, 9 <4 differenczialhaték ugyan,
dey x '~ nem rintegrélhaté.
Ez esetben talan a \ x 2—\-y'z—\—z'2 fliggvénynek van primitiv

flggvénye: a(t); be lehet bizonyitani, hogy ilyenkor
s = a{b)—a{a).

Altaldban, ha csak annyit tudunk, hogy x', y', z* diiferen-
czidlhdnyadosok léteznek és hogy végesek, egyebet nem allit-
hatunk, mint hogy

[ yx'""+y'Mtrz'ldt<s< | YX'"+y'""+272"* dt.

Mindezekbdl a legéltalanosabb esetben semmit sem hasznél-
hatunk, mert egy JORDANHele fiiggvénynek nincs okvetetlenil
mindenitt differenczialhdnyadosa. A LEBESGDEAféle integral be-
vezetése azonban a felsorolt tokéletlen tételeket mind feles-
legesekké teszi.

Legyen r olyan gorbe iv, a melynek hossza véges. Azt a t
paramétert, a melynek fiiggvényében F egyes pontjainak koor-
dinatait megadjuk, valaszthatjuk olyan mdédon, hogy az

x =11, y=90) z=<)

figgvények a LmscHiTz-féle feltételnek eleget tegyenek. Ezen
azt értjuk, hogy van oly k szam, a melyre nézve

\<p(tp<P{)\< k\t3 1,
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Ez egyébként magaban foglalja mar azt is, hogy f, 9 9 Jordan-
féle flggvények.

Lebesgue megmutatta, hogy — ha a t paramétert a leirt
modon valasztjuk — az f(t), (), §(t) figgvények differenczial-
hatok, legfeljebb egy zérus mértéki halmaz pontjainak Ki-
vételével. Ha tehat Kiveszszilk az {a, b) intervallumbél azokat
a pontokat, melyeken az /', pvagy <$>fuiggvények valamelyikének
nincs differenczidlhdnyadosa, a maradé E halmaz az (a b) inter-
vallummal egyenlé mérték(i. Lebesgue bebizonyitotta tovabba,
hogy p r——— -

s=(L)J Vx'-'+y' +z' dl.
E

40. Még sokkal fontosabb alkalmazasa van a LEBESGUE-féle
integraloknak a trigonometrikus sorok elméletében, a minek
oka az (j integralfogalom nagyobb hajlékonysagaban rejlik.
Eddig is lattuk, hogy mindig kevesebb megszoritast kell
tenntink, ha LEBESGUEfdle, mint ha RIEMANN-féle integralt
hasznalunk.

A mikor egy f(x) flggvényt FouRiER-sorban akarunk el6-

allitani, elsé dolog az
N N 2n

an= — J f(x) cos nxdx, bn= —Jfix) sin nxdx
no 1o
egyltthatok kiszamitdsa és ezutan kovetkezik a

co

lao+ 2 (6n cos nx+ bnsin nx)

sor vizsgalata. Ha f{x) nem integralhatd, Lebesgue el6tt a
fenti formuldknak értelmik sem lehetett. Pedig van olyan
flggvény, mely a el6allithatd trigonometrikus sorban a nélkl,
hogy volna RIEMANN-féle integralja. Hogy megmutassuk azt a
haladast, a melyet e téren a LEBESGUEéle integral lehet6veé
tett, a trigonometrikus sorok egész elméletét alapjatol kezdve
ki kellene fejtentink. E feladatot megoldotta maga Lebesgue
LeQons sur les séries trigonométriques czim( konyvében.

Szlics Adolf.



A TALAJ MELEGENEK PERIODUSOS INGASA.

(Mésodik és befejez6 kozlemény.)

Az 6-gyallai talaj évi periédusos melege.

A talajhdmérsékleti észlelések feldolgozasa. Az d6-gyallai talaj
évi meleg ingasanak vizsgalatara az 1894—1908-ig terjedd,
OO m, 05 m PO m, U5 m és 20 m mélységben végzett,
rendszeres észlelés anyagat dolgoztam fel. A 15 évi sorozat
nem volt homogén, mert a m(iszerek 1900-ig a csillagda mo-
gott eltertl6 mesterséges t6 kozelében, a csillagdatol északra
kb. 4 méternyire voltak elhelyezve és 1900 6ta a meteorologiai
obszervatoriumnak Ujonnan Kkészitett parkjaban lettek az (j
miszerek ledsva. Mivel 1900-ban a két észlel6 helyen parhuza-
mos észlelések is végeztettek, az adatokat ugyanazon észlelési
helyre atszamithattam és pedig az utébbi évek adatait a régi
felallitasra redukaltam. A tizenot éves kozepes h6mérsékleteket
el6szor tobbnyire az évkonyvekben kozélt adatokbol képeztem.
Ezen atlagokkal szamitott amplitidoknak logarithmusos dekre-
mentumai és faziselmaradasai kozott azonban Iényeges eltéré-
sek mutatkoztak Ugy, hogy az adatok helyességét kétségbe kel -
lett vonni. Ismerve azonban az akkori észlelének — Marczell
Gyorgy Urnak — lelkiismeretességét, nem volt okom az észle-
lések megbizhatésdgdban kételkedni, Ggy, hogy az eltérések
okat a mi(iszerek korrekezidinak kellett tulajdonitani.

Utolagosan értestiltem is, hogy az évkdnyvek adatai a nyers
leolvasdsokra vonatkoznak, mert a hémérdk korrekezidi isme-
retlenek voltak, sét kés6bb sem sikerilt azokat meghatarozni.

Ezutdn ismét hozzafogtam az adatok feldolgozasdhoz, most
mar tobbnyire az eredeti feljegyzések alapjan, hogy az esetle-
ges sajtéhibakat is elkerliljem és a tizendt évi atlagokat egy, a
meteoroldgidban szokatlan mddszer alkalmazasaval korrigéltam.

Methematiked és Physikai Lapok. XVIII. 18
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Ugyanis az 6-gyallai adatokat 6sszehasonlitottam az O-Gyalla-
val csaknem ugyanazon szélesség alatt lev6 mincheni talaj-
hémérsékletekkel azon feltevés kdvetkeztében, hogy a két észlel6
helyre sugarzott melegmennyiség kozel ugyanaz.1 Megjegyzem,
hogy az adatokat kozvetlentl nem lehetett 6sszehasonlitani,
mert a muncheni adatok nem vonatkoznak ugyanazon mély-
ségekre, mint az 6-gyallaiak és ezenkivil az 6-gyallai adatok
ismeretlen mdszerhibdkat is tartalmaztak.:

A mincheni atlagokat tehat el6szor ugyanazon mélységekre,
mint az o0-gyallaiak, atszamitottam. Ezutadn pedig mind a két
allomason a hd&mérséklet évi ingasat harmonikus analysissel
sinus sorba fejtettem, vagyis az évi ingast regularissa tet-
tem. A regularis ingashoz tartozé napi h6émérsékleti adatok
kozotti kilonbségeket képeztem és ezeket az eltéréseket aztan
alkalmaztam a muncheni és é-gyallai nem réguléris hémeérsékle-
tekre ugy, hogy az o6-gyallai adatokat ilyforman korrigalni
lehetett.

Az eredményeket a mincheni adatokhoz hasonléan 10 na-
pos atlagokban az aldbbi tablazatban allitottam &ssze.

O-gyallai talajhémérsékleti adatok 1894—1908-i iddkszbdl.

Tiz napos atlagok a kulénbozé » K,‘:jZé/p' I cm.-revo- 1 cm--en
146 ségekben ho’rll]ler_ natkozta- ataramlott
6 seklet 151t temp, meleg, kis

0-im. : P
00m. 05m. 10m 1*5m. 2*0m. rétegben gradiens Kkal6ridkban

l. — 0-20 2-42 3-88 5-91 8-22 4-05 —0-0636 —15-37

u li. — 0-32 2-30 3-79 5-67 7-82 3-85 623 15-06
1 21. + 0-29 2-85 4-08 5’57 7-30 4-02 560 13"55

31. 1-00 2-99 4-27 5-69 7-10 4-21 479 11-59
1la 1-92 3-25 4-53 5-86 7-13 4*54 392 9-48
| 20. 2-64 3'85 5’05 6"35 7-33 5-04 359 8-69

1 O-Gyalla szélessége 47° 52', Miinchené 48° 9'.
2 Dr. K Singer : «Die Bodentemperaturen an der k. Sternwarte bei
Miinchen». Deutsches Meteor. Jahrbuch 1889.
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Tiz napos atlagok a kilonb6z6 mély-
ségekben

O'0Om.

3-70
4-70
6-45
7-93
954
11-26
13-07
14-54
16-06
18-09
19-65
21-0S
8
22-03
22-20
22-00
21-39
20-30
19-07
17-38
1526
13-50
10-56
7-93
5-85
3-70
2-39
1-03
0-65
— 0-10
— 0-13

10-22

0*5m.

4-57
5-07
6-57
7-25
7-90
9-45
10-70
12-03
13-53
14-96
16-39
17-87
18-87
19-78
20-26
20-30
20-22
19-69
18-90
17-17
15-19
14-60
12-10
9-75
7-63
5 "86
4-41
3-76
2-90
2-60
2-51

10-28

TOm.

5-41
5-83
6-98
7-50
7-69
8-89
955
10-53
11-72
12-86
14-03
15-06
16-12
17-05
17-83
8 8
18-41
18-25
18-06
16-58
14-86
14-42
13-22
11-21
9-62
8-27
7-23
6-28
5-48
4'52
4-00

10-35

1*5m.

6-73
7-02
7-47
7-66
7-96
8-71
9-23
9-72
10-45
11 -06
11 -91
12-78
13-74
1456
15-43
16-13
16-70
16-87
16-60
15-80
14-68
14-24
12-80
11-89
10-95
10-29
9-65
8-70
7-68
6"59
6-12

10-46

2-0m.

7-55
7-85
8-02
8-30
8-74
9-02
9-51
9-69
10-00
10-49
10-91
11-48
11-98
12-63
13-25
13-96
14-61
15-27
15-40
15-29
14-52
14-00
14 *55
11-50
11-30
11-00
10-90
10-45
9-60
8-83
8-34

10-58

Kozép-

hémér-

séklet

0—2m.
rétegben

5*59
6-09
7-10
7-73
8-37
9-47
10-41
11-30
12-35
13-49
14-58
15'65
16-50
17-21
17-79
18-13
18-27
18-08
17-64
16" 44
14-90
14-15
12-25
10-46
9-07
7-82
6-92
6-10
5-26
4-49
4-17

10-35

lcm.-revo-
natkozta-

tott temp,
gradiens

284
214
100
4-0-0025
147
253
377
465
539
670
743
798
782
720
660
584
475
352
224
143
054
—0-0075
235
360
470
600
622

665 ;

688

684

643
+0-0471
-0-0457

239

\ cm2en
ataramlott
meleg, kis
kaléridkban

6-87
5-18
2-42
+0-60
355
6-12
9-12
11-25
13-04
16-20
17-96
19-29
18-91
17-41
15-96
14-13
11-49
8-52
5-42
3-45
1-31
— 1-81
5"68
8-71
11-37
14-51
15-04
16-08
16-63
16-54
15"54
+ 11-39
—11-06
18%
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Megjegyzem, hogy az 6-gyallai 0'0 m mélységd hémérd adatai
kilén vizsgalatot igényeltek, mert a héméré gdémbje a régi
helyen vékonyan fedve volt folddel, az Gj felallitasban azon-
ban a h6mér6é gdombje csak félig volt a talajba asva. A tabla-
zatban foglalt adatok arnyékolt h&mérsékleti adatokat jelen-
tenek.

Ezen tablazat segitségével meghatdroztam az ¢-gyallai talaj
thermometrikus hévezet6 koefflcziensét és az évi periddusos
melegmennyiséget. A szamitasnal lehet6leg minden modszert
felhasznaltam, hogy a korrigalt adatok kozelit6 értékér6l meg-
gy6zédjek.

1. A talaj thermometrikus hévezet6 koefficziensének meg-
hatarozasa. A talaj h&mérsékletének regularis évi ingasat a
kilomboz6 mélységekben, a harmonikus analysissel,

$= 0+ djsin (At —|—hj51rt) +  sin (A2 -f--l')l;lzl)—...

sémaval allithatjuk el6. Az erre vonatkoz6 kdzéph6émérsékletek,
amplitidok és fazisok, melyeket a félhonapos atlagokbdl (24 adat-
bol) szamitottam, a kdvetkez6 tablazatban foglaltainak:
VEIVSS
X9 0 g a2 o4, A

0-0 10-22 11-20 1-38 258"4 20-2
0*5 10-28 9-00 1-30 246-0 0-8
1-0 10-35 7-14 1-20 235-8 331-6
1*5 10-46 5-68 1-11 222-2 294-4
2-0 10-58 4-52 1-00 206-6 251-1

Ezen adatokbdl kitlinik, hogy a kozéphémérséklet a mély-
séggel keveset novekszik, a hullamok amplitaddi a mélységgel
folytonosan csokkennek és a féléves hullamok amplitddéi igen
kicsinyek az éves hullamok amplitid6ihoz viszonyitva Ugy,
hogy a féléves hulldmokat némi elhanyagoléssal figyelmen kivil
hagyhatjuk.

Az éves hullamok logarithmusos dekrementumai és fazis-
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elmaradasai az egyméasra kovetkezd talajrétegek kozott kovet-
kez6k :

Mélység: O'Om 0-5m TOm 15m 2-0m
lg 01: 0-2181 0-2315 0-2287 0-2295
r: 12?24 1072 1376 1576

Ebb6l az x = 1 m mélységkiilonbségre vonatkoztatott atlagos
]gui = 0-4539 és r = 25?9 = 0*4520,1
vagyis az amplitddok log. dekrementuma és a faziselmaradasok

kozott a kiilonbség elenyészden kicsiny ugy, hogy a talaj tliermo-
metrikus hoévezetd koefficziensét, K-t az (1) és (2) alattiakkal

kiszamithatjuk.
Tehat
K = 0-290 mm. ¢ . (@
illetve
K = 0-292 e ).

Hogy K-t a hémérséklet széls6é értékeibdl is meghatarozhas-
sam, kiirtam a hémérséklet maximuméat és minimumat a ki-
16nb6z6 mélységekben, melyekbdl képeztem a hémérséklet val-
tozékonysagat. Ugyanis

0-0m 05 m 10 m 15 m 20 m
Max: 22-30 20-42 18-36  16-83  15-60
Min : —0-40 2-44 3-78 5-47 6-80
AB : 22-70  17-98  14-58  11-36 8-80

lgm—1:  0-2221 0-2210 0-2499 0-2556
Ebbdl az x — 1 m mélységkiilonbségre vonatkoztatott atlag
0-4743.

1 1° = 0-01745 ivhossz.



242 ANDERKO AUREL.
Ennélfogva a (3) alatti szerint
K= 0-266 min.

Az el6z8kbdl tudjuk, hogy a faziselmaradast — kozelitéen —
a kozéphémérsékletek elmaradasaibol is szamithatjuk. Ezen §zéi-
bél kiirtam azokat a naptari napokat, melyekben a kiilénb6z6
mélységekben a hémérséklet az atlagokat leginkabb megkozeli-
tették. Ugyanis

0-0 M 05 m 1-0m 15 m 2-0 Ni
V. 20. V. 4. V. 15. V. 31. V1. 14.
Jan. 1-t6l 110 124 135 151 166

R: 14 IIn 16« 15n.
Ebbé6l az 1 m mélységkllonbségre vonatkoztatott faziselmaradas
R = 28,,= 27?581= 0-4813 ivh.
Ennélfogva a (4) alatti szerint

K = 0-259 . (4).

Az (5) alatti szerint a K-1 a h&mérsékleti hullam kozép-
terjedési sebességébdl szamithatjuk. A hullam kozépterjedési
sebességét pedig a maximalis és minimalis hémérsékletek ter-
jedési sebességének szamtani kézepe — némi elhanyagolassal —
megkozeliti gy, hogy elegendd volt a széls6 hémérsekleteknek
atlagos terjedési sebességét meghatarozni. Ezen czélbdl kiirtam
a hémérsékletek szélsé értékeinek megjelenési ideit a kilon-
b6z6 mélységekben. Ezek kovetkezbk:*

00 m 05 m 10m 15 m 20 m

VIl. 16.  VII. 28. VIII. 9. VIII. 22. IX. 4.

197, -09n 221,, 234n -47n

. 1. 17. I. 30. 1. 13. 1. 1 1. 16.
Min.

17« 30n 44 60,, 75n

*1,= 0°985.
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Ebb6l az 1 m mélységkilonbségre vonatkoztatott széls6 hé-
mersékleteknek kozepes elmaradésai: maximumoknal 25, és
minimumoknal 29,,; vagyis a maximalis hémérsékletnek terje-
dési sebessége egy nap alatt 4'0 cm és a minimalis h6mérsék-
leté 34 cm.

Ha most még figyelembe vessziik, hogy a hoélakard nélkili
fagyott talaj h6vezet6 képessége nagyobb, mint a nem fagyott
talajé, akkor valdszinlnek tarthatjuk, hogy a hétakar6 a hé-
mérséklet terjedését a talajban jelentékenyen is csokkentheti.1

A széls6 hémérsékletekbdl szamitott kozepes hémérsékleti
sebesség lesz

V = 0-00257 o
Ennélfogva az (5) alatti szerint
K=021G .. -

A kovetkez6kben bemutatom a geometriai médszer alkalma-
zdsat. Ezen czélbdl az 6-gyallai tautochronok koézul kikerestem
azokat, melyek a kiilonbdz6 mélységli talajrétegekre a merd6le-
ges helyzetet leginkdbb megkozelitik.

Ezeket a tautochronokat jellemzd hémeérsékletek a kovet-
kez§ tablazatban foglaltatnak, melyek alapjan készilt a s. dbra.
Az abradban az id6 feltintetésén kivil a merdleges helyzetet
kis korrel is megjeleltem.

1 Eszlelések hianyéban ezen iranyban kvantitativ meghatarozasokat nem

végezhettem. A pawlowski észlelések szerint a fagyott talaj thermometrikus
hévezetd kcefficziense 0*56 % a nem fagryotté OBan—Tr?.
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Ogyallai tautochronok.

8. abra.

1d6 00 m 05 m 10m 1-0m 2-0 m
1. 31. 7-28 7-30 7- 38- 52-68
V. 13. 8-28 7- 7810 8-53 8"75
V. 26. 10-84 9-00 8-45 8-60 900
V. 9. 12-78  10-50 8-78 8-66 9-16
IX. 26. 15-10 15-07 14-75 14-52  14-35
X. 10. 13- 6B4-00 13-66 13-30  13-00
X. 24, 898 11- 55212 11-60  11-30
Xl. 6. 6-84 8- 8-64  11-08  10-70.

Ezen adatokbdl a (7) szerint mind a két csoportbdl p = 05 m
mélységkillonbség szerint a K kdzépértéke:

K = 0-294 . (r).

Hogy a modszert a tiznapos atlagokra és két méternél na-
gyobb mélységekben is sikerrel alkalmazhatjuk, kitlinik az a
mincheni adatokbdél. Ugyanis a SINGER-féle 25 éves mincheni
talajh6mérsékletek tiznapos atlagaibdl szerkesztett tautochronok
kozul kikerestem a kulonb6zd mélységl rétegekre kdzel mer6-
leges tautochronokat, melyeknek jellemz§ adatai az aldbbi tab-
lazatban foglaltatnak:
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1d6 129 m 246 m 363 m 480 m  5"97 ni
v. 11 5-29 5-53 6-54 7-51 8-24
V. 11 8-11 6-84 6-86 7-38 7-94
V. 3L 10*28 8-10 7-43 7-57 7-92
V1. 20. 12-19 9-54 8-24 7'95 8-03
X. 8 13-03 12-73  11-71 10-73 9-88
X. 28. 11-19 11-98  11-56 10-88  10-08
Xl. 27. 7-86 1018 10-78 10-66  10-18
XIl. 27. 5-64 8-27 9-62 10-04 9-98.

Ez adatoknak megfelel§ tautochronok 9. &braban vannak
feltiintetve az 6-gyallai tautochronokhoz hasonléan. A gorbék
pontozott része extrapolaczidval kdzelitéen vannak megallapitva.

Ha ezen adatokkal 1*17 m mélységkiilonbségekben a talaj-
hévezetd koefficziensét kiszamitjuk a (7) alattiakkal, akkor ko-
zépértékben a muncheni talaj thermometrikus hévezetd koef-
ficziensének értéke

A'=0-5041-,
mely a Singer altal mas modszerrel meghatarozott értékkel —
0496 — igen jol egyezik.

Lattuk, hogy az 6-gyallai talajnak thermometrikus hévezet6
koefficziense a kilénb6z8 modszerekkel meghatdrozva csak
lényegtelen eltérést mutat Ugy, hogy a K valodi értékének a
hat (a— rj) kilénbdz6 eljarassal szamitolt eredmények atlagat
elfogadhatjuk.

E szerint az 6-gyallai talajnal

K= 0%28Q:A-,
vagy
K=403-20.

Ez pedig azt jelenti, hogy az 6-gyallai talajnak egy cm2nyi
feliletén naponta ataramlott melegmennyiség, ha a tempera-
tara gradiens 1° C marad, az 1 cm2 Kkeresztmetszetld és
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Miincheni tautochronok.

5 ™ 9 « <

9. abra.

1 cm vastagsagu talajtomegnek hémérsékletét 403?2 C.-al, vagy
pedig 1 cm2 keresztmetszet(i, de 4032 cm mélység(i talajhasab
hémeérsékletét egy fokkal névelné.

Megjegyzem, hogy a miincheni és az 6-gyallai talajnak ezen
thermometrikus hoévezet6 koefficziensei szerint a hémérséklet
terjedési sebessége naponkint atlagosan a mincheni talajban
4*97 cm-t és az O-gyallai talajban 3-73 cm-t tesz.

2. A talaj periodusos melegmennyiségének meghatarozasa.
Mivel az dgyallai obszervatoriumon a talaj speczifikus h6kapaczi-
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tasdnak meghatarozasara kalorimetrikus mérések nem torténtek,
a talaj fajlagos hékapaczitasdnak kozelit§ értékét a mincheni
adatokbdl voltam kénytelen megéllapitani. Ezen czélbdl meg
kellett hatdrozni a mincheni talajnak is az évi melegét gy,
hogy a kovetkezékben bemutatom a két észlel6hely periodusos
melegének meghatarozasat.

El6bb azonban allapitsuk meg azt a mélységet, meddig a
meleg a periédus alatt a talajba aramlik. Ezt a mélységet (i),
mivel észlelések nincsenek, szamitdssal lehet meghatarozni a
a kovetkezd feltételekbdl: Feltessziik, 1. hogy a periodusos
talajh6mérséklet mindeniitt

egyenletnek eleget tesz, 2. hogy legyen az a mélység, {x= H)
melyben a melegnek évi ingdsa megsz(inik ott, hol a hémér-
séklet évi ingdsa 001 G° tesz. Ekkor az Ogyallai talajban, a
fenti képlet szerint
Ho= 152 m
az a mélység, meddig a meleg az év alatt a talajba hatol.
A miuncheni talajban ez a mélység Sincer szerint

Hm= 21*6 m

Mivel a miincheni talajh6mérsékleti észlelések csak 1*29 m
mélységnél kezdédnek és az évi melegmennyiség meghataroza-
sanal a felszini talajh6mérséklet amplitddojara is szikség van,
ennélfogva a fenti adatokbdl is képlettel kiszamithattam a fel-
szini amplitddot «o-t, melynek értéke a0= 9'44?

Ezek utan szamitsuk ki az oOgyallai és muncheni talajban
évenkint feltarozédott meleget a () alattival.

Ugyanis
O-gyallai talajban Miincheni talajban
a8= 11-20, K = 0-280 a8= 9-44, K= 0-496 .
mm. min.
Qo— 34'3ful-++(a) Qm= 38"5ium--m(«").

hol m0. Mm egy ins talaj fajlagos h6kapaczitasat jelenti.
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Hogy a maximalis évi talajmeleget a (9) alattival is meghata-
rozzam, meg kellett szerkeszteni a f6tautochronokat, vagyis
azokat a tautochronokat, melyek a talajfelszinére merd&legesek
és 15-2 m, illetve 21'6 m mélységben talalkoznak.

El6sz6r megszerkesztettem a mincheni fétautochronokat,
mert ott az észlelések 6 m mélységre terjedtek Ugy, hogy a
szimmetriat szigorlan megallapithattam. A két fétautochron az
aprilis 1. és szeptember 28.-i tau-
tochron, melyeket s m-ig a hémér-
sékleti észlelésekbdl lehetett szer-
keszteni. Ezutdn a 4-80 m és 597 m
mélységekben a fétautochronok egy-
mastoli tavolsagait feleztem. A fele-
zési pontokon at mer6leg egyenest
hdztam, mely a talaj felszinére me-
réleges és igen csekély eltéréssel az
aprilis 1. és szeptember 28. kozotti
kozéphémérséklet (korulbellil 9° C)
pontjaba esett; vagyis ezt az egye-
nest a f6tautachron A&ltal képezett
diagramm szimmetria tengelyének
tekinthetjuk. A szimmetria tengelyt
216 m-ig meghosszabbitottam, hol
aztan a két f6tautochronnak a szim-

10, 4bra. metria tengelyben kell talalkoznia

ugy, hogy a két gorbének meg-

szerkesztése G m mélységt6l, nehézséget mar nem okozott
(10 abra).

Megismerkedvén a fétautochronok szimmetrikus tulajdonsa-
gaival koénnyl volt az 6-gyallai f6tautochronokat szerkeszteni,
bar az észlelések csak 2 m mélységig terjedtek. Az o6-gyallai
két fétautochron a marczius 31-i és a szeptember 26-i tauto-
chronok. Ezeket 2 m-ig az adatokbdl megszerkesztettem, azutan
a két gorbének tavolsdgat 2 m. mélységben feleztem, mely pon-
ton keresztil a fellletre mer6legest szerkesztettem, mely csekély

M incheni f6tautochronok.

—~
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hibaval az mérczius 31. és szeptember 26 kozotti kdzéhémér-
seéklet pontjaba esett (kb. 11° C.). A fétautochronok diagramm-
jainak ezen szimmetria tengelyét 15-2 m-ig meghosszabbitot-
tam gy, hogy a f6tautochronoknak |,
Jm mélységén aluli részét mar kony- Ogyallaifdtautochronok.
nyen lehetett szerkeszteni (11. abra).

Ezutdn a f6tautochronok A&ltal ha-
tarolt terlleteket planimeterrel Kimér-
tem. A mérési eredmények kovetke-
z6k : Az O-gyallai f6tautoehronterilet
Fo= 33*8 és a mincheni Fm—41-8
ugy hogy a (9) alatti szerint

Q6 = 338w0 ... (),
Qm= &V8com...{b").

Interpolaczioval a f6tautochronokbdl
megallapithatjuk az egész rétegnek, a
felszini inversiok napjara érvényes ko-
zép talajhédmérsékleteit is. Az észlelések és abrak felhasznalasa-
val taldltam, hogy a kozép talajh6mérsékletek e két talajban
kovetkez6k:

11. abra.

O-Gyalla Miinchen
. 31. 8, = 10?09 Iv. 1.8,= 8-27
IX. 26. 63= 12-33 IX. 26. 62= 10-22.

Ennélfogva az évi melegmennyiség a (10) alatti szerint
QO —340wam.. (), Qm —42'1wm... (<.

Mivel a harom modon meghatdrozott évi periddusos meleg-
mennyiség egymastdl alig kiilonbozik, ennélfogva az (a), (b) és
(©) illetve {a) (b") és (c') alattiak szdmtani kozepe megfelel a két
talajpan az év folyaman feltdrozodott 6sszes melegnek, vagyis

az oO-gyallai talaj évi periédusos melege Q0= 34-00iQ
a muncheni « « «, « Qm= 40-8cum
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Bezold szerint a mincheni talaj fajlagos h6kapaczitasa
ms-enkint klgr kaloriakban 500, vagyis <wn= 500 ugy, hogy a
melegmennyiség, mely miinchenben egy év alatt az ms atmet-
szetl és 216 m mélységl talajhasabban feltarozodik 20400 kg
kaldria.

Mivel az 6-gyallai speczifikus talaj hékapaczitast nem ismer-
juk és a két észlel6helynek geogréafiai szélessége lényegtelenil
kulénbozik, valamint a felh6zeti és csapadékviszonyok kozott
sincs lényeges kiilonbség, felvettem, hogy az 6-gyallai és a
mincheni talajnak évi melege ugyanaz, vagyis

34-OGo = 40-8.500
Ebbél

0. % 500= 600

20- XY - '

Vagy kifejezve cm8ben és gr kaldriakban,
(0— 0"'60.

Tehat a periddusos melegmennyiség mely az 4-gyallai talaj-
ban egy év alatt feltdrozodik, vagyis az a meleg, mely a felii
let egy cms keresztll egy év alatt ataramlik

Q0= 2040 (cm, <y-kal).

Ismervén az O-gyallai talajnak speczifikus h&kapaczitasat,
meghatarozhatjuk a talaj kalorimetrikus hévezetd koeficziensét

(fo)-t, mert
k = cpK= aK.

Az adatok helyettesitése utan nyerjik, hogy perczenkint
k
k

018 (cm. gcal),
vagy naponkint

241-9 (cm. gcal).

Ez tehat az a melegmennyiség, grcal.-ban kifejezve, mely az
Ogyallai talaj egy cm8nyi tomegén egy nap alatt ataramlik,
mikdzben a temperatura gradiens allandéan 1° G marad.
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3. Az oO-gyallai talaj melegmennyiségének évi ingasa.
Ha a talajh6mérsékleti adatokbol a temperatura gradienst az
évnek minden napjara meghatarozzuk, akkor a talajba aramlott,
illetve a talajbol kidramlott melegmennyiséget az év barmely
napjara kiszamithatjuk.

Mivel a periddusos talajhémérsékletek naponkint és a mély-
séggel is valtoznak és pedig Ggy, hogy a hémérsékleti kiilonb-
ségek annal kisebbek ugyanazon mélységkilénbségekben, minél
lejebb hatolunk a talajba, a temperatura gradienst y-t csak
akkor hatdrozhatjuk meg, ha a tautochronok goérbileteit is
figyelembe vesszilk, vagy ha a y-t grafikailag meghatarozzuk.

A tautochronokbol szamitott és grafikailag a felliletre meg-
allapitott, egy cm. mélységkulonbségre vonatkoztatott tempera-
tura gradiensek az évi kdzépben igen szépen egyeztek:

Bearamlaskor  Kiaramlaskor
tautch. szamitott: + 00471 — 00457
grafik. szamitott: + 00470 — 0'0454

Az évi menetben azonban némi eltérés mutatkozott, a mi
a grafikai modszer természetében rejlik. Az 1 cm.-re vonatkoz-
tatott temperatura gradiensek az els§ tabladzat 7. rovatdban
foglaltatnak. A gradiensek el6jelei a melegdramlas iranyara
vonatkoznak. Ugyanis a pozitiv el6jel azt jelenti, hogy a meleg
a felszinrgl a talajba aramlik és a negativ el6jel azt jelenti,
hogy a meleg a talajbdl a felszinre aramlik.

A tadblazat utols6 rovata a yk sorozatot tartalmazza, mely a
feliletegységen (cm2 egy nap alatt ataramlott meleget g. calo-
ridkban foglalja magaban. Ezen adatokkal dbrazoltam a meleg-
mennyiség évi ingasat a 12. abraban.

A gorbe abszcissza tengelye azon id6pontokat foglalja maga-
ban. melyekben a melegatadas melegfelvételbe és melegfelvétel
melegatadasba csap at, vagyis magaba foglalja a talajfelszini
inversidoknak id@pontjait.

Ennélfogva a gorbének az abszcissza-tengely folotti része az
év folyaman a talajba aramlott meleget és az abszcissza-tengely
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alatti része az év folyaman a talajbdl kidramlott meleget tin-
teti fel Ggy, hogy a két tertletnek tulajdonképen teljesen
egyenlének kellene lenni, mert a bearamlott és kidramlott
melegmennyiségnek egyezni kell.

Az évi periodusos melegingds gorbéje nem szigortan szi-
metrikus, mert meglatszanak az id6jarassal kapcsolatos té-

Ogyallai talajhémeérséklet.

A melegdramlas évi ingasa.

12. abra.

nyez6k befolyasa az insolacziéra. A talajba aramlott meleg a
tavaszi melegfolvétel kezdetét6l (IIl. 31) a nyari szolszticzium-
ideig (VI. 20), hol maximumat éri el, folytonosan novekszik,
azutan pedig folytonosan csokken, mig IX. 26-&n mar a be-
adramlds megszlinik és szeptember 26. utdn a meleg a talajbdl
kiaramlik. A kiaramlas november végeén, illetve deczember elején
maximumat éri el, azutdn pedig folytonosan kevesebb meleg
aramlik ki a talajbél, mig marczius 31-ére mar az 6sszes meleg
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kiaramlott. A talajbél kiaramlott meleg maximuma tehat meg-

elézte a téli szolszticziumot (XII. 21), minek okat — azt
hiszem — a talajt borité horéteg hatasaban kell keresni, mert

a ho a talaj melegének kiaramléasat akadalyozza.

Erdekes megjegyezni, hogy mig a talajmelegnek maximuma
junius 20-ika kordl van, addig a talajh6mérsékletnek maximuma
augusztus elejére esik és mig a talajmelegnek minimuma de-
czember elején mutatkozik, addig a hémérsékletnek minimuma
januar derekara esik, vagyis az elmélet altal megszabott 45
napi késést a talajmelegnek és a talajh6mérsékletnek évi ingasa
kozott a valésadgban is bizonyos kozelitéssel megtalaljuk.

A talajh6mérséklet az ekvinokciumok koril valtozik a leg-
gyorsabban és a szolszticziumok koéril a leglassabban. Altala-
ban a talajhémérsékletnek idébeni valtozédsa tavaszszal és Gsz-
szel jelentékenyen nagyobb, mint nyaron és télen, vagyis a
talaj évszakos melegvaltozasa az inszolaczid valtozasat koveti.

igy a tablazat adatai szerint a két méteres talajrétegben a
kézéphdmérséklet-valtozds az egymasra kovetkez6 10 napos
id6kozokben, évszakonkint kovetkez6 :

Tél Tavasz Nyar Gsz
— 0-15 + 0-85 4-0-44 — 1-29

Hol a negativ jel azt jelenti, hogy minden 10 nap atlagos
értéke alacsonyabb az el6z6 10 napi atlaganal és pozitiv jel
azt jelenti, hogy minden 10 nap &atlagos értéke nagyobb az
el6z6 10 napi atlagnal.

Ezen adatok 6sszehasonlitasabdl az is Kitlinik, hogy a talaj
leh(ilése gyorsabb lefolyast, mint folmelegedése és hogy a téli
hémérséklet-valtozas a horéteg hatdsa kovetkeztében is joval
lassibb, mint a nyari hémérséklet-valtozas.

A melegaramlas gorbéje (12. abra) feltliné rendellenességet
mutat majusban, nyaron, szeptemberben, télen, februar végén
és marczius elején. Ezeket a rendellenességeket, azt hiszem,
az id6jaras kovetkezményeinek lehet tekinteni. Ugyanis a ma-
jusi meleghidany a levegé erds lehilésével (majusi fagyok), a

Methemetikai és Physikai Lapok. XVIII. 19
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nyari meleghiany az es6 maximumaval, a szeptemberi meleg-
tobblet a derllt, szaraz id6jarassal, a téli lassi melegingas a
héolvadassal fiigg 0Ossze.

Az dgyallai talajban egy év alatt kicserél6détt melegmennyi-
séget a tablazat 8. rovataval is kiszamithatjuk, ha a talajba
bearamlott és a talajbol kiaramlott melegnek egy napi kozép-
értékét (+ 11*39 és — 11‘035 a melegfelvétel (179 n), illetve a
melegatadas (186») tartamaval szorozzuk. Ekkor talaljuk, hogy
az Ogyallai talajpa cm2-kint egy év alatt 2040 g. kaléria meleg
bearamlik és 2057 g. kai. a talajbol kiaramlik. A talajba aram-
lott melegmennyiség teljesen egyezik az el6z6kben szamitott
azon melegmennyiséggel, mely Ogyallan a 152 m mélység(
talajrétegben egy év alatt kicserélédik. Azonban a kiaramlott
melegmennyiség az észlelés szerint 17 kaléridval tobb. Ezt a
melegtobbletet pedig mint valos értéket kell elfogadni, mert
az észlelések szerint a talaj kozéphdmeérséklete a mélységgel
folytonosan keveset novekszik; a mi azt jelenti, hogy az év
folyaman a talajrétegen at oly meleg is kiaramlik, mely a talaj-
meleg évi ingasadban részt nem vesz.

Ez a melegtdbblet valdszindleg, részint a talajmelegnek sze-
kularis valtozasabol, részint a Fold bels6 melegének allando
kiaramlasabol keletkezik.

Ha a 17 g kaldria évi talajmeleg-tobbletet az egész Foldre
érvényesnek tekintjuk, akkor kozelit6 szamitassal megallapit-
hatjuk, hogy hany kaléria esik ebb6l a Fold bels§ melegének
csokkenésére és hany kaldria esik a talajmeleg szekularis val-
tozésara.

Mivel a 17 g. kaléria a 152 m mélységl talajréteg évi
periddusos melegének korilbelil 088%-t teszi és ezen talaj-
rétegnek a f6tantochronokkal megallapitott koézéphdmeérséklete
korulbelil 11° G, ennélfogva a 17 kaloria meleg a talajréteg
évi kdzéphbémeérsekletét kortlbeliil 0-0968° G-al megvaltoztatna.
E szerint az egész FoOldnek 152 m mélységl rétege egy év
alatt 0°0968 cdM melegtobbletet kapna a Fold bels6 melegé-
bél, vagyis a d.M réteg évi melegtobblete egyenl6 az egész
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Foldnek egy évi kozép melegveszteségével, melyet — cM&-val
fejezhetjik ki, hol M a Foldnek kozéptomegét, ¢ kozép fajhdjét
és 0 kozéphémérsékletnek cstkkenését jelenti.

Ennélfogva irhatjuk, hogy

0-0968 cdM = - cMO.
Ebbdl
0 = - 0-0968. €~,
vagy
0= - 0-0968.3.

hol R a Fold sugarat és clfi a réteg vastagsagat jelenti. Ha
i =6.10i m és dR = 15 m, akkor

0= —70.10-8C".

Ha tehat a Fold fellletén em2kint évenkint 17 kaldridval
tobb meleg aramlanék ki, mint be és ezt a melegtobbletet
csupan a Fold bels6 melege csokkenésének tulajdonitjuk, akkor
a Fold kozéphémeérséklete jelenleg évenkint 70.10“8 G°-al,
azaz 1¥* millio év alatt 1 G°-al csokken.

Hergesell szamitasai szerint ez a szam

0= —42. 10 G°,

vagyis a Fold kdzéphémérséklete jelenleg 2Vv* millié év alatt
csokken 1 Gr°-al.1

Hergesell ezt a szamot a Fold kozépkiterjedési egyltthato-
janak, kézéprugalmassagi modulusanak, kozép kontrakczio-kceffi-
cziensének és a konigsbergi talajhémérsékletekb6l szamitott
thermometrikus hévezet§-koefficziensnek tekintetbevételével alla-
pitotta meg.

A két adat rendje teljesen egyezik, Ugy, hogy durva kozeli-
téssel azt mondhatjuk, hogy a 17. kaléria melegtobblet csupan

1 H. Hergesell : «Die Abkiihlung der Erde und die gebirgsbilden-
den Kréfte.» Beitrdge zur Geophysik Zft. f. physik. Erdkunde. Herausge-
geben von Prof. Dr. G Gerland. Il. Band. 153—184.

19*
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a Fold bels6 melegének veszteségébdl szarmazott. Ha azonban
a Hergesell-féle allanddt tekintjik altalanos érvénylinek, akkor
a 17 kaléria melegtobbletnek csak 70:42= 1-7 részét, azaz
17 : 1*7 = 10 kaldriat szamithatunk a Fold belsé melegveszte*
ségére; a visszamaradt 7 kaloriai pedig a talajréteg szekularis
véltozasadnak kell tekinteni.

Hogy pedig a talajréteg melegének szekularis valtozdsa a
valdsagban realis jelenség, mar abbol is kdvetkezik, hogy a
kilénb6zé helyeken végzett talajh6mérsékleti észlelések szerint
a talaj évi kozéphémérséklete a mélységgel valtozik: Az évi
kdzéph6mérséklet a legtobb helyen a mélységgel folytonosan
keveset nd, de vannak helyek, hol az a mélységgel keveset
csokken.

4, Megjegyzések. 1. Azon czélb6l, hogy az dgyallai talajt
melegvezetés szempontjabdl mind talajnemek kézé kell sorozni,
Osszedllitottam néhany talajnemnek hévezetd koefficziensét és
speczifikus hékapaczitasat.

Talajnemek K k @
Homokké —  _ _ — 1387 0-642 0-46
Granit (finnorszagi) .. _ 1139 0 582 0-51
Gréanit (schwarzwaldi) . 0902 0-470 0-52
Homokos agyag _ 0816 0579 071
Homok _ _ _ _ _ _ _ 0523 0 157 0-30
Pusztai talaj _ _ 0 315 o 176 0'56
Mocsaras talaj _ _ _ _ _ 0 133 0- 129 0-97
[H6 02 siriségd,, _ 0160 0 016 o-io
H6 03 sliriségli _ 0240 0 036 0-15
Jg _« _ 10680 0310 0-46
O-gyallai talaj* 0280 0 168 0-60

Az adatok 0Osszehasonlitasabol nyerjik, hogy az ogyallai
talajt hévezetés szempontjabdl a pusztai talaj és a mocsaras
talaj kozé kell sorozni. Ez az eredmény nagy kozelitéssel a
valésagnak meg is felel.
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2. Az ogyallai talajmelegnek napi ingasara vonatkozé vizsga-
latokat nem végezhettem, mert ily iranyd észlelések rendel-
kezésemre nem alltak. Pedig érdekes lett volna a napi perio-
dusban a f6tautochronokat meghatarozni és ezzel a talaj
melegfelvételének és a meleg atadasanak idejét naprol-napra
kiszamitani, vagyis a talajhdmérséklet napi inverzidinak év-
szakos menetét megallapitani. Altalanossagban azonban annyit
mégis megallapithattam, hogy miutan a talajhémérséklet évi
ingdsanak hatadra 152 m mélységre terjed és a napi ingas az
évinek 19-1 része, a talajh6mérséklet napi ingasa korilbelil
csak 80 cm-ig terjed és a melegdramlas kdzépsebessége a napi
periodusban 0’546

3. Az dgyallai talajmeleg évi ingasanak vizsgalata kozben
felmerilt annak sziiksége, hogy mindenitt, hol talajhémérsékleti
észleléseket végeznek, a horéteg s(irlsége is kisérleti uton
esetr6l-esetre meghataroztassék, mert bar a talajt borit6 ho-
rétegben a ho s(ir(isége és a hdréteg magassaga kozotti dssze-
flggés megallapitasa mar magaban is érdekes meteorologiai
feladatot képez, azonban a kilénb6z8 siriiségl horétegek be-
folydsat a fagy terjedésére a talajban, valamint a talajmeleg
kidramlasanak sebességére elsérangu gyakorlati feladatnak kell
tartani.

4. Tapasztalas igazolja, hogy a talajmelegnek periddusos
ingasa a novények fejlédésére jelentékeny befolyast gyakorol,
kilonosen a névény azon fejlédési szakaban, melyben az
jobbéra a talajmelegtél és a csapadéktdl figg (példaul a «sz618
levezése»); ennélfogva agrar-meteorologiai vizsgalatoknal a
talaj kalorimetrikus hévezetd kcefficziense lényeges tényezét
képez. Ezen czélb6l nem tartom elégségesnek csupan talaj-
hémérsékleti észleléseket végezni, hanem sziikséges még a
talaj speczifikus hékapaczitadsat is rendszeresen meghatarozni.

Lattuk, hogy a talajhémérsékleti észlelésekbdl a talaj thermo-
metrikus hévezeté koefflcziensét (K) meghatarozhatjuk, melyet
«talajjavitassal» vagy «talajlazitassal» névelhetiink is, azonban
a talaj speczifikus hékapaczitasat, mely az id6jarassal valtozik,
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rendszeresen végezett kalorimetrikus modszerekkel kell meg-
hatarozni. A kalorimetrikus h&vezet6 koefficzienssel és a tem-
peratura gradienssel pedig barmely id6ben megallapithatjuk a
talajban feltarozodott meleget, Ugy hogy a ndvények fejl6dése
és a talaj melegmennyiségének valtozasa kozotti 0sszefliggés
megallapitasa valdszinlinek latszik.

5. Veégre kivanatosnak tartom, hogy a Magsarorszagon
ideig meglehet6sen hianyos talajmeleg és talajh6mérséklet-
észlelések a jovBben Kiterjesztessenek, mert azok nemcsak
meteorologiai és bizonyos tekintetben geoldgiai fontossaggal
birnak, hanem azoknak mez8gazdasagi rendeltetésuk is van.

Anderkd Aurél.

ez
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AZ INTEGRALROL.1

(Els6 kozlemény.)

Az integralszamitasnak két probléma adott Iétet: az egyik
gorbe vonallal hatarolt terilet mérése, a masik a differenczialas
miveletének megforditasa volt. A mikor e problémakat felvetet-
ték, a flggvény fogalma sem volt még tisztdn megdllapitva
Newton €s Leibnitz idejében korllbelll azt a kifejezést nevez-
ték fuggvénynek, a melyben raczionalis mf(iveletek, gyokvonas,
trigonometrikus és exponenczialis mi(veletek és logarithmus
szerepeltek. Ha gorbét rajzoltak, gondosan megkilénbdztették
hogy valédi fliggvényt abrazol-e vagy nem és a fiiggvényfogalom
els6 Kiterjesztése az volt, a mikor barmely goérbében fliggvény-
nek képét lattdk, de az elébbi fluggvényeknek mégis el6kelébb
rangot juttattak és Gket folytonos fuggvényeknek nevezték.

Adva lévén valamely f{x) folytonos fliggvény (az el6bbi,
EuLER-féle értelemben), van-e olyan Fix) figgvény, melynek
differenczidlhanyadosa /°(.*)? E kérdésre abban az esetben, a
mikor nem tudtdk F(x)-et felirni, geometriai abrazolassal felel-
tek meg. Felrajzoltdk az

V= fix)
gorbét és F(b)-nek nevezve amaz idom teriiletét, a melyet e
gorbe, az Ox tengely és az a, b abscissdkhoz (a < b) tartozé
ordinatdk hatarolnak, kimutattdk — bar nem egészen szigortan —

hogy
dF(x)

dx fix).

Altalaban F(x)-nek nem volt meg az EuLER-féle folytonossaga.

1 E czikk masodik része a nyomda sajnalatos tévedése folytan id6 el6tt
mar e folyoirat 1909. majusi fiizetében a 205. lapon jelent meg.

Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 20
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Midta Fourier el6allitott nem folytonos fliggvényeket is
analitikai kifejezéssel, a valoédi és nem valddi fliggvények meg-
kulénboztetése tarthatatlannd valt. Gauchy az y valtozot az x
valtozo flggvényének tekintette, ha X barmely értékéhez y-nak
meghatarozott értéke tartozott. Ez a fliggvénynek ma elfogadott
értelmezése.

Az f{x) fiiggvény Cauchy szerint folytonos az x0 helyen, ha
barmilyen kis pozitiv s-hoz meg lehet hatarozni oly rt. hogy
a \h\<7] egyenl6tlenségnek az

If(xO+h)—f(xQi< £

egyenl6tlenség kdvetkezménye legyen. Ezt a definicziot hasznal-
juk ma.

Legyen f{x) véges és folytonos az a és b szamok kozdtt, a
hatarokat is ideértve. A véges szon azt értjuk, hogy van oly
M szam, melynél f(x) abszolut értéke kisebb marad. Oszszuk
fel az (a, b) szamkozt n részre, az i-dik kéznek hossza legyen
oi és benne egy tetszés szerinti pont Xt. Az

S = f (V) (?1+/ iXA 02— \~Hxn) &,

osszeg az elébb F(b)-vei jelolt terlletnek kozelitd értékét szolgal-
tatja és a megkozelités szemlatomast annal jobb, mennél Kiseb-
bek a di szakaszok. Ez arra késztet benniinket, hogy az S 6sszeget
tlizetes vizsgalatnak vessik ala. a nélkil, hogy az f(x) fuggvény
természetérél el6re feltennénk valamit.

E vizsgalatban szlikségunk lesz a ponthalmazok alaptulajdon-
sagainak ismeretére.

I. Ponthalmazok.

1. Olyan pontok halmazaival fogunk foglalkozni, a melyek vala-
mely véges egyenesdarabon vannak elhelyezve. A beszéd geome-
triai jellege az elképzelés megkdnnyitésére szolgdal; pont helyett
lehetne mindig szamot is mondani.

Legyen adva az E ponthalmaz. Az A pont e halmaz hatar-
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pontja, ha — barminé kis pozitiv szam is e — van Ernek
olyan pontja, a melynek tavolsdga A-t6l nem zérus, de legfel-
jebb e. A hatarpontok 0Osszessége az E halmaz derivéltja, jele E'.
Az E' halmaz derivaltjat E"-vel jeldljik és igy tovabb.

Az E halmaz zart, ha magdban foglalja E' &sszes pontjait
és teljes, ha E'-xel osszeesik.

A derivalt E' halmaz mindig zart. Legyen ugyanis A" az
E" halmaz pontja; bizonyara van E’'-ben oly A' pont, mely-
nek tavolsdga A"-t6i nem haladja meg ~ -t, masrészt lehet
E-ben oly A pontot taldlni, mely A'-td8l legfeljebb * tavolsag-
ban van, tehat A" és A tavolsaiga nem nagyobb s-nal. Mivel
pedig e tetsz6legesen kicsiny, A" az E halmaz hatarpontja és
igy benne van E'-ben.

2. Weierstrass-Bolzano (élele. — Végtelen sok pon-
tot magaban foglalé6 halmaznak van legalabb egy hatarpontja.

A halmaz egy (a, b) intervallum belsejében fekszik; legyen
¢ az intervallum kozéppontja. Az (a, ¢) és (c, b) intervallumok
egyikében bizonyara végtelen sok pont van; ha mind a kettd-
ben, vegyik a baloldalit, ha csak az egyikben, vegylk ezt és
jeldljuk végpontjait alt bj-gyel. Az (al, bf) intervallumra alkal-
mazva az el6bbi eljarast, eljutunk az (a,, bj) és igy tovabb az

(ctg, €9, (@, bfj, ..., tdn, bri)i...

intervallumokhoz. Az (an, bn) intervallum az adott halmaznak

végtelen sok pontjat tartTImazza; hosszlisaga: b,,—an= R
végtelen Kicsinynyé lesz — -nel egyiitt; tovabbéa

a*alrai---"an™i-"
b'2ib1}>b1---'2ibn 2t---,

%
van tehat az an és bn szdmoknak kozos hataruk; nevezzik ezt

a-nak. a az adott halmaz hatarpontja, mert barmily kicsiny
is £, lehet egy az (a—e, a-j-e) intervallumban foglalt (an, bn)
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intervallumot taldlni, tehat van az adott halmaznak a-val Ossze
nem esé pontja, mely a-tol legfeljebb e tavolsagban van.

3. Mindazon intervallumok kozott, a melyek valamely E hal-
maz pontjait magukba zarjak, van egy legkisebb: (A, B).

Ha ki tudjuk jelélni Ernek baloldali szélsé pontjat, akkor
ez maga A; ha ilyen pontot nem tudunk kijeldlni, akkor A=a.
Mindezt konny( belatni, valamint azt is, hogy a B pont létezik.
Az A és B pontokat az E halmaz alsé és fels6 hatdradnak ne-
vezzuk.

Vegyllk példanak azon értékek E halmazat, a melyeket az
f(x) véges fuggvény felvesz, ha az x valtozé6 az (a, b) interval-
lumot bejarja. Kimondhatjuk, hogy :

van két szam A és B azzal a tulajdonsaggal, hogy

A<Lf{x)<LB,

de — barmily kis pozitiv szdm is e — vannak oly x helyek,
a melyeken

f(x) > B—e
és mas oly helyek, a melyeken

f(x)< A+s.

Mi tobb, ha az f (x) fuggvény folytonos, akkor fel is veszi az
A, B értékeket. Ezt csak abban az esetben sziikséges bebizonyi-
tanunk, a mikor A (vagy B) az E' halmaznak pontja. llyenkor
lehet taldlni az (a, b) intervallumban oly

**/\zjooo)(n’ _((* (a)
helyeket, hogy

A<f(xm<A+ o

Tudjuk, hogy az xXx, x”™,.. ., Xn,... pontoknak van legalabb
egy hatarhelyik x'. Legyen
f(x)= C
Azt éllitom, hogy
C=A
Ugyanis, f{x) folytonos lévén
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ft
mihelyt
[x —x"\<dn.

Az (a) sorozatban lehet e feltételnek megfelel6 a”-et (inn)
kiszemelni és igy
H{xj-f{x") i< ~ ,

a honnan

A és C azonban meghatarozott értékek, tehat
A=C
Eppen igy meg lehet mutatni, hogy valamely x" helyen
f{x") = B,
tovabba, hogy van a és b kozott olyan $ hely, a melyen
m = K>

barmilyen pont is K az (A, B) intervallumban. Lassuk koze-
lebbrél ez utdébbi allitast. Legyen H1 az (a, b) intervallum azon
X pontjainak halmaza, a melyeken

f(x)igK
és azon x pontok halmaza, a melyeken

f(x) ~ K.
Bizonyos, hogy mind a HIt mind a i/4 halmaz tartalmaz pon-
tokat. Legyen B a halmaz fels§ hatara. Tudjuk, hogy

B < b,

tovabba, hogy B—e és B kozott vannak ifinek pontjai és végre,
hogy a (B, B+s) intervallum minden belsé pontja (B+e<b)
i/ahdz tartozik. f\x) folytonos lévén,

m = K-



268 szUCS ADOLF.

4. Ha a hatdrpontja az E halmaznak, akkor — barminé ki-
csiny is e — az (a—e, a+e) intervallum Ji-nek végtelen sok
pontjat zarja magaba, a mit Ugy fejeziink ki, hogy a-nak koze-
Iében végtelen sok pont van az E-b6l. Megforditva, ha valamely
a pontrol ezt constatdljuk, a hatarpont.

Végtelen halmazt megszamlalhatdénak neveziink, ha elemei az

12 3,...,«,...

egész szamokkal kdlcsonds és egyértelmd vonatkozasba hozhatok.

Minden végtelen halmaznak van megszamlalhato része, mert
elvehetiink a halmazbol egy els6, egy masodik, ..., egy n-edik
elemet, a nélkil, hogy kimerulését6l kellene tartanunk (kiilén-
ben a halmaz nem volna végtelen).

Az E halmaz E ' derivaltjanak azon pontjai (ha ilyenek egy-
altaldban vannak), a melyeknek kozelében E-b&i meg nem szam-
lalhatan végtelen sok pont van, az E halmaz s(r(is6dési pontjai.

A sirlsddeési pontok P halmaza mindig teljes. Kozvetetlenl
vilagos, hogy a P halmaz zart; de ez még nem elég. Legyen
a a P valamely pontja; az (a—s, a+e) intervallum az E halmaz
meg nem szamlalhatéan végtelen sok pontjat tartalmazza, tehat az

intervallumok kozil egy legalabb P-nek meg nem szamlalhatéan
végtelen sok pontjat foglalja magaban és igy (a—e, a+ €) in-
tervallumban — e tetsz6leges Kkicsiny lévén — van a-n kivil
mas pont is a P-b6l. Ellenkez6 esetben az E-nek (a—e, a+e)-ba
esd pontjai Ggy volnanak felirhatok, mint megszamlalhat6an
végtelen sok megszamlalhaté halmaz pontjai:

riji, +2,*. *, Ufn, mee

MA>n2210 "'t neee

Upl, ap2, , tpn, « me
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llyen halmaz pedig megszamlalhatd, mert elemei egy sorba
rendezhetdk:

A~ 13> "~21> ~ 132 "22> ~315 ~14 > ~ 230 N32> N4l > AL > xoxx

E szerint P-nek minden pontja hatarpont: P teljes halmaz.

5. Cantor-Bendixson tétele. — Minden zart halmaz
felbonthatd egy teljes és egy megszamlalhaté halmazra.

Az E zart halmaz magaban foglalja a slrdsddési pontok P
halmazat. P-rél tudjuk mar, hogy teljes; megmutatjuk, hogy
E tébbi pontjai megszamlalhaté D halmazt alkotnak. Vegyiik
szemigyre P-nek azon pontjait, melyek minden sdr(isodési pont-

tol -nél nagyobb tavolsagra fekszenek. E pontok Osszessége

megszamlalhatd, ellenkezd esetben Osszeslr(isddnének egy pont
koral, a melynek P-be kellene tartoznia. A D halmaz pontjai
osztalyokba sorozhatok a szerint, a mint P pontjaitél valé tavol-

sagaik — -nél nagyobbak vagy y és —;y és ~ ;...;y 6€s
=oun ARIE kozott fekszenek (a fels6 hatar beleértésével). Mind-

egyik osztaly megszamlalhatéan sok pontot tartalmaz, tehat a
D halmaz megszamlalhato.

Ha az E zart halmaz olyan, hogy egy s(r(s6dési pontja
sincs, akkor redukélhatéonak nevezzik.

6. Teljes halmazok szerkezete. — Minden teljes hal-
mazt Ugy kaphatunk meg, hogy végesszamu vagy megszam-
lalhatéan végtelen sok egymassal nem érintkezd intervallum-
nak bels6é pontjait kitoriljuk.

Tegyuk fel, hogy az E teljes halmaz az (a, b) intervallumban
fekszik. Az E halmaz vagy elfoglalja magéat az (a, b) interval-
lumot vagy van ezen belldl oly e pont, mely nem tartozik P-be.
Ez utébbi esetben az (a, c) intervallum x helyei két osztalyba
sorozhatok a szerint, a mint az (x, ¢) intervallumon belll van
vagy nincsen P-nek pontja. A két osztdly pontjait egy ¢' pont
valasztja el. Barmily kicsiny is e, a (c'—e, ¢) intervallum tartal-
maz P-b6l pontokat, tehat ¢' hatarpont és minthogy P halmaz
teljes, magaban foglalja a c' pontot. A c és ¢' pontok kdzott
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azonban nincs E-nek egy pontja sem. Hasonlé médon meg lehet
mutatni, hogy a c helyt6l jobbra is van az E halmaznak egy els6
pontja c", tehat kitorilhetjuk a (c, c") intervallum belsé pontjait.
Ezt az eljarast mindig ismételhetjik, ha (a, 6)-ben egy az E hal-
mazhoz nem tartoz6 pontot felfedezlink. Vildgos, hogy a kitor-
lendd intervallumok halmaza megszamlalhatd; mert azon inter-
vallumok, a melyeknek hosszai 1-nél nagyobbak vagy 1 és

1 1 1 1 1 R P z
: S — &5 n——r kozott fekszenek (a fels6 hatér
+ 1

2 2 3
beleértésével), mindig véges szammal vannak.

A bebizonyitott tétel meg is fordithato:

Hu kitoriljuk az (a, b) intervallumbél az egymassal nem
érintkez6

(O, bj), (cij, bj),. mm, (an, bn),...
intervallumok bels6 pontjait, a maradé pontok P halmaza teljes.

El6szor is a P halmaz zart. Ellenkezd esetben a P' halmaz
valamely A pontja nem volna eleme P-nek, tehat helyet foglalna
egy Kkitorilt intervallum belsejében, de akkor A nem volna
hatarpont.

Masodszor P-nek minden pontja hatarpont. Legyen B a hal-
maz egy pontja és (a, B) oly intervallum, a mely B-1 tartalmazza.
Ha az (a, B) vagy (B, ) intervallumok koéziil egynek legalabb min-
den pontja P-hez tartozik, B nyilvan hatarpont. Ha nem, akkor
van olyan hely a és B kozott, mely nincs benn P-ben; e hely
tehat pontja valamely (aj, Bj) intervallumnak (31<B), a melynek
csakis hatarpontjai tartoznak a P halmazhoz; e szerint az (a, B)
intervallum magaba zarja a P halmaznak Bl pontjat. Minthogy
ez intervallum hossza tetszés szerint Kkicsiny, vilagos, hogy B
hatarpont.

A bebizonyitott tételek zart halmazokra is alkalmazhatdk, ha
egymassal nem érintkez6

(Uj, bj), (02, bj),.. =, (a,, bn),...

intervallumok helyébe egyméssal legfeljebb egy jiontban érint-
kez6 intervallumokul tesziink.
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7. Boréi tétele. — Ha az MN intervallumok E halmaza
olyan, hogy az (a, b) szamkdz minden pontja ez intervallumok
kozil egynek legalabb belsejébe esik, akkor ki lehet valasztani
véges szammal oly MN intervallumokat, a melyek (a, b)-t tel-
jesen befodik (abban az értelemben, hogy (a, b) minden pontja
valamely intervallumnak belsejében van).

Ugyanis valamely MN intervallum magaba zarja az a pontot,
tehat ha x elég kozel van «-hoz, az (a, X) szdmkdéz mindenesetre
véges szamu MN intervallummal van befédve és ugyanezt mond-
hatjuk (a, £¢")-r6l is, ha x' < x. Tegyuk fel, hogy ez nem all
az (a, y) szamkozre nézve (y < b), akkor ugyanezt Aallithatjuk
(«, 2/-rél is, ha y'>y. Az x és y szamok osztadlya egy z szdm-
mal van elvalasztva és z olyan tulajdonsagu, hogy («, z—¢)
befédhet§ véges szamu intervallummal, (a,-z+e) pedig nem. De
ez lehetetlen: z ugyanis valamelyik MN intervallum belsejében
van, a mely magaban foglalja a z—s és z+s pontokat, ha e-t
elég kicsinyre valasztottuk. E szerint nincs az (a, b) szamkdzben
egy y pont sem, a mi igazolja a kimondott tételt.

Eredetileg e tételt megszamlalhatd6 MN intervallumhalmazra
Bobel bizonyitotta be; a fenti altaldnos alak LebesgueW szar-
mazik.

Borel tételével a folytonossag egyenletes voltat igen elegan-
san bizonyithatjuk be.

Legyen f(x) folytonos az (« b) intervallumban — a hatar-
helyek beleértésével —, ez annyit jelent, hogy e megadott tetszé-

leges szam lévén

IT{x)-f(x0[ < e,

| X —xO0\< ).

ha

A h szam fligg icO-t6l; azonban lehet olyan pozitiv h-t kijelélni,
a mely minden x0 helyen hasznalhatd.

Képzeljuk el minden x0 pont kérul azt az (x0—6l, x*d)
intervallumot, a melyben

fAx)-t\x0Q| < -J-+
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Egy ilyen intervallumban a fliggvény ingadozasa, azaz maxi-
mumanak és minimumanak kulénbsége kisebb --- -nél. Az imént

megallapitott tétel szerint ez intervallumok kozll ki lehet valasz-
tani véges szammal olyanokat, melyek az adott intervallumot
teljesen befddik; ha a legrovidebb ilyen intervallum hossza S,
akkor vilagos, hogy minden d-nal roévidebb intervallumban az
/ (x) fuggvény ingadozasa legfeljebb s, azaz \xt—x\<3 egyenl6t-
lenség kovetkezménye:

V(x)—f(x)\< s-

A most bebizonyitott, tételt igy szokas fogalmazni:

Ha valamely fliggvény egy intervallum belsejében és hatar-
helyein folytonos, akkor folytonossadga egyenletes.

8. Ponthalmazok mértéke. — Legyen adva a véges
AB intervallumon belil valamely E ponthalmaz és foglaljuk
bele E-nek pontjait kis intervallumokba, a melyek véges, vagy
megszamlalhatéan végtelen halmazt alkotnak. Ez intervallumok
hosszlsdgainak 0Osszege legyen X Az E pontjainak ilyen inter-
vallumokba val6 foglalasa természetesen végtelen sokféle mddon
torténhetik és mindegyik mod egy / szamot szolgaltat. Vala-
mennyi X pozitiv, tehat van zérus vagy pozitiv alsé hataruk,
a mely AB hosszandl semmiesetre sem nagyobb. Ezt az alsd
hatart az E halmaz kiils6 mértékének nevezzilk és me(E)-vel
jeléljuk. Legyen CAB(E) az AB intervallum E-be nem tartozd
pontjainak halmaza és jeloljuk m(AB)-vel az AB intervallum
hosszlisagat. Az E halmaz bels6 mértékének a kovetkezd§ szam-
értéket nevezzik:

nii(E) = m(AB) —mei(CAB{E)].
Azt allitom, hogy
mt(E) <Lme(E).
Foglaljuk be E-nek és CAB{E)-nek pontjait az a és [ inter-
vallumcsoportokba. Ez intervallumok egylttvéve A&ltalaban vég-
telen szdammal vannak, de az AB intervallumot egészen befodik
agy, hogy minden pont valamely intervallum belsejében van.
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Borel tétele szerint e végtelen sok intervallum koézil kivalaszt-
hatok véges szammal olyanok, a melyek .li?-nek minden pont-
jat belsejiikben tartalmazzak. E csoport intervallumainak 6sszes
hossza legaldbb is egyenlé AB hosszaval, tehat annal inkabb

m (a)+m (B) m (AB)
és igy
rme(E) + me[cab (E)];>m (AB),
me(E):>m (AB)—rne [CAB(E)],

me(E )> m, (E).

Ha r»i(E) = me(E), akkor a kozos értéket az E halmaz mértéké-
nek nevezziik, jele m (E) és E-rél azt mondjuk, hogy mérhetd.
Vilagos, hogy valamely intervallum mértéke ugyanaz, mint az
intervallum hosszusaga.

9. Legyenek E\, E% , Ej,... mérhetd halmazok az AB
intervallumban és -pedig olyanok, hogy kettének koziliik soha
nincsen kozds pontja. Ha e halmazok pontjai egyuttvéve az E
halmazt alkotjak, akkor E mérhet6 és

m(E) = 2 m (Ej.

Zarjuk be ugyanis Et pontjait az cn és cAb(E7) pontjait a
Bi intervallumcsoportokba azzal 2 kikdtéssel, hogy a*més BL
kozds részeinek mértéke e, a 2 £*sor Osszetarté és £ £i—-
legyen, (példaul e-= -|.j. Ej mindenesetre R”en belil van;
jeloljuk aj és /j'.-vel a2nek és /B>nek /?j-gyel kozos részét.
E3 benn van /%-ben, legyen a3 és Bs, a3-nak és /3-nak R3-ben
levé része,... Az Et halmaz pontjait az a[ intervallumok ma-
gukban foglaljak, tehat E-nek kiils6 mértéke legfeljebb

s = m(aj-\-m (aj-\-m QH---

Vilagos, hogy
m (aj + ni (&) = m (AB) +

m (@) + m(Bj<L m(Bj) + ez
m («3) -f m (B)) < m (Bj -f s,
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Ha 0Osszeadjuk a bal- és jobboldalakat, azt talaljuk, hogy

m («i)+w (@H— (AB) -y 8,
tehat az s sor Osszetarté és minthogy
m (Ei)<gm (@)~ m (ad< m (&) + o
kovetkezik, hogy
Vm(E)<s< Vm(Ei)+ e
és innen I I
me(E) i (Ei) + e,

barmilyen kis szam is e; ez csak akkor lehetséges, ha

®
rne(E) % m (Ei)-

Bebizonyitjuk masrészt, hogy
(E)™ i; m(Ei).
i

A Bi intervallumcsoport magaban foglalja Cab(E)-t. $-nek pedig
az G™cLj+a'g-l— intervallumokkal valé kozos része egyfel6l

a'i+i + of+i H-—--,
masfel6l az alt at,..., ai-nek $-be es6 részei; de ezeknek nagy-
saga legfeljebb £, + £sd------ H i; és igy Bi mértéke legfeljebb:

[m(AB)—s] + £j+ £2H--—-LE£ i+ («i+1) ( « [ +)d— ,

a mi kisebb, mint
m (AB)—s+Qe,
mert, ha i elég nagy,

m (@'i+i)-\-m (a'i+)\——< £ .

Tehat
ineiCAB(E)] <m (AB) — 2 m(Ei)+%e
1

akarming kicsiny is e, a mi csak akkor lehetséges, ha

me[CAB(E)\ <Lm(AB) — V m(Ed



AZ INTEGRALROL. 275

azaz
1

Arra az eredményre jutottunk, hogy
me[E) < \i/m A), mi(E)> Jim (A)),
azonban mi(E) <"me(E), tehat E mérhetd és
m (A) = jvm {g).

10. Nem [éplink ki a mérhet6 halmazok korébél, ha

. véges szamu vagy megszamlalhaté modon végtelen sok
ponthalmaz 0sszes elemeit egyesitjuk egy halmazzd (a melyet
roviden az adott halmazok &sszegének neveziink, megengedve
bennik kodzés elemeket is),

11 véges szamu vagy megszamlalhatéan végtelen sok pont-
halmaz kozds elemeibdl alkotunk egy halmazt.

Bizonyitsuk be az els§ allitast.

Legyenek adva az Ej, Aj,..., Aj,... halmazok és dsszegik
E = Aj+ Ajs— t-Aj-j— ,
jeloljuk tovabba Aj-vel Aj-nek azt a részét, mely az
Aj+ Ajd---—--hAj-1
halmazon kiviil van. Nyilvanval6, hogy
A= Aja-Aja-Ajd— |

az Aj, Aj, Aj',... halmazok kozil kettének soha nincsen ko-
z0s eleme, tehat el6bbi tételiink szerint A is mérhet6, ha Aj,
Aj,... halmazok ilyenek. Mutassuk meg példaul, hogy Aj mér-
het6. E czélbdl zarjuk be ismét Aj-et az , CAB(Ej)-t a Rt
intervallumcsoportokba, tovabba A2-t és CAB(E")-t as és /Gabe.
Legyenek ej és ea az ax, B1lés a2, kozos részeinek terjedelme,
aj és /4 pedig as és /72-nek /9j-ben foglalt részei. Aj benn van
aj-ben, C(Aj) benn van aj-b/Sj-ben és minthogy aj meg aj4-3$j
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koz6s részeinek hosszUsaga legfeljebb e,+e#, a mely el6re meg-
adhat6 kis szam, kovetkezik, hogy E3 meérhet6. Hasonl6 bizo-
nyitds adhaté az E3, E'iy... halmazokra is.

A masodik tétel az els6b6l kovetkezik. Jeloljik F-fel az A",
Et,..., Ei,... halmazok ko0zos részét. Felteszszik. mint ren-
desen, hogy Eiy Et......... Ei,... mind benfoglaltatnak valamely
AB intervallumban. Kozvetlenul lathatd, hogy

C(F) = C(Et)+C{EJ+-+C(Ei)+-,

mert, ha egy pont valamelyik AVben nincs benn, bizonyara
F-ben sincs, tehat C(Ei) minden eleme C(F)-be tartozik és meg-
forditva, C(F) barmely pontja az Et, E,,, ..., Eit... halmazok
egyikében nincs meg. Az el6bbi tétel szerint C(F) mérhetd,
tehat ugyanezt mondhatjuk A-rél is.

Megjegyezzilk még, hogy ha az

y y 9---9}—,/?9---
mérhet6 halmazok soraban mindegyik Et tartalmazza a rakovet-
kez6 halmazt és F az Eiy E3, ..., Eiy. .. kozos elemeinek hal-
maza, akkor

m (F) = limm (Ei).
Valdban

C(F) = (AB—E 1)Jr(E1—E»)-\-(E3—E3\—
m [C(F)] —ni(AB)—m (Et)+m (E"EJ+ m (Et—E3+ -m

az Ex—A2, Et—E3,... halmazok kozil kett6be egy elem soha
sem tartozik, tehét

m [C(F)] = m (AB)—Ilim [m(E\)—m (A"—Ajj,
m [C(F)] = m (AB)—Ilimm (E]j

és innen
m (F) —m (AB)—m[C (F)] = lim m (Ei).
11. Valamely ponthalmaz slrl az (a, ) intervallumban, ha

ennek barmilyen kis része a halmaz végtelen sok elemét fog-
lalja magaban. Példaul a valddi tortek halmaza slrd. noha
megszamlalhatd. A valodi torteket t. i. igy lehet felirni:
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1.1 2. 1 o1 2
5

3 3 4. 1
2’ 37 3* 45> 4] 5> 5 5 6

1 2
> 7

5.
> > > 0> 7 > **

ezért megszamlalhatok. Természetesen s(rd a valds szamok
halmaza is.

Abbol azonban, hogy valamely halmaz sird, még semmit sem
lehet e halmaz mértékére kovetkeztetni. A 0 és 1 kozott
fekv6 raczionalis szamok halmazanak, mint minden megszam-
lalhaté halmaznak mértéke zérus. Ez a 9. §-ban bebizonyitott
tételbdl folyik, ha arra gondolunk, hogy egyetlen egy pontbdl
all6 halmaz mértéke zérus.

Viszont meglehet, hogy sehol sem s(ir(i halmaz mértéke
nem zérus. Be is mutatunk ilyen példat, a mel)(/rre kilénben
fontos szerep var. Induljunk ki egy osszetarté fjan végtelen
szorzatbdl, melynek minden tényez6je pozitiv ésll-nél kisebb,
példaul

_, 1
an~ 1 4n*'

@™
A llan szorzat értéke 1-nél kisebb pozitiv szam; jeldljik P vei.
i

Oszszuk fel a (0, 1) intervallumot harom részre Ugy, hogy a
kozépsének hossza 1—at, a két szélséé pedig egyenld legyen és
tordljuk ki a kozépsé (al, bY intervallum belsé pontjait. A ma-
radé két intervallum mindegyikére alkalmazzuk az el6bbi m-
veletet, de ax helyett |a 2t véve, ekkor kitoriljik osszesen két
intervallum
(aa, bh,,), (@3, b3

bels6 pontjait és ezt a miveletet akarhanyszor ismételhetjik.
Lesznek pontok, a melyek — barmilyen sokaig folytassuk is a
leirt eljarast — nem torl6dnek Ki; e pontok H halmaza zéart
és sehol sem sdrd, a H halmaz mértéke pedig (10. 8)

axa,,a3... an...= P.

12. Valamely halmaz mértéke zérus, ha pontjai belefoglalha-
tok oly véges szamu vagy megszamlalhatéan végtelen sok inter-
vallumba, a melyeknek &sszes hossza tetszélegesen kicsiny. Néha
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fontos, hogy tudjuk, elegend6-e erre a czélra véges szdmu inter-
vallum; ha elegendd, a halmazt du Bois-Reymond integralhato
csoportnak nevezi.

Zart, zérus mértékd halmaz mindig integralhaté csoport.
llyen E halmaz ugyanis Ggy keletkezik, hogy az adott (a, b)

alapintervallumbdl kitériljuk az egymassal legfeljebb egy pont-
ban érintkez6

{alt 0j), (&2, 02),.. *, (an, Un),...
intervallumok bels6 pontjait. Legyenek
jeeejin>ee
ez intervallumok hosszai és C(E) az E-be nem tartozé pontok
halmaza (a, 0)-ben. Tudjuk, hogy
\i/jnz m [0(E)] = b—a—m(E) = b—a.

Toruljiuk ki mar most az

intervallumok bels6é pontjait (ha esetleg a* + f A o — : , akkor
nem torlink ki semmit), a marad6 intervallumok szama véges
és terjedelmik legfeljebb:

b—a—[Aj+ 22H---b40+2e,

tehdt — ha ti elég nagy — kisebb, mint 3e. Innen kévetkezik,
hogy E integralhatd csoport, mert s tetszés szerint Kkicsiny
szdm lehet.

Il. A RIEMANN-féele integral.

Legyen f (x) egy az (a, b) intervallumban és ennek hatarhelyein
véges flggvény; oszszuk fel tovabba az adott intervallumot
n szakaszra; az i-edik szakasz hossza legyen G és benne Xi
egy tetsz6leges pont. Vizsgalatunk targya az
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) S —1 (&j) O +/"(-£,) @H-—(-/ 3N #n
o0sszeg.

13. Folytonos fuggvény integralja. — Ha fix) foly-

tonos és a di szdmok o maximuma zérus felé tarl (a mivel
egyuttjar n-nek végtelenbe-névekedése), az S 6sszeg meghata-
rozott | értékhez kozeledik, fliggetlenil az alapintervallum fel-
osztdsdnak modjatol és az x, helyek valasztisatol. Az | érté-
ket az f{x) flggvény a-t6l fc-ig terjedd integraljanak nevezzik.
Ha <?-ben / (@) a f, helyen éri el maximumat és az rp helyen
minimumat, ingadozésa pedig ugyancsak <¥ben: Wii akkor

= 2.fiyd6i"S<y f($i)d, = v
1 1
és
X =X [/'(fFi) — /°(5%)] ai = z Wini-

Valaszszuk el6sz6r a o kisebbitésének azt a moédjat, hogy min-
den meglevd intervallumot tobb részre osztunk; ekként a

7] DA>*ee Dp, ...

felosztasok keletkeznek, a melyekben egy-egy szakasz maximalis
hossza:
Ji>4, (lim Jp=0)
A Dp felosztdshoz tartoz6 s, a és | 0Osszegek jelei legyenek
Sp, op, 1,,. Vildgos, hogy
y>y>y y >...
<< g < ooe <<7P< m".

0< Ya—«0= 2’(0@({}@

a hol iuD az /'(.r)-nek ingadozasa a Dp felosztas i-edik szaka-
szdban, melynek hossza &[p>

Tekintve, hogy f(x) egyenletesen folytonos, minden adott
e-hoz lehet olyan J-t taldlni, hogy f(x) ingadozasa barmely J-nal
rovidebb intervallumban kisebb legyen, mint e és igy ha p elég
nagy ahhoz, hogy mar JP<J, akkor

masrészt

Ip—ap< e(b—a)= §;j.
Methemetikai és Physikai Lapok XVIII. 21
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Innen kovetkezik, hogy <p, | v és velik Sp egy kozds 7 hatar
felé kozelednek és hogy 1 nem fiigg attél, miként valasztjuk
az xi helyeket az egyes részintervallumokon bell.

De vajjon akkor is az 7 érték felé tart-e az S Osszeg, ha
akarmilyen modon szaporitjuk a részintervallumokat, feltéve,
hogy A — a szakaszok maximdlis hossza — a zérushoz koze-
ledik ?

Képzeljink el egy D felosztast, melynek minden szakasza kisebb
A-nal. Azt allitom, hogy a megfelel6 S 6sszeg 7-t6l legfeljebb
~sy-gyel kilonbozik [el= s (fc—a)]. Helyezzik ugyanis egymas
folé a D és Dp felosztasokat; ily modon a D' felosztas szar-
mazik és a megfelel§ a' és 2 0Osszegekre nézve:

a<a<:2"<2

Op <;<r'rg 2” <t2p.

Azonban
filp"'7*c2, es 2p ,
tehat,
o 2 ,<crr-f_ei<”+ei,
masrészt

K ff+e < 2'-f-£1<7-t-2e1
és éppen igy
ff>1—R£l,
tehat csakugyan

|B—7j< 2et.

7 az /(@?) folytonos fliggvény integralja a-tol 0-ig; jele
b
7=j f(x)dx.

14. A definicziobdl vilagos, hogy (a<c<b)

b

b c
Jf{x) dx = j f(x) dx + j f(x) dx
és ha a és b kozott
I<f{x) <L,

b
I (b—a)< j f(x) dx <L (b—a).

akkor
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Bizonyitsuk be, hogy az

F(x) = J(t) dt

fliggvény (x< b) folytonos és hogy differenczialhanyadosa : f(x).

Valéban
x0+h x 0 x0+h

F(x0+h)—F(x0 = j f{x) dx —Jf(x) dx —JIf{x) dx =
X0

x 0+ h x 0+h x0+h
= j f(xgdx + j [f)—f{x0]dx = hf(xQ+ j [f{x)—f{x0]dx;
minthogy pedig f(x) folytonos, x0 és x0+ h kozétt — ha h
elég kis szam — mindenesetre
\f(x)-f(X0 <7]
barminé kicsiny is a megadott 1. Tehat
F(x0+h)—F(x
( ) (x0 f(x0 <V
es innen
imf K+'j)-rw =/w .
h=0 I

A kovetkez6 fuggvénynek (K tetszbleges allandd lévén)

Jf(x) dx+K

a
neve: f(cc)-nek hatarozatlan integréalja. Azt a fiiggvényt, a mely-
nek differenczidlhanyadosa f(x), az f (x) primitiv fuggvényének
nevezzik.

Folytonos f(x) fuggvénynek hatarozatlan integralja egyuttal
f(x)-nek primitiv fliggvénye is.

15. Az integralfogalom elsd altalanositasa nem folytonos fligg-
vényre nézve CAUCHYtdl ered. Eddig csak olyan fliggvény szaméra
értelmeztiink integralt, mely az adott (a, b) intervallumban véges
és folytonos. Meglehet, hogy f(x) véges és folytonos minden
az (a, b)-n belil fekvé (a, B) intervallumban, de (a, )-ben nem
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*
(példa ra az |——1----1\ flggvény o és 1 kozott), ebben az eset-
\Xyl @/
ben Cauchy ezt a definicziot allitja fel :

b—d
j f{x)dx = hm j (X dx,

a+a
<<'=0

feltéve, hogy a jobboldali hatarérték létezik. Es ha az inter-
vallum belsejében is vannak pontok :

q, |00090‘],
a _melyeken f{x) folytonossdga megszakad, de Uugy, ho az
a @y cn{b) y g g gy, hogy
Yo/ . [ « | integraloknak van értelmik, akkor
(o Cj Cn—i Cn
b g g G b

jf(x)dx = £+ [Feeet [+ ]o

ct Cn- 1 cn

Lejeune-Dirichlet még tovdbb ment az Altalanositasban.
Feltette el6szor, hogy a szakadasok helyeinek E halmaza vég-
telen, de a derivalt E’ halmaz csak végesszatnu at, a2,...,am
pontbdl all. Akkor el6bb az

j f(x) dx

integralt vizsgalta, hogy létezik-e és hogy var]i-e hatarértéke, ha

c zérus felé tart. Ha van, e hatarertek az j f(x)dx integral és

a
hasonléan definialva az \]al , f , J integrélokat,
«l Ciin—t am
b «J al am b

J=J+ JH/ +J «

Ugyanigy Kkiterjeszthetjiik a definicziét arra az esetre, a mikor
az E' bhalmaz is végtelen, de E" csak véges szdammal tartalmaz
pontokat és igy tovabb. A nélkil, hogy keresn6k az E halmaz
legéltalanosabb alakjat, a melyre a DmicHLET-féle elv még alkal-
mazhato, jegyezzilk meg, hogy ez semmi esetre sem lehet s(ird,
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mert slr(i halmaz elsé derivaltja maga az intervallum és a
tobbi derivalt az els6vel Osszeesik. Arra tehat nem lehet remé-
nylnk, hogy ilyenkor a derivalt halmazok szambavételével csok-
kentjik a nehézségeket.

Riemann mutatott olyan véges fiiggvényt, a mely nem folytonos
egy slr(i bhalmaz helyein a nélkil, hogy mindeniitt szakadasa
volna. E fliggvény:

*
= Du Qg s
a hol {x) jelenti ic-nek és a legkozelebb es6é egész szamnak
kilonbségét, kivéve ha x ilyen alakd: n+|, a mely esetben
(t)=0. Barmind pozitiv egész szdmok is p és @, (X) nem foly-

2P+ 1

tonos, ha x = valéban

. . \'o(nx
Ellenben minden mas helyen w(x) folytonos, mert a ()
sor egyenletesen Osszetartd és tagjai folytonosak.

16. A Riemaim-féle integral. — Riemann az integral-
fogalom kozvetlen forrasahoz, az

S = f (%) 81+ f (x 2<i24-—-\-f(xr) 3n

Osszeghez fordult vissza és azt kereste, mikor van ez &sszegnek
hatarértéke, ha az (a, b) intervallum di szakaszainak 6 maxi-
muma zérus felé tart és Xi tetszés szerinti hely <Jn belil ?
Nevezzilk k- és Lrnek az f(x) als6 és fels6 hatarat a i* in-
tervallumon beltl (di hatarpontjait is ideértve), a fliggvény
ingadozésa: od=Li—Ii. Jelentsék tovabba I, L, w a megfeleld
mennyiségeket az (a, b) intervallumra vonatkozélag. A

J—i di
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és
y = iL idl

0sszegek halmaza egészen a végesben fekszik, mert
I(b—a)"1lidi < L{b—a)
[(b—a)<, iLidi <"L{b—a),

tehat a minden lehetd felosztashoz tartozé 2 szamoknak van
alsé hataruk; nevezziik ezt 5-nek és hasonloképpen legyen A
a a szamok halmazanak fels6 hatara.

Mindenekel6tt bebizonyitjuk, hogy

A <:B.

Vegylnk ugyanis két tetszésszerinti felosztast, a melyekhez a
2, Jés 2' a oOsszegek tartoznak és a két felosztds egymasra
helyezésébdl szarmazd felosztasnak megfelel6 6sszegek legyenek
2" és a". Vilagos, hogy

0<0Il < 2 n < 2 I,

tehat a 2 halmaz minden eleme nagyobb, mint a a halmaz bar-
melyik eleme. Ennek kovetkezménye az A<,B egyenl6tlenség.

Azt allitom, hogy 8 csokkentésével 2 és a egyenletesen koze-
lednek a B és A értékekhez, azaz minden e-hoz meg lehet
hatarozni olyan a-i, hogy

B—2j<e é |A—a\< g

ha d< a

Tegylk fel egyszer(iség kedvéért, hogy f(x) nem negativ a
és b kozott. Ellenkez6é esetben f(x) helyett az f(x)+C fliggvényt
vetnék vizsgalat ala, C-t oly nagynak valasztva, hogy f{x)+C
mindenitt pozitiv legyen és ekkor 2, a, B, A helyébe ezek-
nek C(b-a)-yal megnagyobbitott értéke keriine.

Induljunk ki egy meghatarozott felosztasbdl, a melyben az

intervallumok:
f ny Skkkk
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és a melyre nézve 2i —2 Lifii 6sszeg a B alsé hatartdl leg-
feljebb ~-vei kilénbozik. llyen felosztds mindenesetre van,

ez az also hatar értelmezésébdl kovetkezik. Vegyink most egy
masik felosztdst, a hol a részintervallumok maximalis hossza,
8 kisebb, mint az el6bbiek minimuma: 8<A. Ez Uj szakaszokat
két csoportba oszthatjuk; az elsé fajtaju 8) intervallum egészen
benn van valamelyik ~-ben, a masik fajtaja du két ilyen inter-
vallumba is atnyulik; ez utobbiak szama legfeljebb p—1. Erre
az Uj felosztasra vonatkozolag

Z=yL'jS'j+ZL"8'k,
azonban
2 Lj6j < 2i Lidi, 2 L'X < L6(p -1),
azaz
I< 1t+L6 (p-2)
Ha tehat a eleget tesz e két feltételnek:

£

a<d AL (p—))

akkor

mihelyt 6<a. Masrészt

bMil<b + -£

ennélfogva a 6<a feltételbdl kovetkezik, hogy
B"KB +e

Azaz a 2 0Osszegek egyenletesen kozelednek B-hez és hasonldt
allithatunk a a 0Osszegekrdl is.

Az A és B hatarértékeket az /'(ir) figgvény als6 és felsd inte-
graljanak nevezzilk az (a, b) intervallumban; létezésiiket par-
boux mutatta ki; jeleik:

A= ff(x)dx, B = f/(x)dx
| Ja +Ja
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és lattuk, hogy létezésik csak ahhoz a feltételnez van kotve,
hogy f(x) véges fliggvény.

17. Térjunk vissza most az

S = f(x\) Oj+/ (Xj) &H----h/ fxn)
osszeghez. Ha f(x) véges, az S értékek halmaza is az, mert
I(b—a)<"S<~L(b—a).

E halmaz derivaltja maga az egész (,%\, B) intervallum. Més
széval. Xi-t valasztjuk ugy oYben, hogy Y f(x]j) d; egy tetsz6leges
C értékhez kozeledjék, ha d zérus felé tallt és A <"C<zB. Egyéb-
ként vildgos, hogy ez nem volna lehetséges, ha C< A vagy
C> B.

Jegyezziik meg, hogy f f(x)dx es) flx) dx az as-nek folytonos

— 3

figgvényei (a<x<b), mert (h>o)

h< ff{x)dx—ff{x)dx— ffIX)dX< Lh
és ugyanez az egyenl6tlenség all ff(x) dx alsé integrélra.

Valaszszuk most a felosztasok - egy végtelen sorozatat

DIt

oly médon, hogy”~valamely meghatarozott x hely mindegyikben
osztopont legyen és a Dn felosztasban egy-egy szakasz hossza

kisebb legyen, mint - Legyen tovabbé

y/\2>*o** foeeoe

pozitiv, csokkend szamok zérus felé tartd sorozata. A Dn fel-
osztasban ugy valaszszuk az iCj-ket, hogy

a és x kozott f(xj)>Li—en

X és b kozott pedig f(xj) < k +s,,.
Ekkor
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2 [A-«,,(&-a)<Z/to)*<ZE£A+Z Wi+t«»(6-a),

limv /'(*»)d, = ff(x)dx+ ff(x)dx.

E hatarérték ic-nek folytonos fliggvénye, mely /1-val egyenlé,
ha x = a és 5-vel, ha x = b; van tehat oly $ hely a és b
kozott, hogy

b
Ha most az el6bb leirt médon valasztjuk a DIt D%..., Dn, ...
felosztdsokban az &, helyeket és az ic-et f-vel helyettesitjik,
latjuk, hogy a megfelel6 osszegek C felé kozelednek.

18. E tétel alapjan nyilvanvalé, hogy ahhoz, hogy az f(x)
véges fliggvényre és az (a, b) intervallumra vonatkozo
f{xf) d fixji £5H-----Yfixn)6n

0sszeg meghatéarozott értékhez kozeledjék, ha a dl intervallumok
d maximuma zérus felé tart, barmiként vdalasztjuk is di-n
belil az xt helyet, szikseges és elegendd, hogy f(x)-nek alsé
és fels6 integralja egyenld legyen.

Ha e feltétel teljestil, az als6 és fels6 integral kozos értékét
azbf(x) figgvény (RIEMANN-félel integraljanak nevezzilk — jele
j f(x)dx — és az f(x) fuggvényt magat integralhaténak. Meg-
gllapodunk tovadbba abban, hogy

b a
a b
és innen kovetkezik, hogy
b c a
dplel=

Valamely figgvény tehat integralhato, ha
B-A =o,
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azaz
n
Hm2 (L— li)di = 0,
0 1

d=
vagy végre (@i=Li—Ii)

n
Iimz WAIi —o.
=0 1

Folytonos fuiggvény nyilvan integralhatd; ezt kilén bebizonyi-
tottuk (13. 8), de az adott feltételbdl is kovetkezik. Ha ugyanis
f(x) folytonos az (a, b) intervallumban — a hatarokat is ide-
értve — akkor egyenletesen folytonos, azaz ha d<Ca, akkor
a>i< s

és igy

n

2 AG< e (b—a).

Az integralhatosag feltételét Riemann a kovetkezd alakba
ontotte:

Az f (%) véges flggvény akkor és csak akkor integralhato,
ha azon intervallumok 6sszes hossza A a melyekben az inga-
dozas s-nal nagyobb, zérus felé kozeledik, a mint az oszto-
pontokat minden hataron tal sdritjik. Valéban

n

le< 2<oidi<e(b-a)+(L-1)I.

Az integralszamitas alapproblémajara ezekutan a kovetkezd
megoldast adhatjuk: Ha az f{x) fliggvény integralhat6 az {a, x)
intervallumban, s6t valamivel az x-en tdl is és folytonos az
x helyen, akkor (14. 8.):

a

19. Miel6tt tovabb mennénk, czélszer(i lesz néhany fogalmat
szabatosan korulirni. Legyen $ az (x—h, x-\-h) intervallum
valamely pontja. Az f($) értékek Osszességének fels§ hatara egy
M (x, h) szam, feltéve, hogy van olyan véges szam, a melynél
/(£) kisebb marad; ha ilyen nincs, akkor azt mondjuk, hogy
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M [x,ti)—+ oo, Hasonloképpen legyen m (x,h) az f($) értékek
also hatara, a mely esetleg: —o0. Meglehet, hogy / @) mindenitt
véges és M(x, ti) vagy m(x, h) mégis végtelen. Az (x—h, x-\-h)
intervallumban val6 ingadozast igy definialjuk:

w(x, h)= M {x, ti}—m (x, ti).
Ha ti<h, akkor
f(x) < M(x, ti) M(x, ti), f{x)Sim (x, ti) > m(x, h),
o <;w (X, h)<Lai(x, ti).
Ebbél latszik, hogy M(x, ti), m{x, ti), at(x,h) meghatarozott

értékekhez kozelednek, ha h zérus felé tart. Legyenek M (x\
m (x), @(x) e hatarértékek; kozvetlentl belathaté, hogy

MO)™ f(x), m(x)M(x), adx)= M(X)—m (x)o;
az M(x), m(x), cu(x) szamok az f(x) fuggvénynek maximuma,
minimuma és ingadozdsa az X helyen.

A folytonossag ismertetd jele az, hogy w(x) = 0. Valéban,
ha fix) folytonos, azaz

\f(x+a)-f{x)\ < ¢
a mikor a| kisebb h-nél, bizonyara
M(x, ti)<,f(x)-}-£, m(x, h)*f(x)—e
és igy fiuggetlendl s-tol
f(x)"M (x)<f(x)+e,
f(X)—EAm (x)"f (%),
M(X) = m{x) —f(x) és a(x)= o.
Megforditva, ha w(x) —M(x) —m (X) —o, akkor
M (x) —m{x) = f (x),

tehat

mert éaltaldban
m (x) < f (xX) < M(aj).

Azonban, ha h elég kicsiny
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M(x, hy< M(x)+£, mx, h)> m{x)—e
és igy |« -t kisebbnek valasztva h-na)
\f(x+a)—f(x) \< b.

Az f(x) fuggvény nem folytonos az x helyen, ha o(x)><).
Vilagos, hogy ha x oly pontok hatarhelye, a melyek mindegyikén
az ingadozas legaldbb e, akkor @&(x)~ e. E szerint mindazon
pontok, a melyeken az ingadozas legalabb e, zart halmazt
alkotnak.

Sziics Adolf.



VONTATAS IVES VASUTI PALYAN.

Az ivben fekv§ vasuti vagany kiilsé sinszalat azért, hogy a
centrifugalis gyorsulds hatasat ellensulyozzuk, altalaban ma-
gasbbitani szoktuk.

A német vasutak egyesiilete régebben a biztonsag tekinte-
tébdl tette kotelez6vé a magasbbitast; Gjabban csak azt kove-
teli meg, hogy «oly magasbbitast alkalmazzunk, a melylyel —
tekintettel az illet§ palyan el6fordulé sebességekre — legtokéle-
tesebben érhetjik el, hogy a kerekek nyomkarimainak a két
sinsz&l bels6 éleire gyakorolt hatasa legkisebb lesz».

Franczia és német palyakon: ugyanis azt mutattak a kisér-
letek, hogy a magasbbitds elhagyasa biztonsag tekintetébdl
semmi hatranynyal sem jar : a Noisy-le-sec-i kisérleti palyan
jelentékeny sebességgel 300, 200, s6t 75 m sugard iveken
minden veszély nélkil bocsatottak &t vonatokat. A német vas-
utak egyestiletének palyain is eszkdzoltek hasonld kisérleteket,
a melyek ugyancsak beigazoltak, hogy a vontatas biztonsaga
nem szenved a magasbbitas elhagydsa miatt.

A vontatasi ellenalldsok szempontjabdl azt mutattdk a fran-
czia kisérletek, hogy magasbbitas mellett mintegy 20—30%-kai
kisebbek az ellendllasok, mint a nélkidl; ez a megfigyelés
azonban a német vasutak egyesiletének teriiletén nem nyert
beigazolast, a miért vitasnak kell tekintenink.

E kisérleti eredményeknek hatdsa alatt a magasbbitas érté-
két a gyakorlatban Iényegesen leszallitottak, Ugy, hogy a porosz
allamvasutak a kovetkez6 képlet szerint alkalmazzak:2

1 Handbuch der Ingenieurwissenschaften, V. 2-ik kotet 94. old.
a Die Eisenbahn-Technik der Gegenwart Il. 2. 152. oldal. 1908.
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hmm m
n

a melyben m = 500—700.

A magasbbitdsnak a fenntartasra valé befolydsa még kétes.1
Ezirdnt Sandner |. folytatott kisérleteket, a melyekb6l azon-
ban térvényszerlség nem volt megdllapithaté. A fenntartasnak
az a szempontja, hogy oly mértéki magasbbitast alkalmaz-
zunk, a melylyel a sinszalaknak lehet6leg egyforma igénybe-
vételét érjuk el.

Dr. Zielinski Szilard tandr miegyetemi el6adasaiban az iv-
ben haladé vonatot a stabilitds szempontjabdl vizsgalja meg.

A centrifugalis er6 felboritdé hatasa ellenében a jarmdnek
sulya biztositja az egyensulyt. Az &thaladas biztonsaganak
fokat abbol itélhetjik meg, hogy szembeallitjuk a gyakorlat-
ban szokasos sebességet azzal, a melynek esetén a centri-
fugalis er6 nyomatéka épen egyenld a suly nyomatékaval.

Dr. Zielinski tanar szerint szabvanyos nyomkoz( palyan,
1*5 m. sulypont magassadg esetén a kocsi egyensilyban van.
a mig

V km <L j/TiO/0”.

Ez a képlet egyenl6 magassagban fekvd sinszalakra vonat-
kozik ; ha azonban az ives péalya kils6 sinszalat megemeljuk,
akkor az iv kozepe felé egy lejtét allitottunk eld, a minélfogva
a sulynak a lejt6 iranydba es6 komponense a centrifugdlis
erével ellenkezd értelemben forgat, vagyis a stabilitast meg-
noveltik. Ha példaul 10 cm.-nyi magasbbitast tételeziink fel.
akkor most

v =/ tor
fejezi ki azt a kritikus sebességet, a melynél a jarmd a kils6
sinszal kordl billen.

Hasonl6képen 15 cm. magasbbitas esetén

V= 1/7477
a kritikus sebesség.

1 Der Eisenbahnbau der Gegenwart 1908, 2. rész 152. oldal.
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A gyakorlatban egy R sugard ivben megengedhet6 sebes-
ség maximumat a kovetkez6 képlettel szamitjuk:
km

V3M= 4 / Rm—50.1

A biztonsag fokat ezek utdn megitélhetjik, hogy ha az e
képlettel, kilonbdz6 sugarak esetén szamitott sebességeket a
kritikus sebességekkel egyitt egy tablazatba foglaljuk:

Kritikus sebességek km.-ekben

R Megengedett .
s sebesség km. Magasbbitds cm.
méter
0 10 15
7=4/R—50 V=/60R v=/70R V= /74fi
1000 123 245 265 272
500 85 173 187 192
300 63 14 145 149
200 49 110 118 il

A tablazat harom utols6 oszlopanak 6sszehasonlitasaval lat-
juk, hogy 10, ill. 15 cm. magasbbitds esetén csak mintegy s,
ill. 11%-kai lesz nagyobb az a kritikus sebesség, melynél a
kocsi a kulsé sinszal kérdl billen. (A kritikus sebességek kép-
leteiben nem vétetett figyelembe az a korilmény, hogy a
magasbbitassal a centrifugdlis er6 karja is kisebb lesz. A sebes-
ségnek ez okbol valé novekedése azonban még az el6bbinél
is kisebb.)

A tablazat segitségével megitélhetjik, hogy a kiilsé sinszal
megemelésével csak igen kis mértékben vagyunk képesek a
vonat stabilitadsat ndvelni. A magasbbitas alkalmazasaval ezek
utan tehat csak azt a szempontot kell Kkielégiteniink, hogy
vele a vontatas és a pélyafentartas koltségeit legel6nydseb-
bekké tegylk.

1 Die Eisenbahn-Technik der Gegenwart. Il. két. 1l. rész 1908, 161. oldal.
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1 abra.

Az dabrdban feltiintetett «7i» a theoretikus magasbbitas.
Ezt Ugy nyerjik, hogy oly keresztirany( lejt6t allitunk el6, a
mely merd@leges a suly és a centrifugélis eré ereddjére. Szab-
vanyos nyomkoz( palya esetén

h - 0,0155 o °

Nagy sebességek esetén a theoretikus képlet mar oly nagy
magasbbitasokat eredményez, hogy a belsé sinszal — a vagany-
tengelyb6l nézve — kifelé ddlne, tovabba pedig el6allhatna
még az a veszély, hogy az ivben valamely okbdl lassan halado,
vagy megall6 vonat a tetemes magasbbitds kovetkeztében be-
felé felborulna.

A gyakorlatban a theoretikus képletet ez okok miatt csak
addig alkalmazhatjuk, a mig a magasbbitas ca. 125 mm.-nél
kisebb.1 Mivel a theoretikus képlet méas tekintetben sem elé-
gitette ki a gyakorlat-tamasztotta kovetelményeket, eltértek
t6le és tobbé-kevésbbé onkényes képleteket allitottak fel a
magasbbitas kiszamitasara.

A magyar kirdlyi allamvasutaknal egy 1900. évi julius hé

1 Der Eisenbahnbau V. 2. kotet 1906. 95. oldal.
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12-ikén kelt miniszteri leirat értelmében — a mely még hatély-
lyal bir — a magasbbitdés maximuma iUO mm. Ez értéken
alul pedig a porosz allamvasutaktol atvett

képlettel szamitjak ki a magasbbitast.

Ez a linearis képlet azonban tokéletlen annyiban, hogy
kisebb sebességek mellett, nevezetesen masodrendd pélyak
esetén, nagyobb magasbbitasokat eredményez, mint a theore-
tikus képlet. Mar pedig a theoretikusnal még nagyobb magasb-
bitdst semmivel sem vagyunk képesek megokolni.

Dr. Zielinski tanar ez okbol a kovetkez6 képletet ajanlja:

Ezt a képletet dr. Zielinski tanar a theoretikus és a linearis
képletek egybevetésével allitotta fel. El6nye, hogy a theoreti-
kusnal sohasem ad nagyobb magasbbitasokat.

Mig ma mindenutt megegyeznek abban, hogy a theoretiku-
san egy kerékpar esetére szamitott magasbbitds tulsagosan
nagy, addig a régebbi gyakorlat és az irodalom ennél még
nagyobb magasbbitasokat is megkdvetel.1

igy kisfaludi Lipthay tanar a theoretikusan szamitott ma-
gasbbitds szogét

v

altaldban nem tartja elégségesnek, hanem ehhez a lokomotivok
jardsa miatt egy nagyobbat vesz fel, Ugy hogy:

1 Kisfaludi Lipthay Sandor : Vasutépitéstan 1. 88. és 245. oldal.
Mathematikai és Pliysikai Lapok. XVIII. 22
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Lipthay szerint a tobbletnek alkalmazédsa a gyakorlat-
ban czélszer(inek bizonyult be. A magasbbitds nagysaga

szabvanyos nyomkoz és g = 9.81 mellett:

, 0,153v2+12
1~ R =m
Lipthay szerint «a képlet alkalmazasanal v ... helyett a leg-

gyorsabban jaré vonatok sebessége vdlasztando. Lassi vona-
toknal azutdn annal nagyobb tobblet keletkezik a kdzpontfutd
erd folott».

Kitlinik ez ellentétes felfogasokbdl, hogy a mig a régebbi
irodalom a magasbbitast biztonsagi szempontbdl tartotta szik-
ségesnek, addig ma csak azért alkalmazzuk, hogy a vontatast
és a palyafenntartast gazdasagosabba tegyuk.

Mivel a magasbbitas kérdésének helyes elbiralasdhoz az
eddigi kisérleti eredmények nem nyujtanak elegend§ anyagot,
szikségesnek latjuk a kérdést elméleti Gton is megvilagitani,
hogy ezzel a tapasztalat jelenségeit és ezeknek latszolagos
ellentmondasait megmagyarazhassuk.

Hasznaljuk fel elméleti fejtegetéseink kiindulaspontjaul a
legujabb irodalomban tdbb helyltt kifejezett ama nézetet, a
mely a kovetkez6kben merdl ki.

Az U(jabb irodalom a magasbbitas csokkentésének okaul
mindenekel6tt a kisérleti eredményeket allitja oda, magyarazza
pedig a régi gyakorlattol valé eltérést azzal, hogy az ives
palydn nem egy egyes kerékpar gordil, hanem ezeknek kocsik-
bdl alkotott rendszere: a vonat, a melyet egy motorral vonta-
tunk. Ekkor a haladé vonat ugy viselkedik, mint egy kifeszi-
tett lancz, melynek az a tdérekvése, hogy kiegyenesedjen. Kelet-
kezni fog tehat egy er6, mely a tengelyeket a bels6 sinszal
felé igyekszik szoritani. Bizonyos, hogy ez az er6 csokkenteni
fogja a centrifugalis er6t, a minélfogva a magasbbitast is
csokkenthetjik.
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2. abra.

Tekintsik tehat az ivben haladé vonatot egy lancznak
vagy kotélnek és keressik meg, hogy a kils6 er6k milyen
nagysagu fesziiltségeket fognak benne el6idézni. Legyen ez a
lancz egyel6re silytalan és tegyik fol, hogy A és B pont-
jaiban TO és T1 nagysaguak a fesziltségek. Ekkor TO és Tt
hatasa alatt a lancz kiegyenesedni torekszik, a minélfogva
a kényszerre, az ives palya bels§ sinszalara nyomast fog gya-
korolni.

Legyen TO<T1. M a feltétele annak, hogy az egyensuly
megzavartassék ? Vagyis keressik meg 1\ erének ama értékét,
a mely épen elegendd ahhoz, hogy az A és B pontok kozotti
lanczszakasz Ti iranyaban elmozduljon.

Feladatunkat, ilyen fogalmazédsban mar ismeijuk a mechanika-
bol : a hengeren surlodo kotél problémajaval allunk szemben.

Mar el6bb megjegyeztik, hogy a surlodé kotél problémaja
abban az alakban, a mint azt a statikaban targyalni szokas,
kozvetlenil nem alkalmazhat6é a vasuti vonat esetére. De mivel
kovetkeztetéseinket mégis a hengeren surlédo kotél feladatara
alapitjuk, sziikségesnek tartjuk ennek megoldasat itt megismé-
telni.1

Adva van tehat egy kotél, a melyet egy szilardan megrogzi-

1 Ur. Rithy Mér miegyetemi tanar el6adasaibol.

22*
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tett henger koril csavaroltunk. A kotél egyik végén TOerd hat,
kérdés, mekkora lesz az a legkisebb Tt er, melyet a kotél
masik végén alkalmazva, elmozdulds &ll el6. Természetesen
felteszszilk, hogy a henger oly szilardan van megerd&sitve, hogy
azt Tt er6 nem képes elforgatni.

Az egyensulyi allapotot a henger és a kotél kozott el6allo
surlédas tartja fenn. Ez akkor fog megszdnni, hogyha oly
nagysagu Tt erét alkalmazunk, a mely TO-1 és az 0sszes, maxi-
malis sarlédasi erbket képes legy6zni.

Legyen a TO fesziltséghez tartozo kdzépponti szég abszolut
mérdszama = 0, a Tj-hez tartozd pedig = a. Az abran kiemelt
«ds» kotélelem szoge legyen = dp. A «ds» ivelem addig marad
nyugalomban, a mig a rea hatd aktiv er6k ered6je kisebb,
mint az a reakczid, a melyet a kényszer képes kifejteni. Az
aktiv erék: T, a kotélelemet megel6z6 és T-\-dT az azt ko-
vet§ kotélfesziultségek. Ez a két er6 ellenkez6 értelmd és kdzbe-
zart szoguk = dip, hogyha dip a «ds»-hez tartoz6 kozépponti
sz0g.

Rajzoljuk meg a «ds»-hez tartozd erdabrat. Ebbdl latjuk,
hogy az egyensuly fenntartdsahoz szikséges, hogy a kényszer
egy D nagysagu ferde reakcziot gyakoroljon. Bontsuk D -1 két
osszetevlre, akkor N a «ds» elemre haté normalis er6, f.N
pedig a kényszer fellletén keletkez6 surlédas. Az egyensulyi
allapot akkor szlinik meg, hogyha f surlédasi tényezd leg-
nagyobb értékét vette fel.

Az egyensuly hataran tehat:

N= T.dtp és dT =f.N.
Ejlz{aip.

Az utobbi kifejezés egy ismeretes differenczial egyenlet: a
baloldalon a szamlalé a nevez§ differenczidlja, tehat integra-

lassal
l.r = fiip + C.
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Az integralasi allandé megéllapitasara
$=o0; t=t0
kezdeti feltétel szolgdl. Ez értékpar behelyettesitésével pedig
C=1T0O0

Hozzuk mindkét oldalt «e» alapra, akkor

T
jt = efv, vagyis T — TOefte
-'0

Az «a» kozépponti szdggel jellemzett helyzetben pedig
— TOeftt.

Az «m sUrlodasi tényez6 nagysagat kisérletekbdl ismerjik.
Csak azt jegyezzik meg, hogy a sebesség novekedésével «/»
csokken és hogy nem kozémbos «» értékére nézve, hogy
milyen irdnydak a surlédé anyagok szalai a tamadd er6hoz
képest.

Hogyha «'% tényez§ és a koOzépponti szdg elegendd na-
gyok, akkor megadott TO erdvel barmely nagysagu, de véges
T er6t képesek vagyunk egyensulyban tartani. Ellenben soha-
sem lehet TO= 0; mert akkor = + oo.

A surlodasi erének ilyetén felhasznaldsa a gyakorlatban is
elé6fordul, nevezetesen a hajok kikotésénél, a mikor a hajo-
kotelet elégszer a kikot6-bak koéril csavarolva, barmely nagy-
sagu jarm(ivet képesek vagyunk egyensilyban tartani. Ugyan-
ezen az elven alapszik a szalagfékek alkalmazasa is.

A hengeren surlddd kotél fesziltségeinek kifejezését — ilyen
alakban — nem alkalmazhatjuk az ivben halad6 vasuti vonat kap-
csold szerkezetében fellépd fesziiltségek kiszdmitasara. Ugyanis
az ivben halad6 vasuti vonat is egy fix kényszeren surlédo kotél-
nek volna tekinthetd, ennek azonban tetemes sulya van, a
miért nemcsak a gorbe fellletli kényszeren, hanem az alzaton
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is fog surlédni. Egy masik kilonbség vonat és kotél kozott
az, hogy vonat esetén a kényszer reakczioi tobbé nem folyto-
nosan elosztottak, hanem konczentréltak. Vasuti jarm( esetén
surlédas csakis a kerekek és a sinek érintkez6 felliletein 1ép-
het fel.

A kerekekre atharamlé reakczidk azutan a kocsi-aljakon ke-
resztil atadédnak a kapcsol6 szerkezetre.

Milyen valtozast fog a vonderd szenvedni, hogyha folyto-
nosan elosztott reakczié helyett, elszigetelt pontokban muko-
dét vezetink be ?

Képzeljink el minden egyes keréktengely kozepén egy-
egy csuklot és helyettesitsiik a vonat kapcsolészerkezetét az e
csukldkat 6sszekotd egyenes vondrudakkal.

3. abra.

Vegyunk egy bizonyos csuklot szemigyre, akkor a rea hato
er6k ezek: a megel6z8 vonoer6 = TO, a kdvet§ vonoer6 =
TO-\-AT és a belsé sinszalon keletkezd reakczi6 = D. A csuklé
nyugalomban van, tehat

(TO+AT, TO,D) = 0.

Bontsuk fel D erét két komponensre, Ugy hogy az egyik
a kényszerre normadlis, a masik érintéiranyd legyen, akkor
egyenlé nagysagu tengelytavolsagok esetén *$T0, TO+AT sz6g-
felez6je lesz — igen tokéletes megkozelitéssel — a «D» er6
tdmadaspontjaban a kényszerhez hudzott érintd iranya.

Keressik meg AT Kkifejezését az er6abra segitségével, akkor
a kényszerre hatd normalis erd:
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Tosin 4~ + (TO+JT)sin

a surlodas nagysaga e szerint:

f(ITO+HJIT)sind4p »

A fesziltség ndvekménye tehat:«

JT = f(rr0O+jT) ig”L,

a mib6l:
2f-tg-4r
AT= TO------- 4 --
i-fty-jf-
4. abra.

301

Ezzel megtalaltuk a fesziltség ndvekményét elszigetelt pon-

tokban val6 érintkezés esetén.

Keressilk meg mostan a fesziltség ndvekményét folytonosan
érintkez0 kotél esetén, a mikor a szdgeltérés Ggy mint el6bb
— Aip. Legyen ez a ndvekmény most = AT', akkor az el6bb

levezetett képlet segitségével:

T= TO+AT'= TCfr

Hogy az 0Osszehasonlitadst megejthessiik, fejtsik ki az eMv

hatvanysort, akkor
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Ha méar most 0Osszehasonlitjuk AT és AT' kifejezéseit, azt
talaljuk, hogy vasGti vonat esetén, a mikor f ca. 0725 és Ap
ca. 0'02, a fesziltségek novekményei, AT és AT' csaknem
egyenl6k, vagyis izolalt és folytonos érintkezés kozott gyakor-
latilag nincsen kulénbség.

Tekintsiink el ezért a kovetkez6kben is az elosztott és
konczentralt reakcziok kozott vald kilonbségtdl és képzeljuk
el a vonatot olyannak, mintha az végtelen sok kerékparbol
allana, a melyek ugy vannak egymashoz kétve, hogy barmily
gorbultségl palyan is tokéletesen, szabatosan képesek gordilni.
Vonatunk tehat épen olyan hajlékony lesz, mint egy kotél.

Bizonyos, hogy a vonatnak ilyetén dsszehasonlitasaval nem-
csak a folytonossag tekintetében, hanem ennél még sokkal
fontosabb tényez6kben is kovettiink el hibat: igy nem szamol-
tunk még a tengelyek merevségével, a kerekek jard lapjainak
kopasaval — a minélfogva ezek nem képesek szabatosan gor-
dilni, hanem csaszni is fognak — tovabba azzal, hogy a sin-
szélak maguk sem teljesen fixek.

E tényez6knek egyel6re csak annyiban felelhetiink meg,
hogy az «'» surlédasi egyltthaténak nem azzal az értékével
szamolunk, a mely pl. a gépelemek szerkesztésénél hasznalatos,
hanem ennél jéval nagyobbat veszink fel.

A megndvekedett «"» tényezd értékét kisfaludi Lipthay 1
tanar egy szamitasi példaban f = Vi-nek vette fel, mert «a nyom-
karima és sinek kozotti surlédasnak, melynek iranya a szalak
iranyaval ferde szoget zar be, nagyobb egyltthatoja van, mint
a kerekek csusztatdsanak» . . .

1 Vasutépitéstan 1. 104. oldal lent.

Boedecker : «Die Wirkungen zwischen Rad und Schiene und ihre Ein-
flusse auf den Lauf und den Bewegungswiderstand der Fahrzeuge in den
Eisenbahnziigen» ez. mivében a nyomkarima és a sinfej kozott fellép6
surlédas egydtthatdja, f —\ (71. old.)



A sulyos kotél.

Térjunk &t most, egy a valoésaghoz kozelebb all6 esetre,
a mikor a kotélre megint csak statikai er6k hatnak, de annak
sulyat is figyelembe veszsziik. llyen esettel allunk szemben,
a mikor az ivben &ll6 vonatot meginditjuk, vagy a mikor az
ivben egyenletesen haladé vonat sebességétél eltekinthetiink.
Attél, hogy a jarmivek csak egyes pontokban, nem folytono-
san érintkeznek a kényszerrel, tovabba, hogy a kerekek nem
gordulnek szabatosan, most is eltekintlink.

irjuk fel ajbdél a surlodd kotél el6bb talalt differenczial-

egyenletét:
dT = fTdtp

és alkalmazzuk ezt a sulyos kotél esetére. Emeljink ki Gjbol
egy véges kotélszakaszt és tegyik fol, hogy ennek végein TO
és T er6k mikoddnek.

A rendszer csak akkor fog T iranydban elmozdulni, hogy
ha ez legy6zi 7b-t, tovabbad a kényszeren el6allo 6sszes sir-
I6dast és végul le kell még gy6znie azt a sirlodast is, a mely
a sulyos kotél és annak alzata kozott eldall.

Legyen a kotélnek egységnyi hosszUsagl részére es6 ilyen
strlodéasa /, akkor ds kotélelemre kis esik. A ds kotélelem
addig van egyensulyban, a mig a kényszer képes egy olyan
nagysagu D er6t kifejteni, a melylyel

(T+dT, T, D)=0.
Azt a hatart keressik, a melynél az egyensuly megsz(inik,

vagyis a mikor dT oly nagy, hogy a passziv er6k maximalis
értékét legy6zi. Ekkor sziikséges, hogy

dT = fTdtp+ kis.
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Az el6bbi probléméban, a sulytalan kotél esetében az érint-
kez6 feluletnek geometriai tulajdonsdgai nem szerepeltek a
fesziiltség kifejezésében, mert a T=TOCefi’ képlet levezetésekor
csak azt tételeztik fol, hogy az érintkezés folytonos és hogy
<P=*T, TO0.

Hogy az érintkezd fellilet milyen természet(i, tovabba, hogy
a kotélnek milyen hosszlsagl része surlodik a kényszeren,
k6zombos volt a T er6 nagysagara. A sulyos kotélnek el6bb
felirt differenczidlegyenletéb6l azonban latjuk, hogy most mar a
kényszer alakja is hatassal van a fesziiltség nagysagara.

dT = fTd(p-\-Ipd(p,

a hol felteszsziik, hogy p=F{<p) egy folytonos fliggvény.

A gorbilt vasati palya azonban vagy korives, vagy az at-
menetekben, aranylag révid szakaszokban parabolikus. Bennin-
ket csak a koriv esete érdekel, tehat

dT — fTd<p+ARd<p.

Hogy ha A értékét allandonak tekintjuk, akkor a valtozok
szétvalasztasaval

a minek a megoldasa teljesen azonos a sllytalan kotél eseté-
ben taldlt megoldéssal, mert A alland6 lévén, a szamlalé ajbdl
a nevez6 differencziélja.
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A C allandé megallapitadsdhoz egy kezdeti feltételre van
szikségink. Ennek megdllapitasdban is van kilonbség a sily-
talan kotél esetéhez képest. Mert mig ott T=TCrP-hen T0=0
csak akkor lehetséges, hogy ha <= 0° addig a fennforgd
esetben azt koveteljik, hogy ~ =0 helyen, vagyis a kotél sza-
bad végén T elenyészszen. jT=0, tehat behelyettesitéssel

M .=c.

Itt a logarithmus jele alatt egy véges pozitiv szam all, C tehat
valés. Helyettesitsik be mar mostan C értékét, akkor

Ui

i

<T+
ot \
f

és ha mindkét oldalt «e» alapra hozzuk,

TR -dp T=2 v % |
f
T=~(efv-i),

a mivel megtalaltuk a sulyos kotélben fellépd feszultségek ki-
fejezését.

~ =0 helyen, vagyis a kotél egyik végén T=0 lesz, a mi
most mar megfelel a valésagnak, mert tudjuk, hogy a vasuti
vonat utols6 kocsijanak szabad kapcsolé szerkezetében csakugyan
0 a fesziltség. A <9 szog novekedésével (efv—1) hatvanysor
értéke is folyton n6, tehat w szoggel a feszliltség is meg-
novekedik.

Képletiink egyben megmagyarazza a bak koril csavarolt hajokétél jelen-
ségét is. A tapasztalatbdl ugyanis tudjuk, hogy képesek vagyunk a hajot
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Ggy is megrogziteni, hogy a kotél'végén semmind TO er6t nem alkalmazunk.
Az egyensulyt pusztan azzal is elérhetjiik, hogy a kotelet elég sokszor
korilcsavaroljuk.

Ez ellentmond az el6bbi T=Tfle’r képletnek, de egybehangzik a most
talalttal. Ennek az a magyarazata, hogy az igy alkalmazott hajokotelet
mar sulyos kétélnek kell tekintenlink ; mert az egyes csavarulatok a nehéz-
ség miatt egymason is fognak 'surlédni. Ha ismerjik a bak és kotél
kozotti strlodas tényezGjét, tovabba a kotél csavarulatai kozott fellépd
surlédast, a mit A-val fejeztiink ki, végll a bak sugarat, akkor adott T
erd mellett kiszdmithatjuk, hanyszor szlkséges a kotelet korilcsavarolni.
Legyen akkor az el6bbiek szerint

mibdl a csavarulatok szama:

Allapitsuk meg ezekutan a képletiinkben el6forduld X té-
nyez6 értékét. X a kotél egységnyi hosszisadgara es6 ama
ellentallast jelenti, a mely kotél és alzat kdzott keletkezik. Le-
gyen a kotél keresztmetszete allandé és anyaga végig ugyanaz,
akkor Lat igy is irhatjuk fel:

a hol
IQ a szdban forgéd kotélszakasz sulya,

L a kotélszakasz hosszUsaga és

r a kotél és alzat kozotti surlddas tényezbje. X értékét az
eddigiekben allandénak tételeztik fel, azonban mi sem val-
tozik, hogy ha X nem allandé, hanem a kozépponti szdgnek
valamilyen fiiggvénye. Ekkor /= W<), a mit a kiindulasi differen-
czialegyenletbe behelyettesitve, annak csak analitikai megol-
dasat tenné korilményesebbé.

Alkalmazzuk a sulyos kotél esetét a vasUti vonatra. Ekkor
X'mindenekel6tt nem sirlédasi egyltthatét fog jelenteni. Legyen
IQ az L hosszUsagu vonatnak teljes sllya tonnakban, akkor
¢ alatt értjuk az annak 1 tonnajara es6 6sszes ellenallasokat.
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Vizszintes és egyenes palya esetén r a vonat fajlagos ellen-
allasat jelenti
T=[X
Ennek meghatarozasara szamos empirikus képletiink van, a
melyek kozill a «Studien Gesellschaft»1 kisérletei szerint az
a typus bizonyult be legtokéletesebbnek, a melynek alakja
Leitzmann és Borries mérnokoktél ered.
A kocsivonat osszes ellendlldsa ezek szerint :

E* = (a+bv)I1Q ‘“+cv~-Fm\ a=~ |

a hol a, b és c alland6 egyutthatok, «% a vonat sebessége,
Fm- pedig a vonatnak ama feliilete, a melyre nyugodt leveg6
esetén «tb képzelt szélnyomdas hat.

Vizszintes, de nem egyenes palya esetén hozzajarul még
r-hoz az az ellendllastdblet, a mely egy egyetlen jarom(inek
az ivben valé athaladasakor a tengelyek merevsége s a kerekek
csUszdsa miatt keletkezik: ez a fajlagos kanyarulati ellenallas
egy jarom( esetére, a melyet v-vel fogunk jeldlni.

A gyakorlatban a kanyarulati ellenallast ezzel a képlettel
szamitjuk: 2

C
w= ff'

a hol C a jaromi szerkezetétdl figg.

Ha az ives palya vizszintes, akkor tehat r=fi-\-v.

Ezekkel azonban még nem meritettik ki r tényez6 értelme-
zését. Ha a palya nem vizszintes, akkor ugyancsak r-ban foglal-
tatik még ama tonnankénti er6, a melyet a nehézségi erbnek
a palya iranyaba es6 komponense ellenében kell Kifejtentink.

1 A «Studiengesellschaft fiir elektrische Schnellbahnen in Berlin» ki-
sérletei «Annalen f. Gew. und Bauw.» 1906, I. 225. oldalan vannak kozolve.

Leitzmann €S Borries Kisérletei a «Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure»
1904. évfolyamaban jelentek meg.

- Kisfaludi Lipthay Sandor : Vasutépitéstan 1. 105. oldal.

Boedecker : Die Wirkungen zwischen Rad u. Schiene. § 19: Wider-
stand der Fahrzeuge in Folge der Krimmung des Gleises.
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Ha a palya emelkedése «p» permille, akkor Q tonna suly
esetén, annak a péalya irdnyadba es6 komponense igen Kkis
elhanyagolassal: Q.p kilogramm. A péalya emelkedését jel-
lemz6 %o, tehat épp ugy fog szerepelni az ellendllasok ki-
fejezésében, mint a gordilés és leveg6nyomas ellenallasa.
Ezekutan r-t igy irhatjuk fel:

T—/t+vzp,

a mit T kifejezésbe helyettesitve,
T= 7 - (fi+VEp)(eT'P-1).

Hogy a vonat fajlagos kanyarulati ellenalldsa altalaban a
vonat hosszusagatol is fiigg, a tapasztalatban mar régen fel-
ismerték.1

igy a franczia «Orléans» vasut a kovetkezd képletet fo-

gadta el:2
IOOCe . n

Vv~ " ’

melyben n a jarom(ivek szamat és v a vonat sebességét jelenti.
Megjegyzi e keéplethez Lipthay tandr, hogy: «kisebb sugarak-
nal talsagos ellenallasokat ad».
A értékét, a kotél hosszegységének az alzaton val6 ellen-
allasat,
T= (efa—I)-ben

allandonak tételeztiik fel.
Kérdés, vajjon ezt egy vonat esetén is megengedhetjik-e?
Mivel a terhelés megoszlasat egy vonatban el6re nem ismer-

1 Annales des ponts et chaussées 1880. p. 455. Ing. Charles Baum:
Des longueurs virtuelles d’un tracé de chemin de fer.

2 Kisfaludi Lipthay : VasUtépitést.Jn 1. 106. oldal.

Bulletin de la Commission internationale du Congrés de chemin de
fer 1903, 188. oldalan J. F. A. Aspinall kisérletei szerint a vonat fajlagos
ellenallasa egyenes, vizszintes palyan is fiigg a vonat hosszlsagatél.
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hetjik, s6t tehervonat esetén a megrakott és Ures kocsik cso-
portositdsara nézve, a mostaniakkal ellenkez6 szempontok is
merulhetnek fel, kénytelenek vagyunk A-4t most is allandonak
feltételezni. Azonban nem mulaszthatjuk el itt megjegyezni,
hogy a terhelés megosztasa sem koz6mbds a vontatas szem-
pontjabol.

Tegyuk fel példaul, hogy egy hosszi tehervonat (lres és
megrakott teherkocsikbdl volna 0Osszeallitva.

Legyen a megrakott kocsiknak a hosszegységre esd ellen-
allasa Aa, az ures kocsiké Xl; a megfelel6 kozépponti szogek
pedig legyenek az &sszes egymas mellett 1évé megrakott kocsikra
vonatkozdlag i, az Ures kocsikra vonatkozolag pedig €1 Milyen
nagysagu lesz a vontaté er6, hogy ha a A és y3vei jellemzett
vonatszakasz a haladas iranyédban el6l, a A és y>j-gyel jellem-
zett szakasz pedig hatul van elhelyezve? A vonat sebességét6l
eltekintink.

Feladatunkat ugy foghatjuk fel, mint hogyha két kilén
vonatot kellene vontatnunk: az el6l levének hosszlisaga R,
a hatul lev6é pedig Ripl Az Rt hosszUsagu vonatnak vonta-
tdsat azonban nem uagy kell elképzelniink, mintha a motort

és hatardn alkalmaztuk volna, hanem mintha ez is az
egész vonat elején volna alkalmazva Ugy, hogy a vonderét
egy sulytalan kotél kozvetiti, mely kotél Ry hosszisagu és
épp Ugy mint az egész vonat, a bels§ sinszalat nyomja.

A héatul lev6 vonat vontatdsdhoz sziikséges vonderd, hogy
ha a motor <i és hataran van :

TO=If-(ern-u.

Ha pedig a motort az egész vonat elejére teszszik, akkor
a hatulsd rész ellenéllasa:

TOeb* A’;cR (Bfh —1). ebi.

Mindkét vonatrész vontatasdhoz tehat sziikséges :
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rs= e(efr*-1)+ pp (CPi-1). <k

Tegylk fel, hogy a palya vizszintes és irjuk fel a vonoer6
kifejezését ép Ugy, mint el6bb, azzal a kilénbséggel, hogy
most nem RgP4 hanem fi<pl vonatszakasz legyen elél:

Ti= (eni-1) + -y {etot—1) er<n
Alkossuk meg e két kifejezés kiilonbségét:
Tt- rs=y {(efn—1) =
=y {(ehir— 1) it, (1 — €fti)+ (efvi— 1) ;2 {efn— 1)} =
= j-.(efn-1).(eflh-1).

a mib6l latjuk, hogy /,,>A1 esetén T/~T”", vagyis a vontatas
elénydsebb, hogy ha a megrakott kocsikat a vonat elején
sorozzuk be.

A gyakorlatban a kocsik csoportositasanal csakugyan azt
az elvet kovetik, hogy a nehéz jarmlvek a vonat elején legye-
nek besorozva. Ennek azonban mas okai is vannak, mint a
gazdasdgos vontatas.i

A sllyos kotélben keletkez6 feszultségek Kifejezését ugy
vezettik le, hogy a haladas sebességét figyelmen Kkivil hagy-
tuk. A sebességnél fogva ugyanis «ds» kotélelemben egy
czentrifugalis gyorsulds fog keletkezni, a melynek kovetkezté-
ben «ds» a kényszert6l eltavolodni torekszik. De nemcsak
ezzel az er6vel kell még szamolnunk, hanem még a kotél és
alzat kozott, a kényszerre normalis iranyban fellépd surlé-
dassal is.

E tényezdknek hatasat a vonder6re a kovetkez feladatban
fogjuk megbeszélni.

1L. «Megjegyzés a kocsik csoportositasardl».
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Az ellendllasok kiszamitasa jelentékeny
sebességl vonat esetén.

A haladd vonat a dynamika szempontjabdl egy mozgasban
levd pontrendszer. Ezt a pontrendszert egyensulyi rendszer-
nek tekinthetjuk, hogy ha annak minden pontjdban az arra
hatd 0Osszes statikai er6ket Kiegészitjik a D’ALEMBERT-féle
intertiaerdvel.

Mivel bennlinket nem a vonat egyes részeinek, hanem csakis
az egész rendszernek mozgasa érdekel, az er6k egyensulyanak
feltétele helyett, czélszerlbb lesz egy olyan egyenletet felirni,
a melyben a mozgasmennyiségek Iéteiének felhasznalasaval
bevezethetjik a vonat tdmegkdzéppontjanak mozgéasat; erre
alkalmasnak mutatkozik a koévetkez6 megfontolas:

Tulajdonitsunk az egész vonatnak egy «ds» nagysagu elemi
elmozdulast és fejezziik ki az 6sszes kiils6 és a D’ALEMBERT-féle
er6kkel kiegészitett erérendszerrel T vonoerd elemi munkdjat:

(f

Tds = dsj f.A-j-dsJ \ds-\-Mv . dv-\-lu>. dw.
0 o

Ebben < jelenti a vonathosszisagnak megfelel§ kdzépponti
szoget,

A sugariranyu eré, a mely a «ds» hosszisagu vonatelemet
a kényszerhez igyekszik szoritani;

A a kotél egységnyi hosszisagara es6 ama ellenallasok
Osszessége, a melyek a nehézségi er6tdél erednek ;

M az egész vonat témege ;

I az osszes forgd alkatrészeknek, a forgastengelyekre vonat-
koztatott tehetetlenségi nyomatéka;

v a vonat sebessége és végll

w a forgd tomegek mozgasmennyiségeib6l az egy tengelyre
vonatkoztatott szdgsebesség.

Legyen az L hosszUsagu vonatnak terhelése allando és foly-
tonos, akkor N er6t még igy is irhatjuk fel:
Metherretikai és Physikai Lapok. XVII. 23
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N- 'raf— M Buis+ ads |

a hol -Jj- a czentrifugélis gyorsulas és «zxa» az egységnyi
hosszisagu kotélnek keresztirdnyd surlodésa.

A sarlédast kifejez6 tagot itt + jellel lattuk el. mert a
surlédas passziv er6 lévén, mindig ellenkez6 értelml lesz,
mint a tébbi erdk ereddje.

Mivel vasuti vonat esetén M és I, illetleg v és w viszonya
kordlbelll allandé, kiindulési egyenletiink két utols6 tagja
helyett ezt irhatjuk:

(M+m) vdv,

a hol m egy képzelt témeg.
Tekintsik A-a4t ugy mint el6bb, allandonak, akkor megfelel
behelyettesitéssel:
<

Tds = dst (Tdtp — dstadsj +
6

+ dslJ ds+{M+m) vdyv,
(0]

ds = Rd<p.
Oszszunk mindkét oldalon R-e1:
A
Td<p = fdtp | [rd<p— b- "V*d<pzaRd<p® -
0

+ IRtpd<p + vdv.

Ha ebben az egyenletben a sebességet <§ vagy T fliggvé-
nyében megadjuk, problémankat a differenczialegyenlet meg-
fejtésének esetleges nehézségeitdl eltekintve, altalaban meg-
oldhatjuk.

Benniinket azonban e megoldasnak csak egy speczialis esete
érdekel: az, a mikor a vonat sebessége allandé : v= constans;
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ebben az esetben dv = azonosan o, a miért egyenletliinknek
utolsé tagja elt(inik. Ugyanerre az eredményre jutunk akkor is,
hogy ha az egyenletnek mindkét oldalan integralast végziink
el, ekkor az utolsé tag integralasaval

0 < * G
a hol vp= V0.
Az utolsé tag elhagyasaval tehat:
<
T=1fJ (Tdp—j- vidp+ uRdpJ + Uly,
0

ha ennek mindkét oldalan differenczialokat képeziink, akkor

L vidip i aRd<pj {*iRdtp,

dT —fdtp(r- vz2taR + ~ j,

a minek megoldasat a sulyos kotél differenczialegyenletének
targyaldsabdl mar ismerjik, vagyis:

M~ P+ aR I(eft—1)

A jobboldal els6 tényez6jét az absolut érték jelével lattuk
el, mert tudjuk, hogy T el6jele csakis < el6jelétdl filigghet.
Vagyis hogy ha < pozitiv, akkor T a

xR -A-mv*+aR

tényezének barmely értéke mellett is pozitiv marad.

Ha az absolut érték jele alatti mennyiség negativ, akkor
az csak annak lesk kifejez6je, hogy tbbbé nem a bels6, hanem
a kils6 sinszal érvényesiil mint kényszerpalya.

Vezessiik be még T egyenletébe

23*
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m= 1Q
és ugy mint el6bb
Ma=-J L (g+vp),
akkor
Tho= |2o |#, (1+Vp) - 1000 ;Sllﬁ Ra*»-  (eto—1).

Az e kifejezésben el6forduld tényez6ket mar ismerjik. Szik-
séges azonban még «a»-t, a keresztirdnyd surlddas kifejez6jét
értelmezniink. Mivel «a» a vonat hosszegységére vonatkozik,
felirhatjuk, hogy

aky= 1000 'Q" g

a hol f a jarélap és a sin kozott, a sugar iranyaban fellép6
surlodés tényezdje.

Ezzel felirhatjuk a v sebességgel, R sugart ivben halado
vonatnak fajlagos ellenéllasét:

ekg._— (g+vxp)-um ~ + 1000--jC (efv-1).
v ~ 1Q
Végezziik el a kiszorzast, akkor az els6 tag
R f-
Le= jj-(g+vEp) eR—1),
a hol

(JW-J):I%L;n L+rvl +

21/R*N 31T R*A
EO—p+v+p-\-(p+v+ )ébi lio, fL o, fL* i rL*
PFVEP-A-(prvEp N3 R A 121R2 - 60ii8 "
a mit megkozelitéssel igy irhatunk fel:

fL (e* +2\

BO= utvaP + (M+yyy o0\ 3 1

A tobbi tagot is felirhatjuk hasonléképen:

1 Lasd »Megjegyzések Boedecker képletéhez.
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/£
v fitx , frxi"L  eR+ 2
(gL {a gR + 2gR* \ 3
f o (*-)= rr + i+ 2

Megfelel6 rendezéssel pedig

Eka=(g+vtp)+10060f(~ - f j+

fL
R eR+ 2
2ii 1 0 0 0 ~ (U+VzP) 3

E kifejezéssel képet nyertiink arrél, hogy miképen névekedik
a fajlagos ellenallds a vonat hosszan és 0Osszehasonlithatjuk
vele a vonat és az egyes jarmi ellenallasait, a mikor ezek
azonos viszonyok mellett ugyanazon az iven haladnak at.

Egy egyetlen jarm( esetén L =0, tehat Ev képletében a jobb-
oldal els6 két tagja marad meg.

Eddigi fejtegetéseinkkel sikerilt tehat az ivben haladé vonat
vontatasdhoz sziikséges er6t ugy felirni, hogy a vonatnak
hosszlUsaga, tovabba a haladasra mer6leges iranyban fellép6
er6knek hatésa is kifejezésre jutott.

Hasznaljuk fel ezekutan eredményeinket a sinmagasbbitas
kérdésének megitélésére.

A régebbi irodalomnak felfogasarél mar targyaldsunk kez-
detén szolottunk. Lattuk, hogy példaul Kisfaludi Lipthay a

theoretikus magasbbitas hajlasszogét, « = t nem is tartja

9
elégségesnek, hanem ahhoz még egy d — tébbletet ajanl.

Bard Gostkowski1 a theoretikus magasbbitast tartja szik-
ségesnek : a centrifugalis erd ellenében, azért, hogy a kiilsé
sinszal vizszintes nyomast ne szenvedjen, sziikséges a pélyaral

1 Roman Baron Gostkowski: Die Mechanik des Zugs-Verkehres auf
Eisenbahnen. 66. oldal.
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meroéleges irdnyban egy a= " hajlassz6gd rézs(t alkalmazni.

Hogy ha ezt nem teszszilkk, akkor Schima és Gostkowski Sze-
rint a kocsitengelye a kilsé sinszalra nyomast fog gyakorolni,
melynek nagysaga

a hol M a kocsi tobmegét, a pedig a kocsi tengelytavolsagat
jelenti.

E felfogasokkal szemben az Ujabb irodalom és a gyakorlat
azt a nézetet vallja, hogy a kiils6 sinszalak megmagasbbitasara
a biztonsag tekintetébdl nincsen szikség. Ezt a Kkisérleti ered-
mények kétségbevonhatatlanul bebizonyitottdk. Hogy ha mégis
alkalmazunk magasbbitast, ezt csak azért teszszilk, mert a
kisérletek eddig még nem voltak Kielégiték arra nézve, hogy
vajjon a magasbbitds elhagyasaval emelkednek-e a vontatasi
ellenallasok és kedvez6tlenebbé valik-e a sineknek igénybe-
vétele.

Keressiink ezek utdn magyarazatot arra nézve, vajjon lehet-
séges-e, hogy a magasbbitas elhagyasaval meg ne néveked-
jenek a vontatasi ellenallasok?

Ezt csak Ugy képzelhetjik el, hogy a centrifugélis erén
kivil mas er6k is mikoédnek a haladas iranyara meréleges
sikokban. Nem lehetséges tehat, hogy a vonat csakis a centri-
fugalis er6nek engedelmeskedvén, minden esetben a kils
sinszdlhoz fog szorulni. A régebbi irodalom felfogasaval a
német és franczia kisérleti palyakon talalt eredményeket nem
vagyunk képesek megmagyarazni.

Nevezetesen nem szamolt a régebbi irodalom azzal, hogy
a centrifugdlis erd ellenében mindenekel6tt igen jelentékeny
surlédas fog fellépni; egy masik tényez6, a mely szintén a
centrifugalis erd ellenében 1ép fel, az a sugariranyd nyomas,
a mely a kocsiknak vonatta vald 6sszekapcsoldsaval keletkezik.
Vajjon lehetséges, hogy ez a harom keresztiranyl er6 egy-
magaban is fentartja az egyensulyt?
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A német péalydkon folytatott Kisérletek erre a kérdésre igen-
nel feleltek.

Beallhat tehat a normalis er6knek egy olyan kedvezd 6ssz-
makodése, a minek kdvetkeztében egy ivben halado, jelenté-
keny hossz(sagu és sebességl vonat esetén, sem a belsd,
sem a kuls§ sinszdlra nem fog nagyobb nyomas gyakoroltatni,
mint a mikor wugyanaz a vonat hasonl6 viszonyok mellett
egyenes palyan halad.

Ehhez persze fel kell tételezniink, hogy a tengelyeknek a
normalisba val6 beallasa elég tokéletes, hogy a nyombdség és
a nyomkarima jatékai kell6 nagyok s végil, hogy a kerekek
jarolapjainak meg van a megfelel6 kupossaguk.

Hogy egy ilyen ideélis vonatot konnyebben tudjunk elkép-
zelni, emlékezziink meg egy pillanatig a RENARDAéle kozuti
automobilvonatrél.2 Ez minden vezetés nélkil, nagy sebes-
ség mellett is képes egy Onmagaba visszatér§ palyat leirni.
A vasUti vonathoz képest — a mi szempontunkb6l — csak az
a kilonbség van szerkezetében, hogy az automobilvonat ten-
gelyei tokéletesen beallanak, mert a beallast a motorrél kor-
manyozzuk, tovabba az Gtkilonbség miatt nem csusznak kerekei,
végll pedig az automobilvonat kapcsolé szerkezetében nem
allhat el6 jelentékeny feszlltség, mert minden tengely egyben
hajtott tengely is.

Az automobilvonatnak legutdbb felsorolt tulajdonsaganal
fogva, itt nem allhat el6 az a sugariranya er6, a mely
a vasuti vonatot a goérbilet kozéppontja felé igyekszik tolni.
De viszont a kovetkez6kben latni fogjuk, hogy ez az er6 a
gyakorlatban el&forduld méretek esetén akar el is hanyagol-
hato a tébbi normalis iranyd er6kkel szemben. A mi pedig a

1 Lasd a «Nyomkarima jatékanak befolyasardl».

2 Dr. Zielinski Szilard miegyetemi tanar elGadasaibdl és

Organ fir die Fortschritte des Eisenbahnwesens 1908. Heft 1. 11, 12

Ing. Withelm von Hevesy in Budapest: Gleislose Ziige und die Zug-
bildung von Renard.

Matter : Der Automobil-Zug.
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szabatos gordulést illeti, tudjuk, hogy ennek tokéletesebb meg-
oldésa, a vasuti vonat esetén csak id6 kérdése: a vasuti vonat
tengelyeit — ha arra ugyan szikség volna — is lehetne a
lokomotivrél kormanyozni.l

A vasuti vonatnak a RENARD-féle automobilvonattal valo
osszehasonlitasaval ezekutan el tudjuk képzelni azt az idedlis
vonatot, a mely épp Ugy mint a Renard féle, minden vezetés
nélkdl, kis sugard ivben, nagy sebesség mellett is stabilis
maradna.

Egy ilyen vasati vonatot megvaldsitani természetesen nem
lehet, mert a legcsekélyebb véletlen kordlmény, mint példaul
szélnyomas, Utkdzések stb. mihamar megzavarndk a stabilitast.

A midén felismertik a normalis irany( surlédasnak a vonat
stabilitasdra vald jelent6ségét, mérlegeljuk meég, hogy ming
értéket tulajdonitsunk ennek az () tényezének.

A normédlis iranyban mdkdéd6 erék ellenében fellépd surlé-
das tényez6jét eddigi fejtegetéseinkben f'-el jeléltik 2

Min6 értéket vehet fel f maximuma?

Erre nézve nincsenek kozvetlen tapasztalataink, ellenben
tudjuk, hogy f' maximuma nem igen fog kilénbdzni attél a
surlodasi egyltthatdtol, a melylyel példaul a fékezés kiszamita-
sanal a jardlap és sinfej kozotti surlédast veszszik figyelembe.

A hosszirdny( sarlodas egyitthatéjat a fékezés és az ad-
haesio kiszamitasanal, a nyilt palyan &altalaban 0-15-nek. alagit-
ban pedig a nyalkds nedvesség miatt kisebbnek, circa o -13-nak
szoktuk felvenni.

ValészinG, hogy f maximuma ezeknél az értékeknél altala-
ban nagyobb lesz, mert példadul az adhaesio egyitthatoja,

1 A «Klose-féle radial-lokomotiv» tengelyei kormanyozhatok. E loko-
motiv hajtém(ve nehézkes ugyan, azért hegyi palyakon mégis ismételten
bevalt.

2 Der Eisenbahnbau I. kétet 135. oldalan Birk tanar normalis iranyd
surlddasrél is tesz emlitést. Ezt azonban elhanyagolja, mert «a vasuti
lizemben nincsen kizarva, hogy egyik-masik keréktengely véletlenil teher-
mentesitve van».
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0‘15-el, nem a megindulé, hanem a halad6 vonatra vonatkozik.
Mivel a normdlis iranydban nincsen sebesség, val6szinl, hogy
ott sokkal nagyobb sirlédas fog fellépni.

Ezek daczara f'-t az el6bbi egyutthatéknal kisebbnek fogjuk
felvenni szamitasainkban, mert a normalis iranya elmozduléas
esetén nagyobb biztonsagot kdvetellink meg.

Az f tényez6 értékének megallapitasaval egyben megalla-
pithatjuk a palyara normalis irany( szél hatédsat is. Egy kon-
krét esetnek szadmszer(i megoldasara itt nem terjeszkedhetiink
ki; de viszont nem mulaszthatjuk el megjegyezni, hogy a
régebbi irodalomnak erre vonatkozo felfogasa is kétséges; 1
mert Gagy mint a sinmagasbbitas kérdésénél, itt is figyelmen
kivil maradt a surlddas szerepe.

Lipthay tanar szerint: «A szélnek kozvetett hatasa oldal-
szélnél keletkezik és abbdl &ll, hogy a szél a jaromiiveket a
vaganykozepes allasbél oldalt eltolja, a mi altal a tengelyek
két oldalan levé kerekek kilonbozd flit6koroket irnak le, a
mib6l a kerekeknek a sineken valé cslsztatdasa ered, az ezzel
jaré6 munkaveszteségekkel.»

Az oldalszél azonban csak akkor lesz képes a vonatot el-
tolni, hogy ha a szélnyomas oly nagy értéket vesz fel, a mely
nagyobb a normalis iranyd surlodasnal.

Lipthay tanar a hossziranyl surlédas tényezdjét e feladat-
ban Ve-dal veszi fel. Ha mar most a keresztiranyl sarlodas
szamitasanal ennek tényezdjét szintén csak Ve-dal veszszik fel,
akkor egy fedett kocsikbol all6 vonat esetén az oldalszél csak
akkor lesz képes a vonatot eltolni, hogy ha a szélnyomas
nagysaga ca. 75 kg./m2-nél nagyobb.

A BEAUFORT-féle2 tablazat szerint az ilyen nagysagu szél-
nyomasnak 25 m./sek. sebességli «vihar» felel meg, a melynek
esetén a vonatnak felborulas ellen vald biztonsaga is mar
igen csekély.

1 Kisfalddi Lipthay: Vasutépitéstan 1. 71. oldal.
2 Hutte: Ingenieurs-Taschenbuch 1905. 2. kotet, 380. old.
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Ha tehat ca. 25 m./sek.-nal gyengébb oldalszélnél is meg-
névekednek a vontatasi ellendllasok, ezt nem tulajdonithatjuk
«a tengelyek két oldalan levd kerekek kiilonb6z6 flit6koreineks,
hanem annak, hogy oldalszél esetén a leveg6 ellenallasa lett
nagyobb.

Keressilk meg ez utan, mi lesz a feltétele annak, hogy egy
ivben haladd hosszd vonatnak egy meghatdrozott tengelye
megtartsa egyensulyi allapotat.

Ennek vizsgalatdhoz sziikségiink van az el6bbiekb8l mar
ismeretes kovetkezd differenczialegyenletre, a mely a T voné-
er6 elemi munkajat fejezi ki:

9 9
Tds= dsj f.N-\-dsj Ms+ Mddv+ lw . dw.
0 0

Ebben N azt az er6t jelentette, a mely a ds hosszlsagu
kotélelemet a kényszerhez igyekszik szoritani. Ezt az er6t
elébb igy irtuk fel:

N= Tdp— 'JVI V2 s+ ads j

a hol T a vonder6, ;@ hosszegységre es6 tbmeg, a az a
passziv er6, melyet az egységnyi hosszusagra es6é saly, a nor-

malis iranyaban el8idéz.

f; M 20 ds = Rdtp;
9
N = Tdip- AR .d<prfRRdv ;
gn
N= dpl 1. 20 20

g L + fL

Azt koveteljik, hogy a palydiba normalis er6k ered6je egy
tp szoggel jellemzett helyen 0-val legyen egyenlé: N —o.

Tehat
yn YN
T— a L J-f RL = 0.
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2
E kifejezésben csakis T fugg < kozépponti szogtél; é}_a
hosszegységre es6 suly az el6bbiek szerint allandé.

T kifejezését mar el6bb levezettiik. Tudjuk, hogy ip= 0
helyen, az utols6 kocsi végén elenyészik, azutdn ~-vel egyiitt
né s legnagyobb értékét a lokomotiv s az els6 kocsi kozott
levé kapcsoloszerkezetben éri el.

Ennélfogva T maximalis értékét egyenl6nek vehetjik azzal
a maximalis vonder6vel, melyet a lokomotiv egy meghatarozott
sebesség mellett képes kifejteni.

A lokomotiv vonoereje fligg a hajtott kerekek atmérgjétdl,
a kazan futéfellletétél és a vontatas sebességétél.

A nagy személy- és gyorsvonatl lokomotivok vondereje
aranylag kicsiny a nagy tehervonatd lokomotivok vonderejéhez
képest: a mig egy 90 km. oOrankénti sebességli gyorsvonat
compound: lokomotivja cca. 2420 kg. vonderét fejt ki, a mikor
228* sulyt vizszintesben vontat, addig a Cleveland St.-Louis
vasut 4/5 csatlés tehervonatd lokomotivja 83-9* Osszes és
7448~ adhsesio suly mellett cca. 11-220 kg.2 vonderdt képes ki-
fejteni, hogy ha az adheesio egyiitthatojat 0T5-nek tételezziik fel.

Tegyik fel, hogy az el6bbi compound lokomotiv egy 300
méter sugart ivben is képes volna 90 km. dérankénti sebes-
séggel vontatni, akkor

T v 1Q , ,1Q _,
R gR'L ' L

feltételinkbe a gyorsvonatra vonatkozé szamértékeket be-
helyettesitve : T —2420 kg, R= 300 m, v—", = 25 m,
yQy g 0'0UO
—%— max. cca. 2000 Kkg., g —10 m. esetén:

1 «Hutte» Ingenieurs Taschenbuch 1902. Il. 587., 599. oldal.

2 Der Eisenbahnbau. V. Teil des Handbuchs der Ingenieurwissenschaf-
ten. I. kotet 114. oldala szerint a kapcsolészerkezet hatasszenvedése miatt
12.000 kg-nal nagyobb vonéer6 nem engedhet6 meg. Az el6fogati-loko-
motivok alkalmazéasat ez a maximalis vonoerd korlatozza.
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2420%"" 625x2000""«
340 “ 10X300

(8-1—416-6+/"". 2000) = 0.

£ V +2000%9 = O,

A lokomotiv kozelében tehat addig nem allhat el6 normalis
irdnyd eltolas, a mig f:
408-5 cca 1
2000 '

Ha f ennél kisebb, példaul csak 015 volna, akkor méar a
kils6 sinszal egy folyométerére 108,5 kg. vizszintes nyomas
gyakoroltatnék, a mely a vontatasi ellenallasokat igen nagy
mértékben megnovelné: a fajlagos ellendllas megndvekedését

kiszamithatjuk az el6bb bemutatott Ev= I képlettel, mely-

b6l egyszersmind a vonat hosszUsaganak befolydsat is meg-
itélhetjik.

A 90 km sebességl gyorsvonat példajabdl ezekutan meg
tudjuk magunknak magyarazni a Noisy-le-sec-i és a német-
orszagi Kisérleti eredmények kozotti latszélagos ellenmondast:
Ugyanis a sebességnek egy bizonyos hataron tal valé fokoza-
saval bekovetkezik, hogy a centrifugdlis er§ legy6zi a normalis
iranyG ellenalldsokat, a miért a vontatasi ellenallas rohamosan
megnovekszik.

Ezen a hataron tal tehat méar sziikséges a kiilsé sinszalnak
megmagasbbitasa.

Az el6bbi gyorsvonat példajabél megitélhetjuk azt is, hogy
T vonder§ magaban csak igen kis mértékben van hatassal a
keresztiranyl er6k egyensulyara; ezért csaknem kozombdos,
hogy a hosszi vonatnak melyik pontjaban vizsgaljuk meg a
keresztirdnyu erdket.

Kétségtelen ugyan, hogy avonatnak utolsé kocsija kevésbbé
stabilis, mint barmelyik; ez azonban csak akkor lesz érezhet6,
a mikor a vonat sebessége az el6bb felismert kritikus hatart
eléri.

Latjuk ebb6l, hogy az Ujabb irodalom talbecsilte azt a
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normalis iranyd nyomdst: a melyet a vonatnak lanczszer(
hatasabdl levezethetiink. Ez a nyoméas enyhiti ugyan a centri-
fugélis er6 hatdsat, de tavolrol sem elegendé annak lekiz-
désére.

Ha sikerilt tehat ives palyan magasbbitads nélkal, tetemes
sebességgel Ugy vontatnunk, hogy az ellenallasok egyaltalan
nem vagy csak alig névekedtek meg, azt annak kell tulajdo-
nitanunk, hogy a centrifugalis erd ellenében jelentékeny sar-
I6das lép fel, a mely azt a gyakorlatban el6fordulé mérsékelt
sebességek és sugarak esetén teljesen legy6zi.

Tehat csak igen nagy sebességek és kis sugarak esetén lesz
arra sziikség, hogy a kiils6 sinszdlnak magasbbitasaval egy be-
felé hato er6t allitsunk el6, a mely a centrifugalis er6 tébb-
letét legyGzze.

Hogyha az el6bbi megfontolasok alapjan 7=0, akkor egyen-
sulyi feltételiink ilyen alakba megy at:

a mibdl

vagyis magasbbitdsra mindaddig nincsen sziikség, a mig
VAYTATR

Ha pl. if= 250 m és f — 0*11, akkor v — 16%8 m,
vagyis V= cca 60 km pro ora; hogy ha ezzel a sebességgel
nem érjuk be és pl. sziikséges volna azt 80 km-re felemelni,
akkor a 20 km tobbletnek megfelel6leg egy lejtét kell elalli-
tanunk, a melynek bevezetésével az egyensuly megint fenn-
allhat.

Kérdés, milyen nagy legyen ekkor a magasbbitas hajlas-
szige = a&®

Az egyensuly feltétele ez

1 Handbuch der Ingenieurwissenschaften. V. 94. oldal, els6 bekezdés.
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ul’ tror =0

R
itt v= —= 222 m, /'= 011, R
00

a minek cca 0-13 m magasbbitas felel meg.

250 m, tehat c>=s's 8 %,

Igen hasonlit el6bb talalt képletiinkhoz

v—\ff'g-R-hez,

ez a képlet
km

FA™ = 4 50,1

a melyet egy H sugard ivben megengedhetd maximalis Oran-
kénti sebesség kiszamitasara hasznalunk a gyakorlatban. Hogyha
f — O'l1, akkor a két képlet 6sszehasonlitasaval latjuk, hogy
a kiilénhoz6 sugarak mellett megengedhetd sebességek korul-
belil megegyeznek azokkal, melyek esetén magasbbitasra sin-
csen szikseg.

Ez a megegyezés igazolja, hogy a ma hasznalatos sebessé-
gek esetén a magasbbitas UGgy a biztonsdg, mint a vontatés
szempontjabdl egyarant mell6zhet6.

Ezzel azonban még megoldatlan maradt az a szempont,
melylyel az utasok kényelmének tartozunk. A mig példaul a
vonoer§ igen tag hatarokon belil csaknem érzéketlen a ma-
gasbbitds hatasa irant, addig az utas megérzi a sebesség- és
iranyvaltozasnak minden 4&rnyalatat. Elérkezhet az az id6, a
mikor a sebesség tetemes fokozdsa miatt az utasokat kilon e
czélra szerkesztett berendezésekkel kell majd a centrifugalis
eré ellenében megvédeniink. llyen lehetne pl. az ingaszerden,
rugalmasan felfliggesztett kocsiszekrény, a melynek a centri-
fugalis er6 maga adna meg a megfelel6 kilengést. . . .

Fejtegetéseink végén foglalkozzunk még rdviden azzal a
tehervonattal, a mely egy olyan ives palyan halad, melynek

1 Die Eisenbahn-Technik der Gegenwart. Il. kotet, 1l. rész 1908. 151.
oldal.
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kilsé sinszala a nagy sebességl vonatok miatt meg van ma-
gasbbitva.

Legyen a magasbbitds hajlasszoge a, akkor az egyensuly
feltétele a lokomotiv kozelében ez

| n 20 20
N= Td<pla’ mdstf " eds- -p- ¥  ‘dsi= 0.

Hanyagoljuk el a sebességet, akkor
jT L
R ZQ

+ «-r = 0.

Mikor lesz az « hajlasszogli magasbbitds a vontatds tekin-
tetéb6l karos hatasua?

Szamitsuk ki a-nak ezt a 2h(%té\ré\t a kovetkez6 példan:
Legyen R =200 m, f —0*11, -]—= \"Bt és T, a Cleveland-
St.-Louis vasut lokomotivjanak vonodereje: T= 11*22f akkor

a— ppQ f = 0047011 = 0-063,
L

vagyis a mig a magasbbitds hajlassz6ge nagyobb 0-063-nal
(cca. 9 cm. magasbbitas) annak a vonder6re nem lesz hatasa.

A tapasztalatbél azonban nincsen adatunk a magasbbitas-
nak a tehervonat ellendllasara gyakorolt befolyasarél. Ezért
kivanatos volna, hogy a kisérleti palydkon folytatott megfigye-
lések — ilyen értelemben — tehervonatokra is kiteijesztessenek.



Megjegyzés a kocsik csoportositasarol.

A gyakorlatban a tehervonat kocsijait mindenekel6tt a teherarik leg-
egyszer(ibb kezelése szempontjabdl fogjuk csoportositani.

Csak a mennyiben ez a szempont még jatékot enged meg, fogjuk a
tisztdn mdszaki szempontokat is érvényesiteni. Ezek a kovetkezok :

1 Tekintettel a vonat lassud6 menetére (megallasara), helyesebb a meg-
rakott kocsikat el6l besorozni, mert ezaltal mérsékelhetjiik az itkozéseket.

i. A szomszédos kocsik Utkdz8inek érintkezése lehet6ség szerint cen-
trikus legyen ; az (tkdz6tengelyek magassagkilonbsége ne legyen nagyobb
80 mm-nél. Teljesen megrakott kocsi utdn tehat — ha csak lehet — ne
kapcsoljunk (res kocsit.

3. A kapcsoloszerkezet hatasszenvedése kisebb lesz, hogy ha a slyos
kocsikat el6l kapcsoljuk be ; igy a vonatszakadas ellenében nagyobb biz-
tonsagot érhetiink el.

4. A vontatast gazdasagosabba teszsziik, hogy ha ugyanazt a szallitando
terhet kisebb hosszsagl vonatban helyezzik el. Rakott és Ures kocsik-
bol allé vonat esetén pedig kisebb a vontatasi ellendllds, ha a rakott
kocsikat el6l sorozzuk be.

E kilonbdzd szempontok 0Osszehasonlitasaval latjuk, hogy a kocsik
csoportositasara elmélettel talalt eredményiink fedi a gyakorlatban —
egészen mas szempontokbdl — tamasztott koveteléseket.

Az irodalomban e targyra vonatkozélag a kdvetkezé helyeken talalunk
adatokat:

a) A kereskedelemiigyi m. kir. miniszternek 1904. évi marczius h6 26-an
kelt 15,400. szamu rendeletében, a forgalmi szolgélatra vonatkozd szaba-
lyok alapelveiben a 11-ik czikk 48. és 59. szdmu bekezdéseiben tdbbek
kozott ezeket talaljuk :

48. «A vonatokat rendesen Ugy kell &sszeallitani, hogy a nehéz jar-
mivek a kénnyebbek el6tt legyenek besorozva;. . »

59. «Vegyes vonatoknal és személyszallitd tehervonatoknal a személy-
szallité teherkocsikat lehet6leg a vonat hatulso felébe kell besorozni .. »

b) Ketényi Odon m. & v. feligyel§ : A vaslti személy- és teherkocsik.
Kozlekedési szakkonyvtar |. sorozat 4. és 5. konyv, 145. és 146. oldalakon :

«Uzembiztonsagi szemponthdl elényds az, ha a vonat lehet6leg egy-
nem( és egyenl6 sulyl kocsikbél all. A mennyiben a vonatot egyenl6tlen
stlyl kocsikbdl kellene 6sszeallitani, Ugy szikséges, hogy a nehezebb
kocsikat a vonat elejére, a konnyebbeket pedig annak végére sorozzak.
. .. tehervonatoknal a vonat elejére a rakott, hatsé részére az Ures kocsik
keriljenek ...»

«Vegyes vonatokat ugy kell 6sszeallitani, hogy a teherkocsik a moz-
dony mogé, a személykocsik pedig a vonat hatulsé felébe keriiljenek.»
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c) Magyar vasuti szaknaptar, kdzlekedési almanach és sematizmus, szer,,
keszti Récsey Emil m. & v. fémérnok.

«Egyes fontosabb tudnivalok a forgalmi szolgalatbdl. A kocsik besorozésa.»

*A vonatokat 4ltaldban UGgy kell Osszeallitani, hogy a nehéz kocsik a
kénnyiik el6tt, tehat az Ures kocsik a rakottak utan legyenek besorozva,»

d) Kalender fur Eisenbahn-Techniker begriindet von Edm. Heusinger
von Waldegg 1907. Gehefteter Teil. 276. oldal. A vonatok Osszeallitasa.

«Tehervonatok esetén az egyes kocsik sorrendjét illet6leg nem kovet-,
hetlink egy altalanos érvény(i elvet. Az egyes csoportokba sorozando
kocsik szama és sorrendje ama kozbens6é allomasok szerint fog igazodni,
a melyekben egyes kocsikat, vagy egész vonatrészeket kell be- vagy ki-
kapcsolnunk.»

«Nehezen megrakott kocsikat és hideg lokomotivokat elél, ires kocsikat
pedig a vonat hatulsé részében kell elhelyezni.»

Megjegyzések Boedecker képletéhez.

«Die Wirkungen zwischen Rad und Schiene und ihre Einflisse aut
den Lauf und den Bewegungswiderstand der Fahrzeuge» czim{ m{vében
Boedecker tisztan elméleti alapon fejtegetvén, a fajlagos kanyarulati ellen,
allasra ezt a képletet allitja fel:

0-85938 a
H 14 °
W a fajlagos kanyarulati ellenallas kg.-ban,
R a sugar kilométerekben,
a a nyomkarima jatéka milliméterekben.

A 71. oldalon megjegyzi e képlethez Boedecker : «A kapcsoldszerkezet-
ben fellép6 fesziltség a képlet levezetésekor figyelmen kivil maradt, a
miért ez szigorian véve csakis a vonat végs6 szakaszara vonatkozik. Azonban
nem jarna nehézséggel *W» kifejezésében a kapcsolast is figyelembe venni*.

«A kapcsolas hatasa altalaban kedvezd lesz, a mennyiben a kanyarulati
ellenallast csokkenti s azt eredményezi, hogy W a vonat végérél a loko-
motiv felé és egyaltalan a fesziiltség ndvekedésével csokken. Ugyanannak
a vonatnak kanyarulati ellenéallasa tehat emelkedd palyan kisebb lesz,
mint vizszintesben, vagy esésben».

Boedecker erre a kdvetkeztetésre Ugy jut, hogy teljesen merev tengely(
jarmiveket tételez fel, a melyek (gy allanak be az ivbe, hogy a haladas
irdnyaban els6, kiils6 kerék a kiils6, a hatulso, bels6 kerék pedig a bels6é
sinszalhoz szorul. Hogy Boedecker eme feltevése mennyire felel meg a
val6sagnak, csak igen pontos kisérletekkel lehetne ellendrizni.

Olyan kisérleti anyagot, a mely Boedecker kdvetkeztetéseinek elhirala.
r.ara kozvetlenil alkalmas volna, nem talaltunk. Bizonyos azonban, hogy
Boedecker kovetkeztetése merében ellentétes az «Orléansi» képletben
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(308. oldal) kifejezett tapasztalattal és azzal a képletiinkkel (308. és 314.
oldalakon), a mely egy egyszeri physikai jelenségbdl kiindulva a tapasz-
talattal egybehangzéan azt fejezi ki, hogy a vonat hosszisagaval novek-
szik a fajlagos kanyarulati ellenallds. Emelked6 palyarészen pedig nagyobb
lesz a kanyarulati ellenalldas, mint vizszintesben, vagy esésben.

Ez ellenmondas némi megvildgitdsara bemutatjuk az alanti tablazatot,
a melyet Ing. Charles BAUM-nak az «Annales des ponts et chaussées»-ben
megjelent (L a 308. oldalon) értekezésébdl vettiink at.

A Seminering-palyan egyenl6 terhelésli hosszG és rovid vonatokkal
eszkdzolt kisérletek ives palyarészeken a kovetkez6ket eredményezték :

26 kocsibdl allé vonat 13 kocsibdl all6 vonat

R m. 198,77* terheléssel 198,77* terheléssel
W Kkg. VTkg.

189 3,568 3,03

265 2,57 2,32

284 2,57 2,22

Latjuk e tablazatbdl, hogy egyenlé nagysagu terhelés, de kétszeres
Vonathosszisdg mellett nagyobb a fajlagos kanyarulati ellenallds, a mi
kétségkiviil megerdsiti a 314. oldalon talalt «E0* képletiinket.

Boedecker kovetkeztetésébdl kiindulva azonban nem tudjuk megmagya-
razni, hogy miért volt «W» hosszabb vonat esetén nagyobb.

A nyomkarima jatékdnak befolyésardl.

BoEDECKERnek fenti képlete szerint a nyomkariméanak nagyobb jatéka
mellett (<) kisebb lesz a fajlagos kanyarulati ellenédllds. Boedecker elmé-
letének ezt az eredményét a kisérletek is beigazoltdk. igy példaul a bajor
palydkon folytatott kisérletek szerint a nyomkarima jatékanak befolyasa
még nagyobb volt, mint a hogyan azt a fenti képlet kifejezi. S6t egyik
kisérlet szerint norméalis nyombd@ségii palyan 25%-al volt kisebb a kanya-
rulati ellenallas, mint ugyanazon a palyan bévités nélkil.

Latjuk ebb6l, hogy tapasztalat és elmélet egyarant megerdsitették azt
a torekvést, hogy a nyomkarimanak lehet6leg b6 jatékot adjunk. Ha meg-
noveljik a nyomkarima jatékat, kisebb palyasugarat engedhetiink meg.

Oly esetekben, amikor a szabvanyosnadl sokkal kisebb sugarral kell
egy vaganykapcsolasi feladatot (pl. teherpéalyaudvar tervezésekor) meg-
oldanunk, olyképen segitiink, hogy kivételesen «felfutosines felépitményt»
alkalmazunk. A magyar kir. allamvasutak szabvanya szerint igy 40 m.
sugaru palyat is létesithetlink. A kilsé sinszalat potlé lemez szélessége
ez esetben 200 mm.

TVellisch Zsigniond.



ADALEK A FERMAT-FELE TETEL ELMELETEHEZ.

A kovetkezd sorokban oly tételt 6hajtok bemutatni, a mely
bar a nagy FERMAT-tétel bebizonyitdsdhoz csak adalékot szol-
galtat, mégis tartalmanél és bebizonyitasa teljesen elemi vol-
tanal fogva némi érdekre tarthat igényt.

A tétel a kovetkez6 :

Az
) xk+ yk—zk (fc=i,3,.. ) )
és

xl+ yl= zl a>k) 2)
diophantosi egyenleteknek semmilyen k6zds valédi megoldasuk
nincsen, ha k<I. Valddi megoldason az olyant értvén, a mely-
ben minden ismeretlen értéke a zérustol kulonbozé.

Mindenekel6étt a kovetkez6 segédtételt bizonyitom be:

Segédtétel. Ha az 1) egyenletnek az

axk+ byk= czk 3

egyenlettel van koz6s megoldasa, akkor csak a kdvetkez6 két
eset lehetséges: vagy c értéke a és b értékei kozé esik; vagy
pedig a—b=c

a) Ha a<b, akkor a koz6s megoldast x, y, 2-vel jel6lvén,
1) miatt

czk> a(xk+yk) = azk tehat a<c,
o czk< b (xk-\-yk = bzk, « c<b
és igy
a< c<b.
B) Ha a>b, akkor

czk> b (xk+yK) = bzk tehat b<c,
czk< a(xk+yK = azk « e<a
Meathermatikai és Physikai Lapok. XVIII. 25
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és igy
y) Ha a=b, akkor

b< c< a.

czk= a{xkIryK = azk tehat a—c
és igy
a—b=-c

E segédtétel bebizonyitdsa utan jegyezzilk még meg, hogy
az 1) egyenletnek nincsen oly valodi megolddsa, a melyben
X és y egyenl6 értékeket vesz fel, mert a mint kozvetetlendl
vilagos a

2ACe= zk (D
egyenletnek egész-szami megoldasa nincsen.

Ezek utan tételink néhany széval bebizonyithatd. A 2) egyen-
letrél tegylk fel, hogy van valédi kozés megoldasa I)-gyel és
legyen ez X, y, z. A 2) egyenletet igy irvan

X k¢ I~k-\-yky I~k = zkzl~k
ez az

axk+byk = czk
alakban irhat6, ha

a=xlk b= yl~k c= zl~k

teszszilk. De az el6bbi megjegyzésiink utén vilagos, hogy a
segédtétel y) esete ki van zarva, kellene tehat, hogy ugyan e
segédtétel értelmében a c=zI~k értéke az a=xI~k és a b=yl~k
értékek kozé essék. De mivel valédi megoldas esetében |z |> Ix \
és |z\> jy| ac értékének egyszersmind a és b értékénél na-
gyobbnak kellene lennie, a mi nyilvanvalé ellentmondéas. De
ezzel tételink teljesen be van bizonyitva.

Németh Janos.



ALGEBRAI GORBEK ARITHMETIKAI

TULAIJDONSAGAIROL.

(Els6 kozlemény.)

I. Bevezetés.

A mathematikanak ez a fejezete igazaban FERMAT-val veszi
kezdetét, kinek ilyen irdnyu vizsgalatait, Diophantos arithmeti-
kajanak BACHET-féle kiadasaban tett széljegyzeteken kiviil,1nagy-
részt «Doctrinse analyticae inventum novum» czim alatt J de
Billy jezsuita foglalta 0ssze.2

Fermat A&ltaldnosan alkalmazhat6 modszereket adott tébb
egyszerlbb feladaton kivil az

fy*= a+ bx+ ar2+ dx3
\%i —a+ bx+ ex2+ dxs+ ex* D

y3= a - bx + ex2 + dhzs 2

rationdlis coefficiens hatarozatlan egyenleteknek rationalis
szamokkal valé megoldasara, vagyis masképen Kifejezve az (1)
és (2) alatti rationdlis coefficiens(i algebrai gorbék rationdlis
(rationalis coordinatakkal biré) pontjainak felkeresésére, kiin-

1 E széljegyzetekben van tébbek k&zott a nagy FERMAT-féle tétel is
kimondva, mely szerint az xn -f yn= zn egyenletet nem lehet rationalis
szamokkal megoldani, mihelyt n > 2.

2 A széljegyzetek és az Inventum novum el6sz6r Fermat haldla utan
5 évvel, 1670-ben jelentek meg Diophantos arithmetikdjanak S. Fermat
(P. Fermat fia) altal rendezett kiaddsdban. Fermat munkait Ujabban
P. Tannery adta ki (Oeuvres de Fermat), melynek Ill. kotetében (1896) a

széljegyzetek p. 241—274., az Inventum novum p. 325—398. franczia nyel-
ven talalhato.

25*
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dilva egy rationalis pont ismeretéb6l vagy azzal sequivalen&
feltevésbdl.

Fermat eljarasat, melyet az (1) alatti gorbék rationalis pont-
jainak felkeresésére alkalmaz, Euler ontdtte mathematikai for-
muldkba a szentpétervari akadémia &ltal haladla utén csak
47 évvel 1830-ban kiadott 1., 6. és 7. értekezésében.1

E Fermat és Euler altal targyalt problémat Jacobi2 hozta
kapcsolatba az integralszamitassal, mid6én arra utalt, hogy a
szerinte EuLERnek tulajdonitott algorithmus, melyet Euler az
(1) gorbék egy rationalis pontjabol Ujaknak felkeresésére alkal-
maz, megegyezik az (l)-hez tartozo els6faja elliptikus integra-
lok szorzdsanak algebrai algorithmusaval. S6t Jacobi egy |épés-
sel elérehalad, midén a sz6ban forgd probléméanak altalanosi-
tasat rationélis coefficiens(

i/2= R{9%9 = ao®ap+2 + « i «@2p+l -l---- + acty+t

alaka hyperelliptikus gorbékre nézve kimondja, rationdlis coeffi-
ciens(i tetsz8leges algebrai gorbékre pedig jelzi.

Hyperelliptikus gorbékre Jacobi a tételét kdvetkez6képpen
mondja Ki:

Ha R(x) valamely (%>-|-)-ed, vagy (2p + 2)-ed fok( ratio-
nalis coefficiensekkel bird egész figgvény és ha £ oly ratio-
nalis érték, a mely mellett yfR (£) is rationalis, akkor végte-
len sok p-ed fokU rationdlis coefficiensekkel bird egyenlet
van, mely oly tulajdonsagl, hogy egy tetszéleges xk(k= 1,
2 gyokeével 'f/R(iGY rationalisan kifejezhetd rationalis
coefficiensekkel.3

1 Mémoires de I’Académie impériale de St. Pétersbourg, XL k V. 6.
Euter, Anleitung zur Algebra, Il. k. (St. Petersburg 1771.) p. 239—274

2 De usu theorias integralium ellipticorum et integralium ABELianorum
in analysi Diophantea, Crelle Journal 13. k (1834) p. 353—3BB Jacobis
Werke 1I. k. p. 53—55.

3 Hogy ap = 2 esetben egy rationalis pontb6l altalanossagban nem
lehet rationalis pontot leszarmaztatni, hanem lehet a JACOBi-féle tétel
értelmében egy rationalis coefficiensii masodfok( egyenletet, azt Euler is
észrevette, Anleitung zur Algebra (1771). Il. k. p. 263.
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A XIX. szdzad folyaman rationdlis coefficiensd harmad- és
negyedrendd els6faju gorbékkel arithmetikai szempontb6l téb-
ben foglalkoztak. 12

1901-ben jelent meg Poincaré terjedelmes kozleménye az
algebrai gorbék arithmetikai tulajdonsagairol,” melyben el6deire
valé hivatkozas nélkll részletesen foglalkozik a rationalis coef-
ficiens( unicursalis és bicursalis gorbékkel s az utébbiak ko-
zll kuléndsen a harmadrend(i gorbékkel, ellenben Ugyszolvan
csak az eredmények 0Osszefoglalasara szoritkozik a magasabb
faja gorbéknél. A JACOBI-féle tétellel szemben a |)-ed faju gor-
béknél nem egy rationalis pontbdl, hanem oly p pontbél indul
ki, melyek ugyan nem rationdlisak, de rationalis pontcsopor-
tot alkotnak, vagyis coordinatadiknak minden elemi symmetrikus
flggvényei rationdlisak, és szerkeszt mas p elemd rationalis
pontcsoportokat.

Poincaré dolgozatdban lényeges szerep jut a gorbék rationa-
lis koefficiens(i birationalis transformatidjanak, mint a mely a
gorbék arithmetikai tulajdonsagait nem valtoztatja meg, a meny-

1 Lasd P. Bachmann, Encyklopéadie der math. Wissensch., Art. I. C. 1,
p. 571—573. v. Q annak franczia forditasat is, Encyclopédie des Sc.
Mathém. Tome I, vol. 3., p. 27. s kdv. Az ott emlitetteken kivill meg kell
még emlitenlink Steiner-i, CLEBSCH-et és Valyi Gyulai, kik, ugyan nem
arithmetikai szempontbdl, olyan szerkesztést alkalmaztak (SxEINER-féle poly-
gonok szerkesztése) a harmadrend(i els6faja gorbére, mely altal egy ratio-
nalis pontbdl Uj rationalis pontokat tudunk felkeresni. Ha u. i. egy ratio-
nalis coefficiensli harmadrend( gorbén A rationalis pont, akkor A érin-
t6je szintén rationalis A, pontot metsz ki a gorbébdl, Ax érintdje szintén
és igy tovabb. Vagy ha A, B és C rationalis pontok, akkor az AC rationa-
lis C] pontot, a i?Ct rationalis Ca pontot és igy tovabb metsz ki. Steiner,
Crelle Journal 32. k. p. 182 ; Ciebsch ugyanott 63. k.; Clebsch-Lindemann,
Vorlesungen (ber Geometrie, 1 k. p. 615.; Valyi Gyula, Matbematikai és
Természettudomanyi Ertesitd, IX. k. p. 1825, X. k. p. 2—13, X k. p. 249,
mely utébbi dolgozatdban olyan szerkesztést ad, melyet rationalis coeffi-
ciensi negyedrendii els6faju térbeli gorbékre alkalmazva egy rationalis
pontbdl Gjakat tudunk féltalalni.

2 Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques, Journal de
mathématiques (Liouville) (5) t. 7. (1901), p. 161—233.
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nyiben minden rationdlis pontnak rationalis pont, minden
g elemi{ rationdlis pontcsoportnak g elemi rationalis pont-
csoport felel meg. Mint ilyen transformatiora nézve invarians
szamot definidlja Poincaré a harmadrend(d goérbe rangszamat,
vagyis azon rationalis pontok szamat, melyek egymasbél nem
szarmaztathatok le, de bel6lik minden rationalis pont leszar-
maztathatd a gorbén.

Ujabban Schlesinger Lajos mutatott red ezekre a vizsgala-
tokra a Deutsche Mathematiker-Vereinigung 1907. évben tar-
tott EULER-Ulésén felolvasott kdzleményében,1 melyben kimutatja,
hogy a JAcoBitdl EuLERnek tulajdonitott algorithmus mar Fermat-
nal feltalalhato; kimutatja tovabba, a mire Jacobi csak hivat-
kozott, hogy t. i. a FERMAT-EULER-féle algorithmus, mely A&ltal
az (1) gorbék egy rationalis pontjabdl masoknak ismeretéhez
eljutunk, egyezik az (I)-hez tartozo elliptikus integralok szorzaséa-
nak algebrai algorithmuséaval; felhivja a figyelmet Jacobi bizo-
nyitas nélkdl maradt tételére s végil felallitja az 6sszefliggést
Fermat, Euler, Jacobi és Poincaré dolgozatai kozt.

Korulbeltl egy id6ben Schlesinger dolgozataval jelent meg
Beppo Levi egy kozleménye, mely azutdn még harom kozle-
ményben folytatddott,2 a rationdalis coefficiensd harmadrendd
gorbékrél. Az els6 kozleményben rationdlis coefficiens( biratio-
nalis transformatidval egymasba atvihet6 harmadrend(i gorbék-
kel, azok invariansaival s a rajtuk lev6 rationalis pontok elosz-
lasaval foglalkozik, mig a tdébbi harom koézleményben oly spe-
czidlis harmadrend(i gorbéket allit el§, melyeken egy bizonyos
rationdlis pontbdl csak véges szamu rationalis pont szarmaz-
tathato le.

Schlesinger dolgozatdnak nyoman a Jahresbericht ezidei
els6 szaméban (XVIII. kotet 1909) harom idevdgd dolgozat

1 Uber ein Problem der DiopHANTischen Analysis bei Fermat, Euler,
Jacobi und Poincaré¢, Jahresbericht 17. k. p. 57—67.

2 Saggio per ima teoria aritmetica delle forme cubiche ternarie, Nota
|—IV, Accademia reale delle scienze di Torino, 1906—1908.
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latott napvilagot, melyek kozil a J. Ptaszyckio 1 és az enyém 2
a JACoBItol kimondott tételt bizonyitja be és pedig az els6é dol-
gozat hyperelliptikus gorbékre, a masodik altalanos algebrai
gorbékre is. A harmadik dolgozat,3 melynek szerzfje P. v.
Schaewen, a czimben kifejezett FERMAT-féle problémaval foglal-
kozik és azt visszavezeti az (1) alatti alakra.

Schlesinger professzor Ur szives 6sztdonzésének, melyért ha-
las koszonetemet kifejezni e helyen sem mulaszthatom el,
kdszdni létrejottét a jelen dolgozat is, mely Poincaré nyoman
részletesebben szél a magasabb faju gorbékrél, kiléndsebben
pedig a masodfaju gorbékrél és ezek kozil is a negyedrend(
egy kettésponttal bird goérbékrol.

Az eddig emlitett dolgozatok nem altaldnos rationalis koef-
ficiensd gorbékbdl indulnak ki, hanem olyanokbol,'melyeken
van egy rationalis pont, vagy egy p elem(i rationalis pont-
csoport (p a gOrbe fajszama). Hogy a coefficiensek mely érték-
rendszere mellett van a gorbén rationalis pont, 2, 3 ...
elemd rationalis pontcsoport, ez a kérdés igen nehéz és bizo-
nyos nagyon is specialis gérbéken 4 kivil csak a kupszeletekre
van eldontve.5

Il. Magasabb faju gdérbékrél.
1

Rationdlis coefficiensekkel bird els6faju gorbéken egy isme-
retes ($, 7) rationdlis (rationdlis coordinatdkkal bird) pontbdl,
miként Poincaré Kimutatta, altalanossagban végtelen sok ratio-
nalis pontot lehet felkeresni. Magasabb faji gorbéknél azonban
egy ismeretes ($, rj) rationdlis pontbdl A&ltalanossagban nem
lehet rationalis pontokat leszarmaztatni, de lehet egy rationalis

1 Sur un théoréme d’analyse indéterminée, énoncé par Jacobi.

2 Uber ein Theorem von Jacobi und seine Verallgemeinerung.

3 Ax3+ Bxiy + Cxy* + Dy3—z3 in rationalen Zahlen zu l6sen.

4 Bachmann, Encyklopadie der math. Wissensch. I. C. 1 p. 572—573.
5 Bachmann, id. h. I. C. 2. p. 613—622, 633—635.
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pontcsoportbdl, vagyis oly pontcsoportbdl, melynek pontjai
ugyan nem rationalisak, de coordinataiknak minden elemi
symmetrikus fliggvénye rationalis, végtelen sok mas rationalis
pontcsoportot leszarmaztatni.

Mint A&ltaldnositasat az els6faju rationalis coefficiensekkel
biré algebrai gorbékre sz6l6 tételnek Poincaré dolgozatdban a
kovetkezd tételt mutatta Ki:

Ha

f(x,y) =0 ©)

egy n-ed rend(i, p-ed faju rationalis coefflciensl algebrai gorbe
egyenleter és ha ismeretes ezen egy p elem( rationalis pont-
csoport, vagyis oly p pont, melyek (xk, t& (k= 1, %... ,p)
coordinatainak minden elemi symmetrikus fliggvénye rationalis
szam, akkor bel6le altaldnossagban végtelen sok p elem( ratio-
nalis pontcsoportot tudunk leszarmaztatni.

Az adott p elemi{ rationalis pontcsoportbél G p elem(
rationalis pontcsoportokat rationalis coefflciensi adjungalt gor-
bék altal tudunk az (3) gorbébdl kimetszeni.

Az algebrai gorbék elméletének ismeretes tételei szerint:
a (3) gorbének’) g > (n— 3)-ad rendld adjungalt gorbéivel vald
(@ d szam( kett6sponton kivili) ng — 2d metszéspontja kozll
altalanossadgban csak nq —2d —p vélaszthaté tetsz6legesen s
a tobbi p metszéspont ezek altal meg van hatdrozva, Ugy
hogy az (3) gorbén levé gZa~tc~P pontsereget egy k=nqg—'id—p
nem homogén linedris paramétert tartalmazo

PhY)= 0 Y) + INixX, y)+ LA{X, Y) A (A-REY) S0 ()

1 Kényelem szempontjabdl azt az esetet fogjuk szem el6tt tartani, hogy
az (3) gorbe csak kdzdnséges singularitdsokkal, tehat egyszerl kettGspon-
tokkal és cstcspontokkal bir, de vizsgalataink arra az esetre is alkalmaz-
haték, mikor az (3) gorbe singularitdsai nem ily egyszer(iek.

2 Lasd Berzolari, Theorie der hdheren ebenen algebraischen Kurven,
Encyklopadie, 1ll. C. 4., p. 414. ; Stan1, ABELsehe Funktionen, p. 71—75.



ALGEBRAI GORBEK ARITHMETIKAI TULAJDONSAGAIROL. 337

g-ad rendd adjungalt gorbesorral ki tudjuk metszeni az (3) gorbé-
bél, a hol (po(x, y), f{X, y).. .k{X, y) egymastol linearisan
flggetlen g-ad rendd adjungalt gérbék, melyeknek coefficiensei
az (3) gorbe coefficienseib6l rationalisan vannak 0Osszetéve;
jelen esetben tehat, a mikor az (3) gorbe coefficiensei rationa-
lisak, a (fo, <p\,...,<pk gorbék koefficiensei is rationalisak.

Ha tehat a (4) gorbét a (3) gérbének egy k —ng —M —p elemd
rationalis pontcsoportjan keresztilvezetjuk, akkor A&, ..., A
rationalis értékeket nyernek s igy, minthogy a (3) és (4) rationa-
lis coefficiensekkel bird gorbék a kettspontok rationalis pont-
csoportjan és a k elemd rationalis pontcsoporton kivil sziikség-
képen ismét rationdlis pontcsoportban metszik egymast, a tébbi
p metszéspont rationalis pontcsoportot alkot.

El6fordulhat az az eset is, hogy a kK —nq —Ild—p elemd
rationalis pontcsoporton nemcsak egy, hanem végtelen sok
(4) alakd g-ad rendd adjungalt gorbe megy keresztil, vagyis a
A, Aa,. .., Acparaméterek kozal 1,2..., tetsz6leges marad ; ekkor
a (4) alakd s a k elem( ponlcsoporton atmend gorbét a siknak
1, 2 ..., tetsz8leges rationalis pontjan keresztilvezethetjik,
hogy a p elem( pontcsoport hatarozott legyen.

Olyan k= nq'—2d —p elem( rationalis pontcsoportot, a
a milyenre p elem( rationalis pontcsoportok szerkesztésénél
szikséglink van, mindig tudunk megalkotni, ha a (3) gorbének
egy p elemd rationalis pontcsoportjat ismerjik. Ezen p elemd
rationalis pontcsoportbdl és egy tetszéleges q > (n—3)-ad rendi
rationdlis koefficiensli adjungalt goérbének a (3) goérbével vald
nq—2d elem( G rationalis pontcsoportjabol allitunk 6ssze egy
nq'—2d—p elem( rationdlis pontcsoportot azaltal, hogy amazt
(e — I)-szer, emezt (A-j- I)-szer szamitjuk, a hol e—1 és A-fl
positiv egész szamok (az egyik zéro is lehet), melyek eleget
tesznek az

ng'—2d —p — (e —1p+ A+ 1) {nqg—2d), ©®)

egyenletnek, melynek az
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n{q —q) —A{nqg—2d) = ep ()

alakot is adhatjuk.
Legyen
p=[n2d], ~=[n2d p]

a hol a zarogjel a kozotte levd szamok legnagyobb kozds oszto-
jat jelenti, akkor a (s) egyenlet csak akkor elégithet6 ki posi-
tiv ' —q és A2; — 1 egészszamu értékekkel, ha 0 egészszamu
értékkel bir. Ez pedig oly legkisebb e érték mPeIIett fog be-
kovetkezni, a mely

—— b__ [woad]
° p [n,2d,jo]’

llyen e érték mellett a (s) egyenletnek végtelen sok positiv q'—q
és ASi—1 egészszamU megoldasa van. Az (5) egyenlet miatt
tehat azon Q' rendd adjungalt gorbe, mely az adott p elemd
rationalis pontcsoporton (e — I)-szer, a G rationalis pont-
csoporton pedig (A+ I)-szer megy keresztiil, ezeken kivil a
(3) gorbébdl egy p elemd rationalis pontcsoportot metsz Kki.

Uj p elem( rationalis pontcsoportokat kapunk, ha vagy a
(6) egyenlet mas ' —q, A megoldasabol indulunk ki, vagy pe-
dig a mar megkapott p elemd rationdlis pontcsoportokra ismé-
teljiuk az el6z8 szerkesztést.

Mas modszert is ad Poincaré p elemd rationdalis pontcsopor-
tok szerkesztésére, mely azonban csak akkor alkalmazhatd, ha
mar két vagy tébb p elem( rationalis pontcsoport ismeretes
a (3) gorbén. Ha wu. i. két p elemd rationdlis pontcsoporton
(ha csak kett6 ismeretes, akkor az egyiken kétszeresen) egy
g= §)?"i|i_ -— ed rend(i rationalis coefficiens(i adjungéalt gorbét
vezetiink keresztul, akkor e gdrbe a (3)-at egy nq—2d—2p
elemd rationalis pontcsoportban metszi. Egy ezen a pontcso-
porton valamint egy harmadik p elemd rationalis pontcsopor-
ton keresztiilvezetett ugyanolyan g-ad rend(i adjungalt gérbe
egy Uj p elemd rationdlis pontcsoportot metsz ki a (3)-bol.
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Ezen eljarast alkalmazva az el6z§ mddszer altal megkapott
két vagy tobb p elem{ rationalis pontcsoportokra, s a bel6lik
kapott 0j p elem{ rationalis pontcsoportokra, ezen moddszer is
altalanossagban végtelen sok p elem( rationalis pontcsoport
ismeretéhez juttat el a (3) gorbén.

Azon speczialis esetben, a mikor lehet oly q egészszamot

A -
ta|afm, a me'y q-= §B—£-?-q, akkor Poincare masodik szerkesz-

tése egy p elem( rationdlis pontcsoportra is alkalmazhato,
mivel ekkor a szerkesztésnél segitséglil hasznalt ng —2d—
elemd rationalis pontcsoport maga is p elem( s igy szintén
felhasznalhato Gj p elem( rationalis pontcsoportok szerkesz-
tésére. Az ily moédon kapott p elem( rationdlis pontcsoportok
altalanossagban kilonbodznek az el6bbi két szerkesztés Aaltal
nyert pontcsoportoktél. Ezen szerkesztés azonban csak akkor
alkalmazhat6, ha

q_3n .}.2d= _))+ 2§+ 2d= n_§+’_p__-_*-___2
n n n

vagyis, ha p + 2 w-nel oszthatd, a mi pl. teljesil, ha
p=2 n=4; p= 3 n—5 stb.
Ha ezen feltétel nem is teljesul, de teljesil az
ng—z2d= (h+ 2)p

egyenléség, a hol g és h positiv egészszamok, akkor a g-ad
rend( adjungalt gorbét (h-j- I)-szeresen Kkeresztilvezetve az
adott p elem( rationalis pontcsoporton, vagy pedig h+ 1
p elemd rationdlis pontcsoporton keresztiilvezetve, az még egy
p elemd rationalis pontcsoportban metszi a (3) gorbét.

De hogy az emlitett egyenl6ség teljesiilhessen, annak fel-
tétele, hogy hp -f- 2 oszthat6 legyen n nel. Ez pedig akkor tel-
jesul, ha a

kn —hp = 2

egyenletnek van megoldasa, a mi nem mindig kovetkezik be.
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2.

A (3) go6rbén levé p-elemii pontcsoportokat a IACOBiI-féle
inversio probléma szerint a (3) algebrai egyenlethez tartozé
els6faju ABEL-féle integralok oOsszegeivel jellemezhetjuk.

Legyen ugyanis ult ut,...,up a (3)-hoz tartozé egymastol
linedrisan flggetlen p els6fajd normalintegral, akkor, ha (O, &)
(i—1 2,... ,p) p fixpontja a (3) gorbének, az

(~i, Vi) ("2, 2/a) i"piVp)
0-k— J dujc+ J elikH .. J duk )
(g1, M) (a2, &) (Gp, )
(fe,2,....0
integraldsszegek megadasaval a (3) gorbe (i, ® (i=1, 2,...,p)
p-elem{d pontcsoportja teljesen meg van hatarozva,l foltéve,
hogy az integrati6 Gtja az (ai( bi) €és (Xi, {i:|, 2,....)

pontok kozoétt a p integralésszeg mindenikében ugyanaz a
(3)-hoz tartozé RIEMANN-féle fellleten.

Egyszeriiség szempontjabdl tegyiik fel, hogy (7) alatt szerepld
integralok alsé hatarai mind ugyanazok, vagyis a%=a, bi=b

(i=1, 2,... ,p).

A (7) alatti integraldsszegeket, melyek altal az (G, tg)
(i=1, 2, ..., p) j3-eleml pontcsoport meg van hatdrozva, ezen
pontcsoport argumentumainak, s a pontcsoportot (a,, a , , ,ap)

pontcsoportnak, vagy roviden a pontcsoportnak nevezzik.
Ugyancsak argumentumoknak nevezzik a (7) alatti al, a%...,avVv
integraldsszegeket akkor is, ha azok nem p szamua (xi, y9
pontra vonatkoznak, hanem tdbbre vagy kevesebbre, a mikor
tehat az argumentumok altal a pontcsoport nincs meghatarozva.2

1 Kivéve azon esetet, a mikor az (xit y() (i=I, 2,..., p) p elemi
pontcsoport egy (w—3)-adrend(i adjungalt goérbén van, a mikor az
ofp dsszegek nem egy, hanem végtelen sok p elem( pontcsoportot
hataroznak meg.
2 Poincaré az elséfaju integralokat Ggy valasztja meg, hogy a (3) gor-
bének minden adjungalt gorbével valé (a kett6spontokon kivili) metszés-
pontjaira nézve az argumentumok 0Osszege

u - Yep=o
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Az ABEL-féle theoréma szerint a (3) gorbének egy g-adrend(
gorbével valé nq metszéspontjara vonatkozd

3 9+ ++5Clp

argumentumok figgetlenek a g-adrendd gorbe koefficienseitdl,

s az argumentumokban szereplé integralok alsé hatarain s a

(3) gorbe koefficiensein kivil csakis a g rendszamtol figgenek.
Ha tehat egy tetsz6leges egyenessel valé (nt, 7 {i—1,

n metszéspontra vonatkozélag

al=x1, a2—x.,,...,ap=xp,

akkor egy g-adrend( gorbével valé gn metszéspontra vonat-
kozélag
Gj  gx(x2—qxy, «*», dp—agxp.

Jelélje a kettdspontokhoz (kétszeresen szamitva) tartozo

argumentumokat
it &y« b

akkor a (3) gorbének egy tetsz6leges g-adrend(i adjungalt gor-
bével a kett6spontokon Kkivilli ng—M metszéspontjara vonat-
kozélag
Xy » an2 Maa —N2) ee e (Xp— qXp Op .
Ezek el6rebocsatadsa utan egy p elemd rationdlis

X — (8, Cg, . *=<xp)

pontcsoport argumentumai altal el6allithatjuk a bel6le leszar-
maztathatd p-elem(i rationalis poncsoportokat, illetve azoknak
argumentumait.

Az el6z6 pontban alkalmazott g*-rendl adjungalt gorbe,
mely az a pontcsoporton (e—I)-szer a

G = gx—0 = (gxt—d1, gxs—<2,.. ., qxp—0p)

legyen. Ez nala azért kényelmes, mert 6 egy p elem( rationalis a pont-
csoportbdl leszarmaztathatd p elem( rationalis pontcsoportoknak csak az
«j+Bj-1-—---\-«p argumentum &sszegeit allitja el6, a mi altal a pontcsoport
még nincs jellemezve.
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(ngq—2d)-elem(i rationdlis pontcsoporton keresztiil pedig (A+1)-
szer megy, a (3) gorbébdl az (5) alatti egyenlet miatt, a

q'x—[(e—l)a -f- (A+])(ijf*—d)+d] = a—ea—[(A+ \)g—q'] x—?2S

p elemd rationalis pontcsoportot metszi ki, vagyis azon pont-
csoportot, melynek argumentumai
at—fo—[(A+1)g — Q'] Xj— Adj.
(i—1,2, ...,p)

A és {g'—0q) eleget tesznek a (¢) alatti egyenletnek, melybél

., 2Ad—ep
(A+1)?-g AR
vagyis _
Qd —np. —g)).

Ha ezen egyenletnek legkisebb, feladatunknak megfelel6 A p
egész szamu megoldasa (A2i —1) A és p0, akkor az &sszes
czéljainknak megfelel6 megoldasok

A—AH-K, p—noH--—Kk,
P P

a hol p=[n, 2d] és k nem negativ egész szam. Ennek alapjan
az a p-elem( rationalis pontcsoportbdl a g'-rendd adjungalt
gorbe rendszdmanak megfelel§ valtoztatdsaval a kovetkezd p
elem(i rationalis pontcsoportokat kapjuk:

-ea—px- AB-k(- 2d

(ft=0, 1,2, S,...)
Rovidség kedvéért tegyiik
ea-\ji~\-Ad= a
és
n

a,
P
akkor az el6bb kapott p-elem(i rationalis pontcsoportok

a—a—Kka.
(fc, +1, +2,...)
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Alkalmazzuk most Poincaré masodik szerkesztését adott
a, B> T p-elem( rationdlis pontcsoportokra. A [ és y pont-
csoportokon keresztul fektetett qgg 3f|+~2£ edrendd rationalis
koefficiensi gorbe a (3)-bdl egy

~(Bk~\-")'k)~rqgxie—dk
ik=1,2....p)

argumentumul rationdlis pontcsoportot metsz ki, mely rationalis
pontcsoporton és az a pontcsoporton keresztiilmend g-adrendd
adjungalt gorbe a (B)-bdl a

R+r-a

p-elem( rationdlis pontcsoportot metszi Kki.
Ezen masodik szerkesztést alkalmazva az

«—a—kjit, a—a—k"a, a-\-a—k&
(fc fc., fis > o)

p-elem{ rationdalis pontcsoportokra, kapjuk az
a— —k"—k3Ja

p-elem( rationdalis pontcsoportot, a hol most k1—k3—k3 min-
den egészszamu érték lehet a zéro6t is beleszamitva.
Ha tehat a p-elemd{ rationalis pontcsoport, akkor

a—U0-\-ker (8)
(fo, i, 1,...)

is p-elemd rationdlis pontcsoport.

Az igy kapott p-elem(i rationdlis pontcsoportokon kivil még
maskép is tudunk g»-elem(i rationdlis pontcsoportokat kapni a
(3) gorbén, ha Poincaré masodik szerkesztésmodjat alkalmaz-
zuk a kovetkez6 egyenletsorozat altal meghatarozott modon:
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2(a—a)—a = a—2a,
2(a—28)—(a—8) = a—3a= (a—28)+ (a—5)—a,
2(a—3a)—(a—2a) = a—4« = 2(a—2«)—a,

2 (a—ka)—(a—(k—1)4) = a—(A+1) &4 sth.
2a—(a—3a) —a+ 4,

2 (atéd)—a = a-f-24,

2(a+2da)—(a+ &) = a+ 3a= (a+2a)+(a-fa) —a,

2 (a-j-fia)— —Ffo—1)aj= «F(E—1)4 stb.

Ezen két egyenletsorozat bizonyos algorithmust allapit meg-
a j>elem( rationalis pontcsoportok meghatarozasaban, a mely
szerint eljarva az a és a—a p-elem( rationalis pontcsoportbdl az

a+ ma
(Mo, +1, +2,...)
yi-elem{ rationdlis pontcsoportokat kapjuk. A (s) tekintetbe-
vételével tehat az a pontcsoportbol leszarmaztathato kétszeresen
végtelen sok p-elem( rationalis pontcsoport:
a-\-ma-\~kcr. 9)
(tn foo, £1, £2,. ..)

Hogy pedig &ltalanossdgban ezekt6l a yi-elemi{ rationalis
csoportoktdl kulonbdzd p-elemd rationdlis pontcsoportot Poin-
caré két szerkesztésével nem tudunk levezetni, azt a kovet-
kez6kép mutatjuk ki.

Nem tudunk Uj p-elem{ pontcsoportokat kapni az elsé szer-
kesztéssel, mivel az a-\-ma-\-ka rationdalis pontcsoportbél az
elsé szerkesztéssel nyert

1 A félreértés kikeriilése végett sziikségesnek tartom kijelenteni, hogy
itt a4-ma-\-ka nem az argumentumok 6sszege, mint PoiNCARENél, hanem
csak symbolum, mely azon rationélis pontcsoportot jelenti, melynek argu-
mentumai :
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—e (@-\-ma-\-ka)—MX—Xo—kta —
= a—(ea+/joz+"oN)—(Em—m)a—(sk—k-\-kBa —
= a—(eTO—TO+1) a&—(ek—k+kt)a

p-elemd rationalis pontcsoport kbzte van a (9) alattiaknak.
De nem nyerhetlink Poincaré masodik eljarasaval sem,
mivel az
@-pifiri  kyd)-f(ijp-iilpj. ; )—(@-pfidgpet-pks(r) —
-1 a+ («i,+m 3—ntg) ft-f (({ -p/i*—/g) s

p-elemd rationalis pontcsoport a (9) alattiak kozé tartozik.

Az a y>elem({ rationdlis pontcsoportb6l Poincaré kétféle
szerkesztésével leszarmaztathatd 6sszes y»-elemd rationalis pont-
csoportokat tehat (9) allitja el6. Azon esetben, a mely azon-
ban nem A&ltalanos eset, mikor az el6bbi pont végén emlitett
feltételek teljeslilnek, még mas jo-elem( rationdlis pontcsopor-
tokat is kaphatunk. A mi a (9)-b6l mint Iényeges kiilénbség
a p=1 esettel szemben azonnal szembet(in6, az az, hogy mig
az els6faju rationalis koefficiens(i gorbék egy rationalis pont-
jabol altalanossagban csak egyszei’esen végtelen sok rationalis
pont szarmaztathato le, addig a magasabbfajda (p”~2) ratio-
nalis koefficiens(i algebrai gorbéken egy p-elemd rationdlis
pontcsoportbdl altaldnossdgban legaldbb is kétszeresen vég-
telen sok yj-elem( rationalis pontcsoport szarmaztathaté le.

Ha az a y>-elem( rationalis pontcsoporton kivil ismeretes
még egy oly B p-elem( pontcsoport, mely az ot-b6l nem szar-
maztathatd le, akkor bel6le Poincaré szerkesztéseivel a

R -p VYIR-p li(7
(Mk=0,£1, 2, ...)
rationalis pontcsoportok szarmaztathatok le (R=eB+ii0x+X0d),
s ha az emlitett feltételek nem teljesilnek, ezek az egyediliek.
Az igy kapott és a (9) alatti yi-eleml pontcsoportokon Kkivil
a kétféle pontcsoportok combinalasaval is kapunk 0j p-elemi
rationalis pontcsoportokat Poincaré masodik szerkesztésével,
igy kapjuk az
Mathematikai és Physikai Lapok. XVIII. 26
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QIO+ KT RC VL) kpj—(BF VIR —
- 2— -j-ni2) a—m" R B-ik B-k*—"s)tr  stb.,

altalanosan az
nla+niBJrm laJrm~RIrkcT

j>elem( rationdlis pontcsoportokat: a hol nt, n2, m1, m2, k
tetsz6leges egész szdmok a zérdt is belevéve, melyekre csupan
az a kikdtés, hogy

«1+r2 = 1

Még Aaltalanosabban, ha a, B, y, ... egymastdél flggetlen
p-elem( rationalis pontcsoportok, melyek kozll egyik sem szar-
maztathatd le a tdbbiekb6l, akkor beldluk a

WOLANER-A-NB/-\- coo FNPOAWTRA-WIEF oo \keT  (10)

y>elem( rationdlis pontcsoportok szarmaztathatok le az altala-
nosan alkalmazhat6 modszerekkel. A (10) alatt nl, n2, n3, ..

ml1 m2 mB, ...,k tetszéleges egész szadmok a zérét is bele-
véve, s csupan az n-ek vannak Kkitéve annak a megszoritas-

nak, hogy
niJrnA-\-n3%— = 1.

Ha az el6z6 pont végén emlitett nem &ltalanos modszer
is alkalmazhat6, akkor a (i0)-ben foglalt _p-elem( rationalis
pontcsoportokhoz jarulnak azon pontcsoportok, melyeket az
ott mondott szerkesztéssel talalunk meg.

Ha az a, B, y,... _p-elem( rationalis pontcsoportokbél a
(3) gorbén levs osszes p-elemi rationalis pontcsoport leszar-
maztathaté, akkor az a, B, y, ... rp szamu pontcsoportot
primitiv p-elem( rationalis pontcsoportoknak nevezzilk, s rp
szdmukat a (3) gorbén levé p-elem( rationalis pontcsoportok
rangszamunak mondjuk.

1 Ha az emlitett feltételek nem teljesiilnek, akkor ezek ki is meritik
az a és B p elemi rationalis pontcsoportokbdl szerkeszthet§ p elemi ra-
tionalis pontcsoportokat.
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3.

Rationdlis koefficienst T birationalis transformatiéra nézve
egy C rationdlis koefficiens(i algebrai gorbe arithmetikai tulaj-
donsagai invariansok.

Minden s-elem(i S rationdlis pontcsoportnak a C gorbén a
T transformatié miatt egy és csakis egy: szintén s-elem( S'
rationalis pontcsoport felel meg a transformalt C rationalis
koefficiensd algebrai gorbén és viszont. Tovabba, ha <S irre-
ducibilis, vagyis nem esik szét kevesebb pontbol allé ratio-
nélis pontcsoportokra, akkor az S' is az, mert ha S' redu-
cibilis volna, s szétesnék Si, S”,..., S" sl, s2,..., Scelem(,
rationalis pontcsoportokra, a hol

si+ &+ S3H---—-Nfc = S
akkor a T transformatié inverse miatt az S rationdlis pont-
csoportnak is szét kellene esnie «,, ss,..., s&elem@ SIf Sk
pontcsoportokra, a mi pedig feltevésiinkkel ellenkezik. Viszont
minden reducibilis S pontcsoportnak ugyancsak reducibilis S
pontcsoport felel meg, a mely ugyanannyi szamud és rendre
ugyanannyi elem( rationalis pontcsoportra esik szét, mint az S.

Ezek alapjan altaldnossadgban rationalis koefficiens( biratio-
nalis transformatiéra invarians szamok a C gorbén levg ratio-
nalis pontok szadma, az irreducibilis és ennek kovetkeztében
az 0sszes 2, 3,... stb. elem( rationalis pontcsoportok szama.
Ha pedig s-elemd rationalis pontcsoport végtelen sok van,
akkor invarians a végtelenségi rendszamuk, invarians tehat a
p-elem( rationdlis pontcsoportoknak rp rangszama.

Tegyik még a magasabbfaji gorbékre azon megjegyzést,
hogy ha a gorbe n rendszdma és p—i1 nem birnak kozds
osztoval, akkor mindig, koefficienseinek tetszéleges rationélis
értéke mellett, van rajtuk p-elem( rationalis pontcsoport.

1 Kivételes eset csak akkor fordulhat el8, ha az S rationalis pontcsoport
a transformald gorbék alappontjaiba esik.
26~
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Poincare elsd szerkesztésmddjanal az a yi-elemd rationdlis
pontcsoporton (e—I)-szer, a G {nqg-2d)-elem( rationalis pont-
csoporton A+l-szer kell keresztiilvezetniink a g'-rendd adjun-
galt gorbét, mely egy Uj yi-elem( rationalis pontcsoportot metsz
ki a (3)-bol. Ez a p-elem{ rationdlis pontcsoport fliggetlen az
a-tol, ha s= 1, s az olyan gorbéken, melyeken e foltétel tel-
jesll akkor is kaphatunk p-elem( rationdlis pontcsoportokat,
ha el6re egyet sem ismerink, e pedig akkor és csakis akkor
egyenlé az egységgel, ha n és p—1 nem bir kozds osztdval,
ugyanis

_ In2d]
£~ [n2d,p] "’
de mivel
2d=n(n-d)—2(p -1),
azert

[n, 2d] = [nv 2(p—1)],
[» 2d,p] — [» 2 (p—1), pl,

melyekb6l konnyen kiolvashatd, hogy e csak akkor lehet az
egységgel egyenld, han és p—1 nem bir kézés osztoval. Ezzel
kimondott allitdsunk igazolva van.

Mindig léteznek tehat rationalis pontkett6s6k a masodfaju
rationdlis koefficiensl gdrbéken; rationdlis pontharmasok azon
harmadfaju goérbéken, melyeknek rendszadma paratlan; ratio-
nalis pontnégyesek az oly negyedfaju gorbéken, melyeknek
rendszama nem oszthaté 3-mal, és igy tovabb.

A kovetkez6kben a masodfaju rationalis koefficiensekkel
bir6 gorbékkel fogunk foglalkozni, mint azon legegyszer(ibb
gorbékkel, a melyeken mindig vannak rationalis pontkettdsok.

Sz6kefalvi Nagy Gyula.



NEHANY SZAMELMELETI FUGGVENY ADDITIV
ELOALLITASAROL.

I. Bevezetés. Czélkitiizés.

A jelen dolgozat czélja néhany elemi, de a szamelmitéle
vizsgalatokban jelent6sebb szerepet jatszd szamelméleti fligg-
vény olyan el6allitdsanak bemutatasa, mely a fliggvényargu-
mentum térzstényezds felbontasanak ismeretét nem kivanja
meg. Kozelebbr6él meghatarozva, czélul azt tlizzik ki magunk
elé, hogy az el6allitandd flggvényeket definicziojuk alapjan
mindenkor oly analytikai Kkifejezésekkel adjuk meg, melyek
expliczit médon a flggvényargumentumnak csakis szamértékétol
s nem torzsszam-szerkezetétdl flggnek.1

Koénny( belatni, hogy a szamelméleti fliggvények el6alli-
tdsara hasznalni szokott két el6allitdsi mdd: a multiplikativ
és additiv kozul csakis az utobbi lehet az, mely esetleg az
argumentum torzstényez8s felbontadsa nélkil is elvezethet a
fliggvényérték meghatdrozdsdhoz. Ugyanis a fliggvényegyenlet:
létezéséhez kotott és e fliggvényegyenletnek majdnem Kivétel
nélkul

/m(»1%*) = efinj f(ns)

1 Az argumentum torzstényezés felbontasanak ismeretétél fliggetlen
el6allitas els6 példajat e sorok iro6janak tudomasa szerint Vorss Dezsé
adta 2{ri) ily el6allitdsdval. (Lasd a Math, és Phys. Lapok 1906 okt.-nov.
havi flizetét.)

2 Valamely szamelméleti fiiggvény fiiggvényegyenlete alatt azt a rela-
cziét szokas érteni, mely az egymashoz relativ prim és W2 szamokhoz
és a szorzatukhoz tartozé fuggvényértékek kozott fennall. A fliggvény-
egyenlet altalanos alakja tehat:

f{nni)= F(f(nd), /'(n2).
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(e=1 vagy 2 ; nt és nz2 rel. primek) tipust alakjarél multipli-
kativnak nevezett el6allitas az f(n) szamelméleti fiiggvény
értékét

f(n) = e-'fip~rfipZj)... f(p*r)
szorzatalakban adja meg, ha n torzstényez4s el6allitasa

n =p “ip%i .. .par

volt, tehat ez az el6allitds egyenesen az argumentum torzs-
szam-szerkezetének meghatarozasahoz van kétve.

Ezzel szemben az additiv el6allitas a meghatarozandé f(n)
figgvényt oly dsszeg alakjaban adja meg, melynek tagjai egy
bizonyos, a szoban forgd fiiggvénynyel szoros kapcsolatban
allé, ahhoz «adjungalt» fuggvénynek meghatarozott speczialis
argumentumokhoz tartozé helyettesitési értékei. Valamely f(ri)
szamelméleti flggvénynek egynél tobb additiv el6allitasa is
lehetséges. Ez el6allitdsok kozul a figgvényérték meghataro-
zasdhoz az argumentum torzsfelbontasa nélkil elvezet az, mely-
nél az el6allitas alapjaul szolgalé adjungalt fliggvény argu-
mentumanak és a benne esetleg paraméterként szereplé n-nek
expliczite csakis szamértékétdl s nem tdrzsszam-strukturajatol
fligg és mely az adjungalt fuggvény oly helyettesitési értékeit
0sszegezi, melyek az 1-t8l n-ig terjed§ szamsor tagjaihoz tar-
toznak, mint argumentumokhoz.

Maés széval valamely f{ri) szamelméleti fliggvény az argu-
mentum torzstényezds felbontasa nélkdl is el6allithats, ha
oly (adjungalt) figgvény summatora+ mely argumentumainak
és a paraméterként szerepl6 n-nek expliczit modon csakis
szdmértékétdl flgg.

1 Altalanosan elfogadott kifejezésmod szerint g (n) a y («) summatora,
ha koztik a

g(n) = ‘Ely k)

relaczié all fenn. Ugyanigy beszélhetiink kétvaltozds fuggvények summa-
torair6l is.
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Mi az argumentum torzstényezds felbontasat mell6z6 additiv
el6allitas lehet6ségét és maédjat a kdvetkez6 fliggvények esetére
fogjuk bemutatni:

P(n): az n-nél nem nagyobb és n-nel relativ prim szamok
szdma,

#(n): az n-nél nem nagyobb és n-nel relativ prim szdmok
0sszege;

S (n): n dsszes osztdinak szama,

I(n): n Osszes osztdinak 0Osszege;

p(n): n amaz osztéinak szama, melyek tarsosztéikkal relativ
primek,

a(n): n amaz osztéinak dsszege, melyek tarsosztoikkal rela-
tiv primek.

E figgvények kozdsen ugy jellemezhet6k, hogy n-nel, ille-
téleg n-nel és egymadssal adott oszthatésagi relacziokban allé
szamoknak, illet6leg szampar-elemeknek szamat vagy Osszegét
adjak meg. Latnival6, hogy ha associaltnak neveziink két olyan
fiiggvényt, melyeknek egyike ugyanazon szamoknak adja meg
a szamat, mint a mely szadmoknak a masik 0sszegét jelenti,
fliggvényeink associalt (tars-) fiiggvények pérjaiba foglalhaték.
E fluggvényparok: <p(n), 9(n); S (n), 1 (n); p (n), a(n).

Legyenek mar most an(k), bn(k), cn(i,k) olyan fuggvények,
melyeknek rendre az a tulajdonsaguk, hogy értékiik 1 vagy o,
a szerint, a mint k n-nel, illetéleg i és k n-nel meg egymas-
sal rendre az elsd, masodik, illet6leg a harmadik fliggvénypar
defmiczidjaban megadott oszthatésagi relacziokban 4llanak,
vagy nem. Mas szdéval:

an(k)=1, ha (k, n)=1, mig an(k)=0, ha {k, n)> 1;1

bn(k)=1, ha {k n)=k, mig bn(k)=o, ha (k,n)<k; (k<”ri)

cn@ k)=1, ha ik=n és (i, k)=1I; cn(i,k)—o, Imiken vagy
(i, ft)> 1

Vilagos, hogy an{k), bn(k), cn(i, Kk most adott definiczidja

alapjan fuggvényeink a kdvetkez6kép allithatok el6:

1 A (k n) symbolum a k és n egész szamok legnagyobb kozos osztdjat
jelenti.
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P = 2 an(K), Ap) = 2 keinfy,
S@=2. W, 2{n) = Itkbn(K), 0
pin) = 2, 2 B(iK), ez 12, 2 (itk) (i

tehat ~(n) az «,(&), ~w) a kan{k), S(n) a o6n(fc), 2’(w) a
kbn(k), p(n) a c,(i,k), 2<r(n) az (i+k)cn{i,k) adjungalt fugg-
vény summatora.

Legkozelebbi czélunk annak kimutatasa, hogy an{k), bn(k)
és cn(i,k) meghatarozhaték oly modon, hogy argumentumaik-
nak és a paraméterként szerepl6 M-nek expliczite csakis szam-
értékétdl és ne torzsszam-szerkezetétél flggjenek. E végbdl
a felsorolt adjungéalt figgvényeket az (xn—1) és (xk—1), illetve
az (xn—1) és (xi—1) binomok SYLVESTERAféle resultansa f6-
minorainak fliggvényeképen fogjuk elallitani. Mint latni fogjuk,
ez el6allitdsok — ha az (xa—1) és (xP—i) binomok Sylvester-
féle resultansat Ra (j-val és ennek p-ik féminorat if~-vel jeldl-
juk — a kovetkez6 formulakkal advak:

| RKIn\,
1-1Cc 1, @
| [(1-] titn"1) (L~ 1”rel) (- |

bn (K)
Qi K

Evidens, hogy e formuladkkal an(k), bn(k) és cn(i, le) valéban
ugy vannak meghatarozva, hogy expliczit médon fc-nak, i-nek
és n-nek csakis szamértékét6l fiiggnek. Ha tehat e formulak
igazak, p(n), S{n), p{n) és tarsfiggvényeik (1) alatt felirt el6-
allitasai megfelelnek annak a kovetelménynek, hogy e fligg-
vényeket olyan analytikai Kkifejezésekkel adjak meg, melyek
expliczit modon az n argumentumnak csakis szamértékétdl
flggnek.

Tulajdonképeni feladatunk ezek utan tehat abban &ll, hogy
a (2) alatt felirt formulakat verifikaljuk. Hogy ezt megtehessiik,
az egységgyokdket szolgaltatd binomegyenletek Sylvester-féle
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resultansarol szolo két lemmanak ismeretére lesz sziikséglnk.
Ezen ©6nmagukban is jelent6s lemmak tételszer( kimondasa
és bebizonyitasa lesz a kovetkezd fejezet targya.

Il. Két lemma az xk—i = 0 és xn—1= 0 binomegyenletek
Sylvester-féle resultansarol.

Mar jeleztik, hogy a <p(n), S{n), p(n) elemi szamelméleti
fuggvények és tarsfuggvényeik el6allitdsanal szereplé an(K),
bn) és cn(i, k) adjungalt fliggvények czéljainknak megfeleld
meghatarozdsadhoz sziikségiink van két oly lemma ismeretére,
melyek az egységgyokoket szolgaltatdé binomegyenletek Syi-
vester-féle resultdnsira vonatkoznak. E két lemma a kovetkez6:

I. Arra, hogy az

Xk—I —0 és XxX?1—1 = o

egyenleteknek d szdmu kdzds gyodke legyen, szikséges és ele-
gendd, hogy Syivester-féle resultansuk a d—1 szamu legelsé

fébminorral, azaz az els6, masodik,... ,(6-1)-ik féminorral
egyetemben eltlinjék.
Il. Ha az
Xk—l =0 és xn—1= o

egyenletek koz0s gyokeinek szdma d, akkor ezen egyenletek
Sylvester-/€éle resultdnsanak osszes féminorai a d-ikt6l kezdve
abszolut értékben I-gyel egyenlék.

A mi a most felirt lemmak elsejét illeti, ez a binomegyen-
letek speczialis esetére valé kimondéasa a kovetkez6, sokkal
altalanosabb tételnek:

I+ Arra, hogy a zérusgyokkel nem bird, egyébként tetszés-

szerinti
f{x)= e \-ak = o

és ©)
g« = bgXn+b~-1}-—\-bn= o

egyenleteknek 6 szamui kozds gyodke legyen, szilkséges és ele-

1 Ha valamely koézds gyok az f(ai)=0 és g (x)= 0 egyenleteknek tdbb-
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gendd, hogy ez egyenletek Syivester'/s/o resultansa elsd, mé-
sodik, —1)-ik féminoraval egyutt eltlinjék.*

Mi a kdzos gyokok létezésének 0O kritériumait szolgaltato
. és I+ alatt felirt tételek kozll az utébbit, az altalanosabbat
fogjuk bebizonyitani, mivel ez az els6t nyilvanvaléan magéban
foglalja. Miel6tt azonban a bebizonyitas részleteire ratérnénk,
jelezni kivanjuk, hogy a (3) alatt részletesen kiirt egyenletek
Sylvester-féle resultansat mindig a kovetkez6 determinans
alakjaban gondoljuk felirva:

Res {fix), g (xj) = R =

a0 £t] «* e ak 0 . .0 0
0 «0 al emdk 1 ak . .0 0

00 a0 v o cik 1 dk
K6 h .. 1 hn .0 0
0 K bn-2 hne1+. . 0 0
6 ¢ O o K . . .. bn= K

megjegyezzilk még, hogy e resultdns R{i)r\el jelélendé i-ik f6-
minora alatt oly minordeterminanst kivanunk érteni, mely az
eredeti determinansbél az i Gtols6 sor és i utols6 oszlop el-
hagyasa altal szarmazik.

A mi mar most az I+ tételt illeti, annak &ltaldnos érvényét
a teljes inductio modszerével konnyen kimutathatjuk, a d=1
esetre a Sylvester-féle resultansnak algebrai kézikdnyvekben
is kozdélt elmélete alapjan minden kilon bebizonyitas nélkil
igaznak fogadvan el a tételt.

sz6ros gyoke, akkor a kozos gyokok szamanak megéllapitdsanal annyiszor
vétetik szamba, a hanyszoros gydke az f(x) és g (x) polinomok legnagyobb
kozds osztéjanak.

1 Erdekesnek tartjuk annak megjegyzését, hogy a homogén linear diffe-
renczidlegyenletek kozos flggetlen megoldasai szaméanak megallapitasara
képesit6 — a SYLVESTER-féle resultanshoz analog = determinénsalakzat
esetében a féminorok eltlinése csak sziikséges, de nem elegendd feltétele
annak, hogy e koz6s megoldasok szama egynél tobb legyen.
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Tegyik fel, hogy I+ d=i esetben igaz; e feltevés mellett
tételiink igaz voltdt a=i+I-re is kimutatando, csakis annak
bebizonyitasara kell szoritkoznunk, hogy — ha i szamu ko6zos
gyok létezését mar folismertik — egy (i-fl)-ik kozos gyok léte-
zésére sziikséges és elegendd az, hogy a széban forgd egyenlet-
par resultdnsanak i-ik f6minora is zérussal legyen egyenl6.

Legyenek az f(x) = 0 és g(x) = 0 egyenletek gydkei: xlt
xt, .. ., xk, illetéleg yx yt,.. ., yn és legyenek a mar koézdsnek
felismert gyokok yt, t/a, ..., yu illetéleg xk, xk-t, .. .,xk-i+1.

Hogy R{) ama tulajdonsagat kimutathassuk, miszerint el-
tlinése egy (i-j-1)-ik kozos gyodk létezésének sziikséges és ele-
gendd feltétele, allitsuk el6 e féminort egyenleteink gyokeinek
fliggvényeképen. Szorozzuk meg e czélbdl az

a0y ... ) .0
o a0 -.. ak-1 ak .0 (n—i sor)
o0 ... a0 .. ak
m = %0 - 0 o o mdk-1 )
(i sor)
0 O ... «0 o Ofc-i
K N—1 e .0 )
) (k—i sor)
6 0 ... 1, . e K
determinanst a kovetkezd, masik determinéanssal:
yk+n—1 yk-\-n—t >)\
VAN 1 16+7-2 oo 0 n sor
k+n—1 k+n—2
_ ¥n n \
D - gr&k"'n—l r"k+n—1 %\
2 +n—I +n—2 o .
# X *E k—i sor

rv'k+n—1 y\('k+n—2 ..
K—i K-i *EE Xi-i

A szorzast akként végezve, hogy sorral sort komponalunk
és a f(x)=---=f(xK=0, g(yh=---—g(yn)—0 relacziok tekin-
tetbe veételével kapjuk, hogy:
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Azonban yt, feltétel szerint kozos gyoke az f(x)=0
és g(x)=0 egyenleteknek, tehat f(y)=f(yi)=---=f{yi)=0 és
igy Laplace tétele alapjan :

D.m = (—laDta (yi+l,. .., ¥,,). (ti+ivi+2 * oo VY fiVi+i) mmm
flynA(xlt xa, x k-i) (x1...Xk-iYgixJ .. .g{xk-i\

hol a egy egész szamot jelent, (melynek értéke kozelebbrél

nem érdekel benniinket), s a hol A(yi+i,...,yn) és A(x1,...,x k=)
argumentumainak VANDERMONDE-féle determinansat, pedig a
kdvetkezd determinanst jelenti:

aky\~x ... aky\-!

ak-iyrl+ cikyr* mmm«fc-12/r1+ Vi~*
Di=

akii+zy[ 1H—h kvi eeeak- i+t 14—H
<*fc-t+i2/i-1 H-——-- h fI* o oo «fec-iti2/j_1 H---—-- h ofc

Egyszer( determinédns atalakitasokl mutatjdk, hogy:

D1= {—VfakA{yi, ya ..., yb.

Masrészt
D = (—Dy(yyt... yny(xtxt ... xk-iYA{yt,...,yn, xt, ..., xk-J
D = (—Debh(xxt... xk-iYA(@j, ..., ymAXIt..., xk-i).

. 9 (x d mmm9 iPCk-),
tehat
( DEbn(x*x~... xk-iY A(Zlj,.. -, yn) A@ ,* . xk=+)gXj)...

g (xk-i) Rt) = (—D»aj. I (@), y2,. ..,y ) A(yi+l, yi+i, ...,y n)

A(xL,..., xkM)g(xt).. .g(xk-t)(xt... xk-iY.

of (Vitl) e oo/ (/1<) 0/t+1 **®2/n)b

Ezen egyenl6ség xIt xt,. . xk és yt, yt,. . yn-ben azonos
egyenl6ség, mely e valtozok minden értékrendszere mellett
fennall, feltéve, hogy még a

f (Vi) =eme= f(Vi) = Sfe) = seom=9 (xk-i+]) = 0

1 Ezen atalakitdsok elvégezhetése az ak 4=0 feltételhez van kotve.
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relacziok is ki vannak elégitve. Szabad tehat az egyenl8ség
mindkét oldalat R{i) egyiitthatéjaval osztani, mib6l kovetkezik,

hogy: N
R)_ ., a&J(yil...,yil(yi+u--;yn)
. (i/i+li/i+2 . . eVnY =
b'n 2™ iy M>2i+h> +ee>lh)
of (yi+i) f (2fi+) meof (yn)- ()]

Abban az esetben, mikor a y (x)=0 egyenletnek csakis egy-
szer(i gyokei vannak,

A(yi, see, 2> d (i/i+1, oo, A> d (2/lre e, 2i> Jfi-t-lj o+ +>2n)

zérustol kilonboz8 véges mennyiségek, tehat erre az esetre
vonatkozélag mar R{) most felirt alakjabol is kovetkeztethet-
juk, hogy H() zérus volta egy (i+I)-ik kozos gyok létezésének
szikséges és elegendd feltétele. Hogy azonban ugyané kon-
klaziéra juthassunk akkor is, ha a g(x)—0 egyenlet gyokeire
vonatkozolag csakis azzal a megszoritd feltevéssel éliink, hogy
azok a zérustol kulénboznek: a (4) alatti egyenl6ség jobb-
oldalat at fogjuk alakitani.
Figyelembe veszsziik, hogy egyrészt:

A(yit... yit diti,eee Y,) =
n
= aft,..yDaliHueeeymL 1 (=i == (),

masrészt:

/ (yi+) . .. f(yr):j:%"l

+1(Vj—x ) oo (yj—Xk-i) (yj—Xk-i+i)... (y~xK)

= 1712, X0} (yi-y 3 (yi¥i),

J
a mib6l kovetkezik, hogy:
= (—) i+lyi+i . i -Xi). 5
R)= () LJh(y y vaf g ;1L (ofr O
Feltevésiink szerint ak és [N a zérustél kulénbozvén, az (5)

alatti relacziobdl leolvashatjuk a verifikdland6 kritérium igaz-
sagat, t. i. azt, hogy R{) eltlinése egy (i+I)-ik kozds gyok
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létezésének sziikséges és elegendd feltétele; de, mint mar mon-
dottuk, a d=1i esetre érvényesnek feltételezett I+ tételt a
<J=i+| esetre is igazolando, csakis a most verifikalt kritérium
bebizonyitasara kellett szoritkoznunk. Kimondhatjuk tehat, hogy
a d=1 esetben igaz I+tétel a d= 2,3, 4,... esetben is igaz,
azaz &ltalanos érvényf.

A I+ tételt az
Xk—1=0 és Xn—1=o

binom egyenletek esetére kulon formulazva az 1. lemma
mondja Ki.
Mielétt a Il. lemma bizonyitasdba belefogndnk, meg akar-

juk jegyezni, hogy az
Xk—1 és Xn—1

binomok legnagyobb k6z0s osztéja mindig az
X0—!

alakkal bir, hol d a k és n szdmok legnagyobb kozos osztdjat
jelenti. E megjegyzés szerint az az allitas, miszerint az xk—1=0
és Xn— 1 =0 egyenletek kozds gydkeinek szdma =d, sequiva-
lens az
(Xk-1,xn-iy = X6—i
szimbolikus egyenl&séggel mindig szimultan fennalld
kn=d

relaczi6 tartalmaval.

Ezek alapjan a Il. lemma igy is formulazhato:

Ha («, k) = d, akkor

.. Btf+ k —_
Rfin | = |a§™ Raan

E tétel bizonyitasa két lépésben fog torténni: elészor azt mu-
tatjuk ki, hogy, ha («, k) = d, akkor |[R$n|= 1, azutdn a tel-
jes inductio modszerével altalanositani fogjuk ezt az ered-1

1Az (@), B(x) =Yy (X) szimbolikus egyenl6ség azt jelenti, hogy az
u(x) és B (x) raczionalis egész fiiggvények legnagyobb kozds osztéja: y(x).
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meényt, bebizonyitvan, hogy ha | J * ni1= 1»akkor | R-MY |is Igyel
egyenld

A (4) alatti formulat az f(x) = xk—1, g(X)= xn—1, i=d
esetre irvan fel, kapjuk, hogy:

LEO) _/ l Y (Vi e 0*»y& A (y(')'+i yeeey )
wn-=v. % d%li oo ei ifdi 136+ - - Vrt§q
- @at) - - -1 ({<) (At - - - S

Amde
(d+i V62 - » ¢y N)B , = ()&,
y\y{eeeyb
mert yv y2,.. .,y» — egyenleteink kdzos gybkei — az
xs— 1=0

egyenletnek tesznek eleget, tehat

yi) J(ys+i, mme;'/»)

AU> + o w i YA+ o+ +>7m) /m(yati) *+. Ailn)-

Vegyuk most tekintetbe, hogy:
(%> e o >4, jjdHj oo >yn) —
iUl A (id+H,. ., ?/,:?:ESIH(yj—yd ()j—\)
és hogy
r/=/1 (85— = sc6— 1.

Ezek alapjan:
0 (AL ) - em(/1£-2)
|’>l£,n (—Db; @™ -1)eee (~,-D

Hogy az | |= 1 relacziot igazolhassuk, azt fogjuk még
bebizonyitani, hogy az
4 H>yM 7 — yn “>
y'LvvU v-"Vn w

sorozatok egymassal azonosak, tagjaik sorrendjétdl eltekintve.
Legyen n=n'6, h--k'o. Mindenekel6tt evidens, hogy az (a)
és (B) sorozatok tagjai n'-ik egységgydkok.
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Az (a) alatti sorozat altalanos tagja:

2a(gn'+r) sin art {gri+r)

Ccos
n n

A (R) alatti sorozat altalanos tagja:

cos 2 Tt(qkr;n'+ rk") i (qk'nrl -\-rk’)

A q, illetve r dsszes, itt szdmbajovs értékei a kovetkezOk:

=0,1,2,. . 8—1; r= 1,2, .. ri—u1.

Az (a) alatti sorozatban tehat — az egység kivételével —
minden ri-ik egységgyok el6fordul, még pedig mindegyik ~-szor
ismétlédve. Konnyld belatni, hogy a () alatti sorozatra is
ugyanez a megjegyzés all; e végb6l csak azt kell szamitasba
venniunk, hogy

', 1=
lévén, az alatt, mig r mod. n' befutja a teljes maradékrend-
szeri, k'r is befutja e teljes maradékrendszert.

Az (a) és {f) sorozatok, tagjaik sorrendjét6l eltekintve, azo-
nosak, tehéat

<n=(-1)*

Hiﬁln \I: L,

és igy

a mi bizonyitandé volt.

Ezek utan annak a bebizonyitasara tériink &t, hogy ha
(n, k) — 6, akkor /?*,,-nek nemcsak a <ik, hanem a (<J+1),
(0™2),..., (n+k—1).-ik féminora is egygyel egyenlé abszolut
értékben.

Hogy a L-ik, (/r+l)--ik,..., (n+/v—I).-ik f6minornak meg
van ez a tulajdonsaga, az mar az I{k>h determinans alakjabdl
kozvetlenil leolvashatd; az |RKIn\= 1 egyenléség igazsagat
tehat tulajdonképen csak a d<k esetre és i-nek oly értékeire
kell bebizonyitanunk, melyek a

d<i<k—1
Mathenatikai és Physikai Lapok. XVIII. 27
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feltételnek tesznek eleget. A bizonyitas Ugy torténik, hogy Ki-

mutatjuk : az
lif«|=1

egyenléség mindenkor maga utan vonja az

SR [ !
relaczié teljesiléset.

Ez Aallitds igazsadga evidenczidba Iép, ha hivatkozunk arra,
hogy az f?fen determinans, értékének megvaltoztatasa nélkil —
az é&ltal, hogy egyes soraihoz a megel6z6 sorok kell6éen meg-
valasztott linearis koévetkezményeit adjuk hozzd — oly lik,n
determinanssa alakithaté at, melynek minden f6minora meg-
egyezik szdmértékre az ff n megfelel6 (a széban forgoval
egyenld) foka féminoraval és mely azzal a tulajdonsaggal bir
(az emlitetten Kkivil), hogy a f6diagonalisdban szerepld elemek
mind egész szdmok, mig a fédiagonalis baloldalan allo6 elemek
mind zérussal egyenl8k.

Vilagos ugyanis, hogy ff n-hez hasonléan ennek i.-ik f&-
minora: if nis azzal a tulajdonsaggal bir, hogy f&atlos ele-
mei egész szdmok, a f6atlé baloldalan &ll6 elemei pedig mind
zérussal egyenlék; ha tehat

w)

akkor a vele egyenlé szamérték( i f ,, f6diagonalisdban csakis
oly elemek lehetnek, melyek abszolUt értékben egygyel egyen-
6k, mig a fédiagonalis baloldalan csupa o elem all; de ekkor
ff, elséd fébminora: fff s ily alakkal bir, a mib6l kévetkezik,

hogy

7Hon
de feltevésink szerint
i+1 rl i+l)
3>k, n’ — n’,
tehat
I s+ 1) |
Id ( +n) | 1.

Azon feltevés elfogadasaval, hogy ff*« a fentebb jelzett
mddon atalakithat6, ki tudtuk mutatni, hogy, ha |ifn|—1>
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akkor egyszersmind IRk#"|= 1- De azt mar bebizonyitottuk,
hogy ha (N,k) -8, akkor |[R”ni= 1, tehat ekkor

*r-(*?nl)> I'k,n >« > I’j’(‘f(k*,.nn_])
is egygyel egyenl6 abszolUt értékben. Qu. e. d.

Hatra van még annak bebizonyitasa, hogy Rk,n>az Aaltal,
hogy egyes soraihoz a megel6z6k linearis kovetkezményeit
adjuk hozza, tényleg atalakithaté oly Rk,n determinanssa, mely
a kovetkez6 harom tulajdonsaggal bir:

1) Rkin Rk,m k,n ~~ Rn,k> (i=I, 2,..., n+k—1)

2) az Rk,n f6diagonalisdba tartozé elemek egész szamok;

3) az Rk,n fédiagonalisanak baloldalan csakis zérus elemek
allanak.

Meg akarjuk e helyen jegyezni: abbél, hogy Rk,n a 2) és 3)
tulajdonsagokkal bir6 RK N determinanssa azaltal alakithato at,
hogy egyes soraihoz az el6z6 sorok linearis kdvetkezményeit adjuk
hozza, méar kovetkezik RrR«k,n 1) tulajdonsaga is; koénnyen be-
bizonyithaté ugyanis, hogy az

lahj | (hj=1.2.....0)
és
«ly+ Rh«l7+ Rh «2/ H---—- Mfc-1, ft«/1-1,J
(h,j=1,2,..., r)

determinansok, valamint egyenl6 fokd féminoraik mindig egyenld
szameértékiek.

A mi mar most annak tényleges bebizonyitasat illeti, hogy
Rkn a mar tobb izben jellemzett eljardssal valéban atalakit-
hat6 oly Rktn determinanssa, mely az 1)—3) tulajdonsagokkal
bir, ez a nagyobb attekinthetség kedvéért kozvetett Gton fog
megtorténni: az RKN n+k ad foka determinanshoz oly n+k
szamu, n+k féegységgel alkotott Ah hyperkomplex szamot ren-
deliink, melyeknek egyltthatd rendszere az R kn determinans
és kimutatjuk, hogy e hyperkomplex szdmokra nézve megold-
hatd a kovetkez6, az Rk,n kivant médon valé atalakitasanak
problémajaval evidenter teljesen mquivalens probléma:

27*
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Az Ah(h= 1,2 ,..n-\-k) hyperkomplex szdmok rendszere
oly Ah hyperkomplex szamok rendszerével helyettesitend8, mely
szdmok az adottakkal

Ah — An+hhAi+Azh A6\—--hVi./id/i-i )
(/i=l2,...,n+fc)
alaku relacziokban dllanak (a Ak valdés szdmok) és a melyek
az et,et,..., en+k féegységekkel linearisan-
Ah = (ih]Je/i+ afiU e/i+id-----h ««+*:en+k (1)
{h2,..nH
alakban fejez6dnek ki, hol kbdzonséges egész szamot jelent.

E probléma megoldhatésaganak bebizonyitdsanal a teljes
inductio bizonyité erejét fogjuk felhasznalni: ki fogjuk mutatni,
hogy a probléma megoldhaté az Ricn determinanshoz hozza-
rendelhet6 Ah (h — 1, 2,..., n+k) hyperkomplex szdmok rend-
szerének esetére, ha megoldhaté oly Ah'(h' —1,2,..., n'+k")
hyperkomplex szamok rendszerére, melyeknek egyitthatérend-
szere az fifc, n' determinéns, hol

k'<k—1, n'*n—lI.
Miel6tt a most mondottak igazolasara ratérnénk, irjuk le

egyszer az Rk,n resultdnshoz tartoz6 Ah hyperkomplex szamok
rendszerét a féegységekkel expliczit modon Kkifejezett alakjaban :

Au R @i (a=lz,...«) )]
An+p = efi—g)Hn. (R=Li,...,k)

E hyperkomplex szamrendszernek a fentebb el6irt médon és
eredménynyel valé transzformdalhatésagat bizonyitvan, fel fogjuk
tenni, hogy n.kt

1 A k>n eset targyaldsa az altalunk targyalt k + n esetre vezethet6
vissza. Ha ugyanis k>n, taladlhaté oly i pozitiv egész szdm, hogy
O<k—ingnek—(i—\)n. Az Ah (A=12,..., n+k) szamok rendszerére
alkalmazvan az

Au= Aa (@=l-2.....n)
Ajn+B— Ajn+B+Au-Dn+jr)-—---\-A(j-{j-i))n+B~Ap  (IH+)
fi+2...n) 0=1,2....I

Ai+)n+y = -AliH) n+y (y=»2, . . k=in)
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E feltevés mellett N mindig az
n=kg+r

alakban allithaté el6, hol q pozitiv egész szam, r pedig a
Ofir<l/r— 1 feltételnek tesz eleget.

Ha r> 0,1 alkalmazzuk a (H) rendszerre a kovetkez§ transz-
formacziot:

A'a— Aa («=1,2,..., «)

AN+ = An+R—(4/S +AR-+H-\- Ali+2fch—-—--bVitgfr) D)
(i=12.....1)
An +r+y An+r+y (Ar+y~\~A r+jesac 1 =xn Af+y+{g—1) o)

(y=1,2,....fc—1)

Vilagos, hogy e transzformaczional az (1) tipusu transzfor-
maczié lépéseit alkalmaztuk; vizsgaljuk meg, az A* hyperkomplex
szamok hogyan fejez6dnek ki a féegységekkel:

Aa— 6a (TMatk ta=k ®-..,«)
An+p — (BB Rn+fl)

. — {(BN—ep+k)~\-(ep+k — eRB+2k)-\--—-—\-(efl+gk) — BB+qgk+k)},
tehat

An+R— &+ ~\~ *n+p+k— 1,2,..., r)
An+r+y — (firty fV+y+n)
\(Arty  @ry+RA{@r+y +k Arry+2&) U A {Mrry-r(g—) ko Arey+gfc)}s
tehat:
"I«+r+y — @n+Y  &n+y+r (y=1,2,..., k—r)

A (I11) transzformaczi6 tehat a (fi) hyperkomplex szamrend-
szert oly Ah(h = 1,2,..., w+fc) rendszerbe viszi &, melynek

transzformacziot, oly hyperkomplex szamrendszert nyerlink, melynek els6
in tagja a (1) kifejezte tdrvényszer(iségnek hodol, mig e rendszer tobbi:
k—in-\-n szamu tagja oly hyperkomplex szamrendszernek tekinthet§, mely
az Rk-in,n resnltanshoz tartozik. De k—in mar megfelel a k—in~Ln fel-
tételnek.

1 Har=0, az Aa—Att (a=1,2....... n),

Ay = Anty—(Ay+Ay+kA-——-hdy+9 )& (y=1,2, .. ., k)

transzformaczioval az A'a— ea— Anty=:0 rendszerre jutunk, mely a
I.) tulajdonsagot mar mutatja.
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elsé6 n tagja: Aa(a= 1,2 ,..r) a (Il) relacziéban kifejezésre
jutd tulajdonsagot mutatja;

£tH>  Ant2)eed  Ami> A n+k

viszont, (hol r==), olyan k féegységgel alkotott hyperkomplex
szamok rendszere, mely az Ricr, r determinanshoz tartozénak
tekinthet6, a mely tehat, k—r "k —1 és r<bLn—I Iévén, fel-
tevésiink szerint (1) tipusu transzformaczioval (I1.) tulajdonsagu
hyperkomplex szamok rendszerébe vihet6 at; de ekkor az

An+i,..., An+r, An+r+i, ..., A n+ic

rendszerre ugyanez a megjegyzés érvényes.

Az eme szamok atalakitasara szolgalo és a (I11.) alatti transz-
forméacziék egyuttes alkalmazasaval tehat a (H) rendszer oly
Ah (h= 1,2,..., n+Kk) rendszerbe vihet6 at, melynek meg van
a (I1.) tulajdonsadga. De e transzformacziok egyesitése megint (I.)
tipust transzforméczid, kimondhatjuk tehat azt a tételt, hogy
az Ah (h—1,2,..., n+k) rendszer a kivant médon (Il.) tulaj-
donsagl Ah rendszerré transzformalhaté, ha ez a transzforma-
bilitds lehetséges oly Ahi szamok esetében, hol

h'= 1,2,...,n+k" és k'*k—I, n'"*n—L

De a k'=1, n'—1 esetben ez a transzformalhatésag nyilvan-
valo, tehat a mondottak értelmében k és n tetszésszerinti érté-
kei mellett is lehetséges a transzformalas az el6irt médon és
a kivant eredménynyel. Ebb6l kovetkezik az, amit tulajdon-
képen bizonyitani akartunk: az Rign determinans k és n tetszés-
szerinti értékei mellett is oly Rk,n determinanssa alakithaté at,
melynek meg van az 1)—3) tulajdonsdga. Ezzel a Il. lemma
bizonyitdsanak e fontos segédfeltevése igazolast nyert.

I1. o (n), S(n), p{n) és tarsfuggvényeik additiv el6allitasa.
Alkalmazasok.

A megeléz6 fejezetben egész részletesseéggel bebizonyitottuk,

hogy, ha
(n, k) = 6,
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akkor i
Ik, n Jttk, n — RO N

1%{)” \7\||) O’+t)\ }'M{H—/c—r)lz X

megmutattuk azt is, hogy ha viszont az @&—1) és {xn—1)
binomok resultdnsa és ennek féminorai a most felirt relaczio-
kat kielégitik, akkor (n,/;)= d

Ezekben foglalhatd 0Ossze a targyalt két lemma tartalma, a
minek ismeretével konnyld szerrel igazolhatjuk ama formula-
kat, melyekben a <p(ri), S(n), p(ri) és tarsfuggvényeik additiv
eléallitasanak alapjaul szolgalé an(k), bn(k) és cn(i,k) adjun-
galt fliggvényeket a fentebbi resultans-féminorok fiiggvényei-
kép adtuk meg.

an(k) értelmezése Ugy szélott, hogy értéke zérus vagy 1, a
szerint, a mint (k, n) > 1, vagy (k, n) = 1. A fentiekbdl vilagos,
hogy |Rk,n| ugyanezzel a tulajdonsaggal bir, tehat

an(K) — | likIn|e («)
bn(K) a kovetkez6 két tulajdonsaga altal volt megadva:

bn@®= 1, ha (n)=k
mig
bn(kl=o, ha (kn)< k
Lemmaink szerint — n és k legnagyobb kozds osztéja o-val

jeloltetvén —

MEPL 2 ha d=k
mig

le,n |—a, ha d <k

a mib6l kovetkezik, hogy
bn(k)=1-|/?£» 1. i)

A cnfi, k) adjungalt flggvényt Ugy értelmeztilk, hogy értéke
1 vagy o, a szerint, a mint az

(i,k)=1, ik=n
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relacziok szimultan teljestilnek vagy kozilik egy is nem telje-
stl. Koénny(d belatni, hogy az (i, k)= 1, ile—n egyidejlleg
fennallo feltételek az

(.9=1, G(n=i Enm=k G@kn=n

hasonloképen egyidejlileg fennall6 feltételekkel teljesen sequi-
valensek, tehat cn (i, k) definiczidjat ugy is formulazhatjuk, hogy
az oly flggvénye i és /i-nak, melynek értéke 1, ha az i és k
argumentumok a most felirt négy feltételi relacziét egyidejileg
kielégitik, mig o az értéke, ha e relacziok kozul csak egy is
nem teljestil. Az (j definiczié alapjan :

en (i, k) — @ (K) bn(i) bn (e) bn (H)
és igy (a) és (B) figyelembe vételével:
m@, k) = [[{"{ix- |IBn" Dha- |Rtn)) (1-1 titn™\). W

Az (@), (B) és (j) alatti formuldk alapjan <p(n), S(n) és p (n)
és tarsfuggvényeik additiv el6allitasa a kovetkez6:

<p(n)=k;Zl\I$!n\, (1)

t(n) = £k\fi{nl, @)
k=1

S(n) :ki_(1|-|f|'|% 1), ©)

2(n)=k%1k(l-\lftnn\), »

p(n) = v ||/I7< » | (1 — [RA~i]D) (1 — IRKBNL' 1) (1 — 1 (5)

=Y i 15/C1 (i-]~r«D))(i-]/41; 0D o
(I —[hij nD(i+"). )

E formulakban fliggvényeink Kit(iz6tt czélunknak megfele-
I6en oly analytikai kifejezésekkel vannak megadva, melyek
expliczit médon az n figgvényargumentumnak csakis szam-
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értékétél és nem torzsszam-szerkezetétdl fiiggnek. Az eléalli-
tasnak ez a modja tehat nem kivanja meg az el6allitott fligg-
vény argumentuma toérzstényez6s felbontdsanak ismeretét és
gy eliminalja azokat a kisérleti Iépéseket, melyekkel az argu-
mentum primfaktoros el6allitasa jar.

Fel lehetne vetni azt kérdést, vajjon flggvényeink bemuta-
tott additiv el6allitasdban egyaltalaban belép-e valahol a kisér-
leti elem9 Konny( belatni, hogy e kérdéstétel sequivalens a
kovetkez6vel: igényel-e Kkisérleti Iépéseket az olyan determi-
nansok kiszamitasa, melyeknek minden eleme egész szam ?

Mi nem kivanunk e kérdéstétel eldontésével foglalkozni ;
fejtegetéseink befejezéseképen csak egy alkalmazasat akarjuk
még bemutatni a targyalt fliggvényel6allitasnak: oly alkalma-
zasat, mely ezen additiv el6allitAsnak az argumentum torzs-
tényez06s felbontdsatdl vald fiiggetlenségén alapszik.

Ismeretes, hogy az n egész szam tdrzsszam voltara sziiksé-
ges és elegend6 a

M) =n—1,
0(») = _rl_(_nz—_l)
S(n) = 2,

2 (M) =n-\-1

relacziok egyikének fennallasa.

A multiplikativ. — n torzstényez8s felbontadsanak ismereté-
hez kotott — el6allitismod mellett e kritériumok semminemd
gyakorlati jelent6séggel sem birtak. A bemutatott additiv el6-
allitasmod ismeretével azonban képesek vagyunk a fentebbi
feltételi relacziokban szerepld elemi szamelméleti fliggvényeket
argumentumuk primfaktoros felbontasanak ismerete nélkil el6-
allitani, a mi a széban forgd torzsszdmkritériumoknak theore-
tiko-praktikus jelent6séget kolcsénoz.

o{n), <), S(n) és 2 (n) (1)—(4) alatt felirt el6allitasait véve
alapul, kimondhatjuk, hogy:
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valamely n egész szdm akkor és csakis akkor torzsszam, ha a

\') (n+1) (n—)
fc=l 2

(egymast involvalé) relaczidk egyike teljesitve van.

Fekete Mihaly.



A HOLD MOZGASANAK ELMELETE, TORTENETE ES
JELENLEGI ALLAPOTA.

Az égi mechanika problémai kozott el6kel6 hely iut a Hold
mozgasara vonatkozdnak egyrészt nehézsége miatt, masrészt
azoknak az érdekes kérdéseknek nagy szama folytan, a melyek
a nyoman keletkeztek. J6 példat ad ez a természettudomany-
nak azokra az altaldnos mddszereire, a melyekkel a természet
jelenségeit el6re megjovendoljik. E czélbdl mindenekelétt meg-
figyelés Utjan fel kell fedezniink a természet torvényeit, azutan
meg kell tudnunk, hogy ezek a torvények milyen kildnleges
feltételek mellett érvényesek és végil meggondolasok alkal-
mazasaval le kell vezetnink hatadsuk eredményeit. De a vizs-
galatok folytatdsaban sohasem szinetelink. Miutdn joven-
doléseinket kimondottuk, 0 megfigyelések alapjan meg kell
allapitanunk, hogy ezek a jovenddlések pontosak-e. Ha eltérés
mutatkozik a megfigyelt eredmények és azok kozdtt, a melye-
ket az elmélet alapjan megjovenddltiink, ki kell igazitanunk,
vagy a torvények alakjat, vagy azokat az adatokat, a melyeket
a jovendolés alapjaul fogadtunk el.

Ezek a kutatdsi moddszerek ép az égi mechanikdban érvé-
nyestilnek a legtokéletesebb mértékben. Az alapvetd torvény
az altalanos gravitatio, Newton-féle alakjdban; a tények —
ebben az esetben mondhatjuk, hogy az adatok — a bolygdk
palya-elemei, tomegik és minden korilmény, a mely mozgéa-
sukat maddosithatja. Newton térvényének kimondasa 6ta, a nagy
mathematikusok hossz( sora, mint GA tembert, Clairaut, La-

place, Lagrange, Euler, Plana, Damoiseau, Hansen — nem is
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emlitve az él6ket — kifejlesztette és tokéletesitette a deductio
mddszereit, mig a tiszta astronomia nagy mesterei szakadat-
lanul javitottdk megfigyelések alapjan a csillagaszati elemeket.
Mindeme munkalatok &ltaldanos eredményeként kimondhatjuk,
hogy két kivételtdl eltekintve, ma mar tokéletes a megegyezés
a megfigyelés és az elmélet eredményei kozott. A megfigyelé-
sek és az elmélet kovetkeztetései kozott még fenndlld Kis
kilénbségeket kélségtelenil el fogja tiintetni az elemek csekély
javitésa.

A széban forgé Kkivételek a Merkur bolygd és a Hold moz-
gasa. A Merkur esetében a kiilonbség megmagyarazasara csak
azt kell feltennink, hogy a Merkur és a Nap kozoétt még
ismeretlen témegek vannak. Ezen tomegek létezésének kérdése
nem tartozik a mi targyunkhoz. A Hold esetében valdsagos
rejtélylyel allunk szemben, oly jelenséggel, a mely latszolag
valami ismeretlen ok hatdsara mutat, a mely ok elég hatalmas
ahhoz, hogy megvaltoztassa vagy a Hold mozgasat, vagy a
Foldnek tengelye kordl valo forgasat. Hogy valami fogalmat
adjunk a kérdés nehézségér6l és a Hold elméleti mozgasa és
megfigyelt mozgasa kozott fennallo eltérésb6l ered6 kérdé-
sek fontossagarol, nagyjaban vézolnunk kell Holdunk mozgas-
elméletének altalanos jellegét és jelenlegi allapotat.

Az égi mozgasok minden elméletének czélja azoknak az
algebrai képleteknek a megszerkesztése, a melyek valamely
test koordinatait az id6 figgvényében fejezik ki. Ezeknek a
képleteknek a segitségével ezeket a koordinatakat barmely
adott pillanatra nézve meg tudjuk hatarozni. Az altalanos
térveny az 4ltalanos gravitati6, a mely harom differenczial-
egyenlet alakjdban fejez6dik ki és ezekben az id6 szerepel,
mint flggetlen valtoz6. A deductio menete ezen egyenletek
integraldsaban &ll, a mely valamely test harom koordinatajanak
az id6 és az integralas folyama kdzben belépett hat tetsz6leges
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allando flggvényében valo kifejezésére vezet. Ez utébbiak a test-
tél befutott palya elemei. Ezek nem apriori adott tények; meg
kell 6ket hatarozni, ugy hogy ezek képviselik a megfigyeléseket.

A teljes integralas csak abban az esetben lehetséges, ha a
testek szdma csak kett§, a melyek kozll az egyiket a mozgas
kozéppontjanak tekintjik, mig a masik az, a melynek a koor-
dinatait ki akarjuk fejezni. Akkor a megoldas a Kepler-féle
toérvények szerint ellipsisben valé mozgas alakjat olti. A mikor
még egy harmadik testet is felvesziink, a fokozatos megkoze-
litések modszerét kell elfogadnunk.

A Hold esetén a f6test, a melyre a mozgéast vonatkoztatjuk,
a Fold, a melynek a kozéppontja a koordinatak kezdépontja.
Ha nem hatna semmiféle haborgatd er6 egyenlétleniil a Holdra
és a Foldre, a Hold palyaja Kepler-féle ellipsis volna. De a Nap
haborgatd hatasa oly nagy és a Hold helyzetére gyakorolt
hatdsa kovetkezményeinek meghatarozadsa annyira bonyolult és
nehéz feladat, hogy a mult valamennyi nagy mathematikusanak
zsenialitdsa nem volt elegendd oly pontos megoldas elérésére,
a mely a modern csillagaszat igényeit kielégitené. Az eddig
meghatarozott megoldasok értékelése czéljabol azt a megjegy-
zést szokas tenni, hogy két osztalyba sorozhatok: az egyik
algebrai és altalanos, a masik szdmbeli. Az els6 osztalyban a.
koordinatak az elemek explicit fliggvényeinek alakjaban feje-
z6dnek ki, a méasikban az elemek szamértékeit az integralés
elétt vezetik be.

Algebrai megoldas véges szamu tagokkal nincs; de az elemek
némelyikének csekélysége folytan ki lehet fejteni olyan meg-
oldast, a mely a Hold esetére alkalmazhato és ezen kis elemek
hatvanyai és szorzatai szerint rendezett végtelen soralakjat
olti. Ezen elemek gyanant vehet6k:

e, € a két palya excentricitasa;

Y= sin V J (a holdpalya hajldsa az ekliptikdhoz);

m, a Hold periddusanak viszonya a Foldéhez.

E sor egyitthatoi az id6 periodikus fliggvényei és a pro-
blémat megoldottnak tekinthetjiilk, ha ezeket az egyltthatokat
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elegendd pontossaggal kiszamitottuk. A mult azon mathemati-
kusai kozil, a kik e problémaval foglalkoztak, megemlithetjuk
LaPLACEI, EULERt, PLANAt, de PoNTECOULANTt, LUBBOGKOL DelAU-
NAYt Egyikik sem ért el teljes sikert, mivel alig lehet egy
emberélet tartama alatt a sor valamennyi egyitthatéjat a mai
astronomia kovetelte pontossaggal kiszamitani.

E tudésok kozll Delaunay munkai érdemlik meg kilonds
figyelmiinket. Mddszere a LAGRANGE kigondolt tetszéleges
allando-valtoztatdas modszerének a kiterjesztése. Ugy lehet ezt
leirni, mint a mozgas differenczial-egyenleteinek olyan atala-
kitasat, a melyben az els6 integralas tetszéleges allandoi, vagyis
az elliptikus elemek lesznek az () valtozok. E valtozéknak
az id6szerinti elsé differenczidlbanyadosai oly tagok végtelen
sordban fejthet6k ki, a melyek mindegyike ezeknek a véaltozdk-
nak és az id6nek a fliggvénye. A kifejtésnek és a differenczial
egyenletek fokozatos megkozelitések utjan valé megoldasanak
elmélete Langrange ideje Ota jol ismeretes. Azonban, jéllehet
ez a modszer a bolygék esetében alkalmazhatd, a Hold esetére
val6 alkalmazasa nehézségekbe uUtkozik, a szlikséges megkdze-
litések szdmanal fogva.

Hogy némi fogalmat adjunk Delaunay mddszerér6l, legyen a
a Hold elliptikus mozgasanak valamely eleme. A Holdra hatd
valamilyen haborgaté er6 ennek az elemnek a kovetkezd alak-
ban kifejezhet§ valtozdsat okozza:

da

Hi P +-Pt+ fo+ ...

(1
a hol a P tagok az elemeknek és az idének a fliggvényei,
kivéve a P01, a mely az id6t nem tartalmazza explicite. Delau-
nay eszméje abban all, hogy vesszik el6szor az alland6 PO
tagot és a valtozé tagok kozul valamelyiket, mondjuk Pt et
és teljesen mell6zve a tébbi tagokat pontosan elvégezzik az
integralast. Ily médon a mi a elemink hat () tetsz6leges allan-
dénak av bv g, .. ,-nek és a t idének a flggvényévé lesz :

a=1f (av bv cov .. . 1) @
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Hogy a tobbi tagot is szdmba vegyik, Delaunay az av bv
sth. tetsz6leges valtozandokat tekinti () valtozoéknak, a melyek-
nek az id6 szerint vett els6 differenczialhanyadosai (1) alaku
fliggvények lesznek, de a Px tag nélkiil. Ujabb integralassal, a
melyben csak a PO és P2 tagokat vessziik tekintetbe, azt érjik
el, hogy av bv ... i-nek és hat Uj tetszbleges allandénak a2,

-nek flggvényeként fejezdik ki. A tovabbiak soran ez
utobbiak lesznek a valtozok és igy tovabb egészen addig, mig
a hatralevd tagok oly kicsinyek, hogy négyzeteiket és szorza-
taikat el lehet hanyagolni. Akkor mar a hatralevé tagokra
nézve az integralast egyszer( quadraturaval elvégezhetjik.

Ezen a mddon a probléméat algebrai miveletek egymasutan
vald elvégzésére vezettik vissza, a mely vég nélkil ismétl§de,
de a valtozok pontos értékét mindinkdbb megkdzelitd helyet-
tesitésekben all.

Csak csodalnunk lehet a langelmét, a mely Lagrange ter-
mékeny modszerének ezt a kiterjesztését megteremtette. Alkal-
mazhatdsaga nem szoritkozik a Hold elméletére; hanem a mint
Tisserand, Hill és masok megmutattak, felhasznalhato arra,
hogy fontos lépéssel el6bbre vigye a bolygok elméletét.

Delaunay nagy munkaja: Théorie du mouvement de la
Lune, az algebrai és a numerikus szamitas oly csodalatos
emléke, hogy rendkivili dolognak latszik, hogy egyetlen ember
fel tudta allitani. Azonban, habar Delaunay eredményei pontos-
sagban felilmuljak is a Hold elméletének minden mas algebrai
kifejtését, mégsem elégitik ki a modern astronomia sziikségle-
teit. A megoldasban minden tag egyltthatéja maga is olyan
végtelen sor, a melynek a tagjai a mar értelmezett e, €', j és m
kis szdmok hatvanyai és szorzatai szerint vannak rendezve. Ez a
sor g, €' és ?~ra nézve eléggé Osszetartd. De az m-et tartalmazo
tagok Osszetartdsa gyakran olyan lasst, hogy csaknem lehetet-
len mindazokat a tagokat kiszamitani, a melyek elhanyagolasa
érezhetd volna. S6t az is lehetséges, hogy az ni hatvanyai
szerint val6 Kkifejtés egyes tagokban széttartd. De akérhogy
van is, bizonyos, hogy Delaunay elmélete az m hatvanyai sze-
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rint valo kifejtést nem viszi elég messze ahhoz, hogy jelenlegi
sziikségleteinket kielégitse.

Azok a modszerek, a melyekrél eddigelé beszéltem, tisztan
algebraiak és altalanosak. Azaz e, e’, y és m megtartja algebrai
és altaldnos értékét; a probléma az, hogy a Hold koordinatait
az elemek explicit fliggvényeiként fejezzilk ki. A koordinatak
kiszamitasa czéljabdl elegendd, ha algebrai kifejezésiikbe behe-
lyettesitjik az elemek szamértékét, a mint a megfigyelésekbdl
kapjuk Oket. De az algebrai kifejezéseknek mar jelzett nehéz-
ségei folytan megproébaltdk a Hold jelenlegi mozgasanak a kép-
leteit Ugy szerkeszteni meg, hogy az elemek szamértékeit az
integralas el6tt behelyettesitik. Akkor a mozgas egyenleteinek
altaldnos megoldésa helyett egy partikularis megoldast kapunk.
Azt hiszem, ezt az eljarast Damoiseau alkalmazta el6szor. De
a legfontosabb numerikus elmélet a Hansens, a melyen a fél-
szazadon &t haszndlt hold-tdblak alapszanak. Hansen numerikus
elmélete elvben elég egyszerd. A mozgés differenczial-egyen-
leteinek jobb oldaldn megkodzelitd szamkifejezéseket helyette-
sitink be; ebbdl integraldas utjan az elemeknek és a koordi-
nataknak olyan értékeit kapjuk, a melyeknek hihet6leg ponto-
sabbaknak kell lenniok a kezdetben felhasznaltaknal. Az eljarast
annyiszor ismételhetjik, a hanyszor csak akarjuk, vagy inkabb
addig, a mig az eredményen az ismétlés nem valtoztat. igy
toértént az, hogy Hansen, miutdn a holdtablaiban felhasznalt
egyenl6tlenségek értékeit kiszamitotta, Ujra elvégezte a szami-
tdst és egyik-masik tagnak a tablaban levd értékétdl kissé
kilénb6z6 értékéhez jutott. De az ezen modszerrel nyert
eredmények pontossdga nem mentes minden ellenvetéstdl.

Masrészt a tisztan numerikus maddszer nem elégiti ki az
elmélet 0Osszes igényeit, mivel a koordinataknak az elemek
szerint vett differenczidlhanyadosait ilyen kifejezések alapjan
nem lehet kiszdmitani. Kovetkezéskép nem tekinthetjik sem
Delaunay modszerét, sem a HANSENét teljesen kielégitének.
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Attérek most a vizsgalatok olyan soréara, a mely azt hiszem
a korunk astronomidjatél megkivant teljes pontossaggal biro
eredményekre vezet bennlinket. Ez a sor Edier LEONHARDnak:
Theoria Motuum Lunae, Novo Methodo Pertractata czim(i
munkéjaval kezdédik. Tudomanyunk torténetében eléggé figye-
lemremélté tény, hogy egy teljes szdzad mult el a nélkiil,
hogy egyetlen mathematikus észrevette volna az Euler €zen
munkéajaban vazolt eljaras fens6bbségét, a mely 1772-ben keriilt
nyilvanossagra. 1878-ban tortént, hogy George W. Hinr kozzé-
tette a Hold mozgasara vonatkozé munkait, mikor a hajlast és
az excentricitdst nullanak vették, a mely eszme alapjaban
Edter m(vébdl indult ki. Hinn hires értekezése a Hold peri-
geum mozgasanak fétagjarol 1888-ban jelent meg. Kutatasainak
alapelve a kovetkez6: Adottnak tekintve a Foldnek a Nap korl
és a Holdnak a Fold korul valé kézépmozgasat, a Hold minden
koordinatdjanak kifejezését oly sorban lehet kifejteni, a mely
a két palya e és e' excentricitasa és egymashoz valé fél hajla-
sénak y sinusa hatvanyai és szorzatai szerint van rendezve.
Legyen y egy ilyen koordinata, akkor

y=P0+eP1-\-e'P "PyP eyP"p ... €)]
a hol a P-k a kovetkez6 alaku periodikus fliggvények:
P=IhZ(A+Bt) @

A h egyutthaték flggvényei m-nek, a Nap és a Hold kd&zép-
mozgasai viszonyanak; az A-k a Nap, a Hold, a perigeum és
a csomopont kozéphosszusagainak linearis kapcsolata és a P-k
m-nek, e-nek, e'-nek és ?--nak fliggvényei.

Tudjuk, bogy Euler megprébalta kilén kifejteni a P érté-
keket. De az m, e, e és y P-be valo bevitele nehézségekbe
Utkozétt. E miatt az argumentumok mozgasait a megfigyelés-
b6l adottaknak kellett tekintenie. A mit Hi11 sz&z évvel kés6bb
csinalt, azt a kovetkez6kben lehet 6sszefoglalni:

Mathermatikai és Physikai Lapok. XVIII. 28
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1. Altalanos eljarast alkotott a PO tagoknak a k&zépmozga-
sok fliggvényeként olyan pontossaggal valo kifejtésére, a mint
csak akarjuk; s6t a kifejtését joval talvitte az astronomia min-
den szikségletén.

2. Uj modszert fejtett ki a perigeum mozgéasa azon részé-
nek a targyaldsara, a mely fliggetlen e-tél, e'-t6l és p-tol.

A mit Hin elvégzett a perigeumra nézve, azt a csomdpont
mozgasara nézve Adam és Cowell csinalta meg.

Természetesen Hitr eszméi és modszerei alkalmazhatok a
probléma altalanosabb alakjara, a melyben e, €' és j is meg-
van. De van egy nehézség, a mely akkor jelentkezik, a mikor
az e, e és y hatvanyainak és szorzatainak Pv sth. egyutt-
hatoit akarjuk meghatarozni. llyen végleien sorbafejtés rendes
alakjdban az egyitthatok nem tartalmazzak ezeket az eleme-
ket. De a mint megjegyeztem, a mi e, € és y elemeink szere-
pelnek a B értékekben és igy belépnek a P-kbe is. A nehézség
ott van a mikor a P-ket, vagyis a perigeum és a csomé mozgasait,
e mennyiségek hatvanyaiban és szorzataiban akarjuk kifejezni.

Ernest W. Brown fogott bele az igy jelentkez6 probléma
megoldasaba, egymasutan legy6zte a nehézségeket és fokoza-
tosan tokéletesitette a megoldast. A Brown alkalmazta mod-
szer fépontjait kovetkezéképen lehet dsszefoglalni.

1. A helyett, hogy a h egylthatékat m-nek, a koézépmozgasok
viszonyanak hatvanyaiban fejezné ki, kezdett6l fogva m szam-
értékét hasznalja fel. Mddszere tehat a mar leirt modszerek
Osszekapcsolasa, mert e-re és e'-re vonatkozélag algebrai és
m-re nézve numerikus.

2. Talalt egy eljarast az m szerint vett diiferenczidlhanya-
dosoknak a tébbi elemek szerinti differenczialhanyadosokkal
valé kifejezésére.

3. Altalanos modszert fejtett ki arra, hogy a Pv P2 stb.
periodikus fliggvények mindegyike egy masodrendd differenczial-
egyenlet megoldasatol fuggjon. Ezt a megoldast a legnagyobb
megkivant pontossaggal meg lehet kapni egy linearis egyenlet-
rendszer megoldasa folytan.
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4. Minden lépésnél meghatarozza a perigeum és a csomoé
mozgasanak azokat a tagjait, a melyek a megoldashoz szik-
ségesek.

5. Ugy végezte el az elmélet numerikus szamitasait, hogy a
Hold hosszusaganak, szélességének és parallaxisanak minden
egyltthatéjat £0'", 01-nél kisebb hibaval kapja meg.

6. Ellen6rzé képleteket alkotott a tagok numerikus szamita-
saiban elkodvetett némely hibak megtalalasara.

Hansen és Delaunay egy(tthatdinak a BROWNéval val6 Gssze-
hasonlitdsa azt a hitet kelti benniink, hogy ezek az eredmé-
nyek olyan pontosak, a milyennek csak kivanhatjuk.

Meg kell emlitenem még egy tudds munkait, a ki hozza-
jarult ehhez a modern elmélethez. Az Euler, Hill és Brown
alkalmazta koordinatdk derékszogliek és megalakitasuk utan éat
kell 6ket alakitani sark-koordinatadkka. H. Andoyer modszert
ajanlott a sark-koordinataknak koézvetlendl, ugyanazon alakban,
valé Kkifejtésére. Ezt a mddszert méltonak tartom azoknak a
mathematikusoknak a figyelmére, a kik a kérdéses probléma
irdnt érdeklédnek.

V.

Eddigelé csak a Nap hatédsardl beszéltem, mint olyan hébor-
gato erdérél, a mely modositja a Holdnak a Féld korul vald
elliptikus mozgasat. A mennyiben a Féld péalyaja nem valtozik,
a Hold mozgasaban a Nap hatasa alatt bedllott valtozasok csak
periodikusak. A Holdnak, perigeumanak és csomodjanak moz-
gasa szazadrdl-szazadra egyenletes lenne és a Hold egyenlétlen-
ségei Ojra felvennék kezd6 értékeiket, valahanyszor a Hold
perigeuma és csomdja visszatérne eredeti helyére. De a boly-
gok hatasanak is kell a Hold mozgasaban kis valtozasokat
létrehoznia és pedig kétféleképen: el6szér is a két testre, a
Foldre és a Holdra gyakorolt kdzvetlen hatasuk kulénbsége foly-
tdn és masodszor a Foéld a Nap-koruli mozgasanak modosita-
saval, a mi megvaltoztatja a Nap hatasat a Holdra. Altalaban
a bolygok hatasa kisebb, mint a Napé ugyanolyan mértékben,

28-
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mint tomegiik és kovetkezdleg elhanyagolhatonak lehetne gon-
dolni. De gy a megfigyelés, mint az elmélet egyarant azt
mutatja, hogy ennek a hatisnak az eredménye fontos. Elészor
is a modern megfigyeléseknek a ProrLemarus emlitette hold-
fogyatkozasokkal valo oOsszehasonlitisabol Hariey azt talalta,
hogy a Hold koézépmozgasa gyorsabb lett. Kés6bb a gyorsulas
mértékét szazadonként 107-re becsiilték. Ennek a jelenségnek
az okat Laprace fedezte fel; ez a foldpalya excentricitdsanak
a bolygok hatasa folytdn valo szdzados csokkenése. LapLace
szamitisai 10"-et adtak a szdzados gyorsulas értékéiil, uagy,
hogy az elméletnek a megfigyeléssel valo megegyezése toké-
letesnek latszott. 1850 felé Hansen Gjra elvégezte a szamitast
holdtablai szémdra és eredménye 127,18 lett. Késébbi Dar-
lequng-jaban kozolt szamitdsai még 0", 35-tel nagyobb ered-
ményt adtak, vagyis 12", 53-et. Megprobdlta ezt az eredményt
igazolni, nemecsak az elmélettel, hanem a megfigyeléssel is, gy,
hogy a régi torténetirokiol feljegyzett néhany teljes napfogyat-
kozast megvizsgialt. De ezt a megegyezést tonkretették J. C.
Apams mélyrehato kutatdsai, a ki azl taldlta, hogy tovébbvive
a megkozelitéseket, a gyorsulds értéke csak korilbelil fele a
Hansen szamitotta értéknek. Ezt az eredményt hamarosan meg-
ergsitette DeELaunay. HANseEN ugyanis ép ugy, mint Laprace és
a tobbi mathematikusok, a kik eyvel a kérdéssel foglalkoztak,
a Nap hdborgato hatasara nézve elsérendii tagokra szoritko-
zott, holott a magasabbrendi tagok jol érezheté eredményeket
hoznak létre. Brown tanar utolso szamitdsai 5", 81-re vezettek
és ezt az eredményt néhany szdzad-masodperczre elméletileg
pontosnak vehetjiik.

Tehat az elmélet és a megfigyelés kozott elég feltiing ellentét
volt, a melynek valddi okdt megtalalta WiLLiam FerreL és ké-
s6bb DeLaunavy, a Holdnak a tengerjarasokra gyakorolt hatdsa-
ban. A strlodas folytan a tengerjirdsok nem symmelrikusak a
Hold iranydra nézve; ebbdl a Holdnak a tengerre vald hatdsa-
ban oly erépar keletkezik, a mely mindig lassitani torekszik a
Fold tengelyforgasat és ennek folytin kissé megnyujtani a Nap
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hosszat, Ugy hogy id6szamitasunk szazadrol-szazadra mindig
hatra marad. Csak 12 masodpercznyi késésre van szikség,
hogy 6" latszolagos gyorsulast hozzon létre a Hold kozép-
mozgasdban. A legutdbbi kutatasok csak 8'-et adnak a latsz6-
lagos gyorsulas értékédl, agy hogy e mennyiség elméleti érté-
kének és megfigyelt értékének a kildnbsége, vagyis a surlodas
hatdsa csak 2" minden évszazadban.

Erdekes tény, hogy a Fold forgasanak a tengerjarasoktol
okozott lassidasat Kant hirdette, bar a hatdsra vonatkozo
bizonyitasa nem volt helyes. Laplace kimutatta, hogy a Kant-
tdl feltételezett hatds nem &ll fenn; de az a kovetkeztetése,
hogy nincs lassidas, nem all helyes alapokon.

Laplace a Hold mozgasadnak Lalande tédblaival valé &ssze-
hasonlitasabdl kimutatott ebben a mozgasban bizonyos hosszu
periodusu egyenl6tlenségeket. Hansen volt az els6, a ki az
elméletben ki tudta mutatni ilyen egyenl6tlenség fennallasat.
Holdtablaiban két a Vénus hatasabol eredd egyenl6tlenséget
vezetett be, a melyek kozll az egyiknek a periodusa 273 év, a
masiké 239 év. Ezek kozil az elsd egyenl6tlenség tényleg meg-
van az elméletben, de a masik nagyon Kicsi, csak 0", 24, a
mint Delainay és Radau kimutatta. A HansenWl elfogadott
érték majdnem szdzszor akkora és a mi még rosszabb, sem
Hansen értéke, sem a valddi érték nem felel meg a megfigye-
lésnek. Ennek a rejtélyes eltérésnek fogom tanulmanyom végét
szentelni.

Vegyuk el6szér is 0sszehasonlitdsunk elméleti szempontjat.
A Hold mozgasadnak harom héborgaté-okat tudom elképzelni.
Ezek a Nap, a bolygok és a Fold gombalaktél vald eltérésének
a hatasai. Ez utébbi nem okozhat a holdpalya csomopontjaénal
hosszabb periodust egyenl6tlenséget, mivel napi forgasa kovet-
keztében a Fold alakjaban fennallé minden hosszmenti egyen-
I6tlenség hatadsa egy nap alatt megszinik. A Nap hatasa jdl
meg van hatadrozva. Nem marad tehat mas hatra, mint a boly-
gok hatésa.

A bolygoknak a Holdra gyakorolt hatasanak problémaja az
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égi mechanika valamennyi jol értelmezett problémaja kozott a
legbonyolultabb. De Hansen kora Ota az ezen hatas kiszdmi-
tdsara szolgald eljardsok Delaunay, Radau, Hill és Brown
mélyrehatd kutatdsai folytdn annyira tokéletesedtek, hogy ered-
ményeik kétségteleneknek latszanak. A HANSEN-éle elsd egyen-
I6tlenség az elméletben az egyetlen hosszi periodust, a mely
fontos eltérést okoz.

Fontos jellemvonéasa ezeknek a megfigyelt eltéréseknek, hogy
inkdbb szabalytalanoknak latszanak, mint periodikusoknak.
Hogy pontosabban beszéljunk, nem allithatd el§ egy periodikus
taggal, s6t kett6vel sem. Mindamellett, ha folvesziink egy kb.
250 éves periodusu tagot, az eltérés nagy részét el§ lehet vele
allitani és a mi marad, egészen szabalytalannak latszik. A leg-
figyelemreméltébb ingadozdsok 1850 dta mentek végbe. Ezid6-
tajt a kozépmozgas gyorsuléban volt és a gyorsulas latszdlag
folytatédott 1864-ig. Akkor a mozgas hirtelen meglassult Ggy,
hogy az 1864-t6l 1890-ig terjed6 id6kdzben az évi mozgas hosszu-
sagban 1", 5-czel kisebb volt, mint az 1850-t6l 1863—4-ig terjedd
id6ben. A Holdra atvive, ennek a testnek a sebessége két harom
kilométerrel valtozott évenkint. Kdorilbelul 1890 6ta ennek a
mozgésnak az irdnya megfordult.

Két feltevést lehet gondolni ezeknek a valtozasoknak a meg-
magyarazasara : vagy valosdggal megvannak ezek, vagy csak
latszolagosak és a Fold forgasaban beallé valtozasok hozzak
létre épagy, mint a hogy ennek a forgasnak a lassabbodéasa a
szazados gyorsulas latszolagos megndvekedését okozza. Ahhoz,
hogy ezek kozt a feltevések kozdtt valasztani tudjunk, id6-
meértékiink egyenletességétdl figgetlen bizonyitékra van szik-
séglink. Sajnos azonban, nincs szigor( bizonyitékunk. A leg-
jobbat még a Merkur mozgésa szolgaltatja. Ennek a bolygénak
1677-t61 1907-ig megfigyelt atmenetei a Nap korongjan hasonl6
véltozasokra mutatnak, de nagysaguk felénél kisebb annal, a
mely a sz6ban forgd jelenség megmagyarazasara felveendd. Ugy
latszik tehat, hogy a valtozas egy része valés és mas része a
Fold forgasaban el6fordulé valtozasok kdvetkezménye. Tehat nem
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a Holdnak a tengerjarasokra gyakorolt hatasa valtozé-e és nem
magyarazhatja-e meg tokéletesen a jelenséget ennek a hatasnak
Osszekapcsoldédasa, a tengerjarasok visszahatasaval a Holdra?
Igen am? csakhogy ennek a visszahatasnak ép ellenkezbleg
inkdbb lassitania kellene a Hold tényleges mozgasat, semmint
gyorsitania. Réviden ki fogom fejteni ennek a hatasnak és vissza-
hatadsnak az elméletét:

1. Eltekintve a Nap hatésatol, a tengerjarasok mozgéasat a Hold
hatdsa okozza.

2. Ez a mozgas szikségképen surlodassal jar.

3. Ez a sirlédas a Fold-Hold rendszer 0sszes energidjanak,
a mozgasbeli és helyzeti energianak csokkenését vonja maga
utan.

4. E rendszer momentuméanak nyomatéka, vagyis az

mennyiség valtozatlan marad. Két kilonbdzd részre bomlik, a
melyek kozil egyik a Foldé, a masik a Holdé, a mely ut6bbi
a Fold kordl keringésb6l szarmazik.

5. A Fold momentumat részeinek semminem( kdlcsénhatésa
nem valtoztathatja, még a surlodas sem. Ahhoz, hogy valtozas
jojjon létre, a Holdtél szdrmazd erdpar hatasdra van sziikség,
ez pedig csak abban az esetben allhat be, a mikor a tenger-
jarasok e Hold vezérsugarara nézve asymetrikusok.

6. Ugyanez az er@péar visszahat a Holdra, ugy, hogy momen-
tumanak novekedése egyenld a Fold nyomatékanak csokkené-
sével.

7. Ugyanezen visszahatas kovetkeztében a Hold kozéptavol-
saga és kozépmozgasa is meg fog valtozni oly mddon, hogy
megtartva allandd kapcsolatukat, a rendszer mozgasi energia-
janak és helyzeti energidjanak @sszege a surlédas nagysagaval
egyenl6 mértékben csokken.

8. Ezeknek a viszonyoknak az eredménye George Darwin
szerint idémértékiinkben koérdlbelul 3",6-nyi késés a Hold
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kézépmozgasanak minden I"-nyi latszélagos gyorsulasa utan
és viszont.

Ha ezeket az elméleti kovetkeztetéseket alkalmazzuk a mi
problémankra, egyaltaldban nem felelnek meg a megfigyelt
véltozasoknak. Méas széval ahhoz, hogy a Hold k&zépmozgéasa-
nak valtozasait a tengerjarasok hatasaval megtudjuk magyarazni,
idémértékiiakben majdnem egy percznyi valtozast kell feltéte-
leznlink az 1700-at kovet6 két szazadra. De a Merkur &tmene-
tei arra latszanak mutatni, hogy ezek a valtozasok nem lehet-
nek nagyobbak néhany masodpercznél.

Mindezen megfontoldsok utan azt hiszem, hogy az igy el6-
allo rejtély megmagyardzdsa ma az égi mechanikanak legfon-
tosabb és legérdekesebb probléméaja. De a kérdés inkabb az
ég physikdjanak korébe tartozik, mint a mathematikdhoz és
igy tartézkodom a vizsgalatatol.

G. Newcomb.
Forditotta: Kelemen Ignacz.
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A seismologia egyik nagy fejezetét a fdldrengési sugarak
alakjanak vizsgalata alkotja. Ezeknek a vizsgalatoknak nagy
jelent6séget ad az, hogy a geophysika innen remél feleletet a
Fold belsejének szerkezetére vonatkozd sok kérdésére. Vilagos
ugyanis, hogy ha valami modon sikeril megtudnunk, milyen
aton jonnek at a Fold belsején a rengés fészkétdl az észlelés
helyéig a rengési sugarak, ezek a sugarak — hogy Ugy mond-
jam — el fognak &rulni egyet-mast azokrol a viszonyokrol, a
melyeken Utkdzben keresztiljottek.

Az emlitett vizsgalatoknal harom udton jarnak a kutatok;
harom — a természettudomanyi vizsgalatokndl typikus uton.
Id6érendi sorrendben els6k azok, a kik & priori valami egy-
szerd rengéssugar-alakot tételeznek fel s az észlelésekkel torek-
szenek azt igazolni. Ide sorolhatjuk els6sorban a japan seismo-
logusokat (Omori, Imamura, Nagaoka stb.), a kik szerint a ren-
gés a foldkéreg mentén egy bizonyos mélységben a foldfell-
lettel parhuzamosan torténik, tehat a rengéssugarak korok.
Ez a feltevés a rengési diagrammok (seismogrammok) harmadik
fazisanak kezd6hullamara az észlelésekkel megegyezé kovet-
keztetéseket ad, az els6 és masodik fazis kezd6hullaméra azon-
ban a mai észlelési pontossdg mellett mar tarthatatlan. Ebbe
a csoportba sorolhatjuk az egyenesvonall terjedés feltevését,
mely szerint a rengési hullamfelilet gdmbfelilet, mintha a
Fold a rengési sugarakra nézve homogén viselkedést mutatna.
Ez a feltevés, mely Milne nevéhez fliz6dik, eléggé kielégit6en
egyezik az észleléssel az els6 és masodik fazis kezdéhullama-
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nal, legaldbb is jobb megkozelités, mint az el6z6 feltevés.
(Lasd dr. Jordan Karoly : La propagation des ondes sismiques.
Revue générale des Sciences 1907.)

A kutatds mésodik modja, melyet elméleti Utnak nevez-
hetink, abban &ll, hogy az elméleti physika és a geophysikai
elméletek segitségével Kiséreljiuk meg a rengéssugarak alakjat
levezetni. Ezen az Gton halad a K6vESLIGETHY-féle geometriai
elmélet, mely a Fold belsejében a rétegek sirliségének val-
tozéséra a geophysikdbdl a RocHE-féle torvényt, a slrliség és
a rugalmas torésmutatdé kozotti osszefiiggésre a NEWTON-Héle
formulat véve alapul, a rengéssugarak alakjara kupszeleteket
taldl. (Lasd R. de Kovesligethy : Seismonomia 1906.) Az ezen
elmélet alapjan tortént rengés-szamolasok még nem képezték
egységes kritikai feldolgozas targyat és igy az elméletré§l meg
itéletet nem mondhatunk.

Wiechert legUjabb vizsgalatai jelolik ki a kutatas har-
madik — empirikus — Gtjat. (Lasd Wiechert und Zoeppritz :
Uber Erdbebenwellen. Nachrichten der k. Gesellschaft der
Wissenschaften zu Géttingen 1907.) Ennek az Utnak az a
meggondolds a kiindulé pontja, hogy ha ismeretes a rengeés
valamely hullamanak hodographja — értve alatta a hulldm
megérkezésének idejét, mint a fészekt6l valé gombi tavolsag
flggvényét — ebbdl az illetd hullam Gtjanak alakja a Fold
belsején keresztil megallapithaté flggetlenil mindenféle fel-
tevést6l (a concentrikus homogén héjak feltevésétdl eltekintve).
A vizsgalat egyel6re f6leg csak graphikus eljarassal vitetett
keresztll és mivel a megbizhaté észlelési adatok csak mintegy
11000 km. epicentralis tavolsagig terjedtek, csak 4000 km.
mélységig jutd rengéssugarak alakjara és terjedési sebességére
kaptunk felvilagositasokat, azonban ez az eljards — ép hypo-
thesismentessége miatt — még sok eredménynyel biztat.

Jelen sorok czélja oly feladat megoldasa, mely az els6 cso-
portba sorozott kutatasok kozé tartozik. Az egyenes és a
feltlettel parhuzamos kor, mint legegyszerlbb feltevések elég-
teleneknek bizonyulvan, fel lehet vetni a kérdést, nem ad-e
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jobb, az észlelések mai pontossdga mellett esetleg kielégit6
megoldast az egygyel magasabbfoki megkozelités: a kupszelet-
alaki rengéssugarak feltevése. De meég ez el6tt fellép az a
kérdés, lehetnek-e a rengéssugarak kupszeletek? A Kévesligethy-
féle elméletben a rengéssugarak centralis kupszeletek, (oly
kupszeleteket akarok igy nevezni, melyek kézéppontja a Fold
kozéppontjaval esik 06ssze), tehat a kérdés arra szoritkozik,
nem lehetnek-e rengéssugarak a nem centralis kUpszeletek?
A rengéssugarak altalanos egyenlete, ha a Foéld kdzéppont-
jatdl p tavolsdgban a rugalmassagi térésmutatét n-nel, a ren-
géssugarnak a Foldsugarral bezart szogét i-vel jeloljik:

np sin i = const. (1)

(L Seismonomia, pag. 8; Wiechert: Erdbebenwellen, pag. 68.)

Itt kell megemlitenem, hogy ez az egyenlet nemcsak a seis-
mologidban alapegyenlet, hanem szerepel mindenitt, a hol
rezgémozgasnak homogén gombhéjakbol all6 testekben valo
terjedésérdl van szo (pl. refractid problémak égi testeknél) és
igy az eredmények kozvetlenul ezekre is alkalmazhatok.

Feladatunk a p sugarnak oly n flggvényét talalni, melynél
az (1) feltételnek kupszelet tesz eleget. Az (1) feltétel, ha a
rengéssugar polarcoordinatai p és (p, a kovetkezé differential-
egyenlettel sequivalens:

dtp C
dp p Y'rfp%-C2

(Seismonomia, pag. 8.

A kupszelet polarkoordinatas egyenletének segitségével ebbdl
az egyenletbdl a keresett n fliggvény addédik. Nem kell azon-
ban egész Altaldnos helyzetd kupszeletet vennink. Vilagos
ugyanis a symmelria viszonyokbol, hogy csak oly kupszeletek
lehetnek rengéssugarak, melyeknek valamelyik tengelye atmegy
a Fold kozéppontjan, a melyek tehat symmetrikus le- és fel-
szallo &ggal birnak. Az altalanossag megszoritasa nélkil vehet-
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juk ezt a tengelyt polartengelynek és akkor a parabola esetét
egyel6re kivéve,

(fo®—a*) p® cosRp>—26®cp cos Ma®\®+He®c®—asf®= 0, (31

a hol a és &a kupszelet tengelyhosszai, ¢ a klpszelet kdzép-
pontjdnak tavolsaga a Fold kozéppontjatél. Az a®6®>0 az
ellipsis, a hyperbola esete.

Ha egyelére még a kor esetét is kizarjuk, azaz a®si: 62
egyenl6tlenséget tételezziik fel, akkor

cosy = (Bt a bIE—/RpER), o

ha /'®=h3+c®—a® és fe*=&®—UuR) a honnan

4z /i@ cos®” — ORCCOS $+ «*/>
rip [i®cos (p— UBL] psin &

A (2, (3 és (5) egyenletekbdl %f-t és cct kikiszobolve a

keresett n fuggvényre adodik:
R Iry-(UBR/'®+6®C®) T V1
b2ft jI hy-(a*f*+bVs) T 2«c / fi
a hol
a = b*p—hy

Ha c¢=0, azaz centralis kupszeletek esetén, (6)-bol marad :

I n\®_ a®+b®—® )
\~Cf ~ ’
vagy ha a térésmutatot a Fold kodzéppontjaban nO-sal jeldljik,
azaz

I noy _ a™+b-

\C) ~ aw
akkor

\-qp-. G)
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Ha megadok egyetlen kupszeletet, mely rengéssugar legyen,
meg lévén ezzel adva a és b, a térésmutaté értékeit az egyes
mélységekben (8) egyenlet meghatarozza és igy a megadotton
kivil még csak azon kupszeletek lehetségesek, melyekre nézve

1
?= = c°nst- 0]

A ( allandét, mely egymagaban mar jellemzi a térésmutaté
értékvaltozasat, seismikus indexnek nevezi Kovesligethy. (Seis-
monomia, pag. 10.)

Visszatérve a (6) alatti altalanos képletre, az a p valtozo
masodfok( irrationalitasa lévén kovetkez6 normaélalakra hoz-
hato :

(-"-)"= 1i,(p)+th(p) VII, )
a hol Bj és /i2 rationalis tortfiiggvények és pedig jelen esetben :

ij I\ Ao*-\-Bp--\-C
lifip)=-"+ 6 r~ "

(10)
p /' \_ Dp~r-j-E
RM ~ (P*+GY '
a hol
1B _ A
A b c%%” B = (fl2+2c2),
_f jeuiz, D—s SYA"
G b\’ [a2(aat+ fe'j+u'/i2, D —= be3 (11
abf3 1i2 /
Q E=1~r, G=’\2¥(aT-b*c\
amde U= —EF, tehat
n_yJ= (4»4+ Bp*+C)+E 1—Fp-f
m

2+ Gf

A torésmutaté a Fold kozéppontjaban:

lhoj2 C+E (12)
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Ha megadok egyetlen klpszeletet, tehat egy a, b, ¢ érték-
csoportot, ezzel az &sszes szerepl6 egyitthatok A, B,.,.fG
meg vannak adva (a (11) képletekkel) és ezzel a toérésmutat6
torvénye is; tehat ezen egyetlen kupszeleten kivil még csak

azok lehetségesek, melyekre nézve ugyanazon A, B,..., G
adodik, azaz kell, hogy:
A b, ¢)= const., B{a, b, ¢)= const. , G(a b, ¢) = const,

legyen. Amde az A, E, F fiiggvénydeterminansa:

d(AJE, F) _(a*-by
d(a, b, ¢ VeT ~

mert a kor esetét targyaldsainkbdl egyel6re kizartuk. De akkor
A, E és F fliggetlenek Ilévén, az A = const., E — const,
F = const, egyenleteket megadott constansok mellett csak
véges szaml a, b, c értékcsoport elégitheti ki, tehat megadott
toréstorvénynél csak véges szamu nem centralis kuapszelet
lehetséges. Mi azonban oly toréstorvényeket kerestiink, mely-
nél az osszes rengéssugarak kupszeletek; ezen kovetelést a
nem centralis kapszeletekkel nem lehet kielégiteni.
Kor esetén a2—" és a (4) képlet helyébe

¢ -ho —a
™ *(p: o~ N P (13)
lép, melybdl
dp ccosf—p
dp csin (14)
Ezen Kifejezések felhasznaldsaval (2)-b6l adodik:
n _ 2a
(cr—a)—p
ha />=0-n&l n—n0, akkor
B c2a
n _ c2—a (15)

no ~ {c*-a*)—p2
Oly korék lehetnek tehat egyszerre rengéssugarak, melyeknél

ca—a2= const. ()
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Ha c>a, akkor ezen korok mind orthogonalisan metszik a
(c2—a*)i sugart, a Folddel concentrikus kort (lasd Wiechert
idézett értekezésében 21. 8 a) és b) esetet), ha pedig c<a,

akkor ezen korék az (a2—c2t sugart — a Folddel concen-
trikus — kort diametralisan szemkdzt fekv6 pontokban met-

szik. (L&sd Wiechert 21. 8 ) esetet.)
Vizsgéljunk végre parabolikus rengéssugarakat. A parabolanal

1
cos Pp= — (—p + I +Vpc+p*) (16)

(p a parabola paramétere).

dp 1 osin2»—pcosip
. A7)
dp psing pcos <p\p

cs igy
/Iny  Ap*+Bx(Cp*+D) Vp~+E 18
\C) (p*-FY = (18)
a hol
= - ANiin! 'Cc- * ! = ~
A= J-(p+2c), B"jip'+Sp'c-lc*), 'C : (19)
2)= 2(p+2c), E =p(p+2c), F= 2c(p+2c).
Amde D=EC, tehat irhaté:
0, *
/'n Ap%-B+xC{p*+Ef 20,

I e j [

Ugyanigy, mint az altalanos esetben az egyitthatok flig-
getlensége vizsgalandd meg:
d(E, F)

d( 9

Ha tehat p-j-2c=)=0, akkor az 6sszes rengési sugarak nem

lehetnek parabolak.
Ha p-\-2c¢=0, akkor

A=B=D=E=F=0

4(p+2cf.

és
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és a toréstorvény:

ha *=I-nél n=n1, akkor

2L

A (21) alaku toréstérvény esetén lehetséges rengéssugarak
mindazon parabolak, melyeknél

p+ie =0, (1

azaz, a melyeknél a focus a Fold kozéppontjdba esik. Ez itt
a centralis kapszeletek analogidja.

Az eredményeket igy foglalhatjuk 0Ossze: rengési sugarak
lehetnek a kupszeletek koéziil: 1. centréalis ellipsisek és hyper-
boldk az (I) alatti feltétellel, 2. kdérok a (ll) alatti feltétellel
és 3. a (IlN) feltételt kielégité parabolak.

Ezen eredmény a KOVESLIGETHY-féle geometriai elmélethdl
levezetett kupszeletalakl rengéssugarakat Gj szempontbol vila-
gitja meg, a mennyiben Ilatjuk, hogy ha a rengéssugarakat
ellipsis vagy hyperbola alakokkal akarjuk megkdzeliteni, egyedil
a KOVESLIGETHY-féle centralis esetek lehetségesek.

Janosi Imre.
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Kisérletek az Atwood-géppel.
1.

E kdzlemény megirdsara, a benne targyalandd kisérletek elvégzésére
az okot dr. Pecsi GuszTAwvnak: «Krisis der Axiome der modernen
Physik. Reform der Naturwissenschaft» ez. munkajanak 1 megjelenése
adta. A szerzének e konyv eléfutarjaként megjelent magyarnyelvii fiize-
tével volt alkalmam e lapok hasdbjain foglalkozni.2 A most emlitett
md ettdl kilonbozik azon tulajdonsaganal fogva, hogy az Uj torvényeket
megfelelébb formaban kozli s ezeknek végs6 igazolasanal a kisérleti
alapra helyezkedik. Eppen ez a szempont az, melybdl most targyalni
akarom dr. Pecsi tételeit. A kisérlet adataibdl kiindulva, akarom meg-
vizsgélni ezen «jj torvények» helyességét s ezzel kapcsolatban donteni
el, szolgéltatnak-e ezek a fizika fejl6déséhez Ujabb adalékot? Mondanak-e
a mai tudasunkkal szemben U(j dolgot; megfelelnek-e a helyesen fel-
fogott kisérleti tényeknek s a mennyiben esetleg erre igenl§ a felelet,
nem magyarazhatok-e meg jelenleg helyeseknek tartott alapelveink segit-
ségével ?

A megvizsgalandé térvények, melyeken nyugszik az idézett kényvben
felsorolt tobbinek javarésze, az Atwood-gépen el6idézett mozgésjelen-
ségre vonatkoznak s a NEWTON-féle I. axiéma tarthatatlansdgat vannak
hivatva kimutatni. Ezen tdrvények a kdvetkez6k :

a) A sebesség egyenesen arényos a mozgaté erével. A

b) A megtett Ot hossza egyenes aranyban &ll a mozgaté erével.*

c¢) Folytonosan és egyenletesen mikodd er6 hatasa egyenletes
mozgas, mely egyenletes gyorsulassal kezdddik és (miutan az er6
m(ikddése megsziint) egyenletes lassubbodassal végzédik.5

1 Esztergom, Buzarovits G. nyomasa 1908.
2 M Ph. L. XVII. pag. 278.

3 Pécsi i. m. pag. 270.

4 1. m. pag. 270.

51 m. pag. 181

Matherratikai és Physikai Lapok. XVIII. 29
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Roviden ismertetem dr. Pecsi kisérleteit.1

Az ATwooD-gépen mozg6 egyik sllyra (C) a szokasos mddon leszed-
het6 tulsulyt (r) teszszilk s ez alA még egy masikat (q) helyeziink el.
Most leejtjiik az r és q tulsulyokkal megterhelt C stlyt bizonyos magas-
sagon keresztil (ezt az Utat s9+r-nek fogom nevezni), itt a gép gydird-
jének segitségével leemeljik az r-et s megfigyeljik, hogy a most mar
csak g-val megterhelt C slly hany cm Gt megtétele utan fog magéatdl
megallani (a C suly altal befutott dsszes Gtat Sigszes-nek nevezem). Az
s9+i--et arithmetikai haladvany szerint novelve, figyeljik, hogy miképpen
novekedik slJSes? A kisérleti berendezés az eddig szokasban levoktdl
abban kilonbozik, hogy allandd talsily (g) gyanant vagy igen Kis
stlyokat alkalmazunk,2 vagy egyéltalaban semmit.

A kisérletek eredményére nézve dr. Pécsi a kovetkezd két tablazatot
kozli.3

q = 0 gr esetében:
r talsaly atja
r talsaly )
5 6 7 8 9  IOhiv.
gramm C suly teljes atja

hiv.

i sv» 10 11vi 13 1476 16
2 17 20 23 26 29
3 25va 30 M2 39 43va
4 34 40 4G 52 58

RE R

q = 045 gr esetében :
o r talsaly atja
r talsaly 5 ; o . Ohin.
gramm C suly teljes atja
hiv.

i BWw 30 34va 39 437a 48
2 51 60 69 78 87 9%

I I.m XIV. § pag. 273. 2 Ol0—0-45¢gr. 3 I. m. pag. 268. és 269.
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Ezen eredményekbll dr. Pecsi igy kovetkeztet:1 «A mozgatd erd
ezen kisérleteknél a C+Ct sllyok végsebessége, a melyet ezek az r
thlsuly gyorsuldsatol kaptak (kolcsondztek). A vonzés torvénye értelmé-
ben ezen mozgatd erd egyenes aranyban dll az r talsuly tdmegével.
Mivel azonban az egymés alatt feljegyzett mozgasok (pl. s\2, 17, 25Va,
34; épp igy 25V2, 51) isochronok, azaz ugyanazon id6ben folytak le,
vilagos a) el6szor, hogy egy kétszeres, haromszoros, négyszeres er§ két-
szer-, haromszor-, négyszerakkora sebességet hoz létre; mas szavakkal :
A sebesség egyenesen aranyos a mozgaté er6vel, b) De az is vilagos,
hogy a megtett Ut hossza szintén egyenes aranyban all a mozgatd
erével. Ez mar az els§ tablazathdl is kitlinik; de még inkdbb a maso-
dikbdl (a hol a mozgasakadalyok meg vannak sziintetve).»

A Kisérletek tovabba azt mutatjak, hogy r tdlstly eltavolitasa utan
a mozgas bizonyos id6 mullva megsz(inik. Ha g-1 fokozatosan névelem,
elérhetem, hogy C stly minden r alkalmazasa nélkiil is megindul, de
a mozgas bizonyos id6 mulva ekkor is megsziinik. Ezen kisérleti tény
szolgal dr. Pecsi szerint experimentélis alapjaul az altala megel6z6leg23
logikai okoskodassal megallapitott Uj torvénynek, a mely leginkabb van
hivatva arra, hogy eddigi felfogasunkat megddntse. E tdrvényt fontebb
¢) alatt kozoltuk.

Elsésorban az @) és b) alatt felsorolt térvényekrsl szélunk. Ezekr6l
azonnal megallapithaté, hogy éppenséggel nem fejeznek ki 0j dolgot,
annal kevésbbé tartalmaznak ellentmondast a NEWTON-féle erddefmiczion
alapuld tételekkel.

A féllépé mozgasokat dr. Pecsi isochronoknak mondja;3 ekkor
pedig a fizika ma elfogadott tételei szerint:

_ my
f= ma -7
és
f\ = mat rntvl
Ezekbdl kovetkezik, hogy:
f:fl= v:vi,

11

2 1. m. pag. 181

3 1. m. pag. 270. N. B. arra nézve, hogy az itt idézett esetben a moz-
gasok tényleg isochronok-e, nem taladlunk a kdényvben adatokat.

29*
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a mely aranypar az a) alatti torvény mathematikai alakja. Ugyszintén
irhato, hogy:

f = ma 2ms
t* i)
. 2msj
fj= mat o 2
és innen:
f:fl=s:s1,

a mi pedig a b alatti torvény, mathematikai alakban kifejezve.

\V2

Ezek utan mar teljesen alapos a feltevés, hogy az susszes-nek arith-
metikai haladvany szerint valé ndvekedése, a mint azt a kozolt két
tablazat mutatja — ha helyesek a megfigyelések — szintén nem meg-
magyarazhatatlan mai tételeink szerint.

Vizsgéljuk meg, hogyan folyik le ez a jelenség? A C sulyt megter-
helem bizonyos g alland6 és r levehet6 tllstlylyal s elére meghataro-
zott magassagig (sg+r) ejtem. Ebben a pillanatban a lefelé es§ testnek
bizonyos mozgési energiaja lesz és ha most r-et felfogom, C sdly az
eleven erejénél fogva meglévé munkaképessége kdvetkeztében addig fog
még mozogni, mig eleven erejét a mozgas akadalyai fel nem emésztik.
A mozgési energia pedig:

m¥2  2masgH
ir 2 maSq+r.

Noveljik Sg+r-et arithmetikai haladvany szerint s tegyiik fol, hogy a
gyorsulas allandd ; akkor :

mv\  2ma (sg+"+Sj)

ma (sg+r+Sj),

2~
™ _Ema I | o)

Ezekbdl:
mvf  m»8 mvg  my|

P o - 9~ = masl.

Vagyis: az eleven er@ is arithmetikai haladvany szerint novekszik.
A mi magyarézatunk alapjan most pedig rogton kell kovetkeznie, hogy
a C éaltal befutott dsszes utaknak (Sdsszes) arithmetikai haladvany szerint
kell ndvekednitik.
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Alland6 marad-e azonban a gyorsulas ? A fizika azt mondja, hogy
bizonyos megszoritasok mellett igen, ha t i. a mozgésakadalyokat el-
hanyagolhaté kicsinyeknek wvehetjik. Sziikségesnek latszik tehat, hogy
konkrét esetben eldontsiik, lehet6leg pontos kisérletekkel, vajjon allandé-
nak tekintheté-e a gyorsulas ?1

Az &ltalam hasznélt gépre nézve a kovetkez adatokat sorolom fel.

A felhasznalhat6 legnagyobb ejtési magassag 192 cm. A frikczids
kerekeken forg62 korong manganinbdl készilt; sugara 86 cm, sllya
50-38 gr. A két mozgd, hengeralaki C suly a sodratlan selyemfonallal
egyutt 4-0014. gr-ot nyomott.3 Az dsszes mozgatott suly 90-394 gr.

Kisérleteimnél az (j torvényekre nézve legkedvez6bb esetet valasz-
tottam, mid6n ugyanis r —1 gr-ot alkalmazva, g = 0 gr. Mivel el6re
tisztdban voltam azon nehézségekkel, a melyekkel az A-rwooD-géppel
valo kisérletezésnél kiizdeni kell, kovetkez6 utat kdvettem. A mai fizikai
tételeink alapjan kiszamitottam, hogy az adott korilmények kozétt, a
mozgasakadalyokat elhanyagolhatoknak véve, mennyi a gyorsulas. Ezt

.
az értéket helyesnek véve, a t= J/ képlet alapjan meghatéroztam

minden egyes sq+r befutasara szikséges idét. Ugyanezen id6t kisér-
letileg megallapitottam s a két érték Osszevetésébll akartam elddnteni,
hogy a gyorsulds elméleti s a kisérletekh6l megallapithatd értékei meg-
felelnek-e egymasnak. Az id6t chronoskoppal (stopper) mértem, mely
0-1"-et még megmutatott. Harom izben végeztem kisérleteimet; az id§
kozepes értékét (tk) mindig 10 megfigyelésbdl szamitottam ki.

Ismeretes, hogy ha r a mozgatd sdly, R az Osszes mozgatott suly,
akkor az A-rwooD-gépen jelentkezd gyorsulas:

r
a=~Rg-

A mi esetlinkben a szamitas szerint: a — 10-73 cm sec-2.

1V. 6. i. m pag. 272, 3. pont.

2 Egyaltalaban nem vagyok hajlandé elfogadni dr. Pécsinek azon véle-
ményét, hogy: «A ki a mozgads természetére vonatkozélag exakt kisér-
leteket akar végezni, annak okvetleniil a régi ejtégéphez kell visszatérni,
a melyen ugyanis nincsenek frikcziés kerekek. (I. m. Ergédnzung zum
§ XIV. pag. 6.)

3 Ebb6l a fonal sulya 0-014 gr.
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cm R - k")
rgr  qgi' |99+ r @szam i"szam U Kiséri

4 0-91  0-86 __ 0-7

8 122 1-2 — —

12 1-49 145 — —

I 1-73 16 — 1-7

20 1-93 19 — -

24 2-12 241 2-0 —

30 2-36 2-3 — —

40 2-73  2*5 2-6 2-7

50 3-10  2-9 — 3-0

i 0 60 10-73 3-34  3-2 32 3-3
70 3-61 3-4 — 3'55

80 3-86  3-7 — 3-8

90 4-09 39 — —

110 4-53  4-4 4-2 4-4

130 4-92 47 — 4-9

150 5-29  5-1 5-0 5-2

170 5-63  5-3 — 5%5

190 5-95  5-7 — 5-8

A mint latjuk, az idére kapott kisérleti eredmények annyira kilén-
béznek egymastél, hogy biztos kovetkeztetés vondasara csak negativ érte-
lemben hasznalhaték; csak azt allapithatjuk meg, hogy a gyorsulas
nem tekinthet6 &llandénak, mikor a mozgaté sily a mozgatottnak
igen kis tortrésze (& mi esetinkben kb. ~). A mit kilénben is jol
tudunk; éppen azért haszndlunk, midén az egyenletesen gyorsulé6 moz-
gas torvényeit demonstralni akarjuk az AiwooD-géppel nagyobb tul-
stlyokat, hogy a létrejové mozgads minél jobban megkdzelitse az egyen-
letesen gyorsulok2

1 Az egyes sorozatokban észlelt min. és max. érték kozt a legnagyobb

kilénbség 0-4 mpercz.
2 Dr. Pécsi konyvének egyes részei Ugy tintetik fel a dolgot, mintha
a fizikusok csak azért hasznalndk a nagy tdlsilyokat, hogy erével elrejtsék

a jelenség igazi lefolydsanak képét.
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Az eddigieknek eredményeképpen megallapithatom, hogy az So+r és
Nosszes utaknak szdban forgd Osszefiiggése csak akkor fog jelentkezni
kisérleteinknél, ha berendezésiink olyan, hogy a mozgasakadalyok el-
hanyagolhatok, de ekkor is Ggy, mint mai alapelveink egyenes kovet-
kezése. Ha pedig a mozgasakadalyok nem hanyagolhatok el, ama bizo-
nyos torvényszer(i sszefiiggést nem is fogjuk észlelni.

Megjegyzem, hogy kisérleteim folyaman nem volt sziikséges azon
esetekre kiterjeszkedni, melyekben q>0; dr. Pécsi szempontjabél sem,
mert & éppen arra fekteti a sulyt, hogy g kicsiny legyen.1

Mivel dr. Pecsi fentebb kozolt téblézataira nézve semmi adatot sem
kozol a mozgatott tdmegek nagysagara nézve, nem lehet tudni, vajjon
kisérleti korulményei voltak-e annyira kedvezdek, vagy a kozépértékeket
tulsagos naivitassal allapitotta-e meg ? En legalabb egyaltalaban nem
tudtam hasonlé szép eredményeket kapni, mint azt a kovetkez§ tabla-
zatok mutatjak. Ezekre vonatkozélag az adatok kovetkezdk.

I. tablazat.
A kerék sulya: 124-045 gr; atmér6je: 845 cm;
C stlyok s a fondl egyittes sulya: 140-45 gr.
1. tablazat.
A kerék sllya: 124-045 gr; amérGje: 845 cm;
C sulyok s a fonal egyiittes sulya: 40-014 gr.
111. tablazat.

A kerék sulya: 50'38 gr; atmérgje: 86 cm;
C sulyok s a fondl egyiittes sulya: 40-014 gr.

11 m. pag. 273.
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~cm
cm s 0Sszes
sq+r r=2gr r—3gr r—4gr
q=0'lgr gq=0-2gr q—01gr 3= 0'2gr 3=0-1gr
6 18 21 24 28 32
8 24 26 A 39 39
10 30 K71 40 53 50
12 36 43 51 66 62
14 42 49 64 71 69
16 48 59 69 79 85
18 53 72 79 97 95
20 60 79 91 109 116
22 69 89 9 133 138
24 72 98 117 — 149
26 80 102 127 — _
28 90 121 136 - —
30 97 134 161 — —
32 105 150 170 — —
34 110 — 192 — —
36 125 — — — —
38 146 — — — —
40 151 - — — —
42 156 — — — —
44 176 — — — _
1.2 1.2
_cm 5. cm
cm s 0sszes cm Osszes
sq+r r—1gr 8q+r r=1gr
q= Ogr 9= Ogr
5 18 5 10c
10 38 6 117
20 72 7 128
40 164 8 141
9 156
10 17
u 184

1 Sosszes értékei 10 megfigyelés Kkozépértékei, egyesig kikerekitve. Az
egyes sorozatokban észlelt max. és min. értékek kozti legnagyobb kulonb-
seg 85 cm.

2 Sosszes értékei 20—25 megfigyelés kozépértékei, egyesig Kikerekitve.
Az egyes sorozatokban észlelt max. és min. értékek kozti legnagyobb
kiilénbség 13'5 eni.
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A L. és 1. alatti kisérletsorozatot teljesen ugyanazon koriilmények
kozott 3 nap mualva megismételve, a kovetkez6 eredményeket kaptam.

S tjscsr?es 5 dsgg]es
cm cm
q+r r=1gr r=1gr
q=0gr g=00r
4 123 4-5 20
5 136 5 22
6 147 6 25
7 159 7 28
8 174 8 kil
9 18G 9 36
10 42
20 79
40 154

Ez utébbi kisérleteket megismételtem oly maédon, hogy a kereket
tengelyével egyitt megforditottam. Eredményeim a kovetkezdk.

1.* H1*
_cm s .om
cm 6 Gsszes em Osszes
sq+r r=1gr Sq+r r=1lgr
q= Ogr q= Ogr
4 104 4-5 17
5 122 5 20
6 152 6 23
7 174 7 25
8 186 8 27
9 30
10 34
20 70

40 183
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Megfigyeltem azt is, hogy a fonal hosszanak folytonos valtozasa van-e
lényeges befolyassal az utakra ? E czélbdl a kezd6pontot, mely az eddigi
kisérleteknél mindig 0 cm-nél volt, 50 cm-nél, illetve 100 cm-nél vet-
tem fol. Az ily moédon nyert eredményeket a kdvetkezd két tablazat
mutatja.

1131 Hl.«1

Kezd6pont 50 c¢cm Kezdépont 100 cm

_cm s.cm
, om s 6sszes cm Osszes
q+r r= 1gr 6g+r r=1gr
=oy 7=0g¢r

5 156 5 124

6 174 15 167

7 195

V.

Az Uj torvények kozil legfontosabb szerepre az értekezésemben ej-vel
jelzett tétel van hivatva, a mennyiben ebben jut leghatarozottabban ki-
fejezésre dr. Pécsi felfogasa az er6r6l. Ezen tétel logikai megallapitasat
a munka VIII. §-dban taldlhatjuk meg; redvonatkozd kisérleti ered-
mények nincsenek kdzdlve.

A szemlélet tényleg mutatja, hogy kis g tllsilyok alkalmazasa eseté-
ben, r eltavolitasa utdn a mozgas bizonyos id6 mulva megsz(inik.2 Ezen
mozgasmegsziinés a konyv szerint Ugy megy végbe, hogy kis ideig tarto
gyorsulas utan hosszabb ideig egyenletesen mozog a suly, azutan beall
a lassubbodé mozgés, mely éppen annyi ideig tart, a meddig tartott a
gyorsulas.3 Mar pedig, ha a mozgas megsz(intét a mozgasakadalyok
okoznak, akkor a lassubbodasnak rogtén el kellene kezdédni, a mint

1 sss=zes Ertékei 10 megfigyelés kdzépértékei egyesig kikerekitve. Egy
sorozatban az eltérés a min. és max. érték kozt 113-ban 17-5 cm, I113-ban 2 cm.

2 Ugyanezen eset all be, ha olyan q talstlyt alkalmazunk, mely mel-
lett C minden r alkalmazéasa nélkiil megindul. Kisérleteimnél, a kénnyebb
kereket hasznalva, q= 0-02 gr. esetében C kb. 100 cm-nél allt meg,
q= 004 gr-ot alkalmazva, kb. 190-nél.

3 1. m. pag. 274, 3. pont; pag. 290, 7a—b. pont.
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r-et felfogjuk.1 Mindez vildgosan és egyszer(ien kdvetkezik a tétel, rajz-
zal is megvilagitott logikai felépitésébdl.2

Az allandd er6 altal okozott mozgasnak lényege tehat, e szerint, az
egyenletes mozgas, melynek id6tartama a kezdetben el6forduld gyor-
suldséhoz dr. Peécsi szerint oly viszonyban van, mint 70 : 8.3 A kérdés
eldéntése csak a gondos kisérlet Gtjan lehetséges. Az emlitett logikal,
targyalds a legkedvez6bb esetben is csak érdekes mintdja lehetne annak,
hogy miképpen lehetne még a mozgéasjelenséget megmagyarazni. Azon-
ban a pusztadn hipothétikus tételekre nézve sem &ll, hogy azokat a fizika
azonnal elveti, a mint valdszinlibb hipothézis meriil fel;4 a val6szind-
ség magaban még elégtelen és ingadozd kritérium a hipothézis meg-
itélésénél. Annal kevésbbé jarhatunk el igy —e barmilyen kifogéastalan
benne is a kigondolt Gj hipothézis — az oly tételeknél, melyek egye-
nesen a tapasztalatban gyokereznek.

Kisérleteimet gy rendeztem be, hogy kilénbdzé r és q alkalmaza-
saval probalgatassal meghataroztam az egyes masodperczek alatt befutott
utakat. A kerekek kozll a nehezebb, sargarezet hasznaltam. A kovet-
kez6 eredményeket kaptam :

1" alatt megtett utak

r=3gr r—4gr r—5g¢r »=3gr r=4gr r=25gr
q~ 01gr q=01gr q- 01gr q= 02gr q=0-2gr g= 02gr

1 26 cm 26 cm 26 cm 19cm 19 cm 19cm
2 24 « 22 « 23 « 21 « 23 « 2l «
3 16 « 16 « 16 « 17 « 14 « 19 «
4 16 « 16 « 17 « 12 « 12 « 12 «
5 16 « 16 « 16 « 12 « 14 « 12 «
6 13 « 12 « 13 « 12 « 13 « 13 «
7 10 « 8 « 16 « 12 « 13 « 13 .
85 7 « — — 14 « — 9 «
11. m. pag. 274, 3. pont; pag. 286, 1. pont.

2 1. m. pag. 174, Il

3 1. ni. pag. 274, 3. pont.

4 1. m. pag. 171

5 A 8-ik masodperczen tul a megfigyelések, mar egészen bizonytalan
eredményeket adtak.
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A Kkisérletek tobbszords végrehajtdsa sem véltoztatta meg az ered-
mények itt lathatd ingadozd jellegét; ezek pedig semmi modon sem
igazoljak a szdban forgd elméleti tétel helyességét. Nem volna egyéb
puszta rafogasnal, ha e tablazat adatai alapjan azt mondandk, hogy a
mozgas észlelt csdkkenése a font eladott mdédon menne végbe. Ha a
fizika kisérleti tételeit ilyen eredmények igazolnak, akkor igazan jogos
lenne kicsinyléssel viseltetni ezek irdnt; szemben a tisztan logikus Uton
felépitett torvényekkel. Mi' csak azt mondhatjuk ki, hogy a kisérletek a
c) tételt nem igazoljak s igy azt mint a valésagnak meg nem felel6t
kell tekinteni.

W1

Visszagondolva az elmondottakra, eredményeimet a kdvetkez8kben
foglalhatom &ssze:

1. Dr. Pécsinek a) és b) alatt idézett két torvénye semmi Uj dolgot
sem mond.

2. Az ezen tételek igazolasara szolgald kisérleti jelenségre nézve,
mely az sg+r és Sieszes utak kdzt bizonyos szabalyos dsszefiiggést allapit
meg, azon eredményt kaptuk, hogy csak mint «ideélis» torvény tekint-
het6 érvényesnek; akkor ugyanis, ha az a gyorsulas allandonak tekint-
het6. De ekkor sem jelent valami Uj, megmagyarazhatatlan tiineményt,
mert egyenes kovetkezése a fizika mai alapelveinek.

3. Ac) torvényt a kisérletek nem igazoljak. Foltéve tehat, hogy
ennek logikai megokolasa ellen semmi kifogast nem lehetne tenni,
tnivel a tényeknek nem felel meg, nem fogadhatjuk el igaznak.

+

Végs6 konkllzioképpen azt mondhatjuk, hogy dr. Pecsi torvényei,

a mennyiben jok, nem UOjak — s a mennyiben Ujak, nem nyernek

igazolast a lények altal. Ez utébbi kovetelmény fontossagat e mun-

kajaban dr. Pecsi is elismeri;1 én azonban az altala idézett mondast e

formaban ajanlom neki, valamint minden kezdd fizikusnak figyelmébe :
Contra experimentum, recte perfectum, non valet argumentum.

Péch Aladar.

1 1. m. pag. 285, Ill.



A Mathematiken és Phvsikai Tarsulat tizenhatodik
rendes kozgydilése.

A valasztmanynak marczius 26-an kibocsajtott meghivéjara a Mathe-
matikai és Physikai Tarsulat XVI. rendes kozgy(ilését f. évi majus hd
1-én tartotta meg. A kitett névsor tdbb vendégen kivil a kdvetkezd
tagok részvételét igazolja:

Anderké Aurél, Bartoniek Géza, Bauer Mihaly, Beke Man6, Bihari
Ferencz (Miskolcz), Bodola Lajos, Gsemez Jozsef, Demeczky Mihaly,
br. Eétvds Lorand, Frohlich lzidor, Graber Nandor, br. Harkényi Béla,
Hausbrunner Vilmos, Hoor Mdr, Janosi Imre, J&nosi Imréné, Jordan
Karoly, Karman Ferencz, Kiss Gabor, Klupathy Jend, Kopp Lajos, Konig
Dénes, Konig Gyula, Kovesligethy Rado, Kiirschak Jozsef, Lakits Ferencz,
Lévay Ede, Mattyasdvszky Kasszian (Gydr), Mikola Séandor, Péch Aladar,
Pécsi Albert, Pékar Dezs6, Rados Ignacz, Ratz Laszld, Riesz Frigyes,
Riesz Marcel, Rucsinszki Lajos, Schuller Alajos, Selényi Pal, Steiner
Lajos, Szabd Gabor, Szabo Jozsef (Vacz), SzabO Péter, Szerényi Géza,
Sz6ke Béla, Sztrokay Kalman, Terlanday Emil, T6tossy Béla, Visnya
Aladar, Wagner Alajos, Winter Jozsef, Wodetzky Jozsef, Zemplén Gy6z6.

A kozgy(lés napirendje:

1. EIndki megnyito.

2. Titkari jelentés.

3. Pénztarnok jelentése és koltségelbiranyzat 1909-re.

4. Pénztarvizsgald-bizoltsag jelentése.

5. A tisztikar és valasztmanyi tagok valasztésa.

6. Inditvanyok.

A KOZGYULES.
1. EIn6ki megnyito.

Bar6 Eotvos Lordnd elndk megnyitja a kozgydlést, Udvozli a meg-
jelent tagokat, kiiléndsen a vidékieket, a kik megjelenésiikkel hozzank-
tartozésaguk ily szép jelét adtdk. Kimenti Feichtinger Gy6z6 volt pénz-
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tarnokot, Karoly Irén alelnokot és Rados Gusztav titkart, a kiket betegség
akadalyozott a megjelenésben és kivanja, hogy egészségik mieldbb ismét
helyrealljon.

A mult évi kozgyiilés jegyz6kdnyvének hitelesitése utan a jelen dlés
jegyzkonyvének hitelesitésére Bihari Ferencz és Visnya Aladar tagtars
urakat kéri fel.

2. Titkari jelentés Kovesligethy Raddétol.

Tisztelt Kozgy(ilés!

Az elmilt esztendd, Tarsulatunk tizenhetedik éve, kevesebb dolgot
ad a kronikasnak, mint az elmélked6nek. Kiprdbalt Valasztmanyunk
most is iranyitotta a régi szeretettel és odaadassal Tarsulatunk minden
lépését, tiz szakilésiink el6addban és targyban véltozatos, mathematika
és physika kozott egyenletesen megoszI6 targysorozatét nydjtott folyton
szép szamban érdekl6d6 tagtarsainknak és mathematikai tanuloverseny(ink
eredménye Ugy a résztvevdk, mint a beadott dolgozatok szdmanal és
szintjénél fogva fényes volt.

Kevéshé kedvezé jelentést adhatok folydiratunkrél. Hogy a XVII. év-
folyam megjelenésérél egyaltalan szdlhatok, alapszabalyaink csak azon
aldasos intézkedésének koszonhetem, mely a kozgydlést korilbeldl
negyedévvel a tarsulati év befejezése utan teszi.

A ki azt vallja, hogy a mit hatarolatlannak szeretiink hinni, annak
fejlédése nem lehet egyiranydan folyton emelkedd, az ilyen visszaesést
elébb-utobb varhatott, bar varakozasunk ilyféle bekdvetkezése sem nem
orvendetes, sem nem vigasztal6. Rovidre fogva a dolgot, Tarsulatunk
az elmalt év masodik felében eléggé éles krisist allott ki, mely termé-
szetesen a legérzékenyebb szervet és szerencsére csak azt, folydiratun-
kat sujtotta. De sietek hozzatenni, hogy a bajon teljesen, és remélem,
hossz( idére tal vagyunk.

Oszszel egyszerre elapadt a physikai czikkek forrasa és a physikai
rész szerkeszt6je, a kitdl ilyenkor elvdrndm a szorgalmas munkatars
szerepét, hivatali teenddktSl tartdsan irdi tétlenségre volt itélve. Innen
az utolsd kotet befejezd részének késedelmes megjelenése, anyaganak
egyenetlen eloszlasa és csak 22 ivre rugd terjedelme. A viszonyok azon-
ban most annyira javultak, hogy ezen ho végén ismét helyes mederben
lesziink. Afolyo kotet masodik része is teljesen biztositva van és nagyobb
terjedelmével ki lesz pdtolhatd a megel6zének csonka volta.

Mar a malt évben is utaltam arra, hogy a Magyar Tudomanyos
Akadémia alig fogja tudomanyos testiileteinket oly békezlien tdmogat-
hatni, mint a hogy eddig tette, és legaldbb is bizonyos formai kovetel-
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«lényekkel fogja megneheziteni a segély megszavazasat. Ezzel az intéz-
kedéssel Tarsulatunk mintegy a szll6i hazat-elhagyo ifji mddjara kilép
az életbe, hogy — a mit eddig kegyelemb6l élvezett — sajat érdemei-
vel vivja ki. Azt hiszem, szives munkatarsaink kozott, a kiknek Gszinte
kdszonetét mondunk, nincs egy sem, a ki a Tarsulat érdemeinek foko-
zasaval anyagi érdekeinek elémozditasdban nem kérne részt. A Magyar
Tudomanyos Akadémia Ill. osztdlydnak és Mathematikai és Természet-
tudomanyi Bizottsdganak a mult évben is kegyesen engedélyezett 2000
korona meegélyéért pedig mondjunk hélas koszonetét és kérjik komoly
torekvéssel kiérdemelendd joindulatat a jovére is. Még csak egy-két szt.

A XV. tanuldversenyt 1908 oktdber ho 10-én tartottuk meg: 80 ver-
senyz6 77 dolgozatot adott be. Az els6 dijat Orphanides Etelka, a maso-
dikat Kudlak Lajos nyerte el, és négy dolgozat dicséréleg emlittetett.

Tagtarsaink szama az év végén 390 volt. Ezek kozil van 182 buda-
pesti és 208 vidéki tag; folyoiratunknak azonkivil még 82 elffizetGje
is van. Az utobbi évek nyomasztd terheket réttak mindnyajunkra, ki-
mutathatolag ennek rovéasara irand6 a csekély apadas. Azonban ez
iranyban is észlelhetd mar némi javulas.

Sulyos csapast mért a Tarsulatra a haldl is, a mely Korbdly Emil,
Kovécs Istvan, Osztrogonacz Janos, Takats Gyula, Than Karoly, Than-
hoffer Lajos és grof Zayné-Hilbert Stefania tarsainkat szolitotta el.
Emlékik aldott legyen!

Tarsulatunk egy haroméves cyclusa ismét letelt: @szinte kdszonetét
mondva az eddig élvezett bizalomért és tdmogatasért, a tisztikar meg-
biz6i kezébe adja vissza mandatumat, utddai szaméra is kérve joles6
szives joindulatukat.

Es most még csak arra kérem a Tisztelt Kozgy(lést, hogy titkari
jelentésiinket szives tudomasul venni méltoztassék.

Budapest, 1909 majus ho 1-én. Kovesligethy Rado.

3—4. Pénztarnok jelentése és koltségeld'iranyzat 1909-re és a
pénztarvizsgal6-bizottsag jelentése.

Lévay Ede pénztarnok elbterjeszti az aldbbi zarszamadast, vagvon-mér-
leget és koltségelGiranyzatot, melyeket tételenkint megmagyaraz, illet6leg
indokol.

Az Ugyvivg titkar felolvassa az 1909 aprilis 30-rél kelt, Balog Mor
és Bogyd Samu a kozgylilés részérdl Kkikildott pénztarvizsgaldk jelen-
tését, a mely igy hangzik: «A szamadasokat megvizsgaltuk és rendben
talaltuk».
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1908. év.

BEVETEL

1907. évi zarszdmadasi maradvény _. . _
Foly6 és kov. évi tagdijak_. . . . . . _.
Hatralékos tagdijak . S e o
M. Tud. Akadémia segélye B e T oo 8
Hirdetési dijak _ e B ooy e O
Kamatok . Y I ST
El§fizetési leak . ey X ST
Vegyeselis o o i e o

El6iranyzat Eredmény
Kor. | fill. Kor. fill.
3160 | 49| 3160 |49
2400 |—| 873 |—
300 | —| 274 |—
2000 | —| 2000 | —
380 | - 100 | —
350 | — 625 | 80
750 | —]| 606 | —
215 7| 84

l

7855 |13

Vagyon-

VAGYON
Forgé téke :
Kebzpem o
Leszam. és pemv “bankban takp betél_
M. Kir. poslatdkarekpen/tdrban R
Leszam. és pénzy. bank letetszamlajan
Alaptdke :
Leszam. és pénzv. bank letétszamlajan :
a) Készpénz . _ e S
6) 2600 K névért. f6v. kolcsonkoty.
¢) 100 « « koronajaradék-kotv.
Elsé hazai takarékpénztari betét . . __
Majthényi Otto-féle hagya(ek e e
Tagdijhatralék . e s
_Fol nem vett hirdetési dl.]m_ S

1907. év végén

1908. év végén

A vélasztmény megbizasabol :

Kor. fill. Kor. fill.

735 | 60 704 | 58

48 | 80 48 | 80

1283 | 09 212 |78

1093 | — 1180 | —

880 | — 880 | —

2262 | —| 2262 | —

100 | — 100 | —

108 | — 108 | —

10000 | —| 10000 | —

300 |—[ 1300 | —

380 |- 200 | —

17190 | 49 | 16996 | 16
A szdmadasokat megvizsgaltuk és rendben talaltuk.
. Kévesligeth
Beke Mandé dr. s. k. agyviy

Rdtz Ldszlo s. k.

1909. évi kéltség-

BEVETEL

Zarszamadasi maradvany . . . . . _
Foly6 és kov. évi tagdijak _. . _ _ _ _
Hatralékos tagdijak G e e e
M. Tud. Akadémia segelye O T
Hirdetési dijak._.. el e s e,
KA at0 ke ey s e e e e o
Eléfizetési dijak .. .. . . — . . — .

Hidny .

1908. évi

| 1909, évi

elirdnyzat

Kor. | fill. Kor. fill.
3160 | 49| 2146 |16
200 | —| 2400 | —
300 | —|[ 1200 | —
2000 | —| 2000 | —
880 =< | 400 | —
550 |—| »50 | —
750 |—| 700 |—
768 [05] 937 |84
10308 | 54| 10134 | —
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zdrszamadas.

ElGiranyzat Eredmény
K|ADAS Kor. fill. Kor. fill.
Nvomdai koltségek a mult évre 1536 54 1536 54
afolyoévre 3400 — 483 02
irdi tiszteletdijak a mult évre _ 1612 — 1612 —
afolyd évre......... 2600 — 1063 13
Expeditio- és irodai ko ltségek 1000 — 824 28
Kozépiskolai tanuldverseny 160 — 162 54
Vegyesekre 27 46
Pénztari maradvany a) készpénzben_ 704 58
b) takarékp. betétben _ 1441 58
7855 13
mérleg.
1907. év végén 1908. év végén
TEHER ) )
Kor. fill. Kor. fill.
Nyomdai tartozasok 1536 54 2000
iroi tiszteletdijak 1612 1074
Tiszta vagyon 14041 95 13922 16
Budapesten, 1909 aprilis 30-an.
iadd dr. s A kozgy(lés megbizasabol:
ithkér- Bogy6 Samu s. k. Balog Mor s. k.
eléiranyzat.
1908. évi 1909. évi
KIADAS elgiranyzat
Kor. fill. Kor. fill.
Nyomdai koltség a milt évre 1536 54 2000
a folyo évre___ 3400 3400
iréi tiszteletdijak a mult évre 1612 1074
., . afoyd « 2600 2600
Expeditio- és irodai koltsegek ... 1000 900
Kozépisk. tanuléverseny _ 160 160

Vegyesekre

10308 54 10134 —
Dr. Léuag Ede

pénztarnok.
Mathematikai és Physikai Lapok XVIII. 30
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Mire a kozgyllés a meghallgatott jelentéseket tudomasul vévén, a
pénztarnak a felmentvényt megadja. E felmentvény természetesen ugy
értendd, hogy 1908 junius kozepéig Feichtinger Gy6z6 volt pénztarnok-
nak, azontdl pedig az Uj pénztarnoknak szdl.

Elndk megkoszonvén a pénztarvizsgalok faradozasat, a kozgydilés
részér6l a pénztar megvizsgalasara Ujbol Balog Mor és Bogyd Samu
tagtars urakat keéri fel.

5. A tisztikar és valasztmanyi tagok valasztasa.

A Tarsulat alapszabalyainak 20. §-a értelmében a tisztikar lelép és
a vélasztmanybdl Bartoniek Géza, Szily Kalman és Wagner Alajos ki-
lépnek. Az elhunyt Than Kéroly helyébe, a kinek mandatuma most
szintén lejart, (j tag valasztando.

A vélasztmany hagyomanyaihoz hiven a kilépett tagokat, Than Karoly
helyébe pedig Lengyel Béla egyetemi tanar urat ajanlja.

Elndk felfuggeszti a valasztas idejére a kozgydlést és Csemez Jozsef
elnoklete mellett Sztrokay Kalman és Zemplén Gy8z0 tagtarsakbol allo
szavazatszedd bizottsagot kild ki.

A vélasztas megejtetvén, a bizottsag elndke jelenti az Ujbol meg-
nyitott kozgy(lésnek, hogy a beadott 43 szavazat kozil a régi tisztikar
42 szavazattal, tehat egyhangulag Ujra megvalasztatott.

A lelépett, illet6leg 0j valasztmanyi tagok kozll Bartoniek Géza és
Szily Kalmén 42, Wagner Alajos és Lengyel Béla 40 szavazatot kapott.

Tisztikar és Vélasztmany ezek szerint a régi marad azon kivétellel,
hogy Than Karoly helyébe Lengyel Béla Iép.

6. Inditvanyok.

EInok ar Kijelenti, hogy bar a meghivé az alapszabalyoktdl kovetelt
id6 el6tt szétkuldetett, inditvany nem érkezett; a napirend utolsd pontja
tehat elesik. A meghivd marczius 26-an kildetett szét, de sajtohiba
folytan az &prilis 26-iki keltet viseli.

A targysor ki lévén meritve, EIndk a kozgytilést berekeszti.

*

A kozgylilést rendes el6add Ulés kovette, melyeken érdekes és tanul-
sdgos bemutatasok kiséretében Frohlich lzidor az «egyenletes torési
kozegek belsejében szétteriil6 fenysugarak polarozésanak altaldnos tor-
vényér6l» és Visnya Aladar «a legegyszer(ibb eeroplanokrdl# értekezett.



A Mathematikai és Physikai Tarsulat XVI. tanulo-
versenye.

A folyd évi oktdber hd 9-én tartott XWI. tanuldversenyre Buda-
pesten 47, Kolozsvarit 9 kozépiskolai érettségi vizsgalatot tett versenyz6
jelentkezett. A verseny mindkét helyen egyidejileg zart helyiségben, a
Tarsulat szdmos tagjanak felligyelete és ellendrzése mellett, szabaly-
szer(ien folyt le. A verseny lefolyasarol mindkét helyen felvett jegyz6-
konyv tanGsaga szerint a tételek kidolgozésara engedett 4 Orai id§ alatt
Budapesten 21, Kolozsvarit 2 dolgozat adatott be. A mult évhez képest
a versenyz6k szdma 24-gyel, a beadott dolgozatok szama 54-gyel fogyott.

E kedvez6tlen szdmbeli eredmény egyedili oka, hogy a verseny
napjan az Uj helyiségeibe alig koltdzott Mlegyetemen a beirdsok még
be nem fejez8dtek, hogy tehat versenyiink egy nagy contingense még a
févarosban sem volt. Hogy ez a csokkenés igazi oka, mutatja az a
koralmény is, hogy Kolozsvarit a versenyzék szama allandé maradt.
A mi egyébirant a beadott, dolgozatokat illeti, a birald bizottsag itélete
szerint ezek szintje nem sllyedt, kiilondsen ha tekintetbe veszszik, hogy
az idei tételek kissé nehezebbek voltak, mint a tavalyiak.

E tételek kiilonben a kovetkezok :

1. Bebizonyitandd, hogy harom egymas utan kovetkez6 pozitiv egész
szdm kozil a legnagyobbiknak kobe nem lehet egyenl6 a masik kett§
kdbének 0Gsszegével.

2. Bebizonyitand6, hogy barmely hegyes szognek ivmértékben Kki-
fejezett mér6szama kisebb, mint ama sz0g sinusanak és tangensének
szamtani kozepe.

3. Legyen az ABC haromsz0g magassagainak talppontjai a BC, CA,
AB oldalokon rendre At, Bt, Ct, a harom magassag koéz6s pontja M;
bebizonyitandd, hogy nem derékszdgli ABC haromszdg esetében az
AIBIC1 talpponti haromszdg mind a harom oldalat érint6 kordknek
kozéppontjai rendre : M, A, B, C Mind kiilénbség mutatkozik hegyes-
szOgli és tompaszogli ABC haromszogek esetei kozott ?

30*
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A versenydolgozatok nyomban a verseny befejezése utan lepecsétel-
tettek és el6zetes biralatra Szijartd Miklés tanar Urnak adattak ki. A tel-
jes birdlé bizottsag Ulésér6l és hatarozatarol a kovetkez6 jegyzOkonyv
szamol be.

Jegyz6kényv

a XVl tanuléversenyen beadott mathematikai dolgozatok elbiralasa
ligyében 1909 oktdber hd 24-én tartott tlésrél. Jelen voltak: Bartoniek
Géza, Beke Man6, Eber Jozsef, Konig Gyula, Konig Dénes, Kopp Lajos,
Kovesligethy Rado, Kirschak Jozsef, Rados Gusztav, Szekeres Kalman
és Szijartd Miklés el6add. Beadatott Budapesten 21, Kolozsvartt pedig
2 dolgozat.

A bizottsdg mindenekel6tt konstatalja, hogy az idei versenyben sok-
kal kevesebb tanuld wvett részt, mint az el6bbi évek versenyein. Valo-
szin(inek tartja a bizottsdg, hogy ennek az apadasnak az oka a m-
egyetem kés6i megnyitasaban rejlik.

Ezutan Szijartd Miklds el6add jelentéstétele utdn az egyes dolgozato-
kat behatdan megvizsgalva, kovetkezGképpen hatarozott:

Az |. dijat Raj Laszlonak, a M. kér. férealiskolaban Rados Ignacz
tanar volt tanitvanyanak adja, a ki mindharom feladatot helyesen oldotta
meg. A Il. dijat Lukécs Ferencznek, a budapesti V. kér. f6gimnazium-
ban Virdg Oszkar tanar ndvendékének adja, a kinek dolgozata, bar a
masodik feladat megoldasa hibas, éles logikai gondolkodasra vallé szabatos
fogalmazassal tlinik ki. Végre dicséretre méltonak tartja Baron Gyula,
ugyanazon intézetben ugyanazon tanar ndvendékének dolgozatat, a ki
szintén csak két tételt dolgozott ki hibéatlanul.

Budapest, 1909 oktober 24-én.

Szijartd6 Miklos, eléado. Konig Gyula, elnok.
Bartoniek Géza, Kopp Lajos,
Beke Mano, Kovesligethy Badd,
Eber Jozsef, Kurschak Jozsef,
Konig Dénes, Bados Gusztav,

Szekeres Kalman.

A f. évi november hé 4-én tartott valasztmanyi (lés e jelentést
tudomasul vette és a javaslathoz egyhangllag hozzajarulvan, azt hata-
rozattd emelte.

A nyomban ra tartott rendes (lés kezdetén kihirdettetett a verseny
eredménye, a mire baré E6tvos Lorand elndk a nyerteseknek meleg-
hangu, rovid beszéd utan kiosztotta a jutalmat, megbizva &ket azzal,
hogy volt tandruknak is vigyék a Térsulat (dvozletét



A Mathematikai és Physikai Tarsulat XVI. versenyén
b. Ebtvos-dijjal jutalmazott dolgozatok.*

l. Raj Léaszl6 dolgozata.

1

Bebizonyitand6, hogy 3 egymasutan kovetkez6 pozitiv egész szdm
kozll a nagyobbiknak kdbe nem lehet a masik kett6 kdbeinek 6sszege.

Kidolgozas.

Legyen ama harom pozitiv egész szam: (n—1), n, (n+1). [Nyilvan-
valé, hogy n> 1] Ekkor a legnagyobbiknak kdbe:

n3+3»2+3n+l

s a masik kettd6 kobeinek Osszege:
n3+n3—3n2+3n—1
Véjjon allhat-e ez az egyenlet?
n3+ 3n2+ 3n+1=n84-n3—3n2+3n—1
vagy
6nad4-2=n8

Oszszuk el mindkét oldalt n-nel:

n2= 6n ']T'

Ha «>2, akkor a baloldal egész, a jobb pedig tdrtszam; tehat

ezen egyenletet a 2 nél’ nagyobb pozitiv egész szdmok kozil egy sem

elégiti ki; kovetkez6leg nem elégitik ki e szdmok a fenti egyenletet
sem, melynek ez algebrai kovetkezménye. Hogy pedig az n= 2 érték

* A dolgozatok véltoztatds és javitas nélkil kozoltetnek. Szerk.
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mellett sincs az egyenlet kielégitve, arrdl behelyettesitéssel kdzvetlentil
meggy6z&dhetiink.

2

Bebizonyitandd, hogy barmely hegyes szdg ivmértékben kifejezett
mér6szdma kisebb, mint a szdg sinusanak és tangensének szémtani
kozepe.

Kidolgozas.

Rajzoljuk az egységsugari koron kétszer egymas mellé a tetszés-
szerinti <p ivet {p< A-tdl B-ig és R-t6l C-ig. Messék az A-n és
C-n tdl meghosszabbitott sugarak a II-n atmend és 4C-vel parhuzamos

O

egyenest / -ben és ()-ban. Allitsunk végil A-bari és C-ben érint6ket a
korhoz; ezek messék egymast S-ben.
Az 4brabol lathato, hogy:
sm <p- AZC ***zl:’rQ ’
Tehat
sin+tg”i . AC+PQ
2 — i

Ha a PQ-nak az AS, ill. CS-sel val6 metszéspontjait X, ill. Y-nal
jeloljik, akkor az SXY A és az SAC A hasonldsagéabol:
XY SX
AC AS



TANULOVERSENY. 415

vagy :
IPQ XY\
XY \ 2 2 /
AC ~ (PQ\
a mib6l:
AC.PQ
AC+PQ

Most alkossuk e kiilénbséget:
siny>ttgp Yy

més alakban (a fentiek szerint):

AC+PQ  AC.PQ _ (AC—PQf
4 AC+PQ ~ 1{AC+P<)) °

Mivel ez mindég pozitiv, kovetkezik, hogy:
siny?+tg 9 > xy
Amde XY tekinthet6 valamely a kor kordl irt (szabalytalan) poligon

egy oldalanak, melynek kozépponti szégehez tartozo ive: < tehat

XY > 9

sin prtg P
) ><.

s igy:

3
Vizsgéljuk példaul az AtCB haromszoget. Latnivald, hogy:

AtC bcosy b

BtC acos? a’
tovabba
AiB\ = b2cos2y + u 2 cos2— 2ab cosSy = C2cos2-,
tehét
AtBt ccosy c

AtC b cosy b

Minthogy pedig az eredeti y szdg is szdge a haromszognek, tehat
e haromszdg az eredetivel hasonlo. S igy:

ABIC<5 =, BJAIC=a.
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Egészen hasonld okoskodassal kaphatjuk, hogy

AltiG4 = R, BCIAl-4=r,
BA& = 3, B&A A =r-

Ebbdl nyilvanvalo, hogy példaul

AALQ = 90°—a = AAJN
s BBIAl= BBICI,
CCA = CCji?\.

Tehat az AAlt BBt, CCt egyenesek a CIAIB1, CtBIAl és ArCLIN
szOgeket felezik, s igy kozos pontjuk M valdban az AIBICL harom-
szOgbe irhatd kor kozéppontja. Mivel pedig ez egyenesek az eredeti
haromszog oldalaira merélegesek, tehat ez oldalak az A1lilClL harom-
sz0g kils6 szogfelez6i és igy metszéspontjaik azon korok kdzéppontjai,
melyek az AiB1Cl haromsz6g oldalait kivilrél érintik.

Raj Lészl6 Gyorgy.

Il. Lukéacs Ferencz dolgozata.
I. tétel.
Legyen a harom szam a—1, a, «+1 Ha («+1)8= a3+(a—I1)3
volna, ugy kapndk:

as+3a2+3a+ 1= a3+a3—3a2+3a—1,
a honnan
2= ast6a2= a2(a—H).

De mivel két szam szorzata csak akkor pozitiv, ha a két szdm egyenld
elgjeld, itt pedig a2> 0, kell hogy a—6> 0 legyen, azaz a > 6. De
akkor a2(a—6)>36 és nem lehet egyenl6 2-vel. Ellentmondasra jutot-
tunk, a mi bizonyitja, hogy kiinduldspontunk helytelen volt és nem
lehet (a+1)3=:a3+(a—I)s. Qu. e. d.

1. tétel.

Vegyik fel allitasunk ellenkezdjét, azaz — a szog nagysagat ivmér-
tékben kifejezve — legyen: 1°. ia <
aSi|[sina+tga], 2aSisina+tg a, 2acosaSisina cosa-(-sina,
s mivel

N
tga > a, E'tg acosaz2: singa__ (- sin a,
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kivonva mindkét oldalbél sin a-t :
sin 2a

sina>
= 2

Vegyink most fel egy egységnyi sugar( kért és abrazoljuk benne
szokott modon a szdgfliggvényeket:
AOB™$-= a*4 és igy AB'= a;
AB = sina; é ha A'OB * =
= A02?*4 = a*4, AA%- sin 2a
Ejtsink az AA..A" derékszog( harom-
sz06g atfogojanak B  kozéppontjabol
mer6legest AA2, akkor a kapott
ABB% A is derékszogl és mivel
ABMBAMAANA'A,

. AA,, sin 2a

all2= @-=—2-—-

Fenti egyenl6tlenség annyit mond
tehat, hogy ABMAB”. De ez abszurd,
mert egy derékszogli haromszog at-
fogéja mindig nagyobb, mint az egyik
befogd. Kiindulépontunk igy hat hely-
telen és mindig a< §[sina+tg a].

1. tétel.

Ha a haromszdg derékszogl, a harom talppont egybeesik a derék-
szdg cslcsaval, s talpponti haromszdg tulajdonképen nincs is. 1°. Ha
a haromszég hegyesszogl, akkor az r
ABIC1 A belil van teljesen az
A22C A-ben. ANC A egy kor keri-
letén fekszenek, mert
~ AAIC<4= ACIC*$ = 90°
és

CAAt <4= CCjA -4,
mert egy iven nyugvo kertleti szogek.
Ep igy BCBIC1 egy korén fekszenek
és CBBt*4= CCB1-4. Azonban
CAAl1-4 = CBBt-4, mert ugyanazt
az ACB *4-et egészitik ki 90°-ra. Te-
hat HjCjC-4 = AjCiC-4 és a talpponti haromszdg (\ *4-ét CG, felezi.
Ugyanigy bebizonyithaté, hogy B174 et BBt, y\l-4-et 44j felezi.
A kils6 szogfelez6k pedig mer6legesek a bels6 szogfelezkre és igy
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Cj-4-et AB, B14-et AC, Al™-et BC felezi kivilr6l. A mindharom
oldalt érint6 korok kdzéppontja tehat: a harom bels§ szogfelez6 met-
széspontja M, Kkét-két kiils6 szogfelez6nek és a harmadik szfg bels§
felez6jének metszéspontjai: A, B, C

2°. Ha a haromszdg tompaszogli és C-3-a tompaszdg, akkor a
és Bt pontok az oldalak meghosszabbitasara esnek, a talpponti harom-
szog részben kivile lesz ABC A-nek, M pont pedig ugy ABC A-6n,
mint AIB1C1 A-6n kivil esik. A fenti abra csak abban valtozik, hogy
benne i¥-et és C-t felcseréljik és igy killon bizonyitasra sziikség nincs,
csak latjuk, hogy a bels6 szogfelez6k C-ben metszik egymast, két-két
kills§ szdgfelezd és a harmadik szdg bels§ felezGje A, B és M-ben.

Lukéacs Ferencz.
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41, Ismeretes, hogy a—  (hol p és q két oly raczionalis egész
szam, melyeknek nincs valodi kdzos osztojuk) csak akkor tehet eleget az
akn+a.,xn_M----batxn-I-\-an= 0
egész szamu egyltthatékkal hiré algebrai egyenletnek, ha a0 oszt-
haté g-val é an oszthatd p-vel.

Bebizonyitandd, hogy ha a= az adott egyenletnek valdban

gyoke, akkor
AC=a0>Al=A®+al A*"A*+a”,..., An-i=An-aa
rendre a g-val oszthaté egész szamok.

x (Kurschak.)

Els6 megoldds dr. Demeezky Mihdly egyetemi m. tanartol.
A kimondott tétel igy is fogalmazhato:
*Ha a= — gydke az

axn+ alon~1H--—--balxn?1+an= 0 (1)
egyenletnek, akkor az egyenlet bal oldalat osztva a gyoktényezdvel,

| x — ~-j-val, a HoRNER-féle osztasi algorithmussal nyerjik a kdvetkezd
Nn—1-fokd egyenletet:
AOX " -1+ A IX « - 2-t-AK =24 =-mm bA, X+A, i= 0,
a hol A0=a0¢és az A-k rendre g-val oszthatd racziondlis egész szamok.»
E tételt az altalanos GAuss-tételtél fliggetlenil igy bizonyitjuk: Ha
gyoke az (1) alatti egyenletnek, akkor

a0pn+ alp»~iq+ a2pn- " daH——bajpn-iqi-\-------- b
+«n-IWn' I+ «nf = 0. )
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A (2) alatti egyenleth6l kozvetlenil vilagos, hogy a0 oszthatd g-val és
«an oszthato p-vel. E tétel eddig is ismeretes volt. Vizsgéljuk rendre az
A szémokat.

Ai ala+al= aOP+aiq

Amde a (2) alatti egyenletet igy is irhatjuk:
Pn_1K p+atq)+ a2d)«“V 4o Fan_lpgn-iJkangn — o.

Ebbdl kdzvetlendl vilagos, hogy pn~J("p+a”) oszthaté g2-vel;
amde pn~1és q relativ torzsszdmok, tehat aOp+ a/j oszthatdé g2-vel.
azaz At egész szam és oszthatd g-val.

Altalaban véve Ai ily alakban is irhato:

Al = ala*+ alai_l' -«i-2 a*+ai-1 a+a-i,

A _ d0pl+alpk1d-—-—--haj_ijjgi-i+ «K
&

frjuk most a (2) alatti egyenletet ily alakban:
p»-1Kpi+Gtjpi-ig H--—--1-aj-i pgi- 1+ aigi)+
+ «i+if,n_i_1gi+H------ (-«,-igjgn-i+déng" = 0.
Ebb&l az egyenletbdl kozvetlenil vilagos, hogy:
pn-1(a0pi+ alpi- ig\--——-- bai-1 pgi~1+ aig")
oszthatd g<tl-gyel.
Amde pn-i és gi+l relativ primszamok, tehat
@™+ « ! Pi~fl H---+ «i-1 pgi~1Ir<ttj
oszthaté g‘+1-gyel, azaz Ai valéban egész szdm és oszthaté g-val.

Qe d

A targyalt tételt és bebizonyitasét az idedlok elméletének segitségével
lényeges modositas nélkiil atvihetjik a raczionalis szamok tartomanyarol
genus-tartomanyokra is.

Példa.
35 4x4+ SEB—Tx + 2= 0. €)

Minthogy an oszthatd 2-vel és a0 oszthatd 3-mal, az egyenlet lehet-
séges racziondlis gyokei kozdtt van § is. Alkalmazzuk a HoRNER-féle
osztasi algorithmust
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azaz | valéban gyoke a (3) alatti egyenletnek és a nyert 4-edfokd
egyenlet
3x4+6a;3+9a;3+6x—3= 0

egy(tthat6i mind oszthatok 3-mal, a mint a bebizonyitott tétel kivanja

*

Maésodik megoldas Kronberger Ede erzsébetvarosi all. fégimn.

tanartol.
Az
axn-\-ajxn~i-----\-a,,= 0
egyenletnek a—~V gyoke 1évén,
- H-----tan —0,
(1M )"
vagy
alpnJt atpn-g-\------\-angn = 0, (>

a mely azonossag, tehat a baloldala is oszthatdé g-val. Az azonosséag bal-
oldalat rendezve, azutan rendre g-val, //--tel, g3-nal,... rin_1-nel osztva,
ezt nyerjuk:

“oPn+q @iPn~1+ « j 4 bangn-1) = 0,

P >n_1+g (a2p «-2 H-—--- hang”-2) = 0,
a,-g--f-a3 pn-i+q (asp»-3-1---hang'-3) = 0, (1>
\n -1 / p \n-2 A
-i + gnn= 0,
vagy maskeép:

AOp"+g (a,pn-i+a2pn~*qF----hang”-1) = 0,
(Aoa+ajjpn-i-1-// («jpn-2$¥----bang’i_2) = o,
Ut «+a2)pn-2+g (asy)«-34------ bang«-3) = 0, (1

(i4n_2a-fan-i) p+gon=0.

A (Il) alatti azonossagok mindegyike oszthatd g-val; &mde a azonos-
sagok baloldalan lev Gsszegek masodik tagja oszthatdk g-val, kell tehat.
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hogy az els6 tagok is oszthatok legyenek; mivel pedig p és g relativ
primszamok, azért kell, hogy
A0’ A 1—Agot-hu, Ay—Apxii,Q,. mm An—x—An—Qa--an—,

melyek (mint Arr6l Aj+x-re valo kovetkeztetéssel konnyen bebizonyit-
hat0) egész szdmok, oszthatdk legyenek g-val. Q e d

¥

Harmadik megoldas Sz6kefalvi Nagy Gyula tanéarjeldlttdl
Kolozsvért.

Tegyik fel, hogy Ak-i-re all a tétel, kimutatjuk, hogy Au-ra is all.
Ha Ak-1 g-val oszthatd egész szam, akkor

Ak= Ak-1a+ak= _é%lp+ak

szintén egész szam, csak még azt kell kimutatni, hogy g-val oszthato'
Vegylk tekintetbe, hogy Ak ily alakban irhato

Ak = F—\-ak-ia+ak.

Minthogy pedi.g egyenletiinknek gytke az a = ) , azért x=a be-
helyettesitése utdn Au kifejezésének tekintetbe vételével irhatjuk, hogy
Ak an~k+ak+i an~h~M------ |-a,, = 0,

vagy qn-k-i.yal valé atszorzas utan

A pn-k+Uk+i pn-k-i + ak+vpn-k-z qd-----f a,,gqn' k~i = 0,

mely egyenl@ség, tekintve, hogy az dsszes a koefficiensek, tovabba p és
g egész szamok kozds osztd nélkil, csak akkor allhat fenn, ha Ak
oszthatd g-val.

Ezzel a tétel be van bizonyitva, mivel AO—a0ra teljesil az Ak-i-re
kiszabott feltétel.

Ugyanezt a feladatot még megoldottak: Léber Gyula €S Csada Imre
tanarjeloltek, tovabba Kaiman Adotr miegyetemi hallgato. Szerk.
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