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VIBRACIOS FREKVENCIAK OSSZEGSZABALYA ES A
PSZEUDOSZIMMETRIA AZ I1ZOTOP
HELYETTESITETT MOLEKULAKBAN

S z6ke Sédndor és Faragé Teréz

Osszefoglalas,

A piridin molekula kinetikus energia fiiggvénye a henzoléval csak
nem teljesen megegyezik, potencidlis cnergia fiiggvénye pedig csak egy két
tagban kiilonbozik szdmottevé mértékben a megfelels benzol fiiggvénytsl. Kozis
mert, hogy a deuterdalt molekulak potencidl fiiggvénye egyezik az alapmolekulié
val, a kinetikus energiafiiggvénye pedig csak néhany tachan mutat eltérést.

Az elmondottak értelmében fenti molekuldk, valodi szimmetriajukat
meghaladé mértékben rendelkeznek azonos G illetve F métrixelemekkel, igy var
haté, hogy a kiilonbségszabdly ezekre a molekuldékra is kiterjeszthets.

Szimmetridaval rendelkezé alap és izotép helyettesitett molekulak
vibrdciés frekvencidi kozott az erédllandékomponensek alapulvételével jellemzé
osszefiiggések dllapithatok meg. Az osszefiiggések olyan szimmetriospeciesekre
vonatkoznak, amelyekben egyes szimmetrikus G-matrixelemek az izotép helyet
tesités (deuterdlds) sordn értékitket megvaltoztatisk, A\ szekuldris determindnsol -

hél az alabbi tipusu kozelilések vezetheték le.

'

Sok -« SuAl 2ol < SiBP (1)

A spurdsszefiiggésekben SpA és SpB az alapmolekula A és B speciescirek
megfelelé értékek, mig az Sp.’—\Dés SpBD a deuteralt szarmazékok megfelels

adatai. A sajatértékekre vonatkozélag adédik:
D% z z AD
iy TR O P i

A zérus kozelités esctében a sajatértékek helyett a frekvencidk négyzelét is
irhatjuk.

Végezziik el a bizonyitdst konkrét esetre, a benzol Elu'és EZ“‘ specieseire,

o
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A* Elu reprezentaci6 F és G matrixai:

(3)
Hasonl6 megfontolas alapjan irhatjuk E~*g-re:
A sziukséges miveletek elvégzése utan
A - A2 = (F-GD) (F -F')+(G-- GG) (F,.- F 6
AD (2) = (F;GD) (F -F)+(Go- GE) (F.- Fr) (6)
A szamszer( adatok alapjan a A~~~ - A A érték olyan kicsiny, hogy kozelit6é

leg zérusnak vehet§. Az 6sszevondas elvégzése utan a jobb oldalon csak elhanyagol

hatéan kicsiny kélcsdnhatasi er6allandé tényez6k maradnak vissza.

Ingéid és munkatarsai hozzarendelése alapjan J>y2 Ej»,

D

E ertékek :
Hu "2g 68 ZV 20 értékek sorban

12,0597. 70743, 13,0620 és 8,0887.
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Ezek alapjdn

Osszetettebb egyenleteket is kapunk a benzolﬁlolekulékra;

(6)

( / (5
AN A B G s

A pszeudoszimmetrikusnak tekinthetd piridin molekuldra (a DGh pontcsoport ala-

pulvételével) a feligtel S"\lg és Elu valamint a Blu + B2u és Ezgsm-cxn%kw 1dadi

2 D E, E D

_;_A Alg . AAlg = AE,U AElu (7a)
D D I iy .

:>,(B]u EABluf}(Bzu b E"Bzu & EAE2g -}\E.zg (7h)

(2) (3) (4) s A(S)

a (7a)-ra,a°°, A a

Vonatkozzék A(l) és A
(7b) -re, [1Jalapjén

AL T - R

4 (3) Fn (4) A(5) .- 0,207
A szimmetria elemek csdkkenése kovetkezigben keletkezett kettés érték-
sorozatok helyességét igazolhatjuk a pszeudometrikus 6sszeg szaballyal. Az .6sszeg-
szabdly kiterjesztése tovdbbi segitséget nyujt a hozzédrendelések elvégzéséhez, s kiilo=
nosen hasznosnak bizonyulhat azokban az ‘e setekben, amikor pardidlisan deuterdlt mo-
lekuldkkal van dolgunk, Ilyenkor ugyanis az alacsonyabb szimmetrianak megfeleléen

a deuterdlt sajatértékeknek két vagy hdrom nem deuterdlt sajatérték fog megfelelni,

A hasonlé geometridju és elektronszerkezetii molekuldk teriiletén a szigoru
szimmetria csoportositisok keretén tul is kapunk 6sszefiiggéseket. Ennek jelentésége
elsésorban ott van, ahol az eréallandék transzferabilisek, s igy aldtdamaszthatjuk azokat

az elméleteket, amelyek egységesebb eré6mez6k megvalgsitisat célozzdk.

3519-a.



SUMMARY

The kinetic energy functions for pyridine and benzene molecules are very
nearly analogous, while their potential energy functions differ notably butin a few terms.
Itis well-known that while the potential function for deuterated molecules is the same
as that for the basic molecule, the function giving the kinetic energy of the former dif-

fers only in afew members from that obtained for the basic molecule.

Since in conformity with the foregoing, the above mentioned molecules
dispose of analogous G, respectively F matrix elements to an extent surpassing their
real symmetry, it is to be expected that the observed regularity may be extended to

these molecules, too.

Erkezett: 1963. augusztus 15.
KKKI Koézi. 9.sz. 1963.
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NEHANY MEGJEGYZES SZIMMETRIKUS MOLEKULAK

VIBRACIOJANAK TARGYALASAHOZ

Neszméiyi Andras és Sz6ke Sandor

0sszefoglalas

A molekularezgések klasszikus elméletét alapul véve dsszefoglaljuk a
szimmetria meggondolasok altal nyerhetd ismeretekéi Megvizsgaljuk a szimmetria ko
ordinatak egyértelmi bevezetésének lehet6ségét és a normal koordinatakkal valé kap-
csolatéi

A szimmetria kdvetkezetes targyaldsa a csoportelmélet formalis, matema-
tikai eszkdzeivel lehetévé teszi, hogy olyan rendszereknél® melyek tdl bonyolultak a
részletes analizishez, vagy nem ismeretes a kdlcsdnhatas pontos természete, a sza-

mitadsokat altalanos megfontolasok alapjan azaz arendszer részletes ismerete nélkil

is lényegesen leegyszerdsithessik.

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a molekulay®gések klasszikus elméleté-
vel kapcsolatban a szimmetria megfontoladsok &ltal nyértismereteket. Feltételezzik,
hogy az olvasoé jaratos a csoportelméletben és ismeri a kisamplituddju rezgések klasz-
szikus mechanikai targyalasat. A dolgozat célja elvi sikon 6sszegezni és hangsulyozni

a legtobb helyen kevéssé megvilagitott részeket.
A) Az alabbi feltevésekkel élunk;

1. a molekula szimmetrikus, szimmetriaviszonyait az A™ szimmetriaele

mek A csoportja jellemzi,

2. a mozgast a klasszikus mechanika alapjan talalhatjuk,

1

3. a kolcsdnhatids csak az atomok kolcsdnos tavolsdgainak abszolut ér-

tékétsl fugg,

4. a molekula kisamplituddju rezgémozgast végez egyik stabilis egyen
sulyi helyzete koril agy, hogy a T kinetikus és V potencialis energia az n darab va
i6s (j mennyiség, az altalanos koordinatak homogén, nem negativ kvadratikus alakja

ként irhaté fel:

2U= A vrq. =(<4,VQqg)"0, (1>

3519/A.
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n
YA L (3) g
oT = .-.,gl 1, = (AKX O, ety (2)
és U =06és T= Oakkor és csak akkor teljesiilhet, ha q =4 = O, azaz a rendszer
.egyensulyi helyzetében, nyugalomban van. n értéke = 3N - 5 linedris molekuldndl,

sgyébként 3N-6, N az atomok szdma. q az n dimengziés, valés vektortér eleme, ..
e ;

qQ = i}:l qiéi.; e12:'= 1, eiejs_-0,l,j=1,2,....,n;VésK.azndimenzléstérllne-

4ris operdtorai, melyeket a 4 dltalénos koordindték rendszerében a { vu AL tij
méfrix reprezentdl, Az dltaldnos q koordindtdkra még azt a megszoritdst tessziik,
hogy a derékszdgit kitérés koordinstik homogén linedris transzforméciéjdval legye-

nek elééllithatéak:

N
9= agl Lyx, + My + Nz (isl,_Z,:.‘..-..‘.n) (4)

Ez a transzformécié egyérielmiien meghatdrozza a ql—ket, de nem meg-
fordithaté. Az egy-egy értelmiiséghez még sziiksédes rendelkezni a fennmaradé
3N-n szabadségi fokkal. Feltessziik, hogy ez ‘3N»_-n darab,,‘ az x_,y a,za-t tarfalmazé ,
homogén linedris mellgkfeltétel farméjdban ismeretes. ;

A rendszer mozgdsegyenletei ekkor

K§ + vg=0 (5)

alakuak. A legegyszeriibb mozgdsoknak a

q(f) =r e-fr(uf' w0 (6)
alaku normabezgések felelnek meg, Ekkor r = O esetén teljesiil a
(V-w?K) .r=0 (7
vektoregyenlet . 2 lehets&ges értékei a .
det (V -w?K) =0 (8)

karakterisziikus egyenlethg! szdmolhatéak. Az r, vektorok @ nem szinguldris, pozi-

tiv definit

i
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w=kly (9)
operdtor sajéivektorai 602 sajatériékkel. w 2 lehetséges kitlonbozé ériékeinek fel-

s6 korldtja n, Az r sajatvektiorok ortogonélis.ak. Egyutial normaélinak tételezziik fel
6ket.

WV sajéivektorainak rendszerében az (5) mozgdsegyenlet lényegesen
egyszeriisodik. Biztosan van ui. olyan redlis, nem szinguldris S operdtor, amely az
& egységvektorokat W sajdivektoraiba viszi 4t:

n

- - e )
= S.el j§1 Sﬁej (1_1,2,...,n)' (10
és egyuttal a ql' koordinadtdkat a
0, = Srh q (1% 12un) (an

normélkoordindtdkba transzformdlja. S azonban ugyanekkor az V operédtort dlago-

nizélja, K-t az egységalakba viszi &t:

(12)
s ks & R
X0
4
Ekkor az (5) differencidlegyenlet rendszer szétesik a
3 61 e “‘)i Q=0 (1=1,2, ..,0) {(14)

harmonikus oszcillétor tipusu diﬂerenéi&legyenletekre, a rendszer 4lialénos stacio-
nér mozgdsa pedig felirhaté mint legfeljebb n kiilonbozé frekvencidju normélrezgés
lineéri_s kombindcidja:

n
) = El O, = Q ry8in (“t+e ) (15)

t=1

B/ A molekula‘szimm_etriacsoportj&nak és a csoportelméleti médszereknek felhasz-
ndldsdval a \V métrix ismerete, illotve 8 sajétértékprobléma megolddsa nélkiil -
amint latni fogjuk - szdmos fontos megsllapitast tehetiink. Igy

3519-a,



1/ fels6 korlédtot kapunk a kiilonbozé lehetséges normélirekvencidk szé-
méra vonatkozéan,

2/ als6 korldfot kapunk ezek degenerdciés fokéra,

3/ szimmefriakoordindtdk bevezetésével W diagondlis szupermdirix
alakra hozhat6 (azaz a sajétériékprobléma kiilon-k iilon végezheté el az egyes szim-
mefriatipusokra) -

4/ telsé korlatot kapunk W zérustdl és egyméstdl kiilonbéz6é métrixele-

meinek szémérﬂ,ﬁvalamint

5/ a karakterisztikus egyenletis fakioriz&lédik (a szimmetriatél fiig-
g6 mértékben),

A molekuldrél mindenhez csak annyit kell tudnunk, hogy az 6sszes .
szimmetrlaoperédtor haldsdra milyen a haszndlt 9 koordindtdk transzformécids torvé-

nye?
Fel fogjuk tenni, hogy a szimmetriamiiveletek alkalmazdsakor az al-
talénos koordindtdk homogén linedris médon egymés kézott transzformdlddnak (a szim-

metrlaopericié nem vezet ki az n dimenzids vektortérbsl) :
n

q; sz
; j=

j=1

I'{j' (Ak)qj' Ak E A

azaz: q'=R 5 q
g

az A K szimmetriamiiveletnek megielelé n dimenzids linedris ogerétor,
k :

melynek I'l'_, (Ak) a reprezenidnsa, Viligos, hogy a r(Ak) méirixok csoportot al-
kotnak és u.. A csoport dbrazoldsdt létesitik.

ahol RA

Az 4ltaldnos koordindtdk transzforméciés torvénye (amia szimmet-
ria megfontoldsokhoz ¢gyediil szitkséges) nem jelenti a [ métrixok pontos ismeretét,
hanem csupén irreducibilis tartalmét, azaz a benne direkt 6sszeadandéként eléfordu-
16 irreducibilis ébrdzoldsok és ezek éléfordulési szamédnak ismeretét:

h :
oy (A 2 kD' @ k,D% .0k D" = % kD! (A (18)
_ ; 2 ;

Itt h az A csoport osztélyinak szédma. Az = jel pedig azt jelenti, hogy alkalmas hasonx
l684gl transziormdcidval az dbrdzolds kireduk4lhatd, amikoris a csoport irreducibilis
dbrédzoldsaibél az i-ediket, Dk-—t ki-szer tartalmazza. Feltessziik, hogy ez a hasonlés4gi

3519-a.
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transzformdcié ugy van megvdlasztva, hogy az egynél tohbszor el6fordulé ekvivalens &b~

rézoldsok azonos alakban szerepelnek.

A T 4brazolis meghatirozasa derékszégii kitérés-, vagy belsé- koordindtak
esetén a szemlélet alapjin is lehetséges, az urreducibilis tartalmat pedig a karakter-
technikdval hatirozliatjuk meo. A transzformédcié és a mellékfeltételek hoinogén lined-
ris volta biztesitjil, hocy az igy meghatdrozott transzforméciés térvényck a 4 4ltalinos
koordindtdkra is érvényesek lesznek, ha a mellékielistelek irreducibilis komponenseit

leszamitjuk.

C/ A szimmetria megfontoldsok alapjat mdrmost az a kavei=lés képezi, hagy
U és T invaridns kelllegyen az 6sszes szimmetriamiivelettel szemben, azaz pl. U-ra

fennélljon:

4 VR, q) (19)
Ay Ay

A T operdtorok ui. unitérek, hiszen a szimmetriamiiveletek nem vélioztathat-

2U = (¢q,Vq) = (@’ V@) =(R

jak meg & molekula atomjai koézott a tdvolsdgot, vagy vegyériékszoget, tehdt U valéban
invaridns. [.dsrészt 2121 irdnyfiiggetlen mennyiség lévén T is az, a sztmme&riamiivelelek

csak permutédljik a sebességvektorokat! Mindebbél kévetkezik:

KRy, - R, K w0
i i
VR, -R, V=0
i i
valamint:
VR e Ry WD (20)
Ay AL

Mivel W valés, pozitiv definit operétor, a felcserélhet6ség miait RA sajaivekior

rendszere is lelvehel6 orfonormaltnak és ha T a sajatvekiorai W-nek (a = 1,5,..,‘, m; ma

degenerdcio foka), azaz

Wri’ =W rl,a
akkar kell, hogy teliesiilion
m
i
B e d Db CA st (21)
r\k ld d":l k l‘ros

aliol a {Dlo( o ¢ métrixok az A szimmetriacsoport reédlis ortogonélis, irreducililis dbid-

zoldsai. (Csupdn véletlen degenericié esetén lehet koztiik reducibilis dbrazolds). Spe-

3519-a,
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cidlisan, ha m = {, akkor Di egydimenziés, értéke csak + 1 lehet. Mivelq (15), szerint
felirhaté W sajdtvektorainak hne&rkomblnéciéjaként, a (18) felbontéds sziikségképpen

ugyanazokat az irreducibilis komponenseket tartalmazza, mint amelyek (21) -ben eléfor-
dulnak. Mivel pedig minden w‘?‘ 4@ j2

vetkezik, hogy a molekula szimmetria dltal korldtozott, kiilonb6zé sajitfrekvencidinak

egy-egy kiilonboz6 sajatirekvencidt jelent, ko~

szama f, adotta (18) -ban eléfordulé ki—k osszezezésével:
h
I & k. (22)
i=1
Az egyenl6tlenség a véletlen degenerdcic esetén teljesiil. Az egyes sajétfrek-
vencidk degenerdciés foka, m, pedig a Di 4brazolds dimenziéjdval van meghatdrozva,

ik n, = dim (DY)
| =

ekkor
m > n, (23)

Az egyenlétlenség ismét a véletlen degenerdciéra vonatkozik.

d/ Wdiagondlis szupermétrix alakja a Schurlemma kévetkezménye. A (20)

operdtor egyenlet métrix reprezentinsa a q; dltaldnos koordindtdk rendszerében igy

irhaté;
| WL (AL~ F(Ak)w=o, A EA (24)
Legyen S a I" -t kiredukdls, azaz a (18)-as direktosszeg alakjéra hoz6 mat-
rix:
* S
-1 . i
S 7eg (Ak)b= ‘! kiD (Ak) Ak € A

1 ‘

akkor a (24) egyenlet helyébe az alabbi egyanletrendszer 1ép a S-el valé transzfor-
madcié utdn:
i

' S '
\Visl? = Wis (Lo =12, +..,D (25)

ahol ! jelentia
is

méatrixnak a (18)-as direkt-9sszegre bontdst kovetd részmétrixait (altaldban tés-
lalap métrixok). Az i,s 6sszegezé indexek h helyett f-ig futnak, mert kiilon szamol-

juk az 6sszes é4brdzoldst, tekintet nélkiil arra, hogy van-e koztiik azonos, vagy sem.

3519-a.
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A Bchur-lemmy megkiveteli, hogy (25) -ben

\V;s = 0, ha D' nem ekvivalens D®-el.

Ha viszont
1 S

D'ED

akkor W;s hiztosan konstans métrix:

7

\Vis = \Vis En

ixn

i

Alkossunk most az adott Di—nél eléfordulé k21 darab Wig elembél egy{ \\'igmétrixot.
akkor ' igy irhato:

(26)

azaz oz by d'menzidés egységmaétrix és {w ;S}dire kt métrixszorzatainak direkt 6ssze-
geként irhaté, shol dsszegezni kell az 6sszes nem ekvivalens, [ --ban eléferdulé irre-

ducibilis dbrdzoldsra.

Lathaté, hogy W’ valéban diagéndlis szupermétrix alaku és zérustél kiilén-

bézé elemeinek szdma:

h
b A ntk% (27)
fe ]
Azonban a (26) felirds dtrendezheté még egyszeriibb diagondlis sarper-

matrix alakes?
" = BRI I L
W= P WP = ny { W is} & nZ{wizs}@ m@nh { wi;} (28)

[gy tehdt a W"” diagondlis szupermadtrix annyiszor tarlalmaz egy mat-
: - o P . e ; s 3 . o
rixot direkt 6sszeadandékénf, amennyi volt az illeté D dbrdzolds dimenzigja (de-
generdcio) és ezen métrixok dimenziéja egyenls a kiilonboz6 irreducibilis dbrazola-

sok el6forduldsi szamadval, kt— vel,

3519-a.



(28)-bo6l kdvetkezik, hogy

det (W) = det(W') = 7 [de<{wis}™ 1 (29)

igy tehat a karakterisztikus egyenlet tényez8kre bomlik, az egyes szimmet-
riatipusba tartoz6 rezgésekre a sajatértékprobléma kilon és fliiggetlenil oldhaté meg. (En-

nek kilondsen az itt nem targyalt kivalasztasi szabalyok szempontjabél van jelentésége).

Végul lathaté, hogy a szimmetrikus W’ operator jellemzésére az eredeti

2" (n-i-)n paraméter helyett elégséges

ir Z k (k.+1) (30)
* o t= 1 1

valés szam.

E) Azokat az altalanos koordinatakat, melyekben (3) fennallasa mellett a
vibraciés operator \V matrixa a,szimmetriacsoport altal eléirt maximalis egyszer(isddést
mutatja, amikor tehat W a (28) alakd diagonalis szuperrndti'ix lesz, szimmetria koordi-
natdknak nevezzik. llyen mennyiségeket alkothatunk akar a Descartes féle kiils6-, de-
rékszogil-, akar a bels6”koordinatak linear kombinacidjaként. Mindenesetre kozds jel-

lemzdjuk kell legyen, hogy

1. apontcsoport valamely unitér irreducibilis 4brazoldsa szerint transzfor-
malédnak és

2. ha azonos szimmetriatipusiioz tébb szimmetria koordinata sorozat tartozik
(azazk 1j akkor az egyes szimmetria koordinata sorozatok transzformaciés tulaj—
donségz}i pontosan megegyeznek, azaz nemcsak ekvivalens Dt abrazolasok, hanem azo-

nos irreducibilis abrazolasok szerint transzformalédnak.

A szimmetria koordinatdk ezen definicidja - melyet Wilson is hasznal - nem
hatarozza meg a szimmetria koordinatakat egyértelmiden. Legyenek ui. az s. (i =1,2...,n)

mennyiségek szimmetria koordinatak, azaz alljon fenn

R S. A - ru(At)s.:r.t

ahol

I t.Df
® 1

Allitjuk, hogy minden egyéb, az sj mennyiségekbdél a f--val felcserélhetd,

nem szingularis, homogén linearis transzformacidval képzett
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i u-J det Ri 0

mennyiségekis szimmetria koordinatak lesznek, azaz fennall

=]

(Bizonyitas: ha

akkor

Mivel fM diagondlis szupermatrix ag RT- p R=0 kovetelmény R alak-
jat is diagonalis szupermatrixra korlatozza (1. a kordbban W-rél mondottakat). Ezért
az R matrix is direkt szorzatok direkt 6sszege lesz:

h h

R= Rl = i N Rt 3>

:& t=I tk =)

™ xn?

ahol

dim (K}) = k

A tovabbiakban megvilagitjuk a szimmetria koordinatak és normal koor-
dinatak kapcsolatat, ismertetjuk a Wigner féle altalanos mé.dszert képzésikre, vala

mint megadjuk az ezekbdl folyé ortégonalitdsi sajatsdgaikat.

Altijuk, hogy a normal koordinatak egyuttal szimmetria koordinatak is.

Megforditva ef altaldban nem igaz, de a k* ;= 1 esetben fennall.

Legyen ui. adva W a (28)- as maximalisan redukalt alakjdban és le-

gyenek az Sj mamiylségek a hozzatartozé szimmetria koordinatak:
(-
B3
| ntxnt
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Mivel V" szimmetrikus és redlis, szitkségképpen van olyan redlis Utransz-

formédcié, amely -t diagonalizdlja;

vl wiu=a (32)
U egyuttal az 8 mennyiségeket a normal koordindtékba viszi 4t:
Q=U. s

(32)-ben a/ diagonalis matrix direkt 6sszeg alakjaban irhaté:

¢
. 2
A= % oF o By i % (33)

Iit az a szerinti 6sszegezésnél minden n, dimenziés egységmatrix ka—

szor szerepel, A (32)-be helyettesitve \V és alakjat, kapjuk:

h
t
= {w }@ E U = (34)
@ ™
t=1
(34) teljesithets a diagondlis szuperméatrix egyes blokkjain beliil valé diagonilizé -

lassal. Mégpedig, ha teljesiil, hogy
-1
(ut) .{WtJ’.ut=/\t

t
ahol /\ diagondlis métrix, akkor az

n, xn

h
B oy - e (35)
] § 0y

dim &} = k

alaku hasonlésdgi transzformdclé diagonizélia W-t; Mivel (35) eleget tesz a szimmetria

koordinatak jellegét megdrzs (31)~es franszformdaciéra valé eléirasnak, lathatjuk, hogy
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a normdl koordinatdk valgban egyuttal szimmetria koordindték is. Bdrmilyen dltaldnos

koordindt> r=ndszerben jellemezziik is a pontrendszer vibrdciés mozgdsét, a tulajdon~

képpeni feladat az n 4ltaldnos koordindtabdl alkotott q(t) vektor id6fiiggésének megtala-
lasa. q(t) vektor skaldr fiizgvény, melynek értékkészlete az n dimenzids, valés vek-
torér, fiigzetlen valiozéjaul pedig az idét tekintjirk. A pontrendszer bdrmely, a vibraciés
mozgéassal kapcsolatos fizikai jellemzéje az n dimenziés valés vektortéren érielme-
zelt fiiggvény, igy pl.2U =(q, Vg). A pontrendszer egy tetsz6leges mids rendszerben
felirt dltalinos koordindldja, mondjuk az i-edik, szintén az n dimenziés valés vektortér

egy skaldr vektor fiiggvényének foghato fel:

(Pl = ¢i ()

Ennek speciilis esete:

qi(t) = (q, el)

ahol o, az ivedik egysésvekior az n dimenzids térben. Ilyen értelmezésben dllitjuk,
hogy a szimmefria koordindtdk a szimmetria fiiggvények specidlis esetei. Legyenek

ui, adva a

¢1 = ¢i(q) (i% 1,2, e, n)

skaldr vektor fiiggvények (az id6tol valé fiiggést most nem jeléljiik) és feleljen meg

az értelmezési tartomdnyon végrelajtott szimmetriamiiveletnek az R A operdtor
st -

Az értelmezési tartomdnyon végrehajtott Ak szimmetriamiivelet a ¢ {

fiiggvények terében az operét ort indukélja, melyet igy értelmeziink:
Ay

, w4
Ra ¢ (@= q)(RAk.q)

Az Oi fiiggvények barmelyikébél - mint 4ltaldnos koordindtédkhél - szimmetria koor-
dindta képezhets, mégpedig - amint azt \Vigner megmutatta - a szimmetriacsoport
D‘ irreducibilis dbrazolisa szerint franszformal6dé szimmetria koordinatita V?

operdtor alkalmazéasdval nyerhetiink’

~n

. j=1,2,-'.,h.
§oale e b )
¢ .v¢i.(—g—.§x (f»s)“RAs)q)i,(
S

i:: 1,2,.0:. n
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; ahol

nj =dim (Dj), a pedig az A csoport rendje.

Az adott dbrdzoldshoz tartozé linedrisan fiigsetlen szimmetria fiiggvények
szdma ntkt' Ezzel a médszerrel, alkalmas kezdeti linedr kombindcié vélasztéssal az

osszes szimmefria koordindta generalhaté.
A szimmetria koordindtdkra ortogonalitisi osszefiiggések dllnak fenn.

Osszuk fel az 8 szimmetria koordinatdkat [ kiredukalt (18)-as

alakjinak megfeleléen az egyes irreducibilis dbrdazoldsok szerint transzformal6dé
sorozatokra, legyen tehdt Stai al, (A) é4brazolis direkt 6sszeadandé komponem-
seként@aepls a-adik Dt irreducibilis dbrdzolds i-edik sora szerint transzformadls-

dé szimmetriafiizgyény:

t
1t Z R ©
o S L D.ﬁ Saj

és legyen a 9 dltaldnos koordindtdk és s:u' osszefiizggését megadd transzfor-

méciés torvény:
¢ n
&=

al J—-—'l

s ikla
alyj 4

Definidljuk a szimmeiria koordindtdk s kaldris szorzatdt:

t f it v
(Sai’ Sa,f } = J__.Zl Ual'j X Ua’ i J
Ekkor [ unitér volidbél és az imeducibilis abrdzolisokra fenndlls

4dltaldnos ortogonalitasi 6sszefiiggésekbsl kovetkezik, hogy

(st t,)-:é' §

s ;
af, "ai’ tt' j B
Az ‘azonos dbrdzolisok kozott a skaldrszorzat fiiggetlen sorin-

dextél:

t
ai,

(s

t t 1
Sa’i) = (Saj’ sa’j)

A szimmetria koordindtdk bevezetésével a kinetikus, vagy poten-

cidlis energla (3) kifejezése is -lényegesen egyszeriisddik. Igy pl. fennall:
: LY ‘ i
2U = (S,V"S) = ZZ Z Z Z v‘:aa’ i’
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ahol
-;-tt’ t tt’ t 4
\aa;ii’ 9% S&i uaa’ii’ oa’i' = l\OnSt.
Szavakban cz azt jelenti, hogy a szimmetria koordinatakbar felirva

4s potencidlis eiercia szintén kvadratikus alak marad, azonban biz

a kinetikus
tosan nem szercpelnek benne a nem ekvivalens dbrdzolésok esctén a kiilonbo-
transzformdlédé szimmetria koordindtdk vegyes szorzatai.

z8 sorok szerint
SUMMARY
On the basis of the classical theory of molecular vibrations the
vesults of symmeiry considerations arc summarized. The possibilily of the
introditction of symmetry coadinates in a unique <way and their relation to
discussed.

coordinates are
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KETATOMOS MOLEKULAK EROALLANDOINAK SZAMITASA
FIZIKAI-KEMIAI PARAMETEREK ALAPJAN
Sz6ke Sandor

Osszefoglalds

Kétatomos molekuldk vegyértékerédllandéi az elektronegativitds, a~
kotés tavolsds és a kotési cnergia értékekkel hozhaték kapesolatha, A tul-
nyoméan kovalens jellezii kitést tartalmazé molekuldk nagy korében az ard-
nyossagi tényezé értéke kozel dllandé, A homo- és heteronukledris kétato-
mos molekulédk erééllandéi egymésbél szimithaték, Abol azonban az ionos ka-
rakter nem hanyagolhaté el, ott az ion-kovalens rezonancia energia értékkel
korrekciot k=ll alkalmazni, ‘vz ionos-kovalens jellegnek uj érielmezést adha-
tunk az eréallandé értékek alapjan.

Kétatomos molckuldk vegyértékallandoit a mozzdsegyenletek alapjan
a linedris harménikus oszcilldtor frekvencia képletéhél kapjuk meg., A har-
monikus ersallandé ke osszefiiggése a harmonikus frekvenciaval:

TZ 2

: 2
k, = 48 ¢ wou (1)

ahol ¢ a fénysebesség, () R harménikus frekvencia, Moa redukalt to-
meg, ke pedig a harménikus ergdllandé.

A tapasztalati potencidl fiiggvények Osszefiiggést keresnek a fizi-
kai-kémiai paraméterekkel is, A Morse-fiiggvény az egyensulyi disszo-~
ciaciés energidt és a kotéstivolsdgot is tartalmazza, és a ﬂ dllandé is

részben ilyen paraméierckre vezethetd vissza. A lLlorse=fiiggvény szerint

P(reur}l 2

UsD [t -e (2)

U a potencidlis energia, De a disszocidciés cnergia, T, az egyensulyi

atomtivolsdg,

Az ergallandé nagysdgdat az® alibbi egyenlet adja meg:

amikoris 5
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A A éllandé6 tartalmazza a frekvencia értéket is, s ezért a Morse
egyenlet nem teszi lehetévé, hogy tisztdn fizikai kémiai paraméterckbél szdmol-

junk eréallandét.

Csak az utébbi két évtizedben adott meg néhdny szerzé olyan

egyenletet, amelyekben méar csak kotéselméleti paraméterck szerepelnek. Ezek

koziill megemlitjiik a Lippincott és Schroeder[2]valamint a Gordy [BY altal meg:
adott osszefiiggéscket. Lippincott és Schroeder szerint
Peoin K
kK = —5— (3)
e 1
e
ahol D’e a disszocidciés energia, n értéke pedig:
; T 1/2 I 1/2
n=n (—T-’ )A ( I ) B - LAY
0 0

Az I s [, ionizdciés potencidlok az és ionizdciés
A 68 lp lonizdcids pofencid Ino 68 Ip,

potencidlokra vannak vonatkoztat\:‘a. Az I."\o és IBo Ionlzadls polemsilik s

periédusos rendszerben az A i, B elem sordban, de az elsé oszlopban 1é-
vé elem ionizdciés potencidljai. (Igy tehdt ezek a paraméterek a Li oszlop
jonizdciés potencidljainak egységében vannak kifejezve.) A molekuldk nagy
korére n, = 6,32:108 cm-I (a periodusos rendszer 4, 5., 6. és 7. oszlo-

paban’,

[4]

Némi moédositissal ezt az egyenletet alkalmazva J. Pliva is X

Gordy szerint

k = a N(elez) 3/4 1'—2+ b (5)

e
N a kétésrend, ey és ey elektronegativitdsok, a és b 4llandék.

Az ilyenfajta egyenletek azzal jellemezheték, hogy egy-egy édllan-
dé sorozat csak kis szdmu, azonos tipusu molekuldra érvényes, mas
tipusu molekuldikra mas-méds dllandék vonatkoznak.

E mellett az egyes szerzék arra torekszenek, hogy a mozgdsegyenlethsl
kapott allandékat minél jobban reproduldljdk helyenként szdzad szdzalékos
megkézelitéssel. A képletekben szerepls paraméter értékek pontosséga vi-
szont messze clmarad attél, ami az ilyén eayezést indokolnd. Fppen ezért
célszerithbnek tartottuk a lehets legegyszeriihb Osszefiiggési formdt felirnj, A
tulnyoméan kovalens -kotéshen lévé atomok dltal képzett molekuldk eréal-

landéi egyencsen arényosak az elektronegativitdsok és a kotési energia érté-
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kek négyzetgyokével, forditva ardnyosak a kotéstivolsdggal. Ahol a két atom
elektronegafivitaisa kozotti kiilonbség nem- tul nagy, érvényes a kovetkezé o6sz-

szefiiggés:

$ . g tundy g MR gt (6)
1 ij lJViJ i

D.. az egy vegyériékre esé kotésenergia, dij értéke kozel dllands, kij az

ij .
egységnyi kotésrendre esd erédllandé ériék.

Az 1. tdbldzathan néhdny, a periéduses rendszer 4., 5., 6. és 7.

oszlopdban szereplé elem adatait lathatjuk,

A d,ﬁ‘ allandé értéke adltalaban 0,26 és 0,32 4atlagos értékiik
0,27-0,28 kozé e%i_k; A paraméterek értékei a szokdsos egységekben érten-

dok (ke : 105 dyn cmﬁl, r: R , D: kecal mol-I).

A II., III, és IV, tablszatban ugyanerrél a teriiletr6l szdrmazé
heteronukledris kétatomos molekuldk adatait talalhatjuk, Olyan kotésekre, ame-~
lyekben a kovalens jelleg uralkods, kézelitéen érvényesnek taldltuk, hogy

1/2

dy = (dd ) (7)

A (7) felhaszndldsdval adoédik, hogy

1/2

ko o Add = (epatl2 p AR g ot (8)
y B | 1]

ik
(51

Az ion kovalens rezonancia energidra vonatkozé alaptétel

egyszerii &talakitdsaval lathatjuk, hay

(D = [(D, DY + A2 -
2\
T LA ot ] 1/2 o
A (D)

igy (8) a kovetkezs alakra hozliaté:

172 o312 pV2 U2 [ g, A ]1/2 T
i i | (DiDj) 1/2 .

ke (dd) Mo e g3 % 1p
1) 1) L3
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Htimo-
nukl. mo-
lekula

c2

°2

S2

Se2

Te2

n?2

P2

F2
Cl2

Br2

k.. egyensulyi

az atomok elektionegativitAsanak geometriai

az

d: ardnyossagi tényezd,

k,.. egységnyi

3519-a.

9,51

11,76

4,96

3,612

2,37

22,96

5,556

6,336

3,279

2,457

1,721

egységnyi

1,312

1.207

1,889

2,157

2,703

1,094

1,894

1,435

1,988

2,284

2,667

er6allando6, r

kotésrendre

esd

28

|. tablazat

2,5

3,5

2,5

2,4

2,1

3.0

2,5

4,0

3.0

2,5

kotéstavolsag,

kotésrendre esd erBallandoérték.

energia,

Du

68,0

58,5

50,9

32,5

33

75

38,7

50

58

45,4

35,4

kdzepe,

0,295

0,265

0,263

0,285

0,266

0,322

0,268

0,322

0,285

0,298

0,305

4,755

5.880

2.480

1.806

1.185

7,653

1,852

6,336

3,279

2,457

1,721
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[I; tablézat

n??ilgfo k, r kr {;i'ej D; d.
BE 3,044 1,232 3,750 2,05 60 0,236
CH 4,482 1,12 5,020 2,29 80 0,245
Sit 2,479 1,52 3,768 (,94 58 0,254
Gel 1,8A7 1,66 3,104 1,94 38 0,260
NH 6,03 1,038 6,260 2,51 93,5 0,2587
PH 3,257 1,433 4,667 2,10 7 0,254
AsH | 2,43 1,58 3,8_39 2,05 56 0,252
03! 7,792 0,971 7,566 971 101 0,278
SH 4,193 1,35 5,661 2,29 85 0,268
Sall 3,18 1,50 4,770 2,24 67 0,260
ToH | 2,53 1,69 4276 | 2,10 59 0,265
FH 0,655 0,917 8-,854 2,90 135 0,263
CIH 5,157 1,275 6,575 | 2,51 102 0,259
Brii 4,117 1,414 5,8‘21 2,42 875,5 0,260
IH 3,142 1,604 5040 | 2,29 70,6 0,263
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Hetero- -
nukl” mo- k r e.e. D, d
lekula . o g
e
Cco 19,02 1,128 2,96 70 0,286
CS 8,49 1,534 2,50 83,0 0,286
CSe 6,586 1,67 2,45 57,5 0,296
Si0 9,246 1,51 2,51 92 0,290
SiS 4,93é< 1,929 2,12 74 0,262
SiSe 4,094 2,14 2,08_ 54 0,236
SiTe 3,130 2,34 1,94 43,5 0,286
GeO 7,622 1,651 2,51 75 0285
GeS 4,358 2,06 12 65,5 0,262
GeSe IL?SO 2,19 2&8‘ 57,6 0,262
GeTe 2,902 2,39 1,94 47 0,261
SnO 5,615 LS&S 2,51 64,5 0,256
SnS 3,536 2,26 242 49 0,269
SnSe 3,066 2,37 2&8 30 Oﬁlé
SnTe 2,439 2,57 1,94 35,6 0,272
PbO 4,557 1,922 2,51 38' 0281
PbS 2,992 2,395 2,12 34,5 0,28v6
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Hetero-

nakl. mo-

lekula

CF
cc1
CBr
Cl
SiF
SiCi
SiBr
GeF
GeCl
GeBr
SnF
SnCl

SnBr

30l9-a.

7,406

3,766

2,925

2,171

4,892

2.624

2,213

3,925

2,323

1,971

3.278

1,976

1,726

V.

1,271
1,73
1,90
2,18;
1,60
2,0
2,14
1,67
2,08
2,29
1,82
2,32

2,44

29 -

tablazat

V eiei

3,14
2,74
2,64
2,50
2,68
2,32
2,23
2,68
2,32
2,24
2,68
2,32

2,23

105,4

78,5

65,9

57,4

88

76

69

92

62

56

76

60

46

0,291
0,268
0,259
0,250
0,311

0,259
0,256
0,256

0,264
0,269
0,254
0,255

0,278



- 30 -

N értéke helyett legtobb esetben (rﬁrjj)’l/2 kifejezést irhatjuk és igy kompo-

nensekre bontva a fenti 6sszeliiggést a kovetkezé kifejezést kapjuk:

B w (DY i 18, plia, jlr2h +~——Q—~—]“2 ~rai
ij 078 by e a [ fe J 1/2
(DD
vagyis
o 1/2 W i
k5 (kD [1 + o ] ' (12)

(D.D.)
i

Ha az r., és r, értékek egymdstdl tavolabb esnek, célszerithb a
J

geometriai kozép helyett az aritmetrikai kézépérték hasznilata, s egyenletiink

igy alakul:

| ' 1/2
' Gruit)
R ¥, a7 e
k, = (kik) s (13)
GG [ (DiDj)l;z 1/20r 4r)

Hogy a kotéselmélet paramétereivel valé kapcsolat hangsulyozot-

Sa

tabb legyen, ir.juk fel a (8)-at a kovalens atomrddiuszok fogalmdnak fel-

haszndlasdval. Ilompnukleéris kétatomos molekuldra

ool T TpME ggag (14)
ii il i i i
Bowdd bR eyt (15)
LK ¢ ] J ) J J
Heteronukledris esetekre
k. = d. (ee. DY2 pl/2) 172 (9,9, y"1/2 (16)
R e e %

Pontosabb értékeket kapunk itt is, ha a (16)-ban a geomatriai
kézép helyett az aritmetrikai kozépértékkel szamolunk. ’

k. wid faapheptd® 5 122 o o, 57 (17)
1] 1 [ RE A | J 1 J

Azokban a kétatomos molekuldkban, amelyekben az atomok érté-

egyezik, a meglelels homonukledris molekula erédllandéjit az

kiisége nem
molekuldban a nitrogén molekula

értékiiséggel osztani kell, Igy pl az NKH
22,96 nagysdgu erddllandéja helyett 7,653-mal kell szdmolnunk, A szén
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vegyértékiisége ketts, a kéné ugyanennyi, ezért a CCl, CH, SH molekuldkban .
a szén 0,50 ill. a kén 4,96 ersallandéja helyett 4,755 ill, 2,48 értékekkel sza-
molunk. Az V. tablazatban néhdany ilyen molekula erédllandéjanak értékét adjuk

meg:

A (12)-bél kovetkezik, hogy ahol az ion-kovalens rezonancia energiaértéke
zérus, vagy kozel zérus, oft a k12 a k1 és k2 geometrini kozepe. A kor-
iekciés faktor értéke ugyanis a A\ érték fiiggvénye, s igy vdrhaté, hogy az
ionos-kovalens jellegre az eréallanflé értékekbol is kovetkeztetni lehet. A k12

g TR ¥
. és a (klkz)

ériékek hdnyadosa sok esetben j6l rcprodukdlja a Pauling al-

tal adott osszefiiggéshol szamolhaté ionos szerkezet karaktert, de részben a pa-
raméterek megbizhatatlansdga miatt inkdbb csak tdjékoztaté adatokat kapunk.-
Feltiingen j6 az egyezés a hidrogén-halogének esetében. A felhasznalt para-
méter adatok Herzberg, Cotrell, Varshni, tovdbba Pauling, Gordy, Lippincott és

Schroeder munkaibél szarmaznak [G, 7, 8, 5, 3, 2.].('\/I.téblézat)

Calculation of the force constants of diatomic molecules from

physico-chemical parameters

SUMMARY
' S.Széke

The valence force constants of diatomic molecules depend on the
electro-negativity, bond distance and bond energy. In the large domain of
molecules in -hich covalence prevails the proportionality factor is found
to have a nearly constant value. The force constants of diatomic homo-
and heteronuclear molecules can be calculated from each other, In cases,
however, in which the ionic character cannot be neglected, a correction
has to be applied by using the value of the ionic-covalent resonance
energy, A new interpretation of ionic-covalent character may be given

on the basis of the force constant values.
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V1. tablazat
kl2
. i % i %
ki k2 k12 (kjk2) 1/2

HF 5,734 6,336 9,655 1,60 60 60
HCI 5,734 3,279 5,157 1,189 19 19
HBr 5,734 2,457 4,117 1,110 11 11
HI 5,734 1,721 3,142 1,00 0 4
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AZIDO-VEGYULETEK SZINTEZISE ES REAKTIVITASA VII.
AZIDO-VEGYULETEK CIKLOADDICIOINAK MECHANIZMUSAROL™

Pintér Istvdn és Dr. Messmer Andrés

Osszefoglalds

Vizsgdlatokat végeztiink az azid-acetilén addicié - mint 1,3-dipo-
laris cikloaddicié - mechanizmusdra vonatkozéan, Reakciokinctikai mérésekkel
meghatdroztuk a kinetikus szubsztituens effektust egyrészt para-helyzetben
szubsztitualt fenil-acetilének és benzil-azid, méasrészt para-helyzethen szubsz-
titualt fenil-azidok és fenil-acetilén reakcicjaban, Az effcktusok irdnya a se-
bességi dllandék értékére az acetilén-komponens részérsl; N02> Br> H> CI’I3O.
mig az azid-komponens részérél: CII,0> H > Br. Megéllapithaté ebbdl, hogy a
reakcié nukleofil mechanizmus szerint” folyik le. Ugyanerre mutat a megfelels
Hammett-fiiggvények reakciédllandéja is, amelynek értéke az elébbi esetben:”
J- + 0,61, az utébbindl f = -0,34, Hasonls vizsgdlat endo-metilén-tetrahidro-

Yy

ftalsav-dimetilészter és para-helyzetben szubsztitudlt fenil-azidok addiciéjira a
kinetikus szubsztitucns effektus elmaraddsdt mutatta, Kovetkezésképpen az azid-
acetilén addiciéra ncm terjesztheté ki az 1,3-dipoldris cikloaddicié lefolydsdra
IHuisgen &ltal javasolt szinkron, négy centrum tipusu mechanizmus. Ugyanakkor
azidok és feszitett gyiriis olefinek reakcidja esetében @ eredmények o6ssz-
hangban é&llnak ez utébbi mechanizmus képpel.

X X X

’

Az organikus azido-csoport - elektronszerkezete alapjin - elek-
trofil reaktdnsok széméra alkalmas partner. A gyiirizaréddssal jaré addiciék
esetében az elektrofil reaktins szamdra az azidocsoport 1. és 3. N-atomjanak
nagyobb elektronsiiriiségii centrumgi nyujtanak kedvezé tdmadépontot. Ennélfogva
nem szimmetrikus reaktdnst haszndilva két izomer triazol-vegyiilet keletkezése

varhaté.

Korabbi vizsgdlataink (1) soran a fenil-acetilént vélasztottuk elek-
trofil reaktdnsnak. A preparativ eredmények megfelelick az elméleti varakozasnak
Alkil-, aralkil- és aril-azidok reakciéja sordn minden esethen azonos ardnyban
keletkezett a két triazol izomer. A p-helyzetben mind elektronszivé, mind elek-
trontolé csoportokkal szubsztitualt fenil-azidokkal - azaz p-nitro, és p-metoxi-

fenil-aziddal - végzett kisérletek azt mutattak, hogy a reakcié orientdcidjira az

azido-csoport szubsztituensének elekironszerkezete nincs befolyassal.

*Részben elsadva a IUPAC XIX. Nemzet kozi Nongresszusdan (London, 1963).
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A vizsgéalatokat Kkiterjesztettik a reakcié szférikus viszonyaira is (2)
Az azido-vegyllet szubsztituensének méretét fokozatosan novelve, megallapitot-
tuk, hogy még a tetraacetil-glikozil- és tetraacetil-galaktozil-azid fenil-acetilénes
addicidja soran is mindkét triazol izomer izoladlhat6é koézel azonos aranyban -
szemben Micheel és Baum (3) tapasztalatdval. Csak az igen nagy térkitoltést
trifenil-metil-csoport képes orientalt addiciét kivaltani, amennyiben ebben a reak

cibban csak az 1,4-diszubsztitualt triazol keletkezik.

Jéllehet azidok és acetilének addicidja mar a szazadforduldé ota is-
meretes, a reakci6 mechanizmusara vonatkozd vizsgélatokat nem végeztek.
Kirmse és Horner (4) csupan preparativ szempontbol végeztek hasonlé vizs-
galatokat benzil-azid és fenil-acetilén reakcidjara vonatkozdéan, 6sszehasonlitva
diazo-vegyiiletek és fenil-acetilén addicidjaval. Megallapitadsuk szerint benzil-azid
és fenil-acetilén, tovabba fenil-azid és fenil-acetilén reakcidéjadban enyhe orienia

cios effektus tapasztalhaté - meglep6’ modon - az 1,5-diszubsztitualt triazol ja-

vara.

Azidok kett6s-kdtésre valé addici6jat kordbban Quilico (5) és mun
katarsai vizsgaltak meg a mechanizmus szempontjabdl és arra az eredményre
jutottak, hogy ez az addici6 négy centrum tipusu reakciénak tekinthet6. Ujabban
Huisgen (6) az 1,3 -dipolaris cikloaddicié elméletének kidolgozasa soran kineti-
kai mérésekkel vizsgalta meg fenilazid és feszitett gylirlis olefinek addicidjat.

Elvileg harom lehetséges mechanizmust vet fel. (1. abra).
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A véazolt harom lehetséges mechanizmus koziill «A» két lépésben
végbemend elektrofil, «B» ugyancsak két lépésben lefuté nukleofil addicio, «C»

viszont szinkron, négy centrumos iitkézéssel bekévetkezé reakcio.

[luisgen abbél a megfontolasbél kiindulva, hogy az organikus azido-
vegyiilletek sem nukleofil, sem elektrofil karakterrel nem rendelkeznek és figye
lembevéve, ‘hogy mérései szerint az addicio sebessége nem fiigg a kozeg po-
laritasétél, elveti a «zwitterion> kézbeesé terméken keresztiil lefuté (A ill. B)
kétlépéses mechanizmus lehetéségét, és egybelépéses, négy centrumtipusu (C)

reakciénak tekinti a folyamatot.

Elméleti meggondolisaink alapjin az azido-csoport nukleofil karakte-
rii, ezért varakozisunk szerint, a fenil-acetilénre torténé azid-addiciénak nuk-
leofil mechanizmus szerint kell lefolynia. Valésziniisiti ezt a feltevést az hogy
acetilén vegyiiletekre torténé addicié - az eddigi két irodalmi adat szerint -
nukleofii mechanizmus szerint megy végbe, amint azt Sinn (7) brém és dife-
nil-acetilén kozétti reakciéra, Truce (8) pedig tiolok baziskatalizalt addicidjdra.
bizonyitottak, Sziikségesnek véliik tehat az azid-acetiléen addicié mechanizmu-
sanak részletes vizsgdlatat. Modellreakciénak a benzil-azid® és fenil-acetilén ill,
szubszhtualt fenil-acetilének kozotti addiciot valasztottuk, (2. abrd). (Abrat

lasd. kov. oldalon.

A szubsztituens effektus vizsgdlata céljabol p-helyzetben szisztema- -
tikusan pozitiv ill. negativ tautomer effektusucsoportokkal szubsztituilt fenil-ace-
tiléneket, azaz a fenil-acetilén mellett p-metoxi-, p-brém és p-nitro-fenil-aceti-
lént reagaliattunk benzil-aziddal 1 mél/l kiinduldsi koncentrdciéju xilolos oldat-
ban, 100°C-on. A reakei6 sebességétwa képzédott trinzolok mérése alapjan ha-
taroztuk meg. \bsz. kézegben uagyanis a benzil-fenil-triazolok jégecetes per-
klérsavval - metilénkék indikdtort haszndilva - megtitralhaték, mint azt Moulin
(10) kimutatta. Minthogy az 1,4- és 1,5 diszubsztitualt triazolok egyforman fo-
gyasztanak perklérsavat, a ftitrdlds a reakciéban keletkezé két triazol mennyi-

ségének Osszegét adja.

A mérések eredményei azt mutatjgk, hogy a reakcié minden eset-
ben kinetikusan mdsodrendii, amint ez a linedris fiiggvénybél lathaté, Masrészi
a szubsztituens effektus a varakozds szerinti, a nukleofil mechanizmusnak meg:
felel6 sorrendet mutatja: azaz a sebességi dllandék a kévetkezé sorrendben

csokkennck:  NO, > Br » H > CHg40.

X A jeloléstechnikat illetéen 1.: Miiller, Messmer (9),
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2. dbra

Pintér, Messmer: Azido-vegyiiletek ... VII,

A reakeié finommechanizmusa szempontjahél érdekes, hogy az azido-
csoport elektronrendszere hogyan vesz részt a reakciéban. \z azidocsoport
elektronjai koziil vagy a delokalizdlt ¥ -palya elektronjai, vagy az 1. és 3. -
N-atomok osztatlan elektronparjai ill. a 2. és 3. N-atomok kozétti lokalizalt
AU -kotés elektronpdrja vehet részt az addiciés folyamatban, fiiggetleniil attol
hogy négy centrumos iitkézésen keresztil egy lépésben vagy nukleofil tama-

ddson kercsztill két lépésben megy végbe a reakcié.

Minthogy erre vonatkozé vizsgdlatok sem acetilén-vegyiiletek, sem
feszitett gyiiriis olefinek esetében nem ismeretesek, tanulmanyoztuk a kinetikus
szubsztitucns effektust el6szor fenilacetilén és p-helyzetben szubsztitualt fenil-

azidok reakcidjgban (3. 4dbra),
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3. abra

A fenil-acetilént fenilaziclon kival p-brém-, ill. p-metoxi-fenilazicldal
reagaltattuk, ugyanolyan koérilmények kozott mint benzil-azid és fenilacetilén
esetében. Nehézséget okozott, hogy a reakciéo soran keletkez6 difenil triazol szarma-
zékok-:.' bazicitdsa kicsi, ezért a reakcio el6rehaladasat nem kovethettik a végtermék
absz. kozeges titrdlasa utjan. Emiatt ratértink az &t nem alakult fentlazid koncentréa-
ci6janak meérésére spektrofotometriai uton. Mint ismeretes (11), a fenilazidok infra-
vorés spektruméaban a 21114 cm ~ frekvencian jellemz6, er6s elnyelési sav talalhato,

amelynek intenzitdsadbdél a fenil-azid koncentraciéja kielégitd pontossaggal meghata-
rozhato.
llymédon meghatarozva az egyes reakciok sebességi allandoit, itt is azt

talaltuk, hogy az addicié a kinetikus masodrendet kdveti, a kinetikus szubsztituens ef-

fektus pedig megfelel a nukleofil addici6 mechanizmusanak, azaz a cstkkend sebessé-

gi allandék sorrendjében: CitoO ~ H ~>Br.
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A kinetikus szubsztituens effektusnak a két reakcié soran tapasztalt ellen-

tétes iranya a megfeleld6 Hammett figgvényekbdl is lathaté (4. abra.).

by & i i , i
Ko | p -x-Fenilazid+ Benzilazid + p - X —fenilacetién £.00
fenilacetiten
g=

Ok e -1

+04 :
‘OP‘CH$0
H LN
°P-CHsp
—0/4 I v p i ] T 3 Y
-0k 0,0 *h O -04 00 +04 +0,8 +1,2
4. abra

Az abrazolaskor a p-nitro-szubsztituenshez az UGjabb irodalmi adatok
(12) alapjan =0+1,04 értéket rendeltink. A figgvények hatarozott linearitasa egy-
ben azt is jelzi, hogy' bar a reakciésebességek kilénbségei nem nagyok, az eltérések
mindkét esetben megfelelnek az elektron effektusok mértékének. Ez alatamasztja azt
a nézetlnket is, hogy a reakcibban az azido-csopoit delokalizalt A -elektronrendszere-
vesz részt, minthogy ennek a kdlcsénhatasa a leger6sebb az aromas gylrld elektron-

rendszerével.

Vizsgalatainkat mésrészt kiterjesztve azidok feszitett gylris kett6s kotés-

50°C-on. (5. 4bra). (Abrat lasd. koév. oldalon!)

A reakcid sebességét a keletkezd dehidro-triazol-vegytuletek absz. k6zeg-
ben végzett perkldérsavas titrdlasa utjdn hataroztuk meg. Az eredmények grafikus abra-
zolasabol (5. abra) lathato, hogy a fenil-azid p-helyzetli szubsztituensének ebben az
esetben nincs befolydsa a reakcid6 sebességére. Ez az eredmény 6sszhangban v~n
Huis gén feltevésével, amely szerint az azid-vegylletek feszitett gyl(r(s, kett6s kotés-

sel szemben sem nukleofil, sem elektroiil karaktert nem mutatnak.
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Kisérleti eredményeink szerint az organikus azido-vegyiletek - minden-
esetre acetilén vegyiiletekkel szemben - nukleofil karaktert mutatnak. Ennek alapjan
az azid- acetilén addiciéra nem terjeszthetd ki a iluisgen altal az 1,3-dipoléaris ciklo-
addiciéra kimutatott szinkron négy centrum tipusu mechanizmus. A folyamat eszerint
kétlépéses reakcionak tekinthetf, amelynek sebességmeghataroz6 lépése az azido

vegyidet nukleofil tamadasa az acetiléncsoport egyik szénatomjan.

Ugyanakkor azidok és feszitett kett6s kotéssel rendelkez6 vegyiletek
reakcidjaban a fenil- azid p-helyzetii szubsztituense részérdl kinetikus effektus nem ta -
pasztaihatd,, ami 6sszhangban all a lluisgen-féle 1,3-dipolaris cikloaddici6 mechaniz

musaval.

Kisérleti rész

A mérésekhez szukséges benzil azidot (13), fenil-acetilént (14), p-nit-
ro fenil-acetilént (15), p-brom-fenil-acetilént (16), p-metoxi-fenil-acetilént (17), fe-
nd azidot (18), p-brémfenil-azidot (19), p-meto i-fenilazidot (20), és 3,6-endome-
tilén-tetrahidro ftalsav dimetilésztert (21) az irodalomban megadott mddszerek

szerint allitottuk el§, és tobbszo ri desztillacidval, ill. kristalyositassal tisztitottuk.
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Kinetikai mérések

1. Ben zil-azid és_szubsztituélt fenil-acetilének kozotti reakcié: 10 ml-es
gomblombikokba 1,0mndl fenilacetilént (ill. a megfelelé p-szubsztitualt fenil-acetilént)
bemérve, majd lozzdadva 1,0 ml xilolos benzil-azid oldatot (¢ = 1,0 méi/1), a lom
bikokat 100,0 + 0,1° hémérsékleti olajfiird6be meritettiik, Megfelelsen vélasztott
idépontban egy-egy lombikot kiemelve a fiirdébél, a reakciot 5 ml hideg ecetsav-an-
hidrid hozzdaddsdval és egyidejii jeges vizbe meritéssel fagyasztottuk be. Ezutdn a
lombik tartalmat 0,025 n jégecetes perklérsavval - metilénkék indikdtor mellett -

megtitralva mértiik a keletkezé 1-benzil-4/5/fenil-triazol il.. szdrmazékainak kon-

s rar

L ]
cenfrdci6jit, A mérések eredményeit az 1. tablazat, a kapott sebességi fiiggvényeket

a 2. dbra mutatja.

2. Fenil-acetilén és szubsztitudlt fenil-azidok kézotti reakeié; A reakcié.

kivitelezése az elébbiek szerint tortént, azzal az eltéréssel, hogy a reakcié ledllita-
sdahoz ecetsav-anhidrid helyett 5 ml xilolt hasznaltunk. Ezutdn az egyes lombikok tar-
talmat xilollal mérélombikban 25,0 ml-re higitottuk., Az egyes torzsoldatok azido-ve-
gyiilet tartalmdt Unicam SP 200 infravorés spektrofotométeren felvett spektrumok

2114 cm—1 frekvencidju azid-savjabél szamitottuk ki, az elé6zé6leg felvett kalibrdcios
diagramok alapjén., Az igy meghatdrozott értékek a 2. tdblazathan, a kapott sebessé-

gi fiiggvények, a 3. dbrdn lathatok.

3. 3,6-Endometilén-tetrahidro-ftilsav-dimetilészter és szubsztitudlt fenil-

azidok kézotti reakcié:

A reakciét az el6z6ekhez hasonléan folytattuk le, de 50,0 + O,lo C-onA
befagyasztds utdn a keletkezett dihidro-triazol-vegyiiletek koncentrdciéjit az 1. pat-
ban ismertetett titrdlassal hatdroztuk meg. A: mérési adatokhél mezhaitdrozott eredmé-

nyeket a 3., tiblizat, és a 4. 4bra mutatja,

Triazol-vegyiiletek elgallitasa

1-Benzik-4/és 5/~/p-nitrofenil/-triazol

2,7 g Benzil-azid (2 cmél) és 2,9 g p-nitro-fenil-acetilén (2emél) 5 ml
xilolos oldata 4 6rdn keresztiil refluxol. Az oldatbél lehiiléskor lemezes kristilyok
valnak ki, Leszivatva 4,8 g (86%); op: 85-170°C, A kristalykeveréket 30 ml ben-.
zollal forrén digerdlva és leszivatva 1,4 ¢ sarga kristilyos anyag marad; op: 173-
—1750C, amelyet etil-acetdthol kétszer atkristalyositva 38 %-os termeléssel nyerhetd

a tiszta 1-benzil-4-/p-nitrofenil/-triazol; op: 11570,
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Analizis: C I 121\1402 = 280,28
Szémitott N%: 19,99 Talélt N%: 20,04

A benzdos anyalugok bepérldsa utdn 1,3 g (24 %) sdrga kristaly marad
visszay$ op: 83.—98°C, amelybél absz. alkoholos édtkristdlyos itds utan tiszta 1-benzil-

5—/p—nitrofenil_{—triazol kaphaté; op: 105-106°C.

Szamitott N%: 19,99 Talalt N%: 20,22

1;4>‘—Metoxi'—fenil('-{1( és _5/-fenil-triazol

2,0 g p-Metoxi-fenil-azid /1,3 emél/ és 1, g fenil-acetilén /1,4 emél/ 20
ml celloszolvos oldata 12 6ran 4t 100°C-on reagal, Lehiilés utdn az elegybdl vildgos
kristalyok valnak ki; 0,7 g /21%/; op: 163 °C. Alkoliolbél kétszer atkristalyositva a

tiszta 1-/p-meto:;i—aeml/—ii—feml—tnazol 164°C-on olvad.

Analizis: C -1113N30 251,27

Széamitott N%: 17,11 Taldlt N%: 16,59
Az anyalugokat bepdrolva és benzolban felvéve petroléter hozzdaddsdra

0,5 g sargds kristaly valik ki (15 %). Petroléterbél kétszer dtkristdlyositva a tiszta

1-/p=metoxi-fenil/-5-fenil-triazol 84°C-on olvad.

Analizis: C15 13\7 0 - 251,27
Szamitott N%: 17,11 Taldlt N%: 17,26

1 /p Ciano-fenil/- 4[es 5/ feniltriazol

2,9 g p- Clano—feml-azid (2 cmél) és 2,0 g fenil-acetilén /2 cmol/ 20 ml
celloszolvos oldata 100°C-on 10 6ran &t reacdl. Az oldathél mar melegen megindul ,
a kristalykivalds. Lehiilés utén leszivatva 1,3 5 /27 %/; op: 227-231°C. Celloszok-

bol atkristilyositva a tiszta 1—/p—cia_nofenil/—'4—fe‘nil~triazol 230%°C-on olvad.
Analizis: C151'110N4 ;246,28
Szamitott N%: 22,75 Talalt N%: 22,13

Az anyalugokat bepdroiva, majd celloszolvbék ikristdlyositva 1,2 g (24%)

vildigos kristdly valik ki; op: {22-120%: Alkoholbél, majd kloroform-petroléterbsl
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kristdlyositva a tiszta 1-/p-ciano-fenil/-5-fenil-triazol 132°C-on olvad.
Szamitott N%: 22,75 Talalt N%: 23,82

1-/p-Nitro-fenil/-4/és 5/-fenil-triazol

3,3 ¢ p-Nitro-fenil-azid /2 cmol/ és 2,1 g fenil-acetilén /2cmé6l/ 20 ml cello-
szolvos oldata 100°C-on 10 érén 4t reagéal. Az oldatbél mar melegen megindul a kris-
talykivalds. Lehiilés utdn leszivatva 3,2 g kristdaly vélik ki; op: 49-152°Cs 170 ml me-
til-etil-ketonb¢l kristalyositva 0,9 g /16 %/; op: 248—250°C, sarga kristdly nyerheté.
Metil-etil-ketonos dtkristalyositds utin a tiszta 1-/p-nitro-fenil/-4-fenil-triazol 253°%C-on
olvad.

Analizis: C

Szamitott N%:-21,05 Talalt N%: 20,85
A metil-etil-ketonos anyalugot bepérolva, majd alkoholbél kristélyositva 1,3
g /23%/ sarga kristdly nyerhets; op: 159-162°C. Tobbszéri alkoholos atkristdlyositas

utdn a tiszta 1-/p-nitro-fenil/-5-fenil-triazol 162°C-on olvad. Irodalmi /22/ op: 159°C.
Analizis: C14111002N4 = 266,25
Szamitott N%: 21,05 : Talalt N%: 21,07

1-/p-Metoxi-fe nil/-/ 4,7-metano-hexahidro-benzo-triazol /5-6-bismefjl:arboxilat

1,5 g p-Metoxi-fenil-azid /1 cmél/ és 2,1 g endometilén-tetra-hidro- ftdl-
sav-dimetilészter /1 cmél/ homogén elegye 24 6rdig all szobahéfokon, Ekkor 20 ml
széntetrakloridban oldva, majd 30 il petroléterrel elegyitve 2 g kristdlyos nyers ter-
mék valik ki. A nyers terméket szén-tetraklorid és petroléter elegyébdl kristédlyosit-
va 1,4 g /40 %/ szintelen kristdlyos anyag nyerheté; op: 102°C. Az atkristalyositast

tobbszor megismételve a liszta termék 120°c, on olvad.

Analizis: CISHZIOSNﬁ' = 359,39

Szémitott N%: 20,96 Talalt N: 21,15

1-/p-Ciano-fenil/-/4,7-metano-hexalidro-benzo-iriazol/-5,6-bismetil- kar -

boxilat

1,4 ¢ p-Ciano-fenil-azid /1 e¢mol/ 25 ml éteres oldatdhoz 2,1 g endometi-
lén—tetrahidro-ftalsav-dimetilésztert /1 cmél/ adva az oldat 24 ordn keresztiil all szo-

bahéfokon, mikézben vildgos tik valnak ki. A kristélyokat leszivatva és az anyalug
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be parlasaval kapott kristdlyokkal egyesitve 1,9 g (54 %) anyag nyerhets; op: 190 -
195°C. Benzolbél atkristilyositva a tiszta termék 193-194°C-on olvad.

Szamitott: N%: 15,81 Taldlt N%:17,01

Szamitott C%: 61,0t Talslt C%:61,15

Szémitott H%: 5,12 Talalt H%: 5,15
Zusammenfassung

Es wurden Untersuchungen beziiglich des Mechanismus der als 1,3~
dipolaren Cycloaddition aufgefassten Azid-Acetylen Addition durchgefiihrt, Mit Til-
fe von reaktionskinetischen Messungen wurde der kinetische Substituenten-Effekt
der Reaktionen, einerseits zwischen den in p-Stellung substituierten Phenylacetyle-
nen und Benzylazid, anderseits den in p-Stellung substituierten Phenylaziden und
Phenylacetylen bestimmt. Die Effekte der Substituenten beeinflussen die Werte der
Geschwindickeitskonstanten in folgender Reihenfolge: im Falle der Acetylenkompo-

nente: NOZ) Br )I‘I)CH30, im Falle der Phenylazidkomponente: CI‘E3O Y HYBr.

Es folgt daraus, dass dic Reaktion einem nukleophylen Mechanismus gemass
stattfindet. Dasselbe zeigten die Reaktionskonstanten der entsprechenden Iam-
mett’schen Funktlonen deren Werte im ersten Falle § = +0,61, im letzteren Falle§ =

-0,34 sind. Eine almhchc Untersuchung der Addition der p- substituierten Phenyl-

azide an das Endomethylentetrahydrophtalsauredimethylester ergab keinen kine-

tischen Sibstituenten-Effekt. Demzufolge kann der Huisgen’sche synkron Vierzen-
tren-Mechanismus der 1,3-dipolaren Cycloaddition auf den Ablauf der Azid-Acety-

len Addition nicht iibergefiihrt werden. im Falle der Reaktion von Aziden mit ringgestresk-
ten Olefinen sind die Regultate aber im Einklang mit der Huisgen’schen Aufassung.
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1. TABLAZAT

BENZILAZID ES p-X-FENILACETILEN = IOO,QiQ,IOC

*
X = KO X = Br o=l X=20C
A .
t c 1 : % t c - IR t c - } 4 t ¢ L. =
¥ Tp e & " =¢c = =% =g & Y= ¢
o o] o (e} (o] o o
Jéva/ | /m61/1]| [1it/ws1/ || féra/ |/mS1/1/| /1it/mé1/ || /ora/|/mé1/1/| /1it/mél/| fére/|/mé1/L/| /1it/mé1l/
1,0 | 0,084 0,40 £,0 | 0,332 0,45 4,0 0,262 0,35 6,0 | 0,260 0,35
2,0 0,160 0,94 6,0 0,393 0,65 6,0 0,331 0,43 9,0 0,380 0,61
3,0 | 0,188 1,20 8,0 | 0,423 0,73 8,0 | 0,395 0,65 13,0 | 0,420 0,72
3,5 0,197 1,30 10,0 0,487 0,95 10,0 0,441 0,79 15,0 0,464 0,86
4,0 | 0,222 1,60 12,0 | 0,525 1,10 12,0 | 0,499 0,99 18,0 | 0,499 0,99
550 | 0,260 2,16 14,0 0,554 1,24 16,0 0,543 1,19 20,0 0,537 1,16
6,0 0,272 2,38 18,0 0,605 1,53 18,0 0,552 1,23 24,0 0,568 1,31
8,0 | 0,326 3,75 20,0 | 0,639 1.77 20,0 | 0,558 1,26

& s boz a reagensek kiinduldsi koncentrécidja
c: s reakcid kdzben mért triazol-=koncentrdcid

Hy PR R m51/2
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2. TABLAZA7

p-X-FENILAZID ES FEMLACETILEN

0
aa =1,0 mbél/l T=100,0+0,1 C
-a
X = Br X =E X = CE36
1 1 1 1 1 1
t a t a — t 2 —_ 1
y - a ag D% 2l A y =T 1
l6ral Im6l/l/ [lit/Imé 1/ /oral fmol/ 1/ [lit/m 61/ [6ral Im 61/1/ [lit/m 61/
2.0 0,875 0,14 2,0 0,755 0,32 2,0 0,762 0,31
4.0 0.700 0,43 4.0 0,650 0,54 4.0 0,581 0,72
6,0 0,600 0,67 .6,0 0,537 0,86 6,0 0,506 0,97
3,0 0,475 1,10 8,0 0,475 1,10 8,0 0,425 1,35
10,0 0,574 1,66 10,0 0,412 1,43 10,0 0,356 1,81

a”: az azido-vegyllet kiindulasi koncentracidja

a? a reakcié kozben mert azido-vegytllet koncentrécio
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p-X-FENILAZID és endo-METILENTETRAHIDROFTALSAVDIMETILESZTER

3, TABLAZAT

&, = b, =1,0mél/1 T 5 50,0+0,1°C
% = 0N % =-H %= CE,0
Y 1 e o= 1 1
L ; P c— g; b ¢ T & g 2 . ¥ ¥ Taa i
. Y : - ; o
J 51/1 ; 2 5 5 ; g 5 /mné
/éra/ | /mé1/1/ /11t /m61/ [éra/ | /mé1/1/ /1it/m61/ /féra/ /mé1/1/ /11t 61/
1,0 0,255 0,34 045 0,141 0,16 0,5 0,137 0,16
2,0 0,366 0,58 1,0 0,228 0,30 1,0 0,236 0,31
3,0 0,482 0,93 1,5 0,308 0,45 3.3 0,322 0,47
4,0 0,517 1,00 2,0 0,378 0,61 2,0 0,388 0,63
5,0 0,663 1,58 2.5 0,442 0,79 2,5 0,441 0,79
6,0 0,655 1,90 3,0 0,467 0,88 3,0 0,464 0,86
3,5 0.510 1,04 3,5 0,495 0,98
4,0 0,543 1,19 4,0 0,537 1,16
5,0 0,598 1,48 5,0 0,590 1,44
6,0 04630 1,70
& bO: a reagensek kiinduldsi koncentricidja

c:

a reakcié kOzben mért dihidro~-triszol koncentracid
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AZIKAI ALLANDOKNAK EGY MERESSOROZATBOL VALO
EGYERTELMU MEGHATAROZASAROL

Pethé Arpéd

Egy y - x méréssorozatot /a mérési pontok szdama=n/ az y=y( x;al....,an)
fiiggvénnyel akarunk megkozeliteni, az 8w &) dllandok meglelels megvalasztasdval
a leheté lezjobban. Ezzel az ismert feladattal kapesolatban felvetédik a kérdés, hogy az
adott méréssorozat az A [ yossnrl alland6kat egyértelmiien hatdrozza-e meg. Ha y x-nek.
analitikus fiiggvénye, sziitkséces és elegendé feltételt tudunk adni az egyértelmii megol-

ddsra.

.Tegyiik fel, hogy van egy méréssorozatunk, amelyet az y = y(x; a .‘...,an)
fiiggvénnysbkivanunk kézeliteni, ahol ul;....l, a még meg nem hatdrozott allandék /pa-
raméterek/. Példéul egy /kozel egy egyenesen fekvs/ pontsorozathoz az y - a+ ayX
fiiggvényt rendeljitk, Az Biyeew B allandékat nyilvdn ugy akarjuk meghatdrozni. hogy
az y=y (x; ay, ...,an) gorbe lehetéleg <j6l» fedje a kisérleti pontokat. Altalénosan elfo-

gadott szempont az, hogy a fiiggvényértékek eltéréseibsl szamitott négyzetosszeg:

N 2
2 ["i =y (x5 age ap) ] (1)

i=l

minimalizalandé, ahol az (yi, xi) ériékpartok az egyes mérési adatok és N2n az -
adatparok szdma. Azt az s wm A értékrendszert, amely mellett (1) felveszi mini-
mumat, fogjuk a <legjobbnak» tekinteni, Az ay e a dlland6k meghatirozdsa tehat

egy szélsoérték-feladat: mindenesetre, ha (1) minimummaé valik, akkor a

Ry ‘
5’;;%[}3— yoo(x 58 an)] 33 sy

parcidlis derivdltak eltinnek, azaz az ayy e By ismeretlenekre fenndll a

N - 7 . ,a . -
§ lyi Ly (Xi.j PR an) ] *,aa;“ y (Xi" 8 {enr an)= 0; -j=1,:.,n (2)
=1

egyenletrendszer. /Legkisebb négyzetek médszere./
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Az eddig elmondottakkal kapcsolatban felmeriil az az elvi kérdés, hogy
az adolt méréssorozat az 8y e &y adllandokat egyértelmiien hatirozza-e meg /ter-
mészetesen N n mellett/, vagyis hogy a (2) egyenletrendszernek, ill. N=n esetén
az

){j -y (xj; Ay e an) w O Lao'lyw st (3)

egyenletrendszernek van-e Ay, e @ -Te egyértelmii megolddsa. Az aldbbiakban er

re a kérdésre kivdnunk valaszt adni,

Igenlé a felvetett kérdésre a vdlasz nyilvan akkor és csak akkor, ha kii-
lI6nb6z6 iy v B értékrendszerekhez kiilonbozé y fiiggvények tartoznak, azaz ha
az

vV'o- vy s y(x5a) e 3;1) - y(xaw, a¥) =0 (4)

egyenléség x-ben azonosan csak

a’l = a’l’ st B e £5)
esetében 4ll fenn.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy y x -nek analitikus fiiggvénye:

2, A
v(x; 8( an) = y| 4 —éi' LA Fi i —-1-- Q_&y_“ _)(‘f (6)

X=0 =0 X=0
és igy a (4) kilonbség:

5 a( ’ n)
X=0  .9X

2

y —yll = (y¥-}’17)

: an( M
X Ft rl—u! *é’;ﬁl—ix" (7)

X=0 X==0

(77 az analjtikus fiiggvények elmélete szerint csak akkor lehet x~ben

azonosan O, ha az 1, x, «., X, .. liiggvények egyiitthatéi sorra eltitnnek, azaz:

29 o 99 s aL 7okl ey
=Q’?_.( % o % Ayeyil
X=0 9 X fiai 7 Xn

(8) viszont az egyértelmii megoldhatésdg fentebb megadott feltétele

(y'-y") = O (8)

X=0

szerint csak akkor &llhat fenn, ha

e Igy végil is a kovetkezé tételt fogalmazhatjuk meg: Az y =y (x;al,....,ah)
fiiggvény az Ao @ paramétercket akkor és csak akkor hatdrozza meg egyértelinii-
en, ha a
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egyenléségek fennallasabo

kovetkezik
Példak

1. Legyen

A (9) egyenléségek most a kovetkezdk:

)

aj - aj = 0, .., a
amelyek valéban azonosak (10)-zel

2. Legyen

y :ajx+ag

Mivel

tehat

es igy

A (9) egyenl6ségek tehat most a kdvetkezék

n+1 n+ 1

3519-a.
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amelyek nemcsak (10), hanem

o S

—— e

A
o
no

esetében is fenndllnak, (12) tehdt nem hatdrozza meg az ays dy paramétereket egy-
értelmiien, hanem csupén az al/a2 hényadost, ami egyébként (12)-bél is al—gyel

valé egyszeriisités utdn rogton lathato.

Zusammenfassung

«Uber die Eindeutigkeit der Bestimmung physikalisclier Parameter aus
einer Messreilie.» Die Messreilie y = x /Anzalhl der ‘‘esspunkte 2 n) werde mit
dem Ansatz y = y (x; A f ey an)angenahert; dabei sind die Parameter Ay e Ap
in der Weise festzustellen, dass die Kurve y=y ('y;al,..., an) die Messpunkte
moglichst gut decken moge. An [land dieser bekannten Aufgabe tauclt die
Frage auf, ob sich die Parametef Ay ey @ VOR der gegebenen Messreilie ein-
deutig bestimmen lassen. In dem Falle, wenn y eine analytische Funktion von x

darstellt, kénnen wir eine notvendige und hinreichende Bedingung dafiir angeben.

Erkezett 1962, junius 17.
KKKI Kozl, 9,sz. 1963.
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