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UTEMEZESI FELADATOK AZ AUTQBUSZOS KQZ(”)SSEGI KOZLEKEDES
OPERATIV TERVEZESEBEN: EGY ATTEKINTES

ARGILAN VIKTOR, BALOGH JANOS, BEKESI JOZSEF, DAVID BALAZS,
GALAMBOS GABOR, KRESZ MIKLOS, TOTH ATTILA

A kozlekedési tarsasdgok szamadra lényeges szempont koltségeik racio-
nalizélasa, amit legkdnnyebben az operativ koltségeik csokkentésével vald-
sfthatnak meg. Ez a jaratok, a jarmilivek optimalizalt iitemezésével is el6-
segitheté. Egy ilyen optimalizalasi feladat nagyon komplex, ezért a miive-
letek iitemezését harom fazisra bontva targyaljuk. Ezek a jarmiiiitemezés,
a vezetOlitemezés és a miiszakkiosztds feladatai. Ezek a részfeladatok alta-
laban NP-nehéz problémadk, ezért az elmilt évtizedig kozepes méretii fel-
adatok optimadlis megolddsa sem volt lehetséges. A szdmitdsi sebesség, az
alkalmazott modellek és az azokat megoldé algoritmusok olyan jelentdsen fej-
16dtek, hogy lehetévé valt nagyobb méretii feladatok kezelése is. A cikkben
attekintjiik az emlitett részfeladatok megoldédsara szolgald legfontosabb maéd-
szereket. Targyaljuk azok kiilonb6z6 matematikai modelljeit, hatékony meg-
oldasi lehet&ségeikkel egytitt. A specidlis korldtozé feltételek szerepét sajat
tapasztalatainkon keresztiil vizsgaljuk. Utalunk a busz- és vezetdiitemezési
probléma altalunk tanulményozott és bevezetett megoldasi mdédszereire is.

1. Bevezetés

A kozosségi kozlekedési szolgaltatd vallalatok kiadasainak nagy részét az ope-
rativ koltségek alkotjdk. Ez jorészt a jarmuflotta koltségébdl, a jarmivek iizem-
anyag- és karbantartasi koltségébol, valamint a jarmiivezetok fizetésébdl tevodik
Ossze. Ebbol kovetkezben az operativ koltségekben mutatkozd megtakaritas sza-
mottevé javitast adhat koltségvetésiikben. A leggyakrabban hasznalt mdodszer
ezeknek a koltségeknek a csokkentésére egy hatékony, szamitogéppel tamogatott
informécids rendszer kialakitdsa és hasznalata. Az IKT (informdcids és telekommu-
nikdcids technoldgia) fejlédésének koszonhetéen napjainkra szinte minden kozos-
ségi kozlekedési tarsasag — modern vallalatirdnyitasi kornyezetet biztositva — ren-
delkezik sajat informécids rendszerrel.

Ezeknek a rendszereknek a fé funkcidi az iizleti alkalmazasokon til (dgymint
konyvelés, szamvitel stb.) olyan modulokat is tartalmaznak, amelyek

— el6készitik a jarmiivek iitemezését a vallalat dltal kiszolgalt vonalakhoz,
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— illesztik a jarmivek és a jarmiivezetok miiszakjainak iitemezését a vonalakhoz,

— képesek a jarmiflotta nyomon kovetésére és monitorozasara egy-egy nap so-

ran,

— jelzik a diszpécsernek a szokatlan eseményeket (meghibdsodds, késés stb.),

— nyomon kovetik a jarmiiflotta jarmiiveinek dllapotat,
és mas hasonlé tevékenységeket.

Az IKT-kornyezet alapvet6 hattérként szolgdl a hatékony logisztikai irdnyitasra
(ldsd pl. [56]), ugyanakkor a folyamatban jelen van egy madsik elvdrds, amely azt
kivanja, hogy talaljuk meg a rendszer azon részeit, amelyek az operativ, miiveleti
koltségek szempontjabdl csokkenthetok.

Jénéhdany ipari dontéstdmogatdsi eszkoz létezik, amely a logisztikai rendszer-
tervezési és optimalizalasi feladatok komplett megoldaséat célozza. A gyakorlatban
ennek ellenére kideriil, hogy sok vallalatspecifikus részlet, korlatozo6 feltétel van
jelen, amelyeket az dltaldnos rendszerek nem kezelhetnek egységesen, de amelyek
fontosak a kozlekedési vallalatok szamara. Példaként emlitjiik, hogy amennyiben
a kozlekedési tarsasag alternativ tizemanyagu jarmuveket is alkalmaz flottajanal,
akkor ezek iitemezésénél figyelembe kell venni a szaknyelven radiusznak nevezett,
egy tankoldssal megtehetd kilométerek szamat, amely joval kevesebb lehet, mint
a hagyomaényos tizemanyagokkal miik6dd jarmiivek futési teljesitménye. Ilyen ese-
teket vizsgdltak [62]-ben és [53]-ban. Alternativ iizemanyagu jarmiiveknél fontos
tényezd a tankolds id6tartama is. Amig hagyomdnyos tizemanyagoknal (pl. dizel-
olaj) a tankolds kb. 5 perc, addig CNG (compressed natural gas) vagy mds iizem-
anyagok esetén a feltoltési id6 ennek tobbszorose is lehet. Ilyen jellegii feladatok
kezelését ismertettitk néhdny cikkiinkben (lasd pl. [9]). Azért, hogy megfeleld
jarmuiitemezés késziiljon, ezeket a feltételeket szamitasba kell venni a napi iiteme-
zést elkészito szoftvernél. Legjobb tudomasunk szerint napjaink iitemezo szoftve-
rei nem kezelnek ilyen jellegli feltételeket, vagy azokat csak korldtozott mértékben
veszik figyelembe.

Kovetve a kozosségi kozlekedési szolgaltatas fejlesztésének dltalanos modsze-
reit, egy fejlesztés f6 horizontjai a kovetkezok:

— stratégiai tervezés, ennek 6 eleme a buszok, jaratok utvonaldnak meghatd-
rozésa (buszvonalak kialakitdsa),

— taktikai tervezés, melynek legfontosabb eredménye a menetrend elkészitése
és

— operativ tervezés, a szolgaltatas ellatdsdhoz a buszok és a vezetok, a miisza-
kok iitemezése.

Az irodalomban létezik masféle felfogas is, a feladatokat lehet masképpen cso-
portositani. Borndorfer [14] a stratégiai és a taktikai tervezést kozos, un. ,szolgdl-
tatdstervezési” fazisba vonja 0ssze. Megemlit olyan kapcsolédd — a szolgaltatédster-
vezés korébe sorolhaté — feladatokat (pl. jegydrazds, tarifatervezés és -kialakitas),
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amelyek az utazasi igényeket is meghatarozhatjik. Az ilyen jellegli feladatokat —
és a hozzajuk tartozé modelleket — ebben a cikkben nem targyaljuk.

Annak, hogy mi csak az emlitett operativ tervezési részfeladatok térgyaldsara
szoritkozunk, a terjedelmi korlatokon til az is az oka, hogy a kozosségi kozle-
kedési szolgdltato vallalatoknak a tobbi emlitett stratégiai és taktikai tervezési
feladatra kevés befolyasuk van: ezek &dltaldban az allami kormanyzati vagy helyi
onkorményzati (pl. vdrosi) szervek &ltal meghatarozottak. Azon kiviil, hogy a
jaratok milyen stirtin kévessék egymast, més eléirasok is vonatkozhatnak a vona-
lakra, és azon beliil bizonyos jaratokra is. Példdul a vonalak kapacitdsara, vagy a
szolgaltatast ellatd jarmiivek specidlis tulajdonsdgaira is lehetnek eléirasok. Egy
jellemz6 példa az, hogy melyik vonalon milyen id6koézzel kozlekedjenek alacsony-
padloés jarmiivek.

Ezen tulmenden viszont szinte teljesen a kozlekedési tarsasagok dontésétdl fiigg,
hogy a sajat jarmiiflottajukat hogyan litemezik, és a jarmiivezetoiket hogyan oszt-
jak be miszakokba révid- és hosszitavon egyarant.

Az mér ebbdl a bevezetobdl is latszik, hogy a koltségek csokkentése ebben
a kornyezetben egy komplexen Osszefonédott problémacsokor, amelynek megol-
déasa globalis optimalizalasi mddszereket igényel. Mivel mindezekre egy teljesen
Osszetett megkozelités megvaldsithatatlannak latszik, ezért olyan részproblémakra
osztjuk a feladatot, amelyek eléggé izolaltak ahhoz, hogy ezeket a gyakorlatban
kezelni tudjuk. Ezek

— a buszvonalak utvonaltervezése,
— a menetrendtervezés,
— agz operativ iitemezés.

Megjegyezziik, hogy ennek ellenére a tervezési fazisok és az iitemezési fazis,
ha nem is szorosan, de altaldban mégis hatnak egymadsra annak érdekében, hogy
globélisan hatékonyabb — vagy legaldbb lehetséges — megoldas legyen nyerhet6.

A tudomdényos kozosség évtizedekkel ezel6tt felismerte, hogy az operativ ter-
vezési problémaéak optimalizalt megoldasa nagy kihivést jelentd, érdekfeszité fel-
adat. Ezeket a feladatokat térgyalva sok eredmény sziiletett (14sd példaul a [12,
13, 17, 23, 27, 54] cikkeket), amelyek kiilonbozd modelleket és eltéré hatékony-
sagu algoritmusokat targyalva foglalkoztak a téméval. Hamar kideriilt, hogy a
legtobb részprobléma NP-nehéz, ami idében sokszor reménytelenné teszi az opti-
malis — vagy kozel optimélis — megolddsok megtaldlasat a gyakorlatban felmeriilo
problémak esetén. Mar kozepes méretii feladatok — példaul néhany szézezer f6s
lakossagu varosok — esetén is elég Osszetett, komplex feladattal allunk szemben,
amely még Osszetettebbé valik, ha a részleteket is figyelembe kell venniink. Még
bonyolultabbd teszi a problémat, ha olyan korldatokat is kezelni kell, amelyeket
a jogszabalyok, a szakszervezetek, az egyéni igények és egyéb gyakorlati feltéte-
lek hataroznak meg. Ezek példdul a jarmiivezetok vezetési idejére, munkaidejére,
pihendidejére és munkakozi sziineteire vonatkozé eléirasok. Ilyen tovabbi korlatozéd
feltételeket adhatnak a telephelyek kotottségein, kapacitasan és egyéb feltételein
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keresztiil mas gyakorlati részletek, egészen odéig, hogy a vezetéknél megfelelé mér-
tékben legyenek vegyitve a kedvelt és nem kedvelt miiszakok. Ehhez az utébbihoz
kapcsoléddan megemlitjiik, hogy példaul Abbink és szerzétarsai 2007-ben publikalt
cikke [1] tdrgyal egy vasiti miiszakkiosztdsi példat.

Nem célunk sem a hélézati utvonal-, sem a menetrend tervezés targyaldsa.
Mindezekhez Desaulniers [24] dttekintd tanulmanydt javasoljuk, amely jé beveze-
tés, kiindulépont lehet ilyen jellegli problémak megolddasanak tanulmanyozasahoz.

Annak ellenére, hogy felvdzoltuk a (buszos) tomegkozlekedési rendszerek dlta-
lanos struktirajat, mi a jelen tanulmanyban az operativ tervezés egyes fazisait vizs-
galjuk. Ezen beliil a buszflotta jarmiiveinek {itemezésére, a jarmiivezetok miisza-
konkénti iitemezésére és beosztdsara fogunk koncentralni. A munkaero litemezését
tovabbi részfeladatokra bontjuk: kiilon fejezetben targyaljuk a jarmiivezetdk iite-
mezését és a miiszakok kiosztdsat a jarmiivezetok kozott.

A cikk felépitése a kovetkezd. Mint latni fogjuk, a legutébbi idékig kidolgo-
zott eljarasok a két iitemezési problémat egymaés utan végrehajtva oldjak meg.
A jarmiiiitemezés eredményeire tamaszkodva keresnek optimélis — vagy kozel opti-
malis — megoldést a vezetd-iitemezési feladatok megoldasara. Ezért a két iitemezési
problémat elvélasztva targyaljuk a masodik és a harmadik fejezetben. Azonban
azt is latni kell, hogy ma mar egyre nagyobb teret nyernek azok a megkozelitések,
amelyek a jarmii- és vezetO-iitemezési problémat egyiitt kezelik, és egyszerre proé-
béljdk megoldani. Figyelembe véve az algoritmusokban bekévetkezo javitasokat
és a hardverek rohamosan novekvd szamitédsi kapacitasat, nem kétséges, hogy ezek
a moddszerek is hamarosan beépiilnek az Gjonnan kifejlesztend6 interaktiv rend-
szerekbe. Fzért kiilon fejezetet szenteliink a napjainkban kibontakozé hatékony
integralt modellek kidolgozasara szolgdld kutatédsok attekintésének.

A kovetkez6 fejezetekben el6szor altalanosan — modularis szerkezetben — vizs-
galjuk a feladatokat, majd alfejezetenként részletesen targyaljuk az ismert megol-
dasi médszereket.

2. A jarmiiiitemezési feladat
2.1. A feladatrdl altalaban, definicidk, jeltlések

A jarmiiiitemezési problémandl (Vehicle Scheduling Problem, VSP) adott a jdr-
miflotta jarmiduveinek és a menetrendi jdratoknak a halmaza. Jelolje ezeket rendre
két halmaz, V = {v1,va,...,0m=} és U = {uy,ua,...,uy}. Egy V halmazba
tartozé minden v € V' jarmi azonos tipusba tartozik (pl. alacsony padlds és gdz-
iizem(i). Ha tobb — eltérd tipusi — jarmiiviink van, akkor a jarmiivek halmazit
diszjunkt V; (i = 1,...,k) részhalmazokra bontjuk. Jel6lje tovdbbd c; ; azt a
koltséget, amivel az ¢ jarmi a j jarat altal el6irt tevékenységet elvégzi. A feladat
az, hogy a jarmiflotta elemeit rendeljiik hozza az egyes jaratokhoz gy, hogy a
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hozzarendelés 6sszkoltsége minimélis legyen. Az elsé pillanatban egyszerii hozzé-
rendelési feladatnak tiné probléma azért bonyolédik meg, mert nem kell minden
jarmiivet jarathoz rendelni, és egy jarmil — a jaratok idébeli eltolédasa miatt —
tobb jarathoz is hozzarendelhet6. Tovabbi korlatozé feltételt jelenthet az, hogy
minden jaratot pontosan egyszer kell végrehajtani, és — esetleg tovabbi feltételek
alapjan — minden jarmiu legyen képes végrehajtani azokat a jaratokat, amelyekhez
a megoldasunk soran hozzarendeltiik.

Minden u; € U menetrendi jaratra adott a jarat dt(u;) induldsi ideje és at(u;)
érkezési ideje, valamint dg(u;) induldsi és ag(u;) érkezési foldrajzi helye. Az u; és
az u; jaratot kompatibilisnek (ebben a sorrendben egyméds utan végrehajthaténak,
Osszeflizhetének) nevezziik, ha ugyanaz a jarmii képes kiszolgdlni egymds utdn
Sket, azaz at(u;) < dt(u;), és dt(u;) — at(u;) kisebb, mint a dg(u;) és ag(u;) kozti
tavolsdg megtételéhez sziikséges id6. Az 1. és a 2. abra egy-egy, néhdny jdratbol
allé sematikus szitudciét mutat. A sematikus abrakon szaggatott nyilak jelzik a
kompatibilis jaratpdrokat (itt a vizszintes tengely reprezentdlja az idét, a foldrajzi

helyek nincsenek dbrdzolva), csak akkor kotiink dssze szaggatott nyillal két jaratot,
ha egymaéssal kompatibilisek. Az 1. 4brédn jelzett sematikus szitudciéban ilyen mo-
don 3 jarmi elég a 6 jarat ellatasdhoz, mig a 2. abrdén ehhez mar 4 jarmi kell.

®)

1. dbra. 6 jaratot dbrézol6 sematikus feladat. A szaggatott nyilak jelzik az egy-

méssal kompatibilis jaratokat. Az abra jobb oldali része azt illusztralja, hogy a
feladat 3 jarmiivel megoldhaté.

Az iitemezési idGszak kezdetén a jarmiivek depdkban allnak, és az ilitemezési
id6szak végén oda is térnek vissza. Depodba keriilhet egy jarmi az {itemezési id6-
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2. dbra. Az 1. dbraéhoz hasonlé sematikus szituacio, de itt az ottaninal kevesebb
jarat kompatibilis egymassal, igy ez a feladat csak 4 jarmiivel oldhaté meg.

szak barmely idépontjaban, ha hosszabb ideig nem rendeliink hozza jaratot. Depd
lehet garazs, parkoldhely vagy telephely, attdl fiiggéen, hogy a jarmii hol parkol.

A depdk szamatdl fiiggéen beszélhetiink egydepds (Single Depot Vehicle Sche-
duling Problem, SDVSP) és tobbdepds (Multiple Depot Vehicle Scheduling Prob-
lem, MDVSP) jarmiiiitemezési feladatrdl. A tobbdepds esetben az is €l6 lehet {rva,
hogy melyik jaratot melyik depdkhoz tartozé jarmiivek hajthatjak végre.

A menetrendi jaratokon kiviil, amelyek szallitanak utast, megkiilonboztetiink
olyan jaratokat is, amelyek nem szallitanak utast. Ekkor beszéliink rezsijdaratrol.
Ez utébbiak kozé tartozik a depdébdl torténd ki- és bedllas, valamint két kompa-
tibilis menetrendi jarat esetén az els6 jarat érkezési és a masodik jarat indulési
foldrajzi helye kozotti atallas.

Egy jarmi dtemezése jaratoknak egy olyan lanca, amelyben minden egymést
kovet6 két menetrendi jarat egymaéssal kompatibilis. Altaldban egy jarmi iite-
mezése a gyakorlatban egy jarmil egy napi munkédjanak el6irdsat jelenti, amit
jarmiimiiszaknak (szakszdéval jarmiiforddnak vagy eszkozforddnak) is neveziink.
A jarmili egy érvényes iitemezése egy kidlldsi jarattal kezdddik, és egy bedllasi
jarattal végzodik. A 3. dbra a 2. dbrdnak megfelel6 sematikus szituacié egy
érvényes jarmuiitemezésekké kibdvitett megoldasat mutatja. Itt feltettiik, hogy
egy dep6 van (egydepds eset), és a depobdl valamennyi jarat induldsi helyére és
érkezési helyérdl a depdba vezetnek depdkidllési és -bedlldsi jaratok).
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3. dbra. A 2. abran lathaté sematikus szitudcié megoldasa egy depd esetén a
depd ki- és bedllasi jaratokkal érvényes jarmiiiitemezéseket alkot.

A jarmiiitemezés alapfeladata abbdl all, hogy adjuk meg a jarmiiflotta jarmi-
veinek iitemezését a fenti médon dgy, hogy minden egyes menetrendi jarat hozza
legyen rendelve pontosan egy jarmii iitemezéséhez, és minden menetrendi jarat
a megfelelé depdk valamelyikébdl legyen végrehajtva. (Természetesen lehetnek
olyan jarmfivek is, amelyek az adott, (pl. egy napi) iitemezésben nem vesznek
részt.) Célfiiggvényként kezelhetjitk az iitemezésben haszndlt jarmiivek szadmé-
nak a minimalizadldsat, de definidlhaté méas koltségfiiggvény is. A cél akkor a
koltségfiiggvény minimalizaldsa. Ha a koltségfiiggvény a teljes litemezés koltségét
reprezentalja, akkor tartalmaznia kell az egyes depdkhoz tartozé atalanykoltséget,
valamint operativ koltséget is. Az ataldnykoltségen azt a koltséget értjiik, amely
abbdl keletkezik, hogy egy adott jarmi a depdban rendelkezésre all. Ez lehet a
beszerzési, fenntartdsi, karbantartasi sth. koltségekbdl vetitett dtlag. Az operativ
koltség altalaban a megtett tavolsdgokkal aranyos, azonban kiilonbozé lehet attol
fiiggden, hogy melyik depobdl szarmazo jarmi latja el az adott feladatot. A jaratok
operativ koltsége attdl is fiigghet, hogy rezsi-, vagy menetrendi jaratrdl van-e szo,
mivel kiilonboz6 lehet a kilométerek ,egységara”’. Tobb modell képes igynevezett
depdkapacitdsi korlatozo feltételek kezelésére is, azaz lehetséges megoldasnak csak
olyan megolddsokat tekint, amely figyelembe veszi minden depd esetén az ahhoz
tartozé jarmiivek maximélis szamat.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



ARGILAN VIKTOR, BALOGH JANOS BEKESI JOZSEF DAVID BALAZS,
8 GALAMBOS GABOR, KRESZ MIKLOS, TOTH ATTILA

A célfiiggvényben az iitemezett jarmiivek dltaldnos (pl. a fenntartasi koltsé-
gekbél ad6dd) és utazdsi (menetrendi- és rezsijaratainak) koltségei szerepelnek.
Némileg konnyiti a feladatot, hogy mint emlitettiik, a koltség masodik komponense
altaldban a megfelel6 Ut hosszaval aranyos, ugyanakkor a menetrendi jaratok és a
rezsijaratok kilométereihez eltéro koltségek is tartozhatnak. Természetesen a rezsi-
jaratok koltségei igy fiiggenek a megfelel6 foldrajzi helyek kozotti tavolsagoktol,
kovetkezésképpen eltéro lehet a rezsijaratok koltsége attol fiiggden, hogy egy adott
menetrendi jarat mely masik jaratot kovet.

Tébb alapveté matematikai modell 1étezik kiilonbozé (SDVSP, MDVSP) fel-
adatok megolddsara, amelyeket az el6z6 évtizedekben dolgoztak ki. A kovet-
kez6 alfejezetekben attekintjiik a feladatok néhany alapveté megoldasi médszerét.
A napjainkban taldn legszélesebb kortien hasznalt MDVSP-modellekben a problé-
ma egy egészértékll tobbtermékes halézati folyam problémaként fogalmazddik meg
(lasd [13, 48, 54]). Ebben a modellben az optimélis iitemezést egy egészértékil
linearis programozasi feladat megolddsaként szamithatjuk ki. A probléma megfo-
galmazhaté halmazlefedési vagy halmazparticionaldsi feladatként is (ldsd példdul
[43, 63]).

2.2. Az egydepés jarmiiiitemezési feladat

Az SDVSP-probléméra adott elsé megolddsi médszert Saha [64] publikalta.
Az U jarathalmaz elemeire egy részleges rendezést definial, és bevezetésre keriil
egy B rendezési relacié, mely szerint akkor szolgdlhato ki usy legdlisan uq utéan, ha
ag(uy) = dg(uz), valamint at(ui) < dt(uz). A megkotésekbdl lathatd, hogy ez a
modell nem engedélyezi a kiilonb6z6 jaratok kozott végrehajtott rezsimeneteket,
igy az itt meghatarozott S relacid a fent definialt kompatibilitasndl gyengébb.

Az SDVSP-re tobb paros grafon alapulé modellt is publikdltak. Ezekrol
b&vebb attekintés taldlhaté Bunte és Kliewer [16] munkdjdban. Mi az aldbbi-
akban Bertossi és tdrsai [12] modelljét és megolddsét ismertetjiik, ahol szintén
pérositdsi problémaként modellezik a feladatot. Vegyiink egy G = (G4, Ga, E) tel-
jes paros grafot, ahol G; és G2 csicshalmazok, minden ¢ € G cstcs egy-egy jarat
érkezésének (érkezési foldrajzi helyének), mig minden j € Gy cstcs egy-egy jarat
induldsanak (induldsi foldrajzi helyének) felel meg. E jeloli az élhalmazt, valamint
|G1| = |Ga| = |U| = n*, és |E| = (n*)?. Tegyiik fel tovdbb4, hogy E két E; és Es
részhalmazra oszthatd, amelyek:

Eqv ={(4,7) | ui és u; kompatibilis jaratpér},
E, =F\ E;.
A fenti graf a kovetkez6 médon értelmezhetd (ldsd a 4. dbran egy egyszert,

sematikus feladat illusztracidjat). Az (i,5) € Ep élek két kompatibilis u; és u;
jarat érkezési és indulasi foldrajzi helyei kozti lehetséges rezsijaratot jelképezik,
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4. dbra. Az 1. dbran lathaté sematikus szituacidhoz tartozd paros graf Bertossi és
szerzOtarsai SDVSP-modelljében [12]. A folytonos, vastagabb vonallal rajzolt élek
az Fy élhalmazt, a szaggatott, vékonyabb vonallal rajzolt élek az FE5 élhalmazt
abrazoljak itt.

mig minden (4,5) € Eo él két egymds utédni rezsijaratnak felel meg. Ezek koziil az
els6 az u; jarat érkezési foldrajzi helyérol a depdba, majd a masik a depdbdl az
u; jarat induldsi foldrajzi helyére. Ezek segitségével lathato, hogy a G graf egy
M teljes parositdsa egy lehetséges jarmiiiitemezést fog adni, melyben a jarmiivek
szdma |M N Ey|.

Az (i,j) élekhez ¢; ; koltségeket rendelve az SDVSP feladata megfeleltethetd
egy minimalis koltségli teljes parositas keresésének a G grafban.

— Ha ¢;; = 1 minden (i,j) € E» esetén, és ¢;; = 0 egyébként, gy a fel-
adat megoldasaval megkapjuk a jaratok teljesitéséhez sziikséges minimalis
eszkozszamot.

— Ha ¢; j értékei az adott rezsijdratok végrehajtdsdhoz sziikséges koltségek lesz-
nek, akkor a feladat megolddsa a minimadlis operativ koltséget adja.

Természetesen az elébbi koltségek valamely kombindciéja is hasznalhaté. A gya-
korlati életben a probléma kiegésziil még a jarmivek darabszamara adott korlattal.
Legyen ez a korlat k. Ekkor egy korlatos parositasi feladatot kapunk, ahol a fel-
adat a minimadlis koltségli parositdst megkeresni a grafban az |M N Es| < k feltétel
mellett. A probléma formaélisan a kovetkezéképpen adhaté meg: legyen = bindris
véltozdk vektora, ahol z; ; = 1, ha az (i, j) él az M pérositdshoz tartozik, kiilénben
zi; = 0, és legyen c a koltségvektor. Az X lehetséges megolddsok halmazit az
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alabbi feltételeknek megfelel6 vektorok hatarozzédk meg:

dowiy=1, i=12,...,n",
j
dwiy=1, j=1,2,....n
i

Z xm-gk.

(i,j)EE2

A célfiiggvény
ming y{cr |z € X, ;€ {0,1}}.

A fenti feladat minimélis koltségii halozati folyamproblémaként is megoldhato
(ldsd [16]). A héldézat konstrudldsa ekkor annyiban tér el a fent definidlt gréf-
tél, hogy tovabbi csicsokat és éleket vezetiink be: a jaratokat jelzo cstcsokat a
hélézatban kettébontjuk a jarat induldsat és a jarat érkezését reprezentald csics-
ra, melyeket egy, a jaratot jelzod éllel kotiink Gssze. Ezeknek a jarat éleknek az
alsé és felso korlatja is 1 lesz, igy biztositva azt, hogy minden jarat pontosan egy
alkalommal keriiljon teljesitésre. Ennek az a kovetkezménye, hogy az ezeken az
éleiken felmeriil6é koltségek egy konstans tobbletként jelentkeznek, ami a feladat
célfiiggvényére nincs hatdssal. A jaratok csicsaihoz hasonléan a depédt jelképezd
cstcs helyett is egy depdindulési, illetve depdérkezési csiicsot vezetiink be. Eze-
ket egy 0 koltségl éllel kotjiik Ossze, mely a halézat depokorfolyam éle lesz. Ha
a fentiek szerint korlatozzuk a rendelkezésre all6 eszkozok szamat, ugy ennek az
élnek a kapacitésa k lesz. Ezt a fajta formalizmust hasznédlva Ahuja és munkatérsai
bebizonyitottdk, hogy a feladat erésen polinomidlis idében megoldhaté [3].

2.3. A tobbdepéds jarmiiiitemezési feladat

A jarmiiitemezési feladat megoldasara leggyakrabban hasznalt modell az ugy-
nevezett tobbdepds jarmiiitemezési probléma (Multiple Depot Vehicle Scheduling
Problem, MDVSP) modellje. A valds életben a kiilonboéz6 menetrendi jaratokra és
a jarmiivekre specidlis igények vonatkozhatnak. Az eltérd jarmiitipusok, valamint a
jarmiivek tartozkodasi helye alapjan a jarmiiveket kiilonb6z6 depdkba oszthatjuk,
igy a jaratok kiszolgdlasa — az igényektdl fiiggéen — kiilonboz6 depdkbdl torténhet.

A tsbbdepds jarmiiiitemezési problémét Bodin és szerzdtérsai definidltdk [13],
majd Bertossi és szerzétdrsai mutattdk meg réla, hogy NP-nehéz feladat [12].
A modell értékét az adja, hogy tartalmazza a valds életbeli jarmuiitemezési prob-
léma legfontosabb komponenseit. A matematikai modellek ismertetése sordn jelolé-
seinkben a Lobel altal hasznalt terminolégiat kovetjiik [54].

A tobbdepds jarmiiiitemezési feladatnal minden menetrendi jarat esetén a fel-
hasznalé megadja azokat a depdkat, ahonnan az adott jarat kiszolgalhaté. A gya-
korlatban ez jelentheti példaul azt, hogy bizonyos jaratok csak csuklos busszal
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lathatok el, és az is megadhatd, hogy mely esetben mely telephelyhez tartozzanak.
Ezeket az el6irdsokat a telephely és az dllomés elhelyezkedése, valamint a forgalom
jellemzo6i hatarozhatjék meg.

A kovetkezOkben az MDVSP kiilonb6zé megoldédsi technikait mutatjuk be.
Ezek egy része tobbtermékes folyamproblémaéra vezeti vissza a feladatot, és egész-
értékii programozdsi (IP) feladatként oldja meg azt. A kiilonbség az alapul szol-
galé haldzat felépitésének modszerében rejlik. Ezek alapjan megkiilonboztetiink
kapcsolatalapt és id6-tér halézati modellt. Egy maésik megkozelitésben a prob-
lémat halmazparticionalasi, illetve halmazlefedési feladatként modellezik. Ezt a
modellt elemezték példdul Ribeiro és Soumis [63], vagy Hadjar és szerz6tarsai [43].

2.3.1. A kapcsolatalapu t6bbtermékes halézati modell

A kapcsolatalapt tébbtermékes hdlézati folyam (connection-based multicom-
modity network flow) modell széleskoriien haszndlt az MDVSP-probléma megol-
dasara. Sok, a témaba vagd kutatas foékuszalt ennek alkalmazasara. Intenziven
tanulmanyoztak a generalt egészértékii programozasi feladat megolddsi médsze-
reinek fejlesztésében rejlé lehetOségeket. Szamos megkozelités alapul heurisztikus,
kozelité médszerekre (14sd [23, 54, 57]), mig mésok pontos megolddst szolgéltatd,
egzakt algoritmusokat targyaltak (14sd [49, 55]).

Miel6tt ratériink a modell leirdséra, a kordbban bevezetett jelolések mellé 1j
definicidékat is meg kell adnunk. Jelolje D a depdk halmazat, és D, C D egy u
menetrendi jarat depéhalmazat: ez azokat a depdkat tartalmazza, amelyekbol ki
lehet kiszolgalni az u jaratot. Jeldlje Uy C U azoknak a jaratoknak a halmazat,
amelyek kiszolgalhatok a d depobdl. Hasonléan, minden d € D esetén definidlunk
két, dt(d) és at(d) — depdindulési és depdérkezési — csticspontot a hélézatban; ezek
szimbolizaljak azt, hogy a jarmii a d dep6bdl indul, és oda érkezik vissza. A hélézat
csucspontjainak N halmazat ezek utan a kovetkez6 moédon definidljuk

N = {dt(u) |u € U} U{at(u) | u € U} U{dt(d) | d € D} U{at(d) | d € D}.

A halozat éleinek definici6jahoz vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Egy d depéhoz
tartoz6 menetrendi jaratok halmazahoz rendeljiik a kovetkez6 irdnyitott éleket:

Eq = {(dt(u),at(u))|lu € Ug}, VdeD.
Rendeljiink iranyitott élt a d depd minden u jaratanak érkezési idejét reprezen-
talé csucsbdl az u-val kompatibilis — szintén d-beli — jaratok indulasi idépontjahoz
rendelt csicsba:

By = {(at(u),dt(u)) | u,u’ € Uy kompatibilis jaratok}, Vd € D.

By élei rezsijaratok. Tovabbi, a d depohoz tartozé nem menetrendi jaratok,
amelyekhez éleket kell rendelni a hélézatban, alkotjik a depéhoz tartozd kidllasi
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5. dbra. A kapcsolatalapi modell hélézata egy kétdepos feladat példaja esetén.
(A foldrajzi helyek mellett ezen az dbran az induldsi és érkezési iddpontokat sem
reprezentaljuk, de csak azokat a cstcsokat kotjik ossze éllel, ahol a megfelel6
jaratok kompatibilisek.)

és beallasi élek halmazat:
R4 = {(dt(d), dt(w)), (at(u),at(d)) | u € U}, Vd € D.

Ha korlatot szeretnénk el6irni az egyes depdkban rendelkezésre 4116 jarmiivek
szamadra, akkor sziikségilink van az an. ,,depokorfolyam” élek halmazanak definia-
lasara is:

Ky = {(at(d),dt(d))}, Vde D.

Ezek alapjan meg tudjuk adni a halézat d depdhoz tartozo éleinek a halmazat:
Ag=E;UBjUR;UKy, Yde D,
és a graf Osszes éleinek halmaza
E = UgepAq.

A kapcsolatalapi modell halézatdnak felépitését az 5. dbra szemlélteti.

Ezen el6késziiletek utdn most méar készen &allunk arra, hogy definidljuk az
MDVSP-feladatot a G = (N, E) hélézaton. Ehhez definidlunk egy egészértéki
x vektort, amely egy tobbtermékes folyamként is tekinthets. A vektor dimenzidja
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megegyezik a halézat éleinek szamaval. A vektor e € E élhez tartozé komponen-
sét zl-vel jeloljiik, ha az e él a d depéhoz tartozik (e € Ag). Az z¢ komponens
értéke egy adott iitemezésben 1 lesz, ha az adott él benne van az iitemezésben,
kiilonben 0. Ez aldl csak a depdkorfolyam élek a kivételek, mert azok tobbszor is
szerepelhetnek egy iitemezésben.

Az z vektor segitségével olyan korldtozé feltételeket definidlunk, amelyek a
feladat kovetelményeit biztositjak.

Utemezésiinkben biztositani kell azt, hogy minden menetrendi jaratot pontosan
egyszer hajtsunk végre. Ez azt jelenti, hogy egy lehetséges megoldasban csak olyan
jarmuiitemezések szerepelhetnek, amelyeknek — a depékorfolyam élektél eltekintve
— nincs kozos éliikk. Ezt a kovetkezo feltételekkel érhetjiik el:

Z =1, Yuel.
deD,, ,e=(dt(u),at(u))EE,

Biztositanunk kell azt is, hogy az iitemezési id6szak végére minden jarmi visz-
szadlljon egy depdba. Ez mas megfogalmazasban azt jelenti, hogy ha egy adott
depdhoz tartozé jarmi egy — dep6tdl eltérd valamelyik — csicsra (dllomdsra) meg-
érkezik, azt el is kell hagynia.

Zmz— ngzO, Yu e U/Vn € N,

ecnt een—

ahol nt jeloli az n € N csticsbdl indulé élek halmazét, és hasonléan, n~ azn € N
csucsba futé élek halmaza.

Ha vannak depdkapacitast korlatozé feltételek, akkor azokat a depdkorfolyam
élekhez kell kapacitasként, vagyis a folyamértékre vonatkozoé felsé korlatként el6-
irni. Ez azt jelenti, hogy ha kg a d depéhoz tartozé azonos tipusi buszok szdma,
akkor a feltételrendszerhez hozza kell adni az

Ty dr(ay < Fd

feltételt.

Barmely, a fenti feltételeket kielégitd folyam a feladat egy lehetséges megoldasa
lesz.

Amennyiben optimadlis megoldédst szeretnénk kapni, definidlnunk kell egy cél-
fliggvényt, amelynek a fenti feltételeket kielégité optiméalis megoldasat keressiik.
Ez az élekhez nemnegativ, valds értéki sulyokat rendelve torténhet. Az él silya
az adott jarat koltségét reprezentdlja. Amennyiben egyszeriien a jarmiivek szdmat
szeretnénk minimalizalni (ekkor a flottaminimalizaldsi feladatnak nevezett problé-
mardl van szd), akkor a kidllasi élekhez a t&bbi él koltségéhez viszonyitva nagyon
nagy sulyokat kell rendelni. Ha c, jeloli az e élhez rendelt koltséget, akkor a feladat

célfiiggvénye:
min E CeTe-
ecE
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Ez a fenti korldtozo feltételekkel egyiitt tekintve egy egészértékii (IP) programozasi
feladatot hataroz meg, amelynek megolddsa — bizonyos értelemben — rutinfeladat.
Ennek megoldasaval kapcsolatban a legfébb felmeriild probléma az, hogy a hé-
l6zatnak tal sok éle lehet. Gondoljunk csak egy tobb ezer menetrendi jaratot
tartalmaz6 halézatra. Ez méar egy kozepes, néhany szazezer lakosu vérosnal is
el6fordulhat, és egy ilyen esetben a lehetséges rezsidtmenetek szdma millids nagy-
sagrendil is lehet. Ennek az oka az, hogy a kapcsolatalapi hédlézat minden élt
tartalmaz, ahol akar csak elméletileg is lehetséges (rezsi)atmenet (az adott két
jarat elméletileg kompatibilis egymadssal). A végsé megolddsba ezeknek ugyan
csak egy csekély hanyada keriil be, de nem lehetséges ezek elhagydsa, mert azzal
esetleg elveszithetjiik a feladat optimalis megoldasat is.

2.3.2. Az id6-tér halézati modell

Az élek szaménak csokkentése egy 1j, médositott modellel torténhet. Ezt tar-
gyaljuk a kovetkezOkben. Az idd-tér halézati (time-space network, TSN) modellt
Kliewer és szerzétédrsai vezették be [48] kozuti kozosségi kozlekedési feladatok kap-
csdn. Annak ellenére, hogy az idé-tér modellt 1égikozlekedési feladatokndl (repii-
18jaratok iitemezésénél) mér haszndltdk kordbban (14sd pl. [44]), a jarmiiiitemezés
teriiletén [48] az elsd id6-tér mddszert targyald publikacié.

A modell 6 vivmanya, hogy nagyobb méretii, a gyakorlatban eléfordulé prob-
lémakat is meg lehet vele oldani.

A modell két dimenziot haszndl, ezek az id6 és a tér. A tér szo jelentése itt az,
hogy melyik f6ldrajzi helyrdl (4llomésrdl) van szd, mig az id6t idévonalak repre-
zentdljak, amelyek egyes dllomdsokhoz (foldrajzi helyekhez) tartoznak. Az id6vo-
nalak az indulési és érkezési id6pontokat tartalmazzak. Minden egyes dlloméashoz
tartozik egy id6vonal, és az allomés minden lehetséges induldsi és érkezési idépont-
jahoz egy csticspontot definidlunk annak idévonaldn. (Ha tobb, kiilonbozd jérat
indulési, vagy érkezési idépontja egybeesik, azokhoz egy ,,6sszevont” csicspont tar-
tozik.) Konnyfi észrevenni, hogy a két modell kozotti alapvetd kiilonbség az, hogy
az idépontok itt helyekhez vannak kotve. fgy a hélézat N csucshalmazat az allo-
masokhoz tartozé indulasi és érkezési idépontok adjak. Minden d € D depd esetén
hasonléan definidlhatjuk F4-t, mint a kapcsolatalapi modellben. Természetesen a
depdkhoz is idévonalakat adunk meg, igy hasonléan definidlhaté Ry is.

A legfobb kiilonbség azonban a két modell kozott a rezsijaratok definicidjaban
rejlik. Az id6-tér halozati modellben ugyanis az idévonalak hasznalataval leheto-
ség nyilik arra, hogy ,0sszegytjtsiik”, 6sszevonjuk tobb rezsijarat lehetséges folya-
mat. fgy nem feltétleniil sziikséges minden egyes lehetséges rezsijaratot kiilon éllel
reprezentalni, hanem megfeleld rezsidtmenetekhez tartozé éleket Gsszevonhatunk
egyetlen éllé. A szerzék [48]-ban az tgynevezett utolsé-elsd egyezési stratégidt
alkalmaztdk. Ennek alapgondolata egy kétfdzisu Osszevondsi stratégia:
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C allomas
B allomas
A allomas

Depd

Jaratél ———> Depoél — — — => VAarakozd &l e >
6. dbra. Egy egyszer(i példa id6-tér halézatra [10].

— Az els6 fazisban minden egyes jérat érkezését jelképezd csucspontbdl az
Osszes tobbi allomés esetén csak a mésik allomés els6 olyan jaratahoz ve-
zetO, rezsijaratot jelent6 élt huzzuk be, amely jaratunkkal idében az elsd
kompatibilis jarat a masik allomédson. Ezen éleket nevezziik els6 egyezésnek.
Csak ezeket az éleket tekintjiik a lehetséges rezsiélek koziil.

— Az els6 fazis utan egy adott allomasnak az induléast jelképezé csicspont-
jaiba mindegyik masik allomasrdl érkezd rezsijaratok koziil mar csak ez elsé
egyezésnek megfelel6 rezsijaratokat hagytuk meg. A maésodik fazisban to-
vabb csokkentjiik ezen élek szamat. Most keriil sor arra, hogy 6sszevonjuk
a beérkez6 rezsiéleket. A masodik fazisban egy adott dllomds idépontjaihoz
végignézziik az Osszes tobbi allomasrdl érkezo, els6 egyezés éleket, és az oda
egy azonos, de masik allomasrdl érkezo, elsé egyezést jelento élek koziil csak
a legkés6bb indulét hagyjuk meg. Ezt nevezziik utolsé-elso egyezést jelké-
pezo élnek. Elhagyva a tobbi, els6 egyezést jelképezo élet, az élek szamanak
tovabbi csokkentése lehetséges.

Ezért a By halmaz az Osszes rezsijaratnak csak egy részét fogja tartalmazni.
Ezen a médon csokkenthetd a kiilonbozé dllomasok kozott rezsiélek szama. Azon-
ban, hogy teljessé tegyiik a modellt, ahhoz mindegyik alloméashoz be kell vezetni
az allomdason beliili csicspontokat 6sszekots, tgynevezett varakozo élek W, hal-
mazat, minden d € D depd esetén. Ezek az élek mindig az alloméas idovonalat
kovetik, éllel 6sszekotve az egymdst kovetd (induldsi) idOpontokat, dsszegylijtve
azok folyamét. Ebben az esetben az A4 élhalmaz definicidja a kovetkezo lesz:

Aj=FE;UB;UR;UK;UWy, VYde D,
és a graf osszes éleinek halmaza
E = UgepAq.

A 6. dbra mutat egy egyszeri példat egy id6-tér haldzatra.
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Ebben az esetben az IP-modell a kapcsolatlapi modelléhez hasonld lesz.
Az egyetlen kiilonbség, hogy tobb él folyamat egyetlen élbe gytijthetjiik dssze, igy
az x¢ € {0,1} feltétel helyett az ,2¢ > 0, v¢ egész” feltételt kell szerepeltetniink.

2.3.3. A halmazparticionalasi modell

Ebben az alfejezetben Ribeiro és Soumis [63] cikke alapjdn megadjuk a prob-
léma egy halmazparticionalasi megfogalmazasat. Az MDVSP a 2.3.1. alfejezetben
megfogalmazott G grafon megadott korfolyamok segitéségével tjrafogalmazhaté.
Minden d € D esetén legyen H,; azon G-beli p utak halmaza, amelyek dit(d)-b8l
indulnak, és oda is térnek vissza. Legyen

H= U H,
deD

az Osszes G-beli ilyen utak halmaza. Minden p € H, esetén vezessiink be egy yg
bindris valtozot, amelyet a kovetkezoképpen definidlunk:

Yl = 1, haap e Hy 0t szerepel a megoldasban,
P 0, kiilonben.

Definidljuk tovabbd af -t az aldbbi médon:

d 1, ha ap € Hy 0t tartalmazza az e élt,

Qe,p =
0, kiilonben.

Legyen ¢, a p € Hy dthoz rendelt koltség. Ekkor a modell a kdvetkezdképpen
fogalmazhaté meg. Minimalizaljuk a

> > ey
deD peHgy
célfiiggvényt a
Z Z aipyg =1, VYueU
deD peHg,e=(dt(u),at(u))EEq
és
yt € {0,1}, Vde€ D,vp€ Hy

feltételek mellett.
Ha a d depdéban korlétos, kg szamu jarmi van, akkor ebben az esetben a felté-
teleket ki kell egésziteni a kovetkez6 egyenlétlenségekkel:

>yl <ks, VdeD.
pEHg
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2.3.4. Heurisztikus algoritmusok

Az MDVSP-re szamos heurisztikus megkozelitést publikdltak. Kliewer és tar-
sal egy Un. vdltozdfizdldsi (variable fizing) heurisztikdt adnak meg [47], amely az
id6-tér modellen alapul. Ennek alapotlete, hogy egyszertisitett problémak megol-
ddsdval (az emlitett cikkben kiilsn SDVSP-problémékat oldanak meg az eredeti
MDVSP minden depéjdra) olyan jaratsorozatokat talédljon, melyek minden egysze-
rlisitett probléméban egymas utan kovetkeznek. Ezeket a sorozatokat lekoti, és a
felépitendd id6-tér modellben egyiitt kezeli 6ket.

Suhl és szerzétdarsai [69] egy kerekitéses heurisztikat alkalmaztak. Moddsze-
riikk alapotlete, hogy az MDVSP-feladat LP-relaxédciéjanak értéke és az optimalis
egész megoldas értéke kozotti kiillonbség meglehetésen kicsi, néha nulla, és az LP-
relaxédci6 optimélis megolddsédban sok véaltoz6 kap mar egész értéket. Az algoritmus
egy eldre meghatdrozott korldt elérésekor ledllitja az IP-megold6t (ez lehet a be-
jart csucsok szamanak korlatja, vagy az aktudlis feladat értéke és az LP-relaxacio
értéke kozotti kiilonbség), majd az igy ,kézben 1évé” részmegolddson végrehajt egy
kerekitési algoritmust. Az algoritmus altal meghatarozott két kerekitési tartomany
[0,7] és [ry,1], ahol 0 < r; < 1, < 1. Legyen z; egy véltozd, és x; — |z;| = fj,
ahol 0 < z; < 1. A heurisztika az z; értékét az alabbi szabdalyok szerint kerekiti:

lzj], ha f; €[0,m],

Ty =
[z;], ha f; € [ry,1].

Egymads utdn tobb kerekitési iteraciot is végrehajthatunk, feltéve, hogy az igy
létrejott LP még mindig lehetséges megoldast ad. Ha nem tudtunk egy valto-
z6t sem kerekiteni, akkor a kezdeti kerekitési intervallumok novelheték. Az igy
kapott feladatra ujra lefuttatjuk a korlatozas-szétvalasztas mddszerére alapulé TP-
megoldot. A folyamatot addig ismételjiik, amig minden valtozét fixaltunk, vagy a
feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

Pepin és szerzotarsainak dolgozata tobb heurisztikus modszert hasonlit Gssze
[61]. A publikédciéban 6t kiilénboz6 heurisztikus megkozelitést vizsgdlnak:

egy szétvalasztds és vagds (branch-and-cut) tipusi megoldést,
— Lagrange-relaxéaciéra alapuld heurisztikat,

— oszlopgeneralast,

egy nagy szomszédsagi keresést,
— valamint egy tabu-keresést.

A szétvalasztas és vagas tipusi megoldds alkalmazasanal a feladat id6-tér mo-
delljét épitik fel, majd oldjak meg CPLEX-szel, mig az oszlopgeneralasnél lénye-
gében szintén CPLEX-szel kapnak eredményt.
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A probléma folyammegmaradasi feltételének Lagrange-relaxildsaval a kapott
feladat SDVSP-részproblémékkal lesz ekvivalens, amit egy aukcids algoritmussal
oldanak meg. Az igy kapott alsé korldtot szubgradiens médszerrel javitjak.

A nagy szomszédsagi keresés egy kezdeti megolddsbdl kiindulva minden itera-
ciéban r kiilonb6z6 jarmimiszakot valaszt ki, tobb valasztdsi stratégia valame-
lyikével. Az igy kivalasztott miiszakokat Ujraoptimalizaljak, az oszlopgenerdlast
hasznalva. A vélasztési stratégiak valésziniisége minden iterdciéban valtozik attol
fiiggben, hogy az eléz6ek mennyire voltak hatékonyak.

A tabukeresés szintén egy kezdeti megoldasbdl indul, és minden iterdciéban az
aktudlis megoldés egy szomszédjara tér at. Kétféle moédon definidljak a szomszéd-
sdgot: 1-mozgatas, és csere-mozgatas alapjan. Az 1-mozgatédssal olyan szomszédok
érhetdek el, melynél a v; eszkoz valamely jaratat a szomszédban egy masik, v; esz-
koz hajtja végre. A csere-mozgatas olyan szomszédokat ad, melyeknél, ha a t
jératot a v; eszkoz, valamint a t;- jratot a v; eszkodz hajtotta végre az eredeti
iitemezésben, Ugy a szomszédban a t; jaratot a v;, valamint a t,/ jératot a v;
eszkoz hajtja végre (valamely k, k') i és j értékekre).

3. A jarmiivezet6-iitemezési feladat

A munkaer6 koltsége egy nagyon fontos, kiemelt dsszetevidje az egész operativ
iitemezés koltségének, igy a dolgozék munkajanak beosztdsa, iitemezése manap-
sdg kozponti kérdés. Tipikus személyzetbeosztasi alkalmazdsok jelennek meg a
kérhdzak iizemeltetésénél (pl. névérek), a call-centerekben (operdtorok), légitér-
sasdgokndl (stewardessek, pilétdk), és a kozlekedési véllalatokndl (jarmiivezetdk
munkdjénak iitemezésére). A beosztdsok elkészitésekor a feltételek erésen szakma-
specifikusak, igy a problémak megfogalmazasa, a modellek és megoldasi mddszerek
is meglehet8sen valtozatosak [28].

A jarmiivezets-litemezés soran (amelyet roviden vezetSiitemezésnek is fogunk
nevezni) adott az elldtandd, operativ feladatok halmaza. Ezt kell olyan mdédon
miiszakokba rendezni az adott idéperiédusra (éltaldban egy napra) vonatkozoéan,
hogy minden feladat hozza legyen rendelve egy miiszakhoz, és a miiszakok minden
— a jarmiivezetOk szamara el6irt — szabdlynak megfeleljenek. A hozzarendelést tgy
kell megadni, hogy ek6zben minimalizaljuk az titemezés soran kialakitott miiszakok
koltségeinek Osszegét.

Sok olyan feltétel van, amelyet a vonatkozo jogszabalyok és az adott kozlekedési
vallalat dolgozdira vonatkozo szabélyok, elirasok hatdroznak meg. Ilyenek a napi
munkaid6-beosztasra vonatkozé szabélyok, a maximélis munkaidé és a napi pihe-
n6idé minimélis hossza, a kell6 szamu és ideji sziinet eloirdsa egy adott vezetési
id6 utén, két munkabeosztds kozott kotelezden eldirt pihendid6 stb. A menetrendi
jaratokon és a rezsimeneteken kiviil sokféle technikai és adminisztrécids feladat is
van, amelyeknek pontosan meghatarozott idébeli hossza van. Ilyenek az utasok ki-
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és beszallasi ideje a jaratok végéllomasain: a tankolas, a parkolas, a miszakkezdet
és -befejezés stb. Megjegyezziik, hogy a vezetési id6 és a munkaidé kiilonbozé fo-
galmak, igy ezekre eltérd szabdlyok vonatkozhatnak, miként arra is, hogy melyik
technikai tevékenység ideje melyikbe szamit bele. Ehhez jarulhat még hozza az,
hogy kiilonbo6z6 vallalatoknal tovabbi korlatozo feltételek és szabalyok is el6fordul-
hatnak (szolgdlati idS, tengelyen toltott id6 stb.).

A kiilonboz8 tevékenységekhez tartozé dolgozoi koltségeknek (a fizetéseknek
és egyéb jdrulékoknak) megfelelen az egyes feladatokhoz koltségeket tudunk ren-
delni. fgy az egyes miiszakok koltségeit ugy szamitjuk ki, hogy Osszeadjuk a kii-
16nb6z6 tevékenységek koltségeit.

A legnépszeriibb megkozelités a probléma megolddsdra a halmazparticiondlas
(lasd pl. [30]), valamint az annak relaxdciéjét jelenté halmazlefedési modell (pl.
[66, 73]) vizsgélata.

A megoldés elééllitasa tipikusan kétféle médon torténhet: vagy a korlatozé fel-
tételeket kielégitd egy lehetséges megoldds eléallitdsdval [27] és annak iterativan
torténo javitasaval, vagy nagyszamu legenerdlt lehetséges megoldas koziil a legjob-
bak kivélasztdsdval [50]. Kiilonboz6 jellegii algoritmusokat alkalmaztak a probléma
megoldasara. Fzek koziil érdemes kiemelni az egészértékli programozési modelle-
ket (ldsd pl. [72]), az evolicids elvekre épiilé metaheurisztikus eljardst [50], vagy a
Fuzzy-mdédszeren alapulé [52] algoritmusokat.

A helyes modell kialakitdsat nagymértékben neheziti az, hogy a kiilonb6z6 koz-
lekedési tarsasagok mas-mads elveket, bels6 szabélyokat alkalmaznak a vezetdiite-
mezésnél. Ilyen lehet példdul annak eléirdsa, hogy mely pontokon (mely foldrajzi
helyeken) torténhet vezetécsere egy adott jarmiivin, ez mennyi id6t igényel, milyen
szabdlyok vonatkoznak a sziinetekre stb. Az ilyen kiilonbségek és a nagyszamu,
nehéz korlatozé feltétel miatt a legtobb megoldédsi médszer csak a legalapvetébb
korlatozo feltételeket veszik figyelembe. Ilyen lehet példdul a maximélis munkaidd,
a néhdny rovid és egy hosszu (étkezési) munkakozi sziinet.

Egy valés életbOl szarmazé példa esetén az Osszes sziinet kezelése, iitemezé-
se azonban nem egyszerii: az egy miszakon beliil el6irt sziinetek szama ugyanis
filgghet a miiszak és/vagy a mar ledolgozott munkaidd hosszat6l. A munkaidé els-
rehaladdsdval egyre gyakrabban kell a sziineteket kiadni (dltaldban egyre révidebb
munkaszakaszok utan, de ezekre is vonatkozhatnak bonyolultabb szabélyok); t6bb
kiilonbo6z6 variacié van a sziinetek hosszara. Emellett sok szabdly nem a munka-
idére vonatkozik, hanem a vezetési idére, és a kettd eltérhet egymastol. A munka-
id6be beleszamolédhatnak mas, eléirt technikai idék is, példaul a végalloméasokon
torténd fel- és leszalldsi idék [29]. A fenti korldtozo feltételeket azért soroltuk fel,
hogy érzékeltessiik azt, hogy mennyire bonyolult egy ilyen rendszer, és probaltuk
felvazolni azt is, hogy milyen elvardsokat tdmasztanak egy matematikai modell
elkészitése és alkalmazédsa soran az egyes felhasznalok.

A vezetdiitemezés kozponti logisztikai probléma a tomegkozlekedésben, hiszen
a jarmuvezetokkel kapcsolatos koltségek a teljes, kozlekedéssel kapcsolatos koltsé-
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gek nagy részét alkotjak. A vezetGiitemezés alapprobléméija a kovetkezé médon
hatdrozhaté meg: Adottak a jarmiivek kozlekedései/tevékenységei, fix induldsi és
érkezési idejiikkel és helyiikkel. A feladat az, hogy mindegyikhez jarmiivezet&ket
rendeljiink minimalis koltséggel, atfedések nélkiil, kielégitve a szabalyokat és az
el6irdsokat. FEnnek klasszikus matematikai megfogalmazasa egy halmazlefedési
problémét eredményez, amely problémardl ismert, hogy NP-teljes [37].

A vezetSiitemezési problémara CSP-ként (Crew Scheduling Problem) fogunk
hivatkozni, bar az angol nyelvii szakirodalomban emellett szokéds Driver Schedul-
ing Problem-nek vagy Duty Scheduling Problem-nek is nevezni. Az irodalomban
szamos CSP-megoldasi mddszer és alkalmazas taldlhatd. A kovetkezOkben ezeket
tekintjiik 4t roviden. Részletesebb dttekintéshez példaul a [28] tanulmdny ajinl-
haté az ez irant érdeklodéknek.

3.1. Modellek és algoritmusok a CSP-re

Az alfejezetet az alapvetd jelolések osszefoglalasival kezdjiik. Egy olyan fold-
rajzi helyet, ahol egy feladat (task) kezd6dik, vagy befejezddik, és a vezetd elhagy-
hatja, vagy elfoglalhatja a jarmiivet, vdltdsi helynek (relief point) neveziink. Ami-
kor egy jarmii egy valtési helyhez ér, lehetséges vdltdsi pontrdl (relief oppurtunity )
beszéliink. A jarmi két egymast kovetd lehetséges valtasi pont kozotti feladatait
munkaszakasznak (work piece) nevezziik. A vezet&iitemezési feladat megolddsdra
két altalanos megkozelités létezik.

3.1.1. A generélas és kivalasztas mdédszere

A moédszerre az angol elnevezés (Generate and Select ) roviditése alapjan GaS-
sel fogunk hivatkozni. GaS-technikdt hasznéltak az [50, 52, 72] cikkekben. A mdd-
szer a kovetkez6képpen foglalhaté ossze: A generdlasi 1épésben allitsunk elé nagy-
szamu szabalyos miiszakot, majd a kivalasztasi lépésben keressiink egy olyan rész-
halmazt a generélt mﬁszakokbél amely minimzilis k('jltségﬁ és lefedi a feladatokat
jaratok mennyiségétol, a szabdlyok szamatdl és bonyolultsagatol. Emellett a sza-
bélyok ellenérzésének szamitasi igénye is nagyban befolyasolja ennek a fazisnak —
és igy az egész probléma — komplexitasat.

A GaS kivalasztasi fazisa hagyoményosan egy halmazlefedési vagy halmazpar-
ticiondldsi feladatként fogalmazhaté meg. Jeldlje n' a lehetséges miiszakok és m/’
a feladatok szamat, z; € {0,1} és a; ; € {0,1} az i. feladathoz és a j. miiszakhoz
tartozé valtozdkat (i =1,2,...,m/, j =1,2,...,n’), ahol

1, ha a j. miszakot kivalasztjuk,

0, kiilonben.

Tj =
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1, ha az i. feladatot tartalmazza a j. miiszak,

0, kiilonben.

ij =

Ekkor a feladat a kovetkezd médon irhato fel:

n, n/
min wlzcjmj +w22xj (1)
j=1 j=1
figyelembe véve az alabbi korlatozé feltételeket:

n/
Zai,jijL i=12....m, (2)
j=1

ahol ¢; a j. miiszak koltsége, wy és wy kiilénbdzé silyok.

Az (1) célfiiggvény a (2) feltételrendszerrel egy halmazlefedési feladatot gene-
ral, melynél — mint az észrevehet6 — atfedés is lehetséges. Ez azt jelenti, hogy
ugyanazon feladathoz elvileg tobb miiszak is hozzarendelheté. Ebben az esetben
a gyakorlatban gondoskodnunk kell az esetleges atfedések kezelésérél, vagy ezek
szédméanak minimalizdldsardl is [25, 66].

A particionaldsi modell a lefedési feladat olyan megszoritdsa, amikor atfedés
nem lehetséges. Ez annyiban mddositja a feltételrendszert, hogy az egyenlGtlen-
ségek helyett egyenléségeket frunk eld. A probléma az, hogy ebben az esetben
a lehetséges megolddsok létezése nem garantalt. Megjegyezziik, hogy mindkét
feladatrdl bebizonyitottdk, hogy NP-nehéz [37].

A probléma megoldasira szamos eljaras létezik. Példaul egészértékii progra-
mozasi médszereket hasznédlnak [72]-ben, heurisztikus megoldasi technikdkat alkal-
maznak [50]-ben.

3.1.2. A konstruktiv megké6zelités mddszere

A konstruktiv megkozelités egyetlen megoldast épit fel irdnyitottan egy opti-
malizalasi eljaras segitségével. Ennek kerete rendszerint egy hagyomanyos iterativ
eljaras, amely egy indulé megoldast generdl, és iterativan javitja azt. FEzzel a
mddszerrel taldlkozhatunk a [2, 27, 40, 71] cikkekben.

3.1.3. A szabalyok ellendrzése

A legkritikusabb részfeladat annak ellenérzése, hogy a kapott megoldds lehet-
séges megoldas-e. Ez azt jelenti, hogy — mindkét megkozelités generdld folyamata
sordn — a megoldashoz tartozo Gsszes miiszakrdl el kell donteniink, hogy azok
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teljesitik-e a feltételeket. Miutan — még egy kisméretli probléma esetén is — a le-
hetséges miiszakok szama nagyon nagy, ezért a technikak tobbségénél kiilonbozo
egyszerisitések keriilnek végrehajtdsra azért, hogy a futdsi idét csokkentsék. Egy
alkalmazott megoldas az, hogy a probléma méretét csokkentik azzal, hogy lehet-
séges valtasi pontokat hagynak el, vagy azzal, hogy csak szamitasilag kezelhetd
szamu miiszakot generdlnak le. Ezek az egyszertisitések természetesen befolyasol-
hatjak és korlatozhatjak a mdédszernél az optimalizalas sikerét.

3.2. A CSP korlatozé feltételeirol

A CSP megoldésa soran a korlatozo feltételek valoban donto szerepet jatszanak
a megoldasi moédszer szempontjabdl. Ezek erdsen befolyasoljak a megoldas milyen-
ségét és a szamitasi idot. Eros korlatozd feltételekkel rendelkezé valds problémak
esetén nehéz kérdés, hogy megtalaljak az egyensilyt a fenti szempontok kozott.
Mivel altalaban a probléma mérete nagy, és az el6irt szabdlyok rogzitettek, a 6
cél az, hogy taldljunk egy hatékony mddszert, amely gyakorlati szempontbdl jé
mino6ség, kivitelezheté megoldast nyujt.

A {6 korlatokat nemzetkozi (pl. EU-s szabalyok) és nemzeti (minisztériumi, 6n-
kormdnyzati stb.) szinten hatdrozzdk meg. A helyi kozlekedési véllalat is tovabbi
ykemény” és ,puha” igényeket (szigordan betartandé vagy ajénlott) definidlhat.
Fontos igény a valds, gyakorlati alkalmazasok mellett a rugalmassig. Sok eset-
ben az adaptalhatdsag és a futdsi id6 a legfontosabb szempontok, ha a megoldas
mindsége megfelel bizonyos kovetelményeknek (altaldban valamilyen korldtozé fel-
tételeknek). Abban az esetben, ha dontéstamogatd az iitemezés, egyes mérnoki
kovetelmények minGségére vonatkozéan a megoldast nem kell, vagy nem is lehet
formalizalni. Ekkor a hossztutavi tervezés iitemezése interaktiv mechanizmusként
valésul meg, azaz interaktiv, mérnoki beavatkozas lehetséges vagy sziikséges is.
Egy médszer alkalmazasanak lehetOsége nagymértékben fiigg attél, hogy miként
lehet a modellben a sziikséges szabdalyokat megfogalmazni, formalizalni, milyen
paramétereket képes kezelni, és ezéltal a kiillonb6z6 megoldédsokat eléallitani.

Ez a rugalmassag kozponti kérdés az optimalizalési folyamat tobbi szakaszahoz
valé viszony tekintetében is: a megoldds értékelése bnmagaban nem, csak a jarmi-
iitemezés, valamint a vezetébeosztas eredményének értékelésével egyiitt lehetséges.

3.3. A célfiiggvényrol

A CSP megoldasanak minésége csak részben fligg az eredményezett miiszakok
szamatél. Altalanosabban, egy megoldas koltségének a tartalmazott miiszakok
koltségeinek Osszegét tekinthetjiik. Természetesen egy jarmiivezeto foglalkoztatd-
sanak van egy altalanos koltsége, ezért minimalizalva az Gsszkoltséget, a vezeto-
iitemezés alacsony szinten fogja tartani a miiszakok szamét is. Masrészt, koltsé-
geket rendelhetiink a miiszakokhoz a benniik szereplé feladatok szerint is. Ezen
kiviil meg lehet hatdrozni egyéb jellemzoket, mint példaul a miiszak tipusa, a var-
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haté id6tartama, amelyek jarulékosan, biintetésként szerepelhetnek a koltségben
is. Mindazonaltal, a legdltalanosabb értelemben értékelve a megoldast, a miisza-
kok 6sszes munkaidejét lehet teljes koltségként tekinteni. (Egyes helyeken a bérezés
nem munkaidé szerint torténik, ilyenkor természetesen a miszak koltségét is ehhez
kell igazitani.)

4. Integralt stratégiak

Ebben a fejezetben a jarmi- és jarmiivezetS-iitemezési feladat integralt meg-
kozelitéseit (vehicle and crew scheduling problem, VCSP) tekintjiik &t roviden,
megemlitve az irodalomban targyalt legfontosabb modelleket, algoritmusokat.
Az érdekléddknek kiindulépontként a [68] cikket ajanljuk, a részletesebb elmé-
lyiiléshez javasoljuk a kitiing attekintést ad6 [24] tanulményt.

A jarmivezet6-iitemezés a hagyomédnyos megkozelitést kovetve a jarmiiiite-
mezés fazisa utdn hajtédik végre. (Ezért ezt szekvencidlis megkézelitésnek is
nevezziik.) Ez dltaldban hatékonyan végrehajthatd, ha a véltdsi helyek kozott sok
olyan van, amely megengedett valtdsi pont is egyben, és a kialakitott jarmiiiite-
mezés gyakran érint ilyen véltdsi helyet. Azonban, ha a kialakitott jarmiititemezés
tal ,stirt”, sok helyen nincs elég id6 a jarmiivezeto-valtasra, vagy a kialakitott
jarmiiiitemezés hosszu ideig nem érint megengedett valtasi helyet, akkor rontha-
tunk az el6z6 fazis eredményén, veszithetiink a hatékonysagbol. A jarmiiitemezés
és a jarmivezetO-litemezés egyszerre torténd elvégzése emiatt indokolt lehet, és ez
napjaink egyik fontos kutatasi tertilete.

A VCSP feladata a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg. Adott menetrendi
jaratok egy halmaza, adott a jarmiiflotta, melynek jarmiivei kiilonb6z6 depdk-
hoz tartoznak, adottak tovabba a jarmiivezetokre vonatkozé szabdlyok. A feladat
a jarmilveknek és a jarmiivezetOknek olyan érvényes iitemezését adni, hogy az
valamennyi — jarmire és jarmuivezetére — vonatkozd szabalynak megfeleljen, és
minimalis koltségl legyen.

Ez a feladat egy, az MDVSP-hez hasonlé egészértékii programozasi feladat-
ként irhaté fel, kibovitve olyan feltételekkel, amelyek egyrészt a vezet&iitemezés-
nek felelnek meg, masrészt pedig kapcsolatot teremtenek a két iitemezés kozott.
Ekkor a célfiiggvényben is a két iitemezés koltségének dsszege jelenik meg (lasd pl.
[24]).

Mint korabban lattuk, az MDVSP- és a VCSP-feladat kapcsan is elmondhatjuk,
hogy mindketté NP-nehéz feladat.

A kovetkezOekben ismertetett modszerek esetén néhanyndl a jarmiiitemezés
részfeladata egydepds, és igy polinomidlis idé6ben megoldhaté [13].

A VCSP feladataban a lehetséges miiszakok szdama igen nagy, kiilonosen a t6bb-
depds esetben. Eppen ezért az 1990-es évek végéig nem Ovezte akkora érdeklédés a
problémat a kutatdk korében, mint a jarmiiiitemezési vagy jarmiivezetS-iitemezési
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problémét. A szamitégépek szamitdsi sebességének névekedése és az egyre kifino-
multabb optimalizalasi mdédszerek alkalmazasa révén azonban az utolsé évtizedben
megnoétt az érdeklodés ezek irdnyaban, szaporodnak az ilyen targyi publikaciok.
A kis és kozepes méretil problémédk mara megoldhatéva valtak.

Maér az 1980-as évek elején Bodin és szerzotarsai komolyan kritizéltak a szek-
vencislis megkozelitést [13]. Eszak-amerikai tomegkdzlekedési példakon keresztiil
bizonyitottak azon érvelésiiket, hogy a jarmiivezeték (bér)koltsége sokszor maga-
sabb, mint a jarmivekkel kapcsolatos koltségek. Extrém esetekben a bérkoltség
akdr 80%-at is adhatja a kétféle koltség osszegének. Ebbol az kévetkezik, hogy
ezt a koltséget nem lehet médsodlagos kérdésnek tekinteni. Sét, alapveten figye-
lembe kell venni mar az els6 fazisban, vagy kombindlt, integralt modon. Ball és
szerzétarsai [8] ugyancsak integralt modellt javasoltak.

Az ezt kovetd cikkekben kiilonb6z6 heurisztikus modszereket adtak meg a kuta-
tok, amelyekben a VCSP heurisztikus megolddsa soran figyelembe vettek bizonyos,
jarmiivekre vonatkozé feltételeket is. Az 1997 elétt hasznédlt médszerekrdl egy jo
attekintés taldlhat6é Gaffi és Nonato 1999-es kozleményében [35], vagy Freling 1997-
es PhD-dolgozatéaban [32].

Az elsd, valéban integralt jarmi- és vezetSiitemezési megkozelités csak 1995-
ben sziiletett Freling és szerz6térsai révén [31]. Errél Gaffi és Nonato [35] bizonyi-
totta be, hogy hatékony lehet akkor is, amikor a megengedett véltasi pontok tavol
esnek egymdastol, példaul helykozi vagy tavolsagi tomegkozlekedés esetén. A maod-
szer szintén jél miikkodhet azokban az esetekben, amikor egy vezetd egy jarmiivet
hasznélhat csak a miiszakja soran.

A legnépszeriibb megkozelités az integralt VOSP-problémara kétségkiviil az
egészértékil programozdsi modell alkalmazdsa. Freling és szerzotérsai [31] mo-
dellje az egydepds esetre harom részbdl allt: az SDVSP-t kvazihozzarendelési, a
VCSP-t halmazparticiondlasi feladatként fogalmaztdk meg. A kett6t korlatozé
feltételekkel kototték Ossze, biztositva a kompatibilitdst. A feladat megoldaséara
Lagrange-relaxaciét és oszlopgeneralasi médszert kombindld, kozelité megoldast
adtak. Ez aztdn tovdbbi publikdcidkat inspiralt, 14sd [33, 34, 46].

Freling és szerzOtarsai a [33, 34] cikkeikben szintén az egydepds integrélt fel-
adatot tekintették, a buszok szamara vonatkozo fels6 korlat nélkiil. Ugyancsak
oszlopgeneralast — és ezen beliil Lagrange-relaxaciot — hasznéltak az ott adodé un.
mesterprobléma megolddsara, a feltételek relaxaciéjaval. A [34] cikkben valds, kb.
150-250 jaratbdl allo feladatok megoldasarol szamoltak be, kezelheté megoldasi
idében. Megmutattak, hogy csak kis javitds érheté el a feladatok szekvencidlis,
egymds utdn torténé megolddasahoz képest. Ez a javitas szignifikdnsabb, ha a
jarmiivezet6k nem valthatnak jarmiivet (egy sziinetet kovetden).

Az els6 pontos megoldast add algoritmust 1999-ben publikalta Haase és Fri-
berg [41] az egydepés esetre. Modelljiikben mindkét halmazparticiondldsi meg-
kozelités integrdlt matematikai megfogalmazdsat adtak: mindkét részfeladatot
halmazparticionalési feladatként fogalmaztdk meg. Eljarasukban a jarmiivek iite-
mezése Ribeiro és Soumis 1994-es [63], mig a jarmiivezetdk iitemezése Desro-
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chers és Soumis 1989-es [26] modelljein alapult. A szétvalasztds, vigéds és dra-
zés (branch-and-cut-and-price) tipusi algoritmusukban oszlopgeneralast és vagas-
generalast alkalmaztak. Az oszlopgeneraldsi mesterprobléma az LP-relaxaciénak
felelt meg, mig az drazdsra (pricing) a legrévidebb 1t problémdk megolddsa szol-
galt. Algoritmusukkal csak kisméreti példédkat tudtak megoldani, legfeljebb 20
jaratbdl alldkat.

Egy masik érdekes egzakt algoritmust adtak meg az egydepds esetre Haase
és szerzétarsai 2001-ben [42]. A jarmiivezetd-iitemezési problémdt egy tobbter-
mékes halozati folyam problémaként megfogalmazva oldottak meg tgy, hogy bele-
agyaztak az egydepds, jarmivekre vonatkozo feltételeket. Ezt olyan médon tették,
hogy mindkét fazist figyelembe véve, a VCSP-feladatra garantalt, pontos opti-
mumot adott az algoritmusuk. Itt a szétvilasztds és drazds (branch-and-price)
tipust algoritmusra szamos gyorsitdsi technikat alkalmaztak. Két algoritmusval-
tozatot is targyaltak a szétvalasztaskor adédéd dgak kezelésére: egy egzakt és egy
heurisztikus valtozatot. Véletlen feladatokon végeztek szamitogépes szimulacids
teszteket. Atlagosan kb. 1,5 érds (bar 10-b8l 6 esetben 3 6rés) futési idével tud-
tak 150 jaratméretii példdkig pontos megoldast szolgdltatni. Ennél nagyobb, 350
jaratméretii példékig heurisztikus megolddst alkalmaztak, 2 6ran beliili CPU-id6t
haszndlva. Itt a feladat olyan egyszeriisitett megfogalmazdsat tekintették, ahol a
koltségben csak a sziikséges buszok szama szerepelt, és 6k sem vettek figyelembe
korlétot ezek széméara. Igy megfogalmazésuk gyakorlatilag szintén egydepés fel-
adatként foghaté fel. Fontos kiemelni ugyanakkor, hogy a feladatok nem valds,
hanem a témegkozlekedési feladatokat szimulalé véletlen adatokbdl szarmaztak.

A tobbdepds esetben Gaffi és szerzOtdrsa [35] targyaltak elészor az integralt
feladatot, heurisztikus médszert haszndlva. Lagrange-relaxaciét és az oszlopgene-
ralds modszerét hasznaltak, csak a tobbdepés esetre modositva a megfogalmazast.
Ok is az egyideji vezeto- és jarmiilitemezés elényei mellett érveltek olasz tomeg-
kozlekedési példdkon keresztiil, amelyek nem vérosi (nem helyi) kozlekedési példdk
voltak. De tjra felhivja a figyelmiinket a szamitédsi id6 fontossagéara, kritikus vol-
tara, hogy egy 257 jaratbdl &allé, olasz tomegkozlekedési példa esete 24 orandl
hosszabb szamitasi id6t adott, atlagosan 2-6 éra volt a futési id6, bar a maiaknél
lényegesen lassabb, 180 MHz-es PC gépen.

Huisman és szerz6tarsai 2005-ben [46] a kordbbi egydepds [34, 42] modelleket
és algoritmusokat sikeresen terjesztették ki a tobbdepds problémara. Ez volt a
tobbdepds probléma els6 altaldnos matematikai megfogalmazasa. Két megkozeli-
tést is javasoltak: az egyik a [32, 34], a mdsik a [42] tanulmdnyokban ismertetett
modszer altalanositasa a tobbdepos esetre. Mindketto esetén az els6 fazisban egy
alsé korlatot szamitanak ki az optimumra. Az els6 fazis LP-relaxdcén alapszik,
oszlopgenerdlast és Lagrange-relaxaciét haszndl. A mdsodik fazis ad egy lehetsé-
ges egészértékil megolddst a feladatra. A [34]-ben hasznilt Lagrange-relaxéciét
alkalmazva elészor egy jarmiiitemezést generdl, amelybdl aztdn a [33, 34] cikkek-
ben targyalt médszereket hasznélva jarmiivezetS-iittemezést készit. Osszehasonlité
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teszteket kb. 650 jaratig készitettek, amelyek eredményei feliilmuljak a szokésos
szekvencialis iitemezést hasznaldé mdédszereket. Teszteket végeztek valds és szimula-
ciés tesztadatokon egyardnt. A két megkozelités kozott nem mutatkozott szignifi-
kans eltérés, de az els6 valamennyivel jobbnak bizonyult.

Valés, nagyméretii, tobbdepds, heterogén jarmiiflotta esetén az eddig megem-
litett mddszerek integraldsa nehéz lenne egy alkalmazdsi rendszerbe. fgy ezek
helyett a szekvencidlis, esetleg kézi mdodon torténé integrélast alkalmaztdk a 2000-
es évek elejéig.

A [22] cikkben roévidebb megolddsi idét tudtak produkdlni és nagyobb fel-
adatokat tudtak megoldani a szerzdk, kisebb méret részfeladatokra vagva a fel-
adatokat, és azokat — 6nmagukban, integrdlt médon — kiilon oldva meg. A t&bb-
depés feladatra Borndorfer és szerzétarsai [15] is Lagrange-relaxdcién alapul6 meg-
kozelitést hasznaltak. A jarmiiitemezési és a jarmiivezeto-iitemezési problémaknél
hasznalt kozelité megoldasokat alkalmaztdk, ezek informaciéit felhasznalva egy
branch-and-bound tipusu algoritmusban. Egészértéki programozasi technikat
hasznaltak, kiilonb6z6 korlatozo feltételekkel 6sszekapcesolva a jarmiiveket és jarmii-
vezetdket a rezsi és a kiallasi, valamint beallasi jaratokndl. Heurisztikus mddon,
Lagrange-relaxaciét hasznalva, majd az egészértékli megolddsokat egy korlatozas
és szétvalasztds tipusa technikdval nyerve nagyméretii, 1500-as jaratszamu problé-
mat is kezelni tudtak.

Az integralt feladat egy heurisztikus megkozelitését adja Laurent és Hao dol-
gozata [51] is. Habdr az altaluk targyalt feladat 4ltalanosabb, mint az egydepds
eset, de feltételezik, hogy az Osszes jarmli ugyanabban a depdban parkol. Ugyan-
akkor a jarmiivek tipusaik szerint nem kell, hogy homogén flottat alkossanak.
Egy mohd, véletlen adaptiv keresést alkalmaznak (Greedy Randomized Adaptive
Search, GRASP). Hasonléan a legtobb mddszerhez egynapos idShorizontot alkal-
maznak, de a jarmiivezetOkre vonatkozé feltételek egyszeriisitettek: csak a napi
miiszak ,,dtmérdjére” (a fellépés és lelépés kozott eltelt id6re) vonatkozé korlatot,
a napi teljes munkaidére vonatkozo korlatot, és azt a paramétert veszik figyelembe,
hogy a jarmiivezetoknek megengedett-e vagy nem a napon beliili jarm{ivaltas.

Mesquita és Paias 2008-ban [58] két matematikai megfogalmazést adtak a prob-
lémara. Mindkét modell tobbtermékes halézati modellt tartalmaz a jarmiiiiteme-
zésre, mig a jarmiivezetO-iitemezési rész vagy halmazparticionalasi vagy kombinalt
halmazparticionalasi és lefedési megfogalmazas. A relaxalt LP-t oszlopgeneraldssal
oldottdk meg, amelynek részprobléméja korlatozé feltételekkel ellatott legrovi-
debb 1t feladat. Amennyiben a relaxalt LP megolddsa nem egésznek adddott,
egészértéki megoldast kerestek korlatozas és szétvalasztas alapt hagyoményos IP-
megoldéval. A [38]-ban alkalmazott eljaras egy ehhez hasonlé megkozelitést hasz-
nalt, a szerzok korabbi id6-tér halézati modelljét alkalmazva a jarmiiiitemezési
komponensben.

A részben integralt modellek k6zé tartozé modellt targyal Gintner, Kliewer és
Suhl 2008-as cikke [39]. Ez annyiban hasonlit a tradiciondlis szekvencidlis meg-
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kozelitésekre, hogy a jarmiivek optimalizdlt titemezését végzi el eloszor, majd —
ennek eredményét felhaszndlva — a jarmiivezetékét. A jarmiivek ilitemezési fazisa
az id6-tér halézati MDVSP-modellt hasznilja, de annyiban kiilonbozik az ere-
deti megkozelitéstdl, hogy nem egyetlen optimélis megoldast ad, hanem tobbet,
minimalis jairmtszammal és minimalis koltséggel. Ezek utdn a VCSP-t halmaz-
particionalasi feladatként oldja meg, és Lagrange-relaxaciot alkalmaz. A klasszikus
megkozelitéssel 6sszehasonlitva a mdédszer jobb jarmiivezeto-iitemezéseket eredmé-
nyez.

Steinzen és szerzétarsai 2010-ben [68] egy teljesen integralt VCSP-megkozeli-
tést adnak. A mogottes, jarmiiiitemezést kezel6 modell az id6-tér halézati modell.
A megoldéas itt is az oszlopgenerdlds és a Lagrange-relaxdcidos médszert kombi-
nalva torténik. Az oszlopgeneralas részfeladatat korlatozo feltételekkel ellatott —
egy ido-tér hélézaton alapuld — legrovidebb 1t feladat megoldésaval modellezték.
Egy heurisztikus, szétvalasztas és arazas tipusi modszerrel generaltak lehetséges
megoldasokat. A numerikus tesztjeik azt mutatjak, hogy ez a mddszer feliilmulja
a korabbiakat az ismertetett tesztfeladatokon, amelyeket 640 jaratot tartalmazé
példaméretekig tekintettek. Az Gsszehasonlitds alapjait a [15, 38, 45, 46] cikkek
alkottak, amelyek koziil valamennyit feliilmilta tesztpéldaikon az algoritmusuk.
Az alkalmazott tesztpéldaik (kizdrdlag) a Steinzen weblapjan taldlhaté példdk [67]
voltak.

5. A miiszakkiosztasi feladat

A jarmivezetOk miiszakkiosztasi probléméja is az altaldnos miiszakkiosztasi
feladatok kozé tartozik. Itt a feladat az, hogy egy tervezési periddusban munka-
vallalékat — szamos altalanos és specidlis feltétel figyelembevételével — rendeljiink
hozzé a napi miiszakokhoz. A jarmiivezet6k miszakkiosztasi feladatdanak feltéte-
lei altalaban megfelelnek mas, tipikus alkalmazasok feltételeinek, amelyek egyes
személyzetbeosztdsi [17, 18] és névérbeosztasi [19, 11] feladatokndl, illetve a call-
centerek tizemeltetése esetén az operdtori miiszakkiosztasndl [65] is megtaldlhatdk.

A jarmiivezeték miszakkiosztédsi feladataban adottak a jarmiivezet6i miisza-
kok, amelyeket a vezetOiitemezés soran meghatdroztunk. Ezek napi beosztasokat
jelentenek. Ezek a miiszakok a tervezési periddus kiilonb6z6 napjain eltéroek lehet-
nek. Adottak tovdbbé a rendelkezésre allé jarmiivezetdk.

A miszakkiosztas altaldban hosszabb periédusra torténik, amelyet tervezési
iddszaknak neveziink. A tervezési idészak tipikusan néhdny hétbél 4ll6 idSinter-
vallum, de ez lehet néhany nap, hénap, vagy akar egy egész év is. A miiszakkiosztési
feladat 1ényege, hogy egy tervezési idészakra az adott miiszakokat rendeljiik valds
alkalmazottakhoz dgy, hogy az el6irt szabdlyokat betartjuk. Ez a feladat tobb
alkalmazési teriileten fordul elé. A leggyakoribb alkalmazéasok a légikozlekedésben
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(piléta és személyzet), vasuti kozlekedésben, call-centerekben dolgozok, névérek és
buszsof6rok munkédjanak tervezése.

A mdédszernek a tervezési idészak minden miiszakjdhoz jarmiivezet6t (konkrét
személyt) kell rendelnie. Van néhény dltaldnos szabdaly, rendelkezés, amely korla-
tozo feltételként veendo figyelembe. Ilyenek példaul a maximalis heti munkadérdk
szama, vagy a szabadnapok el6irt minimalis szdma egy adott idészakban, ezen
beliil a vasarnapok szama, stb. A szabalyok teljesen kiillonbozhetnek az alkalma-
z4si teriilettd] fiiggéen (légi, vastti kozlekedés, vérosi tomegkozlekedés stb.).

Gyakran tovabbi specidlis helyi szabalyok is el6fordulnak, amelyeket szintén
korlatozo feltételként kell figyelembe venni a beosztéds elkészitéskor. Ilyen példdul
az, hogy milyen kategéridju vezet6i jogositvannyal kell rendelkeznie a vezetOnek
bizonyos tipusi buszok vezetéséhez.

A hozzérendelés koltsége a kozlekedési cégek esetén nagyban fiigghet a valla-
latvezetés ,filozofidgjatél”. Ez lehet egyetlen cél is, de tobb Gsszetevd is alkot-
hatja. Utébbi esetben ezekbél tobb is (pl. silyozott médon) megjelenhet a célfiigg-
vényben. Ilyen lehet a jarmiivezetOk szamanak minimalizdlasa, a szerzédésben sze-
repldé megéllapitott munkadraktdl valé eltérések osszegének minimalizdldsa (akdr
tulérardl, akar az abban szereplonél kevesebb tényleges munkaidoérél van szo, azaz
a tulfoglalkoztatast és az alulfoglalkoztatdst egyarant keriilni kell, a lehetséges
mértékben). A fenti okok miatt t6bb célfiiggvény(i optimalizaldsi médszerek hasz-
nélata is indokolt lehet [59, 60]. Miutan az alapfeladat &ltaldnosan tekintve hozzé-
rendelési probléma, a szakirodalomban megtaldlhaté néhany — a hozzarendelési
feladatra alapozott — dltalanos megkozelités is a miszakkiosztasi feladatra. Ilyenek
példaul a tébbtermékes folyam algoritmusok [17], a logikai programozds alkalma-
zésa korldtozo feltételekkel [74], vagy az evoliciés mddszert haszndlé algoritmusok
[59].

A feladatot tobb részfeladatra lehet bontani, ahol az egyes 1épéseket egymas
utéan, esetleg iterativan lehet végrehajtani. Bizonyos kérnyezetben nem minden
1épés sziikséges, illetve Ossze is lehet vonni 6ket. A buszkozlekedésben leginkabb
el6fordulé 1épések a kovetkezok.

— Igényfelmérés. Els6 lépésben meghatdrozhaté, hogy mennyi emberre van
szitkség. FEz fligg a miiszakok szamatodl, egymdshoz képest idébeni viszo-
nyuktél, méretiiktol, tipusuktdl, tovabba befolyasoljak a rendelkezésre all6
alkalmazottak ,tulajdonsdgai” (pl. szerzédések, jogositvanyok).

— Szabadnap kiosztds. A szabadnapok kiosztdsa f6leg akkor sziikséges, ami-
kor nem teljesen kotottek a jovobeni miiszakok. Ennek végrehajtasa soran
némi rugalmassagot biztositani kell. Ez a 1épés természetesen a definialt
szabalyoktdl fiigg, attol, hogy mennyi és milyen szabadnapot kell kiosztani.

— Miiszaksorozatok készitése. Ebben a lépésben az adott miiszakokbdl (esetleg
masképp meghatdrozott feladatokbdl) bizonyos idéintervallumra (jellemzben
egy hétre vagy hénapra) adott hosszisagu sorozatokat hoznak létre.
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— Miiszaksorozat-ember hozzarendelés. Végiil itt az 6nallé miiszakokat, vagy
miiszaksorozatokat tényleges alkalmazottakhoz rendelik.

A feladat egy részletesebb, altaldnosabb felbontdsa megtaldlhaté [28]-ban.
5.1. Korlatozé szabalyok

A szigord, ,kemény” szabélyok f6leg az EU, minisztériumok, 6nkorményzatok,
szakszervezetek stb. altal eloirt szabdlyok, ezek betartasa kotelezd az iitemezés
soran. Az ajanlott, ,puha” szabalyok foleg személyi igények sordn keriilnek el6térbe
(néhdny szabadnap egymds utdn kovetkezzen, néhdny szabadnap essen hétvégére
stb.). Ezek betartdsa nem kotelezd, de mindsitik a megoldds ,, jésdgat”, stilyozva
bekeriilhetnek a célfiiggvénybe a kiértékelésnél.

Jellemz6 szigoru szabalyfajtak, amelyek a legtobb alkalmazdsi teriileten elo-
fordulnak:

— Adott az egymast kovetd két miiszak kozotti minimélis pihendidé.
— Maximélva van a heti munkaidé.
— Adott a heti minimdlis pihen&idd.

— Szabalyozott, hogy legfeljebb hany egymast kveté napon dolgozhat a mun-
kavallalé szabadnap nélkiil.

— Adott, hogy legalabb hany szabadnapja legyen egy munkavallalénak egy
hénapon beliil.

— Adott, hogy hény szabadnapnak kell esnie bizonyos tipusi napra (pl. hétvé-
gére, vasdrnapra stb.) adott idén (egy hénapon) beliil.

— Adott, hogy bizonyos munkavallalék csak bizonyos tipusi miiszakot kap-
hatnak, vagy milyen tipusbdl mennyit kaphatnak.

Jellemz6 ,,puha” szabalyok, igények:

— Kertiiljiik az olyan kiosztast, ahol két szabadnap kozott csak egy munkanap
van.

— Elonyben részesitjiik, ha két szabadnap egymas utan kovetkezik.

— Lehetéleg a szabadnapok egyenletesen legyenek elosztva a tervezési idOszak-
ban.

— Egyenletesen legyenek a miiszaktipusok kiosztva az alkalmazottak kozott,
vagy pont forditva, lehetéleg azonos tipusu miiszakot kapjon egy alkalmazott
egy adott id6szakon beliil (hét vagy hénap).

A buszos jarmiivezetékre vonatkozé szabalyok egyfajta osztdlyozasa megtalalhatd
[60]-ban.
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5.2. Kiértékelés

A miszakkiosztds minGségének meghatdrozdsa nem egyértelmii a szakiroda-
lomban. Természetesen a cél mindenhol a koltség minimalizaldsa, de a koltség
meghatarozasahoz tobb tényezot kell figyelembe venni. Egyrészt cél a sziikséges
alkalmazottak szdmanak minimalizdlasa, feltételezve, hogy kevesebb ember alkal-
mazdsdval kisebb a koltség [17, 18, 74]. Ugyanakkor t&bb helyen az alkalmazottak
szama kotott, ilyenkor a kiosztas mindségének novelése a cél, amit a puha szaba-
lyokhoz val6 illeszkedés hataroz meg. Ezen szabalyok megfelelGen stlyozott kiér-
tékelése hatarozza meg a kiosztas minoségét. Természetesen gyakran az emberek
szamanak minimalizdldsa és a puha szabdlyok figyelembe vétele egyiittesen jele-
nik meg az optimalizéldsban [19, 59], esetleg a be nem osztott alkalmazottakat
tartalékba helyezik betegségek esetére [60]. Ugyanakkor a valds életben a kiosz-
tas koltségét nagyban befolyasolja az alkalmazottak szerzédése, amely meghatd-
rozza a ledolgozand¢ orak szamat. Ettdl vald eltérés alul-, illetve tulfoglalkoztatast
jelent. Az el6bbi azért koltséges, mert a szerzOdésben foglalt érak alapjin kapja
a fizetését, holott nem dolgozott annyit, az utébbi meg tulérat jelent, amelynek
bérezése altalaban magasabb az alap 6rabérnél. fgy ezek sulyozott minimalizaldsa
a koltség csokkenését jelenti [6]. Az nyilvdnvald, hogy az alul- és tulfoglalkozta-
tas csOkkentése csak gy érhetd el, ha a kiosztds soran felhasznalt alkalmazottak
szama és OsszetevGje valtozik.

5.3. Megoldasi médszerek

Ugyan a miiszakkiosztasi feladat az élet eltéré teriiletein fordul el6, a f&bb
betartandé szabalyok, illetve az optimalizalas soran figyelembe vett koltség- és
célfiiggvények nagyon hasonldak. fgy a kiilonboz6 teriileten alkalmazott megolda-
si médszerek is elég altalanosak a tobbi alkalmazasi kornyezetbe valé illesztéshez.
A moédszerek kozotti kiilonbség egyrészt inkabb abbdl adddik, hogy hol huzzuk
meg a hatirt a megolddas mindésége, valamint a feladat mérete és a futdsi id6
kozott.

Masrészt az alkalmazott optimalizdlasi algoritmusok valtozatossaga jellemzi a
szakirodalmat. Egyik megkozelités, hogy a feladatot visszavezetik halmazlefedési
vagy particionaldsi feladatra, ahol legeneralnak sok miiszakkiosztast, majd ezekbol
kivalasztjak azokat, amelyekkel a koltség a legkisebb. Ezt az irdnyt kovették pél-
ddul Gamache és szerzétarsai, akik 1999-es cikkiikben [36] a halmazparticionalast
oszlopgeneralassal oldottdk meg.

A feladat felirhat6 folyamproblémaként is. Cappanera és szerzétarsai 2004-
ben egy tobbtermékes folyamproblémaként oldottak meg légikozlekedés iitemezé-
si feladatot, ahol a tobbtermékességet az adta, hogy haromféle kiosztast készi-
tettek a kapitdnyoknak, pilétdknak és légi utaskiséréknek [17]. Jellemz§ még a
kombinalt megolddsi mddszerek haszndlata. Yunes és tarsai [74] ramutattak, hogy
az egészértékil programozési feladatként torténd felirds csak kis feladatokra miiko-
dik elfogadhaté id6én beliil, mig a pusztan korlatozoé feltételes logikai programozas-
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ként vald felirds mar hatékonyabb, de még mindig nem elfogadhaté valés méreti
feladatokra. Azt azonban kimutattak, hogy ennek a két mddszernek a kombing-
ldséval készitett hibrid moédszer, ahol oszlopgenerélast alkalmaztak és az oszlopok
generalasat végezték korlatozo feltételes logikai programozassal, mar képes volt
nagy feladatokra is hatékony megoldasokat adni elfogadhat6 id6 alatt.

Tovabbi kombinalt médszert alkalmaztak Caprara és szerztarsai. Itt a meg-
oldast egy konstruktiv heurisztika adja, amely a kiosztas épitése kézben a moho
miszakvélasztashoz felhasznalja egy Lagrange-féle relaxalt egészérték{i programo-
zési feladat megolddsét [18]. Iterativ kombinalt heurisztikat alkalmaz Bellanti [11]
és Nurmi [60]. El6bbi egy kezdeti kiosztast generdl moh6 médon, majd ezt javitja
szomszédsagi keresés modszerrel, ehhez tesztelt iterativ helyi keresést, illetve tabu-
listds mddszert [11]. Nurmi és szerzétarsai [60] a megolddst két fézisban vég-
zik: elGszor a szabadnapokat osztjak ki, majd utdna a miszakkiosztdast. Mindkét
feladathoz ugyanazt a moédszert alkalmazzak, amely egy mohd, populaciéalapi
helyi keresés.

Egy kiosztas kiértékelése tobb tényezobdl all Gssze, igy az optimalizalas gyak-
ran tobb célfiiggvényi optimalizélds. Erre példa Moz és szerz6tarsai [59] evoliicids
modszere, ahol két szempont szerint torténik az optimalizalds. Ez a ketto az em-
berek elvart szaméatdl vald eltérés minimalizaldsa és a talorak egyenletes elosztédsa.
A generalt megoldasok kiértékelésénél e két cél szerinti Pareto-dominanciat hasz-
naljék fel.

5.4. Szétvalasztasi stratégiak

A fenti részfeladatokat kozelebbrdl megvizsgalva lathatjuk, hogy kiilonbozé
opcidk lehetségesek az {itemezési rendszer strukturdjanak megtervezésére. Két
alapvetd kérdés, amely fontos ennek a struktiranak a megtervezésével kapcsolatban:

— Hol legyen a hatdrvonal a vezetGiitemezés és a miiszakkiosztas feladatai
kozott, mely szabélyokat melyik részfeladatnal vegytlink figyelembe? Alap-
vetden a legfébb elv ezzel kapcsolatban az, hogy a dolgozdokra vonatkozd
olyan szabdlyok, rendelkezések, amelyek az egy napon beliili miiszak kiala-
kitdsaban veenddk figyelembe, azok a vezetdiitemezés, mig a tovabbi felté-
telek a miszakkiosztas feladatkorébe tartoznak. Sajnos, elméletileg ennek
a szabalynak a figyelembevételével is a vezetGiitemezéssel a napi iitemezé-
seknek egy olyan szerkezetét kaphatjuk, amelyekbol a miiszakkiosztds mar
nem eredményezhet a szabdlyoknak megfelel§ megoldast. A gyakorlatban ez
a probléma inkabb csak kisebb varosok tarsasigainal életszerii, ott fordul-
hat el8 realisztikus médon (jéval szdzezer f6 alatti lakossag esetén), mivel a
kisebb kombinécids lehet6ség okozhat hozzarendelési problémékat egy olyan
iitemezésben, ahol az iitemezés szerkezetének eléirtnak kell lennie. Mivel a
feladat ebben az esetben kisebb méretii, ez lehetévé teszi napi iitemezés he-
lyett heti periddusok kialakitasat, igy csokkentve annak a kockézatat, hogy
nem kapunk lehetséges megoldast.
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— A sorrend a jarmiiiitemezés és a jarmiivezetdk iitemezése kozott: mivel a
jarmivek napi miiszakjai menetrendi el6irasokon alapulnak, igy természetes
modszerként adodik elsé fazisban az optimélis jarmiiitemezést elkésziteni,
és azutdn a vezetOket hozzdrendelni a jarmiivekhez (megengedve a miiszak
soran az eszkozokon a vezet6eserét) olyan médon, hogy az dsszes, az embe-
rekre vonatkozé szabaly ki legyen elégitve. Ez a mddszer ugyan hatékony,
viszont robusztus szamitogépes optimalizalasi hatteret igényel. Eppen ezért
a gyakorlatban, ahol nem hasznalnak optimalizalasi eszkézoket automatizalt
tervezésre, vagy annak tdmogatdséara, az alkalmazott mérnoki ,heurisztikak”
megcserélik a két 1épést: elsd 1épésként (nem automatizalt tervezéssel) gyak-
ran a menetrend alapjan embermiiszakokat hoznak létre, figyelembe véve a
jarmiivezetokre vonatkozé szabalyokat, majd azutan megfelel6 jarmiveket
rendelnek a kialakitott miiszakokhoz. Ennek a megkozelitésnek az elonye az,
hogy a feladat komplexitdsa jelent6sen csokken, mivel a jarmiivezet6 a mi-
szakja alatt nem cserélhet jarmiivet. Komoly hatrany ugyanakkor, hogy ez
magasabb koltségli {itemezéseket eredményezhet. Jellemzoen, az egy napon
hasznélt jarmiivek szdma ilyenkor szignifikdnsan nagyobb. A fentiek alapjan
egy optimalizdlasorientalt automatizalt iitemezési rendszer esetén feltételez-
ziik, hogy az jarmiiiitemezéssel indul, vagy ha nem, akkor ezzel egyidejiileg
figyelnie kell a jarmiszabalyokat is.

6. Néhany sajat eredmény

Végiil roviden megemlitjiik, hogy a jelen tanulmany szerzoi tovédbbi (részben
mds tdrsszerzOkkel kozos) cikkeikben a kozosségi buszkozlekedés operativ tervezési
feladataira adott — altalaban kiilonb6z6 gyakorlati kihivasokbdl fakadd — meg-
olddsaikat térgyaljak az aldbbi cikkekben, kozleményekben: [4, 5, 6, 7, 9, 10, 20,
21, 70, 71].

Az itt térgyalt felosztds alapjan megvaldsitott, implementalt fazisokat az [5] és
a [10] publikdcidkban egy keretrendszerben mutattuk be. A gyakorlatban is egy
olyan, nagy modulokbdl all6 keretrendszernek nevezhet6 rendszert fejlesztettiink,
amelynek moduljai megengedik olyan eljarasok bedgyazasat, amelyek megfelelnek
a fent emlitett kovetelményeknek. Amint az [10]-ben targyalt, ez a keretrendszer
lehetGséget ad arra, hogy egy-egy moduljaba kiilonb6z6 opcidkat lehessen beépi-
teni. fgy egy-egy modulon beliil alternativ mdédszerek alkalmazhaték opciondlis
megoldasként, és néhany esetben kitériink ezeknek a lehetéségeknek a targyala-
sara és vizsgalatara is.

A jarmiiitemezési feladatra a [20] és a [21] publikdciékban az MDVSP-heurisz-
tikék kapcsdn térgyalt, a [47] cikkben megadott valtozo6fixélasi heurisztika néhény
modositdsat, tovabbfejlesztését targyaltuk, kiilonboz6 hasonléd tipusi, tovabbi he-
urisztikdkat targyalva és elemezve.
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7. dbra. Egy tipikus példa: egy munkanapon beliil melyik idészakban hany jar-
mi (és jarmiivezetd) sziikséges minimélisan a jaratok elldtdsdhoz. Ennek az tn.
,kétpipt teve” diagramnak a ,pipjai”, a reggeli és a délutdni cstcs (iskola- és
munkakezdési, illetve befejezési id6pontok) jellegzetesek munkanapokon.

A jarmiiitemezési és jarmii-hozzarendelési feladatokhoz kapcsoléddan tapasz-
talatunk szerint a konkrét, gyakorlati {itemezésben a szakirodalomban targyalt és
alkalmazott modellek hatranyaként lehet megemliteni, hogy csak azokat a szaba-
lyokat veszik figyelembe, amelyek a menetrendi jaratokkal, az azokhoz megkivant
busztipusokkal és kapacitdsokkal, valamint a menetrendi jaratok kozotti rezsijara-
tokkal kapcsolatosak. Nem lehet viszont olyan specifikus feltételeket beépiteni,
amelyek valds alkalmazasi kornyezetbdl szarmaznak. A tomegkozlekedés operativ
feladatainak tervezésénél ilyen tipikus, jarmispecifikus korlatozoé feltételek a tan-
koldsi vagy parkoldsi eléirdsok. Tankoldsi kévetelmények beépitését targyaltuk [7]-
ben és [9]-ben. Az ezekben tdrgyalt mddszer elénye, hogy heterogén jérmiiflotta
tankoldsi feladatait is kezeli. Erre sziikség lehet, amennyiben hosszi tankoldsi
idejli, egy tankolassal a dizel {izemenyagu jarmiivekhez képest kis tavolsdgot meg-
tenni képes jarmiivek (is) vannak a flottdban.

Egy jdrmiivezets-bardt, azaz olyan mddszert targyalunk [5]-ben a jarmi- és
vezetGiitemezési feladat iterativ megoldasara, ahol a jarmiivezetoknek nem kell a
nap soran jarmivet cserélni. fgy csak egyazon jarmiivet vezetik a nap sordn a
miiszakjuk alatt, kivéve osztott miiszak esetén. Ez olyan napkoézbeni, tobb oras
otthoni pihen6 utani visszatérést tartalmazo miiszak, amely tulajdonképpen két,
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fiiggetlen miiszakrészbdl 4ll. A 7. dbra mutatja, hogy az osztott szolgdlat miért
sziikséges altalaban munkanapokon: a reggeli és a délutani csics jaratainak el-
latdsdhoz t6bb jarmi (és jarmiivezetd) sziikséges, mint egyébként napkozben.

A [71] publikicié a vezetSiitemezésre ad a gyakorlatban haszndlhaté heurisz-
tikdkat, mig [70] a vezetSiitemezéshez kapcsolddd tevékenységekre egy altaldnos
keretmunkét.

A [6] publikdciéban a miszakkiosztasi feladatra adott hosszu tédvi, tobb hetes
intervallumokra adott megoldasainkat ismertetjiik.

Koszonetnyilvanitas.

A kutatast a ,,Szuperszamitégép, a nemzeti virtudlis laboratérium” cimii,
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Eurépai Unié és az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasa mellett. A tanul-
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ipari, energetikai és kornyezeti kutatasok a Koézép- és Nyugat-Dunantili Régiéban
projekt tdmogatasaval jott létre, a projekt a Magyar Allam és az Eurépai Unié
tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasival valésul meg.
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SCHEDULING PROBLEMS IN THE OPERATIVE PLANNING OF
PUBLIC BUS TRANSPORTATION

VIKTOR ARGILAN, JANOS BALOGH, JOzSEF BEKESI, BALAZS DAVID,
GABOR GALAMBOS, MIKLOS KRESZ, ATTILA TOTH

Optimization of operative costs is an important aim of public transportation companies.
Their planning process can be aided by the optimization of scheduling of vehicle journeys, vehicle
schedules, and driver shifts. The problem is a complex optimization problem. For this reason,
we deal with the whole problem in three separate phases: vehicle scheduling, driver scheduling
and driver rostering. Each sub-problem is NP-hard, and there was no possibility to obtain the
optimal solution for large or even middle-sized problems until the last decade. Because of the
increase in computational speed and the development of new scheduling methods, researchers
today can handle larger problems also. We deal with the mathematical models and solution
of these efficient methods. We also refer to our solution methods and the role of the special
constraints is analyzed based on our experiences.
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FOKSOROZATOK PARHUZAMOS LESZAMLALASA

IVANYI ANTAL, KASA ZOLTAN

Az egyszeri grafok foksorozatainak tesztelése, elallitdsa és leszamlaldsa
gazdag irodalommal rendelkezik. Cikkiinkben parhuzamos algoritmusokat
ismertetiink, melyek segitségével leszamldltuk az egyszerii gréfok (G(n))
és az izolalt csicsot nem tartalmazé egyszeril grafok (G.(n)) foksorozatait
n = 24,...,31 csucs esetén.

1. Bevezetés

A gyakorlatban gyakran el6fordulé probléma kiilonb6zé objektumok rangsoro-
lasa (példék taldlhatéak [89, 95]-ben). Az egyik mddszer az, hogy az objektumokat
paronként 6sszehasonlitjuk, az dsszehasonlitas alapjan — rendszerint kiilonbozo, de
esetenként azonos szamu — pontokat rendeliink az 6sszehasonlitott objektumok-
hoz, és az osszegyijtott pontjaik szdma (vagy a nyert és vesztett pontok szdmdnak
kiilonbsége) alapjan rangsoroljuk Oket. Az azonos pontszamu eset irdnyitatlan
[14, 15, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 39, 44, 47, 48, 53, 56, 57, 59, 60,
62, 63, 61, 66, 76, 77, 81, 82, 89, 91, 92, 93, 94, 95, 97, 99, 100, 105, 106, 110, 111,
112, 113, 114, 118, 119, 120, 121, 122, 126, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137,
143, 144, 158, 159, 162, 164, 166, 167, 169, 170, 171, 172, 173, 184, 190, 191], mig
a kiilonboz6 pontszamu eset irdnyitott grafokkal [1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 18,
36, 21, 27, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 40, 43, 50, 51, 52, 55, 58, 64, 67, 68, 69, 70,
71, 72, 73, 75, 80, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 88, 90, 97, 98, 104, 103, 108, 109, 117,
123, 124, 129, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153,
154, 155, 156, 157, 160, 163, 165, 168, 172, 174, 175, 176, 179, 180, 185, 186, 189]
kapcsolatos problémékra vezet.

Kiilonosen gazdag irodalommal rendelkezik az az eset, amikor az eredmények
egyszeril grafként reprezentalhatéak (azaz az Osszehasonlitds eredményeképpen
vagy mindkét objektum nulla, vagy mindkettd egy pontot kap), és a probléma a
potencidlis foksorozatok [71, 187] tesztelése, rekonstrudldsa és leszdmléldsa.
Havel 1955-ben [78], Erdds és Gallai 1960-ban [56], Hakimi 1962-ben [74], Tri-
pathi és munkatdrsai 2010-ben [183] javasoltak egy-egy algoritmust annak eldén-
tésére, hogy egy nemnegativ egészekbdl &ll6 sorozat lehet-e egy egyszerii graf-
hoz tartozé foksorozat. Az algoritmusaik futasi ideje legrosszabb esetben Q(n?).
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2007-ben Takahashi [177], 2009-ben Hell és Kirkpatrick [79], 2011-ben Ivényi és
munkatdrsai [95], 2012-ben pedig Kirdly [107] egymdstdl fiiggetleniil javasoltdk
az Erdés—Gallai-algoritmus linedris futasi ideji valtozatat, 2012-ben pedig Ivanyi
[87] a Havel-Hakimi-algoritmus tesztel$ valtozatat, melyek futdsi ideje legrosszabb
esetben O(n).

A klasszikus Havel-Hakimi és Erdés—Gallai-tételekre szamos 1j bizonyitas
ismert [32, 45, 116, 181, 182, 183]. Kiterjesztéseik (0,b)-gréfokra [46, 145] és
(a,b)-grafokra [84, 85, 87, 97, 151] szintén ismertek. Bemutatjuk a Havel-Hakimi-
algoritmus tesztel6 véltozatait [87], és Gsszehasonlitjuk a kordbbi linedris teszteld
algoritmusokkal.

Léteznek korai parhuzamos eredmények is, lasd példdul [3, 115, 149, 168, 174].
Az Erdés—Gallai-enumerating algoritmus (EGE1) [95] pdrhuzamos verzidjat hasz-
naltuk fel a 24,...,31 csicsi egyszert grafok foksorozatainak leszamlélaséara.

Megemlitjiik, hogy maés szerzok is felhasznéltak algoritmusunkat kiilonbozé,
foksorozatokkal kapcsolatos problémdk megolddséra [16, 41, 54].

Legyenek I, m, n, u egész szamok, v > I, m > 1, n > 1. Hal < b, < u
(i =1,...,m), akkor az egész szdmokbdl all6 b = by,...,b,, sorozatot (I,u,m)-
korldtosnak nevezziikk. Ha b (0,n — 1,n)-korldtos, akkor n-korldtosnak, ha az
n—1>by >--- > b, >0 feltételt is kielégiti, akkor n-szabdlyosnak nevezziik. Ha
egy n-szabalyos sorozat elemeinek 6sszege paros, akkor n-pdros. Ha létezik olyan
n csucsu egyszeri graf, amelynek b a foksorozata, akkor azt mondjuk, hogy a b
sorozat n-grdfos [71, 188]. Ha nincs ilyen graf, akkor b nemgrdfos. Egy n-szabélyos
b sorozat elsé i elemét az i-hez tartozo fejnek, az azt koveté n — i elemét pedig az
1 indexhez tartozé faroknak nevezziik.

Cikkiink f& célja a linedris ERDOS—GALLAI-algoritmus parhuzamos megvaldsi-
tasdnak bemutatasa. Bar a probléma énmagdaban is érdekes, szdmunkra a f6 moti-
vaciét Frank Andrés [65, Research problem 2.3.1] monografidjaban szerepld kérdés
megvalaszolasa jelenti: ,, Dontsiik el, hogy eqgy n egész szambdl dllé sorozat lehet-e
egy n csapatbdl dallo labdarigo bajnoksdg végeredménye.” A potencidlis futballsoro-
zatok tesztelésének és rekonstrudlasanak fontos részprobléméja a dontetlen soro-
zatok kezelése. Mivel az ,Ez a sorozat grafos?” és az ,Ez a sorozat egy labdarigé
dontetlen sorozat?” kérdések ekvivalensek (lasd [87, 99, 115, 121, 165]), ezért a
gyors valasz 1étfontossagu szamunkra.

Cikkiink felépitése a kovetkezs. A bevezetd 1. rész utdn a 2. részben bemu-
tatjuk a parhuzamos programunk alapjiul szolgald linedris ugré Erdés—Gallai-
algoritmust (EGLJ), majd a . részben ismertetjiik az EGLJ-algoritmus leszdml4l6
valtozatat. A . részben a feladat szabdlyos sorozatokon alapuld felbontasat, mig
az . részben a péaros sorozatokon alapulé felbontdsat mutatjuk be. A 6. részben
az EGLJ-algoritmus parhuzamos valtozatét (EGP), a 7. részben pedig a grafikus
és nem grafikus sorozatok dtugrdasanak lehetségeit elemezziik, végiil a 8. részben
Osszegezziik az eredményeket.
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2. Linedris ugré Erdés—Gallai-algoritmus (EGLJ)

Korédbbi cikkeinkben [87, 89, 95] ismertettiik a klasszikus Havel-Hakimi (HH)
[74, 78] és Erdds—Gallai-algoritmusokat (EG) [56], valamint ezek kiilonboz6 javi-
tasait. Fontos megjegyezni, hogy HHL linedris csak teszteli a megvizsgdlt soro-
zatokat, de nem &llit el6 a grafos sorozatoknak megfelelé grafot. Ugyanakkor a
helyredllité véltozat mindenképpen Q(n?) id6t igényel.

2011-ben [95] bemutattuk a HH-algoritmus (HH) néhdny gyorsitott valtozatét,
majd 2012-ben [87] a linedris Havel-Hakimi-algoritmust (HHL).

Jelen cikkiinkben tédblazatokkal, valamint grafikonokkal 6sszehasonlitjuk a HH-
és EG-algoritmusok kiilonboz6 véltozatainak futasi idejét.

A cikk programjaiban a [49] tankonyvben leirt pszeudokdd konvencidkat ko-
vetjiik.

A HH-algoritmus gyorsitott valtozatal koziil csak a HHT-algoritmus kdédjat
ismételjiik meg, mivel kozreadjuk annak elemzését, mennyi esély van arra, hogy a
HHT maér az els6 1épésben felismer egy nemgrafikus n-szabalyos sorozatot. Itt és a
tovédbbiakban n a sorozat hosszét (a gréf csicsainak szdméat) jeloli, b = by, ..., b,
pedig a vizsgdlandé (0, 1, n)-szabédlyos sorozatot.

2.1. Algoritmus. HAVEL-HAKIMI-TESTING (n, b)

Bemenet: n: csicsok szdma (n > 1);

b=0by,...,b,: a megvizsgdlandd n-szabalyos sorozat.
Kimenet: 0 vagy 1: 1, ha b gréfos, és 0 egyébként.
Munkavdltozo: +: ciklusvaltozo.

1. fori=1ton—1 // 1-6. sor: b elemeinek tesztelése
2. if i +b; > n vagy bitp, =0 // 2-3. sor: b nem grafikus
3. return 0

4. for j=i+1toi+ b

6. bit1,...,b, rendezése nemnovekvo sorrendbe

7. return 1 // 7. sor: b grafikus

Ebben a HHT-algoritmusban az eredeti HH-algoritmust kiegészitettiik a 3. sor-
ban végzett, a bemend sorozat minden elemére legfeljebb konstans idot igénylo
ellenérzésével, amely jelzi, ha a sorozat rovidsége, vagy a nulldk nagy szdma miatt
mar a legnagyobb fokszamu csticsot sem tudjuk a sziikséges szamu mésik cstccsal
Osszekotni.

Ez az ellenérzés a bemenetként szébajove [89, 95]

R(0,n —1,n) = <2”_ 1) (1)

n—1
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(0, n—1, n)-szabdlyos sorozat koziil pontosan azokat sziri ki, amelyekben by = n—1
és b, =0, vagy by =n—2és b,_1 =0 vagy ...vagy by =1 és by = 0. Igy az (1)
képlet segitségével azt kapjuk, hogy a kiszlirt sorozatok F'(n) szdma

n—1 n—1 2 1
Py =S rm=5 (%))
i=1 i=1
Az 1. tdbldzat tartalmazza a csapatok n szdmét, az n — 1 (F,,_1(n)), az n — 2
(Fr—2(n)) és az n — 3 (Fj,—2(n)) elemmel kezd6d6, valamint az sszesen kisziirt
sorozatok F'(n) szdmat n = 1,...,32 csapat esetén.
A kovetkez6 2.2. algoritmus EG leggyorsabb, dltalunk ismert soros véltozata
(ez a [125] dolgozatban leirt algoritmus egyszerfisitett valtozata). Az algoritmus
alapja a kovetkezo allitas.

2.1. TETEL. Legyenn >1ésb=by,...,b, egy n-szabdlyos sorozat.
A b sorozat akkor és csak akkor grafos, ha elemeinek Gsszege paros, tovabba ha
i > w, akkor
H; <i(i—1)+ H, — H;

és ha i < wy, akkor
H; <i(i—1)+i(w; —i)+ Hy — Hy,.

Bizonyitds. Lasd [95]. O

2.2. TETEL. (Ivdnyi, Lucz, Méri, Sétér, 2011 [95]) Az ERDOs-GALLAI-LINEAR-
JUMPING ©(n) id§ alatt donti el, hogy egy n-szabdlyos b = by,...,b, sorozat
grafos-e.

Bizonyitds. Lasd [95]. O
2.2. Algoritmus. ERDOS-GALLAI-LINEAR-JUMPING (n, F)
Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;

b: az ellenérizend6 foksorozat.
Kimenet. ha a b sorozat grafikus, akkor 1, egyébként pedig 0.

v Hi=b // 1. sor: H; szdmitdsa
2. fori=2ton // 2-3. sor: H értékeinek szdmitdsa
3. H;,=H, 1+

1. if H,, paratlan // 4-5. sor: parités ellenérzése
5. return 0 // 4. sor: hibds sorozat elutasitdsa
o W="n // 5. sor: silypont kezdeti értékének beallitasa
ni=1 // T-15. sor: sorozat ellenérzése
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s. whileb; =b;+1landi<n-—1 // 8-9. sor: ellenérzépont ellenbrzése
9. 1=1+4+1

10. while w > 1 and f; < // 10-11. sor: sulypont frissitése
11. w=w-—1

12. if w<i // 12-13. sor: stlypont ellendrzépont eldtt van
13. while w > 1 and i <1 // 13-14. sor: stlypont frissitése
14. if w>1 // 14-15. sor: silypont ellenérzépont utdn van
15. if H; > H, — H; +i(i — 1) // 15-16. sor: rossz sorozat elutasitdsa
16. return 0

17, else if H; > H,, — H,,+i(i—1) // 17-18. sor: rossz sorozat elutasitdsa
18. return 0

10. Teturn 1 // 19. sor: jé sorozat elfogaddsa
Egy (szabdlyos) pdros s = s1,..., s, sorozatot nullamentesnek neveziink, ha

s > 0. A 2. tabldzatban ldthatjuk a tesztelt nullamentes sorozatok szamat (E,(n)),
valamint az egy sorozatra juté atlagos tesztelés idejét mikroszekundumban az EGL
(TeeL(n)/E.(n)), EGL] (TgcLi(n)/E.(n)) és HHL (Tynw(n)/E.(n)) esetén, ahol
n =10,...,19. Az n = 1,...,9 értékek nem szerepelnek a tablazatban, mivel a
futédsi idejiiket a mérés soran programunk nulldra kerekitette.

Az 1. abran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL atlagos futési idejét a csiucsok
szdménak fiiggvényében. A haromszogek mutatjdk az (n,T(n)) parokat a lined-
ris Erdés—Gallai-algoritmus (EGL) esetében, a négyzetek a linedris ugré Erdés—
Gallai-algoritmus (EGLJ) esetében, mig a gyémantok a linedris Havel-Hakimi-
algoritmust (HHL) jelzik.

A 3. tabldzatban taldlhaté a nullamentes grafos sorozatok G (n) széma, vala-
mint a nullamentes sorozatok ellen6rzésének &atlagos miveletszama az EGL
(OEGL (Tl)/EZ (n)), EGLJ (OEGLJ (TL)/EZ (n)) és HHL (OHHL (n)/Ez (TL)) esetén, ahol
n=2...,19.

A 2. dbran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL atlagos miiveletszamét a csticsok
szédménak fiiggvényében. A (honlapon 1év véltozatban z6ld) hdromszogek mutat-
jak az (n,O(n)) pérosokat a linedris Erdés—Gallai-algoritmus (EGL) esetében, a
(piros) négyzetek a linedris ugré Erdds—Gallai-algoritmus (EGLJ) esetén, mig a
(kék) gyéméntok a linedris Havel-Hakimi-algoritmust (HHL) jelzik.

Miveletnek szamitottunk minden 6sszehasonlitast, 6sszeadast, kivondst, szor-
zast, osztast, maradékképzést és értékadast. Kivételt képeztek a ciklusok torzsé-
ben szereplé indexvéltozék. Példdul a H[i] —i- (i — 1) > R parancs elvégzéséhez
harom miiveletre van sziikség: a H[i] —i- (i — 1) kivondsra, az i - (i — 1) szorzdsra,
valamint a H[i] —4- (i —1) > R Osszehasonlitasra. Az ¢ — 1 tipusd kivondsokat
nem szamoltuk, mert az 7 a hozza tartozo ciklus indexvaltozdja.

Példaként tekintsiik részletesen az (1,1) nullamentes sorozat tesztelését.
A példa az EGL [95], az EGLJ [125], valamint a HHL [87] pszeudokédjin ala-
pul.
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1. tablazat. Csapatok n szdma, az n—1 és n—2, valamint n— 3 elemmel kezd6d0,

., 32 csapat esetén.

=1,..

,

Szama N1

”

valamint dsszesen kisziirt sorozatok F'(n)
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(o[ =0 [ T [ | T |
10 21942 0.683620 0.000000 | 0.000000
11 83980 0.369136 0.190521 | 0.381083
12 323554 0.336883 0.194712 | 0.287433
13 1248072 0.299662 0.213128 | 0.237967
14 4829708 0.319895 0.226101 | 0.222788
15 18721 080 0.338281 0.241371 | 0.226643
16 72714555 0.348197 0.251665 | 0.233406
17 282861 360 0.379355 0.255846 | 0.240789
18 | 1101992870 0.377512 0.267014 | 0.249460
19 | 4298748300 | 0.394.319 0.281491 | 0.261416

2. tablazat. Nullamentes sorozatok szama, valamint

szekundumban az EGL, EGLJ, valamint HHL esetén.

az atlagos

47

futési idé mikro-

ng

o7

nE

0a

04

03

nz

o,

AEGL

mEGLJ
+HHL

20

1. dbra. Az EGL, EGLJ és a HHL atlagos futdsi ideje.

A HHL-nek 14 miiveletre van sziiksége: 1 Osszehasonlitdsra az 1. sorban, 1
osszehasonlitdsra a 3. sorban, 1 értékadasra az 5. sorban, 5 miiveletre a 6. és
7. sorban (1 ¢ =1 értékadds, 1 Gsszeadds az ¢ novelésénél, 2 dsszehasonlitds i < n-
re, 1 Hy = s; értékadds), 1 maradékképzésre, 1 dsszehasonlitdsra a 8. sorban, 1
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[¢] n o n [@] n

ENCEONES <ol ol on
2 1 35.000 13.000 14.000
3 2 55.000 26.500 18.000
4 7 73.000 37.667 29.889
5 20 91.000 51.429 39.357
6 71 101.609 61.473 48.591
7 240 123.495 72.480 57.553
3 871 139.162 32.042 66.123
9 3148 154.944 91.751 74.552
10 11655 170.421 100.929 82.749
11 43332 185.885 110.047 90.824
12 162769 201.209 118.930 98.758
13 614718 212.177 124.720 106.591
14 2330537 231.659 136.373 114.739
15 8875768 246.785 144.939 121.976
16 | 33924858 261.846 153.411 129.552

3. tablazat. Csticsok n nullamentes grifos sorozatok G, (n) szdma, valamint az
egy nullamentes paros sorozatra jutd atlagos miiveletszam az EGL, EGLJ és a
HHL-algoritmus és 2, ..., 16 cstcs esetén.

300
280 //‘
200

/ AEGL
140 = mEGLI

e
=

2. dbra. Az EGL, EGLJ és a HHL atlagos miiveletszama nullamentes paros
sorozatok tesztelése esetén.

értékadasra a 10. sorban, 2 kivonasra és egy értékadasra a 13. sorban, valamint 1
Osszehasonlitdsra a 14—22. sorban.
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Az EGLJ-nek 13 miiveletre van sziiksége: 1 értékaddsra az 1. sorban, 5 miive-
letre a 2-3. sorban (ciklusvaltozé kezdeti értékének bedllitdsa és novelése, 1 Gssze-
hasonlitas, két H; értékadds), 1 maradékképzésre és 1 dsszehasonlitasra az 5-8. sor-
ban, 1 értékaddsra a 9. sorban, 4 mfiveletre a 10-28. sorban (ciklusvaltozd kezdeti
értékének beallitasa és novelése, 1 dsszehasonlitds a 11. sorban és 1 dsszehasonlitas
a 17. sorban).

Az EGL-nek 35 miiveletre van sziiksége: 1 értékadasra az 1. sorban, 9 miive-
letre a 2-3. sorban (ciklusvéltoz6 kezdeti értékének bedllitdsa és novelése kétszer,
Osszehasonlitdsa kétszer, 2 Osszeadds a H; esetében, 2 értékadds a H; esetében)
1 maradékképzésre, 1 Osszehasonlitdsra a 4. sorban, 1 értékadasra a 7. sorban,
7 miiveletre a 8-12. sorban (ciklusvéltozé kezdeti értékének bedllitdsa és nove-
lése kétszer, osszehasonlitdsa kétszer, eldgazds tesztelése kétszer), 4 miiveletre a
13-14. sorban (ciklusvaltozé kezdeti i értékének bedllitdsa és csokkentése, 1 Gssze-
hasonlités, 1 értékadés), 11 miiveletre a 15-23. sorban (ciklusvéltozd kezdeti érté-
kének bedllitasa és novelése, 9 sszehasonlités).

A 4. téblazatban taldlhatd az amortizdlt miiveletek szdméanak és a nullamen-
tes pdros sorozatok E,(n) szdménak hdnyadosa az EGL (Ogrgr(n)/E.(n)), az
EGLJ (OggrLi(n)/E.(n)) és a HHL (Ognn(n)/E.(n)) algoritmusok esetén, ahol
n=2,...,16.

’ n [ OrcL(n) [ OgrcLi(n) OnnL (1) ‘
E:(n) E.(n) E(n)
2 17.500 6.500 7.000
3 18.333 8.833 6.000
4 18.250 9.417 7.472
5 18.200 10.286 7.781
6 16.935 10.246 8.099
7 17.642 10.154 8.222
8 17.395 10.255 8.265
9 17.216 10.195 8.284
10 17.042 10.093 8.275
11 16.899 10.004 8.257
12 16.767 9.911 8.230
13 16.321 9.593 8.199
14 16.547 9.741 8.196
15 16.452 9.663 8.132
16 16.365 9.588 8.097

4. tablazat. Az amortizalt miiveletek szdma a nullamentes sorozatokra nézve az
EGL, EGLJ, valamint HHL-algoritmusokra n = 2,...,16 csics esetében.

A 3. abran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL amortizdlt miiveletszamat.
A (z6ld) héromszogek mutatjék az (n,O(n)) pédrosokat a linedris Erdés—Gallai-
algoritmus esetében (EGL), a (piros) négyzetek a linearis ugré Erdés—Gallai-algo-
ritmus esetében, mig a (kék) gyémantok a linedris Havel-Hakimi-algoritmust jelzik.

A 4. tablazat és a 3. dbra alapjan kijelenthetd, hogy az EGL, EGLJ és HHL-
algoritmusok CAT (konstans id6ben amortizélt) algoritmusok (1dsd [161]).
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3. abra. Az amortizdlt miiveletek szama a nullamentes sorozatokra nézve az EGL,
EGLJ, valamint HHL esetében.

3. Leszamlalé Erdés—Gallai-algoritmus (EGE)

A grafelmélet egyik klasszikus problémaja kiillonboz6 grafok — tébbek kozott
az egyszeri grafok — foksorozatainak leszamlalasa. Példaként tekintheto a The
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170], amely n = 1,...,31 csdcsra
tartalmazza az egyszer(i grafok foksorozatainak szamét (az n = 20, ...,23 értéke-
ket 2011. jiliusdban adta meg Nathann Cohen, mig az n = 24,...,29 értékek a
2011. november 15-én elért eredményeink [95]).

Az 1j, gyorsitott EGL-algoritmust alkalmaztuk a nagyobb értékii n-ek meghata-
rozasara.

A szabdlyos sorozatok ellendrzését és a grafos sorozatok leszamlalasat tiiztiik
ki célul. Az n-szabdalyos sorozatok R(n) szdma

R = (7). @)

n

a nullamentes sorozatok R,(n) szdma pedig

R.(n) = (2" N 2). (3)

n

A (2) és a (3) képleteket egyszeriien megkaphatjuk az ismétléses kombindcidkra
vonatkozé képlettel [19], vagy egyszer(i kozvetlen bizonyitdssal [95].
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I R(n) | E(n) |
39 13608507434599516007800 6804253717317430635800
40 53753604366668088230810 26876802183368505747610
41 212392290424395860814420 106196145212266853671620
42 839455243105945545123660 419727621553107337030440
43 3318776542511877736535400 1659388271256207997204920
44 13124252690842425594480900 6562126345421738821981380
45 51913710643776705684835560 25956855321889404891899640
46 205397724721029574666088520 102698862360516845690726160
47 812850570172585125274307760 406425285086296679352517680
48 3217533506933149454210801550 1608766753466582789006321550
49 12738806129490428451365214300 6369403064745230349484448700
50 50445672272782096667406248628 25222836136391079936354733752
51 199804427433372226016001220056 99902213716686176213303828904
52 791532924062974587678774064068 395766462031487417819020269060
53 3136262529306125724764953838760 1568131264653063110341743393432
54 12428892245768720464809261509160 6214446122884360719139487166608
55 49263609265046928387789436527216 24631804632523465167364431087664
56 195295022443578894680165266232892 97647511221789449252255283306556
57 774327632846470705223111406467256 387163816423235356435901003613848
58 3070609578529107968988200404956360 1535304789264553992010916827363440
59 12178349853827309571919303301013360 6089174926913654800993284900277200
60 | 48307454420181661301946569760686328 | 24153727210090830680539430271558520
5. tablazat. A szabdlyos és péros sorozatok szama n =39, ..., 60 esetén.

Ascher 1987-ben a kovetkezd explicit formula felhasznaldsaval hatarozta meg a
péros sorozatok E(n) szamdt (pontosabban a mu torere nevi{i maori jaték bizonyos
allapotainak szamadt):

3.1. LEMMA. (Ascher [5], Sloane, Pfoffe [172]) Ha n > 1, akkor a pdros soro-

zatok E(n) szdma ) o — 1 n—1
3 <( n ) i (mm)) |

A (2) és (4) képletek felhasznaldsdval meghatéroztuk az R(n) és E(n) értékeket
n =1,...,100 esetén. Az n = 1,...,38 eredményeket [95]-ben publikéltuk, az
n=239,...,60 értékek a 5. tablazatban talalhatdak, mig a tovabbi értékek n = 100-
ig az OEIS-ben, valamint az azokat el6allité program [127]-ben taldlhato.

A kovetkez6 lemma miatt elegendd a nullamentes péros sorozatok ellendrzése.

E(n)

(4)

Bizonyitds. Lasd [5]. O

3.2. LEMMA. (Ivdnyi, Lucz, Méri, Sétér [95]) Ha n > 2, akkor az n-gréfos
sorozatok G(n) szama meghatdrozhaté az (n — 1)-grafos sorozatok G(n — 1) és az

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



52 IVANYI ANTAL, KASA ZOLTAN

n-grafos nullamentes sorrozatok G,(n) szamabdl:
G(n) =G(n—1)+ G, (n),
és ha n > 1, akkor

G(n) =1+ ZGZ(Z').

Bizonyitds. Lasd [95]. O

A [95] cikkben taldlhaté 12. és 13. lemmé&bdl azt kapjuk, hogy R(n) = ©(4™/\/n)
és E(n) = ©(4™/y/n). A 14. kivetkezmény [95] azt &llitja, hogy ha n tart a végte-
lenhez, akkor E(n)/R(n) 1/2-hez tart. Szimulacids kisérleteink alapjin igy gon-
doljuk, hogy a kovetkezd &llitds szintén igaz: E,(n) = ©(4"/y/n), és ha n tart a
végtelenhez, akkor E,(n)/R(n) 1/4-hez tart.

A [42, 95] cikkekben szerepl§ 22. tétel szerint azonban

4n 4n
% < G(n) < 7(10gn)c\/ﬁ’

ahol ¢ és C' pozitiv konstansok.

A 2., a 3. és a 4. tablazatban 1év6 adatok szerint ha n né, akkor a linedris
EGL, EGLJ és HHL-algoritmusok atlagos koltsége csokken. A grafos sorozatok
ellenérzésének ideje hosszabb, ezért ha n tart a végtelenhez, akkor a nemgrafos
sorozatok ellendrzésének atlagos ideje és a G(n)/E,(n) sorozat nulldhoz tart.

Ezeket az eredményeket figyelembe véve azt kapjuk, hogy elegendd szamunkra
a szabélyos sorozatok negyedének ellenérzése. A 6. tdbldzatban taldlhaté a nulla-
mentes grafos sorozatok szdma, valamint a szabdlyos sorozatok szamaéaval elosztott
nullamentes, szabélyos sorozatok szaméval elosztott nullamentes grafos és a sza-
bélyos sorozatok szamaval elosztott grafos sorozatok szama. Burns eredményébol
[42, 95] kovetkezik, hogy az utolsé két oszlopban taldlhaté sorozatok nulldhoz tar-
tanak.

Az EGE péarhuzamositott EGP valtozatat (lasd a kovetkez6 fejezetben) fel-
haszndlva meghataroztuk G(n) értékeit n = 29-ig. Ezen értékek megtaldlhatéak a
[95]-ben 1év6 2. tabldzatban.

Megjegyezziik, hogy G.(n) megadja az izolalt csicsokat nem tartalmazé egy-
szer(l grafok szamdt. 2006-ban Gordon Royle [159] vetette fel a kovetkezd kérdést:
igaz-e, hogy ha n tart a végtelenhez, akkor G,(n + 1)/G.(n) 4-hez tart?

Hasonlé kérdés vonatkozik a G(n)/G(n + 1) sorozat hatarértékére. Mindkét
kérdést szimuldcidval vizsgdltuk a [90, Conjecture 12, Conjecture 13, Table 4]
cikkben.
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[ n ] G=(n) | E-(n)/R(n) | G=(n)/R(n) | G(n)/R(n) |
1 0 0.000000 0.000000 1.000000
2 1 0.333333 0.333333 0.666667
3 2 0.200000 0.200000 0.400000
4 7 0.257143 0.200000 0.314286
5 20 0.222222 0.158730 0.246032
6 71 0.238095 0.153680 0.220779
7 240 0.230769 0.139860 0.199301
8 871 0.236053 0.135454 0.188500
9 3148 0.235294 0.129494 0.179391
10 11655 0.237524 0.126166 0.173375
11 43332 0.238095 0.122852 0.168260
12 162769 0.239188 0.120384 0.164278
13 614198 0.245769 0.118108 0.160821
14 2330537 0.240783 0.116188 0.157882
15 8875768 0.241379 0.114439 0.155271
16 33924859 0.241946 0.112880 0.152950
17 130038230 0.242424 0.111448 0.150844
18 499753855 0.242860 0.101137 0.148926
19 1924912894 0.243243 0.108920 0.147158
20 7429160296 0.243590 0.107789 0.145521
21 28 723 877 732 0.2439024 0.106729 0.143997
22 111 236 423 288 0.105733 0.142569
23 431 403 470 222 0.104793 0.141228
24 1 675 316 535 350 0.103903 0.139961
25 6 513 837; 679 610 0.103058 0.138762
26 25 354 842 100 894 0.102254 0.137625
27 98 794 053 269 694 0.101486 0.136542
28 385 312 558 571 890 0.100752 0.135509
29 1504105116 253 904 0.100049 0.134521
30 5876236 938019 300 0.100752 0.135509
31 22974847474172374 0.100049 0.134521

6. tablazat. A cstcsok n és a nullamentes grafos sorozatok G.(n) szdma,
illetve a nullamentes paros sorozatok F,(n) szdménak, a nullamentes grafos soro-
zatok G, (n) szdmanak, valamint a gréfos sorozatok G(n) szémdnak és a szabdlyos
sorozatok R(n) szdmanak hédnyadosa n = 1,...,31 cstcs esetén.
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Megmutattuk, hogy a nullamentes gréfos sorozatok szama n = 30 cstcs esetén
G.(30) = 5876236 938 019 300,
mig n = 31 cstcs esetén
G.(31) = 22974 847474172 374.

Tripathi és Vijay [95, 182, 6. lemma és 7. tétel] eredményeit felhaszndlva lénye-
gesen csokkenthetjiik a nullamentes paros sorozatok atlagos ellenérzési idejét. Tri-
pathi és Vijay [182] eredményével kapcsolatban belattuk [95], hogy a tesztelt soro-
zatok egyenletes eloszlasa esetén az ellenérzé pontok szamanak varhaté értéke
koriilbeliil n/2.

A 3.3. lemma felhasznéldsaval tovabb gyorsithatjuk az EGE-algoritmust. Ha
b= (b1,...,b,) egy szabélyos sorozat, akkor ¢ = (c1,...,¢,) lezikografikusan i-
kisebb, mint b, ha

Cj:bj for jzl,...,i,

ZC]'< Zb]

J=itl =il

és

3.3. LEMMA. Legyen i egész szam, melyre 1 <i <mn. Hab= (by,...,b,) egy
nemgréfos sorozat és ¢ = (c1,...,c¢,) lexikografikusan i-kisebb, mint b, akkor ¢
szintén nemgrarfos.

Bizonyitas. Lasd [90]. O

A kovetkezéekben bemutatandé ERDOS-GALLAI-ENUMERATING (EGE) az EGL
egy leszamldlé valtozata. Az algoritmus lexikografikus sorrendben megvizsgélja a
nullamentes paros sorozatokat, ami lehetévé teszi a legtobb alapveté miivelet vég-
rehajtdsat O(1) dtlagos idSben.

— H,; (6sszegzett fokszdmok): a legtobb esetben a b sorozat utolsé eleme az
egyetlen, amely valtozik, igy ilyenkor elegend6 a H utolsé értékét frissiteni
a b utolso értékének valtozasa szerint.

— C; (ellenérz6 pontok): ha médositjuk a sorozat i. elemét, akkor az el6tte 1év6
pontok ugyanazok maradnak, tehat az 6sszes ellen6rzo pont el6tt ugyanazok
maradnak, igy elegend6 csak az i. index elOtti elemet frissiteni és az Gsszes
tobbit utdna.

— W, (sdlypontok): minden alkalommal, amikor az ellenérzé algoritmus meg-
kap egy sorozatot ellendrzésre, frissiti a silypontokat, azonban sosem kezd
1-r6l vagy n-r6l. Azt az utolsé értéket hasznélja, amelyet akkor hasznalt,
amikor a sorozat aktudlis indexét ellendrizte. Kiilonboz6 silypontokkal ren-
delkezik minden pontra minden egyes ¢ index esetén, és csak eltolja ezeket
az értékeket balra, vagy jobbra.
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Tegyiik fel, hogy n, b, H, ¢, C' és W globdlis valtozok, igy a return utasitas
nem igényel tobbletidot.

Az EGE fontos tulajdonsiga, hogy a kévetkezd problémdakat O(1) dtlagos id6-
ben megoldja:

— egy nullamentes sorozat generalasa;

— egy sorozathoz tartozd H Osszegzett fokszdmok frissitése;
— egy sorozathoz tartozé C' ellendrz6 pontok frissitése;

— egy sorozathoz tartozé W silypontok frissitése.

Noha az EGE a részproblémék t6bbségét sorozatonként atlagosan O(1) idében
megoldja, az ellenérz6 pontokndl 1évé munka tobb idét igényel, ezért a teljes futasi
id6 ©(E(n)).

Az ERDOS—GALLAI-ENUMERATING program [95] 8. tételén alapul.

3.1. Algoritmus. ERDOS—GALLAI-ENUMERATING (n,G.)

Bemenet. n: csicsok szama (n > 4);
b=1b1,...,b,: n-szabalyos sorozat.
Kimenet. G,: az n hosszi nullamentes grafos sorozatok szdma.
Munkavdltozok. i és j: ciklusvaltozdk;
H=H,, ..., H,: H; a tesztelt b sorozat els6 ¢ elemének Ossze;
W =Wy, ..., W,: W; az aktudlis b;-hez tartozé stulypont, b olyan
elemeinek maximalis indexe, amelyre igaz, hogy nem kisebbek, mint i;
y: az aktualis b; vagdpontja, azaz i és w maximuma.

. fori=1ton // 1-8. sor: kezdeti értékek beallitdsa
2. bz =n—1

3. Hl = z(n — ].)

4 Wz =N

5. C;=0

e G,=1

7. ¢=0

8. b7L+1 =-1

o. while by, > 2 or by > 3 // 9. sor: utolsé sorozat volt?
10. if b, >3 // 10-14. sor: a kovetkezd sorozat eléallitasa
11. NEw3(n,b, H,c,C, W)

12. else if b, =2

13. NEWQ(H, b, H,c, C, W)

14. else NEwl(n,b, H,c,C, W)
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15. CHECK(n,b, H,c, W, L) // 15. sor: paraméterek frissitése
16. G.=G,+ L // 16. sor: G, novelése
1. return G, // 17. sor: végeredmény

Az algoritmus négy eljdrast hasznal. NEw1l, NEW2, valamint NEW3 egy 1j
sorozatot generdlnak (ahol b,, 1, 2, illetve 3) és frissitik a {6 paramétereket, mig a
CHECK eldonti, hogy az aktualisan megvizsgalt sorozat grafos-e vagy sem.

A CHECK eljdrdsban az EGLJ feltételét [125, (26) egyenldség] haszndljuk fel.

CHECK(n,b, H,c, C, W)

1. fori=1toc // 1-4. sor: ellenérzépontok tesztelése
2. y = max(We,, 1) // 2. sor: aktudlis vagépont kiszdmitdsa
3. if H;>i(y—1)+H, - H, // 3—4. sor: EG tesztelés
4. return 0

5. return 1 // 6. sor: b grafos

NEW3(n, b, H,c,C, W)

1 by, =b, -2 // 1-10. sor: 4j sorozat el8éllitdsa, ha b, = 3
2. Hy = H, —2

s if by, = b1 — 2

4. c=c+1

5. C.=n-—1

o Wy, =W, —1
v i by < bp_y

8. Wy,41=n+1

9. Wy, =n+1

10. return H,c

NEw2(n,b, H)

1 if b, 1 =2 // 1-53. sor: 1j sorozat eléallitdsa, ha b, = 2
2. b, =1 // 1-9. sor: 1j sorozat eléallitasa, ha b,_1 =2
3. bp_1=1

. H, ,=H,  —1

. H,=H, —2

6. W2 =n-—-2

7. if b,_o =2 // 7-9. sor: 1j sorozat eléallitdsa, ha b, _o =2
8. c=c+1

9. Cc =n-—1
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. else if b,_; =3 // 10-16. sor: 1j sorozat eléallitasa, ha b,_1 = 3
11. bn,1 =2

12. b, =1

13. H, 1=H,_

14, H,=H,—2

15. W3 =n—2

16. Wo=n-1

17. else H, =H, 1 -1

1s. if b,_o = b,_1 and b,, paratlan
19. bn,1 = bn,1 —1

20. bn =bp_1

21. H,=H,+0b,_1—-0b,—-1
22. Cc = Cc —1

23. an_2 =n—-2

24. fori=1to b,_»

25. Wi =N

26. if b,_o =b,_1 and b,, — 1 paros
27. bn,1 = bn,1 —1

28. bp =b,_1—1

29. H,=H,+0b,1—-0b,—-1
30. Cc = Cc —1

31. c=c+1

32. C.=n-1

33. Wb"72 =n-—2

34. anfl =n-—1

35. fori=1to b,_o —2

36. W;=n

37. if b,_o > b,_1 and b,,_1 paros
38. bn—l = bn—l -1

39. bn = bn,1

40. H,=H,+b,_1—b,—1
41. c=c—1

42. an_z—l =n-—2

43. an72,1 =n-—1

44. for i =1 to bn,1 —1

45. Wi =N

46. if b,_o > b,_1 and b,, — 1 paros
47. bn,1 = bn,1 —1
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18, by =b,_1—1

19. H,=H,+b,-1—-0b,—1
50. Wy, s41=n—1

51. fori=1tob,_ 1 —1

52. W,=n

o

3. return H,¢c,C,W

NEw1 hasonlé NEW2-hoz (bar bonyolultabb, 14sd GENERATE-NEW-SEQUENCE
a kovetkez6 részben), ezért azt itt nem részletezziik.

4. A feladat részekre osztasa
(szeletelés a szabdlyos sorozatok szdma alapjan)

A leszamlalds parhuzamos megoldasédnak fontos része a feladat kisebb részekre
osztasa. Ezt szeletelésnek nevezziik.

Felosztasi mddszereink alapja a koévetkezd szabdlyos (I, u, m)-lemma.

Legyenek [, u és m egész szamok, tovabba m legyen pozitiv. Ekkor az

I<ap<---<ap<u

feltételnek eleget tevé a = ay, . .. a,, sorozatokat nemcsokkend (1, u, m)-szabdlyos,
mig az
I<ap<---<a1<u

feltételnek eleget tevé sorozatokat nemndvekvd (I, u,m)-szabdlyos sorozatoknak
nevezziik.

4.1. LEMMA. (Ivényi, Lucz, Méri, Sétér [95, (21) és (22)]) Legyenek I, u és m
egész szamok, tovabba m legyen pozitiv. Ekkor az

l<ar <---<am<u

feltételnek eleget tevd (1, u,m)-szabdlyos sorozatok szdma

u—Il+m
R(l,u,m) = . 5
= (700 )
Bizonyitds. Jeloljiik b-vel a b; = a; + i — 1 el6irassal képzett by, ..., b, sorozatot.
A b sorozatok szama megegyezik az a = aq,.. ., a, sorozatok szamaval. Mdsrészt

a b sorozatok szama annyi, ahdny modon 2m—1 kiilénb6z6 elem koziil kivalasztha-
tunk m elemet, azaz az (5) egyenléségben szereplé binomidlis egyiitthaté valéban
megadja a keresett szamossagot. a
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111 1 1
12

113 6|10
1141020
11511535

7. tablazat. A felosztdshoz hasznalt matrix n = 5 esetén.

= ks s s W W N
R W NN W NN
W W N W NN
=W W N W NN
=W W N W NN

8. tablazat. n = 5-0s felosztas hatarsorozatai.

Az (5) képlet segitségével kiszdmithatd, hdny olyan sorozat van, amelynek
hossza, valamint els6 és utolsé eleme adott. Ezt felhasznalva megadhaté egy méat-
rix, amely megadja, hany olyan sorozat van, amely az f értékkel kezdodik és a g
értékkel végzodik. Ezt a tablazatot felhasznalva a kévetkezé modon adhaté meg a
felosztés:

1. vélasszuk meg a maximalis szeletméretet (ezt a konkrét szamitdsok sordn gy
valasztottuk meg, hogy esetiinkben ez akkora szeleteket jelentett, amelyek
egy éjszaka alatt kiszdmithatoak);

2. induljunk el a matrix alsé soranak els6 elemétdl, és kezdjiik a matrix tovabbi
sorait kiolvasni és 6sszegezni mindaddig, amig az aktudlis kapacitds vagy a
kiolvasandé értékek el nem fogytak;

3. haegy érték til nagy az adott maximalis mérethez viszonyitva, akkor 1épjiink
egy sorral feljebb, és kezdjiik el azt a sort kiolvasni addig az oszlopig, ahonnan
felléptiink;

4. folytassuk ezt az algoritmust, amig az utolsé sor végére nem értiink.
A korabban ismertetett algoritmus szerint n = 5-re a 7. tablazatbdl kiolvashaté

a 8. tabldzatban lathato felosztds. A tédbldzatban lathatd sorozatok a kovetkezo
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modon értenddek: az elsé szelet az 1; 1; 1; 1; 1 sorozattdl a 2; 2; 2; 1; 1 sorozatig
tart, a masodik pedig a 2; 2; 2; 2; 2 sorozattél a 3; 2; 2; 1; 1 sorozatig és igy
tovdbb. Ez a mddszer ugyan nem garantalja, hogy a részfeladatok hossza ponto-
san ugyanakkora legyen, azonban megsziinteti a kordbbiakban tapasztalt ,mamut”
hatast.

Ezt a médszert hasznéltuk fel G, (29) kiszdmitdsakor. A teljes szdmitast dssze-
sen tobb mint 15 000 részfeladatra felosztva végeztiik. A teljes felosztds generdld-
sdnak elsd 1épése a 3. tablazathoz hasonl6 matrix eldallitasa a megfelelé n értékhez.
A miétrix feltoltését végzi el az aldbbi GENERATE-MATRIX program.

4.1. Algoritmus. GENERATE-MATRIX (n, MazSize)

Bemenet. n: a csucsok szama (n > 4);
MazSize: a maximalis megengedett szeletméret

(nullmentes szabélyos sorozatok maximalis szdma a szeletben).
Kimenet. A képernyore irjuk a szeleteket hatarolé sorozatokat.

1. for j =n —1 downto 1 // 1-2. sor: a matrix els6 sordnak kitoltése
2. Mlj =1
s. for i = n downto 2 // 3-5. sor: a métrix feltoltése
4 forj=1n

_ (iti—2
5 M; ;= (lz’il )

s. GENSEQUENCES(M,n,n,1,n — 1, MazSize,0) // 6. sor: szelet generéldsa

Miutan megvan a métrixunk, mar csak ki kell olvasnunk beldle a szeletek
hatérsorozatait (a 8. tdbldzathoz hasonl6 alakban) az alabbi GENERATE-SEQUEN-
CES algoritmus segitségével.

4.2. Algoritmus. GENERATE-SEQUENCES(M,n, 1, j, jm, MaxSize, J)

Bemenet. M: a felosztashoz tartozé métrix, amit a GENERATE-MATRIX
algoritmussal kaptunk;
n: a cstcsok szdma (n > 1);
1,7, J: segédparaméterek;
MazSize: a maximélis megengedett szeletméret (nullmentes
szabdlyos sorozatok maximadlis szdma a szeletben).
Kimenet. A szeleteket hatdrolé sorozatok (rekurzivan).

. C=0 // 1. sor: a szelet kezd méretének beallitdsa
2. while j < jm +1

3. if C + M;; < MaaxSize // 3. sor: ha b&vithet6 a szelet
1. C=C+M,; // 4. sor: bévités
5. if j <jm // 5-6. sor: tovabb lépiink a métrixban
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6. j=7+1

7. else // 7. sor: nem bévithet a szelet
5. if C#0 // 8. sor: a szelet nem iires
9. for k =2 to size(J,2) // 9-14. sor: kiirds
10. print J

1. for k = 2 to size(J,2)

12. print 5 —1

13. print newline // 13. sor: sortorés
14. C - 0

15. if M; ; > MaxSize és j < jn// 15. sor: felbonthatésag ellenérzése
16. GENERATE-SEQUENCES(M, n,i — 1,1, j, MazSize, [J, j])

17. j=7+1

s if C#£0 // 18. sor: utolsé szelet nem iires
19. for k = 2 to size(J,2) // 19-23. sor: utolsé szelet kifrdsa
20. print(Jy)

21, for k=1 to n — size(J,2) — 1

22, print(J, size(J, 2))

23. print newline

5. A feladat részekre osztasa
(szeletelés a paros sorozatok szama alapjin)

Az n > 32 esetben a kovetkezd tételen — melyet pdros (I, u, m)-tételnek (rovi-
den: pdros tételnek) neveziink — alapulé felosztdsi médszert alkalmaztunk.
Legyenek I, u és m egész szamok, melyekre v > [ és m > 1. Legyen

a=ay,...,aq, egész szamok olyan sorozata, amelyre teljesiil

Uy > >ar > (6)
és

ay +---+a, piros. (7)

Jeloljitk E(1,u, m)-mel a (6) és (7) feltételeknek eleget tevd sorozatok szamat.

Ascher tételének [5] kovetkezd dltalanositdsa megadja E(I, u, m)-et.

5.1. TETEL. Ha I, u és m olyan egész szamok, melyekre u > 1 és m > 1,
tovabbd p = 1, ha l(u — | + 1) pdratlan, és p = 0 egyébként, akkor

o Lm§+p ((s ;FZ 2@) . (s :ﬁ ;Zm) ®)

=0

ahol (s = |lu—1+1)/2] +p.
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Bizonyitds. a) Eloszor tegyiik fel, hogy uw — I + 1 pdros. Ekkor p = 0 és az [u,]
intervallum (u—{+1)/2 paratlan és (u—I+1)/2 paros szamot tartalmaz. A paratlan
szamok koziil pdros sokat — azaz 0,2, ..., (u—1+1)/2 elemet kell kivilasztanunk.
A még hidnyzo6 elemeket pedig a paros elemek koziil kell kivalasztanunk.

Mivel n elem k-ad osztalyt ismétléses varidciéinak szdma ("ﬂ]z*l ) , ezért ebben

az esetben az

E(l,u,m) = (%M <(“_l+ 1”“”) . (<“—l+ 1)/2+m —22')

, 21 m — 21
1=0

eredményt kapjuk, ami a p = 0 esetben megfelel (8)-nak.

b) Most tegyiik fel, hogy mind I, mind u — [ + 1 pératlan. Ekkor p = 1. Ekkor
az [l,u] intervallumban pdratlan szdmi pératlan elem van, amelyek koziil most is
paros szamut kell kivdlasztani, ezért ebben az esetben az

Bl uym) = Lm%“ (w—1+1)/24p+20)\ ((u—1+1)/24p+m—2i
R 2i m—2i
eredményt kapjuk, ami a p = 1 esetben megfelel (8)-nak. O

A 5.1. tételnek mind a péaros sorozatok E(n) szamét megadd péaros lemma [90,
Lemma 6], mind pedig a nullamentes péaros sorozatok E,(n) szdmét megadd nulla-
mentes paros lemma [90, Lemma 3] speciélis esete. Ehhez érdemes hozzdtenni,
hogy a kovetkezményekben szereplé képletek egyszeriibbek, mint a korabban pub-
likalt lemmakban 1évéek: négy képlet helyett csak egyet kell hasznalni. Ez annak
koszonhetd, hogy most kozvetleniil a foksorozatokat vizsgaltuk a monotonitast
biztosité transzformacié nélkiil.

5.1. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor

B — L%J (Ln/2j —.1+2i) . (fn/Z] - 1+n—2i>. (9)

, 21 n—2
=0

Bizonyitds. A 5.1. tételben végezziik el azl = 0, u =n—1,p=0ém =n
helyettesitést. a

5.2. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor

) Lan (L(n— WQJ - 1+2i> _ (((n— 1)/2] — 1+n—2i>. (10)

¢ 21 n— 21
=0

Bizonyitds. A 5.1. tételben végezziik el azl =1, u = n—1 és m = n helyettesitést.
O

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



FOKSOROZATOK PARHUZAMOS LESZAMLALASA 63

Tekintsiink néhany példat.

1. El8szor szamitsuk ki E(4)-et. (9) szerint

(). ()+ () () €) ()1 ovs s

2. Szémitsuk ki E,(4)-et. (10) szerint

0= () () () () () () -rrevrenon

3. Szdmitsuk ki F(5)-6t (9) szerint

- () () () )+ () )1 0ss oo

4. Szamitsuk ki E(6)-ot.

w0 = (o) () () ()= () )+ () () -
— 98490+ 90+28 =236 =1-21+3-10+5-3 = 66.

A 9. tdbldzat tartalmazza az R(n)/R(n + 1), R.(n)/R.(n + 1), E(n)/R(n),
E(n)/E(n+1), E.(n)/E.(n + 1) és E.(n)/R,(n) hinyadosokat n = 1,...,32
csucs esetén.

R(n) értékét a (2), az R,(n) értékét pedig a (3) egyenléségek, E(n) értékét az
5.1., mig E,(n) értékét az 5.2. kovetkezmény alapjin szadmitottuk.

Erdemes megjegyezni, hogy R(101)/R(102) és R.(101)/R.(102) els§ kilenc
decimdlis szdmjegye megegyezik.

A 9. tdblazatban 1év6 adatok azt mutatjak, hogy ha 1 < n < 32, és n paratlan,
akkor F.(n)/R.(n) = 0,5. Ez a tulajdonsdg n nagyobb értékei esetén is jellemzd
a hanyadosra.

5.1. LEMMA. Ha 1 < k < 600, akkor

E.(2k—-1
EQk-D 5
R.(2k —1)
Bizonyitds. Lasd R.(n) és E,(n) pontos értékeit [128]. O

A 10. tébldzat az E,(n)/G,(n) hanyadosokat tartalmazza n = 1,...,31 cstcs
esetén, mig a 12. tabldzat a G,(n)/T(n) hdnyadosokat n = 30 és n = 31 cstcs
esetén.
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[ n] =%y | mtn | o) Fail | BiatD Fon)
1 | 0.333333 | 0.000000 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 ___
2 | 0.300000 | 0.250000 0.666667 | 0.500000 | 0.500000 1.000000
3 | 0.287714 | 0.266667 0.600000 | 0.222220 | 0.222222 0.500000
4 | 0.277778 | 0.257857 0.487179 | 0.321427 | 0.321429 0.600000
5 | 0.270562 | 0.266667 0.523810 | 0.254545 | 0.254545 0.500000
6 | 0.269231 | 0.265151 0.510823 | 0.277778 | 0.277778 0.523810
7 | 0.266667 | 0.263736 0.505828 | 0.260698 | 0.260698 0.500000
8 | 0.264706 | 0.262500 0.502720 | 0.265559 | 0.265559 0.505828
9 | 0.263158 | 0.261437 0.501440 | 0.260687 | 0.260687 0.500000

10 | 0.261905 | 0.260526 0.500682 | 0.261276 | 0.261276 0.501440
11 | 0.260870 | 0.259740 0.500357 | 0.259555 | 0.259555 0.500000
12 | 0.260000 | 0.259058 0.500171 | 0.259243 | 0.259243 0.500357
13 | 0.259259 | 0.258461 0.500089 | 0.258415 | 0.258416 0.500000
14 | 0.258621 | 0.257937 0.500043 | 0.257982 | 0.257982 0.500089
15 | 0.258065 | 0.257471 0.500022 | 0.257460 | 0.257460 0.500000
16 | 0.257578 | 0.257056 0.500011 | 0.257068 | 0.257068 0.500022
17 | 0.257143 | 0.256684 0.500005 | 0.256682 | 0.256682 0.500000
18 | 0.256757 | 0.256349 0.500003 | 0.256352 | 0.256352 0.500006
19 | 0.256410 | 0.256046 0.500001 | 0.256045 | 0.256045 0.500000
20 | 0.256008 | 0.255769 0.500001 | 0.255770 | 0.255770 0.500001
21 | 0.255814 | 0.255517 | 0.50000034 | 0.255517 | 0.255517 0.500000
22 | 0.255556 | 0.255285 | 0.50000016 | 0.255286 | 0.255286 | 0.50000034
23 | 0.255319 | 0.255072 | 0.50000009 | 0.255072 | 0.255072 | 0.50000000
24 | 0.255102 | 0.254876 | 0.50000004 | 0.254876 | 0.254876 | 0.50000000
25 | 0.254902 | 0.254694 | 0.50000002 | 0.254694 | 0.254694 | 0.50000009
26 | 0.254717 | 0.254525 | 0.50000001 | 0.254525 | 0.254525 | 0.50000000
27 | 0.254545 | 0.254368 | 0.50000001 | 0.254368 | 0.254368 | 0.50000000
28 | 0.254386 | 0.254221 | 0.50000000 | 0.254221 | 0.254221 | 0.50000000
29 | 0.254237 | 0.254083 | 0.50000000 | 0.254083 | 0.254083 | 0.50000000
30 | 0.254098 | 0.253854 | 0.50000000 | 0.253955 | 0.253955 | 0.50000000
31 | 0.253968 | 0.253834 | 0.50000000 | 0.253834 | 0.253834 | 0.50000000
32 | 0.253846 | 0.253720 | 0.50000000 | 0.253720 | 0.253720 | 0.50000000

9. tablazat. Az R(n)/R(n+1), R,(n)/R.(n+ 1), E(n)/R(n), E(n)/E(n + 1),
E.(n)/E.(n+1) és E.(n)/R.(n) hdnyadosok n = 1,...,32 csics esetén.

A 10. tébldzat adatai azt mutatjdk, hogy a G.(n)/E,(n) sorozat csokkend.
Feltessziik, hogy a sorozat monoton csékkenve nulldhoz tart, ha n tart a végte-
lenhez (hasonléan ahhoz, ahogy a G(n)/E(n) sorozat tart nulldhoz [95, page 260,
Corollary 23]).

A 11. tabldzat tartalmazza G,(n) és G,(n) értékét n = 1,...,30 esetén, vala-
mint G,(n+1)/G.(n) és G(n+1)/G(n) értékét n =1,..., 31 esetén.

A 12. tabldzat tartalmazza a G.(n), T'(n) és G,(n)/T(n) értékeit n = 30 és
n = 31 cstics esetén: a grafos és tesztelt sorozatok szamanak ardnya lényegesen
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[ n] G.(n) B.(n) | G.(n)/E-(n) |
01 0 0 - — =
02 1 1 1.000000
03 2 2 1.000000
04 7 9 0.777778
05 20 28 0.714286
06 71 110 0.645455
07 240 396 0.606061
08 871 1519 0.573404
09 3148 5720 0.550350
10 11655 21942 0.531173
11 43 332 83980 0.515980
12 162769 323554 0.503149
13 614198 1248072 0.492117
14 2330537 4829708 0.482542
15 8875768 18721 080 0.474106
16 33924 859 72714555 0.466548
17 130038 230 282 861 360 0.459724
18 499 753 855 1101992870 0.453500
19 1924912894 4298 748 300 0.447784
20 7429 160 296 16 789 046 494 0.442500
21 28 723 877732 65 641 204 200 0.437589
22 111236423 288 256 895 980 068 0.433002
23 431403470222 1006 308 200 040 0.428699
24 1675316 535 350 3945186 233014 0.424648
25 6513837,679610 15478 849 767 838 0.420821
26 25354 842 100 894 60774332618 300 0.417197
27 98 794 053 269 694 238 775589937976 0.413752
28 385312558571 890 938 702 947 395 204 0.410473
29 1504105116 253904 3692471324 505 040 0.407344
30 5876236938019 300 14 532512180224 216 0.404351
31 22974 847474172100 57224797 531 384 560 0.401484
32 - — = 225441 858 758 287, 187 - — =
33 - — = 888 545038032771 168 - — =
34 - — = 3503546 152385412870 - — =
35 - — = 13820048 716 545 422 988 - — =
36 - — — 54534996 163 146 555910 - — —

10. tablazat. G.(n), E.(n) és G.(n)/E.(n) n =1,

., 31 cstics esetén.

magasabb, mint kisebb n-ek esetén, és ez a sorozat névekvé. A drasztikus véltozas
annak koszonhetd, hogy EGE2 sok nemgréafos sorozat tesztelését dtugorja.
A 13. tablazat negyedik oszlopa aldtamasztja Royle Gordon kévetkezd sejtését.

5.1. SEJTES. (Royle, 2012 [159]). Ha n tart a végtelenbe, akkor a G,(n +

1)/G.(n + 1) sorozat tart a 4-hez.
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[ n] G:(n) | cm | Fear [ Sy |
1 0 1 - — = 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1213 3.614237 3.595218
9 3148 4361 3.702351 3.672552

10 11655 16 016 3.717889 3.705544
11 43 332 59 348 3.756323 3.742620
12 162 769 222117 3.773434 3.786674
13 614198 836 315 3.794439 3.802710
14 2330537 3166 852 3.808465 3.817067
15 8875768 12042 620 3.822189 3.828918
16 33924 859 45967479 3.833125 3.839418
17 130038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675759 564 3.851172 3.856630
19 1924912894 2600672458 3.859479 3.863844
20 7429160 296 10029 832754 3.866369 3.870343
21 28 723 877732 38753710486 3.872612 3.876212
22 111236423 288 149990133774 3.878257 3.881553
23 431403470222 581 393 603 996 3.883410 3.886431
24 1675316 535350 2256710139 346 3.888124 3.890907
25 6513837,679610 8770547 818 956 3.894458 3.895031
26 25354 842 100 894 34125389919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132919443189 544 3.900159 3.898843
28 385312558 571 890 518232001 761 434 3.903597 3.902238
29 1504105116 253904 2022337118015 338 3.906814 3.905666
30 5876236938 019 300 7898574056 034 638 3.909789 3.908734
31 22974 847474172100 30873429 530206 738 - — = - — =

11. tablazat. G,(n), G(n), G.(n+1)/G.(n) és G(n+1)/G(n) értéken =1,...,31
csucs esetén.

l n [ G.(n) [ T(n) [ G.(n)/T(n) ‘
31 5876236 938019 300 6790 865 476 867 340 86, 531487
32 22974 847471172100 26 507 499 250 791 700 86,673010

12. tablazat. G.(n), T(n) és G,(n)/T(n) n =30 és n = 31 csics esetén.
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5.2. SEJTES. Ha n tart a végtelenbe, akkor G(n + 1)/G(n) tart a 4-hez.

A 12. tdblazat szerint az n = 30 esetben a tesztelt potencidlis grafos sorozatok
85.4 szazaléka, mig az n = 31 esetben a sorozatok 86.67 szizaléka grafos. Ezért a
futési id6 tovabb csokkenthetd, ha a linearis id6t igényeld tesztelés nélkiil, konstans

id6 alatt meg tudjuk allapitani, hogy a vizsgalt sorozat gréafos.

n G.(n) G(n) [ % %
1 0 1 0.000000 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1213 3.614237 3.595218
9 3148 4361 3.702351 3.672552
10 11655 16016 3.717889 3.705544
11 43332 59 348 3.756323 3.742620
12 162 769 222117 3.773434 3.786674
13 614198 836 315 3.794439 3.802710
14 2330537 3166 852 3.808465 3.817067
15 8875768 12042620 3.822189 3.828918
16 33924 859 45967479 3.833125 3.839418
17 130038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675759 564 3.851172 3.856630
19 1924912894 2600672458 3.859479 3.863844
20 7429160296 10029832754 3.866369 3.870343
21 28 723 877732 38753 710 486 3.872612 3.876212
22 111236423 288 149990 133 774 3.878257 3.881553
23 431403470222 581393603 996 3.883410 3.886431
24 1675316 535350 2256 710 139 346 3.888124 3.890907
25 6513837,679610 8770547 818 956 3.894458 3.895031
26 25354 842100 894 34125 389919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132919443 189 544 3.900159 3.898843
28 385312558571 890 518232001761 434 3.903597 3.902238
29 1504105116 253 904 2022337118015 338 3.906814 3.905666
30 5876236938019 300 7898574056 034 638 3.909789 3.908734
31 22974 847474172100 30873429 530 206 738 - — = - — -

13. tablazat. Nullamentes gréfos sorozatok G, (n) szdma és grafos sorozatok G(n)
szédma, tovabba a G,(n)/G.(n+1) és G(n)/G(n+1) hdnyadok n = 1, ..., 30 csics

esetén.
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A 4. dbra a tesztelt és a gréfos sorozatok szamét mutatja a szeletek sorszaménak
fiiggvényében n = 30 cstcs esetén.

QE+10

8E+10

7E+10
=T ested

B6E+10
s Graphical

S5E+10

4E+10
3E+10
2E+10

1E+10

28095

42142

56189

70236
112377
126424
140471
154518
168565
182612
238800
252847
266894
280941
294988
309035
323082
337129

4. dbra. A tesztelt és a grafos sorozatok szdma a szeletek sorszdmaénak fiiggvé-
nyében n = 30 csucs esetén.

Az 5. dbra a hasonlé adatokat mutatja n = 31 cstcs alapjan.

2,5E+11

2E+11

1,5E+11

e T 5t 2]

1E+11
G raphical

SE+10

18708

37415

56122

74829

93536
112243
130950
149657
168364
187071
205778
224485
243192
261899
280608
299313
318020
336727
355434
374141
392848
411555
430262

5. dbra. A tesztelt és a gréfos sorozatok szama a szeletek sorszaménak fiiggvé-
nyében n = 31 csics esetén.
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Megjegyezziik, hogy a folyé6irat honlapjan a 4. és 5. abrdk szinesek (a grafikus
sorozatokat piros, mig a tesztelt sorozatokat kék szin jelzi).

6. Parhuzamos Erdés—Gallai-algoritmus (EGP)

A G(n) értékek kiszamitdsa hosszi ideig tart, ha szekvencidlis programot hasz-
nilunk, ezért az EGE gyorsitott parhuzamos véltozatit hasznaltuk fel. A felhasz-
nalt processzorok és a G,(n) kiszdmitasdhoz sziikséges id6 megkozelitéleg fordi-
tottan aranyos, igy minél tobb processzort hasznalunk fel, annél kevesebb idore
lesz sziitkségiink.

A linedris algoritmusunk hasznalhatésdga érdekében sziikség van egy algorit-
musra, amely képes az ellendérzendd sorozatok egy részén dolgozni.

Az ERDOS—GALLAI-PARALLEL algoritmus felhasznéldsdval kiszamitottuk eze-
ket a szdmokat n = 31-ig. Az értékek [95] 2. tabldzatdban, valamint az OEIS-ben
[96] taldlhatdak.

Alkalmazasunk két részre bonthaté: egy szerverre és egy kliensre. A szerver
tarolja a kliensek kozti feladatok felosztasahoz sziikséges informécidkat, valamint
Osszegyljti az eredményeket. A kliens tarolja a szerver IP cimét és portjat az 1j
feladatok kéréséhez.

A pérhuzamos algoritmus egyik legkritikusabb része a probléma kozel azonos
méretil részfeladatokra osztasa. A kovetkez6 egyenlet megadja, hogy kozelitéleg
hény azonos fejjel kezd6do sorozatok 1étezik. Ezen szamok ismeretében korldtozott
méretii feladatok generalasara vagyunk képesek, mas szdval egyik feladat sem lesz
nagyobb egy megadott maximumnél.

Kénnyen belathaté [95, (22) egyenléség], hogy az (I, u, m)-szabdlyos sorozatok
Q(l,u,m) szdma

(11)

R(l,u,m) = <“_l+m>.

m

(11) alapjan készitettiik el a feladatokat generdld algoritmust.

6.1. Algoritmus. GENERATE-MATRIX(n,ms, M)

Bemenet. n: a sorozat hossza;

ms: egy feladat maximalis mérete.
Kimenet. M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Munkavdltozok. i, j ciklusvaltozok.

1. for i =n downto 2 // 1-3. sor: a métrix kitoltése
2. forj=1ton—-1
3. Mi; = ("17)
1. for j =n —1 downto 1 // 4-5. sor: a mdtrix elsd sordnak kitoltése
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s My=1
6. GENERATE-NEW-SEQUENCES(M,n,n,1,n—1,ms,0)

// 6. sor: 1j feladat elééllitasa
7. return M // 7. sor: eredmény visszaaddsa

Az algoritmus egy, az egyenléség felhasznalasaval kapott értékekkel feltoltott
matrixot ad vissza. Ezek utan képesek lesziink a sorozatok generalasara. Induljunk
el a matrix alsé soranak elsd elemétol, és kezdjiik el az értékeket kiolvasni és
Osszegezni. Abban az esetben, amennyiben az érték til nagy a maximalis méret-
hez viszonyitva, 1épjiink feljebb egy sorral, és kezdjiik el kiolvasni és Gsszegezni
az elemeket az els6 sortdl kezdve addig az oszlopig, ahonnan felléptiink. Addig
folytassuk az algoritmust, amig el nem érjiikk a sziikséges méretet. A kovetkezo
(rekurziv) algoritmus a fent emlitett eljards szerint miikodik.

6.2. Algoritmus. GENERATE-NEW-SEQUENCE(M,n, 1, j, jm, ms, J)

Bemenet. n: a sorozat hossza;

ms: egy feladat maximalis mérete.
Kimenet. M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Munkavdltozok. i, j: ciklusvaltozok.

1..S=0 // 1. sor: aktudlis szelet méretének bedllitdsa
.. while j < jm + 1

3. if S+ M;; <ms // 3.sor: ha tovabbi sorozatot tudunk hozzédadni
1. S=S+M,; // 4. sor: tovébbi sorozatot adunk a szelethez
5. if 5 <jm // 5-6. sor: 4tlépés a métrix kovetkezd oszlopdhoz
. j=j+1

7. elseif S #0 // 7. sor: szelet nem iires
5. for k = 2 to size(J,2) // 8-13. sor: nyomtatés
9. print(Jy)

10. for k=1 ton — size(J,2) + 1

1. print(j — 1)

12. print  newline // 13. sor: 1j sor
13. S = O

14. if M;; >ms and j < j, // 14. sor: ha felbonthatatlan
15. GENERATE-NEW-SEQUENCE(M, n,i — 1,1, j,ms, [J, j])

16. j=7+ 1

w if S#0 // 17. sor: utolsé szelet nem {ires
18, for k = 2 to size(J,2) // 18-22. utolsé szelet nyomtatdsa
19, print (Jy)

20. for k=1ton —size(J,2) + 1

21. print (J(size(J,2)))

22. print  newline
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Most mar rendelkeziink a probléma kisebb méretii részfeladataival. Ezt kove-
téen elkezdhetd a szerver program segitségével a kiillonb6z6 szamitdgépek kozotti
szétosztasuk. A DISTRIBUTING-JOBS algoritmus megmutatja, hogy a szerver mi-
képp kiildi el a feladatokat a klienseknek. Az algoritmusban csak a feladatok
szétosztasara koncentraltunk, igy nem tartalmazza a héalézati kommunikécioval
foglalkozé kédot, kivéve a nagyon fontos hdlézati primitiveket (szdmitégépes hals-
zatokrdl b6vebben olvashatunk [178]-ban).

6.3. Algoritmus. DISTRIBUTING-JOBS(n, N, M, G.,)

Bemenet. n: a sorozat hossza;
N: a feladatok becsiilt szama;
M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Kimenet. G,: az n-szabalyos nullamentes grafos sorozatok szama.
Munkavdltozok. S = Sy, ..., Sp: a feladatok allapotat tarolé vektor;
fj: befejezett feladatok szama;
aj: a kliensnek elkiildott utolsé feladat szama;
ji: a bejové eredmény feladatanak indexe;
cl: kliens azonosité (halézati kommunikdcidhoz sziikséges);
msg: klienstél jovo tizenet (csak halézati kommunikacidhoz sziikséges);
S: aktudlis feladat mérete;
time: aktudlis feladat futési ideje masodpercben;
al: alsé korlat;
bu: fels6 korlat.

1. So = TRUE // 1-4. sor: szelet allapot kezdeti bedllitdsa
2. SN+1 = TRUE
3. forj=1to N +1

1. S; = FALSE

5. G, =0 // 5. sor: G, kezdeti értékének beallitdsa
¢. while fj < N // 6. sor: amig van befejezetlen szelet
7. accept(cl) // 7. sor: klienssel val6 kapcsolat elfogaddsa
8. recv(cl,msg) // 8. sor: kliens iizenetének fogaddsa
9. if msg=10 // 9. sor: kliens 1j szeletet kér
10. aj=aj+1 // 10. sor: utoljara kiildott szelet indexének novelése
1. for i = Myj_10ton // 11-12. sor: kezdd sorozat frissitése
12, bi=n+Mg_1:1

13, while S,; = TRUE or aj > N // 13-22. sor: befejezetlen szelet?
14. aj =aj +1

15. if aj > N // 15. sor: &tléptiik a maximalis indexet
16. aj =1 // 16. sor: index beéllitasa 1-re
17. for i = My;_10ton // 17-18. kezd§ sorozat frissitése
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18. by =n+ My;_1:1

19, if aj < N // 19-30. sor: utolsé szeletet jellemzd sorozatok
beallitasa

20. al = Mg

21. b=mn+ Mg

22, elseal =1

23. bu=1

24. send(c, b, al, bu) // 24. sor: szelet kiildése a kliensnek

25. else recv(c, ji, Finit, Flasts Zn.m,time) [/ 25. sor: eredmény fogadasa

26. if Sj; = FALSE // 26. sor: kapott eredmény 1j

27. S; = TRUE // 27. sor: befejezett szelet allapotdnak beallitasa

28, fi=fi+1// 28.sor: befejezett szeletek szdmanak novelése

20. G, =G, +Zym // 29. sor: G, frissitése

30. close(cl) // 30. sor: haldzati kapcsolat zdrdsa

s return G, // 31. sor: eredmény

A kliens készitésekor fontos szempont volt az egyszeriiség. Egy olyan progra-
mot szerettiink volna elkésziteni, amelynek nincs sziiksége semmilyen felhasznaloi
interakciéra. Elegendd, ha a felhaszndld csak elinditja, és attdl a pillanattél kezdve
a program onalléan képes futni a hattérben. Ez azért fontos, mert a programot
annyi helyen akartuk kis részekre osztva futtatni, amennyi helyet fel tudtunk hasz-
néalni szamitogépes laboratériumunkban, mivel nem volt elég idénk és emberiink,
akik részt vettek volna a program futtatasaban.

Egy masik fontos otlet az volt, hogy nem akartuk djrainditani a programot,
amikor a szadmitds G, (n)-r6l &tvélt G,(n + 1)-re. Miutén a kliens végzett felada-
taval, és a szerver nem tudott neki 1jat adni, a hattérben varakozott — mindaddig
amig nem kapott 4j feladatot — jelentOs er6forrds-felhasznalas nélkiil.

A kliens program szalként miikodik. Ennek egyszerii oka van: a programot
feltoltottitk a publikus honlapunkra, igy barki csatlakozhatott a szamitdasokhoz.
Ezzel az volt a célunk, hogy egyetlen felhasznaldt se veszitsiink el amiatt, hogy a
programunk lefoglalja az eréforrasait.

Harmadik szempontként egy igazan gyors programot szerettiink volna készi-
teni, mivel a futasi id6 oridsi mértékben megnovekedhet az n értékétol fiiggen.
Ezen okbdl az ANSI C nyelvet hasznaltuk programunk elkészitésekor. Kisérle-
teink soran kideriilt, hogy programunk ANSI C-ben irt valtozata szdzszor gyor-
sabb volt, mint a MATLAB-ban késziilt valtozat. A h&lézati kommunikédciéhoz
Berkeley-socketeket hasznaltunk.

A kliens a kovetkezdképp miikodik:
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— Miutén létrehoztuk a csatlakozdshoz sziitkséges csatlakozot (socket), megpro-
balunk kapcsolédni a szerverhez. Ha ez nem lehetséges, varunk egy ideig,
és megkétszerezziik ezt a varakozasi idot. Ezt az eljarast addig ismételjiik,
amig nem tudunk csatlakozni a szerverhez, vagy el nem ériink egy megadott
id6korlatot. Ezutan mar nem noveljiik a varakozasi id6t. Konnyen belathato,
hogy a varakozasi id6 exponencialisan nd.

— A szerverre vald csatlakozds utan elkériink egy részfeladatot, majd miutdn
megkaptuk, lebontjuk a halézati kapcsolatot.

— Kiszdmitjuk a G, (n) részleges eredményét, majd visszakiildjiik a szervernek
az els6 1épésben bemutatott csatlakozasi eljards szerint.

A klienseken futé PARALLEL ERDOS—GALLAI-algoritmus két részre oszthatd:
CHECK és ENUMERATING részre. Az els6 csak ellendrzi a sorozatokat, médst nem
csindl. A mésodik generalja a sorozatokat, a H értékeket és az ellenérzé pontokat.

A CHECK-ben a linedris Erdés—Gallai-algoritmus médositott véltozatdt hasz-
naljuk.

6.4. Algoritmus. CHECK(b, H,¢,C)

Bemenet. b: bemeno sorozat;
H =Hy,...,Hy,: a b sorozat elemeinek Osszege;
c: ellendrzé pontok szama;
C=0C,...,Ch_1: ellenbrzé pontok.
Kimenet. L: logikai érték. Ha a megvizsgalt sorozat grafos, akkor L = 1,
kiilonben L = 0.
Munkavdltozo. p: aktualis ellen6rz6 pont.

Li=1 // 1. sor: i kezdeti értékének beallitdsa
2. while i < c and H¢, > C;(C; — 1) // 2-10. sor: sorozatok tesztelése
3. p=C; // 3. sor: p kezdeti értékének bedllitdsa
1 while J, <nand b;,,, >p // 4-7. sor: J, frissitése
5. Jp=J,+1

6. while J, >pand b;, <p

- Jy=Jy1

8. if H, > H, — H;, +p(J,—1) // 8. sor: tesztelés
9. L=0 // 9-10. sor: b nem gréfos
10. return L

11. 1=1+1

2. L=1 // 12-13. sor: b gréfos

1. return L
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6.5. Algoritmus. ENUMERATING(n, b, last_index, last_value)

Bemenet. n: a sorozat hossza;

b: els6 sorozat;
last_index: az utolsé ellendrizendd sorozat elérésekori elem indexe;
last_value: az utolsé ellendrizendo6 sorozat elérésekori elem értéke.

Kimenet. G2: Az elsé és utolsé ellendrizendé sorozat kozotti n-szabalyos nulla

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

mentes grafos sorozatok szama.

. Hi=b // 1. sor: Hj bedllitdsa
fori=2ton // 2-3. sor: H elemeinek szdmitasa
H; = H; 1 +b;
if b, #n—1 // 4. sor: ha a graf nem teljes
if H, pératlan // 5-10. sor: sorozat frissitése
b, =0, —3
H,=H, -3
else b, = b, — 2
H,=H,—2
fori=1ton // 10-11. sor: silypontok kezdeti értékeinek bedllitasa
Ji =n-—1
fori=1ton—2 // 12-15. sor: ellen6rzé pontok szamitdsa
if b; # b;+1 and b; # b,
c=c+1
Ce=1i
L = CHECK(b, H, ¢, C) // 16. sor: elsé sorozat tesztelése
GE=GE+ L
while b4t indes > last_value // 18. sor: szelet utolsd sorozataig
k=n // 19. sor: munkavéltoz6 kezdeti értékének bedllitdsa
if b, =1 // 20. sor: ha a sorozat utolsé eleme 1
j=n-1
while b; <1
J=7-1
if b; =2 // 24. sor: ha az utolsé elem 2
bj—1=0bj_1—1 // 25. sor: sorozat frissitése
Hi_1=H;_1-1 // 26. sor: H elemeinek frissitése
if j>2 // 27-36. sor: ellendrzé pontok frissitése

if ¢c<2o0r (¢>2and C._5 #j—2)) and
(¢c>1land C._q #j—2)
ifc>land C.1 > j—2
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48.

49.
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Cc+1 = Cc
Ce=0Cc
Cee1=j—2
c=c+1
else C.y1 = C.
C.=j—-2
c=c+1
for k=jton
by =bj_1 // 39. sor: b utolsé részének frissitése
H, = Hj,_1 + by, // 40. sor: H frissitése
whilec>1and C. > j—1 // 42-43. sor: ellenérzé pontok
frissitése
c=c—1
if H, péaratlan // 42. sor: ha a paritds paratlan
by, =b,_1—1 // 43. sor: b frissitése
H,=H,_|+b, // 44. sor: H frissitése
c=c+1 // 45-46. sor: ellendrzd pontok frissitése
C.=n-1
elseb; =b; — 1 // A7. sor: b frissitése
H;=H; -1 // 48. sor: H frissitése
if j>1 // 49-50. sor: ellendrzé pontok frissitése

if(c=land C.#j—1)or (¢c>1land Coy #j—1)
ifc>0and C. > j—1

CC+1 =C.
C.=j—1
c=c+1
fork=j+1ton
b =b; // 56. sor: b frissitése
H,=Hp_1+0b // 57. sor: H frissitése
while c>1and C. > j—1 // 58-59. sor: ellenérzé pontok
frissitése
c=c—1
if H, pératlan // 60. sor: parités ellendrzése
b, =0, —1 // 61. sor: b frissitése
H,=H,-1 // 62. sor:H frissitése
c=c+1 // 63. sor: ellenérzé pontok frissitése

C.=n—1 // 64.sor: 4j ellendrzé pont listdhoz flizése
else if b, =2
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6. br—1=0bp_1—1 // 66. sor: b frissitése

67. H, 1=H,_1-1 // 67. sor: H elemeinek frissitése

68. if (c=1land C. #n—2)or (¢c>1and C._; #n—2 and
C.#n—2) // 68-73. sor: ellenérzé pontok frissitése

69. ifc>0and C. >n—2

70. Cey1=C.

71. Co=n-—2

72. elsec=c+1

73. Co=n-2

74, if br_1 odd // T4. sor: paritds tesztelése

75. b, = br—1 // 75. sor: b frissitése

76. ifc>0and C.=n—1

7. c=c—1 // 77. sor: ellendrzépont frissitése

78. else by, =bp_1 — 1 // 78. sor: b frissitése

79. H.,=H,_1+0b, // 79. sor: H elemének kiszdmitdsa

80. else b, = b, — 2 // 80. sor: b frissitése

s1. Hp =H, -2 // 81.sor: H elemének kiszdmitdsa

82. ifec<lorC.#n-—1 // 82-84. sor: ellendrzé pontok

frissitése

83. c=c+1

84. C.=n-—1

85. G = G? + CHECK(b, H, ¢, C) // 85. sor: GP frissitése

A The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170] tartalmazza az n cstcst
egyszerl grafok foksorozatainak szamat. Az n = 24,...,29 értékeket november
16-4n toltottiik fel. A [95] cikk 2. tdbldzatdban megtaldlhaté az osszes G(n) érték,
amelyet az OEIS adatbézis jelenleg tartalmaz.

Szamitdsaink soran tobb mint 200 szamitégépet hasznaltunk fel. Szamitési
teljesitményiiket Osszegezve elmondhatd, hogy szamitasi kapacitdsunk elméleti
maximuma — beleértve a maganszemélyek teljesitményét is — elérte a 6 TFLOPS-ot.

A gréfos sorozatok kiszamitdsanak futdsi idejét a 14. tablazat tartalmazza.
Eszrevehet(’)'7 hogy a futési id6 novekedése nem ugyanolyan ardnyu kiilonbozé n
értékek esetén. Ez a felhaszndlt processzorok tipusival magyardzhaté. A korai
szémitdsok idején (példdul n = 25 esetén) néhany erds géppel rendelkeztiink, azon-
ban a noévekvo n-ek soran fellépé nagyobb komplexitas miatt inkabb sok kevéssé
er0s gépet haszndltunk. A szamitasok teljes ideje kevesebb, ha néhdny erés gépet
hasznalunk, de a valés futdsi id6 néni fog. T6bb mint 200 gép felhasznalasdval a
Gog valés futési ideje tobb, mint két hét volt.
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l n [ Futdsi id8 (nap) [ Szeletek szdma J
25 26 435
26 70 435
27 316 435
28 1130 2 001
29 6733 15 119

14. tablazat. A mért futdsi idOk Gsszege, valamint a feldolgozott szeletek szama.

7. A program tovabbi gyorsitasanak lehetdségei

Leszamlélé programunk futési idejét két f6 mddszerrel csokkenthetjiik: az
egyik médszer a tesztelendd sorozatok szamat, a masik pedig az egyes sorozatok
ellenérzésének idejét csokkenti.

Ebben a részben az el6bbi mddszer harom érdekes elemét, a rossz és jo sorozatok
egy részének atugrasat elemezziik.

7.1. A nemgrafikus sorozatok egy részének atugrasa

Ezt a modszert az n = 30-as projektben vezettiik be.

Az n=23,...,29 esetben a foksorozatokat a paros sorozatok kozott kerestiik.
Ekkor a 7516 816 644 943 560 paros sorozat kozott a 2022337118015 338 grafikus
sorozat 26,90 szazalékot képviselt. Ismert (14sd a [95] cikkben a 13. lemmat),
hogy E(n) = © (4™/y/n), mig Burns tétele (lasd az elébbi cikkben a 22. tételt)
G(n) szerint van olyan pozitfv C, amelyre G(n) = O (4" /y/n/(logn)), ahonnan
kovetkezik, hogy a grafikus sorozatok a péaros sorozatok kozott aszimptotikusan
nullmértékii jelentos részét részhalmazt képviselnek.

Az n = 30 ésn = 31 esetben a rossz sorozatok jelentOs részét atugrottuk. Ennek
koszonhetéen az n = 30 esetben a tesztelt sorozatok 85, 40; mig az n = 31 esetben
86,67 szazaléka volt grafikus. Mivel a futasi id6k még nagyszamu processzor fel-
hasznalasa mellett is jelent&sek, kulcsfontossdgi mind a nemgrafikus, mind pedig
grafikus sorozatok minél nagyobb hdnyaddnak dtugrasa.

A nemgrafikus sorozatok jelentOs részének tényleges ellenOrzését a kovetkezd
lemma alapjan ugrottuk at az n = 30 és n = 31 esetben.

Ha b = (b1,...,b,) (0,n — 1,n)-szabdlyos sorozat, akkor a ¢ = (c1,¢2,...,¢n)
sorozatot b-nél lexikografikusan (4, j)-kisebbnek nevezziik, ha vannak olyan
1 <4 < j < n indexek, melyekre

ha k=1,...,4, akkor ¢, = bg,

chﬁzbk

k=it1 k=it+1
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és
J J
> ey
k=i4+1 k=i+1

7.1. LEMMA. Ha b = by,...,b, nemgrafikus sorozat, és vannak olyan i és j
indexek és egy olyan ¢ = ¢y, ca, . . ., ¢, SOrozat, amely lexikografikusan (i, j)-kisebb,
mint b, akkor ¢ nemgrafikus.

Bizonyitds. Lasd [88]. O

A lemma alkalmazasaval mintegy 30 szazalékkal sikeriilt az EGE1 program
futési idejét csokkenteni.

7.2. A kis grafikus sorozatok atugrasa

Az el6z6 definiciéhoz és lemmahoz hasonl6 eszkozokkel kezeljiik a grafikus so-
rozatok egy részének atugrasat.

Ha b = (by,...,b,) szabdlyos sorozat, akkor a ¢ = (cy,...,¢,) sorozatot b-nél
lexikografikusan (i, j)-nagyobbnak nevezziik, ha vannak olyan 1 < i < j < n
indexek, melyekre

ha k=1,...,7, akkor cp="b;

és A _
J j
Z Ci > Z b,
k=it+1 k=i+1
tovabba
n n
k=it+1 k=i+1
7.2. LEMMA. Ha b = by, bo, ..., b, nemgrafikus sorozat, és vannak olyan i és
j indexek és egy olyan ¢ = c¢y,c¢a,. .., ¢y, sorozat, amely lexikografikusan (i, 7j)-

nagyobb, mint b, akkor ¢ nemgrafikus.

Bizonyitds. Lasd [88]. O

7.3. A grafos sorozatok komplementereinek atugrasa

Ha n pozitiv egész szam, és a b = b; < --- < b, < n — 1 nemcsokkend
n-szabdlyos sorozat, akkor a b/ = n—-1—-10b, < --- < n —1— by sorozatot a b
sorozat nemcsokkend komplementerének nevezziik. Ehhez hasonléan definidljuk a
b nemnovekvd n-szabalyos sorozatok nemndvekvd komplementerét is.

A gréfos sorozatok atugrdsanak alapja lehet az az egyszerii észrevétel is, hogy
egy grafos sorozat komplementere is gréfos sorozat.
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7.3. LEMMA. Ha egy nemnovekvé szabélyos b = by, ba, ..., b, sorozat grafos,
akkorab =n—1—b,,n—1—0b,_1,...,n — 1 — by sorozat is grafos.

Bizonyitds. Ha b grafos sorozat, akkor létezik olyan G egyszert graf, amely-
nek nemnévekvéen rendezett foksorozata b = by, bo,...,b,. Ennek a grafnak van
komplementere, és abban a fokszamok nemnovekvéen rendezett sorozata
V=n—-1-b,n—1—0by,...,n—1—0,. Tehat a b’ sorozat szintén grafos. 0O

Ha egy nemnévekvd (vagy nemcsokkend) n-szabdlyos sorozat nemnévekven
(nemcsokkenden) rendezett komplementer sorozata ugyancsak b, akkor akkor a b
sorozatot félpalindrom sorozatnak nevezziik. A névvalasztas oka, hogy a palindrom
kifejezés mér foglalt [2, 101, 102] az olyan sorozatokra, amelyek megegyeznek a
sajat megforditasukkal.

A b =by,...,b, sorozat szimmetrikus elempdrjainak a by—1by,, bo—>b,_1, ...,
b|(n+1)/2)—b[(nt1)/2] elempérokat nevezziik. Megjegyezziik, hogy ez a definici6 azt
is jelenti, hogy paratlan n esetén az utolsé szimmetrikus parban kétszer szerepel
a sorozat kozépsé eleme.

7.4. LEMMA. A b = by,...,b, n-szabalyos sorozat akkor és csak akkor félpa-
lindrom sorozat, ha elemparjainak Osszege n — 1.

Bizonyitds. Az éllités a félpalindrom sorozatok definicidjabdl kovetkezik. O

Ha egy n-szabalyos sorozat nem félpalindrom sorozat, akkor szimmetrikus
elempdrjainak elemei koziil a lexikografikusan kisebbet (az adott rendezés szerint
el8bb sorra keriil6t) erdsnek, a masik elemet pedig gyengének nevezziik.

7.3.1. Komplementerek atugrasa szabalyos sorozatok tesztelése soran

Ha a potencidlis grafos sorozatok tesztelése soran egy b sorozatrol kideriil, hogy
grafos, akkor a b’ sorozat is gréfos. Ha egy grafos b sorozat b’ komplementere nem
azonos b-vel, akkor b'-t nem kell tesztelni. Ezért példdul majd az n = 33 csi-
csu grafok foksorozatainak leszamlalasa sordn elegend6 a legaldbb 16-tal kezd6dé
potencialis sorozatokat vizsgalni, mert ha egy b nemcsokkend grafos sorozatban
b1 < 16, akkor a nemcsokkend b’ sorozatban b| > 16, azaz ennek a sorozatnak a
komplementerét mar korabban megvizsgaltuk.

Egy legaldbb 16-tal kezd6d6 b grafos sorozat egyuttal félpalindrom sorozat,
akkor egy grafos sorozatot képvisel, egyébként azonban kett6t. Ezért a megtalalt
grafos sorozatokat ellendrizni kell, hogy félpalindrom sorozatok-e. A FELPALIND-
ROM algoritmus elvégzi ezt az ellenorzést.

7.1. Algoritmus. FELPALINDROM(n, b)

Bemenet. n: csicsok szdma (n > 1);
b=b1,...,b,: a megvizsgidlandd n-szabdlyos sorozat.
Kimenet. 0 vagy 1 (1, ha a vizsgélt sorozat félpalindrom, egyébként 0).
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Munkavdltozo. i: ciklusvaltozo.

1. if n paratlan and (n +1)/2 # (n+1)/2 // 1-6. sor: tesztelés
2. return 0 // 1-5. sor: b nem félpalindrom sorozat
3. for i =1 to [n/2]

1. if b +bp_ir1 #n—1

5. return 0

o. return 1 // 6. sor: b félpalindrom sorozat

FELPALINDROM futési ideje legrosszabb esetben (példdul ha b félpalindrom so-
rozat) ©(n), azonban az dtlagos futdsi ideje ennél lényegesen kisebb, mivel a grafos
sorozatok kozott kevés félpalindrom sorozat van.

Egy nemnovekvd 1-szabdlyos sorozat van: 0 — ez félpalindrom sorozat. Harom
nemnovekvo 2-szabalyos sorozat van: 1, 1; 0, 1 és 0, 0. Koziiliikk az 1, 1 er6s, a 0,
0 gyenge, a 0, 1 pedig félpalindrom sorozat. Tiz 3-szabdlyos sorozat van: 2, 2, 2;
2,2,1;2,2,0;,2,1,1;21,0;2,0,0; 1, 1; 1, 1, 0; 1, 0, 0 és 0, 0, 0. Ezek koziil
az 1,1, 1 és a0, 1, 2 félpalindrom, a tobbiek koziil 4 erds és 4 gyenge. Harmincot
4-szabdlyos sorozat van:

(3,3,3,3); (3,3,3,2); (3,3,3,1); (3,3,3,0); (3, 3,2, 2); (3, 3,2, 1); (3, 3, 2, 0);
(3,3,1,1); (3,3,1,0); (3,3,0,0); (3,2,2,2); (3,2,2,1); (3,2,2,0); (3,2, 1, 1);
(3,2,1,0); (3,2,0,0); (3,1, 1, 1); (3,1, 1, 0); (3, 1, 0, 0); (3, 0, 0, 0); (2, 2, 2, 2);
(2, 2,2, 1); (2, 2, 2,0); (2,2,1,1); (2,2,1,0); (2,2,0,0); (2,1, 1, 1); (2, 1, 1, 0);
(2,1,0,0); (2,0,0,0); (1,1, 1, 1); (1, 1, 1, 0); (1, 1, 0, 0); (1, O, O, 0); (0, O, 0, 0).

A szazhuszonhat 5-szabalyos sorozat koziil
(4,4,2,0,0); (4,3,2,1,0); (4,2,2,2,0); (3,3,2,1,1); (3,2,2,2,1) és (2, 2, 2,2, 2)
félpalindrom, a tobbieknek pedig fele erds, fele pedig gyenge. A 6-szabéalyos soro-
zatok kozott 10, a 7-szabalyos sorozatok kozott pedig 20 félpalindrom sorozat van.
A kovetkez6 éllitas megadja az n-szabalyos sorozatok kozott 1éve félpalindrom,
er0s és gyenge sorozatok szamat.

7.5. LEMMA. Han > 1, akkor a nemcsokkend n-szabalyos sorozatok kozott

P = (1))

n-félpalindrom sorozat, valamint

erds és gyenge sorozat van.

Bizonyitds. Ha n paros, akkor a sorozat els6 |n/2] elemét ismétléssel valaszthatjuk
ki a [0, |(n —1)/2]] intervallum |n/2| eleme koziil. Ha pedig n paratlan, akkor a
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[(n] Rin) [ P [ Sy =wm) [ W(n)/Rm) |
1 1 1 0 0.0000000000
2 3 1 1 0.3333333333
3 10 2 4 0.4000000000
4 35 3 16 0.4571428571
5 126 6 60 0.4761904762
6 462 10 226 0.4891774891
7 1716 20 848 0.4941724942
8 6435 35 3200 0.4972804973
9 24 310 70 12120 0.4985602633

10 92378 126 46 126 0.4993180194
11 352716 252 176 232 0.4996427721
12 1352078 462 675808 0.4998291519
13 5200300 924 2599 688 0.4999111590
14 20058 300 1716 10028 292 0.4999572247
15 77558 760 3432 38777664 0.4999977875
16 300540195 6435 150 266 880 0.4999989295
17 1166803110 12870 583395120 0.4999944849
18 4537 567 650 24 310 2268771670 0.4999973213
19 17672631900 48 620 8836291 640 0.4999986244
20 68923264410 92378 34461 586016 0.4999993298
21 269 128 937 220 184756 134564 376 232 0.4999996568
22 1052049 481 860 352716 526024 564 572 0.4999998324
23 4116715363 800 705432 2058357329184 0.4999999143
24 16123801 841 550 1352078 8061900244 736 0.4999999581
25 63 205303218876 2704156 31602650257 360 0.4999999786
26 247959266 474 052 5200300 123979630636 876 0.4999999891
27 973469 712824056 10400600 486 734 851211 728 0.4999999947

15. tablazat. Cstcsok n, nemnovekvé szabdlyos sorozatok R(n), félpalindrom
sorozatok P(n), erés sorozatok S(n) és gyenge sorozatok W(n) szdma, valamint
az atugrott és a szabdlyos sorozatok széméanak W(n)/R(n) hényadosa 1,...,27
csucs esetén.

sorozat k6zépsé eleme |n/2], az |n/2] kezd6 elemet pedig ismétléssel vélaszthatjuk
ki [n/2] elem koziil.

Az erés és gyenge sorozatok kolesondsen egyértelmiien megfeleltethetéek
egymésnak, ezért az els egyenl6ség igaz. A szabdlyos sorozatok halmazdban
haromféle sorozat van: félpalindrom, erds és gyenge. Ezért a masodik egyenl6-
ség is igaz. a

A 15. tabldzatban osszefoglaljuk a nemnoévekvd szabélyos sorozatok bizonyos
adatait n = 1,2,...,27 csics esetén.

A téblazat alapjan gy tiinik, hogy a hdanyadosok sorozata monoton névekedve
0.5-hoz tart, azaz aszimptotikusan a sorozatok felét nem kell tesztelniik. A 7.1. té-
tel bizonyitja, hogy ez igaz.
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7.1. TETEL. Ha n tart a végtelenbe, akkor

. Sn)+P(n) 1
R T (12)

Bizonyitds. Két eset van. Ha n péros, akkor a 7.5. lemma szerint

S(n)+P(n) _ R(n)/2—-P@)/2+P(n) _ Rn)+Pm) 1 Pn)
R(n) R(n) 2R(n) 2 2R(n)

1 (n—1)nl(n —1)!

2 " 22 (/22— 1)

n 1
n! =+v2mn (Q) (1—1—0 ())
e n
alakjat felhasznalva

n3n=2e3n=1 |\ f2r(n—1)227n (1+ O(1/(n —1))20(1+ 1/n)

A Stirling-formula

T2 2nm)p (1+0(2/n)2(1+0(1/(2n— 1))’
ahonnan S(n) + P(n)

amibdl kovetkezik (12).
Ha n pératlan, akkor a gondolatmenet és az eredmény hasonlé. a

Ha a potencialis grafos sorozatokat lexikografikusan nemcsdkken6 sorrendben
teszteljiik, a félpalindrom sorozatok tovabbra is félpalindrom sorozatok lesznek,
mig az erds és gyenge sorozatok szerepet cserélnek. Ekozben a kiilonbozo tipusi
sorozatok szdma nem véltozik.

7.3.2. Komplementerek atugrasa paros sorozatok tesztelése soran

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a gréfos sorozatokat a paros soroza-
tok kozott keressiik.

Egy nemnovekvé paros 1-sorozat van: 0 — ez félpalindrom sorozat. Két nem-
novekvo paros 2-szabalyos sorozat van: 1, 1 és 0, 0. Koziiliikk az 1, 1 erds, a 0, 0
pedig gyenge. Hat 3-paros sorozat van: 2, 2, 2; 2,2, 0; 2,1, 1;2,0,0; 1, 1, 0 és
0, 0, 0. Ezek kozott nincs félpalindrom, viszont 3 erés és 3 gyenge sorozat van.
Tizenkilenc 4-paros sorozat van:

(0,0, 0, 0); (0, 0,0, 2); (0,0, 1, 1); (0 ;3); (0,0, 2,2); (0,0,3,3); (0, 1, 1, 2);
0,1, 2,3); (0,2,2,2); (0,2,3,3); (1,1,1,1); (1, 1, 1, 3); (1, 1, 2, 2); (1, 1, 3, 3);
(1,2,2,3); (1, 3,3,3); (2,2,2,2); (2 ,3)és(3,3,3,3).
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[ n] E(n) | Pe(n) | Se(n)=We(n) | We(n)/E(n) |
1 1 1 0 0.000000000000000
2 2 0 1 0.500000000000000
3 6 0 3 0.500000000000000
4 19 3 8 0.421052631578947
5 66 6 30 0.454545454545455
6 236 10 113 0.478813559322034
7 868 0 434 0.500000000000000
8 3235 35 1600 0.494590417310665
9 12190 70 6060 0.497128794093519
10 46252 126 23063 0.498637896739600
11 176484 0 88242 0.500000000000000
12 676270 462 337904 0.499658420453369
13 2600612 924 1299844 0.499822349508500
14 10030008 1716 5014146 0.499914456698340
15 38781096 0 19390548 0.500000000000000
16 150273315 6435 75133440 0.499978589012959
17 583407990 12870 291697560 0.499988969983082
18 2268795980 24310 1134385835 0.499994642532820
19 8836340260 0 4418170130 0.500000000000000
20 34461678394 92378 17230793008 0.499998659699639
21 134965161188 184756 67482488216 0.499999315541884
22 526024917288 352716 263012282286 0.499999664734513
23 2058358034616 0 1029179017308 0.500000000000000
24 8061901596814 1352078 4030950122368 0.499999916143978
25 31602652961516 2704156 15801325128680 0.499999957216313
26 123979635837176 5200300 61989815318438 0.499999979027604
27 486734861612328 0 243367430806164 0.500000000000000

16. tabldazat. Cstcsok n, nemnovekvé péros sorozatok E(n), péros félpalind-
rom sorozatok P.(n), pdros erds sorozatok S.(n) és paros gyenge sorozatok W, (n)
szdma, valamint az dtugrott sorozatok és a paros sorozatok szdmdnak We(n)/E(n)
hanyadosa 1,...,27 csics esetén.

Ezek koziil a (3, 3, 0, 0); (3, 2, 1, 0) és (2, 2, 1, 1) félpalindrom, a tobbiek kozott
pedig 16 erGs és 16 gyenge sorozat van. A hatvanhat 5-szabdlyos sorozat koziil a
(4,4,2,0,0);(4,3,2,1,0);(4,2,2,2,00:(3,3,2,1,1);(3,2,2 2 1) ésa (2222 2)
félpalindrom, a tobbieknek pedig fele erds, fele pedig gyenge.

7.6. LEMMA. Ha n > 1, akkor a nemnévekvé n-paros sorozatok kozott paros
n és 4k + 1 alaku pdratlan n esetén

Po)= ()
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n-félpalindrom sorozat és

erds és gyenge sorozat van.

Bizonyitds. Lasd [88].

7.3.3. Komplementerek atugrasa nullamentes paros sorozatok

tesztelése soran

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a grafos sorozatokat a nullamentes
paros sorozatok kozott keressiik. Ezek kezelése bonyolultabb, mint a szabélyos és

paros sorozatoké volt.

Egy nullamentes grafos sorozat izoldlt cstucsot tartalmazé grafthoz tartozik. Egy
nullamentes sorozatban vagy van n — 1, vagy nincs. Az n — l-et tartalmazé soro-
zatok komplementerében van nulla, ezért az ilyen sorozatok komplementerét nem
generaljuk, és ha gréfosak, csak egyszeres sillyal vessziik 6ket figyelembe. Az ilyen
sorozatokat félerdsnek nevezzik és szdmukat M. (n)-nel jeloljiik az (n — 1)-et nem

tartalmazo esetben, és M (n)-nel a mésikban.

El6szor foglalkozzunk az (n—1)-et nem tartalmazoé sorozatokkal. A nullamentes
1-péros és a 2-péaros sorozatok kozott nincs megfelel$ sorozat. A tizenkilenc 4-péros
sorozat koziil most csak 3 felel meg: 2, 2,2, 2;2,2,1,1és 1, 1, 1, 1. Koziiliik a 2,
2, 1, 1 félpalindrom, a 2, 2, 2, 2 erls és az 1, 1, 1, 1 a gyenge pdrja, azaz P.(4) =1
és SL(4) = W.(4) = 1. A hatvanhat 5-pdros sorozat koziil most csak a kovetkezd

9 felel meg:
(3’ 37 37 37 2); (37 37 3’ 27 1);
(27 27 2’ 27 2); (27 2’ 27 17 1); (27 17 17 1’ 1)’

(37 37 27 27 2); (37 37 27 17 1); (37 27 27 27 1); (37 27 1’ 17 1);

Ezek kozil a 3, 3, 2, 1, 1; 3, 2,2, 2, 1 és 2, 2, 2, 2, 2 a félpalindrom, és van

tovabbi 3 eros és 3 gyenge.

A 236 péros 6-sorozat koziil a kovetkez6 6tven O-mentes és ugyanakkor 5-mentes

.
N

(4,4,4,4,4,4); (4,4,4,4,4,2); (4,4, 4,4, 3,3); (4, 4, 4, 4, 3,
(4,4,4,4,1,1); (4,4, 4,3,3,2); (4,4, 4,3,2,1); (4,4, 4,2, 2,
(4,4,3,3,3,3); (4,4,3,3,3,1); (4,4, 3,3,2,2); (4,4, 3, 3, 1,
(4,4,3,2,2,1); (4,4, 3,1,1,1); (4,4, 2,2,2,2); (4,4, 2,2, 1,
(4,3,3,3,3,2); (4,3,3,3,3,1); (4, 3,3, 3,2, 2); (4, 3, 3, 3, 2,
(4,3,3,2,1,1); (4,3,2,2,2,1); (4,3,2,1,1,1); (4, 2,2, 2, 2,
(4,2,1,1,1,1); (3,3,3,3,3,3); (3,3,3,3,3,1); (3, 3, 3, 3, 2,
(3,3,3,3,2,2);(3,3,3,3,2,2); (3,3,3,3, 1, 1); (3, 3, 3, 2, 2,
(3,3,2,2,2,2); (3,3,2,2,1,1); (3,3, 1,1, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 2,
(3,1,1,1,1,1); (2,2,2,2,2,2); (2,2,2,2,1,1); (2,2, 1, 1, 1,
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); (4, 4, 4, 4, 2, 2);
); (4,4, 4,2, 1, 1);
); (4,4, 3,3,2,1);
); (4,4,1,1,1, 1);
); (4, 3, 3, 2, 2,2);
); (4,2,2,2, 1, 1);
); (3, 3,3,3,1, 1);
); (3,3,3,1,1, 1);
); (3,2,2,1, 1, 1);
); (1, 1,1,1,1, 1).



Ezek kozott nincs félpalindrom, és 25 erds, valamint 25 gyenge van.
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A 17. tablazatban osszefoglaljuk a nemnovekvo
paros sorozatok bizonyos adatait.

85

nullamentes és (n — 1)-mentes

[ ] B.(n) | B | P | slm=wim | o
1 0 0 0 0 _
2 1 0 0 0 0.00000
3 2 0 0 0 0.00000
4 9 3 1 1 0.11111
5 28 9 3 3 0.10714
6 110 44 0 22 0.20000
7 396 160 0 80 0.20202
8 1519 651 15 318 0.20934
9 5720 2485 35 1225 0.21416

10 21942 9752 0 4876 0.22222
11 83980 37728 0 18 864 0.22462
12 323554 147070 210 73430 0.22695
13 1248072 571802 462 285670 0.22889
14 4829708 2229096 0 1114548 0.23077
15 18 721 080 8691072 0 4345 536 0.23212
16 72714555 33933459 3003 16 965 228 0.23331
17 282861 360 132588 045 6435 66 290 805 0.23436
18 1101992870 518 584 830 0 259292 440 0.23529
19 4298 748 300 2029952 320 0 1014976 160 0.23611
20 16 789 046 494 7952706234 43758 3976331238 0.23684
21 65 641 204 200 31179525806 92378 15589716714 0.23750
22 256 895 980 068 122331419080 0 61165709 540 0.23810
23 1006 308 200 040 480283 282752 0 240141641376 0.23864
24 3945186233014 1886828 198 398 646 646 943413775876 0.23913
25 15478 849 767 888 7416948171074 1352078 3708473409498 0.23958
26 60774332618 300 29171679656 784 0 14 585 839 828 392 0.24000
27 238 775589937976 114795954 100 800 0 57397977050400 0.24038
28 938702947 395 204 451 968 085 782 876 9657 700 225984 038 062 588 0.24074

17. tablazat. Csicsok n, nemnovekvé nullamentes paros sorozatok E,(n), nulla-

mentes, paros, (n — 1)-et nem tartalmazé sorozatok E’(n), félpalindrom sorozatok

P.(n), er6s sorozatok S, (n) és gyenge sorozatok W/ (n) szdma, valamint a tesztelés
nélkiil atugrott sorozatok és a nullamentes paros sorozatok szaménak W/ (n)/E.(n)
hényadosa 1,...,28 csics esetén.

A tablazatban 1évé adatokat a kovetkezo képletekkel szamitottuk.

A nullamentes paros sorozatok E,(n) szamat megadja az (5.2) képlet. A kovet-
kez8 7.7. lemma alapjén szdmitottuk E.(n) értékét.
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7.7. LEMMA. Han > 1, akkor

B = sz_/? (((n — 2)/222 -1+ 2i> . (L(n - 2)/?_—21 +n— 21').

Bizonyitds. Mivel paros sorozatokat vizsgalunk, a benniik 1évé paratlan elemek
szdma 0,2,...,[n/2] lehet. A sorozatok lehetséges elemei most 1,2,...,n — 2,
ezek kozott [(n — 2)/2] pératlan és [(n — 2)/2] pédros elem van, amelyek koziil
0,2,...,|n/2] paratlan elemet kell kivdlasztanunk, a maradék helyeket pedig péros
elemekkel kell feltolteniink. a

A félpalindrom, erés, gyenge és félerds sorozatok szamét ebben az esetben a
7.8. lemma adja meg.

7.8. LEMMA. a) Ha k > 0 és n = 4k + 2, akkor
Pl(n) = 0.

b) Ha k > 0 és n = 4k, akkor

) = ((n - 2)/5/2 1+ n/2>'

¢) Ha k = 4k + 3, akkor
Pl(n) = 0.

d) Han = 4k + 1, akkor

P = (" ) = ()

e) Han > 1, akkor

51n) = Wi(m) = P L)

2
f) Han > 1, akkor
!
§2(m) = wl/(m) = 2

Bizonyitds. a) Mivel n = 4k + 2, egy félpalindrom sorozatban n/2 = 2k + 1
szimmetrikus elempér lenne, melyek elemei dsszeadva (n — 1 = 4k 4+ 1)-et adnak,
igy a sorozat elemeinek 6sszege (2k + 1)(4k + 1) lenne, ami pératlan szdm.

b) Ha n = 4k, akkor n/2 szimmetrikus pér van, és ha mindegyikben az el6irt
4k — 1 az elemek Osszege, a sorozat paros. Az els6 n/2 elem az [1, [(n —1)/2]] =
= [1, (n — 2)/2] intervallumba tartozik és innen kell ismétléssel n/2 elemet kivd-
lasztani.
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¢) Ha n = 4k + 3, akkor a kételem(i szimmetrikus parok elemeinek &sszege
4k + 2, viszont a kozépso elemnek a 2k + 1 értéket kellene felvennie, ami paratlan
szam, és igy a sorozat elemeinek Osszege is paratlan lenne.

d) A kozéps§ elemnek a pdros 2k = (n — 1)/2 értéket kell felvennie, ezért
a széba jové sorozatok elemeinek Osszege paros. Az els§ (n — 1)/2 elemet az
[1,(n — 1)/2] intervallum elemei koziil kell ismétléssel kivélasztanunk és ezek az
elemek egyértelmiien meghatarozzak az utolsé (n — 1)/2 elemet.

e) A palindrom sorozatokon kiviil csak erés és gyenge sorozatok vannak, ame-
lyek kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetéek egymasnak.

f) Ebben az esetben minden erds sorozatnak van gyenge pérja, palindrom és
félerds sorozat nincs. ad

Most nézziik az (n — 1)-et tartalmazé sorozatokat. FE!(n) = FE.(n) — EL(n)
ilyen sorozat van. Mivel n — 1 eleme a vizsgalt sorozatoknak, viszont a nulla nem,
ezért itt félpalindrom sorozat nincs, tovabba erés, valamint gyenge sorozat sincs —
minden sorozat félerds, ezért mindegyiket tesztelni kell.

Korabbi szimuldcids eredményeink [90] szerint aszimptotikusan a péros soroza-
tok fele nullamentes. A 17. tabldzat adatai pedig alatdmasztjak azt a sejtést, hogy
aszimptotikusan a nullamentes paros sorozatok negyede gyenge, azaz atugorhato,
ezért ettdl az algoritmustdl a futdsi id6 kozel 25 szdzalékos csokkenését varjuk.

8. Osszefoglalas

A naplofijlok és programok forraskdodja megtalalhaté a
http://people.inf.elte.hu/lulsaai/Holzhacker és
http://people.inf.elte.hu/tomintt /DegreeSeq

cimeken [120, 128].

Ko6szonetnyilvanitas.

A szerz6k koszonik Lucz Lorandnak, Matuszka Taméasnak és Szabados Krist6f-
nak a szamitogépes szimuldciéhoz nyijtott segitséget.
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The problem of testing, reconstruction and enumeration of the degree sequences of simple
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VODROK OPTIMALIS PAKOLASA RAKLAPOKRA

CSENDES TIBOR ES KOZMA ATTILA!

Egy nyomdaipari szallitasi problémabdl kiindulva a raklapra valé kérpa-
kolds feladatara olyan eljarast mutatunk be, amely képes redlis szamitasi
id6 felhaszndlasaval kozel optimalis megolddsokat adni. Megadjuk a talalt
pakolésokat a 80 x 120 aranyu téglalapba n = 1 — 50 korre, és attekintjiik
a kapott megoldasok tulajdonsagait. Targyaljuk az eredmények lehetséges
alkalmazasai feltételeit és eredményességét.

A feladat

A négyzetbe vald korpakolasi feladatok megolddsédban elért eredményeink [3, 4,
5,7, 8, 9] alapjan megkeresett benniinket egy nyomdai festékeket forgalmazé belga
cég a kovetkez6 problémaval. A festékeiket vodrokben aruljak, azokat raklapokra
(ldsd az 1. dbrdt), nyilvan dtlapolds nélkiil és a kilégést keriilve rakodtak. Mégis azt
tapasztaltdk, hogy a minimalis kilégas a kamionra val6 pakolds sordn azt eredmé-
nyezte, hogy a vodrok teteje felnyilt, és a festék egyrészt karba veszett, masrészt a
tisztitas miatt extra koltségek alltak el6. Toliink azt kérdezték, hogy adott méret
vodrokbdl mennyi helyezheto el a 80 x 120 centiméteres Euro-raklapra, illetve hogy
adott darabszamu vodrot eldirva raklaponként mi a maximalis atmérdje azoknak
a vodroknek, amivel azok még megfelel6en elhelyezhetok.

A probléma tehat az, hogy egy 80 x 120 oldalaranyu téglalap alaku teriileten
hogyan helyezziink el azonos méretii, adott szamu koroket tgy, hogy azok ne fedjék
at egymast, és ne is logjanak til a téglalap oldalain — és a korok altal lefedett teriilet
maximalis legyen.

Az algoritmus

A megoldashoz Eckard Specht négyzetbe valé korpakoldsra kifejlesztett prog-
ramjét [6, 10] igazitottuk 4t. Megjegyezziik, hogy a feltett kérdések megvéalaszo-
lasa még nem elegend6 az optimaélis rakoddshoz, mert a kapott optimélis elhelye-
zés a legtobb esetben nagyon szabalytalan. Emiatt azok rutinszeri kirakasa nem

1Koszonetnyilvédnitas: A kutatdst tdmogatta a Telemedicina fékuszi kut/at:isok Orvosi,
Matematikai és Informatikai tudomdnyteriileteken (TOMI) cimii palydzat: TAMOP-4.2.2.A-
11/1/KONV-2012-0073.
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varhaté el a rakodéktdél. Az optimélis elhelyezések megadasa mar segithet, de a
valédi megoldést valészintileg az un. racspakolasok jelentik, amelyek szabélyosséa-
guk miatt konnyen alkalmazhatok. Az eredményeink persze barmilyen kor alapu
aru esetén hasznalhatok.

Algoritmus. PDS-ALGORITMUS (PULSATING DISK SHAKING)

0. 1épés: Allitsunk el egy lehetséges megoldast random moédon. Legyen az
aktualis sugar r, epszilon pozitiv szam, egy kis konstans érték, tovabba
M := 0 az atfedés és a tilnyulas mértéke. k := 0.

1. 1épés: k:=k+1,r:=r+e Hak > MAXIT, vagy a pulzdlds amplitiddja
megfelel6en kicsi, akkor STOP.

2. 1épés: Réazzuk Ossze az aktudlis konfiguraciét. Ha az M &tfedés nem nétt az
el6z6 iteraciéhoz képest, akkor folytassuk az 1. lépéssel.

3. 1épés: r :=r — e. Folytassuk az 1. lépéssel.

1. dbra. Az EUR raklap.

Az algoritmus el6nye, hogy a futdsi id6 nagy részében lehetséges megoldasok
kozott valogat, igy a feltételeknek valé megfelelés megteremtése viszonylag kevés
id6t visz el - szemben mas eljarasokkal. Maga a program sztochasztikus jellegti,
tehat kozelité megoldas szolgaltatiasara képes. Emiatt bizonyitottan optimalis
elhelyezést pusztan erre tamaszkodva nem kaphatunk. Masrészt szdmos nehéz
problémara kaptuk mar meg ezzel az optimalis megoldast révid id6 alatt, amit
aztdn egy megbizhat6 szamitégépes eljarassal konnyebb volt verifikdlni, mint az
utébbival azt el is dllitani (v6. [9]).
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Az egyszerti algoritmusunk maér sikeresnek bizonyult szamos korpakolasi feladat
megolddsara. Megvizsgaltuk a feladatunkat Jozef Kallrath 4j, GAMS és Baron
alapi eljardsdval is [1, 2], de az azzal kapott eredmények egyrészt nem voltak
megbizhaték, masrészt szinte mindig gyengébb kozelitéseket kaptunk csak.

Eredmények

Az eljarast N = 1 — 50 darab korre futtattuk le. A kapott eredmények csak jé
lehetséges megoldasok, de ezek optimalitdsa mar nem garantalt. Persze az opti-
mumtol val6 kis eltérés a gyakorlati alkalmazdsban altalaban elfogadhato. Mas-
részt tényleges rakoddshoz csak az olyan konfiguraciék hasznalhaték, melyek vala-
milyen konnyen érvényesithet szabalyszeriiséget tartalmaznak. A kapott eredmé-
nyek egy részét a 2—4. dbrak mutatjak.

Nem szimmetrikus konfiguraciok tartoznak ezekbél az n = 7, 10, 14, 17, 19, 21,
22, 23, 26, 27, 29 értékekhez (30-ig, ldsd az 1. tdbldzatot). Erdekes, hogy viszony-
lag milyen sok szimmetrikus elhelyezést talaltunk, bar a nagyobb kérszamok ese-
tén egyre kevesebb van. Ez 6sszhangban van a sikon valé optimalis kérpakolédsra
vonatkoz6 elméleti eredménnyel.

N r szimmetria | racs | NV r szimmetria | racs
1 | 40.000 v 16 | 11.7294 v

2 | 30.718 v v 17 | 11.4808

3 | 24.0408 v v 18 | 11.3291 v v
4 | 22.005 v v 19 | 11.0779

5 | 20.3992 v v | 20 | 10.9677 v v
6 | 20.000 v v | 21 | 10.5439

7 | 17.1786 22 | 10.2746

8 | 16.3175 v v | 23| 10.1396

9 | 15.2646 v v | 24| 10.000 v v
10 | 14.8085 25 | 9.77135 v

11 | 14.721 v v | 26 | 9.45412

12 | 13.8538 v v | 27 | 9.29373

13 | 13.3348 v v |28 | 9.2196 v

14 | 12.806 29 | 9.06494

15 | 12.3107 v v’ | 30 | 9.02455 v

1. tablazat. Az N darab kor elhelyezésének adatai: a taldlt legnagyobb sugér,
és annak megjelolése, hogy az adott pakolas szimmetrikus-e, illetve racspakolas-e.
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A tébldzatban megadott kapott sugarértékek jol tiikrozik azokat a helyzeteket,
amikor varhaté megoldés sziiletett (mint példdul az n = 1, 6 és 24 kor esetén).
Megjegyzendo az is, hogy a 6 és 24 kor optimdlis pakoldsa egyben az ipari stan-
darddal is egyezik, ugyanis eszerint csomagoljak a kiilonféle italokat.

Az dbrékon az adott pontossdggal egymaéssal érintkez6 koroket szaggatott vona-
lak jelzik. Az egyes korok szine a kor tulajdonsdgat tiikrozi: a szabad korok (ame-
lyek mozgathatdk kicsit, és a pakolds slirlisége emiatt nem valtozik, az elsé példa
a 7 kor pakoldsidt mutaté rajzon lathaté a 2. dbrdn) a legsotétebbek. Az egyes
pakolasok feliratat a program maga generdlta, ezért azok angolul vannak. Az abra-
feliratok megadjék a korok sugardt (angolul radius), a pontpakoldsi feladat alakra
vonatkozdan a pontok tdvolsdgainak minimumadt (distance), a korpakolds s{irtiségét
(density), valamint az emlitett értelemben vett érintkezések, kapcsolatok szadmét
(contacts). A 45 kor esetén lathatdlag még elérhet6 siirtibb pakolds is.

A teljes sikon optimalis korpakoldsi minta, a méhsejt szerkezetii, hexagonalis
pakolas el6szor a 31 kornek a 80 x 120 aranyu téglalapba valé elhelyezése soran
jelentkezik. Ez Osszhangban van azzal az észrevétellel, amit a négyzetbe vald
pakolds sordn tettiink ([9]): a korszdm novekedésével a hexagondlis tablakbdl all6
részstruktirak uraljak el fokozatosan a véges tartomanyon vett pakolasokat, és
ezeket a tablakat egészitik ki ezekhez illeszked6 korok.

A kapott eredmények optimalitdsa nem igazolt, tehat ezt intervallum aritmeti-
kara épild eljarasokkal kell verifikalni, mint amilyen eljardsokat a négyzetbe vald
pakoldsok egyes egyszeriibb eseteiben meg tettiink (lasd [4, 5, 7, 8]). Ebbdl a
szempontbdl tanulsdgos, hogy a kiilonben elfogadott GAMS-Baron mddszertan
(amilyent az [1, 2] kozlemények alkalmaztak) milyen gyakran adott nem optimé-
lis, és az optimalitasi rést illetGen félrevezeté eredményt. A sugar értékek szigoruan
monoton médon csdkkennek a névekvé korszammal. Ez a tulajdonsag altaldban
természetesnek mondhatd, bar van ezen szabaly aldl kivétel, példaul a korbe kor-
pakolds n = 6 és 7 esetei azonos sugarral adjak az optimadlis elhelyezést. Ezzel
egyliitt ez utébbi jelenség kivételesnek szamit.

Alkalmazas

1. Megjegyzendd, hogy a gyakorlati alkalmazést tovabbi tényezok is befolyasol-
jak. fgy a hasonlé rakodas soran hasznalt zsugorfélia vagy pant a helyesen lerakott
elhelyezést elronthatja. Ezek a hatasok az adott szerkezetet nyilvanvaléan a korbe
irt pakoldsok irdnyaban torzitjak. Emiatt a helyesen elhelyezett vodrok vagy hor-
dék a raklaprol leloghatnak, és épp a megbizé altal kifogasolt jelenség jelentkezik,
az aru sériil, és ardanytalanul nagy koltségnovekedést okozhat. Az aldbb mutatott
optimdlis elhelyezések rogzitését gy kell megoldani, hogy az a fentieknek megfe-
lel6en ne torzuljon olyannd, ami megsérti a befoglal6 téglalap hatarat.

A talalt elényts pakoldsi mintak sokszor nehezen szerkesztheték, emiatt a pa-
kolés kialakitasa nehézséget jelenthet. Az altaldban nem raciondlis szammal adott
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distance = 0.818813782153  comtacts = 7 distance = 0.709318582732  contacts = %

5 circles in the 3x2 unit rectangle 6 circles in the 3x2 unit rectangle
radius = 0 dansity = 0 754 8o radius =0 dansity = 0. O b
distance = 0.630851865533  contacts = 12 distance = 0,612372435636  contacts = 17

7 circles in the 3x2 unit rectangle 8 circles in the 3x2 unit rectangle

radius = 0.175328637763  density = 0.676010792872 Bha Tadius = 0.166539827660 denaity = 0.697063501158
distance = 0.491330276104  contacts = 13 distance = 0.45750085599%  contacts = 18

9 circles in the 3x2 unit rectangle 10 ErEal N R R le

radius = 0.155794161224 density = 0.686269561595 i radivs = 0.151139072491  demaity = 0.717634614097
distance = 0.417908846346 contacts = 19 distance = 0.401330039558  comtacts = 19

2. dbra. A raklap pakolasra kapott kozel optimélis megoldasok az n = 3 — 10
esetekre. A részdbrakon szerepel a sugar, a siiriiség, a pont pakolasi tavolsdg és az
érintések szama.
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11 circles in the 3x2 unit rectangle

cadivs = 0. density = 0. ] oL radius = 0.141394564451  density = 0.753696585Z74 €0
distance = 0398185139011  contacta = 24 distance = 0.367686632912  contacts = 28

13 circles in the 3x2 unit rectangle 14 circles in the 3x2 unit rectangle

E ™

radius = 0. 70 density = 0. 160 it radius = 0.130701097065  density = 0.751339764226 St
distance = 0.349975295253  contacta = 28 distance = 0.332333451209  contacts = 25

16 circles in the 3x2 unit rectangle

15 circles in the 3x2 unit rectangle

radius =0

density = 0. R radius = 0.119712509686  density = 0.720359381811  ©ii
eontacts = 13 distancs = 0.297603550506 contacts = 29 Z

18 circles in the 3x2 unit rectangle
2R

H

H

radius = 0117175677871 density = 0.7332840875327 € i radius = 0.115627305703 deasity = 0.756037243281  §0-o
distance = 0.289804012944  contacts = 35 distance = 0.285083720224  contacts = 37

3. dbra. A raklap pakolasra kapott kozel optimélis megoldasok az n = 11 — 18
esetekre.
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FNC
)
L G
4
e, YL passeferseiinen
byl S

.....

cadius = 0.107613206382  dansity = 0.764012229901 B b
. = 33 )

distance = 0.261112060871 contacts =

23 circles in the 3x2 unit rectangle

20 circles in the 3x2 unit rectangle

Eadius = 0.111933047385  density = 0.787305130842 e
distance = 0.ZTISSE0BSESI  contacts = 45

22 circles in the 3x2 unit rectangle

4. dbra. A raklap pakoldsra kapott kozel optimdlis megoldasok az n = 19 — 26

esetekre.
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koordinatak, valamint a tényleges elhelyezés technikai gondjai miatt a pakolasok
megvaldsitasara kiillon gondot kell forditani. E célbdl elére nyomott papirt vagy
vetitést lehet alkalmazni.

2. A gyakorlati hasznositds szempontjabdl kitiintetett jelentéségiiek az dgy
nevezett racspakoldsok [9], amelyekben a korok kozéppontjai egy a téglalapra fek-
tetett rdcs egyes szabalyosan elhelyezkedd rdcspontjai. A jelen kézleményben meg-
adottak nem mind ilyenek (jellemz6 ilyen példa az itt dltalunk megadott pakolds
a 11, illetve a 12 kérre). Amennyiben minden kérszamra ilyeneket akarunk meg-
adni, akkor az ennek megfelel§ tovabbi feltételeket be kell épiteni a matematikai
modellbe, és az optimalizaldst ennek megfelel6en végrehajtani. Ezt a most alkal-
mazott eljards nem tamogatja, de bizonyos szempontbdl egyszeriibb az optimalis
racspakoldsok meghatarozasa, mint az altalanos alaktaké.

A récspakoldsok lerakasa egyszerii: a vodroket vagy horddékat soronként lehet
elhelyezni, és az egymést kovetd sorokat szabad az érintkezésig elcstsztatni. Ez az
eljaras a pakolds szerkezete miatt nem okozhatja aztdn a taroléedények tullogasat
a raklap hatarain. Ennek ellenére az 1. pontban emlitett technikai segédeszk6zok
itt is segithetnek az optimélis pakolasnak megfelel6 elhelyezés megtalalasaban.

3. A bemutatott korpakoldsokkal elérhet$ megtakaritds onmagéaban nem feltét-
len jelentés, mindossze par szazalékos lehet. Ennek ellenére egyes esetekben ez azt
eredményezheti, hogy kevesebb szallitéeszkozzel lehet megoldani az adott aru meg-
rendel6hoz valé tovabbitasat. Mdésrészt ezek hasznalata nyilvan ésszerti, és kiilon
koltséget nem jelent, mig kozben megtakaritdst érhetiink el velitk. Emlitésre mélté
itt az a megjegyzés, ami hasonlé logisztikai feladatok megoldasaban altalanosan
elfogadott szakmai tervezési elv, miszerint sokszor érdemes a széllitéeszkozok mi-
nimalizdldsira torekedni az egyéb ésszerii szempontok helyett (a lehet6 legkisebb
személyi kiaddsok, minimalis koltség, legrovidebb teljes rakodési idStartam stb.).

4. Felmeriilhet, hogy az éltalunk is targyalt kor darabszamok til nagyok, ennyi
hengeres dobozt, vodrét vagy hordét nem szokas ebben a forméban csomagolni.
Ez jogos, kiilondsen nagy korszamra és abban az esetben, ha nincsenek olyan esz-
kozeink, amivel biztositani tudjuk, hogy a raklap hatarain ne cstsszanak kiviil a
taroléedények. Természetesen a téglalapba valé korpakolds mas alkalmazésai ese-
tén, amit a kovetkezd pontban targyalunk réviden, ezek az érvek kevésbé hatnak.

Az a gyartasi eljaras, amely a gépsorokrdl lejovd kor alapi csomagoldsu ter-
mékeket kis darabszamban a raklapnél lényegesen kisebb egységekbe csomagolja,
majd ezeket rendezi a raklapra, kozvetve szintén tdmaszkodik a téglalapba valé
korpakolasra. A raklapnal kisebb méretli csomagok kialakitdsa mellett szl az,
hogy ezek kézzel jobban rakodhatok. Természetesen ezek a kisebb méretii pakolasi
feladatok is megoldhatok az ismertetett mddszerrel, s6t adott esetben a téglalap
oldalai hossza aranyanak egyezése esetén az eredményeink kozvetleniil is haszndl-
hatdk erre az esetre is.

5. Maés alkalmazdsok is vannak a téglalapba valé korpakolds eredményeinek
hasznositasara. A pakolasi feladatoknak megfeleltethetOk a szabdsi feladatok, ame-
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lyek adott nyersanyagbdl a lehet6 legnagyobb méretli végtermékek kivégasat, vagy
ennek megfelelé médon adott téglalap alaki nyersanyagbdl a legtobb adott méreti
végtermék leszabdsat célozzak. Ertékes nyersanyag esetén az igy elérheté megta-
karitds tetemes lehet. A bemutatott moédszertan az altalunk targyalttdl eltéro
esetekben is alkalmazhato.

Bolyai Farkas is targyalta a korpakoldsi feladatok olyan alkalmazasat, amelyek
adott kétdimenzids alakzatba (négyzetbe, téglalapba vagy haromszégbe) egybe-
vago korok olyan nem atlapold elhelyezését kereste, hogy a korok sugara maximélis
legyen. O ezt egy tervezett erdészi dllas palyazatahoz vizsgédlta. A korok szerepét
az indokolja, hogy ezek adjak meg az egyes fak életterét. Az adott teriilet legjobb
kihasznalasat pedig épp az optimalis korpakolasi megoldas tudja biztositani.

A pakolasi feladatok mellett a lefedési problémék is ide kapcsolédnak. KEzek
bizonyos értelemben dudlisai a pakolasi feladatoknak. Elobbi esetén az a célkitiizés,
hogy adott korldtos tartomanyt (esetleg atlapoldssal) teljes mértékben lefedjiink
minimélis darabszamu egybevago adott alakzattal. Ebben az értelemben egy adott
teriilet, példaul egy orszag minimalis szamu telekommunikaciés adétoronnyal vald
lefedése (feltételezve, hogy adott megkovetelt térerd esetén az adétorony hatdkore
kor alaki), korokkel valo lefedési feladatra vezet. Mdsrészt interferencia és egyéb
technikai jelenségek miatt az elhelyezend6 objektumok egyméstdl egy minimélis
tavolsagot kell hogy tartsanak. Ez viszont ismét a korpakolasi feladatot jelenti.

Kicsit tavolabbrdl, de ide kotddik a Latin hiperkocka tervezés [11], amely adott
térrész koordinatanként kiilonb6z6 koordinatdju, minél tavolabbi pontok kijelclé-
sére torekszik. Ez szamos alkalmazdssal rendelkezik, a kédtervezéstél a mérési
mintavételezés ilyen szempontbdl optimalis meghatarozasaig.

Tovabbi kutatasokat kell ezt kdovetoen végezni a matematikai értelemben vett
optimalitas igazolasara, és az optimalis racspakolasok numerikus meghatarozasara.

Hivatkozasok

[1] J. KALLRATH, S. REBENNACK, AND P. PARDALOS: Column Enumeration based Decompo-
sition Techniques for a Class of Non-Conver MINLP Problems. J. of Global Optimization
43 (2009), 277-297

[2] J. KALLRATH, S. REBENNACK, AND P. PARDALOS: Cutting Circles and Polygons from Area-
Minimizing Rectangles. J. of Global Optimization 43 (2009), 299-328

[3] M. CS. MARKOT: An Interval Method to Validate Optimal Solutions of the ,Packing
Circles in a Unit Square” Problems, Central European Journal of Operational Research 8
(2000) 63-78

[4] M. CS. MARKOT AND T. CSENDES: A new verified optimization technique for the “packing
circles in a unit square” problems. SIAM J. on Optimization 16 (2005), 193-219

[5] M. CS. MARKOT AND T. CSENDES: A reliable area reduction technique for solving circle
packing problems. Computing 77 (2006), 147-162

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



108 CSENDES TIBOR ES KOZMA ATTILA

6] E. SpecHT: Circles In ReCtangle (cre.c) algoritmus.

[7] P. G. SzaBO: Some New Structures for the ,Equal Circles Packing in a Square” Problem.
Central European Journal of Operations Research 8 (2000), 79-91

[8] P. G. SzABO: Optimal substructures in optimal and approzimate circle packings. Beitrige
zur Algebra und Geometrie 46 (2005), 103-118

9] P. G. SzaB6, M. CS. MARKOT, T. CSENDES, E. SPECHT, L. G. CAsADO, AND I. GARCIA:
New Approaches to Circle Packing in a Square — With Program Codes. Springer, Berlin,
2007

[10] Packomania vendégoldal: http://www.packomania.com

[11] E. R. VaNn Dawm, B. HUssLAGE, D. DEN HERTOG, AND HAND MELISSEN: Mazimin Latin
Hypercube Designs in Two Dimensions. Operations Research 55 (2007), 158-169

(Beérkezett: 2014. junius 5.)

CSENDES TIBOR
SZTE Szamitégépes Optimalizdlds Tanszék
6720 Szeged, Arpéd tér 2.

csendes@inf.u-szeged.hu

KOZMA ATTILA
StreamNovation Kft.

1083 Budapest, Prater utca 50/a.
Attila.Kozma@esat.kuleuven.be

OPTIMAL PACKING OF BUCKETS ON EUR-PALETTE

Ti1BOR CSENDES AND ATTILA KOzZMA

A Belgian firm selling printing color asked us to help their delivery services with providing
optimal number of buckets or barrels that can be positioned on a standard size eur-palette
(80 x 120 cm). The reason why they were interested was that the earlier ad hoc packing resulted
in a not exact fit, and during the loading of the lorries the lids of the bins containing the printing
colors opened and the material was wasted causing substantial losses both expressed in money
and time of the delivery.

We used the Pulsating Disk Shaking algorithm of Eckard Specht, and here we report the
best approximative solutions obtained with some discussion on the quality of these.
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