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HIPERBOLIKUS WAVELETEK

ARATO MATYAS PROFESSZOR EMLEKERE

SCHIPP FERENC

Az utébbi két évtizedben a wavelet-transzforméciok szamos tipusat vezették
be és alkalmaztdk a matematika, a természet- és miiszaki tudomanyok kiillénbozo
teriiletein. Ezek a transzformaciok egységes elvek szerint szarmaztathatok, felhasz-
nalva az absztrakt harmonikus analizis eszkoztarat. Ezen az uton, kiindulva az
affin csoportbdl, eljuthatunk az (affin) wavelet-transzformdcidhoz, a Heisenberg-
féle csoportbdl a Gdbor-transzformdcichoz. Véve a hiperbolikus geometria egy-
bevagosagi transzformécidit, ezekhez hasonlé elvek alkalmazdsdval, bevezettiik
a hiperbolikus wavelet transzformdcidt (HWT-t). A széban forgé egybevigdsigi
transzformécidk a Blaschke-fiigguényekkel irhaték le. Ezek nemcsak a komplex
fliggvénytanban, hanem az irdnyitaselméletben is kitiintetett szerepet jatszanak.
Ennek alapjan azt reméljiik, hogy a HWT a jelfeldolgozasnak és a rendszerelmé-
leti alkalmazasoknak adekvat eszkozévé valhat. Ebben a dolgozatban attekintést
nyujtunk néhany HWT-vel Gsszefiiggd eredményrol és alkalmazasrol.

Kiilon is felhivjuk a figyelmet a magyar matematikusok eredményeire, ame-
lyek jelentOsége az iranyitaselmélet és a jelfeldolgazas teriiletén 1ij megvilagitdsba
keriiltek. A trigonometrikus Fourier-sorokra vonatkozé Fejér-féle szummdcio a
haromszog ablaknak megfelel6 jelszilirési eljarasként interpretdlhaté. Szamos,
Riesz Frigyes altal bevezetett fogalom és nevéhez fiz6d6 eredmény alapvetd sze-
repet jatszik ezekben az alkalmazasokban. Ezek koziil a matematikusok korében
jol ismert klasszikus eredményein tilmendGen itt most csak a Hardy-terek faktori-
zacidjara, a réla elnevezett bazis fogalmara, valamint a nemnegativ trigonomet-
rikus polinomok eldallitasara vonatkozé eredményeire utalunk, amelyek a wav-
elet konstrukcidk alapvetd eszkozeivé valtak. A Haar Alfrédrdl elnevezett mérték,
amely az absztrakt harmonikus analizis egyik legfontosabb fogalma, a jelfeldolgo-
zas transzformécidinak leirasaban is nélkiilozhetetlen eszkoznek bizonyult. A rdla
elnevezett rendszer, amelyet 1909-ben egy elméleti probléma tisztazasara vezetett
be, napjainkban, mint a legegyszeriibb wavelet, valt igazan jelent6ssé. Mig az
1960-as években, egyfajta magyar specialitdsként, kizdrdlag csak a hazai egyetemi
tankonyvek tesznek emlitést a Haar-rendszerrdl, addig manapsdg szinte minden
jelfeldolgozassal kapcsolatos tankonyv tobb fejezetet szentel a rendszernek.

A Haar-rendszerbdl kiindulé wavelet-transzformécié mellett a Gdbor Dénes
altal 1945-ben vizsgalt (ablakos) Fourier-transzformécié (azéta Gabor-transzforma-
ciénak nevezett eljérds) bizonyult a jelfeldolgozas egyik leghatékony eszkozének.
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Napjainban az MTA SZTAKI-ban Bokor Jizsef vezetésével eredményesen alkal-
mazzak a raciondlis fliggvényrendszereket és a hiperbolikus waveleteket az iranyitas-
elmélet és a jelfeldolgozas problémainak a megoldasaban. Ezeknek a mdédszereknek
a felhasznaldsaval biztaté eredmények sziilettek az ELTE Numerikus Analizis Tan-
széken EKG-jelek matematikai modellezésében.

1. Torténeti attekintés

A Fourier-sorok elméletének kialakuldsa szorosan Osszefiigg fontos gyakorlati
problémakkal. Maér maga Fourier is egy fizikdbdl szarmazo feladat, a héveze-
tés matematikai leirdsdra dolgozta ki mddszerét. A matematika szdmos fejeze-
tének 1étrejotte és fejlédése szorosan Osszefiigg azokkal a kérdésekkel, amelyek a
Fourier-sorok alkalmazdasdval kapcsolatban felvetédtek. Ezek tisztézasa, Dirichlet
munkdssdga nyoman a ma is hasznalt fiiggvényfogalom kialakulasdhoz vezetett,
Cantort a Fourier-sorok konvergencia halmazaival kapcsolatos vizsgalatai inspi-
raltdk a halmazelmélet megalapozasara. Riemann a Fourier-egyiitthaték értel-
mezéséhez kiterjesztette az integral fogalmét, Lebesgue a réla elnevezett integral
bevezetésével a Fourier-sorok elméletét gazdagitotta egy ma is nélkiilozhetetlen
eszkozzel, amely azutan a valdsziniiségelmélet matematikai megalapozasaban is
fontos szerepet jatszott [3], [54], [66], [78].

Az els6, mai szemmel nézve is korrekt konvergencia tétel Dirichlet-t6l szér-
mazik, aki 1829-ben bebizonyitotta, hogy a szakaszonként monoton fiiggvények
Fourier-sora konvergens. Mar 1876-ban Du Bois Reymond munkéssiga révén
ismert volt, hogy a Fourier-sor 27 szerint periodikus, folytonos fiigguény ese-
tén is lehet divergens. A Fourier-sorok konvergencigjaval kapcsolatos problémak
tisztazasa kapcsan 1) fogalmakat és mddszereket vezettek be, tobb 1j fejezettel
gazdagitva a matematikat. Tobbek kozott a hagyomanyos, pontonkénti konver-
gencia helyett az integralkozépben valé konvergencidt, a részlettsszegek helyett
azok szamtani kozepeinek konvergencidjat véve alapul szdmos problémara sikeriilt
valaszt adni. Ezekben Riesz Frigyes és Fejér Lipot munkdssaga uttoro jellegi volt
[66], [78], [86].

1.1. A Haar-rendszer

Mar a mult szdzad elején a trigonometrikus rendszer mellett t6bb, akkor kissé
egzotikusnak tliné fliggvényrendszert vezettek be, amelyek elméleti és gyakorlati
jelentésége joval késobb deriilt ki. FEzek kozott is a Haar Alfréd altal definialt
ortonormdlt rendszer jatszik kitiintetett szerepet. Haar a rola elnevezett rendszert
doktori értekezésében vezette be 1909-ben, valaszt adva Hilbert egy Fourier-sorok
divergencidjaval kapcsolatos problémdjdra [37]. A Du Bois Reymond-féle ellenpél-
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HIPERBOLIKUS WAVELETEK 3

daval osszefiiggésben Hilbert felvetette, hogy 1étezik-e olyan ortonormélt rendszer,
amely szerint vett Fourier-sorfejtés minden folytonos fiiggvényre mindeniitt kon-
vergens? A kérdésre Haar pozitiv valaszt adott, bebizonyitva, hogy az azéta réla
elnevezett (h,,n € N) rendszer szerinti Fourier-sor minden folytonos fiigguény
esetén egyenletesen konvergens. Az elsé pillanatra mesterkéltnek tiiné rendszer
1épcsos fiiggvényekbdl all, amelyek a

1 (z€0,1/2))
h(z) =4 -1 (z€[1/2,1))
0 (z€l,0))

alapfiiggvénybdl egyszerii transzforméacidkkal (transzlaciéval és dilataciéval) szar-
maztathatok:

ho(x) =1, B () := 2"2R(2" 2 — k)

1
(x€[0,1),m:=2"+k, 0<k<2"neN). )

3 7 __‘_._ ____
2 6 —_— —
1 5 vl RN
0 4
ho (m =0,1,...,7) SH f (n=2,3,4)
A Haar-rendszer ortonormdlt az L? := L2[0,1) Hilbert-tér szokdsos skaldris

szorzatdra nézve és az f € L := L'[0,1) fiiggvény Haar-Fourier-soranak

m—1

1
SHFi= Y (fude (meR), ()= [ FOh)dt (€W

k=0
részletosszegei elééllithatok az f fliggvény diadikus intervallumokra vett integrdl-
kozepeivel:

(S2)@) = (Bf)le) = 11 [ o)
(xel=[k27"(k+1)27") €I,),

(2)
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ahol Z,, jeloli a [0,1) intervallum 27" hosszisagu diadikus részintarvallumainak
a halmazat. Innen kovetkezik, hogy barmely f € L! fiiggvény Haar-Fourier-sora
L'-norméban és m.m. konvergal az f-hez és folytonos fiiggvény esetén a konvergen-
cia egyenletes [74],[78]. A Haar-rendszer ezekben a tulajdonsdgaiban alapvetden
kiilonbozik a trigonometrikus rendszertol.

Valdszintiségelméleti terminolégiat hasznélva E,, a Z,, altal generalt o-algebrara
vonatkozé feltételes véarhatd érték, tovabbd a (2) egyenldség szerint az (Son f,
n € N) részszletosszegek (reguldris, diadikus) martingdlt alkotnak.

A Haar-rendszernek ezek a tuljdonsagai szolgaltak a bdzisokkal dsszefiiggd funk-
ctondlanalizisbeli, a martingdlelméleti és a waveletekkel kapcsolatos vizsgélatok
kiindulépontjdul [14], [17], [54], [74], [82].

A

lim ||f — E.fllz» =0 (f € LP := LP[0,1),1 < p < o0)
n—oo

egyszeriien igazolhaté llitasbdl kovetkezik, hogy a Haar-rendszer nemcsak az L?
Hilbert-térben, hanem az LP (1 < p < co) Banach-terekben is bazist alkot.

A Haar-sorok feltétlen (barmely dtrendezés melletti) konvergencidjanak vizsga-
lataban fontos szerepet jatszik az f fliiggvény Paley dltal bevezetett

1/2
Qf = <Z|<fvhk>hk|2> (feL)

keN

kvadratikus varidcidja. Paley bebizonyitotta, hogy 1 < p < oo esetén az f ésa Qf
LP-normai ekvivalensek:

1Qf l[e ~ [[fllzr (1 <p < o0).

Ennek alapjan Marcinkiewicz megmutatta, hogy a Haar-rendszer 1 < p < oo
esetén feltétlen (azaz barmely atrendezés mellett is) bdzis az LP térben [74]. A Haar-
rendszernek ezek a tulajdonsigai a 60-as években, hosszi sziinet utan, ismét ra-
irdnyitottdk a figyelmet a rendszerre. Lengyel és szovjet matematikusok munkés-
sdga révén kideriilt, hogy a Haar-rendszer eredményesen alkalmazhaté a fukcional-
analizis fontos problémainak megoldasdban és kitlintetett szerepet jatszik a bézi-
sok kozott. Példaul tobbek kozott kideriilt, hogy Banach-terek egy tdg osztalyéara
igaz a kovetkezd allitds: ha a szdban forgo Banach-térben a Haar-rendszer nem
feltétlen bdzis, akkor ebben a térben feltétlen bdzis nem létezik. Specidlisan az L'
térben nincs feltétlen bazis. Ezekrél az eredményrekrél nyijt részletes attekintést
Ciestelski [17] és Uljanov [82] 1985-ben a Haar emlékkonferencidn tartott el6addsa
[75].

1.2. A Faber—Schauder-rendszer

Mivel a Haar fiiggvények nem folytonosak, azért ezek nem tartoznak a C[0, 1]
fiiggvénytérhez. Faber 1910-ben a Haar-fliggvények integraljat véve bevezetett

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



HIPERBOLIKUS WAVELETEK 5

egy folytonos fiiggvényekbdl allé rendszert, amely normalé faktortdl eltekintve az
(1)-hez hasonlé alakban adhat6 meg:

pa)i= [ hOd pn(e)i= @ b)
0
(m=2"+k 0<k<2" nkeN, ze€][0,00)).

(3)

Faber megmutatta, hogy ez a rendszer bézis a [0, 1] végpontjaiban elt{ing folytonos
fiiggvények Cy[0,1] terén. Ezekhez hozzdvéve a konstans fiiggvényt és a O-ban
elt{ing linedris fliggvényt a C[0, 1] tér egy bazisét kapjuk. Megjegyezziik, hogy
ezt a bazist kés6bb (1927-ben) Schauder Gjra felfedezte, és azdta ezt a rendszert
az irodalomban Faber—Schauder-féle (F'S) rendszernek nevezziik. Ez a rendszer
nyilvan nem ortogonilis az L2-tér skaldris szorzatdra nézve. A

1
[©n, him] :=/ ondhym =0 (m #n,mneN)
0

relacié ugy interpretdlhatd, hogy a folytonos fliggvényekbdl allo FS-rendszer és
a korlatos valtozasu fliggvényekbdl all6 Haar-rendszer biortogonalis. Megjegyez-
ziik, hogy az f € Cy[0, 1] fiiggvény FS-rendszer szerinti biortogondlis sorfejtésének
részletsszegei interpoldlnak a diadikusan raciondlis pontokban [74]:

on 1

(SES D))= 3 U hiden(e) = f(2) (2= 2".0<j < 2" n e N).
k=0

3 7

2 6

1 )

0 4

Om (m=0,1,...,7) SESf (n=2,3,4)

1.3. A Franklin-rendszer

Franklin 1928-ban az FS-rendszerbdl kiindulva a Gram—Schmidt-féle ortogona-
lizécids eljardssal bevezetett egy (szakaszonként linedris, més széval els6foki spline
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fiiggvényekbdl 4116) ortonormdlt rendszert, amelyrél megmutatta, hogy nemcsak
az L? térben, hanem a C[0,1]-ben is bézis [15], [54], [74]. Az FS-fiiggvények he-
lyett m-edfoku spline fiiggvényekbél kiindulva Cliesielski [16], [17] sima ortogondlis
bézisoknak egy széles osztalydt vezette be. Ezekkel tobb, Banach [2] 1932-ben
megjelent konyvében emlitett fontos térben sikeriilt bazist szerkeszteni. Ezek-
6l Ciesielski a [17] osszefoglalé dolgozatdban ad részletes dttekintést. Bockarjev
[5] bebizonyitotta a Paley-féle egyenlétlenség megfelel6jét a Franklin-rendszerre,
kovetkezésképpen kideriilt, hogy 1 < p < oo esetén a Franklin-rendszer is feltét-
len béazist alkot az LP-terekben. Ciesielski, Simon Péter és Sjolin megmutattédk,
hogy a Z;OZO arhy Haar-sor és a Z,;“;O ay fr Franklin-sor LP-norméaban ekvikon-
vergens, ha 1 < p < 0o, mas széval a széban forgd rendszerek ekvivalens bdzisok
az LP (1 < p < o0) terekben [18] . Ez volt az elsé nem trivialis példa ekvivalens
bazisokra. Ezekrdl tovdbbi informécidt nyujt a [74] konyv 5. fejezete.

1.4. A Rademacher- és a Walsh-rendszer

A miult szdzad elején a Haar-rendszer mellett két tovabbi egzotikus rendszert
vezettek be, amelyek szoros kapcsolatban allnak a Haar-rendszerrel. Rademacher
1922-ben az

1 (z€][0,1/2))

e} = ~1 (ze(1/2,1))

r(x+1)=r(z) (x > 0)

1 szerint periodikus fiiggvénybdl kiindulva definidlta az azdta réla elnevezett
ro(z) :=r(2"2) (x€]0,1),n €N)

rendszert, amely a fiiggvénysorok konvergencia problémainak tisztdzasaban jat-
szott fontos szerepet [1], [74], [78]. Rademacher és Kolmogorov megmutattédk,
hogy a ZZOZO cnTn Rademacher-sor akkor és csak akkor konvergdl majdnem min-
deniitt, ha teljesiil a > |ca|* < oo egyiitthaté feltétel. A Rademacher-rendszer
hasznos modellnek bizonyult sztochasztikusan fiiggetlen fliggvényrendszerek vizs-
galatdban. A fiiggetlen valészintiségi valtozdkbdl alkotott sorok konvergenciajaval
kapcsolatos harom-sor tételnek az emlitett Rademacher—Kolmogorov-féle tétel volt
a kiindulé pontja.

1923-ban Walsh olyan 1, —1 értéki fiiggvényekbdl allé rendszert vezetett be a
[0,1) intervallumon, amelyre a to, () := cos(2mnz), top+1(x) = sin(27nz) trigo-
nometrikus rendszerhez hasonléan, az n-edik fiiggvény elGjelvaltdasainak szama n.
A rekurziéval definialt rendszer kezelése nehézkesnek bizonyult.

Paley 1932-ben észrevette, hogy a Walsh-rendszer (az eredetitdl eltérd sorrend-
ben) a Rademecher-rendszerbdl szérmaztathats, véve a Rademacher-fiiggvények
Osszes lehetséges véges szorzatdt. Ezek felirdsahoz, kiindulva az n € N szdm 2-es
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3 i
2 6
1 5
0 4

A Rademacher-rendszer: 7, (n =0,1,...,7)

3 7 3 7
2 6 2 6
1 5 1 5
0 4 0 4

Az eredeti Walsh-rendszer a trigonometrikus rendszer eléjelvaltasait utanozza

szamrendszerbeli el6allitasabdl, képezziik a

Wy 1= Hrj:Hr;”, n:anQjGN (n; =0,1) 4)
j=0 =0

nj=1

fliggvényrendszert, amely sorrendtdl eltekintve megegyezik a Walsh altal beveze-
tett rendszerrel, és wor = 71, (K € N). A (wp,n € N) rendszert Walsh—Paley-
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rendszernek nevezziikk és egyszerli indextranszformaciéval szarmaztathaté az ere-
deti Walsh-rendszerb6l [74]. A fenti eléallitasbol kiidulva és az Alexits Gyérgy [1]
altal bevezetett szohasznélattal élve azt mondjuk, hogy a Walsh—Paley-rendszer a
Rademacher-rendszer szorzatrendszere. Tovabbi, matematikatorténeti vonatkoza-
sokkal kapcsolatban utalunk a [69] dolgozatra.

A Walsh—Paley-féle rendszer

Az ri(z) és a wy(z) fuggvényértékek kozvetleniil kifejezhetdk az
r=Y 227" e0,1), z,=0,1
k=0

szam bindris jegyeivel:
’I"k(.r) = (_1)rka ’U)n(ﬂf) = (_1)2?:0 nkzka

kovetkezésképpen ezek a rendszerek hatékonyabban alkalmazhatdk a digitalis tech-
nikaban, mint a hagyoményos trigonometrikus rendszer. Ez a lehetoség az 1960-as
évektol kezdodden felkeltette az atviteltechnikdban dolgozé mérnokok figyelmét,
hozzajarulva a széban forgé rendszer elterjedéséhez. Ezzel kapcsolatban utalunk
Harmuth [38], [39] kényveire, valamint a [80] interju kotetre.
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A Haar- és a Walsh-rendszer az

2/’171 n n
[GZEL o e R?"*2" apy == 2_"/2104(]@2_")

ortogonalis matrix-transzformaciéval atviheté egymasba:

hon () = 27727, () 1:[ (1 + 7 (k2_”)rj(x)) =
j=0

2m 1
= Z appwanie(z) (0 <k, <2" x€][0,1)).
=0

A széban forgd harom rendszer kapcsolata mintaul szolgal jol hasznélhatd orto-
gondlis rendszerek szerkesztésére. Nevezetesen a Rademacher-rendszer helyett egy
standartizalt martingdl-differencia sorozatot, a Walsh-rendszer helyett a maringdl-
differencia sorozat szorzatrendszerét véve ortogonalis rendszereknek egy tag osz-
talyat képezhetjiik. A Haar- és a Walsh-rendszer emlitett kapcsolata mintdul szol-
galhat Haar-tipusu rendszerek konstrukciéjahoz, tovabba hatékony algoritmusok
szerkesztheték a Fourier-egyiitthatdk kiszamitdsara. A [9] dolgozatban raciondlis
martingdl differencidkbdl szerkesztettiink szorzatrendszereket és hatékony algorit-
musokat a Fourier-analizisre és szintézisre. Fzekkel a konstrukciokkal az 5. feje-
zetben foglalkozunk részletesebben.

1.5. Waveletek

A Haar- és a Faber—Schauder-rendszer egyetlen fiiggvénybél kiindulva dilatacio-
val és transzldciéval szarmaztathaté. A Haar-fiiggvények azonban nem folytono-
sak (nincsenek a C10,1]-ben), azért sima fiiggvények j6 kozelitésére nem alkal-
masak. Ciesielski a Haar-fiiggvények tobbszori integraldsaval és ortogonalizacids
eljarassal allitott el sima, jo approximaciés tulajdonsigi ortogondlis rendszereket
[16]. Az 1980-as évektdl kezd6déen Y. Meyer, I. Daubechies [20], [53], [54] stb.
munkdssaga nyoman egyre tobben foglalkoztak

Ynp(z) =222 s — k) (v € R, k,n € Z,¢ € L*(R), [|[¢]2 = 1)

alakd ortonormalt rendszerek, un. waveletek konstrukcidjaval. Ilyen rendsze-
rek szerkesztése a Haar-rendszert kivéve nehéz feladat, és a konstrukciéban a i
alapfiiggvény (anyawavelet) helyett annak ¢ Fourier-transzformaci6jabdl szokds
kiindulni. Annak ellenére, hogy a 1 altalaban nem adhaté meg explicit alakban, a
wavelet Fourier-sorok jé konvergencia és approximacios tulajdonsdgokkal rendel-
keznek, a sorfejtés részletosszegeinek magfiiggvényei jol becsiilhetdk, és a wavelet
Fourier-egytitthaték hatékony algoritmussal szamithatok.

Az alkalmazasokban kiilonosen a sima, kompakt tartoju waveletek bizonyultak
hasznosnak. A két feltétel egymads ellen hat: minél rovidebb a wavelet tartéja,
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annal kisebb a simasagdt jellemz6 Holder-kitevd. Elterjedten hasznéljak a Daube-
chies altal bevezetett, az N = 2,3,... paramétertd] fiiggé nip waveleteket [20].
A N tartéjanak hossza 2N — 1, Holder-kitevéje nagy N esetén aszimptotikusan
egyenld 0,2075 N-nel. A ¢ =x 1 in. anyawavelet a ¢ = ¢ skildzési fliggvénybdl
szarmaztathato:

2N-1

P(x) =D (1) ejp(2w + 2N —j),
j=0

ahol a ¢; egyiitthatdk a waveletet meghatdrozé szdmok. A ¢ fliggvény kielégiti a

un. skalazasi egyenletet, amely alapjan a ¢ meghatdarozhat6. Az aldbbi abrdkon
N = 2 és 6 esetén szemléltetjitk a Daubechies-féle skalazasi fliggvényt és waveletet.

Daubechies skalazasi fliggvény: N= 2 Daubechies wavelet: N= 2

Holder kitevd: 0,339

A Daubechies-féle ¢ skalazasi fiiggvény és 1 wavelet: N = 2

Az ortogonalis wavelet-rendszerek mellett ilyen tipusi biortogonilis rendszer-
eket és Riesz-bézisokat is hasznalnak. FEzek kiilondsen alkalmasak jelek haté-
kony reprezentacidjara, rekonstrukcidjara és tomoritésére. Megmutattak, hogy a
Franklin-rendszerhez hasonldéan az ortogondlis waveletek egy tdg osztalya feltétlen
bézist alkot az LP-terekben [53].
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Daubechies skalazasi figgvény: N= 6 Daubechies wavelet: N= 6

Holder kitevd: 1,432

A Daubechies-féle skéldzasi fiiggvény és wavelet: N =6

1.6. Hardy-terek

Az alkalmazédsokban az LP-terek mellett a D := {z € C : |z] < 1} diszken
értelmezett analitikus fiiggvények 24 halmaza és az ezekkel Gsszefiiggé Banach-
terek jatszanak kitiintetett szerepet. Riesz Frigyes egy 1923-ban irt dolgozataban
[67] az f € A fiiggvény 0 < r < 1 sugaru korre vonatkozé leszlikitésének véve az

2m 1/p
0= (50 [ Ireerar) - 0<p<)

integralkozepeit, bevezette azoknak az 2A-beli fiiggvényeknek az osztalyat, ame-
lyekre supg, .1 || fr|lp < co. Hivatkozva Hardynak egy 1915-ben megjelent dolgo-
zatdra [40], amelyben Hardy megmutatta, hogy ||f-|, az r monoton névé fiige-
vénye, Riesz a széban forgé fiiggvényosztalyt Hardyrdl nevezte el és a HP szim-
bélummal jelolte. A HP(D) := HP fiiggvényosztélyon az

[fllze == sup [[fr]lp
0<r<1

leképezés norma, ha 1 < p < oo és kvazinorma, ha 0 < p < 1, tovabba a HP tér
ezekre nézve teljes. Ismeretes, hogy f € HP (p > 0) esetén m.m. ¢ € R pontban 1é-
tezik az f(e') := lim,_,; f(re') peremfiiggvény, tovabba faT:={z € C: |z| = 1}
peremen az LP(T) fiiggvénytérhez tartozik, és || fllmr = ||f|lzr(ry [21], [35], [55],
[86]. A D diszken analitikus és ennek lezérdsdn folytonos fiiggvények osztdlydt
diszk algebrdnak nevezzik és az A(D) szimbdélummal jelsljiik. A Haar-rendszert a
[0,1) intervallum helyett a T-n véve, és onnan analitikusan kiterjesztve a D-re a
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HP(D) (1 < p < o) tereknek egy bazisat kapjuk. Banach a [2] monografidban
a diszk algebrét is felsorolta azok kozott a (szeparabilis) terek kozott, amelyekrol
nem tudtdk, hogy van-e bazisuk. Erre a hosszi ideig nyitott kérdésre Bockarev [5]
adott pozitiv vélaszt, a Franklin-rendszerbél kiindulva bazist szerkesztve az A(D)
téren. Ez a konstrukcié waveletekre is dtvihet6 [53].

1.7. Diszkrét id6invarians rendszerek

A Hardy-tereket nemcsak a komplex fliggvénytanban és a Fourier-sorok elmé-
letében hasznaljak széleskortien, hanem az 1960 -as évek ota kideriilt, hogy a
Banach-tereknek ez az osztalya (elsésorban a H?(D) és a H>(D) tér) az irdnyitds-
elméleti feladatok matematikai modellezésének és az operdtorelméletnek is adekvat
eszkozei [43], [68], [79].

Az irdnyitaselméletben a legegyszeriibb diszkrét rendszerek T : £2 — (2 tipusi
korlatos, linearis operatorokkal irhatdk le:

y=T(u) (u=(un,n€N), y=(y,,n€N)€’).

Az u,y € (% sorozatokat (input, output) jeleknek, az |[ullz = (3, oy |unl?)'/?
normdt az u jel energidjanak nevezziik. Az (u,,n € N) sorozat n indexét disz-
krét id6ként szokds interpretdlni. Az Gn. diszkrét, kauzdlis, idSinvaridns (angolul:
discrete linear causal and time invariant (LTI) systems) rendszerek konvolicids
operatorokkal irhatdk le:

y="Teu:=ax* u, Yn = (@ *x )y := Upag + Up—101 + - - + woa, (n €N).
Az
u— U, U(z) :=Zunz" (z e D)
neN

leképezés izometrikus izomorfia az £2 és a H?(D) Hardy-tér kozott. A rendszert
generald a sorozatnak megfelel6

A(z) = Z anz" (z € D)

neN

fiiggvényt a T, rendszer dtviteli fiigguényének nevezziik. Az (2 és a H?(D) széban
forgd izometridjaban az u — T,u operatornak az atviteli fiiggvénnyel vald szorzas
U — AU operétora felel meg. Ez utébbi #2(D) — H?(D) operator akkor és csak
akkor korldtos, ha A € H*°(D) és norméja || Al ge, azaz

[ Talleze2 = [[All o,

tovabbé a T, — A leképezés izomorfizmus az LTT-rendszerek osztélya és a H™ (D)
tér kozott [43]. Ezek alapjan nyilvdnvalé a Hardy-terek jelentésége a rendszerelmé-
let matematikai modellezésében. Innen kovetkezik, hogy ha a rendszereket gene-
ralé atviteli fiiggvények H°-normédban kozel vannak egymashoz, akkor ugyanazon
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bemenet esetén a kimenetek is kicsit térnek el egyméstol. Mas szoval a széban forgd
rendszerek kozelitésének problémaéaja az atviteli fiiggvények H°°-normédban vald
approximaciojanak kérdésére vezethetd vissza. Kézenfekvo e célbdl a diszkalgebra
valamely ortogondlis bazisat és az e szerinti Fourier-sorfejtés részletosszegeit valasz-
tani. A probléma nehézségét j6l mutatja, hogy csak 1974-ben Bockarjev [5] mun-
kdssdganak koszonhetéen deriilt ki, hogy az A(D) diszkalgebraban létezik ilyen
béazis. A [6] dolgozatban ezt a bézist hasznaltuk rendszerek kozelitésére. Azdta
tobbek kozott waveletekkel kapcsolatban is sziilettek approximacios eljardsok a
diszkalgebrén [53], [73].

A T, : (2 — (2 operdtor unitér, més széval a rendszerre érvényes az ener-
giamegmaradds, ha ||T,ullpz = |lullez (u € €2). Ez azzal ekvivalens, hogy az A
atviteli fiiggvényre minden U € H*(D) esetén [|Ul|p2(ry = [|[AU| 12(r) teljesiil.
Innen kovetkezik, hogy a T, operdtor akkor és csak akkor unitér, ha az A atviteli
fliggvényére fennall a kovetkezo:

A€ H>®(D), |A(e")|=1 (m.m.te[0,2m)). (5)

Az (5) feltételnek eleget tevd fiiggvényeket belsd figgvényeknek nevezziik. Ennek
alapjan azok az LTI-rendszerek, amelyekre érvényes az energiamegmaradas torvé-
nye a H>(D) belsd fiiggvényeivel irhatdk le.
Koénnyen verifikdlhatd, hogy a b € D és € € T paramétereket tartalmazd
z—b

— (2€C,b=(b,e) eB:=DxT)

B =
o(2) 61 — bz

figgvények D — D és T — T bijekcidk, kdvetkezésképpen bels6 fiiggvények. Ezek
véges szorzatai is nyilvanvaléan belsé fiiggvények.
Az LTI-rendszereket az x,, (n € N) visszacsatolt jel beiktatdsdval gyakran az

Tn+1 = PTn + qUnpn
Yn =TTy + su, (rg =0, n € N)

(6)

rekurziéval irjak le, ahol p, q, r, s a rendszer paraméterei. Egyszerti szamolédssal
adédik, hogy a (6) rendszer atviteli fiiggvénye p = b, ¢ = ¢(1—[b|?), r =1, s = —eb
esetén a By Blaschke-fliggvény.

Blaschke a [4] dolgozatdban megmutatta, hogy ha a b, € D (n € N) sorozatra
teljesiil az azdta roéla elnevezett

3 (1 = fba]) < 00

feltétel, akkor az €, := —b,/|by| (b, #0), €, =1 (b, = 0) vélasztés esetén a

B(z) =[] Be.(2) (z€D)
n=0
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végtelen szorzat a D minden kompakt részhalmazan egyenletesen konvergens és
B € H™ belso fiiggvény. A Byp-t Blaschke-fiigguvénynek, a B-t Blaschke-szorzatnak
nevezziik.

A b € D szdm a By fiiggvény zérushelye, a b* := 1/b szam, a b egyégkorre
vonatkozé inverzképe (tiikorképe), a By fiiggvény polusa. Innen kovetkezik, hogy
a B Blaschke-szorzatnak pontosan a b,, szamok a gyokei, méghozza azzal a multip-
licitassal, ahdnyszor a (bg, k € N) sorozatban el6fordulnak. Megforditva, ismeretes
[76], hogy barmely f € HP(D) (p > 0) fiiggvény zérushelyei kielégitik a Blaschke-
féle feltételt. Az ezekkel szerkesztett B Blaschke-szorzat tartalmazza az f zérus-
helyeit, és ezzel az f felirhaté f = Bg alakban, ahol a g € HP(D) fiiggvény nem
tiinik el a D-n és || fllar = ||g]|ar. Ez a felbontds egy 1 abszolut értéki faktortdl
eltekintve egyértelmi [67]. A tovabbi részleteket illetéen Méricz Ferenc [55] kit{ing
magyar nyelvii tankényvére utalunk.

1.8. Malmquist—Takenaka-rendszerek

A Blaschke-fiiggvényeket felhasznalva 1925-ben Malmquist [52] és Takenaka
[81] egymadstdl fiiggetleniil bevezették raciondlis fiiggvényekbdl &ll6 ortogondlis
rendszereknek egy igen tdg osztalyat a H2?(D) téren. Ezeket azéta Malmquist—
Takenaka (MT)-rendszereknek nevezziik. Ezek a rendszerek tetszéleges b, € D
(n € N) sorozattal generdlhaték és felirhatdk a kovetkezé explicit alakban:

D, (2) = V1= b |2ﬁ (:€D:=DUT, By, := By, 1),k €N)
n\Z): 1 7b > z = , Dby, = (bk,l)7 .
Ismeretes, hogy a Blaschke-féle feltétel ellentettje (amit az irodalomban Szdsz-féle
feltételnek is neveznek [68]) sziikséges és elégséges ahhoz, hogy az MT-rendszer
teljes legyen a HP(D) (1 < p < oo) Hardy-terekben és a diszkalgebran. Meg-
jegyezziik, hogy a hatvényfiiggvények (a trigonometrikus fiiggvények a T-n) az
MT-rendszerbdl az b, = 0 (n € N) vilasztdssal kaphaték. Mig a fizikai alkal-
mazasokban hasznalt klasszikus ortogondlis rendszerek [77] (a Jacobi-, Csebisev-,
Laguerre- stb. rendszerek) legfeljebb egy-két paramétert tartalmaznak, addig az
MT-rendszerekben végtelen sok paramétert vilaszthatunk meg szabadon. Ez lehe-
t6vé teszi, hogy az adott feladathoz (rendszerhez) bizonyos szempontok szerint
optimélis paramétereket valasszunk. A rendszerelmélettel foglalkozok az 1960-as
évektol kezd6ddben felismerték annak az elényét, hogy a trigonometrikus rendszer
helyett az egy vagy két paramétert tartalmazé specidlis MT-rendszereket hasznal-
jak. A b, := b,n € N konstans sorozatnak megfelel

LY (2) := 7'11__1)‘?2317( ) (2€D,neN)

MT-rendszert diszkrét Laguerre-rendszernek nevezik. Az elnevezést az indokolja,
hogy a [0,00) intervallumon értelmezett, az elméleti fizikdban fontos szerepet
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jatszé Laguerre-fiiggvények a diszkrét Laguerre-rendszerbdl Fourier-transzforméa-
ci6val szarmaztathaték. A bg, =b, ba,11 =b (n € N) specidlis MT-rendszert
Kautz vezette be LTI-rendszerek reprezentécidjara. Az MT-rendszerek irdnyitas-
elméleti alkalmazdsairdl a [43] konyvben kaphatunk részletes dttekintést. Az MT-
sorfejtések diszkretizdcidjdval és ezek alkalmazdsaival (tobbek kozott az EKG-
gorbék egyszerli reprezentacidjival) az 5. fejezetben foglalkozunk.

1.9. Martingal Hardy-terek

A Hardy-tér fogalmanak martingdlokra vald kiterjesztése mind a valdsziniiség-
elméletben, mind a Fourier-analizisben igen hasznos eszkéznek bizonyult. Ezek-
16l Weisz Ferenc [84], [85] monografidibl kaphatunk jé &ttekintést. A HP[0,1]
(1 < p < o0) diadikus Hardy-tér norméjat az f* := sup,, |E, f| diadikus maximdl-
fliggvény LP-normajdval definidljuk: |[f|zeio,1) == [f*lzejo,y (1 < p < 00).
Ismeretes, hogy a klasszikus Hardy-terekhez hasonléan HP[0,1] = LP[0,1], ha
1 <p<ooés HY0,1] C L'[0,1] valédi altér. A Haar-rendszer bazis a H'[0,1]
diadikus Hardy-térben, a Franklin-rendszer bazis a H!(T) Hardy-térben és a két
béazis egymaéassal ekvivalens. Ezeket a bazisokat felhasznéalva egy linearis homeo-
morfizmust értelmezhetiink a két tér kozott. A két Hardy-tér tovabi kapcsolatat
illetden ldsd még a [74] kényvet.

2. A Blaschke-csoport és a hiperbolikus geometria

A Blaschke-fiiggvények nemcsak Hardy-térbeli fliiggvények faktorizacidjaban
jatszanak fontos szerepet, hanem jél hasznalhatok a hiperbolikus geometria mo-
dellezésére is.

2.1. Mobius- és Blaschke-transzformaciok

Jelolje M a Mobius-transzformdciok (a lineéris tortfiggvények) csoportjat,
SL(2) = {A € C?*2 : detA = 1} a komplex kétdimenziés specidlis linedris
csoportot. Az

as1 a22 212 + 22

A— <a11 a12> s TA(Z) — w (z eC:=Cu {OO})

SL(2) — 9 leképezés csoport homomorfizmus: 74,4, = T4, © T4,, ahol o a
fiilggvénykompozicié miiveletét jeloli. Az unitér matrixok SU(2) osztalya az SL(2)-
nek egy részcsoportjat alkotjak. Minden A € SU(2) métrix

A=<§ _pq>, det A=[p*+|¢l*=1 (p,qeC)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



16 SCHIPP FERENC

alakt, tovabbd a Qg(x) = |21]? + |22? (z = (z1,22) € C?) (pozitiv definit)
kvadratikus alak invaridns az SU(2)-beli transzformdcikkal szemben:

Qp(Ar) = Qp(x) (reC? AcSU(2)).

A tovdbbiakban az SL(2) csoport

B<_pq _pq>, det B=p*— ¢’ =1 (p,q€C)

alakl métrixaibdl alkotott részcsoportja jatszik fontos szerepet. A
Qu(x) = |21]? — [22]? (x = (21, 22) € C?)

hiperbolikus kvadratikus alak ezekkel a transzforméacidkkal szemben invaridns:
Qu(Bz) = Qu(x). Ezzel sszhangban a széban forgd részcsoportot SH(2)-vel
(mésutt a szakirodalomban SU(1,1)-gyel) szokds jelolni [83]. A B — rp homo-
morfizmus az SH(2) elemeit a Blaschke-fiiggvényekbe viszi &t:

.:pz—ngz—q/p: z—b
© @+p Pl-2/p 1-bz

(b:zq/pE]D, e:zieﬂf),

r5(2) =: By(z) (2€C)

kovetkezésképpen a Blaschke-fliggvények B osztilya az 9t Mobiusz-transzformé-
ci6k egy részcsoportjst alkotjdk. A (2B,0) csoportot Blaschke-féle csoportnak
nevezziik. Az

L [2?) (L —1bP)
11—52°

1—|Bb(z)|2:( (z€D,b=(be) eB:=DxT)

azonossaghol (ldsd [41]) kovetkezik, hogy b € Besetén By : D — D, ill. B, : T — T
bijekcidk, tovdbba B, (e := (0,1)) a B egységeleme (az identikus leképezés) és
By-1 (b71 := (—be,€)) a By leképezés inverze (inverz fiiggvénye). A

Br:={Bp:b=(s,1),s€(-1,1)}, Br:={Bs:b=(0,¢),e T}
halmazok a Blaschke-csoport egyparaméteres részcsoportjai, amelyek
By = Bg cito+0) © Br1) © B(g,e—iv) (b = (re'?, e e ]B)
alapjdn generdljak a Blaschke csoportot: B = B1 o By o Br. A Br-hez tartozd

fiiggvények az [ := {z € D: —1 < Rz < 1,3z = 0} halmazt 6nmagdra képezik és
az 1 és —1 pontokat helyben hagyjak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



HIPERBOLIKUS WAVELETEK 17

w=B_a(z

A Blaschke-leképezés

A D diszk a
|21 — 2|
=———- =B, , D
p(z1, 22) TN Bz, (21)] (21,22 € D)
un. pszeudohiperbolikus metrikdval teljes metrikus teret alkot, és ez a metrika inva-
rians a Blaschke-leképezésekkel szemben:
p(Bo(21), Bo(22)) = p(21,22) (21,22 €D, b € B). (7)
Ez a
Bb(Zl) - Bb(Zg) - Z1 — 22 1-— bzg

B - = 21,20 €D,b = (b,e) €B
I B Bol)  1—mima1 B 172 (b,e) € B)

azonossag kovetkezménye [22], [41]. A (7) tulajdonsdg jellemzi a Blaschke-fiigg-
vényeket.  Nevezetesen, a Schwarz—Pick-lemma szerint minden f € H>*(D),
[fllec <1 fiiggvényre p(f(21), f(22)) < p(z1,22) (21,22 € D), és az egyenlBség
akkor és csak akkor &ll fenn, ha f Blaschke-fiiggvény [22].

A b — By leképezés egy csoportstrukturat indukdl a B paraméter tartoményban,
tovabba

30b=(Bp-1(2),(me-1(2)) (me(2) : _1—2b

Sl b=(be),5=(2¢) €B).

Innen nyilvanvalé, hogy a (3,b) — 3 o b™! csoportmfivelet folytonos a B tér
QQ(bl, bg) = |b1 — b2| + |1 — €1€2| (b] = (bj,&j) S IB) (euklideszi) metrikéjéban,
kovetkezésképpen (B, o) lokdlisan kompakt, folytonos csoport.

A By:T =T (b= (re,e?) € B) bijekcié a T peremen felirhaté

By (€") =P ™ By(t) = o+ 0+7,.(t—0) (t€R) (8)
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alakban, ahol a 7, fiiggvény a Poisson-féle magfiiggvény integrélfiiggvénye [63]:

(1) = /0 P.(7)dr = 2arctan(c(r) tant/2)

(c(r)y:=(14r)/(1—7),r€]0,1),t €R).

(9)

2.2. Hiperbolikus geometria

A Blaschke-csoport azonosithaté a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria Poin-
caré-féle (PK) kormodelljében az egybevigdsdgi transzforméciék csoportjdval.
A modell egyenesei a I intervallum Blaschke-fiiggvények altal létesitett képei:
lp ;= {Bp(I) : b € B}. Ezek egybeesnek a T-t merblegesen metszd korsk és egyene-
sek D-be esd {veivel, ill. szakaszaival. A By(1), By(—1) € T pontokat az [, egyenes
végtelen tévoli pontjainak, az I := [s1, s2] C I intervallumok By (I) képeit (hiper-
bolikus) szakaszoknak nevezziik. Kénnyen igazolhatd, hogy lp, = lp, akkor és csak
akkor, ha valamely B € 9B fiiggvényre By, = By, o B teljesiil, kovetkezésképpen
a PK egyeneseinek osztdlya azonosithaté a 2B /By jobb oldali mellékosztdlyokkal.
A p mellett a

1 1+ p(z1, 22)
* := arth =—In|————=
p* (21, 22) = arth p(z1, 22) n (1 e P

5 ) (21,22 € D)

hiperbolikus metrika jatszik kitiintetett szerepet. Bebizonyithaté, hogy a p*-ra
vonatkozé haromszog-egyenlétlenségben a p* (21, 22) = p*(21, 23)+p* (23, 22) egyen-
16ség akkor és csak akkor all fenn, ha z3 a z1, 29 hiperbolikus szakaszon van.
A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometrianak tobb egymassal ekvivalens modellje
ismert [19]. A Poincaré-féle félsik (PS) modell a kérmodellbél a
i—z

T(z) = (€ C)

Caley-féle transzformdciéval szarmaztathaté. A széban forgd bijekcié a
Ct :={z € C: 3z > 0} félsikot a D-re, az R-et a T\ {—4} halmazra képezi és
Y(t) = e¥arctant ¢ T (¢ ¢ R) . A Blaschke-fiiggvényeknek a
z—b° 1+b
Bg(z) := Bp(Y(2)) = ¢ —— zE(C,b°::T_1b7e°:—e>
6= B =S ( )¢ =~
fiiggvények felelnek meg a félstkon. A félsik modell egyenesei a {T1(lp) : b € B}
alakzatok, a valds tengelyt merdlegesen metszé C-ba esO korivek, ill. félegyenesek,
az egybevagésagi transzformacick a Y=' o By o T (b € B) leképezésekkel frhatok
le.
A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria Cayley—Klein-féle (CK) modelljében az
egyenesek az euklideszi egyenesek D-be es6 szakaszaival egyenlék. Ezek a Poincaré-
modell egyeneseibol egyszeriien szarmaztathaték az [, hiperbolikus egyenesnek
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megfeleltetve a végtelen tavoli pontjait 6szekotd Iy, euklideszi szakaszt. Ez a meg-

feleltetés leirhato a
2z

Yz) = 1+ |22

fiiggvénnyel. Nevezetesen egyszeriien igazolhat6, hogy ¢ : D — D bijekcié, amely-
nek inverze :71(2) = z/(1 ++/1—|22) (z € D), 1(2) = 2z (2 € T), tovéabba ¢ a
PK-modell egyeneseit a CK-modell egyeneseibe viszi at, ui. ¢ : I, — I bijekcid.
Az T és az 1 leképezések egy-egy pszeudohiperbolikus, ill. hiperbolikus metrikat
indukalnak a PS-, ill. CK-modellen. Az aldbbi abrdkon a Poincaré-féle kor- és sik
modellben négy-négy egymasnak megfelel6 hiperbolikus egyenest szemléltettiink.
Piros szinnel egy-egy K, ill. K’ kézépponti hiperbolikus kort rajzoltunk fel.

(zeD)

Poincaré-féle kormodell Poincaré-féle sikmodell

A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria modelljei

3. Wavelet-, Gabor- és voice-transzformacio

A wavelet-transzformacié folytonos valtozatanak értelmezéséhez, kiindulva egy

1 € L?(R) alapfiiggvénybél, az tn. anyawaveletbdl, dilataciét és transzlaciét alkal-

mazva vezessiik be a
y \/ﬁ

fliggvénycsaladot. Ezzel a magfiiggvénnyel képzett

Wy f)(p,q) = %/Rf(w)ﬁ((x —q)/p)dx = (f,hpg) ((pq) €L, f € L*R))

(x €R, (p,q) €L :=(0,00) x R)
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integraloperatort wavelet-transzformdcionak nevezziik. Ismeretes, hogy a -re
vonatkozo elég dltalanos feltételek mellett az f fliggvény rekonstrualhaté a wavelet-
transzforméltjabdl és érvényes ra az energiamegmaradast jelenté Plancherel-for-
mula megfeleldje.

A W, transzforméciéra, a trigonometrikus Fourier-transzformaciéhoz hason-
l6an, csoportelméleti interpretacié adhaté, kiindulva az R szdmegyenes

lo(z) ==pr+q (z€R, a=(p,q) €l)

affin leképezéseinek £ osztélydbdl [70]. Az £ fiiggvénycsaldd zért a o fiiggvény-
kompozicié miiveletére nézve, tartalmazza az e := (1, 0)-nak megfelel$ ¢, identikus
leképezést, tovabbd az a=! := (p~!, —gp~!) € L elemnek megfelel$ £-beli fiiggvény
az {, inverz fiiggvénye: £,—1 = ;1. Az (£, 0) csoportot affin csoportnak nevezziik.
Az LL halmazon bevezetve az

a:=ajody = (pip2, 1 +p1g2) (a;:=(pj,q;) €L,j=1,2)

csoportmiiveletet egy, az affin csoporttal izomortf (L, o) csoportot kapunk, tovabbd
by = g, 0 ly,. Az L tér szokdsos topoldgidjdban a csoportmiiveletek folytono-
sak, kovetkezésképpen (L, o) egy (nemkommutativ, lokdlisan kompakt) topologi-
kus csoport.

A wavelet-transzformécié leirhat6 a

Weth 1= ;ﬁw ol (a=(p.q) €L, v € LX(R))

operatorsereggel:
Wuf)(@) = {f,Way) (a=(p,q) €L, f,9 € L*(R)). (10)

Egyszertien verifikdlhat6, hogy a W, : L2(R) — L?(R) (a € L) operdtorsereg az
(IL, o) csoport egy unitér reprezentdcidja az L?(R) téren, azaz

Z) HWuz/}H = ”11)”7 ”) Wa, (Walw) = Wayoa, ¥ (av ap,a2 €L, ¥ € L2(R)) ’

tovabba a reprezentacié folytonos a kovetkezd értelemben: minden ¢ € L2(R)
figgvényre

iii) |[Wa, v — Wl = 0, ha a, —a (n— o00).
Az (L, o) helyett ennek az (Lg,0),Lo := {(27™,k27") : k,n € Z} diszkrét rész-
csoportjat véve a Haar—Fourier-egyiitthaté altalanositdsaként a wavelet-transz-

formacio

Wy f) (27" k27") = @/R fx)y 2"z — k) dx (k,n € Z)
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diszkrét véltozatat kapjuk. Utalva az affin csoporttal valé kapcsolatra a W,
leképezést affin wavelet-transzformdcionak is szokas nevezni.

Ez a modell mintaul szolgalhat hasznos fiiggvénytranszforméciok szerkeszté-
séhez. Az affin csoport helyett egy (G, ) lokalisan kompakt topoldgikus csoportot
és annak egy V; : H — H (g € G) unitér reprezentéciéjat véve a (10)-hez hasonléan
értelmezett

Vo)) = (£, Ve¥) (9€G, [y eH) (11)

leképezés korlatos linearis operator a H Hilbert-térrol a G-n értelmezett folyto-
nos, korlatos fiiggvények C(G) terére. A Vy, leképezést Feichtinger és Grochenig
nyomén a (Vy, g € G) reprezentacié éltal generdlt voice-transzformdcionak nevez-
ziik [27], [28]. Akkor mondjuk, hogy a széban forgd reprezentdcié irreducibilis, ha
nincs valédi zart invaridns altere, azaz barmely ¢ € H,v # 6 elemre V¢ (g € G)
zart rendszer a ‘H térben. Bebizonyithatd, hogy irreducibilis reprezentdcio ese-
tén a voice-transzformdcid injektiv [42]. Jelolje m a G csoport egy balinvaridns
Haar-mértékét és L2 (G) az m mérték dltal generalt Hilbert-teret a G csoporton.
Azokat a ¢ € H elemeket, amelyekre Vy,(H) C L2,(G) teljesiil, megengedett ele-
meknek nevezziik. A megengedett elemek H(y halmaza strii a H térben, tovabbé
Y € Ho,p # 6 akkor és csak akkor, ha V1 € L2 (G). Bebizonyithatd, hogy van
olyan C': Hy x Ho — R pozitiv definit kvadratikus alak, amelyre

Vo f1, Vs f2) 12 @) = C(1,92)(f1, fo)n (f1, f2 € Hotbr,¥2 € Ho)

teljesiil [36]. Ez a Plancherel-tétel voice-transzformaltra vonatkozé analogonjanak
tekinthet6. Specidlisan, ha a G csoport unimoduléris, azaz minden balinvarians
mérték egyben jobbinvarians is, akkor egy C7 abszolit konstanssal fennall a

IV fllz, @) = Cillbllullflln (f €H, f € Ho)

egyenléség, kovetkezésképpen ||1]ly = 1/C vélasztds esetén a voice-transzformé-
ci6 unitér [42]. Ez nemcsak azt jelenti, hogy igen dltaldnos feltételek mellett érvé-
nyes a Plancherel-tétel megfeleléje, hanem ezzel minden konkrét esetben a formula
specidlis alakjara is magyarazatot kapunk, megvilagitva a G csoport szerepét.

A Gdbor Dénes altal 1946-ban bevezetett transzformaécio is specidlis voice-
transzformacioként szarmaztathatd, kiindulva a Heisenberg-féle csoport egy speci-
alis reprezentacidjabdl. Erre utalva a szoban forgé leképezésre a Gdbor-transzfor-
mdcid mellett a Weyl-Heisenberg wavelet-transzformdcio elnevezés is hasznélatos.
Az affin- és a Heisenberg-csoport esetén felirva a Haar-mértéket, jellemezhetok
a megengedett fliggvények és explicit alakban megadhaték a Plancherel-formula
megfelel6i [42].

4. Hiperbolikus waveletek

A hiperbolikus geometria Poincaré-féle modelljében az egybevagdsagi transzfor-
mécidk a (B, 0) Blaschke-féle csoporttal irhaték le. Az (affin) wavelet-transz-
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formacié mintdjara a Blaschke-csoport unitér reprezentécidival értelmezett voice-
transzformécidkat hiperbolikus wavelet-transzformdcicknak nevezziik. A Blaschke-
leképezések bijekciék mind a diszken, mind a téruszon. A By := {Bp : b € By},
By := {(r,1) € B:r € I:= (—1,1)} részcsoport elemei bijekcidk az I intervallu-
mon. Jeloljiikk I-vel a D, I, T halmazok barmelyikét és A;-vel a Lebesgue-mértéket
az I halmazon. Legyen tovdbbd By = B, ha I € {D, T} és B = By, ha I = L.
Ekkor a By, (b € By) leképezések bijekcidk az I halmazon.

Az unitér reprezentécié értelmezéséhez felhasznéljuk az L3 (1) Hilbert-teret és
bevezetjiikk a

VIl f = (B, foByr (feL3,(I), bEB,, sER) (12)

leképezéseket, ahol B’ a B fiiggvény derivaltjat jelsli [62], [63], [64], [70]. Meg-
mutatjuk, hogy a Vb[sl (b € By) leképezések homomorfizmusok. Valéban, a fenti
definicié és a kozvetett fiiggvény differencidlasi szabalya alapjan

r 15/2
Vit = |(Buyr o Byt ) } fo(ByroBy) =

r , s/2 , s/2
=[(BivoBo)| " [Bia] (FoBys) o By =

=[] ()™ gom] ) e =i (1)

Legyen s(I) az I halmaz dimenzidja, azaz s(I) =1, ha I € {I, T} és s(I) = 2, ha
I =D. Megmutatjuk, hogy Vb[s([)] (b € By) unitér operédtor a H = L%\I (I) Hilbert-
téren. Valéban az I halmazon a w = By(z) helyettesitést alkalmazva és a d\r(w) =
= |By(2)|*1) dA;(z) transzformécids formula, valamint a Bj_, (By(2))Bg(z) = 1
(z € I) azonossag alapjan

[V e[, = [ 1B D1 By ) P s () =

- /1 | B-1 (Bo ()11 f (By-1(Bo (2)))1?| By ()" di (2) =

- / FEP M) = 113

Az I halmaz analitikus fiiggvényeib8l all6 #(1) := L3 (I)NA tér a L3 (I) Hilbert-
tér zart altere, amely I = T esetén a H?(T) Hardy-térrel, I = D esetén a B2(D)
Bergman-térrel egyenlé. Innen kovetkezik, hogy a széban forgd reprezentacidk a
H2(I) tér barmely ortogonalis bazisat ortogonalis béazisba viszik at. Specidlisan
I € {D, T} esetén az e,(z) = 2" (z € I,n € N) ortogonalis bézisbdl az

s(I)

VI— b2

LY (2) = (Vb[sﬂﬂen) (2) = <1b|> Bi(z) (b= (b,1) €Bj,z€I,neN)
— 0z
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diszkrét Laguerre-rendszert kapjuk a Hardy-, ill. a Bergman-téren. Az L2(I) tér
Legendre-bazisara alkalmazva a széban forgd transzformacidkat a b € I paramé-
tertdl fligegd, racionalis fiiggvényekbdl all6 ortonormalt rendszereknek egy egypa-
raméteres osztalya szarmaztathato.

A (12) unitér reprezentécié dltal generdlt

Vel)(b) = (£ D) (f0 € 13,(1) (13)

voice-transzforméciét hiperbolikus wavelet-transzformdcionak, a Vb[s(l)]w fiiggvé-
nyeket hiperbolikus waveleteknek nevezziik.

Bebizonyithatd, hogy I € {ID, T} esetben a V(DI reprezentacié irreducibilis a
H2(I) téren, kivetkezésképpen az altala generdlt Vy, hiperbolikus wavelet transz-
formdcié injektiv. A [63], [64], [65] dolgozatokban a széban forgd esetekben vizs-
galtuk a H2(I) megengedett elemeit és megadtuk a Plancherel-formula megfelelit
a hiperbolikus wavelet transzforméltra. Példaul I = D, azaz a H2(I) = B*(D)
Bergman-tér esetén megmutattuk, hogy minden 1) € B?(D) megengedett, tovabbs

Ve f]

r2,®) = cl¥lszm) I fll52m).
ahol ¢ abszoltt konstans és m a (B, o) csoport Haar-mértéke, amely explicit alakban
adhaté meg.

A [64], [65] dolgozatokban el8éllitottuk a Vb[z] reprezentacio
tinn(B) == <Vb[2]en,em> (m,n € N)

métrixat az e, (n € N) bdzisban. Ezen az tuton eljuthatunk az optikdban és
a cornea topografidban alapvetd szerepet jatszé Y.:(r, ) Zernike-fiiggvényekhez.
Nevezetesen

—1 m\/1_72 m—n 7
(\/73_|_T+Iyrlnin{ml,n} (r,o) (b= (re'?,1) €B).

Ennek alapjan levezetheték a Zernike-fliiggvények ismert tulajdonsagai, tobbek
kozott az addiciés képletek. A hiperbolikus wavelet-transzforméciéra vonatkozo
eredmények kiterjeszthet6k olyan reprezentacidkra, amelyekben az Lil (I) terek
helyett a dur(z) = (1 — |2|?)%dA;(z2) (I = D,I) mérték altal generalt stilyo-
zott Hilbert-térbél indulunk ki [56],[57],[58],[59]. Diszkrét hiperbolikus waveletek
konstrukeiéjardl, ezekkel kapcsolatos multirezoliiciérdl a [29], [30] dolgozatok nytj-
tanak betekintést. A Zernike-fiiggvények diszkretizdcidjdval a [62] dolgozatban
foglalkoztunk. Ezt alkalmaztuk cornea feliiletek matematikai lefrdsdban [24], [25],
[26].

tmn (TeiSD) =
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5. Alkalmazasok

Ebben a pontban a hiperbolikus wavelet-transzformécié néhany alkalmazasat
mutatjuk be.

5.1. Pdlusok, sajatértékek, identifikacio

A hiperbolikus wavelet-transzforméacié felhasznalhaté raciondlis fiiggvények
pOlusainak, matrixok sajatértékeinek meghatarozasara és rendszerek identifika-
ciéjara. Ehhez a H?(T) Hardy-tér e,(z) := 2" (n € N, 2z € C) bézisfiiggvényeivel
képzett L,, := Ve[i] hiperbolikus wavelet-transzforméltakbél (a diszkrét Laguerre—
Fourier-egyiitthatékbdl) indulunk ki:

(Lo f)(b) = <f, Vb[l]en> =(f,I") (neN, b=(b1)cB).

A H?%(D) elemeihez a D-n analitikus fiiggvényekb6l all6 Lf := (L, f,n € N) soro-
zatokat rendelve egy tobb vonatkozasban is jol hasznédlhaté leképezést definia-
lunk. Példdul a széban forgd sorozat ¢2 norméja konstans fiiggvény a diszken:

LA Oz = 1 Fllm2m) (b€ D). A

(L1 f)(b)
(@) = ——57 (neN) (14)

(Lnf)(b)
nemlinedris funkcionalsorozat felhasznalhaté racionalis fiiggvények polusainak
kiszdmitdsdhoz. Az elemi raciondlis fiiggvényeket célszeri f(z) = 1/(1 — az)"

(2 € T,a € D) alakban felvenni, ahol az a € D paraméter az f fiiggvény o* = 1/a
pOlusanak az egységkorre vonatkozd tiikorképe. Ennek alapjan az a paramétert
az f elemi raciondlis fiiggvény n-edrendli inverzpdlusdnak nevezziik. Ismeretes,
hogy minden valédi racionalis fiiggvény el6allithaté elemi raciondlis fiiggvények
linedris kombindcidjaként. Soumelidis észrevette, hogy n = 1 esetén a (14) sorozat
allandd, amelynek abszolit értéke az a,b € D pontok r = p(a,b) pszeudohiper-
bolikus téavolsagaval egyenld, kovetkezésképpen az a € D pont a b kézéppontu, r
sugarui hiperbolikus korén van. Ha f olyan valddi racionalis fiiggvény, amelynek
a; (i=1,2,...,N) inverzpdlusai D-be esnek, akkor kivételes b € D pontoktdl el-
tekintve létezik a (14) sorozat hatérértéke. Ez a tulajdonsag felhasznalhaté az a;
inverzpdlusok kiszamitasara. Ezt szemléltettiik az alabbi dbran harom egyszeres
inverzpolus esetén. Az egységkorrrel koncentrikus kor feltiintetett b pontjaiban
meghatdroztuk az r, := lim, . |(Qnf)(b)| sugarakat, és felrajzoltuk a b kozép-
pontu, r, sugaru hiperbolikus korcket.
Bebizonyithatd, hogy az a;,a; hiperbolikus szakaszok

Dij = {b eD: p(bv ai) = p(bv a’j)}

hiperbolikus felezémerdlegeseinek pontjaitdl eltekintve a (@, f)(b) (n € N)sorozat
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minden b € DD pontban konvergens és a hatarérték D egy legfeljebb N-elemi
részhalmaza. Legyen ui.

Dy := U1<i<j<NDij7 D, = {b eD: p(b, ai) > max p(b, a])} .
- T 1<j<n,j#i

»

o8
7

i

':"": )
(i \

\"g \
i
‘:“:'-‘ "ill"\{' \ ||" i

ot

oo

Y
A

-1 £ = s -az L]

Az inverzpdlusok meghatdrozéasa Soumelidis médszerével

Ekkor a D; (1 < i < N) halmazok paronként diszjunktak és D = Up<;<nD;.
Bebizonyithatd, hogy minden b € D; pontban a (@, f)(b),n € N) sorozat ugyan-
ahhoz a b; € D szdmhoz konvergal és ebbdl a; egyszeriien rekonstrualhato:

bi = (Qf)(b) == (Qnf)(b), By (b)) =a; (beD;1<i<N).

Egyszeres polusok esetén a

lim

n—oo
i(b) = j i i1 <1<

a:(b) 18%?32#’0(6’ a;)/p(b;a;) (b€ D;,1<i<N)
szdmok a konvergencia sebesség mérésére is felhasznalhatdk [71]:
[bi = (@nf)(b) = O (' (b)) (b€ Diyn — o0).

To6bbszoros gyok esetén a konvergencia sebessége: |b; — (Qnf)(b)| = O(1/n).
Az aldbbi dbrédkon két, ill. harom inverzpdlus esetén szemléltetjiik a hiperbolikus
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felezémerdleges altal 1étesitett, kiilonb6zé szinit D; tartomédnyokat. A tartomé-
nyok bérmely b € D; pontjabdl kiindulva a (@, (b),n € N) sorozat ugyanahhoz a
b; = By(a;) szdmhoz konvergél. A konvergencia sebességet szinskalat hasznédlva a
jobb oldali abrakon szemléltetjiik.

Megjegyezziik, hogy az inverzpdlusok elhelyezkedésétdl fiiggben eléfordulhat,
hogy valamely i-re a D, halmaz iires. Ilyenkor az a; pélust rejtézkédonek nevezziik.
Az ismertetett eljarassal az

(SF)(b) := B, * (Qf) (b) (b€ B\ Dy)

nemlinedris operatort felhasznalva az f raciondlis fliggvény rejt6zkod6 pélusait
kivéve, valamennyi p6lusa megkaphat6. Az igy kapott pélusokat levalasztva és az
eljdrdst megismételve megkaphatjuk az f valamennyi pélusat [10], [11], [12].

A most ismertetett eljarashoz hasonlé algoritmus szerkesztheté métrixok sajét-
értékeinek kiszamitasara. Tegyiik fel, hogy A € CN*N métrix Ai,..., Ay sajat-
értékei a D-be esnek. Tetszbleges xo € CV vektorbdl kiindulva az tin. Mises-féle
iterdciét alkalmazva képezziik az

Tpy1 = Az, €CY  (n€N)

sorozatot. Ez a rekurzi6 specidlis diszkrét idinvaridns rendszerként is felfoghaté.
Az algoritmust ebben a specialis esetben mutatjuk be, megjegyezve, hogy a mod-
szer tetszOleges idGinvaridns diszkrét rendszerre kiterjeszthet6. Jelolje

F(z):= Z zn2" (2 €D)
n=0

a rendszer atviteli fiiggvényét. Az F: D — CV fiiggvény analitikus és

Innen kovetkezik, hogy az atviteli fiiggvény felirhato

F(z)=(I—-2A)"'zy (2€D)
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alakban. Az F a D zéart diszken analitikus racionalis fiiggvény, amely az A métrix

pa(z) = H(z—)\j)”j (zeC,m <N,y +---+v,; <N)

j=1
minimélpolinomjaval kifejezhet6

F(z) = Z

=1 k=0

I/j*l

Zk
(EEPYEL

alakban, ahol a h;;-k a p4 minimalpolinom gyokei altal generdlt Hermite-féle inter-
polaciés alappolinomok. Az F fiiggvény F}; koordinatdira alkalmazva az el6bb
ismertetett eljarast megkapjuk a nem rejtozkodo a; = A; inverzpdlusokat, ill. sajat-
értékeket [72].

5.2. Diszkrét ortogonalis rendszerek

Ortogonalis sorfejtések gyakorlati alkalmazasaiban mindig a rendszer valamely
diszkretizalt valtozatat hasznaljuk. FEz azt jelenti, hogy az eredeti ¢, : I — C
(n € N) folytonos rendszer helyett elsé N tagjédnak az I intervallum egy N elemfl
I részhalmazara vonatkozo lesziikitéseit tekintjiik. A diszkretizacos eljaras akkor
lesz jol hasznalhatd, ha a diszkrét rendszer az I valamely

[f.gln = Z f@gt)vn(t) (vn(t) > 0)

teln

diszkrét skalaris szorzatara nézve ortonormalt marad, azaz
[@na‘pm]N = 0mn (O <m, n< N) (15)

Az ilyen eljarasokat ortogondlis diszkretizdcionak nevezziik. Ebben az esetben a
diszkrét Fourier-sorfejtés N-edik részletosszege elééllitja a kifejtett fiiggvényt az Iy
pontjaiban, kdvetkezésképpen ezzel egyuttal egy interpolécids eljarast is kapunk.
A trigonometrikus rendszerb6l az I = [0, 27) alapintervallum ekvidisztans feloszta-
saval szarmaztathatjuk a diszkrét trigonometrikus rendszert.

A Malmquist—Takenaka-rendszerek ortogonalis diszkretizaciéjahoz abbdl indu-
lunk ki, hogy a Blaschke-fiiggvények a trigonometrikus rendszerbdl argumentum-
transzforméciéval szarmaztathatok:

By (") =W By(t) =+ 7(t—p) (t€R,b=re¥ €D),

ahol 7, a Poisson-féle magfiiggvény integralfiiggvényével egyenls (14sd (8),(9)).
Innen kovetkezik, hogy az MT-rendszerek tagjaiban szereplé Blaschke szorzatok
eloallithatok

N1 , , 1
H Bbk (ezt) _ etN@N(t)’ 9N(t) = N Z Bbk (t)
k=0 k=0
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alakban, ahol 0 : R — R szigoriian monoton névd fiiggvény, amelyre 0y (t + 27) =
=0On(t )+27r (t € R). Az MT-rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényei, a trigonomet-
rikus rendszerhez és az ortogonalis polinomokhoz hasonléan, zart alakban irhaték
fel [43], [60]:

N-1 N-1 -
> o)) - Do 2oL (o ().

<.

Innen koévetkezik, hogy a
Ty = {21 = €™ : 73, := Oy (to + 2k7/N), 0 < k < N}

halmaz pontjaiban:

N-1 - Nl |b; |2
> @i (2k)®(20) = drehn(zk),  An(2)=> —L— (0<k(L<N).
j=0 =0 |1_bjz|2

Ez azzal ekvivalens, hogy az aji := ®;(z1)/v/An(2k) (0 < j,k < N) métrix
ortogonalis, kovetkezésképpen

N—

—

N-1
QpfQlgl = Z (ﬁr(zk)Es(Zk)/AN(zk) = 67”5-
k=0

k=0

Ezzel a Iy := Ty halmazon a vy = 1/Ay stlyfiiggvénnyel az MT-rendszereknek
egy (15) alaki ortogondlis diszkretizaciéjat kaptuk. Ezeket az eredményeket az
[23] dolgozatban atvitték a félsikra.

A diszkrét MT-rendszerek alkalmazasaval a jelek alakjabdl kiinduld, adaptiv
interpolacios eljarasokat szerkeszthetiink. Az alabbi dbréakon a Ty halmazt és a 0
fiiggvényt szemléltetjiik. A polusok vélasztasdtdl fiigeg a Ty pontjainak eloszldsa.

Ez az eljarés jol hasznalhaté EKG-gorbék interpolédcidjara, amit az alabbi abran
szemléltetiink [31]. Jol lathatd, hogy ott, ahol a fiiggvény gyorsabban valtozik,
ott slirlibb felosztast alkalmazunk. A t, paramétert ugy valaszthatd, hogy a gorbe
maximumbhelye a csomépontok kozott legyen. Az optimélis approximéciot eredmé-
nyezd polusok meghatarozasara szolgald algoritmusokat a késébbiekben vazoljuk.

Megjegyezziik, hogy a Christoffel-Darboux-formulabdl hasonlé médon adédik
av:I — (0,00) silyfiiggvényre ortogonolélis P¥ (n € N) polinomrendszer egy
ortogondlis diszkretizdcidja [77]. Nevezetesen az Iy halmaznak a PY gyokeit vé-
lasztva a ¢, = PY (0 < n < N) fiiggvényekre fennall a (15) diszkrét ortogonalitdsi
reldcid, ahol ebben az esetben vy (t) (t € Iy) a Christoffel-Darboux-féle szdmokat
jelentik. Ezeket az elveket alkalmaztuk Zernike-fliggvények ortogonalis diszkreti-
zacidjaban, tovabba egyéb diszkrét ortogondlis rendszerek, approximacids és inter-
polécids eljarasok szerkesztésében. Az igy kapott eredmények jol hasznalhatok a
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A Ty halmaz A Oy fiiggvény

EKG-gorbe kozelitése diszkrét MT-sorfejtéssel
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szem szaruhartyaja, a cornea feliiletének matematikai lefrasara és a gombfeliileten
értelmezett fiiggvények kozelitésére [25], [26], [61], [62].

5.3. Diszkretizacié és elektrosztatikai egyensiily

Az MT-rendszerek és az ortogonalis polinomok szamos hasonlé tulajdonsiggal
rendelkeznek. A klasszikus ortogondlis polinom gyokei egy elektrosztatikai egyen-
stillyal hozhaték kapcesolatba [77]. Hasonld interpretdcié adhaté a T diszkretiza-
ci6s pontrendszerre [60]. Nevezetesen legyen

N

()= [] (=~ by).
=0

=
wo(z2) := H (1—0b,2),

=0

w(z2) := Wi (2)w2(2) —wh(2)wi(z) (2 € C).

=

(16)

<

Ekkor a 2(N —1)-edfokt w polinomnak barmely A € C gyokével egyiitt a \* := 1/\
szam, a A T-re vonatkoz6 tiikorképe is gyoke, ugyanazzal a multiplicitassal. Jelolje
A €D (kE=1,...,8) az w fiiggvény D-be esd, paronként kiilonbozd gyokeit és
legyen my, a A\, multiplicitasa. Ekkor fenndll a kovetkez6 egyensilyi feltétel:

N 1 1< m; m;
§ :f§ J J =1,2,...,N). 17
Zn— 2K 24 <znx\j+zn/\"?> (n=12,....,N) (17)

k=1,k#n j=1 J

Az aldbbi dbran a diszkrét Kautz-rendszernek megfeleld by = b, by =be D
esetben szemléltetjiik az egyensilyi helyzetet, ahol mg =mq, =7, N = 14. Ebben
az esetben a 2N — 2 = 26-odfokd w polinomnak a by, b1, b, b szdmok 6-szoros
gyokei, amelyeket az dbrdn a multiplicitdssal ardnyos sugard (vildgos- és sotétkék
szinll) korokkel, a maradék A és A* egyszeres multiplicitdsi gyokpart a mulipli-
citdassal ardanyos fekete szinl korokkel szemléltetjiik. A T pontjait sarga szinnel
tiintettiik fel.

Specidlisan by = --- = by_1 = b esetén az w polinomnak a b és b* szamok
(N — 1) multiplicitdst gyokei és ebben az esetben az egyenstlyi egyenlet:

N
1 N -1 1 1

> =— ( -+ b*> (n=1,2,...,N).

k=1, ktn Zn — %k Zn — Zn —

Ez utébbi két egyenlet elektrosztatikus egyensilyi feltételként interpretalhato. Az

1 1 Zn — Zk
Fnk pr— p—
Zn —Zk |20 — 2k| |20 — 2]
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Txn pontjai Kautz-rendszer esetén

kétdimenzids vektor olyan két azonos eléjelii, egységnyi toltés kozott fellépo taszitod
erovel egyenld, ahol a Coulomb-erd a toltések tavolsdganak reciprokaval ardnyos.
A misodik egyenletet interpretalva helyezziink el N egységnyi toltéssel rendelkezd,
az egységkoron szabadon mozgd részecskét és rogzitsiink a b és b* pontokban egy-
egy (N — 1)/2 toltéssel rendelkezd részecskét. Az ezek altal kifejtett erdket kiilsd,
a mozgo toltések dltal kifejtett eréket belsé er6knek nevezziik. A (17) egyenlet azt
fejezi ki, hogy minden z, részecskére hato kiils6 erdk eredéje a ra hatd belsé erdk
ereddjével egyenlo.

¢
. /
y o .
- gl 11 a

Ty pontjainak elektrosztatikus interpretacidja
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5.4. MT-sorfejtések szummacidja

Az MT-rendszerek diszkrét valtozatat rendszerek identifikdciéjaban, EKG-gor-
bék approximéciéjaban és tomoritésében hasznaltuk. Az elsé problémakorrel 6ssze-
fliggésben megemlitiink két eredményt, amelyek periodikus MT-rendszerek szerinti
sorfejtések (specidlisan diszkrét Laguerre- és Kautz-sorok) szummaciéjaval kapcso-
latosak. El6fordulhat, hogy a széban forgd sorfejtések, a trigonometrikus Fourier-
sorokhoz hasonléan, még folytonos fliggvény esetén sem konvergilnak. Ennek a
hatranynak a kikiiszobolésére szummdcios eljardsoknak egy széles osztalyéat (az
un. f-szummécidkat) alkalmazva megmutattuk, hogy folytonos fiiggvények perio-
dikus MT-rendszer szerinti f-kozepei egyenletesen konvergalnak. Hasonld eredmé-
nyeket igazoltunk diszkrét sorfejtésekre periodikus MT-rendszerek esetén [7],[8],
[13].

5.5. EKG-gorbék approximacidja

A trigonometrikus rendszerhez hasonléan by = 0 esetén a ®_,,(2) = ®,(2)
(z € T,n € N) fiiggvények hozzavételével az MT-rendszer kiegészi thetd az L%(T)
téren ortonormadlt rendszerré. Ekkor az R®,,, 3P,, (n € N) valds rendszerek is orto-
gondlisak az L?(T) téren. Az EKG-gorbéket 27 szerint periodikus fiiggvényekkel
modellezziik. Tipikus szakaszai (pl. az tn. QRS-komplexusok) hasonlitanak az
MT-rendszereket generald

1
T'bJ(Z)Z:m (beD,]:1,2,,Z€T)
— 0z

un. elemi racionalis fiiggvények valds és képzetes részeinek linedris kombindcioi-
hoz. Ez az észrevétel volt a hattere annak, hogy a trigonometrikus-, ill. wavelet-
sorfejtések helyett az EKG-gorbéket a valés MT-bazisokban reprezentéljuk.
Az aldbbi dbra bal oldali részén egy valédi EKG-jel két elvezetésének a grafikonja
lathaté. Az dbra jobb oldali részén elemi raciondlis fiiggvények valds és képzetes
részeinek grafikonja lathaté. A sdrga szini gorbék az egyszeres, a kék sziniiek a
kétszeres multiplicitasi pdlusoknak felelnek meg.

Valédi EKG-jel két elvezetése Elemi racionalis fliggvények
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A valés MT-rendszerek ortogonalis diszkretizaciéjat alkalmazva optimadlis
(bj,j € N) paraméterek meghatérozdsdra kiilonbozé algoritmusokat dolgoztunk
ki. Az EKG-gorbék elemzése soran szerzett tapasztalatok alapjan harom paramé-
tert, a by, ba, bs € D inverzpdlust hasznéltunk, és ezeket ismételtiik periodikusan.
Az f EKG-jel optimdlis reprezentacidjahoz két 1épésben jutunk el: elészor megha-
tarozzuk az f-nek az

L = span{Rry, 1, Sy, x 1 1 < j < 3,1 <k < s}

altértol vett
diSt(bla b2) b3) = min ”f - g”
gELS

tavolsagat, majd ezt minimalizaljuk a by, bo, b3 paraméterekre.

Az els6 1épésben felhasznaljuk az f-nek a diszkrét valés MT-rendszer szerinti
sorfejtését, amely egytttal interpoldl a diszkretizacié pontjaiban. A dist fiiggvény
minimalizalasara tobbek kozott a Nelder—-Mead-algoritmusnak egy hiperbolikus
térre adaptdlt véltozatdt haszndltuk [31], [32], [48]. A diszkrét MT-rendszerek
alkalmazdsat segité MatLab Toolbox késziilt [44]. A diszkretizécié csomdpontjai-
nak kiszamitdsdra a [47] és az [51] dolgozatokban hatékony algoritmusok sziilettek.
A dist fiiggvény més elven torténd minimalizdlasat és mas tipusu alkalmazasokat
illetéen a [45], [46] dolgozatokra utalunk.

Az FFT-hez hasonlé gyors algoritmusok szerkesztheték bizonyos specialis MT-
rendszrekre. Ezek 2™-tényez0s Blaschke-szorzatok szorzatrendszereiként allithatok
el6. A generalo tényez6k, amelyek a Rademacher-fiiggvények megfelel6i, kétténye-
z6s Blaschke-szorzatokbdl fiiggvénykompoziciéval szarmaztathatok. Ilyen rend-
szerek szerkesztésének elvi és gyakorlati problémadival a [9] és a [49] és [50] dol-
gozatok foglalkoznak. Racionalis ortogondlis sorfejtések mellett gyakran célszerii
ilyen tipusi biortogondlis sorfejtéseket hasznédlni. A [33] és a [34] dolgozatokban
raciondlis ortogonalis és biortogonalis rendszereket konstrualtunk a toruszon és a
diszken.

Az EKG-gorbét az optimdlis paraméterekhez tartozé diszkrét MT—Fourier-
egyiitthatokkal reprezentdlva jo tomoritést és alakhi approximaéciét kapunk.
Az aldbbi dbran egy valédi EKG-gorbe approximdcidjat szemléltetjiik, ahol 3 (egy
kétszeres és két egyszeres multiplicitdsi) pélust hasznaltunk és az optimélis inverz-
polusokat a Nelder-Mead-algoritmus hiperbolikus valtozataval hataroztuk meg.

A gyakorlatban az EKG-jelré] altaldban tobb (6, ill. 12) elvezetést készitenek.
A sziv miikodését az un. szivgorbével, az egyes elvezetéseken regisztralt jeleket
a szivgorbének egy-egy irdnyba esé vetiiletével modellezhetjiik. Ezzel a model-
lel nemcsak az egyes elvezetések kvalitativ lefrasdhoz, hanem j6 kozelitéseihez is
eljuthatunk [31]. Az aldbbi dbrdn ugyanannak az EKG-jelnek két kiilonbozd elve-
zetésének approximacidjat szemléltetjitk harom inverzpdlus altal generdlt diszkrét
MT rendszert hasznalva. Az dbran feltiintettiik a hdrom inverzpdlust és a diszkrét
MT-Fourier-egytitthatokat.
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Az MT-rendszer p6lusai Az EKG-jel approximécidja
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EKG-jel két elvezetésének kozelitése
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HYPERBOLIC WAVELETS

FERENC SCHIPP

In the last two decades a number of different types of wavelets transforms have been introdu-
ced in various areas of mathematics, natural sciences and technology. These transforms can be
generated in a uniform way based on various group representations. Taking the congruences of
the hyperbolic geometry we introduced the concept of hyperbolic wavelet transforms (HWT) by
means of this method. In this paper we give an overview on some results and applications concer-
ning HWT. We call the attention to previous results of Hungarian mathematicians in the areas of
control theory and signal processing that can now be viewed from a new rspective. Recently,as a
result of the collaboration of the Department of Numerical Analysis of Faculty of Informatics of
E6tvos L. University (Budapest, Hungary) and the Systems and Control Lab of the Institute of
Computer Science and Control of the Hungarian Academy of Sciences, rational function systems
and hyperbolic wavelets have been effectively applied in solving problems related to system and
control theories, signal processing, and in construction of a mathematical model for ECG signals.
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JEGKORONGCSAPAT OSSZEALLITASANAK VALOS
IDEJU OPTIMALIZALASA ADATBANYASZATI
ESZKOZOK SEGITSEGEVEL

SUDY BARBARA

Az adatelemzés egyik legizgalmasabb dga a sportadatokohoz kothetd pre-
diktiv analitika teriilete. A massziv adatbazisokbdl kinyert informécié — az
adott sportdg kelléen mély ismerete mellett — szdmos el6rejelzés alapjaul
szolgalhat.

Az aldbbi cikkben egy olyan modellt mutatunk be, amely adatbanyé-
szati médszerek segitségével jaték kozben optimalizédlja egy jégkorongcsapat
sordsszedllitasat. A modell el6re jelzi, hogy a kovetkezd jatékmegszakitdsig
melyik 6t mezényjatékosnak lesz a legnagyobb esélye gélt szerezni, ennek
alapjan az edz6 jaték kozben mddosithatja a sordsszeallitast. A modell
hérom alegységének bemutatasa mellett értékeljiik azok teljesitményét, vala-

,,,,,

1. Bevezetés

A napjainkban nagy népszertiségnek 6rvends adatbanydszatot (angolul Data
Mining) az iizleti, mérnoki és tudomdnyos élet szamos teriiletén alkalmazzak méar
évtizedek ota. Célja a statisztika és a mesterséges intelligencia eszkozeivel massziv
adatbazisokban rejt6z0, eddig nem ismert, hasznos Osszefiiggések feltarasa.
Az adatbanyaszatot tobbek kozott biztositotarsasdgok, bankok, kereskedelmi valla-
latok, egészségiigyi szervezetek alkalmazzak véasarlasi szokasok elemzésére, keres-
kedési és kockéazati modellek, befektetési stratégidk létrehozasara, direktmarke-
ting stratégia meghatarozasara, pénziigyi portfolié optimalizdlasara, betegségek
modellezésére, sulyossagi esetek kiszlirésére.

A 2000-es évek 6ta egyre tobb sportszervezet ismeri fel az adatbdnydszatban
rejlé lehetdségeket [7]. Az adatok elemzésével feltart informdacié 4j perspektivat
nyitott szdmos teriileten: jatékosmegfigyel6k eddig ismeretlen, Gj metrikak alkal-
mazdasaval Uj tehetségeket fedezhetnek fel; az edz6i stab arnyaltabb képet kaphat
a jatékosok teljesitményérdl, és még sorolhatnank.

Ebben a cikkben egy, a jégkorongsportban eddig nem hasznélt, 4j alkalmazast
mutatunk be. A jégkorong intenzivitdsa miatt a jatékosok atlagban 45 mésod-
percenként cserélik egymast. Jatékmegszakitas esetén az edz6 gyakran — bar nem
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minden esetben — egy teljesen 1j sort kiild be a korongbedobédshoz. Modelliink
célja, hogy a jaték soran eddig tortént, egymést kdvetd események alapjan eléreje-
lezziik, hogy melyik 6t mezényjatékos jatékba allitdsa maximalizalnd a gdlszerzés
valésziniiségét. Mivel egymdst kovetd, sorrendfiiggé adatsorokkal dolgozunk, a
feladat idGsorelemzésként foghato fel. A modell alapjdn az edzé minden korong-
bedobas el6tt, valés idoben optimalizélhatja a csapatosszedllitast.

1.1. Jégkorong

A jégkorong gyors, dinamikus csapatsport. A jaték célja, hogy a jatékosok a
korongot egy it6 segitségével az ellenfél kapujdba juttassdk. Egy csapat altala-
ban 18 mezényjatékosbdl és 2 kapusbdl all. Ebbdl 1 kapus és 5 mezdnyjatékos
van egyszerre a jégen, kivéve, ha szabdlytalansag miatt a csapat 2 vagy 5 percre
emberhatranyba kertil.

North American: 200 ft (~60.96 m). International 61 m (~200.13 ft).
&

Direction of play

NA: 28 ft (8.53 m) <
Intl, : 8.5 m (~27.88 ft)
e Players bench Players bench
'y P =
D 7 5358 e v »
3 ¥
g m E . £
= =] 5
3 3 ] £ X 5w
g o @ ] Right Wing 25
-4 Neutral zone I =
& <
L -4 4 faceoff spot v L
E = X
o S
o Goal £§ Right
E = £ Defenseman
- o
E 3 i 5 8
3 &8 I (~2.43 m) £ E X Goglie] X3
o = = &
e i ) & enter
& & =
2 Goa 3 X
g crease
8 NA: 11t Center ic }‘aceaﬂ Left
& Intl.:4m Spotanq ircle Defensen
E L]
<
- ) Referee ) crease X
5 ! .
z NA: 5B ; Left Wing
End soind Scasll tl. : 17°/§m (57.96 30 ft (~9.14 m)
v L_ spot and circle 7
Penalty bench Scorekeepers bench Penalty bench

1. dbra. Jégkorong palya

Egyszerre tobb jatékos is kiallithatd, de a kapus mellett legalabb hdrom mezony-
jatékos mindig a jégen tartézkodik. Amennyiben tobb, mint két jatékost allitanak
ki, akkor a harmadik jatékos akkor kezdi letolteni a biintetését, amikor az els6
jatékosé véget ér. Az ellenfél dltal 16tt g6l automatikusan torli az éppen aktudlis
2 perces biintetést, &m az 5 perces biintetést nem.

Mivel a jégkorong nagyon gyors és intenziv jaték, az 5 jatékosbdl allé ugyneve-
zett sorok atlagban 45 masodpercenként véltjak egymast a jégen.

A mezdényjatékosok két csoportba sorolhatdk: tamadok és véddk. A tamaddk
lehetnek balszélsék, centerek vagy jobbszélsck. Egy sorban 3 tdmado jatékos sze-
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repel. A véddk lehetnek bal- vagy jobbhatvédek, és altalaban parban jatszanak.
A sorcserék alkalmaval dltaldban egy 1j védOpar és egy 14j tdmaddsor 1ép a jégre.
Az edzOk a sorokat a mérkézés alatt barmikor cserélhetik, nem sziikséges, és nem
is szokas mindig megvarni a kévetkezo jatékmegszakitast.

A jégkorongmérko6zés harom, 20 perces harmadbdl all. A 20 perc tiszta jaték-
id6t jelent, vagyis a jaték megszakitdsa alkalméval az orat megallitjak. Jaték-
megszakitds utdn a korongot a bedobdssal (bulival) hozzdk jatékba. A két center
szemben all a bedobdhelyen, a jatékvezeto pedig bedobja kozéjiik a korongot, amit
ok igyekeznek tit6éjiikkel sajat csapattarsukhoz juttatni.

1.2. Adatbanyaszat és gépi tanulas

Az adatbanydaszat célja a massziv adatbazisokban rejt6z6 szabalyszeriiségek,
mintak feltarasa. A mintdk ismeretlen adatokra vald alkalmazasaval elorejelzése-
ket tehetiink, amelyek potencialisan befolydsolhatjak a felhaszndld jovébeni don-
téseit. A feladat dltaldban egy minél megbizhatébb el6rejelzéseket adé modell
kifejlesztése.

A gyakorlatban a fenti probléma megolddsit gyakran egy gépi tanuldsi (Ma-
chine Learning) algoritmus szolgdltaja. A gépi tanulé algoritmusnak az tdgyne-
vezett tanuldsi szakaszban példaadatokat (tanité adatbézis) szolgdltatunk, amely
ezek alapjan szabdlyszeriiségeket hatdroz meg, azaz ,tanul”. A szabdlyszertisé-
geket leiré modellt 14j, eddig ismeretlen adatokra alkalmazva ,megjésolhatjuk” a
hozzajuk tartozé célfiiggvényértéket (2. dbra).

-

: Tanité adatbazis ;—’ Tanulo algoritmus }—, éd(’>

! Ismeretlen adatok —— @de} d Elérejelzés i

2. abra. A gépi tanulas folyamatabraja

A gépi tanulasi algoritmusok f6bb tipusai a feligyelt, feliigyelet nélkiili, illetve
megerdsitéses tanulds. Modelliinkben feliigyelt és megerdsitéses tanulasi algorit-
musokat hasznélunk fel.

Feliigyelt tanulds esetén a célunk egy fiiggvény kozelitése. A tanité adatbdazis
a megtanulni kivant fiiggvény bemeneti és kimeneti értékeit tartalmazza. Formé-
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lisan: legyenek adottak (x,y) parok, ahol z € R¥*™ gy € R*™; eldallitando
az az f : RX™ — RIX™ fiiggvény, amely minden (z;,y;) parra teljesiti, hogy
y; = f(z;),j=1...m.

Az x matrix oszlopait fiiggetlen valtozoknak nevezziik, az y vektort fiiggd valto-
zonak vagy célvdltozénak. Minden z; érték valamely objektum vagy esemény
leirdsa (pl. egy jatékos hany mdsodperce van a jégen). Az y; értékek az z; érté-
kekbdl torténé kovetkeztetéseket reprezentédljdk (pl. az adott jatékost lecserélik
a kovetkezé mésodpercben). Feltételezziik, hogy a tanulds sordn az y; értékek
elére meghatarozottak. A bemend adatok, azaz x; értékei lehetnek szdmszertiek
(pl. eltelt masodpercek szdma), kategorizaltak (pl. igen/nem), de lehetnek vala-
mely adat-el6feldolgozas eredményeként kapott értékek is (pl. 4dtlag, maximum,
minimum). Ha y-nak csak két lehetséges értéke van (pl. igen/nem), akkor fogalmi
tanuldsrol (concept learning) beszéliink. Ebben az esetben a tanité példdkat két
diszjunkt részhalmazra lehet bontani: a pozitiv és a negativ példak halmazara.

Diszkrét értékkészletii f fiiggvény tanuldsit osztalyozdsnak (classification), foly-
tonos értékkészletiiét regresszionak (regression) nevezziik. A modelliinkben kiilén-
bo2z6 osztalyozé algoritmusokat hasznédlunk, példdul dontési fakat [4, 3], logisztikus
regressziét [2], k-legkozelebbi szomszéd algoritmust [5] stb.

1.3. Méroszamok osztalyozas hatékonysaganak jellemzésére

1.1. Definicio. Tekintsiink egy binaris osztalyozast. A két lehetséges kimene-
tet nevezziik pozitivnak (P), illetve negativnak (N) [1, 861-874. oldal]. Jelslje TP
(igaz pozitiv, true positive) a helyesen pozitivként osztalyozott, FP (hamis pozitiv)
a tévesen pozitivként osztélyozott eseteket. Hasonldéan jelolje TN és FN az igaz
negativ, illetve hamis negativ elérejelzéseket. A kovetkezé mérészamok alkalmasak
az osztalyozas teljesitményének értékelésére:

1. Pontossdg (Accuracy):

TP+ TN
ACC = ———
P+ N
2. Osztélyozasi hiba (Classification Error):
CE=1- ACC

3. Igaz pozitiv ardny (Erzékenység):
TP TP

= = 1pr N

4. Hamis pozitiv ardny (False positive rate):

FpP FpP

FPR =" = 1N
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1.2. Definicio. Tekintsiink egy altalanos osztalyozasi problémat, legyen az osz-
talyok szama n, n > 2. Legyen a C' € R™*™ matrix olyan, hogy C; ; megegyezik
azon esetek szamaval, amelyek az i-edik osztalyba tartoznak, de a j-edik osztalyba
soroltuk &ket. Egy ilyen métrixot tévesztési matrixnak (confusion matriz) neve-
ziink. A korrekt predikciok szamét a diagonalis elemek Osszege adja:

n

=Y Cii

i=1

| Korrekt predikcidk

Osztalyok | Valddi érték
TP FP
FN | TN

Predikcid

1. tablazat. Binaris osztdlyozés tévesztési matrixa

Vev6 miikodési karakterisztika gorbe

A vevé miikodési karakterisztika
(Receiver Operating Characteristic
vagy ROC) gorbe grafikus mddszer
az osztalyozé algoritmus hatékonysa-
génak jellemzésére. A gorbe (3. dbra)
generaldsakor az érzékenységet (TPR)
az y tengelyen &abrazoljuk, a hamis
pozitiv ardny (FPR) pedig az = tenge-
lyen ldthaté [8]. Egy osztdlyozédsi mo-
dell akkor a legjobb, ha a TPR maxi- |
mélis, FPR pedig minimélis, ebben o aTor s
az esetben a ROC-gorbe athalad az
egységnégyzet bal felsé csicsan. Egy 3. abra. Két kiilonbozd osztdlyozas
véletlenszertien taldlgaté modell gor- ROC gorbéje
béje kozelitdleg a f6atl6 mentén fog el-
helyezkedni.

A ROC-gorbe alkalmazhaté tobb osztdlyozd algoritmus 6sszehasonlitasara is.
Ilyenkor a kiilonboz6 algoritmusok eredményei egy ROC-dbran jelenitheték meg, a
gorbék egyméashoz vald viszonyuk és az egységnégyzetbeli elhelyezkedésiik alapjan
hasonlithatok Gssze.

A hatékonysdg szdmszerii értékét a gorbe alatti teriilet nagysagival (ROC
AUC) adhatjuk meg. Minél kozelebb van ez az érték az 1-hez, annél hatékonyabb
az algoritmusunk.

Qa2 poTRiv Ay

04 05 08 o7 08 09 1
Hamis negaty arany
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2. Az adatok

Az adatokat az NHL (National Hockey League) hivatalos weboldaldn
(www.nhl.com) taldlhaté mérkdzések statisztikdi szolgdltatjdk. A modellépités
soran az Anaheim Ducks 2009 és 2012 kozott lejatszott mérkédzéseit hasznéltuk.

VISITOR HOME
Play By Play

&
2 Sunday, April 11, 2010 7 E
/ < Attendance 18,392 at Honda Center - g

Start 5:08 PDT; End 7:24 POT

Game 1230
Final
EDMONTOMN OILERS inal AMAHEIM DUCKS
TR sy V. 8 Game 82 Home Game 41
Tinne:
# PerStr Elapsed Event Descripticn EDM Cn lce ANA Cn lce
Game
WHBSTTREMERTIT
o - Local time: 5:08 P
PETR  Period Stant- Local time: 5:08 POT cRLODG|lcRL.DDE
= e i ey e 0 34186 77 38| B33 7 271
2 1 EV FAC  AMA won Meu. Zone - EDM #10 HORCOFF vs AMA #11 KOWVU EQLDBEERLDEE
e R e - 131527 2 & 38 [20 63 50 34 80 1
EV HIT EDM #12 COGLIAND HIT AMA #50 MIKKELSON, Off. Zone CCRODG|lCCRDDG
- - & TE2B 362 B 3B 20625034801
s By =T L o  Det T
4 1 Ev HIT  EDM #78 POULIOT HIT ANA #20 CARTER. Def. Zone cLLoCelccRDD G
- " e TEZEDE 2 B 38 [POESED 4 21 1
5 1 EV SHOT  ANA ONGOAL - #4 WARD, Wrist, Off, Zore, 21 ft. g e St
AT . ’ i e TE2836 2 636 [20baS0 421 1
6 1 Ev SHOT  ANA ONGOAL - #4 WARD, Sriap, OFF. Zone, 43 ft. g g
7 1EV GOAL AMNA #20 CARTER(3), Wrist, Off. Zone, 26 ft, TEZEBE S TT B[P0 2E 5D 4 29 1
Assists: #28 CHIPCHURA(G); #50 BODIE(2) CLLpDDGICCARDDE
B 1EV FAC ~ EDMwor Nev. Zone - EDM #45 STORTINI v= ANA #28 CHIPCHURA e IR
% . L CCRDDGICRRDDG

4. abra. NHL mérkézésstatisztika

A statisztikdk (4. dbra) rogzitenek minden, a jaték szempontjabdl érdekes infor-
méciét, pl. a jatékmegszakitdsok iddpontjat, azok okdt (gdl, biintetés, les sth.), az
adott pillanatban jégen tartozkodé jatékosok mezszamat. Atlagosan 20 masodper-
cenként kapunk 1j informéciét, azaz minden meccshez 180-200 adatsor tartozik.

A tanuldsi folyamat megkezdése el6tt az adatok eldfeldolgozasa sziikséges.
A nyers adatokbdl a mérkézés minden jatékmegszakitdsit egy R4H1-beli vektorral
reprezentaljuk, amely tartalmazza a d > 300 darab fiiggetlen valtozé és a célval-
tozd aktudlis jatékmegszakitashoz tartozo értékét. fgy minden buli el6tt van egy
adatsorunk, amely aggregalt informaciét tartalmaz az eddig tortént jatékesemé-
nyekrdl.

Ez utan az adatbézist kettévdlasztjuk: az adatok 80%-4n tanitjuk, a maradékon
teszteljiik a modellt.

Néhany példa fiiggetlen valtozdkra:

— Kategorikus valtozok:

— a buli el6tti jatékesemény (harmad kezdete, harmad vége, kiéllitds, gol
stb.),
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— a buli el6tt jégen tartézkodd jatékosok mezszama az egyes pozicidkban
(balszélsd, jobbszélsd, center, balhdtvéd, jobbhatvéd, kapus).

— Numerikus valtozdk:
— a mérkézésen eddig eltelt masodpercek szama,
— a legutébbi jatékmegszakitas ota eltelt masodpercek szama,
— egy jatékos dtlagosan mennyit jatszott az elézd 1/5/10 cserében.
— Binaris valtozdk:
— minden jatékosra bevezetiink egy valtozét, amely megadja, hogy az

adott jatékos jégen volt-e az el6z6 1/30/60/90 mésodpercben, illetve az
el6z6 mérkdzésen,

— emberhatrany — értéke 1, ha a csapat emberhatranyban van, és 0, ha
nem.

A végsé modellben t6bb mint 300 fiiggetlen valtozoval dolgozunk. A tul sok
valtozd alkalmazésa lelassitja a futasidot, valamint pontatlan eredményhez vezet-
het. Ezt kikiiszobolendd, feature selection [5] médszerrel kivalogattuk a szdmunkra
leghasznosabb fiiggetlen véaltozokat. Az eljardas minden valtozéhoz hozzérendel egy
ugynevezett hasznossagi értéket, ami azt hivatott titkkrozni, hogy az adott valtozd
mennyi informaciét hordoz. A modell minden olyan valtozét megtart, amelynek a
hasznossagi értéke nagyobb, mint az dsszes érték medidnjanak k-szorosa. A modell
alapbeallitasa mellett k = 1 értékkel dolgozunk.

3. A modell

A modelliink hdrom részbél all. Az els6 rész minden jatékosra elOre jelzi, hogy
a kovetkezd bulindl jégen lesz-e vagy sem, valamint tarolja a jatékosokhoz tar-
tozd jatékbakeriilési valoszintiséget is. A masodik rész az els6 eredményei alapjan
minden pozicidra meghatarozza a két legmagasabb valdszintiséggel jatékba keriilo
jatékost, valamint visszatér a legmagasabb valdszinliségli jatékos mezszamaval —
azaz elére jelzi, hogy pontosan kik alkotjak majd a sort a korongbedobasndl. A har-
madik rész a masodik modell eredményeit felhasznalva megvizsgdlja, hogy a két
legnagyobb valdszintiséggel rendelkez6 jatékosok mely kombinacidja adja a legna-
gyobb gdélszerzési valoszinliséget, és visszatér azok szaméval.

3.1. Els6 modell — jatékbakeriilési valésziniiségek
Az elsé modellben minden jdtékoshoz hozzéarendeliink egy binaris véltozdt,

amely reprezentalja, hogy a jatékos jégen lesz-e a most kévetkez6 bulindl, vagy sem.
Ezt egy osztalyozé algoritmus célvaltozdjaként alkalmazzuk. A fliggetlen véaltozok
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aggregalt informécidt tartalmaznak a (j—1)-edik jadtékmegszakitdsig bekovetkezett
jatékeseményekrol.

Alapesetben az algoritmus becslést ad a célvaltozé lehetséges értékeinek valo-
szinliségére. Amennyiben a valdsziniiség értéke legaldbb 0,5, gy az algoritmus
kimeneti értéke 1 lesz, egyébként 0.

A modell kimeneti matrixanak oszlopvektorai a beallitastol fiiggden reprezen-
talhatjak az egyes jatékosokhoz tartozd elorejelzéseket, vagy a nyers valdszinilisé-
geket.

Legyen X; a fiiggetlen valtozdk métrixa, és Y a kimeneti métrix. A modell

foyamatabraja a kovetkezo:

3.1.1. Célvaltozok

binaris

osztalyozés

Legyen y, € R? a p jatékoshoz tartozé célvaltozé, ahol d az adatsorok (korong-
bedobédsok) szdma. Jelolje j a buli sorszdmdt az adatsorunkban, j > 1. Ekkor:

1, ha a p jatékos jégen van a j-edik bulindl,

_ |
Yri {o cgyébként. @

A vizsgalt hdrom szezon alatt 55 jatékos jatszott az Anaheim Ducks csapaté-
ban, tehdt 55 bindris célvéltozénk van: p € {1,...,55} =: P. A modell minden
(p, j) pérra elbrejelzi az y,;, j > 2 értéket a j-edik jatékmegszakitds el6tt bekovet-
kezett események alapjan.

A célméatrix:
Y = {y1,y2,...,ys5} € R, (2)

Megjegyzés. A kapussal egyiitt a jaték minden pillanatdban 4—6 jatékos van a
jégen, ezért

1<y <6, Vied=1{12...d.
pEP

3.1.2. Figgetlen valtozdk
Jelolje 9i; = {0,vi2,vi3 - - -, Yia} € R azt a vektort, amely megmondja, hogy

az i-edik jatékos a jégen volt-e a j-edik jatékmegszakitas pillanataban.
Az alapmodell fiiggetlen valtozoi:

xij = Uij,t € Pje{l,2,...,d}, (3)

azaz a sorosszedllitds a jatékmegszakitas pillanataban.
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Megjegyzés. Természetesen csak j > 2 esetén van informacionk a mérkézésrol,
ezért ;1 =0, Vi € P.

Az alapmodell teljesitményét javitandd ujabb valtozdkat adtunk a modellhez:

— SH/PP bindris véltozdkat, amelyek értéke 1, ha a csapat emberhatrany-
ban/emberelényben jétszik, és 0, ha nem,

— az el6z0 jatékosmegszakitas éta eltelt masodpercek szamat,

— a jégen toltott masodpercek dtlagos szdmat az utolsé 5/10 cserében, illetve
az elmilt 30/60/90 mésodpercben minden jitékosra.

Jelolje X = {G1,. .., Us5,T1 -+, Ty} € RXMH5) a7 Gsszes fiiggetlen valtozdt
oszlopvektorként tartalmazé matrixot, ahol d a bulik szdma, és m a hozzdadott
fiiggetlen véltozok szama, m > 0.

3.1.3. A modell kimenete

A kimeneti matrix oszlopvektorai a modell beallitasatol fiiggden reprezental-
hatjak az egyes jatékosokhoz tartozé nyers valdszinliségeket, vagy az elorejelzett
osztalyokat. A dontési hatar 0, 5.

OUtlz?lz(P(yl:1)7""P(y55:1)>7 (4)
outy =Yo = (Y1, Uss) (5)

7= 1, ha P(y; =1) > 0,5,
! 0 egyébként.

3.1.4. Az eredmények kiértékelése

Az alapmodell a (3) egyenletben megadott fiiggetlen véltozdkkal, logisztikus
regresszidval és a feature selection alapbedllitdasdval (k = 1) prébélja eldrejelezni,
hogy egy jatékos jégre lép-e a korongbedobasndl.

A modell meglehetésen gyenge teljesitményt nytjt, a ROC-gorbe alatti tertilet
a legtobb jatékos esetén 0,65 alatt van, ami azt jelenti, hogy a modell alig teljesit
jobban, mintha véletlenszertien talalgatnank.

A végso modellben a 3.1.2 részben leirtak szerint kibévitettiik a fliggetlen val-
tozdk halmazat, valamint a feature selection eljaras dontési hatarat k = 2,5-re
valtoztattuk. Az osztalyozd algoritmus tovabbra is logisztikus regresszio.

A modell teljesitménye a fenti bedllitdsok mellett szignifikdns javulast muta-
tott, a jatékosokhoz tartozé ROC-gorbe alatti teriilet 0,8 koriili értéket vett fel,
tobb esetben meg is haladta azt. Az osztalyozas érzékenysége is jelentOsen javult.

Az 5(a). és 5(b). dbra az Anaheim legendds jobbszélsjéhez, Teemu Seldnne-
hoz tartoz6 ROC-gorbéket mutatja. A pontozott vonal mindkét esetben az ak-
tudlis modell feature selection nélkiili teljesitményét reprezentalja, a vastag vonal

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



50 SUDY BARBARA

ugyanezt feature selection alkalmazasaval. A 2. tablazat tartalmazza a részletes
teljesitmény-értékelést.

Teemu  Selinne A modell teljesitménye

#8, jobbszélsé Tanité adatok Tesztadatok

Alapmodell | Végs6 modell | Alapmodell | Végsé modell

4031 56 3868 219 878 30 828 80
1413 69 757 471 369 30 207 192

Tévesztési matrix

Pontossag 0,7714 0,8163 0,6947 0, 7804
Erzékenység 0,0561 0,3835 0,0751 0,4812
ROC AUC 0,63 0,77 0,64 0,80

2. tablazat. A modell teljesitménye Selénne esetében

Receiver Qperating Characteristic plot for G.8 Receiver Operating Characteristic plot for G.8

0.8

True Positive Rate
o
o
True Positive Rate

e
s

0.2 3 o ROC baseline (area = 0.633) 0.2 ' o ROC baseline (area = 0.775)
— ROC final (area = 0.637) — ROC final (area = 0.803)
Random chance Random chance

0.0 - - Mean ROC (area = 0.635) 0.0 -~ Mean ROC (area = 0.789)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.6 10 0.0 0.z 0.4 0.6 0.8 10

False Positive Rate False Positive Rate
(a) Alapmodell (b) Végsé modell
7
5. abra.

3.2. Masodik modell — sorprediktor

A m3&sodik modell polinomidlis osztalyozassal minden jatékmegszakitasndl min-
den poziciéhoz hozzarendel két jatékost, akik a legnagyobb valdszintiséggel jégre
lépnek a kovetkezd bulindl. A modell tarolja a jatékosok azonositéjat és a hozza-
juk tartozo valészintiségeket, valamint alapbeallitasban visszatér a magasabb valo-
szintiséggel rendelkez6 jatékos mezszamaval. Ezaltal elorejelzést ad a kovetkezd
sorosszeallitasra.

Megjegyzés. Amennyiben a csapat emberhatranyban jatszik, a hidnyzo6 jatékos
poziciéjaban a 0 érték szerepel.
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Jelolje X az els6 modell prediktor métrixdt, Y a (4) egyenletben megadott out-
put matrixat. Legyen Xy a masodik modellhez tartozé prediktormétrix.
A kimenetet (ami az elérejelzett sor) jeloljiikk L-lel. A modell folyamatébraja a
kovetkezo:

binaris

X

4 osztalyozas
olinomialis

X Y Xy
osztalyozas

3.2.1. Célvaltozdék

Jelolje l; ; € Z a j-edik korongbedobdsndl az i-edik poziciéban jégre 1épd jatékos
mezszdmat, ahol ¢ € {1,2,...,6}, j € {1,...,d}.
A célvéltozok matrixa:

line = (ly j,laj ... lg ) € Z9C. (6)
3.2.2. Fuggetlen valtozdk

Az alapmodellhez tartozé fiiggetlen valtozdk:
x;j = prob;;, ahol

prob;; = P (y;; =1),1 € P az els6 modellbdl kapott valészintségek, y;; pedig az
(1) egyenlettel megadott valtozd. Tehét prob;; jeloli annak a valdszintiségét, hogy
a t-edik jatékos jégre 1ép a j-edik bulindl, Vi € P.

A modell tovabbfejlesztéséhez ijabb véltozokat adtunk a modellhez:

— SH/PP, a 3.1.2-ben megadott valtozok,
— az el6zo jatékmegszakitds ota eltelt masodpercek szamat,

— a jatékosokhoz tartozé jégrelépési valdszinliségek az els6 modell kiilonb6zo
beallitdsaival (logisztikus regresszié helyett dontési fak, véletlen erdék, vala-
mint adaboost [6, 657-663. oldal] algoritmus alkalmazdsa; a feature selection
dontési hatdra minden esetben k = 1,5).

A teljes prediktormatrix:
X ={proby,...,probss,x1,...,Tm} = (}5, X) e RIx(m+55)

ahol d a bulik szdma, m a hozzédott valtozok szama, m > 0 és P a (4) egyenletben
megadott matrix.
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3.2.3. A modell kimenete

A modell kimenete egy olyan matrix, amely megadja az egyes jatékosok jégre-
1épési valdszintiségét minden pozicidban; vagy a legmagasabb valészintiséggel ren-
delkez6 jatékosok mezszamait.

Jelolje #; az i-edik jétékos szdmat, ¢ € {1,...,55}:

outy =P = (P(l1=#i),...,P(lsg = #;)) € 29*° vi (7)
outy = line* = (Ij,...,15), ahol (8)
Iy =max (P (ly =#,)), ke{l,...,6}.

3.2.4. Az eredmények kiértékelése

Az alapmodell polinomidlis logisztikus regresszioval, feature selection nélkiil
tesz elérejelzést a sorosszedllitasra. Akdrcsak az el6z6 esetben, a modell teljesit-
ménye meglehetésen gyenge. A tanité adatokon 49,2%-os hibdval jésolja meg a
sorosszeallitdst, a tesztadatokon a hiba kozel 53%-os. Itt megjegyeznénk, hogy a
sorosszedllitds helyes elorejelzése jéval komplexebb feladat, mint az egyes jatékosok
jégrelépési valoszinliségének kiszamitdsa, am ez az eredmény ennek ellenére sem
elfogadhato.

A végs6 modell a kibovitett prediktormétrix mellett tovabbra is polinomis-
lis logisztikus regresszidéval dolgozik. A feature selection eljards dontési hatéra
k =1,5. A modell hibdja a tanité adatokon 33, 7%-ra, a tesztadatokon 43,4%-ra
csokkent.

A 43, 4%-o0s hibaardny elfogadhatd, de nem kiemelkedden j6 eredmény. Jelenleg
is dolgozunk a modell javitdsan, pl. tovabbi fiiggetlen valtozok bevezetésével (ellen-
fél sorosszedllitasa a jatékmegszakitds pillanatdban; egyéni jatékos-statisztikdk
stb.), illetve kiilonb6z6 osztalyozasi algoritmusok alkalmazdsdval.

A 3. és 6. tablazat részletes leirdst ad az egyes modellékosztalyozasi hibakrol,
ad., 5., 7. és8. tablazat pedig példat ad néhany sor-elérejelzésre az alapmodell és
a végs6 modell segitségevel a tanité, illetve tesztadatokon.

3.3. Harmadik modell — alternativ sorok

A harmadik modell célja, hogy olyan alternativ sortsszeallitast taldljon, amely
legalabb akkora valdszintiséggel szerez gdlt a kovetkezd cserében, mint az elézd
modellben elorejelzett sor.

Az alternativ sorokat az eléz6leg minden poziciéra meghatdrozott két legma-
gasabb valdszintiségli jatékos Osszes kombinaciéi kozott keressiik. Ez 2° = 32
alternativ sort jelent. A modell minden alternativ sorra, mint a modellhez tar-
tozé prediktormatrix részére lefuttat egy bindris osztalyozast. Az osztalyozas cél-
valtozdja reprezentalja azt, hogy a kovetkezd jatékmegszakitasig 16nek-e golt a
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Osztéalyozasi hiba
Alapmodell
Teljes adathalmaz | Tanité adatok | Tesztadatok
Tamadé sorok 0,63 0,625 0,65
Védoé sorok 0,547 0,541 0,572
Kapus 0,078 0,072 0,106
Osszegzés 0,499 0,492 0,529

3. tablazat. Alapmodell

Valédi sordsszeallitas Predikcié
FO "c sz [ BSz[JH|BH| K | C [JSz| BSz | JH|BH]| K
Lo|[11| 8 | 14 [ 193435
2. 115 9 | 10 | 72735
3. 11| 8 | 14 | 193435
4. |15 9 [ 10 | 7 |27 |35
5. 01150 9 |10 | 7 27|35

4. tablazat. Tanité adatok

Valédi sordsszeallitas Predikcié
FO " [Jsz [ BSz|[JH|BH| K | C |JSz | BSz | JH|BH]| K
Lo 7|4 |3 |5 ]21]1
2. 163 8 | 9 |17[32] 1
3. l14] 16 | 19 | 5 [21] 1
4. |14 8 [ 19 |5 |21 1
5. 014 8 |19 | 5 211

5. tablazat

. Tesztadatok
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Végs6 modell

Osztalyozasi hiba

Teljes adathalmaz | Tanité adatok | Tesztadatok

Tamadé6 sorok 0,468 0,449 0, 547
Védas sorok 0,400 0,384 0,467
Kapus 0,018 0,005 0,073
Osszegzés 0,37 0,337 0,434

6. tablazat. Végso modell

Valédi sordsszeallitas Predikcié
FO " [ Jsz [BSz [JH|BH| K | C | JSz | BSz | JH |BH| K
Lo|[11] 8 | 14 | 193435
2. [[15] 9 |10 | 7 |27]35
3. 11 ] 8 | 14 [19]34[35
4. |15 9 |10 | 7 [27]35
5. 0150 9 |10 | 7 [ 27]35

7. tablazat. Tanité adatok

Valédi sordsszeallitas Predikcié
FO "¢ [ Jsz [BSz|[JH|BH| K | C | JSz | BSz | JH |BH| K
Lo 7] 41 [ 3 |5 |21]1
2. 163] 8 | 9 |17 ]32]1
3. l14] 16 | 19 |5 [21]1
4. 14| 8 [ 19 |5 [21]1
5. 014 8 |19 |5 211

8. tablazat. Tesztadatok
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jatékosok. Eredményként minden sorhoz kapunk egy gdlszerzési valdszinliséget,
amelybdl ezutan kivélasztjuk a legnagyobb valdszintiségii sort.

Legyen X; az els6é modell prediktormétrixa, ¥ a kimeneti méatrixa. Jelolje
X5 és X3 a masodik, illetve harmadik modell prediktormatrixat. Jeloljiik L-lel a
kiilonb6z6 pozicidkhoz tartozo két legmagasabb valdszintiségii jatékost tartalmazo

listat, és legyen A a harmadik modell kimeneti métrixa. A modell folyamatabréja
a kovetkezo:

binaris
X1 e
osztalyozas

olinomialis
X T T ot
osztalyozas

gl

alternativ
binaris
sorok - - /\
- osztalyozas u
=3 )&3

3.3.1. Célvaltozo

Legyen g € R? az osztélyozds célvaltozéja, ahol d a bulik szdma, j € {1...d}.
Ekkor:

9)

1, ha a csapat golt szerez a j-edik cserében
95 =
0, ha nem.
3.3.2. Fuggetlen valtozdk
Az alapmodell fiiggetlen valtozoi:
Ti1 = 0, (10)
Tij :linej,l,j S {2,3,...,d}, (11)
ahol line; = (l15,l25...,16;),V5 € {1...d}, ahol l;; az i-edik poziciéhoz tartozd

jatékos mezszadma (azaz a sorosszedllitds a j-edik buli el6tt).
A modell tovabbfejlesztéséhez hozzddott véaltozok:

— SH/PP, a 3.1.2-ben megadott valtozok,
— az el6z0 jatékmegszakitds Ota eltelt masodpercek szama,
— a jatékosok lovési hatékonysdga, pontjaik szdma (gél + gblpassz), valamint

a biintetésperceik szama.
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A teljes prediktormatrix:
X =1{li, 0oy Do, @1y @) = (line,X) € RIX(m+6)

ahol d a bulik szdma, m a hozzadott fiiggetlen valtozok szama, m > 0, és line a
(6) egyenlettel megadott valtozd.

3.3.3. A modell kimenete

Az osztalyozashoz tartozé kimenet lehet a gdlszerzés valdsziniisége, vagy
az eldrejelzett osztaly a ¢ dontési hatar mellett, ahol ce R, 0 < ¢ < 1:

outj =P = (P(g1=1),...,P(gs=1)), (12)
outy = G = (?17 - ,gd), ahol (13)

go—4 L haPlg=0zc g 5
! 0 egyébként. ’ T

Jelolje A a lehetséges sorok halmazat, I' a prediktormétrixok halmazat, II a
lehetséges golszerzési valdszinliségek halmazat. Jelolje F : A x T' — II a (12)
kimenettel rendelkez6 osztalyozast.

Az alternativ sort el6rejelz6 modellhez tartozé kimenet valamely X' € T
adott prediktormatrix esetén:

line* = argmax F (line, X'). (14)
line€A

3.3.4. Példa

Vegyiik a 4. bulit a 8. tabldzatbél. A bulihoz a valésdgban a kévetkezd sor all
fel:

Valédi sor
C|JSz|[Bsz|JH|BH K
(4] 8 | 19 | 5 [ 21 |1]

9. tablazat. A jatékosok mezszdmai

A maésodik modell a kovetkezd jatékosokat rendeli hozza a poziciékhoz, mint
két legvaldsziniibb jégrelépdt:
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Valé6szintiiségek
# | m # | P2
Center 14 | 0,669 || 15 | 0,185
Jobb szélsé | 16 | 0,329 || 51 | 0,148
Bal széls6 19 1 0,395 || 12 | 0,143
Jobb hatvéd | 5 | 0,814 || 4 | 0,114
Bal hatvéd | 21 | 0,772 || 32 | 0,130
Kapus 110,972 || 31 | 0,028

10. tablazat. A méasodik modell eredménye

A modell ezutdn generdlja a jatékosok Osszes lehetséges kombindcidjat.
Az alternativ sorokat tartalmazé matrixot jelolje lineio € Z32%6:

14 16 19 5 21 1
14 16 19 5 32 1
14 16 19 4 21 1
lineyo = [14 16 19 4 32 1
14 16 12 5 21 1
14 16 12 5 32 1

A modell ezutdn meghatarozza a sorokhoz tartozoé gélszerzési valdszintiségeket:

(14 16 19 5 21 1 [0.0438]
14 16 19 5 32 1 0.0327
14 16 19 4 21 1 0.0435
14 16 19 4 32 1 0.0325
14 16 12 5 21 1 Osztdlyozd modell, | ().0454
14 16 12 5 32 1 alkalmazdsa 0.0339
15 16 12 5 21 1 0.0457

A modell megadja azt a sortsszedllitast, amelyhez a legnagyobb gélszerzési
valdsziniiség tartozik:
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Alternativ sor
C | Jsz | BSz | JH|BH | K
[15] 16 | 12 | 5 [ 21 | 1]

Megjegyzés. A valédi sorhoz tartozo valdsziniiség 0.0448 volt, tehat az alterna-
tiv sor valéban nagyobb valdszinliséggel szerez gélt a kovetkezd cserében.

3.3.5. A goélprediktor modell kiértékelése

Az osztélyozast hasonléképpen értékeltiik, mint az el6z6 két esetben. Az alap-
modellbél kiindulva fejlesztettiik ki a legjobb eredményt adé modellt. A gdlok
alacsony szdma miatt (6. dbra, [9]) nehéz megjdsolni, hogy a csapat szerez-e gélt
a kovetkezo cserében, vagy sem. A golszerzés valdsziniisége nagyon alacsony, ezért
az osztalyozas a 0,5-6s dontési hatar mellett nagy valésziniiséggel minden esetet
negativként osztdlyozna — azaz a csapat nem 16 golt a kivetkezd cserében — ezéltal
a modell pontossdga nagyon magas lesz, a szenzitivitdsa viszont nagyon alacsony.
Ezt a dontési hatar 0,5-r6l 0.06-ra valtoztatasaval prébaltuk kikiiszobolni. Ez
ugyan alacsonyabb pontossdghoz vezetett, de a szenzitivitzas jelentésen nott, igy
az alapmodell és a végsé modell eredményei Gsszehasonlithatéva valtak.

Average Team Goals Per Game (1990-Present)
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6. dbra. Godl/meccs atlag az NHL-ben
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Az alap— és a végs6 modell esetében is logisztikus regressziot hasznaltunk,
a végsé modell fiiggetlen valtozo6it a 3.3.2 részben lefrtak szerint kibdvitettiik.
A feature selection hatdrat 1-rél 2-re véltoztattuk.

Az alapmodell ismét nagyon gyenge teljesitményt nyujtott: a tanité adatokon
225-b6l mindossze 4 golt jelzett elére sikeresen, a tesztadatokon 53-bdl egyet sem.
A végso modellnél a sikeres elorejelzések szama 79 — 16-ra modosult, ezzel a érzé-
kenységet sikeriilt 0%-16l 30%-ra emelni. Ez tovdbbra sem szamit kiemelked&en
jé eredménynek (7. dbra), dm gy véljikk, hogy alkalmasabb prediktor véltozdk
segitségével a teljesitmény javithato.

Géloredikt A modell teljesitménye
m((;(i)erl? rtor Tanité adatok Tesztadatok
Alapmodell | Végs6 modell | Alapmodell | Végs6 modell
Tévesztési 5090 0O 4367 723 1247 7 1058 196
matrix 221 4 146 79 53 0 37 16
Pontossag 0,9584 0, 8365 0, 9540 0,8217
Erzékenység 0,0177 0,3511 0 0, 3018
ROC AUC 0,59 0,63 0,57 0,62
11. tablazat.
Receiver Operating Characteristic plot for Scoring
10f
08}
3
2 0.6
g 04
=
0z} T ROC baseline (area = 0.577) |
L — ROC final (area = 0.632)
; Random chance
ool -~ Mean ROC (area = 0.605)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

False Positive Rate

7. dbra. A gdélprediktor modell ROC-gorbéje
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3.4. A modell teljesitménye - Gsszegzés

A modell az esetek 74%-dban olyan sort vélaszt ki, amelynek nagyobb a gélszer-
zési valésziniisége, mint a valésadgban jégre kiildott sornak. A sorprediktor modell
javitdsdval ez az ardny megkozelithetné a 100%-ot, mivel ekkor a valésdgban fel-
kiildott sor gyakrabban szerepelne a 32 alternativ sor kozott. fgy az alternativ
sorosszedllitds kozelebb dllna az edz6 eredeti elképzeléséhez, aki igy komolyabb
strukturalis valtoztatasok nélkiil tudja optimalizalni a csapatot jaték kozben.

Természetesen a javitasok sem garantéaljak, hogy a modell hosszu tdvon valéban
noveli a csapat altal 16tt golok szamat, ezt kizardlag €16 tesztekkel igazolhatnank.

Szeretném kifejezni Oszinte haldmat dr. Téth Janosnak, aki mér a kezdetektél
rengeteg tamogatdst nyujtott, és aki nélkiil ez a cikk nem valésulhatott volna meg,
tovabba szeretném megkoszonni Kangyal Balazsnak, a Magyar Jégkorong Szévet-
ség sportigazgatdjanak, korabbi valogatott jatékosnak és jelenleg aktiv edzének a
szakmai segitséget, és a modellfejlesztést el6segit6 Otleteket. A dolgozat részben a
K 84060 sz. OTKA pélyazat tdAmogatasival késziilt.
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REAL-TIME OPTIMIZATION OF ICE HOCKEY TEAMS

BARBARA SUDY

The goal of this paper is to introduce a novel data-driven approach for in-game decision
making in ice hockey. Using predictive data mining techniques we build a model which attempts
to determine the optimal team structure of an ice hockey team for the upcoming shift. The
model gives the coach feedback on the optimal line combination in real time. The predictions of
the model are based on the time series data that arises from the past game events.
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MERTEKEK ABSZOLUT ES SZIMMETRIKUS NORMAKON

LOVAS ATTILA, ANDAI ATTILA

Dolgozatunkban az abszolit és szimmetrikus véletlen normakkal ismer-
tetjilk meg az Olvasét. Definidljuk a normafolyamatot mint specidlis szto-
chasztikus folyamatot, és megmutatjuk, hogy a normafolyamatok szoros kap-
csolatban éllnak az abszolit és szimmetrikus véletlen normékkal. Egy folyto-
nos idejii egyszerii ugré folyamatot leiré6 Markov-lanc segitségével konstrud-
lunk egy abszolut és szimmetrikus véletlen normat. Definidljuk ezen véletlen
normdak magasabb dimenzids erds és gyenge kiterjesztéseit, tovabba nume-
rikusan kiszdmitjuk a konstrudlt véletlen norma varhaté értékeként el6allé
norma egységgémbjét kettd és harom dimenziéban.

1. Bevezetés

A normadk és az dltaluk indukalt metrikak kézponti szerepet toltenek be az ana-

lizisben. Egy [|.|| : C* — [0,00) normét a C™ vektortéren abszolitnak neveziink,
ha a vektorok norméja csupan elemeik abszolut értékétol fiigg, azaz
Ve e C" lz]| = [ |=l]l,

ahol |.| jelsli a vektor elemenként vett abszolit értékét. Egy normét szimmetri-
kusnak mondunk, ha az alabbi feltételt teljesiti

Vre S, VeeC" |lzon|| =]z,

ahol S,, az n-ed rendl szimmetrikus csoportot jeloli. Vilagos, hogy az analizisben
oly gyakran felbukkané p-normék rendelkeznek a fenti tulajdonsagokkal.

Az is nyilvanvald, hogy egy abszolut és szimmetrikus normat egyértelmiien
meghataroznak az

RY S = {(21,..,2zn)|lT1 222 > -+ > 1, > 0}

halmazon felvett értékei [2]. Megallapodunk abban, hogy kizdrdlag olyan normé-
kat fogunk tekinteni, melyek normaltak abban az értelemben, hogy teljesitik a
[1(1,0,0,...,0)|| = 1 normdldsi feltételt.

1.1. Definicid. Legyen (Q, F,P) valészinliségi mezd. Egy p : Q x C™* — [0, 00)
leképezést abszolit és szimmetrikus véletlen normdnak neveziink, ha az a kovetkez6
feltételeket teljesiti:
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(i) A p(w,.) : C™ — [0,00) fiiggvény abszolit és szimmetrikus norma P-m.m.
w € () esetén.

(ii) Ve € C" p(.,x): Q — [0,00) egy valdsziniiségi véltozo.

A permutécié invariancidbdl, a normalési feltételbél és abbdl, hogy a norma abszo-
liat, konnyen levezethetd, hogy

Ve e C" esetén P({we Qp(w,z) & [[|7]loo, [[2][1]}) =0 (1)

teljesiil, és az x — E(p (., x)) hozzdrendelés abszolut és szimmetrikus normét haté-
roz meg.

A dolgozat a kovetkez6képpen épiil fel: A madsodik fejezet harom alfejezetre
oszlik. A 2.1 és 2.2 alfejezetekben definidljuk a normafolyamatokat és a normafo-
lyamatok pélyaintegral reprezentdciéjat. A 2.3 alfejezetben bevezetjitk a Markov-
tipust abszolut és szimmetrikus véletlen normakat.

A harmadik fejezet els6 felében folytonos idejii Markov-lancok palyaintegraljé-
nak kiszamitasdaval foglalkozunk. A harmadik fejezet masodik felében megkonst-
rudlunk egy konkrét Markov-tipust abszolit és szimmetrikus véletlen normat.

A negyedik fejezetet a magasabb dimenzids altalanositasoknak szenteljiik.
A fejezet egy, a végtelen dimenziés kiterjesztések ekvivalencidjara irdnyuld nyi-
tott kérdéssel zarul.

Az itt bemutatdsra keriild eredmények angol nyelven is olvashatdk [1].

2. Abszolut és szimmetrikus véletlen normak a sikon
2.1. Normafolyamatok

Egy R3_7>—re megszoritott szimmetrikus abszolit norma megadhaté az egység-
gombjével, ami pedig paraméterezhetd a rajta fekvs pontok vy koordindtai segitsé-
gével. Ez a megfigyelés motivélja a kovetkezd definicidt.

2.1. Definicid. Egy (X)i>0 valds értékid sztochasztikus folyamatot normafo-
lyamatnak neveziink, ha a realizaciéi a kovetkezd feltételeket teljesitik P-m.b.:

(i) Xo=0,

X, — X,
(i) VO <t <ty esetén 0< 20 <
to — 11
(iii) ¢ — X; konvex és folytonos.
Az aldbbi tétel szerint a normafolyamatokra tekinthetiink gy is, mint az Riz—

re megszoritott abszolit és szimmetrikus véletlen normék egységgémbjének para-
méterezésére.
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2.1. TETEL. Legyen (X;):>0 egy tetszéleges normafolyamat és (Q, F,P) a hozzd-
tartozo valosziniiségi mezo.

Ekkor P-m.m. w € Q esetén igaz, hogy minden v = (v1,v2) € RY 5\ {(0,0)}
vektorhoz egyértelmiien létezik p € [||v]|s0, ||v||1] Ugy, hogy

A X (w) =1
p r

teljesiil és a p : Q@ x R3S\ {(0,0)} — [0,00) ~ P-m.m. w € Q-ra értelmezett
— fiiggvény p ({0,0}) := 0 mddon definidlt kiterjesztése abszoliit és szimmetrikus
véletlen norma.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy w € Q-ra a 2.1. Definiciéban szerepld (i)—(iii)
feltételek teljesiilnek. Legyen v = (v1,v9) € Riz \ {(0,0)} egy tetszbleges vektor.
A (0,00) 5 p = 2 4 X vz (w) hozzdrendelés folytonos és szigori monoton csékkend

fliggvényt hatdroz meg. Tovabbd

o + Xwo (w) >1
(% v1
U1
+ X v (w) <1
V1 + vg v1tvg

is teljesiil, mert 0 < X; < t. Ebbdl kovetkezik, hogy egyértelmiien létezik olyan
P € [|[v]loc, [[v][1], amelyre - + X vz (w) =1 teljestil.
P
Most vegyiik p kiterjesztettjét, és w € Q legyen olyan, mint fent volt.

(i) Yv € Ri_e p(w,v) =0 < v =0, hiszen p (w,v) € [||v||s0, ||V]]1]-

.. avy ,
Va>0 —2 L X e =1, ezért p(w,av) = ).
(i) Vo (@ o0) + v ezért p (w, av) = ap (w,v)

(iii) Hav,w € Riz nem nulla vektorok, akkor a t — X;(w) fiiggvény konvexitdsa
miatt irhajuk, hogy

1= V1 + Wy p(w,v) X o 4
p (Wa U) + p (w? ’U}) p (wa U) +p (w7 w) p(wv)
pww) o, s
P(@v) +plww) T

V1 + Wi
> X egtwy,
p(w,v) + p(w,w) B (@) ¥p (@)

amibél p (w,v +w) < p(w,v) + p (w, w) kovetkezik.

Azt kaptuk, hogy ha w € Q teljesiti a 2.1. Definiciéban szerepld (i) — (iii) felté-
teleket, akkor p (w,.) : Rf_,z — [0, 00) abszolit és szimmetrikus normat hatédroz
meg.
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Legyen v € Ri’z egy tetszbleges vektor és y € (0,00). Ekkor {rhatjuk, hogy

Pl <) =P (2o xg <1) =2 (g <1-2),

amibdl kovetkezik, hogy p (., v) : Q@ = [||v|]|oo, ||v]]1] egy valésziniiségi valtozé. O
Ha y € [[[v]|o, [[v][1], akkor

<1 ¢ 0<1-L<1- U 4
y

v+ vy

teljesiil. Kovetkezésképpen elegendé a
(t,z) = P(X:(.) < x)

fiiggvény értékeit a [0,1]? egységnényzeten meghatdrozni ahhoz, hogy a véletlen
norma eloszlasat meghatarozzuk.

Az abszolit és szimmetrikus véletlen normak és a normafolyamatok kozott
fenndllé fenti megfeleltetés nem kolcsonodsen egyértelmii, mert a véletlen norma
nem hatarozza meg egyértelmiien az 6t szarmaztaté normafolyamatot. Mindazon-
altal a normafolyamatok idedlis jeloltek arra, hogy segitségiikkel konkrét abszolut
és szimmetrikus véletlen norméakat konstrualjunk.

2.2. Normafolyamatok reprezentaciéi

Lattuk, hogy a normafolyamatok szoros kapcsolatban allnak az abszolut és
szimmetrikus véletlen norméakkal, ezért érdemes a normafolyamatok reprezenté-
ciéit vizsgalni. Tudjuk, hogy egy folytonos és monoton nové fiiggvény majdnem
mindeniitt differencidlhaté és el6dll gy, mint a majdnem mindeniitt 1étezé deri-
véltjanak az integralfiiggvénye [4]. Ha ezt a tételt alkalmazzuk az (X;);>¢ folyamat
pélyaira, akkor azt kapjuk, hogy létezik olyan (Z;),., sztochasztikus folyamat,
amelyre

X,() e /tzs(.) ds

teljestil, és nyilvanvalé az is, hogy a (Z;),, folyamat relaizaciéi majdnem biztosan
nem negativ, monoton noévé, korldtos fiiggvények, 1 felsd korlattal.
A (Z;),~, folyamat tehat felirhaté

(Zt)tzo = (FoYi)i>o

alakban is, ahol (Y;);>0 egy P-m.b. novekvé palyaju sztochasztikus folyamat egy
(S, <) részben rendezett metrikus téren, F' : S — [0,1] pedig egy monoton néve
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fiiggvény. Ezért

t
IB /
0

A fenti pélyaintegral leirdsbol rovid szamolassal eljuthatunk egy ujabb repre-
zentécidhoz. Ha feltessziik, hogy F egy (A, Q,I@) valdszintiségi mezon értelmezett
& € S valdszintliségi valtozo eloszlasfuggvénye és tekintjiik a (Y;);>o sztochasztikus
folyamatot a &-t6l fiiggetleniil, akkor irhatd, hogy

t t

X, () b /FoY()ds:/ B¢ <Y)) ds_//1§(n)<y()dp( )ds =
0

/ / Legny<ra ) ds dB(n) = By (¢~ 7e())+)

ahol 7. az S > r szint elérési ideje: 7, = inf{s > 0|V, > r}.
2.3. Markov-tipust abszolut és szimmetrikus véletlen normak

2.2. Definicio. Egy abszolut és szimmetrikus véletlen normat Markov-tipusinak
neveziink, ha van olyan normafolyamat, amely a széban forgd véletlen normat
szarmaztatja, és ezen normafolyamat palyai Markov-folyamatok palyainak integ-
ralfiiggvényeként allnak el6.

A Markov tipustu abszolut és szimmetrikus véletlen normék sem nem tul trividli-
sak, sem nem til bonyolultak ahhoz, hogy viselkedésiiket legalabb véges allapottér
esetén meg tudjuk érteni.

Miel6tt tovabblépnénk, csupan a teljesség kedvéért néhany elemi tényt ismer-
tetiink a folytonos idejli véges dllapotteri Markov-ldncokkal kapcsolatban [3].

2.3. Definicid. Egy (Y:)i>o0 sztochasztikus folyamatot folytonos idejii Markov-
lancnak neveziink, ha egy S megszdamlalhatd allapottéren veszi fel értékeit és me-
moria nélkiili, ami azt jelenti, hogy

PYi =8V =a1,.. Y4, =a,) =PV, =B[Y;, =)

teljesiil minden 0 < tq,...,t, < t-re és minden «q,...,a,, 5 € S-re.
Tovabbé létezik egy P : [0,00) — R x RY leképezés, amelyre fennall, hogy

Vte0,00) Va,8€S P(Yi=B[Yy=a)=P()as

és P az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:
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(i) P(0) = idgs
(ii) 3 }gr(l) P(t) = idgs
(i) P(t+s) = P(t)P(s) Vt,s € [0,00).
A P(t) métrixot a t idéponthoz tartozé dtmenet-valdszinliség matrixnak nevezziik.

A 4. Definiciéban szerepld (i)—(iii) feltételekbdl kovetkezik, hogy létezik olyan
G € RY xR métrix, melyre P(t) = €' médon all els. Ezt a G matrixot nevezziik
a folytonos idejii Markov-1dnc infitezimélis generdtordnak [3].

3. Konkrét példa abszolit és szimmetrikus véletlen normara
3.1. Folytonos idejii Markov-lancok palyaintegralja

Ebben a pontban folytonos idejii Markov-lancok palyaintegréljat vizsgaljuk.
Pollett and Stefanov kozolt egy lehetséges eljarast folytonos idejii Markov-lanc
pélyaintegral eloszlasfiiggvényének kiszdmitdsara [7]. A kovetkezd tétel tekinthetd
a hires Feynman—Kac-formula [6] varidnsaként véges allapotterti és folytonos idejii
Markov-lancokra. Ez az eszkoztar teszi lehetové, hogy a konstrualt Markov-tipusi
abszolut és szimmetrikus véletlen norma eloszlasat kiszamitsuk.

3.1. TETEL. Legyen (Y:)i>o egy folytonos idejii Markov-ldnc G infinitezimélis
generatorral a véges S allapottéren, f : S — R pedig legyen egy injektiv fiiggvény.
Ha (X¢)i>0 jeloli f oY pélyaintegral folyamatdt:

t
Xt:/foysds,
0

akkor X; karakterisztikus fiiggvénye a kovetkez6képpen fejezhets ki:
(Vyo € S) E ("X Yo = yo) = e M (1)(yp), (2)

ahol 1 : S — {1} a konstans 1 fiiggvény, és My : RS — R® az f fiiggvénnyel valé
szorzas operatora.

Bizonyitds. A t— f(Yi(w)) hozzérendelés 1épcsés fiiggvényt hatdroz meg min-
den w € Q esetén, ezért t — f(Yi(w)) integralja Riemann-féle kozelit osszegek
hatarértékeként is el6all. Ezt és Lebesgue dominalt konvergencia tételét alkal-
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E (e™X Yy =yo) = E (exp (z’un}iinoo % z_:f (Y;:)) Yo = yo)
= mlgnooE <exp (zqu (ka>> Yo = yo)

Az f fiiggvény injektivitdsat és az (Y;);>o folyamat Markov-tulajdonsdgét felhasz-
nalva adédik, hogy
Yo = yo> =

)
exp( LS ) >P<§l{f<Yl;;) = f) }

k=1
k=1

mazva a kovetkezoket irhatjuk.

Y1, Ym €S

Z H emuff(yk)P (th — yk‘ Y(lc—l)t — yktfl) .

Y1, Ym €S k=1

Vegyiik észre, hogy a kapott kifejezés felirhaté ugy is, mint az emCGemM;s operator
m-szeres kompozicidjanak hatéasa az 1 fliggvényre.

m
Z H el"ljltf(yk)l[]) (Yﬂ — yk’ Yoy = yk—l) _ <€7§IG61:# Mf) (1)(y0)

Y1yeoesYm €S k=1

Ha m — oo hatarértéket vesziink és alkalmazzuk a Lie-Trotter-formulat, akkor a
kivant kifejezést kapjuk.

B (e 1% = ) = Jim (eS0T (1) ) = €O (1) )
O

Vezessiik be az aldbbi jeloléseket a fenti feltételes karakterisztikus fiiggvényre
és a neki megfelel6 feltételes eloszlasfiiggvényre.

p(t,u) =E ("X [Yp)
F(t,z) =P (X < z|Yp)

Ha a (2) kifejezés t-szerinti derivaltjat vessziik, akkor azt kapjuk, hogy ¢ a kovet-
kez6 Cauchy-feladat megoldasa:

(9190 = GQD + iqucp

©(0,u) =1 € RS, )
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Legyen & egy X;-t6l fiiggetlen normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd zérus var-
haté értékkel és o szorassal. Az X; + &€ simitott valoszinliségi valtozd ¢,-val jelolt
karakterisztikus fiiggvénye a (3)-hoz hasonlé differencidlegyenlet- rendszernek tesz
eleget.

81@, = G(,Do- + Mfiucpa
90(0’ u) =

Tegyiik fel egy pillanatra, hogy 01 F, (t, z) 1étezik, és minden ¢ € [0, 00) esetén
eltlinik, amint x — —oo. Ekkor irhatjuk, hogy

0o (t,u) = g/ei““"F (t,dz) = / /81 (s,dx)d

[0,4]

g// e O F, sdx)ds—/ e 01 F,(t,dx),

[0,¢ R

és
/iuei“x Fy(t,dx) = -0 Fy(t, z)eiwgiiooo + /iuemx F,(t,dx)
R R

(4)
= / e 9y F, (t,dx),

R
amibdl kovetkezik, hogy a 01 F, — GF, + M;02F, fiiggvényhez asszocidlt el6jeles

Borel-mérték Fourier—Stieltjes-transzforméltja zérus, azaz

Vt € [0,00), Yu € R esetén /ei” [01Fy — GFy + My0:F,] (t,dz) = 0.
R

Masfelél pedig
vVt €[0,00) -te  lim [01Fy — GF, + M;0oFy] (t,2) =0,

A"
amibdl kovetkezik, hogy F, a kovetkezé Cauchy-feladat megoldasa
O Fs =GF, — M0 F,
F,(0,2) = ®,(2)1 € RY,
ahol @, jeloli & eloszlasfiiggvényét.
Megjegyzés. Az X integral eléallitasabdl az alabbi becslést kapjuk

Xe +E4+mAL < Xppne +ES Xy +E+ MAY,
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ahol m = Hélgl f(s) és M = max f(s). Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

F,(t,x — MAt) < F,(t + At,z) < Fy(t,x — mAt),

ami felhasznélhat6 arra, hogy F,, parcidlis derivaltjait a differenciahdnyadosokon
keresztiil az aldbbi mdédon megbecsiiljiik:

Fy(t,x) — F,(t,x — MAt) <Fg(t + At,x) — Fy(t,x)
MAt - At

Fy(t,x) — F,(t,x — mAt)
mAt

-M

<-—-m

(a < szimb6lum elemenkénti reldcidt jelol). Az Oy F,(t, ) parcidlis derivéltra a
kovetkez6 becslést kapjuk

—MOsF,(t,z) < 01 Fy(t,x) < —mOo F,(t, ),
amibdl kovetkezik, hogy a li_>m O F,(t,z) = 0 feltétel elhagyhats. Az X; + ¢
x o0

valészintiségi valtozé gyengén tart Xi-hez, amint o — 0, ezért elég megoldani
a (5) Cauchy-feladatot, és venni a ¢ — 0 hatdrértéket, hogy meghatdrozzuk F
értékét annak folytonossagi pontjaiban. A kovetkezd tétel az F' eloszlasfiiggvény
egy integralegyenlet el6allitasat adja meg.

3.2. TETEL. Ha (Xt),~, a 3.1. Tételben definiédlt sztochasztikus folyamat,
akkor tetszéleges yo € S esetén az F(t,x),, =P (X; < x|Yy = yo) feltételes elosz-
lasfiiggvény a kovetkezé integralegyenlet megoldasaként kaphato meg:

F(t )y, = e (x> tf(yo))+
t
+ [ Y Fls—(t—5) ()P (Yies = o [Yo = yo) Ae %) ds,
0 o€S\{vo}

(6)

ahol az Y, folyamat altal az egyes allapotokban toltétt id6 A parameterii exponen-
cialis eloszlasu valésziniiségi valtozo.
Bizonyitds. Jeloljik az Y Markov-lanc els6 ugrasanak idejét 7-val. Alkalmazva a

teljes valészintiség tételét

F(t,z)y, =P (Xy <z |Yo=yo, 7 >t)P (1 >1t)+
t
+/P(Xt < z|Yy :yO,T:tfs))\ef/\(tfs)ds
0

irhatd, hiszen 7 a kezdeti allapottdl fiiggetlen. Azt kapjuk, hogy
P(Xy <z|Yo=yo,72t)=1(z —tf(y0) = 0).
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Hasonldéan kaphaté meg az is, hogy

PX;<z|Yo=yo,T=t—38)=

= Z ]P)(Xt<I|YO:y07Y2—s:O—yT:tfs)]P)(Y;—s:OwYO:yO)a
ceS\{yo}

ami minden s € [0,t) esetén igaz, tovdbba az (Y;),~ folyamat Markov tulajdon-
sdga miatt B

P(X;<z|Yo=y0,Yies=0,7=t—3s)=F(s,x— (t—3)f(y0))o

irhato. O

3.2. Abszolit szimmetrikus véletlen norma konstrukcidja

Vegyiik azt az (Y;)¢>0 folytonos idejii Markov-lancot az S = {0,...,n} (n € N)
allapottéren, melynek infinitezimalis generatora G = A\, N € R+ x(n+1) 1]

-1 1 0 0 O

0o -1 1 0 O

0 0 -1 0 O
N =

0 0 o -+ -1 1

0 0 o --- 0 O

és a (A )nen paraméter szabdlyozza a ldnc ,sebességét”. Az el6z8 pontban ismer-
tetett modon kiszamitjuk az
t
1
Xt = 7}/5 ds
n
0

palyaintegral folyamat eloszlasfiiggvényét. Minden, legfeljebb n szakaszbdl allo,
szakaszonként linearis palyajui normafolyamat palyaja szerepel az X, palydi kozott,
igy X; egy mértéket ad meg azon abszolit és szimmetrikus véletlen norméakon,
melyek egységgombje egy legfeljebb 4n oldalu szabalyos sokszog.

A simitott valészintiségi valtozéhoz tartozé Cauchy-feladat felirhaté tgy, mint

k
81(Fa)k + 582(}70')]@ + )\n(Fa)k = )\n<Fa')k:+1

k
al(Fa)n + Ea2(Fa)n + )\n(Fa)n =0

(Fa)k(ovx) = (I)U(x)v
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ahol (F,)r = P(X: +& < z|Yp = k) és k = 0,...,n. Ha (F,(t z)); helyére
e~ (Jy(t, z))k-t frunk, akkor a kovetkezd elsérendii kvazilinedris parcialis diffe-
rencidlegyenlet rendszert nyerjiik:

k
aI(JO')k: + EaQ(Ja)k = )\n(Ja)kJrl

D1 (o) + gaz<Jg>n _0 (7)

(J[,)k(()’x) = q)g(x).

A fenti egyenlet kozvetleniil megoldhaté a karakterisztikdk mddszerével, igy egy
rekurziot kapunk F,-ra:

(Fo)n(t,x) = @(x —t)

Ha 0 — 0 az adédik, hogy

(F)p(t,z) =1(x—t >0)

t
(F)k(t,x) _ eft/\"l (m _ Et > 0> + /(F)kJrl <t,x _ E(t _ S)) )\nefx\n(tfs) ds
n n
0

ami ugyanaz, mintha az (6) formuldt kozvetleniil alkalmaztuk volna.

A (7) differencidlegyenlet-rendszert ¢ = 0-ra, numerikusan az upwind séma
[5] segitségével oldottuk meg. A kapott eloszldsfiiggvény segitségével a konstrualt
abszolut szimmetrikus véletlen norma varhaté értékét szamitottuk ki, ami persze
egy abszolit és szimmetrikus norma. Szimuldcidinkban a [0, 1] intervallumot N
belsé ponttal N + 1 egyenl6 részre osztottuk fel. Az n = 10, A, = 10 és N =
200 paraméter bedllitdsok mellett kapott (F')o(t, x) eloszlasfiiggvény grafikonja az
. abran lathaté.

A véarhaté érték norma R2-n vett egységkdreit a . dbrdn abrazoltuk. Két szél-
sOséges vislekedés figyelheté meg: Ha leallitjuk a lancot, azaz ha A, = 0, akkor
a varhat6 érték norma a kozonséges maximum normaval esik egybe. Ha a lanc
sebessége végtelenhez tart, vagyis A\, — oo, akkor a varhatd érték norma az 1-
normahoz tart pontonként.
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1. dbra. Az X, valdsziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye (n = 10, A\, = 10,
N = 200).

4. Abszolit és szimmetrikus normak magasabb dimenziés terekben
4.1. Erss és gyenge kiterjesztések

A kozonséges p-normak teljesitik a ||v||, = || (v1, [|(v2, ..., vn)]|) ||p egyenlEsé-
get Yo = (v1,...,0,) € C" estén. Ezt a tulajdonsdgot felhaszndlhatjuk arra, hogy
a sikon megkonstrudlt abszolit és szimmetrikus véletlen normadinkat magasabb
dimenziés terekre induktivan altalanositsuk.

Tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb dimenzidji térre sikeriilt kiterjeszteni
a stkon mar megkonstrualt abszolut és szimmetrikus véletlen norméat. Legyen

(n—-1)
v = (v1,...,v,) € R} 5 tetszbleges vektor és P ~ a véletlen norma Cr! térre
vett kiterjesztése. Legyen p egy, az elézd kiterjesztéstdl fiiggetlen norma a C?
vektortéren és definidljuk az n dimenziés kiterjesztést gy, mint

Y v =p ( ((ul,("pl) (. (V2. ,Un))» .

(n)
Vildgos, hogy a P véletlen norma C™-en csak a vektor elemek abszolut értékeitol
fligg, de nemsziikségképpen szimmetrikus. Szimmetrikus véletlen norméat kapunk,

ha P RY S-re vett lesziikitését szokdsos modon C"-re kiterjesztjiikk. Ha P egy
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2. dbra. A védrhat6 érték norma egységkorei. Folytonos — (n = 1, A, = 0,
N = 4000), szaggatott — (n = 1, A\, = 100, N = 500), pont-vonal — (n = 100,
An = 100, N = 1000).

olyan abszolit és szimmetrikus véletlen norma a C" vektortéren, melyet egy p,
C2-n adott, abszolit és szimmetrikus véletlen norma fiiggetlen példanyaibdl a fenti
eljarassal nyertiink, akkor azt p erds kiterjesztésének hivjuk.

A fenti eljaras f6 hatuliitoje, hogy rogzitett v € C™-re (?7) egy olyan valészintiségi
valtozo, ami az eredeti valdsziniiségi mez6 n-szeres hatvanyan van értelmezve. Ez
a szimuldciok elvégzését nagyban megneheziti. Ennek okan vezetjiik be a gyenge
kiterjesztett fogalmat, ami az er6stél annyiban kiilonbozik, hogy a konstrukcidoban
felhasznalt indukcids 1épést a kovetkezével helyettesitjiik:

5o (L) =p ( ((vl,]E <%;” (. (vas .. ,vn)))>) .

A 3. fejezetben bemutatott véletlen norma hdromdimenzids gyenge kiterjesztésébol
szarmagtatott varhaté érték norma egységgdombje a . abran lathato.

4.2. Egy nyitott kérdés

Az abszolut és szimmetrikus véletlen norméak kiterjesztése végtelen dimenzi-
6ra egyszerli hatdratmenettel torténhet. Legyen v = (v1,vs,...) komplex szdmok
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3. dbra. A 3. fejezetben bemutatott véletlen norma haromdimenziés gyenge kiter-
jesztésébol szarmaztatott varhatéd érték norma egységgombje (n = 100, A\, = 100,
N = 500) paraméter beéllitdsok mellett.

egy tetszOleges sorozata, és jelolje (Z): (v1,v2,...,v,) az eredeti sorozat n-edik
csonkitottjat. Legyen
(00) . ) ()
p (v):= lim P (v)
n—oo
megengedve azt az esetet is, hogy a fenti hatarérték végtelen. Ha v € I', akkor a
forditott haromszog-egyenlétlenség szerint

|(n) (n), (M) (m),, (ntm) (

() (m) () (m)
p(v)=p (v)[< P (v—-w)<[v—"ov]h,

. (n) (n)
vagyis P (v") Cauchy-sorozat P-m.b..
Nyilvanval6, hogy az (1) tulajdonsidg végtelen dimenzidra is 6roklédik, azaz

(o0
komplex szdmok tetszéleges v = (v1, v, . ..) sorozatdra [|[v||e < P (v) < ||v]]1 és
[1V]] 00 g(pﬁ) (v) < |v||1 teljesiil P-m.b., ami azt jelenti, hogy a varhaté értékben

véges norméju sorozatok tere az I' és [ terek kozott helyezkedik el tartalmazas
tekintetében. A kiilonb6z6 normafolyamatokhoz asszocialt varhaté érték normak
végtelen dimenziéban nem sziikségképpen ekvivalensek, az esetleges ekvivalencia
fennéllasa ekvivalencidt indukal a normafolyamatokon is. A kérdés az, hogy ho-
gyan jellemezheték az egy ekvivalencia osztalyba keriilé normafolyamatok?
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MEASURES ON GAUGE INVARIANT SYMMETRIC NORMS

ATTILA LOVAS, ATTILA ANDAI

The concept of a gauge invariant symmetric random norm is elaborated in this paper. We
introduce norm processes and show that this kind of stochastic processes are closely related to
gauge invariant symmetric random norms. We construct a gauge invariant symmetric random
norm on the plane. We define two different extensions of these random norms to higher (even
infinite) dimensions. We calculate numerically unit spheres of expected norms in two and three
dimensions for the constructed random norm. The English version of this paper can be found in

(1).

Keywords: continuous-time Markov chain; path integral; permutation invariant norm; unitary
invariant norm
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KALMAR LASZLO, A SZAMITASTUDOMANY HAZAI UTTOROJE

SZABO PETER GABOR

Csendes Tibor 60. sziletésnapjdra tisztelettel és szeretettel ajanlom

Az IEEE Computer Society a vildg egyik legrangosabb informatikai egye-
siilete. A térsasdg 1996-ban elhatédrozta, hogy az dltaluk 1981-ben alapitott,
de az addig szinte kivétel nélkiil csak nyugati orszagokban dolgozé szakem-
bereknek odaitélt Computer Pioneer Award dijat ezittal Kozép- és Kelet-
Furdpai orszdgok szédmitastechnikai ittoréi is megkaphatjdk. A kitiintetés
feltétele az volt, hogy a dijazott olyan maradandé szamitastechnikai alkotést
kellett, hogy létrehozzon, amely legaldabb masfél évtized tavlatabdl is kiallta
az id6 prébajat.

1997-ben a Neumann Janos Szamitégép-tudoméanyi Tarsasdg javaslatara
két magyar tudésnak itélték oda posztumusz a Computer Pioneer Award
dijat. Az egyik Kozma Lészl6 (1902-1983) miiegyetemi professzor volt, aki
1955 és '57 kozott konstrudlta meg az orszag els6 programvezérelt jelfogds
szédmitégépét, a MESz-1-et, amit 1958-ban iizembe is &llitottak. A mésik
dijat a szegedi egyetem egykori matematika professzora, Kalmar Laszlé
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(1905-1976) kapta, a matematikai logika miiszaki alkalmazésainak terén elért
eredményeiért, elsésorban a szegedi logikai gép megalkotasaért és a formula-
vezérlésii szamitégép tervéért.

Kalmar professzor nagyon sokat tett itthon nemcsak az informatikai kuta-
tasokért, de annak oktatdsaért is. Kozel félévszazadon keresztiil tanitott
a szegedi egyetemen matematikat és majdnem két évtizedig szdmitdstudo-
ményt. 1956 tavaszan munkatarsaival kibernetikai szemindriumot szervezett,
majd a kovetkez§ évben — az orszdgban els6ként — beinditotta a hazai felsé-
foku informatikai szakemberképzést.

To6bb mint 6tven éve tanitanak szamitégép-programozast a szegedi egyete-
men. Mivel az elsé elektronikus szamitégép, az M-3 csak 1965-ben érkezett meg
Szegedre, ezért kezdetben a szamitégép-programozas még tn. ,krétafizikai” madd-
szerrel tortént: tablandl, krétaval, fiktiv gépeken futtatta tandr és didk az algorit-
musokat. Kalmar Laszlo, az egyetem kivalé matematika professzora azonban mar
az 1950-es évek masodik felében latta, hogy rohamosan kozeleg az a korszak, ami-
kor Magyarorszagon is sziikség lesz majd az olyan szakemberekre, akiknek érteniiik
kell az ,elektronikus szamolégépek” programozasahoz. Kalmér professzor kihar-
colta a minisztérium beleegyezését, hogy a szegedi egyetemen az egyszakos tanér-
képzés megsziintetésekor, a harmadéves tanarjeloltek 5 szédzaléka az egyik szakjuk
elhagyasaval a megmaradt szak egy specidlis teriiletén elmélyiiltebb tanulmanyo-
kat folytathassanak. 1957 Oszén — az orszagban els6ként — igy vette kezdetét
harom egyszakos (vagy ahogyan hallgatétdrsaik viccesen hivtédk 6ket: EDSAC-
o0s) hallgatéval a (szdmitégépes) alkalmazott matematikusképzés a szegedi egyete-
men. Kalmar tudta, hogy ezzel egy sziileté tudomanyagat képvisel, és ahogyan az
legtobbszor torténni szokott, a sziileté tjnak mindig meg kell harcolnia a maga
harcat a konzervativizmussal szemben. Az 6 esetében is igy volt ez, bar valéjaban
ez a kiizdelme nem a kibernetika itthoni elismertetéséért folytatott eréfeszitéseivel
kezd6dott, hanem mar jéval korabban, tulajdonképpen akkor, amikor matematikai
logikéval kezdett el foglalkozni.!

Abszolut igaz tudomdny-e a matematika?

Kalmar érdeklédése a matematikai logika irant az 1920-as évek vége felé kezdo-
dott. Matematikus kollégai koziil voltak, akik nem igazan oriiltek annak, hogy az
olyan szép klasszikus matematikai diszciplinak kutatdsat, mint amilyen példéul
a fiiggvénytan, az analitikus szamelmélet, vagy az interpolacié elmélete, olyan
egzotikus targykorrel akar felcserélni, mint a matematikai logika. Még a matema-
tikusok koziil is tébben tulsadgosan elméleti tudomdanynak tartottak ezt, amelyrol

1Az EDSAC (Electronic Delay Storage Automatic Calculator) az els6 gyakorlati feladatok
megoldasara is haszndlhatd tarolt programi szamitégép volt. 1949-ben angol fejlesztés eredmé-
nyeként késziilt el a Neumann-elvek alapjan.
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ugy gondoltak, hogy talan inkdbb a filozéfidval van szorosabb kapcsolatban, mint a
matematikaval, és kiilonben is nem valdszinti, hogy valamikor lesz majd ennek bar-
milyen komolyabb alkalmazédsa. Riesz Frigyes mélyen lenézte a matematikai logi-
kat, Haar Alfréd valamivel jobban értékelte, de azért 6 is megkérdezte Kalmartdl,
hogy itt is vannak-e tételek és azokat be is bizonyitjdk-e, vagy csak véleményekrol
vitatkoznak, mint a filoz6fusok. A pélyajat akkor kezd6 fiatal matematikust azon-
ban t6bb olyan hatas érte, amely arra inditotta 6t, hogy a tovabbiakban mégis ez
legyen a f6 kutatasi teriilete.

Kalmar a matematikai logikarol Neumann Jénostdl hallott elészér Budapesten,
ahol egyetemi tanulményait folytatta. A tudomanyegyetemen akkoriban matema-
tikai logikdt még nem lehetett tanulni. Voltak ugyan ,Logika” cimmel el6adasok,
de Kalmar ezekbdl hamar kidbrandult, mikor azt tapasztalta, hogy — ahogyan
6 fogalmazott — egy logikdval foglalkozé ,filozéfus” biintetleniil elkdvethet olyan
primitiv logikai hibdkat, amiket ha egy gimnazista tenne meg matematikabol,
akkor megbuktatndk ezért. Kalmar a matematikai logika alapgondolatait és a
bizonyitaselmélet programjit szegedi éveinek kezdetén Neumann Jénos egy akkor
frissen megjelent dolgozatdbdl értette meg. Moddja volt megismerkednie néhany
olyan kivalo kiilfoldi matematikussal is, akiknek hatasara tovabb mélyiilt a kapcso-
lata ezzel az itthon még akkor djnak szamité tudomannyal.

1928-ban nagy hatéassal volt rd a korszak egyik legnagyobb matematikusanak,
Hilbertnek a bolognai nemzetktzi matematikai kongresszuson a logika megoldat-
lan problémairdl tartott el6addsa. A kovetkez6 év nyaran el is utazott Gottin-
genbe, ahol személyesen is taldlkoztak. Kalmar igy emlékezett ra: ,Oreg volt mar,
bizony megesett, hogy halmazelméleti eloaddsan kiesett a kréta a kezébol. Volt egy
nagyon jé magantanara, Bernays, leiiltette Hilbertet, folvette a krétat és folytatta
az el6adast. Kozben Hilbert 2-3 percet bébiskolt, aztdn folnézett, figyelt egy
percig, mit mond Bernays, majd visszavette a krétat és folytatta az el6adast.”
Egy izben Bernays jovoltdbdl sikertilt beszélgetnie is Hilberttel.

Edmund Landau, a kivdld német matematikus is Gottingenben tanitott.
Kalmar el is jart egyik fiiggvénytani szeminariuméra. Kozelebbi kapcsolatba azon-
ban nem keriilhettek, mivel akkoriban Landau az 4j konyvén dolgozott, és minden
idejét szigorian beosztotta, kiilon nem fogadott senkit. A fiatal szegedi tanarsegéd
sajnalhatta ezt, hiszen mar gimnazista koratdl ismerte Landau nevét, és annak
primszamokrél szolé kétkotetes szamelméleti munkajat is. Nem kis meglepetést
okozott igy a szamaéra, amikor Szegedre valé visszatértekor, Landau egyik munka-
tarsatol, Fencheltdl kapott egy levelezblapot, amelyen azt kérdezték tole, hogy
megengedné-e Kalmér, hogy Landau a késziil6 Grundlagen der Analysis c. kony-
vében publikalja Kalmédrnak az aritmetika alapjaival kapcsolatos egyik Bernaysnak
tett megjegyzését, ill. ha ezt esetleg korabban mar megtette, akkor kérték, adja
meg annak irodalmi forrdsat, hogy Landau hivatkozhasson ré a konyvben.

Hosszasan kellett Kalmarnak gondolkodnia, mire radébbent, hogy milyen meg-
jegyzésére vonatkozhatott Landau kérése. Aztdan eszébe jutott, hogy tényleg emli-
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tette Bernaysnak, hogy Hilbert az el6adasan az egyik allitast szerinte a kelleté-
nél komplikaltabban bizonyitotta be, és gy gondolta, hogy ezt egyszeriibben is
meg lehetett volna csindlni. Aztdn vacsora kozben el is mondta ennek részleteit
Bernaysnak, hogy Neumann cikkébdl kiindulva, 6 azt hogyan bizonyitand. Ezt
aztan Bernays elmesélte Landaunak, aminek végiil az lett az eredménye, hogy az
emlitett konyv el6szavaba Landau ezt irta: ,habozassal allok a nyilvanossag elé
ezzel az frassal, mert egy olyan teriiletrol publikdlok ezzel, amelyrél semmi Gj mon-
danivalém nincs, leszamitva Kalmarnak egy szébeli kozlését.” Ennek a meglep6
valloméasnak az volt az elézménye, hogy Landau, aki magat a precizség mintaké-
pének tartotta, az egyik el6addsan, amit az aritmetika axiomatikus felépitésérol
tartott, hibdsan bizonyitott be egy hasonld tételt, melyre Kalmar megjegyzése is
vonatkozott. FErre egyik tanarsegédje hivta fel a figyelmét, ami szdamara aztian
olyan sokkot jelentett, hogy ezért egy konyvet kellett irnia.

Kalmar ekkor még tanarsegéd volt a szegedi egyetemen, és Landaunak ez az
elismerése nagyon nagy hatdssal volt rd. Sajat bevalldsa szerint a matematikai
logikaval val6 igazi kapcsolata ekkor kezd6dott, latta, hogy érdemes ezzel foglal-
koznia. Az 1932-es ziirichi nemzetkozi matematikai kongresszuson mar 6 maga
is tartott egy eldadédst az un. eldontésprobléma kapcsin, amely aztan kutatasi
tevékenységének egyik f6 irdnyvonalat jelentette.

Az eldontésprobléma a kovetkezo feladatot jelenti: adjunk meg olyan algorit-
must, amellyel tetszoleges logikai formuldk azonosan igaz volta eldonthets. Kalmar
szamos tudoményos dolgozatot publikalt ezen a teriileten, bar bizonyos értelem-
ben boldogtalan kincskeresés volt ez, hiszen késébb kideriilt, hogy ilyen algoritmus
bizonyithatéan nem létezik (feltéve persze, hogy az algoritmus intuitiv fogalma
alatt azt értjiik, ahogyan azt ma egzakt médon targyalni szokds). Mindenesetre
bizonyos specidlis formulaosztalyokra megoldhaté az eldontésprobléma és bizonyos
tipusu formuldkra Kalmarnak sikeriilt is azt megoldania. Egy ilyen feladat kap-
csan tortént az, hogy Kalmar Godellel és Schiittével egy id6ben, de toliik fiigget-
leniil oldott meg egy problémat, amit azonban Gédel hamarabb tudott publikalni.
Hilbert viszont mégsem engedte visszavonni Kalméar dolgozatat a Math. Annalen
folyéirattol, mert abbdl jobban meg lehetett érteni az alkalmazott modszert. Kal-
mar legtobb cikkét az eldontésprobléma in. redukcié-elméletének szentelte, amikor
is az altalanos problémat visszavezette bizonyos specidlis eseteire.

Kalmar sokat foglalkozott Godel és Church nevezetes tételeinek egyszerisité-
sével, altalanositasaval és helyes interpretacién alapuld népszertisitésével is. Godel
1931-ben kozolte nagy horderejli eredményét, miszerint minden ,,valamireval$” axi-
6marendszerben (azt, hogy ez mit jelent, persze pontosan meg lehet hatarozni)
megfogalmazhato olyan probléma, ami a rendszer keretein beliil nem oldhaté meg,
vagyis azt az adott axiémarendszer eszkozeivel sem igazolni, sem cafolni nem
lehet. Ez egyben azt is jelenti, hogy nincs olyan abszoliat axiémarendszer, amire az
egész matematikat fel lehetne épiteni, mert akarmilyen értelmes axiémarendszert
is rogzitenénk, mindig talalhatnank olyan feladatot, amit a rendszer fogalmaival
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ugyan le tudnank irni, de semmilyen médon nem tudnénk azt sem bizonyitani,
sem cafolni kizdrdélag csak a rendszer axiémainak felhaszndlasaval.

Church példat adott algoritmussal egyaltalan meg nem oldhat6 problémasere-
gekre is, és igazolta, hogy nincs olyan algoritmus, amellyel barmely adott logikai
formulardl el lehetne azt donteni véges szamu lépésben, hogy az azonosan igaz-e.
Church eredményét népszertien ugy szoktak mondani, hogy vannak abszolite meg-
oldhatatlan problémaseregek, mig Godel tétele axiémarendszertdl fiiggd, relative
eldonthetetlen problémék létezésére mutat ra. Church tételét mélyebbnek gondol-
tak Godelénél, igy meglepd volt, amikor Péter Rozsa észrevette, hogy ez nem igy
van. Church tétele levezethet6 a Godel-tételbol, s6t Kalmar azt is igazolta, hogy
a Church-tétel egyenesen specidlis esete a kell¢ dltalanossagban megfogalmazott
Godel-tételnek.

Izgalmas teriiletre jutunk akkor, amikor az in. Church-tézisrél gondolkodunk,
amelyen Church tétele is alapult. A kérdés tulajdonképpen az, hogy mi is az ,algo-
ritmus”. Err6él mindenkinek lehet valamiféle intuitiv fogalma: egy véges eljarés,
amely minden lépésben pontosan el6irja, hogy mit kell csindlni. Ha azonban, azt
akarjuk megmutatni, hogy valamely probléma megoldasara egy adott eszkozkészlet
mellett nincs algoritmus, akkor azt kell bebizonyitani, hogy soha senki nem tud
olyan véges eljdrdst/bizonyitdst kredlni, amely megoldand a feladatot. Az ilyen
matematikai bizonyitashoz viszont sziikségiink van az algoritmus egzakt defini-
ciéjara. Tobb tigyes kisérlet tortént az egzakt definicié megadasara, amelyekrdl
végiil kideriilt, hogy egymassal egyenértékii fogalmat eredményeznek, igy nagyon is
ésszerlinek tiinik, ha az algoritmus intuitiv fogalmét a javasolt egzakt fogalmakkal
(pl. altaldnos rekurziv fiiggvény, Turing-géppel kiszamithaté fiiggvény) helyettesit-
jiik. A Church-tézis azt jelenti, hogy tegyiik ezt meg. Persze azt, hogy ezt tényleg
jogos megtenni, matematikai szigorusdggal bizonyitani nem lehet, csak tin. plauzi-
bilitasi érvekkel lehet aldtamasztani. Mindenesetre, ha elfogadjuk a Church-tézist,
akkor a tovabbiakban nyugodtan alhatunk, mert meg tudjuk mindenki szdméra
mondani, hogy mi az az algoritmus.

Kalmar azonban nem igazan hitt abban, hogy a matematika eljarasait valaha
is az elébbieknek megfelel6 zart keretek kozé lehet kényszeriteni. Nagyon érdekes
az, ahogyan rdmutatott arra, hogy a Church-tézis ellen éppugy lehet plauzibilitasi
érveket felhozni, mint ahogyan Church mellette hozott fel hasonlé érveket. Kalmar
egészen meglepl kovetkeztetésre jutott: ha valaki elfogadja a Church-tézist, akkor
azt is el kell, hogy fogadja, hogy vannak olyan tételek, amelyek ugyan igazak, de
azt, hogy igazak, azt semmilyen helyes okfejtéssel soha nem lehet bebizonyitani.
Nem csak most nem tudjuk bebizonyitani ¢ket! Soha nem fogjuk! Kalmér szerint,
ha valaki hisz abban, hogy a vilag térvényei megismerhetok, akkor nem fogadhatja
el a Church-tézist, mert abbdl azt lehet levezetni, hogy vannak olyan torvénysze-
rliségek, amelyek teljesiilnek, de hogy ez tényleg igy van, ezt soha senki nem fogja
tudni bebizonyitani. Mondhatni egyrészt azért, mert magunk zartuk magunkat
zart keretekbe azaltal, hogy rogzitettiik az algoritmus fogalmét. Ez esetleg kelle-
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mes lehet, biztonsdgérzetet adhat, de a megismerésiink korlatoltsagaval fizetiink
érte.

Matematikai ars poeticdjanak is felfoghatdk az alabbi sorai: ,,...megjartam
a matematikai egzaktsig magasiskolajat, s latom, hogy az egzaktsdgnak nincs
hatara, nincs olyan preciz médon megfogalmazott definicid, vagy tétel, amibe még
precizebb allaspontrdl bele ne lehetne kotni, mégpedig nemcsak szérszalhasogatés-
bdl és kdkancsomdkeresésbdl, hanem alapos okkal (mert a precizebb dlldspont el
nem fogadasa effektiv hibdkhoz, hamis eredményekhez vezethet); éppen ezért nem
tudom tobbé statikus-dogmatikusan felfogni a matematikai precizséget: aki ezen
innen van, nem preciz, aki til, az preciz. Ezzel egyiitt elejtettem persze a matema-
tikdnak, mint abszolut igaz tudomdnynak a képzetét. Nem irom, hogy kénytelen
voltam elejteni, mert az a meggy6zodésem, hogy épp az a szép a matematikaban,
hogy magan viseli az emberi alkotds minden bizonytalansiagat. Félre ne érts: 1é-
tezik szdmomra is precizség, de nem statikus, hanem dinamikus értelemben: mint
precizségre torekvés. Amikor valakit matematikara tanitok, mér all a precizség
valamilyen, esetleg nagyon alacsony fokdn; magasabbra nem tgy jut, hogy én dog-
matikusan magasabb fokra allok és lemarhdzom, ha 6 kevésbé preciz, hanem ugy,
ha meggy&ézém arrol, hogy érdemes feljebb jonnie. Persze mindezt csak akkor ér-
demes, ha van benne igény rd; egy cseppet sem baj, ha nincs, akkor maradunk ott,
ahol voltunk.” Persze kérdés, hogy a fenti sorokban igaza van-e Kalmarnak. A
matematikatorténet példdi azt mutatjak, hogy igen. Néhany mai logikus esetleg,
ugy gondolhatja, hogy nem. Szdz év mulva érdemes lenne esetleg visszatérni erre
a kérdésre.

»Mitél mozog?”

Kalmar Laszlé sajatsagos szellemben tanitotta a matematikdt. A tanitasban
els6sorban az motivalta, hogy mindig szerette volna a nehéz kérdéseket konnyivé
tenni. Ugy megtartani egy eléadédst, hogy azt ne csak a tehetséges didkok, hanem
barki megérthesse, ha annak kell6képpen nyitott az elméje, és érdeklédik a téma
irdnt. Szerette felfedeztetni a matematikat. Ne kényszer legyen, hanem sziikségét
érezze a didk, amikor egy 1j fogalmat kell bevezetnie. A definicié nala sokszor
nem a kiindulépont volt, hanem a végallomas, ahogyan a szemléletestol eljutott
az absztrakt fogalomig. Ugyanez vonatkozott a tételekre is. Ma az egyetemen
legtobbszor kimondunk egy tételt, majd azt kéveti a bizonyitas. Nala gyakran egy
gondolatsor zardsaként, mint végkifejlet jelent meg a tétel megfogalmazasa.

Kalmar szerint egy tétel kimondasa és annak helyes bebizonyitdsa még nem
feltétleniil elégséges a valodi tudashoz. Ijgy vélte, hogy az érti a tételt igazan,
aki tudja azt is, hogy mi a lényeges pont annak a bizonyitdsdban. Mi ad moti-
vaciét egy tétel megfogalmazasdhoz, és hogyan lehet rajonni annak egy bizonyi-
tasdra. Hogyan lehetne mésképpen bebizonyitani ugyanazt. Magyarazzuk meg,
hogy milyen eszkozt és miért hasznalunk. Ne csak azt lassuk, hogy logikailag
helyes valami, hanem azt is, hogy miért van sziikség az adott 1épésekre. Elég csak
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el6venni példaul a matematikai analizisrél kiadott jegyzeteit, hogy Gsszehasonlitva
azt mas hagyomanyos targyalasokkal, lassuk annak sajatos voltat.

Kalmarra nagy hatassal voltak egykori pesti tanarai, Kiirschak Jozsef és Fejér
Lipét. Fejér is miivésze volt a matematikanak. El6addsait még olyanok is hall-
gattak, akiknek egyébként kevés koziik volt a matematikahoz, ugyanis nemcsak az
volt néla az érdekes, hogy mit mond, hanem az is, ahogyan azt mondta. Kalmar
igy emlékezett ra: ,Fejér Lipétnak hihetetleniil szuggesztiv volt az eléaddsmaédja.
Nem sokat torodott azzal, hogy mennyi anyagot végeztiink, de rengeteget lehe-
tett téle tanulni, persze csak annak, aki rezondlt ra. A gyenge hallgatéok nevettek
rajta, hogy eldadas kozben grimaszokat vag, hogy hol a hatsé padbdl magyaréz,
hol pedig elére fut a tablahoz, ir valamit, aztdn megint hatramegy. Azok voltak a
legérdekesebb el6adasai, amikor valamit mér befejezett, és nem akart (ijba kezdeni,
és mesélt a legutébbi olvasmanyairdl, ami hatassal volt ra. Ezzel olyan tavlatokat
nyitogatott az ember el6tt, amit akarhany elore jél atgondolt, szabvanyos el6-
adds sem tudott nyujtani.” Ottlik Géza, aki szintén Fejérnél tanult, ezt irta rola:
LSKiviilallonak nem lehet elmondani, hogy milyen volt Fejér Lipdt. Oris volt.
Foldontuli vigasztalds a puszta lénye. Aki nem ismerte, az valamit nem tud a
vilagrél, és sohasem fogja megtudni.” Kalmar a Fejér-el6adasokrdl évfolyamtarsa-
val, Péter Rézsdval gyonyorl jegyzeteket készitett, volt, hogy ezek egyikére Fejér
egyik tudoményos dolgozataban hivatkozott is.

Kalmarnak a tanitasrdl vallott nézetei szorosan kapcsolédtak matematikai mun-
kassagahoz is. Sajat bevalldsa szerint, neki sosem volt az a f6 ambiciéja, hogy minél
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tobb cikket irjon, igy nem véletlen az sem, hogy vannak olyan eredményei, ame-
lyeket ma az 6 nevével is emlegethetnénk, ha publikalta volna azokat. ,,Cikkeim
egy részében nem annyira az Uj eredmények kozlésére, hanem valaminek a meg-
magyarazasara, népszeriisitésére torekszem” — nyilatkozta egyszer. Latta, hogy
szervesiteni, igazdn megérteni valamit nagyobb 6romot jelenthet még az j tudo-
manyos informéacié kozlésénél is.

Egy 1j matematikai eredmény, amikor megsziiletik, akkor mindenekel6tt az a
fontos, hogy az helyes legyen. Az 1j eredményeket kzlé matematikai cikkek azon-
ban legtobbszor kozel sem nyilvanvalé gondolatokbdl, hanem iigyes, triikkkos és
gyakran hosszi, sokoldalas matematikai meggondoldsokbdl allnak. Kalmar mate-
matikai munkdassaganak egyik fontos aspektusa, hogy gyakran meg tudta ragadni a
matematikai gondolatok lényegét, igy egy-egy bizonyitast lényegesen egyszeriibben
tudott ,,talalni”, mint ahogyan annak szerzdje azt eredetileg kitaldlta. fgy sziiletett
meg példaul Erdds Pal elsé tudoményos cikke is, annak elemi bizonyitasara, hogy
barmely 1-nél nagyobb egész szam és annak kétszerese kozé mindig esik primszam.
Ez az in. Csebisev-tétel, amire Csebisev korabban mar adott egy komplex bizo-
nyitast. Erdds P&l elemi matematikai eszkozokkel egy 1j bizonyitdst gondolt ki
(rdadésul tobbet is bizonyitott Csebisevnél), de bar az eszkozok elemiek voltak,
,2homalyos és hézagos frasmodora miatt” elsére Erdés bizonyitasat sem igen értet-
ték meg, még maga Kiirschdk Jézsef sem. Kalmar Laszl6 segitette neki azt cikké
formalni. Nem hidba emlékezett erre késébb Erdés gy, hogy ,,nagyon sokat tanul-
tam Fejér Lipdttdl, de a legtobbet valészintileg Kalmér Laszl6tol.” (Erdés doktori
disszertdcidjat szintén Kalmar fogalmazta meg és irta le j6l érthetd forméban.)

Persze mai szemmel nézve a dolgokhoz valé ilyesfajta hozzaallas kicsit furcsa-
nak tlinhet. Ma talan a ,publish or perish” jegyében sok kutatéonak mas lehet az
ambiciéja. Minél tobb cikket irni, minél t6bb 1j eredményt publikalni, ami persze
érthetd is. Erdemes azonban elgondolkodni a mesterséges intelligencia uttoréjé-
nek Minskynek egy gondolatan, amely Kalméarnak is nagyon megtetszett, amikor
Kanadaban jartakor annak egyik frasdban taldlkozott vele. Minsky azt mondta,
hogy talan érdemesebb arrdl irni, hogy hogyan j6tt rd az ember nehéz problémak
megoldasara, mert az tanulsagos lesz az utokor szaméra, mint arrél, amit az ember
legutoljara bebizonyitott, mert az a jové szazadban Ggyis valamilyen nagyon alta-
lanos fogalomra vonatkozé nagyon &ltaldnos tétel érdektelen specidlis esete lesz
majd.

A szébeli Kalmar-vizsgdk sajatos ritudlé szerint lezajlé nyilvanos szamonké-
rések voltak. A vizsgdzokon kiviil gyakran maés hallgaték is jelen voltak, hogy
meghallgassdk a feleleteket. Tea és siitemény is volt a teremben, a gyakorlatve-
zet6k segitettek a szervirozasban. A vizsgdzdénak mindig résen kellett lennie, hogy
elmondhassa a feleletét, mert Kalmar rendkiviil gyors gondolkoddsi matematikus
volt, pillanatok alatt atlatta, ha valaki rossz irdnyba indult el, nem lehetett nala
mellébeszélni. Ha kideriilt, hogy még a hallgaté maga sem érti azt, amirdl beszél,
volt, hogy annyira elragadtatta magat, hogy kiabdlva verte a tdblat, ramutatva,
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hogy hol a hiba a bizonyitasban, ami utdn aztian a hallgatésdg egy szinvonalas
kisel6adas részesévé is valt a professzor urtol.

Kalmar Laszl6 azonban nemcsak a katedran végzett pedagégiai munkét, hanem
levelezés utjan is. Az 1986-ban kiadott Integrallevél c. konyvecskében Szabd Mik-
16s makéi gyermekorvosnak irt 40 oldalas levelét adtédk kozre (més érdekes tanulmé-
nyokkal egyiitt), amelyben Kalmér annak egy kérdésére reflektalva — nevezetesen,
hogy mit is jelentenek a kémia kényvekben azok az elnytujtott S betilik (integral-
jelek) — elmagyardzta neki az integralszémités 1ényegét. Kalmér készséggel segitett
mindenkinek, aki valamilyen kéréssel, kérdéssel fordult hozza akar személyesen,
akar levél utjan. Péter Rézsa irta: ,Ha valaki az utolsé évtizedek magyar mate-
matikdjardl akarna tanulmanyt irni, egyik f6 forrasa Kalmar levelezése lehetne: a
legkiilonbo6z6bb teriileteken dolgozé matematikusok fordultak hozzéd kérdéseikkel,
és kaptak t6le munkdjukat el6bbre segité feleletet. Hozza fordultak, mert tudtdk,
hogy matematikus egyéniségének legf6bb vondsai: a matematika egész teriiletének
vilagos attekintése, nemcsak terjedelmében, hanem mélységében is, és szinte egye-
diilallé pedagdgiai érzék.” Péter Rozsa tapasztalatbol tudta ezt: Kalmér neki
egy 64 oldalas levélben irta meg az aritmetika ellentmondés-mentességére adott
Gentzen-féle bizonyitas alapgondolatat.

A Szegedi Tudomanyegyetem Egyetemi Konyvtardban 6rzott Kalmar-hagya-
tékban Kalmar Laszlénak kozel 700 levelezépartnerrel folytatott levelezése maradt
meg, tobb ezer levél. A kozelmultban ebbél a gazdag, tudomanytorténeti szem-
pontbdl is érdekes anyagbdl 24 magyar matematikussal folytatott levelezését adta
ki a Polygon Kiadé (Kalmdrium I-IT, 2005, 2008), tobb mint félezer levelet sok mds
egyéb dokumentummal, tanulméannyal, életrajzzal, beszélgetéssel, jegyzetekkel és
fényképekkel egyetemben.

Két torténetet emelnénk most csak ki a Kalmar-legenddriumbél. Az egyiket
Székely Sandor mesélte: , Feltiint, hogy amikor kisértem az eléadasra, nemigen
volt szabad sz6lni semmit. S6t, hogy ha O kérdezett valamit, arra is csak igennel
meg nemmel volt szabad vélaszolni. Egyszer egy hallgatd jott vele szembe, és
kérdezni akart valamit. Rettent6en diithbe gurult, ugy, hogy az el6adasa el6tt egy
percet vdrnia kellett, amikorra annyira lehiggadt, hogy megkezdhette az el6addst.
Aztdn megkérdeztem Téle, hogy mi ennek az oka? Izgul? Azt mondta: igen. Es ez
rendkiviil érdekes volt, hogy O aki egész életében hlhetetlenul sok el6adast tartott,
aki egész életében pedagdgiai munkat végzett: izgult. Es akkor kijelentette, hogy
tudod, ugy van ezzel az ember, hogy ha mar nem izgul, akkor ne tartson eléadast.
Addig szabad el6adést tartani, amig izgul.”

Tanitvanya, Surdnyi Janos igy emlékezett ra: , Amikor valamit kozosen elol-
vastunk, engem eleinte kifejezetten bosszantott az, hogy amikor végigmentiink a
bizonyitdson, és minden pont vildgos volt, hogy mibdl és hogyan kovetkezik, 6
akkor kezdett el tulajdonképpen gondolkozni arrdl, és ez volt talan a legfonto-
sabb, amit t6le tanultam (ha nehezen is tanultam meg). 0 lgy fogalmazta meg a
kérdést, hogy: Mit6l mozog?. .. Mi az, amitél mozog a bizonyitds?”
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»Most gépeink teszik mindezt helyettink”

Kalmar Laszl6 a szamitégépekkel, vagy ahogyan akkor hivtak &ket elek-
tronikus szamolégépekkel” az 1950-es évek kozepétol kezdett el behatébban fog-
lalkozni.  Szinte azonnal felismerte a benniik rejlé forradalmi lehet&ségeket.
1956. aprilis 10-én szeminariumot szervezett a szegedi egyetemen a matemati-
kai logika miiszaki alkalmazasainak a szakirodalom alapjan valé megismerésére.
Hamar kideriilt azonban, hogy a témaval ugy keriilhetnek még szorosabb kapcso-
latba, ha nemcsak konyveket, cikkeket tanulmanyoznak, hanem maguk is megpro-
bélkoznak valamilyen konkrét szamitastechnikai berendezés épitésével. Kalmar
egyik adjunktusa felvetette, hogy épitsenek egy kis elektronikus szamolégépet.
Pesti kollégdjuk, Tarjan Rezs6 azonban hamar lebeszélte Sket arrdl, hogy szamolé-
gép épitésébe kezdjenek, mivel az tdl draga lett volna, inkabb azt javasolta, hogy
foglalkozzanak logikai gépekkel. Adott hozza szakirodalmat is. Kalmar egykori
tanitvanya, majd munkatarsa, Muszka Ddéniel igy emlékezett ezekre az idokre:
,Els6 feladatom a szeminariumon az volt, hogy hozzak egy jelfogét, mert ezt meg
kell ismerni, ugyanis — mint (akkor mdr nekem is igy volt szdlithaté) Laci bécsi
mondta — ez lesz a leendd gépiink épitékdve. Mindenkit nagyon érdekelt a jelfogd:
ki lelkesen, ki kissé borzongva vette kezébe ezt a kiilonos izét. .. (egy kozonsé-
ges, 48 V-os, két valtéérintkezds postai jelfogd volt, am akikkel itt kapcsolatba
keriilt, azok az elméleti matematika kitlin6ségei voltak, igy értheté volt borzon-
gasuk és tiszteletremélté az azt legy6z8 tuddsvagyuk). Néhdny hénap elteltével
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Laci bacsi, a frissen szerzett jelfogds ismeretei birtokaban, kidolgozta egy 8 vél-
tozds, jelfogds logikai gép dramkori terveit. (FEzeket késébb megmutattam egy
postamérnoknek, aki a relés telefonkdzpontok specialistdja volt: zsenidlisnak, 1éleg-
zeteldllitoan szellemesnek talalta, és teljességgel kizartnak tartotta azt, hogy ezt
egy olyan ember készitette, aki néhany honappal ezel6tt latott elészor jelfogdt.
Persze 6 nem ismerte még Laci bécsit. .. )”

A Kalmar-féle logikai gépet 1958. majus 1-jén mutattak be az egyetemen. A gé-
pet Kalmar tervei alapjan Muszka Daniel épitette meg. A logikai gép segitségével
az itéletkalkulus logikai formulairdl lehetett eldontetni, hogy azok mikor kielégit-
heték. A konstrukcié egyik érdekessége az volt, hogy a logikai valtozok értékeit
nem két érintkezés bemenettel, hanem harommal valdésitotta meg. Ha a fiiggd-
legesen egymads alatt 4116 hdrom bemenet koziil a fels6 kettét kototték ossze, az
a hamis értéket jelentette, ha az alsé kettot, az az igazat. Kalmar rendre meg-
tervezte a negacid, a konjunkcio, a diszjunkcié és mas kétvaltozos logikai miivelet
megvaldsitasat.

Az elektromechanikus vezérlésii logikai gép egy tisztan huzalos megoldédsu konst-
rukcié volt. Programozéasa dugaszolas utjan tortént, amellyel egy legfeljebb nyolc
logikai valtozét tartalmazoé tetszéleges bonyolultsagi formulat tudtak vizsgalni.
A gép allapotat és az eredményt jelz6lampdakrdl lehetett leolvasni. Alkalmazési
lehetGségeit tekintve hasznalhattdk példaul vasttbiztosité mérnokok annak meg-
hatarozasara, hogy egy pélyaudvaron hogyan &lljanak a valtok és a szerelvények,
hogy egy adott vonat egy adott sinparra valé befutdshoz szabad jelzést kapjon, de
alkalmas volt példaul adott miikodési feltételeknek megfelelé aramkorok helyes-
ségének az ellendrzésére is. Bar a gép igazi jelentOsége talan abban allt, hogy
Kalmar és munkatarsai a gép tervezése és épitése kapcsan mondhatni kicsit jobban
,belemelegedtek” a kibernetikaba.

A szegedi logikai gép dugaszoldssal valé ,programozédsa” elég nehézkes volt,
ezért készitettek hozza egy olyan billentytis berendezést, amely az adott logikai
formula alapjan automatikusan felépitette a megfelel6 logikai aramkort. Ekkor
felmeriilt az oOtlet, hogy ezen az elven szamolégépet is lehetne csinalni, ha nem
logikai formulat, hanem valamilyen programozasi nyelven irt programnak a jeleit
vinnék be, és igy a gép forditéprogram nélkiil megérthetne egy magasabb szinti
programozasi nyelvet.

A formulavezérlésti szamitégép tervét Kalmar 1959-ben vetette fel egy varsoi
konferencidn. Az ilyen szamitégép anyanyelve nem alacsonyszintii gépi nyelv,
hanem egy magasabb szintii programozasi nyelv. Vagyis ekkor a matematika
formulanyelvéhez hasonlé médon lehet odaadni a formulavezérlésii gépnek a fel-
adatot, és az anélkiil oldja azt meg, hogy kozben le kellene forditania gépi nyelvre.
Itt nincs sziikség forditéprogramra, mivel a gép eleve gy van megszerkesztve,
hogy egy formulanyelv az anyanyelve. Kalmar otlete a formulavezérlésti géprol
mar régen megsziiletett, megvaldsitasara azonban itthon nem kapott sem enge-
délyt, sem pénzt. Kijevben viszont Gluskov és munkatarsai Kalmar munkaibdl
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kiindulva szerkesztették meg a MIR szdamitégépet, amelynek a nyelve kozel allt az
ALGOL-60-hoz.

A szegedi informatikai kutatasok eredményeként sziiletett meg ekkor az els6
hazai kibernetikai dllatmodell is, a Szegedi Katicabogar. Muszka Daéniel tervezte
és épitette. Az elsé magyar miidllat a feltétlen és a feltételes reflexek modellezésére
szolgdlt, elektroncsovekbdl, germaniumdiodakbdl, fotocellakbdl, jelfogdkbol, elekt-
romotorokbdl, hangszorékbdl és mikrofonbdl allt tssze. Ha egy fényforrasbdl ravi-
lagitottak, magatdl elindult a fény irdanyaba; ha furulyaszét hallott, akkor villogott
a szemével. Néhanyszori egyiittes impulzus utan egy beépitett tanulbéalgoritmus
alapjdn elég volt csak furulydzni neki, kovette a hangot. A Szegedi Katicabogar
jelenleg is miikodoképes, a logikai géppel egyiitt az Informatika Torténeti Mizeum
Alapitvany szegedi gylijteményében, a Szent-Gyorgyi Albert Agordban tekinthetd
meg.

1957 6szét6l kezdve Kalmar professzor lelkesen fogott hozzd a programozas
tanitdsahoz is a szegedi egyetemen. Ahogyan a matematikai fogalmak esetén, itt
is igyekezett szemléletessé tenni a hasznédlt modszereket. A ciklusszervezd utasitds
bevezetésekor kedvenc példaja volt a ,kis inas”, akit a mester elkiildott a kutra
egy kantaval vizért. Feladatul kapta, hogy x kanta vizet hozzon egy dézsaba.
A dézsa mellett egy kosarban volt x darab kavics. Indulds elétt az inas mindig
kivett a kosarbdl egy kavicsot, s mindaddig kellett jarkalnia a kutra, amig el nem
fogyott a kavics a kosarbdl. Emlékezetesek voltak az el6adasainak illusztrélasaként
bemutatott népszerii zdszlos abrai is.

Kalmar a hatvanas évek elejétél behatéan foglalkozott a matematikai nyelvé-
szettel is. A Chomsky-féle generativ nyelvészet jelent&ségét felismerve ramutatott
arra, hogy a matematika és a nyelvészet eredményei és mddszerei hogyan alkalmaz-
haték kolesondsen a két tudoméanyban. A formélis nyelvek elmélete mellett Kalmar
professzor koérnyezetében ekkor kezdett kialakulni egy automataelméleti iskola is,
amely a mai napig a szegedi informatikai kutatdsok egyik viragzé teriilete.

Az els6 elektronikus szamitégép, az M-3 (mdsik nevén: M-3-M) 1965-ben érke-
zett meg Szegedre. Nem sokkal elotte kezdte meg 1963-ban a Kibernetikai Labo-
ratérium a miikodését az egyetemen. Az M-3 elektroncsovekkel miikodé elso-
generaciés gép volt, és egyben az els6 magyar épitésii elektronikus szamitégép.
Budapesten az MTA Kibernetikai Kutatocsoportja készitette szovjet dokumenta-
ciék alapjan. Nagy kaland volt a Szegedre vald koltoztetése és lizembedllitasa is.
Ismét Muszka Daénielt idézziik: ,Mint minden beallitasndl, igy az M-3 esetében
is elérkezett az iinnepélyes {izembe helyezés napja. Eloz6 este igy 9 ora tdjban
bejott Laci bacsi a gépterembe és érdeklédott, hogy minden rendben van-e? Telje-
sen megnyugtatd valaszt tudtunk adni, hiszen a teszt-programok és a laboratérium
matematikusai altal mar elkészitett programok napok éta hibatlanul futottak. Laci
bécsi tavozasa utan, mintegy féléra elteltével elementaris ereji zivatar tort ki, ori-
asi villamlasok kiséretében. Néhany perc milva, egy hatalmas villands utan az
aramszolgaltatds megsziint. . . Aki valaha is dolgozott els6generaciés (azaz elekron-
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csoves) szamitégéppel, annak nem kell kiilonosebben ecsetelni, hogy mit jelentett
a gép szamara az ilyen koriilmények kozott 1étrejott aramkimaradds. Azoknak — és
ma mar 6k vannak nagy tobbségben — akik csak hallottak az ilyen gépekrdl, csak
annyit: az dramsziinet 20 percig tartott; ezutan visszakapcsoltuk, és reggel 5 éraig
tobb, mint 40 darab meghibasodott elektroncstvet cseréltiink ki a gép kiilonbozo
egységeiben. Reggel 6 érakor a tesztek ismét hibatlanul futottak, és délel6tt az
iinnepélyes tizembe helyezés zavartalanul megtortént.” 1968-ig miikodott az egye-
temen az M-3, ekkor véltotta fel a mdsodik generdciés (immdr tranzisztorokkal
miik6ds) szamitégép, a Minszk-22.

A Minszk-22 gépet Kalmér Lészlé szamitdstechnikai munkédssidgdnak elisme-
réseként ajandékozta az egyetemnek az Orszagos Miszaki Fejlesztési Bizottsag.
Megbizhaté, jol miikodd gép volt. Kiilonboz6 orvostudomanyi alkalmazasoknal
is hasznaltdk. Az orvosok el6szor azt prébaltak megvizsgdlni, hogy szamitégép
segitségével hogyan lehetne azt kideriteni, hogy egy gyodgyszer mikor hatdsos.
Ehhez olyan szignifikancia vizsgalatokat végeztek valdszintiség-szamitasi eszkozok-
kel, amelyekkel igyekeztek elkiiloniteni a véletlen gydgyulasokat a torvényszeriitol.
De hasznaltédk a gépet az idegfiziologiai kutatasokban és magatartaselemzésre is.
A nukledris medicina teriiletén folytatott szamitégépes kutatdsok szintén ekkor
vették kezdetiiket Szegeden.

1975-ben egy tjabb generaciovaltas tortént. Ekkor érkezett a harmadik genera-
ciés szamitégép, az R-40 az egyetemre. Ez mar integralt aramkorokkel miikodott,
a maga idejében modern gépnek szamitott. Sziikség is volt a valtsra, mert egyre
inkabb érezhet6évé valt, hogy a felmeriil6 feladatok megoldasara a korabbi gép
mar nem elegend6. A Minszk-22-t 1976 méajusdban ledllitottak, majd egy buda-
pesti ipari szovetkezetnek adtak, ahol még t6bb évig dolgoztak vele. Ma ez a gép
is a szegedi informatikai gytjteményben tekinthet6 meg.

Kalmarnak tobb olyan 6tlete is volt a szamitastudomany teriiletén, aminek az
elméletét csak felvazolni volt lehetOsége. Erdekes gondolata a matematikai 6tlet-
ko6z16 interaktiv programozasi nyelv megalkotéasa is. Ugy gondolta, hogy hasznos
lehetne egy olyan alkalmas programozasi nyelvet konstrudlni, amelyen a mate-
matikus egy adott problémara vonatkozo otleteit kozolni tudnad a géppel, amely
aztan kiprobalna az otleteket, visszaadnd a részleteredményeket, amik alapjan a
matematikus, értékelve az eredményeket, tijabb Gtleteket kozolhetne a géppel, és
ennek iteraciéjaként, mint egyfajta interaktiv bizonyitds utjan juthatna kozelebb
a feladat megoldasdhoz.

Senki szaméara nem kell bizonygatni, hogy az informatika micsoda rendkiviili
fejlédésen ment keresztiil az elmilt évtizedekben. Erdekes lehet ezért megnézni
azt, hogy a szamitastudomanynak egy olyan ittéréje, mint amilyen Kalmar Laszld
is volt, a maga kordban hogyan vélekedett a szamitastechnika fejlédésérol, mit
gondolt arrdl, hogy hova fog ez majd a késébbiekben vezetni. Kalmért t6bbszor
megkérdezték errél, élete utolsé évében igy nyilatkozott: ,,A szamitégépek tovabbi
fejlédése oda fog vezetni, hogy egyrészt mindenki olcsén vasarolhat zsebbe féré kis
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szamitégépet, masrészt a szamitas, altalanosabban az informéaciofeldolgozas éppoly
kozszolgéltatas lesz, mint ma a telefon: mindenki , feltarcsdzhatja” a kézponti nagy
szamitégépet, , betarcsazhatja” neki a feladatot és esetleg emberi hangon megkapja
t6le a megoldast, esetleg képernyén jelenik meg neki. A mai multiprogramozésos
rendszerek nem is allnak ettél nagyon messze, a szazadforduléra valésziniileg nem
lesz mar utépia.” Nos, ma mar tényleg nem utépia.

Kalmar professzor munkéssagaval indult meg az informatika oktatasa és kuta-
tdsa a szegedi egyetemen. Sokan kaptak téle maradandé itravalét matematikabol
és szamitastudoméanybol egyarant. Sajat példajaval igazolta azt a tanacsat, ame-
lyet egyszer a fiataloknak adott: ,Ha valamirél azt hiszitek, hogy igazatok van,
minden gancsoskodds ellenére csinaljatok, a jovo igazolni fog benneteket.”

Eletrajzi adatok.

1905. marc. 27.  Kalmar Laszl6 a Somogy megyei Edde kozséghez tartozé Also-
Bogét pusztan sziiletett.

1910-1914 Elemi iskolai tanulmdnyait (II-V. osztdlyt) Sérszentdgotdn
végzi a kozségi népiskolaban.

1914-1922 A budapesti I. keriileti kir. &llami fégimnaziumban tanul.
Matematikatanarai kozott van David Lajos is, a jeles mate-
matikus, matematikatorténész, Bolyai-kutato.

1922-1926 A budapesti tudomanyegyetem matematika-fizika szakdn ta-
nul, de latogatja a matematika eldoaddsokat a Miiegyetemen
is.

1927. jan. Diplomat és doktori oklevelet szerez, majd a Vatea elektron-
csOgyarban kap allast, mint kutaté laboratériumi fizikus.

1927. szept. 1. A szegedi egyetemre keriil tanarsegédnek Ortvay Rudolf elmé-
leti fizikus matematikai fizikai tanszékére.

1928 Részt vesz a bolognai nemzetktzi matematikai kongresszuson,
ahol nagy hatéssal van rd David Hilbertnek a matematikai lo-
gika megoldatlan problémairdl tartott eléadasa.

1929 Gottingenbe utazik, ahol személyesen is taldlkozik Hilberttel.
1930 Riesz Frigyes és Haar Alfréd kozos adjunktusa Szegeden.
1932 Magéantandari képesitést szerez a szegedi egyetemen az , Arit-

metika és analizis” targykorokbol.

1936 Megkapja az Eotvos Lorand Matematikai és Fizikai Térsulat
Kénig Gyula jutalmaét.
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1947 A Szegedi Tudoméanyegyetem Fels6bb mennyiségtani tanszé-
kére egyetemi tanarrd nevezik ki.

1949 Az tjjaszervezett MTA levelezd tagga vélasztja.

1950 Kossuth-dijjal tiintetik ki.

1950/51 A Szegedi Tudoményegyetem rektora.

1956. apr. 10. Kibernetikai szeminariumot szervez mérnokok és matematiku-

sok bevonasaval a matematikai logika miiszaki és egyéb alkal-
magzasainak megismerése céljabol.

1957 Gszén Els6ként az orszdgban, Szegeden elinditja a (szdmitégépes)
alkalmazott matematikus képzést.

1958. maj. 1. Bemutatjak a tisztan huzalos megoldasi Kalmar-féle logikai
gépet.

1958-59 A magyar-kinai kultiregyezmény keretében, valamint a sang-

haji Futan Egyetem meghivasara eloadasokat tart Pekingben,
Vuhanban, Sanghajban és Hangcsouban.

1961 Az MTA rendes tagjava valasztjak.

1967 Kalmar Lészlé vezetésével a Bolyai Intézeten beliil 1étrejon.
A matematika alapjai és szamitastechnikai tanszék, amelybol
1971-ben 1étrejon a Szamitastudomanyi tanszék.

1975 Az MTA kikiildetésében Kanaddban és az Amerikai Egyesiilt
Allamokban jar és tart el6addsokat. Itthon Allami-dijat kap.

1975. okt. Nyugalloméanyba kertil.

1976. aug. 2. Az MTA maétrahazi iidiiléjében hunyt el.

Koszonetnyilvanitas.

A kutatdst tdmogatta a Telemedicina fokuszu kutatdsok Orvosi, Matematikai
és Informatikai tudoményteriileteken (TOMI) cimii pédlydzat: TAMOP-4.2.2.A-
11/1/KONV-2012-0073.
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KOVACS LASZLO BELA (1939-2015)

Viszaemlékezés Kovacs Laszlé Béla tanitvanyomra és baratomra

Kovacs Laci 1962-ben végzett az ELTE matematika szakon. Tanulmanyai
soran aktiv résztvevGje volt az operacidkutatasi el6addsaimnak, melyeket 1958
0sz6t0] rendszeresen tartottam az akkori Valésziniiségszamitasi Tanszék keretei
kozott. 1956-t61 1968-ig ott volt a f6alldsom (1963-ig adjunktusként, majd docens-
ként), de 1959-ben vezetdje lettem mésodallasban az MTA Matematikai Kutatd
Intézetében akkor létrejott, a Matematika Kozgazdasdgi Alkalmazasai Csoport-
nak. A csoport mindtssze négy taggal alakult meg és miikodott 1962-ig, amikor
sikeriilt egy 1j tagot felvennem, ez volt a frissen végzett Kovacs Laci. Késébb
a csoport boviilt kutatdkkal és aspirdansokkal, 1970-ig m(ikodott a Matematikai
Kutaté Intézetben.

Kovacs Laci kutatasi témaja a diszkrét programozas lett. Nagy energiaval
latott munkédhoz, ebbdl a témabdl jelent meg konyve a Bolyai Tarsulatndl 1969-
ben, melynek bovitett és atdolgozott kiadasa angolul is megjelent az Akadémiai
Kiadénéal 1980-ban, Combinatorial Methods of Discrete Programming cimmel.
A két konyv altalam szerkesztett sorozatokban jelent meg, az angol nyelvii konyv
a Mathematical Methods of Operations Research cimii sorozatban. Ennek soran
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alaposan attanulmanyoztam Laci konyveit, és sokat segitettem a végleges valto-
zatok létrejottében, &m magam is sokat tanultam téle. Itt emlitem meg, hogy
az operaciokutatas miivelésének van harom aspektusa: matematika, alkalmazas
és szamitastechnika. Csoportom ambiciondlta, hogy mindharom aspektus jelen
legyen munkankban, és Laci volt az, aki leginkdbb siirgette a szamitastechnikai
modszerek elsajatitasat és alkalmazasat.

Az 1960-as évek kozepén orszagos mozgalom indult a felsGoktatds reformja
céljabdl. Ennek soran sikeriilt elérnem, hogy az ELTE-n tervezett alkalmazott
matematikai szakiranyok egyikének elfogadtdk az operacidkutatast. A szakirany
el6készitése érdekében 1967-1969 kozott kétéves tanfolyamot szerveztem a Bolyai
Térsulat keretei kozott. Ennek soran tobb oktatasi anyagot dolgoztunk ki, melyek
a tarsulat konyveiként megjelentek. A tanfolyam egyben lehetOséget nytujtott az
operacidkutatdsi modszerek elsajatitasara azok szaméra, akik kordbban végezték
az egyetemet. Laci ennek a tanfolyamnak egyik el6addja volt, és az emlitett diszk-
rét programozdssal foglalkoz6 kényve (a Bolyai Térsulat kiaddsdban) ennek a tan-
folyamnak volt a kiadvanya.

1970-ben a csoport atkeriilt az MTA Szamitastechnikai Kézpontjaba, ekkor
azonban mar Operacidkutatdsi Osztaly lett. Ezen beliil volt egy Diszkrét Prog-
ramozas Csoport, Laci lett a vezetéje. 1973-ban a Szamitastechnikai Kézpontot
egyesitették az MTA Automatizalasi Kutatd Intézettel, 1étrejott az MTA SZTAKI.
1970-ben az 1j osztaly helyettes vezet&je Majthay Antal lett, frissen végzett kandi-
détus. O azonban egy év mulva az USA-ba tavozott, és a helyettesem Kovacs Laci
lett. 1975-ben az igazgato vezetévaltoztatast hajtott végre, és Laci lett az osztaly-
vezet6. Laci ezt dldozatosan vallalta el, hogy mentse az osztélyt, minden lényeges
kérdésben velem egyetértésben dontott. Ez az allapot két évig &llt fenn, mert az
Akadémia fétitkara Gj szervezeti format adott az intézetnek, f6osztalyokat hozott
létre, ennek soran alakult meg az én vezetésemmel az Alkalmazott Matematikai
féosztaly. Ennek egyik osztalya lett az Operacidkutatasi Osztay Kovacs Laci veze-
tésével.

I,gy érkeztiink el 1985-h6z, amikor Laci is és én is megsziintiink a SZTAKI
vezet6 beosztasi kutatéi lenni. Tanulsdgos, hogy mi tortént Lacival. Behivattak
az intézet kozpontjaba, ahol beliigyes emberek ra akartak venni, hogy jelentése-
ket irjon a hozzd kozel allokrol. Ez valészintileg elsésorban engem jelentett. Laci
feldiltan hozzam rohant utdna, elmondta, hogy a jelentésirast kereken megta-
gadta, és ugy itélte meg, hogy ha itthon marad, akkor allandé zaklatdsnak lesz
kitéve. Daniai kapcsolatunk révén, meghivast kapott a Koppenhdgai Egyetem
Szamitogéptudomanyi Tanszékére oktaténak. Késobb professzor lett, letelepe-
dett Koppenhédgédban, és arrdl az egyetemrdl ment nyugdijba. (En ugyanabban az
évben, vagyis 1985-ben az USA-ba tdvoztam, ahonnan az idén megyek nyugdijba).

Laci driasi energiaval dolgozott, az elméletben, gyakorlatban és a szamitas-
technikai mddszerekben egyardnt otthon volt, mint operdcidkutaté. Az 1985 uténi
munkéssagat kevésbé ismerem, azt azonban tudom, hogy a Koppenhégai Egye-
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tem megbecsiilt professzora volt. Az operacidkutatés hazai elterjesztésében lojélis
harcostarsam volt. Emberileg nemes és tiszta, amint az 1985-ben vele toérténtek
mutatjék, de szdmos egyéb epizdd is emlithetd volna. Laci annak ellenére, hogy
letelepedett Danidban, nagy magyar patriéta volt.

Az utébbi években ritkan taldlkoztunk, elsésorban az ide-oda valé utazdsaink
miatt, bardtsdgunk azonban nem szlint meg, erds szalak kotottek 6ssze benniinket.

Budapest, 2015. januar 13.

Prékopa Andrés

Pillanatok Kovacs Laszlé Béla életébol

Edesapé,m, Kovacs Laszlé Béla, 1939. augusztus 25-én sziiletett Budapesten.
Sziilei, Gosztonyi Ilona és Kovacs Mihdly Béla elvaltak, de frissen ujra Ossze-
hazasodtak, igy ndla 8 évvel idosebb névérével bar édestestvérek voltak, mégis
két kiilonboz6 hazassagbol szarmaztak. Sziileik hamarosan ismételten elvaltak, s
Gosztonyi Ilona egyediil nevelte gyermekeit belvarosi lakdsukban, a Molnar utca
27. szém alatt.!

Elérvén az iskolas kort, KLB a Molnar utca végen 1évé Iranyi Daniel Altaldnos
Iskolédba kezdett el jarni. Eletre széléan meghatdrozé élmény volt széméara ez a

IKLB ebben a hézban élt végig Dénidba menetele elétt, s utdna is ide tért
vissza. A héz 1886-87-ben épiilt (pontosan 99 évvel Dénidba menetele elétt) s Kallina
Mor tervezte neoreneszénsz stilusban. Képek a hézrél:  https://www.flickr.com/photos/
/76641279@QN04 /sets/72157646368874455/
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hely, tobbet mesélt ottani élményeirdl, mint az intim csalddiakrél. Tudni kell, hogy
1955-ig az Iranyi gyakorlo jellegli dltalanos iskola volt a tanarképzés szamara. Emi-
att tobb targybdl kimagaslé mindségii oktatdik voltak, s az osztdlyon val6é gyakor-
latozas miatt a kisdidkok a tananyagon tul a tanitds folyamataba is beleldttak
és ,beleszerettek”. Ott alapozédott meg, hogy felnéttként KLB kivald egyetemi
tandr lett: rengeteget késziilt minden eldadasra, fiitott lelkesedéssel adta le orait, s
vezette didkjai projektjeit. Sajat tanuldsi folyamatait is sokszor az vezérelte, hogy
az 0j témat 6 egyszer majd oktathassa.

Iranyis osztélytarsai kozott ott volt Karacsonyi Rezso, akivel egész életre szdl6
baratsagban voltak. O kés8bb a fizikai kémia szakteriiletet valasztotta, és szintén
oktatd és tankonyvird lett.

Sajat bevalldsa szerint KLB mar akkor tudta, hogy matematikus szeretne majd
lenni, amikor még nem is tudta, mi az a matematika: mar egész kicsi gyerek-
ként érdekelték olyan témak, melyekrdl késobb megtudta, hogy a matematikahoz
tartoznak. Egyértelmii volt hat, hogy a kozépiskola utan ezt a szakot valasz-
totta az ELTE-n. 1962-es végzése utan rogvest elhelyezkedett az MTA Matemati-
kai Kutat6 Intézetében a diszkrét programozas és operacidkutatas szakteriiletén,
err6l s kés6bb SZTAKI-beli munkéassigardl és vezetdi szerepeirdl emlékezik meg
fent szépen és alaposan Prékopa Andrds, akinek révén odakeriilt. 1972-ben tette
le a kandidatusi vizsgat. Szintén a 70-es évek elején eltoltott egy évet egy New
Orleans-i egyetemen.

Az egyik f6 alkalmazasi teriilet, amivel a SZTAKI-ban dolgozott, a gy&rtasi
folyamatok optimalizaldsa volt, f6 projektjiikkként itt a dunai vasmiibeli termelés-
irdnyitast kell megemliteni.

SZTAKI-beli szerepeiben teljes mértékben kovette és betartotta a tarsadalom
altal diktalt hivatalos jatékszabdlyokat, de ha lelkiismerete tugy kivanta, szem-
rebbenés nélkiil kiallt a hatalommal szemben, s védte kutatécsoportja érdekeit
személyes aldozatok révén is.

Latvan, hogy ideje és energidja egyre nagyobb részét a politikai iszapbirkédzas
emészti fel, 1985-ben megpalyazott, és meg is kapott egy oktatdi és kutatoi allast
a Koppenhdgai Egyetem Szémitdstudomdanyi Kardn, ddn nevén DIKU (Datalogisk
Institut ved Kobenhavns Universitet), mely éppen expanziv fazisban volt. Ezen
allaslehet6ség részint Jakob Krarup professzornak is kdszonhetd, akivel Prékopa
Andras és budapesti operaciokutaté csoportja, igy KLB is, mér sok éve jé kapcso-
latban allt.

Koppenhdga

1985 nyaran ment Koppenhagaba, formalis keretek kozott, tehat munkavalla-
l4si és letelepedési engedéllyel, mind a magyar, mind a dan hatdsdgok részérol.

A Koppenhigai Egyetem kovetelménye annyi volt az oktatdi stabtdl, hogy az
idének kb. 10%-4t adminisztrativ tevékenységekre kell forditani, 40%-4t oktatésra
és 50%-4t kutatdsra, ez utébbit természetesen rendszeres publikdciéval bizonyitva.
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Viszont ezen &altalanos irdanyvonalakon til, nagymértékben a munkatdrsak maguk
hatédrozhattdk meg, hogy ki mivel s hogyan foglalkozott.

A DIKU-ba érkezvén KLB egy eredeti és merész 1épést tett, mely meghaté-
rozta az eljovendd 20 éves dédniai szakmai munkdssagat. Ahelyett, hogy a mar 1é-
tez6 tobb f6s operaciékutatasi csoporthoz csatlakozott volna, szakteriiletet valtott
a Prolog alapi logikai programozds / tuddsreprezentdcié / szakértd rendszerek
fel6.2 Altaldnosan mesterséges intelligencia — angolul Artificial Inteligence, vagy
csak Al — néven is ismert ez a teriilet, de KLB nem kedvelte ezt a kifejezést,
mindjart visszatérek arra, hogy miért nem. Budapesten, a Miegyetemen mar a
70-es évek kozepétdl eljart Prolog szeminariumokra, s most ezt a tudasat vette eld-
térbe, latvan, hogy a logikai programozasnak akkor pusztan egy képviselGje volt a
Koppenhagai Egyetemen. 0 Gregers Koch volt, aki a logikai programozassal valé
nyelvi elemzést kutatta, KLB szdmadra tehdt nyitva allt minden més felhasznaldsa
ennek a relativ 1j teriiletnek.

A téma egyik f6 alkalmazdsa, ami legszembetinébb a publikécids listardl is, az
épitészet és varostervezés volt, mivel volt két egytittmiik6do épitész partnere: Per
Galle és Kotsis Istvan.

Példaként tovabbi alkalmazasi teriiletekre az orvosi diagnosztikat, irodai leve-
gémindséget és a Prolog-adatbéazis interface-t emliteném, természetesen minden
téren szakértOkkel dolgozva egyiitt, akik a Prolog-rendszerben reprezentdlandd
tudast hoztak; KLB maganak a reprezentacids folyamatnak volt a szakértGje a
Prolog nyelven keresztiil.

Mint mar jeleztem, a népszeri ,,mesterséges intelligencia” kifejezést KL.B kifeje-
zetten nem kedvelte, s ha csak lehetett, egyaltalan nem hasznalta. Nagyon tudatos
volt ugyanis, hogy ezt a kutatési teriiletet nem az emberi intelligencia helyettesité-
sére szanja, hanem sajiat megfogalmazdsaban gy, mint ,nagyon flexibilis rendsze-
rek az emberi gondolkodas és kreativitds tamogatasara és stimulaldsara”, mindez
a legszélesebb értelemben.

Ezt természetesen a didkjai kozott is terjesztette. Alapéves® kurzusait pél-
daul azzal kezdte, hogy az ,adat”, ,informéacié” és ,tudas” kozotti 1ényegbevagd
kiilonbséget leszogezze. Ez trividlisnak tiinhet, de egyaltalan nem az, s szerény
véleményem szerint a mai tarsadalomban széles kérben tovabbra is sokan keve-
rik ezen fogalmakat, aminek is eszméletlen mennyiségii id0 és energiapazarlds az
eredménye.

Személyes aspektusok

1961-ben hazassagot kotott a Szalontai Erzsébettel, hét évvel késébb elvaltak.
1974-ben ismét meghdzasodott, Farsang Adriannaval. Ezen mésodik hazas-
sdgabdl szarmazik két fia: jelen sorok iréja és testvérem Kovacs Méarton Miklds.

2Egy j6 magyar nyelvii Prolog 4ttekintés: Szeredi Péter & Szeredi Tamds ,,A Prolog nyelv és
a logikai programozds dttekintése” az internetrdl is letslthetd (Google keresés kiadja a pdf-et).
SKLB vezette be a logikai programozést az alapéves képzésen a DIKU-ban.
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A Molnér u. 27. szam alatti haz igy, akarcsak KLB-nek, nekiink is a gyerekko-
runk szinhelyét képezte a 70-es, 80-as években, s szintén az Iranyiban végeztiik az
altaldnos iskola elso éveit.

A Danidba koltozés koriil masodik feleségével is elvaltak egymastdl, igy Koppen-
higaban egyediil nevelt benniinket.

Tovabbi érdeklodési tertiletei

KLB szaméra soha nem volt éles valaszvonal a sziik értelemben vett szakmai és
a tovabbi tevékenységei kozott. Foglalkoztatta példdaul a 60-as években a Go nevii
japan jaték, melynek magyarorszagi elterjesztéséhez nagyon aktivan hozzajarult,
tobbek kozott azt hiszem, 6 kezdeményezte az els6 Magyarorszagon gyartott pél-
dényok ipari gyartdsat. Ennek a jatéknak a lényege a kétdimenzids tér értelmezése
és atérzése, akdarcsak a joval egyszeriibb pentominénak, amit rendszeresen alkal-
mazott az oktatdsban. A tér alkalmazasa koriili elmélkedés természetesen alapjat
képezi a lakas és varostervezésnek is, ami mint feljebb lattuk, egyik f6 tudasrepre-
zentdcids kutatési teriilete lett a koppenhdgai évei alatt. A térélmény egy tovdbbi
dimenziéja a festészet, amit KLB egész életében igen kedvelt, utols6 éveiben féleg
a nonfigurativ valtozataiban.

Egy masik nagy érdekl6dési teriilete a nyelv volt, mind mesterséges, mind
természetes formdiban. A 60-as, 70-es években f6leg a SIMULA programozssi
nyelvvel dolgozott, aztdn féleg Prolog-gal. Sok-sok oraid6- és energiabefekte-
téssel megtanult angolul, francidul, oroszul, japanul, danul, végiil spanyolul és
valamennyire szanszkritul is. Beszélt kommunikaciéra a magyaron kiviil féleg az
angolt, s valamennyire a dant hasznalta; a tobbire, azt hiszem, nagyrészt a nyelvi
strukturakba, a szokincsbe és az eredetiben olvasott irodalomba valé beletekintés
sarkallta.

Amint mar Prékopa Andrés is megpedzette a fentiekben, KLB igen értékesnek
tekintette és végig apolta magyarsigat Danidban is. Nem csak az irodalom, zene
és képzémiivészetek folyamatos élvezete altal, hanem aktiv szerepet toltvén be a
Koppenhagai Hamvas Béla Magyar Klubban, melynek alapitéja kozeli baratunk,
Lazar Ervin Janos volt. Ebben a kozosségben valé tevékenységérol, kiilonosen a
Latékornek nevezett rendszeres Osszejovetelekrol bo informacié olvashaté Ervin
,Latokoros Laszlo Bucsiztatd” cimii nekrolégjaban, mely az interneten megtaldl-
haté.*

Befejezésképpen egy par szot KLB spiritualitasarél. Mar a 80-as évektdl kezdve
foglalkozott a buddhizmussal, s a 90-es években lett aktiv buddhista. Olvasma-
nyaiban és gyakorlataiban végiil f6leg a tibeti hagyoményokat kovette. Amikor
2005-ben visszatelepiilt Magyarorszagra, aktiv tagja lett a Tan Kapuja Buddhista
Egyhaznak és Foiskolanak. Miutdn a teljesen varatlan aneurizma miatti agyveér-

4L4t6koros Lészlé Bucstiztaté:  https://www.facebook.com/notes/ervin-lazar /1%C3%A 1t
%C3%B3k%C3%B6r%C3%B6s-1%C3%A1sz1%C3%B3-b%C3%BAcs % C3%BAztat % C3%B3/
/861700150539159
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zést0l a 1étb6l a nem-létbe kellett 1épjen, természetesen ezen kozOsség végezte
gyonyorii biicstiztatdsi szertartdsat is.’

Matematikus, operacidkutatd, szakértdje a szamitdégépes tudasreprezentacio-
nak és az elme természetének, egyetemi tanar és faradhatatlan hidépité a huméan-
redl szakadék folott; a magyar és eurdpai értelmiségi hagyomany kiemelkedo
személyisége hagyott el benniinket; fiai, tanitvanyai és baratai ki-ki a maga madd-
jan, de folytatjuk vonalait.

Madrid, 2015. marcius

Kovacs Készon Balédzs

5A Tan Kapuja Buddhista Egyhiz megemlékezése: http://www.tkbe.hu/emlekoldal/kovacs-
laszlo-bela
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