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STROMMER GYULA (1920–1995) TUDOMÁNYOS

MUNKÁSSÁGA ÉS HATÁSA

MOLNÁR EMIL

Bevezetés

Ebben az ünnepi előadásban fel-
idézzük Strommer professzor úr tu-
dományos munkásságát, főleg 1974-
ben ı́rt akadémiai doktori értekezése:
A párhuzamosok axiómájától függet-
len geometriai szerkesztések elméleté-
hez alapján. (További publikációi és
életrajza a Strommer Gyula Nem-
zetközi Geometria Alaṕıtvány hon-
lapján jelenleg magyar nyelven meg-
találhatók, http://www.math.bme.hu/
∼szirmai/strommer.html.)

E sorok ı́rója éppen 1974-ben lett
Strommer professzor tudományos as-
piránsa a

”
tükrözés geometria” témá-

jában korábbi mentora, Kárteszi Fe-
renc (1907–1989) professzor javaslatára.
Bolyai János alakja és csodálatos fel-
fedezése, az abszolút geometria von-
zott engem akkor (és azóta is) a nem-
euklideszi geometriák témájához, ak-
kor még szinte

”
hályogkovács”módjára.

Strommer professzor – mint a Bolya-
iak földjének, Erdélynek szülöttje – már
régen művelte a témát, ismerte annak
gazdag nemzetközi irodalmát. 1. dia

Azóta is követendő példának tartom tańıtványaim felé, hogy nem ḱıvánta meg
tőlem az előzmények

”
kásahegyének” átrágását. Hagyta, hogy bátran nyúljak új

témámhoz a tükrözésgeometriára alapozandó általános
”
körgeometriához”. Pedig

ebben már neki is voltak tervei, sőt lényeges felfedezései, mint ahogy az később
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kiderült. Kicsit szerénytelenül erről is szólni fogok, mert még nyitott kérdések is
maradtak a témában az érdeklődő fiatalabb kollégák számára.

Itt kevesebb képet idézek fel előadásomból, de mindenképpen ide ḱıvánkozik
az 1. dia, Salca Mária találó rajza a Műegyetem humoros újságjából, a Vicinális
Dugóhúzóból. A nyakkendő

”
tart a ∞ végtelenbe”, ahol a párhuzamosok találkoz-

nak (mint Gyula bátyánk előadásaiban). Pethes Endre (Bandi bácsi (1922–2005))
kollégánk mindig csak attól tartott, hogy ez a ∞ a

”
leveses tányér alját” jelenti.

1. A Bolyai kultusz és a geometria alapjai

Az első Magyar Matematika Kongresszuson (1950) Friedrich Bachmann (1909–
1982), akkor már világh́ırű német geométer meghallgatta Strommer Gyula előadá-
sát, és ezután rendszeresen megh́ıvta konferenciákra. Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff (1959, második bőv́ıtett kiadás: 1973; A geometria meg-
alapozása a tükrözésfogalom seǵıtségével) könyve a magyar geométerekre (Kárteszi
Ferenc, Szász Pál (1901–1978) és a fiatalabb generáció) is nagy hatást gyakorolt,
később nekem is

”
bibliám” lett. A könyv lényeges új́ıtása egy G. Thomsen (1932)

dolgozatából származó ötleten alapult: Az egyenesre és a pontra vonatkozó tükrözés
elemi tulajdonságai alapján, továbbá például, hogy a śık bármely egybevágósága
legfeljebb három egyenestükrözés szorzata (egymásutánja), a śıkgeometria alapvető
tényei az egybevágóság-csoportban (algebrailag) is megfogalmazhatók. (Ez módsze-
rében hasonĺıt R. Descartes koordináta-geometriájához.)

Mindezt nagyon szépen ki is fejti a könyv, mindjárt az elején megjegyezve,
hogy az egyenesek metszéséről szóló euklideszi párhuzamossági axiómát nem köve-
teljük meg. A feléṕıtés ettől független (Bolyai János kifejezésével: abszolút érvényű).
Tehát például, a háromszög szögösszege nem feltétlenül 180◦, mint a hagyományos
euklideszi geometriában. Lehet kisebb, mint a Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperboli-
kus geometriában. De lehet nagyobb is, mint a gömbi geometriában, vagy – most
inkább a belőle (a szemközti gömbi pontok logikai azonośıtásával) származtatott –
elliptikus geometriában.

2. Az Értekezés

No most Strommer Gyula nem ezen a nyelvezeten, hanem David Hilbert, német
klasszikus Grundlagen der Geometrie (első kiadása 1899) munkája alapján dol-
gozik, visszanyúlva az euklideszi vonalzós-körzős szerkesztésekhez, de a párhuza-
mossági axiómától függetlenül. Sőt a két szerkesztő eszközt korlátozottan hasz-
nálja. A Mohr–Mascheroni szerkesztések az euklideszi śıkon csak a körzőt engedik
meg (1672, illetve 1797). G. Mohr volt az

”
első dán Euklidesz” (Euclides Dani-

cus). L. Mascheroni, olasz matematikus munkáját Napoleon is ismerte. Napoleon
h́ıres feladata – szerkesztendő adott három ponton áthaladó kör középpontja csu-
pán körző alkalmazásával – a francia akadémia tagjait, ı́gy Laplace-t is

”
elbűvölte”

a megoldással.
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Az a tétel, hogy bármely vonalzóval-körzővel véges sok lépésben megoldható
feladat csak körzővel is megoldható az abszolút śıkon – Strommer professzor
jelentős eredménye az értekezés második részében. Sőt, adott (0 < r < R) kor-
látú c körzőnýılást is megenged (r ≤ c ≤ R) — K. Yanagihara japán matematikus
euklideszi eredményének (1931) általánośıtásaként.

Mindezt nagyon szerényen Johann Hjelmslev,
”
a második dán Euklidesz” tö-

rekvései kifejtésének tekinti, ahogy értekezésének bevezetésében, a 2–3. diákon lát-
hatjuk. Itt

”
veretes magyar nyelven”, a régiek st́ılusában összefoglalja eredményeit.

Nála mindig jellegzetes a lábjegyzetek kezelése. Ott találjuk a téma történetét,
motivációit. Szépen kiemeli Vermes Imre (1940–2002) kollégánk egyetemi doktori
értekezésének eredményeit is.

2. dia

Az értekezés első részében, a szükséges előzmények összefoglalásában is Hjelm-
slevre támaszkodik elsősorban. Az abszolút śık – nem-valódi (ideális) pontok, to-
vábbá nem-valódi (ideális) egyenesek bevezetésével – projekt́ıv śıkká bőv́ıthető ki
az úgynevezett félforgás fogalmának seǵıtségével. Ezeket a fogalmakat a probléma

”
elemi jellegére” tekintettel – a korábbi magyar hagyományos törekvéseket is kö-

3



✐

✐

“15-1-beliv” — 2016/2/9 — 12:44 — page 4 — #4
✐

✐

✐

✐

✐

✐

vetve – csak korlátozottan használja, hogy bármely két egyenesnek
”
legyen ideális

metszéspontja”. Ez hasonló az euklideszi geometriához, ahol az egymással párhu-
zamos egyenesekhez egy

”
közös (végtelen távoli) ideális pontot csatolunk”. A nem-

valódi ideális egyenest azonban nem használja.

A félforgások Hjelmslev-féle alaptételét (Merőlegesek tétele = Lotensatz)
a 4. dián csupán érzékeltetjük. Strommer professzor, megint nagyon szerényen, ezt
kiterjeszti ideális (nem-valódi) O kezdőpont körüli félforgásra, ahogy az 5–6. diá-
kon szerepel.

Az 5. dián láthatjuk a félforgás általánośıtását. Először egy O valódi kezdő-
pont körüli adott forgásnál előbb egy tetszőleges A pont A2 képét vesszük, majd
az AA2 szakasz A1 felezőpontját tekintjük. Az ı́gy kapott A → A1, majd hasonlóan
B → B1, C → C1, . . . hozzárendelést nevezzük félforgásnak. Ez a leképezés már
nem egybevágóság, de egy egyenesen lévő pontokhoz egy egyenesen lévő pontokat
rendel (Hjelmslev alaptétele szerint, még további hasznos tulajdonságokkal). Ha
az O-körüli forgást O-ra illeszkedő egyenestükrözések szorzataként (egymásutánja-
ként) tekintjük, akkor természetes lesz a kiterjesztés nem-valódi O kezdőpontra is
(a Három tükrözés tételével). Ráadásul ı́gy bármely valódi ponthoz valódi pontot
rendelünk, de nem-valódi pontnak is lehet valódi a képe.

Az első rész másik fontos témája a körre vonatkozó tükrözés (a körre vonat-
kozó inverzió) abszolút śıkra történő kiterjesztése – ahogy a 7–8. diákon láthatjuk –
azzal a céllal, hogy egyenesek és általánośıtott körök (úgy-nevezett ciklusok, mint
a távolságvonal azaz hiperciklus, továbbá a

”
végtelen sugarú kör” azaz paraciklus,

lásd később) körre való tükörképe is kör legyen. Ezzel az euklideszi esethez analóg
tervet tudunk majd követni: Két pontjukkal megadott egyenesek metszéspontját,
vagy egyenes és kör metszéspontját úgy szerkesztjük meg, hogy először megszer-
kesztjük egy körre való tükörképüket. Ezek körök lesznek, metszéspontjuk kijelöl-
hető. Majd ezeket a kapott pontokat

”
visszatükrözzük” (́ıgy esetleg nem-valódi pon-

tokat kapunk). Az euklideszi geometria eljárása jól ismert Szőkefalvi Nagy Gyula:
A geometriai szerkesztések elmélete (Akadémiai Kiadó, Budapest, 1968) könyvének
54–55. oldaláról.

Az abszolút śıkon egy jól megtervezett feladatsorozat (összesen több mint
25 feladat, itt-ott bravúros megoldása) szükséges, melyek közül csak kettőt emelek
ki a 9–10. diákon (szabad őket önállóan megoldani!!! ). Az 1. feladatban

”
megkét-

szerezünk” egy adott AB szakaszt (2 ·AB = AC; vigyázat, a hagyományos módszer
– 3 szabályos háromszög egymás mellé helyezésével – most nem jó!). A 2. feladat-
ban az A és B pontjaival megadott egyenesre A-tól felvisszük az adott CD szakaszt
(AN = CD!).

Itt kiemeljük az ún. Archimédesz-féle axióma szerepét: Adott AB > CD szaka-
szok esetén mindig van olyan n természetes szám, hogy n ·CD > AB. Már a klasszi-
kusok rámutattak, hogyha ezt nem tesszük fel, akkor a hagyományos szerkesztések
nem feltétlenül végezhetők el csupán körzővel.

Az értekezés harmadik részében a vonalzós szerkesztésekkel foglalkozik Strom-
mer professzor, hasonló gondossággal. Itt különösen a klasszikus Poncelet–Steiner-
szerkesztések abszolút śıkra történő kiterjesztése a téma, amikor egy középpontjá-
val együtt megrajzolt kör megadása után szeretnénk a hagyományos szerkesztéseket
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3–4. dia
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5–6. dia
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7–8. dia
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9–10. dia
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csupán vonalzóval elvégezni. Az abszolút śıkon ez csak további adatokkal lehetséges,
de erről a következő fejezetben szólunk, ahol – most már rövidebben – az értekezés
utóéletét is érintjük.

3. Az Értekezés hatása

A 11. dián, további részletezés nélkül, mindjárt bemutatom Csorba Ferenc győri
tanár kollégámmal ı́rt cikkünk első oldalát a Matematikai Lapok, 33/1–3 (1986)
számából. A cikknek – persze, nagyon megtisztelő módon – Strommer professzor
volt a b́ırálója.

11. dia
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Itt sikerült a projekt́ıv kúpszeletek valós (t ∈ R ∩∞) paraméterezésén:(
x0;x1, x2

)
∼ (1; tt, t) alapuló számolással és aztán vonalzós szerkesztéssel

– a Hilbert-féle végkalkulus szellemében – a Strommer-tételt tetszőleges szerkesztő
ciklusra (körre, paraciklusra azaz horociklusra, továbbá hiperciklusra) átvinni. Per-
sze, itt már az abszolút śık projekt́ıv beágyazását használtuk. Felvethető, hogyan
lehet anélkül (minél

”
elemibben”) dolgozni?

Ugyancsak a projekt́ıv beágyazás felhasználásával készült a 12. dián látható
dolgozat (kandidátusi értekezésem eredménye, Strommer professzor témavezetésé-
vel). Hogyan értelmezhető az abszolút śıkon a legáltalánosabb inverzió, mint bijekt́ıv
ciklustartó leképezés? Itt a Bachmann-féle tükrözésgeometria szellemében dolgoz-
tam, mindent a tükrözések nyelvén fogalmazva.

A 13. diához kapcsolódva csak a ciklus fogalmát emĺıtem. Az A (valódi vagy
ideális) középponton áthaladó összes egyenesre tükrözünk egy A0 adott pontot.
Ezek halmaza lesz a ciklus. Az a ábra mutatja, ha A valódi pont, a b ábrán
A külső pont – a hiperbolikus śık H abszolút határalakzatára nézve – ennek a
poláris egyenese lesz a hiperciklus (távolságvonal) alapja. Ha A határpont lenne
(A ∈ H), akkor kapnánk a paraciklust (vagy horociklust, azaz végtelen sugarú kört,
amit most nem ábrázoltunk).

Végül is kiderül, hogy a śıkból érdemes kilépnünk a térbe, hogy teljes léırást
kaphassunk. Úgy, ahogy az euklideszi śık körgeometriai (konform) modelljét kapjuk
a śıkot érintő gömbre (sztereográfikusan) vet́ıtve az érintésponttal szemközti cent-
rumból. A vetületi śık aztán párhuzamos is lehet ezzel az érintő śıkkal (14. dia).

Az euklideszi śıkbeli inverzió egy gömbi (pólusra-polárśıkjára vonatkozó har-
monikus projekt́ıv kollineáció) tükrözés sztereográfikus vetülete lesz. Ez viszonylag
közismert, a 14. dián ábrázoltuk.

A 15. dián bemutatjuk az elliptikus śıkgeometria inverziójának esetét. A tétel
szinte ugyanúgy szól, csak a gömb egy belső pontjából vet́ıtünk annak polárśıkjára.

A 16. dia két változatban is mutatja a hiperbolikus śık inverziójának esetét.
A jellemzés megint

”
ugyanúgy” szól, csak egy külső pontból vet́ıtünk annak a göm-

böt metsző polárśıkjára. A metszetkör a H abszolút határalakzat.

Nem szóltunk a
”
finomságokról”. Például, hogy gömb helyett

”
alkalmas (most

elliptikus) térbeli
”
kvádrik” szerepelhet. A téma śık (d = 2) helyett tetszőleges d-

dimenzióra is kiterjeszthető. Algebrailag, a projekt́ıv beágyazás koordináta-test-
jének kvadratikus osztályai játszanak szerepet.
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12–13. dia
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14. dia

4. Kúpszeletek

Itt csak megemĺıtem egyetemi doktori értekezésemben a kúpszeletek tükrözésgeo-
metriai tárgyalását, melyek kandidátusi dolgozatomban mellékeredményként ki-
adódtak. Például a hiperbolikus śıkon 20-féle (nem-elfajuló) kúpszelet van, ezek
duális párokba sorolhatók. A 17–18. diákon bemutatunk néhányat. Csima Géza
doktoranduszunk, Szirmai Jenő kollégánk témavezetésével ezek izoptikus (állandó
látószögű) görbéit mostanában ı́rta le.

5. Szabályos 17-szög és 257-szög szerkesztése. Epilógus

C. F. Gauss fiatalon fedezte fel – algebrai módszerrel, a kvadratikus testbőv́ıtések
áttekintésével –, hogy mely pŕımszám oldalú szabályos sokszögek szerkeszthetők
euklideszi módon, körzővel és vonalzóval. Így a 24+1 = 17, 28+1 = 257 oldalú sza-
bályos sokszögek szerkeszthetők. Szép (viszonylag egyszerű) geometriai szerkesztés
megtalálása Strommer professzort is élénken foglalkoztatta.

A 17 szög szerkesztésének tankönyvbe is illeszthető geometriai elemzését tar-
talmazza a 19–21. diákon látható cikke, amely persze finom részleteket jelez. De egy-
séges a módszere, melyet a 257-szög szerkesztésének elemzésénél is követhetnénk
(a 22–23. diákon).

Ez a cikke – Prok István kollégánk gondozásában – sajnos, csak halála után
jelenhetett meg. Még ott volt velünk a jubiláló Hans Vogler professzor 60. szü-
letésnapján Grazban. Ő vitt bennünket, Vermes Imre kollégámmal az autóján.
A Műegyetemhez visszaérve szokatlanul fáradt volt, Vermes Imre még hazaḱısérte.
Másnap a kórházban derült ki, hogy 26 egység volt a vércukorszintje. Sajnos, a kór-
házból már nem tért vissza.

Gyula bátyánk versenyt futott az idővel, de végül is ő győzött.
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15–16. dia

Ezúton is megköszönöm Prok István, Rumi Tamás és Szirmai Jenő kollégáknak
a kézirat előálĺıtásához nyújtott seǵıtségüket.
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17–18. dia

Emil Molnár: The scientific work of Gyula Strommer (1920–1995) and

his impact

Professor Julius (Gyula) Strommer was a charismatic teacher of the Budapest Uni-
versity of Technology and Economics (BME) and a leading figure of The Inter-
national Society of Geometry and Graphics and also of our societies in smaller
circle, surrounding countries of Hungary, from the beginning. On his anniversaries
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19. dia

I would like to remind you on his main scientific activity in the field of foundation
of geometry, or in particular, of geometric constructions on the absolute plane.

His main research topic is summarized in this survey on the base of his aca-
demic doctor dissertation: To the theory of geometric constructions, independent
of the axiom of parallels (1974). He starts with the Mohr-Mascheroni constructions
exclusively by compasses. By the ideas of the “second Euclides Danicus”, J. Hjelm-
slev, he extends these to the absolute plane, not used the projective embedding, in
general. His bravour constructions are remarkable nowadays as well.

The author of this paper, was so lucky to be his scientific aspirant in 1974,
could extend this projective machinery to the general circle geometry on the base
of reflections in the sense of Friedrich Bachmann.

Molnár Emil

Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem
Matematika Intézet
Geometria Tanszék
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A MARGINÁLISPROBLÉMA

BOGNÁR BARNA

Jelen kézirat az azonos ćımű, a matematikus mesterszakon folytatott tanulmánya-
imat lezáró diplomamunka szövegét tartalmazza. Az eredeti szöveghez képest csupán
egy-két helyeśırási és stilisztikai hiba jav́ıtására került sor.

Az eredeti diplomamunka Laczkovich Miklós témavezetése mellett, 2015 tavaszán
készült.

Bevezetés

1949-ben az American Journal of Mathematics (az Újvilág legrégebbi folyamato-
san kiadott matematikai folyóirata) közölt egy cikket George G. Lorentz1 tollából,
A Problem of Plane Measure ćımmel (lásd [5]). Bár a cikk nem lett különösebben
sikeres (mind a mai napig csupán tucatnyi hivatkozás van rá), egy igen érdekes kér-
dést feszeget: vajon mi kell ahhoz, hogy egy śıkbeli halmaz rekonstruálható legyen
szekciómérték-függvényeinek ismeretében, és egyáltalán – mi kell ahhoz, hogy egy
függvénypár tagjai előálljanak egy halmaz szekciómérték-függvényeiként? Különö-
sen érdekes ez annak fényében, hogy nem olyan sokkal később, a ’70-es években,
a számı́tógépek elterjedésével az ilyen és ehhez hasonló kérdések a számı́tógépes
tomográfiás módszerek alapvető problémáivá váltak. (Nem véletlen, hogy a cikkre
való hivatkozások nagy része tomográfiával foglalkozó alkalmazott matematikai ı́rá-
sokban található.)

Lorentz a valós śıkon a problémát voltaképpen megoldotta: adott egy szük-
séges és elégséges feltételt, hogy mikor lehet konstruálni olyan halmazt, melynek
szekciómérték-függvényei az adott függvények, sőt szükséges és elégséges feltételt

1 Megelőzendő a kérdést, hogy
”
ez a Lorentz az a Lorentz-e”, tisztázzuk: George G. Lorentz

(született Georg Rudolfovics Lorentz, 1910, Szentpétervár) oroszországi német származású ame-
rikai matematikus volt. (Egyébiránt saját álĺıtása szerint anyai ágon Dzsingisz mongol nagy-
kán leszármazottja.) Nem összekeverendő Hendrik Antoon Lorentz Nobel-d́ıjas holland fizikussal.
A Lorentz-transzormáció és a fizikusok által Lorentz-eloszlásnak nevezett valósźınűségi eloszlás
– ezt a matematikusok inkább Cauchy-eloszlásként ismerik – ez utóbbi, mı́g a közgazdaságtanban
ismert Lorentz-görbe Max Otto Lorentz amerikai közgazdász nevét viseli. George G. Lorentz-
ről nevezték el ellenben az L

p,q Lorentz-tereket, melyek az L
p függvényterek általánośıtásai. Fő

kutatási területe egyébiránt az approximációelmélet volt.
További érdekesség, hogy hivatkozott cikkét – bár egy amerikai folyóiratban jelent meg – Német-

országban, a francia megszállási zónához tartozó Tübingenben ı́rta. Ekkoriban a francia hatóságok
nemḱıvánatos szovjet állampolgárként, az orosz hatóságok nemḱıvánatos németként, mı́g az ame-
rikai hatóságok egyszerűen hontalanként tartották nyilván. Később ameriakai állampolgár lett.
2006 januárjában hunyt el.
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adott a halmaz egyértelműségére is – minek kapcsán kiderül, hogy az egyértelműség
egyáltalán nem mindig teljesül, lényegesen különböző halmazok szekciómértékei is
lehetnek egyenlőek. Egyébiránt Lorentz megoldása kvázi konstrukt́ıv is – bár a tel-
jes konstrukció végtelen sok lépést feltételezne, ı́gy valójában nem kivitelezhető,
de a bizonýıtás módszere alapján minden valósźınűség szerint adható volna egy
a megoldást közeĺıtő algoritmus is.

Mindemellett, körülbelül az ’50-es évek végén, megjelent egy alapvetően el-
méleti kutatási terület a valósźınűségszámı́tásban, amely valamilyen értelemben
kapcsolódott a Lorentz által felvetett kérdéshez: a marginálisok problémája, vagyis
hogy valósźınűségi mértékterek szorzatán milyen körülmények között tudunk egy
valósźınűségi mértéket találni, melynek marginálisai az eredeti terek adott való-
sźınűségi mértékei, és ezen túl valamilyen plusz feltételt is teljeśıtenek. (Nyilván
a kérdést plusz feltétel nélkül feltéve a válasz egyszerű – a két mérték hagyomá-
nyos szorzatmértéke megfelelő lesz. Példákért lásd Volker Strassen [8], illetve Lovász
László és Michael David Plummer ı́rásait [6] 2.5. szakasz.) Ennek csúcspontja talán
Jørgen Hoffmann-Jørgensen közel 300 oldalas ı́rása (lásd [1]), melynek ćıme is

”
The

General Marginal Problem”, és amely a valósźınűségi mértékekre vonatkozó prob-
léma egy igen általános alakját vizsgálja. (Konkrétan: legyen adott egy mérhető
terünk, valamint innen mérhető függvények valósźınűségi mértékterek egy tetsző-
leges számosságú családjába. Milyen szükséges, illetve elégséges feltételek adhatók
egy valósźınűségi mérték létezésére az eredeti mérhető téren, hogy ennek képei pont
a valósźınűségi mértékterek már adott mértékei legyenek?)

Ezzel párhuzamosan, a ’60-as évek első felében, Hans G. Kellerer is elkez-
dett foglalkozni a marginálisproblémák bizonyos alakjaival. Kellerert eredetileg nem
a marginálisprobléma érdekelte, hanem a halmazfelezés lehetségességének kérdését
akarta megválaszolni, vagyis hogy a kétdimenziós tér egy halmazának mikor létezik
olyan részhalmaza, melynek szekciómértékei mindenhol az eredeti szekciómértékek
fele. Az összefüggés Lorentz kérdésével nyilvánvaló2: ismerjük, mely függvénypá-
rok lehetnek halmazok marginálisfüggvényei, kérdés melyek azok, amelyek fele is
megfelel ezeknek a feltételeknek – és ki kell még ezt egésźıteni azzal, hogy az új
halmaz része kell legyen az eredetinek. Ez pedig általánosabban megfogalmazva:
mely függvénypárok lehetnek egy adott halmaz részhalmazainak marginálisfügg-
vényei? Az utóbbi megfogalmazás már ḱısértetiesen hasonĺıt a fent emlegetett va-
lósźınűségi problémakör bizonyos konkrét kérdéseire (például a Lovász–Plummer-
könyvben tárgyalt problémára) – nem véletlen, hogy Strassen már emĺıtett, a té-
mában megkerülhetetlen, cikke is hivatkozik Kellerer munkájára.

Kellerer elkezdte tehát vizsgálni ezt az általánosabb kérdést, sőt ennek még
általánosabb eseteként azt is vizsgálta, hogy egy adott függvénynél pontonként nem
nagyobb függvények között, mikor található adott marginálispárral rendelkező. Ez
utóbbi problémát voltaképpen kerülő úton oldotta meg: először valamiféle diszkrét
esetét (ahogy ő mondja, a

”
mátrixok problémáját”) vizsgálta (lásd [3] 3.2. tétel),

majd erre visszavezetve megoldotta bizonyos speciális esetét a probléma mértékekre

2 Bár furcsamód Kellerer nem hivatkozik Lorentz cikkére, mindössze cikksorozatának második
tagjában emĺıti meg egy lábjegyzetben, hogy az ı́rás befejezése után h́ıvták fel a figyelmét Lorentz
idevágó eredményére.
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vonatkozó átfogalmazásának (konkrétan, hogy bizonyos feltételek mellett mikor
létezik olyan adott marginálisú mérték mérhető terek szorzatán, melyet majorál
egy adott mérték a szorzattéren – lásd [3] 4.2. tétel), és végül erre vezette vissza
(a Radon–Nikodym-tétel seǵıtségével) a függvényekre vonatkozó problémát ([3] 5.1.
tétel), ahol is szükséges és elégséges feltételt adott arra, hogy két σ-véges mértéktér
szorzatán mikor létezik a két téren adott f , illetve g nemnegat́ıv és majdnem
mindenhol véges értékű mérhető függvényekhez, valamint a szorzattéren adott,
majdnem mindenhol véges, nemnegat́ıv és majdnem mindenhol véges marginálisú
h függvényhez olyan nemnegat́ıv függvény, melynek marginálisai f és g, valamint
amely nem nagyobb h-nál.

Ezután Kellerer nekiállt bizonýıtani a halmazokra vonatkozó álĺıtást. Ennek
eléréséhez egyik cikkében (lásd [4]) mindenféle furcsa

”
sűrűségi” álĺıtásokat fogalma-

zott meg a téglák halmazára vonatkozóan, atommentes mértékterek szorzatterén,
majd ezen eredmények alapján bizonýıtotta, hogy atommentes mértékterek mellett
a fenti függvényes feladatnak van olyan megoldása is, amely egyszerűen a korlátozó
függvény megszoŕıtása egy mérhető halmazra (lásd [4] 4.4. tétel) – ennek pedig
már nyilvánvaló következményeként adódik, mikor is léteznek olyan részhalmazai
egy adott halmaznak, melyek szekciómérték-függvényei szintén bizonyos előre adott
függvények ([4] 5.1. tétel). Végül ezen eredményekre éṕıtve be is látta az eredetileg
feltett halmazfelezési kérdést, sőt annál általánosabb eseteket is (lásd [4] 5. és 6.
szakasz).3

Mint láthattuk, a marginálisprobléma rengeteg lazán kapcsolódó kérdést takar.
Mi elsősorban Lorentz és Kellerer nyomán próbáltunk ezekből megoldani néhányat.
Eredeti célunk a halmazok esetének egy minél általánosabb megoldása volt, ám
a bizonýıtás közben, mintegy mellékesen, születtek eredményeink a függvényekre
vonatkozó probléma kapcsán is – sőt, Kellererhez hasonlóan, végül a halmazok
esetét csak a függvények esetén

”
átvezetve” sikerült megoldanunk.

Meg kell emĺıtenünk, hogy a jelen ı́rásban közölt eredmények részben erőseb-
bek, részben gyengébbek Kellerer eredményenél: mı́g Kellerer tetszőleges majdnem
mindig véges és nemnegat́ıv marginálisfüggvényekkel dolgozik, mi integrálható és
nemnegat́ıv függvényekre szoŕıtkoztunk – másfelől viszont Kellerernél a korlátozó
függvény majdnem mindenhol véges marginálissal rendelkezik, mı́g mi azt tesszük
fel, hogy minden véges mértékű halmazon integrálható, ı́gy a halmazokra való átté-
résnél nem adódnak feltételeink a korlátozó halmazra, melynek részhalmazait keres-
sük. Mindemellett viszont azt bizonýıtjuk, hogy Kellerer eredeti feltételei (melyeket
nem meglepő módon Kellerer-feltételeknek fogunk h́ıvni) szükségesek és elégségesek
az általunk vizsgált esetekben is.

A dolgozat első két fejezetében felidézünk és összefoglalunk pár olyan előis-
meretet, melyet a későbbiekben többször is használni fogunk, majd formalizáljuk
az általunk megoldott problémákat, valamint bebizonýıtjuk a feltételek szükséges-
ségét. A következő két részben megoldjuk a függvényekre vonatkozó problémát
– először belátjuk, hogy a

”
nem túl nagy” függvények (mint a nevük is mutatja,

3 Bár a mi témánk szempontjából fontos részek itt véget érnek, érdemes lehet még megemĺıteni,
hogy későbbi cikkeiben Kellerer a fenti eredményekre éṕıtve foglalkozott mértékterek kettőnél több
tényezős szorzatain is függvények, illetve mértékek marginálisaival.
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azok melyek bizonyos értelemben olyan picik, hogy a náluk nagyobb függvények
között lehet megoldás) integrálban megközeĺıtik a ḱıvánt függvényt, majd belát-
juk, hogy ha függvényt megközeĺıtenek nem túl nagy függvények, úgy az függvény
létezik is, tehát a feladat valóban megoldható. Majd az 5. fejezetben belátjuk, hogy
amennyiben a feladat megoldható, és a mértéktereink atommentesek is, úgy létez-
nek bizonyos speciális alakú megoldások, ennek pedig egyszerű következménye lesz
a halmazok esetének megoldása. Végül pedig sorra veszünk néhány ellenpéldát,
melyek mutatják az eredmények általánośıthatóságának korlátait.

Fontosnak tartom még megjegyezni hogy, bár mint a fentiek is mutatják,
a dolgozat fő ı́ve mutat valamiféle felületes hasonlóságot Kellerer módszereivel
(például a

”
diszkretizálás” ötlete – bár ezt nálunk Lovász és Plummer munkája,

nem pedig Kellerer módszere ihlette – vagy éppen a speciális alakú megoldás
létezésének bizonýıtása), a konkrét bizonýıtások nagy része alapvetően más módon
történik, mint az általunk ismert már létező eljárásoknál – sőt, azt hiszen bátran
kijelenthetjük, hogy (talán Lorentz a valós esetre vonatkozó megoldását kivéve)
valameilyen értelemben természetesebb is azoknál.

1. fejezet. Defińıciók, jelölések, előismeretek

Mielőtt belekezdenénk a téma részletes tárgyalásába, nem árt néhány fogalmi kér-
dést tisztázni. A továbbiakban a marginálisprobléma különböző alakjai fognak elő-
kerülni, ezek bizonýıtásához kapcsolódóan szükségünk lesz néhány defińıcióra és
jelölésre, illetve hasznos lesz felidéznünk pár ismertebb álĺıtást, és bebizonýıtnunk
néhány kevésbé ismertet.

1.1. Halmazelméleti jelölések. Halmazok metszetére, illetve uniójára a szo-
kásos ∩ és

⋂
, illetve ∪ és

⋃
jelöléseket alkalmazzuk. Amennyiben diszjunkt hal-

mazok uniójáról beszélünk, úgy a ⊔ és
⊔

szimbólumokat használjuk. Halmazok
különbségét a \ jellel, szimmetrikus differenciájukat pedig a △ szimbólummal je-
löljük. A részhalmazokra használt ⊂ alatt nem feltétlenül szigorú tartalmazásra
gondolunk, az egyenlőséget is megengedjük. Amennyiben adott valamiféle

”
alap-

halmazunk”, és adott annak egy részhalmaza, úgy a részhalmaz komplementerét
felülvonással jelöljük. Például a (Z, C) mérhető téren egy adott C ∈ C halmaz mel-
lett a C jelölés alatt a Z \ C halmazt értjük.

Egy C ⊂ Z halmaz és a Z részhalmazain értelmezett C halmazrendszer esetén
C ∩C-vel a {D∩C | D ∈ C} halmazok családját fogjuk jelölni. Speciálisan ha (Z,C)
egy mérhető tér és C ∈ C, úgy C ∩C azon mérhető halmazok osztálya, melyek részei
C-nek.

Amennyiben a C halmaz egy ismert Z
”
alaphalmaz” részhalmaza (például egy

mértéktér mérhető halmaza), úgy definiálhatjuk a C halmaz χC karakterisztikus
függvényét, amely Z-ből képez a {0,1} halmazba, értéke C-n konstans 1, azon ḱıvül
pedig konstans 0.
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1.2. Mértékterek és szorzatuk. Mivel a továbbiakban legtöbbször két mér-
hető tér szorzatával fogunk foglalkozni, érdemes bevezetni ezekre egy fix jelölést:
(X,A, µ) és (Y,B, ν) is jelöljön egy-egy mértékteret, vagyis legyen A az X halmaz
részhalmazainak, B pedig az Y halmaz részhalmazainak egy σ-algebrája (ezek ele-
meit fogjuk a szokásos módon mérhető halmazoknak nevezni), a rajtuk értelmezett
µ és ν mértékekkel (nemnegat́ıv és σ-addit́ıv függvényekkel). A két mértéktér szor-
zatát egyszerűen (X × Y,A× B, µ× ν)-vel fogjuk jelölni, ahol A× B alatt a két
σ-algebra szorzatát, vagyis az A×B alakú halmazok által generált σ-algebrát ért-
jük, ahol A ∈ A és B ∈ B. A továbbiakban az ilyen A×B alakú hamazokat tég-
láknak nevezzük. Az A×B tégla (az X, illetve Y téren vett) oldalain az A, illetve
B halmazokat értjük.

Mint ismert, a téglák halmazrendszere egy félgyűrűt alkot, vagyis téglák met-
szete tégla, két tégla különbsége pedig előáll más téglák véges (diszjunkt) uniója-
ként. Ebből a tulajdonságból következik, hogy a téglákon értelmezett természetes
mértéket (ahol A×B mértéke µ(A) · ν(B)) sztenderd módon ki tudjuk terjeszteni
az A× B σ-algebrára: minden C ∈ A× B halmazra C mértéke legyen

(µ× ν)(C) = inf

{ ∞∑

n=1

µ(An) · ν(Bn)
∣∣∣ ∀n = 1, 2, . . . , An ∈ A, Bn ∈ B;

∞⋃

n=1

(An ×Bn) ⊃ C

}
.

Erről bizonýıtható, hogy valóban mérték A× B-n, vagyis (X × Y,A× B, µ× ν)
tényleg egy mértéktér lesz, melyben egy A×B tégla mértéke µ(A) · ν(B).

A szorzatmérték defińıciójából következően minden pozit́ıv ε-hoz és véges mér-
tékű C ∈ A× B halmazhoz létezik (An ×Bn)

∞
n=1 téglasorozat, hogy

⋃∞
n=1 An ×

Bn ⊃ C, de

∞∑

n=1

µ(An) · ν(Bn)− (µ× ν)(C) <
ε

2
.

Ekkor a téglasorozat első kellően sok tagját véve adódik, hogy létezik egy S mérhető
halmaz, amely véges sok tégla uniója, és amelyre (µ× ν)(S △ C) < ε.

Ha adottak (Ai)i∈I , illetve (Bj)j∈J diszjunkt mérhető halmazaink az egyes

tereken, valamely I, illetve J indexhalmazzal, akkor az {Ai ×Bj | i ∈ I, j ∈ J}
halmazrendszerre téglarácsként fogunk hivatkozni. (A téglarács elemei nyilván
diszjunkt téglák lesznek.) A téglarács X-re, illetve Y -ra nézve vett vetületének
az (Ai)i∈I , illetve a (Bj)j∈J halmazrendszert nevezzük. Másfelől (Ai)i∈I × (Bj)j∈J

alatt az általuk meghatározott téglarácsot értjük. (Bár ez a jelölés egybeesik a σ-
algebrák szorzatának jelölésével, ez a későbbiekben nem fog félreértéseket okozni,
hiszen a σ-algebrák csak a triviális esetben állnak diszjunkt halmazokból.)

Amennyiben az (X,A, µ) és (Y,B, ν) mértéktereket σ-végesnek feltételezzük,
vagyis elvárjuk tőlük, hogy X, illetve Y felbomoljon megszámlálhatóan sok A-beli,
illetve B-beli véges mértékű halmaz (diszjunkt) uniójára, úgy X és Y σ-véges
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felbontásai által előálĺıtott téglarács lefedi az egész X × Y teret, megszámlálható
méretű, és minden elemének mértéke véges – vagyis σ-véges mértékterek szorzata
σ-véges lesz.

1.3. Atomos és atommentes mértékterek. Egy (Z, C, ξ) mértéktérben atom-
nak fogunk nevezni egy olyan C ∈ C halmazt, melynek minden D mérhető részhal-
mazára ξ(D) = ξ(C) vagy ξ(D) = 0 teljesül. Azokat a mértéktereket, amelyek fel-
bonthatók atomok diszjunkt uniójára atomosnak (vagy teljesen atomosnak), azokat
pedig, melyekben nincsenek nem nullmértékű atomok (minden nullmértékű halmaz
nyilvánvalóan atom) atommentesnek nevezzük.

A továbbiakban sokszor fogjuk használni a következő álĺıtást:

1.1. álĺıtás. A (Z, C, ξ) mértéktér pontosan akkor atommentes, ha minden C ∈ C
halmazra és minden 0 ≤ ϑ ≤ ξ(C) számra létezik egy D ∈ C ∩ C halmaz, amelyre
ξ(D) = ϑ.

Bizonýıtás. (A bizonýıtás a Wikipedia vonatkozó szócikkében szereplő bizonýı-
tásvázlat alapján készült – lásd [9].)

Amennyiben a részhalmazfeltétel teljesül, úgy a tér atommentessége nyilván-
való, elegendő tehát a másik irányt bizonýıtanunk.

Ehhez a következőt fogjuk belátni: létezik egy F :
[
0, ξ(C)

]
→ C ∩C függvény,

amely monoton a tartalmazásra nézve (vagyis ha 0 ≤ s ≤ t ≤ ξ(C), akkor F(s) ⊂
F(t)), illetve jobbinverze ξ-nek (vagyis minden 0 ≤ t ≤ ξ(C)-re ξ

(
F(t)

)
= t). Ha

ezt beláttuk, úgy az F(ϑ) halmaz létezése nyilván bizonýıtja az álĺıtást.

A keresett függvény létezését Zorn lemmájával fogjuk bebizonýıtani: tekintsük
azokat a függvényeket, melyek a fenti feltételeknek eleget tesznek, ám értelmezési
tartományuk nem feltétlenül

[
0, ξ(C)

]
, hanem csak ennek egy részhalmaza. Az ilyen

függvények nyilván részben rendezett halmazt alkotnak a tartalmazásra nézve, és
ebben minden láncnak felső korlátja lesz a lánc uniója. Vagyis a Zorn-lemmát
alkalmazva azt kapjuk, hogy van közöttük egy (tartalmazásra névze) maximális
függvény – nevezzük ezt F-nek. Be fogjuk látni, hogy F valóban megfelelő, vagyis
az ő E értelmezési tartománya

[
0, ξ(C)

]
lesz.

Először is vegyük észre, hogy az értelmezési tartomány zárt, hiszen akár alulról,
akár felülről tartunk egy c számhoz egy E-beli (en)

∞
n=1 sorozattal, úgy

⋃∞
n=1F(en),

illetve
⋂∞

n=1 F(en) mértéke pont c lesz, és a tartalmazási feltételeket is teljeśıti –
vagyis ha c nem volna E-beli, úgy F nem lehetne maximális.

Nyilvánvalóan látszik az is, hogy 0 és ξ(C) is eleme E-nek: ha nem volnának
azok, úgy F(0) = ∅-zal, illetve F

(
ξ(C)

)
= C-vel kiegésźıthetnénk F-et. Továbbá

ha 0 < c < ξ(C) és c /∈ E, úgy (E zártsága miatt) létezik egy b < c szám, hogy
b ∈ E és b maximális, valamint egy d > c szám, hogy d ∈ E és d minimális (d le-
het ∞ is). Ekkor F(d) \ F(b) egy mérhető halmaz, melynek mértéke d− b, tehát
a tér atommentességéből adódóan van egy R mérhető részhalmaza, melynek mér-
téke szigorúan 0 és d− b közé esik. Most tehát (b maximalitása és d minimalitása
miatt) az F függvény nem értelmezett a b+ ξ(R) pontban, pedig itt F(b) ⊔R-
ként értelmezve továbbra is megfelelő függvényt kapnánk – ez pedig ellentmond F
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maximalitásának. Vagyis E valóban megegyezik
[
0, ξ(C)

]
-vel, az álĺıtást bebizonýı-

tottuk.

Amennyiben az (X,A, µ) mértéktér atommentes, (Y,B, ν) pedig σ-véges, úgy
könnyen látható, hogy az (X × Y,A× B, µ× ν) mértéktér is atommentes lesz.

1.4. Mérhető függvények. A (Z, C) mérhető tér feletti mérhető függvénye-
ken a kiterjesztett valós értékű (valós vagy ±∞ értékű), Borel-mérhető függ-
vényeket értjük, vagyis azon r kiterjesztett valós értékű függvényeket, melyekre{
z ∈ Z | r(z) ∈ B

}
∈ C teljesül tetszőleges B Borel-halmaz mellett. Az ilyen t́ı-

pusú halmazokat röviden {r ∈ B}-vel fogjuk jelölni. Hasonlóan egy c konstansra
az {r < c} halmazon

{
z ∈ Z | r(z) < c

}
-t értjük, és ennek megfelelően értelmezzük

az {r ≤ c}, {r = c}, {r > c}, {r ≥ c} jelöléseket is.

Azokat a mérhető függvényeket a (Z, C, ξ) mértéktér felett, melyeknek integ-
rálja létezik és véges, integrálható függvényeknek fogjuk nevezni. Ennek megfele-
lően, ha egy C mérhető halmazon véges a függvényünk integrálja, úgy azt mondjuk,
hogy a C halmazon integrálható. Jegyezzük meg, hogy amennyiben egy függvény in-
tegrálható egy C halmazon, úgy C-nek egy nullmértékű részhalmazán vehet csak fel
±∞ értéket. Fontos továbbá megemĺıtenünk, hogy amennyiben egy r mérhető függ-
vény integrálható egy C halmazon, úgy az a rész, ahol a függvény értékei nem nullák
egy σ-véges része lesz C-nek, vagyis az {r 6= 0} ∩ C halmaz felbomlik megszámlál-
hatóan sok véges mértékű halmaz uniójára – nyilván, hiszen az {n < |r| ≤ n+ 1}
halmazok mértéke minden n természetes számra véges (különben r nem lenne in-
tegrálható), uniójuk pedig pont az {r 6= 0} halmaz.

Mint tudjuk, egy (Z, C, ξ) σ-véges mértéktéren egy r és egy s mérhető függ-
vény pontosan akkor egyezik meg majdnem mindenhol, ha minden C ∈ C-re, ahol
valamelyikük integrálja értelmes (de nem feltétlen véges), ott a másik integrálja is
értelmes, és a két integrál megegyezik. Ezt a tulajdonságot (a σ-végesség miatt)
elegendő a véges mértékű C halmazokon ellenőrizni. Speciálisan az r és s nemne-
gat́ıv mérhető függvények pontosan akkor egyeznek meg (majdnem mindenhol), ha
minden C ∈ C véges mértékű halmazra

∫
C
r dξ =

∫
C
s dξ. Hasonlóan r ≤ s ponto-

san akkor teljesül (majdnem mindenhol), ha minden C ∈ C véges mértékű halmazra∫
C
r dξ ≤

∫
C
s dξ teljesül.

Egy (Z, C) mértéktéren adott mérhető s függvényt egyszerűnek nevezünk,
ha értékkészlete véges, vagyis léteznek olyan c1, . . . , cn valós számok, hogy⊔n

i=1{s = ci} = Z. Könnyen látható, hogy minden r nemnegat́ıv mérhető függ-
vény megközeĺıthető (pontonként) nemnegat́ıv egyszerű függvények monoton nö-
vekedő sorozatával. Ezt összevetve a monoton konvergencia tételével (mely szerint
ha nemnegat́ıv mérhető függvények egy sorozata monoton növekedően tart egy má-
sik mérhető függvényhez, úgy ugyanez az integráljaikra is teljesül) azt kapjuk, hogy
bármely r nemnegat́ıv mérhető függvény megközeĺıthető alulról integrálban is egy-
szerű függvényekkel (vagyis van nemnegat́ıv egyszerű függvények olyan sorozata,
melyek sehol nem nagyobbak r-nél, és integráljaik tartanak r integráljához).
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1.5. Az Lp terek és az L2-beli gyenge konvergencia. Szükségünk lesz még
különböző integrálhatósági tulajdonságokkal rendelkező függvények tereire is. Egy
p ≥ 1 valós számra, az adott (Z, C, ξ) mértéktér mellett az Lp(Z, C, ξ) jelölés alatt
azon Z-n értelmezett mérhető r függvények halmazát értjük, melyekre |r|p integrál-
ható (integrálja véges). (Ahol az egyértelműséget ez nem befolyásolja, Lp(Z, C, ξ)-t
rövidebben Lp(Z)-vel vagy egyszerűen Lp-vel is jelölhetjük.) Ez nyilvánvalóan vek-
tortér lesz, sőt az is könnyen látható, hogy az

‖r‖ =

(∫

Z

|r|p dξ

) 1

p

normával egy Banach-teret (vagyis teljes normált vektorteret) alkot.

(Jegyezzük meg, hogy valójában ez a struktúra nem egy vektortér. Csupán
akkor válik azzá, ha a nullmértékű halmazon különböző függvényeket azonośıtjuk
egymással. Tehát valójában Lp elemei a csak nullmértékű halmazon különböző
függvények ekvivalenciaosztályai kell legyenek. Mivel azonban az egymástól csak
nullmértékű hamazon eltérő függvényeket jelen munkánkban – a tárgyalt téma
sajátosságai miatt – nem nagyon tudjuk, és nem is akarjuk megkülönböztetni, ezért
a továbbiakban ennek az apró eltérésnek a hangsúlyozásától eltekintünk.)

Speciálisan p = 2-re (a
”
négyzetesen integrálható függvények” terére) teljesül

még az is hogy Hilbert-teret alkot, vagyis a normát egy skalárszorzat definiálja:

〈r, s〉 =

∫

Z

r · s dξ.

Ezzel a skalárszorzattal definiálhatjuk a gyenge konvergencia fogalmát: egy (rn)
∞
n=1

L2-beli sorozat gyengén konvergens, ha minden s ∈ L2 függvényre 〈rn, s〉 konver-
gens. Ekkor (a Banach–Steinhaus-tétel, valamint a Riesz-féle reprezentációs tétel
szerint) létezik egy r ∈ L2 függvény, melyre minden s mellett limn→∞〈rn, s〉 =
〈r, s〉. Az r függvényt nevezzük az (rn) sorozat gyenge limeszének, azt pedig, hogy

az (rn) sorozat gyengén tart r-hez rn
w
→ r-rel jelöljük.

Mint minden Hilbert-téren, úgy L2(Z)-n is teljesül, hogy minden (normában)
korlátos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Jegyezzük meg, hogy ha rn
w
→ r teljesül, úgy tetszőleges C véges mértékű

halmazra
∫

C

rn dξ =

∫

Z

rn · χC dξ −→

∫

Z

r · χC dξ =

∫

C

r dξ,

hiszen χC négyzete önmaga, integrálja pedig ξ(C), vagyis négyzetesen integrál-
ható. Amennyiben (Z, C, ξ) σ-véges, és van egy R integrálható függvényünk, amely
majorálja |rn|-et minden n-re, úgy ez az összefüggés bármekkora mértékű C hal-
mazra teljesül, hiszen C felbontható a véges mértékű (Cj)

∞
j=1 halmazok diszjunkt

uniójára, ı́gy

lim
n→∞

∫

C

rn dξ = lim
n→∞

∞∑

j=1

∫

Cj

rn dξ =
∞∑

j=1

lim
n→∞

∫

Cj

rn dξ =
∞∑

j=1

∫

Cj

r dξ =

∫

C

r dξ,
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ahol a szumma és a limesz felcserélhetősége az (rn) sorozat integrálható függvénnyel
való majoráltságából következik, a nagy Lebesgue-tétel felhasználásával.

2. fejezet. A vizsgált marginálisproblémákról

Marginálisprobléma alatt rengeteg különböző kérdést értünk, melyek adott margi-
nálisú mértékek, függvények, illetve halmazok létezésével kapcsolatosak. Mi a függ-
vényekre és a halmazokra vonatkozó bizonyos kérdésekkel fogunk foglalkozni. Mint
látni fogjuk, a halmazok esete bizonyos értelemben erősebb álĺıtás a függvényekre
vonatkozó tételnél – ám szigorúbb feltételek mellett tudjuk csak belátni. (Az utolsó,
6. fejezetben azt is látni fogjuk, hogy ennek a különbségnek jelentősége van.)

2.1. A nemnegat́ıv integrálható függvények felülről korlátozott problé-
mája. A függvényekre vonatkozó marginálisproblémák vizsgálatához először is
hasznos definiálnunk a függvények marginálisainak fogalmát:

2.1. defińıció. Legyen adott egy h nemnegat́ıv mérhető függvény az (X,A, µ) és
az (Y,B, ν) mértékterek (X ×Y,A×B, µ× ν) szorzatán. Ekkor h marginálisai alatt
az (X,A, µ) téren értelmezett hX(x) =

∫
Y
h(x, y) dν(y) valamint az (Y,B, ν) téren

értelmezett hY (y) =
∫
X
h(x, y) dµ(x) függvényeket értjük.

A hX függvényt a h függvény X-re (prećızebben (X,A, µ)-re) vonatkozó vagy
egyszerűen első marginálisának, a hY függvényt pedig h Y -ra vonatkozó vagy
második marginálisának nevezzük; h marginálispárja alatt a (hX , hY ) függvénypárt
értjük.

Megjegyzés. A defińıció nemcsak nemnegat́ıv függvényekre működik, hanem bár-
mely függvényre, melynek (a defińıcióban megadott) marginálisai (majdnem min-
denhol) értelmesek – például integrálható függvényekre is. Bár mi nagyrészt nem-
negat́ıv függvényekkel foglalkozunk, szükségünk lesz az integrálható függvényekre
vonatkozó marginálisfogalomra is.

Mivel h nemnegat́ıv (illetve integrálható) függvény, ı́gy – amennyiben a mér-
téktereink σ-végesek – a Fubini-tétel szerint h X ×Y -on vett integrálja megegyezik
hX X-en vett, illetve hY Y -on vett integráljával is – vagyis a marginálisok in-
tegrálja is megegyezik egymással. Hasonlóan, a h függvény A× Y , illetve X ×B
t́ıpusú halmazokon vett integrálja egyenlő lesz hX A-n vett, illetve hY B-n vett
integráljával.

Most megfogalmazhatjuk a marginálisprobléma általunk vizsgált függvényekre
vonatkozó alakját, a nemnegat́ıv integrálható függvények felülről korlátozott prob-
lémáját:

Legyen adott egy (X,A, µ) és egy (Y,B, ν) mértéktér, rajtuk egy-egy f , illetve
g nemnegat́ıv mérhető függvénnyel, melyek integráhatóak is (integráljaik végesek).
Legyen továbbá a mértékterek (X × Y,A× B, µ× ν) szorzatán adva egy h nemne-
gat́ıv mérhető függvény. Milyen feltételeket kell teljeśıtenie f -nek és g-nek, hogy
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létezzen egy k nemnegat́ıv mérhető függvény a szorzattéren, melynek marginális-
párja (majdnem mindenütt) megegyezik (f, g)-vel, és amelyre k ≤ h is teljesül?

Erre a problémára röviden a függvényekre vonatkozó problémaként (vagy
a függvényekre vonatkozó feladatként) fogunk hivatkozni. Be fogjuk látni, hogy
(bizonyos feltételek mellett) pontosan akkor létezik a fenti feladatot megoldó k függ-
vény, ha az alábbi feltétel – melyet eredeti megfogalmazója után Kellerer-feltételnek
nevezünk – teljesül:

2.2. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X,A, µ) mértéktéren adott f
és az (Y,B, ν) mértéktéren adott g nemnegat́ıv integrálható függvények teljeśıtik
az (X × Y,A×B, µ× ν) szorzattéren adott h nemnegat́ıv mérhető függvényre vo-
natkozó Kellerer-feltételt, ha

∫

X

f dµ =

∫

Y

g dν =: γ,

továbbá minden A ∈ A és B ∈ B halmazra teljesül, hogy:

γ ≤

∫

A×B

h d(µ× ν) +

∫

A

f dµ+

∫

B

g dν.

És akkor a függvényekre vonatkozó tételünk:

2.3. tétel. Legyen adott egy (X,A, µ), illetve egy (Y,B, ν) mértéktér, a rajtuk ér-
telmezett f , illetve g nemnegat́ıv integrálható függvényekkel. Legyen továbbá adott
egy h nemnegat́ıv mérhető függvény a mértékterek (X ×Y,A×B, µ× ν) szorzatán,
amely az X × Y tér minden véges mértékű részhalmazán integrálható. Pontosan
akkor létezik egy k nemnegat́ıv mérhető függvény a szorzattéren, melynek margi-
nálisai majdnem mindenhol megegyeznek f -fel, illetve g-vel, valamint amely legfel-
jebb nullmértékű halmazon nagyobb h-nál, ha f és g kieléǵıtik a h-ra vonatkozó
Kellerer-feltételt.

Jegyezzük meg, hogy X, illetve Y azon részeiről, melyeken f , illetve g nulla
értéket vesz fel el is felejtkezhetünk – ezeket a halmazokat azokhoz hozzácsapva,
melyeken f -et, illetve g-t integráljuk a feltétel ellenőrzésekor, könnyedén látható,
hogy a Kellerer-feltételt elég az {f > 0}-ra és {g > 0}-ra megszoŕıtott mértékterek
szorzatán megkövetelnünk. Ezt összevetve az 1.4. szakaszban ı́rtakkal látható, hogy
a mi esetünkben mindkét mértéktér σ-végesnek feltételezhető. Az f és g függvények
integrálhatóságából az is következik, hogy feltételezhetjük, hogy f és g értékei
mindenhol végesek, és hasonlóan az előbb feltett σ-végesség és a h véges hamazokon
való integrálhatóságának feltétele együtt azt adja, hogy h-ról is feltehetjük, hogy
mindenhol véges. (Lásd még a jelen szakaszt lezáró megjegyzést.)

A Kellerer-feltétel szükségessége egyébként könnyen látható, méghozzá a téte-
lünknél jóval általánosabb körülmények között:

2.4. álĺıtás. Amennyiben a függvényekre vonatkozó feladat megoldható, valamint
f , illetve g csak egy-egy σ-véges halmazon nem nullák (ami integrálható függvények
esetén mindig teljesül), úgy f és g mindenképpen kieléǵıtik a Kellerer-feltételt.
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Bizonýıtás. Legyen k a feladat egy megoldása. Mivel f és g tartói (azon halmazok,
ahol ők nemnullák) σ-végesek, k tartója pedig lényegében része ezek szorzatának
(hiszen f és g az ő marginálisai majdnem mindenhol), ı́gy k tartója is σ-véges lesz.
Ekkor alkalmazhatjuk a Fubini-tételt, és ı́gy tetszőleges A ∈ A és B ∈ B halma-
zokra:

γ =

∫

X×Y

k d(µ× ν) ≤

∫

A×B

k d(µ× ν) +

∫

A×Y

k d(µ× ν) +

∫

X×B

k d(µ× ν) ≤

≤

∫

A×B

h d(µ× ν) +

∫

A

f dµ+

∫

B

g dν,

hiszen (A×B)∪ (A× Y )∪ (X ×B) = X × Y , a h függvény (majdnem mindenhol)
majorálja k-t, és f valamint g (majdnem mindenhol) k marginálisai.

Megjegyzés. Mint a 2.3. tétel kimondásánál, illetve a fenti álĺıtás bizonýıtásá-
nál is láttuk, állandóan kitételeket kell tennünk a majdnem mindenhol teljesülő
összefüggésekre. Ez abból adódik, hogy a Kellerer-feltétel kizárólag függvények in-
tegráljairól szól, ezáltal nem különbözteti meg a nullmértékű halmazon eltérő függ-
vényeket. Éppen ezért a továbbiakban mi is ı́gy teszünk: akkor is, ha ezt külön nem
jelezzük, azonosnak fogjuk tekinteni a nullmértékű halmazon eltérő függvényeket,
illetve a nullmértékű halmazban eltérő (nullmértékű szimmetrikus differenciával
rendelkező) halmazokat.

Hasonló módon egy mérhető függvénytől nem feltétlenül várjuk el, hogy min-
denhol értelmezve legyen, csak azt, hogy egy nullmértékű halmaztól eltekintve le-
gyen értelmes.

2.2. A véges mértékű részhalmazokra vonatkozó feladat. A függvények
esetére vonatkozó 2.3. tételt fogjuk felhasználni a halmazok esetének vizsgálatához.
Ezt nyilván megtehetjük, hiszen egy halmazt azonośıthatjuk az ő karakterisztikus
függvényével, ı́gy tekinthetünk rá függvényként is. Egy szorzatmértéktér mérhető
részhalmazának karakterisztikus függvénye mérhető függvény, marginálisai pedig
pontosan megegyeznek a halmaz úgynevezett szekciómérték-függvényeivel, melye-
ket az alábbi módon definiálunk:

2.5. defińıció. Legyen adott egy C mérhető halmaz két mértéktér (X × Y,A× B,
µ× ν) szorzatában. Ekkor C szekciómérték-függvényei (vagy röviden szekciófügg-

vényei, esetleg marginálisai) alatt az x 7→ ν(
{
y ∈ Y | (x, y) ∈ C

}
), illetve y 7→

µ(
{
x ∈ X | (x, y) ∈ C

}
) függvényeket értjük.

A függvénymarginálisokhoz hasonlóan ezeket az X-re, illetve Y -ra vett, vagy
egyszerűen első és második szekciómérték-függvényeknek nevezzük.

Halmazok marginálisai nyilvánvalóan nem lesznek mindig karakterisztikus
függvények (ha úgy tetszik: halmazok), viszont adott (

”
egydimenziós”) függvények
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mellett kereshetünk olyan halmazt, melynek ezek a függvények lesznek a marginá-
lisai. A függvények problémájának ebben a speciális esetében a korlátozó függvény
létezése nyilván csak mérsékelten értelmes – a megoldást egy 0-1 értékű függvény
alakjában keressük, ı́gy azon halmazon, melyen a korlátozó függvény értéke kisebb
1-nél, a megoldásfüggvény értéke csak 0 lehet. Vagyis a korlátozó függvényről is fel-
tehető, hogy 0-1 értékű, azaz karakterisztikus függvény. Így az adott szekciómérték-
függvényekkel rendelkező halmazt egy másik halmaz részhalmazaként keressük. Ez
adja a marginálisprobléma általunk vizsgált halmazos alakját (a véges mértékű
részhalmazokra vonatkozó marginálisproblémát):

Legyen adott egy (X,A, µ) és egy (Y,B, ν) mértéktér, rajtuk egy-egy f , il-
letve g nemnegat́ıv mérhető függvénnyel, melyek integrálhatóak is. Legyen továbbá
az (X ×Y,A×B, µ× ν) szorzattéren adva egy M mérhető (de nem feltétlenül véges
mértékű) halmaz. Milyen feltételeket kell teljeśıtenie f -nek és g-nek, hogy létezzen
egy U mérhető halmaz a szorzattéren, melynek marginálispárja (majdnem mindig)
megegyezik (f, g)-vel, és amelyre U ⊂ M?

Ekkor a fenti 2.2. Kellerer-feltételt átfogalmazhatjuk a halmazok esetére:

2.6. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X,A, µ) mértéktéren adott f
és az (Y,B, ν) mértéktéren adott g nemnegat́ıv integrálható függvények teljeśı-
tik az (X × Y,A× B, µ× ν) szorzattéren adott M mérhető halmazra vonatkozó
Kellerer-feltételt, ha

∫

X

f dµ =

∫

Y

g dν =: γ,

továbbá minden A ∈ A és B ∈ B halmazra teljesül, hogy:

γ ≤ (µ× ν) ((A×B) ∩M) +

∫

A

f dµ+

∫

B

g dν.

A Kellerer-feltétel szükségessége a 2.4. álĺıtás alapján itt is nyilvánvaló. A függ-
vények esetére vonatkozó 2.3. tételnek, illetve bizonyos speciális alakú (függvény)
megoldások létezésére vonatkozó későbbi tételünk következménye lesz a halmazokra
vonatkozó Kellerer-feltétel elégségessége megfelelő körülmények között:

2.7. tétel. Legyen adott egy (X,A, µ), illetve egy (Y,B, ν) atommentes mértéktér,
a rajtuk értelmezett f , illetve g nemnegat́ıv integrálható függvényekkel. Legyen to-
vábbá adott egy M mérhető halmaz a mértékterek (X ×Y,A×B, µ× ν) szorzatán.
Pontosan akkor létezik egy U mérhető részhalmaza M -nek, melynek marginálisai
majdnem mindenhol megegyeznek f -fel, illetve g-vel, ha f és g kieléǵıtik az M -re
vonatkozó Kellerer-feltételt.

Az előző szakaszban, a 2.3. tétel után tett megjegyzés itt is érvényes – feltételez-
hetjük, hogy a tereink σ-végesek. Érdemes kiemelnünk továbbá, hogy a függvények
esetéhez képest megjelenik pluszfeltételként a mértékterek atommentessége. Erre
a speciális alakú megoldások tételének bizonýıtásához lesz szükségünk (5.1. tétel).

29



✐

✐

“15-1-beliv” — 2016/2/9 — 12:44 — page 30 — #30
✐

✐

✐

✐

✐

✐

Megjegyzendő, hogy a tétel ebben a formában nem is lehet igaz az atommen-
tesség feltétele nélkül – mindenképpen szükséges feltennünk, hogy az f , illetve g
függvények értékei

”
megfelelőek”, vagyis (majdnem mindig) egy-egy B-beli, illetve

A-beli halmaz ν, illetve µ szerinti mértékei, hiszen máskülönben nem lehetnének egy
mérhető halmaz szekciómértékei, holott a Kellerer-feltételt kieléǵıthetik. (A 2.4. ál-
ĺıtás alapján ez könnyen látható.) Azonban a 6. fejezetben látni fogjuk, hogy még
ez az extra feltétel sem feltétlen elegendő.

3. fejezet. Atomos terek és a keresett függvény megközeĺıtése

Miután tisztáztuk, mivel is akarunk foglalkozni, ideje elkezdenünk feléṕıteni a bizo-
nýıtásunkat. Mivel a függvényekre vonatkozó marginálisproblémát megoldó függvé-
nyeket valamilyen értelemben diszkrét módon tudjuk jól közeĺıteni, első lépésként
szükségünk lesz némi kombinatorikára.

3.1. Ford–Fulkerson és az atomos szorzattér. Ebben a szakaszban meg fog-
juk oldani a függvényekre vonatkozó marginálisproblémát véges sok véges mértékű
atomból álló teljesen atomos mértékterek esetén. Bár ezt az eredményt közvetlenül
nem használjuk fel a későbbiekben, a hozzá vezető bizonýıtás gondolatait használni
fogjuk az általános eset bizonýıtásához. Illendő továbbá megemĺıtenünk, hogy a bi-
zonýıtást Lovász László és Michael D. Plummer munkája ihlette, akik könyvükben
rámutatnak a marginálisprobléma és a folyamok elmélete közötti összefüggésre (lásd
[6] 2.5. szakasz).

Tegyük fel hát, hogy (X,A, µ) és (Y,B, ν) két teljesen atomos mértéktér (lásd
1.3. szakasz), és tegyük fel, hogy mindkettőben csak véges sok (lényegesen külön-
böző) atom van, és ezek is mind véges mértékűek. Könnyen látható, hogy ekkor
feltehetjük: a mértékterek pontjai megegyeznek a (nem nullmértékű) atomokkal.
(Mint már emĺıtettük, nem ḱıvánjuk megkülönböztetni a

”
majdnem mindig azo-

nos” dolgokat egymástól – tekintve, hogy halmazok mértékeivel, függvények integ-
ráljaival, illetve marginálisfüggvényekkel dolgozunk, erre voltaképpen nem is lenne
lehetőségünk.) Ekkor mindkét tér véges sok pontból áll, az A, illetve B σ-algebrák

pedig azX, illetve Y terek hatványhalmazai lesznek. (Éppen ezért kényelmi okokból
az egyetlen pontból álló {x} ⊂ X, illetve {y} ⊂ Y halmazokra egyszerűen x-ként,
illetve y-ként fogunk hivatkozni.) Nyilván a mértékterek (X ×Y,A×B, µ× ν) szor-
zata is atomos lesz. (Az itteni atomok az eredeti terek atomjainak szorzatai lesznek.)

Jegyezzük meg, hogy a mérhető függvények az atomokon (egy nullmértékű
halmaz kivételével) konstans értéket vesznek fel – ezért is tehetjük meg, hogy pon-

toknak tekintjük őket. És ı́gy, ha két függvény integrálja egy atomon valamilyen
relációban áll egymással (egyenlők, az egyik kisebb a másiknál stb.), ugyanez tel-
jesül a függvények értékeire is.

Legyenek tehát adottak az f , illetve g nemnegat́ıv függvények az X, illetve
Y tereken, valamint a szorzattéren legyen adott egy h nemnegat́ıv és mérhető
függvény, melyek értékei végesek. (Mivel véges sok véges mértékű atomból áll
a terünk, ı́gy mértéke véges, és az integrálhatóság feltétele ekvivalens a függvény
végesértékűségével.)
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Konstruáljuk most meg a következő Γ iránýıtott gráfot, az élein adott kapaci-
tásokkal:

• A gráf csúcsai legyenek egy a pont, X elemei, Y elemei és egy z pont. (Fel-
tesszük, hogy a, z /∈ X ∪ Y ).

• Az a pontból mutasson egy-egy iránýıtott él X minden x pontjába. Ezek
kapacitása legyen f(x) · µ(x), vagyis az f függvény integrálja x-en.

• X minden x pontjából vezessen egy él Y minden y pontjába. Ezek kapacitása
legyen h(x, y) · µ(x)ν(y), vagyis h integrálja x× y-on.

• Y minden pontjából mutasson egy él z-be, rajtuk g(y) · ν(y) (y ∈ Y ) kapaci-
tással (ez a g függvény y-on vett integrálja).

Vegyük észre, hogy a szorzattér bármely mérhető függvénye kölcsönösen egy-
értelműen megfelel egy Γ-n adott folyamnak – az r függvény értékei legyenek az −→xy
(x ∈ X, y ∈ Y ) éleken felvett folyamértékek 1/

(
µ(x)ν(y)

)
-szorosai (́ıgy a folyam

értéke a függvény x× y-on vett integráljával egyezik meg), ekkor −→ax folyamértékei
r X szerinti marginálisának x-en vett integráljai (µ(x)-szeresei), −→yz folyamértékei
az Y szerint vett marginálisának y-on vett integráljaival (ν(y)-szorosaival) egyeznek
meg. A folyam értéke pedig r integráljával lesz egyenlő.

Ezzel a megfeleltetéssel a megengedett folyamokhoz pontosan azok a függvé-
nyek tartoznak, melyek h-nál sehol sem nagyobbak, és melyek marginálisai sem
nagyobbak f -nél, illetve g-nél.

Tegyük fel most, hogy f és g kieléǵıtik a Kellerer-feltételt. Ha sikerülne egy
olyan nemnegat́ıv és megengedett folyamot találnunk, melynek értéke megegyezik
f (és ı́gy g) integráljával, az ahhoz tartozó függvény megoldaná a marginálisproblé-
mát. (Mivel feltettük, hogy f és g integrálhatóak, ı́gy ha egy függvény marginálisai
nemnegat́ıvok, sehol nem nagyobbak f -nél, illetve g-nél, viszont integráljuk meg-
egyezik f , illetve g integráljával, úgy a függvény marginálisai majdnem mindig
megegyeznek f -fel, illetve g-vel.)

Mivel X és Y véges sok pontból állnak, valamint f és g integrálja véges, ı́gy
elegendő lenne látnunk, hogy minden vágás értéke legalább γ lesz. (Emlékeztetőül:
γ-val f , illetve g integráljának értékét jelöltük.) Ekkor ugyanis a Ford–Fulkerson-
tétel alapján a maximális megengedett folyam értéke legalább γ lenne – vagyis
a hozzá tartozó függvény kieléǵıtené a feltételeket.

Legyen tehát egy vágásuk, melynek egyik felébe a, A ⊂ X és B ⊂ Y tartozik.
Ekkor a gráf kapacitásfüggvényét c-vel jelölve, vágás értéke:

∑

x/∈A

c(−→ax) +
∑

x∈A,y/∈B

c(−→xy) +
∑

y∈B

c(−→yz) =

∫

A

f dµ+

∫

A×B

h d(µ× ν) +

∫

B

g dν ≥ γ,

ahol az egyenlőtlenség a 2.2. Kellerer-feltétel az A és B halmazokra feĺırva.

Tehát bebizonýıtottuk a következő tételt:

3.1. tétel. Legyenek (X,A, µ) és (Y,B, ν) teljesen atomos mértékterek, melyekben
csak véges sok (lényegileg különböző) nem nullmértékű atom van, és ezek mértéke is
mind véges. Legyenek rajtuk adva az f , illetve g nemnegat́ıv mérhető függvények,
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valamint legyen adva az ő (X × Y,A×B, µ× ν) szorzatterükön egy h nemnegat́ıv
mérhető függvény, melyek értékei (majdnem mindenhol) végesek. Ezen feltételek
mellett pontosan akkor létezik egy k nemnegat́ıv mérhető függvény a szorzattéren,
melynek marginálisai (majdnem mindenhol) f és g, valamint amely (nullmértékű
halmaz kivételével) sehol sem nagyobb a h függvénynél, ha f és g kieléǵıtik a h
függvényre vonatkozó Kellerer-feltételt.

Megjegyzés. Mint már emĺıtettük, amennyiben a halmazokra vonatkozó margi-
nálisproblémát akarjuk megoldani, úgy további megszoŕıtásokat kell tegyünk az f
és g függvényekre: fel kell tennünk, hogy f , illetve g értékei

”
megfelelőek”, azaz

értékeik egy-egy B-beli, illetve A-beli halmaz mértékével egyeznek meg.

Ám (mint a 6. részben látni fogjuk) ez önmagában még nem elegendő a teljesen
atomos halmazok esetének megoldásához. Egy speciális esetben viszont elegendő:
méghozzá akkor, ha feltesszük, hogy az eredeti terek minden atomja azonos (véges)
mértékű – feltehető, hogy ez az érték mindkét térre 1. (Amennyiben az atomok vég-
telen mértékűek lennének valamelyik térben, úgy f , illetve g integrálhatóságából
következően a reménybeli szekciómérték-függvényeink nulla integrálúak lennének.)
Ezen feltételezések mellett f és g egészértékű lesz. Sőt, észrevehetjük, hogy itt X és
Y végességének feltételezése sem szükséges: erre Γ végességének biztośıtásához volt
szükségünk, de mivel f és g integrálható és egészértékű, ı́gy véges sok pont (egy
véges mértékű halmaz) kivételével mindenhol 0 lesz. Ebből következően Γ-ban bár-
milyen megengedett folyam csak bizonyos (f -től és g-től függő) véges sok élen lehet
nemnulla értékű. Tehát az ezek által generált részgráfot véve egy véges problémát
kell megoldanunk.

Most nyilvánvalóan Γ minden élének kapacitása egész szám lesz, ı́gy a ma-
ximális folyam is választható egészértékűnek – tehát a hozzá tartozó függvény is
egészértékű, azaz (mivel a χM 0-1 értékű függvény korlátozza) egy halmaz karak-
terisztikus függvénye lesz.

Tehát a diszkrét esetben (teljesen atomos, csupa azonos és véges mértékű atom-
ból álló mértékterek esetében) a halmazokra vonatkozó marginálisprobléma pontosan
akkor megoldható, ha f , illetve g minden értéke az Y , illetve X atommértékének
egész többszörösöse, valamint f és g kieléǵıti a Kellerer-feltételt.

3.2. A
”
nem túl nagy” függvények szuprémuma. Ebben a szakaszban meg-

próbáljuk belátni, hogy – a 2.3. tétel feltételei mellett – a függvényekre vonatkozó
marginálisproblémát megoldó függvény (akár létezik, akár nem) valamilyen érte-
lemben megközeĺıthető bizonyos függvényekkel, melyeket

”
nem túl nagy” függvé-

nyeknek fogunk nevezni.

Legyen tehát adott egy (X,A, µ), illetve egy (Y,B, ν) mértéktér, és legyen raj-
tuk adva az f , illetve g nemnegat́ıv és integrálható függvény, valamint legyen adott
a két tér szorzatán a nemnegat́ıv és mérhető h függvény is. További megszoŕı-
tásként fel kell tételeznünk, hogy a h függvény minden véges mértékű halmazon
integrálható. Tegyük fel azt is, hogy f és g kieléǵıti a h-ra vonatkozó 2.2. Kellerer-
feltételt. Az f és g függvények integrálja ekkor megegyezik, ezt a (véges) értéket
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γ-val fogjuk jelölni, továbbá (mint a 27. oldalon megjegyeztük) feltehetjük, hogy
a mértéktereink σ-végesek.

Adott f , g és h mellett olyan nemnegat́ıv függvényeket nevezünk
”
nem túl

nagynak”, melyek sehol sem nagyobbak h-nál, és marginálisaik sem nagyobbak
f -nél, illetve g-nél.

Egy nem túl nagy függvény integrálja nyilván soha nem nagyobb γ-nál, és
ha az integrálja egyenlő γ-val, akkor ő megoldása lesz a feladatnak. (Az, hogy az
integrál soha nem nagyobb γ-nál a Fubini-tétel egyenes következménye. Ahhoz,
hogy a γ integrálú nem túl nagy függvény megfelelő lesz, a Fubini-tételből és
a függvények nemnegativitásából látható.)

A célunk tehát az, hogy belássuk: nem túl nagy függvényekkel meg tudjuk
közeĺıteni integrálban a (feltételezett) megoldást. Prećızebben: a nem túl nagy
függvények halmazát K-val jelölve teljesül a

sup

{ ∫

X×Y

k d(µ× ν)
∣∣∣ k ∈ K

}
= γ

összefüggés. Ennek eléréséhez meg fogjuk próbálni valamilyen értelemben
”
diszkre-

tizálni” a problémát.

Először is rögźıtsünk egy pozit́ıv ε számot. Mint az 1.4. szakaszban láttuk,
f -hez található egy olyan mérhető fε függvény, amelyre:

• 0 ≤ fε ≤ f ;

• fε egyszerű, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

• {fε > 0} (a továbbiakban: X ′) véges mértékű;

• 0 ≤
∫
X
(f − fε) dµ < ε.

Az első kettő és az utolsó pontról a már hivatkozott 1.4. szakaszban léırtuk,
miért tehető fel. A harmadik pont pedig fε egyszerűségének és az utolsó pont-
nak nyilvánvaló következménye: mivel f integrálja véges, fε-é ennél nem nagyobb
(de nemnegat́ıv), továbbá mivel fε nemnegat́ıv és egyszerű, ı́gy ahol fε nemnulla,
ott van minimális értéke, tehát egy véges mértékű halmaz kivételével mindenhol 0
értéket vesz fel.

Nyilván teljesen hasonlóan választható egy gε mérhető függvény is, melyre:

• 0 ≤ gε ≤ g;

• gε egyszerű, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

• {gε > 0} (a továbbiakban: Y ′) véges mértékű;

• 0 ≤
∫
Y
(g − gε) dµ < ε.

Most szeretnénk egy hasonló tulajdonságokkal rendelkező hε függvényt is ta-
lálni, ám itt szükségünk lesz egy plusz feltételre: fel kell tennünk, hogy az X × Y
szorzattér előáll egy véges téglarács (lásd 1.2. szakasz) alakjában (pontosabban egy
téglarács uniójaként), ahol a téglarács elemein hε konstans, legalábbis azon a részen,
ahol erre szükségünk lesz: az X ′ × Y ′ téglán. Viszont ezt csak úgy tudjuk elérni,
hogy elhagyjuk a hε ≤ h feltételt, és ennek megfelelően

∫
X×Y

|h−hε|d(µ× ν) < ε-t
tételezünk fel.
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A hε függvényt X ′ × Y ′-n ḱıvül h-val egyenlőnek fogjuk definiálni, tehát elég
a fentieket az X ′ × Y ′ halmazok megcsinálnunk. (Nyilván ha ott van egy véges
téglarács, az

”
kiterjeszthető” az egészre is.) Most h integrálható X ′ × Y ′-n, hiszen

ez véges mértékű (láttuk, hogy mind X ′ mind Y ′ az, h-ról pedig feltételeztük,
hogy minden véges mértékű halmazon integrálható). Vegyünk itt egy h′ egyszerű
függvényt, amelyre teljesül, hogy ő nemnegat́ıv, és integrálban ε-nal közeĺıti h-t,
vagyis

∫
X′×Y ′

|h− h′| d(µ× ν) < ε.

Ezt a h′-t fogjuk a nekünk megfelelő módon átalaḱıtani. Legyenek h′ nemnulla
értékei c1 < c2 < · · · < cr. Ekkor {h

′ = c1} (mint már erre utaltunk a 1.2. szakasz-
ban) megközeĺıthető véges sok tégla (diszjunkt) uniójával – nevezzük ezt az uniót
S1-nek – tetszőleges η > 0 pontossággal. Mivel h′ korlátos, ı́gy η-t elég picire vá-
lasztva elérhető, hogy S1-en h′ értékét c1-re változtatva {h′ = c1} \ S1-en pedig
nullává téve még mindig ne sértsünk meg semmilyen feltételt, melyet h′-re tettünk.
Másképp fogalmazva: feltehető, hogy h′ a c1 értéket véges sok tégla unióján veszi
fel.

Nyilván hasonló módon feltehető, h′ minden nemnulla értéket téglák véges
unióján vesz fel. (Ehhez többször ki kell használnunk a téglák félgyűrű tulajdon-
ságát. Amennyiben például S1 = {h′ = c1} téglák véges uniója, előfordulhat, hogy

a {h′ = c2}-t közeĺıtő S2 téglarendszer ebbe belemetsz. Ám a félgyűrű tulajdonság
miatt S1 \ S2 is téglák véges uniója lesz.) Ekkor az X ′ × Y ′ \ {h′ 6= 0} halmaz is
felbomlik téglák diszjunkt uniójára (szintén a téglák halmazának félgyűrű tulaj-
donsága miatt). Diszjunkt téglák véges uniója pedig nyilván

”
generál” egy véges

téglarácsot, hogy az eredeti téglák a téglarács elemeinek (diszjunkt) uniói legyenek.

Vagyis a hε függvényt X ′ × Y ′-n h′-vel, azon ḱıvül pedig h-val egyenlőnek
definiálva sikerült előálĺıtanunk egy hε függvényt, melyre teljesül:

• hε ≥ 0;

• hε|X′×Y ′ egyszerű, vagyis hε az X ′ × Y ′ halmazon csak véges sok értéket vesz
fel;

• X ′ × Y ′ felbomlik egy olyan véges R téglaráccsá (
⋃

R = X ′ × Y ′ teljesül egy
R véges téglarácsra), melynek elemein hε konstans;

• 0 ≤
∫
X×Y

|h− hε| d(µ× ν) =
∫
X′×Y ′

|h− hε| d(µ× ν) < ε.

Most szeretnénk elérni, hogy fε|X′ ńıvóhalmazai és R X ′-re vett vetülete
megegyezzenek egymással – pontosabban, hogy fε konstans legyen R vetületének
elemein. Ez nyilván elérhető, hiszen fε|X′ ńıvóhalmazainak rendszerét (az {fε = c}
alakú halmazokat – ez véges sok diszjunkt nemüres halmaz, plusz az üreshalmaz
lesz) P-vel, R X ′-re vett vetületét vetületét X -szel, Y ′-re vett vetületét pedig

Y-nal jelölve, a P ∪X rendszer diszjunktizáltját (vagyis a (
⋂n

i=1Ai) \ (
⋃m

j=1Cj)
halmazok rendszerét, ahol az Ai-k és Cj-k mind különbözőek és lefedik P ∪ X -
et) pedig P ′-nek nevezve R helyetteśıthető P ′ × Y-nal – ez már teljeśıti a ḱıvánt
feltételt. Vagyis feltehető, hogy fε konstans az R téglarács X ′-re vett vetületének
minden elemén, és nyilván hasonlóan feltehető, hogy gε konstans az R Y ′-re vett
vetületének minden elemén.

Végső soron tetszőleges ε > 0 mellett elő tudtunk álĺıtani egy R véges tégla-
rácsot, valamint olyan fε, gε, illetve hε X-en, Y -on, illetve X × Y -on értelmezett
nemnegat́ıv mérhető függvényeket, melyekre:
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• 0 ≤ fε ≤ f , 0 ≤ gε ≤ g, hε ≥ 0;

• R elemein hε, megfelelő oldalaikon pedig fε, illetve gε konstansok;

• R megfelelő vetületein ḱıvül fε, illetve gε csak a 0 értéket veszi fel;

• 0 ≤
∫
X
(f − fε) dµ,

∫
Y
(g − gε) dν,

∫
X×Y

|h− hε| d(µ× ν) < ε.

Most a teljesen atomos esethez hasonlóan elkésźıthetünk egy Γ iránýıtott
gráfot, élein adott kapacitásokkal. Nevezzük R X-re vett vetületét X -nek, Y -ra
vett vetületét pedig Y-nak. Ekkor:

• Γ csúcsai legyenek egy a pont, X elemei, Y elemei valamint egy z pont (fel-
tesszük, hogy a, z /∈ X ∪ Y);

• mutassanak a-ból élek X minden A elemébe, kapacitásuk pedig legyen fε itt
felvett értékének µ(A)-szorosa, vagyis

∫
A
fε dµ;

• mutassanak Γ-nak további élei X minden A eleméből Y minden B elemébe,
kapcitásuk pedig legyen hε itt felvett értékének µ(A)ν(B)-szerese, vagyis∫
A×B

hε d(µ× ν);

• ezen felül legyenek Γ-ban Y minden B eleméből z-be mutató élek, ezek kapa-
citása pedig legyen gε B-n felvett értékének ν(B)-szerese, vagyis

∫
B
gε dν;

• ne legyenek további élei Γ-nak.

Ekkor Γ egy véges gráf lesz.

Most (szintén az atomos esethez hasonlóan) a Γ-n értelmezett (nemnegat́ıv)
megengedett folyamok megfelelnek olyan X × Y -on értelmezett függvényeknek,
melyek értéke R elemein ḱıvül mindig 0, R elemein konstansok, marginálisaik nem
nagyobbak fε-nál, illetve gε-nál, valamint értékei sehol nem nagyobbak hε-nál.
Valóban, ha adott egy megengedett folyamunk, akkor az X × Y -on értelmezett

függvényt R elemein ḱıvül 0-nak, R egy A×B elemén pedig a folyam
−−→
AB-n felvett

értékének 1/
(
µ(A)ν(B)

)
-szereseként definiálva ezek a feltételek mind teljesülni

fognak, a függvény integrálja pedig a folyam értéke lesz. (Lásd a teljesen atomos
eset részletezését a 31. oldalon.)

Következőnek meg kellene becsülnünk egy vágás értékét. Legyen a vágásunk
olyan, hogy az egyik felébe tartozzon az a pont, az oda tartozó X -beli elemek uniója
legyen A, az Y-belieké pedig B. Az

⋃
X , illetve az

⋃
Y halmazra pedig alkalmazzuk

a már használt X ′, illetve Y ′ jelölést. Ekkor a vágás értéke:
∫

X′\A

fε dµ+

∫

A×(Y ′\B)

hε d(µ× ν) +

∫

B

gε dν =

=

∫

A

fε dµ+

∫

A×(Y ′\B)

hε d(µ× ν) +

∫

Y ′∪B

gε dν ≥

≥

∫

A

f dµ− ε+

∫

A×(Y ′\B)

h d(µ× ν)− ε+

∫

Y ′∪B

g dν − ε ≥ γ − 3ε,

ahol az egyenlőség abból adódik, hogy fε, illetve gε X ′-n, illetve Y ′-n ḱıvül 0
értéket vesznek fel, az első egyenlőtlenség 0 ≤ fε ≤ f , 0 ≤ gε ≤ g valamint az f −fε,
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g− gε és |h− hε| függvények integráljaira tett feltételek következménye, a második
egyenlőtlenség pedig a 2.2. Kellerer-feltétel közvetlen alkalmazása.

Vegyünk tehát egy maximális megengedett folyamot, a hozzá tartozó függvény
neve legyen k′, és min(k′, h)-t nevezzük k4ε-nak. Ekkor k4ε-ra teljesül, hogy:

• k4ε nemnegat́ıv;

• k4ε marginálisai nem nagyobbak f -nél, illetve g-nél, hiszen k4ε nem nagyobb
k′-nél, mindkettő nemnegat́ıv, k′ marginálisai pedig nem nagyobbak fε-nál,
illetve gε-nál, ezek pedig nem nagyobbak f -nél, illetve g-nél;

• k4ε sehol nem nagyobb h-nál;

•
∫
X×Y

k4ε d(µ× ν) ≥ γ − 4ε, hiszen k′ integrálja a maximális folyam értéké-
vel egyezik meg, azaz legalább γ − 3ε, továbbá k′ nem nagyobb hε-nál, ı́gy
min(k′, h) integrálja k′-énél legfeljebb ε-nal lehet kisebb (mivel

∫
X×Y

|h−
hε| d(µ× ν) < ε).

Vagyis minden ε > 0-ra előálĺıtottunk egy kε nem túl nagy függvényt, melynek
integrálja legfeljebb ε-nal kisebb γ-nál. Másfelől a nem túl nagy függvények integ-
rálja szükségszerűen nem nagyobb f integráljánál, γ-nál. Így valóban beláttuk a

sup

{ ∫

X×Y

k d(µ× ν)
∣∣∣ k ∈ K

}
= γ

összefüggést.

4. fejezet. A függvények esetének megoldása

Ebben a fejezetben szeretnénk belátni a 2.3. tételt. Az előző részben bizonýıtottuk,
hogy a tétel feltételei mellett a nem túl nagy függvények (lásd 33. oldal) integrál-
jainak szuprémuma az f és g függvények közös γ integrálja. Tehát ha sikerülne
igazolnunk, hogy a szuprémum előáll maximumként, azaz van egy nem túl nagy
függvény γ integrállal, akkor a függvényes eset bizonýıtásával készen lennénk (mint
azt már a nem túl nagy függvények fogalmának bevezetésekor megállaṕıtottuk).

Legyen tehát adott egy (X,A, µ) és egy (Y,B, ν) mértéktér, rajtuk az f és
g nemnegat́ıv integrálható függvényekkel, valamint a szorzattéren értelmezett h
nemnegat́ıv mérhető függvény, amelyről feltesszük, hogy majdnem mindenhol véges
értékű, és melyre f és g kieléǵıti a 2.2. Kellerer-feltételt – és ı́gy a 27. oldalon ı́rtak
szerint feltehetjük azt is, hogy a mértéktereink σ-végesek. (Ebben a fejezetben
arra, hogy h véges mértékű halmazokon integrálható, nem lesz szükségünk, a véges
értékűség gyengébb feltétele elegendő lesz. Az erősebb feltételt voltaképpen csak
az előző fejezetben használtuk ki, megfelelő atomos közeĺıtés megkonstruálásához
– lásd a hε függvény konstrukcióját a 34. oldalon.)

Vegyük most nem túl nagy függvények (a szorzattér nemnegat́ıv mérhető
függvényei, melyek marginálisai nem nagyobbak f -nél, illetve g-nél, maguk pedig
nem nagyobbak h-nál) egy

(
k(n)

)∞
n=1

sorozatát, melyekre
∫

X×Y

k(n) d(µ× ν) −→ γ
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teljesül. (Bár a 2.3. tétel bizonýıtásához azt az esetet kell használnunk, ahol γ az f
és g függvények közös integrálja, a bizonýıtás bármely γ érték mellett helyes lesz.
A nem túl nagy függvények defińıciója alapján ez az érték nem lehet nagyobb f és
g integráljánál, ı́gy mindig véges.)

4.1. Az integrálható és négyzetesen integrálható eset. Most vegyük észre,
hogy ha h négyzetesen integrálható és integrálható is volna (vagyis benne lenne
L2(X × Y ) ∩ L1(X × Y )-ban), úgy (a 0 ≤ k(n) ≤ h-ból adódóan) minden n-re
k(n) ∈ L2 és ‖k(n)‖ ≤ ‖h‖ is teljesülne (az L2-normával) – vagyis találhatnánk(
k(n)

)∞
n=1

-nek egy gyengén konvergens részsorozatát (lásd az 1.5. szakaszt). Felte-

hetnénk tehát, hogy a
(
k(n)

)∞
n=1

sorozat gyengén konvergens, gyenge limesze pedig

a k függvény. Ekkor, mivel a k(n) függvényeket majorálja az integrálható h függ-
vény, ezért

∫

X×Y

k d(µ× ν) = lim
n→∞

∫

X×Y

k(n) d(µ× ν) = γ

következne (lásd az 1.5. szakaszt). Vagyis ebben az esetben elég belátnunk, hogy k
nem túl nagy függvény. Ehhez két dolgot kell ellenőrizni: hogy nemnegat́ıv, de sehol
nem nagyobb h-nál; illetve hogy marginálisai sehol nem nagyobbak f -nél, illetve
g-nél.

Mivel minden n pozit́ıv egészre k(n) ≤ h, ı́gy minden véges mértékű C ∈ A×B
halmazra:

∫

C

k d(µ× ν) = lim
n→∞

∫

C

k(n) d(µ× ν) ≤

∫

C

h d(µ× ν),

amiből k ≤ h adódik (hiszen (X×Y,A×B, µ×ν)-ról feltehettük, hogy σ-véges, lásd
1.4. szakasz). A k függvény nemnegativitása ugyanilyen módon látható (a fentit h
helyett az azonosan 0 függvényre és ford́ıtott irányú egyenlőtlenségre alkalmazva).

És ehhez hasonlóan kaphatjuk a marginálok nem túl nagyságát is. Vegyünk
egy tetszőleges A ∈ A véges mértékű halmazt. A h függvényről feltettük, hogy
integrálható, és minden n-re majorálja k(n)-et, tehát:

∫

A

(∫

Y

k(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫

A×Y

k(x, y) d(µ× ν)(x, y) =

= lim
n→∞

∫

A×Y

k(n)(x, y) d(µ× ν)(x, y) =

= lim
n→∞

∫

A

(∫

Y

k(n)(x, y) dν(y)

)
dµ(x) ≤

∫

A

f(x) dµ(x)

teljesül, vagyis k első marginálisa sehol nem nagyobb f -nél. A másik marginálisra
vonatkozó feltétel ugyańıgy adódik.
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Tehát sikerült bebizonýıtanunk, hogy amennyiben h integrálható és négyze-
tesen integrálható is, valamint f és g kieléǵıtik a h-ra vonatkozó Kellerer-feltételt
(lásd 2.2.), úgy valóban előálĺıtható a marginálisproblémát megoldó függvény.

4.2. Az általános eset. Adott tehát k(n) nem túl nagy függvények egy sorozata,
melyek integrálja γ-hoz tart.

Nevezzük minden n pozit́ıv egészre f (n)-nek, illetve g(n)-nek k(n) X-re, illetve
Y -ra vett marginálisát. Ekkor

∫

X

f (n) dµ =

∫

Y

g(n) dν =

∫

X×Y

k(n) d(µ× ν) −→ γ

teljesül. Szeretnénk ezekből az f (n), illetve g(n) függvényekből egy valamilyen érte-
lemben gyengén konvergens részsorozatot kiválasztani.

Ehhez először is particionáljuk háromféle módon X × Y -t, majd vegyük ezek-
nek a metszetét: vagyis álĺıtsunk elő egy D, egyH és egyR halmazrendszert, melyek
elemei diszjunkt mérhető halmazok, és mindhárom uniója az egész X × Y . Ezek
metszete alatt a

D ∩H ∩R := {D ∩H ∩R | D ∈ D, H ∈ H, R ∈ R}

halmazrendszert értjük, mely nyilvánvalóan megint csak egy (mérhető) particioná-
lása lesz X × Y -nak.

A D halmazrendszer legyen egyszerűen X × Y felbontása megszámlálhatóan
sok véges mértékű halmazra.

A H particionálást olyannak választjuk, hogy megszámlálhatóan sok elemből
álljon, és minden elemén h integrálható és négyzetesen integrálható is legyen.
Például megtehető ez úgy, hogy D elemeit továbbdaraboljuk az

{
{m ≤ h < m+1} |

m = 0, 1, 2, . . .
}
halmazrendszerrel.

Az R halmazrendszert H-hoz hasonlóan álĺıtjuk elő, csak ez egy megszám-
lálható téglarács lesz, melynek minden elemének oldalain f , illetve g négyzetesen
integrálható. (Felbontjuk ilyen halmazok diszjunkt uniójára X-et, illetve Y -t, és
ezeket összeszorozzuk – a felbontások létezése H előálĺıtásához hasonlóan látha-
tók.)

Most tehát a D ∩H∩R rendszer elemei megszámlálhatóan sokan vannak, ne-

vezzük őket C1, C2, . . . -nek. Minden j pozit́ıv egészre legyen k
(n)
j := k(n) ·χCj

, mar-

ginálisait pedig nevezzük f
(n)
j -nek, illetve g

(n)
j -nek. Legyen továbbá hj := h · χCj

.

A fenti defińıciók alapján látható, hogy a Cj halmazok, valamint a k
(n)
j , f

(n)
j ,

g
(n)
j függvények kieléǵıtik a következő feltételeket:

• Cj mértéke véges minden j-re;

• a Cj halmazok vetületein f , illetve g négyzetesen integrálható;

• minden j pozit́ıv egészre 0 ≤ k
(n)
j , f

(n)
j , g

(n)
j , hj ;
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• k
(n)
j ≤ hj , tetszőleges j esetén;

•
∑∞

j=1 k
(n)
j = k(n) ≤ h,

∑∞
j=1 f

(n)
j = f (n) ≤ f ,

∑∞
j=1 g

(n)
j = g(n) ≤ g, és termé-

szetesen
∑∞

j=1 hj = h;

• k
(n)
j , f

(n)
j , illetve g

(n)
j is integrálható valamint négyzetesen integrálható (X×Y -

on, X-en, illetve Y -on), minden j pozit́ıv egész mellett;

• f
(n)
j és g

(n)
j kieléǵıtik a hj-re vonatkozó 2.2. Kellerer-feltételt, hiszen k

(n)
j

marginálisai, és k
(n)
j ≤ hj , bármely j-re (lásd a 2.4. álĺıtást).

Mivel minden j pozit́ıv egész számra az (f (n)
j )

∞

n=1
sorozat elemei mind négy-

zetesen integrálhatóak, továbbá sehol sem nagyobbak f · χπX(Cj)-nél (ahol πX(D)
alatt a D ⊂ X × Y halmaz X-re vett vetületét értjük), amely szintén négyzetesen
integrálható, ı́gy a sorozat az L2-normában korlátos is, vagyis ki tudunk választani
belőle egy gyengén konvergens részsorozatot.

Válasszunk ki tehát egy gyengén konvergens részt f
(n)
1 -ből, legyen a határér-

téke f̃1. Most ritḱıtsuk tovább az ı́gy kapott részsorozatot, hogy f
(n)
2 is tartson

egy f̃2 függvényhez, és folytassuk ezt minden j-re. Ekkor az
”
átlós sorozat”mentén

minden j-re konvergens lesz f
(n)
j .

(Prećızen: Létezik egy n1,1, n1,2, . . . sorozat, hogy f
(n1,1)
1 , f

(n1,2)
1 , . . . gyengén

konvergens, határértéke f̃1. Létezik ehhez hasonlóan minden l ≥ 2-re az nl−1,1,

nl−1,2, . . . sorozatnak egy nl,1, nl,2, . . . részsorozata, hogy f
(nl,1)
l , f

(nl,2)
l , . . . is gyen-

gén tart egy f̃l függvényhez. Ekkor minden j pozit́ıv egészre f
(n1,1)
j , f

(n2,2)
j , . . .

gyengén konvergál f̃j-hez.)

Tehát feltehetjük, hogy minden j-re az f
(n)
j sorozat gyengén konvergens,

gyenge limesze pedig f̃j . Nyilván hasonlóan feltehető az is, hogy a g
(n)
j soroza-

tok is tartanak valamely g̃j függvényekhez.

Most szeretnénk olyan nemnegat́ıv k̃j függvényeket előálĺıtani, melyeknek mar-

ginálisai f̃j , illetve g̃j , valamint nem nagyobbak hj-nél. Ehhez (az előző szakaszban

tárgyaltak szerint) elég volna belátni, hogy f̃j és g̃j kieléǵıtik a hj-re vonatkozó
Kellerer-feltételt, hiszen hj integrálható és négyzetesen integrálható is.

Vegyünk tehát egy tetszőleges A ∈ A és B ∈ B halmazt. Ezekre (mivel f
(n)
j -et

majorálja az integráható f , g
(n)
j -et pedig az integrálható g függvény):

∫

X

f̃j dµ = lim
n→∞

∫

X

f
(n)
j dµ = lim

n→∞

∫

Y

g
(n)
j dν =

∫

Y

g̃j dν,

hiszen f
(n)
j és g

(n)
j integrálja minden n-re megegyezik egymással (mindkettő k

(n)
j

integrálja); valamint:

∫

A×B

hj d(µ× ν) +

∫

A

f̃j dµ+

∫

B

g̃j dν =
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=

∫

A×B

hj d(µ× ν) + lim
n→∞

∫

A

f
(n)
j dµ+ lim

n→∞

∫

B

g
(n)
j dν =

= lim
n→∞

[ ∫

A×B

hj d(µ× ν) +

∫

A

f
(n)
j dµ+

∫

B

g
(n)
j dν

]
≥ lim

n→∞

∫

X

f
(n)
j dµ =

=

∫

X

f̃j dµ =

∫

Y

g̃j dν,

ahol az egyenlőtlenség abból következik, hogy (mint már megállaṕıtottuk) f
(n)
j és

g
(n)
j minden j és n mellett kieléǵıtik a hj-re vonatkozó Kellerer-feltételt.

Vagyis f̃j és g̃j valóban eleget tesznek a hj-re vonatkozó Kellerer-feltételnek,

ı́gy létezik hozzájuk egy 0 ≤ k̃j ≤ hj függvény, melynek pont f̃j és g̃j a marginálisai.

Azt szeretnénk most belátni, hogy a k̃ :=
∑∞

j=1 k̃j függvény kieléǵıti a feltételeinket:
egy nem túl nagy függvény lesz, γ integrállal.

A k̃j ≤ hj összefüggést már beláttuk (igazából ı́gy álĺıtottuk elő k̃j-t), ı́gy

az összegükre vonatkozó k̃ =
∑∞

j=1 k̃j ≤
∑∞

j=1 hj = h is nyilvánvalóan adódik.

Mivel k̃ =
∑∞

j=1 k̃j , ı́gy k̃ marginálisai nyilván a
∑∞

j=1 f̃j , illetve
∑∞

j=1 g̃j függ-
vények lesznek. (A függvények nemnegativitása miatt az integrálképzés és az összeg-

zés felcserélhető.) Vagyis azt kéne látnunk, hogy
∑∞

j=1 f̃j ≤ f , illetve
∑∞

j=1 g̃j ≤ g.
Nyilván elegendő az egyiket bizonýıtanunk (a másik teljesen hasonlóan működik).
Vegyünk tehát egy tetszőleges véges mértékű A ∈ A halmazt. Erre:

∫

A

∞∑

j=1

f̃j dµ =
∞∑

j=1

lim
n→∞

∫

A

f
(n)
j dµ = lim

n→∞

∞∑

j=1

∫

A

f
(n)
j dµ =

= lim
n→∞

∫

A

f (n) dµ ≤

∫

A

f dµ,

hiszen f
(n)
j -et minden j és n mellett majorálja az integrálható f függvény, ı́gy

a határértékképzés és az összegzés felcserélhető. (Az integrálás és az összegzés
felcserélhetősége megint csak a függvények nemnegativitásából adódik.)

Tehát már csak azt kellene belátnunk, hogy k̃ integrálja valóban γ lesz. Ez is
az eddigiekhez hasonlóan bizonýıtható:

∫

X×Y

k̃ d(µ× ν) =

∞∑

j=1

∫

X×Y

k̃j d(µ× ν) =

∞∑

j=1

∫

X

f̃j dµ =

∞∑

j=1

lim
n→∞

∫

X

f
(n)
j dµ =

= lim
n→∞

∫

X

∞∑

j=1

f
(n)
j dµ = lim

n→∞

∫

X

f (n) dµ = lim
n→∞

∫

X×Y

k(n) d(µ× ν) = γ,
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ahol az első egyenlőség k̃ defińıciójából (illetve a k̃j függvények nemnegativitásá-

ból) adódik, a második a k̃j függvények defińıciójának következménye, a következő

f̃j konstrukciójából következik, a szumma és a limesz, illetve az integrál felcserélhe-

tősége megint csak a nemnegativitásból, illetve az f
(n)
j függvények majoráltságából

adódik (f majorálja őket és integrálható), utána f
(n)
j defińıcióját használjuk ki

(
∑∞

j=1 k
(n)
j = k(n), tehát a nemnegativitás miatt a marginálisaikra is hasonló tel-

jesül), végül pedig f (n), illetve k(n) defińıciója adja az egyenlőségeket.

Vagyis k̃ valóban egy nemnegat́ıv mérhető függény lesz, amely sehol sem
nagyobb h-nál, marginálisai pedig f -nél, illetve g-nél. Ezzel a marginálisprobléma
függvényekre vonatkozó esetét megoldottuk, bebizonýıtottuk a 2.3. tételt.

5. fejezet. A speciális alakú megoldás és a halmazok esete

Ebben a fejezetben, a halmazokra a 2.2. szakaszban megfogalmazott kérdés megvá-
laszolásának érdekében, bizonyos speciális alakú megoldások létezését bizonýıtjuk.
Az ehhez kapcsolódó tételünk a következő lesz:

5.1. tétel. Legyen adott egy (X,A, µ) és egy (Y,B, ν) σ-véges és atommentes
mértékterünk, legyen továbbá adott a két tér (X × Y,A× B, µ× ν) szorzatán egy
nemnegat́ıv mérhető h függvény, amely egy nullmértékű halmaz kivételével véges
értékeket vesz fel. Bármely k mérhető függvényhez a szorzattéren, amely kieléǵıti
a 0 ≤ k ≤ h feltételt (majdnem mindenhol), létezik egy U halmaz, hogy k és h · χU

marginálisai (egy nullmértékű halmaz kivételével) megegyeznek.

Az adott k függvény X, illetve Y szerinti marginálisait, az előző részek szoká-
sainak megfelelően, f -fel, illetve g-vel fogjuk jelölni.

A tételt a következő módon fogjuk bizonýıtani: először bizonyos speciális felté-
teleket kieléǵıtő h függvény mellett látjuk be, hogy a megoldások halmaza a négy-
zetesen integrálható függvények L2 terének egy gyenge∗ kompakt részhalmaza lesz.
Ekkor a Krein–Milman-tétel szerint (lásd 5.5. tétel) van a megoldáshalmaznak egy
extrém pontja. Ezután bebizonýıtjuk, hogy a megoldáshalmaz extrém pontjai min-
dig h · χU alakúak, végül az általános esetet visszavezetjük az ilyen speciális h-k
esetére.

5.1. A topologikus vektorterekről, illetve az L2 térről. Topologikus vektor-
tér alatt olyan halmazokat értünk, melyek el vannak látva egy vektortérstruktúrával
és egy topológiával is, ráadásul ezek

”
kompatibilisek”, abban az értelmeben, hogy

a vektortérműveletek (a vektorok összeadása, illetve skalárral való szorzása) folyto-
nosak az adott topológiára nézve. (Az összeadás esetén természetesen a tér önma-
gával vett direktszorzatán értelmezett szorzattopológiára nézve folytonos. Vagyis
a vektorterünket V -vel jelölve a V ×V → V , (u, v) 7→ u+v leképezés folytonosságát
követeljük meg, ahol a V × V téren a V -ből örökölt szorzattopológia adott.)

Ezeknek a feltételeknek nyilván megfelel bármilyen normált tér, ı́gy L2(Z,C, ξ)
is egy tetszőleges (Z, C, ξ) mértéktér mellett. Mivel nekünk csak erre az esetre lesz
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szükségünk, ezért a továbbiakban feltesszük, hogy a vektortereink valós vektorterek
(bár az álĺıtások mind bizonýıthatók általánosabb esetben is).

Vegyünk egy V topologikus vektorteret, és az ő V ∗ duális terét (a rajta értel-
mezett folytonos lineáris funkcionálok terét), és tegyük fel, hogy V ∗ elválasztja V
elemeit (vagyis bármely V bármely két eleméhez létezik egy V ∗-beli elem, amely
értékei különbözőek a két vektoron). Nyilván a duális téren is természetes módon
tudjuk értelmezni az összeadás és a skalárral való szorzás műveletét, tehát a du-
ális tér is egy vektortér lesz. Vegyük észre, hogy V tetszőleges v elemére a V ∗-on
értelmezett, Λ 7→ Λ(v) leképezés egy lineáris funkcionál. V ∗ gyenge∗ topológiáján
az ilyen alakú leképezések által generált topológiát fogjuk érteni. Könnyen látható,
hogy ez egy vektortopológia lesz, vagyis V ∗ a gyenge∗ topológiával egy topologikus
vektorteret alkot.

Riesz reprezentácós tétele szerint az L2 tér duálisa önmaga – hiszen (mint
az 1.5. szakaszban már megjegyeztük) L2 egy valós Hilbert-teret alkot az 〈r, s〉 =∫
Z
r · s dξ skalárszorzattal. Mivel pedig minden C ∈ C véges mértékű halmazra χC

négyzetesen integrálható (négyzete önmaga, integrálja ξ(C)), ı́gy r 7→
∫
C
r dξ egy

folytonos lineáris leképezés lesz – vagyis amennyiben (Z, C, ξ) σ-véges (és mi csak
ezzel az esettel foglalkozunk), úgy (az 1.4. szakaszban ı́rtak szerint) L2 duálisa
elválasztja L2 pontjait.

Szükségünk lesz még az operátornorma fogalmára is. Egy adott V normált
téren minden Λ folytonos lineáris funkcionálra a sup{

∣∣Λ(v)
∣∣ | v ∈ V ‖v‖ = 1} érték

véges. Ezt nevezzük Λ normájának. Könnyen látható, hogy ez valóban egy norma
lesz V ∗-on, sőt Riesz reprezentációs tétele kimondja azt is, hogy amennyiben V egy
Hilbert-tér, úgy V elemeinek operátornormája meg fog egyezni a

”
hagyományos”

normájukkal. (Mint fent már megjegyeztük, egy valós Hilbert-tér duálisa mindig
önmaga.)

A fentiek szerint tehát L2-re (a rajta értelmezett gyenge∗ topológia mellett)
alkalmazhatjuk Banach és Alaoglu tételét:

5.2. tétel (Banach–Alaoglu). Egy V normált téren, melynek elemeit szétválasztja
V ∗, bármely M pozit́ıv számra a legfeljebb M normájú folytonos lineáris funkcio-
nálok K halmaza a gyenge∗ topológia szerinti kompakt része lesz V ∗-nak.

Bizonýıtás. (A bizonýıtás lényegében megegyezik Walter Rudin bizonýıtásával –
lásd [7] 3.15.)

A V tér minden v elemére, és minden K-beli Λ elemre Λ(v) a
[
−M · ‖v‖,M ·

‖v‖
]
intervallumba esik. Tekintsük tehát a

Π :=
∏

v∈V

[
−M · ‖v‖,M · ‖v‖

]
= {ϕ : V −→ R | ∀ v ∈ V

∣∣ϕ(v)
∣∣ ≤ M · ‖v‖}

függvényhalmazt. A legfeljebb M normájú V ∗-beli funkcionálok nyilván mind
benne vannak Π-ben.

A Π halmaz (Tyihonov tétele szerint) kompakt lesz a szorzattopológiában.
Másfelől vegyük észre, hogy amennyiben Π szorzattopológiáját megszoŕıtjuk K-ra,
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úgy pont a K-ra megszoŕıtott gyenge∗ topológiát kapjuk – a két topológia defińıci-
ója pontosan megegyezik itt. Vagyis ha be tudnánk látni, hogy K (a szorzattopo-
lógia szerint) zárt része Π-nek, úgy belátnánk azt is, hogy K gyenge∗ kompakt.

Vegyük hát K lezártját Π-ben, és tekintsük ennek egy Φ elemét. Azt kéne
belátnunk, hogy Φ folytonos és lineáris.

A halmazok lezártjának defińıciója alapján Φ minden környezete tartalmazza
K egy elemét. Vagyis tetszőleges ε pozit́ıv számra, u és v vektorokra, valamint α
és β skalárra létezik egy olyan Λ lineáris funkcionál V ∗-ban, hogy Φ és Λ értéke
u-ban, v-ben és (α · u+ β · v)-ben is legfeljebb ε-nal tér el egymástól. Ekkor:

∣∣Φ(α · u+ β · v)− α · Φ(u)− β · Φ(v)
∣∣ = |

[
Φ(α · u+ β · v)− Λ(α · u+ β · v)

]
−

−
[
α · Φ(u)− α · Λ(u)

]
−

[
β · Φ(v)− β · Λ(v)

]
| ≤

(
1 + |α|+ |β|

)
· ε

minden pozit́ıv ε-ra teljesül – vagyis Φ valóban lineáris.

A függvény folytonossára innen pedig már nyilvánvaló, hiszen (mint Π min-
den eleme) ő egy korlátos funkcionál, a lineáris funkcionálokon pedig a folytonosság
és a korlátosság feltétele megegyezik. (Emlékeztetőül: a nemnulla lineáris funkcio-
nálok értékkészlete soha nem korlátos. Egy normált tér korlátos funkcionálja alatt
az egységgömbön korlátos funkcionálokat értjük. Így nyilván, ha minden u, v ∈ V -re
|Φ(u− v)| ≤ ‖u− v‖ ·M , úgy a linearitás miatt Φ folytonos lesz.)

5.3. következmény. A fentiek alapján tehát tetszőleges Hilbert-tér, ı́gy egy σ-
véges (Z, C, ξ) mértéktér esetén L2(Z, C, ξ) tetszőleges sugarú 0 középpontú zárt
gömbjei kompaktak lesznek a gyenge∗ topológia szerint.

5.2. Az extrém pontok szerepe és a speciális alakú megoldás. A problémát
először abban a speciális esetben fogjuk megoldani, amikor a korlátozó h függvény
négyzetesen integrálható (L2(X × Y,A× B, µ× ν)-beli), és egy pozit́ıv, de véges
mértékű C ∈ A× B halmazon ḱıvül azonosan 0. Az általános esetet erre fogjuk
visszavezetni.

A plusz feltétel mellett bármely 0 ≤ k ≤ h függvény négyzetesen integrálható
lesz, és k L2-normája nem lesz nagyobb h L2-normájánál – vagyis azon nemnegat́ıv
függvények M halmaza, melyek nem nagyobbak h-nál, marginálisaik pedig f -fel és
g-vel egyeznek meg (majdnem mindig), L2 egy (normában) korlátos részhalmaza

lesz. Így a Banach–Alaoglu-tétel alapján, ha be tudnánk látni, hogy M egy zárt
halmaz L2 gyenge∗ topológiája szerint, akkor belátnánk azt is, hogy M gyenge∗

kompakt. Ehhez elegendőek a következők:

• A nemnegat́ıv függvények gyenge∗ zárt halmazt alkotnak L2-ben, hiszen ha
egy függvény (pozit́ıv mértékű halmazon) negat́ıv, akkor ezt a pozit́ıv mér-
tékű halmazt véges mértékűnek választva az ezen vett integrál negat́ıv, ı́gy
az ugyanezen halmazon negat́ıv integrálú függvények egy gyenge∗ nýılt hal-
mazt alkotnak, melynek elemei között nincsenek nemnegat́ıv függvények.
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• Minden D ∈ A×B véges mértékű halmazra a ϕ 7→
∫
D
ϕd(µ× ν) függvény egy

folytonos lineáris funkcionál L2-n. Tehát azon L2-beli függvények halmaza, me-
lyek integrálja itt nem nagyobb az

∫
D
hd(µ× ν) konstansnál egy gyenge∗ zárt

halmazt alkotnak. Az összes D-re ezen halmazok metszete ı́gy szintén gyenge∗

zárt lesz, vagyis a h-nál lényegében sehol (nullmértékű halmaz kivételével) nem
nagyobb függvények halmaza egy gyenge∗ zárt halmaz. (Lásd 1.4. szakasz.)

• Az előzőhöz hasonlóan a

ϕ 7→

∫

(A×Y )∩C

ϕd(µ× ν), valamint ϕ 7→

∫

(X×B)∩C

ϕd(µ× ν)

funkcionálok mentén az
∫
A
f dµ valamint

∫
B
g dν konstansokkal való megegye-

zést vizsgálva nyilvánvalóan látható, hogy az adott véges mértékű C halmazon
ḱıvül azonosan 0 értékű és adott marginálisú függvények gyenge∗ zárt halmazt
alkotnak L2 C-n ḱıvül azonosan 0 függvényei között – melynek részhalmazát
alkotják a h-nál nem nagyobb nemnegat́ıv függvények.

Vagyis a keresett M megoldáshalmaz gyenge∗ zárt része a h-nál nemnagyobb
normájú függvények gyenge∗ kompakt halmazának, ı́gy maga is gyenge∗ kompakt.

Most ideje felidéznünk, mit értünk egy vektortér részhalmazának extrém rész-
halmaza alatt:

5.4. defińıció. A V vektortér K részhalmazának az ∅ 6= E ⊂ K halmaz egy extrém
része, ha E egyetlen e pontjához sem létezik olyan u és v pont K-ban, hogy nem
mindkettő eleme E-nek, de e az uv szakasz belső pontja. Másképp: ha létezik olyan
0 < λ < 1 skalár, hogy valamely u, v ∈ K pontokra λ ·u+(1−λ) ·v = e, úgy u, v ∈ E
is teljesül.

K extrém pontjai alatt nyilván az egyetlen pontból álló extrém halmazokat
értjük (pontosabban ezek egyetlen elemét). A defińıcióból könnyen látható, hogy
e pontosan akkor extrém pontja K-nak, ha nem létezik olyan v nemnulla vektor
V -ben, melyre e+ v és e− v is eleme K-nak.

Jegyezzük meg, hogy a V vektortér tetszőleges K részhalmaza önmagának
extrém része lesz. Könnyen látható továbbá, hogy amennyiben extrém halmazok
(tetszőlegesen nagy számosságú rendszerének) metszete nem üres, úgy ő is egy

extrém halmaz lesz. Így zárt és kompakt extrém halmazok nemüres metszete szintén
egy zárt kompakt extrém halmazt alkot. Speciálisan egy Hausdorff-féle topológiával
rendelkező topologikus vektortérben egy halmaz kompakt extrém részeinek nemüres
metszete maga is kompakt extrém részhalmaz.

5.5. tétel (Krein–Milman). Legyen V egy topologikus vektortér, melynek duális
tere elválasztja V pontjait. Legyen a K halmaz V egy kompakt nemüres részhal-
maza. Ekkor K-nak van extrém pontja.

Bizonýıtás. (A bizonýıtáshoz Rudin vonatkozó munkája szolgált alapul – lásd [7]
3.21.)

Először is vegyük észre, hogy mivel V ∗ pontjai elválasztják V elemeit, V to-
pológiája nyilván Hausdorff.
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Nevezzük K kompakt extrém részhalmazainak rendszerét E-nek. Ekkor E nyil-
ván nem üres, hiszen K ∈ E teljesül. Legyen most E ∈ E , Λ ∈ V ∗. Definiáljuk az E
halmaz EΛ részhalmazát azon pontok halmazaként, ahol Λ felveszi a maximumát
E-ben. (Mivel Λ folytonos, E pedig kompakt, ı́gy Λ-nak van maximuma E-n.) Ve-
gyük EΛ egy e elemét, továbbá vegyük K-nak egy u és egy v pontját, melyekhez
létezik olyan 0 < λ < 1 skalár, hogy λ · u+ (1− λ) · v = e. Mivel e ∈ EΛ ⊂ E, ami
egy extrém halmaz, ı́gy u, v ∈ E. Másfelől Λ(e) = λ ·Λ(u)+ (1−λ) ·Λ(v), ahol Λ(e)
a Λ függény maximuma E-n – tehát az egyenlőség csak úgy teljesülhet, ha Λ(u) és

Λ(v) is ugyanez a maximumérték lesz. Így E ⊃ EΛ ∈ E teljesül, minden E ∈ E és
Λ ∈ V ∗ esetén.

Az E elemei által alkotott (a tartalmazásra nézve vett) láncok részben rende-
zett halmazt alkotnak a tartalmazásra nézve. (Vagyis E azon E ′ részhalmazai, me-
lyeknek tetszőleges E1 és E2 elemére E1 ⊂ E2 vagy E2 ⊂ E1 teljesül, egy részben
rendezett halmazt alkotnak az E ′ ⊂ E ′′ relációval.) A láncok láncainak uniói nyil-
ván szintén láncok lesznek, tehát alkalmazhatjuk a Zorn-lemmát – találhatunk egy
E ′ maximális láncot E-ben. Mivel E ′ kompakt, nem üres extrém halmazok egy nem
üres lánca, ı́gy E′ :=

⋂
E ′ is egy nemüres, kompakt extrém halmaz lesz. (A lánctu-

lajdonság miatt E ′ elemei kieléǵıtik a véges metszetek feltételét, és kompaktak is,
tehát metszetük nem üres). Vegyük észre, hogy E′ minimális elem (a tartalmazásra
nézve) E-ben, hiszen ha nem ı́gy volna, úgy E′ egy kompakt extrém részhalmazával

bőv́ıthetnénk az E ′ láncot, vagyis az nem lenne maximális. Így minden Λ folytonos
lineáris funkcionálra E′

Λ = E′ is teljesülni fog, azaz E′-n minden folytonos lineá-
ris funkcionál konstans. Azonban a folytonos lineáris funkcionálok elválasztják V
pontjait – következésképpen E′ egyetlen pontból áll, tehát E′ egy extrém pontja
K-nak.

A fentieket az M gyenge∗ kompakt megoldáshalmazra alkalmazva láthatjuk,
hogy M-nek létezik extrém pontja. (Az elemek elválasztásának feltételét az előző
szakaszban már tárgyaltuk.)

Megjegyzés. A Krein–Milman-tételnek egy erősebb változata azt álĺıtja, hogy
a fenti feltételek mellett, ha a K halmaz nem csak kompakt, hanem konvex is,
K a saját extrém pontjainak konvex burkával egyezik meg.

Nagyon egyszerűen ellenőrizhető, hogy az M halmazunk egy konvex halmaz is
lesz. Tehát M a saját extrém pontjainak konvex burka. Nemsokára belátjuk, hogy
M extrém pontjai a h · χU alakú függvények – vagyis M az ilyen speciális alakú
függvények konvex kombinációiból, pontosabban ezek halmazának lezártjából áll.

Tehát a feladatnak pontosan akkor létezik (lényegében) egyértelmű megoldása,
ha h · χU alakú megoldásból csak egyetlen egy létezik. (Ez nem feltétlen jelenti azt,
hogy U lényegében egyértelmű, hiszen ha h egy pozit́ıv mértékű hamazon 0, úgy
ezt nyugodtan hozzávehetjük vagy elhagyhatjuk U -ból, h · χU ettől nem változik.)

Vizsgáljuk hát meg M extrém pontjait. Mint már megállaṕıtottuk, M extrém
pontjai pontosan azok a k ∈ M függvények lesznek, melyre nem létezik olyan p
négyzetesen integrálható függvény, hogy k+ p és k− p is M-beli, vagyis nemnega-
t́ıvak, egyikük sem nagyobb h-nál, margniálisaik pedig f és g.
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Vegyük észre, hogy amennyiben létezik ilyen p függvény, úgy annak marginá-
lisai (majdnem mindenhol) konstans 0 értéket vesznek fel. Továbbá, amennyiben
létezik ilyen függvény, úgy a {k = 0} halmazon és a {k = h} halmazon is 0 értéket
kell felvennie, hiszen máskülönben k−p vagy k+pmegsértené a 0 ≤ k+p, k−p ≤ h
feltételt. Ebből következően a h ·χU alakú megoldásfüggvények valóban M extrém
pontjai lesznek.

Másfelől ha k ∈ M, és {0 < k < h} mértéke pozit́ıv, úgy létezik egy pozit́ıv ε
szám, melyre az {ε < k < h− ε} halmaz is pozit́ıv mértékű lesz. Vagyis ha van egy
olyan p mérhető függvény, amely {ε < k < h− ε} egy véges, de pozit́ıv mértékű
P részhalmazán nem nulla, korlátos, marginálisai (majdnem mindenhol) konstans
nullák, és P -n ḱıvül (majdnem mindenhol) azonosan 0, úgy k − η · p és k + η · p is
M-beli lesz egy megfelelő η 6= 0 konstans mellett. Tehát ekkor k nem extrém pontja
M-nek.

A következő szakaszban teljes általánosságban fogjuk látni a fenti feltételeknek
megfelelő p függvény létezését, ezzel bebizonýıtva a h ·χU alakú megoldás létezését,
a h-ra tett speciális feltételek mellett. De mielőtt ezt az önálló álĺıtást belátnánk,
bizonýıtsuk be, hogy ezek a speciális feltételek elhagyhatóak.

Mint láttuk, fel tudjuk bontani a terünket megszámlálhatóan sok olyan C1, C2,
. . . halmazra, melyek véges mértékűek, és melyeken h négyzetesen integrálható.
(Lásd 38. oldal. Ehhez általában egy r mérhető függvény mellett elég feltenni,
hogy a mértékterünk σ-véges, és r értéke majdnem mindenhol véges.) Minden
ilyen halmazra tekintve a k · χCj

függvény marginálisait, a h · χCj
korlátozó függ-

vénnyel egy megoldható marginálisproblémát kapunk, ahol a korlátozó függvény
négyzetesen integrálható, és egy véges mértékű halmazon ḱıvül azonosan 0. Vagyis
ezeknek a megszoŕıtott problémának létezik χUj

· h · χCj
alakú megoldása. Nyil-

ván feltételezhetjük, hogy Uj része Cj-nek minden j mellett, és ı́gy ezen megoldá-
sok

∑∞
j=1 χUj

· h = χU · h összege (ahol U -val
⊔∞

j=1 Uj-t jelöljük) nyilván megoldja
az eredeti feladatot. Tehát az 5.1. tételt bebizonýıtottuk.

Ebből pedig már adódik a halmazok esetére vonatkozó tétel is: mivel χM min-
den véges mértékű halmazon nyilvánvalóan integrálható, ı́gy a halmazokra vonat-
kozó feladatnak a már bizonýıtott 2.3. tétel szerint van függvény alakú megoldása
(és feltehetjük, hogy a mértéktereink σ-végesek). Ekkor az imént bizonýıtott 5.1. té-
tel szerint létezik egy χM ·χU alakú megoldás is – vagyis az U ∩M halmaz kieléǵıti
a feltételeket, amivel a 2.7. tételt bebizonýıtottuk.

5.3. A p függvény létezése. Adott tehát egy (X,A, µ), illetve egy (Y,B, ν)
σ-véges és atommentes mértékterünk. Legyen adott ezek (X × Y,A× B, µ× ν)
szorzatán egy pozit́ıv, de véges mértékű P halmaz. Azt szeretnénk bizonýıtani, hogy
ekkor létezik egy p mérhető függvény X × Y -on, amelyre a következők teljesülnek:

• p a P halmazon ḱıvül (majdnem) mindenhol azonosan 0;

• p egy pozit́ıv mértékű halmazon nemnulla;

• p korlátos;

• p marginálisai (majdnem mindenhol) azonosan 0 értéket vesznek fel (p korlátos
és egy véges mértékű halmazon ḱıvül nulla, ı́gy integrálható).
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A megfelelő függvény létezése a valós śıkon könnyen látható, ı́gy megpróbál-
juk a probléma megoldását visszavezetni a valós esetre. Ehhez késźıteni fogunk két
függvényt, Φ-t, illetve Ψ-t, melyek X-ből, illetve Y -ból képeznek a valós számegye-
nesbe, mérhetőek és bizonyos értelemben mértéktartóak is. Ha ezeket a függvénye-
ket megfelelően konstruáljuk, úgy a P halmaz

”
átemelhető” lesz a valós śık egy

P̃ Borel-halmazává, itt tudunk csinálni egy megfelelő p̃ függvényt, melyet majd

”
visszaemelünk”X × Y -ba – és már csak be kell látni, hogy az eredmény megfelelő
lesz.

A P halmazt a 1.2. szakaszban ı́rtak alapján elő tudjuk álĺıtani – egy nullmér-
tékű halmaz kivételével –

⋂∞
n=1

⋃∞
i=1 Rn,i alakban, ahol Rn,i minden n-re és i-re

egy tégla lesz.
Tegyük fel először, hogy X mértéke véges, ı́gy feltehetjük, hogy ez a mérték 1.
Bontsuk most fel X-et minden n pozit́ıv egészre 1/n mértékű halmazok disz-

junkt uniójára (az atommentesség miatt ezt megtehetjük), és rendezzük sorrendbe
az ı́gy kapott megszámlálhatóan sok halmazt, valamint az Rn,i téglák X-beli ol-
dalait – legyenek ezek az A1, A2, . . . halmazok. Azt szeretnénk elérni, hogy ezeket
a halmazokat Φ valamilyen értelemben megőrizze. (Az Rn,i-k oldalainál erre nyilván
azért lesz szükségünk, hogy Φ×Ψ ugyanilyen értelemben megőrizze a P halmazt
is; mı́g a

”
kicsi halmazok” az atommentesség megtartásához kellenek.)

Definiáljuk most a következő φ leképezést: X minden x elemét képezzük bele
[0, 1]-be úgy, hogy φ(x) n-edik számjegye a hármas számrendszerben pontosan ak-
kor legyen 2, ha x ∈ An, amúgy legyen 0. Ezzel X-et voltaképpen a C Cantor-
halmazba képezzük. (Emlékeztetőül: a Cantor-halmaz azon [0, 1]-beli számok hal-
maza, melyek hármas számrendszerben feĺırt alakja csak 0 és 2 számjegyeket tar-
talmaz. Ez egy kontinuum számosságú, ám a Lebesgue-mérték szerint nullmértékű
Borel-halmaz.)

Ez a leképezés mérhető, ı́gy generál egy ̺(C) := µ
(
φ−1(C)

)
Borel-mértéket

a Cantor-halmazon, vagy ha úgy tetszik egy C-re koncentrált Borel-mértéket a [0,1]-
en, amely valósźınűségi mérték lesz. Valóban, mivel a Borel-halmazok σ-algebráját
generálják a

(
k/3n, (k + 1)/3n

)
alakú intervallumok, ezek ősképei pedig mérhető

halmazok, ı́gy φ tényleg mérhető lesz. (Konkrétan: ezek az ősképek vagy üresek,
vagy az 1, . . . , n számok valamely σ permutációjára és valamely l = 0, 1, . . . , n-re
a (

⋂l
i=1 Aσ(i)) \ (

⋃n
i=l+1 Aσ(i)) halmaz.) Éppen ı́gy látható az is, hogy az An

halmazok pedig előállnak φ szerint konkrét Borel-halmazok ősképeként – minden
n-re létezik egy Cn Borel-halmaz, hogy φ−1(Cn) = An, és nyilván ekkor ̺(Cn) =
µ(An) is teljesül.

Szükségünk lesz még arra is, hogy ̺ szerint minden pont mértéke 0. Valóban,
mivel az A1, A2, . . . halmazok közé felvettük minden n-re X egy 1/n mértékű
halmazokra való diszjunkt felbontását, ı́gy ha egy [0, 1]-beli t pont ősképe nem
üres, akkor minden n-re benne van egy 1/n mértékű halmazban – vagyis maga
nullmértékű.

Most már csak annyit kellene belátnunk, hogy [0, 1] a rajta értelmezett ̺ mér-
tékkel és a Borel-halmazokkal egy a [0,1] sztenderd Borel-mértéktérrel izomorf mér-
tékteret alkot, vagyis létezik egy bijekció [0, 1]-ből [0, 1]-be, amely Borel-mérhető,
melynek inverze is Borel-mérhető, és mértéktartó is (ezt nyilván elég az egyik
irányra ellenőrizni). Ezt sokkal általánosabban látjuk be:
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5.6. álĺıtás. Legyen adott [0, 1] két kontinuum számosságú Borel-halmaza. Ezek
között mindig létezik egy Borel-izomorfizmus, vagyis egy olyan bijekció, amely
Borel-mérhető és inverze is Borel-mérhető.

A fenti álĺıtás bizonýıtásától (hosszára, illetve fő témánkkal való nem túl szo-
ros kapcsolatára való tekintettel) eltekintünk. A bizonýıtás (pontosabban egy sokkal
általánosabb tétel) megtalálható Alexander Kechris léıró-halmazelméleti monográ-
fiájában (lásd [2] 15.B).

Erre éṕıtve pedig már belátható az általános tétel (melyet szintén Kechris
munkája alapján bizonýıtunk, lásd [2] 17.41. tétel).

5.7. tétel. Legyen adott ̺ valósźınűségi mérték a [0, 1] Borel-halmazain, melyre
nézve minden pont mértéke 0. Ekkor a [0, 1] Borel-mértéktér a ̺ mértékkel izomorf
lesz a sztenderd (Lebesgue-mértékkel ellátott) [0, 1] Borel-mértéktérrel.

Bizonýıtás. Tekintsük a következő függvényt a [0, 1]-en: ϕ(t) := ̺([0, t]). A ϕ
függvény nyilván monoton növekedő, ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, és könnyen látható, hogy
folytonos is, ı́gy ϕ képtere a teljes [0, 1] lesz. (Mivel a függvény monoton, ezért
egy I intervallum ősképe egy J intervallum lesz, tehát a folytonossághoz azt kéne
látnunk, hogy ha I zárt [0, 1]-ben, úgy J is az lesz. Vegyünk egy (tn)

∞
n=1 monoton

csökkenő, illetve növekvő és konvergens sorozatot J-ből, melynek határértéke t.
Azt kellene bizonýıtnunk, hogy t ∈ J teljesül. Felhasználva, hogy ̺ szerint minden
pont nullmértékű, a [0, tn] intervallumok metszetétek, illetve uniójának ̺ szerinti
mértéke megegyezik egyfelől [0, t] mértékével, másfelől ez ϕ defińıciója alapján
a ϕ(tn) értékek határértéke lesz, amely – I zártságából adódóan – benne van I-ben.
Vagyis t eleme J-nek, ϕ valóban folytonos.)

Egy folytonos függvény mindig Borel-mérhető, ı́gy értelmezni tudjuk a ϕ által
generált ̺ ◦ϕ−1 mértéket [0,1]-en. A [0,1] minden s eleméhez létezik egy maximális
[0, 1]-beli t szám (a folytonosság miatt), hogy s = ϕ(t). Ekkor ̺ ◦ ϕ−1([0, s]) =
̺([0, t]) = ϕ(t) = s. Mivel pedig a [0, s] alakú intervallumok generálják a [0,1] Borel-
halmazait, ı́gy ̺ ◦ ϕ−1 meg fog egyezni a Lebesgue-mértékkel.

Bár első ránézésre úgy tűnhet, sajnos még nem vagyunk készen a bizonýıtással,
hiszen ϕ nem feltétlenül bijekció – előfordulhat, hogy vannak [0, 1]-nek intervallu-
mai, melyek ̺ szerinti mértéke 0, ı́gy ϕ szerinti képük mindössze egyetlen pont. Ezt
másképp megfogalmazva: a [0, 1] egységszakasznak lehetnek olyan pontjai, melyek
ϕ szerinti ősképe nem egyetlen pont, hanem egy valódi szakasz. (A ϕ függvény mo-
notonitása garantálja, hogy egy pont ősképe valamiféle szakasz lesz. Tekintve, hogy
ϕ képtere az egész [0, 1] intervallum, ez egy nemüres intervallum, vagyis vagy va-

lódi intervallum vagy egyetlen pont.) Ám ilyen pontokból csak megszámlálhatóan
sok lehet, hiszen ősképeik diszjunkt intervallumok [0, 1]-ben – tehát ezen pontok
M halmaza nullmértékű.

Jelöljük ϕ−1(M)-met N -nel. Vegyük a [0, 1]-nek egy a Lebesgue-mérték sze-
rint nullmértékű, de kontinuum számosságú Q Borel-halmazát (például a C Cantor-
halmazt), és ϕ szerinti ősképét nevezzük R-nek. Az R halmaz nyilván nullmértékű
lesz ̺ szerint, és ő is kontinuum számosságú. Tehát M ∪Q egy kontinuum számos-
ságú, nullmértékű Borel-halmaz [0, 1]-ben, az ő ϕ szerinti ősképe pedig N ∪R egy
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szintén kontinuum számosságú Borel-halmaz, amely ̺ szerint nullmértékű, vagyis
az 5.6. álĺıtás szerint létezik köztük egy ϕ′ Borel-izomorfizmus, egy bijekció, amely
N ∪R-ből képez M ∪Q-ba, és ő maga, valamint inverze is Borel-mérhető.

Amennyiben most be tudnánk látni, hogy ϕ egy Borel-izomorfizmus
[0, 1] \ (N ∪R)-en is, úgy készen lennénk a bizonýıtással – ϕ inverze mértéktartó
itt is (N ∪R és képe is nullmértékű), ı́gy a ϕ̃ leképezést ϕ′-ként értelmezve N ∪R-
en, és ϕ-ként értelmezve azon ḱıvül valóban egy mértéktér-izomorfizmust kapnánk
a ̺ mértékkel ellátott [0, 1] térből a sztenderd [0, 1] Borel-mértéktérre.

Az pedig, hogy ϕ a [0,1]\ (N ∪R)-re megszoŕıtva Borel-izomorfizmus, könnyen
látható. AzN halmaz defińıciója alapján nyilván bijekció lesz. Mint már emĺıtettük,
egy folytonos függvény mindig Borel-mérhető, ϕ folytonosságát már láttuk, tehát
elég volna belátnunk, hogy ϕ−1 is folytonos – vagyis hogy egy [0, 1] \ (N ∪R)-
beli zárt halmaz ϕ szerinti képe zárt lesz [0, 1] \ (M ∪Q)-ban. Ez pedig a bijekció
folytonosságából és monotonitásából nyilvánvaló. (Vegyük [0, 1] \ (N ∪R) egy Z
zárt halmazát, és vegyünk ennek a képében egy s1, s2, . . . konvergens sorozatot
s határétékkel. Azt kéne látnunk, hogy s benne van ϕ(Z)-ben. Az s1, s2, . . . sorozat
és az s pont együtt egy zárt halmazt alkot, ı́gy ennek ősképe is zárt – hiszen ϕ
folytonos – vagyis kompakt, hiszen [0, 1] is kompakt. Ezért az s1, s2, . . . pontok
t1, t2, . . . ősképeiből ki tudunk választani egy konvergens részsorozatot, melynek
határértéke – ϕ folytonosságábó adódóan – csak s ϕ szerinti ősképe lehet. Másfelől
a tn értékek Z-beliek, Z zárt, ı́gy határértékük is Z-beli, vagyis s eleme Z képének.)

Tehát most van egy φ mérhető leképezésünk X-ből a [0, 1]-be, ez generálja
a [0, 1] Borel-halmazain a ̺ mértéket, és az ı́gy kapott mértéktér és a [0, 1]-en
értelmezett sztenderd Borel-mértéktér között van egy ϕ izomorfizmus. Nevezzük
most Φ-nek a ϕ ◦ φ függvényt. Ekkor Φ-re nyilván igazak a következők:

• Φ mérhető, hiszen minden C Borel-halmazra a [0, 1]-ben ϕ−1(C) egy Borel-
halmaz, ı́gy ennek φ szerinti ősképe mérhető;

• Φ mentén minden C Borel halmaz ősképének mértéke λ(C), hiszen ϕ−1(C)
̺ szerinti mértéke ennyi, és ̺ defińıciója alapján ekkor µ

(
Φ−1(C)

)
is λ(C)

lesz;

• minden n pozit́ıv egészre létezik egy Dn Borel-halmaz a [0, 1]-ben, melynek Φ
szerinti ősképe An, hiszen minden n-re létezett egy Cn Borel-halmaz, melyre
φ−1(Cn) = An, ı́gy Dn := ϕ(Cn) megfelelő lesz.

Abban az esetben, ha X mértéke nem 1, de véges, nyilván ugyanezt elmond-
hatjuk a [0, 1] szakasz helyett a

[
0, µ(X)

]
szakasszal, ha pedig X mértéke végtelen,

akkor (a σ-végességet kihasználva) feldarabolhatjuk őt az 1 mértékűX0,X1,X2, . . .
halmazokra, melyeken megkonstruálhatjuk külön-külön a hozzájuk tartozó Φi függ-
vényeket (az An ∩Xi halmazok mellett). Vegyük észre, hogy mivel minden pont
mértéke 0 a [0, 1]-ben, ı́gy például a [0, 1] racionális számai és az 1-nél kisebb racio-
nális számai között egy bijekciót léteśıtve, Φ-t pedig ezzel tovább komponálva (az
irracionális számokat a helyükön hagyva) feltehetjük, hogy Φ képtere nem a [0, 1],
hanem a [0,1) intervallum – a Φ-re tett feltételek ettől nem változnak. Most a Φi+ i
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függvények unióját véve minden i természetes számra, kapunk egy Φ függvényt,
amely [0,∞)-re képez, és szintén rendelkezik a fenti tulajdonságokkal.

Most a [0,∞] := [0,∞) jelölést alkalmazva azt kaptuk, hogy létezik egy Φ függ-
vény X-ből

[
0, µ(X)

]
-be képező függvény, melyre:

• Φ mérhető;

•
[
0, µ(X)

]
minden C Borel-halmazára µ

(
Φ−1(C)

)
= λ(C);

• minden n pozit́ıv egészre létezik egy olyan Dn Borel-halmaz, amelyre An =
Φ−1(Dn) teljesül.

Nyilván teljesen hasonlóan előálĺıthatunk egy Ψ függvényt Y -ból
[
0, ν(Y )

]
-ba,

melyre a (többek között az Rn,i téglák Y -ra vett oldalait is tartalmazó) B1, B2, . . .
halmazsorozat mellett teljesül hogy:

• Ψ mérhető;

•
[
0, ν(Y )

]
minden C Borel-halmazára ν

(
Ψ−1(C)

)
= λ(C);

• minden n pozit́ıv egészre létezik egy En Borel-halmaz, melyre Bn = Ψ−1(En).

Ekkor a Φ×Ψ függvény az X × Y -t képezi
[
0, µ(X)

]
×

[
0, ν(Y )

]
-ba, a követ-

kező módon:

• Φ×Ψ mérhető;

•
[
0, µ(X)

]
×

[
0, ν(Y )

]
minden C Borel-halmazára (Φ×Ψ)−1(C) mértéke µ× ν

szerint megegyezik C Lebesgue-mértékével, hiszen a Borel-féle σ-algebrák szor-
zata ezeken a tereken a szorzattér Borel-halmazainak σ-algebrája lesz;

• a P halmazhoz létezik egy P̃ Borel-halmaz, melynek ősképe csak nullmértékű
halmazban tér el P -től, hiszen az Rn,i téglák oldalaihoz létezik egy-egy Dn,i,
illetve En,i Borel-halmaz, melyek ősképei pont a tégla megfelelő oldalai lesznek,

ı́gy az ezekből előálĺıtott P̃ :=
⋂∞

n=1

⋃∞
n=1(Dn,i × En,i) halmaz ősképe valóban

(majdnem) P lesz.

Most szeretnénk a P̃ halmazon megoldani a feladatot. Mivel P̃ egy Borel-
halmaz, ezért tudjuk, hogy létezik egy I és egy J pozit́ıv mértékű nýılt inter-
vallum [0, 1]-ben, hogy az I × J téglának legalább 4/5-öd részét kitölti P̃ , vagyis

λ
(
(I × J) ∩ P̃

)
≥ 4/5 · λ(I)λ(J). (Nyilván, hiszen a Lebesgue-mérték defińıciója

alapján létezik intervallum oldalú téglák egy megszámlálható uniója, melynek
Lebesgue-mértéke legfeljebb P̃ Lebesgue-mértékének kevesebb, mint 5/4-ed része,

és fedik P̃ -ot, tehát a téglák valamelyikébe legalább 4/5 részben belemetsz P . Az in-
tervallum nýıltságának feltételezése pedig nem változtat sem a tégla, sem a metszet
mértékén.)

Felezzük most meg az I és a J intervallumot is (a valós felezőpontjánál), és
bontsuk őket szét a nýılt I1 és I2, illetve J1 és J2 intervallumokra (az eredeti inter-
vallumok felezőpontjait kihagyva). Ekkor (I1 × J1), (I1 × J2), (I2 × J1) és (I2 × J2)
uniója egy nullmértékű halmaztól eltekintve kiadja I × J-t. Nevezzük el ezeknek
a tégláknak, illetve P -nek a metszetét rendre P11-nek, P12-nek, P21-nek, illetve
P22-nek. Most toljuk el az Ii × Jj (i, j = 1, 2) téglákat I1 × J1-re (mivel ezek a tég-
lák mind egybevágóak, ez nyilván megtehető). Vegyük itt a Pij halmazok képeinek
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metszetét. Mivel P kitöltötte I × J legalább 4/5 részét, ı́gy a metszet pozit́ıv mér-
tékű lesz (mértéke legalább (1/4− 1/5) · λ(I)λ(J)). Most toljuk vissza a metszetet
mind a négy Ii × Jj téglára, és nevezzük a képeket P ′

ij-nek, uniójukat P
′-nek.

Definiáljuk p̃-ot konstans 1-nek P ′
11-en és P ′

22-n, illetve −1-nek P ′
12-n és P ′

21-en.
A P ′

ij halmazok defińıciójából nyilvánvalóan következik, hogy p̃ Borel-mérhető, kor-

látos, nemnulla pozit́ıv mértékű P ′ halmazon, P̃ -n ḱıvül 0, és minden marginálisa
azonosan 0.

Most
”
emeljük vissza” p̃-ot a Φ×Ψ függvény inverze seǵıtségével X × Y -ba,

vagyis definiáljuk a p függvényt p̃ ◦ (Φ×Ψ)-ként. Azt szeretnénk bebizonýıtani,
hogy ez a p függvény kieléǵıti a feltételeinket.

• Mivel p̃ csak P̃ -on nem nulla, ı́gy p csak P̃ (Φ×Ψ szerinti) ősképén nem nulla,
de ez (majdnem) egybeesik P -vel.

• A {p̃ 6= 0} halmaz egy pozit́ıv mértékű Borel-halmaz – ı́gy ősképe egy pozit́ıv
mértékű mérhető halmaz lesz A×B-ben, és pont ez lesz az a rész, ahol p nem
nulla.

• A p függvény nyilván korlátos, hiszen p̃ is az.

• Egy adott x ∈ X pontra a p függvény X szerinti marginálisának értéke x-ben
a p(x, y) függvény Y -on vett (y szerinti) integrálja lesz. Mivel p értékei csak 0
és ±1 lehetnek, ı́gy ez megegyezik

[ν
(
y ∈ Y | p(x, y) = 1

)
− ν

(
y ∈ Y | p(x, y) = −1

)
]-gyel.

De az
{
y ∈ Y | p(x, y) = ±1

}
halmazok pont az

{s ∈
[
0, ν(Y )

]
| p̃

(
Φ(x), s

)
= ±1}

halmazok ősképei lesznek Ψ szerint. Vagyis a két halmaz mértéke megegyezik
(és véges), ı́gy a marginálisfüggvény azonosan 0 – és nyilván hasonló igaz p
másik marginálisára is.

Tehát konstruáltunk egy p függvényt, mely kieléǵıti a ḱıvánt feltételeket –
vagyis az 5.1. és a 2.7. tételeket valóban bebizonýıtottuk.

6. fejezet. Speciális esetek, a Kellerer-feltétel elégtelensége

Ebben a részben példákat adunk a Kellerer-feltétel elégtelenségére, bizonyos (a té-
teleinknél gyengébb) feltételek mellett. Ezek részben a függvényes feladatra adnak
ellenpéldát (6.1. szakasz), mı́g máskor csak a halmazok esetére vonatkoznak (hiszen
például a 6.2. szakaszban tárgyalt feltételek mellett a függvényes esetben a Kellerer-
feltétel elégséges is).

A 2.3. (függvényekre vonatkozó) és a 2.7. (halmazokra vonatkozó) tételben is
feltételeztük, hogy a marginálisfüggvényeink integrálhatóak, ı́gy feltehettük, hogy
a mértéktereink σ-végesek. Az ezen feltételt nem teljeśıtő függvényeknek és terek-
nek vizsgáljuk meg egy speciális esetét a 6.3. szakaszban. Ezen ḱıvül a 2.3. tételnél
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a korlátozó h függvény véges mértékű halmazokon való integrálhatóságának felté-
telét hagyjuk el a 6.1. szakaszban, mı́g a 2.7. tétel plusz feltételének (a mértékterek
atommentességének) szükségességét bizonýıtjuk a 6.2. részben.

Vegyük észre, hogy (mint azt már a 32. oldalon is megjegyeztük) a halmazok
eseténél mindenképpen fel kell tennünk, hogy f és g értékei megfelelőek abban az ér-
telemben, hogy f értékei (majdnem) mind B-beli halmazok mértékeivel, g értékei
pedig A-beli halmazok mértékeivel egyeznek meg.

6.1. A
”
túl nagy”h függvény esete. A legkézenfekvőbb először a h függvényre

tett furcsa feltételt gyenǵıteni, vagyis olyan h függvénnyel foglalkozni, melynek nem
véges az integrálja minden véges mértékű halmazon.

Vegyük például a [0, 1] mértékteret (a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-
mértékkel), és tekintsük ennek az önmagával vett szorzatát. Definiáljuk itt a h
függvényt a következő módon:

h(x, y) :=





1

x− y
, ha x > y,

0, ha x ≤ y,

,

továbbá definiáljuk az f és a g függvényt azonosan 1-nek. Ezek kieléǵıtik a 2.3. tétel
feltételeit, a h függvény véges halmazon való integrálhatóságának kivételével –
hiszen h integrálja végtelen, az egységnégyzet mértéke pedig 1. (A h függvény

integrálja x = 0 kivételével minden fix x mellett végtelen. Így Fubini tétele szerint
a teljes integrál is végtelen lesz.)

Most lássuk be, hogy bármely A és B Borel-halmazra a [0, 1]-ből teljesül a 2.2.
Kellerer-feltétel. Vagyis azt kell ellenőriznünk, hogy

1 ≤

∫

A×B

h dλ+ λ
(
A
)
+ λ

(
B
)
,

ami ekvivalens a következővel:

λ(A ∪B)− 1 + λ(A ∩B) = λ(A) + λ(B)− 1 ≤

∫

A×B

h dλ.

(Mind az egy-, mind a kétdimenziós Lebesgue-mértéket λ-val jelöljük.)

Tekintve, hogy A és B is része a [0, 1] szakasznak, a bizonýıtani ḱıvánt egyen-
lőtlenség bal oldala felülről becsülhető λ(A ∩B)-vel, mı́g jobb oldala alulról be-
csülhető az

∫
(A∩B)×(A∩B)

h dλ kifejezéssel. Vagyis elegendő lenne belátnunk, hogy

a [0, 1] szakasz tetszőleges C Borel-halmazára a

λ(C) ≤

∫

C×C

h dλ

összefüggés teljesül.
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Viszont nem nehéz látni, hogy (amennyiben C nem nullmértékű), a jobb
oldalon szereplő integrál valójában végtelen lesz. Először ı́rjuk át az integrált más
alakra:

∫

C×C

h dλ =

1∫

t=0

∫

x∈C
x−t∈C

h(x, x− t) dx dt =

1∫

t=0

1

t
· λ (C ∩ (C + t)) dt.

A C halmazhoz találhatunk olyan I1, . . . , In diszjunkt intervallumokat, hogy
ezek uniója λ(C)/4-nél kevesebbel tér el C-től, vagyis λ(C △

⊔n
i=1 Ii) < λ(C)/4.

Így minden t-re

λ
(
C ∩ (C + t)

)
> λ

( n⊔

i=1

Ii ∩

( n⊔

i=1

Ii + t

))
− 2 ·

λ(C)

4
≥

≥
n∑

i=1

(
λ(Ii)− t

)
−

λ(C)

2
= λ

( n⊔

i=1

Ii

)
− n · t−

λ(C)

2
>

λ(C)

4
− n · t

teljesül, vagyis kellően pici t > 0-ra (létezik egy η > 0, hogy minden 0 < t < η-ra)
C-nek és (C + t)-nek a metszete legalább λ(C)/5 mértékű. Tehát a fentiek szerint:

∫

C×C

h dλ =

1∫

t=0

1

t
· λ

(
C ∩ (C + t)

)
dt ≥

η∫

t=0

1

t
·
λ(C)

5
dt = ∞,

ami nyilván nagyobb λ(C)-nél. Ha pedig λ(C) = 0, akkor az integrál is 0, ı́gy megint
csak nem lehet kisebb λ(C)-nél.

Most már látjuk, hogy h, illetve a két konstans 1 függvény kieléǵıtik a Kellerer-
feltételt. A következőkben be fogjuk látni, hogy ennek ellénre nincs olyan k függ-
vény az egységnégyzet felett, melynek marginálisai (majdnem mindenhol) azonosan
1-ek, de sehol nem nagyobb h-nál.

Ha létezne ilyen k függvény, úgy az ő integrálja (Fubini tétele szerint) 1 kellene

legyen. Nevezzük el az
{
(x, y) ∈ [0, 1]

2 | x > y
}
háromszöget (vagyis azt a területet,

ahol h nem nulla)H-nak. A k függvény nyilván csakH-n vehet fel nemnulla értéket.

Mivel az f függvény azonosan 1, ı́gy k integrálja a [0, 1/2]× [0, 1] területen

1/2, és hasonlóan 1/2 a [0, 1]× [1/2, 1]-en is. Ám ennek a két sávnak a metszete
ḱıvül esik H-n vagyis a két terület unióján vett integrálja k-nak 1 kell legyen – azaz
az ezek unióján ḱıvüli részen ((1/2, 1]× [0, 1/2)-en) k a 0 értéket veszi fel (majdnem
mindenhol). Tehát k nemnulla értéket csak azon a két H-hoz hasonló háromszögön
vehet fel, melyeket H-ból a fenti négyzetet kivágva kapunk.

Ezekre viszont teljesen hasonló elmondható, csupán feleekkora értékekkel.
Vagyis hasonlóan látható, hogy a k függvény az (1/4, 1/2]× [0, 1/4), illetve
a (3/4, 1]× [1/2, 3/4) négyzeten is azonosan 0. Ezt folytatva a

”
H-ból kizárt” négy-

zetek uniója lefedi az egész H-t – vagyis k majdnem mindenhol 0 értéket vesz
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fel, ami ellentmond annak, hogy k integrálja 1 kellene legyen. Tehát nem létezhet
megfelelő k függvény.

Ebből következik, hogy a h függvény véges halmazokon való integrálhatósága
nem hagyható el a 2.3. tétel feltételei közül.

6.2. Szorzatterek atomos tényezővel. Legyen adott egy (X,A, µ) és egy
(Y,B, ν) mértéktér. Ebben a szakaszban azt fogjuk feltételezni, hogy:

• A-nak van egy pozit́ıv, de véges mértékű C eleme;

• B-ben van egy pozit́ıv, de véges mértékű V atom;

• B-ben van egy ν(V )-nél kisebb, de pozit́ıv mértékű W halmaz;

• A-nak van egy
(
ν(W )/ν(V )

)
· µ(C) mértékű részhalmaza.

Jegyezzük meg, hogy bár az (X,A, µ)-re tett feltételek meglehetősen szokatlan-
nak tűnhetnek, bármely atommentes (sőt bármely nem teljesen atomos) mértéktér
kieléǵıti őket.

A fenti feltételek mellett ellenpéldával fogjuk igazolni, hogy a Kellerer-feltétel
teljesülése nem elégséges M megfelelő U részhalmazának létezéséhez.

Ehhez válasszuk M -nek (tetszés szerint) az egész X × Y teret, vagy ennek
C × (W ∪ V ) részhalmazát. (Ez utóbbi például véges mértékű lesz, ami mutatja,
hogy M véges mértékűségének feltételezése sem jelent megoldást a problémára.)

Az f függvényt definiáljuk a C halmazon ν(W )-nek, azon ḱıvül 0-nak, g-t pe-
dig definiáljuk V -n azonosan

(
ν(W )/ν(V )

)
·µ(C)-nek, és mindenhol máshol 0-nak.

Ezek nemnegat́ıv integrálható függvények lesznek, melyek értékei B, illetve A ele-
meinek mértékeiként is előállnak.

Először lássuk be, hogy nincs olyan eleme A× B-nek, melynek ezek margi-
nálisfüggvényei lehetnének. Valóban, mivel g csak a V halmazon nemnulla, ı́gy
(nullmértékűtől eltekintve) X ×V része kellene legyen a feltételezett U halmazunk.
Azonban V -nek (mivel ő egy atom, és mértéke nagyobb W -énél) nincsen ν(W ) mér-
tékű részhalmaza (holott f defińıciója azt követelné meg, hogy U majdnem minden
Y szerinti szekciója 0 vagy ν(W ) mértékű legyen). Tehát valóban nem létezik ilyen
halmaz.

Másfelől be fogjuk látni, hogy f és g kieléǵıti a Kellerer-feltételt. A 27. oldalon
ı́rtak szerint ezt elegendő az M = X × Y esetre bizonýıtani. Mindkét függvény
integrálja ν(W ) ·µ(C), tehát elegendő azt látnunk, hogy tetszőleges A ∈ A és B ∈ B
halmazokra

ν(W ) · µ(C) ≤ µ(A) · ν(B) + µ(C \A) · ν(W ) + ν(V \B) ·
ν(W )

ν(V )
· µ(C)

teljesül.

Mivel V egy atom, ı́gy ν(V \B) csak a ν(V ) és a 0 értéket veheti fel. Az első
esetben a jobb oldali összeg utolsó tagja pont ν(W ) ·µ(C) lesz, tehát az egyenlőtlen-
ség teljesül. A második esetben ν(B) ≥ ν(V ) > ν(W ) is teljesül, vagyis a jobb oldali
összeget alulról tudjuk becsülni a µ(A) · ν(W ) + µ(C \A) · ν(W ) ≥ µ(C) · ν(W ) ér-
tékkel, ı́gy a ḱıvánt egyenlőtlenség megint csak teljesülni fog.
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Tehát ebben az esetben a Kellerer-feltétel valóban nem lesz elégséges, még
a
”
megfelelőértékűség” feltételével kiegésźıtve sem. Jegyezzük meg, hogy (a szakasz

elején ı́rtak szerint) ez azt is jelenti, hogy egy teljesen atomos és egy atommen-
tes mértéktér szorzatán a halmazokra vonatkozó Kellerer-feltétel soha nem lesz
elégséges feltétele a keresett halmaz létezésének, még akkor sem, ha kiegésźıtjük
a megfelelőértékűség feltételével.

6.3. A 0-∞ mértékterek esete. A mértéktereknek egy elég speciális változata
az, ahol minden halmaz mértéke csak nulla és végtelen lehet. Szigorúan véve ezek
teljesen atomos mértékterek, melyek minden atomja azonos mértékű (hiszen a vég-
telen mértékű halmazok részhalmazainak mértéke is vagy nulla vagy végtelen), ám
ez a mérték nem véges, ezért sok szempontból másképp viselkednek, mint véges
mértékű atomokból álló társaik.

Legyen tehát (X,A, µ) és (Y,B, ν) is egy-egy ilyen 0-∞ mértéktér. Nyilván
az integrálható függvények ebben az esetben majdnem mindenhol azonosan nullák,
tehát az integrálhatóság feltételétől érdemes eltekintenünk. Vegyünk a két térről
egy f , illetve g nemnegat́ıv mérhető függvényt, melyek integrálja végtelen. Vegyük
észre, hogy egy ilyen speciális szorzattéren bármely nemnegat́ıv mérhető függvény
marginálisai csak a 0 és ∞ értékeket tudják felvenni – valóban egy függvény

”
adott

pont feletti” integrálja csak 0 és ∞ lehet. Hasonlóképpen, ebben az esetben nem
csak a nullmértékű halmazokon értelmezett függvényeket nem tudjuk megkülön-
böztetni egymástól az integrálok seǵıtségével, hanem a függvények pozit́ıv értékei
között sem tudunk különbséget tenni – ha egy 0-∞ mértéktéren egy függvény po-
zit́ıv értékét megváltoztatjuk egy másik pozit́ıv értékre, semmilyen halmazon nem
változik az integrálja. Éppen ezért (a 2.2. szakaszban tárgyaltakhoz hasonlóan)
feltehetjük, hogy h egy karakterisztikus függvény, és ekkor k-t is csak karakteriszti-
kus függvény formájában van értelme keresni. Tehát voltaképpen csak a halmazos
feladattal kell foglalkoznunk.

Ekkor viszont a 2.6. Kellerer-feltételt ellenőrizendő annyit kell belátnunk, hogy
az egyenlőtlenség jobb oldala, vagyis a

(µ× ν)
(
(A×B) ∩M

)
+

∫

A

f dµ+

∫

B

g dν

kifejezés értéke mindig végtelen. Az
∫
A
f dµ érték csak akkor lehet 0, ha f az A-n

ḱıvül (majdnem mindenhol) azonosan nulla. Viszont mivel f integrálja végte-
len, ez azt jelenti, hogy A mértéke pozit́ıv, ı́gy végtelen. Hasonló igaz

∫
B
g dν-re

is. Tehát amennyiben ezek mindketten nullák, (A×B) ∩M mértéke megegyezik
{f > 0} × {g > 0} ∩M mértékével. Viszont mint már a 27. oldalon is megemĺıtet-
tük, az egész problémát elegendő ezen a téglán vizsgálni. Ha pedig az integrálok
valamelyike nem nulla, úgy (a terek 0-∞ értékűségéből adódóan) az csak végtelen
lehet. Tehát a Kellerer-feltétel pontosan akkor teljesül, haM és {f = ∞}×{g = ∞}
metszete nem nullmértékű.

Most már csak azt kéne megállaṕıtanunk, hogy két ilyen 0-∞ értékű és végte-
len integrálú függvényhez, melyek kieléǵıtik a Kellerer-feltételt, vajon mindig van-e
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olyan halmaz, melynek ők a szekciómértékeik. Ez viszont megint könnyű feladat,
hiszen a mértékterek 0-∞ tulajdonságából adódóan {f = ∞} és {g = ∞} is vég-
telen mértékű lesz. Tehát pontosan akkor van megfelelő halmaz, ha {f = ∞}×
{g = ∞} ∩M megfelelő. Ez pedig pontosan akkor teljesül, ha (majdnem) minden
x ∈ {f = ∞}-re, illetve y ∈ {g = ∞}-re az M halmaz x, illetve y szerinti szekció-
mértéke is végtelen. Ami nyilván nem lesz mindig igaz, például ha f és g azonosan
végtelen, M egy X ′ × Y ′ tégla, ahol X ′, X ′, Y ′ és Y ′ mértéke is végtelen, ak-
kor a fentiek szerint a függvényeink kieléǵıtik a Kellerer-feltételt, ám nem létezik
megfelelő halmaz.

Tehát ebben az esetben
”
megfelelő értékű” függvények mellett az integrálok

megegyezése és végtelenségük esetén {f = ∞}× {g = ∞} ∩M végtelen mértékű-
sége ekvivalens a Kellerer-feltétellel, de előfordulhat, hogy a halmazokra vonatkozó
Kellerer-feltétel nem elégséges, és ı́gy (mint feljebb már megállaṕıtottuk) a függvé-
nyekre vonatkozó Kellerer-feltétel sem lehet az.
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nen, Mathematische Annalen, Vol. 144., no. 4., 323–344. Springer, 1961 augusztus.

[4] H. G. Kellerer: Die Schnittmaß-Funktionen meßbarer Teilmengen eines Produk-
traumes, Mathematische Annalen, Vol. 146., no. 2, 103–128. Springer, 1962 április.
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TÁRSULATI ÉLET – 2014

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai János Matematikai Társulat Szele Tibor-emlékérem bizottsága a 2014.
évi érmet Pap Gyulának ı́télte oda.

Indoklás: Pap Gyula igen eredményes kutató, megjelent tudományos közle-
ményeinek száma 126, független hivatkozásainak száma 435. Négy tudományos fo-
lyóirat szerkesztőbizottságának tagja és eddig négy nemzetközi konferenciának volt
főszervezője. Tudományos tevékenységét jól jelzik hosszabb külföldi tanulmányút-
jai is, 1988 novembere és 1990 áprilisa, majd 1995 novembere és 1996 áprilisa kö-
zött Humboldt-ösztönd́ıjas Tübingenben, 2002. szeptember – 2003. január között
Fullbright-professzor a Southern Illinois Egyetemen. 1997 – 2001. között Széche-
nyi professzori ösztönd́ıjas, a 2013. szeptember – 2014. december közötti időszakra
Szentágothai János Ösztönd́ıj Tapasztalt Kutatói Ösztönd́ıjat nyert el. Négy eset-
ben vezetett OTKA pályázatot, számos nemzetközi együttműködésre irányuló pá-
lyázatban is részt vett.

Kutatási területe a valósźınűségelmélet / sztochasztika. A határeloszlás-tételek,
a sztochasztikus folyamatok és a matematikai statisztika nemzetközileg elismert
kutatója. Munkássága kiterjed a fenti diszcipĺınák igen sok területére és azok al-
kalmazásaira, ilyenek például a funkcionális határeloszlás-tételek bizonýıtása Lie-
csoportokon, illetve különböző sztochasztikus folyamatok paraméterbecsléseinek
aszimptotikus vizsgálata.

Pap Gyula 2009 szeptemberében vette át a Szegedi Tudományegyetem Bolyai
Intézet Sztochasztika Tanszékének vezetését. Az azóta eltelt idő alatt a korábbi
(szintén nagyh́ırű) helyén egy új, virágzó iskolát, sztochasztika műhelyt hozott
létre, amely méltó folytatása a nagy előd kutatócentrumának. Kezdettől fogva nél-
külözhetetlen a Bolyai Intézet oktatási feladatainak iránýıtása, tervezése és ellátása
terén, kezdve Csörgő Sándor árván maradt hallgatóinak fokozathoz való seǵıtésé-
vel, a kétlépcsős képzés hálóterveinek és oktatási segédleteinek késźıtésével egészen
a doktori képzésig.

Pap Gyula folyamatosan élen jár a tudományos utánpótlás nevelésében. Pro-
fesszori szobájának ajtaja nyitva áll, és előtte elhaladva nagyon gyakran látható,
hogy tańıtványaival, fiatalabb kollégáival konzultál, velük közösen dolgozik. Je-
lenleg is hat doktorandusz (három doktorandusz és három doktorjelölt) munkáját
iránýıtja, miközben 2014. július 1. óta a Bolyai Intézet egyáltalán nem könnyű ve-
zetői feladatait is ellátja. Idősebb kollégái is gyakran fordulnak hozzá tanácsért,
nemcsak a sztochasztika tudományát illetően, hanem a számı́tógép- és adatbázis-
használattal kapcsolatos széles körű ismereteiért is.
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Iránýıtása alatt 5 d́ıjazott tudományos diákköri dolgozat született, eddig hat
Phd fokozat témavezetője volt (ebből két esetben társ-témavezető volt). PhD fo-
kozatot szerzett tańıtványai a fokozatszerzés évével az alábbiak: Varga Katalin –
2004 (Budapest, MSCI befektetési tanácsadó cég), Barczy Mátyás – 2006 (Debre-
ceni Egyetem, Informatikai Kar, adjunktus), Gáll József – 2008 (Debreceni Egye-
tem, Informatikai Kar), Iglói Endre – 2009 (Debreceni Egyetem, Informatikai Kar,
adjunktus), Bártfai Norbert – 2011 (Debreceni Egyetem, Informatikai Kar, ad-

junktus), Ács Attila – 2014 (Szegedi Tudományegyetem, Közgazdaságtani Doktori
Iskola).

Beke Manó-emlékd́ıj

A 2014. évi Beke Manó-emlékd́ıj bizottság körültekintő mérlegelés után az alábbi
határozatot hozta: a Beke Manó első fokozatát Szőllősyné Somfai Zsuzsa, a má-
sodik fokozatát Bartalis Istvánné, Fonyó Lajos, Gulyás Tibor, dr. Kosz-
tolányiné Nagy Erzsébet, Lakatos-Tóth István, Orosz Gyula és Papné
Tuboly Beáta kapták.

Indoklás: Szőllősyné Somfai Zsuzsa 1972 óta az Eötvös József Gimnázium
tanára. Pályájának első pillanatától kezdve nemcsak a matematika magas szintű,
ugyanakkor a gyerekeknek örömet okozó tańıtását tartotta fontosnak, hanem a sze-
mélyiségformálást, a nevelést is. Fontosnak tartotta, hogy tańıtványai a világra nyi-
tott, a reál és a humán műveltségtartalmat egységben kezelni képes, ugyanakkor
empátiával, társadalmi érzékenységgel is b́ıró felnőttekké váljanak. Folyamatosan
vállalt osztályfőnöki munkát, éveken át seǵıtette az iskolai diákszervezetet. 1980-
ban választották a matematika-munkaközösség vezetőjévé, ezt a tisztséget 1999-ig
töltötte be. 1999-től a Fővárosi Pedagógiai Intézetben vezető szaktanácsadói mun-
kakört vállalt, de továbbra is tańıtott az iskolában. Részt vállalt a tanárképzésben
is, a nyolcvanas évektől kezdve vezető tanárként seǵıtette az V. évesek tańıtási
gyakorlatát. Az ELTE Módszertani Tanszékén vezet gyakorlatot jelenleg is. Több
publikációja jelent meg a Matematika Tańıtása folyóiratban.

A kilencvenes években induló tantervi reformokban kulcsszerepet vállalt a ma-
tematika tańıtásának átalaḱıtásában. Ő dolgozta ki iskolája, az Eötvös József Gim-
názium hat évfolyamos tantervének matematikai fejezetét. Részt vett az egész or-
szágnak szóló Nemzeti Alaptantervek és a kerettantervek elkésźıtésében, valamint
a későbbi módośıtásokban. 2005-től 2010-ig az új kétszintű érettségi rendszerben
a matematika érettségi tételkésźıtő bizottság munkáját vezette.

Pályakezdő korától tagja a Bolyai János Matematikai Társulatnak. Jelenleg
az Oktatási Bizottság alelnöke. Folyamatosan részt vesz a Társulat által minden
évben megszervezett, az ország matematikatanárainak szakmai továbbképzését se-
ǵıtő Rátz László Vándorgyűlés szakmai előkésźıtő munkájában, a leadott záró-
dolgozatok véleményezésében, ı́gy az egész ország matematikatanári közössége is-
meri és tiszteli tevékenységét.

Az Országos Középiskolai Tanulmányi Versenyek Matematika II. Bizottságá-
ban évtizedek óta dolgozik.
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Kiemelkedő szakmai munkáját 1999-ben Beke Manó-d́ıj II. fokozatával, 2010-
ben Rátz Tanár Úr Életműd́ıjjal ismerték el.

Szőllősyné Somfai Zsuzsa tańıtványai között többen értek el kiemelkedő ered-
ményt a matematika OKTV-n, sokan dolgoznak közülük tudományos területen vagy
elismert hazai és nemzetközi vállalatoknál. Az érettségi találkozókon a diákok azon-
ban elsősorban azt a szeretetet emlegetik, amivel a Tanárnő a középiskolai éveiket
egyengette. Kollégái is úgy gondolják, hogy olyan példát kaptak tőle a teljes tanári
pálya megéléséhez, amihez felnőni vonzó, komoly feladat.

Bartalis Istvánné 1976 óta a szombathelyi Zŕınyi Ilona Általános Iskola mate-
matikatanára. 1989 és 2001, majd 2011 és 2012 között igazgatóhelyettesként, illetve
megb́ızott igazgatóként dolgozott iskolájában.

Bartalis Istvánné szakmai tevékenysége példaértékű. Kiemelkedő tudása, nem-
csak szaktárgyi, hanem pedagógiai és módszertani vonatkozásban is imponáló. Hi-
vatásának tekinti a matematika megszerettetését, diákjai tehetségének kibontakoz-
tatását. A tehetséggondozást, a versenyekre való felkésźıtést szabadidejét feláldozva
is elvégzi. Tańıtványai – kiemelkedő eredményekkel – állandó szereplői az országos
matematikaversenyek döntőinek. Ugyanakkor nagy figyelmet ford́ıt a felzárkózta-
tásra szoruló tanulók differenciált foglalkoztatására is.

Kezdetektől fogva – 1992-től – a mai napig szervezője a Zŕınyi Ilona Mate-
matikaverseny Vas megyei fordulójának. Áldozatos munkája nyomán ez a verseny
egyre népszerűbb és sikeresebb lett a megyében. Minden évben elḱıséri a tanulókat
az országos döntőre is.

Több alkalommal előadója szakmai továbbképzéseknek, rendszeresen tart nyi-
tott órákat, mutat be jó gyakorlatokat. Osztályfőnökként személyiségfejlesztő, kö-
zösségéṕıtő munkájáért többször részesült elismerésben.

Kiemelkedő szakmai munkájáért 1992-ben Szombathely Oktatásügyéért Dı́j
II., majd 2009-ben I. fokozatában részesült. 2011-ben a Bolyai Országos Matema-
tika csapatversenyen, majd 2012-ben a Zŕınyi/Gordiusz Országos Matematikaver-
senyen az év legjobb felkésźıtő tanára ćımet nyerte el.

Bartalis Istvánné különleges érzékenységének, gyermekszeretetének köszönhe-
tően minden tańıtványához megtalálja az

”
utat”. Igazi tanáregyéniség, aki egész

lényével képes hatni diákjaira, munkatársaira.

Fonyó Lajos 1989-ben az ELTE-n vegyészi, 1993-ban középiskolai kémia ta-
nári, majd 2002-ben Debrecenben középiskolai matematika tanári oklevelet szer-
zett. 1999 óta közoktatás vezetői diplomával is rendelkezik. 1993 óta tańıt a keszt-
helyi Vajda János Gimnáziumban. Az eltelt időszakban a matematikaoktatás terü-
letén országosan ismert tanárrá vált. Iskolájában feleségével együttműködve elérték,
hogy matematikából a megye meghatározó iskolájává váltak.

Fonyó Lajos rendszeresen részt vállal különböző matematikai tehetséggondo-
zásban, ı́gy került szoros munkakapcsolatba a Zalai Matematikai Tehetségekért
Alaṕıtvánnyal és a Veszprémben működő Erdős Pál Matematikai Tehetséggondozó
Iskolával. Nyaranta rendszeresen részt vesz tańıtványaival és foglakozásokat tart
az Alaṕıtvány által szervezett Országos Matematika Verseny Tréningen. Iskolá-
jában szervezi és lebonyoĺıtja a Nemzetközi Kenguru Matematika Versenyt, ahol
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diákjai eredményesen szerepelnek. Keszthely térségében 1995 óta tart szakkört 7–8.
osztályos és gimnáziumi tanulóknak.

Fonyó Lajos szakmailag kiválóan felkészült, komoly tudással rendelkező tanár.
Sźıvesen vállal előadásokat továbbképzéseken (ZALAMAT, Rátz László Vándor-
gyűlés). Tevékenységének elismeréseként 2011 óta tagja az Arany Dániel Matema-
tikai Verseny (kezdők) bizottságának, ahol ötletes feladataival seǵıti az eredményes
munkát. Jó feladatmegoldó, amit mutat, hogy a RLV 2013-as középiskolai tanár-
versenyén 1. helyezett lett.

Fonyó Lajos sokoldalú és eredményes tevékenysége révén nagymértékben hoz-
zájárul környezetében a matematika népszerűśıtéséhez. Egyéniségével, soksźınű,
változatos tańıtási módszereivel diákjai számára még vonzóbbá teszi az általa ta-
ńıtott tantárgyat.

Gulyás Tibor 1989 óta a miskolci Földes Ferenc Gimnázium matematika-
tanára, a speciális matematika oktatás egyik meghatározó tanáregyénisége. Minden
szaktárgyi ismeretét, egyéb kompetenciáit ennek rendeli alá. Nagy figyelmet ford́ıt
– különösen a geometria oktatásában – a digitalizálás nyújtotta lehetőségekre is.

A matematikai tehetségek gondozása mellett, azok felkutatására is komoly
energiát ford́ıt. Iskolájában évtizedek óta tart magas sźınvonalú, tematikusan fel-
éṕıtett tehetséggondozó szakkört. Tańıtványai rendszeresen kiemelkedő eredménye-
ket érnek el az országos matematikaversenyeken. Állandó önképzésének elsődleges
célja a matematika oktatásának hatékonyabbá tétele. Hatalmas tárgyi tudása, szé-
les körű tájékozottsága mélységes alázattal párosul. Az utóbbi években kiemelkedő
szerepe volt a hatosztályos gimnázium matematika tagozatának bevezetésében, tan-
tervének megalkotásában.

Pedagógiai tevékenysége is kiemelkedő. Húsz éve folyamatosan kap osztályfő-
nöki megb́ızást. A 2012/13-as tanévtől az osztályfőnöki munkaközösség vezetője-
ként seǵıti az iskola nevelési céljainak megvalóśıtását. Nagy hangsúlyt fektet a ta-
nulók iskolán ḱıvüli programjainak szervezésére is. Osztálykirándulások alkalmával
a közösségi programok mellett fontosnak tartja természeti, kulturális, éṕıtett érté-
keink megismertetését.

Kiegyensúlyozott, higgadt személyiség, empátiája, racionalizmusa, felelősség-
tudata, lelkiismeretessége és szabálykövető magatartása követendő példa mind
a kollégák, mind a diákok körében. Mintaértékű jó viszonyt ápol az iskola dol-
gozóival, az iskolában tanuló diákok szüleivel, tańıtványaival és volt tańıtványai-
val. Iskolai népszerűségét szaktárgyi tudása és kiváló emberi tulajdonságai mellett
kitűnő humorával is kiérdemelte.

Dr. Kosztolányiné Nagy Erzsébet diplomáját 1989-ben matematika–fizika sza-
kon szerezte a debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetemen. Pályája elején a deb-
receni Fazekas Mihály Gimnáziumban tańıtott, ahol hamarosan a matematika mun-
kaközösség vezetője lett. Jelenleg a szegedi Radnóti Miklós Kı́sérleti Gimnáziumban
tańıt matematikát az iskola különféle osztályaiban, tagozataiban.

Tańıtványai kiemelkedő helyezéseket érnek el országos versenyeken. Az álta-
lános iskolás korosztály Zŕınyi Ilona, Varga Tamás és Kalmár László versenyén is
volt tańıtványa az ország három legjobbja között. Az Arany Dániel versenyen szá-
mos diákja került döntőbe és lett d́ıjazott, illetve nyert dicséretet. Volt olyan tanév,
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amelyben az OKTV-n az első t́ız helyezett közé három tańıtványa is bekerült. Min-
dig nagy hangsúlyt fektetett a KöMaL népszerűśıtésére, tańıtványai a különböző
pontversenyekben kiemelkedő eredményeket értek el.

Mentorálásával alakult meg a debreceni Fazekas Mihály Gimnáziumban a spe-
ciális matematika tagozatosok között nagy népszerűségnek örvendő önképzőkör.
Az önképzőkör diákjai saját szorgalmuk, tehetségük, matematikai tudásuk alapján
tartanak előadásokat, foglalkozásokat érdeklődő társaiknak.

Matematikatáborok szervezőjeként, ötletgazdájaként, foglalkozásvezetőjeként
a nyári tehetséggondozásnak is akt́ıv résztvevője volt. Nagy sikerű feladatmegoldó
órákat tartott a Matematikai Mulatságok Tábora (MAMUT) elődjeként működő,
Lajos Józsefné által szervezett Matematika Tanárok Nyári Egyeteme elnevezésű
táborokban.

Bekapcsolódott a Zalamat Alaṕıtvány dr. Pintér Ferenc által szervezett tá-
borába is, többször előadója volt az

”
Új utak és lehetőségek a matematika tańı-

tásában” elnevezésű nagykanizsai konferenciának és módszertani vásárnak, amely
tanártovábbképzésként is működött. Többször tartott előadást és feladatmegoldó
szemináriumot a Rátz László Vándorgyűlésen, a komáromi Nagy Károly Matema-
tikai Diáktalálkozón, valamint a Varga Tamás Módszertani Napokon.

Húsz éve tagja a matematika OKTV I. kategória versenybizottságának. Több
éven át végezte az Abacus folyóirat feladatrovatának lektorálását, és dolgozott
a KöMaL szerkesztő bizottságában is. Egyik szerzője a Maxim Kiadó gondozásá-
ban megjelent

”
Út a tudáshoz” tankönyvcsalád matematika-tankönyveinek. Ezek-

ben a munkákban is megmutatkozik igényes szakmai felkészültsége és diákbarát
módszertani szemlélete.

Tańıtványainak versenysikerei révén megkapta a Varga Tamás versenybizott-
ság kitüntetését, két alkalommal a Graphisoft-d́ıjat, két alkalommal pedig a

”
Szeged

Ifjú Tehetségéért” d́ıjat vehette át.

Lakatos-Tóth István tanár úr 1977-ben szerezte matematika–fizika szakos kö-
zépiskolai tanári diplomáját a szegedi József Attila Tudományegyetemen, ahol 1988-
ban a pedagógia szakot is elvégezte. 1986-tól a hódmezővásárhelyi Bethlen Gábor
Református Gimnázium tanára.

Iskolája matematikaoktatásának meghatározó alakja az elmúlt negyedszázad-
ban. Minden tevékenységét az igényesség jellemzi mind önmagával, mind diákjaival
szemben. Tańıtásának eredményességét diákjainak versenyeredményei jól mutatják,
de legalább annyira fontosnak tartja azt is, hogy a matematika iránt kevésbé érdek-
lődő diákcsoportokat türelemmel, kitartó seǵıtő munkával késźıtse fel az érettségi
vizsgára.

A matematika népszerűśıtését két évtizeden keresztül a KöMaL, majd emellett
az Abacus folyóiratok előfizetésének iskolai koordinálásával is szolgálta. Tevékeny-
ségének is köszönhetően a KöMaL-előfizetők száma meghaladta az ötvenet, vagyis
elérte az iskola létszámának 10%-át.

Lakatos-Tóth István tanár úr – iskolája egykori diákjaként is – a Németh
Lászlói hagyományok őrzője. A két kultúra, a művészet és a matematika egységét
vallja, és ezt a szellemiséget diákjaiban is igyekszik kialaḱıtani. Kiemelt szerepet
kap tańıtásában a tudománytörténet, elsőként a matematikatörténet.
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Nem csupán matematikatanár, hanem nevelő is. A pontosan, igényesen megtar-
tott órákon túl olyan szemléletmódot ad, amely a becsületes, tisztességes és értékes
felnőtté válás alapköve.

Egy tanár szaktárgyát megszerettető, népszerűśıtő képességét legjobban az
jelzi, hogy tańıtványai közül hányan választják a tanári hivatást. Lakatos-Tóth
tanár úr tańıtványai, 2-3 évente mentek és mennek matematika tanárszakra.

Sźıvügyének tekinti az elszaḱıtott területeken élő magyarsággal való kapcso-
lattartást is. Több mint egy évtizede résztvevője a felvidéki magyar matemati-
katanárok éves gyűlésének, a konferenciára, majd az utóbbi években a versenyre
legkiválóbb diákjait is magával viszi.

Eredményes munkájáért 2009-ben Graphisoft-d́ıjban részesült.

Orosz Gyula a Budapesti Fazekas Mihály Általános Iskola és Gimnázium di-
ákja volt és pályája kezdete óta, azaz negyedszázada ugyanitt tańıt.

Orosz Gyula különleges munkab́ırású, pontosan, megb́ızhatóan dolgozó tanár.
Azon kevesek közé tartozik, aki a legnagyobb terhelés közben is betartja a határ-
időket. A TIT által szervezett Matematika Tanárok Nyári Egyetemén évekig volt
csoportvezető, ahol az oktatott diákok mellett a szemlélő tanárok is sokat tanulhat-
tak tőle, szép feladatokat, módszertani kultúrát. Páratlan feladatkincset halmozott
fel, évek óta gyűjti és rendszerezetten kezeli számı́tógépén a hazai és a külföldi
versenyek anyagainak legjavát.

Szaktanácsadóként sok iskolát látogatott, ahol megfigyeléseivel, tanácsaival
seǵıtette a matematikaoktatás ügyét. A Fazekas pedagógiai szakmai szolgálta-
tási tevékenysége keretében tehetséggondozó szakkört tart fővárosi gyerekeknek,
és ugyancsak vezetőtanári munkája részeként módszertani előadásokat, bemutató-
kat tart bel- és külföldi pedagógus csoportoknak.

Szaktanári tevékenységén túl, a kompetenciamérések eredményeinek folyama-
tos elemzésével és azok közzétételével, a problémák feltárásával, nagyon sokat tesz
azért, hogy a Fazekas Gimnázium szakmai sźınvonala, külső meǵıtélése egyenletesen
magas sźınvonalú legyen.

Az utóbbi öt év mindegyikébe voltak OKTV, Arany Dániel és Varga Tamás
matematikaversenyeken döntős tańıtványai, köztük olyanok is sokan, akik d́ıjat
vagy dicséretet kaptak.

Rendḱıvül termékeny, alkotó tanár. Nagyon sok publikációja, tanulmánya
és elemző munkája jelent meg kiadóknál, illetve az interneten. Továbbá a ma-
tek.fazekas.hu portálon az érettségizőket seǵıtő oldalt szerkeszt.

A diákok közötti népszerűségét jelzi, hogy nagyon sok osztály h́ıvja meg kirán-
dulására, táborába ḱısérő, seǵıtő tanárnak. Szerény, kedves egyéniségének és derűs
életszemléletének is köszönhető, hogy a tanári kar általánosan megbecsült tagja.

Papné Tuboly Beáta 35 éve, 1979 augusztusa óta dolgozik a tököli Weöres
Sándor Általános Iskolában megb́ızható, állandó tagjaként a tantestületnek. Az idei
tanévben egy jól összekovácsolódott negyedikes osztály osztályfőnöke. Barátságos
személyiségével kiváló kapcsolatot éṕıtett ki a tańıtványaival, minden rezdülésüket
figyeli, óvja, szereti őket. Következetes, magabiztos és céltudatos pedagógus, aki
a szülők körében is igen népszerű.
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Osztályaira jellemző az összetartás, az iskolai életben való akt́ıv részvétel,
a tanórán ḱıvüli programok, kirándulások és tanulmányi versenyek terén is. Ta-
ńıtványai szépen, érthetően olvasnak, ügyesen emelik ki a lényeget a szövegekből,
legyen az irodalmi vagy matematikai szöveg. Óráin fegyelmezett, ugyanakkor fel-
szabadult munka folyik, a gyerekek figyelme nem lankad.

Papné Tuboly Beáta gyakran alkalmaz óráin csoportmunkát, a tanulók kreati-
vitásának és felfedező képességének fejlesztése érdekében sokszor használ tevékeny-
séget seǵıtő eszközöket. (pl.: számoló pálcikát, számkártyát, dobókockát, logikai

készletet, interakt́ıv táblát). Óráinak a középpontjában a matematikatanulás hasz-
nosságának, érdekességének megmutatása, a tantárgy megszerettetése, a logikus
gondolkodásra nevelés, az összefüggések meglátása áll. Jól iránýıtott kérdésekkel,
a lényeg újra és újra történő kiemelésével seǵıti a megértést. Azonnal reagál a ta-
nulók válaszaira, helyesb́ıt, ötleteket ad, együttgondolkodásra nevel.

Papné Tuboly Beáta gondot ford́ıt mind a matematikából tehetségesek, mind
a lemaradók fejlesztésére a tanórákon és a délutáni foglalkozásokon is. Az iskolai és
a területi versenyeken is részt vesz minden osztályával, ahol igen szép helyezéseket
érnek el.

Törekszik arra, hogy minden tanuló olyan matematikai tudást kapjon, ami
alapján egyéni képességeinek birtokában a legjobban fejlődhet, gondolkodása és
problémamegoldó képessége ennek hatására a lehető legjobb legyen.

Grünwald Géza-emlékérem

2014-ben a Grünwald Géza-emlékéremre tizenegy jelölés érkezett. A bizottság
örömmel állaṕıtotta meg, hogy a jelöltek igen magas tudományos sźınvonalat kép-
viselnek, ami jelzi a Grünwald-emlékérem társadalmi és tudományos elismertségét.
A Bolyai Társulat 2014-től kezdve az évente kiadható Grünwald-d́ıjak számát az ed-
digi 4 helyett már 5-ben maximálja, ennek ellenére a bizottságnak nehéz feladat
volt a sok érdemes jelölt közül az 5 d́ıjazottat kiválasztani. Hangsúlyozzuk, hogy
eredményeik alapján a d́ıjra ötnél többen is érdemesek lettek volna. Végül a bizott-
ság szavazatai alapján a 2014. évi d́ıjazottak a következők: Backhausz Ágnes,
Héger Tamás, Kovács Tünde, Pongrácz András és Tarcsay Zsigmond.

Indoklás: Backhausz Ágnes 1984-ban született, 2008-ban szerzett matemati-
kus diplomát az Eötvös Loránd Tudományegyetemen, majd 2013-ban PhD foko-
zatot ugyanott Móri Tamás témavezetésével. Jelenleg a Rényi Alfréd Matematikai
Kutatóintézetben fiatal kutató.

Backhausz Ágnesnek 11 tudományos publikációja van, köztük számos rangos
nemzetközi folyóiratban, valamint további két dolgozata van jelenleg elb́ırálás alatt.
Móri Tamással közös cikkei az időben fejlődő véletlen gráfok és hálózatok témakö-
réhez tartoznak, és többnyire martingálelméleti eszközöket használnak. Egy másik
témakörben Backhausz Ágnes jelentős eredményeket ért el a lokális algoritmusok
kutatásában. Ezek randomizált, parallel, konstans időben futó gráfelméleti algo-
ritmusok, amelyek gyakorlati és elméleti jelentőséggel is b́ırnak. A témakör egy
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elegáns megközeĺıtése a dinamikus rendszerek elméletén keresztül adódik, amely-
ben a lokális algoritmusok az, úgynevezett i.i.d. faktor folyamatoknak felelnek meg.
Backhausz Ágnes, Szegedy Balázs és Virág Bálint egy prećız felső becslést bizonýı-
tottak a reguláris fán értelmezett i.i.d. faktor folyamatokban előforduló korreláció
lecsengésre.

Kiemelkedő eredményeire tekintettel Backhausz Ágnes a Grünwald Géza-
emlékéremben részesül.

Héger Tamás 1984-ben született, 2007-ben szerzett matematikus diplomát
az Eötvös Loránd Tudományegyetemen, majd 2014-ben PhD fokozatot ugyanott
Gács András és Szőnyi Tamás témavezetésével. Jelenleg az Eötvös Loránd Tudo-
mányegyetemen tudományos munkatárs.

Héger Tamásnak 9 publikációja van, köztük számos rangos nemzetközi fo-
lyóiratban. Elsősorban diszkrét matematikában, és ezen belül véges geometriában
és gráfelméletben ért el szép és fontos eredményeket. Gács Andrással és Weiner
Zsuzsával közös cikkükben léırták a q elemű testre éṕıtett véges projekt́ıv śık összes
reguláris, fesźıtett részgráfját, amennyiben a fokszám elég közel van q-hoz. Véges
geometriák felső kromatikus száma Bacsó és Tuza korábbi eredményei szerint kap-
csolatba hozható a legkisebb kétszeres lefogó ponthalmaz méretével. Bacsó, Héger
és Szőnyi ezeket az eredményeket pontośıtották, valamint elsőként konstruáltak lé-
nyegében explicit módon kicsi kétszeres lefogó ponthalmazt általános nem-négyzet
rendű testre éṕıtett śıkokban, ezzel jelentősen megjav́ıtva a legkisebb kétszeres le-
fogó ponthalmazok méretére vonatkozó korábbi felső becsléseket.

Kiemelkedő eredményeire tekintettel Héger Tamás a Grünwald Géza-emlék-
éremben részesül.

Kovács Tünde 1985-ben született, 2008-ban szerzett alkalmazott matematikus
diplomát a Debreceni Egyetemen, majd 2011-ben PhD fokozatot ugyanott Hajdú
Lajos témavezetésével. Ezután 2012-től két évet töltött Japánban vendégkutatóként
a Nihon Egyetemen JSPS posztdoktori ösztönd́ıjjal. Jelenleg tanársegéd a Debre-
ceni Egyetemen.

Kovács Tündének 12 tudományos publikációja van, köztük rangos nemzet-
közi szakfolyóiratokban. Kutatási eredményeit elsősorban a diofantikus számel-
mélet témakörében érte el. Egyik fő érdeklődési területe a kombinatorikus hát-
terű elliptikus-, illetve hiperelliptikus egyenletek vizsgálata. Különböző klasszi-
kus módszerek (pl. Baker-módszer), illetve modern eszközök (pl. Ellog-módszer
és Chabauty-módszer) kombinálásával több érdekes és fontos eredményt nyert töb-
bek között a számtani sorozatok egymást követő tagjai szorzatának teljes hatvány
értékeivel kapcsolatban. Egyik dolgozatában magát az Ellog-módszert is sikerült
hatékonyabbá tennie. Legújabb eredményeként N. Hirata-Kolmóval közösen haté-
kony algoritmust fejlesztettek ki elliptikus görbék úgynevezett S-egész pontjainak
meghatározására. Eddig az ilyen pontok meghatározása csak kerülő úton történ-
hetett (Pethő és mások algoritmusa seǵıtségével), mı́g a szerzők most egy direkt
megközeĺıtést dolgoztak ki.

Kiemelkedő eredményeire tekintettel Kovács Tünde a Grünwald Géza-emlék-
éremben részesül.
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Pongrácz András 1986-ban született, 2009-ben szerzett matematikus diplomát
az Eötvös Loránd Tudományegyetemen, majd 2012-ben PhD fokozatot a CEU-n
Szabó Csaba témavezetésével. 2012-től 2014-ig posztdoktori ösztönd́ıjas volt Pá-
rizsban az Ecole Polytechnique Informatikai Laboratoriumban. Jelenleg Angliában
a Middlesex University vendégkutatója.

Pongrácz Andrásnak 11 tudományos publikációja van, köztük számos rangos
nemzetközi folyóiratban, valamint további 4 dolgozata van jelenleg elb́ırálás alatt.
Fő kutatási területe az algebrai modell-elmélet, de vannak eredményei kombina-
torikában is. A homogén struktúrák elsőrendben definiálható reduktjainak téma-
körében Pongrácz András a Ramsey-elmélet egy általánośıtásával szisztematikus
módszert dolgozott ki a minimális reduktok meghatározására, és társszerzőivel meg-
határozta a véletlen részbenrendezett halmaz reduktjait. Itt nemcsak az eredményt
emeljük ki, de a módszert is, mert korábban reduktok meghatározására csak ad-
hoc módszerek voltak ismeretesek. Egy másik, egyszerzős eredménye a konstanssal
ellátott Henson-gráf reduktjait határozza meg. Frissebb eredményei közül a nem-
rendezett Ramsey-struktúrákra adott példáját emeljük ki – ilyen példa korábban
nem volt ismert.

Kiemelkedő eredményeire tekintettel Pongrácz András a Grünwald Géza-
emlékéremben részesül.

Tarcsay Zsigmond 1984-ben született, 2008-ban szerzett matematikus diplo-
mát az Eötvös Loránd Tudományegyetemen, majd 2013-ben PhD fokozatot ugyan-
ott Sebestyén Zoltán témavezetésével. Jelenleg az Eötvös Loránd Tudományegye-
temen adjunktus.

Tarcsay Zsigmondnak 16 tudományos publikációja van, köztük rangos nemzet-
közi szakfolyóiratokban, valamint további 3 dolgozata van jelenleg elb́ırálás alatt.
Fő kutatási területe funkcionálanaĺızis, ezen belül is elsősorban a Hilbert-terek
korlátos és nemkorlátos lineáris operátorainak elmélete. Témavezetőjével közösen
a nemkorlátos operátorok elméletének egyik legalapvetőbb, Neumann Jánostól szár-
mazó eredményének meglepő kiterjesztését bizonýıtja, miszerint egy sűrűn definiált
lineáris T operátor pontosan akkor zárt, ha a T ∗ T es TT∗ operátorok mindegyike
önadjungált. Kiemelendők Tarcsay Zsigmond nem-kommutat́ıv integrálelméletben
végzett kutatási eredményei: kitűnő érzékkel fedezte fel a kommutat́ıv és nem-
kommutat́ıv mértékelmélet Lebesgue-felbontás és Radon–Nikodym tételkörének kö-
zös, Hilbert-tér geometriai elméleti hátterét. Erre az észrevételre alapozva Ando,
Darst, Gudder, Feffermann, illetve Simon idevonatkozó eredményeinek ugyanazon
elvre épülő, tisztán funkcionálanaĺızisbeli eszközöket alkalmazó bizonýıtását adta,
és további értékes új megfigyelésekkel egésźıtette ki azokat.

Kiemelkedő eredményeire tekintettel Tarcsay Zsigmond a Grünwald Géza-
emlékéremben részesül.

Farkas Gyula-emlékd́ıj

A bizottság, a beérkezett javaslatok alapján 2014-ben négy Farkas Gyula-emlék-
d́ıjat adományozott. A d́ıjazottak: Farkas Richárd, Gerencsér Balázs, Kertész
Attila és Stuhl Izabella.
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Indoklás: Farkas Richárd 1980-ban született. 2003-ban közgazdasági progra-
mozó matematikus, 2008-ban közgazdász diplomát, majd 2010-ben doktori fokoza-
tot szerzett a Szegedi Tudományegyetemen. Jelenleg egyetemi adjunktus az SZTE
TTIK Informatikai Tanszékcsoportjának Számı́tógépes Algoritmusok és Mestersé-
ges Intelligencia Tanszékén.

Kutatómunkájában a nyelvtechnológia – azaz folyó szövegek algoritmikus fel-
dolgozása – gépi tanulás alapú megközeĺıtéseivel foglalkozik. 91 publikációja, illetve
tudományos munkája született, független hivatkozásainak száma több mint 400,
impakt faktorainak összege 21,3. A szakterület olyan, nemzetközileg elismert kuta-
tóival dolgozott együtt, mint Hinrich Schütze és Joakim Nivre.

Az elméleti munka mellett eredményesen foglalkozik gyakorlati problémák
megoldásával is. Nevezetesen az általa vezetett csoport – többek között – nyelv-
technológiai megoldásokat fejlesztett az [origo] h́ırportál és a Szervezett Bűnözés
Elleni Koordinációs Központ számára is.

Gerencsér Balázs 1984-ben született Budapesten. Egyetemi tanulmányait a bu-
dapesti Eötvös Loránd Tudományegyetem matematika szakán végezte. Tanulmá-
nyait 2007-ben fejezte be, kitüntetéssel. Ezt követően az ELTE TTK Matematika
Doktori Iskola hallgatójaként és az MTA Rényi Alfréd Kutató Intézet Valósźınűség-
elmélet és Statisztika Osztályának fiatal kutatójaként Tusnády Gábor vezetésével
folytatta tanulmányait. Ezt megszaḱıtva, a 2009/2010. tanévben az MIT Fulbright
ösztönd́ıjas vendég-kutatójaként dolgozott John Tsitsiklis vezetésével. A doktori
ćımet – summa cum laude minőśıtéssel – 2013-ban nyerte el.

Gerencsér Balázs fő érdeklődési területe a sztochasztika, közelebbről a mate-
matikai statisztika, és ennek ennek alkalmazásai. Munkája során jelentős számú
partnerrel alaḱıtott ki termékeny kapcsolatot. Többek között számos olyan publi-
kációnak társszerzője, amely veleszületett rendellenességek öröklődésmenetét vizs-
gálja. Ehhez kapcsolódnak az ún. bi-Markov folyamatokra vonatkozó vizsgálatai.
Jelentős eredményeket ért a Markov Chain Monte Carlo módszer konvergenciase-
bességének becslésében. Ezek az eredmények jól felhasználhatók konszenzus algo-
ritmusok tervezésében. 2013-tól posztdoktori ösztönd́ıjas a Université Catholique
de Louvain egyetemen, ahol a nagy gráfok és hálózatok témakörben dolgozó kuta-
tócsoport munkájába kapcsolódott be.

Az ő érdeme a Financial Time Series egyetemi jegyzet integráns részét ké-
pező professzionális szintű interakt́ıv szimulációs anyag létrehozása is. Gerencsér
Balázs minden munkájában alapos matematikai tudást ötvöz annak a területnek
az elmélyült ismeretével, ahol éppen a matematikai eredményeket alkalmazza.

Kertész Attila 1980-ban született. 2004-ben programtervező matematikusként
végzett a Szegedi Tudományegyetemen, doktori fokozatot pedig 2011-ben szerzett
az SZTE Informatika Doktori Iskolában. Kutatási területét leginkább az együtt-
működő gridek és felhők vizsgálata jellemzi fejlett brókerezési technikák alkalma-
zásával.

2005-től kezdve az MTA SZTAKI Párhuzamos és Elosztott Rendszerek Ku-
tatólaboratóriumának munkatársaként számos nemzetközi EU-s projektben vett
részt. Szerteágazó nemzetközi kapcsolatait kutatói csereprogramok keretében éṕı-

66



✐

✐

“15-1-beliv” — 2016/2/9 — 12:44 — page 67 — #67
✐

✐

✐

✐

✐

✐

tette ki főként a CoreGRID EU FP6 és az S-Cube EU FP7 európai kiválósági
hálózat munkacsoportjaiban valamint a COST IC0805 és IC1304 akciók keretében.

Kutatómunkájának minőségét több elismerés is jelzi. 2011 márciusában Akadé-
miai Ifjúsági Dı́jban résześıtette a Magyar Tudományos Akadémia elnöke, 2012-ben
pedig Ifjúsági Intézeti Dı́jat és Intézeti Dı́jat kapott az MTA SZTAKI igazgatójától.

2013-tól Magyary Zoltán posztdoktori ösztönd́ıj keretében számı́tási és adat
felhő rendszerek hatékony együttműködésének újabb lehetőségeit vizsgálta a Sze-
gedi Tudományegyetem Szoftverfejlesztés Tanszékén. Nemzetközi publikációnak
száma 60, melyek több mint 200 független hivatkozást generáltak.

Stuhl Izabella, 2004-ben szerzett matematikus, 2006-ban pedig alkalmazott ma-
tematikus diplomát a Debreceni Egyetemen. A PhD fokozatot 2010-ben szerezte
meg a Debreceni Egyetem Matematika és Számı́tástudományok Doktori Iskolá-
ban. 2005 és 2007 között a németországi Friedrich Alexander Egyetem Matematikai
Intézetében dolgozott. 2008-tól a Debreceni Egyetemen dolgozik, jelenleg az Infor-
matikai Kar Alkalmazott Matematika és Valósźınűségszámı́tás Tanszékén adjunk-
tus. 2012-től posztdoktori ösztönd́ıjas a braźıliai Sao Paulo-i Egyetemen, illetve
2014-től posztdoktori ösztönd́ıjas az amerikai Denveri Egyetemen.

Kutatásait részben az algebra területén végzi, azon belül is a nem asszociat́ıv
algebrai struktúrák, nevezetesen a loopok és kvázicsoportok területén. Karl Stram-
bachhal közösen meghatározta, mely csoportok fordulhatnak elő Steiner-loopok
összes eltolása által generált csoportjaiként. Az iránýıtott Steiner-hármasrendsze-
rekhez rendelhető kvázicsoportok vizsgálatát Stuhl Izabella egy további munkája
tárgyalja, amelyben egy, a kriptográfiában alkalmazható eljárást is ajánl. Társszer-
zőkkel közösen tanulmányozta szabad Steiner-loopok növekedését, Cayley-gráfjaik
tulajdonságait és automorfizmuscsoportjukat.

Az utóbbi években a statisztikus fizika területén is tevékenykedett, melynek
eredményeként néhány dolgozatban társzerzőként a Widom–Rowlinson modellben
megfigyelhető önszerveződési jelenség matematikai léırását és bizonýıtását alapozta
meg sokkal nagyobb spektrumban és általánosságban, mint az korábban ismert
volt az irodalomban. Ez lehetőséget nyitott többirányú alkalmazásra, mint például
a biológiában megfigyelhető allelopátia matematikai kezelésére. Eddig 11 cikke
jelent meg nemzetközi folyóiratban.

Rényi Kató-emlékd́ıj

A Rényi Kató emlékd́ıj I. fokozatában részesült Backhausz Tibor, az ELTE vég-
zett matematikus MSc szakos hallgatója és Nagy T. Dániel, az ELTE végzett
matematikus MSc szakos hallgatója. A Rényi Kató emlékd́ıj II. fokozatában része-
sült Bartha Zsolt, a BME végzett matematikus MSc szakos hallgatója, Mihálka
Éva Zsuzsa, az ELTE elsőéves matematikus MSc szakos hallgatója és Popovics
Anna Bella, a Debreceni Egyetem végzett matematikus MSc szakos hallgatója.

Indoklás: Backhausz Tibor [1] dolgozatában az elliptikus görbék vizsgálata-
kor használt Selmer-csoportok korangjáról mutatja meg, hogy legfeljebb véges sok,
expliciten megadott esetet leszámı́tva, sohasem lehet 1. A témavezetőjével késźıtett
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[2] dolgozatban az Iwasawa-elmélet egy igen általános, minden elliptikus görbére
vonatkozó sejtését vizsgálva példát adnak olyan görbékre, amelyekre a sejtés igaz.
Eddig nem voltak ilyen példák ismeretesek. A számos nehézséget tartalmazó bi-
zonýıtásban többek között igazolnak egy tételt, ami általánośıtja Zábrádi doktori
disszertációjának fő álĺıtását.

Backhausz Tibor dolgozatai:

[1] T. Backhausz: Ranks of GL2 Iwasawa modules of elliptic curves, Functiones et
Approximatio, Commentarii Mathematici, megj. alatt.

[2] T. Backhausz, G. Zábrádi: Algebraic functional equations and completely faithful
Selmer groups, International J. of Number Th., megj. alatt.

Nagy T. Dániel [1] dolgozatában azt vizsgálja, milyen nagy lehet egy halmaz,
ha az egységnégyzet minden pontja (mint középpont) körül tartalmaz egy négy-
zetvonalat. A [2] cikk egy Körner által felvetett, extremális halmazokra vonatkozó
témakörben bizonýıt tételeket, ezek egyike az Erdős–Ko–Rado-tételt általánośıtja.
A [3] dolgozat azzal foglalkozik, hogy a Boole-hálóban egy adott részbenrende-
zett halmaz aszimptitikusan hány példánya helyezhető el kereszt-összehasonĺıtható
elempár nélkül. A [4] cikk (ennek [5] magyar változata) új, rendḱıvül ötletes bi-
zonýıtást ad de Bonis, Katona és Swanepoel azon tételére, miszerint egy n elemű
halmaz részhalmazaiból álló rendszer, ha nem tartalmaz négy különböző elemet,
hogy az első kettő metszete tartalmazza a harmadikat és a negyediket is, legfeljebb
akkora, mint a két legnagyobb n-edrendű binomiális együttható összege.

Nagy T. Dániel dolgozatai:

[1] T. Keleti, D. T. Nagy, P. Shmerkin: Squares and their centers, közlésre benyújtva.

[2] G. O. H. Katona, D. T. Nagy: Union-intersecting set systems, Graphs and Combi-
natorics, megj. alatt.

[3] G. O. H. Katona, D. T. Nagy: Incomparable copies of a poset in the Boolean lattice,
közlésre benyújtva.

[4] P. Burcsi, D. T. Nagy: The method of double chains for largest families with excluded
subposets, Electr. J. of Graph Th. and Appl., 1 (2013), 40–49.

[5] Burcsi P., Nagy T. D.: Maximális halmazrendszerek kizárt posetekkel, Matematikai
Lapok, 18 (2012), 1–10.

Bartha Zsolt [1] cikkében Szász Domokos sejtését igazolva belátja, hogy a śık
egy véletlen kváziperiódikus Penrose-csempézése gráfján az egyszerű bolyongás tra-
jektóriájának eloszlása majdnem mindig egy śıkbeli Brown-mozgáshoz tart. A szer-
zők ötletesen alkalmazzák Berger és Bishop 2006-os cikkének

”
harmónikus korrek-

tor” módszerét. A [2] munka I. Benjamini két kérdését válaszolja meg. Ezek azzal
foglalkoznak, hogy a bootstrap perkoláció folyamatban a kezdeti kritikus sűrű-
ségű kofiguráció kis újrasorsolása hatással lehet-e a teljes elfoglalás megtörténésére.
A vizsgált két eset egyikében a válasz igen, a másikban nem.

Bartha Zsolt dolgozatai:

[1] Z. Bartha, A. Telcs: Quenched invariance principle for the random walk on the
Penrose tiling, közlésre benyújtva.
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[2] T. Bartha, G. Pete: Noise sensitivity questions in bootstrap percolation, előkészület-
ben.

Mihálka Éva Zsuzsa témavezetőjével ı́rt dolgozatában Leibniz-algebrák rep-
rezentációival foglalkozik, azt vizsgálva, hogy a Lie-algebrákra vonatkozó tételek
közül melyek vihetők át erre az esetre. Eredményeik szerint, noha a szóban forgó
reprezentációk közel állnak a Lie-algebrákéhoz, a Weyl-tétel erre az estre nem igaz.

Mihálka Éva Zsuzsa dolgozata:

[1] A. Fialowski, É. Zs. Mihálka: Representations of Leibniz algebras, Algebras and
Representation Theory, (2014), megj. alatt.

Popovics Bella [2] dolgozatában általánośıtja a konvex halmaz és függvény
fogalmát, és erre igazolja Radon, Helly, Carathéodory és Minkowski tételének meg-
felelőit.

Popovics Bella dolgozatai:

[1] Popovics B.: A természet geometriájának természete, DETEP népszerűśıtő cikk,
(2014).

[2] M. Bessenyei, Á. Konkoly, B. Popovics: Convexity with respect to Beckenbach fami-
lies, J. Convex Anal., közlésre benyújtva.

Patai László Alaṕıtvány d́ıja

A Bizottság a
”
Patai László Alaṕıtvány” d́ıját 2014-ban Varga Nórának ı́télte

oda.

Indoklás: Varga Nóra 1987-ben született, jelenleg a Debreceni Egyetem Mate-
matikai Intézetének tanársegédje. Alkalmazott matematikusi diplomáját 2011-ben
kapta meg. A tudományos munkát hallgató korában kezdte, első cikke 2011-ben
jelent meg a Publicationes Mathematicae Debrecenben. PhD témavezetőjével, Pin-
tér Ákossal közösen kidolgoztak egy módszert, amellyel a kis fokszámú diofantikus
egyenletek végtelen családjáról dönthető el, hogy véges vagy végtelen sok megoldása
van-e. Eredményéért a XXX. OTDK-n II. d́ıjat kapott, és a Bolyai János Mate-
matikai Társulattól elnyerte a Rényi Kató-emlékd́ıj II. fokozatát. 2013 márciusá-
tól egy éven keresztül Apáczai Csere János Doktoranduszi Ösztönd́ıjban részesült.
A későbbi munkáiban is sźıvesen és eredményesen dolgozik társszerzőkkel, fiatal
kollégáival közösen ı́rta a 2013-ban a Periodica Mathematica Hungarica-ban megje-
lent, repdigit számok polinom értékeivel foglalkozó cikket. 2014-ben két eredménye
is megjelent, amelyek közül az egyik Erdős és Graham problémájának általánośı-
tását tanulmányozza (a Publ Math Debrecenben jelent meg, társszerző: Tengely
Szabolcs). A másik cikkben, amely a Journal of Number Theoryban jelent meg,

figurális számok egyenlő értékeit vizsgálja (társszerzők: Hajdu Lajos, Pintér Ákos
és Tengely Szabolcs). Két további, közlésre elfogadott cikke a Glasnik Matematicki
folyóiratban fog megjelenni. Varga Nóra eredményeit olyan nemzetközi konferenci-
ákon ismertette, mint a 28. Journées Arithmétiques, az Erdős Pál, illetve Turán Pál
emlékkonferenciák és a hagyományos, nagy múltra visszatekintő Cseh és Szlovák
Nemzetközi Számelméleti Konferenciák.
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JELENTÉS A 2014. ÉVI SCHWEITZER MIKLÓS

MATEMATIKAI EMLÉKVERSENYRŐL

A Bolyai János Matematikai Társulat 2014. október 22. és november 3. között
rendezte meg a Schweitzer Miklós Matematikai Emlékversenyt. A versenyen közép-
iskolai tanulók, egyetemi és főiskolai hallgatók, továbbá azok vehettek részt, akik
egyetemi vagy főiskolai tanulmányaikat 2014-ben fejezték be.

A verseny lebonyoĺıtására a Társulat a következő bizottságot kérte fel:
Rónyai Lajos (elnök), Csikós Balázs, Keleti Tamás, Móri Tamás, Simonovits
Miklós, Stipsicz András, Szegedy Balázs, Tóth Bálint, Frenkel Péter (titkár).

A bizottság október 14-i ülésén kiválasztotta a 11 kitűzendő feladatot.
A bizottság köszönetét fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a ver-
senyre. A kitűzött feladatok szerzői: 1. Lángi Zsolt, Naszódi Márton, Pach János,
Tardos Gábor és Tóth Géza, 2. Pach János és Tardos Gábor, 3. Károlyi Gyula,
4. Ruzsa Imre, 5. Kós Géza, 6. Zábrádi Gergely, 7. Keleti Tamás és Laczkovich
Miklós, 8. Halász Gábor és Móri Tamás, 9. Csikós Balázs, 10. Frenkel Péter és Kós
Géza, 11. Móri Tamás és Székely J. Gábor.

A versenyen 13 diák indult, mindannyian az ELTE TTK matematika alap-
szakos, matematikus mesterszakos, illetve matematikus PhD hallgatói. Összesen
71 feladatra adtak be dolgozatot. A versenybizottság december 9-i ülésén megálla-
ṕıtotta, hogy egyetlen versenyző oldotta meg – apró pontatlanságoktól eltekintve –
mind a tizenegy feladatot. Ennek alapján

I. d́ıjban és 80 000 forint pénzjutalomban részesül Nagy János elsőéves
mesterszakos hallgató.

Egy versenyző oldott meg hét feladatot (1., 3., 5., 6., 7., 8., 10.), továbbá
a 4. feladat (a) részét, és ért el részeredményt a 2. feladatban. Ennek alapján

II. d́ıjban és 40 000 forint pénzjutalomban részesül Mészáros András
másodéves mesterszakos hallgató.

Négy versenyző oldott meg lényegében öt feladatot (vagy nyújtott ezzel egyen-
értékű teljeśıtményt), és ért el további értékes részeredmény(eke)t. Ennek alapján

III. d́ıjban és 20 000 forint pénzjutalomban részesül Ágoston Tamás har-
madéves alapszakos hallgató,Kalina Kende elsőéves mesterszakos hallgató,Nagy
Dániel doktorandusz és Poór Márk elsőéves mesterszakos hallgató.

Közülük Ágoston Tamás megoldotta a 4., 5., 6. feladatot, valamint lényegében
a 3. és 10. feladatot is, mı́g az 1. feladatban a ḱıvántnál gyengébb, de aszimptoti-
kusan pontos becslést bizonýıtott. Kalina Kende megoldotta a 6., 7., 11., valamint
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– kis hiányosságtól eltekintve – a 3. és 5. feladatot, az 1. feladatban egy a ḱı-
vántnál gyengébb becslést bizonýıtott, továbbá részeredményt ért el a 4.(a), 9. és
10. feladatban is. Nagy Dániel a 2., 3., 4.(a), 10. és 11. feladatot oldotta meg, és
részeredményt ért el a 8. és 9. feladatban. Poór Márk az 1., 2., 3., 4.(a), 5. és 6.
feladatot oldotta meg.

Két versenyző oldott meg három feladatot, vagy nyújtott ezzel egyenértékű
teljeśıtményt. Ennek alapján

1. dicséretben részesül Ta The Anh elsőéves mesterszakos hallgató és
Wolosz János doktorandusz.

Közülük Ta The Anh megoldotta a 3., 4.(a) és 11. feladatot, és kisebb-nagyobb
részeredményt ért el az 5., 6. és 10. feladatban. Wolosz János megoldotta a 3., 4.
és 5. feladatot.

Egy versenyző oldott meg két feladatot (3. és 10.). Ennek alapján

2. dicséretben részesül Ágoston Péter elsőéves alapszakos hallgató.

A d́ıjakat a Morgan Stanley Magyarország Elemző Kft. támogatta, ezért a ver-
senybizottság köszönetét fejezi ki.

A feladatok és megoldásaik

A megoldás szerzőjét csak ott jelezzük, ahol eltér a feladat szerzőjétől.

1. feladat. Legyen n pozit́ıv egész. Legyen F egy olyan halmazrendszer, amely
egy n elemű X halmaz összes részhalmazának több, mint a felét tartalmazza.
Bizonýıtsuk be, hogy F-ből mindig kiválasztható ⌈log2 n⌉+ 1 halmaz úgy, hogy
ezek együtt szeparálják X elemeit, vagyis X bármely két különböző eleméhez van
olyan kiválasztott halmaz, amely a kettő közül pontosan egyet tartalmaz.

Megoldás (Mészáros András megoldása alapján). Az X halmaz részhalmazai
a szimmetrikus differencia művelettel, mint összeadással egy F2 feletti V vektor-
teret alkotnak. Megadható egy ⌈log2 n⌉ elemű U családja nem feltétlenül F-beli
részhalmazoknak, ami szeparálja X-et. Legyen W az U által generált altér. Ennek
eltoltjai particionálják V -t, ı́gy találhatunk olyan W + c eltoltat, amelyikben az ele-
mek több, mint fele F-ben van. Legyen d ∈ (W + c) ∩ F tetszőleges, és tekintsük
az {x ∈ W | x+ d ∈ F} halmazt. Minthogy ez W elemeinek több, mint felét tartal-
mazza, ı́gy generálja W -t és kiválasztható belőle W egy Z bázisa. Itt Z az U által
generált W altér bázisa, ı́gy

|Z| ≤ |U| = ⌈log2 n⌉

(az egyenlőség is könnyen látszik, de nem kell). Tekintsük az F (legfeljebb) ⌈logn⌉+
1 eleméből álló

{d} ∪ {z + d | z ∈ Z}

halmazt. Ez megfelel a feladat elvárásainak, hiszen az általa generált altér tartal-
mazza W -t, és ı́gy szeparálja X-et, márpedig az X bármely két rögźıtett elemét
nem szeparáló részhalmazok alteret alkotnak V -ben, ı́gy egy részhalmaz pontosan
akkor szeparálja X-et, ha az általa generált altér szeparálja.

71



✐

✐

“15-1-beliv” — 2016/2/9 — 12:44 — page 72 — #72
✐

✐

✐

✐

✐

✐

Megoldotta: Mészáros András, Nagy János és Poór Márk. Ágoston Tamás
a ḱıvántnál gyengébb, de aszimptotikusan pontos becslést bizonýıtott. Kalina Kende
egy a ḱıvántnál gyengébb becslést bizonýıtott. Nem tartalmaz érdemi eredményt
2 dolgozat.

2. feladat. Legyen k ≥ 1, és legyenek I1, . . . , Ik a [0, 1] intervallum el nem fajuló
részintervallumai. Bizonýıtsuk, hogy

∑ 1

|Ii ∪ Ij |
≥ k2,

ahol az összegzés az olyan (i, j) indexpárokra vonatkozik, ahol Ii és Ij nem disz-
junkt.

Megoldás. Legyen fi a következő valós függvény a [0, 1] intervallumon (Ii indi-
kátorfüggvénye normalizálva):

fi(x) =





1

|Ii|
, ha x ∈ Ii

0, egyébként.

Itt
∫ 1

0
fi(x) dx = 1, ı́gy ∫ 1

0

∑

i

fi(x) dx = k.

Emiatt ∫ 1

0

(∑

i

fi(x)

)2

dx ≥ k2

(Cauchy–Schwarz). Beszorozva azt kapjuk, hogy

∑

i,j

∫ 1

0

fi(x)fj(x) dx ≥ k2.

Innen már csak azt kell észrevenni, hogy ha Ii és Ij diszjunktak, akkor

∫ 1

0

fi(x)fj(x) dx = 0,

ha meg nem diszjunktak, akkor

∫ 1

0

fi(x)fj(x) dx =
|Ii ∩ Ij |

|Ii| |Ij |
≤

1

|Ii ∪ Ij |
.

Megoldotta: Nagy Dániel és Poór Márk, továbbá – apró pontatlanságoktól el-
tekintve – Nagy János. Részeredményt ért el Mészáros András. Két dolgozat nem
tartalmaz érdemi eredményt.
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3. feladat. A śık 4n+5, hármanként nem kollineáris pontját két sźınnel kisźınez-
zük. Igazoljuk, hogy lesz n üres (azaz, belsejében sźınes pontot nem tartalmazó)
háromszög, amelyeknek a belseje páronként diszjunkt, és amelyeknek az összes csú-
csa mind egysźınű.

Megoldás. Feltehető, hogy legalább 2n+3 piros pont van. Legyen p darab csúcsa
a piros pontok konvex burkának, és legyen p′ további piros pont. A piros pontokat
felháromszögelve kapunk p+2p′ − 2 egymásba nem nyúló piros háromszöget, ame-
lyek közül legalább x = p+ 2p′ − 2− k üres, ahol k a piros pontok konvex burkán
belül levő kék pontok száma. E kék pontokat felháromszögelve kapunk legalább
k− 2 egymásba nem nyúló kék háromszöget, amelyek közül legalább y = k− 2− p′

üres. Mivel

x+ y = p+ p′ − 4 ≥ 2n− 1,

ezért x ≥ n vagy y ≥ n.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldása megtalálható a [6] cikkben (3.2. tétel).

2. A feladat a 2013. évi Közép-európai Matematikai Diákolimpia (MEMO)
T-4. feladata általánośıtásának tekinthető.

Megoldotta: Ágoston Péter, Mészáros András, Nagy Dániel, Nagy János, Poór
Márk, Szabó Dávid, Ta The Anh és Wolosz János, valamint kis hiányosságtól
eltekintve Kalina Kende és lényegében Ágoston Tamás is.

4. feladat. Legyen n pozit́ıv egész számhoz f(n) azon a1, . . . , ak pozit́ıv egészekből
álló számsorozatok száma, amelyekre ai ≥ 2 és a1 . . . ak = n, k ≥ 0 tetszőleges.
(f(1) = 1.) Legyen α az az egyetlen 1-nél nagyobb valós szám, amelyre

∑∞
n=1 n

−α =
2. Lássuk be, hogy

(a)
n∑

k=1

f(k) = O(nα)

és

(b) nincs olyan β < α szám, amelyre f(n) = O(nβ) teljesül.

Megoldás. (a) Legyen

F (n) =

n∑

k=1

f(k).

Nyilván n ≥ 2 esetén

f(n) =
∑

d|n,d≥2

f(n/d),

és innen

F (n) = 1 +
n∑

k=2

F ([n/k]).
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Indukcióval belátjuk, hogy F (n) ≤ 2nα − 1. Ez igaz, ha n = 1, 2. Ha már n alatt
igaz, akkor

F (n) ≤ 1 + 2
n∑

k=2

(
(n/k)α − 1

)
=

= (2− n) + 2
n∑

k=2

(n/k)α ≤ 2
∞∑

k=2

(n/k)α − 1 = 2nα − 1.

Megjegyzések az (a) részhez. 1. Kis odafigyeléssel látható, hogy F (n) ≤ nα.

2. (Wolosz János) ∑
f(n)n−t =

1

2− ζ(t)
,

ı́gy az (a) rész a Wiener–Ikehara-tételből következik, sőt,

(1) limn−αF (n)

értéke is megkapható. Lásd pl. [9].

3. A feladat (a) részének álĺıtása Kalmár László eredménye a [4] cikkből, ahol
szerepel a fenti (1) határérték kiszámı́tása is. Az [5] cikkben pedig Kalmár becslést
ad a konvergencia sebességére.

(b) (Nagy János megoldása). Válasszunk egy tetszőleges t ∈ (β, α) számot.
Az α szám defińıciója miatt

∞∑

n=1

n−t > 2,
∞∑

n=2

n−t > 1,

tehát találunk olyan m számot is, hogy

m∑

k=2

k−t > 1.

Legyen f ′(n) azon szorzatfelbontások száma, amelyekben minden tényező≤ m,
és

F ′(n) =
n∑

k=1

f ′(k).

Az előzőkhöz hasonlóan

f ′(n) =
∑

d|n, m≥d≥2

f(n/d),

és innen

F ′(n) = 1 +
m∑

k=2

F ′
(
[n/k]

)
.
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Belátjuk, hogy F ′(n) ≥ c(n+ 1)
t
alkalmas pozit́ıv c konstanssal. Válasszuk c-t úgy,

hogy ez teljesüljön 1 ≤ n ≤ m esetén. A továbbiakban indukciót használunk. Mivel

[n
k

]
+ 1 ≥

n+ 1

k
,

ezért

F ′(n) >
m∑

k=2

F ′
(
[n/k]

)
≥ c

m∑

k=2

([n
k

]
+ 1

)t

≥

≥ c
m∑

k=2

(
n+ 1

k

)t

= c(n+ 1)
t

m∑

k=2

k−t > c(n+ 1)
t
.

Viszont f ′ csak olyan számokon pozit́ıv, amelyek kizárólag m alatti pŕımszá-
mokból állnak. Az ilyenek száma n-ig O

(
(logn)l

)
, ahol l az m alatti pŕımek száma.

Ha tehát f(n) = O(nβ) lenne, akkor

F ′(n) = O
(
(log n)lnβ

)
= o(nt)

lenne.

Megjegyzések a (b) részhez. 1. Talán meglepő, hogy f összegzése alig nagyobb
a maximális tagjánál, tehát az összeg a kevés nagyon nagy értékből származik.

2. A (b) rész bizonýıtása megtalálható a [3] cikkben.

Megoldotta: Ágoston Tamás, Nagy János, Strenner Péter, Wolosz János.
Az (a) részt megoldotta Mészáros András, Nagy Dániel, Poór Márk és Ta The
Anh. Az (a) részt részben megoldotta Kalina Kende.

5. feladat. Legyen α nem tisztán valós, másodfokú algebrai egész, és legyen P
a Z[α] gyűrű irreducibilis elemeinek halmaza. Bizonýıtsuk be, hogy

∑

p∈P

1

|p|2
= ∞.

Megoldás (Frenkel Péter, Ruzsa Imre). A

Z[α] = {a+ bα | a, b ∈ Z}

gyűrű elemei a komplex śıkon parallelogrammarácsot alkotnak. Ennek minden kor-
látos részhalmaza véges, ezért minden nem-nulla elem abszolút értéke legalább 1
(különben a hatványai torlódnának). Emiatt minden egység abszolút értéke 1, tehát
véges sok egység van.

A ∑

0 6=x∈Z[α]

1

|x|2
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összeg divergens. Valóban, ez az α = i speciális esetben könnyen látható, általában
pedig Z[α] parallelogrammarács, tehát a Z[i] négyzetrács képe egy invertálható
lineáris transzformációnál, és e lineáris transzformáció normája persze véges, ı́gy
a fenti összeg divergens.

Ezt felhasználva

∏

p∈P

1

1− |p|−2
=

∏

p∈P

(
1 +

1

|p|2
+

1

|p|4
+ . . .

)
= ∞,

mert Z[α] minden, nullától és az egységektől különböző eleme feĺırható P -beliek

szorzataként (sőt üres szorzatként az 1 is feĺırható). Így tehát a

∏

p∈P

(
1−

1

|p|2

)

szorzat a nullához divergál. Ebből az álĺıtás világos.

Megoldotta: Ágoston Tamás, Maga Balázs, Mészáros András, Nagy János,
Poór Márk és Wolosz János, valamint – kis hiányosságtól eltekintve – Kalina
Kende is. Részeredményt ért el Ta The Anh.

6. feladat. Legyen ρ : G → GL(V ) a G véges p-csoport egy reprezentációja egy p
karakterisztikájú test felett. Igazoljuk, hogy ha a

∑
g∈G ρ(g) lineáris leképezésnek

a V egy véges dimenziós W alterére való megszoŕıtása injekt́ıv, akkor a ρ(g)W
(g ∈ G) alterek által kifesźıtett altér ezen altereknek direkt összege.

Megoldás. Legyen dimK W = n, és válasszunk egy v1, . . . , vn bázist W -ben. Jelöl-
jük továbbá U -val a W által generált G-részreprezentációt V -ben. A bizonýıtandó
álĺıtás azzal ekvivalens, hogy a természetes

π : K[G]
n → U

ei 7→ vi

K[G]-modulushomomorfizmus bijekt́ıv. Itt K[G] jelöli a G csoport K együtthatós
csoportalgebráját, e1, . . . , en pedig az n rangú szabad (baloldali) K[G]-modulus
generátorait.

Legyen

T =
∑

g∈G

g ∈ K[G].

Vegyük észre, hogy T benne van a K[G] centrumában. Így a T -vel való szor-
zás egy K[G]-moduluson egy K[G]-modulushomomorfizmus. Ha K[G]-t mint G-
reprezentációt tekintjük, melyen G a balszorzással hat, akkor a T által generált al-
tér éppen a G fixpontjainak halmaza. Valóban, ha egy

∑
αgg ∈ K[G] elem fixpontja

a hg−1-zel való szorzásnak, akkor szükségképpen αg = αh. (Speciálisan a regulá-
ris reprezentáció talpa a T által generált altér, hiszen K[G]-nek egyetlen egyszerű
modulusa van, a triviális reprezentáció.)
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Tekintsük a

(2) K[G]
n T ·

//

π

��

K[G]
n

π

��

U
T ·

// U

kommutat́ıv diagramot, melyben a leképezések K[G]-homomorfizmusok. A feladat
feltétele azt mondja, hogy a T -vel való szorzás W -n injekt́ıv, tehát T (U) legalább
n-dimenziós. (Valójában az is látszik rögtön, hogy pontosan n-dimenziós, hiszen
a (g − 1)v alakú elemek benne vannak T magjában.) Node a T -vel való szorzás
képe K[G]

n
-en is n-dimenziós, hiszen a kép éppen a Te1, . . . , T en elemek által

generált altér. Ezért a feltételből következik, hogy π megszoŕıtása a

Soc
(
K[G]

n)
= T

(
K[G]

n)

n-dimenziós altérre injekt́ıv, azaz

Ker(π) ∩ Soc
(
K[G]

n)
= {0}.

Viszont a talpat minden nemtriviális részreprezentáció nemtriviálisan metszi, ezért
Ker(π) = {0}, azaz π izomorfizmus. Vagy, ha úgy tetszik, egy p-csoport min-
den p-karakterisztikájú reprezentációjának van fixpontja (ami ugyanez), és ezért
Ker(π) = {0}.

Megoldotta: Ágoston Tamás, Kalina Kende, Mészáros András, Nagy János és
Poór Márk. Részeredményt ért el Ta The Anh.

7. feladat. Legyen f : R → R folytonos függvény, g : R → R tetszőleges. Igaz-e,
hogy ha f grafikonjának és g grafikonjának a Minkowski-összege (azaz az

{
(
x+ y, f(x) + g(y)

)
: x, y ∈ R}

halmaz) nulla Lebesgue-mértékű, akkor az f függvény f(x) = ax+ b alakú alkalmas
a, b ∈ R konstansokkal?

Megoldás. Megmutatjuk, hogy az f(x) = |x| függvényhez van megfelelő g, vagyis
az álĺıtás nem igaz. Jelölje F az |x| függvény grafikonját, C a klasszikus Cantor-
halmazt, legyen A = C + Z, végül legyen B az a halmaz, amelyet A×A origó
körüli 45 fokos elforgatásával kapunk. Ekkor az F +A halmaz 45 fokos elforgatottja
(A× R) ∪ (R×A), tehát nullmértékű. Így már csak azt kell megmutatni, hogy
A tartalmaz R → R függvénygrafikont, azaz az x tengelyre vett vetülete a teljes
számegyenes. Ehhez elég azt meggondolni, hogy a C ×C halmaz 45 fokos vetülete
egy 2 hosszú szakasz, ami látszik akár az önhasonló struktúrából (indukcióval
minden generációra igaz), akár abból a szintén egyszerűen ellenőrizhető közismert
tényből, hogy C + C = [0, 2].

Megjegyzés: Felmerül a kérdés, hogy melyek azok a folytonos f : R → R függ-
vények, amelyekhez van olyan g : R → R, hogy f és g grafikonjának Minkowski-
összege nullmértékű. Máthé András megmutatta, hogy tipikus folytonos f ilyen,
továbbá minden abszolút folytonos f is ilyen. Kiss Viktor megmutatta, hogy van
olyan szinguláris f is, amely ilyen; nevezetesen, a Cantor-függvény is ilyen.

Megoldotta: Kalina Kende, Mészáros András, Nagy János. Hibás egy dolgozat.
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8. feladat. Legyen n ≥ 1 rögźıtett egész. Számı́tsuk ki az

inf
p,f

max
0≤x≤1

∣∣f(x)− p(x)
∣∣

távolságot, ahol p az n-nél alacsonyabb fokú valós együtthatós polinomokon, f pe-
dig a [0, 1] zárt intervallumon értelmezett,

f(x) =
∞∑

k=n

ckx
k

alakú függvényeken fut végig, ahol ck ≥ 0, és
∑∞

k=n ck = 1.

1. megoldás (Nagy János). Legyen

1 = x0 > . . . > xn ≥ 0.

A [0,1] intervallumban értelmezett (folytonos) g(x) függvényhez késźıtsük el az ezen
alappontokban interpoláló legfeljebb n-edfokú q(x) polinomját, és definiáljuk
a g(x) függvényeken értelmezett Lg funkcionált mint a polinom n-edfokú tagjának
az együtthatóját.

Az interpoláló polinom Lagrange-féle alakja

q(x) =
n∑

j=0

g(xj)
n∏

i=0
i 6=j

x− xi

xj − xi
,

tehát a funkcionál,

Lg = lim
x→∞

q(x)

xn
=

n∑

j=0

g(xj)
n∏

i=0
i 6=j

(xj − xi)

def
=

n∑

j=0

bjg(xj).

Speciálisan a hatványfüggvényekre alkalmazva, érvényes a

Segédtétel.

Lxk =
n∑

j=0

bjx
k
j





= 0, (0 ≤ k ≤ n− 1),

= 1, (k = n),

≥ 1, (k > n).

xn = 0 és k = 0 esetén itt xk
n = 00

def
= 1 értendő.

Ha k ≤ n, akkor ezt már tudjuk, hiszen minden, legfeljebb n-edfokú polinom
interpolációs polinomja önmaga. Az utolsó álĺıtás, az egyenlőtlenség bizonýıtását
későbbre halasztjuk.

A feladat jelöléseivel alkalmazzuk a funkcionált a g(x)
def
= f(x)− p(x) függ-

vényre:

Lg = Lf − Lp = Lf =
∞∑

k=n

ckLx
k ≥

∞∑

k=n

ck = 1.
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Ha f(x) = xn, más szóval, ha g(x) 1 főegyütthatós n-edfokú polinom, akkor az
egyenlőtlenségben is egyenlőség van.

Másfelől triviális becsléssel

Lg ≤ max
0≤x≤1

|g(x)|
n∑

j=0

|bj |.

A bj együtthatók alakjából látjuk, hogy egyik sem tűnik el, az előjelük váltakozik,
és b0 > 0. Ezért itt pontosan akkor lehet egyenlőség, ha

g(xj) = (−1)
j
max
0≤x≤1

|g(x)| (j = 0, . . . , n).

A feltétel teljeśıthető: A

Tn(x) = cos(n arccosx)

n-edfokú Csebisev-polinom a [−1, 1] intervallumon a

cos
jπ

n
(j = 0, . . . , n)

pontokban, ahol váltakozó előjelű, abszolút értékben felveszi a maximumát. Line-
árisan áttranszformálva hát a [0, 1] intervallumra, a

g0(x)
def
= 21−2nTn(2x− 1)

n-edfokú polinom, amit mindjárt úgy normáltunk, hogy a főegyütthatója 1 le-
gyen, az

xj
def
=

1 + cos jπ
n

2
= cos2

jπ

2n
(j = 0, . . . , n)

pontokban veszi fel, váltakozó előjellel, x0-ban pozit́ıvval, a maximumát. A g = g0
választásra tehát Lg-nek mind a felső, mind az alsó becslésében az egyenlőség
teljesül:

21−2n = max
0≤x≤1

∣∣g0(x)
∣∣ = Lg0∑n

j=0 |bj |
=

1∑n
j=0 |bj |

≤
Lg∑n

j=0 |bj |
≤ max

0≤x≤1

∣∣g(x)
∣∣

minden g(x) = f(x)− p(x) t́ıpusú függvényre.

Ezzel megoldottuk a feladatot, a keresett távolság 21−2n.

Megjegyzés. A feladatban szereplő infimum valójában tehát minimum, sőt

g0(x)
def
= xn − p0(x) az egyetlen extremális eset, kivéve, ha n = 1. A segédtételre

adandó mindegyik bizonýıtásunkból kiolvasható ugyanis, hogy k > n > 1 esetén
határozott Lxk > 1 egyenlőtlenség áll. Az n = 1 eset ebből a szempontból valóban
kivételes: Lxk = 1 minden k ≥ n = 1-re, és minden g(x) = f(x)− 1

2 , és csak ezek,
extremálisak, mint közvetlenül is látható.
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A segédtétel egyenlőtlenségének a bizonýıtása. Legyen egyelőre xn > 0 ha-
tározottan

n∑

j=0

bjx
k
j = λ(ek),

ahol

λ(y)
def
=

n∑

j=0

bjy
νj ,

νj
def
= log xj (j = 0, . . . , n), 0 = ν0 > . . . > νn.

A (közönséges valós) polinomokra vonatkozó Descartes-féle előjelszabály
Laguerre-től származó általánośıtása szerint ilyen, úgynevezett általánośıtott (nem
azonosan eltűnő) polinomoknak is legfeljebb annyi pozit́ıv nullhelyük van, ahány
jelváltás található a bj együtthatóiknak a sorozatában (l. például Pólya–Szegő).

A λ(y) általánośıtott polinomnak a segédtétel már ismert álĺıtása szerint van
n nullhelye az y = ek (k = 0, . . . , n− 1) pontokban. (Ez még nem ellentmondás,
de mutatja, hogy a bj (j = 0, . . . , n) együtthatóknak váltakozó előjelűeknek kell
lenniük, amit korábban a speciális alakjukból olvastunk le.) Rolle tétele biztośıt
legalább n− 1 gyököt az

(
1, en−1

)
intervallumban λ′(y) számára. Azt is tudjuk

már a segédtételből, hogy λ(en) = 1.

Ha volna olyan y > en, ahol λ(y) < 1, akkor λ-nak kellene, hogy legyen egy
lokális maximuma az

(
en−1, y

)
intervallumban. Ez még egy gyököt jelentene λ′

számára, összesen n darabot, holott λ′ n tagú általánośıtott polinom – ν0 = 0
miatt a j = 0 tag a deriválással kiesik –, és az előjelszabály értelmében legfeljebb
n− 1 gyöke lehetne.

Tehát λ(y) ≥ 1 (y > en), speciálisan Lxk = λ
(
ek

)
≥ 1 (k > n), amit bizonýı-

tanunk kellett.

Az érvelés nem lenne érvényes xn = 0 esetén, mert νn-nek nem volna értelme.
Legegyszerűbb arra hivatkozni, hogy Lxk folytonosan függ az interpolációs alap-
pontoktól.

A segédtétel egyenlőtlenségét beláttuk.

Ehhez a bj együtthatókról, az xj alappontokról alig kellett tudnunk valamit.
Bemutatunk még néhány bizonýıtást, amelyek különböző mértékben használják
azok speciális alakját. Az első a bj-k képletén alapul, de az alappontok továbbra is
tetszőlegesek lehetnek.

A segédtétel egyenlőtlenségének 2. bizonýıtása (Kós Géza). Könnyű látni,
hogy

Lxk =
n∑

j=0

xk
j

n∏
i=0
i 6=j

(xj − xi)

az

F (z)
def
=

zk∏n
i=0(z − xi)
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racionális függvény reziduumainak az összege. Racionális függvény reziduumainak
a zárt śıkra vett összege mindig 0, ha a ∞-beli reziduumát

F

(
1

z

)
d 1
z

dz
= −

1

z2
F

(
1

z

)

0-beli reziduumaként értelmezzük. (A közönséges Reziduum-tétel egyszerű alkal-
mazásával.)

Az Lxk érték tehát a

1

z2
F

(
1

z

)
=

zn−1−k

∏n
i=0(1− xiz)

= zn−1−k
n∏

i=0

(
1 + xiz + x2

i z
2 + . . .

) (
|z| < 1

)

függvény 0-beli reziduuma, azaz a szorzat hatványsorában zk−n együtthatója:

Lxk =
∑

d0+...+dn=k−n

xd0

0 · · ·xdn
n ,

ahol {d0, . . . , dn} az összegzésben szereplő feltételt kieléǵıtő nemnegat́ıv egész szá-
mokból álló (n+ 1)-eseken fut végig.

A csupa nemnegat́ıv tagból álló összegben k ≥ n esetén szerepel az xk−n
0 = 1

tag is, ami bizonýıtja az álĺıtást.

Ha mármost az xj = cos2 jπ
2n (j = 0, . . . , n) alappontokra szoŕıtkozunk, akkor

a bj együtthatók zárt alakban is megadhatók:

bj =





22n−2

n
, (j = 0),

(−1)
j 2

2n−1

n
, (1 ≤ j ≤ n− 1),

(−1)
n 2

2n−2

n
, (j = n).

Erre a számolásra nincs is szükségünk, ha az ezekkel a bj-kel definiált

Lg
def
=

n∑

j=0

bjg

(
cos2

jπ

2n

)

funkcionálra ellenőrizzük a segédtétel összes álĺıtását, hiszen amikor fent a segéd-
tételből levezettük a feladat megoldását, ezeken ḱıvül pusztán a bj-k jelváltását
– látszólag még b0 pozitivitását is – használtuk, ami a mostani defińıciónkkal is
teljesül.

A képletet egyszerűbb alakra hozva:

Lg =
22n−2

n

2n−1∑

j=0

(−1)
j
g

(
cos2

jπ

2n

)
.

Valóban, a defińıció j = 0 és j = n indexű tagja itt is előfordul ugyanazzal az in-
dexszel és együtthatóval, mı́g az 1 ≤ j ≤ n− 1 indexű tagjai kétszer szerepelnek j
és 2n− j indexszel, de együttesen szintén a defińıcióban megadott együtthatóval.
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A segédtétel 3. bizonýıtása a speciális alappontokra (Frenkel Péter). Jelöljük
̺-val a 4n-edik egységgyököket:

̺ = e
ijπ

2n (j = 0, . . . , 4n− 1).

Ekkor

cos
jπ

2n
= ℜ̺ =

̺+ ̺−1

2
, (−1)

j
= ̺2n.

Behelyetteśıtve ezeket Lg képletébe, figyelembe véve, hogy ̺ és −̺ adaléka meg-
egyezik, mindjárt a g(x) = xk függvényre alkalmazva,

Lxk =
22n−3

n

∑

̺

̺2n
(
̺+ ̺−1

2

)2k

=
22n−3

n

∑

̺

̺2nΦ(̺),

ahol

Φ(z)
def
=

(
z + z−1

2

)2k
def
=

∞∑

m=−∞

amzm.

Felhasználva, hogy

∑

̺

̺m =

{
4n,

(
m ≡ 0 (mod 4n)

)
,

0, különben,

∑

̺

̺2nΦ(̺) = 4n
∑

m≡2n (mod 4n)

am,

Lxk = 22n−1
∑

m≡2n (mod 4n)

am.

Az am együttható interpretálható úgy, mint annak a valósźınűsége, hogy
a szimmetrikus bolyongás 2k lépés után az m pontba ér:

am = P (S = m),

ahol S =
∑2k

l=1 ξl, ξl (l = 1, . . . , 2k) 1-et és (−1)-et P (ξl = ±1) = 1/2 valósźınűség-
gel felvevő független valósźınűségi változók.

Ha k < n, akkor |S| ≤ 2k < 2n, és a bolyongás nem ér el m ≡ 2n (mod 4n)
pontot, ı́gy Lxk = 0.

Ha k = n, akkor eléri 2n-et és −2n-et, de csak úgy, hogy mindig 1-et vagy
mindig (−1)-et lép, ennek a valósźınűsége 2 · 2−2n, ı́gy Lxk = 1.

Ha k > n, akkor rögźıtsük, bárhogyan, az első 2k − 2n+ 1 lépést. Az utolsó
után a bolyongás páratlan pontban tartózkodik. Páratlan pont távolsága a hozzá
legközelebb levő, (mod 4n) 2n-nel kongruens ponttól páratlan egész, legfeljebb
2n−1, márpedig a hátralévő 2n−1 lépéssel legalább egyféleképpen bármelyik, ilyen
távolságra levő pontba el lehet jutni. Ennek a (feltételes) valósźınűsége legalább
2−2n+1, ı́gy Lxk ≥ 1.
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Megjegyzés. A binomiális tétel szerint

Φ(z) =
1

4k

k∑

m=−k

(
2k

k +m

)
z2m,

ahonnan rövid számolással

Lxk = 4n−k
∑

0<m≤k
m≡n (mod 2n)

(
2k

k +m

)
.

Nyitott maradt azonban a kérdés, hogyan lehet a segédtétel egyenlőtlenségét
Lxk-nak ebből a látszólag legegyszerűbb, legkonkrétabb alakjából levezetni (más-
képp, mint a fenti 3. bizonýıtás valósźınűségszámı́tási gondolatmenetének kombi-
natorikus átfogalmazásával).

Megoldotta: Mészáros András és – apró pontatlanságoktól eltekintve – Nagy
János. Részeredményt ért el Nagy Dániel. Nem tartalmaz érdemi eredményt két
dolgozat.

9. feladat. Legyen ρ : Rn → R, ρ(x) = e−‖x‖2

, K ⊂ R
n egy konvex test, azaz egy

kompakt, nem üres belsejű konvex halmaz. Definiáljuk a K test ρ súlyfüggvényre
vonatkozó sK súlypontját a szokásos

sK =

∫
K
ρ(x)x dx∫

K
ρ(x) dx

képlettel. Bizonýıtsuk be, hogy a K test eltoltjainak páronként különböző a ρ
súlyfüggvényre vonatkozó súlypontjuk.

Megoldás. Mivel K eltoltjai egymásnak is eltoltjai, elég azt belátni, hogy ha
v 6= 0 egy tetszőleges vektor, és s(t) jelöli a K + tv eltolt sK+tv súlypontját, akkor〈
s′(t),v

〉
> 0 minden t ∈ R-re, hiszen ebből

〈
s(1)− s(0),v

〉
> 0, tehát K és K + v

súlypontja nem eshet egybe.

Elég a t = 0 paraméterértékre belátni, hogy 〈s′(0),v〉 > 0. Kis számolás után az

〈s′(0),v〉 =

= ‖v‖2 +
2(

( ∫
K
e−‖x‖2

〈x,v〉 dx
)2

−
∫
K
e−‖x‖2

〈x,v〉2 dx ·
∫
K
e−‖x‖2

dx)

(
∫
K
e−‖x‖2

dx)
2

egyenlethez jutunk. Azt kellene tehát belátni, hogy

‖v‖2
(∫

K

e−‖x‖2

dx

)2

+

+ 2

(∫

K

e−‖x‖2

〈x,v〉dx

)2

− 2

∫

K

e−‖x‖2

〈x,v〉2 dx ·

∫

K

e−‖x‖2

dx > 0,
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ami egyenértékű azzal, hogy
∫

K×K
[e−‖x‖2−||y||2

(
‖v‖2 − 〈x− y,v〉2

)
] dx dy > 0.

Végezzük el az x = u+w, y = u−w helyetteśıtést. Az u = x+y

2 vektor a K
bármely pontja lehet, mı́g rögźıtett u ∈ K esetén a w vektor a Ku = (K − u) ∩

(−K+u) origóra szimmetrikus halmazon futhat végig. Így az új változókkal feĺırva
a bizonýıtandó egyenlőtlenséget

2n
∫

K

e−2‖u‖2

∫

Ku

[e−2‖w‖2(
‖v‖2 − 4〈w,v〉2

)
] dw du > 0

adódik. Elég lenne tehát azt belátni, hogy tetszőleges K̃ origóra szimmetrikus
konvex testre ∫

K̃
[e−2‖w‖2(

‖v‖2 − 4〈w,v〉2
)
] dw > 0.

Feltehetjük, hogy ‖v‖ = 1. Számoljuk ki az integrált Fubini tételével, v-re merőleges
hiperśıkokon elvégezve először az integrálást. Legyen H =

{
x ∈ R

n : 〈x,v〉 = 0
}
,

χ a K̃ karakterisztikus függvénye, és vezessük be az f : R → R,

f(t) =

∫

H

e−2‖z‖2

χ(z+ tv) dz

függvényt. Ekkor
∫

K̃
[e−2‖w‖2(

‖v‖2 − 4〈w,v〉2
)
] dw =

∫

R

f(t)e−2t2(1− 4t2) dt.

A ρ súlyfüggvény kompoźıciója aH-ra menő merőleges vet́ıtéssel és χ log-konkávok,
ı́gy szorzatuk is az, amiből Prékopa tétele [8, Theorem 6] szerint f is az. Ráadásul
f páros függvény a K̃ szimmetriája miatt, amiből egyszerűen adódik, hogy maxi-
mumát a 0-ban veszi fel, és a 0-tól távolodva értéke csökken. Mivel az (1− 4t2)
függvény a (−2, 2) intervallumon pozit́ıv, azon ḱıvül pedig nulla vagy negat́ıv,

∫

R

f(t)e−2t2(1− 4t2) dt ≥ 2f(2)

∫ ∞

0

e−2t2(1− 4t2) dt = 2f(2)
[
te−2t2

]∞
0

= 0.

Egyenlőség csak akkor állhatna fenn, ha f konstans lenne, de nem lehet az, mert
tartója korlátos és pozit́ıv értéket vesz fel az origóban. Ezzel az álĺıtást beláttuk.

Megoldotta: Nagy János. Részeredményt ért el Kalina Kende és Nagy Dániel.
Nem tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

10. feladat. A kétdimenziós gömbfelület egy triangulációjának minden csúcsához
rendeljük hozzá a śık egy konvex részhalmazát úgy, hogy minden háromszöglap
három csúcsához rendelt három konvex halmaznak legyen közös pontja. Mutassuk
meg, hogy van négy olyan csúcs, amelyekhez rendelt konvex halmazoknak van közös
pontjuk.
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Megoldás (Nagy Dániel megoldása alapján). Gömb helyett tetszőleges zárt fe-
lületre bizonýıtunk. Minden ∆ háromszöglapnak feleltessük meg a ∆ csúcsaihoz
rendelt konvex halmazok egy P∆ közös pontját. A háromszögelés minden ε élé-
nek feleltessük meg az eε = P∆1

P∆2
szakaszt, ahol ∆1 és ∆2 az ε-ra illeszkedő két

háromszög. Ekkor a háromszögelés minden Z csúcsához hozzárendelt KZ konvex
halmaz tartalmazza a Z-re illeszkedő összes háromszöglaphoz rendelt pontot és ı́gy
a Z-ből induló összes élhez rendelt szakaszt is.

Ha van egy ∆ háromszöglap és egy rá nem illeszkedő Z csúcs úgy, hogy
P∆ ∈ KZ , akkor P∆ közös pontja a ∆ csúcsaihoz és Z-hez rendelt négy konvex
halmaznak, és készen vagyunk. A továbbiakban feltesszük, hogy ilyen háromszög
és csúcs nincs. Ebből az is következik, hogy a P∆ pontok mind különbözők, és
egyetlen eε szakasz sem megy át a saját végpontjaitól különböző P∆ ponton.

Ha vannak ε1 és ε2 diszjunkt élek úgy, hogy a hozzájuk rendelt e1 és e2
szakaszoknak van közös Q pontja, akkor Q közös pontja az ε1 és ε2 végpontjaihoz
rendelt négy konvex halmaznak, és készen vagyunk. A továbbiakban feltesszük,
hogy ilyen diszjunkt élek nincsenek.

Véges sok P∆ alakú pontot jelöltünk ki, válasszuk ki ezek konvex burkának egy
csúcsát, legyen ez P = P∆. A trianguláció ∆ háromszöglapjának csúcsait jelölje Zi

(i = 1, 2, 3), a ∆-nak Zi-vel szemközti élét jelölje εi, az e mentén ∆-hoz csatlakozó
háromszöglapot ∆i, az ehhez a śıkon hozzárendelt pontot Pi = P∆i

(i = 1, 2, 3).
A śıkon az εi-knek megfelelő ei = eεi = PPi szakaszok P -ből indulnak, és egy nýılt
félśıkba mutatnak. Feltehetjük, hogy e2 van a másik kettő között. Tekintsük a trian-
gulációban a Z2 csúcsból kiinduló, ε1-től és ε3-tól különböző éleket. Ezek diszjunk-
tak ε2-től, ezért a śıkon nekik megfelelő szakaszok diszjunktak e2-től. Ugyanakkor
e szakaszok alkotta töröttvonal összeköti e1 és e3 P -től különböző P1, illetve P3

végpontját egy P csúcsú konvex szögtartományban. Emiatt a KZ2
konvex halmaz

tartalmazza a P2 pontot, pedig a Z2 csúcs nem csúcsa a ∆2 háromszöglapnak.
Ellentmondásra jutottunk.

Megjegyzés. (Csikós Balázs gondolatmenete alapján.) Az álĺıtás tetszőleges di-
menziós megfelelője is igaz: Egy d dimenziós zárt sokaság tetszőleges M triangulá-
ciójának minden csúcsához rendeljük hozzá R

d egy konvex részhalmazát úgy, hogy
minden d dimenziós lap d+ 1 csúcsához rendelt d+ 1 konvex halmaznak legyen kö-
zös pontja. Ekkor van d+ 2 olyan csúcs, amelyekhez rendelt konvex halmazoknak
van közös pontjuk.

Ezt a következőképpen láthatjuk be. Tekintsük a megadott konvex halmazok-
ból álló rendszer idegét. Ez az az N (absztrakt) szimpliciális komplexus, amelynek
csúcsai az eredeti M trianguláció csúcsai, és néhány csúcs akkor alkot szimplexet,
ha a megfelelő konvex halmazoknak van közös pontjuk. Azt kell belátnunk, hogy
ha N tartalmazza M -et (azaz M minden szimplexe N -nek is szimplexe), akkor N
tartalmaz d+ 1 dimenziós szimplexet.

Az M szimpliciális komplexusban létezik nemnulla, F2-együtthatós d-ciklus:
a d-dimenziós szimplexek összege ilyen. Ha N tartalmazzaM -et, akkor tehát N -ben
is ott van ez a nemnulla d-ciklus. Emiatt elegendő belátni, hogy Hd(N,F2) = 0. Ezt
több lépésben tesszük meg.
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(1) Az előző megoldáshoz hasonlóan, a konvex halmazokat leszűḱıthetjük kom-
pakt konvex poliéderekre úgy, hogy az N ideg ne változzék: minden nem üres
Ki ∩Kj ∩ · · · ∩Ks metszetben kijelölünk egy Pij...s metszéspontot, és kicseréljük
Ki-t a Pi... alakú pontok konvex burkára. Ez azért egyszerűśıti a helyzetet, mert
a kapott poliéderek X uniója egy szimpliciális komplexus teste.

(2) Ha ε > 0 elég kicsi, akkor a poliéderek ε sugarú nýılt környezeteit X-szel
elmetszve a kapott halmazrendszer idege még mindig N . Ez a halmazrendszer ún.
jó (relat́ıv) nýılt fedése X-nek (minden részrendszer metszete pontrahúzható vagy
üres), ezért az N ideg szimpliciális kohomológiája megegyezik az X Čech-féle koho-
mológiájával. Ehhez lásd pl. [2]. Ez a Čech-féle kohomológia pedig megegyezik az X
egy tetszőleges szimpliciális felbontásából számı́tott szimpliciális kohomológiával.

Emiatt tehát N és X szimpliciális kohomológiája izomorf. Ha az együtthatókat
testből választjuk, akkor a homológiák is izomorfak, hiszen a Hi a Hi duális tere.

(3) Az R
d-beli bármely X geometriai szimpliciális komplexusra viszont

Hd(X,F2) = 0. Sőt, a d-dimenziós ciklusok Zd(X,F2) csoportja is nulla. Valóban,
tetszőleges d-dimenziós c 6= 0 láncban fellépő egyik d-dimenziós szimplex egy belső
pontjából ind́ıtsunk egy olyan félegyenest, amely egyik (d− 2)-dimenziós lapot
sem metszi. Ekkor az a (d− 1)-dimenziós lap, ahol a félegyenes elhagyja a fel-
lépő d-dimenziós szimplexek unióját, 1 együtthatóval fellép a c lánc határában.
Ezért c nem ciklus.

(4) Az előzőek szerint

Hd(N,F2) ≃ Hd(X,F2) = 0.

Megoldotta: Ágoston Péter, Mészáros András, Nagy Dániel és Nagy János,
valamint lényegében Ágoston Tamás is. Részeredményt ért el Kalina Kende és Ta
The Anh.

11. feladat. Legyen U a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású valósźınűségi
változó, és legyen

Sn = 2
n∑

k=1

sin(2kUπ).

Mutassuk meg, hogy n → ∞ esetén Sn határeloszlása az f(x) = 1
π(1+x2) sűrűség-

függvényű Cauchy-eloszlás.

Megoldás. Ismeretes, hogy

Sn =
2 sin((n+ 1)Uπ) sin(nUπ)

sin(Uπ)
,

ezért

Sn =
2 sin

(
(n+ 1)Uπ

)
sin(nUπ)

sin
(
(n+ 1)Uπ

)
cos(nUπ)− cos

(
(n+ 1)Uπ

)
sin(nUπ)

=
2

ctg(nUπ)− ctg
(
(n+ 1)Uπ

) .
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Jelölje Zn az nU törtrészét. Megmutatjuk, hogy

(3) (Zn, Zn+1) → (X,Y )

eloszlásban, ahol X és Y függetlenek, és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlá-
súak. Legyen 0 < x < 1, 0 < y < 1, akkor

⋃

0≤k≤⌊nx⌋−1

{
k

n
≤ U <

k + y

n

}
⊆ {U < x, Zn < y} ⊆

⋃

0≤k≤⌊nx⌋

{
k

n
≤ U <

k + y

n

}
,

amiből
⌊nx⌋

y

n
≤ P (U < x, Zn < y) ≤

(
⌊nx⌋+ 1

) y
n

következik, ennélfogva limn→∞ P (U < x,Zn < y) = xy. Tehát

(U,Zn) → (U,X)

eloszlásban, ahol U és X függetlenek, és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlá-
súak. Világos, hogy

(Zn, Zn+1) =
(
Zn, {Zn + U}

)
→

(
X, {X + U}

)

eloszlásban (most { .} a törtrészt jelöli). Ezért elég belátni, hogy {X + U} független
X-től, és egyenletes [0, 1]-en. Ez pedig következik abból, hogy tetszőleges x szám
esetén {x+ U} a [0, 1]-en egyenletes eloszlású, ı́gy {X + U} feltételes eloszlása
az X = x feltétel mellett x értékétől függetlenül egyenletes [0, 1]-en.

Tehát Sn eloszlásban
2

ctg(πX)− ctg(πY )

eloszlásához konvergál. Mivel ctg(πX) és − ctg(πY ) függetlenek és Cauchy-eloszlá-
súak, ezért a számtani közepük is Cauchy-eloszlású, és Cauchy-eloszlású valósźınű-
ségi változó reciproka is ilyen.

Megjegyzés. A Weyl-kritérium kétdimenziós megfelelője [1] szerint a (3) kon-
vergenciához elegendő igazolni, hogy tetszőleges j és k egész számra

lim
n→∞

E
(
exp(2πijnU + 2πik(n+ 1)U)

)
=

= E
(
exp(2πijX + 2πikY )

)
=

{
1, ha j = k = 0,

0, különben.

Ez pedig nyilvánvaló, hiszen

E( exp
(
2πijnU + 2πik(n+ 1)U

)
) =

{
1, ha jn+ k(n+ 1) = 0,

0, különben.

Megjegyzés. A feladat megoldása megtalálható a [7] disszertációban (5.33. té-
tel).

Megoldotta: Kalina Kende, Nagy Dániel, Nagy János és Ta The Anh. Nem
tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.
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