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STROMMER GYULA (1920-1995) TUDOMANYOS

MUNKASSAGA ES HATASA

MOLNAR EMIL

Bevezetés

Ebben az iinnepi el6adédsban fel-
idézziik Strommer professzor ur tu-
doményos munkdassiagat, foleg 1974-
ben irt akadémiai doktori értekezése:
A pdrhuzamosok aziomdjdtol figget-
len geometriai szerkesztések elméleté-
hez alapjan. (Tovébbi publikdciéi és
életrajza a Strommer Gyula Nem-
zetkozi  Geometria Alapitvany hon-
lapjan jelenleg magyar nyelven meg-
talalhatok, http://www.math.bme.hu/
~szirmai/strommer.html.)

E sorok iréja éppen 1974-ben lett
Strommer professzor tudoményos as-
pirdnsa a ,tiikkrozés geometria” téma-
jaban kordbbi mentora, Karteszi Fe-
renc (1907-1989) professzor javaslatéra.
Bolyai Jénos alakja és csodalatos fel-
fedezése, az abszolut geometria von-
zott engem akkor (és azéta is) a nem-
euklideszi geometridk témajahoz, ak-
kor még szinte , halyogkovacs” modjara.
Strommer professzor — mint a Bolya-
iak foldjének, Erdélynek sziilottje — mar
régen miivelte a témat, ismerte annak
gazdag nemzetkozi irodalmat.

1. dia

Azéta is kovetendd példanak tartom tanitvanyaim felé, hogy nem kivanta meg
télem az elézmények ,kasahegyének” atragasat. Hagyta, hogy bédtran nyuljak 1j
témamhoz a tiikrozésgeometriara alapozandé altalanos ,korgeometridhoz”. Pedig
ebben mar neki is voltak tervei, s6t lényeges felfedezései, mint ahogy az késébb
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kidertilt. Kicsit szerényteleniil errdl is szélni fogok, mert még nyitott kérdések is
maradtak a témédban az érdeklodé fiatalabb kollégak szamara.

Itt kevesebb képet idézek fel eléaddasombol, de mindenképpen ide kivankozik
az 1. dia, Salca Maria talalé rajza a Miiegyetem humoros tjsagjabdl, a Vicindlis
Dugohizobdl. A nyakkend6 ,tart a oo végtelenbe”, ahol a parhuzamosok taldlkoz-
nak (mint Gyula batyank eldaddsaiban). Pethes Endre (Bandi bécsi (1922-2005))
kollégank mindig csak attdl tartott, hogy ez a oo a ,leveses tanyér aljat” jelenti.

1. A Bolyai kultusz és a geometria alapjai

Az els§ Magyar Matematika Kongresszuson (1950) Friedrich Bachmann (1909
1982), akkor mér vildghirii német geométer meghallgatta Strommer Gyula el6adé-
sdt, és ezutan rendszeresen meghivta konferencidkra. Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff (1959, mésodik b&vitett kiadds: 1973; A geometria meg-
alapozdsa a tikrozésfogalom segitségével) konyve a magyar geométerekre (Karteszi
Ferenc, Szasz Pal (1901-1978) és a fiatalabb generdcid) is nagy hatédst gyakorolt,
kés6bb nekem is ,,biblidm” lett. A kényv lényeges djitdsa egy G. Thomsen (1932)
dolgozatabdl szdrmazé Stleten alapult: Az egyenesre és a pontra vonatkozd tiikkrozés
elemi tulajdonsagai alapjan, tovabba példaul, hogy a sik barmely egybevagdsiga
legfeljebb hdrom egyenestiikrozés szorzata (egymasutdnja), a sikgeometria alapvetd
tényei az egybevigdsag-csoportban (algebrailag) is megfogalmazhaték. (Ez mddsze-
rében hasonlit R. Descartes koordindta-geometridjdhoz.)

Mindezt nagyon szépen ki is fejti a konyv, mindjart az elején megjegyezve,
hogy az egyenesek metszésérol szold euklideszi parhuzamossagi axioméat nem kove-
teljiik meg. A felépités ettdl fiiggetlen (Bolyai Janos kifejezésével: abszolit érvényli).
Tehat példaul, a haromszog sz6gosszege nem feltétleniil 180°, mint a hagyoméanyos
euklideszi geometridban. Lehet kisebb, mint a Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperboli-
kus geometriaban. De lehet nagyobb is, mint a gombi geometridban, vagy — most
inkdbb a beléle (a szemkozti gdmbi pontok logikai azonositdsdval) szdrmaztatott —
elliptikus geometridban.

2. Az Ertekezés

No most Strommer Gyula nem ezen a nyelvezeten, hanem David Hilbert, német
klasszikus Grundlagen der Geometrie (els kiaddsa 1899) munkdja alapjan dol-
gozik, visszanyulva az euklideszi vonalzds-korzos szerkesztésekhez, de a parhuza-
mossagi axiématdl fiiggetleniil. S6t a két szerkesztd eszkozt korldtozottan hasz-
nélja. A Mohr—Mascheroni szerkesztések az euklideszi sikon csak a korzot engedik
meg (1672, illetve 1797). G. Mohr volt az ,elsé ddn Euklidesz” (Euclides Dani-
cus). L. Mascheroni, olasz matematikus munkéjat Napoleon is ismerte. Napoleon
hires feladata — szerkesztendd adott hdrom ponton dthalado kor kézéppontja csu-
pdn korzd alkalmazdsdval — a francia akadémia tagjait, igy Laplace-t is ,,elblivolte”
a megoldassal.
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Az a tétel, hogy bdrmely vonalzoval-korzdvel véges sok lépésben megoldhato
feladat csak korzével is megoldhaté az abszolit sikon — Strommer professzor
jelentds eredménye az értekezés mdasodik részében. Sét, adott (0 < r < R) kor-
ldtd ¢ korzényildst is megenged (r < ¢ < R) — K. Yanagihara japdn matematikus
euklideszi eredményének (1931) dltaldnositasaként.

Mindezt nagyon szerényen Johann Hjelmslev, ,a masodik dan Euklidesz” to-
rekvései kifejtésének tekinti, ahogy értekezésének bevezetésében, a 2-3. didkon lat-
hatjuk. Itt ,veretes magyar nyelven”, a régiek stilusdéban Gsszefoglalja eredményeit.
Néla mindig jellegzetes a labjegyzetek kezelése. Ott talaljuk a téma torténetét,
motivaciéit. Szépen kiemeli Vermes Imre (1940-2002) kollégdnk egyetemi doktori
értekezésének eredményeit is.

Igen valdszinii, hogy Hjelmslev mar a pusztdn kdrzdvel végezhetd
szerkesztéseknek ilyen értelemben vald vizsgalataval is foglalkozott. O
ugyanis egy dan nyelvii dolgozatéban* kimutatja, hogy a derékszdgl harom-
szdgnek két befogdjabél, ill. az atfogdjabdl és egyik befogdjabodl vald
ama szerkesztése, melyet Mohr fentidézett mfivében adott, megfeleld médo-
sitasokkal a nem-euklidesi geometriédban is elvégezhetd. De p. o. egy a-
dott tédvolsadg felezésére az ott adott megolddsok a nem-euklidesi geomet-
ridban nem haszn&lhatdk. "Es itt azutdn" — mondja Hjelmslev — "a nem-
euklidesi geometria mély problémadjahoz érkeztiink, melyet egy késSbbi al-
kalommal vizsgdlok meg alaposabban." Azonban e targyra nem tért tdbbé
vissza. —

Ezeknek a vizsgadlatoknak a folytatdsa képezi a jelen dolgozat
targyat.

Dolgozatom I. részében néhany olyan tételnek a parhuzamosok elméle-
tétdl fliggetlen levezetését adom, amelyekre tulajdonképeni targyaldsunk-
ban t&bbszdr sziikkségiink lesz.tt Ugyanitt kimutatom, hogy barmely olyan

* Die geometrischen Konstruktionen mittels Lineals und Eichmasses, Opuscula ma-
thematica Andreae Wiman dedicata, Upsala 1930, 175—177. lap.

#% RKésBbb ugyanerre az eredményre jutott S.Guber (Strecken und Winkeliibertragung
mit Lineal und Eichmass in der absoluten Geometrie, Sitz.-Ber.d.Bayer.Acad.d.Wiss.,
math.-nat. Klasse 1959, 251—261. 1.), ki Hjelmslev dolgozatdt nem ismerte.

E kdrbe vagd szerkesztéseket kHzdlt még Szdsz Pdl kdvetkezd dolgozatdban: New
gauge constructions of perpendiculars without assumming the parallel axiom,Archiv der
Math. 13. kbt. 1962, 147—150. lap.

Hjelmslev vonalzéval és alapmértékkel végzett szerkesztéseit magyar nyelven
Kiirschak Jozsef ismertette: A paralleldk axiomdjatdl fiiggetlen szerkesztések,Mat.Fiz.
Lapok 37. k&t., 1930, 1—20. 1.

2. dia

Az értekezés elsé részében, a szitkséges el6zmények dsszefoglalasdban is Hjelm-
slevre tdmaszkodik elsésorban. Az abszolit stk — nem-valddi (idedlis) pontok, to-
védbba nem-valddi (idedlis) egyenesek bevezetésével — projektiv sikkd bévithetd ki
az ugynevezett félforgds fogalmanak segitségével. Ezeket a fogalmakat a probléma
elemi jellegére” tekintettel — a korabbi magyar hagyomdanyos torekvéseket is ko-
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vetve — csak korlatozottan hasznélja, hogy barmely két egyenesnek ,legyen idedlis
metszéspontja”’. Ez hasonl6 az euklideszi geometridhoz, ahol az egyméssal parhu-
zamos egyenesekhez egy ,kozos (végtelen tdvoli) idedlis pontot csatolunk”. A nem-
valédi idedlis egyenest azonban nem hasznalja.

A félforgdsok Hjelmslev-féle alaptételét (Merdlegesek tétele = Lotensatz)
a 4. didn csupéan érzékeltetjiik. Strommer professzor, megint nagyon szerényen, ezt
kiterjeszti idedlis (nem-valédi) O kezddpont koriili félforgédsra, ahogy az 5-6. did-
kon szerepel.

Az 5. didn lathatjuk a félforgas dltaldnositasat. ElGszor egy O valédi kezdé-
pont koriili adott forgasndl elobb egy tetszéleges A pont Ay képét vessziik, majd
az AA, szakasz A felez6pontjat tekintjiik. Az igy kapott A — A;, majd hasonléan
B — By, C' — (4, ... hozzarendelést nevezziik félforgasnak. Ez a leképezés mar
nem egybevagdsag, de egy egyenesen 1évé pontokhoz egy egyenesen 1év6 pontokat
rendel (Hjelmslev alaptétele szerint, még tovdbbi hasznos tulajdonsigokkal). Ha
az O-koriili forgdst O-ra illeszkedd egyenestiikrozések szorzataként (egymdasutdnja-
ként) tekintjiik, akkor természetes lesz a kiterjesztés nem-valédi O kezd6pontra is
(a Hdrom tikriozés tételével). Rdaddsul igy barmely valédi ponthoz valédi pontot
rendeliink, de nem-valédi pontnak is lehet valédi a képe.

Az elsé rész masik fontos téméaja a kérre vonatkozd tikrozés (a korre vonat-
kozé inverzid) abszolit sikra torténd kiterjesztése — ahogy a 7-8. didkon lathatjuk —
azzal a céllal, hogy egyenesek és altaldnositott korok (agy-nevezett ciklusok, mint
a tdvolsdgvonal azaz hiperciklus, tovabba a ,wégtelen sugari kor” azaz paraciklus,
lasd késébb) korre vald tiikorképe is kor legyen. Ezzel az euklideszi esethez analdg
tervet tudunk majd kovetni: Két pontjukkal megadott egyenesek metszéspontjat,
vagy egyenes és kor metszéspontjat Ugy szerkesztjiikk meg, hogy el6szér megszer-
kesztjiik egy korre valé tiikorképiiket. Ezek korok lesznek, metszéspontjuk kijelol-
het6. Majd ezeket a kapott pontokat ,wisszatikrézzik” (igy esetleg nem-valédi pon-
tokat kapunk). Az euklideszi geometria eljardsa jol ismert Székefalvi Nagy Gyula:
A geometriai szerkesztések elmélete (Akadémiai Kiadd, Budapest, 1968) konyvének
54-55. oldalardl.

Az abszolit sikon egy j6l megtervezett feladatsorozat (6sszesen tobb mint
25 feladat, itt-ott braviros megolddsa) sziikséges, melyek koziil csak kettét emelek
ki a 9-10. didkon (szabad Jket ondlldan megoldani!!!). Az 1. feladatban ,megkét-
szereziink” egy adott AB szakaszt (2- AB = AC| vigydzat, a hagyomdnyos médszer
— 3 szabdlyos hdromszog egyméas mellé helyezésével — most nem j4!). A 2. feladat-
ban az A és B pontjaival megadott egyenesre A-tdl felvissziik az adott C' D szakaszt
(AN = CD)).

Itt kiemeljiik az in. Archimédesz-féle axioma szerepét: Adott AB > CD szaka-
szok esetén mindig van olyan n természetes szam, hogy n-CD > AB. Mar a klasszi-
kusok ramutattak, hogyha ezt nem tessziik fel, akkor a hagyoményos szerkesztések
nem feltétleniil végezhetdk el csupan korzovel.

Az értekezés harmadik részében a vonalzés szerkesztésekkel foglalkozik Strom-
mer professzor, hasonlé gondossaggal. Itt kiillonosen a klasszikus Poncelet-Steiner-
szerkesztések abszolut sikra torténd kiterjesztése a téma, amikor egy kozéppontjé-
val egyiitt megrajzolt kor megadasa utan szeretnénk a hagyomanyos szerkesztéseket
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szerkesztés, amely egyenesek és &ltalédnos kdrdk (ciklusok) segitségével
vihetd keresztiil, kdrzdvel és vonalzéval megoldhatd. E tétel &ltaldnosi-
tédsa a Bolyai-sikon vald szerkesztések elméletében alapvetd megfeleld
tételnek. *

A II. részben megmutatom, hogy az Osszes mértani szerkesztések csu-
pan korzdvel elvégezhetBk. Majd kimutatom, hogy pusztdn k8rzdvel végez-
het$ barmely szerkesztés akkor is elvégezhetd, ha a kdrzOvel csak olyan
kdrdket lehet rajzolni, amelyeknek p sugardra az r < p < R egyenlStlen-—
ség all fenn, ahol r és R eldre megadott hosszlsdgok és r < R.

A tovabbiakban a teljesség kedvéért felvetem a kérdést, vajjon az
(egyszer(l) elliptikus geometridban elvégezhetlk-e a kdrzd kizardlagos
hasznédlataval az Ysszes mértani szerkesztések, &s megmutatom, hogy a va-
lasz erre a kérdésre igenld (feltéve, hogy a kdrzdvel megvonhatd két is-
mert pontjaval megadott egyenes, ha ismerjilk a félegyenes nagységéat).®*

Evvel azutén a targyalt kérdés teljesen tisztazva van.

Dolgozatom III., befejezd részében annak bizonyitasaval foglalkozom,
hogy vonalzdéval és a kdzéppontjaval egylitt kirajzolt kdr segitségével
csak az Fuklides-féle geometridban végezhetd el minden mérteni szerkesz-~
tés, és ezzel kapcsolatban megmutatom, hogy mikép lehet pusztan csak vo-
nalzdéval megoldani mindazokat a feladatokat, melyeket az elemi geometria
a korzG és vonalzd szabad haszndlatival old meg, ha a sikban fdlvett se-
gédkdrdn kiviil adva van a kdzéppontjdval egylitt megrajzolt kbz, vagy két
egymdsra merdleges egyenes.

Megjegyazés. E segédtétel analogonja az 1. segédtételnek.*#* Ez kii-
16n8sen szembetlinik, ha az 1. segédtételt igy fogalmazzuk:

Na az ABC hdromes¥g BC, CA, AB oldalait, vagy ezek meghosszabbitd-
sait egy tetszés szerinti egyenes az Al, Bl’ Cl pontokban metszi,tovdbbd
ha a, b, c és ays by, ¢y az 4, B, C és Ays By, €y pontokat a télilk kii-
16nbdab P ponttal Jsszekdtd egyenesek, akkor az

(a,b) = (bl,al), (b,e) = (cl,bl), (e,a) = (al,cl)
egyenldségek egyszerre dllanak fenn.
Hjelmslev-tBl* szarmazik a kdvetkezd

M 3. segédtétel. Ha az AOB hdromszdg OA és OB ol-

dalaira A-ban és B-ben merélegest emeliink (3. &b-

ra),** melyek a s&ik tényleges vagy nem tényleges

/ A4 M pontjdban metszik egymdst, és az O csidcsbdél meg-

rajzoljuk az ON magassdgot, akkor

(0A,0M) = (ON,0B).

Amilyen egyszeriinek l&tszik e tétel, olyan fon-
tosak k&vetkezményei. Ogy, hogy bizvast alaptételnek
tekinthetG.®%#%

0 N

3. dbra.

8—4. dia
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A félforgds fogalmdnak dltaldnositdsa.

A kovetkezOkre nézve szilkségesnek latszik a félforgds fogalménak &l-
talédnositdsa. Ez a kovetkezOképen tdrténhetik.

Legyen (4BC...) egy tetszOleges idom, melynek pontjai mind tényle-
ges pontok, tovadbba legyen a és b két egyenes, melyek egy és ugyanazon
tényleges vagy nem tényleges 0 ponton mennek &t; ha az (4BC....) idom az
a és b egyenesre vonatkozd tiikr&zés egymasutdn vald alkalmazasa altal az
(4,B,C,...) idomba vihetS &t,akkor az A4,,BB,,CCyys... k828k A ,B),Ciyene
felezd pontjai oly idomot alkotnak,amelyben az eredeti idom minden egyes
pontjanak egyetlen egy pont felel meg. Az ily leképezést az 0 pont ko-
riill vald félforgdenak nevezziik;* ha az 0 ponton A&tmend egyeneseknek egy
1 kdz8s merSlegesiik van, akkor a leképzést az ! egyenes mentén vald fél-
eltoldsnak is nevezhetjiik.

Egy nem tényleges pont k&riil valdé félforgadsndl ugyanigy mint a tu-
lajdonképeni félforgasndl az egybevagd pontsorok megfeleld pontjai altal

* EJy nem tényleges pont k&rill vals félforgas fogalma ugy hiszem a 9. lapon
a szbveg alatti jegyzetben idézett miasodik értekezésemben volt legeldszdr bevezet-
ve.

hatdrolt k&zdk felezd pontjainak mértani helyére vonatkozé tétel* foly-
tdn barmely g egyenes tényleges pontjai egy g, egyenes‘tényleges pontja-
iba mennek &at; ha g atmegy az 0 ponton, akkor g is atmegy az 0 ponton.

Az 0 ponton atmend két egyenes altal alkotott idom, mint k&nnyen
lathatd, egybevdgd a megfeleld egyenesek &ltal alkotott idommal.

Tovabbad minden derékszdgnek,melynek egyik szara atmegy az 0 ponton,
derékszdg felel meg.Legyen ugyanis (8.&bra) az 0A34F90° és hosszabbitsuk
meg BA-t C-ig GUgy,hogy AC=BA.Ha a szbban forgdé félforgadsndl A-nak Al fe-
lel meg, akkor a félforgas az
OA-ra és 0A,-re vonatkoz6 tiik-
rézések segitségével szarmaz-
tathat6.Ha e két tlikr6zés utén
a Bés C pont B,-be és Cz-be megy
at, akkor B,C, a CB-nek OAl-re

272
vonatkozé tiikdrképe sigy a BB2

koz B1 felezd pontja a 002 k&z
Cl felezd pontjaba fog &atmen-
ni.De akkor a BC-nek megfeleld
3101 egyenes OAl-re merdleges. 8. ébra.

5-6. dia
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5. A korre vonatkozé tiikrézés.

A most bebizonyitott tétel alapjan a kdvetkezd értelmezést adjuk:

Legyen (28.4bra) a tetsz8leges K kdr kdzéppontja 0;az O-n atmend e-
gyenes két pontjat P,P'-et a K kdrre vonatkézolag egymds tiikorképének ne-
vezzilik,ha a rajtuk atmend k&rdk K-t derékszdg alatt metszik.K-t alapkdr-
nek, 0-t pedig inverzico-kozep-
pontnak mondjuk. Az alapkdrén
fekvG P pont inverzének Onmaga
tekintendd.

Ezen értelmezésbdl kitl-
nik,hogy P aP'-et és viszont P’
a P-t egyértelmiien hatdrozza
meg. Lathatd tovébba, hogy P és
P'az O-nak ugyanazon az oldaléan
van, a kettd koziil az egyik az

alapkérén beliil, a mésik azon
kiviil esik. 28. édbra.

Ha most a Ppont az 0O-n at-

12. tétel. Ha valamely k dltaldnos kér a K alapkért annak egy A pont-
jaban érinti és azon kiviil halad, akkor k barmely P pontjdnak inverze:P'
egy oly k' koron feksazik, mely K-t ugyanazon A pontban érinti, & melyet
k inverzének neveznek;* megforditva: a k' kor barmely P'pontjanak inver-—
ze, ha ilyen egydltaldban van, a k kor pontja.Ha k oly egyenld tdvolsdgu
vonal, melynek alapvonala az 0 inverszid-kdzéppont és az A érintéei pont
dltal hatdrolt kdzt merdlegesen felezd egyenes, akkor k' dtmegy O-n.

Bizonyitas: Legyen (29. &bra) P a k kornek az 04 egyenesen kiviil
fekvd tetszdleges pontja. Az OP egyenes a P-n atmend és K-t az A-ban de-
rékszdg alatt metszd k1 k6rt még egy P' pontban metszi, mely P tiikdrképe
K-ra vonatkozdlag.

Ha ugyanis &, szlikebb
értelemben vett k&r,akkor ez
az imént adott értelmezésbdl
kbvetkezik.Hogy minden eset-
ben igaz, az igy lathatd be.
Az O pontbdl a klkﬁrhéz vont
érintSd feltevéseink folytén
az alapkdr sugara, igy a 1l1.
tételnél fogva ugyane pont-
bé6l a PP' mint atmérds folé
rajzolt kdrhdz vont érintd
is a X kbr sugara.De akkor a
PP' atmér6jd k&r K-t derék-
sz8g alatt metszi,vagyis P és

29. ébra. P'valéban egymas tiikdrképe a
K-ra vonatkozdlag.

7-8. dia



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 8 — #8

2. Az alapfeladatoknak pusztin kérzdvel valé ldédsa, ha djiik a korzd

=} -t -}

szabad hasznilatit.

Pusztadn kdrzdvel csak a III. alapszerkesztés végezhetd el. Felada-
tunk tehat, hogy kimutassuk, hogy az I. és II. alapfeladatok mindenkor
visszavezethetdk a III.-ra.

A visszavezetésnél sziikséglink van néhany feladat megoldaséara.A fel-
adatok a k&vetkezTk:

1. feladat. Adott AB td- R
volsdgot kétszerezziink meg Bd
ugyanazon egyenesen,ha a td-
volgdgnak csak a végpontjai
igsmeretesek. (36. &bra.) P,{/_\\

Megoldds:#* A-bbl, mint \
kbzéppontbdl 4B sugarral kért
rajzolunk, melynek keriileté-
re B-tDl szamitva kétszer ra- Y>< ?X<>A g ><C’
visszilk az 4B sugarat mint
hart, midltal P pontot nyer-
jlk.B-bol BP—vel kdrivet raj- Q
zolunk,mely az 4 kdrt még Q-
ban metszi. Ezutdn P-bol és

>
@-bdl 4,illetlleg B ponton at S
kériveket rajzolunk, melyek
egymdst még X-ben és Y-ban 36. 4bra.

metszik. Most B-bOl és X-bdl

BX sugArral egymést metszS kdriveket rajzolunk.Igy nyerjiik az Rés S pon-
tokat.Ha végre R-bBl és S-bdl Y ponton &t kdriveket rajzolunk,melyek még
C-ben metszik egymist, akkor A, B és C egy egyenesben fekiisznek és

AC = 2.AB.

Fzen eljards tSbbszdri alkalmazésédval szerkeszthetiink olyan ¥ pon-
tot, hogy (n alatt pozitiv egész szamot értve)

AN = n.AB.

2. feladat. Az A és B pontjaival megadott egyenesre vigyiik fel A-
tél a megadott CD tavolsagot. {37. &bra.)

37. ébra.

9-10. dia
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csupédn vonalzéval elvégezni. Az abszolut sikon ez csak tovabbi adatokkal lehetséges,
de errdl a kovetkezo fejezetben szélunk, ahol — most mar révidebben — az értekezés
utééletét is érintjik.

3. Az Ertekezés hatdsa

A 11. diédn, tovabbi részletezés nélkiil, mindjart bemutatom Csorba Ferenc gyéri
tandr kollégdmmal irt cikkiink elsé oldalat a Matematikai Lapok, 33/1-3 (1986)
szamabol. A cikknek — persze, nagyon megtisztelé médon — Strommer professzor
volt a biraldja.

STEINER-FELE SZERKESZTESEK
A PROJEKTIV METRIKUS SIKON

CSORBA FERENC és MOLNAR EMIL

Kdrteszi Ferenc Professzor Urnak 80. szilletésnapja alkalmabol

1. Bevezetés

Poncelet és Steiner bizonyitottak a kovetkezs tételt: Minden euklideszi értelem-
ben elvégezhetd szerkesztés megoldhaté a vonalzd kizdrdlagos hasznéalataval, ha
adott a rajz sikjaban egy kor a kozéppontjaval.

Strommer Gyula [15]-ben kimutatta, hogy az Euklidesz-féle parhuzamossagi
axioma el nem fogadasa esetén nem lehet minden korzével és vonalzoval elvégezhets
szerkesztési feladatot csak vonalzdval megoldani akkor sem, ha ismert a sikon egy
kor a kozéppontjaval egyiitt. Megmutatta, hogy ha a kozéppontjaval egyiitt kiraj-
zolt koron kiviil ismeretes a kor kozéppontjatdl nem egyenl§ tavolsigra levs két
adott pont 4ltal hat4rolt szakasz felezGpontja, vagy két, egymasra merdleges egyenes,
melyek koziil egyik sem megy at a kor kozéppontjan, akkor barmely korzdvel és
vonalzoval elvégezhet§ szerkesztés csupan vonalzéval is elvégezhetS; e szerkesztések-
nél a kor kozéppontja nem nélkiilézhets.

Dolgozatunkban a Steiner-tétel ezen 4ltaldnositdsat algebrai médszerrel igazol-
juk, egységes mdédon kezelve az euklideszi és a hiperbolikus sik esetét a bedgyazd
projektiv metrikus sikban [2, 4, 7, 8, 10, 11].

Strommer Gyula eredményén tulmenve megmutatjuk, hogy barmely ciklus
(kor, paraciklus, hiperciklus) kzéppontjaval egyiitt torténé megadasa, tovabba egy
a sik metrikus 4llandéjat jellemzd tobbletadat felvétele utdn, minden euklideszi
értelemben vett szerkesztés elvégezhet§ csak vonalzo segitségével is. A szerkesztések
végrehajtdsa majd a szerkesztGcikluson vald pontszdmolas alapjan torténik, ezért
ehhez sziikségiink van a sikbeli pontoknak, egyeneseknek, koroknek cikluspontok
segitségével vald projektiv koordinatdzasara. Médszeriink alapgondolata a Hilbert-
féle végkalkulusbdl szdrmazik [1, 2]. Az Gjabb axiomatikai kutatdsokban is nyomon
kovethetjiik ennek a mddszernek a hatésat [1, 3, 7, 12, 13].

11. dia
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Itt sikeriilt a projektiv kupszeletek valés (t € RNoo) paraméterezésén:
(mo; xt, xz) ~ (1;tt,t) alapulé szdmoldssal és aztdn vonalzds szerkesztéssel
— a Hilbert-féle végkalkulus szellemében — a Strommer-tételt tetszbleges szerkesztd
ciklusra (korre, paraciklusra azaz horociklusra, tovdbbd hiperciklusra) dtvinni. Per-
sze, itt mar az abszolit stk projektiv bedgyazasat hasznaltuk. Felvethetd, hogyan

lehet anélkiil (minél ,elemibben”) dolgozni?

Ugyancsak a projektiv bedgyazas felhasznédlasaval késziilt a 12. didn lathato
dolgozat (kandiddtusi értekezésem eredménye, Strommer professzor témavezetésé-
vel). Hogyan értelmezhetd az abszolit sikon a legdltaldnosabb inverzid, mint bijektiv
ciklustarto leképezés? Itt a Bachmann-féle tiikrozésgeometria szellemében dolgoz-
tam, mindent a tiikrozések nyelvén fogalmazva.

A 13. didhoz kapcsolédva csak a ciklus fogalmét emlitem. Az A (valédi vagy
idedlis) kozépponton dthaladdé Gsszes egyenesre tiikroziink egy Ag adott pontot.
Ezek halmaza lesz a ciklus. Az a abra mutatja, ha A valédi pont, a b abran
A kiilsé pont — a hiperbolikus sik H abszolut hatdralakzatdra nézve — ennek a
poldris egyenese lesz a hiperciklus (tdvolsdguonal) alapja. Ha A hatérpont lenne
(A € H), akkor kapndnk a paraciklust (vagy horociklust, azaz végtelen sugari kort,
amit most nem abrdzoltunk).

Végiil is kideriil, hogy a sikbdl érdemes kilépniink a térbe, hogy teljes leirast
kaphassunk. Ugy, ahogy az euklideszi sik kérgeometriai (konform) modelljét kapjuk
a stkot érinté gombre (sztereografikusan) vetitve az érintésponttal szemkozti cent-
rumbdl. A vetiileti stk aztdn parhuzamos is lehet ezzel az érint6 sikkal (14. dia).

Az euklideszi sikbeli inverzid egy gombi (pdlusra-poldrsikjdira vonatkozd har-
monikus projektiv kollinedcid) tikrozés sztereogrdfikus vetiilete lesz. Ez viszonylag
koézismert, a 14. dian abrazoltuk.

A 15. didn bemutatjuk az elliptikus sikgeometria inverzidjainak esetét. A tétel
szinte ugyanuigy szol, csak a gomb egy bels6é pontjabol vetitiink annak polérsikjara.

A 16. dia két valtozatban is mutatja a hiperbolikus sik inverzidjdnak esetét.
A jellemzés megint ,,ugyanugy” szol, csak egy kiils6 pontbdl vetitiink annak a gém-
b6t metsz6 polarsikjara. A metszetkor a H abszolat hataralakzat.

Nem széltunk a ,finomsdgokrdl”. Példdul, hogy gémb helyett , alkalmas (most
elliptikus) térbeli ,kvddrik” szerepelhet. A téma sik (d = 2) helyett tetszOleges d-
dimenziéra is kiterjeszthetd. Algebrailag, a projektiv bedgyazds koordindta-test-
jének kvadratikus osztdlyai jatszanak szerepet.

10
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Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae
Tomus 37 (4), (1981), 451—470.

INVERSION AUF DER IDEALEBENE
DER BACHMANNSCHEN METRISCHEN EBENE

Von
E. MOLNAR (Budapest)

Herrn Professor J. Strommer zum 60-sten Geburtstag gewidmet

1. Einfiihrung

Die Begriffe des Kreises und der Inversion kénnen analog zu den klassischen
euklidischen und nichteuklidischen Ebenen bereits in der metrischen Ebene
A (G, S) im Sinne von F. BACHMANN [1], § 3 verallgemeinert werden. Die spiegelungs-
geometrische Fassung ermdglicht die Definition des Zykels, der eine natiirliche Ver-
allgemeinerung des gewohnlichen Kreises ist. Man kann sich die Frage stellen, ob
und wie die Inversion, als eine involutorische zykeltreue Abbildung, auf der Ebene
A (G, S) definiert werden konnte. Die definitorischen, beweistechnischen Schwierig-
keiten, ferner unsere Bestrebung nach einer einheitlichen kurzen Behandlung fithren
uns bald dahin, daB wir die Begriffe und die Satze in der projektiven Einbettung
von (G, S), d. h. auf der projektiv-metrischen Idealebene Z.# formulieren. Dieser
Behandlung kann man diejenigen speziellen Fille entnehmen, die auf die urspriing-
liche metrische Ebene bezogen sind, wenn das Einbettungsverfahren unter [1], § 6
in der umgekehrten Richtung erfolgt. So fassen wir eine komplizierte Diskussion
zusammen. Anderseits besitzt man bisher keinen Uberblick iiber die Modelle von
M (G, S), also steht die allgemeine Frage, wie man auf einer projektiv-metrischen
Ebene eine metrische Ebene als eine Teilstruktur auszeichnen kann, noch offen [1],
§ 20. Die Allgemeinheit erfordert ja die projektive Formulierung.

12-13. dia

11
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PM

1. dia

4. Kupszeletek

Itt csak megemlitem egyetemi doktori értekezésemben a kupszeletek tiikrizésgeo-
metriai tdrgyaldsdt, melyek kandidatusi dolgozatomban mellékeredményként ki-
adddtak. Példdul a hiperbolikus sikon 20-féle (nem-elfajuld) kipszelet van, ezek
dualis parokba sorolhatok. A 17-18. didkon bemutatunk néhanyat. Csima Géza
doktoranduszunk, Szirmai Jend kollégdnk témavezetésével ezek izoptikus (dllandé
latészogll) gorbéit mostandban irta le.

5. Szabdlyos 17-szbg és 257-sz0g szerkesztése. Epilogus

C. F. Gauss fiatalon fedezte fel — algebrai moddszerrel, a kvadratikus testbévitések
attekintésével —, hogy mely primszam oldali szabélyos sokszogek szerkesztheték
euklideszi médon, korzovel és vonalzdval. fgy a2*4+1 =17 2% +1 = 257 oldalii sza-
bélyos sokszogek szerkeszthetdk. Szép (viszonylag egyszerli) geometriai szerkesztés
megtalaldsa Strommer professzort is élénken foglalkoztatta.

A 17 sz0g szerkesztésének tankonyvbe is illesztheté geometriai elemzését tar-
talmazza a 19-21. didkon lathato cikke, amely persze finom részleteket jelez. De egy-
séges a modszere, melyet a 257-sz0g szerkesztésének elemzésénél is kovethetnénk
(a 22-23. didkon).

Ez a cikke — Prok Istvan kollégank gondozasdban — sajnos, csak haldla utan
jelenhetett meg. Még ott volt veliink a jubildlé Hans Vogler professzor 60. szii-
letésnapjan Grazban. O vitt benniinket, Vermes Imre kollégammal az autdjan.
A Miegyetemhez visszaérve szokatlanul faradt volt, Vermes Imre még hazakisérte.
Maésnap a kérhazban dertilt ki, hogy 26 egység volt a vércukorszintje. Sajnos, a kor-
hézbdl mar nem tért vissza.

Gyula batyank versenyt futott az id6vel, de végiil is 6 gy6zott.

12
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15-16. dia

Ezuaton is megk6szoném Prok Istvan, Rumi Tamas és Szirmai Jeno kollégédknak
a kézirat el6allitasdhoz nyujtott segitségiiket.

13
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17-18. dia

Emil Molnér: The scientific work of Gyula Strommer (1920-1995) and
his impact

Professor Julius (Gyula) Strommer was a charismatic teacher of the Budapest Uni-
versity of Technology and Economics (BME) and a leading figure of The Inter-
national Society of Geometry and Graphics and also of our societies in smaller
circle, surrounding countries of Hungary, from the beginning. On his anniversaries

14
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Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 30 (1995), 433-441

ZUR KONSTRUKTION DES REGULAREN SIEBZEHNECKS

J. STROMMER

Meinem lieben Freund, Herrn Prof. H. Sachs zum 50. Geburtstag gewidmet

Abstract

At the construction of the regular 17-gon one has to solve a chain of dependent quadrat-
ic equations. All the authors of the various constructions have been concentrating on ge-
ometric representation of the roots of these equations. As F. Klein ([5], p. 19 and 26),
F. Enriques ([2], p. 175), Th. Vahlen ([9], p. 155) and later also H. Lebesgue ([6], pp.
149-150) emphasized their wishes to construct the regular 17-gon on the base of purely
geometric analysis. This is the intention of this paper giving such a discussion, which can
be treated also in a textbook of plane geometry.

Von Alters her sind uns von den reguliren Polygonen mit ungerader
Seitenzahl nur die Konstruktion der Polygone von 3, 5 und 15 Seiten be-
kannt. Erst Gauss hat im Jahre 1796 bewiesen, daf§ auch die Konstruktion
des regularen Siebzehnecks mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar ist. Man hat

19. dia

I would like to remind you on his main scientific activity in the field of foundation
of geometry, or in particular, of geometric constructions on the absolute plane.

His main research topic is summarized in this survey on the base of his aca-
demic doctor dissertation: To the theory of geometric constructions, independent
of the axiom of parallels (1974). He starts with the Mohr-Mascheroni constructions
exclusively by compasses. By the ideas of the “second Euclides Danicus”, J. Hjelm-
slev, he extends these to the absolute plane, not used the projective embedding, in
general. His bravour constructions are remarkable nowadays as well.

The author of this paper, was so lucky to be his scientific aspirant in 1974,

could extend this projective machinery to the general circle geometry on the base
of reflections in the sense of Friedrich Bachmann.

Molndr Emil

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Matematika Intézet
Geometria Tanszék

15
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Fig. 1

Zu diesem Zweck sei O der Mittelpunkt eines Kreises mit dem Radius
OA=1 (Fig. 1), in den das regulire 17-Eck AA;A,...As einbeschrieben
werden soll. Es seien Py, P, ..., Py die Projektionen der Eckpunkte A;, A,,
..., Ag auf den Durchmesser AB des Kreises. Die von denselben Eckpunkten
auf den zu AB senkrechten Radius OC gefillten Lote sind gleich der Hilfte
je einer der Diagonalen eines demselben Kreis einbeschriebenen regularen 34-
Ecks. Wir bezeichnen diese Diagonalen in abnehmender Reihenfolge ihrer
Gr6fle mit z4,25,...,zs. Dann gilt:

2'0P1=.’L‘2, 2'0P5=CE7,
2'0P2=.’D4, 2'0P6=.’L‘5,
2-0P3=126, 2'0P7=.’L‘3,
2'OP4=£L'8, 2'01‘)8:271.

In der Figur sind die Mafzahlen der einzelnen Winkel in Bezug auf {7
als Winkeleinheit angegeben.

/xg/ 4
1l =2
B L .5
X x3

Fig. 2
Aus jenen gleichschenkeligen Dreiecken, deren Basen der Reihe nach
gleich z1,z2,...,2s und deren Schenkel alle gleich 1 sind, kann man ein

20-21. dia
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Acta Math. Hungar.
70 (4) (1996), 259-292.

KONSTRUKTION DES REGULAREN
257-ECKS MIT LINEAL UND
STRECKENUBERTRAGER

J. STROMMER | (Budapest)*

Meinem lieben Freund, Herrn Prof. H. Vogler zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Im Jahre 1832 hat F. J. Richelot, Professor der Mathematik an der
Universitdt zu Konigsberg, die Losung der Gleichung

27 _1=0,

von der die Konstruktion des regelmafligen 257-Ecks, oder die Teilung des
Kreises in 257 gleiche Teile abhingt, in der umfangreichen Arbeit [8] nach
zwei Methoden durchgefiihrt, an die sich dann noch die Arbeit [3] von
A. Fischer anschlo8.

Die Berechnung des reguléren 257-Ecks behandeln gleichfalls die spateren
Programmabhandlungen [7] von G. A. R. Maywald! und [10] von H. Schwen-
denwein? , sowie die Arbeit [5] von K. Hagge, die verglichen mit der Riche-
lotschen einige Vereinfachungen zeigen und deren wir uns im folgenden be-
dienen werden.

Durch Substitution der Werte z1, x5 in diese Formel erhdlt man nach leichten
Reduktionen fiir eine primitive Wurzel der Gleichung 2° — 1 die wohlbekannte

Formel:
_—1-v5+i-V/10-2V5

4

Meine Arbeit wurde von Herrn Assistent I. Prok durch die Losung
der vorkommenden nicht immer einfachen Gleichungssysteme wirksam un-
terstiizt, wofiir ich auch an dieser Stelle meinen besten Dank ausspreche.—

Literaturverzeichnis
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[10] H. Schwendenwein, Das regelmaflige 257eck, Programm des k. k. (vereinigten) Staats-
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(1992), 269-270.

22-23. dia
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A MARGINALISPROBLEMA

BOGNAR BARNA

Jelen kézirat az azonos cimii, a matematikus mesterszakon folytatott tanulmanya-
imat lezdr6é diplomamunka szévegét tartalmazza. Az eredeti szoveghez képest csupan
egy-két helyesirési és stilisztikai hiba javitasara keriilt sor.

Az eredeti diplomamunka Laczkovich Miklés témavezetése mellett, 2015 tavaszéan
késziilt.

Bevezetés

1949-ben az American Journal of Mathematics (az Ujvilég legrégebbi folyamato-
san kiadott matematikai folyéirata) kozolt egy cikket George G. Lorentz! tollabol,
A Problem of Plane Measure cimmel (ldsd [5]). Bar a cikk nem lett kiilonésebben
sikeres (mind a mai napig csupédn tucatnyi hivatkozés van rd), egy igen érdekes kér-
dést feszeget: vajon mi kell ahhoz, hogy egy sikbeli halmaz rekonstrualhaté legyen
szekcidomérték-fiiggvényeinek ismeretében, és egyaltaldn — mi kell ahhoz, hogy egy
fliggvénypar tagjai el6dlljanak egy halmaz szekciomérték-fiiggvényeiként? Kiilono-
sen érdekes ez annak fényében, hogy nem olyan sokkal késobb, a '70-es években,
a szamitégépek elterjedésével az ilyen és ehhez hasonld kérdések a szamitogépes
tomografids médszerek alapvetd problémadivé valtak. (Nem véletlen, hogy a cikkre
valé hivatkozdsok nagy része tomografiaval foglalkozé alkalmazott matematikai ird-
sokban taldlhaté.)

Lorentz a valés sikon a problémét voltaképpen megoldotta: adott egy sziik-
séges és elégséges feltételt, hogy mikor lehet konstrudlni olyan halmazt, melynek
szekciomérték-fiiggvényei az adott fiiggvények, st sziikséges és elégséges feltételt

I Megel6zend6 a kérdést, hogy ,ez a Lorentz az a Lorentz-e”, tisztazzuk: George G. Lorentz
(sziiletett Georg Rudolfovics Lorentz, 1910, Szentpétervar) oroszorszdgi német szdrmazdsti ame-
rikai matematikus volt. (Egyébirdnt sajat &llitdsa szerint anyai dgon Dzsingisz mongol nagy-
kén leszdrmazottja.) Nem &sszekeverendé Hendrik Antoon Lorentz Nobel-dijas holland fizikussal.
A Lorentz-transzormécié és a fizikusok &dltal Lorentz-eloszldsnak nevezett valdsziniiségi eloszlds
— ezt a matematikusok inkdbb Cauchy-eloszlasként ismerik — ez utébbi, mig a kdzgazdasdgtanban
ismert Lorentz-gorbe Max Otto Lorentz amerikai kozgazdasz nevét viseli. George G. Lorentz-
rél nevezték el ellenben az LP'? Lorentz-tereket, melyek az LP fiiggvényterek altalanositasai. F6
kutatdsi teriilete egyébirdnt az approximaciéelmélet volt.

Tovéabbi érdekesség, hogy hivatkozott cikkét — bar egy amerikai folydiratban jelent meg — Német-
orszagban, a francia megszallasi zéndhoz tartozé Tiibingenben irta. Ekkoriban a francia hatésagok
nemkivanatos szovjet allampolgarként, az orosz hatésagok nemkivanatos németként, mig az ame-
rikai hatésdgok egyszerlien hontalanként tartottdk nyilvdn. Késébb ameriakai allampolgar lett.
2006 januarjaban hunyt el.
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adott a halmaz egyértelmiiségére is — minek kapcsan kideriil, hogy az egyértelmiiség
egyaltaldn nem mindig teljesiil, lényegesen kiilonb6z6 halmazok szekcidémértékei is
lehetnek egyenléek. Egyébirant Lorentz megoldasa kvazi konstruktiv is — bar a tel-
jes konstrukcié végtelen sok 1épést feltételezne, igy valdjaban nem kivitelezhetd,
de a bizonyitas mddszere alapjan minden valészinliség szerint adhatd volna egy
a megoldast kozelité algoritmus is.

Mindemellett, koriilbeliil az ’50-es évek végén, megjelent egy alapvetoen el-
méleti kutatasi teriilet a valdsziniiségszamitasban, amely valamilyen értelemben
kapcsolédott a Lorentz altal felvetett kérdéshez: a margindlisok problémaéja, vagyis
hogy valdszintiségi mértékterek szorzatdn milyen koriilmények kozott tudunk egy
valdszinliségi mértéket taldlni, melynek margindlisai az eredeti terek adott valo-
szin(iségi mértékei, és ezen til valamilyen plusz feltételt is teljesitenek. (Nyilvan
a kérdést plusz feltétel nélkiil feltéve a véalasz egyszeri — a két mérték hagyoma-
nyos szorzatmértéke megfeleld lesz. Példakért 1d4sd Volker Strassen [8], illetve Lovasz
L&sz16 és Michael David Plummer irdsait [6] 2.5. szakasz.) Ennek csicspontja taldn
Jorgen Hoffmann-Jgrgensen kozel 300 oldalas irasa (1dsd [1]), melynek cime is ,, The
General Marginal Problem”; és amely a valészintiségi mértékekre vonatkozé prob-
léma egy igen altaldnos alakjit vizsgdlja. (Konkrétan: legyen adott egy mérhetd
teriink, valamint innen mérhet6 fiiggvények valdszintiségi mértékterek egy tetszo-
leges szamossagu csaladjaba. Milyen sziikséges, illetve elégséges feltételek adhatok
egy valdszintiségi mérték létezésére az eredeti mérhetd téren, hogy ennek képei pont
a valészinliségi mértékterek mér adott mértékei legyenek?)

Ezzel parhuzamosan, a ’60-as évek elso felében, Hans G. Kellerer is elkez-
dett foglalkozni a marginalisproblémak bizonyos alakjaival. Kellerert eredetileg nem
a marginalisprobléma érdekelte, hanem a halmazfelezés lehetségességének kérdését
akarta megvalaszolni, vagyis hogy a kétdimenzids tér egy halmazanak mikor létezik
olyan részhalmaza, melynek szekciomértékei mindenhol az eredeti szekciomértékek
fele. Az Osszefiiggés Lorentz kérdésével nyilvanvalé?: ismerjiik, mely fiiggvénypa-
rok lehetnek halmazok marginalisfiiggvényei, kérdés melyek azok, amelyek fele is
megfelel ezeknek a feltételeknek — és ki kell még ezt egésziteni azzal, hogy az 1j
halmaz része kell legyen az eredetinek. Ez pedig dltaldnosabban megfogalmazva:
mely fiiggvényparok lehetnek egy adott halmaz részhalmazainak margindlisfiigg-
vényei? Az utébbi megfogalmazas mar kisértetiesen hasonlit a fent emlegetett va-
16szintiségi problémakor bizonyos konkrét kérdéseire (példaul a Lovasz—Plummer-
konyvben térgyalt problémdra) — nem véletlen, hogy Strassen mér emlitett, a té-
maban megkeriilhetetlen, cikke is hivatkozik Kellerer munkajara.

Kellerer elkezdte tehdt vizsgalni ezt az altalanosabb kérdést, s6t ennek még
altalanosabb eseteként azt is vizsgélta, hogy egy adott fiiggvénynél pontonként nem
nagyobb fliggvények kozott, mikor talalhaté adott marginalisparral rendelkez6. Ez
utébbi problémat voltaképpen keriilé tton oldotta meg: elészor valamiféle diszkrét
esetét (ahogy 6 mondja, a ,mdtrixok problémé&jit”) vizsgalta (lasd [3] 3.2. tétel),
majd erre visszavezetve megoldotta bizonyos specidlis esetét a probléma mértékekre

2 Bér furcsaméd Kellerer nem hivatkozik Lorentz cikkére, mindéssze cikksorozatdnak mésodik
tagjaban emliti meg egy labjegyzetben, hogy az iras befejezése utan hivtak fel a figyelmét Lorentz
idevagd eredményére.
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vonatkozé atfogalmazdsinak (konkrétan, hogy bizonyos feltételek mellett mikor
létezik olyan adott margindlisi mérték mérheto terek szorzatan, melyet majordl
egy adott mérték a szorzattéren — 1dsd [3] 4.2. tétel), és végiil erre vezette vissza
(a Radon—Nikodym-tétel segitségével) a fiiggvényekre vonatkozé problémat ([3] 5.1.
tétel), ahol is sziikséges és elégséges feltételt adott arra, hogy két o-véges mértéktér
szorzatdn mikor létezik a két téren adott f, illetve g nemnegativ és majdnem
mindenhol véges értékii mérhet6 fliggvényekhez, valamint a szorzattéren adott,
majdnem mindenhol véges, nemnegativ és majdnem mindenhol véges marginalisi
h fiiggvényhez olyan nemnegativ fiiggvény, melynek margindlisai f és g, valamint
amely nem nagyobb hA-nal.

Ezutan Kellerer nekiallt bizonyitani a halmazokra vonatkozé allitast. Ennek
eléréséhez egyik cikkében (lasd [4]) mindenféle furcsa ,,stirfiségi” allitasokat fogalma-
zott meg a téglak halmazara vonatkozdan, atommentes mértékterek szorzatterén,
majd ezen eredmények alapjan bizonyitotta, hogy atommentes mértékterek mellett
a fenti fliggvényes feladatnak van olyan megoldésa is, amely egyszertien a korlatozd
fiilggvény megszoritdsa egy mérheté halmazra (ldsd [4] 4.4. tétel) — ennek pedig
mar nyilvanvalo kovetkezményeként adddik, mikor is léteznek olyan részhalmazai
egy adott halmaznak, melyek szekciémérték-fiiggvényei szintén bizonyos elére adott
fiiggvények ([4] 5.1. tétel). Végiil ezen eredményekre épitve be is ldtta az eredetileg
feltett halmazfelezési kérdést, s6t annél altaldnosabb eseteket is (14sd [4] 5. és 6.
szakasz).?

Mint lathattuk, a margindlisprobléma rengeteg lazan kapcsolodé kérdést takar.
Mi els6sorban Lorentz és Kellerer nyoman probaltunk ezekbdl megoldani néhényat.
FEredeti célunk a halmazok esetének egy minél altalanosabb megoldasa volt, am
a bizonyitas kozben, mintegy mellékesen, sziilettek eredményeink a fiiggvényekre
vonatkozo probléma kapcsan is — s6t, Kellererhez hasonldéan, végiil a halmazok
esetét csak a fiiggvények esetén ,atvezetve” sikeriilt megoldanunk.

Meg kell emliteniink, hogy a jelen irasban kozolt eredmények részben erdseb-
bek, részben gyengébbek Kellerer eredményenél: mig Kellerer tetszoleges majdnem
mindig véges és nemnegativ marginalisfiiggvényekkel dolgozik, mi integralhaté és
nemnegativ fliggvényekre szoritkoztunk — masfelél viszont Kellerernél a korlatozd
fliggvény majdnem mindenhol véges marginélissal rendelkezik, mig mi azt tessziik
fel, hogy minden véges mértékli halmazon integralhatd, igy a halmazokra valé atté-
résnél nem adédnak feltételeink a korldtozé halmazra, melynek részhalmazait keres-
siik. Mindemellett viszont azt bizonyitjuk, hogy Kellerer eredeti feltételei (melyeket
nem meglepé mdédon Kellerer-feltételeknek fogunk hivni) sziikségesek és elégségesek
az altalunk vizsgélt esetekben is.

A dolgozat els6 két fejezetében felidéziink és Osszefoglalunk par olyan elGis-
meretet, melyet a késébbiekben tobbszor is hasznalni fogunk, majd formalizaljuk
az altalunk megoldott problémakat, valamint bebizonyitjuk a feltételek sziikséges-
ségét. A kovetkezd két részben megoldjuk a fiiggvényekre vonatkozé problémat
— elészor belatjuk, hogy a ,nem til nagy” fiiggvények (mint a neviik is mutatja,

3 B4r a mi témank szempontjabél fontos részek itt véget érnek, érdemes lehet még megemliteni,
hogy kés6bbi cikkeiben Kellerer a fenti eredményekre épitve foglalkozott mértékterek ketténél tobb
tényezls szorzatain is fiiggvények, illetve mértékek marginalisaival.
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azok melyek bizonyos értelemben olyan picik, hogy a naluk nagyobb fiiggvények
kozott lehet megoldds) integrdlban megkozelitik a kivant fiiggvényt, majd beldt-
juk, hogy ha fiiggvényt megkozelitenek nem til nagy fiiggvények, ugy az fliggvény
létezik is, tehat a feladat valoban megoldhaté. Majd az 5. fejezetben belatjuk, hogy
amennyiben a feladat megoldhato, és a mértéktereink atommentesek is, ugy 1étez-
nek bizonyos specidlis alakii megoldasok, ennek pedig egyszerii kovetkezménye lesz
a halmazok esetének megolddsa. Végiil pedig sorra vesziink néhany ellenpéldat,
melyek mutatjak az eredmények altalanosithatésaganak korlatait.

Fontosnak tartom még megjegyezni hogy, bar mint a fentiek is mutatjék,
a dolgozat f6 ive mutat valamiféle feliiletes hasonlésdgot Kellerer médszereivel
(példdul a ,diszkretizalas” otlete — bar ezt ndlunk Lovész és Plummer munkéja,
nem pedig Kellerer modszere ihlette — vagy éppen a specialis alaki megoldés
létezésének bizonyitdsa), a konkrét bizonyitdsok nagy része alapvetéen més médon
torténik, mint az altalunk ismert mar 1étez6 eljardsokndl — s6t, azt hiszen batran
kijelenthetjiik, hogy (taldn Lorentz a valds esetre vonatkozé megolddséat kivéve)
valameilyen értelemben természetesebb is azoknal.

1. fejezet. Definicidk, jel6lések, el6ismeretek

Miel6tt belekezdenénk a téma részletes targyalasaba, nem art néhany fogalmi kér-
dést tisztdzni. A tovabbiakban a marginalisprobléma kiilénboz6 alakjai fognak elo-
keriilni, ezek bizonyitasdhoz kapcsoléddan sziikségiink lesz néhany definiciéra és
jelolésre, illetve hasznos lesz felidézniink par ismertebb allitést, és bebizonyitnunk
néhany kevésbé ismertet.

1.1. Halmazelméleti jelolések. Halmazok metszetére, illetve unidjéra a szo-
késos N és [, illetve U és |J jeloléseket alkalmazzuk. Amennyiben diszjunkt hal-
mazok uniéjérdl beszéliink, gy a U és | | szimbdlumokat hasznéljuk. Halmazok
kiilonbségét a \ jellel, szimmetrikus differencidjukat pedig a A szimbélummal je-
16ljiik. A részhalmazokra hasznalt C alatt nem feltétleniil szigoru tartalmazisra
gondolunk, az egyenléséget is megengedjiik. Amennyiben adott valamiféle ,alap-
halmazunk”, és adott annak egy részhalmaza, ugy a részhalmaz komplementerét
feliilvondssal jelsljiik. Példdul a (Z,C) mérhetd téren egy adott C' € C halmaz mel-
lett a C jelolés alatt a Z \ C halmazt értjiik.

Egy C' C Z halmaz és a Z részhalmazain értelmezett C halmazrendszer esetén
CNC-vela {DNC | D € C} halmazok csaladjit fogjuk jelslni. Specidlisan ha (Z,C)
egy mérhet6 tér és C' € C, igy C N C azon mérhet6 halmazok osztalya, melyek részei
C-nek.

Amennyiben a C halmaz egy ismert Z ,alaphalmaz” részhalmaza (példaul egy
mértéktér mérheté halmaza), igy definidlhatjuk a C halmaz yc karakterisztikus
fiiggvényét, amely Z-bdl képez a {0, 1} halmazba, értéke C-n konstans 1, azon kiviil
pedig konstans 0.
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1.2. Mértékterek és szorzatuk. Mivel a tovabbiakban legtobbszor két mér-
hetd tér szorzatdval fogunk foglalkozni, érdemes bevezetni ezekre egy fix jelolést:
(X, A, ) és (Y,B,v) is jeloljon egy-egy mértékteret, vagyis legyen A az X halmaz
részhalmazainak, B pedig az Y halmaz részhalmazainak egy o-algebréja (ezek ele-
meit fogjuk a szokdsos médon mérhetd halmazoknak nevezni), a rajtuk értelmezett
u és v mértékekkel (nemnegativ és o-additiv fiiggvényekkel). A két mértéktér szor-
zatat egyszerien (X x Y, A x B, u x v)-vel fogjuk jelolni, ahol A x B alatt a két
o-algebra szorzatat, vagyis az A x B alaku halmazok altal generdlt o-algebrat ért-
jiik, ahol A € A és B € B. A tovdbbiakban az ilyen A x B alaki hamazokat tég-
ldknak nevezziik. Az A x B tégla (az X, illetve Y téren vett) oldalain az A, illetve
B halmazokat értjiik.

Mint ismert, a tégldk halmazrendszere egy félgytiriit alkot, vagyis tégldk met-
szete tégla, két tégla kiilonbsége pedig el6all més téglak véges (diszjunkt) unidja-
ként. Ebbdl a tulajdonsdghdl kovetkezik, hogy a téglakon értelmezett természetes
mértéket (ahol A x B mértéke u(A) - v(B)) sztenderd médon ki tudjuk terjeszteni
az A x B o-algebrara: minden C' € A x B halmazra C' mértéke legyen

(uxy)(C’)inf{zu(An)w(Bn)‘Vn1,2,..., A, € A, By €B;

n=1
U(A” X By) D C}.
n=1

Errél bizonyithaté, hogy valéban mérték A x B-n, vagyis (X x Y, A x B, u x v)
tényleg egy mértéktér lesz, melyben egy A x B tégla mértéke u(A) - v(B).

A szorzatmérték definicidjabdl kovetkezGen minden pozitiv e-hoz és véges mér-
tékil C' € A x B halmazhoz létezik (A, x B,),—, téglasorozat, hogy |J,—; A, x
B, D>C,de

D n(An) - v(Ba) = (nxv)(C) <

DN ™

Ekkor a téglasorozat els6 kellGen sok tagjat véve adodik, hogy 1étezik egy S mérhetd
halmaz, amely véges sok tégla uniéja, és amelyre (1 x v)(S A C) < e.

Ha adottak (A;);c;, illetve (B;),.; diszjunkt mérhetd halmazaink az egyes
tereken, valamely I, illetve J indexhalmazzal, akkor az {A; x B; |i €I, j € J}
halmazrendszerre téglardcsként fogunk hivatkozni. (A téglardcs elemei nyilvdn
diszjunkt téglak lesznek.) A téglardcs X-re, illetve Y-ra nézve vett vetiiletének
az (Ai);c;, illetve a (B;); ; halmazrendszert nevezziik. Masfel6l (A;),c; x (B;);¢;
alatt az dltaluk meghatdrozott téglardcsot értjiik. (Bar ez a jelolés egybeesik a o-
algebrak szorzatanak jelolésével, ez a késObbiekben nem fog félreértéseket okozni,
hiszen a o-algebrdk csak a triviélis esetben dllnak diszjunkt halmazokbdl.)

Amennyiben az (X, A, u) és (Y, B,v) mértéktereket o-végesnek feltételezziik,
vagyis elvarjuk téliik, hogy X, illetve Y felbomoljon megszamldlhatéan sok A-beli,
illetve B-beli véges mértékii halmaz (diszjunkt) unidjdra, igy X és Y o-véges
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felbontasai altal eldallitott téglaracs lefedi az egész X x Y teret, megszamlalhato
méretili, és minden elemének mértéke véges — vagyis o-véges mértékterek szorzata
o-véges lesz.

1.3. Atomos és atommentes mértékterek. Egy (Z,C, &) mértéktérben atom-
nak fogunk nevezni egy olyan C' € C halmazt, melynek minden D mérhet6 részhal-
mazéra £(D) = £(C) vagy (D) = 0 teljesiil. Azokat a mértéktereket, amelyek fel-
bonthaték atomok diszjunkt unidjara atomosnak (vagy teljesen atomosnak), azokat
pedig, melyekben nincsenek nem nullmértékii atomok (minden nullmértékii halmaz
nyilvdnvaléan atom) atommentesnek nevezziik.

A tovabbiakban sokszor fogjuk hasznélni a kovetkezd allitast:

1.1. Allitas. A (Z,C, &) mértéktér pontosan akkor atommentes, ha minden C' € C
halmazra és minden 0 < ¢ < &(C) szdmra létezik egy D € C N C halmaz, amelyre
&(D) = .

Bizonyitas. (A bizonyitds a Wikipedia vonatkozé szécikkében szerepld bizonyi-
tasvézlat alapjan késziilt — 14sd [9].)

Amennyiben a részhalmazfeltétel teljesiil, tigy a tér atommentessége nyilvan-
vald, elegendd tehat a masik irdnyt bizonyitanunk.

Ehhez a kovetkezot fogjuk beldtni: 1étezik egy F : [O, E(C)] — CNC fluggvény,
amely monoton a tartalmazésra nézve (vagyis ha 0 < s <t < ¢(C), akkor F(s) C
F(t)), illetve jobbinverze &-nek (vagyis minden 0 <t < £(C)-re £(F(t)) =t). Ha
ezt beldttuk, gy az F () halmaz létezése nyilvan bizonyitja az &llitast.

A keresett fliggvény létezését Zorn lemméjaval fogjuk bebizonyitani: tekintsiik
azokat a fiiggvényeket, melyek a fenti feltételeknek eleget tesznek, am értelmezési
tartomanyuk nem feltétlentil [O, ¢(C )} , hanem csak ennek egy részhalmaza. Az ilyen
fiiggvények nyilvan részben rendezett halmazt alkotnak a tartalmazdsra nézve, és
ebben minden ldncnak fels6 korlatja lesz a lanc unidja. Vagyis a Zorn-lemmat
alkalmazva azt kapjuk, hogy van kozottiik egy (tartalmazasra névze) maximélis
fiiggvény — nevezziik ezt F-nek. Be fogjuk l4tni, hogy F valéban megfelels, vagyis
az 8 E értelmezési tartomdnya [0, £ (C)] lesz.

ElGszor is vegyiik észre, hogy az értelmezési tartomany zart, hiszen akar alulrol,
akdr feliilrél tartunk egy ¢ szdmhoz egy E-beli (e,,),-, sorozattal, ugy ;- ; F(en),
illetve (,—, F(en) mértéke pont ¢ lesz, és a tartalmazdsi feltételeket is teljesiti —
vagyis ha ¢ nem volna E-beli, igy F nem lehetne maximaélis.

Nyilvdnvaléan 1dtszik az is, hogy 0 és £(C) is eleme E-nek: ha nem volndnak
azok, ugy F(0) = @-zal, illetve F(£(C)) = C-vel kiegészithetnénk F-et. Tovabba
ha 0 < ¢ < &(C) és c ¢ E, ugy (F zartsidga miatt) létezik egy b < ¢ szdm, hogy
b € FE és b maximélis, valamint egy d > ¢ szdm, hogy d € E és d minimalis (d le-
het oo is). Ekkor F(d) \ F(b) egy mérheté halmaz, melynek mértéke d — b, tehdt
a tér atommentességébdl adoddan van egy R mérhetd részhalmaza, melynek mér-
téke szigorian 0 és d — b kozé esik. Most tehdt (b maximalitdsa és d minimalitdsa
miatt) az F fiiggvény nem értelmezett a b+ (R) pontban, pedig itt F(b) U R-
ként értelmezve tovabbra is megfeleld fiiggvényt kapnank — ez pedig ellentmond F
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maximalitdsdnak. Vagyis FE valéban megegyezik [O, ¢ (C’)]—vel, az allitast bebizonyi-
tottuk. m

Amennyiben az (X, A, u) mértéktér atommentes, (Y, B, v) pedig o-véges, ugy
konnyen ldthatd, hogy az (X x Y, A x B, ;1 X v) mértéktér is atommentes lesz.

1.4. Mérhet6 fiiggvények. A (Z,C) mérhetd tér feletti mérheté fiiggvénye-
ken a kiterjesztett valds értékii (valds vagy +oo értékil), Borel-mérhetd fiigg-
vényeket értjiik, vagyis azon r kiterjesztett valds értéki fliggvényeket, melyekre
{z € Z|r(z) € B} €C teljesiil tetszéleges B Borel-halmaz mellett. Az ilyen ti-
pust halmazokat roviden {r € B}-vel fogjuk jelolni. Hasonléan egy ¢ konstansra
az {r < ¢} halmazon {z € Z | r(z) < c}-t értjiik, és ennek megfeleléen értelmezziik
az {r <c}, {r =c}, {r > c}, {r > c} jeloléseket is.

Azokat a mérhetd fiiggvényeket a (Z,C, &) mértéktér felett, melyeknek integ-
ralja létezik és véges, integrdalhato fiiggvényeknek fogjuk nevezni. Ennek megfele-
16en, ha egy C mérhet6 halmazon véges a fliggvényiink integralja, igy azt mondjuk,
hogy a C' halmazon integralhaté. Jegyezziik meg, hogy amennyiben egy fliggvény in-
tegralhaté egy C halmazon, igy C-nek egy nullmértékii részhalmazan vehet csak fel
+o0 értéket. Fontos tovabbd megemliteniink, hogy amennyiben egy r mérheto fligg-
vény integralhaté egy C' halmazon, igy az a rész, ahol a fiiggvény értékei nem nullak
egy o-véges része lesz C-nek, vagyis az {r # 0} N C halmaz felbomlik megszamlal-
hatéan sok véges mértékii halmaz uniéjéra — nyilvén, hiszen az {n < |r| <n +1}
halmazok mértéke minden n természetes szamra véges (kiilénben r nem lenne in-
tegralhatd), uniéjuk pedig pont az {r # 0} halmaz.

Mint tudjuk, egy (Z,C,&) o-véges mértéktéren egy r és egy s mérhetd fiigg-
vény pontosan akkor egyezik meg majdnem mindenhol, ha minden C € C-re, ahol
valamelyikiik integrélja értelmes (de nem feltétlen véges), ott a masik integrélja is
értelmes, és a két integral megegyezik. Ezt a tulajdonsigot (a o-végesség miatt)
elegendd a véges mértékii C' halmazokon ellenérizni. Specidlisan az r és s nemne-
gativ mérhetd fiiggvények pontosan akkor egyeznek meg (majdnem mindenhol), ha
minden C' € C véges mértékii halmazra [, 7d¢ = [, sd€. Hasonléan r < s ponto-
san akkor teljesiil (majdnem mindenhol), ha minden C € C véges mérték{i halmazra
Jordé < [ sdE teljesiil.

Egy (Z,C) mértéktéren adott mérhetd s fiiggvényt egyszerlinek neveziink,
ha értékkészlete véges, vagyis léteznek olyan cq,...,c, valdés szadmok, hogy
L7 {s = ¢} = Z. Konnyen ldthat6, hogy minden r nemnegativ mérhetd fiigg-
vény megkozelithetd (pontonként) nemnegativ egyszerii fiiggvények monoton no-
vekedd sorozataval. Ezt 6sszevetve a monoton konvergencia tételével (mely szerint
ha nemnegativ mérhetd fliiggvények egy sorozata monoton névekedben tart egy mé-
sik mérhetd fiiggvényhez, igy ugyanez az integraljaikra is teljesiil) azt kapjuk, hogy
barmely r nemnegativ mérhetd fiiggvény megkozelithetd alulrdl integrélban is egy-
szerll fiiggvényekkel (vagyis van nemnegativ egyszerii fiiggvények olyan sorozata,
melyek sehol nem nagyobbak r-nél, és integraljaik tartanak r integraljahoz).
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1.5. Az LP terek és az L2-beli gyenge konvergencia. Sziikségiink lesz még
kiilonbo6z6 integralhatésdgi tulajdonsagokkal rendelkezd fliggvények tereire is. Egy
p > 1 valds szdmra, az adott (Z,C, &) mértéktér mellett az LP(Z,C, &) jelolés alatt
azon Z-n értelmezett mérhetd r fiiggvények halmazdt értjiik, melyekre |r|P integral-
haté (integrélja véges). (Ahol az egyértelmiiséget ez nem befolydsolja, LP(Z,C, &)-t
rovidebben LP(Z)-vel vagy egyszeriien LP-vel is jelolhetjiik.) Ez nyilvdnvaléan vek-
tortér lesz, s6t az is kénnyen lathato, hogy az

It = ( / |r|Pd§)’1’

norméval egy Banach-teret (vagyis teljes normélt vektorteret) alkot.

(Jegyezziik meg, hogy val6jdban ez a struktira nem egy vektortér. Csupdn
akkor valik azza, ha a nullmértékii halmazon kiilonb6z6 fiiggvényeket azonositjuk
egymassal. Tehat valdjaban LP elemei a csak nullmértéki halmazon kiilonb6zé
fiiggvények ekvivalenciaosztalyai kell legyenek. Mivel azonban az egymastol csak
nullmértékli hamazon eltér6 fiiggvényeket jelen munkankban — a targyalt téma
sajatossidgai miatt — nem nagyon tudjuk, és nem is akarjuk megkiilonboztetni, ezért
a tovdbbiakban ennek az apré eltérésnek a hangsilyozdsitol eltekintiink.)

Specidlisan p = 2-re (a ,négyzetesen integralhaté fiiggvények” terére) teljesiil
még az is hogy Hilbert-teret alkot, vagyis a normat egy skalarszorzat definialja:

(r,s)z/r~sd§.
Z

Ezzel a skaldrszorzattal definidlhatjuk a gyenge konvergencia fogalmét: egy (ry,), -,

L?-beli sorozat gyengén konvergens, ha minden s € L? fiiggvényre (r,,s) konver-
gens. Ekkor (a Banach—Steinhaus-tétel, valamint a Riesz-féle reprezentécids tétel
szerint) létezik egy r € L? fiiggvény, melyre minden s mellett lim,, o (rp,s) =
(r,s). Az r fiiggvényt nevezziik az (r,) sorozat gyenge limeszének, azt pedig, hogy
az (r,) sorozat gyengén tart r-hez r, — r-rel jeloljiik.

Mint minden Hilbert-téren, igy L?(Z)-n is teljesiil, hogy minden (normaban)
korlatos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Jegyezziik meg, hogy ha 7, — r teljesiil, Ggy tetszéleges C' véges mértékii

halmazra
/rndfz/rn-XCd€—>/T~XCd£=/Td§,
C Z Z C

hiszen yc négyzete dnmaga, integrélja pedig £(C), vagyis négyzetesen integral-
haté. Amennyiben (Z,C, &) o-véges, és van egy R integralhaté fiiggvényiink, amely
majorélja |r,|-et minden n-re, Ugy ez az Osszefiiggés barmekkora mértéki C' hal-
mazra teljesiil, hiszen C' felbonthaté a véges mértékii (Cj)?il halmazok diszjunkt
unibjéra, igy

i froae= tin 32 [rode =3t [roae=3 [rac= [rac
C i=lg, j=1 i=1¢; c

Cj
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ahol a szumma és a limesz felcserélhetésége az (ry, ) sorozat integralhaté fiiggvénnyel
valé majoraltsagabdl kovetkezik, a nagy Lebesgue-tétel felhasznaldsaval.

2. fejezet. A vizsgalt marginalisproblémakrdl

Marginalisprobléma alatt rengeteg kiilonb6z6 kérdést értiink, melyek adott margi-
nélisu mértékek, fiiggvények, illetve halmazok létezésével kapcsolatosak. Mi a fiigg-
vényekre és a halmazokra vonatkozd bizonyos kérdésekkel fogunk foglalkozni. Mint
latni fogjuk, a halmazok esete bizonyos értelemben erdsebb allitas a fiiggvényekre
vonatkozd tételnél — am szigortubb feltételek mellett tudjuk csak beldtni. (Az utolsd,
6. fejezetben azt is latni fogjuk, hogy ennek a kiilonbségnek jelentésége van.)

2.1. A nemnegativ integralhaté fiiggvények feliilr6l korlatozott problé-
maja. A fiiggvényekre vonatkozé marginalisproblémak vizsgalatdhoz el6szor is
hasznos definidlnunk a fiiggvények marginalisainak fogalmat:

2.1. definicié. Legyen adott egy h nemnegativ mérhetd fiiggvény az (X, A, u) és
az (Y, B,v) mértékterek (X x Y, A x B , X V) szorzatdn. Ekkor h marginalisai alatt
az (X, A, ) teren ertelmezett hX = [y h(z,y) dv(y) valamint az (Y, B,v) téren
értelmezett hy (y) = [ h  h(x,y) du( ) figgvényeket értjiik.

A hx fuggvenyt a h filggvény X-re (precizebben (X, A, pu)-re) vonatkoz6 vagy
egyszeriien elsé marginalisanak, a hy fiiggvényt pedig h Y-ra vonatkozé vagy
mésodik marginalisdénak nevezziik; h margindlisparja alatt a (hx, hy ) fiiggvénypért
értjiik.

Megjegyzés. A definicié nemcsak nemnegativ fiiggvényekre miikodik, hanem bar-
mely fiiggvényre, melynek (a definiciéban megadott) margindlisai (majdnem min-
denhol) értelmesek — példdul integralhaté fiiggvényekre is. Bér mi nagyrészt nem-
negativ fiiggvényekkel foglalkozunk, sziikségiink lesz az integralhaté fiiggvényekre
vonatkoz6 margindlisfogalomra is.

Mivel h nemnegativ (illetve integralhatd) fiiggvény, igy — amennyiben a mér-
téktereink o-végesek — a Fubini-tétel szerint h X x Y-on vett integralja megegyezik
hx X-en vett, illetve hy Y-on vett integrdljaval is — vagyis a margindlisok in-
tegralja is megegyezik egymdssal. Hasonlban, a h fiiggvény A x Y illetve X x B
tipust halmazokon vett integrélja egyenld lesz hx A-n vett, illetve hy B-n vett
integraljaval.

Most megfogalmazhatjuk a marginélisprobléma dltalunk vizsgalt fiiggvényekre
vonatkozo alakjit, a nemnegativ integralhato fiiggvények feliilrél korlatozott prob-
lémajat:

Legyen adott egy (X, A, ) és eqy (Y, B,v) mértéktér, rajiuk egy-eqy f, illetve
g nemnegativ mérhetd figguvénnyel, melyek integrdhatéak is (integrdljaik végesek).
Legyen tovabbd a mértékterek (X x Y, A x B, u x v) szorzatdn adva egy h nemne-
gativ mérhetd fiigguény. Milyen feltételeket kell teljesitenie f-nek és g-nek, hogy
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létezzen eqy k nemmnegativ mérhetd figgvény a szorzattéren, melynek margindlis-
pdrja (majdnem mindeniitt) megegyezik (f, g)-vel, és amelyre k < h is teljesil?

Erre a probléméra roéviden a fiiggvényekre vonatkozé problémaként (vagy
a fiiggvényekre vonatkozé feladatként) fogunk hivatkozni. Be fogjuk latni, hogy
(bizonyos feltételek mellett) pontosan akkor létezik a fenti feladatot megoldé k fiige-
vény, ha az aldbbi feltétel — melyet eredeti megfogalmazdja utan Kellerer-feltételnek
neveziink — teljesiil:

2.2. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X, A, u) mértéktéren adott f
és az (Y, B,v) mértéktéren adott g nemnegativ integrdlhaté fiiggvények teljesitik
az (X x Y, A x B, u X v) szorzattéren adott h nemnegativ mérhetd fiiggvényre vo-

natkozo Kellerer-feltételt, ha
/fdu=/gd1/=:%

X Y

tovdbbd minden A € A és B € B halmazra teljesiil, hogy:

7 < / hd(uXV)Jr/fdqu/ng-
a

AxB

B

Es akkor a fliggvényekre vonatkozo tételiink:

2.3. tétel. Legyen adott egy (X, A, ), illetve egy (Y, B, v) mértéktér, a rajtuk ér-
telmezett f, illetve g nemnegativ integralhato fiiggvényekkel. Legyen tovabbd adott
egy h nemnegativ mérhetd fiiggvény a mértékterek (X x Y, A x B, u X v) szorzatan,
amely az X x Y tér minden véges mértékil részhalmazan integralhato. Pontosan
akkor létezik egy k nemnegativ mérheté fiiggvény a szorzattéren, melynek margi-
nalisai majdnem mindenhol megegyeznek f-fel, illetve g-vel, valamint amely legfel-
jebb nullmértékii halmazon nagyobb h-nal, ha f és g kielégitik a h-ra vonatkozo
Kellerer-feltételt.

Jegyezziik meg, hogy X, illetve Y azon részeirdl, melyeken f, illetve g nulla
értéket vesz fel el is felejtkezhetiink — ezeket a halmazokat azokhoz hozzicsapva,
melyeken f-et, illetve g-t integraljuk a feltétel ellenGrzésekor, konnyedén lathato,
hogy a Kellerer-feltételt elég az {f > 0}-ra és {g > 0}-ra megszoritott mértékterek
szorzatan megkovetelniink. Ezt Gsszevetve az 1.4. szakaszban irtakkal lathato, hogy
a mi esetiinkben mindkét mértéktér o-végesnek feltételezhets. Az f és g fiiggvények
integralhatdsdgabdl az is kovetkezik, hogy feltételezhetjiik, hogy f és g értékei
mindenhol végesek, és hasonléan az el6bb feltett o-végesség és a h véges hamazokon
valé integralhatésdganak feltétele egyiitt azt adja, hogy h-rol is feltehetjiik, hogy
mindenhol véges. (Ldsd még a jelen szakaszt lezdré megjegyzést.)

A Kellerer-feltétel sziikségessége egyébként konnyen lathat6, méghozza a téte-
liinknél jéval altaldnosabb koriilmények kozott:

2.4. allitas. Amennyiben a fiiggvényekre vonatkozo feladat megoldhatd, valamint
f, illetve g csak egy-egy o-véges halmazon nem nulldk (ami integralhatd fiiggvények
esetén mindig teljesiil), gy f és g mindenképpen kielégitik a Kellerer-feltételt.
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Bizonyitas. Legyen k a feladat egy megoldasa. Mivel f és g tartéi (azon halmazok,
ahol 6k nemnulldk) o-végesek, k tartdja pedig lényegében része ezek szorzatdnak
(hiszen f és g az 6 margindlisai majdnem mindenhol), igy k tartdja is o-véges lesz.
Ekkor alkalmazhatjuk a Fubini-tételt, és igy tetszéleges A € A és B € B halma-
zokra:

5 / kd(uxu)g/kd(uxy)—&-/ k(i x v) + / kd(j x v) <

XxY AxB AXY XxB
< / hd(,uxy)—&—/fdu—f—/gdu,
AXB A B

hiszen (A x B)U(AxY)U(X x B) = X x Y, a h fiiggvény (majdnem mindenhol)
majordlja k-t, és f valamint g (majdnem mindenhol) k marginélisai. ®

Megjegyzés. Mint a 2.3. tétel kimondasdndl, illetve a fenti &llitds bizonyitasa-
nél is lattuk, allandéan kitételeket kell tenniink a majdnem mindenhol teljesiilé
Osszefiiggésekre. Ez abbdl addédik, hogy a Kellerer-feltétel kizdrdlag fiiggvények in-
tegraljairol szdl, ezaltal nem kiilonbozteti meg a nullmértékii halmazon eltéro fiigg-
vényeket. Eppen ezért a tovabbiakban mi is igy tesziink: akkor is, ha ezt kiilon nem
jelezziik, azonosnak fogjuk tekinteni a nullmértékii halmazon eltéré fiiggvényeket,
illetve a nullmérték{i halmazban eltérd (nullmértékii szimmetrikus differencidval
rendelkez6) halmazokat.

Hasonlé médon egy mérhet6 fliggvénytél nem feltétleniil varjuk el, hogy min-
denhol értelmezve legyen, csak azt, hogy egy nullmértéki halmaztdl eltekintve le-
gyen értelmes.

2.2. A véges mértékii részhalmazokra vonatkozo6 feladat. A fiiggvények
esetére vonatkozo 2.3. tételt fogjuk felhasznélni a halmazok esetének vizsgédlatahoz.
Ezt nyilvan megtehetjiik, hiszen egy halmazt azonosithatjuk az 6 karakterisztikus
fliggvényével, igy tekinthetiink ra fiiggvényként is. Egy szorzatmértéktér mérhetd
részhalmazanak karakterisztikus fiiggvénye mérhetd fliggvény, marginalisai pedig
pontosan megegyeznek a halmaz ugynevezett szekciomérték-fiiggvényeivel, melye-
ket az alabbi médon definidlunk:

2.5. definicié. Legyen adott egy C mérheté halmaz két mértéktér (X x Y, A x B,
u %X v) szorzatdban. Ekkor C szekciémérték-fiiggvényei (vagy roviden szekciéfiigg-

vényei, esetleg margindlisai) alatt az z — V({y eY | (x,y) € C}), illetve 3 —
u({x € X | (x,y) € C}) fiiggvényeket értjiik.

A fliggvénymargindlisokhoz hasonléan ezeket az X-re, illetve Y-ra vett, vagy
egyszerien elsd és masodik szekciomérték-fiiggvényeknek nevezziik.

Halmazok margindlisai nyilvanvaléan nem lesznek mindig karakterisztikus
fiilggvények (ha gy tetszik: halmazok), viszont adott (,egydimenzids”) fiiggvények
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mellett kereshetiink olyan halmazt, melynek ezek a fiiggvények lesznek a margina-
lisai. A fiiggvények problémajanak ebben a specidlis esetében a korlatozoé fiiggvény
létezése nyilvan csak mérsékelten értelmes — a megoldést egy 0-1 értéki fiiggvény
alakjaban keressiik, igy azon halmazon, melyen a korlatozo fiiggvény értéke kisebb
1-nél, a megoldasfiiggvény értéke csak 0 lehet. Vagyis a korlatozo fiiggvényrdl is fel-
tehetd, hogy 0-1 értékii, azaz karakterisztikus fiiggvény. fgy az adott szekcidémérték-
fliggvényekkel rendelkezd halmazt egy masik halmaz részhalmazaként keressiik. Ez
adja a margindlisprobléma &ltalunk vizsgélt halmazos alakjat (a véges mértéki
részhalmazokra vonatkozé margindlisproblémét):

Legyen adott egy (X, A, p) és eqy (Y,B,v) mértéktér, rajtuk egy-egy f, il-
letve g nemnegativ mérhetd fiigguénnyel, melyek integrdlhatdak is. Legyen tovdabbd
az (X xY, A X B, uxv) szorzattéren adva eqy M mérhetd (de nem feltétleniil véges
mértékit) halmaz. Milyen feltételeket kell teljesitenie f-nek és g-nek, hogy létezzen
egy U mérhetd halmaz a szorzattéren, melynek margindlispdrja (majdnem mindig)
megegyezik (f, g)-vel, és amelyre U C M?

Ekkor a fenti 2.2. Kellerer-feltételt atfogalmazhatjuk a halmazok esetére:

2.6. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X, A, u) mértéktéren adott f
és az (Y,B,v) mértéktéren adott g nemnegativ integrélhaté fiiggvények teljesi-
tik az (X x Y, A x B, i x v) szorzattéren adott M mérheté halmazra vonatkozé

Kellerer-feltételt, ha
/fdu:/ngZ:%
X Y

tovabba minden A € A és B € B halmazra teljesiil, hogy:

’yg(,uXu)((AXB)ﬂM)+/fdu+/gdu.

A B

A Kellerer-feltétel sziikségessége a 2.4. allitas alapjan itt is nyilvanvalé. A flige-
vények esetére vonatkozé 2.3. tételnek, illetve bizonyos specidlis alaku (fiiggvény)
megoldasok 1étezésére vonatkozd késébbi tételiink kovetkezménye lesz a halmazokra
vonatkoz6 Kellerer-feltétel elégségessége megfeleld koriilmények kozott:

2.7. tétel. Legyen adott egy (X, A, p), illetve egy (Y, B,v) atommentes mértéktér,
a rajtuk értelmezett f, illetve g nemnegativ integralhato fiiggvényekkel. Legyen to-
vabbd adott egy M mérheté halmaz a mértékterek (X x Y, A x B, u X v) szorzatan.
Pontosan akkor létezik egy U mérheté részhalmaza M-nek, melynek marginalisai
majdnem mindenhol megegyeznek f-fel, illetve g-vel, ha f és g kielégitik az M-re
vonatkozo Kellerer-feltételt.

Az eléz8 szakaszban, a 2.3. tétel utan tett megjegyzés itt is érvényes — feltételez-
hetjiik, hogy a tereink o-végesek. Erdemes kiemelniink tovabba, hogy a fiiggvények
esetéhez képest megjelenik pluszfeltételként a mértékterek atommentessége. Erre
a specidlis alaki megolddsok tételének bizonyitdsdhoz lesz sziikségiink (5.1. tétel).
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Megjegyzendd, hogy a tétel ebben a formdban nem is lehet igaz az atommen-
tesség feltétele nélkiil — mindenképpen sziikséges feltenniink, hogy az f, illetve g
filggvények értékei ,megfeleléek”, vagyis (majdnem mindig) egy-egy B-beli, illetve
A-beli halmaz v, illetve p szerinti mértékei, hiszen méskiilonben nem lehetnének egy
mérhetd halmaz szekciémértékei, holott a Kellerer-feltételt kielégithetik. (A 2.4. 4l-
litas alapjan ez kénnyen ldthat6.) Azonban a 6. fejezetben latni fogjuk, hogy még
ez az extra feltétel sem feltétlen elegendod.

3. fejezet. Atomos terek és a keresett fiiggvény megkozelitése

Miutén tisztaztuk, mivel is akarunk foglalkozni, ideje elkezdeniink felépiteni a bizo-
nyitasunkat. Mivel a fiiggvényekre vonatkozé margindlisproblémét megoldé fiiggvé-
nyeket valamilyen értelemben diszkrét médon tudjuk jol kozeliteni, els6 1épésként
sziikségiink lesz némi kombinatorikara.

3.1. Ford—Fulkerson és az atomos szorzattér. Ebben a szakaszban meg fog-
juk oldani a fiiggvényekre vonatkozé marginalisproblémat véges sok véges mértékii
atombdl 4ll6 teljesen atomos mértékterek esetén. Bar ezt az eredményt kozvetleniil
nem hasznaljuk fel a késébbiekben, a hozza vezetd bizonyitds gondolatait hasznalni
fogjuk az altalanos eset bizonyitasahoz. Illendé tovabba megemliteniink, hogy a bi-
zonyitast Lovéasz Laszlo és Michael D. Plummer munkéja ihlette, akik konyviikben
ramutatnak a marginalisprobléma és a folyamok elmélete kozotti osszefiiggésre (1asd
[6] 2.5. szakasz).

Tegyiik fel hat, hogy (X, A, u) és (Y, B,v) két teljesen atomos mértéktér (1dsd
1.3. szakasz), és tegyiik fel, hogy mindkett6ben csak véges sok (lényegesen kiilon-
b6z8) atom van, és ezek is mind véges mértékiiek. Konnyen ldthatd, hogy ekkor
feltehetjiik: a mértékterek pontjai megegyeznek a (nem nullmértékii) atomokkal.
(Mint mér emlitettiik, nem kivanjuk megkiilonboztetni a ,majdnem mindig azo-
nos” dolgokat egymastdl — tekintve, hogy halmazok mértékeivel, fiiggvények integ-
raljaival, illetve marginalisfiiggvényekkel dolgozunk, erre voltaképpen nem is lenne
lehet8ségiink.) Ekkor mindkét tér véges sok pontbdl dll, az A, illetve B o-algebrak
pedig az X, illetve Y terek hatvanyhalmazai lesznek. (Eppen ezért kényelmi okokbol
az egyetlen pontbdl 4116 {x} C X, illetve {y} C Y halmazokra egyszeriien x-ként,
illetve y-ként fogunk hivatkozni.) Nyilvéan a mértékterek (X x Y, A x B, u X v) szor-
zata is atomos lesz. (Az itteni atomok az eredeti terek atomjainak szorzatai lesznek.)

Jegyezziik meg, hogy a mérhetd fiiggvények az atomokon (egy nullmértékii
halmaz kivételével) konstans értéket vesznek fel — ezért is tehetjiik meg, hogy pon-
toknak tekintjiik Oket. Es igy, ha két fiiggvény integrdlja egy atomon valamilyen
reldciéban all egymadssal (egyenldk, az egyik kisebb a mdsikndl stb.), ugyanez tel-
jesiil a fliggvények értékeire is.

Legyenek tehat adottak az f, illetve g nemnegativ fliggvények az X, illetve
Y tereken, valamint a szorzattéren legyen adott egy h nemnegativ és mérhetd
fiiggvény, melyek értékei végesek. (Mivel véges sok véges mértékii atombdl 4ll
a teriink, igy mértéke véges, és az integralhatésig feltétele ekvivalens a fiiggvény
végesértékiiségével.)
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Konstrualjuk most meg a kdvetkez6 I' irdanyitott grafot, az élein adott kapaci-
tasokkal:

o A graf csicsai legyenek egy a pont, X elemei, Y elemei és egy z pont. (Fel-
tessziik, hogy a,z ¢ X UY).

e Az a pontbdl mutasson egy-egy irdnyitott él X minden x pontjaba. Ezek
kapacitasa legyen f(z) - pu(z), vagyis az f fiiggvény integrélja z-en.

e X minden x pontjabdl vezessen egy él Y minden y pontjaba. Ezek kapacitasa
legyen h(x,y) - p(x)v(y), vagyis h integralja x x y-on.

e Y minden pontjidbdl mutasson egy él z-be, rajtuk g(y) - v(y) (y € Y) kapaci-
tassal (ez a g fiiggvény y-on vett integrilja).

Vegyiik észre, hogy a szorzattér barmely mérhetd fiiggvénye kolestnosen egy-
értelmiien megfelel egy I'-n adott folyamnak — az r fliggvény értékei legyenek az 17/
(x € X, y€Y) éleken felvett folyamértékek 1/(p(z)v(y))-szorosai (igy a folyam
értéke a fiiggvény x x y-on vett integréljdval egyezik meg), ekkor at folyamértékei
r X szerinti margindlisdnak x-en vett integraljai (u(x)-szeresei), y% folyamértékei
az 'Y szerint vett margindlisénak y-on vett integraljaival (v(y)-szorosaival) egyeznek
meg. A folyam értéke pedig r integrdljaval lesz egyenld.

Ezzel a megfeleltetéssel a megengedett folyamokhoz pontosan azok a fiiggvé-
nyek tartoznak, melyek h-ndl sehol sem nagyobbak, és melyek marginalisai sem
nagyobbak f-nél, illetve g-nél.

Tegyiik fel most, hogy f és g kielégitik a Kellerer-feltételt. Ha sikeriilne egy
olyan nemnegativ és megengedett folyamot taldlnunk, melynek értéke megegyezik
f (ésigy g) integrédljdval, az ahhoz tartozo fiiggvény megoldand a marginélisproblé-
mat. (Mivel feltettiik, hogy f és g integrdlhatéak, {gy ha egy fiiggvény margindlisai
nemnegativok, sehol nem nagyobbak f-nél, illetve g-nél, viszont integraljuk meg-
egyezik f, illetve g integréljaval, igy a fliggvény margindlisai majdnem mindig
megegyeznek f-fel, illetve g-vel.)

Mivel X és Y véges sok pontbdl dllnak, valamint f és g integrédlja véges, igy
elegendd lenne latnunk, hogy minden végds értéke legaldabb ~ lesz. (Emlékeztetdiil:
~v-val f, illetve ¢ integraljanak értékét jelsltiik.) Ekkor ugyanis a Ford-Fulkerson-
tétel alapjan a maximalis megengedett folyam értéke legalabb ~ lenne — vagyis
a hozza tartozo fliggvény kielégitené a feltételeket.

Legyen tehat egy vdgasuk, melynek egyik felébe a, A C X és B C Y tartozik.
Ekkor a graf kapacitasfiiggvényét c-vel jelolve, vagas értéke:

Zc(ﬁ)Jr Z c(ﬂ)+20(y7):/fdu+/hd(uxy)Jr/gdl/Z'y,
A

g A z€A,y¢B yeB AxEB B
ahol az egyenlétlenség a 2.2. Kellerer-feltétel az A és B halmazokra, felirva.
Tehat bebizonyitottuk a kévetkezo tételt:

3.1. tétel. Legyenek (X, A, ) és (Y, B,v) teljesen atomos mértékterek, melyekben
csak véges sok (lényegileg kiilonb6z6) nem nullmértékii atom van, és ezek mértéke is
mind véges. Legyenek rajtuk adva az f, illetve g nemnegativ mérheté fiiggvények,
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valamint legyen adva az 6 (X x Y, A x B, u X v) szorzatteriikén egy h nemnegativ
mérhetd fiiggvény, melyek értékei (majdnem mindenhol) végesek. Ezen feltételek
mellett pontosan akkor létezik egy k nemnegativ mérheté fiiggvény a szorzattéren,
melynek margindlisai (majdnem mindenhol) f és g, valamint amely (nullmértékii
halmaz kivételével) sehol sem nagyobb a h fiiggvénynél, ha f és g kielégitik a h
fiiggvényre vonatkozé Kellerer-feltételt.

Megjegyzés. Mint mar emlitettiik, amennyiben a halmazokra vonatkozé margi-
nélisproblémat akarjuk megoldani, gy tovabbi megszoritasokat kell tegyiink az f
és g fiiggvényekre: fel kell tenniink, hogy f, illetve g értékei , megfelelek”, azaz
értékeik egy-egy B-beli, illetve A-beli halmaz mértékével egyeznek meg.

Am (mint a 6. részben l4tni fogjuk) ez 6nmagdban még nem elegend? a teljesen
atomos halmazok esetének megoldasahoz. Egy specidlis esetben viszont elegendé:
méghozza akkor, ha feltessziik, hogy az eredeti terek minden atomja azonos (véges)
mértéki — feltehetd, hogy ez az érték mindkét térre 1. (Amennyiben az atomok vég-
telen mértékiiek lennének valamelyik térben, ugy f, illetve g integralhatésagabdl
kovetkezden a reménybeli szekcidmérték-fiiggvényeink nulla integraliiak lennének.)
Ezen feltételezések mellett f és g egészértékii lesz. Sot, észrevehetjiik, hogy itt X és
Y végességének feltételezése sem sziikséges: erre I' végességének biztositasahoz volt
sziikségiink, de mivel f és g integralhatd és egészértékil, igy véges sok pont (egy
véges mértékii halmaz) kivételével mindenhol 0 lesz. Ebb6l kovetkezéen I'-ban bér-
milyen megengedett folyam csak bizonyos (f-t6l és g-t6l fiiggd) véges sok élen lehet
nemnulla értékii. Tehdt az ezek dltal generdlt részgrafot véve egy véges problémét
kell megoldanunk.

Most nyilvanvaléan I minden élének kapacitdsa egész szam lesz, igy a ma-
ximalis folyam is vélaszthatd egészértékiinek — tehdt a hozzd tartozé fiiggvény is
egészértékil, azaz (mivel a x s 0-1 értéki fiiggvény korldtozza) egy halmaz karak-
terisztikus fiiggvénye lesz.

Tehdt a diszkrét esetben (teljesen atomos, csupa azonos és véges mértékd atom-
bl dlle mértékterek esetében) a halmazokra vonatkozé margindlisprobléma pontosan
akkor megoldhato, ha f, illetve g minden értéke az Y, illetve X atommeértékének
egész tobbszordsose, valamint f és g kielégiti a Kellerer-feltételt.

3.2. A ,,nem til nagy” fiiggvények szuprémuma. Ebben a szakaszban meg-
prébaljuk belatni, hogy — a 2.3. tétel feltételei mellett — a fiiggvényekre vonatkozd
margindlisproblémat megoldé fiiggvény (akar létezik, akar nem) valamilyen érte-
lemben megkozelitheté bizonyos fiiggvényekkel, melyeket ,nem tul nagy” fiiggvé-
nyeknek fogunk nevezni.

Legyen tehét adott egy (X, A, p), illetve egy (Y, B, v) mértéktér, és legyen raj-
tuk adva az f, illetve g nemnegativ és integralhaté fiiggvény, valamint legyen adott
a két tér szorzatan a nemnegativ és mérhet6 h fiiggvény is. Tovabbi megszori-
tasként fel kell tételezniink, hogy a h fiiggvény minden véges mértékii halmazon
integralhaté. Tegyiik fel azt is, hogy f és g kielégiti a h-ra vonatkozé 2.2. Kellerer-
feltételt. Az f és g fiiggvények integrélja ekkor megegyezik, ezt a (véges) értéket
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~v-val fogjuk jelolni, tovdbba (mint a 27. oldalon megjegyeztiik) feltehetjiik, hogy
a mértéktereink o-végesek.

Adott f, g és h mellett olyan nemnegativ fiiggvényeket neveziink ,nem tuil
nagynak”, melyek sehol sem nagyobbak h-nal, és margindlisaik sem nagyobbak
f-nél, illetve g-nél.

Egy nem tul nagy fiiggvény integrélja nyilvan soha nem nagyobb ~-nal, és
ha az integrilja egyenld ~-val, akkor 6 megolddsa lesz a feladatnak. (Az, hogy az
integral soha nem nagyobb 7-nédl a Fubini-tétel egyenes kdvetkezménye. Ahhoz,
hogy a < integrali nem til nagy fiiggvény megfelel§ lesz, a Fubini-tételbdl és
a fiiggvények nemnegativitdsabdl 14thatd.)

A célunk tehdt az, hogy beldssuk: nem tul nagy fiiggvényekkel meg tudjuk
kozeliteni integralban a (feltételezett) megolddst. Precizebben: a nem tul nagy
fliggvények halmazat KC-val jelolve teljesiil a

sup{ / k:d(uxu)‘kelc}zy

XxXY

Osszefiiggés. Ennek eléréséhez meg fogjuk préobalni valamilyen értelemben , diszkre-
tizalni” a problémat.

Eloszor is rogzitsiink egy pozitiv € szamot. Mint az 1.4. szakaszban lattuk,
f-hez talalhaté egy olyan mérhetd f. fiiggvény, amelyre:

0<fe<f;

fe egyszerti, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

{f- > 0} (a tovdbbiakban: X') véges mértékii;

0 S fx(f*fs)dlu' <e.

Az elsé kettd és az utolsé pontrdl a mar hivatkozott 1.4. szakaszban leirtuk,
miért teheté fel. A harmadik pont pedig f. egyszeriiségének és az utolsé pont-
nak nyilvdnvalé kovetkezménye: mivel f integralja véges, f.-é ennél nem nagyobb
(de nemnegativ), tovabba mivel f. nemnegativ és egyszerii, igy ahol f. nemnulla,
ott van minimalis értéke, tehat egy véges mértékli halmaz kivételével mindenhol 0O
értéket vesz fel.

Nyilvan teljesen hasonléan valaszthaté egy g. mérhet6 fiiggvény is, melyre:
0<g:<y;

ge egyszerl, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

{ge > 0} (a tovdbbiakban: Y”) véges mértéki;

0< [y (9—g:) du<e.

Most szeretnénk egy hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezd h. fliggvényt is ta-
lalni, 4m itt sziikségiink lesz egy plusz feltételre: fel kell tenniink, hogy az X x Y
szorzattér eldall egy véges téglardcs (14sd 1.2. szakasz) alakjdban (pontosabban egy
téglardcs unidjaként), ahol a téglardcs elemein h. konstans, legaldbbis azon a részen,
ahol erre sziikségiink lesz: az X’ x Y’ téglan. Viszont ezt csak gy tudjuk elérni,

hogy elhagyjuk a h. < h feltételt, és ennek megfeleléen fXXY |h—he|d(pxv) <e-t
tételeziink fel.
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A h, fiiggvényt X’ x Y'-n kiviil h-val egyenlének fogjuk definidlni, tehét elég
a fentieket az X’ x Y’ halmazok megcsindlnunk. (Nyilvdn ha ott van egy véges
téglardcs, az ,kiterjeszthetd” az egészre is.) Most h integralhaté X’ x Y’/-n, hiszen
ez véges mértékll (lattuk, hogy mind X’ mind Y’ az, h-rdl pedig feltételeztiik,
hogy minden véges mértékii halmazon integrdlhatd). Vegyiink itt egy h' egyszerii
fiiggvényt, amelyre teljesiil, hogy 6 nemnegativ, és integrdlban e-nal kozeliti h-t,
vagyis [y, .y [h—h[d(uxv) <e.

Ezt a h/-t fogjuk a nekiink megfeleld médon dtalakitani. Legyenek A’ nemnulla
értékei ¢1 < cg < -+ < ¢. Ekkor {h' = ¢1} (mint mér erre utaltunk a 1.2. szakasz-
ban) megkozelithet6 véges sok tégla (diszjunkt) unidjdval — nevezziik ezt az uniét
S1-nek — tetszéleges 1 > 0 pontossaggal. Mivel h’ korldtos, igy n-t elég picire vé-
lasztva elérhet6, hogy Si-en h' értékét c;i-re véltoztatva {h' = c1}\ Si-en pedig
nulldvé téve még mindig ne sértsiink meg semmilyen feltételt, melyet h'-re tettiink.
M4ésképp fogalmazva: feltehetd, hogy h' a c; értéket véges sok tégla unidjan veszi
fel.

Nyilvdn hasonlé médon felteheté, A’ minden nemnulla értéket téglak véges
uniéjén vesz fel. (Ehhez tébbszor ki kell haszndlnunk a téglak félgyiiri tulajdon-
sagat. Amennyiben példdul S; = {h' = ¢;} tégldk véges unidja, eléfordulhat, hogy
a {h = co}-t kozelitd Sy téglarendszer ebbe belemetsz. Am a félgytirti tulajdonsdg
miatt 57\ Sy is tégldk véges unidja lesz.) Ekkor az X’ x Y’ \ {h’ # 0} halmaz is
felbomlik tégldk diszjunkt unidjdra (szintén a tégldk halmazénak félgytiril tulaj-
donsdga miatt). Diszjunkt tégldk véges unidja pedig nyilvan , general” egy véges
téglardcsot, hogy az eredeti tégldk a téglardcs elemeinek (diszjunkt) uniéi legyenek.

Vagyis a h. fiiggvényt X’ x Y'-n h/-vel, azon kiviil pedig h-val egyenlének
definidlva sikeriilt eléallitanunk egy h. fliggvényt, melyre teljesiil:

® he 2 0;

o h.|x/xy’ egyszerii, vagyis h. az X’ x Y’ halmazon csak véges sok értéket vesz
fel;

o X' x Y’ felbomlik egy olyan véges R téglardccsd (R = X' x Y’ teljesiil egy

R véges téglardcsra), melynek elemein h. konstans;

¢ 0< [y ylh—heldlpxv)= [y vy |h—h|dpxv)<e.

Most szeretnénk elérni, hogy f:|x nivéhalmazai és R X'-re vett vetiilete
megegyezzenek egymassal — pontosabban, hogy f. konstans legyen R vetiiletének
elemein. Ez nyilvan elérhetd, hiszen f.|x  nivéhalmazainak rendszerét (az {f. = c}
alakt halmazokat — ez véges sok diszjunkt nemiires halmaz, plusz az iireshalmaz
lesz) P-vel, R X'-re vett vetiiletét vetiiletét X-szel, Y'-re vett vetiiletét pedig
Y-nal jelélve, a P U X rendszer diszjunktizdltjat (vagyis a (ﬂ?zl Ai) \ (U;nzl Cj)
halmazok rendszerét, ahol az A;-k és C;-k mind killénbozdek és lefedik P U X-
et) pedig P’-nek nevezve R helyettesitheté P’ x Y-nal — ez mér teljesiti a kivant
feltételt. Vagyis feltehetd, hogy f- konstans az R téglardcs X'-re vett vetiiletének
minden elemén, és nyilvan hasonldan feltehetd, hogy g. konstans az R Y'-re vett
vetiiletének minden elemén.

Végso soron tetszoleges € > 0 mellett el6 tudtunk allitani egy R véges tégla-
racsot, valamint olyan f., g., illetve h. X-en, Y-on, illetve X x Y-on értelmezett
nemnegativ mérheto fliggvényeket, melyekre:
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0<f-<f,0<9-<g, he 20;
e R elemein h., megfelel6 oldalaikon pedig f., illetve g. konstansok;

R megfelel6 vetiiletein kiviil f., illetve g. csak a 0 értéket veszi fel;

0< [x(f—fo)du, [y(9—ge)dv, fXXY |h — he|ld(p x v) <e.
Most a teljesen atomos esethez hasonléan elkészithetiink egy I' irdnyitott
grafot, élein adott kapacitasokkal. Nevezziik R X-re vett vetiiletét X-nek, Y-ra
vett vetiiletét pedig V-nak. Ekkor:

e I csticsai legyenek egy a pont, X elemei, ) elemei valamint egy z pont (fel-

tessziik, hogy a,z ¢ X UY);

e mutassanak a-bdl élek X minden A elemébe, kapacitdsuk pedig legyen f. itt

felvett értékének p(A)-szorosa, vagyis [ 4 fedi;

e mutassanak I'-nak tovabbi élei X minden A elemébdl ) minden B elemébe,
kapcitdsuk pedig legyen h. itt felvett értékének u(A)v(B)-szerese, vagyis
S he (e x v);

e czen feliil legyenek I'-ban ) minden B elemébdl z-be mutato élek, ezek kapa-
citdsa pedig legyen g. B-n felvett értékének v(B)-szerese, vagyis [ ge dv;

e ne legyenek tovabbi élei I'-nak.

Ekkor I' egy véges graf lesz.

Most (szintén az atomos esethez hasonléan) a I'-n értelmezett (nemnegativ)
megengedett folyamok megfelelnek olyan X x Y-on értelmezett fiiggvényeknek,
melyek értéke R elemein kiviil mindig 0, R elemein konstansok, marginélisaik nem
nagyobbak f.-nal, illetve g.-nal, valamint értékei sehol nem nagyobbak h.-nal.
Valoban, ha adott egy megengedett folyamunk, akkor az X x Y-on értelmezett
fiiggvényt R elemein kiviil O-nak, R egy A x B elemén pedig a folyam /@—n felvett
értékének 1/(u(A)v(B))-szereseként definidlva ezek a feltételek mind teljesiilni
fognak, a fiiggvény integrélja pedig a folyam értéke lesz. (Lésd a teljesen atomos
eset részletezését a 31. oldalon.)

Kovetkezonek meg kellene becsiilniink egy véagés értékét. Legyen a vagasunk
olyan, hogy az egyik felébe tartozzon az a pont, az oda tartozé X-beli elemek uniéja
legyen A, az Y-belieké pedig B. Az | X, illetve az | J Y halmazra pedig alkalmazzuk
a méar hasznélt X', illetve Y jelolést. Ekkor a vagds értéke:

/fgdwr / hgd(ux,/)Jr/gEdy:

XN\A Ax(Y'\B) B

:/fsdlu—|— / he d(p x v) + / ge dv >
i

Ax(Y’\B) Y’UB
2/fdu—a+ / hd(p xv)—e+ /gdu—ez'y—&e,
A Ax(Y’\B) Y'UB
ahol az egyenléség abbdl addédik, hogy f., illetve g. X'-n, illetve Y'-n kiviil 0

értéket vesznek fel, az elsé egyenlStlenség 0 < f. < f, 0 < g. < g valamint az f — f.,
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g — ge 6s |h — he| fiiggvények integrdljaira tett feltételek kovetkezménye, a méasodik
egyenl6tlenség pedig a 2.2. Kellerer-feltétel kozvetlen alkalmazésa.

Vegyiink tehdt egy maximalis megengedett folyamot, a hozza tartozo fiiggvény
neve legyen k', és min(k’, h)-t nevezziik ky.-nak. Ekkor k4.-ra teljesiil, hogy:

e k4. nemnegativ;

e k4. margindlisai nem nagyobbak f-nél, illetve g-nél, hiszen k4. nem nagyobb
k’-nél, mindkett6 nemnegativ, k' margindlisai pedig nem nagyobbak f.-nal,
illetve g.-nél, ezek pedig nem nagyobbak f-nél, illetve g-nél;

e k4. sehol nem nagyobb h-nal;

* [y kacd(p x v) >~ —4e, hiszen k" integrélja a maximélis folyam értéké-
vel egyezik meg, azaz legaldbb v — 3¢, tovabbd k' nem nagyobb h.-ndl, igy
min(k’, h) integralja k’-énél legfeljebb e-nal lehet kisebb (mivel [y . |h—
held(p X v) < g).

Vagyis minden € > 0-ra elééllitottunk egy k. nem tul nagy fiiggvényt, melynek
integralja legfeljebb e-nal kisebb y-nal. Mésfel6l a nem tul nagy fiiggvények integ-
ralja sziikségszertien nem nagyobb f integrdljandl, vy-nél. fgy valéban belattuk a

sup{ / kd(uxu)‘kelc}:7

XxXY

Osszefiiggést.

4. fejezet. A fiiggvények esetének megoldasa

Ebben a fejezetben szeretnénk beldtni a 2.3. tételt. Az el6z6 részben bizonyitottuk,
hogy a tétel feltételei mellett a nem tdl nagy fiiggvények (lasd 33. oldal) integral-
jainak szuprémuma az f és g fiiggvények kozos - integralja. Tehat ha sikeriilne
igazolnunk, hogy a szuprémum el6all maximumként, azaz van egy nem til nagy
filggvény ~ integrallal, akkor a fiiggvényes eset bizonyitasaval készen lennénk (mint
azt mér a nem tul nagy fiiggvények fogalmanak bevezetésekor megallapitottuk).

Legyen tehat adott egy (X,.A,pn) és egy (Y, B,v) mértéktér, rajtuk az f és
g nemnegativ integralhato fliggvényekkel, valamint a szorzattéren értelmezett h
nemnegativ mérheto fliggvény, amelyrdl feltessziik, hogy majdnem mindenhol véges
értéki, és melyre f és g kielégiti a 2.2. Kellerer-feltételt — és igy a 27. oldalon irtak
szerint feltehetjiik azt is, hogy a mértéktereink o-végesek. (Ebben a fejezetben
arra, hogy h véges mértékii halmazokon integralhatd, nem lesz sziikségiink, a véges
értékiiség gyengébb feltétele elegendd lesz. Az erGsebb feltételt voltaképpen csak
az el6z6 fejezetben hasznaltuk ki, megfelel6 atomos kozelités megkonstrudlasahoz
—14sd a h. fiiggvény konstrukcidjat a 34. oldalon.)

Vegyiik most nem tul nagy fiiggvények (a szorzattér nemnegativ mérhetd
fiiggvényei, melyek marginalisai nem nagyobbak f-nél, illetve g-nél, maguk pedig
nem nagyobbak h-nél) egy (k‘(")):il sorozatat, melyekre

EM™ d(p x v) — v

XxXY
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teljesiil. (Bér a 2.3. tétel bizonyitdsdhoz azt az esetet kell hasznélnunk, ahol v az f
és g figgvények kozos integrédlja, a bizonyitds barmely ~ érték mellett helyes lesz.
A nem tul nagy fiiggvények definiciéja alapjan ez az érték nem lehet nagyobb f és
g integraljandl, {gy mindig véges.)

4.1. Az integralhaté és négyzetesen integralhaté eset. Most vegyiik észre,
hogy ha h négyzetesen integrélhaté és integralhaté is volna (vagyis benne lenne
L*(X xY)NLYX x Y)-ban), tgy (a 0 < k(™ < h-bél adédéan) minden n-re
K™ e L? és ||[E™)| < ||h| is teljesiilne (az L?-normaval) — vagyis taldlhatnank
(k(”))noozl—nek egy gyengén konvergens részsorozatat (1dsd az 1.5. szakaszt). Felte-
hetnénk tehat, hogy a (k(")):O:l sorozat gyengén konvergens, gyenge limesze pedig
a k fiiggvény. Ekkor, mivel a k(") fiiggvényeket majoralja az integralhaté h fiigg-
vény, ezért

/kd(uxz/): lim /k(")d(uxy):7

n—oo
X XY XxXY

kovetkezne (ldsd az 1.5. szakaszt). Vagyis ebben az esetben elég beldtnunk, hogy k
nem tul nagy fiiggvény. Ehhez két dolgot kell ellen6rizni: hogy nemnegativ, de sehol
nem nagyobb A-ndl; illetve hogy marginalisai sehol nem nagyobbak f-nél, illetve
g-nél.

Mivel minden n pozitiv egészre k(™ < h, igy minden véges mértékii C € A x B
halmazra:

/kd(uxy): ILm /k(”)d(uxy)g/hd(uxv),
C C C

amibél k < h adédik (hiszen (X x Y, A x B, u x v)-r6l feltehettiik, hogy o-véges, 1ldsd
1.4. szakasz). A k fiiggvény nemnegativitdsa ugyanilyen médon lathaté (a fentit h
helyett az azonosan 0 figgvényre és forditott irdnyu egyenl6tlenségre alkalmazva).

Es chhez hasonléan kaphatjuk a margindlok nem til nagységat is. Vegyiink
egy tetszéleges A € A véges mértékii halmazt. A h fiiggvényrdl feltettiik, hogy
integralhatd, és minden n-re majoralja k(™ -et, tehét:

/ </k(sc,y) dv(y)> du(z) = / K, y) d( x v) () =

A Y AXY

~ lim / K (2, ) d( x v) (2, y) =

n—oo
AXY

n— oo

= lim ( / K0 (2, ) du<y>> dp(x) < / f(z) dp(z)
A Y A

teljesiil, vagyis k elsé marginalisa sehol nem nagyobb f-nél. A maésik marginalisra
vonatkozo feltétel ugyanigy adodik.
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Tehat sikeriilt bebizonyitanunk, hogy amennyiben h integralhaté és négyze-
tesen integralhaté is, valamint f és g kielégitik a h-ra vonatkozé Kellerer-feltételt
(lasd 2.2.), igy valéban eléallithaté a margindlisproblémét megoldé fiiggvény.

4.2. Az altaldnos eset. Adott tehdt £(™ nem tul nagy fiiggvények egy sorozata,
melyek integralja y-hoz tart.

Nevezziik minden n pozitiv egészre f(™-nek, illetve ¢(")-nek k(™ X-re, illetve
Y -ra vett marginélisat. Ekkor

/f-(n) dy = /g(n) dy = / L) dlp xv) — v

X Y XxXY

teljesiil. Szeretnénk ezekbdl az f(), illetve ¢(™ fiiggvényekbél egy valamilyen érte-
lemben gyengén konvergens részsorozatot kivalasztani.

Ehhez el6szor is particionaljuk haromféle médon X x Y-t, majd vegyiik ezek-
nek a metszetét: vagyis allitsunk el6 egy D, egy H és egy R halmazrendszert, melyek
elemei diszjunkt mérheté halmazok, és mindharom unidja az egész X x Y. Ezek
metszete alatt a

DNHNR:={DNHNR|DeD, HeH, ReER}

halmazrendszert értjiik, mely nyilvdnvaléan megint csak egy (mérhetd) particiond-
ldsa lesz X x Y-nak.

A D halmazrendszer legyen egyszertien X x Y felbontdsa megszamlalhatéan
sok véges mértékli halmazra.

A H particionalast olyannak vélasztjuk, hogy megszamlalhatéan sok elembol
alljon, és minden elemén h integralhaté és négyzetesen integralhaté is legyen.
Példaul megtehetd ez igy, hogy D elemeit tovabbdaraboljuk az {{m <h<m+1}|
m=20,1,2,... } halmazrendszerrel.

Az R halmazrendszert H-hoz hasonléan allitjuk els, csak ez egy megszam-
lalhato téglaracs lesz, melynek minden elemének oldalain f, illetve g négyzetesen
integralhatd. (Felbontjuk ilyen halmazok diszjunkt unidjara X-et, illetve Y-t, és
ezeket Osszeszorozzuk — a felbontdsok létezése H elGallitasdhoz hasonldéan latha-
tok.)

Most tehat a D NH N'R rendszer elemei megszamlalhatéan sokan vannak, ne-
vezziik 6ket C,Cs, . ..-nek. Minden j pozitiv egészre legyen k;n) = k() “Xc;, mar-
(n)

gindlisait pedig nevezziik f;n)—nek7 illetve g;’-nek. Legyen tovabba h; :=h - xc;.

A fenti definiciok alapjan lathatd, hogy a C; halmazok, valamint a k§n)7 f;"),
g§") fiiggvények kielégitik a kovetkezd feltételeket:

o (; mértéke véges minden j-re;

e a (; halmazok vetiiletein f, illetve g négyzetesen integralhato;

e minden j pozitiv egészre 0 < kj(-n), f;n),g](-n), hj;
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° k;n) < h;, tetszlleges j esetén;

o YK =k <p 2 f = f) < f 3% g = g < g, és termé-
szetesen Zjoil hj = h;

. k;"), f;"), illetve g](.") is integralhaté valamint négyzetesen integralhaté (X x Y-
on, X-en, illetve Y-on), minden j pozitiv egész mellett;

. f;") és gj(»") kielégitik a hj-re vonatkozé 2.2. Kellerer-feltételt, hiszen k;")
margindlisai, és k:](-n) < h;, bérmely j-re (lasd a 2.4. allitést).

Mivel minden j pozitiv egész szamra az ( f;n))zo_l sorozat elemei mind négy-

zetesen integralhatéak, tovabbd sehol sem nagyobbak f - X, (c;)-1nél (ahol mx (D)
alatt a D C X x Y halmaz X-re vett vetiiletét értjiik), amely szintén négyzetesen
integralhatd, igy a sorozat az L?-norméban korldtos is, vagyis ki tudunk valasztani
belble egy gyengén konvergens részsorozatot.

Vélasszunk ki tehat egy gyengén konvergens részt fl(")—bél, legyen a hatarér-
téke fl Most ritkitsuk tovabb az igy kapott részsorozatot, hogy f2(n) is tartson
egy fg fliggvényhez, és folytassuk ezt minden j-re. Ekkor az ,a4tl6s sorozat” mentén
minden j-re konvergens lesz f;").

(Precizen: Létezik egy ny 1,11 2,... sorozat, hogy fl(nl’l), fl(nm), ... gyengén

konvergens, hatarértéke ]71 Létezik ehhez hasonléan minden [ > 2-re az n;_1 1,
ni—1,2,. .. sorozatnak egy n;1,mn;2, ... részsorozata, hogy fl(m’l), fl("”), ... is gyen-
gén tart egy f; fiigevényhez. Ekkor minden j pozitiv egészre f;m’l),f;nz’z),...
gyengén konvergal fj-hez.)

Tehat feltehetjiik, hogy minden j-re az f;n) sorozat gyengén konvergens,
gyenge limesze pedig E Nyilvan hasonléan feltehet6 az is, hogy a g](-n) soroza-
tok is tartanak valamely g; fiiggvényekhez.

Most szeretnénk olyan nemnegativ Ej fiiggvényeket el6allitani, melyeknek mar-
ginalisai fj, illetve g;, valamint nem nagyobbak h;-nél. Ehhez (az el6zé szakaszban
targyaltak szerint) elég volna beldtni, hogy f: és g; kielégitik a hj-re vonatkozé
Kellerer-feltételt, hiszen h; integralhaté és négyzetesen integralhato is.

Vegyiink tehdt egy tetszleges A € A és B € B halmazt. Ezekre (mivel f;")—et

majoralja az integrahato f, g§n)—et pedig az integralhaté g fiiggvény):

/fj dp = lim /f;") dy = lim /g](.n) dv = /ﬁj dv,
n— oo n—oo
X X Y Y

hiszen f;n) és gj(-”) integralja minden n-re megegyezik egyméssal (mindkettd k](-n)

integrdlja); valamint:

/ hjd(uxu)Jr/fjdm/gjdu:

AxB A B
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= / hjd(p x v)+ lim /f;n)d,qu lim /gj(.n)du:
n—0oo n—oo
A B

AxB
= lim [ / hjd(/,bxV)+/f;n)du+/g§")d1/] > lim /f;")du:
n—oo n—oo
AX B a B X

/fjdl‘:/gjd%
X Y

ahol az egyenldtlenség abbol kovetkezik, hogy (mint mar megallapitottuk) £\ és

g§") minden j és n mellett kielégitik a hj-re vonatkozé Kellerer-feltételt.

Vagyis f] és g; valéban eleget tesznek a h;-re vonatkozé Kellerer-feltételnek,
igy 1étezik hozzajuk egy 0 < k: < h;j fuggveny, melynek pont f] és g; a margindlisai.
Azt szeretnénk most beldtni, hogy a k= > =1 k fliggvény kielégiti a feltételeinket:
egy nem tdl nagy fliggvény lesz, v integrallal.

A k < h; Osszefliggést mar belattuk (igazabdl igy allitottuk eld k -t), gy

az dsszegiikre vonatkozé k = Stk < Z] 1 hj = h is nyilvanvaléan adédik.

Jj= 1

Mivel k = Z k;, igy k marglnahsal nyilvéan a Z o1 fj, illetve Z -, g; fige-
vények lesznek. (A fuggvenyek nemnegativitasa miatt az 1ntegralkepzes és az Osszeg-
zés felcserélhetd.) Vagyis azt kéne latnunk, hogy Z o1 fj < f, illetve Z _19; <g.
Nyilvén elegend$ az egyiket bizonyftanunk (a ma51k teljesen hasonléan mukodlk)
Vegyiink tehdt egy tetszoleges véges mértékii A € A halmazt. Erre:

/iﬁw:i lizn /f(”)du— lim Z/f(n)du_
%4 =1 =1 n—00

,1A

= lim f(”) du</fdu,

n— oo

hiszen f;")—et minden j és n mellett majordlja az integralhatd f fiiggvény, igy
a hatdrértékképzés és az Osszegzés felcserélhetd. (Az integralds és az Osszegzés
felcserélhetésége megint csak a fiiggvények nemnegativitdsabdl adédik.)

Tehat mar csak azt kellene belatnunk, hogy k integralja valéban v lesz. Fz is
az eddigiekhez hasonléan bizonyithato:

/kduxy Z / Ejd(,uxz/):Z/fjduzznli_)ngo/f;")d
=1y =1k

XXY I=1x 5%y

= tim (S ™ ™ gy 1 () _

di [ 527 du= i [0 =t [ du) =
x J=1 X XXY
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ahol az elsé egyenlség k definicigjabdl (illetve a EJ— fliggvények nemnegativitasa-
bél) adddik, a masodik a Ej fliggvények definicidjanak kovetkezménye, a kovetkezd
fj konstrukciéjabol kovetkezik, a szumma és a limesz, illetve az integral felcserélhe-
tOsége megint csak a nemnegativitdsbdl, illetve az f;”) fiiggvények majoraltsagabdl
adédik (f majorédlja Gket és integralhatd), utédna fj(") definici6jat hasznaljuk ki
(Z;’;l k§n) = k(™| tehat a nemnegativitds miatt a margindlisaikra is hasonlé tel-
jesiil), végiil pedig f(™), illetve k(™ definiciéja adja az egyenlSségeket.

Vagyis k valéban egy nemnegativ mérhetd fiiggény lesz, amely sehol sem
nagyobb h-nal, marginalisai pedig f-nél, illetve g-nél. Ezzel a margindlisprobléma
fliggvényekre vonatkozo esetét megoldottuk, bebizonyitottuk a 2.3. tételt.

5. fejezet. A specialis alakii megoldas és a halmazok esete

Ebben a fejezetben, a halmazokra a 2.2. szakaszban megfogalmazott kérdés megva-
laszolasanak érdekében, bizonyos specialis alakii megoldasok 1étezését bizonyitjuk.
Az ehhez kapcsolodé tételiink a kovetkezo lesz:

5.1. tétel. Legyen adott egy (X, A,pu) és egy (Y,B,v) o-véges és atommentes
mértékteriink, legyen tovabbd adott a két tér (X x Y, A x B, u X v) szorzatan egy
nemnegativ mérheté h fliggvény, amely egy nullmértékii halmaz kivételével véges
értékeket vesz fel. Barmely k mérheté fiiggvényhez a szorzattéren, amely kielégiti
a0 <k < h feltételt (majdnem mindenhol), létezik egy U halmaz, hogy k és h - xu
marginalisai (egy nullmértékii halmaz kivételével) megegyeznek.

Az adott k fiiggvény X, illetve Y szerinti margindlisait, az el6z6 részek szoka-
sainak megfelelden, f-fel, illetve g-vel fogjuk jelolni.

A tételt a kovetkez$ médon fogjuk bizonyitani: elészor bizonyos specidlis felté-
teleket kielégitd h fiiggvény mellett latjuk be, hogy a megolddsok halmaza a négy-
zetesen integralhaté fiiggvények L? terének egy gyenge* kompakt részhalmaza lesz.
Ekkor a Krein—Milman-tétel szerint (ldsd 5.5. tétel) van a megolddshalmaznak egy
extrém pontja. Ezutan bebizonyitjuk, hogy a megoldashalmaz extrém pontjai min-
dig h - xy alakuak, végiil az altalanos esetet visszavezetjiikk az ilyen specidlis h-k
esetére.

5.1. A topologikus vektorterekrol, illetve az L? térrél. Topologikus vektor-
tér alatt olyan halmazokat értiink, melyek el vannak latva egy vektortérstrukturaval
és egy topologidval is, rdadédsul ezek ,kompatibilisek”, abban az értelmeben, hogy
a vektortérmiiveletek (a vektorok osszeaddsa, illetve skaldrral val6 szorzésa) folyto-
nosak az adott topoldgidra nézve. (Az Gsszeadds esetén természetesen a tér Snma-
gaval vett direktszorzatan értelmezett szorzattopolégidra nézve folytonos. Vagyis
a vektorteriinket V-vel jelslve a V x V — V| (u,v) — u+ v leképezés folytonossigat
koveteljiik meg, ahol a V' x V téren a V-bol srokolt szorzattopoldgia adott.)
Ezeknek a feltételeknek nyilvan megfelel barmilyen normélt tér, igy L?(Z,C,¢)
is egy tetszéleges (Z,C, &) mértéktér mellett. Mivel nekiink csak erre az esetre lesz
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sziikségiink, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy a vektortereink valds vektorterek
(bar az §llitdsok mind bizonyithaték altaldnosabb esetben is).

Vegyiink egy V topologikus vektorteret, és az 6 V* duélis terét (a rajta értel-
mezett folytonos linedris funkcionélok terét), és tegyiik fel, hogy V* elvdlasztja V'
elemeit (vagyis barmely V' barmely két eleméhez 1étezik egy V*-beli elem, amely
értékei kiilonbozéek a két vektoron). Nyilvan a duélis téren is természetes médon
tudjuk értelmezni az Osszeaddas és a skalarral valé szorzas miiveletét, tehat a du-
alis tér is egy vektortér lesz. Vegyiik észre, hogy V tetszOleges v elemére a V*-on
értelmezett, A — A(v) leképezés egy linedris funkciondl. V* gyenge* topoldégidjan
az ilyen alaku leképezések altal generalt topoldgiat fogjuk érteni. Kénnyen lathato,
hogy ez egy vektortopoldgia lesz, vagyis V* a gyenge* topoldgiaval egy topologikus
vektorteret alkot.

Riesz reprezenticos tétele szerint az L2 tér dudlisa 6nmaga — hiszen (mint
az 1.5. szakaszban mar megjegyeztiik) L? egy valés Hilbert-teret alkot az (r,s) =
J, - sd¢ skaldrszorzattal. Mivel pedig minden C' € C véges mértékii halmazra x¢
négyzetesen integralhaté (négyzete 6nmaga, integralja £(C)), igy 7 [ rd€ egy
folytonos linedris leképezés lesz — vagyis amennyiben (Z,C,§) o-véges (és mi csak
ezzel az esettel foglalkozunk), gy (az 1.4. szakaszban irtak szerint) L? duélisa
elvalasztja L? pontjait.

Sziikségiink lesz még az operatornorma fogalméara is. Egy adott V' normalt
téren minden A folytonos lineéris funkcionélra a sup{ A(v)| lveV ||| = 1} érték
véges. Ezt nevezziikk A normdjianak. Konnyen lathatd, hogy ez valéban egy norma
lesz V*-on, s6t Riesz reprezentacios tétele kimondja azt is, hogy amennyiben V' egy
Hilbert-tér, iigy V elemeinek operdtornorméja meg fog egyezni a ,hagyoméanyos”
normdjukkal. (Mint fent mar megjegyeztiik, egy valés Hilbert-tér dudlisa mindig
dnmaga.)

A fentiek szerint tehdt L2-re (a rajta értelmezett gyenge* topolégia mellett)
alkalmazhatjuk Banach és Alaoglu tételét:

5.2. tétel (Banach-Alaoglu). Egy V normdlt téren, melynek elemeit szétvdlasztja
V*, barmely M pozitiv szamra a legfeljebb M normé&ji folytonos linearis funkcio-
nalok K halmaza a gyenge* topoldgia szerinti kompakt része lesz V*-nak.

Bizonyitads. (A bizonyitds lényegében megegyezik Walter Rudin bizonyitdsdval —
lasd [7] 3.15.)

A V tér minden v elemére, és minden K-beli A elemre A(v) a [ — M - ||v||, M -
[v]|] intervallumba esik. Tekintsiik tehat a

M= T [=M- ol M- Jol] = {o: V —R|VoeV [p@)| <M |lof}
veV

fiiggvényhalmazt. A legfeljebb M norm&ju V*-beli funkciondlok nyilvdn mind
benne vannak Il-ben.

A II halmaz (Tyihonov tétele szerint) kompakt lesz a szorzattopolégidban.
Masfeldl vegyiik észre, hogy amennyiben II szorzattopoldgiajat megszoritjuk K-ra,
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ugy pont a K-ra megszoritott gyenge* topoldgiat kapjuk — a két topoldgia definici-
6ja pontosan megegyezik itt. Vagyis ha be tudndnk latni, hogy K (a szorzattopo-
légia szerint) zart része II-nek, igy beldtndnk azt is, hogy K gyenge* kompakt.

Vegyiitk hat K lezartjat Il-ben, és tekintsiik ennek egy ® elemét. Azt kéne
beldtnunk, hogy ® folytonos és linedris.

A halmazok lezartjanak definiciéja alapjan ® minden kornyezete tartalmazza
K egy elemét. Vagyis tetszoleges € pozitiv szamra, u és v vektorokra, valamint «
és 8 skalarra létezik egy olyan A linedris funkciondl V*-ban, hogy ® és A értéke
u-ban, v-ben és (a - u + B - v)-ben is legfeljebb e-nal tér el egymadstdol. Ekkor:

’@(owu—i—,@w)—a-@(u)—ﬁ-@(v)’:|[<I>(oz-u—|—ﬁ-v)—A(oz-u—l—ﬂ-v)}—

—[a-@@w) —a-A@w)] - [B-2) - B-AW®)]| < 1+ ol +18]) - &

minden pozitiv e-ra teljesiil — vagyis ® valéban linedris.

A fiiggvény folytonossara innen pedig mér nyilvanvald, hiszen (mint IT min-
den eleme) 8 egy korldtos funkciondl, a linedris funkciondlokon pedig a folytonossdg
és a korldtossag feltétele megegyezik. (EmlékeztetSiil: a nemnulla linedris funkcio-
nalok értékkészlete soha nem korlatos. Egy normalt tér korlatos funkciondlja alatt
az egységgdmbon korlatos funkcionalokat értjiik. fgy nyilvan, ha minden u,v € V-re
|®P(u —v)| < ||lu—wv| - M, gy a linearitds miatt ® folytonos lesz.) M

5.3. kovetkezmény. A fentiek alapjan tehdt tetszéleges Hilbert-tér, igy egy o-
véges (Z,C,&) mértéktér esetén L*(Z,C,¢€) tetszbleges sugari 0 kézépponti zért
gombjei kompaktak lesznek a gyenge* topoldgia szerint.

5.2. Az extrém pontok szerepe és a specidlis alaki megoldas. A problémat
el6szor abban a specialis esetben fogjuk megoldani, amikor a korlatozé h fiiggvény
négyzetesen integralhaté (L2(X x Y, A x B, u x v)-beli), és egy pozitiv, de véges
mértékli C € A x B halmazon kiviil azonosan 0. Az &ltaldnos esetet erre fogjuk
visszavezetni.

A plusz feltétel mellett barmely 0 < k < h fiiggvény négyzetesen integralhaté
lesz, és k L?-norméja nem lesz nagyobb h L?-norm4janal — vagyis azon nemnegativ
fiiggvények M halmaza, melyek nem nagyobbak h-ndal, margindlisaik pedig f-fel és
g-vel egyeznek meg (majdnem mindig), L? egy (normdban) korldtos részhalmaza
lesz. fgy a Banach—Alaoglu-tétel alapjan, ha be tudndnk latni, hogy M egy zart
halmaz L? gyenge* topoldgidja szerint, akkor beldtnank azt is, hogy M gyenge*
kompakt. Ehhez elegend6ek a kovetkezok:

e A nemnegativ fiiggvények gyenge* zart halmazt alkotnak L2-ben, hiszen ha
egy fiiggvény (pozitiv mértékli halmazon) negativ, akkor ezt a pozitiv mér-
téklt halmazt véges mértékiinek valasztva az ezen vett integral negativ, igy
az ugyanezen halmazon negativ integralu fiiggvények egy gyenge™ nyilt hal-
mazt alkotnak, melynek elemei k6z6tt nincsenek nemnegativ fiiggvények.
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e Minden D € A x B véges mértékii halmazra a ¢ — fD pd(u x v) fiiggvény egy
folytonos linedris funkcional L2-n. Tehét azon L2-beli fiiggvények halmaza, me-
lyek integralja itt nem nagyobb az [ p hd(p x v) konstansnal egy gyenge* zért
halmazt alkotnak. Az 6sszes D-re ezen halmazok metszete igy szintén gyenge*
zart lesz, vagyis a h-ndl 1ényegében sehol (nullmértékii halmaz kivételével) nem
nagyobb fiiggvények halmaza egy gyenge* zart halmaz. (Lésd 1.4. szakasz.)

o Az el8z6hoz hasonldan a

© pd(p xv), valamint ¢ +— wd(p x v)
(AXY)NC (XxB)NC

funkciondlok mentén az [ 4 [ dp valaming 1) p g dv konstansokkal valé megegye-
zést vizsgalva nyilvanvaléan lathato, hogy az adott véges mértéki C halmazon
kiviil azonosan 0 értékii és adott margindlisu fliggvények gyenge* zart halmazt
alkotnak L? C-n kiviil azonosan 0 fiiggvényei kozott — melynek részhalmazét
alkotjak a h-nal nem nagyobb nemnegativ fiiggvények.

Vagyis a keresett M megoldashalmaz gyenge* zart része a h-nél nemnagyobb
normaju fliggvények gyenge* kompakt halmazanak, igy maga is gyenge* kompakt.

Most ideje felidézniink, mit értiink egy vektortér részhalmazanak extrém rész-
halmaza alatt:

5.4. definicié. A V vektortér K részhalmazdnak az () # E C K halmaz egy extrém
része, ha E egyetlen e pontjahoz sem létezik olyan u és v pont K-ban, hogy nem
mindkett6 eleme E-nek, de e az uv szakasz belsé pontja. Masképp: ha létezik olyan
0 < A < 1 skalér, hogy valamely u,v € K pontokra A-u+(1—\)-v =e, Ugy u,v € E
is teljesiil.

K extrém pontjai alatt nyilvan az egyetlen pontbdl all6 extrém halmazokat
értjiikk (pontosabban ezek egyetlen elemét). A definiciébdl konnyen ldthatd, hogy
e pontosan akkor extrém pontja K-nak, ha nem létezik olyan v nemnulla vektor
V-ben, melyre e + v és e — v is eleme K-nak.

Jegyezzitk meg, hogy a V vektortér tetszoleges K részhalmaza onmaganak
extrém része lesz. Kénnyen lathaté tovabba, hogy amennyiben extrém halmazok
(tetsz8legesen nagy szamossagu rendszerének) metszete nem iires, gy 6 is egy
extrém halmaz lesz. fgy zart és kompakt extrém halmazok nemiires metszete szintén
egy zart kompakt extrém halmazt alkot. Specialisan egy Hausdorff-féle topolégiaval
rendelkez6 topologikus vektortérben egy halmaz kompakt extrém részeinek nemiires
metszete maga is kompakt extrém részhalmaz.

5.5. tétel (Krein—Milman). Legyen V egy topologikus vektortér, melynek dudlis
tere elvalasztja V pontjait. Legyen a K halmaz V' egy kompakt nemiires részhal-
maza. Ekkor K-nak van extrém pontja.

Bizonyitas. (A bizonyitdshoz Rudin vonatkozé munkdja szolgalt alapul — 1asd [7]
3.21.)

El6szor is vegyiik észre, hogy mivel V* pontjai elvalasztjdk V elemeit, V to-
polégidja nyilvan Hausdorff.
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Nevezziik K kompakt extrém részhalmazainak rendszerét £-nek. Ekkor & nyil-
van nem {ires, hiszen K € & teljesiil. Legyen most E € £, A € V*. Definidljuk az F
halmaz E) részhalmazat azon pontok halmazaként, ahol A felveszi a maximumét
E-ben. (Mivel A folytonos, E pedig kompakt, {gy A-nak van maximuma F-n.) Ve-
gyikk Fp egy e elemét, tovabba vegyiik K-nak egy u és egy v pontjat, melyekhez
létezik olyan 0 < A < 1 skaldr, hogy A-u+ (1 —X)-v =e. Mivel e € Ep C E, ami
egy extrém halmaz, igy u,v € E. Masfel6l A(e) = A- A(u) + (1 —X) - A(v), ahol A(e)
a A fiiggény maximuma E-n — tehdt az egyenléség csak ugy teljesiilhet, ha A(u) és
A(v) is ugyanez a maximumérték lesz. Igy E D Ej € € teljesiil, minden E € £ és
A € V* esetén.

Az & elemei §ltal alkotott (a tartalmazésra nézve vett) ldncok részben rende-
zett halmazt alkotnak a tartalmazdsra nézve. (Vagyis € azon &’ részhalmazai, me-
lyeknek tetszoleges E; és Ey elemére Fy C Eo vagy Ey C Ej teljesiil, egy részben
rendezett halmazt alkotnak az & C £” reldciéval.) A ldncok lancainak uniéi nyil-
van szintén lancok lesznek, tehat alkalmazhatjuk a Zorn-lemmat — taldlhatunk egy
&’ maxim4lis ldncot £-ben. Mivel £’ kompakt, nem iires extrém halmazok egy nem
iires ldnca, {gy E' := (&' is egy nemiires, kompakt extrém halmaz lesz. (A ldnctu-
lajdonsdg miatt £’ elemei kielégitik a véges metszetek feltételét, és kompaktak is,
tehéat metszetiik nem iires). Vegyiik észre, hogy E’ minimaélis elem (a tartalmazédsra
nézve) E-ben, hiszen ha nem igy volna, gy F’ egy kompakt extrém részhalmazdval
bévithetnénk az €' lancot, vagyis az nem lenne maximalis. gy minden A folytonos
linedris funkciondlra E\ = E’ is teljesiilni fog, azaz E’-n minden folytonos linea-
ris funkciondl konstans. Azonban a folytonos linearis funkcionédlok elvalasztjak V/
pontjait — kévetkezésképpen E’ egyetlen pontbdl all, tehit E’ egy extrém pontja
K-nak. &

A fentieket az M gyenge* kompakt megolddshalmazra alkalmazva ldthatjuk,
hogy M-nek létezik extrém pontja. (Az elemek elvdlasztasanak feltételét az elézo
szakaszban mér targyaltuk.)

Megjegyzés. A Krein—Milman-tételnek egy erésebb véltozata azt allitja, hogy
a fenti feltételek mellett, ha a K halmaz nem csak kompakt, hanem konvex is,
K a sajat extrém pontjainak konvex burkaval egyezik meg.

Nagyon egyszertien ellenorizhetd, hogy az M halmazunk egy konvex halmaz is
lesz. Tehdt M a sajat extrém pontjainak konvex burka. Nemsokara belatjuk, hogy
M extrém pontjai a h - yy alaku fiiggvények — vagyis M az ilyen specialis alakui
figgvények konvex kombindci6éibdl, pontosabban ezek halmazanak lezartjabdl all.

Tehét a feladatnak pontosan akkor 1étezik (lényegében) egyértelmii megoldésa,
ha h - xy alakd megolddsbol csak egyetlen egy létezik. (Ez nem feltétlen jelenti azt,
hogy U lényegében egyértelmii, hiszen ha h egy pozitiv mértékii hamazon 0, ugy
ezt nyugodtan hozzdvehetjiik vagy elhagyhatjuk U-bél, h - xy ettél nem véaltozik.)

Vizsgaljuk hat meg M extrém pontjait. Mint méar megéllapitottuk, M extrém
pontjai pontosan azok a k € M fiiggvények lesznek, melyre nem létezik olyan p
négyzetesen integralhaté fliggvény, hogy k + p és k — p is M-beli, vagyis nemnega-
tivak, egyikiik sem nagyobb h-nal, margnialisaik pedig f és g.
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Vegyiik észre, hogy amennyiben 1étezik ilyen p fiiggvény, tigy annak margina-
lisai (majdnem mindenhol) konstans 0 értéket vesznek fel. Tovabbd, amennyiben
létezik ilyen fiiggvény, igy a {k = 0} halmazon és a {k = h} halmazon is 0 értéket
kell felvennie, hiszen méskiilénben k — p vagy k +p megsértené a0 < k+p,k—p < h
feltételt. Ebbol kovetkezden a h -y alaktt megoldasfiiggvények valéban M extrém
pontjai lesznek.

Miésfeldl ha k € M, és {0 < k < h} mértéke pozitiv, ugy létezik egy pozitiv €
szém, melyre az {e¢ < k < h — ¢} halmaz is pozitiv mértéki lesz. Vagyis ha van egy
olyan p mérhet6 fiiggvény, amely {¢ < k < h — e} egy véges, de pozitiv mértékii
P részhalmazan nem nulla, korldtos, margindlisai (majdnem mindenhol) konstans
nullék, és P-n kiviil (majdnem mindenhol) azonosan 0, igy k —n-pésk+n-pis
M-beli lesz egy megfelel6 n # 0 konstans mellett. Tehat ekkor k nem extrém pontja
M-nek.

A kovetkezé szakaszban teljes dltaldnossagban fogjuk latni a fenti feltételeknek
megfelel6 p fiiggvény létezését, ezzel bebizonyitva a h - xy alakd megoldas 1étezését,
a h-ra tett specidlis feltételek mellett. De miel6tt ezt az 6nall6 allitdst beldtnank,
bizonyitsuk be, hogy ezek a specidlis feltételek elhagyhatdak.

Mint lattuk, fel tudjuk bontani a tertinket megszamlalhatéan sok olyan C7, Cs,

. halmazra, melyek véges mértékiiek, és melyeken h négyzetesen integralhato.
(Lasd 38. oldal. Ehhez dltaldban egy r mérhet6 fiiggvény mellett elég feltenni,
hogy a mértékteriink o-véges, és r értéke majdnem mindenhol véges.) Minden
ilyen halmazra tekintve a k - x¢, fiiggvény marginalisait, a h - x¢, korldtozé fiigg-
vénnyel egy megoldhaté margindlisproblémat kapunk, ahol a korldtozé fiiggvény
négyzetesen integralhatd, és egy véges mértéki halmazon kiviil azonosan 0. Vagyis
ezeknek a megszoritott problémanak létezik xy, - h - x¢, alaki megoldéasa. Nyil-
van feltételezhetjiik, hogy U; része Cj-nek minden j mellett, és igy ezen megolda-
sok 33221 xv, - h = xu - h osszege (ahol U-val | |72 Uj-t jeloljiik) nyilvan megoldja
az eredeti feladatot. Tehdt az 5.1. tételt bebizonyitottuk.

Ebbdl pedig mar addédik a halmazok esetére vonatkozo tétel is: mivel x s min-
den véges mértékit halmazon nyilvanvaléan integralhaté, igy a halmazokra vonat-
kozé feladatnak a mar bizonyitott 2.3. tétel szerint van fiiggvény alaku megoldésa
(és feltehetjiik, hogy a mértéktereink o-végesek). Ekkor az imént bizonyitott 5.1. té-
tel szerint 1étezik egy xas - xu alaki megoldas is — vagyis az U N M halmaz kielégiti
a feltételeket, amivel a 2.7. tételt bebizonyitottuk.

5.3. A p fiiggvény létezése. Adott tehdt egy (X, A, p), illetve egy (Y, B,v)
o-véges és atommentes mértékteriink. Legyen adott ezek (X XY, A x B,y X v)
szorzatan egy pozitiv, de véges mértékli P halmaz. Azt szeretnénk bizonyitani, hogy
ekkor létezik egy p mérheto fiiggvény X x Y-on, amelyre a kdvetkezdk teljesiilnek:

e p a P halmazon kiviil (majdnem) mindenhol azonosan 0;
e p egy pozitiv mértéki halmazon nemnulla;
e p korlatos;

e p margindlisai (majdnem mindenhol) azonosan 0 értéket vesznek fel (p korlatos
és egy véges mértékili halmazon kiviil nulla, igy integréalhato).

46



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 47 — #47

A megfelel§ fliggvény létezése a valds sikon konnyen lathatd, igy megprobal-
juk a probléma megoldasat visszavezetni a valés esetre. Ehhez késziteni fogunk két
figgvényt, ®-t, illetve W-t, melyek X-bél, illetve Y-bol képeznek a valés szamegye-
nesbe, mérhetéek és bizonyos értelemben mértéktartéak is. Ha ezeket a fliggvénye-
ket megfeleléen konstrudljuk, igy a P halmaz ,dtemelhet6” lesz a valds stk egy
P Borel-halmazava, itt tudunk csinalni egy megfelel¢ p fiiggvényt, melyet majd
,visszaemeliink” X x Y-ba — és mar csak be kell 1atni, hogy az eredmény megfelel$
lesz.

A P halmazt a 1.2. szakaszban {rtak alapjan el6 tudjuk allitani — egy nullmér-
tékil halmaz kivételével — (7, ;= Rn,; alakban, ahol R, ; minden n-re és i-re
egy tégla lesz.

Tegyiik fel el6szor, hogy X mértéke véges, igy feltehetjiik, hogy ez a mérték 1.

Bontsuk most fel X-et minden n pozitiv egészre 1/n mértékli halmazok disz-
junkt uniéjira (az atommentesség miatt ezt megtehetjiik), és rendezziik sorrendbe
az igy kapott megszdmlalhatéan sok halmazt, valamint az R, ; tégldk X-beli ol-
dalait — legyenek ezek az Ai, Ao, ... halmazok. Azt szeretnénk elérni, hogy ezeket
a halmazokat ® valamilyen értelemben megérizze. (Az R, ;-k oldalainal erre nyilvén
azért lesz sziikségiink, hogy ® x ¥ ugyanilyen értelemben megorizze a P halmazt
is; mig a ,kicsi halmazok” az atommentesség megtartdsdhoz kellenek.)

Definidljuk most a kovetkez6 ¢ leképezést: X minden x elemét képezziik bele
[0, 1]-be tigy, hogy &(z) n-edik szdmjegye a hdrmas szdmrendszerben pontosan ak-
kor legyen 2, ha x € A,,, amugy legyen 0. Ezzel X-et voltaképpen a € Cantor-
halmazba képezziik. (Emlékeztetsiil: a Cantor-halmaz azon [0, 1]-beli szdmok hal-
maza, melyek hiarmas szdmrendszerben felirt alakja csak 0 és 2 szdmjegyeket tar-
talmaz. Ez egy kontinuum szdmossigi, am a Lebesgue-mérték szerint nullmértéki
Borel-halmaz.)

Ez a leképezés mérhetd, igy generdl egy o(C) := pu(¢~'(C)) Borel-mértéket
a Cantor-halmazon, vagy ha gy tetszik egy €-re koncentralt Borel-mértéket a [0, 1]-
en, amely valoszinliségi mérték lesz. Valéban, mivel a Borel-halmazok o-algebrajat
generaljdk a (k/ 3" (k+1)/ 3”) alaku intervallumok, ezek 6sképei pedig mérhetd
halmazok, {gy ¢ tényleg mérhetd lesz. (Konkrétan: ezek az Osképek vagy iiresek,
vagy az 1,...,n szamok valamely o permutaciéjara és valamely | =0,1,...,n-re
a (ﬂi’:l Ao(i)) \ (U?=l+1 Ao(i)) halmaz.) Eppen igy lathaté az is, hogy az A,
halmazok pedig eléallnak ¢ szerint konkrét Borel-halmazok 6sképeként — minden
n-re létezik egy C,, Borel-halmaz, hogy ¢~1(C,) = A, és nyilvan ekkor o(C,) =
w(Ay) is teljesiil.

Sziikségiink lesz még arra is, hogy o szerint minden pont mértéke 0. Valoban,
mivel az Ap, Ag,... halmazok kozé felvettilk minden n-re X egy 1/n mértéki
halmazokra valé diszjunkt felbontasat, igy ha egy [0, 1]-beli ¢ pont &sképe nem
iires, akkor minden n-re benne van egy 1/n mértékl halmazban — vagyis maga
nullmértéki.

Most mér csak annyit kellene beldtnunk, hogy [0, 1] a rajta értelmezett o mér-
tékkel és a Borel-halmazokkal egy a [0, 1] sztenderd Borel-mértéktérrel izomorf mér-
tékteret alkot, vagyis létezik egy bijekcié [0, 1]-bél [0, 1]-be, amely Borel-mérhetd,
melynek inverze is Borel-mérhetd, és mértéktarté is (ezt nyilvdn elég az egyik
irdnyra ellendrizni). Ezt sokkal altaldnosabban latjuk be:
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5.6. allitds. Legyen adott [0,1] két kontinuum szdmossdgi Borel-halmaza. Ezek
kozott mindig létezik egy Borel-izomorfizmus, vagyis egy olyan bijekcio, amely
Borel-mérheté és inverze is Borel-mérhetd.

A fenti 4llitas bizonyitasatol (hosszara, illetve f6 témankkal valé nem tul szo-
ros kapesolatdra vald tekintettel) eltekintiink. A bizonyitds (pontosabban egy sokkal
altaldnosabb tétel) megtaldlhaté Alexander Kechris leiré-halmazelméleti monogra-
fidjaban (lasd [2] 15.B).

Erre épitve pedig mar beldthaté az &ltaldnos tétel (melyet szintén Kechris
munkéja alapjan bizonyitunk, 14sd [2] 17.41. tétel).

5.7. tétel. Legyen adott o valdsziniiségi mérték a [0, 1] Borel-halmazain, melyre
nézve minden pont mértéke 0. Ekkor a [0, 1] Borel-mértéktér a o mértékkel izomorf
lesz a sztenderd (Lebesgue-mértékkel elldtott) [0, 1] Borel-mértéktérrel.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezd fuggvényt a [0, 1]-en: ¢(t) := 0([0,%]). A ¢
fiiggvény nyilvdn monoton névekeds, ¢(0) = 0, (1) = 1, és kénnyen lathato, hogy
folytonos is, {gy ¢ képtere a teljes [0,1] lesz. (Mivel a fiiggvény monoton, ezért
egy I intervallum Gsképe egy J intervallum lesz, tehéat a folytonossaghoz azt kéne
latnunk, hogy ha I zdrt [0, 1]-ben, dgy J is az lesz. Vegyiink egy ()., monoton
csokkend, illetve novekvo és konvergens sorozatot J-bol, melynek hatarértéke t.
Azt kellene bizonyitnunk, hogy t € J teljesiil. Felhasznalva, hogy ¢ szerint minden
pont nullmértékii, a [0,t,] intervallumok metszetétek, illetve uniéjdnak o szerinti
mértéke megegyezik egyfeldl [0,t] mértékével, mdasfelsl ez ¢ definicidja alapjn
a ©(t,) értékek hatarértéke lesz, amely — I zartsagdbdl adédéan — benne van I-ben.
Vagyis t eleme J-nek, ¢ valéban folytonos.)

Egy folytonos fiiggvény mindig Borel-mérhetd, igy értelmezni tudjuk a ¢ altal
generdlt po ¢ ~! mértéket [0, 1]-en. A [0, 1] minden s eleméhez létezik egy maximalis
[0,1]-beli ¢ szdm (a folytonossag miatt), hogy s = o(t). Ekkor oo ¢~1([0,s]) =
0([0,t]) = ¢(t) = s. Mivel pedig a [0, s] alaki intervallumok generdljak a [0, 1] Borel-
halmazait, igy 0o ¢! meg fog egyezni a Lebesgue-mértékkel.

Bar els6 ranézésre gy tlinhet, sajnos még nem vagyunk készen a bizonyitédssal,
hiszen ¢ nem feltétleniil bijekcié — eléfordulhat, hogy vannak [0, 1]-nek intervallu-
mai, melyek o szerinti mértéke 0, igy ¢ szerinti képiik mindossze egyetlen pont. Ezt
mésképp megfogalmazva: a [0, 1] egységszakasznak lehetnek olyan pontjai, melyek
© szerinti 6sképe nem egyetlen pont, hanem egy valédi szakasz. (A ¢ fiiggvény mo-
notonitasa garantalja, hogy egy pont 6sképe valamiféle szakasz lesz. Tekintve, hogy
¢ képtere az egész [0, 1] intervallum, ez egy nemiires intervallum, vagyis vagy va-
16di intervallum vagy egyetlen pont.) Am ilyen pontokbél csak megszamlalhatéan
sok lehet, hiszen 6sképeik diszjunkt intervallumok [0, 1]-ben — tehét ezen pontok
M halmaza nullmértékii.

Jeloljiik ¢ ~1(M)-met N-nel. Vegyiik a [0, 1]-nek egy a Lebesgue-mérték sze-
rint nullmértékii, de kontinuum szdmosségi ) Borel-halmazat (példdul a € Cantor-
halmazt), és ¢ szerinti 6sképét nevezziik R-nek. Az R halmaz nyilvdn nullmértéki
lesz o szerint, és 6 is kontinuum szamossagi. Tehat M U @ egy kontinuum szamos-
sagi, nullmértékii Borel-halmaz [0, 1]-ben, az 6 ¢ szerinti 8sképe pedig N U R egy
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szintén kontinuum szamossagi Borel-halmaz, amely o szerint nullmértéki, vagyis
az 5.6. allitds szerint 1étezik koztiik egy ¢’ Borel-izomorfizmus, egy bijekcid, amely
N U R-bél képez M U Q-ba, és 6 maga, valamint inverze is Borel-mérheté.

Amennyiben most be tudndnk l4tni, hogy ¢ egy Borel-izomorfizmus
[0,1] \ (N U R)-en is, Ggy készen lennénk a bizonyitdssal — ¢ inverze mértéktarto
itt is (N U R és képe is nullmértékii), igy a ¢ leképezést ’-ként értelmezve N U R-
en, és @-ként értelmezve azon kiviil valéban egy mértéktér-izomorfizmust kapnank
a o mértékkel elldtott [0,1] térbél a sztenderd [0, 1] Borel-mértéktérre.

Az pedig, hogy ¢ a [0,1]\ (N U R)-re megszoritva Borel-izomorfizmus, kénnyen
lathaté. Az N halmaz definicidja alapjan nyilvan bijekcio lesz. Mint mér emlitettiik,
egy folytonos fiiggvény mindig Borel-mérhetd, ¢ folytonossdgat mar lattuk, tehat
elég volna beldtnunk, hogy ¢! is folytonos — vagyis hogy egy [0,1]\ (VU R)-
beli zart halmaz ¢ szerinti képe zart lesz [0,1] \ (M U Q)-ban. Ez pedig a bijekcié
folytonossagabdl és monotonitdsabdl nyilvanvald. (Vegyiik [0,1]\ (VU R) egy Z
zart halmazat, és vegyiink ennek a képében egy si,s2,... konvergens sorozatot
s hatérétékkel. Azt kéne ldtnunk, hogy s benne van ¢(Z)-ben. Az s1, s2, ... sorozat
és az s pont egyiitt egy zart halmazt alkot, igy ennek 6sképe is zart — hiszen ¢
folytonos — vagyis kompakt, hiszen [0, 1] is kompakt. Ezért az si,ss,... pontok
t1,ta,... Osképeibdl ki tudunk valasztani egy konvergens részsorozatot, melynek
hatarértéke — ¢ folytonossagabd adéddan — csak s ¢ szerinti Osképe lehet. Masfelél
a t, értékek Z-beliek, Z zart, {gy hatdrértékiik is Z-beli, vagyis s eleme Z képének.)
|

Tehdt most van egy ¢ mérhetd leképezésiink X-bol a [0, 1]-be, ez generilja
a [0,1] Borel-halmazain a ¢ mértéket, és az igy kapott mértéktér és a [0, 1]-en
értelmezett sztenderd Borel-mértéktér kozott van egy ¢ izomorfizmus. Nevezziik
most ®-nek a p o ¢ fiiggvényt. Ekkor ®-re nyilvan igazak a kovetkezok:

e ® mérhetd, hiszen minden C' Borel-halmazra a [0, 1]-ben ¢~ 1(C) egy Borel-
halmaz, igy ennek ¢ szerinti 6sképe mérheto;

e ® mentén minden C' Borel halmaz 8sképének mértéke A(C), hiszen ¢~ 1(O)
o szerinti mértéke ennyi, és o definiciéja alapjan ekkor u(@_l(C)) is MC)
lesz;

e minden n pozitiv egészre létezik egy D,, Borel-halmaz a [0, 1]-ben, melynek &
szerinti 6sképe A,,, hiszen minden n-re létezett egy C, Borel-halmaz, melyre
¢~H(Cn) = Ay, {gy Dy, = ¢(C,,) megfelel lesz.

Abban az esetben, ha X mértéke nem 1, de véges, nyilvdn ugyanezt elmond-
hatjuk a [0, 1] szakasz helyett a [O, u(X )] szakasszal, ha pedig X mértéke végtelen,
akkor (a o-végességet kihaszndlva) feldarabolhatjuk 6t az 1 mértéki Xo, X1, Xo, ...
halmazokra, melyeken megkonstrudlhatjuk kiilon-kiilon a hozzajuk tartozo ®; fiigg-
vényeket (az A, N X; halmazok mellett). Vegyiik észre, hogy mivel minden pont
mértéke 0 a [0, 1]-ben, {gy példdul a [0, 1] raciondlis szdmai és az 1-nél kisebb racio-
ndlis szdmai kozott egy bijekcidt létesitve, ®-t pedig ezzel tovdbb kompondlva (az
irracionélis szdmokat a helyiikén hagyva) feltehetjiik, hogy ® képtere nem a [0, 1],
hanem a [0, 1) intervallum — a ®-re tett feltételek ettdl nem valtoznak. Most a ®; +
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fliggvények uniéjat véve minden i természetes szamra, kapunk egy ® fiiggvényt,
amely [0, 0o)-re képez, és szintén rendelkezik a fenti tulajdonsdgokkal.
Most a [0, 00] := [0, 00) jelolést alkalmazva azt kaptuk, hogy 1étezik egy ® fiigg-
vény X-bél [0, u(X)]-be képezé fiiggvény, melyre:
e & mérhets;
e [0,4(X)] minden C Borel-halmazara p(®~1(C)) = A(C);

e minden n pozitiv egészre létezik egy olyan D, Borel-halmaz, amelyre A, =
®~1(D,,) teljesiil.

Nyilvan teljesen hasonléan eldallithatunk egy W fiiggvényt Y-bdl [0,v(Y)]-ba,
melyre a (tobbek kozétt az R, ; tégldk Y-ra vett oldalait is tartalmazd) By, Ba, . ..
halmazsorozat mellett teljesiil hogy:

e U mérhetd;
e [0,v(Y)] minden C Borel-halmazéra v(¥~*(C)) = A\(C);
e minden n pozitiv egészre létezik egy E,, Borel-halmaz, melyre B, = ¥~ 1(E,).

Ekkor a ® x ¥ fiiggvény az X x Y-t képezi [O,,u(X)] X [O, V(Y)]—ba, a kovet-
kez6 moédon:

e & x ¥ mérhetd;

e [0,(X)] x [0,#(Y)] minden C Borel-halmazéra (¢ x ¥)~!(C) mértéke pu x v
szerint megegyezik C Lebesgue-mértékével, hiszen a Borel-féle o-algebrédk szor-
zata ezeken a tereken a szorzattér Borel-halmazainak o-algebraja lesz;

e a P halmazhoz létezik egy P Borel-halmaz, melynek 6sképe csak nullmértékii
halmazban tér el P-tél, hiszen az R, ; téglak oldalaihoz létezik egy-egy D, ;,
illetve E,, ; Borel-halmaz, melyek 6sképei pont a tégla megfeleld oldalai lesznek,
fgy az ezekbdl eléallitott P := (>, >, (Dn i X Ep;) halmaz 8sképe valéban
(majdnem) P lesz.

Most szeretnénk a P halmazon megoldani a feladatot. Mivel P egy Borel-
halmaz, ezért tudjuk, hogy létezik egy I és egy J pozitiv mértékii nyilt inter-
vallum [0, 1]-ben, hogy az I x J tégldnak legaldbb 4/5-6d részét kitolti P, vagyis
MI xJ)N ]5) >4/5- AI)A(J). (Nyilvdn, hiszen a Lebesgue-mérték definicidja
alapjan létezik intervallum oldali téglak egy megszamlalhaté unidja, melynek
Lebesgue-mértéke legfeljebb P Lebesgue-mértékének kevesebb, mint 5/4-ed része,
és fedik ﬁ-ot, tehét a tégldk valamelyikébe legaldbb 4/5 részben belemetsz P. Az in-
tervallum nyiltsdganak feltételezése pedig nem valtoztat sem a tégla, sem a metszet
mértékén.)

Felezziik most meg az I és a J intervallumot is (a valés felezépontjandl), és
bontsuk ket szét a nyilt I és Io, illetve J; és Jo intervallumokra (az eredeti inter-
vallumok felez8pontjait kihagyva). Ekkor (I x J1), (I3 X Ja), (I2 X J1) és (Iz X J2)
unidja egy nullmértékli halmaztdl eltekintve kiadja I x J-t. Nevezziik el ezeknek
a téglaknak, illetve P-nek a metszetét rendre Pji-nek, Pis-nek, Psi-nek, illetve
Pso-nek. Most toljuk el az I; x J; (i,j = 1,2) tégldkat I x Ji-re (mivel ezek a tég-
lak mind egybevagdak, ez nyilvan megtehetd). Vegyiik itt a P;; halmazok képeinek
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metszetét. Mivel P kitoltotte I x J legaldbb 4/5 részét, {gy a metszet pozitiv mér-
téki lesz (mértéke legalabb (1/4 —1/5) - A(I)A(J)). Most toljuk vissza a metszetet
mind a négy I; x J; téglara, és nevezziik a képeket Pi’j-nek, unidjukat P’-nek.

Definialjuk p-ot konstans 1-nek Pj;-en és Pj,-n, illetve —1-nek Pjy-n és Ps;-en.
A P! ; halmazok definici6jabdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy p Borel-mérhetd, kor-
latos, nemnulla pozitiv mértékii P’ halmazon, P-n kiviil 0, és minden marginalisa
azonosan 0.

Most ,emeljiik vissza” p-ot a ® x U fliiggvény inverze segitségével X x Y-ba,
vagyis definidljuk a p fiiggvényt po (® x W)-ként. Azt szeretnénk bebizonyitani,
hogy ez a p fliggvény kielégiti a feltételeinket.

e Mivel p csak P-on nem nulla, igy p csak P (@ x W szerinti) sképén nem nulla,
de ez (majdnem) egybeesik P-vel.

e A {p # 0} halmaz egy pozitiv mértékii Borel-halmaz — igy dsképe egy pozitiv
mértékii mérheté halmaz lesz A x B-ben, és pont ez lesz az a rész, ahol p nem
nulla.

e A p fliggvény nyilvan korldtos, hiszen p is az.
e Egy adott z € X pontra a p fiiggvény X szerinti marginalisdnak értéke x-ben

a p(z,y) fiiggvény Y-on vett (y szerinti) integralja lesz. Mivel p értékei csak 0
és £1 lehetnek, igy ez megegyezik

[v(yeY |p(z,y)=1) —v(y €Y |px,y) = —1)]-gyel.

De az {y eY |p(z,y) = :I:l} halmazok pont az

{s € [0,v(Y)] | p(®(x),s) = il}

halmazok 6sképei lesznek ¥ szerint. Vagyis a két halmaz mértéke megegyezik
(és véges), igy a margindlisfiiggvény azonosan 0 — és nyilvdn hasonlé igaz p
masik marginalisdra is.

Tehat konstrudltunk egy p fliggvényt, mely kielégiti a kivant feltételeket —
vagyis az 5.1. és a 2.7. tételeket valéban bebizonyitottuk.

6. fejezet. Specidlis esetek, a Kellerer-feltétel elégtelensége

Ebben a részben példédkat adunk a Kellerer-feltétel elégtelenségére, bizonyos (a té-
teleinknél gyengébb) feltételek mellett. Ezek részben a fiiggvényes feladatra adnak
ellenpéldét (6.1. szakasz), mig méskor csak a halmazok esetére vonatkoznak (hiszen
példaul a 6.2. szakaszban targyalt feltételek mellett a fiiggvényes esetben a Kellerer-
feltétel elégséges is).

A 2.3. (figgvényekre vonatkozd) és a 2.7. (halmazokra vonatkozd) tételben is
feltételeztiik, hogy a marginalisfiiggvényeink integralhatéak, igy feltehettiik, hogy
a mértéktereink o-végesek. Az ezen feltételt nem teljesito fiiggvényeknek és terek-
nek vizsgédljuk meg egy specialis esetét a 6.3. szakaszban. Ezen kiviil a 2.3. tételnél

51



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 52 — #52

a korlatozo h fiiggvény véges mértékli halmazokon valé integralhatdsaganak felté-
telét hagyjuk el a 6.1. szakaszban, mig a 2.7. tétel plusz feltételének (a mértékterek
atommentességének) sziikségességét bizonyitjuk a 6.2. részben.

Vegyiik észre, hogy (mint azt mdr a 32. oldalon is megjegyeztiik) a halmazok
eseténél mindenképpen fel kell tenniink, hogy f és g értékei megfeleléek abban az ér-
telemben, hogy f értékei (majdnem) mind B-beli halmazok mértékeivel, g értékei
pedig A-beli halmazok mértékeivel egyeznek meg.

6.1. A ,,tul nagy” h fiiggvény esete. A legkézenfekvébb eldszor a h fiiggvényre
tett furcsa feltételt gyengiteni, vagyis olyan h fliggvénnyel foglalkozni, melynek nem
véges az integralja minden véges mértékli halmazon.

Vegyiik példdul a [0,1] mértékteret (a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-
mértékkel), és tekintsiik ennek az énmagdval vett szorzatdt. Definidljuk itt a h
figgvényt a kovetkezd mddon:

1
, haz >y,

0, ha z <y,

tovdabba definidljuk az f és a g fliggvényt azonosan 1-nek. Ezek kielégitik a 2.3. tétel
feltételeit, a h fiiggvény véges halmazon valé integralhatésiaganak kivételével —
hiszen h integrdlja végtelen, az egységnégyzet mértéke pedig 1. (A h figgvény
integralja x = 0 kivételével minden fix = mellett végtelen. fgy Fubini tétele szerint
a teljes integrél is végtelen lesz.)

Most lassuk be, hogy barmely A és B Borel-halmazra a [0, 1]-bdl teljesiil a 2.2.
Kellerer-feltétel. Vagyis azt kell ellendrizniink, hogy

1< / hd\+ A(A) + A(B),
AxB
ami ekvivalens a kovetkezovel:
AMAUB)—14+XANB)=XA)+AB)-1< / hdA.
AXB

(Mind az egy-, mind a kétdimenziés Lebesgue-mértéket A-val jelsljiik.)

Tekintve, hogy A és B is része a [0, 1] szakasznak, a bizonyitani kivant egyen-
16tlenség bal oldala feliilrél becsiilheté A(A N B)-vel, mig jobb oldala alulrél be-
csiilhet6 az f (ANB)x (ANB) h d\ kifejezéssel. Vagyis elegendo lenne belatnunk, hogy

a [0, 1] szakasz tetsz6leges C Borel-halmazdra a

\O) < / hd

CcxC

Osszefiiggés teljesiil.
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Viszont nem nehéz litni, hogy (amennyiben C nem nullmértékil), a jobb
oldalon szerepld integral valdjaban végtelen lesz. El6szor irjuk at az integralt mas
alakra:

1

/hd/\:/ / h(m,x—t)dxdt:/l1-)\(00(0—1—0) dt.

CxC t=0 zeC t=0
z—teC

A C halmazhoz talalhatunk olyan I, ..., I, diszjunkt intervallumokat, hogy
ezek unidja A(C')/4-nél kevesebbel tér el C-tél, vagyis )\(C’ A Ii> < AC)/4.

fgy minden t-re

AMCN(C+1)) >>\<|i|lim<|i|1¢+t>>2~>\(f)z
i -—t——)\<|_|I> %C)>¥—n~t

i=1

teljesiil, vagyis kelléen pici ¢ > 0-ra (1étezik egy 1 > 0, hogy minden 0 < ¢ < 7-ra)
C-nek és (C + t)-nek a metszete legalabb A(C')/5 mértékii. Tehét a fentiek szerint:

1 n
/m:/ MC N (C+1)) /

cxC t=0

N\H
:ﬂ-\n—l

ami nyilvdn nagyobb A\(C)-nél. Ha pedig A\(C') = 0, akkor az integrél is 0, {gy megint
csak nem lehet kisebb A\(C)-nél.

Most mar latjuk, hogy h, illetve a két konstans 1 fliiggvény kielégitik a Kellerer-
feltételt. A kovetkezOkben be fogjuk latni, hogy ennek ellénre nincs olyan k fiigg-
vény az egységnégyzet felett, melynek margindlisai (majdnem mindenhol) azonosan
1-ek, de sehol nem nagyobb h-nal.

Ha létezne ilyen k fiiggvény, gy az 6 integralja (Fubini tétele szerint) 1 kellene
legyen. Nevezziik el az {(m, y) € |0, 1]2 | z > y} haromszoget (vagyis azt a teriiletet,
ahol h nem nulla) H-nak. A k fiiggvény nyilvan csak H-n vehet fel nemnulla értéket.

Mivel az f fiiggvény azonosan 1, igy k integralja a [0,1/2] x [0, 1] teriileten
1/2, és hasonléan 1/2 a [0,1] x [1/2,1]-en is. Am ennek a két sdvnak a metszete
kiviil esik H-n vagyis a két teriilet unigjan vett integralja k-nak 1 kell legyen — azaz
az ezek unidjan kiviili részen ((1/2,1] x [0,1/2)-en) k a 0 értéket veszi fel (majdnem
mindenhol). Tehat k& nemnulla értéket csak azon a két H-hoz hasonlé hdromszogon
vehet fel, melyeket H-bdl a fenti négyzetet kivigva kapunk.

Ezekre viszont teljesen hasonlé elmondhatd, csupan feleekkora értékekkel.
Vagyis hasonléan lathat6, hogy a k fiiggvény az (1/4,1/2] x [0,1/4), illetve
a (3/4,1] x [1/2,3/4) négyzeten is azonosan 0. Ezt folytatva a ,, H-bdl kizdrt” négy-
zetek unidja lefedi az egész H-t — vagyis k majdnem mindenhol 0 értéket vesz
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fel, ami ellentmond annak, hogy k integralja 1 kellene legyen. Tehat nem létezhet
megfelel6 k fiiggvény.

Ebbdl kovetkezik, hogy a h fiiggvény véges halmazokon valé integralhatdsiaga
nem hagyhato el a 2.3. tétel feltételei koziil.

6.2. Szorzatterek atomos tényez&vel. Legyen adott egy (X, A,pu) és egy
(Y, B,v) mértéktér. Ebben a szakaszban azt fogjuk feltételezni, hogy:

e A-nak van egy pozitiv, de véges mértékii C eleme;

e B-ben van egy pozitiv, de véges mértékli V atom;

e B-ben van egy v(V)-nél kisebb, de pozitiv mértéki W halmaz;
o A-nak van egy (v(W)/v(V)) - u(C) mértékii részhalmaza.

Jegyezziik meg, hogy bar az (X, A, p)-re tett feltételek meglehetésen szokatlan-
nak tlinhetnek, barmely atommentes (s6t barmely nem teljesen atomos) mértéktér
kielégiti 6ket.

A fenti feltételek mellett ellenpéldaval fogjuk igazolni, hogy a Kellerer-feltétel
teljesiilése nem elégséges M megfelelo U részhalmazéanak létezéséhez.

Ehhez vélasszuk M-nek (tetszés szerint) az egész X X Y teret, vagy ennek
C x (W UV) részhalmazét. (Ez utébbi példaul véges mértékii lesz, ami mutatja,
hogy M véges mértékiiségének feltételezése sem jelent megolddst a problémaéra.)

Az f fiiggvényt definidljuk a C' halmazon v(W)-nek, azon kiviil 0-nak, g-t pe-
dig definidljuk V-n azonosan (v(W)/v(V)) - u(C)-nek, és mindenhol méshol O-nak.
Ezek nemnegativ integralhaté fiiggvények lesznek, melyek értékei B, illetve A ele-
meinek mértékeiként is eléallnak.

Eldszor lassuk be, hogy nincs olyan eleme A x B-nek, melynek ezek margi-
nalisfiiggvényei lehetnének. Valéban, mivel g csak a V halmazon nemnulla, igy
(nullmértékiitol eltekintve) X x V része kellene legyen a feltételezett U halmazunk.
Azonban V-nek (mivel § egy atom, és mértéke nagyobb W-énél) nincsen v(W') mér-
tékii részhalmaza (holott f definicidja azt kovetelné meg, hogy U majdnem minden
Y szerinti szekcidja 0 vagy v(W) mértékii legyen). Tehat valéban nem létezik ilyen
halmaz.

Masfeldl be fogjuk latni, hogy f és g kielégiti a Kellerer-feltételt. A 27. oldalon
irtak szerint ezt elegend6 az M = X X Y esetre bizonyitani. Mindkét fiiggvény
integralja v(W) - u(C), tehat elegendd azt latnunk, hogy tetszbleges A € Aés B € B
halmazokra

v(W)

v(W) - u(C) < u(A) - v(B) + p(C\ A) - v(W) +v(V\ B) o)

teljestil.

Mivel V' egy atom, igy v(V \ B) csak a v(V) és a 0 értéket veheti fel. Az els§
esetben a jobb oldali 8sszeg utolsé tagja pont v(W) - u(C) lesz, tehdt az egyenlétlen-
ség teljesiil. A masodik esetben v(B) > v(V') > v(W) is teljesiil, vagyis a jobb oldali
osszeget alulrél tudjuk becstilni a p(A) - v(W) + p(C\ A) - v(W) > u(C) - v(W) ér-
tékkel, igy a kivant egyenlOtlenség megint csak teljesiilni fog.
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Tehat ebben az esetben a Kellerer-feltétel valoban nem lesz elégséges, még
a ,megfelel6értékiiség” feltételével kiegészitve sem. Jegyezziik meg, hogy (a szakasz
elején irtak szerint) ez azt is jelenti, hogy egy teljesen atomos és egy atommen-
tes mértéktér szorzatan a halmazokra vonatkozé Kellerer-feltétel soha nem lesz
elégséges feltétele a keresett halmaz létezésének, még akkor sem, ha kiegészitjiik
a megfelelOértékiiség feltételével.

6.3. A 0-co mértékterek esete. A mértéktereknek egy elég specialis valtozata
az, ahol minden halmaz mértéke csak nulla és végtelen lehet. Szigorian véve ezek
teljesen atomos mértékterek, melyek minden atomja azonos mértékii (hiszen a vég-
telen mértékil halmazok részhalmazainak mértéke is vagy nulla vagy végtelen), 4m
ez a mérték nem véges, ezért sok szempontbdl masképp viselkednek, mint véges
mértéki atomokbdl all6 tarsaik.

Legyen tehat (X, A, u) és (Y,B,v) is egy-egy ilyen 0-co mértéktér. Nyilvén
az integralhaté fiiggvények ebben az esetben majdnem mindenhol azonosan nullak,
tehat az integralhatosag feltételétdl érdemes eltekinteniink. Vegyiink a két térrél
egy f, illetve g nemnegativ mérheto fiiggvényt, melyek integralja végtelen. Vegyiik
észre, hogy egy ilyen specidlis szorzattéren barmely nemnegativ mérheté fiiggvény
margindlisai csak a 0 és oo értékeket tudjék felvenni — valéban egy fiiggvény ,adott
pont feletti” integréalja csak 0 és oo lehet. Hasonléképpen, ebben az esetben nem
csak a nullmértékt halmazokon értelmezett fiiggvényeket nem tudjuk megkiilon-
boztetni egymastdl az integralok segitségével, hanem a fiiggvények pozitiv értékei
kozott sem tudunk kiilonbséget tenni — ha egy 0-co mértéktéren egy fliggvény po-
zitiv értékét megvaltoztatjuk egy masik pozitiv értékre, semmilyen halmazon nem
véltozik az integralja. Eppen ezért (a 2.2. szakaszban targyaltakhoz hasonléan)
feltehetjiik, hogy h egy karakterisztikus fiiggvény, és ekkor k-t is csak karakteriszti-
kus fiiggvény formdjéban van értelme keresni. Tehat voltaképpen csak a halmazos
feladattal kell foglalkoznunk.

Ekkor viszont a 2.6. Kellerer-feltételt ellen6rizendé annyit kell belatnunk, hogy
az egyenlOtlenség jobb oldala, vagyis a

(,uxy)((AxB)ﬂM)—F/fd,u—l—/ng

A B

kifejezés értéke mindig végtelen. Az fZ f du érték csak akkor lehet 0, ha f az A-n
kiviil (majdnem mindenhol) azonosan nulla. Viszont mivel f integrélja végte-
len, ez azt jelenti, hogy A mértéke pozitiv, igy végtelen. Hasonlé igaz f§ gdv-re
is. Tehat amennyiben ezek mindketten nullék, (A x B) N M mértéke megegyezik
{f >0} x {g > 0} N M mértékével. Viszont mint mar a 27. oldalon is megemlitet-
tiik, az egész problémat elegendd ezen a téglan vizsgdlni. Ha pedig az integralok
valamelyike nem nulla, gy (a terek 0-oco értékiiségéb6l adéddan) az csak végtelen
lehet. Tehét a Kellerer-feltétel pontosan akkor teljesiil, ha M és {f = co} x {g = 0o}
metszete nem nullmértéka.

Most mar csak azt kéne megallapitanunk, hogy két ilyen 0-co értékii és végte-
len integralu fiiggvényhez, melyek kielégitik a Kellerer-feltételt, vajon mindig van-e
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olyan halmaz, melynek Ok a szekciémértékeik. Ez viszont megint konnyt feladat,
hiszen a mértékterek 0-oo tulajdonsdgabdl adédéan {f = oo} és {g = oo} is vég-
telen mértéki lesz. Tehat pontosan akkor van megfeleld halmaz, ha {f = oo} x
{g = 00} N M megfelel. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha (majdnem) minden
x € {f = co}-re, illetve y € {g = co}-re az M halmaz z, illetve y szerinti szekcié-
mértéke is végtelen. Ami nyilvan nem lesz mindig igaz, példaul ha f és g azonosan
végtelen, M egy X' x Y’ tégla, ahol X', X', Y’ és Y’ mértéke is végtelen, ak-
kor a fentiek szerint a fliggvényeink kielégitik a Kellerer-feltételt, &m nem létezik
megfelel6 halmaz.

Tehat ebben az esetben ,megfelel6 érték” fiiggvények mellett az integralok
megegyezése és végtelenségiik esetén {f = oo} x {g = 0o} N M végtelen mértékii-
sége ekvivalens a Kellerer-feltétellel, de el6fordulhat, hogy a halmazokra vonatkozo
Kellerer-feltétel nem elégséges, és igy (mint feljebb mar megallapitottuk) a fiiggvé-
nyekre vonatkozé Kellerer-feltétel sem lehet az.
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TARSULATI ELET — 2014

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga a 2014.
évi érmet Pap Gyulanak itélte oda.

Indoklas: Pap Gyula igen eredményes kutatd, megjelent tudoméanyos kozle-
ményeinek szama 126, fliggetlen hivatkozasainak szama 435. Négy tudoményos fo-
lydirat szerkesztébizottsaganak tagja és eddig négy nemzetkozi konferencianak volt
fészervezoje. Tudoményos tevékenységét jol jelzik hosszabb kiilfoldi tanulmanyt-
jai is, 1988 novembere és 1990 aprilisa, majd 1995 novembere és 1996 aprilisa ko-
z6tt Humboldt-6sztondijas Tiibingenben, 2002. szeptember —2003. januar kozott
Fullbright-professzor a Southern Illinois Egyetemen. 1997 —2001. kozott Széche-
nyi professzori 6sztondijas, a 2013. szeptember —2014. december kozotti idészakra
Szentégothai Janos Osztondij Tapasztalt Kutatéi Osztondfjat nyert el. Négy eset-
ben vezetett OTKA palyazatot, szdmos nemzetkozi egyiittmiikodésre iranyuld pé-
lydzatban is részt vett.

Kutatdsi teriilete a valészinliségelmélet / sztochasztika. A hatdreloszlas-tételek,
a sztochasztikus folyamatok és a matematikai statisztika nemzetkozileg elismert
kutatéja. Munkassaga kiterjed a fenti diszciplindk igen sok teriiletére és azok al-
kalmazasaira, ilyenek példaul a funkciondlis hatareloszlas-tételek bizonyitasa Lie-
csoportokon, illetve kiilonb6z8 sztochasztikus folyamatok paraméterbecsléseinek
aszimptotikus vizsgélata.

Pap Gyula 2009 szeptemberében vette at a Szegedi Tudoményegyetem Bolyai
Intézet Sztochasztika Tanszékének vezetését. Az azdta eltelt idé alatt a kordbbi
(szintén nagyhirl) helyén egy 1j, virdgzé iskoldt, sztochasztika miihelyt hozott
létre, amely mélté folytatisa a nagy eléd kutatécentrumanak. Kezdettol fogva nél-
kiilozhetetlen a Bolyai Intézet oktatasi feladatainak irdnyitasa, tervezése és ellatasa
terén, kezdve Csorgd Sandor arvan maradt hallgatéinak fokozathoz vald segitésé-
vel, a kétlépcsOs képzés haléterveinek és oktatdsi segédleteinek készitésével egészen
a doktori képzésig.

Pap Gyula folyamatosan élen jar a tudoméanyos utanpétlas nevelésében. Pro-
fesszori szobdjanak ajtaja nyitva 4all, és el6tte elhaladva nagyon gyakran lathatod,
hogy tanitvanyaival, fiatalabb kollégaival konzultal, veliikk kozosen dolgozik. Je-
lenleg is hat doktorandusz (harom doktorandusz és hdrom doktorjellt) munkéjit
irdnyitja, mikézben 2014. julius 1. 6ta a Bolyai Intézet egyéltaldn nem kénnyi ve-
zetOi feladatait is ellatja. IdGsebb kollégai is gyakran fordulnak hozzéd tanacsért,
nemcsak a sztochasztika tudomanyat illetéen, hanem a szamitégép- és adatbézis-
hasznalattal kapcsolatos széles korii ismereteiért is.
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Irdnyitasa alatt 5 dijazott tudoményos didkkori dolgozat sziiletett, eddig hat
Phd fokozat témavezetGje volt (ebbdl két esetben tars-témavezet6 volt). PhD fo-
kozatot szerzett tanitvanyai a fokozatszerzés évével az aldbbiak: Varga Katalin —
2004 (Budapest, MSCI befektetési tandcsadd cég), Barczy Métyds — 2006 (Debre-
ceni Egyetem, Informatikai Kar, adjunktus), G&ll J6zsef — 2008 (Debreceni Egye-
tem, Informatikai Kar), Igléi Endre — 2009 (Debreceni Egyetem, Informatikai Kar,
adjunktus), Bértfai Norbert — 2011 (Debreceni Egyetem, Informatikai Kar, ad-
junktus), Acs Attila — 2014 (Szegedi Tudomanyegyetem, Kozgazdasigtani Doktori
Iskola).

Beke Mané-emlékdij

A 2014. évi Beke Mané-emlékdij bizottsag koriiltekinté mérlegelés utdn az aldbbi
hatérozatot hozta: a Beke Mano els6 fokozatat Sz6ll6syné Somfai Zsuzsa, a mé-
sodik fokozatdt Bartalis Istvanné, Fonyé Lajos, Gulyas Tibor, dr. Kosz-
tolanyiné Nagy Erzsébet, Lakatos-To6th Istvan, Orosz Gyula és Papné
Tuboly Beata kaptak.

Indoklas: Szdlldsyné Somfai Zsuzsa 1972 6ta az Eo6tvos Jozsef Gimnazium
tandra. Palyajanak els6 pillanatatdél kezdve nemcsak a matematika magas szint,
ugyanakkor a gyerekeknek oromet okozo tanitdsat tartotta fontosnak, hanem a sze-
mélyiségformélast, a nevelést is. Fontosnak tartotta, hogy tanitvanyai a vilagra nyi-
tott, a redl és a human miiveltségtartalmat egységben kezelni képes, ugyanakkor
empatiaval, tarsadalmi érzékenységgel is bird felnéttekké valjanak. Folyamatosan
vallalt osztalyfonoki munkat, éveken at segitette az iskolai didkszervezetet. 1980-
ban valasztottdk a matematika-munkakozosség vezetdjévé, ezt a tisztséget 1999-ig
toltotte be. 1999-t61 a Févarosi Pedagogiai Intézetben vezetd szaktandcsad6i mun-
kakort véllalt, de tovabbra is tanitott az iskolaban. Részt véllalt a tanarképzésben
is, a nyolcvanas évektdl kezdve vezetd tanarként segitette az V. évesek tanitasi
gyakorlatat. Az ELTE Médszertani Tanszékén vezet gyakorlatot jelenleg is. Tébb
publikacidja jelent meg a Matematika Tanitasa folydiratban.

A kilencvenes években indulé tantervi reformokban kulcsszerepet véllalt a ma-
tematika tanitdsdnak atalakitdséban. O dolgozta ki iskolaja, az Eotvos Jozsef Gim-
nazium hat évfolyamos tantervének matematikai fejezetét. Részt vett az egész or-
szagnak sz6l6 Nemzeti Alaptantervek és a kerettantervek elkészitésében, valamint
a kés6bbi moédositasokban. 2005-t6l 2010-ig az 1) kétszintli érettségi rendszerben
a matematika érettségi tételkészitd bizottsag munkdjat vezette.

Palyakezd6 koratdl tagja a Bolyai Janos Matematikai Tarsulatnak. Jelenleg
az Oktatasi Bizottsag alelncke. Folyamatosan részt vesz a Tarsulat altal minden
évben megszervezett, az orszag matematikatanarainak szakmai tovabbképzését se-
git6 Ratz Laszlé Vandorgytlés szakmai el6készité munkajaban, a leadott zaro-
dolgozatok véleményezésében, igy az egész orszag matematikatanari kozossége is-
meri és tiszteli tevékenységét.

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Versenyek Matematika I1. Bizottsdga-
ban évtizedek 6ta dolgozik.
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Kiemelked6 s/zalgnai munkajat 1999-ben Beke Mano-dij II. fokozatéval, 2010-
ben Ratz Tanar Ur Eletmitidijjal ismerték el.

Sz6llosyné Somfai Zsuzsa tanitvanyai kozott tobben értek el kiemelkedd ered-
ményt a matematika OKTV-n, sokan dolgoznak koziilitk tudoményos teriileten vagy
elismert hazai és nemzetkozi vallalatoknél. Az érettségi taldlkozdkon a didkok azon-
ban elsOsorban azt a szeretetet emlegetik, amivel a Tanarné a kozépiskolai éveiket
egyengette. Kollégdi is gy gondoljék, hogy olyan példat kaptak téle a teljes tanari
pélya megéléséhez, amihez felnéni vonzé, komoly feladat.

Bartalis Istvdnné 1976 6ta a szombathelyi Zrinyi Ilona Altaldnos Iskola mate-
matikatanara. 1989 és 2001, majd 2011 és 2012 kozott igazgatdhelyettesként, illetve
megbizott igazgatoként dolgozott iskoldjaban.

Bartalis Istvanné szakmai tevékenysége példaértékii. Kiemelkedo6 tudésa, nem-
csak szaktargyi, hanem pedagodgiai és mddszertani vonatkozasban is imponélé. Hi-
vatasanak tekinti a matematika megszerettetését, didkjai tehetségének kibontakoz-
tatdasat. A tehetséggondozast, a versenyekre valé felkészitést szabadidejét feldldozva
is elvégzi. Tanitvanyai — kiemelkedd eredményekkel — allandé szerepl6i az orszagos
matematikaversenyek dontSinek. Ugyanakkor nagy figyelmet fordit a felzarkézta-
tésra szoruld tanuldk differencialt foglalkoztatasara is.

Kezdetektdl fogva — 1992-t61 — a mai napig szervezdje a Zrinyi Ilona Mate-
matikaverseny Vas megyei forduléjanak. Aldozatos munkéja nyoman ez a verseny
egyre népszeriibb és sikeresebb lett a megyében. Minden évben elkiséri a tanuldkat
az orszagos dontdére is.

Tobb alkalommal el6adéja szakmai tovabbképzéseknek, rendszeresen tart nyi-
tott orakat, mutat be jo gyakorlatokat. Osztalyfonokként személyiségfejleszto, ko-
z0sségépitéo munkajaért tobbszor részesiilt elismerésben.

Kiemelked6 szakmai munkdjaért 1992-ben Szombathely Oktatasiigyéért Dfij
II., majd 2009-ben I. fokozatdban részesiilt. 2011-ben a Bolyai Orszagos Matema-
tika csapatversenyen, majd 2012-ben a Zrinyi/Gordiusz Orszagos Matematikaver-
senyen az év legjobb felkészit6é tandra cimet nyerte el.

Bartalis Istvanné kiilonleges érzékenységének, gyermekszeretetének koszonhe-
téen minden tanitvanyahoz megtaldlja az ,utat”. Igazi tanaregyéniség, aki egész
lényével képes hatni didkjaira, munkatarsaira.

Fonyo Lajos 1989-ben az ELTE-n vegyészi, 1993-ban kozépiskolai kémia ta-
nari, majd 2002-ben Debrecenben kozépiskolai matematika tanari oklevelet szer-
zett. 1999 6ta kozoktatas vezet6i diploméaval is rendelkezik. 1993 éta tanit a keszt-
helyi Vajda Janos Gimnaziumban. Az eltelt idészakban a matematikaoktatas terii-
letén orszdgosan ismert tanarrd valt. Iskoldjaban feleségével egyiittmiikodve elérték,
hogy matematikabdl a megye meghatarozé iskolajava valtak.

Fony6 Lajos rendszeresen részt vallal kiillonboz6 matematikai tehetséggondo-
zasban, gy keriilt szoros munkakapcsolatba a Zalai Matematikai Tehetségekért
Alapitvannyal és a Veszprémben miikodd Erdés Pdl Matematikai Tehetséggondozd
Iskolaval. Nyaranta rendszeresen részt vesz tanitvanyaival és foglakozasokat tart
az Alapitvany &ltal szervezett Orszdgos Matematika Verseny Tréningen. Iskola-
jaban szervezi és lebonyolitja a Nemzetkozi Kenguru Matematika Versenyt, ahol
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didkjai eredményesen szerepelnek. Keszthely térségében 1995 éta tart szakkort 7-8.
osztalyos és gimnaziumi tanuldoknak.

Fony6 Lajos szakmailag kivaldéan felkésziilt, komoly tudassal rendelkez6 tanar.
Szivesen véllal el6addsokat tovabbképzéseken (ZALAMAT, Rétz Laszlé Vandor-
gylilés). Tevékenységének elismeréseként 2011 éta tagja az Arany Déniel Matema-
tikai Verseny (kezddk) bizottsdganak, ahol stletes feladataival segiti az eredményes
munkat. J6 feladatmegoldd, amit mutat, hogy a RLV 2013-as kozépiskolai tanér-
versenyén 1. helyezett lett.

Fony6 Lajos sokoldalu és eredményes tevékenysége révén nagymértékben hoz-
zajarul kornyezetében a matematika népszerisitéséhez. Egyéniségével, sokszini,
valtozatos tanitasi mddszereivel didkjai szamaéara még vonzdbba teszi az altala ta-
nitott tantargyat.

Gulyds Tibor 1989 éta a miskolci Foldes Ferenc Gimnézium matematika-
tandra, a specidlis matematika oktatds egyik meghatarozo tanaregyénisége. Minden
szaktargyi ismeretét, egyéb kompetenciait ennek rendeli ald. Nagy figyelmet fordit
— kiilontsen a geometria oktatasdban — a digitalizalas nyujtotta lehetéségekre is.

A matematikai tehetségek gondozasa mellett, azok felkutatisara is komoly
energiat fordit. Iskoldjaban évtizedek éta tart magas szinvonald, tematikusan fel-
épitett tehetséggondozod szakkort. Tanitvanyai rendszeresen kiemelkedé eredménye-
ket érnek el az orszagos matematikaversenyeken. Allands onképzésének elsédleges
célja a matematika oktatdsanak hatékonyabba tétele. Hatalmas targyi tudésa, szé-
les kort tdjékozottsaga mélységes aldzattal parosul. Az utébbi években kiemelkedd
szerepe volt a hatosztdlyos gimnazium matematika tagozatanak bevezetésében, tan-
tervének megalkotdsaban.

Pedagdgiai tevékenysége is kiemelkedd. Husz éve folyamatosan kap osztélyfo-
noki megbizdst. A 2012/13-as tanévtél az osztalyfénoki munkakozosség vezetdje-
ként segiti az iskola nevelési céljainak megvaldsitasat. Nagy hangsulyt fektet a ta-
nuldk iskoldn kiviili programjainak szervezésére is. Osztdlykirandulasok alkalmaval
a kozOsségi programok mellett fontosnak tartja természeti, kulturalis, épitett érté-
keink megismertetését.

Kiegyensilyozott, higgadt személyiség, empatidja, racionalizmusa, felelésség-
tudata, lelkiismeretessége és szabalykdveté magatartdsa kovetendé példa mind
a kollégdk, mind a didkok korében. Mintaértékii jé viszonyt apol az iskola dol-
gozdbival, az iskolaban tanuld didkok sziileivel, tanitvanyaival és volt tanitvanyai-
val. Iskolai népszertiségét szaktargyi tudasa és kivalé emberi tulajdonsiagai mellett
kitlin6 humoraval is kiérdemelte.

Dr. Kosztoldnyiné Nagy Erzsébet diplomajit 1989-ben matematika—fizika sza-
kon szerezte a debreceni Kossuth Lajos Tudoményegyetemen. Palyaja elején a deb-
receni Fazekas Mihdly Gimnaziumban tanitott, ahol hamarosan a matematika mun-
kakozosség vezetdje lett. Jelenleg a szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnaziumban
tanit matematikat az iskola kiilonféle osztalyaiban, tagozataiban.

Tanitvanyai kiemelkedd helyezéseket érnek el orszdgos versenyeken. Az alta-
lanos iskolas korosztaly Zrinyi Ilona, Varga Tamaéas és Kalmar Léaszlé versenyén is
volt tanitvanya az orszag harom legjobbja kozott. Az Arany Déaniel versenyen szé-
mos didkja keriilt dontébe és lett dijazott, illetve nyert dicséretet. Volt olyan tanév,
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amelyben az OKTV-n az els6 tiz helyezett kozé harom tanitvanya is bekeriilt. Min-
dig nagy hangsulyt fektetett a KoMaL népszertisitésére, tanitvanyai a kiilonb6zé
pontversenyekben kiemelked6 eredményeket értek el.

Mentoralasaval alakult meg a debreceni Fazekas Mihaly Gimnaziumban a spe-
cialis matematika tagozatosok kozott nagy népszertiségnek orvend6 onképzokor.
Az 6nképzokor didkjai sajat szorgalmuk, tehetségiik, matematikai tudasuk alapjan
tartanak el6adasokat, foglalkozasokat érdekl6dé tarsaiknak.

Matematikataborok szervezdjeként, otletgazdajaként, foglalkozasvezetdjeként
a nyari tehetséggondozédsnak is aktiv résztvevije volt. Nagy sikerii feladatmegoldd
érakat tartott a Matematikai Mulatsdgok Tébora (MAMUT) elédjeként miikodd,
Lajos Jozsefné altal szervezett Matematika Tanarok Nyari Egyeteme elnevezési
taborokban.

Bekapcsolédott a Zalamat Alapitvany dr. Pintér Ferenc dltal szervezett ta-
boréba is, t&bbszor eléadéja volt az ,,Uj utak és lehet&ségek a matematika tani-
tdsdban” elnevezésii nagykanizsai konferencidnak és moédszertani vasdrnak, amely
tanartovabbképzésként is miikodott. Tobbszor tartott eléadast és feladatmegoldd
szeminariumot a Ratz Laszl6 Vandorgytlésen, a komaromi Nagy Karoly Matema-
tikai Didktalalkozén, valamint a Varga Tamas Mddszertani Napokon.

Husz éve tagja a matematika OKTV 1. kategdria versenybizottsaganak. Tébb
éven at végezte az Abacus folyéirat feladatrovatdanak lektoraldsat, és dolgozott
a KoMalL szerkeszto bizottsagaban is. Egyik szerzGje a Maxim Kiadé gondozésa-
ban megjelent ,Ut a tuddshoz” tankonyvcsaldad matematika-tankonyveinek. Ezek-
ben a munkakban is megmutatkozik igényes szakmai felkésziiltsége és didkbarat
modszertani szemlélete.

Tanitvanyainak versenysikerei révén megkapta a Varga Tamaés versenybizott-
sag kitiintetését, két alkalommal a Graphisoft-dijat, két alkalommal pedig a ,,Szeged
Ifju Tehetségéért” dijat vehette at.

Lakatos-Toth Istvan tanar tr 1977-ben szerezte matematika—fizika szakos ko-
zépiskolai tanéri diploméjat a szegedi Jozsef Attila Tudomanyegyetemen, ahol 1988-
ban a pedagogia szakot is elvégezte. 1986-t6l a hédmezbvasarhelyi Bethlen Gébor
Reformétus Gimnazium tanéra.

Iskolaja matematikaoktatdsdanak meghatarozé alakja az elmilt negyedszazad-
ban. Minden tevékenységét az igényesség jellemzi mind 6nmagéaval, mind didkjaival
szemben. Tanitasdnak eredményességét didkjainak versenyeredményei j6l mutatjak,
de legalabb annyira fontosnak tartja azt is, hogy a matematika irdnt kevésbé érdek-
16d6 didkcsoportokat tiirelemmel, kitarté segité munkéval készitse fel az érettségi
vizsgara.

A matematika népszertisitését két évtizeden keresztiil a KoMaL, majd emellett
az Abacus folyodiratok el6fizetésének iskolai koordinaldsaval is szolgalta. Tevékeny-
ségének is koszonhetéen a KoMal-el6fizetok szama meghaladta az 6tvenet, vagyis
elérte az iskola létszdménak 10%-at.

Lakatos-To6th Istvan tanar Ur — iskoldja egykori didkjaként is — a Németh
Léaszl6i hagyomdnyok érzdje. A két kultira, a miivészet és a matematika egységét
vallja, és ezt a szellemiséget didkjaiban is igyekszik kialakitani. Kiemelt szerepet
kap tanitdsdban a tudomanytorténet, els6ként a matematikatorténet.
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Nem csupan matematikatanar, hanem neveld is. A pontosan, igényesen megtar-
tott érakon til olyan szemléletmodot ad, amely a becsiiletes, tisztességes és értékes
feln6tté vélas alapkove.

Egy tanar szaktargyat megszerettetd, népszerlisité képességét legjobban az
jelzi, hogy tanitvanyai koziil hdnyan valasztjdk a tanari hivatdst. Lakatos-Téth
tandr ur tanitvanyai, 2-3 évente mentek és mennek matematika tanarszakra.

Sziviigyének tekinti az elszakitott teriileteken él6 magyarsaggal valé kapcso-
lattartast is. Tobb mint egy évtizede résztvevéje a felvidéki magyar matemati-
katandrok éves gytilésének, a konferenciara, majd az utébbi években a versenyre
legkivalobb didkjait is magaval viszi.

Eredményes munkajaért 2009-ben Graphisoft-dijban részesiilt.

Orosz Gyula a Budapesti Fazekas Mihdly Altaldnos Iskola és Gimnézium di-
akja volt és palyaja kezdete éta, azaz negyedszazada ugyanitt tanit.

Orosz Gyula kiilonleges munkabirast, pontosan, megbizhatéan dolgozé tanar.
Azon kevesek kozé tartozik, aki a legnagyobb terhelés kozben is betartja a hatar-
idoket. A TIT altal szervezett Matematika Tanarok Nyari Egyetemén évekig volt
csoportvezetd, ahol az oktatott didkok mellett a szemlélé tandrok is sokat tanulhat-
tak t6le, szép feladatokat, médszertani kulturat. Paratlan feladatkincset halmozott
fel, évek oOta gyujti és rendszerezetten kezeli szamitégépén a hazai és a kiilfoldi
versenyek anyagainak legjavat.

Szaktanacsaddoként sok iskolat latogatott, ahol megfigyeléseivel, tanacsaival
segitette a matematikaoktatds tigyét. A Fazekas pedagdgiai szakmai szolgalta-
tasi tevékenysége keretében tehetséggondozéd szakkort tart fovarosi gyerekeknek,
és ugyancsak vezetOtanari munkdja részeként mddszertani el6adasokat, bemutaté-
kat tart bel- és kiilfoldi pedagdgus csoportoknak.

Szaktandri tevékenységén til, a kompetenciamérések eredményeinek folyama-
tos elemzésével és azok kozzétételével, a problémak feltardasaval, nagyon sokat tesz
azért, hogy a Fazekas Gimnazium szakmai szinvonala, kiils6 megitélése egyenletesen
magas szinvonalu legyen.

Az utébbi 6t év mindegyikébe voltak OKTV, Arany Daniel és Varga Tamas
matematikaversenyeken dontés tanitvanyai, koztiikk olyanok is sokan, akik dijat
vagy dicséretet kaptak.

Rendkiviil termékeny, alkoté tandr. Nagyon sok publikicidja, tanulméanya
és elemz0 munkdja jelent meg kiadokndl, illetve az interneten. Tovabba a ma-
tek.fazekas.hu portalon az érettségizdket segité oldalt szerkeszt.

A diakok kozotti népszertiségét jelzi, hogy nagyon sok osztaly hivja meg kiran-
dulédsara, tdboraba kiséro, segitd tandarnak. Szerény, kedves egyéniségének és deriis
életszemléletének is koszonhetd, hogy a tanari kar altaldnosan megbecsiilt tagja.

Papné Tuboly Bedta 35 éve, 1979 augusztusa o6ta dolgozik a tokoli Wedres
Séndor Altaldnos Iskolaban megbizhaté, allandé tagjaként a tantestiiletnek. Az idei
tanévben egy jol Gsszekovacsolédott negyedikes osztaly osztalyfonoke. Baratsagos
személyiségével kivalé kapcsolatot épitett ki a tanitvanyaival, minden rezdiilésiiket
figyeli, 6vja, szereti 6ket. Kovetkezetes, magabiztos és céltudatos pedagdgus, aki
a sziil6k korében is igen népszeri.
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Osztalyaira jellemzd az Osszetartds, az iskolai életben valo aktiv részvétel,
a tanéran kiviili programok, kirdnduldsok és tanulméanyi versenyek terén is. Ta-
nitvanyai szépen, érthetOen olvasnak, ligyesen emelik ki a lényeget a szovegekbél,
legyen az irodalmi vagy matematikai szoveg. Ordin fegyelmezett, ugyanakkor fel-
szabadult munka folyik, a gyerekek figyelme nem lankad.

Papné Tuboly Bedta gyakran alkalmaz éréin csoportmunkat, a tanuldk kreati-
vitasanak és felfedez6 képességének fejlesztése érdekében sokszor hasznal tevékeny-
séget segitd eszkozoket. (pl.: szdmold palcikdt, szamkértydt, dobdkockét, logikai
készletet, interaktiv tablat). Oréinak a kozéppontjaban a matematikatanulas hasz-
nossaganak, érdekességének megmutatasa, a tantargy megszerettetése, a logikus
gondolkoddsra nevelés, az Osszefiiggések meglatdsa dll. JOl irdnyitott kérdésekkel,
a lényeg tdjra és tjra torténd kiemelésével segiti a megértést. Azonnal reagil a ta-
nulék valaszaira, helyesbit, 6tleteket ad, egyiittgondolkodésra nevel.

Papné Tuboly Beata gondot fordit mind a matematikdbdl tehetségesek, mind
a lemaradok fejlesztésére a tandrakon és a délutani foglalkozasokon is. Az iskolai és
a teriileti versenyeken is részt vesz minden osztdlyaval, ahol igen szép helyezéseket
érnek el.

Torekszik arra, hogy minden tanulé olyan matematikai tudast kapjon, ami
alapjan egyéni képességeinek birtokaban a legjobban fejlodhet, gondolkodasa és
problémamegold6 képessége ennek hatdsara a lehetd legjobb legyen.

Griinwald Géza-emlékérem

2014-ben a Griinwald Géza-emlékéremre tizenegy jelolés érkezett. A bizottsag
orommel allapitotta meg, hogy a jeloltek igen magas tudoményos szinvonalat kép-
viselnek, ami jelzi a Griinwald-emlékérem tarsadalmi és tudomanyos elismertségét.
A Bolyai Térsulat 2014-t61 kezdve az évente kiadhaté Griinwald-d{jak szdmat az ed-
digi 4 helyett méar 5-ben maximaédlja, ennek ellenére a bizottsdgnak nehéz feladat
volt a sok érdemes jelolt koziil az 5 dijazottat kivdlasztani. Hangsilyozzuk, hogy
eredményeik alapjan a dijra 6tnél tobben is érdemesek lettek volna. Végiil a bizott-
sag szavazatai alapjan a 2014. évi dijazottak a kovetkezok: Backhausz Agnes,
Héger Tamas, Kovacs Tiinde, Pongracz Andras és Tarcsay Zsigmond.

Indoklas: Backhausz Agnes 1984-ban sziiletett, 2008-ban szerzett matemati-
kus diploméat az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen, majd 2013-ban PhD foko-
zatot ugyanott Mori Tamaés témavezetésével. Jelenleg a Rényi Alfréd Matematikai
Kutatéintézetben fiatal kutato.

Backhausz Agnesnek 11 tudoményos publikaciéja van, koztiik szamos rangos
nemzetkozi folydiratban, valamint tovabbi két dolgozata van jelenleg elbirdlas alatt.
Mori Tamassal kozos cikkei az id6ben fejlédo véletlen grafok és halézatok témako-
réhez tartoznak, és tobbnyire martingalelméleti eszk6zoket haszndlnak. Egy masik
témakorben Backhausz Agnes jelent6s eredményeket ért el a lokdlis algoritmusok
kutatasaban. Ezek randomizélt, parallel, konstans idében futé grafelméleti algo-
ritmusok, amelyek gyakorlati és elméleti jelent6séggel is birnak. A témakor egy
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elegans megkozelitése a dinamikus rendszerek elméletén keresztiil adédik, amely-
ben a lokalis algoritmusok az, igynevezett i.i.d. faktor folyamatoknak felelnek meg.
Backhausz Agnes, Szegedy Balazs és Virag Bélint egy preciz fels6 becslést bizonyi-
tottak a regularis fan értelmezett i.i.d. faktor folyamatokban eléfordulé korrelacid
lecsengésre.

Kiemelked8 eredményeire tekintettel Backhausz Agnes a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Héger Tamds 1984-ben sziiletett, 2007-ben szerzett matematikus diplomat
az Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetemen, majd 2014-ben PhD fokozatot ugyanott
Gécs Andrés és Szényi Tamds témavezetésével. Jelenleg az Eotvos Lordnd Tudo-
manyegyetemen tudomanyos munkatars.

Héger Tamdsnak 9 publikiciéja van, koztiikk szamos rangos nemzetkozi fo-
lyéiratban. Elsésorban diszkrét matematikaban, és ezen beliil véges geometridban
és grafelméletben ért el szép és fontos eredményeket. Gacs Andrassal és Weiner
Zsuzsaval kozos cikkiikben leirtédk a g elem testre épitett véges projektiv sik Gsszes
regularis, feszitett részgrafjat, amennyiben a fokszam elég kozel van g-hoz. Véges
geometridk felsé kromatikus szdma Bacsé és Tuza korabbi eredményei szerint kap-
csolatba hozhato6 a legkisebb kétszeres lefogd ponthalmaz méretével. Bacsé, Héger
és SzOnyi ezeket az eredményeket pontositottak, valamint els6ként konstrualtak 1é-
nyegében explicit médon kicsi kétszeres lefogd ponthalmazt altalanos nem-négyzet
rendii testre épitett sikokban, ezzel jelentGsen megjavitva a legkisebb kétszeres le-
fogb ponthalmazok méretére vonatkozo korabbi felsé becsléseket.

Kiemelked$ eredményeire tekintettel Héger Tamas a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Kowdcs Tiinde 1985-ben sziiletett, 2008-ban szerzett alkalmazott matematikus
diplomat a Debreceni Egyetemen, majd 2011-ben PhD fokozatot ugyanott Hajdu
Lajos témavezetésével. Ezutan 2012-t61 két évet toltott Japanban vendégkutatdként
a Nihon Egyetemen JSPS posztdoktori 6sztondijjal. Jelenleg tanarsegéd a Debre-
ceni Egyetemen.

Kovéacs Tiindének 12 tudoményos publikdcidja van, koztiik rangos nemzet-
kozi szakfolydiratokban. Kutatasi eredményeit elsésorban a diofantikus szamel-
mélet témakorében érte el. Egyik {6 érdeklédési teriilete a kombinatorikus hét-
tertt elliptikus-, illetve hiperelliptikus egyenletek vizsgalata. Kiilonboz6 klasszi-
kus mddszerek (pl. Baker-médszer), illetve modern eszkozok (pl. Ellog-médszer
és Chabauty-mddszer) kombinaldsaval t6bb érdekes és fontos eredményt nyert tob-
bek kozott a szamtani sorozatok egymast kovetd tagjai szorzatanak teljes hatvany
értékeivel kapcsolatban. Egyik dolgozatdban magat az Ellog-mddszert is sikeriilt
hatékonyabba tennie. Legtjabb eredményeként N. Hirata-Kolmdval kézosen haté-
kony algoritmust fejlesztettek ki elliptikus gorbék tgynevezett S-egész pontjainak
meghatarozasara. Eddig az ilyen pontok meghatarozédsa csak keriilé tton tortén-
hetett (Peth6 és mdsok algoritmusa segitségével), mig a szerz6k most egy direkt
megkozelitést dolgoztak ki.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Kovacs Tiinde a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

64



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 65 — #65

Pongrdcz Andrds 1986-ban sziiletett, 2009-ben szerzett matematikus diplomat
az Eotvos Lordand Tudoményegyetemen, majd 2012-ben PhD fokozatot a CEU-n
Szab6 Csaba témavezetésével. 2012-t6]1 2014-ig posztdoktori Osztondijas volt Pa-
rizsban az Ecole Polytechnique Informatikai Laboratoriumban. Jelenleg Anglidban
a Middlesex University vendégkutatoja.

Pongrécz Andrasnak 11 tudoméanyos publikécidja van, koztiik szdmos rangos
nemzetkozi folydiratban, valamint tovabbi 4 dolgozata van jelenleg elbirdlas alatt.
F6 kutatasi teriilete az algebrai modell-elmélet, de vannak eredményei kombina-
torikdban is. A homogén strukturék elsérendben definidlhaté reduktjainak téma-
korében Pongracz Andras a Ramsey-elmélet egy altalanositdsaval szisztematikus
moédszert dolgozott ki a minimélis reduktok meghatarozasara, és tarsszerzoivel meg-
hatérozta a véletlen részbenrendezett halmaz reduktjait. Itt nemcsak az eredményt
emeljiik ki, de a moédszert is, mert korabban reduktok meghatarozasara csak ad-
hoc médszerek voltak ismeretesek. Egy masik, egyszerzds eredménye a konstanssal
ellatott Henson-graf reduktjait hatarozza meg. Frissebb eredményei koziil a nem-
rendezett Ramsey-strukturdkra adott példdjat emeljiik ki — ilyen példa kordbban
nem volt ismert.

KiemelkedS eredményeire tekintettel Pongracz Andrds a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Tarcsay Zsigmond 1984-ben sziiletett, 2008-ban szerzett matematikus diplo-
méat az Eotvos Lorand Tudomanyegyetemen, majd 2013-ben PhD fokozatot ugyan-
ott Sebestyén Zoltan témavezetésével. Jelenleg az Eotvos Lordnd Tudoményegye-
temen adjunktus.

Tarcsay Zsigmondnak 16 tudomanyos publikacidja van, koztiik rangos nemzet-
kozi szakfolydiratokban, valamint tovabbi 3 dolgozata van jelenleg elbirdlas alatt.
Fo6 kutatési teriilete funkciondlanalizis, ezen beliil is els6sorban a Hilbert-terek
korldtos és nemkorlatos linedris operdtorainak elmélete. Témavezetéjével kozosen
a nemkorlatos operatorok elméletének egyik legalapvetébb, Neumann Janostdl szar-
maz6 eredményének meglepo kiterjesztését bizonyitja, miszerint egy slirlin definialt
linearis T" operator pontosan akkor zart, ha a T xT" es T'T'x operatorok mindegyike
onadjungalt. Kiemelend6k Tarcsay Zsigmond nem-kommutativ integralelméletben
végzett kutatasi eredményei: kitiing érzékkel fedezte fel a kommutativ és nem-
kommutativ mértékelmélet Lebesgue-felbontas és Radon—Nikodym tételkorének ko-
z0s, Hilbert-tér geometriai elméleti hatterét. Erre az észrevételre alapozva Ando,
Darst, Gudder, Feffermann, illetve Simon idevonatkozé eredményeinek ugyanazon
elvre épiils, tisztdan funkcionalanalizisbeli eszkozoket alkalmazd bizonyitasat adta,
és tovabbi értékes 1j megfigyelésekkel egészitette ki azokat.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Tarcsay Zsigmond a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij
A bizottsag, a beérkezett javaslatok alapjan 2014-ben négy Farkas Gyula-emlék-

dijat adomanyozott. A dijazottak: Farkas Richard, Gerencsér Balazs, Kertész
Attila és Stuhl Izabella.
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Indoklas: Farkas Richdrd 1980-ban sziiletett. 2003-ban kozgazdasigi progra-
moz6 matematikus, 2008-ban koézgazdasz diplomat, majd 2010-ben doktori fokoza-
tot szerzett a Szegedi Tudoméanyegyetemen. Jelenleg egyetemi adjunktus az SZTE
TTIK Informatikai Tanszékcsoportjanak Szamitogépes Algoritmusok és Mestersé-
ges Intelligencia Tanszékén.

Kutatémunkajaban a nyelvtechnoldgia — azaz foly6 szovegek algoritmikus fel-
dolgozéasa — gépi tanulds alapti megkozelitéseivel foglalkozik. 91 publikacidja, illetve
tudoményos munkdja sziiletett, fiiggetlen hivatkozasainak szama tobb mint 400,
impakt faktorainak osszege 21,3. A szakteriilet olyan, nemzetkozileg elismert kuta-
toival dolgozott egyiitt, mint Hinrich Schiitze és Joakim Nivre.

Az elméleti munka mellett eredményesen foglalkozik gyakorlati probléméak
megoldasaval is. Nevezetesen az altala vezetett csoport — tobbek kozott — nyelv-
technolégiai megolddsokat fejlesztett az [origo] hirportdl és a Szervezett Biinozés
Elleni Koordinaciés Kozpont szamaéra is.

Gerencsér Baldzs 1984-ben sziiletett Budapesten. Egyetemi tanulméanyait a bu-
dapesti Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem matematika szakan végezte. Tanulma-
nyait 2007-ben fejezte be, kitiintetéssel. Ezt kévetoen az ELTE TTK Matematika
Doktori Iskola hallgatdjaként és az MTA Rényi Alfréd Kutatd Intézet Valdszintiség-
elmélet és Statisztika Osztalydnak fiatal kutatéjaként Tusnddy Gébor vezetésével
folytatta tanulményait. Ezt megszakitva, a 2009/2010. tanévben az MIT Fulbright
Osztondijas vendég-kutatdjaként dolgozott John Tsitsiklis vezetésével. A doktori
cimet — summa cum laude mindsitéssel — 2013-ban nyerte el.

Gerencsér Balazs 6 érdekl6dési teriilete a sztochasztika, kozelebbrol a mate-
matikai statisztika, és ennek ennek alkalmazdsai. Munkéja soran jelentés szamu
partnerrel alakitott ki termékeny kapcsolatot. Tébbek kozott szamos olyan publi-
kacionak tarsszerzoje, amely velesziiletett rendellenességek 6roklédésmenetét vizs-
galja. Ehhez kapcsolédnak az tun. bi-Markov folyamatokra vonatkozd vizsgalatai.
Jelentds eredményeket ért a Markov Chain Monte Carlo mddszer konvergenciase-
bességének becslésében. Ezek az eredmények jol felhasznalhatok konszenzus algo-
ritmusok tervezésében. 2013-t6] posztdoktori 6sztondijas a Université Catholique
de Louvain egyetemen, ahol a nagy grafok és halézatok témakorben dolgozé kuta-
técsoport munkdajaba kapcsolédott be.

Az 6 érdeme a Financial Time Series egyetemi jegyzet integrans részét ké-
pez6 professziondlis szintli interaktiv szimulaciés anyag létrehozéasa is. Gerencsér
Balazs minden munkajaban alapos matematikai tudast 6tvoz annak a teriiletnek
az elmélyiilt ismeretével, ahol éppen a matematikai eredményeket alkalmazza.

Kertész Attila 1980-ban sziiletett. 2004-ben programtervezd matematikusként
végzett a Szegedi Tudomanyegyetemen, doktori fokozatot pedig 2011-ben szerzett
az SZTE Informatika Doktori Iskoldban. Kutatasi teriiletét leginkabb az egyiitt-
miikddo gridek és felhok vizsgalata jellemzi fejlett brokerezési technikék alkalma-
zéasaval.

2005-t61 kezdve az MTA SZTAKI Parhuzamos és Elosztott Rendszerek Ku-
tatélaboratériuméanak munkatérsaként szdmos nemzetkozi EU-s projektben vett
részt. Szertedgazé nemzetkozi kapcsolatait kutatdi csereprogramok keretében épi-
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tette ki féként a CoreGRID EU FP6 és az S-Cube EU FP7 eurdpai kivalésagi
halézat munkacsoportjaiban valamint a COST IC0805 és 1C1304 akcidk keretében.

Kutatémunkajanak min6ségét tobb elismerés is jelzi. 2011 marciusdban Akadé-
miai Ifjasdgi Dijban részesitette a Magyar Tudomanyos Akadémia elnoke, 2012-ben
pedig Ifjusédgi Intézeti Dijat és Intézeti Dijat kapott az MTA SZTAKI igazgatdjatol.

2013-t61 Magyary Zoltan posztdoktori 6sztondij keretében szamitasi és adat
felhé$ rendszerek hatékony egyiittmiikodésének jabb lehetOségeit vizsgélta a Sze-
gedi Tudoméanyegyetem Szoftverfejlesztés Tanszékén. Nemzetkozi publikdciénak
szama 60, melyek tobb mint 200 fiiggetlen hivatkozast generaltak.

Stuhl Izabella, 2004-ben szerzett matematikus, 2006-ban pedig alkalmazott ma-
tematikus diploméat a Debreceni Egyetemen. A PhD fokozatot 2010-ben szerezte
meg a Debreceni Egyetem Matematika és Szamitastudomanyok Doktori Iskold-
ban. 2005 és 2007 kozott a németorszégi Friedrich Alexander Egyetem Matematikai
Intézetében dolgozott. 2008-t6l a Debreceni Egyetemen dolgozik, jelenleg az Infor-
matikai Kar Alkalmazott Matematika és Valdszinliségszamitas Tanszékén adjunk-
tus. 2012-t6] posztdoktori 6sztondijas a braziliai Sao Paulo-i Egyetemen, illetve
2014-t6] posztdoktori 6sztondijas az amerikai Denveri Egyetemen.

Kutatésait részben az algebra teriiletén végzi, azon beliil is a nem asszociativ
algebrai strukturdk, nevezetesen a loopok és kvazicsoportok teriiletén. Karl Stram-
bachhal kozosen meghatarozta, mely csoportok fordulhatnak el6 Steiner-loopok
Osszes eltoldsa altal generalt csoportjaiként. Az irdanyitott Steiner-harmasrendsze-
rekhez rendelhet$ kvéazicsoportok vizsgalatat Stuhl Izabella egy tovabbi munkéija
targyalja, amelyben egy, a kriptografidban alkalmazhaté eljarast is ajanl. Tarsszer-
z6kkel kozosen tanulméanyozta szabad Steiner-loopok névekedését, Cayley-grafjaik
tulajdonsagait és automorfizmuscsoportjukat.

Az utébbi években a statisztikus fizika teriiletén is tevékenykedett, melynek
eredményeként néhany dolgozatban tarszerzéként a Widom—Rowlinson modellben
megfigyelhetd nszervezodési jelenség matematikai lefrasat és bizonyitasat alapozta
meg sokkal nagyobb spektrumban és altaldnossigban, mint az korabban ismert
volt az irodalomban. Ez lehet6séget nyitott tobbiranyi alkalmazasra, mint példaul
a biolégidban megfigyelhetd allelopatia matematikai kezelésére. Eddig 11 cikke
jelent meg nemzetkozi folydiratban.

Rényi Katé-emlékdij

A Rényi Katé emlékdij I. fokozatdban részesiilt Backhausz Tibor, az ELTE vég-
zett matematikus MSc szakos hallgatéja és Nagy T. Daniel, az ELTE végzett
matematikus MSc szakos hallgatdja. A Rényi Katé emlékdij II. fokozatdban része-
stilt Bartha Zsolt, a BME végzett matematikus MSc szakos hallgatéja, Mihalka
Eva Zsuzsa, az ELTE els6éves matematikus MSc szakos hallgatdja és Popovics
Anna Bella, a Debreceni Egyetem végzett matematikus MSc szakos hallgatdja.

Indoklas: Backhausz Tibor [1] dolgozatdban az elliptikus gorbék vizsgalata-
kor hasznalt Selmer-csoportok korangjardl mutatja meg, hogy legfeljebb véges sok,
expliciten megadott esetet leszamitva, sohasem lehet 1. A témavezet&jével készitett
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[2] dolgozatban az Iwasawa-elmélet egy igen dltaldnos, minden elliptikus gorbére
vonatkozo sejtését vizsgalva példat adnak olyan gérbékre, amelyekre a sejtés igaz.
Eddig nem voltak ilyen példak ismeretesek. A szdmos nehézséget tartalmazd bi-
zonyitasban tobbek kozott igazolnak egy tételt, ami altalanositja Zabradi doktori
disszertaciéjanak f6 allitasat.
Backhausz Tibor dolgozatai:
[1] T. Backhausz: Ranks of GL2 Iwasawa modules of elliptic curves, Functiones et
Approzimatio, Commentarii Mathematici, megj. alatt.

[2] T. Backhausz, G. Zabradi: Algebraic functional equations and completely faithful
Selmer groups, International J. of Number Th., megj. alatt.

Nagy T. Ddniel [1] dolgozatdban azt vizsgélja, milyen nagy lehet egy halmaz,
ha az egységnégyzet minden pontja (mint kozéppont) koriil tartalmaz egy négy-
zetvonalat. A [2] cikk egy Korner altal felvetett, extremadlis halmazokra vonatkozé
témakorben bizonyit tételeket, ezek egyike az Erdés—Ko-Rado-tételt dltaldnositja.
A [3] dolgozat azzal foglalkozik, hogy a Boole-hdléban egy adott részbenrende-
zett halmaz aszimptitikusan hany példanya helyezheto el kereszt-0sszehasonlithato
elempér nélkiil. A [4] cikk (ennek [5] magyar véltozata) 1j, rendkiviil Stletes bi-
zonyitast ad de Bonis, Katona és Swanepoel azon tételére, miszerint egy n elemii
halmaz részhalmazaibdl allé rendszer, ha nem tartalmaz négy kiilonb6zé elemet,
hogy az els6 kett6 metszete tartalmazza a harmadikat és a negyediket is, legfeljebb
akkora, mint a két legnagyobb n-edrendi binomialis egyiitthato Gsszege.

Nagy T. Ddniel dolgozatai:
[1] T. Keleti, D. T. Nagy, P. Shmerkin: Squares and their centers, kozlésre benyujtva.

[2] G. O. H. Katona, D. T. Nagy: Union-intersecting set systems, Graphs and Combi-
natorics, megj. alatt.

[3] G. O. H. Katona, D. T. Nagy: Incomparable copies of a poset in the Boolean lattice,
kozlésre benyujtva.

[4] P. Burcsi, D. T. Nagy: The method of double chains for largest families with excluded
subposets, FElectr. J. of Graph Th. and Appl., 1 (2013), 40-49.

[6] Burcsi P., Nagy T. D.: Maximadlis halmazrendszerek kizért posetekkel, Matematikai
Lapok, 18 (2012), 1-10.

Bartha Zsolt [1] cikkében Szdsz Domokos sejtését igazolva beldtja, hogy a stk
egy véletlen kvaziperiddikus Penrose-csempézése grafjan az egyszert bolyongas tra-
jektoridjanak eloszldsa majdnem mindig egy sikbeli Brown-mozgéshoz tart. A szer-
z0k Otletesen alkalmazzak Berger és Bishop 2006-os cikkének ,harmoénikus korrek-
tor” médszerét. A [2] munka I. Benjamini két kérdését vdlaszolja meg. Ezek azzal
foglalkoznak, hogy a bootstrap perkolacié folyamatban a kezdeti kritikus stri-
ségil kofiguracio kis tijrasorsolasa hatassal lehet-e a teljes elfoglaldas megtorténésére.
A vizsgalt két eset egyikében a vélasz igen, a masikban nem.

Bartha Zsolt dolgozatai:

[1] Z. Bartha, A. Telcs: Quenched invariance principle for the random walk on the
Penrose tiling, kozlésre benytjtva.
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[2] T. Bartha, G. Pete: Noise sensitivity questions in bootstrap percolation, el6késziilet-
ben.

Mihdlka Eva Zsuzsa témavezetGjével irt dolgozataban Leibniz-algebrak rep-
rezentaciéival foglalkozik, azt vizsgédlva, hogy a Lie-algebrdkra vonatkozé tételek
koziil melyek viheték at erre az esetre. Eredményeik szerint, noha a széban forgd
reprezentaciok kozel dllnak a Lie-algebrakéhoz, a Weyl-tétel erre az estre nem igaz.

Mihdlka Eva Zsuzsa dolgozata:

[1] A. Fialowski, E. Zs. Mihdlka: Representations of Leibniz algebras, Algebras and
Representation Theory, (2014), megj. alatt.

Popovics Bella [2] dolgozatdban édltaldnositja a konvex halmaz és fiiggvény
fogalmat, és erre igazolja Radon, Helly, Carathéodory és Minkowski tételének meg-
felel6it.

Popovics Bella dolgozatai:
1] Popovics B.: A természet geometridjanak természete, DETEP népszeriisité cikk,
g J
(2014).

[2] M. Bessenyei, A. Konkoly, B. Popovics: Convexity with respect to Beckenbach fami-
lies, J. Convex Anal., kbzlésre benytjtva.

Patai Laszlé Alapitvany dija

A Bizottsag a ,Patai Laszl6 Alapitvany” dijat 2014-ban Varga Néranak itélte
oda.

Indoklas: Varga Nora 1987-ben sziiletett, jelenleg a Debreceni Egyetem Mate-
matikai Intézetének tanarsegédje. Alkalmazott matematikusi diploméajat 2011-ben
kapta meg. A tudoményos munkét hallgaté kordban kezdte, elsé cikke 2011-ben
jelent meg a Publicationes Mathematicae Debrecenben. PhD témavezetdjével, Pin-
tér Akossal kozosen kidolgoztak egy mddszert, amellyel a kis fokszamu diofantikus
egyenletek végtelen csaladjardl dontheto el, hogy véges vagy végtelen sok megoldéasa
van-e. Eredményéért a XXX. OTDK-n II. dijat kapott, és a Bolyai Janos Mate-
matikai Téarsulattol elnyerte a Rényi Kato-emlékdij II. fokozatdt. 2013 marciusa-
t6l egy éven keresztiil Apéczai Csere Jénos Doktoranduszi Oszténdijban részesiilt.
A késébbi munkaiban is szivesen és eredményesen dolgozik tarsszerzdékkel, fiatal
kollégaival kozosen irta a 2013-ban a Periodica Mathematica Hungarica-ban megje-
lent, repdigit szamok polinom értékeivel foglalkozo cikket. 2014-ben két eredménye
is megjelent, amelyek koziil az egyik Erdds és Graham probléméjanak altalanosi-
tasdt tanulmdnyozza (a Publ Math Debrecenben jelent meg, térsszerzé: Tengely
Szabolcs). A masik cikkben, amely a Journal of Number Theoryban jelent meg,
figurdlis szdmok egyenld értékeit vizsgilja (tarsszerzok: Hajdu Lajos, Pintér Akos
és Tengely Szabolcs). Két tovdbbi, kozlésre elfogadott cikke a Glasnik Matematicki
folyéiratban fog megjelenni. Varga Néra eredményeit olyan nemzetkozi konferenci-
akon ismertette, mint a 28. Journées Arithmétiques, az Erdés P4él, illetve Turdn Pal
emlékkonferencidk és a hagyomanyos, nagy multra visszatekinté Cseh és Szlovak
Nemzetkozi Szamelméleti Konferencidk.
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JELENTES A 2014. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2014. oktéber 22. és november 3. k6zott
rendezte meg a Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozép-
iskolai tanuldk, egyetemi és foiskolai hallgatok, tovabba azok vehettek részt, akik
egyetemi vagy féiskolai tanulmanyaikat 2014-ben fejezték be.

A verseny lebonyolitasdra a Téarsulat a kovetkezO6 bizottsagot kérte fel:
Ronyai Lajos (elndk), Csikds Baldzs, Keleti Tamds, Mdri Tamds, Simonovits
Miklés, Stipsicz Andrds, Szegedy Baldzs, Toth Bdlint, Frenkel Péter (titkér).

A Dbizottsadg oktéber 14-i {ilésén kivélasztotta a 11 Kitlizendd feladatot.
A bizottsag koszonetét fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a ver-
senyre. A kitlizott feladatok szerz6i: 1. Langi Zsolt, Naszodi Mdrton, Pach Jdnos,
Tardos Gdbor és Toth Géza, 2. Pach Jdnos és Tardos Gdbor, 3. Kdrolyi Gyula,
4. Ruzsa Imre, 5. Kos Géza, 6. Zabrdadi Gergely, 7. Keleti Tamds és Laczkovich
Miklos, 8. Haldsz Gdbor és Mori Tamds, 9. Csikds Baldzs, 10. Frenkel Péter és Kds
Géza, 11. Mori Tamds és Székely J. Gabor.

A versenyen 13 didk indult, mindannyian az ELTE TTK matematika alap-
szakos, matematikus mesterszakos, illetve matematikus PhD hallgat6i. Osszesen
71 feladatra adtak be dolgozatot. A versenybizottsdg december 9-i iilésén megalla-
pitotta, hogy egyetlen versenyzé oldotta meg — apré pontatlansdgoktol eltekintve —
mind a tizenegy feladatot. Ennek alapjan

I. dijban és 80 000 forint pénzjutalomban részesiill Nagy Janos elsééves
mesterszakos hallgato.

Egy versenyz6 oldott meg hét feladatot (1., 3., 5., 6., 7., 8., 10.), tovdbbd
a 4. feladat (a) részét, és ért el részeredményt a 2. feladatban. Ennek alapjdn

II. dijban és 40 000 forint pénzjutalomban részesiill Mészaros Andras
masodéves mesterszakos hallgaté.

Négy versenyz8 oldott meg lényegében &t feladatot (vagy nytujtott ezzel egyen-
értékii teljesitményt), és ért el tovabbi értékes részeredmény(eke)t. Ennek alapjan

ITI. dijban és 20 000 forint pénzjutalomban részesiil Agoston Tamas har-
madéves alapszakos hallgaté, Kalina Kende els6éves mesterszakos hallgaté, Nagy
Daniel doktorandusz és Po6r Mark elsééves mesterszakos hallgato.

Koziiliik Agoston Tamd&s megoldotta a 4., 5., 6. feladatot, valamint 1ényegében
a 3. és 10. feladatot is, mig az 1. feladatban a kivantnal gyengébb, de aszimptoti-
kusan pontos becslést bizonyitott. Kalina Kende megoldotta a 6., 7., 11.; valamint
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— kis hidnyossagtdl eltekintve — a 3. és 5. feladatot, az 1. feladatban egy a ki-
vantndl gyengébb becslést bizonyitott, tovabbé részeredményt ért el a 4.(a), 9. és
10. feladatban is. Nagy Déniel a 2., 3., 4.(a), 10. és 11. feladatot oldotta meg, és
részeredményt ért el a 8. és 9. feladatban. Poér Mark az 1., 2., 3., 4.(a), 5. és 6.
feladatot oldotta meg.

Két versenyz6 oldott meg hirom feladatot, vagy nyudjtott ezzel egyenértékii
teljesitményt. Ennek alapjan

1. dicséretben részesiil Ta The Anh els6ééves mesterszakos hallgato és
Wolosz Janos doktorandusz.

Kéziiliik Ta The Anh megoldotta a 3., 4.(a) és 11. feladatot, és kisebb-nagyobb
részeredményt ért el az 5., 6. és 10. feladatban. Wolosz Janos megoldotta a 3., 4.
és b. feladatot.

Egy versenyz oldott meg két feladatot (3. és 10.). Ennek alapjin

2. dicséretben részesiil Agoston Péter els6éves alapszakos hallgato.

A dijakat a Morgan Stanley Magyarorszag Elemz6 Kft. tdmogatta, ezért a ver-
senybizottsag koszonetét fejezi ki.

A feladatok és megoldasaik

A megoldas szerzdjét csak ott jelezziik, ahol eltér a feladat szerzéjétdl.

1. feladat. Legyen n pozitiv egész. Legyen F egy olyan halmazrendszer, amely
egy n elemii X halmaz Jsszes részhalmazanak tobb, mint a felét tartalmazza.
Bizonyitsuk be, hogy F-bdl mindig kivélaszthatd [logy n] + 1 halmaz tgy, hogy
ezek egylitt szeparaljak X elemeit, vagyis X barmely két kiilonbozé eleméhez van
olyan kivalasztott halmaz, amely a ketté koziil pontosan egyet tartalmaz.

Megoldas (Mészdros Andrds megolddsa alapjdn). Az X halmaz részhalmazai
a szimmetrikus differencia miivelettel, mint Gsszeadassal egy Fo feletti V' vektor-
teret alkotnak. Megadhaté egy [log, n] elemfl U csalddja nem feltétleniil F-beli
részhalmazoknak, ami szepardlja X-et. Legyen W az U 4altal generdlt altér. Ennek
eltoltjai particionéljak V-t, igy talalhatunk olyan W + ¢ eltoltat, amelyikben az ele-
mek t6bb, mint fele F-ben van. Legyen d € (W + ¢) N F tetsz6leges, és tekintsiik
az {x € W | z +d € F} halmazt. Minthogy ez W elemeinek t6bb, mint felét tartal-
mazza, igy generdlja W-t és kivalaszthato bel6le W egy Z bazisa. Itt Z az U altal
generalt W altér bézisa, igy

12| < U] = [logy n]

(az egyenléség is konnyen latszik, de nem kell). Tekintsiik az F (legfeljebb) [logn] +
1 elemébdl allo

{d}u{z+d|zeZ}
halmazt. Ez megfelel a feladat elvarasainak, hiszen az altala generdlt altér tartal-
mazza W-t, és igy szepardlja X-et, marpedig az X béarmely két rogzitett elemét
nem szeparal6 részhalmazok alteret alkotnak V-ben, igy egy részhalmaz pontosan
akkor szepardlja X-et, ha az altala generdlt altér szeparélja.
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Megoldotta: Mészdros Andrds, Nagy Jdanos és Podr Mark. Agoston Tamds
a kivantndl gyengébb, de aszimptotikusan pontos becslést bizonyitott. Kalina Kende
eqy a kivantndl gyengébb becslést bizonyitott. Nem tartalmaz érdemi eredményt
2 dolgozat.

2. feladat. Legyen k > 1, és legyenek Iy, ..., I}, a [0,1] intervallum el nem fajulé
részintervallumai. Bizonyitsuk, hogy

1
— >k
ZUiUIj\ -

ahol az sszegzés az olyan (i, j) indexparokra vonatkozik, ahol I; és I; nem disz-
junkt.

Megoldas. Legyen f; a kovetkezd valds fiiggvény a [0, 1] intervallumon (Z; indi-
kétorfiiggvénye normalizélva):

—, hazel
filw) = { 1l
0, egyébként.

Itt [ fi(z)de =1, fgy
1
/ Zfi(x) dx = k.
0
Emiatt

L[<¥ﬂwfmzﬁ

(Cauchy—Schwarz). Beszorozva azt kapjuk, hogy

1
Z/O fi(@) fi(z) dz > K2

Innen mér csak azt kell észrevenni, hogy ha I; és I; diszjunktak, akkor

1
| f@n@ =0
0
ha meg nem diszjunktak, akkor

1
|I; N I 1
fi(x) fi(x) dx = < :
/0 ! |l 1]~ [1; U I

Megoldotta: Nagy Ddniel és Poor Mdrk, tovabbd — apré pontatlansdgoktol el-
tekintve — Nagy Jdnos. Részeredményt ért el Mészdros Andrds. Két dolgozat nem
tartalmaz érdemi eredményt.
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3. feladat. A sik 4n + 5, harmanként nem kollinedris pontjat két szinnel kiszinez-
ziik. Igazoljuk, hogy lesz n iires (azaz, belsejében szines pontot nem tartalmazo)
haromszdg, amelyeknek a belseje paronként diszjunkt, és amelyeknek az Osszes csu-
csa mind egyszini.

Megoldas. Feltehetd, hogy legalabb 2n + 3 piros pont van. Legyen p darab csticsa
a piros pontok konvex burkdnak, és legyen p’ tovabbi piros pont. A piros pontokat
felhdromszogelve kapunk p + 2p’ — 2 egymdsba nem nytld piros hdromszoget, ame-
lyek koziil legaldbb x = p 4+ 2p’ — 2 — k iires, ahol k a piros pontok konvex burkan
beliil levé kék pontok szama. E kék pontokat felharomszogelve kapunk legalabb
k — 2 egymdsba nem nytld kék hadromszoget, amelyek koéziil legaldbb y = k — 2 — p/
iires. Mivel
r+y=p+p —4>2n-1,

ezért x > n vagy y > n.
Megjegyzések. 1. A feladat megolddsa megtalalhaté a [6] cikkben (3.2. tétel).

2. A feladat a 2013. évi Kozép-eurépai Matematikai Didkolimpia (MEMO)
T-4. feladata altalanositasanak tekinthetd.

Megoldotta: Agoston Péter, Mészdros Andrds, Nagy Ddniel, Nagy Janos, Poor
Mark, Szaboé Ddvid, Ta The Anh és Wolosz Jdnos, valamint kis hidnyossdgtol
eltekintve Kalina Kende és lényegében Agoston Tamds is.

4. feladat. Legyen n pozitiv egész szémhoz f(n) azon ay, . . ., a pozitiv egészekbdl
allo szamsorozatok szama, amelyekre a; > 2 és ay...ar =n, k> 0 tetszoleges.
o

(f(1) = 1.) Legyen « az az egyetlen 1-nél nagyobb valds szam, amelyre Y .~ n~* =
2. Lassuk be, hogy

(a)

3

és
(b) nincs olyan 8 < a szdm, amelyre f(n) = O(n?) teljesiil.
Megoldas. (a) Legyen
F(n)=Y_ f(k).
k=1

Nyilvan n > 2 esetén

f)=">" f(n/d),

d|n,d>2

és innen
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Indukciéval beldtjuk, hogy F(n) < 2n® — 1. Ez igaz, ha n = 1,2. Ha mér n alatt
igaz, akkor

n

F(n)<142) ((n/k)* 1) =

k=2

oo

(2 —n) +22n/k <2) (n/k)*—1=2n"—1.
k=2

k=2

[e3%

Megjegyzések az (a) részhez. 1. Kis odafigyeléssel lathatd, hogy F(n) < n®.

2. (Wolosz Janos)
1
f(n n~t= )
210 = 5=
igy az (a) rész a Wiener—Tkehara-tételbdl kovetkezik, s6t,
(1) limn~%F(n)
értéke is megkaphaté. Lasd pl. [9].
3. A feladat (a) részének allitdsa Kalmdr Ldszlé eredménye a [4] cikkbél, ahol

szerepel a fenti (1) hatdrérték kiszdmitdsa is. Az [5] cikkben pedig Kalmér becslést
ad a konvergencia sebességére.

(b) (Nagy Jénos megolddsa). Véalasszunk egy tetszéleges t € (5, ) szdmot.
Az « szam definiciéja miatt

oo oo

Znit > 2, Znit > 1,

n=1 n=2

tehdt taldlunk olyan m szamot is, hogy
m
k>
k=2
Legyen f’(n) azon szorzatfelbontdsok szdma, amelyekben minden tényezd < m,

'(n) = f'(k)
k=1

és

Az el6z6khoz hasonléan

Fmy =3 fn/a),

dln, m>d>2

és innen

F'(n)=1 —|—ZF’([n/kD

k=2
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Belatjuk, hogy F’(n) > c¢(n + l)t alkalmas pozitiv ¢ konstanssal. Vilasszuk c-t gy,
hogy ez teljesiiljon 1 < n < m esetén. A tovabbiakban indukciét hasznalunk. Mivel

n n—+1
— 1>
M* S

ezért

m

F'(n) > ZF’([n/k]) > ci ([%] + 1)t >
k=2

k=2

> ci (”Zl>t :c(n+1)t§m:k_t > c(n+1)",

k=2 k=2

Viszont f’ csak olyan szdmokon pozitiv, amelyek kizdrdlag m alatti primsza-
mokbdl dllnak. Az ilyenek szadma n-ig O((log n)l), ahol [ az m alatti primek szama.
Ha tehat f(n) = O(n®) lenne, akkor

F'(n) = O((logn)'n”) = o(n')
lenne.

Megjegyzések a (b) részhez. 1. Taldn meglepd, hogy f Gsszegzése alig nagyobb
a maximalis tagjandl, tehdt az 6sszeg a kevés nagyon nagy értékbdl szarmazik.

2. A (b) rész bizonyitdsa megtaldlhaté a [3] cikkben.

Megoldotta: Agoston Tamds, Nagy Jdnos, Strenner Péter, Wolosz Jdnos.
Az (a) részt megoldotta Mészdros Andrds, Nagy Ddniel, Podr Mdark és Ta The
Anh. Az (a) részt részben megoldotta Kalina Kende.

5. feladat. Legyen « nem tisztan valés, masodfoki algebrai egész, és legyen P
a Z[a] gytiri irreducibilis elemeinek halmaza. Bizonyitsuk be, hogy

1
2 pE= >

peEP
Megoldas (Frenkel Péter, Ruzsa Imre). A
Zla) ={a+ba|a,beZ}

gylrl elemei a komplex sikon parallelogrammaracsot alkotnak. Ennek minden kor-
latos részhalmaza véges, ezért minden nem-nulla elem abszolut értéke legaldbb 1
(kiilénben a hatvdnyai torlédndnak). Emiatt minden egység abszolit értéke 1, tehdt
véges sok egység van.

A

ZL

2
0#z€Z]a] "/El
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Osszeg divergens. Valoban, ez az a = 1 specidlis esetben kénnyen lathatd, dltaldban
pedig Z[«] parallelogrammardcs, tehdt a Z[i] négyzetrdcs képe egy invertalhatd
linearis transzformécional, és e linedris transzformdcié norméja persze véges, igy
a fenti 6sszeg divergens.

Ezt felhasznélva
1 1 1
—_— = 1+ —+-—+... | =0
Mibme =T (e e i) ==
sop 1 Il iy P> Ipl

mert Z[a] minden, nulldtdl és az egységektdl kiilonbozd eleme felirhaté P-beliek
szorzataként (sét iires szorzatként az 1 is felirhatd). Igy tehat a

(- 50)

szorzat a nulldhoz divergdl. Ebbdl az éllitas vilagos.

Megoldotta: Agoston Tamds, Maga Baldzs, Mészdros Andrds, Nagy Jdnos,
Poor Mark és Wolosz Janos, valamint — kis hidnyossdgtol eltekintve — Kalina
Kende is. Részeredményt ért el Ta The Anh.

6. feladat. Legyen p: G — GL(V) a G véges p-csoport egy reprezentdcidja egy p
karakterisztikdju test felett. Igazoljuk, hogy ha a ) e p(g) linedris leképezésnek
a 'V egy véges dimenziés W alterére valé megszoritdsa injektiv, akkor a p(g)W
(9 € G) alterek &ltal kifeszitett altér ezen altereknek direkt osszege.

Megoldas. Legyen dimyg W = n, és vélasszunk egy vy, ..., v, bazist W-ben. Jelol-
jiik tovabba U-val a W altal generalt G-részreprezentaciét V-ben. A bizonyitandé
allitas azzal ekvivalens, hogy a természetes

m: K|G]" - U
€; — v;

K[G]-modulushomomorfizmus bijektiv. Itt K[G] jeloli a G csoport K egyiitthatGs

csoportalgebrajat, e, ..., e, pedig az n rangi szabad (baloldali) K[G]-modulus
generatorait.
Legyen

T=> geK[G]

Vegyiik észre, hogy T benne van a K[G] centrumdban. fgy a T-vel val6 szor-
zds egy K[G]-moduluson egy K[G]-modulushomomorfizmus. Ha K[G]-t mint G-
reprezentaciot tekintjiik, melyen G a balszorzassal hat, akkor a T altal generdlt al-
tér éppen a G fixpontjainak halmaza. Valéban, haegy > ay,g9 € K[G] elem fixpontja
a hg~!-zel val6 szorzasnak, akkor sziikségképpen ag = ap. (Specidlisan a reguld-
ris reprezentacié talpa a T 4ltal generdlt altér, hiszen K[G]-nek egyetlen egyszerti
modulusa van, a trividlis reprezentécio.)
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Tekintsiik a
(2) K[G]" — K[G]"

kommutativ diagramot, melyben a leképezések K [G]-homomorfizmusok. A feladat
feltétele azt mondja, hogy a T-vel vald szorzdas W-n injektiv, tehdt T'(U) legaldbb
n-dimenziés. (Valdjdban az is latszik rogton, hogy pontosan n-dimenzids, hiszen
a (g — 1)v alaki elemek benne vannak T magjaban.) Node a T-vel valé szorzds
képe K[G]"-en is n-dimenziés, hiszen a kép éppen a Tey,...,Te, elemek altal
generalt altér. Ezért a feltételbol kovetkezik, hogy m megszoritasa a
Soc(K[G]") = T(K[G]")
n-dimenziés altérre injektiv, azaz
Ker(m) N Soc(K[G]") = {0}.

Viszont a talpat minden nemtrivialis részreprezentacié nemtrividlisan metszi, ezért
Ker(w) = {0}, azaz 7 izomorfizmus. Vagy, ha tgy tetszik, egy p-csoport min-

den p-karakterisztikdji reprezentdcidjdnak van fixpontja (ami ugyanez), és ezért
Ker(m) = {0}.

Megoldotta: Agoston Tamas, Kalina Kende, Mészdros Andrds, Nagy Janos és
Poor Mark. Részeredményt ért el Ta The Anh.

7. feladat. Legyen f: R — R folytonos fiiggvény, g : R — R tetszéleges. Igaz-e,
hogy ha f grafikonjdnak és g grafikonjanak a Minkowski-Osszege (azaz az

{@+v f@+9w): oy er}

halmaz) nulla Lebesgue-mértékii, akkor az f fiiggvény f(x) = ax + b alakid alkalmas
a,b € R konstansokkal?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy az f(z) = |z| fiiggvényhez van megfelels g, vagyis
az &llitds nem igaz. Jeldlje F' az |z| figgvény grafikonjat, C a klasszikus Cantor-
halmazt, legyen A = C + Z, végiil legyen B az a halmaz, amelyet A x A origd
koriili 45 fokos elforgatdsaval kapunk. Ekkor az F' 4+ A halmaz 45 fokos elforgatottja
(AXR)U (R x A), tehat nullmértékii. Igy mar csak azt kell megmutatni, hogy
A tartalmaz R — R fiiggvénygrafikont, azaz az x tengelyre vett vetiilete a teljes
szdmegyenes. Ehhez elég azt meggondolni, hogy a C' x C halmaz 45 fokos vetiilete
egy 2 hosszi szakasz, ami ldtszik akdr az énhasonlé struktirdbdl (indukciéval
minden generdcidra igaz), akdr abbdl a szintén egyszeriien ellenérizhetd kozismert
ténybdl, hogy C + C = [0,2].

Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hogy melyek azok a folytonos f: R — R fiigg-
vények, amelyekhez van olyan ¢g: R — R, hogy f és g grafikonjainak Minkowski-
osszege nullmértékii. Mathé Andrds megmutatta, hogy tipikus folytonos f ilyen,
tovabba minden abszolut folytonos f is ilyen. Kiss Viktor megmutatta, hogy van
olyan szinguléris f is, amely ilyen; nevezetesen, a Cantor-fiiggvény is ilyen.

Megoldotta: Kalina Kende, Mészdaros Andrds, Nagy Jdnos. Hibds egy dolgozat.
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8. feladat. Legyen n > 1 régzitett egész. Szamitsuk ki az

inf - max [f(r) = p(x)|

tavolsagot, ahol p az n-nél alacsonyabb foki valés egytitthatés polinomokon, f pe-
dig a [0,1] zdrt intervallumon értelmezett,

fla) =" cpa”
k=n

alaku fiiggvényeken fut végig, ahol ¢, > 0, és > 7 ¢ = 1.
1. megoldas (Nagy Jénos). Legyen
l=ag>...>x,>0.

A [0, 1] intervallumban értelmezett (folytonos) g(x) fiiggvényhez készitsiik el az ezen
alappontokban interpoldldé legfeljebb n-edfoki ¢(x) polinomjéat, és definidljuk
a g(x) filggvényeken értelmezett Lg funkciondlt mint a polinom n-edfoku tagjanak
az egylitthatéjat.

Az interpoldlé polinom Lagrange-féle alakja

Specialisan a hatvanyfiiggvényekre alkalmazva, érvényes a

Segédtétel.
=0, (0<k<n-1),

—00 def

r, =0 és k =0 esetén itt =¥ 1 értendsd.

Ha k < n, akkor ezt mér tudjuk, hiszen minden, legfeljebb n-edfokd polinom
interpolécidés polinomja 6nmaga. Az utolsé éllitas, az egyenlétlenség bizonyitasat
késébbre halasztjuk.

A feladat jeloléseivel alkalmazzuk a funkciondlt a g(z) Lof f(x) — p(x) fige-

vényre:

oo (oo}
Lg=Lf—Lp=Lf=>) clLa*>) e =1

k=n k=n
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Ha f(z) = 2™, més széval, ha g(x) 1 féegyiitthatés n-edfokd polinom, akkor az
egyenlGtlenségben is egyenlGség van.

Masfelol trivialis becsléssel
Lg < max |g |Z|b |.

A b; egyiitthatdok alakjabdl latjuk, hogy egyik sem tlinik el, az eléjelitk véltakozik,
és by > 0. Ezért itt pontosan akkor lehet egyenléség, ha

g(a;) = (1) max lg(e)] (G =0.....n)

A feltétel teljesithet6: A
T, (x) = cos(n arccos x)
n-edfoku Csebisev-polinom a [—1, 1] intervallumon a
- .
cos% (j=0,...,n)
pontokban, ahol valtakozo elgjelli, abszolut értékben felveszi a maximumat. Line-
drisan dttranszformalva hdt a [0, 1] intervallumra, a

go(x) = 2172, (22 — 1)

n-edfokld polinom, amit mindjart gy norméltunk, hogy a féegyiitthatdja 1 le-
gyen, az
def 1+ cos 2T o JT

r; = ———— = cos”“ =— =0,...,n

J 2 27’L (] 9 ) )
pontokban veszi fel, valtakozé el6jellel, xg-ban pozitivval, a maximumaét. A g = go
valasztasra tehat Lg-nek mind a fels6, mind az alsé becslésében az egyenloség
teljesiil:

L 1 L
2172 — max |go )’ go g he ’g(m)‘

= = < < ma
0<z<1 Z;L:O ;] Z?:o ;] Z?:o |bj| ~ o<e<1
minden g(z) = f(z) — p(x) tipusu fiilggvényre.
Ezzel megoldottuk a feladatot, a keresett tdvolsdg 21727,
Megjegyzés. A feladatban szereplé infimum valdjdban tehdt minimum, sét

go(z) def yn po(x) az egyetlen extremadlis eset, kivéve, ha n = 1. A segédtételre
adand6 mindegyik bizonyitasunkbdl kiolvashaté ugyanis, hogy k > mn > 1 esetén
hatarozott La* > 1 egyenlétlenség all. Az n = 1 eset ebbdl a szempontbdl valéban
kivételes: Lz* =1 minden k > n = 1-re, és minden g(z) = f(z) — 3, és csak ezek,
extremalisak, mint kozvetleniil is lathatd.
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A segédtétel egyenl6tlenségének a bizonyitasa. Legyen egyelore x, > 0 ha-

tarozottan .
Z bjx.’; = \(eM),
§=0
ahol .
def Vi
Ay) = > by,
j=0
def .
vi =logz; (j=0,...,n),0=v5>...> v,

A (kozonséges valds) polinomokra vonatkozé Descartes-féle eléjelszabdly
Laguerre-t6] szdrmazé dltaldnositdsa szerint ilyen, tigynevezett dltaldnositott (nem
azonosan eltiing) polinomoknak is legfeljebb annyi pozitiv nullhelyiik van, ahdny
jelvaltés taldlhaté a b; egytiitthatéiknak a sorozatdban (1. példaul Pélya—Szegd).

A \(y) altaldnositott polinomnak a segédtétel mar ismert allitdsa szerint van
n nullhelye az y = e* (k=0,...,n — 1) pontokban. (Ez még nem ellentmondds,
de mutatja, hogy a b; (7 =0,...,n) egyiitthatéknak véltakozé el6jelicknek kell
lenniiik, amit kordbban a speciélis alakjukbdl olvastunk le.) Rolle tétele biztosit
legaldbb n — 1 gyokot az (1,6”*1) intervallumban X (y) szdméra. Azt is tudjuk
mar a segédtételbdl, hogy A(e™) = 1.

Ha volna olyan y > e”, ahol A(y) < 1, akkor A-nak kellene, hogy legyen egy
lokalis maximuma az (e"‘l,y) intervallumban. Ez még egy gytkot jelentene )
szdmdra, Osszesen n darabot, holott A’ n tagi altaldnositott polinom — vy =0
miatt a j = 0 tag a derivélassal kiesik —, és az el6jelszabaly értelmében legfeljebb
n — 1 gydke lehetne.

Tehat A(y) > 1 (y > e"), specidlisan La* = X (e¥) > 1 (k > n), amit bizonyi-
tanunk kellett.

Az érvelés nem lenne érvényes x,, = 0 esetén, mert v,-nek nem volna értelme.
Legegyszeriibb arra hivatkozni, hogy Lz* folytonosan fiigg az interpolaciés alap-
pontoktdl.

A segédtétel egyenlGtlenségét belattuk.

Ehhez a b; egyiitthatékrdl, az x; alappontokrdl alig kellett tudnunk valamit.
Bemutatunk még néhany bizonyitast, amelyek kiilonboz6é mértékben haszndljak
azok specidlis alakjat. Az elsé a b;-k képletén alapul, de az alappontok tovabbra is
tetszolegesek lehetnek.

A segédtétel egyenlStlenségének 2. bizonyitdsa (Kdés Géza). Konny( latni,

hogy
n ok
La* = Z -
=0 (@ — )
i=0
i#j
az
k
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raciondlis fliggvény reziduumainak az 6sszege. Raciondlis fiiggvény reziduumainak
a zart sikra vett Osszege mindig 0, ha a oo-beli reziduumaét

1\ dt 1 (1
Fl2) %= —F(-
(z) dz 22 (z)

0-beli reziduumaként értelmezziik. (A kozonséges Reziduum-tétel egyszerti alkal-
mazaséaval.)
Az La* érték tehat a

1 1\ _ 2R T 2 2

fiiggvény 0-beli reziduuma, azaz a szorzat hatvanysordban z*~" egyiitthatéja:

Lz* = E xgon-xfﬂ
do+...+dpn=k—n

ahol {dy,...,d,} az Gsszegzésben szerepld feltételt kielégitd nemnegativ egész szd-
mokbdl allé (n + 1)-eseken fut végig.

A csupa nemnegativ tagbh6l 4116 6sszegben k > n esetén szerepel az m’g_" =1
tag is, ami bizonyitja az allitast.
Ha mérmost az x; = cos? % (j =0,...,n) alappontokra szoritkozunk, akkor
a b; egyiitthatdk zart alakban is megadhatok:

2277,72 ‘
— (7 =0),
'2277,71
bj =9 (=1)’ , (1<ji<n—),
n
122n—2
1 n o )
(=1)"——, (=n)

Erre a szamoldsra nincs is sziikségiink, ha az ezekkel a bj-kel definidlt

n .
Lg% Z big (c032 ;Z)
=0

funkcionélra ellenérizziik a segédtétel tsszes allitasat, hiszen amikor fent a segéd-
tételbdl levezettiik a feladat megoldasat, ezeken kiviil pusztdn a b;-k jelvaltasat
— latszolag még by pozitivitasit is — hasznaltuk, ami a mostani definicionkkal is
teljesiil.

A képletet egyszeriibb alakra hozva:

92n—2 2n—1 j ) jﬂ'
Lg = - JZ_:O (=1)g (cos 2n>

Valéban, a definicié j = 0 és j = n indexii tagja itt is el6fordul ugyanazzal az in-
dexszel és egyiitthatéval, mig az 1 < 7 < n — 1 indexti tagjai kétszer szerepelnek j
és 2n — j indexszel, de egyiittesen szintén a definiciéban megadott egyiitthatoval.
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A segédtétel 3. bizonyitasa a specidlis alappontokra (Frenkel Péter). Jeloljiik
o-val a 4dn-edik egységgyokoket:

po=en (j=0,...,4n —1).

Ekkor ) =
T _ =2t

AR —lj: 2n'
cos - — — () =e

Behelyettesitve ezeket Lg képletébe, figyelembe véve, hogy ¢ és —p adaléka meg-
egyezik, mindjart a g(z) = o* fiiggvényre alkalmazva,

92n—3 Q—i—Q_l 2k 92n—3
k _ 2n _ 2n
=Ty e (P) =R ),
o

4

ahol

' Z+Z_1 2k e}
d(2) déf( 5 ) def Z A 2™

m=—0o0

Felhasznalva, hogy
zo -
0
Y o) =4n > am,
P

m=2n (mod 4n)

Lak = 9271 Z A -

m=2n (mod 4n)

4n, (m =0 (mod 4n)),
0

kiilénben,

)

Az a,, egyiitthaté interpretdalhaté tgy, mint annak a valésziniisége, hogy
a szimmetrikus bolyongés 2k 1épés utan az m pontba ér:

am = P(S =m),

ahol S = 21221 &,8 (I1=1,...,2k) 1-et és (—1)-et P(&§ = £1) = 1/2 valdsziniiség-
gel felvevo fiiggetlen valdszintliségi valtozok.

Ha k < n, akkor |S| <2k < 2n, és a bolyongas nem ér el m = 2n (mod 4n)
pontot, igy Lz*F = 0.

Ha k = n, akkor eléri 2n-et és —2n-et, de csak tgy, hogy mindig 1-et vagy
mindig (—1)-et 1ép, ennek a valészintisége 2 - 272", igy Lk = 1.

Ha k > n, akkor rogzitsiik, barhogyan, az els6 2k — 2n 4+ 1 1épést. Az utolséd
utdn a bolyongds paratlan pontban tartézkodik. Paratlan pont tavolsiga a hozza
legkozelebb levs, (mod 4n) 2n-nel kongruens ponttdl paratlan egész, legfeljebb
2n — 1, marpedig a hatralévo 2n — 1 1épéssel legalabb egyféleképpen barmelyik, ilyen
tavolsdgra levd pontba el lehet jutni. Ennek a (feltételes) valdszintisége legaldbb
272041 oy Lok > 1.
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Megjegyzés. A binomidlis tétel szerint

k

P(z2) = 4% Z (k ikm)z2m7

m=—k
ahonnan rovid szamoléassal

Lzl =47k Z ( 2k )
k+m

0<m<k
m=n (mod 2n)

Nyitott maradt azonban a kérdés, hogyan lehet a segédtétel egyenlétlenségét
La*-nak ebbdl a latszélag legegyszertibb, legkonkrétabb alakjabdl levezetni (més-
képp, mint a fenti 3. bizonyitas valdszinliségszamitasi gondolatmenetének kombi-
natorikus dtfogalmazésdval).

Megoldotta: Mészdros Andrds és — apré pontatlansdgoktdl eltekintve — Nagy
Jdnos. Részeredményt ért el Nagy Ddniel. Nem tartalmaz érdemi eredményt két
dolgozat.

9. feladat. Legyen p: R™ = R, p(x) = e*”x”2, K C R" egy konvex test, azaz egy
kompakt, nem iires belsejii konvex halmaz. Definialjuk a K test p silyfiiggvényre
vonatkozo sk siulypontjat a szokdsos

o — S p(x)x dx
Jre p(x) dx

képlettel. Bizonyitsuk be, hogy a K test eltoltjainak paronként kiilbnboz6 a p
sulyfiiggvényre vonatkozo sulypontjuk.

Megoldas. Mivel K eltoltjai egymaésnak is eltoltjai, elég azt belatni, hogy ha
v # 0 egy tetsz6leges vektor, és s(t) jeloli a K + tv eltolt sk 14 stlypontjat, akkor
(s'(t),v) > 0 minden ¢ € R-re, hiszen ebbél (s(1) —s(0),v) > 0, tehat K és K +v
siulypontja nem eshet egybe.

Elég a t = 0 paraméterértékre beldtni, hogy (s’(0),v) > 0. Kis szdmolds utdn az

(s'(0),v) =

2(( [ e (x,v) dx)? — [ e (x,v)? dx - [ e I¥I7 dx)
(frc eI dx)’

egyenlethez jutunk. Azt kellene tehat beldtni, hogy

2
V([ e ax) +
K
2 2 2 2
+2</ e~ Il <X,v>dx) —2/ e~ Il (x,v)de-/ eIl dx >0,
K K K

2
= [IvI™+
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ami egyenértékili azzal, hogy
/ (e I8P (v ]2 — (x — y,v)?)] dxdy > 0.
KxK

Végezziik el az x =u+w, y =u—w helyettesitést. Az u= % vektor a K
barmely pontja lehet, mig rogzitett u € K esetén a w vektor a Ky = (K —u) N
(=K 4+ u) origéra szimmetrikus halmazon futhat végig. fgy az 0j véltozokkal felirva
a bizonyitandé egyenlétlenséget

Qn/ 6—2||u\|2/ =2 (v]* — 4(w, v)?)] dw du > 0
K u

adodik. Elég lenne tehat azt belatni, hogy tetszoleges K origora szimmetrikus

konvex testre
/~ (=21 (w2 = 4(w, v)?)] dw > 0.
K

Feltehetjiik, hogy ||v|| = 1. Szdmoljuk ki az integrélt Fubini tételével, v-re merdleges
hipersikokon elvégezve elGszor az integrélast. Legyen H = {x eR™: (x,v) = 0},
x a K karakterisztikus fiiggvénye, és vezessiik be az f : R — R,

f(t) = /HG’Q”Z”MZ +1tv) dz

fiiggvényt. Ekkor

e 2IWIP (|lv||? — 4(w,v)?)] dw = e72" (1 — 442) dt.
J L2 o =ty aw = [ e (01— a)at

A p sulyfiiggvény kompoziciéja a H-ra mend meréleges vetitéssel és y log-konkavok,
igy szorzatuk is az, amib&l Prékopa tétele [8, Theorem 6] szerint f is az. Rdaddsul
f péros fiiggvény a K szimmetridja miatt, amibél egyszertien adédik, hogy maxi-
mumat a 0-ban veszi fel, és a 0-tél tdvolodva értéke csokken. Mivel az (1 — 4t%)
fiilggvény a (—2,2) intervallumon pozitiv, azon kiviil pedig nulla vagy negativ,

/ FOe 2 (1 — 42) dt > 2f(2) /OO e 2 (1 — at?) dt = 2f(2)[te "] = 0.
R 0

Egyenléség csak akkor dllhatna fenn, ha f konstans lenne, de nem lehet az, mert
tartdja korlatos és pozitiv értéket vesz fel az origéban. Ezzel az allitast belattuk.

Megoldotta: Nagy Janos. Részeredményt ért el Kalina Kende és Nagy Ddniel.
Nem tartalmaz érdemi eredményt eqy dolgozat.

s sz

rendeljiik hozza a sik egy konvex részhalmazdt ugy, hogy minden haromszoglap
harom csiicsahoz rendelt harom konvex halmaznak legyen kézos pontja. Mutassuk
meg, hogy van négy olyan csiics, amelyekhez rendelt konvex halmazoknak van kézos
pontjuk.
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Megoldas (Nagy Déniel megolddsa alapjan). Gomb helyett tetszoleges zért fe-
lilletre bizonyitunk. Minden A haromszoglapnak feleltessiik meg a A cstcsaihoz
rendelt konvex halmazok egy Pa kozos pontjat. A haromszogelés minden e élé-
nek feleltessitk meg az e, = Pa, Pa, szakaszt, ahol Ay és Ay az e-ra illeszkedd két
hiromszog. Ekkor a hdromszogelés minden Z csiucsdhoz hozzarendelt Kz konvex
halmaz tartalmazza a Z-re illeszked6 6sszes haromszoglaphoz rendelt pontot és igy
a Z-bél indulé 6sszes élhez rendelt szakaszt is.

Ha van egy A haromszoglap és egy ra nem illeszked6 Z csics ugy, hogy
Pa € Kz, akkor Pa kozos pontja a A csicsaihoz és Z-hez rendelt négy konvex
halmaznak, és készen vagyunk. A tovabbiakban feltessziik, hogy ilyen hdromszog
és csics nincs. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a Pa pontok mind kiilonbozok, és
egyetlen e. szakasz sem megy at a sajat végpontjaitdl kiillonbozé Pa ponton.

Ha vannak €1 és &5 diszjunkt élek ugy, hogy a hozzajuk rendelt e; és es
szakaszoknak van kozos @ pontja, akkor @) kozos pontja az €1 és €5 végpontjaihoz
rendelt négy konvex halmaznak, és készen vagyunk. A tovdbbiakban feltessziik,
hogy ilyen diszjunkt élek nincsenek.

Véges sok Pa alakd pontot jeloltiink ki, valasszuk ki ezek konvex burkanak egy
csucsét, legyen ez P = Pa. A triangulacié A hdromszoglapjanak csicsait jelolje Z;
(i =1,2,3), a A-nak Z;-vel szemkozti élét jelolje e;, az e mentén A-hoz csatlakozd
haromszoglapot A;, az ehhez a sikon hozzdrendelt pontot P; = Pa, (i =1,2,3).
A sikon az ¢;-knek megfelel6 e, = e., = PP, szakaszok P-bol indulnak, és egy nyilt
félstkba mutatnak. Feltehetjiik, hogy es van a masik kett6 kozott. Tekintsiik a trian-
gulaciéban a Z5 cstcsbol kiinduld, e1-t6l és e3-tdl kiilonbozé éleket. Ezek diszjunk-
tak e2-t6l, ezért a sikon nekik megfeleld szakaszok diszjunktak es-t6l. Ugyanakkor
e szakaszok alkotta torottvonal Osszekoti ep és ez P-toOl kiilonbozé Py, illetve Ps
végpontjat egy P csicsu konvex szogtartomanyban. Emiatt a Kz, konvex halmaz
tartalmazza a P, pontot, pedig a Z3 csiics nem csucsa a Ay haromszoglapnak.
Ellentmondasra jutottunk.

Megjegyzés. (Csikés Baldzs gondolatmenete alapjén.) Az allitas tetszéleges di-
menziés megfelelGje is igaz: Fgy d dimenzids zdrt sokasag tetszéleges M trianguld-
cidjdnak minden csicsdhoz rendeljik hozzd RY egy konvex részhalmazdt tigy, hogy
minden d dimenzids lap d+ 1 csicsdhoz rendelt d+ 1 konvex halmaznak legyen ko-
20s pontja. Ekkor van d + 2 olyan csics, amelyekhez rendelt konvex halmazoknak
van kézos pontjuk.

Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Tekintsiik a megadott konvex halmazok-
bdl all6 rendszer idegét. Ez az az N (absztrakt) szimplicidlis komplexus, amelynek
csucsai az eredeti M triangulacié csicsai, és néhany csucs akkor alkot szimplexet,
ha a megfelel6 konvex halmazoknak van kozos pontjuk. Azt kell belatnunk, hogy
ha N tartalmazza M-et (azaz M minden szimplexe N-nek is szimplexe), akkor N
tartalmaz d + 1 dimenzids szimplexet.

Az M szimplicidlis komplexusban létezik nemnulla, Fs-egyiitthatds d-ciklus:
a d-dimenzios szimplexek tsszege ilyen. Ha N tartalmazza M-et, akkor tehat N-ben
is ott van ez a nemnulla d-ciklus. Emiatt elegendd beldtni, hogy Hq(N,Fo) = 0. Ezt
tobb 1épésben tessziik meg.
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(1) Az el6z8 megoldédshoz hasonléan, a konvex halmazokat leszlikithetjiik kom-
pakt konvex poliéderekre 1gy, hogy az N ideg ne valtozzék: minden nem iires
K;NK;N---N K, metszetben kijeloliink egy P;;. . s metszéspontot, és kicseréljiik
K-t a P; . alaktu pontok konvex burkéra. Ez azért egyszeriisiti a helyzetet, mert
a kapott poliéderek X unidja egy szimplicidlis komplexus teste.

(2) Ha € > 0 elég kicsi, akkor a poliéderek ¢ sugard nyilt kornyezeteit X-szel
elmetszve a kapott halmazrendszer idege még mindig N. Ez a halmazrendszer un.
jo (relativ) nyilt fedése X-nek (minden részrendszer metszete pontrahtuzhaté vagy
iires), ezért az N ideg szimplicialis kohomoldgidja megegyezik az X Cech-féle koho-
molégidjaval. Ehhez ldsd pl. [2]. Ez a Cech-féle kohomolégia pedig megegyezik az X
egy tetszoleges szimplicidlis felbontdsabol szamitott szimplicidlis kohomoldgidval.

Emiatt tehat N és X szimplicidlis kohomoldgidja izomorf. Ha az egytitthatdkat
testbdl valasztjuk, akkor a homolégidk is izomorfak, hiszen a H; a H® dudlis tere.

(3) Az Rebeli biarmely X geometriai szimplicidlis komplexusra viszont
Hy(X,Fq) = 0. S6t, a d-dimenziés ciklusok Zg(X,F3) csoportja is nulla. Valéban,
tetszoleges d-dimenzids ¢ # 0 lancban fellép6 egyik d-dimenzids szimplex egy belsé
pontjdbdl inditsunk egy olyan félegyenest, amely egyik (d — 2)-dimenziés lapot
sem metszi. Ekkor az a (d — 1)-dimenziés lap, ahol a félegyenes elhagyja a fel-
1ép6 d-dimenzids szimplexek unidjat, 1 egyiitthatéval fellép a ¢ lanc hatardban.
Ezért ¢ nem ciklus.

(4) Az eléz8ek szerint

Hq(N,F2) ~ Hg(X,Fz) = 0.

Megoldotta: Agoston Péter, Mészdros Andrds, Nagy Ddniel és Nagy Jdnos,
valamint lényegében Agoston Tamds is. Részeredményt ért el Kalina Kende és Ta
The Anbh.

11. feladat. Legyen U a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszintiségi
valtozo, és legyen
n
Sp =2 sin(2kUr).
k=1
Mutassuk meg, hogy n — oo esetén S,, hatdreloszldsa az f(x) = m stirtiség-
fiiggvényii Cauchy-eloszlas.

Megoldas. Ismeretes, hogy

_ 2sin((n + 1)Un) sin(nUm)
Sn = sin(U) ’

ezért
2sin ((n + 1)Ur) sin(nUrr)

Sn = sin ((n + 1)Un) cos(nUr) — cos ((n + 1)Ur) sin(nUn)

2
~ ctg(nUn) —ctg ((n+ 1)Un)’
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Jelolje Z,, az nU tortrészét. Megmutatjuk, hogy
(3) (Zm Zn-‘rl) - (X’ Y)

eloszldsban, ahol X és Y fiiggetlenek, és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszla-
stak. Legyen 0 < x < 1, 0 < y < 1, akkor

k k k k
U {<U<—i_y}C{U<QIJ7Zn<y}C U {<U< +y}7
n n

n n
0<k<|nz|—1 0<k<|nz|

amibol
[ne) - < P(U <, Zy <y) < (Ina) +1) 7

kovetkezik, ennélfogva lim, o P(U < z, 7, < y) = zy. Tehat
U, Z,) = (U, X)

eloszldsban, ahol U és X fiiggetlenek, és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszla-
suak. Vildgos, hogy

(Zn, Zni1) = (Zn{Zn + U}) = (X, {X +U})

eloszldsban (most { . } a tortrészt jelsli). Ezért elég beldtni, hogy {X + U} fiiggetlen
X-t6l, és egyenletes [0, 1]-en. Ez pedig kovetkezik abbdl, hogy tetszéleges x szdm
esetén {x + U} a [0,1]-en egyenletes eloszlasu, igy {X + U} feltételes eloszldsa
az X = x feltétel mellett = értékétdl fiiggetleniil egyenletes [0, 1]-en.

Tehat S, eloszldsban
2

ctg(nX) — ctg(nY)
eloszldsdhoz konvergdl. Mivel ctg(mX) és — ctg(nY) fiiggetlenek és Cauchy-eloszla-
stuak, ezért a szamtani kozepiik is Cauchy-eloszlasu, és Cauchy-eloszlasu valdszini-
ségi valtozd reciproka is ilyen.

Megjegyzés. A Weyl-kritérium kétdimenziés megfeleléje [1] szerint a (3) kon-
vergencidhoz elegendd igazolni, hogy tetszoleges j és k egész szamra

lim E(exp(2mijnU + 2mik(n + 1)U)) =
n—oo

eX[) 7 Zj)( + 27 1 }
EZ pedlg I yllVa/Il\/al(), hlSZGH

1, hajn+k(n+1)=0,

E(exp (27rijnU—|—27Tik(n+ 1)U)) = {0 Killénb
, kiilonben.

Megjegyzés. A feladat megolddsa megtaldlhaté a [7] disszertdciéban (5.33. té-
tel).

Megoldotta: Kalina Kende, Nagy Ddniel, Nagy Jdnos és Ta The Anh. Nem
tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

87



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 88 — #88

Irodalom

[1] P. Billingsley: Convergence of Probability Measures, Wiley, 1968, p. 51.

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Good_cover_(algebraic_topology)

[3] Don Coppersmith, Moshe Lewenstein, Constructive bounds on ordered factorizations,
SIAM J. Discrete Math., 19 (2005), no. 2, 301-303.

[4] Kalméar Laszl6, A ,factorisatio numerorum” problémdjardl, Mat. és Fiz. Lapok, 38
(1931), 1-15.

[5] L. Kalmsr, Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der Zahlen (Erste
Mitteilung), Acta Sci. Math., 5 (1931), 95-107.

[6] O. Devillers, F. Hurtado, Gy. Kdrolyi and C. Seara, Chromatic variants of the Erd&s—
Szekeres theorem on points in convex position, Comput. Geom., 26 (2003), no. 3,
193-208.

[7] V.S. Phadke, Non-classical convergence results for sums of dependent random vari-
ables, PhD disszertdcié, Bowling Green State University, 2008.

[8] A. Prékopa, On logarithmic concave measures and functions, Acta Sci. Math. Hung.,
34 (1973), pp. 335-343.

[9] http://en.wikipedia.org/wiki/Wiener-Ikehara_theorem

88



“15-1-beliv’ — 2016/2/9 — 12:44 — page 89 — #89

TARTALOMJEGYZEK
MOLNAR EMIL: Strommer Gyula (1920-1995) tudomdnyos munkdsséga és hatdsa ...... 1
BOGNAR BARNA: A margindlisprobléma .............oouiiiiiiiiiiiiiiia, 18
Tarsulati élet — 2014 ... 57
Jelentés a 2014. évi Schweitzer Miklos-emlékversenyrol .......... ... ... ..ot 70
CONTENTS
EMIL MOLNAR: The scientific work of Gyula Strommer (1920-1995) and his impact .... 1
BARNA BOGNAR: The Marginal Problem ......... ..., 18
Society news — 2014 .. 57

Schweitzer Contest in Higher Mathematics 2014 ........ ..., 70



