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UJ KORLATOK 3 RESZES
SPERNER-CSALADOKRA*®

MESZAROS ANDRAS

Ebben a dolgozatban 14j alsé és fels6 korladtokat adunk a 3 részes Sperner-csalddok
méretére. Megmutatjuk, hogy 1,05 < d3 < 1,0722. Tovabba megcafoljuk Aydinian, Cza-
barka, Erdés, Székely sejtését a maximélis k-részes Sperner-csalddokkal kapcsolatban,
amikor minden rész mérete 2¢ — 1.

1. Bevezetés

Sperner [10] a kovetkezd szamelméleti kérdést vetette fel 1928-ban. Legyen N =
pP1p2 - .. Pn €gy négyzetmentes egész (azaz p1,po,...,Pn Kilonbozo primek). Leg-
feljebb hany kiilonboz6 osztdja valaszthaté ki N-nek gy, hogy ezek az osztok
egymasnak nem osztéi. Mivel egy oszté a p1,pa, ..., pn szdmok egy részhalmaza-
nak szorzata, az oszték helyett tekinthetjitk a {p1,po,...,pn} halmaz részhalma-
zait. Ezekbdl kell kivalasztanunk a legtobb kiilonb6z6t dgy, hogy azok ne legyenek
egymads részhalmazai. Ha kivalasztjuk az 0sszes k-elemi részhalmazt, azok kozott
nyilvanvaléan nem lesz tartalmazas. Tehat (Z) részhalmaz kivalaszthato a felté-
telnek megfeleléen minden k-ra. Ezen binomidlis egyiitthaték koziil a legnagyobb
n

az, ahol k = LgJ Tehat az Osszes LgJ—es halmaz j6 vélasztdsnak tinik. Sperner

bebizonyitotta, hogy ennél tobb halmaz nem is valaszthato ki tartalmazasok nélkiil.

1.1. tétel ([10]). Egy n-elemi X halmaz részhalmazaibdl legfeljebb

W (%))

kiilonbozo valaszthaté ki gy, hogy azok egyike se tartalmazzon egy masikat.

Katona és Kleitman egyméstol fiiggetleniil észrevették, hogy ugyanez a korlat
akkor is érvényes, ha az X alaphalmaszt kettéosztjuk, és csak olyan tartalmazasokat
tiltunk meg, amelyek az egyik részben egybeesnek.

*A Moscow Journal of Combinatorics and Number Theoryban megjelent cikk magyar vélto-
zata.
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1.2. tétel ([7], [9]). Legyen X egy véges, n-elemii halmaz, X = X1 UXs, X1 N Xy =
() egy tetszéleges particidja. Tegyiik fel, hogy F az X részhalmazainak egy olyan
csalddja, hogy ha A, B € F és A C B, (A # B), akkor vagy AN X, # BN X1, vagy
AN Xy # BN Xy teljesiil. A halmazok széma, azaz F mérete nem lehet (1)-nél
tobb.

Ugyancsak 6k észrevették azonban azt is, hogy 3 részre mar nem igaz az allitas.
Legyen példaul X = {1,2,3}, a hdrom rész {1}, {2}, {3}, a halmazok pedig {1},
{2}, {3} és {1,2,3}. Ezen négy halmazbdl nincs kettd, amely két részben egyezne,
viszont 4 > @)

Tekintsiik most altalosan a Sperner-problémat k rész esetére. Legyen X egy
véges halmaz, jelolje P(X) a hatvanyhalmazat. Tekintsiink X-nek egy X1 U Xo U
-+ -U X}, particidjat k paronként diszjunkt halmazra. Egy F C P(X) halmazcsalddot
k-részes Sperner-csalddnak neveziink X-en erre a particiéra nézve, ha nincs két
kiilonboz6 Fy, Fo eleme F-nek, amelyekre Fy C Fy és Fo\Fy C X; valamely 1 <
Jj < k-re.

Legyen | X;| =n; > 0,n = |X| = Zf;l n;. A maximalis k-részes Sperner-csalad
méretét X-en jeloljikk g(ny,na, ..., ng)-vel. Legyen f(n, k) a g(n1,na,...,ng) maxi-
muma az n;-k dsszes lehetséges vélasztdsa koziil. (Az a sejtés, hogy ez a maximum
a kiegyensilyozott esetben vétetik fel, azaz amikor az n;-k majdnem egyenldek.)

Ezzel a jeloléssel a Sperner-tétel: f(n,1) = (L;J) Katona [7] és Kleitman [9]

eredménye (kétrészes Sperner-tétel):

glm,na) = <LZJ)'

Bizonyitasukban fontos szerepet jatszottak a szimmetrikus lancfelbontésok. Legyen
X egy véges halmaz, ekkor részhalmazainak egy (Aj, Ao, ..., Ap) sorozata egy h
hosszd szimmetrikus ldnc, ha A; C A;j41, |Aix1\A;| =1 minden 1 <i < h— 1-re
és |A1| + |An| = | X|. Szimmetrikus ldncfelbontdson P(X) egy particiéjat értjiik
szimmetrikus ldncokra. Ilyen mindig létezik, 1. [2].

A szimmetrikus ldncfelbontdsok segitségével is bizonyithaté a Sperner-tétel,
hiszen minden lanc legfeljebb egy elemét tartalmazhatja egy Sperner-csaladnak.
Vagyis a lancok szama, ami (Lg J) fels6 becslés egy Sperner-csalad méretére. A mi

moédszeriink a 3 részes Sperner-csaladok méretének fels6 becslésére valami hasonld
lesz (1. 2. fejezet).

A k-részes Sperner-csalddokkal kapcsolatban (k > 2) Fiiredi [5] és Griggs,

Odlyzko, Shearer [6] szamos tételt bizonyitott. Megmutattdk, hogy fix k-ra mindig
létezik a limy,_ oo { (’,?’“3 hatarérték. Ezt dj-val jeldljiik. Szintén 8k mutattédk meg,

n

hogy dj ~ \/%. Habéar ismerjiik dj aszimptotikus értékét, a k =1 és 2 esettdl

eltekintve, amikor d; = dy = 1, nem ismerjiikk dj pontos értékét. Jo Gsszefoglald
a téméban [4] és [1].

Ebben a dolgozatban 1j korlatokat adunk ds-ra. Megmutatjuk, hogy 1,05 <
ds < 1,0722, megjavitva az el6z6 korldtokat (1,036 és 1,131 [4]).
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Griggs, Odlyzko, Shearer megemlitették bizonyitds nélkiil [6], hogy

lim L)

< 1,0722
3 ) )
nee (|_1,5nj>
ahol a konstans azonos a mienkkel, mivel a kiegyensilyozott esetet gondoljuk
a maximalisnak, azt sejtették, hogy ez a korldt dsz-ra is igaz. A mi eredményiink
bizonyitja ezt a sejtést. Még erésebb korlatok igazak, ha az n;-k ardnya fix.

A 2. fejezetben adunk egy felsé becslést a 3 részes Sperner-csalddok méretére
monokromatikus lancfelbontasok segitségével. Lényegében ez a modszer megtaldl-
haté pl. Fiiredinél [5] és Katondnal [8]. Azonban ezen korlatok aszimptotikus értéké-
nek meghatdrozasa némi technikaibb szdmoldst igényel, ezt tartalmazza a 3. fejezet.

Az 4. fejezetben felidézziik Erdds, Katona [3] és Fiiredi, Griggs, Odlyzko,
Shearer [6], [4] eredményét homogén csalddokrél. Aminek kivetkezménye, hogy
az optimalis k-részes Sperner-csaldd mérete megkaphatd, mint egy egészértékil
program megoldasa. Ezt megoldva a k = 3,n; = ns = ng = 15 specialis esetben
kideriil, hogy Aydinian, Czabarka, Erdds, Székely [1] egy sejtése, ami azon k-
részes Sperner-csalddokra vonatkozott, ahol minden rész 2¢ — 1 méretii, nem igaz.
Ezenfelill mutatunk egy kapcsolatot monokromatikus lancfelbontéasokkal is.

A 5. fejezetben mddszeriink az alsé becslésre lényegében ugyanaz, mint ami
Fiiredi [5] és Griggs, Odlyzko, Shearer [6] cikkeiben megtaldlhat6. De amig &k egy
explicit konstrukciét hasznaltak, mi egy jobbat talalunk szamitogép segitségével.

2. Monokromatikus lancfelbontasok

2.1. definicid. Legyen X7 U XoU---U X} egy a particidja X-nek k paronként disz-
junkt halmazra. X részhalmazainak egy (Aj, Ao, ..., Ay) sorozatit monokromati-
kus ldncnak hivjuk, ha A; C A; 41 minden ¢ = 1,2,...,h — 1, és létezik j, amelyre
1<j<kés Ai1\A; C X; minden ¢ = 1,2,...,h — l-ra. Itt h-t a ldnc hosszanak,
j-t a lanc szinének nevezziik.

2.2. definicié. Legyen X7 U X, U -+ U X}, egy particidja X-nek k paronként disz-
junkt halmazra. A monokromatikus lancok egy C halmazat monokromatikus ldnc-
felbontdsnak hivjuk, ha X minden részhalmazat pontosan egy C-beli lanc tartal-
mazza.

Ha F egy k-részes Sperner-csaldd X-en (X7 U Xo U - U X, particiéra nézve),
akkor minden monokromatikus lanc legfeljebb egy elemét tartalmazhatja F-nek,
amibdl a kovetkezd lemma azonnal adédik.

2.3. lemma. Ha F egy k-részes Sperner-csalad X = X7 U---U Xg-en, C egy mo-
nokromatikus ldncfelbontdsa X -nek, akkor |F| < |C|.
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Legyenek X = XjU---UX; ésY =Y, U---UY,, diszjunkt halmazok, C; és
Cy egy-egy monokromatikus lancfelbontdsuk. A célunk elkésziteni egy C10Cs mo-
nokromatikus lancfelbontasat 7 = X7 U---U X UY; U---UY,,-nek.

Legyen (A1, As, ..., Ap) és (B1,Bs,. .., By) egy-egy lanc rendre Ci-ben, illetve
Ca-ben. Mutatunk min(h, g) darab max(h,g) hosszi monokromatikus lancot tgy,
hogy egytitt fedjék azon g - h darab részhalmazat Z-nek, melyek A; U B; alakiak.

Ha h > g, vegyiik a kovetkez$ monokromatikus lancokat 1 < i < g-re: (A; U
B;,AyUB;, ..., A, UB;). Ha h < g, vegyiik a kovetkez§ monokromatikus ldnco-
kat 1 <4 < h-ra: (A; UB1,A;UBs,...,A; UBy). Ha tekintjiik ezeket a lancokat
az Osszes |Cy| - |C2| darab lehetséges monokromatikus ldncpérra, akkor Z egy mo-
nokromatikus lancfelbontasat kapjuk. Ezt jeloljitk Cq0Cs-vel.

2.4. definicié. Legyen C egy monokromatikus lancfelbontds. Ennek profilvektordn
a p(C) = (k1, ko, ks, ...) vektort értjiik, ahol k; azon ldncok szdma C-ben, melyek
hossza i. Ezt a kovetkez6 formédban is fogjuk irni: p(C) = Efil k;b;, ahol b; =

K3
(0,0,...,0,1,0,...).

2.5. definicié. Legyen A az az R feletti algebra, melynek by, bo, bs, ... linedrisan
fliggetlen generatorai, és a x szorzdst a kovetkezOképpen definidljuk a generato-
rokon: b; x b; = min(i, j)bmax(i,j)- Bz egyértelmiien terjeszthetd ki az egész A-ra,
hogy linedris és disztributiv legyen.

A késébbiekben u =7, k;b; esetén haszndlni fogjuk az (u), = k; jelolést.
Konnyti latni, hogy A egy kommutativ, asszociativ algebra lesz. Tovabba:

2.6. lemma. Ha C; és Co monokromatikus ldncfelbontdsok, akkor p(C10C2) =
p(C1) x p(Ca).

2.7. definicié. Az L : A — R linearis leképezést a kovetkezdképpen definialjuk:
w=>3y .2 kibralegyen L(u) = .2, k.

Vegyiik észre, hogy ha u egy monokromatikus lancfelbontas profilvektora,
akkor L(u) éppen a ldncok széamdt adja a ldncfelbontdsban.

Legyen X = X7 U X5 U X3 egy 3 részre particionalt halmaz. Legyen C; egy
szimmetrikus lancfelbontdsa P(X;)-nek (1. az 1. fejezetet.) Ekkor L(p(Cl) x p(Cq) %
p(Cg)) egy fels6 korlatot ad a 3 részes Sperner-csalddok méretére X-en a 2.3. lemma
miatt. Jelsljiik ezt a korldtot U(my,mg, m3)-mal, ahol |X;| = m;. Most meghata-
rozzuk U(2n1,2ns, 2n3)-at.

Vizsgaljuk meg egy 2n elem{ halmaz szimmetrikus ldncfelbontdsaban hany
2i + 1 hosszi ldnc lesz. (Azt konny(i l4tni, hogy csak pdratlan hosszi ldncok szere-
pelnek a ldncfelbontdsban.) Elészor azt hatdrozzuk meg, hogy legaldbb 2i + 1 hosszi
lancbd6l mennyi van. Minden legalabb 2i¢ + 1 hosszi szimmetrikus ldnc tartalmaz
pontosan egy n + ¢ elemszamu részhalmazt, tovabba minden n + ¢ elemszam rész-
halmazt pontosan egy legaldbb 2i + 1 hosszi szimmetrikus lancfelbontasbeli ldnc
tartalmazza, vagyis a legalabb 2i + 1 hossza lancok szdma (nﬁll), amib6l a pon-

tosan 27 + 1 hossztiaké (nz_ﬁl) - (nf?+1), ha1=0,1,2,...,n—1, és 2n + 1 hosszu

4
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lancbdl pedig 1 lesz. Amibol egy 2n elemii halmaz szimmetrikus lancfelbontasanak
P2, profilvektorara a kovetkezé addodik:

n—1
2n 2n
=3 - Boip1 + ban
s ((nﬂ) (n+z‘+1>> 2 ¥ Don

i=0
2n " 2n “ 2n
= b boit1 —bai—1) = ) d;,
()n e B () emntan =2 (1)
ahol dy = by és d; = by; 11 — by;—1. Haszndlva x disztributivitasat és L linearitasat

kapjuk, hogy

U(2n1,2n2,2n3) = L(pan, X P2ny X P2ng)
L N 2 2
=3y ( m >( "2 )< n?’k)L(dixdjxdk).
0 520 k—o N T/ N2t/ \ns

Hatdrozzuk meg L(d; x d; x dy)-et. Szimmetria okokbdl feltehetd, hogy i >
j > k. A kovetkezok konnyen adédnak:

L(do X dO X do

1
6

L(d; x d; x d; —4i, ha i>0,

2, ha >0,

)
)

L(d; x d; x dy)
)=4, ha i>k>0,
)=0

L(di X di X dk
L(d; xdj xdi) =0, ha i>j>Ek.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

min(ni,n2) min(ng,:) 9 9 9
1 Up) ns
A = E E
(nl,nQ,n?’) — (n1+i) <n2+i> (ng Jrj)’

1=0 Jj=

min(ni,n2,n3)
2 2 2
B(ni,nz,n3) = ( " ) ( "2 ) ( " ‘>i7
ny +1 No +1 ng +1

=0

2n 2n 2n
E(ni,n2,n3) = +11 ! 2 3
ny Up) ns
min(ni,n2,n3)
2711 2n2 277,3
+6 Y _ , .
A ny+1 Nno + 1 nsg +1

i=1

min(ni,nz)
2711 2712 2713
2
+ Z <n1 +i> (n2+’i><n3

i=1
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min(ni,n3z)
277,1 2712 2713
2
*22 (”1+i>(n2)<n3+i>

i=1
min(nz,n3) 2n 2n9 2n3
2 ; <n1><n2+i)<n3+i>'

Ezen jelolésekkel:

(1) U(2n1,2n49,2n3) = 4A(n1,ne,n3) + 4A(na, ng, n1) + 4A(ns, n1,n2)
—4B(ny,ng,n3) — E(ni,n2,n3).

Hogy egy kozos fels6 korlatot nyerjiink, beldtjuk a kovetkezd tételt.
2.8. tétel. Ha 3n = ny + ny + ng, akkor U(2nq, 2ns, 2n3) < U(2n,2n,2n).

Ehhez tovabbi lemmakra van sziikségiink:

2.9. definicié. A v : A — A linedris leképezést definidljuk a generatorokon a kovet-
kez8képpen: v(by) = bs és v(b;) = b;_1 + b1, ha i > 1, és terjessziik ki linedrisan.
2.10. lemma. V(l/(pgn)) = Ponio-

Bizonyitas. Emlékezziink, hogyan konstrudljuk P(X U {t}) szimmetrikus ldncfel-
bontédsat P(X)-ébol, 1. [7]. ®
2.11. lemma. u =7 7, kb; és w=3 ", l;bjre: L(v(u) x w) =2L(u x w) —
ooy kil
Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy L(v(b;) x b;) =2L(b; x b;) — 1, és L(v(b;) x
bj) =2L(b; x b;), hai # j. Innét linearitassal és disztributivitassal konnyen adédik
az allitds. ®

Hogy egyszeriibbek legyenek a szamitdsok, definialjuk (m’il)-t 0-nak.
2.12. lemma. Fix 0 < j < k-re a kovetkezs fiiggvény monoton csékkené m-ben,

ahol m > k:
( 2m ) . ( 2m )
m—+j m-+k
( 2m ) _ ( 2m )
m-+k m+k+1
Bizonyitas. Fix a > 0-ra a kovetkezd fiiggvény monoton csékkené m-ben, ha
m > a:

(iw ) = (20)  (2a—1)(m+a+1)

(ira) - (m—?—T—&-l) (2a + 1)(m —a+ 1) '

(Vegyiik észre, hogy ez az elfajult a = m esetben is igaz.)

Ilyen fliggvényeket Osszeszorozva kapjuk, hogy fix 0 < j < k-ra a kovetkezd
fiiggvény monoton csskkend m-ben, (m > j):

(75:—1]) - (7niT+1)
(nfffk) - (m-?l?+1)

Ilyeneket 0sszeadva kapjuk a lemma allitasat. H




“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 7 — #7 ﬁ}

2.13. lemma. Ha ny < no, akkor U(2ny + 2,2n4,2n3) > U(2n1,2ns + 2, 2n3).

Bizonyitas. Jeloljiik pay,,-t ¢;-vel. A 2.10. lemmabdl nekiink L(l/(l/(ql)) X o X qs)—
t és L(V(Z/(QQ)) X g1 X q3)—t kell 6sszehasonlitani. Tovabba ¢a X q3 Osszes péros
koordindtdja 0, és v(q1) Osszes paratlan koordindtdja 0, vagyis L(z/(y(ql)) X @2 X
Q3) =2L(v(q1) X g2 X q3). Hasonl6an, L(z/(u(qg)) X g3 X q3) =2L(v(g2) X q1 X q3).

Vagyis L(v(q1) X q2 X q3) = 2L(q1 X q2 X q3) — 250y (q1);(q2 X g3);-t és L(v(q1) %
g2 X q3) =2L(q1 X g2 X q3) — Yooy (@2);(q1 X g3);~t kell sszehasonlitanunk.

Elegendé belatni, hogy (q1);(g2 % ¢3); < (g2);(q1 x ¢3);, minden i-re. Kibontva:

(q1);(q2 x q3); = i(q1);(q2),(q3); + (q1);(q2); . Ji(gs); + (ql)i(q:i)izj(qQ)ja

i—1 i—1

(42)i(@1 x as); = i(01):(a2),(a8), + (a1)i(a2); D_ 5 (gs),; + (a2)i(as)s > ila);-

Jj=1

ECH
I
—

Néhany tag kiesik, leoszthatunk (g3),-vel, vagyis amit be kell latnunk:
i—1 i—1
(@); Y _dla); < (@), Y _jla
j=1 j=1

Ha i paros, mindkét oldal nulla, tegyiik fol tehat, hogy i = 2k + 1. Ha k > n; a bal-
oldal 0, mert (g1), = 0, a madsik oldal nemnegativ, igy készen vagyunk. Feltehetd
tehét, hogy k < ni < no. Ha hasznéljuk, hogy

i—1 k—1 m 2m
m (25 +1) - ,
; I pams); Z ’ (( +J> <m+3+1)>

k-1
2m 2m Z 2m 2m
= — 2 —
((m) <m+k>>+ j_1<<m+a‘> <m+k>)’
a bizonyitandé allitas a kovetkezo:

()~ Gurnn)
()= (o)== ((2m) - (.2)
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() - (2%))
(G- )2 () - ()

Vagyis elegend6 megmutatni, hogy 0 < j < k — 1 esetén:

((nfz—lk) - <n1 i% 1>> <(n§n+29> - <nj7:—2k>)
= <<n22?-2k) - (n2 i% 1>) ((nfnﬁj) - <n12n+1k)>

Ez pedig atrendezés utdn kovetkezik a 2.12. lemméabdl, haszndlva, hogy
ny <ng. N

2.8. tétel bizonyitdsa. A 2.13. lemma a kovetkezSképpen is fogalmazhatd: ha
ny < ng, akkor U(2ng +2,2ns —2,2n3) > U(2n1, 2n9, 2n3). Tegyiik fel, hogy n; < n
és my > n. Ekkor U(2nq,2n9,2n3) < U(2ng + 2,2ny — 2,2n3), és ilyen lépésekkel
elérhetiink U(2n, 2n, 2n)-hez, ami bizonyitja a tételt. MW

3. Aszimptotikus szamolasok

A kovetkezOkben meghatarozzuk lim,, .o % értékét, ahol p,, qn, ™n

Sn
n

pozitiv egészek sorozatai, s, = pp 4+ qn +7n , limy 500 8 = 00, limy, o0 22 = a,
n

lim,, 00 S—: = és lim,_, z—: = ~ valamely rogzitett a, 3, pozitiv valé szamra,
melyekre o + 5+ v = 1.

A de Moivre-Laplace-tételbél:

2m 1 92m k2
~ xp | —— | .
m+ k \/T™m XP m
Vagyis

) s )) ~ e (57
. . )~ 2" exp| —— — — — —
Pn +1 qn +1 Tn +J T2\/PnQnTn Pn dn Tn

B 22sn Sm Sn Sn ( 1 >2
F%\/E Pn Gn Tn ﬁ
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s () () ) ()

Itt legyen g(x,y) = exp ( —Llg2— %xQ - %yQ), ekkor
(=) = (2 () -5(F) 5 (H)
cexp | —— _Z _ =
Vsn a \ \/Sn B \Vsn Y \VSn

(&) o)

it1 i+
Vin Ex
értékét az /
v y:F
pontot tartalmazo( i ) teruletu[
Azaz:

gi;ﬁm;f-exp(—;%f—;%r—wﬁf)

92sn, S s 1 1 1
/ / exp (—x2 ——z? - y2> dy dzx.
\/ O‘ﬁ y= B Y

AR

g(z,y) dy dz integréllal kozelitjik, azaz g-t az (

)

<.

] [ % 73/—;] négyzeten integraljuk.

ﬁ

I,gy

min(p",qn) min("“nﬂ')
2pn 2¢n 2ry,
A nsdn;Tn) = . . .
(P G 7r) ; 0 <pn—|—z) (qn“'@) <rn+3>

J

92sn min(py,qn) min(ry,i)

- W%\/Q\/aﬁ’y ; Z

sn sn 1 1 1
/F /F exp (—x2 z? — 2> dy dx
y ﬂ Y

Ve
22sn 1 1 1
~————— [ exp (:c2 — —2? - y2> dz dy,
T2 \/Sp\/ By a B Y

ahol D = {(x,y) |z>0, x>y > 0}, ahogy az 1. dbra bal oldaldn lathatd. Itt
az utolsé kozelitésnél azt kell hasznalni, hogy azon [ e [ J jH] négy-

Vs \/$n Vsn? \/$n
zetek unidja, ahol g-t integralnunk kell, egyre jobban kozeliti D-t.

Legyen ¢(z,y) = ( Vj%ﬁx, %y) és F(z,y) = exp(—x? — y?), helyettesitéses
integralassal:

/ F:/Focp|detD<p|.
»(D) D
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Amibdl kapjuk:

at+p 5 1 2) 0457/ 2 2
exp| ———a2° — — dxdy = exp(—x* — dx dy.
A p( aB © ) W YR E fp T T

A D tartomany képe @-nél az 1.4brdn lathaté. exp(—x? — y?) integralja
VaB

V(at+B)’

az egész sikon , vagyis az integrélja ¢(D)-n éppen % arctan

A A
®
D @(D)
arctan ﬂ
Y(a+8)

1. dbra. A D tartomdny képe

A jol ismert aszimptotikus formulédval

25, 22sn
Sn \/TTSn ’

amibol

lim APn, 4n, ) = ! arctan of .
noee o (3) 2my/o+ B Vala+p)

Hasonldéan kaphaté, hogy

fim B ra) Vo ot EOnodn )
u 2s = és  lim ———— =0.
n—o00 ( 5:) 27T(0¢ﬁ + 6'7 + ’}/Oé) n— o0 ( s:)

Ezekbdl az egyenloségekbdl és 1-bol kapjuk, hogy

lim U(2pn7 2qn, 2rn>

rimroo =)

Sn

= u(a>ﬂ7’7)7

ahol u(a, 8,7)-t a kovetkezSképpen definidljuk:

__vaB RV _ By
2<arctan @t B) arctan B .aurctam\/m B \/% )

s Va+ B + Vot + VB+ af + By +vya

Terjessziik ki u-t arra az esetre is, ha a8y = 0, ekkor legyen u(«, 3,7v) = 1. Ekkor
adodik a kovetkezd tétel:

10



“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 11 — #11

3.1. tétel. Legyen a,,, b,, ¢, pozitiv egészek sorozatali,

. S . by . Cn
My = Gp + by + ¢y, lim m, =00, lim — =¢«, lim — =4, lim — =~.
n—oo n—00 My, n—00 My, n—00 My,

FEkkor

b'l7 7
hmsupg(a’n;ﬂ,nL)CL) < U(O{,B,’Y)

noe ()

Bizonyitas. Ha «a, 3, > 0, akkor fenti szamolds mutatja, hogy az allitas igaz, ha
az Qy, by, ¢, szamok parosak, de a paratlan szdmok is kénnyen kikiiszobolhetéek
a kovetkez6 lemma segitségével.

3.2. lemma (Griggs, Odlyzko, Shearer [6]). g(ni,n2,n3) < 2g(n; — 1,n9,n3).

Az affy = 0 eset szintén konnyen kezelhetd ezen lemma és a kétrészes Sperner-
tétel segitségével. M

A 2.8. lemmabdl kovetkezik, hogy v maximumét (%, %, %)—ban éri el. Amibdl
kovetkezik, hogy

3.3. tétel. d3 <u(}, 1. 1), vagyisds < 1,072... .

4. Homogén csalddok és a hozzajuk tartozé egészértéki program

Az egyszeriiség kedvéért ebben a fejezetben 3 részes Sperner-csaldadokra mondjuk
ki az allitasokat, de kdnnyen altaldnosithatdak k-részes esetre is.

4.1. definicié. Egy F halmaz tipusdn, az (r1,re,r3) hdrmast értjiik, ahol | X; N F| =
Ti, 1= 1, 2, 3.

4.2. definicié. Egy F C P(X) csalddot homogénnek neveziink, ha F' € F esetén
az Osszes F-fel megegyez6 tipusu halmaz eleme F-nek.

Egy F homogén csaldd egy Sperner-csalad akkor és csak akkor, ha nincs
két halmaz F-ben (r1,72,73) és (s1, 82, s3) kiilonboz6 tipusokkal gy, hogy 1étezik
i#j€{1,2,3}, amire r; = s; és r; = s;.

4.3. lemma (Griggs, Odlyzko, Shearer [6] and Erdés, Katona [3]). Ha Fy egy
maximalis méretii 3 részes Sperner, akkor létezik egy homogén Sperner-csalad F,
aminek ugyanakkora a mérete.

Vagyis elegend6 a maximumot a homogén csaladok kozott keresni. Vegyiik
észre, hogy ez ekvivalens a kovetkezd egészértékli program megolddsaval (Griggs,
Odlyzko, Shearer [6]): x(4, j, k)-k bindris véaltozok (0 <i<n;,0<j<ng,0<k<
n3), z(i,7,k) = 1, ha az (i, j, k) tipusi halmazok benne vannak F-ben, 0 kiilonben.

ni
Y oalig, k) <1 VO<j<ny, 0<k<ns,

1=0

11
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x(i,5,k) <1 V0<i<ng, 0<k<ns,

Yoalijk) <1 VO<i<ng, 0<j<ng
k=0
Keressiik max > 37" 3772 332 (") (732) () (i, 4, k)-t.
4.4. sejtés (Aydinian, Czabarka, Erdds, Székely [1, Conjecture 7.1]). Minden
k>1reésn, =ng=---=ny =2°— l-re, egy F homogén k-részes Sperner-csalad
maximalis akkor és csak akkor, ha F € S(()k), ahol egy F csalad eleme Sék)—nak akkor
és csak akkor, ha megkaphato a kovetkez6 médon. Vegyiik egy m permutacidjat
£

{0,1,...,2% — 1}-nek gy, hogy a (27(1,)1) sorozat monoton csékkend legyen. Ekkor
az F csaldd, ami azokbdl a halmazokbdl &ll, melyek tipusa az {(171,132, ey k) |
7 Nay) @7 (22) ... @7 (2x) = 0} halmazbdl keriil ki, egy k-részes Sperner-
csalad. (Itt @ a koordindtdnkénti kizaré vagy, masképpen a nim dsszeg.)

A k=3 ésny =ng =ng = 15 esetben megoldva a fenti egészértékii programot
kapjuk, hogy a sejtés nem igaz, mert taldlhaté egy csaldd, ami nagyobb méretii,
mint az Sék)—bolick. (L. [11] a részletekért). (A sejtés szerzoi ellendrizték az allitdst
a k=3, £=1,23 esetben egyszertien végigmenve az Osszes homogén csalddon,
de az az £ = 4 esetben tul lassu, viszont az egészértékii program perceken beliil
megoldhatd.)

Az egyik oka, hogy ez az egészértékli program gyorsan megoldhaté az, hogy
az egészéréki optimum megegyezik az LP relaxalt optimumaval. Ez igaz minden
esetben, amit kiprébaltunk. Leellenériztiik az ny,no,ng < 15 eseteket, és ezekben
egyenl6ek voltak, de tigy gondoljuk, kell lennie ellenpéldanak nagyobb n;-kre.

A 2.3. lemma a kovetkezOképpen is megfogalmazhaté:
(2) max {|F| : F egy 3 részes Sperner-csaldd }
< min {|C| : C egy monokromatikus lancfelbontés}.

Természetes kérdés, hogy az egyenlGtlenség helyettesitheté-e egyenlGséggel.
Megmutatjuk, hogy ha az Ip és az egészértékli optimum nem esik egybe, szigori
egyenlGtlenség teljesiil.

Tekintsiik a fenti egészértékii program lp-relaxicidjat, ennek optimuma leg-
alabb akkora, mint az egészértékii program optimuma. De az lp optimum egyenl6
a kovetkezd dudlis optimumaval (Dualitds tétel):

g )+t 40 = (1) (7)) (7 )t

J
VO<i<ni, 0<j<ny 0<Fk<ns,

y(x,5,k) >0, y(i,* k) >0, y(i,j,*) >0,

12
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VO<i<ng, 0<i<ng, 0<Ek<nsg

n2 N3 ni n3 ny  no
minz Zy(*,j, k) + Z Zy(z, x, k) + Z Zy(i,j, *).
7=0 k=0 =0 k=0 =0 j5=0

Vagyis, ha van a dudlisnak egy megengedett megoldasa, akkor ennek célfiigg-
vényértéke egy fels6 becslést jelent a 3 részes Sperner-csalddok méretére. Most mu-
tatunk egy mddszert hogyan kaphaté meg a dudlisnak egy megengedett megoldasa
egy a monokromatikus ldancfelbontdsbdl.

4.5. lemma. Ha C egy monokromatikus lancfelbontas, akkor létezik a dualisnak
egy megengedett megolddsa, amire a célfiiggvényérték éppen |C|.

Bizonyitas. A C = (Fy, Fs, ..., F,;,) monokromatikus ldnc tipusa (%, j, k), ha szine
1, |[F1 N Xa| =7 és |F1 N X3| = k. (Vegyiik észre, hogy Fj, N X5 mind egyenld h =
1,2,...,mre.) A C = (F,Fs,...,F,) monokromatikus ldnc tipusa (i,*,k), ha
szine 2, |[F1NXy| =i és |[F1NXs| =k A C=(Fy,Fy,...,F,) monokromatikus
lanc tipusa (i, j, *), ha szine 3, |F1 N X1| =i és |[F1 N X2| = j. (Ha C = (Fy), akkor
a tipusa (*, |[Fy N Xal, | F1 N X3))).

Legyen y(x,j, k), y(i,*, k), illetve y(i, j,*) azon ldncok szdma C-ben melyek
tipusa rendre (x, j, k), (4, %, k), illetve (4, j, *). Tekintsiink egy F-et, aminek tipusa
(i,4,k). Ezt az F-et tartalmaznia kell egy ldncnak C-ben, de F-et csak olyan
lancok tartalmazhatjdk, amiknek tipusa (*,j,k), (i, k) vagy (i,7,*). Osszesen

(™) (7;.2) (7?) halmaz létezik, aminek tipusa (i,7, k), vagyis y(x,j,k) + y(i,* k) +

y(ingx) = (7)(F) (). =

4.6. megjegyzés. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az lp és az egészértékii optimum nem
egyenld, akkor szigori egyenlétlenség 4ll (2)-ben. Vagyis nem kaphaté meg a pontos
korlat monokromatikus lancfelbontasokkal.

5. Als6 becslések

A médszeriink ebben a fejezetben Fiiredi [5] és Griggs, Odlyzko, Shearer [6] médsze-
rének egy finomitdsa lesz. Ebben a fejezetben feltessziik, hogy X = X7 U X5 U X3,
| X;|=n (i=1,2,3).

5.1. definicié. A kovetkezd alakd halmazokat, ¢ oldali kockdnak nevezziik:
Rn(al,ag,ag,t) = {F € P(X) | a; < |X1 n F| <a; +t, (’L = 1,2,3)}

5.2. definicié. Az R, (a1,a2,as,t) és R, (b1, bo,bs,u) kockdk kompatibilisek, ha

létezik ¢ # j € {1,2,3} gy, hogy [a;,a; +t) N [b;,b; +u) = 0 és [a;,a; +t) N [b;,b; +

u) =10

A kovetkezd lemma azonnal adddik.

13
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5.3. lemma. Ha R, (ay(i),a2(i),as(i),t(i)), i =1,2,...,N péronként kompati-
bilis kockdk és F; C Ry (a1(i),as(i), as(i),t(i)) 3 részes Sperner-csalddok akkor
F = UN | F; is egy 3 részes Sperner-csaldd. W

Mutatunk egy altalanos mddszert nagy Sperner-csaladok keresésére. Tekint-
siink néhdny F; C Ry, (a1(i), a2(i), as(i), (i), (i = 1,2,..., N) Sperner-csalddot és
konstrudljunk egy G gréafot, melynek csticshalmaza {1,2,...,N}. Egy (i, j) csticspar
akkor lesz G-nek éle, ha Ry, (a1 (i), az(i), as(i), t(i)) és R ( 1(4), a2(5), as(5), t(4))
nem kompatibilisek. Az i cstics silya legyen |F;|. Legyen H egy fiiggetlen halmaz
G-ben. Ekkor 1étezik egy Sperner-csaldd, melynek mérete H Gsszsulyaval egyenld.
(Konkrétan U;e g F; egy Sperner-csaldd, melynek mérete U;e | F;|.) Vagyis a célunk
egy minél nagyobb sulyu fiiggetlen halmaz megtalalasa ebben a grafban.

A G cstcsainak megfeleld kockdkat a kovetkezé6 médon fogjuk valasztani.
Felosztunk egy nagy kockat (2k)3 kisebb kockdra, melyek oldalai egyenléek. Legyen
a nagy kocka R"( LgJ kt, L J kt, LfJ — kt, 2kt). Ekkor a kis kockak

Cﬁb(a,b,c):RanJ+at,L2J+btL J+ct t) ahol —k<abe<k—1.

alakiak lesznek. A G-nek ezekhez tartozd csicsaira az (a,b,c) hdrmasokkal fo-
gunk hivatkozni. Két kiilonbozs CY (a1,b1,c1) és Cl(az,ba, c2) kocka nem kompa-
tibilis, ha legalabb két egyenléség teljesiil a kovetkezok koziil: a; = as, by = bs,
c1 = c. G csucsainak egy H részhalmazahoz G tartozé karakterisztikus vektor
az (z(a,b,c)) vektor, ahol z(a,b,c) =1, ha (a,b,c) € H, és 0 kiilon-
ben.

—k<a,b,c<k—1

Konnyen latszik, hogy a koévetkezd egészértékii program binaris megoldéasai
éppen a H fliggetlen halmazok karakterisztikus vektorai.
k-1
> a(a,be) <1 (V—k<be<k-1),
a=—k
k—1
Z z(a,b,c) <1 (Vv —k<a,c<k-—1),
b=—k
k—1
Z z(a,b,c) <1 (V—-k<a,b<k-1),

z(a,b,c) >0 (V —k<abc<k-—1).
Ezt az egészértékli programot [-val jeloljiik.

5.4. lemma. Legyen ]-" (a,b, c) C Ct(a,b,c) (3 részes) Sperner-csaldd. Legyen az
(a,b,c) cstcs silya wt (a,b,c) ‘]—'n(a,b,c)‘. Ekkor a maximalis silyu fiiggetlen
halmaz karakterisztikus vektora meghatarozhato, mint az Iy, egészértékii program

megoldésa a
k—1

k=1 k—
maxz Z Zw (a,b,¢) - x(a,b,c)

a=—k b=—k c=—k

14



“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 15 — #15 Gf

célfiiggvény mellett. Ha az optimalis megoldas értéke M, akkor létezik M méretii
Sperner-csalad. ®

De milyen nagy lehet w (a,b,c)? A kovetkezd lemma ad egy jé korldtot.

5.5. lemma. Egy adott R, (a1,as,as,t) kockdra létezik egy F 3 részes Sperner-
csaldd, amire F C R, (a1, as,as,t) és |F| > %|Rn(a1,a2,a3,t)|.

Bizonyitas. Legyen F; = {F € Ry(a1,a2,a3,t) | |F| =14 (mod t)}, i =1,2,...,t.
Létszik, hogy Fi, Fa,... paronként diszjunktak, unidjuk R, (a1,as,as,t), és mind
3 részes Sperner-csalddok. A legnagyobb koziiliik j6 lesz. ®

L (a,bo)]

Vagyis az 5.4. lemméban w, (a, b, c)-t valaszthatjuk ‘C"%—nek.

Fixaljuk k-t. Egy adott n-re és t més-méas vélasztasara kaphatunk egy nagy

méret{i Sperner-csalddot a 5.4. lemmat alkalmazva w! (a,b,c) = M mellett.
De mi ds-ra szeretnénk korlatot, vagyis egyfajta hatarértékét kellene talalnunk
ezeknek az egészértékli programoknak. A célunk tgy megvdlasztani a t = t(n)
paramétert, hogy a kovetkezd hatarérték 1étezzen:

Hn) At (b
w(abe) = fim V@b o [Cn (@b 0)]

nree (Ll?;nj) nree t(”)(uz,‘);lj)

5.6. lemma. Tekintsiik az optimalis megoldasat I-nak a

k—1

k=1 k-
maxz Z Z (a,b,c) - x(a,b,c)

a=—k b=—k c=—k

célfiiggvény mellett. Ez ad nekiink egy H fiiggetlen halmazt W sullyal. Ekkor W
alsé korlat dsz-ra.

Bizonyitas. Minden n-re kaphatunk egy Sperner-csalddot, aminek mérete

> wlabe= Y <1+0<1>>w<“’b”)(u?:nJ>

(a,b,c)eH (a,b,c)eH
= (1+0(1)) sn Z w(a,b,c) = (1+0(1)) sn W,
|1,5n] [1,5n]
(a,b,c)eH
de ebbol W egy alsé korlat ds-ra. H
5.7. lemma. A fenti w(ay, a2, as) hatérérték létezik, ha t(n)-t | $+/n|-nek vélaszt-
juk, ahol s € Rt konstans, és ekkor w(ay,as,as) = 27”95” Hle (@((ai +1)s) —
@(ais)). (Ahol ®(t) a standard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ®(t) =

t 1 _z2
fioo ﬁe 2 d:]f)
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Bizonyitas. A kovetkezd hatarértéket keressiik:

! 2 ai |2v/nl, |2 as |2/, |2 as | S/, |2/n
. LS\/ﬁJ(Rn(bH vsvnls 5] e [5vn] (5] +as [5vn] [5vn))]

noree ( Lll,};n J)

A de Moivre-Laplace-tételbél
[ 3va)+L4va) 1

Z (7) = (1+0(1)) (‘I)((ai +1)s) — @(ais)>2",

=3 +a:[5v7]

om

Ez és az ismert tény lim,, <(L J)/ ) = 1 bizonyitja az allitast. =

A 5.6. lemmabdl kovetkezik:

5.8. lemma. Minden s € R, k € ZT-re, az I}, egészértékii program optimuma a

k—1

k=1 k-
maxz Z Z (a,b,c) - x(a,b,c)

a=—k b=—k c=—k
célfiiggvény mellett fels6 korlat ds-ra. ®

5.9. lemma. A fenti egészértékii program optimuma legalabb 4-szerese a kovetkezd
egészértéki program optimumanak:

k—1
z(a,b,c) <1 (VO<bec<k-—1),
a=0
k—1
z(a,b,c) <1 (VO<a,ce<k-—1),
b=0
k—1
z(a,b,c) <1 (V0<a,b<k-1),
c=0
k=1 k—1 k—1
w(a,b,c) - z(a,b,c),
a=0 b=0 c=0

ahol z(a, b, ¢)-k bindris valtozék (0 < a,b,c < k —1).

Bizonyitas. Legyen |z|* = x, ha x nemnegativ, és |z|* = —x — 1, ha = negativ.

Ha van egy z megengedett megoldasunk erre, definidlhatunk beldle egy x meg-
engedett megolddsat I-nak a kovetkezé médon: z(a,b,c) = 1 akkor és csak akkor,
ha 0 vagy 2 negativ szdm szerepel az a,b, ¢ szdmok kézétt, és z(|al*, [b]*, |c|*) = 1.
Konnyti latni, hogy ez valéban megengedett megoldas, az allitas pedig abbdl a tény-
bl kévetkezik, hogy w(a,b,c) = w(|al*, [b]*,[c]*). =
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Szamitégéppel megoldva a 5.9. lemmabeli egészértékii programot az s = 0,1

és k = 32 paraméter mellett kapunk egy 0,262725 értékii megengedett megoldast.
Vagyis azt kaptuk, hogy ds > 1,0509 [11].

Kosz6netnyilvanitas. Szeretném megkoszénni témavezetém, Katona Gyula se-

gitségét.
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A LEGNAGYOBB KOZOS 0SZTO BEZOUT-FELE
EGYUTTHATOIROL

HAMBURGER PETER, PETRUSKA GYORGY

1. Bevezetés

(i)

(iii)

Ahogy szokdsos, két adott egész szdm a és b (nem mindkettd 0) legnagyobb
kozos osztdjan azt a d szamot értjiik, ami osztdja a-nak és b-nek is, és az ilyen
szdmok kozott a legnagyobb; jeldlése (a,b), ([5, 2]). Ha (a,b) = 1, akkor azt
mondjuk, hogy a és b relativ primek. Mivel az oszthatdsag fiiggetlen a szamok
eldjelétél, a legnagyobb kozos oszté mindig pozitiv, és (a,b) = (|al, [b]). Ezért
feltehetjiik, hogy 1 < a < b.

Jél ismert a legnagyobb ko6zos oszt6 tovabbi két, a fentivel ekvivalens definici-
dja:

A legnagyobb k6z0s osztd az a pozitiv szam, amely

(a) kozos oszto,

(b) barmely kozos oszténak tébbszorose.

a és b legnagyobb kozos osztéja az a szam, amely az x és y egész egyiitthatékkal
képzett sszes xa+ yb alaki szdmok halmazdban a legkisebb pozitiv elem, ([1]).

Az (i) alatti definicié a legegyszeriibb, kénnyen atlathato, és (a,b) létezése nem

szorul magyardzatra. Am (ii) és kiilonosen (iii) esetében tovabbi gondolatokra van
sziikség. Tankonyvek, monografidk Bézout-lemma, Bézout-tétel, Bézout-azonossag
néven hivatkoznak az xa + yb = (a,b) elbéllitdsra, ahol az x és y a Bézout-féle
egyiitthatok.

A definicidk megismerése utdn természetesen kovetkezik két kérdés; egyrészt

hogyan lehet kiszamitani (a,b) értékét, masrészt azt a két (Bézout-féle) egyiittha-
t6t, amelyekkel xa 4+ yb éppen a legnagyobb kozos osztét adja meg.

2. Az euklidészi algoritmus és barati kore

Euklidészi algoritmus

(i)

18

Az euklidészi algoritmus az euklidészi osztas formuldjaval kezdddik, adott
1 <a<besetén b= ha+ r, ahol h a hanyados és r a maradék, 0 < r < a.
A folytatas azon az egyszeril észrevételen alapul, hogy b és a kozbs osztoi
ugyanazok a szdmok, mint a és r kozds osztéi, ebbdl pedig (a,b) = (a,r). De



(i)

(iii)
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az (a,r) szampar kisebb, mint (a,b) (azaz r < a és a < b), és ha az eljarast is-
mételjiik, egyre kisebb és kisebb maradékot kapunk, amelyek mindegyike tobb-
szorose a keresett legnagyobb kozos oszténak. Az algoritmus megdll, amikor
a maradék zérus, és az utolsé nem zérus maradék pedig egyenld (a,b)-vel.

Kiterjesztett euklidészi algoritmus

A fenti gondolatmenet kénnyen preciz bizonyitdssé erdsithetd (példaul teljes
indukciéval), de nem nyilvdnvalé, hogy hol van benne elbujtatva a Bézout-
azonossag. A kulcsot megint az euklidészi osztds formuldjaban talaljuk meg.
Ha a képletet b — ha = r alakba irjuk, rdismeriink az r maradék xa + yb alaku
eléallitdsara az x = —h és y = 1 vélasztassal. Az algoritmus tovabbi 1épéseiben
ez nem latszik kozvetleniil, de mindegyik maradék xa + yb alakra hozhato.
Ez az tgynevezett kiterjesztett euklidészi algoritmus, amelyben sziikség van
az euklidészi algoritmus sordn taldlt Gsszes hanyadosra és maradékra, ezért
ezeket térolni kell ([5]). Bézout tételét altaldban a tankonyvek sokkal kés6bb
bizonyitjdk, mint ahogy kimondjdk, ldsd példaul a [6] konyv 269. és 344.
oldalét.

Lanctort algoritmus

A lanctort algoritmus szaméra ritkan jut hely a tananyagban, ezért az euk-
lidészi algoritmussal valé kapcsolata kevéssé ismert. A lanctort kifejtés célja
els6sorban egy x irraciondlis szam racionalis szamokkal valé legjobb kozelité-
seinek a megtalalasa, és ez nem Ugy hangzik mintha koéze lenne a legnagyobb
ko6z6s osztohoz, vagy Bézout tételéhez.

A [0,1] intervallumon vezessiik be a kovetkez6 fiiggvényt, a ldnctort algoritmus
operatorat:

0, z=0

(1) Tl‘ = 1 1
—— =], 0<a<l.
T x

Itt a szokdsos médon |xz] jeldli az x valds szdm egész részét.

Tz a [0,1] intervallumot énmagara képezi le, ezért T tetsz6leges sokszor kom-
pondlhaté dnmagéval, a T?z = T(Tz), T3z = T(T(Tx)), ... iterdlt operéto-
rok értelmesek. A T fliggvényt a Tx = T(x — LxJ) definiciéval periodikusan
kiterjesztjitk a szamegyenesre.

A lanctort algoritmus a T fliggvény iterdldsat jelenti mindaddig, amig a T
fiiggvény zérus értéket nem ad. Az iterdcié minden lépésében feljegyezziik
az T%J egész részeket, e szamokat a lanctort kifejtés jegyeinek nevezziik.
Legyen

1
O<IE<1, allJ, I1:T£ZZ.
x

Tz definiciéjabdl
1 1

rT=-——— va r=—.
(a1 + 1) &Y (a1 + Tx)

19
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Ugyanez a képlet x,-re felirva

b
(Clg + 332)

1 1
r=-——179™7/——, vagy ==
(a1 + (a2+1‘2))

T, = , ahol x9=Tx = Tza:, azaz

)

(a1 + Grremy)

Koénnyen lathato, hogy irracionalis x szambdl kiindulva a lanctort kifejtés
végtelen, raciondlis = esetén az algoritmus véges sok lépésben véget ér, azaz
valamilyen k indexre T*z = 0, és ekkor a fenti tort a-szel egyenld.

Euklidészi és lanctort algoritmus 6sszehasonlitasa

(iv) A két algoritmus &sszehasonlitdsira bevezetjiik a modulus operétort, egysze-
rilen M (a,b)-vel jeloljiik a

b=h-a+r (1<a<b)

euklidészi osztds maradékat: M(a,b) = r.
Az osztds formuldjabol 3 =h+ %, azaz h a

r(3)== é M(a,b)za(i— LbLD =ar(3)=r.

A két algoritmus kozott egy 1ényeges kiilonbség van: az euklidészi algoritmus
szamara az osztas soran fellépé h hanyadosok érdektelenek, az algoritmus célja
az r maradékok cstkkend sorozatanak elééallitasa:

egész része, ezért

Qo

M(a,b) = rq,
M(r1,a) = ro,
M(re,r1) =13,
M(r3,r2) = 14,

mert ennek a végén a legnagyobb kozos osztét taldljuk. A lanctort algoritmus
viszont éppen a hdnyadosok (azaz az egész részek) sorozatit keresi, mert ezek
a szamok a lanctort kifejtés jegyei:

SRR}

20
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A fenti formuldk alapjan mondhatjuk, hogy a két algoritmus ugyanaz, mert
a végrehajtott lépések egymassal kifejezhetdk, de azt is, hogy kiilonb6z6k, mert
az algoritmusban el6allitott két sorozat egymads dudlis kiegészitGje. A fenti
Osszehasonlitas és analdgia persze csak raciondlis szamok esetében értelmes,
irraciondlis szamokra alkalmazva a lanctort algoritmus egyediil marad. Tegyiik
hozzd, itt kezdddik a lanctortek érdemi elmélete.

Ujra hangstilyozzuk, hogy a lanctért kifejtést az ¢ raciondlis szdm szdmlaldja
és nevezdje kiilon-kiilon nem érdekli, egy % bovitésbél kiindulva a kifejtés
ugyanaz marad.

Lanctort algoritmus és Bézout-egyiitthaték
A lanctort algoritmusban generalt

p_ 1
q1 ar’
p2_ 1
@ (a+2L)
D3 1

q3 n 1 ’
(w2

torteket kozelitonek, vagy konvergenseknek nevezziik. Az emeletes tortek le-
bontésa és kozelebbi vizsgalata kellemetlen feladatnak latszik, de mind a pj
szamlalok, mind pedig a ¢, nevezlk igen egyszert rekurzidval allithatok elo,
amit itt nem részleteziink.

Lényeges viszont a kdvetkezd nevezetes és konnyen bizonyithaté tulajdonsag:
barmely két szomszédos konvergensre teljesiil

DPkqk+1 — Pk+1qk = £1.

Ebbdl azonnal lathatd, hogy barmely konvergens szamlaléja és nevezdje re-
lativ prim szampér, és alkalmas elGjellel a szomszédos parok egymaés Bézout-
egyiitthatoi! Specidlisan, raciondlis x-bél inditva az algoritmust, az utolsé kon-
vergens maga x, mondjuk x = 1;:—*1, az el6z6 g és —py, pedig a keresett Bézout-

egylitthatok. A ldnctort kifejtés tehat megtaldlja § Bézout-egyiitthatéit, ha
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redukalt tort. De a Bézout-egyiitthatdk fiiggetlenek attdl, hogy a tort redukalt
vagy bévitett, mert a (redukalt) Bézout-azonossagot végigszorozhatjuk a leg-
nagyobb ko6zos osztéval. A legnagyobb kozos osztét rogton megkaphatjuk, ha
az utolsé konvergens szdmléléjaval elosztjuk az eredeti (esetleg bovitett) tort

szamlaléjat.
(vi) Az elz8k illusztralaséra tekintsiik az o = 152 tort kifejezést.
4 4 4 1
e 403 A3 83 03] o 1
155 155 155 155 q1
1 1 2 1 1
p2y = 100 1550 62 (1S 2o
93 93 | ~ 93 93 @ (2+1)
1 1
T3 :22—{9‘1—22, itt  as {ngzl P _ —
© (24 i)
4x:Q7 Q =0, itt a4= @ =2 Pa _ 1
31 1 31 G4 1
2+

és T*z = 0 miatt az algoritmus itt megall.
Az utolsé konvergens

i tehét
—_— = = — s xr= — = —.
g4 1 13 q4 13

2+ ———
(i)

A legnagyobb kézés oszté (403,155) = 185 =3
1

1.
Az utolsé elbtti konvergens B2 = ——— = %, és 2:13—5-5=1, azaz a
a3 (2+W)

Bézout-egytiitthatdk 2 és —b, tgyszintén 2 - 403 — 5 - 155 = 31.

3. Bézout tételének egy alternativ bizonyitasa

(i) E szakasz célja egy tovdbbi algoritmus elemzése. Az algoritmus egy egyszerti ke-
resé algoritmus, amely talan a legtdjékozatlanabb didkok szamara is kényelmes
utat kindl a Bézout-egyiitthatok konkrét megadasahoz, a Bézout-tétel megér-
téséhez és igazolasahoz. A szakirodalomban, tankoényvekben taldlhaté bizonyi-
tasok kozott leggyakoribb a modulus fogalméra, azaz az xa + yb alakd szamok
halmazara tamaszkodd egzisztencia bizonyitas, amelybdl az x és y konkrét ér-
tékére nehéz kovetkeztetni. A kiterjesztett euklidészi algoritmus és a lanctort
algoritmus, mint fentebb lattuk, konkrétan kiszamitja az egytitthatokat, de
a kezdo didkok koérében nem noveli a téma népszeriiségét.
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(ii) Legyen 1 < a < b, és induljunk ki megint az osztds formuldjabdl: b = hia + 71,
0 <11 < a, amit Bézout-mddra igy is irhatunk: 1-b— hya = 1. Nem remélhet-
jiik, hogy r1 rogton a legnagyobb k6zos osztd, és hogy az 1, —hy valasztasaval
megtalaltuk a keresett Bézout-egyiitthatokat, de kisérletezziink mas egyiittha-
tokkal is.

Alkalmazzuk a formuldt b,2b,3b, ..., (a — 1)b szdmok mindegyikére. Keressiik
meg azt a k szamot, amelyre a kb = hia + ri képletben rj a lehet6 legkisebb
pozitiv maradék. A mér bevezetett M (a,b) modulus operdtorral kifejezve
az R = {M(a,kb) >0:1 <k < a— 1} halmaz minimumat keressiik.

A keres6 algoritmus szamitogépes futtatasahoz egy Otsoros programra van
sziikség, amely tarolja az eddig talalt legkisebb rp;, > 0 maradékot, vala-
mint a kpi, indexet, amelyhez ry,;, tartozik, és a hozzatartozo hp;, hanya-
dost. A keres6 algoritmus végignézi a k indexekhez tartozé maradékokat, és ha
egy aktudlis k indexnél 0 < ri < Ty, akkor mindhdrom taroléban kicseréljitk
a szamokat a megfelel6 4j értékre. Az euklidészi iteracioval és a lanctort algo-
ritmussal Gsszevetve a keres6 algoritmus annyiban valéban egyszeriibb, hogy
az oszté nem valtozik, mindig ¢ marad, az osztanddk pedig egy szamtani so-
rozat elemei, ami szintén baratsagos halmaz.

Természetesen be kell még latni, hogy a keresés eredményeképp kapott formula
Emin © b — Amin - @ = rmin valdban Bézout-azonossig, azaz hogy (a,b) = rmin.
Mondjuk ezt ki tétel formajaban:

1. tétel. A keresé algoritmussal kapott fenti kuin - b — hmin - @ = Tmin képletben
Tmin = (a,b). Specidlisan, kuyin 6s —hmin a Bézout-egytitthatdk.

Bizonyitas.

a) Vegyiik szemiigyre az R halmazt el6szor abban a speciélis esetben, amikor
(a,b) = 1. Legyen 1 < j < k < a— 1 két kiilonboz6 index. Ha a megfelel
maradékokra i, = r; fennallna, akkor a

kb = hra + 7,
]b = hja +r;

egyenletekbdl kivondssal (k — j)b = (hy — h;)a adddik, ebbdl (a,b) =1
miatt a osztdja a k — 7 szdmnak. Ez pedig 1 < k — j < a miatt lehetetlen.
A jolismert gondolatmenettel azt a jél ismert tényt kaptuk, hogy (a,b) =1
esetében a {kb: 1 < k < a— 1} szdmtani sorozat pontosan az a szdm nem-
zérus maradékosztalyait futja be. Ezt dgy is kifejezhetjiik, hogy az M
operator a {k: 1 <k < a — 1} halmazt kélesonosen egyértelmiien képezi
le az R halmazra, azaz 6nmagara. R legkisebb eleme tehat 1, és ezzel
a Bézout-tételt az (a,b) = 1 specidlis esetében beldttuk.

b) Tekintsiik most az dltaldnos esetet, legyen réviden d = (a,b), p= 9, q =
Jelélje R’ a p és q szdmokhoz tartozé R halmazt, azaz R’ = {M(p, kq
1 <k<p-—1}. Mivel (p,q) =1, az el6z8 a) pont szerint R’ = {k: 1 <
k <p—1} és R legkisebb eleme 1.

b
g
):
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Definicié szerint

o am)=a (2|2 )) —ap (22~ | 22]) = anripra)

a a P p

és ebbdl lathatd, hogy a d,2d,3d, ..., (p — 1)d szdmok mind elemei R-nek,
és koztiik d a legkisebb. R definicidja megkoveteli, hogy a k index ne
alljon meg (p — 1)-nél, be kell futnia a teljes 1 < k < (a — 1) tartomdnyt.
De az R’ halmazt kimeritettiik (p — 1)-nél, ezért a fenti (x) képlet alapjan
R-ben is csak a d,2d,3d, . .., (p — 1)d szdmok ismétlédhetnek (6sszesen d-
szer fordul el6 mindegyik). Igazoltuk tehat, hogy a keres6 algoritmus altal
taldlt rmin legkisebb pozitiv maradék valéban az (a,b) legnagyobb kézos
0szt0, és ezzel a Bézout-tételt is belattuk. M

4. Megjegyzések

(i)

24

Az euklidészi algoritmus mintegy 2300 éves, de népszeriisége ma is toretlen [7].
Nemcsak hatékony, de lényegében a lehetd legjobb. Részletes leiras taldlhaté
az algoritmusok torténelmi kialakuldsérdl a 318. oldalon a [3] konyvben. Adott
a < b esetén legfeljebb log a lépésre van sziiksége ahhoz, hogy a legnagyobb ko-
z0s 0szt6t meghatarozza, ezért kézi szamitasok elvégzésére is alkalmas. A becs-
lés annal jobb, minél nagyobb a logaritmus alapszama. Kénnyen lathaté, hogy
az alap legaldbb v/2-nek valaszthatd, valamivel nehezebb igazolni, hogy a leg-
jobb vélasztds HT‘@, az aranymetszés ardnya [3, 4]. Ennek oka az, hogy az algo-
ritmus akkor a leglassibb, ha két szomszédos Fibonacci-szamra alkalmazzuk.
Ugyanez all a lanctort algoritmusra is, mert lépésszdma az euklidészi algorit-

muséval azonos.

A keres6 algoritmus futési ideje reményteleniil hosszabb, definiciéjabol vildgos,
hogy a sziikséges 1épések szama a, ezért csak kis szdmok esetében elfogadhato.
Itt jegyezziik meg, hogy az algoritmusok kutatéi nem a bemen6 adat nagysa-
gahoz, hanem a bevitt adat taroldsdhoz sziikséges memoria méretéhez viszo-
nyitva mérik egy algoritmus hatékonysagat. Mivel a tarolasdhoz log, a bitre
van sziikség, az euklidészi algoritmus linearis hatékonysagi, a kereso algorit-
musunk pedig exponencidlis. A kovetkez6 pontban tovabb vizsgédljuk, hogyan
lehet az algoritmus természetének megvaltoztatasa nélkiil a hatékonysagat ja-
vitani, legalabbis bizonyos esetekben. A keresd algoritmust ,baratkoztats” al-
goritmusnak szantuk, ha segitségével valaki megérti a Bézout-tételt, néhany
példat szamitégépen kiprobal, utana az euklidészi algoritmus és talan a lanc-
tort kifejtés vonzdbb lesz, és ezekre se nehéz programot irni. Tekintve, hogy
a keresO algoritmus implementélasa trividlis, szamitégépen gyakorlati célokra
is hasznalhaté. Euklidésznek nem volt szamitogépe, viszont zseni volt, igy a na-
gyon hatékony algoritmus megtaldlasa nem okozott gondot neki.
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5. A keres6 algoritmus kissé okosabb forméaban

E pontban is a korabbi jeloléseket hasznéljuk, elsésorban a 3. pontra hivatkozunk.

(i)

A 3. pontban leirt algoritmus ,,vakon” dolgozik, végigvizsgaljaaz 1 < k <a—1
indexek mindegyikét. Am a Bézout-tétel bizonyitdsa soran azt is belattuk, hogy
a pozitiv maradékok R halmazat mar az 1 < k < p — 1 indexek is teljesen meg-
hatérozzak, ahol p = ﬁ a kiegészit6 oszto. Természetes Gtlet tehdt a keresést
p-nél megallitani. Nem tudjuk el6re eldonteni, hogy hol dlljon meg az algorit-
mus, mert nem ismerjiik (a,b) értékét. Am az algoritmus egyébként is minden
lépésben ellendrzi, hogy a kapott maradék nem zérus-e, mert csak pozitiv ma-
radékokat kell az aktualis minimummal 6sszehasonlitani. Mint lattuk, p az els6
index, ahol zérus maradékot kapunk, tehat elérjiik célunkat, ha az algoritmust
az els6 zérus maradék felbukkandsakor megallitjuk.
Még egy tovabbi finomitassal rovidithetjiik a keresést: akkor is &llitsuk meg
az algoritmust, ha M (a, kb) = 1, hiszen ekkor nyilvanvaléan megtaldltuk a leg-
kisebb pozitiv maradékot.
Mennyit javithatnak a fenti (i) és (ii) pontban javasolt finomitdsok? Teljes
altaldnossdgban semmit, bizonyos esetekben sokat. Ha (a, b) viszonylag nagy,
és ezért p viszonylag kicsi, az elsé javitds jelentés lehet. Ha viszont (a,b) =
1, az elsé modositds nem véltoztat a lépések szaman. Relativ primek estén
a masodik mdédositas jelentésen rovidithet, ha 1 hamar felbukkan, és semmit
sem javit, ha késén.
Példaul,
a = 1000000, b = 1000001 esetén egymillié helyett egy 1épés kell,
mig
a =927, b = 858401 esetén 926 1épés, azaz 1 az utolsé 1épésben keriil el (nem
kell kiprébélni, elég ellendrizni, hogy b = a? —a — 1, ezért (a — 1)b maradéka 1).
Mint lattuk, a keresés a

b= hla —+7r1

képlettel indul, amely az els6é maradékot meghatarozza, majd sorrakeriilnek b
tobbszorosei is:
kb = hia + r.

De k-val beszorozva az els6é egyenletet
kb = khla —+ kT‘l,

vagyis kry és r a-val osztva azonos maradékosztdlyba tartoznak. Ezek szerint
a kb sorozat helyett a kr; szamtani sorozatot is hasznalhatjuk a keres6 algorit-
musban. Ez kényelmesebb, mert altaldban a maradékok kisebbek vagy sokkal
kisebbek b-nél. S6t még jobban jarunk, ha ezuttal a kr; szdmtani sorozatot
a k-val szorzas helyett az ry = rp_1 + r1 rekurziéval generdljuk, és amint r
eléri az a szamot, rogtoén levonjuk a-t.

Nézziik meg a (403, 155) szédmpér példdjan, hogyan miikodik a keresés a leirt
szamtani sorozattal:

403 =2-155+93, tehat 7 = 93.

25



“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 26 — #26

Ekkor r1 + 71 = 186 > 155, tehat ro = 186 — 155 = 31. Ugyanigy r3 = ro+1r1 =
314+93 =124, r4 = r3+ry = 124+93 = 217 > 155, tehat r4 = 217 — 155 = 62,
rs =14+ 71 = 624 93 = 155, tehat r5 = 155 — 155 = 0, az algoritmus megéll.
Az R halmaz elemei rendre {93, 31, 124,62}, amib6l 7y = 31, kmin = 2. A mé-
sik Bézout-egyiitthatd, —hpy, a 2-403 +t- 155 = 31 egyenlet megoldasa:
t = —5.

A Bézout-azonossag: 2 - 403 — 5 - 155 = 31.
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Peter Hamburger, Gyorgy Petruska: An alternative approach to the

greatest common divisor and the Bézout’s coefficients

We often teach courses where the Euclidean algorithm is covered and we sympathize
with our students as they complain about the standard tedious means of finding
the Bézout’s coefficients. Our intention is to offer a student friendly algorithm,
which can be helpful for students to understand the Bézout’s theorem. At the same
time we recommend that they write a short and simple computer implementation
making it easy to test numeric examples. Success in numeric representations may
better motivate students to have a go for the Euclidean and even for the continued
fraction algorithm. Bézout’s theorem states that if d is the greatest common divisor
of two integers a and b, then there are integers x and y, (the Bézout’s coefficients),
such that za + yb = d. Some of the usual proofs of Bézout’s theorem are shortly
investigated and a simple algorithm leading to an alternative proof is suggested.
The reader should realize that the Euclidean algorithm (or the Continued Fraction
algorithm, for that matter) is far more efficient than our algorithm. The length
of the Euclidean or the Continued Fraction algorithms is logarithmic in terms
of min(a,b), while our search is linear, see [4, 3]. On the other hand, in each
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step of the Euclidean algorithm a different denominator is used in the division,
while in ours the same denominator applies. Our algorithmic proof does require
neither mathematical induction nor any form of the well-ordering principle while
the standard known proofs do, often in an implicit way. Thus, our algorithm trades
efficiency for simplicity. We believe that the alternate approach provided in this
manuscript would certainly be appreciated by students and faculty alike.

Peter Hamburger Gyorgy Petruska

Emeritus Professor of Purdue Department of Computer Science,
University, Indiana University Purdue University
Fort Wayne, IN Fort Wayne,

USA Fort Wayne, Indiana

e-mail: hamburge@ipfw.edu e-mail: petruskg@ipfw.edu.
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BOLYAI JANOS, A , TEREMTO”

VARGA JANOS

» K1 mit irni méltat tanomrdl,
legyen az bdr j6 vagy rossz . ..
nagy kdszonettel veszem.”

Bolyai Jdnos (1404/16)

Ennek a tanulmdnynak legfébb célja nem az, hogy uj levéltdri kutatdsi eredménye-
ket tegyen kozzé, hanem az, hogy a nem matematikus olvasckdézonség szamdra a teljes-
ségre torekvés igénye nélkil, ugyanakkor részletesen csokorba gyiijtve bemutassa Bolyai
Jdanos gazdag életmivét, vildgra szolo matematikai eredményeit, megszabaditva ezzel
az olvasdt tobb tucat cikk, esetleg szakkonyv elbkeresésétdl, dttanulmdnyozdsdtol és ér-
telmezésétél, bizonyitva, hogy Bolyai Janos nemcsak vildghird geométer, ,A tér abszo-
lat igaz tudoméanyéanak”, az elsé nemeuklideszi geometridnak a megalkotdja volt, hanem
egyetemes matematikai zseni, akit a matematika szinte minden dga érdekelt, és aki
kordanak szdmos alapvetd problémdjdaval a tudomdnyos vildgtdl teljesen elzdrtan sikere-
sen foglalkozott, olykor évtizedekkel megelSzve mds nagy nevekhez fliz8dé6 felfedezéseket,
vagy korilbeliil ugyanabban az idében hasonldét alkotva, akinek tobb megldtdisa, kérdés-
felvetése, sejtése beigazolodott, illetve bizonyitdst nyert. George Bruce Halsted, az aus-
tini (Tezas) egyetem volt matematikaprofesszora, Bolyai Jdnos egyetlen nyomtatdsban
megjelent munkdjinak, az Appendiz-nek — melyet 2009-ben az UNESCO is bejegyzett
a Memory of the World regiszterbe, mint a Vilagemlékezet részét képezé miivet — an-
golra forditdja gy jellemezte 6t, hogy: ... a halhatatlan Jdnos a vildgtorténelemben
a ldngésznek legtokéletesebb megtestesitdje. .. ”. Mi magyarok is valljuk, Szentdgothai
Janos szintén vilaghirid, Nobel-dijra is tobbszor jeldlt agykutats tuddésunkkal, Tudomd-
nyos Akadémidnk wvolt elnékével egyiitt, hogy: ,A magyar nép géniusza a tudomdny
tertiletén, legmagasabb fokon Bolyai Janosban oltott testet.”
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Teremteni annyi, mint ,,a semmibdl létrehozni vala-
mit”— {rja a lexikon. Ebben az értelemben tehat Bolyai
Janost ,, Teremt6nek” kell tekinteniink. Téth Imre vildg-
hirti matematikus, filozéfus, matematika- és miivel6dés-
torténész és Surdnyi Laszlé matematikus egybehang-
zban azt allitjak, hogy az Appendixbe siiritett életmii
maga a teremtés aktusa volt [24]. A mdr idézett Hals-
ted professzor szerint: ,a legrendkivilibb két tucat ol-
dal a gondolkodds torténetében”. Vekerdi Laszlé ide ki-
vankoz6 gondolataval ,,sz6 szerint megteremtette az ab-
szolut geometriat”, minden elé6zmény nélkiil, sajit sza-
vaival is ,a semmibdl egy 1jj, mas vilagot teremtet-
tem”. Ez az 4j mas vilag egy 1Uj mértan, vagy ponto-
sabban egy 1j geometria, ami alapjaiban kiilonbo6zik

Bolyai Jdnos az altalunk kozépiskolaban tanult, egy Eukleidész nevii

(1802-1860)* gbrog matematikus altal rendszerbe foglalt és réla el-

nevezett geometriatdl. Ezt az 1j geometriai rendszert

—amely a maga nemében az elsd a vildgon — ma Bolyai-geometridnak nevezziik. Ezt

hozta létre, ha ugy tetszik teremtette az Erdélyben él6 Bolyai Janos hadmérnok

(vigydzat, képzettsége szerint nem matematikus!), akinek geometridja abszolit,
illetve hiperbolikus geometria néven valt ismertté. (Ez valéjdban két geometria.)

Ezért az alkotdsaért nyilvanosan soha, senkitol elismerést nem kapott, de
hét egy teremt6 ne is varjon semmilyen mas magasabb rendii elismerést, mert
0 a ,legmagasabb”, és mindenfajta ondicséret gyalazat.

Mint minden nagy dolog a vildgon, valami kicsibol fejlédik ki, mint a névény
a magbol. Az Gj geometria ,magva”, amibol aztdn Bolyai geometridja is kifejlédott,
egy rendkiviil egyszerti, véges méretekben viszont nem konnyen belathaté geomet-
riai allitds (a matematikusok posztuldtumnak nevezik), miszerint: Ha adott a stkban
egy egyenes és rajta kiviil egy pont, akkor a ponton at egy olyan egyenes fektetheto,
amely nem metszi az adott egyenest (vele parhuzamos). Ezen allitds — amely XI.
axioma néven ismeretes — bizonyitasara tett kisérletek mindegyike kudarcba ful-
ladt, pedig minden valaminek szamité matematikus megprébalkozott vele. Fz lett
a matematika Szent Grélja, a legkeményebb dié, amit kozel 2000 évig senki sem tu-
dott feltérni. Ma méar tudjuk, hogy minden kisérlet eleve kudarcra volt itélve, mert
az allitds bizonyithatatlan. Bolyai Farkas — Bolyai Janos apja — szintén évekig fog-
lalkozott a problémaval, de mint fidnak irott egyik levelében irja: ,irtéztatd, éridsi
munkakat tettem, de életemnek minden vildgossaga, minden éréme kialudt benne.”
Egyszer azt taldlta mondani az akkor tizenhat éves fidnak, hogy ,,aki ezt a problé-
mat megoldja, az akkora gyéméantot érdemel, mint a Fold.” Gauss volt idében az
els6 matematikus a vildgon, aki szakmai alapossaggal észrevette, hogy Euklidesz
parhuzamosokra vonatkozo kijelentése — egy vele egyenértékii allitas felhasznalasa

IMérkos Ferenc festémiivész alkotdsa. Az Amerikdban él6 miivész a képet a marosvasarhelyi
Kulturpalota féldombormiive, az apja arcvondsait sokban meg6rz6 Bolyai Dénes arcképe, és a ré
nagyon hasonlité6 Klapka Gyoérgy honvédtabornok képmaésa alapjan készitette iskolatarsanak,
Weszely Tibornak otlete és felkérése alapjan.

29



“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 30 — #30

nélkiil — nem bizonyithaté. Ezt igazoljdk azok a levelek, melyeket Gauss 1820 ko-
riill Wilhelm Olbers, Christian Gerling, F. A. Taurinus és mas levelezotarsainak
irt. Gausstdl fiiggetlentil, kdzel ugyanabban az idében ugyanerre a kdvetkeztetésre
jutott az Erdélyben él6 Bolyai Janos is, aki ezt a gordiuszi csomot ugy véagta &t,
hogy egyszeriien elhagyta a XI. axioméat, igy hozta 1étre a tér abszolut igaz tudo-
manyat, illetve azt az ellenkezojével helyettesitette, megalkotva ezéaltal a késébb
hiperbolikusnak nevezett geometriat. Bolyai masik nagy gondolata, hogy ha mar
van tobbféle geometria, akkor melyik az, amelyik megvalosul? Amig csak egy van,
addig ez nem kérdés, de ha mar t6bb van, akkor mar kérdés, hogy a Jé Isten ezek
koziil melyiket szerette? O erre is megadta a valaszt, megsejtette, hogy valdja-
ban az anyag hatdrozza meg a geometriat. Ez a relativitaselmélet alapgondolata,
amit késobb Einstein egy gyonyori elméletben — kozvetetten éppen Bolyai geomet-
riai eredményére tdmaszkodva — kvantitative részletesen kidolgozott. Bolyainak ez
a korai felismerése kézirataiba rejtve maradt hosszu évtizedeken keresztiil, csak-
gy, mint sok mas matematikai eredménye, amelyeket kés6bb méasok is felfedeztek,
mivel 6k maguk sem tudtak, hogy valaki méar megel6zte Oket.

Kiket el6zott meg Bolyai Jdnos, és miben?

Kurt Godel (1906-1978) vildghir(i matematikust: a réla elnevezett un. nemtel-
jességi tétel alapkoncepcidjanak tobb mint 108 évvel kordbbi megsejtésével, felisme-
résével. Természetesen nem magat a Godel-tételt fedezte fel, hanem zsenialitasdval
csupan azt vette észre, hogy a XI. axiéma nem bizonyithatd. Ez viszont egy hatal-
mas lépés volt abban az id6ben! Ez a felismerése Godel tételében teljes dltaldnos-
saggal keriil majd megfogalmazdasra, miszerint minden olyan axiémarendszerben,
amely ellentmondasmentes, és legalabb a természetes szamok axiémarendszerével
azonos er6sségli, nem teljes, azaz, van legaldbb egy olyan kérdés, amely a rendszer-
ben megfogalmazhatd, de nem lehet véges lépésben bizonyitani, vagyis eldonthe-
tetlen. Ezt az Gn. nemteljességi tételt Godel 1931-ben publikélta [1].

Ennek a tételnek a nem ismerete kozrejatszott abban, hogy a XI. axiémat tobb
mint 2000 évig senki sem tudta bebizonyitani, mivel az nem bizonyithaté. Bolyai
el6tt mindenki bizonyitani akarta, mar a goérogok is, de nekik sem sikeriilt. Ep—
pen ezért vette fel Eukleidész axiomédnak. Ha vessziik az euklideszi geometriat, és
kivessziik beldle a parhuzamosok axiéméjat, akkor az un. ,maradék” axiémarend-
szer alapjan felépitett geometridt abszolut geometridnak nevezik. Ebbél az abszolit
geometridbol a parhuzamosok axiéméja nem bizonyithato. Maga Bolyai is el0szor
bizonyitani akarta, de 1823-ban rajott, hogy a XI. axiéma sem nem bizonyithatd,
sem nem cafolhaté. Ezt a tényt Bolyai Farkas a Gaussnak kiildott Appendixhez
mellékelt 1832. januar 16-i levelében e szavakkal irja meg: ,Fiam ... bebizonyi-
totta, miszerint lehetetlen a priori (a tapasztalat alapjdn — a szerzd) eldonteni,
hogy a XI. axiéma igaz-e, vagy sem.” Bolyai Janos felfedezte, hogy egy geomet-
riai axiémarendszerben megfogalmazhaté olyan allitas, amelynek igaz vagy hamis
voltat eldonteni nem lehet. A Gddel-tétel is éppen ezt mondja, csak altaldnosan,
minden axiémarendszerre vonatkozdéan. Bolyai Janos csodalatos meglatasa tehat
Godel univerzalis tételével megerositést nyert.

Milyen kar, hogy a geometrian kiviili teriiletekre ezt nem gondolta végig, ak-
kor most lehet, hogy 6t tekinthetnénk a nemteljességi tétel teljes felfedezojének is.
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E felfedezésének legfébb bizonyitéka egyetlen nyomtatdsban megjelent miivének,
az Appendixnek hosszabb cime is: A tér abszolut igaz tudomanya, a XI. Fuklidész-
féle axiéma (tapasztalat itjan soha el nem donthetd) igaz vagy nem igaz voltdtdl
fliggetlen targyaldsban: annak téves volta esetére a kor geometriai négyszogesitésé-
vel.

(Bolyai Jdnos ezzel a munkéjdval egyszerre hdrom vildgesicsot is felallitott,
mivel ez a leghosszabb cimii, de ugyanakkor a legtomoérebb, és — most ismét Hals-
ted professzort idézve — egyben: ,a legrendkivilibb két tucat oldal a gondolkodds
torténetében.”)

Bolyai Gausstdl fiiggetleniil jutott arra a kovetkeztetésre, hogy a XI. axiéma
nem bizonyithatd, s6t az ellenkez&je is felteheté. Ha ezt tessziik, azaz a péarhu-
zamossagi axioma Bolyai-féle valtozatat csatoljuk az abszolut geometridhoz, vagy
masképpen mondva az euklideszi parhuzamossdgi axiomat a hiperbolikus axiéma
helyettesiti, az a Bolyai-geometria, vagy mas néven hiperbolikus geometria. Ez azt
mondja ki, hogy egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at tobb parhuza-
mos is hiizhaté. Ezt a geometriat nem Bolyai, hanem Felix Klein nevezte el0szor
hiperbolikusnak 1871-ben.

D" K.mTigd&(
Kurt Gédel Niels Bohr Bernhard Riemann

Niels Bohr (1885-1962) vildghir(i, Nobel-dfjas fizikus 1916-ban a fizikdban
fogalmazta meg az in. korrespondencia-elvet. Eszerint a kvantummechanika torvé-
nyei nagy kvantumszamok esetében meg kell, hogy egyezzenek a klasszikus mecha-
nika torvényeivel [2]. A korrespondencia-elv (az egymads mellé rendelés elve) szerint
egy magasabb rend{i rendszer/elmélet/tétel magéba foglalja az alacsonyabb ren-
diit. Tudomanytorténeti hiiség kedvéért meg kell emliteni, hogy tobb mint 90 évvel
kordbban Bolyai Janos is alkotott egy magasabb szinti geometriai rendszert — a hi-
perbolikus geometriat —, amely specialis esetként magaba foglal egy alacsonyabb
rendiit — az euklideszi geometriat. Tehat példat adott egyfajta geometriai ,,mellé-
rendelésre”, bar ¢ ezt sohasem fogalmazta meg altaldanos elvként. Ez az elv a ma-
tematika alacsonyabb szintjén is miikodik. Az alabbi tablazat néhany ilyen esetet
tartalmaz.

Bolyai geometridja valéban mintegy hatédresetet foglalja magdba Euklidész
geometriajat.
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Magasabb rendii
rendszer/tétel

Specidlis esete

Specidlis eset feltétele

Hiperbolikus geometria
(Bolyainél S-rendszer)

Euklideszi geometria
(Bolyaindl X-rendszer)

k — oo

Kvantummechanika

klasszikus mechanika

nagy kvantumszamok

Kozépponti és keriileti
szogek tétele

Thalész-tétel

kozépponti szog = 180°

Koszinusz-tétel

Pitagorasz-tétel

a haromszog egyik szoge
90°-os

Ptolemaiosz-tétel

Pitagorasz-tétel

hurnégyszogben az atldk és
a szemkozti oldalak is egyen-
16k egymassal

Korhoz hizott érinté és
szelGszakaszok tétele

Pitagorasz-tétel

a szel6 dtmegy a kor
kézéppontjan (Dugonics

Andrés bizonyitdsa)

Ha a hiperbolikus geometridban k — oo (k paraméter tart a végtelenhez), ak-
kor az euklideszi geometria toérvényeit kapjuk. Ezt Bolyai mar 1826-ban? kimutatta.
R4jott tehat, hogy az 6 1j geometridja, mint magasabb rendii elmélet, specidlis
esetként magdaba foglalja az alacsonyabb rendii euklideszi geometriat. Ez valéjaban
a korrespondencia-elv elsd felismerése a tudomanytorténetben, bar Bolyai ezt igy
soha nem fogalmazta meg.

Nézziik erre egy konkrét példat a szerzo levezetésével. Vezessiik le a kor kerii-
letének az euklideszi geometridban érvényes Osszefiiggését a hiperbolikus geometria
hasonlé Gsszefiiggésébdl. Az eredményt a k — oo hatarérték kiszamitasaval kapjuk
meg.

A kor keriilete a hiperbolikus geometridban (Bolyai jelolésével):

OT:27Tl<:~ctgu:27rk-sh£7 ahol shz = 5

A kor keriilete (K) az euklideszi geometridban tehat

h - B lli-L’Hospital
K:11m2ﬂ'kshz:2ﬂ'|ooo|:2ﬂ'ka:g: ern(,)UI ospita =
k—oo k 5 0 szabalyt alkalmazva

ch ¢ 1\’
=27 - ol =) cr=2r-1-r=2mr=d-m,
(%) \F

ami valéban a kor keriilete az eulideszi geometridban. (A mérnokok inkdbb a d -7
alakot hasznaljdk, mivel az dtméré kozvetleniil mérhetd, mig a sugdr nem.)

Bernhard Riemann (1826-1866) vildghirii matematikust: a tér szerkezetét
meghatdrozé fizikai tényez6 felismerésében. Riemann Gauss gottingai utdda, aki

2Ebben az évben bizonyitotta be Abel, hogy a négynél magasabb foku algebrai egyenletek
gyokképlettel altaldban nem oldhatdk meg.
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1854-ben irt értekezésében kifejezi azon véleményét, hogy a tér szerkezetét fizi-
kai tényez6k hatarozzak meg, de nem tudta megmondani, hogy melyik az a fizikai
tényez6. Einstein ezt irta Riemannrol: ,tiszta elmélkedéssel jutott arra a felisme-
résre, hogy a geometria elvalaszthatatlan a fizikatél. Ezt az elvet 70 évvel késébb
az 4ltaldnos relativitaselmélet valdsitotta meg [4].” Bolyai tul azon, hogy ugyan-
ezt Riemann el6tt megsejtette és leirta, tobbet allitott, mert kijelentette, hogy ez
a fizikai tényez6 a gravitdcio, azaz az altalanos tomegvonzds, a nehézkedés.

Albert Einstein (1879-1955) Nobel-dijas fizikust — akit a Time magazin az év-
szédzad emberének valasztott —, a relativitdselmélet alapgondolatéanak felfedezésé-
ben. Bolyai tobb mint 80 évvel Einstein elott leirja azt a gondolatat, miszerint a tér
szerkezetét a gravitacié hatarozza meg.

A Bolyai hagyaték 491. lapjan ez olvashato: ,,az nehézkedés torvénye is szoros
osszvekottetésben, foljtatdsban tetszik (mutatkozik) az {ir természetével, valdjaval
(alkotdsdval), miljségével; gondolom az egész természet (vildg) foljdsa” — vagy mai
helyesirassal: ,,A nehézkedés torvénye is szoros dsszekittetésben, folytatdsban mutat-
kozik a tér természetével, valojdval, alkotdsdval, milyenségével; gondolom az egész
természet folydsdval [16, 353. 0.].”

»Ez a meglitdsa végeredményben annak felismerését jelenti, hogy a fizikai
gravitdcids erdtér és a geometriai tér kozitlt belsd dsszefiiggésnek kell lennie [10,
133. 0.].7

»,Ez valdjaban a relativitaselmélet alapgondolata, a fizika geometrizdlasdinak
tézise [4].” A nemrég elhunyt Toré Tibor fizikaprofesszor szerint: ,Bolyai Janost
joggal tarthatjuk szamon a XX. szazadi fizika egyik legszebb és legalapvet&bb fizi-
kai alapeszméje: a fizika geometrizdlasa gondolatanak legels6é megfogalmazdjaként
[17, 146. 0.].” Bolyai ezt a fontos tézist életében nem publikalta. De még ennél is na-
gyobb szenzaciot keltett, amikor kideriilt, hogy egy 1835-6s keltezésii kéziratdban
a nemeuklideszi alapra helyezett mechanika kidolgozasat szorgalmazta. Els6 1épés-
ként egy 1j, nemnewtoni gravitdcids torvényt adott, amit Stéickel publikélt elészor
az 1914-ben kiadott Bolyai Farkas és Bolyai Janos geometriai vizsgdlatai cimi
konyvében. Gébos Zoltan professzor Paul Stéckel konyvére alapozva azt irja, hogy
Bolyai Jdnos ezzel kapcsolatos eredeti kéziratdnak nyoma veszett [14]. Oldh-Gél
Robert csikszeredai Bolyai-kutaté nemrégiben szerencsére rabukkant az elveszett-
nek hitt kézirati lapokra, de még 6 is feltételezi, hogy esetleg még ettol hosszabb
fizikai tdrgyd Bolyai-féle eszmefuttatds is fellelhetd lesz a kézirati anyagban [15].

Bolyai Jénos er6torvényével tehat fél évszazaddal el6zte meg korat.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) matematikust, a ,,matematika fejedelmét”:
az els6 nemeuklideszi geometria felfedezésében és részletes kidolgozasaban. ...
ezt a fiatal geométert, Bolyait, elsérangi ldngésznek tartom.” — irta Gauss 1832.
februar 14-én baratjanak, Christian Ludwig Gerling marburgi matematikusnak,
miutan elolvasta a Bolyai Farkas dltal neki kiildott Appendixet. Gauss 30-35 éves
vizsgaloddsai soran — melybol semmit nem tett kozzé —, ért el eredményeket, de
rendszerét nem dolgozta ki teljes mélységében, csak tervezte. fgy nem tekint-
heté a hiperbolikus geometria megalkotdjanak. Széndssy Barna matematikator-
ténész és Prékopa Andras akadémikus professzorok részletesen tanulmanyoztak
Gauss ezzel kapcsolatos munkassiagat, és megallapitottak, hogy ez valéban igy
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Albert Einstein Carl Friedrich Gauss Ferdinand von Lindemann

van. A témdban val6 tdjékozottsdgat viszont egyértelmiien bizonyitja az a szak-
szerli hozzdszéldsa az Appendix-hez, amit bardtjanak, Bolyai Farkasnak 1832.
maércius 6-an kiildott levélben leirt. E levélben is dicséré szavakkal illeti Janos
teljesitményét: ,nagyon oromteli szamomra, hogy éppen régi bardtom fia az, aki
ily sajatos mdédon megeldzott [kiemelés t6lem-VJ]”. Ez a mondata egyértelmiien el-
donti a prioritast.

A Bolyai iratokban esetleg lehetnek még mds olyan eredmények, amelyekkel
Janos megeldzte Gausst, akit apjahoz ifrott egyik levelében ,a foldgémb és az év-
ezred matematikusainak herkulese” jelzével illet, akit példaképnek, de ugyanakkor
tulszarnyalando vetélytarsnak is tekintett, és ugyanitt megjegyzi, hogy ,sok egyebet
is 1étesitettem, mit Gauss lehetetlennek declardlt [9, 181. o.]”

Ferdinand von Lindemann (1852-1939) német matematikust: a kor négyszo-
gesités® lehetetlenségének felismerésében. Ezt a gondolatét az Appendix utolsé, 43.
paragrafusaban a kovetkezé tomor forméban fejezi ki: ,,vagy érvényes Euklidész
XI. axiémaja, vagy pedig lehetséges a kor mértani kvadratiirdja? (négyszogesitése
— a szerzd)”. Tehét a kor négyszogesitésének lehetséges volta kizdrja a XI. axiémat.
Habér Bolyai Janos latta be az emberiség torténetében talan legel6szor, hogy a kor
négyzetesitése az euklideszi geometridban lehetetlen, — ezzel Lindemannt 50 évvel
megeldzte —, a végsd bizonyitdsat Lindemann adta meg. A matematikatorténet-
ben azért tulajdonitjak neki a felismerést is, mert 1882-ben 6 igazolta, hogy a w
transzcendens szam, azaz nem lehet megoldasa algebrai egyenletnek.

A technika torténetében gyakran megesik, hogy ha egy eszkoz irdnti igény
jelent6s mértékiivé valik, akkor szinte biztosak lehetiink benne, hogy az ezzel kap-
csolatos taldlmédny(ok) kozel azonos id6ben kiilonbozé helyeken is megsziilethetnek.
Hasonlé a helyzet a tudomény teriiletén is. Ha egy téma/tétel tobb kutaté kozos-
ség vagy egyén, intenziv érdeklédésének kozéppontjaba keriil, akkor itt is varhatok
parhuzamos felfedezések. Bolyai Janos esetén is szembesiiliink ezzel a jelenséggel,
amelyre apja e szavakkal hivta fel a figyelmét: ,az eszméknek mintegy megvan

3Euklideszi geometria esetén a kor négyzetesitése lenne a matematikailag igazén preciz elne-
vezés.

4A hiperbolikus geometria esetén viszont majdnem teljesen pontos az elnevezés, mert abban
nincs is négyzet, csak négyszog, és bizonyos esetekben elvégezhetd a kor ,,négyszogesitése”, vagyis
szerkeszthetd egy adott kor teriiletével egyenld teriiletli négyzet.
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a maguk korszaka, amikor a kilonbozdé helyeken egy iddben fedeztetnek fel, amint
tavasszal az ibolyak mindeniitt kikelnek, ahol csak sit a nap.”

Az apa joslata beteljesedett, hiszen Bolyai Jdnoshoz hasonlé geometriai gon-
dolatokra jutott egy téle tavol — Kazdnyban — él6 matematikus is, illetve maga
Bolyai is fedezett fel, bizonyitott be olyan tételeket, melyeket téle fiiggetleniil ma-
sok is felfedeztek, illetve bebizonyitottak.

Kikkel volt Bolyai Jdnosnak pdrhuzamos felfedezése? Milyen pdrhuzamos fel-
fedezéseket tett?

Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij (1792-1856) kazdnyi matematikussal szinte
id6ben parhuzamosan, téle fiiggetleniil megoldotta a parhuzamosok problémaéjat,
azaz felfedezte a vildg elsé nemeuklideszi geometridjat.

George Bruce Halsted, az austini (Texas) egyetem volt matematikaprofesszora,
aki Bolyai miivét, az Appendixet 1891-ben leforditott angolra, 6sszehasonlitotta
Bolyai felfedezéseit Lobacsevszkijével, de a nemeuklideszi geometria megteremtéje-
ként Bolyait tiszteli: ... a halhatatlan Jdnos a vilagtorténelemben a ldngésznek
legtokeéletesebb megtestesitdje. .. ”. Miivérol pedig azt irta, hogy az ,a legrendkivii-
libb két tucat oldal a gondolkodds torténetében”®. A mésik tudés, aki sokat foglal-
kozott a Bolyaiakkal, Paul Stickel német kutatoé volt. Ois Bolyai Janost ismerte el
a nemeuklideszi geometria megteremtéjeként. ... Bolyai Jdnos abszolit geomet-
rigjat teljesen ondlldan fedezte fel és dolgozta ki.” — irta Stéckel.

Lobacsevszkij a hiperbolikus geometria tételeit, mig Bolyai a két esetet egyiitt
kezelve a kétféle geometria — euklideszi és hiperbolikus — k6z6s részét, az abszolut
geometria tételeit dolgozta ki.

Mig Lobacsevszkij (akinek cikke egy kazanyi egyetemi foly6iratban ldtott nap-
vildgot 1829 és 1830 kozott) csak egy olyan geometria létezésének lehetéségét bizo-
nyitotta, amelyben Euklidész V. posztulatuma hamis, a Bolyai altal leirt abszolit
geometriai vizsgalatok azonban teljesen fiiggetlenek az el6bb emlitett euklideszi
elvtol, és a gorbiilt tér kiillonbozé fajtain is alkalmazhatdak. Ezzel az elméletével
djraértelmezte a parhuzamossdgot, és bemutatta a hiperbolikus sik kiilonféle neve-
zetes alakzatait. A két geometriat egyiitt targyalta, és parhuzamot vont a gombi
geometridval is. Az ifjabb Bolyai felfedezését 1820 és 1824 kozott — nagyrészt a béesi
katonai akadémian toltott évek alatt — dolgozta ki, majd 1823. nov. 3-an Temes-
varrél mar a kovetkezéket irta apjanak: , A feltételem mar 4ll, hogy mihelyt rendbe
szedem, elkészitem, s méd lesz, a paralelldkrél egy munkat adok ki”

Apjénak 1825 elején mutatta meg a mar kidolgozott elméletet. Johann Wolter
von Echwehrnek, bécsi akadémiai matematikatandranak 1826-ban Aradon adja 4t
ennek egy kéziratos német nyelvii fogalmazvanydat, ami sajnos — eddigi tudasunk
szerint — elveszett. Miive végiil 1832-ben jelent meg el6szor nyomtatasban Appendix
néven, apja Tentamen® c. konyve fiiggelékeként.

Az 1j geometriat a szakirodalom Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometrianak ne-
vezi. Munkéjuk korszakalkotd jelentOségét csak a XX. szdzad elején ismerték fel,

5George Bruce Halsted: One Hundred Books Famous in Science.
SNagy adéssdgunk, hogy Bolyai Farkas ezen mfivét a mai napig nem forditottdk le magyarra.
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mert ez biztositott kozvetett matematikai alapokat az dltalanos relativitdselmélet
kidolgozasahoz.

riS
e

Vo
il
Nyikolaj Ivanovics Paolo Ruffini Niels Henrik Abel

Lobacsevszkij

Paolo Ruffini (1765-1822) olasz és Niels Henrik Abel (1802-1829) norvég
matematikusokhoz hasonléan megoldotta az algebra 300 éves problémajat, 6 is fel-
fedezte a réluk elnevezett hires tételt, amely szerint az 6t6d vagy magasabb foku
algebrai egyenletekre nem lehet olyan gyokképletet adni, amelynek segitségével
az egyiitthatokbol ki lehetne szamitani az egyenlet gyokeit, azaz ezek az egyenletek
algebrai médszerekkel (vagyis a négy alapmiivelet, a hatvdnyozds és a pozitiv egész
kitevdjii gyokvonds véges sokszor vald alkalmazasdval) dltaldban nem oldhaték meg.
A tételt — amely a teljes komplex szamtestben érvényes — el6szér P. Ruffini olasz
matematikus taldlta meg 1799-ben, majd N. Abel norvég matematikus bizonyitotta
be hibédtlan gondolatmenettel 1826-ban [5]. Bolyai Jénos is megoldotta az algebra-
ban a Ruffini-Abel-tételt, amit, mint irja, két médon tudott bizonyitani. Az egyik
a Ruffini hibas bizonyitasanak &altala ,illéleg megjobbitott, s tokélyre vitt szép ere-
deti, elmés eszméje”, valamint egy dltala taldlt mdsik bizonyitdssal. Ez utébbi bi-
zonyitas sajnos nem talalhaté meg feljegyzései kozott, valoszintlileg elveszett, vagy
ott bujkal a hatalmas kézirattomegben, felfedezésre varva. Kijelentésének szavahi-
hetOségét erdsiti egyik gondolata — és ez reményt ad arra, hogy esetleg elokeriil ez
a bizonyitdsa is —, miszerint ,, Az igazsdgot tanilag és erkilcsileg hatdrtalanul szere-
tem.” Bolyai nem tudott arrdl, hogy Abel a tételre teljes bizonyitast kozolt. Ezért
elhatarozta, hogy ,,Az Emberiség el6tt kedves szolgalatot teendek: ha e bogok bog-
jat ... szerencsésen fol-oldandom. [9, 151. 0.]” Eréfeszitéseinek eredményességérol
igy ir: ,,... szerencsésen a dolog igaz erére taldlnom és célhoz is jutnom hdla Isten-
nek sikerilt is. [9, 149. 0.]” Egyik helyen ezt {rja: , Tan. [Tétel] Négynél filsébb vagyis
legaldbb t-rangi (geber) [6t6dfokd algebrai| dltaldnos egyenletet geberiil [algebrai-
lag] fololdani lehetetlen”. ,,1830-ban egy 1j csillag tiint fel a tiszta matematika egén,
nem sejtett ragyogdassal, hogy hamarosan kialudjon: Evariste Galois.” — irja Felix
Klein. Evariste Galois (1811-1832) allitotta fel annak feltételeit, hogy egy négynél
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magasabb fokd egyenlet megoldhaté legyen. E feltételek megéllapitdsahoz egészen
1j matematikai elméletet kellett teremtenie — a csoportelméletet. Kidolgozta annak
feltételét is, amely mellet a p-edfokd egyenlet, ha p torzsszam, egyszerii egyenle-
tekkel megoldhat6 [18, 447. o.]. Bolyai nem ismerte Galois eredményeit sem. Min-
denesetre Bolyai feljegyzéseibol vildgosan kitlinik, hogy kortarsaitdl fiiggetleniil &
is eljutott a Ruffini—Abel-tételig és annak bizonyitasdig, ami mai szemmel mérve is
igen jelent6s matematikai teljesitménynek tekintheté. Micsoda véletlen egybeesése
a datumoknak, hogy Bolyai ugyanabban az évben sziiletett, mint Abel, és szin-
tén 1826-ban ért el kimagasléo matematikai eredményt. Sorsuk még abban is k6z6s,
hogy bér annak ellenére, hogy hihetetlen eredményeket értek el, nagyszerii felfede-
zéseket tettek, életiikben igen kevéssé ismerték Sket. A | matematika hercege” (ez
lenne a helyes forditasa a Princeps mathematicorum-nak, mert a ‘princeps’ herce-
get jelent és nem fejedelmet! — a szerz8) Gauss, nyiltan egyikiiket sem ismerte el,
s6t, eredményiiket irigyelve inkdbb elhallgatta 6ket. Nagyszerti eredményeikrél még
egy sort sem irt az altala szerkesztett matematikai folyéiratba. Mindketten egész
életiikben szegénységben éltek, és szegényen haltak meg. Es ez mér valéban csak
jaték a gondolattal, hogy ha Bolyai Janos ma élne, akkor biztosan Abel-dijas lenne.

Evariste Galois Carl Friedrich Gauss William Rowan Hamilton

Carl Friedrich Gausstdl fiiggetleniil és koriilbeliil vele egy idében dolgozta
ki a komplex egészek aritmetikdjdt. Bolyai Janos jol ismerte Gauss Disquisitiones
arithmeticae cimi szdmelméleti munkajat, de a komplex szamokkal foglalkozo igen
jelentés dolgozatai koziil sajnos mar jéval kevesebbet. fgy Janos tobb olyan ered-
ményre jutott, melyeket Gausstol fiiggetleniil 6 is felfedezett. S6t még olyan megla-
tdsai is voltak, amelyek Gaussnédl nem taldlhatok meg. Az adatok tanubizonysiga
szerint Bolyai arra torekedett, hogy a szamelmélet bizonyos fogalmait és tételeit
a komplex szdmokra is kiterjessze. Majd vizsgdlédasai sordan a szamelmélet alapté-
telének megfelelojeként a komplexek korében is eljut a kovetkezo tételhez: minden
a+ bi alaki [komplex egész| szam (a tényezOk sorrendjétél eltekintve) egyértelmiien
felbonthaté véges szamu primek szorzatara. Ha annak idején Bolyai ilyen irdanyu
eredményeirol, ahogyan tervezte, egy kis terjedelmii munkat tudott volna kiadni,
akkor ma a tudomanytorténet vildgszerte minden bizonnyal ugy is szdmon tartand
Ot, mint a komplex szamok elméletének egyik legjelentésebb megalapozdjét.
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Sajnos Gaussal ellentétben 6 nem készitett Gsszefiiggs dolgozatot prébalkoza-
sairél. Bolyai elmélete nem olyan kimerito és részletes, mint Gaussé, az alkalma-
zdsokban viszont tilszdrnyalta Gausst. A komplex egészekre vonatkozé megallapi-
tasait nagyszeriien felhasznalta kiilonb6z6 szamelméleti tételek — példaul Fermat
karacsonyi tételének — bebizonyitdsanal.

William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikushoz hasonléan a komp-
lex szdmokat rendezett valds szdmkettésként fogja fel, igaz, még nem éppen olyan
kiforrott forméban, mint kortarsa.

Bolyai korat megel6z6 gondolatokat vallott a komplex szamok elméletében is.
1837 Gszén a lipcsei Jablonowski Térsasaghoz benyujtott, Responsio nevii, mind-
Ossze nyolc oldal terjedelmii, 11 paragrafusbdl &llé péalyamiive sok 1j és értékes
gondolatot tartalmaz. Eredeti meglatast rejt a 8. §, melyben az apjanak a valds
szamok logaritmusara vonatkozo djszert felfogdsat a komplex szamok esetére alta-
lanositja. Mivel Janos nem ismerte A. Cauchy komplex fiiggvénytani vizsgalatait,
ezért ez az eredménye eredetinek tekinthets. A matematikatorténészek a Responsio
legértékesebb részének a 9. §-t tartjak. Ebben szerzoje az Appendixre valé egyszerii
hivatkozassal kozli az abszolat trigonometria hiaromszogre vonatkozé két fontos
képletét, megemliti a hiperszféra fogalmat, tovabba, hogy ezen a feliileten érvényes
hiperbolikus geometria trigonometriai képletei formailag megegyeznek a k/i sugari
goémb trigonometridjaval. Ezekkel a vazlatosan kozolt észrevételekkel azt igyekezett
igazolni, hogy az i képzetes egységnek milyen 6ridsi jelentésége van az altala megal-
kotott geometriai rendszerben, és ezzel a komplex szamoknak 1j, eddig ismeretlen
mértani alkalmazasa tarult fel. A pélydzatban kitiizott kérdésre a 10. és 11. §-ban
igyekszik vélaszt adni. Alexits Gyorgy szerint ,a Responsio egymagaban elég lenne
ahhoz, hogy a Bolyai névnek helyet biztositson a matematika torténetében.” En-
nek ellenére sajnalatos médon a Responsiot még csak kritikdra sem méltattak, igy
Bolyai életében nyomtatdsban sem jelent meg. A pélydzat eredményének kihirde-
tése utan mindkét Bolyai visszakérte dolgozatét.

Ennek a szerencsés 1épésnek koszonhet6, hogy a Responsio kézirata nem veszett
el, és azt Stédckel publikalta el6szor 1914-ben.

James Hopwood Jeans (1877-1946) matematikus—fizikus—csillagdszt: a nevét
visel6 szamelméleti tétel tobb mint 40 évvel kordbbi felfedezésével. A szdmelmé-
letre, vagy ahogy Gauss nevezte, a ,matematika kirdlynojére”, apja hivta fel Janos
figyelmét. Janost a szdmelmélet valdsdggal elbiivolte. (Olyannyira, hogy még biivos
négyzetet is szerkesztett! [9/113])) ,A szdmelméletben nem csak az egész szdmok,
hanem az egész tan legfontosabb, leghasznosabb, leglényegesebb, legszebb, legérde-
kesebb, legkecsesebb feladatait taldljuk.” — vallotta [9/83]. Ezen beliil is legtobbet
a primszamokkal veszédott. ,, Az egész szamtan, st az egész tan mezején — vallja —
alig van szebb és érdekesebd ... mint a fészdmok [primszamok] oly mély homdlyban
rejlo titka.” Mar gyermekkoraban elgondolkodott azon, hogy végtelen sok primszam
létezik-e. A primek egy csoportjdt pszeudoprimnek (vagy dlprimeknek) nevezziik.
Az n pozitiv egész szam pszeudoprim, ha minden a egészre a™ — a maradék nélkiil
oszthaté n-nel. [Ezt a matematikusok igy irjék: a™ = a (mod n), és azt mond-
jak, hogy ez egy kongruencia. Pl. 19 =7 (mod 3) azt jelenti, hogy 19 — 7 maradék
nélkiil oszthat6 3-mal, vagy masként, 19 : 3 és 7 : 3 esetén a maradék mindkét eset-
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ben 1, azaz 19 és 7 ugyanabba a maradékosztélyba tartozik.] a = 2 esetén n = 341
pszeudoprim, mert 234! — 2 oszthaté 341-el. A kis Fermat-tétel szerint minden prim
egyben pszeudoprim is. Viszonylag kevés olyan pszeudoprim van, amely nem prim.
Ahhoz, hogy meghatarozzuk, primszam-e egy egész szam, vagy osszetett, hasznos
lehet el6szor megnézni, hogy pszeudoprim-e. A legtobb Osszetett szamra mér ez
megmutatja, hogy Osszetett. A legkisebb 2-hoz viszonyitott pszeudoprimet Bolyai
Janos fedezte fel. Ez éppen az el6z6 példaban szerepl6 341 = 11 - 31 szam, amely-
rél kimutatta, hogy ha 2'1=1 — 1 oszthaté 31-gyel, és 231! — 1 oszthaté 11-gyel,
akkor ezekbdl kovetkezik, hogy 2M131=1 — 1 is oszthaté 11 - 31 = 341-gyel, amely
szam pszeudoprim. Altaldnosan fogalmazva tehat azt mondhatjuk, hogy ha p és ¢
primszamok, a pedig egy sem p-vel, sem g-val nem oszthaté egész szam, akkor, ha
2P~ _ 1 oszthaté ¢-val, és 291 — 1 oszthaté p-vel, akkor ezekbdl kovetkezik, hogy
2r-4—1 _ 1 is oszthato p- g-val. Ez éppen a pszeudoprimekkel kapcsolatos Jeans-tétel.
Szomoru érdekesség, hogy ez a szép Bolyai-tétel a matematikai irodalomban Jeans-
tétel néven ismeretes. Ha Bolyai publikalta volna eredményét, azzal mindenképpen
megeldzte volna James Hopwood Jeans 1898-as dolgozatat és akkor ezt a tételt ma
valddi felfedezdje, Bolyai Janos nevével tartand szdmon a matematika torténete [7].
A pszeudoprimek egyébként a XX. szdzad 70-es éveiben keriiltek az érdeklédés ko-
zéppontjaba a titkositdsok kapcsan.

Kiket szdrnyalt tul Bolyai és mivel?

James Hopwood Jeans Pierre de Fermat Leonhard Fuler

Pierre de Fermat (1601-1665) jogdsz és hires miikedvel6 matematikust, a réla
elnevezett tétel egyszerii bizonyitasdval. ,Fermat az un. ,descente infinite” vagy
svégtelen leszallas” mddszerével bizonyitotta be a tételt [9, 97. old.].” Ez bonyo-
lultabb, mint Bolyai bizonyitdsa. Ezt a nevezetes tételt a matematika torténete
Pierre Fermat-nak tulajdonitja, bar néhdny évvel el6tte A. Girard (1595-1632) is
megfogalmazta. Mivel Fermat felfedezését egy 1640. december 25-én kelt levelé-
ben kozli bardtjaval, M. Mersenne-nel, a tételt szoktdk , Fermat kardcsonyi tételé-
nek” is nevezni. Fermat sejtése a szamelmélet egyik klasszikus tétele, amely szerint
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minden 4m + 1 (m € N) alakd primszam a tagok sorrendjétél eltekintve egyér-
telmien felirhaté két egész szam négyzetének Osszegeként. Emiatt nevezik ,két
négyzetszam tételnek” is. Példdul 5=4-14+1=224+12 13 =4 -3 +1 =32 + 22,
17=4-441 =42 +12 stb.]. A tételt Euler is bebizonyitotta, de nagyon bonyolultan
és hosszadalmasan (55 oldalon!).

Leonhard Euler (1707-1783) matematikust: Fermat kardcsonyi tételének egy-
szer(i bizonyitdsaval. A Teleki Tékaban is fellelheté volt Eulernak az a miive, mely-
ben ezt a tétel bizonyitotta. Az 55 oldalas bizonyitas kozel kétszer olyan hosszi,
mint az egész Appendix. Euler bizonyitdsdat Bolyai Farkas is tul hosszunak itélte,
ezért levélben kérte fidt, hogy préobalja rovidebben bebizonyitani ezt a matemati-
kai igazsagot. Janos Eulertdl egyszeriibb bizonyitast adott a tételre, s6t mi tébb,
apjahoz frott egyik levelében két oldalon(!) négy(!) bizonyitdsét {rta le a tételnek.
A negyedik bizonyitds 2 sorbél(!) llt. Bolyai Janosnak ez a bizonyitdsa minden bi-
zonnyal a KONYV-be valé. (Erd6s Pal szerint ,Istennek van eqgy KONYV, amely-
ben minden tétel és a legjobb bizonyitdsok benne vannak. Ha nem is hiszel Istenben,
a Konyvben hinned kell! Taldn az Isten maga a KONYV. — hirdette. Egy matemati-
kus csak akkor lehet nyugodt, ha egy problémdnak nem csak egy bizonyitdsdt, hanem
a Konyvbdl szdrmazd bizonyitdsdt taldlja meg.”) Kiss Elemér professzor mutatott
ra, hogy a fenti tétellel kapcsolatban még 2000-ben is jelent meg olyan matematikai
kézlemény, amelyet Janos mér 160 évvel kordbban kidolgozott [12].

Nem kizart, hogy a fenti névsor még folytatodhat, hiszen maga Weszely Tibor,
a neves Bolyai-kutaté nyilatkozta, hogy ,Bolyai Janosnak kiilénésen az analizis
teriiletén vannak még feldolgozatlan feljegyzései, de a matematika mas agahoz
tartozo irasai is »vdrnak a napfényre«, ahogyan ¢ fogalmazott [5].”

Olah-Gal Roébert Bolyai-kutaté is hasonléan vélekedik, amikor azt irja, hogy
»még sok meglepetést hozhat a Bolyai-kéziratok megfejtése [15].”

Bolyai Janos mindenkit megel6zott:

— Az abszolit geometria felfedezésével; sem Gauss leveleiben, sem Lobacsevsz-
kij dolgozataiban nincs sz6 az abszolut geometriardl, ezért joggal allithatd, hogy
az abszolut geometria felfedezése egyediill Bolyai Janos érdeme. El6tte sem, de
vele egy id6ben sem gondolt senki annak megalkotasara. Vekerdi Lészl6 ide ki-
vankozé gondolataval: ,Bolyai Janos nem a nemeuklideszi geometridt fedezte fel.
Neki a nemeuklideszi geometria ingyen ajandékként adédott, miutan folfedezte, szd
szerint megteremtette az abszolit geometriat, azt a Harmadikat, ahonnét a Masik
kett6 kibontotta a maga kiilon és snmagdban megtdmadhatatlan igazsdgét [21]”.
Tehat a Bolyai 4ltal abszoliutnak nevezett geometria azokat a tételeket tartalmazza,
melyek mind az euklideszi (¥ rendszer), mind a hiperbolikus (S rendszer) geomet-
ridban egyarant érvényesek.

— A fizika geometrizdldsa gondolat megfogalmazaséaval.

— Annak beldtdsaban, hogy a kir négyszogesitése az euklideszi sikban lehetet-
len.

— Annak felismerésével, hogy a fizikai graviticids erdtér és a geometriai tér
kozott belsd dsszefiiggésnek kell lennie.
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— A modellmddszer elsé alkalmazasdval, amikor az Appendix 21. §-adban kimu-
tatta, hogy ha a paraszféran a paraciklust tekintjiik egyenesnek, akkor a paraszféran
az euklideszi geometria érvényes. Tehat a hiperbolikus térben modellt szerkesztett
— paraszférat —, amelyen az euklideszi geometria érvényes. Ez a fontos tulajdonsag
nagy szerepet jatszik Bolyai ellentmondasmentességi vizsgalataiban. A modell 1éte-
zése azt bizonyitja, hogy ha az S rendszer ellentmondéstalan, akkor ellentmondés-
talan a ¥ rendszer is. O azonban a modellmédszert arra hasznalta, hogy az S-ben
érvényes tételeket a Y-ban érvényes tételekbdl vezesse le.

— Abban, hogy kimondta: ,a nemeuklideszi geometria éppen gy ellentmon-
ddasmentes, mint az euklideszi.”

»Az igazsdg az, hogy Bolyai felfedezése két alapveté szempontbdl volt donto.
Egyrészt, hogy a geometridban megadta ezt a lehetOséget, masrészt a matemati-
kai logikdban el0szor volt olyan, hogy egymaédsnak latszélag két ellentmondani tiiné
tény is megvaldsulhat. Tehat az euklideszi geometria is lehetséges, meg a hiperbo-
likus geometria is ... hogy nem csak egyféleképpen szabad gondolkodni, hanem
tobbféleképpen is. Ebben vilagjelent6ségti attorést jelentett ez az 1j hiperbolikus
geometria.” — dsszegezte Bolyai hatdsét Boroczky Karoly akadémikus [12].

»Bolyai masik nagy gondolata, hogy ha mér van tobbféle geometria, akkor
melyik az, amelyik megvalésul? Amig csak egy van, addig ez nem kérdés. De ha
mar tobb van, akkor mar kérdés, hogy a jé Isten ezek koziil melyiket szerette? —
teszi fel a kérdést Lovas Istvéan akadémikus [12].

Az Appendix 33. paragrafusa bizonyitja, hogy Bolyait ez a kérdés is komolyan
foglalkoztatta. Itt ugyanis egy feladatot fogalmaz meg az altala felfedezett hiper-
bolikus geometria valésagot leird k paraméterének meghatarozasara. Gabos Zoltan
fizikaprofesszor mutatta ki, hogy ez a paraméter az Einstein-féle kozmoldgiai allan-
déval hozhaté kapcesolatba [14].

Ki képes arra, hogy a tudomanytorténet eme oridsait akar 100 évvel is meg-
elézze, ha nem egy géniusz! E6tvos Lordnd szavaival mindenképpen egyetértve el
kell fogadni, hogy ,csak az az igazi tudomadany, amely viligra szdl; ... ez vald-
sult meg Bolyai alkotdsdval egyszer; ilyen teljes mértékben taldn egyetlenegyszer.”
Szentagothai Janos  szavai egyéltalan nem tilzéak, amikor azt irja, hogy ,,A ma-
gyar nép géniusza a tudomdny teriletén legmagasabb fokon Bolyai Jdnosban oltott
testet.” Bolyai Janos nagysdgat Weszely Tibor Bolyai-kutaté igy jellemezte [13]:

e a mai napig a magyar nemzet legnagyobb matematikusa;
e egy szerencsétlen életli ember, akiben nagyon érzodik a magyar sors;
e minden id6k egyik legnagyobb matematikusa.
Felvetédik a kérdés, hogy mi mindennel gazdagithatta volna még a matema-
tika tudomanyat ez a zseni, ha kedvez6 koriilmények kozott folytathatta volna

kutatédsait, és publikdlhatta volna felfedezéseit [9]. Egy Pierre-Simon Laplacenak
tulajdonitott mondaés kifejezi Euler hatasat a matematikara.

,Olvasd Eulert, olvasd Eulert, § mindannyiunk mestere.” Maga Gauss, a mate-
matika fejedelme is ugy nyilatkozott, hogy ,,Euler miiveinek tanulményozasa mindig
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a legjobb iskola lesz. Semmi sem helyettesitheti.” Bolyai Jdnos nem csak a geomet-
ridban alkotott nagyot. ,,é egyetemes matematikai zseni volt, aki kora matema-
tikdjanak minden olyan dgaval foglalkozott, amelyekrdl tudomdst szerzett [19].”
A fentiekben nem is emlitett analizissel kapcsolatosan Doméldrél 1844-ben tudatja
apjaval, hogy , Az integrdlszamitdsban is tomérdek uj konnyd, tiszta tanom van . ..
[9, 164. 0.]” M4s, alkotébb légksrben, kelld elismertség esetén a matematika sok
teriiletére kiterjedé érdeklodésével, parjat ritkitéd tehetségével egy masodik Euler
lehetett volna.

Ko6szonetnyilvanitas. A cikk szerzdje koszonetet mond Dr. Bordczky Kdroly
akadémikusnak, Dr. Weszely Tibor, és Dr. Szabé Péter Gabor Bolyai-kutatéknak
a cikk el6zetes atolvasdsaért és értékes észrevételeikért.
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A PROBLEMAMEGOLDAS MEGISMERESENEK
MAGYAR MODSZERE

NAGY GYULA

Bevezeto

L1obbet ldt eqy orszdag természeti szépségeibdl az az utas, aki tapasztalt vezetd kisé-
retében, korszeriien megvdlasztott dsvényeken bejdrja néhdny legérdekesebb vidékét,
mint az, aki végignyargal minden szélesre taposott orszdagutjin.”

Eo6tvos Lorand

A cikk a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok mar tobb mint 120 éve
mikodo két 6 alkotd elemét: a tanév soran zajlé versenyeit és a folyodiratot, ezek
aktudlis fejlesztéseit, és legfoként gondolkodast, problémamegoldést fejlesztd kiil-
detését mutatja be. A problémamegoldas fejlesztésében elért eredmények igazolasé-
hoz hivatkozunk nemzetkozileg elismert tudésaink eredményeire, néhanyuk életmii-
vére, ezeket ismertnek tételezziik fel. Bemutatjuk az egyes alkotéelemek miikodését.
Levonunk néhany kovetkeztetést az elmilt néhany évben készitetett adatbazisok
lekérdezése soran kapott eredményekrol. Altaldban kivéls problémamegolddk ke-
riilnek ki a specidlis osztalyokbol. Tébbnyire azért, mert tehetséges didkok jarnak
oda, és nem mellékesen azért, mert nagyon jol gondolkodd, a problémamegolddsban
is sikeres tanarok tanitjak 6ket. Természetesen mas iskolakra is igaz lehet az el6z6
allitds. A tehetség definiciéja vitatott, nem célunk, hogy ezt itt meghatérozzuk,
szerintiink a kovetkezd Carl Seelig-nek 1952-ben irt Einstein idézettel lehet kozeli-
teni e fogalmat a tudomény vonatkozasdban: Nem vagyok kilondsebben tehetséges,
csak szenvedélyesen kivancst.

Az, hogy hogyan valik egy didk jé problémamegolddvd, Osszetett probléma,
erre szeretnénk egy igazan gylimolesoz6 utat mutatni. Matematikai, természettu-
doményos, miiszaki teriiletrél megkérdezve sikeres didkokat, végzett szakembereket,
minek koszonhetik a sikereiket, az iskoldk mellett a kozép-eurépai gyokerekkel ren-
delkez6k koziil nagyon sokan megemlitik a KoMaL-t is. Miel6tt részletesen erre
térnénk ki, sziikséges megemliteniink az Eo6tvos-, illetve Kiirschak-versenyt, mert
a kozépiskolas kortiak matematika, fizika tudédsat, problémamegoldd készségét ha-
gyomanyosan a legjobban ezek a versenyek mérik. E versenyeken viszont csak akkor
lehet jol teljesiteni, ha valaki nagyon keményen dolgozik, ehhez a Lap adja a leg-
szélesebb korli tAmogatast.

Torténetileg is nagyon kozel allnak egymashoz.
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E6tvés-, majd Kiirschak-verseny és a Matematikai versenytételek

Taldn a legismertebb problémagyijtemény a tobb részletben és tobb kiadasban
is megjelent Kiirschdk &ltal irt konyv, amit Neukomm Gyula, Hajos Gyorgy és
Surdnyi Janos [Matematikai versenytételek| atdolgozott, folytatott, majd az utébbi
szerz6 tovabb folytatott egészen az 1997. év versenyéig.

Ezeken a versenyeken kordbban még ki nem tiiz6tt harom matematika, bizo-
nyos években parhuzamosan futé versenyként harom fizika feladatot lehetett meg-
oldani. A versenybizottsdg mindig tigyelt arra, hogy a feladatok otletesek legyenek,
legfeljebb a kozépiskolai tananyaghoz tartozd ismereteket tartalmazzanak. Mivel
a verseny egyetlen fordulébdl all, a harom feladatnak alkalmasnak kell lennie arra,
hogy kivalassza és rangsorolja az orszag legjobb problémamegoldéit.

Megallapithatjuk, hogy a kitiizott feladatok jol specifikaltak, nincsenek ko-
zottiik félreérthetd, szinte hibatlanok. Egy kivételrél beszamolok, kiilonésen mert
djabb eredményekkel gazdagitotta a matematikdt. 1948-ban mésodik feladatként
tlzték ki kovetkezot: Igazoljuk, hogy egyetlen olyan poliéder létezik, amelynek nincs
dtldja (azaz bdrmely két csicsdt él kiti dssze), és ez a tetraéder. Az §llitas egy-
szerli poliéderre igaz, tehat olyanokra, amelyek topolégiailag a gombnek felelnek
meg. A versenyen nem sikeriilt j6 megoldast adni, de hamarosan Csaszar talalt
egy réla elnevezett ellenpélddt, amely topoldgiailag egy térusznak felel meg. (Csa-
szér, 13 (1949-50)) (Gardner, 1975) A probléma nyomtatdsban végiil csak konvex
poliéderre lett kitiizve, mert a bizottsag valdsziniileg eredendden is igy akarta.

Gondolhatnank, hogy a verseny nyertesei koziil mindenki kutaté lett, részletes
leiras talalhaté (Radnai, 1994/11.) (Surdnyi, A 100-adik Kiirschdk Joézsef Mate-
matikai Tanul6verseny, 2004) munkakban az Eotvés- és Kiirschak-versenyeken j6l
szereplo didkokrol. Fentebb emlitettiik, hogy a versenyen id6szakonként fizikai prob-
lémakat is kittiztek, és egy id6 utédn a két verseny szétvalt. Mindossze harom olyan
didk volt, aki azonos évben egyszerre a legszinvonalasabb matematika- és fizika-
versenyt megnyerte: Teller Ede, Bakos Tibor és Kés Géza. Tellert valészintileg nem
kell bemutatni, utébbiaknak szerkesztoként nagyon sokat kdszénhet a KoMal..

Nem mindegyik kivalé matematikusunk volt eredményes versenyz6. Annyit
megjegyezhetiink, hogy egy verseny feltételei kiilonbozéképpen befolyasoljak a di-
akok aktualis problémamegoldé képességét, teljesitményét.

1962-bél szarmazik a Kiirschak-verseny kovetkez6 feladata: Bizonyitsuk be,
hogy egy konver n-szég dtloi kézil nem lehet n-nél tébbet ugy kivdlasztani, hogy
bdrmely kettének legyen kozds pontja! Az eredményhirdetésen a versenybizottsig
elnoke, Hajés a kovetkezd nagyon tomor, elegans megoldast ismertette: ,, A konvex
n-sz0g alakja nem szdamit, feltehetd tehdt, hogy szabdlyos. Ebben az dtlok irdnya
n-féle, legfeljebb ennyi tehdt a pdronként metszék szdma is.” (Fleiner, 2010). Bolyai
Janos fogalmazta hasonlé tomorséggel Abszolit Geometridjat az Appendix olda-
lain. Természetesen ez a tomor megoldas csak azon szakmabeliek szamara értheto,
akik a harom kozolt allitas koziil mindegyiknek a megértéséhez sziikséges elGismere-
tekkel rendelkeznek. Még egy matematikusnak is nagyon at kell gondolnia az egyes
tagmondatokat a megoldds megértéséhez, egy atlagos kozépiskoldsnak ez reményte-
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len feladat lenne. Nem véletlen, hogy a feladatra adott harom megoldds mindegyike
joval terjedelmesebb a Matematikai Versenytételek eredeti valtozataban.

»Naiv dolog lenne azt dllitani, hogy én 6t tanitottam ... hetenként egyszer-
kétszer dsszejottiink Neumann-nal, tedztunk, matematikarol beszélgettiink, hogy mi-
lyen problémdk léteznek a halmazelméletben, integrdlelméletben és mds témakdriok-
ben. Neumann pillanatok alatt felfogta a dolgok jelentdségét, s egy hét mulva mdr
kész, sajdt eredményekkel dllt eld.”

Szegé mondataibdl kideriil, hogy Neumann téle is kapott instrukcidkat a le-
hetséges matematikai fejlodési iranyok vonatkozasdban. Sok tanar szeretne ilyen
didkot, és természetesen sokan félnek is a til okos didktdl; ez még Pdlyaval (Pdlya,
1945) is eléfordult: ,,é volt az egyetlen didkom, akitdl féltem. Nagyon gyors volt. Egy
szemindriumot tartottam halado didkok szamdra Zirichben, amelyen Neumann s
részt vett. Egy bizonyos tételhez érve megjegyeztem, hogy ez még nem bizonyitott,
és lehet, hogy nehéz a bizonyitdsa. Neumann nem szolt egy szot sem, de 6t perc
mulva jelentkezett. Amikor felszdlitottam, akkor a tabldhoz ment, és felirta a bi-
zonyitast. Fttdl kezdve féltem téle.” Mit tehet egy ilyen didkkal megédldott tandr?
Hasznos elfoglaltsagot kell taldlni.

Kell egy Grund

Ahol a lelkes fiatal kihivdsokkal keriil szembe, ismereteihez illeszkedd problémé-
kat old meg, hasonlé képességekkel rendelkezdkkel verseng, és leginkabb fejlodik,
kiilondsen a gondolkodasban. Egy a P&l utcaihoz hasonlé intézményre, esetiink-
ben egy Lapra és annak szellemi erejére tud tamaszkodni. Hogyan tudjuk segiteni
a problémamegoldé gondolkodast? Milyenek a megfelelé problémak? A tapasztalt
mesterek valasza egyszer(i: olyan nehézségli feladatokat kell taldlnunk szaméra,
amelyet a tanulé még éppen meg tud oldani. A mester dolga, hogy ilyet mutas-
son. Ha nincs megfelel6 mester (és egy idé utdn mar nem lesz, mert a jé tanitvany
tulszarnyalja mesterét), akkor, és persze mar kordbban is sok problémat kell meg-
oldani, amik kozott biztosan lesznek olyanok is, amelyek segitenek gondolkodasunk
fejlesztésében, mert elegendéen nehezek, és mégis megoldhatok. Igy gazdagodunk
a megoldasi mdédszerekben, gondolkodasi sémaéink szdama n6, bonyolultsaguk, dssze-
tettségiik szintén, a sémdk szdma persze véges. (Méré, 2002). Egy idé utdn ezek a
sémak gondolati képekké, mechanizmusokka dllnak 6ssze (Hadamard, 1996), ame-
lyek segitenek benniinket a kitlizott feladatok megoldasaban.

A megfelel¢ problémak felkindldsaban kivételes szerepet jut a KoMaL-nak.
Hérom bizottsaga huszonnégy, az oktatas, kutatds irant elkttelezett egyetemi, ko-
zépiskolai oktatébol 4ll. Ok kiildik a kitiizendd feladatok zomét. Olvaséink havonta
kozel 10 feladatot kiildenek be. A feladatok kivédlasztdsa, specifikdldsa a megfe-
lel6 bizottsdg feladata. fgy versenyzOink szdmara a kihivast jelento feladatot nem
egyetlen ember, hanem egy szakért6kbél allo csapat allitja eld.

Tekintsiik a kdvetkez6 tablazatot, amely azt mutatja, hogy a Lapban kitlizott
feladatok megoldasanak eredményessége mennyiben segiti a kordbbi fejezetben is-
mertetett Kiirschak-versenyen az eredményes részvételt. Azt mérjiik tehat, hogy
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aki folyamatosan dolgozik a lapban, az mennyire eredményes a legszinvonalasabb
matematika versenyiinkon. A tablazat az utébbi 5 év Kiirschak-versenyeinek elsé
10 helyezettjei dltal megoldott feladatokért kapott pontok szamat abrazolja a Ko6-
Mal. pontversenyében szerzett pontok fiiggvényében. A vizszintes tengelyen a Lap
A és B pontversenyében tobb éven keresztiil megoldott feladatokért szerzett pon-
tok szamat ugy allapitottuk meg, hogy a nehezebb A feladatokért kapott pontokat
haromszoros sullyal vettiik, mert a megoldasuk legaldabb ekkora energia- és idérafor-
ditast igényel, természetesen, akkor, ha a versenyzd egyaltalan képes a feladat meg-
oldasédra. A grafikonon ldthaté trendvonal bizonyos értelemben mutatja a KoMalL
pontversenyének eredményességét. A vizszintes tengely kézepén 1000 pont kb. azo-
nos mennyiségii munkaéranak felel meg, ez a trendvonalat tekintve 2,5 Kiirschak-
feladat megoldasanak felel meg.

7
.

6 + a
a
o 5
o 5 ¢
2
] . .
o
~ e
2
£ . = S
£ 3 Los—
3
X
g /
£ E——— * oo -
a oo o £ C

1 * o6 s se o0

0

0 500 1000 1500 2000
KéMal score: 3A+B

A harom feladatnal tobbet teljesiték legaldbb két versenyen is részt vettek,
a 6,5 pontot elért versenyz6 3 versenyen is részt vett. A grafikon bal szélén levé
ponthoz tartozé versenyzo két alkalommal is eredményesen szerepelt a Kiirschak-
versenyen, annak ellenére, hogy a Lap matematikaversenyében nem vett részt, am
a fizikaversennyel 6 is prébalkozott. Megkérdeztiik, miért nem csindlta a KoMal.-t.
Természetesen oldott meg nehéz A feladatokat, csak éppen nem kiildte be a meg-
oldasokat. A versenyzék ezt a mozzanatot, és a feladatat leirasat szeretik a leg-
kevésbé. Az eredményes Kiirschék-szerepléshez természetesen nem elegendd csak
a KoMaL pontversenyében valé eredményes részvétel, hiszen ahhoz egyéb ossze-
tevok is kellenek, mint azt a bevezet6 fejezetben mar emlitettiik. Nem emlitettiik
viszont Pésa Lajost, a MaMuT-ot, valamint az Erd6s Pal Matematikai Tehetség-
gondoz6 Iskolat, amelyekben tabori kériillmények kozott folyik nagyon szinvonalas
tehetséggondozas, e cikkben e tdborok munkéjira nem tériink ki.

A K6MaL nagyon révid torténete

1893-1896: Arany Déniel mutatvanyszamot jelentett meg decemberben, és szer-
keszti a sikeres, bar financidlis gondokkal kiizd6 Lapot.
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1896-1914: Réatz Laszlé a Fasori Gimnédzium tandra lesz a lap kiaddja és szer-
kesztéje is egyben. Legsikeresebb tanitvanyai Neumann és Wigner nem szerepelnek
a megolddk kozott, mert a Lap az . vildghdboru alatt nem jelent meg, azonban Ratz
oktatdsa soran nyilvan haszndlta a lapban kordbban megjelent feladatokat, hiszen
azokat feladatgyiijteményben is megjelentette. Ratz Lapokkal kapcsolatos tevé-
kenységére szeretnénk felhivni az olvasdink figyelmét, ezért idéziink Mikola Sandor
beszédébdl, amely a Fasori Gimnézium értesitGjében jelent meg. ... A mathema-
tikai tanitds reformjdndl is mélyebb az a hatds, melyet Ratz Ldszlo a Kozépiskolai
Mathematikai Lapok révén az orszdg mathematikai tanitdsdra kifejtett. 20 éven dt
szerkesztette e lapot. Teljesen onzetleniil csindlta, sem dllami, sem mdsféle seqitsé-
get sehonnan sem kapott (de nem is kért), sét a lap kiaddsdra tetemes dsszegeket
is dldozott. A legnagyobb gonddal vdlogatta meg a kis folyoirat cikkeit és felada-
tait, hogy a tanuldkban a mathematikai problémdk irdnt vald érdeklodést folkeltse
€s az igazi mathematikai gondolkozdsi mdod maguvait elhintse. Még nagyobb gonddal
és lelkitsmeretséggel olvasta dt és birdlta meg az orszag minden részébdl beérkezd
megolddsokat. Nagy éleslatdissal mindenkor fel tudta ismerni az igazi tehetségeket,
ugyhogy méltan dicsekedhetnék azzal, hogy mindazok, akik az egyetemeken és a f6-
iskoldkon mint kivdlo mathematikusok kitintek, majdnem kivétel nélkil az 6 lap-
janak sziikebb gdrddjabol keriltek ki ...”7 A pontversenyben mdas tudomanyok jeles
képviseldi is kivéls eredményeket értek el, koziilitkk Karmén Tédor (1881-1963) és
Harsényi Janos (1920-2000) nevét feltétleniil meg kell emliteniink.

1925-1939: Utébbi mar az elsé vildghaborut kéveto zlirzavar utan versenyzett
a Farag6 Andor édltal Gjrainditott és szerkesztett folydiratban. A lap céljanak a ma-
tematikai gondolkodas fejlesztését, a természeti ismeretek gyarapitasat tartotta.
Erre az idGszakra esik nagyon sok kivdlé matematikusunk KéMal-os karrierje.
A legismertebb nevek: Turdn P4l (1910-1976), Hajés Gyorgy (1912-1972), Erdds
Pal (1913-1996) és Rényi Alfréd (1921-1970). Arany Déniel az alapitd, Faragd An-
dor és a Lap is a masodik vilaghabort és a zsidéiildozés dldozatai lettek.

A masodik vilaghdbori utan dr. Sods Paula szegedi matematika-tanarné fiatal
tanar kollégdja, Surdanyi Janos segitségével elinditotta a sajat terjesztésii stencile-
zett Szegedi fveket, amellyel a Ko6zépiskolai Matematikai Lapok harmadszorra is
djra indult. Céljukat igy fogalmaztik meg: ,A kozépiskolai matematikai képzés ki-
egészitésére szerkesztjik a lapot, az dtlag érdeklddést tanuldknak kellemes élményt
szerezni. Az dsszefiiggések felismerésében erdsiteni dket, valamint a megolddsok kdz-
lésével gondolataik vildgos, szabatos kifejezését segiteni.” Ma sem kivanhatunk e cé-
loknal nemesebbeket. E gondolatokat szem el6tt tartva a korabbi években Suranyi
Janos irdnyité munk&jat segitette, illetve folytatta Neukomm Gyula, Bakos Ti-
bor, Bodé Zalan, Kunfalvi Rezs6, Sz6kefalvi-Nagy Agnes, Tusnady Gébor, Fried
Ervinné, Csirmaz Laszlo, Pataki Janos, Lugosi Erzsébet, Olah Vera. Nehéz lenne
kiemelni a II. vildghabori utani megolddk koziil néhanyat, hiszen matematiku-
saink és fizikusaink majdnem mindegyike résztvevéje volt a pontversenynek. Ezt
tdmasztja ald Staar Gyula Matematikusok és teremtett vildguk cimii kényve, va-
lamint a Réka Sandor szerkesztésében megjelent Miért lettem matematikus cimi
gyljtemény.
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Rétz idejében a Lap megolddinak 1étszama elérte a 200-at, a jelenlegi 1étszam
ennél egy nagysigrenddel nagyobb. A versennyel, illetve a szerkesztéssel jaré ad-
minisztracio szemléltetésére lassuk a kovetkezd dbrat.

Az angol nyelvii dia aljan a kiilénb6z6 szinii gérbék mutatjdk, hogy kilenc
versenyt rendeziink egyetlen év alatt gy, hogy bizonyos idészakokban, az atfedé-
sek miatt parhuzamosan négy versennyel kell foglalkoznunk. ,FEzért teljesen ért-
hetd miért lehetett konnyen dtiltetni a Kirschdk-versenyt, amig a KéMaL magyar
specialitds maradt.” mondta Berzsenyi Gyorgy, aki tobb tehetséggondozé versenyt
honositott meg az Egyesiilt Allamokban.

A Ké6MaL pontversenyei

Lapunkban matematika, fizika és folyamatosan mér 15 éve szamitéstechnika ver-
seny is talalhaté. A matematikabizottsdgot Hermann Péter, a fizikabizottsagot
Radnai Gyula vezeti, a lap fizika részét Gnadig Péter szerkeszti, a szamitastechnika
rovatot Schmieder Lészl6 feliigyeli.

A bizottsdgok és a szerkesztOk munkéja jol kovetheto az dbran. A versenyzok-
nek kozel egy honap &all rendelkezésiikre, hogy megoldjak a feladatokat. A megol-
désok nagy része mar elektronikusan érkezik a szerkesztOségbe. A sikeres verseny-
zéshez nem kell minden példat megoldani. Nagy kitartas kell a rendszeres munka-
hoz. Egyetemi hallgatok szortirozzék, javitjak, értékelik a feladatokat, a szerkesz-
tok atnézik a javitdast. A bekiildott feladatok megoldédsai alapjan mintamegoldéast
irnak a lapba. A legjobbak nevét megjelentetjiik a feladat megoldasanal. Az ered-
mények havonta automatikusan Osszegzédnek, és mindenki megtekintheti a Ko-
MaL http://www.komal.hu honlapjdn a nevéhez tartozd oldalon az addig Gssze-
gyllt pontjait, pillanatnyi helyezését tantargyanként és kategoridnként is — hiszen
vannak olyan versenyzok, akik mindhdrom tantargybdl kiildenek be feladatokat.

A j6 helyezést elértek fényképét a lapban megjelentetjiik, és jutalmazzuk éket.
A dijak ataddsa tinnepélyes keretek kozott a kétnapos Ifjusagi Ankétunkon tor-
ténik. Az ankét eléad6i kozott akadémikusok, egyetemi és kozépiskolai tanarok,
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valamint a tudomany mas jeles képviselGi is megtaldlhaték. A verseny orsziagosan
elterjedt. Versenyz6ink az orszag tobb mint széz telepiilésének, tobb mint kétszaz
kozépiskolajabol kiildtek be megoldasokat. A nemzetkozi didkolimpidk résztvevéi
a legjobb helyeken szerepelnek a pontversenyiinkben. T6bb mint hisz hataron tuli
varosbdl voltak megolddink, angolul is kapunk megoldasokat. Megnyugtatd érzés,
hogy az otthon elkészitett megoldasok alapjan zajlé egész éves versenyiink eredmé-
nye egybecseng a zart helyen zajlé néhany o6ras versenyek eredményeivel, példaul
a Kiirschak-verseny, vagy az Eotvis-verseny eredményével.

A lap megjelenését és a széles koril jutalmazést részben a Matfund Alapitva-
nyon keresztiil az Oktatdsi Minisztérium, az Ericsson Magyarorszag Rt., az Euro-
profil Kft., a Neumann Janos Szamitégép-tudomanyi Tarsasag, a Metropolis Ala-
pitvédny (USA), valamint magénszemélyek személyi jovedelemaddjuk 1%-4val is ta-
mogatjik. Az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetem tdmogatdsa szellemieken kiviil ter-
mészetben is megnyilvanul: az irodank és esetenként el6addétermek biztositdsaval.

KéMal. — Mlg:emltkll mﬁmu Journal

= Magymr  nlormwtion  Comest Sourml Adcien News.
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Fekete Panna (Pécsi Leowey Klira Gimnazium, Pécs, Hungary,

grade 12)

Order KsMalt

Pelikan Joézsef, a magyar IMO csapat vezetdje igy emlékezik: ... Hetedik-
ben aztdn beneveztem €s néhdny megolddst bekildtem ... sokkal jobban szerettem
— édesapdm bdnatdra — focizni, mint megolddsokat kérmdlgetni ... Viltozdst csak
az hozott, mikor eldszor megldttam a nevem nyomtatdsban, hirtelen eleven wvalo-
sag lett: van értelme dolgozni, van visszajelzés ... Rengeteget tanultunk egymdstol
és erds (de mindig bardti) versengés indult meg, pl. KéMaL megolddsok tigyében,
tobbek kozt Lovdsz Laszloval ... Kozben nagyon keményen dolgoztam. Délben ha-
zamentem az iskoldbol és gyors ebéd utdin nekiiltem matematikdt csindlni estig —
ez ment naprol-napra, hétrél-hétre, hénaprol-hénapra. fgy megtortént a csoda: mdr
elsds (9. osztaly) korunkban kijutottunk (Lovdsz és én) a Nemzetkizi Matematikai

Didkolimpidra . ..” (Pelikdn & Lovéasz, 1993/December).

A visszajelzést sikeriilt felgyorsitanunk: az értékelést kovetéen a pontszam
azonnal megjelenik a versenyzd eredményei kozott, és azt barki megtekintheti,
amennyiben a versenyzé nem korldtozta ezt a lehet&séget.

Erdemes 8sszehasonlitanunk a pontversenyiinkben elért eredményeket az IMO
csapatunk eredményeivel. A tablazat az utébbi 5 év IMO eredményeit abrizolja
a KoMaL pontversenyében szerzett pontok fiiggvényében. A vizszintes tengelyen
a Lap A és B pontversenyében tobb éven keresztiil megoldott feladatokért szerzett
pontok szadmat szintén gy allapitottuk meg, hogy a nehezebb A feladatokért kapott
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pontokat haromszoros sullyal vettiik. A grafikonon lathaté trendvonal az elézénél
szignifikdnsabb és ez esetben is jol mutatja a KoMal pontversenyének eredményes-
ségét. A vizszintes tengely kozepén 1000 pont kb. azonos mennyiségii munkadranak
felel meg, ez a trendvonalat tekintve 27-28 pontnak felel meg, ami dltalaban nagyon
kozel esik az aranyérem alsé hatardhoz.
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A 42 pontnél tobbet teljesitok legalabb két versenyen is részt vettek. Az ered-
ményes IMO szerepléshez természetesen nem elegendé csak a KéMal. pontversenyé-
ben valé eredményes részvétel, hiszen ahhoz néhany jé tanar és egyéb sszetevik
is kellenek, mint azt a bevezetd fejezetben mar emlitettiik.

Elmondhatjuk a két grafikon ismeretében, hogy a kiugré teljesitmények eléré-
séhez tehetséggel megéldott didkjainknak is komoly dldozatokra van sziikségiik. Ezt
természetesen eddig is tudtuk, most viszont mar azt is tudjuk, hogy van olyan mé-
dium, amelyik partner ebben a munkaban. A pontverseny egyes évfolyamén meg-
oldott 60-120, kiilonleges esetekben még ennél is tobb feladat megtanit benniinket
a problémamegoldé gondolkodés képességére, és ezzel barmikor hasznédlhato, érté-
kes tudasra tesziink szert, amely a versenyek elmultaval is kiilonleges eredményeket
generalnak. Talan a legjobb tanédcs, amit minden problémamegoldénak tudnia kell
szintén Polyatdl szarmazik: ,Ha egy probléméval nem boldogulsz, keress egy egy-
szertibbet, amit meg tudsz oldani.”

Versenytink és Lapunk f§ tdmogatéi a MATFUND alapitvanyon keresztiil se-
gitik munkankat. Egyéni tamogatdink és azok akik a tdmogatasok megszerzésében
segitettek tobbnyire korabbi legjobb megolddink koziil keriilnek ki: Bor Zsolt, Csé-
SZAr Akos, Dobos Krisztina, Bollobas Béla, Fodor Istvan, Friedler Ferenc, Féldes
Tamés, Knuth Abel, Laczké Laszlé, Lovasz Laszlo, Palinkds Jézsef, Vicsek Tamés.
A lap megjelenését és a széles koril jutalmazast az Oktatasi korményzat, az Ericsson
Magyarorszdg Rt., valamint maganszemélyek személyi jovedelemaddjuk 1%-dval is
tdmogatjak. Az Eotvos Lorand Tudoményegyetem tamogatasa szellemieken kiviil
természetben is megnyilvanul: az irodank és esetenként el6addétermek biztositasé-
val.
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A Lap

A cikkek valogatasanal, szerkesztésénél Leibniz gondolatait szeretnénk koévetni, hi-
szen kozépiskolasok szamara érthetd, élvezheté publikaciot szeretnénk megjelen-
tetni: ... (jgy irtam, hogy az olvasé mindig észrevehesse a tanultak belsd indité-
kait, sot ldssa a felfedezés forrdsait, €s gy érthessen meg mindent, mintha azt sajdt
maga fedezte volna fel ...”7. Prébaljuk dbrakkal, képekkel érthetobbé tenni koz-
lenddinket, szemléletessé tenni a megoldasok, bizonyitasok gondolatmenetét. Még
kozépiskolas koraban megjelent egy cikk Erdéstol a magasabb rendli szamtani so-
rozatokrdl. Ebben a definicid, a differencidk kozotti Osszefiiggések tisztazasa utan,
ti. hogy a differencidk az eggyel alacsonyabb rendii differencidk kiilonbségei, majd
a kobszamok szerepelnek numerikus példaként, és a kovetkez6 altalanos felirasbél
fogalmaz sejtést, majd teljes indukciéval bizonyit.

Erdosnek késébbi cikkei is jelentek meg a lapban, ezekben olyan problémait
publikalta, amelyek kiilonosen alkalmasak arra, hogy megragadjak fiatal tehetsé-
gek figyelmét, mert e problémdak természetesek, konnyen értheték, mégis megol-
datlanok. Egy ilyen cikkrdl beszél Lovasz nagy elragadtatassal: ... Az egyik elsd
szdmban, ami kezembe kerilt, Frdds Pdlnak volt egy cikke kombinatorikus geomet-
riardl. Nagyon meglepett, és fol is lelkesitett, hogy meg tudom érteni, amin nagy
matematikusok gondolkodnak, és hogy milyen sok szép, nehéz, megoldatlan kérdést
lat az ember, ha egy kicsit korilnéz, még egy olyan klasszikus terileten is, mint
a geometria. A cikket legalabb hisszor végigolvastam . ..”7 (Pelikdn J. L., 1993/De-
cember).

A szamitégépes hattér, valamint a KéMaL honlap megteremtése Kés Géza
munkéja. A honlap karbantartdsa mellett sok egyéb, informatikdhoz kapcsol6dé fel-
adatunk is van: e-mailen kapott megoldasok nyomtatasa; a versenyzék pontjainak
adatbazisban torténé rogzitése; a napi levelezés intézése; az egyes szdmok torde-
lése, a legujabb szam részleges nyomdai el0készitése; feladatok és cikkek ellenérzése
az archivumban, hogy nem jelent-e meg korabban hasonlé a Lapban; az archivum
allandé frissitése. A KoMaL egyes szamainak archivuma, megtaldlhaté honlapun-
kon. Az archivum tobb mint harmincotezer oldalt tartalmaz, lehet benne keresni
id6rend, téma, illetve a lapban megjelent nevek (szerz6k, megolddk) szerint. A fel-
adatokon és cikkeken kiviil évtizedekre visszamendleg nyomon kévetheték a ma-
gyar matematika, fizika és szamitastechnika oktatdsaban nagy szerepet jatszé or-
szagos és nemzetkozi versenyek. E versenyek koziil a legrangosabbak bemutatasara
http://www.versenyvizsga.hu oldalt fejlesztettiik. Ebben olyan ,feladatbazist”
hoztunk létre, amelyben talan el6szor a képletekre is lehet keresni. Szeretnénk,
ha a tobb mint szdzéves anyag minél nagyobb része teljesen kereshet6 lenne, és
elkésziilne az sszes feladat és megoldas angol forditdsa is. A KoMal. archivum
legszebb ékkovei a megolddk fényképei, célunk, hogy ezek minél jobb mindségben,
hidnytalanul felkeriiljenek honlapunkra.

A teljesség igénye nélkiil szeretnénk megemliteni munkatarsainkat, akik a szer-
kesztéi feladatokon feliil is sokat tesznek azért, hogy a lap a mai tartalmédban

és formdjaban megjelenhessen: Gnédig Péter, Herman Péter, Kés Géza, Kulcsar
Cecilia, Miklés Ildiké, Ratké Eva, Oldh Vera, Trasy Jolan.
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A Foérumunk 211 téméja koziil az egyik leglatogatottabb a ,A valaki mondja
meg!” 1994 bejegyzéssel, és talan a leghasznosabb a ,TEX — avagy tanuljunk szé-
pen irni”, amely TEX tanuldsdnak tamogatdsara késziilt, egy nagyon jol haszndl-
haté gyakorlé péalya. A munkafiizet feliiletet azért hoztuk 1étre, hogy bejelentkezve
a versenyz6 kivalasztja a megoldani kivéant feladatot, és mar irhatja is a megolda-
sat, akar TEX-ben is. Nagyon fontos, hogy a versenyzék minél korabban tanuljak
meg a publikdlds szabdlyait, pontosan tanuljak meg leirni gondolataikat, a leirds
terjedjen ki minden részletre, és mégis maradjon tomor és értheté. Katona frap-
pansan fogalmazta meg a publikaciés kényszer, illetve a tudomanymetria 1ényegét
egy radiémiisorban: ,,Nem elég okosnak lenni, annak is kell ldatszani! ... Elsdsor-
ban tanitvdnyaimnak szoktam mondani, hogy nem elég az, hogyha nagyon okosakat

kitaldlnak, hanem azt el is kell adni. Szépen le kell irni ... 7.

K6MaL matematika B pontverseny legjobbjai

m vers./100 ®m matk ® mat
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14 14 =
1 12§
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A kovetkez6 tablazatban az utébbi években versenyzok létszamét abrazoltuk,
illetve matk-val jeloltiik a KoMaL 11. osztalyosok B versenyében a kivaléan tel-
jesitOket (a megszerezhetd pontszém legaldbb 80%-at érték el). A jol teljesitoket
mat-tal jeloltiik (a megszerezheté pontszam legaldbb 50%-at érték el, tartalmazza
a matk csoportot is). A grafikon jobb oldaldn a kordbbi évek eredményeit &bra-
zoltuk, ezekhez az évekhez teljes versenyzoi létszam megjelenitése tovabbi munkat
igényel. Itt szeretném megkoszonni Makay Géza és Mészaros Gergely kollégainknak
az adatok megkeresésében nytjtott segitségét.

A grafikonbdl leolvashatd, hogy a Lap pontversenyében jol teljesiték szama
20 {6 koriil van, a kivaldan teljesitOk szama pedig minddssze 8 £6 koriili és volt is,
ezek a szamok ugyan évente valtoznak, de nem szamottevéen. A versenyzoi létszam
az utébbi 15 év soran kozel felére csokkent, a korfa ekkora csokkenést nem mutat,
és a kozépiskolasok szama sem csokkent ez id6 alatt, igy tovabbi kutatés sziikséges
az okok, illetve a lehetséges kovetkezmények feltaraséara.

SMunkdnkkal nem kizdrélag a pozitiv eredményeket hajszoljuk, amint a laikusok
feltételezik, mert fdaradozdsaink célja ezenkivil az is, hogy ezen esztétikai érzelem
hatdsa ald keriljink, s mdsokat is ezen hatds ald vonjunk.” Talan az idézett Poin-
caré gondolat foglalja 6ssze legjobban a Csikszentmihélyi (Csikszentmihélyi, 1986)
altal nevesitett flow élményt, amely matematika miivelése soran leghatasosabban
valésziniileg a Heuréka atélését nyujtja. Ez az érzés, amely egy alkoté matemati-
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kust a teremtés allapotaba repit, és amelyet Bolyai apjanak irt levelében nagyon
tomoren igy fogalmaz meg: ,Semmibdl egy 1j, mas vildgot teremtettem.”

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok a magyar matematika, fizika és
szamitastechnika tudomanytorténetének része, megalapozta a magyar természet-
tudoméanyok kiilfoldi megbecsiilését azzal, hogy vilaghir(i tudésokat nevelt. Célunk
tovébbra is az, hogy didkjaink figyelmét a problémamegold6 gondolkodas felé ird-
nyitsuk, rendszeres munkajuk révén felkésziiljenek arra, hogy gondolataikat ponto-
san tudjak leirni, és nem utolsésorban a feladatmegoldas intellektudlis 6romét sze-
retnénk nyujtani. Megelégedéssel toltene el mindnyajunkat, ha a hagyomanyokhoz
hiven tudnénk tovabb miikddtetni lapunkat, ehhez javaslatot, segitséget szivesen
fogadunk.

Bollobast idézve zarjuk Lapunk tehetséggondozast segit6 kiildetésének bemu-
tatasat: , Az emberiség hdborii sordn soha nem tartoztak kdészonettel ily sokan ilyen
keveseknek” — mondta Churchill a Kirdlyi Légierérol. Hasonlo elismerést érdemel
a Kozépiskolai Matematikai Lapok. Soha a matematika torténetében nem koszon-
hettek ilyen sokan, ilyen sokat, ilyen kis folydiratnak.
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A PUBLIKACIOK ETIKAJAROL

KATONA GYULA

Sok évvel ezelott irtam egy cikket a Magyar Tudoméanyban Kozds cikkek etikdja
cimmel. (UJ folyam XXXIV. kotet 1. szadm, 1989. janudr.) Azt hiszem maig sem
avult el, habar sok mindent hozza lehet tenni. Mivel a két folydirat olvasékodzon-
sége kiilonbozo, éredemesnek latszik a régi cikket a Matematikai Lapokban ujra
lek6zolni. Az apropd az, hogy Kollar Istvdn az idén irt egy fontos cikket, ismét
a Magyar Tudomanyban a pladgiumrdl (Pldgium, vagy mésok eredményeinek 6ssze-
foglaldsa, 2016/1). A két cikk témai kiilénboznek. Csak annyi kozos benniik, hogy
a publikacidk etikdjardl szélnak. A két cikk djrakozlésével azt szeretnénk elérni,
hogy vitat generaljunk a nem mindig egyértelmi kérdésekrol.

A plagiumnak vannak nyilvanvalé esetei. Valaki egyszer leadott egy cikket,
ami — mint a lektor észrevette — egy kiilf6ldon megjelent cikk sz szerinti magyar
forditasa volt. (Arra valé hivatkozds nélkiil.) A szerz6 utdlag azt allitotta, hogy 6
azt attekinté cikknek szanta, csak a szerkesztdségnél maradt le az erre vonatkozd
megjegyzés. Egy masik nyilvanval6 eset volt, amikor valaki a témavezetjével kozo-
sen irt cikk egyes eredményeit késébb tjra megirta egyediil, anélkiil, hogy az vilagos
lett volna, hogy az eredmény honnan szarmazik.

De vannak a plagiumnak kevésbé nyilvanvald, sét vitara alkalmas esetei is.
Nemrég példaul egy doktori értekezés biraldja kifogasolta, hogy a szerzé sajat téte-
leinél nem hivatkozott pontosan sajat megjelent cikkeire. A masik — Kollar cikkében
is érintett — kérdés, amikor a szerz6 tobbszor megirja ugyanazokat az eredménye-
ket. Példaul 6sszefoglalo-attekint6 cikk formajaban. Ezt én megengedSbben fogom
fel. A j6 attekint6 cikkek eléreviszik a tudoméanyt. Ha szerz6 pontosan hivatkozik
sajat (és masok) eredményeire, akkor csak annyi (jogtalan?) elénye szdrmazik, hogy
cikkei szdma jobban n6, mint eredményeié.

Mindenesetre azt ajanlom fiatal kollegdimnak, hogy mindent részletesen és
pontosan idézzenek. Egy mulatsigos példa sajat multambdl. Egyszer egy nyitott
kérdést sikeriilt megoldanom. A megoldast ismertet6 cikkben leirtam, hogyan, ki-
ken keresztiil jutott el hozzam a kérdés. Utélag kideriilt, hogy az eredményt mar
10 évvel kordbban publikélta valaki (kissé mds alakban). Kellemetlen volt, de a til-
zottnak 1atszo hivatkozas igazolta, hogy mennyire nem ismerték masok se az ered-
ményt.

Végil, hadd tegyek hozzd valamit az alabb djrakozolt cikkem téméjahoz.
E-mailt kaptam egy irdni matematikustol, akit egyszer lattam életemben egy kon-
ferencidn, hogy a mellékelt (kész!) cikkének legyek térsszerzéje. Tehdt nem vért
el t6lem munkat, csak azt, hogy jaruljak hozza, hogy a nevemet rairja a cikkére.
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Nem irta le, de ugy gondolta, hogy neki j6 az, ha a ,nagy 6reg”’-gel (ebben persze
tévedett) kozos cikke lesz, nekem meg az a j6, ha eggyel né a publikicids listam.
Természetesen nemet mondtam, és kivancsian varom, hogy milyen szerzék neve
alatt fog a cikk megjelenni. T6bb hasonlé — bar nem ennyire ,,pofatlan” — kisérletet
tapasztaltam. Félek, hogy ez a médszer terjedni fog.
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PLAGIUM VAGY MASOK EREDMENYEINEK
OSSZEFOGLALASA?*
EGY KUTATO TUNODESEI

KOLLAR ISTVAN

Ha plagiumrél beszéliink, mindegyikiink fejében ott gomolyog egy homaélyos rossz
érzés: ez helytelen, és figyelni kell ra, hogy elkeriiljiik. Az ezen valé 6rkodés és
az ennek helyes kezelésére valé megtanitas szokasosan az oktatd, illetve a szerkeszt6
feladata. De pontosan mi is a plagium? Valéban egyértelmii-e, és megitélhet6-e?

Példaként egy amerikai alkotmanybird, Potter Stewart hires véleményét idéz-
ném, melyet arrél adott, hogy egy adott film pornogréaf-e: ,Most nem definidlom
pontosabban azokat a tételeket, melyekrdl azt gondolom, hogy ennek a leirdsnak
megfelelnek [kemény pornogréfial, és taldn nem is sikeriilne értelmesen megtennem.
De tudom, hogy az-e, amikor ldtom, és a film, amelyrdl itt sz6 van, nem az.”!

Nagyon bolcs megallapitas. Ténylegesen létezik joizlés, és 1étezik bels6é megér-
zés. Sajnos azonban ez azt is jelenti, hogy sok eset egyedi mérlegelés kérdése, és
erre nem lehet jogot épiteni. Ha a birdlo is és a szerzo is egyetért abban, hogy va-
lami plagium, akkor kijavitjak. Am ha ebben véleményeltérés van, akkor nincsen
egyértelmi definicié. Vagy mégis?

Az interneten sok definiciét taldlunk, példdul:

,Plagium: szellemi tolvajlds, mas miivének kozlése sajat név alatt, a mli alapgon-
dolatdnak vagy részleteinek felhasznaldsa a szerzére valé hivatkozas nélkiil.”
(Magyar Ertelmezd Szdtar)

,Plagiumnak vagy plagizdldsnak nevezik azt a cselekedetet, ha valaki egy masik
ember (az eredeti szerz6) munkdjit sajat publikdlt munkdjaban hivatkozds,
forrdsmegjelolés és/vagy szerz6i engedély nélkiil felhasznélja, azt sajatjaként
tiinteti fel, és ezzel az eredeti szerz6 jogait sérti.” (Wikipédia)

,Plagium a masok otleteinek, tudoményos eredményeinek, szavainak, szovegeinek
dtvétele és sajatként vald feltiintetése.” (az MTA Etikai kédexe?)

*A 2015. mdjus 21-én tartott MTA | Pligium” konferencia eladdsdnak szerkesztett szovege.
A Magyar Tudomdny 2016/1-es szdmaban megjelent cikk — a szerkeszt8ség engedélyével torténd —
masodkozlése.

1 1 shall not today attempt further to define the kinds of material I understand to be embraced
within that shorthand description [,hard-core pornography”], and perhaps I could never succeed
in intelligibly doing so. But I know it when I see it, and the motion picture involved in this case
is not that.” (Potter Stewart, 1964, [1])

2http://mta.hu/cikkek/tudomanyetikai-kodex-122151.
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Mar ezen definiciok kozott is van kiilonbség, nem is kicsi. Az els6ben ott all:

— a szerzore vald hivatkozéds hidnya,

masodikban megjelenik
— a szerz6i engedély hidnya (legaldbbis vagylagosan),
— az eredeti szerz6 jogainak sérelme,

azutdan mas definiciokban még feltinébb az

— anyagi kir (vagy elmaradt haszon).

Mennyire hasznalhatok a fenti szempontok kritériumként annak eldontésére,
hogy valami plagium-e? Mert ezek a szempontok aranylag vilagosan eldonthetok.

Példak

a) Az egyetemi hallgat6 szakdolgozatot ir. Egy térsa mér elkészitett egy hasonld
témaju dolgozatot, és felajanlja neki, hogy a kész szdvegbdl hasznéljon fel,
amit akar.
Mindannyian felszisszeniink. Pontosan ez az, amit el szeretnénk keriilni. De
tény, hogy szerzoi engedély van, az eredeti szerzd jogait nem sérti, és anyagi
kart nem okoz. Az angolszisz gondolkoddsmdéd persze érzékeli, hogy a hallgaté
ezzel jogosulatlan eldnyhoz jut, és a korosztalyi karrier-versenyben elébbre
keriil, mint megérdemelné — de nalunk ez kevésbé fontos.
Plagium? Persze hogy az, még akkor is, ha tobbszor is megemliti a forrast.

b) A szakmai konferencidk egy része azzal is csdbitja a szerzéket, hogy a konfe-

rencidra megirt cikkbol nagyobb presztizsii folydiratcikket lehet késziteni, mely
hamar megjelenik a konferencia-célszamban. Ez j6. Csakhogy a konferenciacikk
nyilvanos, megjelenik az interneten, és igy a folydiratcikk birdldja azt latja,
hogy ez bizony mar megjelent. Igaz, hogy azonos a szerzo, de ez minddssze
azt jelenti: ez onplagium. A cikket elutasitjak, mert nincs kelld mennyiségii j
anyag benne.
A szerz6 bajban van. Szamara a folyodiratcikk fontos. A konferenciacikk vég-
leges szovege altaldban nincs elbiralva, ezért az elfogadas utan a szerzé donti
el, mit tesz bele. A szerzd pedig eredményeinek egy részét visszatartja a kon-
ferenciacikkbél: az tgyis megjelenik, és igy a folydiratcikk kell6 4j anyagot
tartalmaz majd. Mindossze az torténik, hogy a szerz6 szandékosan nem a le-
het6 legjobb konferenciacikket irja meg. A jogot nem éri sérelem, csak éppen
a kozlemény eredeti célja (és a jé erkoles) sériil.

Mindezeken a problémékon feliil a folydiratok egyre inkdbb tildozik az dnpld-
giumot® is, amikor nem mdstél, hanem kordbbi sajat cikk(ek)bél vesz 4t valaki
részeket. A fenti 3 definicié erre nem vonatkozik, de az énpldgium akkor is prob-
léma, és a mar publikalt részek sz6 nélkiili megismétlése csalas, akkor is, ha a szerzo
nem tulajdonit el semmit, sajit magdnak pedig nyilvdn ad engedélyt (ez sokszor
jogszerti, a kiadé az 6nmagatdl vald dtvételeket sokszor kozvetleniil engedélyezi is),

3Lasd pl. http://gofriblog.blogspot.hu/2014/09/doktor-plagium.html.
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csak éppen 1j informadcié publikaldsa helyett virtudlisan noveli meg kozzétett mi-
veinek szamat vagy méretét.

A plagiumkeres6 programok mindketté megtaldlasat segitik.

A plagium mint csalas

A fentiek miatt a pldgium nem elsGsorban jogi, hanem erkolcsi kategéria. Jogi
eszkozokkel gyakran nem kezelhetd. Létezik szerzéi jogsértés is, de nem minden
plagium jogsértés. Viszont minden pldgium etikai vétség. A lényeg a csalds: arra
irdnyul, hogy az olvasé elhiggye, hogy mi taldltunk ki valamit, pedig nem ... finom
lelkiismeretii emberek szamara még az akaratlan pligium is plagium: a félrevezetés
még akaratlanul is félrevezetés.

A csalds természetét jol érzékelhetjiik Moldova Gyorgy kicsit abszurd irdsdbol:

,- - - Balaské most mar minden téprengés nélkiil alairta a kotelezvényt,
melyben elismerte, hogy a ,,Gumikutya és Gumimacska Trészt”-ben sem
a termelésben, sem a fegyelem terén nem tapasztalt semmi kivetnivaldt.
Noch elégedetten nézte a papirt.

— Rendben van, természetesen egy percig sem marad itt tovabb, bizza
csak ram. A tovabbiakrdl majd kint targyalunk.

Gyufat vett eld, és elégette a Balasko altal alairt kotelezvényt. Balasko
értetleniil bamulta.

— Mit csindl?
— En nem 0Orzom pancélszekrényben ezeket az iratokat, elégetem Cket,

az sokkal hasznosabb, mert igy fokozodik a levegd szenny- és aljassag-
tartalma, ami lényegesen megkonnyiti a munkamat.”

(Moldova Gyorgy: Gumikutya)

Valami ilyesmi a baj a szakdolgozat-méasolassal is. Nem is a tételes kér a fontos,
hanem az, hogy a dolgok lényegét éri sérelem (a szakdolgozat megirdsa gyakorlds
is lenne, és a tudést is bizonyitand).

Mit szeretnénk elérni?

Azt tehat tobbé-kevésbé érzékeljiik, mit nem szeretnénk. Azonban a mésok mun-
kajahoz valé viszony ennél sokkal bonyolultabb. A tudoméanyos kutatassal és pub-
likéciéval kapcsolatos elvarasok kozott ezek is szerepelnek:

— mindenki (kutatd, hallgatd, kiilénésen doktorandusz) ismerje és mutassa be
masok kapcsolédé eredményeit,

— ehhez képest definidlja a sajatjait,

— vildgosan valassza el a kettét.
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Természetesen mas a hallgatd, és mas a kutaté. A hallgatotdél nem feltétleniil
varunk el 1j eredményt: sokszor masok eredményeinek megértése és sajat gondolati
korében valé megfogalmazdsa elég. A kutatétol legaldbb minimélis mennyiségii 1j
eredményt varhatunk el.

A fenti kovetelmény egyrészt azt kivanja, hogy a szerzé mésok eredményeit
osszefoglalja, mésrészt az, hogy ne mésoljon. A ketté kozott azonban néha kes-
keny az 6svény. Még inkabb az, ha eldontésére az egyre divatosabb plagiumkereso
programok egyikét hasznaljuk.

Meérhet6-e a hasonlésag?
A piacon tobb pladgiumkeresd program is elérheté ([2]-[7]) (s6t, maga a Google is

hasznéalhaté — ugyan sok munkdval — ilyen keresési feladatokra révidebb szévegek
esetén [8]).

J iThenticate: Health Care and Evidence Base u
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1. dbra. Talélati oldal

Szempontok, melyek eldontik, tudjuk-e hasznalni:

— keresési adatok (feltoltott file-okban, vagy adott adatbédzisokban, vagy a teljes
interneten: ez ut6bbi jészerivel a teljes Google funkciéjit igényli),

— hozzéférés fizet6s adatbézisokhoz is (példdul: IEEE Xplore, ScienceDirect, IOP,
Wiley, Springer stb.),

— csak az angol nyelv kezelése vagy a magyar nyelv kezelése is (kédoldsok: Uni-
code, ISO-8859-2, ISO-8859-1, CWI, 852, Windows 1250, TEX stb.),

— az eredmények kénnyen értékelheté bemutatasa,
— &r (a jobb programok cikkenként 10-25 USD-t is elkérnek ...),
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— a string-darabok 6sszehasonlitdsdnal intelligensebb keresés (szinonimdk hasz-
nélata, tobb nyelv kezelése, leforditott szovegdarabok felismerése.

« iThenticate' Health Care and Evidence Base 13%
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2. dbra. Azonos részmondatokat jelzé oldal

Nyilvanvald, hogy mas szempontok dominalnak az oktatasi célu vizsgalatok-
ndl (szemindriumi dolgozat, beszdmold, esszé, szakdolgozat, diplomaterv), és ma-
sok a kutatdsi célu alkalmazdsokndl (konferenciacikk/folydiratcikk, értekezés stb.).
Az biztos, hogy egy ilyen program csak a szamadra elérhet6 adatok kozott tud ke-
resni, vagyis mondjuk a magyar nyelvii szakdolgozatok esetén az lenne az idedlis,
ha a hasonl6 targyu szakdolgozatok legalabb 6t-tiz évre legyenek feldolgozva, ke-
zeljiik a teljes magyar nyelvli Wikipédidt, az elérheté magyar nyelvii weboldalakat
(lehetéleg a jelszéval védetteket is) és a fontosabb szakkényveket (ebbél copyright-
probléma is lehet). Felmeriilhet még az internetes hallgatéi segédanyagok keresési
célu kezelése akkor is, ha azok csak adott csoportok szamara elérheték. Meg kell
oldanunk a frissftést (az 0j/javitott oldalak megjelenés utdn hamar bekeriiljenek).
Gigaszi feladat.

Mindenekel6tt le kell szogezniink, hogy a plagiumkeres6 programok nem pldgi-
umot keresnek, hanem a plagiumgyanus helyekre, illetve azok mennyiségére hivjak
fel a figyelmet. Az eredményt valakinek intelligensen értékelnie kell. Mas dolog
a hallgatéi anyagok jelolt atvételeinek értékelése, és masok a szakcikkek részle-
tei, megjelolve vagy anélkiil. A szerzétol elvarjuk, hogy a szakirodalom fontosabb
részeit ismerje és Osszefoglalja, de ne essen a plagium vétkébe ... Megint vissza-
kanyarodhatunk a bevezet6 éllitasahoz: a lényeg az, hogy a széveg
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a) ne akarja félrevezetni az olvasét, mds eredményét magunkénak feltiintetve, és

b) ne tartalmazzon az indokoltndl t&bb megjelslt idézetet sem.

Becsiiljitk meg, hogy egy-egy azonossagra vonatkozé allitds mit is jelent!* Ha
a program azt allitja, hogy 2% az egyezés, akkor 1000 szavas sajit dokumentum ese-
tén® mindossze kb. 20 sz6rdl van sz6 (ezek néhdny szavas székapcsolatokban), ami
Otszavas szovegrészeket keresve oldalanként kb. 1 ilyen szdkapcsolatot jelent, ami
az egyszeril masoldsndl azért kevesebb. Akkor mdr a 10% sem olyan rettenetesen
sok ... vigyazni kell tehat, hogyan értelmezziik az eredményeket.

Ugyanakkor az automata programok teljes cikkeket dolgoznak fel, ezt ,,vakon”,
vagyis csak az elérhetd szoveget nézve (a szovegdarabokat nem osztdlyozva). Egy
szerzO két kiilonbozo cikke kozott a korrekt koriilmények kozott is varhatd egyezé-
sek:

— cim szavai;

szerz6k és munkahelyek;

— a kivonat jelentds része;

— a bevezetés egy része;

— a szakirodalmi 6sszefoglalé egy része;

— képletek;

az Osszefoglalds jelentOs része;

koszonetnyilvanitas;

— irodalomjegyzék.

Szakcikkeknél elvdrjuk, hogy a cikkek kozott megfelelé kozos informéaciétar-
talom legyen, ugyanakkor tiltjuk, hogy a szovegek kozott nagy atfedés legyes. Ez
onmagaban is ellentmondéas. A szamitégépek jelenlegi kapacitdsa pedig az interne-
tes oldalak kezelésére nem is elég.

Teendbink

Oktatok: a diplomaterveknél és hasonlé nagyobb miiveknél az eltér6é feladatok
kiadédsa és a beadott irasmiivek alapos elolvasasa lenne a legnagyobb segitség. Hazi
dolgozatok, esszék esetében azonban ezzel majdnem lehetetlen feladat elé allitjuk

4A http://www.ithenticate.com/products/fags oldal szerint: ,, The results include a percen-
tage score, called a ,Similarity Index”, which indicates how much of the document matches other
sources. Please note that iThenticate does not determine whether a manuscript contains plagia-
rism. The service identifies content in a submitted manuscript that matches other sources, pri-
marily to encourage the author of the manuscript to check that other sources have been properly
cited.”

5 Alap-adatok:

— gépelt kisoldal 1250n ~ 160 sz6

— gépelt nagyoldal 1800n ~ 230 szé

— B5-6s nyomtatott oldal ~ 2200n ~ 265 szd.
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a tandrt. A hasonl6/azonos feladat kiaddsa viszont erds kisértés a hallgaté szdmaéra,
ami ismét erkolcsileg aggélyos.

Szerzdk: szembe kell nézniink azzal, hogy ma mar sok helyen segédprogramok
futnak. Mindenki legyen tisztdban azzal, hogy a legtisztabb szdandékok esetén is

— sose haszndljon azonos cimet két kiilonbozé cikknél (dtdolgozds esetén se),

— a kivonatok (absztraktok) és osszefoglaldsok legyenek, amennyire lehet, elté-
réen megfogalmazva (ha mds a cikk mondanival6ja, akkor ez megoldhatd),

— abrakat korabbi sajat cikkeibdl se vegyen at, ha a copyright nem sajatja.
Ha sziikségesek, tervezze at Oket sajat céljaira és rajzolja meg wjra ennek
megfeleléen. Ez nemcsak szerz6i jog kérdése, hanem a birald ezt mar lattam
valahol” érzése is elOkeriilhet.

— mondatok, bekezdések atvétele sokszor bajt okoz, mindenesetre, ha sziikség
van ra, gondosan el kell latni idézojellel, forrasmegadéssal,

— bizonytalan esetben jobb elkeriilni az dtvett részeket (magunktdl is), az utéla-
gos védekezés artatlansag esetén is késo.

Kovetkeztetések

A plagium ténye egy-egy konkrét esetben eléggé vildgos, azonban még messze nin-
csen ténylegesen érdemben ellenérzd, megbizhaté program. Egyre jobb figyelmez-
tet6 programok azonban vannak, és arra lehet szamitani, hogy a szerkesztok egyre
jobban tamaszkodni fognak réjuk. Jobb elkeriilni a gyanit is ... Ugyanakkor okta-
toként /szerkesztOként nézziink szembe a ténnyel, hogy segédprogramok nélkiil a ha-
zilagos ellenérzés szinte reménytelen. A hatékony szamitégép-hasznélat és a jé prog-
ram dréga. A végén pedig az intelligens emberi dontés megkeriilhetetlen. Az ember
kell, hogy kimondja az utolso szot.

Hivatkozasok
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A KOZOS CIKKEK ETIKAJA

KATONA GYULA

A cikk a Magyar Tudoményban (1989. 1. szdm, 44-47. old.) megjelent cikk — a szer-
keszt6ség engedélyével torténd — mésodkozlése. (Akkori kiadd: Akadémiai Kiadé és
Nyomda Vallalat, jelenlegi kiad6: Akaprint Kft.) Bér a vildg 1989 6ta sokat val-
tozott, ezen cikk aktualitdsa véltozatlan. (Csillaggal jeloltiik meg azt a néhdny
helyet, ami ma nem érvényes.) Mivel a matematikus kollegdk koziil kevesen olvas-
tak — dgy gondoljuk — érdemes e férumon 1jbol megjelentetni. Hozzaszolasokat,
kiegészitéseket, vitacikkeket 6rommel kozliink.

»Kérem szépen a kozos cikkek titkai halészobatitkok” — szokta volt mondani
professzorom, a sajnos mar sok éve elhunyt kivalé matematikus, Turan P&l. Va-
I6ban, amikor egy cikk cime alatt tobb név &ll, az sok mindent jelenthet. A leg-
ritkabb eset az, hogy a szerzok a cikk elkésziilésének minden fazisdban egyforma
sullyal vettek részt. Nem is illik szelloztetni a részleteket egy-egy konkrét cikk ese-
tében. Azonban az igazi ,halészobatitkokrdl”, a szexrdl mégis nagyon sokat irnak,
Ggy altaldban. Elméletek, konyvek jelennek meg réla. Véleményem szerint a ko-
z0s cikkek titkairdl is kell beszélni, vitatkozni. A szerelmi erkolesokrdl is sokféle
vélemény van. A vitdk, az elméletek, a szent konyvek ellenére mindenki masképp
csinalja. Azonban a vélemények fejlédnek, csiszolédnak, tudatosodnak és polari-
zélédnak. Az emberek legalabb meg tudjék magyardzni, miért csindljék azt, amit
csinalnak. Kialakul, hogy mi az, amit az emberek tobbsége megengedhetetlennek
tart. [jgy gondolom, ugyanez vonatkozik a kdzos publikdcidkra.

1987 6szén vitat kezdeményeztem a témardl a Matematikai Kutatéintézetben.
Tartottam egy rovid vitainditét, majd a kollégdk mondtak el gondolataikat. Ezt
az eseményt szeretném most frasban visszaadni. A kollégak hozzaszélasait név nél-
kiil idézem, hiszen a) kiilénben mindegyikiiktsl meg kellene kérdeznem, hozzdjarul-e
a hozzaszolds kozléséhez, b) pontos jegyz6konyv hijan senki sem tudja, mit mond-
tak pontosan, c) végiil, itt frdsban tilsdgosan nagy elényben vagyok veliikk szemben,
nélam van az utolsé szé lehetésége. Név nélkiil ezek a problémaéak taldn nem olyan
stlyosak.

Miel6tt a részletekbe kezdenék, hadd emlitsem meg az egyik hozzaszdlést:

A. A.: Nem a szerzd a fontos, hanem az olvaso. A tudomdny szdmdra mindegy,
hogy ki irta a cikket. A cikk célja az, hogy az eredmények olvashatdk legyenek, és
tovabbi munkdra dsztonozzenek. Tehdt nem olyan fontos, hogy kik a szerzok.

A tudomény szamara utélag valéban mindegy, hogy ki bizonyitotta be ezt
vagy azt a tételt. De nem mindegy a szerzéknek! Ha a cikkek név nélkiil jelennének
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meg, akkor nagy részilk meg sem jelenne. A tudoméany legfontosabb hajtéereje
a becsvagy, a hitsidg. De nem csak az onértékelésben fontosak az eredmények.
A cikkek széméanak egyre névekvd szerepe van a pozicidk elnyerésében, a fizetések,
jutalmak megallapitasaban. Ha valaki erkolcstelen moédszerekkel valik sok cikk
szerz6jévé, jobb tudodsok poziciéjat kaphatja meg, ez tehat mindannyiunk bérére
megy.

Kozismert, hogy a kozos cikkek szama né. Azonban:

B. B.: A kézés munka mennyisége nem nd. Eqyszertien érdemes kiozos cikkeket
irni, hiszen azokat az Osszes szerzénél egy egész cikknek szamitjak (bdr vannak
helyek, ahol nem, de a tortcikk-szamitas egyéb nehéz problémdkat vet fel).

E véleményben sok az igazsdg. Tapasztalataim szerint azonban a tuddsok valé-
ban egyre tobbet dolgoznak egyiitt. Az utikoltségek relative egyre olcsébbak, egyre
tobb a konferencia, igy az azonos témén dolgozdk egyre gyakrabban talalkoznak.
Egyre tobb a lehetéségiik a kozos munkara. A telefon hasznédlatdnak terjedése is
ezt segiti. (Na persze nem hazdnkban!)*

Hogyan keletkeznek a kozos cikkek? Természetesen keletkezhetnek k6zos mun-
kaval. Ebben is lehetnek azonban lényegesen kiilénbozé helyzetek. Az egyenrangu
felek k6zos munkaja mellett ott van a tanar-tanitvany viszony, és egy még kénye-
sebb helyzet, amikor az egyik fél a masiknak fizet (persze nem a sajit zsebébdl).
Gyakran el6fordul, hogy a szerzék az eredmény elérése utan értesiilnek réla, hogy
mas is eljutott egyidejiileg ehhez az eredményhez. Akkor hataroznak gy, hogy
egyiitt publikdljdk azt. Végiil eléfordul, hogy valaki (pl. a lektor) a megjelenés
alatt allé cikket megjavitja, és végiil is kozosen irjak le a végleges valtozatot. De
biztos vagyok benne, hogy eléfordulnak més, itt fel nem sorolt esetek is, amiket
kifelejtettiink.

Tanar és tanitvany egyiitt dolgoznak. Bizony ez is kényes viszony! Eleve aszim-
metrikus. Az alaphelyzetben a tandr adja a problémat, tleteket ad, a részleteket
a tanitvany dolgozza ki. Sokszor a megfelel6 probléma megtaldlasa, a helyes ut ki-
jelolése a lényeg. A tobbi csak rutinmunka. Maskor viszont a probléma megoldésa,
a bizonyitas megsziilése a lényeg. Tehat csak a konkrét esetben dontheto el, milyen
ardnyban vette ki részét a munkabdl a professzor és a didk.

De felmertil itt sok egyéb kérdés is. Mindkét oldalrdl szamos személyes tapasz-
talatom van. Tulajdonképpen a tanar eleve eldontheti, tarsszerzé akar-e lenni, vagy
sem. Hiszen helyzetébol adddéan eleve megcsinalhat a munkabdl annyit, amennyit
sziikségesnek érez a tarsszerzoséghez, de még ennek szintjét is els6sorban maga
dontheti el. Més tanar viszont ,visszatartja” magat, nem akar eredményt elérni
a tanitvany teriiletén, mert igy érzi, hogy azzal a fiatal esélyeit rontja, ha a cikk
kozos lesz. Képzeljék el azonban érzéseit, ha egy mésik, ,felnétt” kolléga beszall,
»segit” gyorsan a tanitvanynak és 6 lesz a tarsszerzo.

Lehet, hogy annak a tanarnak van igaza, aki ilyenkor eleve tarsszerzéként 1ép
fel, ellenkezé esetben ugyanis sok energidja, munkéaja ,elvész”, azaz nem jelenik meg
sajat publikacié formdjdban. Hiszen a problémak kitalaldsa, a tanitvany cikkének
javitgatdsa sok energidjat emészti fel akkor is, ha a tulajdonképpeni 1ij eredménybél

67



“15-2-beliv’ — 2016/8/30 — 14:01 — page 68 — #68

0 nem is csinalt semmit. Mindenesetre szeretném felhivni kezdé kollégdim figyelmét
arra, hogy segitd (és nem tarsszerzé) tandrainknak cikkiikben legaldbb mondjanak
koszonetet. Magamnalk is lelkiismeretfurdaldsaim vannak ezzel kapcsolatban: Erdés
Pélnak, Rényi Alfrédnak és Turan Pélnak annak idején nem koszontem meg megfe-
leléen a segitséget. Fiatal koraban hajlamos az ember mindent sajat zsenialitasanak
tulajdonitani.

Szeretném felhivni a figyelmet egy nem egészen idetartozé ellentmondésra. Ha
valaki észrevesz egy fontos és érdekes Osszefiiggést, de bebizonyitani nem tudja,
»sejtés” formajaban publikdlja. Az irodalomban lassan elterjed az Y sejtése elneve-
zés. Késébb, sok-sok év utan Z megoldja, bebizonyitja a sejtést. Ett6l a pillanattol
kezdve Y sejtése megszlinik, és megsziiletik Z tétele. Y neve atmenetileg megérde-
melt dics6séghez jutott, majd hirtelen ezt — lényegében teljesen — elvesztette.

Matematikaban kevésbé szokott a tanar tarsszerzéként szerepelni, mint — hal-
lomasaim szerint — més tudomanyagakban. S6t, hazankban még ritkdbban, mint
a nemzetkozi atlag. Ennek talan az az oka, hogy egy matematikus megitélésében
igen nagy sullyal szerepel tanitvanyainak mennyisége és minésége is. Ennek elle-
nére problematikus, hogy mi a helyes hatar, mennyi munka esetén legyen a tanar
tarsszerzo.

C. C.: A kezdd oriil, ha a Nagy Ember neve szerepel a cikken sajdt neve mellett.
D. D.: Igen, és igy konnyebben ,eladhatok” a gyenge cikkek is.

Hét igen. Egyenrangu felek kozos munkéja. Ez latszik a leginkabb probléma-
mentesnek. De valdjaban nem az. Képzeljiik el, hogy ketten elhatdrozzak, kozosen
dolgoznak egy probléma megoldasan. Sokat beszélgetnek, rengeteg idét toltenek el
a dologgal, de a megoldas csak nem akar kijonni. Es egy szép napon egyikiik ki-
talalja a bizonyitast. Mi a helyes ilyenkor? Az utdébbi egyediil irjon cikket, vagy
kozosen? Ez a ,széls6séges” helyzet gyakori; azonban szinte minden kozo6s munké-
ban egyenlétlen a szerzék egyéni teljesitménye, de legaldbbis a résztvevok ugy érzik.
Taldn az volna a helyes, ha a cikkben feltiintetnék, hogy melyik részt ki csindlta,
melyik 6tletért ki a felel6s. Ennek azonban nincs hagyomanya.

E. E.: Nagy kiilonbség van az alkalmi és a rendszeres egyiittdolgozds kozott.
Hiszen ekkor egyik cikkben az egyik, a mdsikban a mdsik csindl tobbet. Ez hosszu
tavon kiegyenlitodik.

Valéban jobban megvan ilyenkor erre a lehet&ség. De a résztvevik képességeitol
és jellemétdl fiiggden kialakulhatnak tartésan kiegyensulyozatlan kapcsolatok is.

Végiil egy sztori a témarol. Rényi Kat6 és Halasz Gabor egy repiiléuton mate-
matikarol beszélgettek. Beszélgetés kozben Rényi Katonak tdmadt egy gondolata,
sikeriilt valamit megoldania. K6z6s cikket javasolt, amit Haldsz nem fogadott el,
mondvéan, hogy 6 nem csinalt semmit. De — mondta Rényi Kat6é — a te jelenléted
nélkiil nem jutottam volna erre a gondolatra. Helyes — vélaszolta Halasz —, de akkor
a pilétat is vegyiik be, mert az 6 kozremiikodése is sziikséges volt. Nem lett bel6le
kozos cikk.
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Megfizetett tarsszerzo. Az alcim ijesztéen hangzik. Olyan esetrdl nem hallot-
tam, s6t nem is tudom elképzelni a matematikusok korében, hogy valaki zsebbél
fizetne azért, hogy bevegyék téarsszerzének. De taldn ez lesz a jov6? A szokdsos
helyzet az, hogy a kivalé magyar matematikust meghivja a kevésbé kivalé kiil-
foldi matematikus egy évre. Tanitani is kell, formédlisan azért kapja a fizetést, de
a legtobbszor a kozos munka az igazi cél. Ez a kézos munka sokszor kiegyensi-
lyozott, de gyakran nem. Es kinek van ilyenkor batorsdga, vagy inkdbb ,pofija”
azt mondani, hogy ezt bizony én egyediil csindltam, amikor az ember annyira le
van kotelezve. Sajat tapasztalataimban sok minden el6fordult. Volt meghivom, aki
gondosan tigyelt arra, hogy egyforma teljesitményiink legyen a kozos cikkekben.
Egy masik esetben viszont a kész, teljesen egyediil elért eredményeket kézirat for-
méjaban otthagytam leendo tarsszerzémnél. Az évekig ,iilt” rajta, mert szégyellte,
hogy nem csinalt benne semmit, de lemondani se tudott a tarsszerz6ségrol. Végiil
is eredeti forméjaban jelent meg a cikk.

W kiilfoldi meghivta X magyart. Kozos cikket is irtak. Késébb W nekem
panaszkodott:

— A kozos cikket teljesen X csinélta. En nem csindltam benne egyaltalan
semmit. De ezt 6 mindenhol hangoztatja.

Ez pontosan olyan, mintha nem is k6zos lenne a cikk, s6t talan még rosszabb.
Na, most kit itéljiink el? W-t vagy X-et?

De el6fordulhat a kiilfoldi meghivdshoz hasonlé helyzet orszédgon belill is.
Az ipari vallalati befolydsos ember pl. félallas cimén pénzt fizet a nala jobb kutato-
nak. Ennek keretében valamilyen alkalmazasi munkan egyiitt dolgoznak. A helyzet
és a problémak nagyon hasonléak az el6z6 esethez.

F. F.: Fel szeretném hivni a figyelmet arra, hogy mindkét esetben egy pozitiv
dolog esetleges negativ kisérdjelenségérol van szo. Hiszen aki a pénzt kapja, mind-
két esetben jol jar anyagilag. Ezenkivil az elsé esetben az utazds tuddsdt, latokorét
szélesiti, mig a mdsodik esetben az egyittmikodés az elméleti kutato figyelmét a ma-
tematika alkalmazdsai felé tereli, ami hasznos lehet neki is és a tdrsadalomnak is.

Tjeszt6 hireket hallunk azonban mas tudomanyokrél. Sok helyen a fénok neve
automatikusan a cikkre keriil (rdaddsul nem is névsor szerinti helyére, hanem elére),
pedig néha nem is tudja mi van a dolgozatban, ,hiszen 6 szerezte a pénzt”. Szeren-
csére ez a matematika tudomanyaban teljesen ismeretlen, de elitélésére mindeniitt
sziikség van, mar csak azért is, nehogy nalunk is divatba jojjon.

Utolagos térsulasok. Az alaphelyzet a kovetkez6. U. eredményét leirja, pre-
printjét szétkiildi, és egyszer csak valahonnan meghallja, hogy ugyanazt az ered-
ményt més is megcsinalta, de még az sem publikdlta. Levelezés utjan elhataroz-
zak, hogy egyiitt irjdk meg a cikket. Ez tiszta iigy. A probléma ilyenkor csupan
az a gyanu szokott lenni, hogy az egyik szerzd csak allitja, hogy megcsinalta az ered-
ményt. Feloldhatatlan probléma.

Egy hasonlé eset. A professzor altal felvetett problém&t néhany hét milva
az egyik tanitvany megoldotta, a szemindriumon elmondta. A végén az egyik hall-
gatd megjegyezte, hogy & is ezt csindlta. Kozosen irtak meg a cikket. Mit lehet
ilyenkor tenni? Csupan bizni.
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Utolagos becsatlakozédsok. Tegyiik fel, hogy a cikk elfogadhatd, a lektor oko-
sabb, tobbet tud a témardl a szerzénél. Ha tarsszerzé akar lenni, koénnyt dolga
van. Lerdviditi a bizonyitast, tsszekapcsolja mas eredményekkel, {igyesen altalano-
sitja az eredményt. Javasolja az eredeti szerzonek, hogy irjak meg a dolgot egyiitt.
Az még oriil is, hiszen tarsszerz6je jé nevii tudds, a cikk pedig valéban jobb lett.
Szerencsére ez nem tul gyakori, de ismerek ilyen eseteket, és a veszély (7) nagy.

G. G.: Taldn meg kellene tiltani, hogy a lektor tdrsszerzd legyen, viszont joga
legyen kiegészitéseket fiizni a cikkhez, s ez a cikk utdn jelenne meg.

H. H.: Mi torténjék akkor, ha a lektor egy lényegesen rovidebb bizonyitdst
talal? Hiszen kiézds publikdlds esetén az eredeti szerzémek semmilyen eredménye
nem szerepel mdr a cikkben.

Nehéz kérdések. De hadd meséljem el egy sajat élményemet. Taldltam egy
tételt, amellyel nem igen tudtam mit kezdeni. Ugy képzeltem, hogy j6 volna, ha
le lenne irva valahol, de til kénny® volt a bizonyitds, szégyelltem leirni. Maradt
a fiizetemben. Es akkor kaptam egy cikket lektordlasra, amiben a fent emlitett tétel
egy specidlis esete allt. Egy olyan specidlis eset, amit mar korabban mas publikalt.
Ajanlatomra kozos cikkben jelentettilk meg az én altaldnosabb eredményemet.
Tarsszerzével mar nem szégyelltem.

Osszefoglalva, egyetlen dolgot tudok ajanlani: a nyiltsdgot. De nem azért, mert
az most divat. * frjunk a cikkeinkbe minél tobb részletet arrdl, hogy ki milyen
részt végzett a munkabdl, mondjunk mindenért kodszonetet, emlitsiik meg kitol
szarmazik a probléma, és mi kitol hallottuk. Ezzel kozelitiink az igazsdgossidghoz,
és csokkentjiik a sértodések veszélyét.

Lehetséges, hogy az olvasé szivesebben kukucskalt volna be konkrét személyek
konkrét cikkeinek haldszobéiba, de talan ez az ,elméleti” eszmefuttatds se untatta
nagyon.
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