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R E F L E C T IO N  OF M ICROW AVES FRO M  TH E M OON.

BY Z. BAY.
(R EC EIV ED  18T H  N O V EM B ER  1946.)

SUMMARY.

The possibility of the reception of microwaves reflected by the Moon is 
considered theoretically. To increase the signal/noise ratio of the receiver, i. e. 
to raise the signal above noise-level, a special method of cumulation is proposed. 
The equipment developed according to the above principles is described, and the 
experimental method and results are discussed.

The experiments show that electromagnetic waves of 2,5 m wave-length 
can pass through the ionosphere. The orders of magnitude of the absorption and 
dispersion in the ionosphere and the reflection coefficient of the Moon’s surface 
are given by the experiment as expected. The success of the Moon experiment 
adds a most direct evidence to other experiments which confirm the validity 
of the Copernican view.

It is on ly  recen tly  that the technique o f m icrow aves has enabled 
M an to leave his terrestrial realm  and to make celestial bodies the objects 
o f his experiments. U n til now  our know ledge o f celestial objects and of 
the U niverse has been based only on observations.

T h e above possibility is utilized  in our experim ent, in w hich m icro
wave-signals are sent out towards the M oon, the signals are reflected by 
it, and return to the E arth  where they can be detected and m easured.

I first proposed the plan o f such 3 M oon-experim ent in M arch, 
1944 (see below ), and w ith  m y co-w orkers I im m ediately began calcula
tions w hich show ed that the experim ent could be successfully carried out 
w ith the apparatus at our disposal, or the ones that could be developed 
under our scientific and technical conditions if  the role o f some unknow n 
factors can be supposed to be advantageous. Such factors are particularly: 
penetration o f m icrow aves through the ionosphere and the reflectibility 
o f the M oon 's surface.

T h e  theory o f the ionosphere and the data on electron density as 
com puted from  the reflection o f short-w aves suggest that short electro
m agnetic waves (less than a few  m eters' wavelength) pass through the ion o
sphere w ithout considerable absorption or reflection. N o  experim ental 
proof o f this statem ent is, how ever, known as yet. T h e  original intensity 
o f m icrowaves o f cosm ic origin1 is unknow n, as is the rate of the influence 
o f the ionosphere upon these waves. Both these, and the pow er o f reflection

1 K. Jansky: Proc. I. R. E. 21, 1387, (1933).
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o f the M oon's surface are the very problem s w hich ought to be solved by 
carrying out system atic M oon-experim ents.

T h e results o f the prelim inary calculations were encouraging, and 
the first realization of the experim ents was begun early in 1944 in the 
Research Laboratory o f the U nited Incandescent Lam p and Electrical C o. 
L td ., (“ T ungsram ” ) Ú jpest. In v iew  o f the danger o f air-raids, the m icro
wave laboratory —  dealing w ith principal problem s o f radio location —  
was rem oved b y  the higher m ilitary com m and to N ógrádverőce, where 
during the sum m er o f 1944 the first equipm ent for the M oon-experim ent 
was constructed. Soon after the beginning o f system atic measurem ents 
the return of the Laboratory to Ú jpest in autum n 1944 interrupted the 
experim ents and the circum stances o f the follow ing period prevented the 
re-installation o f the apparatus until M arch, 1945. A t this tim e, how ever, 
the researches had to be interrupted again, due to the dism antling o f the 
Tungsram  W orks when all our equipm ent was lost. T h e  construction o f 
com pletely new  equipm ent was begun —  for the third tim e already —  in 
A ugust, 1945, anc* the work was finished in January, 1946. A fter tuning 
and regulating various parts o f the com plicated apparatus, the first 
successful experim ent was carried out on the 6th February, 1946.

There was no doubt —  though no inform ation was available ow ing to 
the isolation caused b y  the war —  that sim ilar experim ents m ay have been 
initiated b y  other laboratories too, or m ay be going on sim ultaneously 
elsewhere, because o f the principal im portance m entioned above. Besides 
its principal significance, the experim ents —  in case o f success —  w ould 
open a new  field o f science, allow ing the determ ination o f some physical 
data of the M oon 's surface. A lso from  some technical points o f v iew  it 
m ay be a forerunner o f several possible ideas (see p. 21.)

In view  o f  this, it can be understood w h y we made sacrifices even 
during the past period o f great difficulties and it was not our fault that we 
were finally preceded by A m erican2 and R ussian3 laboratories b y  a short 
tim e. Follow ing the foreign exam ples —  the first success o f the experi
m ent was announced by the H ungarian Radio and the d aily press, because 
the experim ents were interesting from  the point o f v iew  o f the general 
public as w ell. O n the technical problem s of the equipm ent an account 
was given in the H ungarian E lectrotechnical Association on M ay 24, 
1946. T h e  theory and the practical solution of the experim ents are 
explained in the fo llow ing pages.

2 American radio announcement: Jan. 1946., Technical description: Electronics, 
April, 1946. p. 92.

3 An announcement in the daily press. January, 1946. No scientific report 
known.



REFLECTION OF MICROWAVES FROM THE MOON 3

PRINCIPAL CONSIDERATIONS AND CALCULATIONS.

Calculations4 carried out in the theory o f terrestrial radar can be 
directly generalized for the case o f the M oon-experim ent, i f  the reflection 
b y  the ionosphere is —  provisionally —  neglected, and plausible supposi
tions are made as to the reflection coefficient o f  the M oon. I carried out 
the calculations, the outlines o f w hich are presented here, in cooperation 
w ith Drs. G . Papp, K .  Simonyi and E . Istvanffy.

From  a transm ission o f u>! k W ’s pow er

w>2 =  H>! . w

reaches the M o o n 's surface, where w ~  5 . 10~6 is the solid angle of the 
M oon. I f  the average reflection coefficient o f the M o o n ’s surface is r, then 
it radiates during unit t im e : w.A =  r. 10. wx energy. T h e  spacial distribution 
o f this energy depends on the m anner o f reflection, w hether it is regular 
or diffuse. Calculations show, that these tw o extrem e cases do not differ 
m uch from  the point o f v iew  o f the energy returning to the E arth. 
T h u s we m ay consider the more sim ple case, i. e. the energy reflected 
b y  the M oon is distributed in the space uniform ly. In this case the field 
intensity on the E arth ’s surface is:

2, 12 11—  it V  
E ,  =  iO5 . — ]fw3 —

(D  being the E arth— M oon distance in km -s).
I f  the receiver is connected to a half-w ave dipole-antenna and its

band-w idth  is i 2, then the field-intensity necessary to get un ity  signal/noise
ra tio : IQ—3

E 0 =  3*5------  ( I :  wave length).

In this com putation only the therm al fluctuation voltage (Johnson-effect) 
o f the antenna is considered, w hich  is the ideal condition. In this case the 
signal/noise ratio o f the reception is:

^ ~ ~ E

In our experim ents a transm itter o f A =  2,5 m w ave-length was 
available, having an optim um  pow er o f h>x =  3 kW  (at an im pulse of 
t  =  6  ♦ 10—2 sec. duration).

So the intensity o f the field produced b y  the reflection is: 5 rl
E x =  y y  . 2,2 . 10~3 pV/m  . r is unknow n, bu t no serious mistake can

b i  made in its estim ation if  r =  —  is taken for the reflection coefficient

4 Z. Bay: Elektrotechnika, vol. 38. pp. 1 . and 29. (1946).
1*
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o f the M oon's crust, corresponding to an average d ielectric coefficient 
1

£ ~  --- .
4  . .
T he b an d -w id th o f the receiver has been £2 =  2 . 105 c. p. s., so that

in the most favourable case: E 0 =  0,63 ¡.iV/m. T h is ideal case is not realized
by the receiver, as its noise is caused not on ly b y  the antenna, but also
b y  the grid resistances, shot-effect, etc., w hich altogether can be
represented by the noise-figure v. A ccording to the m easurem ents of
Istvanffy and Tari for our set it has been v ~  3.

E x
So the signal/noise ratio o f the receiver is rji =  — — , w hich  —  using

v E 0
the above data —  am ounts to r\x =  3,9 . 10~4. T h is extrem ely low  
signal/noise ratio rendered a successful experim ent hopeless for the time 
being. It was necessary to look for m ethods w hich  should essentially 
enlarge the signal/noise ratio.

B y  applying a system  o f antennas (or a reflector) instead o f a single 
antenna, the waves can be directed, i. e. energy can be focused. In this 
way the field intensity can be m ultiplied b y  a factor q, where q is the gain o f 
the antenna system  (reflector). In our case an antenna system  o f 36 dipoles 
gave a value q =  9, b y  w hich the signal/noise ratio was im proved to

r)2 =  Q2 . rji =  3,14 . 10- 2 .

Further im provem ent can be obtained by the follow ing reasoning: 
the aim o f the experim ent is not the exact m easurem ent o f distance, there
fore long im pulses can be applied, w hich allow a reduction o f band-w idth,5 
as shown in the theory o f radar.

a) B y  the analysis o f the F ourier-spectrum  o f the transm itted 
signal it has been shown that —  from  the point o f view  o f energy —  it is 
m ost preferable to choose the length o f the transm itted signal r  equal to 
the reciprocal o f the band w idth of the receiver £}.

b)  T h e  accuracy o f the m easurem ent o f time (and therefore that o f

the distance) is: /it = —.---- 77— :—  i. e. it A t  need not be sm all, t  m ay
signal'noise 1

also be large com pared to the usual values in radar technique, where
r ~  10—5— 10—0 sec.

Requirem ents a) and b) mean that, in the M oon-experim ent,
band-w idth and the length o f the transm itted signal can be made
about £i ~  20—30 c. p. s., r  =  5 . 10—2 correspondingly. U sing these
data the m easurem ent of the distance is not better than 7500 km if
signal/noise =  1, but this does not m atter in the present experim ent.

6 Z. Bay: Loc. cit. p. 31.
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T h is reduction o f band-w idth w ould im prove the signal/noise 
ratio by a factor o f about io o , so obtaining a value o f 3,6, i. e. the reflected 
signals could be easily detected.

T h e reduction o f the band-w idth is not a d ifficu lt task in icself; it 
m ust, how ever, be considered that in this case the frequency o f the trans
m itter and that o f the receiver m ust agree w ithin 20 c. p. s., w hich is a 
very  high dem and. Instead o f follow ing this course —  the m ost obvious, 
but expensive and rather d ifficu lt in practice —  a m ethod has been chosen, 
w hich yields an even greater reduction of band-w idth, w ithout the necessity 
o f exact tuning o f the trancm itter and receiver. T he principle o f this 
m ethod is, that the reduction o f band-w idth  takes place after detection. 
U sin g this m ethod, the variation o f the transm itter's frequency m ay 
cover the receiver's entire frequency-range £} =  2 . 105 c. p. s., not making 
a high dem and as to tuning the transm itter and the receiver. T h e  disad
vantage o f this m ethod is, that —  as signal and noise are sum m ed according 
to the pythagorean rule —  the sm all signal/noise ratio falls w ith the second 
pow er at detection. So rj2 =  3,14 . 10~2 becom es ?;3 =  10- 3 . A pp lying 
now  the reduction o f the band-w idth from  2 . i o 5 c. p. s. to 2 . 10 c. p . s. 
the signal/noise ratio w ill be

>/4 =  IO“ 1

w hich is still under the lim it o f observability.
For this reason a further m ethod had to be looked for, in order to 

increase the signal/noise ratio by a factor o f at least one order o f m agni
tude. For this purpose I proposed a suitable m ethod o f cum ulation.

T h e  principle o f cum ulation itself is known in television practice, 
and applied in the terrestrial radar practice too, where signal/noise ratio 
is increased by the after-glow  o f the screen, w hich am plifies the signal 
and averages out the noise.

In the case o f the M oon-experim ent this m ethod o f cum ulation 
cannot be used, because the transm itted signals follow  after long intervals. 
T h e  transit time o f the signal to the M oon and back is about 2,6 sec. 
w hich means that the transm itted signals should fo llow  after longer 
intervals than this. In our equipm ent the interval has been chosen as 
3 sec., i. e. 100 im pulses take 5 m in., 1000 im pulses take 50 m in.

I f  the period of cum ulation is 50 m in. the cum ulator w ill preserve 
the signal for several hours, in order to avoid inaccuracy. For this reason 
electric condensers cannot be taken into account. It should  have very 
h igh capacity, and extrem ely good isolation in order to have a tim e constant 
o f several hours, w hich cannot be realized in practice.
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A fter various considerations I proposed a hydrogen-coulom eter, 
which was succesfully applied in the experim ents. T h e  sim ple design 
(description s. p. 17.) allows the use o f several (10 in our case) coulom eters 
in the experim ent, w hich are connected w ith the output of the receiver one 
after the other by a rotating sw itch. One coulom eter is sw itched on always 
at one and the same instant after the transm itted signal. In this way ten 
form erly defined points on the tim e-scale are recorded, b y  w hich  —  besi
des the cum ulating action —  the apparatus also gives a tim e-diagram  of 
each 3 sec.'s interval. T h e  signal reflected b y  the M oon, corresponding 
to its actual distance, falls on one of the coulom eters, where they are 
successively cum ulated in the form  o f quantities o f hydrogen gas. T he d is
turbances (voltage fluctuations) are both o f positive and negative sign, 
and are averaged out statistically.

A ccording to the laws o f probability the quadratic error occuiring 
on one coulom eter after n im pulses is proportional to n, so the error is |in- 
A t the same time the signal on the same coulom eter is m ultiplied b y  n, 
so the coulom eter shows a |in signal/noise ratio instad of the signal/noise 
ratio o f the receiver's output.

B y  this m ethod —  by increasing the total num ber n o f the im p u l
ses —  any signal can be raised above noise-level, i. e. can be made obser
vable in principle, regardless both o f its am plitude and the value o f the 
signal/noise ratio.

T h is result can be expressed b y  a phrase usual in radio-practice as 
follow s: the band-w idth has been reduced to the reciprocal o f the total 
interval, during w hich a coulom eter is sw itched on. E. g. in case of n =  1000 
im pulses: a coulom eter is sw itched on for 1000 . 0,06 =  60 sec correspon
ding a band w idth o f 1/60 c. p. s. B y  this the signal/noise ratio is increased 
by a factor o f jf  1000, equivalent to a reduction o f band-w idth, or to an 
increase o f the power o f the transm itted signal b y  a factor of 1000.

It is an im portant advantage o f the application o f the coulom eters 
that, those w hich do not receive the reflected signal, continuously 
show the "zero-read in g“  o f the apparatus, and show  the tim e-integral 
o f the output stage taken during the period o f the experim ent. T h u s intrinsic 
variations (fluctuations o f current, variations o f the operational points o f 
the tubes, etc.) o f the apparatus are autom atically elim inated. T h is fact 
can be also expressed by saying that the coulom eters, com pared to the one 
receiving the signal, perform  a "b lin d “  experim ent.

U nder these circum stances the possibility o f a successful M oon- 
experim ent was guaranteed, as a tolerance o f one order o f m agnitude can 
be gained b y  our m ethod. T h is tolerance was necessary indeed, for we 
had known that
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1. we cannot increase the transm itted energy,
2. our receiver is not o f the high degree o f developm ent, w hich 

could be arrived at b y  a further approach to the border o f principal 
possibilities. (O ur receivers were only experim ental devices, and not 
technically developed sets),

3. the electrical noise-level inside the tow n is not favourable for 
sensitive experim ents like this (the coulom eter, how ever, elim inates outer 
disturbances too),

4. the frequency-constancy o f the transm itter during one im pulse 
is not o f such a high degre eas could be expected in case o f  a technically 

developed equipm ent.
A ll these sources o f inaccuracy were succesfully elim inated b y  the 

cum ulating m ethod realized w ith the aid o f coulom eters. T h is, how ever, 
has as a consequence, according to the general theory o f physical m easure
m ents, long periods o f observation, that require the apparatus to be in 
operation for long periods, and make the observation troublesom e.

DESCRIPTION OF THE EQUIPMENT.

O nly that equipm ent is described here, w hich —  as m entioned 
in the introduction — • was developed in the second half o f 1945, as it was 
this by w hich  successful M oon-experim ents were carried out. O w ing to 
the grave situation o f the T ungsram  W orks at that tim e, it seemed 
alm ost im possible to build  a new  equipm ent at our own cost for the 
replacem ent o f the one lost. T herefore I applied to the M in istry  o f Home 
D efence, w hich  kindly put all the constituent parts left over from  the 
war, and m anufactured by the Standard E lectrical C o. L td . for the p u r
pose o f a radar working at 2,5 m  w avelength, at m y disposal.6 So  we 
could get a transm itter and a receiver set and a pow er-supply for the latter. 
It was at this stage that E . Istvanffy, M anager o f  the Standard E l. C o. 
L td . joined our researches, who was in charge o f the developm ent o f 
these apparatuses during the war.

It happened on account o f these apparatuses that we determ ined 
to change the w avelength o f our earlier experim ents from  0,5 m  to 2,5 m, 
after having been shown b y  the calculations o f Istvanffy  that 2,5 m 
w avelength is not more disadvantageous than 0,5 m  from  the point o f 
v iew  o f passing through the ionosphere. Istvanffy considered the effect 
o f the ionosphere as a dispersing lens too, and found that this effect 
cannot reduce the energy density more than b y  a factor o f 12 % .

6 I should like to take this opportuinty of again expressing my thanks 
to the Ministry of Home Defence.
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T he antenna system , the high-pow er-supply for the transm itter, 
the rotating sw itch, the band-w idth reducing output stage, the Coulome
ters and relays had to be constructed anew.

T h e arrangem ent o f the whole equipm ent is schem atically shown 
on F ig . i .  Transm itter, receiver, output stage w ith m easuring instrum ents

r ^n|i------ 1:1------
R E C

COULOM
T R A N S M ._____________I

SWITCH

1st f l o o r

GND. FLOOR

i* r * T

were located in two rooms on the second floor o f the T ungsram  Research 
Laboratory, the antenna system  being situated on the roof, above 
these room s.

F ig. 2. shows the block diagram  o f the whole system . Both the trans
m itter and the receiver join the transm ission line o f the antenna system ,
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the signals reach the coulom eters through the output o f the receiver. T he 
periodic operation o f the whole system  is controlled by the rotating sw itch, 
w hich sw itches on and o ff the various parts o f the system  at the proper 
instant d irectly or b y  relays, and connects the coulom eters to the output 
one b y  one in succession.

Fig. 2.

THE ANTENNA SYSTEM.

Concerning the success o f the experim ent, the energy concentration 
perform ed b y  the antenna system  plays an im portant part, and it is most 
essential to increase this factor as far as possible. A t 2,5 m 's w avelength 
focusing can be achieved b y  applying a system  o f dipole-antennas.

For our experim ent such a system  was designed b y  E . Istvdnffy. 
T h e  w iring o f the aerial system  is shown on F ig . 3. T h e  system  consists of 
36 dipole-antennas, w hich are fed in the m anner that the single antennas 
shou1d o:cillate in phase. E ach one has potential-node at its m iddle point, 
w hich is in galvanic contact w ith  the supporting m etallic rod. T h e  suppor
ting rods stand out at right angles from  the plan o f a huge iron fram ework 
byaq u arter-w ave-len gth , the fram ew ork itself form ing a reflecting surface 
m aking the radiation unidirectional. T h e  surface area o f the fram ework 

is 8 X 6 m 2.
T h e iron fram ework was m anufactured in the workshop of the T u n g s

ram Research L aboratory according to the design o f E . Istvdnffy ; J . Patak  
was in charge o f the w ork. T h e  plan o f the fram ework can be 
rotated around a horizontal and a vertical axis driven b y  gears, so that 
it can be turned and fixed to any direction of the sky. (Fig. 4.) T h e  antenna 
system  is shown in F ig . 5. T h e  directional pattern is shown in polar coordi-
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Fig. 3
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Fig. 6.

b
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nate-system , F ig . 6., a being the horizontal, b the vertical section. T he 
factor of the increase o f the field intensity on the electric axis —  com puted 
from  the polar characteristics —  is (> 9.

THE TRANSMITTER. (Fig. 7.)

T he transm itter originally m anufactured by Standard was m odi
fied for operation w ith two O Q Q  500/3000 T ungsram  tubes, connected 
in push-pull. T he plate resonant circuit is form ed by a parallel L ech er- 
system, the leads having large cross section in order to reduce dam ping. 
Both grid and cathode circuits are tuned by Lecher-system s. T he trans
m itter is controlled in the follow ing w ay: the grid  biased to — 2000 V  is 
grounded by the rotating sw itch for 0,06 sec in each 3 sec's interval,

+ 10,000 V

giving an im pulse of 0,06 sec's duration. T h e  plate voltage is 
6000— 10.000 V , and as the tubes are not constructed for such a high 
voltage the rotating sw itch also provides for turning o ff the plate voltage 
during the long pauses betw een two successive im pulses.

T he average plate-current during the im pulse is about 2 A , i. e. 
the input pow er is 12 kW  at a plate-voltage o f 6000 V .
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T h e efficiency o f the tubes in the present arrangem ent is about 
30— 40 %  i. e . the h. f. pow er is about 3— 4 kW . T he decoupling o f the 
oscillations takes place by a sim ple loop, fo im ed  by the short-circuited end 
o f the transm ission line.

THE RECEIVER.

A  block diagram  o f the receiver closing w ith the dem odulator is 
shown on F ig . 8. H igh  frequency oscillations are am plified b y  the first 
stage (T ube E F F 50 ), and then the first converter stage (T ube E FF50) 
transform s the frequency from  120 M e. p. s. into 4,3 M e. p. s. O n the block 
diagram  also a second converter stage is to be seen, producing the 2,7 M e. 
p. s. interm ediate-frequency, follow ing the detector stage. T h e  m atching 
o f the receiver to the transm ission line is arrived at through sm all capaci-

Fig. 8.

ties b y  a tuned Lecher-system , being an im pedance-transform er. T he 
am plification factor o f the first am plifier is 3, that of the frequency trans
form er stage 2. T h e  band-w idth o f the receiver is 200 kc. p. s.

D urin g the transm ission o f the im pulse, the receiver gets a voltage- 
pulse of about 1000 V , w hich m ight dam age the first stage. T o  avoid 
this, an im m unizing device had to be applied. A t the beginning an E F F 5 0  
type tube connected as a diode was used for this purpose. A s, how ever, 
this tube was also often dam aged, a short-circuiting lever was introduced, 
operated shortly before the transm ission o f the signal b y  an electrom agnet, 
controlled b y  the rotating sw itch.
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The band.-wid.th reducing output stage is shown schem atically in 
F ig. 9. T he first low  frequency filter unit is placed in the receiver, the two 
low  frequency amplifier stages are m ounted in the next room  in a shielded 
“ cage”  together w ith the coulom eters and the rotating sw itch. Contact is 
maintined through a shielded cable. T h e  am plification characteristic is 
shown in F ig . 10. Practically frequencies between 3— 50 c. p. s. can pass 
the output stage w hich means a reduction o f the noise level com pared to 
that o f the dem odulator by a factor o f about 100. M eanw hile the reflected

%
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Fig. 9.

signal, having the shape o f the transm itted signal, ow ing to its 0,06 sec 
period, passes the output stage alm ost w ith its original am plitude, as its 
Fourier-spectrum  falls practically within the frequency band o f the output 
stage.

Im m unizing o f the output stage during the transm ission period is 
also necessary, as in spite o f im m unizing the first stage o f the sensitive 
receiver the output stage still receives such an im pulse as w ould change 
the operational points of the tubes for a long time —  ow ing to the large 
time constants of its circuits. For this reason the grid  leak resistance o f 
the tube E F  6 is short-circuited b y  a special m agnetic relay for the period 
o f the transm ission, as shown in F ig . 12.

250 V
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THE ROTATING SW ITCH.

T he schem atic diagram  o f the rotating sw itch is shown in  F ig . 12. 
T he contacts on a fixed disc are touched b y  the contacts of the rotating 
arm in succession.

T he rotating arm is driven by a synchronous m otor b y  gears designed 
in such a m anner that at the 50 c. p. s. frequency o f the mains, one 
revolution o f the arm takes 3 sec. A  few  percent fluctuation o f the alter
nating current's frequency often caused trouble as the reflected signal
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can slip onto a neighbouring coulom eter during an experim ent. For this 
reason the frequency was controlled continuously.

T h e  sw itch was designed b y  A . Budincsevics, and m anufactured 
in the workshop of the Reseach Laboratory, J. Patak  was in charge of 

this work.
O n the arrival o f the reflected signal the coulom eters are sw itched on 

and how ever sm all sudden changes in voltage, they are enough to disturb 
the receiver. For this reason the rotating sw itch together w ith the output 
stage and the coulom eters had to be put into a shielded cage and provided 
w ith a m ost careful filtering before the leads leaving the cage. These 
precautions were necessary, for these disturbances are not averaged out, 

being of periodical character.

THE COULOMETERS

are shown in  F ig . 13. A ll coulom eters com m unicate w ith the same 
reservoir on top, containing the com m on positive electrode. H ydrogen 
gas form ed on the negative electrodes is gathered in the capillaries, 
and their quantity can be directly read. T h e  coulom eters were made by 
E. Várbíró, glass-blow er o f the L aboratory.

A  K O H -so lu tion  o f 30%  concentration was found to be most favo u 
rable electrolyte, having such a kind o f capillarity that very fine bubbles 
are form ed in it, w hich rise in the 1 m m  diam eter capillary w ithout inter
rupting the liquid  colum n. O xyhydrogen-coulom eters, tested previously,

x. IX. VIII VII.

Fig. 13
2
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gave no reproducible results, owing to the presence o f nascent oxygen 
and the oxydation o f the electrodes. In the above case, when no oxygen is 
form ed on the m easuring electrodes, the measurem ents can be reproduced 
within i %  accuracy. In the experim ents the cou'om eters led a m axim um  
current o f 6o m A  intensity, the velocity o f the m otion o f the liqu id 's 
nnniscus was 4— 6 m m /mA./min. T h is value, how ever, can be varied 
practically as necessary, by reducing the gas pressure in the top reservoir, 
obtaining in this w ay an apparatus, where one can choose the scale of 
measurements sim ilarly to that o f the M acL eo d  pressure gauge.

THE EXPERIMENTS AND RESULTS.

A s soon as the equipm ent had been com pleted, in January 1946, 
the experim ents were begun.

D urin g the working hours o f the plant, electrical disturbances are 
too great, so that m easurem ents and preparations (tuning, etc.) can 
be carried out only in late afternoon hours and at night. For this 
reason no m easurements can be taken about new-m oon, when the 
M oon is very near to the Sun.

K n ow ing the electrical axis o f the antenna system , in fair weather 
it can be directed towards the M oon visually, and in cloudy weather, the 
right direction was found by the determ ination o f the M o o n 's position 
on the sky based on astronom ical data, received from  the K o n ko ly  
O bservatory.7 T he calculations were made b y  T . Horváth and L . Takács.

T h e  apparent displacem ent o f the M oon is about 1 5 0 per hour, 
so it can be follow ed easily during the experim ent. W hen pointing at the 
M oon, a few  degrees o f deviation m ay be allow ed, ow ing to the directional 
pattern o f the antenna system .

T u n in g the transm itter and the receiver is accom plished either by 
terrestrial reflections, or by a small auxiliary transm itter, by w hich tuning 
can be controlled.

T he experim ent consists o f tw o kinds o f measurem ents carried out 
alternately: one perform ed w ith the antenna system  pointing tow ards 
the M oon, and the other w ith the antenna system  turned away (“ blind”  
measurement) both having a period o f about 30 m in.

T he measurem ents are preceded b y  the testing o f the coulom eters. 
T heir resistances and the length o f the contacts belonging to each one

We are indebted to Dr. L. Detre, Director of the Observatory, for giving us 
the necessary data.
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are a little different. T h at is w h y it is necessary to carry out measurem ents 
during w hich the receiver is out o f operation, and only the uncontrolled 
current o f the output stage flows through the coulom eters. T h e  next stage 
o f testing is accom plished w ith the receiver in operation, and the transm itter 
out of operation. In this case only the noise o f the receiver passes through 
the coulom eters. T h e  longer the m easurem ents the better the agreem ent 
between the results o f  these tests, because the coulom eter averages out 
the statistical fluctuations o f the receiver. I f  the m easurements take a few  
m inutes, practically no difference is to be found between the results received 
b y  the tw o different m ethods, i. e . after a few  m inutes the statistical error 
is less than the error in reading the position of the m eniscus in the capillary 
(parallax).

A fter these operations the M oon-experim ent has to be continued 
until the signal on one distinguished coulom eter exceeds the errors o f the 
m easurem ent. T h is m easurem ent is follow ed b y  the “ b lin d " experim ent.

T h e measurem ents were carried out during several nights b y  Dr. K .  
Simonyi, Dr. J . Pocza, Z. Bodo, T . Horvath, J . Csiki, and L . Takacs, under the 
direction o f D r. G. Papp. T w o  observers were present at each m easurem ent.

I I I I I I IV V V I V II V III IX X Note

M oon — — — — — 110 100 100 92 96 Experim ent on
6. 2. 46.

Blind 110 96 101 93 97

Difference — — — — — 0 +  4 — 1 — 1 — 1

Moon 06.5 92.5 90.9 103.5 97.5 103.3 111.2 98.8 100.2 106.4 E xperim ent on
8. 5. 46.

Blind 97.1 93.3 91.1 103.2 97.0 98.9 110.8 100.7 101.7 105.6

Difference —0.6 —0.7 —0.2 +  0.2 + 0 .5 + 4 .4 + 0 .4 —1.9 —1.5 4-0.8

Artif. refl. 72.1 79.8 82.2 93.0 90.0 93.8 100.0 162.8 128.8 97.6 Signal/noise ~  1

Blind 95.1 92.5 88.1 102.9 100.3 105.4 112.3 112.3 88.1 109.0

Difference —13 — 12.7 —5.9 —9.9 — 10.3 — 11.6 — 12.3 +  50.5 +  40.7 — 11.4

Artif. refl. 91.3 88.9 89.2 97.7 98.3 107.5 105.6 119.7 98.6 102.8 S ignal/noise ~

Blind 94.0 91.6 90.1 99.3 98.7 108.8 108.6 111.5 95.0 104,8

Difference —2.7 —2.7 —0.9 —1.6 — 0.4 — 1.3 —3.0 +  8.2 + 3 .6 — 2.0

Table 1.

T h e result o f a few  series o f m easurem ents are shown in  T ab le  i .  
It can be seen that in case o f the m easurem ent carried out on the 6th 
February, 1946, the readings on Coulom eter V I I .  were 4 %  higher in 
M oon-experim ent, than in blind experim ent, although the error is under 
1 % . A ccording to the m easurem ent carried out on the 8th M ay, 1946 
Coulom eter V I .  gave a reading 4 ,1 %  higher in the M oon-experim ent, 
than in blind experim ent, etc.

2*



20 Z. BAY

W hen evaluating the results, it m ust be also considered that the 
coulometers measure the unm odulated com ponent o f the plate-current 
of the last tube too. T he easiest way to get inform ation about the am pli
tude of the received signal is to compare it w ith the noise o f the receiver, 
which can be expressed in m icrovolts.

T o  measure the signal/noise ratio Dr. G. Papp  developed the 
method o f “ artificial reflection” ; its principle can be seen on F ig . 14. 
Taking one o f the coulom eters (N o. V I I I .  in F ig . 14.), at the instant

Vi VII VIII IX X + 2 5 0 V

when it is sw itched on, the voltage o f its cathode is reduced by about 
20 V . A  definite fraction of this voltage is d ivided  on a potentiom eter 
consisting o f the resistances r and R  and fed back to the grid o f the 
tube E F  6, by w hich it is am plified and so increases the current through 
Coulom eter V I I I .  T he conditions are the same as if  Coulom eter V I I I .  
had received a reflection from  the M oon. B y varying the resistances r 
and R  a known and the required signal/noise ratio can be produced, 
where “ signal”  now  means the am plitude o f the “ artificial reflection” .

Such measurem ents have shown that a 4 %  effect on a coulom eter is 
equivalent w ith a signal/noise =  1/10, i. e. the am plitude o f the reflected 
signal from  the M oon in the experim ents above described is 1/10 of the 
noise of the receiver, com puted for the output, as theoretically expected.
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(See p. 5.) T h e  fact that this m inute signal can be observed or even 
estim ated w ith the aid of our equipm ent, is exclusively due to the m ethod 
o f coulom eters.

W e can compare our results w ith those o f the Am erican investigators 
De W itt and G. Valley  as com m unicated in “ E lectro n ics".8 T hese authors, 
using a receiver o f 0,01 ¿/V sensitivity and having a band w idth o f 50 c. p. s., 
achieve a signal/noise ratio o f about 3.

T h e pow er o f their transm itter is about the same as that o f the ours. 
T h e  factor v characterising the sensitivity o f their receiver seems to be 
more favourable than that we could realise, and we estim ated it to be 
40 %  sm aller. T h eir  antenna system  consists o f 64 dipole-antennas, w hich 
means about 70 %  gain com pared to our case. Considering all these 
circum stances, our theoretical com putation gives a signal/noise «  9 for 
their experim ents, w hich  fu lly  agrees w ith their results.

T h e m ost im portant difference between the two equipm ents is, that 
the reduction of the band width is accomplished in their apparatus before the 
demodulator stage, the theoretical advantage o f w hich was described on 
p. 5. T h e  A m erican radar practice, having developed to a very high 
standard, could solve this difficu lt problem , the expense o f w hich 

we could not afford.

N either the Am erican nor our results are accurate enough for more 
than the purpose o f estim ating the order o£ m agnitude o f the num erical 
value of factors m entioned in the introduction, such as reflection 
coefficient o f the M oon 's surface, absorption and dispersion in the 
ionosphere. It is, how ever, indisputable that the order o f m agnitude is 
given by the experim ents as expected.

It is significant that electrom agnetic waves o f 2,5 m wavelength 
can pass through the ionosphere. T h is fact m ay receive practical im port
ance in interplanetary navigation and in spreading reflected m icrowaves 

over the whole surface o f the Earth.

T h e success o f our M oon-experim ent adds the most direct evidence 
to that w hich confirm s the valid ity  of the Copernican view . T here had 
been a num ber of observed phenom ena from  w hich it follow ed that the 
M oon is a material body situated at a well-defined distance from  the 
Earth. T h is statem ent is dem onstrated ad oculos by the M oon-experi
m ent: we can “ touch" the M oon by a pencil o f electrom agnetic waves 
whenever we wish. T h e  transit time of the waves and the material proper
ties o f the M oon as shown b y  the reflection agree w ith the expectations.

8 Electronics, April, 1946., p. 92.
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T he fact that Am erican investigators carried out successful M oon- 
experim ents w ithout the m ethod o f cum ulation, does not dim inish the 
value o f using Coulometers. In the future the cculom eters (or other 
method of cumulation) can be used for more exact m easurements 
without increasing the transm itted energy substantially, or the m easure- 

t ments can be extended to other celestial objects too. In this field the 
best results would be yielded b y  a com bination o f h ighly developed 
Am erican technique with our m ethod o f cum ulation.



M O L E C U L A R  P E R T U R B A T I O N S

J. G. VALATIN
(PR E SE N T E D  BY P. GOM BAS. — R E C EIV ED  8 JU N E  1946.)

The interaction between rotation and electronic motion in a diatomic molecule 
is investigated by giving the direct wave mechanical form of the components of angular 
momenta. In order to get a suitable form of the interaction a reference system con
nected with the nuclei and independent from the electrons is used, defined by the Eulerian 
angles, in which the rectangular components of both total angular momentum and electro
nic angular momentum can be given. The ad ventage of this way of description in compa
rison with other used reference systems is emphasised. Observed perturbations are con
nected with a part of the effect o f rotational coupling called here accidental, while there 
may be a considerable coupling between rotation and electronic motion without mani
festing itself in irregularities. This is still more the case with respect to the coupling 
between vibration and electronic motion, since the nuclear motion may affect also the 
electronic part o f the wave function with respect to which the averaging of the interac
tions of the particles leads to the potential curve characterising the regular sequence of 
energy levels. The fact that this electronic part of the wave function cannot be identified 
in general with an eigenfunction of the two'center problem, yields a term which can 
play essential role in homogeneous perturbations. The analogous and different features 
of homogeneous and heterogeneous perturbations are discussed.

T h e irregularities observable in the awaited sequence o f m olecular 
energy levels are the w ell-know n perturbations in m olecular spectra. 
T h eir observation is o f great im portance in the investigation o f m olecular 
term  system s, yield in g the possibility to the determ ination o f characteris
tics o f the perturbing electronic term  system  or to finding the connection 
betw een the positions o f already know n levels o f different electronic 
states. T h e  existence o f the observed regular energy system  o f an electronic 
term  o f a diatom ic m olecule can be ascribed to the fact that ow ing to the 
m uch sm aller mass o f the electrons the m otion o f the nuclei can be con 
sidered to take place in a potential field averaged w ith respect to the e lec
tronic m otions. Perturbations observed between the levels o f different 
electronic states can be then im puted to the coupling o f electronic and 
nuclear m otions ow ing to w hich this condition is no more fulfilled. T h eo re
tical papers dealing w ith m olecular perturbations determ ine the energy 
values and wave functions ascribed to the unperturbed energy states 
accordingly, neglecting in first approxim ation certain term s in the wave 
equation corresponding to this interaction, and interpret the observed 
perturbations as the effect o f these neglected term s. In this w ay tw o kinds
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o f effects can be interpreted showing a different character according to 
whether they are due to terms corresponding to the rotation or to the 
vibration o f the nuclei.

In these interpretations o f m olecular perturbations some arbitrari
ness seems to be left in two directions. First, in answering the question, 
which part o f the effect of the coupling between the different m otions 
should be identified w ith the observed phenom enon o f perturbations; 
secondly, in identifying the electronic part o f the wave function, with 
respect to w hich the m entioned averagebility o f the interactions between 
the particles leads to the potential curve o f an electronic state, w ith the 
eigenfunctions o f the tw o-center problem , dividing also in this way arbitra
rily the coupling between nuclear vibration and electronic m otion.

T he situation is sim pler w ith respect to the rotational coupling. 
O w ing to the fact that the total angular m om entum  o f the m olecule is a 
constant o f m otion, the energy states o f the m olecule can be characterised 
by a given rotational quantum  num ber J , and the effect o f the coupling 
between rotation and electronic m otion can be follow ed in the function 
of this quantum  num ber / .  T h is coupling leads for instance to the ph en o
mena o f the .¿/-doubling and the rotational distortion o f spin m ultiplets, and 
the size o f its effect in com parison w ith other factors determ ines the in ter
mediate position of the m olecular state between H und's different ideal 
coupling cases. B ut accordingly, there m ay be a strong coupling between 
rotation and electronic motion w ithout becom ing m anifest in irregularities 
in the sequence o f m olecular levels, and though this coupling m ay give rise 
also to perturbations, its effect is already partly included in the positions 
o f the unshifted term s.

T h e problem  is still more com plicated concerning the coupling of 
vibration and electronic m otion. H ere, ow ing to the dynam ical character 
o f m olecular vibration, the vibrational quantum  num ber V has only an 
approxim ate significance w hich can be lost in the case o f perturbations. 
A ccordingly, the coupling effect cannot be follow ed in the function o f any 
quantum  num ber. On the other hand, also in the case when we have a 
regular vibrational structure and the nuclei can, therefore, be regarded as 
m oving in a potential field given by an average o f the interactions w ith 
respect to the electronic m otion, since the m otion o f the nuclei is determ i
ned by an interaction between the electrons and the nuclei influenced by 
the motion o f the electrons, it can be expected that also the electronic 
motion determ ining the averaged field w ill be influenced through the 
interaction b y  the motion o f the nuclei. T h is  is a point w hich  seems to 
have been rather overlooked in supposing that the wave function factor 
describing the electronic m otion can sim ply be identified w ith the wave
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function o f the tw o-center problem  resulting in the case o f fixed nuclei. 
B ut as it can be show n,1 this is not the case in general, this supposition 
com ing into contradiction w ith m athem atical and experim ental argu
m ents. C onsequently the interpretation o f the corresponding perturbations 
is also to be essentially m odified, as it should be shown in the second part 
o f the paper.

T h e question o f the coupling betw een rotation and electronic 
m otion is a rather explained one. K ro n ig 2' 3, 2nd Van V leck4 gave a wave 
m echanical treatm ent o f the question, while Born and F lü gge6 pointed 
out referring to the theory o f the rotation o f a rigid top that the expression 
o f the interaction can be dealt more sim ply b y  means o f the angular m om en
tum  operators through m atrix m echanics. N otw ithstanding, perhaps it 
w ill not seem  to be quite unuseful to investigate this question by welding 
the tw o m ethods, givin g the wave m echanical form  o f the corresponding 
angular m om entum  operators directly , but avoiding a reference to the 
properties o f hypergeom etric wave functions in determ ining the m atrix 
elem ents. In this w ay it seems to be possible to get a clearer insight into 
the m echanism  o f the interaction b y  means o f the expressions o f the 
angular m om enta and occasion offers to stress some points o f not negli- 
geable physical significance.

T o  investigate the diatom ic m olecule we introduce the coordinates 
o f the m olecular mass center and the relative coordinates o f the particles 
related to the first atom ic nucleus. T h e  coordinates o f the mass center 
which are o f no interest from  the point o f view  o f the inner m otion o f the 
m olecule can be separated, and neglecting correction terms resulting from  
the finite mass o f the origin o f the reference system  the wave equation has 
the form

{ T r +  Te +  U \ V  =  EH>\ ( 1)

T r represents the relative kinetic energy o f the nuclei in w hich the red u 

ced mass ß =  —— 1-----—  o f the nuclei enters, T . sym bolises the kinetic
-j- M 2

energy o f the electrons, while U  contains the interactions between all the 
particles, nuclei and electrons. In the description we use two kinds of 
coordinate system s. A  system  x  , y  , z  the axes o f which are parallel w ith
the axes o f some inertia reference system , and a system  x, y, z  the axes
o f w hich are given relative to the form er by the Eulerian angles

1 J. G. Valatin: Proc. Phys. Soc., 58, 695, 1946.
2 R. de L. Kronig: Z. f. Physik, 50, 347, 1928.
3 R. de L. Kronig: Band Spectra and Molecular Structure, 1930.
4 J. H. Van Vleck: Phys. Rev., 33, 467, 1929.
5 M. Born—S. Flügge: Ann. d. Physik (5), 16, 768, 1933.



(Figure 1.) Identifying the z  axis o f the second system  w ith the line joining 
the tw o nuclei we have for the relative nuclear coordinates

X 'r —  r sin ft sin \p Y'r =  -  r sin {) cos xp Z ’r =  r cos // (2)

w hich would lead with xp' =  xp —  90° to the usual description in polar 
coordinates. B ut in contrast to the description in K ro n ig 's original paper 
and the paper o f Born and F liigge, we do not identify the x z  plane with

I
Z

a plane containing a distinguished electron and preserve in this w ay the 
sym m etry o f the description in the electrons. A s we shall see the choice 
o f a suitable reference system  plays im portant part in the due interpre- 
tability o f the resulting expressions. A s an introduction o f electronic spin 
into the description does not give rise to any special difficulties we restrict 
ourselves for th e  sake o f sim plicity to singlet states and shall only indicate 
the differences caused by the spin. T h e  finer effects connected w ith the 
direct dependence o f the energy operator on electronic spin w ill be left 
com pletely out o f consideration.

First let us take coordinates r, «9-, xp for the nuclei and x'i, y ’i, z ’i cr 
the electrons in wave equation (1). T aking wave functions norm alised

1  ̂  ̂ \
w ith respect to dr instead o f r2 dr the operator e x p re s s io n ------ ( r2 —  j

<92 r2 dr \ d r)
in Tr reduces to . A ccordin gly  we have
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T he prim e on the differential operators indicates that the partial differen
tiation is to be carried out w ith fixed values o f x ',  y ',  z\. I f  L $ , Lty, 
l}[) are the operators for the com ponents o f nuclear angular m om entum

in —  units, we have 
2*

L (r)2 =  L (r) 2 +  Jjs) 2 +  ¿(02 • (4a)

where w ith a sim ple transform ation o f the corresponding differential 
operators we can write
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In order to bring the expression U  o f the interaction energies to a 
sim pler form  containing no angular coordinates, let us now  introduce 
the coordinates xit y it z {. A s it is seen b y  sim ple geom etrical consideration 
the coordinate transform ation takes place according to the follow ing 

schem e:

x' t
y ¿'

X eos ((• eos ip — sin q> sin ip co & eos <f> sin ip +  sin qn co' i/' col & nn q s in  !>

y — 5in qr eos ip — cosy sin y  co # —  sin qp sin ip +  eos q eos i/> eos f i COS q  sir. r i

z sin ip sin & —  eos ip sin & cos ti

( 6)

6 d d  , d  d  d 
T h e differential operators—  > —  , —  are given b y —  , —  > —

dxi dyt dZi dx[ dy[ dz[
according to the same schem e, and if  we form  the operators representing 
the com ponents o f the resultant electronic angular m om entum  along the 
x ',  y  , z  respectively x, y, z  axes, we have
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These are also transform ed according to the schem e as sum s o f 
components c f  the vector product o f covariantly transform ing vectors of 
the three dim ensional space. T he well-know n com m utation rules are of 
course the same in the two system s.

L̂ x> L̂y> Liyi L x, — i L j ' Zi Ziy Z<y Li ■ — i L  z

Lyi L z< L z> Ly> =~-1 L x> ( 8a) L y L z L ZL V == iL x (®b)

Lz< L XI L X> L ZI — l Lyl L z L  L  L z — i Ly

Form ing the expression o f a total differential w ith the tw o kinds of 
variables and taking into account the relations between the variables, 
a comparison o f the corresponding coefficients yields the relations

S' d d .
—  = -------- i L oi — --------- i L  cos cf> 4- i L y sin cp
d &  dfr d !t  ‘ F y r

—  = --------i L z> =»---------- i L : sin cp sin {)• —  iL y cos cp sin & —  i L z cos {t (9)
d ifj dip dip

d' d
—  — ------- 1 L z
d cp dcp

d d d
where the operations —— , —  , —— are to be carried out by fixed xit vif z{.

d O' dip dcp
If we would include also spin into the treatm ent, the spin coordinates 
could also be transform ed to the new  axes and would get the same result, 
L x, Ly, L z representing in this case com ponents o f the resultant electronic 
angular m om entum  including spin.3 In view  o f this fact we shall denote 
in the follow ing the quantum  num ber corresponding to L z w ith Q , this 
meaning according to the accepted notation in the m ultiplet case the corres
ponding quantity including spin, w h i’e the corresponding quantum  n um 
ber without spin should be denoted b y  yl.

Since in the original reference syscem the wave equation does not 
contain the variable cp, we have w ith respect to the m olecular wave fu n c 
tion

—  V  (x', r, {), Ip, cp) =  0 . (10)
O f f

If, therefore, through the coordinate transform ation ll>' is transform ed 
into W' (x{, r, xp, cp)— > (x,. r, 0 , ip, cp), according to the last
equation in (9)
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—  i —  V  {x„ r, ft, ip, rp) =  L z (xu r, ft, if), cp). ( 10a)
d rp

T h u s the introduction o f the additional variable rp involves the appearence 
o f the relation (10) or (10a) w hich is invariant in time and selects those 
functions o f the new  variables w hich can represent a m olecular state. For

Q

the whole functional space the operators — i  —  and L z cannot be iden-
arp

tified, as it can be seen also from  the fact that while L z and L x obey the
. d

com m utation rule (8b), —  i —— and L x com m ute.
dcp

L et us now  write down the expressions for the com ponents o f the 
total angular m om entum  o f the m olecule along the axes o f the inertia 
system . U sing equations (5) and (9) and the transform ation schem e (6) we 

get

M x, =  Lx? +  L x< —  — i I cos ifj —  +  sin — —  ( i L z — cos ft —  JI
| d ft sin ft \  d y ) J

M y, =  +  Ly, =r — i | sin ip — ------ cos ip — ^ ~  ( i L z —  cos
* y y ) O ft 1 sin ft \  d y j \

M g, =  L (z) + L z, =  - i —  ( 1 ^
d y

M - —  M %  +  M l,  +  M %  =

=  (sin  f t — )  +  — —̂  cos ft i L z Y  -  L i  M 12)
| sin ft  d ft V d f t )  sin0- ft \d*l> )  \

For the m olecular states satisfying condition ( 10a) we can also write

• I d 1 / d a  5 \ | J(.
M x, =  — i \ cos rp ------- \- sin i/>------ [ ---------cos ft - —  )}

| d ft sin ft  \d  (p d 1p )  J

M y, </J' =  -  i | sin \p — --- cos ip — —  ( — -----cos ft —  ) 1 V  (11a)
* | d ft 1 sin ft \dq> d ip) j

M *  V  =  -  i —  W
dtp

M -  V  ( sin ft ± )  +  ^ - ( ±  _  c05 *  ± ) *  +
j sin ft d ft \  d f t )  sin- ft \<9 ip d cp)

+  _ £ L j ¡p .  <12a>
d rp- j
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Since the total angular m om entum  is a constant o f m otion, the correspon
ding operators commute w ith the energy operator and we have sim ulta
neously with the wave equation the equations

M 2 V  = J ( J - \ -  ]) W , v
- J ( 13)

M z, <l>- =  M V

with the expressions (12a), (11a). It can be seen that according to the fact 
that equations (13) appear in connection w ith the invariance o f the wave 
equation against a change o f orientation o f the coordinate system , they can 
be given in a form  containing only the Eulerian angles ft, xfj, cp and the 
corresponding derivatives. T h is shows also the natural w ay for the separa
tion o f the angular variables.

T aking a w  (I4)
a rp

the first equation o f (13) in its form  given b y  (12a) m ultiplied b y  the factor 
h2 1 .

7 I r  gives the equation o f Van V leck 's paper, occuring there as one
o T t f x r
of the equations resulting from  an approxim ate separation o f the wave 
equation and interpreted as the wave equation o f the rigid sym m etrical 
top. Here we can see its more general significance and its strict validity 
sim ultaneously w ith the wave equation o f the m olecule.

A ccording to the transform ation (9) for L (r)2 we have from  (4)

£(r)2 =  — |---(---- i L x cos cp -f i L y sin sin ft [—---j sin ft \d ft 1 V \dft

— i L x cos rp - f  i Ly sin cp] -)------ i—  [ -------- i L x sin cp sin ft —J sin2 ft \d ip v
— i Ly cos cp sin ft — i L z cos >9̂  | =  (15)

I d (  . d \  I I d  \2
=  ~  “ —  —  ( sin f t  —  ) + ---------( —  - i L z cos ft  ] +  ( I ;  +sm fr d ft \ d ft) sin2 ft \d ip )

+  2 1 L x \ c o s c p ------- 1- sin cp — —  ( — ------ 1 L z cos .9-VI+L dft f sin ft\d f  J J

T  J ^ i +  C0S V -- cos *Y|.0 ft sin ft \d ip )\

L l)  +-

- f -  2  l Ly
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For m olecular states satisfying (10a) we have w ith ( 12a)

L (r>2 V  = \ M 2 +  L l +  L 2y -  L l  +  2 i L

+  sin rp
sin 

+  cos

d
cos 0- —  

d rp
W _ 1

in O \d  ip

J - ( J L  _
^ sin O \d yj

) 2 i Ly

d
cos 0  —

dcp)

d
COS r p ----H

d O

- s i n r p — +  ( 15 a)
<7 (T

A ccording to (11) we have in the prim ed system

U * 2 =  ( M  -  L ) 2 =  M 2 +  (Ll, +  L l , +  L l)  -  

---  2  (Lx. I^x' Ly! IWyl “I-  L z’ R^Z1) ♦

Introducing the operators

( B . 1 / d • « 0  MM x =  — i\  c o s t p --------- h  s i n r p - — [ - ------------ cos — -  ] |) 8 0  s i n O \ d i p  d rp/\

• I & 1 / 8 a  6 MM y =  — I I — Sin rp-------\- COS rp ------ [  ------- cos 0■ - —
y I ' d o  sin 0 \ d ip  d rp )\

\ d  rp)

as it can be easily seen

(Ml  +  M 2y +  M l) V  =  M  V

( 16)

( 17)

(18)

is identical w ith the expression (12a), and accordingly M x, M y, M z can be 
interpreted as the rectangular com ponents o f the total angular m om entum  

along the x, y, z  axes. T h u s we have in analogy w ith (16)

L M2 W =  \M 2 +  (Ll  +  L; -  Ll)  -  2  (Lx M x +  L y M y) j W ( 1 9 )

and in the expression (3) o f the nuclear kinetic energy Tr, taking into 
account equation (13), the only term  still containing the angular variables 

is represented by

Hj_t M =■ ------------------------ (Lx M X +  Ly My) .
4^ u r-

(20)
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Sim ple calculation gives the com m utation rules

M x My — My M x =  — i M z M x< My, — M y M x. =  i M z,

My M z — M z M y =  — i M x (21a) M y M z, — M z. M y =  i M x< /¿ib)
while

M z M x — M X M Z —  — i M y M z, M x< — M x, M z< =  i M y,.

T hat is, the operators corresponding to the com ponents o f the total angu
lar m om entum  along the rotating coordinate axes satisfy w ith an opposite 
sign the corresponding com m utation rules along the axes o f an inertia 
system . A  result w hich can be found in the paper o f O . K le in 6 in the 
theory o f a rigid asym m etric top. T h is relation between the com m utation 
rules in the tw o system s can be also seen at a glance at the expressions 
(11a) and (17) in w hich the com plete analogy between the angular variables 
i/j and cp is disturbed only b y  a m inus sign in the expression o f M y.

It should be noted that the rectangular com ponents o f angular 
m om entum  satisfying ( 18) have to be chosen according to (17), and here it

d
is not allowed to replace —  by iL z given as a functional operator in xit

ocp
d

y0 z it since the term  ctg O' —  occuring in the expression (12a) o f M 2 appears
Oi)'

d
in (18) just o w in g to th e n o n -co m m u ta b ility o f —  w ith sin cp, cos cp. B y  the

dcp
same reason it can be seen that in a coordinate system , as used b y  Van 
V leck, where the x  axis is identified w ith the intersection line oi o f the 
planes x ’y ’ and xy  and thus the angle cp does not occur, we get neither 
operators M x, M y, M ,  interpretable as rectangular com ponents o f the 
angular m om entum , nor the corresponding sim ple form  o f the term  (20). 
On the other hand, in using a reference system , as it is used in K ro n ig 's 
original paper or by Born and F liigge, in w hich the x z  plane is identified 
with a plane containing the first electron, we disturb the sym m etry in the 
electrons, and do not find operators L x, Ly, L z w hich satisfy a sim ple 
com m utation rule or could be interpreted as rectangular com ponents o f 
electronic angular m om enta.7

® O. Klein:  Z. f. Physik, 58, 730, ]929.
7 The corresponding terms in LiO1 can be partly seen in the quoted paper of 

Kronig in the expression C ^ ,  +  Bz,£q D $ qip given under (2) and
(3). Commuting the order ol and C#,, ^ respectively and is rep-

£
laced by an expression A 9̂  in which the last term does not occur. We can intro- 

duce also the operators Mz — — i D ^ , ,  M (/ =  i C M ~  =  — i —-  , but
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T h e adaptation o f an appropriate reference system  plays in this w ay 
an essential ro!e from  the point o f v iew  o f the sim ple interpretability o f 
the energy term s (20) and this situation can be easily understood. N e g 
lecting the term s under (20) a definite quantum  num ber Q  can be given 
to every m olecular state according to equation (14). T h e  term  (20) repre
sents a coupling betw een rotation and electronic m otion connecting states 
w ith different ¿2. T h e  old quantum  theory described the m olecule b y  a 
m odel consisting o f a rigid  rotating bod y and an inserted sym m etrical top 
the rotation o f w hich  corresponds to the electronic m otion .8 Supposing 
an elastic coupling betw een the electronic top and the rigid bod y represen
ting the nuclei the interaction betw een the tw o rotations can be described 
in quantum  m echanics just b y  the expression (20). T h is expression, being 
a part o f the nuclear kinetic energy, it is in connection w ith the rotation 
o f  the nuclei and its effect is the coupling o f the angular m om entum  o f the 
electronic top w ith the total angular m om entum , ow ing to w hich  states 
w ith different values o f the angular m om entum  com ponent o f the electro
nic top along the nuclear axis are connected. A ccording to the com m uta
tion rules (21a) and (8b) we get the special gyroscopic effect w ell-know n 
from  the spectra. B ut in order to see this sim ple interpretation o f the inter
action we have to use a reference system  fixed to the nuclei w ith respect 
to w hich the electronic top m ay change its position. I f  in the case o f a 
diatom ic m olecule we treat the nuclei as mass points we have to introduce 
an additional variable qp in order to characterise a reference system  fixed 
to  the nuclei.

In analogy to the use o f relative coordinates in wave m echanics 
where the position o f the reference particle can also be given only b y  a 
probability distribution, we can also choose reference axes the positions 
o f  w hich are given only in a wave m echanical sense. W e can speak in this 
sense o f the com ponent o f a vector quantity along the nuclear axis o f a 
diatom ic m olecule, and we can take rectangular coordinate system s o f 
w hich all the three axes are given in such a w ay. T h e  introduction o f a 
new  reference system  means a coordinate transform ation, and H erm itian

-----— and — i A'c^  cannot be interpreted as Lc respectively L^, since in the
2 *  2

expression of Z» 2 there appears besides — — (-B2£ij£<p +  A'lfyç) still an additional 
Ç,

term — A'fyr all of which are included there in the term . Neither do these

S1 . . 9
expressions give simple commutation rules together with the operator Lj =  — i —

8 H. A. Kramers— W. Pauli: Z. f. Physik, 13, 351, 1923.
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functional operators have to be interpreted as m easurable quantities also 
in the functional space o f the new  variables. B ut if  we choose the three 
axes o f a rectangular reference system  in an arbitrary way, we do not find 
in general functional operators w hich could be interpreted as the m easur
able quantities corresponding to the three rectangular com ponents o f a 
vector quantity along the axes o f this reference system . T h u s we can 
speak about the three rectangular com ponents o f the total angular m om en
tum  o f a diatom ic m olecule also in a reference system  the axes o f w hich 
are fixed to the particles, but we cannot give rectangular com ponents in a 
system  o f w hich one axis is connected w ith the nuclei and another axis 
is defined by an arbitrarily chosen plane x 'y \  O n the other hand, the three 
com ponents o f the resultant electronic angular m om entum  can be in ter
preted in system s o f w hich the axes are given independently from  the 
electrons, but operators corresponding to three rectangular com ponents 
cannot be found if  we connect one o f the axes w ith the electrons in an 
arbitrary way. T o  a due description o f the interaction betw een the total 
and electronic angular m om enta, we have to choose a reference system  
satisfying both o f these conditions.

In the chosen coordinate system  in order to get wave functions 
lls satisfying condition (10a) we ta k e ’P* as linear com bination o f wave fu n c
tions Hsji satisfying equation (14). N eglecting the interaction (20) between 
rotation and electronic m otion, these can be factorised according to

is a solution o f equations ( 13), (11a), (12a) and is a hypergeom etric 
polynom . For the determ ination o f <P n (xit r)  we get from  wave equation 
(1) the equation

In order to investigate the effect o f the coupling term  (20) let us 
introduce the operators

V.n. (Xi, r, fr, xf), r ) =  (pp  (X„ r) Xfj, <p)

where (-J1/ , M ( ft, xfj, (p) =  t iM* t in<? Q Ĵ M (cos V) (22a)

( 22)

d r2 r2 r2

=  £  <I’ ji r).

<>j_ +  a + x j  -  a  +  / ( /  +  n
^ +  Tt +  V  J {Xi, T) =

(23)

M p —  Mx +  i My 
M q =  M x — i My

Mfpi Aiji -|- i My i 
M q< =  M x> — i My,.

(24)
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T h e com m utation rules (21a), (21b) can be easily rewritten into

M a M d = t — 2 M z M „, M q. M q. M p, =  2 M z
(24a)

M Z> Mg' =  — M p-

M p Mg

M q M z -  M z M q =  M p

M z Mp Mp M z =  M q

(24a)
^spec- 

tive ly  M Z' M p,
respec-

(24b)

M n -  M , .  =  —  Mn>

In this form  it can be seen im m ediately that the consequence of the com 
m utation rules o f opposite sign is m erely an interchange o f the rôle o f the 
operators M p and M q. T h u s w ith a correspondence M q ~  M pl, M p ~  M q,, 
M z ~  M z, we have in the system  x, y, z  the same com m utation rules as 
in x ,  y , z  and have the same w ell-know n representations w hich give 
the m atrix elem ents o f the angular m om entum  expressions w ithout the 
use o f the hypergeom etric wave functions. A ccordingly , by the well- 
know n representations9 the non-vanishing m atrix elem ents o f M p, M q are

M p ( J , n ; J . S 2 -  I )  =  ] / j ( J  +  1 ) - Q ( Q  -  l )  

Mq ( J ,  P.; J,  S2 +  1) =  j j ( j  +  1) 1).

In wave m echanical form  we have b y  (17)

d

(25)

Mr,

M q =  -  i  ei(r

d , . i /  d d \
-----1- I ----1 ----- cos & ---  )
d \t s in  it \ d  I/J d  rp /

> • 1 (  d o d X--------- I  ------------- ( ----------------COS t )  ----------  1

O' sin  0 \ d  w d  rp Jd  0

(26)

w hich also show  im m ediately b y  (22a), that only M p (J, £2 ; J, i 2 —  1) 
and M q (J, £2 ; J , £2 +  1)  can be non-vanishing m atrix elem ents. T he 
com m utation rules given naturally involve already the com m utation o f 

M p, M q w ith  M 2.
T akin g Lp =  L x +  iLy, L q =  L x —  iLy, the interaction term  (20) 

can be written in the form

H l, m  =  —
] 1

8 7T2 r2
(Lp M q -)- Lq Mp). (20a)

It can be seen that H L M has non-vanishing m atrix elem ents only b e t
ween states w ith the same J  and M  and w ith £2'  — £2 ± 1, which are 
yielded either b y  the first or b y  the second term .

9 For instance, B. L. van der Waerden: Die Gruppentheoretische Methode in 
der Quantenmechanik, 1932, S. 66.

3*
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Hl , m ( J, 12, u ;  J ,  12 — \ , v )  =

= ---------V j ( j +  1) —  12 (12 —  1) f  «pj? (*<> r) L q 0 jV- 1 (*«> r ) <**« dr
8 t 2 (u J r2

(/ ,  12, u ;  7 , 1 2 + 1 , 1 / ) =  (20b)

= -------]—  \ j ( j  +  1) -  12 (12 +  1) ( <P(j l  (x0 r) A -  L p <P(_nJ+ x (xit r) dx{ dr
8 ft h J r2

T his shows also the variation o f the interaction m atrix elem ents w ith 
increasing rotational quantum  num ber J  since this is defined first o f all by 
the first factor.

T h e effect o f this interaction between rotation and electronic m otion 
can be o f a considerable size w ithout causing irregularities in the observed 
sequence o f spectral term s, and the measure o f the coupling m ay change 
between wide lim its also w ith respect to the levels o f the same electronic 
state. T h is means a regular m ixing of the wave functions *Pji w ith different 
12, ow ing to w hich 12 and A  hold more or less their quantum  num ber 
role. In speaking about the interaction o f states w ith definite 12 it is tacitly 
understood that i f  112 | >  0 the degeneracy causing A  type doublet is 
to be taken into account and the corresponding linear com binations o f 
ll fj2 and W—si form  the starting point. A s to the observed perturbations 
caused by the rotational coupling, these show  a more accidental character, 
than the m entioned regular effect. T h is is a kind o f resonance phenom e
non, w hich presents itself if  as a result o f the different dynam ic factors, 
two energy levels come into such a closeness o f each other that the in ter
action (20) can get to a dom inant role. A ccordingly , the effect o f the coup
ling between rotation and electronic m otion can be considered as divided 
into two parts, a regular effect involving a regular displacem ent o f the 
energy levels and being partly indistinguishable from  the effect o f the 
other parts o f the energy operator, and an accidental effect observed as 
perturbations connected w ith  the singular character o f every perturba
tion process in the neighbourhood o f coinciding approxim ate values. 
T he irregular displacem ents o f perturbed energy levels are connected 
with this second part o f the effect o f rotational coupling. A s seen from  the 
m atrix elem ents (20b) the effect increases w ith increasing rotational 
quantum  num ber and in the case o f J  0 such rotational perturbations 
cannot be observed.

A s to be seen, w ith sufficiently large J  ow ing to the m ixing o f the 
wave functions w ith different 12 we cannot separate the rotational part 
o f the wave function, and we have to take into account the effect o f coupling 
between rotation and electronic m otion also in the case when this is not
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m anifest in irregularities in the sequence o f energy levels. T h e  connec
tion is still closer betw een nuclear vibration and electronic m otion. B esi
des, while in the case o f  the rotational coupling, ow ing to the rigorous 
character o f the angular m om entum  as a constant o f m otion, we can still 
fo llow  the strengthening or loosening o f this coupling w ith varying rota
tional quantum  num ber, and can neglect the effect for J  -> 0, in the case 
o f the interaction o f vibration and electronic m otion we have a different 
situation. V ibration having purely dynam ical character, the corresponding 
quantum  num bers have on ly approxim ate significance w hich  can also be 
com pletely loosed.

Starting now  from  equation (23) let us suppose <Pji (xv r) being 
factorisable according to

(pn  (xit r ) = f  (r) 0 {en) (xh r) (27)

w ith r
| <p[-l) (p[si) dxi =  1 (27a) >

where the integration is to be m eant through all the electronic coordinates. 
T h is  norm alisation means that in averaging w ith respect to the electronic 
m otions the dependence on r o f the wave function is represented b y  the 
function factor f  (r) .  A veragin g in this w ay equation (23) w ith respect to 
the m otion o f the electrons we get

T 7  +  J A L ^ 1 ) + V ^ - £  !/('■ ) =  «7T - h \  d  r2 r2 )
(28)

( 8

where V  (r) =  V I (r) - \ - V u (r)

V j  (r) =  j  £Cn> {Te +  ¡j) <p\n)dXi

v"<r)= i ° ‘1' (- ^  + ^  ™
Equation (28) is the wave equation o f nuclear vibration in a potential 
field V  ( r) yielded b y  an averaging o f all the interactions between nuclei 
and electrons w ith respect to the electronic m otions. T h is  is in accordance 
w ith the experim ental fact ow ing to w hich the levels o f an electronic state 
show  a regular system  corresponding to a potential curve, and corresponds 
to the fact that ow ing to the m uch sm aller mass o f the electrons we can 
perform  an approxim ate separation according to (27) and average the 
interactions of the particles w ith respect to the m otion o f the electrons.
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B ut as can be concluded b y  experim ental and theoretical argu
m ents,1 the functions <D[n) cannot be identified in general w ith the eigen 
functions o f the wave equation o f the tw o-center problem ,
\Te-\-U — E  (r) j0 ^ ( x(, r) =  0 . T h e  sm aller mass o f the electrons allows 
in general only an approxim ate separation according to (27), and does not 
justify the neglecting o f the nuclear kinetic energy T r in wave equation ( 1),
—  which contains sym m etrically the kinetic energies Tr and Te besides 
the interaction U  o f all the particles — , in order to get to an approxim a
tion o f <Pgn). T he interaction energy U  represents the forces acting b e t
ween nuclei and electrons, and not only the m otion o f the nuclei is influen
ced according to (28), (29) by the electronic m otion described through 
the wave function 0 ^ ,  but the nuclear m otion can also have an influence 
on the motion o f the electrons, that is on 0 ^ ,  w ith respect to w hich we 
perform  the averaging.

W riting the function (27) in equation (23), in passing to equation 
(28) we replaced w ith the corresponding averages the expressions

J L -  f-?LL + ¡AL± A flt»>
H i u V d r 2 r2 )

(30a)

h2 L'x +  Ly L z , Ul)

S tt2 fi

h2 / 0 d_J d 4>[r )  d2 4>[n )\

\  d r  d r d r 2 )

f  <t>eJ  (30b)

8  7T2 (30c)

(T e + U ) f  <P{/ 1). (30d)

According to the approxim ate character o f the factorisation (27) we have 
to try to obtain further approxim ations o f wave equation (23) in taking 
into account the effect o f these neglected term s.

Supposing w ith respect to different wave functions 0^ilh (i4), 
0^1). (B)̂   ̂ M) (B) dx . =  Qf term s under (30a) do not give 

further contribution. T h is w ould be only the case, i f  0 ^ ’ (i4) and 0 <Jl)> (B) 
could not be considered orthogonal, w hich case cannot be a priori 
excluded. T h e  term  (30b) represents still a part o f the rotational 
coupling, connecting states w ith equal £2, and being the on ly term  in (30) 
w hich has a part connecting also states w ith different A .  A part from  this 
part of (30b) the term s in (30) couple states w ith equal Q  and equal A .  
T h e  term s in (30c) containing derivatives o f <P(en) w ith respect to r, it is
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to be seen that their replacing w ith their average is allow ed also in first 
approxim ation only in the case i f  the function < P does not suffer too 
rapid variations in r. T h is  w ould be the case if  we w ould identify ^[R) 
w ith  {0n) in the case o f approxim ately crossing energy curves o f the 
tw o-center problem ,1 so that just in such cases essential differences are 
to be expected betw een and (Pj/2*, respectively betw een V I (r)  and 
E ( r ) .  W ith  respect to the relative size o f the terms in (30b) and (30c), 
according to an estim ate o f Van V leck10 the first term  in (30c) dom inates 
the others w ith an order o f m agnitude. B ut w ith  a sim ilar reasoning we 
can see the possibility that the effect o f the term s (30d) h ighly exceed the 
effect o f the term s in (30b) and (30c) i f  we have a suitable overlapping of 
he radial wave functions in the m atrix elem ents

\ 7 '£ '( r ) W n M Hx<, r ) ( T , +  U ) / i ? ( r ) 0 ? ° - a ’ (x¡, r)dxl clr =

=  S 7 if’ M /s? M S * " ’• W(r.+ V) *¥■'■<s>

T hese m atrix elem ents give the reason for such strong interactions as in 
som e observed hom ogeneous perturbations where the effect is larger in 
the order o f m agnitude than the effect for considerable J  values in hetero
geneous perturbations. T h e  corresponding effect being a m ixing o f wave 
functions w ith the same £1 o f  the form  (27) in w hich the vibrational and 
electronic part o f  the wave function are separated, we m ay speak about 
a coupling betw een vibration and electronic m otion, but ow ing to the 
form  and origin o f expression (30d) we could call the corresponding per
turbations also electronic perturbations. B y  the m entioned identification 
o f 0 ^ °  w ith  the eigenfunctions o f the tw o-center problem  the m atrix 
elem ents (31), w hich seem s to have an im portant part in hom ogeneous 
perturbations, do not occur, ow ing to the diagonality o f T e - f  U  w ith 

respect to 0 ^l).
H om ogeneous perturbations observed between electronic states 

w ith equal £> and A ,  can be thus interpreted b y  the effect o f the non
diagonal paxt o f the term s (30) but w ith the same restriction as in the case 
o f rotational perturbations. T h a t is, not the whole effect presents itself as 
perturbations, but perturbations are just the m anifestation o f the corres
ponding accidental part o f the effect. T h e  situation is here all the more 
com plicated since the interaction causing perturbations is larger in order 
o f  m agnitude, and thus a single energy state is coupled w ith several states 
o f another electronic state, whereas in the rotational case in general only 
the effect betw een tw o levels is o f a considerable size. A  due experim ental

10 J. H. Van Vleck: ]. Chem. Phys., 4, 327, 1936.
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explanation o f the situation can be ascribed to L . G erő  and R . Schm id in 
connection with the investigation o f the perturbations o f the A g H  
m olecule.11 A s they pointed out,12 the term  vibrational perturbations is 
m isleading in the sense that it has been often supposed that, since the 
interaction m atrix elem ents depend only slightly on the rotational quan
tum num ber J , nor do vanish for J  =  0, the perturbations can be inter
preted as the displacem ent o f the vibrational levels w ith  J  —  0 together 
with the rotational levels built up on them . T h a t this is not at all the case 
can be seen either from  m olecular spectra b y  a suitable rotational analysis 
or by theoretical argum ents. T h e  terms (30b), (30c), (30d) containing not 
the rotational quantum  num ber, the interaction m atrix elem ents depend 
really only slightly through the corresponding variation o f the wave 
functions on J ,  but perturbations occur always b y  a definite value o f the 
rotational quantum  num ber, and the size o f displacem ent is defined b y  
the accidental position o f the levels at the given J . Perturbations corres
ponding to J  =  0 are in this way not at all characteristic to the perturba
tions resulting by other J  values. L evels w ith J  =  0 m ay be displaced or 
not, and their behaviour is in no w ay especially distinguished. H om o
geneous perturbations show  the same rotational structure as heterogeneous 
ones, w ith the difference that ow ing to the stronger interaction there is a 
sim ultaneous effect between several levels and that the change o f peturba- 
tion s w ith varying J  is ch iefly  only a consequence o f the changing actual 
position o f the interacting levels. It can also be seen from  the perturba
tions o f A g H  that the vibrational quantum  num ber V can loose its signifi
cance com pletely, the actual wave functions being linear com binations 
o f several wave functions w ith different / .  Since before the suitable analy
sis o f the A g H  spectrum  there were m any unsettled questions concerning 
the character o f hom ogeneous perturbations, the corresponding litterature 
should be accordingly revised. T h u s for instance the corresponding pages 
o f H erzberg's excellent book should be com pletely rew ritten .13

D ieke distinguishes tw o classes o f  perturbations.14 Class A  perturba
tions corresponding to the rotational coupling, and class B  perturbations 
interpreted in this paper b y  the term s (30). A ccep tin g  this distinction 
we can in sum m arising state that both effects are characterised first o f all 
b y factors w hich we have called here accidental. These vary w ith varying J , 
the perturbations occuring always betw een states o f definite J .  In the case 
o f class A  perturbations also the corresponding m atrix elem ents are fun c-

11 L. Gerő—R. Schmid: Z. f. Phys., 121, 459, 1943.
12 f" Gerő—R. Schmid: Mathematikai és Természettudományi Értesítő, LX I.,

835, 1942.
13 G. Herzberg: Molecular Spectra and Molecular Structure, 1939, pp. 319—326.
14 G. H. Dieke: Phys. Rev., 47, 870, 1935.
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tions o f J , and the effect vanishes for / - > 0 . In the case o f class B  p erturba
tions the m atrix elem ents depend only little on J , and the character o f 
perturbations m ay be a quite different one ow ing to an interaction which 
differs in order o f m agnitude. Class A  perturbations are also called hetero
geneous occuring between states w ith different £2, class B  perturbations 
are also called hom ogeneous resulting betw een states w ith equal £2. 
D ieke 's distinction as a phenom enological one is more suitable in the 
sense, that neither £2 nor s i  having a rigorous m eaning in general, perturba
tions m ay be caused b y  both effects, the character o f perturbations being 
defined b y  the more dom inating factor.

Institute of Experimental Physics,
Hungarian University for Technical 
and Economic Sciences, Budapest.
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Z U R  T H E O R I E  D E R  M E T A L L E .

Von P. GOMBÁS.
(Eingegangen am 29. M ärz 1947.)

Die in einigen früheren Arbeiten1 vom Verfasser auf Grund des statistischen 
Atommodells ausgearbeitete Theorie der metallischen Bindung wird hier auf der 
Grundlage eines modifizierten Potentialfeldes der Metallionen neu entwickelt und 
weiter ausgebaut. Hierdurch gelangt man zu einer sehr einfachen Theorie der Alkali- 
und Erdalkalimetalle mit zahlreichen Anwendungsmöglichkeiten. Die Theorie wird 
zur Erklärung der Bindung der Alkali- und Erdalkalimetalle und zur Berechnung der 
wichtigsten strukturunempfindlichen Konstanten dieser Metalle herangezogen. 
Ausserdem wird eine Beziehung zwischen dem Druck und der Dichte für die genann
ten Metalle hergeleitet. Die theoretischen Resultate stimmen mit den empirischen 
gut überein, wobei besonders hervorzuheben ist, dass in der Theorie keinerlei em
pirische oder halbempirische Parameter zu Hilfe genommen wurden.

1. §. EIN LEITU N G .

V ersuche eine T heorie  der M etalle auszuarbeiten gehen auf die 
klassische Physik zurück. O bw ohl diese V ersuche T eilerfo lge erzielten, 
so war ihnen ein um fassender E rfolg nicht beschieden, denn m ehrere 
w ichtige M etalleigenschaften so z. B . das w ichtige Problem  der m etalli
schen B indung fand au f G run d  der klassischen T heorie keine Erklärung. 
D ie  U rsache hierfür ist in den bekannten M ängeln der klassischenTheorie 
zu  suchen. D er A usbau einer konsequenten und um fassenden T heorie 
der M etalle konnte erst auf G ru n d  der m odernen Q uantentheorie in 
A n g riff genom m en w erden. D ie  m oderne Q uantenm echanik b ildet auch 
hier wie in so vielen anderen G ebieten  der Physik das Fundam ent, auf 
das sich  die T h eorie  der M etalle gründet.

In  m ehreren früheren A rb eiten 1 w urde vom  Verfasser ausgehend 
aus dem  statistischen M odell der Atom e eine T heorie der m etallischen 
B indung entw ickelt, die einerseits eine Erklärung der m etallischen B in 
dung gibt und anderseits die Berechnung der w ichtigsten K onstanten 
der einfacheren M etalle in erster L inie der A lkali- und Erdalkalim etalle 
erm öglicht. W esentlich ist, dass in die T heorie keinerlei em pirische oder 
halbem pirische Param eter eingeführt w erden.

1 P. Gombás, ZS. f. Phys. 94, 473, 1935; 95, 687, 1935; insbesondere 99, 729, 
1936; 100, 599, 1936; 104, 81, 1936; 104, 592, 1937; 117, 322, 1941; Math. u. Natur- 
wiss. Anz. d. ung. Akademie d. Wiss. LIX, 125, 1940; Nature (London) 137, 950, 
1936; 157, 668, 1946; P. Gombás u. Gy. Péter, ZS. f. Phys. 107, 656, 1937.

1
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M it H ilfe der seither ebenfalls vom  Verfasser gegebenen statisti
schen Form ulierung des Besetzungsverbotes der vollbesetzten Q uanten- 
zustände von A tom en2 kann diese T heorie der m etallischen B indung auf 
eine äusserst einfache Form  gebracht werden, die die G rundlage einer 
sehr einfachen allgem einen M etalltheorie bildet und deren A nw endung 
auf verschiedene konkrete Problem e sich ausserordentlich einfach g e 
staltet.

D as M etallm odell, das die G rundlage dieser A rbeit bildet, ist sehr 
einfach und anschaulich. D ie Alkali- und Erdalkalim etalle, auf die wir 
uns in dieser A rbeit in erster L inie beschränken, bauen wir aus dem  
G itter der statistisch behandelten M etallionen und aus dem M e ta ll
elektronengas, bestehend aus den Valenzelektronen, auf. D ie V a len z
elektronen, auf deren Verhalten es in der T heorie der M etalle gerade 
ankommt, behandeln wir gesondert von den R um pfelektronen auf G rund 
der W ellenm echanik, was sich im  Folgenden als w esentlich erw eist. 
D as eingangs erwähnte Neue in dieser A rb eit im  V ergleich  zu  den frü h e
ren Arbeiten des Verfassers besteht darin, dass wir die W echselw irkung 
der Valenzelektronen m it den M etallionen nicht auf G rund des elektro
statischen Potentials der Ionen, sondern auf G rund eines m odifizierten 
Potentials berechnen, das sich auf die statistische Form ulierung des 
Besetzungsverbotes der von den R um pfelektronen vollbesetzten Q uanten
zustände der M etallatom e gründet.

N ach Erörterung einiger m it der B egründung des M odells zusam 
m enhängender allgem einer Fragen befassen wir uns im  Folgenden m it 
der m etallischen Bindung, mit der Berechnung der w ichtigsten struktur
unem pfindlichen K onstanten, m it dem  Zusam m enhang zw ischen dem  
D ruck und der D ichte der M etalle und schliesslich mit der B erechnung 
der A ustrittsarbeit der Elektronen. D ie Berechnungen beziehen sich im  
allgem einen au f die A lkali- und Erdalkalim etalle m it Ausnahm e von 
L i  und B e ;  die Ionen der beiden letztgenannten M etalle besitzen nähm - 
lich nur je 2 Elektronen, w odurch die auf der statistischen T heorie der 
Atom e beruhende M odifikation des Potentials illusorisch wird.

D u rch  das Zusam m enfügen der freien M etallatom e zum  m etalli
schen Verbände erfährt bei den einfacheren M etallen (Alkali- und E rd 
alkalimetallen) nur die E igenfunktion und die Energie der V alenzelektro
nen eine wesentliche Ä nderung, die V erteilung und Energie der R u m p f
elektronen bleibt praktisch ungeändert. U nsere wichtigste A ufgabe ist 
also die Bestim m ung der Energie und der V erteilung bzw . der E igen fu n k
tion der Valenzelektronen im  G itter.

2 P. Gombás, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941.
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2. §. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN.

Beim  Zusam m enbau der einzelnen freien Atom e zum  G efüge eines 
G itters entsteht bekanntlich aus dem  diskreten Energiespektrum  der 
freien Atom e das E nergiebandspektrum  des G itters, das die elektrischen 
und m agnetischen Eigenschaften des festen K örpers determ iniert.

Im  G rundzustand, auf den sich alle unsere folgenden B etrachtun
gen beziehen, besetzen die Valenzelektronen die energetisch tiefsten 
Zustände ihres energetisch tiefsten Energiebandes. Zur Bestim m ung der 
V erteilung der Valenzelektronen im  G rundzustand im  G itter haben wir 
die E igenfunktionen dieser Zustände zu  bestim m en. Es ist leicht e in zu 
sehen ,3 dass die E igenfunktion eines Valenzelektrons im  G itter in einem  
beliebigen Zustand in der allgem einen Form  ip =  w eI(t-v) dargestellt 
werden kann, wo w eine periodische Funktion des Ortes m it der Periodizität 
des G itters, r den O rtsvektor und f den A usbreitungsvektor bezeichnet; 
im  reziproken G itter ist f ein ganzzahliger V ektor. Im  G rundzustand, 
wenn sich also die M etalielektronen in den energetisch tiefstm öglichen 
Zuständen befinden, können wir die E igenfunktion der Valenzelektronen
—  jedenfalls für Alkalim etalle —  in der Form  -ifj —  w0eI(t' r) ansetzen, 
wo cüq die Funktion w für den tiefsten E nergiezustand, also für den unteren 
Rand des tiefsten Energiebandes der Valenzelektronen bezeichnet. Für 
diesen Zustand ist f =  0, also y  =  w0. D ie Bestim m ung der V erteilung 
der V alenzelektronen im  G itter im  G iu n d zu stan d  geht also auf die B estim 
m ung von w0 zurück.

D ie  B erechnung der Eigenfunktion eines M etallelektrons kann 
sehr vereinfacht und im  Falle eines s-T erm es auf ein Problem  m it K u g e l
sym m etrie zurückgeführt w erden. H ierzu  ziehen wir nach dem  V orbild  
von W igner und S eitz4 zw ischen einem  M etallatom  und allen seinen N a ch 
barn die Sym m etrieebenen. D iese E benen um schliessen ein Polyeder 
von hoher Sym m etrie, dessen V olum en das auf ein M etallatom  entfallende 
G ittervolum en darstellt. D iesen Polyeder nennen wir im  Folgenden die 
ein M etallatom  oder M etallion  enthaltende Elem entarzeile. F ür das raum 
zentriert kubische, das flächenzentriert kubische G itter und für das 
G itter der hexagonal dichtesten K ugelpackung veranschaulichen die 
Elem entarzelle die F iguren la , lb  und lc .  A us diesen Figuren ist zu 
sehen —  was noch durch die B erechnungen bestätigt w ird — , dass diese 
Polyeder in guter N äherung durch K u geln  gleichen Volum ens approxi
m iert werden können. W ir nennen im  Folgenden diese K u geln  kurz

3 Man vgl. z. B. H. Fröhlich, Elektronentheorie d. Metalle (Struktur u. Eigen
schaften d. Materie Bd. XVIII), Springer, Berlin, 1936.

4 E. Wigner u. F. Seitz, Phys. Rev. (2) 43, 804, 1933.
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Elementarzellen für einige Gittertypen.

Fig. ia. 
Raumzentriertes 
kubisches Gitter.

Fig. ib . 
Flächenzentriertes 
kubisches Gitter.

Fig. ic .
Gitter der hexagonal 

dichtesten Kugelpackung.

Elem entarkugeln, ihren Radius bezeichnen wir m it R,  ihr V olum en (das 
Volum en der Elem entarzelle) m it Ü.

D er Zusam m enhang zw ischen R  und der G itterkonstante lässt sich 
einfach feststellen. W enn wir den kürzesten A bstand zw eier Atom e 
im  G itter m it S bezeichnen, so ist für das raum zentrierte kubische

definiert ist.

D a  die Elem entarkugel ein A tom , also —  wenn wir die A nzahl der 
Valenzelektronen m it z  bezeichnen —  ein ¿-fach  geladenes positives

kugel m it dem  K ern  zusam m enfäilt, ist die E lem entarkugel nach aussen 
hin elektrisch neutral. D em zufolge kann man sich bei der Bestim m ung 
der Verteilung und Energie der M etallelektronen auf die Elem entarkugel 
beschränken, w odurch das sehr kom plizierte V ielelektronenproblem  auf 
ein z-E lektronenproblem  reduziert w ird, das im  Falle von s-T erm en
—  und nur diese kom m en im  Folgenden in Betracht —  kugelsym 
m etrisch ist.

D ie  R andbedingungen unseres Problem s gestalten sich folgender- 
massen. D as G esam tpotential und die Eigenfunktion der Valenzelektronen 
zeigt in jeder Elem entarkugel den gleichen V erlauf, es muss daher die 
Eigenfunktion m it ihrer erster A bleitung von einer Elem entarkugel in die 
andere stetig übergehen. H ieraus fo lgt aus Sym m etriegründen, dass für 
den Zustand, der dem  unteren Rand des tiefsten E nergiebandes der 
Valenzelektronen entspricht, folgende B edingung gilt

2 V 2 a S )

S und für das G itter der hexagonal dichtesten Packung

das flächenzentrierte kubische G itter

M etallion und z  Valenzelektronen enthält und das Zentrum  der Elem entar-
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Y  (R) =  0, (l)

wo yj' die A bleitung der E igenfunktion xp nach der E ntfernung vom  K ern , 
r, bezeichnet. D ie  R andbedingung für r =  0 bleibt dieselbe wie beim  
freien A tom , es muss also ip bei r —  0 endlich bleiben.

3. §. VERTEILUNG DER VALENZELEKTRONEN IM M ODIFIZIERTEN  
POTENTIALFELD DER M ETALLIONEN.

W ir w enden uns zunächst dem  w ichtigen Problem  der B estim m ung 
der V erteilun g b zw . der E igenfunktion der Valenzelektronen im  m od i
fizierten Potentialfeld  der M etallionen für den Fall der A lkalim etalle zu. 
D ieses Problem  wurde in einer früheren A rb e it5 des Verfassers ausführ
lich  behandelt und w ir verw eisen b ezü glich  der E inzelheiten auf diese 
A rb eit; es stehe aber hier eine kurze Ü bersicht der erzielten E rgebnisse, 
da diese die G rundlage zu  unseren weiteren A usführungen bilden.

A us der zitierten A rbeit des Verfassers geht hervor, dass m an die 
Eigenfunktion und E nergie der Valenzelektronen einfach bestim m en 
kann, wenn man statt dem  elektrostatischen Potential des M etallions ein 
m odifiziertes Potential einführt, w elches dem  Besetzungsverbot der von 
den R um pfelektronen vollbesetzten Q usntenzustände R echnung trägt. 
W ie in der zitierten A rbeit aus der statistischen T heorie des Atom s aus
gehend gezeigt w urde, kann m m  nähm lich dieses Besetzungsverbot in 
B ezug auf die Valenzelektronen eines A tom s m it edelgasähnlichem  R u m p f 
dadurch berücksichtigen, dass man zum  elektrostatischen Potential des 
R um pfes, V,  das Abstossungspotential

2/sF =  -  roV (2)
hinzuaddiert, wo

/ „ = — (3 * * ) ,ae a H (3)
2

ist und v die Elektronendichte des R um pfes, s die positive Elem entar
ladung und aH den ersten Bohrschen W asserstoffradius bezeichnet. Für 
das m odifizierte Potential6 ergibt sich daher der Ausdruck

0  =  V  +  F .  (4)

5 P. Gombás, Math. u. Naturwiss. Anz. d. ung. Akademie d. Wiss. LIX, 125,
1940.

6 Es sei hier kurz darauf hingewiesen, dass sich das modifizierte Potential aus 
Versuchen mit Röntgenstrahlen oder raschen Elektronenstrahlen nicht bestimmen 
lässt, da für diese, wie aus der Herleitung von F (1. c.) folgt, F verschwindet.
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D u rch  E inführung dieses Potentials gestaltet sich die Bestim m ung 
der Eigenfunktion und Energie der Valenzelektronen ausserordentlich 
einfach; in diesem  Potentialfeld fallen nähm lich die für die D urchführun g 
der Berechnungen sehr lästigen O rthogonalitätsbedingungen, denen die 
Eigenfunktion der Valenzelektronen in B ezug auf die von den R u m p f
elektronen vollbesetzten Quantenzustände zu genügen hat, fort, da diesen 
durch das Zusatzpotential F  R echnung getragen w ird. B ei der B e 
rechnung des Grundzustandes der Valenzelektronen hat man also den 
energetisch absolut tiefsten Zustand zu  bestim m en. D ies w urde in einigen 
früheren A rb eiten 7 für freie Atom e durchgeführt.

N un wollen wir dieses m odifizierte Potential zur B erechnung des 
G rundzustandes der M etallelektronen, also zur Berechnung desjenigen 
Zustandes, der dem  unteren Rand des tiefsten Energiebandes der V a len z
elektronen entspricht, heranziehen. D ieses Problem  unterscheidet sich 
von dem  entsprechenden Problem  für das freie A tom  nur darin, dass jetzt 
die Eigenfunktion des gesuchten Zustandes der R andbedingung (1) zu  
genügen hat, in dem  R  einen endlichen W ert hat. F ür R  =  oo geht unser 
Problem  in das des freien Atom s über.

Im  Falle von Alkalim etallen, au f die wir uns zunächst beschränken, 
ist es zweckm ässig das m odifizierte Potential in folgender Form  zu  
schreiben

# - 7  +  ( l r - 7 )  +  F *
(5)

£
in der das Coulom bsche G lied  —  von dem  nicht-C oulom bschen  elektro-

r

statischen Potential -----—^ und dem  ebenfalls nicht-C oulom bschen

Zusatzpotential F  abgesondert w urde. D er nicht-C oulom bsche A nteil
£

des Potentials V -----— - f  F  fällt mit w achsendem  r exponentiell ab. M an

kann diesen Potentialanteil aus der V erteilung des H artreeschen „se lf-  
consistent fie ld "  num erisch berechnen und dann zur V ereinfachung der 
R echnungen durch einen analytischen A usdruck approxim ieren.

Für Rb  ist die potentielle Energie des Valenzelektrons als Funktion 
von r in dem  aus der Hartreeschen V erte ilu n g8 berechneten m odifizierten

, G o m b d s > Z s - f- p h y s -  119, 3 1 8 ,  1 9 4 2 .  B. Kozma u. A . Könva, ZS. f. Phys.
118, 1 5 3 ,  1 9 4 1 .  Man vgl. auch P. Gombäs, Ann. d. Phys. 5. Folge, 35, 6 5 ,  1 9 3 9 ;  5. 

Folge, 36, 6 8 0 ,  1 9 3 9 ;  ZS. f. Phys. 116, 1 8 4 ,  1 9 4 0 .

8 D. R. Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 151, 9 6 ,  1 9 3 5 ,
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Potential m it Ausnahm e der kernnahen G ebiete —  die hier nicht von 
Interesse sind —  in der F ig . 2 dargestellt. In der F ig . 2 ist auch die 
potentielle E nergie des Valenzelektrons im  m ittleren Potential

0
<I>a =  —  0  d v  — ~  f 0  r2 dr

° ß 0 J Äg J

Ro

(*•)

eingezeichnet. H ier bedeutet ß 0 das V olum en und i?0 den Radius der 
Elem entarkugel in der stabilen em pirischen G leichgew ichtslage. B ei der 
B erechnung des Integrals über den nicht-C oulom bschen A n teil von 0  
kann man die Integration bis ins U nendliche ausdehnen, da in den G ebieten  
ausserhalb der E lem entarkugel der Integrand wegen des exponentiellen 
A bfalls sehr klein ist und som it diese G ebiete zum  Integral praktisch 

nichts beitragen.

Fig. 2. Potentielle Energie des Valenzelektrons im modifizierten Potentialfeld 
(Kurve i) und im mittleren modifizierten Potentialfeld 0 O (Kurve 2) für Rb als

Funktion des Kernabstandes.
Abszisse: r in a#-Einheiten.
Ordinate: — Ot und — <2>0e in e2/an-Einheiten.

W ie aus der F ig . 2 zu  sehen ist, kann man das konstante m ittlere 
Potential 0 O zum  A usgangspunkt einer Störungsrechnung m achen. Im  
Falle von Rb ist nähm lich z. B . von r ~  2,5 %  bis an den Rand der 
Elem entarkugel r =  R 0 =  5,24 aH also fast in einem  R aum teil von 90%  
der Elem entarkugel, die A bw eichung des Potentials 0  vom  m ittleren 
Potential 0 O, also die D ifferen z cps =  0  — 0 Q relativ klein, so dass man in 
diesem  G ebiet, also fast in der ganzen Elem entarkugel, (ps als Störungs
potential betrachten kann. F ür die anderen drei Alkalim etalle Na, K  und 
Cs liegen ganz analoge Verhältnisse vor.

A us dem  V erlauf von 0  ist zu  sehen, das es m öglich ist die Theorie 
der Alkalim etalle aus einem  M odell gänzlich freier M etallelektronen zu 
entw ickeln und die A bw eichungen hiervon, also das Potential (p$, als
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Störung zu  betrachten. A us einer analogen U ntersuchung für die E rd 
alkalimetalle geht hervor, dass dies, wenn auch w eniger gut als für die 
Alkalim etalle, auch für die Erdalkalim etalle zutrifft.

D ie Berechnung der V erteilung bzw . der E igenfunktion der V alen z
elektronen auf dieser G rundlage wurde vom  Verfasser für Alkalim etalle 
in einer früheren A rb e it9 durchgeführt. W ir bezeichnen die gesuchte 
Eigenfunktion des energetisch tiefsten Zustandes der Valenzelektronen im  
m odifizierten Potentialfeld i> m it xp und im  konstanten m ittleren Poten
tial <Z>0 mit ip0. D ie Eigenfunktion xp0 ist eine K onstante und entspricht 
dem nicht perturbierten Problem , für das das Störungspotential tps =  0 ist. 
In der F ig . 3a ist i/'/W *n der F ig . 3b die für die V erteilung d erV a len z-

z

Fig. 3a. i/V̂ 'o a*s Funktion von r für Rb. 
r in a#-Einheiten.

Fig. 3b. als Funktion von r für Rb.
r in a//-Einheiten.

elektronen im  G rundzustand m assgebende Funktion (xply0) 2 für Rb 
dargestellt. D er V erlau f dieser beiden Funktionen für Rb  ist auch für die 
anderen 3 Alkalim etalle N a, K  und Cs  typ isch. A ls  gem einsam er Zug 
für die Alkalim etalle ergibt sich, dass die E igenfunktion b zw . die V erte i
lung der M etallelektronen von r ~  1 ,5  aH bis R  =  R 0, also in einem  R au m 
teil von cca 9 5%  der Elem entarkugel, praktisch konstant verläuft. In s
besondere ergibt sich, dass die Funktion y ]yj0 b zw . das Q uadrat dieser 
Funktion in der Nähe von r ~  1,5 aH zunächst etwas über 1 ansteigt, im  
G ebiet zw ischen r =  1 , 5 %  und r =  3,5 aH ein flaches M axim um  au f
weist und in den äusseren G ebieten  der Elem entarkugel etwas unter

9 P. Gombás, Math. u. Naturwiss. Anz. d. ung. Akademie d. Wiss. LIX, 125,
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1 sinkt. D ies ist im  besten Einklang m it dem  von W igner und S eitz für 
das m etallische N a  au f einem  anderen W eg erzielten R esultat.10

Im  Inneren des A tom rum pfes verliert die Störungsrechnung ihre 
G ültigkeit, da dort y s nicht m ehr als kleine Störung betrachtet werden 
kann. D er hypotetische V erlau f der Funktionen xp/ipo und (V/Vo) 2 in 
diesem  R aum teil, der uns des N äheren hier nicht interessiert, ist in den 
Figuren 3a und 3b gestrichelt eingezeichnet. D er G run d  dafür, dass die 
E igenfunktionen keine N ullstellen besitzen, ist darin zu  suchen, dass wir 
statt dem  elektrostatischen Potential das 'm odifizierte Potential zu  G runde 
legten ; dies w urde in einer früheren A rbeit des Verfassers ausführlich 
d iskutiert.11

D ie V erteilun g der V alenzelektronen kann auch auf G run d  des im 
Folgenden herzuleitenden statistischen A usdruckes der G itterenergie des 
M etalles m it H ilfe des R itzschen A pproxim ationsverfahrens bestim m t 
w erden .12 A u f diese W eise erhält man ebenfalls ausserhalb des A to m 
rum pfes eine praktisch konstante V erteilung der Valenzelektronen. V om  
Verfasser w urde auch die Energie der M etallelektronen m it dieser genaue
ren V erteilun g berechnet, w obei sich ein nur um  1 ,7 %  tieferer W ert ergab 
als der, w elcher der vollkom m en konstanten V erteilung entspricht.

F ür E rdalkalim etalle (z  =  2) ist die B estim m ung der V erteilun g 
der Valenzelektronen w egen der grösseren A n zahl der Valenzelektronen 
ein bedeutend kom plizierteres Problem  und wurde bis jetzt auf den im 
Vorangehenden geschilderten G rundlagen noch nicht durchgeführt. 
A us dem  V erla u f des m odifizierten Potentials der Erdalkaliionen ist zu 
erwarten, dass sich für den D ich teverlau f der Valenzelektronen ein vom  
konstanten stärker abw eichender V erlau f ergeben würde als für die A lk a li
m etalle, der aber in erster N äherung m it einem  konstanten V erlau f noch 

genügend gut approxim iert werden kann.

4. §. DAS STATISTISCH E M ETALLMODELL.

A u f G run d  des im  vorangehenden § gewonnenen Resultates für 
die V erteilun g der M etallelektronen und m it H ilfe statistischer Ansätze 
kann man ein statistisches M etallm odell entw ickeln, nach w elchem  die 
A lkali- und Erdalkalim etalle aus dem  G itter der positiven M etallionen 
und aus dem  gleichm ässig verteilten Elektronengas der M etallelektronen 
aufgebaut sind. D ie M etallelektronen werden von den M etallionen geson
dert in B etracht gezogen, was sich im  Folgenden als wesentlich erweist.

10 E. Wigner u. F. Seitz, 1. c.
11 P. Gombás, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941.
12 P. Gombás, ZS. f. Phys. 108, 509, 1938; Math. u. Naturwiss. Anz. d. ung. 

Akademie d. Wiss. LVI, 417, 1937.
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Für die M etallelektronen wird das B esetzungsverbot der von den R u m p f
elektronen vollbesetzten Quantenzustände durch die Annahm e in B etracht 
gezogen, dass sich die M etallelektronen nicht im  elektrostatischen, sondern 
im  m odifizierten Potentialfeld der M etallionen befinden. D ieses M odell 
gibt nicht nur eine befriedigende Erklärung der m etallischen B indung, 
sondern erm öglicht die Berechnung der w ichtigsten strukturunem pfind
lichen K onstanten und die H erleitung w ichtiger Zusam m enhänge z . B . 
des D ruck-D ichte-D iagram m s dieser M etalle. Empirische oder halb
empirische Konstanten werden nirgends zu Hilfe genommen. D ie  Resultate 
sind besonders für Alkalim etalle in sehr guter Ü bereinstim m ung m it der 
E rfahrung.

D er A llgem einheit halber setzen w ir voraus, dass das G itter aus 
¿-fach geladenen positiven M etallionen aufgebaut ist; dem entsprechend 
befinden sich in jeder Elem entarkugel z  Elektronen des M etallelektronen
gases. F ür Alkalim etalle ist z  =  1, für Erdalkalim etalle z  =  2 zu setzen. 
D ie M etallelektronen ziehen wir, wie schon gesagt, von den R u m p f
elektronen gesondert in B etracht. D ie Elektronendichte v des M etallions 
im  G itter können wir m it der Elektronendichte des freien Ions als id en 
tisch betrachten, da sich diese durch den E inbau ins G itter nur unbed eu
tend ändert. D ie Elektronendichte q des M etallelektronengases kann man 
nach dem  im  vorangehenden § gewonnenen R esultat durch eine konstante 
V erteilung approxim ieren; wir setzen also

z  3 z
Q =  ---- -- ----------  (7

i i  4:71 R 3

D ie gesamte Elektronendichte des M etalls ergibt sich som it aus der 
Superposition von v und q, w ird also durch v -j- q dargestellt. W ie aus 
den Vorangehenden hervorgeht, gibt der A usdruck (7) für Alkalim etalle 
eine sehr gute N äherung, für Erdalkalim etalle ist aber die N äherung 
w eniger gut, dem entsprechend kann man für Erdalkalim etalle auch relativ 
weniger gute Resultate erwarten.

5. §. THEORIE DER M ETALLISCHEN BIN D U N G . 
BERECHNUNG DER W ICHTIGSTEN KONSTANTEN DER ALKALI- U N D

ERDALKALIMETALLE.

Unsere nächste A ufgabe ist die Berechnung der G itterenergie U  
des M etalles als Funktion von R  am absoluten N ullpunkt der T em peratur, 
aus der alles W eitere sehr einfach fo lgt. So entspricht z. B . der stabilen 
G leichgew ichtslage das M inim um  von U  und der Betrag des M inim um s
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ist die Energie, die man aufzuw enden hat um  das G itter in freie M etallionen 

und freie M etallelektronen zu  zerlegen.
D a die Elem entarkugeln nach aussen hin elektrisch neutral sind, 

genügt es die Energie einer einzigen Elem entarkugel zu  berechnen, die 
die G itterenergie pro M etallatom  b zw . pro Elem entarkugel darstellt. 
D iese E nergie setzt sich aus der Selbstenergie des M etallelektronengases 
und aus der W echselw irkungsenergie des M etallelektronengases m it den 

M etallionen zusam m en.
W ir berechnen zunächst die Selbstenergie des M etallelektronen

gases. D iese zerfällt in folgende A n te ile : die gegenseitige C oulom b- 
sche elektrostatische W echselw irkungsenergie der M etallelektronen E c , 
die Ferm ische kinetische N ullpunktsenergie des M etallelektronengases 
E k , die gegenseitige Austauschenergie der M etallelektronen E A und die 
gegenseitige Correlationsenergie der M etallelektronen E w.

D ie Energie E c  ist die elektrostatische Energie einer K u g el vom  
Radius R,  in der sich eine elektrische L adun g von — zs  befindet, die in der 
K u g el gleichm ässig m it der D ich te  — ge verteilt ist.13 Bekanntlich ist das

Potential dieser K u g el —  2 nos ^ i?2 — . Es ergib c sich also m it

R ücksicht auf (7)

R

E c  4 *r2 q2 s 2 J  ̂ i?2 -  r2 dr =

o (8)
3 z 2s2 1

5 R

F ür die Ferm ische kinetische N ullpunktsenergie der M etallelektro

nen erhält m an14

Z'K

wo

ist.

5/3 4 t t R 3 (  3 V /3 5/s 1 . in r  5/3 2 l , Q,
y.k o -------  =  ( ----- ) xk z  — =  1,105 z  s2 aH — :, (9)

3 \ 4 n ) R 2 R 2

xk =  —  (3 jt2) ,3e2aH (10)
10

13 Die Energie, die sich aus der elektrostatischen Selbstwechselwirkung der 
Metallelektronen ergibt, kann vernachlässigt werden, da die Anzahl der Metall
elektronen im gesamten Metall voraussetzungsgemäss sehr gross, im Idealfall °o 
ist. Ausserdem wird diese Energie durch die im Ausdruck EA (siehe weiter unten) 
inbegriffene Energie des Selbstaustausches der Metallelektronen gerade kompensiert.

14 Man vgl. z. B. H. Fröhlich, 1. c.
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D ie aus der quantenm echanischen A ustauschw echselw irkung der 
M etallelektronen resultierende Energie E A ergibt sich folgenderm assen15

p 4/3 4 x R *  /  3 V
E a =  —  y-a {> ---------- =  -  [  —  )

3 V W

4/3 4 t /?3 /  3 \ ’/3 V. 1 .  . . . .  4/3 ? 1 . . . .
y.a z  — =  —  0,4582 z  r — , (11) 

R  R

wo

3 / 3  \ V3
f 2 (12)

ist.

D ie Correlationsenergie der M etallelektronen gibt zur Gitterenergie 
nur einen relativ geringen B eitrag. D em zufolge ist es gerechtfertigt den 
Ausdruck16 für die Correlationsenergie

i/
0,05647 n 13 e*

E w =  —  z  — ----------- i-----------
q 3+  0,1216 —  aH

a H

zu  vereinfachen, indem  man E w/z durch die Tangente in dem  für uns
i/ i

wichtigen D ichtegebiet ersetzt; diesem  entspricht Q 3~  0,15 —  . A u f
O-H

diese W eise lässt sich die Correlationsenergie durch den vollkom m en 
ausreichenden N äherungsausdruck

E w =  -  0,0172z —  —  0,0577z VV  —  n 3)
aH R

darstellen, den wir im  folgenden gebrauchen w ollen.

Ausser diesen Energieanteilen haben w ir noch die W echselw irku ngs
energie des gleichm ässig verteilten M etallelektronengases m it den M etallio 
nen in Betracht zu  ziehen, die zur G itterenergie einen w esentlichen A nteil 
liefern. B ei der B erechnung dieser W echselw irkung legen wir das m o d ifi
zierte Potential (P =  V  +  F  der M etallionen zu  G ru n d e. D a  im  Falle der 
A lkali- und Erdalkalim etalle der G rundzustand der Valenzelektronen ein 
s~Zustand ist, ergibt sich für F  der A usdruck F  =  —  yov2/3, wo v w ieder 
die Elektronendichte der M etallionen bezeichnet. W ie bei der B estim 
m ung der Elektronenverteilung ist es auch hier zw eckm ässig vom  elektro

15 Man vgl. z. B. H. Fröhlich, 1. c.
lfl E. Wigner, Phys. Rev. (2) 46, 1002, 1934.
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statischen Potential V das Coulom bsche Potential —  der Ionenladung
r

abzuspalten, also 0  in folgender F orm  zu  schreiben

0  = ~  +  ( V  -  J'ô  /!. (14)

Z 8
D as nicht-C oulom bsche elektrostatische Potential V —  —  und das Z usatz-

r
potential — y 0 yVs fallen mit wachsendem r exponentiell auf 0 ab.

G em äss dieser A ufteilung des Potentials 0  zerfällt die W ech sel
wirkungsenergie des M etallelektronengases m it dem M etallion in drei 
T eile . D iese sin d : die elektrostatische Coulom bsche W echselw irkungs
energie Wc  der punktförm igen Ionenladung z  f  mit dem  M etallelektronen
gas, die elektrostatische n icht-C oulom bsche W echselw irkungsenergie 
WE, die aus dem  E indringen des M etallelektronengases in die E lektronen
wolke der M etallionen resultiert, und schliesslich die nicht elektrostatische 
Energie WK, die sich als Folge des Zusatzpotentials F  =  —  y0 v2la 

ergibt.

F ür diese Energieanteile erhält man die folgenden A usdrücke17:

R
r v 2?2 14 rdr —  — (15)
0

Sl

W K = j  F  o s d v =  4 tt y0 o s Jy 3 r2 dr =  3 z  s2 IK ~  , (17)
Sl 0

17 Die Energiesumme Ec +  W c wurde mit der Madelungschen Methode für 
den raumzentrierten und flächenzentrierten Kubischen Gittertyp auch exakt berechnet 
(man vgl. K. Fuchs, Proc. Roy. Soc. London (A) 151, 585, 1935). Es ergibt sich für 
das raumzentrierte Gitter —0,89593 z 2«2/R und für das flächenzentrierte Gitter 
— 0,89586 z2e2/R, während wir in unserer Näherung für beide den Wert — 0,9 z is2fR 
erhalten, der sich vom exakten um weniger als 0,5% unterscheidet.

OO

Qf dv =  -  4 är g s U v  -  —  ̂  r2 dr =

(16)
3  z  I e  R 3 '

W c =  ~ j  —  g s d v =  -

Sl
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WO OO OO

r2 dr und I k  =  —  j v  /ar2 dr (18)

o 0

ist. Bei den Integralen in WE und WK kann man die Integration in der 
U m gebung der G leichgew ichtslage anstatt au f ¿2 au f den ganzen Raum  
ausdehnen, da beide Integranden m it wachsendem  r exponentiell au f 0 
abfallen und am Rand der Elem entarkugel praktisch 0 sind. D ie  Integrale 
IE und I k  sind dem zufolge unabhängig von R.

A uster diesen Energieanteilen hat man noch die aus der A ustausch
wechselwirkung der M etallelektronen m it den R um pfelektronen resultie
rende Energie WA zu  berücksichtigen, die ebenfalls aus dem  E indringen 
des Elektronengases der M etallelektronen in die Elektronenw olke der 
Ionen resultiert, aber von viel geringerer B edeutung ist als die E n ergie
anteile Wc , WE und WK. D en  Energieanteil WA kann man m it der aus 
diesem Eindringen resultierenden Ä nderung der Austauschenenergie des 
gesamten Elektronengases gleichsetzen, man erhält so

M it dieser Form el lässt sich aber WA nur dann konsequent berechnen ,18 
wenn man für die Elektronendichte v der M etallionen das m it dem  A u s 
tausch oder m it dem  Austausch und Correlation erw eiterte statistische 
Atom m odell einsetzt, in welchem  der D ich teverlau f bei einer endlichen 
G renzdichte v0 abbricht und von dort an 0 ist. W enn wir also WA mit 
einer bis ins U nendliche auslaufenden E lektronendichte v berechnen 
wollen, dann d arf man in der Form el (19) nur bis zum  G renzradius rg 
integrieren, für den v =  v0 w ird. D a die K orrektion des D ichteverlaufs 
durch die Correlation hier unw esentlich ist, können wir sie vernachlässigen 
und wählen in den Folgenden für v0 die Randdichte des nur m it dem  
Austausch korrigierten statistischen Atom m odells, des sogenannten 
T hom as— F erm i— D iracschen Atom m odells, w odurch rg für beliebige 
D ichteverteilungen festgelegt ist. D ie Randdichte des T hom as— F erm i—

D iracschen M odells beträgt19 v0 =  J =  0,002127 - ^ - .  D a  im
V * y-k) ö'h

18 Man vgl. P. Gombás, ZS. f. Phys. 119, 318, 1942.
19 Man vgl. H. Jensen, ZS. f. Phys. 93, 232, 1935.

(19)

fl



ZUR THEO RIE DER M ETALLE 1 5

Falle der Alkalim etalle in der U m gebung der G leichgew ichtslage q «ü v0 
ist und v in dem  G eb iet r <  rg sehr rasch anwächst, kann man den A u s
druck (19) nach q/v in eine Reihe entw ickeln. B ei Vernachlässigung der 
G lieder, welche von höherer O rdnung klein sind, ergibt sich

von R  unabhängige K onstanten sind.

B ei den Erdalkalim etallen ist q in der U m gebung der G le ich 
gewichtslage in den R andgebieten des Ions grösser als v, die R eihen 
entw icklung des Integranden nach q(v verliert also in den Randgebieten 
ihre G ültigkeit, man kann aber den A usdruck (20) trotzdem  benutzen, 
da der hierdurch begangene F ehler wegen der relativ geringen B edeutung 
der Energie WA im  Verhältniss zur gesam ten G itterenergie klein ist.

D ie Energieanteile WE, WK und WA sind d urch die räum liche A u s
dehnung der E lektronenw olke der Ionen bedingt und w ürden im  Falle 
punktförm iger Ionen verschw inden.

D ie  aus der Correlation der M etallelektronen m it den R u m p f
elektronen resultierende W echselw irkungsenergie, weiterhin die aus der 
Polarisation des Rum pfes durch die M etallelektronen resultierende Energie 
und die van der W aalssche W echselw irkungsenergie der R üm pfe sind 
klein und können vernachlässigt w erden. Schliesslich sei noch erwähnt, 
dass sich in der U m gebung der G leichgew ichtslage die Elektronenw olken 
der Ionen nicht überlappen. D ie  G renzradien rg der statistischen T hom as—  
Ferm i— D iracschen Ionen sind nähm lich im m er kleiner als der Radius 
der Elem entarkugel in der G leichgew ichtslage R 0 und die w ellenm echa
nische z . B . Hartreesche Elektronendichte ist bei r =  R 0 praktisch 0.

D ie G itterenergie U  des M etalles kann man also durch folgende 

Sum m e darstellen

U  =  E c  +  E k  +  E a +  E -f- W c  +  W e +  W k  +  W a • (22)

wo

und (21)

0

N ach Einsetzen der einzelnen E nergieausdrücken erhält man hieraus U  
als ein Polynom  vierten G rades von 1 ¡R.  Es ist also
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[7 =  ^ +  +  —  +  —  +  ~ 4 , (23)
0 R  R 2 R 3 R i

wo die Konstanten A i folgende B edeutung haben

A 0 =  -  0,0172 z s 2/aH , A x =  -  +  0,5159 z  ^ e * ,

A 2 =  1,105 z ' \ 2 aH , A 3 =  3 z  e* ( I K -  I E -  IA)  , (24)

4 u
A i — a z  3s2 .

D ie A t sind also von R  unabhängige K onstanten, die alle noch von z  
abhängen; A 3 und A 4 sind ausserdem  auch noch von der E lektronen
verteilung der M etallionen abhängig. I K IE IA und « kann man entw eder 
au f G rund des Thom as— F erm i— D iracschen statistischen M odells der 
M etallionen oder aber auf G rund des w ellenm echanischen D ich tever
laufes der M etallionen berechnen. I K— I E — IA ergibt sich hierbei im m er 
als positiv.

M an gelangt schon zu  einer sehr guten N äherung, wenn m an die 
M etallionen m it dem  statistischen T hom as— Ferm i— D iracschen M odell 
approxim iert. D ie G rundgleichung dieses M odells lautet20

,rr j j r ,  5 Vs , 4 Vs „
{V — V q) -----— X k v +  —  xa V  == 0 , (25)

3 3

W0 * 2
v 0 =  —  + — (26)

rg 4 y.k e

ist. M it H ilfe von (25) und m it R ücksicht au f den Zusam m enhang

7 o =  —  xk ergibt sich
3 s

rg

I k  —  Ie  — Ia =  —  J  r2 d r  . (27)

o

D a V0 eine von r unabhängige K onstante ist, kann man die Integration 
sofort ausführen und erhält nach Einsetzen des A usdruckes (26) für V0

T T T 2  r 8 5  r lI k  — I e — Ia =  — - -----------  —  . (28)
6 32 jr2 aH ’

20 Man vgl. z. B. H. Jensen, ZS. f. Phys. 89, 713, 1934; 93, 232, 1935.
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D ie G renzradien der A lkali- und Erdalkaliionen im Falle des T h o 
mas— F erm i— D iracschen M odells sind in % -E in h eiten  in der T abelle
1 angegeben .21

TABELLE Jl.
Grenzradien des Thomas—Fermi—Diracschen Modells für Alkali- a 

und Erdalkaliionen in aH -Einheiten.

rt! rs

N c+  ’ 2,72 M k + + 2,17

K + 3,08 Ca + + 2,51

Rb + 3,44 Sr+ + 2,88

Cs+ 3,59 Ba+ + 3,02

M it diesen W erten kann man den A usdruck (28) sofort berechnen, wom it 
nun alle K oeffizienten im  A usdruck der G itterenergie bekannt sind.

In der G leichgew ichtslage besitzt die G itterenergie ein M inim um , 

es ist also dort

d U  

d R
=  u . (29)

N ach Einsetzen des A usdruckes (23) für U  erhält man hieraus eine G le i
chung dritten G rades in R,  aus der man den W ert von R  in der G le ich 
gew ichtslage, R 0t m it H ilfe der Cardanischen Form el bestim m en kann. 
D u rch  Einsetzen von R 0 in den A usdruck von U  ergibt sich die G itter
energie in der G leichgew ichtslage U 0. D er Betrag von U 0 setzt sich aus 
der Sublim ationsenergie S  und der Energie zusam m en, die man au fzu 
wenden hat um  die z  Valenzelektronen vom  freien A tom  abzutrennen. 

M an erhält also für Alkalim etalle

(30)

und für Erdalkalim etalle

S  =  \ U n (31)

wo in (30) J x die erste Ionisierungsenergie der freien Alkaliatom e und in
(31) und J 2 die erste b zw . zw eite Ionisierungsenergie der freien E rd 

21 Man vgl. die Monographie des Verfassers „Die statistische Theorie des
Atoms u. ihre Anwendungen", die demnächst im Verlag Springer (Wien) erscheint.

2
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alkaliatome bezeichnet. Zur Berechnung von S  kann man die experim en
tellen W erte von J 1 und J 2 heran zieh en ; man kann aber auch J 1 und / 2 
auf theoretischem  W ege bestim m en, w odurch man zu  einer rein theore
tischen Bestim m ung von S  gelangt.

W ir haben die Berechnungen für Alkalim etalle (z  =  \) und für 
Erdalkalim etalle (z  =  2)  durchgeführt. D ie berechneten W erte von 
R 0, U 0, S  und sow eit sie vorliegen von J 1 und J 2 sind mit den exp eri
mentellen W erten in den T abellen 2 und 3 zusam m engestellt. Bei den 
theoretischen Z?0-W erten haben wir die durch die N ullpun ktschw in 
gung bedingte unbedeutende K orrektion vernachlässigt; die experim en
tellen W erte22 von R 0 beziehen sich auf die T em peratur der flüssigen 
L u ft. D ie  Berechnung von und / 2 wurde ebenfalls au f G run d  des 
m odifizierten Potentials also au f denselben G rundlagen wie die B e 
rechnung von U 0 d urchgeführt.23 5  w urde sow ohl m it den em pirischen24 
als auch mit den in einigen Fällen vorliegenden theoretischen W erten 
von J 1 und J 2 berechnet. A ls experim entelle W erte der Sublim ations
energie sind die von Rabinow itsch und T h ilo 25 auf den absoluten N u ll
punkt der T em peratur um gerechneten W erte angegeben. D ie  experim en
tellen W erte von U 0 sind aus diesen ¿'-W erten und den experim entellen 
W erten der Ionisierungsenergien nach (30) und (31) berechnet.

TABELLE 2.
Berechnete und beobachtete Werte von R 0, U0, S und J x für Alkalimetalle. 

R  o in A-Einheiten, die Energien U0, S, J l in kcal ¡Grammatom-Einheiten.

Na K Ru Cs

R 0
Berechnet ..........................
Beobachtet.....................................

2,28

2.09
2,51
2,58

2,73
2,77

2,83
2,98

U0
Berechnet ....................................
Beobachtet....................................

— 141,2
— 148,1

— ISO,9 
— 125,9

- 122,1 

— 120,7
—119,0 
— 113,4

s
Berechnet mit J xbir.
Berechnet mit Jibeob .................
Beobachtet................................ ....

27,9
23,3
30,2

33,9
31.4
26.4

26,3
24,9

29,6
24,0

Ä
3erechnet ................................  .
Beobachtet............................

113,3
117,9

97,0
99,5 95,8 89,4

22 Aus Landolt—Börnstein, Physikalisch-Chemische Tabellen.
23 P. Gombás, ZS. f. Phys. 119, 318, 1S42.
24 Aus Geiger—Scheels, Handb. d. Phys. XXIV/2, 2. Aufl. S. 927, Springer, 

Berlin, 1933.
25 E. Rabinowitsch u. E. Thilo, ZS. t. phys. Chem. (B) 6, 298, 1930.
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TABELLE 3.
Berechnete und beobachtete Werte von R lt, U0, S, J x und J2 für Erdalkalimetalle. 

R 0 in Ä-Einheiten, die Energien U0, S , J x, J 2 in kcal/Grammatom-Einheitm.

Mg Ca Sr Ea

*0
Berechnet ........... .........................
Beobachtet.....................................

1,91
1,77

2,13
2,17

2,38
2,37

2.47
2.47

Uo
Berechnet .....................................
Beobachtet.....................................

—547,8
—560,9

— ,98,9 
—451,7

—455,0
—422,7

—440,6
—387,8

s
Berechnet mit Jiber. u. / 2fcer. • • 
Berechnet mit /,&ecö. u. J 2beob. 
Beobachtet.....................................

27.7
40.8

76.3
86.4 
39,2

71,5
39,2

92,0
39,2

Jx
Berechnet ............... .....................
Beobachtet................................. 175,3

136,8
140,3 130,6 119,5

7,
Berechnet . .  .*.......................... ..
Beobachtet...................... .............. 344,8

285,8
272,2 252,9 229,1

B ei den Alkalim etallen, für die die theoretischen Voraussetzungen 
am besten zutreffen, ist die Ü bereinstim m ung der berechneten K o n stan 
ten m it den em pirischen sehr g u t; die relativ grössere A bw eichung bei 
N a  ist au f die für statistische Ansätze etwas geringe Elektronenzahl des 
N a +-Ions zurückzuführen D ass die berechneten W erte von 5  von den 
em pirischen stärker abw eichen als bei U 0, hat seine U rsache darin, dass 
sich S  nach (30) als D ifferen z der cca 5-m al grösseren W erte von |t/0| 
und J 1 ergibt, w odurch ein relativ kleiner Fehler in U 0 in S  sehr stark 
hervortritt. H ierauf ist es auch zurückzuführen, dass sich bei den b erech 
neten S-W erten  kein G ang m it der O rdnungszahl ausprägt, obw ohl 
dieser bei den berechneten £/0-W erten richtig herauskom m t. Bei den 
Erdalkalim etallen ist die Ü bereinstim m ung der berechneten K onstanten 
m it den em pirischen erwartungsgem äss schlechter als bei den A lk ali
m etallen, aber im m er noch ganz befried igend ; die grosse A bw eichung 
der berechneten S -W erte  von den em pirischen ist au f die selben U rsa
chen zurückzuführen wie bei den A lkalim etallen; S  ergibt sich hier als 
D ifferen z zw eier cca 10-mal grösserer Energien, |£/0| und J 1 -f- J 2.

Eine weitere w ichtige M etallkonstante ist die K om pressibilität, *, 

die folgenderm assen definiert ist
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M it H ilfe des A usdruckes (23) für U  kann man * aus dieser Form el e in 
fach berechnen. M it den theoretischen W erten für R 0 d . h. für den D ruck 
P  =  0 erhält man die in den T abellen  4 und 5 angeführten W erte.

D ie berechneten K om pressibilitäten kann man nicht unm ittelbar 
m it den experim entellen W erten vergleichen. D ie  theoretischen W erte 
beziehen sich nähm lich au f den absoluten N ullpunkt der T em peratur, 
während die experim entellen für Zim m ertem peratur gelten. D ies bedeutet 
besonders für die Alkalim etalle eine Schw ierigkeit, da bei diesen die 
K om pressibilität eine starke Tem peraturabhängigkeit aufw eist; die 
K om pressibilität der Erdalkalim etalle ändert sich nur w enig m it der 
Tem peratur. U m  einen V ergleich  vornehm en zu  können, extrapolieren 
wir aus den gem essenen W erten die K om pressibilität auf T  =  273° und 
T =  0°; die wirklichen W erte bei 7  =  0° werden zw ischen diesen liegen. 
D ie gem essenen K om pressibilitäten26 sind m it den extrapolierten eb en 
falls in den T abellen  4 und 5 angegeben. Bei Rb  und Cs  sind die exp eri
m entellen D aten nicht genügend genau um die Extrapolation d u rch zu fü h 
ren. D ie em pirischen K om pressibilitäten der Erdalkalim etalle beziehen sich 
auf P  =  0, die der Alkalim etalle zum  T e il auf P  =  0 und zum  T e il auf relativ 
kleine D rucke, so dass eine U m rechnung au f P  =  0 n icht erforderlich ist.

D ie für die A lkalim etalle berechneten *-W erte sind sehr b efried i
gend, sie liegen alle zw ischen denen der beiden letzten Zeilen der T abelle
4, also im  Intervall, in dem  auch die em pirischen liegen. D er etwas zu 
grosse theoretische *-W ert für N a  ist darauf zurückzuführen, dass der 
theoretische i? 0-W ert für Na,  mit dem  * berechnet w urde, etwas zu  gross 
ist. L etzten  Endes hängt dies dam it zusam m en, dass das N a + -Ion nicht 
genügend Elektronen besitzt um eine statisticche B ehandlungsw ehe des 
Ions zu  rechtfertigen. D ie berechneten K om pressibilitäten der E rdalkali
m etalle sind um  20— 40%  zu  klein. Bei diesen M etallen kann man aber 
auch keine bessere Ü bereinstim m ung erw arten, da die V oraussetzungen, 
au f denen unser M etallm odell beruht, bei diesen w eniger gut zutreffen, 
als bei den Alkalim etallen.

B ei den bisherigen Berechnungen haben wir das M etallion m it dem  
Thom as— Ferm i— D iracschen Ionm odell approxim iert. M an erhält noch 
genauere Resultate, wenn man für die Elektronenverteilung der M etallio- 
nen die genauere H artree-Focksche E lektron enverteilung27 zu  G runde 
legt. In diesem  Falle hat man rg und die Integrale I E, I K und IA num erisch 
oder graphisch zu  bestim m en. D iese Grössen und die berechneten M eta ll
konstanten sind in der T abelle 6 angegeben, w obei zu  bem erken ist, dass

26 Aus Landolt—Börnstein, Physikalisch-Chemische Tabellen.
27 D. R. Hartree u. W. Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 166, 450, 1938 

(K+) ;  164, 167, 1938 (Ca++).
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die W erte von 5  mit H ilfe  der in den T abellen  2 und 3 angegebenen theo
retischen W erten von und J 2 bestim m t w u rd en ; und J 2 sind eb en 
falls auf G run d  der H artreeschen b zw . H artree-Fockschen E lektronen
verteilu n g28 des K + bzw . des C a + + Ions m it H ilfe des m odifizierten 
Potentialfeldes berechnet w orden. D ie G itterenergie als Funktion von R  
ist für K  und Ca  in den F iguren  4 und 5 dargestellt.

2 \f S i? u

\r

>f

!

)

Fig. 5. Die Gitterenergie U  als Funktion von R  für Ca.
R in aH -Einheiten, U  in i 2/a//-Einheiten.

28 Bei der Berechnung der Ionisierungsenergie des Kaliums wurde statt der 
Hartree-Fockschen Elektronenverteilung des Ions die Hartreesche Verteilung (D. R. 
Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 143, 506, 1934) zu Grunde gelegt; der Unter
schied zwischen den beiden Verteilungen ist jedoch nicht gross.
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TABELLE 4.

Berechnete und beobachtete Kompressibilitäten der Alkalimetalle in IC-12cm2/dyn-
Einheiten.

Na K Rb CS ;

Bsrechnet................................................... .. 15,9 22,6 31,0 35,1

Gemessen bei 7  — 3 2 5 ° .......................... 17,82 — — —

• • 7  =  3 2 4 ° .......................... — 45,60 — —

. 7 =  3 2 3 ° .......................... — — 53,0 71,0

.. 7  -  2 9 3 ° .......................... — — 41,0 61,0

,, 7  -  274°.......................... 16,23 41,75 — —

Linear extrapoliert auf 7  =  273° . . . . . 16,20 41,70 33,0 54,0

Linear extrapoliert auf 7 = 0 ° ............. 7,69 20,65 — —

TABELLE 5.

Berechnete und beobachtete Kompressibilitäten der Erdalkalimetalle in 10-12 cm2Jdyn-
Einheiten.

Mg Ca Sr Ba

Berechnet....................... ............................. 2,44 3,69 5,53 6,38

Gemessen bei 7  =  3 4 8 ° ..........................

„ 7  =  3 0 3 ° ..........................

3,055

3,017

6,083

6,061

8,428

8,346

10,84

10,39

Linear extrapoliert auf 7  =  2 7 3 ° .........

Linear extrapoliert auf 7 = 0° .............

2,992

2,763

6,047

5,917

8,291

7,790

10,09

7,37

TABELLE 6.
Die berechneten Konstanten R 0, U0, S und x mit rg und den Integralen I ß , Ik  und IA 
für K  und Ca bei Zugrundelegung der Hartree—Fockschen Elektronenverteilung für die 

„ Metallionen.
R 0 i n A - , U 0 , S  in kcal ¡Grammatom-, x in IG-12 cm2/dyn-, rg in aH- , IE , Ik  und IA in

ajj -Einheiten.

Fő (A) U0 5 ■/. rg (aH) Ie Ik Ia

K ............... 2,59 — 127,0 30,0 26,1 3,08 3,242 7,621 3,019
C a ............. 2,21 —486,8 64,2 4,12 2,77 2,571 6,756 2,367
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D ie in der T abelle  6 angeführten Resultate für K  und Ca  kann man 
m it den entsprechenden em pirischen W erten aus den T abellen  2— 5 v e r
gleichen. W ie man sieht, ist bei K  die Ü bereinstim m ung m it der E rfah 
rung sehr gut und auch bei Ca  ganz befriedigend. In beiden Fällen sind 
die R esultate, die m it der H artree-Fockschen E'.ektronenverteilung der 
M etallionen erzielt w urden, besser als die, welche wir m it dem  T h om as—  
F erm i— D iracschen Ionenm odell erhielten.

Es ist von Interesse, wie sich die G itterenergie aus den einzelnen 
Energieanteilen zu^amm ensetzt. F ür K  und Ca  sind diese Energieanteile
—  bei Zugrundelegung der H artree-Fockschen E lektronenverteilung für 
die Ionen —  für den in der T abelle  6 angegebenen theoretischen W ert 
von R 0 berechnet worden und in der T abelle  7 zusam m engestellt.

TABELLE 7.
Anteile der Gitterenergie für K  und Ca in kcailGrammatom -Einheiten.

K Ca

Ec 4  76,8 4  360,2

Ek 4  28,8 4126 ,0

Ea — 58,6 — 173,3

Ew — 18,2 — 43,4

Wc — 192,0 —900,6

WE — 51,9 — 132,6

WK 4 12 1,8 4  348,5

WA — 33,7 — 71,6

Ec +  Ea +  I w 0,0 4143,5

Ec +  Ea +  I w +  I k 4  28,8 4269,5

WE +  WK 4  WA +  36,2 4144,3

Wc  4  WE 4  WK 4  WA — 155,8 —756,3

U — 127,0 — 486,8

A us dieser Zusam m enstellung ist zu  sehen, dass der wesentlichste 
T eil der A nziehung Wc , also die Coulom bsche W echselw irkungsenergie 
zw ischen der punktförm igen Ionenladung 2 8 und dem  M etallelektronen
gas ist. D ie  klassischen A nziehungsenergien (Wc  und W E) allein reichen 
aber zu m  Verständniss der m etallischen B indung nicht aus. Eine E rklä
rung der B indung erhält man nur dann, wenn man zu  diesen A nziehungs- 
energien die Austauschenergien WA und E A hinzunim m t, von denen
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besonders E A wesentlich ist. Einen relativ kleinen aber nicht zu  vernach
lässigenden Beitrag zur B indung liefert die Correlationsenergie E w. 
U nter den Abstossungsenergien ist WK der wesentlichste A n teil; diese 
Energie resultiert aus dem  nicht klassischen Zusatzpotential F,  durch das 
verhindert wird, dass die M etallelektronen in die Rüm pfe der M eta ll
atome stürzen. Ohne dieser Energie w ürde das M etallgitter au f sehr 
kleine D im ensionen Zusam m enstürzen. N eben WK spielt auch die gegen
seitige elektrostatische Coulom bsche Abstossungsenergie E c  der M eta ll
elektronen und die kinetische N ullpunktsenergie E K der M etallelektronen 
eine wichtige Rolle. Ausser den einzelnen Energieterm en haben wir in der 
Tabelle 7 noch die folgenden Energieanteile angegeben: die gegenseitige 

W echselw irkungsenergie der M etallelektronen &c  +  &a  +  Ew'> die gesamte 
Selbstenergie (gegenseitige W echselw irkungsenergie +  kinetische N u ll
punktsenergie) der M etallelektronen E c  +  EA +  E w +  E K ; die aus dem 
Eindringen der M etallelektronen in den R um pf (also von der räum lichen 
A usgedehntheit der Ionen) herrührende Energie WE +  +  WA, die
im mer positiv ist, da die positive Energie WK überw iegt und schliesslich 
die gesamte W echselw irkungsenergie der M etallelektronen m it den Ionen 
Wc  +  WE +  WK +  WA. D ie  gegenseitige W echselw irkungsenergie der 
M etallelektronen, E c  +  EA +  E w, ist bei K  kleiner als 0,03 kcal/G ram m 
atom und wurde in der T abelle 7 mit 0,0 angegeben. M it den A usdrücken 
(8), (11 ) und (13) rechnet man leicht nach, dass E c  +  E A +  E w für alle 
Alkalim etalle weniger als 2,6 kcal/Gram m atom  beträgt. D ie  U rsache 
dessen ist darin zu  suchen, dass bei kleinen D ich ten  des M etallelektronen
gases —  wie sie bei den Alkalim etallen Vorkommen —  die A bm essungen 
des „L o c h e s “ , das zufolge der A bdrängung der Elektronen m it parallelem  
und antiparallelem  Spin  in der E lektronenverteilung der M etallelektronen 
entsteht, von der gleichen G rössenordnung ist wie die E 'em entarkugel* 

D er U m stand, dass bei den Alkalim etallen die gegenseitige W echsel
wirkungsenergie der M etallelektronen sehr klein ist und in erster N äh e
rung vernachlässigt werden kann, gibt uns die M öglichkeit für die A lk a li
metalle einige Vereinfachungen durchzuführen und für diese M etalle 
einige allgem eine Zusam m enhänge herzuleiten. A us der T abelle 7 ist 
nähm lich ersichtlich, dass bei K  die Energien E K und WA für die G itte r
energie von viel geringerer B edeutung sind als W K und Wc  +  W E. 
D ies ist verständlich, da die im  Verhältnis zu v kleine Elektronendichte 
Q *n auf  der 5/3-ten Potenz, in W K aber linear eingeht und WA ihrem  
Charakter nach eine K orrektionsgrösse ist. Ferner ist aus der T abelle 7 
zu sehen, dass sich für K  E K und WA kom pensieren und zw ar trifft dies 
nicht nur für r =  R 0 zu, sondern gilt in einer genügend grossen U m g e 
bung von R 0. A ll dies gilt nicht nur für K ,  sondern trifft auch für Na, Rb
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und Cs zu . A u f G run d  dessen gelangt man also zu  dem  Resultat, dass im 
A usdruck (22) der G itterenergie für Alkalim etalle die Energie E c +  EA +  
+  E w +  E k ' +  Wa  klein ist und in erster N äherung vernachlässigt w er
den kann. M an kann also im Falle der Alkalim etalle die G itterenergie in 
erster N äherung in folgender Form  schreiben

U  =  +  W E +  W K =  -  ~  +- , (33)
R  R 6

3
wo C  und B  die von R  unabhängigen K onstanten C  =  —  s2 und B  —

=  3s2( I k — IE) bezeichnen.
M it diesem  A usdruck der G itterenergie ergibt sich aus (29)

«0 -  ( f  f -  m

W enn man im  A usdruck (33) R 0 einsetzt und B  m it H ilfe von (34) 
elim iniert, so folgt für die G itterenergie in der G leichgew ichtslage der 

einfache N äherungsausdruck
s2

U 0 =  (35)

F ür die K om pressibilität der Alkalim etalle ergibt sich mit (33) und
(34) aus (32) der N äherungsausdruck

y . = ~ R > .  (36)
8

In dieser N äherung ist also die G itterenergie in der stabilen G le ich g e

wichtslage zu  —  und die K om pressibilität zu  R q proportional. D ass die 
0

einfachen Zusam m enhänge (35) und (36) für die in Betracht kom m enden 
Alkalim etalle in guter N äherung erfüllt sind, zeigt die T abelle 8, in der 
die m it den em pirischen W erten von R 0 aus (35) und (36) berechneten 
G itterenergien und K om pressibilitäten angegeben sind, die m it den 
entsprechenden em pirischen W erten aus den T abellen  2 und 4 gut ü b er
einstim m en. D ie  einfache Form  der G itterenergie, nach w elcher das

1 • , • 1 
A nziehungspotential mit — - und 4 as Abstossungspotential mit —  propor-

r? t\
tional ist, w ird also gut bestätigt.

F ür die Erdalkalim etalle kann man auch analoge Zusam m enhänge 
herleiten. H ier liegen aber wegen der bedeutend grösseren D ichte der 
M etallelektronen andere Verhältnisse vor wie bei den Alkalim etallen. 
Eine so weitgehende K om pensation von Energieanteilen wie bei den
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Alkalim etallen findet hier nicht statt. W ie rus der T abelle  7 für Ca zu  
sehen ist, kom pensieren sich hier E k  und E w +  WA und zwar gilt dies, 
wie man leicht nachrechnet, ebenfalls nicht nur für r =  R 0, sondern in 
einer genügend grossen U m gebung von R 0. Es kann also im  A usdruck 
der G itterenergie für Ca  die Energie E K +  E w +  WA in erster N äherung 
vernachlässigt werden und man kann sich überzeugen, das dies auch für 
Mg, Sr  und Ba  zutrifft. D ie  G itterenergie der in Frage kom m enden Erd-

C  B
alkalimetalle kann man also auch in der F o r m ----- — +  —  darstellen;

R  R d
9 „

es ist aber jetzt C  =  —  z 2 e2 -f- 0,4582 z  s =  4,755 e’  und B  =
10

=  6 s2 ( I k — IE) und man findet

3,17 s2
U0 = -

Rn
und

3,96
*o4 (37)

D ie aus diesen Zusam m enhängen m it den em pirischen W erten von R 0 
berechneten G itterenergien und K om pressibilitäten der Erdalkalim etalle 
befinden sich in der T abelle  9. E in V ergleich  dieser W erte m it den en t
sprechenden gem essenen W erten in den T abellen  3 und 5 zeigt, dass diese 
Zusam m enhänge befriedigend erfüllt sind.

TABELLE 8.
Alkalimetalle.

U0 und x aus den Formeln (35) und (36) mit den empirischen Werten
von R o berechnet.

U„ in kcal ¡Grammatom- und y. in IO-12 cm2ldyn-Einheiten.

Na K Rb Cs

Uo 158,8 128,5 119,7 111,4

X 10,4 24,2 32,2 42,9

TABELLE 9.
Erdalkalimetalle.

U0 und x aus den Formeln (37) mit den empirischen Werten von R 0
berechnet.

U0 in kcal ¡Grammatom- und x in IO-*2 cm2 Idvn-Einheiten.

Mg Ca Sr Ba

Uo
y.

593,4

1,69

484,9

3,80

443,7

5,42

425,7

6,39
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D ie  A nw endbarkeit der hier entw ickelten T heorie der m etallischen 
B indung a u f die M etalle Cu, Ag, A u  und Zn, Cd, Hg w urde noch nicht 
untersucht. D iese M etalle unterscheiden sich von den Alkalim etallen 
darin, dass die äussere Elektronenschale ihrer Ionen eine abgeschlossene 
d-Schale und nicht wie bei den A lkaliionen eine edelgasähnliche abge
schlossene (s, p )-Schale ist. D ies dürfte bei der Berechnung der aus der 
A ustauschw echselw irkung der M etallelektronen mit den Rum pfelektronen 
resultierenden Austauschenergie WA zu  Schw ierigkeiten führen, da in 
diesem  Falle die einfache Form el (19) dem  spezifisch w ellenm echanischen 
Austauscheffekt w ahrscheinlich nicht m ehr genügend R echnung tragen 
kann. W eiterhin wird man bei diesen M etallen wegen der im  Verhältniss 
zu  den Alkaliatom en grösseren A usdehnung der Rüm pfe und der relativ 
kleineren Gitterkonstanten auch die aus der Ü berdeckung der E lektronen
wolken benachbarter M etallionen resultierende Energie zu  berücksich ti

gen haben.
Es sei noch erwähnt, dass das hier entw ickelte M etallm od¿ll für den 

F all, dass die M etallionen au f punktförm ige Ionenladungen von der 
G rösse z  s  zusam m enschrum pfen, instabil w ird, was im  besten Einklang 
m it dem  em pirischen B efund steht. D er Fall z  —  1 würde nähm lich einem  
m etallischen H ydrogen und der Fall z  =  2 einem  m etallischen H elium  
entsprechen, die n icht existieren. D ie  R echnungen kann man sehr einfach 
durchführen. D a  die aus der räum lichen A usdehnung der R üm pfe resul
tierenden A nteile der G itterenergie verschw inden, ergibt sich für U

U  =  E c  +  E k  +  E a +  Ew  +  W c  .

M it diesem  A usdruck erhält man fü r z  =  1 auf dieselbe W eise wie 
w eiter oben

R 0 =  1,56 aH =  0,826 Ä  und U0 =  —  12,82 e-V olt.

D a  die Ionisierungsenergie des freien H -A tom s J x —  13,54 e-V o lt beträgt, 
ergibt sich für die Sublim ationsenergie

S  =  —  0,72 e-Volt-

F ür den Fall z  —  2 erhält man

R 0 =  1,43 aH =  0,757 Ä  und U0 =  —  47,52 e-V olt.

D ie Abtrennungsenergie der beiden Elektronen im  freien H e-Atom  
beträgt J x +  J 2 =  78,63 e-V olt, w om it fü r die Sublim ationsenergie

S  =  —  31,1 e-V o lt
fo lgt.
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D ie Sublim ationsenergie ergibt sich in beiden Fällen als negativ, 
was bedeutet, dass das M odell instabil ist, also das G itter in freie Atom e 
zerfällt. Im  Rahm en unseres M etallm odells ist also ein m etallisches H  
und He nicht existenzfähig im besten Einklang m it dem  experim entellen 
Befund. D ieses Resultat kann man aber nicht als einen Beweis dafür 
betrachten, dass ein m etallisches H  und He  überhaupt (also auch ausser
halb des Rahm ens unseres M odelles) nicht existiert. H ierzu hätte man 
nähm lich zunächst diejenige Elektronenverteilung im G itter zu  bestim m en, 
die U  zum  M inim um  m acht und die R echnungen m it dieser d u rch zu 
führen .29 D ie Elektronenverteilung kann nähm lich für diese G itter von 
der konstanten Verteilung der M etallelektronen, die w ir für das m od i
fizierte Potentialfeld der Alkaliionen im  2. § gefunden haben, versch ie
den sein, da hier statt dem  flach verlaufenden m odifizierten Potential der 
M etallionen das mit r-> 0 m onoton ansteigende Coulom bsche Potential 

Zf- •—  steht. Für He  würden sich allerdings R echnungen dieser A rt erübrigen,

da bei He  ein m etallischer Zustand ab ovo äusserst unw ahrscheinlich ist.
Schliesslich sei noch bem erkt, dass H ellm ann und K assatotschkin30

1 Jahr später als die ersten beiden A rbeiten des Verfassers über die m etalli
sche B indung erschienen sind, m it dem selben M od ell die wichtigsten 
Konstanten der Alkalim etalle und einiger Erdalkalim etalle berechnet 
haben; der einzige U nterschied gegenüber den A rbeiten  des Verfassers 
besteht darin, dass H ellm ann und K assatotschkin für <D einen mit em piri
schen Param etern von H ellm ann angegebenen A usdruck zugrunde legten, 
wodurch aber die rein theoretische Basis verloren geht, die gerade bei 
einer willkürfreien Erklärung der B indung w esentlich ist.

6. §. DRUCK-DICHTE BEZIEHUNG AM ABSOLUTEN NU LLPU N K T DER
TEMPERATUR.

M it dem  A usdruck (23) der G itteren ergie.kan n  man sehr einfach 
eine Beziehung zw ischen dem  M etallvolum en oder der M assendichte 
und dem  D ruck P  für den absoluten N ullpunkt der Tem peratur herleiten. 
W enn wir das V olum en der Elem entarkugel auch weiterhin m it £2
1 •  1 • 4 TT

bezeichnen, so ist i l  =  R 3, also d  =  4 tt R  2 d R  und es gilt am abso-
O

luten N ullpunkt der T em peratur die B eziehung

29 Man vgl. hierzu E. Wigner u. H. B. Huntington, Journ. Chem. Phys. 3, 764,
1935.

30 H. Hellmann u. W. Kassatotschkin, Acta Physicochimica U. R. S. S. 5, 23, 
193«; man vgl. auch H. Hellmann, Einführung in die Quantenchemie S. 40. Verlag 
Deuticke, Leipzig u. Wien, 1937.
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P  =  -
d UU  1 d U

(38)
d t t  4 TT R 2 d R  '

aus der sich mit dem  A usdruck (23) für U  der folgende Zusam m enhang 
zwischen P  und R  ergibt

A us diesem  kann man die D ru ck -D ich te  B eziehung einfach erm it

teln. W ir führen hierzu statt R  das relative V olum en q =

kugel im  G leichgew ichtszustand bezeichnet. M an erhält so zwischen 
P  und q den Zusam m enhang

D ieser Zusam m enhang gibt zugleich  die gesuchte D ru ck-D ich te  B ezie-

ist, wo n0 und n die M assendichten bezeichnen, die dem  V olum en i20 
bzw . ü  entsprechen.

D ie  Form el (40) gilt nur für R - W erte, bei denen sich die benach
barten M etallionen noch nicht m erklich überdecken. Bei .R-W erten, die 
w esentlich kleiner sind als R 0, also bei sehr starker K om pression, verliert 
nähm lich der A u fd ru ck  für U  seine G ü ltigkeit, da sich dann auch die 
Elektronenw olken benachbarter M etallionen m erklich zu  überdecken 
beginnen, woraus eine zusätzliche Abstossung resultiert, weiterhin kann 
dann auch die D ich teverteilung des M etallelektronengases von der kon 
stanten V erteilung grössere A bw eichungen zeigen.

B ei einem  V ergleich  der Form el (40) m it der E rfahrung hat man 
zu beachten, dass sich diese auf den absoluten N ullpunkt der T em peratur 
bezieht, man hat also diese Form el m it den auf den absoluten N ullpunkt 
der T em peratur um gerechneten em pirischen D aten zu  vergleichen. 
In F ig . 6 bringen wir einen V ergleich  für die Alkalim etalle, bei welchen 
alle Voraussetzungen, au f denen (40) beruht, am besten erfüllt sind. Für 
die K oeffizienten A 3 und A 4 wurden die W erte eingesetzt, die man mit

P  =  — +  2 A 2R 2 +  3 A 3 R  +  4 A 4) .
4 t t R 7

(39)

4 ff
als unabhängige Variable ein, w o i i0 =  —  R l  das Volum en der E lem entar-

3

-- • no -jhung, da q =  —  m it der reziproken relativen M assendichte -—  identisch
~~u n
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dem Thom as— F erm i— D iracschen Ionenm odell erhält. F ür R 0 wurden 
dem entsprechend die theoretischen W erte aus der T abelle 2 benutzt. 
D ie em pirischen Vergleichskurven beziehen sich au f den absoluten N u ll-

Cs 
Rb
K  

Na

Fig. 6. Zusammenhang zwischen dem relativen Volumen q =  Jl/Sl0 und dem 
Druck P  für die Metalle Na, K , Rb und Cs.

-----------------  theoretisch, ........................ empirisch. P  in IO10 dyn/cm2-Einheiten.

punkt der T em peratur, sie w urden von B ardeen31 aus den M essergebnissen 
von B ridgm an32 erm ittelt. D ie U nstetigkeit der em pirischen K u rve  für * 
Cs  in der Nähe von 2 . IO10 dyn/cm 2 entspricht einem  U m w an d lun gs
punkt.

D er V ergleich  der theoretischen und em pirischen K u rven  zeigt, 
dass die Ü bereinstim m ung der B eziehung (40) m it der E rfahrung sehr 
befriedigend ist. D ies ist um som ehr bem erkensw ert, da in (40) die für 
kleine Fehler sehr em pfindliche A bleitung von U  nach R  eingeht. D ass 
die A bw eichungen der theoretischen K u rven  für N a  und Cs grösser sind 
als für K  und Rb  und im  Verhältniss zueinander in entgegengesetzter 
Richtung liegen, ist darauf zurückzuführen, dass die A bw eichungen der 
theoretischen R 0-W erte von den em pirischen für die erstgenannten 
beiden M etalle ebenfalls grösser sind als für die letztgenannten und sich 
auch ihrer R ichtung nach ganz entsprechend verhalten.

M it H ilfe des Zusam m enhanges (39) kann man auch die D ru c k 
abhängigkeit der K om pressibilität am absoluten N ullpunkt der T em p e 
ratur bestim m en. M an hat hierzu die K om pressibilität x aus der D efin i
tionsgleichung

31 J. Bardeen, Journ. Chem. Phys. 6, 372, 1938.
32 P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. 72, 207, 1938.
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J _ ____ 1_  d2 u

y. 12 Ti R  d R 1

als Funktion von R  zu  bestim m en und dann x mit H ilfe von (39) als 
Funktion von P  zu  berechnen. W ir gehen hierauf nicht näher ein, da sich 
ein V ergleich  m it der E rfahrung —  wegen der U nsicherheit der E xtra
polation der gem essenen K om pressibilitäten auf den absoluten N u ll
punkt der T em peratur —  nicht genügend genau vornehm en lässt.

7. §. AUSTRITTSARBEIT.

D ie A ustrittsarbeit der Elektronen aus einem  M etall ist auf zw eierlei 
U rsachen zurückzuführen. Erstens auf die W echselw irkung des a b zu 
trennenden Elektrons mit den M etallionen und den übrigen M eta ll
elektronen im  M etall und zw eitens au f eine elektrische D oppelschicht 
auf der M etalloberfläche, deren W irkung natürlich nur in der Nähe der 
M etalloberfläche zu  T age tritt. T am m  und B lochinzev33 haben auf G rund 
eines sehr vereinfachten M etallm odells, bei dem  alle E lektronen wie in 
einem  statistischen Thom as— Ferm ischen A tom  global statistisch behan
delt werden, die A btrennungsarbeit bei Vernachlässigung der D o p p e l
schicht berechnet. Es w urde also angenom m en, dass die U rsache der 
A ustrittsarbeit allein in der W echselw irkung des abzutrennenden Elektrons 
m it den M etallionen und den übrigen M etallelektronen besteht. Ihre 
Resultate für A lkalim etalle stim m en m it dem  em pirischen Befund gut 
überein, woraus man folgern kann, dass für die Alkalim etalle die D o p p e l
schicht nur eine geringe R olle spielt und vernachlässigt werden kann. 
D er G rundgedanke des von T am m  und B lochinzev zur B erechnung der 
A ustrittsarbeit benutzten Verfahrens besteht darin, dass man die Energie 
des G itters berechnet, von dem  ein Elektron abgetrennt ist und von d ie 
sem  die Energie des neutralen G itters in A b zu g  bringt; der Betrag dieser 
D ifferenz ist die A ustrittsarbeit. D ieses Verfahren w urde von W igner 
und Bardeen34 für das wellenm echanische M etallm odell verfeinert und 
kann in dieser Form  auf das hier zugrunde gelegte statistisch-w ellen- 
m echanisches M odell übertragen werden.

W ir ziehen hierzu ein neutrales M etall in Betracht, das aus n M eta ll
ionen und aus dem  Elektronengas der Valenzelektronen aufgebaut ist; 
n sei als sehr gross vorausgesetzt. W eiterhin nehm en wir an, dass die

33 lg. Tamm u. D. Blochinzev, ZS. f. Phys. 77, 774, 1932; Phys. ZS. d. Sowjet
union 3, 170, 1933.

84 E. Wigner u. / .  Bardeen, Phys. Rev. (2) 48, 84, 1935; J. Bardeen, Phys. Rev. 
(2) 49, 653, 1936.
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A nzahl der M etallelektronen pro Atom  w ieder z  und dem entsprechend 
die L adun g eines M etallions z s  =  (Z — N) s ist. D ie A nzahl der M eta ll
elektronen im  M etall beträgt nz.  W enn man von diesen ein M etallelektron 
entfernt, so ändert sich die A nzahl der M etallelektronen pro A tom  um

1 1 1 f d ü \
-------- und die Energie des M etalls pro A tom  u m ----------( -------  ) ,

n n \ d z  J R = Ro
wo U  auch weiterhin die G itterenergie pro Elem entarkugel also pro 
M etallatom  bezeichnet. D ie  gesam te Energieänderung des M etalls beim  
Entfernen eines Elektrons erhält man durch M ultiplikation m it n; für 
die A ustrittsarbeit w ergibt sich also beim  Fehlen einer D oppelschicht

=  - i ~ )\ d z  )  R = ro
u>

(41)

H ierbei wurde vernachlässigt, dass im ionisierten M etall die E lem entar
kugeln nicht mehr neutral sind, sondern einen positiven L adungsüber-

schuss von der G rösse —  besitzen. D ie W irkung dieses L ad u n gsü ber

schusses au f die Ladungen einer hervorgehobenen Elem entarkugel kann 
man aber, wenn n gross ist —  was vorausgesetzt w urde —  vernachläs
sigen.

Bei der D ifferentiation des Ausdruckes (22) bzw . (23) nach z  ist 
zu  beachten, dass im G lied  Wc  nicht nur die A nzahl der Valenzelektronen 
pro A tom , sondern auch die A nzahl der Elem entarladungen der ü b er
schüssigen Ionenladung Z — N ,  die bei der D ifferentiation konstant zu 
halten ist, mit z  bezeichnet w urde. Zur B erechnung von w aus (41) hat 
man also in U  den Energieausdruck Wc  in der Form

W c  = ---- —• (Z —  N) z  e1 —
2 R

einzusetzen und Z  und N  bei der D ifferentiation nach z  konstant zu halten. 
D as im  A usdruck von IE bzw . von IK— IE — IA stehende z  [man v e r
gleiche (18), (27) und (28)] ist ebenfalls mit Z — N  identisch und bei der 
D ifferentiation in (41) als eine K onstante zu betrachten.

M it R ücksicht hierauf erhält man aus (41) nach zw eckm ässiger 
G ruppierung der G lieder
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wo für die Alkalim etalle w ieder z  =  1 und für die Erdalkalim etalle z  =  2 
zu setzten ist. D ie  aus dieser Form el für die Alkalim etalle mit den theoreti
schen W erten von R t) und U  aus den T abellen  2 und 3 berechneten W erte35 
für w befinden sich zum  V ergleich  mit den em pirischen D aten in der 
T abelle  10. D ie  in dieser T abelle  angeführten em pirischen W erte sind 
M ittelw erte der stark schwankenden M essergebnisse.

TABELLE 10.
Theoretische und cmpirische Austrittsarbeiten der Alkalimetalle in

e-Volt-Einheiten.

Na K Rb Cs

Theoretisch................... 2,11 2,09 2,06 2,05

Empirisch........................ 2,3 2,2 2,1 1,9

A bgesehen von dem zu  w enig ausgeprägten G ang der theoretischen 
Austrittsarbeiten mit der O rdnungszahl stim m en die berechneten A ustritts
arbeiten m it den em pirischen ziem lich gut überein, was darauf hinweist, 
dass bei diesen M etallen die D oppelschicht an der M etalloberfläche keine 
bedeutende Rolle spielt. F ü r die Erdalkalim etalle ergibt sich die theore
tische Austrittsarbeit als bedeutend zu  klein, woraus man auf einen star

ken Einfluss der D oppelschicht schliessen muss.

Zusam m enfassend kann man also feststellen, dass das auf statisti
schen G rundlagen entw ickelte M etallm odell die wichtigsten M etalleigen
schaften nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ sehr befriedigend 
zu  erklären verm ag. Es ist zu  erwarten, dass man dieses M odell auch noch 
zur B ehandlung w eiterer M etallproblem e heranziehen w ird können.

35 Die in den vorläufigen Mitteilungen P. Gombäs, Nature (London) 157, 
668, 1946 und Mitteilungen der Technischen Hochschule (Budapest) 1, 25, 1947 
angeführten theoretischen Werte für w sind unrichtig; sie wurden irrtümlich um 
etwa 0,24 e-Volt zu gross angegeben.



ON THE DYNAMICS OF THE Rbl CRYSTAL

BY T. A. H O FFM ÍN N .
(R EC EIV ED  SE PT E M B E R  15, 1946.)

The lattice constant, the compressibility and the infra-red wave-lenght of the 
R bl crystal are calculated by a statistical atomic model improved by Gombás. The 
results show, that this model which includes the correlation effect is much more 
adaptable to problems, where the outer parts of the atoms or ions are of the greatest 
importance. Estimations are made for the lattice energy and for the ideal tensile 
strength of the R b l crystal on the same basis. All these calculations are made without 
any empirical or semi-empirical parameter.

1. §. INTRO DUCTIO N.

A m ong the various types o f solids the ionic crystals can be dealt 
with the m ost easily, for their bond is given, in rough approxim ation, 
b y  the electrostatic forces betw een the ions. O f  course there m ust be 
certain repelling forces also besides the Coulom b-forces, in order to 
make possible a stable position at an equilibrium  spacing, where the 
two forces com pensate each other. T h e  first attem pts took these repelling 
forces sem i-em pirically,1 for instance, as j4/r", or B e ~ rlr°, where r is the 
distance o f the two ions and A ,  B,  n, r0 are constants determ ined by 
experim ents.

W ave m echanics can interpret these repelling forces, b u t the 
calculations are, especially for system s containing m any electrons, rather 
lengthy, or need a great m echanical com putating apparatus. Therefore 
these calculations were perform ed only for crystals bu ilt up from  ions 
on the top o f the periodic chart: LiH2>3, LiF3, N a C l 4.

T h e problem  can be dealt w ith more easily b y  the statistical atom ic 
m odel. T h is m odel gives the best approxim ations in the case o f n o b le- 
gas atoms or noble-gas-like ions for their spherical sym m etry. T h is 
circum stance w ill make possible the investigation o f the alkali halogenides. 
T he m odel, being a statistical one, favours evidently system s containing

1 See, for instance, the article of M. Born and M. Göppert-Mayer in the 
Handbuch dér Physik XXIV/2. Second edition, p. 704 and seq.

2 E. A . Hylleraas, Zeitschr. f. Phys. 63, p. 771 (1930).
3 D. Ewing and F. Seitz, Phys. Rev. 50, p. 760 (1936).
4 R. Landshoff, Zeitschr. f. Phys. 102, p. 201 (1936); W. Shockley, Phys.

Rev. 60, p. 754 (1936). y * y
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m any electrons. T h a t's  w h y we took the R b l  crystal as the subject o f 
our investigations.

Jensen5 has perform ed calculations for the whole alkali halogenide 
series b y  the non-corrected statistical m odel, further N eugebauer and 
G o m b ás6 for K C l  and G o m b á s7 for LiBr,  taking into account the electro

static polarisation.

Jensen has m ade his calculations b y  the com bination o f the T hom as- 
F erm i-D irac and the F erm i-A m ald i m odels. T h e  G om bás m odel w hich 
takes into account the correlation effect im proves the m odels essentially 
in the outer parts o f the atoms or ions. C om puting the interaction of 
ions in crystals, just these outer parts are o f the greatest im portance and 
so it is not w ithout interest to calculate the dynam ical constants on the 
basis o f the G om bás m od el.8

2. §. APPROXIMATION OF THE ELECTRON DENSITIES BY ANALYTICAL
FUNCTIONS.

W e do not perform  the w hole calculation starting from  the G om bás 
m odel, but we use a perturbation m ethod, taking as zero-order results 
those o f Jensen. F irst o f all we make an approxim ation for the electron 
density distributions o f I ~  and Rb+ b y  analytical functions. T h e  in ter
actions o f the electron clouds in the crystal lattice result from  the double 
or m ultiple overlapping o f the electron clouds. T h u s the integrals occu rr
ing at the calculations are to be extended to these overlapping regions
only, the outer parts o f the ions, and in these parts the densities can be 
approxim ated w ell b y  analytical functions.

Jensen uses for the density distribution

Z N  /Y'o +  frflV/t
v(r) =  v([*x)  =  ----------  ( ---- ) > (I)

4 7T /< (N---1) \  X  J

where Z  is the atom ic num ber, N  the num ber o f electrons o f the ion,

ip0 is the solution o f the T h o m as-F erm i differential equation and t] the

5 H. Jensen, Zeitschr. f. Phys. 77, p. 772 (1932); 101, p. 164 (1936). This last 
article will be cited in the following shortly as „Jensen".

6 T. Neugebauer and P. Gombás, Zeitschr. f. Phys. 89, p. 480 (1934).
7 P. Gombás, Zeitschr. f. Phys. 92, p. 796 (1934).
8 P. Gombás, Zeitschr. f. Phys. 121, p. 523 (1943).

3 *
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correction function for ions, both tabulated functions9, and finally k a 
constant com putable from  the boundary conditions for each ion separa-

There w ill be convenient to make an approxim ation for v in the 
region used in the form

where n is an integer. T h e  choice 3n o f the exponent in the denom inator 
is convenient, because thus even vVa has an integer exponent in the 
denom inator, and the occurring integrations can be m ade in closed 
form s.

In the follow ing we shall use atom ic units throughout, except we 
state the contrary e x p lic it ly .  For I ~  we have

for the interval 1 <  r <  4.

These approxim ations differ in the average about 5— 10%  from  
the true values o f v and this is su fficien t for our purpose.

te ly .10

(3)

Z i =  53, N x =  54, Hi =  0,23864, k x =  1 , 15 . 10~#,

r01 — 5,75,

r01 being the radius o f the ion. W ith  these values we find

vr =  0,91851
g0,784 r

(4)

as a good approxim ation in the interval 1 >  r >  6. 
S im ilarly for Rb+ we have

Z 2 =  37, N 2 =  36, =  0,27072, k2 =  —  10, 7. 10-«,

r02 =  3,65

and

v =  2,27402
g -0 ,89802  r

(5)

10 H. Jensen, Zeitschr. f. Phys. 101, p. 141 (1936).
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T h e electron densities o f G om bás could be calculated in a sim ilar 
w ay using instead o f Jensen's values for k  those o f G om bás .11 Instead 
o f this w i  start from  the electron densities o f Jensen. T h e  correction is 
the difference o f v and v (v' being G om bás's electron density), w hich 

is in the first approxim ation

Z N  r / V .  +  W / .  /V 'o  +  k t ] \ 3li
J  v =  V -- I

4 7T f.13 ( N --- 1 )

*2"
(6)

8 ttp3 ( N — 1) x '* •

In the interval 4 <  x  <  25, where our calculations are m ade,
xV VîM
' °-3-;— can be taken in an excellent approxim ation as a linear function
x  I*

o f x,  especially

'f’° liri =  0,07477 x  +  0,31138 . (7)
x 3/»

T h is approxim ation has a m ean error o f 5 %  in the above interval. 

G om bás gives12

k[ =  1 ,8 2 .10 -6 and k '2 =  —  9,8 . 1 0 - 6 .

S o  we get the follow ing corrections for the electron densities

J  Vl =  9,9565 . 1C- 5 r +  9,8949 . 10~5, (8)

being valid  for 1 <  r <  6, and

J v 2 =  5 ,6 9 17.10-5  r +  6,4167 . 10~6, (9)

in the interval 1 <  r <  4.
W e have further in the G om bás m odel

r'01 =  5,32 and r'02 =  3,55 

for I -  and Rb+  respectively.

11 See ref. 8.
12 See ref. 8
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3. §. CALCULATION OF THE LATTICE CONSTANT.

N ow  we reproduce briefly  Jensen’s calculations. T h e  R b l  crystal 
has a face-centred cubic lattice o f the N a C l  type. T h e  lattice constant 
bzing 8, the distance o f two neighbouring ions o f opposite signs is S and 
that of two neighbouring ions o f the same sign is |f2<5. Each ion has
6 neighbours o f the opposite sign and 12 o f the same sign. O ne has to 
calculate the lattice energy per ion pair. T h is is the difference between 
the energy o f the ions in the lattice and that o f the free ions per ion pair. 
The cause o f this energy change is the electrostatic energy o f the ionic 
charges and the change o f energy, w hich results from  the double or 
m ultiple overlapping o f the electron clouds.

In the case o f R b l  there is a double overlapping betw een a I ~  and 
a neighbouring R b + ion and one between tw o adjacent 1~  ions; there is 
a threefold overlapping between two neighbouring I ~  ions and a Rb+ ion. 
T his threefold overlapping extends only over a very sm all region and so 
it is negligible. (See figure 1 .)

As each I ~  has 6 neighbouring R b + ions, the double overlapping 
between two o f them  is to be taken 6 tim es per ion pair. Sim ilarly, as 
each I~  has 12 neighbouring I ~  ions, but taking the interaction w ith 
each o f them  each I~  is counted tw ice, even this interaction ought to be 
taken 6 tim es per ion pair.

T he elecrostatic energy term  o f the ionic charges is according 
to Jensen

zr 1,7476
E 0 (S) = ---------------. (10)
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T h e energy resulting from  the overlapping o f two ions o f opposite

sign is

E x (8) =  6 w l ’2 (S) +  6 W l’2 (8) +  6 w l ’2 (,8) ,  (11)

and that from  the overlapping o f tw o ions o f the same sign is

E ,  (S) =  6  W \A ( f 2  8) +  6  W l’1 ( f 2  8) +  6  W Y  ( j / 2  8) . (1 2 )

W e make the approxim ation, that the densities are additive in the 
area o f the double covering. In this case, i f  we have an energy density 
term  o f the form  f  (v)  at the free ion, this term  w ill contribute to the 

lattice energy a term

F  =  J [ f ( v i - h  v2) —  f ( V i ) —  f ( v ^ ] d r  (13)

where v x and v2 are the electron densities o f the two ions respectively 
and the integration is to be extended to the region o f the overlapping. 

So the m eaning o f the quantities on the right o f (11) and (12) are

W]’2 (8) =  -  J (rx) y2 (r2) d t  , (13a)

W l ’2 (8) =  -  xa J  [ ( ^ ( r j  +  v2(r2))V3-  v2 ( r ^ ' 3]  d r,  (14)

W l’2 (d) =  xk J [(Vl(rx) +  vt (ra))5/* -  v ( r ) U-  v2 ( r S ' 3]  d r ,  (15)

where r x and r2 are the distances o f the volum e elem ent o f the integrand 
from  the tw o nuclei, w hich  are at a distance o f 8, vx ( r j and v2 (r2) are 
the corresponding electron densities, and the definition o f y 2 is

r 2 ( r 2 ) =  K „ ( r 2 ) +  ( 1 6 )

H

where N 2 denotes the num ber o f electrons o f the ion w ith the index 
2 and Ve2 ( r 2) the electrostatic potential o f the electrons o f this ion 
at a distance r 2 from  the nucleus o f the same ion, further xa and * k are 

con stan ts:
xa =  0,74553 xk =  2,87074.

T h e definitions are sim ilar, if  the two ions are o f the same kind.
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T he whole lattice energy is the sum  o f (10), (11) and (12),

E  (8) =  E 0 (8) +  E x (8) +  E 2 (8). (17)

i
T he lattice constant in the equilibrium  state, is given at zero abso

lute tem perature by the equation

^ | = 0. (18)
a o

Jensen's result is in this w ay

S0 =  7,48,

which gives a lattice distance 8 %  larger, than the exprim ental value :13

beXp. = ;  6,93.

Jensen gets a better result taking into account the van der W aals
correction also. T h e  van der W aals energy term  is14
(

„  1394
E  d. w. =  . (19)

T h u s the lattice constant decreases to

<?o=7,48,

giving a difference o f 4 ,6%  on ly .16 I f  we take into the account the van
der W aals forces in this w ay, they have only an inform ative character,
the constant o f (19) being not exactly know n.

N o w  we shall calculate the lattice constant b y  the G om bás m odel. 
T h e  lattice energy in the corrected m odel is

E ' (8) =  E 0 (8) -f- E[ (8) -f- E'<i ( á )  =  E (8) - |-  ¿1E  (8), ( 2 0 )
where

E [ ( 8) =  E 1 (8) + J E 1 (8), (2 1)

13 See ref. 1.
14 E. J. Mayer, J. Chem. Phys. 1, p. 270 (1933).
15 There is an obvious misprint in Jensen's Tab. 4., where he gives 3,5%

for the deviation. I have overtaken the same error in Phys. Rev. 70, p. 981 (1946).



«

E'2(S) =  E 2 (S) +  J E 2(S) (22)

and so

J  E  (r)) =  J E 1 (8) +  J E 2 (S ) . (23)

W e have further

J  £, (A) =  6 I w;1'2 (« -  W'.1'2 (.))] + 6[K ?,s (i) -  O';’2 (5)] +

+  6 [>?■*(«) -  W i* (« )]  ,  (24)

J  £,(,?) =  0 [> « 'u  (V2 ¿>) ~ W " ( \ r 2 3 )]  +  (26)

+ 8 [w:w ( Y i n ) -  w ' A f i s ) ]  +  6 [w'„u' (K2 a) -  w i ' m »)].

where

W'el'2(d) =  -  j  v U r j y U r J d  r , (26)

W'a1,2 ( i)  =  -  x ' j  [(/ t (rx) +  »£ ra))4/s—  »i r ^ 3-  v£ (r2)Vs]  d r , (27)

ypr'i.2  ̂= Xk J [(»{(rx) +  ,ra))5/3-  v( ( r ^ 3-  (ra)5/3] d t  (28)

and

r f ( r , )  =  l r,M (r,) +  ^ .  (2®a >

ON THE DYNAMICS OF THE Rbl CRYSTAL 4 1

r2

j n (26)— (28) the integrals are to be extended to regions w ith lim iting 
radii r'01 and r'02 respectively, and w ith a nuclear distance d, whereas 
(13)— (15) to regions w ith r01, r02 and 8 . W e have further

x'a =  1 ,13  x« =  0,84245 .

T h e  lattice constant, S'0). is given b y  the equation

—  =  0 . (30)
d 8

N o w  we can take Jensen's 80 as a good first approxim ation. So 

Sq can be w ritten in the form

8o — 80 S0 , (31)
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where J  80 is so sm all against 80 that its second or higher powers can 
be neglected. W e can write therefore

\ d E  1 d z lE d E

J d = ô'0 oII3̂ d 8 8 -  <5'0 d 8 Ô

J  80
d2 E

d <)2
- | -

\ d J E \

ô = d 8 J ô = 60
+  A  80

d2J  E

d à2

Ô = ôn

S = ôn
(32)

From  (18), (30) and (32) we have finally

r  d J E

J 80 =
d 8 ] ô = 00

\d2E1 \d 2J E

[ d 8 2 \ ô  = ô0 [ d 8 2 oII' <0

T h e value of
d2 E 1

(33)

can be taken, as we shall see later,
d 82 J d -  S0

from  Jensen's article and so we have to calculate only 

d2 J  E

8 = 8.
and

d 8 2

d J E

d 8

J E X and J  E 2 can be transform ed to the follow ing fo rm :

J  E x =  6 J F x (rlt r2)d  r +  6 j F 2 (rx, r2) d t  , (34)
(i)  (?)

J  E 2 = 6 J F 3 (rx, r2) d r +  6 [ F 4 (rv  r2) d t  ,
(3)

(35)
(4)

where the region (1) means the shaded part o f figure 2, w ith r01, r02 and 
80, (2) the same w ith r'ov r'02, and 80, (3) that w ith r01, r0l and f l  80 
and finally (4) that w ith r'ov  r'0x and J/2 T h e  functions F  are the 
follow ing

F 1 (r1 r2) =  vx (rx) y 2 (r2) +  xa [ ( ^  {rx) +  v2 (r2))‘/3— vx {rx) /3—  v2(r2) lf\  —

-  ** (r x) +  ^2(̂ *2))5/a— *'1 (r1)°/3-  v2 (r2)5/3] ,  (36)

F 2{rv r2) =  — vi (rx) / 2(r2) -- x'a [(v[ (rx) +  vi>{r2) ) /z— v[(rx) ^ (r2)J//3] - f
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Fig. 2.

+  ** [(vi (rx) +  A  (r2))5/s-  vi ( r S U -  A  (r2)°'3]  , (37)

^3 (rx, r2) =  vx (ri) ^ i ( r2) +  xa [(^x (rx) +  vx (r2)) ŝ— (rx) (r2) 3̂]  —

-  ** [ ( v ! ( r ,)  +  * i( r 2))S/3-  v M 1* -  v . i r S ' 3]  > ( 'i8)

F*(rv rt ) =  ~  v [ { rx) y [ { r j - y ; a [{v[{r1) +  v [ { rz ) ] l3- v [ { r 1) 13-  v[(r2) ls\ +  

+  ^ [ ( v i  (rx) +  vi (r2)) 3̂— vi ( rx) 3̂— v[ (r2) - (39)

A ccording to Jensen, we introduce a set o f new  variables in the 

in teg ra ls:
r\ =  x2 +  }>2 +  z 2 , (40)

r| =  (S0 - x ) 2 + y 2 +  z 2 , (41)

tg & = — . (42)
y

T h e lim its o f integration are in the new  variables for instance at 

the region (1)

0 < & < 2 ti, S0 — r2 rx r0 , 80 r01 <  r2 ^  r02,

and the volum e elem ent is

d t  =  dx dy  dz =  $ i x ’ y - z) dr,  dr,  ^  dr,  dr2 d & .  (43)
t { r v rv &)  5»

T h e integration w ith respect to &  can be carried out im m ediately, 

since the m odel has a cylindric sym m etry:
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d r  = — r* rg d rx d r2 . 
So

(44)

W ith  two new  variables we have again

£ = r01 + r02 -  rj — r2, (45)
*7 =  roi r02 r i +  r21 (46)

and the new lim its

~  % —  *1 —  £ > (l r01 +  r02 — »

and the volum e elem ent

J - — 2n r i r 2 j. i_ 2 n r 1rz d(rltr2) ,fa , __
a r "  * 1 2 ~" ----- *------ ~ /T  > g§rf? = ------- — -d^dr,. (47

d0 o0 <? (§, >/) £0

T he integrals o f (34) and (35) are now

roi +  r0i — J# £

/i = J X  ( r „  r . )  d *  =  y j  d ? J  [r, r2 F, (r„ r,)]___ S±j ,
(1) 0 _ e  c 2

m

T['•» + rr ot — S» Ç

A = J  f.. <•,) *  =  j -  J  d if [r, r2 F2 (r„ ,,)] _ I+, ,
(2) ° 0 _ t  i»2
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T h e first and second derivatives o f (48) to (51) w ith  respect to
S are at S =  S0, -(which are here the same as the derivatives w ith respect 

to $0),
To*

i j  1 _  J i  2 *  j  r , ( t t - r , ) F l ( » . - r t, r , ) d r „  (52)

do — fn

T'tt

j' ^2(^0 —  r2) ^"2(^0 r2» r 2 ) d ^ 2 t ( ° 3)

<Jo ~  

foi
_  A  _  i f  r  r 2 (ya 50 _  r 2) F 3 (V2 50 -  r2, r2) dr2 , (54)

2̂ — r*i

rr«t

4 = _ A _ . £ £ f  r , ( V 2 « , - r 2) F 1 ( V 2 i , - r „ r , ) * 1, (65)
o 0̂ ¿0 J

d S 0 ¿0

d j 2 2 ?r
d S 0 *0 “  V

d j 3 /» 2 ;r
d S0

dJ*  _ _  h 2?r
d 8, 1 uo ~

^2 5 . — r'01

2  d / , 1c
«/©1+

O

"ao

* 0

r„ r
2  JT f \ r
—- r 2 U7! +  r i
5 0 J I

d So

(56)

df % >H i  
d f j

r, = —r,

¿ L L  =  _  A  ^  (J , _  r j,)  r j 1 F 2 ( r j „  S0 -  r j.)  -

2 * f " “  f .  , r # F ,1  (57)
J r, |F „  +  r , — J dr,  ,

S.
6» — '■'•l r» = — r*

=  _  L i J s  +  (V2 S0 —  r01) r01F 3(r0„  V2 —  r01) —
S „ d S 0 S„

2 / 2 , r L r «f,i . (68)
J  r *  l F * + f i  j t ; J  *  '

V2 3, —  r „  = V*flt —  r.
0

¿ l i i  =  _  JL l i *  +  ? i l 5  <y2 S0 -  r ', )  4  F ,  (roi, V2 i „  -  tJ.) -  
d s l  S0 d S0 S0



4 6 T. A. HOFFM ANN

2 ^2 *

'0 j

r 01
r o f .

r2
J *  r j

V 2, So — r

(59)
dr, .

T h e  integrals occurring in (56) to (59) vanish in a good approxim a
tion. In the integral o f (56), for exam ple, we have approxim ately

p  ( r  _ v , _  d F  ̂ r ->) _  p  l 9 r  r  \
*1  \ri> r2> ~t  r 1 “  — r  1 (2 rlt r2) .

 ̂r 1
(60)

Since the relation <J0 —  0̂2 — r i ^ . roi holds in this integral, and since 
we have r01 < 2  (<?„ —  r02) <  2 r x from  the num erical data, (60) means 
by the definition (36) o f F v  that

F i  (2r lf r 2) =  0. (61)

T his and a sim ilar treatm ent w ith the other integrals gives for (56) to (59)

d2 /, 2 d J, 2 T
T T -   ̂ T-  r oi  (¿0 roi) (roi> ¿0 roi) > (62)

d0 u d0 <)0

d2J ,

d f i
^ roi (¿0 roi)> (63)
t)0 a o0 d0

roi (^2 c)'o r01) F 3 (/"oi> ^2 <5q — r01) , (64)

(65)

In the integrals (52) to (55) there occur term s o f the form  (i/ ^ rj +  
+  ^2(^2) )a or (v\{rj) -f- v x(r2))“ . T hese can be sim plified b y  the follow ing 
m ethod. In (52), for instance, the density o f R b + is very  large against 
that of I~  in nearly 82%  o f the region o f integration. (See figure 3.) In 
these parts we have

d2J 3 2 2 V 2 *

d § l So

d2 J i 2
d J i  \

2 V2 71

d 5o ¿0 d S Q ¿ 0

(*1 (fi) +  v2 (r2) )« =  v2 (r2)« f  1 +
V *2 (*2)/ 

+  a  i/x ( r j  i/2 (r2)« — 1 .

2̂ +
( 6 6 )
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If  we keep valid  this expression for the rem aining 18 %  also, we do not 
make a great m istake regarding the sm allness o f the region o f integration 
and regarding that the largest am ount o f the difference from  the exact 
value is less than 12%  for a =  4/3 and less than 26%  for a =  5/3. So we 
can use in the integral o f (52) the expansion (66).

In (53) we have even a m ore convenient feature. T h e  regions o f 
integration are here still sm aller. H ere we have to make an expansion in 

j  vlv also, w hich  is allow ed always since J  v < ^v .

In (54) and (55) we cut the region o f integration into tw o equal 
parts at S0 ¡][2; the integrals in each part are the same and so we can take 
tw ice the integral in one part. B u t in one part one v is always larger than 

the other and so the expansions are valid .

So we have finally the follow ing num erical results:

i l l  =  _ A  +  0,00855, (67)
d d 0 80

=  _  A  _  0,00048, ( 68)
d d  0 80

i l l  =  -  1 * .  -  0,00588, (69)
d S 0 80

=  _  A  _  0,00004, 
d 80 80

(70)
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d * J  i 2 d j x

d S l So d S0

d2J , 2 d j 2

d d l S0 d S0

d 2J s 2 d J 3

d S l So d S0

d2h 2 d j 4

d S l ¿o d S0

From  (33), (23), (34), (35), (67)

— 0,00287 »

-  0,00034 =

+  0,00084 =,

_  0,00515,
Si

2 J
+  0,00579,

si

2 / ,
+  0,00123,

So

2 J  A
1 0,00085.

(71)

(72)

(73)

(74)

S»
+  0,01290

d2 E

d S ’-

2 J  E  
+  - = t -  +  0,01632 

« *= i  „ ¿0

(75)

[rf2 £ l
| d ^ j (5 j  C3n ta^en r̂om Jensen's com pressibility (see loc.

cit.). N am ely

d2 E

d S 2
18 (76)

x meaning the com pressibility. Jensen gives x =  15,5 . 10~12 g- 1 cm sec2 
and so

—\d S* Id =
=  0,02948.

Estim ations show that J  E/S0 and 2 J  E f â  give a contribution o f 
only about 10%  and 2%  respectively to the num erically evaluated term s 
o f (75). T h is  means that, i f  we neglect these term s, we m ake a m istake t 
o f 12%  in J  S0, i. e. a mistake o f 0 ,4%  in S'0, enlarging J  S0. For J  S 0 ' 
we have thus finally

J S 0 =  -  (0,28 +  0,03) =  -  0,31 , 

i. e . for the lattice constant



S'0 =-■ 7 , 1 7 .

T h is  value has a deviation o f only 3 ,4 %  from  the experim ental value.
N o w  if  we take into account the van der W aals correction also, we 

have to use in the first approxim ation only Jensen's x, calculated w ith the 
van der W aals forces, x =  13,0 . 10“ 12 g ~ l  cm sec2. T h is  gives
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[ — 1 =  0,03407

and so 

and

J S a =  -  0,28 

S' =  6,97 ,

giving only 0,6%  deviation from  the experim ental data. N aturally the 
same note is valid  here as in Jensen's work according to the use o f the 

van der W aals forces.
T h e  correction o f the lattice energy results ch iefly  from  that o f 

d0 in the C oulom b term . T h is  gives a correction o f nearly 4 %  to Jensen's 
lattice energy. T h e  exact com putation o f the energy w ould mean the 
evaluation o f tw o further double integrals.

4. §. THE COMPRESSIBILITY AT ZERO ABSOLUTE TEMPERATURE.

U sing the preceeding m ethod we can calculate other im portant 
properties of the R b l  crystal too. T h e  definition o f the com pressibility 

being, for instance,

x ' =  —  —  —  , (77)
V  d P

where V  is the volum e per ion pair, and since at zero absolute tem perature

we have

± = _ r i I  =  v < H * .  (79)
x ' d V  d V 2

In our case o f a face-centred cubic lattice there is

4
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and so

V  = 2 8 '

2 d E 'J _  _  _ J _  / _  2_ d/E^ ^  d2 E '\
y/ ~ 18 8 \  8 d 8 d 82)

(80)

(81)

In the equilibrium  state we have b y  (30)

J_ -  J L  p 2£/l
x' ~  18 So [ d S 2 \ S = 8'n

(82)

He r e  we can be content b y  taking the new  value for S'o> where 
it occurs explicitly, and substituting the old 8 =  80 instead o f 8 =  8'0 
in the derivatives. T h u s

1 1 \ d 2 E l 1 \ d2 j E

x' ~  18 8'o [d<?2

v 
O¿'O00

+
©II<5 d d 2 8 = Sn

(83)

i. e. we have the follow ing values:

y.' =-- 9,56 . 10—12 g—1 cm sec2 

without the van der W aals forces and

y/ =  8, 45 . 10—12 g~ 1 cm sec2

with the van der W aals forces.

T hese results cannot be com pared directly w ith the experim ental 
value because these are referring to the zero absolute tem perature, while 
the experim ental one refers to room tem perature or higher tem peratures. 
So the real value lies between that for T  =  273° and that linearly extra
polated to 7 = 0 ° .

=  9>-4. 10~ 12g -1 cm sec2 , 

x 0° =  7,6 . 10“ 12 g ~ 1 cm sec2 .

A s we see, the ■/ calculated w ith the van der W aals forces lies exactly 
in the m iddle o f the tw o boundaries.

5 . §. THE INFRA-RED WAVE-LENGTH.

W e can calculate the infra-red frequ en cy o f the crystal too. 
T h e  infra-red vibration o f the alkali halogenide ionic lattices consists 
o f the relative vibration  o f tw o lattices. W e shall consider nam ely
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the lattices consisting o f the same kind o f ions as rigid and let make 
little  oscillations o f the tw o lattices about the equilibrium  state in 

the sense m arked b y  the arrows in figure 4.

D en otin g  the elongation from  the equilibrium  position b y  x  and 
the whole lattice energy per ion pair b y  U' (x), we have in the 

equilibrium  state

\*IL!Z>1 = «
dx  J x _ o

(84)

and at a point x  near x  =  0

d U ' x  

dx

d U '

dx
—  x

x  =  0

d2 U'  1 _ \d2 U ' \

dx2 \ x = o [ dx2 \
(85)

x  =  0

T h is  force acts on an ion pair. I f  we take the centre o f mass o f 
the tw o ions as fixed, we have to introduce the reduced mass by

M My M 2
(86 )

M x and M 2 being the masses o f the tw o ions respectively. So  the equa

tion o f m otion becom es

M x  =
d2 U r  

dx2
( 8 7 )

x -  0
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1. e.

X + x  =  0 .
x = o

/ 1 1 \ \ d- U '

\ m [  m J [  dx2

T his means a vibration w ith the frequency w , where

w' 2 =  ( —  +
V A f ,  M J  [ dx2

(88)

(89)

A s  we take the lattice o f the ions o f the same kind as rigid, the 
derivatives o f the interaction term s o f such ions w ith respect to x  vanish. 
So we have to take into the account only the interaction between the 
ionic charges and the interaction resulting from  the overlapping o f ions 
o f opposite signs.

d2 U '

dx°- x = 0

d2 U '

d x2
+

d2 U[  1
dx2

d2 U ' 2 n [ d2 Uo 2 71 zl  So

dx2 x = 0 3 t>o3 d x2 x = o S*

(90)

(91)

denoting Jensen's quantities w ithout com m a. A s  we can see in figure 4, 
the distances from  the right and left neighbours are

S =  do — x  and S =  S'0 +  x  

respectively and from  the other four neighbours

s S’o* +  x* -  S'0 +
x

2 S '
So we have

Ui X ^  T  E 'x M  —  x) +  ~  £ i (*6 + x )  +  —  E[(S'0 +  .
6 6 3 V 2S'0)

D ifferentiating twice w ith respect to x  and taking x =  0 :

(92)

d2 U[ 1
V 2E [\

2 \d E\ 1
dx2 x = o 3 d S2 J S = <5'0 CO d S  J ( 9 3 )

Substituting S0 instead o f <̂0’ in the derivatives,
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\ d2 U'A \ & J L \  \ \ d2j E \ 2 \ d j E 1

dx2 J x = o I  c?x2 J x = o ~3" l  dd* ],J = a0 3 5q [  d S J t f  = 50
(94)

and finally

~\-----
3Hd2j E

d d 2

2 U  1 =  \d2 E/ 1 2 t t J 8,  {

ix-  ] *  = o [ dx2 ]* = o 8%

u j e \  u j m  + e

<'0 [ d 8 J 8 = 80 [ dx2 J * = o8 = 8n 3 c)n

w hich serves at the same tim e as the definition o f e. So

o / ! = / i + M M  +  ( ^  + J J ) f  =  (U* +
\ M i M j [ d x 2 \ x - o  \ M X M J  

( —  +  — )  « ♦
\ M ,  M J

O n the other hand we have

OJ' 2 =  ( oj - | - i w 2 =  w2 - f 2 w i w

and so from  (96) and (97):  

¿4 w = Y —  +  — =  ( —  +  —
\M , M J  2m* \ M t M JOf

and

)! =
2 n c 2 7t c

OJ UJ

2 71 C J  LJ

OT

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)
s .

So we have instead o f Jensen's

I  =  215 . 10—4 cm  and I  — 195 . 10“ 4 cm  

w ithout and w ith  the van der W aals correction respectively 

V  =  82 . 1 0 - 4 cm  and V  =  2 4 . 10~4 cm
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the experim ental value being

Xexp =  29 . 10-4 cm  .

W e  can make a rough approxim ation o f the m echanical strength 
too, but the results cannot be com pared w ith the experim ental value, 
since the theoretical and experim ental circum stances are very different,

6. §. SUMMARY.

T h e  table below  shows Jensen's results and those, w hich I have 
got, together w ith their percentual deviation from  the experim ental 
values.16

Lattice 
constant 

(1 0 -8 cm)

Compressi
bility at 
T  =  0° 

(10_I* cm’/dyne'

Infra-red 
wave'length 
(10—4 cm)

Tensile
strength

í. T  =  0" 
(10’” dyne/cm 2)

W ithout van
. Calc.
1 by J e n se n .................. 3,96 8,0% 15,5 82,4% 215 66,6%

dei Waals 
correction ) Calc.

V here............................. 3,79 3,4% 9,56 12,5% 82 36,4% 2,63

With van
/Calc.
1 by J e n se n .................. 3,84 4,0% 13,0 52,9% 195 51,2%

der Waals 
correction /C aL .

V here ............................. 3,69 0,6% 8,45 0,6% 124 3,9% 1,52

Experimental values ........................... 3.67
( 9,4 
[7,6

129 —

A s we see, Jensen's calculations w ith the Ferm i-A m aldi m odel 
show fairly large percentual deviations from  the experim ental results. 
T h is  is caused b y the unsatisfactory description o f the outer parts o f the 
ions in the m odel used. In the G om bás m odel we take into account the 
correlation effect also, w hich im proves the results extrem ely well, so that 
we m ay conclude, that in a sim ilar treatm ent of the alkali halogenides 
there is no need of a further im provem ent o f the statistical m odel.

T h e  present work was perform ed in the Physical Institute o f the 
H ungarian U niversity for T ech n ical and E conom ic Sciences. I w ish to 
express m y thanks to Prof. P. G om bás for his kind encouraging to solve 
this problem  and for his valuable advises.

16 The table of results given in Phys. Rev. 70, p. 981 (1946) by the author is 
somewhat corrected here, further see footnote 15.
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O N  T H E  R O T A T I O N A L  C O N S T A N T  B y O F  M O L E C U L A R
E N E R G Y  L E V E L S .

J. G. VALATIN.
(RECBIV ED  8. V I. 1940)

dE
The importance of the rotational constants B j =  _ -------- — is emphasised,

o J  ( /  +  1)
these being quantities resulting directly from band spectra as combination differences 
and being more characteristic than the constants appearing in the power series expan
sion of E =  E (J  (J +  1)) at 7 = 0 .  Neglecting the coupling between rotation and 
electronic motion B j  can be interpreted as the quantum mechanical average value of

— in t he given molecular state, this being still valid also in the case of stong homogeneous 
r2
perturbations. Taking into account the coupling between rotation and electronic motion 
the interpretation has an approximate validity.

A  clear v iew  o f the energy system  o f a m olecule can be afforded only 
possessing a suitable rotational analysis. A n  energy schem e drawn in the 
energy —  J  ( /  +  1) system  often gives very precious inform ations about 
the structure o f  the m olecule and enables a good survey. A s often em pha
sised b y  Schm id and G ero ,1 the rotational structure and effects o f perturba
tions can be explained in an especially characteristic way b y  means o f the 
direction tangents o f the curves £  =  £ ( / ( / +  1)), that is by means , o f 
the corresponding derivative functions. T h e  aim o f this note is to stress 
this opinion from  a theoretical point o f view .

N am ely as it becom es evident from  sim ple considerations, this

derivative function measures the mean value o f —  in the m olecular state,
r2

—  the reciprocal value o f the square o f internuclear distance, —  this being 
the case also w ith stong hom ogeneous perturbations. T h u s we have an 
illustrative w ay o f description b y  means o f quantities w hich result as 
direct experim ental values from  m olecular spectra as com bination diffe
rences.

L e t us write the wave equation o f the diatom ic m olecule in the form  

\ T r + T e + U [  W (xit r, & , %  cf) =  E V  (xh r, & , %  cp) (1)

1 See for instance, R. Schmid and L. Gero, Ann. d. Phys., (5), 33, 70, 1938
1
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where T r represents the relative kinetic energy o f the nuclei, T e the kinetic 
energy o f the electrons, and U  gives the interactions between all particles. 
Xj symbolises the coordinates o f all the electrons in a reference system  the 
origin o f w hich is taken from  the first nucleus, its z  axis being in the 
direction o f the nuclear axis, r represents the nuclear distance, and the 
axes o f the reference system are given w ith respect to the directions o f an 
inertia system  by the Eulerian angles & , V , cp. A s can easily be show n2 
the nuclear kinetic energy can be written as

T  =  1,2 ( ~  —  +  ¿ h j j j z  y±  _
'  8 * > V  i t '  r‘

J ( J + 1)\  (2)
r2 r2 )

where u is the reduced mass o f the nuclei, L xt L y, L z are the com ponents

o f the resultant electronic angular m om entum  in —  units along the corres-
2 71

ponding axes, M x, M y, M z are the com ponents o f the total angular m om en
tum  o f the m olecule. W e have for the square o f the total angular m om entum  
sim ultaneousely w ith wave equation (1) the equation

M 2V  =  J ( J +  1 ) V  (3)

w hich can be written w ith the chosen variables in a form  containing only 
differential operators w ith respect to the angles O', ty, cp. Since M 2 represen
ting a constant o f m otion com m ute w ith the energy operator, the energy 
values can be characterised b y  definite values o f /  ( /  +  1), and specialising 
suitably the properties o f a m olecular state the corresponding energy 
values can be given as functions E  =  E  (J ( J  - f  1)).

Expanding this function in pow er series in the neighbourhood o f 
7 ( 7  +  1) =  0 we get its usual form

E j  =  EJ=0 +  B  J  (7  +  1) -  D  (7  (7  +  l) ) 2 +  . . .  (4)

in w hich the first tw o term s dom inate, having a nearly linear relation. 
T h e  usual experim ental procedure is the determ ination o f the constants 
B , D , . . . ,  o f this expansion w ith the aid o f the available data. B ut we 
can also carry out the expansion in the neighbourhood o f  another J  =  J f 
value getting

See the preceding article, by J. G. Valatin.
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Ej = Ey + Bj . ) JU+  1) -  J' (7' + 1 ) 1 -  
—  D j,  1 7 ( 7 +  1 ) - / ( /  +  I)}2 +  —

where according to the expansion into T a y lo r  series

B ,  =  ( .  d E  )

gives the tangent o f  the energy curve in the point corresponding to J  — J , 
and the value o f B Jt results directly from  band spectra as a com bination 
difference, yealding the practically identical tangents o f the corresponding 
chords. F o r instance in the sim plest case w hen the band has only a P  and 
an R  branch, we get in emission w ith respect to the upper state

B  _ E j  + 1 - E j - 1 _  J 2F ' ( J )  _  R  (7) P  ( J )  (6)

1  4 7 + 2  4 7 +  2 4 7 + 2

B ut w hile these B j  values are direct results o f measurement and can be 
given also in the case o f perturbations, the coefficients o f the expansion 
(4) are always calculated values and are less characteristic than the 

totality o f B j.
In order to interpret the rotational constant B j  let us write the energy 

operator in the form  H a +  H L M , where

H u m  =  - 4 (L * M ‘  +  <7>8 7i ¿A r2

is the part o f T r in (2) w hich  still contains angular variables, representing 
a coupling between rotation and electronic m otion. N eglecting this inter
action let us suppose wave functions

V ji (x„ r, & , %  cp) =  <Z>i (x„ r) Q1} ?  (&, %  rp) (8)
Q

where 6 J,nM is a solution o f  equation (3), and —  i —  xl ssi —  L z Wji =
O (p

=  £2 W ith  respect to (x it r) we get the equation

„  . ( h2 (  s* l 2x +  l I - l 2z \  .
r) =  J—  ( -  +  f i  )  +  m

+ 7 t + u + 7 (7+ i) 5—$— —2 1 ~ ^ (x" r) • • ♦8 7i u r2 \
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the eigenvalues E  and eigenfunctions (xi f r) o f  w hich can now  be 
regarded as functions o f the parameter J ( J  +  1).

D ifferentiating equation (9) w ith respect to this param eter we can
write

d H Ji , H  d * n  d E  , p  d ^Ji

9 j u + 1) J i ' Jlo j u +  i) « ; ( / + ! )  J! s j u + i )

M ultip lying from  the left w ith  <pjl and integrating over xit r the second 
term s on both sides gives integrals ow ing to the H erm itian property o f H JL, 
and w ith correspondingly normalised we get

d d & f  T,J d H p  j  jB j  =  ---------------- =  ([> o -----------——  @n d x id r  =
* J U +  !) J < 5 / ( / + i )

h* r -  l  (10)
=  «Pit  - j  V jid X id r

8 7i h J r 2

Since an averaging with respect to QJ\™ (&, y ,  y  ) does not influence this 
result, from  the standpoint o f equation (9) B } gives exactly the mean

value o f —  in the energy states o f the m olecule. T h e result holds also in the 
r2

case o f strong homogeneous perturbations, since the neglected term (7) 
representing a coupling only between states with different Q , perturbations 
between states with equal £2 are already included in the solutions o f  
equation (9).

Figure 1. shows the schem atic energy curves o f the two 12  terms 
o f the A g H  m olecule, taken from  the paper o f G ero and Schm id .3 T h e  
dotted lines indicate the course o f the corresponding unperturbed energy 
values. T h e B j  values give also in the case o f these strong perturbations

the mean value o f —  in the corresponding energy states, the rotational

constants o f the perturbed states having interm ediate values between the 
corresponding values o f the unperturbed levels. A s expressed in a very 
illustrative way by R. Schm id, in perturbations owing to the coupling o f  
the states corresponding to levels com ing accidentally in the closeness 
o f  each other, the nuclei seems to attem pt to balance the differences 
between the nuclear distances o f the uncoupled states and occupy in this 
w ay an interm ediate average position, the mean nuclear distance o f the 
perturbed states being intermediate between those o f  the unperturbed

3 L. Gero and R. Schmid, Z. f. Phys., 121, 459, 1943.
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ones. T h is  can be seen still clearer in the case o f less strong perturbations 
w here the interaction takes place practically only between the states o f 
tw o energy levels, and holds also in the case o f rotational perturbations.

Since equation (9) contains /  U  +  *) only as a parameter, disregar
ding that J  (J  +  1) adm its only discrete values, we can consider the energy 
operator from  the point o f view  o f this equation as a function o f a conti
nuously variable param eter, and can apply the rule o f N eum ann and 
W igner4 according to w hich  eigenvalues differing at some value o f the 
param eter do neither coincide b y  a variation o f the param eter, and conse
quently the energy curves do not cross each other. T h is  is show n b y  
F igure (1) where instead o f the dotted crossing curves we have the full 
energy curves w hich do not cross in the function o f J  {J  +  1). B u t while 
in this case we can apply this rule, it can in no v/ay be applied to the poten
tial curves o f the m olecule, since from  the point o f view  o f the energy 
operator containing also differential operator w ith  respect to r the nuclear 
distance r cannot be regarded as a param eter. A lso in the case o f the 
m entioned exam ple o f the A g H  m olecule represented by figure (1), the 
unperturbed levels o f the x2 a state begin low er and tend to a higher 
atom ic term  com bination, than the levels o f the 1 state, —  as it can be 
concluded from  the far sm aller values o f the constants B  and oje o f  the 
1JSb state-, the potential curves w hich characterise always the unperturbed 
electronic states do not obey a non-crossing ru le .2

T h e  effect o f the neglected term  (7) is the coupling o f states w ith 
different Q , ow ing to w hich  the wave functions o f the energy states will 
be generally o f the form  —  ~ c nll> fl where W „  is a function factorisable 
according to (8), its firts factor being in general already a linear com bination 
o f the eigenfunctions o f equation (9). T h e  energy values as eigenvalues o f 
the operator H  (l +  H LtM can also now be given in function o f J  {J  +  1),

but the form er relation betw een B ,  and the m ean value o f —  has only an
J - r2

approxim ate validity. T h e  value o f B j  slightly depends from  J  also through

H l m  and is not rigorously proportional w ith the mean value o f — . But

from  considerations concerning the orders o f m agnitude it can be concluded 
that the approxim ation is a rather good one, whereas the investigation o f 
the variation o f the B } values gives in any case a very sensible m ethod 
to the experim ental detection o f perturbations also in the case o f rotational 
perturbations.5

4 J. v. Neumann and E. Wigner, Phys. Zeitschr., 30, 467, 1929.
5 L. Gero, Z. f. Phys., 93, 669, 1935.
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In calculations concerning m olecular fine structure as for instance 
the rotational distortion o f spin m ultiplets, the expression o f  the mean

value o f —  often occurs. In the case o f  negligible coupling between rotation

and electronic motion this would be rigourously identical w ith the em piri
cally determ inable value o f B Jf but it can always be determ ined approxi
mately as a corresponding average value from  the constants o f the com po
nent levels. In calculations w ith respect to higher J  values, if  this means 
a difference, rather this B ;  value should be taken into account instead o f 
the constant B  o f expression (4).

Institute of Experimental Physics 
Hungarian University for Technical 
and Economic Sciences, Budapest.
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O N  T H E  F I N E  S T R U C T U R E  O F  S T A T E S  O F  D I A T O M I C
M O L E C U L E S

A, BUDÓ AND I. KOVÁCS.
D E P A R T M E N T  O F T H E O R E T IC A L  P H Y SIC S , U N IV E R SIT Y  O F B U D A P E ST . H U N G A R Y

(R E C EIV E D  10. X I I .  1947)

The influence of the spin-orbit coupling on the multiplet structure of the *2 
states is investigated. This coupling gives for the four energy levels expressions of the 
same form as that arise from two other causes usually accepted, namely, spin-spin 
interaction and coupling between the angular momentum K and the total spin S of 
the molecule.

T h e  m ultiplet structure o f  2  states o f diatom ic m olecules can be 
ascribed partly to the spin-spin interaction o f the uncom pensated electrons,1 

partly to the cosine coupling between the angular m om entum  vector K  

and the spin vector S .2 T h ese assum ptions lead for the four energy levels 

F , (K )  o f  a 4JT state, in first approxim ation, to the follow ing expressions3:

F i ( K ) = B K ( K + l ) + f i ( K )  (1)
where

(2)

/ .m— 7 ‘ ( 1 + j j h i ) ~ S A K + l ) -

(T he indices 1, . . . ,  4 refer, according to the usual notation, to the states 
J  =  K  1 , . , . ,  J  =  K  —  I  ; the constants e and y measure the spin- 

spin and (K,  S)  interactions respectively.) T hese form ulae have been

1 H. A . Kramers, Zeits. f. Phys. 53, 422, (1929).
2 J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 33, 467, (1929).
8 A . Budó, Zeits. f. Phys. 105, 73, (1937).
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confirmed by the analysis o f the * 2  — 4II  bands o f the O t m olecule.4
Besides the two interactions m entioned above, one may expect 

also a splitting o f a i2  state by the spin-orbit coupling 2 a { (Z, s j ,  because 
this coupling involves an influence o f other m olecular states (4A/,4̂ ',  2i7 , 22  
states) on the i2  state.5 W hen we consider first the influence o f a single 4 77 
state, the splitting (due to this effect) o f the 42  state in question can be 
calculated easily on the ground o f the theory o f ^/-type doubling in 
774 states.6 A ccording to this theory, the interactions between the x2  
and 4 77 levels are represented by two m atrices (obtained by starting from  
H und's case a), the one o f  w hich being

>TT.,, 0 0 • R

"H a |  / , ( . - ! ■ ) * ( , +  ± )  +  ± * 2Bh - ?4 0 f a ;

AT7'/, 0
1/ 3

2 B r -  -  
t 4

. ( . +  2 ) - ± , 0

<77 _V, 0 0 B l / 3 ( x + l ) ( -  l ) * , | / x -

• • R K 5 . C *
0 ( -  1 ) * „ * ,  +  b  (x- 2)

T v .
i

’’I'1 -  7  2
; •  +  < -  n J i * J / x +  ^ ( -  o - r a ; *

' F t

(- li'VT; (I

+1- nr<2;+ i)j

Here is x  =  /  ( /  +  1), v the energy difference betw een the 4 77 and l 2  
states, and the constants rj and £ have the m eaning

n =  2 (BLy) i 1 I I ;  *2 )  ; £ = £ + *  ;

I =  4  ( a i  hy  +  a 2 l2y +  a3 /8V) ( V / ;  * 2 ) .
u

T h e other m atrix differs from  (3) only that it has —  (—  I)-2, instead o f  

(—  1)“  . [(—  1)“  =  ± 1 for 2 + and 2 ~  states respectively.]
T o  obtain the energy levels o f the * 2  state w e diagonalize first 

the part o f the above m atrices referring to i 2  [so we get the levels o f  
l 2  belonging to H und's case b)], then, to the transform ed m atrices, we 
apply the perturbation theory. T h e  first approxim ation gives for the 
42  levels expressions o f the same form  as (1) and (2) where now B  =  B ’ —

4 T. E. Nevin, Phil. Trans. Roy Soc. London, A. 237, 471, (1938).
5 For the analogous problem of 32  states see M. H. Hebb, Phys. Rev. 49, 610, 

(1936). We use^here the spin-orbit coupling the more general expression ¿’a ^ lf j ,  
instead of A  (L S ).

6 A. Budo and I. Kovacs, Physik. Zeitschr. 45, 122, (1944).
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2 I „ 12
— ■— -  and the constants e , y (playing the role o f a, y) are v

, I l l 2 , S * « 7 + § V
t =  1 , y —  ----------------

v  V

W h e we take into account the influence o f  the rem aining 4II  states 
and, b y  sim ilar calculations, the influence o f the 2LI, and i2 '  states, 
we find finally the rem arkable result that in first approxim ation the 
spin-orbit coupling yields for the 4JT levels expressions o f exactly the 
same form  as (1) and (2).5 W ith  other w ords, the fine structure o f i2  
states, caused b y  the sim ultaneous effect o f all the three interactions 

(spin-spin, [K , S) and spin-orbit), is given by form ulae ( 1) and (2), 
w here the constants a and y include several constants o f different m eaning, 

due to the different causes o f the fine structure.



T H E  P R O P E R T IE S  O F  P H O T O N S  A N D  D E  B R O G L I E  W A V E S .

BY A. KOMJÁTHY IN BUDAPEST.

O ur aim is to give a new dem onstration o f the properties o f photons 
and D e Broglie waves.

W e start from  the follow ing fundam ental relation o f the special 
relativity theory:

\p\2 ~~—t  mo c2 =  0 (1)
c2

where jp { is the absolute value o f the m om entum  o f the particle, £ a n d m
being the energy resp. the rest-mass o f it. c is the velocity o f light.

Follow ing the usual m ethod o f the wave m echanics we form  an
. . , ,  h d h d

operator putting in 1. for p x, p  , p2 resp. -  — , —  - — : —  , —
2 n id  x  2 ti i d y

h d
. W e obtain so the fo llow in g operator:

2 ti i d z

-  r 2 J - - i +  m^ c2 w4:71 C2

02 d * d 2
where A  —  — -  +  — - +  — - represents the usual Laplace operator.

W e will define the photon by the follow ing three postulate's:
a) it must fulfil the exigencies o f the special relativity theory
b) its rest-mass is zero

c) its D e  Broglie wave m ust fulfil the usual equation o f the electro
m agnetic waves.

In 2. putting 7n0 — 0 we obtain the follow ing operator for the photon:

h 2 , E 2
—  ----- zl  —■ —

4  7l2 c 2

L e t us apply it to the function W (x, y,  z , t )  =  (t) (p (x , y,  z),
so we obtain the follow ing differential equation for ii>:
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à  <p +  l î l i î  =  0 (3)
h 2 c2

L e t (p be a solution o f 3. A ccording to c j must fulfil the relati- 
vistically invariant wave equation:

(4)
d t 2

A ccording to the relations =  <]p and J xls =  c p J < P  =  —

4 ^ 2 £ 2  u  • r------------- qp we obtain for rp :
ft2 c2 '  ^

d 2 op 4 7t2 E 2 ,_v
----   ------------ cp —  0 (5)
dt2 h 2 f

2 n i E t

whose solution is y  =  e a . r  being a tim e-period it m ust fulfil 
the follow ing relation : 2 n E  r  _  2

that is: £ jr  _  j

h

W e obtain from  that the follow ing form ula E  —  —  =  h v, w hich
T

is the fundam ental relation o f a photon, having the energy E  and the 

frequency v.

L e t us define the D e  Broglie wave by the follow ing three postu lates:

a )  m0 £ °

b') the particle must fulfil the exigencies o f the special relativity 

theory

c )  its D e  Broglie wave m ust satisfy the wave equation o f the optics 
6., the phase speed u being indefinite for the present:

------  =  u2 J  W (o)
d t 2

If  in 2. we put m0 £ 0 w ith  the help o f 1. the operator takes the form
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L e t us apply 7. to the function */' (x, y , z , t) =  (f (i) <l> (x, y , z)
so we obtain the follow ing differential equation for :

^ s>+ T r l P l 2i> =  0 <8)h 2

L et <P be a solution o f 8. A ccording to c ) W must fulfil the equation 6.
4 7T2

W ith  regard to the relations W =  rp@ and J t y = ---------\p\ixis
h2

we obtain for rp w ith the help o f 6. the follow ing differential equation:

— — +  —— U2 | p  |2 rp — 0 (9)
d t 2 h2

2 n i
~ Y  u\p\t

whose solution is rp =  e . r  being a tim e-period it m ust

fulfil the follow ing relation: — n U T  ̂—  = 2  *
h

that is: -U ^   ̂ == i  (10)

T h e  wave length being defined as the product o f phase speed 
and tim e-period, we get from  10.

, _  h _  h ____

IpI 1l&lc2 -  ml7 2 (11)

772 C2
In 11 . putting for E  the expression rr~ —  we obtain

j/1 —  i/2/c2

/i f l  -  v2lc2 
A =  — i---------- i—  (12)

m0 i>

Supposing v c we get the fam ous D e  B roglie relation

h
X =

m0 v

O ur dem onstration gives —  logically —  the wave length o f D e B roglie 
wave, the wave length being the only physically measurable quantity apart 
from  the case o f  the light.
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F or the determ ination o f the phase speed u we need besides the 
three foregoing postulates a new hypothesis. T h e  follow ing seem s to 
be the m ost n atural: the velocity o f the particle is identical w ith the group 
speed o f the D e  B roglie wave o f the particle, all the more, because in the 
optics the group speed is regarded as representing the speed o f the energy 
o f radiation, and in the case o f D e  Broglie waves the energy o f the 
w ave is to be found always at the same place, where the m oving particle is.

T h e  definition o f the group speed is the fo llo w in g :

a -  X £ 7  =  “ * <13>
a A

u representing the phase speed, u* and ). being resp. the group speed 

and the wave len gth .
L e t us take v from  12. W e get

h c
v =

j / m 'o c 2 A2 +  h2

I r
Supposing v =  u* we obtain from  13. the follow ing differential 

equation:

a * 1  _ * £ = =  =  0 (14)
d X j/mo c21 2 +  h 2

whose solution is _  ca =  —  (15)
v

c representing the velocity o f light, v being the velocity o f the particle. 
M u ltip lyin g  both sides o f  15. w ith  1/A w e get:

—  =  1/ =  —  (16)
X l v

R egarding 12. we get:

—  h v 0  ")
m0 c 2

y r ^ v 2ic2

m0 c2
A ccording to the special relativity theory we have y  1 ^Z'~v2jcI  ~

—  E  =  m c 2 where m represents the mass o f the particle m oving with 
the velocity v. Regarding 17. we obtain the follow ing relation:
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E  —  m e 2 =  h v 

postulated by D e  B roglie as his starting hypothesis.
2 n i
—  « Ip 11

L et us take e ^  as the solution o f 6. W e get for

J 0 + i i *  = 0

R egarding 11 . and 12., 18. appears as follow s:

J  <P 4- 4 n 2 mo v ‘  0 — o
h 2 (1 -  v2/c2)

Supposing v «  c we obtain:

or in other form

i ^ ^ o
h 2

w hich is Schrödinger’s equation. 

Budapest, 10. V . 1946.



O N  K R O N I G 'S  T H E O R Y  O F  R E L A X A T I O N  A N D  I T S  
A P P L I C A T I O N  T O  T H E  C A S E  O F  P O L A R  L I Q U I D S .

A. BUDO
(R E C EIV ED  17. X II. 1946)

On the basis of Kronig’s theory of relaxation the question is investigated, 
under which conditions there occurs only one relaxation time and under which 
conditions several ones. The obtained formulae lead directly, by application of 
some laws of the Brownian movement, to the result of Debye's theory and of 
its generalisations due to Perrin and Budo, respectively.

K ro n ig 's  theory o f relaxation1 m ay be outlined as follow s. L e t a 
system  consisting o f N ' particles (m olecules) be in statistical equilibrium  
configuration, determ ined b y  B oltzm ann's distribution law. I f  the num bers 
N[ o f particles having the energies W t (I =  1, 2 , . . . ,  N )  are changed, 
caused b y  a perturbation F  (e. g. b y  an electric or m agnetic field), and if  A lm 
denotes the probability o f transition between the states I and m per unite 

tim e, then

=  2  (  N mA ml -  A M ,a ,)  (i =  1, 2...........N ) .
dt \  /

U sing the fact that F  is sm all in the practically im portant cases and that 

in the case o f equilibrium

N f A : 0m =  N°mA ^  , (1)

K ro n ig  has obtained for the deviations nt =  N t —  N ?  the follow ing 
system  o f differential equations

^  =  2  \nmA ° , -  n ,A ,i  -  N°m A ’ , ( '-¡L  ^ -¡~ ] F 1 
dt m u l  \ d F  k T  / o  J

( / =  1, 2. . . . , N )  ,

(2)

where the indices 0 relate to the case F  =  0 and it is n1 +  n2 +  . .  ♦ 

+  nN =  0.

1 R. de L. Kronig, Physik. Zeitschr. 39, 823, 1938.
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T h e hom ogenous equations obtained from  (2) by substituting F  =  0, 
must inform  about the dependence o f the n{ upon the time if  the 
perturbation were suddenly rem oved. In the most simple case o f only two 
states we have the solution (the time measured from  the rem oval o f F )

ni =  —  n2 =  n'i e ( w ith =  A 021 - M i ° )
w hich show s the m eaning o f the relaxation tim e r. K ro n ig  did not consider 
further consequences o f the equations (2); this w ill be given below .

T h e  substitution o f the expressions n, =  at e~ ^ 1 (Z =  1, 2 , . . .  ,N )  
in the hom ogenous equations belonging to (2) leads to the characteristical 
equation for X

-  V  Aim  +  X
m̂ .1

A ? n - .1 A ft  rrt +  A.
mJzN

=  0* (3)

Considering the dependence o f the n; upon the tim e, it is im portant to 
note that the roots o f (3) are real and positive, apart from  the root ), =  0.2 
N am ely, if  we m ultiply the l s i , . . . . ,  N th colum n o f the determ inant respec
tively w ith i V ° , . . . . ,  N%, then it becom es sym m etrical because o f (1), and 
in the diagonal elements the coefficients o f X are N l t . . . . ,  N n . T o this case 
one can apply a well-know n algebraic theorem 3 according to w hich the roots

are real. Furtherm ore, expanding <P (X) in pow ers o f X, one can prove
<P (X)

that in the equation— -—  =  0 N  —  1 changes o f sign occur1 and so all

the N —  1 roots are positive. T herefore the reciprocals o f all the roots can be 
regarded as relaxation times.

T h u s the general solution o f the hom ogenous equations, i. e. the solu
tion w hich can be adapted to any kind o f initial values o f nr , . . . . ,  nN (these 
fulfilling only the condition n1 + ------+  nN =  0), contains N  —  1 relaxa-

2 We suppose that the root i  =  0 be simple;, otherwise, as one could prove, the 
elements A;°m of at least one row of (3) must vanish; then the A® l vanish likewise and so 
we should consider by (2) less than N  states.

3 See e. g. O. Perron, Algebra II., 1927, p. 14.
4 The coefficient of 1 — k in this equation is the sum of the principal minors 

with k rows of the determinant <1> (0). It may be proved by total induction that the 
singn of these minors is equal to (— 1)*.
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tion tim es (more correctly: at most N — l  different relaxation tim es).5 
B u t because o f the physical m eaning o f the n/s it is perm issible to consider 
on ly that initial values n j n°N w hich are determ ined by assuming 
that the system  is, at the m om ent t =  0 when F  is rem oved, in the equilib
rium  distribution belonging to a constant perturbation F . T h en , F  being 

sm all b y  supposition,

m =  N , -  N ? =  N*

Wi W? W,

k T k T k T
e e —  N f— e

Wi Wf O F Wi

v  M  
. 2  e 2 ’ ,  V \ v *  kT

T h e  evaluation gives

TV0
n} = -------- (wi —  w )F  (/ =  1, 2 , . . . ,  N ) ,

k T
(4)

where means the increase o f  the energy o f the Ith state in the field F  =  1 

and w is the average value o f the wif i. e.

Wi
( d W \  -  2 N?Wi  

~ \ d F ) o , W  N '
(5)

W e m ay now seek, when is the behaviour o f the system  described w ith the 
aid o f only one relaxation tim e. Substituting the expressions

iV;° _  _JL 
Til — ---------- (W i —  w )  F  e r

k T
(I =  1, 2 , . . . ,  N) (6)

in the hom ogenous equations belonging to (2), and taking (1) into account, 

we obtain

1 __ 2 Aim (Wi — wm)
T

(/ =  1, 2 , . . . ,  N )  . (7)
Wi —  w

T h e nom inator is because o f the definition o f the A ,°m the mean decrease

6 The particular solution belonging to the root J. =  0 is, because of 
+  « . . . .  +  un =  0, trivial.

2
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o f w (we shall note it w ith j  w,) defined above (per unite tim e). T h erefore:

when the quotients ^  Wl— have for all I the same value, we m ay say
wt — w

- ^ , then the solution o f the hom ogenous problem  is given b y  (6) and 
w —  w
the relaxation time is

w —  w
* =  ___ ' ♦ (8)

J  w

W hen the condition just m entioned is satisfied, the solution o f the original 
nonhom ogenous problem  in the case o f the most interesting periodic 
field F 0 ewn is seen to be (apart from  a term  decreasing exponentially in 
tim e):

_  N i (tv, -  w) F 0 e '^  „  _  1 „  An
ni . -  ■ - (/ 1, , N) . (9)

k T  1 +  i w r

It is easily seen that the obtained results can be generalized as 
fo llow s: W hen the quantities wl —  w calculated for the given problem  can 
be written in the form

Wi —  w =  -(- v̂ i (I —  1, 2, . . . ,  N) (10)

with r (but not less) linearly independent system s v(p , . . . ,  v(p 
(I =  1, 2, . . . ,  N )  o f the kind that the condition m entioned after (7) is 
fulfilled for all (i =  1, 2, . . . ,  r), then one obtains r different relaxation 
times

y(r)
T1 ~ ____ > ♦ ♦ ♦ > Tr =  (11 )

J  V<U J  v (r)

and the solution is in the case o f a field F 0 eim (apart from  term s decreasing 
exponentially in the time)

N [

k T
------- -----+  • • ♦ +  — 4 — ( / = 1 , 2, . . .  , i V)  .
1 +  l  10 Tj 1 -f- I  OJ T t\

(12)

T h e obtained results w ill be applied in the follow ing to the dielectric 
relaxation in polar liquids. T h e  mean dipole m om ent m due to the orienta-
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tion o f a m olecule having the perm anent m om ent fx is given in a field 
F ° eim according to D e b y e ’s well known theory6 by the expression

! F 0 eim
m =

3 k T  1 -f- 1 io x
(13)

w ith the relaxation tim e r =  — , where 0 is the coefficient o f friction
2 k T  x

for the rotation. D e b y e ’s original theory regards the m olecule as a rigid 
spherical body. It has been generalized from  the point o f view  o f the 
form  and structure o f the single m olecule in tw o lines: one o f  these 
generalizations, due to P errin 7, uses as m odel for the m olecule the ellipsoid; 
the other, given by B u d o ,8 takes into account m olecules w hich  have free

Fig. 1 .

6 P. Debye, Polar Molecules, Chap. V.
7 F. Perrin, Journ. Phys. (7) 5, 497, 1934.
8 A. Budo, Physik. Zeitschr. 39, 706, 1938.

2 *
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rotating groups. W e shall show that the results o f these theories follow  
directly from  our form ulae, if  one makes use o f some fam iliar laws o f 
the Brownian m ovem ent.

W e shall begin directly w ith the ellipsoid m odel. L et X , Y ,  Z  be a 
set o f axes w hich lie fixed respectively in the directions o f the half principal 
axes a, b, c o f  the ellipsoid. T h e  position o f the axes X , Y ,  Z  relative to
the set o f axes X 0, Y 0, Z 0 fixed in space can be specified by the Eulerian
angles O, W p  where O  is the angle between the Z  and Z 0 axes, w hile cp 
are respectively the angles between the nodal line and the X 0 and X  axes. 
I f  we suppose the field in the Z 0 direction and if  /ua,p b, juc denote respectively 
the com ponents o f the dipole m om ent ¡j. referring to the axes X , Y , Z , 
then the potential energy o f /u in the field F  i s : —  F  p cos (w, F )  =  
=  F  (ua sin O sin cp +  ¡a0 sin O cos cp —  c cos i9-) (see fig. 1 .) and hence, 
according to (5)

w&<p =  Pa sin O sin cp 4- Hb sin 0  cos cp —  /¿c cos O , w =  0 . (14)

Furtherm ore, expanding w,y T —  w&  ^  in powers o f O ' —  0- —  z i O  and 
rp' —  cp =  z l (p (up to and including the second order term s), we obtain

Jw$<p =  —  pa jco s O sin rp J  O +  sin 0  cos cp J<p  — ^ -s in ^ s in cp ( J O -2-(-

+  z l (p2) +  cos O cos cp z l O z l T  —

—  /jb j ĉos O cos cp j  0- —  sin 0  sin cp z l (p — sinOcoscp ( J +  

+  zl<P2) —  cos &  sin cp z l 0  zl <P —

sin 0  zl 0- - f  —  cos O z/ O2 
2 (15)

T h e average values ¿j O  etc. can be expressed by the averages o f  the 
squares o f the rotational angles z l  a , J  (i, z/ y referring respectively to the 
rotations about the X , Y , Z  axes. T hese averages (per unit time) are, 
according to the generalized theory o f the Brow nian m ovem ent due to 
Perrin , 7

2 k T  — —  2 k T  ----  2 k TJ a 2 =  ------  , j p *  , j r 2 =
?a Qb QC ) (16)

while z i a  =  z l ( i = j y  =  z l a j ( i  =  z l ( i z / r  =  J  y zl a =  0 .

Here (>a, çb, oc are respectively the coefficients o f friction belonging to the 
rotations about the X , Y , Z  axes. In order to express z i O  and J  cp by
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J  a, J  [ I , . . . ,  J  y* let us transport the ellipsoid from  the initial position 
described b y  O,  W, y  into another position ( 0 Y,  </>') w ith the follow ing 
three rotations (see fig. 1*) 1* Rotation d  « about the X  axis, then the set 
o f axes X ,  Y ,  Z  goes over to the set X ,  Y lt Z i  the position o f w hich should be 
specified b y  & lt Y'i> <)Pi (shortly: X Y Z -> X Y x Z\ ( O1 1r*i <pi))* 2. Rotation 
d  p  about the Y 1 axis, then X Y ^ Z j .- -> X xY XZ'  {0 'Y < fz) ' 3* Rotation d  y 
about the Z f axis, then X xY xZ'  -> X ' Y ’Z ’ (S' Y  rp'). In order to evaluate 
J  &  we use the relations obtained from  the spherical triangles ZqZiZ' 

and ZoZZi'.

cos O' —  cos Ox cos d  p  +  sin sin d  p  cos —  cp ĵ , ( 17)

cos —  cos 0  cos d  a +  sin O sin J  a cos (^ —  ®) ,
(18)

sin O ! sin rpx =  sin O sin (,-r —  9 ) .

Substitution o f (18) in (17) gives

cos O’ —  cos O cos d  a cos d p  — sin O’ cos a  sin d  a cos d  8-\-
(19)

+  sin O sin rp sin d  p  . 
ft

From  this we m ay express cos O' as a pow er series in d c t  and d p  up to 
and including the second order term s. O n the other hand, i f  we substitute 

the expression d  O =  ax d  « +  a2 d  p  +  . • .  +  o5 J  P2 in cos O' =

=  cos (0  -j- d  O) — cos O — sin O d  O — cos d  O2 , then we obtain for

cos O’ another pow er series in d  a, d  p.  T h e  com parison o f the two 
series gives us the values o f a 5. W e find so for d  rp and like
wise, after rather long calculations, for d  rp the results

d  O —  cos rp d  a —  sin rp d  p  +  —  ctg 0  (sin2 <p d  a2 +  cos2 rp d  P2) +
2

-J- Ctg O sin rp COS rp d  a d  p ,

d  rp =  d  y — Ctg O (sin rp d  a +  COS rp d  p) +  ;

- f  —  (1 -j- 2 c tg 2 «9-) sin rp cos rp (d  a2 —  d  p2) +
2

-f- — -—  (cos2 rp — cos2 0  sin2 cp) d  a d  P * 
sin2 O

(2 0 )
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W ith these values and by (16) the averages occurring in (15) becom e 

— —  , _ .  / sin 2 cp , COS2 c p \
j  & =  k T  ctg 0- ( ------ + --------- £ )  ,

\  Qa Qb )

j c p  =  k T  ( I +  2 ctg2 &) sin rp cos cp ( — --------------— ^

\Qa Qb )

=  2 ^ r ^ > + sin> V
V Qa Qb J

( "
j  cp2 =  2  k T +  ctg2 &

1 sin2 cp cos2 cp

:)l

(22)

zl d- J  cp =  2 k T  Ctg &  sin rp COS cp ( — ------- j ,
\Q b  Qa /

and w ith these (15) reduces to the form

J  w# cp =  k T  | /na ( —  -f- —  j sin $ sin cp +
L V  !?b Qc /

+  Mb ( —■- H------J sin iT- cos cp —  pic ( —  +  —- \ cos ,9-
\Qc Qa /  \ Q a  Qb /

I f  we compare this equation w ith (14) we see that the conditions m entioned 
after (10) are fulfilled for r —  3 and so the three d ifferent relaxation times 
are given by

=  +  +  , 1  =  ^ ^ +  1 ) . (23)
Ta \  Qb Qc /  T b \ Q c  Q a /  T c \ q c o b )

T h e  mean dipole m om ent can be calculated on the basis o f the definition

¡ ¡ ¡ = M  <y +  n&_ gp) ft cos (fj ,  F ) d Q  

J (N # cp +  n# (f) d £2

w ith the aid o f (12), (10), (14) and w ith d n  =  sin 0 d & d f  d cp; we obtain

2 
t*bF , e iMt

m =
3 k T

2
Fa

+ +

9

f*c

1 +  lwra 1 +  i  10 r b 1 +  I OJ Tc
(25)

in agreem ent w ith Perrin 's resu lt7 w hich includes, o f course, the result (13) 
o f D eb ye ’s original theory in the case oa —  pb =  pc.
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A s regards the other generalization, we consider here only the case 
in w hich the m olecule consists o f only tw o rotating polar groups and the 
form  o f the m olecule can be regarded as sym m etrical about the com m on 
rotational axis o f the groups. T h is axis should be chosen as the Z  axis. 
L e t f.ic 1 and /na denote the com ponents parallel and perpendicular 
to the Z  axis, o f the dipole m om ent o f the group 1, /uc2 and /<' those o f 
the group 2 and let /.icl +  /uc2 =  /.ic. Because o f our assum ption we can 
choose the direction o f /fa as the X  axis (i. e. ub =  0) and take Qa— Qb= Q' 
T h e  coefficient q refers, o f course, to the m olecule as a w hole, w hile the 
coefficients o f friction o f the group 1 and 2 m ay be called qc and q[. 
Besides the angles </>, cp specifying the position o f the group 1 w e must 
introduce another angle cp ' belonging to f. ia and defined sim ilarly as cp . 

T h en , o f course, all the above form ulae remain in force (with the sim pli
fications //6 =  0, oa =  ()b =  ()), we must only com plete them  w ith terms 
belonging to the group 2. T h e  terms w hich m ust be added respectively to 
the right hand side o f the equations (14) and (15) are

/ a sin &  sin cp' , (26)

—  jUa [cos &  sin cp' J  & +  sin &  cos cp’ J  cp' — (27)

------- sin &  sin cp' (J  & 2 +  J  cp'2) +  cos 0  cos cp' ¿J & J  cp' .
2

T h e  latter can be evaluated if  one takes into account that the rotations J /  

o f the group 2 about the Z  axis are entirely independent from  those o f the
-----7i 2 k T  -----7 _

group 1 and so (16) can be com pleted w ith J  y =  — —  , J  y —
________  _________ 9c

=  J  a J  y ' =  . .  ♦ =  z l y J  y ' =  0. It is to be seen that J  cp' can be 
obtained from  ¿1 cp given in (20) by substituting ¿1 y' instead o f z l y in it. 
T h e n  the average values in (27) becom e (using also (21) w ith oa =  ob = 0)

J  {)■ =  —  ctg & t z l cp' —  0 , z l O'2 =  ------  ,
O Q

=  2 k T  ( l j  +  , J  0- z l cp' = 0
\(> c  9  )

and w ith these one obtains for (27):

k T  { —  +  -—j-J sin & sin cp' .
\ e  Qc)

(28)
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A  comparison w ith (26) gives us the third relaxation time r ' ,  the first tw o 
being given by ra and rc in (23) for pa =  pb =   ̂ ; then

TC

2 k T  1
y —  = k T  ( —  +  +

Ta \  Q Qc J  *  a \  Q Qc /
(29)

and the mean moment (evaluated sim ilarly as in (24), (25)) becom es

F 0eim
m —  — ----

3 k T

2
He

+
2

/<«
+

I« a

1 Í  OJ Tc 1 - ( -  W I Ta 1 - f -  I iO T a .
(30)

a result w hich agrees w ith them  obtained in another w ay, cf. reference8.

Institute of Physics,
High School (Tanárképző Főiskola), 
Szeged .



S O M E  IM P R O V E M E N T S  IN  T H E  H O T -W IR E  A N E M O M E T R Y

BY L. I. G. KOVASZNAY D. SC. (ENG.)
BUDAPEST.

SUMMARY.

D ynam ical characteristics o f the hot wire are introduced into the 
the theory taking into consideration the reaction o f heating current fluctu
ation upon the hot wire caused even b y  the resistance fluctuation o f the 
wire itself. L oss o f sensitivity and variation o f time constant depend on the 
design o f heating circuit. Square current waves are applied to hot wire 
for the survey o f com pensation perform ance and m easurem ent o f time 
constant. O scillograph records show a lack o f form  true response o f 
com pensated amplifiers used form erly. A uthor elaborated a com pensated 
am plifier based upon a new w orking principle. T h e  am plifier has two 
separate stages w hich are w orking paralelly, both o f them  satisfying simple 
requirem ent for frequency characteristics. T h e  com pensation is controlled 
b y  varying the am plification ratio o f the tw o stages by means o f a sim ple 
potentiom eter.

INTRODUCTION.

T h e hot wire anem om eter is most likely the unique tool for recording 
the speed fluctuation and m easureing o f statistical quantities (root mean 
square, correlation coefficient etc.) in turbulent flow.

T h e  hot wire anem om eter consists o f a fine platinum  (W ollaston) 
w ire heated electrically and exposed to an airstream. T h e  wire loses heat 
b y  convection and consequently its tem perature and therefore electrical 
resistance varies in the rhythm  o f airspeed, so the a. c. potential drop across 
the w ire corresponds to the turbulent velocity fluctuation.

L . V . K in g  (reference 1.) elaborated a theory on the forced con
vection o f heat from  thin wires and he proposed too the use o f the heated 
wire as anem om eter.

B y the pick up o f velocity fluctuation the therm al capacity o f the 
wire, being small but not negligible, com plicates the perform ance and the 
loss o f response increases rapidly w ith frequency and wire diam eter 
respectively.
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H . L . D ryden  calculated as first the therm al lag effect and its depen
dence on the geom etrical and physical data. He suggested and later elabora
ted a m ethod for the compensation o f the distortion caused by the thermal 
lag. T urbulence investigations were initiated in H ungary at 1939 and the 
hot wire technique was introduced by the author during the war. T h e  
equipm ent carried-out by the author represents some im provem ent com 
pared to H. L . D ryd en 's apparatus as for working principle as for technical 
lay-out.

Theoretical investigations have shown that some parasitic effects 
are not negligible as e. g. the changes o f time constant caused by heating 
circuit reaction. T h e  determ ination for time constant used up to date does 
not satisfy the requirem ents o f accuracy. A  perpetual survey o f therm al 
lag com pensation is suitable. Both problem  m ay be solved by means o f 
square form  waves w hich are fam iliar in the wireless and television techni
que for testing o f electrical fourpoles.

T h e  theoretical and experimental work was carried out in the Institute 
for Aerodynam ics o f the U niversity for Technical and Econom ic Sciences 
Budapest during the years 1940— 42 and the author wishes to acknowledge 
the initiation and valuable assistance granted by Prof. E . A bo d y —  Anderlik, 
director o f the Institute for Aerodynam ics.

Present paper is condensed from  the inaugural dissertation o f the 
author published in H ungarian in 1943 (reference 7.).

1. EQUATION OF STATE.

T h e  rate o f change o f the energy accum ulated in the mass o f the 
wire is equal w ith the difference o f the electrically introduced heat and the 
heat loss due to forced convection

-~ = J 2R  —  H  (1) where
a t

Q  heat contents o f the wire

t time

J  heating current

R  electrical resistance o f the wire

H  heat loss due to forced convection according to the form ulae o f 
L . V . K in g  (reference 1.)

H  =  I {(■) —  O0) (J f v  —  r ) where
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I length o f the wire
0  tem perature o f the wire averaged over length

0 O tem perature o f the airstream (room temperature) 
fi and y convection constants defined by L . V . K in g.

U sin g the w ire as anam om eter it is suitable to introduce new variables 
and constants more convenient for calibration purposes.

T h ese are:

R 0 resistance o f the wire at tem perature 0 O (cold resistance) 
a tem perature coefficient o f restivity o f the platinum ; hence

i?=i?0[l + a(0-0o)]
Equation (1) can be w ritten for unit length and the heat contents expressed 
w ith  tem perature and therm al capacity. U sing electrical units (1 W a ttse c=  

=  4,2 cal.)

4 . 2 m o —  =  P  r0 [1 -  « (0  -  0 O)] -  (0  -  0 O) (P +  r) (2) 
d t

where

m the mass o f the w ire per unit length
a specific heat o f platinum

r0 resistance o f the wire per unit length at tem perature 0 O

W hen the airspeed is given as a function of the time v =  v (t) ;
equation (2) gives the tem perature 0  =  0  (i) likewise a function o f the 
tim e. Introducing new variables and constants, equation (2) w ill take a 

m ore sim ple form . L e t us denote

_ p
---------- —  a resistance ratio.

Ro

It is used in the com putations in place o f tem perature, because it is a readily 

measurable quantity

y —  jTv used instead o f airspeed 
q —  J 2 used instead o f heating current

/? y
C  =  ——  and y 9 =  —  are the m odified convection constants 

« r0 p

4 . 2 m a
n = ------------thermal lag constant.« r0
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W ith the substitution o f the above given quantities equation (2) becom es

n d- -  =  q (1 +  a) -  a c (y  +  y 0) (3)
a t

W e also see from  equation (3) that the hot wire used as anem om eter 
is entirely characterised by only four independent constants. T h e y  vary 
with different power o f the diameter and one o f them  (/?0) is proportional 
to the wire length

/

R 0^ —  c «  d2-5 y 0 ss  d~0'5 n ^ d io d2 so

T h e knowledge o f the convection constant c is not required for the 
measurement o f velocity fluctuation. T h e  therm al lag constant n is an 
individual value for each wire, independent from  the heating conditions 
(D o not confound it w ith time constant M  defined by H . L .  D ryden, 
which does not characterise the wire but the heating conditions). See later 
equation (18).

Accurate m easurements show L . V . K in g 's  form ulae have a sm all 
scale effect, consequently the critical Reynolds num ber values o f the 
cylinder mark the validity o f the above obtained equations. T h e  convection 
constants ¡3 and y or c and y 0 have discontinous changes on the lim its 
v d v d
—  = 1 0  and —  =  40. T h e  air flow has great changes on these lim its,

v v
v d

especially at —  =  40, w here the K árm án vortex sheet appears. T o  avoid
v

irregularities in the response we have to use thin w ires to not exceed the 
v d

lim it —  — 40.
v

2. STEADY COOLING, CALIBRATION.

W hen either the airspeed or the heating current is varied but only
very slow ly, so the tem perature o f the wire follow s closely their changes
and we can neglect the left hand side o f equation (3) then

q (1 +  a) —  a c (y +  y 0) =  0 (4)

Solving equation (4) for the singular variables
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°  {q' y] c ( y  +  y 0) -  q

q {y , a ) = a- ^ ± ^  (4a)
a +  1

t \ i 1 +  a) 9y (q> a) = -------- -  y0
a c

Corresponding to the three equation w e have three kind o f charac
teristics: a =  constant; q —  constant and y  —  constant respectively. T h e  
characteristics o f second kind are used for calibration. T h e  wire form s one 
arm o f a W heatstone bridge, its tem perature, therefore resistance is m aint
ained constant. T h e  balance o f the bridge requires the regulation o f heating 
current depending on the airspeed. P lotting the square o f heating current 
needed for the balance against the square root o f air velocity we get a 
straight line (Figure 1.), w hich  cuts on the abscissa the value o f the m odi-

0020  

amp2 

0.015

0.010

0.005

fied convection constant y 0. T h e  other m odified convection constant is 
also calculable from  the slope.

E quation (4) also perm its the determ ination of the resistance o f the 
wire on room  tem perature (cold resistance R 0) w ithout the use o f high 
sensitive galvanom eter. W hen the airspeed is m aintained constant (or zero)

-1  =  1 ----------- q--------  (4b)
R  R 0 R 0c ( y +  y 0)

T h e reciprocal o f the resistance is a linear function o f the square 
o f heating current. W hen the heating current tends to be zero the resis-
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Fig. 2.

tance o f the wire aproaches more quickly to the desired cold resistance 
(Figure 2. T h e  dotted lines show the lim its o f ± 1 percent error).

W e need also two derivatives for the later com putations

f — ') =  »> (5) and ( r ,a )  =
\dq)y q \dy)q

a2 c
(6)

3. DYNAMIC CHARACTERISTIC.

W hen the tem perature o f the wire fluctuates follow ing the variation 
o f the airspeed, the heating current does not rem ain unchanged but also 
fluctuates depending on the data o f supplying circuit. T h e  heating current 
(Figure 3.) is som ewhat affected by the changes in the resistance o f the 
wire and so the current is a function o f  the resistance ratio a

but

/  =  J ( R )  or q =  q (a)

a — a (q> y)

r oS ,

T * .  *— J l J l i T T L i T n
w ,rt u

-------- 'HHHMHI— ;
Fig. 3.



IMPROVEMENTS IN THE HOT-W IRE ANEMOMETRY 3 1

the resulting characteristic differs from  the q =  constant static one and 
m ay be term ed "d yn am ic characteristic“  because o f sim ilarity to the 
effect o f radio tubes. T h e  slope o f this dynam ic characteristic is sm aller 
than that o f static one (Figure 4.).

a

y-Ay y y+&y
Fig. 4.

Since the hot wire technique is used at present most likely for the 
pick up o f turbulent velocity fluctuations it w ill be sufficient to restrict 
our considerations only to fluctuations being sm all com pared to the mean 
values. Laborious calculations show the error o f the response o f the hot 
wire m ethod due to the neglectid terms o f second and higher degree to be 
less than 0,5 percent untill velocity fluctuation does not exceed 10 percent 
o f the mean velocity.

D iv id in g  every variable into two parts as usual and denoting the 
mean value b y  a bar and the fluctuation by J  respectively, then we have

a =  a +  J a ; q =  q - f  J  q ; y =  y° +  J  y ; P  =  P  +  J  P

the average value o f the fluctuations is —  per definitionem  —  equal zero.
W hen the term s o f second and higher degree are neglected the 

mean values satisfy equation (4)
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0 =  q (1 +  a) -  a c {y -(- y 0) (7)

So we can substitute mean values in the form ulae derived from
equation (4) concerning the steady cooling.

For the calculation o f the effect o f supplying circuit let introduce 
the voltage ratio

P  mean potantial drop across the w ire . .
e =  —  =  --------------------------^ ------------------------  (8)

u voltage o f the heating battery supply

T h e derivatives characterising the heating circuit can be easily computed
from Figure 3.

( y )  = - - j - = e ; ( S =  const) (9) ( ~ q\  =  -  e (10)
\<? 0/ s 1 +  a \d a/s 1 +  a

Subtracting equation (7) from  (3) we have
/

n =  (a +  1) J q  + [ q  — c ( y - \ -  >>„)] J  a —  a c j y  (11 )
a t

( d  q \
using J  q =  I - 1 j  a and equations (5) and (6) resp.

\ o  a/s

, . 1 a n  d J  a 1 /<?a\
J  a H------------— -----------------_ ---------- =  ------------------------------[ —  ] j  y

l _  i ^ a\  9 d t  1 ( d a \  ( d q \  \ d y j q
(12)

( d a \  / d jA  q d t  f d a \  ( d q \

\ d q ) y  \ d a ) s  \ d q ) y  \ d  a )

T h e second left hand side term  shows the therm al lag. T h e  resistance 
fluctuation w ould be proportional to the airspeed fluctuations w ithout 
the effect o f therm al lag. L e t us denote this fluctuation J  av and term  
“ virtual fluctuation" o f the resistance ratio. T h is value is also m easurable, 
when the changes are very slow and the therm al capacity o f the wire 
does not cause any lag.
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T h e  slope o f dynam ic characteristic is reduced b y  the factor

1 1

1 +  2 a e (13a)

calculated using equation (8) and ( 10).

I f  the voltage o f supplying battery was not choosen high enough 
com pared to the mean potential drop across the w ire, sensitivity loses a 
considerable am ount, especially w hen we use high w orking tem peratures.

4. SENSITIVITY OF THE HOT WIRE METHOD.

Since the a. c. voltage got from  the hot w ire is fed into an am plifier, 
we have to calculate the a. c. potential drop across the wire caused by 

velocity fluctuation

Introducing again in a sim ilar w ay the “ virtual fluctuation" o f potential 

drop denoted

E  shows the effect o f supplying circuit, z  depends on the mean velocity 
and convection constant y 0. A n  exam ple will show the order o f 
errors, when we neglect the supplying circuit effect. L et be R 0 =  5 £2; 
R  =  10 £>; J  =  0,1 A ;  U  =  10 V,  consequently Q  =  1,0 ; p  —  I V ;

J  P  =  Ro (1 - \ - o ) z J j - \ - R o J ^ a

using equations (8) and (8)

J P  =  R 0J ( l  —  e) J  a (14)

J  P v =  R 0 J  (! —  e) J  a v (15)

substituting in equation (13) it becom es

J  Py 

p
a E  z  j v

(16)
2 v

where E  =  ------- — -
1 +  2 a e

and
y  +  i i yo

1 + r *
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e =  0, 1, then we obtain E  =  0,750 and the factor ---------—  =  0,835.
1 +  2 a e

(See T able  II.) N aturally a lack o f sensitivity 25 percent or a difference in 
time constant 16,5 percent is absolutely not negligible. T h e  use o f low  
working tem peratures and high voltage supplying batteries dim inushes 
the effect, but we can not reduce the error more than 1 percent unless 
the battery voltage is raised to U  —  300 V , w ich w ould cause additional 
com plications o f apparatus.

6. THERMAL LAG.

W ith  the use o f equations (14);  (13a); (15) and (16) the equation 
(12) takes the form

Ww d ¿j P  „  _
----- V d P  —  / i P v ( 17) where

M =  -----(18)
1 +  2 a e q

the value o f time constant M  differs from  H . L . D ryd en 's calculated 
value, though the equation (17) has the same form .

rnt a n  M  1 ,1Qv
M o r y d e n  —  t  ~~Z ---------- —  -------------- = r  (  )

q M D ryden  1 2  ( I  g

U sin g high tension battery for heating circuit supply the difference

between the tw o time constant value vanishes and the ratio -----1 _
1 -(- 2 a. 6

becomes unity. T ab le  II  gives the ratio o f the tw o tim e constant.
(17) is a linear differential equation. H ence the equation can be 

solved b y  means o f a sum  o f  sinusoidal terms. W hen the fluctuation o f  the 
airspeed is sinusoidal so is also the potential drop

z/ v  (i) =  A '  . eiwt ; j  P v (t) =  A  ei<0t ; J  P  (t) —  B  g t'(o if +  qp

B  1
; cp =  t a n - 1 M UJ

T h e phase time r is more conveniable instead o f phase angle cp is aspect 
o f form -true response.
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0.005sec

a m

0j003

0002

OjOOf

_  <p

At

M -n .o O W
f CP.5.

and
UJ

Fig. 6.

T~*T0 when

by. hot wires r0 — M
D efining the phase tim e difference

J  T  =  T 0  —  T  (20)

the phase response o f the wire is represented in the form  o f phase time 
difference being a quantity on w ich depends the form  true response.

3*
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Figures 5 and 6 show the frequency characteristics o f three wires having 
different diameters consequently different tim e constant values. T h e  
values are tabulated in T able I.

TABLE I.
a) 0,5 .1 0 —3 sec corresponds to d — 0,004 millimeter.

f
C» p • S• B/A <P

degrees
t

10—3 sec
J  r 

10—3 sec

10 0,999 1,8 0,500 0,000
20 0,998 3,6 0,500 0,000
50 0,988 8,0 0,494 0,006

100 0,954 17,5 0,496 0,014
200 0,847 32,2 0,447 0,053
500 0,537 57,5 0,320 0,180

' 1.000 0,302 72,4 0,201 0,299
2.000 0,156 81,0 0,112 0,388
5.000 0,063 86,4 0,048 0,452

10.000 0,032 99,2 0,024 0,476

b) 1,5 .1 0 —3 sec corresponds to d =  0,007 millimeter.

f
c. p. s. B/A <P

degrees
T

10—3 sec 10—3 sec

10 0,996 5,4 1,500 0,000
20 0,983 10,7 1,486 0,014
50 0,903 25,4 1,413 0,087

100 0,729 43,2 1,200 0,300
200 0,469 62,0 0,860 0,640
500 0,208 78,0 0,433 1,067

1.000 0,106 83,5 0,232 1,268
2.000 0,052 87,0 0,121 1,379
5.000 0,021 88,5 0,049 1,451

10.000 0,010 89,2 0,025 1,475

c) 5,0 .1 0 —3 sec corresponds to d =  0,010 millimeter.

f
c. p. s. B/A degrees

T
10—3 sec

J  X
10—3 sec

10 0,954 18,0 4,970 0,030
20 0,847 32,3 4,880 0,120
50 0,537 57,5 3,190 1,810

100 0,302 72,4 2,010 2,990
200 0,156 81,0 1,125 3,875
500 0,063 86,4 0,480 4,520

1.000 0,032 88,2 0,245 4,755
2.000 0,016 89,0 0,124 4,876
5.000 0,006 89,6 0,050 4,950

10.000 0,003 89,7 0,025 4,975
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TABLE II.

p
Volts

U  =  10 V U  =  20 V U  =  50 V U  =  100 V

a =  0,5 a =  1 a =  0,5 a =  1 a =  0,5 a =  1 a =  0,5 a =  1

0,1
0,2
0,5
1,0
2,0
5,0

0,900
0,980
0,952
0,910
0,835
0,714

0,980
0,961
0,910
0,835
0,714
0,500

0,995
0,990
0,975
0,952
0,910
0,835

0,990
0,980
0,952
0,910
0,835
0,714

0,998
0,996
0,990
0,980
0,961
0,910

0,996
0,992
0,980
0,961
0,925
0,835

0,999
0,998
0,995
0,990
0,980
0,952

0,998
0,996
0,990
0,980
0,961
0,910

T h e  values give the correction for tim e constant ------- ^=- com puted
6 1 +  2 a e

from  dynam ic characteristics.

t '
7. COMPENSATION.

H . L . D ryd en  (reference 2.) and independently M . Ziegler (reference
3.) have used as first the electrical com pensation for repairing the lack o f 
frequency response o f hot wires due to therm al capacity. T h e  com pensation 
circuit o f H . L . D ryd en  consists from  a resistance-inductance fourpole 
having the same time constant as the wire has and it is connected between 
tw o am plifier stages (Figure 7.). It is o f great im portance that the whole

com pensating circuit has to represent a near non-inductive load. T h is 
fact dictates the use o f great plate resistor; or high internal resistance 
penthodes (in the later case R; sym bolises the internal resistance o f the 
tube). T h e  tim e constant for w hich the com pensation is satisfied is M = L j R c 
and its control is m ade b y  means o f the resistance R c.

T h e  inductance is represented by a coil without iron core. W hen 
inductance coil is sw itched off, the am plifier becom es of a normal uniform - 
frequency-response type. T h e  am plification of-th e am plifier varies w ith 
com pensation control. T h orough  investigations show some disadventages 
o f this inductance type com pensation:

1. great dim ensions o f the coil consequently great sensitivity against 

parasitic m agnetic fields.
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2. resonance in the working frequency range due to distributed 
capacity o f inductance coil.

3. amplification is affected by time constant control, different am pli
fication factors correspond to each time constant value, that fact com pli
cates the evaluation o f measured data.

4. any im provem ent o f the com pensated frequency characteristics 
b y  means o f additional corrective circuits is possible only when every o f 
these are controlled in synchronism  w ith time constant control.

5. the form -true response is not perfect because o f resonance peaks, 
even when the resonance is out o f working frequency range.

M . Z iegler's compensation system  is very sim ilar (resistance capaci
tance fourpole) and did not prove superior o f H . L . D ryd en 's one.

Author elaborated a com pensation system  based on a different 
working principle. T h e  a. c. potential drop across the hot wire w ould be 
the virtual potential fluctuation j P v i f  the therm al capacity had not 
cause any lag; but the lag reduce this a. c. voltage and we can fed into 
am plifier im put only the distorted j P  value. F rom  equation (17) it m ay 
see that the m issing part o f a. c. voitage is proportional to the derivative 
o f the distorted a. c. voltage

J  P v —  J  P  =  M  d - j  P  
d t

T o  obtain a perfect com pensation we have to am plify the distorted 
J  P  and to add the differentiated voltage (generated and am plified sepa
rately). T h e  schem atic arrangem ent is shown in F igure 8. W hen the

Fig. 8.

amplification factors o f the two independent am plifier are so adjusted 
their ratio be equal w ith the time constant o f the w ire, the com pensation 
becom es perfect. W hen

then Poutput — Si J  P  +  S2 — ---- —; £1 d  Pv
d t
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T h e  am plifier consists o f tw o stages, their im puts are connected 
parallel and their outputs are in series. A uth or used a non loaded high 
quality transform er as differentiating elem ent (Figure 9.). T h e  prim ary 
w indings are connected in the plate circuit o f a high internal resistance
H . F . penthode. T h e  current in the prim ary w indings is in phase w ith

Tr

¡ p M
TOT

p

+A'

Fig. 9.

grid voltage and consequently e. m. f. o f the secondary is proportional 
to the derivative o f prim ary current, untill the secondary o f the transform er 
is not loaded (the sm all cathode-grid capacity can be neglected). H ence

. . d j P
the output voltage is a m agnified value o f the derivative — — . T h e

com pensation control is m ade by means o f the potentiom eter Rp.

A  more detailed w iring diagram  o f the author’s com pensated am pli
fier is given in F igure 14 o f reference 7.

T h e  above m entioned com pensation principle has some advan

tages:

1. T w o  independent stages, both has sim ple requirem ents for the 
frequency response. D irect stage has to be o f uniform  response; differen-

71
tiating stage in turn a response linear w ith frequency and phase lag —

independent from  frequency. T h e  perform ance o f differentiating stage 
were investigated by means o f an integrating fourpole w hich consists o f  
a resistance-capacitance voltage divider (potentiometer). Further details 
in reference 7.

2. T h e  stages can be surveyed and controlled independently from  
each other.

3. T im e constant control is made by means of a simple potentio
m eter w hich regulates the am plification o f the differentiating stage. W hen 
direct stage am plification is also varied (by steps), the range o f time 
constant control becom es more extent.

4. T im e constant control does not affect the am plification. D iffe 
rentiating stage adds only the m issing part o f voltage.
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5. T h e  scale o f time constant control is calibrated b y  means o f a 
simple am plification measurem ent. O nly tw o readings o f outputm eter are 
needed for every calibration point.

6. Form  true response. T h e  response o f the tw o stages can be 
im proved independent from  each other b y  inserting additional corrective 
circuits, w hich do not affect the perform ance o f the other stage.

It has to m ention that idependently b y  from  the w orking principle 
every compensation system  has, its lim its in frequency range. Since the 
response o f the wire decreases rapidly w ith frequency the im put voltage

50 400 200 500 1000 2000 5000 10000

Fig. i o .

F ig . i i .
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sinks into the noise level o f the first tube over a certain cut-off frequency. 
T h e  noise level is 40— 60 decibells below  the m axim um  am plitude o f 
im put voltage consequently the cut-off frequency is determ ined by the 
tim e constant o f the w ire. T h e  thinner is the wire the greater is the working 
frequency range. H aving e. g. a noise level o f 40 decibells, noticeing that 

it corresponds to a voltage ratio 1 : 100

M  oj <  d l i i m  =  100
d  P  noise

when M  =  5,10“  3 sec then / <  3,180 c. p. s.
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fm i00 sec*

Fig. 14. Fig. 15.

T h e frequency characteristics o f the com pensated amplifier carried 
out at the Institute for Aerodynam ics are shown in F igure 10 and 11 . 
Figure 10 is a usual frequency response diagram. T h e  curve “ uncom pensa
ted”  demonstrates the am plitude reduction o f a wire having a time constant 
2, 10“ 3 sec and the curve “ com pensated”  shows the uniform  response 
within accuracy o f 5 percent in the frequency range from  5 c. p. s. to 
3,500 c. p. s. F igure 11 is a diagram  o f phase response. T h e  phase time 
difference defined by equation (20) is plotted against frequency. W hen 
output is compensated the phase time difference does not exceed 5 percent 
o f the time constant for w ich the com pensation is adjusted. T h e  form  
true response requires constant phase time difference w hich  condition 
seems to be fullfilled by this new com pensation m ethod.

Cathode-ray oscillograph records show the perform ance o f com 
pensated amplifier in Figure 12. and 13. Sinusoidal waves are applied to 
amplifier im put:

a ) uncom pensated corresponds to J  P

b) compensated, corresponds to J  P v

B oth exposures were taken on the same film , saw -tooth voltage o f 
the time axis deflection was synchronised w ith im put voltage.

T h e  phase lag o f the compensation can be better investigated 
applying the im put voltage to horizontal the output voltage in turn to
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vertical deflection o f cathode-ray tube. F igure 14 shows the ellipses got 
from  the tests o f differentiating stage. T h e  am plitudes are proportional

to frequency and the phase angle is —  Figure 15 shows the phase angles
2

w ith com pensation. Im put to horizontal output to vertical deflection. 
T h e  time constant for w hich the com pensation is adjusted is 
M  =  0,5 10“ 3 sec. B y low  frequencies the uniform  response o f direct stage 
is predom inant, but b y  high frequencies the differentiating characteristic 
appears and the phase angles can be determ ined from  the shape o f ellipses.

S. SQUARE WAVES FOR COMPENSATION SURVEY.

T h e  right regulating o f com pensation requires the accurate know 
ledge o f time constant by any arbitrary w orking state o f the wire. 
H . L .  D ryd en  calculated the time constant from  its geom etrical and 
physical data according to  equation (19) since the value o f  therm al lag 
constant n grows unfortunately w ith the fourth pow er o f wire diam eter, 
so does also the time constant M . I f  we had wanted to determ ine its 
value charged o f an error less than 2 percent, we should have to m e
asure the wire diam eter w ithin 0,5 percent Since we use then wires (0,004—  
— 0,010 m illim eter) the error has lo  be less than 200— 500 10“ 3 cm . 
T h is value is only one tenth o f the w a v ; length o f the visible light. T h e  
technology o f W ollaston wires and the not uniform  tem perature d istri
bution over length all disturb the accurate determ ination o f material 
constants. A ll these facts prove that the direct m easurem ent o f time 
constant and a survey o f com pensation perform ance are very suitable.

Since the production o f velocity fluctiations o f well defined am pli
tude becom es uneasy w hen higher frequencies are required and m any 
interference disturbs the experim ent, the oscillation o f the wire in an 
airstream is lim ited b y  the m echanical strength o f the w ire so the only 
w ay remains the use o f heating current fluctuation instead o f velocity 
fluctuation to investigate the therm al lag and com pensation perform ance. 
T h is  m ethod was suggested at first by M . Ziegler (reference 4). He m ea
sured the time constant o f the wire in an a. c. bridge supplied from  a 
sound frequency oscillator.

T h e m ethod treated in the present paper is an im provem ent o f 
M . Z iegler’s one. T h e  wire form s one arm  o f a bridge (Figure 16) 
being in balance for d. c. T h e  heating current is fluctuated between 
tw o constant values therefore the a. c. com penent is o f square form  so 
periodic changes take place in the tem perature therefore resistance o f 
the wire. T h e  potential fluctuation between the points X  and Y  is pro-
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R0b ^ R (f+a)

- t f . s ' -

Fig. 16.

portional to the temperature fluctuation o f the wire as far the bridge 
is in balance. T h e  a. c. potential drop J  P X y shows the effect o f therma 
lag like by square form  velocity fluctuations. T h e  square waves are d is
torted, the curve is com posed o f exponential arches (see F igure 17b).

compensation is adjusted to the right value, the output voltage has to 
show the reintegrated square wave form . W hen the wave form  differs 
from  the pure square we have to find the right position o f com pensation 
control where the form  becom es perfect square.

Since the scale o f time constant control is calibrated independently 
the reading gives the time constant o f the w ire. T h e  whole system  is 
based on the form -true response verified by visual means. O ur eye is 
very sensitive in recognising the parallel lines o f the square waves, so the 
error o f time constant measurement remains w ithin  2 percent. T h e  accu
racy depend m ostly on the accurate square form  o f heating current 
fluctuation.

T h e  square waves are produced by means o f  a tikker driven by 
a synchron m otor (Figure 16).

A ssum ing that the ratio between the bridge arms T is sm all
*

introducing t  =  1 a =  —  == IL.

A pllying J P XY  into the im put o f a com pensated am plifier, w hen

c a J

using but

U sing equation (18) equation ( 11) becom es

1 + 2  a e

2 a e
¿Is (21)

Equation (21) proves that the theory o f the response to resistance changes 
produced by changes in the heating current is identical w ith  that for
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.
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resistance changes produced by changes in the rate o f cooling (velocity). 
T h e  potential fluctuation between points X  and Y

j P x Y = j R 0 ( l - f ) J a  (22)

where /  is the bridge factor

j  _  1 - f a  _  d . c. potential drop across the w ire

1 +  a +  b d. c. potential drop across the bridge

from  equation (21) and (22)

M d j P x v  + j P X Y =  J P o ( l - f )  — 4 - ^ / s  (23)
a t  1 + 2 ae

In a similar way as by equation (17) it can be written on the right hand 
side o f equation (23) the virtual voltage fluctuation A  P v w hich w ould 
exist w ithout thS lag due to thermal capacity.

Cathode ray oscillograph records show the compensation perfor
mance by means o f square waves (Figure 17).

I'ia) heating current fluctuation (a., c. voltage taken from  taps
o f standard resistor connected in series w ith the w ire; see F igure 19).

17b) tem perature fluctuation o f the wire square form  distorted 
by the therm al lag (without compensation),

17c) low  degree o f com pensation g-Jgi —  °>50 M
lid .)  higher but insufficient compensation g j g x =  0,85 M
l i e )  right com pensation g2jgx =  1,00 M
17f )  overcom pensated golSi —  M O  M
17g) very overcom pensated g j g t =  1,80 M

A s the records also prove it is very easy to find the right com pen
sation and to measure the time constant very accurately. I f  the saw 
tooth frequency is choosen an adequate value it is possible to obtain 
m ultiple diagrams on the screen o f cathode-ray tube w hich  perm its 
a m uch greater sensitivity o f the m ethod. A uthor has had the best results 
w ith a saw -tooth frequency 4 — 9 or 4 — 7 times the square frequency.

T h e  therm al lag constant n is calculable by the m ethod o f least 
squares from  the time constant measurem ents. T h e  square form  flu ctu 
ations have not to be o f high frequency because they are rich in upper 
harmonics. W e used 200— 400 c. p. s. and som etim es 800 c. p. s. T h e
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square form  waves are fam iliar in the radio technique. W e used also 
for the determ ination o f right dam ping o f the differentiating transform er. 
T h e  grid o f the differentiating stage penthode is grounded and square 
form  voltage is applied into the im put then get we an output voltage show n 
in F igure 18 (oscillograph records).

Fig. 181

18aJ w ithout any dam ping
18b) small but insufficient dam ping
18c,) aperiodic dam ping

Resonance frequency was 6000 c. p. s. and the square frequency 500 
c. p. s. T h e  records prove the sensitivity o f form  true response, since 
the am plitude response was flat till 4500 c. p. s. even w ithout any 

dam ping.
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9. INTENSITY MEASUREMENTS OF TURBULENCE.

T h e  schem atic arrangem ent o f author's elaborated equipm ent is 
shown in Figure 19 and Figure 20 is a photograph o f the entire assem bby 
o f instrum ents.

T h e  wire is inserted in a resistance bridge, the heating current 
is m easured by means o f a potentiom eter in the form  o f the potential

drop across the 5 Q  standard resistance. T h e  average tem perature o f  
the wire is m aintained constant by the balance o f the bridge (G x); the 
square form  current fluctuations are made by the tikker (Tik) wich short- 
circuits periodically a part o f regulating resistance. T h e  am plifier is d iv i
ded into a com pensated im put am plifier (C . A .) having a separately 
located power supply (P. S.) and a pow er stage (P. S.) in connection 
w ith a therm o-junction type voltm eter used as output m eter for m easure
ment o f r. m. s. value o f fluctuations (T h .). A  cathode-ray oscillograph 
(C. R. O.) serves for visual survey furnished w ith an auxiliary am plifier 
and a sawtooth oscillator for the time axis deflection! F or the calibration 
o f the am plifier is used a constant level im put (2,5 m illivolts) generated 
by a low frequency oscillator (L . F . O .).
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Fig. 20.

Calibration and m easurem ent are made by the same equipm ent. 
Sw itchboard (5) has three positions

a) m easurem ent

b) com pensation survey or time constant measurement (the tikker 

is m oving)

c) am plification survey and calibration.

T h e  calibration o f the wire is made in three steps corresponding 
to the three constants o f the wire needed for turbulence m easure

ments.
T h e  m easurem ent o f R 0 is described above (equation (46) and 

figure 2). T h en  we choose a working tem perature consquently a working 
resistance R . From  R 0 and R  we have the resistance ratio a. T h e  value 
o f a is choosen from  0,6 to 1,2 by usual conditions. T h e  bridge is balanced 
out for the resistance R  then the wire is exposed to a grow ing airspeed. 
T h e  balance o f the bridge needs increasing heating current (see equation 
(4a) during the airspeed rises. Plotting the square o f heating current 
required for the balance o f the bridge against the square-root o f airspeed 
a straight line is obtained w hich gives the value o f y 0 (Figure 1).

4
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T h e third constant o f the wire is the thermal lag constant n and 
it m ight be determ ined from  tim e constant measurements described 
above (equation (18).

T h e  calibrated wire is ready for intensity measurement. T h e  
"in ten sity  o f turbulence" is termed as the root-m ean-square o f airspeed 
fluctuation expressed in the percent o f the mean velocity

V j  V2 
t =  100 r ■—

V

For m easurements o f more extensive range we prepare tables o f time 
constant and sensitivity faciliating the m anipulations. T h e  sensitivity 
is expressed in the form  o f a. c. voltage w hich corresponds to one percent 
intensity o f turbulence

J  P x —  zJ P v when j v = 0 . 0 1 v

from equation (16) we get

j P i =  -  E z  
200

Since the resistance R  and so q remain constant during the m easurements 
the heating current is considered as the only independent variable o f 
the state o f the wire and we have to tabulate the time constant values 
and sensitivity constants as functions o f the heating current needed 
for therm al equilibrum . T h e  form  o f these functions w ill be 
and M  (J ) respectively. U sing the m ost various mean velocities, i f  the 
bridge is in balance we shall find  the constant values from  the calibra
tion table put against heating current readings.

I f  the com pensation is adjusted, the am plification is known, the 
therm o-junction voltm eter readings are proportional to the r. m . s. o f 
velocity fluctuation w ithout any regard o f frequency in the w orking 
range.

T h e  wire length effect due to incom plete correlation o f velocity 
fluctuations along the wire is not taken into consideration because o f 
the use o f very short wires.

T h e  m axim um  error estim ated by intensity measurem ents is 3 per
cent o f  the measured quantity until the intensity o f turbulence remains 
over 1 percent o f the mean velocity.
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Z U R  T H E O R IE  D E R  M O L E K Ü L T E R M E  U N D  IH R E R  Z E E M A N -. 
A U F S P A L T U N G  IM  IN T E R M E D I Ä R E N  H U N D S C H E N  

K O P P L U N G S F A L L  b ' - d ' .
(M IT  E IN E R  A N W E N D U N G  A U F DAS 4 d-T E R M K O M PL E X  D ES H e: M O L E K Ü L S .)

V O N  I. K O V Á C S  U N D  A . B U D Ó .

IN S T IT U T  F Ü R  T H E O R E T IS C H E  PH Y SIK  D ER U N IV E R S IT Ä T  BU D A PEST. 
(E IN G E G A N G E N  AM  1. M ÄRZ 1948.)

Die Termwerte von d-Komplexen (in zweiatomigen Molekülen), die dem 
intermediären Hundschen Kopplungsfall b’—d' angehören, werden nach einem 
geeigneten Verfahren durch explizite Formeln dargestellt, die für alle Werte des 
Kopplungsparameters und der Rotationsquantenzahl eine genügende Näherung 
bedeuten. Es werden auch explizite Ausdrücke für die Intensitätsverteilung in den 
Bandenzweigen und für die Zeeman-Aufspaltungen der Terme angegeben. Die 
Resultate sind auf das 4d-Termkomplex des He2 Moleküls angewandt.

1 a. D ie Termformeln für d-Kom plexe. D er Ü bergang vom  H u n d 
schen Fall b' nach dem  Fall d \  der bekanntlich bei leichteren zw eiatom i
gen M olekülen (mit dem  resultierenden Spin  N u ll oder bei v e r
schw indender M ultiplettaufspaltung) vorkom m t,1 kann nach der T h e 
orie von Van Vleck  und Kronig  betrachtet w erden .2 W enn m an vom  Falle 
bf als ungestörten System  ausgeht und die Annahm e der „rein en  Prä- 
zession“  anwendet, erhält man für die Elem ente der Störungsm atrix 
die A usdrücke3

H b, U ,  K ;  A  ±  1, K )  =  B  [L  (L +  1) -  A  {A  ±  l ) p  [ (^  + A ) ( K  ±

± A  +  l ) ] l/l = H  A, A ±1 (la)

H b, (A , K ; A ,  K )  =  A  A 2 +  B  \K  ( K  +  1) -  A *  +  L  (L  +  1) -  A * \ =  W°A
( lb )4

1 Vgl. z. B. G. Herzberg, Molekülspektren und Molekülstruktur I., 9391. 
S. 176.

2 J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 33, 467, 1929., R. De L. Kronig, Band Spectra 
and Molecular Structure, 1930.

3 / .  H. Van Vleck, Loc. cit. s. 489, 480.
4 Die Konstante A  misst die Stärke der Kopplung zwischen dem Bahn

drehimpuls L und der Molekülachse.
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W ährend für p-T erm kom plexe (L =  1) die Term w erte auch im  
allgem einen F all durch einfache Form eln dargstellt werden können5, 
sind die Form eln für ¿-K om p lexe (L  =  2) auch schon in der N ähe 
der G renzfälle b’ und d’ ziem lich um ständlich und im  Ü bergangsfall 
gar nicht bekannt.6 H ier gelangt man (da die Q uantenzahl A  der Reihe 
nach die W erte 2, 1, 0, — 1, — 2 annehm en kann) zu  einer fünfreihigen 
Störungsm atrix, die nach einer Transform ation in eine zweireihige und 
eine dreireihige M atrix  zerlegt werden kann. D ie  Eigenw erte der erste- 
ren sind:

\a \ -  2, q = — i —  B  « +  1 +  K  ( K  +  1) +_

+ (2 K +  1) * + ! < « ( « - 4 ) 1

W,U I - . , -  + i =  ß [ | « +  i  +  K ( K +  1 ) -  

- | / ( 2 X + l ) ! + | « ( a - 4 ) l

(2a)

(2b)

A  '
m it « =  — Di e  Bezeichnungen au f den linken Seiten deuten an, 

B

dass diesen T erm en im  Falle b' z l bzw . TL T erm sym bole entsprechen, 
w ährend im  Falle df die K om ponente von L  in der R ichtung der Rotations
achse die W erte q =  —  1 bzw . q —  +  1 annim m t.

D ie  weiteren drei Eigenw erte sind die W urzeln  der G leichung

4 A  +  B [K (K +  1) — 2] — W 2 B \ ( K — \ ) ( K  +  2) 0

2 B l/(K  —  1 )(X  +  2) A  +  B [ K ( K  +  \) +  4:] — W 2 B V 3 K ( K  +  1)

0 2 B  / 3  K ( K  +  1) B  [K (K  +  1) +  6] — W

=  0

F ü r die D arstellung der W urzeln  dieser G leich ung eignet sich am besten 
eine R eihenentw ickelung , 8 in der die Berücksichtigung der ersten zw ei 
G lieder nicht nur in der N ähe der G renzfälle, sondern auch im  Ü ber-

5 E. L. Hill und J. H . Van Vleck, Phys. Rev. 32, 250, 1928.
* G. H. Dieke, Zs. f. Phys. 57, 77, 1929.
7 Die Konstante A  (und somit a) wird in dieser Arbeit durchweg als positiv 

angenommen; diese Annahme ist allerdings nur für die Korrelationen zwischen den 
Grenzfällen b’—d’ von Bedeutung.

8 7. Kovdcs und S. Singer, Phys. Zeits. 43, 362, 1942. Vgl. auch A. Budo. 
Zs. f. Phys. 96, 219, 1935.
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gangsfall (d. h. fü r alle W erte von a =  —  und K )  eine genügende
B

N äherung bedeutet. W ir erhalten9:

W\A \ = 2, ç = — 2 =  -B I —■ (5 o +  8) +  iC  (ÜT +  1) - f

2 (2 K  +  l )2 -  —  o  (o -  4) -  -
1 . 0. 36 9 1

---- (a — 2)--------------------------------

(2 K +  l ) * + - i i « ( „ _ 4 )  +  ± |
IZ O

(4a)

Ul = i , ç = o =  -B ! (5 « +  8) +  K  ( K  +  1)

2 (2 ^ +  l ) 2 _ l ^ - a ( a -  4) - -

+  1 ( « _  2) ---------------------- — -------------------- -

3 ( 2 ^ + l ) 2  +  l i „ (« - 4 )  +  i
1Z o

(4b)

w \A\ -  o, ç = + 2 =  B  j—  (5 « +  8) - f  K  (Ä - +  1) —

(4c)

- 2 y ( 2 K + l ) 2 + i | « ( a - 4 )  +  i -

2 (2 AT +  l ) 2 —  —  « (« —  4) —  —
1 36 9
- ( «  -  2) ------------------------------------------------

3 ( 2 K  +  l)2 +  i i a ( a _ 4 ) + l

9 V gl. die Formeln (1) und (15) in der Arbeit von I. Kovacs und S . Singer. 
D ie weiteren Glieder können leicht aus der G l, (12) daselbst erhalten werden. Die 
nächsten Glieder in (4a)— (4c) lauten der Reihe nach:

( 1  T 35 8

—  2 4 B

+  24 ß

j 4 [ ( 2 Ä + l )2 +  | | « ( « - 4 )  + f ] j 6/a

( 13 4 1 )5/a4 (2X+l)2 + -«(«-4) + -Jj
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M an sieht leicht, dass diese Form eln (ebenso w ie die Form eln (2)) 
für grosse W erte von « und kleine W erte von K  m it grösser N äherung 
in die im  Falle b’ gültigen A usdrücke (16) (mit A ~ ± ^ >  ± M )  über
gehen; andererseits, für kleine W erte von a  und grosse W erte von K ,  
nähern sie sich den W erten

W, =  ± A  J L ( i + l ) - f l + B S ( * + l )

m it R  =  K  — o (q =  ± 2 , ± 1 , 0)

-d ie die T erm w erte in der N ähe des Falles d! darstellen.

16. Anwendung auf das ±d-Termkomplex des H e2 Moleküls. W ir p rü 
fen die Form eln (2) und (4) bei dem  4c?-Termkomplex des H ev  A u s den 
em pirischen T erm w erten, die aus gem essenen B andenlinien erhalten 
werden können ,11 w urden die, entsprechenden G rössen B K  ( K  1) 
abgezogen und die so erhaltenen W erte in der F igu r 1 . durch Punkte 
dargestellt. D ie  ausgezogenen Linien  geben die auf G ru n d  der Form eln (2) 
und (4) berechneten T erm w erte an; der grösseren G enauigkeit halber 
wurde in (4a) und (4c) je ein weiteres G lied  in B etracht gezogen .9 D ie  
Rotationskonstanten B  und D  w urden bestim m t au f G ru n d  der T at-

Tabelle l .

B b =  7-084 D b =  _  5-28; IO“ 4 «6 =  11-28

ooII
i 

»O

B a =  7-063 D a*= —  5 - 0 1 .10- * «a =  11-32 Jl oo o

sache, dass das aritm etische M ittel der zw ei T erm e in (2) und ebenso 
das M ittel der drei Term e in (4) der einfachen Form el eines Singulet- 
termes genügen .6 D ie  aus (2) berechneten B  und D -W erte  sind von 
den aus (4) erhaltenen ein w enig verschieden; das deutet darauf hin, 
dass die Annahm e der „reinen  Präzession“  nicht streng erfüllt ist. 
(S. T abelle 1 .) T rotzdem  erhält man, w enn innerhalb der zw ei G rupp en b 
((> =  —  +  1 ;  vgl. (2)) u n d a  (p =. — 2,0 -(- 2; vgl. (4)) die entsprechen
den K onstanten benutzt w erden, eine verhältnissm ässig gute Ü b e r
einstim m ung. D ie  (in den T erm form eln (2) und (4) nicht ausgeschrie-

10 Das erste Glied von (5), das im Fall b’ dem Ausdruck A A2 entspricht, 
erhält man folgendermassen. Da im Falle d' nicht A, sondern q eine gute Quanten

zahl ist, hat man A 2 durch L  (L  -f- 1) — q 2 z u  ersetzen. Der Faktor — rührt davon

her, dass die ursprüngliche Entartung der Eigenfunktionen des Falles b’ aufge
hoben ist.

“  Y. Fujioka, Zs. f. Phys. 63, 175, 1930., G. H. Dieke, S. Imanishi, T. Taka- 
mine, Zs. f. Phys. 57, 305, 1929.
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benen) G lieder, die von der Ä nderung des Trägheitsm om ents des M o le
küls m it wachsender Rotation herrühren, hätten im  reinen Fall bf bzw . d* 
die F orm  D K 2{K  +  l )2 bzw . D R 2{R-{- l ) 2. W ir haben bei der E rgän
zung von (2) und (4) die letztere F orm  benutzt, da bei grösseren Q uan
tenzahlen, w o diese G lieder m erklichen E influss haben (Abbiegen der 
K u rven  in der F ig . 1.), die T erm e schon dem  F all d* nahe stehen. F ü r die 
Konstanten a ergaben sich aus den Term differenzen (2a) — (2b) und 
(4a)— (4c) die in der T abelle angegebenen W erte aa und a 6. (aa ist der 
M ittelw ert jener Zahlen, die fü r verschiedene Quantenzahlen berechnet 
w urden, während «6 so gewählt werden konnte, dass die K onstante A —  B  c< 
in beiden G rupp en a und b den gleichen W ert habe.)

D ie  gestrichelten bzw . Resultatslinien stellen die T erm w erte im  
Fall 6' bzw . d’ dar (auf G ru n d  der G l.-en  ( lb )  bzw . (5), vervollständigt 
durch die G lieder D K 2( K  +  l )2 bzw . D R 2(R  +  l ) 2). D ie  F igu r stim m t
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völlig überein m it der A bbild ung der D iekesehen A rb eit,6 in der die 
experim entellen D ata aufgetragen sind.

2a. Intensitätsverteilung. W ir schreiben die Energiewerte (2) und 
(4) in d e i Form

W \ = B ^ j a +  1 +  K { K +  l)  +  u , ]  

W '{ = b [ J - «  +  1 +  JC ( K +  1) - u j

und

K
1

+  8) -f- K  (K  -f- 1) +  2 u 2 -------(a —  2)
2

w an

wo

(6a)

(6b)

2 '

¥
(7a)

]

»I (7b)

1

ä )
(7c)

“ i
=  f

Ka =  y ( 2 i : +  l)> +  i 2 « ( « _ 4 ) + i  ;

f  2 ( 2 / C + l ) ! - — « ( < * - 4 ) - i ’

—  i ( l +  | ------------------- 9

D ann ergeben sich für die Elem ente S A , A < der T ransform ations- 
m atrix S ,  die die Energiem atrix H b, (vgl. ( 1)) in die D iagonalform  W ^

[vgl. (2) und (4) nach der G leichung S H b, S  =  W a  überführt, die fo l
genden A usdrücke:

'22

S b — 12

Y c m

r, i« i
- 3 —  i —  Ul

♦ c» _ L l2 J
fC (K )

3 ( —  —  1 — ut
l 2

(8)

und
VC(K)

» 1) ( K  +  2)
° 2ä -------

Ca°*2

Kcycj

K ( K - i ) ( / r  +  ^  +  (« -  2) | i  -  j ]

K C , (K )

X
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U2 +  (« —  2)
C-a _  
°21 —

U2 —  (a  —  2) 1 -j- f|]

Ca _  
° 2 0  —

ça _
° 0 2  —

sa01

V
r

c, (K)

y 3 /c ( j :+ i)  k - ( «

yc2 (K)
ca 2 \ (K - l)(tf+2) (1 +  v)

ycx ck)

ca -  (« -  2) (3 -  V) (1 +  ») .

yc, (K)
ca - 2 l / 3 / C ( K + l ) ( 3 - ü)

f c

r

AK)

i -  (« — 2) f 1 -  -f 1 4 ' »

-  1 / ( K -  1) (ÜT +  2) In

VC<;

[ b 2 -  ( « - 2 ) | l - i

(K)

U2 +  ( a  — 2) 1 +  — |
L  / J  #

=---- r----r  y

ça
O a

-  p k \ K +  1) k  +  (« -  2) 1 +  J

(»)

Kc» (K )

C (AT) =  Js -  1 j -  i^J2 +  4 (K -  1) (.K +  2)

C, (* )  =  — !—  ¡ [ ( » 'S -  W ‘f  +  H ; ^ ( W l  -  W f f  +  H h ( m - W : f \  ; 
16 B 4 I ]

C ^ K )
( a - 2)2B*

1c0(K )  =  \[(Wa0-  Wof + H ;X] ( Wo -  w l f  +  iff-2( w? +  ŵ :)2
16 B  j j

[D ie Elem ente (8) gehören zu  der T erm gruppe b in (2), die Elem ente (9) 
zu  der T erm gruppe a in (4)].
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M it H ilfe der obigen M atrix  S  sind die gestörten A m plituden q 
eines Ü berganges, bei dem der obere Zustand dem interm ediären Fall 
b’ — d \  der untere dem Fall b' angehört, aus den ungestörten qb, nach 
der G leichung

q ( | A  |, K ;  | , K ')  =  2  S a j t  i* ' ( U "  I, K  j \ A f \, K ')  . (10)
A "

zu  berechnen. H ier ist A "  =  2,1 für o —  b und A "  =  2, 1, 0 für o =  a. 
Je nachdem  K '  —  K  +  1, K ,  K  —  1 ist, erhält man aus den A usdrücken 
\ q W , K ;  A \  K ')  |2 (diese sind die sogenannten i-Faktoren) die Intensi
tätsverteilung innerhalb der P , Q , R  Zw eige (von dem  Boltzm ann-Faktor 
abgesehen).

2b. Anwendung auf die Übergänge 46? -Kom plex -> 2p 3// des H e2. 
D ie  relativen Intensitäten in den P , Q , R  Zw eigen der Ü bergänge 
4d3A t -* 2p3/ / , 4d3Z76 -» 2p3I J , 4d3A a —  2p3/ / , 4d3Ha —  2p3// , 4d3̂ —  2p3// 
des H e2 M oleküls hat Fujioka11 ausgem essen. H ier gehören der untere 
Zustand 2p3//d e m  Fall 6' ,  die oberen Zustände 3J b, 3H b und 3J a, 3//  
dem interm ediären Fall b' — d' an. B ei der B erechnung der entsprechen
den z'-Faktoren ist also in der G l .  (10) A '  =  1 zu  setzen; die A m plituden 
qb ( A t K ;  * d ,K ')  sind bekannt.12 D iese 1-Faktoren sind in der m ittleren 
Spalte der T abelle (2) angegeben. D iese T abelle enthält ausserdem  die 
z-Faktoren fü r die Ü bergänge, bei denen der obere Zustand dem reinen 
Fall b' bzw . d' angehört und die aus den allgem einen Form eln durch die 
Substitution a =  0 0 , bzw . « =  0 , leicht erhalten werden können. M an 
sieht, dass bei den d' -* b' Ü bergängen nur solche Zw eige auftreten, für 
welche J R  —  0, ± 1 ist, den bekannten A usw ahlregeln entsprechend. 
(In der B ezeichnung der Zw eige entsprechen die oberen Buchstaben 
N ,  O , P , Q , R , S , T  der Reihe nach den Sprüngen A R  =  +  3, +  2, - f  
+  1,0, -  1, -  2, -  3.)

W enn man die Intensität einer L in ie , die der Q uantenzahl K  
des oberen Zustandes gehört, so darstellt, dass man die Sum m e der 
Intensitäten der drei L in ien  P ( K  +  1) ,  Q (K ) , R { K  —  1) im m er gleich
1 w ählt, dann fallen sowohl der Boltzm ann-Faktor, wie die ziem lich kom 
plizierten C ( K )-Faktoren heraus. D ie so berechneten relativen Intensi
täten sind in den Figuren (2) — (6) dargestellt. D ie  ausgezogenen, die 
gestrichelten und die Resultatslinien bedeuten der Reihe nach die theore
tischen K u rven  für die F älle: interm ediär, b’ d ’ ; die Punkte geben die 
M essdaten an. D ie  F iguren sind von kleinen A bw eichungen abgesehen 
dieselben wie die entsprechenden Figuren von Fujioka , die durch num e
rische Lösungen erhalten w urden .12

12 Siehe 2. B. R. De L. Kronig u. Y. Fujioka, Zs. f. Phys. 63, 173, 1930.
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T a b e l l e  2 .

4diAlth t . ) — 2p>JT(¿>̂ ) W ApU 2f?Jß)

Pfkt/). 3k(k- l ) 3 k  (k fä)[u, 12 A + 1]* 3k
‘P(kti)(2ktl)' (k.4)(*k+l).C(k) k - 1

Q M
3fk-i)(kt2 ) 3[u, - t <x 12k(k  * i)~ lJZ 3kf k*2 )

'Qk(k 11) k(k .i). Cfk) & t i){2k t i)

Rfk-1)
3(k-tl)(h*2) 
k(2k* 1)

3 fk - l)fk * 1)1̂ 1 - j<* -2k  - ij'2 
kf2k + l ) . Cfk) 0 SR

AjWßh^MÜ) 4 d % f* * .)-~ 4 tJ itr ) 4cMt fJ>)~2/är{i,'J

P(k.i) 3k fk *2J 3 kfk-l)[~U , *j[°<+2k r l j 2
0 °P

(k.l)(2k.-t) fk * l)f2 k  * ij. C fk)

m )
3 J f k -  i j f  k*2) [-U, <- jr« _ 1.']* 3(k-1](k*f)

”Qk (k  t 1 ) k fU  + 1 ), C f k ) k(2k * f)

R(k-1) 3fk-l)fk+i) J  f k t  1 )fk  t2j[u<  - jr<* *Jk * i j 2 3 fk  t l)
°Rk{2k* 1) U f2k t  i). C f k ) k

tcfoJHhSf&W 4 c n a j& t.)-~ 4 M & )

P M
3k fk -1) 3kfk *2)fu, k+fu■, *k)fug- /<& -2))~[2*f e f k . t ) *p

(kilj(2k*l) fkrtX2k+l). G f k ) 2k . 3

Qfk)
3{k-l)fkt2) 
k fk  + 1)

3{-U} rfl'u, -1)[Jj -¿■(a-2)]r[2(k1,lr  ij-ff^ l^ fa  -2jj* 
k fk t  l).Cifk) 0 SQ

R(k-1) 3{k*l)fk+2) 3fk-Wk t l)f-uJk'l){ut-(kt1)][ul-Zfa-2)J-jj*ft-ffla-2)l{‘>-2f
0 td

k{2k* i) k (2k fl). Ct (k )

4 cfla(cn t.)-~ 4 o tJrfa') <,sjrjj)~2s>7rw

PM D 3kfk*2) 3kfk*2)[2{2kt 1-dfi-rJ*f3-v)(l-r r)a]* k(k,2)(2k - 1) >fk*<ftk*-/) fktl)(2kt1). C f k ) (ktl  Y2k t l)f2k t-i)

Qfk) 3 3[2f2k * 1-v)f2k 1-1 rt'J-f^-^Jf1i-vja]z /2k-1)(2k +3J
"Qk f k . l )  , k f k t l ) .  C<{k) kfk * Ï)

Rfk-1) 3fk-l)fk*l) 3 fk - l) fk t  lj[2 f2 k  r1*yjf <-vJ-fJ-rJfltyjqf2 (k-1 Jfk t i)(2k t J) 0
Rkf2k * 1) k f 2k* i ) .  C, (k) k{2k-/){2k r <)

4 d * £ f i» t)~ 2 P *jrfl>) 4<J3I(J ')~ 2 /!ftt)

Pfk+D
k*2 Jkfk t2){-ui k * fuck)^  <■ -j !<*-2}]-[2. <//- Ji)f*-2)J(<*-2)] 0 "P2k  *1 fk t1)[2k*1) CQfk )

Qfk) 1
3/l/j t (u, , l)[ui <• / A  -2)]-fcfk ‘*k* l)-f/-/i y* 2j//cr-2)}i

0 °Qk fk .1 )C .fk )

Rfk-1) k - 4 & i)fk' ifafk* 6k

A j
2k r i Â f2k  1 1) C f k ) 2 k - 1
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3a. Zeeman-Effekt. Im  Falle eines äusseren M agnetfeldes muss 
man neben H b, in (1) noch eine andere M atrix  H (M) berücksichtigen, 
deren Elem ente sind (wieder mit der Annahm e der „reinen  Präzession" ) :13

H ( M> ( A , K ; A , K )  =  2 ß A 2; H( M> ( A , K ; A ±  1 , K )  =  -  ß  [L (L  +  1) —

—  A { A  ± 1)] *  [ ( K  + A ) ( K  ± A  +  1 )YA (11)

m it A v n M  _ H . e
ß =  ---------------- ; J v n = ------------

2 K ( K + l )  4 n m c 2

( M  =  K ,  K  —  1 , . . .  —  K  die m agnetische Q uantenzahl, ¿Jvn die normale 
Zeem an-Aufspaltung).

13 Reiche u. Rademacher, Zs. f. Phys. 39, 444, 1926, 41, 453, 1927.
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F ü r ein d -T erm kom plex im  interm ediären Fall b '— d' sind unter 
den E igenw erten der M atrix  H b. +  H (M> nur die folgenden zw ei bekannt14

w  fw  
w \a \_ 2 0 = _ i  =  B  « +  1 +  K  (K  -f- 1) -f- 5 y +  (1 —  y) U! j  (12a)

Tvr (M)
W  \ A \  = L 9  =  + ,  =  1 +  K ( K + 1)  + 5 ) '  “  ( i  -  r)  “ 1 ]

(12b)

WO
7  =  ^ ' ,  « ; =  ^ ( 2 K + l ) 2 +  j  « ' ( « ' - 4 )  ; a —  —

a

Y
B ei der B erechnung der drei weiteren Eigenw erte ist auch hier 

das in §. la, benutzte Verfahren anwendbar. Es ergibt sich:

TV, (M)
 ̂A \  =  2,  Q

p==_ 2 =  ß | - ( 5 «  +  8) +  X ' ( iC +  1) +  —  y  +  
I <3 o

+  (1 — y) 2 u -  - ( a ’ -  2) 
2 2

, 21
v  — —

3

(13a)

w o

10

+  (1 -  y) («' -  2) 3

w  (M>
w IA I =  0- ? =  + 2

=  ß  ! — (5 a  - f  8) K  (K  -f- 1) H--------- y  +
3 3

+  ( i - y ) 2 1/  _  — (a ' — 2) v ' -------

U 2 =

V  =

(2 K + l ) « + H a ' ( « ' - 4 ) + ± ,  

2 ( 2 J C +  1)* — H e r '  ( « ' - 4 ) - | '

1 +
u

(13b)

(13c)

D ie  A ufspaltung der T erm e im  M agnetfeld  w ird erhalten, indem  
von  den obigen Energiew erten die feldlosen Energien [zweckm ässiger
w eise in der G estalt (6) und (7)] abgezogen werden. So bekom m t man

~ W UI _ t e .  =  B  { s r +  ( i  -  r) u -  «,} (H a)

14 J. K . Knipp, Phys. Rev. 47, 673, 1935.



1 4
I. K O VÄC S U N D  A. BUDÖ

A « l , =  w <»’_ , .  + , -  w tA  . , ,  ,  .  + , =  B  {5y  -  (1 -  r ) « ; +  «,} (14b) 

und

j  =  W [M>\Al =2,? = - 2 w. 10
Ul = 2, Q = - 2  =  B \ —  r  +

(15a)

2)
, 21v ------

3
—  2  u 2  +  -  ( a  —  2 )  I v ----------

« c _ , , = B & +

21

+  ( i  -  r) (« ' -  2)

¿ 0 . + 2 -  Wulmm0.Q~ +

- ( l - y ) ^ i i '  +  I ( « ' - 2 ) L

21

3

(15b)

U7

21

3

IA I = 0, <> = + 2
_ (10 

=  ß  —  y

+  2 u 2 — (a —  2)

(15b)

i? —

D iese Form eln sind gültig für alle W erte von a und K , d. h. fü r 
den interm ediären Fall. W ie man leicht bestätigt, gehen (14) und (15)

z  3  t

für grosse a und kleine K —  d. h. wenn m =  - ( « '  —  2), =  a —  2,
2

3
v'  =  0 und Uj =  — (a —  2), u2 =  a —  2, v =  0 gesetzt werden können

¿d
—  in die als Ausgangspunkt dienenden Form eln (b f) =  2 ß  J . 2 \m 
F all b ' über:

J ^ h ( b ' )  =  B  5 y + ( l - y ) i
2

a
—  2

1 -  y

( U l  =  2)

— (a 2) =  8 ß  

(16a)

^ ! " , ( i ' )  =  B  ¡ 5 y - ( l  - r ) - ( — --------2] +  i ( „ - 2 ) |  =  2,9
I 2  (1 —  y  ) 2 J

und
( U  l = i )

(16b)
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J l % ’  (b’) =  B  +  (1 -  y) -  2Ï Ï -

( M |  =  l )

(y ^ ; -

K ) H '
(17b)

1
+  -

a

+  2 ( o - 2) + - ( « -  2) |— =  0

2 { l - y

( M |  =  0)

2

(17c)

D ie  1-^1-W e rte  au f den rechten Seiten weisen au f die K orrelationen 
m it den J (M) (b‘ ) hin.

A u f ähnliche W eise erhält m an fü r « =  0 die Aufspaltungen 
J ( M) =  ß  {K (K  +  1) +  L (L  +  i ) —  R (R  +  1)] im  Fall d

J< *± x (d') =  B j 5 Y +  (1 -  y) (2 K  +  1) -  (2 K  +  1) }. =  -  ß  2 (K  -  2)

(R  =  K +  1) (18a)

j [ « l ^ d ' )  =  B  | 5 r  -  (1 -  y) ( 2 K +  1) +  (2 K +  1) | =  ß.  2 ( K  +  3)

(18b)

und

j f f L x  (<*') =  B

(R — K  — 1)

j r  +  ( i - y ) Î 2 ( 2 X + i ) + i l -  

( i ? = . K + 2)

Ji% > (i')  =  B ( y r  +  (‘ - ) ■ ) ( - f )  +  f  } =  «i9 ( *  =  K > <19b>

- 2 ( 2 K + l ) - - \  =  -  ß . i K
(19a)

= s | ^ y - ( l - y )  [ 2 (2 / f + l ) - i J  +

+  2 ( 2 X + 1 ) - -
o

=  ß . 4 ( K + l )  (R =  K  — 2 )

(19c)

D ie  A usdrücke R  =  K  — q au f den rechten Seiten zeigen die K o rre 
lationen m it den j (M) (d’ ).

36. Anwendung auf die Zeem an-Auf Spaltungen des 4d-Termkomplexes 
von H er  D ie  A ufspaltungen des 4d-Term kom plexes von H e2 im  M agnet-
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Fig. I I .

felde, die nach M essungen von M illis15 bekannt sind, sind theoretisch 
nach den Form eln (14) — (15) m it den oben schon angegebenen W erten 
der K onstanten zu  berechnen. D ie  Resultate sind in den Figuren 7 —  11 
dargestellt; die ausgezogenen L in ien  bedeuten die D ifferenzen  zw ischen 
den N iveaus M  =  +  K  und M  =  0, bzw . M  =  —  K  und M  —  0 
im interm ediären Fall b’ — d ', gemessen in den Einheiten ¿1 vm, ( J v m =
—  2,415 cm - 1 , das der Feldstärke H  =  30,000 G auss entspricht.) D ie  
gestrichelten und die Resultatslinien geben die A ufspaltungen in den 
Fällen b’ und d ' auf G run d  der G leichungen (16) — (19) an. D iese F iguren 
stimmen von kleinen A bw eichungen abgesehen m it den durch num erische 
Lösungen gewonnenen Figuren von K nipp  überein .14

16 Millis, Phys. Rve. 38, 1148, 1931.



Ü B E R  D I E  F E R M IS C H E  S T A T I S T I K  IN  D E R  R E L A T I V I T Ä T S 
T H E O R IE

VON KOLOM AN SZßLL
(E IN G E G A N G E N  AM  15. FEBR. 1946.)

Es wird das relativistische, entartete, idealisierte Korpuskelgas in der Fermi- 
schen Statistik behandelt. In den Fällen verschiedener Entartungen 1. A (Entartungs 
Parameter) <  1, 2) A  =  1, 3 ) i 4 > l , i 4 ^ > > l  werden die gesamte Energie und die 
Zustandsgleichung des Systems auf einfachem Wege, zum Teil an die auf die 
Bosesche Statistik bezügliche Glasersche Abhandlung geknüpft, berechnet. Der 
wesentliche Teil der Arbeit beschäftigt sich mit der Untersuchung der Entartung 
A  >  1, A  »  1. In diesem Falle werden die Rechnungen mittels geeigneten Reihen
entwicklungen durchgeführt. Das hier angegebene Verfahren ist in jedem Falle der 
Entartung A  > ,  A  )>> 1 — im Gegensatz zu den Folgerungen von Jüttner — 
anwendbar.

D as M axw ellsche G esetz der G eschw indigkeitsverteilung in der 
speziellen Relativitätstheorie ist von Jüttner1 behandelt w orden. Jüttner 
untersuchte näm lich die kinetische T heorie des idealen einatom igen 
Gases m ittels der M echanik der speziellen Relativitätstheorie. Jüttner 
bestim m te die in der verallgem einerten M axw ellschen V erteilun gs
funktion des G leichgew ichtes auftretenden K onstanten m ittels der 
Zustandsvariablen des G ases. Er berechnete in der Relativitätstheorie die 
Zustandsgleichung eines ruhenden idealen einatom igen G ases, die T e m 
peraturabhängigkeit seiner Gesam tenergie und E ntropie, sowie seiner
freien E nergie. D ie  w ichtigsten therm odynam ischen Funktionen, die 
einem  ruhenden idealen einatom igen G ase vom  Standpunkte der R elativi
tätstheorie auszukom m en, sind in der Jüttnerschen A bhandlung m ittels 
einzelnen Besselschen Funktionen explicit angegeben w orden.

In einer späteren A rbeit hat Jüttner2 neben der relativistischen 
M echanik auch die Quantentheorie benutzt und dabei einerseits die 
Statistik von Bose, andererseits diejenige von Ferm i angewandt. D as 
H auptergebnis dieser U ntersuchung bestand darin, dass im  A usdruck 
der Energie und Zustandsgleichung nicht m ehr einzelne Besselschen 
Funktionen auftreten, sondern unendliche Reihen von solchen, die nach

1 F. Jüttner, Ann. d. Phys. 34, 856, 1911;
2 F. Jüttner, ZS. f. Phys. 47, 542, 1928.
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steigenden Potenzen des Entartungsparam eters vorschreiten und nur eine 
im plizite D arstellung der physikalischen G rössen des Gases gestatten. 
Die auf die Fermische Statistik bezügliche Folgerung ist aber nur bei schwä
cher Entartung giltig.

M it der U ntersuchung eines der B ose-Statistik unterliegenden, 
relativistischen K orpuskelgases haben sich auch G laser,3 K othari4 und 
Singh beschäftigt. G laser hat die Verteilungsfunktion eines solchen 
Gases angegeben, aus der sich die T eilchendichte, die Energiedichte 
und der D ruck als Funktionen der Tem peratur gewinnen lassen. D ie  
gewonnenen Resultate sind giltig für beliebig schnell bew egte T eilchen, 
d. h. auch für Lichtquanten. N ach den G laserschen Folgerungen stellt 
sich bei vollständiger Entartung ein therm odynam isches G leich gew ich t 
zwischen zw ei Phasen ein, deren eine einem  gesättigten D am pf, die 
andere dem K ondensat zu  vergleichen ist. F ü r verschw indend kleine 
Ruhmasse gehen die G esetze dieses gesättigten idealen Gases in die 
Gesetze der Hohlraum strahlung über. D ie  G laserschen Folgerungen 
lassen sich auf das de Brogliesche Lichtquantengas anwenden, in dem  die 
T eilchen eine sehr kleine, aber endliche Ruhm asse haben.

In dieser A rbeit wind das der Ferm i-Statistik unterliegende relativis
tische, ideale K orpuskelgas untersucht.

I. D ie Verteilungsfunktion der relativistischen Ferm i-Statistik

Stellen wir uns das idealisierte K orpuskelgas vom  V olum en V  und 
der Tem peratur T  vor. D ie  allgem eine Verteilungsfunktion der F erm i - 
schen Statistik ist

wo s die Energie eines T eilchens (einer M olekel) bedeutet. D ie  A nzahl 
der Quantenzustände mit Energien zw ischen s und s -f- d e beträgt

dpx dpy dpz =  4 n p 2 dp.

G  ist das Q uantengew icht (wegen der K reiseln atur), beim  Elektron ist 
G  =  2. In der Relativitätstheorie ist

3 W. Glaser, ZS. f. Phys. 94, 677, 1935.
n D ' S' Kothari aQd ß * W* Singh, Proc. Roy. Soc. London (A), Nr. 973, 178, 

135, 1941. Diese Arbeit war mir nicht zugänglich. S. noch. W. Glaser, ZS. f. Phys.

e +  de

(2)
S

118, 727, 1942
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m0 vx

yi -  ß2* Pz~  yi -  ß2’ P ~  c
m0 vy m0 vz v

p* -  y i - ß * , *  P y ~

Px2 +  Py2 +  Pz

daher ist

M ith in  w ird  aus (2)

(3)

F ü r die A nzahl der T eilchen  m it Energien zwischen * und e-f-  da  
erhält man aus (1) und (3)

w obei A  =  e ~ a (Entartungsparam eter) ist. D iese G lcich ung (4) ist die 
relativistische Ferm ische V erteilungsfunktion. F ü r ea 1 ergibt sich 
aus (4)

d. h. die relativistische M axw ell-Boltzm annsche V erteilungsfunktion, 
die zuerst von Jüttner5 angegeben worden ist.

In der relativistischen B oseschen6 Statistik, im  N enner der G le i

chung (4) ist —  1 vorhanden (statt +  1). n («) d s muss im m er positiv

stens gleich 1 werden. Im  Falle A  —  1 ist das G as in der relativistischen 
Boseschen Statistik vollständing entartet, die Teilchendichte hat einen 
m axim alen W ert. B eim  Ü berschreiten dieses maximalen W ertes der 
Teilchendichte kondensiert sich der Ü berschuss des Gases nach der 
Einsteinschen Annahm e.

In der Ferm ischen Statistik tritt im  Gegensätze zu  der Boseschen 
Statistik eine hochgradige Entartung nur im  Falle A  =  e ~ a ^ > l  auf. 
H ier kann keine Rede von einer solchen m axim alen T eilchendichte sein, 
w ie in der Boseschen Statistik. In der Ferm ischen Statistik tritt im  Falle 
A  ~  1, oder A  =  1 nur eine kleine Entartung auf. In der Fermischen

dn —  n («) d t  —
4 n G  V  i  y «2 —  s20 d s  
“ F c 5

(4)

(5)

sein und da beliebig kleine W erte annehm en kann, darf A  höch-

5 F. Jüttner, Ann. d. Phys. 34, 861, letzte Gleichung.
6 W. Glaser, ZS. f. Phys. 94, 678.
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Statistik liegt der Entartungsparameter A  zwischen 0 und o o ,  in der Bose- 
schen Statistik zwischen 0 und 1.

II . D ie relativistische Energie- und die relativistische Zustandsgleichung in 
der Fer mischen Statistik in Fällen verschiedener Entartungen

1. W ir nehmen an, dass zwischen den G asm olekeln keinerlei 
K räfte wirken, wie das im  Falle eines idealen G ases gilt. W ir setzen 
weiter voraus, dass die Ruhenergie e0 1 ist, beim  Elektron ist «0 =
0.80892 . 10—6 C  G S  Einheiten.

D ie gesamte Energie des betrachteten System s ist nach (4) durch

gegeben. W ir untersuchen erstens den Fall kleiner E ntartung A  <  1 . 
D ie  G leichung (5) lässt sich in folgende Potenzreihe nach A  entw icheln:

D ies Integral lässt sich auf die L ösungen der Besselschen D ifferential
gleichung zurückführen, wie es von G laser angegeben worden ist. Sie 
liegen in den Funktionentafeln von Jahnke— E m d e7 tabuliert vor und 
sind daher für jeden speciellen W ert bekannt.

In m einen U ntersuchungen w ill ich einfacher rechnen. W egen
£
—  «  1 können wir€

_________  £2
V 32 —  «2o —  £ setzen. F olglich  ist die Energie (5)

7 Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 
3. Auflage, Leipzig und Berlin, 1938.

(5a)

fo A

■ OO

(6)

O O O O

4 n G V  ( ' s 3 d e  27t t 20 G V i * e d s
U  =  h3~c3 _L W c 3 T Z

J  e kT +  1 J  e kT +  1 (7)



ÜBER DIE FERM ISCH E S T A T IS T IK 2 3

f 3 g k T  f l  £  t

fo A  *0
00 0=

. J i ^ + 1  i=i J

«e fcr d « ♦

fo i4 fo
/ 6

M it —  u können w ir die Integrationen ausführen. M an erhält 

rr ± n ( k T Y G V  . t r ,

/i3 c3 i“ 1 l2

w o c' - ^ [ ( k ) ‘ + *(k), + , (k )+#] j  
C i"  =  e ^ [ ( j $  +  l ] ,  l = h  2 . . . .  j

(8a)

ist.
2. U m  die relativistische Zustandsgleichung des G ases zu  kennen,

müssen w ir die B eziehung zw ischen D ru ck , V olum en und T em peratur
des G ases bestim m en. D ie  Bernoullische G leichung des G asdruckes:

p  =  -L  Ul m v* (9)

kann in der folgenden F orm  verallgem einert w erden:

p V  =  m y2 dn> ( 10)

w o die G esam tzahl der M olekeln in cm 3 bedeutet. W egen



M it partieller Integration erhält man 

4 7i k T G
oo

p =  4 ^ 3  C3 j  l g ( l  +  A e kT) t}[e2 -  t 20 d s ,  ( 12)

f0

da [ (e2 -  e20)% k T  lg (1 +  A  e~^)

O O

c =  0 ist.

D ie  G leichung (12) stim m t m it der von Jüttner m ittels der Entropie 
abgeleiteten F orm el8 (in der Jüttnerschen A rbeit G l. (32)) überein.

l g ( l + A e kT) =  1)w t «  
i=i  f

folglich ist

A l  ~ I s  
k T  ,

c*o
i n  k T G  ~  ( -  i ) ' - J , , r  ,  = i f ,

io
oo

2 n k T t 2nG 1 V - J r
--------- w ^ -  ¡2 — n  A ' \ e't r d s - <13>

Í6

D ie  Berechnung ergibt die folgende Zustandsgleichung des entarteten 
G ases:

P  =  i ^ i r o ^ - ' A , B , _  B ,, t

0 ) 3 +  2 ( j t ) + 2 ] ’ s " = c ^ -  (14)

— ls
B {  =  e kT

In der nicht relativistischen T heorie können die W erte des E ntar
tungsparam eters A  in speziellen Fällen einfach berechnet w erden.9 
B eim  relativistischen Gase ist die Bestim m ung von A  im  allgem einen 
undurchführbar. F ü r verschwindende Ruhm asse ergibt sich aus (8), 
(8a) und (14)

( - >

r - 8 » W ‘ G y l -  i ) 1—J r  u  
p  h3 c3 r r ,  p  3 f  ’ ( *

8 F. Jüttner, ZS. f. Phys. 47, 552, 1928.
9 S. die Sommerfeldschen Arbeiten in Bezug auf die Elektronentheorie der

M etalle, ZS. f. Phys. 47, 1, 1928*
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p  =  ^  ist die bekannte Form el für den L ich tdruck. D ies ist giltig auch

in  der relativistischen Boseschen Statistik.
3. Im  speciellen F alle des Entartungsparam eters: A  =  1 können 

w ir au f G ru n d  der im  vorigen abgeleiteten G leichungen die Energie 
und die Zustandsgleichung des System s angeben. D er Fall A  =  1 kann 
als anderer A usdruck dafür angesehen w erden, dass-die Teilchenzahl 
nicht konstant ist. A u s (8) erhalten w ir für die Energie

„  ± n { k T Y G V  ^ ( -  l) '->  2 n ( k T ) H \ G V  ^ ( -  1 ) '- J „ „
h? c3 fÄ  Z4 1 h2 c3 fTj Z2 1 *

(17)
A u s (14) ergibt sich folgende Zustandsgleichung:

4 n [ k T Y G  ^ ( -  1) ^ D , 2 n ( k T ) 2e \ G  ^ ( -  1) « D „  , 1Q,
p =  v c *  B l ------------- F c 3— t t ' i ' l T  B l '  (18)

W egen

erhalten w ir

^ _ 5(zJ)w = 2y l  = ̂  5(=iiw = ii«
90 r Ä  Z4 r i  16Z4 720 * ,= i /4 720 , '

TT2 ^ ( ~  1)»“ * _  TT2 ^ ( -  1)W _  * 2
6 &  Z4 12 '  Z2 12 *

Som it erhält man aus (17), (18), (8a), wenn die Ruhm asse ausserordentlich 

klein ist, folgende G leich ungen :

30 hr c3

^  _  7 * 5 (k 7 )4 G  _  U  (9
P 90 h3 c3 3 7  * (

4. Im  Falle A  1 benutzen w ir die folgende Reihenentw icklung:

oo

r c  u<? du (* u<? du , ( 'u Q e - a - udu
h \A) -  J ßU ^  ̂ -  J 1 + + a +  J i _|_ e-a -u » (23)

o o T—a

10 U nrichtig schreibt Glaser in seinerArbeit. (ZS. f. Phys. 94, S. 686, 689)
OO o
v  1 — 71 

¿ 1 12 6 *
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' w o =  A , a <  0 ist.
—a

aQ + 1 f
/  (e-ü) =  ( -  l ) 'e 'a u<? e'“ da

*• £ + 1 i = i J
0

oo
oo r*

+  ( — 1 y - i  e~ la u° e~ lad u .  (24)
i=i J

—a

In unseren U ntersuchungen unterscheiden w ir zw ei F älle :

1 ) f ö > l g A ,  2) I g A .

Beim  Elektron ist J iL  =  0.20122 . 108 C G 5  Einheiten (für T  =  293° K ) .
K 1

Im  ersten Falle erhalten w ir aus (7) und (24, J L  =  B gesetzt

OO

u = —  lkJ ^ G V M ' “ '“ i " 3 e~ " du
So

k T

2 7t(k T) 2 s20 G V  ^  , . f
 ----- ¿ c3 -2  ( -  i y - '  e~ la J u e d u  . (25)

£  o

*r
D araus folgt (e~° =  A  gesetzt)

t r . i ^ o v ^ t J l ' - ,A,c r -

- ^ ¿ • G * £ ^ A ‘ c r .  (26)

wo C i , C ”  mit (8a) angegeben w urden.
fco

Ist also >  lg A ,  stim m t die Energiegleichung des relativisti

schen/ entarteten Gases im  Falle A  >  1 m it derjenigen des dem  Falle 
A  <  1 entsprechenden Gases (G l. (8)) überein.

Bei der Bestim m ung der Zustandsgleichung können w ir in (11),

da nach unserer Annahm e i®. <$C 1 ist, (s2 —  e20) 3lz  durch «3 (1 —  3/2 ^2.)

ersetzen. Folglich ist die B erechnung des D ruches aus (11) nach (25) 
und (26) ausgeführt

4 *  (k t y g v  ^ ( - 1y - 1
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_  2 n (k T Y e l  G V  J  ( -  1Y- 1 A , c r  ^
h3 c

(27)

5. Im  Falle einer sehr starker Entartung, wenn ^ L >  lg A  ist,

ergibt sich aus (7) und (24)

U  =
7t G V
h3 c3 ( k r y

---u

, ± n ( k T Y G V \  . . .  la f  3 ,
+  -  ^ 3  q 3 ----------------- ( “  e  J  “  e  d U

60

k T

00

+  |  ( -  1) -  *-'«  J V  da | -  (rf  -  ̂

—a

h6 CA (/=! J

(28)

fo
kT

00 p

+  Z  (—  1)'—7 e~,a u e~ lu du\ ♦
1=1 J )

—a
F ü r die Zustandsgleichung erhält man

* G V t .  1 +  4 »  ( *  y  g  K  j J  ( _  , ) ,  e ,a  7 ,  e , .

3 h c ( j = i J3 /z3 c3
la 4 -

f 0
/er

+ 1  (_  1 ) «  e -  J „3 r *  iu  | -  («• -  ^ ) ,
—a

_ * * » 2 * . 0 V \ 2 { _ 1y J a r + i a  +
h3 c3 r= j J

(29)

fo
kr

OO
- f  y. (—  l)*—* e~*a u e~ lu du ? ♦ 

1=1 J

F ü r verschwindende Ruhm asse fo lgt aus (28), (29) w ieder

U
3 7 *

A u f G run d  unserer abgeleiteten G leichungen können w ir feststel

len, dass das p  =  */3 Ukin =  V s - *7 ~  U°~ Gasgesetz beim relativistischen, 

entarteten Gase nicht giltig ist.
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E I N I G E  B E M E R K U N G E N  Z U R  S U P R A L E I T U N G . 

VON TH . NEUGEBAUER IN  BUDAPEST.

(E IN G E G A N G E N  AM . 12. JU N I 1948)

Im ersten Teil der Arbeit werden zur Veranschaulichung des Unterschiedes 
zwischen normal diamagnetische Körper und des absoluten Diamagnetismus der 
Supraleiter, bezüglich des Verhaltens der magnetischen Feldintensität und der 
Induktion innerhalb dieser Körper, die auftretenden Verhältnisse an Ersatzmodel
len dargestellt. Im zweiten Teil wird dann gezeigt, dass die sich auf normale Dia- 
magnetika beziehenden Formeln zur Berechnung der inneren Feldstärken auch 
schon im Übergangszustande ungültig sind. Die mit Hilfe dieser berechneten 
inneren Feldintensitäten besitzen also keine physikalische Realität. Im dritten 
Teil wird endlich bewiesen, dass entgegen den neuerdings wieder geäusserten 
Meinungen es grundsätzlich unmöglich ist den Meissner—Ochsenfeld—Effekt 
aus der klassischen Theorie, also unter blosser Annahme einer unendlich grossen 
Leitfähigkeit zu erklären.

§ 1. M it H ilfe der Annahm e [i =  0 kann m an bekannterweise das 
einen einfach zusam m enhängenden Supraleiter um gebende m agnetische 
F eld  richtig beschreiben. Innerhalb des Supraleiters führt dagegen diese 
H ypothese besonders in einigen Fällen zu  sehr grossen Feldstärken, w ie 
das vom  Verfasser in einer vorigen A rb eit1 für einige typische Fälle berech
net wurde und ebenfalls dort w urde ausführlich besprochen, dass diese 
Feldintensitäten auch schon deshalb keine physikalische Realität besitzen 
können, w eil ja nach allen experim entellen Erfahrungen in einem  Supra
leiter, abgesehen von einer sehr dünnen O berflächenschicht, die m agne
tische Feldintensität verschw indet.2 E ben deshalb ist es nicht m öglich, 
aus diesen physikalisch unrealen Feldstärken den Schluss zu  ziehen, dass 
an den Stellen, wo die besonders gross sind, der supraleitende Zustand 
zerstört w ird. D ie  N otw endigkeit der Berücksichtigung des U m standes, 
dass man im  Inneren der Supraleiter m it der Auffassung ¡u =  0 n icht 
m ehr auskomm en kann, betont in einer neueren A rbeit besonders L au e .3

1 Th. Neugebauer, ZS. f. Phys. 119, 58 1,1942. Im folgenden als 1. c. zitiert.
2 Vgl hierzu die neuesten Untersuchungen von E. T. S. Appleyard; J. R . 

Bristow, H. London u. A . D. Misener, Proc. Roy. Soc. London (A) 172, 540, 1939; 
H . B. G. Casimir, Physica 7, 887, 1940; V. Ginsburg, J. Phys. U . S. S. R. 9, 305, 
1945 u. 11, 93, 1937; A . B. Pippard, Nature 159, 434, 1947; E. Laurmann u. D ♦ 
Schoenberg, Nature 160, 747, 1947 und M . Désirant u. D. Schoenberg, Nature 159, 
201, 1947 u. Proc. Phys. Soc. 60, 413, 1948.

3 M . v. Laue, Phys. ZS. 43, 274, 1942.
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B ei norm alen D iam agnetika sind dagegen die zur Berechnung der 
innerhalb des K örp ers auftretenden Feldstärken hergeleiteten klassischen 
Form eln selbstverständlich richtig. D ie  inneren Feldstärken sind zw ar 
von den äusseren kaum  verschieden, w eil ja die diam agnetische Su szep tib i
lität im m er sehr klein ist, das ändert jedoch nichts am  W esen der Sache. 
E in  w ichtiges Problem  ist dagegen, wie die Verhältnisse im  Z w ischen
zustande sein w erden; ob man also dann noch fü r die B erechnung der 
inneren Feldstärken die für norm ale D iam agnetika gültigen Form eln
—  in die man für den Zw ischenzustand W erte für die zw ischen eins 
und N u ll liegen, einzusetzen hat —  benützen kann, oder werden diese 
Form eln  auch schon im  Zw ischenzustande ebenso ungültig, wie für 
vollständige Supraleiter? U m  einige R ichtlinien zur Beantw ortung dieser 
Frage angeben zu  können, w ollen w ir zuerst die in der erwähnten A rbeit 
des V erf. hergeleiteten Resultate an einem  Ersatzm odell veranschaulichen.

D e r norm ale D iam agnetism us besteht bekannterweise darin, dass 
alle Atom e oder Ionen des fraglichen K örpers eine diam agnetische 
Suszeptibilität besitzen und dem zufolge das äussere m agnetische F eld  
in  ihnen ein diam agnetisches M om ent induziert. D as ganze diam agne
tische Verhalten kom m t dann au f dem  W ege zustande, dass diese in d u 
zierten M om ente auch gegenseitig aufeinander einwirken. Beim  absolu
ten D iam agnetism us der Supraleiter sind die Verhältnisse dagegen 
w esentlich anders, w eil es in diesem  Falle m ehr keine Atom e oder auch 
grössere Einheiten innerhalb des K örpers gibt, welche eine diam agne
tische Suszeptibilität besitzen w ürden und aus deren Zusam m enw irkung 
dann der absolute D iam agnetism us der Supraleiter entstehen könnte, 
sondern ein m akroskopischer Abschirm strom  verhindert in einfach zusam 
m enhängenden Supraleitern das Eindringen des äusseren Feldes. Es gibt 
also im  Supraleiter gar keine W echselw irkung von diam agnetischen E in 
heiten, sondern der ganze Supraleiter ist nach der Londonschen T heorie 
nur ein diam agnetisches Riesenatom .

E in  Ersatzm odell für einen normal diam agnetischen K ö rp er erhal
ten w ir jetzt au f die W eise, dass w ir die geom etrische F orm  des letzteren 
m it lauter kleine Solenoide ausfüllen, deren Achsen zur R ichtung der 
m agnetischen Feldintensität säm tlich parallel stehen und die w ir uns von 
Ström en entsprechender R ichtung und Grösse durchflossen denken. 
D ie  m agnetische Feldintensität die w ir dann zwischen den (ein ganz 
w enig auseinandergeschobenen) Solenoiden messen, entspricht der, 
die w ir in einer engen zu  den Feldlinien parallelen Bohrung im  realen 
K ö rp er beobachten und die w ir eben innere Feldintensität nennen. 
D ieselbe ist im m er grösser als die äussere Feldintensität, weil x  negativ ist. 
In den H ohlräum en der Solenoide messen w ir dagegen die m agnetische
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Feldintensität, die wir beim  realen K örper m agnetische Induktion4 
nennen. D ie  beobachten w ir als Feldintensität in einem au f die m agneti
schen K raftlin ien  senkrecht stehenden recht kurzen und sehr breiten 
H ohlraum . Bei einem einfach zusam m enhängenden Supraleiter füllen 
w ir dagegen die geom etrische F orm  von dem , um  ein analoges E rsatz
m odell zu erhalten, nur m it einem einzigen sehr grossen Solenoid aus, 
in dem w ir die Strom stärke so gross und von der R ichtung wählen, dass 
das äussere F eld  aus ihm  vollständig verdrängt w ird. D ie  magnetische 
Feldstärke kann dann nur im  H ohlraum e dieses einzigen Solenoides 
gemessen werden und verschw indet dort überall, das entspricht dem , 
dass im Supraleiter die Feldstärke überall gleich N u ll ist, ganz unab
hängig von der F orm  des H ohlraum es in die w ir unsere M essinstrum ente 
hineinbringen, solange der K ö rp er nur einfach zusam m enhängend bleibt. 
D as ist also der anschauliche U nterschied zwischen norm al diamagneti- 
schen und absolut diam agnetischen K örpern .

§ 2. W ir w ollen jetzt untersuchen, w ie diese Verhältnisse im  
Zw ischenzustande sein w erden. Bereits L an dau5 hat aus therm odynam i
schen Ü berlegungen und Schoenberg6 aus seinen M essungsergebnissen 
den Schluss gezogen, dass der Zw ischenzustand nicht eine isotrope Struk
tur besitzen kann, sondern abw echselnd aus normal- und supraleitenden 
T eilen  aufgebaut sein muss. V on  L a u e 7 w urde es dann theoretisch exakt 
bewiesen, dass ein L eiter in diesem Zustand nicht etwa aus einem  supra
leitenden K e rn  und einer norm alleitenden H ülle bestehen kann, sondern 
in nadelförm ige zur Feldrichtung parallele und in die norm alleitende 
Phase eingebettete supraleitende M ikrobereiche zerfällt. Eine sehr w ich 
tige Stütze dieses theoretischen Resultates ist, dass N akhutin  und Schub- 
nikow 8 im  Zw ischenzustande eine Anisotropie der Leitfähigkeit gefun
den haben, welche eben durch die erwähnten nadelförm igen K eim e zw ang
los erklärt w ird. E ndgültig zu  einer experim entellen Tatsache ist jedoch 
die K eim theorie des Ü bergangszustandes durch die U ntersuchungen von

4 Im Gaußschen Maßsystem.
5 L. Landau, Phys. ZS. d. Sowjetunion 11, 129, 1937; Nature 141, 688, 1938. 

Zuallererst haben C. J. Gorter u. H. Casimir den Gedanken ausgesprochen, dass 
der Zwischenzustand aus normal- und supraleitenden Mikrobereichen besteht. 
Vgl. Physica 2, 306, 1935.

4 D. Schoenberg, Proc. Cambridge Phil. Soc. 33, 559, 1937; Vgl. auch K • 
Mendelsohn u. / .  G. Daunt, Phil. Mag. (7) 26, 376, 1938; K . Steiner, Phys. Zs. 38, 
880, 1937; A. D. Misener, Proc. Roy. Soc. London (A) 166, 43, 1938; V. Khotke- 
vich, Journ. exp. theoret. Phys. 8, 515, 1938.

7 M. v. Laue, Phys. ZS. 43, 274, 1942.
8 J. Nakhutin, Journ. exp. theoret. Phys. 8, 713, 1941; Journ. Phys. U . S. S. R. 

4, 381, 1941; L. Schubnikow u. J. Nakhutin, Journ. exp. theoret. Phys. 7, 566, 1937. 
Vgl. hierzu auch die neuere Arbeit von K. Steiner u. H. Schöneck, Phys. ZS. 44,
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Justi9 gew orden, der eine zum  Barkhauseneffekt vollkom m en analoge 
Erscheinung im  Ü bergangszustande beobachtet hat, wenn er die F e ld 
intensität erhöhte. Justi führte seine Experim ente an N b N  und m etalli
schen N b  durch, besonders der erstere S to ff besitzt eine sehr hohe 
Sprungtem peratur, wie das ebenfalls v o n  ihm  und seine M itarbeiter10 
entdeckt w urde.

Es entsteht jetzt die Frage ob diese supraleitenden K eim e, die zw ar 
nach den M essungen von Justi ungefähr tausendm al grösser als die analo
gen K eim e bei Ferrom agnetika, jedoch im m erhin noch m ikroskopisch 
klein sind, im  Zw ischenzustande nicht eine analoge Rolle, w ie die ein
zelnen diam agnetischen A tom e in normal diam agnetischen K örpern , 
spielen könnten. W äre das näm lich der F all, so könnte man auch noch 
im  Zw ischenzustande die für die innere Feldintensität für normale D ia- 
m agnetika hergeleiteten Form eln anwenden. U m  diese Frage beant
w orten zu  können, betrachten w ir w ieder den Fall der planparallelen 
unendlichen diam agnetischen Platte im  hom ogenen M agnetfeld. (V gl.
1. c. S . 583.) A n  den G renzflächen haben w ir in den üblichen B ezeich
nungen die bekannten Bedingungen

und ¿h die m agnetische Perm eabilität ist. A us (1) und (2) haben w ir in 
der zitierten A rbeit

hergeleitet, w o H 0 die Intensität des hom ogenen äusseren Feldes und x  
die diam agnetische Suszeptibilität bedeuten. D ie  aus (3) berechnete F e ld 
stärke w ird  von der W irkung der äusseren Feldstärke auf die diam agneti
schen Atom e oder Ionen und der W echselw irkung der in denen induzier
ten diam agnetischen M om ente verursacht. D er letztere U m stand folgt 
schon daraus, dass die Feldintensität ausserhalb des D ielektrikum s von 
dem  im  D ielektrikum  enthaltenen induzierten D ipolen  m itbestim m t w ird 
und diese Feldintensität dann infolge (2) w ieder mit der Feldstärke inner
halb des D ielektrikum s zusam m enhängt. W ürden wir annehm en, dass 
(3) auch noch für Supraleiter gültig ist und dem zufolge x —  —  V i n

<pi =  <f</ (1)
und

(X H i  =  H a (2)

w o sich i au f das Innere der Platte und a au f den Aussenraum  beziehen

(3)

9 E. Justi, Phys. ZS. 43, 130, 1942; Ann. d. Phys. (5) 42, 84, 1942.
10 G. Aschermann, E. Friedrich, E. Justi u. J. Kramer, Phys. ZS. 42, 349, 1941.
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diese G leichung einsetzen, so w ürde wie w ir das schon in 1. c. gezeigt 
haben, das absurde Resultat

H i  =  -  (4)

folgen. Selbstverständlich ist ja (3) für Supraleiter nicht gültig, wie w ir 
das ganz allgem ein im  § 1. besprochen haben. Es muss nur noch die 
Frage beantwortet werden, ob (3) nicht wenigstens noch im  Ü bergangs
zustande gültig ist. W ie w ir oben erwähnt haben, enthält diese Form el 
die W echselw irkung der diam agnetischen A tom e; im  Zw ischenzustand 
müssten also, wenn die G ültigkeit bewahrt werden soll, diese W echsel
wirkungen durch die W echselw irkung der supraleitenden K eim e ersetzt 
werden. D as ist jedoch unm öglich, w eil ja erstens diese K eim e absolut 
diam agnetisch sind, also kann ihre Suszeptibilität durch W echselw irkun
gen nicht beeinflusst werden und zw eitens w eil vieles dafür spricht, dass 
diese nadelförm igen K eim e von der einen G renzfläche des D ielektrikum s 
bis zur gegenüberliegenden reichen, was ebenfalls ganz andere V erhält
nisse als in normal diam agnetischen K örp ern  bedeutet. •

Vernachlässigt man in unserem Beispiel die Wechselwirkung der induzierten 
diamagnetischen Momente und bezeichnet die Summe der Suszeptibilitäten der 
in der Volumeneinheit enthaltenen Atome mit / ,  so werden an den Grenzflächen 
unserer planparallelen Platte Flächenladungen von der Grösse x H0 induziert und 
statt (3) erhält man

Hi = H0 (1 —  4 « * ') .  (5)

(5) is von (3) in dem verschieden, dass im zweiten Gliede der Nenner fehlt. Bei 
normal diamagnetische Körper ist jedoch dieser Unterschied von sehr untergeord
neter Bedeutung, weil bei denen die Suszeptibilität immer sehr klein ist. Im Zwi
schenzustande würde dagegen, wenn man noch in der Nähe des Zustandes der 
vollständigen Supraleitung ist, also — x nur ein wenig kleiner als 1/i „  ist, aus (3) 
ein absurd grösser Wert für Hi folgen; bei Benutzung von (5) wäre das dagegen 
nicht mehr der Fall, weil dort der Nenner fehlt.

W ürde man an der erwähnten unendlichen planparallelen Platte 
eine sehr enge B ohrung parallel zu  den K raftlin ien  anbringen, die ausser- 
dem  bis zur gegenüberliegenden Seite reicht, so w ürde m an bei E rreichung 
des supraleitenden Zustandes in dieser B ohrung tatsächlich eine sehr 
grosse Feldstärke messen, weil die m agnetischen K raftlin ien  eben keine 
andere M öglichkeit hätten sich zu schliessen, als die, dass sie alle durch 
diese Bohrung gehen. D ie  gemessene Feldstärke wäre dann von der 
W eite dieser Bohrung abhängig. Solch eine B ohrung m acht aber den 
K örper schon zw eifach zusam m enhängend und die Feldstärke hängt 
dann auch schon von der Vorgeschichte ab ; ist also m ehr in keinem  Z u 
sammenhänge mit der aus der erwähnten Form el berechneten. Ü brigens 
kann dieser extrem e Fall nicht eintreten, w eil ja die K raftlin ien  nicht 
alle durch die erwähnte B ohrung gehen, sondern vielm ehr in die Platte
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einfrieren w ürden, es also verhindern w ürden, dass die überall supra
leitend w ird.

W enn w ir dagegen die M essungen in einer Bohrung die zwar eben
falls parallel zu  den K raftlin ien  verläuft, jedoch nicht bis zur gegenüber
liegenden Seite reicht, ausführen w ürden —  und nur in diesem  Falle 
b leibt der K ö rp er einfach zusam m enhängend —  so würde man bei E rrei
chung des supraleitenden Zustandes dort

H i =  0

messen, w eil ja die K raftlin ien  in diese B ohrung nicht eindringen könn
ten, da sie keine M öglichkeit hätten sich zu  schliessen, ohne ein supra
leitendes G eb iet durchzudringen. Selbstverständlich kann auch dann im 
Ü bergangszustande (nahe zum  supraleitenden) in dieser Bohrung keine 
enorm  hohe Feldstärke auftreten.

W ir sehen also, dass die zur Berechnung der inneren m agnetischen 
Feldintensität für normal diam agnetische K ö rp er hergeleiteten Form eln 
nichteinm al im  Zw ischenzustande mehr anwendbar sind, da es sich in 
diesem  Zustande ebenfalls um  eine Erscheinung ganz anderer A rt handelt, 
als der normale D iam agnetism us.

A u s experim entellen D aten folgt ebenfalls unsere Behauptung. 
U m  das zu  zeigen, betrachten wir den Fall der diam agnetischen K u g el 
im  hom ogenen Feld. A us 1. c. S . 584 Form el (18) folgt dann für die innere 
Feldstärke

—  1
H i =  H 0 1 - (6)

2 +  /<

D e r Zw ischenzustand tritt in diesem Falle ein^w enn das äussere hom o
gene F eld  H 0 den W ert § H k, w o H k die kritische Feldstärke ist, über
schreitet und geht dann bei H 0 =  H k in dem  Zustande der normalen 
L eitu n g  über. N ach dem  Verhalten der Feldstärke im Aussenraum  muss 
m an annehm en, dass in diesem  Interval die diam agnetische Perm eabilität 
H sich linear von 0 bis 1 ändert, also haben wir in diesem G ebiet

6 _ 2 . (7)
H k

Setzen w ir jetzt (7) in (6) ein, so folgt einfach

H i =  H k . (8)

D as innere F eld  müsste also nach dieser (unrichtigen) Betrachtungsweise 
im  ganzen Zw ischengebiet gleich der kritischen Feldstärke sein. V erg le i
chen wir damit die Ergebnisse der ersten Versuchsreihe von de Haas und
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G uinau11 (besonders die F igur auf S . 184 der zitierten A rbeit dieser A u to 
ren), so sehen w ir, dass zw ar in einer Bohrung die bis zur gegenüberlie
genden Seite reicht, tatsächlich die Feldstärke H a gemessen w urde, solch 
eine Bohrung macht jedoch den fraglichen K ö rp er schon zw eifach zusam 
menhängend und die Feldstärken in dem hängen deshalb auch schon 
von der Vorgeschichte des K örpers ab .12 U rsache dieser Feldstärke ist, 
dass die m agnetischen K raftlin ien  vom  um gebenden Supraleiter in diese 
Bohrung verdrängt werden, jedoch ist das nur bis zu  dem  M asse m öglich, 
bis die Feldstärke dort die kritische erreicht, w eil noch grössere F e ld 
stärken die Supraleitung im  um gebenden G ebiet aufheben w ürden und 
die magnetischen K raftlin ien  deshalb die M öglichkeit hätten sich einen 
anderen W eg zu  suchen. In  eine B ohrung die zw ar parallel zu  den K ra ft
linien verläuft, jedoch nicht bis zur gegenüberliegenden Seite reicht, 
sind die Verhältnisse grundsätzlich anders, in die werden keine m agneti
schen K raftlin ien  verdrängt. Im  Aussenraum  verhält sich die supralei
tende K u g el dagegen tatsächlich so, wie w enn (6) gültig wäre. Ebenfalls 
andere Verhältnisse treten bei H ohlkugeln auf in denen unterhalb des 
Sprungpunktes D auerström e erregt werden und die sich deshalb in m ag
netischen Feldern wie perm anente M agnete einstellen, wie das zuerst 
K am erlingh— O nnes13 gezeigt hat. In neuerer Zeit beschäftigte sich 
besonders Shalnikow14 m it dieser Frage. Bei diesem  Problem  handelt 
es sich im mer darum , dass in der H ohlkugel wie in einem  R ing, D au er
ströme induziert werden und das F eld  dieser Ström e den supraleitenden 
Zustand in der U m gebung der Pole zerstört, das F eld  in dem  dabei au f
tretenden Zw ischenzustand w ird vom  Ringstrom  bestim m t. Analog 
sind auch die von Alekseyew ski15 an supraleitenden Platten durchgeführ
ten Experim ente zu  deuten. W ir wollen au f diese Fragen hier nicht weiter 
eingehen und bem erken nur noch, dass beim  B eginn des Zw ischenzustan
des das äussere M agnetfeld  bekannterweise stufenweise in den Sup ra
leiter eindringt, im  Falle der G ültigkeit der für den norm alen D iam agne- 
tism us hergeleiteten Form eln im  Zw ischenzustande müsste dagegen beim  
Ü bergang momentan eine sehr grosse Feldstärke auftreten.

§ 3. L ondon hat bereits gezeigt,16 dass es nicht m öglich ist den 
M eissner-O chsenfeld-E ffekt klassisch, also nur unter Annahm e einer

11 W. J. de Haas u. O. A . Guinau, Physica 3, 182, 1936.
12 W. J. de Haas u. O. A . Guinau, Physica 3, 534, 1936. V gl. auch W. J. de

Haas, A . D . Engelkes u. O. A . Guinau, Physica 4, 595, 1937.
13 H. Kamerlingh— Onnes, Comm. Leiden. Suppl. Nr. 50a. 1924; W . J. de 

Haas, H . Kamerlingh— Onnes u. W . Tuyn, Com m. Leiden Nr. 198. 1929.
14 A . Shalnikow, Journ. exp. theoret. Phys. 10, 414, 1940; Journ. Phys.

U . S. S. R. 2, 477, 1940; A . I . Shalnikow  u. A . G . Meshovski, ebenda 4, 380, 1941.
15 N. E. Alekseyewski, Journ. Phys. U. S. S. R . 4, 381, 1941.
16 F. London, Z S . f. Phys. 108, 542, 1938.
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unendlich grossen Leifähigkeit im  supraleitenden Zustand zu erklären. 
D a  aber neuerdings unter Zugrundelegung eines sehr interessanten G e 
dankenganges w ieder behauptet w urde, dass es doch m öglich ist unter 
A nw en dung des Induktionsgesetzes au f die K eim theorie der Supraleitung 
diesen Effekt rein klassisch zu  deuten, so wollen w ir hier noch auf dieses 
Problem  eingehen.

K ü h lt man also einen sich im  M agnetfeld  befindenden K ö rp er ab, 
so werden bei E rreichung der ersten A nzeichen des Zw ischenzustandes in 
diesem  K ö rp er Supraleitende K eim e auftreten, das ist nach den erw ähn
ten Experim enten von Justi zu  einer Erfahrungstatsache geworden. W en 
den w ir jetzt auf diese mit abnehm ender T em peratur sich vergrössernden 
K eim e das Induktionsgesetz an. D er Selbstinduktionskoeffizient dieser 
K eim e sei L s, dann folgt

d ( L sJ)  1 d<P

d t  c dt
(9)

w o den den K eim  durchdringenden m agnetischen Induktionsfluss
bedeutet. (9) kann man gleich über das W achstum  des K eim es integ

rieren

(L,  ] ) ,  -  (Ls ] ) . =  - -  (<?, -  «>.). ( 10)
c

D a  aber im Augenblicke des Entstehens eines K eim es selbstverständlich 
auch L 0 und auch # 0 gleich N u ll sind, so folgt

( L , J ) , =  -  -<P, (11)
c

und dam it wäre der M eissner-O chsenfeld-E ffekt tatsächlich erklärt,
w eil ja nach (11 ) der vom  induzierten Strom  verursachte K raftfluss ent
gegengesetzt gleich zu  dem  des äusseren Feldes ist.

D a zu  ist jedoch folgendes zu  bem erken: D er Selbstinduktions
koeffizient der z. B. für lineare L eiter die bekannte Form

L u  = -  —  $ ( &  (d s id s0  (12)
2 c2 r

hat, ist abgesehen von dem , dass er die magnetische Perm eabilität ent
hält eine rein geom etrische Grösse, insbesondere kommt in ihm  die elek
trische L eitfähigkeit garnicht vor. A lso können w ir das fragliche Stück 
M etall, das im  einfachsten Falle aus einem  supraleitenden K eim  und den 
um gebenden norm alleitenden G eb iet besteht, nur als G anzes betrachten. 
D ies b esitzt aber einen konstanten Selbstind ukticnskceffizienten  und
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w ird nach der klassischen Auffassung auch von einem  konstanten m agneti
schen Induktionsfluss durchström t. Es kann also während des ganzen 
betrachteten Prozesses kein induzierter Strom  auftreten. D ie  theoreti
schen Arbeiten von L au e17 über die Strom verzw eigungen in Supraleitern, 
die von Justi und Zickner18 auf experim entellem  W ege bestätigt w urden, 
beruhen auch auf der Annahm e, dass der Selbstinduktionskoeffizient 
beim  Ü bergang in den supraleitenden Zustand unverändert bleibt.

Bezeichnen wir den Selbstinduktionskoeffizienten des norm alleiten
den T eiles von unserem  M etallstück m it L n und den K oeffizienten der 
wechselseitigen Induktion des supra- und des norm alleitenden T eiles 
mit M sn, so haben wir

L  =  L s +  2 M sn +  L n . (13)

D ie  drei Sum m anden auf der rechten Seite von (13) werden zw ar während 
der Vergrösserung des K eim es ihre W erte ändern, die linke Seite bleibt 
jedoch konstant und deshalb kann kein induzierter Strom  auftreten. W enn 
es aber auch erlaubt wäre den supraleitenden K e im  ohne das um gebende 
M etall in dieser H insicht zu betrachten, so könnte nichteinm al unter 
Zugrundelegung dieser (unrichtigen) Annahm e ein induzierter Strom  
während des W achstum s auftreten. D as sieht man folgenderm assen ein: 
D eform ieren w ir oder bew egen als ganzen einen strom losen L eiter im  
magnetischen F elde, so tritt darin ein induzierter Strom  deshalb auf, 
weil dabei K raftlin ien  geschnitten werden, oder anschaulicher ausgedrückt, 
w eil Elektronen im  m agnetischen K raftfeld  bew egt werden und dem 
zufolge au f ihnen die L orentzkraft w irkt, gegen die A rbeit geleistet w er
den muss und diese Energie erhält m an dann im  induzierten Strom . 
B ei der blossen Vergrösserung durch W andverschiebungen unseres K e i
mes werden dagegen keine Elektronen bew egt, es w ird also keine A rbeit 
geleistet und dem zufolge tritt auch kein induzierter Strom  auf. E in M odell 
für diesen Fall wäre ein stromloses Solenoid im  m agnetischen Felde an 
dem  (z. B . mit H ilfe eines Schleifkontaktes) weitere W indungen ange
schlossen werden können (wie z. B. bei den bei K ristallem pfänger benutz
ten prim itivsten Variom eter). D er Selbstinduktionskoeffizient des Strom 
kreises ändert sich dabei, ein induzierter Strom  tritt jedoch nicht auf, 
weil ja die Energiequelle fehlt, es wird gegen das F eld  keine A rbeit geleis
tet. E in G egenstück zu  dem  hier betrachteten Falle ist die von Faraday19

17 M. v. Laue, Phys. ZS. 33, 793, 1932; Sitzungsber. Preuss. Akad. Berlin, 
1937. S. 240; ZS. f. Phys. 118, 455, 1942 u. 120, 578, 1943.

18 E. Justi u. G. Zickner, Phys. ZS. 42, 257, 1941.
19 M. Faraday, Experimental Researches in Electricity. Bd. I. London, 

1839. Ser. II. §. 217—230. S. 63—66 und Bd. III. London, 1855. Ser. 28. S. 328; 
J. r .  Tate, Bull, of the Nat. Research Council. Vol. 4, Part. 6, S. 75. 1922.
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entdeckte Erscheinung der unipolaren Induktion, bei der ein induzierter 
Strom  deshalb auftritt, w eil Elektronen im  M agnetfeld bew egt w erden, 
der L eiter ändert dagegen bei diesem  Experim ente als G anzer seine L age 
zum  M agnetfelde nicht und w ird auch nicht deform iert. A u f diesem Prin
zip  beruht auch der N oeggerathsche kollektorlose Gleichstrom generator.

Ä ndert sich der ganze m agnetische K raftfluss nicht, so w ürde 
aus (9)

j i ±  =  - L Í l  (14)
dt dt

folgen. D ie  Energie eines strom durchflossenen K reises der den Selbst- 
induktionskoeflizienten L  besitzt, ist dagegen

U  =  —L P  . (15)
2

Ä nd ern  w ir jetzt auf irgendeinem  W ege diesen Selbstinduktionskoeffizien
ten, ohne dem  dass w ir von aussen Energie zuführen und nehmen ausser- 
dem  an, dass es sich um  einen Supraleiter handelt, der Strom  sich also 
nicht in dem  O hm schen W iderstande totläuft, so folgt aus (15)

/ —  =  —  2 L  —  . (16)
dt dt

(16) steht im  W iderspruche zu  (14), die letztere G leichung ist also in 
diesem  Falle unrichtig. (14) K an n  nur bei der D eform ation von Strom 
kreisen richtig sein, bei der A rbeit geleistet (oder verbraucht) w ird und 
dem zufolge die ganze Energie nicht m ehr konstant ist. D as ist ein weiterer 
B ew eis dafür, dass (14) bzw . (9) au f das W achstum  von supraleitenden 
K eim en  nicht anwendbar sind.

Es ist also grundsätzlich unm öglich den M eissner-O chsenfeld- 
Effekt aus der klassischen T heorie blos unter Annahm e einer unendlichen 
Leitfähigkeit zu  erklären.

Anders wären dagegen die Verhältnisse wenn man annehm en könnte, 
dass beim  E intritt des Ü bergangszustandes irgendwie Elektronen bew egt 
w erden. Solche G edanken w urden von R udnitzkij20 veröffentlicht. Bis 
jetzt haben w ir aber diesbezüglich noch gar keine experim entellen E rfah 
rungen. N ach  den V ersuchen von K eesom  und K am erlingh-O nnes31 
und von M c. L ennan, A llen  und W ilhelm 22 ändern sich die D im ensionen

20 V. Rudnitzkij, Journ. exp. theoret. Phys. 11, 107, 1941. Vgl. auch ebenda 8, 
1082 1938"

21 W. H. Keesom, u. H. Kamerlingh— Onnes, Comm. Leiden, 174b. 1924.
22 J. C. Mc. Lennan, J. F. Allen u. J. O. Wilhelm, Trans. Roy. Soc. Cañada 

(3) 25. Sect. III. S. 1. 1931.
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des Raum gitters beim  Ü bergang in den supraleitenden Zustand über
haupt nicht. D ie  Absorption des L ich ts ändert sich am  Sprungpunkt 
nach den Experim enten von von H ilsch23 ebenfalls nicht, was überra
schend ist, weil ja die für die unendlich grosse Leitfähigkeit verantw ortli
chen Elektronen hier eine grosse B edeutung haben m üssten. D ieses 
Paradoxon wurde von L au e24 aufgeklärt, der theoretisch zeigte, dass schon 
im  ultraroten G ebiet nur der gewöhnliche O hm sche Leitungsm echanis
m us der auch in Supraleitern neben dem  Supraleitungsm echanism us
—  der von ganz anderer A rt ist —  weiter besteht, von Bedeutung ist. D ie 
therm ische K ontraktion bei der A bküh lung könnte die m agnetischen 
K raftlin ien, wenn auch in einem  absolut unbedeutenden M asse, im  Supra
leiter nur verdichten.

Budapest, X I .,  Budafoki-üt 6. B ibliothek der T echnischen  H och 
schule.

23 R. Hilsch, Phys. ZS. 40, 592, 1939. '
24 M . v. Laue, Ann. d. Phys. (5) 42, 65, 1942; Verh. d. deutsch. Phys. Ges. 

23, 62, 1942.



V E R G L E I C H  D E R  R A Y L E I G H — M IE S C H E N  T H E O R IE  D E R  
L I C H T Z E R S T R E U U N G  M I T  D E R  T H E O R IE  D E S  P L O T N I K O W 

E F F E K T E S .

VON TH . NEUGEBAUER IN  BUDAPEST.

(M IT  1 A B B IL D U N G  IM  T E X T .)

Um den Vergleich beider Theorien zu erleichtern, wird die auf Grundlage 
der Kontinuumtheorie aufgebaute Miesche Theorie nach der korpuskularen Auffas
sung in grossen Zügen ausgearbeitet und dabei anschaulich gezeigt, dass es ganz 
unmöglich ist nach dieser Theorie eine Streuung vorwiegend im Ultraroten zu 
erklären; aus der Theorie des Plotnikoweffektes folgt dagegen zwangsläufig, dass 
der Effekt in diesem Gebiet auftreten muss.

§ I. U m  die R ayleigh — M iesche T heorie der L ich tzerstreuun g 
m it der T heorie des Plotnikoweffektes1 vergleichen zu  können, w ollen 
w ir zuerst von der ersteren einige wesentliche Punkte hervorheben. 
E s bezeichne <£ den elektrischen V ektor der einfellenden L ich tw elle 
und a die Polarisierbarkeit des fraglichen Teilchens (z. B . eines A tom s); 
dann haben w ir bekannterweise für das elektrische und magnetische 
F eld  der gestreuten W elle

a d 2 .
-------- <E . sm  &
rc2 dt2

=  E ( r , & ) = H ( r , & )  (1)

w o &  den W inkel bedeutet, den die Beobachtungrichtung mit der Richtung 
von £  einschliesst. D a  in ( 1) der elektrische Vektor der einfallenden 
W elle  zweim al nach der Zeit differenziert w ird, so folgt daraus, dass 
die gestreuten Vektoren proportional zu  v2 also die gestreute L ich tin 
tensität proportional zu  ? ~i  ist, und das ist das Rayleighsche G esetz. 
Z u r G ültigkeit desselben ist nur notw endig, dass die streuenden Partikeln 
(z. B . Gasatom e oder suspendierte T eilchen  in einer Flüssigkeit) genü
gend klein sein sollen. W ie aber die E rfahrung und auch die T heorie 
bew eist, ist das höchstens bis zu  einer Teilcchengrösse von 100 m p 
der Fall. Sind die T eilchen  ausserdem  regellos verteilt, wie z. B . in den 
erwähnten Beispielen, so muss man die von den einzelnen T eilchen

1 Th. Neugebauer, Theorie des Plotnikoweffektes. Phys. ZS. 41, 55, 1940. 
Im folgenden als 1. c. zitiert. Vgl. auch Zehn Jahre Plotnikoweffekt Die Umschau 
44, 233, 1940.
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gestreuten Intensitäten addieren. D ie  Gesam tintensität ist also zur T e il
chenzahl proportional. Ü ber die W inkelverteilung des gestreuten L ich tes 
sei noch erwähnt, dass wenn das einfallende L ich t unpolarisiert ist, 
diese Verteilung durch den Faktor

1 - f  cos2 ß  (2)

beschrieben w ird, w o ß  den W inkel zwischen der R ichtung des Prim är - 
strahles und der Streurichtung bedeutet.

D ie  Verhältnisse werden anders, wenn die G rössen der Partikeln 
nicht mehr vernachlässigbar klein im  Verhältnis zur W ellenlänge des 
L ichtes sind. Bekannterweise w urde dieser Fall von M ie2 theoretisch 
für kugelförm ige T eilchen  berechnet. D ie  M iesche T heorie ist ganz 
klassisch und bezieht sich auf M etallkügelchen; die R echnungen w urden 
speziell für Goldsole durchgeführt. D ie  wichtigsten Resultate der M ie 
schen Theorie sind, dass erstens je grösser die streuenden T eilchen  sind 
desto m ehr w eicht die räum liche V erteilung des gestreuten Lichtes 
von (2) ab und w ird nach vorne (also in der R ichtung des Primärstrahles) 
grösser und zweitens ändert sich auch die Abhängigkeit von der W ellen
länge auf die W eise, dass die starke B evorzugung des kurzw elligen G eb ie
tes im m er mehr abnim m t, so dass die Farbe des gestreuten L ich tes 
m it zunehm ender Teilchengrösse m ehr weiss w ird. D ie  Erscheinung 
geht zuletzt in die gewöhnliche Reflexion an den suspendierten T eilchen  
über. D ie M ieschen Form eln w urden von B lum er3 und von G ans4 
num erisch ausgewertet. Q ualitativ analoge Resultate erhielten für 
Kohlenstoffteilchen Senftleben und Benedict5 und ausserdem  für ver
schiedene andere T eilchen  Szegvári6 und Pokrowski.1

U m  zu sehen, wie die Verhältnisse bei grösseren T eilch en  sind, 
w ollen wir statt der klassischen T heorie von M ie  von dem  korpuskularen 
A ufbau  der M aterie ausgehen.8 W ir betrachten also die Streuung von 
einem  kleinen aus einzelnen Atom en aufgebauten G itter (F ig. 1) Solange 
die W ellenlänge des L ich tes sehr gross im  Verhältnis zu den räum lichen 
D im ensionen dieses G itters ist, kann die Streuung ebenso, w ie die eines 
Atom s (mit der entsprechend grösseren Polarisierbarkeit) behandelt 
werden. Ist das jedoch nicht m ehr der Fall, so m üssen w ir berücksich-

2 G. Mie, Ann. d. Phys. 25, 377, 1908. Vgl. auch P. Debye, Math. Ann. 
67, 540, 1909.

3 H. Blumer, ZS. f. Phys. 32, 119, 1925; 38, 304, 1926 u. 39, 195, 1926.
4 R. Gans, Ann. d. Phys. 37, 881, 1912; 62, 331, 1920 u. 76, 29, 1925.
6 H. Senftleben u. E. Benedict, Ann. d. Phys. 60, 297, 1919.
9 A . Szegvári, ZS. f. Phys. 21, 348, 1924.
7 G. I. Pokrowski, ZS. f. Phys. 41, 493, 1927.
8 Vgl. hierzu Th. Neugebauer, ZS. f. wiss. Photographie, Photophysik u. 

Photochemie 42, 80, 1943.
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A Primärstrahl B kleines Kristallgitter 
und C Streurichtung

tigen, dass die von den einzelnen G itterpunkten gestreuten Vektoren 
nicht m ehr in der gleichen Phase Sind, weil dieselben ja verschiedene 
Strecken zurückgelegt haben. Je grösser aber diese G angunterschiede 
sind, desto m ehr werden sich die von den einzelnen G itterpunkten ge
streuten V ektoren durch Interferenz aufheben. D ie Gangunterschiede 
verschw inden vollständig in der R ichtung des prim ären Strahles und 
nehm en dann mit grösser w erdenden Ablenkungsw inkel im m er m ehr zu. 
In der N ähe der Prim ärstrahlrichtung verstärken sich also die gestreuten 
V ektoren durch Interferenz; je m ehr aber die Streurichtung von dieser 
R ichtung abw eicht desto m ehr w ird  die gestreute Intensität durch Inter
ferenz abgeschw ächt. A nders ausgedrückt streuen grössere T eilchen 
vorw iegend nach vorne und das ist das M iesche G esetz.

Z ur Bestim m ung der Abhängigkeit von der W ellenlänge, m üssen 
w ir nur bedenken, dass je kleiner dieselbe ist, desto ausgeprägter w ird  
die erwähnte Erscheinung, w eil dann auch kleinere W egunterschiede 
zur A bschw ächung durch Interferenz genügen. D as bedeutet also, dass 
bei grösseren Partikeln der Proportionalität der Intensität des gestreuten 
L ich tes zu  4 diese Erscheinung entgegenw irkt. D ie  Farbe des gestreuten 
L ich tes also m it zunehm ender Teilchengrösse von blauviolett angefangen 
im m er m ehr in weiss übergeht. D am it sind die Resultate der M ieschen 
T heorie  qualitativ für die verschiedensten Teilchenform en und S u b 
stanzen hergeleitet.

Vergrössern w ir jetzt im  G edanken das fragliche K ristallgitter 
im m er m ehr, so w ird  auch die Streuung nach vorne im m er ausgespro
chener, und im  extrem en Falle eines unendlichen K ristallgitters bleibt 
die ganze Lichtintensität im  Prim ärstrahl; eine Streuung gibt es also 
überhaupt n icht.9 In diesem M asse kann das in der W irklichkeit selbst-

* Abgesehen von den Laueschen Diffraktionsrichtungen, die aber im opti
schen Gebiet keine Bedeutung haben.
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verständlich nicht der Fall sein, weil ja dem G itterfehler und W ärm e
schwingungen entgegenwirken und darum  auch feste K ö rp er und Flüssig
keiten das L ich t streuen, aber im m er viel w eniger, wie die selbe S u b 
stanzm enge im  Gaszustande. B ezüglich der W echselw irkung von L ich t 
und elastischen W ellen (W ärm eschwingungen) in festen K örpern  seien 
die Arbeiten von Brillouin,10 Mandelstam, Landsberg und Leontowitch11 
erwähnt.

§ 2. D er Plotnikoweffekt besteht bekannterweise darin, dass ein 
in ein hochpolym eres aus langen Fadenkettenm olekülen bestehendes 
M edium  eingestrahlter infraroter Strahl aus dem  kegelförm ig verbreitert 
heraustritt. Z u r Erklärung dieser Erscheinung w urde vom  Verfasser 
(1. c.) angenom men, dass im  fraglichen M edium  die langen Fadenketten 
sich in einzelnen Elem entargebieten zueinander parallel orientieren und 
dann Lichtbrechungen und Totalreflexionen an den G renzflächen  dieser 
Elem entargebiete die kleinen A bw eichungen von der geradlinigen A u s
breitung verursachen. D ie  G rössen der erwähnten Elem entargebiete 
dürfen selbstverständlich nicht klein im  Verhältnis zur W ellenlänge 
des L ichtes sein. Bei den erwähnten H ochpolym eren kom m en aber schon 
die Längen der einzelnen Fadenketten nahe zur W ellenlänge des L ich tes, 
so dass diese Bedingung erfüllt sein muss. Es sei noch besonders hervor
gehoben, dass die an den G renzflächen dieser Elem entarbereiche au f
tretenden Brechungen und T otalreflexionen von der anisotropen B indung 
der Atom e in den Fadenkettenm olekülen, die in den einzelnen Elem entar
gebieten verschieden orientiert sind, herrühren und daraus folgt zw ingend, 
dass der Effekt im  infraroten G ebiet erscheint, w eil ja derselbe von den 
infraroten O szillationsfrequenzen verursacht wird.

Eine analoge T heorie zur Erklärung der T rü b u n g  bei flüssigen 
K ristallen im  sichtbaren G ebiete w urde von Ornstein und Zernike12 
ausgearbeitet, nach der die an den G renzen der verschieden orientierten 
doppelbrechenden G ebiete auftretenden Reflexionen und Brechungen 
für die Erscheinung verantw ortlich gem acht werden.

W ie wir gesehen haben, nim m t die gew öhnliche L ichtstreuung 
m it zunehm ender W ellenlänge bei kleinen T eilchen  sehr schnell (mit A~4) 
ab, bei grösseren T eilchen  w ird zw ar diese Abnahm e langsam er, und 
geht bei sehr grossen T eilchen in die gewöhnliche R eflexion ü b er; es ist 
aber eine solche Teilchengrösse oder T eilchenform  überhaupt nicht 
denkbar, die nach dem  weiter oben besprochenen Gedankengange eine

10 L. Brillouin, Ann. de phys. 17, 88, 1922.
11 L. Mandelstam, £ . Landsberg u. M . Leontowitch, ZS. f. Phys. 60, 334, 1930.
12 L. S. Ornstein u. F. Zernike, Pr. Acad. Amsterdam 21, 115, 1917 und 

L. 5 . Ornstein, ZS. f. Krist. 79, 90, 1931.



RAYLEIGH— MIESCHE THEORIE U. PLOTNIKOW  EFFEKT 43

Streuung nur oder vorw iegend im  infraroten G ebiete zu  Folge haben 
könnte, d. h. eine Abhängigkeit von A m it einem  positiven Exponenten. 
E benso ist so eine E rscheinung auch experim entell ganz unbekannt. 
D iese T atsachen schliessen es vollkom m en aus, den Plotnikoweffekt als 
eine A rt R ay leigh — M iesche Streuung deuten zu können. D ie Erfahrung 
das ganz kleine G oldteilchen rubinrote Lösungen geben und die Farbe 
m it grösser w erdenden Teilchenradius in violett, blau und schliesslich 
grünlichgrau übergeht, hat M ie mit H ilfe seiner T heorie aus den E rfah 
rungstatsachen erklärt, dass G o ld  ein Absorptionsm axim um  im  G rünen 
und ein M axim u m  der R eflexion in R otgelb hat. D ieser Fall der 
selektiven L ich tstreuung ist aber bezüglich  unseres Problem s ganz 
bedeutungslos, ebenso wie die farbigen Sole und sei hier darum  nur der 
V ollständigkeit halber erwähnt. Sehr w ichtig ist es dagegen, dass gegen
ü b er der R ayleigh — M ieschen T h eorie , die eine vorw iegend im  infraroten 
G eb iet auftretende Streuung nicht im  Stande ist zu  erklären, aus der 
besprochenen T heorie des Plotnikoweffektes zwangsläufig eine eben in 
diesem  G ebiet auftretende Streuung folgt.

Zusam m enfassend sei folgendes bem erkt: Es ist unm öglich m it 
H ilfe der R ayleigh — M ieschen T heorie, was im m er fü r gezw ungene 
Annahm en m an auch über G rösse und F orm  der T eilch en  einführt, 
eine Streuung vorw iegend im  U ltraroten zu  erklären. A us der vom  V e r
fasser ausgearbeiteten T heorie  des Plotnikoweffektes folgt dagegen 
zw angsläufig, dass der Effekt eben in diesen G ebiet auftreten m uss. 
D ie  Annahm e von Verunreinigungen ändert an dem garnichts, w eil das 
infrarote L ich t durch trübe M edien um gehindert durchdringt.

Budapest, B ibliothek d. Technischen H ochschule, D ezem ber 1944.
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D E N  P R O Z E S S  D E R  O S M O S E .

VON Z. LÁSZLÓ.

(E IN G E G A N G E N  AM  10. M ÄRZ 1948.)

Ein Glasgefäss wird durch ein Glasfilter geschieden. (Abb. 1.) In beiden 
Fächern wird je eine Elektrode angelegt. In Fach 1. und Fach 2. kommen ver
schiedene Flüssigkeiten. Der Prozess der Osmose verändert sich durch die Wirkung 
des Wechselfeldes, falls die Moleküle des im Fach 2. vorhandenen Stoffes polar 
sind. Die Erklärung dieser Erscheinung ist darin zu suchen, dass sich die Assozia
tion von Molekülen auf Einfluss des Feldes verändert.

Die Versuchseinrichtung. D as zur Osm ose angewandte G efäss zeigt 
A b b . 1. D as Glasgefäss w ird durch eine G lasplatte, in der ein Jenaer 
Glasfilter „ G  3“  (16 x  16 mm) eingekittet war, 
geschieden. D ie Grösse der Poren des Glasfilters 
beträgt 15— 40 D as Zusam m enkleben des G e- 
fässes und Glasfilters geschah m ittels T alkum  W a s
serglaskittes. In Fach 1 war die viereckige E lek
trode dem F ilter ganz nahe, während sie in F ach 2 
dem Filter ferner lag. Ins G efäss tauchte zu bei
den Seiten ein R ührer, der mit hilfe eines M o 
tors gedreht w urde. D as G efäss war au f einem  
Gestell befestigt. O ben war es durch eine P lat
te gedeckt, in der sich zum  Eingiessen der F lü s
sigkeiten und für die A chsen des R ührers eine 
Ö ffnung befand. W ährend des M essens waren 
die Ö ffnungen gesperrt, um  das Verdam pfen zu  
verm indern. D ie  Flüssigkeiten w urden zu  gleicher

Zeit und bis au f gleiche H öhe durch einen Osmose. Der schattierte
T richter in beide Fächer gegossen. E in T ran s- Teil ist das Glasfilter,

form ator verm ittelte die W echselspannung. a und ^trodenf^ Elek
U nsere M essungen erstreckten sich au f 

verschiedenartige Stoffe. G em essen w urde ohne F eld  und dann m it F e ld  
die zeitliche Veränderung der Brechungsindizes und N iveaus. D as 
M essen der H öhen erfolgte m it H ilfe eines K athetom eters, das der 
Brechungsindizes mit einem  A b b é ’schen Refraktom eter.
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Abb. 2. Die zeitliche Veränderung der Brechungsindizes und Niveaus bei Benzol

und Nitrobenzol ohne Feld.

Messungsergebnisse. B ei unserer ersten M essung gebrauchten w ir 
B enzol und N itrobenzol. D ie  M oleküle des Benzols sind apolar, während 
das elektrische M om ent des N itrobenzols 3,9 D ebye Einheiten beträgt. 
U m  die Leitfähigkeit des N itrobenzols zu  verm indern, w urde es m it 
K alilauge und Soda ausgeschüttelt und einer W asserdam pf und V akuum 
destillation unterw orfen. D adurch  verlor es W esentlich an seiner L eit-
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Abb. 3. Die zeitliche Veränderung 
der Brechungsindizes und Niveaus 
bei Benzol und Nitrobenzol mit 

einem Feld von 2300 Volt.

A bb. 4. Die zeitliche Verände
rung der Brechungsindizes und 
Niveaus bei Benzol und Nitro
benzol mit einem Feld von 

3500 Volt.

fähigkeit. A b b . 2 zeigt die zeitliche Veränderung des N iveauunterschiedes 
und des Brechungsindexes, wenn sich in F ach 1 B enzol, in F ach 2 N itro 
benzol befindet. A nfangs erfolgte ein Abnehm en des N itrobenzols, bis der 
von der D ichtigkeitsverschiedenheit herrührende hydrostatische D ru ck
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sich ausglich. D anach verm engen sich die beiden Stoffe durch das S ch ei
dungsglas hindurch infolge D iffusion. D ie  U nterschiede zw ischen N iv e 
aus und Brechungsindizes nehm en allm ählich ab. W ährend des Prozesses 
steht N itrobenzol dem  D ichteverhältnis entsprechend tiefer.

U nser nächstes M essen durchführten w ir bei W echselspannung 
von 2300 V o lt. D ie  W irkung des Feldes erwies sich in doppelter W eise. 
Einerseits erfolgte die D iffusion schneller, wie es B rechungsindex —  
Zeitkurve aufw eist (A bb. 3), anderseits können w ir interessante W echsel 
in N iveauverschiedenheiten beobachten. W ährend ohne F eld  stets eine 
niedere H öhe von N itrobenzol zu  beobachten war, hat sich hier die 
L age w esentlich verändert. A nfangs des M essens, infolge des hyd ro
statischen D ruckunterschiedes war das N itrobenzol tiefer, dann als der 
D ichteunterschied abnahm , stieg das N itrobenzol höher. D ie  eingrei
fende W irkung des Feldes stellte sich bereits am  A nfang des M essens 
heraus. D as Sinken des N itrobenzol ist hier vom  geringeren G rad e, 
als es ohne F eld  der Fall wäre.

B ei G ebrauch der W echselspannung von 3500 V olt ist eine stärkere 
W irkun g des Feldes zu  verzeichnen (A bb. 4). Infolge der W irkung des 
stärkeren Feldes sinkt das N itrobenzol anfangs des M essens w eniger, 
nach W endung steigt es höher, und erfolgte die D iffusion noch schneller.

A u s den A bbildungen ist ersichtlich, dass die Stärke des Feldes 
den Prozess stark beeinflusst. D ie  folgenden M essungen sollen deshalb 
den Zusam m enhang zw ischen Feldstärke und N iveauveränderung fest
stellen. W ir schalteten zunehm ende Feldstärke an die K ondensator
platten. D ie  einzelnen Feldstärken liessen w ir so lange au f den S to ff 
einw irken, bis der E indruck der N iveaus derart abnahm , dass dieser 
langsame Prozess nicht m ehr als Zunehm en des Feldes, sondern als Prozess 
der Osm ose zu  verzeichnen war. U nser Resultat zeigt A b b . 5. A u f der 
Abszcissenachse sind die Spannungen in elektrostatischen Einheiten au f
getragen. A u f der Ordinatenachse ist der U nterschied der N iveaus ange
geben. Beim  0 punkt der Ordinatenachse standen beide N iveaus in 
gleicher H öhe. W ir massen die N iveauunterschiede von da abwärts, 
als noch das B enzol höher stand, und aufwärts, als das N itrobenzol sich 
über das Benzol erhob. D ie  W irkung des Feldes war bei 1500 V o lt 
bem erkbar. W ir zeichnen eine regelm ässig konstruierte Parabel von 
entsprechendem  Param eter neben die A ngaben der M essung. D araus 
ist ersichtlich, dass die Resultate der M essung ziem lich approxim ativ 
au f der Parabel liegen. W enn wir daher die Schw ellespannung von der 
tatsächlich angelegten Spannung substrahieren, so kommen w ir zu  dem 
Resultat, dass der N iveauunterschied mit dem Quadrat der Feldstärke 
proportional wächst.
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Spannung lei. stat. Emb.l

Abb. 5. Der Zusammenhang der Feldstärke und Niveauveränderung im Falle
Benzol und Nitrobenzol.

D ie hochgradige W ärm ezunahm e kann au f den Prozess der E rschei
nung grossen Einfluss ausüben. D eshalb massen w ir die W ärm ezunahm e 
während unseres M essens mit Therm oelem ent. B ei der Feldstärke 2300 
V olt steigt der W ärm egrad beider Stoffe um  2° Celsius, bei 3500 V o lt 
um  5° Celsius, was unbedeutend ist. Z u  bem erken ist noch, dass wenn 
die Osmose ohne Feld vor sich geht, und das F eld  erst später ein ge
schaltet w ird, so hebt sich das bisher niedriger gewesene N itrobenzol. W enn 
die Steigung aufhört, liegt die W ärm egradzunahm e innerhalb der F eh ler
grenze, und m acht max. 0,2° Celsius aus. D ie  vom  Felde verursachte 
Erwärm ung spielt daher bei der Entstehung der E rscheinung keine R olle.

D er Prozess der Osmose w ird durch den vom  elektrischen Felde 
erzeugten W irbel zeitlich beschleunigt. Z ur A usschaltung dieses Fehlers 
gebrauchten wir auf beiden Seiten den R ührer, sow ohl im  feldlosen
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Abb. 6. Die zeitliche Veränderung der Brechungsindizes und Niveaus bei Benzol
und 1,2-Dichloräthan ohne Feld.

Falle, als auch bei angelegtem  Felde. D er durch das Rühren entstehende 
Fehler fiel solcherart heraus.

W enn wir vom  obigen abweichend in F ach 1 N itrobenzol, in Fach 2 
B enzol gossen, erwies sich das F eld  als W irkungslos. D as Feld ist nur 
in dem  Falle als wirkungsvoll zu  betrachten, wenn ein polarer S to ff
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Abb. 7. Die Zeitliche Veränderung der Brechungsindizes und Niveaus bei Benzol 
und 1,2-Dichloräthan mit einem Feld von 4500 Volt.

sich zwischen den beiden K ondersatorplatten, d. h. im  elektrischen F eld  
befindet.

Im  nächsten T e il unseres Experim entes untersuchten w ir die 
Osmose des 1,2-D ichloräthan —  B enzol-Falles. D as elektrische M om ent 
des D ichloräthan beträgt 1,75 D eb ye  Einheiten. D er Prozess der Osm ose 
ohne Feld ist aus A b b . 6 zu  ersehen. D er Prozess innerhalb des Feldes
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ist gleich dem  des N itrobenzols (A bb. 7). Zuerst ist das N itrobenzol 
der D ichtedifferenz gemäss tiefer, später steigt es infolge Feldw irkung 
em por. D a  das elektrische M om ent des D ichloräthan kleiner ist, als das 
des N itrobenzols, ist eine grössere W irkung nur durch ein stärkeres 
F eld  zu  erreichen. D er W ert der angewandten Spannung war 4500 V o lt. 
D as F eld  verursachte keine bem erkliche Erw ärm ung, was der vollkom 
m enen Isolierung beider Stoffe zu verdanken ist. Bisher konnten wir 
nicht entscheiden, ob das D ichloräthan am Anfänge der Osm ose m it 
oder ohne F eld  tiefer gesunken war, denn das hydrostatische G le ich 
gew icht trat m it H ilfe des oben erwähnten Filters so rasch ein, dass 
die Z eit zw ischen der F üllun g und der Einschaltung des Feldes U n p ü n kt
lichkeit verursachte. Im  L au fe  der w iederholten M essungen traten 
diesen Punkt betreffend Streuungen ein. D er weitere V erlau f der 
K u rve  erweist sich den vorhergehenden änlich.

D anach untersuchten w ir die O sm ose des Pyridin —  Benzols. 
W ie bekannt, ist Pyrid in  eine leichte Base und sein D ipolm om ent beträgt 
2 ,11 D eb ye  E inheiten. D as verwendete Pyridin  war ein M erck'sches 
Präparat. D a  die D ifferen z des B rechunsindex beider Stoffe nicht gross 
genug ist, beobachten w ir nur die H öhendiffererz. D en  A b la u f der 
feldlosen O sm ose zeigt A b b . 8. D em  D ichteunterschied entsprechend 
sank das Pyrid in  und w ährend des Prozess der Osm ose glichen sich 
die N iveaus allm ächlich aus.

D ie  N iveaudifferenz bei E inschaltung von 3500 V o lt W echsel
spannung zeigt A b b . 9. N ach A usgleichung des hydrostatischen D ruckes 
steigt das N iveau des Pyridin  auf Einfluss des Feldes ein w enig, sinkt 
aber dann stark, wie es die A bbild un g anzeigt.

W urde in F ach  1 Pyridin , in F ach 2 B enzol gegossen, konnte keine 
vom  F eld  herrührende W irkung beobachtet werde.

D a  das Pyrid in  ein schlechter Isolator ist, entstand während der 
M essungen eine Erw ärm ung. D ie  Erw ärm ung nahm langsam zu, und 
nachdem  die D ifferenz der N iveaus das in A b b . 9 gezeichnete zweite 
M axim um  überschritt und ungefähr die H öhe des ersten M axim um s 
erlangte, m achte die W ärm ezunahm e ungefähr 6°aus. N ach diesem  Punkte 
trat eine schnellere W ärm ezunahm e ein. A u f Seite des Benzols war 
die Erw ärm ung um  ungefähr 2° höher, als das Pyridin im  grösseren 
Ausm ass dem  B enzol zuström te.

D ie  Veränderung des N iveaus w urde vom  Felde, aber nicht durch 
die entstandene W ärm ezunahm e verursacht. D avon können w ir uns 
auch unm ittelbar überzeugen. A ls die Osm ose ohne Feld ein wenig 
zunahm , w urde das F eld  eingeschaltet. A ls Folge der Feldw irkung sank 
das Pyridin , inzwischen war keine W ärm everänderung zu beobachten.
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Abb. 8. Die zeitliche Niveauveränderung bei Benzol und Pyridin ohne Feld.
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Abb. 9. Die zeitliche Niveauveränderung bei Benzol und Pyridin mit einem Feld
von 3500 Volt.

N ach der Ausschaltung des Feldes stellte sich das frühere N iveau 
wieder her.

D araufhin wurde die A rt der W irkung untersucht, w enn an beiden 
Seiten polare Stoffe verwendet werden. W urde in F ach 1 Pyridin , in F ach  2 
N itrobenzol eingefürt, so stand N itrobenzol niedriger. N ach  Einschaltung 
des Feldes steigt N itrobenzol über Pyridin . N ach  T au sch  der Stoffe 
sank als W irkung des Feldes das Pyridin . Im  gegebenen Fall behielten 
die polaren Stoffe die R ichtung ihrer als W irkung des Feldes eintretenden 
N iveauveränderungen dann bei, wenn der ausserhalb des Feldes befind
liche Stoff polarer A rt war. D en  ganzen Prozess der Erscheinung konnten 
w ir nicht beobachten. D en n wenn das F eld  längere Zeit eingeschaltet 
war, trat in Anbetracht des unvollkom m enen Isolierens der Stoffe ziem 
lich starke Erw ärm ung auf.

N eben polaren-apolaren, polaren-polaren Stoffen untersuchten w ir 
die Osm ose aber auch von apolaren-apolaren Stoffen. A u f die Osm ose 
des Tetrachlorkohlenstoff —  Benzol blieb .das elektrische W echselfeld  
wirkunglos, wie das ja bereits im  voraus zu  erwarten war.

Unsere Experim entaluntersuchungen zusam m enfassend kamen w ir 
schliesslich zum  Resultate, das der Prozess der Osm ose auf Einw irkung 
des Feldes sich verändert, so oft der polare S to ff sich im  elektrischen 
Feld befindet. Ist der apolare S to ff im  elektrischen F eld , so ist das F eld  
wirkungslos. D ie  Veränderung der Erscheinung der O sm ose im  elek
trischen Felde verursachen dem nach die polaren M oleküle, und es ist
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anzunehm en, dass ihre Assoziation mit dem  anderen Stoffe sich durch 
den Einfluss des elektrischen Feldes verändert. D ie  Folge davon ist 
die Veränderung des osm otischen D ruckes. Es ist als allgem eine Satz 
anzunehm en, dass die N iveauunterschiede quadratisch von der F e ld 
stärke abhängen. D ie  R ichtung der N iveauveränderung ist aber en t
gegengesetzt, w enn es sich um  N itrobenzol —  Benzol, Benzol —  Pyridin 
handelt. D ie  Entscheidung darüber, welche Eigenschaften der Stoffe 
die R ichtung der Veränderungen bestim m en, beansprucht weitere experi
mentelle U ntersuchungen. W ie der V erlau f der Erscheinung von der 
G rösse des D ipoles, von seiner L age im  M olekül, von der Polarisations- 
fähigkeit des apolaren M oleküls, von den im  Stoffe vorhandenen Ionen 
abhängt, darüber können nur eingehendere Experim ente A ufschluss 
geben.
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V O N  K. F. N O V Ö B A T ZK Y .
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(Eingegangen am 5. Juli 1949.)

Es wird eine Erweiterung der linearen Übertragungen vorgeschlagen, 
die das Photonen- und Mesonenfeld interpretiert.

Z w eck  d er vo rlie g e n d e n  A r b e it  ist, das Photonen- u n d  M esonen
fe ld  a u s d iffere n ta lg e o m etrisch e n  P r in z ip ie n  h erzu le iten , ohne dio 
bein ah e u n v erm e id lich  sch einend e fü n fte  D im ension  !in A n sp ru c h  
zu  nehm en. D ass d ie  rein e R iem an n sch e G eom etrie d azu  n ich t au s
re ich t, lie g t a u f der H an d . S ie  b esitzt kein en  geom etrisch  d eu tb aren  
V ek to r, d er d as V ie re rp o te n tia l fI\ v e rtre ten  könnte, noch einen 
a n tisym m etrisch en  T en sor F '^ m i t  dem  die F e ld g rö sze n  id e n tifiz ie rt 
w erd en  könnten. A b e r  a u ch  der v ie l w e iter  gesp an n te  R a h m en  der 
lin earen  Ü b e rtra g u n g en  erw e ist s ich  a ls zu enge. B ezeich n et m an 
die  Ü b e rtra g u n g sp a ra m e te r  m it r ik , d ie  C h risto ffe lsch en  S ym b o le  

0
m it r iklf so erm ö glich en  die lin earen  Ü b e rtra g u n g en  d u rch  die 
B ezieh u n g

rikl= L l+Tikl (l)
d ie E in fü h ru n g  des T en so rs T ikl . W o h l liesze sich  au s diesem  d u rch  
V e r jü n g u n g  d er V e k to r  <&k—  Trk hersteU en und aus diesem  e in  
a n tisy m m etrisch er  T en sor, aber d am it w ä re  w en ig  erreich t. D er 
G ru n d g ed a n k e  der E in ste in sch e n  G ra v ita tio n sth e o rie  besteht eben 
d arin , dasz vo n  den vo rh an d en en  M assen keine G ra v ita tio n s k ra ft, 
sondern eine R a u m -Z e it form ende W irk u n g  au sg eh t und d asz deL 
M assen p u n k t in  der d era rt gekrü m m ten  W elt eine- re in e  In ertia l-  
b ew eg u n g  a u sfü h rt. J ed e  geom etrisch e  T h e o rie  des e lek tro m ag n e
tischen  F eld es m uss dasselbe fü r  d ie  anw esenden L a d u n g e n  fo rd ern : 
das erzeu gte  F e ld  m uss a ls A u s d ru c k  ein er R a n m -Z eitfo rm u n g  
ersch ein en  und eine P u n k tla d u n g  eine k rä fte fre ie  B ew egu n g  au s
fü h ren . A ls  A u s d ru c k  h ie fü r  dient d as G le ieh u n gssystem  der geo 
d ätisch en  L in ien , r ich tig e r  A u to p a ra lle le n . N u n  la u ten  diese G le ich 
u n g en  fü r  den F a ll  der lin earen  Ü b e rtra g u n g en

d 2x ‘ o , dx* d x k , dx' d x k _
d s2 +  ik d s  d s  +  ik d s  d s ~  K )

u n d  es ist ersich tlich , dasz es ve rg e b lich e  M ü h e w ä re  in  d er g e sch il
derten W eise  au s T ik einen a n tisym m etrisch en  T en sor bilden  zu
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wollen, da doch n ich t dieser, sondern T ‘k selbst in den geodätischon 
G leich ungen  a u f tritt.

E s  soll h ier —  g an z k u rz  g e fasst —  eine kleine A n a ly se  der 
Ü b ertragu n gen  P la tz  finden, die geeignet ist, zu zeigen, w ie  man 
den R ah m en  der lin earen  Ü b e rtra g u n g en  erw eitern  kann.

G egeben sei ein  P u n k t  A  (.v) und ein  ben ach barter P u n k t 
B (x-\-d x ).  D ie E n tfe rn u n g  der beiden e rg ib t sieh nach  der R ie 
m annschen F o rm el zu

ds2 =  g ikd x i d x k. (3)
—̂

D as P u n k te p a a r  A B  besitzt aber n ich t n u r einen G röszenw ert, son
dern au ch  eine R ic h tu n g , es ste llt einen V e k to r  dar. D a ra u s  ent
sp rin g t die F o rd e ru n g , V ek to ren , die zu  versch ied en en  R au m p u u k- 
ten gehören, ve rg le ich en  zu können. M an  d enke sich  in A  den V e k 
to r v, in  B  den V e k to r  V  gegeben. D ie u n v erä n d e rte  Ü b e rtra g u n g  
des V e k to rs  v  n ach  B  e rm ö g lich t d ie  B ild u n g  des D iffe re n z e n v e k 
tors, der das E rg e b n is  der V e rg le ic h u n g  d arstellt. N un v e r lie r t  aber 
der A u sd ru ck  „u n v erä n d e rte  Ü b e rtra g u n g “ in  gekrü m m ten  R äu m en  
jed en  bestim m ten Sin n . E s b leibt k e in  an d erer A u sw e g , a ls die e in 
d eutige  A b b ild u n g  des V e k to rra u m e s von  A  a u f den von  B .  D a d u rch  
w ird  dem V e k to r  v  in  A  e in  V e k to r  v in B  zugeordnet, dem. d ie  
R o lle  des S te llv ertre te rs, des D o p p elgän gers von  v  zukom m t. J e tz t  
la szt sich der D iffe re n zen v e k to r  von  V  und v, so ll heiszen vo n  V  und 
v, anstandslos bilden.

D ie A b b ild u n g  so ll n a tü rlic h  n ich t g a n z  w illk ü r lic h  sein. M an  
w ird  erstens dem  P r in z ip  der S te tig k e it  gem äsz fo rd ern , d asz d ie  
K om ponenten von v  und s ich  n u r in fin ite sim a l untersch eiden. 
A lso

v' =  vl+ f \ v h), ( 4 )

wo f l(vk) eine in fin ite sim a le  F u n k tio n  der K om pon en ten  vo n  v  dar- 
slellt.

Z w eitens lä szt sich  v  (au f u n en d lich  v ie le  Weisen!) a ls Sum m e 
zw eier V e k to re n  Ui und u? a u ffa ss e n : vt= u [  - f  u[. M a n  w ird  v e r
langen, dasz der ü b e rtra g e n e  V e k to r  v die Sum m e der zw ei ü b er
tragen en  M -Vektoren sei:

V  =  Ü{ +  a[f (5)

wo

öi =  «i+/'(«*■), ü{ =  u l2+ f ‘ (u k2). (6)

N a ch  (4) e rg ib t sich

v< = (u[ +  u{) +fiu\ +  u\), (7)

nach (5)

vl =  u[+ ul2 + fl(uk) +f(ul). (8)
A u s den beiden G le ich u n gen  e n tsp rin g t d ie  F u n k tio n a lg le ic h u n g

/ '(ö f)  + / '( « 2) = f l{u\ +  u\) (9)

u n d  als L ö su n g  f ' ( x ) = a 1. x .  M a n  h a t dem nach v ' = v ' +  a'tf,  d. h. 
die K om ponenten  von  v  d ü rfen  n u r lin e a r  a u ftreten . D ie  K o e ff i-
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zien ten  a\ s in d  F u n k tio n en  der K o o rd in aten .
S c h lie sz lic h  m uss der in fin ite sim a le  C h a ra k te r  der a\ zum  

A u s d ru c k  g eb ra ch t w erden. Im  S in n e  d er lin earen  Ü b e rtra g u n g en  
g esch ieh t das d ad u rch , d asz m an  die einzelnen a\ a ls  L in e a rfo rm en  
d er K o o rd in a te n d iffe re n zia le  an setzt: «,•—  —  rikl d x k un d  d em gem äsz

vl =  v1— r  kl d x k. (10)

B e k a n n tlich  b ild en  d ie  C h ris to ffe lsch e n  S ym b o le  eine w ic h tig e  U n 
te rk la ss e  der Ü bertragungsparaim jcter u n d  zeichnen sich  d a d u rch  
au s, d asz s ie  in  den In d izes i u n d  k  sy m m etrisch  sin d  u n d  den 
B e tr a g  des V e k to rs  bei der Ü b e rtra g u n g  u n v erä n d e rt lassen. S ie  
e rfü lle n  d ie  R e la tio n

0 0 d P ,
J i » + *w « = -7 g r .  Ul)

*

In  der G ra v ita tio n sth e o rie  w erd en  a u sscliliesz lich  diese P a ra m e te r  
benützt.

U m  einen S c h r itt  w eiterzukom m en , m öge die gan ze K o n s tru k 
tion  übernom m en werden, m it der e in zig en  A b ä n d e ru n g , d asz m an 
d er F o rd e ru n g , « se i u n en d lich  k lein , noch eine andere m öglich e 
a n a ly tisc h e  F a ssu n g  gibt. In  diesem  Sin n e sei

a \ =  —  r a! d x k —  F j d s ,  (12)

w o ds die E n tfe rn u n g  A  B  bedeutet. D an n  w ird

vJ =  v] —  rikIvidxk —  F i 'v 'd s .  (13)

D ie  erste  A u fg a b e  besteht in  der n äh eren  B estim m u n g  des 
T en so rs F*.  D a s e in sch rän ken d e P r in z ip , das d azu  g eig n et ist, e r
g ib t s ich  g a n z  u n g e zw u n g e n  a u s der F o rd e ru n g , vo m  gew ö h n lich en  
P a ra lie lism u s so v ie l a ls  m ö g lich  zu  übernehm en, w en a schon der 
B e g r i f f  selbst d u rch  k e in  zw in gen d es K r ite r iu m  festzu legen  ist.

E s  m öge deshalb  v e r la n g t  w erden, d asz der ü b ertrag en e  V e k 
tor denselben B e tr a g  habe, w ie  der u rsp rü n g lich e . W ie  le ich t zu 
zeigen , b le ib t d an n  a u ch  d er W in k el, den zw ei V ek to ren  einschlie- 
szen, u n v erä n d ert. D ie  a u s  zw ei V e k to re u  g eb ild ete  F ig u r  w ird  dann 
d u rch  die Ü b e rtra g u n g  k o n g ru e n t ab geb ild et. D as Q u ad rat des

V e k to rs  im  P u n k te  A  is t  g ikvivk. Im  P u n k te  B : j g ; - f  (̂ ~ d x ^ v i vk.

(¿Ta +  d x lj (vi— r rlivrd x ’ — F rivrds)(vk— r rlkvrd x ,— F rkvrd s ) = g ikv>vk. (14)

V e rn a c h lä s s ig t  m an d ie  G röszen  zw eiter  O rdnung, so nim m t die 
G le ich u n g  d ie  F o rm  an

(-■ r(li- n „ + - ^ r )  (15)

D a s  erste  G lied  versch w in d et n ach  (11) identisch , das zw eite  n u r 
dann, w enn F ik a n tisym m etrisch  ist. G erad e  ein  so lch er T en sor sp ie lt 
in  der B esch re ib u n g  des Photonen- und M esonenfeldes d ie  H a u p t
rolle. D a s bedeutet e in stw eilen  n ich ts w eiter, a ls  das m an das rieh-
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tige  R o h m ateria l erh alten  hat, die lin earen  Ü b e rtra g u n g en  (in v ie r  
D im ensionen) geben aber n ich t einm al dieses.

N u n  g ib t es noch eine F o rd e ru n g , die n ich t zu  u m gehen  ist 
und S ch w ie rig k e ite n  m it sich  b rin gt. D er D iffe re n ze n v e k to r  vo n  V  
und v  m uss u n a b h ä n g ig  sein davon, ob m an v  vo n  A  n ach  B  v e r 
p flan zt, oder V  vo n  B  nach  A .  E s  w ä re  w id ersin n ig , dias E rg e b n is  
des V e k to rv e rg le ich e s  d avon a b h ä n g ig  m achen zu  w ollen , w elch er 
V e k to r  ü b ertrag en  w ird . V e rp fla n z t m an  also  den V e k to r  v  von  A

I n ach  B ,  so w ird  d er D iffe re n ze n v e k to r  in  B

Vl — vl =  V l— vl +  i y  v'dx* +  F ilvid s A B. (16)

W ird  u m gekeh rt d er V e k to r  V  von  B  n ach  A  ü b ertrag en , so erg ib t 
eich fü r  den D iffe re n ze n v e k to r  in  A

Vl- v ' = V l- v l + r ikl Vid x ,' - F il V id sBA. (17)

(Stren g genom m en h ä tte  m an in  diesem  F a lle  F ik!(x-\-'dx) u n d  
Fi {x+ d x)  zu schreiben. D ie  d a rau s en tsp rin gen d en  G röszen  zw eiter 
O rd n u n g sind se lb stverstän d lich  ve rn a ch lä ssig t). U m  nun die beiden 
A u sd rü ck e  des D iffe re n ze n v e k to rs  ve rg le ich en  z u  können, ist es 
n otw endig, d ie K om pon en ten  (17) als in  A  gegeben  zu b etrach ten  
und von  A  n ach  B  zu  ü b ertrag en . B is  a u f G röszen erster O rd n u n g 
gen au  erg ib t dies

Vl- v ' + r ik'V id x * - F iW id sBA- r ii\ V i- v i) d x ’' - F i\ V i- v i) d s AB=
0 ( ‘ O/

=  V ' - v l +  r iilvid x h +  F ilvidsAB— Fi Vi(dsBA +  d sAB).
D er V e rg le ic h  m it (16) ze ig t, d a sz  Ü b erein stim m u n g n u r  dann v o r 
handen ist, w en n  a sBA=  —  d sAB genom m en w ird . W ä h re n d  die K o o rd i- 
n a te n d iffe re n tia le  der lin e a re n  Ü b e rtra g u n g e n  bei d er rü c k lä u fig e n  
V e rp fla n z u n g  a u to m atisch  das V o rze ich e n  w echseln , m uss ein  P r in 
zip  a u sfin d ig  g em ach t w erden, um  dasselbe fü r  ds  zu e rzie ’en.

L ie g e n  A  und B  a u f einer K u r v e  m it irg e n d w ie  au sg ezeich n e
tem  D u rch la u fs in n , so ist d ie  W a h l n ich t schw er. M an w ird í/ s¿ B po
s it iv  nehm en, w enn B  a u f A  fo lg t und u m gekeh rt. B e fin d e t sich  
n u n  B  im  elem en taren  L ic h tk e g e l vo n  A ,  d an n  kan n  A  m it B  im m er 
d u rch  eine W e ltlin ie  verb u n d en  w erd en  und [jeder solch en  L in ie  
w ird  d urch  das W eltgesch eh en  d ie  in v a r ia n te  R ic h tu n g  V e rg a n g e n 
h e it-Z u k u n ft a u fg e p rä g t. D a ra n  än d ert auojh die S p ie g e lu n g  der 
Z eitachse nichts. M an  w ird  n ich t jü n g e r, w en n  m an sich  eine U h r  
b esch a fft, deren Z e ig e r  in  v e rk e h rte r  R ic h tu n g  lä u ft. F ü r  den r e i
nen Geom eter m ag es befrem den d  sein, d ie  D iffe re n tia lg e o m e tr ie  
m it einem  em pirisch en  D a tu m  zu v e rk n ü p fen . F ü r  den P h y s ik e r  
sich erlich  n ich t, denn er b ra u ch t den V e k to rv e rg le ic h  aussch liesz- 
lich  zu r B estim m u n g  d er B esch leu n ig u n g , jed e  B e w e g u n g  v e r lä u ft  
aber im  S in n e der Z u k u n ft.

S c h w ie r ig e r  liegen  die V e rh ä ltn isse , w en n  B  sich  a u szerh a lb  
des L ich tk e g e ls  vo n  A  befindet. D an n  g ib t  es kein e W e ltlin ie , d ie  A  
m it B  verb in d et u n d  kein e  a u sg ezeich n ete  R ic h tu n g . E s  b le ib t d ann 
w ohl n ich ts anderes ü b rig , a ls  in  e in  fü r  a lle m a l gegeb en er R e ih e n 
fo lg e  v ie r  In v a ria n te n  fli (̂ q), a2 (x), cts (x), a 4 (x) an zunehm en und
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m it ih re r  H ilfe  jed em  P u n k t ein e Z a h l zuzuord n en  W ie  bei e in er 
v ie rste llig e n  Z a h l fü r  den W e r t  derselben in  erster R e ih e  die erste  
d an n  d ie  zw e ite  u n d  d an n  d ie  ü b rig e n  Z iffe r n  v e ra n tw o rtlic h  sind, 
so sollen  a u ch  h ie r  d ie  In v a r ia n te n  a ls  Z iffe rn  gew eh rtet w erden. 
A u f  diese W eise  g e lin g t es, d ie v ierd im en sio n ale  P u n k tm a n n ig fa l
tig k e it in  ein  lin ien fö rm ig e s  K o n tin u u m  einzureihen. V o n  zw ei 
P u n k te n  ist d ann le ich t festzustellen , w elch er d er frü h ere , w elch er 
der sp ätere  ist. D a s  Ü bereinkom m en m ag la u ten : dsAB ist p o sitiv  zu  
nehm en, w en n  A  der frü h ere , B  der sp ätere  P u n k t is t  u n d  umge^ 
keh rt.

E s  soll n ich t übersehen  w erden, d asz je tz t  ds2 n e g a tiv , ds  also 
im a g in ä r  w ird . D a d u rch  nehm en die K om p on en ten  a u ch  eines re e l
len  V e k to rs  d u rch  V e rp fla n z u n g  kom plexe W e rte  an. M an  w ird  es 
daher k a u m  a ls  H ä rte  em pfinden , w enn vo n  a llem  A n fa n g  an  k o m 
p le x e  G roszen e in g e fü h rt w erden.

S ch lie sz lich  m uss die F r a g e  bean tw o rtet w erden, w oh er die 
v ie r  b en ö tig ten  In v a r ia n te n  zu  nehm en sind. W ir  w ollen  uns h ie r  
ausgesprochen  a u f  a lg eb ra isch e  In v a r ia n te n  beschränken. U n ser 
T e n so rv o rra t is t  m it g ik u n d  F ik ersch ö p ft. D ie  e in zig e  a lg e b ra isch e  
In v a ria n te , d ie  sich  a u s  dem  sym m etrisch en  g ik- T en so r b ild en  
läszt, ist das Q u a d ra t g ik g 'k. D a  es in  jed em  P u n k t den W e rt 4 an
nim m t, kom m t es n ic h t w e ite r  in  B e tra c h t. A u s  F ik lassen  sich  zw ei 
In v a ria n te n  herstellen. D a s Q u a d ra t F ik F ' k u n d  die In v a ria n te

(FuFa +  F u F n +  Fu Fa ) ± .  ( ¡ 9 )
U
D a  noch zw ei w eitere  b en ö tig t w erden, is t  m an gerad ezu  bem iiszigt, 
F ik n ic h t a ls p r im itiv e  G rösze zu betrach ten , sondern a ls  d ie R o ta 
tion  eines V ie re rv e k to rs  0¡.  D an n  h at m an n äm lich  die zw ei w e i t e 
ren  In v a r ia n te n  (5,.©‘ u n d  das Q u ad rat des V e k to rs  F ikOk. S o lch e ra rt 
ergeben  sich  n ich t n u r d ie  v ie r  b en ötigten  In v a ria n ten , sond ern  es 
w ird  —  sozusagen  einem  Z w a n g e  gehorchend  —  die F o rd e ru n g  der 
P hotonen- u n d  M esonentheorie b e fr ie d ig t, d ie den R o ta tio n sch a ra k 
te r  vo n  F ik v e rla n g t.

E s  m uss noch erw äh n t w erden, w elche der v ie r  In v a r ia n te n  a ls 
L a g ra n g e fu n k tio n e n  ben ützt w erd en  sollen, um  die F e ld g le ich u n g e n  
in  F o rm  vo n  V a ria tio n sg le ich u n g e n  zu  erhalten . D ie  zw eite  und die 
v ie r te  In v a r ia n te  sch eid en  so fo rt aus. D ie  E u lerseh en  G leich un gen , 
d ie  der zw eiten  entsp ringen, la u ten :

d F iZ dF M d_Fi2 _
öjc4 + dx2 + dxl 1 j

u n d  d rei w eitere. S ie  w erd en  zu  Id en titä ten , w en n  F ik die R o tatio n
e in es V e k to rs  ist. D ie. v ie r te  In v a r ia n te  h in g e g en  g ib t kein e lin earen
F e ld g le ich u n g e n . D ie  Q uan ten theorie  v e r la n g t aber, diass die W e l
len g le ich u n g en  der E lem en tarte ilch en  lin e ar seien. E s  v e rb le ib t 
a ls  L a g ra n g e fu n k tio n  d ie  K o m b in atio n

L  =  F itF ii +  a & i & .  (21)

F ü r  a —  0 e rh ä lt  m an  d as Photom enfeld, fü r  a > 0 d a s  M esonenfeld.
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D ie B ew e g u n g sg le ich u n g  ein er P unkltladun g la u tet im  S in n e 
der D yn a m ik : M asse X  B esch leu n ig u n g  =  L o re n tzk ra ft. F orm elm ä- 
szig , w enn u die V ie re rg e sc h w in d ig k e it bedeutet

D er erw eiterten  Ü b e rtra g u n g  gem äss ist aber die lin ke Seite  n ich ts 
anderes, a ls die B esch le u n ig u n g , die L o re n tz k ra ft  w ird  zum  o r g a 
nischen B esta n d teil derselben u n d  die G le ich u n g ist zu lesen: B e 
sch leu n ig u n g  =  0 . D ie  P u n k tla d u n g  v o llfü h r t  in  der d u rch  M assen 
urld Ladungen- g efo rm ten  W e lt eine rein e Inertialbew iegnng, ih re  
-G eschw indigkeit b le ib t n ach  G rösse und R ic h tu n g  erhalten .

Zu bem erken ist, dasz die besprochene Ü b e rtra g u n g  wohl e in  
k o va rian tes  D iffe re n tia l, aber kein en  k o v a ria n ten  D ifferen tia lq u o r 
tienten lie fe rt. D ieser ist au ssch lieszlich es P r iv i le g  der lin earen  
V erp fla n zu n g e n . D ie  E x is te n z  des D iffe re n tia ls  a ls A u s d ru c k  des 
D ifferen zen vek to rs ist p h y sik a lisch e  F o rd e ru n g , dem  Q uotienten 
fä llt  led ig lich  d ie  a n a ly tisc h e  A u fg a b e  zu, aus gegebenen T en soren  
neue zu bilden.

E s  ist G eschm acksach e, ob m an bei der lin earen  Ü b e rtra g u n g  
verbleiben  w ill und diafür eine fü n fte  D im ension  m it in  den K a u f  
nim m t, die p h y s ik a lisc h  n ich t zu  e rk lä re n  ist, oder lieb er die Ü b er
tra g u n g  etw as erw eitert und die ta tsä ch lich e  D im en sion szah l der 
W e lt  beibehält.

(22)

oder

(23)
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SU M M A R Y

It follows from Eötvös’ simple, considerations underlying Iiis famous ex
periment ou ‘ he proportionality of inertia and gravity of matter, that a body  

floating freely on a surface of water at rest could not be. in equilibrium, were  
its constant of gravity different of that of the water, because the direction of 
its weight in this case w'ould not be perpendicular to the surface of the water. 

As a consequence the body had to move northward or southward (to the poles 
or to the equator) accordingly whether its constant of gravity is supposed to 

be greater or lesser than that of the water, and on the same ground the rota
tion of a celestial body would cause the separation of the various substances 

constituting .it. —  In a preliminary report on this subject (2.) observations 

on 'the first phenomenon had been described presenting at the same time a  
new experimental method for proving Newton’s law of the proportionality of 
gravity and inertia, which even in our crude experiment went beyond the accuraccy  

of 1:60.000 of Bessel’s classical pendulum experiments. —  In the present paper 

dealing with the same subject from a more general point of wiew, the author, 

w ould like to emphasize the importance of the above conclusions laying par
ticular stress on the non- existence of the mechanical effect in question, which 
he regards to be the most simple and most direct proof of the validity of 

K'ewton’s law  elucidating at the same time the important role of this law  
in the constitution of the Universe.

N ew to n ’s law , sta tin g  the p ro p o rtio n a lity  of in ertia  and g r a 
v i t y  o f m atter, i. e. the independence o f the constant o f g ra v ita tio n  
o f the ch em ical co n stitu tio n  and the p h y s ic a l cond itions o f m a tte r  
is one o f the m ost re m a rk a b le  and  best estab lish ed  la w s o f c la ssica l 
p h ysics. I t  h as been p ro ved  e x p e rim e n ta lly  b y  E ö tv ö s  and  h is co lla
b o ra to rs1 to  be tru e  w ith in  a lim it  o f e rro r  less th a n  1:2.10®, an d  it  
seem s h a v in g  atta in ed  to its  fu ll s ig n ific a n c e  in  E in ste in ’s fo rm u la 
tion  o f h is  p rin cip le  of equivalen ce, w h ich  is  the b a sis  o f the gene
ra l th e o ry  o f r e la tiv ity .

. W e might in this connection refer to the following dialectical 
contradictions, which like other instances in the progress of science, came 

to light in this case too. The general theory of relativity, and more par
ticularly the principle of equivalence were often criticized on various  

grounds. One of the most serious objections is as follows: An accelerated
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system is per definiùonem  an uniform one. the accelerations of its diffe
rent points being the same, while the field of gravitation is essentially  
non-uniform. Eötvös was the first to recognize, analyse and measure 
succesfully the minute variations of the field of gravity, even within 
the limit of a span, and yet the theory, based on his results, proclaims 
the equivalence of those two systems. The second contradiction, though 
more formal, is no less peculiar. Eötvös was more experienced in the  
„handling“ of gravitation, then any other physicist before him. He was 
capable to influence at will the period of oscillations and sensitivity of 
his torsional balance through masses approached to the latter; the ge
neral theory of relativity declares notwithstanding the gravitation to 
be merely a fictitious force!

T a k in g  into account these circu m stan ces, it  is  n a tu ra l to  ques
tion w h eth er the p ro v in g  o f th is  fu n d a m en ta l la w  o f p h y sics  m ig h t 
not be possible b y  u sin g  a sim pler device th an  E ö tv ö s ’ d e licate  an d  
co stly  torsion al balance, an d  w h eth er its  role, in  the stru ctu re  o f the 
U n iverse  m ig h t not reveal itse lf in  sim p ler consequences th a n  those 
deduced in  the g e n era l th e o ry  o f r e la t iv ity . I  w a s able  to sh ow  m an y 
f e a r s  ago  th is  bein g  in d eed  th e  case.

L e t  us im a gin e  a b o d y  flo a tin g  fre e ly  on a su rfa c e  o f w a te r  
at rest or of a n y  other liq u id , in  our re g io n  o f the earth , the m iddle 
p a rt o f the northern  hem isphere. Supposing the body to h av e  a 
constant of gravitation d iffer in g  from  that o f  water or o f  th e  l iq u id  
in question, this body had to m ove spontaneously in  the northward  
or souhtward direction according to w hether its  gravitational con
stant is greater or lesser than that o f  the liquid.

NS, . . . . earth’s axe, 0......... earth’s cendter
P C  . . . .  centrifugal force for unity of mass (lg)
P G  . . . gravity of l g  water
P G ’ . . . .  gravity of I g of an other substance “s”
Pg . . . .  weight of l g  water
Pg’ . . . . weight of 1 g  of the substance “ s”
hh . . . .  “horizontal” of water (perpendicular to Pg)

W e w ill p ro ve the tru th  of th is statem en t b y  rem in d in g  us of 
the fam ous exp erim en t o f E ö tv ö s  and th e  co n sid eratio n s u n d er
ly in g  it. T he w e ig h t of a b o d y  is  the resu lta n t o f  tw o  forces, h a v in g
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in  g e n era l d iffe re n t d irection s, n a m e ly  th a t o f th e  g r a v ity , d irected  
to w a rd  the e a rth 's  centre, and o f its in ertia , i. e. the c e n tr ifu g a l 
force  re su ltin g  fro m  the ro tatio n  o f the earth , w h ich  is  perpen~ 
d ic u la r  to  the a x is  of the la tter. T h u s fo r  tw o  bodies, h a v in g  d if fe 
ren t p ro p o rtion s: g r a v it y  to  in ertia , the d irectio n  o f the resu ltan ts, 
i- e. th e  d irectio n s of th e ir  w e ig h ts  could  not be th e  sam e, one o f the 
tw o „ v e r t ic a ls “ p o in tin g  m ore n o rth w a rd , the o th er m ore so u th 
w ard .

In  E ö tv ö s ’ exp erim en t the tw o bodies to be com p ared  Avere 
p la ce d  on the term in als of h is  ba lan ce  p o sitio n ed  in the east-Avest 
d irection , and i t  Avas exam in ed  w h eth er b y  tu rn in g  the in stru m en t 
rou n d  180°, a  h o rizo n tal couple, re su ltin g  fro m  the supposed d iv e r 
g e n ce  o f the tw o  „ v e r t ic a ls “, does m a n ifest itse lf  or not?

T h e exp erim en t I h a v e  proposed is a sim p ler one: L e t u s  choose 
a liq u id , e. g. w a te r  as a b o d y o f referen ce  an d  re g a rd  its  su rfa c e  
as „h o rizo n ta l“ ; th e  p e rp e n d icu la r to th is  su rfa ce , i. e. the d ire c 
tion  of its A veight w ill be our „ v e r t ic a l“ . T h e  substan ce to  be co m p a 
red  is  sh a p ed  in to  th e  fo rm  o f a  sm all „b o a t“ to be p laced  on the 
su rfa c e  of the Avater. S h o u ld  th is  su bstan ce h a v e  a g ra v ita tio n a l 
constant d iffe re n t fro m  th a t  of the Avater, th en  its  w eigh t could  no 
lo n g e r be p e rp e n d icu la r to  the su rfa ce  o f the Avater, and th e  h o 
r izo n ta l com penent o f its  A A 'e ig h t had  to m ove it n o rth w a rd  or 
so u th w ard , as stated  above. In  m y  p re lim in a ry  re p o rt (2) I  h a v e  
re fe rre d  to  th is  e x p e rim e n t as to a neAV m ethod fo r p ro v in g  the la w  
in question, and  on m y  su g g e stio n  som e in fo rm a tiv e  m easurem ents 

'r e g a r d in g  the a c c u ra c y  of the m ethod w ere  also  carried  oút b y  M r. 
M . R ó zsa. O b serv in g  a  m a g n etized  needle f lo a tin g  on w a te r tro u g h  
a s im p le  m icroscop e o f 15 X  m a g n ifica tio n , a h o rizon tal force, as 
sm a ll as 10 m g, e xerc ised  on it  b y  a  m ag n et rod, an d  a m o u n tin g  
a b o u t one h u n d red  m illio n  p a rt of its  w e ig h t, could  h a v e  been de
tected. T h is  re la tiv e  v a lu e  o f  the h o rizo n tal com ponent corresponds 
to  a  supposed d iffere n ce  o f 1:100,000 be.tAveen th e  two g ra v ita tio n a l 
con stan ts; th a t is  to  s a y  th a t ou r crude exp erim en t, th o u g h  it  Avent 
beyo n d  the a c c u ra c y  of 1:60,000 of B e se l’s c la ssica l p en d ulum  exp e
rim en ts, Avas a b o u t 1000 tim es less sen sitive , th a n  th at o f E ö tvö s. 
S in ce then  I  hadl no o p p o rtu n ity  to rep eat an d  im p ro ve  it, an d  it 
is d o u b tfu l, AA'hether su ch  an en d eavo u r Avould be successfu l. B u i  
a p a r t  fro m  th at, o u r exp erim en t h a s an oth er aspect too. I t  w ill to 
an yo n e fa m ilia r  Avith m ech an ics a p p e a r m ost u n lik e ly , th a t a  f lo a 
tin g  b o d y  on ou r e a rth  should  m ove sp on tan eo u sly  tOAvards the poles 
or the equator. In  o th er w o rd s: it  AÂ ould be v e r y  su rp riz in g , should 
the ro tatio n  o f a ce lestia l b o d y  ca u se  th e  sep a ra tio n  o f th e  v a r io u s  
su b stan ces co n stitu tin g  it. T h e  non-existence o f  th>s phenom enon  is 
a s im p le  and m ost im portant consequence o f  ■ N ew ton’s law, and it 
appeals, I  th in k, m ore d ire c tly  to ou r m ech a n ica l in tu itio n , then re 
fe rr in g  to the eq u al v e lo c ity  o f free  fa ll or eq u al period  of p en d ulum  
o scillation s, and a t the sam e tim e it  is  m ore concrete, th a n  E in ste in ’s 
p rin cip le  o f equ ivalen ce.

W e  Avish fin a lly  to  p o in t out th e  p a ssa g es in  E ö tv ö s ’ p a p e rs  r e 
lated Avith o u r subject. I n  p ap er (1) d ea lin g  Avith the th e o ry  o f h is
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w ell kn o w n  exp erim en t quoted above, h3 ca lcu la tes  on p a g e  
15— 16 fo r d iffe re n t v a lu e s o f a  supposed sp ecific  g r a v ity  the e x tre 
m ely sm all an gle  betw een the d irection s of th e  tw o  „v e r tic a ls “ be
lo n gin g  to tw o  d iffe re n t su bstan ces and  he rem arks, th a t „ in  th at 
case the plum be-line w ould, in  general, not be p erp en d icu la r to  the 
surface o f a  liq u id  at re st“ , bu t he doesn’t m ention  the consequence 
o f th is as to the. b eh a vio u r o f a flo a tin g  body. W e  w o u ld  lik e  to em 
ph asize fo r  the rest, th at our considerations and the ab o ve  e x p e ri
m ent had  been su g g ested  a t  an e a rlie r  d ate b y  E ö tvö s 'p a p e r: „G eo 
detic R esearch es in  H u n g a ry , p a r t ic u la r y  those c a rrie d  out w ith  the 
aid of the to rsio n al b alan ce“ . (R eport presented to the X V I - t h  G en e
ral M eetin g  o f the In te rn a tio n a l A sso cia tio n  o f G eodesy, L ondon and 
C am brid ge, 1909.) A t  the end of th is  paper, a fte r  s ta tin g  th a t  i f  there 
e x is ts  a n y  d iffere n ce  at a ll in  the con stan ts o f g r a v it y  o f the su b 
stances exam ined, su ch  d iffere n ce  m ust, in  accord an ce w ith  his e x 
perim ents, be sm aller, th a n  one p a rt in  hun d red  m illion , he sa y s : 
,.It fo llo w s th a t tw o  equipotential su rfaces, b e lo n g in g  to tw o  d if fe 
rent substances and to u ch in g  each  o th er a t  the equator, w ill not 
d iverg e  m ore th an  0,014 cm  on the poles“ , and h e ad ds: „E v e n  i f  th e  
p h ysicist, b y  successive  im p ro vem en t o f h is  m ethods o f research , 
should  in  the fu tu re  d isco v er m ore m in u te  traces of a selective» 
g r a v ity , the geodesist w ould  confin e h im se lf to the d eterm in ation  
o f a  s in g le  geoid, com m on fo r  all substan ces.“ A s  a p p e a rs  fro m  th is  
quotation, th is lin e  of th o u g h t w as o n ly  one step  short of ou r ex p e 
rim ent, th is  step bein g  to ask, w h a t w ill  h ap p en  to  a b o d y i f  it is  
p laced  on an eq u ip o ten tia l su rfa ce  b e in g  not its  own,

Septem ber 6. 1948.
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NOTE.

After closing m y paper I had the opportunity to read the original, un
abridged manuscript of the paper (1), submitted in 190S as a prize-work by  

Eötvös and his collaborators to the Beneke-foundation of the University of 

Göttingen. On page 14. Eötvcs deals with the influence of a specific gravity on 
the form of the equipotential surfaces of the weight. Let g  resp. g ' =  g ( l — k) 
be the values of the acceleration of free fall for two different substances. Their 
equipotential surfaces, -touching each other at the equator, will diverge in this 
case on the poles by

z  =  (x/2g ) . r2«»2 =  —  1,380,250. x cm.
Let e. g. x =  1/20,000.000 then z  =  — 0,069 cm.
Eötvcs remarks moreover, that positive values of x correspond to an ele

vation, negative ones to a depression on -the poles, and he goes on saying: „One  

¡might imagine such a secretion of terrestrial substances, namely an accumula
tion of substances with positiv x on the poles, and of those with negative x
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in the enviroment of the equator, but! the eventual effective forces are certainly 

too small and the insistences against these too great to render such a sepa

ration possible.“
This sentence, never published, contains apparently the last step of the 

conclusions w e missed in Eotvos’papers, bivt even here the subject was treated 

b y  him rather practically and experimentally and not from the point of view  

of principles.



T H E O R E T IS C H E  B E R E C H N U N G  D E R  F O R M  
U N D  B R E I T E  D E R  C O M P T O N -L IN IE .

VON A. KÓ N YA IN BU D A PE ST.

Auf Grund der Theorie von J. W. du Mond für den Comptonschen Streu
prozess wird die Form und Breite der Compton— Linie auf statistischen Grund
lagen berechnet. W ir betrachten die Elektronenwolke des Streuatoms mit an
gegebener Dichteverteilung als ein vollständig entartetes Elektroné!!gas am ab
soluten Nullpunkt der Temperatur und bestimmen ihre Impulsverteilung auf 
Grund der Fermi-Diracschen Statistik, woraus man durch einfache nume
rische Rechnungen die Form und Breite der Compton-Unie gewinnt. Diese Me
thode hat für schwerere Atome den Vorteil, dass zur Durchführung der Rech
nungen nur die mittlere gesamte Elektronendichte und nicht alle einzelnen Ein
elektroneigenf unktionen nötig sind, was im Vergleich zur wellenmechanischen 
Methode eine wesentliche Vereinfachung bedeutet. Die erhaltenen Resultate 

stehen mit den exakten wellenmechanischen Ergebnissen und auch mit dem 
empirischen Befund in guter Übereinstimmung.

1. E inleitung .

W en n  R ö n tg e n stia lilc n  an  A tom en  g e stre u t w erden, besteht die 
gestreute S tra h lu n g  w ie bekan n t aus zwei K om pon en ten : a a s  der 
R a y le ig h -S tra h lu n g  m it u n geän d erter W elle n lä n g e  u n d  aus der 
„m o d ifiz ie rte n “ Com pton— S tra h lu n g . F ü r  die W e lle n lä n g e  d er le tz t
genan nten  S tre u lin ie  gab  C om p ton 1 die F o rm el

A  =  4  +  2 / s in 2Ö 2, (I)
welche, g ii’ t ig  ist, w enn die S tre u u n g  an v ö llig  fre ie n  und ruhen d en  
E lek tro n en  gesch ieh t. H ie r  bedeutet X'c die W e lle n lä n g e  d er m od i
fizierten  S treu lin ie , der sogen an n ten  C om pton— L in ie , die W e l
lenlänge. der p rim ä r e in fa llen d en  R ö n tg e n stra lre n  und 6 den S tre u 
w inke], w äh ren d

0,0243 A
me

eine K o n stan te , die Com pton-W ellen länge ist.
Gl. (1) g ib t a lso  im  F a lle , dass d ie  e in fa llen d e  S tra h lu n g  stren g 

m onochrom atisch  ist, eine e in zig e  sc h a rfe  Com pton-L inie, N a c h  den 
experim en tellen  E rgeb n issen  ist a b er diese in koheren te S tre u stra h 
lu n g  keine sch arfe  L in ie , sondern v e rb re ite rt  sich  ü ber einen, w enn 
au ch  k lein en  W ellen län gen b ereich , ist a lso  e in  schm ales, k o n tin u ier

1 A. H. Compton, Phys. Rev. (2) 21, 483, 1923; Phil. Mag. 46, 897, 1923,
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lich es B a n d  m it c h a ra k te r is tisch e r  In te n sitä tsv e rts ilu n g . D ie  W e l
len län ge, w elch e m it m a x im a le r  In te n sitä t a u f  tr itt, lie g t seh r n a h e zu  
A. undl d ie  In ten & itätsverte ilu n g  im  B a n d e  ist in B e z u g  a u f dieses M a 
x im u m  fa st sy m m etrisch .2 D er G ru n d  fü r  diese E rsch ein u n g en  ist, 
dass d ie  S tre u u n g  n ich t an  freien , ruhen d en  E lektron en , sondern an  
gebundenen u n d  bew egten  E le k tro n en  gesch ieh t. F ü r  diese E le k tro 
nen k a n n  m an  aber ke in e  sc h a rf d e fin ie rten  Im p u lsw erte  angeben, 
nach  der Q u a n ten m ech a n ik  ist n u r  d ie  Im p  u lsv e rte ilu n g  an gebb ar. 
M eh rere  V e r fa s s e r  haben  R ech n u n gen  a u f  quan ten m ech an ischan  
G ru n d la g e n  zu r B estim m u n g  der F o rm  der C om pton-L inie, d. h. zu r  
B estim m u n g  der In te n sitä tsv e rte ilu n g  im  C om p ton -B an d e d u rch g e 
fü h rt.3 A u s  diesen g eh t h ervo r, d ass fü r  d ie  k le in e  V e rsch ie b u n g  der 
m a x im a len  In te n sitä t  von  \ c und fü r  die k le in e  A sy m m e trie  in  der 
In te n sitä tsv e rte ilu n g  des B a n d es  re la tiv is tisch e  E ffe k te  u n d  d ie  G e
b u n d en heit der E le k tro n en  v e ra n tw o rtlic h  sin d 4; das W esen tlich e 
fü r  d ie  F o rm  d er L in ie  ist a b er d ie  Im p u lsv e rte ilu n g  d er E lek tro n en  
im  A to m . D ie  L in ie n fo rm  a u f G ru n d  der Im p u lsv e rte ilu n g  der E le k 
tron en  im  S treu a to m  zu berechnen is t  das Z ie l d er vo rlie g e n d e n  A r -  
beit, w obei w ir die Im p u lsv e rte ilu n g  m itte ls  sta tistisch en  B e tra c h 
tu n g e n  au s der a ls  b ek an n t vo ra u sg esetzten  D ic h te v e rte ilu n g  der 
E lek tro n en  bestim m en.

§ 2. G ru n d zü g e der T heorie  von  </• W . du, Mond.

J . W . du M ond h at eine e in fa ch e  T h e o rie  en tw ick e lt,5 m it w e l
ch er m an  a u f  G ru n d  k o rp u sk u la rth eo retisch en  Ü b erleg u n g en  die 
F o rm  d er C o m p to n -L in ie  erm itte ln  kan n , w en n  die Im p u lsv e rte ilu n g  
d er E lek tro n en  b ek an n t ist. B e z ü g lic h  E in ze lh eiten  v erw eisen  w ir  
a u f  d ie  z itie rte  O rig in a la rb e it  vo n  du M ond und w ollen  h ie r  k u rz  
n u r  die G ru n d g ed an k en  h ervorheben . D iese T h eo rie  ist eine E r w e i
te ru n g  d er e lem en taren  k o rp u sk u la rth e o retisch en  A u ffa s s u n g  de3 
Com pton-Effekts®  fü r  den F a ll,  dass die Streuzen tren  b ew egte  E le k 
tronen sind. E s  e r g ib t  sich, d ass in  diesem  F a lle  neben dem  Com p- 
tonschen E n e rg ie v e r lu st am  p rim ä r  e in fa llen d en  P h o to n  a u c h  ein 
D o p p le r-E ffe k t entsteht, w a s  die W ellen län ge  der C om p ton -L in ie  
w e iter  m o d ifiz iert. D iese W e lle n lä n g e n ä n d eru n g  ist vo n  d er G rösse 
u n d  R ic h tu n g  das A n fa n g s im p u lse s  des S treu elek tro n s a b h ä n g ig . 
Im  F a lle , dass die Im p u lsve k to re n  der S treu elek tro n en  a lle  den g le i
chen B e tr a g  p  besitzen, d ie R ic h tu n g e n  d er Im p u lsv e k to re n  ab er a u f 
die R a u m ric h tu n g e n  g le ich m ä ssig  v e r te ilt  sind, bekom m t m an  n ach

2 J. W. du Mond und P. Kirkpatrick, Rev. Sei. Instr. 7, 88, 1930; J. W. 

du Mond, Rev. Mod. Phys. 5, 1, 1933; E. O. Wollan, Phys. ZS. 35, 353, 1934; 

P. A. Ross und P. Kirkpatrick, Phys. Rev. (2) 46, 668, 1934.
3 Q. Wentzel, ZS. f. Phys. 43, 1 , 1927: 43, 779, 1927; 58, 348, 1929; F. 

Schnaidt, Ann. d. Phys. (5) 21, 89, 1934; F. Bloch, Phys. Rev. (2) 46, 674, 1934.

4 W . Franz, ZS. f. Phys. 90, 623, 1934; 95, 652, 1935.
5 J. W. du Mond, Rev. Mod. Phys. 5, 1, 1933.
0 Siehe z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Bd. I, S. 46 ff. 

5 Aufl., Vieweg, Braunschweig, 1931.
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du M ond7 eine S tre u u n g  m it kon stan ter In ten sitä t um  die Com pton- 
sche L in ie  Ac in dem B ere ich

— 2 - ^ - ; . * < / <  2 - — /T, (2)
mc —  —  mc

wo l die W e llen lä n g en versch ieb u n g  v o n  Ac) m die M asse des 
E lektron s, c die L ic h tg e sch w in d ig k e it und

X* =  sin 0/2 (3)

bedeuten .8
Im  S treu a to m  seien nun E lek tro n en  m it e in er Im p u lsv e rte ilu n g  

<P (p) vorhand en, d. li. d ie Z a h l d er E lektron en , deren Im p u lsb e tra g  
zw isch en  p und p - f  dp  fä llt, sei $  (p )dp . W ie au s Gl. (2) fo lgt, geben

YiicL
d ie  E lek tro n en  m it Im p u lsw erten  zw isch en  p —  - fr**-  und p  +  dp

A n la ss  zur S tre u u n g  im  W ellen lä n g en g eb iet 21 u m  A., m it einer I n 
ten sitä t dJ.  W ir  können w eiterh in  annehm en, d ass die vo n  diesen 
ELektronen v e ru rsa ch te  gesam te S tre u in te n sitä t m it der Z a h l dieser 
E lek tro n en  proportion al ist, dass also.

4 ¿ ' d j  —  k'  ffi (p) dp

ist. M an e rh ä lt so fü r  die F o rm  der C om p ton -L in ie  d u rch  eine In te g 
ra tio n  die fo lgend e S ch lu ssfo rm el i

m = k j m * p ,  (4)

<i
wo k  einen P ro p o rtio n a litä ts fa k to r  bezeichnet und

m c l
q — (5)

ist. In  Gl. (4) haben w ir die G le ich u n g  des P r o fils  des Com p ton B a n 
des als F u n k tio n  von  q s ta tt a ls  F u n k tio n  vo n  l a u sg ed rü ck t, w a s den 
¡Vorteil hat, dass der S tre u w in k e l n ich t e x p liz ite  vorkom m t. Is t  e in 
m al das In te g ra l in  Gl. (4) au sg ew ertet, so bekom m t m an die F o rm  
der C om pton-L inie in  versch ied en en  S tre u ric h tu n g e n  d ad u rch , dass 
m an  m itte ls Gl. (5) und (3) a u f die A b szissen ach se  eine an d ere  S k a 
len ein teilu n g  a u f trä g t.

In  dieser Theorie, sp ielt d ie  G ebunden heit der E lek tro n en  n u r 
in so fern  eine R olle, so fern  diese in  ®(P) e in geh t. R e la tiv is tisc h e  E f 
fekte  w u rd en  h ie r  g ä n z lic h  ve rn a ch lä ssig t. So  erh alten  w ir  n a tü rlich  
ein e sym m etrisch e  F o rm  fü r  die C om p ton -L in ie m it m a x im a le r  I n 
ten sitä t bei q —  0, a lso  bei Af>.

7 J, W. du Mond, 1. c.
8 Die hier angegebene Formel für ist nur ein Nälierungsausdruck, 

was aber uns im folgenden genügt. Man vgl. J. W. du Mond, 1. c.
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Z u r B estim m u n g  d er F o rm  der C o m p to n -L in ie  benötigen  w ir  
a 'so  die. F u n k tio n  ®(p|), d. h. d ie ra d ia le  E le k tro n e n v e rte ilu n g  im  
Im p u lsrau m .9 In  diesem  § w ollen  w ir  noch k u r z  die w ellen m ech an i
sche M ethode zu r  B estim m u n g  d er F u n k tio n  ®(p) sch ild ern , im  
n ä ch stfo lg en d en  § w erd en  w ir  d ann diese Im p u lsv e rte ilu n g sfu n k tio u  
vo n  sta tistisch en  B e tra ch tu n g e n  au sgeh en d  bestim m en.

A u f  G ru n d  der W ellen m ech a n ik  kan n  m an ö>(p) aus den Im p u ls
e ig en fu n k tio n en  der einzelnen E lek tro n en  a u fb au en . Solch e Im p u ls
e ig en fu n k tio n en  sind n u r  fü r  d as W a sse rsto ffa to m  e x a k t  b ek a n n t10, 
fü r  A to m e m it h ö h erer O rd n u n gszah l k a n n  m an  diese n ä h e ru n g s
w eise a u f G ru n d  der D ira csch en  T rau sfo rm a tio n sth eo rie  bestim m en. 
Is t  n ä m lich  ^  (r) d ie N ä h e ru n g  e in er E in e ’ ek tro n eig e n fu n k tio n  im  
S tre u a to m  —  bestim m t d u rch  die V a riatio n sm eth o d e  oder d u rch  
irgen d w elch e  and ere w ellen m ech an isch e Näherungsm ethode^ —  so 
bekom m t m an die Im p u lse ig e n fu n k tio n  dieses E lek tro n s n ach  der 
T ran sfo rm a tio n sth e o rie  m itte ls  der F o rm el

X*(P) =  (2 Tt)-'7* |p| = p .  (6)

Z u  in te g rie re n  ist a u f den gan zen  K o o rd in a te n rau m . A n s  dieser Im 
p u lse ig e n fu n k tio n  kan n  m an  w eiter  die F u n k tio n

h ( P )  =  \xlXkP*‘ i°) (7)

bilden, die die W a h rsch e in lich k eit d a fü r  an gib t, dass das E lektron  
einen Im p u lsb e tra g  zw isch en  p  und p  +  dp  h at. I ,.(p ) ste llt a lso  die 
Im p u lsv e rte ilu n g  eines E lek tro n s dar. In  Gl. (7) bedeutet d  das 
Kaum w inkele^em ent des Im p u lsrau m es und zu  in te g rie re n  ist über 
den gan zen  B a u m w in k e l W en n  die E in e lek tro n eig en fu n k tio n en  
ipk(r) a u fe in a n d e r o rth o go n al sind, k an n  m a n  —  w ie D un can son  und 
C oulson g e ze ig t h ab en 11 —  die. ra d ia le  E lo k tro n en v e rte ilu n g  im  I m 
p u lsra u m  a ls  eine e in fa c h e  S u m m e au s den F u n k tio n en  I  (p) d a r
ste llen  u n d  dann m it (4) die F o rm  d er C om p ton -L in ie  berechnen. 
D a ra u s  können w ir  w e iterh in  au ch  d ie  H a lb w e rtsb re ite  des Com p- 
ton -B an des e in fa ch  ablesen, d. h. den doppelten  W e rt jen er W e lle n 
lä n g e n v e rsch ie b u n g  l 0 vo n  gerechn et, fü r  w elch e

M )  _  i 
7 (0) 2

ist.
A u f  diesen G ru n d la g en  h ab en  m eh rere  V e rfa ss e r  R ech n u n gen  

d u rch g e fü h rt, so B u r k h a r d t12 fü r  N e  m it E in elektro n eigen fu n ktio n en

9 0{p) ist also das Analogon zur radialen Elektronenverteilung 4 ^ r-Q 
im Koordinatenraum, wo r den Abstand vom Kern und q =  q (r) die mittlere 
Elektronendichte im Koordinatenraum bedeuten.

10 B. Podolsky und L. Pauling, Phys. Rev. (2) 34, 109, 1929.
11 W. E. Duncanson und C. A. Coulson, Proc. Cambr. Phil. Soc. 37, 406,

1941.
12 G. Burkhardt, Ann. d. Phys. (5) 26, 567, 1936.
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von S latersch em  T y p 13, dann K irk p a tr ic k , R oss und R itla n d  m it 
eben falls S latersch en  E ig e n fu n k tio n e n  fü r  d ie  E lem en te im  p e rio d i
schen S y stem  vo n  H  bis A r 1*, w e iterh in  D un can son  und C oulson fü r  
die E lem en te vo n  H  b is N e15 m it E in e le k tro n e ig e n fu n k tio n e n  be
stim m t d urch die w ellenm ech anisch e V a riatio n sm eth o d e16.

B u rk h a rd t h a t ä h n lich e  R ech n u n gen  fü r  N e  au ch  m it H artree- 
E ig e n fu n k tio n e n  durch g e fü h rt.17 D a  m an ab er m it der H artreesch en  
M ethode des „self-consistent f ie ld “ fü r  die E ig e n fu n k tio n e n  n u r  nu
m erische T ab ellen  en th ält, m uss m an bei Z u g ru n d e le g u n g  dieser E i 
gen fu n ktion en  a lle  In te g ratio n e n  n u m erisch  d u rch fü h ren , w a s  die 
R ech n u n gen  seh r la n g w ie r ig  und m ü h sam  m acht.

§ 3. S tatistisch e B eh a n d lu n g  der E lektronen  zu r  B estim m u n g  
ih rer Im pulsverteilung.

A u f  G run d  d er A n n a h m e n  d er im  vo ran geh en d en  § k u r z  b e
sprochenen du M ondschen T h eo rie  (freie  E lek tro n en  m it vo rg egeb e
ner Im p u lsverte ilu n g ) b ietet sich  eine g ü n stig e  G elegen h eit z u r  A n 
w en d un g der sta tistisch en  M ethode. D a ru n te r  versteh en  w ir  n ic h t 
u n b ed in gt die V e rw e n d u n g  dies statistisch en  A tom m od ells, w ie  dies 
B u rk h a rd t18 fü r  N e  a u f  G ru n d  des Thom asl F e rm isch e n  sta tistisch en  
A to m m o d ells19 g e tan  hat, sondern w ir  w ollen  a llg e m e in e r  d ie  m it 
irgen d w elch er w ellen m ech an isch en  N äh eru n gsm eth o d e bestim m te 
E lektron en vertie ilu n g des S treu a to m s im  S in n e  der sta tistisch en  
T h eo rie  behandeln. W ir  nehm en also  gem äss den G ru n d la g e n  
der statistisch en  T h eo rie  des A to m s an, dass sich  d ie  E le k tro 
nen im  A to m  m it e in er D ich tefu n k to n  Q v e rte ile n  und d ie  in  den 
einzelnen V o lu m en elem en ten  dv  b e fin d lich en  E le k tro n en  vo n  d er 
A n z a h l gdv  a ls fre i betrach tet, a lso  a ls  ein  entartetes, d er F e rm i- 
S tatistilc  fo lgen d es E le k tro n en g a s  am  abso lu ten  N u llp u n k t der T em 
p e ra tu r  b eh an d elt w erd en  können. W ir  h a b en  es a lso  m it d er Im 
p u lsv e rte ilu n g  dieser fre ie n  E lek tro n en  zu  tu n  u n d  w o llen  aus d ie
sen G ru n d lagen  au sgeh en d  die F u n k tio n  &(p)  au fb au en .

B u rk h a rd t h a t fü r  N e  m it dem  T h o m as-F erm isch en  A to m m o 
dell eine H a lb w e rtsb re ite  erhalten , d ie  w eg en  d er M ä n g e l dieses 
M odells im  V e rg le ic h  m it dem  exp erim en tellen  E rg e b n is  zu k le in  
ist. H ier w erden w ir  diese R ech n u n g  g le ic h fa lls  fü r  N e  m it den k o r
r ig ie r te n  sta tistisch en  A to m m o d ellen  d u rch fü h ren , u n d  z w a r  m it 
dem  d u rch  den A u sta u sch  e rw e ite rte n  T h o m as— F e rm i— D iracsch cn

13 J. C. Slater, Phys. Rev. (2) 36, 57, 1930.
14 P. Kirkpatrick, P A. Ross und H. O. Ritland, Phys. Rev. (2) 50, 928,

1936.
15 W. E. Duncanson und C. A. Coulson, Proc. Phys. Soc. LVII, 190, 1945.
10 W. E. Duncanson und C. 4 . Coulson, Proc. Roy. Soc. Edinb. 62 A, 37,

1944.
17 Q. Gurkhardt, 1. c.
18 G. Burkhardt, 1. c.
19 L. Thomas, Proc. Cambr. Phil. Soc. 23. 542, 1927; E. Fermi, ZS f-

Phys. 48, 73, 1928. (
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M o d ell20 (gelö st d u rch  d as J en sen sch e V e r fa h re n 21) und auch  m it dem  
vo n  G om bás d u rch  die K o rre la tio n  etrweiterten statistisch en  Atom m or 
d e ll22. W e ite rh in  w erd en  w ir  m it zw ei versch ied en en  w e ’lenm echani- 
sch en  D ich tev erte ilu n g e n , indem  w ir  diese sta tistisch  a u ffassen , 
R ech n u n gen  d u rch fü h re n  und aHe diesen m it einander und m it den 
exp erim en te llen  D a te n  verg le ich en .

W ir  bestim m en die Im p u lsv e rte ilu n g sfu n k tio n  ® (p ) w ie  fo lg t. 
E s  sei d ie  m ittle re  E le k tro n en d ich te  im  K o o rd in a te n ra u m  q =  q (r.) 
bekan n t und n u r  e in e F u n k tio n  des A b stan d es vo m  K e rn  r. Im  
a llgem ein en  fä llt  diese F u n k tio n  m it w achsen d em  r  m onoton ab. 
W en n  w ir  d ie  in  einem  R au m e!em en t dv  en thalten en  E le k tro n en  a ls  
fre ie s  en tartetes G as betrach ten , so fü lle n  sie  n ach  der F erm i-S ta - 
t is tik  am  absoluten  N u llp u n k t d er T em p e ra tu r eine K u g e l u m  den 
O rig o  des Im p u lsra u m e s m it dem  R a d iu s 23

p m= ( 3 7 t 2) ’'ä (>'/• =  3,0037  q1'3 at. Einh. (8)

au s. S o  ist a u c h  p m eine m onoton fa llen d e  F u n k tio n  v o n  r. E s 
können also E lektron en , die ein en  Im p u lsb e tra g  p,„ haben, im  K o o r
d in ate n ra u m  n u r  in n e rh a lb  der K u g e l um  den O rig o  m it dem  R a 
d iu s r —  r ( p m) Vorkom m en, fü r  w elch en  r-W ert Gl. (8) e r fü llt  ist.

D ie  E le k tro n en  m it dem  Im p u lsw ert zw isch en  p u n d  p  +  dp  
fü lle n  a lso  im  K o o rd in a te n ra u m  einen R a u m te il vo m  In h a lt
4  7 T  •

—— [r(p)]3 aus u n d  im  Im p u lsra u m  einen  R a u m te il vo m  In h a lt
o
4trpidp. Im  P h a sen ra u m  ist also ein  R a u m te il vo m  V o lu m en

4 n p 2 d p ^ [ r ( p ) ] B— n h 3 (9)

a u sg e fü llt, w o  n  d ie A n z a h l d er E le m en tarze lle n  des P h a sen ra u m e s 
v o n  d er G rösse h 3 bedeutet, d ie  d u rch  die E le k tro n en  m it dem  Im 
p u lsb e tra g  zw isch en  p  u n d  p  +  dp  a u s g e fü llt  w erden. A n d e rse its  ist 
d ie  Z a h l d ieser E lek tro n en  g le ich  (P (p)dp. N u n  ist u n ser E lektron en- 
g a s am  absoluten  N u llp u n k t d er T em p e ra tu r  v o llstä n d ig  en tartet, 
w a s  bedeutet, dass in je d e r  E lem en tarzelle , vo m  V o lu m en  h 3 zw ei 
E le k tro n en  m it a n tip a ra lle le m  S p in  sich  befinden, d ass also

? n  =  (D(p)dp  (10)

ist. E s  fo lg t  d ann a u s G l. (9) u n d  (10)

o d er in  a to m aren  E in h e ite n  •= 1 at. E in h .j a u sg e d rü ck t

20 P. A. M Dirac, Proc. Comb-. Phil. Soc. 26y 141, 1936.
21 H. Jensen, ZS. f. Phys. 101, 141, 1936.
22 P. Gombás, ZS. f. Phys. 121, 523, 1943. Für eine zusammenfassende 

Darstellung des ganzen Problemkreises siehe P. Gombás, Die statistische Theorie 

des Atoms und ihre Anwendungen, Springer, Wien, 1949.
23 Im folgenden benutzen w ir  überall atomare Einheiten.
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'Hp)=^[r(p)\>p\ (11)
A u s  der H e rle itu n g  dieser F o rm el fo lg t, dass w enn Q die n orm ierte 
E lektron en d ich te  bedeutet, d. h. w enn

J Q(iv. N

is t  (N  =  E lek tro n en za h l des S treu ato m s; zu  in teg rie re n  ist über den 
gan zen  K o o rd in aten rau m ), d aun a u ch  0 (p) n o rm iert ist, dass also 
dann au ch  fo lgen d er Z u sam m en h an g besteht

# j & ( p ) d p  =  N .  N (12)

M it  H ilfe  vo n  Gl. (11) bekom m en w ir  fü r  die F o rm  der Com p- 
ton-"Linie n ach  Gl. (4j)

00

J(q) =  k j  £ - [ r ( p ) ] * p d p .

D en P ro p o rtio n a litä ts fa k to r  k  bestim m en w ir  in Ü b erein stim m u n g 
m it D uncanson und C oulson24 so, dass a u ch  die In te n sitä tsv e rte i
lu n g  norm iert sei, dass also die G le ich u n g

+ 00

J J{q) dq —  \
-  CC

bestehe. M it Gl. (12) können w ir  le ich t zeigen, d ass dies d er F a l l  ist, 
1

w enn w ir k  =  setzen. S o m it haben  w ir  also fü r  die F o rm  der 

Com pton-Linie. die F o rm el
00

=  j [ r ( p ) ] 3p d p .  ( 13)

i

§. 4. R esultate.
N u m erisch e R ech n u n gen  h aben  w ir  fü r  das N e  d u rch g e fü h rt, 

da fü r  dieses E lem en t gen au e M essu n gsergebn isse25 v o rlie g e n  und 
a u ch  w eil —  w ie  schon erw ä h n t —  z a h lre ic h e  th eoretisch e U n te r
su ch un gen  d u rc h g e fü h rt a u f G ru n d  d er du M ondschen T h eo rie  m it 
d er M ethode der Im p u lse ig e n fu n k tio n e n 20 v o rzu fin d e n  sind, so d ass 
w ir  unsere R e su lta te  n ich t n u r m it den em p irisch en  sondern  au ch  
m it diesen a u f  anderen G ru n d la g en  erhalten en  theoretischen  E r g e b 
nissen v e rg le ich en  können. F ü r  E lem en te m it k le in ere r O rd n u n g s
za h l als die vo n  N e  könnten  w ir  unsere M eth ode n ic h t g u t anw endeu, 
da die E lek tro n en za h l d ieser A to m e zu  k le in  ist u m  eine s ta tis ti
sche B eh an d lu n g sw eise  zu gestatten .

24 W. E. Duncanson und C. A. Coulson, Proc. Phys. Soc. LVU, 90, 1945.
2r’ H. Kappelcr, Ann. d. Phys. (5) 27, 129, 1936.
20 Man. vgl. die schon zitierten Arbeiten von G. Burkhard!, von P. Kirk- 

patrick, P. A. Ross und H. 0 . Ritland und von W. E. Duncanson und C. A. 
Coulson.
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W ir  h ab en  bei u n seren  R e ch n u n g e n  fo lgen d e E lektronen Vertei
lu n g en  zu g ru n d e  g e leg t: d ie D ic h te v e rte ilu n g  des T h o m as— P e rm i—  
D iracsclien  sta tistisch en  A tom m od ells, d ie des von  G om bas d u rch  die 
K o rre la tio n  e rw e ite rte n  T h o m as— F e rm i— D ira cseh en  sta tistisch en  
A tom m od ells, dann ein e V e rte ilu n g  b estim m t d u rch  die H arlneesche 
M ethode vo n  F . W . B ro w n 27 u n d  die V e rte ilu n g  b erech n et m it den 
E ig e n fu n k tio n e n  vo n  D un can so n  u n d  C o u p on . F ü r  diese V e r te ilu n 
gen  sin d  die ra d ia le n  E lek tro n en d ich ten  im  K o o rd in a ten rau m , d. h. 
die F u n k tio n  4?rr2 Q in  A b h . 1. g ra p h isc h  d a rg e ste llt, ,

Abb 1.
Radiale Dichteverteilung 4'7rQr'2cler Elektronen i>n Ne- A'Oin. 

fl; Thomas-Fermisches Atommodell, 
b: Thomas—Fermi—Diracsches Atommodell, 
c: mit Korrelation erweitertes Thomas—.Fermi—Diracsches 

Atommodell,
d: wellenmechanisch nach Duncanson und Coulson.

A u s  der E lek tro n en d ich te  im  K o o rd in a te a ra u m  Q = Q  0 )  können 
w ir  d u rch  Gl. (8) zu  jed em  p-W ert den zu g eh ö rig e n  r  =  r(p) R a 
d iu s bestim m en u n d  dann m it G l. (11) d ie  ra d ia le  E le k tro n en v eite i-  
lu n g  im  Im p u lsra u m  ® (p) u n d  m it Gl. (13) die F o rm  der Com pton- 
L in ie  J(q)  fü r  N e  berechnen. In  A b b . 2 sin d  d ie  berech n eten  P ro file  
fü r  das T h o m a s-F erm isch e  A to m m o d ell berechnet v o n  B u rk h a rd t, 
fü r  das v e n  G om bás e rw eiterte  T h om as— F e rm i— D ira csch e  A to m 
m odell, fü r  d ie  V e rte ilu n g  erh a lten  m it den E ig e n fu n k tio n e n  von  
D u n can so n  und Coulson zusam m en  m it der K u r v e  bestim m t von

27 F. W. Brown, Phys. Rev. (2) 44, 220, 1933.
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D un can son  u n d  C oulson a u f G ru n d  der M ethode d er Im p u lseigen - 
funktionen, g ra p h isch  d ar gestellt.

Abb. 2.

Theoretische Intensitätsverteilung des Compton—Bandes für Ne. 
a: mit dem Thomas—Fermischen Atommodell berechnet, 
b: mit dem mit Korrelation erweiterten Thomas— Fermi—Dirac- 

schen Atommodell berechnet, 
c: mit Duncanson—Coulsonschen Elektronenverteilung, statistisch

berechnet,
d: nach Duncanson und Coulson, wellenmechanisch berechnet.

D ie  R e su lta te  fü r  die H a lb w e rtsb re ite  sin d  in  T a b elle  1  zu sam 
m en gefasst. D ie  in  dieser T a b elle  an gegeben en  W e rte  beziehen  sich  
a u f den F a ll, dass die e in fa llen d e  R ö n tg e n stra h lu n g  die M o  K a 'L in ie  
is t  und der S tre u w in k e l 9 — 180° b e trä g t. I n  d iesem  F a lle  ist also

—  707,6 X -E in h e ite n  und n a ch  Gl. (5).

I X -E in h . =  10,33 q at. E in h .



FORM 0 . BREITE DER COMP TON-LINIE 21

T  belle 1.

Methode Verfasser H albw ertsbreite  
2 i 0 in  X-Einh.

Thomas—Fermi-M odell, statistisch Burkhardt 3,0

Thomas—Fermi—Dirac—Modell, statistisch Kónya 16,9

von Gombás erweitertes Thomas—Fermi— 
Diracsches Atommodell, statistisch Kónya 17,0

mit Hartree—Dougallschen Eigenfunktionen Burkhardt 28,0

mit Hartree—Brownschen Elektronenverteilung, 
statistisch Kónya 22,9

mit Duncanson—Coulsonschen Eigenfunktionen

mit Duncanson- Coulsonschen Elektronenver
teilung, statistisch

Duncanson— 
Coulson

Kónya

34,9

30,6

empirisch Kappeler 32,0

§, 5. D iskussion.

W ie  a u s  T a b elle  1  zu sehen ist, lie fe rn  d ie  statistisch en  M odelle 
fü r  21 o vo m  em p irisch en  B e fu n d  sta rk  abw eichen de R esu lta te . B e 
sond ers gro ss is t  d ie  AbAveichung b ei Z u g ru n d e le g u n g  des T h om as—  
— F e rm i— M odells. D ie  zu  k le in e  H a lb w e risb re ite , d. h. d as zu  steile  
M a x im u m  in  der In te n sitä tsv e rte ilu n g  ze ig t, dass in  diesem  M odell 
E lek tro n en  m it k le in en  Im p u lsb e tra g  sta rk  ü b erw iegen . D ieselbe T a t
sach e  m a ch t s ich  a u c h  in  d er V e rte ilu n g  im  K o o rd in a te n ra u m  be

in e rk lich  d u rch  die zu  la n g sa m e  VerschAvinden der E le k 

tro n en d ich te  fü r  grosse t --W erte.
B e i den k o rr ig ie rte n  sta tistisch en  M odellen Avird die E le k tro n e n 

v e rte ilu n g  g era d e  in  diesen äusseren R a u m te ile n  in  g ü n stig e r W eise  
m o d ifiz ie rt so d ass m an  im  v o ra u s erAvarten kann, dass sich  m it 
diesen  M odellen  bessere R e su lta te  erzie len  lassen. B e i d iesen M odel
len  b r ich t die E le k tro n eu d ich te  —  w ie  bekan n t —  m it einem  fü r  a lle  
A to m e  gem ein sam en  D ich tew ert g0 bei einem  endlichen  R a d iu s  r 0 
ab, w o  d er W e rt  vo n  r0 vo n  der O rd n u n g sza h l der A to m e a b h ä n g t 
D ie  W e rte  d ieser P a ra m e te r  sin d  im  F a lle  des T h o m as— F e rm i 
D ira csch e n  A to m m o d ells  p0=  0,002127 at. E inh-, r 0= 3.7Ü  at. E in h . 
u n d  bei dem  vo n  G om bás e rw eiterten  M odell g0=  0,003074 at. E in h ., 
r0= 3 ,5 3  at. E in h . D ies b r in g t  ab er m it sich, dass fü r  die Im p u ls
w erte vo n  N u ll b is Vn—  3,0937p0[m an v g l. G l. (8)] der R a d iu s  r —  r(p )  
eine K o n stan te , n ä m lich  r 0 ist. D er W e rt  vo n  p 0ist fü r  die vo n  uns 
behandelten  beiden M odelle 0,3979 bzw . 0,4498 at. Im pu lsein h eiten . 
D a n n  fo lg t  aber n a ch  Gl. (14), dass .die ra d ia le  E lektron en ver+ eilu n g
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im  Im p u lsra u m  0  (p) in diesem  W ertb ere ich  des Im p u lsb etra ges eine 
P a ra b e l zw eiten  G rad es ist und erst fü r  p  >2? „ in  eine ko m p liz iertere  
K u r v e  übergeh t. D er Ü b erg an g  bei p —  p0 gesch ieh t n a tü rlic h  k o ir  
tin u ierlich , jedoch w ird  die K u r v e  @(p) bei p =  p 0 n ich t d iife ren zie r- 
bar. D iese B re c h u n g  im  G a n g  der V e rte ilu n g sfu n k tio n  im  Im p u ls
ra u m  en tsp rich t dem u n stätig en  A b fa ll  der D ich tefu n k tio n  im  K o o r
d in aten rau m  vom  W ert q0 zu  N u ll bei r — r 0. D a ra u s fo lg t  ab er w ei
te r  aus Gl. (13), dass die F o rm  d er C om p ton -L in ie bei Z u g ru n d e le 
g u n g  dieser M odelle im  G ebiet 0 iS  Q ^  0.3979 bzw . 0 < [/< ! 0.4498 
a u ch  d urch  eine P a ra b e l zw eiten  G rad es d a rg e ste llt  w ird . D er a n g e
gebene W e rtb ere ich  des P a ra m e te rs  q e n tsp rich t im  F a lle , d ass die 
e in fa llen d e S tra h lu n g  die M o  K a -L in ie ist und die S tre u u n g  in  R ie h ' 
tu n g  6 —  180° beobach tet wird!, dem  G ebiet 0 l  ^  4.13 X -E in h . fü r  
das T hom as— F e rm i— D iracsch e M odell und 0 l 2= 4.65 X -E in h - fü r  
das m it K o rre la tio n  erw eiterte M odell [Z ah len w erte  n ach  Gl. (14) 
berech net]. In  der K u r v e  der In te n sitä tsv e rte ilu n g  J  (q) kom m en 
ab er w egen  der In te g ra tio n  n a ch  Gl. (13) bei dem  Ü b e rg a n g sp u n k t 
w ed er U n stä tig k e it noch B re c h u n g  vor.

F ü r  die H a lb  w ertsbreite' ergeben  s ic h  —  w ie  T ab elle  1 z e ig t  —  
bei Z u g ru n d eleg u n g  der k o rrig ie rte n  sta tistisch en  M odelle ta tsä c h 
lich  bessere R esu ltate , die aber vo m  em p irisch en  W e rt noch im m er 
b eträch tlich  abw eichen . V o m  G ru n d  d ieser A b w e ic h u n g  kom m en 
w ir  noch w eiter  u n ter zu sprechen. D iese A b w e ic h u n g  bedeutet, dass 
o bgleich  die statistisch e  D ic h te v e rte ilu n g  im  K o o rd in a te n ra u m  eine 
g u te  A p p ro x im a tio n  der w ellen m ech an isch en  d a rste llt, d ie Im p u ls
v e rte ilu n g  in diesen M odellen  w en ig er b e frie d ig e n d  is t  —  w en igsten s 
fü r  N e m it einer ve rh ä ltn ism ä ssig  g e rin g e n  E lek tro n en za h l.

D ie  statistisch e  B eh a n d lu n g sw eise  w ellen m ech an isch er D ic h te 
ve rte ilu n g en  lie fe r t  bedeutend bessere —  ja  im  F a lle  der D uncan- 
son— Coulsonschen V e rte ilu n g , w a s w ir  fü r  die gen au este  betrach ten  
können, g a n z b efried ig en d e  R esu lta te . In  d er T a b elle  1  sind  zw ei 
berechnete H a lb w ertsb re iten  an gegeben, die s ich  beide a u f H artree.— 1 
V e rte ilu n g e n  beziehen und die grosse A b w e ic h u n g  v o n  ein an d er 
zeigen. D er G ru n d  h ie fü r  ist, dass w ir  im  M an gel eines gen au en  
H in w eises a u f  die A rb e it  vo n  D o u g a ll eine a n d ere  H a rtre e — V e rte i
lu n g  berech net vo n  B ro w n  u n seren  ^Rechnungen zu g ru n d e  le g ten  
und diese B ro w n sch e  V e rte ilu n g  w a h rsch e in lich  w e n ig er gen au  a ls 
d ie  von  D o u g a ll berechnete ist.

Im  F a lle  der m it H ilfe  d er E ig e n fu n k tio n e n  von  D un can son  
u n d  Coulson berech n eten  V e rte ilu n g  bekom m t m an auch- fü r  r =  0 
e in e endliche D ich te. D an n  fo lg t aber n ach  der sta tistisch en  B e h a n d 
lungsw eise a u s Gl. (8), dass es im  A e -A to m  ein grö sster  Im p u lsw ert 
g ib t, w elch er 26,12 at. Im p u lsein h eiten  b e trä g t. D a ra u s  e rg ib t sich 
dann w eiter, dass d ie  In te n sitä tsv e rte ilu n g  berech net n ach  Gl. (13) 
n ich t bis u n en d lich  grosse Z-W erte a u slä u ft, w ie  d ies bei den a u f 
G ru n d  der M ethode d er Im p u ls ei gen fu n k tio n en  d u rc h g e fü h rte n  
R ech n u n gen  der F a l l  ist, sondern die In te n sitä t  bei l —  270 X -E in 
heiten  g ’eich N u ll w ird . D ieser J-W ert is t  ab er so g ro ss  im  V e rg le ic h  
zu  den W ellen län gen , b is w elch en  die In te n sitä tsv e rte ilu n g  im  Com p-
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ton— B an d e exp e rim e n te ll verfo lgt, w erd en  k an n  (~ 3 0  X -E in h .), dass 
dieser U m stan d  g a r  kein e B e d e u tu n g  h at. D ie  h ie r  berech nete H a lb 
w ertsbreite  ist sow ohl m it dem  R e su lta t d er w ellen m ech an isch en  
R e ch n u n g  a ls  a u ch  m it dem  em p irisch en  W ert in  g u te r Ü b erein 
stim m u n g.

Die. s ta tistisch e  B eh a n d lu n g sw eise  h a t fü r  E lem en te m it höhe
rer O rd n u n g sza h l grosse V o rte ile . B e i der w ellen m ech an isch en  Be- 
rech n u n g sw eise  ben ötigt m au n ä m lich  ein e m ö g lich st gen au e K e n n t-  
lü ss a lle r  je n e r  E in e lek tro n e ig e n fu n k tio n e n , w elch e Z u stän d e  b e
sch reiben , d ie  im  G ru n d zu stan d  des S tre u a to m s d u rch  E le k tro n en  
b esetzt w erden. ¿Bei Z u g ru n d e le g u n g  d er sta tistisch en  Mjethode 
b ra u ch t m an  ab er n u r  d ie  m ittle re  gesam te  D ic h te v e rte ilu n g  im  
Ivoord in aten rau m , d ie  z. B . bei a llen  H a rtre e  oder H a rtree — F o ck —  
R ech n u n gen  ta b e llie rt  v o r lie g t. A u s  d ieser kön n en  w ir  m it e in fa ch en  
und n ich t zu  la n g w ie r ig e n  n u m erisch en  R ech n u n gen  die F o rm  u n d  
B re ite  der C o m p to n -L in ie  bestim m en. D iese M ethode fo rd e rt w esent
lic h  g e rin g e re  n u m erisch e  A rb e it, a 's  w en n  m an m it den ta b e llie r
ten  E in e le k tro n e ig e n fu n k tio n e n  n a ch  Gl. (6) d ie  Im p u lse ig e n fu n k - 
tion en  d u rch  n um erische In te g ra tio n  ein zeln  b erech n et und d an n  
a u s diesen w ied er d u rch  n u m erisch e  R e ch n u n g e n  #  (p) und J(q)  
k o n stru iert.

D ie  H a lb w e rtsb re ite  is t  eine vo n  d er O rd n u n g sza h l sehr sta rk  
ab h än gen d e Grösse, d ie  m it d er O rd n u n g sza h l einen c h a ra k te r is ti
schen G a n g  zeigt. S ie  n im m t n ä m lich  in  e in er Zeile  des p eriod isch en  
S y ste m s m it d er O rd n u n g sza h l d er E lem en te  m onoton zu, erh ä lt 
ih re n  H ö ch stw ert in  e in er P e rio d e  fü r  d as E d elgaselem en t, fä l l t  
dann fü r  d as n a ch fo lg en d e  A lk a lie le m e n t a u f  einen bedeutend k le i
n eren  W e rt a b  und b eg in n t vo n  da an  in  d er neuen P e rio d e  w ied er 
m onoton zuzunehm en. D iese seh r a u sg e p rä g ten  S ch w a n k u n g en  kann 
das s ta tistisch e  A to m m o d ell n a tu rg em äss n ich t w ied ergeb en  und 
k an n  n u r einen  sta tistisch en  M itte lw e rt ergeben. M ann ka n n  es 
d a h e r  in  A n b e tra c h t dieses U m stan d es a ls  ein  gutes R e su lta t  v e r 
buchen, w en n  das k o rr ig ie rte  statistische) A to m m o d ell einen W e r t  
lie fe rt, d er zw isch en  das M a x im u m  bei N e  u n d  d as M in im u m  bei 
Neu fä llt , also ta tsä ch lich  ein sta tistisch es M ittel e rg ib t. E s  sei in  
diesem  Z u sam m en h an g  d a ra u f h in gew iesen , dass m an dieses R e su l
ta t n u r m it den k o rr ig ie rte n  sta tistisch en  M odellen, n ich t aber m it 
dem  u rsp rü n g lich en  T h om as— F erm isch en  M od ell erh ält, d as den 
v ie l zu  k le in en  W e r t  210 =  3,0 X -E in h . lie fe r t. D ie K o rre k tio n  des 
statistisch en  M odells erw e ist sich  also a u ch  in  dieser H in sich t als 
w esen tlich .

D ie  sta tistisch e  M ethode an gew en d et a u f w ellen m ech an isch e 
D ic h te rv e rte ilu n g e n  k a n n  au ch  die A b h ä n g ig k e it  der H a lb w erts
b re ite  vo n  der O rd n u n g sza h l r ic h tig  w iedergeben . W ir  h aben  fü r  Na  
m it  der sta tistisch en  M ethode bei Z u g ru n d e le g u n g  der w ellen m ech a
n isch en  V e rte ilu n g  berech net vo n  F o c k  und P e tra sh e n 28 d ie  Ti alb- 
w ertsb re ite  bestim m t. E s  e rg a b  sich  fü r  die e in fa llen d e  Mo  K a-Li-

23 V. Fock und M. J. Petrashen, Phys. ZS. d. Sowjetunion, 6, 36S, 1934.



24 A. KÓNYA

nie in  der S tre u ric h tu n g  6 =  180° d ie  H a lb w e rtsb re ite  2 10 —  6,74 X -  
E in h eiten , also e in  w esen tlich  k le in erer W ert a ls  fü r  Ne, in  gu tem  
E in k la n g  m it den R esu lta ten  vo n  K ir k p a tr ic k , R o ss und R itlan d .

A u f  G run d  dieser statistisch en  R ech n u n gen , bei w elch en  w ir  
die M ö g lich k e it haben die erh alten en  R e su lta te  m it den e xak ten  
w ellenm echanischen  E rgeb n issen  v e rg le ich en  zu  können, k a n n  m an  
beurteilen , dass die sta tistisch e  B e h a n d lu n g  w ellen m ech an isch er 
D ich tev erte ilu n g e n  gute R esu lta te  l ie f e r t  U n sere  E rg e b n isse  sin d  
im  E in k la n g  m it der vo n  G om bás zu r B e re ch n u n g  vo n  A to m te r
m en29, fern er z u r  E r k lä ru n g  der m etallisch en  B in d u n g 30 angew ende- 
Ten M ethode, in  w elch er er die w ellenm ech anisch e E le k tro n e n v e r
te ilu n g  dej? Ionen  statistisch  beha'ndelt.

D iese sta tistisch e  M ethode k a n n  m an  besonders fü r  R ech n u n 
gen b etreffen d  A to m e  m it h öh erer O rd n u n g szah l h eran ziehen , da bei 
d ieser eine w esen tlich  g e rin g e re  n u m erisch e  A r b e it  n ö tig  ist, a ls  
bei der w ellen m ech an isch en  M ethode. D ieselbe T h eo rie  u n d  R ech en 
w eise k an n  m an  au ch  a u f die u n elastisch e  S tre u u n g  v o n  E le k tro n en  
an A to m en  oder M olekü len  anw enden, d a  —  w ie  H u g h e s  und M ann 
g e ze ig t haben 31 —  die V e rte ilu n g  der E lek tro n en  in  diesem  S tre u 
prozess dieselbe ist, w ie  die V e rte ilu n g  der P h oton en  im  Com p ton—  
B an d e. B e i A n w en d u n g en  a u f sch w erei'e  A to m e  m üsste m an aber 
au ch  die h ier v e rn a c h lä ss ig te n  re la tiv is tisch e n  E ffe k te 32 in B e tra c h t 
ziehen.

A u c h  an dieser S te lle  m öchte ich  H e rrn  P ro fe sso r  P . G om bás 
fü r  w e rtv o lle  D isku ssion en  h e rz lich st danken. H e rrn  Zs. N á r a y  b in  
ich  fü r  das Z eich en  der A b b ild u n g e n  zu  grossem  D a n k  v e rp flic h te t.

39 P. Gombás, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941.
30 P. Gombás, Nature, 157, 668, 1946; Acta Physica Hungarica I, I, 1947. 

Man vgl. auch P. Gombás, Die statistische Theorie des Atoms und ihre An
wendungen, Springer, Wien, 1949.

31 A. L. Hughes und M. M. Mann, Phys. Rev. (2) 53, 50, 1938.
** Man vgl. G. Burkhardt, 1 c.

*



B E W EG TE S D IE L E K T R IK U M .
VON K. F. NOVOBATZKY IN BUDAPEST.

D u rc h  A n g a b e  e in er geeign eten  L a g ra n g e -F u n k tio n  w ird  die 
p h än om en ologisch e T h e o rie  der b ew egten  Iso lato ren  dem  R ah m en  
d er Q u an telu n g  der W e lle n fe ld e r  e in g e fü g t. E s  z e ig t sich, d asz die 
in d ieser T h e o rie  g e lä u fig e n  B e g r if fe  des kan on ischen  u n d  sym m et
risch e n  T en so rs s ic h  a u f den M in ko w skiseh en  bzw . A b ra h a m sch e n  
T en sor beziehen. D ie  P h o to n en en ergie  b le ib t bei jed er G e sc h w in d ig 
k e it  des D ie le k tr ik u m s p o sitiv .

N achd'em  d ie  F r a g e  d er b ew eg ten  Iso lato ren  von  J . M . J a u c h  
u r d  K . M. W a tso n  jü n g s t  a u fg e g r iffe n  w u rd e,1 m ögen n ach fo lgen d e 
E rgeb n isse , d ie  sich  v o r  J a h re n  ergaben , eb en falls  v e rö ffe n tlic h t  
w erd en . S ie  beziehen s ich  h a u p tsä c h lic h  a u f  jenen T e il des P ro b 
lem s, d er v o n  den beid en  A u to re n  n ic h  b e rü h rt w ird  und seit la n 
gem  a ls  o ffen e  F r a g e  em pfu n d en  w ird . G em ein t sindl d ie  zw ei E ner- 
g ie-Im p u lsten so ren  d er T h eo rie , d ie  u n ter dem  N am en  M in k o w sk i
sch er bzw . A b ra h a m sc h e r T en so r ohne B ez ieh u n g  nebeneinander 
stehen.

D ie  p h än om en o lo gisch e T h e o rie  M in k o w sk is  b en u tzt z u r  B e 
sch re ib u n g  d er E rsch e in u n g e n  z w e i sch ie fsy m m e trisch e  Tensoren
F a u n d  G ,t 2 S ie  sin d  den Grö&zen © 53, © und) der M a xw ellsch en
T h e o rie  e in d e u tig  zu geo rd n et n a ch  dem  S ch em a

F n , F u . F m- = G ,  F *  F 3 i.F » 8 =  »  m
G 10, G 20lG 30= $  G 53, G 3\ G 12 =  £ .

F ü r  ruh en d e M a te rie  g e lten  b e k a n n tlich  d ie  B ezieh u n gen

$  =  e ® , 8  =  (2)
E s  ist M in k o w sk i gelu n gen , diese B ezieh u n g e n  in  k o v a ria n te  F o rm  
zu  b rin g en . B e w e g t sich  d er Iso la to r m it der V ie re rg e sc h w in d ig k e it

1 d}c*
v* = ----- w o d t  d ie E ig e n z e it  der B e w e g u n g  bedeutet u n d v r vr= — 1

c dr
ist* d an n  k a n n  a u s  F ik u n d  v '  ein V ie re rv d s to r  g eb ild et w erden:

Fi —  F irvr, oder F i =  F ' rvr . (3)

1 Phys. Rev. 74, 950, 1948.
2 Bei W. Pauli. „Relativitätstheorie“ steht an Stelle von G das Zeichen 

Ji . Da dies zu Verwechslung mit der magnetischen Feldstärke führen könnte, 
soll nach Jauch und Watson der Buchstabe 0  gewählt werden. Es ist dies die 
einzige Abweichung von Paulis Bezeichnungen. Das Werk ist im folgenden 
zitiert als P. R.
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Sch reib t m an zur A b k ü rz u n g  so sollen die zw ei T en soren fol-
genderm aszen gekop p elt w erden

G .*==~  \ F ik +  i t (viF k— VkFi) J, (4)
oder

— t / F ' )  j .  (4 ' )

M an  ü b erzeu gt sich  le ich t, dasz fü r  den F a ll  d er R u h e  (v 1 =  v 2 =  
z^v^ —  O, v 0v u =  —  1) s ich  ta tsä ch lich  d’ie G le ich u n gen  (2) ergeben. 
E s  ist dabei zu  beachten, dasz a u s v 1 =  v 2 —  v 3 —  0 n ic h t a u ch  v x —  
=  v 2= z v 3 =  0 fo lgt. D ies  m a ch t es n otw en d ig , im  S ch em a  (1) 23
u n d 'ip  d u rch  k o n tra v a ria n te  G röszen  zu  d efin ieren . F ü r  das M in- 
ko w skisch e K o o rd in a ten sy stem  der sp eziellen  v R e la tiv itä ts th e o rie  
sp ie lt a lle rd in g s  d!ie S te llu n g  der In d izes kein e R olle. E s g ilt  dort 
fü r  x 4 =  ict, x 0 —  ix i  die Z u o rd n u n g

l , iF 2i , i F^ =  @ , 2̂3 > ̂ *81 » 1̂2 ~  /1 /\
i G u , iG<n, i G 3i= % ) , G 23, G S1, G n = i !q .

F ü h r t  m an d u rch  M u ltip lik a tio n  m it V —g  s ta tt  G 1* d ie  D ich te  © * =  
G'k Y ~ ¿"ein, so lau ten  d ie  H a u p tg le ich u n g en  d er M a x w ellsch e n  T h eo 
r ie  in der U m sch re ib u n g  fü r  d ie  T en soren  G  und F

1 P "  • <5)

S F a  , S F t, , 3 F „  = 0  (6 )
dx1 dxj dxk

A u s  der letzten  G le ich u n g  fo lg t

F  = _ £ £ > _  _ _ J % _  m
ik d x* d xk ’ K )

E s h a n d elt sich  n u n  darum , eine L a g ra n g e — D ic h te  2 zu f in 
den, aus d er s ich  gem äsz dem  H am ilto n sch en  P r in z ip

J<5Srfx =  0 (8)
die G le ich u n g (5) ergieb t. D ie  z u  v a r iie re n d e  G rösze  ist der V e k to r  
('Pt . D ies ist jed och  k ein esw egs die e in zig e  F o rd e ru n g , d ie  an  £ zu  ste l
len  ist. V ie lm e h r  m uss noch v e r la n g t w erden, d asz der V a r ia tio n s 
k o e ffiz ie n t ]8] der entsteht, w en n  m an  in  2 d ie  G röszen gih 
v a r iie rt, d ie  E n ergie-Im p u lsd ich l e e rg ie b t:

(9)

(D ie V o rzeich en  in  der G le ich u n g  sind  r ich tig , w en n  im  A u s d ru c k  von 
ds2= g iidx'dxk beim  G eb rau ch e von  reellen  K o o rd in a te n  d rei p o sitive  
und eine n e g a tiv e  D im en sion  angen om m en w erden.)

D ie  M ö g lich k e it der V a r ia t io n  der g 'M s t d er G rund , w esh alb  in 
den b ish erig en  F o rm eln  a u f stre n g e  K o v a r ia n z  g each tet u n d  nicht 
so fo rt ein  M in k o w sk isch es K o o rd in a te n sy ste m  z u  G ru n d e gelegt 
w urde.
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E s  lie g t  nahe, 2 in  fo lg en d er F o rm  anzunehm en:

N a c h  (4') h a t  m an  d an n

8  =  | T  x F iF>\V — S  C I )

un d  d a ra u s

F  =
2 n

D a  n u n

S F  _ d8cPk dä<Pi 
ik d r  dxk

ist, so e rg ie b t (8) n a ch  p a rtie lle r  In te g ra tio n  d ie  F e ld g le ic h u n g  (5).
E ig e n tü m lich e rw e ise  fü h rt  d ie  L a g ra n g e -D ic h te  (11) zu  fa l

sch en  R esu lta ten , Avenn die g ,k v a r iie r t  Averden. A lle rd in g s  ist ja  
d er E n e rg ie -Im p u lste n so r n ic h t  b ek an n t u n d  so ll au s d er T h eo rie  
k o n stru ie rt AA^erden. A b e r  fü r  den F a l l  d er R u h e  Aveisz m an, d'asz 
d ie  E n e rg ie d ic h te

W = - T u = ^  ( ? &  +  » & )  (13)

sein  m uss. M a n  e rre ich t d ies d u rch  e in e  le ich te  A b ä n d e ru n g , indem  
m an  (11) d ie  F o rm  gieb t

1 \ 1
S =  27; T  F 'kF<k~ * <2 +  vrvr) F >F ‘ <14>

E s is t  d ies d ie  e n d g ü ltig e  L a g ra n g e -D ic h te . S ie  is t  an kein e N o r
m ieru n g sb e d in g u n g  d er <fi gebunden, Avie die der oben gen an n ten  b e i
den A u to ren . D a v r i)r =  —  1  ist, h a t die Ä n d e ru n g  fü r  d ie  V a r ia tio n  
der (p{ ke in e  F o lg en , Avohl aber fü r  d ie  V a r ia tio n  der g'k. V o r  der V a 
r ia tio n  m uss fe stg e ste llt  w erden, Avelche K om pon en ten  d er vo rk o m 
m enden G roszen (ko varian te, oder k o n tra v a ria n te ) vo n  d er M e trik  
u n a b h ä n g ig  sind1. E s  sind  dies d ie  K o m p o n en ten  fPi,Fik, F r u n d  v \ 
F ü r  v rV  m uss g lk vk geschrieben Averden und die V ariatio n  g ib t

vivk<igih=  —  V iV k Ö g i k .

E s  ist n och  d a ra n  zu  erin n ern , dasz

v~ g

M a n  erh ä lt n a ch  le ich ter  R ech n u n g

%*=TikY - g =  2 [£],,* =
( 1 5 >

1 F irF k — ^ F r. F r,— xi[F iF k— ^  F rF rj  +  h F rF r v{vk J ^— g .
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In  einem  M in ko w skisch en  K o o rd in a ten sy stem  w ird  d arau s:

_ * { F >F > + ’">>'>>2 f :\- ( |6> 

R u h t die M aterie , d an n  g ilt  m it =  i  =]/ —  I

F 1 = JpuU4= / F u = e 1, / W © s, F s = e „  f 4= o ,

=  2 c s 2- ® 2). (17)
r

M an fin d et

T „ = J - j - e = - i - ( s 8 ' - e » ] + Y ® , - * e ! j = - 4 - ( £®! + i ‘ ©2).

w ie  es sein m uss. E benso fü r

~  F irF u =  -L (@2933 - ©3S32) -  —  <S,,
r '  V J  C

w o © den P o y n tin g sch e n  V e k to r  der E n erg iestro m d ich te  bezeichnet. 
D ie  =1,2,3) ergeben sich  a ls  d ie bekannten  M a x w ellsch e n  S p a n 
nungen.

E s  soll k u rz  g e ze ig t w erden, d asz d er sym m etrisch e  T ensor 
(16) m it dem  A b ra h a m sch en  ü berein stim m t. D e r  A u s d r u c k  dessel
ben fin d et sich  in  k o v a r ia n te r  F o rm  in  P . R . p. 666:

V  =  F „ 0 ' " - ^ F „ G " - yM , v \

w o

=  vrF '{ G irv. +  G r,v, +  G tivr) .

D er K la m m e ra u sd ru c k  ka n n  n a ch  (4) berech n et w erden. M an  e r 
h ä lt:

Q i =  -̂ L vrF >[ F̂irv, +  F r,vi +  F sl-i;rj .

D a s erste  G lie d  en th ält den F a k to r

F ‘ v, =  F ‘  rvrv, =  0.

A u s  dem  zw eiten  w i r d ------F , F ‘ vi} a u s dem  d ritten  — F it F ‘ . Also::

T lt =  F „  Q k- -  £-* F „ G " — -~  ( f „  P  -  F, v„. (18)

D rü c k t  m an h ie r  gem äsz (4) die G ik d u rch  die F ik aus, so e rh ä lt m an 
gen au  den A u s d ru c k  (15) fü r  T iU.

D ie  ersten zw ei G lied er in  (18) geben den M in ko w skisch en  T e n 
sor (P. R . p. 665)

tik =  F irG^ —  —  F T, G r‘ . (19)

E r  ist n ich t sym m etrisch .
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V a r iie r t  m an  in  L  d ie  v { —  Groszen; so  e rh ä lt m an:

l L h = j [ F „ F - - F . F - v ^ .  (20)

D a d u rc h  bekom m t d as d r itte  G lied  in  (18) sein e m ath em atisch e  Be 
d eu tu n g. E s  g ilt  d em n ach

Tilt =  tiU- [ L ] vivK

U m  d ie p on d erom otorisch e K r a f t  z u  finclen, h a t m an n a ch  den 
S a tzu n g e n  d er R e la tiv itä ts th e o r ie  d ie  n e g a tiv e  D iv e rg e n z  vo n  T  
zu  b ild en :

- f , = - r > T t .  (2i)
Z u r  A u s w e rtu n g  b ra u ch t m an  n u r d ie  In te g ra lin v a r ia n te  I  = f ö d x  
e iü e r  in fin ite sim a le n  K o o rd in a te n tra n sfo rm a tio n  z u  u n terw erfen :

r  =  r - f  %{xk),

w o H’ e in e w illk ü r lic h e  F u n k tio n  der K o o rd in a te n  bedeutet, d ie  u n 
e n d lich  k le in  erster O rd n u n g  ist und a n  den G renzen  des In te g ra 
tion sgeb ietes v ersch w in d et. B e k a n n tlich  e rg ib t  s ich  dann d ie  fo r
m a le  Ä n d e ru n g  ö'I, d ie  N u ll se in  m uss, fo lgen d erm aszen  (P . R . p. 
018):

< J7= JrfS < /x= J'{[S Is,1^ '*  +  [8J,(i(p ,+  [8 ]^ < '‘ } ^  =  0 (22)

D a s  zw e ite  G lie d  im  In te g ra n d  v e rsch w in d et, da ja  die F e ld g le i
c h u n g  (5) g e ra d e  a u s  dem  V e rsch w in d en  dieses G liedes h e rg e le ite t 
w urde. äg'k u n d  öv' bedeuten  d ie  ko n lo kalen  V a r ia tio n e n

dgik =  g ik(x) — g ' k(x) 6vi =  vi(x) -  v*(x) ,
d ie a u s fü h r lic h  gesch rieben  la u ten  (P. R . p. 617):

ä dxr ä dxr dxr )'  V dxr dxr ) v 7
D a  das D ie le k tr ik u m  ü b e ra ll g le ich e  u n d  g le ich m ä szig e  G eschw in -

dv' 
dxr'

setzen in  (22) e rg ib t s ich

d ig k e it  b esitzen  soll, k a n n  x̂rr= 0  genom m en w erden. D u rc h  ein-

Ji
und n a ch  p a r tie lle r  In te g ra tio n

r>T ? + - ^ \ n y \ = o

V o n  je tz t  a n  h a lte n  w ir  u n s au ssch lieszlich  an  M in ko w skisch e  
K o o rd in a te n sy ste m e  d er sp eziellen  R e la tiv itä tsth e o rie . D ie  letzte 
G le ich u n g  la u te t dann

d T ik X 9 | r  r  ^  r-9 I /Oytx



30 K. F. KDVOBATZKY

D er V e rg le ic h  m it (18) zeigt, d asz d ie  D iv e rg e n z  des M in kow ski' 
sehen T en sors versch w in d et

| |  =  0. (25)
D er A u s d ru c k  fü r  d ie  ponderom otorisch e K r a f t  w ird

(26 )

B en u tzt m an d ie  in  (17) angegebenen W erte  fü r  ruhend e M aterie , 
so erh ält m an

fl (S  3 \

f ‘ =  x ö t l ?  ’ f l  =  0 - (27 )

E s  tr itt  dem nach a u c h  im  R u h sy ste m  eine ponderom otorische K r a f t  
a u f, aber ih r  E ffe k t  versch w in d et. D ie  K r a f t  w ir k t  a u f das in der 
V o lu m en ein h eit b e fin d lich e  D ie le k trik u m  und da dieses d u rch  
äu szere  kom pensierende K r ä f t e  in  R u h e  geh alten  w ird 1, fin d et keine 
A rb e its le is tu n g  sta tt. B e w e g t s ich  der B eo b ach ter g egen  das D ie le k 
triku m , so w ird  er a u ch  einen gew issen  E ffe k t  w ah rneh m en, /4- 
n im m t endliche W e rte  an.

G le ich u n g (22) ze ig t k la r , w an n  ponderom otorische K r ä fte  a u f- 
treten  m üssen. D ies  is t immer dann der F a ll, w enn in  d er L a g ra n g c -  
F u n k tio n  v o rg egeb en e  V e k to re n  oder T en soren Vorkommen, in uu- 
serem  F a lle  die v \  a u f die sich  das H am ilto n sch e P r in z ip  n ich t be
z ieh t, deren V a ria tio n sk o e ffiz ie n te n  a lso  n ich t g le ich  N u ll gesetzt
w erden d ürfen . N u n  ist es g a n z  ausgeschlossen, fü r  M a te rie  eine 
L a g ra n g e -F u n k tio n  a u fzu b au en , die n u r aus zu  v a riieren d en  Feld- 
gröszen besteht und kein e vo rgegeb en en  G roszen en th ält, w ie  etw a 
d ie  L a g ra n g e -F u n k tio n  fü r  das V a k u u m -D e n n  w ie  m an eben deshalb 
n ich t entscheiden kann, ob m an sich  g egen  das V a k u u m  b ew eg t oder 
n icht, so Aväre es d ann a u c h  n ich t m ö g lich , eine re la tiv e  B ew egu n g  
g egen  das D ie le k tr ik u m  zu  kon statieren . M a n  b ra u ch t n u r an den 
F resn elsch en  M itfü h ru n g sk o e ffiz ie n te n  z u  denken, um  das U n h a lt
b a re  d er S ach e  einzusehen.

D as A u ftre te n  der ponderom otorischen K r a f t  ist eine th eore
tische F o rd e ru n g . W o llte  m an den M in ko w skisch en  T en sor als m asz- 
gebenden E n erg ie-Im p u lsten so r d er S tra h lu n g  b etrach ten , so en tfie le  
z w a r  n ach  (25) diese K r a ft ,  a b er d a  d ieser T en so r n ich t sym m etrisch  
ist (t41 =j= t lt), so w ä re  der e lektro m agn etisch e  Im p u ls n icht g le ich

d er d u rch  den F a k t o r —2 red u zierten  E n erg ie strö m u n g . E in  V ersto sz

g egen  die T r ä g h e it  d er E n e rg ie  is t  und enkbar. D ie  e lek tro m ag n e
tisch e  E n e rg ie  is t  in  A n a lo g ie  zu  setzen m it d erje n ig e n  eines K ö r 
pers, der sich  in  einem  w id ersteh en d en  M ed iu m  b ew egt. E r  übt 
ponderom otorische K r ä f te  a u f  d as M ed iu m  aus, fü r  sein e E n erg ie

* M. Abraham, Theorie der Elektriztät 2. 3. Auflage Leipzig 1914, p. 314.
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g ilt  n ich t der E rh a ltu n g ssa tz , w ie  er a u ch  fü r  d ie  e lek tro m ag n e
tisch e  E n e rg ie  n ich t g ilt :

= —fi =4= o.dX1 <?X2 dX3 dX4

W o h l aber is t  der K ö rp e rim p u ls  im m er g le ich  d er red u zierten  E n e r
g ie strö m u n g  und diese B e z ie h u n g  w ird  d u rch  d ie  G le ich u n g  T iX —
—  2 ^  zu m  A u s d ru c k  geb rach t. F ü g t  m an h in g e g en  die an das M e
d iu m  abgegebene A r b e it  der K ö rp e re n e rg ie  bei, d ann g ilt  a lle rd in g s 
d er E rh a ltu n g ssa tz , w ie  er a u ch  fü r  tik besteht, aber die so b erech 
nete G rösze ist eben n ich t die K ö rp e re n e rg ie . E s  ist k la r  ersich tlich , 
d asz der M in k o w sk isch e  T en sor das F e ld  und das D ie le k trik u m  zu 
e in er E in h e it zusam m en faszt, der A b ra h a m sclie  sich  • aber a u f das 
e lek tro m ag n etisch e  F e ld  a lle in  bezieht.

D ie  B e re in ig u n g  d ieser F r a g e  ist von  em in enter W ic h t ig 
k eit, w en n  m an sich  der Q u an telu n g  des F e ld es zuw en d et. U nter 
E n e rg ie  u n d  Im p u ls  des P h o to n s sind au ssch lieszlich  die E n erg ie- 
u n d  Im p u ls-Q u an ten  des e lektro m agn etisch en  F e ld es zu  verstehen. 
E s  ist g a n z  fra g lo s, dasz T 44 und T n  gequ an telt w erden  m üssen, 
n ic h t ab er f44 u n d  tt*-

U m  den H am ilto n sch en  F o rm a lism u s d u rch zu fü h ren , m öge die 
L a g ra n g e -F u n k tio n  (14) in  M in ko w skisch e  K o o rd in a ten  unigeschrie- 
ben w e rd e n :

(28)

D e r  kan o n isch e T en so r B,k ist d e fin ie rt d u rch  die G le ich u n g

dL  _ d y L _ J L (29)
’ * ,  dtp, dx, ,k K '

dxk

E in e  le ich te  R e ch n u n g  ze ig t, d asz

ÖL

d d<P
=  Okr. (30)

d xk

D a ra u s  erg ieb t sich

. (31)

E s  ist bekannt, d asz d ie  D iv e rg e n z  dieses T en sors zu fo lg e  der F e ld 
g le ich u n g en  v e rsc h w in d e t:

00:,
dxk

0 .

S ch re ib t m an ^ = F ir+ ~ i ,e o  n im m t der T en sor die F o rm  an: 
dx, oxr
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N a ch  (10) ist L  =  F r, G r„  a lso

«u = F ira tr- ^ F r. o . . + a ir - ^ - = t l t + a tr - ^ - .  (32)

D ie  D iv erg e n z  des zw eiten  G lied es re ch ts  g ib t N u ll:

9 ( r  d(f, ] dGkr d<pj r  d2<Pi 
dxk V kr 0xr I dxk dxr kr dxkdxr

und h ie r  ve rsch w in d et d as erste G lied  rech ts  in fo lg e  d er F e ld 
g le ich u n g  (5), das zw eite, w e il es d as P ro d u k t eines in  k, r a n tisym - 
m etrischen  u n d  sym m etrisch en  T en sors d arste llt. E s  fo lg t  d arau s 
nochm als d ie  D iv e rg e n z fre ih e it v o n  tik A u s  (32) is t  ersich tlich , dasz 
sich  d ie  K om p on en ten  0i4 (i =  1 ,2 ,3 ,4 )  n u r d u rch  eine rä u m lich e  
D iv e rg e n z  vo n  den entsprechenden K om pon en ten  des M in ko w skisch en  
T ensors untersch eiden. D enn:

q  d(P< d{Gir(p{) dGir = d(Gir(p,) 
ir dxr dxr dxr dxr

D a s bedeutet, d asz d ie  in te g ra le  E n e rg ie  u n d  der Gesam tim puLs so 
w ohl n a ch  Q a ls  a u c h  n ach  t berech net, zu m  g le ich en  E rg e b n is  
führen. *

J" î4d x 1d x 2d x 3 =  J"tiid x 1d x 2d x i , (i =  1, 2, 3, 4).

D e r M in ko w skisch e  T en so r sp ie lt d a h er dem  W esen  n ach  d ie  
R o lle  des kan o n isch en  Tensors.

G le ich ze itig  ist e rsich tlich , d asz die Q u an telu n g  d er E n e rg ie  und 
des Im pu lses m it H ilfe  des kan o n isch en  T en so rs w ed er P h oton en er
gie, noch P h o to n im p u ls e rg ib t.

D ie  k o n ju g ie rte n  Im p u lse  s in d  fo lg en d  d e fin ie rt:

(33)
dXi

F ü r  die H am ilto n sch e  F u n k tio n  e rh ä lt m an  d a h er den A u s d ru c k :

(34)

N a ch  den o b ig en  E rö rte ru n g e n  fo lg t  d arau s, d asz d ie  gequan telte  
G rosze j H d x r dx2 dx3 n ic h t a ls  P h o to n en erg ie  an gesp ro ch en  w erd en
d a rf. E s  w ä re  fa lsch , n e g a tiv e  W e rte  d ieser G rösze a ls  n e g a tiv e  P h o 
tonen zu deuten.

S ch lie sz lich  m öge noch k u rz  g e ze ig t w erden, d asz d ie  r ic h tig e  
E n e rg ie d ic h 'e  der S tra h lu n g  W  =  —  T 44 p o s it iv  d e fin it  ist, w  =
—  —  ¿44 h in g eg en  in d e fin it w erd en  kann.

U m  d ie  R ech n u n gen  zu  vere in fa ch en , le g e  m an  d ie  sq-A ch se
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in  die B e w e g u n g sric h tu n g  des D ie lek trik u m s. D an n  w ird  v 2 =  v t — 
0, —  —  1. W e ite rh in

F x =  F u Vt, F a =  F n vx +  F 2ivif F 3 =  F  3lvx +  F u vit =  F n vx

und d a ra u s n ach  (4) ;

G u =  e F n , G 24 =  - M  (1 —  hvD F u +  x v^ F u , 
f4 ' i

1 1
Gs4 =  —  (1 ~ Kv\)FZi+  xv1vi F l3 , G 23 =  —  F,23,

Gia =  |(1 —  xv \)F n - f  x v ^ F u J, G 13 =  -^-1(1 —  xv \)F l3 +  x vivt F s^ .

D rü c k t m an d ann noch v* d u rch  v t aus (v i =  i j/ 1 -^vl), so e rh ä lt m au 
a u s (16):

T„ =  Y  Fu + A F l, +  2 BF „Fn - C P „

1
+  A F l  +  2 B F u F u - C  F ?3 

/l= +  * ( 3 v ! + 2 » i) ] ,  ß  =  ^ ix v 1 Y 1 +  v\ (1 +  2v\)

C  =  —— 
2 fi

\ +  x ( v l  +  2 vi)

E rse tz t m an d ie  im a g in ä re n  F e ld g rö sze n  d u rch  reelle: F H= — i F m 
so h a n d elt es sich  n u r m eh r d arum , den C h a ra k te r  d er F o rm
— A F \ ü- 2 i B F wF n — C F x2 z u  bestim m en. D ie  H au p td eterm in an ten  ge
hen  zw e im a lig e n  Z eich en w ech sel. D ie  F o rm  is t  n eg ativ-, d ie  e lek tro 
m a g n etisch e  E n e rg ie d ic h te  p o sitiv  d efin it. D ie  Q u an telu n g  kann n u r 
zu p o sitiven  P h oton en  fü h ren .

D ie  M in ko w skisch e  ti4 — K om pon en te  h in g eg en  ist in d efin it. 
A u s  (19) fo lg t:

t„  =  -w

( n 2 +  X v\ j  F 2\ —  1 —  xv\j  F?t |

A lle  G lied er sin d  n e g a tiv , so lan ge 1—  x v l > 0  ist. F ü r  v \ verliert

d ie  F o rm  ih re n  n e g a tiv e n  C h a rak ter. D ie  g ew ö h n lich e  D re ie r 
g e sch w in d ig k e it des D ie le k trik u m s lä n g s  der % — A c h s e  sei v. D an n  
ist
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C? C
D e r k ritisch e  P u n k t tr itt  also ein  fü r  v2 >  die L ich tg e sch w in 

d ig k eit V  im  ruhenden D ie le k tr ik u m  bedeutet.
W as die Q u an telu n g  des F e ld es an b elan gt, so h a t m an nach

d G
der v ierten  F e ld g le ic h u n g  (5): — 0 und das fü h r t  gem äsz (33)

yXi

zu =  0. D as P roblem  besteht a lso  d arin , an S te lle  der d rei a b 

h ä n g ig en  Im p u lse  zw ei u n a b h ä n g ig e  e in zu fü h ren  und im  E in k la n g  
d am it au ch  nur m it zw ei u n a b h ä n g ig en  F e ld fu n k tio n en  zu  operie
ren. D ie  A u fg a b e  ist le ich t zu  lösen und soll h ie r  n ich t w eiter  be
rü h rt w erden. N u r  eine B em erk u n g  m öge noch P la tz  finden. W ird  
der Im p u ls  des P hoton s fä lsc h lich  als t lt in terp retiert, so fü h rt die

riv f c \
Q uan telun g fü r  den F a ll  der Iiu h e  zu  dem  W e r t  —  \V = — . Der

V V n }
r ic h tig e  W e rt w ird  d urch  Q u an telu n g  von T 14 erh alten  und lautet

h v   h v  v
cn  c2

hv
bedeutet o ffe n b a r den re la tiv is tisch e n  M assen w ert des Photons,

V  seine G esch w in d igkeit. D e r  Im p u ls  e rg ib t sich  d ah er gan z r ic h tig  
a ls  P ro d u k t von M asse in  G esch w in d ig k eit.

Zusam m enfassend sei betont, d asz d u rch  (14) d ie  phänom enolo
gische T heorie  d er D ie le k tr ik a  ih re  L a g ra n g e -F u n k tio n  e rh ä lt und 
d a d u rch  n ach  den M ethoden der Q u an telu n g d er W e lle n fe ld e r be
h an d elt w erden kann.

In s titu t  fü r  th eoretisch e P h y s ik .
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GALVANOMETERS WITH PHOTOELECTRIC FEED-BACK.

BY P. SELIlNYI.
Department of Experim ental Physics, University of Budapest.

Introduction.
T h e p rin c ip le  o f therniO'-electric a m p lifica tio n  of g alvan o m eter 

d eflectio n s is  g iv e n  f ir s t  b y  W ilson  an d  E pps-  and in d ep en d en tly 
in 1925 b y  M oll  and B u r g e r .3 T h e  lig h t  re flected  fro m  th e  m irro r 
o f a .„ p r im a r y “ g a lv a n o m e te r  is focused  on a  therm o-couple. T h is 
therm o-cou ple is  connected to a  „se co n d a ry “  ga lvan o m eter. U n d er 
a p p ro p ia te  conditions th e  d eflectio n s o f the la te r  w ill  be a, m u ltip le  
of th a t o f th e  p r im a r y  instrum ent. A . ' V .  H ill  su b stitu ted  a  d iffe 
ren tia l ph oto-cell (photoelem ent) in  p la ce  o f the therm o-couple4/5 and 
L. B erg m a n n 6,7 reach ed  b y  som e im p ro vem en ts o f th is  m ethod an 
a m p lific a tio n  a s  h ig h  as 7000:1. H e also proposed to use one g a lv a 
nom eter in stead  o f tw o. I f  the sam e g a lva n o m eter th a t serves as 
„ p r im a r y “ in stru m e n t is  fed -b ack  w ith  the photo-elelctric cu rren t 
iin co rrect p o la r ity , the dcflecfcions are  th ereb y  am p lified .8 Inde-

*
1 This experim ental work was done already in 1932t while the author was 

with the Tungsram Research Laboratory, and it was presented *o the Hungarian 
Electrotechnical A ssociation  at the meeting held on February 1, 1939. The manu
script was written in final form in Ju ly  1938, but anticipated by the appearing 
of the paper of 0 .  H. Schmitt, E lecrical Control of Galvanometer Characteristics, 
Journ. Sci. Instr. 15, 234, July 1938, it has been not published. Reading now  
anew the a itic le  of Schm itt and comparing it with mine own, I stated again that, 
while both deal with the same subject, the art of presenting the matter and 'ihe 
resul'is obtained are quite different, and this circumstance, I hope, w ill justify  
the publishing of my manuscript, even a'ijer elapsing of H orace’s nine years, in an 
unchanged form.

2 W ilson and Epps. Proc. Phys. Soc. 1920.
3 W. J. H. M oll and H. C. B urger, Phil. M ag. V ol. 50., 1925. p. 624.
4 A. V. H ill, Journ. Sci. Instr. Vol. 8. 1931, p. 262.
s A. V. H ill, Nautre, Vol. 133. 1934. p. 685.
0 L. Bergmann, Phys. Zeftsch. Vol. 32, 1931. p. 688.
7 L. Bergmann, Zeitsch. techn. Phys. V ol. 13. 1932. p. 568. Com plet lite ra 

ture on this m atter is given b y  L, M erz, A rc h iv  f. techn. Messen, Lieferung 78.
p. T  167.

8 see Ref. 7. p. 571. Fig. 7. This method of photo-electric feedback was
given still earlier by F. E. Harworth, see Ref. 10.

maeyar
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p en d en tly  w e experim en ted  in  1932 a lo n g  the sam e lin e  an d  su cce
eded in  a  g en era lizatio n  o f thev m ethod and resu lts o f photo-electric 
retroaction .

Som e theoretical considerations .9
W e con sid er the w ell-know n equation  (1) o f the m otion o f a  

ga lvan o m eter *

<‘ > K m + p ^ + D “ - ' - F
w here

K . . .  m om ent o f in e rtia  o f the m o v in g  co il (gem 2) 
p . . .  m om ent o f the d a m p in g  fo rces (dyn.cm )
D  . . .  torsion al m om ent o f  th e  suspension (dyn.cm )
« . . .  a n g le  o f d eflection  (in rad ians)
I  . . .  in stan tan eou s in ten sity  o f the c u rre n t (Am p.)
F . . .  d irection al m om ent o f  the e le ctro d yn am ica l fo rces p e r 1 

A m p . a c tin g  on the m o vin g  coi'l (dyn.cm ).
T h u s the s ta tio n a ry  d eflectio n  is  g iv e n  b y

(2) a = J L  or (3) / = 0  =  a  S  S . .  se n s itiv ity  of th e
F  ga lvan o m eter,

the h a lf  p eriod  o f the o sc illa tio n  

K
(4) o r i f / > = °  (4a) r . - «

and  the lo g a rith m ic  decrem ent

(5) 1  =
v 2 K

N ow  w e in tro d u ce  ph oto-electric  retroaction . T h is  w a s done b y  an 
a rran gem en t s im ila r  to th a t described  e. g. b y  W . L. W alton  (1. c.) 
b u t w e used a  d iffe re n tia l photo-cell w h ic h  w a s  p ro d u ced  from  an 
o rd in a ry  se len iu m  b lo ck in g  la y e r  ph oto-cell (T u n g sra m  P h o to ele  —  
m ent S44), b y  c u ttin g  a  g ro o v e  b ise ctin g  th e  su rfa c e  o f the d isk  
and  in sertin g  tw o w ire s  to  m ake co n ta ct w ith  the fa ces o f the tw o 
h alves.

T he p h otoelectric  c u rre n t i  w h ic h  is g en erated  b y  th e  re flected  
lig h t  beam  in  the d iffe re n tia l photolem ent and w h ich  is  fed-back 
to the ga lvan o m eter is  p ro p o rtio n al to the d eflectio n , i. e.

(6) ' i =  C . «

w h ere C  is  a constant dlepending on th e  o p tical a rran gem en t and  
p roportion al to the in ten sity  o f the lig h t  beam . F o r  a  g iv e n  v a lu e  
I o f  the e x te rn a l cu rren t the s ta tio n a ry  d eflectio n  «' w ill  be 
fro m  E qu. 2.

K_
D

9 An somewhat analogus treatment of the photo-electric feed-back was 
already given by Prof. A,*V. Hill in an A ppendix to the article of W. L. W atton, 
Journ. Sci, Inst. Vol. 15. 1935. p. 115.
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D a  =  ( / + / ) F  =  a' C F - f / F  or 
a' (D  —  C F ) =  IF .  Therefore

(7 ) « ' = / d ~ - C F = I W

and the a m p lifica tio n  o f the d eflectio n  becom es
a D  D

<8) N-
« D — C F  L>''

F ro m  th is  equation  it  m a y  be seen th at the g rea te r the va lu e

o f C, th e  g re a te r  the a m p lifica tio n . I f  C  eq u als , th en  D '  equals
r

zero  and N  becom es in fin ite . In  th is  case  w e h a v e

< 9 )

and th u s i h as the sam e v a lu e  as the v a lu e  o f I  g iv e n  b y  E q u . (3). 
In  (ither w o rd s the p h otoelectric  re tro a ctio n  a p p a re n tly  d im inish es 
the d irectio n a l m om ent D  an d  in creases th e re fo re  the s e n s itiv ity  
o f the g a lva n o m eter to iany desired v a lu e , re a ch in g  th e o re tic a lly  
in fin ite  se n s it iv ity  i f  th e  c u rre n t fe d b ack  a t a g iv e n  d eflectio n  is 
a t  le a st equ al to th e  cu rre n t w h ic h  w o u ld  h a v e  p rod uced  th e  sam e 
d eflectio n  w ithout, a n y  feed -back a t  a ll.

U n fo rtu n a te ly  th is  m ethod o f a m p lifica tio n  h a s  sm all p ra c tic a l 
v a lu e  excep t in  v e r y  ra re  cases10 fo r  b y  d e crea sin g  D ’ b o th  the 
d a m p in g  co n stan t an d  the p erio d  o f o sc illa tio n  w ill be in creased  
and  the g a lva n o m e te r becom es „d ead -beat“ . E x a m in a tio n  o f .E q u .
(1) show s h ow  to  co u n tera ct these d istu rb in g  e ffects. B y  in tro d u 
c in g  fu rth e r  feed -back cu rren ts  i x an d  i2 w h ic h  are  p ro p o rtio n al to 
d  a d2 a
I t  w i  to  O f
con stan t an d  the p erio d  o f o sc illa tio n s in  a n y  desired d egree .11 

N um erica l values.
W e  w ill  ca lc u la te  in  a  p ra c tic a l case the sp ecia l v a lu e s  o f i, 

i L> an d  i 2, w h ic h  are  n ecessary  to a n n ih ila te  a.) the resto rin g  to r
que D, b) the d a m p in g  p, and c) the in e rtia  K  resp ectiv e ly ,

a) T h e  v a lu e  o f i w a s g iv e n  above, it  equals

(10) i =  a . C = a ~  =  c c . s

10 see F. E. Harworth, Bell Lab. Record, Vol. 9. 1930. No. 4. p. 167. who 

utilised a photo-electric cell with wedge-shaped opening for the complete neutra
lisation of the resoring torque of a fluxmeter.

11 This idea was first suggested to me b y  Mr. J. C. Frommer of our labora
tory. Similar proposals without being realised were a lready given by S. Reisch, 
Zeitsch, techn. Phys. V o l.  12, 1931, p. 541 and Beitr. angew, Geophys. Vol. 4. 
1934. p. 134. Reisch also pointed out, (ZS. tiechn. Phys. 1. c. p. 546.) that this 
method of influencing the behaviour of galvanometers is in some respect similar 
to the principle incorporated in the Rheograph of H. Abraham (Journ. de Phys. 

V o l .  6. 1897. p. 356.)

an d  to —2~ re sp e c tiv e ly  it is  possible to  in flu en ce  th e  d am ping-
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In  a  p ra c tic a l case w e h ad  «7=7X10—10 A/nim  at a scale  d istance
of 135 cm, from  w h ich  wie c a lcu la te

(10a) i =  J =  1,86 x 10-6 A . a , a be in g  g iv e n  in rad ian s.

b) Suppose o n ly  e le ctro d yn am ica l d am pin g. T h en  we m ust
in tro d u ce an  e. m. f. fo r com pen satin g i t  w h ic h  is  equal an d  oppo
site to the e. m. f. induced in  ithe m o vin g  coil. B learing in m ind the 
m ean in g o f F  and o w in g  to the fa c t th at 1  4̂ =. 10. c. g. s. unit, th e  
induced e. m. f. is  g iv e n  b y

(11) E =  \ 0 . F ~ . \ 0 - - V o l t  =  F dJ~ 10- 'V o l t
a t  a t

A cco rd in g  to (10)

/ = - ^ r « =  1,86 X  10_<i A . ci, th erefo re

„  D .  10“
1,86

T h e to rsio n al m om ent D  o f the suspension w'hich had  a len gth  
o f 14 cm  could  n o t be d ire c tly  m easured, b u t for a s im ila r  sort o f  
suspension w e  m easured

D  =  0.8 d yn . cm/14 cm  
and thus F  —  4.3 X  10r> dyn. cm /A

(,1 1 a) E  —  4.3 . 105 .10  ~7 —— V o lt  =  4 .3 .104 - m icrovolts, and!
a t  a t

. E  4 .3 .1 0 * da
( } '■= R + W =" R + W d i  mlcr°amPeres
w h ere R  is the resistan ce o f the coil an d  W  is  th e  resista n ce  of the 
c ircu it.

T h e  g a lva n o m eter m entioned abo>f has in undam ped state a  
h a lf  period  a p p ro x im a te ly  6 seconds. I f  it o sc illa te s  fo r in stan ce 
w ith  an  am plitud e o f 100 m m  i .e .  w ith  1/27 rad ian s, then

and

\ . n  1 . n  1 . 1
f f _ 2 7 S i n T  27 Sm 6~ 27 Sin

d a  1
~di =  5 4  co s

T h e refo re  the p e a k  v a lu e  o f E  

( lib )  E inax =z 800 m icro v o lts  and

,• 800 U^a; /Imax —  -75-----TT} m icroam p eres.
A -j- W

F ro m  E q u . (12a) w e m a y  ca lcu late  the in te n sity  o f th e  „d e ri
v e d “ p h otoelectric  cu rre n t fo r  a n y  v a lu e  o f R  an d  W ,  w ch ich  curren t 
i f  fed b ack  n eu tra lises th e  d am p in g  and causes the g a lva n o m eter to 
o scillate  w ith  a n  am p litu d e  o f 100 m ilim eters. F o r  in stan ce  ou r g a l
van om eter had  a  coil resistan ce o f 250 O hm s and a  c r it ic a l resis
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tan ce o f 10.000 O hm s; th erefo re  w e  m u st feed -back  0.08 m icroam 
peres to c o n v e rt the. c r it ic a l dam ped g a lva n o m e te r in  a  nondam ped 
one, o s c illa tin g  s te a d ily  w ith in  an  am p litu d e  o f 100 m m . B y  ap p ro 
p r ia te  ch oice  o f the v a lu e  o f w e  can  restore  a n y  d esired  state  
o f  d am p in g.

c) In  a  s im ila r  w a y  w e can  a p p a ra n tly  d im in ish  the in ertia  
o f  the m o v in g  co il b y  in tro d u cin g  a  feed -back  cu rren t

<13) /2 =  C2 ^ 2" or su p p osin g  a  =  a0 sin /a =  — C2^ y J  «■

T o  estim ate  the m a g n itu d e  o f i ,  w e n eglect d am p in g  a n d  thus 
E q u . (1) becom es

( l a )  ( K - C , F ) % £ + D a  =  o.

T h u s the shortened p erio d  o f o sc illa tio n  is

<14) r - n ] / ^ - g y

and

<15) 4  =  «.

I f  w e w ish  to sh o rten  the p erio d  in  a p ro p o rtion  1  :n, then  w e h ave

T  =  TJn  or 

K — C 2F = K J n 2 T h us  

K  n2—  1 
F ' n2C2 =  ------and

K [ n \ 2 n2— \

O n the o ther h a n d  fro m  E q u . (9) w e  h a v e

i — a or «  =  therefore

T h is  is  a  v e r y  sim p le  b u t not su rp ris in g  resu lt. F o r  i  denotes 
th e  feed -back  c u rre n t w h ic h  i f  in  ph ase w ith  a  p rod u ces a n  electro
d y n a m ica l m om ent equal to the to rsio n al m om ent D  and  in  ab 
sence o f th is  w o u ld  cau se the g a lv a n o m e te r  to> o scilla te  w ith  a  p e
riod. T 0- In- o rd er to  sh o rten  th e  p eriod  in  a  proportion^ l:n ,  th e  m o
m ent m ust be in crea se d  w2-fold, th e re fo re  w e m u st add to  the tors/ionial 
m om ent D  a  m om ent (w2—-1) D  p rod uced  electrodynam ically  b y  the 
c u rre n t (n2— 1) i. B u t th ere  is  a g re a t d iffere n ce  w h e th e r  the sh o r
ten in g  o f the p eriod  is  e ffe cte d  b y  m eans o f a  cu rren t w h ich  is  in

d 2 a
p h ase  w ith  a o r b y  a  c u rre n t w h ich  is  in  ph ase w ith  . I n  the 

f ir s t  case w e increase  a p p a re n tly  th e  directional m om ent  an d  in
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consequence w e d im in ish  the s e n s itiv ity ; in  the second case w e 
a p p a ren tly  dim inish  the inertia  w ithout, a ffe c t in g  th e  se n sitiv ity . 
In  both cases w e h a v e  n u m e rica lly  the sam e v a lu e  fo r  i  and fo r  i ,  
resp ectively . I f  fo r  in stan ce w e sh orten  the p erio d  o f o u r g a lv a n o 
m eter fro m  6 to 2 second, w e m ust in tro d u ce  a. feed -back  cu rren t 
9-times as stro n g  th a n  fo r  co m p en satin g  the re sto rin g  torque, th at 
is 9 X  1,86 m icroam p eres p er ra d ia n s an d  to  sh orten  th e  period  
in a proportion  1:10  w e m ust h a v e  a feed-back cu rren t a s  stro n g  
as 186 m icroam p eres. T h o u g h  it  is  fo rm e rly  possible to m ake the 
in e rtia  v a n ish  fro m  E q u . (1) in r e a lity  i t  is  im possible because the 
n ecessary  c u rre n t in te n sity  becom es in fin ite .

Som e practical results.

T h e a m p lifica tio n  o f the se n s itiv ity  b y  p h otoelectric  feed
b a ck  h a s —  as stated  a b o ve  —  no p ra c tic a l v a lu e . O ne reach es a  
fo u r or f iv e  fold  a m p lifica tio n  b u t at the cost o f s ta b ility , d a m p in g  
and  period. T h e  in flu e n c in g  o f d am pin g, i.e . the d im in ish in g  o f the 
c r it ic a l resistan ce  m ust h a v e  w e b elieve  a  better prospect, because^ 
m o vin g  coil g a lva n o m eters  a r e  in  th is  resp ect doubtless in  d isad 
v a n ta g e  o ve r needle-galvan om eters. T h e  m ost sim p le  w a y  o f d e ri
v in g  fro m  the p h otoelectric  c u rre n t i  a  cu rren t i x w h ic h  is  p ro 

p ortion al to  —  is to  in se rt a  resistan ce  r in th e  c irc u it *of the

photocell and to connect the g a lv a n o m e te r in  series w ith  a  c a p a ci
tance C  to the term in als o f r  (see F ig u r e  1.). W e  p ro ved  th is  
sim ple a rran g e m e n t u sin g  a  lo n g  shaped caesium  p h otoelectric  cell

Circuit for producing a current i, proportional to ° r  respectively, 

and succeeded in  re d u cin g  the c r itic a l resistan ce  from  10.000 to
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1000 O hm s, th u s in cre a sin g  ten -fo ld  th e  v o lta g e  se n s itiv ity . I t  w a s 
a lso  possible to n e u tra lise  p e r fe c tly  the d a m p in g : the g a lva n o m eter 
o scillated  s te a d ily  w ith in  a n  a m p litu d e  o f a b o u t 200 m m , but the 
p erio d  w a s  in creased  fro m  6 sec  —  a s i t  o r ig in a lly  w a s  —  to abou t 
48 sec. T h is  cu rio u s b e h a v io u r h as to be e xp la in ed  from  th e  num e
r ic a l v a lu e s  o f the e le ctr ica l c ircu it. A s  a  consequence o f the w eakness 
o f the p h o to e lectric  c u rren t i t  is  n e cessa ry  to  g iv e  to  r a  g rea t 
v a lu e , fo r  in stan ce 0.2 M  fi. C h oosin g C  —  2 F  the d a m p in g  b e 
com es c r it ic a l a t  the v a lu e  o f R  +  W  =  1000 Ohm s. O n th e  o ther 
hand  i f  w e w ish  the c u rre n t i v fed b ack  to the g a lva n o m eter to bi-

p ro p o rtio n al to  or to  ~  (i  b e in g  th e  p h otoelectric  current),
ih e  ohm ic resistan ce  o f the c irc u it  m ust be n e g lig ib le  in respect 
to the c a p a c it iv e  one. T h is  co n d itio n  is  not fu lfille d  at the said  
freq u en cies (T =z:6  sec or m ore), th e re fo re  if  a or ? v a r ie s  a s  sin <o t 
\  h as a  fo rm  o f a . cos  «> t  +  b . sin  a> / and the la ter m em ber cou n ter
a cts  th e  in ertia  a n d  cau ses th e  p e rio d  to in crease.

T h is  d if f ic u lty  is  a v o id a b le  b y  a  one-stage d ire ct cu rre n t am 
p lific a tio n  o f th e  p h otocu rren t an d  b y  in sertin g  the resistan ce  r  into 
the p late  c irc u it  o f the v a lv e  in stead  o f  in  th e  c irc u it o f th e  photo
cell. T h e  p la te  cu rren t h a s  a  m u ch  g re a te r  v a lu e  th a n  the photo'- 
cu rren t, th erefo re  it possible to choose r  sm all in  resp ect to  C. 
H a v in g  e. g . r  =  900 O hm s an d  C  =  5 n F  a n d  v a r y in g  the in ten sity  
o f the lig h t  b eam  w h ic h  fa lls  upon the ph otocell w e could  restore 
a n y  desired sta te  o f d a m p in g  fo r  a n y  v a lu e  of R  +  W  ly in g  betw een 
10.000 a n d  500 O hm s. T h u s the v o lta g e  s e n s it iv ity  cou ld  be in creased  
as m u ch  a:s tw en ty -tim e s an d  th is  w a s  done w ith o u t a p p recia b le  
le n g th e n in g  o f the p erio d  w h ich  in creases fro m  5 sec o n ly  to  6.3 see 
in  the ca se  o f 500 O hm s circuitt-resist&nce.

I t  w a s  also possible tO' p ro v e  th e  v a lid ity  o f E qu . ( lib )  in  the 
fo llo w in g  m an n er. T he u su al m illiam m eters h a v e  a sh ort period  in  
com parison  w ith  the period  o f o u r g a lva n o m e te r; th u s b y  in sertin g  
a m illia m m e ter in  the p la te  c irc u it  one can read  on i t  the m om en
t a r y  v a lu e  and a lso  the v a r ia t io n  o f the p la te  cu rren t caused  b y  the 
p h otoelectric  feed-back. In  a  sp ecia l case w e had  R  +  W  =  500 
O hm s. A p p ro p ia te ly  choosing th e  l ig h t ,  in ten sity  the d a m p in g  
w a s  n eu tra lise d  a n d  the g a lva n o m e te r o scilla ted  s te a d ily  w ith in  an 
a m p litu d e  o f 160 m m  and the p late  cu rren t v a rie d  betw een  4.4 and 
6.3 m illiam p eres. T h u s the p ea k  v a lu e  of the a lte rn a tin g  v o lta g e  
acro ss r  w a s U =  (1,9/2) m A X  900 0 —  855 m V  a n d  th e  a ltern a tin g  
cu rren t w h ic h  flo w s th ro u g h  the g a lva n o m e te r (n eglectin g  R  +  W  
a g a in t  1/ C) is  g iv e n  b y  =  U . C . =  0.855 X  5 X  1/2 . 10—' =  2.1 
m icroam p eres, or reduced  to 100 m m  a m p litu d e  o f o scilla tio n s 1.3 
m icroam p eres. T h e re fo re  the a lte rn a tiv e  v o lta g e  E  across R  +  TV —  
=  500 O hm s w a s  650 m icro v o lts  in  to lerab le  accord an ce w ith  the 
ca lcu la ted  v a lu e  o f  800 m icro v o lts  as g iv e n  b y  E qu. ( lib ) . W e 
repeated  th is  c a lc u la tio n  fo r d iffe re n t v a lu e s  o f R  +  W  an d  th e  
v a lu e  E  rem ain s a p p ro x im a te ly  the sam e.

W e  m ad e o n ly  som e cru d e  exp erim en ts as to the in flu en cin g  
o f th e  period and  the a p p a ren t in ertia . T he cu rren t C 2(d'2aldt'2)
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n ecessary  fo r d oing th is  w a s produced b y  a tw o-stage a m p lifier, the 
firs t  and second tubes o f wrh ich  h ad  tran sfo rm er co u p lin g  an d  the 
cu rren t to be fed-bnok to  the ga lva n o m eter w a s d erived  from  the 
p la te  cu rren t o f the second tube b y  the com bin ation  (r, C) as show n 
on F ig . 1. W e succeeded in  v a r y in g  the period' o f o scillation  w ith in  
2.5 and 15 seconds and  w e th in k  th a t a  sh o rten in g  o f the period 
in a  proportion  1:2  or 1:4 m a y  fin d  p ra c tic a l app licatio n .

Summary.
T he m ethod o f in flu e n cin g  the s e n s it iv ity  o f m o vin g  co il 

g a lvan o m eters b y  ph oto-electric feed -back (photo-electric a m p lifi
cation  o f g a lva n o m eter deflections) d escribed  a lr e a d y  b y  m a n y  
au th o rs h a v e  been extended! in  respect o f .d a m p in g  and  period  of 
oscillation . T h is  w a s  done b y  feed in g  b a ck  cu rren ts  w h ic h  a re  p ro 
po rtion al to the f ir s t  a n d  th e  second d e riv a tiv e  o f th e  d eflection  res
p e ctiv e ly . B y  n e u tra lis in g  the d a m p in g  the .c r it ic a l resistan ce w as 
d im inish ed  i .e .  the v o lta g e  s e n s itiv ity  w a s in creased  as m u ch  as 
tw e n ty —fo ld  w ith o u t a ffe c tin g  th e  s ta b ility  and  w ith o u t le n g th e 
n in g  the period  o f the ga lvan o m eter. I t  w as also  possible to len gthen  
or to  shorten the period! o f oscillation .

Septem ber 22. 1949.



NOTES ON SOME METHODS FOR MEASURING SMALL 
LIGHT INTENSITIES.

BY: P. S. FARAGÓ-

R e c e n tly  severaH p ap ers w ere  p u b lish ed  on the a p p lica tio n  of 
p h o to sen sitiv e  e lectron  m u ltip lie r  tubes fo r  astro n o m ical m ea su re
m en ts1, a n d  a lso  a  g en era l re w iew  on the a p p lica tio n  of m u ltip lier 
ph ototubes to  low  lig h t  le ve ls  w a s  g iv e n la. I t  m a y  be in terestin g  to 
note th a t a  m ethod  w a s  su ggested  b y  Z. B a y  in  p r iv a te  discussions 
a lr e a d y  iln 1937, w h en , in  co u rse  o f the developm ent of electron 
m u ltip lie r  tu b es fo r co rp u scle  co u n tin g, he b egan  to use th em  as 
photon counters2.

T h e  m ethods a p p lie d  at presen t are o f tw o kind's. O ne o f them  
rep la ces th e  u sa u l ph otocell b y  a m u ltip lie r  phototube, a n d  m easures 
co n tin u ou s p h o to cu rren t a fte r  b e in g  a m p lified  b y  e lectro n  tubes. 
T h e  o th er co u n ts s in g le  photons b y  co u n tin g  th e  n um ber o f d iscrete  
pulses prod u ced  b y  ph oto-electrons em itted  b y  the cath o d e o f the 
m u ltip lie r  tube.

I n  w h a t fo llo w s I  am  g o in g  to show  th at fo r  a  g iv en  m u ltip lier  
tube th e  lim it  o f b o th  m ethods is  q u a n tita tiv e ly  th e  sam e, i f  thé fre 
q u e n cy  ban d  w id th  in  one case, or th e  p eriod  o f co u n tin g  in  the 
o th er is  p ro p e rly  chosen.

T h e  fa c t th a t fo r the measurement o f sm all l ig h t  in ten sities 
m u ltip lie r  ph ototubes a r e  p re fe ra b le  to  p h otocells w a s sh ow n  b y  
Z v o r y k in 3. I f  a  sy stem  p h otocell +  a m p lifie r  is  com pared  to a m u l
tip lie r  ph otoube +  a m p lifie r  system , the s e n s itiv ity  o f the cathode 
a n d  its  d a rk  c u rren t b e in g  the sam e in  both  cases, the m u ltip lier  
y ie ld s  a  m u ch  m ore fa vo u ra b le  signal-to-noise ra tio . T h is  fo llo w s 
fro m  the fa c t th a t the m u ltip lica tio n  fa c to r  of the m u ltip lie r  —  i f  
it  is a b o ve  a  c e rta in  m inim um , s a y  10r’ —  h a s the e ffe c t  o f d ecreas
in g  th e  in p u t resista n ce  of- th e  a m p lifie r  to  su ch  an  exten t, th at 
the th e rm a l a g ita tio n  noise becom es n e g lig ib le  i f  com pared  to the 
sh o t noise. I f  a n  id e a l m u ltip lie r  is  considered, the signal-to-noise 
ra tio  is .

< 0  S  ”  [2T ( 77+  7  ]-/■

w h e re  t p is  th e  p h o to cu rren t w ith  a  fre q u en cy  ly in g  in the fre
q u e n cy  ra n g e  f, f  -\- A  f  of the a m p lifie r , i 0 is  the d a rk  cu rren t 
em itted  b y  th e  cathode, e  is  th e  electron ch a rg e. T h e  exp ression  
„ id e a l“  m ean s th a t  each  in cid en t electron releases fro m  th e  m u lti
p ly in g  dynodies the sam e n u m b er of seco n d ary electrons.
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A ll  inspection o f (1) im m ed iate ly  su g g e sts  one o f the u su a l 
m ethods fo r m easu rin g  sm all lig h t  inten sities. A c c o rd in g  to this, 
the in cid en t beam  o f lig h t  is  m odulated  at a fre q u en cy  f  and th e  
p late  c u rren t o f the m u ltip lie r  is  a m p lifie d  w ith  the a id  o f a  selective  
a m p lifie r  of v e r y  sm all band w id th , tuned to th e  m odulation  f r e 
quency. T h e  o u tp u t v o lta g e  o f the a m p lifie r  is  m easured  b y  som e 
convenient m ethod, an d  it  is  d ire c tly  p ro p o rtio n al to the lig h t in 
ten sity . T h e  low est lim it of the m easu rab le  p h otocu rren t is  d e ter
m ined b y  the condition  S  ^  1, i. e.

(2) f, S [ 2 «

I f  the m easurem ent o f lig h t in te n sity  is ca rrie d  out b y  m eans 
of coun tin g  th e  m u ltip lier  pulses, th e  nu m ber o f pu lses caused  b y  
photons is  the d iffere n ce  o f the resu lts o f tw o  m easurem ent: th e  
total n um ber o f pulses observed, i f  the photocathode is  illum m inated , 
m inus the num ber o f b ackgrou n d - (dark-) counts. T h e  sta tistica l 
e rro r in  the re su ltin g  nu m ber of p u lses is  th e  sum  o f th e  sta tis
tic a l e rro rs  o f  the resu lts  o f the tw o m easurem ents. I f  the a v e 
ra g e  n u m b er o f pu lses per second cau sed  b y  lig h t  is  n, and th e  
a v e ra g e  n u m b er o f b a ck g ro u n d  counts p e r second is nc, the re su l
tin g  eror is

[r (n +  n0)Y'°- +  (rnoy < 2 [ x ( n  +  /;0) p

z be in g  the period o f cou n tin g. In  o rd er to  m ake the num ber o f 
pulses caused  b y  lig h t g rea te r  th an  th is  error, the m easurem ents 
m ust be con tin u ed  o ver a  period  i ,  so- th at 2[t ( h  -f- n a)Y!l) i .e .

o )

T h is  re la tio n  is  e q u iv a len t w ith  (2). F o r, i f  each  p u lse  is  caused  
b y  one s in g le  electron  em itted  b y  the cathode, the p h otocurrent o? 
the cath od e is  i p =  e .n  , and  the d a rk  cu rre n t is: i0 — e . n 0, w ih c h  
substitu ted  in (2) g iv e s

9 T/2
(3a) i,^ 2e(ip + i0)--

L

bein g  in d en tica l w ith  (2), i f

(4) -  =  7 -x A f

a  re latio n  in  agreem en t w ith  th e  fre q u e n cy  b an d  w id th  o f the 
F o u rie r  sp ectru m  of a  sq uare-shaped  pulse o f the d u ra tio n  t . T h e re 
fore both  m ethods set the sam e lim it to the m easurem en t o f lig h t 
in ten sity , expressed  in  th e  n um ber o f  in cid en t ph oton s per second: 
N  =  njt};ij  b e in g  th e  q u an tu m  e ffic ie n c y  of the cath o d e (ratio of 
the n um ber o f photoelectrons to that o f in cid e n t photons).

T w o  point m ust be considered.
1. I f  the in cid en t beam  o f l ig h t  is  m odulated, the n um ber of 

photons reach in g  the cath o d e in  u n it tim e is  sm aller th an  in  con 
tin u o u s operation. B e  the n u m b er o f photons/sec re a c h in g  th e  
cathode in continuous op eratio n  N 0, and in  case of a m odulated
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l ig h t  beam  N  =  N J k ,  th an  a  n a rro w er fre q u en cy  baud is  to be 
a p p lied :

<5 >

T h e v a lu e  o f k  depends on th e  m o d u la tin g  w a v e  form .
2. T h e  a b o ve  co n sid eratio n s re fe rre d  to „ id e a l“  m u ltip liers. In  

r e a lity  the nu m ber o f se co n d a ry  e lectron s released  b y  one p r im a ry  
e lectron  is  s ta tis tic a lly  flu c tu a tin g . T h is  re su lts  —  w h en  o b se rv in g  
d escrete  p u lses —  a  s ta tis tic a l flu c tu a tio n  o f the pulse am plitu d es, 
b u t its  dbes n o t e ffect th e  v a lid ity  of re la tio n  (3), i .e . th e  m in im u m  
p e rio d  o f co u n tin g  in  case o f a  g iv e n  lig h t  in ten sity . On the o th er 
h an d  the a b o ve  m ention ed  phenom enon in creases the r. m. s. noise 
cu rren t, re d u c in g  th e re b y  the signall-to-noise r a t io 4. F ro m  the p o in t 
o f v ie w  o f the m in im u m  m easu rab le  l ig h t  flu x  the in crease  o f the 
noise ca n  be com pensated  b y  re d u cin g  the a m p lifie r ’s fre q u en cy  
ban d  w id th a t the sam e rate . T h e  n u m erica l va lu e  o f  th is  factor 
depends on the m u ltip ly in g  su rfa c e s  and the o p eratio n al con d ition s 
o f th e  tube, b u t 2,5 seem s to  be a  c o n se rv a tiv e  estim ate5. (The p ro 
b a b ility  d istrib u tio n  o f th e  n u m b er o f seco n d a ry  electrons released  
b y  one p r im a r y  e lectro n  is b e in g  stu d ied  in  th is L a b o ra to ry , and 
In terestin g  re su lts  co n cern in g  a lso  th e  seco n d a ry  electron  em ission 
noise a re  expected.)

I t  fo llo w s fro m  the a b o ve  considerations, th a t —  i f  the m easu
ra b le  m in im u m  lig h t in te n sity  is  considered  —  the tAvo m ethods o u t
lined  are  ra th e r  co m p lem en tary  ones. W h ic h  one of them  is  to be 
ap p lied  is d eterm in ed  b y  p ra c tic a l v ie w  points, above a ll the dlark 
em ission and the e ffic ie n c y  o f th e  m u ltip lie r ’s photocathode a v a i
lable. I f  th e  datrk em ission is a b o ve  a  certa in  lim it, i t  cannot be 
reso lved  in to  d iscrete  b a ck g ro u n d  counts. In  th is  ca se  the o n ly  
p ra ctica b le  m ethod is  th a t  o f a p p ly in g  a se lectiv e  a m p lifier .

T h e  best m u ltip lie r  phototubes a v a ila b le  a t  p resen t (R C A  T y p e  
1P21) h a v e  a  d a rk  c u rre n t of 0,1 ji/A and a n  e ffic ie n c y  o f abou t 0,05

°
electrons/photon (at 4200 A ).  T alcin g  th e ir  m u ltip lica tio n  fa c to r  
2.10° into acco u n t, the n u m b er of b a ck g ro u n d  coun ts is a b o u t 3.105 
per second. T h is  nu m ber o f puilses can  be counted  a lre a d y  w ith  th e  
a id  o f h ig h  q u a lity  sc a lin g  devices. So  a n y  sm all lig h t in te n sity  can  
be m easured, p ro v id ed  th a t the period  o f co u n tin g  ca n  be prolon ged  
at w ill. E x a c t ly  th e  sam e re su lt can  b e acch ieved  a lso  b y  a p p ly in g  
a  se le ctiv e  a m p lifie r  i f  its  fre q u en cy  band  w id th  is n a rro w  enough. 
O f co u rse  th e  p ro lo n gatio n  o f the co u n tin g  p erio d  seem s m u ch  
easier, th an  the red u ctio n  o f the ban d  w id th . S till, th is  also can be 
rea lized  b y  u sin g  a  m e a su rin g  in stru m e n t o f v e r y  la rg e  tim e 
constant, or a  cu rren t in teg ra to r. A s  a. m a tter o f fact, th is  p ro 
cedu re is  a  u n ific a tio n  o f the tw o m ethods.

T he se le ctiv e  a m p lifie r  m ethod h as th e . a d v a n ta g e  th a t b y  
a p p ly in g  tw o  ch an els o f th e  sam e ban d  w id th , one tuned to the 
lig h t  m od u lation  freq u en cy , the other to a  d iffe re n t one, photo
c u rre n t and noise can be determ ined sim u ltan o u sly . H o w ever, as 
the band w id th  o f th e  a m p lifie r  is  reduced, in crea sin g  dem ands as
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to  the s ta b ility  o f the m odulation  freq u en cy , p o w er supplies, and 
c irc u it elem ents m ean serious te ch n ica l com plications.

M odulation  can  be avo id ed  i f  a  d. c. a m p lifier  o f h ig h  in put 
tim e constant or a cu rre n t in teg ra to r  is  applied. In  th is  case the 
d. c. com ponent o f the dairk cu rren t is to  be com pensated to perm it 
m a k in g  fu ll use o f the se n s it iv ity  o f the output m eter. T h is  is  not 
o n ly  a  s im p lifica tio n  o f the ap p aratu s, bu t it  has the a d v a n ta g e  of 
m a k in g  k  —  1  in  (5).

A s  a lre a d y  stated above, the sta tistica l flu c tu a tio n  of the n u m 
b er of seco n d ary electrons released  b y  on p r im a ry  e lectron  m akes 
Hie noise level! h ig h e r  th a n  com puted  fo r an  ideal m u ltip lie r, bu t it

is  o f uo s ig n ific a n c e  i f  s in g le  pu lses a re  counted. H o w ever, sca lin g  
c irc u its  necessairy fo r  co u n tin g  the p u lses o f c o m m e rcia lly  a v a ila b le  
m u ltip liers, h a v in g  too m a n y  b a ck g ro u n d  counts, are  v e r y  co m p li
cated  a n d  exp en sive . A  red u ctio n  o f th e  n um ber o f b a ck g ro u n d  
counts b y  co olin g  the m u ltip lie r  w ith  liq u id  a ir  is  also rath er 
troublesom e e sp e c ia lly  in  a stro n o m ica l m easurem ents, the m ost im 
portant, fie ld  o f a p p lica tio n .

In  our L a b o ra to ry  m u ltip lie r  phototubes, h a v in g  v e r y  sm all 
d a rk  em ission at room  tem p eratu re  h a v e  been developped w ith  the 
a id  o f photocathods an d  m u ltip ly in g  d yn od es w h ic h  h a v e  a  h ig h e r 
w o rk  fu n ctio n  th a n  th a t o f the A g -C s 20 -C s la y e r 2. A lth o u g h  the 
e ff ic ie n c y  77 o f  th e  cath o d e is  th e re b y  so m ew h at reduced, such  a  
m u ltip lie r  tube ca n  be m ore fa v o u ra b le  fo r  m ea su rin g  extrem ely  
sm a ll lig h t in ten sities, e sp e c ia lly  in the b lue region.
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F ro m  (3) the m in im u m  n um ber o f incident photons per see 
observable is

W > ^ V ?/■ +(
1 .
7 +  "°

i/a 2 .. 1 ~ ---- V , if « n0.7] X I3 T

T h is  m eans th a t a  red u ctio n  o f n 0 b y  a  fa c to r  m  is  e q u iv a len t to  
an in crea se  o f the e ffic ie n c y  -q b y  a fa cto r m 1'2, p ro vid ed  that the 
n um ber o f b a ck g o ru n d  co u n ts d u rin g  the m easurem ent is  s t ili  
la rg e . I f  —  a s  in  our case —  the m u ltip lie r  tube g iv e s  on ly  a few  
b a ck g ro u n d  co u n ts p e r m im , an d  h a s an  e ff ic ie n c y  o f i | >  10-5  
electrons/photon o n ly , it  is  p re fe ra b le  to th e  tu b e  ty p e  1P 2 1, for 
w h ic h  77 ~  5.10-2, bu t i i0 ~  3.103, i f  m ea su rin g  e x trem e ly  sm all light, 
in ten sities is  concerned. I n  F ig . 1. the signal-to-noise ra tio  in 
d ecib els is  p lo tte d  a g a in s t  the n um ber o f in cid en t photons per second. 
C u rv e  I. re fe rs  to an id ea l m u ltip lier, h a v in g  th e  se n s itiv ity , d a rk  
cu rren t and m u ltip lica tio n  fa c to r  o f th e  R C A  T y p e  I P 21  tube fo l
low ed  b y  a, se le ctiv e  a m p lifie r  o f 0,2 c. p. s. freq u en cy  band w id th  
C u rv e  I I .  re fe rs  a  m u ltip lie r  o f 77 =  10~‘ electrons/photon e ffic ie n c y

o
a t 4200 A  w a v e  le n g th  an d  n 0 =  1,2 pulse/m in. b ack gro u n d  counts, 
i f  co u n tin g  is  con tin u ed  o ve r 10 sec. I t  ca n  be seen tha.t at co rres
p o n d in g  v a lu e s  of fre q u e n cy  ban d  widlth and co u n tin g  p eriod  resp., 
th ere  is  a  regio n , w h e re  th e  tube ch a ra cterized  b y  its  v e r y  few  
b a ck g ro u n d  coun ts is  p re fe rab le , a s  h ig h e r  sign aluto-to-noise raitio 
m eans h ig h e r  a c c u ra c y  in th e  m easurem ent.
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B E E I N F L U S S U N G  D E S  P O L A E I S A T I O N S Z U S T A N D E S  D E R
T Y N D A L L -S T R A H L U N G  IM  E L E K T R I S C H E N  F E L D .

V O N  Z. L A S Z L ö .
(Eingegangen am 15. Mai, 1948.)

Wenn, ein  iso tro p er S to ff a u s  optisch, an isotropen  M olekülen 
'besteht, so w ird  die T yn d a Ü -S tra h lu n g  te ilw eise  p o larisiert. D ie  V e r 
suche bew eisen, dass der P o la risa tio n szu sta n d  des S treu lich tes d u rch  
den E in flu ss  des e lektrisch en  F e ld es —  w en n  sp ezielle  anisodim en- 
sionale M oleküle vorh an d en  sind —  v e rä n d e rt w ird . B e i den V e r 
suchen w u rd en  W a ch se  und höhere F e tsä u re n  verw en d et.

E in fü h r u n g .
F s  is t  bekannt, dass der D ep o la risa tio n sfa k to r des T yn d a ll-  

L ich tes von  der F o rm  der M oleküle des streu en d en  S to ffe s  bezw . 
bei K oliloid-Lösuneen, von  dler F o rm  der K o llo id -T e ilch en  ab h än g ig  
ist. Im  F a lle  vo n  isodim ensionalen  T eilen  ist das T yn d a ll-L ich t 
lin e ar p o larisiert, w enn die B eo b a ch tu n g srich tu n g  a u f das e in fa l
lende L ic h t  sen k rech t steht. Im  F a lle  von  anisoclim ensionalen T eilen  
ist d as Streulicht, te ilw eise  p o larisiert. E s  w ftr also' zu  erw arten , 
dass im  F a lle  vo n  äusserer E in w irk u n g  ve ru rsa ch te n  rä u m lich e r 
A n o rd n u n g  d er streuenden T eile , d ie  In ten sitä t undl d er D ep o la risa 
tio n sfa k to r des T y n d a ll-L ich te s  ve rä n d ert w ird .

Solche B eo b a ch tu n gen  w u rd en  au ch  im  F a lle  vo n  ströhm enden 
Suspensionen g em ach t1. B lo ch  beobach tete a n  Sallm iaknebel d ie  V e r 
än d eru n g der In te n sitä t u n d  des D ep o la risa tio n sfa k to rs  d urch  E in 
flu ss des e lektrisch en  F e ld es2. Ä h n lich e rw e ise  v e rä n d ern  sich  die 
optischen  E ig e n sch a fte n  d er K o llo id e  und der Suspensionen  im  
elektrisch en  und m agn etischen  F e ld 3.

A u f  G run d  B eo b ach tu n gen  w erden d urch  E in w irk u n g  des e lekt
rischen  F eld es k la re  d u rch sich tig e  K o llo id e, dessen T eile  einen 
D urch m esser k lein er, a ls  0.1 u haben doppelbrechend. B e i Solen  und 
Suspensionen, d ie  a u s  grösseren  T eilen  bestehen, is t  d ie  d u rch  das 
elektrische F e ld  v e ru rsa ch te  D op p elbrech u n g, neben der im  Inten- 
sitäts- u n d  P o la risa tio n szu sta n d  ein treten d er Ä n d e ru n g  des T yn d a li-  
L ich tes v e rn a c h lä ss ig b a r4. E in  zw isch en lieg en d er F a ll  is t  erreich-

1 H. Diesselhorst, H. Freundlich und A . Leonhardt, Elster Geitel Festschrift 
495, 1915.

2 E. Bloch, C. R. 146, 970. 1907.

3 H. Diesselhorst und H. Freundlich, Phys. Zeitschrift 16, 419, 1915; 17, 
117, 1916,; H. Uerlings, Phys. Zeitschrift 37, 655, 1936.

4 H. Mueller and M. H. Shamos, Phys. Rev. 61, 631, 1942.
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bar, w enn d ie  G rö ssero rd n u n g d er lin earen  D im ensionen d er T e ile  
m it d er W e lle n lä n g e  des L ic h te s  überein stim m t. Solch e Solen  zeigeu  
e in e  b em erkbare Ä n d e ru n g , sow ohl in  d er D oppelbrech un g, w ie  auch 
im  In ten sitä ts- u n d  P o la risa tio n szu sta n d  der Sreüstraih lun g5.

D ie  Ä n d e ru n g  des D ep o la risatio n sfa k to rs  undl d er In ten sitä t 
des T y n d a ll-L ic h te s  im  elektrisch en  F e ld , w u rd en  u n ter an d eren  an 
w ä sserig en  Suspensionen  vo n  K aolin -L eh m , an  K o llo id en  vo n  Z in k 
o x y d  u n d  B le icarb o n at, a n  Solen vo n  G ra iit , B en to n it6, u n d  a n  S o 
len  vo n  S te a rin sä u re 7 u n tersuch t.

D ieser E ffe k t  is t  bei e in er F e ld stä rk e  vo n  100— 200 V /cm  gu t 
b em erk b ar und b e i groben  Suspensionen  schon bei einem  F eld  von  
10 V/cm  w ah rn eh m b ar.

In  dieser A b h a n d lu n g  w ird  ü b er B eobach tun gen  berich tet, a u f 
G rund, deren die E rsch e in u n g  n ic h t n u r bei K o llo id en  m it suspen 
d ierten  T eile n  (grösser als 0.1 ß ) ,  sondern a u ch  bei grösseren M ole
kü len  a u ftr itt . D ie  Ä n d e ru n g e n  w u rd en  z .B .  bei geschm olzenen 
W a ch se  und höh eren  F e ttsä u re n  beobachtet. In  diesen F ä lle n  w a r  
d ie  D o p p elb rech u n g en tw ed er nicht w ah rn eh m b ar, oder vern ach - 
lä ss ig b a r  k lein . Z u r  H erste llu n g  der E rsch e in u n g  bei M o lekü len  ist 
ieine bedeutend höh ere F e ld stä rk e  (ein ige T au sed  V/cm) n ötig .

E xp erim en te ller  Teil.

-  ß

K 

N

L
Abb. 1. Versuchsanordnung zur Messung des Depolarisationsgrades.

B ei den M essungen w u rd e die ü b lich e  E in ric h tu n g  benützt. 
(A bb 1.) A ls  L ich tq u elle  d iente ein k le in er P ro je k tio n sa p p a ra t m it 

 ̂ G lüh lam pe, deren L ic h t  m it  e in em  K o n d en so r u n d  einer L in se  pa-'

5 H. M ueller and M. H. Shamos, Phys. Rev. 61, 631, 1942.
0 R. S. Krishnan, Proc. Ind. Ac. Sei. 7, 91, 1938. (Nur aus Referaten bekannt .)
7 R. S. Krishnan, R. S. Subramanya, Proc. Ind. A c. Sei, 19, 405, 1944. (Nur

a u s  Referaten bekannt.)
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rail©! gerichtet) w u rd e. Im  W ege des L ich tstra h le s  befan d  s ich  der 
untersuchende S to ff  in  einem  L eyb o ld -G efä ss (LG ). Im  G efäss w a 
ren zw ei h orizon tale  K on d en satorplatten , 1  cm  von einander en t
fernt. D ie  zw ei P la tte n  w a ren  aus N ik k e i g e fe rtig t  und hatten  d as 
M ass vo n  3X 2  cm. S en krech t au f das e in fa llen d e  L ic h t befan d  sich  
eine B lende (B), n ach  w elch er ein K alksp atrh o m b o ed er (K) fo lgte. 
D ie  L a g e  des K a lksp atrh o m b o ed ers w a r  eine solche, d ass die zw ei 
B ild e r  u n terein an d er erschienen, sich  eben berührten , undl d ie  
S ch w in gu n gen  des S treu iich tes im  oberen B ild  ve rtik a l, im  unteren  
B ild  h o rizo n tal erschienen. W u rd e  m it e in er L in se  (L) die Ö ffn u n g  
der zw ei B ild e r  sc h a rf ein gestellt, fe rn er m it H ilfe  eines N iko ls (N) 
a u f g le ich  stark e  In te n sitä t gebrach t, so  ist der D ep o la risa tio sfa k to r 
A  des g e p rü fte n  M ateria ls

wo J die v e rtik a le  K om pon en te des S treu lich tes, J* die h o r i
zontale K om pon en te und v den d u rch  die S c h w in g u n g srich tu n g  
des N ik o ls  m it der HorisonitiaJen eingeschlossenen W in k e l be
deutet. D ie  u ntersuch ten  M a teria lien  w u rd en  d u rch  ein J en a er „G 5 
a u f 3“  G la s filte r  f i ltr ie r t  und vom  S tau b  s o r g fä lt ig  geschützt. Im  
L a u fe  der M essungen w u rd e  A  ohne den E in flu ss  des elektrisch en  
beid es gem essen u n d  a u f diese W eise  d er D ep o la risatio n sfa k to r b e
rechnet. Bei. dlem E in sch aiten  des F e ld es erhellt© sich  das obere 
Sehfeld . D u rch  V e rd reh en  des Nikol's w u rd e  das S eh fe ld  w ied er a u f 
eine g le ich m ässige  In te n sitä t gebracht. D en  W e rt A '  des D ep o la ri
sa tio n sfa k to rs w u rd e au ch  im  F a lle , w enn ein  e lektrisch es F e ld  v o r 
handen w a r  berechnet. D ie  benötigten  S p an n u n gen  w u rd en  m it 
H ilfe  vo n  N etztra n sfo rm a to ren  hergestellt. D ie M essergebnisse sind 
ln der T ab elle  1. zusam m en gefasst.

Tabelle I.
A A' A  cp Volt/cm t c o

Carnauba wax 0-1836 0-1428 2-5 7000 107
Cera alba 0-390 0-311 2-8 5000 79
Cetaceum 0-333 0307 1-1 7000 107
Miristinsaure 0411 0-292 40 4000 80
Palmitinsaure 0-452 0 307 3-4 4000 80
Stearinsaure 0157 0-123 2-4 4000 76
Laurisaure 0.375 0 294 2-9 4000 80

Tabelle  1. Änderung des Depolarisationsfaktors zufolge Einfluss des Feldes. 
A  ist der W ert des Depolarisationsfaktor ohne Feld, ' mit Feld, A  cp ist der 
W inkel der Verdrehung des Nikols.

E s  w u rd e au ch  die A b h ä n g ig k e it  des D ep o la risa tio n sfa k to rs  
von  der F e ld stä rk e  g e p rü ft. D ie  M essungen  w u rd en  m it C e ra  A lb a  
d u rch g efü h rt. D iesen  Z usam m en h an g zeigt A b b . 2. H ie ra u s  ist e r
sich tlich , dass die G rösse des D ep o la risatio n sfa k to rs  a m  A n fa n g
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sta rk  abnim m t. B ei V e rs tä rk u n g  des F e ld es  nim m t der D ep o la risa 
tio n sfa k to r einen kon stan ten  W e rt an.

W eg en  den E in flu ss  des e lektrischen  F eld es ste llt sich  nicht 
n u r eine Ä n d e ru n g  deg D ep o larisatio n sw ertes ein, sondern a u ch  
eine Ä n d e ru n g  in der In te n sitä t des Streu lich tes. B eim  E in sch alteu  
des F e ld es  w a r  das W ach sen  d er In te n sitä t des Streu lich tes auch  
m it freiem  A u g e  bem erkbar.

O S i O . i c f V
Abb. 2. Zusammenhang zwischen dem Depolarisationsfaktor und der F e ld 

stärke bei Cera Alba.

D a s F e ld  v e ru rsa ch te  kein e Ä n d eru n g en  beim  P a r a f f in  
(Sch m elzp u n kt 52°— 54° C), R icin u sö l, N itroben zol, B en zol, S c h w e 
fe lk o h len sto ff usw .

Theoretischer Teil.
D ie  Ä n d eru n gen , w elch e d u rch  den E in flu ss  des e lektrisch en  

F e ld es eintreten, ka n n  m ann a u ch  th eoretisch  erk lären . Im  S in n e 
A b b . 3 sch reite t d er X  A c h s a  e n tla n g  das einfallen de, lin e a r  p o la 
ris ie rte  D icht. S ein e SchAvingungsebene is t  d ie  E ben e X Z .  D ie  
B eo b a ch tu n g  soll au s der R ic h tu n g  derY ,-A chse erfolgen. D as M ole
kü l1 b e fin d et s ich  im  A n fa n g sp u n k t. Sein e H a u p tp o la risierb a rk eiten  
m ögen bv b2, b3 sein. D a s m it den H auptpolairisierbarkeiten  d e fi
n ierte  re ch tw in k lig e s  K o o rd in a te n sy ste m  (Xi, Y , Z) w ird  d urch  die 
E u le r ’sche W in k e ln  (9, <p, tp) ch a ra k te ris ie rt. D ie  zw ischen den bei
den S ystem en  bestehenden T ran sfo rm atio n s-F o rm eln  gehen aus dev 
T ab elle  2. h ervo r.
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B e o h a c h t u n g s

r i c h t u n g
Abb. 3.

Tabelle II.
X 7 z

X
ÖJ =  COS 9 COS cp COS lf> — 

—  sin <p sin y
a, =  cos e sin cp COS rf> -f- 

+  cos cp sin y “3 — —  sin e cos V»

z
ßl —  —  COS 6 cos cp sin rp — 

—  sin cp cos y
ß% =  —  cos 6 sin cp sin rp -f- 

- f  cos 0 cos y 03 — sin e sin

Y —  sin e cos cp 72 =  sin 0 sin <p },3 = cos ö

D ie In ten sitä t d er X  kom ponente des L ich tes, d as von dem  
im  0 P u n k te  befindendem  M o lekü l a u sg e stra h lt w ird , is t  fo lgen d er

4 =  c m^0= = c(b^ a3a 1 - f  b 2 ß 3ß t  +  b ^ Y z Y i f

wo den e lek trisch en  F e ld stä rk e v e k to r  des einfallen den, lin e a r  
polarisierten  L ich tes  bedeutet.

Ä h n lic h  ist d ie In ten sität der ^ -K om ponente des S tre u lich te s

i =  c m 220= c ( b 1ccl +  b2ß l  +  b3y l ) 2 g j j , .

B ei B erech n u n g  d er Intensität, des von  sä m tlich en  M olekülen  
gestreuten  L ich tes  m uss b each tet w erden, dass die M oleküle u n ter 
dem E in flu s s  des e lek trisch en  F e ld es  s ich  in  d ie  R ic h tu n g  der 
Z -A ch se einzustellen  versu ch en , d a  d ie  K o n d en sa to rp la tten  aiuf d ie  
Z- A ch se  sen k rech t stehen. D e r  A n o rd m in g s W irkung w idersteht 
jedoch die W ä rm eb ew egu n g  d er T e ile  und es b ild et sich  ein  s ta tis
tisches G le ich gew ich t. L a u t d er M a x w ell-B o ltzm a n n  S ta tis tik  ist die 
Z a h l der in  einem  cm 3 M a te ria l b efin d lich en  M oleküle, d eren  K o or-
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din aten  zw isch en  6 und d -f- d  6, cp und cp +  dcp, ip und \p -]-d ip 
la lle n

-JL
. . .  N e  kT sin 6 dd den dip 

d N = --------------------- --- -------------------- -----------------1 ,

j j | sin d dd dcp dip

wo N  die a u f d ieV o lu m en ein h eit einfaillende M olekülen zahl ist, T  
bedeutet die ab so lu te  T em p eratu r, k  die B o ltzm a n n ’sche K o n stan te, 
u  dlie poten tielle  E n e rg ie  des M oleküls. D er W ert der potenciellen  
E n e rg ie  is t

fi =  — E 0 O i «3 fi2ß3 +  fh Yz) —  y  E l '«| ax +  ßt a2 +  y \ a3),

w o  fi\ fit fi* das in  die R ic h tu n g  X , Y ,  Z  fallende, perm anente 
D ip olm o m en t des M oleküls, a1 a.2 a3 das a u f das M olekül w irkend e, 
von dem  statisch en  F eld , der S tä rk e  „E in s“ in d u zierter e lek trisch er 
M om ent ist. E 0 is t  d ie  a u f das M o lekü l w irk en d e  e lektrisch e F e ld 
stärke, w elch e m it der äusseren  F e ld stä rk e  im  fo lgen d em  Z u sa m 
m en h an g steh t

* - * ( * ! £ ) .

D as in der F o rm el an gegeben e e is t die D ie le k trizitä tsk o n sta n te  des 
S to ffe s .

Im  K e n n tn is  der E n e rg ie  sind die q u ad ratisch e  M itte lw erte  in  
die X  bezw . Z -R ich tu n g  fallendien M om ente

fj f  e *T mlo sin Ö dd dcp d\p _  111 e *rm*0 sin 6 dd dcp d y

JJj e &  sin 6 dd dcp dip  J j | e *r sin 6 dd dcp dip

w o sich  die In te g ra tio n  über säm tlich e  ü b erh au p t m ö glich e  L a g e u  
der M oleküle erstreckt. D ie  G renzen sind b e zü g lich  0 :0 und. n, b e
z ü g lic h  <p und $ : 0 und 2tr. Z ä h le r  und N enner w erden in R eih e 
e n tw ick e lt und höhere G lieder, a ls  die zw eite  P oten z v ern a ch lä ssigt. 
D a s E rg e b n is  ist

I x~  cxm 2x=Co j m2z0+ E 2 ) 3J 5

l , ~ c 2m * = c 2 jm ;0+ £ 2^ 4 p - )  3I 5 2 ^ f ^ 2 g l ~ 4 ^  + iJ t ^ ] 2 § * +  4 § *-)
2 > 

z l  7

w o __ 1
w l0= ~  \b\-\- b\-\- bo— bxb2 b2b3 b3bx\ ($5Z,

15 1

m ^o=-~  [3 (bl +  bl +  bl) +  2(b1b2 +  b2b3+ b 3b1)]
1 o

g 1 =  (a1- a 2) { b l - b l )  +  (a2- a 3) ( b l - b l )  +  (a3- a 1) (b \ - b \ ),

gi  =  (Qi —  o2) (bxb2— bt b3) + (a2— a3) (bxb2— bxb3) + (a3— ax) (b2b3— bxb2),
* i - ( r i - r t )  ( b l - b l )  +  ( i i l - f i l )  (bl— b\) +  ( f i l - n l )  (b \ - b { ),
g l = — fA )(b xb2 —  b2b3) +  (fii— fi l) (b 1b2— bxb3) +  (n\— n\) (b2 h3 —  bxb2)
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B eim  A u sd ru c k  vo n  J x und J 2 e rg ib t dias erste G lied  und
m'lo) d ie S treu in ten sität ohne F e ld  (u .a . S tu a rt:  M o lek ü l-S tru k tu r
1934. S . 172). A u s  dem  E rg e b n is  ist ersich tlich , dass sich  die In ten 
sitä t des S treu lich tes d u rch  den E in flu ss  des elektrisch en  F e ld es 
erhöht und z w a r J z m it einem  grösseren W e rt a ls  Jx . D a  die Grös- 
senordinung von  a und b 10-24, jen e vo n  ß  10-18 ist u n d  so die Gros- 
senordnung d er zu  m2l0 und m]0 geh ö rigen  a d d itiv e n  G lieder im  

' allgem einen  sehr k le in  sind, w eil g 19 g 2, g\ und g l  eine F u n k tio n  
von a, b und ß  d ritten  bzw . v ie rte n  G rad es ist, dairum ist k e in e  
H o ffn u n g , die d u rch  das e lektrisch e  F e ld  v e ru rsa ch te  V e rm in d e 
ru n g  des D ep o larisatio n sfakto rs w ahrzun ehm en . D ass m an bei höhe 
ren F e ttsä u ren  solche Ä n d eru n g en  beobachten kann, aber bei den 
aus eb en falls  lan gen  K o h len w assersto ffk etten  bestehenden P a r a f f i 
nen n icht, d as e rk lären  d ie  a u f die F lü ssigk eits^ K o n stru ktio n  be
züglich en  neuere F o rsch u n gen .

_Es ist bekannt, da.ss d ie  M oleküle der F lü ssig k e ite n  S ch w ä rm e 
bilden. In n erh alb  eines solchen S ch w a rm es ist d ie A n o rd n u n g  der 
M olekülen a n a lo g  je n e r der K ris ta lle n . D ie  L a g e n  d er ben ach barten  
M olekülen schw ärm e w eichen jed o ch  vo n  ein an d er ein  w en ig  aib, 
und d ah er ist d ie A n o rd n u n g  der F lü s s ig k e it  mit. je n e r  d er K r is ta l
len n ich  identisch.

D ie  S tru k tu r  der flü ssig en  F ettsä u ren  u n d  P a r a f f in e  m it 
R ö n tgen strah len  zu  k lären , g e la n g  h a u p tsä ch lich  S tew a rt, M orrow  
und K ris n a m u rti8. A u f  Grundl ih re r  A u fn a h m en  bild eten  sich  bei 
F e ttsä u ren  zw ei In te rfere n zrin g e. D er eine R in g  ist d ie F o lg e  der 
paralle len  A n o rd n u n g  der M oleküle. A u s  ihren  M esungen  ergab en

o
sich a ls  E n tfe rn u n g  zw isch en  den M olekülen  4.5 A . D er and ere 
R in g  stam m t aus der A n o rd n u n g  d er M olekülen in  L ä n g srich tu n g . 
Die M oleküle v e rk n ü p fe n  sich  m it ih ren  K a rb o x il-G ru p p e n  und 
bilden ein  D oppelm olekül in  L ä n g sr ic h tu n g  angeordnet. D ie  End^ 
punkte d er A lk y l-G ru p p e n  sin d  in  p a ra lle le n  E ben en  angeordnet. 
D ie  E n tfe rn u n g  d er p a ra lle len  E ben en ist la u t  den R ö n tgen sp ek ren  
der L ä n g e  d er D oppelm oleküle g le ich . D em  gegen ü b er ze ig t sich  
bei P a r a ffin e n  n u r ein  In te rfere n zrin g , w e lch er der p a ra lle len  
A n o rd n u n g  d er M olekülen  entsp rich t. W ä h ren d  also bei F e ttsä u ren  
d ie M oleküle sow ohl p a ra lle le  A n o rd n u n g , w ie  a u ch  solche in  
L ä n g srich tu n g  au fw eisen , ist bei P a ra ffin e n  n u r eine A n o rd n u n g  
in einer R ich tu n g , w ah rn eh m b ar. D em  en tsp rech en d  en th alten  die 
M olekülen schw ärm e der F e ttsä u ren  w esen tlich  m eh rere  M oleküle 
a ls jene der P a ra ffin e .

D ie  S ch w ä rm e  w erden im  gegebenen F a lle  d u rch  starke  zw i- 
sch enm olekulare K r ä fte  zusam m en gehalten  u n d  die F o rm en  der 
M oleküle tra g en  z u r  S ta b ilisa tio n  d er A n o rd n u n g  im  grossem  M asse 
bei. D a ru m  w ird  d u rch  das äussere  F e ld  der g an ze  S ch w a rm  ge.

8 G. W. Stew art; P ro c; Nat. A ’cad. Amer. 13, 787, 1927. Phys. Rew. 31, 174, 
305, 1928; G. W. Stewart und Mannheimer; Zs. f. anorg. Chem. 171, 61, 1928; 
G. W. Stewart and E. W . Skinner: Phys. Rev. 31, 159, 1928; N. Krisnamurti; Indian 
Journ. of. Phys. 2, 355, 491, 1928. 4, 449, 1930; R. M. M orrow; Phys. Rev 
31, 10, 1928.
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m ein sam  bestrebt sein, s ic h  in  diie R ic h tu n g  des F eld es einzustellen. 
A u f  d ie  A n o rd n u n g  der M oleküle w ird  d ah er in diesem  F a lle  nicht 
d ie  P o llarisatio n sm ö glich keit des einzelnen M oleküls bzw . dessen 
e lek trisch es M om ent, sondern  d ie  P o la risa tio n sm ö g lich k eit bzw . der 
e lektrisch e  M om ent des S ch w a rm es m assgebend sein. Im  A u sd ru c k  
d er In te n sitä t ist a lso  d er W e rt des L etzteren  einzusetzen. D as 
e lek trisch e  M om ent des S ch w a rm es ist d ah er in  diesem  F a lle  u n 
bedeutend und es kom m en d ah er n u r die P o la risa tio n sm ö g lich k eit 
enthaltende G lied er in B etra ch t. D ie  P o la risa tio n sm ö g lich k eit des 
S ch w a rm es ist aber der P o la risa tio n s-G esa m tw ert der in den 
S ch w ä rm en  b efin d lich en  M oleküle. A u f  G run d  d ieser B etra ch tu n g en  
e rg ib t  s ich  die P o la risa tio n sm ö g lich k eit d er M o lekü lsch w ärm e der 
F e ttsä u ren  in  G rössenord nung h ö h er als bei P a ra ffin e n . D ies  m ach t 
das A u ftre te n  der E rsch e in u n g  bei F ettsäu ren , w ie  a u ch  dessen 
M a n g e l b ei P a r a ff in e n  b e g re ifb a r. W en n  m an  sich  also einen Mole- 
k iilsc h w a rm  vo rstellt, w e lch er bei F e ttsä u ren  aus 100 X  100 X 100 
D op p elm olekü len  a u fg e b a u t ist, so k a n n  m an d ie  a d d itiv e n  G leider 
n ich t m eh r vern a ch lä ssig e n , und1 die E rsch e in u n g  w ird  bem erkbar. 
N im m t m an P a r a f f in  m it 100 X  100 M olekü len  a ls einen S ch w a rm  
a n , so sind  d ie  a d d itiv e n  G le id er noch ve rn a ch lä ssig b a r.

D e r  D ep o la risa tio n sfa k to r la u te t  ohne F eld

h in gegen  n a ch  V e rn a c h lä ss ig u n g  d er von  elektrischen  M om enten 
h errä ren d en  G lied er m it F e ld

N ach d em  sich  d er N en n er m it einem  grösseren  G liede erhöht a ls 
d e r  Z äh ler, w ird  sieh  d er W ert des D ep o la risatio n sfa k to rs  la u t der 
T h eo rie , ü bereinstim m end  m it den V ersu ch en , verm in d ert.

B ei höheren F e ttsä u ren  k a n n  vo ra u sg e se tzt w erden, dass die 
L ä n g sr ic h tu n g  der k ette n fö rm ig e n  M o lekü lsch w ärm e der L ich ter 
g le ich  ist, od er eine e tw a s h ö h ere  G rössenordnung a u fw eist. D ie 
R ö n tg e n in te rfere n z-A u fn a h m e n  geben b ezü glich  G rösse d er S c h w ä r
m e kein erlei A u fk lä r u n g . D ie  A n n ah m e  könnte n u r m ittels einer 
neue M essung e n d g ü ltig  entscheidet w erden, wenn m ann a u s den 
M essun gen  der K r is h n a n -E ffe k te  die G rösse der M olekülenschw ärm o 
bestim m en w ü rd e. D iese  V o ra u ssetzu n g  sch ein t jed o ch  fü r  a lle  F ä lle  
.jenen U m stan d  zu  unterstü tzen , d ass der K e rr -E ffe k t  d ieser S to ffe  
unbed eutend  is t  g egen ü b er d er in  d e r  T y n d a ll-S tra h lu n g  e in g etre
tenen  Ä n d eru n g . D ies w ä re  im  E in k la n g  m it jen er E rfa h ru n g , w ei
che in  u n serer E in fü h ru n g  erw äh n t w u rde, dass n äh m lich  die 
G rösse der anisod im ensionalen  Solleteilchen grö sser ist a ls  die W el- 
le n lä g e  des L ich tes, so ersch ein t d er K e r r - E ffe k t  unbedeutend im  
V e rh ä ltn is  zu  der in der T y n d a ll-S tra h lu n g  ein getreten en  Jn ten si- 
tätsän d eru n g. H ie r  w ü rd en  die M o lekü lsch w ärm e die R o lle  der 
S o lete ilch en  übernehm en.

3 15  2 k T
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O N  T H E  F L U C T U A T I O N  O F  R O T A T I O N A L  E N E R G Y  O F  
P O L Y A T O M I C  G A S E S  IN  T H E  B O S E — E I N S T E I N  

A N D  F E R M I — D I R A C  S T A T I S T I C S

K O L O M A N  SZÉLL

The rotational energy fluctuations of polyatomic gases obeying the Bose—• 
Einstein and Fermi— Dirac statistics is calculated at slight degeneration. The 
author computes in two ways: by calculation of tthe mean value employing the 
Bose— Eintein, respectively  Fermi— Dirac distribution function and on the base

of the entropy equation.

T he a u th o r1 d ealt p a r t ic u la r ly  w ith  the sta tistics  o f d iatom ic 
and p o lyatom ic gases. A t  tJhe lo w est tem peratures, w h en the v ib r a 
tions of the atom s van ish , the p rin c ip a l question on ca lc u la tin g  the 
sp ecific  h eat o f gases is: W h a t sta tistics  a re  vallid for the gases 
h a v in g  r ig id  molecules'?

T h e au th o r a p p lied  the Bose— E in ste in  and F e rm i— D ira c  s ta tis
tics to ro ta tio n a l m otion o f d iatom ic amd p o ly a to m ic  gases h a v in g  
r ig id  m olecules. H e establish ed  th a t i f  the B'ose— E in ste in  and 
F e rm i— D ira c  sta tistics  occu r a t  the tra n sla tio n a l m otion of m ole
cules, th e y  a re  also present a t  th e  ro ta tio n a l ones. I f  in  the B ose—  
E in ste in  and F e rm i— D ira c  sta tistics  the e n e rg y  flu ctu a tio n  o f the 
tran slatio n al m otion exists, the ro ta tio n a l e n e rg y  flu ctu a tio n  also 
tak es place.

F ü r th 2 d ealt w ith  phenom ena o f flu ctu a tio n  o f m onatom ic g a 
ses o b eyin g  the B ose— E in ste in  and F e rm i— D ira c  statistics. H e c a l
cu lated  w ith  the m ethod of p ro b a b ility  ca lcu la tio n s the to ta l e n e rg y  
flu ctu a tio n  in a p a rtia l volum e. H e in v e stig a te d  both sm all an d  
extrem ely  la rg e  degenerations.

In  the fo llo w in g  the ro ta tio n a l e n e rg y  flu ctu a tio n s of p o ly 
atom ic gases o b eyin g  the B ose— E in ste in  and F e rm i— D ir a c  sta tistics  
are  ca lcu la ted  in  a n  e x tre m e ly  sm all p a r tia l volum e, a t s lig h t  de
generation. T he author com putes in tw o w a y s :  b y  ca lcu latio n  o f  
m ean v a lu e  em p lo y in g  th e  Bose— E in ste in , re sp e ctiv e ly  F e rm i—D ira c  
d istrib u tio n  fu n ction  and on the base o f the en tro p y equation.

1 K. Széli, M. Tud. A kadém ia  Matem. és Természettud. Értesítője, 50, ?41 
and 331, 1933, ZS. f. Phys. 84, 112, 1933 and 86, 810, 1933. See further K. Széli,  
ZS. f. Phys. 60, 210, 1930.

2 R. Fürth, ZS. f. Phys, 48, 323, 1928.

I
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I t  is  assum ed th at the ro tatio n al e n e rg y  flu ctu ation  ot the 
g a s m olecules a t  sm all d egeneration  is independent o f th e  energjr 
o f th e  tra n slatio n a l m otion and th a t the e n e rg y  flu ctu ation s o f 
m olecules in the e x tre m e ly  sm all p a r tia l volum e are also ind ep en
dent of each  other. L et u s con sid er the n um ber of the m olecules 
in  the p a rtia l volum e as constant.

1 . L et u s in v e stig a te  the system  o f a  p o lyatom ic gas h a v in g  
tem p era tu re  T,  inclosed w ith in  the vo lu m e V .  T h e  phase space of 
a  m olecule between ro ta tio n a l e n e rg y  o f 0 and e is

(1) Vr =  [J .  . . d d d c p d ip d p s d p y d p q ,

in w h ic h  cp, re sp e c tiv e ly  denote th e  a n g les of the p o sitive  d i
rectio n  of the th ird  (L ), re sp e ctiv e ly  fir s t  (/) p rin cip al m om ent of 
in e rtia  of the molecu'le<, p.& p v, p^ a re  the correspon d in g im pulse 
coordinates, the in teg ra tio n  has to be exten ded over a ll possible 
v a lu e s  o f the coord in ates betw een e n e rg y  0 and c. D en otin g  ttho 
p rin c ip a l m om ents of inertia, of a  m olecule w ith  I , K , L ,  the ro ta tio 
n a l e n e rg y ’ o f a  m olecule becom es

£ =  1/2 {/(sin # c o s i / / —  s\mp&)2 +  K (—  sin & sin ipcp

—  cos +  L  ( c o s &cp +  'ip)2} =  1/a ( la 2 +  K b 2 +  L c 2), 
in  w h ich  a, b, c  a re  the com ponents o f th e  ro tatio n al v e lo c ity  re la 
tin g  to  the p r in c ip a l a x es  of in e rtia  and 

^  a =  sin # cosip(p —  sin tp&, b =  —  s\nd-s\nip(p— cosxpd-f

c =  cos & (p +  V'
T h e interdependence am ong the im pulse coord inates and a, b, c  

fro m  equation s (2), (3) is
p & =  —  la  sin ip —  K b  cos ip,

(4) py =  la  sin & cos xp —  K b  sin & sin xp +  L c  cos

Prfj —  LC .

In tro d u cin g  in  equation  (1) a , b , c  in stead  o f p&, p ?, p q  and in
te g ra tin g  w e obtain

OO -j-3 ____
(5) Vr =  ^ - } f l K L ( 2 e f h  

T h e  n um ber of the cells in  the ra n g e  A is

(6) A n =  - 2. f -  YT T k L  e'I* A t.

T h e d istrib u tio n  fu n ctio n  under the g iv e n  conditions in the 
ro ta tio n a l phase space, is

Tvr A n s
(7) N . = - r -

ekT

~A +  1
w h ere  the —  sig n  in  the d enom inator re fers  to  the Bose— E in ste in ,
I'h e  - f  s ig n  to th e  F e rm i— D ir a c  statistics.
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_  3 2  7T3 r_________

(9) ‘ K L

2. T he m ean v a lu e  o f the ro tatio n al e n e rg y  flu ctu a tio n  o f a 
m olecule is

(^) (e —  e)2 —  e2 — e2.

T h e m ean v a lu e  o f the ro tatio n al e n e rg y  o f a  m olecule from  
the equations (6) and (7) is <x£3'2 d's

° J A ± !
" i

where n i denotes the a v e ra g e  num ber in vo lu m e V x.
T he va lu e  o f A  can  be determ ined fro m  th e  equation

oo) * z / 3 :
0 A  +  1

S u b stitu tin g  ^  =  u

r u ^ d u
< " )  ' nt =  2 1 r -Y2IKL(kT)'l-J e" '

' > 7 + '
B y  exp a n d in g  into  series o f the in tegran d  (A  <  1 ), n eg lectin g  

the h ig h e r ordler term s Ave fin d  

<12) =

/ 1 o\ Ati\ A 2 nr
(13> "■ =  w ± T F '
w h ere > ,• >

(14) h%n'
32 n 8 } f jK L  (kT )3*'

F ro m  the equation (13)

(15) A =  2'l’ y ( \ + ^ .

E x p a n d in g  into series o f the in teg ran d  in  the equation (9) 
w e obtain

(16) £ =  8/2 ^ 7' | l i Z j >

T he a v e ra g e  v a lu e  o f the sq u are  o f the ro ta tio n a l e n e rg y  o f a 
m olecule from  the equations (6) an d  (7) is

(17) * * * 1/ 2i K l
h s

£*:=

00 £*h d £ 

J j
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E x p a n d in g  in to  series and n eg lectin g  the e x trem e ly  sm all 
term s

(1 8 )  7J»(

S u b stitu tin g  the equations (16), (18) in  (8)

(1 9 )  ^ - F 2 =  3 / 2 ( ^ r ; 2 ( l  ± - £ ) .

In  the e x tre m e ly  sma'Il p a r tia l volum e the m ean square, res
p e c tiv e ly  re la tiv e  m ean sq u are v a lu e  of the ro tatio n al e n e rg y  f lu c 
tu a tio n 3 based on (16) an d  (19) is

<20) (E t -  E r f  =  £ * - £ *  =  3/2 n j k T f  (1 i r 

re sp e c tiv e ly

<21) ^ - 2 / 3 „ ( , ± - ^ )

I f  y  —; 0 w e  obtain  from  (20) and (21) th e  v a lu e s  of the classical 
sta tistics.

C a lc u la tin g  on the b ase  o f the e n tro p y  equation (p ro b a b ility :
s

W  —  e K) w e take the e x trem e ly  sm all ch an ges of the en ergies of 
the p a rtia l vo lu m es V 1 and  V 2, re sp e c tiv e ly  at constant m olecule 
num ber. T h u s ’

(22) £; =  £ , +  £', E'2 =  E 2- £ ' .

B y  exp a n d in g  into se ries  o f th e  e n tro p y  of the tw o p a rtia l 
vo lu m es w ith  respect to e' n eg lectin g  the term s o f h ig h e r  order 
in  e w e obtain the w e ll kn o w n  equation

(23) | | i .

Based  on (16) substituting £ ,  — 3 / 2 n, k T 1 1 +  y ] t h e  mean square  

of  the rotational energy fluctuation is

(24) £ \ - E \ - 2 l 2 n , ( k T f  ( l ± - £ )
I >

a g ree in g  w ith  equation  (20).

I
3 Considering the following law of the probability theory: I.tfi x u x ^ , . . - x "  

be independent variables of each other: The mean value of square of their sum, 

¡f'jf. =  0 (i — 1, 2 . . .  n) is given by the equation

+ . .  ■ + ^ 2-

4 K. Szell, ZS. f. Phys. 60, 217, equation (28), (29), (1930).
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The ro tatio n al e n e rg y  flu ctu a tio n  ca lcu lated  on the base o f 
the en tropy equation does not pro ve th at the rotation al e n erg y  
of the m olecules in the extrem ely  sm all p a r t ia l vo lum e can  be 
assum ed to be independent o f each other in  the B ose— E in stein  and 
F e rm i— D ira c  statistics. T h is is  not p ro ved  as w e  'applied  fo r c a l
cu la tin g  (23) the a d d itiv e  la w  of entropy, w h ich  is g e n e ra lly  not 
v a lid  fo r  system s d epending on each other. F u rth e r  exam in a tio n s / 
are  n ecessary  to estab lish  the accu rate .in terd ep en d en ce  o f the v a r ia 
tion o f the ro tatio n al energies o f the mo'iecuies.

In  ou r in vestigatio n s the flu ctu a tio n s o f the ro ta tio n a l e n erg ies 
o f the m olecules in  the fir s t  ap p ro xim atio n , in  th e  extrem ely  sm all 
p a rtia l vo lum e h ave  been assum ed to be independent o f each other.



ÜBER DIE VERALLGEM EINERUNG DER KANONISCHEN  
FE LDG LEICH UNG EN .

VON G. SZAMOSI.

(Eingegangen am 15. okt. 1949.)

Es wird eine einfache Methode zur Quantelung von Feldern angegeben d ie  

durch Feldgleichungen höherer Ordnung beschrieben werden.

In letzterer Zeit wurden oftmals Feldgleichungen höheren Ordnung  
der Betrachtung unterworfen. (Bopp (1)', P odolsky (2), Rayski (3), Born 
(4), Green (5), usw .) .  Vor der Q uantelung solcher Felder m uss festgesteltt  
werden, w ie  der kanonische Form alism us im Falle einer Lagrange-  
Funktion höherer O rdnung angew end et w erden kann.

Mit dieser Frage beschäftigten sich Chang (6) und de W et (7). 
Chang greift d i e ‘ Frage in indirekter W eise  an, während de W et die  
schönen  M ethoden von W e iss  (8) auf so lch e  Felder verallgemeinert.

In fo lgendem  soll für die fraglichen Felder eine M ethode beschrieben  
werden, die einerseits die Analogie mit der klassischen Punktm echanik  
andererseits mit der H eisenberg-Paulische M ethode, die s ich auf Lag-  
range-Funktionen erster O rdung bezieht, aufrechterhält. Da sie  die 
konjugierten Feldgrössen unmittelbar aus der Lagrange-Funktion ableitet, 
ist sie in der Praxis leichter zu handhaben.

I. Punktmechanik. (9)
fn) (i)

Es sei L (q, q . . .  q) die Lagrange-Funktion w o  q =  dkq/dtk ist. D ie  
Eulerschen G leichungen des  Variationsprinzipes

ö$Ldt =  0  *

(mit den üblichen G renzbedingungen) la u te n :

m  + / _  1V. - ^  — = o
( ) dq dt d'q dt2 g'q dtn

Es seien dies die B ew egu ngsle ich ungen .
Zu bestim m en sind die kanonischen Impulse, mit denen die Hamil

ton-Funktion.
"  (fc)

^ p k q -  L  
k= 1

zu bilden ist. Wird mit Hilfe der G leichung
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(")

_d_L 
P " —  (n)

d g

q aus der Hamilton-Funktion eliminiert, so  ergibt sich durch einfache  
K oeffiz ientenvergleichung:

dL d dL
p x= - r -

dq dt dq («)
dq

dL d dL , , . . d n~ i dL
P i  + -----+  ( - ! ) ” 1 “ öT,

dq d q d q

_d_L 
P " ~  <n) 

dq

Bei dieser Wahl der Im pulse wird das kanon ische  G leichungssystem

<»-n
d q dH dp {

d't
«  d H

q ~  d p r  dt
dH
( t - i )  

d q

—  das mit G leichung ( 1) aequivalent ist —  befriedigt.
2 . Wellenfelder.
D ie  obige  M ethode kann ohne besondere  Schwierigkeit auf Felder 

übertragen w erden. Es gelten die fo lgenden  B e ze ich n u n g en :  xfl =  (x1, x 2 
x3, x 4 =  ict); tpa ist irgendeine Feldgrösse (Vektor, Spinor, etc.).

( V v ú
m

dk Ipce
dXfit

dx\

dxf*k

und rpa,k =  ipa. Wir benutzen die übliche Summationsvorschrift. S u m 
miert wird von 1 bis 4 über zweim al auftretende griechische Indizes, 
und von 1 bis 3 über lateinische.

Es sei L =  L (ipa, (ipa)tli . . .  (ipa)(ii . . . , , - ) .  Aus dem Variationsprinzip

S § Ld t  =  0 (dt =  dx1,dx2,dx3,dxi) 
bekom m en wir das fo lgende  G le ic h u n g ssy ste m :

^  d_L_____d_ J L ___  d2 dL
dlpcc dXfti d{lpa) !‘i d x fh d x fh d(

d"i \ » -------
' \ '  a v

dL 0.
dxfll. . . dXpn d (ipa) fil •••/*„

D ies  seien die Feldgleichungen.
G esucht sind die den G rössen rpa> i . . .  rpa> „ kanonisch konjugierten 

Im pulse  i . . .  Tr«, „ die in der Hamiltonfunktion
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(»)
(3) H =  7la> i < / ' « + . . .  +  TT«, nXpa-L

(»)
auftreten. Man eliminiert ipa aus H mit Hilfe der G leichung

... _  dL
(4) 71 a, n

dipa

D ie  gesuchte  Hamiltonfunktion m uss dann das folgende G leichungs-  
syslem  befriedigen: r

dH  . dH
(fa, i) ' ff _  — 71 a, id Kra, i ) $n a, i  ocpa>i

\
das mit den G le ichu ngen  (2) aequivalent ist. Hier ist 

H =  \ HdV  (dV =  dxltdx2}dx3)

das Sym bol d bedeutet üblicherw eise  die funktionale Ableitung

dH dH d dH
d(p<x,i + l d (fa ,i+ l ÖXh1 d((pct,i + i)a-j

/ • dn~i d L
+  ( -  l ) n- ‘ dxki+1...dx,!n d(cpa, i+1) ki+1** »kn

D abei m uss darauf geachtet werden, dass  w eg en  G leichung (4) H 
schon  Funktion der cpa>i und der räumlichen Ableitungen der letz
teren ist.

D ie  B estim m ung der na>i kann auf fo lgende W eise  geschehen . Es  

folgt aus den G leichungen (2) dass  w enn  L — ^LdV ist, dann

ÖL dL d ÖL ö2 dL d2 dL
-------  ̂ ~----------:------------ r̂.9  — r  •••-!-ö y a d<pa,i dXi d(yja) ßXi.dXi dfjpa)^ dxl d'ya

+  I M _____ Z __________ t k ____ ,
<5) 1 i 1 1 J dx, Xt, . . . jc.„ +

n

ln

3" dL , dn dL
‘ ‘ 1 kl ßYkß r  ■ f)X- "+ •••  av-n" (n) >

4 li+1 - - tn (dipa) ik+1 . . . in i d i pa \

Aus der G le ich u n g ’ (3) bekom m t m an:
. (k) ( d L

(F>\ d H = Z j  {™a,kdiJja +  'ipaiköna>1;) +  \— — dxpa +  ...-\-

«  ; « ..........
d ( l f J a ) i l  ■ • • in  ^  ' d ( l p a ) i 2  • • •  in  d l p a

Weiterhin ergibt sich aus einfacher K oeffizientenvergleichung:

d H  d L  •
d(pa, i  di fja 710,1 

und daraus mit Rücksicht auf G leichung (5)
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d L  _ d dL d dL  .
7ta,\ ==— •------T Z ------------ r 1 -:------- TZ---- ” — r  • • • +

dxf)a dXH dipa

J j  t e v . . W »  » X i*  d' y J

Ähnlicherweise bekom m t man auch die G rösse  n at2. Durch Koeffizienten
vergleichung ergibt s ich aus (6)

• ö T l  _  d L  , o 9 d L  .
7 t  ct, 2 —  s  —  71a, 1 : \ 2  ~  .------------ p  . • , —p

«̂<2 dlpa 9XH d{xpa)i

1 )dX i l . . . d X in

und d a r a u s:

ÖL 3 J _ J t _  +  ______ J P — + . . .
dXi.d^i, l [ 2  J dXi, . dxind{ifja\...indlpa

Ähnlich erhält mann w e i t e r :

„  I i r  l Y - l f M  an~i dL(¿) (i+i) ■+■••• - r  l U 7 (ij
dipa dxtdipa J öxki+1.. dxkn ö(^o)ii+i...<n

. 9”- ' 9L )

dL

dxpaJ

Aus der B ildung dieser G rössen ist e s  offenbar, dass  die G leichungen

d H
A ™ 7 la ,i
0(pa,i

befriedigt werden.
Zuglich bekommt man aus der G le ichu ng (3)

ö H  _  d H  ■ 
ö n a,i ~  d n a ~  (pa'x

Es sei bemerkt, dass  d iese  n Im pulsen voneinander nicht unab
hängig sind.

Jetzt kann man ganz einfach auf die Q uantelug übergehen. W erden  
die na>i und 9£>tt|i als Operatoren betrachtet, dann lauten die Vertau
schungsrelationen :

Im Falle der B ose-T e ilch en :

K ,<  (r x j ,  <pa,u (r, x j ]  =  j  ö,k6{r —  r')

w o  öik die Einheitsmatrix. ö(r —  r') =  d(xl — x[)ö(x2 —  x[)d(xi —  x ’3) 
die bekannte D iracsche Funktion bedeutet. [AB] — AB —  BA

1
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Im Falle von  Ferm i-Teilchen :

K,» (r, x j ,  fpa,k (r'x i 1 ] + =  j ö a d r  — r')

w o  [AB] + =  A B +  B A

Die Definition der kanonisch konjugierten G rössen stimmt natür
lich mit jenen on C hang und de W et überein. E b en so  die Vertau
schungsrelationen. D eshalb  w e isen  wir in Bezug auf die relativistische  
Invarianz der Vertauschungsrelationen auf die oben  zitierte Arbeit von  
Chang und de W et hin.

Auch in B ezug  auf d ie  B ildung des  Energieim pulstensors, Strom 
vektors etc. kann auf die genannten Arbeiten verwiesen werden.

Es sei endlich bemerkt, das Podolszky (2) und Green (3) in ihrer 
„Generalized T h eory“ die den obigen  Definitionen entsprechenden ka
nonischen G rössen benützen.

Herrn Professor N ovobatzky m öchte ich für sein Interesse danken.
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O N  E L E C T R O M A G N E T IC - A N D  D E  B R O G L IE  W A V E S  

B Y  A. K O M J A T H Y ,  B U D A P E S T .

(Received Oct. 10^1949.)

I t  has am ong other results been show n in th is  p ap er th at th e  
e lectrom agn etic w a v es a r e  a sp ecia l case o f D e B ro g lie  w aves c h a 
ra cterized  b y  the connected relatio n s v  — *■ c , m0 — »- 0, v  resp. m 0 being 
the v e lo c ity  resp. rest-m ass o f the p a rtic le  b elo n gin g  to  the w ave. 
T he w a v e  itse lf  is  u n e q u iv o ca lly  determ ined b y  one o f the th ree  
conditions U —  k, u* —  k , u  =  u*, u  resp. u*  b e in g  its- phase-resp. group- 
speed, each le a d in g  to the com m on relation  u =  u* —  c. In  other 
w ords there e x is t  no D e B ro g lie  w a v e s  a p a rt fro m  the e lectro m ag 
netic ones h a v in g  constant phase-resp. group-speed, or a llo w in g  the 
e q u a lity  of them .

It  h as been deduced in  a p re v io u s p ap er o f the a u th o r1 th e  
'veil know n fo rm u la

( 0
m0v

w here A is the w ave  len gth  of the D e B ro g lie  w a v e  b elo n gin g  to 
the m a te ria l p a rtic le  h a v in g  the rest-m ass m 0 -and m o v in g  w ith  th e  
ve lo city  v.

F ro m  (1) w e g et im m ed ia te ly

(9) h c
K ’  h (m20c2 V  +  h°~yh

T he p ro o f w a s  p erfo rm ed  on the g ro u n d  of the fo llo w in g  th ree  
assum ptions

a) ?fto4 :0
b) the e x ig en cies  o f the sp ecia l re la tiv ity  th eo ry  are 

fu lfille d
c) the D e B ro g |lie  w a v e  o f the p a rtic le  sa tisfies the u su al 

w a v e  equation  o f O ptics.
It  w asn ’t n ecessary  to assum e n eith er the v a lid ity  o f the

14-* r* m0 ^  i
relation  t,  =  ( J l l t f f c y j l  =  h  v,  n or suppose the v e lo c ity  v  of th e

p a rtic le  to be equ al to the group-speedi u*  o f the D e B ro g lie  w a v e.
It  is  w ell know n the d e fin in g  equation o f th e  group-speed u*  

to be as fo llow s

(3) ' «*
d A *

u being the phase-speed, A the w a v e  len gth .

1 Hung. A c ta  Phys. Vol. I. No 3. 1948.
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W ith, re g a rd  to (1), (3) is  e a s ily  tran sfo rm ed  into the - fo llo 
w in g  equation

(4) u +  v ( \ — v*/c2) u ' =  u*
in w h ic h  u  resp. u*  ha.ve now  to  be rega rd ed  as fun ction s o f v.

O u r firs t ta sk  is to estab lish  the ap p ro p iate  b o u n d a ry  con d i
tion  o f (4). F o r  th is purpose one h as to take into  account, th a t u  
is the phase-speed o f a  m a te ria l p a rtic le  h a v in g  the rest-m ass vi0, 
m o v in g  w ith  th 8 v e lo c ity  v. S u p p o sin g v  — r c, w e  g et from
(2), m 0 — > 0, w h ile  the w a v e  len gth  is determ ined as the

¡2 ( | _v2/c2\ l/g 4
■ lim it of the expression  A — ---------------— -  w h en  sim u ltan eo u sly

III o V

v  — > c  and  m 0 — >- 0.
R e g a rd in g  th is  assertion, w e should like  to em phasize th at (1 ) 

and (2) h a d  been deduced assu m in g v  <  c  and m n >  0, w h ereas it 
is u n d o u b ted ly  tru e th a t to e v e ry  such  v a lu e  of v  resp. ran belongs 
a w e ll determ ined waive len gth . A p p ly in g  th e  p rin cip le  of co n ti
n u ity  w e  -have th erefo re  the r ig h t to suppose the existen ce of 
a  w e ll d eterm ined w a v e  len g th  as lim it o f (1 ) w hen sim u ltan eo u sly  
v  — > c, m 0 — * 0, a ll  the m ore because th e  ex isten ce  of e lectro 
m agn etic  w a v es is un d en iable fact.

C o n sid erin g  that, the s pairticle fo r  w h ich . w o =  0 and! v =  e  is 
the photon an d  the D e B ro g lie  w a v e  b elo n gin g  to it  is th erefo re  the 
usu al e lectro m a g n etic  Avave w hose phase-speed is c, w e get for (4) 
the fo llo w in g  b o u n d a ry  condition

u (v) —-c ,  when v —* c.
In te g ra tin g  (4) w e obtain  th e  fo llo w in g  fo rm u la:

A(v)  N , 1 f  u*(v) d v
(5) A  (v0) u ^ ~ u ^  +  A  (v0)J (1 -  vVc*yi°-

I’O

in w h ich  A  (v ) =  7-,------oTTTTT > w h ile  v  and v 0 v a r y in g  indepen-
(1 — v2lc2) V2

d e n tly  a re  subm itted to the condition Q <  v  <  c.
T a k in g  in to  account, the re la tio n  anj.ong phase-speed, w a v e  

len g th  and freq u en cy  u  — Xv w e  can w ith  the help of (4) an d  (1) 
deduce a new  and in terestin g  equation. D iffe re n tia tin g  the above 
relation  w ith  respect' to v  and su b stitu tin g  the va lu e  o f u  resp. u 
in (4), w e g et n am ely

, , N r u*(v)dv(6 )  h ( v  — v0) — /770J  ̂j __ v2ic2yk

Vo
L et us now  suppose the v a lid ity  o f the relation

E =  m° c2 - =  hv
*  ( i  -vVc*yi*

In  th is  case w e g e t w ith  the help o f (1) and co n sid erin g  the 
re latio n  u  —  A v

3
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C2
U =  ----

V

from  w h ich  i t  follow s w ith  re g a rd  to (4) u* =  v. .
On the other hand, p u ttin g  in  (6) u* —  v, w e obtain

<7) E = (r ^ $ y i - hv
m c^

i. e. e ith er o f the re la tio n s h  v —  -------- 5------- resp. u*  =  v  is a  con.
( l  —  v2/c-)h

sequence o f the other.
L et us now  p u t in  (6) u* =  k  v, k  =}= 1  bein g  an  a r b itr a r y  p a ra 

m eter. W e g et

h v  =  k E  —  k  mn° 2(1 — vVc2)1!*

I t  is n a tu ra l to ra ise  the question  w h y  do w e re g a rd  equation
(7) as p h y s ic a lly  co rrect and n o t equation  (8) co n ta in in g  th e  p a ra 
m eter fo? *

P u ttin g  in  (4) u* =  k v ,  its so lu tio n  w ill  be , ,

(9) a (») -

A cco rd in g , h o w ever, to our b o u n d a ry  condition  u  (v) — ► c, 
w hen v  — »- c, w h ich  in v o lv e s on the groun d  o f (9) k  =  1, i. e. eq u a 
tion  (7) is to be rega rd ed  a s p h y s ic a lly  co rrect, because the v e lo 
c ity  o f lig h t  is  c.

L e t  us now  re tu rn  to our equation (5) in  w h ic h  w e p u t u* =  k, k  
bein g  a  constant.

W e obtain  the fo llo w in g  re la tio n

u (v) — k _ u  (v0) — k
(10)

A (v0) A  («)

O ur a im  is the d eterm in ation  o f k.

F ir s t  le t u s take into account th a t -r- — ris  bounded andl 4=0
A (v0)

w h en v 0 is  su b m itted  to th e  condition c —  e <  v c, c — S, e and 5 
bein g  f ix  s a tis fy in g  the relation  c >  e >  S >  0. M oreover a s a con
sequence o f our b o u n d a ry  cond ition  u  (v 0) —  k, w h ere  u  (v0) is  to 
regard ed  as continous fu n ctio n  o f v„, is  bounded for the sam e va lu e s 
o f v 0 supposing c and  8 to  be s u f f ic ie n t ly  sm all.

A (v)
I f  u n d er su ch  conditions v  — *• c, then at th e  sam e tim e 

— »-0, in v o lv in g  w ith  regardl to  (10), th a t

u (v) —  k — » 0, when v — ► c.

A cco rd in g , h ow ever, to our b o u n d a ry  condition u  (v ) — *■ c,
w hen v  — > c, fro m  w h ic h  it fo llo w s u* —  k  =  c, i. e. i f  th e  group-
speed o f the D e B ro g lie  w a v e  belo n gin g  to a p a rtic le  is  constant,
the v a lu e  o f th is  constant is  n ecessa rily  c.
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P u tt in g  in  (6) u* =  c  w e obtain  the fo llo w in g  relation:

, , n  . ____ T.K____
'  ' cv  ( 1 — u2/c2),/*

W e  assert th is  fo rm u la  h a v in g  p h y sica l m eanin g under con d i
tion s exam in ed  b y  us o n ly  in  the case, w h en v  — *■ c, w h ich  in v o l
ves w ith  re g a rd  to (2) w 0 — * 0.

T he supposition u* =  c  m eans n am ely  th a t the w a v e  belongin g 
to the p a rtic le  m o vin g  w ith  u n ifo rm  v e lo c ity  v  is  tran sp ortin g  
en ergy , w hose speed of p ro p agatio n  is c, i. e. it is  o f electrom agnetic 
o rig in .

A cco rd in g , h ow ever, to c lassica l e lectrod yn am ics does, a  p a r
ticle  m o vin g  w ith  v e lo c ity  v  <  c ra d ia te  electrom agn etic  en ergy  
o n ly  in the case, w h en  its m ovem ent is  accelerated.

T h ere  is  o n ly  one w ell know n case in  p h y sics  w hen a p article  
th o u gh  m o v in g  w ith  u n ifo rm  v e lo c ity  the w a v e  b elo n gin g  to it 
tran sp orts n otw ith stan d in g  e lectrom agn etic  en ergy, th a t  of the 
photon.

In  th is case w e h a v e  to put v =  c, w h ich  in vo lves accord in g 
to (2) w o =  0.

W rit in g  in  (11) v —  c, w e  get the fo llow in g  relation:

h v  < .
-s- =  m
c2

m  being the m ass of th e photon defined b y

,• mnm =  lim j------- £7-0777(1 — v2/c2p 2

w hen sim u ltan eo u sly  v  — c, m 0 — >■ 0.
P u ttin g  in  (4) v —  c, w e o b ta in  w ith  re g a rd  to the re latio n  

i<* —  c, a lso  u  =  c.
L e t u s n o w  ta k e  u  =  k, k  b e in g  a constant. W e g e t fro m  (4) 

u* —  k, in v o lv in g , as w e h a v e  seen u*  —  c, and a ll  the consequences 
p roved  above.

On th e  o ther h an d  i f  w e p u t u  =  u*, there are a cco rd in g  to (4) 
tw o  possib ilities. E ith e r  w e  h a v e  v ~ c ,  in v o lv in g  m 0 =  0, th is  being 
the case o f the photon, or we ^must suppose u ’ =  0 fro m  w h ic h  it 
fo llo w s u  =  u * ~ k ,  in v o lv in g , as it  h as been shown, the re latio n  
a — u * — c.
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ÜBER DEM SPIN DES PHOTONS.

von G. M A R X  

Institut für theoretische Physik  der Universität Budapesti.

Die in Feldstärken angeschriebenen M axwellschen Gleichungen werden 
nach derselben M ethode behandelt, die im Falle  der bekannten Korpuskel-tGlei- 
chungen üblich ist. Die Verwendung nichliquadraitischer M atrizen bietet einen 
neuen möglichen T yp  des quantenmechanischen Linearisationsprozesses. Es wird 
der Spinoperator des Photons bestimmt und der W egfa ll  der Spineinstellung mit 
dem W ert 0 erklärt.

D a  das P la n ck sch e  S tra h lu n g sg e se tz  die E n e rg ie v e rte ilu n g  des 
elektrom agn etisch en  F e ld es r ic h tig  w id e rg ib t, gehorchen  diie P h o 
tonen der B ose-E insteinschen  S ta tistik . A n d ererse its  ist es a u s der 
Q u an ten statistik  eben falls bekannt, dass die Q uan ten zu stän d e der 
P hotonen verd op p elt sind. D ie  V erd o p p elu n g  der E lektron en zu stän d e 
e rk lä rt m an aus den zw ei E in ste llu n g sm ö g lich k eiten  des E lek tro n en 
spins. D ieser A n a lo g ie  gem äss kann m an sagen, dass die zw ei E in 
stellungen  des P h oton en sp in s die V erd o p p elu n g  der P h o to n en zu 
stände erklären . D esshalb  ist anzunehm en, dass die Photonen den 
S p in w ert h haben, aber dieser sich  n u r  mit. W erten  +  h und —  k 
einstellen kann. D ie  d ritte  S p in ein ste llu n g  0 fehlt. D iese m e rk w ü r
d ig e  T atsach e  w u rd e d u rch  die zw eite  Q u an telu n g  des e lektro m agn e
tischen F e ld es rech t k o m p liz iert1 e rk lä rt. U n ser Z ie l ist., dlie Frag<> 
ohne die V e rw e n d u n g  der zw eiten  Q u an telu n g  zu behandeln. W ir  
betrachten die M axw ellsch en  G leich ungen  a ls  Z u stan d sg le ich u n g  
eines Photons. W ir  w erd en  den Spinoperato'r des P h o to n s bestim  
m en und das die einzelnen S p in ein ste llu n gen  darstellend e elektro
m agn etisch e F e ld  erörtern .

D a d er H am ilton-O pera tor der M a xw ellsch en  G leich u n gen  u n 
bekannt ist, ist das V e rfa h re n  zu r B estim m u n g des S p in s a u f  G ru n d  
der E rh a ltu n g  des Im pulsm om ents nlicht b rau ch b ar. D eshalb  defi- 
nieren w ir  den S p in  n ach  H . W e y l2 d u rch  die in fin itesim a len  O pera
torén der rä u m lich en  D reh un gen . W en n  die Z u sta n d sfu n k tio n  ip 
n ach  ein er D reh u n g  des K o o rd in a ten system s um  den W in k el cek 
u m  die A c h s e  x k in  (,«) übergeh t, ist d ie D efin itio n  des in fin ite 
sim alen D reh u n g so p e ra to r:

1 G. Wentzel:  Quantum Theory of Fields (1949) S. 124.

2 H. Weyl:  Gruppentheorie und Quantummechanik (1928) S. 157.
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D iese O peratoren  haben  fo lgen d e V erta u sch u n gs-R ela tio n en 3:

I2 /3 — ¡z h  ~  A

h h - U h = - h
W en n  das Im pulsm om en t d u rch  die G le ich u n g  

(2)

d e fin ie rt  w ird , gen ü gen  d ie  Opera,toren M k den bekannten  V e r ta u 
sch u n gs-R elation en  des Im pulsm om entls. W en  m an die Z u stan d 
fu n k tio n   ̂ reel annim m t, w ird  d er O p erator I k reel, also M k

in fo lg e  des F a k to rs  4  re in  im a g in ä r. D a s  Im pulsm om ent hat den

noch in fo lg e  d er H erm itizität. reelle  E ig e n w e rte . A b e r  m an stösst 
a u f S ch w ierig k eiten , wen d ie  Z u stan d sfu n k tio n  des E ig e n w e rte s  A 
zu  bestim m en ist. D ie  rechte Seite  d er E ig en w ert-G le ich u n g

M ktp =  X-ip

Ist reell, d ie lin ke  S e ite  ist im a g in ä r. M an  sieht d araus, dass die 
E ig en zu stä n d e  des Im pülsm om ents n u r d u rch  kom plexe Z ustan d s
fu n ktio n en  b e sch re ib b ar sind.

D ie  m it den P o te n tia le n  angesch rieben en  M a xw ellsch en  G le i
ch u n gen  haben im  V a k u u m  folgende G estalt:

□  9 V = 0  

dk(pk =  0
D ie  lin eare  F o rm  d ieser W elle n g le ich u n g  ist bekannt. W ir  d e fin ie 
ren  d'ie F e ld stä rk e n  a ls  R o ta tio n  des V e k to rp o te n tia ls  <pk

F ik - dtfk ~  dk <Pi
D iese F e ld stä rk e n  gen ügen  schon linearen  G leichungen , ab er die 
sechs F eld stärk en -K o m p o n en ten  sind a ls K om ponenten  e in er Z u 
stan d sfu n ktio n  u n b rau ch b ar. S ie  sind  nähmUach reell (und rein  
im a g in ä r), dem nach sind  d ie  E ig e n fu n k tio n e n  des S p in s d u rch  s i i  
n ich t bestim m bar. D eshalb  d efin ieren  w ir  eine kom plexe Zustands- 
fun ktion  folgendterm assen:

Y&n tpx =  Faa — F lt =

(3) f S n t p 2 =  F S1 -  F 2i =

Y871 xp3 =  F l2 — F u  =  +  i G,
H ie r  bedeuten © und §  d ie  elektrisch en  und m agn etisch en  F e ld 
stärken. (E s ist bekan n t4, dass diese A u sd rü ck e  die d rei u n a b h ä n g i
gen K om ponenten  eines selbstdualen  anti sym m etrisch en  T ensors

3 Van der Waerden:  Die Gruppentheoretische Methode in der Quanten

mechanik.
'* 0 .  Laporte  —  G. E. Uhlenbeck,  The Physical Review X X XV II. (1931)

S .  1389.
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(4)

zw eiter O rd n un g bilden.) D ie  reellen  und im a gin ä ren  T eile  der v ie r  
G leich ungen

5* xp — rot ip =  0 
div ip =  0

geben nach  (3) eben die a c h t yo h lb ek an n ten  M axw ellsch en  G lei
chungen.

D er e in fach en  S ch re ib a rt h a lb er fü h ren  w ir  M atrizen  ein. D ie
M atrizen
' %  ̂t

»?i =

( ° 0 0\ / °0 - (0 1 (\ 0 •°\
0 0 1

*72 =
0 0 0 — 1 0 0 0 1 0 |

0 — 1 0 1 0 0 V3 = 0 0 0 7?4 = 0 0 1
M 0 0' Vo 1 0' Vo 0 1/ '0 0 0 '

haben fo lgen d e V ertau sch u n gs-R elatio n en :

(5) v * v k + v t v k = 2 ^k
D ie sich  a u s  diesen ergebenden M atrizen

(0  0 0 
Tj =  | 0 0 1

0 0
z0= \ 0  0 0

0 1 0
=  1 - 1  0  0

fl 0 0
t 4=  o 1 0

l.o 0 iio — i o; " u  o o j " io  o o)
sind  die in fin ite sim a le n  D reh u n gso p erato ren  des dreid im en sion alen  
V ek to rra u m es5. Ih re  V erta u sch u n gs-R ela tio n en  sind

1 3  T a T 2 =  —  T j

T3 T, Tj Z 3  =  T2
% \  T 2 Z i T l =  T 3

Tk =  %k T4 =  Tk

E s  ist bem erkensw ert, dass m an das v e k to rie lle  P ro d u k t m it den rk 
gem äss

(a x  b)k =  a* rk b

bilden kann. D er Z u sam m en han g d er M a trizen  %. und rk ist fo l
gender:

*1 =  V* Vs =  —  vt V2 =  —  V* V4 =  V** Vi
r2 - V*3 Vl =  -VlV3 =  —V 2 %=  V* %

Vs
V 2 V* =  V* Vz =  Vi

'ts =  v i v 2 = - y i rh
*4 =  V W l =

M it H ilfe  dieser M a trizen  k a n n  m an  djie G le ich u n g en  (4) k u rz

(6) rjk dk xp =  0 
schreiben. D ie  a d ju n g ie rte  G le ich u n g

(7) ö4 rp* rjl =  0
bekommt, m an a u s  (6) d u rch  S p ie g e lu n g  des K o ord in aten system s. 
W enn m an (6) m it lin k s und (7) m it  ̂rech ts m u ltip liz iert, bekom m t 
n ach  Su b strak tio n  die fo lgen d e G le ich u n g :

(8) ' dk(ip'rktp) =  0

5 H. Weylf loc. cii. S. 146.
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A u f  G rund dieser K o n tin u itä tsg le ic h u n g  k an n  m an den S tro m 
v e k to r

S k =  ~ f *  x p

d efin ieren 0. D ie  ersten  d rei K om ponenten  von  st sind  n ach  (3)

s =  / - @ X §4 71
d ie K om ponenten  des P o y n tin g sch en  E n e rg ie -S tro m ve k to rs  m it dem 

F a k to r  —, u n d  die v ie r te  K om p on en te  von sk is t

s, =  - f ' y ------+

also  die e lektro m agn etisch e  E n e rg ie d ich te  des F e ld es m it n e g a t i
vem  V o rzeich en . (M an sieht, dass i p *  i p  im  F a lle  m onochrom atischer 
W ellen  der W a h rsch ein lich k eitsd ich te  der P hotonen  p ro p o rtion al 
ist.) D ie  G le ich u n g (8) d rü ck t die E rh a ltu n g  der F e ld en e rg ie  aus.

D ie  K om ponenten u n serer Z u sta n d lu n k tio n  haben kon krete  
j)h ysik a lisch e  B ed eu tu n g : sie sind, d ie  elektrom agn etisch en  F e ld 
stärk en , in fo lged essen  sind  sie  n ic h t e ic h in v a ria n t erster A r t . M an 
k a n n  deshalb keinen elektrisch en  S tro m vek to r defin ieren , w ie  es 
sonst bei ko m p lexen  Z u sta n d fu n k tio n en  ü b lich  ist. D ies ist in  E in 
k la n g  m it d er T atsach e, dass die P hoton en  kein e L a d u n g  haben. 

W en n  m an  d ie  G le ich u n g (6) lin k s m it dem  O perator
V'rdr

m u ltip liz iert, bekom m t m an  die G leich u n g

□  i/> =  0
D ie  einzelnen K om ponenten  der Z u stan d sfu n k tio n  (3) genügen  also 
der Sch röd in ger-G ord on sch en  W e lle n g le ich u n g  m it R uh m asse N ull. 
M an fo lg e rt a lso  aus dten M axw ellsch en  G leichungen , dass die P h o 
tonen kein e R uh m asse haben.

W en n  m an  d ie  G leich u n g (6) von lin k s m it der M a tr ix

hc rj\

m ultipliziert;, bekom m t m an  a u f form alem  W eg e  die d yn am isch e 
G le ich u n g

T ?  +  H * - °

D iese G le ich u n g  ist n u r im  F a lle  eines periodischen  W ellen fold es 
m it den M a xw ellsch en  G leich un gen  aeq u ivalen t, w eil sie n u r die 
d rei ersten  G leich u n gen  vo n  (6) enthält. (Ä h n lich  der K en u n ersch ea  
G le ich u n g en 7.) D er so au ftreten d e H am ilton-O pera.tor H  h at w a h r

6 Ähnliches Verfahren mit modifizierten Gleichungen bei G. Rumer, Zeit
schrift für Physik  LXV . (1930) S. 250.

7 N. Kemmer, Proc. Roy. Soc. A  — CLXXIII. (1939) S. 111. und Hcrish- 
Chandra, Proc. Roy, Soc. A  —  C LX X X V I. (1946) S. 522.
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sch ein lich  keine p h ysik a lisch e  B ed eu tu n g, w eil er n ich t positiv- 
d efin it ist, w ie  das au ch  bei dfen an d eren  re la tiv istisch e n  G leich un 
gen der F a ll  ist. (D ie E ig en w erte  vo n  H  sind in statisch em  F eld  
g leich  N ull, im  F a lle  links z irk u la r  p o la risierte r  ebener W ellen  
4 - h v  im  F a lle  rechts z irk u la re r  P o la risa tio n  — h v D er aus der 
V erta u sch u n gs-R ela tio n  der K o o rd in a te  x k und des O perators H  
gebildete G esch w in d igkeitso p erato r h a t fo lgen d e E ig e n w e rte : in 
statischem  F eld  N u ll, im  F a lle  ebener W ellen  +  c oder — c, gem äss 
der F o rtp fla n zu n g srich tu n g .)

N ach  den form alen B etra ch tu n g en  w ollen w ir  den Spinoperator 
m it H ilfe  des T ran sfo rm a tio n sch a ra k ters  vo n   ̂ bestim m en. W en n  
m an das K o o rd in a ten system  ein er in fin itesim alen  L orentz-T ran s- 
form ation  u n te rw irft:

Xk =  (*« -  ekt)  x\

««’“  —  « a «  1
änd ern  sich  die p artie llen  D iffe re n tia lo p era to re n  , fo lgen d erm assen :

9k =  (ő u — £*,) d\

D ann hat G le ich u n g  (6) in den neuen K o o rd in a ten  fo lgende G estalt: 

(9) rlk (óki -  eh) d\ xp ix') =  0

D ie  h ier auftreten d en  verä n d erten  M atrizen  können geschrieben  
w erden

0  0 )  Vk (ő ki ~  «*,) =  (1 ±  y  e r, (O„) f].: ( +  ~  e rt 7f r rjt)

D ie ein zigen  n ich tversch w in d en d en  E lem en te d er qu ad ratisch en  
V ie re rm a trize n  (ors sind

(fc O „ =  - ( f c O , r = -  1
(In d er G le ich u n g  (10) ist das untere V o rzeich en  zu  gebrauchen, 
w enn r 'o d e r  s =  4 ist, sonst das obere.) M a n  setze (10) in  die G le i
ch u n g (9) ein und m u ltip liz iere  den gan zen  A u s d ru c k  lin k s  m it dem 
in versen  O perator

1 +£r.O>rs
dann fo lg t

V i d l  y  =  0
w o

0 1) ^ ' =  0  + \ £r,y*rV) V  *')

ist. W ir  haben d am it die L o re n tz-In v a ria n z  d er G le ich u n g  (6) b e
w iesen und zu g le ich  den T ran sfo rm atio n sch araikter von  ̂ bestim m t. 
D er w eitere  Z w eck  ist d u rch  rä u m lich e  D reh u n gen  den Spin- 
operator zu bestim en. In  diesem  F a lle  ist

2̂3 == 3̂2 ”  1̂2 =  — 2̂1 =
%  —  —  f  13 =  CC, e k i =  -  e ik  =  0
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also bleibt aus (11):

^  =  (l +  Z ° t  Ti) V' * ')

J e tz t  kan n  m an d ie  in fin itesim a len  D reh u n gso p erato ren  n ach  (1) 
u n d  'd a ra u s  das Im pulsm om ent n ach  (2) bilden. M an bekom m t 
sch lie sslich

(D ieser O p erator ist miti dem  O p erator H  verta u sch b a r, also w ird

dem  A u s d ru c k  (12) ist die neben dem  gew öh n lich en  B ahn-Im puls- 
m om ent a u ftreten d e  M a tr ix  der S p in o p era to r:

D ie ser O perator h a t die e in fach en  E ig e n w e rte  h,0. —  h, also ist d'as 
P h o to n  ein T eilch en  m it dem S p in  h, es gehorcht der B ose-E in- 
äteinschen S ta tistik , in  Ü b erein stim m u n g m it der E rfa h ru n g .

W ir  w ollen die E ig en zu stä n d e  d er einzelnen Sp in ein stellu n gen  
p rüfen . A u s  der E ig e n w e rtg le ic h u n g  des E ig e n w e rte s  0

also ist d ie  F u n k tio n  u  in R a u m  und Z eit konstant. M an  sieht 
d araus, dass der Zustand: der Spiineinstiellung 0 ein  hom ogenes s ta 
tisch es e lektro m agn etisch es F e ld  ist.

D ie  E ig e n w e rtsg le ic h u n g e n  der E ig e n w e rte  ±  h sind

(12)

d a s G esetz d er E rh a ltu n g  des Im pulsm om ents fo rm al erfü llt.) In

(13)

S 3 y 0 =  0 . ip°

b ekom m t m an die E ig e n fu n k tio n

W e n n  m an if/° in  die G le ich u n g  (6) setzt, bekom m t m an

dk u =  0 ( £ = 1 , 2 , 3 ,  4)

S 3 =  i  h V' 

d arau s bekom m t m an die E ig en fu n k tio n en

( v  ̂

x p =  ± iv

1
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also

y,+ =  i %p+ =  f  [*, +  ix o ? +  ^ r ]  H>t =  0

Y'i" =  -  i y* =  g  (xj -  i x 2, f — V'r =  0

D ie E igen zu stän d e der S p in w erte  + k und —  k sind tra n sv ersa le
ebene W ellen  und der Sp in  stellt sieb  im m er der F o rtp fla n z u n g s
rich tu n g  p a ra lle l, w ie  bei den E lek tro n en 8. D ie zw eite  Q uantelung 
des elektrom agnetischen  F e ld es erg ib t dasselbe R e su lta t1.

D a s P ro b lem  des S p in s k und der zw ei E in ste llu n g sm ö g lich 
keiten  erscheint d ad u rch  gelöst, dass die d ritte  E in ste llu n g  m it dem 
S p in w ert 0 vo n  dem  hom ogenen statisch en  F e ld  v e rw irk lic h t  w ird , 
dieses F e ld  aber keinen ko rp u sku laren  C h a ra k te r  hat.

M an ka n n  die F e ld fu n k tio n  des S p in s au ch  aus dem  k an o n i
schen sym m etria lisierten  E n erg ie im p u ls-T en so r bilden. D ieses V e r 
fahren  bietet eine neue M ö g lich k eit zu r  B estim m u n g  der S p in 
m a trix  d er ersten  Q u an telun g. M a n  kan n  n ä m lich  a u f G rund des 
B elin fan tesch en  S y m m e trisa tio n sv erfa h ren 9 leicht zeigen, dass die 
F e ld fu n k tio n  dès S p in s S k und d ie  S p in m a trix  S k in  folgendem  
Z usam m enhang stehen:

(14) S k =  — j n  S k ib d x 1 d x , d x z

N a ch  G. W enitzel1 ist in  dem P h o to n en feld

(15) S 3 =  — /(TTj (p2 — n2 çDj) d x l d x 2 d x 3 =  -  ¡ n  r3 cp d x x d x 2 d x s

(H ier sind die <pk die drei u n a b h ä n g ig en  V ek to rp o ten tia le  und d ie  
n k die k a n o n isch -k o n ju g ierten  F unktionen .) A u s  dem  V e rg le ic h  
von  (14) und (15) bekom m t m an

in  Ü berein stim m un g m it G le ich u n g  (13), die a u s dem  T ra n sfo rm a 
tio n sch a ra k ter gew onnen w u rd e. D a d u rch  w erden  d ie  frü h eren  E r 
gebnisse b estätigt.

Zum  Schlüsse möchtfe ich  D r. G. Szam osi fü r  seine B em erk u n 
gen, R a tsch lä g e  und fö rd erlich e  K r it ik  m einen D a n k  aussprechen.

B udapest, 1  O ktober 1S49.

s A.  Sommerfe ld;  Atom bau und Spektrallinien II. (1939) S. 332.
9 Belinfante,  Physica VI. (1939) S. 887.



T H E  P R O B A B I L I T Y  D IS T R I B U T I O N  O F  T H E  N U M B E R  O F  
S E C O N D A R Y  E L E C T R O N S .

BY P. S. F A R A G Ó , and. L. TA K Á C S.

1. §. Introduction.
T h e seco n d a ry  electron  em ission o f a m a te ria l is u su a lly  ch a 

ra cterized  b y  its  seco n d ary electron  em ission e ffic ie n c y  S. T h is  
q u a n tity  g iv e s  th e  a v e ra g e  n um ber o f seco n d ary electrons released

b y  one p r im a ry  e lectron : 8 =  ^  np„ w h ere  p„ is the p ro b ab ility
n = 0

o f the release  o f n seco n d a ry  electrons b y  one p r im a ry  electron. 
T h e  q u a n tity  8 is  u su a lly  d eterm ined b y  m easu rin g  the p rim a ry  
and secon d ary c u rre n t m a cro sco p ica lly 1. I f  the num ber o f in cid en t 
electrons per sec. is  N  and n ,  of them  release  s secondaries, then 
the p r im « ry  c u rre n t is: i p —  e N  an d  the seco n d ary c u rren t is:
i, —  e 2 s n ,  i. e.

ő =  2 s p s
2 s n ,  i.

N  i,

Ho\\fever, the p ro b a b ility  d istrib u tio n  p„ o f the num ber o f secon
d a ry  electrons released  b y  a. sin g le  p r im a ry  electron h a s n o t been 
determ ined so fa r. O n ly  som e estim ates w ere madle on th e  basiis 
o f the sh o t noise o f seco n d a ry  em ission2.

In  course o f p riv a te  discussions in  1941 Z. B a y  pointed out the use
fu lness o f  e lectron  m u ltip lie r  tubes fo r th is  purpose. A s . know n3, if  
th e  cu rren t em itted b y  th e  cath od e of a  m u ltip lie r  tube is decreased 
and th e  plate cu rren t is observed  on an oscilloscope, the contin uous 
p la te  cu rren t w ill  a t a  tim e ch a n g e  into discrete pulses. E a c h  pulse 
is caused  b y  a  s in g le  electron em itted  b y  the cathodle. T he a m p li
tud es o f the pulses are  pro p o rtion al to th e  num ber o f  electrons 
prod uced  in the la st m u ltip ly in g  stage, and  are flu c tu a tin g  s ta tis ti
c a lly  corresp on d in g to  the flu ctu atio n  of the num ber o f seco n d ary 
electrons released  b y  in d iv id u a l p r im a ry  ones. I f  one and the sam e 
m u ltip lie r  tube is operated  once, w ith  k  s ta g e s  and than  w ith  k —  1 
stages, and the freq u en cy  dlistribution o f pulse am p litu d es in  the 
tw o  cases is  com pared, the p ro b a b ility  d istribu tion  o f the num ber

1 See e. g. H. Bruining; Die Sekundarelekiironen— Emission. Springer, B er

lin, 1942.
2 Bruining: 1. c. pp. 72— 74.
3 Z. B ay: Zs. f. Phys. 117, 227, 1941.
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o f secon d ary electrons released  b y  one sin gle  electron from  a 
second ary em ittin g  su rfa ce  can be determ ined. T h is  can be done b y  
a m ethod proposed b y  Z. B a y  and G. P a p p 4 and b y  one su ggested  
b y  G. Griim valdt

In d epen d en tly  o f the w o rk  o f G. G riin w ald , A . M a k a i obtained 
the sam e resu lts and ,it has been developed to a m ore su itab le  form  
fo r the eva lu atio n  o f experim ental! d ata. In  w h at follow s some 
p rin cip le  .considerations are g iven , the resu lts of experim en tal in ves
tiga tio n s w ill be published a t a la ter  date.

2. §. R e h t io n  between the venerating functions of observed  
pulse am plitude distributions.

It m a y  happen th at an  electron emitted! b y  the cathode w ill 
h ave no descendents in the k  —  th  stage. T h is  is the case if  e ith er 
it. had no descendents a lre a d y  in the (7c —  1 ) -th stage, or none of 
its descendents present in s ta g e  (k  —  1 ) releases a n y  secondaries 
from  dynode k. T h u s the p ro b a b ility  th a t an electron  em itted  b y  the 
cathode has no descendents in sta g e  k  is:

Vn being the p ro b a b ility  th a t one in cid en t electron releases no 
secondaries from  a  m u ltip ly in g  dynode.

F o r the p rod uction  o f n seco n d ary electrons in k  stages a t  
least one electron  m ust in cid e on dynode k  from  stage  (k —  1 ) i f  
the n um ber o f electrons em itted b y  dynode (k —  1 ) is  v, the p ro 
b a b ility  th at th e y  w ill produce n  secondaries in  the next sta g e  is

w h ere pfl{ is the p ro b a b ility  th at one incident electron releases in 
one sta g e  ju; seco n d ary ones.

In tro d u cin g  the g en eratin g  fun ction s:

CO

( 1)

CO

<2) w*(«) =  2  w*-i (v) J  Pfli .Pfli . . . p
v = \

00 00

(3) £*(0  =  Z w A n ) t n and g ( t ) = ] £ p nt'
*1=0 71=0

w e find
00 00

^(0=iv*(0) +  2 > *  (n) t- =  i v , (0) +  £  WV, MPo +
00  00

+ Z Z V  1 {v)2Pto P ^ - - - P ß J n =fi = l V—\ 

00 X 0000CO

4 Unpublished.
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=  v^-iXO) +  £  Wk-i(v) E  P t* /1' ■ 2  p « / ' 2 • • • ' E  P n / V =
v—1 /*i=0 0 /‘ y —0

=  w4_1(0) +  ^ w * _ 1(v) [g ( /)]w=  Ê  wk_,(v) [g ( t ) ]v = g k- A g i  0]
v— I v=U

F ro m  th is recu rsion  form u la  it  fo llow s that

(4) t f fe ( 0 = £ [ & - i( 0 ] -

Equ.(4) su g g ests a lre a d y  a w a y  fo r  the d eterm in ation  o f the p ro 
b a b ility  d istrib u tio n , p„ w anted. T h e  p ro b a b ility  d istrib u tio n s 
xvk_x(n) and wk(n) a re  g iv e n  e x p e rim e n ta lly  b y  the freq u en cy  d is trib u 
tions o f pulse am plitudes of a m u ltip lie r  operated  w ith  {k —  1 ) an d  
than  w ith  k  sta g es resp. F ro m  th is the g en era tin g  fun ction s gk- i( t  
aJidi g k(t) a re  d erived  and the fu n ctio n al re latio n  (4) is determ ined. 
L e t th is  re latio n  be g =  g(è),  than the p ro b a b ilitie s  are g iv e n  b y  
the co effic ie n ts  o f the pow er series expan sion  of g (¿) a t  ¿ =  0 : )

1 a"g
Pn==~n\~ dW i=o

3. §. T h e  determ ination of the probability  distribution pn by  
the m ethod of  binom ial moments.

E qu. (3) p erm its to fo llo w  also a n  other Avay in  com p u tin g  the 
p ro b ab ilities pn w h ich  seem s m ore p racticab le . A s  a  m a tter of fa ct 
th is m ethod resu lts q u a n tities m ost clo sely  re la ted  to the p ro b ab i
lities, n a m e ly  th e ir  b in om ial m om ents. T h e  binom ial m om entum  
of the order s of the p ro b a b ility  d istrib u tio n  p n is defined  as fo llow s;

(5) B, =  ±  "
n=U

Pn

W ith  a; know led ge o f the b in o m ial m om ents the p ro b a b ility  p n 
can  be ca lcu lated , the p recision  o f the resu lts depends on the n u m 
ber of m om ents g iven . I f  the fir s t  s m om ents are g iv en  the c a lc u la 
tion  of the p ro b a b ilities  ru n s as foil'l'ows: A  fu n ctio n  p n ty p ic a l o f 
th e  d istrib u tio n  expected  is chosen co n ta in in g  s a r b itr a r y  p a ra 
m eters. T h e  p a ra m eters are then determ ined fro m  the cond ition  that; 
the firs t  s m om ents o f the fu n ction  p„ should! be eq u al to the co rre 
sp on d in g m om ents of the e x p e rim e n ta lly  obtlained d istributions.

T h u s our problem  becam e the d eterm in ation  of the m om ents 
defined  b y  (5).

\ 00 
T he m om ents B (*} =  £  [ n \ w k (n) and defined  an alo g-

n=o { s I
o u osly  can be e a s ily  evaluated! from  the d istrib u tio n s w k an d  w k_x 
resp., obtained e x p e rim e n ta lly  b y  the sum m ation  m ethod of H a r d y 5.

It can  be show^n e a s ily 5 th a t the g en era tin g  fun ction s are 
related  to the b in om ial m om ents b y  the fo llo w in g  equations:

5 Ch. Jordan; Calculus of Finite Differences, Budapest, 1939, pp. 424., 460.
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( 5 )

# »  =

B s

1
s! (=i

1
s!

d’
-t=i

1 d* , . 1
s! w . g (  o ¡=i

F o r  sake o f s im p lic ity  be y  —  g ^  (t), then  b y  equ (4): g k (t) =  g (y). 
B y  su ccessive  d iffe re n tia tio n  w e obtain: 

dg k d% dy
dt

dt2 dy

dy dt

d 'g  \dyV  
dy2 I d t)

d g  a2y 
dy d i2

d 3g k cPg_ f W 3 cP g ( dy
'd t1' ' d y3 I d t )  ^  d v * \ d t .dy2

d-y d g  dy
etc.

(6)

d t 2 dy d t ’

I t  fa llo w s fro m  equ. (3) th a t g k (1 ) —  g k_x (1 ) —  gr(l) =  1  and fro m  (5)
£?> =  ß ? - » 5 0= l  x
£(*> =  £<*-» B x I

ß w  =  fit*-» (ßi4- 11)2 +  ß ,  ß ? -»  (

ß<*> =  ß 3 (B[k- y  +  2 B 2 B [k~» +  ß x ß » -»  etc J

B y  so lv in g  these eq u atio n s the binom ial m om ents B , (s —  0 ,1 ,2  . . . )  can 
be obtained. In  the a b o ve  consid erations i t  w a s silen tly  supposed thal 
the d isrib u tio n s w k(n) an d  w k_x (n) a re  g iv e n  fo r e v e ry  n, and so the 
m om ents can  be eva lu a ted  e x a c tly . In  re a lity , h o w ever, th ere  is a 
low er lim it A o f th e  n um ber o f electrons. I f  in the la st sta g e  the 
num ber o f the descendents o f a  sin g le  electron  em itted b y  the 
cathode is sm aller th a n  A, no pulse can  be observed. F u rth e r  the 
num ber of descendents cannot be determ ined one b y  one bu t o n ly  
in in te rv a lls  A. T h u s whait can  be in fered  fro m  an exp erim en t is  
th is:

N i  electrons emitted by the cathode produced descendents whose
number is within the interval . . . . (A, 21)

„ ( 2 1 , 3 A)
N 3 „ (3 X, 4 A)

T h is  m eans th at in stead  o f the p ro b a b ility  d istrib u tio n  w(n) 
o f the num ber o f electron s (let us om it the in d ices k  and k  —  1 in 
order to be able  tre a t the tw o  d istrib u tio n s togeth er) o n ly  the 
d istribu tion  w x o f in te rv a ls  co rresp o n d in g to  electrons o f the num 
ber betw een ( i A, (i -f- 1) A) can be determ ined:

O'+i)/
(7 ) w, =  £  w(n)

n=zi Z c
■N0, i. e. the num ber of e lectro n s em itted  b y  the cathode
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p ro d u cin g  descendents w hose n um ber is w ith in  the interval! (0, A) 
can n o t be determ ined  b y  sim ple pulse cou n tin g, a s  these electrons 
do not p rod u ce observable pulses. W h eth er N a can  be neglected  in

QO
-com parison to ^ N it ornot, m ust be decided b y  a su ita b le  ex- 

»=i
périm ent. T h is  fa c t is, h o w ever, ir re v a n t from  ou r present point 
o f v iew .

F ro m  (7) one can  e a s ily  com pute the q u an tities : Z? 5 —  ^  | w«
»=0  ̂ '

• No a p p re c ia b le  e rro r is  m ade b y  supposing th a t iv(n) =  const 
’w ith in  an in terv a l, i. e.

\v(n) =  * j  i f iX < nêz(i-\-\)X .

In  th is  case

[ s + l  I {s +  1
u>,_L OD

= Z  ^  [« •+  > r 1 -  *  -  i r + -T)T I  * ! »■-'

S  ,"i rep resen tin g  S t ir lin g ’s n um bers of second kind .
E v a lu a tin g  th e  above fo rm u la  fo r  a  few  va lu es o f s, w e 

obtaiin

Bq =  B 0

B ^ Z i B . + l - B o )

B 2= = ^ [ B 2 + B ^ ^ B q}

B i =  P [ B z + ~ B 2+ ^ ; B 1 + ~ B 0], etc.

T h e correction  fo rm u la  w ill be o f h ig h e r  precision  i f  w (n) 
i s  a p p ro x im a ted  b y  p a ra b o la s of h ig h e r  o rd er (instead o f constants) 
w ith in  each  interval! a n d  in1 the expan sion  of B s lo w er p ow ers o f A 
a re  a lso  taken  in to  account.

i .  §. Generalization of  the results for arbitrary p rim ary par
ticles.

T he electron s are  not the o n ly  p a rtic les  w h ich  can  release 
seco n d ary electrons fro m  su rfa ces o f m ateria ls . T h e  sam e e ffe c t  can  
be observed a t  the in cid en ce o f amy k in d  o f  ch arged  p articles, and, 
fro m  our poin t o f v iew , the p h otoelectric  e ffect can  also  be co n si
dered as seco n d a ry  electron  em ission caused b y  rad iation  quanta. 
T h e  p ro b a b ility  d istrib u tio n  o f  the n um ber o f seco n d ary electrons 
is ain in tere stin g  problem  ,in these cases too. T he w a y  to so lve  
such  problem s is g iv en  b y  g e n era liz in g  the above considerations.

L e t  u s con sid er a g a in  a n .e le c tro n  m u ltip lier  tube of k  stages, 
w h ich  can  be applied  fo r co u n tin g  a rb itr a r y  p a rtic les3, i f  its cathode 
m a te ria l is p ro p e rly  prepared. T h e  o n ly  cond ition  to be fu lfille d  is 
th a t the electrons released b y  the in cid en t p a rticles should h a v e
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sm all sta rtin g  ve lo city , for o therw ise th e ir  m otion cannot be 
controlled b y  the re la tiv e ly  w e a k  electro static  field  betw een cathod e 
and the firs t  dynode, andl so th e ir a r r iv a l a t  the dynode cannot 
be assured. In general, how ever, f a s t  seco n d ary electrons released  
b y  h ig h  e n e rg y  p r im a ry  p a rtic le s  b rin g  out slow  electrons too. 
T h is  is the w a y  how  co u n tin g  h ig h  e n e rg y  corpuscles (and quanta) 
w ith  the aid  o f electron m u ltip lier  tubes is m ade possible. In  the 
fo llo w in g  d iscussions on ly  the p ro b a b ility  d istribution  o f these slow  
electrons w ill -be considered.

L e t W(n)  be the p ro b a b ility  o f the p rod uction  o f n  descendants 
in the fe-th m u ltip ly in g  s ta g e  b y  one electron em itted b y  the cathode. 
co (v) should represent the p ro b a b ility  o f the release  o f v slow  e lect
rons fro m  the cathode b y  an a r b itra ry  p r im a ry  p a rtic le  and Q(n) 
should be th e  p ro b a b ility  that the num ber of descendants in the 
fc-th stage is  n. N ow  the electrons released from  the cathode b y  the 
incident p a rtic le  can  be considered as secon d ary electrons released 
by a s in g le  electron, com in g fro m  a p reced in g  electrode. T h u s the 
problem  to be solved  is reduced to the one d ealt w ith  in  the p r e 
ceding p a ra g ra p h s  in  detail.

B o th  d istrib u tio n s Q(n) an d  W (n)  can  be determ ined e x p e ri
m en tally . Q(n) is g iv e n  b y  the fre q u en cy  d istrib u tio n  o f the p u lse  
am plitudes produced b y  the p a rtic les  under con sid eration  and  W (n )  
b y  th at produced b y  sin gle  electrons s ta rtin g  fro m  th e  cathode*, 
and a ll the con sid eration s o f §. 2. can be applied. T he p ro b a b ility  
d istribution  Q(n) can  be expressed  w ith  the a id  o f co(v) and W (n )

00

( l a )  i 2(0) = w ( 0 ) +  2 > ^ ) U / ( 0 V -
V = l  

0 0  SO

(2a) Q(n) =  £  co'v) £  W(aJW(aJ...W(av)
v= 1 2a.=n

and, as can be e a s ily  show n, the re la tio n  betw een the g e n era tin g  
functions is

(4a) O ( i )  =  Z a ( « ) i " = r t e ( 0 ]
n=0

00 00

(3a) where g(t) =  £  W(n)tn, and y(t) =  £  (o(n)tn
n = 0  n = 0

T h e d eterm in ation  of the p ro b a b ility  d istrib u tio n  is  c a rrie d  
out a cco rd in g  to § <‘3., the a p p lic a b ility  o f the m ethod b ein g  granted' 
b y  the a n a lo g y  of (4a) and  (4).

5. §. T h e  determ ination and role of w 0.
00

To decide w h eth er the ap p ro xim atio n  N 0 < <  ^ N if correspond-
1 = 1

in g  to w u =  0 is co rrect or not, the m u ltip lie r ’s e ffic ie n c y  77 m ust be

f> To release single electrons from the cathode with com paratively  large 
intervals between them, it is to be illuminated with visible or ultraviolet 
light or a heater filament is to be applied behind a small hole cut in the caithode.
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m easured. It is d efin ed  as the ra tio  of pulses n per p r im a ry  
p a rtic le s  N,  an d  m eans the p ro b a b ility  o f the production  of an 
observable pulse:
(8) , j? —  nIN =  1  —  w 0

and so w 0 =  1 —  F o r  th is purpose the n um ber of p r im a ry  par"

t id e s  and the num ber of pu lses produced b y  them  is to be d eter
m ined sim u ltan eo u sly , n is obtained  sim p ly  by co u n tin g  the m u l
tip lie r  pulses, but the w a y  o f o b ta in in g  N  m a y  be d iffe re n t accord  
in g  to the o rig in  an d  n a tu re  o f the p r im a ry  p articles.

I f  the p r im a ry  p a rtic les  are  electrons em itted  b y  a cathode 
w ith in  the m u ltip lie r  tube, the nu m ber o f electrons em itted  per 
sec. can be dtetermined b y  m ea su rin g  the cathod e em ission cu rren t 
i, an d  N  =  i/e, (e b ein g  the electron  ch arge) and fo r co m p u tin g  77, 
n  m ust be m easured  at the sam e tim e too. H o w ever, if  the cathode 
em ission cu rren t can  be m easured  d ire ctly , the num ber of pulses 
p e r sec. a p p e a rin g  at th e  p la te  is  so large, th a t th e ir  reco rd in g  can 
be h a rd ly  realized . So an in d irect m ethod m ust be a p p lie d .7

B e the su p p ly  vo lta g e  of the m u ltip lie r  as h ig h  as ca n  be a l
low ed  an d  be the catihodle h eated  to such a d egree th a t both  the 
n um ber o f pu lses p e r sec. and  th e  a v e ra g e  p late  cu rren t co rre
sp on d in g to them  cou ld  be Idfetermined co n ven ien tly . B e  the resu lts 
o f a  sim u ltan eou s m easurem ent o f the q u an tities m entioned: n t 
num ber o f pu lses p er sec. and an a v e ra g e  p la te  curenit Zx am p. 
I f  the a v e ra g e  m u ltip lica tio n  o f the tube at a su p p ly  v o lta g e  Vx 
p er .stage is 0 =  9X then o b v io u sly : I 1 — e . n l 6i , i .e .

(9a) =  7 ,/ e n ,.

R e p e a tin g  the m easurem ent a t constant cathod e h eatin g  but a t  a 
s u p p ly  v o lta g e  per sta g e  V ,  <  V lf  tihe num ber of pulse p er sec. 
(depending on th e  cathode tem p eratu re  only) does not ch an ge, the 
a v e ra g e  p la te  cu rren t h o w ever w ill  be decreased to a v a lu e  / '2 due to 
the v o lta g e  dependence o f 9 an d  w e fin d :

(9 b) 02= I ' 2'en1

T h e n ext step is to keep V 2 constant and in crease the cathode tem 
p eratu re. I t  th is  case the m u ltip lica tio n  9 is constant, b u t the n u m 
b er of pu lses an d  consequently the a v e ra g e  p la te  cu rren t w ill  in 
crease  to n2 and 1'2 resp. I t  can happ en th at, because of the sm all 
v a lu e  o f 92 the p u lse  am p litu d es are  ailready^ too sm all fo r  d irect 
pulse coun tin g, n 2 can  be still ca lcu lated , for ev id en tly  1 2 =  e n 2 9? 
and su b stitu tin g  (9b):

n2= i 2 n j r 2
»

7 This is a modification of the method suggested by G. Papp in private 
discussions for »the determination of the quantum efficiency of photo-sensitive 

cathodes.
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T he above procedure can  be repeated  u n til the em ission c u r
rent i o f the cathode can be m easured d ire ctly . I f  th is happens 
a fte r  s steps w hen the p late  cu rren t is I , ,  then

(9c) n =  ••• ; n ,
*2 *3 • • •

A s  the num ber o f in cid en t e lectro n s8 is  N  =  i/e, w e fin d  from  (8)

erh
<l0> T
Tf the p r im a ry  p a rtic le s  a re  em itted b y  a  source outaide the m ul
tip lier  tube, the num ber o f p a rtic le s  h ittin g  the cathode can be d e
term ined b y  m easu rin g  (or com puting) the total e n e rg y  and th e  
sp ectral d istribu tion  of th e  in cid en t rad iation . F o r  th is m ethod a a  
exam ple is g iv en  b y  G. P a p p .9

I f  the rad iation  studied  is h ard  enough, the e ff ic ie n c y  of th e  
m u ltip lier tube can be determ ined also b y  the m ethod of tr ip le  
coincidences .10

I t  m a y  be in terestin g  to discuss the consequences o f ta k in g  
w 0 —  0 a rb itra r ily . T h is  m eans th at o n ly  p r im a ry  p a rtic le s  are taken 
into account w h ich  succeed in p ro d u cin g  descendants in  stage k  in 
observable q u a n tity . In  this case the p ro b a b ility  d istrib u tio n  w' of 
the num ber of descendants of su ccessfu l electrons is obtained  related  
to the d istrib u tio n  w, treated  so far, in the fo llo w in g  m anner:

w’0 =  0, w' =  Wi /(l  —  Wo) ( i =  1, 2 , .  > .)

A t firs t inspection  one m ig h t th in k  that, the p ro b a b ility  d is
trib u tio n  p'„ d erived  from  the d istrib u tio n  w ’ y ie ld s  the p ro b a b ility  
d istrib u tio n  of seco n d ary electrons released  b y  su ccessfu l p rim aries, 
or in oth er w ords, the p ro b a b ility  d istrib u tio n  of seco n d ary e lec
trons released in  one e lem en tary  act, and the re latio n  betAveen p'n 
and p„ , treated  above, is

(11) p ’0 =  0 and p n=  p j  (\  —p j  n = ] , 2 , . r . )

It  can be shown, h o w ever, th a t equ. (12) does not hold.
L et us suppose th at the exp erim en ta l proced u re is sen sitive  

enough fo r o b ta in in g  the d istrib u tio n  w'k (w) and  w ’k_̂  («) fo r each  
n >  1 :

50 P. s. FARAGÓ I n d  l .  t a k á c s

(12) « n> = - f ^ S r ; “ , ; ( 0 ) = = 0  \

s B y  arranging the cathode properly, i*i can be achieved that each electron 
emitted by it reaches the firstt multiplying dynode. 

n Unpublished. -

10 Street, W ood w ard ; Phys. Rev. 46, 1029, 1934.



PROBABILITY DISTRIBUTION OF SECONDARY 51

F ro m  (12) the co rrespon d in g b in om ial m om ents are in the 
fo llo w in g  re la tio n :

B[k) =  [\— wk(0)]B[w 
(13) £ ? - » = [ ! — »*_!(())] B i« -»

and i f  equ. (1 1 ) w ere co rrect:

(13a) Bj =  [l  p0\Bx.
F u rth e r  fro m  the second! o f equ. (6):

(14a)  

(14b)

S u b s titu tin g  (13) and  (13a) in (14a):

[1 - u » ,( 0)]« ®  =  (1 
a n d  ta k in g  (14b) into  accoun t:

l - » ’» ( 0 )  =  ( l - A , ) [ l - » ' I - i ( 0 ) ]»
fro m  w h ich

( 15)  wk (0) = p 0 +  wk_,(0) [ 1 —  p Q]
T h is  equation  is co n tra d ictin g  to (1), w h ich  is  eq u ivalen t to

wk (0) =  p 0 +  w*_i (0) 2  p„ Wj_j (0) " - 1
n=l

a n d  e v id e n tly  *■

1 —  A  4 = ¿ ’ p nM;i _1(0)n- 1
n = l

T h u s, the fu n ctio n  p'„ d erived  from  w' does not y ie ld  the p roba
b il ity  d istrib u tio n  o f the num ber o f seco n d a ry  electrons em itted 
in  one e lem en tary  act. T h is  can be obtained  only from  the com plete 
p ro b a b ility  d istrib u tio n  p n, and 

(16) p j  (1 Po) 4= Pn * ('I —  1> 2 ,...)
T h e  a v e ra g e  n um ber o f seco n d ary electrons released in one 

e le m en tary  act is

<>? ) e = r ^ ;

Tf an electron  m u ltip lie r  is  used as corpu scu le  counter, the pulse 
a m p litu d e s depend on the v a lu e s  v a lid  fo r  the sin gle  m u ltip ly in g  
stages, the a v e ra g e  m u ltip lica tio n  of a fe-stage m u ltip lie r  is

Q =  Qi ■ Q2. .. Qk
Sum m ary:
T oo p ro b a b ility  d istrib u tio n  of tiie pulse am plitudes produced 

b y  s in g le  electrons in  a (k —  1 ) and a  ¿ -sta g e  futctron m u ltip lier  
tube is d iscussed and a sim p le  re latio n  is d erived  for the gen eratin g  
fu n ction s o f these d istributions.

B ased  upon th is  relation  a p ra ctica b le  m ethod is g iven  for 
-the determ ination  of the p ro b a b ility  d istrib u tio n  o f the num ber of
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secon d ary electrons released b y  one electron fro m  a  second ary e m itt
in g  surface.

The solution of the problem  is exten ded fo r  the case o f a r 
b itra ry  p r im a ry  p articles.

A  special m ethod fo r the d eterm ination  o f the e ffic ie n cy  of m u l
tip lier tubes a s  electron counters is  given .
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T h e in vestig atio n s rep o rted  above w ere  begun at the In stitu te  

o f A to m ic  P h y sics, U n iv e rs ity  o f T ech n ica l and E con om ic Sciences, 
B udapest, and w ere com pleted in the T u n g sra m  R esea rch  L a b o ra 
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v Erratum: Vol. I. No. 5.

P. Selenyi;  Inertia and G ravity  of Mal'ier p. 9. line 22 from bottom for 10* 
mg read 10-G mg.
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