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Krek¶o B¶ela a magyar kÄozgazdas¶agi oktat¶as meg¶uj¶³t¶as¶anak kiemelked}o alakja,
aki 1956 ut¶an ¶es az 1960-as ¶evekben a Marx K¶aroly KÄozgazdas¶agtudom¶anyi
Egyetemen (MKKE) ¶elharcosa volt a matematika oktat¶as reformj¶anak, az
oper¶aci¶okutat¶asi oktat¶as bevezet¶es¶enek ¶es a terv-matematika szak beind¶³t¶a-
s¶anak. SzÄulet¶es¶enek 100-ik ¶evfordul¶oj¶an megeml¶ekezÄunk r¶ola, mint a kÄozgaz-
d¶aszk¶epz¶es moderniz¶al¶as¶anak egyik legfontosabb szerepl}oj¶er}ol ¶es a gener¶aci¶ok
sz¶am¶ara alapm}uk¶ent szolg¶al¶o kÄonyvek szerz}oj¶er}ol. ¶Izel¶³t}ot adunk ezeknek a
kÄonyveknek az egys¶eges szeml¶elet¶et ad¶o elemi b¶azistranszform¶aci¶o (pivot¶al¶as)
felhaszn¶al¶as¶ab¶ol a line¶aris algebra n¶eh¶any klasszikus probl¶em¶aj¶anak megol-
d¶as¶ara.

I. Krek¶o B¶ela szerepe a kÄozgazd¶aszk¶epz¶es mo-
derniz¶al¶as¶aban

El}ozm¶enyek

Noha ebben a megeml¶ekez¶esben f}oleg az MKKE-n foly¶o kÄozgazd¶aszk¶epz¶essel
foglalkozunk, rÄoviden meg kell ismerkednÄunk az el}ozm¶enyekkel. Magyaror-
sz¶agon egyetemi szint}u kÄozgazd¶aszk¶epz¶es 1934 ¶ota van. Az MKKE 1948-ban
tÄort¶ent megalap¶³t¶asa el}ott ez a Budapesti J¶ozsef N¶ador M}uszaki ¶es Gaz-
das¶agtudom¶anyi Egyetem KÄozgazdas¶agi Kar¶an folyt. Itt tan¶³tott a vil¶agh¶³r}u
Jord¶an K¶aroly, akinek tan¶³tv¶anya volt az ugyancsak vil¶agh¶³r}u Tak¶acs Lajos
¶es a Magyarorsz¶agon j¶ol ismert ¶es elismert Ziermann Margit. 1960 el}ott az
MKKE-n a matematikaoktat¶as k¶et dologra korl¶atoz¶odott:

{ kÄoz¶episkolai matematikai ismeretek p¶otl¶asa,

{ n¶emi elemi szint}u p¶enzÄugyi, biztos¶³t¶asi sz¶am¶³t¶asok ¶es valamennyi kom-
binatorika oktat¶asa.

Az el}obbire az¶ert volt szÄuks¶eg, mert tÄomeg¶evel kerÄultek be az egyetemre olyan
hallgat¶ok (p¶eld¶aul szak¶eretts¶egisek, akik egy gyors¶³tott kÄoz¶episkolai k¶epz¶est
kaptak), akiknek kÄoz¶episkolai ismereteik, ezen belÄul kÄulÄonÄosen a matematikai
el}ok¶epzetts¶egÄuk rendk¶³vÄul gyenge volt. A m¶ar akkor is a tansz¶eken dolgoz¶o
koll¶eg¶ak (Halmai Erzs¶ebet, Bikics Istv¶ann¶e, Gyurk¶o Lajos, G¶asp¶ar L¶aszl¶o)

1Be¶erkezett: 2015. november 20. E-mail: komlosi@ktk.pte.hu.
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elmes¶elt tÄort¶eneteib}ol egy olyan k¶ep rajzol¶odott ki, amelyben a tansz¶ek dol-
goz¶oi tulajdonk¶eppen korrepet¶al¶ast v¶egeztek a kÄoz¶episkolai anyagb¶ol. Ab-
szurd m¶odon egyedÄul }oket tett¶ek felel}oss¶e a hallgat¶ok gyenge jegyei miatt.
A Matematika Tansz¶ek vezet}oje Husz¶ar G¶eza professzor volt. Husz¶ar G¶eza
az 1956-ban j¶atszott szerepe miatt k¶enyszernyugd¶³jba vonult. Ezut¶an 1961-
ig, amikor Sz¶ep Jen}o ¶atvette a tansz¶ek vezet¶es¶et, ideiglenes tansz¶ekvezet}ok
voltak. Mentes Imre hal¶ala ut¶an 1959-ben Krek¶o B¶ela lett a megb¶³zott
tansz¶ekvezet}o ¶es tulajdonk¶eppen ett}ol sz¶am¶³thatjuk a matematika reformj¶a-
nak ¶es az oper¶aci¶okutat¶as akkor, ¶es nagyr¶eszt ma is, legfontosabb terÄuleteinek
az oktat¶asba val¶o be¶ep¶³t¶es¶et.

A legnagyobb ¶ujdons¶agnak a line¶aris programoz¶as tananyagba val¶o be-
emel¶ese sz¶am¶³tott. A kezdetek kÄozponti tal¶alkoz¶ohely¶enek sz¶am¶³tott a Mate-
matikai Kutat¶o Int¶ezetben 1957-ben Pr¶ekopa Andr¶as vezet¶es¶evel indult sze-
min¶arium, amelynek Krek¶o B¶ela is akt¶³v tagja volt. Az ELTE-n Pr¶ekopa
Andr¶as els}o line¶aris programoz¶asi speci¶alis el}oad¶asait 1958-ban tartotta ¶es
Äossze¶all¶³tott ebben a t¶em¶aban egy koherens, teljesen modern anyagot, amit a
Bolyai T¶arsulatban egy tov¶abbk¶epz}o tanfolyamon 1967 ¶es 1969 kÄozÄott adott
el}o. Itt felhaszn¶alta a legend¶as, m¶eg ma is modern, matematikai ig¶enyess¶eggel
meg¶³rt ,,feh¶er kÄonyv"-et, Pr¶ekopa (1968). Az ELTE-n az oper¶aci¶okutat¶as
1968-ban lett szakir¶any, a line¶aris programoz¶as, mint tant¶argy speci¶alis koll¶e-
giumk¶ent folyamatosan szerepelt 1958-t¶ol kezd}od}oen.

Az ¶attÄor¶es

Az MKKE-n azonban az az ¶ut, amelyen Pr¶ekopa Andr¶as ¶es az ELTE elindult,
nem volt j¶arhat¶o. Egyr¶eszt a hallgat¶os¶ag matematikai el}ok¶epzetts¶ege nem
tette lehet}ov¶e annak a matematikai precizit¶asnak a befogad¶as¶at, amelyet a
,,feh¶er kÄonyv" reprezent¶alt, m¶asr¶eszt az egyetem vezet}os¶eg¶et ¶es a di¶akokat
meg kellett nyerni az Äugynek. Krek¶o B¶ela egy kiv¶al¶o strat¶egi¶at tal¶alt ki ¶es
ezt igazi hadvez¶erk¶ent meg is val¶os¶³totta. A line¶aris programoz¶as gyakorlati,
f}oleg kÄozgazdas¶agi, Äuzleti alkalmaz¶asaival kezdett, a matematikai t¶argyal¶as
f}oleg intuit¶³v, a konkr¶et feladathoz alkalmazott, szeml¶eletes, ,,kÄozgazdas¶agi"
nyelven sz¶olt a hallgat¶os¶aghoz. Ragyog¶o p¶eld¶aja ennek els}o k¶et line¶aris prog-
ramoz¶as kÄonyve, Krek¶o ¶es Bacskay (1957) majd Krek¶o (1962). Az ut¶obbi
kÄonyv k¶et r¶eszb}ol ¶all. Az els}o r¶eszben gyakorlati p¶eld¶akon mutatja be a
szimplex m¶odszer m}ukÄod¶es¶et, majd a m¶asodik r¶eszben a szimplex m¶odszer
matematik¶aj¶ara koncentr¶al. A hallgat¶os¶agt¶ol fÄugg}oen lehets¶eges volt csak az
els}o r¶eszt oktatni, vagy adott esetben mindkett}ot. Megjegyzend}o, hogy az
1957-es kÄonyv k¶ezirata m¶ar 1955-ben k¶eszen volt. A gyakorlati kipr¶ob¶al¶as
1959-ben tÄort¶ent meg egy fakultat¶³v t¶argy keret¶eben, kb. 20-30 hallgat¶o
r¶eszv¶etel¶evel, nagy sikerrel.

KÄozben ¶alland¶o harcot kellett v¶³vni az egyetem vezet}os¶eg¶evel (rektor,
egyetemi tan¶acs, d¶ek¶anok, kari tan¶acsok ¶es egyes v¶elem¶enyvez¶er tan¶arok)
az oktat¶as ¶es a tananyag ilyen ir¶any¶u moderniz¶al¶as¶a¶ert. Ennek egyik oka az
az ¶all¶aspont, amely a Szovjetuni¶oban az 1920-as ¶evekben alakult ki, ¶es amely
szerint a matematikai kÄozgazdas¶agtan ,,burzso¶a ¶altudom¶any", amely a kapi-
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talista kizs¶akm¶anyol¶as elleplez¶es¶ere ¶es igazol¶as¶ara szolg¶al. Szt¶alin hal¶ala ut¶an
ez a vonal n¶emileg enyhÄult, de a hatalom r¶esz¶er}ol ¶alland¶o gyanakv¶as k¶³s¶ert
minden ilyen ir¶any¶u tev¶ekenys¶eget. Mivel eleinte csak sz}uk kÄorben l¶etezett
az oper¶aci¶okutat¶as fogalma, az oper¶aci¶okutat¶asnak is meg kellett harcolni a
megfelel}o st¶atus¶ert. A hivatalos ¶all¶asfoglal¶as azonban id}ovel lepuhult: akkor
¶es annyiban lehet a matematikai m¶odszereket haszn¶alni a kÄozgazdas¶agtanban
(az Äuzleti tudom¶anyok bele¶ertend}oek), amennyiben ez el}oseg¶³ti a gazdas¶agi
teljes¶³tm¶eny nÄovel¶es¶et. A szeml¶eletv¶alt¶as azonban nem ment m¶ar¶ol holnapra,
f}oleg az ideol¶ogi¶aval t¶ultÄoltÄott MKKE-n. Minden egyes kis l¶ep¶es¶ert harcolni
kellett a legkÄulÄonbÄoz}obb f¶orumokon, legink¶abb a tananyagokat j¶ov¶ahagy¶o
legfels}obb f¶orumon, az egyetemi tan¶acsban. Krek¶o B¶ela ragyog¶o harcos volt.
Tud¶asa, m}uvelts¶ege, ir¶oni¶aja seg¶³tette. Sok igaz anekdota-szer}u tÄort¶enet ker-
ing arr¶ol is, hogy felel}os testÄuletekben milyen n¶³v¶oj¶u v¶elem¶enyekkel kellett
megkÄuzdenie. ¶Ime egy jellemz}o tÄort¶enet. Az egyetemi tan¶acsban, a hatvanas
¶evekben, Krek¶o B¶ela javaslatot tett arra, hogy a j¶at¶ekelm¶elet is kerÄuljÄon be
v¶alaszthat¶o t¶argyk¶ent a tantervbe. Erre az egyik felh¶aborodott ellenvet¶es ¶³gy
hangzott: ,,Na de elvt¶arsak, }orizzÄuk meg az egyetem komolys¶ag¶at".

Egy¶ebk¶ent a hatvanas ¶evek kÄozep¶et}ol m¶ar gondtalanul lehetett haszn¶alni
az oper¶aci¶okutat¶as elnevez¶est, de konkr¶et tartalm¶ar¶ol m¶eg sok¶aig folytak
szakmai vit¶ak, f}oleg a mind a mai napig rendszeresen megtartott oper¶aci¶o-
kutat¶as konferenci¶akon. Ennek azonban m¶ar semmi kÄoze nem volt az ideol¶o-
gi¶ahoz. Az oper¶aci¶okutat¶as hazai tÄort¶enete egy¶ebk¶ent nem t¶argya ennek a
visszaeml¶ekez¶esnek.

A terv-matematika szak

Krek¶o B¶ela szinte egyszem¶elyes kÄuzdelm¶et az MKKE-n a matematika/ope-
r¶aci¶okutat¶as egyetemi st¶atus¶anak megteremt¶es¶ere 1960-ban siker koron¶azta.
Enged¶elyt kapott, hogy a felv¶etelik sor¶an v¶alasszon a matematik¶ab¶ol kiemel-
ked}oen felv¶eteliz}o hallgat¶ok kÄozÄul 15-20-at, akikkel megindulhat egy ¶uj szak,
amelynek a terv-matematika elnevez¶est adt¶ak. A szak bevezet¶es¶enek sike-
r¶eben jelent}os szerepe volt L¶aszl¶o Imre rektorhelyettesnek, a N¶epgazdas¶ag
tervez¶ese tansz¶ek vezet}oj¶enek, aki felkarolta ¶es t¶amogatta a kezdem¶enyez¶est.
MegkÄonny¶³tette a helyzetet az, hogy kor¶abban volt egy terv-statisztika szak,
term¶eszetesen teljesen elt¶er}o tartalommal. A ,,terv" sz¶o a korszellemnek
megfelel}oen az ¶uj szak eladhat¶os¶ag¶at ¶es a kÄulÄonbÄoz}o j¶ov¶ahagy¶o f¶orumokon
val¶o t¶uljut¶as¶at t¶amogatta. Persze a k¶es}obbi v¶egzettekb}ol sokan dolgoztak az
Orsz¶agos Tervhivatalban, de ennek m¶ar nem sok kÄoze volt a szak elnevez¶es¶e-
hez, sokkal ink¶abb a tartalm¶ahoz. A szak gondoz¶as¶at ¶es felÄugyelet¶et kÄozÄosen
a Matematika ¶es a N¶epgazdas¶ag tervez¶ese tansz¶ekek l¶att¶ak el.

Az 1. t¶abl¶azat a n¶egy ¶es f¶el ¶ev matematikai, statisztikai, sz¶am¶³t¶astechnikai
¶es oper¶aci¶okutat¶asi szakt¶argyait, tantervi hely¶et, heti ¶orasz¶am¶at ¶es tant¶argy-
felel}os¶et (el}oad¶o) mutatja.
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F¶el¶ev T¶argy neve Heti ¶orasz¶am El}oad¶o
1 Matematika (line¶aris algebra) 8 Krek¶o B¶ela
1 Fizika 2 Kov¶acs Gy}oz}o
2 Matematika (anal¶³zis) 8 Sz¶ep Jen}o
2 Elektrodinamika 2 Kov¶acs Gy}oz}o
3 Fels}ofok¶u matematika (line¶aris algebra) 8 Krek¶o B¶ela

3 ¶Altal¶anos statisztika 3 KÄoves P¶al
4 Fels}ofok¶u matematika (val¶osz¶³n}us¶egsz¶am.) 8 Krek¶o B¶ela

4 ¶Altal¶anos statisztika 4 P¶arniczky G¶abor
5 Matematikai g¶epek 2 Kov¶acs Gy}oz}o
5 Gazdas¶agi programoz¶as (line¶aris) 4 Krek¶o B¶ela
5 Matematikai statisztika 3 Mesz¶ena GyÄorgy
5 Gazdas¶agstatisztika 4 Benedecki J¶anosn¶e
6 Matematikai statisztika 3 Mesz¶ena GyÄorgy
6 Gazdas¶agi programoz¶as (nemline¶aris) 4 Krek¶o B¶ela
6 Statisztika 4 Benedecki J¶anosn¶e
7 Gazdas¶agi programoz¶as (eg¶esz¶ert¶ek}u) 3 Krek¶o B¶ela
7 K¶eszletgazd¶alkod¶as 2 Ziermann Margit
8 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 Szelezs¶an J¶anos
8 Gazdas¶agi programoz¶as 4 Krek¶o B¶ela
8 Sorban¶all¶asi modellek 3 Ziermann Margit
9 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 R¶ev¶esz GyÄorgy
9 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 KÄornyei Imre
9 Gazdas¶agi programoz¶as 2 Krek¶o B¶ela
10 Gazd. mat. szakszemin¶arium 3 J¶andy G¶eza
10 J¶at¶ekelm¶elet 2 Sz¶ep Jen}o

1. t¶abl¶azat

A matematikai alapt¶argyak (line¶aris algebra, anal¶³zis, val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³-
t¶as) az ¶altal¶anos matematikai alapoz¶ason k¶³vÄul els}osorban a k¶es}obbi szakt¶ar-
gyak ig¶enyeit igyekeztek kiszolg¶alni. A t¶abl¶azatot vizsg¶alva l¶athatjuk, hogy
Krek¶o B¶ela a tan¶³t¶asb¶ol ¶es az azt t¶amogat¶o tananyagok kidolgoz¶as¶ab¶ol is
milyen nagy r¶eszt v¶allalt, els}osorban a szakterÄulet¶enek sz¶am¶³t¶o line¶aris al-
gebr¶ab¶ol, a line¶aris ¶es nemline¶aris programoz¶asb¶ol.

KÄozben 1968-ban, p¶arhuzamosan az ELTE-¶en Pr¶ekopa Andr¶as vezet¶es¶evel
a matematika szak egyik szakir¶anyak¶ent l¶etrejÄott az oper¶aci¶okutat¶as szak-
ir¶any. A terv-matematika szak az MKKE-n ¶es az oper¶aci¶okutat¶as szakir¶any
az ELTE-¶en egym¶ast er}os¶³tett¶ek, a v¶egzettek kÄulÄonbÄoz}o int¶ezm¶enyekn¶el j¶o
csapatmunk¶asok lettek ¶es j¶ol meg¶ertett¶ek egym¶ast.

Tananyagok, kÄonyvek

Krek¶o B¶ela az egyetemi tananyagokat egys¶eges szeml¶elet alapj¶an ¶all¶³totta
Äossze ¶es az ¶³r¶asos anyagokat (els}osorban tankÄonyveket) is ebben a szellem-
ben ¶³rta. Els}o magyar nyelv}u line¶aris programoz¶as kÄonyve, Krek¶o-Bacskay
(1957) ihlet}oje Charnes, Cooper ¶es Henderson (1953) kÄonyve volt. A tov¶abbi
kÄonyveknek mint¶aul Hadley (1961, 1963, 1964) kÄonyvei szolg¶altak, de a ren-
geteg Äotlet, veretes st¶³lus ¶es az egys¶eges szeml¶elet igaz¶an egyediv¶e tette }oket.
A kor nemzetkÄozi tendenci¶ait ¶es a leg¶ujabb kutat¶asok eredm¶enyeit is tar-
talmazta, a di¶aks¶ag sz¶elesebb r¶etegei sz¶am¶ara is ,,em¶eszthet}o" form¶aban.
Az egys¶eges szeml¶eletet a konstrukt¶³v bizony¶³t¶asokra val¶o tÄorekv¶es, az ele-
mi b¶azistranszform¶aci¶o (pivot¶al¶as) szinte univerz¶alis haszn¶alata, az algorit-
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mikus szeml¶elet, a sz¶am¶³t¶astechnikai megval¶os¶³t¶as m¶erlegel¶ese, a gyakorlati,
f}oleg kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asok el}ot¶erbe helyez¶ese, az egyes matematikai fo-
galmak ¶es elj¶ar¶asok gazdas¶agi interpret¶aci¶oja biztos¶³totta. ¶Erdekes, hogy a
determin¶ans csak epiz¶odszerephez jutott. Term¶eszetesen a sz¶am¶³t¶astechnikai
megval¶os¶³t¶ast a kor technik¶aja behat¶arolta.

A line¶aris programoz¶as Krek¶o (1966), a nem-line¶aris ¶es eg¶esz¶ert¶ek}u prog-
ramoz¶as Krek¶o (1972), m¶atrixsz¶am¶³t¶as Krek¶o (1963) ¶es a line¶aris algebra
Krek¶o (1976) voltak a t¶em¶ai a kÄovetkez}o kÄonyveknek. Ezek hossz¶u id}ore
tankÄonyvk¶ent ¶es k¶ezikÄonyvk¶ent szolg¶alt¶ak az oktat¶ast, kutat¶ast ¶es a gazdas¶agi
szakemberek ig¶eny¶et. Annak illusztr¶al¶as¶ara, hogy mennyire a kor sz¶³nvonal¶at
tÄukrÄozte a tananyag, ¶alljon itt p¶eld¶anak az Optimumsz¶am¶³t¶as (Nemline¶aris
programoz¶as) kÄonyv fejezeteinek jegyz¶eke:

1. Bevezet¶es 2. A folytonos modellekr}ol ¶altal¶aban 3. A szimplex m¶odszer
4. A hat¶ekony ir¶anyok m¶odszere 5. Metsz}o s¶³kok m¶odszere 6. A szepar¶abilis
c¶elfÄuggv¶enyek m¶odszere 7. A szekvenci¶alis m¶odszer 8. A dualit¶as 9. Optimum-
sz¶am¶³t¶as tÄobb c¶elfÄuggv¶eny mellett 10. Nemfolytonos modellekr}ol ¶altal¶aban
11. A metsz¶esi m¶odszer 12. Kombinatorikus m¶odszerek 13. Gr¶afelm¶eleti m¶od-
szerek 14. A nemfolytonos modellek ¶es a dualit¶as

Ezeknek a kÄonyveknek a min}os¶eg¶et jelzi, hogy line¶aris programoz¶asr¶ol
sz¶ol¶o kÄonyvei megjelentek a vil¶agpiacon is. Angol nyelv}u, Krek¶o (1968),
n¶emet nyelv}u, Krek¶o (1964) ¶es szerb-horv¶at nyelv}u Krek¶o (1966) kiad¶asai
bizony¶³tj¶ak ezt. Az angol nyelv}u kÄonyvet ma is meg lehet rendelni az Ama-
zonon.

Tudom¶anyos tev¶ekenys¶eg

Mint azt m¶ar kor¶abban eml¶³tettÄuk, Krek¶o B¶ela misszi¶oja a korszer}u mate-
matikai-oper¶aci¶okutat¶asi m¶odszerek ¶es modellek megismertet¶ese volt a kÄoz-
gazd¶aszokkal. Ilyen m¶ert¶ek}u kÄonyv¶³r¶as ¶es szakmai kÄoz¶eleti tev¶ekenys¶eg mel-
lett kevesebb ideje ¶es energi¶aja maradt a szoros ¶ertelemben vett, foly¶oirat-
cikkekben is tÄukrÄoz}od}o tudom¶anyos munk¶ara. Olyan nagyon ezt nem is
ambicion¶alta. Ennek ellen¶ere az irodalomjegyz¶ekben tal¶alunk sok szakmai
cikket, amelyek ugyan nem a legjobb nemzetkÄozi foly¶oiratokban jelentek
meg, de mindig volt mondanival¶ojuk, els}osorban a gazdas¶agi szakemberek
sz¶am¶ara. Er}os r¶abesz¶el¶esre megszerezte a kandid¶atusi c¶³met tudom¶anyos
munk¶ass¶ag¶anak t¶ezisszer}u Äosszefoglal¶as¶aval, Krek¶o (1975), de enn¶el tov¶abb
nem ment.

Ha v¶egign¶ezzÄuk Krek¶o B¶ela munk¶ass¶ag¶anak legfontosabb alkot¶asait je-
lent}o kÄonyveit, szembeÄotl}o, hogy nem csak egy kÄonyvÄon belÄul vonul v¶egig egy
egys¶eges szeml¶elet, hanem a kÄonyvek is szinte ,,egy fÄuz¶erre" vannak f}uzve.
Ez a f}uz¶er az elemi b¶azistranszform¶aci¶o. A megeml¶ekez¶es h¶atral¶ev}o r¶esz¶et
ennek a t¶em¶anak szenteljÄuk.
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II. Az elemi b¶azistranszform¶aci¶o sz¶eleskÄor}u al-
kalmaz¶asa Krek¶o B¶ela munk¶ass¶ag¶aban

Az 1950-es ¶evekben a line¶aris programoz¶as numerikus m¶odszere, a szimplex
m¶odszer a kor¶abbin¶al fontosabb helyre poz¶³cion¶alta az alapj¶aul szolg¶al¶o elemi
b¶azistranszform¶aci¶ot. Ahogy azt a m¶ult sz¶azad 50-es, 60-as ¶eveinek irodalma
mutatja, ez a m¶odszer azonban sok¶aig csup¶an a line¶aris programoz¶as nu-
merikus m¶odszer¶enek sz¶am¶³tott.

Krek¶o B¶ela azok kÄoz¶e tartozott, akik felismert¶ek az elemi b¶azistransz-
form¶aci¶o sz¶elesebb kÄor}u alkalmazhat¶os¶ag¶at a m¶atrixsz¶am¶³t¶asban, line¶aris al-
gebr¶aban, de ismereteink szerint az egyetlen volt, aki m¶ar az 1960-as ¶evek
elej¶en tankÄonyveiben, szakkÄonyveiben ezt be is mutatta. Ezt a tudatos
tÄorekv¶es¶et }o maga¶³gy fogalmazta meg Matrixsz¶am¶³t¶as c. kÄonyv¶enek el}oszav¶a-
ban 1963-ban:

,,Az anyag fel¶ep¶³t¶ese elt¶er a matrixsz¶amit¶assal foglalkoz¶o kÄonyvek
szok¶asos fel¶ep¶³t¶es¶et}ol. A sz¶am¶³t¶asi m¶odszerek nem a determin¶ans
fogalomra, hanem az elemi b¶azistranszform¶aci¶ora t¶amaszkodnak.
¶Igy sikerÄult el¶erni, hogy a line¶aris algebra numerikus probl¶em¶ainak
megold¶as¶ara l¶enyeg¶eben ugyanazt az appar¶atust lehet haszn¶alni,
bele¶ertve a line¶aris programoz¶asi feladatok megold¶as¶at ¶es a transz-
form¶aci¶ok kanonikus alakj¶anak meghat¶aroz¶as¶at is. Ez a t¶argyal¶as-
m¶od, ¶ugy v¶elem, j¶oval racion¶alisabb a szok¶asosn¶al, szoross¶a teszi
a kapcsolatot az elm¶elet ¶es a gyakorlat kÄozÄott, tov¶abb¶a olyan nu-
merikus elj¶ar¶asok megkonstru¶al¶as¶ahoz vezet, amelyek viszonylag
kÄonnyen alkalmazhat¶ok a programvez¶erl¶es}u sz¶amol¶oberendez¶esek-
re is. "

A kÄovetkez}okben rÄoviden ¶attekintjÄuk azokat a probl¶em¶akat, melyekre Krek¶o
B¶ela az elemi b¶azistranszform¶aci¶ot alkalmazta. (A line¶aris egyenletrendsze-
rek megold¶as¶at, a m¶atrixok invert¶al¶as¶at ¶es a line¶aris programoz¶ast, mint
kÄozismert probl¶em¶akat itt most nem t¶argyaljuk.) A Krek¶o B¶ela ¶altal javasolt
numerikus elj¶ar¶asok legtÄobbje a szimmetrikus m¶atrixok LDLT -felbont¶as¶anak
elemi b¶azistranszform¶aci¶ora ¶epÄul}o elj¶ar¶as¶an alapul.

Szimmetrikus m¶atrixok LDLT -felbont¶asa (Matrixsz¶am¶³t¶as, 210{217. ol-
dalak). Minden A szimmetrikus m¶atrix el}o¶all¶³that¶o A = LDLT alakban, ahol
L olyan als¶o h¶aromszÄog m¶atrix, melynek minden f}o¶atl¶obeli eleme 1, D pedig
diagon¶alis m¶atrix.

Ezt az elj¶ar¶ast kvadratikus form¶ak n¶egyzetÄosszegre val¶o redukci¶oj¶ara is
alkalmazta, tudom¶asunk szerint els}ok¶ent a vil¶agon. ¶Eppen ez¶ert a Krek¶o-f¶ele
m¶odszert ennek a probl¶em¶anak a t¶argyal¶asa sor¶an mutatjuk be. Ez a prob-
l¶emakÄor egy¶ebk¶ent is kiemelt szerepet j¶atszik az optimaliz¶al¶aselm¶eletben.

Kvadratikus forma n¶egyzetÄosszegre val¶o redukci¶oja (Matrixsz¶am¶³t¶as,
210{217. oldalak). Legyen A n-ed rend}u kvadratikus m¶atrix. Ekkor megad-
hat¶o olyan nemszingul¶aris G m¶atrix, hogy a z = Gx koordin¶atatranszfor-
m¶aci¶o az xT Ax kvadratikus form¶at diagon¶alis form¶ara transzform¶alja.
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Ennek a t¶etelnek kÄulÄonÄos jelent}os¶ege van kvadratikus form¶ak de¯nit¶as¶a-
nak vizsg¶alat¶aban.

Kvadratikus form¶ak de¯nit¶as¶ar¶ol. TekintsÄuk a Q(x) = xT Ax, x 2 IRn

kvadratikus form¶at. Ha az A m¶atrix diagon¶alis m¶atrix, akkor a kvadratikus
form¶at diagon¶alis form¶anak nevezzÄuk. Kvadratikus form¶ak a matematika,
¯zika sz¶amos terÄulet¶en fontos szerepet j¶atszanak, a sok lehet}os¶eg kÄozÄul itt
most csak a tÄobbv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek felt¶etel n¶elkÄuli, illetve egyenl}os¶eg felt¶e-
teles sz¶els}o¶ert¶ek feladatait eml¶³tjÄuk.

A) T¶etel. Legyen f(x), x 2 IRn k¶etszer di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny, melynek
legyen a 2 IRn stacion¶arius pontja. Ha az xT f 00(a)x kvadratikus forma

(i) pozit¶³v de¯nit , akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis szigor¶u minimuma van,

(ii) negat¶³v de¯nit , akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis szigor¶u maximuma van,

(iii) inde¯nit , akkor f(x)-nek a-ban nincs sz¶els}o¶ert¶eke.

B) T¶etel. Legyenek f(x), gi(x) = 0, i = 1; . . . ;m, x 2 IRn k¶etszer differen-
ci¶alhat¶o fÄuggv¶enyek. Legyen a 2 IRn Lagrange-stacion¶arius pontja az

f(x) ! extr

felt¶eve, hogy gi(x) = 0; i = 1; . . . ;m

x 2 IRn

feladatnak ¶es legyen a felt¶etelrendszer Lagrange-regul¶aris ebben a pontban.
Legyenek ¸1; ¸2; . . . ; ¸m; a megfelel}o Lagrange szorz¶ok. TekintsÄuk a feladat
aktualiz¶alt Lagrange fÄuggv¶eny¶et:

L(x) = f(x) ¡
mX

i=1

¸igi(x) :

JelÄolje G a felt¶etelrendszer Jacobi m¶atrix¶at:

G = [ g0
1(a) g0

2(a) ¢ ¢ ¢ g0
m(a) ]T :

(i) Ha az xT L00(a)x kvadratikus forma pozit¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren,
vagyis, ha

x 2 IRn ; x 6= 0 ; Gx = 0 =) xT L00(a)x > 0 ;

akkor az f(x) fÄuggv¶enynek a felt¶eteli halmazon szigor¶u lok¶alis mini-
muma van az a helyen.

(ii) Ha az xT L00(a)x kvadratikus forma negat¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren,
vagyis, ha

x 2 IRn ; x 6= 0 ; Gx = 0 =) xT L00(a)x < 0 ;

akkor az f(x) fÄuggv¶enynek a felt¶eteli halmazon szigor¶u lok¶alis maxi-
muma van az a helyen.
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C) Konvex ¶es pszeudokonvex fÄuggv¶enyek m¶asodrend}u jellemz¶ese

(a) A klasszikus anal¶³zisb}ol j¶ol ismert t¶etel, hogy a k¶etszer folytonosan
di®erenci¶alhat¶o f(x), x 2 IRn fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor konvex a
K µ IRn ny¶³lt konvex halmazon, ha minden x 2 K pontban az f 00(x)
Hesse-m¶atrix pozit¶³v szemide¯nit. Ha f 00(x) minden x 2 K pontban
pozit¶³v de¯nit, akkor f(x) szigor¶uan konvex a K halmazon.

(b) Pszeudokonvex fÄuggv¶enyekre az al¶abbi tulajdons¶ag jellemz}o. A k¶etszer
folytonosan di®erenci¶alhat¶o f(x), x 2 IRn fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor
pszeudokonvex a K µ IRn ny¶³lt konvex halmazon, ha minden a 2 K
pontban teljesÄul a kÄovetkez}o k¶et felt¶etel egyike:

(i) Ha a 2 K ¶es f 0(a) = 0, akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis minimuma
van,

(ii) Ha a 2 K ¶es f 0(a) 6= 0, akkor az xT f 00(a)x kvadratikus forma
pozit¶³v szemide¯nit az f 0(a)Tx = 0 alt¶eren.

Kvadratikus form¶ak diagonaliz¶aci¶oja. Kvadratikus form¶ak de¯nit¶as
vizsg¶alat¶anak egy nagyon egyszer}u, de nagyon hat¶ekony m¶odja a kvadratikus
forma diagon¶alis form¶ara val¶o transzform¶aci¶oja egy alkalmasan v¶alasztott z =
Gx line¶aris transzform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel. Ez az Äotlet akkor vezet eredm¶enyre,
ha G invert¶alhat¶o m¶atrix ¶es D = (G¡1)T AG¡1 diagon¶alis m¶atrix. Legyenek
D diagon¶alis elemei ±1; ±2; . . . ; ±n. Ekkor

xT Ax = zT Dz = ±1z
2
1 + ±2z

2
2 + . . . + ±nz2

n : (D)

Ebb}ol nyilv¶anval¶o, hogy xT Ax akkor ¶es csak akkor pozit¶³v (negat¶³v) de¯nit,
ha D valamennyi f}o¶atl¶obeli eleme pozit¶³v (negat¶³v).

Egy kvadratikus alakot n¶egyzetÄosszegg¶e transzform¶alni sokf¶elek¶eppen le-
het. Legyen F egy olyan invert¶alhat¶o m¶atrix, melyre FT AF diagon¶alis
m¶atrix. JelÄolj¶ek az F m¶atrix oszlopvektorait f1, f2, . . ., fn, melyek b¶azist
alkotnak IRn-ben. Mivel

F T AF =
£
fT
i Afj

¤
;

ez¶ert FT AF csak ¶ugy lehet diagon¶alis m¶atrix, ha i 6= j eset¶en fT
i Afj = 0.

Ha az f1, f2, . . ., fn b¶azis rendelkezik ezzel a tulajdons¶aggal, akkor azt A-
ortogon¶alis b¶azisnak nevezzÄuk. Az A-ortogon¶alis vektorokat szokt¶ak m¶eg
A-konjug¶alt vektoroknak is nevezni.

A Gram-Schmidt-f¶ele ortogonaliz¶aci¶os elj¶ar¶as ¶ertelemszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval
IRn b¶armely b¶azisa A-ortogonaliz¶alhat¶o, ez bizony¶³tja azt az ¶all¶³t¶ast, hogy egy
adott kvadratikus form¶at tÄobbf¶elek¶eppen is lehet diagonaliz¶alni. Mint k¶es}obb
majd l¶atni fogjuk, Krek¶o B¶ela m¶odszere A-ortogon¶alis b¶azis el}o¶all¶³t¶as¶at is
eredm¶enyezi.

Kvadratikus form¶ak n¶egyzetÄosszegre reduk¶alhat¶os¶ag¶at leggyakrabban a
szimmetrikus m¶atrixok f}otengelytranszform¶aci¶oj¶aval szokt¶ak illusztr¶alni. Le-
gyen S egy olyan m¶atrix, melynek oszlopvektorai valamennyien az A m¶atrix
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saj¶atvektorai ¶es ortonorm¶alt b¶azist alkotnak IRn-ben. Ekkor az u = S¡1x
transzform¶aci¶o alkalmaz¶as¶aval azt kapjuk, hogy

xT Ax = uT Lu = ¸1u
2
1 + ¸2u

2
2 + . . . + ¸nu2

n ; (L)

ahol ¸1; ¸2; . . . ; ¸n az A m¶atrix saj¶at¶ert¶ekei. Ebb}ol ad¶odik a de¯nit¶asi tulaj-
dons¶agoknak a m¶atrix saj¶at¶ert¶ekeivel val¶o j¶ol ismert karakteriz¶aci¶oja.

A f}otengelytranszform¶aci¶o nagyon sz¶am¶³t¶asig¶enyes elj¶ar¶as. Kvadratikus
form¶ak diagon¶alis alakra val¶o transzform¶al¶as¶ara enn¶el l¶enyegesen egyszer}ubb
elj¶ar¶asokat is kidolgoztak. A legels}o eml¶³t¶est ¶erdeml}o numerikus m¶odszert La-
grange nev¶ehez kapcsolj¶ak, aki a ,,teljes n¶egyzett¶e kieg¶esz¶³t¶es" m¶odszer¶evel
adott elj¶ar¶ast a n¶egyzetes alakra hoz¶asra. (Hadley, G., Linear Algebra,
Addison-Wesley, Massachusets, 1961, Chapter 7.)

A Lagrange-f¶ele teljes n¶egyzett¶e alak¶³t¶as m¶odszere. TekintsÄuk a
Q(x) = xT Ax kvadratikus form¶at. TegyÄuk fel, hogy A diagon¶alis elemei
kÄozÄott van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o. Az ¶altal¶anoss¶agot nem korl¶atozzuk, ha feltesszÄuk,
hogy a11 6= 0. Part¶³cion¶aljuk A-t, illetve x-et a kÄovetkez}o m¶odon:

A =

·
a11 bT

1

b1 C1

¸
; x =

·
x1

x2

¸
:

Ekkor Q(x) a kÄovetkez}o alakban is fel¶³rhat¶o:

Q(x) = a11x
2
1 + 2x1b

T
1 x2 + xT

2 C1x2 :

A jobb oldali Äosszeg els}o k¶et tagj¶ara alkalmazzuk a teljes n¶egyzett¶e kieg¶esz¶³t¶est:

a11x
2
1 + 2x1b

T
1 x2 = a11

³
x2

1 + 2x1
bT

1 x2

a11
+

xT
2 b1bT

1 x2

a2
11

´
¡ xT

2 b1bT
1 x2

a11
=

= a11

³
x1 +

bT
1

a11
x2

´2

¡ xT
2 b1bT

1 x2

a11
:

Ennek az ÄosszefÄugg¶esnek a seg¶³ts¶eg¶evel Q(x) kÄovetkez}o alakj¶at kapjuk:

Q(x) = a11

³
x1 +

bT
1

a11
x2

´2

+ xT
2 F1x2 ;

ahol

F1 = C1 ¡ b1bT
1

a11
:

VezessÄuk be az

y1 = x1 +
bT

1

a11
x2

¶uj v¶altoz¶ot. Ekkor

Q̂(y1;x2) = [ y1 xT
2 ]

·
a11 0T

0 F1

¸ ·
y1

x2

¸
= a11y

2
1 + xT

2 F1x2 :
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Az (x1;x2) v¶altoz¶okr¶ol az (y1;x2) v¶altoz¶okra val¶o ¶att¶er¶es m¶atrixa

T1 =

·
1 tT

1

0 En¡1

¸
;

ahol t1 = b1

a11
. TeljesÄul ugyanis az al¶abbi transzform¶aci¶os kapcsolat

·
1 tT

1

0 En¡1

¸·
x1

x2

¸
=

·
y1

x2

¸
:

Ha a Lagrange-f¶ele m¶odszert hat¶ekony numerikus elj¶ar¶as szintj¶ere akar-
juk emelni, akkor ,,mindÄossze" a T1 m¶atrix els}o sor¶at kell az A m¶atrix ele-
meib}ol egy kÄonnyen megadhat¶o elj¶ar¶assal kialak¶³tani. 1966-ban k¶et amerikai
matematikus, Beightler, C. S. and Wilde, D. J. (1966) megmutatta, hogy az
Ax = 0 line¶aris egyenletrendszer Gauss-f¶ele elimin¶aci¶os technik¶aja (amikor
az x1 v¶altoz¶ot elimin¶aljuk az egyenletrendszer m¶asodik, harmadik, . . ., n-edik
sor¶ab¶ol) pontosan a T1 m¶atrix els}o sor¶at ¶all¶³tja el}o.

Hasonl¶o eredm¶enyre jutott Krek¶o B¶ela valamivel kor¶abban (1964 el}ott
tÄobb ¶evvel is), ¶es korszer}ubb m¶odszert haszn¶alva, felismerte azt, hogy a fent
le¶³rt transzform¶aci¶os l¶ep¶esben fontos szerepet j¶atsz¶o tT

1 vektort ¶es F1 m¶at-
rixot az A m¶atrixon a11 gener¶al¶o elem v¶alaszt¶assal v¶egrehajtott elemi b¶a-
zistranszform¶aci¶oval kÄonnyed¶en megkapjuk. Krek¶o B¶ela m¶odszer¶et 1964-ban
megjelent kÄonyve alapj¶an ismertetjÄuk, Krek¶o B¶ela (1964) 210-217. old.

A Krek¶o-f¶ele m¶odszer

1. eset. El}oszÄor azzal az esettel foglalkozunk, amikor az A szimmetrikus
m¶atrixnak van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert
feltesszÄuk, hogy az els}o diagon¶alis elem ¶eppen ilyen. (Az x komponenseinek
¶atindexez¶es¶evel ez az adott esetben mindig biztos¶³that¶o.) A feltev¶esÄunk
¶ertelm¶eben teh¶at

A =

·
p1 bT

1

b1 C1

¸
; (1)

ahol p1 6= 0 ¶es C1 = CT
1 . Az A oszlopvektorai { mint tudjuk { felfoghat¶ok,

mint az egys¶egvektorok ¶altal meghat¶arozott b¶azisban megadott vektorok.
Vonjuk b¶azisba az A els}o oszlopvektor¶at, m¶egpedig az e1 egys¶egvektor hely¶ebe.
Az A oszlopvektorainak az ¶uj b¶azisbeli koordin¶at¶ait a p1 = a11 gener¶al¶o elem
szerinti elemi b¶azistranszform¶aci¶o szolg¶altatja. ¶Igy a 2. t¶abl¶azathoz jutunk,

x1 xT
2 xT

2

x1 p1 bT
1 fT1

b1 C1 F1

2. t¶abl¶azat
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ahol

fT
1 =

1

p1
bT

1 ¶es F1 = C1 ¡ 1

p1
b1b

T
1 :

A m}uveleti szab¶alyok kÄozvetlen alkalmaz¶asa r¶ev¶en bel¶athat¶o, hogy

·
p1 bT

1

b1 C1

¸
¡ p1

·
1
f1

¸
[ 1 fT

1 ] =

·
0 0T

0 F1

¸
: (2)

VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket:

A1 = A gT
1 = [1 fT

1 ] ¶es A2 =

·
0 0T

0 F1

¸
:

Ezekkel (2) a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:

A = A1 = p1g1g
T
1 + A2 : (3)

Ha az F2 els}o diagon¶alis eleme p2 6= 0, akkor az eg¶esz elj¶ar¶as megism¶etl¶es¶evel
az

A2 = p2g2g
T
2 + A3

ÄosszefÄugg¶eshez jutunk, ahol gT
2 = [ 0 1 fT

2 ], ¶es az A3 olyan szimmetrikus
m¶atrix, melynek els}o k¶et sora ¶es els}o k¶et oszlopa csupa 0-b¶ol ¶all. Ha az
egym¶as ut¶an kÄovetkez}o A3, A4, . . ., Ar m¶atrixokban mindig tal¶alunk 0-t¶ol
kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis elemet, akkor a tov¶abbi

A3 = p3g3g
T
3 + A4 ;

A4 = p4g4g
T
4 + A5 ;

...

Ar = prgrg
T
r + 0n¡r

ÄosszefÄugg¶esekhez jutunk, ahol r az A m¶atrix rangja. Az egym¶ast kÄovet}o A3,
A4, . . . m¶atrixokban a csupa z¶erusb¶ol ¶all¶o sorok ¶es oszlopok sz¶ama l¶ep¶esr}ol
l¶ep¶esre n}o, ¶eppen ¶ugy, mint a g3, g4, . . . vektorokban a 0-elemek sz¶ama. r
sz¶am¶u elemi b¶azistranszform¶aci¶oval A-nak a kÄovetkez}o el}o¶all¶³t¶as¶at kapjuk:

A = p1g1g
T
1 + p2g2g

T
2 + . . . + prgrg

T
r : (4)

Legyen
GT = [g1 ¢ ¢ ¢ gr er+1 ¢ ¢ ¢ en ] ;

¶es legyen P diagon¶alis m¶atrix hp1; . . . ; pr; 0; . . . ; 0i diagon¶alis elemekkel. Ezek-
kel a jelÄol¶esekkel (4) egyen¶ert¶ek}u az

A = GT PG (5)

ÄosszefÄugg¶essel, aminek egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy

Q(x) = xT GT PGx : (6)
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A G megkonstru¶al¶as¶anak m¶odj¶ab¶ol kÄovetkezik, hogy G nemszingul¶aris, kÄo-
vetkez¶esk¶eppen a

Gx = z

ÄosszefÄugg¶es koordin¶ata-transzform¶aci¶o IRn-ben. Ez a koordin¶atatranszform¶a-
ci¶o, tekintettel (6)-ra, diagon¶alis form¶ara transzform¶alja Q(x)-et. A Gx = z
helyettes¶³t¶essel kapjuk, hogy

Q(x) = Q̂(z) = zT Pz = p1z
2
1 + p2z

2
2 + ¢ ¢ ¢ + prz

2
r ; z 2 IRn :

Ebb}ol az el}o¶all¶³t¶asb¶ol nyilv¶anval¶o, hogy Q(x) akkor ¶es csak akkor pozit¶³v
(negat¶³v) de¯nit, ha r = n ¶es valamennyi gener¶al¶o elem pozit¶³v (negat¶³v).
Ha r < n ¶es valamennyi gener¶al¶o elem pozit¶³v (negat¶³v), akkor Q(x) pozit¶³v
(negat¶³v) szemide¯nit. Az is nyilv¶anval¶o, hogy ha a gener¶al¶o elemek kÄozÄott
kÄulÄonbÄoz}o el}ojel}u elemek is vannak, akkor Q(x) inde¯nit. Ezzel bebizony¶³tot-
tuk, hogy elemi b¶azistranszform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel minden kvadratikus form¶at
diagon¶al form¶ara lehet transzform¶alni. Az elmondottakat Krek¶o B¶ela a kÄo-
vetkez}o numerikus p¶eld¶aval illusztr¶alta.

1. P¶elda. Legyen a Q(x) kvadratikus forma m¶atrixa

A =

2
64

1 2 0 1
2 3 4 1
0 4 1 ¡13
1 1 ¡13 1

3
75 :

A diagonaliz¶aci¶ohoz szÄuks¶eges sz¶am¶³t¶asok a kÄovetkez}ok:

1. ¶abra

A fels}o sorokban az aktu¶alis gT
i vektorok tal¶alhat¶ok, enn¶elfogva

G =

2
64

1 2 0 1
0 1 ¡4 1
0 0 1 ¡1
0 0 0 1

3
75

 

 

0 a1 a2 a3 a4  1 a1 a2 a3 a4 
e1 1 2 0 1  a1 1 2 0 1 

e2 2 3 4 1  e2 0 -1 4 -1 

e3 0 4 1 -13  e3 0 4 1 -13 

e4 1 1 -13 1  e4 0 -1 -13 0 

 

2 a1 a2 a3 a4  3 a1 a2 a3 a4  4 a1 a2 a3 a4 
a2 0 1 -4 1  a3 0 0 1 -1  a4 0 0 0 1 

e3 0 0 17 -17  e4 0 0 0 -16       

e4 0 0 -17 1             
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¶es P = diagh1; ¡1; 17;¡16i. Ha teh¶at alkalmazzuk a Gx = z transzform¶aci¶ot,
a kÄovetkez}o n¶egyzetÄosszegre reduk¶alt alakhoz jutunk:

Q(x) = Q̂(z) = zT Pz = z2
1 ¡ z2

2 + 17z2
3 ¡ 16z2

4 :

Ebb}ol m¶ar l¶athat¶o, hogy a vizsg¶alt kvadratikus forma inde¯nit.

Megjegyz¶es. A G¡1 m¶atrix oszlopvektorrendszere A-ortogon¶alis b¶azis IR4-
ben, ahol

G¡1 =

2
64

1 ¡2 ¡8 ¡7
0 1 4 3
0 0 1 1
0 0 0 1

3
75 :

2. eset. Ha az A m¶atrixnak minden diagon¶alis eleme 0, akkor v¶egrehajtunk
egy olyan b¶azistranszform¶aci¶ot, amelyben az A m¶atrix transzform¶altj¶anak
m¶ar van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Ez az elj¶ar¶as azon a t¶enyen nyug-
szik, hogy az

S =

·
0 s
s 0

¸

m¶atrixot, ahol s 6= 0, az

R =

·
1 1
1 ¡1

¸

¶atmenet m¶atrixszal olyan

Ŝ = RT SR =

·
2s 0
0 ¡2s

¸

alakra hozhatjuk, amelynek diagon¶alis elemei m¶ar 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}oek. Ezen az
alapon bel¶athat¶o, hogy minden, a fenti tulajdons¶ag¶u A m¶atrixhoz tal¶alhat¶o
olyan T m¶atrix, hogy az

Â = TT AT (7)

m¶atrixnak m¶ar van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Ha ezut¶an az Â m¶atrixot
m¶ar fel tudjuk bontani az

Â = ĜT PĜ

szorzatra, ahol P diagon¶alis m¶atrix, akkor az Â = TT AT = ĜT PĜ egyenl}o-
s¶egb}ol

A = (T¡1)ĜT PĜT¡1 = GT PG (8)

ÄosszefÄugg¶eshez jutunk, ahol G = ĜT¡1. Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax
kvadratikus form¶at a z = Gx koordin¶ata transzform¶aci¶o diagon¶alis form¶ara
transzform¶alja. Az persze el}ofordulhat, hogy a (7) t¶³pus¶u transzform¶aci¶ot
tÄobbszÄor is alkalmazni kell.

Az elmondottakat Krek¶o B¶ela a kÄovetkez}o p¶eld¶aval illusztr¶alta.
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2. P¶elda. Legyenek

A =

2
4

0 1 2
1 0 4
2 4 0

3
5 ¶es T =

2
4

1 1 0
1 ¡1 0
0 0 1

3
5 :

Ekkor

Â = TT AT =

2
4

2 0 6
0 ¡2 ¡2
6 ¡2 0

3
5 :

Alkalmazva az el}oz}o r¶eszben ismertetett elj¶ar¶ast, a kÄovetkez}o sz¶am¶³t¶asokhoz
jutunk:

2. ¶abra

Ezekb}ol azonnal leolvashat¶o, hogy

Ĝ =

2
4

1 0 3
0 1 1
0 0 1

3
5 ¶es D =

2
4

2 0 0
0 ¡2 0
0 0 ¡16

3
5 ;

¶es kisz¶am¶³that¶o, hogy

B = ĜT¡1 =

2
4

0:5 0:5 3
0:5 ¡0:5 1
0 0 1

3
5 :

Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax kvadratikus form¶at a z = Bx ko-
ordin¶atatranszform¶aci¶o a

Q(x) = Q̂(z) = zT Dz = 2z2
1 ¡ 2z2

2 ¡ 16z2
3

diagon¶alis form¶ara transzform¶alja.

 

0 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3 

e1 2 0 6  a1 1 0 3 

e2 0 -2 -2  e2 0 -2 -2 

e3 6 -2 0  e3 0 -2 -18 

 

2 a1 a2 a3  3 a1 a2 a3 

a2 0 1 1  a3 0 0 1 

e3 0 0 -16      
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Megjegyz¶es. A B¡1 m¶atrix oszlopvektorrendszere A-ortogon¶alis b¶azis IR3-
ban, ahol

B¡1 =

2
4

1 1 ¡4
1 ¡1 ¡2
0 0 1

3
5 :

Krek¶o B¶ela m¶odszer¶enek ismertet¶ese kapcs¶an mindenk¶eppen meg kell
eml¶³teni Sylvester tehetetlens¶egi t¶etel¶et, melyet }O maga is t¶argyal kÄonyveiben.

Sylvester tehetetlens¶egi t¶etele | szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja.
Hogy az xT Ax kvadratikus forma kÄulÄonbÄoz}o n¶egyzetÄosszegre transzform¶alt
alakjaiban mi a kÄozÄos, azt J. J. Sylvester (1852) mutatta meg. JelÄolj¶ek º(D),
³(D) ¶es ¼(D) az

xT Ax = zT Dz = ±1z
2
1 + ±2z

2
2 + . . . + ±nz2

n : (D)

n¶egyzetÄosszeg egyÄutthat¶oi kÄozÄul a negat¶³v, a z¶erus ¶es a pozit¶³v egyÄutthat¶ok
sz¶am¶at. Az

xT Ax = uT Lu = ¸1u
2
1 + ¸2u

2
2 + . . . + ¸nu2

n ; (L)

n¶egyzetÄosszeg eset¶eben ezeket a mennyis¶egeket jelÄolj¶ek º(L), ³(L) ¶es ¼(L).
A Sylvester-f¶ele tehetetlens¶egi t¶etel szerint

º(D) = º(L) ; ³(D) = ³(L) ¶es ¼(D) = ¼(L) :

Mivel ezek az egybees}o mennyis¶egek az A m¶atrixot jellemzik, ez¶ert haszn¶al-
hatjuk a

º(A) = º(L) ; ³(A) = ³(L) ¶es ¼(A) = ¼(L)

jelÄol¶eseket. Ezek alkotj¶ak a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o alapj¶at.

Szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja. Az n-ed rend}u szimmetrikus A m¶atrix
inerci¶aja alatt azt az

Iner(A) =
¡
º(A); ³(A); ¼(A)

¢

rendezett sz¶amh¶armast ¶ertjÄuk, ahol º(A), illetve ¼(A) az A negat¶³v, illetve
pozit¶³v saj¶at¶ert¶ekeinek sz¶am¶at jelenti (¯gyelembe v¶eve a multiplicit¶asokat
is). ³(A) a 0 saj¶at¶ert¶ek multiplicit¶asa. Szimmetrikus m¶atrixok saj¶at¶ert¶ekeire
vonatkoz¶o ismert t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy

º(A) + ³(A) + ¼(A) = n :

A Krek¶o-f¶ele m¶odszer megad egy transzform¶aci¶ot, mellyel egy kvadratikus
form¶at n¶egyzetÄosszegre lehet reduk¶alni. Ebb}ol az alakb¶ol azt¶an egyszer}uen
kiolvashat¶o az inercia is. Sz¶amos feladatn¶al, ¶es ide tartoznak az optimalit¶as
m¶asodrend}u felt¶etelei is, csak az inerci¶ara van szÄuks¶egÄunk, az azt felt¶ar¶o
transzform¶aci¶ora azonban nincs.
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Egy k¶es}obbi eredm¶eny: a Haynsworth-Cottle-f¶ele m¶odszer. E. V.
Haynsworth (1968) megadott egy m¶atrixalgebrai ÄosszefÄugg¶est, amely arra vo-
natkozott, hogyan lehet szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶at kisebb m¶eret}u szim-
metrikus m¶atrixok inerci¶aja seg¶³ts¶eg¶evel kisz¶am¶³tani.

A Haynsworth-f¶ele inercia formula. TekintsÄuk az n-ed rend}u szim-
metrikus A m¶atrixot a kÄovetkez}o m¶odon part¶³cion¶alva

A =

·
A11 A12

A21 A22

¸
;

ahol A11 nemszingul¶aris ¶es szimmetrikus. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok akkor is ¶er-
v¶enyben maradnak, ha az A11 blokk nem ,,bal fels}o" helyzet}u. A l¶enyeges
kikÄot¶es az, hogy princip¶alis legyen, mely azt jelenti, hogy a sz¶oban forg¶o
blokk sorindexeinek halmaza megegyezzen oszlopindexeinek halmaz¶aval. Az

(A11 j A) := A22 ¡ A21A
¡1
11 A12 (S)

m¶atrixot az A11 m¶atrix A-ra vonatkoz¶o Schur-komplemens¶enek nevezzÄuk,
amely A, A11 ¶es A22 szimmetri¶aja folyt¶an maga is szimmetrikus. Igaz a
kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

Iner(A) = Iner(A11) + Iner(A11 j A) ; (H)

ahol az Äosszead¶as komponensenk¶ent ¶ertend}o.

R.W. Cottle (1974), egy 1974-ben publik¶alt cikk¶eben a (H) formula ite-
rat¶³v alkalmaz¶as¶at javasolta szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶anak kisz¶am¶³t¶as¶ara
a kÄovetkez}o m¶odon.

1. eset. Az A f}o¶atl¶oj¶aban van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o elem. Az ¶altal¶anoss¶agot
nem s¶ertve feltehetjÄuk, hogy a11 6= 0. Legyen teh¶at A11 = [a11]. Az A
m¶atrixon hajtsunk v¶egre egy elemei b¶azistranszform¶aci¶ot, ahol a11 6= 0 a
gener¶al¶o elem. Ha a transzform¶alt t¶abl¶ab¶ol elhagyjuk az els}o sort ¶es els}o
oszlopot, akkor a megmarad¶o ,,komplemens" r¶esz pontosan az S = (A11 j A)
Schur-komplemens. Mivel az A11 m¶atrixnak egyetlen saj¶at¶ert¶eke ¸1 = a11,
ez¶ert

Iner(A11) =

½
(1; 0; 0); ha a11 < 0 ;
(0; 0; 1); ha a11 > 0 :

Az elj¶ar¶ast az S Schur-komplemenssel folytatva, meghat¶arozhatjuk az A m¶atrix
inerci¶aj¶at, melyet az 1. P¶elda A m¶atrix¶an mutatjuk be.
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3. ¶abra

A (H) formula ism¶etelt alkalmaz¶as¶aval kapjuk, hogy

Iner(A) = Iner([1])+Iner([¡1])+Iner([¡1])+Iner([17])+Iner([¡16]) = (2; 0; 2) :

L¶athatjuk, hogy abban az esetben, ha minden l¶ep¶esben f}o¶atl¶ob¶ol tudunk ge-
ner¶al¶o elemet v¶alasztani, az elj¶ar¶as numerikus r¶esze semmiben nem kÄulÄonbÄozik
a Krek¶o-f¶ele elj¶ar¶ast¶ol.

2. eset. Abban az esetben azonban, ha A-nak minden diagon¶alis eleme
0, akkor a Cottle-f¶ele elj¶ar¶as kevesebb vesz}ods¶eggel j¶ar, mint a Krek¶o-f¶ele.
Ebben az esetben f}o¶atl¶on k¶³vÄuli gener¶al¶o elemet kell v¶alasztanunk. Legyen
ez aij 6= 0. Az ehhez tartoz¶o egyelem}u blokk azonban nem princip¶alis blokk
A-ban ¶es ennek kÄovetkezt¶eben a hozz¶a tartoz¶o Schur-komplemens se lesz
¶altal¶aban szimmetrikus. V¶egrehajtunk egy elemi b¶azistranszform¶aci¶os l¶ep¶est
az aij 6= 0 gener¶al¶o elemmel. Mivel A-ban minden f}o¶atl¶obeli elem 0, ez¶ert
az ¶uj t¶abl¶aban a j-edik sor i-edik oszlop¶aban ¶all¶o elem v¶altozatlan marad ¶es
megegyezik az aji = aij 6= 0 elemmel. A kÄovetkez}o transzform¶aci¶o gener¶al¶o
eleme aji kell, hogy legyen. Ha a transzform¶alt t¶abl¶ab¶ol tÄorÄoljÄuk az i-edik ¶es
j-edik sorokat ¶es oszlopokat, akkor pontosan az

A11 =

·
0 aij

aji 0

¸

blokkhoz tartoz¶o S = (A11 j A) Schur-komplemenst kapjuk. A (H) formula
numerikus alkalmazhat¶os¶ag¶at seg¶³ti el}o az a t¶eny, hogy tetsz}oleges p 6= 0
eset¶en

Iner

·
0 p
p 0

¸
= (1; 0; 1) :

Egyszer}uen kisz¶am¶³that¶o ugyanis, hogy a

·
0 p
p 0

¸
m¶atrixnak a saj¶at¶ert¶ekei

¸1 = p ¶es ¸2 = ¡p. Illusztr¶aci¶ok¶ent n¶ezzÄuk a 2. P¶eld¶aban szerepl}o m¶atrixot!

 

0 a1 a2 a3 a4  1 a1 a2 a3 a4 

e1 1 2 0 1  a1 1 2 0 1 

e2 2 3 4 1  e2 0 -1 4 -1 

e3 0 4 1 -13  e3 0 4 1 -13 

e4 1 1 -13 1  e4 0 -1 -13 0 

 

2 a1 a2 a3 a4  3 a1 a2 a3 a4 

a2 0 1 -4 1  a3 0 0 1 -1 

e3 0 0 17 -17  e4 0 0 0 -16 

e4 0 0 -17 1       
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4. ¶abra

Ebb}ol (H) alapj¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy

Iner(A) = Iner

·
0 1
1 0

¸
+ Iner([¡16]) = (1; 0; 1) + (1; 0; 0) = (2; 0; 1) :

Szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶anak meghat¶aroz¶as¶aval nemcsak az A) fela-
dat m¶asodrend}u felt¶etel¶enek ellen}orz¶ese val¶os¶³that¶o meg, hanem a B) illetve
C) feladatok¶e is. Ezt a lehet}os¶eget a kÄovetkez}o eredm¶eny biztos¶³tja, Chabril-
lac, Y. and Crouzeix, J.-P. (1984).

A Chabrillac{Crouzeix-f¶ele inerciateszt. TeljesÄuljenek a B) T¶etelben
megfogalmazott felt¶etelek. Ekkor az xT L00(a)x kvadratikus forma

(i) akkor ¶es csak akkor pozit¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren, ha

Iner

µ·
L00(a) GT

G 0

¸¶
= (m; 0; n) :

(ii) akkor ¶es csak akkor negat¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren, ha

Iner

µ·
L00(a) GT

G 0

¸¶
= (n; 0;m) :

A Krek¶o-f¶ele determin¶anssz¶am¶³t¶as

A m¶atrixalgebra sz¶amos probl¶em¶aj¶at determin¶ansok seg¶³ts¶eg¶evel fogalmazza
meg. A klasszikus ¶ertelmez¶es szerint egy determin¶ans kisz¶am¶³t¶asa (f}oleg, ha
az nagy m¶eret}u) meglehet}osen sz¶am¶³t¶asig¶enyes m}uvelet. Krek¶o B¶ela meg-
mutatja, hogy az elemi b¶azistranszform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel itt is l¶enyegesen
egyszer}us¶³teni lehet a sz¶am¶³t¶asokat.

Krek¶o B¶ela Matrixsz¶am¶³t¶as (1964) kÄonyv¶eben egy ¶uj determin¶ans fogal-
mat vezet be. Azt, hogy ez ekvivalens a klasszikus determin¶ans fogalommal,
csak ¶evekkel k¶es}obb Line¶aris algebra (1976) kÄonyv¶eben (14.1. alfejezet) mu-
tatja meg.

Krek¶o B¶ela determin¶ans fogalma (Matrixsz¶am¶³t¶as, 59-60. old.). Legyen
A fa1;a2; . . . ; ang oszlopvektorrendszerrel adott n-ed rend}u nemszingul¶aris
kvadratikus m¶atrix. n elemi b¶azistranszform¶aci¶ot v¶egrehajtva a m¶atrix de-
termin¶ans¶at a gener¶al¶o elemek el}ojeles szorzatak¶ent ¶ertelmezzÄuk. Az el}ojel
meghat¶aroz¶asa a kÄovetkez}ok¶eppen tÄort¶enik. Az A oszlopvektorainak b¶azisba

 

0 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3 

e1 0 1 2  a2 0 1 2  a2 0 1 2 

e2 1 0 4  e2 1 0 4  a1 1 0 4 

e3 2 4 0  e3 2 0 -8  e3 0 0 -16 
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von¶asa eredm¶enyezze az fai(1); ai(2); . . . ;ai(n)g b¶azist. Ha ezt a vektorrend-
szert p¶aros sz¶am¶u elemcser¶ekkel tudjuk az eredeti fa1;a2; . . . ;ang sorrendbe
vissza¶all¶³tani, akkor az el}ojel (+1). Ha az eredeti sorrend vissza¶all¶³t¶as¶ahoz
p¶aratlan sz¶am¶u elemcsere szÄuks¶eges, akkor az el}ojel (¡1). (Ha mindig a
f}o¶atl¶ob¶ol v¶alasztunk gener¶al¶o elemet, akkor nincs szÄuks¶eg el}ojel korrekci¶ora.).
Szingul¶aris m¶atrix determin¶ansa 0.

Krek¶o B¶ela Line¶aris algebra c. kÄonyv¶eben egy eg¶esz fejezetet szentel a
klasszikus ¶es a ,,modern" de¯n¶³ci¶ok egyen¶ert¶ek}us¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ara. Ennek
sor¶an is eljut az egyen¶ert¶ek}us¶eget igazol¶o Schur-lemm¶ahoz.

A Schur-lemma. Legyen A n-edrend}u kvadratikus m¶atrix ¶es legyen A11

k £ k-as nemszingul¶aris blokk A-ban Az

(A11 j A) := A22 ¡ A21A
¡1
11 A12 (S)

m¶atrixra, mely a m¶atrixalgebra sz¶amos probl¶em¶aj¶aban el}ofordul, Haynsworth
vezette be a Schur-komplemens elnevez¶est, m¶egpedig azon az alapon, hogy
I. Schur egy 1917-es cikk¶eben bizony¶³totta ¶es alkalmazta a

det(A) = par(A11) det(A11) det(A11 j A) (SF)

formul¶at, ahol, A11 parit¶as¶at a kÄovetkez}o m¶odon ¶ertelmezzÄuk. JelÄolj¶ek i1,
i2, . . ., ik illetve j1; j2; . . . ; jk az A m¶atrix azon sorainak illetve oszlopainak
indexeit, amelyek az A11 blokkot meghat¶arozz¶ak. Legyen

par(A11) = (¡1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk :

Az (SF) formul¶at Schur-formula n¶even hivatkozz¶ak a m¶atrixalgebr¶aban.
Mivel par ([aij]) det ([aij]) = (¡1)i+jaij ; ez¶ert a Schur-formula megala-

pozza a determin¶ans-sz¶am¶³t¶as elemi b¶azistranszform¶aci¶ora ¶epÄul}o iterat¶³v nu-
merikus m¶odszer¶et.

Az elemi b¶azistranszform¶aci¶o tov¶abbi alkalmaz¶asai Krek¶o
B¶ela munk¶aiban

A-ortogon¶alis b¶azis el}o¶all¶³t¶asa (Matrixsz¶am¶³t¶as, 210-217. old.). Legyen
A n-ed rend}u szimmetrikus m¶atrix. Ekkor megadhat¶o olyan F m¶atrix, mely-
lyel F T AF diagon¶al m¶atrix. Ekkor az F m¶atrix oszlopai A-ortogon¶alisak
(A-konjug¶altak). Megjegyz¶es. Ha az f(x) = xT Ax + bT x + ° kvadratikus
fÄuggv¶enynek keressÄuk a sz¶els}o¶ert¶ekeit, akkor az A-ortogon¶alis keres¶esi ir¶a-
nyokra ¶epÄul}o m¶odszerek (konjug¶alt gradiens m¶odszerek) el¶eg magasan jegy-
zett m¶odszerek. (Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Davidon-Fletcher-Powell,
stb.)

B¶azisok ortogonaliz¶al¶asa (Krek¶o: Matrixsz¶am¶³t¶as 220. oldal). Legyen A
teljes oszloprang¶u m £ n-es m¶atrix. Ekkor megadhat¶o olyan F n-ed rend}u
m¶atrix, hogy a B = AF m¶atrix ortogon¶alis, abban az ¶ertelemben, hogy
oszlopvektorai p¶aronk¶ent mer}olegesek ¶es norm¶altak.
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Pozit¶³v de¯nit szimmetrikus m¶atrixok Cholesky-felbont¶asa (Matrix-
sz¶am¶³t¶as, 210-217. oldalak). Legyen A n-ed rend}u pozit¶³v de¯nit m¶atrix.
Ekkor A el}o¶all¶³that¶o A = L̂L̂T alakban, ahol L̂ als¶o h¶aromszÄogm¶atrix.

Triangul¶aris faktoriz¶aci¶o (Line¶aris algebra 303. oldal). Legyen A n-ed
rend}u kvadratikus m¶atrix. Ekkor A el}o¶all¶³that¶o az A = LDU alakban, ahol
D diagon¶al m¶atrix, L ¶es U pedig olyan als¶o-, illetve fels}o h¶aromszÄogm¶atrixok,
melyek minden diagon¶alis eleme 1.

Ez a megeml¶ekez¶es csak Krek¶o B¶ela szakmai ¶eletrajz¶anak egy r¶esz¶er}ol
(noha szerintÄunk a legfontosabbr¶ol) sz¶olt. KÄoszÄonet j¶ar neki koll¶eg¶ait¶ol, ta-
n¶³tv¶anyait¶ol ¶es az eg¶esz kÄozgazd¶asz kÄozÄoss¶egt}ol az eg¶esz ¶eletm}u¶ert, ¶es az¶ert a
lehet}os¶eg¶ert, hogy oly sokan ismerhettÄuk, tanulhattunk t}ole, ¶es ¶elvezhettÄuk
egy kiv¶al¶o, nagy m}uvelts¶eg}u, sokoldal¶u ember bar¶ats¶ag¶at. P¶eldak¶epk¶ent tisz-
teljÄuk ¶es ¶all¶³tjuk }ot az ifj¶us¶ag el¶e.
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THE ROLE OF B¶ELA KREK¶O IN THE REFORM OF ECONOMICS AND

BUSINESS EDUCATION | IN MEMORIAM B¶ELA KREK¶O (1915-1994)

Mathematics in the curriculum of business and economics education at the Karl
Marx University of Economics had been con¯ned to some college algebra and com-
binatorics before B¶ela Krek¶o launched his campaign to introduce basic operations
research as part of a modernization process. He was also the founding father of
a new specialization, a group of students majoring in mathematics and operations
research. He ¯ercely fought with wit and determination to overcome the resistance
of an old guard of professors opposing the plan. B¶ela Krek¶o emerged from this bat-
tle with °ying colors. As a result, in the early sixties operations research became
an integral part of economics education and it has been there ever since. He did
a tremendous job in writing books catering to the special needs of economists and
business people. These books were on par of those used at leading universities in
the western world. The books were written in the unmistakable style of a witty,
insightful author. The exposition was centered around the pivoting techniques
(Gauss-Seidel elimination) making proofs constructive, ready to be converted to al-
gorithms. A sample of problems is given where by the pivoting approach standard
problems in linear algebra are solved. The exposition is based on parts taken from
Krek¶o's books.
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NEM-PARAM¶ETERES OKS¶AG TESZTEK K¶ET
V¶ALTOZ¶ORA1

ABALIGETI GALLUSZ
PTE KTK

Tanulm¶anyunkban a klasszikus Granger-f¶ele oks¶ag teszt legismertebb nem-
param¶eteres alternat¶³v¶ait mutatjuk be, tov¶abb¶a ismertetÄunk egy fÄuggetlen
kopul¶akon alapul¶o, Äon¶all¶oan kidolgozott m¶odszert. A tesztek bemutat¶asa
ut¶an kÄulÄonbÄoz}o nem-line¶aris adatgener¶al¶o folyamatok seg¶³ts¶eg¶evel szimul¶alt
adatsorokon hasonl¶³tjuk Äossze }oket, illetve a referenciak¶ent szolg¶al¶o klasszikus
oks¶ag tesztet. Eredm¶enyeink azt mutatj¶ak, hogy az ¶uj m¶odszer bizonyos ese-
tekben jobban teljes¶³t a kor¶abbiakn¶al. V¶egÄul a Dow Jones index hozama
¶es keresked¶esi volumene kÄozti oks¶agi viszony vizsg¶alat¶an keresztÄul szeml¶el-
tetjÄuk, mik¶ent lehet gyakorlatban alkalmazni a m¶odszereket. Az empirikus
eredm¶enyek az irodalomban kor¶abban is kimutatott oks¶agi viszonyok l¶etez¶es¶et
t¶amasztj¶ak al¶a.

1 Bevezet¶es

A gazdas¶agi modellez¶es a 20. sz¶azad m¶asodik fel¶eben a sztochasztikus id}o-
sorok fel¶e orient¶al¶odott, ami rengeteg ¶uj fogalom megjelen¶es¶et eredm¶enyezte.
TÄobbek kÄozÄott a sztochasztikus folyamatok ¶es id}osorok kÄozti oks¶agi rel¶aci¶ok
de¯ni¶al¶as¶ara merÄult fel ig¶eny. M¶ar 1956-ban Wiener is k¶³s¶erletet tett r¶a
(Wiener, 1956), k¶es}obb Granger egy m}uhelytanulm¶any¶aban (Granger, 1963),
az ¶attÄor¶est azonban az 1969-es Econometrica cikke (Granger, 1969) hozta
meg.

Granger eredeti megfontol¶asa gyorsan elterjedt az Äokonometriai vizsg¶ala-
tokban. Ennek oka, hogy { k¶es}obb l¶atni is fogjuk { rendk¶³vÄul kÄonnyen tesztel-
het}o ¶es nem kell hozz¶a kÄulÄonÄosebb sz¶am¶³t¶asi kapacit¶as sem. Ennek kÄovetkez-
t¶eben gyakorlatilag ez lett az egyetlen oks¶ag teszt, ami minden Äokonometriai
szoftverbe implement¶al¶asra kerÄult. Az elm¶ult 40 ¶evben ugyanakkor megje-
lentek m¶as alternat¶³v¶ak is oks¶ag tesztekre, melyek igyekeznek a Granger-f¶ele
oks¶ag teszt hi¶anyoss¶agait p¶otolni, ebben a tanulm¶anyban n¶egy ilyen tesztet
mutatunk be ¶es hasonl¶³tjuk Äossze teljes¶³tm¶enyÄuket a klasszikus Granger-f¶ele
oks¶ag teszttel.

A prec¶³z elm¶eleti fogalmak el}ott pr¶ob¶aljunk intuit¶³ve oks¶agi viszonyt de-
¯ni¶alni k¶et id}osor kÄozÄott. Arr¶ol van teh¶at sz¶o, hogy tudjuk megragadni az
id}oben eltolt esem¶enyek kÄozÄotti viszonyt. Erre a legelterjedtebb m¶odszer a

1Szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani dr. Rappai G¶abornak t¶emavezet}omnek, dr. Kehl D¶aniel-
nek koll¶eg¶amnak valamint a tanulm¶any lektor¶anak a tÄobbszÄori alapos ¶atolvas¶as¶ert ¶es az
el}oremutat¶o megjegyz¶eseik¶ert. Be¶erkezett: 2015. m¶ajus 30. E-mail: xx@ktk.pte.hu.
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korrel¶aci¶o pontosabban a parci¶alis korrel¶alts¶ag, hiszen abb¶ol m¶ar minden m¶as
hat¶as ki van sz}urve. A legegyszer}ubb, ha egy line¶aris modellt ¶³runk fel, ekkor
ugyanis a parci¶alis korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o kapcsolatban ¶all a line¶aris modell
param¶etereivel. TekintsÄuk teh¶at a kÄovetkez}o modellt:

Yt = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t ; (1)

ahol ²Y
t » N (0; 1) fÄuggetlenek egym¶ast¶ol, kor¶abbi ¶ert¶ekeikt}ol valamint az Xt

¶es Yt v¶altoz¶okt¶ol minden t = 1; . . . ; T -re. Ez alapj¶an azt mondhatjuk, hogy X
,,naivan" nem oka az Y -nak, ha ¯ = 0, hiszen egy adott id}opontbeli Y ¶ert¶ek
¶es az }ot megel}oz}o id}opontbeli X ¶ert¶ek kÄozÄott nincs { line¶aris { kapcsolat.

¶Altal¶aban v¶eve maradunk ann¶al az egyszer}u esetn¶el, amikor k¶et v¶altoz¶ot
vizsg¶alunk, ¶es az egyik id}osori ¶ert¶ek a m¶asikhoz k¶epest csup¶an egy peri¶odussal
van k¶esleltetve. TesszÄuk ezt az¶ert, hogy a lehet}o leg¶erthet}obb jelÄol¶eseken
keresztÄul tudjuk bemutatni a m¶odszertant. Term¶eszetesen minden m¶odszer
tetsz}olegesen kiterjeszthet}o a k¶esleltet¶es hossz¶anak ¶es a v¶altoz¶ok sz¶am¶anak
szempontj¶ab¶ol, a hivatkozott cikkek ezeket prec¶³zen meg is teszik.

A tanulm¶any szerkezete a kÄovetkez}o: a 2. szakaszban a klasszikus Granger-
oks¶agr¶ol lesz sz¶o rÄoviden, taglalva el}onyeit, h¶atr¶anyait. A 3. szakasz a klasszi-
kus oks¶agi fogalom nem-param¶eteres kiterjeszt¶es¶et ¶es a hozz¶a tartoz¶o teszte-
ket mutatja be, illetve aj¶anlunk egy, a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o Äon¶all¶oan ki-
dolgozott m¶odszert, m¶³g a 4. szakaszban Monte-Carlo szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel
hasonl¶³tjuk Äossze az addig bemutatott m¶odszereket kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o
folyamatok eset¶en, v¶egÄul az 5. szakaszban egy illusztrat¶³v p¶eld¶an mutatjuk
be a m¶odszereket.

2 Klasszikus Granger-oks¶ag

Az oks¶agi irodalom gyakorlatilag legtÄobbet hivatkozott, ¶uttÄor}o cikke Granger
(1969) szerint az X id}osor oka az Y -nak, ha jav¶³tja az el}orejelz¶est az { ebben
az esetben { egy peri¶odussal kor¶abbi ¶ert¶ek¶enek seg¶³ts¶eg¶evel. Azaz, ha a
m¶ult inform¶aci¶oi kÄozÄul kivesszÄuk az X kor¶abbi ¶ert¶ek¶et, akkor nagyobb lesz a
becsl¶esÄunk varianci¶aja, teh¶at romlik a becsl¶es:

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) < D2²(Yt j Yt¡1) ; (2)

ahol D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) abb¶ol a becsl¶esb}ol sz¶armaz¶o hibatagok varianci¶aj¶at
jelÄoli, amiben az Yt-t magyar¶azzuk az Yt¡1 ¶es Xt¡1 v¶altoz¶okkal, m¶³g a (2)
bal oldal¶an a restrikci¶ot tartalmaz¶o modell becsl¶es¶enek varianci¶aja ¶all. A (2)
egyenl}otlens¶eg tagad¶asak¶ent ¶all el}o a nem-oks¶ag de¯n¶³ci¶oja

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1) ; (3)

azaz, ha a becsl¶es hib¶aj¶at nem csÄokkenti az Xt¡1 v¶altoz¶o bevon¶asa (term¶e-
szetesen nÄovelni nem fogja tudni, ez¶ert szerepel egyenl}os¶egjel a k¶et variancia
kÄozÄott).

Ez a de¯n¶³ci¶o nem ¶³r el}o semmit a modellre, de ¶eppen ez¶ert nem is
ad ir¶anymutat¶ast arra n¶ezve, mik¶ent kellene tesztelni az oks¶agot. Granger
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nyom¶an tekintsÄunk ezent¶ul egyszer}uen line¶aris esetet, azaz vegyÄuk az (1)
modellt, ¶es sz¶amoljuk ki el}oszÄor a (3) egyenlet jobb ¶es bal oldal¶an szerepl}o
varianci¶ak kifejez¶es¶ehez szÄuks¶eges felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekeket:

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t j Yt¡1;Xt¡1) =

= ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + E²Y
t = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 ;

(4)

E(Yt j Yt¡1) = E(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t j Yt¡1) =

= ®Yt¡1 + ¯E(Xt¡1) + E²Y
t = ®Yt¡1 :

(5)

¶Igy a (3) egyenlet alapj¶an, akkor nincs oks¶ag X ¶es Y id}osorok kÄozÄott, ha
fel¶³rva a varianci¶akat

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2
¡
Yt ¡ E(Yt j Yt¡1; Xt¡1)

¢
=

= D2(Yt ¡ ®Yt¡1 ¡ ¯Xt¡1) = D2²Y
t ;

(6)

D2²(Yt j Yt¡1) = D2
¡
Yt ¡ E(Yt j Yt¡1)

¢
= D2(Yt ¡ ®Yt¡1) =

= D2(¯Xt¡1 + ²Y
t ) = ¯2¾2

X + D2²Y
t ;

(7)

azok megegyeznek. Teh¶at az el}oz}o szakaszban a nem oks¶agra intuit¶³van beve-
zetett krit¶eriumot kaptuk vissza az eredeti Granger-f¶ele de¯n¶³ci¶ot alkalmazva,
azaz

D2²(Yt j Yt¡1; Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1) , ¯ = 0 : (8)

Visszat¶erve a (4) ¶es (5) egyenletekre, rÄogtÄon ¶at tudjuk fogalmazni a de¯n¶³ci¶ot,
hiszen

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(Yt j Yt¡1) , ¯ = 0 (9)

felt¶etel is igaz lesz. Vagyis, ha nem v¶altozik a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke Y
id}osornak az X egy peri¶odussal kor¶abbi ¶ert¶ek¶enek ismeret¶eben, akkor X nem
oka Y -nak, vagy m¶ask¶eppen ha X nem m¶odos¶³tja Y v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, akkor
nem is oka annak.

V¶egÄul egy harmadik m¶odon is ki lehet fejezni a nem-oks¶agot, m¶egpedig a
kor¶abban m¶ar eml¶³tett parci¶alis korrel¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel:

E(YtXt¡1 j Yt¡1) = E
¡
(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y

t )Xt¡1 j Yt¡1

¢
=

= E(®Yt¡1Xt¡1 + ¯X2
t¡1 + ²Y

t Xt¡1 j Yt¡1) =

= ®Yt¡1E(Xt¡1) + ¯E(X2
t¡1) + E(²Y

t )E(Xt¡1) = ¯¾2
X ;
(10)

amib}ol a nem oks¶ag felt¶etele:

Yt ? Xt¡1 j Yt¡1 , ¯ = 0 : (11)

Ezek alapj¶an m¶ar tudunk adni egy de¯n¶³ci¶ot a klasszikus nem-oks¶ag fo-
galm¶ara, ami ebben az egyszer}u 2-v¶altoz¶os, egy peri¶odus k¶esleltet¶est tartal-
maz¶o esetben az al¶abbi:
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1. De¯n¶³ci¶o. Az X id}osor klasszikus vagy gyenge ¶ertelemben nem-oka az
Y -nak, ha az al¶abbi ekvivalens tulajdons¶agok valamelyike teljesÄul2

(i) D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1),

(ii) E(Yt j Yt¡1; Xt¡1) = E(Yt j Yt¡1),
(iii) Yt ? Xt¡1 j Yt¡1.

Gyakorlatban a de¯n¶³ci¶o teljesÄul¶es¶et { egyszer}u esetben a ¯ = 0 kÄorÄulm¶eny
fenn¶all¶as¶at { az (i) tulajdons¶ag vizsg¶alat¶ara vezetjÄuk vissza. F-pr¶ob¶aval tesz-
teljÄuk az Xt¡1 bevon¶as¶anak szigni¯k¶ans varianciacsÄokkent}o hat¶as¶at (Wald-
teszt).

A klasszikus oks¶agi fogalmat lez¶arand¶o vegyÄuk sorba, milyen el}onyÄokkel,
h¶atr¶anyokkal b¶³r ez a megkÄozel¶³t¶es. Mellette sz¶ol, hogy egyszer}u, kÄonnyen
¶erthet}o fogalomr¶ol van sz¶o, a hozz¶a tartoz¶o tesztek egyszer}uen elv¶egezhet}ok
r¶aad¶asul a legtÄobb statisztikai, Äokonometriai szoftver t¶amogatja }oket, r¶aad¶asul
a teszt a mintaelemsz¶amra n¶ezve robosztus. Ugyanakkor a linearit¶as felt¶e-
telez¶ese nagyon megkÄoti a kutat¶o kez¶et, mikÄozben egy¶altal¶an nem biztos,
hogy modellezni is k¶³v¶anja a folyamatokat, csup¶an kider¶³teni v¶altoz¶ok kÄozÄotti
oks¶ag megl¶et¶et. Tov¶abbi h¶atr¶anya, hogy magasabb rend}u momentumokban
bekÄovetkez}o hat¶asokat nem mutatja ki. Napjainkban a p¶enzÄugyi id}osorok
kapcs¶an m¶ar nemcsak a v¶arhat¶o ¶ert¶ek (vagy valamilyen sz¶armaztatott v¶altoz¶o
v¶arhat¶o ¶ert¶eke) fontos, ha csak a VaR-ra gondolunk, m¶aris vil¶agos, hogy a
sz¶or¶as kÄozponti szereppel b¶³r a modellekben, de hasonl¶oan l¶enyeges lehet a
dÄont¶eshoz¶oknak a cs¶ucsoss¶aga vagy ferdes¶ege egy-egy hozamid}osornak. Az
ezeket befoly¶asol¶o hat¶asok kimutat¶as¶ara sajnos a klasszikus Granger-f¶ele teszt
{ kÄozvetlenÄul { nem alkalmas. Erre k¶³n¶al megold¶ast a kÄovetkez}o szakaszban
bemutatand¶o nem-param¶eteres v¶altozata a Granger-oks¶agnak.

3 Nem-param¶eteres Granger-oks¶ag

Az el}oz}o szakasz v¶eg¶en l¶attuk, hogy a klasszikus Granger-oks¶ag { a sok j¶o
tulajdons¶aga mellett { rengeteg hi¶anyoss¶aggal b¶³r, ezeket orvosoland¶o merÄult
fel az er}os ¶ertelemben vett oks¶agi fogalom bevezet¶ese.

Az 1. De¯n¶³ci¶ob¶ol kiderÄult, hogy a gyenge oks¶agot j¶ol lehet jellemezni
a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es a felt¶eteles kovariancia fogalm¶aval. Ez ut¶obbi
fogalmak szigor¶³t¶asa merÄult fel Granger{Newbold (1977) kÄonyvben, ahol a
szerz}op¶aros de¯ni¶alja az er}os oks¶agot:

2. De¯n¶³ci¶o. Az X er}osen nem oka az Y -nak, ha az al¶abbi k¶et ekvivalens
tulajdons¶ag valamelyike teljesÄul minden t = 1; . . . ; T -re3

(i) L(Yt j Yt¡1) = L(Yt j Yt¡1; Xt¡1),
(ii) Yt ?? Xt¡1 j Yt¡1.

2Az (ii) ¶at¶³r¶ast l¶asd Granger (1963) cikkben, az (iii) ¶at¶³r¶ast l¶asd Florens{Mouchart
(1985) cikkben.

3Term¶eszetesen az (i) ¶es (ii) egyenletek ekvivalenci¶aja kÄonnyen bel¶athat¶o, az¶ert emeltÄuk
ki mindk¶et megfogalmaz¶asi m¶odot, mert az irodalomban mindkett}ot gyakran haszn¶alj¶ak.
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A de¯n¶³ci¶o els}o ¶all¶³t¶asa a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket szigor¶³totta felt¶eteles
eloszl¶ass¶a, m¶³g a m¶asodik a felt¶eteles korrel¶alatlans¶agot felt¶eteles fÄuggetlen-
s¶egg¶e. RÄogtÄon l¶atszik, hogy ha X er}osen nem-oka Y -nak, akkor gyeng¶en sem
oka, hiszen ha k¶et eloszl¶as megegyezik, akkor azok v¶arhat¶o ¶ert¶ekei is meg-
egyeznek. M¶asr¶eszt a ha X gyeng¶en oka Y -nak, akkor er}osen is oka hiszen,
ha a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekek nem egyenl}oek akkor a felt¶eteles eloszl¶asok
sem lehetnek egyenl}oek. Ezeket a tulajdons¶agokat foglaltuk Äossze az al¶abbi
¶abr¶an.

Ugyanakkor megford¶³tva ezek az ¶all¶³t¶asok nem igazak, p¶eldak¶ent tekintsÄuk
a kÄovetkez}o id}osorokat:

Yt = Xt¡1 ¢ ²Y
t

Xt = ²X
t ;

ahol ²X
t ; ²Y

t » N (0; 1) korrel¶alatlan feh¶er zajok. Vizsg¶aljuk el}oszÄor is a gyenge
oks¶agot! Az 1. de¯n¶³ci¶o (ii) pontj¶aban szerepl}o egyenl}os¶eg k¶et oldal¶at kifejt-
ve:

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(Xt¡1 ¢ ²Y
t j Yt¡1; Xt¡1) = E²Y

t ¢ Xt¡1 = 0 (12)

E(Yt j Yt¡1) = E(Xt¡1 ¢ ²Y
t j Yt¡1) = E(²X

t¡1 ¢ ²Y
t ) = E²X

t¡1 ¢ E²Y
t = 0 ; (13)

mivel a k¶et felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek megegyezik, a de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben az X
gyeng¶en nem oka az Y -nak. N¶ezzÄuk most meg az er}os oks¶agot a 2. de¯n¶³ci¶o
(i) pontja alapj¶an:

L(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = N (0; X2
t¡1) (14)

L(Yt j Yt¡1) = L(Yt) = L(²Y
t ) ¢ L(²X

t¡1) = N (0; 1) ¢ N (0; 1) ; (15)

ut¶obbi viszont m¶eg csak nem is norm¶alis eloszl¶as, teh¶at er}os ¶ertelemben oka
X az Y -nak.

A gyenge vagy klasszikus ¶ertelemben vett oks¶agi de¯n¶³ci¶okhoz line¶aris
modellen keresztÄul jutottunk el, m¶³g az er}os oks¶ag de¯n¶³ci¶oj¶ahoz nem kel-
lett semilyen modellfeltev¶essel ¶elni, ez¶ert a tov¶abbiakban az er}os oks¶agra a
szakirodalomban elterjedt nem-param¶eteres oks¶ag n¶evvel hivatkozunk.

 

erős okság gyenge okság 

erős nem-okság gyenge nem-okság 
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A 2. de¯n¶³ci¶o (ii) pontja alapj¶an, egyszer}uen ki lehet mondani a mintabeli
nem-param¶eteres nem-oks¶agra vonatkoz¶o nullhipot¶ezist:

H0 : L(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = L(Yt j Yt¡1) : (16)

Sajnos ennek az ellen}orz¶ese rendk¶³vÄul neh¶ezkes, ¶eppen ez¶ert rengeteg,
egym¶ast¶ol ak¶ar jelent}osen is kÄulÄonbÄoz}o m¶odszer is ismert az irodalomban
sokszor eg¶eszen m¶ely matematikai ismeretek ig¶enyelve. KÄozÄos ugyanakkor a
tesztekben, hogy { ¶eppen a nem-param¶eteres { mivoltuk miatt csup¶an valami-
lyen hat¶areloszl¶ast tudnak kÄovetni a tesztstatisztik¶ak, amik pedig viszonylag
nagy mintaelemsz¶amot kÄovetelnek meg, ez tov¶abb sz}uk¶³ti ezen tesztek alkal-
mazhat¶os¶ag¶at. Ut¶obbi probl¶em¶at s¶ulyosb¶³tja, hogy min¶el tÄobb k¶esleltet¶est
szerepeltetÄunk a vizsg¶alatban, a felhaszn¶alhat¶o r¶esze a mint¶anak is ann¶al
rÄovidebb lesz.

RÄoviden ¶attekintve a m¶odszerek Su{White (2007) cikkben a szerz}ok a
felt¶eteles eloszl¶asok egyez}os¶eg¶et a v¶altoz¶okhoz tartoz¶o felt¶eteles karakterisz-
tikus fÄuggv¶enyek elt¶er¶es¶en keresztÄul igyekeznek vizsg¶alni, m¶³g Sun (2008)
funkcion¶alanal¶³zisbeli ismeretekre ¶ep¶³tve a kovariancia oper¶ator seg¶³t¶eg¶evel
oldja meg a nem-linearit¶as probl¶em¶aj¶at. Van azonban egy jobban kÄorÄulha-
t¶arolhat¶o halmaza a m¶odszereknek, amikor a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek viszonyait
vizsg¶alj¶ak a szerz}ok, ut¶obbiak inform¶aci¶otartalm¶at s}ur¶³tve, ¶atalak¶³tva kezelik
a probl¶em¶at. Jelen tanulm¶any kereteibe ez ut¶obbi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶asa
f¶ert bele.

A szakasz v¶eg¶en vegyÄuk sorba, milyen el}onyÄokkel, illetve h¶atr¶anyokkal b¶³r
a nem-param¶eteres oks¶ag fogalom a klasszikus ¶ertelembe vett Granger-ok-
s¶aggal szemben. A fogalom el}onyei:

² Semmilyen feltev¶essel nem kell ¶elni arra vonatkoz¶olag, hogy milyen
modell illeszkedik az id}osori ¶ert¶ekekre, illetve milyen eloszl¶ast kÄovetnek,
ez adja a nem-param¶eteres jelleg¶et a tesztnek.

² M¶³g a klasszikus Granger-teszt csup¶an az ,,okozati" id}osor v¶arhat¶o ¶er-
t¶ek¶eben bekÄovetkez}o v¶altoz¶ast jelzi, azaz csak az els}o momentumban
tÄort¶en}o oks¶agot mutatja ki, addig a nem-param¶eteres oks¶ag tesztek a
magasabb rend}u momentumokban is jeleznek. Ez els}osorban a rÄovid
t¶av¶u, magas frekvenci¶as { ¶altal¶aban p¶enzÄugyi { adatokban rendk¶³vÄul
fontos, ahol a v¶arhat¶o ¶ert¶ek olykor teljesen irrelev¶ans, sokkal fontosabb
a sz¶or¶as.

Term¶eszetesen h¶atr¶anyai is vannak ennek a megkÄozel¶³t¶esnek:

² L¶atni fogjuk a kÄovetkez}o szakaszokban, hogy ezek a pr¶ob¶ak Äosszetett
sz¶am¶³t¶asokat ig¶enyelnek, amihez t¶arsul a szoftveres t¶amogat¶as hi¶anya
is, ¶³gy egy gyakorlati felhaszn¶al¶onak neh¶ez dolga van, ha alkalmazni
szeretn¶e }oket.

² Ebben az esetben k¶et eloszl¶ast hasonl¶³tunk Äossze, teh¶at az id}osorokt¶ol
elv¶art az er}os stacionarit¶as ahhoz, hogy a pr¶ob¶ak megb¶³zhat¶o eredm¶enyt
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adjanak4. Szemben a klasszikus Granger-f¶ele teszttel, amihez csup¶an a
gyenge stacionarit¶as szÄuks¶eges.

² Kis mint¶ak eset¶eben er}osen megk¶erd}ojelezhet}oek az eredm¶enyek, amiket
a nem-param¶eteres tesztek szolg¶altatnak.

A kÄovetkez}okben k¶et, mer}oben m¶as megkÄozel¶³t¶est mutatunk be a nem-
param¶eteres oks¶ag tesztel¶es¶ere. Az egyes megkÄozel¶³t¶esekben gyakorlatilag az
a kÄulÄonbs¶eg, hogyan tudj¶ak az eloszl¶asokban rejt}oz}o inform¶aci¶ot ¶ugy s}ur¶³teni,
hogy v¶egÄul tesztelhet}o legyen az eredeti nullhipot¶ezis { azaz a felt¶eteles el-
oszl¶asok egyez}os¶ege. Az els}o inform¶aci¶os}ur¶³t}o m¶odszer a korrel¶aci¶os integr¶al,
melynek kapcs¶an k¶et, egym¶assal kÄozeli kapcsolatban ¶all¶o tesztet mutatunk
be. M¶³g a m¶asodik inform¶aci¶os}ur¶³t¶esre alkalmazott m¶odszer a kopul¶ak se-
g¶³ts¶eg¶evel tÄort¶enik, gyakorlatilag arr¶ol van sz¶o, hogy a kopul¶ak seg¶³ts¶eg¶evel
nem v¶eges tart¶oj¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek ,,beszor¶³that¶oak" az egys¶egn¶egyzetbe
(kock¶aba), s ¶³gy az eloszl¶asok vizsg¶alata leegyszer}usÄodik.

3.1 Korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztek

A (16) egyenletben megfogalmazott nullhipot¶ezis kÄonnyebb kezelhet}os¶ege
¶erdek¶eben tegyÄuk fel, hogy az Yt ¶es Xt v¶altoz¶oknak l¶etezik s}ur}us¶egfÄuggv¶enye.
¶Igy a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg akkor teljesÄul, ha

fYtjYt¡1;Xt¡1
(yt j yt¡1; xt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1) ; (17)

ahol yt; yt¡1; xt¡1 tetsz}oleges val¶os sz¶amok. Azaz az X v¶altoz¶o nem oka az
Y -nak, ha az im¶enti s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek minden pontban megegyeznek. Ezzel
kapcsolatban { tÄobbek kÄozÄott { k¶et nagy probl¶ema merÄul fel:

² Empirikus esetben egy folytonos v¶altoz¶o a legritk¶abb esetben veszi fel
k¶etszer ugyanazt az ¶ert¶eket, ¶³gy a mint¶aban annyi kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelÄunk
lesz a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyekben, amennyi a mintaelemsz¶ama, ebb}ol kÄo-
vetkez}oen egy elem}u ,,almint¶akon" kellene tesztelni a fÄuggetlens¶eget {
ugyeb¶ar minden kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelre {, ami ¶ertelmetlen feladat.

² Ha az el}obbi probl¶em¶at megoldottuk, akkor is a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek tel-
jes tart¶oj¶an kellene Äosszehasonl¶³tani az egyenlet jobb ¶es bal oldal¶at, ami
szint¶en nagyon neh¶ez.

Ez adja a motiv¶aci¶ot, egy olyan fogalom bevezet¶es¶ehez, ami egyr¶eszt a
felt¶etelben ,,megenged}obb" a szigor¶u egyenl}os¶egn¶el, m¶asr¶eszt van annyi infor-
m¶aci¶otartalma, hogy ki lehessen v¶altani vele a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt, ugyanakkor
ne egy fÄuggv¶eny legyen { amit ism¶et pontonk¶ent kellene Äosszehasonl¶³tani {,
hanem egy, a mint¶at jellemz}o skal¶ar.

Ezeknek az elv¶ar¶asoknak pr¶ob¶al megfelelni a korrel¶aci¶os integr¶al, melyet
Baek-Brock (1991) cikk alapj¶an a kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alunk:

4Mindh¶arom bemutat¶asra kerÄul}o m¶odszer eset¶eben elv¶ar¶as, l¶asd (Hiemstra{Jones,
1994), (Diks{Panchenko, 2005), (Taamoutia et al., 2014).
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3. De¯n¶³ci¶o. Az X d-dimenzi¶os val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tartoz¶o korrel¶aci¶os
integr¶al a kÄovetkez}o

CX(±) = P
¡ d
max
i=1

jX1
i ¡ X2

i j < ±
¢

; (18)

ahol X1;X2 » X fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok ¶es ± > 0.

Term¶eszetesen d = 1 esetben a de¯n¶³ci¶o egyszer}uen CX(±) = P
¡
jX1 ¡

X2j < ±
¢
. Ez gyakorlatilag egy, az eloszl¶asra jellemz}o m¶er}osz¶am (mint

pl. az eloszl¶asnak egy momentuma), azt fejezi ki, mennyire koncentr¶al¶odnak
az adott eloszl¶asban az ¶ert¶ekek. VegyÄuk p¶eldak¶eppen a norm¶alis eloszl¶ast,
ekkor a sz¶or¶as fÄuggv¶eny¶eben kifejezhet}o a korrel¶aci¶os integr¶al, amit az 1. ¶abra
szeml¶eltet.

1. ¶abra Norm¶alis eloszl¶ashoz tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶al kÄulÄonbÄoz}o sz¶or¶asok mellett
(± = 1, n = 10000)

J¶ol l¶athat¶o, hogy alacsony sz¶or¶as mellett a korrel¶aci¶os integr¶al ¶ert¶eke egy-
hez kÄozeli, ahogy n}o a sz¶or¶as, ¶ugy kev¶esb¶e koncentr¶altak az ¶ert¶ekek, ¶es ezzel
p¶arhuzamosan csÄokken a korrel¶aci¶os integr¶al ¶ert¶eke is.

L¶assuk, mik¶ent kapcsol¶odik a korrel¶aci¶os integr¶al fogalma eloszl¶asok egyen-
l}os¶eg¶enek tesztel¶es¶ehez, eleget tud-e tenni elv¶ar¶asainknak. Legyen fX(x) az
X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny, el}oszÄor is vezessÄuk be a
kÄovetkez}o indik¶atorfÄuggv¶enyt, amit a k¶es}obbiekben is haszn¶alni fogunk:

1±(x; y) =

½
1; ha jx ¡ yj < ±
0; egy¶ebk¶ent .

(19)

VegyÄunk egy n elem}u mint¶at X-b}ol, jelÄolje xi az i-edik mintaelemet, ¶es
becsÄuljÄuk meg minden mintaelemre a hozz¶a tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny ¶ert¶eket:

fX(xi) ¼ 1

n ¡ 1

X

j 6=i

1±(xi; xj) = f̂X(xi) : (20)
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Most ¶atlagoljuk le minden mintaelemre a hozz¶a tartoz¶o becsÄult s}ur}us¶egfÄugg-
v¶eny ¶ert¶eket:

1

n

nX

i=1

fX(xi) ¼ 1

n

nX

i=1

f̂X(xi) =

=
1

2±

1

n(n ¡ 1)

nX

i=1

X

j 6=i

1±(xi; xj) = ĈX(±) ¼ CX(±) ;

(21)

ezzel v¶eg¶erv¶enyben egy becsl}ofÄuggv¶eny¶et kaptuk a korrel¶aci¶os integr¶alnak. A
(21) egyenletb}ol az is l¶atszik, hogy ha k¶et eloszl¶as megegyezik, akkor nyilv¶an
a hozz¶ajuk tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶al is, teh¶at ha a korrel¶aci¶os integr¶alra
vonatkoz¶o nullhipot¶ezist vetÄunk el, akkor az eredeti eloszl¶asokra is el kell
vetni. Ennek az ¶all¶³t¶asnak a megford¶³t¶as¶ar¶ol az irodalomban nem tal¶altunk
eredm¶enyt. ¶Ugy sejtjÄuk, ¶altal¶aban nem igaz, de ,,h¶etkÄoznapi" eloszl¶asokra
valamint el¶eg kicsi ± mellett bizonyos m¶ert¶ekben igaz a megford¶³t¶as is, hiszen
egy¶ebk¶ent nem lenne ereje az erre ¶epÄul}o teszteknek.

Gyakorlatilag ez a logik¶aja mindkett}o korrel¶aci¶os integr¶alra ¶ep¶³t}o tesztnek,
amiket a kÄovetkez}o szakaszokban bemutatunk.

3.1.1 Hiemstra{Jones-teszt

A tov¶abbiakhoz alak¶³tsuk ¶at a (17) egyenletet a kÄovetkez}o { tesztelend}o {
form¶ara:

H0 : fYt;Xt¡1jYt¡1
(yt; xt¡1 j yt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1)fXt¡1jYt¡1
(xt¡1 j yt¡1) ;

(22)
ez a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok nyelv¶en pontosan azt jelenti, hogy az Yt az Xt¡1-
t}ol fÄuggetlen Yt¡1 ismeret¶eben.

A Hiemstra{Jones-teszt (Hiemstra{Jones, 1994) ebb}ol az alakb¶ol indul ki,
¶es maga a m¶odszer a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etelen alapul5:

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, ¶ugy kÄulÄonbÄoz}o t ¶es s id}opontokra

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(23)

Bizony¶³t¶as. Az F1 fÄuggel¶ekben kÄozÄoljÄuk. 2

A szakasz elej¶en bevezetett korrel¶aci¶os integr¶al seg¶³ts¶eg¶evel a (23) egyen-
l}os¶eg, mint nullhipot¶ezis m¶ar ,,majdnem" tesztelhet}o. A Szerz}ok Äotlete az,
hogy ezt a felt¶etelben szerepl}o egyenl}os¶eget ,,rontsuk" el egy kicsit, teh¶at ne
v¶arjuk el a tÄok¶eletes egyenl}os¶eget a felt¶etelben, csup¶an annyit, hogy megfe-
lel}oen kÄozel essen egym¶ashoz a k¶et ¶ert¶ek, azaz

5Ez az alapÄotlet Baek-Brock (1991, 1992) cikkekben m¶ar megtal¶alhat¶o, v¶egÄul ennek egy
m¶odos¶³t¶asa ,,terjedt el" a gyakorlatban
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P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
:

(24)

Ez nyilv¶an n¶emileg torz¶³tja az eredm¶enyeket (term¶eszetesen ± ! 0 hat¶ar-
¶ert¶ekben visszakapjuk a pontos H0-t). A fenti felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egeket
vissza¶³rjuk egyszer}ubb form¶aba, ¶es ezzel meg is kapjuk a Hiemstra{Jones-
teszt nullhipot¶ezis¶et

H
y
0 : P

¡jYt ¡ Ysj < ±
¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
:

(25)

Ezt a kifejez¶est m¶ar lehet a korrel¶aci¶os integr¶alokon alapul¶o m¶odszerrel tesz-
telni, el}oszÄor is ¶at¶³rjuk a felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egeket, ¶³gy a kÄovetkez}ohÄoz ju-
tunk:

P
¡jYt ¡ Ysj < ±; jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢

P
¡
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢ =

=
P

¡jYt ¡ Ysj < ±; jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±
¢

P
¡
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢ :

(26)

Felhaszn¶alva a korrel¶aci¶os integr¶al de¯n¶³ci¶oj¶at, ad¶odik hogy

CYt;Yt¡1;Xt¡1(±)

CYt¡1;Xt¡1
(±)

=
CYt;Yt¡1(±)

CYt¡1
(±)

: (27)

VegyÄuk ¶eszre, hogy ugyanerre a kifejez¶esre jutunk, ha a korrel¶aci¶os integr¶alt
,,naiv" m¶odon haszn¶aljuk, teh¶at (99) egyenletben egyszer}uen kicser¶eljÄuk a
s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeket a hozz¶ajuk tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶alra.

A kÄovetkez}okben v¶azlatosan ismertetjÄuk a teszt menet¶et, id¶aig viszonylag
kÄonny}u dolgunk volt a nullhipot¶ezisek fel¶³r¶as¶aval, term¶eszetesen a tesztfÄugg-
v¶enyek { asszimptotikus { eloszl¶as¶anak levezet¶ese enn¶el sokkal bonyolultabb,
az eredeti cikkekben megtal¶alhat¶oak. Eddig az yt, yt¡1 ¶es xt¡1 tetsz}oleges
val¶os sz¶amokat jelÄoltek, a kÄovetkez}okben azonban egy v¶eges minta elemeit
fogjuk ¶erteni alattuk, ahol t = 1; . . . ; T . El}oszÄor is ¶³rjuk ¶at (27) egyenletben
szerepl}o elm¶eleti korrel¶aci¶os integr¶alokat azok becsl}ofÄuggv¶enyeire:

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1 =
1

(2±)3
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s 6=t

1±(yt; ys) ¢ 1±(yt¡1; ys¡1) ¢ 1±(xt¡1; xs¡1)

ĈYt¡1;Xt¡1
=

1

(2±)2
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s6=t

1±(yt¡1; ys¡1) ¢ 1±(xt¡1; xs¡1)

ĈYt;Yt¡1
=

1

(2±)2
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s 6=t

1±(yt; ys) ¢ 1±(yt¡1; ys¡1)

ĈYt¡1 =
1

2±

1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s6=t

1±(yt¡1; ys¡1) ;

(28)
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ekkor H
y
0 fenn¶all¶asa eset¶en aszimptotikusan igaz lesz, hogy

lim
T !1

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1

ĈYt¡1;Xt¡1

¡ ĈYt;Yt¡1

ĈYt¡1

SHJ(T )p
T

» N (0; 1) ; (29)

ahol SHJ(T ) becsl¶es¶ere a Szerz}ok (Hiemstra{Jones, 1994) a cikk fÄuggel¶ek¶eben
t¶ernek ki. A szimul¶aci¶ok sor¶an ezt az Z-statisztik¶at sz¶amoltuk ki, majd k¶et-
oldali p-¶ert¶eket hat¶aroztuk meg hozz¶a.

3.1.2 Diks{Panchenko-teszt

Diks ¶es Panchenko szerint a Hiemstra ¶es Jones tesztje sokszor jelez oks¶agot
indokolatlan esetben is (Diks{Panchenko, 2005), ami els}osorban a im¶enti sza-
kaszban bemutatott torz¶³t¶o hat¶as miatt van, ennek minimaliz¶al¶asa motiv¶alja
a szerz}oket.

Az ÄotletÄuk, hogy a nullhipot¶ezis fenn¶all¶asa mellett egy s¶ulyfÄuggv¶ennyel
szorozz¶ak meg (99) egyenlet mindk¶et oldal¶at. Vil¶agos, hogy tetsz}oleges g(¢)
fÄuggv¶ennyel megszorozva a nullhipot¶ezist az nem v¶altozik, teh¶at ezt megte-
hetjÄuk, de term¶eszetesen ¶ujra ki kell sz¶amolni, hogy imm¶aron milyen eloszl¶ast
fog kÄovetni a pr¶obafÄuggv¶eny. A szerz}ok az f2

Yt¡1
(yt¡1) fÄuggv¶enyt v¶alasztott¶ak,

¶³gy a Diks{Panchenko-teszt nullhipot¶ezise

H
z
0 : fYt;Yt¡1;Xt¡1(yt; yt¡1; xt¡1)fYt¡1(yt¡1) =

= fXt¡1;Yt¡1(xt¡1; yt¡1)fYt;Yt¡1(yt; yt¡1) :
(30)

Ennek az ¶all¶³t¶asnak is korrel¶aci¶os integr¶alon keresztÄul tÄort¶enik a tesztel¶ese,
ahogy azt az el}oz}o szakaszban a Hiemstra{Jones-tesztn¶el l¶attuk. Felhaszn¶alva
a (28) jelÄol¶eseit az al¶abbi pr¶obafÄuggv¶enyhez jutunk:

lim
T!1

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1
ĈYt¡1

¡ ĈYt¡1;Xt¡1
ĈYt;Yt¡1

SDP(T )p
T

» N (0; 1) ; (31)

ahol az SDP(T ) kisz¶am¶³t¶as¶ar¶ol Diks{Panchenko (2005) cikk A.1 fÄuggel¶ek¶eben
t¶ernek ki a szerz}ok. A HJ-teszthez hasonl¶oan itt is k¶etoldal¶u p-¶ert¶eket sz¶a-
moltunk a tesztfÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶eb}ol. Mindk¶et teszt eset¶eben felmerÄul a k¶erd¶es,
hogy milyen ± ¶ert¶ekkel sz¶amoljunk, ennek optim¶alis ¶ert¶ek¶er}ol, illetve leveze-
t¶es¶er}ol r¶eszletesen (Diks{Panchenko, 2005) cikkben olvashatunk.

ÄOsszefoglal¶oan elmondhatjuk a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszerek-
r}ol, hogy a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg tesztel¶es¶enek probl¶em¶aj¶at Äotletesen vissza-
vezeti felt¶etel n¶elkÄuli eloszl¶asokra, ¶³gy folytonos v¶altoz¶okra is kezelhet}ov¶e
v¶alik a probl¶ema. Ugyanakkor a felt¶eteles eloszl¶asokban a felt¶etel ,,gyen-
g¶³t¶ese" azzal j¶ar, hogy nem pontosan az eredeti probl¶em¶at tudjuk tesztelni
seg¶³ts¶egÄukkel.
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3.2 Kopul¶akkal kapcsolatos tesztek

A kopul¶ak haszn¶alata m¶ara m¶ar teljesen ¶altal¶anoss¶a v¶alt a p¶enzÄugyi matema-
tika legtÄobb terÄulet¶en (kock¶azatmenedzsment, ¶araz¶asi modellek stb.), haszn¶a-
latukat a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egyÄuttmozg¶as¶at m¶er}o korrel¶aci¶o hi¶anyoss¶agai
tett¶ek indokoltt¶a. A p¶enzÄugyi piacokon az EszkÄozÄok ¶arfolyamai/hozamai szÄo-
vev¶enyes m¶odon fÄuggnek egym¶ast¶ol, ezeket a fÄugg}os¶egeket nem lehet line¶aris
keretek kÄozÄott m¶erni, ahogyan azt a korrel¶aci¶o teszi. Ugyanakkor az egyÄuttes
eloszl¶asukat nem ismerjÄuk, a kopul¶ak ezt a hi¶anyt pr¶ob¶alj¶ak kisebb-nagyobb
sikerrel p¶otolni. A bemutatni k¶³v¶ant m¶odszerhez a kopul¶aknak csup¶an n¶eh¶any
tulajdons¶aga fontos, ¶³gy viszonylag rÄovid bevezet}ot adunk r¶oluk, magyar nyel-
ven (Varga, 2004) cikk¶et aj¶anljuk a r¶eszletesebb megismer¶esÄukhÄoz.

A tov¶abbiakban nekÄunk csup¶an 2 ¶es 3 dimenzi¶os kopul¶akra lesz szÄuks¶e-
gÄunk, ¶³gy az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert most 3 dimenzi¶osra mondjuk ki a de¯n¶³ci¶ot
valamint mutatjuk be a sz¶amunkra szÄuks¶eges tulajdons¶agokat, abb¶ol egysze-
r}uen lehet sz}uk¶³teni 2 v¶altoz¶osra.

4. De¯n¶³ci¶o. Egy C: [0; 1]3 ! [0; 1] eloszl¶asfÄuggv¶eny kopula, ha minden
v¶altoz¶oja szerinti margin¶alis eloszl¶asa standard egyenletes.

TekinthetjÄuk ¶ugy is, hogy a kopula egy [0; 1]-es ¶ertelmez¶esi tartom¶anyra
¶atsk¶al¶azott eloszl¶asfÄuggv¶eny, s ¶³gy tudunk bel}ole a [0; 1] intervallumba es}o v¶e-
letlen sz¶amokat gener¶alni, amib}ol inverz eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel v¶eletlen ¶ert¶e-
keket kapunk. A kopul¶akkal kapcsolatos legfontosabb t¶etel kÄovetkezik (szint¶en
h¶arom v¶altoz¶os form¶aban):

1. T¶etel (Sklar, 1959). Minden 3 v¶altoz¶os F eloszl¶asfÄuggv¶enyhez l¶etezik
olyan, szint¶en 3 v¶altoz¶os C kopula, hogy

C
¡
FX(x); FY (y); FZ(z)

¢
= F (x; y; z) :

Teh¶at, ha a priori a kopul¶ab¶ol, vagy a margin¶alisokb¶ol, vagy az egyÄuttes
eloszl¶asfÄuggv¶enyb}ol ismerÄunk kett}ot (vagy feltesszÄuk, hogy ismert), akkor a
harmadikat ki tudjuk sz¶amolni. A t¶etel jelent}os¶ege abban ¶all, hogy empirikus
probl¶em¶akn¶al a margin¶alisokat tipikusan ismerjÄuk, hiszen az egyes v¶altoz¶ok
empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et a mint¶ab¶ol meg tudjuk hat¶arozni. Ezek ut¶an
valamilyen a priori feltev¶es ¶utj¶an kiv¶alasztjuk a haszn¶alatos kopul¶at, s ki
tudjuk sz¶amolni az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyt, illet}oleg tudunk gener¶alni az
egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel mesters¶eges mint¶at, amit kÄulÄonbÄoz}o
szimul¶aci¶okhoz felhaszn¶alhatunk.

A kopul¶aknak sz¶amos hasznos ¶es fontos tulajdons¶aga van, sz¶amunkra
most a kopulas}ur}us¶eg, ami kiemelt szerepet j¶atszik. Deriv¶aljuk mindh¶arom
v¶altoz¶o szerint a (32) egyenlet mindk¶et oldal¶at, ¶³gy a kÄovetkez}ot kapjuk:

@3

@u@v@w
C(u; v; w)fX(x)fY (y)fZ(z) = f(x; y; z) ; (33)

ahol u = FX(x), v = FY (y) ¶es w = FZ(z) valamint fX ; fY ; fZ a megfelel}o
margin¶alisokhoz ¶es f az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyhez tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶e-
nyek.
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5. De¯n¶³ci¶o. Egy 3 v¶altoz¶os C kopul¶ahoz tartoz¶o kopulas}ur}us¶eg alatt a kÄo-
vetkez}o fÄuggv¶enyt ¶ertjÄuk

c(u; v;w) =
@3

@u@v@w
C(u; v;w) : (34)

Am¶³g a kopula az eloszl¶asfÄuggv¶enyhez kapcsol¶od¶o fogalom volt, addig a
kopulas}ur}us¶eg a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyhez, tulajdons¶agai is ehhez hasonl¶³tanak:
nem-negat¶³v (de nem biztos hogy egyn¶el kisebb) ¶es a kopul¶ahoz hasonl¶oan az
egys¶eg kock¶an (n¶egyzeten) van ¶ertelmezve. A rÄovid m¶odszertani ¶attekint¶es
ut¶an k¶et elj¶ar¶ast mutatunk be, melyek seg¶³ts¶eg¶evel a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg
probl¶em¶aja kezelhet}o.

3.2.1 Bernstein-kopul¶an alapul¶o teszt

Taamoutia et al. (2014) cikke nyom¶an a kopul¶an alapul¶o oks¶ag teszt Äotlete,
hogy a peremeloszl¶asok ismeret¶eben egy kopul¶ab¶ol sz¶armaztatjuk az egyÄuttes
eloszl¶ast. Azaz az egyÄuttes eloszl¶asokat, pontosabban azok s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeit
kicser¶eljÄuk kopulas}ur}us¶egekre, s az egyÄuttes eloszl¶as helyett a becsÄult kopul¶a-
kat fogjuk Äosszehasonl¶³tani, ebb}ol vezetjÄuk le a tesztet. Ha teh¶at fenn¶all (16),
akkor igaz, hogy

H0 : fYtjYt¡1;Xt¡1
(yt j yt¡1; xt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1) : (35)

El}oszÄor a felt¶eteles s}ur}us¶egeket ¶³rjuk ¶at, ¶³gy a H0

fYt;Yt¡1;Xt¡1
(yt; yt¡1; xt¡1)

fYt¡1;Xt¡1(yt¡1; xt¡1)
=

fYt;Yt¡1
(yt; yt¡1)

fYt¡1(yt¡1)
; (36)

be¶³rva a kopulas}ur}us¶egeket a (33) egyenlet alapj¶an, ¶es bevezetve a wt =
FYt

(yt) illetve ut = FXt
(xt) jelÄol¶eseket

cYt;Yt¡1;Xt¡1
(wt; wt¡1; ut¡1)fYt

(yt)fYt¡1
(yt¡1)fXt¡1

(xt¡1)

cYt¡1;Xt¡1(wt¡1; ut¡1)fYt¡1(yt¡1)fXt¡1(xt¡1)
=

=
cYt;Yt¡1(wt; wt¡1)fYt(yt)fYt¡1(yt¡1)

fYt¡1(yt¡1)
;

(37)

¶³gy egyszer}us¶³t¶esek ut¶an az ¶at¶³rt { imm¶aron csak kopulas}ur}us¶egeket tartal-
maz¶o { nullhipot¶ezis:

H?
0 :

cYt;Yt¡1;Xt¡1(wt; wt¡1; ut¡1)

cYt;Yt¡1(wt; wt¡1)cYt¡1;Xt¡1(wt¡1; ut¡1)
= 1 : (38)

Az vil¶agos, hogy a mint¶ab¶ol ismerjÄuk az emprikus peremeloszl¶asokat, m¶ar
,,csak" egy megfelel}o empirikus kopul¶at kell kiv¶alasztani, amivel meg tudjuk
becsÄulni a fenti kifejez¶est, ¶es meg tudjuk hat¶arozni, milyen eloszl¶ast kÄovet.

Id}osoros modellekben leggyakrabban alkalmazott kopula a Bernstein-ko-
pula (r¶eszletesen l¶asd Sancetta{Satchell, 2004). A teljesen ¶altal¶anos de¯n¶³ci¶o-
j¶at nem mondjuk ki, m¶ar csak a speci¶alisan erre a feladatra fel¶³rand¶o 2- ¶es 3-
dimenzi¶os esetekkel foglalkozunk (¶altal¶aban sem nehezebb megadni a kopul¶at,
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ez¶ert is tekintÄunk el az ¶altal¶anoss¶agt¶ol). Ehhez tekintsÄuk az (Yt; Yt¡1; Xt¡1)

{ ismeretlen { eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o
©
(yt; yt¡1; xt¡1)

ªT

t=1
mint¶at. Legyenek

tov¶abb¶a ut = FXt;T (xt) ¶es wt = FYt;T (yt), ahol FYt;T ¶es FXt;T a T hossz¶u
mint¶ab¶ol sz¶armaz¶o empirikus eloszl¶asfÄuggv¶enyt jelÄoli, azaz a mintabeli xt ¶es
yt ¶ert¶ekek az ut ¶es wt-hez tartoz¶o empirikus kvantilisek.

VezessÄuk be tov¶abb¶a a kÄovetkez}o 2- ¶es 3-dimenzi¶os kock¶akat:

Bi1;i2
k =

·
i1 ¡ 1

k
;
i1
k

¶
£

·
i2 ¡ 1

k
;
i2
k

¶
; (39)

Bi1;i2;i3
k =

·
i1 ¡ 1

k
;
i1
k

¶
£

·
i2 ¡ 1

k
;
i2
k

¶
£

·
i3 ¡ 1

k
;
i3
k

¶
; (40)

valamint legyen 1
B

i1;i2
k

(¢; ¢) ¶es 1
B

i1;i2;i3
k

(¢; ¢; ¢) a kock¶akba es¶esre vonatkoz¶o

indik¶ator fÄuggv¶eny.
Ekkor a 2-dimenzi¶os, becsÄult Bernstein-kopul¶akat egy tetsz}oleges pontban

a mint¶an az al¶abbi m¶odon sz¶am¶³tjuk

ĉYt;T ;Yt¡1;T (g1; g2) =

=
1

T

TX

t=1

"
k2

kX

i1=1

kX

i2=1

1
B

i1;i2
k

(wt; wt¡1)
2Y

`=1

µ
k

i` ¡ 1

¶
gi`¡1
` (1 ¡ g`)

(k¡i`¡1)

#
;

(41)
ĉYt¡1;T ;Xt¡1;T (g2; g3) =

=
1

T

TX

t=1

"
k2

kX

i1=1

kX

i2=1

1
B

i1;i2
k

(wt¡1; ut¡1)
2Y

`=1

µ
k

i` ¡ 1

¶
gi`¡1
` (1 ¡ g`)

(k¡i`¡1)

#
;

(42)
tov¶abb¶a a 3-dimenzi¶osat az al¶abbi m¶odon

ĉYt;T ;Yt¡1;T ;Xt¡1;T
(g1; g2; g3) =

=
1

T

TX

t=1

"
k3

kX

i1=1

kX

i2=1

kX

i3=1

1
B

i1;i2;i3
k

(wt; wt¡1; ut¡1)
3Y

`=1

µ
k

i`

¶
gi`

` (1 ¡ g`)
(k¡i`¡1)

#
:

(43)
Ebb}ol a h¶arom { a mint¶an megbecsÄult { kopul¶ab¶ol egy ¶un. oks¶agi m¶ert¶eket

sz¶amolunk ki6

CMT =
1

T

TX

t=1

log

µ
ĉYt;T ;Yt¡1;T ;Xt¡1;T

(wt; wt¡1; ut¡1)

ĉYt;T ;Yt¡1;T
(wt; wt¡1) ¢ ĉYt¡1;T ;Xt¡1;T

(wt¡1; ut¡1)

¶
:

(44)
Ez mutat¶o Taamoutia et al. (2014) alapj¶an m¶ar aszimptotikusan norm¶alis
eloszl¶ast fog kÄovetni a megfelel}o v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es sz¶or¶assal:

lim
T!1

Tk¡3=2 2CMT ¡ T¡1k3=2»

¾
» N (0; 1) ;

6Geweke (1982) cikkben szerepl}o oks¶agi m¶ert¶ek nem-line¶aris kiterjeszt¶ese.
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ahol ¾ =
p

2(¼=4)3=2 valamint » = ¡¼3=2=8 + ¼=2k¡1=2 ¡ k¡1
¡
¼1=2 ¡ 1

¢
.

Ahogyan a korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztekn¶el, itt is el kell l¶atni ¶ert¶ekkel
egy ,,bandwidth" param¶etert, a k-t, ami jelen esetben a kock¶ak m¶eret¶eben
jelenik meg. A szerz}ok nyom¶an ezt k = bT 1=2c nagys¶ag¶ura v¶alasztjuk.

3.2.2 FÄuggetlen-kopul¶an alapul¶o teszt

Az utols¶o m¶odszer, ami bemutat¶asra kerÄul, egy ¶altalunk kidolgozott teszt a
nem-param¶eteres oks¶ag vizsg¶alat¶ara. M¶odszerÄunk alapja, hogy k¶et folytonos
sk¶al¶an m¶ert v¶altoz¶o { gondolhatunk itt rÄogtÄon id}osorokra { felt¶etel n¶elkÄuli
fÄuggetlens¶eg¶enek tesztel¶ese kopul¶ak seg¶³ts¶eg¶evel megoldott feladat (l¶asd. Ge-
nest{Remillard, 2004; Genest et al., 2007). Ugyanakkor sz¶amunkra a felt¶e-
teles fÄuggetlens¶eg, ami igaz¶an ¶erdekes, hiszen ¶eppen a felt¶etel ismeret¶eben
tudjuk kisz}urni azokat a hat¶asokat, melyek nem kÄozvetlenÄul l¶epnek fel Yt ¶es
Xt¡1 kÄozÄott.

A probl¶ema hasonl¶o mint a kor¶abbi korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶od-
szerek bemutat¶asn¶al, a folytonos sk¶al¶an m¶ert id}osori ¶ert¶ekekn¶el v¶eges mint¶an
lehetetlen egy-egy adott pontra elk¶esz¶³teni a felt¶eteles eloszl¶ast, mert a r¶esz-
minta egy elemb}ol fog ¶allni. Ennek ¶athidal¶as¶ara { Hiemstra ¶es Jones Äotlet¶et}ol
vez¶erelve { beosztottuk a mint¶aban szerepl}o yt¡1 ¶ert¶ekeket k darab cso-
portba, ¶³gy kaptunk k sz¶am¶u egym¶ast¶ol elszepar¶alt almint¶at. Ezt kÄovet}oen
minden almint¶an elv¶egeztÄuk a kopula alap¶u fÄuggetlens¶eg tesztet, amit R

kÄornyezetben a copula csomag tartalmaz (Hofert et al. 2015), ami szint¶en
Genest{Remillard m¶odszer¶et haszn¶alja. Majd az ¶³gy kapott p-¶ert¶ekeket agg-
reg¶altuk, a m¶odszer Fisher (1948) Äotlet¶en alapul, aki azonban fÄuggetlen r¶esz-
mint¶akra dolgozta ki a m¶odszert. Nem fÄuggetlen mint¶ak eset¶ere Brown
(1975) adott egy aggreg¶al¶asi m¶odszert. Ez azonban viszonylag neh¶ezkesen
alkalmazhat¶o a gyakorlatban, ugyanis numerikus integr¶al¶ast is tartalmaz, s
¶³gy a sz¶am¶³t¶asi id}o rendk¶³vÄuli m¶odon megn}o, a szimul¶aci¶o sz¶am¶³t¶asi ideje
egyszer}uen t¶ul hossz¶u. Alternat¶³v megold¶ast k¶³n¶al Poole et al. (2015), az
}o m¶odszerÄuket { amire empirikus Brown-m¶odszer n¶even fogunk hivatkozni
ezent¶ul { azonban n¶emileg m¶odos¶³tani kellett (melyr}ol k¶es}obb lesz sz¶o), hogy
esetÄunkben is alkalmazni lehessen.

ÄOsszefoglalva { ¶es formaliz¶alva { a fentieket, a kÄovetkez}o l¶ep¶eseket kell
kÄovetni ez elj¶ar¶as sor¶an:

1. De¯ni¶aljuk a felt¶eteli halmazokat: legyen k > 1 ¶es

Bi
k =

·
i ¡ 1

k
;

i

k

¶
;

ahol i 2 f1; . . . ; kg, ¶³gy term¶eszetesen [k
i=1B

i
k = [0; 1) ¶es Bi

k \ Bj
k = ;.

2. Bontsuk sz¶et a teljes mint¶ankat az al¶abbi almint¶akra

(yi
t; x

i
t¡1):=

©
(yt; xt¡1) j FYt¡1

(yt¡1) 2 Bi
k

ª
;

¶es az empirikus margin¶alisokra vezessÄuk be az F i
Yt;T (¢) ¶es F i

Xt¡1;T (¢)
jelÄol¶eseket. Legyenek tov¶abb¶a az egyes almint¶ak id}o indexei a T i

k -vel
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jelÄolve, ezekre term¶eszetesen igaz, hogy [k
i=1T i

k = f1; . . . ; Tg ¶es T i
k \

T j
k = ;. Ez ut¶obbi halmazok hossz¶at pedig jelÄoljÄuk rendre T i

k-vel, ekkor

term¶eszetesen
Pk

i=1 T i
k = T .

3. Minden Si
k r¶eszmint¶an v¶egezzÄuk el a fÄuggetlens¶eg tesztet. Ehhez el}oszÄor

becsÄuljÄuk meg az empirikus kopul¶akat a r¶eszmint¶akon:

Ĉi
T (u;w) =

1

T i
k

X

t2T i
k

1
¡
F i

Yt;T (yt) · u
¢
1
¡
F i

Xt¡1;T (xt¡1) · w
¢

:

A nullhipot¶ezisben a fÄuggetlens¶eget a fÄuggetlen kopula seg¶³ts¶eg¶evel tud-
juk megfogalmazni:

Hi
0 : Ĉi

T (u;w) = u ¢ w :

Mag¶aban a fÄuggetlens¶eg tesztben a pr¶obafÄuggv¶eny az empirikus kopula
pontonk¶enti elt¶er¶es¶et vizsg¶alja a fÄuggetlen kopul¶at¶ol:

CM(u; w) =
p

n
¡
Ĉi

T (u; w) ¡ u ¢ w
¢

:

Ez a kifejez¶es v¶eletlen u;w ¶ert¶ekekre aszimptotikusan Cramer{von Mises
statisztik¶at kÄovet7, melynek saj¶at t¶abl¶azat¶ab¶ol olvassuk ki az i-edik
almint¶ahoz tartoz¶o teszt p-¶ert¶ek¶et, jelÄoljÄuk ezt pi-vel. MegjegyezzÄuk,
hogy ezt a l¶ep¶est teljes eg¶esz¶eben a copula csomag v¶egzi.

4. Aggreg¶aljuk a p-¶ert¶ekeket az empirikus Brown-m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel:

ª = ¡2
kX

i=1

log pi ;

ami egy ¶atsk¶al¶azott Â2 eloszl¶ast kÄovet, azaz ª » cÂ2
2f . A c ¶es f kon-

stansok kisz¶am¶³t¶as¶at az F-2 FÄuggel¶ekben ismertetjÄuk. Ezek alapj¶an a
,,glob¶alis" p-¶ert¶eket a kÄovetkez}ok¶eppen sz¶amolhatjuk ki

p = 1 ¡ FÂ2
2f

(ª=c) ;

amennyiben ez az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯kanciaszint alatt van, akkor
elvetjÄuk az eredeti, felt¶eteles fÄuggetlens¶egre vonatkoz¶o nullhipot¶ezist.

A m¶odszer fontos r¶esze a Bi
k-k halmazok rendszer¶enek meghat¶aroz¶asa,

term¶eszetesen nem kÄotelez}o egyenletesen k r¶eszre osztani a [0; 1] intervallu-
mot, viszont minden esetben biztos¶³tani kell az elegend}o mintaelemsz¶amot a
r¶eszmint¶akban a sz¶am¶³t¶asokhoz. Tov¶abbi vizsg¶alatra lehet ¶erdemes a Bi

k-k
valamilyen m¶as { bizonyos szempontb¶ol optim¶alis { feloszt¶asa, ez nem t¶argya
ennek a cikknek.

7A Cramer{von Mises statisztika eloszl¶asok kÄozti t¶avols¶agot m¶er, ebb}ol a szempontb¶ol
hasonl¶o a Kolmogorov{Szmirnov statisztik¶ahoz, r¶eszletesebben CsÄorg}o{Faraway (1996) ta-
nulm¶any¶at aj¶anljuk.
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A kopula alap¶u m¶odszerekr}ol Äosszefoglal¶ask¶eppen elmondhatjuk, hogy a
tesztelend}o felt¶eteles fÄuggetlens¶eget kopul¶ak fÄuggetlens¶eg¶ere vezetik vissza.
Ennek a megkÄozel¶³t¶esnek az el}onye, hogy nem a teljes IR2 ¶es IR3 halmazokon
kell vizsg¶alni s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeket, hanem az egys¶eg oldal¶u n¶egyzeteken, koc-
k¶akon ezzel gyakorlatilag bes}ur¶³tjÄuk a mintapontokat. ¶Altal¶aban a kopul¶ak
illeszt¶ese szoftveresen viszonylag j¶ol t¶amogatott, ugyanakkor ezek konkr¶et
probl¶em¶akra val¶o alkalmaz¶asa, ahogy az esetÄunkben is tÄort¶enik, m¶ar Äon¶all¶o
programoz¶asi munk¶at ig¶enyel.

Ezzel a v¶eg¶ere ¶ertÄunk a teszteket { legal¶abbis v¶azlatosan { bemutat¶o
r¶esznek, amib}ol kiderÄult, hogy a nem-param¶eteres oks¶ag tesztel¶ese alapvet}oen
egy felt¶eteles fÄuggetlens¶eg tesztre vezethet}o vissza. Ezt pedig elt¶er}o metodol¶o-
gi¶akkal pr¶ob¶alj¶ak kezelni a szerz}ok, azonban kÄozÄos von¶asa a teszteknek, hogy
relat¶³ve nagy a sz¶am¶³t¶asig¶enyÄuk, ¶es mivel asszimptotikus tulajdons¶agaikat
ismerjÄuk a pr¶obafÄuggv¶enyeknek, ¶³gy elengedhetetlen a megfelel}o mintanagy-
s¶ag az alkalmaz¶asukhoz.

4 Szimul¶aci¶os p¶elda

A sz¶am¶³t¶asokhoz R kÄornyezetet haszn¶altunk, els}osorban a meggy}oz}o teljes¶³t-
m¶enye miatt, illetve a kopul¶ak illeszt¶ese csomagokkal j¶ol t¶amogatott. A ko-
r¶abban bemutatott n¶egyf¶ele nem-param¶eteres Granger-tesztb}ol a Hiemstra{
Jones- ¶es Diks{Panchenko-teszteket egy kÄuls}o szoftver seg¶³ts¶eg¶evel futtattuk.8

A Bernstein-kopul¶an alapul¶o tesztet teljes eg¶esz¶eben R nyelven implement¶al-
tuk, a fÄuggetlen kopula m¶odszer l¶enyegi r¶esz¶et a copula csomag v¶egzi (Hofert
et al., 2015) illetve (Poole et al., 2015) m¶odszert a szerz}ok ¶altal¶³rt fÄuggv¶enyek,
valamint a referencia tesztk¶ent szolg¶al¶o klasszikus Granger-tesztet tÄobbek
kÄozÄott az lmtest csomag (Zeilies{Hothorn, 2002) tartalmazza.

A szimul¶aci¶okhoz n¶egy kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o folyamatot haszn¶altunk,
melyek az al¶abbiak:

DGP1: Yt = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t ; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (46)

DGP2: Yt = ®Yt¡1 + ¯X2
t¡1 + ²Y

t ; Xt = °Xt¡1 + ²X
t ; (47)

DGP3: Yt = ¯Yt¡1Xt¡1 + ²Y
t ; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (48)

DGP4: Yt = ¾t²
Y
t ; ¾2

t = ® + ¯X2
t¡1; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (49)

ahol ²X
t ; ²Y

t » N (0; 1) fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. Valamennyi adat-
gener¶al¶o folyamatot ¶ugy de¯ni¶altuk, hogy ¯ 6= 0 esetben X ! Y oks¶ag ¶alljon
fenn, valamint ®; ¯; ° < 1 felt¶etel mellett mind a n¶egy folyamat stacioner,
¶³gy a pr¶ob¶ak megb¶³zhat¶o eredm¶enyt szolg¶altatnak.9

8Ez gyakorlatilag egy, a szerz}op¶aros ¶altal ¶³rt C k¶od, amit apr¶obb m¶odos¶³t¶asok
ut¶an ¶ujraford¶³tottunk ¶es R-b}ol h¶³vtuk meg a programot, majd visszaolvastuk az
eredm¶enyeket R-be, a k¶od megtal¶alhat¶o a Cees Diks weblapj¶an: http://www.uva.nl/en/
about-the-uva/organisation/staff-members/content/d/i/c.g.h.diks/c.g.h.diks.html

9Taamoutia et al. (2014) is tÄobbek kÄozÄott ezeket a DGP-ket haszn¶alj¶ak a szimul¶aci¶ok-
ban.
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Valamennyi adatgener¶al¶o folyamatn¶al ,,ok" szerep¶et betÄolt}o Xt id}osor
els}orend}u autoregressz¶³v id}osor, a kÄulÄonbs¶eg az ,,okozat" id}osor form¶aj¶aban
van. A DGP1 egyszer}u line¶aris modell gyakorlatilag referenciak¶ent szolg¶al,
a DGP2-ben az ok kvadratikus form¶aban jelenik meg, a DGP3 folyamat
felfoghat¶o egy v¶altoz¶o egyÄutthat¶os els}orend}u autoregressz¶³v modellk¶ent, ahol
az egyÄutthat¶o szint¶en egy AR(1)-b}ol sz¶armazik, m¶³g a DGP4 legink¶abb egy
GARCH modellre hasonl¶³t, amiben a felt¶eteles variancia egy exog¶en v¶altoz¶ot¶ol
fÄugg. Az els}ot lesz¶am¶³tva mindegyikben van valamilyen nemlinearit¶as, ¶³gy azt
v¶arjuk, hogy esetÄukben a Granger-f¶ele teszt ,,rossz" eredm¶enyt szolg¶altat,
ugyanakkor a m¶asik h¶arom m¶odszer jelezzen a ¯ 6= 0 esetben.

A szimul¶aci¶ok sor¶an 250 peri¶odus hossz¶u id}osorokat gener¶altunk ezt prak-
tikusan ¶ugy ¶ertelmezzÄuk, mintha egy ¶eves id}ohorizonton, napi frekvenci¶an
vizsg¶aln¶ank t}ozsdei id}osorokat (pl. napi z¶ar¶o¶arfolyamot). Ezekre a gener¶alt
id}osorokra minden esetben alkalmazzuk a teszteket ¶es a kapott p-¶ert¶ek vala-
mint az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯kancia szint alapj¶an dÄontÄunk a nullhipot¶ezisr}ol.
Majd a szimul¶aci¶o v¶eg¶en minden kÄulÄonbÄoz}o ¯ ¶ert¶ekre (¯ = 0 esetben ez a
H0, egy¶ebk¶ent a H1 felt¶etel teljesÄul¶es¶et jelenti) kisz¶amoltuk milyen ar¶anyban
vetettÄuk el a nullhipot¶ezist, azaz n¶eh¶any pontban kisz¶amoltuk a tesztek er}o-
fÄuggv¶enyeit, kieg¶esz¶³tve azzal az esettel, amikor a nullhipot¶ezis igaz. Ez ut¶ob-
bi felt¶etel mellett ide¶alis esetben vissza kellene kapni az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯-
kanciaszintet, minden egy¶eb ¯ ¶ert¶ek mellett pedig elm¶eletileg minden esetben
el kellene vetni a nullhipot¶ezist. Az eredm¶enyeket bemutat¶asakor ,,HJ"-vel
a Hiemstra{Jones-tesztet, ,,PD"-vel a Panchenko{Diks-tesztet, ,,CB"-vel a
Bernstein-kopul¶an, ,,CI"-vel a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o tesztet, m¶³g ,,GR"-
rel a Granger-f¶ele tesztet jelÄoltÄuk.

Az 1. t¶abl¶azat a 0 ¶es 0:5 kÄozÄotti ¯ ¶ert¶ekek eset¶eben vizsg¶alja a tesztek
teljes¶³tm¶eny¶et ® = ° = 0:5. Ahogyan v¶artuk a DGP1 eset¶eben (line¶aris
modell), a Granger-f¶ele teszt ¶erz¶ekenyebben reag¶al a ¯ nÄovekedt¶evel mint
a tÄobbi, nem-param¶eteres t¶arsa. Nem sokkal elmaradva t}ole a fÄuggetlen
kopula alap¶u teszt is viszonylag alacsony ¯ mellett nagy ar¶anyban jelzi az
oks¶agot, a k¶et korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszer csup¶an 0:3-as ¯ ¶ert¶ek
kÄorÄul mutat szigni¯k¶ans oks¶agot, a legrosszabb eredm¶enyt pedig a Bernstein-
kopul¶an alapul¶o teszt produk¶alja. Ugyanakkor a tÄobbi { nem line¶aris { eset
mindegyik¶eben nagyon rosszul teljes¶³t a Granger-f¶ele teszt, hiszen rendk¶³vÄul
kicsi ar¶anyban jelez oks¶agot, itt m¶ar csak a nem-param¶eteres pr¶ob¶akban
b¶³zhatunk. A DGP2 (kvadratikus) eset¶eben a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o
tesztek bizonyultak hat¶ekonyabbnak, m¶³g a DGP3-n¶al (v¶altoz¶o param¶eter}u
AR) a kopula alap¶uak reag¶altak gyorsabban a ¯ param¶eter nÄovekedt¶ere. A
DGP4 eset¶eben (GARCH jelleg}u) a korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztek jeleztek
kor¶abban, r¶aad¶asul a fÄuggetlen kopula alap¶u teszt az adott param¶eter tar-
tom¶anyban nagyon rossz ar¶anyban jelzett oks¶agot.

A szimul¶aci¶ok tanuls¶aga, hogy a nem-param¶eteres pr¶ob¶ak eset¶eben sem
mindegy, hogy milyen jelleg}u nem-linearit¶as jelenik meg a folyamatban. A
kopula alap¶u m¶odszerek ¶erz¶ekenyebbek a v¶arhat¶o ¶ert¶ekben tÄort¶en}o elmoz-
dul¶asokra (DGP2, DGP3), m¶³g a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszerek
jobban teljes¶³tenek a m¶asodik momentumban bekÄovetkez}o hat¶asokra.
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¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.041 0.029 0.001 0.040 0.050

0.10 0.080 0.073 0.009 0.114 0.436
0.20 0.308 0.373 0.052 0.461 0.952
0.30 0.743 0.816 0.261 0.837 0.999
0.40 0.968 0.984 0.708 0.983 1.000
0.50 0.999 0.999 0.931 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.045 0.039 0.001 0.051 0.052

0.10 0.156 0.157 0.014 0.085 0.082
0.20 0.661 0.680 0.232 0.183 0.163
0.30 0.948 0.958 0.689 0.370 0.256
0.40 0.997 0.998 0.970 0.629 0.300
0.50 1.000 1.000 0.997 0.795 0.369

DGP3 0.00 0.028 0.020 0.055 0.039 0.053

0.10 0.045 0.038 0.087 0.086 0.061
0.20 0.139 0.125 0.309 0.410 0.076
0.30 0.359 0.361 0.692 0.824 0.113
0.40 0.730 0.734 0.964 0.986 0.149
0.50 0.910 0.917 0.996 0.997 0.244

DGP4 0.00 0.037 0.031 0.069 0.051 0.044

0.10 0.628 0.548 0.191 0.055 0.105
0.20 0.931 0.892 0.432 0.081 0.158
0.30 0.991 0.974 0.607 0.093 0.144
0.40 0.996 0.993 0.780 0.110 0.176
0.50 0.998 0.998 0.877 0.106 0.187

1. t¶abl¶azat. T = 250, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%

Ez alapj¶an nem gondoljuk, hogy l¶etezik { legal¶abbis jelenleg { egy olyan
m¶odszer, amit Äonmag¶aban lehetne alkalmazni, a gyakorlati probl¶em¶akn¶al c¶el-
szer}u mindegyik m¶odszerrel megvizsg¶alni az adott id}osorokat. A tov¶abbiak-
ban mi is ezt a gyakorlatot fogjuk kÄovetni.

5 Empirikus p¶elda: hozam ¶es keresked¶esi vo-
lumen kapcsolata

A t}ozsdei r¶eszv¶enyek hozama ¶es keresked¶esi volumenÄuk kÄozÄotti viszony r¶eg¶ota
t¶em¶aja a p¶enzÄugyi Äokonometri¶anak. Az els}o cikk, ami ezen a terÄuleten k¶eszÄult
Granger{Morgenstern (1963) szerz}ok nev¶ehez f}uz}odik, }ok m¶eg csup¶an heti
keresked¶esi adatok alapj¶an pr¶ob¶alta egyes r¶eszv¶enyek illetve r¶eszv¶enyindexek
hozama ¶es volumene kÄozti kapcsolatot felt¶arni. Az¶ota term¶eszetesen sok
m¶as elemz¶es is napvil¶agot l¶atott10, kiv¶al¶o Äosszefoglal¶ot ad a t¶ema empirikus
eredm¶enyeir}ol ¶es az ezeket magyar¶azni pr¶ob¶al¶o elm¶eleti modellekr}ol Karpo®
(1987). ¶Altal¶aban az mondhat¶o el, hogy a hozam volumenre gyakorolt hat¶a-
s¶at kÄonnyebb kimutatni, hiszen a piaci szerepl}ok nagy r¶esze ¶arjelz¶es alapj¶an
kereskedik, a ford¶³tott ir¶any ilyen szempontb¶ol ¶erdekesebb, hiszen ebben az
esetben az sem egy¶ertelm}u, hogy l¶etezik-e ilyen hat¶as.

10TÄobbek kÄozÄott Hiemstra{Jones (1994) cikk is ezen a p¶eld¶an teszteli az ¶altaluk kife-
jlesztett tesztet
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A kor¶abban t¶argyalt m¶odszertani r¶eszeket bemutat¶o cikkek is szinte kiv¶etel
n¶elkÄul a hozam-volumen kapcsolat¶an keresztÄul illusztr¶alj¶ak elm¶eleti eredm¶e-
nyeiket. Hiemstra{Jones (1994) hossz¶u adatsorokon (30 ¶eves id}osor a II.
vil¶agh¶abor¶u el}ott ¶es 40 ¶eves ut¶ana) mindk¶et ir¶any¶u nem-line¶aris kapcsolatot
kimutatt¶ak a Dow Jones Industrial Average (tov¶abbiakban DJIA) r¶eszv¶eny
index eset¶eben. Ugyanezen az indexen v¶egzett elemz¶est Diks{Panchenko
(2005), 1950 ¶es 1990 kÄozÄott szint¶en bizony¶³tott¶ak mindk¶et ir¶any¶u nemline¶aris
kauzalit¶ast. M¶³g Bouezmarni et al. (2009) 1988 ¶es 2005 kÄozÄott vizsg¶alt¶ak az
S&P 500-at, ahol mindk¶et ir¶anyban tal¶alt nem line¶aris kapcsolatokat. KÄozÄos
tov¶abb¶a az eml¶³tette cikkekben, hogy klasszikus { line¶aris { oks¶agot csak
¶ugy sikerÄult kimutatni, ha az oknak a hozamot, okozatnak pedig a volument
tekintett¶ek, ford¶³tott ir¶anyban nem.

Elemz¶esÄunk sor¶an mi a DJIA indexet vizsg¶altuk napi frekvenci¶an. Hozam
alatt a napi z¶ar¶o index¶ert¶ek loghozam¶at ¶ertjÄuk, a volumen pedig a r¶eszv¶eny-
indexbe tartoz¶o pap¶³rok napi Äosszes keresked¶esi volumen¶enek els}o differen-
ci¶aja (darabsz¶amban megadva). Az vizsg¶alat id}otartom¶any 2010.01.04-t}ol
2015.01.02-ig terjed, teh¶at 5 ¶ev keresked¶esi napjainak adatai, ezeket l¶athatjuk
a 2. ¶abr¶an.

2. ¶abra. DJIA index hozama ¶es volumen v¶altoz¶asa 2010.01.04-t}ol 2015.01.02-ig

Mindk¶et id}osor esetben vizsg¶altuk a stacionarit¶ast, a loghozam ¶es a volu-
men els}o di®erenci¶aja is egy¶ertelm}uen stacioner mind a Dickey-Fuller, mind a
KPSS teszt alapj¶an. Di®erencia k¶epz¶es n¶elkÄul a volumen csak Dickey-Fuller
teszt alapj¶an tekinthet}o stacionernek, ez¶ert dÄontÄottÄunk az els}o rend}u integr¶a-
l¶as mellett. Meg kell m¶eg jegyezni, hogy a volumen v¶altoz¶as eset¶eben negyed-
¶evenk¶ent tapasztalhat¶o kiugr¶asok egyr¶eszt az osztal¶ek ¯zet¶esnek, m¶asr¶eszt a
szok¶asos negyed¶eves jelent¶esnek kÄoszÄonhet}o. Ett}ol a hat¶ast¶ol nem s¶erÄult a
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stacionarit¶as, ¶³gy amellett dÄontÄottÄunk, hogy nem sz}urjÄuk ki az adatokb¶ol,
hiszen ez is egyfajta inform¶aci¶oveszt¶est eredm¶enyezne.

Az oks¶agi viszonyt egy napos k¶esleltet¶esben vizsg¶altuk, ezt pontdiagra-
mon is megpr¶ob¶altuk vizualiz¶alni (term¶eszetesen ez egy felt¶etel n¶elkÄuli elosz-
l¶as, ¶³gy csal¶oka lehet az ¶abra), amit a 3. ¶abr¶an mutatunk be.

3. ¶abra. Hozam ¶es volumen v¶altoz¶as viszonya a DJIA index eset¶eben 2010.01.04-t}ol 2015.01.02-ig

Az ¶abr¶akr¶ol egy¶ertelm}u tendenci¶at nem tudtunk leolvasni, ,,r¶an¶ez¶esre"
kiugr¶o ¶ert¶ekek is gyakorlatilag minden ir¶anyban tapasztalhat¶oak, ¶³gy sem-
mif¶ele prekoncepci¶onk nem volt a tesztek eredm¶eny¶evel kapcsolatban. A
2. t¶abl¶azatban kÄozÄoljÄuk tesztek p-¶ert¶ekeit.

R ) ¢V ¢V ) R
HJ 0.015¤¤ 0.012¤¤

PD 0.016¤¤ 0.012¤¤

CB 0.018¤¤ 0.014¤¤

CI 0.036¤¤ 0.244
GR 0.006¤¤¤ 0.169

2. t¶abl¶azat. Oks¶agi tesztek eredm¶enyei a DJIA indexen,
R-rel a hozamot, ¢V -vel a volumen v¶altoz¶ast jelÄoltÄuk

Az eredm¶enyekb}ol kiderÄul, hogy 5 ¶eves id}ohorizonton egy¶ertelm}uen telje-
sÄul, hogy az egy nappal k¶esleltetett hozam oka a m¶asnapi volumenv¶altoz¶as-
nak, 5%-on minden teszt szigni¯k¶ans hat¶ast mutat, a Granger-f¶ele oks¶agteszt
pedig 1%-on is szigni¯k¶ans hat¶ast jelez. Ford¶³tva ugyanakkor a klasszikus
Granger-teszt valamint a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o teszt nem mutat oks¶agot,
ellent¶etben a tÄobbi teszttel, mely Äosszecseng az irodalom eredm¶enyeivel. Ut¶ob-
bi alapj¶an ¶ugy gondoljuk, a ford¶³tott oks¶ag nem a v¶arhat¶o ¶ert¶ekben jele-
nik meg, ugyanis arra a fÄuggetlen kopula alap¶u teszt ¶erz¶ekeny, hasonl¶oan
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a Granger-f¶ele teszthez (felt¶eve persze, ha line¶aris m¶odon hat a volumen a
hozam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere).

6 ÄOsszegz¶es

Munk¶ankban bemutattunk h¶arom ismert, a nem-param¶eteres (vagy m¶ask¶epp
er}os) Granger-oks¶ag tesztel¶es¶ere alkalmas m¶odszert, illetve egy Äon¶all¶oan ki-
dolgozott elj¶ar¶ast. Majd a m¶odszereket Äosszehasonl¶³tottuk szimul¶aci¶ok se-
g¶³ts¶eg¶evel kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o folyamatok eset¶en, v¶egÄul egy empirikus
p¶eld¶an szeml¶eltettÄuk gyakorlati haszn¶alhat¶os¶agukat.

A szimul¶aci¶oink eredm¶enye al¶at¶amasztja a bevezet}oben is taglalt jelen-
s¶eget, miszerint ezek a tesztek m¶eltatlanul alulreprezent¶altak Äokonometriai
vizsg¶alatokban, ennek oka v¶elhet}oleg a szoftveres t¶amogat¶as hi¶anya. Az ered-
m¶enyek l¶att¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy a nem-param¶eteres tesztek nem teljes¶³-
tenek sokkal rosszabbul line¶aris esetben, mint a klasszikus Granger-teszt,
ugyanakkor messze felÄulm¶ulj¶ak azt nem-line¶aris esetben, ¶³gy mindenk¶eppen
¶erdemes kipr¶ob¶alni }oket, olyan esetben, amikor a Granger-teszt nem jelez
oks¶agot, ¶am az intu¶³ci¶o m¶egis az ellenkez}oj¶et s¶ugja. A szimul¶aci¶ok sor¶an
tov¶abb¶a azt tapasztaltuk, hogy bizonyos esetekben az ¶altalunk kidolgozott
m¶odszer hat¶ekonyabb az irodalomban eddig ismeretesekn¶el, ¶³gy indokoltnak
tal¶aljuk haszn¶alat¶at.

Az empirikus p¶eld¶ank a t}ozsdei hozamok ¶es a keresked¶esi volumen kÄozti
oks¶agot hivatott felt¶erk¶epezni, azt tal¶altuk, hogy hossz¶u t¶avon mindk¶et ir¶any¶u
oks¶ag igazolhat¶o, azonban rÄovidebb t¶avon egyiket sem lehet szigni¯k¶ansan
kimutatni. Hossz¶u t¶avon ez az irodalommal Äosszecseng}o eredm¶eny, ugyan-
akkor meglep}o a rÄovid t¶avon kapott eredm¶eny. Ehhez azonban hozz¶a kell
tenni, hogy a nem-param¶eteres tesztek kismint¶as tulajdons¶agai nem meg-
gy}oz}oek, els}osorban az¶ert, mert a tesztek valamilyen hat¶areloszl¶asi t¶etelen
alapulnak.

Tov¶abbi kutat¶asi ir¶anyk¶ent els}osorban a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o teszt
prec¶³z kidolgoz¶as¶at l¶atjuk, illetve egy¶eb olyan empirikus p¶eld¶ak vizsg¶alat¶at,
amikben az oks¶ag v¶elhet}oen valamilyen nem-line¶aris m¶odon hat.

FÄuggel¶ek

F1 Az 1. Lemma bizony¶³t¶asa

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, ¶ugy kÄulÄonbÄoz}o t ¶es s id}opontokra

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(50)
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Bizony¶³t¶as. Ennek bel¶at¶as¶ara ¶³rjuk fel a val¶osz¶³n}us¶egeket indik¶atorfÄuggv¶e-
nyek v¶arhat¶o ¶ert¶ekek¶ent11, ¶³gy:

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

=

Z

IR4

1
¡
jyt ¡ ysj < ±; jxt¡1 ¡ xs¡1j < ±

¢
f
¡
yt; ys; xt¡1; xs¡1

¯̄
y
¢
d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) :

(51)
Kihaszn¶alva, hogy t ¶es s id}opontok egym¶ast¶ol fÄuggetlen meg¯gyel¶eseket in-
duk¶alnak, szorzatra bonthat¶o az egyÄuttes s}ur}us¶egfÄuggv¶eny

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f
¡
yt; xt¡1

¯̄
y
¢
f
¡
ys; xs¡1

¯̄
y
¢
d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) :

(52)
Most m¶ar alkalmazhatjuk a (22) egyenletben megfogalmazott nullhipot¶ezist,
¶³gy

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f (yt j y)f(xt¡1 j y)f(ys j y)f(xs¡1 j y) d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) =

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f (yt; ys j y)f (xt¡1; xs¡1 j y) d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) =

=

Z

IR2

1±(yt; ys)f (yt; ys j y)d(yt; ys)
Z

IR2

1±(xt¡1xs¡1)f (xt¡1; xs¡1 j y) d(xt¡1; xs¡1) =

=P
¡
jYt ¡ Ysj < ± j Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ± j Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(53)

2

F2 Az empirikus Brown-m¶odszer m¶odos¶³t¶asa

A szÄuks¶eges param¶eterek teh¶at:

f =
E2ª

D2ª
; c =

k

f
;

ahol Eª = 2k ¶es D2ª = 4k+2
P

i<j Cov(¡2 log pi;¡2 log pj). Ez ut¶obbi ko-
varianci¶anak a kisz¶am¶³t¶asa, pontosabban megbecsl¶ese azonban nem trivi¶alis
feladat, hiszen a p-¶ert¶ekekb}ol nem rendelkezÄunk mint¶aval. Poole et al. (2015)
cikkben ¶eppen ezzel foglalkozik, a szerz}oknek sikerÄult a p-¶ert¶ekek kÄozti kovari-
anci¶at a mint¶ak kÄozti kovarianci¶ara visszavezetni. Az ¶altaluk ehhez k¶esz¶³tett
k¶odot haszn¶aljuk fel a szimul¶aci¶okhoz a k¶es}obbiekben.

EsetÄunkben a p-¶ert¶ekek k¶etmint¶as pr¶ob¶ab¶ol sz¶armaznak, ¶³gy kicsit m¶odo-
s¶³tani kell a sz¶am¶³t¶asokat. Az al¶abbi kifejez¶est igyekszÄunk megbecsÄulni

D2ª = 4k + 2
X

i<j

Cov(¡2 log pi;¡2 log pj) : (54)

VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶est (a szerz}ok nyom¶an), wi = 2 log pi, ekkor az
elm¶eleti kovarianci¶at becsÄulhetjÄuk a szok¶asos m¶odon

Cov(¡2 log pi;¡2 log pj) = E
¡
(wi ¡ Ewi)(wj ¡ Ewj)

¢
:

11P(X 2 A) = E
¡
1(X 2 A)

¢
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A probl¶ema, hogy wi-b}ol kellene ¶ugy mint¶at venni, hogy csak egy darab
¶all rendelkez¶esre bel}ole. Ezt oldj¶ak fel a szerz}ok ¶ugy, hogy egyes elemeihez
rendelt percentilisek transzform¶altjai lesznek a wi-b}ol sz¶armaz¶o mintaelemek.
Azaz t-ik mintaelem

wi
t = ¡2 log FY i

t ;Xi
t¡1

(yi
t; x

i
t¡1) ;

ahol FY i
t ;Xi

t¡1
az i-ik almint¶ahoz tartoz¶o { ¶es a szerz}okkel ellent¶etben nem

egy-, hanem { k¶etv¶altoz¶os empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny. Az ebb}ol kisz¶amolt i-
edik ¶es j-edik alminta kÄozti kovarianci¶at cij-vel jelÄolve m¶ar ki tudjuk sz¶amolni
a param¶etereket:

f =
2k

4k + 2
P

i<j cij
; c =

k

f
:

F3 Tov¶abbi szimul¶aci¶os eredm¶enyek

Els}ok¶ent a kor¶abbi T = 250 hossz¶u mint¶at T = 100-ra rÄovid¶³tettÄuk, ennek a
szimul¶aci¶onak az eredm¶enyeit l¶athatjuk a 3. t¶abl¶azatban.

¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.034 0.025 0.000 0.038 0.064

0.10 0.048 0.037 0.000 0.094 0.204
0.20 0.139 0.140 0.000 0.212 0.593
0.30 0.324 0.365 0.007 0.461 0.892
0.40 0.617 0.668 0.040 0.751 0.989
0.50 0.863 0.890 0.151 0.913 0.999

DGP2 0.00 0.031 0.021 0.000 0.044 0.053

0.10 0.073 0.067 0.001 0.065 0.077
0.20 0.252 0.253 0.002 0.121 0.153
0.30 0.573 0.582 0.028 0.211 0.219
0.40 0.798 0.804 0.105 0.303 0.321
0.50 0.931 0.937 0.274 0.428 0.348

DGP3 0.00 0.024 0.013 0.002 0.048 0.068

0.10 0.029 0.024 0.000 0.081 0.064
0.20 0.062 0.042 0.008 0.179 0.051
0.30 0.150 0.130 0.033 0.447 0.098
0.40 0.323 0.308 0.148 0.696 0.159
0.50 0.540 0.537 0.397 0.926 0.205

DGP4 0.00 0.025 0.018 0.001 0.044 0.053

0.10 0.267 0.202 0.001 0.057 0.098
0.20 0.498 0.404 0.012 0.076 0.123
0.30 0.677 0.565 0.019 0.067 0.147
0.40 0.785 0.706 0.045 0.087 0.159
0.50 0.872 0.792 0.065 0.091 0.186

3. t¶abl¶azat. T = 100, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%

Az eredm¶enyekb}ol j¶ol l¶athat¶o, hogy a tesztek jelent}osen vesz¶³tenek erejÄuk-
b}ol, ahogy a minta egyre rÄovidÄul. Ez els}osorban annak kÄoszÄonhet}o, hogy min-
den nem-param¶eteres teszt valamilyen hat¶areloszl¶asi t¶etelre ¶ep¶³t. Tov¶abb¶a



Nem-param¶eteres oks¶ag tesztek k¶et v¶altoz¶ora 183

az is l¶atszik, hogy az ,,er}oviszonyok" ¶erdemben nem v¶altoznak: a fÄuggetlen
kopula alap¶u teszt tov¶abbra is a DGP1 ¶es DGP3 esetben teljes¶³t jobban.
Ugyanakkor a Bernstein-kopul¶an alapul¶o m¶odszer ereje jelent}osen visszaesik
a minta rÄovidÄul¶es¶evel.

A m¶asodik kon¯gur¶aci¶oban T = 500 hossz¶u id}osorokat gener¶altunk ¶es
ezen vizsg¶altuk a teszteket, az eredm¶enyeket a 4. t¶abl¶azat tartalmazza.

Az eredm¶enyekb}ol l¶athat¶o, hogy els}osorban a Bernstein-kopul¶an alapul¶o
m¶odszer, ami jelent}osen javult a mintahossz dupl¶az¶asval (v¶arhat¶o volt a
kor¶abbiak alapj¶an), ugyanakkor a tÄobbi m¶odszernek is javult a teljes¶³tm¶enye.

A szakaszt Äosszefoglalva azt mondhatjuk, hogy rÄovid mint¶ak eset¶eben
nem c¶elszer}u a Bernstein m¶odszert alkalmazni, illetve ¶altal¶aban { mivel a
m¶odszerek hat¶areloszl¶asi t¶eteleken nyugszanak { ¶erdemes hosszabb adat-
sorokat bevonni az elemz¶esbe.

¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.043 0.038 0.038 0.032 0.040

0.10 0.107 0.129 0.110 0.152 0.743
0.20 0.578 0.691 0.423 0.631 0.998
0.30 0.960 0.988 0.906 0.981 1.000
0.40 0.999 1.000 0.996 1.000 1.000
0.50 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.043 0.033 0.041 0.051 0.042

0.10 0.282 0.306 0.246 0.081 0.090
0.20 0.933 0.951 0.887 0.243 0.167
0.30 1.000 1.000 1.000 0.610 0.249
0.40 1.000 1.000 1.000 0.862 0.308
0.50 1.000 1.000 1.000 0.984 0.362

DGP3 0.00 0.038 0.029 0.637 0.038 0.033

0.10 0.067 0.054 0.713 0.150 0.034
0.20 0.213 0.210 0.958 0.634 0.067
0.30 0.617 0.640 0.999 0.975 0.112
0.40 0.936 0.954 1.000 1.000 0.171
0.50 0.999 0.999 1.000 1.000 0.244

DGP4 0.00 0.036 0.034 0.641 0.033 0.059

0.10 0.920 0.881 0.923 0.063 0.095
0.20 0.998 0.997 0.991 0.093 0.108
0.30 1.000 1.000 0.998 0.120 0.140
0.40 1.000 1.000 1.000 0.143 0.178
0.50 1.000 1.000 1.000 0.155 0.160

4. t¶abl¶azat. T = 500, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%
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NON-PARAMETRICAL CAUSALITY TESTS FOR TWO VARIABLES

In this paper we present the most important non-parametric alternatives of the clas-
sical Granger-causality furthermore introduce a new method based on independent
copulas. After describing the causality tests we compare them simulating di®er-
ent non-linear data generating processes. The results show that our new method
performs better in some cases. The paper concludes by analysing a well-known
empirical problem in ¯nance: the relation between return and trading volume of
the Dow Jones Index.
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¶ALTAL¶ANOS KÄOLTS¶EGMUTAT¶O(K) P¶ENZÄUGYI
TERM¶EKEKRE1

BANY¶AR J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

A p¶enzÄugyi term¶ekek min¶el nagyobb csoportj¶ara kiterjed}o, egys¶eges, egyszer}u
elvek alapj¶an megszerkesztett, kÄonnyen ¶ertelmezhet}o kÄolts¶egmutat¶o k¶erd¶ese
a gyakorlatban m¶ar tÄobb orsz¶agban felbukkant, de ¶atfog¶o probl¶em¶av¶a, az an-
golul ,,packaged retail insurance and investment products", rÄoviden PRIIPs-
re vonatkoz¶o rendelet megjelen¶ese ut¶an v¶alt. A t¶em¶aban nagyr¶eszt hi¶anyzik
az elm¶eleti irodalom, ¶³gy sok f¶elre¶ert¶es van kÄorÄulÄotte. A tanulm¶any egy megle-
het}osen ¶altal¶anos n¶ez}opontb¶ol keresi a megfelel}o, lehets¶eges kÄolts¶egmutat¶okat,
az egyes lehet}os¶egek tulajdons¶agait Äosszehasonl¶³tja egym¶assal, s ¶all¶ast foglal,
hogy melyeket ¶es hogyan, illetve hogyan nem c¶elszer}u bevezetni.

Kulcsszavak: PRIIPs, kÄolts¶egindik¶ator. JEL k¶odok: C43, E21, E30, G22

Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi szolg¶altat¶ok tradicion¶alisan elrejtik a kÄolts¶egeiket az Äugyfeleik
el}ol. Ebb}ol a szempontb¶ol a legsikeresebb term¶ekek tal¶an a hagyom¶anyos ¶elet-
biztos¶³t¶asok (pl. a vegyes biztos¶³t¶as), ahol az Äugyf¶el kÄozvetlenÄul l¶enyeg¶eben
semmit nem tud a biztos¶³t¶o ¶altal r¶a kivetett kÄolts¶egekr}ol, de a tÄobbi p¶enzÄugyi
term¶ek eset¶eben is el¶eg neh¶ez az Äugyf¶el sz¶am¶ara kider¶³teni a pontos kÄolts¶egeket.

Erre a helyzetre v¶alaszul, nagyj¶ab¶ol egy ¶evtizeddel ezel}ott a szab¶alyoz¶ok
deklar¶alt¶ak a p¶enzÄugyi term¶ekek kÄolts¶egtranszparenci¶aj¶anak kÄovetelm¶eny¶et
sz¶amos orsz¶agban. Eszerint a szolg¶altat¶onak az Äosszes ¶altala felsz¶am¶³tott
kÄolts¶eget be kell mutatnia Äugyfel¶enek. A c¶el, hogy versenyt induk¶aljanak
a szolg¶altat¶ok kÄozÄott a kÄolts¶egek leszor¶³t¶as¶ara, ami az¶altal lesz lehets¶eges,
hogy a kÄolts¶egek Äosszehasonl¶³that¶ov¶a v¶alnak. Ugyanakkor, a tapasztalatok
arra mutatnak, hogy a verseny meglehet}osen r¶eszleges lesz, mert az egyes
szolg¶altat¶ok kÄolts¶eglist¶aja meglehet}osen hossz¶u ¶es nehezen Äosszehasonl¶³that¶o
t¶etelekb}ol ¶all. Neh¶ez ugyanis k¶et olyan p¶enzÄugyi term¶ek kÄolts¶egeit Äosszeha-
sonl¶³tani, ahol a kÄolts¶egek gyakoris¶aga, a kÄolts¶eg felmerÄul¶es¶enek id}opontja ¶es
a kÄolts¶eg vet¶³t¶esi alapja (a d¶³j vagy a tartal¶ek sz¶azal¶eka, stb.) kÄulÄonbÄoz}o.
Melyik a dr¶ag¶abb, ha minden havi d¶³jb¶ol levonunk 10%-ot, vagy ha a tar-
tal¶ekb¶ol vonunk el ¶evi 1%-ot? (A helyes v¶alasz: att¶ol fÄugg!)

Miut¶an ezt a probl¶em¶at felismert¶ek, n¶emely p¶enzÄugyi szektor ¶altal¶aban,
vagy n¶emely orsz¶ag valamely szektor vonatkoz¶as¶aban tov¶abbment ¶es speci¶alis

1Szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani seg¶³ts¶egÄuk¶ert Nagy Kopp¶anynak, Pa¶al Zolt¶annak ¶es
Zubor Zolt¶annak, valamint Horv¶ath Gyul¶anak, aki 10 ¶eve felh¶³vta a ¯gyelmemet a kÄolts¶eg-
mutat¶ora, mint sokf¶ele probl¶ema lehets¶eges megold¶as¶ara. Be¶erkezett: 2015. okt¶ober 17.
E-mail: banyarj@gmail.hu.
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kÄolts¶egindik¶atorokat vezetett be. A kÄolts¶egindik¶atorok bevezet¶ese a lakoss¶agi
hitelterm¶ekekkel kezd}odÄott (amelyekkel azonban konkr¶etan itt nem foglalko-
zunk, b¶ar meg¶allap¶³t¶asaink viszonylag egyszer}uen kiterjeszthet}ok azokra is)
m¶eg ¶evtizedekkel ezel}ott az EgyesÄult ¶Allamokban (CFPB (1968)) ¶es m¶ar
kor¶an bels}o megt¶erÄul¶esi r¶ata alap¶ura ¶all¶³tott¶ak azt ¶at (BCP (1979)), s ezt
a gyakorlatot a legtÄobb orsz¶ag { ¶³gy Magyarorsz¶ag is { m¶ar r¶eg¶ota kÄoveti.
A hitelterm¶ekekhez hasonl¶o kÄolts¶egindik¶ator bevezet¶ese m¶as p¶enzÄugyi szek-
torokra azonban csak itt-ott tÄort¶ent meg a kÄozelm¶ultban, b¶ar a t¶em¶at elm¶e-
letileg m¶ar majd k¶et ¶evtizede felvetett¶ek, ¶erdekes m¶odon egy olyan p¶enzÄugyi
szektor vonatkoz¶as¶aban, ahol alkalmaz¶as¶at az EU m¶aig sem ambicion¶alja. Ez
pedig az egy¶eni nyugd¶³jsz¶aml¶ak piaca. Itt { a kÄolts¶egek m¶er¶es¶ere vonatkoz¶o
pr¶ob¶alkoz¶asok ut¶an { P. Diamond javasolta (Diamond 1999) az ¶altala ,,charge
ratio"-nak nevezett mutat¶o megalkot¶as¶at, amire egy nagyon ¶altal¶anos, ink¶abb
elm¶eletinek nevezhet}o k¶epletet is adott. Ez l¶enyeg¶eben megegyezik azzal a
megkÄozel¶³t¶essel, amit ebben a tanulm¶anyban ,,levon¶as a d¶³jb¶ol"-nak nevezek.2

Ezt ismerteti Whitehouse (2000), aki megeml¶³ti, hogy kor¶abban a Bacon
and Woodrow (1999) javasolt k¶et (egym¶assal ÄosszefÄugg}o) kÄolts¶egmutat¶ot a
Financial Services Authoritynek. Az egyiket ,,reduction in premium"-nak
nevezi ¶es kimutatja r¶ola, hogy l¶enyeg¶eben megegyezik a Diamond-f¶ele mu-
tat¶oval, a m¶asikat viszont ,,reduction in yield"-nek, ami l¶enyeg¶eben az ebben
a tanulm¶anyban t¶argyalt kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶o. Ezek ut¶an a kezdem¶enye-
z¶esek ut¶an a mutat¶ok t¶argyal¶as¶aval ¶es ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval nem igaz¶an lehet az
irodalomban tal¶alkozni, illetve ez sz¶orv¶anyos. ¶Erdekess¶eg, hogy j¶oval kor¶ab-
ban Babbel (1985) saj¶at haszn¶alatra de¯ni¶alt egy saj¶at biztos¶³t¶asi ¶armutat¶ot
(amit ez a tanulm¶any is megeml¶³t, mint olyat, amivel nem foglalkozik): ez
az Äosszes kÄolts¶eget a tartam eleji n¶eh¶any d¶³jban fejezi ki { de nem tudunk
folytat¶asr¶ol, s}ot k¶es}obb a biztos¶³t¶asi irodalom visszaesett arra a szintre, hogy
a biztos¶³t¶as ¶ar¶at a d¶³jjal azonos¶³tott¶ak. (Pauly at. al., 2003)3

2010-ben az eg¶esz eur¶opai befektet¶esi alap szektorban bevezett¶ek a To-
tal Expence Ratio-t (TER), (CESR, 2010, illetve magyarul: PSZ¶AF, 2012).
Magyarorsz¶agon, a P¶enzÄugyi Szervezetek ¶Allami FelÄugyelete (PSZ¶AF), 2007-
ben, egy vezet}oi kÄorlev¶elben (PSZ¶AF, 2007) azt javasolta a biztos¶³t¶oknak,
hogy vezessenek be egy kÄolts¶egindik¶atort a megtakar¶³t¶asi jelleg}u ¶eletbiztos¶³t¶a-
si term¶ekekre { tudom¶asunk szerint ez az els}o pr¶ob¶alkoz¶as, hogy reduction in
yield mutat¶ot biztos¶³t¶asokra ¶altal¶anos¶³ts¶ak. A Magyar Biztos¶³t¶ok SzÄovets¶ege
(MABISZ) 2009-ben t¶enyleg bevezetett egy kÄolts¶egmutat¶ot (Teljes KÄolts¶eg-
mutat¶o { TKM) a unit-linked (UL) term¶ekekre (MABISZ, 2009) ¶es a tapasz-
talatok nagyon j¶ok. A kÄolts¶egmutat¶o kÄovetkezt¶eben csÄokkenni kezdett a unit-
linked term¶ekek kÄolts¶ege ¶es az extr¶em magas TKM-}u term¶ekek kiszorultak a
piacr¶ol. K¶es}obb a n¶emet ¶eletbiztos¶³t¶ok is bevezettek egy kÄolts¶egmutat¶ot.

Hossz¶u el}ok¶eszÄulet ut¶an az Eur¶opai Uni¶o elhat¶arozta, hogy a TER-hez ha-

2A kÄulÄonbs¶eg az ¶altala adott k¶eplet ¶es az ebben a tanulm¶anyban t¶argyaltak kÄozÄott,
hogy itt fontosnak tartjuk a kisz¶am¶³that¶os¶agot, m¶³g Diamond az elm¶eleti sz¶eps¶eget, ¶³gy }o
a k¶eplet¶et folyamatos kamatoz¶assal, integr¶alhat¶o fÄuggv¶eny form¶aj¶aban adta meg. Azokkal
a r¶eszletekkel, amelyeket itt b}os¶egesen t¶argyalunk, }o nem foglalkozott.

3KÄoszÄonettel tartozom V¶ek¶as P¶eternek, aki ezeknek az irodalmaknak a tÄobbs¶eg¶ere
felh¶³vta a ¯gyelmemet.
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sonl¶o kÄolts¶egindik¶atort kiterjeszti szinte az Äosszes lakoss¶agi p¶enzÄugyi term¶ekre.
A ,,szinte Äosszes" azt jelenti, hogy csak azokra, amelyek megtakar¶³t¶asi vagy
befektet¶esi r¶eszt is tartalmaznak ¶es Äosszetettebb, mint az egyszer}u kÄotv¶eny
vagy r¶eszv¶eny (vagyis ,,csomagolt"). 2014. december 9-¶en jelent meg Az
Eur¶opai Parlament ¶es a Tan¶acs 1286/2014/EU Rendelete a lakoss¶agi be-
fektet¶esi csomagterm¶ekekkel, illetve biztos¶³t¶asi alap¶u befektet¶esi term¶ekekkel
kapcsolatos kiemelt inform¶aci¶okat tartalmaz¶o dokumentumokr¶ol (EU, 2014).
Az angol rÄovid¶³t¶es ut¶an rÄoviden ,,PRIIPs Rendelet"-nek nevezett jogszab¶aly
megkÄoveteli egy egyetlen, ¶atfog¶o kÄolts¶egmutat¶o bevezet¶es¶et, ami ugyanaz
minden p¶enzÄugyi szektorban (befektet¶esi alapok, ¶eletbiztos¶³t¶asok ¶es struk-
tur¶alt term¶ekek). Jelenleg (2015 szeptember¶eben) a 3 eur¶opai felÄugyeleti
hat¶os¶ag dolgozik ezen a kÄolts¶egmutat¶on { ¶es m¶as, PRIIPs-el kapcsolatos
t¶em¶an (ld. pl.: EIOPA, 2014 ¶es EIOPA, 2015). Ennek eredm¶enye egy
Szab¶alyoz¶o Technikai Standard (Regulatory Technical Standard - RTS) lesz,
ami de¯ni¶alni fogja a kÄolts¶egmutat¶o r¶eszleteit.

A szerz}o rendelkezik inform¶aci¶okkal err}ol a munk¶ar¶ol, de ebben az anyag-
ban nem fogja ezt bemutatni,4 s}ot m¶eg komment¶alni sem. Ehelyett meg-
pr¶ob¶alom ett}ol fÄuggetlenÄul kifejteni a probl¶em¶at ¶es megmutatni a kÄulÄonbÄoz}o
megold¶asi lehet}os¶egeket { rem¶elve term¶eszetesen, hogy ezzel is hozz¶a tud
j¶arulni a megfelel}o v¶egeredm¶eny el¶er¶es¶ehez.

1 Probl¶emafelvet¶es

A p¶enzÄugyi term¶ekekre vonatkoz¶o ¶altal¶anos kÄolts¶egmutat¶o probl¶em¶aja fel-
bonthat¶o egy elvi ¶es egy technikai r¶eszre. Az elvi probl¶em¶at a Bany¶ar, 2013
vizsg¶alta meg r¶eszletesen, s arra jutott, hogy (a megfelel}oen megkonstru¶alt)
kÄolts¶egmutat¶ok nem m¶asok, mint a p¶enzÄugyi term¶ekek ¶arai, amit nem sza-
bad Äosszekeverni azok d¶³j¶aval, vagy tÄorleszt}o-r¶eszlet¶evel. A probl¶em¶anak
ezzel a vonatkoz¶as¶aval ebben a tanulm¶anyban a tov¶abbiakban nem foglalko-
zom, hanem annak technikai aspektus¶ara koncentr¶alok: hogyan lehet meg-
konstru¶alni a p¶enzÄugyi term¶ekek vonatkoz¶as¶aban egy (vagy tÄobb), min¶el
¶altal¶anosabban haszn¶alhat¶o kÄolts¶egmutat¶ot.

A probl¶ema megold¶as¶ahoz a kiindul¶opontunk, hogy p¶enzÄugyi term¶ekek
technikailag leegyszer}us¶³thet}ok egy cash-°owra, ami k¶et ¶agra bonthat¶o: az
Äugyf¶elt}ol a p¶enzÄugyi szolg¶altat¶o, illetve a p¶enzÄugyi szolg¶altat¶ot¶ol az Äugyf¶el
fel¶e ¶araml¶o p¶enzekre. A p¶enzÄugyi term¶ekek kÄolts¶eg¶enek/¶ar¶anak k¶erd¶ese tech-
nikailag azt jelenti, hogy a cash-°ownak ezt a k¶et ¶ag¶at Äosszehasonl¶³tjuk. Ha
valamilyen, m¶elt¶anyosnak tartott szempontb¶ol a k¶et ¶ag egyenl}o, akkor a p¶enz-
Äugyi term¶ek ¶ara nulla, vagyis az ingyenesnek, kÄolts¶egmentesnek tekinthet}o, ha
nem, akkor ¶altal¶aban az Äugyf¶el ¯zet tÄobbet.5 Ezt a tÄobbletet tekinthetjÄuk a
term¶ek kÄolts¶eg¶enek vagy ¶ar¶anak, a kÄolts¶egmutat¶o ennek egyszer}u kimutat¶as¶at
szolg¶alja.

4Megtette ezt ugyanakkor a kÄozelm¶ultban m¶as, ld. Pa¶al-Lencs¶es, 2015.
5Technikai szempontb¶ol nem probl¶ema az sem, ha a p¶enzÄugyi szolg¶altat¶o ¯zet tÄobbet:

ekkor a kÄolts¶egmutat¶o egyszer}uen negat¶³v lesz. Ugyanakkor egy negat¶³v kÄolts¶egmutat¶o
nyilv¶an nem ,,norm¶alis", teh¶at ezt az esetet { ha felmerÄul { alaposan meg kell vizsg¶alni.
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Az egys¶eges kÄolts¶egmutat¶o t¶ull¶ep az eddig legink¶abb jellemz}o gyakorlati
fogyaszt¶ov¶edelmi jelleg}u megkÄozel¶³t¶esen, a kÄolts¶egek egyszer}u transzparen-
ci¶aj¶anak kÄovetel¶es¶en { mikÄozben eleget tesz annak is. Mint m¶ar jeleztÄuk,
a probl¶ema az egyszer}u kÄolts¶egtranszparenci¶aval az, hogy { b¶ar ahol meg-
val¶osult, nagyon pozit¶³v hat¶asai voltak { a kÄolts¶egek nagyon sokf¶el¶ek, ame-
lyeket ¶altal¶aban nem lehet egyszer}uen Äosszeadni (mi az Äosszege a d¶³j 1%-
¶anak, a tartal¶ek 0,5%-¶anak, a biztos¶³t¶asi Äosszeg 2 ezrel¶ek¶enek ¶es 3 eur¶onak?).
¶Igy az Äugyfelek nem tudj¶ak Äosszehasonl¶³tani az egyes term¶ekek kÄulÄonbÄoz}o
strukt¶ur¶aj¶u kÄolts¶egeit, s}ot m¶eg azt sem nagyon tudj¶ak megmondani egy
kÄolts¶egeket tartalmaz¶o t¶abl¶azat ismeret¶eben, hogy az Äosszess¶eg¶eben sok-e
vagy sem. Ezt hidalja ¶at a kÄolts¶egmutat¶o, aminek az a l¶enyege, hogy ezeket a
kÄulÄonbÄoz}o jelleg}u, kÄulÄonbÄoz}o gyakoris¶aggal, kÄulÄonbÄoz}o alapokra vet¶³tett kÄolt-
s¶egeket egyetlen kÄolts¶egt¶³pusra transzform¶alja . A kÄolts¶egmutat¶o megkonstru-
¶al¶as¶ahoz ez¶ert el}oszÄor azt kell sz¶amba venni, hogy milyen jelleg}u kÄolts¶egek
merÄulhetnek fel egy¶altal¶an, s ut¶ana kell megvizsg¶alni azt a k¶erd¶est, hogy ezek
kÄozÄul melyikre c¶elszer}u transzform¶alni a tÄobbit.

A legfontosabb kÄolts¶egjellemz}ok a kÄovetkez}ok:

² a kÄolts¶eg vet¶³t¶esi alapja,

² a kÄolts¶eg felmerÄul¶es¶enek ideje,

² a kÄolts¶eg felmerÄul¶es¶enek gyakoris¶aga,

² felt¶eteles vagy felt¶etlen jellege.

¶Es itt mindj¶art ¶erdemes egy ¶ujabb fontos megkÄulÄonbÄoztet¶est tenni. A
kÄolts¶egmutat¶ot sz¶am¶³thatj¶ak el}ore ¶es ut¶olag. Mindegyiknek van ¶ertelme, de
m¶asra lehet haszn¶alni az egyiket, mint a m¶asikat. Az Äugyfelet dÄont¶es¶eben csak
az el}ore sz¶am¶³tott kÄolts¶egmutat¶o tudja seg¶³teni. Ennek kisz¶am¶³t¶asa bonyo-
lult, mindegyik fenti kÄolts¶egjellemz}ot ¯gyelembe kell venni, de nem mindegyik
kÄolts¶egt¶³pust lehet el}ore j¶ol felm¶erni, vagyis a kÄolts¶egmutat¶o r¶esz¶ev¶e tenni.
Ut¶olag ilyen probl¶ema nincs, az ut¶olagos kÄolts¶egsz¶am¶³t¶as csak technikai jel-
leg}u probl¶em¶at okoz, ott m¶ar nincs felt¶eteles, csak m¶ar felmerÄult kÄolts¶eg.
Ut¶olag csak a vet¶³t¶esi alapokat ¶es a kÄolts¶egek felmerÄul¶es¶enek idej¶et (no meg
persze a kÄolts¶egek nagys¶ag¶at) kell a sz¶am¶³t¶ashoz felhaszn¶alni. De az ilyen
kÄolts¶egmutat¶o felhaszn¶alhat¶os¶aga csak az ut¶olagos ellen}orz¶es, dÄont¶eseinkhez
nem ny¶ujt seg¶³ts¶eget.

Az al¶abbiakban mi az el}ore sz¶am¶³tand¶o kÄolts¶egmutat¶oval ¶es annak prob-
l¶em¶aival foglalkozunk. Ha vesszÄuk a fenti kÄolts¶egjellemz}oket, akkor azokon
belÄul nagyj¶ab¶ol a kÄovetkez}o alternat¶³v¶ak vannak:

² a vet¶³t¶esi alap, vagyis hogy minek az ar¶any¶aban sz¶am¶³tj¶ak fel a kÄolts¶eget,
lehet:

{ az Äugyf¶el be¯zet¶ese (d¶³j6),

{ az Äugyf¶el felhalmozott t}ok¶eje (tartal¶ek7),

6Erre a biztos¶³t¶asban elterjedt a d¶³j kifejez¶es, m¶as p¶enzÄugyi ipar¶agakban nem, ennek
ellen¶ere ¶en ¶altal¶anoss¶agban fogom ezt haszn¶alni.

7A tartal¶ek szint¶en a biztos¶³t¶asban elterjedt kifejez¶es erre, de szint¶en ¶altal¶anosan
haszn¶alom.
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{ egy el}ore de¯ni¶alt szolg¶altat¶asi Äosszeg (Äosszeg8),

{ abszol¶ut Äosszeg { a d¶³jt¶ol, szolg¶altat¶ast¶ol, stb. fÄuggetlenÄul, meg-
hat¶arozott nagys¶ag. M¶³g a fentiek ar¶anysz¶amok (,,sz¶azal¶ekok"),
addig ez az adott valut¶aban van meghat¶arozva.

² a felmerÄul¶es ideje, gyakoris¶ag. A gyakoris¶ag lehet egyszeri, rendszeres
¶es eseti. Az egyszeri legink¶abb a tartam elej¶en merÄul fel, a rendszeres
az ¶altal¶aban d¶³j¯zet¶eskor (rendszeres d¶³jas term¶ekekn¶el) a d¶³jb¶ol, vagy
ett}ol fÄuggetlenÄul a tartal¶ekokb¶ol tÄort¶en}o levon¶ask¶ent. Ezek ¶altal¶aban
felt¶etlen, vagy Äutemezett kÄolts¶egek, az esetiek pedig jellemz}oen valamely
felt¶etel teljesÄul¶es¶et}ol fÄuggenek.

² ¶es v¶egÄul (kapcsol¶odva ez ut¶obbi megjegyz¶eshez) a kÄolts¶egek lehetnek
Äutemezettek (vagyis amik tÄobb¶e-kev¶esb¶e biztosan/felt¶etlenÄul felmerÄul-
nek) ¶es lehetnek felt¶etelesek. A felt¶eteles kÄolts¶egeket a felt¶etelt}ol fÄug-
g}oen tov¶abb lehet bontani aszerint, hogy mit}ol fÄuggenek:

{ az Äugyf¶el dÄont¶es¶et}ol,

{ a szolg¶altat¶o dÄont¶es¶et}ol,

{ kÄuls}o t¶enyez}ot}ol.

Az 1. t¶abl¶azatban megpr¶ob¶alunk p¶eld¶akat adni az egyes lehet}os¶egekre.
A kÄolts¶egmutat¶o (legal¶abbis az el}ore sz¶am¶³tott v¶altozat¶anak) sz¶am¶³t¶asa

sor¶an az Äutemezett kÄolts¶egek csak technikai probl¶em¶at okoznak (ez a tanul-
m¶any els}osorban ezekr}ol a technikai probl¶em¶akr¶ol sz¶ol majd) a felt¶etelesek
viszont sokszor m¶ar elvit is.

A kÄuls}o t¶enyez}okt}ol fÄugg}o kÄolts¶egek ¶altal¶aban kezelhet}ok felt¶etelez¶esekkel.
A legfontosabb kÄuls}o t¶enyez}o a jÄov}oben el¶erend}o hozam, amire a kÄolts¶egmu-
tat¶o sz¶am¶³t¶as¶ahoz egy¶ebk¶ent is szÄuks¶eg van valamilyen felt¶etelez¶esre vagy
szcen¶ari¶okra.

Az Äugyf¶el dÄont¶es¶et}ol fÄugg}o kÄolts¶egeket { ha egy¶ebk¶ent az Äugyfeleknek
j¶arhat¶o ¶ut, hogy nem hoznak ilyen dÄont¶eseket, vagy valamennyi dÄont¶es sz¶a-
mukra d¶³jmentes, ¶es a tÄobbs¶egÄuk ezt az utat j¶arja { nem szÄuks¶eges belevenni a
kÄolts¶egmutat¶oba. Itt j¶arhat¶o ¶ut, hogy a fontosabb ilyen kÄolts¶egeket (pl. a ko-
rai felmond¶as kÄolts¶eg¶et) elkÄulÄonÄulten mutatjuk be, nem a kÄolts¶egmutat¶oban.
Lehets¶eges, de nem j¶o (¶es ez¶ert nem aj¶anlott) m¶odszer, hogy ezeknek a kÄolts¶e-
geknek a m¶ultbeli ¶atlag¶at kivet¶³tjÄuk a jÄov}obe. Ezzel az a probl¶ema, hogy ha {
amint az ¶altal¶aban tÄort¶enik { kevesek nagy kÄolts¶eg¶et ter¶³tjÄuk sokakra, akkor
ez meghamis¶³tja a kÄolts¶egmutat¶ot: nagyobbnak mutatja azt a tÄobbs¶egnek,
amelyikn¶el nem merÄul fel ilyen kÄolts¶eg, ¶es j¶oval kisebbnek azok eset¶eben,
akikn¶el viszont felmerÄul. ¶En ezeket a kÄolts¶egeket a tov¶abbiakban { a fentiek
miatt { nem veszem be a kÄolts¶egmutat¶oba.

8A biztos¶³t¶asban erre a ,,biztos¶³t¶asi Äosszeg" kifejez¶es terjedt el, itt ¶altal¶anosan az
,,Äosszeg" sz¶ot fogom haszn¶alni.
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1. t¶abl¶azat. A lehets¶eges kÄolts¶egt¶³pusok. Forr¶as: a szerz}o.

Probl¶em¶asabbak azonban a szolg¶altat¶o dÄont¶es¶et}ol fÄugg}o kÄolts¶egek, ha
azok az Äugyfeleket terhelik. Ez nem jellemz}o mindegyik p¶enzÄugyi ipar¶agra.
A befektet¶esi alapokn¶al szok¶asos gyakorlat az el}ore nem ismert m¶ert¶ek}u
tranzakci¶os kÄolts¶egek Äugyfelekre terhel¶ese, a biztos¶³t¶asban viszont nem. Itt
legink¶abb a m¶ultbeli gyakorlat jÄov}ore tÄort¶en}o kivet¶³t¶ese lehet a j¶arhat¶o ¶ut. A
tov¶abbiakban a magam r¶esz¶er}ol ezzel a probl¶em¶aval nem foglalkozom (vagyis
felt¶etelezem, hogy vagy nincsenek ilyen kÄolts¶egek, vagy kivet¶³tik }oket, s ¶³gy
besorol¶odnak az Äutemezett kÄolts¶egek kÄoz¶e).

Ha megn¶ezzÄuk a megtakar¶³t¶asi ¶es befektet¶esi term¶ekek cash-°owj¶at, ame-
lyekre a PRIIPs rendelet a kÄolts¶egmutat¶ot keresi, akkor azt l¶atjuk, hogy
technikai szempontb¶ol ezeknek h¶arom fontos jellemz}oje van:

1. az Äugyf¶elt}ol a szolg¶altat¶ohoz ir¶anyul¶o cash-°ow ¶ag teljes eg¶esz¶eben, vagy
legal¶abb r¶eszben megel}ozi a ford¶³tott cash-°ow ¶agat. Az els}o ¯zet¶es
mindig az Äugyf¶elt}ol jÄon, az utols¶o mindig a szolg¶altat¶ot¶ol.

2. a hozam nem el}ore rÄogz¶³tett (ez legink¶abb a rendelet ¶altal megc¶elzott
legfontosabb jellemz}onek, a ,,csomagolt" jellegnek a kÄovetkezm¶enye)

3. az Äugyf¶el biztosan kap szolg¶altat¶ast.

9Az egyszeri d¶³jas term¶ekekn¶el az¶ert nem, mert azt nem ide, hanem a d¶³jb¶ol val¶o le-
von¶ashoz soroljuk, a rendszeres d¶³jasokn¶al pedig az¶ert nem, mert a tartal¶ek fokozatosan
¶epÄul fel (¶es p¶eld¶aul a tiszta hal¶aleseti biztos¶³t¶asokn¶al fokozatosan ¶epÄul le is), s ¶ert¶eke nagy
v¶altoz¶ast mutat a tartam sor¶an.
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Az els}o jellemz}o kiz¶arja a vizsg¶alt p¶enzÄugyi term¶ekek kÄozÄul a hitelterm¶eke-
ket, ahol a kÄolts¶egmutat¶o kialak¶³t¶asa egy¶ebk¶ent szint¶en relev¶ans kÄovetel¶es, ¶es
sok helyen (pl. Magyarorsz¶agon) meg is val¶os¶³tott¶ak azt. A m¶asodik kiz¶arja
a bet¶eti term¶ekeket, amelyekn¶el nem szoktak kÄolts¶egmutat¶ot sz¶am¶³tani, mert
¶ugy t}unik, mintha kÄolts¶egek nem is merÄuln¶enek fel. (T¶enylegesen nem ez a
helyzet { ld. err}ol Bany¶ar, 2013.) A harmadik jellemz}o kiz¶arja a tiszt¶an koc-
k¶azati jelleg}u ¶eletbiztos¶³t¶asokat e term¶ekek kÄor¶eb}ol. Az ¶altalunk bemutatott
kÄolts¶egmutat¶o (legal¶abbis annak leg¶altal¶anosabb v¶altozata) szempontj¶ab¶ol
azonban a 3. jellemz}o nem igaz¶an l¶enyeges, azt minden tov¶abbi n¶elkÄul lehet
alkalmazni azokra a p¶enzÄugyi term¶ekekre, amelyekre ez nem, de az els}o kett}o
jellemz}o igaz { mint azt k¶es}obb megmutatjuk. (¶Es azt is, hogy ennek elvi
kÄovetkezm¶enyei is vannak.)

A fenti fontos el}ok¶eszÄuletek ut¶an r¶at¶erhetÄunk mag¶anak a kÄolts¶egmutat¶o-
nak a probl¶em¶aira. Mint m¶ar kifejtettem, az egys¶eges kÄolts¶egmutat¶o l¶enyege,
hogy a kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u kÄolts¶egeket egyetlen t¶³pus¶uv¶a transzform¶aljuk. A
kÄolts¶egmutat¶o elvileg lehetne olyan is, ami a gyakorlatban nem alkalmazott
kÄolts¶egt¶³pusra transzform¶al, vagy olyan, ami nem is azonos¶³that¶o be, mint
kÄolts¶egt¶³pus, de egyik sem aj¶anlatos, hiszen ez¶altal a mutat¶o magyar¶az¶o
ereje csorbul ¶ugy, hogy cser¶ebe nem nagyon kapunk semmit. A gyakorlat-
ban legink¶abb haszn¶alt kÄolts¶egt¶³pusokat az 1. t¶abl¶azat mutatja be. A sz¶oba
jÄohet}o t¶³pusokat lesz}uk¶³thetjÄuk a ,,felt¶etlen" oszlopra. Az utols¶o k¶et sort ki
is h¶uzhatjuk a jelÄoltek kÄozÄul, r¶eszben mert el}ore de¯ni¶alt szolg¶altat¶asi Äosszeg
nem minden p¶enzÄugyi term¶ekn¶el van, r¶eszben mert az, hogy eleve abszol¶ut
Äosszegre pr¶ob¶aljuk meg transzform¶alni a kÄolts¶egeket, t¶uls¶agosan lesz}uk¶³ti a
lehet}os¶egeket.10 Marad teh¶at a d¶³jra, illetve a tartal¶ekra felsz¶am¶³tott kÄolts¶e-
gekre transzform¶alt mutat¶o.

A d¶³j lehet egyszeri vagy rendszeres. A p¶enzÄugyi term¶ekek tÄobbs¶eg¶en¶el (pl.
a befektet¶esi alapokn¶al) az egyszeri d¶³j a jellemz}o, m¶³g az ¶eletbiztos¶³t¶asokn¶al
ink¶abb a rendszeres, azzal, hogy jelent}os az egyszeri d¶³jas biztos¶³t¶asok ar¶anya
is. Az egyszeri d¶³jas p¶enzÄugyi term¶ekek eset¶eben a d¶³jra transzform¶alt kÄolt-
s¶egmutat¶o az egyszeri d¶³j sz¶azal¶ek¶aban felsz¶am¶³tott kÄolts¶egekre transzform¶alt
ÄosszkÄolts¶eget jelenti. A rendszeres d¶³jas esetben m¶ar nem ilyen mag¶at¶ol
¶ertet}od}o a helyzet. Az egyszeri d¶³jas eset term¶eszetes kiterjeszt¶ese, hogy
felt¶etelezzÄuk, hogy ugyanolyan ar¶anyban vonnak el kÄolts¶eget minden egyes
d¶³jb¶ol. Az al¶abbiakban enn¶el a v¶altozatn¶al ezt a megold¶ast fogjuk bemutatni.
Ugyanakkor itt elvileg elk¶epzelhet}oek m¶as m¶odszerek is, p¶eld¶aul felt¶etelezzÄuk,
hogy az Äosszes kÄolts¶eget a szerz}od¶es elej¶ere transzform¶aljuk, vagyis az els}o d¶³j
nagy r¶esze, vagy esetleg az els}o n¶eh¶any d¶³j teljes eg¶esze kÄolts¶eg¯zet¶esre megy
el, a tÄobbi d¶³jb¶ol azonban nem tÄort¶enik ilyen ki¯zet¶es. Ezzel (¶es a tÄobbi m¶as
lehets¶eges) v¶altozattal az al¶abbiakban nem foglalkozunk, de a k¶es}obb kifej-
tend}o m¶odszereket nem neh¶ez kiterjeszteni erre az esetre sem, ha valakinek
m¶egis ez a fajta kÄolts¶egmutat¶o lenne szimpatikus.

10Ehhez ugyanis el}ore rÄogz¶³teni kell a p¶enzÄugyi term¶ek fontosabb param¶etereit, ¶³gy a
d¶³jat, szolg¶altat¶asi Äosszeget, tartamot, stb., ¶³gy a mutat¶o csak egy nagyon speci¶alis esetre
fog vonatkozni. Ezzel ellent¶etben a relat¶³v mutat¶o b¶armikor ¶atv¶althat¶o abszol¶ut Äosszegre,
ha ezeket a mutat¶okat p¶eldak¶ent rÄogz¶³tjÄuk, vagyis az eleve sok esetre lesz alkalmazhat¶o.
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A tartal¶ek ar¶any¶aban felsz¶amolt kÄolts¶egeket szinte kiz¶ar¶olag ¶evente szok-
t¶ak levonni (vagy folyamatosan vonj¶ak, de ¶eves nagys¶agk¶ent mutatj¶ak ki).
Ezt ¶altal¶aban nem is ¶³gy kommunik¶alj¶ak, hanem, mint a kamatb¶ol/hozamb¶ol
levont kÄolts¶eget, de maga a kamat/hozam eleve a tartal¶ek sz¶azal¶ek¶aban van
meghat¶arozva, ¶³gy ez a l¶enyeget nem ¶erinti. A leggyakoribb m¶odszer, hogy a
teljes (,,brutt¶o") hozamb¶ol levonnak valamekkora r¶eszt, s a marad¶ek hozamot
elnevezik ,,nett¶o" hozamnak. A kett}o kÄulÄonbs¶ege egyfajta kamatr¶es, marge,
¶³gy ezt a mutat¶ot a tov¶abbiakban kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶onak nevezzÄuk.
Leggyakrabban a befektet¶essel kapcsolatos kÄolts¶egeket szokt¶ak ¶³gy levonni,
de gyakoriak az olyan term¶ekek is, amelyek eset¶eben ez a f}o vagy egyedÄuli
kÄolts¶eglevon¶asi t¶³pus,¶³gy ez egy ismert m¶odszer, az ilyen t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶o
alkalmaz¶as¶at mindenk¶eppen meg kell fontolni.

Term¶eszetesen, a korrektÄul kisz¶am¶³tott, kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶ok
ugyanazt az ÄosszkÄolts¶eget mutatj¶ak, ¶³gy egym¶assal ekvivalensek. Ez m¶ask¶epp
azt is jelenti, hogy egym¶asra ¶atalak¶³that¶oak/¶atv¶althat¶oak, az ¶atv¶alt¶assal
ez¶ert kÄulÄon alfejezetben foglalkozunk majd.

Most n¶ezzÄuk r¶eszletesen ennek a k¶et f}o mutat¶ot¶³pusnak a kisz¶am¶³t¶as¶at.
Igaz¶ab¶ol mindegyiknek k¶et alt¶³pusa is van, att¶ol fÄugg}oen, hogy az Äugyfelek
nett¶o (teh¶at kÄolts¶egmentes), vagy brutt¶o be¯zet¶eseit tekintjÄuk alapnak. Az
egyik esetben ez az elt¶er¶es nagyon er}osen megv¶altoztatja a k¶et alt¶³pushoz
tartoz¶o mutat¶o kisz¶am¶³t¶as¶at, a m¶asik esetben nem kÄulÄonÄosebben.

2 Kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶o

A kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶o eset¶eben, ahol a mutat¶ot mag¶at a tartal¶ek ar¶any¶a-
ban sz¶am¶³tjuk ki, ¶ugy t}unik egy¶ertelm}u a vet¶³t¶esi alap: a felhalmozott nett¶o
d¶³j(ak), ahol nett¶o d¶³j alatt a kÄolts¶egek n¶elkÄuli d¶³jat ¶ertjÄuk (a biztos¶³t¶asi sz¶o-
haszn¶alattal megegyez}oen). Ha azonban belemegyÄunk a sz¶am¶³t¶as r¶eszleteibe,
akkor azt tapasztaljuk, hogy a felhalmozott brutt¶o d¶³jakra is vet¶³thetjÄuk a
kÄolts¶egmutat¶ot, s}ot ennek a sz¶am¶³t¶asnak hat¶arozott el}onyei vannak a m¶asik
sz¶am¶³t¶ashoz k¶epest. Vagyis a kamatr¶es t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶onak k¶et alt¶³pusa
van:

1. a nett¶o d¶³jra (az abb¶ol felhalmozott tartal¶ekra) vet¶³tett,

2. a brutt¶o d¶³jra (az abb¶ol felhalmozott tartal¶ekra) vet¶³tett.

Az al¶abbiakban mindkett}o sz¶am¶³t¶ast bemutatjuk, majd Äosszehasonl¶³tjuk
}oket ¶es ¶ert¶ekeljÄuk az elt¶er¶eseket.

2.1 A nett¶o d¶³jra vet¶³tett alv¶altozat

VegyÄunk egy egyszer}u p¶enzÄugyi term¶eket, egy befektet¶esi alapot (befektet¶esi
jegyet), ¶es t¶etelezzÄuk fel, hogy valaki n¶eh¶any ezer eur¶o¶ert sz¶and¶ekozik ilyet
v¶as¶arolni, ¶es a befektet¶es¶et 1 ¶evig tartani. Ekkor ez a t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶o
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egyszer}uen az al¶abbi lesz:

kÄolts¶egmutat¶o =
v¶arhat¶oan felmerÄul}o kÄolts¶egek

befektetett t}oke (nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek)
: (1)

Ez nagyon hasonl¶³t a befektet¶esi alapokn¶al rendszeres¶³tett Total Expense
Ratio (TER) kÄolts¶egmutat¶ora (ott is a nett¶o, nem pedig a brutt¶o eszkÄoz¶ert¶ek
a vet¶³t¶esi alap { ld. CES, 2010, PSZ¶AF, 2012), csak egy ponton nem azonos
vele: ott elvileg az ¶atlagos t}ok¶ere, nem az indul¶o t}ok¶ere kell vet¶³teni, de ha a
hozam nem jelent}os, akkor a kÄulÄonbs¶eg elhanyagolhat¶o.

Azt, hogy a befektet¶es csak 1 ¶evig tart, a fenti mutat¶on¶al, maxim¶alisan
kihaszn¶altuk. De mi van, ha tov¶abb, mondjuk 2 ¶evig? Ekkor k¶et helyen
mindenk¶eppen m¶odos¶³tani kell rajta:

² m¶ar t¶enylegesen valamifajta ¶atlagos t}ok¶ere (tartal¶ekra) kell vet¶³teni a
kÄolts¶egeket (mint a TER mutat¶oban)

² a kÄolts¶egeket le kell bontani egy ¶evre (pl. ¶ugy, hogy elosztjuk Äossz¶ert¶e-
kÄuket a futamid}ovel, itt 2-vel), kÄulÄonben nem ¶eves¶³tett nagys¶agot mutat
majd a kÄolts¶egmutat¶o.

Igaz¶ab¶ol felmerÄul egy harmadik m¶odos¶³t¶as is, m¶egpedig a p¶enz id}o¶ert¶e-
k¶enek a ¯gyelembe v¶etele mind a sz¶aml¶al¶oban, mind a nevez}oben, de olyan
rÄovid tartamn¶al, mint az 1 ¶es 2 ¶ev, ett}ol eltekinthetÄunk an¶elkÄul, hogy az
eredm¶eny l¶enyegesen megv¶altozna. Ez viszont azt is jelenti, hogy l¶enyegesen
hosszabb tartamn¶al m¶ar nem tekinthetÄunk el ett}ol a t¶enyez}ot}ol, kÄulÄonÄosen,
ha a kÄolts¶egek az id}oben ¶es nagys¶agban nem egyenletesen eloszolva merÄulnek
fel. Mivel a befektet¶esi alapokat tipikusan 1-2 ¶evre veszik, ¶³gy az azokhoz
sz¶am¶³tott kÄolts¶egmutat¶on¶al az id}o¶ert¶ek ¯gyelembe v¶etel¶et}ol el lehet tekinteni
(mint teszi azt a TER), viszont a tipikusan n¶eh¶any ¶evtizedre v¶as¶arolt ¶elet-
biztos¶³t¶asokn¶al ez m¶ar komoly torzul¶ast okozna a sz¶am¶³t¶asban.

N¶ezzÄuk meg, hogy hosszabb tartamokn¶al hogyan lehet az id}o¶ert¶eket ¯-
gyelembe venni. Ezt egy, a fentihez hasonl¶o term¶ekre az olyan egyszeri
d¶³jas unit-linked ¶eletbiztos¶³t¶asra n¶ezzÄuk meg, ami nem tartalmaz biometrikus
kock¶azatot, teh¶at tiszt¶an befektet¶esi term¶eknek tekinthet}o. Ehhez el}obb ren-
dezzÄuk ¶at az (1)-t (amit a fentieknek megfelel}oen m¶ar m¶odos¶³tottunk):

befektetett ¶atlagos nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek ¢ kÄolts¶egmutat¶o =

=
v¶arhat¶oan felmerÄul}o kÄolts¶egek

futamid}o
:

(2)

Ebb}ol is l¶atszik, amit m¶ar kor¶abban is mondtunk, hogy a felmerÄult kÄolts¶egek
itt ¶eves hozamvesztes¶egg¶e lettek transzform¶alva. A k¶eplet m¶odos¶³t¶as¶at foly-
tassuk ott, hogy jelÄol¶eseket vezetÄunk be az al¶abbiak szerint:

GP : a brutt¶o egyszeri d¶³j

Cj : a j-edik ¶evfordul¶on felsz¶am¶³tott kÄolts¶egek

n: tartam

r: kÄolts¶egmutat¶o
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i: felt¶etelezett brutt¶o hozam (az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert feltesszÄuk, hogy az
a futamid}o alatt ¶alland¶o { el}ore ¶ugysem igaz¶an tudn¶ank a hozaminga-
doz¶ast megmondani)

A kÄolts¶egek kapcs¶an most ¶es a k¶es}obbiekben (hacsak ezt fel nem oldjuk
valahol) a kÄovetkez}o egyszer}us¶³t¶eseket tesszÄuk, amelyek csak kism¶ert¶ekben
¶erintik a v¶egeredm¶enyt, de nagym¶ert¶ekben megkÄonny¶³tik a sz¶am¶³t¶asokat:

² feltesszÄuk, hogy kÄolts¶egek csak ¶evfordul¶okon merÄulnek fel, m¶egpedig
el}oszÄor a kÄot¶esn¶el (0. ¶evfordul¶o), utolj¶ara pedig a tartam v¶ege el}ott 1
¶evvel (n ¡ 1. ¶evfordul¶o). Ez egy¶ebk¶ent nagyr¶eszt megfelel a t¶enyleges
gyakorlatnak. A m¶egsem az ¶evfordul¶ora es}o kÄolts¶egeket a hozz¶ajuk
legkÄozelebb es}o ¶evfordul¶ohoz tesszÄuk.

² az ¶evfordul¶on felmerÄul}o kÄolts¶egeket ¶attranszform¶aljuk a d¶³j t¶³pus¶ara,
ami a (3) ¶es a k¶es}obbi k¶epletekben k¶etf¶ele lehet:

{ abszol¶ut nagys¶ag, ha konkr¶et felt¶etelez¶essel ¶elÄunk a d¶³j nagys¶ag¶ar¶ol

{ relat¶³v nagys¶ag (,,egys¶egnyi"), ha ¶altal¶anosabban besz¶elÄunk a d¶³j-
r¶ol. A k¶eplet maga nem mondja meg, hogy ezek kÄozÄul melyiket
haszn¶aljuk.

² ez a transzform¶aci¶o szint¶en nem okoz probl¶em¶at, hiszen az adott ¶evfor-
dul¶on, ak¶armi is a kÄolts¶eg t¶³pusa, egy¶ertelm}u a nagys¶aga.

Ekkor a (2) ¶atv¶altozik a kÄovetkez}ov¶e:

(GP ¡ C0) ¢ (1 + i)1 + ((GP ¡ C0) ¢ (1 + i)1 ¡ C1) ¢ (1 + i)1 + ¢ ¢ ¢
+ ((((GP ¡ C0) ¢ (1 + i)1 ¡ C1) ¢ (1 + i)1 . . .) ¡ Cn¡1) ¢ (1 + i)1

n
¢ r =

=
C0 ¢ (1 + i)n + C1 ¢ (1 + i)n¡1 + ¢ ¢ ¢ + Cn¡1 ¢ (1 + i)1

n
:

(3)

Ez azonban nem egy kÄulÄonÄosebben c¶elszer}u fel¶³r¶asi m¶od, t¶ul bonyolult { annak
ellen¶ere, hogy maga a keresett eredm¶eny (r) v¶egÄul is egyetlen h¶anyadosk¶ent ¶all
el}o.11 Egy c¶elszer}ubb fel¶³r¶ashoz n¶emileg ¶atfogalmazzuk a k¶erd¶est, tudva, hogy
a kÄolts¶egindik¶ator v¶egÄul is kamatvesztes¶eg. A kÄolts¶egmutat¶ora vonatkoz¶o
¶uj k¶erd¶es: mekkora az a kamatl¶ab (kamattÄobblet), ami hat¶astalan¶³tja a
kÄolts¶eglevon¶asokat? (Ez egy¶ebk¶ent { m¶ask¶ent fogalmazva { ugyanaz a k¶erd¶es,
ami alapj¶an (1)-(3)-at kerestÄuk.)

Ezt egy egyszer}u esetben vizsg¶alva, amikor feltesszÄuk, hogy i = 0%, s
hogy a kÄolts¶eget mindig csak a d¶³jb¶ol vonnak le kÄozvetlenÄul (teh¶at egyszeri
d¶³jasokn¶al egyedÄul az elej¶en), a kÄovetkez}o egyenletet kapjuk:

GP ¡ C0 = GP ¢
³ 1

1 + r

´n

: (4)

11Felh¶³vn¶am a ¯gyelmet arra, hogy ha a (4)-et, illetve annak k¶es}obbi, bonyolultabb
vari¶aci¶oit nem a (3)-al, hanem a (2)-vel hasonl¶³tjuk Äossze, akkor ¶ugy t}unhet, mintha a (4)
lenne bonyolult, nem a (2), pedig val¶oj¶aban ford¶³tott a helyzet! A bonyolult k¶eplet egyszer}u
szÄoveggel val¶o helyettes¶³t¶ese megt¶eveszt}o, amib}ol id}onk¶ent helytelen ¶ervel¶est ,,faragnak".
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Vagyis technikailag ekkor egy bels}o kamatl¶ab (IRR) sz¶am¶³t¶as¶ara vezettÄuk
vissza a feladatot. (A tov¶abbiakban a kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶okn¶al mindig
bels}o kamatl¶abat keresÄunk.)

n = 1 esetben ez nem m¶as, mint:

GP ¡ C0 = GP ¢
³ 1

1 + r

´
:

Amib}ol r-et kifejezve kapjuk, hogy

r =
C0

GP ¡ C0
; (5)

ami megegyezik az (1)-gyel, vagyis l¶enyeg¶eben a TER mutat¶oval, azaz (4) ¶es
(1) ilyenkor kompromisszumok n¶elkÄul egyenl}o.

n = 2 esetben azt kapjuk, hogy

(1 + r)2 = 1 + 2r + r2 =
GP

GP ¡ C0
:

Ha r kicsi, akkor r2 elhanyagolhat¶o, ¶³gy azt kapjuk, hogy

r ¼ C0=2

GP ¡ C0
; (6)

ami a TER mutat¶o fenti kÄozel¶³t}o ¶ert¶ek¶enek tekinthet}o. Ugyanakkor az is l¶at-
szik, hogy magasabb n-ekre egyre nagyobb kompromisszumokkal tudjuk csak
ezt az egyszer}u formul¶at haszn¶alni a pontos (4) helyett (vagyis a kÄolts¶egek
id}o¶ert¶ek¶et nem haszn¶al¶o (3) egyre kev¶esb¶e haszn¶alhat¶o (4) helyett). Az (5) ¶es
(6) azt is mutatja, ami a (4) eset¶eben (¶es f}oleg annak k¶es}obbi, bonyolultabb
v¶altozatain¶al) m¶ar nem mag¶at¶ol ¶ertet}od}o: a kÄolts¶egmutat¶o a (4)-n¶el is a
tartal¶ekra vet¶³tett mutat¶osz¶am.

A (4)-et fent m¶eg egyszer}us¶³t}o feltev¶esek mellett fogalmaztuk meg. Ezeket
fel kell oldani, majd az eredm¶enyeket ¶altal¶anos¶³tani kell rendszeres d¶³jas eset-
re, illetve biometrikus kock¶azatokat tartalmaz¶o cash-°owra is. N¶ezzÄuk sor-
rendben!

Egyszeri d¶³jas p¶enzÄugyi term¶ekek eset¶eben a folyamatos kÄolts¶egek jellem-
z}oen eleve kamatr¶es t¶³pus¶u kÄolts¶egk¶ent kerÄulnek megfogalmaz¶asra (pl. ¶ugy,
hogy a mindenkori hozamb¶ol ¶evente x sz¶azal¶ekpont kerÄul levon¶asra), vagyis
ugyanolyan form¶aban, mint maga a kÄolts¶egmutat¶o. Ha ez a helyzet, akkor
ad¶odik egy egyszer}us¶³t¶esi lehet}os¶eg (kÄulÄonÄosen itt, a nett¶o d¶³jra vet¶³tett mu-
tat¶on¶al { a brutt¶o d¶³jra vet¶³tettn¶el ugyanez m¶ar problematikusabb lenne): az
¶³gy megfogalmazott kÄolts¶egeket egyszer}uen hozz¶aadjuk a (4)-gyel kisz¶am¶³tott
r-hez. Vagyis ekkor a t¶enyleges kÄolts¶egmutat¶o r + x lesz.

Tudni kell azonban, hogy az r kism¶ert¶ekben v¶altozhat, ha i-r}ol nem 0%-ot
felt¶etelezÄunk, ez¶ert szÄuks¶eg van egy pontosabban megfogalmazott v¶altozatra
is. Ha most is feltesszÄuk, hogy van folyamatos kÄolts¶eglevon¶as, de nem felt¶et-
lenÄul csak kamatr¶es form¶aj¶aban meghat¶arozott (hanem ¶altal¶anosabban: ¶evi
C1, C2 stb.), akkor a (4) pontosabb v¶altozata:

GP ¡C0 ¡C1 ¢
³ 1

1 + r

´1

¡. . .¡Cn¡1 ¢
³ 1

1 + r

´n¡1

=
³ 1

1 + r

´n

¢GP ¢(1+i)n ;
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vagy n¶emileg tÄomÄorebben fel¶³rva:

GP ¡
n¡1X

j=0

Cj ¢
³ 1

1 + r

´j

= GP ¢ (1 + i)n ¢
³ 1

1 + r

´n

: (7a)

Annyit ¶erdemes megjegyezni, hogy konkr¶et esetekben maguknak a Cj-knek
a kisz¶am¶³t¶asa is el}ozetes kalkul¶aci¶ot ig¶enyel pl. az i ¶es az x seg¶³ts¶eg¶evel.

Egyszer}ubben is fel¶³rhatjuk, ha felt¶etelezzÄuk, hogy t¶enylegesen csak a tar-
tal¶ek x r¶esze kerÄul levon¶asra minden ¶evben. Ekkor (7a) helyett a kÄovetkez}ot
kapjuk:

GP ¢ (1 ¡ x)n = GP ¢ (1 + i)n ¢
³ 1

1 + r

´n

: (7b)

Ez az¶ert is egy hasznos aleset, mert innen mindj¶art ki is tudjuk fejezni r
¶ert¶ek¶et:

1 + r =
1 + i

1 ¡ x
: (7c)

Az r, mint a (7a), illetve mint (7c) megold¶asa azonban most m¶ar nem
a kÄolts¶egmutat¶o, hiszen az nyilv¶an nagyobb lesz, mint i. A kÄolts¶egmutat¶o
¶³gy csak az i feletti r¶esz, amire a kÄolts¶egek miatt van szÄuks¶eg, vagyis ¶ert¶eke
ekkor: r ¡ i.

L¶atszik, hogy a (4) a (7a) ¶es (7b) (a tov¶abbiakban, rÄoviden (7)) speci¶alis
esete, vagyis a (7) az ¶altal¶anosabb, valamint az is, hogy a (7)-ben (ellent¶etben
(4)-gyel) ¯gyelembe vettÄuk azt is, hogy mikor kerÄult sor a kÄolts¶eg levon¶as¶ara,
azokat nem egyszer}uen Äosszeadtuk.

A (7)-et tov¶abb kell ¶altal¶anos¶³tanunk rendszeres d¶³jas esetre. A feladatot
technikailag itt is leegyszer}us¶³tjÄuk: csak az ¶eves d¶³jas v¶altozatot n¶ezzÄuk meg,
nem foglalkozunk a f¶el¶eves, negyed¶eves, havi, stb. v¶altozatokkal, b¶ar az ¶eves
alapj¶an ez m¶ar viszonylag kÄonnyen megtehet}o. A f}o kÄulÄonbs¶eg, hogy most
m¶ar nem csak egy d¶³j lesz, teh¶at annak is kell egy index (az Äosszehasonl¶³tha-
t¶os¶ag kedv¶e¶ert az index szint¶en azt az ¶evfordul¶ot mutatja, amikor be¯zett¶ek,
vagyis az n darab ¶eves d¶³j indexei 0-t¶ol n ¡ 1-ig terjednek):

n¡1X

j=0

GPj ¢
³ 1

1 + r

´j

¡
n¡1X

j=0

Cj ¢
³ 1

1 + r

´j

=
n¡1X

j=0

GPj ¢
³ 1

1 + r

´n¡j

¢(1+i)n¡j : (8)

A kÄolts¶egmutat¶o itt is r ¡ i, ¶es az is l¶atszik, hogy a (7), vagyis az egyszeri
d¶³jas eset a (8)-nak speci¶alis esete, amikor GPj = 0, ha j > 0.

Tov¶abb lehet ¶altal¶anos¶³tani (8)-at, ha a biometrikus kock¶azatokat is ¯-
gyelembe vesszÄuk. Ezt a v¶altozatot m¶ar eleve csak rendszeres d¶³jra fogal-
mazom meg, hiszen az egyszeri d¶³jas v¶altozat annak speci¶alis esete. A bio-
metrikus kock¶azatokat pedig leegyszer}us¶³tem a legink¶abb elterjedt esetre, a
hal¶allal kapcsolatos kock¶azatokra (vagyis a hal¶aleset ¶es komplementere, az
el¶er¶es kock¶azat¶ara). N¶eha szoktak m¶as kock¶azatokat is be¶ep¶³teni a meg-
takar¶³t¶asi elemet is tartalmaz¶o ¶eletbiztos¶³t¶asokba, mint a betegs¶eg, vagy
rokkants¶ag kock¶azat¶at, de ez nem jellemz}o. Sokkal elterjedtebb, hogy ezeket
a kock¶azatokat elkÄulÄonÄult kieg¶esz¶³t}o biztos¶³t¶asok form¶aj¶aban teszik hozz¶a a
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megtakar¶³t¶asi jelleg}u f}oterm¶ekhez, s az ilyen v¶alaszthat¶o, vagy elutas¶³that¶o ki-
eg¶esz¶³t}o biztos¶³t¶asokat nem veszik be a kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶as¶aba.12 Ugyan-
akkor, ha m¶egis szÄuks¶eg lenne kÄolts¶egmutat¶ora m¶asfajta biometrikus kock¶a-
zatot is tartalmaz¶o p¶enzÄugyi term¶ekhez, azt { az al¶abbiak alapj¶an { anal¶og
m¶odon, kÄonnyen meg lehet konstru¶alni.

Szint¶en alkalmazok egy, a sz¶am¶³t¶asokat megkÄonny¶³t}o, klasszikus aktu¶arius
felt¶etelez¶est, miszerint a hal¶aleseti (¶es minden esetleges m¶as) ki¯zet¶esekre
mindig biztos¶³t¶asi ¶evfordul¶on kerÄul sor. A gyakorlatban ez nem igaz, de az
emiatt ad¶od¶o sz¶am¶³t¶asi kÄulÄonbs¶egek elhanyagolhat¶oak.

Az eddigiekhez k¶epest szÄuks¶eg van tov¶abbi jelÄol¶esek bevezet¶es¶ere, ¶ugymint:

ABj : j¶arad¶ek szolg¶altat¶as a j-edik ¶evfordul¶on

DBj : hal¶aleseti szolg¶altat¶as a j-edik ¶evfordul¶on

MBj : el¶er¶esi szolg¶altat¶as a j-edik ¶evfordul¶on (a gyakorlatban j = n)
TBj : biztos (a biztos¶³tott hal¶al¶at¶ol vagy ¶eletben l¶et¶et}ol fÄuggetlen) ki¯zet¶es

(a gyakorlatban j = n)

jjpx: t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eg. Annak val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a biztos¶³t¶as megkÄot¶e-
sekor x ¶eves biztos¶³tott m¶eg j ¶ev m¶ulva is ¶eletben van, j ¸ 0, 0jpx = 1.

jjqx: hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶eg. Annak val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a biztos¶³t¶as megkÄo-
t¶esekor x ¶eves biztos¶³tott a biztos¶³t¶as megkÄot¶es¶et}ol sz¶am¶³tott j-edik ¶es
j + 1-edik ¶evfordul¶o kÄozÄott fog meghalni, j ¸ 0, jjqx = jjpx ¡ j+1jpx.

Ekkor (8)-at a kÄovetkez}o ¶altal¶anosabb alakba ¶³rhatjuk:

n¡1X

j=0

jjpx ¢ (GPj ¡ Cj) ¢
³ 1

1 + r

´j

=
n¡1X

j=0

jjpx ¢ ABj ¢
³ 1

1 + r

´j

+

+
n¡1X

j=0

jjqx ¢ DBj ¢
³ 1

1 + r

´j+1

+ njpx ¢ MBn ¢
³ 1

1 + r

´n

+ TBn ¢
³ 1

1 + r

´n

:

(9)
Els}o r¶an¶ez¶esre nem felt¶etlenÄul l¶atszik, de a (9) a (8) tov¶abbi ¶altal¶anos¶³t¶asa,
vagyis speci¶alis esetk¶ent tartalmazza a (8)-at. Az egyenlet bal oldala (a be-
¯zet¶esi cash-°ow) csak n¶emileg ¶at van rendezve a (8)-hoz k¶epest, illetve a be-
¯zet¶esek be vannak szorozva a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egekkel, hiszen az ¶eletbizto-
s¶³t¶asok (legal¶abbis a nem tiszt¶an megtakar¶³t¶asi jelleg}u UL biztos¶³t¶asok) szol-
g¶altat¶as¶anak l¶enyegi eleme, hogy a d¶³j¯zet¶es a biztos¶³tott hal¶al¶aval v¶eget ¶er,
¶es esed¶ekess¶e v¶alik valamilyen szolg¶altat¶as. M¶as p¶enzÄugyi term¶ekekbe sem-
mik¶eppen nem kell beletenni ezt az elemet, annak ellen¶ere, hogy mondhatjuk,
hogy ott is meghalhat az Äugyf¶el, s ilyenkor megsz}unhet a szerz}od¶es. Ez igaz,
de ott ez nem felt¶etlenÄul tÄort¶enik meg, az ÄorÄokÄos minden tov¶abbi n¶elkÄul v¶al-
tozatlanul viheti tov¶abb a szerz}od¶est lej¶aratig, a p¶enzÄugyi szolg¶altat¶o eset-
leg ¶eszre sem veszi, hogy volt tulajdonosv¶alt¶as. A biztos¶³t¶asban viszont ez

12Legal¶abbis ez a szakmailag konzisztens ¶all¶aspont, ha a kÄolts¶egmutat¶ot lesz}uk¶³tjÄuk
a befektet¶esi elemet is tartalmaz¶o term¶ekekre. Ugyanakkor ezekre magukra elkÄulÄonÄult
kÄolts¶egmutat¶ot szint¶en lehets¶eges sz¶am¶³tani, amint azt majd k¶es}obb { legal¶abbis a tiszta
hal¶aleseti biztos¶³t¶as eset¶ere { megmutatom.
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elk¶epzelhetetlen, annak integr¶ans r¶esze, hogy a biztos¶³tott hal¶alakor megsz}u-
nik a d¶³j¯zet¶es, ¶es az esetek nagyobbik r¶esz¶eben a szerz}od¶es is, vagy legal¶abbis
jelent}osen m¶odosul. Ez¶ert itt a hal¶aleseti ¶es t¶ul¶el¶esi kock¶azatokkal sz¶amolni
kell, a tÄobbi p¶enzÄugyi term¶ekn¶el pedig nem. A (8) teh¶at a (9) olyan speci¶alis
esete, ahol a bal oldalon a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egek 1 ¶ert¶eket vesznek fel. Ebb}ol
viszont az is kÄovetkezik (mivel a hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶egek k¶et t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³-
n}us¶eg kÄulÄonbs¶egei), hogy a hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶egek ¶ert¶eke viszont 0, teh¶at
nincs hal¶aleseti szolg¶altat¶as (DB). J¶arad¶ekszolg¶altat¶as sincs (s}ot a biztos¶³t¶a-
sok tÄobbs¶eg¶eben nincs), ez¶ert az ABj = 0, minden j-re. A lej¶aratkor esed¶ekes
MB pedig szint¶en 1 val¶osz¶³n}us¶eggel esed¶ekes, a TB pedig itt 0. Ekkor m¶ar
csak annyiban kÄulÄonbÄozÄunk a (8)-t¶ol, hogy ott meg volt adva konkr¶etan az
MB k¶eplete. Ezt itt nem tudtuk megadni, mert egy ¶altal¶anos esetet szinte
lehetetlen, ¶³gy meg kell el¶egednÄunk azzal, hogy az MB ¶ert¶ek¶et a kÄulÄonbÄoz}o
esetekben h¶att¶ersz¶am¶³t¶assal kell kisz¶am¶³tani, abban a speci¶alis esetben, amire
a (8) vonatkozott, ¶ugy, ahogy ott meg volt adva.

A (9) egy nagyon Äosszevont k¶eplet, amib}ol az egyes konkr¶et ¶eletbiztos¶³t¶a-
sok megfelel}o param¶eterez¶essel kaphat¶ok meg. N¶ezzÄuk a legfontosabbakat:

² hal¶aleseti kock¶azat n¶elkÄuli UL { az el}obb adtam meg a param¶eterez¶es¶et.

² UL, hal¶aleseti kock¶azattal: ekkor { az el}obbi esethez k¶epest { m¶ar kell
haszn¶alni a d¶³j¯zet¶eshez a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket, de ABj = 0 minden
j-re, ¶es TBn = 0. A hal¶aleseti szolg¶altat¶as de¯n¶³ci¶oja sokf¶ele lehet, ¶³gy
ehhez, ¶es az el¶er¶esi szolg¶altat¶as kisz¶am¶³t¶as¶ahoz h¶att¶ersz¶am¶³t¶asokra van
szÄuks¶eg.

² vegyes biztos¶³t¶as (hal¶alesetre ¶es el¶er¶esre): ABj = 0 minden j-re, TBn =
0. A hal¶aleseti ¶es az el¶er¶esi szolg¶altat¶asok ¶altal¶aban megegyeznek,
¶es indul¶o ¶ert¶ekÄuk a szerz}od¶esben adott, kÄonnyen el¶erhet}o. (Vagyis a
(9) kÄulÄonÄosen j¶ol haszn¶alhat¶o lenne a hagyom¶anyos ¶eletbiztos¶³t¶asokra.
Sajnos azonban ez ebben a form¶aban csak a k¶es}obb bemutatand¶o brutt¶o
d¶³jas v¶altozatra igaz, itt a nett¶o d¶³jasn¶al a szerz}od¶esben adott ¶ert¶ekek
helyett, egy ann¶al nagyobb, felt¶etelezett ¶ert¶eket kell haszn¶alni, amir}ol
al¶abb m¶eg besz¶elek.) Ugyanakkor a biztos¶³t¶asi Äosszegek ¶ert¶eke a tartam
sor¶an a hozamvisszat¶er¶³t¶esek ¶es az esetleges index¶al¶as miatt v¶altozhat,
ilyenkor h¶att¶ersz¶am¶³t¶asra (azokhoz pedig megfelel}o felt¶etelez¶esekre) van
szÄuks¶eg, hogy ¶evfordul¶os ¶ert¶ekÄuket pontosan be lehessen ¶all¶³tani.

² el¶er¶esi biztos¶³t¶as: itt nem csak ABj = 0 minden j-re, ¶es TBn = 0, de
DBj is 0, minden j-re, stb.

² d¶³jvisszat¶er¶³t¶eses el¶er¶esi. Itt m¶ar van hal¶aleseti szolg¶altat¶as, de ¶ert¶eke
speci¶alis a vegyes biztos¶³t¶ashoz k¶epest.

² term ¯x: igaz¶ab¶ol e miatt a biztos¶³t¶as miatt kerÄult be¶all¶³t¶asra a TBn,
vagyis az itt nem 0, de az MBn viszont most igen. Tov¶abbra is ABj = 0
minden j-re (ugyanakkor sok olyan konkr¶et term ¯x term¶ek van, amely
tartalmaz j¶arad¶ekot is, vagyis ez nem felt¶etlenÄul igaz). A hal¶aleseti
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szolg¶altat¶as itt speci¶alis: l¶enyeg¶eben egy, a d¶³j nagys¶ag¶aval megegyez}o,
biztos j¶arad¶ek (annak egyszeri d¶³ja) a h¶atral¶ev}o tartamra. (De ezzel
ekvivalens, ha feltesszÄuk, hogy hal¶alesetkor tartal¶ek-feltÄolt¶es tÄort¶enik,
s a term¶ek d¶³jmentess¶e { l¶enyeg¶eben egyszeri d¶³jass¶a { v¶alik.)

² j¶arad¶ek: ekkor az ABj -k nem null¶ak, a tÄobbi ¶ert¶ek viszont ¶altal¶aban
igen. A j¶arad¶ekn¶al ¶erdemes megjegyezni, hogy ez egy id}oleges, el}oleges
j¶arad¶ek. Ha ¶elethosszig tart¶o j¶arad¶ekot akarunk, akkor tartamot a
statisztikailag m¶eg m¶ert legmagasabb ¶elettartamhoz (!) kell be¶all¶³tani,
vagyis ilyenkor n = ! ¡ x.

² megeml¶³ten¶em m¶eg a tiszta hal¶aleseti biztos¶³t¶ast, b¶ar ez a tÄobbi fentivel
ellent¶etben nem PRIIPs. M¶egis kÄonnyen el}o¶all¶³that¶o a r¶a vonatkoz¶o
kÄolts¶egmutat¶o, egyszer}uen csak a DB-knek adunk ¶ert¶eket, a tÄobbit 0-
val tesszÄuk egyenl}ov¶e.

V¶egÄul ¶erdemes m¶eg k¶et t¶em¶at felvetni. Az egyik, hogy a fentiekben csak
egy el¶er¶esi ¶es egy biztos szolg¶altat¶ast engedtÄunk meg, mindkett}ot a tar-
tam v¶eg¶en. Ez megfelel a gyakorlatnak, de esetleg el}ofordulhatnak olyan
term¶ekek is, ahol tartam kÄozben is van m¶eg egy-k¶et el¶er¶esi szolg¶altat¶as.
Ekkor ¶ertelemszer}uen ¶es nagyon egyszer}uen m¶odos¶³tani lehet a fenti k¶epletet.
Ugyanez a helyzet a tartam kÄozbeni biztos szolg¶altat¶assal, b¶ar annak a tar-
tam kÄozbe helyez¶ese sokkal kev¶esb¶e indokolhat¶o, mint az el¶er¶esi¶e.

A m¶asik t¶ema, hogy a fentiekben hat¶arozott tartam¶u term¶eket felt¶etelez-
tem, mikÄozben gyakran tal¶alkozunk hat¶arozatlan tartam¶uval. A hat¶arozatlan
tartammal kapcsolatban azonban van egy f¶elre¶ert¶es, ez¶ert meg kell kÄulÄonbÄoz-
tetni a t¶enyleges hat¶arozatlan tartam¶u term¶ekeket az ¶al-hat¶arozatlan tarta-
m¶uakt¶ol. T¶enyleges hat¶arozatlan tartam¶u, amely akkor ¶er v¶eget, ha az Äugyf¶el
azt mondja, hogy v¶ege, vagyis az Äugyf¶el dÄont¶es¶et}ol fÄugg a dolog { a szerz}od¶es
szerint is. Ekkor nem lehet m¶ast csin¶alni, mint a kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶as¶an¶al
felt¶etelezÄunk egy vagy tÄobb tartamot, s ezekkel sz¶am¶³tjuk ki a kÄolts¶egmutat¶ot,
technikailag ugyan¶ugy, mintha a szerz}od¶es hat¶arozott tartam¶u lenne.

Az ¶al-hat¶arozatlan tartam¶u p¶enzÄugyi term¶ekek bizonyos biztos¶³t¶asok, ame-
lyek ¶elethosszig sz¶olnak (¶eletj¶arad¶ekok, whole life biztos¶³t¶as). Ezek l¶atsz¶olag
szint¶en hat¶arozatlan tartam¶uak, mert nem tudjuk mikor hal meg a biz-
tos¶³tott, de ha tÄuzetesebben megn¶ezzÄuk, akkor ezek ebb}ol a szempontb¶ol sem-
miben nem kÄulÄonbÄoznek az olyan hat¶arozott tartam¶u biztos¶³t¶asokt¶ol, mint a
vegyes vagy a hal¶aleseti, hiszen ezek is v¶eget ¶ernek akkor, amikor a biztos¶³tott
meghal, ett}ol m¶egsem nevezzÄuk }oket hat¶arozatlan tartam¶unak. Val¶oj¶aban a
whole life ¶es a j¶arad¶ekbiztos¶³t¶asok eset¶eben csak arr¶ol van sz¶o, hogy olyan
hossz¶ura vesszÄuk a tartamot (vagyis enn¶el is van ,,hat¶arozott" tartam), hogy
az alatt biztos meghal a biztos¶³tott. Term¶eszetesen v¶egtelen sok ilyen tartam
lehet (pl. 1000 ¶ev, 100000 ¶ev, stb.), de ezek kÄozÄul a legrÄovidebb a fent m¶ar
eml¶³tett ! ¡ x, ¶³gy ezekn¶el tekinthetjÄuk ezt a tartamnak.

M¶eg azt is ¶erdemes sz¶amba venni, hogy mi a probl¶ema ezzel a mutat¶oval.
A fentiekben a (4), (7), (8) ¶es (9) k¶epletek ugyanannak a mutat¶onak egyre
¶altal¶anosabb v¶altozatait mutatt¶ak be, amelyek egyre tÄobbf¶ele p¶enzÄugyi ter-
m¶ekre terjedtek ki. Azt lehet mondani, hogy a (8) k¶epletig nem is merÄult
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fel semmi komolyabb probl¶ema, mert azok a p¶enzÄugyi term¶ekek, amelyek
m¶eg belef¶ertek ebbe a k¶epletbe (vagyis a befektet¶esi alapok ¶es a biztos¶³t¶asi
kock¶azat n¶elkÄuli { esetleg nagyon kicsi ilyen elemet tartalmaz¶o { unit-linkek),
azok eset¶eben ez a megkÄozel¶³t¶es minden probl¶ema n¶elkÄul alkalmazhat¶o. A
hagyom¶anyos biztos¶³t¶asok eset¶eben azonban k¶et komoly probl¶ema is felmerÄul
ezzel a megkÄozel¶³t¶essel szemben:

1. a (9) { ugyan¶ugy, mint a kor¶abbi v¶altozatok { felt¶etelezi, hogy pon-
tosan ismerjÄuk a menet kÄozben felmerÄul}o kÄolts¶egek nagys¶ag¶at. Ez
igaz is a biztos¶³t¶asok kÄozÄul a unit-linked t¶³pus¶uakra, de nem igaz a
hagyom¶anyos biztos¶³t¶asokra, ott csak a brutt¶o d¶³j nyilv¶anos, hogy ebb}ol
mennyi a kÄolts¶eg, az nem. Teh¶at er}oteljes technikai akad¶alya van a mu-
tat¶o kisz¶am¶³t¶as¶anak a hagyom¶anyos biztos¶³t¶asok eset¶eben, b¶ar a (9)
k¶eplet vil¶agos.

2. a (8) k¶epletben a szolg¶altat¶as oldalon (jobb oldal) nem egy t¶enyleges,
hanem egy felt¶etelezett szolg¶altat¶assal sz¶amoltunk, aminek kisz¶am¶³t¶asa
azonban nem okozott gondot. Az¶ert volt ez felt¶etelezett, mert feltettÄuk,
hogy a teljes d¶³jat befektetjÄuk (mikÄozben val¶oj¶aban csak a kÄolts¶egek
n¶elkÄuli, nett¶o d¶³jjal tesszÄuk ezt meg), ¶es azt is feltettÄuk, hogy az a teljes,
brutt¶o hozamot (i) hozza, mikÄozben a hozamb¶ol folyamatosan levonjuk
a befektet¶esi kÄolts¶egeket (x). A hagyom¶anyos biztos¶³t¶asok eset¶eben
viszont { egy¶ebk¶ent az el}obbieknek megfelel}oen { ¶ugy kellene kisz¶amolni
a szolg¶altat¶asokat a (9)-ben, mintha a teljes brutt¶o d¶³j nett¶o lenne,
vagyis nem sz¶am¶³tan¶ank fel kÄolts¶egeket. Ez m¶ask¶epp azt jelenti, hogy
nem el¶eg mondjuk a nyeres¶egr¶eszesed¶es szab¶alyai szerint kisz¶am¶³tani
az egyre nÄovekv}o hal¶aleseti ¶es el¶er¶esi szolg¶altat¶ast egy vegyes biztos¶³t¶as
eset¶eben, ezeket m¶eg ,,fel is kell f¶ujni", olyan ar¶anyban, ahogy a nett¶o
¶es brutt¶o d¶³j viszonyul egym¶ashoz. Mivel a nett¶o d¶³jat nem ismerjÄuk,
ez¶ert ezt is neh¶ez megtenni.

Egy tov¶abbi probl¶ema a haszn¶alt val¶osz¶³n}us¶egek¶e, de ez kÄozÄos a brutt¶o
d¶³jra vet¶³tett mutat¶ok¶eval, ¶ugyhogy k¶es}obb egyÄutt foglalkozunk vele.

A fentiek miatt, ha t¶enyleg ¶altal¶anos, minden term¶ekre (¶³gy a hagyom¶a-
nyos ¶eletbiztos¶³t¶asokra is) kiterjed}o mutat¶ot akarunk konstru¶alni, c¶elszer}ubb a
m¶asik megold¶ast v¶alasztani, vagyis nem a nett¶o, hanem a brutt¶o d¶³jra vet¶³teni
a kamatr¶est.13 Ekkor ugyanis ezekbe a probl¶em¶akba nem ÄutkÄozÄunk bele,
egyszer}uen nincs szÄuks¶eg a nem ismert kÄolts¶egadatokra, el¶eg az am¶ugy is
nyilv¶anosan el¶erhet}o brutt¶o d¶³j ismerete a sz¶am¶³t¶ashoz.

N¶ezzÄuk ez¶ert most r¶eszletesen ezt a m¶asik megold¶ast!

13Ennek egyik kÄovetkezm¶enye, hogy a TER mutat¶ot is { amennyiben az megmarad { ¶at
kell ¶all¶³tani nett¶o befektet¶esi ¶ert¶ek}ur}ol brutt¶o befektet¶esi ¶ert¶ek}ure. Mivel a TER mutat¶o
az ¶altal¶anos k¶eplet speci¶alis esete { ett}ol a v¶altoz¶ast¶ol eltekintve { nincs akad¶alya, hogy
megmaradjon abban a term¶ekkÄorben, amiben ma is haszn¶alj¶ak.
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2.2 A brutt¶o d¶³jra vet¶³tett alv¶altozat

A kifejt¶es sor¶an itt ford¶³tott utat fogunk bej¶arni (rem¶elhet}oleg rÄovidebben),
mint az el}obb: el}oszÄor a legbonyolultabb esetb}ol indulok ki, vagyis megadom
a (9) v¶altozat¶at brutt¶o d¶³jra:
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(10)
Ez a k¶eplet nagyon hasonl¶³t a hagyom¶anyos biztos¶³t¶asok d¶³jkalkul¶aci¶oj¶ahoz
haszn¶alt ¶un. ekvivalencia egyenletre. K¶et fontos kÄulÄonbs¶eg van ahhoz k¶epest:

1. a bal oldalon ott nem a brutt¶o, hanem a nett¶o (vagyis a kÄolts¶egek
n¶elkÄuli) d¶³jak ¶allnak (r¶aad¶asul index n¶elkÄul, mert feltesszÄuk, hogy min-
degyikÄuk ugyanaz a tartam sor¶an)

2. r helyett pedig ott egy rÄogz¶³tett ¶ert¶ek, a technikai kamatl¶ab szerepel,
amit i-vel szoktunk jelÄolni, s nem is az r a keresett ¶ert¶ek, hanem a nett¶o
d¶³j.

A szolg¶altat¶asok ¶altal¶aban szint¶en nem index¶altak ilyenkor, hanem feltesz-
szÄuk, hogy a tartam sor¶an v¶altozatlanok (b¶ar n¶eha vannak el}ore rÄogz¶³tett
m¶ert¶ekben v¶altoz¶o szolg¶altat¶as¶u term¶ekek is a piacon). Az egyes konkr¶et
term¶ekeket ugyanazzal a konkr¶et param¶eterez¶essel lehet ebb}ol az ¶altal¶anos
k¶epletb}ol sz¶am¶³tani, ahogyan azt fent is tettÄuk. Nagyon fontos, hogy itt az
AB, DB, MB ¶es TB ¶ert¶ekek nem felt¶etelezett ,,felf¶ujt" ¶ert¶ekek, mint (9)-ben,
hanem a t¶enyleges, a szerz}od¶esben szerepl}o ¶ert¶ekek, vagyis azok egyszer}uen
el¶erhet}oek (legal¶abbis a hagyom¶anyos biztos¶³t¶asok eset¶eben).

A (10)-ben a keresett v¶altoz¶o, r ¶ert¶eke { ellent¶etben (9)-cel { nyilv¶an
kisebb lesz, mint i, a felt¶etelezett hozam. Emiatt a kor¶abbihoz k¶epest a
kÄolts¶egmutat¶o ¶ert¶eke itt ford¶³tott: i ¡ r, hiszen ha a kÄolts¶egmentes d¶³jakat
¶³rn¶ank be (10)-be, akkor nyilv¶an i lenne az eredm¶eny, s ekkor a kÄolts¶eg 0, a
kÄolts¶egmutat¶onak is 0-nak kell lennie. A kisebb bels}o kamatl¶abat a kÄolts¶egek
okozz¶ak, teh¶at emiatt marad el az att¶ol, amit kor¶abban felsz¶amoltak.

A (10) legegyszer}ubb v¶altozat¶aban, vagyis, ha feltesszÄuk, hogy a tartam
sor¶an el¶ert hozam az el}ore kalkul¶alt i technikai kamatl¶abbal (ez¶uttal, mint fel-
t¶etelezett hozammal) lesz egyenl}o, sz¶am¶³t¶asa nagyon egyszer}u, hiszen csupa
olyan ¶ert¶ek kell hozz¶a, ami szerepel a szerz}od¶esben: a brutt¶o d¶³j ¶es a biz-
tos¶³t¶asi Äosszegek. Ez al¶ol egyetlen fajta ¶ert¶ek a kiv¶etel, a hal¶aleseti ¶es a t¶ul¶el¶esi
val¶osz¶³n}us¶egek, de ezzel a probl¶em¶aval az al¶abbiakban m¶eg foglalkozunk.
Ez azt is jelenti, hogy { ellent¶etben a (9)-cel, ahol a biztos¶³t¶asi Äosszegek
kisz¶am¶³t¶as¶ahoz mindenk¶eppen h¶att¶ersz¶am¶³t¶asokra van szÄuks¶eg{ itt nem (leg-
al¶abbis ebben az egyszer}u v¶altozatban ¶es a hagyom¶anyos ¶eletbiztos¶³t¶asok
eset¶eben nem).
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Ha feltesszÄuk, hogy a brutt¶o hozam nem egyenl}o ezzel az i technikai ka-
matl¶abbal, akkor a k¶eplet ugyan nem v¶altozik, de a biztos¶³t¶asi Äosszegeket a
hozamvisszat¶er¶³t¶es term¶ekre vonatkoz¶o szab¶alyai szerint ¶ujra kell sz¶amolni
(legal¶abbis ha az i felfele, ¶es nem lefele t¶er el a technikai kamatl¶abt¶ol).
Term¶eszetesen nem tudjuk el}ore, hogy mi lesz a hozam, ¶³gy a sz¶am¶³t¶ashoz
hozamfelt¶etelez¶esekkel kell ¶elni { ak¶ar tÄobbel is, vagyis a kapott mutat¶o
¶ert¶eke fÄugg a felt¶etelezett hozamt¶ol is. A t¶enyleges hozam m¶ar csak az¶ert
is kÄulÄonbÄozik a technikai kamatl¶abt¶ol, mert az ¶erv¶enyes szab¶alyok szerint
a technikai kamatl¶abat (vagyis a biztosan ki¶³g¶ert hozamot) ,,szer¶enyen" kell
meg¶allap¶³tani, ¶ugy, hogy az a t¶enylegesen el¶ert hozamba biztosan belef¶erjen.14

Hozamra vonatkoz¶o feltev¶eseket az¶ert is kell tenni, mert szok¶as szerint a
kÄolts¶egek jelent}os r¶esz¶et a biztos¶³t¶ok a technikai kamatl¶abon felÄuli ¶un. tÄobb-
lethozamba teszik. Ha csak a technikai kamatl¶abbal sz¶amolunk, akkor ¯gyel-
men k¶³vÄul hagyjuk ezeket a kÄolts¶egeket a kÄolts¶egmutat¶oban. Lehetne ugyan
¶ugy is elj¶arni, mint fent a nett¶o d¶³jra vet¶³tett mutat¶on¶al alternat¶³vak¶ent
bemutattuk, vagyis a felt¶etelezett hozam%-ban megadott kÄolts¶eglevon¶ast
egyszer}uen hozz¶aadjuk a technikai kamatl¶abbal kisz¶am¶³tott kÄolts¶egmutat¶o-
hoz, de ez itt { ellent¶etben a nett¶o d¶³jas megold¶assal { nem konzisztens.
A hozam%-ban megadott kÄolts¶eglevon¶as vet¶³t¶esi alapja ugyanis a tartal¶ek,
vagyis a nett¶o d¶³j, itt pedig a kÄolts¶egmutat¶o a brutt¶o d¶³jra van vet¶³tve, vagyis
a k¶et ¶ert¶ek nem adhat¶o egyszer}uen Äossze. (Ugyanakkor kis kÄolts¶egek eset¶en
ez a m¶odszer is j¶o kÄozel¶³t}o megold¶ast ad.)

Mindenk¶eppen kell tenni hozamfelt¶etelez¶eseket, ha nincs is ki¶³g¶ert hozam,
vagyis technikai kamatl¶ab. Ez a helyzet a unit-linked biztos¶³t¶asokn¶al. Ezekn¶el
r¶aad¶asul a hozamfeltev¶esek az¶ert is szÄuks¶egesek, mert { a hagyom¶anyos biz-
tos¶³t¶asokkal ellent¶etben { a biztos¶³t¶asi Äosszegek nem adottak, azokat (h¶att¶er-
sz¶am¶³t¶assal) ki kell sz¶am¶³tani, hozamadatokat is haszn¶alva. Ezzel a megszo-
r¶³t¶assal a (10) alkalmazhat¶o unit-linked biztos¶³t¶asokra is.

A (10) (8)-nak megfelel}o v¶altozata az al¶abbi:

n¡1X

j=0

GPj ¢
³ 1

1 + r

´j

=
n¡1X

j=0

(GPj ¡ Cj) ¢
³ 1

1 + r

´n¡j

¢ (1 + ni)n¡j : (11)

Ebben a k¶epletben m¶ar nincsenek val¶osz¶³n}us¶egek (pontosabban az el¶er¶esi
val¶osz¶³n}us¶egek ¶ert¶eke 1, a hal¶alesetiek¶e pedig 0), vagyis ugyanazokra a p¶enz-
Äugyi term¶ekekre sz}ukÄul az alkalmaz¶asa, mint a (8)-nak, vagyis a befektet¶e-
si alapokra ¶es a biztos¶³t¶asi kock¶azat n¶elkÄuli unit-linked biztos¶³t¶asokra. Ide
m¶ar expliciten be¶³rtam a MB (vagyis az el¶er¶esi szolg¶altat¶as) k¶eplet¶et, ami a
felkamatolt nett¶o d¶³jakkal egyezik meg. A felkamatol¶ashoz viszont nem az i-t,
vagyis a brutt¶o hozamot haszn¶altam, hanem a nett¶ot (amit ni-vel jelÄoltem,
¶es ¶ert¶eke l¶enyeg¶eben i¡y)15. Ellent¶etben ugyanis a (8) szeml¶elet¶evel, a (11)-
ben nem egy konstru¶alt szolg¶altat¶ast (,,mi lett volna, ha az eg¶esz brutt¶o d¶³jat

14Ezen az ¶altal¶anos ¶erv¶eny}u meg¶allap¶³t¶ason nem v¶altoztat az a t¶eny, hogy mostan¶aban
az alacsony kamatl¶ab kÄornyezetben sokszor el}ofordul, hogy a ki¶³g¶ert technikai kamatl¶ab
magasabb a t¶enylegesen el¶ert hozamn¶al, vagyis a val¶os¶ag n¶eha alulm¶ulja a pesszimista
felt¶etelez¶eseket is.
15A kÄolts¶eget itt az¶ert jelÄoltem x helyett y-nal, mert annak m¶as a vet¶³t¶esi alapja.
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befektett¶ek volna"), hanem a t¶enylegest kell tenni. Min¶el kisebb (11)-ben a
jobb oldal, ann¶al kisebb lesz r, a bels}o megt¶erÄul¶esi r¶ata, vagyis ann¶al nagyobb
lesz i ¡ r, a kÄolts¶egmutat¶o. A nett¶o d¶³jas v¶altozatn¶al a helyzet m¶eg ford¶³tott
volt.

A (10) ¶es (11) kÄozÄott a kÄulÄonbs¶eg, hogy a (10)-ben { azokn¶al a biz-
tos¶³t¶asokn¶al legal¶abbis, ahol a szerz}od¶es mondja meg, mennyi MB, DB, stb.
{ nem kellett dolgozni explicit kÄolts¶egadatokkal, a (11)-ben viszont a szolg¶al-
tat¶as oldalon m¶ar el}ofordul ilyen.16 De ez nem baj, mert a (10) igaz¶ab¶ol a
hagyom¶anyos biztos¶³t¶asokra, a (11) pedig a unit-linked biztos¶³t¶asokra opti-
maliz¶alt k¶epletv¶altozat (m¶eg egyszer hangs¶ulyozva: a (10) ¶es (11) val¶oj¶aban
ugyanaz a k¶eplet).

A (10)-(11)-nek a (7a)-nak megfelel}o, vagyis az egyszeri d¶³jas term¶ekekre
vonatkoz¶o v¶altozata az al¶abbi:

GP ¢
³ 1

1 + r

´0

= GP = (GP ¡ C0) ¢
³ 1

1 + r

´n

¢ (1 + ni)n : (12a)

Ebben a k¶epletben azt felt¶eteleztÄuk, hogy a folyamatos kÄolts¶egek a tartal¶ekkal
ar¶anyosak, de a tartam elej¶en lehet egyszeri kÄolts¶eg, ami enn¶el nagyobb. Ha
nincs ilyen, akkor megkaphatjuk a (7b)-nek megfelel}o v¶altozatot:

GP = GP ¢
³ 1

1 + r

´n

¢ (1 + ni)n = GP ¢
³ 1

1 + r

´n

¢ (1 + i ¡ y)n : (12b)

(A tov¶abbiakban, hasonl¶oan (7)-hez, a (12a)-ra ¶es (12b)-re egyÄutt, mint (12)-
re hivatkozunk.) Ennek a k¶epletvari¶ansnak is az a haszna, hogy kÄozvetlenÄul
ki tudjuk fejezni bel}ole r-t:

r = i ¡ y : (12c)

Teh¶at a kÄolts¶egmutat¶o maga y lesz, ami logikus, hiszen minden kÄolts¶eg eleve
olyan t¶³pus¶u, mint a kÄolts¶egmutat¶o.

Ha feltesszÄuk, hogy a hozam 0%, ¶es nincs befektet¶esi kÄolts¶eg a (4)-nek
megfelel}o v¶altozat, akkor kapjuk, hogy:

GP = (GP ¡ C0) ¢
³ 1

1 + r

´n

: (13)

Ekkor a kÄolts¶egmutat¶o i ¡ r = 0 ¡ r, vagyis az r abszol¶ut ¶ert¶eke lesz. Ennek
r-re val¶o explicit megold¶asa n = 1 eset¶en (az (5)-nek megfelel}o k¶eplet):

r = ¡ C0

GP
: (14)

Vagyis (14) k¶et dologban kÄulÄonbÄozik (5)-t}ol: r ¶ert¶eke negat¶³v lesz, ¶es a vet¶³t¶esi
alapja nem a nett¶o, hanem a brutt¶o t}oke¶ert¶ek lesz. Vagyis ez a TER muta-
t¶onak egy, a brutt¶o befektetett t}ok¶ere vet¶³tett v¶altozata.

A kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶ok k¶et alv¶altozata kÄozÄul ez a technikailag a
kÄonnyebben sz¶am¶³that¶o, emiatt a prefer¶alt megold¶as. Ha a kÄolts¶egek nem

16Igaz, azokn¶al a p¶enzÄugyi term¶ekekn¶el, amelyekre (11)-et lehet alkalmazni, a (10)-et is
¶³gy kell alkalmazni, vagyis (10) eset¶eben is szÄuks¶eg van explicit kÄolts¶egadatokra.
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t¶ul nagyok, illetve min¶el hosszabb tartamr¶ol van sz¶o, a k¶et almutat¶o kÄozÄotti
kÄulÄonbs¶eg am¶ugy is egyre kisebb, v¶egÄul elhanyagolhat¶o lesz. Van azonban egy
elvi probl¶ema, m¶egpedig az, hogy m¶³g a nett¶o d¶³jra/tartal¶ekra vet¶³tett mu-
tat¶o a t¶enylegesen befektetett t}ok¶ere van vet¶³tve, teh¶at ugyanarra az alapra,
amiben a szolg¶altat¶ok az Äugyfelek sz¶am¶ara a hozamokat megadj¶ak, addig a
brutt¶o d¶³jra vet¶³tett mutat¶o nem ilyen. Emiatt a nett¶o d¶³jra vet¶³tett mutat¶o
interpret¶al¶asa az Äugyfelek sz¶am¶ara egyszer}u: a szolg¶altat¶o ¶altal adott ho-
zamb¶ol ezt m¶eg le kell vonni, mert a kÄolts¶egek miatt t¶enylegesen csak ennyi
hozam jut a befektetett p¶enzemre.

A brutt¶o d¶³jra vet¶³tett mutat¶o azonban egy k¶epzelt tartal¶ekra vet¶³ti a
kÄolts¶egek miatti hozamlevon¶ast. Azt felt¶etelezzÄuk, mintha az Äosszes Äugyf¶el-
p¶enzt, a kÄolts¶egek levon¶asa n¶elkÄul befektetn¶enk, s ennek hozam¶ab¶ol kellene
levonni a kamatr¶esben kifejezett kÄolts¶egeket. Term¶eszetesen maga az i, vagyis
a brutt¶o hozam ¶erz¶eketlen arra, hogy azt k¶epzelt vagy t¶enyleges tartal¶ekra
vonatkoztatj¶ak-e, de a kÄolts¶egmutat¶o ¶³gy nem alkalmazhat¶o kÄozvetlenÄul ¶ugy,
mint a nett¶o d¶³jas v¶altozat, hiszen a szolg¶altat¶o tov¶abbra is a nett¶o d¶³jra,
teh¶at a tartal¶ekra vonatkoz¶o hozamokat adja meg, s ha abb¶ol levonjuk a
kÄolts¶egmutat¶ot, aminek m¶as az alapja, akkor csak hozz¶avet}olegesen helyes
eredm¶enyt kapunk. Igaz, mivel a k¶et mutat¶o a kÄolts¶egek csÄokken¶es¶evel, illetve
a tartam nÄoveked¶es¶evel tart egym¶ashoz, a legtÄobb esetben ez nem gyakorlati
probl¶ema.

3 Levon¶as a d¶³jb¶ol

Miut¶an r¶eszletesen megt¶argyaltuk a kamatr¶es t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶ot, n¶ezzÄuk
meg alternat¶³v¶aj¶at, a d¶³jban felsz¶am¶³tott kÄolts¶egeket. Ha vesszÄuk az (5)
¶es a (14) k¶epleteket, vagyis a TER mutat¶o k¶et v¶altozat¶at, a nett¶o ¶es a
brutt¶o d¶³jasat, akkor azt mondhatjuk, hogy ezeket nemcsak kamatr¶es t¶³pus¶u
kÄolts¶egmutat¶onak tekinthetjÄuk, hanem d¶³jban felsz¶am¶³tottnak is, m¶egpedig
az¶ert, mert n = 1 eset¶en a kÄolts¶egmutat¶onak ez a k¶et megkÄozel¶³t¶ese egybeesik.
Emiatt ¶altal¶anoss¶agban azt a meg¶allap¶³t¶ast is tehetjÄuk, hogy aki a TER mu-
tat¶o fel}ol n¶ez a kÄolts¶egmutat¶ok k¶erd¶es¶ere, esetleg ¶eszre sem veszi, hogy m¶ar
eleve itt van egy alternat¶³va. n > 1 eset¶eben azonban nyilv¶anval¶oan elv¶alik ez
a k¶etf¶ele mutat¶o. A d¶³jban felsz¶am¶³tott kÄolts¶egmutat¶o ugyanis nem ¶eves¶³tett
nagys¶ag, hanem annyiszor kerÄul levon¶asra, ah¶any d¶³j¯zet¶es van. Ha egyszeri
d¶³jas term¶ekr}ol van sz¶o, akkor egyszer, ha rendszeres d¶³jas term¶ekr}ol, akkor
pedig annyiszor, ah¶any d¶³j¯zet¶es van. A d¶³jb¶ol levont kÄolts¶egmutat¶o (jelÄoljÄuk
mondjuk c-vel) l¶enyege, hogy a kÄolts¶egek miatt ilyen ar¶anyban lesz kisebb a
szolg¶altat¶as, mint akkor lenne, ha nem lenn¶enek kÄolts¶egek. Persze ezt a c-t
viszony¶³thatjuk a brutt¶o d¶³jhoz is, amib}ol m¶eg nem vont¶ak le a kÄolts¶egeket,
¶es a nett¶ohoz is, amib}ol m¶ar igen, vagyis ennek a kÄolts¶egmutat¶onak ugyan¶ugy
k¶et v¶altozata van, mint a kamatr¶es t¶³pus¶unak.

A brutt¶o d¶³jra vet¶³tett v¶altozatot (a (10) megfelel}oj¶et) a kÄovetkez}ok¶eppen



¶Altal¶anos kÄolts¶egmutat¶o(k) p¶enzÄugyi term¶ekekre 207

kapjuk meg:

(1 ¡ c)
n¡1X

j=0

jjpx ¢ GPj ¢
³ 1

1 + i

´j

=
n¡1X

j=0

jjpx ¢ ABj ¢
³ 1

1 + i

´j

+

+
n¡1X

j=0

jjqx ¢ DBj ¢
³ 1

1 + i

´j

+ njpx ¢ MBn ¢
³ 1

1 + i

´n

+ TBn ¢
³ 1

1 + i

´n

:

(15)
A (15) k¶et dologban kÄulÄonbÄozik (10)-t}ol:

² a keresett v¶altoz¶o c, nem r, ami ez¶ert nem is szerepel az egyenletben

² az r helyett a felt¶etelezett hozam szerepel.

Az eredm¶eny ¶ertelmez¶ese: ha (15) bal oldal¶an a brutt¶o d¶³jak helyett a
nett¶o ¶all, ¶es i a technikai kamatl¶ab, akkor c = 0, hiszen ¶³gy az egyenlet
nem m¶as, mint a nett¶o d¶³jak kalkul¶aci¶oj¶an¶al haszn¶alt ekvivalencia egyenlet.
Ekkor a (15) jobb oldal¶at nevezhetjÄuk ak¶ar a p¶enzÄugyi term¶ek szolg¶altat¶asa
,,korrekt ¶ert¶ek¶enek" (fair value). A kÄolts¶eg az, amit a d¶³jban e fÄolÄott kell
¯zetni.

A (15) egyszer}ubb v¶altozatait kÄulÄonÄosebb magyar¶azat n¶elkÄul ¶³rjuk fel,
mert azok ugyan¶ugy ¶allnak el}o, mint kor¶abban a kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶okn¶al.
Fontos megjegyezni, hogy ez a megkÄozel¶³t¶es a befektet¶esi alapokon ¶es az
¶eletbiztos¶³t¶asokon t¶ul kiterjeszthet}o a struktur¶alt term¶ekekre is, amelyekre
a kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶ot nehezen tudn¶ank megkonstru¶alni. Ezekn¶el azon-
ban nem biometrikus val¶osz¶³n}us¶egeket kell alkalmazni.

A (15) (11)-nek megfelel}o v¶altozata:

(1¡c) ¢
n¡1X

j=0

GPj ¢
³ 1

1 + i

´j

=
n¡1X

j=0

(GPj ¡Cj) ¢
³ 1

1 + i

´n¡j

¢ (1+ni)n¡j : (16)

A (12a)-nak megfelel}o v¶altozat:

(1 ¡ c) ¢ GP = (GP ¡ C0) ¢
³ 1

1 + i

´n

¢ (1 + ni)n : (17a)

A (12b)-nek pedig

(1¡c) ¢GP = GP ¢
³ 1

1 + i

´n

¢(1+ni)n = GP ¢
³ 1

1 + i

´n

¢ (1+ i¡y)n : (17b)

¶Es v¶egÄul a (13)-nak megfelel}o (a (14)-nek megfelel}o nem kÄulÄonbÄozik att¶ol):

(1 ¡ c) ¢ GP = (GP ¡ C0) ¢
³ 1

1 + i

´n

: (18)

Most jÄonnek a nett¶o d¶³jas v¶altozatok, de ezek el}o¶all¶³t¶as¶ahoz ez¶uttal nem
a (9)-en keresztÄul vezet az ¶ut, mivel ott a jobb oldal el¶eg nehezen ¶all¶³that¶o
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el}o a ,,felf¶uv¶as" miatt.17 Viszont egy¶ertelm}u, hogy ha a brutt¶o d¶³j (1 ¡ c)
r¶esze a nett¶o d¶³j, akkor c a nett¶o d¶³jra vet¶³tve a c

1¡c ¶ert¶eket veszi fel.
¶Erdemes m¶eg annyit megjegyezni, hogy ha a kÄolts¶egek egyenletesen, min-

dig az adott d¶³jjal ar¶anyosan, d¶³j¯zet¶eskor merÄulnek fel, akkor nincs jelen-
t}os¶ege azok id}o¶ert¶ek¶enek, vagyis nem kell haszn¶alni a diszkont¶al¶ast, a (15)
(19)-c¶e v¶alik:

c =

Pn¡1
j=0 CjPn¡1

j=0 GPj

: (19)

4 A val¶osz¶³n}us¶egekkel kapcsolatos probl¶em¶ak

4.1 A val¶osz¶³n}us¶egek kisz¶am¶³t¶asa

A kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶ok leg¶atfog¶obb k¶epletei, vagyis a (9), a (10)
¶es a (15)-Äos legfelt}un}obben abban kÄulÄonbÄoznek az egyszer}ubb vari¶ansaikt¶ol,
hogy biometrikus val¶osz¶³n}us¶egeket alkalmaznak. Erre amiatt van szÄuks¶eg,
hogy a biometrikus kock¶azatokat integr¶ans m¶odon tartalmaz¶o ¶eletbiztos¶³t¶a-
sokat is kezelni tudja a k¶eplet. Az, hogy ezek egyszer}uen a kor¶abbi k¶epletek
¶altal¶anos¶³t¶asai, vagyis a (9) a (8)-nak, a (10) a (11)-nek, a (15) pedig a (16)-
nak, abb¶ol is l¶atszik, hogy ezeket megkapjuk, ha a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket
biztosra (vagyis 1-re) ¶all¶³tjuk. Az m¶ar ebb}ol kÄovetkezik, hogy a hal¶aleseti va-
l¶osz¶³n}us¶egeket (ami k¶et t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eg kÄulÄonbs¶ege, vagyis 1-1=0) pedig
0-ra. Ekkor p¶eld¶aul a (10) ¶uj form¶aja (20) lesz:

n¡1X

j=0

1 ¢ GPj ¢
³ 1

1 + r

´j

=
n¡1X

j=0

jjpx ¢ ABj ¢
³ 1

1 + r

´j

+

+
n¡1X

j=0

0 ¢ DBj ¢
³ 1

1 + r

´j

+ 1 ¢ MBn ¢
³ 1

1 + r

´n

+ TBn ¢
³ 1

1 + r

´n

:

(20)

Ez csak abban kÄulÄonbÄozik (11)-t}ol, hogy itt a (szint¶en biztos ki¯zet¶es}u)
lej¶arati szolg¶altat¶asnak nem szerepel az explicit k¶eplete. A (20) jobb oldal¶ar¶ol
mag¶at¶ol kiesik (a 0 szorz¶o miatt) a hal¶aleseti szolg¶altat¶as. K¶et m¶asik formul¶at
is ¶ath¶uztam. A biztos ki¯zet¶est (TB) az¶ert, mert felesleges, most m¶ar az MB
is ilyenn¶e v¶alt, a j¶arad¶ek formul¶at pedig az¶ert, mert a j¶arad¶ekokra csak ¶es
kiz¶ar¶olag a leg¶altal¶anosabb (vagyis itt a (10)) alkalmazhat¶o, az egyszer}us¶³tett
semmik¶eppen (err}ol al¶abb m¶eg besz¶elek).

Sokan ¶ervelnek amellett, hogy ne tegyÄuk meg a (8) ¶es (9), valamint a
(11) ¶es (10) kÄozÄotti l¶ep¶est18, hanem az ¶eletbiztos¶³t¶asokra is (amelyekre ezek
igaz¶ab¶ol nem el¶eg ¶altal¶anosak) a (20)-t, (11)-t, (8)-t alkalmazzuk. Miel}ott
r¶at¶ern¶enk ¶erveikre, n¶ezzÄuk meg, hogy a gyakorlatban ez mit jelent!

17Val¶oj¶aban a ,,felf¶uv¶ast" legink¶abb a c el}ozetes kisz¶am¶³t¶as¶aval lehet legjobban elv¶egezni,
¶³gy itt ÄordÄogi kÄorbe is kerÄuln¶enk.
18A (15) ¶es (16) kÄozÄotti l¶ep¶esr}ol csak az¶ert nem esik sz¶o, mert az eg¶esz probl¶em¶at {

vagyis, hogy nem csak kamatr¶es t¶³pus¶u kÄolts¶egmutat¶ok vannak -, mintha nem is fedezt¶ek
volna fel az illet¶ekesek.
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A (10)-r}ol a (20)-ra (illetve (11)-re) val¶o ¶att¶er¶es egy¶ertelm}uen az r csÄokke-
n¶es¶et, teh¶at az i¡r, vagyis a kÄolts¶egmutat¶o emelked¶es¶et jelenti, hiszen azzal,
hogy a bal oldalon 1-re nÄoveljÄuk az enn¶el kisebb t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket, azt
jelenti, hogy tÄobbet kell ¯zetnÄunk. Az pedig, hogy a jobb oldalon lenull¶aztuk
a hal¶aleseti szolg¶altat¶ast, az el¶er¶esit pedig kitoltuk a tartam v¶eg¶ere, hogy
kevesebbet kapunk. Vagyis sz¶amunkra a cash-°ow bels}o megt¶erÄul¶esi r¶at¶aja
(az r) csÄokkent. Ez a nÄoveked¶es egyedÄul annak kÄoszÄonhet}o, hogy kiz¶artuk a
biztos¶³t¶asi szolg¶altat¶asokat (teh¶at pl. azt, hogy esetleg kevesebb ideig kell a
d¶³jat ¯zetni, de ¶³gy is hozz¶ajuthatunk ugyanahhoz a biztos¶³t¶asi Äosszeghez, r¶a-
ad¶asul esetleg sokkal kor¶abban), mikÄozben azok d¶³j¶at bennhagytuk (be¶ep¶³tve
a GP-be) az egyenletben. Teh¶at a kÄolts¶egmutat¶o nÄoveked¶ese amiatt kÄovet-
kezett be, hogy a biztos¶³t¶asi szolg¶altat¶as d¶³j¶at kÄolts¶egnek tekintettÄuk, amivel
szemben nem ¶all ¯gyelembe vett szolg¶altat¶as. Emiatt az, amennyivel a kÄolt-
s¶egmutat¶o ¶³gy megemelkedett, egyben a biztos¶³t¶asi kock¶azatok d¶³j¶anak ka-
matr¶es t¶³pus¶u mutat¶oj¶anak is tekinthet}o. (Hasonl¶o eredm¶enyre jutunk a
m¶asik kett}o, illetve h¶arom bemutatott kÄolts¶egmutat¶o eset¶eben is, de ezzel
most r¶eszletesen nem foglalkozunk.) Ezt a meg¶allap¶³t¶ast egy¶ebk¶ent ¶ugy
is interpret¶alhatjuk, hogy a biometrikus val¶osz¶³n}us¶egek neglig¶al¶asa (vagyis
¶ert¶ekÄuk 1-re, illetve 0-ra val¶o ¶all¶³t¶asa) m¶ask¶epp azt jelenti, hogy a biztos¶³t¶asi
(vagy legal¶abbis a hal¶aleseti) kock¶azat d¶³j¶at kÄolts¶egnek tekintjÄuk.19

4.2 A val¶osz¶³n}us¶egek haszn¶alata elleni szok¶asos ¶ervek

¶Es most n¶ezzÄuk meg, mik az amellett sz¶ol¶o ¶ervek, hogy ezt a l¶ep¶est tegyÄuk
meg! ¶Altal¶aban a kÄovetkez}o h¶arom ¶erv szokott elhangozni, de ezek valame-
lyik¶enek k¶epvisel}oi nem felt¶etlenÄul ¶ertenek egyet a tÄobbivel, s}ot azokat esetleg
t¶evesnek is tarthatj¶ak (¶en magam p¶eld¶aul csak ¶es kiz¶ar¶olag az els}ot tudom
elfogadni, a m¶asik kett}o szerintem t¶eves):

1. A biztos¶³t¶asi kock¶azat d¶³ja ugyan nem kÄolts¶eg, de ha azt kihagyjuk
a kÄolts¶egmutat¶ob¶ol, akkor sz¶eles kÄor}u manipul¶aci¶ora ny¶³lik lehet}os¶eg.
A manipul¶aci¶o l¶enyege: mesters¶egesen megnÄoveljÄuk a kock¶azati d¶³j
¶ert¶ek¶et, ezzel csÄokkentjÄuk a kimutatott kÄolts¶egek, s ¶³gy a kÄolts¶egmutat¶o
nagys¶ag¶at, vagyis megt¶evesztjÄuk a fogyaszt¶okat.

2. Ugyan a biztos¶³t¶as kock¶azati d¶³ja nem kÄolts¶eg, de a val¶osz¶³n}us¶egek alkal-
maz¶as¶aval feleslegesen bonyolultt¶a tesszÄuk a kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶as¶at.
Ennek az ¶ervnek a hangoztat¶oi n¶eha hozz¶ateszik ehhez, hogy r¶aad¶asul
az Äugyf¶el pl. egy vegyes biztos¶³t¶as eset¶eben ¶ugy gondolkodik, hogy
biztosan ¯zeti v¶egig a d¶³jat, s ez¶ert nem kap hal¶aleseti szolg¶altat¶ast,
csak el¶er¶esit, azt viszont a tartam v¶eg¶en. Emiatt a kÄolts¶egmutat¶ot a
val¶osz¶³n}us¶egek alkalmaz¶asa n¶elkÄul kell kisz¶am¶³tani, de a v¶eg¶en le kell
vonni bel}ole a biometrikus kock¶azatok d¶³j¶at (hiszen ez m¶egsem kÄolts¶eg,
de az ¶³gy sz¶am¶³tott mutat¶o annak veszi).

19Emiatt az az ¶all¶aspont, miszerint haszn¶aljuk a (11)-et, de a biztos¶³t¶as kock¶azati d¶³j¶at
ne tekintsÄuk kÄolts¶egnek, bels}oleg ellentmond¶asos.
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3. A biztos¶³t¶as kock¶azati d¶³ja bizony kÄolts¶eg, hiszen nem a megtakar¶³t¶asi
c¶el ¶erdek¶eben merÄult fel, ez¶ert term¶eszetesen nem szabad haszn¶alni a
val¶osz¶³n}us¶egeket a kÄolts¶egmutat¶o kisz¶am¶³t¶asa sor¶an, hiszen ezek alkal-
maz¶asa leford¶³tva azt jelenti: a biztos¶³t¶asi kock¶azat d¶³ja nem kÄolts¶eg.

N¶ezzÄuk ezeket az ¶erveket sorj¶aban! Azt m¶ar l¶attuk a fentiekben, hogy ha a
(10)-ben 1-re nÄoveljÄuk a t¶ul¶el¶esi ¶es 0-ra csÄokkentjÄuk a hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶egek
¶ert¶ek¶et, akkor ezzel nÄoveljÄuk a kÄolts¶egmutat¶ot. Megfogalmazhatjuk ezt az
ÄosszefÄugg¶est kicsit ¶altal¶anosabban is: ha egy kiindul¶o helyzethez k¶epest nÄo-
veljÄuk vagy csÄokkentjÄuk a (10) k¶epletben a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket (¶es ennek
megfelel}oen csÄokkentjÄuk vagy nÄoveljÄuk a hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶egeket), akkor
a kÄolts¶egmutat¶o ¶ert¶eke n}o, illetve csÄokken. (Ez az okfejt¶es ¶es a kÄovetkez}ok {
mutatis mutandis { alkalmazhat¶o a (9)-es ¶es a (15)-Äos kÄolts¶egmutat¶ora is, de
itt most csak erre az esetre vezetjÄuk v¶egig.)

Ebb}ol m¶ar l¶atszik is a manipul¶aci¶os lehet}os¶eg: lecsÄokkentjÄuk a kÄolts¶eg-
mutat¶o sz¶am¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket (¶es ezzel konziszten-
sen: megnÄoveljÄuk a hal¶alesetieket), s ezzel csÄokkentjÄuk a mutat¶o ¶ert¶ek¶et. Azt,
hogy a probl¶ema val¶os, mutatja, hogy Magyarorsz¶agon 2007-ben a FelÄugyelet
javasolta a piacnak egy, az Äosszes megtakar¶³t¶asi t¶³pus¶u ¶eletbiztos¶³t¶asra vonat-
koz¶o kÄolts¶egmutat¶o bevezet¶es¶et (PSZ¶AF, 2007), ¶es meg is adta az erre vonat-
koz¶o k¶epletet, ami l¶enyeg¶eben a (10) volt azzal, hogy javasolta i-re a technikai
kamatl¶ab alkalmaz¶as¶at (vagyis (10) egy kev¶esb¶e ¶altal¶anos v¶altozat¶ar¶ol van
sz¶o). A piac v¶alaszul erre a felvet¶esre, 2009-ben bevezetett egy kÄolts¶egmuta-
t¶ot, a TKM-et (MABISZ, 2009), ami viszont l¶enyeg¶eben a (8)-as lett, azzal
az egyszer}us¶³t¶essel, hogy i = 0. Eltekintve att¶ol, hogy az egyik a brutt¶o, a
m¶asik a nett¶o d¶³jra vet¶³ti a kamatr¶est, a f}o kÄulÄonbs¶eg, hogy a (8)-ban nem
alkalmaznak val¶osz¶³n}us¶egeket. Igaz, ezzel ez a mutat¶o nem alkalmas a hagyo-
m¶anyos ¶eletbiztos¶³t¶asok kÄolts¶egeinek a kimutat¶as¶ara (ahhoz az ¶altal¶anosabb
(9) kellene), de a MABISZ ezt a probl¶em¶at ¶ugy oldotta meg, hogy a mu-
tat¶o azokra eleve nem vonatkozott, csak a unit-linked biztos¶³t¶asokra. Ezek
eset¶eben pedig kimondta, hogy a kock¶azati d¶³j is kÄolts¶egnek sz¶am¶³t.

A MABISZ-ban senki nem gondolta azt, hogy a kock¶azati d¶³j kÄolts¶eg,
viszont az¶ert dÄontÄottek ¶³gy, ¶es az¶ert v¶alasztott¶ak a (10) helyett a (8)-at, hogy
ne lehessen ¶ugy csÄokkenteni a kÄolts¶egmutat¶ot, hogy megnÄovelik (legal¶abbis a
kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶asakor, nem t¶enylegesen) a kock¶azati d¶³jat.

Az igazs¶aghoz tartozik, hogy a kock¶azati d¶³jakkal kapcsolatos manipul¶a-
ci¶os lehet}os¶eg m¶ashogyan vet}odik fel a (8) ¶es a (10) eset¶eben. A (10)-n¶el
¶ugy, ahogyan az el}obb le¶³rtuk (csÄokkentjÄuk a t¶ul¶el¶esi, nÄoveljÄuk a hal¶aleseti
val¶osz¶³n}us¶egek ¶ert¶ek¶et), a (8) eset¶eben viszont egyszer}uen a Cj ¶ert¶ekeket ma-
nipul¶aljuk, ezek jelent}os r¶esz¶et ,,kinevezzÄuk" kock¶azati d¶³jnak. Teh¶at itt m¶ar
nem kÄozvetlenÄul a val¶osz¶³n}us¶egek manipul¶al¶as¶ar¶ol van sz¶o, teh¶at elvileg a
MABISZ nem kÄozvetlenÄul a val¶osz¶³n}us¶egek alkalmaz¶as¶at tartotta probl¶em¶as-
nak, b¶ar ¶att¶etelesen igen.

A val¶osz¶³n}us¶egekkel, illetve a kock¶azati d¶³jjal kapcsolatos el}obbi probl¶ema
re¶alis, amire tÄobbf¶ele megold¶asi lehet}os¶eg l¶etezik. Lehets¶eges p¶eld¶aul el}o¶³rni
a haszn¶alt val¶osz¶³n}us¶egek nyilv¶anoss¶agra hozatal¶at ¶es megindokl¶as¶at, vagy a
hat¶os¶ag is el}o¶³rhat egy kÄotelez}oen haszn¶aland¶o haland¶os¶agi t¶abl¶at a manipu-
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l¶al¶asok megakad¶alyoz¶asa c¶elj¶ab¶ol. C¶elszer}ubb azonban egy ezekt}ol teljesen
kÄulÄonbÄoz}o, m¶asik m¶odszer alkalmaz¶asa. Ez pedig annak el}o¶³r¶asa, hogy a kÄolt-
s¶egmutat¶o mellett (ami nem tartalmazza a kock¶azati d¶³jat, teh¶at a leg¶altal¶a-
nosabb (9), (10) ¶es (15)-Äos k¶eplettel sz¶am¶³tj¶ak ki az ¶ert¶ekÄuket), ugyanolyan
m¶odszerrel (teh¶at a (9) ¶es a (10) eset¶eben tartal¶ekra vet¶³tett kamatr¶esk¶ent,
a (15) eset¶eben pedig a d¶³jra vet¶³tve) kimutatj¶ak a kock¶azati d¶³j ¶ert¶ek¶et is.

A kock¶azati d¶³jra vonatkoz¶o mutat¶o ¶³gy l¶enyeg¶eben a (8)-cal ¶es a (9)-cel,
a (11)-gyel ¶es a (10)-zel, valamint a (16)-tal ¶es a (15)-tel sz¶am¶³tott mutat¶ok
kÄulÄonbs¶ege.

Ezzel a m¶odszerrel l¶enyeg¶eben minden probl¶em¶at meg lehet oldani: a
biztos¶³t¶o ugyan csÄokkenteni tudja a kÄolts¶egmutat¶o ¶ert¶ek¶et a val¶osz¶³n}us¶egek
manipul¶al¶as¶aval, de csak olyan ¶aron, hogy ezzel felviszi a kock¶azati d¶³jra
vonatkoz¶o mutat¶o ¶ert¶ek¶et, amit szint¶en meg kell mutatni ¶es meg kell magya-
r¶azni az Äugyf¶elnek. Ezt nyilv¶an nem tudja j¶ol megtenni, ha a mutat¶o ¶ert¶eke
nagy, de a v¶allalt kock¶azat kicsi.

Vagyis Äosszess¶eg¶eben arra jutottunk, hogy a gyakorlatban, az ¶eletbiztos¶³-
t¶asok eset¶eben c¶elszer}u mind a val¶osz¶³n}us¶egek alkalmaz¶as¶aval, mind a n¶elkÄul
kisz¶am¶³tani a kÄolts¶egmutat¶o ¶ert¶ek¶et, igaz, ez ut¶obbit csak az¶ert, hogy az el}oz}o
eredm¶eny¶et kivonj¶ak bel}ole.

A fentieket ugyanakkor nem lehet mindenfajta ¶eletbiztos¶³t¶asra alkalmazni,
hanem csak azokra, amelyekben a hal¶aleseti kock¶azat domin¶alja az el¶er¶esit
(vagyis csak a vegyes, term ¯x, d¶³jvisszat¶er¶³t¶eses el¶er¶esi, unit-linked biztos¶³-
t¶asok eset¶eben), de nem kiz¶ar¶olag hal¶aleseti kock¶azatra sz¶olnak. Vagyis nem
alkalmazhat¶o a fenti gondolatmenet a tiszta hal¶aleseti, tiszta el¶er¶esi ¶es az
¶eletj¶arad¶ek-biztos¶³t¶asokra. M¶egpedig az¶ert nem, mert ezekre eleve csak a leg-
¶altal¶anosabb, a (9), (10) ¶es (15)-Äos k¶eplet alkalmazhat¶o. N¶ezzÄuk meg a (10)-es
k¶eplet p¶eld¶aj¶an, hogy mi¶ert (a tÄobbire ugyanez a gondolatmenet alkalmazhat¶o
anal¶og m¶odon). Ennek ,,¶at¶³r¶as¶at" 1 t¶ul¶el¶esi ¶es 0 hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶egekkel a
(20) mutatja. Ebb}ol l¶atszik, hogy annak jobb oldala (a szolg¶altat¶asi oldal) t¶ul
kicsi (eg¶eszen pontosan 0) lesz tiszta hal¶aleseti biztos¶³t¶as, ¶es t¶ul nagy j¶arad¶ek
¶es el¶er¶esi biztos¶³t¶as eset¶eben. Emiatt a (17) hal¶aleseti biztos¶³t¶asra v¶egtelen
nagy kÄolts¶eget hoz ki, a j¶arad¶ek ¶es el¶er¶esi biztos¶³t¶asra pedig t¶ul kicsit (hiszen
nagyon ,,felÄulsz¶am¶³tja" a szolg¶altat¶asi oldalt).

De ezekn¶el nem is lehetne kÄulÄon kimutatni a ,,biztos¶³t¶asi kock¶azatot",
hiszen ezek a term¶ekek csak ilyet tartalmaznak. Ebb}ol is l¶atszik, hogy a
fentiekben val¶oj¶aban a ,,biztos¶³t¶asi kock¶azat" sz¶ot implicite lesz}uk¶³tett ¶erte-
lemben haszn¶altuk, csak a hal¶aleseti kock¶azatot ¶ertettÄuk alatta, mikÄozben
vannak fontos olyan ¶eletbiztos¶³t¶asi term¶ekek, amelyek ilyet egy¶altal¶an nem
tartalmaznak. (Ezek kÄozÄul r¶aad¶asul az el¶er¶esi ¶es a j¶arad¶ekbiztos¶³t¶as PRIIPs
is.)

Az el}oz}o okfejt¶es implicite m¶ar tartalmazta, hogy a (9)-es szembe¶all¶³t¶asa
a (8)-assal, a (10)-es¶e a (11)-essel, ¶es a (15)-Äos¶e pedig a (16)-tal, mint ami
feleslegesen bonyolult, l¶atsz¶olagos ¶es nem igaz ¶erv. El}oszÄor is, a ,,bonyolult"
k¶epletekre szÄuks¶eg van, mert az egyszer}ubb k¶epletek nem el¶eg ¶altal¶anosak,
azokb¶ol fontos ¶eletbiztos¶³t¶asok egyszer}uen kimaradnak. M¶asodszor: ha azt
mondjuk, hogy a (8)-as ¶es a (11)-es k¶eplet alapj¶an kisz¶am¶³tott k¶epletekb}ol
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m¶eg le kell vonni a kock¶azati d¶³j miatti r¶eszt, akkor ugyanazt mondjuk,
mint amire az el}obb jutottunk. Ez pedig az, hogy igenis, sz¶am¶³tsuk ki az
ezen (am¶ugy hamis) ¶erv alapj¶an favoriz¶alt (8)-as, vagy (11)-es mutat¶oval
is a kÄolts¶egindik¶atort, de csak az¶ert, hogy annak seg¶³ts¶eg¶evel kisz¶am¶³tsuk a
kock¶azati d¶³j indik¶atort. ¶Igy a kÄolts¶egindik¶atort tov¶abbra is a (9)-el ¶es a
(10)-el sz¶am¶³tjuk. Azt pedig ez a (hamis) ¶erv is kisz¶am¶³tand¶onak tartja, de
a kisz¶am¶³t¶as m¶odszer¶et hom¶alyban hagyja. Vagyis val¶oj¶aban ez a (hamis)
¶erv csak azt mondja, hogy ne kÄozvetlenÄul sz¶am¶³tsuk ki a kÄolts¶egindik¶atort,
hanem kÄozvetve, s egy fontos l¶ep¶est egyszer}uen nem ,,k¶epletes¶³t". Teh¶at ez
az eg¶esz okfejt¶es egyszer}uen f¶elre¶ert¶esen alapul, hamis.20

V¶egÄul n¶ezzÄuk az utols¶o ellen¶ervet, vagyis hogy az¶ert kell a (8)-at ¶es a
(11)-et alkalmazni, mert a kock¶azati d¶³j kÄolts¶eg. Fontos leszÄogezni m¶ar az
elej¶en, hogy Eur¶op¶aban nincs olyan komoly biztos¶³t¶asi szakember, aki ezt
gondoln¶a. Ez alapj¶an itt ak¶ar le is z¶arhatn¶ank a vit¶at err}ol az ¶ervr}ol, de m¶egis
foglalkozni kell vele, mert olyanok viszont vannak, akiknek van hatalmuk ilyen
kijelent¶est tenni, s ezzel befoly¶asolni a t¶enylegesen haszn¶alt kÄolts¶egmutat¶o
kialak¶³t¶as¶at. N¶ezzÄuk meg ez¶ert, hogy mi¶ert helytelen a biztos¶³t¶asi kock¶azat
d¶³j¶at kÄolts¶egnek tekinteni. A dolgot el}oszÄor n¶ezzÄuk t¶avolr¶ol, majd kÄozel¶³tsÄuk
egyre konkr¶etabban a PRIIPs-ekre.

El}oszÄor is, felvet}odik a k¶erd¶es, hogy mit jelent az, hogy ,,kock¶azati d¶³j"?
Ha azt az ¶altal¶anos v¶alaszt adjuk, hogy a biometrikus kock¶azatok d¶³jai, vagyis
technikailag azok, amelyeket mortalit¶asi vagy morbidit¶asi val¶osz¶³n}us¶egek se-
g¶³ts¶eg¶evel sz¶amolunk, vagy m¶ask¶epp: amelyek felt¶eteles szolg¶altat¶asok, s a
felt¶etel valamely biztos¶³t¶asi esem¶eny bekÄovetkez¶ese, akkor ellentmond¶asos
eredm¶enyeket kapunk. Ekkor ugyanis az Äosszes ¶eletj¶arad¶ek-biztos¶³t¶as, a tiszta
hal¶aleseti ¶es a tiszta el¶er¶esi biztos¶³t¶asok d¶³ja teljes eg¶esz¶eben kock¶azati d¶³j, va-
gyis az eg¶esz d¶³j kÄolts¶eg. M¶ask¶epp: a d¶³jra vet¶³tett kÄolts¶egmutat¶o maxim¶alis,
100%. Ez amellett, hogy abszurd eredm¶eny, l¶enyeg¶eben semmitmond¶o is,
hiszen az ilyen term¶ekek kÄozÄott is van olcs¶obb ¶es dr¶ag¶abb, de mindegyiknek
ugyanaz lesz a kÄolts¶egmutat¶oja, vagyis semmit nem seg¶³t az Äugyf¶elnek.

Val¶oj¶aban ezen az alapon az Äosszes hagyom¶anyos biztos¶³t¶as teljes d¶³ja
kock¶azatinak tekinthet}o, hiszen pl. a vegyes biztos¶³t¶as d¶³ja egy el¶er¶esi ¶es egy
hal¶aleseti biztos¶³t¶as Äosszege, ugyanez a helyzet a d¶³jvisszat¶er¶³t¶eses el¶er¶esi biz-
tos¶³t¶assal, a term ¯x pedig egy v¶altoz¶o biztos¶³t¶asi Äosszeg}u hal¶aleseti ¶es egy
el¶er¶esi biztos¶³t¶as kombin¶aci¶oja. Igaz, ezeknek a biztos¶³t¶asoknak a d¶³ja m¶ar
nem csak ¶³gy bonthat¶o fel, hanem ¶ugy is, mint a unit-linked biztos¶³t¶asok¶e:
tiszta megtakar¶³t¶asi d¶³jr¶eszre ¶es hal¶aleseti kock¶azatra.

20Azt is lehetne hinni, hogy akik ezt hangoztatj¶ak, nem tudj¶ak, mit besz¶elnek. De lehet-
s¶eges, hogy egyszer}uen arr¶ol van sz¶o, hogy egy nagy biztos¶³t¶o m¶ar sok-sok eur¶ot elkÄoltÄott
egy olyan kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶og¶epes kisz¶am¶³t¶as¶ara, ami a (11)-es k¶eplettel m}ukÄodik. Ez
ugyan nem tudja kezelni a j¶arad¶ekot ¶es az el¶er¶esi biztos¶³t¶ast, de olyan biztos¶³t¶asa vagy
nincs, vagy arra nem sz¶am¶³t m¶eg ilyen mutat¶ot, ¶³gy neki az a fontos, hogy a programj¶at ne
kelljen megv¶altoztatni, s nem ¶erdeklik az elvi ,,sz}orsz¶alhasogat¶asok". Fizetett szak¶ert}oik
viszont elvinek tÄuntetnek fel nem elvi probl¶em¶akat, ak¶ar olyan ¶aron is, hogy szakmailag
nem helyt¶all¶ot besz¶elnek. Pl. olyanokat mondanak, hogy ,,¯loz¶o¯ai" kÄulÄonbs¶eg van a bio-
metrikus cash-°ow haszn¶alata ¶es az att¶ol val¶o eltekint¶es kÄozÄott, pedig eg¶eszen m¶asr¶ol van
sz¶o, mint fent kimutattuk.
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Ez¶ert lehets¶eges, hogy akik ezt az ¶ervet megfogalmazt¶ak, csak a hal¶aleseti
kock¶azatra gondoltak (de pongyol¶an fogalmaztak), s azon belÄul is arra, ami
a megtakar¶³t¶asi d¶³jr¶eszen felÄul van. Val¶osz¶³n}u, hogy ez a helyzet, legal¶abbis
val¶osz¶³n}uleg a unit-linked biztos¶³t¶asok lebegtek a szemeik el}ott. De ha le-
sz}uk¶³tjÄuk a ,,kock¶azati d¶³jat" erre (vagyis megengedjÄuk, hogy az el¶er¶esi t¶³pus¶u
kock¶azatokat ne vegy¶ek ¯gyelembe a kÄolts¶egmutat¶o sz¶am¶³t¶as¶an¶al), akkor is
probl¶em¶akba ÄutkÄozÄunk, m¶egpedig legal¶abb k¶etf¶el¶ebe.

Az els}o, hogy ekkor ugyan a tiszta el¶er¶esi biztos¶³t¶asok ¶es az ¶eletj¶arad¶ekok
d¶³ja nem lesz 100%-ban kÄolts¶eg, de a tiszta hal¶aleseti biztos¶³t¶as d¶³ja m¶eg
mindig az marad. SzemfÄulesek ugyan mondhatj¶ak erre az ¶ervre, hogy a tiszta
hal¶aleseti biztos¶³t¶as nem PRIIPs, de ez form¶alis ellenvet¶es, mert a hal¶aleseti
biztos¶³t¶as d¶³j¶at is igenis c¶elszer}u kock¶azati r¶eszre ¶es kÄolts¶egr¶eszre osztani,
vagyis itt is lehetne de¯ni¶alni kÄolts¶egmutat¶ot (ezt a fentiekben val¶oj¶aban
meg is tettÄuk).

A m¶asik, hogy tulajdonk¶eppen milyen alapon probl¶em¶as a hal¶aleseti szol-
g¶altat¶as? Mi¶ert kell annak a d¶³j¶at kÄolts¶egnek tekinteni? Az¶ert, mert felt¶e-
telesen kapja meg az Äugyf¶el? Az el¶er¶esi szolg¶altat¶ast is felt¶etelesen kapj¶ak
meg, s azt az el}obb m¶ar kivettÄuk a kock¶azati d¶³jb¶ol. Vagy az a kÄulÄonbs¶eg,
hogy az el¶er¶esi val¶osz¶³n}us¶eg ,,nagy", a hal¶aleseti pedig ,,kicsi"? Ez att¶ol fÄugg,
magas korban m¶ar ford¶³tott lehet a helyzet. Plusz probl¶ema, hogy akkor m¶as
felt¶eteles szolg¶altat¶asok d¶³j¶at is kÄolts¶egnek kell tekinteni, pl. a struktur¶alt
term¶ekekben l¶ev}o opci¶ok d¶³j¶at is, de ez sem lenne helyes.

Lehets¶eges egy m¶asik, form¶alis ir¶any, amely az el}oz}o ellen¶ervhez kapcsol¶o-
dik, aminek az a l¶enyege, hogy minden t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eget vegyÄunk 1-nek,
s kÄovetkez¶esk¶eppen minden hal¶aleseti val¶osz¶³n}us¶eget 0-nak, s ¶³gy sz¶am¶³tsuk
ki a kÄolts¶egmutat¶ot. Ez azonban a tiszta el¶er¶esi biztos¶³t¶asok ¶es a j¶arad¶ekok
eset¶eben nemhogy 100%-os, de egyenesen negat¶³v kÄolts¶eget is kimutathat.
Vagyis az, hogy a biztos¶³t¶asi d¶³j kÄolts¶eg, egy bels}oleg ellentmond¶asos ¶erv, a
kÄolts¶egmutat¶o szempontj¶ab¶ol k¶et, egyform¶an rossz, de egym¶assal szÄogesen
ellent¶etes eredm¶enyt is levezethetÄunk bel}ole bizonyos ¶eletbiztos¶³t¶asokn¶al.

Ugyanakkor ¶erdemes megjegyezni, hogy ha elfogadjuk a fent javasolt meg-
old¶ast, miszerint a biztos¶³t¶as kock¶azati d¶³j¶at21 is mutassuk ki kÄulÄon, de ugyan-
olyan metodol¶ogi¶aval sz¶amolt mutat¶oval, mint a kÄolts¶egeket, akkor l¶enyegte-
lenn¶e v¶alik, hogy valaki a kock¶azati d¶³jat kÄolts¶egnek tekinti vagy sem, ugyan-
arra a megold¶asra jutunk. (Csak ekkor nem a (10), hanem a (11), stb. adja a
kÄolts¶egmutat¶ot, de a kÄulÄonbs¶egÄuk tov¶abbra is a kock¶azati d¶³j indik¶ator lesz.)
Ez¶ert is c¶elszer}u a fent javasolt m¶odszer alkalmaz¶asa.

5 ¶Atv¶alt¶asok

Teh¶at a fentiekben 2 mutat¶ofajt¶at (kamatr¶es, illetve levon¶as a d¶³jb¶ol), s
mindegyiknek k¶et alv¶altozat¶at (nett¶o ¶es brutt¶o d¶³jra vet¶³tett) mutattuk be,
kit¶erve azok speci¶alis eseteire is (amelyekre egyszer}ubb mutat¶o adhat¶o, a spe-

21Pontosabban az el}obbi m¶odon lesz}uk¶³tett ¶ertelemben vett, a megtakar¶³t¶asi r¶eszen felÄuli,
hal¶aleseti kock¶azat d¶³j¶at.
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cialit¶asok kihaszn¶al¶as¶aval). Ezek sz¶amszer}uleg kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekeket adnak,
de az ugyanarra a term¶ekre kisz¶am¶³tott egyik fajta mutat¶ot egy¶ertelm}uen ¶at
lehet v¶altani b¶armelyik m¶asik fajt¶ara. Itt most k¶etfajta ¶atv¶alt¶assal foglalko-
zom:

² a nett¶o d¶³jasr¶ol a brutt¶o d¶³jasra (¶es ford¶³tva)

² a kamatr¶es t¶³pus¶ur¶ol a levon¶as a d¶³jb¶ol t¶³pus¶ura (¶es ford¶³tva).

Ezek kombin¶alt alkalmaz¶as¶aval b¶armely mutat¶o (pl. nett¶o d¶³jas kamatr¶es)
b¶armely m¶asikra (pl. brutt¶o d¶³jas levon¶as a d¶³jb¶ol) ¶atv¶althat¶o. A technikai
neh¶ezs¶egek miatt az ¶atv¶alt¶asokn¶al csak az egyszer}ubb eseteket vizsg¶alom, de
az itt fel¶all¶³tott ÄosszefÄugg¶esek { legal¶abbis kÄozel¶³t}oleg { val¶osz¶³n}uleg ¶erv¶enye-
sek a bonyolultabbakra is.

5.1 ¶Atv¶alt¶as a nett¶o ¶es brutt¶o d¶³jas v¶altozatok kÄozÄott

A levon¶as a d¶³jb¶ol mutat¶o k¶et alv¶altozata kÄozÄotti ¶atv¶alt¶ast m¶ar a fentiekben
megadtuk. A brutt¶o d¶³jas v¶altozatot a (15)-Äos k¶eplet seg¶³ts¶eg¶evel sz¶amolhat-
juk ki, amit nett¶o d¶³jasra egyszer}uen a c=(1 ¡ c) transzform¶aci¶oval v¶altunk
¶at. Vagyis ha a brutt¶o d¶³j c r¶esze a kÄolts¶eg, akkor nett¶o d¶³jnak az a c=(1 ¡ c)
r¶esze lesz.

A kamatr¶es t¶³pus¶u mutat¶o k¶et v¶altozata kÄozti ¶atv¶alt¶ast el}oszÄor a legegy-
szer}ubb esetre n¶ezzÄuk meg, vagyis a (4)-et ¶es az annak megfelel}o (13)-at ha-
sonl¶³tjuk Äossze. MegkÄulÄonbÄoztet¶esÄul a (4)-ben szerepl}o r-t megkÄulÄonbÄoztet}o
jelz¶essel l¶atjuk el, valamint kifejezzÄuk bel}ole a GP-t, akkor az al¶abbi egyen-
lethez jutunk:

(GP ¡ C0) ¢ (1 + r0)n = GP = (GP ¡ C0) ¢
³ 1

1 + r

´n

: (21)

Ebb}ol azt kapjuk, hogy

1 + r0 =
1

1 + r
;

m¶ask¶epp

r0 =
1

1 + r
¡ 1 ; (22)

vagyis a k¶et kamatl¶ab (az el}ojelt}ol eltekintve) a kamatl¶ab-diszkontl¶ab viszony-
ban van egym¶assal.

K¶erd¶es, hogy ez igaz-e a bonyolultabb v¶altozatokra is? N¶ezzÄuk a bonyo-
lultabb v¶altozatp¶art, a (7)-et ¶es a (12)-t. Itt csak az egyszer}ubb vari¶ansok,
(7b) ¶es (12b) Äosszehasonl¶³t¶as¶ara van es¶ely, de azok eset¶eben ez kÄonnyen megy,
a (7c) ¶es a (12c) alapj¶an. Ezeket haszn¶alva azt mondhatjuk, hogy (22) akkor
teljesÄul, ha teljesÄul, hogy

1 + i

1 ¡ x
=

1

1 + i ¡ y
: (23)

Ami viszont egy logikus ¶atv¶alt¶as a brutt¶o ¶es nett¶o tartal¶ekra felsz¶am¶³tott
kamatr¶es t¶³pus¶u kÄolts¶egek kÄozÄott. i = 0 esetre itt x = y, ami szint¶en logikus.
Teh¶at a (22) ¶erv¶enyes erre az esetre is.
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5.2 ¶Atv¶alt¶as a kamatr¶es t¶³pus¶u ¶es a levon¶as a d¶³jb¶ol
t¶³pus¶u mutat¶ok kÄozÄott

N¶ezzÄuk meg a legegyszer}ubb esetet itt is, vagyis a (18)-at ¶es a (13)-at! A
(13)-b¶ol kifejezve (GP ¡ C0)-t, ¶es behelyettes¶³tve (18)-ba, kapjuk, hogy

(1 ¡ c) ¢ GP = GP ¢ (1 + r)n ¢
³ 1

1 + i

´n

: (24)

Ebb}ol c-t kifejezve kapjuk, hogy:

c = 1 ¡
³1 + r

1 + i

´n

: (25)

Ha nincs kÄolts¶eg, akkor r = i, ¶es ekkor c val¶oban 0 lesz. A (25) m}ukÄodik a
(17b) eset¶eben is, ha ide behelyettes¶³tjÄuk, visszakapjuk (12b)-t.

6 ÄOsszefoglal¶as

ÄOsszefoglal¶asul meg¶allap¶³thatjuk, hogy lehets¶eges egy ¶altal¶anos, l¶enyeg¶eben
minden p¶enzÄugyi term¶ekre ugyanazon elvek szerint m}ukÄod}o kÄolts¶egmutat¶o
megkonstru¶al¶asa, b¶ar a fentiekben csak azokat a term¶ekeket vizsg¶altuk, ahol
az Äugyfelekt}ol a szolg¶altat¶o fel¶e ir¶anyul¶o cash-°ow elem megel}ozi az ellenkez}o
ir¶any¶u cash-°ow elemet. (Ezek l¶enyeg¶eben a megtakar¶³t¶asi ¶es befektet¶esi
term¶ekek { a bet¶etek kiv¶etel¶evel {, plusz a kock¶azati jelleg}u biztos¶³t¶asok.)
A ford¶³tott esetet (l¶enyeg¶eben a hitelterm¶ekek) nem vizsg¶altuk, ugyanakkor
ezekre is (¶es a bet¶etekre is) kÄonnyen kiterjeszthet}oek az itt elmondottak.22

Az elm¶eleti irodalom, b¶ar { speci¶alis esetekben - m¶ar majdnem k¶et ¶evtizede
felvetette a kÄolts¶egmutat¶ok k¶erd¶es¶et, a t¶ema kidolgozatlan maradt, amit j¶ol
mutat az a tapogat¶oz¶o ¶utkeres¶es, amit az EU bizotts¶agai tan¶us¶³tanak jelenleg,
amikor napirenden van egy a p¶enzÄugyi term¶ekek jelent}os r¶esz¶ere, a PRIIP-
ekre vonatkoz¶o ¶altal¶anos kÄolts¶egmutat¶o bevezet¶ese. Az eddig publik¶alt doku-
mentumokb¶ol kiderÄul, hogy a megfontolt lehet}os¶egek kÄozÄott vannak teljesen
amat}or megold¶asok, a l¶enyegileg egyform¶akat elvileg kÄulÄonbÄoz}onek tartj¶ak
formai szempontok alapj¶an, stb.

Az ¶³r¶asban v¶egigvettem, hogy az eddig { speci¶alis helyzetekre { megalko-
tott kÄolts¶egmutat¶okban (mint a TER a befektet¶esi alapokn¶al, TKM a ma-
gyar ¶eletbiztos¶³t¶asokn¶al) mi a kÄozÄos ¶es mi a kÄulÄonbÄoz}o, s megalkottam egy
teljesen ¶altal¶anos mutat¶ot (a (9)-et), illetve annak v¶altozatait (a (10)-et ¶es a
(15)-Äot), s megmutattam, hogy az eddigi konkr¶et megval¶osul¶asok az ¶altal¶anos
mutat¶o melyik konkr¶et megval¶osul¶as¶at reprezent¶alj¶ak. Megmutattam, hogy a
kÄolts¶egmutat¶o rendk¶³vÄul sokf¶ele lehet, att¶ol fÄugg}oen, hogy a kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u
kÄolts¶egeket melyik egyetlen t¶³pusra konvert¶alj¶ak, m¶egis, a legink¶abb c¶elszer}u
kÄolts¶egmutat¶o k¶etf¶ele lehet: egy kamatr¶es t¶³pus¶u ¶es egy kÄolts¶egr¶esz (levon¶as
a d¶³jb¶ol) t¶³pus¶u, aminek megint k¶et-k¶et alfaja lehets¶eges att¶ol fÄugg}oen, hogy

22Ld. err}ol Bany¶ar-V¶ek¶as (2015), ahol viszont a kÄolts¶egmutat¶o r¶eszleteibe nem mentÄunk
bele.
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a vet¶³t¶esi alap az Äugyf¶el nett¶o (kÄolts¶egek n¶elkÄuli), vagy brutt¶o be¯zet¶ese.
Ezek ugyanazt mutatj¶ak, ¶³gy egym¶asba konvert¶alhat¶oak, s}ot, 1 ¶eves tartam
eset¶eben a k¶etf¶ele mutat¶o egybeesik (aminek fel nem ismer¶ese eddig szint¶en
zavarokat okozott).

A le¶³r¶as sor¶an az alkalmazhat¶os¶agot tartottam szem el}ott, ez¶ert nem
tÄorekedtem deriv¶alhat¶o fÄuggv¶enyek megad¶as¶ara (¶³gy nem haszn¶altam folya-
matos kamatoz¶ast sem), hiszen ilyenekkel a napi p¶enzÄugyi gyakorlatban l¶e-
nyeg¶eben nem tal¶alkozunk.

A kÄolts¶egmutat¶o megalkot¶asa sor¶an a legnagyobb elm¶eleti ugr¶ast az olyan
,,biztos" szolg¶altat¶as¶u term¶ekek, mint a befektet¶esi alapok ¶es az olyan val¶o-
sz¶³n}us¶egi alap¶u term¶ekek, mint az ¶eletbiztos¶³t¶asok ¶es az opci¶ok kÄozÄott kellett
megtenni. A dolgozatban bemutattam, hogy lehets¶eges egyetlen keret ezekre
a l¶atsz¶olag nagyon kÄulÄonbÄoz}o term¶ekekre, m¶³g eddigi m¶as pr¶ob¶alkoz¶asokban
ez az ugr¶as ¶altal¶aban nem sikerÄult, azok jellemz}oen k¶etf¶ele rossz megold¶asba
torkolltak: 1. elvileg kÄulÄonbÄoz}onek mutatt¶ak az ¶eletbiztos¶³t¶asok ¶es a tÄob-
bi megtakar¶³t¶asi term¶ek probl¶em¶aj¶at, amelyekre kÄulÄon kÄolts¶egmutat¶ora van
szÄuks¶eg; 2. az ¶eletbiztos¶³t¶asokat ,,meger}oszakolva" azokat leegyszer}us¶³tett¶ek
determinisztikus cash-°ow-j¶u term¶ekekk¶e.
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GENERAL COST INDICATOR(S) FOR FINANCIAL PRODUCTS

The introduction of a uniform, general, easy to understand cost indicator for a
large group of ¯nancial products has already appeared in a lot of countries, but
the problem has become apparent only after the publication of the EU regulation
on "packaged retail insurance and investment products" (PRIIPs). The theoretical
literature on this topic is largely missing, so there is a lot of misunderstanding about
it. This paper is seeking the appropriate, possible cost indicators from a quite
general angle, is comparing the characteristics of the di®erent possible solutions
with each-others and is proposing what and how should have to introduce or not
introduce.
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ENTR¶OPIA MINT P¶ENZÄUGYI KOCK¶AZATI M¶ERT¶EK1

ORMOS MIH¶ALY { ZIBRICZKY D¶AVID
BME P¶enzÄugyek Tansz¶ek

Az entr¶opi¶at, mint p¶enzÄugyi kock¶azati m¶ert¶eket vizsg¶aljuk. Dolgozatunkban
bemutatjuk, hogy az ¶ert¶ekpap¶³rok ¶es portf¶oli¶ok napi hozam¶an m¶ert differen-
ci¶alis entr¶opia alkalmas azok kock¶azati pr¶emium¶anak magyar¶azat¶ara, Äossze-
hasonl¶³tva a t}okepiaci ¶araz¶asi modell (CAPM) b¶eta param¶eter¶evel, egyszer}ubb
¶es pontosabb becsl¶est adhat. Elemz¶eseink alapj¶an az entr¶opi¶ara is ¶erv¶enyes
a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as: v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ok elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel
csÄokken}o kock¶azatot m¶ertÄunk, illetve entr¶opia { v¶arhat¶o hozam koordin¶ata-
rendszerben a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara a portf¶oli¶ok hiperbola ment¶en s}ur}usÄod-
nek, hasonl¶oan a varianci¶ahoz. Empirikus vizsg¶alatunk sor¶an v¶eletlenszer}uen
150 ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk a Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol,
majd ezek napi logaritmikus hozam¶an 25 ¶eves id}otartamra vonatkoz¶oan v¶e-
geztÄunk m¶er¶eseket. Regresszi¶os elemz¶eseink eredm¶enyei alapj¶an az entr¶opia
mint kock¶azati m¶ert¶ek jobb magyar¶az¶o er}ovel b¶³r a v¶arhat¶o hozamra vonat-
koz¶oan, mint a variancia, illetve a CAPM b¶et¶aja.

Kulcsszavak : entr¶opia; eszkÄoz¶araz¶as; kock¶azat becsl¶es; szisztematikus
kock¶azat. JEL: G12; C58

1 Bevezet¶es

Tanulm¶anyunk sor¶an egyens¶ulyi eszkÄoz¶araz¶asi modellt ¶ep¶³tÄunk egy ¶uj kock¶a-
zati m¶ert¶ekre, az entr¶opi¶ara alapozva. Az entr¶opia a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ren-
dezetlens¶eg¶et, bizonytalans¶ag¶at, kisz¶am¶³thatatlans¶ag¶at karakteriz¶al¶o m¶ert¶ek.
EsetÄunkben, amikor egyes befektet¶esek teljes¶³tm¶eny¶ert¶ekel¶es¶er}ol sz¶olunk, az
entr¶opia r¶eszv¶enyek vagy portf¶oli¶ok hozam-bizonytalans¶ag¶at, ingadoz¶as¶anak
m¶ert¶ek¶et, rendezetlens¶eg¶et adja, persze an¶elkÄul, hogy a hozam eloszl¶as¶ar¶ol
b¶armit is ¶all¶³tan¶ank. A Markowitz-f¶ele portf¶oli¶o-elm¶eletre (Markowitz, 1952)
¶epÄul}o t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell sor¶an (Capital Asset Pricing Model,
CAPM) (Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) egy
egyszer}u line¶aris regresszi¶ot alkalmazunk. Ez a megkÄozel¶³t¶es arra ¶ep¶³t, hogy
a hozam stacioner ¶es norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o; hab¶ar tudjuk,
hogy val¶oj¶aban ez a felt¶etelez¶es a val¶os¶agban nem ¶all fenn (Fama ¶es Mac-
Beth, 1973; Brown ¶es Warner, 1985; A²eck-Graves ¶es McDonald, 1989; Erd}os

1Szeretn¶enk megkÄoszÄonni a k¶et anonim b¶³r¶al¶o megjegyz¶eseit, amelyek nagyban j¶arultak
hozz¶a egy jobban ¶attekinthet}o ¶es letisztultabb dolgozat elk¶esz¶³t¶es¶ehez. KÄoszÄonjÄuk a Euro-
pean Financial Systems 2013 (Telc) ¶es a 5th International Conference on "Economic Chal-
lenges in Enlarged Europe" (Tallinn) konferenci¶ak r¶esztvev}oinek hozz¶asz¶ol¶as¶at eredm¶enye-
inkhez. Ormos Mih¶aly munk¶aj¶at a Bolyai J¶anos Kutat¶asi ÄOsztÄond¶³j t¶amogatta. Be¶erkezett:
2015. augusztus 1. E-mail: ormos@finance.bme.hu, zibriczky@finance.bme.hu.
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¶es Ormos, 2009). Az entr¶opia abb¶ol a szempontb¶ol t}unik ide¶alis kock¶azati
m¶ert¶eknek, hogy nem kell ¶elnÄunk e®¶ele korl¶atoz¶o felt¶etelez¶essel a val¶osz¶³n}u-
s¶egi v¶altoz¶ora, azaz hozamra vonatkoz¶oan. Dolgozatunk legfontosabb c¶elja,
hogy egyens¶ulyi modellÄunkben az entr¶opi¶at mint kock¶azati m¶ert¶eket alkal-
mazva mutassuk be az egyens¶ulyt. A t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell szerint
minden pillanatban egyens¶uly ¶all fenn a v¶arhat¶o hozam ¶es relev¶ans kock¶azatot
reprezent¶al¶o b¶eta kÄozÄott. A CAPM b¶et¶aja a piaci portf¶oli¶o ¶es az adott befek-
tet¶esi lehet}os¶eg kovarianci¶aj¶anak, valamint az adott befektet¶es varianci¶aj¶anak
h¶anyadosa. Amennyiben egy adott val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o norm¶alis eloszl¶as¶u,
akkor ennek entr¶opi¶aja a sz¶or¶ast¶ol mindÄossze egy konstans t¶enyez}oben t¶er
el, azaz ide¶alis esetben nem lenne l¶enyegi kÄulÄonbs¶eg a k¶et kock¶azati m¶ert¶ek
kÄozÄott. Eredm¶enyeink alapj¶an azonban, tekintettel arra, hogy a hozamok
nem norm¶alis eloszl¶as¶uak, a sz¶or¶as, a b¶eta ¶es az entr¶opia szigni¯k¶ansan
elt¶er}o magyar¶az¶o er}ovel b¶³rnak, ak¶ar egyedi ¶ert¶ekpap¶³rokat, ak¶ar portf¶oli¶okat
vizsg¶alunk. Dolgozatunkban bemutatjuk, hogy az entr¶opia ide¶alis alter-
nat¶³va egy befektet¶esi lehet}os¶eg kock¶azat¶anak m¶er¶es¶ere. Mindazon¶altal meg-
jegyezzÄuk, hogy ma m¶ar a tradicion¶alis kock¶azati m¶ert¶ekeken t¶ul sok m¶as, a
kock¶azat reprezent¶al¶as¶ara szÄuletett mutat¶ot is bemutathatn¶ank, mint a VaR
(Value at Risk) a CVaR (Conditional Value at Risk), az Omega, a EDR (Ex-
pected Downside Risk), SVar (semivariance), vagy ¶eppen a downside b¶eta.
Ezek a kock¶azati m¶ertek nagyban hozz¶aj¶arultak a t}okepiacokon tapasztalhat¶o
bizonytalans¶ag sz¶amszer}us¶³t¶es¶ehez, azonban ezen m¶ert¶ekek egyens¶ulyi mo-
dellben tÄort¶en}o alkalmaz¶asa nem tekint vissza t¶ul hossz¶u m¶ultra, ez¶ert dolgo-
zatunkban a val¶oban klasszikusnak tekinthet}o kock¶azati m¶ert¶ekekkel (sz¶or¶as
¶es CAPM b¶eta) val¶o Äosszevet¶es¶ere koncentr¶alunk. Amennyiben nagysz¶am¶u
r¶eszv¶eny ¶es ezekb}ol Äossze¶all¶³tott portf¶oli¶o hozam¶at akarjuk magyar¶azni kÄulÄon-
bÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek seg¶³ts¶eg¶evel egyszer}u, a legkisebb n¶egyzetek m¶od-
szer¶ere ¶epÄul}o regresszi¶oval, az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek magasabb
magyar¶az¶o er}ot mutat a tradicion¶alis kock¶azati m¶ert¶ekekhez viszony¶³tva ak¶ar
mint¶an belÄul, ak¶ar a mint¶an k¶³vÄul. Tanulm¶anyunkban kit¶erÄunk arra is, hogy
az entr¶opia, hasonl¶oan a varianci¶ahoz, a diverzi¯k¶aci¶o fÄuggv¶eny¶eben csÄokken;
ugyanakkor annak ellen¶ere, hogy nem szisztematikus kock¶azatot ragad meg,
m¶egis er}osebb magyar¶az¶o-k¶epess¶eggel rendelkezik, mint CAPM b¶eta egyedi
¶ert¶ekpap¶³rok ¶es nem hat¶ekony portf¶oli¶ok eset¶en is. J¶ol diverzi¯k¶alt portf¶oli¶ok
tekintet¶eben elmondhatjuk, hogy az entr¶opia magyar¶az¶o ereje 30%-kal ma-
gasabb, mint a CAPM b¶eta param¶eter¶enek.

Ezen t¶ulmen}oen megvizsg¶altuk, hogy mik¶ent viselkedik az entr¶opia a szo-
k¶asos kock¶azati m¶ert¶ekekhez k¶epest v¶altoz¶o piaci kÄornyezetben; a teljes min-
taperi¶odust felosztottuk bika (emelked}o) ¶es medve (csÄokken}o) peri¶odusokra.
Eredm¶enyeink szerint bika piacon az entr¶opia magyar¶az¶o ereje szigni¯k¶ansan
magasabb, m¶³g medve piacon ez nem tapasztalhat¶o. Eredm¶enyeink azt mu-
tatj¶ak, hogy a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek hasonl¶oan viselkednek a kÄulÄon-
bÄoz}o rezsimekben, azaz pozit¶³v kapcsolatot mutatnak a bika piacon, m¶³g ne-
gat¶³vat a medve piacon. Ez ut¶obbi eredm¶eny meger}os¶³ti azt a hipot¶ezist, hogy
az entr¶opia alap¶u kock¶azatm¶er¶es, hasonl¶oan a tradicion¶alis kock¶azatbecsl¶es-
hez, ellent¶etes kapcsolatot mutat emelked}o ¶es csÄokken}o piaci kÄorÄulm¶enyek
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kÄozÄott. Dolgozatunkban megvizsg¶aljuk ¶es ÄosszevetjÄuk az entr¶opia ¶es a CAPM
hozam el}orejelz}o-k¶epess¶eg¶et is az egyszer}u illeszked¶esi j¶os¶agon t¶ul, ¶³gy k¶epet
kaphatunk arr¶ol, hogy a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek mennyire j¶o el}orejelz}o
k¶epess¶eggel rendelkeznek. Eredm¶enyeink meglep}oek abb¶ol a szempontb¶ol,
hogy a CAPM b¶eta egy szisztematikus kock¶azati m¶ert¶ek, m¶³g az entr¶opia ¶es
a sz¶or¶as a teljes kock¶azatot megragad¶o v¶altoz¶o; m¶egis az entr¶opia kÄozel 40%-
kal magasabb el}orejelz}o k¶epess¶eggel rendelkezik, mint a CAPM tradicion¶alis
kock¶azati m¶ert¶eke ¶es ingadoz¶asa ¶atlagosan 40%-kal kisebb. Eredm¶enyeink
szerint az el}orejelz}o k¶epess¶eg tekintet¶eben a sz¶or¶as ¶es az entr¶opia hasonl¶oan
viselkedik. Tov¶abbi hozz¶aj¶arul¶asa a dolgozatunknak a befektet¶eselm¶elet m¶e-
lyebb meg¶ert¶es¶ehez, hogy meglehet}osen egyszer}u entr¶opiabecsl¶esi m¶odszer-
tant mutatunk be.

Dolgozatunkban nem foglalkoztunk az entr¶opia Artzner ¶es szerz}ot¶arsai
(1999) ¶altal kimunk¶alt kock¶azati m¶ert¶ek koherencia vizsg¶alat¶aval. Artzner¶ek
szerint egy kock¶azati m¶ert¶ek koherensnek tekinthet}o, ha teljes¶³ti az invari-
ancia, szubadditivit¶as, pozit¶³v homogenit¶as, monotonit¶as felt¶eteleit. Intuit¶³v
m¶odon bel¶athat¶o, hogy a koherencia axi¶om¶ait a javasolt kock¶azati m¶ert¶ek
nagy val¶osz¶³n}us¶eggel teljes¶³ti, azonban jelenleg ezek analitikus ¶es empirikus
igazol¶asa nem k¶epezi vizsg¶al¶od¶asunk t¶argy¶at.

2 Adatok

Empirikus vizsg¶alatunkat a Standard & Poor's 500 index 150 v¶eletlenszer}uen
v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³rj¶an v¶egezzÄuk, melyek forgalomban voltak az 1987-t}ol
2011-ig vizsg¶alt 25 ¶eves peri¶odusban. A piaci hozam adatokat a ,,Center for
Research in Security Prices" (CRSP) adatb¶azisb¶ol vettÄuk, amely alapj¶an a
k¶es}obbiekben RM piaci hozamot sz¶amoljuk. Ez a piaci, kapitaliz¶aci¶oval s¶u-
lyozott, osztal¶ekkal korrig¶alt index hozama (VWRETD), amely a New Yorki
t}ozsde (New York Stock Exchange: NYSE), az American Stock Exchange
(AMEX) ¶es a NASDAQ r¶eszv¶enyek hozamait Äosszegzi. A kock¶azatmentes
hozam, amely az egyh¶onapos amerikai diszkont-kincst¶arjegy hozama, hason-
l¶oan a CRSP-b}ol sz¶armazik. Az elemz¶eseket napi logaritmikus hozamokon
v¶egeztÄuk, mivel sz¶am¶³thattunk r¶a, hogy a napi hozamok eset¶en elvethetjÄuk
a normalit¶as nullhipot¶ezis¶et (az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok le¶³r¶o statisztik¶ait a FÄug-
gel¶ek F-1. t¶abl¶azata tartalmazza). Erd}os ¶es Ormos (2009), illetve Erd}os ¶es
szerz}ot¶arsai (2011) tanulm¶anyaiban Äosszefoglalta a nem norm¶alis napi hozam-
eloszl¶asokb¶ol ad¶od¶o eszkÄoz¶araz¶asi modellez¶es neh¶ezs¶egeit. Munk¶ank sor¶an
arra teszÄunk k¶³s¶erletet, hogy a napi hozamokon v¶egzett kock¶azatbecsl¶es alap-
j¶an ÄosszevessÄuk az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es a hozamok kÄozti kapcsolatot.

3 M¶odszertan

Az entr¶opia egy matematikailag de¯ni¶alt m¶ert¶ek, melyet egy rendszerben
v¶egbemen}o folyamatok kimeneteinek megj¶osolhatatlans¶ag¶ara, rendezetlens¶e-
g¶enek karakteriz¶al¶as¶ara alkalmaznak. Els}ok¶ent Rudolf Clausius (1870) vezet-
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te be a termodinamik¶aban egy izol¶alt rendszerben tÄort¶en}o visszaford¶³that¶o
folyamat sor¶an bekÄovetkez}o h}oenergia v¶altoz¶as le¶³r¶as¶ara. Elm¶elet¶et k¶es}obb
tÄobb m¶as tudom¶anyterÄuleten is alkalmazt¶ak. Az entr¶opia ¶ertelmez¶ese a sta-
tisztikus mechanik¶aban egy olyan bizonytalans¶agi m¶ert¶ek, amely egy rendszer
makroszkopikus tulajdons¶againak (nyom¶as, h}om¶ers¶eklet, t¶erfogat) meg¯gye-
l¶ese ut¶an az elemek elhelyezked¶es¶enek v¶eletlenszer}us¶eg¶et jellemzi. Az entr¶opia
ezen megkÄozel¶³t¶es¶et Ludwig Boltzmann (1970) alkalmazta el}oszÄor tanulm¶a-
nyai sor¶an, 1872-ben. Kon¯gur¶aci¶os entr¶opi¶anak nevezte a nagys¶agrendj¶et
azon vari¶aci¶oknak, amelyben a rendszer elemei el tudnak rendez}odni. Szoros
ÄosszefÄugg¶est tal¶alt az entr¶opia fÄuggv¶eny termodinamikai ¶es statisztikus le¶³r¶a-
s¶aban, mivel azok csak egy ¶un. Boltzmann-¶alland¶oban t¶ernek el egym¶ast¶ol.
Az entr¶opia egy m¶asik fontos alkalmaz¶asi terÄulete az inform¶aci¶oelm¶elet, amely-
nek megalkot¶oja Shannon volt (1948). Egy informatikai rendszerben a h¶³rfor-
r¶as sztochasztikus kibernetikus rendszerk¶ent funkcion¶al, melyben egy adott
Äuzenet fogad¶asa val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok¶ent kezelhet}o. Az entr¶opia az egyedi in-
form¶aci¶omennyis¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke, melyet egy ÄuzenetkÄuld¶es sor¶an a rendszer
kÄuld. Min¶el val¶osz¶³n}utlenebb egy Äuzenet fogad¶asa, ann¶al tÄobb inform¶aci¶ot
tartalmaz, ¶³gy nagyobb az entr¶opi¶aja. Mivel az entr¶opia az adott Äuzenettel
¶erkez}o v¶arhat¶o inform¶aci¶omennyis¶eg, egyben m¶ert¶eke annak a maxim¶alis
tÄomÄor¶³t¶esi ar¶anynak, amellyel inform¶aci¶oveszt¶es n¶elkÄul lehet Äuzenetet kÄuldeni.

P¶enzÄugyi vonatkoz¶asban Philippatos ¶es Wilson (1972) alkalmazta el}o-
szÄor az entr¶opi¶at. Munk¶ajuk sor¶an a Markowitz-f¶ele hozam-variancia modell
(,,mean-variance model", MVM) anal¶ogi¶aj¶ara hozam-entr¶opia alap¶u portf¶o-
li¶okat konstru¶altak. A szerz}ok szerint az entr¶opia ¶altal¶anosabb m¶er}osz¶am a
varianci¶ahoz k¶epest, nem fogalmaz meg semmilyen felt¶etelt a hozamok elosz-
l¶as¶ar¶ol. Nawrocki ¶es Harding (1986) a befektet¶esek kock¶azat¶anak m¶er¶es¶ere
az ¶un. ,,state-value weighted" entr¶opia modellt alkalmazta, ami az entr¶opia
becsl¶esnek egy diszkr¶et v¶altozata. Az ¶ert¶ekpap¶³rok hozamainak el}orejelz¶es¶e-
ben Maasoumi ¶es Racine (2002) r¶avil¶ag¶³tott arra, hogy az entr¶opi¶anak sz¶amos
el}onyÄos tulajdons¶aga van, tov¶abb¶a k¶epes nem-line¶aris ÄosszefÄugg¶eseket model-
lezni az ¶ert¶ekpap¶³rok id}osoraiban. Huang (2008) szerint az entr¶opia k¶epes
a portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak le¶³r¶as¶ara, konkl¶uzi¶ojuk szerint min¶el alacsonyabb
a portf¶oli¶o entr¶opi¶aja, ann¶al biztons¶agosabb. Publik¶aci¶ojukban fuzzy-alap¶u
variancia ¶es entr¶opia modelleket is ¶ep¶³tettek a portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi probl¶em¶ara.
Xu ¶es szerz}ot¶arsai (2011) egy ¶un. ,,¸-mean" hibrid entr¶opia modellt hoztak
l¶etre, mellyel egy alternat¶³v megold¶ast ny¶ujtottak a hozam-kock¶azat alap¶u
portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶asi probl¶em¶ara.

Az entr¶opi¶at nemcsak kock¶azat- ¶es v¶arhat¶o hozambecsl¶esre, de a portf¶oli¶ok
diverzi¯k¶aci¶oj¶anak m¶er¶es¶ere is alkalmazt¶ak. A diverzi¯k¶aci¶os hat¶as hat¶e-
konyabb modellez¶es¶er}ol sz¶amol be Dionisio ¶es szerz}ot¶arsai (2006), mivel az
entr¶opia tÄobb inform¶aci¶ot k¶epes reprezent¶alni a hozameloszl¶asr¶ol, mint a vari-
ancia, mivel az norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelez a hozamokr¶ol. A szerz}ok szerint
line¶aris egyens¶ulyi modell eset¶en a kÄolcsÄonÄos inform¶aci¶otartalom ¶es a felt¶ete-
les entr¶opia m¶ert¶ek pontosabb a szisztematikus ¶es v¶allalatspeci¯kus kock¶azat
becsl¶es¶eben. Bera ¶es szerz}ot¶arsai (2008) az entr¶opi¶at mint diverzi¯k¶aci¶os
m¶ert¶eket alkalmazt¶ak a portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as pontos¶³t¶as¶ara. Qin ¶es szer-
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z}ot¶arsai (2008) a portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi probl¶em¶ara az ¶un. Kapur-f¶ele kereszt-
entr¶opia minimaliz¶al¶asi probl¶em¶aj¶at vezett¶ek be ¶es m¶ert¶ek fuzzy-alap¶u szi-
mul¶aci¶oban. Jana ¶es szerz}ot¶arsai (2009) az entr¶opi¶at mint tov¶abbi v¶altoz¶ot
alkalmazt¶ak portf¶oli¶o ¶ujras¶ulyoz¶asi probl¶em¶akhoz, mely sor¶an a tranzakci¶os
kÄolts¶eget is ¯gyelembe vett¶ek. Usta ¶es Kantar (2011) portf¶oli¶o diverzi¯k¶al¶asi
probl¶em¶aban alkalmazta az entr¶opi¶at a sztenderd m¶odszerekkel egyÄutt. Mun-
k¶ajukban a hozam-varianca-ferdes¶eg modellt (,,mean-variance-skewness" mo-
dell) kieg¶esz¶³tett¶ek az entr¶opi¶aval, mellyel pontosabb eredm¶enyeket m¶ertek
mint¶an k¶³vÄul (,,out of sample") az eredeti modellhez k¶epest. Kirchner ¶es
Zunckel (2011) v¶elem¶enye alapj¶an az entr¶opia hat¶ekonyabban k¶epes kimu-
tatni a diverzi¯k¶aci¶o kock¶azatcsÄokkent}o hat¶as¶at a varianci¶aval szemben, b¶ar
tanulm¶anyukban norm¶alis eloszl¶ast felt¶eteleztek az Äosszes ¶ert¶ekpap¶³r napi
hozam¶ar¶ol. Az entr¶opia p¶enzÄugyi terÄuleten val¶o alkalmazhat¶os¶ag¶ar¶ol Zhou
¶es szerz}ot¶arsai (2013) Äosszefoglal¶o cikket publik¶altak, melyben kit¶ernek a
portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi, illetve eszkÄoz¶araz¶asi elm¶eletekre, konkr¶et eredm¶enyeket
azonban nem eml¶³tenek.

A fent cit¶alt kÄozlem¶enyek eredm¶enyei alapj¶an az entr¶opia egy haszn¶alhat¶o
kock¶azati m¶ert¶ek lehet, b¶ar val¶odi alkalmazhat¶os¶ag¶at eddig kev¶esb¶e r¶eszletez-
t¶ek, j¶oval ink¶abb elm¶eleti oldalr¶ol vizsg¶alt¶ak. Dolgozatunk els}odleges c¶elja,
hogy kimutassuk ¶es empirikusan is igazoljuk, hogy az entr¶opia alap¶u koc-
k¶azati m¶ert¶ek egyr¶eszt pontosabb, m¶asr¶eszt nem bonyolultabb, mint a b¶eta
vagy variancia alap¶u egyens¶ulyi modellek. Ezen t¶ulmen}oen arra is k¶³v¶ancsiak
vagyunk, hogy az entr¶opia hozam-el}orejelz}o k¶epess¶ege meghaladja-e a klasszi-
kus CAPM modell ¶es variancia ez ir¶any¶u teljes¶³tm¶eny¶et.

3.1 Diszkr¶et entr¶opia fÄuggv¶eny

Legyen X¤ egy diszkr¶et val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, mely k kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eket vehet
fel. JelÄoljÄuk X¤ lehets¶eges ¶ert¶ekk¶eszlet¶et (o1; o2; . . . ; ok)-val ¶es a hozz¶a tartoz¶o

val¶osz¶³n}us¶egeket pi = Pr(X¤ = oi)-vel, ahol pi ¸ 0 ¶es
Pk

i=1 pi = 1. X¤

val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ora ¶ertelmezett ¶altal¶anos¶³tott diszkr¶et entr¶opia fÄuggv¶eny
(R¶enyi, 1961) a kÄovetkez}o form¶aban ¶³rhat¶o fel:

H®(X¤) =
1

1 ¡ ®
log

³ kX

i=1

p®
i

´
; (1)

ahol ® az entr¶opia rendje, melyre ® ¸ 0, tov¶abb¶a a logaritmusfÄuggv¶eny alapja
2. Az entr¶opia fÄuggv¶eny rendje kifejezi az egyenletes eloszl¶ast¶ol vett elt¶er¶es
entr¶opi¶aban megjelen}o ¶erz¶ekenys¶eg¶et. A leggyakrabban haszn¶alt rendek ® =
1 ¶es ® = 2.

Az ® = 1 egy speci¶alis esete az ¶altal¶anos entr¶opia fÄuggv¶enynek. B¶ar az (1)
egyenletbe val¶o ® = 1 helyettes¶³t¶essel 0 nevez}ot kapn¶ank, a l'Hospital-szab¶aly
seg¶³ts¶eg¶evel levezethet}o, hogy ® ! 1 eset¶en H® a Shannon-f¶ele entr¶opi¶ahoz
tart, jelÄol¶esben

H1(X
¤) = ¡

kX

i=1

pi log(pi) : (2)
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Az ® = 2 esetet R¶enyi (vagy ,,Collision") entr¶opi¶anak nevezzÄuk, melyet a
kÄovetkez}o formul¶aval jelÄolÄunk:

H2(X
¤) = ¡ log

³ kX

i=1

p2
i

´
: (3)

H®(X) ® rend fÄuggv¶eny¶eben nem nÄovekv}o, illetve v¶eges kimeneti halmaz
eset¶en mindk¶et speci¶alis entr¶opiafÄuggv¶eny nagyobb, mint nulla. Jensen-
egyenl}otlens¶eggel bel¶athat¶o a kÄovetkez}o rel¶aci¶o

0 < H2(X
¤) · H1(X

¤) ; (4)

mely szerint b¶armely diszkr¶et v¶altoz¶o eset¶en a R¶enyi entr¶opia ¶ert¶eke pozit¶³v,
¶es nem nagyobb, mint a Shannon-f¶ele entr¶opia.

A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kisz¶am¶³thatatlans¶ag¶anak karakteriz¶al¶as¶ara R¶e-
nyi- ¶es Shannon-entr¶opi¶an k¶³vÄul tov¶abbi fÄuggv¶enyeket vezettek be a szakiro-
dalomban. Gyakrabban alkalmazott megold¶asok a Havrda-Charv¶at entr¶opia
(Havrda, 1967), Tsallis entr¶opia (Tsallis, 1988), a speci¶alisan p¶enzÄugyi prob-
l¶em¶akra bevezetett inkrement¶alis entr¶opia (Ou, 2005), illetve fuzzy alap¶u
entr¶opia (Li, 2008). Ezen fÄuggv¶enyek alkalmaz¶as¶at jelen dolgozatunk nem
vizsg¶alja r¶eszletesebben. A diszkr¶et fÄuggv¶enyek bemutat¶asa az entr¶opia vi-
l¶agosabb meg¶ert¶es¶et szolg¶alja. A k¶es}obbiekben az empirikus vizsg¶alataink
sor¶an a folytonos alakra koncentr¶alunk majd, melyet di®erenci¶alis entr¶opia
fÄuggv¶enynek neveznek a szakirodalomban.

3.2 Di®erenci¶alis entr¶opia fÄuggv¶eny

Legyen X egy folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, mely ¶ert¶ekeit a val¶os sz¶amok
halmaz¶ar¶ol (IR) veszi f(x) s}ur}us¶egfÄuggv¶ennyel. Anal¶og m¶odon az (1) egyen-
lethez, a di®erenci¶alis (folytonos) entr¶opia fÄuggv¶eny a kÄovetkez}o formul¶aval
de¯ni¶alhat¶o:

H®(X) =
1

1 ¡ ®
ln

Z
f(x)® dx : (5)

ÄOsszehasonl¶³tva (1) ¶es (5) k¶epleteket, a folytonoss¶agon k¶³vÄul ezek csak a
logaritmus alapjaiban kÄulÄonbÄoznek. B¶ar az entr¶opia ¶ert¶eke fÄugg a logarit-
mus alapj¶at¶ol, megmutathat¶o, hogy k¶et kÄulÄonbÄoz}o alap¶u logaritmus fÄuggv¶eny
¶ert¶eke csak konstans t¶enyez}oben t¶er el. Ezen tulajdons¶ag miatt az entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek magyar¶az¶o er}o vizsg¶alata sor¶an irrelev¶ans, hogy me-
lyik alapot haszn¶aljuk, ¶³gy term¶eszetes alap¶u logaritmust v¶alasztunk a diffe-
renci¶alis entr¶opia fÄuggv¶enyhez. Folytonos esetben a speci¶alis esetek (® = 1
¶es ® = 2) k¶eplete a kÄovetkez}o:

H1(X) = ¡
Z

f(x) ln f(x) dx ; (6)

H2(X) = ¡ ln

Z
f2(x) dx : (7)
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Fontos kÄulÄonbs¶eg a diszkr¶et ¶es di®erenci¶alis entr¶opia fÄuggv¶eny kÄozÄott, hogy
m¶³g diszkr¶et esetben az entr¶opia nem-negat¶³v ¶ert¶eket vehet fel, addig a dif-
ferenci¶alis esetben negat¶³v ¶ert¶eket is kaphat, jelÄol¶esben

H®(X) 2 IR : (8)

Benavides (2011) szerint Dirac-delta fÄuggv¶eny eset¶en a di®erenci¶alis entr¶opia
¡1-hez tart, illetve teljesen a val¶os x tengelyre simul¶o egyenletes eloszl¶as
eset¶en 1-hez.

A gyakorlatban a sztenderd kock¶azati m¶ert¶ekeket, mint a sz¶or¶ast ¶es a
CAPM b¶et¶at napi vagy havi folytonos, azaz logaritmikus hozam adatok alap-
j¶an becslik meg. Az entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszer tervez¶ese sor¶an
mi is ezt az elvet kÄovetjÄuk, ¶³gy a m¶odszerek magyar¶az¶o ereje Äosszevethet}o
lesz. Mivel az ¶ert¶ekpap¶³rok napi vagy havi hozama a val¶os sz¶amok hal-
maz¶ar¶ol veheti fel az ¶ert¶ek¶et, munk¶ank els}osorban a di®erenci¶alis entr¶opia
alkalmazhat¶os¶ag¶ara Äosszpontos¶³t. B¶ar a kock¶azatbecsl¶esi probl¶ema a hozam-
adatok csoportos¶³t¶as¶aval visszavezethet}o diszkr¶et esetre is, e megkÄozel¶³t¶est a
jelen dolgozatunk nem t¶argyalja.

3.3 Entr¶opia becsl¶ese hisztogram-alap¶u m¶odszerrel

Legyen (x1; x2; . . . ; xn) X folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egy meg¯gyel¶es¶enek
sorozata. BecsÄuljÄuk meg f(x) s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt ezen a mint¶an, jelÄoljÄuk ezt
fn(x)-szel. H®(X) entr¶opia ,,plug-in" integr¶albecsl¶ese ez alapj¶an a kÄovetkez}o:

H®;n(X) =
1

1 ¡ ®
ln

Z

An

fn(x)® dx (9)

ahol An az integr¶al¶as tartom¶anya, mely kisz}uri fn(x) farokr¶eszeit, ahol a
becsl¶es ¶ert¶eke nagyon alacsony. Javasoljuk a tartom¶any becsl¶es¶et An =
(min(x);max(x)) form¶aban. A ,,plug-in" t¶³pus¶u m¶odszer azon megkÄozel¶³t¶esen
alapszik, hogy el}oszÄor a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt becsÄuljÄuk meg, majd ezt alkalmaz-
zuk az entr¶opia kisz¶am¶³t¶as¶ara.

A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny egyik legegyszer}ubb becsl¶esi m¶odszere a hisztogram-
alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es. Legyen bn = max(x) ¡ min(x) a tartom¶any
m¶erete, amit osszunk fel g darab egyenl}o sz¶eless¶eg}u oszt¶alyra (,,bin"-re). Je-
lÄoljÄuk a feloszt¶asi pontokat tj -vel, ahol k¶et egym¶ast kÄovet}o v¶ag¶asi pont kÄoz¶e
es}o oszt¶aly sz¶eless¶ege konstans: h = bn=g = tj+1 ¡ tj. A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
hisztogram-alap¶u becsl¶ese ezek alapj¶an a kÄovetkez}o:

fn(x) =
ºj

nh
; (10)

ha x 2 (tj ; tj+1), ahol ºj azon pontok sz¶ama, melyek a j-edik oszt¶alyba esnek.
A m¶odszer param¶etere az oszt¶alyok sz¶ama (g), melynek meghat¶aroz¶as¶ara
tÄobb m¶odszer is l¶etezik, p¶eld¶aul n¶egyzetgyÄok szab¶aly, Scott-szab¶aly (Scott,
1979), Feedman-Diaconis szab¶aly (Freedman, 1981). A becsl¶esi m¶odszerek
hat¶ekonys¶ag¶at jelen dolgozatban nem vizsg¶aljuk.
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Az entr¶opia becsl¶ese ,,plug-in" m¶odszerrel nehezen implement¶alhat¶o, mivel
integr¶al¶asi m}uveletet tartalmaz. A hisztogram tulajdons¶agai, illetve (6),
(7), (9) ¶es (10) egyenletek alapj¶an levezethet}o a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia
egyszer}ubben kezelhet}o, ,,built-in" becsl¶ese a

H1;n(X) = ¡ 1

n

gX

j=1

ºj ln
³ ºj

nh

´
(11)

¶es

H2;n(X) = ¡ ln

gX

j=1

h
³ ºj

nh

´
(12)

formul¶akban. A ,,built-in" m¶odszer megkÄozel¶³t¶ese az, hogy a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶ese ¶es az entr¶opia kisz¶am¶³t¶asa egy k¶epletben val¶osul meg. A levezet¶es
seg¶³ts¶eg¶evel az integr¶al¶ast Äosszead¶ass¶a alak¶³tottuk, mely egyszer}ubben imple-
ment¶alhat¶o.

Munk¶ank sor¶an k¶et tov¶abbi s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszert is meg-
vizsg¶altunk, nevezetesen a magfÄuggv¶eny-alap¶u ¶es ,,sample spacing" alap¶u
m¶odszereket. Eredm¶enyeink alapj¶an a hisztogram-alap¶u becsl¶es bizonyult a
legpontosabbnak,¶³gy az egy¶eb s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek t¶argyal¶asa
nem k¶epezi szerves r¶esz¶et a kÄozlem¶eny mondanival¶oj¶anak. A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶esi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶as¶at az F2 FÄuggel¶ekben r¶eszletezzÄuk.

3.4 Kock¶azatbecsl¶esi met¶odus

Legyen adott D adatsor:

D : f S; R;RM ; RF g ; (13)

ahol az adatsor Äosszetev}oi (1) az ¶ert¶ekpap¶³rok halmaza S : fS1; . . . ; Slg, (2)
az ezekhez tartoz¶o empirikus meg¯gyel¶esek R : fR1; . . . ; Rlg, ahol Ri =
(ri1; . . . ; rin), (3) a piaci hozamra vonatkoz¶o empirikus hozamadatok RM =
(rM1; . . . ; rMn), (4) a kock¶azatmentes hozamadatok RF = (rF 1; . . . ; rF n),
ahol l az ¶ert¶ekpap¶³rok sz¶ama, n a meg¯gyel¶esek sz¶ama (minta m¶erete).

Dolgozatunk c¶elja az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek alkalmaz¶asa. Je-
len vizsg¶alatban a kock¶azati m¶ert¶ekeket mint magyar¶az¶o v¶altoz¶ot fogjuk al-
kalmazni a kock¶azati pr¶emium el}orejelz¶es¶ere. Ahhoz, hogy b¶armely (jelen
esetben egyv¶altoz¶os) kock¶azati m¶ert¶ek el}orejelz}o k¶epess¶eg¶et megmutassuk,
egy ¶altal¶anos keretet de¯ni¶alunk. JelÄoljÄunk ·¤-gal egy kock¶azatbecsl¶esi fÄugg-
v¶enyt, amely egy adott eszkÄozhÄoz egy olyan ¶ert¶eket rendel, ami a meg¯gyelt
eszkÄoz kock¶azat¶at karakteriz¶alja. ·¤ egy absztrakt jelÄol¶es, mely nem kÄoveteli
meg annak implement¶aci¶oj¶at, csak arra utal, hogy egy olyan fÄuggv¶enyt al-
kalmazunk, mely a p¶enzÄugyi kock¶azat karakteriz¶al¶as¶at hivatott szolg¶alni. ·¤
de¯ni¶al¶asa a m¶er¶esi m¶odszer kÄovetkez}o l¶ep¶ese, mely sor¶an megadjuk, mi-
lyen kock¶azatbecsl¶esi m¶odszereket szeretn¶enk tesztelni. A m¶odszert jelezzÄuk
·¤ index¶eben, jelÄoljÄuk p¶eld¶aul az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶eket ·H-
val. Legyen az i-edik ¶ert¶ekpap¶³rt le¶³r¶o egyv¶altoz¶os kock¶azati m¶ert¶ek ·¤(Si).
JelÄoljÄuk a kock¶azat meg¯gyel¶es alapj¶an tÄort¶en}o becsl¶es¶et ·̂¤(Si)-vel.
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MegkÄozel¶³t¶esÄunk szerint az ¶ert¶ekpap¶³r hozamadatainak bizonytalans¶aga,
¶³gy annak entr¶opi¶aja interpret¶alhat¶o kock¶azatk¶ent. Min¶el egyenletesebb a
hozamok eloszl¶asfÄuggv¶enye (vagy m¶as megkÄozel¶³t¶esben min¶el nagyobb azok
sz¶or¶od¶asa), ann¶al magasabb az entr¶opia ¶ert¶eke. M¶asik oldalr¶ol pedig min¶el
val¶osz¶³n}ubb egy hozam (vagy ahhoz kÄozeli ¶ert¶ek) bekÄovetkez¶ese, ann¶al kisebb
az entr¶opia, ¶³gy a kock¶azat is. Mivel a hozamadatok val¶os halmazb¶ol vehetik
fel ¶ert¶ekeiket, di®erenci¶alis entr¶opi¶aval modellezzÄuk a kock¶azatot. A diffe-
renci¶alis entr¶opia tulajdons¶agaib¶ol bel¶athat¶o, hogy negat¶³v ¶ert¶eket is felvehet
(8). A jobb ¶ertelmezhet}os¶eg ¶erdek¶eben a megbecsÄult di®erenci¶alis entr¶opi¶at
az exponenci¶alis fÄuggv¶eny kitev}ojek¶ent alkalmazzuk, ezzel de¯ni¶alva saj¶at
entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekÄunket a kÄovetkez}o formul¶aban:

·̂H(Si) = eHn(Ri¡RF ) : (14)

Mivel a kock¶azatot mag¶at csak becsÄulni tudjuk, ez¶ert · jelÄol¶es helyett ·̂-t al-
kalmazunk. Az exponenci¶alis transzform¶al¶as eredm¶enyek¶eppen ·̂H csak nem-
negat¶³v ¶ert¶ekeket vehet fel ·̂H 2 [0; +1). KÄonnyen bel¶athatjuk, hogy ameny-
nyiben a hozamok eloszl¶asa norm¶alis, a Shannon-f¶ele kock¶azati m¶ert¶ekÄunk
mindÄossze egy konstansban t¶er el a sz¶or¶ast¶ol. Ennek levezet¶es¶et az F3 FÄug-
gel¶ekben r¶eszletezzÄuk. A ·̂H fÄuggv¶eny egy¶eb tulajdons¶againak elemz¶es¶et}ol e
dolgozatban eltekintÄunk.

Az ¶altalunk de¯ni¶alt entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek pontoss¶ag¶at refe-
rencia (¶un. ,,baseline") m¶ert¶ekekkel szeretn¶enk Äosszevetni. A kÄozgazdas¶agi
szakirodalomban legsz¶elesebben alkalmazott kock¶azati m¶ert¶ek a sz¶or¶as vagy a
variancia (Markowitz, 1952), illetve a t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell (CAPM)
(Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) b¶et¶aja. JelÄoljÄuk
ezeket ·¾-val, illetve ·¯-val. Ezen kock¶azati m¶ert¶ekekre vonatkoz¶o becsl¶es
(13) jelÄol¶eseit alkalmazva a kÄovetkez}o:

·̂¾(Si) = ¾(Ri ¡ RF ) (15)

¶es

·̂¯(Si) = ¯i =
cov(Ri ¡ RF ;RM ¡ RF )

¾2(RM ¡ RF )
; (16)

ahol ¯ a CAPM b¶eta, ¾(¢) ¶es cov(¢) az argumentumban l¶ev}o v¶altoz¶ok sz¶or¶asa,
valamint kovarianci¶aja. Az empirikus vizsg¶alatok sor¶an ezen k¶et kock¶azat-
becsl¶esi m¶odszert fogjuk az entr¶opia fÄuggv¶enyekkel Äosszevetni.

3.5 Magyar¶az¶o- ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg

A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o erej¶enek vizsg¶alat¶ara k¶et alapvet}o megkÄoze-
l¶³t¶est alkalmazunk: a kock¶azati m¶ert¶ekek tan¶³t¶o mint¶an belÄuli (,,in-sample")
magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et a kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶oan, illetve a tan¶³t¶o
mint¶an k¶³vÄuli (,,out-of-sample") jÄov}obeli kock¶azati pr¶emium el}orejelz}o k¶epes-
s¶eg¶et.
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3.5.1 Mint¶an belÄuli magyar¶az¶ok¶epess¶eg

Legyen V egy c¶elv¶altoz¶o v = (v1; . . . ; vl) meg¯gyel¶esi vektorral, illetve U egy
magyar¶az¶o v¶altoz¶o u = (u1; . . . ; ul) vektorral. Ahhoz, hogy meghat¶arozzuk U
line¶aris magyar¶az¶ok¶epess¶eg¶et V -re vonatkoz¶oan, line¶aris regresszi¶os becsl¶est
alkalmazunk a meg¯gyel¶esi vektorokra: V = a0 +a1U +". A modell param¶e-
terei (a0 ¶es a1) a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel (,,ordinary least squares",
OLS) hat¶arozhat¶ok meg2. Ezek alapj¶an a c¶elv¶altoz¶o becsl¶ese a meg¯gyel¶esi
pontokban v̂i = â0 + â1ui, ahol â0 ¶es â1 egyÄutthat¶ok a0 ¶es a1 empirikus
becsl¶esei. A regresszi¶os becsl¶es pontoss¶ag¶ara (m¶as sz¶oval a line¶aris magyar¶az¶o
k¶epess¶eg¶ere) vonatkoz¶o leggyakrabban alkalmazott m¶ert¶ek az illeszked¶es j¶o-
s¶aga, vagy m¶as n¶even determin¶aci¶os egyÄutthat¶o, jelÄol¶esben R2.

Arra vagyunk k¶³v¶ancsiak, milyen pontosan k¶epesek a fent t¶argyalt kock¶a-
zati m¶ert¶ekek megmagyar¶azni a kock¶azati pr¶emiumot az alkalmazott adatso-
ron. JelÄoljÄuk az adott kock¶azati m¶ert¶ek magyar¶az¶o erej¶et ´(·)-val. A c¶elunk
ezen ¶ert¶ekek becsl¶ese ¶es az eredm¶enyek Äosszevet¶ese. Legyen U magyar¶az¶o
v¶altoz¶o az ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azati m¶ert¶eke, az l hossz¶u meg¯gyel¶esi mint¶aval:

u· = (·̂¤(S1); . . . ; ·̂¤(Sl)) ; (17)

ahol · index a kock¶azati m¶ert¶ek szerinti magyar¶az¶o v¶altoz¶o de¯n¶³ci¶ot hang-
s¶ulyozza, ¶es V c¶elv¶altoz¶o az elv¶art kock¶azati pr¶emium, szint¶en l hossz¶us¶ag¶u
meg¯gyel¶esi mint¶aval:

v¹ = (E[R1 ¡ RF ]; . . . ; E[Rl ¡ RF ]) ; (18)

ahol ¹ index a v¶arhat¶o ¶ert¶ek szerinti c¶elv¶altoz¶o de¯n¶³ci¶ot hangs¶ulyozza, E[¢]
az argumentum v¶arhat¶o ¶ert¶eke. (17) ¶es (18) v¶altoz¶o de¯ni¶al¶assal · kock¶azati
m¶ert¶ek mint¶an belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶enek empirikus becsl¶ese a kÄovetkez}o:

^́(·) = R2(v¹; u·) : (19)

3.5.2 Mint¶an k¶³vÄuli el}orejelz}o k¶epess¶eg

Osszuk fel k¶et diszjunkt meg¯gyel¶esi halmazra (I ¶es O) a (13)-ban de¯ni¶alt
D : f S;R;RM ;RF g adatsorunkat:

DI : f S; RI ;RI
M ; RI

F g ; DO : f S; RO ;RO
M ; RO

F g ; (20)

ahol az ¶ert¶ekpap¶³rok hozama RI : fRI
1; . . . ;R

I
l g, RI

i = (ri1; . . . ; rim) ¶es
RO : fRO

1 ; . . . ;RO
l g, RO

i = (ri;m+1; . . . ; ri;m+p); a feloszt¶as a piaci hozamokra
vonatkoz¶oan RI

M = (rM1; . . . ; rMm) ¶es RO
M = (rM;m+1; . . . ; rM;m+p), a koc-

k¶azatmentes hozamra RI
F = (rF 1; . . . ; rF m) ¶es RO

F = (rF;m+1; . . . ; rF;m+p),
ahol jRI

i j = m, jRO
i j = p, 1 · i · l ¶es m + p = n.

2A k¶es}obbi tesztek sor¶an l¶atszik majd, hogy az adatok nem homoszkedasztikusak. Azaz
vagy Newey ¶es West (1987)-f¶ele korrekci¶ot, vagy kvantilis regresszi¶ot kellene futtatnunk,
azonban a sztenderd egyens¶ulyi ¶araz¶asi modellekben rendre OLS regresszi¶oval tal¶alkozunk,
ez¶ert mi is ezt a m¶odszertant kÄovettÄuk.
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Az U magyar¶az¶o v¶altoz¶o ¶ert¶ekei az ¶ert¶ekpap¶³rok DI halmazon becsÄult
kock¶azati m¶ert¶ekei

uI
· = (·̂¤(S1); . . . ; ·̂¤(Sl)) ; (21)

V c¶elv¶altoz¶o az ¶ert¶ekpap¶³rok elv¶art kock¶azati pr¶emiuma DO adatsoron m¶ert
meg¯gyel¶esi mint¶aval

vO
¹ = (E[RO

1 ¡ RO
F ]; . . . ;E[RO

l ¡ RO
F ]) : (22)

(19), (21) ¶es (22) egyenletek alapj¶an · kock¶azati m¶ert¶ek el}orejelz}o k¶epess¶e-
g¶enek becsl¶ese

^́O(·) = R2(vO
¹ ; uI

·) : (23)

3.5.3 Szigni¯kancia vizsg¶alat

,,Bootstrapping" mintagener¶al¶asi m¶odszerrel megvizsg¶altuk, hogy az egyes
kock¶azati m¶ert¶ekek (sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia) mint¶an
belÄuli magyar¶az¶o, ¶es mint¶an k¶³vÄuli el}orejelz}o k¶epess¶ege kÄozÄott szigni¯k¶ans
elt¶er¶es mutatkozik-e. A m¶odszer sor¶an 1000 iter¶aci¶ot hajtottunk v¶egre min-
den kock¶azati m¶ert¶ek p¶aros¶³t¶asra. Egy iter¶aci¶o sor¶an a 150 vizsg¶alt ¶ert¶ek-
pap¶³rb¶ol 25-Äot v¶eletlenszer}uen kivettÄunk ¶es a marad¶ek 125-re alkalmaztuk a
kock¶azatbecsl¶est ¶es R2 m¶er¶est. Az iter¶aci¶ok v¶egeredm¶enyek¶eppen 1000 darab
R2 ¶ert¶eket kaptunk minden kock¶azati m¶ert¶ekre. K¶et kock¶azati m¶ert¶ek pon-
toss¶aga kÄozÄott szigni¯k¶ans elt¶er¶es m¶erhet}o, ha a t-teszt alapj¶an az R2-ek
¶atlaga szigni¯k¶ansan elt¶er.

4 Eredm¶enyek

Empirikus eredm¶enyeinket n¶egy r¶eszben mutatjuk be. El}oszÄor megvizsg¶aljuk,
hogyan viselkednek az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak
nÄovel¶es¶evel v¶eletlenszer}uen Äossze¶all¶³tott portf¶oli¶ok eset¶en, illetve ez mennyi-
ben egyeztethet}o Äossze a klasszikus portf¶oli¶o-elm¶eletben le¶³rtakkal. Ezut¶an
Äosszehasonl¶³tjuk a sz¶or¶as, a CAPM b¶eta, a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia mint¶an
belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et a teljes adatsoron (hossz¶u t¶avon). A harmadik
alfejezetben megvizsg¶aljuk, hogyan teljes¶³tenek a kock¶azati m¶ert¶ekek abban
az esetben, ha emelked}o vagy es}o trendet azonos¶³tunk. V¶egÄul Äosszehasonl¶³tjuk
a m¶ert¶ekek magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg¶et rÄovid t¶avon, illetve megvizs-
g¶aljuk azok id}obeli stabilit¶as¶at. A m¶er¶esekhez kifejezetten erre a c¶elra, Java
programoz¶asi nyelven fejlesztett, saj¶at szoftvert haszn¶alunk.

4.1 Diverzi¯k¶aci¶o hat¶asa az entr¶opi¶ara

Az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek vizsg¶alata sor¶an k¶³v¶ancsiak vagyunk arra,
hogy k¶epes-e a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as kimutat¶as¶ara. Ehhez nagys¶agrendileg
10 milli¶o egyenl}oen s¶ulyozott, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶ot gener¶altunk
v¶eletlenszer}uen v¶alasztva a 150 darab vizsg¶alt ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol. Az elemsz¶am
alatt jelen esetben a portf¶oli¶oba helyezett ¶ert¶ekpap¶³rok sz¶am¶at ¶ertjÄuk. Egy-
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¶es k¶etelem}u portf¶oli¶o eset¶en minden kombin¶aci¶ot (azaz 150, illetve 22350
darabot), egy¶ebk¶ent kett}on¶el magasabb elemsz¶am eset¶en legfeljebb 100 ezer
v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ot gener¶altunk eg¶eszen 100 elemsz¶amig (¶³gy v¶egÄul nagy-
j¶ab¶ol 10 milli¶o kÄulÄonbÄoz}o, de minden esetben egyenl}oen s¶ulyozott portf¶oli¶o
vizsg¶alat¶at tette lehet}ov¶e). Minden egyes portf¶oli¶ora a napi kock¶azati pr¶e-
miumok alapj¶an megbecsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket (nevezetesen a sz¶or¶ast,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opi¶at), majd minden egyes elemsz¶am eset¶en ezeket ¶at-
lagoltuk. Mindk¶et entr¶opia fÄuggv¶eny eset¶en hisztogram-alap¶u becsl¶esi m¶od-
szert alkalmaztunk, 175 darab oszt¶alyt a Shannon- ¶es 50 darab oszt¶alyt a
R¶enyi entr¶opia eset¶en3. Mivel a CAPM b¶eta a szisztematikus, a piaci portf¶o-
li¶oban tÄort¶en}o diverzi¯k¶aci¶o ut¶an fennmarad¶o kock¶azat modellez¶es¶ere k¶epes,
ez¶ert a b¶eta kock¶azati m¶ert¶eket kihagytuk az elemz¶es ezen r¶esz¶eb}ol.

1. ¶abra. ¶Atlagos kock¶azat illetve kock¶azatcsÄokken¶es a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak fÄuggv¶eny¶eben

Megjegyz¶es. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex 150 v¶eletlenszer}uen
v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³rjaib¶ol 10 milli¶o, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u, egyenl}oen s¶ulyo-
zott portf¶oli¶ot gener¶altunk (elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100 ezret, vagy az
Äosszes permut¶aci¶onak megfelel}ot egy- ¶es k¶etelem}u portf¶oli¶ok eset¶en). A port-
f¶oli¶ok kock¶azat¶at sz¶or¶assal (szÄurke folytonos gÄorbe), Shannon-f¶ele entr¶opi¶aval
(fekete folytonos vonal), illetve R¶enyi entr¶opi¶aval (fekete szaggatott gÄorbe)
becsÄultÄuk meg a teljes peri¶odus alapj¶an. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶eket hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶ennyel becsÄultÄunk, Shannon-f¶ele ent-
r¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal. A bal
oldali ¶abra a portf¶oli¶ok ¶atlagos kock¶azat¶at mutatja az elemsz¶am fÄuggv¶eny¶e-
ben, a jobb oldali ¶abra pedig a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara tÄort¶en}o ¶atlagos kock¶a-
zatcsÄokken¶es m¶ert¶ek¶et az egyelem}u portf¶oli¶o ¶atlagos kock¶azat¶ahoz k¶epest.

Az 1. ¶abra alapj¶an a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as mind a sz¶or¶as, mind az entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ertek alapj¶an kimutathat¶o. 10 v¶eletlenszer}u elemb}ol Äossze-

3 ÄOsszehasonl¶³tottuk a hisztogram-, "sample spacing"- ¶es magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶esi
m¶odszerek pontoss¶ag¶at, eredm¶enyeik szerint a hisztogram-alap¶u becsl¶es bizonyult a
legjobbnak a magyar¶az¶o- ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg tekintet¶eben. Eredm¶enyeinket a FÄuggel¶ek
F-3. t¶abl¶azat¶aban r¶eszletezzÄuk.
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¶all¶³tott portf¶oli¶o kock¶azata ¶atlagosan nagyj¶ab¶ol 40%-kal alacsonyabb egy egy-
elemes portf¶oli¶ohoz k¶epest mindh¶arom m¶ert¶ek eset¶en. ÄOsszess¶eg¶eben a di-
verzi¯k¶aci¶os hat¶as karakteriz¶al¶as¶aban az entr¶opia hasonl¶oan viselkedik, mint
a sz¶or¶as.

Ugyancsak megvizsg¶altuk, hogyan rendez}odnek a kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶ok a
v¶arhat¶o hozam { kock¶azat koordin¶atarendszerben a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara.
150 darab egyelem}u, illetve 200-200 darab egyenl}oen s¶ulyozott 2, 5 ¶es 10 elem}u
portf¶oli¶ot gener¶altunk v¶eletlenszer}uen, majd megbecsÄultÄuk ezek kock¶azat¶at
sz¶or¶assal, b¶et¶aval, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opi¶aval.

2. ¶abra. KÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶ok elhelyezked¶ese a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium {
kock¶azat koordin¶atarendszerben

Megjegyz¶es. Az egyes panelek a portf¶oli¶ok v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium¶at
mutatj¶ak a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekekkel sz¶am¶³tva; a portf¶oli¶ok elemsz¶a-
ma (m¶erete) { melyet t-vel jelÄolÄunk { az ¶abr¶akon l¶athat¶o. Az elemz¶esÄunkhÄoz
haszn¶alt 150 r¶eszv¶eny felhaszn¶al¶as¶aval 150 darab egyelem}u portf¶oli¶ot k¶esz¶³-
tettÄunk, illetve 200-200 egyenl}oen s¶ulyozott portf¶oli¶ot gener¶altunk 2, 5, ¶es
10 v¶eletlenszer}uen v¶alasztott r¶eszv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel. A portf¶oli¶ok kock¶azat¶at
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sz¶or¶assal, CAPM b¶et¶aval, Shannon-f¶ele entr¶opi¶aval, illetve R¶enyi entr¶opi¶aval
becsÄultÄuk meg napi logaritmikus hozamokat felhaszn¶alva az 1987 ¶es 2011
peri¶odusra vonatkoz¶oan. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en
hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele ent-
r¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal.

A 2. ¶abra a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium ¶es a kock¶azat viszony¶at mutatja
v¶eletlenszer}uen gener¶alt portf¶oli¶ok eset¶en kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek sze-
rint. Meg¯gyelhet}o, hogy a sz¶or¶as ¶es az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek
karakterisztik¶aja hasonl¶o: a portf¶oli¶ok elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel hiperbola
alakzatban s}ur}usÄodnek, a Markowitz-f¶ele portf¶oli¶o-elm¶elettel egybev¶ag¶oan
(Markowitz, 1952). A b¶eta eset¶en viszont m¶as jelleg}u elhelyezked¶es kÄor-
vonalaz¶odik, a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel egy kÄoz¶eppont kÄorÄul s}u-
r}usÄodnek a portf¶oli¶okat reprezent¶al¶o pontok.

4.2 Hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg

3. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶ege
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Megjegyz¶es: A n¶egy panel az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es a v¶arhat¶o koc-
k¶azati pr¶emium kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶est ¶abr¶azolj¶ak a vizsg¶alt teljes peri¶odusra.
A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150 darab ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztot-
tunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-t}ol kezdve 2011 v¶eg¶eig.
A teljes peri¶oduson meg¯gyelt napi logaritmikus hozamok alapj¶an megbe-
csÄultÄuk az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶at sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es
R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszerekkel. Mindk¶et entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaz-
tunk, Shannon-f¶ele entr¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en
50 oszt¶allyal. Egy pont egy ¶ert¶ekpap¶³r reprezent¶aci¶oja, a pontokra line¶aris
regresszi¶os egyenest illesztettÄunk, majd lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at
(R2). A paneleken feltÄuntettÄuk a regresszi¶os egyenes k¶eplet¶et, a determin¶aci¶os
egyÄutthat¶ot, illetve z¶ar¶ojelben az egyes param¶eterekhez tart¶oz¶o p-¶ert¶eket.

Ahhoz, hogy lem¶erjÄuk az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek (sz¶or¶as, CAPM b¶eta,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia) v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o ma-
gyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, a teljes peri¶oduson (jelÄol¶esben p1) vett napi logaritmikus
hozamokon megbecsÄultÄuk azok nagys¶ag¶at. A m¶odszertanban bemutatott
regresszi¶os egyenes illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶aval (R2) kÄozel¶³tettÄuk a kock¶azati
m¶ert¶ekek ´(·) magyar¶az¶o erej¶et, ahol U magyar¶az¶o v¶altoz¶onak az ¶ert¶ekpap¶³-
rok kock¶azati m¶ert¶ek¶et, V c¶elv¶altoz¶onak a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumot v¶a-
lasztottuk.

A 3. ¶abra Äosszefoglalja a vizsg¶alt kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et,
v¶arhat¶o napi kock¶azati pr¶emium { kock¶azat koordin¶atarendszerben. Az illesz-
ked¶es j¶os¶aga alapj¶an a b¶eta teljes¶³t a leggyeng¶ebben, 8,53%-os R2-tel. B¶ar a
sz¶or¶as magyar¶az¶o ereje (12,10%) magasabb, mint a b¶et¶a¶e, mindk¶et entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek szigni¯k¶ansan4 jobban teljes¶³t, Shannon entr¶opia
eset¶en 18,71%-kal, R¶enyi entr¶opia eset¶en pedig 23,66%-kal. A line¶aris reg-
resszi¶os egyenes egyenlete szerint az ¶atlagos, nem megmagyar¶azott kock¶azati
pr¶emium (Y tengelymetszet, vagy Jensen alfa (Jensen, 1968)) abszol¶ut ¶ert¶eke
az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en alacsonyabb (0,0007 ¶es 0,0055),
mint a hagyom¶anyos kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en (a sz¶or¶as eset¶en 0,0080, a b¶eta
eset¶en 0,0150). Meg¯gyelhet}o, hogy az illeszked¶es j¶os¶aga, illetve a Jensen alfa
abszol¶ut ¶ert¶eke ford¶³tottan ar¶anyosan mozog jelen esetben.

Megm¶ertÄuk a magyar¶az¶o k¶epess¶eget kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶o eset¶en
is. Elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100-100 ezer, vagy a maxim¶alis permut¶aci¶onak
megfelel}o sz¶am¶u v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ot gener¶altunk, illetve lem¶ertÄuk eseten-
k¶ent a legfeljebb 100 ezer pontra illesztett regresszi¶os egyenes illeszked¶es¶enek
j¶os¶ag¶at. Az eredm¶enyeinket a 4. ¶abr¶an foglaljuk Äossze.

4A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek szig-
ni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os szigni¯kancia szinten.
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4. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o erej¶enek v¶altoz¶asa
az elemsz¶amok fÄuggv¶eny¶eben

Megjegyz¶es: Az ¶abra Äosszehasonl¶³tja a sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es
R¶enyi entr¶opia magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et (R2) a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak fÄuggv¶e-
ny¶eben. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex 150 v¶eletlenszer}uen v¶alasz-
tott ¶ert¶ekpap¶³rjaib¶ol 10 milli¶o, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u, egyenl}oen s¶ulyozott
portf¶oli¶ot gener¶altunk (elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100 ezret). A gener¶alt
portf¶oli¶ok teljes peri¶oduson vett napi logaritmikus hozama alapj¶an meg-
becsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket, majd az egyes elemsz¶amokra line¶aris reg-
resszi¶os egyenest illesztettÄuk ¶es lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at. Az ¶abr¶an
vil¶agosszÄurke gÄorbe jelzi a sz¶or¶ast, fekete szaggatott gÄorbe a CAPM b¶et¶at,
szÄurke folytonos gÄorbe a Shannon-f¶ele entr¶opi¶at, illetve fekete gÄorbe a R¶enyi
entr¶opi¶at.

A 4. ¶abra illusztr¶alja, hogyan v¶altozik a magyar¶az¶o k¶epess¶eg a diverzi-
¯k¶al¶as hat¶as¶ara. Meg¯gyelhet}o, hogy m¶³g a sz¶or¶as ¶es entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶ekek eset¶en ez a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel csÄokken, a b¶eta ese-
t¶en konstans ¶ert¶ek kÄorÄul mozog. A karakterisztika magyar¶azata a kÄovetkez}o.
Egyr¶eszt a b¶eta csak a szisztematikus (nem diverzi¯k¶alhat¶o) kock¶azatot mo-
dellezi, ¶³gy a konstans ¶ert¶ek indokolt, m¶asr¶eszt a sz¶or¶as ¶es entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek a v¶allalat speci¯kus kock¶azatot is k¶epesek m¶erni, ¶³gy
kev¶esb¶e j¶ol diverzi¯k¶alt (magasabb egyedi kock¶azat¶u) portf¶oli¶ok eset¶en ezek
tov¶abbi magyar¶az¶o er}ovel b¶³rnak. A magyar¶az¶o k¶epess¶eg csÄokken¶ese ellen¶ere
mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek legal¶abb olyan j¶o teljes¶³t, mint a
b¶eta. J¶ol diverzi¯k¶alt (100 elem}u) portf¶oli¶ok eset¶en a R¶enyi entr¶opia ma-
gyar¶az¶ok¶epess¶ege nagys¶agrendileg 30%-kal magasabb, mint a CAPM b¶et¶a¶e,
a Shannon entr¶opia eset¶en kÄozel azonosak a teljes¶³tm¶enyek.
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4.3 Magyar¶az¶o k¶epess¶eg a piaci trend ismeret¶eben

Az eredeti, 25 ¶eves peri¶odus¶u, napi logaritmikus hozam adatokat k¶et mint¶ara
osztottuk fel att¶ol fÄugg}oen, hogy emelked}o (,,bika piac") vagy csÄokken}o (,,med-
ve piac") trend}u peri¶odusban tÄort¶entek a meg¯gyel¶esek.

Ezzel k¶et olyan meg¯gyel¶esi halmazt kaptunk, amelynek pontjai vagy
emelked}o, vagy csÄokken}o peri¶odusban tÄort¶entek. Az emelked}o trend}u mint¶at
,,p1+"-val, a csÄokken}ot ,,p1¡"-val jelÄoljÄuk. A 25 ¶eves peri¶odus feloszt¶as¶at
az F4 FÄuggel¶ekben foglaltuk Äossze. Ezen k¶et diszjunkt mint¶an kÄulÄon-kÄulÄon
lefuttattuk a 4.2 fejezetben r¶eszletezett hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg
m¶er¶es¶ere bemutatott m¶odszert, ugyanazon param¶eterekkel. Az elemz¶essel
kapott eredm¶enyeinket az 5. ¶es 6. ¶abra foglalja Äossze.

5. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶ege emelked}o trend}u mint¶aban
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6. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶ege csÄokken}o trend}u mint¶aban

Megjegyz¶es: Az 5-6. ¶abr¶akon a n¶egy panel az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es
a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶est ¶abr¶azolja emelked}o (illetve
csÄokken}o) trend}u peri¶odusokban. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex-
b}ol 150 darab ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalom-
ban voltak 1987-t}ol kezdve 2011 v¶eg¶eig. Az azonos trendben (bika illetve
medve piacon) mozg¶o peri¶odusokon meg¯gyelt napi logaritmikus hozamok
alapj¶an megbecsÄultÄuk az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶at sz¶or¶as, CAPM b¶eta,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszerekkel. Mindk¶et
entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele entr¶opia eset¶en 175, R¶enyi entr¶opia ese-
t¶en 50 oszt¶allyal. Egy pont egy ¶ert¶ekpap¶³r reprezent¶aci¶oja, a pontokra line¶aris
regresszi¶os egyenest illesztettÄunk, majd lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at
(R2). A paneleken feltÄuntettÄuk a regresszi¶os egyenes k¶eplet¶et, a determin¶aci¶os
egyÄutthat¶ot, illetve z¶ar¶ojelben az egyes param¶eterekhez tart¶oz¶o p-¶ert¶eket.

A bika ¶es medve piacokra elv¶egzett k¶³s¶erleteink eredm¶enye mutatja, hogy
a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek hasonl¶oan viselkednek a kÄulÄonbÄoz}o piaci
kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott: azaz az elm¶eleti modellnek megfelel}oen a hozam ¶es
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kock¶azat kÄozÄott pozit¶³v kapcsolatot l¶atunk emelked}o piaci rezsimben, vi-
szont minden kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en negat¶³v kapcsolat l¶atszik csÄokken}o
piaci viszonyok kÄozÄott. Jelen eredm¶enyÄunk interpret¶al¶asakor vil¶agosan kell
l¶atni, hogy semmi kÄulÄonÄoset nem fedeztÄunk fel, hiszen a jelens¶eg m¶ar eddig
is ismert volt (Silver, 1975; DeBondt ¶es Thaler, 1987; Chawla, 2003), azon-
ban az a t¶eny, hogy az entr¶opia is hasonl¶o karakterisztik¶akat mutat, abb¶ol
a szempontb¶ol lehet fontos eredm¶eny, hogy alkalmaz¶asa az eddig megszokot-
taknak megfelel}o ¶ertelmez¶esi tartom¶anyban tÄort¶enhet meg. Bika piacon min-
den kock¶azati m¶ert¶ekkel kifejezetten er}os magyar¶az¶o k¶epess¶eget m¶ertÄunk:
39,54% a sz¶or¶as, 37,42% a CAPM b¶eta, 48,65% a Shannon entr¶opia, valamint
49,34% a R¶enyi entr¶opia eset¶en5. Emelked}o piacon a regresszi¶os egyenes
pozit¶³v meredeks¶eg}u, hasonl¶oan a teljes mint¶ara vonatkoz¶o m¶er¶esÄunk sor¶an
tapasztaltakhoz; azaz a magasabb kock¶azatv¶allal¶as¶ert magasabb hozamra
sz¶am¶³thatunk. Ezzel ellent¶etben, amikor a piacok esnek, azaz medve piaci
kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a magasabb kock¶azatv¶allal¶ast nem jutalmazza a piac
magasabb hozammal, s}ot val¶oj¶aban a kock¶azati pr¶emium a kock¶azat fÄugg-
v¶eny¶eben csÄokken, azaz a regresszi¶os egyenes meredeks¶ege negat¶³vv¶a v¶alik.
Meg kell jegyeznÄunk, hogy ezen meg¯gyel¶es eset¶en a b¶eta magyar¶az¶o ereje
(37,26%) meghaladja az entr¶opi¶a¶et (Shannon- valamint R¶enyi entr¶opia eset¶en
32,66%, illetve 30,55%). ÄOsszess¶eg¶eben azt ¶all¶³thatjuk, hogy eredm¶enyeink
egybev¶agnak a sztenderd eszkÄoz¶araz¶asi modellek eredm¶enyeivel. Amennyi-
ben a rezsim-fÄugg}os¶eg is j¶ol l¶athat¶ov¶a v¶alik, l¶enyegesen pontosabb becsl¶est
kapunk, mint ezen inform¶aci¶o felhaszn¶al¶asa n¶elkÄul. Mindazon¶altal meg kell
jegyeznÄunk, hogy a teljes mint¶ara vonatkoz¶o eredm¶enyek abb¶ol a szempontb¶ol
m¶egis relev¶ansabbak t}unnek, mivel a befektet}o egy adott pillanatban nem
tudja eldÄonteni, hogy ¶epp emelked}o, vagy csÄokken}o piacon fektet be, ¶³gy an-
nak el}orejelz¶ese bizonytalann¶a v¶alik.

4.4 RÄovid t¶av¶u magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg

B¶ar jelent}os eredm¶enyeket ¶erhetÄunk el mint¶an belÄul (p¶eld¶aul t¶ultanul¶assal),
ebb}ol m¶eg nem kÄovetkezik, hogy a mint¶an k¶³vÄul is pontos lesz a modellÄunk.
Az el}orejelz}o k¶epess¶eg m¶er¶es¶ere a kÄovetkez}o m¶odszert alkalmaztuk. 1987-
t}ol kezdve t¶³z¶eves peri¶odusokat vettÄunk 1-1 ¶eves eltol¶assal eg¶eszen 2002-ben
kezd}od}o 10 ¶eves peri¶odusig bez¶ar¶olag. Az els}o peri¶odus 1987-t}ol 1996-ig, az
utols¶o 2002-t}ol 2011-ig tart, 1 ¶eves eltol¶asokkal ez a 25 ¶eves teljes adatsoron 16
darab t¶³z¶eves peri¶odust jelent. A t¶³z¶eves peri¶odusokat 5-5 ¶eves tan¶³t¶o ¶es teszt
peri¶odusokra bontottuk fel, melyeket p2i ¶es p2o-val jelÄolÄunk a tov¶abbiakban.
Minden t¶³z¶eves peri¶odusban megbecsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket az els}o 5
¶eves peri¶oduson (p2i), majd line¶aris regresszi¶ot ¶es R2 m¶er¶est alkalmaztunk az
azonos (mint¶an belÄul, p2i), illetve kÄovetkez}o 5 ¶eves peri¶odus (mint¶an k¶³vÄul,
p2o) v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium¶anak becsl¶es¶ere. A kock¶azati m¶ert¶ekek rÄovid
t¶av¶u magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶ege a vizsg¶alt peri¶odusok R2-¶enek ¶atlaga
mint¶an belÄul ¶es k¶³vÄul. Az eredm¶enyeket az 1. t¶abl¶azatban foglaltuk Äossze, a

5A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek szig-
ni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os szigni¯kancia szinten.
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teljess¶eg kedv¶e¶ert kieg¶esz¶³tve az el}oz}o alfejezetekben teljes peri¶oduson, illetve
kÄulÄonbÄoz}o trendeken m¶ert hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eggel.

Kock¶azati m¶ert¶ek ^́p1 ^́p1+ ^́p1¡ ^́p2i ^́p2o ¾R(^́p2i) ¾R(^́p2o)

(%) (%) (%) (%) (%)

Sz¶or¶as 12,10 39,5 30,7 8,73 9,04 0,59 0,77
CAPM b¶eta 8,53 37,4 37,3 13,12 6,54 0,98 1,09
Shannon entr¶opia 18,71 48,6 32,7 14,77 9,18 0,60 0,78
R¶enyi entr¶opia 23,66 49,3 30,5 14,34 8,55 0,51 0,76

1. t¶abl¶azat. A kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akban

Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszefoglalja a megvizsg¶alt kock¶azati m¶ert¶ekek
magyar¶az¶o (mint¶an belÄuli R2) ¶es el}orejelz}o (mint¶an k¶³vÄuli R2) k¶epess¶eg¶et
kÄulÄonbÄoz}o mint¶akon m¶erve. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150
¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-
t}ol kezdve ¶es 2011 v¶egig. Ezen ¶ert¶ekpap¶³rok napi logaritmikus hozam¶an sz¶o-
r¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶od-
szerekkel megbecsÄultÄuk azok kock¶azat¶at: (1) hossz¶u t¶avon, 1987-t}ol 2011-
ig bez¶ar¶olag; (2) emelked}o trendben (bika piacon); (3) csÄokken}o trendben
(medve piacon); (4) 16 darab 10-¶eves peri¶oduson (1987{1996)-t¶ol kezdve,
(2002{2011)-ig 1-1 ¶eves eltol¶assal, felosztva 5-5 ¶eves mint¶an belÄuli ¶es mint¶an
k¶³vÄuli m¶er¶esi mint¶ara. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisz-
togram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele entr¶opia
eset¶en 175 oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal. ^́p1 jelÄoli az egyes
kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, ^́p1+ ¶es ^́p1¡ jelzi
a magyar¶az¶o er}ot, amennyiben a trend azonos¶³tott, ^́p2i az ¶atlagos mint¶an

belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg a 10 ¶eves rÄovidebb peri¶odusok els}o 5 ¶ev¶eben, ^́p2o

pedig a m¶asodik 5 ¶evben m¶ert ¶atlagos el}orejelz}o k¶epess¶eg. Az utols¶o k¶et osz-
lop a rÄovidebb peri¶odusokon m¶ert teljes¶³tm¶enyek relat¶³v sz¶or¶as¶at Äosszegzi.6

Eredm¶enyeink alapj¶an a sz¶or¶as hasonl¶o pontoss¶aggal magyar¶azza, illetve
jelzi el}ore a v¶arhat¶o hozamot 5 ¶eves peri¶odusra vonatkoz¶oan (8,73% ¶es 9,04%).
A CAPM b¶eta ¶es az entr¶opia modellek eset¶en a rÄovid t¶av¶u mint¶an belÄuli
magyar¶az¶o k¶epess¶eg jelent}osen magasabb az el}orejelz}o k¶epess¶egn¶el (CAPM
eset¶en: 13,12% ¶es 6,54%; Shannon entr¶opia eset¶en: 14,77% ¶es 9,18%, m¶³g
R¶enyi entr¶opia eset¶en: 14,34% ¶es 8,55%). A sz¶or¶as mint¶an belÄuli pon-
toss¶aga szigni¯k¶ansan alacsonyabb a tÄobbi modellhez k¶epest (8,73% szemben
a 13,12%, 14,77%, 14,34% ¶ert¶ekekkel), el}orejelz}o k¶epess¶ege viszont meglep}oen
magas (9,04%, szemben a 6,54%, 9,18%, 8,55% ¶ert¶ekekkel). A CAPM b¶eta
eset¶en a meg¯gyel¶es ford¶³tott, 5 ¶eves mint¶an belÄul jelent}osen magasabb, mint
a teljes mint¶an m¶erve (rÄovid t¶avon 13,12%, hossz¶u t¶avon 8.53%), el}orejelz}o
k¶epess¶ege viszont jelent}osen alacsonyabb (6,54%), ami azt sugallja, hogy a
modell nagy val¶osz¶³n}us¶eggel t¶ultanult a tan¶³t¶o peri¶oduson. Az entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek rÄovid t¶av¶u magyar¶az¶o-, ill. el}orejelz}o k¶epess¶ege relat¶³ve

6A rÄovidebb peri¶odusokra vonatkoz¶o r¶eszletes eredm¶enyeinket k¶er¶esre rendelkez¶esre
bocs¶ajtjuk.
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magas (Shannon entr¶opia 14,77% ¶es 9,18%, illetve R¶enyi entr¶opia 14,34% ¶es
8,55%, szemben a sz¶or¶assal: 8,73% ¶es 9,04%, illetve a CAPM b¶et¶aval: 13,12%
¶es 6,54%). Eredm¶enyeink meglep}oek abb¶ol a szempontb¶ol, b¶ar a CAPM b¶eta
egy szisztematikus kock¶azati m¶ert¶ek, m¶egis az entr¶opia kÄozel 40%-kal maga-
sabb el}orejelz}o k¶epess¶eggel rendelkezik (9,18% szemben a 6,54%-kal). Shan-
non entr¶opia alkalmaz¶as¶aval medve piacon k¶³vÄul minden esetben pontosabb
becsl¶eseket m¶ertÄunk mind a sz¶or¶ashoz, mind a CAPM b¶et¶ahoz k¶epest. A k¶et
entr¶opia fÄuggv¶eny kÄozÄul hossz¶u t¶avon a R¶enyi entr¶opia (23,66%), rÄovid t¶avon
a Shannon entr¶opia (14,77% ¶es 9,18%) bizonyult pontosabbnak az empirikus
vizsg¶alatok alapj¶an7. Az 5 ¶eves peri¶odusokon m¶ert R2 ingadoz¶as (relat¶³v
sz¶or¶asa) alapj¶an elmondhat¶o, hogy a legkev¶esb¶e megb¶³zhat¶o modell a CAPM
b¶eta mint¶an belÄul 0,98-as, illetve mint¶an k¶³vÄul 1,09-es relat¶³v sz¶or¶assal, ami
40%-kal magasabb az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekekhez k¶epest. A sz¶or¶as
¶es az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en hasonl¶o ingadoz¶ast m¶ertÄunk,
nagys¶agrendileg mint¶an belÄul 0,60, illetve mint¶an k¶³vÄul 0,75 kÄorÄuli ¶ert¶ekeket,
legmegb¶³zhat¶obb rÄovid t¶av¶u modellnek a R¶enyi entr¶opia bizonyult. Eredm¶e-
nyeinket Äosszefoglalva azt az ¶all¶³t¶ast fogalmazzuk meg, hogy a b¶eta kiz¶ar¶olag
csÄokken}o piacokon alkalmasabb kock¶azat m¶er¶esre, mint az entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek. Minden m¶as esetben az entr¶opia t¶ulsz¶arnyalja a CAPM
b¶et¶at ¶es a Markowitz-f¶ele modell varianci¶aj¶at, ¶³gy jobb ¶es megb¶³zhat¶obb
kock¶azati m¶ert¶eknek t}unik.

5 ÄOsszegz¶es

Az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek ÄotvÄozi a sz¶or¶as ¶es a CAPM b¶eta kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akon m¶ert pontoss¶ag¶at. Ahogyan a sz¶or¶as, az entr¶opia is k¶epes a diver-
zi¯k¶aci¶os hat¶as kimutat¶as¶ara, a kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o rÄovid t¶av¶u
el}orejelz}o k¶epess¶ege nagyobb. A b¶et¶aval szemben a modell sz¶am¶³t¶as¶ahoz
nincs szÄuks¶eg a val¶os¶agban megragadhatatlan piaci portf¶oli¶o hozam¶anak is-
meret¶ere, a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o mint¶an belÄuli magyar¶az¶o
ereje nagyobb, f}oleg hossz¶u t¶avon, amikor a piaci trend nem beazonos¶³tott.
JegyezzÄuk meg, hogy egy adott pillanatban ez nem is lehets¶eges, kiz¶ar¶olag
k¶es}obbi peri¶odusokban tudjuk meg¶allap¶³tani, hogy a m¶ult egy adott pillanata
bika vagy medve piachoz tartozott-e. Amennyiben a piaci trend azonos¶³that¶o,
az entr¶opia ¶es a b¶eta magyar¶az¶o ereje kÄozÄott nincs egy¶ertelm}u rel¶aci¶o. Pon-
toss¶ag, stabilit¶as szempontj¶ab¶ol az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek a legki-
egyens¶ulyozottabb, mivel a rÄovid t¶av¶u id}oablakokon m¶ert magyar¶az¶o ¶es el}ore-
jelz}o k¶epess¶eg relat¶³v sz¶or¶asa a legalacsonyabb. Az entr¶opia becsl}om¶odszerek
kÄozÄott a hisztogram-alap¶u megkÄozel¶³t¶est tal¶altuk a legpontosabbnak, ¶³gy
bevezettÄunk egy-egy egyszer}u formul¶at a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia becsl¶e-
s¶ere, el}oseg¶³tve ezzel az entr¶opia alap¶u p¶enzÄugyi kock¶azatbecsl¶es sz¶eles kÄor}u
alkalmazhat¶os¶ag¶at.

7A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek pontoss¶aga,
amennyiben magasabbak, szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os
szigni¯kancia szinten.
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FÄuggel¶ekek

F1 Le¶³r¶o statisztika

V¶allalat neve CRSP r ¡ rj Lapos- Ferde- J-B szig. ¾ ¯ H1 H2
azon. s¶ag s¶eg teszt szint

Honeywell International 10145 0,0344 22,93 0,24 137910,2 *** 2,13 1,10 7,64 5,94
Beam Inc. 10225 0,0262 7,36 0,28 14278,8 *** 1,75 0,83 6,37 4,91
Archer Daniels Midland Co 10516 0,0375 8,50 -0,03 18964,9 *** 2,05 0,83 7,24 5,92
Brown Shoe Co Inc. New 10866 0,0161 11,89 0,37 37185,2 *** 2,82 1,14 9,59 6,96
Brunswick Corp 10874 0,0326 26,59 0,68 185986,0 *** 3,06 1,47 10,35 7,82
Unisys Corp 10890 0,0214 32,22 1,34 274237,1 *** 3,97 1,44 12,38 9,42
DuPont 11703 0,0207 5,05 -0,11 6688,0 *** 1,84 0,99 6,99 5,50
Eaton Corp 11762 0,0349 14,13 -0,07 52363,9 *** 1,82 0,98 6,71 5,20
General Dynamics Corp 12052 0,0332 10,79 0,06 30522,3 *** 1,76 0,66 6,35 4,84
Ingersoll Rand Plc 12431 0,0446 9,64 -0,25 24451,7 *** 2,28 1,21 8,56 6,71
IBM Corp. 12490 0,0309 10,31 -0,02 27881,8 *** 1,85 0,94 6,76 5,21
ITT Corp. 12570 0,0372 8,80 0,12 20320,8 *** 1,74 0,90 6,51 5,07
N L Industries Inc. 13303 0,0465 6,11 0,42 9965,6 *** 3,22 1,09 11,23 8,68
P G & E Corp 13688 0,0130 63,24 -0,43 1049189,8 *** 1,96 0,57 5,92 4,73
PepsiCo Inc. 13856 0,0432 6,83 0,32 12346,1 *** 1,66 0,65 6,13 4,82
ConocoPhillips 13928 0,0440 7,20 0,01 13585,2 *** 1,95 0,85 7,28 5,91
Apple Inc. 14593 0,1027 20,06 -0,42 105725,7 *** 3,07 1,25 11,34 8,95
Sunoco Inc. 14656 0,0254 11,21 -0,06 32955,2 *** 2,18 0,95 7,97 6,33
Foot Locker Inc. 15456 0,0248 7,60 0,38 15308,9 *** 2,71 1,01 9,70 7,39
RadioShack Corp 15560 0,0196 9,37 -0,02 23013,4 *** 2,66 1,09 9,70 7,42
Texas Instruments Inc. 15579 0,0641 4,71 0,18 5849,7 *** 2,83 1,37 10,87 8,57
Goodyear Tire&Rubber Co 16432 0,0186 7,37 -0,11 14262,6 *** 2,81 1,36 10,12 7,58
Hershey Co 16600 0,0350 21,66 0,40 123190,7 *** 1,64 0,59 5,96 4,69
Kroger Company 16678 0,0438 139,09 -4,13 5092483,4 *** 2,28 0,70 7,82 6,54
CVS Caremark Corp 17005 0,0353 11,76 -0,35 36383,2 *** 1,97 0,75 7,17 5,56
Bassett Furniture Ind. 17137 0,0108 16,95 0,72 75867,9 *** 2,89 0,60 9,65 7,35
General Mills Inc. 17144 0,0289 6,11 0,18 9816,4 *** 1,33 0,48 5,04 3,98
McGraw Hill Cos Inc. 17478 0,0326 11,75 0,40 36364,0 *** 1,89 0,94 6,73 5,06
Kimberly Clark Corp 17750 0,0297 16,20 -0,52 69119,0 *** 1,56 0,60 5,74 4,47
United Technologies Corp 17830 0,0411 14,63 -0,58 56472,3 *** 1,77 0,94 6,64 5,25
Procter & Gamble Co 18163 0,0398 48,10 -1,67 609852,2 *** 1,59 0,66 5,65 4,44
Penney J C Co Inc. 18403 0,0244 5,31 0,39 7553,0 *** 2,41 1,11 8,96 6,78
Southern Co 18411 0,0216 12,04 0,00 38001,7 *** 1,31 0,46 4,71 3,97
Caterpillar Inc. 18542 0,0530 5,93 -0,08 9233,8 *** 2,10 1,09 7,94 6,23
Colgate Palmolive Co 18729 0,0440 12,91 0,07 43712,7 *** 1,62 0,65 6,00 4,70
F M C Corp 19166 0,0474 15,71 -0,22 64755,9 *** 2,11 1,06 7,33 5,54
Deere & Co 19350 0,0571 4,59 0,00 5527,4 *** 2,20 1,05 8,43 6,60
Bristol Myers Squibb Co 19393 0,0219 14,35 -0,46 54208,6 *** 1,82 0,81 6,65 5,17
Walgreen Co 19502 0,0460 5,35 0,09 7510,2 *** 1,83 0,78 6,91 5,51
Crane Co 20204 0,0428 5,90 0,04 9135,8 *** 2,11 1,03 7,68 6,14
Abbott Laboratories 20482 0,0365 4,82 -0,17 6112,0 *** 1,69 0,66 6,48 5,18
Dow Chemical Co 20626 0,0197 8,26 -0,17 17941,8 *** 2,10 1,09 7,61 5,80
Genesco Inc. 21055 0,0965 10,77 -0,06 30437,5 *** 3,56 1,15 12,03 9,96
Lockheed Martin Corp 21178 0,0281 12,79 -0,09 42907,8 *** 1,83 0,62 6,63 5,17
International Paper Co 21573 0,0173 11,03 0,07 31913,2 *** 2,24 1,13 8,11 6,29
P¯zer Inc. 21936 0,0359 4,40 -0,15 5098,0 *** 1,84 0,84 7,05 5,57
Cooper Industries Plc 21979 0,0316 16,29 -0,16 69587,8 *** 2,00 1,03 7,23 5,60
Emerson Electric Co 22103 0,0310 6,77 0,05 12034,6 *** 1,78 1,02 6,65 5,21
Johnson & Johnson 22111 0,0403 9,07 -0,23 21637,2 *** 1,50 0,66 5,70 4,48
PPG Industries Inc. 22509 0,0259 7,30 0,03 13958,1 *** 1,83 1,00 6,87 5,35
3M Co 22592 0,0255 15,79 -0,62 65777,1 *** 1,58 0,82 5,85 4,51
Merck & Co Inc. New 22752 0,0292 12,79 -0,57 43226,6 *** 1,80 0,79 6,76 5,36
Motorola Solutions Inc. 22779 0,0456 7,07 -0,15 13123,2 *** 2,73 1,33 10,09 7,74
FirstEnergy Corp 23026 0,0090 12,54 0,22 41267,3 *** 1,48 0,58 4,85 4,23
Heinz H J Co 23077 0,0193 4,35 0,17 4991,5 *** 1,46 0,55 5,44 4,38
Textron Inc. 23579 0,0295 42,58 0,29 475724,6 *** 2,48 1,26 8,08 6,10
Public Service EG Inc. 23712 0,0106 10,84 0,13 30819,9 *** 1,51 0,63 5,21 4,30
Entergy Corp New 24010 0,0243 13,40 0,10 47085,0 *** 1,56 0,53 5,47 4,43
NextEra Energy Inc. 24205 0,0156 15,38 0,00 62068,1 *** 1,36 0,54 4,72 3,79
Constellation Energy G. 24221 0,0096 56,57 -2,24 844580,9 *** 1,74 0,61 5,81 4,62
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V¶allalat neve CRSP r ¡ rj Lapos- Ferde- J-B szig. ¾ ¯ H1 H2
azon. s¶ag s¶eg teszt szint

Alcoa Inc. 24643 0,0259 9,44 0,10 23380,0 *** 2,43 1,26 8,88 6,88
Raytheon Co 24942 0,0194 66,16 -1,91 1151917,6 *** 1,85 0,59 6,30 5,06
ONEOK Inc. New 25232 0,0421 24,63 -0,06 159092,7 *** 2,00 0,80 6,83 5,56
Campbell Soup Co 25320 0,0238 7,28 0,36 14044,2 *** 1,66 0,57 6,10 4,71
Harris Corp 25582 0,0362 8,61 0,11 19457,3 *** 2,15 0,97 7,87 6,09
Ford Motor Co Del 25785 0,0293 14,31 0,55 54057,6 *** 2,56 1,16 9,16 7,13
Disney Walt Co 26403 0,0433 13,59 -0,16 48446,9 *** 2,04 1,12 7,52 5,90
Biglari Holdings Inc. 26607 0,0972 64,45 -0,69 1089956,4 *** 3,39 0,76 11,40 9,06
ASA Gold&Precious M. 26649 0,0207 5,51 0,24 8018,1 *** 2,19 0,15 8,14 6,25
Kellogg Co 26825 0,0194 22,71 0,06 135320,1 *** 1,60 0,60 5,80 4,56
Ryder Systems Inc. 27633 0,0183 5,12 -0,12 6893,3 *** 2,18 1,06 8,00 6,39
Baxter International Inc. 27887 0,0323 16,32 -1,03 71001,4 *** 1,87 0,72 6,86 5,53
Duke Energy Corp New 27959 0,0152 13,84 -0,10 50266,3 *** 1,47 0,54 5,21 4,03
Xerox Corp 27983 0,0158 20,40 0,29 109275,8 *** 2,62 1,10 8,76 6,59
Unilever N V 28310 0,0321 69,52 0,16 1267835,1 *** 1,70 0,75 5,92 4,67
Hess Corp 28484 0,0406 10,35 -0,51 28395,1 *** 2,20 0,98 8,00 6,21
Masco Corp 34032 0,0075 5,90 0,09 9148,4 *** 2,34 1,13 8,36 6,34
Occidental Petrol. Corp 34833 0,0364 9,43 -0,05 23341,6 *** 2,04 0,93 7,38 5,96
Sherwin Williams Co 36468 0,0433 9,88 -0,16 25616,3 *** 1,88 0,83 6,93 5,45
Thomas & Betts Corp 38578 0,0210 19,22 -0,89 97748,4 *** 2,05 1,07 7,33 5,58
RR Donnelley & Sons Co 38682 0,0023 16,56 -0,33 72036,9 *** 1,90 0,96 6,88 5,39
Skyline Corp 38850 -0,0043 8,00 0,38 16927,6 *** 2,45 0,90 8,45 6,34
Mattel Inc. 39538 0,0532 12,50 -0,26 41071,9 *** 2,38 0,87 8,56 6,79
Becton Dickinson & Co 39642 0,0389 12,14 -0,32 38742,3 *** 1,71 0,63 6,29 4,88
Computer Sciences Corp 40125 0,0300 22,40 -1,11 132907,5 *** 2,24 1,00 7,98 6,12
Cummins Inc. 41080 0,0529 7,40 0,26 14447,6 *** 2,48 1,21 8,96 6,73
Con Way Inc. 41929 0,0205 4,79 0,12 6027,2 *** 2,59 1,04 9,34 7,16
Meredith Corp 42796 0,0248 7,07 0,23 13150,1 *** 1,89 0,92 6,80 5,16
Allegheny Technologies 43123 0,0373 6,46 0,39 11096,0 *** 2,95 1,35 10,51 7,91
Stanley Black & Decker 43350 0,0316 5,18 0,24 7087,0 *** 2,01 1,01 7,37 5,81
McDonald's Corp 43449 0,0463 5,49 -0,09 7898,4 *** 1,67 0,69 6,37 5,12
Supervalu Inc. 44951 0,0005 9,18 -0,61 22470,5 *** 2,09 0,72 7,35 5,75
Rowan Companies Inc. 45495 0,0684 2,97 0,21 2353,4 *** 3,21 1,23 11,61 9,78
Clorox Co 46578 0,0355 11,24 -0,26 33192,1 *** 1,62 0,57 5,81 4,45
Genuine Parts Co 46674 0,0207 5,25 0,20 7275,9 *** 1,47 0,73 5,29 4,07
Bard C R Inc. 46877 0,0389 8,16 0,09 17472,0 *** 1,92 0,67 7,01 5,43
Rite Aid Corp 46922 0,0229 21,20 0,69 118424,0 *** 3,63 1,10 11,01 7,98
New York Times Co 47466 -0,0026 9,05 0,61 21850,1 *** 2,27 0,97 8,01 6,10
C N A Financial Corp 47626 0,0161 25,24 -0,03 167044,1 *** 2,14 1,08 7,01 5,27
JPMorgan Chase & Co 47896 0,0317 12,51 0,46 41257,9 *** 2,58 1,49 9,00 6,74
Gannett Inc. 47941 0,0054 29,95 0,80 235880,4 *** 2,25 1,10 7,50 5,72
Lincoln National Corp In 49015 0,0368 46,75 0,94 574264,5 *** 2,95 1,49 8,21 6,17
Target Corp 49154 0,0510 13,18 -0,31 45655,7 *** 2,17 1,09 8,07 6,21
Potlatch Corp New 49744 0,0126 14,15 0,05 52500,8 *** 2,18 1,15 7,74 5,98
Lilly Eli & Co 50876 0,0260 18,78 -0,74 93119,5 *** 1,85 0,80 6,92 5,49
Tenet Healthcare Corp 52337 0,0251 47,69 0,43 596699,9 *** 2,99 0,86 9,83 7,70
Pulte Group Inc. 54148 0,0521 4,57 0,42 5646,1 *** 2,99 1,34 11,00 8,78
S P X Corp 55212 0,0422 12,59 -0,74 42115,5 *** 2,55 1,09 8,86 6,87
Walmart Stores Inc. 55976 0,0494 3,71 0,17 3629,7 *** 1,82 0,85 6,80 5,41
Louisiana Paci¯c Corp 56223 0,0284 9,38 0,06 23057,6 *** 3,04 1,40 10,69 8,10
ConAgra Inc. 56274 0,0215 13,81 -0,61 50389,0 *** 1,66 0,58 6,05 4,69
Ball Corp 57568 0,0372 8,94 0,05 20958,2 *** 1,87 0,83 6,81 5,40
American Express Co 59176 0,0433 9,44 0,13 23407,2 *** 2,40 1,45 8,67 6,59
Molson Coors-B Co 59248 0,0326 7,71 -0,20 15650,8 *** 2,13 0,56 7,41 5,89
Intel Corp 59328 0,0848 6,10 -0,08 9765,4 *** 2,68 1,40 10,25 8,12
Snap On Inc. 60206 0,0198 7,46 0,13 14626,5 *** 1,87 0,94 6,72 5,06
Paccar Inc. 60506 0,0592 4,04 0,11 4282,2 *** 2,36 1,24 8,70 6,64
FedEx Corp 60628 0,0336 4,18 0,14 4596,3 *** 2,11 0,99 7,97 6,21
Advanced Micro Devices 61241 0,0587 7,73 -0,05 15653,9 *** 3,92 1,61 14,25 11,13
Lowes Companies Inc. 61399 0,0672 4,53 0,08 5380,9 *** 2,35 1,10 8,85 7,03
Cigna Corp 64186 0,0398 27,41 -0,79 197707,2 *** 2,18 0,92 7,42 5,75
Limited Brands Inc. 64282 0,0434 4,65 0,14 5700,5 *** 2,51 1,18 9,38 7,44
Norfolk Southern Corp 64311 0,0377 5,01 0,05 6572,6 *** 2,01 0,99 7,61 5,89
Verizon Communications 65875 0,0179 11,90 0,57 37487,6 *** 1,70 0,75 6,34 4,96
A T & T Inc. 66093 0,0191 10,85 0,13 30881,4 *** 1,76 0,81 6,55 5,18

F-1. t¶abl¶azat. Az ¶ert¶ekpap¶³rok le¶³r¶o statisztik¶ai
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Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszegzi a 150 v¶eletlenszer}uen v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³r
kock¶azatmentes hozammal csÄokkentett napi hozam¶an (kock¶azati pr¶emium)
sz¶am¶³tott le¶³r¶o statisztik¶ait ¶es kock¶azati m¶ert¶ekeit. Mind a kock¶azatmentes
napi hozam, mind r¶eszv¶enyek napi hozama eset¶en logaritmikus (folytonos)
hozamadatokat alkalmaztunk. ,,J-B teszt" jelzi a Jarque-Bera teszt eredm¶e-
ny¶et, a ,,szig. szint" jelzi a nem norm¶alis eloszl¶asra vonatkoz¶o legalacsonyabb
szigni¯kancia szintet, amit 0.01 eset¶en ***-gal jelÄolÄunk. A J-B teszt pon-
tos ¶ert¶eke 9,21 0.01-es szigni¯kancia szint eset¶en. Amennyiben a J-B teszt
¶ert¶eke magasabb, mint a 0.01-es szigni¯kancia szint hat¶ara, a normalit¶as null-
hipot¶ezis¶et elvetjÄuk. A t¶abl¶azat eredm¶enyei alapj¶an a normalit¶as hipot¶ezise
az Äosszes vizsg¶alt ¶ert¶ekpap¶³r eset¶en elvethet}o. Az Äosszegzett kock¶azati m¶ert¶e-
kek a sz¶or¶as (¾), CAPM b¶eta (¯), Shannon entr¶opia (H1) ¶es R¶enyi entr¶opia
(H2).

F2 S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek

Az entr¶opia magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶ese

A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es¶ere alkalmazott magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶es a kÄo-
vetkez}o k¶eplettel ¶³rhat¶o le:

fn(x) =
1

nh

nX

i=1

K
³x ¡ xi

h

´
; (24)

ahol K(¢) a magfÄuggv¶eny ¶es h a s¶avsz¶eless¶eg param¶etere. A leggyakrabban
haszn¶alt magfÄuggv¶enyeket az F-2. t¶abl¶azatban gy}ujtÄottÄuk Äossze.

MagfÄuggv¶eny K(z)

Egyenletes 1
2
Ifjzj·1g

Gauss 1p
2¼
e¡z

2=2

Epanechnikov 3
4
(1¡ z2)Ifjzj·1g

H¶aromszÄog (1 ¡ jzj)Ifjzj·1g
Harmadfok¶u 35

32
(1 ¡ z2)Ifjzj·1g

Koszinusz ¼
4
cos(¼

2
z)Ifjzj·1g

F-2. t¶abl¶azat. A leggyakrabban haszn¶alt magfÄuggv¶enyek

Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszegzi a magfÄuggv¶eny-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶eshez
leggyakrabban haszn¶alt fÄuggv¶enyeket (HÄardle, 2004). I jelÄoli az indik¶ator
fÄuggv¶enyt. Az indik¶atorfÄuggv¶eny, vagy m¶as n¶even karakterisztikus fÄuggv¶eny,
olyan fÄuggv¶eny, amely jelzi, hogy az ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶anak pontjai ele-
mei-e egy halmaznak. ¶Ert¶eke 1, ha igaz a kifejez¶es, m¶askÄulÄonben 0. Ily
m¶odon Ifjzj·1g ¶ert¶eke 1, ha jzj · 1, egy¶ebk¶ent 0. HÄardle (2004) szerint a
magfÄuggv¶eny-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶es sor¶an a s¶avsz¶eless¶eg helyes megv¶alaszt¶asa
sokkal fontosabb, mint maga a magfÄuggv¶eny kiv¶alaszt¶asa, ¶³gy gyakorlati meg-
fontol¶asb¶ol (pl.: sz¶am¶³t¶asi id}o csÄokkent¶ese) els}osorban az indik¶ator alap¶u
magfÄuggv¶enyeket prefer¶aljuk.
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Sz¶am¶³t¶asig¶eny szempontj¶ab¶ol az indik¶ator-alap¶u Epanechnikov magfÄugg-
v¶enyt javasoljuk:

K(z) =
3

4
(1 ¡ z2)Ifjzj·1g : (25)

Az egyik leggyakrabban haszn¶alt m¶odszer a s¶avsz¶eless¶eg becsl¶es¶ere a Silver-
man-f¶ele ÄokÄolszab¶aly (1986):

ĥS = 1:06min

½vuut 1

n ¡ 1

nX

i=1

(xi ¡ x)2;
IQR(X)

1:34

¾
n¡1=5 ; (26)

ahol IQR(X) X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o interkvartilis terjedelme. B¶ar a formula
norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelez, j¶o kezd}o¶ert¶eke lehet pontosabb optimaliz¶al¶o me-
t¶odusoknak (Turlach, 1993). Dolgozatunkban a s¶avsz¶eless¶eg optimaliz¶al¶as¶ara
nem t¶erÄunk ki r¶eszletesen, ez tov¶abbi kutat¶asi ir¶any lehet az entr¶opia becsl¶es
m¶elyebb m¶odszertani elemz¶es¶eben.

Az entr¶opia ,,sample spacing"-alap¶u becsl¶ese

Legyen xn;1 · xn;2 · . . . · xn;n egy monoton nem-csÄokken}o rendez¶ese x1, x2,
. . ., xn mint¶anak, ahol xj 2 IR, j = 1; . . . ; n. NevezzÄuk [xn;(i¡1)m+1; xn;im+1)
intervallumot az ¶ert¶ektartom¶any m-rend}u feloszt¶as i-edik oszt¶aly¶anak. A
feloszt¶as alapj¶an a kÄovetkez}o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est de¯ni¶alhatjuk (Beir-
lant, 1997):

fn(x) =
m

n

1

xn;im+1 ¡ xn;(i¡1)m+1
; (27)

ha x 2 [xn;(i¡1)m+1; xn;im+1). Ezt a becsl¶esi m¶odszert egyszer}u ,,sample
spacing"-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶esnek nevezzÄuk.

Wachowiak ¶es szerz}ot¶arsai (2005) az m-rend}u feloszt¶as egy m¶asik v¶altozat¶at
vezett¶ek be, melyet ,,Correa" becsl¶esnek neveztek el:

fn(x) =
1

n

Pi+m=2
j=i¡m=2(xj ¡ xi)(j ¡ i)
Pi+m=2

j=i¡m=2(xj ¡ xi)2
; (28)

ha i : x 2 [xn;i; xn;i+1); xi = 1
m+1

Pi+m=2
j=i¡m=2 xj ¶es 1 · j · n. A m¶odszer

param¶etere a feloszt¶as m rendje. Gyakorlati okokb¶ol (p¶eld¶aul kÄulÄonbÄoz}o men-
nyis¶eg}u mintasz¶am) javasoljuk, hogy m ¶ert¶eke n fÄuggv¶enye legyen. JelÄoljÄuk
ezt mn-nel, amit a kÄovetkez}o k¶eplettel sz¶am¶³tunk ki:

mn =
ln

g

m
; (29)

ahol g a k¶³v¶ant oszt¶alyok sz¶ama a feloszt¶as ut¶an, a z¶ar¶ojelek a fels}o eg¶eszr¶eszt
jelentik.

Beirlant ¶es szerz}ot¶arsai (1997) tov¶abbi entr¶opiabecsl}o m¶odszereket foglal-
tak Äossze, p¶eld¶aul behelyettes¶³t¶es (,,resubstitution"), adatfeloszt¶as (,,splitting-
data") vagy keresztvalid¶aci¶o alap¶u (,,cross-validation") m¶odszereket.
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S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶asa

S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es ^́p1 ^́p2i ^́p2o ¾R(^́p2i) ¾R(^́p2o)

(%) (%) (%)
Hisztogram 18,71 14,77 9,18 0,60 0,78
Sample Spacing (egyszer}u) 21,10 16,39 8,88 0,56 0,80
Sample Spacing (Correa) 20,49 16,40 8,66 0,57 0,80
Kernel (Egyenletes) 18,92 15,81 8,79 0,58 0,76
Kernel (Gauss) 18,89 14,53 9,11 0,57 0,74
Kernel (Epanechnikov) 19,05 15,81 8,62 0,60 0,77
Kernel (H¶aromszÄog) 18,61 15,80 8,52 0,61 0,78
Kernel (Harmadfok¶u) 18,45 15,92 8,36 0,61 0,78
Kernel (Koszinusz) 18,89 14,81 9,03 0,58 0,75

F-3. t¶abl¶azat. KÄulÄonbÄoz}o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶odszerrel sz¶am¶³tott Shannon-
entr¶opia magyar¶az¶o k¶epess¶ege

Megjegyz¶es. Annak eldÄont¶es¶ere, hogy melyik s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶od-
szert alkalmazzuk az entr¶opia becsl¶es¶ehez, Äosszehasonl¶³tottuk a leggyakrab-
ban alkalmazott m¶odszereket. A t¶abl¶azat Äosszegzi a megvizsg¶alt s}ur}us¶eg-
fÄuggv¶eny becsl}o m¶odszer alkalmaz¶as¶aval kapott Shannon entr¶opia magyar¶az¶o
(mint¶an belÄuli R2) ¶es el}orejelz}o (mint¶an k¶³vÄuli R2) k¶epess¶eg¶et kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akon m¶erve. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150 darab ¶er-
t¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-t}ol
kezdve 2011 v¶eg¶eig. Ezen ¶ert¶ekpap¶³rok napi logaritmikus hozam¶an kÄulÄonbÄoz}o
s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶odszereket alkalmaztunk a Shannon-f¶ele entr¶opia
kÄozel¶³t¶es¶ere, kÄulÄonbÄoz}o mint¶akon m¶erve, nevezetesen (1) hossz¶u t¶avon, 1987-
t}ol 2011-ig bez¶ar¶olag; (2) 16 darab 10 ¶eves peri¶oduson (1987-1996)-t¶ol kezdve,
(2002-2011)-ig 1-1 ¶eves eltol¶assal, felosztva 5-5 ¶eves mint¶an belÄuli ¶es mint¶an
k¶³vÄuli m¶er¶esi mint¶ara. A hisztogram- ¶es ,,sample spacing"-alap¶u s}ur}us¶eg-
becsl¶es eset¶en 175 oszt¶alyt alkalmaztunk, a magfÄuggv¶eny-alap¶u m¶odszerek
eset¶en a s¶avsz¶eless¶eget ,,Szimplex" keres¶esi m¶odszerrel v¶alasztottuk ki. ^́p1

jelÄoli az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, ^́p2i

az ¶atlagos mint¶an belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg a 10 ¶eves rÄovidebb peri¶odusok
els}o 5 ¶ev¶eben, ^́p2o pedig a m¶asodik 5 ¶evben m¶ert ¶atlagos el}orejelz}o k¶epess¶eg.
Az utols¶o k¶et oszlop a rÄovidebb peri¶odusokon m¶ert teljes¶³tm¶enyek relat¶³v
sz¶or¶as¶at Äosszegzi. B¶ar mint¶an belÄul a ,,sample spacing" m¶odszer teljes¶³t a
legjobban, a hisztogram-alap¶u becsl¶es Äosszess¶eg¶eben pontosabb eredm¶enyt
ad a magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eget tekintve.

F3 A Shannon-f¶ele entr¶opia norm¶alis eloszl¶as eset¶en

Legyen X » N(¹;¾2) norm¶alis eloszl¶as¶u folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¹
v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es ¾2 sz¶or¶asn¶egyzettel. Norwich (1993) szerint ebben X
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o Shannon entr¶opi¶aja

H1(X) =
1

2
ln(2¼e¾2) : (30)

Az ¶altalunk de¯ni¶alt Shannon entr¶opia f¶ele kock¶azati m¶ert¶ek (14) szerint
·̂H1(Si) = eH1(Ri¡RF ). Amennyiben az ¶ert¶ekpap¶³r kock¶azati pr¶emium¶anak
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Ri ¡ RF eloszl¶asa norm¶alis, (14) ¶es (30) alapj¶an a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶es
¶³rhat¶o fel:

·̂H1(Si) = e
1
2 ln(2¼e¾2) ;

mely tov¶abb egyszer}us¶³tve

·̂H1(Si) = ¾
p

2¼e : (31)

A k¶epletb}ol l¶atszik, hogy norm¶alis eloszl¶as eset¶en az entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶ekÄunk a sz¶or¶ast¶ol csak a

p
2¼e konstansban t¶er el.

F4 Piaci rezsimek

Els}o nap Utols¶o nap Piaci trend
1987-01-02 2000-01-31 emelked}o
2000-02-01 2002-08-31 csÄokken}o
2002-09-01 2007-04-30 emelked}o
2007-05-01 2009-01-31 csÄokken}o
2009-02-01 2011-04-30 emelked}o
2011-05-01 2011-08-31 csÄokken}o
2011-09-01 2011-12-31 emelked}o

F-4. t¶abl¶azat. Peri¶odusok c¶³mk¶ez¶ese piaci trend alapj¶an

Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat az elemz¶eshez alkalmazott peri¶odust (1987-2011)
rÄovidebb trendekre osztja. A trendeket a CRSP adatb¶azis¶aban tal¶alhat¶o,
kapitaliz¶aci¶oval s¶ulyozott, osztal¶ekkal korrig¶alt piaci index havi logaritmikus
hozama alapj¶an hat¶aroztuk meg.
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ENTROPY AS FINANCIAL RISK MEASURE

This paper investigates entropy as a novel ¯nancial risk measure. We show that
di®erential entropy of the daily returns of single assets and portfolios can capture
their risk premium. Entropy gains more accurate estimation on expected return
with simpler methodology compared to the Capital Asset Pricing Model (CAPM)
beta. Our analysis show that the diversi¯cation e®ect can be captured in entropy:
increasing number of assets involved into a portfolio decreasing risk; furthermore,
in an entropy { expected return system diversi¯cation generates a hyperbolic dispo-
sition of portfolios similarly to variance. In our empirical investigation, we use the
daily log-returns of 150 randomly selected stocks from the Standard & Poor's 500
index components for a 25 years long period. The regression analysis yields that
entropy as a ¯nancial risk measure generates higher explanatory power on expected
returns than variance or CAPM beta.
Keywords: entropy; asset pricing; risk estimation; systematic risk JEL: G12; C58




