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KREKO BELA SZEREPE A KOZGAZDASZKEPZES
'MODERNIZALASABAN
KREKO BELA (1915-1994) EMLEKERE!

FORGO FERENC -~ KOMLOSI SANDOR
Budapesti Corvinus Egyetem — PTE KTK

Kreké Béla a magyar kozgazdasagi oktatas megujitasanak kiemelked6 alakja,
aki 1956 utén és az 1960-as években a Marx Karoly Kozgazdasagtudomanyi
Egyetemen (MKKE) élharcosa volt a matematika oktatds reformjdnak, az
operacidkutatasi oktatas bevezetésének és a terv-matematika szak beindita-
sanak. Sziiletésének 100-ik évforduléjan megemlékeziink réla, mint a kozgaz-
dészképzés modernizaldsanak egyik legfontosabb szereplojérol és a generacidk
szamara alapmiiként szolgdlé konyvek szerzdjérol. [zelitét adunk ezeknek a
konyveknek az egységes szemléletét adé elemi bazistranszformacié (pivotélas)
felhasznélasabol a linedris algebra néhany klasszikus problémajanak megol-
désara.

I. Kreké Béla szerepe a kozgazdaszképzés mo-
dernizalasaban

El6zmények

Noha ebben a megemlékezésben féleg az MKKE-n foly6 kozgazdaszképzéssel
foglalkozunk, réviden meg kell ismerkedniink az elézményekkel. Magyaror-
szagon egyetemi szintl kozgazddszképzés 1934 6ta van. Az MKKE 1948-ban
tortént megalapitasa elott ez a Budapesti Jézsef Nador Miiszaki és Gaz-
dasdgtudomanyi Egyetem Kozgazdasagi Karan folyt. Itt tanitott a vilaghir
Jordan Karoly, akinek tanitvanya volt az ugyancsak vilaghirt Takéacs Lajos
és a Magyarorszagon jol ismert és elismert Ziermann Margit. 1960 el6tt az
MKKE-n a matematikaoktatéds két dologra korlatozodott:

— kozépiskolai matematikai ismeretek potlasa,
— némi elemi szint pénziigyi, biztositasi szamitasok és valamennyi kom-
binatorika oktatasa.

Az elbbire azért volt sziikség, mert tomegével keriiltek be az egyetemre olyan
hallgaték (példdul szakérettségisek, akik egy gyorsitott kozépiskolai képzést
kaptak), akiknek kozépiskolai ismereteik, ezen beliil kiilonésen a matematikai
el6képzettségiik rendkiviil gyenge volt. A mar akkor is a tanszéken dolgozd
kollégdk (Halmai Erzsébet, Bikics Istvanné, Gyurké Lajos, Géspar Laszld)

IBeérkezett: 2015. november 20. E-mail: komlosi@ktk.pte.hu.



138 Forgo Ferenc — Komlési Sandor

elmesélt torténeteibdl egy olyan kép rajzolédott ki, amelyben a tanszék dol-
gozdi tulajdonképpen korrepetaldst végeztek a kozépiskolai anyaghdl. Ab-
szurd modon egyediil 6ket tették feleléssé a hallgaték gyenge jegyei miatt.
A Matematika Tanszék vezet&je Huszdar Géza professzor volt. Huszar Géza
az 1956-ban jatszott szerepe miatt kényszernyugdijba vonult. Ezutédn 1961-
ig, amikor Szép Jeno atvette a tanszék vezetését, ideiglenes tanszékvezetok
voltak. Mentes Imre haldla utan 1959-ben Kreké Béla lett a megbizott
tanszékvezetd és tulajdonképpen ettdl szamithatjuk a matematika reformja-
nak és az operaciékutatas akkor, és nagyrészt ma is, legfontosabb tertileteinek
az oktatasba vald beépitését.

A legnagyobb tjdonsignak a linedris programozis tananyagba val be-
emelése szamitott. A kezdetek kdzponti talalkozéhelyének szamitott a Mate-
matikai Kutaté Intézetben 1957-ben Prékopa Andras vezetésével indult sze-
mindrium, amelynek Kreké Béla is aktiv tagja volt. Az ELTE-n Prékopa
Andras elsé linedris programozési specidlis el6adédsait 1958-ban tartotta és
Osszeallitott ebben a témaban egy koherens, teljesen modern anyagot, amit a
Bolyai Tarsulatban egy tovabbképz6 tanfolyamon 1967 és 1969 kozott adott
elo. Itt felhasznalta a legendas, még ma is modern, matematikai igényességgel
megirt ,,fehér konyv’-et, Prékopa (1968). Az ELTE-n az operéciékutatds
1968-ban lett szakirany, a linearis programozas, mint tantargy specidlis kollé-
giumként folyamatosan szerepelt 1958-t61 kezd6déen.

Az attorés

Az MKKE-n azonban az az 1t, amelyen Prékopa Andras és az ELTE elindult,
nem volt jarhaté. Egyrészt a hallgatésdag matematikai el6képzettsége nem
tette lehet6vé annak a matematikai precizitdsnak a befogadasat, amelyet a
,,fehér konyv” reprezentalt, masrészt az egyetem vezetoségét és a didkokat
meg kellett nyerni az iigynek. Kreké Béla egy kivald stratégiat talalt ki és
ezt igazi hadvezérként meg is valésitotta. A linedris programozas gyakorlati,
féleg kozgazdasagi, tizleti alkalmazdsaival kezdett, a matematikai targyalas
féleg intuitiv, a konkrét feladathoz alkalmazott, szemléletes, , kozgazdasagi”
nyelven szélt a hallgatésaghoz. Ragyogo példaja ennek els6 két linedris prog-
ramozds konyve, Kreké és Bacskay (1957) majd Kreké (1962). Az utébbi
konyv két részbol all. Az elsé részben gyakorlati példdkon mutatja be a
szimplex moddszer miikodését, majd a masodik részben a szimplex modszer
matematikdjara koncentrdl. A hallgatdsagtdl fiiggden lehetséges volt csak az
els6 részt oktatni, vagy adott esetben mindkettét. Megjegyzendos, hogy az
1957-es konyv kézirata mar 1955-ben készen volt. A gyakorlati kiprébalas
1959-ben tortént meg egy fakultativ targy keretében, kb. 20-30 hallgaté
részvételével, nagy sikerrel.

Koézben allandé harcot kellett vivni az egyetem vezet8ségével (rektor,
egyetemi tandcs, dékanok, kari tandcsok és egyes véleményvezér tanirok)
az oktatas és a tananyag ilyen iranyu modernizaldsaért. Ennek egyik oka az
az allaspont, amely a Szovjetuniéban az 1920-as években alakult ki, és amely
szerint a matematikai kozgazdasagtan ,,burzsod dltudoméany”, amely a kapi-
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talista kizsdkmanyolas elleplezésére és igazolasara szolgal. Sztalin haldla utan
ez a vonal némileg enyhiilt, de a hatalom részérdl alland6 gyanakvas kisért
minden ilyen irdnyu tevékenységet. Mivel eleinte csak sziik kérben 1étezett
az operaciokutatas fogalma, az operacidkutatasnak is meg kellett harcolni a
megfeleld statusért. A hivatalos élldsfoglalas azonban idével lepuhult: akkor
és annyiban lehet a matematikai médszereket hasznalni a kozgazdasdgtanban
(az lizleti tudomanyok beleértenddek), amennyiben ez elésegiti a gazdaségi
teljesitmény novelését. A szemléletvéltas azonban nem ment méardl holnapra,
féleg az ideolégiaval tultcltott MKKE-n. Minden egyes kis 1épésért harcolni
kellett a legkiilonb6zobb féorumokon, leginkabb a tananyagokat jovahagyod
legfels6bb forumon, az egyetemi tandcsban. Kreké Béla ragyogé harcos volt.
Tudasa, miveltsége, irénidja segitette. Sok igaz anekdota-szeri torténet ker-
ing arrdl is, hogy felelGs testiiletekben milyen nivéju véleményekkel kellett
megkiizdenie. Ime egy jellemz6 torténet. Az egyetemi tandcsban, a hatvanas
években, Kreko Béla javaslatot tett arra, hogy a jatékelmélet is keriiljon be
valaszthaté targyként a tantervbe. Erre az egyik felhdborodott ellenvetés igy
hangzott: ,,Na de elvtarsak, érizziik meg az egyetem komolysagat”.

Egyébként a hatvanas évek kozepétdl mar gondtalanul lehetett hasznalni
az operacidkutatas elnevezést, de konkrét tartalmarol még sokaig folytak
szakmai vitak, f6leg a mind a mai napig rendszeresen megtartott operacié-
kutatéds konferencidkon. Ennek azonban mar semmi kéze nem volt az ideold-
gidhoz. Az operdcidkutatds hazai torténete egyébként nem térgya ennek a
visszaemlékezésnek.

A terv-matematika szak

Kreké Béla szinte egyszemélyes kiizdelmét az MKKE-n a matematika/ope-
raciékutatas egyetemi statusanak megteremtésére 1960-ban siker koronézta.
Engedélyt kapott, hogy a felvételik soran valasszon a matematikabdl kiemel-
kedoen felvételiz6 hallgatok koziil 15-20-at, akikkel megindulhat egy 1j szak,
amelynek a terv-matematika elnevezést adtdk. A szak bevezetésének sike-
rében jelentOs szerepe volt Laszlé Imre rektorhelyettesnek, a Népgazdasag
tervezése tanszék vezetdjének, aki felkarolta és tamogatta a kezdeményezést.
Megkonnyitette a helyzetet az, hogy korabban volt egy terv-statisztika szak,
természetesen teljesen eltérd tartalommal. A | terv” szd a korszellemnek
megfeleléen az 1) szak eladhatdsdgat és a kiillonbozo jovahagyd férumokon
valé tuljutasat tamogatta. Persze a késébbi végzettekbol sokan dolgoztak az
Orszagos Tervhivatalban, de ennek mar nem sok koze volt a szak elnevezésé-
hez, sokkal inkabb a tartalmahoz. A szak gondozésat és feliigyeletét kozosen
a Matematika és a Népgazdasag tervezése tanszékek lattak el.

Az 1. tabldzat a négy és fél év matematikai, statisztikai, szdmitastechnikai
és operaciokutatasi szaktargyait, tantervi helyét, heti 6raszamat és tantargy-
felelését (el6add) mutatja.
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Félév Targy neve Heti 6raszam El6adé
1 Matematika (linedris algebra) Krekd Béla
Fizika Koviacs Gy6z6
Matematika (analizis) Szép Jend
Elektrodinamika Koviacs Gy6z6

Kreké Béla
Koves Pal

Kreké Béla
Parniczky Gébor
Koviacs Gy6z6
Kreké Béla
Meszéna Gyorgy
Benedecki Janosné
Meszéna Gyorgy
Kreké Béla
Benedecki Janosné
Kreké Béla
Ziermann Margit
Szelezsan Janos
Kreké Béla
Ziermann Margit
Révész Gyorgy
Kornyei Imre
Kreké Béla
Jandy Géza
Szép Jend

Felséfokd matematika (linearis algebra)
Altaldnos statisztika

Felséfokd matematika (valészinliségszam.)
Altaldnos statisztika

Matematikai gépek

Gazdasigi programozés (linearis)
Matematikai statisztika
Gazdasagstatisztika

Matematikai statisztika

Gazdaségi programozés (nemlinedris)
Statisztika

Gazdaségi programozés (egészértékii)
Készletgazddlkodas

Szamitastechnika

Gazdasagi programozas

Sorbanilldsi modellek
Szamitastechnika

Szamitastechnika

Gazdasagi programozas

Gazd. mat. szakszemindrium
Jéatékelmélet
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1. tabldzat

A matematikai alaptargyak (linedris algebra, analizis, valdsziniiségszdmi-
tas) az dltaldnos matematikai alapozdson kiviil els6sorban a kés6bbi szaktar-
gyak igényeit igyekeztek kiszolgalni. A tablazatot vizsgédlva lathatjuk, hogy
Kreké Béla a tanitasbol és az azt tdmogaté tananyagok kidolgozasabodl is
milyen nagy részt vallalt, elsdsorban a szakteriiletének szamité linearis al-
gebrabdl, a linedris és nemlinedris programozasbdl.

Ko6zben 1968-ban, parhuzamosan az ELTE-én Prékopa Andras vezetésével
a matematika szak egyik szakiranyaként létrejott az operdcidkutatds szak-
irdny. A terv-matematika szak az MKKE-n és az operdcidkutatas szakirany
az ELTE-én egymast erdsitették, a végzettek kilonbozo intézményeknél jo
csapatmunkasok lettek és jol megértették egymast.

Tananyagok, konyvek

Kreké Béla az egyetemi tananyagokat egységes szemlélet alapjan allitotta
Ossze és az irdsos anyagokat (elsésorban tankonyveket) is ebben a szellem-
ben irta. Els6é magyar nyelvi linearis programozas konyve, Kreké-Bacskay
(1957) ihlet6je Charnes, Cooper és Henderson (1953) konyve volt. A tovébbi
konyveknek mintdul Hadley (1961, 1963, 1964) kényvei szolgéltak, de a ren-
geteg oOtlet, veretes stilus és az egységes szemlélet igazan egyedivé tette Oket.
A kor nemzetkozi tendencidit és a legijabb kutatdsok eredményeit is tar-
talmazta, a didksag szélesebb rétegei szamara is ,,emészthetd” formaban.
Az egységes szemléletet a konstruktiv bizonyitdsokra valé torekvés, az ele-
mi bézistranszformdacié (pivotédlds) szinte univerzélis hasznélata, az algorit-
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mikus szemlélet, a szamitastechnikai megvaldsitas mérlegelése, a gyakorlati,
féleg kozgazdasagi alkalmazéasok el6térbe helyezése, az egyes matematikai fo-
galmak és eljardsok gazdasagi interpretacidja biztositotta. Erdekes, hogy a
determinans csak epizddszerephez jutott. Természetesen a szamitastechnikai
megvaldsitast a kor technikaja behatérolta.

A linedris programozds Kreké (1966), a nem-linedris és egészértékii prog-
ramozds Krekd (1972), mdtrixszamitds Krekd (1963) és a linedris algebra
Kreké (1976) voltak a témai a kovetkezé konyveknek. Ezek hosszd id6re
tankonyvként és kézikonyvként szolgaltak az oktatast, kutatast és a gazdasagi
szakemberek igényét. Annak illusztraldsara, hogy mennyire a kor szinvonaldt
tiikrozte a tananyag, élljon itt példdnak az Optimumszamitds (Nemlinedris
programozas) konyv fejezeteinek jegyzéke:

1. Bevezetés 2. A folytonos modellekrdl altaldban 3. A szimplex médszer
4. A hatékony irdnyok moédszere 5. Metsz6 sikok médszere 6. A szeparabilis
célfiiggvények mddszere 7. A szekvencidlis mddszer 8. A dualitds 9. Optimum-
szamitas tobb célfiiggvény mellett 10. Nemfolytonos modellekrdl altalaban
11. A metszési médszer 12. Kombinatorikus médszerek 13. Grafelméleti méd-
szerek 14. A nemfolytonos modellek és a dualitds

Ezeknek a konyveknek a minOségét jelzi, hogy linearis programozésrol
sz016 konyvei megjelentek a vildgpiacon is. Angol nyelvii, Krekdé (1968),
német nyelvli, Kreké (1964) és szerb-horvét nyelvii Kreké (1966) kiadésai
bizonyitjak ezt. Az angol nyelvii konyvet ma is meg lehet rendelni az Ama-
zonon.

Tudomanyos tevékenység

Mint azt mar korabban emlitettiik, Kreké Béla misszidja a korszerii mate-
matikai-operacidkutatasi modszerek és modellek megismertetése volt a koz-
gazdaszokkal. Ilyen mértéki konyviras és szakmai kozéleti tevékenység mel-
lett kevesebb ideje és energidja maradt a szoros értelemben vett, folydirat-
cikkekben is tikréz6do tudomanyos munkara. Olyan nagyon ezt nem is
ambicionalta. Ennek ellenére az irodalomjegyzékben taldlunk sok szakmai
cikket, amelyek ugyan nem a legjobb nemzetkozi folyodiratokban jelentek
meg, de mindig volt mondanivaldjuk, els6sorban a gazdasigi szakemberek
szamara. FErés rabeszélésre megszerezte a kandidatusi cimet tudomanyos
munkéssdgdnak tézisszerii dsszefoglaldsaval, Kreké (1975), de ennél tovabb
nem ment.

Ha végignézziik Kreké Béla munkassaganak legfontosabb alkotésait je-
lent6 konyveit, szembe6tlo, hogy nem csak egy konyvon beliil vonul végig egy
egységes szemlélet, hanem a konyvek is szinte ,,egy flizérre” vannak fiizve.
Ez a flizér az elemi béazistranszformdacié. A megemlékezés hatralévé részét
ennek a témdanak szenteljiik.
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II. Az elemi bazistranszformacio széleskoru al-
kalmazasa Kreké Béla munkassagaban

Az 1950-es években a linedris programozas numerikus maédszere, a szimplex
modszer a korabbinal fontosabb helyre pozicionalta az alapjaul szolgald elemi
bézistranszforméciét. Ahogy azt a mult szdzad 50-es, 60-as éveinek irodalma
mutatja, ez a mddszer azonban sokdig csupan a linedris programozas nu-
merikus moédszerének szamitott.

Kreké Béla azok kozé tartozott, akik felismerték az elemi béazistransz-
formaci6 szélesebb korii alkalmazhatdsdgat a matrixszamitasban, lineéris al-
gebraban, de ismereteink szerint az egyetlen volt, aki mar az 1960-as évek
elején tankonyveiben, szakkonyveiben ezt be is mutatta. Ezt a tudatos
torekvését 6 maga igy fogalmazta meg Matrixszamitds c. konyvének elGszava-
ban 1963-ban:

,,Az anyag felépitése eltér a matrixszamitdssal foglalkozé konyvek
szokésos felépitésétél. A szdmitdsi médszerek nem a determindns
fogalomra, hanem az elemi bazistranszformaciéra tdmaszkodnak.
fgy sikertilt elérni, hogy a lineéris algebra numerikus problémainak
megoldasara lényegében ugyanazt az apparatust lehet hasznélni,
beleértve a linearis programozasi feladatok megoldasat és a transz-
forméciok kanonikus alakjanak meghatarozasat is. Ez a targyalas-
mod, ugy vélem, jéval raciondlisabb a szokdsosndl, szorossé teszi
a kapcsolatot az elmélet és a gyakorlat kozott, tovabba olyan nu-
merikus eljarasok megkonstrudlasahoz vezet, amelyek viszonylag
konnyen alkalmazhatdk a programvezérlést szamoloberendezések-
re is. ”

A kovetkezOkben réviden attekintjiik azokat a problémékat, melyekre Krekd
Béla az elemi bézistranszforméciot alkalmazta. (A linedris egyenletrendsze-
rek megoldasat, a matrixok invertaldsat és a linedris programozdst, mint
kozismert problémékat itt most nem targyaljuk.) A Krekd Béla altal javasolt
numerikus eljarasok legtobbje a szimmetrikus matrixok LD LT -felbont4sanak
elemi bazistranszformaciora épuld eljarasan alapul.

Szimmetrikus matrixok LDLT-felbontdsa (Matrixszamitds, 210-217. ol-
dalak). Minden A szimmetrikus métrix elallithaté A = LDLT alakban, ahol
L olyan als6 haromszog matrix, melynek minden f6atlobeli eleme 1, D pedig
diagonalis matrix.

Ezt az eljarast kvadratikus formak négyzetosszegre valé redukcidjara is
alkalmazta, tudomésunk szerint elséként a vildgon. Eppen ezért a Kreké-féle
modszert ennek a problémanak a targyaldsa soran mutatjuk be. Ez a prob-
lémakor egyébként is kiemelt szerepet jatszik az optimalizalaselméletben.
Kvadratikus forma négyzetosszegre valé redukcidja (Matrixszamitds,
210-217. oldalak). Legyen A n-ed rendii kvadratikus matrix. Ekkor megad-
haté olyan nemszingularis G métrix, hogy a z = Gx koordinatatranszfor-
mécié az xT Ax kvadratikus formét diagondlis forméra transzformalja.
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Ennek a tételnek kiilénos jelentGsége van kvadratikus formak definitasa-
nak vizsgalatdban.

Kvadratikus formék definitasarél. Tekintsiik a Q(z) = x” Ax, x € IR"
kvadratikus formdt. Ha az A matrix diagondlis méatrix, akkor a kvadratikus
format diagondlis formanak nevezziik. Kvadratikus formak a matematika,
fizika szdmos tertiletén fontos szerepet jatszanak, a sok lehetOség kozul itt
most csak a tébbvaltozos fiiggvények feltétel nélkili, illetve egyenloség felté-
teles szélsoérték feladatait emlitjik.

A) Tétel. Legyen f(x), x € IR" kétszer differencidlhaté fliggvény, melynek
legyen a € IR" staciondrius pontja. Ha az x* f”(a)x kvadratikus forma

(i) pozitiv definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigori minimuma van,
(ii) negativ definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigord mazimuma van,
(iii) indefinit, akkor f(x)-nek a-ban nincs szélséértéke.

B) Tétel. Legyenek f(x), gi(x) =0,i=1,...,m, x € IR" kétszer differen-
cialhato fuggvények. Legyen a € IR™ Lagrange-stacionarius pontja az
f(x) — extr
feltéve, hogy ¢i(x)=0,i=1,...,m
x € R"

feladatnak és legyen a feltételrendszer Lagrange-regularis ebben a pontban.
Legyenek A1, Ao, ..., A\, a megfelel6 Lagrange szorzdk. Tekintsiik a feladat
aktualizdlt Lagrange figguényét:

m

L(x) = () = 3 Nigi(x)

Jeldlje G a feltételrendszer Jacobi matrixat:

G=lgi(a) gh(a) - gn@)]" .

(i) Ha az xT'L"(a)x kvadratikus forma pozitiv definit a Gx = 0 altéren,
vagyis, ha

XER", x#0,Gx=0 = x'L’'(a)x>0,

akkor az f(x) fliggvénynek a feltételi halmazon szigord lokdlis mini-
muma van az a helyen.

(ii) Ha az xTL"(a)x kvadratikus forma negativ definit a Gx = 0 altéren,
vagyis, ha

x€R", x#0,Gx=0 — x'L"(a)x<0,

akkor az f(x) fiiggvénynek a feltételi halmazon szigord lokdlis mazi-
muma van az a helyen.
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C) Konvex és pszeudokonvex fiiggvények masodrendii jellemzése

(a) A Xklasszikus analizisb6l jél ismert tétel, hogy a kétszer folytonosan
differencidlhaté f(x), x € IR™ fiiggvény akkor és csak akkor konver a
K C IR"™ nyilt konvex halmazon, ha minden x € K pontban az f”(x)
Hesse-madtrix pozitiv szemidefinit. Ha f”/(x) minden x € K pontban
pozitiv definit, akkor f(x) szigortian konvex a K halmazon.

(b) Pszeudokonvex fiiggvényekre az alabbi tulajdonsédg jellemz6. A kétszer
folytonosan differencidlhaté f(x), x € IR™ fliggvény akkor és csak akkor
pszeudokonver a K C IR™ nyilt konvex halmazon, ha minden a € K
pontban teljesiil a kdvetkezo két feltétel egyike:

(i) Ha a € K és f’(a) = 0, akkor f(x)-nek a-ban lokélis minimuma
van,

(ii) Ha a € K és f'(a) # 0, akkor az x' f”(a)x kvadratikus forma
pozitiv szemidefinit az f’(a)’x = 0 altéren.

Kvadratikus formak diagonalizaciéja. Kvadratikus formédk definitds
vizsgalatanak egy nagyon egyszerii, de nagyon hatékony mdédja a kvadratikus
forma diagonilis formara valé transzformacidja egy alkalmasan valasztott z =
Gx linedris transzformacio segitségével. Ez az otlet akkor vezet eredményre,
ha G invertdlhaté matrix és D = (G~1)T AG~! diagondlis métrix. Legyenek
D diagonélis elemei 61,02, ... ,0,. Ekkor

xT'Ax = 2" Dz = 6127 + 8225 + ... + 6,22 . (D)

Ebbél nyilvanvald, hogy x Ax akkor és csak akkor pozitiv (negativ) definit,
ha D valamennyi f64tlébeli eleme pozitiv (negativ).

Egy kvadratikus alakot négyzetosszeggé transzformalni sokféleképpen le-
het. Legyen F egy olyan invertdlhaté matrix, melyre FT AF diagonalis
matrix. Jeloljék az F matrix oszlopvektorait fi, fo, ..., f,, melyek bazist
alkotnak IR™-ben. Mivel

FTAF = [f] Af;] ,

ezért FTAF csak gy lehet diagondlis matrix, ha ¢ # j esetén f! Af; = 0.
Ha az fi, f5, ..., £, bézis rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, akkor azt A-
ortogondlis bazisnak nevezziik. Az A-ortogondlis vektorokat szoktdk még
A-konjugdlt vektoroknak is nevezni.

A Gram-Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras értelemszerii médositasival
IR™ barmely bézisa A-ortogonalizdlhatd, ez bizonyitja azt az dllitast, hogy egy
adott kvadratikus format tobbféleképpen is lehet diagonalizalni. Mint kés6ébb
majd latni fogjuk, Kreké Béla mddszere A-ortogondlis bézis el6allitasat is
eredményezi.

Kvadratikus formak négyzetosszegre redukalhatésagat leggyakrabban a
szimmetrikus matrixok fétengelytranszformécidjaval szoktak illusztralni. Le-
gyen S egy olyan matrix, melynek oszlopvektorai valamennyien az A métrix
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sajatvektorai és ortonormalt bazist alkotnak IR"-ben. Ekkor az u = S~ !'x
transzformacié alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

xTAx = u'Lu = \jud + \oud + ...+ M2, (L)

ahol A\, Ao, ..., \, az A métrix sajatértékei. Ebbél adédik a definitasi tulaj-
donsdgoknak a matrix sajatértékeivel vald jol ismert karakterizacidja.

A fStengelytranszformécié nagyon szamitasigényes eljards. Kvadratikus
formak diagonalis alakra valé transzformélasara ennél lényegesen egyszeriibb
eljarasokat is kidolgoztak. A legels6 emlitést érdemlé numerikus médszert La-
grange nevéhez kapcsoljak, aki a ,teljes négyzetté kiegészités” modszerével
adott eljardst a négyzetes alakra hozisra. (Hadley, G., Linear Algebra,
Addison-Wesley, Massachusets, 1961, Chapter 7.)

A Lagrange-féle teljes négyzetté alakitas mddszere. Tekintsiik a
Q(x) = xTAx kvadratikus format. Tegyiik fel, hogy A diagonalis elemei
kozott van 0-t6l kiilonbozé. Az dltaldnossagot nem korlatozzuk, ha feltessziik,
hogy ai1 # 0. Particionaljuk A-t, illetve x-et a kovetkezé mdodon:

_ | G11 b{ |
=lel =)
Ekkor Q(x) a kovetkezd alakban is felirhaté:

Q(X) = anl’% + 2131b{X2 + XgCIXQ .

A jobb oldali 6sszeg elsé két tagjdra alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészitést:

T Ty 1T T WT
2 T 2 bl X9 X5 blbl X9 X5 b1b1 X9
a11x] + 2x1bj X0 = ayi (27 + 223 + 5 — =
a1l a1y a1y

b{ 2 nglb{XQ
=a1 T + —Xo _—.

a11 a11

Ennek az Osszefliggésnek a segitségével Q(x) kovetkezd alakjat kapjuk:

bl 2
Q(x) = a1 ($1 + EXQ) + x5 Fixg ,
ahol .
bib
B=0C -4
ai1
Vezessiik be az .

1
Yy =21+ —Xo
a11

4j valtozdt. Ekkor

“ oT
Qy1,x2) = [y %3 | [aél F1] Ly(;] = any; +x3 Fix .
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Az (x1,x2) valtozdkrol az (yi1, x2) véltozdkra vald attérés matrixa

ot
Tl_ |:0 EIL—1:| ’

ahol t, = b, Teljesiil ugyanis az aldbbi transzformécios kapcsolat

ai’
1 t{ X1 _ Y1
0 Eo_i| x| [|x2]|°

Ha a Lagrange-féle moédszert hatékony numerikus eljards szintjére akar-
juk emelni, akkor ,, mindossze” a T; métrix els6 sordt kell az A matrix ele-
meibdl egy konnyen megadhato eljarassal kialakitani. 1966-ban két amerikai
matematikus, Beightler, C. S. and Wilde, D. J. (1966) megmutatta, hogy az
Ax = 0 linedris egyenletrendszer Gauss-féle eliminécids technikdja (amikor
az x1 valtozét eliminaljuk az egyenletrendszer masodik, harmadik, . . ., n-edik
sorébdl) pontosan a T métrix elsd sorat allitja eld.

Hasonlé eredményre jutott Kreké Béla valamivel kordbban (1964 elétt
t6bb évvel is), és korszerlibb mddszert haszndlva, felismerte azt, hogy a fent
leirt transzformdciés 1épésben fontos szerepet jatszé t? vektort és Fy méat-
rixot az A maétrixon a;; generalé elem valasztdssal végrehajtott elemi bé-
zistranszformacioval konnyedén megkapjuk. Kreké Béla modszerét 1964-ban
megjelent konyve alapjan ismertetjiik, Krek6 Béla (1964) 210-217. old.

A Kreko-féle mdodszer

1. eset. ElGszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor az A szimmetrikus
méatrixnak van 0-tdl kiilonbozé diagondlis eleme. Az egyszeriiség kedvéért
feltessziik, hogy az elsd diagondlis elem éppen ilyen. (Az x komponenseinek
atindexezésével ez az adott esetben mindig biztosithats.) A feltevésiink

értelmében tehat .
_ | P b;
a=n gl 1)

ahol p; # 0 és O1 = CT. Az A oszlopvektorai — mint tudjuk — felfoghatdk,
mint az egységvektorok altal meghatarozott bazisban megadott vektorok.
Vonjuk bazisba az A elsé oszlopvektorat, mégpedig az e; egységvektor helyébe.
Az A oszlopvektorainak az 1j bazisbeli koordindtait a p; = a11 generdls elem
szerinti elemi béazistranszformacié szolgaltatja. fgy a 2. tabldzathoz jutunk,

i) Xg Xg

i) D1 b{ f{
by, Ci | Fi

2. tdbldzat
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ahol ) )
flT = —b{ és F1 = Cl — —blb{ .
h p1
A miiveleti szabalyok kozvetlen alkalmazasa révén beldthatd, hogy
IR A )
Vezessiik be a kovetkezo jelcléseket:
) 0 of
A=A gi =1 ff] & A= [0 F1]

Ezekkel (2) a kévetkezOképpen irhaté:

A=A =pigigl +A4,. (3)

Ha az F5 els6 diagondlis eleme py # 0, akkor az egész eljaras megismétlésével
az
Ay = pogogy + As

osszefiiggéshez jutunk, ahol gl = [0 1 f]'], és az A3 olyan szimmetrikus
matrix, melynek elsé két sora és elsé két oszlopa csupa 0-bdl all. Ha az
egymads utdn koévetkezd As, Ay, ..., A, méatrixokban mindig taldlunk 0-t6l

kiilonboz6 diagonalis elemet, akkor a tovabbi

Az = p3gags + Ag
Ay = pagags + A5,

A'r = prgrg,T + OTL—‘I'

Osszefliggésekhez jutunk, ahol r az A métrix rangja. Az egymast kovet§ As,
Ay, ... métrixokban a csupa zérusbdl 4llé sorok és oszlopok szdma 1épésrol
lépésre no, éppen Ugy, mint a g3, g4, ... vektorokban a 0-elemek szdma. r
szamu elemi bazistranszforméciéval A-nak a kévetkez6 eléallitasat kapjuk:

A=pigigl +pagogs +...+ 0,88 . (4)

Legyen
GT:[gl g,,. e,,.+1 en] 5

és legyen P diagonédlis métrix (p1,...,pr,0,...,0) diagondlis elemekkel. Ezek-
kel a jelolésekkel (4) egyenértékii az

A=G'PG (5)
Osszefiiggéssel, aminek egyszert kovetkezménye, hogy

Q(x) =x"'G"PGx . (6)
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A G megkonstrualasanak maédjabdl kévetkezik, hogy G nemszingularis, ko-
vetkezésképpen a
Gx=1z

Osszefiiggés koordinata-transzformacié IR™-ben. Ez a koordinatatranszforma-
ci6, tekintettel (6)-ra, diagondlis forméra transzformélja Q(x)-et. A Gx =z
helyettesitéssel kapjuk, hogy

Qx)=Q(z) =2"Pz=p12] + pp25 + - +p2?, z€R".

Ebbdl az el6éllitdasbdl nyilvanvald, hogy Q(x) akkor és csak akkor pozitiv
(negativ) definit, ha r = n és valamennyi generdl6 elem pozitiv (negativ).
Ha r < n és valamennyi generdlé elem pozitiv (negativ), akkor Q(x) pozitiv
(negativ) szemidefinit. Az is nyilvdnval6, hogy ha a generdlé elemek kozott
kiilonb6z6 elbjell elemek is vannak, akkor (x) indefinit. Ezzel bebizonyitot-
tuk, hogy elemi bazistranszformacio segitségével minden kvadratikus format
diagonal formara lehet transzformdlni. Az elmondottakat Kreké Béla a ko-
vetkezd numerikus példaval illusztralta.

1. Példa. Legyen a Q(x) kvadratikus forma métrixa

1 2 0 1

2 3 4 1
A= 0 4 1 -13

11 —-13 1

A diagonalizacidhoz sziikséges szamitdsok a kovetkezdk:

0 al a2 a3 a4 1 al a2 a3 a4

el | 1 2 1 al [ 1 2 0 1

e | 2 3 4 1 2| 0 1 4 -

e3 | 0 4 1 -13 e | 0 4 -13

e4 | 1 1 13 1 4| 0 -1 -183 0
2 |al a2 a3 a4 3|al a2 a3 a4 4 |al a2 a3 a4
a2|0 1 -4 1 a3/ 0 0 1 -1 a4‘ 0 0 0 1
3|0 0 17 -17 4| 0 0 0 -16
4|0 0 -17 1

1. dbra

A felsé sorokban az aktudlis g! vektorok taldlhaték, ennélfogva

1 2 0 1
01 -4 1
G= 00 1 -1
0 0 0 1
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és P = diag(1, —1,17,—16). Ha tehét alkalmazzuk a Gx = z transzforméciot,
a kovetkez6 négyzetosszegre redukalt alakhoz jutunk:

Qx)=Q(z) =2"Pz =22 — 22 + 1722 — 1622 .
Ebbdl mar lathatd, hogy a vizsgalt kvadratikus forma indefinit.

Megjegyzés. A G~! métrix oszlopvektorrendszere A-ortogondlis bazis IR*-
ben, ahol

4 o1 4 3
G7=lo 0 1 1
00 0 1

2. eset. Ha az A métrixnak minden diagondlis eleme 0, akkor végrehajtunk
egy olyan bézistranszforméciét, amelyben az A matrix transzformaltjanak
mar van 0-tdl kiilonb6z6 diagondlis eleme. Ez az eljaras azon a tényen nyug-
szik, hogy az

0 s
s=[2 i)
maétrixot, ahol s # 0, az
1 1
=i 2]
atmenet matrixszal olyan
& pT _ 2s 0
S=R SR= [ 0 _2s

alakra hozhatjuk, amelynek diagonalis elemei mar 0-t6l kiilonbozoek. Ezen az
alapon beldthat6, hogy minden, a fenti tulajdonsiagi A matrixhoz talalhaté
olyan T matrix, hogy az

A=TTAT (7)

matrixnak mar van 0-tdl kiilonb6z6 diagonalis eleme. Ha ezutan az A métrixot
mar fel tudjuk bontani az
A=G"PG

szorzatra, ahol P diagondlis matrix, akkor az A=TTAT = GTPG egyenl6-
ségbdl
A= (T"HGTPGT' = GTPG (8)

dsszefiiggéshez jutunk, ahol G = GT1. Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax
kvadratikus format a z = Gx koordinata transzformacié diagonalis forméra
transzformélja. Az persze el6fordulhat, hogy a (7) tipusi transzforméciét
tObbszor is alkalmazni kell.

Az elmondottakat Kreké Béla a kévetkezd példéaval illusztralta.
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2. Példa. Legyenek

0 1 2 1 1 0
A=11 0 4| é T=|1 -1 0
2 4 0 0 0 1
Ekkor
2 0 6
A=TTAT = |0 -2 -2
6 —2 0

Alkalmazva az el6z6 részben ismertetett eljarast, a kdvetkezd szamitasokhoz
jutunk:

0 al a2 a3 1 al az a3
el 2 0 6 al 1 0 3

e2 0 -2 -2 e2 0 -2 -2

€3 6 -2 0 e3 0 -2 -18
2 a2 a3 3 al a2 a3
a2 0 1 1 a3 0 0 1

€3 0 0 | -16

2. dbra

Ezekbdl azonnal leolvashatd, hogy

A 1 0 3 2 0 0
G=10 11 és D=0 -2 0 ,
0 0 1 0 0 -16
és kiszamithato, hogy
A 05 05 3
B=GI'=(05 -05 1
0 0 1

Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax kvadratikus formét a z = Bx ko-
ordinatatranszformacio a

Q(x) = Q(z) =27 Dz = 22} — 223 — 1622

diagonalis forméra transzformalja.
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Megjegyzés. A B~! matrix oszlopvektorrendszere A-ortogonélis bazis IR>-
ban, ahol

1 1 -4
Bl=1|1 -1 -2
0 0 1

Kreké Béla mddszerének ismertetése kapcsdn mindenképpen meg kell
emliteni Sylvester tehetetlenségi tételét, melyet O maga is targyal konyveiben.

Sylvester tehetetlenségi tétele — szimmetrikus matrix inerciaja.
Hogy az xT Ax kvadratikus forma kiilonbozé négyzetdsszegre transzformalt
alakjaiban mi a koz0s, azt J. J. Sylvester (1852) mutatta meg. Jeloljék v(D),
¢(D) és w(D) az

xT'Ax = 2" Dz = 6123 + 6025 + ... + 6,22 . (D)
négyzetosszeg egyiitthatdi koziil a negativ, a zérus és a pozitiv egylitthatok
szamat. Az

xTAx = u" Lu = \ud + Xoud + ...+ Ml (L)

négyzetosszeg esetében ezeket a mennyiségeket jeloljék v(L), ¢(L) és w(L).
A Sylvester-féle tehetetlenségi tétel szerint

Mivel ezek az egybeesé mennyiségek az A métrixot jellemzik, ezért hasznél-
hatjuk a
v(A) =v(L), ((A)=¢(L) é m(A)=n(L)

jeloléseket. Ezek alkotjak a kovetkez6 definicié alapjat.

Szimmetrikus métrix inercijja. Az n-ed rendid szimmetrikus A matrix
inercigja alatt azt az

Iner(A4) = (V(A), ¢(A), W(A))

rendezett szimharmast értjiik, ahol v(A), illetve w(A) az A negativ, illetve
pozitiv sajdtértékeinek szdmat jelenti (figyelembe véve a multiplicitdsokat
is). ((A) a 0 sajatérték multiplicitdsa. Szimmetrikus matrixok sajétértékeire
vonatkozé ismert tételbdl kovetkezik, hogy

V(A) + C(A) +m(A) =n.

A Kreké-féle médszer megad egy transzforméciét, mellyel egy kvadratikus
format négyzetosszegre lehet redukdlni. Ebbol az alakbdl aztan egyszeriien
kiolvashaté az inercia is. Szamos feladatnal, és ide tartoznak az optimalitas
méasodrendii feltételei is, csak az inercidra van sziikségiink, az azt feltard
transzforméciéra azonban nincs.
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Egy kés6bbi eredmény: a Haynsworth-Cottle-féle médszer. E. V.
Haynsworth (1968) megadott egy métrixalgebrai Gsszefliggést, amely arra vo-
natkozott, hogyan lehet szimmetrikus matrix inercidjat kisebb méreti szim-
metrikus matrixok inercidja segitségével kiszamitani.

A Haynsworth-féle inercia formula. Tekintsiik az n-ed rendii szim-
metrikus A matrixot a kdévetkez6 médon particionédlva

A A
A =
[Am Azz] ’

ahol A;; nemszinguldris és szimmetrikus. A kdvetkezd allitdsok akkor is ér-
vényben maradnak, ha az A;; blokk nem ,,bal felsé” helyzetli. A lényeges
kikotés az, hogy principdlis legyen, mely azt jelenti, hogy a széban forgd
blokk sorindexeinek halmaza megegyezzen oszlopindexeinek halmazéval. Az

(A11 | A) i= Agy — A A7 Ao (S)

méatrixot az Aj;; matrix A-ra vonatkozé Schur-komplemensének nevezziik,
amely A, Aj; és Ass szimmetridja folytdn maga is szimmetrikus. Igaz a
kovetkezo allitas:

Iner(A) = Iner(A11) + Iner(Aq1 | A) , (H)

ahol az Osszeadas komponensenként értendo.
R.W. Cottle (1974), egy 1974-ben publikdlt cikkében a (H) formula ite-

rativ alkalmazasat javasolta szimmetrikus matrix inercidjanak kiszamitasara
a kovetkezd maédon.

1. eset. Az A féatldjdban van 0-tdl kiillonb6z6 elem. Az &ltaldanossagot
nem sértve feltehetjiik, hogy a11 # 0. Legyen tehat A;; = [a11]. Az A
maéatrixon hajtsunk végre egy elemei bazistranszforméciét, ahol a1y # 0 a
general elem. Ha a transzformalt tablabol elhagyjuk az elsé sort és elso
oszlopot, akkor a megmaradé ,,.komplemens” rész pontosan az S = (411 | A)
Schur-komplemens. Mivel az A;; métrixnak egyetlen sajatértéke \; = aqq,
ezért

- (1,0,0), ha aiy <0;
Iner(An) = { (0,0,1), haa;; >0.

Az eljérast az S Schur-komplemenssel folytatva, meghatdrozhatjuk az A matrix
inercidjat, melyet az 1. Példa A matrixan mutatjuk be.
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0 al a2 a3 a4 1 al a2 a3 a4
el [ 1 2 0 1 al | 1 2 0 1
2 | 2 3 4 1 e | 0 ’—1 4 1
e8| 0 4 1 13 e8| 0 4 1 13
4 | 1 1 13 1 4| 0 -1 -13 0
2 ‘ al a2 a3 a4 3 |al a2 a3 a4
2|0 1 -4 1 a3 | 0 0 1 1
e8| 0 ©0 'T -17 4| 0 0O O -16
4| 0 0 -17 1
3. dbra

A (H) formula ismételt alkalmazdséval kapjuk, hogy
Iner(A) = Iner([1])+Iner([—1])+Iner([—1])+Iner([17])+Iner([-16]) = (2,0, 2) .

Lathatjuk, hogy abban az esetben, ha minden 1épésben f6atlobdl tudunk ge-
neralé elemet valasztani, az eljaras numerikus része semmiben nem kiilénbozik
a Kreké-féle eljarastol.

2. eset. Abban az esetben azonban, ha A-nak minden diagondlis eleme
0, akkor a Cottle-féle eljaras kevesebb veszodséggel jar, mint a Krekd-féle.
Ebben az esetben féatlon kiviili generdld elemet kell valasztanunk. Legyen
ez a;; # 0. Az ehhez tartozé egyelemi blokk azonban nem principélis blokk
A-ban és ennek kovetkeztében a hozza tartozé Schur-komplemens se lesz
altaldban szimmetrikus. Végrehajtunk egy elemi bazistranszformacios 1épést
az a;; 7 0 generdl6 elemmel. Mivel A-ban minden f6atlébeli elem 0, ezért
az Uj tdblaban a j-edik sor i-edik oszlopaban &ll6 elem valtozatlan marad és
megegyezik az a;; = a;; # 0 elemmel. A kovetkezd transzformdacié generald
eleme a;; kell, hogy legyen. Ha a transzformadlt tablabdl toroljiik az i-edik és
j-edik sorokat és oszlopokat, akkor pontosan az

|0 ay
a0 ]

blokkhoz tartozé S = (A1 | A) Schur-komplemenst kapjuk. A (H) formula
numerikus alkalmazhatdésdgat segiti el az a tény, hogy tetszdleges p # 0
esetén

0 p|_
Iner [p 0]—(1,0,1).

p
0

A1 = p és Ao = —p. Illusztracioként nézzik a 2. Példaban szerepldé matrixot!

Egyszertien kiszamithatd ugyanis, hogy a matrixnak a sajatértékei
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0 al a2 a3 1 al a2 a3 1 al a2 a3

el 0 1 a2 0 1 a2 0 1 2

e2 0 e2 1 0 4 al 0 4

e3 2 4 e3 2 0 -8 e3 0 0 -16
4. abra

Ebbél (H) alapjin megallapithatd, hogy

Tner(A) = Iner [(1) (1)] + TIner([~16)) = (1,0,1) + (1,0,0) = (2,0,1) .

Szimmetrikus métrix inercidjdnak meghatdrozasaval nemcsak az A) fela-
dat mésodrendii feltételének ellenérzése valdsithaté meg, hanem a B) illetve
C) feladatoké is. Ezt a lehetéséget a kovetkezo eredmény biztositja, Chabril-
lac, Y. and Crouzeix, J.-P. (1984).

A Chabrillac—Crouzeix-féle inerciateszt. Teljesiiljenek a B) Tételben
megfogalmazott feltételek. Ekkor az xT L (a)x kvadratikus forma

(i) akkor és csak akkor pozitiv definit a Gx = 0 altéren, ha

e ([ 29 67) =

(i) akkor és csak akkor negativ definit a Gx = 0 altéren, ha

Iner ([L”(g@ GOTD — (n,0,m) .

A Krekd-féle determindansszamitas

A matrixalgebra szamos problémé&jat determindnsok segitségével fogalmazza
meg. A klasszikus értelmezés szerint egy determindns kiszamitasa (féleg, ha
az nagy méretli) meglehetdsen szamitasigényes miivelet. Kreké Béla meg-
mutatja, hogy az elemi bazistranszformacié segitségével itt is lényegesen
egyszerusiteni lehet a szamitasokat.

Kreké Béla Matrixszémitds (1964) konyvében egy 1j determinédns fogal-
mat vezet be. Azt, hogy ez ekvivalens a klasszikus determinéns fogalommal,
csak évekkel késébb Linedris algebra (1976) kényvében (14.1. alfejezet) mu-
tatja meg.

Kreko Béla determindns fogalma (Matrixszamitds, 59-60. old.). Legyen
A {aj,as,...,a,} oszlopvektorrendszerrel adott n-ed rendii nemszinguldris
kvadratikus matrix. n elemi béazistranszformaciét végrehajtva a matrix de-
termindnsat a generdlé elemek el6jeles szorzataként értelmezzik. Az eljel
meghatarozasa a kovetkezéképpen torténik. Az A oszlopvektorainak bazisba
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vondsa eredményezze az {a;(1),a;(2), - - -, &;(n)} bazist. Ha ezt a vektorrend-
szert paros szamu elemcserékkel tudjuk az eredeti {a;,ag,...,a,} sorrendbe
visszadllitani, akkor az eljel (+1). Ha az eredeti sorrend visszadllitdsahoz
paratlan szdmu elemcsere sziikséges, akkor az eléjel (—1). (Ha mindig a
f64t16b6l valasztunk generdld elemet, akkor nincs sziikség el6jel korrekeidra. ).
Szingularis matrix determinansa 0.

Kreké Béla Linedris algebra c. konyvében egy egész fejezetet szentel a
klasszikus és a ,,modern” definiciok egyenértékiiségének bizonyitdsara. Ennek
soran is eljut az egyenértékiiséget igazolé Schur-lemmahoz.

A Schur-lemma. Legyen A n-edrendii kvadratikus métrix és legyen Aj;
k X k-as nemszingularis blokk A-ban Az

(All | A) = AQQ — A21A1_11A12 (S)

matrixra, mely a matrixalgebra szdmos problémajaban el6fordul, Haynsworth
vezette be a Schur-komplemens elnevezést, mégpedig azon az alapon, hogy
I. Schur egy 1917-es cikkében bizonyitotta és alkalmazta a

det(A) = par(Aq;) det(Aqq) det(Aqq | 4) (SF)

formuldt, ahol, Ay, paritdsat a kovetkezé mddon értelmezziik. Jeldljék i,
2, ..., ig illetve ji,jo,..., Jr az A métrix azon sorainak illetve oszlopainak
indexeit, amelyek az Aj; blokkot meghatarozzak. Legyen

par(Ayy) = (—1)iHizttickivtiatotis

Az (SF) formuldt Schur-formula néven hivatkozzdk a métrixalgebraban.

Mivel par ([a;;]) det ([a;;]) = (=1)"a;;, ezért a Schur-formula megala-
pozza a determinans-szamitas elemi bazistranszformaciéra épiild iterativ nu-
merikus médszerét.

Az elemi bazistranszformacio tovabbi alkalmazasai Kreko
Béla munkaiban

” 2

A-ortogonilis bazis elballitasa (Matrixszamitds, 210-217. old.). Legyen
A n-ed rendii szimmetrikus métrix. Ekkor megadhaté olyan F' matrix, mely-
lyel FTAF diagondl matrix. Ekkor az I matrix oszlopai A-ortogondlisak
(A-konjugdltak). Megjegyzés. Ha az f(x) = xT Ax + bTx + v kvadratikus
fliggvénynek keressiik a széls6értékeit, akkor az A-ortogondlis keresési ird-
nyokra épiil6 médszerek (konjugdlt gradiens mddszerek) elég magasan jegy-
zett mddszerek. (Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Davidon-Fletcher-Powell,
stb.)

B4zisok ortogonalizaldsa (Kreké: Matrixszamitds 220. oldal). Legyen A
teljes oszloprangi m x m-es matrix. Ekkor megadhaté olyan F' n-ed rendi
méatrix, hogy a B = AF maétrix ortogonalis, abban az értelemben, hogy
oszlopvektorai paronként merdlegesek és normaéltak.
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Pozitiv definit szimmetrikus matrixok Cholesky-felbontasa (Matrix-
szamitds, 210-217. oldalak). Legyen A n-ed rendii pozitiv definit matrix.
Ekkor A elballithaté A = LLT alakban, ahol L alsé hdromszogmétrix.

Trianguldris faktorizacié (Linedris algebra 303. oldal). Legyen A n-ed
rendli kvadratikus méatrix. Ekkor A elééllithaté az A = LDU alakban, ahol
D diagonal matrix, L és U pedig olyan alsé-, illetve fels6 haromszogmatrixok,
melyek minden diagonéilis eleme 1.

Ez a megemlékezés csak Kreké Béla szakmai életrajzanak egy részérol
(noha szerintiink a legfontosabbrdl) szélt. Koszonet jar neki kollégaitdl, ta-
nitvanyaitdl és az egész kozgazdasz kozosségtdl az egész életmiiért, és azért a
lehetOségért, hogy oly sokan ismerhettiik, tanulhattunk tole, és élvezhettiik
egy kivald, nagy miiveltségii, sokoldali ember baratsigat. Példaképként tisz-
teljiik és allitjuk ot az ifjusag elé.
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THE ROLE OF BELA KREKO IN THE REFORM OF ECONOMICS AND
BUSINESS EDUCATION — IN MEMORIAM BELA KREKO (1915-1994)

Mathematics in the curriculum of business and economics education at the Karl
Marx University of Economics had been confined to some college algebra and com-
binatorics before Béla Krekd launched his campaign to introduce basic operations
research as part of a modernization process. He was also the founding father of
a new specialization, a group of students majoring in mathematics and operations
research. He fiercely fought with wit and determination to overcome the resistance
of an old guard of professors opposing the plan. Béla Kreké emerged from this bat-
tle with flying colors. As a result, in the early sixties operations research became
an integral part of economics education and it has been there ever since. He did
a tremendous job in writing books catering to the special needs of economists and
business people. These books were on par of those used at leading universities in
the western world. The books were written in the unmistakable style of a witty,
insightful author. The exposition was centered around the pivoting techniques
(Gauss-Seidel elimination) making proofs constructive, ready to be converted to al-
gorithms. A sample of problems is given where by the pivoting approach standard
problems in linear algebra are solved. The exposition is based on parts taken from
Krekdé’s books.
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NEM-PARAMETERES OKSAG TESZTEK KET
VALTOZORA!

ABALIGETI GALLUSZ
PTE KTK

Tanulmanyunkban a klasszikus Granger-féle oksig teszt legismertebb nem-
paraméteres alternativait mutatjuk be, tovabba ismertetiink egy fiiggetlen
kopuldkon alapulé, 6ndlléan kidolgozott mddszert. A tesztek bemutatédsa
utan kiilonb6z6 nem-linearis adatgenerdlé folyamatok segitségével szimulalt
adatsorokon hasonlitjuk 6ssze Oket, illetve a referenciaként szolgalé klasszikus
oksag tesztet. Eredményeink azt mutatjak, hogy az Gj médszer bizonyos ese-
tekben jobban teljesit a korabbiaknal. Végil a Dow Jones index hozama
és kereskedési volumene kozti oksagi viszony vizsgalatan keresztiil szemlél-
tetjitkk, miként lehet gyakorlatban alkalmazni a médszereket. Az empirikus
eredmények az irodalomban korabban is kimutatott oksdgi viszonyok létezését
tamasztjak ald.

1 Bevezetés

A gazdasdgi modellezés a 20. szdzad mésodik felében a sztochasztikus id6-
sorok felé orientdlédott, ami rengeteg 1j fogalom megjelenését eredményezte.
T6bbek kozott a sztochasztikus folyamatok és idésorok kozti oksagi relaciok
definidlasara meriilt fel igény. Méar 1956-ban Wiener is kisérletet tett ra
(Wiener, 1956), késdbb Granger egy miihelytanulményaban (Granger, 1963),
az attorést azonban az 1969-es Econometrica cikke (Granger, 1969) hozta
meg,.

Granger eredeti megfontolasa gyorsan elterjedt az ckonometriai vizsgala-
tokban. Ennek oka, hogy — kés6bb latni is fogjuk — rendkiviil kénnyen tesztel-
het6 és nem kell hozz4a kiilondsebb szamitasi kapacitas sem. Ennek kovetkez-
tében gyakorlatilag ez lett az egyetlen oksag teszt, ami minden 6konometriai
szoftverbe implementalasra keriilt. Az elmiilt 40 évben ugyanakkor megje-
lentek més alternativék is oksag tesztekre, melyek igyekeznek a Granger-féle
oksag teszt hidnyossagait pétolni, ebben a tanulmanyban négy ilyen tesztet
mutatunk be és hasonlitjuk Gssze teljesitményiiket a klasszikus Granger-féle
oksag teszttel.

A preciz elméleti fogalmak elétt probéaljunk intuitive okségi viszonyt de-
finidlni két idésor kozott. Arrdl van tehat szd, hogy tudjuk megragadni az
id6ben eltolt események kozotti viszonyt. Erre a legelterjedtebb mddszer a

1Szeretnék koszonetet mondani dr. Rappai Gédbornak témavezetémnek, dr. Kehl Déniel-
nek kollégamnak valamint a tanulmény lektordnak a tobbszori alapos atolvasdsért és az
eléremutaté megjegyzéseikért. Beérkezett: 2015. mdjus 30. E-mail: xx@ktk.pte.hu.
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korrelacié pontosabban a parcidlis korrelaltsag, hiszen abbdl mar minden mas
hatds ki van szlirve. A legegyszerilibb, ha egy linearis modellt frunk fel, ekkor
ugyanis a parcialis korrelacids egyiitthato kapcsolatban all a linedris modell
paramétereivel. Tekintsiik tehat a kovetkezo modellt:

Vi=aY, 1 +BXi1+¢ (1)

ahol €] ~ N(0,1) fiiggetlenek egymdstol, korabbi értékeiktdl valamint az X,
és Yy valtozoktol mindent = 1,...,T-re. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy X
,,naivan” mem oka az Y-nak, ha 8 = 0, hiszen egy adott idépontbeli Y érték
és az 6t megel6z6 idGpontbeli X érték kozott nincs — linearis — kapcsolat.

Altaldban véve maradunk anndl az egyszeriu esetnél, amikor két valtozot
vizsgalunk, és az egyik idGsori érték a masikhoz képest csupan egy periddussal
van késleltetve. Tessziik ezt azért, hogy a lehet6 legérthetébb jeloléseken
keresztiil tudjuk bemutatni a mdédszertant. Természetesen minden modszer
tetsz6legesen kiterjeszthetd a késleltetés hosszanak és a valtozok szaméanak
szempontjabdl, a hivatkozott cikkek ezeket precizen meg is teszik.

A tanulmény szerkezete a kovetkez6: a 2. szakaszban a klasszikus Granger-
oksdgrol lesz sz6 réviden, taglalva elényeit, hatranyait. A 3. szakasz a klasszi-
kus oksagi fogalom nem-paraméteres kiterjesztését és a hozza tartozo teszte-
ket mutatja be, illetve ajanlunk egy, a fiiggetlen kopulan alapulé énalléan ki-
dolgozott mddszert, mig a 4. szakaszban Monte-Carlo szimulacié segitségével
hasonlitjuk 6ssze az addig bemutatott mddszereket kiillonb6éz6 adatgenerald
folyamatok esetén, végil az 5. szakaszban egy illusztrativ példan mutatjuk
be a mddszereket.

2 Klasszikus Granger-oksag

Az okségi irodalom gyakorlatilag legtobbet hivatkozott, ittord cikke Granger
(1969) szerint az X id6sor oka az Y-nak, ha javitja az elérejelzést az — ebben
az esetben — egy periédussal korabbi értékének segitségével. Azaz, ha a
miult informéaciéi koziil kivesszik az X korabbi értékét, akkor nagyobb lesz a
becsléstink variancidja, tehat romlik a becslés:

D*e(Y; | Vi1, Xi 1) <D*e(Y; | Yi1) (2)

ahol D2¢(Y; | Y;_1, X;_1) abbdl a becslésbél szarmazé hibatagok variancidjat
jeloli, amiben az Y;-t magyardzzuk az Y;_; és X1 véltozdkkal, mig a (2)
bal oldaldn a restrikciét tartalmazé modell becslésének variancidja &ll. A (2)
egyenl6tlenség tagadasaként all el6 a nem-oksag definicidja

D2(Y; | Vi1, Xi-1) = D2(Y; | Vi) (3)

azaz, ha a becslés hibdjat nem csokkenti az X;_; véltozé bevondsa (termé-
szetesen novelni nem fogja tudni, ezért szerepel egyenldségjel a két variancia
kozott).

Ez a definicié nem ir el6 semmit a modellre, de éppen ezért nem is
ad irdnymutatast arra nézve, miként kellene tesztelni az oksagot. Granger
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nyomdn tekintsiink ezentil egyszertien linedris esetet, azaz vegyik az (1)
modellt, és szamoljuk ki eldszor a (3) egyenlet jobb és bal oldaldn szerepld
variancidk kifejezéséhez sziikséges feltételes varhato értékeket:

E(Y; | Y, 1,Xe 1) =E(aY, 1 + 68Xy 1+ 6 | Vi1, Xi1) =

(4)
=aY,1 + BX;1 + B} =aYi 48X,

E(Y: | Y1) =E(@Y; 1+ 68X 1 +€ | Vi) =

v ()
=aYi_1+ BE(Xi—1) + E¢, =aYiq.

Igy a (3) egyenlet alapjén, akkor nincs oksidg X és Y idésorok kozott, ha
felirva a variancidkat

DQG(Yt | }/t—laXt—l) = DQ(Yt - E(Yt | Y1:—1>Xt—1)) =

(6)
=D’(Y; — Y1 — fXi1) = D%,

D2e(Y; | Y1) = D2(Y, — E(Y; | ;1)) = D*(Y; —a¥; ) =

(7)
= DQ(ﬂXt_l + ef) = 5203( + DQGX ,

azok megegyeznek. Tehdt az el6z0 szakaszban a nem oksédgra intuitivan beve-
zetett kritériumot kaptuk vissza az eredeti Granger-féle definiciot alkalmazva,
azaz

D2(Y; | Vi1, X;o1) = D?(Y; | Yioy) & 5=0. (8)

Visszatérve a (4) és (5) egyenletekre, rogton at tudjuk fogalmazni a definicidt,
hiszen

E(Y; | Yio1, Xi1) =E(Y: | Y1) < B=0 9)

feltétel is igaz lesz. Vagyis, ha nem valtozik a feltételes varhaté értéke Y
id6sornak az X egy periddussal korabbi értékének ismeretében, akkor X nem
oka Y-nak, vagy méasképpen ha X nem modositja Y varhato értékét, akkor
nem is oka annak.

Végil egy harmadik mddon is ki lehet fejezni a nem-oksagot, mégpedig a
korabban mar emlitett parcialis korreldcio segitségével:

E(Y, X 1| Y1) =BE((aYi1 +BX; 146 )X | Vioq) =
=E(@Y; 1 X, 1+ 08X+ € Xiq | Yia) =

= aY, 1 E(X;-1) + FE(X7 ) + E(6 )E(X, 1) = 50% )
10
amibdl a nem oksag feltétele:

Vi LXi 1 |Y, & B=0. (11)

Ezek alapjan mar tudunk adni egy definiciét a klasszikus nem-oksig fo-
galméra, ami ebben az egyszert 2-valtozos, egy periddus késleltetést tartal-
mazdé esetben az alabbi:
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1. Definicié. Az X iddsor klasszikus vagy gyenge értelemben mem-oka az
Y -nak, ha az aldbbi ekvivalens tulajdonsdgok valamelyike teljestil?

(i) D2(Y; | Vi1, X 1) = D2(Y; | Vi),
(ii) E(Y: | Yio1, X;-1) = B(Y; | Yi1),
(iii) Y, L X1 | Yios.

Gyakorlatban a definicio teljestilését — egyszeri esetben a § = 0 koriillmény
fenndlldsét — az (i) tulajdonsig vizsgélatara vezetjiik vissza. F-prébaval tesz-
teljitkk az X;_; bevondsdnak szignifikdns varianciacsokkentd hatdsét (Wald-
teszt).

A klasszikus oksagi fogalmat lezérandé vegyiik sorba, milyen elényokkel,
hatranyokkal bir ez a megkozelités. Mellette szol, hogy egyszeri, konnyen
érthet6 fogalomrol van sz0, a hozza tartozo tesztek egyszertien elvégezhetok
raaddsul a legtobb statisztikai, 6konometriai szoftver tamogatja Oket, raadasul
a teszt a mintaelemszamra nézve robosztus. Ugyanakkor a linearitas felté-
telezése nagyon megkoti a kutatd kezét, mikozben egyaltalan nem biztos,
hogy modellezni is kivanja a folyamatokat, csupan kideriteni valtozok kozotti
oksag meglétét. Tovabbi hatranya, hogy magasabb rendii momentumokban
bekovetkez6 hatasokat nem mutatja ki. Napjainkban a pénziigyi idésorok
kapcsdn mér nemcsak a vérhaté érték (vagy valamilyen szdrmaztatott valtozd
vérhaté értéke) fontos, ha csak a VaR-ra gondolunk, méris vildgos, hogy a
szoras kozponti szereppel bir a modellekben, de hasonléan lényeges lehet a
dontéshozoknak a csiucsossiga vagy ferdesége egy-egy hozamidésornak. Az
ezeket befolydsold hatasok kimutatdsara sajnos a klasszikus Granger-féle teszt
— kozvetleniil — nem alkalmas. Erre kindl megoldést a kovetkezo szakaszban
bemutatand6 nem-paraméteres valtozata a Granger-oksagnak.

3 Nem-paraméteres Granger-oksag

Az el6z6 szakasz végén lattuk, hogy a klasszikus Granger-oksag — a sok jé
tulajdonsaga mellett — rengeteg hianyossaggal bir, ezeket orvosolandé mertlt
fel az erOs értelemben vett oksdgi fogalom bevezetése.

Az 1. Definiciébdl kideriilt, hogy a gyenge oksagot jol lehet jellemezni
a feltételes varhaté érték és a feltételes kovariancia fogalmdaval. Ez utébbi
fogalmak szigoritdsa meriilt fel Granger—Newbold (1977) kényvben, ahol a
szerzOparos definidlja az er6s oksagot:

2. Definicié. Az X erdsen nem oka az Y -nak, ha az alabbi két ekvivalens
tulajdonsdg valamelyike teljesiil minden t =1,...,T-re3

(i) LOG | Yie1) = L0V | Yier, Xia),
(i) Yy L Xy 1 | Yy

2Az (i) 4tirdst lasd Granger (1963) cikkben, az (i) &tirdst ldsd Florens—Mouchart
(1985) cikkben.

3Természetesen az (i) és (ii) egyenletek ekvivalencidja kénnyen beldthatd, azért emeltiik
ki mindkét megfogalmazasi médot, mert az irodalomban mindkettét gyakran hasznéljak.
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A definicié elsé allitdsa a feltételes varhaté értéket szigoritotta feltételes
eloszlassa, mig a masodik a feltételes korreldlatlansagot feltételes fliggetlen-
séggé. Rogton latszik, hogy ha X er6sen nem-oka Y-nak, akkor gyengén sem
oka, hiszen ha két eloszlas megegyezik, akkor azok varhato értékei is meg-
egyeznek. Masrészt a ha X gyengén oka Y-nak, akkor erdsen is oka hiszen,
ha a feltételes varhaté értékek nem egyenléek akkor a feltételes eloszlasok
sem lehetnek egyenlGek. Ezeket a tulajdonsidgokat foglaltuk ossze az aldbbi
abran.

erds oksag «——— gyenge oksag

...

erés nem-oksig ———— gyenge nem-oksag

Ugyanakkor megforditva ezek az allitasok nem igazak, példaként tekintsiik
a kovetkez6 idésorokat:
Yi=X; 1 62/
Xt = 65( s

ahol €%, € ~ N(0, 1) korrelalatlan fehér zajok. Vizsgaljuk elészor is a gyenge
oksdgot! Az 1. definici6 (i) pontjdban szerepld egyenléség két oldalét kifejt-
ve:

EY |V, 1, Xe 1) =E(X;i 1 [ Y1, X 1) =Eg - X, 1 =0 (12

B(Y; | Y1) = B(Xi1- ¢ | Vi) = B(eY, - ¢) =B, -Bef =0, (13)

mivel a két feltételes varhatd érték megegyezik, a definicid értelmében az X
gyengén nem oka az Y-nak. Nézziik most meg az erés oksdgot a 2. definicid
(i) pontja alapjan:

L(Y: | Vi1, Xeo1) = N (0, X7 ) (14)

LY, | Vi) = L(V:) = L(&) - L(e1) = N (0,1) - N(0,1) ,  (15)

utébbi viszont még csak nem is normalis eloszlds, tehat erds értelemben oka
X az Y-nak.

A gyenge vagy klasszikus értelemben vett oksagi definicikhoz linedris
modellen keresztiil jutottunk el, mig az erés oksdg definicigjahoz nem kel-
lett semilyen modellfeltevéssel élni, ezért a tovabbiakban az erés oksagra a
szakirodalomban elterjedt nem-paraméteres oksdg névvel hivatkozunk.
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A 2. definici6 (ii) pontja alapjin, egyszeriien ki lehet mondani a mintabeli
nem-paraméteres nem-oksagra vonatkozd nullhipotézist:

Ho: LYY, Xeo1)=L(Y: | Yim) . (16)

Sajnos ennek az ellenérzése rendkiviil nehézkes, éppen ezért rengeteg,
egymastol akar jelentGsen is kiilonbozé moédszer is ismert az irodalomban
sokszor egészen mély matematikai ismeretek igényelve. Kozos ugyanakkor a
tesztekben, hogy — éppen a nem-paraméteres — mivoltuk miatt csupan valami-
lyen hatareloszlast tudnak kovetni a tesztstatisztikdk, amik pedig viszonylag
nagy mintaelemszamot kovetelnek meg, ez tovabb sziikiti ezen tesztek alkal-
mazhatosagat. Utdébbi problémat sulyosbitja, hogy minél tébb késleltetést
szerepeltetiink a vizsgalatban, a felhasznalhaté része a mintanak is anndl
révidebb lesz.

Réviden attekintve a mddszerek Su-White (2007) cikkben a szerzék a
feltételes eloszlasok egyezGségét a valtozdkhoz tartozo feltételes karakterisz-
tikus fiiggvények eltérésén keresztiil igyekeznek vizsgdlni, mig Sun (2008)
funkcionalanalizisbeli ismeretekre épitve a kovariancia operator segitégével
oldja meg a nem-linearitds problémajat. Van azonban egy jobban kortlha-
tarolhaté halmaza a mddszereknek, amikor a sirliségfliggvények viszonyait
vizsgaljak a szerzok, utébbiak informécidtartalmat stritve, atalakitva kezelik
a problémat. Jelen tanulméany kereteibe ez utébbi médszerek Gsszehasonlitasa
fért bele.

A szakasz végén vegyiik sorba, milyen elénytkkel, illetve hatranyokkal bir
a nem-paraméteres oksig fogalom a klasszikus értelembe vett Granger-ok-
sdggal szemben. A fogalom elényei:

e Semmilyen feltevéssel nem kell élni arra vonatkozélag, hogy milyen
modell illeszkedik az idOsori értékekre, illetve milyen eloszlast kovetnek,
ez adja a nem-paraméteres jellegét a tesztnek.

e Mig a klasszikus Granger-teszt csupan az ,,0kozati” idGsor varhato ér-
tékében bekovetkezo valtozast jelzi, azaz csak az els6 momentumban
torténé oksagot mutatja ki, addig a nem-paraméteres oksag tesztek a
magasabb rendii momentumokban is jeleznek. Ez els6sorban a révid
tava, magas frekvencids — altalaban pénziigyi — adatokban rendkiviil
fontos, ahol a varhaté érték olykor teljesen irrelevans, sokkal fontosabb
a szoras.

Természetesen hatranyai is vannak ennek a megkozelitésnek:

e Latni fogjuk a kovetkezd szakaszokban, hogy ezek a probak oOsszetett
szamitdsokat igényelnek, amihez térsul a szoftveres tdmogatas hidnya
is, igy egy gyakorlati felhasznalonak nehéz dolga van, ha alkalmazni
szeretné oket.

e Ebben az esetben két eloszldst hasonlitunk Gssze, tehat az idosoroktdl
elvart az erds stacionaritas ahhoz, hogy a prébak megbizhaté eredményt
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adjanak®. Szemben a klasszikus Granger-féle teszttel, amihez csupén a
gyenge stacionaritas sziikséges.

e Kis mintak esetében erésen megkérdéjelezhetoek az eredmények, amiket
a nem-paraméteres tesztek szolgaltatnak.

A kovetkezékben két, merében méas megkozelitést mutatunk be a nem-
paraméteres oksag tesztelésére. Az egyes megkozelitésekben gyakorlatilag az
a kiilonbség, hogyan tudjak az eloszlasokban rejt6z6 informéciét ugy striteni,
hogy végiil tesztelhet6 legyen az eredeti nullhipotézis — azaz a feltételes el-
oszldsok egyezdsége. Az els6 informacidsiiritd mddszer a korreldcids integral,
melynek kapcsan két, egymassal kozeli kapcsolatban allé tesztet mutatunk
be. Mig a masodik informacidstiritésre alkalmazott mddszer a kopuldk se-
gitségével torténik, gyakorlatilag arrdl van szd, hogy a kopuldk segitségével
nem véges tartoju suruségfiiggvények ,,beszorithatoak” az egységnégyzetbe
(kockdba), s igy az eloszldsok vizsgilata leegyszeriisodik.

3.1 Korrelaciés integral alapu tesztek

A (16) egyenletben megfogalmazott nullhipotézis konnyebb kezelhetésége
érdekében tegytik fel, hogy az Y; és X; véltozoknak létezik siirtiségtiggvénye.
Igy a feltételes fiiggetlenség akkor teljesiil, ha

IviveonXeos We | g1, me—1) = fyipvo, We | Y1) (17)

ahol y;,y;—1,xs_1 tetszéleges valds szamok. Azaz az X véltozd nem oka az
Y -nak, ha az iménti stirtiségfiiggvények minden pontban megegyeznek. Ezzel
kapcsolatban — tobbek kozott — két nagy probléma meriil fel:

e Empirikus esetben egy folytonos valtozo a legritkdbb esetben veszi fel
kétszer ugyanazt az értéket, igy a mintaban annyi kiilonbozé feltételiink
lesz a striségfliggvényekben, amennyi a mintaelemszama, ebbdl ko-
vetkezOen egy elemi ,,almintdkon” kellene tesztelni a fliggetlenséget —
ugyebar minden kilonbozé feltételre —, ami értelmetlen feladat.

e Ha az el6bbi problémat megoldottuk, akkor is a strtiségfiiggvények tel-
jes tartdjan kellene 6sszehasonlitani az egyenlet jobb és bal oldalat, ami
szintén nagyon nehéz.

Ez adja a motivaciot, egy olyan fogalom bevezetéséhez, ami egyrészt a
feltételben ,,megengedébb” a szigoru egyenléségnél, masrészt van annyi infor-
maéciotartalma, hogy ki lehessen valtani vele a siirtiségfliggvényt, ugyanakkor
ne egy fliggvény legyen — amit ismét pontonként kellene Gsszehasonlitani —,
hanem egy, a mintat jellemz6 skaldr.

Ezeknek az elvarasoknak prébal megfelelni a korrelacids integral, melyet
Baek-Brock (1991) cikk alapjan a kovetkezOképpen definidlunk:

4Mindhdrom bemutatdsra keriil6 médszer esetében elvaris, liasd (Hiemstra—Jones,
1994), (Diks-Panchenko, 2005), (Taamoutia et al., 2014).
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3. Definicié. Az X d-dimenzids valdsziniiségi vdltozoéhoz tartozd korreldcios
integradl a kovetkezd

Cix(8) = P (b | X! — X2 < ) (18)

ahol X1, X? ~ X fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok és 6 > 0.

Természetesen d = 1 esetben a definici6 egyszerfien Cx (§) = P(| X' —
X2 < 6). Ez gyakorlatilag egy, az eloszldsra jellemz6 mérészam (mint
pl. az eloszlasnak egy momentuma), azt fejezi ki, mennyire koncentralédnak
az adott eloszlasban az értékek. Vegyiik példaképpen a normélis eloszlast,
ekkor a szoras fiiggvényében kifejezhetd a korrelacids integral, amit az 1. dbra
szemléltet.

<
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1. dbra Norméilis eloszlashoz tartozé korrelacids integral kiilonb6zé szérdsok mellett
(6 =1, n = 10000)

Jol lathato, hogy alacsony szoras mellett a korrelacids integral értéke egy-
hez kozeli, ahogy né a szoras, ugy kevésbé koncentraltak az értékek, és ezzel
parhuzamosan csokken a korrelacids integral értéke is.

Lassuk, miként kapcsolédik a korrelacios integral fogalma eloszldsok egyen-
16ségének teszteléséhez, eleget tud-e tenni elvardsainknak. Legyen fx(x) az
X valdszinliségi valtozohoz tartozé striségfiiggvény, el0szor is vezessiik be a
kovetkez6 indikatorfiiggvényt, amit a késObbiekben is hasznélni fogunk:

1, halz—y| <

1 =< 19
o(®:9) {0, egyébként . (19)
Vegytlink egy n elemii mintat X-bol, jelolje x; az i-edik mintaelemet, és
becsiiljitk meg minden mintaelemre a hozza tartozo stiriiségfiiggvény értéket:

Fx () s = 5 tles ) = (o). (20)
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Most atlagoljuk le minden mintaelemre a hozza tartozé becsiilt stirtiségfiigg-
vény értéket:

_ZfX ‘rt ZfX ‘rt

1 A
T %nm—1) n—l Zzléx“% =Cx(6) = Cx(6) ,

=1 j#i

(21)

ezzel végérvényben egy becslofiiggvényét kaptuk a korreldcids integralnak. A
(21) egyenletbdl az is latszik, hogy ha két eloszlds megegyezik, akkor nyilvén
a hozzajuk tartozé korrelacios integral is, tehat ha a korrelacids integralra
vonatkozé nullhipotézist vetiink el, akkor az eredeti eloszlasokra is el kell
vetni. Ennek az allitasnak a megforditdsardl az irodalomban nem talaltunk
eredményt. Ugy sejtjiik, altaldban nem igaz, de ,,hétkoznapi” eloszlasokra
valamint elég kicsi 6 mellett bizonyos mértékben igaz a megforditas is, hiszen
egyébként nem lenne ereje az erre épiilé teszteknek.

Gyakorlatilag ez a logikaja mindkettd korrelacids integralra épito tesztnek,
amiket a kovetkez6 szakaszokban bemutatunk.

3.1.1 Hiemstra—Jones-teszt

A tovdbbiakhoz alakitsuk &t a (17) egyenletet a kiovetkezd — tesztelendd —
forméara:

Ho: fy, xi avios We T | ye—1) = frovios e [ ye—10) fxo v (e [ ye-1)
(22)
ez a valészintliségi valtozok nyelvén pontosan azt jelenti, hogy az Y; az X;_1-
t0l fiiggetlen Y;_; ismeretében.
A Hiemstra—Jones-teszt (Hiemstra—Jones, 1994) ebbél az alakbdl indul ki,
és maga a moédszer a kovetkezd észrevételen alapul®:

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, igy kilonbozd t és s idépontokra
P(‘th — Y's‘ < (5, ‘Xt—l _Xs—l‘ <6 | Yi 1=Y,_1= y) =

=P(|Y: —Yi| <68 | Vo1 =Your =y)P(|Xem1 = Xoa| <6 | Yimr = Yiu =zé).
2

Bizonyitas. Az F1 fliggelékben kozoljiik. m|

A szakasz elején bevezetett korreldcids integral segitségével a (23) egyen-
16ség, mint nullhipotézis mér ,,majdnem” tesztelheté. A Szerzék otlete az,
hogy ezt a feltételben szerepld egyenloséget ,,rontsuk” el egy kicsit, tehat ne
varjuk el a tokéletes egyenléséget a feltételben, csupan annyit, hogy megfe-
leléen kozel essen egymashoz a két érték, azaz

5Ez az alapétlet Baek-Brock (1991, 1992) cikkekben mar megtalalhatd, végiil ennek egy
moédositasa ,,terjedt el” a gyakorlatban
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P(|Y: = Ys| <6, Xi-1 — Xoma| <8 | Vi1 = Yira| < 6) =

=P(|Y: = Y| <6 | Vi1 = Yeru| <6)P(|Xem1 — Xoma| <6 | [Yimr — Yeru[ < 6).

(24)
Ez nyilvdn némileg torzitja az eredményeket (természetesen 6 — 0 hatér-
értékben visszakapjuk a pontos Hyp-t). A fenti feltételes valdsziniiségeket
visszairjuk egyszeriibb formaba, és ezzel meg is kapjuk a Hiemstra—Jones-
teszt nullhipotézisét

Hi: P(Yi—Yi| <8 [Vir— Yo <6,|Xe1 — Xy 1| <) =
=P([Y, Y| <6 Vi1 = Ysuu| <6) .

Ezt a kifejezést mar lehet a korrelaciés integralokon alapulé médszerrel tesz-
telni, el6szor is atirjuk a feltételes valoszintiségeket, igy a kovetkezdhoz ju-
tunk:

(25)

P(D/t - }/5| < 67 th—l - }/s—1| < 67 |Xt—1 _Xs—1| < 6) _
P([Yio1 = Yia] <6, X1 — Xsa] < 0)

(26)
P Y| <6,V — Y| <6)
P(Vii-Voi<0)
Felhasznalva a korrelaciés integral definicigjat, adédik hogy
CYt7Yt—17Xt—1 (6) _ CYt7Yt—1(6) (27)

CYt—hXt—l (6) B CYt—l (6)

Vegyiik észre, hogy ugyanerre a kifejezésre jutunk, ha a korreldcids integralt
,,naiv” médon haszndljuk, tehdt (99) egyenletben egyszeriien kicseréljikk a
striuségfliggvényeket a hozzajuk tartozé korrelaciés integralra.

A kovetkezékben vézlatosan ismertetjiik a teszt menetét, idaig viszonylag
konnyt dolgunk volt a nullhipotézisek felirasaval, természetesen a tesztfiige-
vények — asszimptotikus — eloszldsanak levezetése ennél sokkal bonyolultabb,
az eredeti cikkekben megtalalhatéak. Eddig az y:, y:—1 €és x¢—1 tetszbleges
valds szamokat jeloltek, a kovetkezOkben azonban egy véges minta elemeit
fogjuk érteni alattuk, ahol t = 1,...,T. Eldszor is frjuk at (27) egyenletben
szerepld elméleti korrelacids integrélokat azok becsléfiiggvényeire:

T

A 1 1

X = R T ) ;;16<yt,ys> L(yr1,95-1) - L1, 1)
1 1 L

é = o0 T 1) 1 - s— 1 —1,Ls—
Yio1,Xt-1 (20)2 T(T—l);; s(Wi—15Ys—1) - Ls(@4—1,05-1)
1 1 L
é = oo T ay 1 s) 1 —15Ys—
Y:, Vi1 (26)2 T(T—l) t_zlsz# 6(yt)y\) 6(% 15 Ys 1)

T
A 1 1
Cy, ., = BTT—1) DY Ls(we1,us1)

t=1 s#t
(28)
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ekkor H;r fennéllasa esetén aszimptotikusan igaz lesz, hogy

15 -
lim — =X Yot L N(0,1), (29)

ahol Sy (T') becslésére a Szerzék (Hiemstra—Jones, 1994) a cikk fiiggelékében
térnek ki. A szimuldcidk soran ezt az Z-statisztikat szdmoltuk ki, majd két-
oldali p-értéket hataroztuk meg hozza.

3.1.2 Diks—Panchenko-teszt

Diks és Panchenko szerint a Hiemstra és Jones tesztje sokszor jelez okségot
indokolatlan esetben is (Diks—Panchenko, 2005), ami elsésorban a iménti sza-
kaszban bemutatott torzité hatds miatt van, ennek minimalizalasa motivalja
a szerzoket.

Az otletiik, hogy a nullhipotézis fennallasa mellett egy silyfiiggvénnyel
szorozzék meg (99) egyenlet mindkét oldaldt. Vildgos, hogy tetszdleges g(-)
fliggvénnyel megszorozva a nullhipotézist az nem véltozik, tehat ezt megte-
hetjik, de természetesen jra ki kell szamolni, hogy immaron milyen eloszlast
fog kévetni a prébafiiggvény. A szerzék az f%t_l (y:—1) fiiggvényt vilasztottak,
igy a Diks—Panchenko-teszt nullhipotézise

HOi : fYt7Yt—17Xt—1(ytayt—la‘rt—l)fyt—l (yt—l) = (30)

=[x Yo (@1, ye—1) froveos (e, Ye—1) -
Ennek az allitasnak is korrelaciés integralon keresztil torténik a tesztelése,

ahogy azt az el6z6 szakaszban a Hiemstra—Jones-tesztnél lattuk. Felhasznalva
a (28) jeloléseit az aldbbi prébafiiggvényhez jutunk:

CA(Y Y; X CA(Y - CA(Y X CA(Y Y;
Lim ts¥p—1,X¢—1 t—1 t—1,%¢t—1 tsYe—1 NN 0) 1 ,
T— o0 SDP(T) ( )

VT

ahol az Spp (T') kiszdmitasérél Diks—Panchenko (2005) cikk A.1 fiiggelékében
térnek ki a szerzék. A HJ-teszthez hasonldan itt is kétoldali p-értéket sz&-
moltunk a tesztfiiggvény értékébol. Mindkét teszt esetében felmeriil a kérdés,
hogy milyen ¢ értékkel szamoljunk, ennek optimalis értékérol, illetve leveze-
tésérdl részletesen (Diks—Panchenko, 2005) cikkben olvashatunk.

Osszefoglaléan elmondhatjuk a korreldciés integralon alapulé médszerek-
rél, hogy a feltételes fliggetlenség tesztelésének problémajat Gtletesen vissza-
vezeti feltétel nélkiili eloszlasokra, igy folytonos véltozokra is kezelhetévé
valik a probléma. Ugyanakkor a feltételes eloszlasokban a feltétel ,,gyen-
gitése” azzal jar, hogy nem pontosan az eredeti problémat tudjuk tesztelni
segitséglikkel.

(31)
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3.2 Kopulakkal kapcsolatos tesztek

A kopuldk hasznalata mara mar teljesen dltaldnossa valt a pénziigyi matema-
tika legtobb teriiletén (kockdzatmenedzsment, drazdsi modellek stb.), haszna-
latukat a valdszinliségi valtozok egyiittmozgasat méro korrelacié hidnyossagai
tették indokolttd. A pénziigyi piacokon az Eszkézok drfolyamai/hozamai szo-
vevényes médon fiiggnek egymastdl, ezeket a fiiggségeket nem lehet linearis
keretek kozott mérni, ahogyan azt a korrelacié teszi. Ugyanakkor az egyiittes
eloszlasukat nem ismerjik, a kopuldk ezt a hianyt prébéljak kisebb-nagyobb
sikerrel pétolni. A bemutatni kivant mdédszerhez a kopuldknak csupén néhany
tulajdonsaga fontos, igy viszonylag rovid bevezetét adunk réluk, magyar nyel-
ven (Varga, 2004) cikkét ajanljuk a részletesebb megismerésiikhoz.

A tovabbiakban nekiink csupdn 2 és 3 dimenzids kopuldkra lesz sziiksé-
gunk, igy az egyszeriiség kedvéért most 3 dimenzidsra mondjuk ki a definiciét
valamint mutatjuk be a szamunkra sziikséges tulajdonsagokat, abbdl egysze-
riien lehet sziikiteni 2 valtozdsra.

4. Definicié. Egy C:[0,1]3> — [0,1] eloszldsfiigguény kopula, ha minden
valtozdja szerinti margindlis eloszldsa standard egyenletes.

Tekinthetjiik gy is, hogy a kopula egy [0, 1]-es értelmezési tartoményra
atskalazott eloszlasfliiggvény, s igy tudunk bel6le a [0, 1] intervallumba esé vé-
letlen szamokat generalni, amibol inverz eloszlasfiiggvényekkel véletlen érté-
keket kapunk. A kopuldkkal kapcsolatos legfontosabb tétel kévetkezik (szintén
hérom valtozés forméaban):

1. Tétel (Sklar, 1959). Minden 3 wvdltozds F eloszlasfiiggvényhez létezik
olyan, szintén 8 vdltozos C kopula, hogy

C(Fx(z),Fy(y), Fz(z)) = F(z,y,2) .

Tehat, ha a priori a kopuldbdl, vagy a marginédlisokbdl, vagy az egytittes
eloszldsfiiggvénybél ismeriink kettét (vagy feltessziik, hogy ismert), akkor a
harmadikat ki tudjuk szamolni. A tétel jelentésége abban all, hogy empirikus
problémaknal a margindlisokat tipikusan ismerjiik, hiszen az egyes valtozok
empirikus eloszlasfiiggvényét a mintabdl meg tudjuk hatarozni. Ezek utéan
valamilyen a priori feltevés utjan kivalasztjuk a hasznalatos kopulat, s ki
tudjuk szamolni az egyiittes eloszlasfiiggvényt, illetéleg tudunk generdlni az
egylittes eloszlasfiiggvény segitségével mesterséges mintat, amit kiilonb6zo
szimuldcidkhoz felhasznalhatunk.

A kopuldknak szamos hasznos és fontos tulajdonsdga van, szamunkra
most a kopulastiriség, ami kiemelt szerepet jatszik. Derivaljuk mindharom
véltozé szerint a (32) egyenlet mindkét oldalat, igy a kovetkezét kapjuk:

93
Juovan C W v w)fx (@) fy (y)fz(2) = f(z,y,2) , (33)
ahol u = Fx(x), v = Fy(y) és w = Fz(z) valamint fx, fy, fz a megfeleld
margindlisokhoz és f az egylittes eloszlasfliggvényhez tartozd striségfliggvé-
nyek.
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5. Definicid. Egy & vdltozos C kopuldhoz tartozo kopulasiiriiség alatt a ko-
vetkezd fligguényt értjik
83
c(u,v,w) = mC(u,v,w) . (34)
Amig a kopula az eloszlasfiiggvényhez kapcsolédé fogalom volt, addig a
kopulastiriiség a surtiségfiiggvényhez, tulajdonsagai is ehhez hasonlitanak:
nem-negativ (de nem biztos hogy egynél kisebb) és a kopuldhoz hasonléan az
egység kockan (négyzeten) van értelmezve. A révid médszertani attekintés
utan két eljarast mutatunk be, melyek segitségével a feltételes fliggetlenség
problémaéja kezelhetd.

3.2.1 Bernstein-kopulan alapulé teszt

Taamoutia et al. (2014) cikke nyomén a kopuldn alapuld oksig teszt Otlete,
hogy a peremeloszlasok ismeretében egy kopulabdl szarmaztatjuk az egyiittes
eloszlast. Azaz az egyiittes eloszldsokat, pontosabban azok stirtiségfliggvényeit
kicseréljiik kopulastiriiségekre, s az egyiittes eloszlas helyett a becstilt kopula-
kat fogjuk Osszehasonlitani, ebbdl vezetjik le a tesztet. Ha tehat fenndll (16),
akkor igaz, hogy

Ho:  fyiyveoxe s We lye—1,2e-1) = fvypvioy (Ue | 9e-1) - (35)
El6szor a feltételes stirtiségeket irjuk at, igy a H

fYt,Yt_1,Xt_1(ytayt—la'rt—l) _ fYt,Yt_1(ytayt—1)
fYt—hXt—l(yt—laxt—l) fYt—l(yt—l)

, (36)

beirva a kopulastirtiségeket a (33) egyenlet alapjan, és bevezetve a w; =
Fy,(y;) illetve u; = Fx, () jeloléseket

CYt,Yt_l,Xt_l(wtawt—laut—l)fYt(yt)fYt—l(yt—l)th_l(-rt—l) _
ey, 1, X (W1, 1) fr, o (Ye—1) fx, oo (@e—1)
_ oy (Wi wi) fr () fr s (96-1)
fve o (Ye-1)

igy egyszerlisitések utdn az atirt — immaron csak kopulastirtiségeket tartal-
maz6 — nullhipotézis:

(37)

)

o> - th7Yt—17Xt—1(wt)wt—laut—l)
0 -

CYt7Yt—1(wt?wt—l)CYt—hXt—l(wt—l?ut—l) b (38)
Az vildgos, hogy a mintdbdl ismerjiik az emprikus peremeloszlasokat, mar
,,csak” egy megfelel6 empirikus kopulat kell kivalasztani, amivel meg tudjuk
becstilni a fenti kifejezést, és meg tudjuk hatarozni, milyen eloszlast kovet.
Id6soros modellekben leggyakrabban alkalmazott kopula a Bernstein-ko-
pula (részletesen lasd Sancetta—Satchell, 2004). A teljesen dltalanos definicié-
jat nem mondjuk ki, méar csak a specidlisan erre a feladatra felirand6 2- és 3-
dimenzids esetekkel foglalkozunk (4ltaldban sem nehezebb megadni a kopuldt,
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ezért is tekintiink el az ltaldnossdgtol). Ehhez tekintsiik az (Y, o1, X¢—1)
— ismeretlen — eloszldsbdl szdrmazd {(yt,yt_l,xt_l)}tT:l mintat. Legyenek
tovdbba u, = Fx, r(z¢) és w, = Fy, v(y:), ahol Fy, r és Fx, v a T hosszi
mintabdl szarmazd empirikus eloszlasfiiggvényt jeloli, azaz a mintabeli x; és
ys értékek az u; és wi-hez tartozd empirikus kvantilisek.

Vezessiik be tovabba a kovetkez6 2- és 3-dimenzids kockékat:

s [ii—=1 i\ [ia—1 4
B = L = 39

s [i—1 i\ [ia—1 ig\  [is—1 is
iz _ 2% 2} B 4
Bi [kk)x[kk>x[kk (40

valamint legyen 13:01,1'2 () és 13;1,1'2,1'3 (+,+,+) a kockdkba esésre vonatkoz6

indikator fiiggvény.
Ekkor a 2-dimenzids, becstilt Bernstein-kopuldkat egy tetszéleges pontban
a mintan az alabbi médon szamitjuk

&, 0 Yo, (91,92) =

ko k 9
k i o
k2 Z Z 1B:‘sz (we, wi—1) H <i€ N 1>ng 1(1 —ge)(k P 1)] )

i1=112=1 (=1

1 T
:TZ
t=1

éYt—l,T7Xt—1,T (927 93) =

ko k )
N o
k2 Z Z 13214‘2 (wt—h%f—l) H <i€ - 1>g/z 1(1 . ge)(k ¢ 1)] )

i1=112=1 (=1

1 T
::_FZ
t=1

tovabba a 3-dimenzidsat az alabbi mdédon

Y, r,Yio1, 1, Xe1,1 (gla g2, 93) =

k k k 3
Ny L
k?’z Z Z lB:'Cl,ig,i;; (wt,wt_l,ut_l)g <ie>g€[(1 — gé)(k y) 1)]

1 T
— E
t=1 11=11,=113=1

Ebbdl a hdrom — a mintdn megbecsiilt — kopulabdl egy un. oksdgi mértéket
szamolunk ki®

CMp = lilog <A éYt,Tvyt—l,Tth—l/,\T(wt)wt—laut—l) > -
T —1 &Yy .Y, (wt> wt—l) “CYi 1 X1 r (wt—h ut—l)
(44)
Ez mutaté Taamoutia et al. (2014) alapjdn mér aszimptotikusan normélis
eloszlast fog kovetni a megfelelé varhaté értékkel és szérassal:

2CM _T—l 3/2
lim 7322 M N

T—o0 g

0,1),

SGeweke (1982) cikkben szerepld oksigi mérték nem-linedris kiterjesztése.
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ahol o = v/2(m/4)%/? valamint £ = —7%/2 /8 + 7w /2k~1/2 — =1 (x1/2 —1).
Ahogyan a korreléciés integral alapu teszteknél, itt is el kell 1atni értékkel

egy ,,bandwidth” paramétert, a k-t, ami jelen esetben a kockdk méretében

jelenik meg. A szerzSk nyomén ezt k = |T'/?| nagysagira valasztjuk.

3.2.2 Fiiggetlen-kopulan alapulé teszt

Az utolsé mdédszer, ami bemutatésra kertil, egy altalunk kidolgozott teszt a
nem-paraméteres oksag vizsgalatara. Mddszertink alapja, hogy két folytonos
skalan mért valtozd — gondolhatunk itt rogton idosorokra — feltétel nélkuli
fiiggetlenségének tesztelése kopuldk segitségével megoldott feladat (ldsd. Ge-
nest—Remillard, 2004; Genest et al., 2007). Ugyanakkor szdmunkra a felté-
teles fiiggetlenség, ami igazan érdekes, hiszen éppen a feltétel ismeretében
tudjuk kiszirni azokat a hatasokat, melyek nem kozvetleniil 1épnek fel Y; és
Xt—l kozott.

A probléma hasonlé mint a kordbbi korrelaciés integrdlon alapulé maéd-
szerek bemutatasnal, a folytonos skalan mért idGsori értékeknél véges mintan
lehetetlen egy-egy adott pontra elkésziteni a feltételes eloszlast, mert a rész-
minta egy elembdl fog allni. Ennek athidalasara — Hiemstra és Jones 6tletétol
vezérelve — beosztottuk a mintdban szereplé y;_1 értékeket k darab cso-
portba, igy kaptunk k szamu egymastdl elszepardlt almintat. Ezt kovetden
minden almintan elvégeztiik a kopula alapu fiiggetlenség tesztet, amit R
kornyezetben a copula csomag tartalmaz (Hofert et al. 2015), ami szintén
Genest—Remillard mddszerét hasznalja. Majd az igy kapott p-értékeket agg-
regaltuk, a médszer Fisher (1948) 6tletén alapul, aki azonban fiiggetlen rész-
mintdkra dolgozta ki a moddszert. Nem fiiggetlen mintdk esetére Brown
(1975) adott egy aggregéldsi médszert. Ez azonban viszonylag nehézkesen
alkalmazhaté a gyakorlatban, ugyanis numerikus integralast is tartalmaz, s
egyszerlien til hosszi. Alternativ megoldést kindl Poole et al. (2015), az
6 modszeritket — amire empirikus Brown-mddszer néven fogunk hivatkozni
ezentl — azonban némileg médositani kellett (melyrél késobb lesz sz6), hogy
esetiinkben is alkalmazni lehessen.

Osszefoglalva — és formalizdlva — a fentieket, a kovetkezd 1épéseket kell
kovetni ez eljaras soran:

1. Definidljuk a feltételi halmazokat: legyen k > 1 és

cofi—1 i
Bk-:|:77E>a

ahol i € {1,...,k}, igy természetesen UF_; Bi = [0,1) és BL N Bi = 0.
2. Bontsuk szét a teljes mintankat az alabbi almintdkra
(Y 2y_y): = {(ytaxt—l) | Fy, (y1-1) € B,i} ,

és az empirikus margindlisokra vezessikk be az Fy. () és F,  1(-)
jeloléseket. Legyenek tovabbd az egyes almintdk id6 indexei a 7;i-vel
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jelolve, ezekre természetesen igaz, hogy UY 7,0 = {1,...,T} és T\ N
7! = 0. Ez utébbi halmazok hosszét pedig jeloljiik rendre T}-vel, ekkor
természetesen S Ti = T.

3. Minden S} részmintdn végezziik el a fiiggetlenség tesztet. Ehhez elészor
becstiljik meg az empirikus kopuldkat a részmintakon:

i 1 i i

Cr(u,w) = Ti Z 1(FYt,T(yt) < u)l(FXt_l,T(-rt—l) <w).
k teT}

A nullhipotézisben a fiiggetlenséget a fiiggetlen kopula segitségével tud-

juk megfogalmazni:

HY: Ch(u,w) =u-w .

Magaban a fliggetlenség tesztben a probafliggvény az empirikus kopula
pontonkénti eltérését vizsgalja a fliggetlen kopulatol:

CM(u,w) = ﬁ(é‘T(u,w) —u-w) .

Ez a kifejezés véletlen u, w értékekre aszimptotikusan Cramer—von Mises
statisztikat kovet”, melynek sajat tablazatdbdl olvassuk ki az i-edik
almintdhoz tartozé teszt p-értékét, jeloljiik ezt pi-vel. Megjegyezziik,
hogy ezt a 1épést teljes egészében a copula csomag végzi.

4. Aggregdljuk a p-értékeket az empirikus Brown-mddszer segitségével:

k
U= —2210gpi ,
i=1

ami egy atskdlazott x? eloszldst kovet, azaz U ~ cx32 - A ¢ és f kon-
stansok kiszamitdsat az F-2 Fiiggelékben ismertetjiik. Ezek alapjan a
,,globdlis” p-értéket a kovetkezOképpen szamolhatjuk ki

p= l_Fng(\I//C),

amennyiben ez az elére rogzitett szignifikanciaszint alatt van, akkor
elvetjik az eredeti, feltételes fliggetlenségre vonatkozé nullhipotézist.

A moédszer fontos része a Bj-k halmazok rendszerének meghatdrozdsa,
természetesen nem kotelezd egyenletesen k részre osztani a [0,1] intervallu-
mot, viszont minden esetben biztositani kell az elegendé mintaelemszamot a
részmintdkban a szdmitdsokhoz. Tovabbi vizsgélatra lehet érdemes a Bji-k
valamilyen mas — bizonyos szempontbdl optimalis — felosztasa, ez nem targya
ennek a cikknek.

7A Cramer—von Mises statisztika eloszldsok kozti tdvolsdgot mér, ebbdl a szempontbdl
hasonlé a Kolmogorov—Szmirnov statisztikahoz, részletesebben Csérgé—Faraway (1996) ta-
nulméanyét ajanljuk.
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A kopula alapi médszerekrdl 6sszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy a
tesztelendo feltételes fiiggetlenséget kopuldk fiiggetlenségére vezetik vissza.
Ennek a megkozelitésnek az elénye, hogy nem a teljes IR? és IR? halmazokon
kell vizsgalni stirtiségfiggvényeket, hanem az egység oldali négyzeteken, koc-
kékon ezzel gyakorlatilag bestirftjiikk a mintapontokat. Altaldban a kopuldk
illesztése szoftveresen viszonylag jol tamogatott, ugyanakkor ezek konkrét
problémakra val6 alkalmazasa, ahogy az esetlinkben is torténik, mar 6nalld
programozasi munkat igényel.

Ezzel a végére értiink a teszteket — legalabbis vazlatosan — bemutatd
résznek, amibol kideriilt, hogy a nem-paraméteres oksag tesztelése alapvetGen
egy feltételes fliggetlenség tesztre vezetheto vissza. Ezt pedig eltérd metodold-
gidkkal prébaljak kezelni a szerzok, azonban kozos vondsa a teszteknek, hogy
relative nagy a szamitasigényiik, és mivel asszimptotikus tulajdonsagaikat
ismerjiik a prébafiiggvényeknek, igy elengedhetetlen a megfelelé mintanagy-
sag az alkalmazasukhoz.

4 Szimulacios példa

A szamitdsokhoz R kornyezetet hasznaltunk, elsésorban a meggyézé teljesit-
ménye miatt, illetve a kopuldk illesztése csomagokkal jél tamogatott. A ko-
rabban bemutatott négyféle nem-paraméteres Granger-tesztbol a Hiemstra—
Jones- és Diks—Panchenko-teszteket egy kiilsé szoftver segitségével futtattuk.®
A Bernstein-kopuldn alapulé tesztet teljes egészében R nyelven implementél-
tuk, a fiiggetlen kopula médszer 1ényegi részét a copula csomag végzi (Hofert
et al., 2015) illetve (Poole et al., 2015) médszert a szerzék dltal irt fiiggvények,
valamint a referencia tesztként szolgalé klasszikus Granger-tesztet tobbek
kozott az lmtest csomag (Zeilies—Hothorn, 2002) tartalmazza.

A szimuldcidkhoz négy kiilonb6z6 adatgenerals folyamatot hasznédltunk,
melyek az alabbiak:

DGPl: Y, =aY, ; +8X, 1 +¢€, X, =X, +€f,  (46)
DGP2:  Y,=aY, 1+ (X2, +e, Xi=7vXi1 46, (47)
DGP3: Y, =Y, 1 X1 +e, Xi=7vXi1 46, (48)
DGP4: Y, =o0i), ol=a+0X2,, Xi=7vX;_1+e, (49)

ahol €X, e ~ N(0,1) fiiggetlen valészintiségi valtozék. Valamennyi adat-
general6 folyamatot ugy definidltuk, hogy 3 # 0 esetben X — Y oksag alljon
fenn, valamint «, 3,7 < 1 feltétel mellett mind a négy folyamat stacioner,
gy a prébak megbizhaté eredményt szolgaltatnak.”

8Ez gyakorlatilag egy, a szerzGparos &altal irt C kéd, amit aprébb médositasok
utdn Wdjraforditottunk és R-b6l hivtuk meg a programot, majd visszaolvastuk az
eredményeket R-be, a kéd megtaldlhaté a Cees Diks weblapjan: http://www.uva.nl/en/
about-the-uva/organisation/staff-members/content/d/i/c.g.h.diks/c.g.h.diks.html

9Taamoutia et al. (2014) is tdbbek kdzdtt ezeket a DGP-ket hasznéljdk a szimulacidk-
ban.
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Valamennyi adatgeneralé folyamatnal ,,0k” szerepét betolté X, iddsor
elsérendli autoregressziv idGsor, a kiilonbség az ,,okozat” idésor forméjaban
van. A DGP1 egyszerii linedris modell gyakorlatilag referenciaként szolgal,
a DGP2-ben az ok kvadratikus forméaban jelenik meg, a DGP3 folyamat
felfoghato6 egy valtozo egytitthatds elsérendii autoregressziv modellként, ahol
az egylitthat6 szintén egy AR(1)-b6l szarmazik, mig a DGP4 leginkédbb egy
GARCH modellre hasonlit, amiben a feltételes variancia egy exogén valtozotdl
fligg. Az els6t leszamitva mindegyikben van valamilyen nemlinearités, igy azt
varjuk, hogy esetiikben a Granger-féle teszt ,,rossz” eredményt szolgdltat,
ugyanakkor a mésik hdrom mddszer jelezzen a (3 # 0 esetben.

A szimulécidk sordn 250 periédus hosszu idésorokat generdltunk ezt prak-
tikusan ugy értelmezziik, mintha egy éves idGhorizonton, napi frekvencian
vizsgdlnank tézsdei idGsorokat (pl. napi zaréarfolyamot). Ezekre a generdlt
id6sorokra minden esetben alkalmazzuk a teszteket és a kapott p-érték vala-
mint az eldre rogzitett szignifikancia szint alapjan dontiink a nullhipotézisrol.
Majd a szimuldcié végén minden kiilonbo6zé 5 értékre (8 = 0 esetben ez a
Hy, egyébként a H; feltétel teljesiilését jelenti) kiszdmoltuk milyen ardnyban
vetettiik el a nullhipotézist, azaz néhany pontban kiszamoltuk a tesztek ero-
fliggvényeit, kiegészitve azzal az esettel, amikor a nullhipotézis igaz. Ez utdob-
bi feltétel mellett idedalis esetben vissza kellene kapni az elére rogzitett szignifi-
kanciaszintet, minden egyéb 3 érték mellett pedig elméletileg minden esetben
el kellene vetni a nullhipotézist. Az eredményeket bemutatasakor ,,HJ”-vel
a Hiemstra—Jones-tesztet, ,,PD”-vel a Panchenko-Diks-tesztet, ,,CB”-vel a
Bernstein-kopulan, ,,CI”-vel a fliggetlen kopuldn alapulé tesztet, mig ,,GR”-
rel a Granger-féle tesztet jeloltiik.

Az 1. tabldzat a 0 és 0.5 kozotti § értékek esetében vizsgdlja a tesztek
teljesitményét « = v = 0.5. Ahogyan vartuk a DGP1 esetében (linedris
modell), a Granger-féle teszt érzékenyebben reagil a [ novekedtével mint
a tobbi, nem-paraméteres tarsa. Nem sokkal elmaradva téle a fiiggetlen
kopula alapu teszt is viszonylag alacsony 3 mellett nagy ardnyban jelzi az
oksagot, a két korrelacids integralon alapulé mddszer csupan 0.3-as § érték
kortl mutat szignifikans oksagot, a legrosszabb eredményt pedig a Bernstein-
kopulan alapulé teszt produkélja. Ugyanakkor a tobbi — nem linearis — eset
mindegyikében nagyon rosszul teljesit a Granger-féle teszt, hiszen rendkiviil
kicsi ardanyban jelez oksagot, itt mar csak a nem-paraméteres prébdakban
bizhatunk. A DGP2 (kvadratikus) esetében a korreldcids integrélon alapuld
tesztek bizonyultak hatékonyabbnak, mig a DGP3-nél (véltoz6 paraméterii
AR) a kopula alapiiak reagdltak gyorsabban a § paraméter névekedtére. A
DGP4 esetében (GARCH jellegii) a korreldcids integrél alapu tesztek jeleztek
kordbban, raadasul a fiiggetlen kopula alapi teszt az adott paraméter tar-
tomanyban nagyon rossz aranyban jelzett oksagot.

A szimulacidk tanulsaga, hogy a nem-paraméteres prébak esetében sem
mindegy, hogy milyen jellegii nem-linearitds jelenik meg a folyamatban. A
kopula alapti modszerek érzékenyebbek a varhaté értékben torténd elmoz-
duldsokra (DGP2, DGP3), mig a korreldcids integrélon alapulé mddszerek
jobban teljesitenek a méasodik momentumban bekovetkezo hatasokra.
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3 HI] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.041 0.029 0.001 0.040 0.050
0.10 0.080 0.073 0.009 0.114 0.436
0.20 0.308 0.373 0.052 0.461 0.952
0.30 0.743 0.816 0.261 0.837 0.999
0.40 0.968 0.984 0.708 0.983 1.000
0.50 0.999 0.999 0.931 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.045 0.039 0.001 0.051 0.052
0.10 0.156 0.157 0.014 0.085 0.082
0.20 0.661 0.680 0.232 0.183 0.163
0.30 0.948 0.958 0.689 0.370 0.256
0.40 0.997 0.998 0.970 0.629 0.300
0.50 1.000 1.000 0.997 0.795 0.369

DGP3 0.00 0.028 0.020 0.055 0.039 0.053
0.10 0.045 0.038 0.087 0.086 0.061
0.20 0.139 0.125 0.309 0.410 0.076
0.30 0.359 0.361 0.692 0.824 0.113
0.40 0.730 0.734 0.964 0.986 0.149
0.50 0.910 0.917 0.996 0.997 0.244

DGP4 0.00 0.037 0.031 0.069 0.051 0.044
0.10 0.628 0.548 0.191 0.055 0.105
0.20 0.931 0.892 0.432 0.081 0.158
0.30 0.991 0.974 0.607 0.093 0.144
0.40 0.996 0.993 0.780 0.110 0.176
0.50 0.998 0.998 0.877 0.106 0.187

1. tabldzat. T = 250, N = 1000, 3 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%

Ez alapjan nem gondoljuk, hogy 1étezik — legalédbbis jelenleg — egy olyan
modszer, amit onmagaban lehetne alkalmazni, a gyakorlati probléméknal cél-
szeri mindegyik médszerrel megvizsgélni az adott idésorokat. A tovabbiak-
ban mi is ezt a gyakorlatot fogjuk kovetni.

5 Empirikus példa: hozam és kereskedési vo-
lumen kapcsolata

A tézsdei részvények hozama és kereskedési volumeniik kozotti viszony régdta
téméja a pénziigyi 6konometridnak. Az els6 cikk, ami ezen a teriileten késziilt
Granger-Morgenstern (1963) szerz6k nevéhez flizédik, 6k még csupédn heti
kereskedési adatok alapjan probalta egyes részvények illetve részvényindexek
hozama és volumene kozti kapcsolatot feltarni. Azdéta természetesen sok
més elemzés is napvildgot 1atott', kivalé osszefoglalét ad a téma empirikus
eredményeirol és az ezeket magyarazni probalé elméleti modellekrél Karpoff
(1987). Altaldban az mondhaté el, hogy a hozam volumenre gyakorolt hata-
sat konnyebb kimutatni, hiszen a piaci szereplok nagy része arjelzés alapjan
kereskedik, a forditott irany ilyen szempontbdl érdekesebb, hiszen ebben az
esetben az sem egyértelmi, hogy létezik-e ilyen hatas.

10T3bbek kozott Hiemstra—Jones (1994) cikk is ezen a példén teszteli az altaluk kife-
jlesztett tesztet
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A kordbban targyalt médszertani részeket bemutaté cikkek is szinte kivétel
nélkiil a hozam-volumen kapcsolatan keresztiil illusztraljdk elméleti eredmé-
nyeiket. Hiemstra—Jones (1994) hosszi adatsorokon (30 éves idésor a II.
vildghdboru el6tt és 40 éves utdna) mindkét irdnyd nem-linedris kapcsolatot
kimutattdk a Dow Jones Industrial Average (tovdbbiakban DJIA) részvény
index esetében. Ugyanezen az indexen végzett elemzést Diks—Panchenko
(2005), 1950 és 1990 kozott szintén bizonyitottak mindkét irdnyd nemlinedris
kauzalitdst. Mig Bouezmarni et al. (2009) 1988 és 2005 kozott vizsgéltdk az
S&P 500-at, ahol mindkét irdnyban taldlt nem linedris kapcsolatokat. Ko6zos
tovabba az emlitette cikkekben, hogy klasszikus — linedris — oksagot csak
agy sikerult kimutatni, ha az oknak a hozamot, okozatnak pedig a volument
tekintették, forditott iranyban nem.

Elemzésiink soran mi a DJIA indexet vizsgaltuk napi frekvencian. Hozam
alatt a napi zar6 indexérték loghozamat értjiik, a volumen pedig a részvény-
indexbe tartozd papirok napi Osszes kereskedési volumenének elsé differen-
cidja (darabszémban megadva). Az vizsgdlat idStartomény 2010.01.04-t61
2015.01.02-ig terjed, tehat 5 év kereskedési napjainak adatai, ezeket lathatjuk
a 2. dbran.
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2. dbra. DJIA index hozama és volumen véltozdsa 2010.01.04-t51 2015.01.02-ig

Mindkét idosor esetben vizsgaltuk a stacionaritast, a loghozam és a volu-
men elso differencidja is egyértelmiien stacioner mind a Dickey-Fuller, mind a
KPSS teszt alapjan. Differencia képzés nélkiil a volumen csak Dickey-Fuller
teszt alapjan tekintheto stacionernek, ezért dontottiink az elsé rendi integra-
las mellett. Meg kell még jegyezni, hogy a volumen valtozas esetében negyed-
évenként tapasztalhatd kiugrasok egyrészt az osztalék fizetésnek, masrészt a
szokasos negyedéves jelentésnek koszonheto. Ettdl a hatdstol nem sérilt a
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stacionaritds, igy amellett dontottink, hogy nem szirjik ki az adatokbodl,
hiszen ez is egyfajta informaciévesztést eredményezne.

Az oksédgi viszonyt egy napos késleltetésben vizsgéltuk, ezt pontdiagra-
mon is megprébéltuk vizualizalni (természetesen ez egy feltétel nélkiili elosz-
l4s, igy csaldka lehet az dbra), amit a 3. dbrdn mutatunk be.
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3. dbra. Hozam és volumen valtozds viszonya a DJIA index esetében 2010.01.04-t51 2015.01.02-ig

Az abrakrdl egyértelmii tendencidt nem tudtunk leolvasni, ,,rdnézésre”
kiugro értékek is gyakorlatilag minden iranyban tapasztalhatoak, igy sem-
miféle prekoncepciénk nem volt a tesztek eredményével kapcsolatban. A
2. tabldazatban kozoljik tesztek p-értékeit.

R=AV AV =R
HJ 0.015** 0.012**
PD 0.016** 0.012**
CB  0.018** 0.014**
CI 0.036** 0.244
GR  0.006***  0.169

2. tdbldzat. Oksagi tesztek eredményei a DJIA indexen,

R-rel a hozamot, AV-vel a volumen valtozéast jeloltiik
Az eredményekbdl kideriil, hogy 5 éves id6horizonton egyértelmiien telje-
stil, hogy az egy nappal késleltetett hozam oka a masnapi volumenvaltozas-
nak, 5%-on minden teszt szignifikdns hatdst mutat, a Granger-féle oksagteszt
pedig 1%-on is szignifikdns hatdst jelez. Forditva ugyanakkor a klasszikus
Granger-teszt valamint a fiiggetlen kopuldn alapuld teszt nem mutat oksigot,
ellentétben a tobbi teszttel, mely Gsszecseng az irodalom eredményeivel. Utéb-
bi alapjan tgy gondoljuk, a forditott oksidg nem a varhatéd értékben jele-
nik meg, ugyanis arra a fiiggetlen kopula alapt teszt érzékeny, hasonldéan



180 Abaligeti Gallusz

a Granger-féle teszthez (feltéve persze, ha linedris médon hat a volumen a
hozam vérhaté értékére).

6 (")sszegzés

Munkénkban bemutattunk harom ismert, a nem-paraméteres (vagy mésképp
ers) Granger-oksig tesztelésére alkalmas médszert, illetve egy 6nalléan ki-
dolgozott eljarast. Majd a modszereket Gsszehasonlitottuk szimuldciok se-
gitségével kiilonboz6 adatgeneraléd folyamatok esetén, végiil egy empirikus
példan szemléltettiik gyakorlati hasznélhatdsdgukat.

A szimuldcidink eredménye aldtamasztja a bevezetOben is taglalt jelen-
séget, miszerint ezek a tesztek méltatlanul alulreprezentdltak okonometriai
vizsgalatokban, ennek oka vélhetdleg a szoftveres tamogatéas hidnya. Az ered-
mények lattan megallapithatd, hogy a nem-paraméteres tesztek nem teljesi-
tenek sokkal rosszabbul linedris esetben, mint a klasszikus Granger-teszt,
ugyanakkor messze felillmuljak azt nem-linearis esetben, igy mindenképpen
érdemes kiprébélni 6ket, olyan esetben, amikor a Granger-teszt nem jelez
oksdgot, am az intuicié mégis az ellenkezdjét stigja. A szimuldciék soran
tovabba azt tapasztaltuk, hogy bizonyos esetekben az altalunk kidolgozott
modszer hatékonyabb az irodalomban eddig ismereteseknél, igy indokoltnak
talaljuk haszndlatat.

Az empirikus példénk a t6zsdei hozamok és a kereskedési volumen kozti
oksagot hivatott feltérképezni, azt talaltuk, hogy hosszi tavon mindkét iranyu
oksag igazolhatd, azonban révidebb tavon egyiket sem lehet szignifikdnsan
kimutatni. Hosszu tavon ez az irodalommal 6sszecsengd eredmény, ugyan-
akkor meglep6 a révid tavon kapott eredmény. Ehhez azonban hozza kell
tenni, hogy a nem-paraméteres tesztek kismintas tulajdonsdgai nem meg-
gy6zbek, elsG6sorban azért, mert a tesztek valamilyen hatareloszlasi tételen
alapulnak.

Tovabbi kutatasi iranyként els6sorban a fliggetlen kopulan alapuld teszt
preciz kidolgozasat latjuk, illetve egyéb olyan empirikus példak vizsgalatat,
amikben az oksag vélhetéen valamilyen nem-linedris médon hat.

Fiiggelék

F1 Az 1. Lemma bizonyitasa
1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, gy kilonbozd t és s idépontokra
P(‘th — Y's‘ < (5, ‘Xt—l _Xs—l‘ <6 | Yi 1=Y,_1= y) =

ZP(\Yt -Y| <6 | Y 1=Y Zy)P(\Xt—l —Xs_1| <6 | Y, 1=Y Zlég)
0
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Bizonyitas. Ennek belatasara irjuk fel a valdszintségeket indikatorfliggvé-
nyek vérhaté értékeként!'?, igy:

P(|V, — Vi <6,|Xi1 — Xan| <6 | Yios =Yi1=y) =

= / 1(Jye — ys| < 6 [we—1 — ws—1| < 6) f(ye,vsr Te—1,Ts—1 | Y) d(ye, ys, Te—1,Ts—1) -
4
) (51
Kihasznalva, hogy t és s id6pontok egymastdl fiiggetlen megfigyeléseket in-
dukalnak, szorzatra bonthat6 az egyiittes slirliségfiiggvény

=/ Ls5(ye, ys) Lo (o1, 2s-1) f (yes w1 | y) £ (Yss 51 | ) d(ye ys, Te—1, 25-1) -
R4
(52)

Most mér alkalmazhatjuk a (22) egyenletben megfogalmazott nullhipotézist,
18y
:/ Ls(ye, ys)ls(me1,2s-0)f (e | 9) f(@e—1 [ 9)F (ys [ 9)F(msm1 | y) d(ye, ys, me—1,75-1) =

R4
:/ Ls(ye, ys) Lo (e, 25-1) f(ye, ys | ) f (-1, 251 | Y) d(ye, ys, 21, 25-1) =

R4

:/ Ls(ye, us)f (e, ys | ) d(ytvys)/ Ls(ze—1zms—1)f (@1, 25—1 | y) d(mt—1,25-1) =
R?2 R?2
=P (Vi — Y| <8 Yim1 = Yem1 =y) P(I1Xe1 = Xom1 < 6| Yim1 = Yoo1 =)
(53)
Od

F2 Az empirikus Brown-mddszer moédositasa
A sziikséges paraméterek tehat:

| DR k
D2’ T
ahol EW = 2k és D*¥ =4k 423", Cov(—2logp’, —2logp’). Ez utébbi ko-
variancidnak a kiszamitdsa, pontosabban megbecslése azonban nem trivialis
feladat, hiszen a p-értékekbdl nem rendelkeziink mintdval. Poole et al. (2015)
cikkben éppen ezzel foglalkozik, a szerzoknek sikertilt a p-értékek kozti kovari-
anciat a mintak kozti kovariancidra visszavezetni. Az dltaluk ehhez készitett
kédot hasznéljuk fel a szimulacidokhoz a késobbiekben.

Esetiinkben a p-értékek kétmintas probabdl szarmaznak, igy kicsit médo-
sftani kell a szdmitasokat. Az aldbbi kifejezést igyeksziink megbecsiilni

f=

DW= 4k + 2 " Cov(—2logp’, —2logp’) . (54)

i<j

Vezessiik be a kovetkezd jelolést (a szerzék nyomén), w; = 2logp;, ekkor az
elméleti kovarianciat becstilhetjiik a szokasos médon

Cov(—2logp’, —2logp’) = E((w' — Ew')(w’ — Ew)) .

UP(X € 4) =E(1(X € 4))
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A probléma, hogy w;-bél kellene gy mintat venni, hogy csak egy darab
all rendelkezésre beldle. Ezt oldjék fel a szerzok gy, hogy egyes elemeihez
rendelt percentilisek transzformaltjai lesznek a w;-bol szarmazé mintaelemek.
Azaz t-ik mintaelem

w; = —2log Fyt¢7Xz_1(yz,xi_1) ,
ahol Fy; x; —az i-ik almintdhoz tartozé — és a szerzOkkel ellentétben nem
egy-, hanem — kétvaltozds empirikus eloszlasfiiggvény. Az ebbdl kiszamolt i-

edik és j-edik alminta kozti kovarianciat c;;-vel jelolve mar ki tudjuk szdmolni

a paramétereket:
2k k

f= ey 3

F3 Tovabbi szimulaciés eredmények

Elsoként a korabbi T' = 250 hosszd mintat T' = 100-ra roviditettiik, ennek a
szimuldcionak az eredményeit lathatjuk a 3. tdbldzatban.

3 HI] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.034 0.025 0.000 0.038 0.064
0.10 0.048 0.037 0.000 0.094 0.204
0.20 0.139 0.140 0.000 0.212 0.593
0.30 0.324 0.365 0.007 0.461 0.892
0.40 0.617 0.668 0.040 0.751 0.989
0.50 0.863 0.890 0.151 0.913 0.999

DGP2 0.00 0.031 0.021 0.000 0.044 0.053
0.10 0.073 0.067 0.001 0.065 0.077
0.20 0.252 0.253 0.002 0.121 0.153
0.30 0.573 0.582 0.028 0.211 0.219
0.40 0.798 0.804 0.105 0.303 0.321
0.50 0.931 0.937 0.274 0.428 0.348

DGP3 0.00 0.024 0.013 0.002 0.048 0.068
0.10 0.029 0.024 0.000 0.081 0.064
0.20 0.062 0.042 0.008 0.179 0.051
0.30 0.150 0.130 0.033 0.447 0.098
0.40 0.323 0.308 0.148 0.696 0.159
0.50 0.540 0.537 0.397 0.926 0.205

DGP4 0.00 0.025 0.018 0.001 0.044 0.053
0.10 0.267 0.202 0.001 0.057 0.098
0.20 0.498 0.404 0.012 0.076 0.123
0.30 0.677 0.565 0.019 0.067 0.147
0.40 0.785 0.706 0.045 0.087 0.159
0.50 0.872 0.792 0.065 0.091 0.186

8. tdbldzat. T = 100, N = 1000, 8 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%

Az eredményekbdl jél 1athatd, hogy a tesztek jelentésen veszitenek erejiik-
bol, ahogy a minta egyre révidil. Ez els6sorban annak készonhet6, hogy min-
den nem-paraméteres teszt valamilyen hatareloszlasi tételre épit. Tovabba
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az is latszik, hogy az ,,er6viszonyok” érdemben nem véltoznak: a fliggetlen
kopula alapti teszt tovabbra is a DGP1 és DGP3 esetben teljesit jobban.
Ugyanakkor a Bernstein-kopulan alapulé médszer ereje jelentOsen visszaesik
a minta rovidiilésével.

A misodik konfigurdciéban T = 500 hosszi idsorokat generaltunk és
ezen vizsgaltuk a teszteket, az eredményeket a 4. tdbldzat tartalmazza.

Az eredményekbdl lathatd, hogy elsésorban a Bernstein-kopulan alapuld
mddszer, ami jelentGsen javult a mintahossz dupldzasval (varhaté volt a
kordbbiak alapjan), ugyanakkor a t6bbi médszernek is javult a teljesitménye.

A szakaszt Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy roévid mintdk esetében
nem célszeri a Bernstein mddszert alkalmazni, illetve dltaldban — mivel a
modszerek hatareloszlasi tételeken nyugszanak — érdemes hosszabb adat-
sorokat bevonni az elemzésbe.

3 H] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.043 0.038 0.038 0.032 0.040
0.10 0.107 0.129 0.110 0.152 0.743
0.20 0.578 0.691 0.423 0.631 0.998
0.30 0.960 0.988 0.906 0.981 1.000
0.40 0.999 1.000 0.996 1.000 1.000
0.50 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.043 0.033 0.041 0.051 0.042
0.10 0.282 0.306 0.246 0.081 0.090
0.20 0.933 0.951 0.887 0.243 0.167
0.30 1.000 1.000 1.000 0.610 0.249
0.40 1.000 1.000 1.000 0.862 0.308
0.50 1.000 1.000 1.000 0.984 0.362

DGP3 0.00 0.038 0.029 0.637 0.038 0.033
0.10 0.067 0.054 0.713 0.150 0.034
0.20 0.213 0.210 0.958 0.634 0.067
0.30 0.617 0.640 0.999 0.975 0.112
0.40 0.936 0.954 1.000 1.000 0.171
0.50 0.999 0.999 1.000 1.000 0.244

DGP4 0.00 0.036 0.034 0.641 0.033 0.059
0.10 0.920 0.881 0.923 0.063 0.095
0.20 0.998 0.997 0.991 0.093 0.108
0.30 1.000 1.000 0.998 0.120 0.140
0.40 1.000 1.000 1.000 0.143 0.178
0.50 1.000 1.000 1.000 0.155 0.160

4. tdbldzat. T = 500, N = 1000, 8 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%
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In this paper we present the most important non-parametric alternatives of the clas-
sical Granger-causality furthermore introduce a new method based on independent
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ent non-linear data generating processes. The results show that our new method
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ALTALANOS KOLTSEGMUTATO(K) PENZUGYI
TERMEKEKRE!

BANYAR JOZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

A pénziigyi termékek minél nagyobb csoportjara kiterjedd, egységes, egyszeril
elvek alapjan megszerkesztett, konnyen értelmezhetd koltségmutato kérdése
a gyakorlatban mar tobb orszdgban felbukkant, de atfogd problémava, az an-
golul ,,packaged retail insurance and investment products”, réviden PRIIPs-
re vonatkozé rendelet megjelenése utan valt. A téméban nagyrészt hidnyzik
az elméleti irodalom, igy sok félreértés van koriilotte. A tanulmény egy megle-
het6sen altalanos nézépontbdl keresi a megfeleld, lehetséges koltségmutatokat,
az egyes lehetOségek tulajdonsagait 0sszehasonlitja egymaéssal, s allast foglal,
hogy melyeket és hogyan, illetve hogyan nem célszerii bevezetni.
Kulcsszavak: PRIIPs, koltségindikator. JEL koédok: C43, E21, E30, G22

Bevezetés

A pénziigyi szolgdltatdk tradiciondlisan elrejtik a koltségeiket az ligyfeleik
elol. Ebbdl a szempontbdl a legsikeresebb termékek taldn a hagyomanyos élet-
biztositdsok (pl. a vegyes biztositds), ahol az ligyfél kozvetleniil 1ényegében
semmit nem tud a biztosité altal ra kivetett koltségekrol, de a tobbi pénziigyi
termék esetében is elég nehéz az tigyfél szamara kideriteni a pontos koltségeket.

Erre a helyzetre valaszul, nagyjabdl egy évtizeddel ezel6tt a szabdlyozok
deklaraltdk a pénziigyi termékek koltségtranszparencidjanak kovetelményét
szamos orszagban. Eszerint a szolgaltatonak az Osszes altala felszamitott
koltséget be kell mutatnia tigyfelének. A cél, hogy versenyt indukaljanak
a szolgaltatdk kozott a koltségek leszoritdsara, ami azaltal lesz lehetséges,
hogy a koltségek Gsszehasonlithatéva valnak. Ugyanakkor, a tapasztalatok
arra mutatnak, hogy a verseny meglehetésen részleges lesz, mert az egyes
szolgaltatdk koltséglistdja meglehet&sen hosszi és nehezen Gsszehasonlithatd
tételekbdl &ll. Nehéz ugyanis két olyan pénziigyi termék koltségeit Osszeha-
sonlitani, ahol a koltségek gyakorisaga, a koltség felmeriilésének idépontja és
a koltség vetitési alapja (a dij vagy a tartalék szdzaléka, stb.) kiilonbozé.
Melyik a drdgabb, ha minden havi dijbdl levonunk 10%-ot, vagy ha a tar-
talékbdl vonunk el évi 1%-ot? (A helyes vélasz: attdl fiigg!)

Miutan ezt a problémat felismerték, némely pénziigyi szektor altaldban,
vagy némely orszag valamely szektor vonatkozasdban tovabbment és specialis

1Szeretnék koszonetet mondani segitségiikért Nagy Koppanynak, Paal Zoltinnak és
Zubor Zoltannak, valamint Horvath Gyuldnak, aki 10 éve felhivta a figyelmemet a koltség-
mutatéra, mint sokféle probléma lehetséges megoldasara. Beérkezett: 2015. oktdber 17.
E-mail: banyarj@gmail.hu.
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koltségindikatorokat vezetett be. A koltségindikatorok bevezetése a lakossagi
hiteltermékekkel kezd6détt (amelyekkel azonban konkrétan itt nem foglalko-
zunk, bar megéllapitdsaink viszonylag egyszertien kiterjesztheték azokra is)
még évtizedekkel ezelStt az Egyesiilt Allamokban (CFPB (1968)) és méar
kordn belsé megtériilési rata alapura allitottak azt at (BCP (1979)), s ezt
a gyakorlatot a legtobb orszdg — igy Magyarorszag is — mar régdta koveti.
A hiteltermékekhez hasonlé koltségindikdtor bevezetése méas pénziigyi szek-
torokra azonban csak itt-ott tortént meg a kozelmultban, bar a témat elmé-
letileg méar majd két évtizede felvetették, érdekes modon egy olyan pénziigyi
szektor vonatkozasaban, ahol alkalmazasat az EU maig sem ambicionalja. Ez
pedig az egyéni nyugdijszamlak piaca. Itt — a koltségek mérésére vonatkozd
prébéalkozésok utén — P. Diamond javasolta (Diamond 1999) az dltala ,,charge
ratio”-nak nevezett mutaté megalkotasat, amire egy nagyon altalanos, inkabb
elméletinek nevezhetd képletet is adott. Ez lényegében megegyezik azzal a
megkozelitéssel, amit ebben a tanulményban ,,levonds a dijbél”-nak nevezek.?
Ezt ismerteti Whitehouse (2000), aki megemliti, hogy kordbban a Bacon
and Woodrow (1999) javasolt két (egymdssal Osszefiiggs) koltségmutatot a
Financial Services Authoritynek. Az egyiket ,,reduction in premium”-nak
nevezi és kimutatja réla, hogy lényegében megegyezik a Diamond-féle mu-
tatoval, a masikat viszont ,,reduction in yield”-nek, ami lényegében az ebben
a tanulmanyban targyalt kamatrés tipusd mutato. Ezek utan a kezdeménye-
zések utan a mutatok targyalasiaval és altalanositdsaval nem igazan lehet az
irodalomban talalkozni, illetve ez szérvanyos. Erdekesség, hogy jéval korab-
ban Babbel (1985) sajat hasznélatra definidlt egy sajét biztositdsi Armutatét
(amit ez a tanulmdny is megemlit, mint olyat, amivel nem foglalkozik): ez
az Osszes koltséget a tartam eleji néhany dijban fejezi ki — de nem tudunk
folytatasrdl, sot késobb a biztositdsi irodalom visszaesett arra a szintre, hogy
a biztosftds 4rat a dijjal azonositottdk. (Pauly at. al., 2003)3

2010-ben az egész eurdpai befektetési alap szektorban bevezették a To-
tal Expence Ratio-t (TER), (CESR, 2010, illetve magyarul: PSZAF, 2012).
Magyarorszagon, a Pénziigyi Szervezetek Allami Feliigyelete (PSZAF), 2007-
ben, egy vezetéi korlevélben (PSZAF, 2007) azt javasolta a biztositéknak,
hogy vezessenek be egy koltségindikatort a megtakaritési jellegii életbiztosité-
si termékekre — tudomasunk szerint ez az elsé probélkozas, hogy reduction in
yield mutatét biztositasokra altaldnositsik. A Magyar Biztositok Szévetsége
(MABISZ) 2009-ben tényleg bevezetett egy koltségmutatSt (Teljes Koltség-
mutaté — TKM) a unit-linked (UL) termékekre (MABISZ, 2009) és a tapasz-
talatok nagyon jok. A koéltségmutatd kovetkeztében csokkenni kezdett a unit-
linked termékek koltsége és az extrém magas TKM-1 termékek kiszorultak a
piacrél. Késébb a német életbiztositdk is bevezettek egy koltségmutatot.

Hossz1 el6késziilet utan az Eurépai Unié elhatarozta, hogy a TER-hez ha-

2A kiilonbség az altala adott képlet és az ebben a tanulmanyban targyaltak kozott,
hogy itt fontosnak tartjuk a kiszamithatésagot, mig Diamond az elméleti szépséget, igy 6
a képletét folyamatos kamatozdssal, integralhaté fiiggvény formdjaban adta meg. Azokkal
a részletekkel, amelyeket itt béségesen targyalunk, § nem foglalkozott.

3Ko6szonettel tartozom Vékds Péternek, aki ezeknek az irodalmaknak a tobbségére
felhivta a figyelmemet.
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sonlé koltségindikatort kiterjeszti szinte az 6sszes lakossagi pénziigyi termékre.
A | szinte Osszes” azt jelenti, hogy csak azokra, amelyek megtakaritdsi vagy
befektetési részt is tartalmaznak és Gsszetettebb, mint az egyszert kotvény
vagy részvény (vagyis ,,csomagolt”). 2014. december 9-én jelent meg Az
Eurépai Parlament és a Tandcs 1286/2014/EU Rendelete a lakossigi be-
fektetési csomagtermékekkel, illetve biztositasi alapt befektetési termékekkel
kapcsolatos kiemelt informdcidkat tartalmazé dokumentumokrdl (EU, 2014).
Az angol révidités utén réviden ,,PRIIPs Rendelet”-nek nevezett jogszabély
megkoveteli egy egyetlen, atfogd koltségmutatd bevezetését, ami ugyanaz
minden pénziigyi szektorban (befektetési alapok, életbiztositasok és struk-
turdlt termékek). Jelenleg (2015 szeptemberében) a 3 eurdpai feliigyeleti
hatésag dolgozik ezen a koltségmutatén — és mds, PRIIPs-el kapcsolatos
téman (1d. pl.: EIOPA, 2014 és EIOPA, 2015). Ennek eredménye egy
Szabélyozé Technikai Standard (Regulatory Technical Standard - RTS) lesz,
ami definialni fogja a koltségmutatd részleteit.

A szerzé rendelkezik informécidékkal errdl a munkarél, de ebben az anyag-
ban nem fogja ezt bemutatni,* sét még kommentdlni sem. Ehelyett meg-
probéalom ettdl fiiggetleniil kifejteni a problémat és megmutatni a kiilonb6z6
megoldasi lehetOségeket — remélve természetesen, hogy ezzel is hozza tud
jarulni a megfelel6 végeredmény eléréséhez.

1 Problémafelvetés

A pénziigyi termékekre vonatkozé dltalanos koltségmutaté probléméja fel-
bonthaté egy elvi és egy technikai részre. Az elvi problémat a Banyar, 2013
vizsgdlta meg részletesen, s arra jutott, hogy (a megfelelden megkonstrudlt)
koltségmutaték nem masok, mint a pénziigyi termékek drai, amit nem sza-
bad &sszekeverni azok dijaval, vagy torleszté-részletével. A probléménak
ezzel a vonatkozasaval ebben a tanulmanyban a tovabbiakban nem foglalko-
zom, hanem annak technikai aspektusara koncentralok: hogyan lehet meg-
konstrudlni a pénziigyi termékek vonatkozisdban egy (vagy tobb), minél
altalanosabban hasznéalhat6 koltségmutatot.

A probléma megolddsahoz a kiindulépontunk, hogy pénziigyi termékek
technikailag leegyszeriisithetok egy cash-flowra, ami két agra bonthatd: az
ugyféltdl a pénziigyi szolgdltatd, illetve a pénziigyi szolgaltatotdl az ligyfél
felé aramlé pénzekre. A pénziigyi termékek koltségének /dranak kérdése tech-
nikailag azt jelenti, hogy a cash-flownak ezt a két agit Gsszehasonlitjuk. Ha
valamilyen, méltanyosnak tartott szempontbdl a két 4g egyenld, akkor a pénz-
igyi termék ara nulla, vagyis az ingyenesnek, koltségmentesnek tekintheto, ha
nem, akkor 4ltaldban az iigyfél fizet tobbet.> Ezt a tobbletet tekinthetjiik a
termék koltségének vagy aranak, a koltségmutatd ennek egyszeri kimutatasat
szolgalja.

4Megtette ezt ugyanakkor a kézelmultban més, 1d. Padl-Lencsés, 2015.

5Technikai szempontbél nem probléma az sem, ha a pénziigyi szolgiltaté fizet tSbbet:
ekkor a koltségmutaté egyszeriien negativ lesz. Ugyanakkor egy negativ koltségmutatéd
nyilvdn nem ,,normadlis”, tehat ezt az esetet — ha felmeriil — alaposan meg kell vizsgalni.
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Az egységes koltségmutaté tullép az eddig leginkabb jellemzé gyakorlati
fogyasztévédelmi jellegli megkozelitésen, a koltségek egyszerti transzparen-
cidgjanak kovetelésén — mikozben eleget tesz annak is. Mint mar jeleztiik,
a probléma az egyszert koltségtranszparenciaval az, hogy — bar ahol meg-
valésult, nagyon pozitiv hatasai voltak — a koltségek nagyon sokfélék, ame-
lyeket &ltaldban nem lehet egyszeriien Gsszeadni (mi az Gsszege a dij 1%-
dnak, a tartalék 0,5%-4nak, a biztositési osszeg 2 ezrelékének és 3 eurénak?).
fgy az igyfelek nem tudjédk Osszehasonlitani az egyes termékek kiilonbozé
strukturaju koltségeit, so6t még azt sem nagyon tudjak megmondani egy
koltségeket tartalmazé tablazat ismeretében, hogy az Osszességében sok-e
vagy sem. Ezt hidalja at a kdltségmutato, aminek az a lényege, hogy ezeket a
kiilonbozo jellegi, kilonbozo gyakorisdggal, kilonbozd alapokra vetitett kolt-
ségeket egyetlen koltségtipusra transzformalja. A koltségmutaté megkonstru-
alasdhoz ezért elGszor azt kell szamba venni, hogy milyen jellegli koltségek
mertilhetnek fel egyaltalan, s utana kell megvizsgalni azt a kérdést, hogy ezek
koziil melyikre célszeri transzformalni a tobbit.

A legfontosabb koltségjellemzok a kovetkezok:

e a koltség vetitési alapja,

o a koltség felmertilésének ideje,

e a koltség felmertilésének gyakorisaga,
o feltételes vagy feltétlen jellege.

Es itt mindjart érdemes egy ujabb fontos megkiilonboztetést tenni. A
koltségmutatét szamithatjak elére és utdlag. Mindegyiknek van értelme, de
maésra lehet hasznélni az egyiket, mint a masikat. Az ligyfelet déntésében csak
az elore szamitott koltségmutatd tudja segiteni. Ennek kiszamitasa bonyo-
lult, mindegyik fenti koltségjellemzat figyelembe kell venni, de nem mindegyik
koltségtipust lehet elore jél felmérni, vagyis a koltségmutatd részévé tenni.
Utdlag ilyen probléma nincs, az utélagos koltségszamitas csak technikai jel-
legli problémat okoz, ott mar nincs feltételes, csak mar felmeriilt koltség.
Utdlag csak a vetitési alapokat és a koltségek felmertilésének idejét (no meg
persze a koltségek nagysdgét) kell a szamitdshoz felhaszndlni. De az ilyen
koltségmutatd felhasznalhatdsiga csak az utdlagos ellenorzés, dontéseinkhez
nem nyujt segitséget.

Az aldbbiakban mi az elére szamitandé kéltségmutatéval és annak prob-
lémdival foglalkozunk. Ha vessziik a fenti koltségjellemzoket, akkor azokon
beliil nagyjabdl a kovetkezo alternativak vannak:

e a vetitési alap, vagyis hogy minek az aranyaban szamitjak fel a koltséget,
lehet:
— az iigyfél befizetése (dij%),
— az iigyfél felhalmozott tékéje (tartalék”),

SErre a biztositasban elterjedt a dij kifejezés, mas pénziigyi ipardgakban nem, ennek
ellenére én &ltalanossagban fogom ezt hasznilni.

7A tartalék szintén a biztositdsban elterjedt kifejezés erre, de szintén altaldnosan
hasznalom.
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— egy elére definidlt szolgdltatdsi osszeg (Osszeg®),

— abszolit Gsszeg — a dijtdl, szolgaltatastdl, stb. fiiggetlentil, meg-
hatérozott nagysdg. Mig a fentiek ardnyszdmok (,,szdzalékok”),
addig ez az adott valutdban van meghatarozva.

e a felmeriilés ideje, gyakorisdg. A gyakorisdg lehet egyszeri, rendszeres
és eseti. Az egyszeri leginkdbb a tartam elején meriil fel, a rendszeres
az altaldban dijfizetéskor (rendszeres dijas termékeknél) a dijbdl, vagy
ettdl fuggetleniil a tartalékokbdl torténo levonasként. Ezek altalaban
feltétlen, vagy litemezett koltségek, az esetiek pedig jellemz6en valamely
feltétel teljesiilésétol fiiggenek.

e és végiil (kapcsolédva ez utébbi megjegyzéshez) a koltségek lehetnek
iitemezettek (vagyis amik tobbé-kevésbé biztosan/feltétleniil felmeriil-
nek) és lehetnek feltételesek. A feltételes koltségeket a feltételtdl fiig-
gben tovabb lehet bontani aszerint, hogy mitdl fiiggenek:

— az ugyfél dontésétol,
— a szolgaltatd dontésétol,

— kiils6 tényezotol.

Az 1. tabldazatban megprébalunk példakat adni az egyes lehetOségekre.

A koltségmutaté (legaldbbis az el6re szamitott valtozatdnak) szdmitdsa
sorén az litemezett koltségek csak technikai problémét okoznak (ez a tanul-
mény elsésorban ezekrdl a technikai problémékrdl szél majd) a feltételesek
viszont sokszor mar elvit is.

A kiils6 tényezoktol fliggd koltségek altalaban kezelheték feltételezésekkel.
A legfontosabb kiilsé tényez6 a jovében elérend6 hozam, amire a koltségmu-
taté szamitasdhoz egyébként is sziikség van valamilyen feltételezésre vagy
szcenaridkra.

Az tigyfél dontésétél fiiggd koltségeket — ha egyébként az tigyfeleknek
jarhaté ut, hogy nem hoznak ilyen dontéseket, vagy valamennyi dontés sza-
mukra dijmentes, és a tObbségiik ezt az utat jarja — nem sziikséges belevenni a
koltségmutatéba. Itt jarhatd it, hogy a fontosabb ilyen koltségeket (pl. a ko-
rai felmondés koltségét) elkiiloniilten mutatjuk be, nem a kéltségmutatéban.
Lehetséges, de nem j6 (és ezért nem ajénlott) médszer, hogy ezeknek a koltsé-
geknek a multbeli atlagat kivetitjik a jovébe. Ezzel az a probléma, hogy ha —
amint az altaldban torténik — kevesek nagy koltségét teritjik sokakra, akkor
ez meghamisitja a koltségmutatot: nagyobbnak mutatja azt a tobbségnek,
amelyiknél nem meril fel ilyen koltség, és joval kisebbnek azok esetében,
akiknél viszont felmeriil. En ezeket a koltségeket a tovabbiakban — a fentiek
miatt — nem veszem be a koltségmutatoba.

8A biztositdsban erre a ,,biztositdsi Osszeg” kifejezés terjedt el, itt altaldnosan az
,,0sszeg” sz6t fogom haszndlni.
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Feltétel Feltétlen Feltételes
Gyakori- egyszeri folyamatos eseti folyamatos
sag
Kitol igyfél szolgal-  kiilsé ugyfél szolgdl-  kiilsé
(mitsl) tatd tényezd tatéd tényezd
fiigg
Dij dijbesze- ua. dijbesze-
ardnya-  dési dési
ban koltség, koltség
fenntar-
tési juta-
16k
Tartalék nem befekte- alapok tranz- perform-
ardnya- jellemzéﬁ9 tési valtasa, akcids ance fee
ban koltség korai fel- koltség
mondés
(early
exit)
Szolgdl-  jutalék nem
tatdasi jellemzd
Osszeg
ardnya-
ban
Abszolit nem admi-
Osszeg jellemz8 nisztra-
ciods
koltség

1. tabldzat. A lehetséges koltségtipusok. Forrds: a szerzd.

Problémésabbak azonban a szolgdltaté dontésétol fliged koltségek, ha
azok az iigyfeleket terhelik. Ez nem jellemz6 mindegyik pénziigyi iparagra.
A befektetési alapokndl szokdsos gyakorlat az elére nem ismert mértékil
tranzakcids koltségek tigyfelekre terhelése, a biztositasban viszont nem. Itt
leginkébb a miltbeli gyakorlat jovére torténd kivetitése lehet a jarhatd ut. A
tovdbbiakban a magam részérél ezzel a probléméaval nem foglalkozom (vagyis
feltételezem, hogy vagy nincsenek ilyen koltségek, vagy kivetitik oket, s igy
besorolédnak az titemezett koltségek kozé).

Ha megnézziik a megtakaritasi és befektetési termékek cash-flowjat, ame-
lyekre a PRIIPs rendelet a koltségmutatot keresi, akkor azt latjuk, hogy
technikai szempontbdl ezeknek harom fontos jellemzoje van:

1. az ligyféltol a szolgdltatohoz iranyuld cash-flow ag teljes egészében, vagy
legaldbb részben megelézi a forditott cash-flow dgat. Az elsd fizetés
mindig az iigyféltdl jon, az utolsé mindig a szolgaltatétol.

2. a hozam nem el6re rogzitett (ez leginkdbb a rendelet altal megcélzott
legfontosabb jellemzének, a ,,csomagolt” jellegnek a kévetkezménye)

3. az iigyfél biztosan kap szolgdltatést.

9Az egyszeri dijas termékeknél azért nem, mert azt nem ide, hanem a dijbdl valé le-
vonashoz soroljuk, a rendszeres dijasokndl pedig azért nem, mert a tartalék fokozatosan
éptil fel (és példdul a tiszta haldleseti biztositdsokndl fokozatosan épiil le is), s értéke nagy
véltozast mutat a tartam sordn.
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Az els6 jellemz6 kizérja a vizsgalt pénziigyi termékek koziil a hitelterméke-
ket, ahol a koltségmutaté kialakitasa egyébként szintén relevans kovetelés, és
sok helyen (pl. Magyarorszdgon) meg is valésitottdk azt. A mésodik kizarja
a betéti termékeket, amelyeknél nem szoktak koltségmutatot szamitani, mert
Ugy tlinik, mintha koltségek nem is meriilnének fel. (Ténylegesen nem ez a
helyzet —1d. err6l Banydr, 2013.) A harmadik jellemz6 kizarja a tisztédn koc-
kazati jellegii életbiztositdsokat e termékek korébél. Az ltalunk bemutatott
koltségmutaté (legaldbbis annak legdltaldnosabb valtozata) szempontjabol
azonban a 3. jellemz6 nem igazan lényeges, azt minden tovabbi nélkiil lehet
alkalmazni azokra a pénziigyi termékekre, amelyekre ez nem, de az els6 ketto
jellemz6 igaz — mint azt kés6bb megmutatjuk. (Es azt is, hogy ennek elvi
kovetkezményei is vannak.)

A fenti fontos el6késziiletek utén ratérhetiink maganak a koltségmutato-
nak a problémaira. Mint mar kifejtettem, az egységes koltségmutato 1ényege,
hogy a kiilénbozé tipusi koltségeket egyetlen tipusuvé transzformaljuk. A
koltségmutatd elvileg lehetne olyan is, ami a gyakorlatban nem alkalmazott
koltségtipusra transzformal, vagy olyan, ami nem is azonosithaté be, mint
koltségtipus, de egyik sem ajanlatos, hiszen ezaltal a mutaté magyarazo
ereje csorbul gy, hogy cserébe nem nagyon kapunk semmit. A gyakorlat-
ban leginkabb hasznélt koltségtipusokat az 1. tabldzat mutatja be. A szdéba
jOhetd tipusokat leszlikithetjilk a ,,feltétlen” oszlopra. Az utolsé két sort ki
is huzhatjuk a jeloltek koziil, részben mert elre definialt szolgaltatasi Gsszeg
nem minden pénziigyi terméknél van, részben mert az, hogy eleve abszolit
Osszegre probaljuk meg transzformalni a koltségeket, tulsdgosan lesziikiti a
lehet6ségeket.' Marad tehat a dijra, illetve a tartalékra felszamitott koltsé-
gekre transzformalt mutato.

A dij lehet egyszeri vagy rendszeres. A pénziigyi termékek tobbségénél (pl.
a befektetési alapokndl) az egyszeri dij a jellemzd, mig az életbiztositdsoknal
inkdbb a rendszeres, azzal, hogy jelentGs az egyszeri dijas biztositasok aranya
is. Az egyszeri dijas pénziigyi termékek esetében a dijra transzformalt kolt-
ségmutato az egyszeri dij szdzalékdban felszamitott koltségekre transzformalt
Osszkoltséget jelenti. A rendszeres dijas esetben méar nem ilyen magatdl
értetdd6 a helyzet. Az egyszeri dijas eset természetes kiterjesztése, hogy
feltételezziik, hogy ugyanolyan ardanyban vonnak el koltséget minden egyes
dijbdl. Az aldbbiakban ennél a valtozatndl ezt a megoldast fogjuk bemutatni.
Ugyanakkor itt elvileg elképzelhetéek mas mddszerek is, példaul feltételezziik,
hogy az Osszes koltséget a szerzodés elejére transzformaljuk, vagyis az els6 dij
nagy része, vagy esetleg az elsé néhany dij teljes egésze koltségfizetésre megy
el, a tobbi dijbdl azonban nem torténik ilyen kifizetés. Ezzel (és a tobbi mds
lehetséges) valtozattal az aldbbiakban nem foglalkozunk, de a késébb kifej-
tend6 mddszereket nem nehéz kiterjeszteni erre az esetre sem, ha valakinek
mégis ez a fajta koltségmutaté lenne szimpatikus.

10Ehhez ugyanis elére rogziteni kell a pénziigyi termék fontosabb paramétereit, igy a
dijat, szolgaltatasi Gsszeget, tartamot, stb., igy a mutaté csak egy nagyon specidlis esetre
fog vonatkozni. Ezzel ellentétben a relativ mutaté barmikor dtvalthaté abszolut Osszegre,
ha ezeket a mutatdkat példaként rogzitjik, vagyis az eleve sok esetre lesz alkalmazhatd.
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A tartalék ardnyéaban felszamolt koltségeket szinte kizardlag évente szok-
tak levonni (vagy folyamatosan vonjdk, de éves nagysdgként mutatjak ki).
Ezt ltaldban nem is {gy kommunikéljak, hanem, mint a kamatbdl/hozambél
levont koltséget, de maga a kamat/hozam eleve a tartalék szdzalékdban van
meghatdrozva, igy ez a lényeget nem érinti. A leggyakoribb médszer, hogy a
teljes (,,brutt4”) hozambdl levonnak valamekkora részt, s a maradék hozamot
elnevezik ,,nett¢” hozamnak. A kett6 kiilonbsége egyfajta kamatrés, marge,
igy ezt a mutatot a tovabbiakban kamatrés tipusi mutatonak nevezziik.
Leggyakrabban a befektetéssel kapcsolatos koltségeket szoktak igy levonni,
de gyakoriak az olyan termékek is, amelyek esetében ez a f6 vagy egyediili
koltséglevonasi tipus, igy ez egy ismert modszer, az ilyen tipusi koltségmutato
alkalmazdsat mindenképpen meg kell fontolni.

Természetesen, a korrektil kiszamitott, kiilonb6zo6 tipusi koltségmutatok
ugyanazt az 6sszkoltséget mutatjak, igy egymassal ekvivalensek. Ez masképp
azt is jelenti, hogy egymdsra &talakithatéak/dtvélthatéak, az &dtvéltassal
ezért kiilon alfejezetben foglalkozunk majd.

Most nézziik részletesen ennek a két {6 mutatotipusnak a kiszamitasat.
Igazabdl mindegyiknek két altipusa is van, attoél fiiggden, hogy az iigyfelek
netté (tehédt koltségmentes), vagy brutté befizetéseit tekintjiik alapnak. Az
egyik esetben ez az eltérés nagyon erdsen megvaltoztatja a két altipushoz
tartozé mutatd kiszamitasat, a masik esetben nem kiilénosebben.

2 Kamatrés tipusu mutaté

A kamatrés tipusi mutaté esetében, ahol a mutatét magat a tartalék aranyé-
ban szamitjuk ki, dgy tlinik egyértelmii a vetitési alap: a felhalmozott nettd
dij(ak), ahol netté dij alatt a koltségek nélkiili dijat értjiik (a biztositdsi szé-
hasznélattal megegyezéen). Ha azonban belemegyiink a szdmités részleteibe,
akkor azt tapasztaljuk, hogy a felhalmozott brutté dijakra is vetithetjiik a
koltségmutatot, sét ennek a szamitdsnak hatarozott elényei vannak a méasik
szamitashoz képest. Vagyis a kamatrés tipusu koltségmutatonak két altipusa
van:

1. a netté dijra (az abbdl felhalmozott tartalékra) vetitett,
2. a brutté dijra (az abbdl felhalmozott tartalékra) vetitett.
Az alabbiakban mindkettd szédmitast bemutatjuk, majd Gsszehasonlitjuk

Oket és értékeljiik az eltéréseket.

2.1 A netto dijra vetitett alvaltozat

Vegyiink egy egyszerti pénziigyi terméket, egy befektetési alapot (befektetési
jegyet), és tételezziik fel, hogy valaki néhény ezer eurdért szandékozik ilyet
vasarolni, és a befektetését 1 évig tartani. Ekkor ez a tipusu kéltségmutato
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egyszerlien az alabbi lesz:

varhatéan felmeriil6 koltségek
befektetett téke (netté eszkozérték) -

kéltségmutaté = (1)
Ez nagyon hasonlit a befektetési alapoknal rendszeresitett Total Expense
Ratio (TER) koltségmutatéra (ott is a nettd, nem pedig a brutté eszkozérték
a vetitési alap — 1d. CES, 2010, PSZAF, 2012), csak egy ponton nem azonos
vele: ott elvileg az atlagos tokére, nem az induld tOkére kell vetiteni, de ha a
hozam nem jelent6s, akkor a kiilonbség elhanyagolhato.

Azt, hogy a befektetés csak 1 évig tart, a fenti mutaténal, maximalisan
kihasznaltuk. De mi van, ha tovabb, mondjuk 2 évig? Ekkor két helyen
mindenképpen mddositani kell rajta:

e mir ténylegesen valamifajta atlagos tékére (tartalékra) kell vetiteni a
koltségeket (mint a TER mutatdban)

e a koltségeket le kell bontani egy évre (pl. ugy, hogy elosztjuk Gsszérté-
kiiket a futamidével, itt 2-vel), kiilénben nem évesitett nagysdgot mutat
majd a koltségmutato.

Igazabdl felmeriil egy harmadik modositas is, mégpedig a pénz idoérté-
kének a figyelembe vétele mind a szamldloban, mind a nevezében, de olyan
rovid tartamndal, mint az 1 és 2 év, ettdl eltekinthetiink anélkiil, hogy az
eredmény lényegesen megvaltozna. Ez viszont azt is jelenti, hogy lényegesen
hosszabb tartamnédl mar nem tekinthetiink el ettdl a tényez6tol, kiillonosen,
ha a koltségek az id6ben és nagysagban nem egyenletesen eloszolva meriilnek
fel. Mivel a befektetési alapokat tipikusan 1-2 évre veszik, igy az azokhoz
szamitott koltségmutaténal az idéérték figyelembe vételétdl el lehet tekinteni
(mint teszi azt a TER), viszont a tipikusan néhdny évtizedre vasarolt élet-
biztositasoknal ez mar komoly torzuldst okozna a szamitasban.

Nézziikk meg, hogy hosszabb tartamoknal hogyan lehet az idéértéket fi-
gyelembe venni. Ezt egy, a fentihez hasonld termékre az olyan egyszeri
dijas unit-linked életbiztositasra nézziik meg, ami nem tartalmaz biometrikus
kockéazatot, tehat tisztan befektetési terméknek tekinthetd. Ehhez el6bb ren-
dezziik &t az (1)-t (amit a fentieknek megfeleléen mar mddositottunk):

befektetett atlagos nettd eszkozérték - koltségmutaté =

varhatoan felmeriil6 koltségek (2)
futamidd '

Ebbdl is latszik, amit mar kordbban is mondtunk, hogy a felmeriilt koltségek
itt éves hozamveszteséggé lettek transzformdlva. A képlet médositdsat foly-
tassuk ott, hogy jelcléseket vezetiink be az alabbiak szerint:

GP: a brutté egyszeri dij

Cj: a j-edik évfordulén felszdmitott koltségek
n: tartam
r: koltségmutatd
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i: feltételezett brutté hozam (az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy az
a futamido alatt alland6 — eldre tgysem igazan tudnank a hozaminga-
dozést megmondani)

A koltségek kapcesdn most és a kés6bbiekben (hacsak ezt fel nem oldjuk
valahol) a kovetkezé egyszeriisitéseket tessziik, amelyek csak kismértékben
érintik a végeredményt, de nagymértékben megkonnyitik a szamitdasokat:

o feltessziik, hogy koltségek csak évfordulékon meriilnek fel, mégpedig
eldszor a kotésnél (0. évforduld), utoljara pedig a tartam vége el6tt 1
évvel (n — 1. évforduld). Ez egyébként nagyrészt megfelel a tényleges
gyakorlatnak. A mégsem az évforduldra esd koltségeket a hozzdjuk
legkozelebb es6 évforduldhoz tessziik.

e az évforduldn felmeriil koltségeket attranszformaljuk a dij tipusara,
ami a (3) és a késébbi képletekben kétféle lehet:
— abszolit nagysag, ha konkrét feltételezéssel éliink a dij nagysagardl

— relativ nagysig (,,egységnyi”), ha dltalanosabban beszéliink a dij-
rél. A képlet maga nem mondja meg, hogy ezek koziil melyiket
hasznéljuk.

e ez a transzformécié szintén nem okoz problémat, hiszen az adott évfor-
duldn, akarmi is a koltség tipusa, egyértelmii a nagysdga.

Ekkor a (2) atvaltozik a kovetkezévé:

(GP—Co)- (1+i)' +((GP —Cp) - (1 +i)' = C1) - (L + i) +---
T ((((GP=Co)-A+i)' = C1)-(A+i)..) = Cnn) - (A +17)! -

n
Co-(1+0)"+Cr-(1+d)" 14 +Cpy - (1+10)!
n

Ez azonban nem egy kiilonosebben célszert felirasi maod, til bonyolult — annak
ellenére, hogy maga a keresett eredmény (r) végiil is egyetlen hanyadosként &l
el8.1' Egy célszeriibb felirdshoz némileg dtfogalmazzuk a kérdést, tudva, hogy
a koltségindikdtor végiil is kamatveszteség. A koltségmutatéra vonatkozo
1j kérdés: mekkora az a kamatldb (kamattobblet), ami hatdstalanitja a
koltséglevondsokat? (Ez egyébként — médsként fogalmazva — ugyanaz a kérdés,
ami alapjén (1)-(3)-at kerestiik.)

Ezt egy egyszerii esetben vizsgdlva, amikor feltesszik, hogy i = 0%, s
hogy a koltséget mindig csak a dijbdl vonnak le kozvetleniil (tehdt egyszeri
dijasokndl egyediil az elején), a kivetkezd egyenletet kapjuk:

GP—ooch-(lir)". (4)

HFelhivndm a figyelmet arra, hogy ha a (4)-et, illetve annak késébbi, bonyolultabb
varidciéit nem a (3)-al, hanem a (2)-vel hasonlitjuk Gssze, akkor ugy tlinhet, mintha a (4)
lenne bonyolult, nem a (2), pedig valéjdban forditott a helyzet! A bonyolult képlet egyszerii
szoveggel valé helyettesitése megtévesztd, amibdl idénként helytelen érvelést ,,faragnak”.
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Vagyis technikailag ekkor egy bels6é kamatlab (IRR) szédmitdsira vezettiik
vissza a feladatot. (A tovdbbiakban a kamatrés tipusi mutatékndl mindig
belsé kamatlabat keresiink.)

n = 1 esetben ez nem mas, mint:

GP—CozGP-(Hl_T).

Amibdl r-et kifejezve kapjuk, hogy
Co
=ar-c.’ (5)
GP — Cy
ami megegyezik az (1)-gyel, vagyis lényegében a TER mutatéval, azaz (4) és
(1) ilyenkor kompromisszumok nélkiil egyenld.
n = 2 esetben azt kapjuk, hogy

r

GP
1+ =1+2r+r°=———.
(1+7r) 2t = oo @
Ha r kicsi, akkor r? elhanyagolhaté, igy azt kapjuk, hogy
Co/2
N —— 6
"Ter—a (6)

ami a TER mutato fenti kozelité értékének tekinthetd. Ugyanakkor az is 1at-
szik, hogy magasabb n-ekre egyre nagyobb kompromisszumokkal tudjuk csak
ezt az egyszerll formuldt haszndlni a pontos (4) helyett (vagyis a koltségek
id6értékét nem haszndlo (3) egyre kevésbé hasznalhatd (4) helyett). Az (5) és
(6) azt is mutatja, ami a (4) esetében (és f6leg annak kés6bbi, bonyolultabb
véltozataindl) méar nem magitSl értetddd: a koltségmutaté a (4)-nél is a
tartalékra vetitett mutatoszam.

A (4)-et fent még egyszertisito feltevések mellett fogalmaztuk meg. Ezeket
fel kell oldani, majd az eredményeket altalanositani kell rendszeres dijas eset-
re, illetve biometrikus kockdzatokat tartalmazé cash-flowra is. Nézziik sor-
rendben!

Egyszeri dijas pénziigyi termékek esetében a folyamatos koltségek jellem-
z8en eleve kamatrés tipusu koltségként keriilnek megfogalmazédsra (pl. gy,
hogy a mindenkori hozambdl évente x szdzalékpont keriil levondsra), vagyis
ugyanolyan formaban, mint maga a koltségmutatd. Ha ez a helyzet, akkor
adddik egy egyszertisitési lehetdség (kiilondsen itt, a nettd dijra vetitett mu-
taténdl — a brutté dijra vetitettnél ugyanez mar problematikusabb lenne): az
gy megfogalmazott koltségeket egyszertien hozzdadjuk a (4)-gyel kiszdmitott
r-hez. Vagyis ekkor a tényleges koltségmutato r + x lesz.

Tudni kell azonban, hogy az r kismértékben véltozhat, ha i-rél nem 0%-ot
feltételeziink, ezért sziikség van egy pontosabban megfogalmazott valtozatra
is. Ha most is feltessziik, hogy van folyamatos koltséglevonas, de nem feltét-
lentil csak kamatrés forméjdban meghatdrozott (hanem dltaldnosabban: évi
Cy, Cy stb.), akkor a (4) pontosabb véaltozata:

GP-Cy-Cr(7=) =G (=) = (7)) aP-(vi
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vagy némileg témorebben felirva:

n—1

GP_;Cj'(ﬁ)j:GP-<1+i>’b-(1ir)Tb- (7a)

Annyit érdemes megjegyezni, hogy konkrét esetekben maguknak a C-knek
a kiszamitasa is elozetes kalkuldciot igényel pl. az i és az x segitségével.

Egyszeriibben is felirhatjuk, ha feltételezziik, hogy ténylegesen csak a tar-
talék = része keriil levondsra minden évben. Ekkor (7a) helyett a kévetkezét
kapjuk:

GP-(I—J;)”:GP-(1+Z')”-(1+T)TL. (7b)

Ez azért is egy hasznos aleset, mert innen mindjart ki is tudjuk fejezni r
értékét: )
1+14
11—z’

1+r= (7c)

Az r, mint a (7a), illetve mint (7c) megolddsa azonban most mar nem
a koltségmutatd, hiszen az nyilvdn nagyobb lesz, mint ¢. A koltségmutatd
igy csak az i feletti rész, amire a koltségek miatt van sziikség, vagyis értéke
ekkor: r — 1.

Létszik, hogy a (4) a (7a) és (7b) (a tovdbbiakban, roviden (7)) speciélis
esete, vagyis a (7) az dltaldnosabb, valamint az is, hogy a (7)-ben (ellentétben
(4)-gyel) figyelembe vettiik azt is, hogy mikor keriilt sor a koltség levondséra,
azokat nem egyszertien Osszeadtuk.

A (7)-et tovabb kell altaldnositanunk rendszeres dijas esetre. A feladatot
technikailag itt is leegyszerisitjik: csak az éves dijas valtozatot nézziik meg,
nem foglalkozunk a féléves, negyedéves, havi, stb. valtozatokkal, bar az éves
alapjan ez mar viszonylag konnyen megtehet. A f§ kiilonbség, hogy most
mér nem csak egy dij lesz, tehdt annak is kell egy index (az 6sszehasonlitha-
tosag kedvéért az index szintén azt az évfordulét mutatja, amikor befizették,
vagyis az n darab éves dij indexei 0-t6l n — 1-ig terjednek):

n—1

ZGB’(TE)ES Cj'(l_j—r)j = SGPJ"(TL)”_J"(W)”‘J’ . (8)
j=0 j=0 Jj=0

A koltségmutaté itt is r — 4, és az is latszik, hogy a (7), vagyis az egyszeri
dijas eset a (8)-nak specidlis esete, amikor GP; = 0, ha j > 0.

Tovébb lehet Altaldnositani (8)-at, ha a biometrikus kockdzatokat is fi-
gyelembe vessziik. Ezt a valtozatot mar eleve csak rendszeres dijra fogal-
mazom meg, hiszen az egyszeri dijas valtozat annak specidlis esete. A bio-
metrikus kockazatokat pedig leegyszeriisitem a leginkabb elterjedt esetre, a
haléllal kapcsolatos kockdzatokra (vagyis a haldleset és komplementere, az
elérés kockazatdra). Néha szoktak mds kockédzatokat is beépiteni a meg-
takaritasi elemet is tartalmazd életbiztositasokba, mint a betegség, vagy
rokkantsag kockazatat, de ez nem jellemz6. Sokkal elterjedtebb, hogy ezeket
a kockazatokat elkuloniilt kiegészité biztositasok forméajaban teszik hozza a
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megtakaritasi jellegli f6termékhez, s az ilyen valaszthatd, vagy elutasithaté ki-
egészit6 biztositasokat nem veszik be a koltségmutaté szamitdsaba.'? Ugyan-
akkor, ha mégis sziikség lenne koltségmutatora masfajta biometrikus kocka-
zatot is tartalmazo pénziigyi termékhez, azt — az aldbbiak alapjan — analdg
modon, kénnyen meg lehet konstrualni.

Szintén alkalmazok egy, a szamitasokat megkonnyito, klasszikus aktuarius
feltételezést, miszerint a haldleseti (és minden esetleges mas) kifizetésekre
mindig biztositasi évfordulén kertil sor. A gyakorlatban ez nem igaz, de az
emiatt adodd szamitési kiilonbségek elhanyagolhatdak.

Az eddigiekhez képest sziikség van tovabbi jelolések bevezetésére, tgymint:

AB;: jaradék szolgéltatas a j-edik évfordulén
DBj: haldleseti szolgaltatas a j-edik évfordulén
MB;j: elérési szolgaltatas a j-edik évfordulén (a gyakorlatban j = n)
TB,: biztos (a biztositott halalatdl vagy életben 1ététél fiiggetlen) kifizetés
(a gyakorlatban j = n)
j|Pe: tlélési valészintiség. Annak valészintisége, hogy a biztositds megkoté-
sekor x éves biztositott még j év milva is életben van, j > 0, o p. = 1.
j|Gz: haldleseti valoszintiség. Annak valdszintisége, hogy a biztositas megko-
tésekor x éves biztositott a biztositas megkotésétol szamitott j-edik és
J + l-edik évfordulé kozott fog meghalni, j > 0, j|qz = j Pz — j+1|Pa-

Ekkor (8)-at a kovetkezd dltaldnosabb alakba irhatjuk:

n—1 . n—1
1 J 1

J J
Zjlpw'(GPj—Cj)'(m) ZZJIPw'ABj'(lJrT) +
7=0 7=0
n—1 .
1 Jj+1 1 n n
] l.-DB,»-(—) l.-MB,,L-( ) TB,,L-( ) .
+J§J|q T \1+4+7r toalp 1+7 + 1+7r

(9)
Elsé rénézésre nem feltétleniil latszik, de a (9) a (8) tovdbbi altaldnositésa,
vagyis specidlis esetként tartalmazza a (8)-at. Az egyenlet bal oldala (a be-
fizetési cash-flow) csak némileg &t van rendezve a (8)-hoz képest, illetve a be-
fizetések be vannak szorozva a tulélési valdszintiségekkel, hiszen az életbizto-
sitasok (legaldbbis a nem tisztdn megtakaritdsi jellegli UL biztositdsok) szol-
galtatasanak lényegi eleme, hogy a dijfizetés a biztositott halalaval véget ér,
és esedékessé vialik valamilyen szolgdltatas. Mds pénziigyi termékekbe sem-
miképpen nem kell beletenni ezt az elemet, annak ellenére, hogy mondhatjuk,
hogy ott is meghalhat az tigyfél, s ilyenkor megsziinhet a szerzodés. Ez igaz,
de ott ez nem feltétlentl torténik meg, az 6rokos minden tovabbi nélkiil val-
tozatlanul viheti tovabb a szerzédést lejaratig, a pénziigyi szolgaltato eset-
leg észre sem veszi, hogy volt tulajdonosvéltds. A biztositdsban viszont ez

12]egaldbbis ez a szakmailag konzisztens allispont, ha a koltségmutatét lesziikitjiik
a befektetési elemet is tartalmazé termékekre. Ugyanakkor ezekre magukra elkiiloniilt
koltségmutatdt szintén lehetséges szamitani, amint azt majd késébb — legaldbbis a tiszta
haldleseti biztositds esetére — megmutatom.
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elképzelhetetlen, annak integrans része, hogy a biztositott haldlakor megszii-
nik a dijfizetés, és az esetek nagyobbik részében a szerzédés is, vagy legalabbis
jelentosen médosul. Ezért itt a haldleseti és tulélési kockazatokkal szamolni
kell, a tobbi pénziigyi terméknél pedig nem. A (8) tehdt a (9) olyan speciélis
esete, ahol a bal oldalon a tulélési valészintiségek 1 értéket vesznek fel. Ebbol
viszont az is kovetkezik (mivel a haldleseti val6szintiségek két tuilélési valdszi-
niliség kiilénbségei), hogy a haldleseti val6szintliségek értéke viszont 0, tehdt
nincs haldleseti szolgdltatds (DB). Jaradékszolgaltatés sincs (s6t a biztosita-
sok t6bbségében nincs), ezért az AB; = 0, minden j-re. A lejératkor esedékes
MB pedig szintén 1 valdszintiséggel esedékes, a TB pedig itt 0. Ekkor mér
csak annyiban kiilénboziink a (8)-tdl, hogy ott meg volt adva konkrétan az
MB képlete. Ezt itt nem tudtuk megadni, mert egy altalanos esetet szinte
lehetetlen, igy meg kell elégedniink azzal, hogy az MB értékét a kiilonbozé
esetekben hattérszamitassal kell kiszamitani, abban a specialis esetben, amire
a (8) vonatkozott, gy, ahogy ott meg volt adva.

A (9) egy nagyon Gsszevont képlet, amibél az egyes konkrét életbiztosité-
sok megfelel paraméterezéssel kaphatok meg. Nézziik a legfontosabbakat:

e haldleseti kockazat nélkiili UL — az el6bb adtam meg a paraméterezését.

e UL, haldleseti kockazattal: ekkor — az el6bbi esethez képest — mar kell
hasznalni a dijfizetéshez a tilélési valdszintiségeket, de AB; = 0 minden
j-re, és T B, = 0. A haldleseti szolgéltatas definicidja sokféle lehet, igy
ehhez, és az elérési szolgaltatas kiszamitasahoz hattérszamitasokra van
szilkség.

e vegyes biztositds (haldlesetre és elérésre): AB; = 0 minden j-re, T'B,, =
0. A haldleseti és az elérési szolgiltatdsok altaldban megegyeznek,
és indulé értékiik a szerzédésben adott, kénnyen elérhets. (Vagyis a
(9) kiilonésen j6l hasznalhaté lenne a hagyoményos életbiztositdsokra.
Sajnos azonban ez ebben a formaban csak a kés6bb bemutatandé bruttd
dijas valtozatra igaz, itt a nettd dijasndl a szerzodésben adott értékek
helyett, egy anndl nagyobb, feltételezett értéket kell hasznélni, amirol
aldbb még beszélek.) Ugyanakkor a biztositési Gsszegek értéke a tartam
soran a hozamvisszatéritések és az esetleges indexalas miatt valtozhat,
ilyenkor héttérszamitdsra (azokhoz pedig megfelel§ feltételezésekre) van
sziikség, hogy évfordulds értékiiket pontosan be lehessen allitani.

o clérési biztositds: itt nem csak AB; = 0 minden j-re, és TB,, = 0, de
DBj is 0, minden j-re, stb.

o dijvisszatéritéses elérési. Itt mar van halaleseti szolgédltatas, de értéke
specidlis a vegyes biztositashoz képest.

e term fix: igazabdl e miatt a biztositas miatt kertlt beallitasra a T B,,,
vagyis az itt nem 0, de az M B,, viszont most igen. Tovabbra is AB; =0
minden j-re (ugyanakkor sok olyan konkrét term fix termék van, amely
tartalmaz jaradékot is, vagyis ez nem feltétleniil igaz). A haldleseti
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szolgéltatdas itt specidlis: 1ényegében egy, a dij nagysagaval megegyezo,
biztos jaradék (annak egyszeri dija) a hétralévd tartamra. (De ezzel
ekvivalens, ha feltessziik, hogy haldlesetkor tartalék-feltoltés torténik,
s a termék dijmentessé — 1ényegében egyszeri dijassd — valik.)

o jaradék: ekkor az AB;-k nem nulldk, a tobbi érték viszont altaldban
igen. A jdradéknal érdemes megjegyezni, hogy ez egy iddleges, eldleges
jaradék. Ha élethosszig tarté jaradékot akarunk, akkor tartamot a
statisztikailag még mért legmagasabb élettartamhoz (w) kell bedllitani,
vagyis ilyenkor n = w — x.

e megemliteném még a tiszta haldleseti biztositast, bar ez a tobbi fentivel
ellentétben nem PRIIPs. Mégis konnyen eldéllithaté a ra vonatkozo
koltségmutatd, egyszeriien csak a DB-knek adunk értéket, a tobbit O-
val tessziik egyenlGvé.

Végiil érdemes még két témat felvetni. Az egyik, hogy a fentiekben csak
egy elérési és egy biztos szolgdltatast engedtiink meg, mindkettét a tar-
tam végén. FEz megfelel a gyakorlatnak, de esetleg eléfordulhatnak olyan
termékek is, ahol tartam kozben is van még egy-két elérési szolgaltatas.
Ekkor értelemszertien és nagyon egyszertien médositani lehet a fenti képletet.
Ugyanez a helyzet a tartam kozbeni biztos szolgaltatassal, bar annak a tar-
tam kozbe helyezése sokkal kevésbé indokolhatd, mint az elérésié.

A maésik téma, hogy a fentiekben hatarozott tartami terméket feltételez-
tem, mikozben gyakran taldlkozunk hatdrozatlan tartamival. A hatarozatlan
tartammal kapcsolatban azonban van egy félreértés, ezért meg kell kiillonboz-
tetni a tényleges hatarozatlan tartamu termékeket az dl-hatarozatlan tarta-
muaktél. Tényleges hatarozatlan tartamu, amely akkor ér véget, ha az ligyfél
azt mondja, hogy vége, vagyis az ligyfél dontésétdl fiigg a dolog — a szerz6dés
szerint is. Ekkor nem lehet mast csindlni, mint a koltségmutaté szamitasanal
feltételeziink egy vagy tobb tartamot, s ezekkel szamitjuk ki a koltségmutatot,
technikailag ugyanigy, mintha a szerzédés hatarozott tartamu lenne.

Az él-hatérozatlan tartamu pénziigyi termékek bizonyos biztositdsok, ame-
lyek élethosszig szdlnak (életjaradékok, whole life biztositds). Ezek latszdlag
szintén hatdrozatlan tartamiak, mert nem tudjuk mikor hal meg a biz-
tositott, de ha tiizetesebben megnézziik, akkor ezek ebbdl a szempontbdl sem-
miben nem kiilonboznek az olyan hatarozott tartamu biztositasoktol, mint a
vegyes vagy a haldleseti, hiszen ezek is véget érnek akkor, amikor a biztositott
meghal, ett6l mégsem nevezziik ¢ket hatarozatlan tartaminak. Valéjaban a
whole life és a jaradékbiztositasok esetében csak arrdél van szé, hogy olyan
hosszira vessziik a tartamot (vagyis ennél is van ,,hatérozott” tartam), hogy
az alatt biztos meghal a biztositott. Természetesen végtelen sok ilyen tartam
lehet (pl. 1000 év, 100000 év, stb.), de ezek koziil a legrévidebb a fent mar
emlitett w — x, igy ezeknél tekinthetjik ezt a tartamnak.

Még azt is érdemes szamba venni, hogy mi a probléma ezzel a mutatdval.
A fentiekben a (4), (7), (8) és (9) képletek ugyanannak a mutaténak egyre
altalanosabb valtozatait mutattak be, amelyek egyre tobbféle pénziigyi ter-
mékre terjedtek ki. Azt lehet mondani, hogy a (8) képletig nem is mertilt
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fel semmi komolyabb probléma, mert azok a pénziigyi termékek, amelyek
még belefértek ebbe a képletbe (vagyis a befektetési alapok és a biztositési
kockdzat nélkiili — esetleg nagyon kicsi ilyen elemet tartalmazé — unit-linkek),
azok esetében ez a megkdzelités minden probléma nélkiil alkalmazhatd. A
hagyomanyos biztositdsok esetében azonban két komoly probléma is felmertil
ezzel a megkozelitéssel szemben:

1. a (9) — ugyanigy, mint a korabbi valtozatok — feltételezi, hogy pon-
tosan ismerjliik a menet kozben felmeriilé koltségek nagysagat. Ez
igaz is a biztositasok koziil a unit-linked tipusiakra, de nem igaz a
hagyomanyos biztositasokra, ott csak a brutté dij nyilvanos, hogy ebbol
mennyi a koltség, az nem. Tehat eroteljes technikai akadalya van a mu-
taté kiszdmitdasdnak a hagyoményos biztositdsok esetében, bar a (9)
képlet vilagos.

2. a (8) képletben a szolgéltatds oldalon (jobb oldal) nem egy tényleges,
hanem egy feltételezett szolgaltatassal szamoltunk, aminek kiszamitasa
azonban nem okozott gondot. Azért volt ez feltételezett, mert feltettiik,
hogy a teljes dijat befektetjiik (mikozben valéjdban csak a koltségek
nélkiili, netté dijjal tessziik ezt meg), és azt is feltettiik, hogy az a teljes,
brutté hozamot (¢) hozza, mikézben a hozambdl folyamatosan levonjuk
a befektetési koltségeket (z). A hagyomdnyos biztositdsok esetében
viszont — egyébként az el6bbieknek megfelelen — tigy kellene kiszdmolni
a szolgaltatdsokat a (9)-ben, mintha a teljes brutté dij nettd lenne,
vagyis nem szamitanank fel koltségeket. Ez masképp azt jelenti, hogy
nem elég mondjuk a nyereségrészesedés szabdlyai szerint kiszamitani
az egyre novekvé halaleseti és elérési szolgdltatast egy vegyes biztositas
esetében, ezeket még ,.fel is kell fijni”, olyan ardnyban, ahogy a netté
és brutto dij viszonyul egymashoz. Mivel a netté dijat nem ismerjiik,
ezért ezt is nehéz megtenni.

Egy tovabbi probléma a haszndalt valdszintiségeké, de ez kozos a bruttd
dijra vetitett mutatokéval, igyhogy késobb egyiitt foglalkozunk vele.

A fentiek miatt, ha tényleg dltaldnos, minden termékre (igy a hagyomé-
nyos életbiztositdsokra is) kiterjedd mutatdt akarunk konstrudini, célszerdbb a
masik megolddst vdlasztani, vagyis nem a nettd, hanem a brutto dijra vetiteni
a kamatrést.'® Ekkor ugyanis ezekbe a problémékba nem iitkoziink bele,
egyszerlien nincs sziikség a nem ismert koltségadatokra, elég az amugy is
nyilvanosan elérheté brutté dij ismerete a szamitashoz.

Nézziik ezért most részletesen ezt a masik megoldést!

13Ennek egyik kovetkezménye, hogy a TER mutatét is — amennyiben az megmarad — 4t
kell 4llitani netté befektetési értékiirél brutté befektetési értékiire. Mivel a TER mutaté
az altaldnos képlet specidlis esete — ettdl a valtozastdl eltekintve — nincs akaddlya, hogy
megmaradjon abban a termékkérben, amiben ma is hasznéljik.
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2.2 A brutté dijra vetitett alvaltozat

A kifejtés sordn itt forditott utat fogunk bejérni (remélhetbleg révidebben),
mint az el6bb: el6szor a legbonyolultabb esetbol indulok ki, vagyis megadom
a (9) valtozatét brutté dijra:

n—1 . n—1
1 J 1

J A 7
Zjlpw "GPy (m) = Zjlpw' Bj - (1_+r) +
j=0 7=0
n—1 .
1 J+1 1 n 1 n
qw - DB; - (—) De - MB,, - (—) TB,,L-( ) .
+ZJ|Q T \1+7r tnlP 147 + 147

j=0
(10)
Ez a képlet nagyon hasonlit a hagyomanyos biztositasok dijkalkuldcidjahoz
haszndlt Un. ekvivalencia egyenletre. Két fontos kiilonbség van ahhoz képest:

1. a bal oldalon ott nem a brutté, hanem a netté (vagyis a koltségek
nélkiili) dijak allnak (rdaddsul index nélkiil, mert feltessziik, hogy min-
degyikiik ugyanaz a tartam sorén)

2. r helyett pedig ott egy rogzitett érték, a technikai kamatlab szerepel,
amit i-vel szoktunk jelolni, s nem is az r a keresett érték, hanem a netté
dij.

A szolgaltatasok dltaldban szintén nem indexéltak ilyenkor, hanem feltesz-
sziik, hogy a tartam sordn valtozatlanok (bér néha vannak elére rogzitett
mértékben viltozd szolgaltatdsi termékek is a piacon). Az egyes konkrét
termékeket ugyanazzal a konkrét paraméterezéssel lehet ebbdl az altaldnos
képletbdl szamitani, ahogyan azt fent is tettiik. Nagyon fontos, hogy itt az
AB, DB, M B és T B értékek nem feltételezett ,,felfijt” értékek, mint (9)-ben,
hanem a tényleges, a szerzodésben szereplo értékek, vagyis azok egyszeriien
elérhetbek (legaldbbis a hagyoményos biztositdsok esetében).

A (10)-ben a keresett valtozd, r értéke — ellentétben (9)-cel — nyilvan
kisebb lesz, mint ¢, a feltételezett hozam. Emiatt a kordbbihoz képest a
koltségmutatd értéke itt forditott: ¢ — r, hiszen ha a koltségmentes dijakat
irnénk be (10)-be, akkor nyilvdn 4 lenne az eredmény, s ekkor a koltség 0, a
kéltségmutatonak is O-nak kell lennie. A kisebb belsé kamatldbat a kdltségek
okozzak, tehat emiatt marad el az attdl, amit kordbban felszamoltak.

A (10) legegyszeriibb véltozatdban, vagyis, ha feltessziik, hogy a tartam
soran elért hozam az el6re kalkuldlt ¢ technikai kamatlabbal (ezuttal, mint fel-
tételezett hozammal) lesz egyenld, szdmitdsa nagyon egyszerti, hiszen csupa
olyan érték kell hozza, ami szerepel a szerzodésben: a brutté dij és a biz-
tositasi Gsszegek. Ez aldl egyetlen fajta érték a kivétel, a haldleseti és a tulélési
valdszintiségek, de ezzel a probléméval az alabbiakban még foglalkozunk.
Ez azt is jelenti, hogy — ellentétben a (9)-cel, ahol a biztositasi OGsszegek
kiszamitdsdhoz mindenképpen hattérszamitdsokra van szitkség— itt nem (leg-
alabbis ebben az egyszerli valtozatban és a hagyoményos életbiztositasok
esetében nem).



204 Banyar Jozsef

Ha feltessziik, hogy a brutté hozam nem egyenlé ezzel az ¢ technikai ka-
matlabbal, akkor a képlet ugyan nem valtozik, de a biztositasi Osszegeket a
hozamvisszatérités termékre vonatkozo szabdlyai szerint djra kell szamolni
(legalabbis ha az i felfele, és nem lefele tér el a technikai kamatldbtol).
Természetesen nem tudjuk elére, hogy mi lesz a hozam, igy a szamitashoz
hozamfeltételezésekkel kell élni — akar tobbel is, vagyis a kapott mutatd
értéke fiigg a feltételezett hozamtdl is. A tényleges hozam mar csak azért
is kiilonbozik a technikai kamatldbtdl, mert az érvényes szabdlyok szerint
a technikai kamatlédbat (vagyis a biztosan kiigért hozamot) ,,szerényen” kell
megéllapitani, igy, hogy az a ténylegesen elért hozamba biztosan beleférjen.'4
Hozamra vonatkozo feltevéseket azért is kell tenni, mert szokds szerint a
koltségek jelentds részét a biztositok a technikai kamatlabon feliili uin. tébb-
lethozamba teszik. Ha csak a technikai kamatlabbal szamolunk, akkor figyel-
men kiviill hagyjuk ezeket a koltségeket a koltségmutatoban. Lehetne ugyan
gy is eljarni, mint fent a netté dijra vetitett mutaténdl alternativaként
bemutattuk, vagyis a feltételezett hozam%-ban megadott koltséglevondst
egyszerlien hozzaadjuk a technikai kamatlabbal kiszamitott koltségmutaté-
hoz, de ez itt — ellentétben a netté dijas megoldassal — nem konzisztens.
A hozam%-ban megadott koltséglevonds vetitési alapja ugyanis a tartalék,
vagyis a netto dij, itt pedig a koltségmutatd a brutté dijra van vetitve, vagyis
a két érték nem adhaté egyszertien Gssze. (Ugyanakkor kis koltségek esetén
ez a médszer is jé kozelitd megoldast ad.)

Mindenképpen kell tenni hozamfeltételezéseket, ha nincs is kiigért hozam,
vagyis technikai kamatlab. Ez a helyzet a unit-linked biztositasoknal. Ezeknél
raadasul a hozamfeltevések azért is sziikségesek, mert — a hagyomanyos biz-
tositdsokkal ellentétben — a biztositasi 6sszegek nem adottak, azokat (hattér-
szamitdssal) ki kell szdmitani, hozamadatokat is haszndlva. Ezzel a megszo-
ritassal a (10) alkalmazhaté unit-linked biztositésokra is.

A (10) (8)-nak megfelels valtozata az aldbbi:

n—1 . n—

>or(r5) = 2R -0 (55) 7 enr T

1
=0

Ebben a képletben mér nincsenek valdsziniiségek (pontosabban az elérési
valdsziniiségek értéke 1, a haldlesetieké pedig 0), vagyis ugyanazokra a pénz-
iigyi termékekre sziikiil az alkalmazdsa, mint a (8)-nak, vagyis a befekteté-
si alapokra és a biztositdsi kockazat nélkiili unit-linked biztositasokra. Ide
mér expliciten beirtam a MB (vagyis az elérési szolgaltatéds) képletét, ami a
felkamatolt nett6 dijakkal egyezik meg. A felkamatoldshoz viszont nem az i-t,
vagyis a brutté hozamot haszndltam, hanem a nettét (amit ni-vel jeldltem,
és értéke lényegében i —1)1°. Ellentétben ugyanis a (8) szemléletével, a (11)-
ben nem egy konstrudlt szolgdltatdst (,,mi lett volna, ha az egész brutté dijat

4Ezen az altaldnos érvényll megallapitdson nem valtoztat az a tény, hogy mostandban
az alacsony kamatlab kornyezetben sokszor el6fordul, hogy a kiigért technikai kamatldb
magasabb a ténylegesen elért hozamnal, vagyis a valésdg néha alulmilja a pesszimista
feltételezéseket is.

15 A koltséget itt azért jeloltem z helyett y-nal, mert annak més a vetitési alapja.
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befektették volna”), hanem a ténylegest kell tenni. Minél kisebb (11)-ben a
jobb oldal, anndl kisebb lesz r, a belsé megtériilési rata, vagyis annal nagyobb
lesz 1 — r, a koltségmutats. A nettd dijas véltozatnal a helyzet még forditott
volt.

A (10) és (11) kozott a kiilonbség, hogy a (10)-ben — azokndl a biz-
tositasokndl legaldbbis, ahol a szerz6dés mondja meg, mennyi MB, DB, stb.
— nem kellett dolgozni explicit koltségadatokkal, a (11)-ben viszont a szolgal-
tatds oldalon mdr el6fordul ilyen.'® De ez nem baj, mert a (10) igazdbdl a
hagyomdanyos biztositdsokra, a (11) pedig a unit-linked biztositdsokra opti-
malizdlt képletvaltozat (még egyszer hangsilyozva: a (10) és (11) valdjaban
ugyanaz a képlet).

A (10)-(11)-nek a (7a)-nak megfelel8, vagyis az egyszeri dijas termékekre
vonatkozé valtozata az alabbi:

1
1+7r

o (=) =@P=(GP—Co) (—=)" (1 emiy . (20

1+r

Ebben a képletben azt feltételeztiik, hogy a folyamatos koltségek a tartalékkal
aranyosak, de a tartam elején lehet egyszeri koltség, ami ennél nagyobb. Ha
nincs ilyen, akkor megkaphatjuk a (7b)-nek megfelelé véltozatot:

1 n 1 n
GP=GP- (=) -(4+ni)" =GP+ (=) -(+i-y". (2b
Tor (14 ni) T (I+i-y) (12b)
(A tovébbiakban, hasonléan (7)-hez, a (12a)-ra és (12b)-re egyiitt, mint (12)-
re hivatkozunk.) Ennek a képletvaridnsnak is az a haszna, hogy kézvetleniil
ki tudjuk fejezni beldle r-t:

r=i—y. (12¢)

Tehét a koltségmutatd maga y lesz, ami logikus, hiszen minden koltség eleve
olyan tipusd, mint a koltségmutato.

Ha feltessziik, hogy a hozam 0%, és nincs befektetési koltség a (4)-nek
megfelel§ valtozat, akkor kapjuk, hogy:

1 n
GP = (GP~Cy)- (=) - 13
P~ Co) - (7= (13)
Ekkor a koltségmutato ¢ —r = 0 — r, vagyis az r abszolut értéke lesz. Ennek
r-re val6 explicit megolddsa n = 1 esetén (az (5)-nek megfelel6 képlet):

Co
= ——. 14
r=-Gp (14)
Vagyis (14) két dologban kiilonbozik (5)-t8l: r értéke negativ lesz, és a vetitési
alapja nem a nettd, hanem a brutté tékeérték lesz. Vagyis ez a TER muta-
tonak egy, a brutto befektetett tOkére vetitett véaltozata.

A kamatrés tipusi mutaték két alvaltozata koziil ez a technikailag a

konnyebben szamithatd, emiatt a preferdlt megoldds. Ha a koltségek nem

16]gaz, azoknal a pénziigyi termékeknél, amelyekre (11)-et lehet alkalmazni, a (10)-et is
igy kell alkalmazni, vagyis (10) esetében is sziikség van explicit koltségadatokra.
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til nagyok, illetve minél hosszabb tartamrdl van szd, a két almutatd kozotti
kiilonbség amugy is egyre kisebb, végiil elhanyagolhato lesz. Van azonban egy
elvi probléma, mégpedig az, hogy mig a netté dijra/tartalékra vetitett mu-
tato a ténylegesen befektetett tOkére van vetitve, tehat ugyanarra az alapra,
amiben a szolgédltatok az tigyfelek szamaéra a hozamokat megadjak, addig a
brutté dijra vetitett mutaté nem ilyen. Emiatt a netté dijra vetitett mutato
interpretalasa az tligyfelek szdaméra egyszerii: a szolgdltato éltal adott ho-
zambdl ezt még le kell vonni, mert a koltségek miatt ténylegesen csak ennyi
hozam jut a befektetett pénzemre.

A brutté dijra vetitett mutaté azonban egy képzelt tartalékra vetiti a
koltségek miatti hozamlevondst. Azt feltételezziik, mintha az Gsszes ligyfél-
pénzt, a koltségek levonasa nélkil befektetnénk, s ennek hozamabdl kellene
levonni a kamatrésben kifejezett koltségeket. Természetesen maga az i, vagyis
a brutté hozam érzéketlen arra, hogy azt képzelt vagy tényleges tartalékra
vonatkoztatjak-e, de a koltségmutatd igy nem alkalmazhaté kozvetleniil ugy,
mint a nettd dijas valtozat, hiszen a szolgaltatd tovabbra is a nettd dijra,
tehat a tartalékra vonatkozé hozamokat adja meg, s ha abbdl levonjuk a
koltségmutatét, aminek mas az alapja, akkor csak hozzavetOlegesen helyes
eredményt kapunk. Igaz, mivel a két mutatd a koltségek csokkenésével, illetve
a tartam novekedésével tart egymashoz, a legtobb esetben ez nem gyakorlati
probléma.

3 Levonas a dijbdl

Miutén részletesen megtargyaltuk a kamatrés tipusu koltségmutatot, nézzik
meg alternativdjat, a dijban felszdmitott koltségeket. Ha vessziik az (5)
és a (14) képleteket, vagyis a TER mutaté két viltozatdt, a netté és a
brutté dijasat, akkor azt mondhatjuk, hogy ezeket nemcsak kamatrés tipusu
koltségmutaténak tekinthetjiik, hanem dijban felszamitottnak is, mégpedig
azért, mert n = 1 esetén a koltségmutatdnak ez a két megkozelitése egybeesik.
Emiatt altalanossigban azt a megallapitast is tehetjiik, hogy aki a TER mu-
tato feldl néz a koltségmutatok kérdésére, esetleg észre sem veszi, hogy mar
eleve itt van egy alternativa. n > 1 esetében azonban nyilvanvaléan elvélik ez
a kétféle mutats. A dijban felszédmitott koltségmutatd ugyanis nem évesitett
nagysag, hanem annyiszor keriil levonasra, ahany dijfizetés van. Ha egyszeri
dijas termékrol van sz6, akkor egyszer, ha rendszeres dijas termékrol, akkor
pedig annyiszor, ahdny dijfizetés van. A dijbdl levont koltségmutaté (jeloljik
mondjuk c-vel) lényege, hogy a koltségek miatt ilyen ardnyban lesz kisebb a
szolgédltatas, mint akkor lenne, ha nem lennének koltségek. Persze ezt a c-t
viszonyithatjuk a brutté dijhoz is, amibél még nem vontak le a koltségeket,
és a nettéhoz is, amibdl mar igen, vagyis ennek a koltségmutaténak ugyanigy
két valtozata van, mint a kamatrés tipustunak.

A brutté dijra vetitett valtozatot (a (10) megfeleléjét) a kovetkez8képpen
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kapjuk meg:
n—1 1 i n—1 1 j
(=) X awe GBi (75) = 2o 4B (1) +
j=0 7=0
+§ DB, (L)Jﬁr MB (L)”JrTB (L)
j:O_]l(JJ: j 1+ n|Pz n 1+ n 1+

(15)
A (15) két dologban kiilénbozik (10)-t6l:

e a keresett valtozd ¢, nem r, ami ezért nem is szerepel az egyenletben
e az r helyett a feltételezett hozam szerepel.

Az eredmény értelmezése: ha (15) bal oldaldn a brutté dijak helyett a
netto all, és ¢ a technikai kamatlab, akkor ¢ = 0, hiszen igy az egyenlet
nem mas, mint a nettd dijak kalkulaciéjanal hasznalt ekvivalencia egyenlet.
Ekkor a (15) jobb oldaldt nevezhetjiik akdr a pénziigyi termék szolgdltatdsa
,,korrekt értékének” (fair value). A koltség az, amit a dijban e f6lott kell
fizetni.

A (15) egyszeriibb valtozatait kiilonésebb magyardzat nélkiil irjuk fel,
mert azok ugyanugy allnak el6, mint korabban a kamatrés tipusi mutatoknal.
Fontos megjegyezni, hogy ez a megkozelités a befektetési alapokon és az
életbiztositasokon tul kiterjesztheto a strukturdlt termékekre is, amelyekre
a kamatrés tipusi mutatét nehezen tudnank megkonstrualni. Ezeknél azon-
ban nem biometrikus valdszintiségeket kell alkalmazni.

A (15) (11)-nek megfelels valtozata:

n—1 n—1

1 J 1 n—j .
). o —) = O —— . NI
(1—c) ZOGPJ () ZO(GPJ 0)-(105) (i) (16)
Jj= Jj=
A (12a)-nak megfelel$ véltozat:
(1-0)-GP= (P~ Co)- (15=) " (14 mi)". (17a)
1+
A (12b)-nek pedig
1 n o 1 n . "
(1—c)-GP:GP-(1+Z,) -(1+ni)" = GP (_1+i) (1+i—y)" . (17b)

Es végiil a (13)-nak megfelelé (a (14)-nek megfeleld nem kiilonbozik attdl):

(l—c)-GPz(GP—CO)-(lii)n. (18)

Most jonnek a netté dijas valtozatok, de ezek eléallitasahoz ezuttal nem
a (9)-en keresztiil vezet az 1t, mivel ott a jobb oldal elég nehezen &llithatd
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els a , felftivds” miatt.!” Viszont egyértelmii, hogy ha a brutté dij (1 — c)
része a nettd dij, akkor c a netté dijra vetitve a 1% értéket veszi fel.

Erdemes még annyit megjegyezni, hogy ha a koltségek egyenletesen, min-
dig az adott dijjal ardnyosan, dijfizetéskor mertilnek fel, akkor nincs jelen-
t6sége azok idéértékének, vagyis nem kell haszndlni a diszkontédldst, a (15)
(19)-cé valik:

n—1
0 C
=z (19)
20 G

4 A valésziniiségekkel kapcsolatos problémak

4.1 A valdésziniiségek kiszamitasa

A kiilonboz6 tipusu koltségmutatok legatfogdbb képletei, vagyis a (9), a (10)
és a (15)-0s legfelttinébben abban kiilonboznek az egyszerlibb varidnsaiktol,
hogy biometrikus valdszintiségeket alkalmaznak. Erre amiatt van sziikség,
hogy a biometrikus kockazatokat integrans moédon tartalmazoé életbiztosité-
sokat is kezelni tudja a képlet. Az, hogy ezek egyszertien a kordabbi képletek
altalanositésai, vagyis a (9) a (8)-nak, a (10) a (11)-nek, a (15) pedig a (16)-
nak, abbdl is latszik, hogy ezeket megkapjuk, ha a tulélési valdsziniiségeket
biztosra (vagyis 1-re) éllitjuk. Az mér ebbdl kovetkezik, hogy a haldleseti va-
16szintiségeket (ami két tilélési valdsziniiség kiilonbsége, vagyis 1-1=0) pedig
O-ra. Ekkor példdul a (10) 4j forméaja (20) lesz:

n—1 . n—1
Sien (1) - )+
; =
= 1+7r = 1+7r
n—1 1 . 1 (20)
7 n n
O-DB,»-( ) 1-MB,,L-( ) TB, - .
+Z T \147r + 147 + 147

Ez csak abban kiilénbozik (11)-t6l, hogy itt a (szintén biztos kifizetésil)
lejérati szolgdltatdsnak nem szerepel az explicit képlete. A (20) jobb oldalérdl
magatdl kiesik (a 0 szorzé miatt) a haldleseti szolgéltatas. Két masik formuldt
is athiztam. A biztos kifizetést (TB) azért, mert felesleges, most mar az MB
is ilyenné valt, a jaradék formulat pedig azért, mert a jaradékokra csak és
kizardlag a legdltaldnosabb (vagyis itt a (10)) alkalmazhatd, az egyszertisitett
semmiképpen (errdl aldbb még beszélek).

Sokan érvelnek amellett, hogy ne tegyik meg a (8) és (9), valamint a
(11) és (10) kozotti 1épést!®, hanem az életbiztositdsokra is (amelyekre ezek
igazdbdl nem elég altaldnosak) a (20)-t, (11)-t, (8)-t alkalmazzuk. Miel6tt
ratérnénk érveikre, nézziik meg, hogy a gyakorlatban ez mit jelent!

17Valéjaban a ,,felfivast” leginkabb a c elézetes kiszdmitasival lehet legjobban elvégezni,
igy itt 6rdogi korbe is keriilnénk.

18A (15) és (16) kozdtti 16pésrdl csak azért nem esik sz6, mert az egész problémat —
vagyis, hogy nem csak kamatrés tipusu koltségmutaték vannak -, mintha nem is fedezték
volna fel az illetékesek.
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A (10)-r6l a (20)-ra (illetve (11)-re) val attérés egyértelmiien az r csdkke-
nését, tehat az i —r, vagyis a koltségmutatd emelkedését jelenti, hiszen azzal,
hogy a bal oldalon 1-re néveljiik az ennél kisebb tilélési valészintiségeket, azt
jelenti, hogy tobbet kell fizetniink. Az pedig, hogy a jobb oldalon lenulldztuk
a haldleseti szolgéltatast, az elérésit pedig kitoltuk a tartam végére, hogy
kevesebbet kapunk. Vagyis szamunkra a cash-flow bels6 megtérilési rataja
(az r) csokkent. Ez a novekedés egyediil annak koszonhetd, hogy kizértuk a
biztositési szolgaltatdsokat (tehdt pl. azt, hogy esetleg kevesebb ideig kell a
dijat fizetni, de igy is hozzajuthatunk ugyanahhoz a biztositasi Gsszeghez, ra-
addsul esetleg sokkal kordabban), mik6zben azok dijét bennhagytuk (beépitve
a GP-be) az egyenletben. Tehdt a koltségmutaté novekedése amiatt kovet-
kezett be, hogy a biztositasi szolgaltatas dijat koltségnek tekintettiik, amivel
szemben nem 4all figyelembe vett szolgaltatas. Emiatt az, amennyivel a kolt-
ségmutato igy megemelkedett, egyben a biztositasi kockazatok dijanak ka-
matrés tipusi mutatéjanak is tekinthetd. (Hasonlé eredményre jutunk a
masik ketto, illetve harom bemutatott koltségmutatd esetében is, de ezzel
most részletesen nem foglalkozunk.) Ezt a megéllapitdst egyébként gy
is interpretélhatjuk, hogy a biometrikus valdszintiségek negligéldsa (vagyis
értékiik 1-re, illetve O-ra vald éllitdsa) masképp azt jelenti, hogy a biztositési
(vagy legaldbbis a haldleseti) kockdzat dijat koltségnek tekintjiik.™

4.2 A valdészintliségek hasznalata elleni szokasos érvek

Es most nézziik meg, mik az amellett sz6l6 érvek, hogy ezt a 1épést tegyiik
meg! Altaldban a kdvetkezé harom érv szokott elhangozni, de ezek valame-
lyikének képvisel6i nem feltétleniil értenek egyet a tobbivel, s6t azokat esetleg
tévesnek is tarthatjdk (én magam példdul csak és kizardlag az elsét tudom
elfogadni, a mdasik kettd szerintem téves):

1. A biztositdsi kockazat dija ugyan nem koltség, de ha azt kihagyjuk
a koltségmutatébdl, akkor széles kortt manipulacidra nyilik lehetdség.
A manipuldcié lényege: mesterségesen megnéveljiik a kockdzati dij
értékét, ezzel csokkentjiik a kimutatott koltségek, s igy a koltségmutato
nagysagat, vagyis megtévesztjiik a fogyasztdkat.

2. Ugyan a biztositas kockdzati dija nem koltség, de a valdszintiségek alkal-
mazasaval feleslegesen bonyolulttd tessziik a koltségmutato szamitasat.
Ennek az érvnek a hangoztatéi néha hozzateszik ehhez, hogy rdadéasul
az ugyfél pl. egy vegyes biztositds esetében gy gondolkodik, hogy
biztosan fizeti végig a dijat, s ezért nem kap haldleseti szolgéltatast,
csak elérésit, azt viszont a tartam végén. Emiatt a koltségmutatot a
valészintiségek alkalmazasa nélkiil kell kiszamitani, de a végén le kell
vonni beléle a biometrikus kockazatok dijat (hiszen ez mégsem koltség,
de az igy szdmitott mutaté annak veszi).

YEmiatt az az alldspont, miszerint hasznéljuk a (11)-et, de a biztositds kockazati dijat
ne tekintsiik koltségnek, belséleg ellentmondésos.
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3. A biztositds kockdzati dija bizony koltség, hiszen nem a megtakaritdsi
cél érdekében meriilt fel, ezért természetesen nem szabad haszndlni a
valészintiségeket a koltségmutatd kiszamitdsa soran, hiszen ezek alkal-
mazasa leforditva azt jelenti: a biztositdsi kockazat dija nem koltség.

Nézziik ezeket az érveket sorjaban! Azt mar lattuk a fentiekben, hogy ha a
(10)-ben 1-re noveljiik a tilélési és 0-ra csdkkentjiik a haldleseti valészintiségek
értékét, akkor ezzel noveljitk a koltségmutatét. Megfogalmazhatjuk ezt az
Osszefiiggést kicsit altalanosabban is: ha egy kiinduld helyzethez képest no-
veljitkk vagy csokkentjiik a (10) képletben a t1lélési valdszintiségeket (és ennek
megfelelden csokkentjiik vagy noveljiikk a haldleseti valésziniiségeket), akkor
a koltségmutaté értéke né, illetve csokken. (Ez az okfejtés és a kovetkezdk —
mutatis mutandis — alkalmazhaté a (9)-es és a (15)-6s koltségmutatora is, de
itt most csak erre az esetre vezetjiik végig.)

Ebbdl mar latszik is a manipulaciés lehetdség: lecsokkentjik a koltség-
mutaté szdmitdsahoz hasznalt tlélési valdszintségeket (és ezzel konziszten-
sen: megnoveljiik a haldlesetieket), s ezzel csokkentjiik a mutaté értékét. Azt,
hogy a probléma valds, mutatja, hogy Magyarorszagon 2007-ben a Feliigyelet
javasolta a piacnak egy, az Gsszes megtakaritasi tipusu életbiztositdsra vonat-
kozo koltségmutato bevezetését (PSZAF, 2007), és meg is adta az erre vonat-
koz6 képletet, ami 1ényegében a (10) volt azzal, hogy javasolta i-re a technikai
kamatlab alkalmazdsét (vagyis (10) egy kevésbé dltaldnos valtozatardl van
sz6). A piac vélaszul erre a felvetésre, 2009-ben bevezetett egy koltségmuta-
t6t, a TKM-et (MABISZ, 2009), ami viszont 1ényegében a (8)-as lett, azzal
az egyszerusitéssel, hogy i = 0. Eltekintve attdl, hogy az egyik a bruttd, a
mésik a netté dijra vetiti a kamatrést, a f6 kiilonbség, hogy a (8)-ban nem
alkalmaznak valdszintségeket. Igaz, ezzel ez a mutat6 nem alkalmas a hagyo-
ményos életbiztositasok koltségeinek a kimutatdsira (ahhoz az dltaldnosabb
(9) kellene), de a MABISZ ezt a problémat gy oldotta meg, hogy a mu-
taté azokra eleve nem vonatkozott, csak a unit-linked biztositasokra. Ezek
esetében pedig kimondta, hogy a kockéazati dij is koltségnek szamit.

A MABISZ-ban senki nem gondolta azt, hogy a kockazati dij koltség,
viszont azért dontottek igy, és azért vélasztottak a (10) helyett a (8)-at, hogy
ne lehessen gy csokkenteni a koltségmutatot, hogy megnovelik (legaldbbis a
koltségmutatd szamitdsakor, nem ténylegesen) a kockézati dijat.

Az igazsighoz tartozik, hogy a kockazati dijakkal kapcsolatos manipuld-
ciés lehetéség méshogyan vetédik fel a (8) és a (10) esetében. A (10)-nél
ugy, ahogyan az elébb leirtuk (csokkentjiik a tilélési, néveljiikk a haldleseti
val6szintségek értékét), a (8) esetében viszont egyszertien a C; értékeket ma-
nipulaljuk, ezek jelentOs részét , kinevezziik” kockazati dijnak. Tehat itt mar
nem kozvetleniil a valdsziniiségek manipulalasarol van szo, tehat elvileg a
MABISZ nem koézvetleniil a valészintliségek alkalmazasét tartotta problémaés-
nak, bar attételesen igen.

A valdsziniiségekkel, illetve a kockédzati dijjal kapcsolatos el6bbi probléma
redlis, amire tobbféle megoldasi lehetdség 1étezik. Lehetséges példaul elbirni
a hasznalt valdoszinliségek nyilvanossagra hozatalat és megindoklasat, vagy a
hatdsag is el6irhat egy kotelezéen hasznalandé halandésagi tablat a manipu-
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lalasok megakadélyozasa céljabol. Célszertiibb azonban egy ezektdl teljesen
kiillonb6z6, masik modszer alkalmazasa. Ez pedig annak el6irdsa, hogy a kolt-
ségmutatd mellett (ami nem tartalmazza a kockdzati dijat, tehét a legéltala-
nosabb (9), (10) és (15)-6s képlettel szamitjak ki az értékiiket), ugyanolyan
mddszerrel (tehédt a (9) és a (10) esetében tartalékra vetitett kamatrésként,
a (15) esetében pedig a dijra vetitve) kimutatjak a kockdzati dij értékét is.

A kockézati dijra vonatkozé mutaté igy lényegében a (8)-cal és a (9)-cel,
a (11)-gyel és a (10)-zel, valamint a (16)-tal és a (15)-tel szamitott mutatSk
kiilonbsége.

Ezzel a mddszerrel 1ényegében minden problémat meg lehet oldani: a
biztosité ugyan cstkkenteni tudja a koltségmutato értékét a valdszinliségek
manipulaldsaval, de csak olyan aron, hogy ezzel felviszi a kockazati dijra
vonatkozé mutatd értékét, amit szintén meg kell mutatni és meg kell magya-
razni az lUgyfélnek. Ezt nyilvan nem tudja jol megtenni, ha a mutaté értéke
nagy, de a vallalt kockazat kicsi.

Vagyis Osszességében arra jutottunk, hogy a gyakorlatban, az életbiztosi-
tasok esetében célszerti mind a valdszintiségek alkalmazasdval, mind a nélkiil
kiszamitani a koltségmutato értékét, igaz, ez utdbbit csak azért, hogy az el6z6
eredményét kivonjék beldle.

A fentieket ugyanakkor nem lehet mindenfajta életbiztositasra alkalmazni,
hanem csak azokra, amelyekben a haldleseti kockdzat domindlja az elérésit
(vagyis csak a vegyes, term fix, dijvisszatéritéses elérési, unit-linked biztosi-
tasok esetében), de nem kizdrdlag haldleseti kockdzatra szélnak. Vagyis nem
alkalmazhaté a fenti gondolatmenet a tiszta haldleseti, tiszta elérési és az
életjaradék-biztositasokra. Mégpedig azért nem, mert ezekre eleve csak a leg-
altaldnosabb, a (9), (10) és (15)-6s képlet alkalmazhatd. Nézziik meg a (10)-es
képlet példdjan, hogy miért (a tobbire ugyanez a gondolatmenet alkalmazhatd
anal6g médon). Ennek | dtirdsat” 1 tlélési és 0 haldleseti valdsziniiségekkel a
(20) mutatja. Ebbdl 1atszik, hogy annak jobb oldala (a szolgaltatési oldal) til
kicsi (egészen pontosan 0) lesz tiszta haldleseti biztosités, és tul nagy jaradék
és elérési biztositas esetében. Emiatt a (17) halédleseti biztositdsra végtelen
nagy koltséget hoz ki, a jaradék és elérési biztositasra pedig tul kicsit (hiszen
nagyon ,,felillszamitja” a szolgdltatdsi oldalt).

De ezeknél nem is lehetne kiilon kimutatni a ,,biztositasi kockazatot”,
hiszen ezek a termékek csak ilyet tartalmaznak. EbbOl is latszik, hogy a
fentiekben valéjaban a ,,biztositasi kockazat” szot implicite lesziikitett érte-
lemben hasznaltuk, csak a haldleseti kockazatot értettik alatta, mikozben
vannak fontos olyan életbiztositasi termékek, amelyek ilyet egyéltalan nem
tartalmaznak. (Ezek kozil rdaddsul az elérési és a jaradékbiztositds PRIIPs
is.)

Az el6z6 okfejtés implicite mar tartalmazta, hogy a (9)-es szembedllitdsa
a (8)-assal, a (10)-esé a (11)-essel, és a (15)-6sé pedig a (16)-tal, mint ami
feleslegesen bonyolult, latszélagos és nem igaz érv. El6szor is, a ,,bonyolult”
képletekre sziikség van, mert az egyszeriibb képletek nem elég dltalanosak,
azokbol fontos életbiztositasok egyszeriien kimaradnak. Masodszor: ha azt
mondjuk, hogy a (8)-as és a (11)-es képlet alapjan kiszdmitott képletekbol
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még le kell vonni a kockazati dij miatti részt, akkor ugyanazt mondjuk,
mint amire az el6bb jutottunk. Ez pedig az, hogy igenis, szamitsuk ki az
ezen (amigy hamis) érv alapjan favorizalt (8)-as, vagy (11)-es mutatéval
is a koltségindikatort, de csak azért, hogy annak segitségével kiszamitsuk a
kockézati dij indikétort. Igy a koltségindikétort tovabbra is a (9)-el és a
(10)-el szamitjuk. Azt pedig ez a (hamis) érv is kiszdmitandénak tartja, de
a kiszdmitds mddszerét homélyban hagyja. Vagyis valdjadban ez a (hamis)
érv csak azt mondja, hogy ne kozvetleniil szamitsuk ki a koltségindikatort,
hanem kozvetve, s egy fontos 1épést egyszertien nem , képletesit”. Tehat ez
az egész okfejtés egyszeriien félreértésen alapul, hamis.??

Végiil nézziik az utolsé ellenérvet, vagyis hogy azért kell a (8)-at és a
(11)-et alkalmazni, mert a kockdzati dij koltség. Fontos leszégezni mar az
elején, hogy Eurépaban nincs olyan komoly biztositasi szakember, aki ezt
gondolna. Ez alapjan itt akar le is zdrhatnank a vitat errdl az érvrél, de mégis
foglalkozni kell vele, mert olyanok viszont vannak, akiknek van hatalmuk ilyen
kijelentést tenni, s ezzel befolydsolni a ténylegesen hasznalt kéltségmutato
kialakitasat. Nézziik meg ezért, hogy miért helytelen a biztositasi kockazat
dijat koltségnek tekinteni. A dolgot el6szor nézziik tavolrdl, majd kozelitsiik
egyre konkrétabban a PRIIPs-ekre.

El6szor is, felvetodik a kérdés, hogy mit jelent az, hogy ,,kockazati dij”?
Ha azt az altalanos valaszt adjuk, hogy a biometrikus kockazatok dijai, vagyis
technikailag azok, amelyeket mortalitasi vagy morbiditasi valészintiségek se-
gitségével szamolunk, vagy masképp: amelyek feltételes szolgaltatasok, s a
feltétel valamely biztositasi esemény bekovetkezése, akkor ellentmondésos
eredményeket kapunk. Ekkor ugyanis az Gsszes életjaradék-biztositas, a tiszta
halaleseti és a tiszta elérési biztositasok dija teljes egészében kockazati dij, va-
gyis az egész dij koltség. Masképp: a dijra vetitett koltségmutatd maximalis,
100%. Ez amellett, hogy abszurd eredmény, lényegében semmitmondé is,
hiszen az ilyen termékek kozott is van olcsébb és dragabb, de mindegyiknek
ugyanaz lesz a koltségmutatdja, vagyis semmit nem segit az tigyfélnek.

Valéjaban ezen az alapon az Osszes hagyomdanyos biztositas teljes dija
kockazatinak tekinthetd, hiszen pl. a vegyes biztositas dija egy elérési és egy
halaleseti biztositds Osszege, ugyanez a helyzet a dijvisszatéritéses elérési biz-
tositassal, a term fix pedig egy valtozo biztositasi Osszegli halaleseti és egy
elérési biztositas kombindcidja. Igaz, ezeknek a biztositasoknak a dija mar
nem csak igy bonthaté fel, hanem tugy is, mint a unit-linked biztositdsoké:
tiszta megtakaritasi dijrészre és haldleseti kockazatra.

20 Azt is lehetne hinni, hogy akik ezt hangoztatjék, nem tudjik, mit beszélnek. De lehet-
séges, hogy egyszeriien arrdl van sz, hogy egy nagy biztosité mar sok-sok eurét elkoltott
egy olyan koltségmutatd szamitégépes kiszdmitdsira, ami a (11)-es képlettel miikodik. Ez
ugyan nem tudja kezelni a jaradékot és az elérési biztositdst, de olyan biztositdsa vagy
nincs, vagy arra nem szamit még ilyen mutatét, igy neki az a fontos, hogy a programjat ne
kelljen megvaltoztatni, s nem érdeklik az elvi ,,szérszdlhasogatisok”. Fizetett szakértSik
viszont elvinek tintetnek fel nem elvi problémakat, akar olyan aron is, hogy szakmailag
nem helytdllét beszélnek. Pl. olyanokat mondanak, hogy ,,filozéfiai” kiilonbség van a bio-
metrikus cash-flow haszndlata és az attdl vald eltekintés kozott, pedig egészen masrdl van
sz6, mint fent kimutattuk.
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Ezért lehetséges, hogy akik ezt az érvet megfogalmaztak, csak a haldleseti
kockdzatra gondoltak (de pongyoldn fogalmaztak), s azon beliil is arra, ami
a megtakaritdsi dijrészen feltl van. Valdszini, hogy ez a helyzet, legalabbis
valészintileg a unit-linked biztositdsok lebegtek a szemeik el6tt. De ha le-
sziikitjiik a ,,kockdzati dijat” erre (vagyis megengedjiik, hogy az elérési tipusi
kockdzatokat ne vegyék figyelembe a koltségmutaté szamitdsénal), akkor is
problémakba titkoziink, mégpedig legalabb kétfélébe.

Az elsd, hogy ekkor ugyan a tiszta elérési biztositdsok és az életjaradékok
dija nem lesz 100%-ban koltség, de a tiszta haldleseti biztositds dija még
mindig az marad. Szemfiilesek ugyan mondhatjik erre az érvre, hogy a tiszta
halaleseti biztositas nem PRIIPs, de ez formalis ellenvetés, mert a haldleseti
biztositas dijat is igenis célszerti kockazati részre és koltségrészre osztani,
vagyis itt is lehetne definidlni koltségmutatét (ezt a fentiekben valdjaban
meg is tettiik).

A masik, hogy tulajdonképpen milyen alapon problémés a haldleseti szol-
galtatds? Miért kell annak a dijat koltségnek tekinteni? Azért, mert felté-
telesen kapja meg az iigyfél? Az elérési szolgdltatdst is feltételesen kapjdk
meg, s azt az elébb mar kivettik a kockazati dijbél. Vagy az a kiilonbség,
hogy az elérési valésziniiség ,,nagy”, a haldleseti pedig ,.kicsi”? Ez attol fiigg,
magas korban mar forditott lehet a helyzet. Plusz probléma, hogy akkor mas
feltételes szolgaltatasok dijat is koltségnek kell tekinteni, pl. a strukturalt
termékekben 1év6 opcidk dijat is, de ez sem lenne helyes.

Lehetséges egy masik, formalis irdny, amely az el6z6 ellenérvhez kapcsolo-
dik, aminek az a lényege, hogy minden tulélési valészintliséget vegyiink 1-nek,
s kovetkezésképpen minden haldleseti valdszintiséget O-nak, s igy szdmitsuk
ki a koltségmutatét. Ez azonban a tiszta elérési biztositasok és a jaradékok
esetében nemhogy 100%-0s, de egyenesen negativ koltséget is kimutathat.
Vagyis az, hogy a biztositasi dij koltség, egy belsoleg ellentmondésos érv, a
koltségmutatd szempontjabdl két, egyforman rossz, de egymadssal szogesen
ellentétes eredményt is levezethetiink bel6le bizonyos életbiztositasoknal.

Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy ha elfogadjuk a fent javasolt meg-
oldést, miszerint a biztositas kockdzati dijat?! is mutassuk ki kiilon, de ugyan-
olyan metodoldgiaval szamolt mutatoval, mint a koltségeket, akkor 1ényegte-
lenné valik, hogy valaki a kockazati dijat koltségnek tekinti vagy sem, ugyan-
arra a megoldésra jutunk. (Csak ekkor nem a (10), hanem a (11), stb. adja a
koltségmutatdt, de a kiilonbségiik tovabbra is a kockézati dij indikator lesz.)
Ezért is célszeri a fent javasolt mdédszer alkalmazésa.

5 Atvaltasok

Tehdt a fentiekben 2 mutatéfajtét (kamatrés, illetve levonds a dijbdl), s
mindegyiknek két alvéltozatét (nettd és brutté dijra vetitett) mutattuk be,
kitérve azok specialis eseteire is (amelyekre egyszertibb mutaté adhatd, a spe-

21Pontosabban az elébbi médon lesziikitett értelemben vett, a megtakaritasi részen feliili,
haldleseti kockazat dijat.
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cialitdsok kihasznaldsdval). Ezek szdmszeriileg kiilonbozd értékeket adnak,
de az ugyanarra a termékre kiszamitott egyik fajta mutatét egyértelmiien at
lehet valtani barmelyik masik fajtara. Itt most kétfajta atvaltassal foglalko-
zom:

e a nettd dijasrdl a brutté dijasra (és forditva)
e a kamatrés tipusirdl a levonds a dijbdl tipusira (és forditva).

Ezek kombindlt alkalmazésdval barmely mutaté (pl. netté dijas kamatrés)
barmely mésikra (pl. brutté dijas levonds a dijbdl) dtvalthaté. A technikai
nehézségek miatt az atvaltasoknal csak az egyszeriibb eseteket vizsgalom, de
az itt felallitott Osszefiiggések — legaldbbis kozelitoleg — valdsziniileg érvénye-
sek a bonyolultabbakra is.

5.1 Atvaltas a netté és brutté dijas valtozatok kozott

A levonas a dijbdl mutaté két alvaltozata kozotti atvaltdst mar a fentiekben
megadtuk. A brutté dijas valtozatot a (15)-0s képlet segitségével szdmolhat-
juk ki, amit netté dijasra egyszeriien a c¢/(1 — ¢) transzforméciéval valtunk
at. Vagyis ha a brutté dij c része a koltség, akkor netté dijnak az a ¢/(1 —c¢)
része lesz.

A kamatrés tipusi mutaté két valtozata kozti atvaltast eldszor a legegy-
szerlibb esetre nézziik meg, vagyis a (4)-et és az annak megfelel§ (13)-at ha-
sonlitjuk Gssze. Megkiilonboztetésiil a (4)-ben szerepld r-t megkiilonboztetd
jelzéssel latjuk el, valamint kifejezziik bel6le a GP-t, akkor az aldbbi egyen-
lethez jutunk:

1 n
P— (1 " =GP = (GP — . . 21
(GP = Cy)- (L4 7')" =GP = (GP - C0)- (755 (21)
Ebbdl azt kapjuk, hogy
1 =
tr 147’
masképp
1
! — -1 22
Ly ’ (22)

vagyis a két kamatlab (az el6jeltl eltekintve) a kamatlab-diszkontlab viszony-
ban van egymassal.

Kérdés, hogy ez igaz-e a bonyolultabb valtozatokra is? Nézziik a bonyo-
lultabb véltozatpart, a (7)-et és a (12)-t. Itt csak az egyszer(ibb varidnsok,
(7b) és (12b) Gsszehasonlitdsara van esély, de azok esetében ez kénnyen megy,
a (7c) és a (12c) alapjén. Ezeket hasznélva azt mondhatjuk, hogy (22) akkor
teljesiil, ha teljesiil, hogy

L+i _ 1 _ (23)
l—z 1+4i1—y
Ami viszont egy logikus atvaltds a brutté és nettd tartalékra felszamitott
kamatrés tipusu koltségek kozott. ¢ = 0 esetre itt © = y, ami szintén logikus.
Tehét a (22) érvényes erre az esetre is.
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5.2 Atvaltas a kamatrés tipusi és a levonas a dijbol
tipusi mutatdok kozott

Nézziik meg a legegyszeriibb esetet itt is, vagyis a (18)-at és a (13)-at! A
(13)-bdl kifejezve (GP — Cy)-t, és behelyettesitve (18)-ba, kapjuk, hogy

(1—c)-GP=GP-(1+r)”-(1+i) . (24)
Ebbdl c-t kifejezve kapjuk, hogy:
147r\n
=1- . 2
c=1 (1 —l—i) (25)

Ha nincs koltség, akkor r = i, és ekkor ¢ valéban 0 lesz. A (25) miikddik a
(17b) esetében is, ha ide behelyettesitjik, visszakapjuk (12b)-t.

6 (")sszefoglalés

Osszefoglalésul megallapithatjuk, hogy lehetséges egy altalanos, 1ényegében
minden pénziigyi termékre ugyanazon elvek szerint miikodd koltségmutatd
megkonstrudlasa, bar a fentiekben csak azokat a termékeket vizsgédltuk, ahol
az tigyfelektol a szolgéltatd felé iranyuld cash-flow elem megel6zi az ellenkez6
irdnyd cash-flow elemet. (Ezek lényegében a megtakaritdsi és befektetési
termékek — a betétek kivételével —, plusz a kockézati jellegii biztositdsok.)
A forditott esetet (lényegében a hiteltermékek) nem vizsgaltuk, ugyanakkor
ezekre is (és a betétekre is) konnyen kiterjeszthetdek az itt elmondottak.??
Az elméleti irodalom, bar — specidlis esetekben - mar majdnem két évtizede
felvetette a koltségmutatok kérdését, a téma kidolgozatlan maradt, amit jol
mutat az a tapogatdzd utkeresés, amit az EU bizottsagai tanusitanak jelenleg,
amikor napirenden van egy a pénzugyi termékek jelentOs részére, a PRIIP-
ekre vonatkozo dltaldnos koltségmutaté bevezetése. Az eddig publikélt doku-
mentumokbdl kideriil, hogy a megfontolt lehetoségek kozott vannak teljesen
amatOr megoldasok, a lényegileg egyformakat elvileg kiilonbozonek tartjak
formai szempontok alapjan, stb.

Az irdsban végigvettem, hogy az eddig — specidlis helyzetekre — megalko-
tott koltségmutatékban (mint a TER a befektetési alapokndl, TKM a ma-
gyar életbiztositasokndl) mi a kéz0s és mi a kiilénb6z6, s megalkottam egy
teljesen altaldnos mutatét (a (9)-et), illetve annak véltozatait (a (10)-et és a
(15)-6t), s megmutattam, hogy az eddigi konkrét megvaldsuldsok az dltaldnos
mutaté melyik konkrét megvaldsulasat reprezentaljak. Megmutattam, hogy a
koltségmutatd rendkiviil sokféle lehet, attdl fliggéen, hogy a kiillonbozo tipusu
koltségeket melyik egyetlen tipusra konvertaljdk, mégis, a leginkabb célszeri
koltségmutatd kétféle lehet: egy kamatrés tipusi és egy koltségrész (levonds
a dijbol) tipusi, aminek megint két-két alfaja lehetséges attdl fliggéen, hogy

22Ld. err8l Banyar-Vékas (2015), ahol viszont a kdltségmutaté részleteibe nem mentiink
bele.
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a vetitési alap az lgyfél netté (koltségek nélkiili), vagy bruttd befizetése.
Ezek ugyanazt mutatjak, igy egymasba konvertalhatoak, sot, 1 éves tartam
esetében a kétféle mutatd egybeesik (aminek fel nem ismerése eddig szintén
zavarokat okozott).

A leirds sordn az alkalmazhatdsigot tartottam szem el6tt, ezért nem
torekedtem derivélhaté fliggvények megadasara (igy nem hasznéltam folya-
matos kamatozdst sem), hiszen ilyenekkel a napi pénziigyi gyakorlatban 1é-
nyegében nem talalkozunk.

A koltségmutaté megalkotdsa sordn a legnagyobb elméleti ugrést az olyan
,,biztos” szolgaltatasi termékek, mint a befektetési alapok és az olyan valo-
szinliségi alapu termékek, mint az életbiztositasok és az opcidk kozott kellett
megtenni. A dolgozatban bemutattam, hogy lehetséges egyetlen keret ezekre
a latszolag nagyon kiilénbozo termékekre, mig eddigi mas probalkozasokban
ez az ugras altalaban nem sikertilt, azok jellemz&en kétféle rossz megoldasba
torkolltak: 1. elvileg kiilonbozonek mutattdk az életbiztositasok és a tob-
bi megtakaritasi termék problémajat, amelyekre kiilon koltségmutatéra van
sziikség; 2. az életbiztositasokat ,,megerdszakolva”’ azokat leegyszertsitették
determinisztikus cash-flow-ju termékekké.
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GENERAL COST INDICATOR(S) FOR FINANCIAL PRODUCTS

The introduction of a uniform, general, easy to understand cost indicator for a
large group of financial products has already appeared in a lot of countries, but
the problem has become apparent only after the publication of the EU regulation
on "packaged retail insurance and investment products” (PRIIPs). The theoretical
literature on this topic is largely missing, so there is a lot of misunderstanding about
it. This paper is seeking the appropriate, possible cost indicators from a quite
general angle, is comparing the characteristics of the different possible solutions
with each-others and is proposing what and how should have to introduce or not
introduce.
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ENTROPIA MINT PENZUGYI KOCKAZATI MERTEK!

ORMOS MIHALY — ZIBRICZKY DAVID
BME Pénzigyek Tanszék

Az entrépidt, mint pénziigyi kockdzati mértéket vizsgaljuk. Dolgozatunkban
bemutatjuk, hogy az értékpapirok és portfoliék napi hozaman mért differen-
cialis entrépia alkalmas azok kockazati prémiuméanak magyarazatara, Ossze-
hasonlitva a t6kepiaci drazdsi modell (CAPM) béta paraméterével, egyszeriibb
és pontosabb becslést adhat. Elemzéseink alapjan az entropiara is érvényes
a diverzifikaciés hatds: véletlenszeru portfélick elemszamanak névelésével
csokkend kockazatot mértiink, illetve entrépia — varhaté hozam koordinata-
rendszerben a diverzifikalds hatasara a portféliék hiperbola mentén strtisod-
nek, hasonldan a variancidhoz. Empirikus vizsgalatunk soran véletlenszeriien
150 értékpapirt valasztottunk a Standard & Poor’s 500 részvényindexbél,
majd ezek napi logaritmikus hozaman 25 éves id6tartamra vonatkozdan vé-
geztliink méréseket. Regresszids elemzéseink eredményei alapjan az entrépia
mint kockazati mérték jobb magyarazo erével bir a varhaté hozamra vonat-
kozban, mint a variancia, illetve a CAPM bétdja.

Kulcsszavak: entropia; eszkozarazas; kockazat becslés; szisztematikus
kockéazat. JEL: G12; C58

1 Bevezetés

Tanulmanyunk soran egyenstlyi eszkozarazasi modellt épitiink egy 1j kocké-
zati mértékre, az entrépiara alapozva. Az entrépia a valészintiségi valtozo ren-
dezetlenségét, bizonytalansagat, kiszamithatatlansagat karakterizalé mérték.
Esetiinkben, amikor egyes befektetések teljesitményértékelésérol szolunk, az
entropia részvények vagy portfélick hozam-bizonytalansidgat, ingadozasanak
mértékét, rendezetlenségét adja, persze anélkil, hogy a hozam eloszlasardl
barmit is dllitanank. A Markowitz-féle portfélié-elméletre (Markowitz, 1952)
épilld tokepiaci eszkozdrazasi modell sordn (Capital Asset Pricing Model,
CAPM) (Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) egy
egyszeril linedris regressziét alkalmazunk. Ez a megkozelités arra épit, hogy
a hozam stacioner és normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd; habar tudjuk,
hogy valdjaban ez a feltételezés a valésdgban nem all fenn (Fama és Mac-
Beth, 1973; Brown és Warner, 1985; Affleck-Graves és McDonald, 1989; Erdds

1Szeretnénk megkoszonni a két anonim birdlé megjegyzéseit, amelyek nagyban jarultak
hozz4 egy jobban attekinthetd és letisztultabb dolgozat elkészitéséhez. Koszonjik a Euro-
pean Financial Systems 2013 (Telc) és a 5th International Conference on ”Economic Chal-
lenges in Enlarged Europe” (Tallinn) konferencidk résztvevéinek hozzaszdlasat eredménye-
inkhez. Ormos Mih4ly munk&jat a Bolyai Jénos Kutatési Oszténdij tAmogatta. Beérkezett:
2015. augusztus 1. E-mail: ormos@finance.bme.hu, zibriczky@finance.bme.hu.
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és Ormos, 2009). Az entrépia abbdl a szempontbdl tiinik idedlis kockazati
mértéknek, hogy nem kell élniink efféle korlatozé feltételezéssel a valészinti-
ségi valtozora, azaz hozamra vonatkozdan. Dolgozatunk legfontosabb célja,
hogy egyensilyi modelliinkben az entrépiat mint kockazati mértéket alkal-
mazva mutassuk be az egyensilyt. A tokepiaci eszkézarazasi modell szerint
minden pillanatban egyensily all fenn a varhat6 hozam és relevans kockazatot
reprezentald béta kozott. A CAPM bétédja a piaci portfolio és az adott befek-
tetési lehetOség kovariancidjanak, valamint az adott befektetés variancidjanak
hényadosa. Amennyiben egy adott valésziniliségi véltozé normalis eloszlasd,
akkor ennek entropidja a szérastol mindossze egy konstans tényezdben tér
el, azaz idedlis esetben nem lenne 1ényegi kiilonbség a két kockazati mérték
kozott. Eredményeink alapjan azonban, tekintettel arra, hogy a hozamok
nem normalis eloszlastiak, a széras, a béta és az entrépia szignifikdnsan
eltéré magyarazo erével birnak, akar egyedi értékpapirokat, akar portfolidkat
vizsgalunk. Dolgozatunkban bemutatjuk, hogy az entrdpia idedlis alter-
nativa egy befektetési lehet0ség kockazatanak mérésére. Mindazonaltal meg-
jegyezzilk, hogy ma mar a tradicionalis kockazati mértékeken til sok mas, a
kockézat reprezentalasara sziiletett mutatot is bemutathatnank, mint a VaR
(Value at Risk) a CVaR (Conditional Value at Risk), az Omega, a EDR, (Ex-
pected Downside Risk), SVar (semivariance), vagy éppen a downside béta.
Ezek a kockazati mértek nagyban hozzajarultak a tokepiacokon tapasztalhato
bizonytalansig szamszeriisitéséhez, azonban ezen mértékek egyensilyi mo-
dellben torténd alkalmazdsa nem tekint vissza til hosszi multra, ezért dolgo-
zatunkban a valéban klasszikusnak tekinthetd kockdzati mértékekkel (szdras
és CAPM béta) valé sszevetésére koncentralunk. Amennyiben nagyszami
részvény és ezekbol 6sszeallitott portfolio hozamat akarjuk magyarazni kiilon-
b6z6 kockazati mértékek segitségével egyszeri, a legkisebb négyzetek madd-
szerére épilo regresszioval, az entropia, mint kockazati mérték magasabb
magyarazo er6t mutat a tradiciondlis kockazati mértékekhez viszonyitva akar
mintan beliil, akar a mintan kivil. Tanulmanyunkban kitériink arra is, hogy
az entrépia, hasonléan a variancidhoz, a diverzifikacié fiiggvényében csokken;
ugyanakkor annak ellenére, hogy nem szisztematikus kockazatot ragad meg,
mégis erésebb magyarazé-képességgel rendelkezik, mint CAPM béta egyedi
értékpapirok és nem hatékony portféliok esetén is. Jél diverzifikalt portfolidk
tekintetében elmondhatjuk, hogy az entrépia magyardzé ereje 30%-kal ma-
gasabb, mint a CAPM béta paraméterének.

Ezen tilmenden megvizsgaltuk, hogy miként viselkedik az entropia a szo-
kasos kockazati mértékekhez képest valtozo piaci kornyezetben; a teljes min-
taperiédust felosztottuk bika (emelkedd) és medve (csokkend) periédusokra.
Eredményeink szerint bika piacon az entropia magyarazé ereje szignifikdnsan
magasabb, mig medve piacon ez nem tapasztalhatd. Eredményeink azt mu-
tatjak, hogy a kilonbozé kockazati mértékek hasonldéan viselkednek a kilon-
b6z6 rezsimekben, azaz pozitiv kapcsolatot mutatnak a bika piacon, mig ne-
gativat a medve piacon. Ez utébbi eredmény megerdsiti azt a hipotézist, hogy
az entropia alapu kockazatmérés, hasonldéan a tradicionalis kockazatbecslés-
hez, ellentétes kapcsolatot mutat emelked6 és csokkend piaci kortilmények
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kozott. Dolgozatunkban megvizsgaljuk és 6sszevetjiik az entrépia és a CAPM
hozam elGrejelzé-képességét is az egyszeri illeszkedési josdgon til, igy képet
kaphatunk arrél, hogy a kiilonb6z6 kockazati mértékek mennyire jé elérejelzo
képességgel rendelkeznek. Eredményeink meglepéek abbdl a szempontbdl,
hogy a CAPM béta egy szisztematikus kockdzati mérték, mig az entrépia és
a szoras a teljes kockdzatot megragadd valtozd; mégis az entrépia kozel 40%-
kal magasabb eldrejelzd képességgel rendelkezik, mint a CAPM tradiciondlis
kockézati mértéke és ingadozdsa dtlagosan 40%-kal kisebb. Eredményeink
szerint az eldrejelz6 képesség tekintetében a szdrds és az entrépia hasonldéan
viselkedik. Tovabbi hozzdjarulasa a dolgozatunknak a befektetéselmélet mé-
lyebb megértéséhez, hogy meglehetésen egyszerii entrépiabecslési médszer-
tant mutatunk be.

Dolgozatunkban nem foglalkoztunk az entrépia Artzner és szerzOtarsai
(1999) altal kimunkalt kockédzati mérték koherencia vizsgalatdval. Artznerék
szerint egy kockazati mérték koherensnek tekinthets, ha teljesiti az invari-
ancia, szubadditivitas, pozitiv homogenitas, monotonitas feltételeit. Intuitiv
moédon belathatd, hogy a koherencia axiomait a javasolt kockdzati mérték
nagy valdsziniséggel teljesiti, azonban jelenleg ezek analitikus és empirikus
igazoldsa nem képezi vizsgalodasunk targyat.

2 Adatok

Empirikus vizsgdlatunkat a Standard & Poor’s 500 index 150 véletlenszeriien
valasztott értékpapirjan végezziik, melyek forgalomban voltak az 1987-t6l
2011-ig vizsgélt 25 éves periddusban. A piaci hozam adatokat a ,,Center for
Research in Security Prices” (CRSP) adatbdzisbdl vettiik, amely alapjén a
késobbiekben RM piaci hozamot szamoljuk. Ez a piaci, kapitalizaciéval su-
lyozott, osztalékkal korrigalt index hozama (VWRETD), amely a New Yorki
tézsde (New York Stock Exchange: NYSE), az American Stock Exchange
(AMEX) és a NASDAQ részvények hozamait Osszegzi. A kockdzatmentes
hozam, amely az egyhénapos amerikai diszkont-kincstarjegy hozama, hason-
l6an a CRSP-bdl szdrmazik. Az elemzéseket napi logaritmikus hozamokon
végeztilk, mivel szamithattunk ra, hogy a napi hozamok esetén elvethetjiik
a normalitds nullhipotézisét (az egyes értékpapirok leird statisztikait a Fiig-
gelék F-1. tabldzata tartalmazza). Erdés és Ormos (2009), illetve Erdés és
szerzOtarsai (2011) tanulmanyaiban Gsszefoglalta a nem normélis napi hozam-
eloszlasokbol addédd eszkozarazasi modellezés nehézségeit. Munkank soran
arra tesziink kisérletet, hogy a napi hozamokon végzett kockazatbecslés alap-
jan Osszevessiik az egyes kockazati mértékek és a hozamok kozti kapcsolatot.

3 Mobdszertan

Az entrépia egy matematikailag definidlt mérték, melyet egy rendszerben
végbemenos folyamatok kimeneteinek megjosolhatatlansagara, rendezetlensé-
gének karakterizalasdra alkalmaznak. Els6ként Rudolf Clausius (1870) vezet-



222 Ormos Mihaly — Zibriczky Déavid

te be a termodinamikdban egy izoldlt rendszerben torténé visszafordithato
folyamat soran bekovetkezé héenergia valtozas lefrasara. Elméletét késébb
t6bb més tudoményteriileten is alkalmaztak. Az entrépia értelmezése a sta-
tisztikus mechanikaban egy olyan bizonytalansagi mérték, amely egy rendszer
makroszkopikus tulajdonsigainak (nyomds, hdmérséklet, térfogat) megfigye-
lése utan az elemek elhelyezkedésének véletlenszeriiségét jellemzi. Az entrdpia
ezen megkozelitését Ludwig Boltzmann (1970) alkalmazta elészor tanulma-
nyai soran, 1872-ben. Konfiguracids entrépianak nevezte a nagysagrendjét
azon variacidknak, amelyben a rendszer elemei el tudnak rendezédni. Szoros
Osszefiiggést taldlt az entrépia fiiggvény termodinamikai és statisztikus leira-
saban, mivel azok csak egy tn. Boltzmann-allandéban térnek el egymastol.
Az entrépia egy masik fontos alkalmazasi teriilete az informéaciéelmélet, amely-
nek megalkotdja Shannon volt (1948). Egy informatikai rendszerben a hirfor-
ras sztochasztikus kibernetikus rendszerként funkcional, melyben egy adott
iizenet fogaddsa val6szintiségi véltozéként kezelhetS. Az entrépia az egyedi in-
formaciémennyiség varhaté értéke, melyet egy tlizenetkiildés soran a rendszer
kiild. Minél valésziniitlenebb egy tizenet fogadédsa, annal tobb informéaciot
tartalmaz, igy nagyobb az entrépiaja. Mivel az entrépia az adott iizenettel
érkez6 véarhaté informdaciomennyiség, egyben mértéke annak a maximalis
tomoritési aranynak, amellyel informaciévesztés nélkiil lehet tizenetet kiildeni.

Pénziigyi vonatkozasban Philippatos és Wilson (1972) alkalmazta eld-
szOr az entropiat. Munkajuk sordan a Markowitz-féle hozam-variancia modell
(,,mean-variance model”, MVM) anal6gidjira hozam-entrépia alapi portfé-
lidkat konstrualtak. A szerzdk szerint az entrdépia altaldnosabb mérészam a
variancidhoz képest, nem fogalmaz meg semmilyen feltételt a hozamok elosz-
lasarél. Nawrocki és Harding (1986) a befektetések kockdzaténak mérésére
az un. ,state-value weighted” entropia modellt alkalmazta, ami az entrépia
becslésnek egy diszkrét valtozata. Az értékpapirok hozamainak eldrejelzésé-
ben Maasoumi és Racine (2002) ravildgitott arra, hogy az entrépidnak szdmos
elonyos tulajdonsaga van, tovabbé képes nem-linearis 6sszefliggéseket model-
lezni az értékpapirok idsoraiban. Huang (2008) szerint az entrdpia képes
a portfolidk kockazatanak leirasara, konklizidéjuk szerint minél alacsonyabb
a portfolié entropidja, anndl biztonsdgosabb. Publikacigjukban fuzzy-alapti
variancia és entrépia modelleket is épitettek a portfélié valasztasi problémara.
Xu és szerzétarsai (2011) egy un. ,,A-mean” hibrid entrépia modellt hoztak
létre, mellyel egy alternativ megoldast nyujtottak a hozam-kockazat alapu
portfolio kivalasztasi problémara.

Az entrépidt nemcsak kockazat- és varhaté hozambecslésre, de a portfélidk
diverzifikdciéjanak mérésére is alkalmaztdk. A diverzifikiciés hatds haté-
konyabb modellezésérél szamol be Dionisio és szerzétérsai (2006), mivel az
entropia tobb informaciot képes reprezentalni a hozameloszlasrdl, mint a vari-
ancia, mivel az normalis eloszldst feltételez a hozamokrdl. A szerzék szerint
linearis egyenstilyi modell esetén a kolesonos informacidtartalom és a feltéte-
les entrépia mérték pontosabb a szisztematikus és vallalatspecifikus kockazat
becslésében. Bera és szerzétarsai (2008) az entrépidt mint diverzifikdcids
mértéket alkalmaztak a portfolid optimalizalds pontositasara. Qin és szer-
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z6térsai (2008) a portfélié vélasztdsi probléméra az in. Kapur-féle kereszt-
entropia minimalizaldsi problémé&jat vezették be és mérték fuzzy-alapi szi-
muldciéban. Jana és szerzétérsai (2009) az entrépidt mint tovabbi véltozét
alkalmaztdk portfolié tGjrasilyozasi problémdakhoz, mely soran a tranzakcids
koltséget is figyelembe vették. Usta és Kantar (2011) portf6lié diverzifikaldsi
probléméaban alkalmazta az entropiat a sztenderd médszerekkel egytitt. Mun-
kéjukban a hozam-varianca-ferdeség modellt (,,mean-variance-skewness” mo-
dell) kiegészitették az entrépidval, mellyel pontosabb eredményeket mértek
mintdn kiviil (,,out of sample”) az eredeti modellhez képest. Kirchner és
Zunckel (2011) véleménye alapjin az entrépia hatékonyabban képes kimu-
tatni a diverzifikdcié kockazatcsokkenté hatdsat a variancidval szemben, bar
tanulmanyukban normalis eloszlast feltételeztek az Gsszes értékpapir napi
hozamardél. Az entrépia pénziigyi teriileten valé alkalmazhatdésagar6l Zhou
és szerzétarsai (2013) Osszefoglald cikket publikdltak, melyben kitérnek a
portfélio valasztasi, illetve eszkozarazasi elméletekre, konkrét eredményeket
azonban nem emlitenek.

A fent citélt kdzlemények eredményei alapjdn az entrépia egy hasznélhatéd
kockazati mérték lehet, bar valédi alkalmazhatésagat eddig kevésbé részletez-
ték, jéval inkabb elméleti oldalrdl vizsgaltak. Dolgozatunk els6dleges célja,
hogy kimutassuk és empirikusan is igazoljuk, hogy az entrépia alapi koc-
kazati mérték egyrészt pontosabb, masrészt nem bonyolultabb, mint a béta
vagy variancia alapui egyensilyi modellek. Ezen tilmenden arra is kivancsiak
vagyunk, hogy az entrépia hozam-elorejelzé képessége meghaladja-e a klasszi-
kus CAPM modell és variancia ez irdnyu teljesitményét.

3.1 Diszkrét entropia fiiggvény

Legyen X* egy diszkrét valdszintiségi valtozo, mely k kiilonb6zé értéket vehet
fel. Jeloljitk X* lehetséges értékkészletét (o1, 02, . .., 0k )-val és a hozz4 tartozd
valdsziniiségeket p; = Pr(X* = o;)-vel, ahol p; > 0 és Zle pi = 1. X*
valdszintiségi valtozora értelmezett altalanositott diszkrét entrépia fiiggvény
(Rényi, 1961) a kovetkezd formaban irhaté fel:

1 k
T ee() o

ahol a az entrépia rendje, melyre a > 0, tovabba a logaritmusfiiggvény alapja
2. Az entrépia fiiggvény rendje kifejezi az egyenletes eloszlastdl vett eltérés
entrépidban megjelend érzékenységét. A leggyakrabban hasznélt rendek oo =
1és a=2.

Az a = 1 egy speciélis esete az dltaldnos entrépia fliggvénynek. Bér az (1)
egyenletbe valé o = 1 helyettesitéssel 0 nevezét kapnank, a 1’Hospital-szabaly
segitségével levezethetd, hogy o — 1 esetén H, a Shannon-féle entrépidhoz
tart, jelolésben

H,(X") =

X
Hy(X™) = — sz' log(pi) - (2)
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Az a = 2 esetet Rényi (vagy ,,Collision”) entrépidnak nevezziik, melyet a
kovetkezo formulaval jeloliink:

zﬁuw=—b4§p@. (3)

H,(X) «a rend fliggvényében nem ndvekvé, illetve véges kimeneti halmaz
esetén mindkét specialis entréopiafliggvény nagyobb, mint nulla. Jensen-
egyenl6tlenséggel belathatd a kovetkezo relacid

0< Hy(X™) < Hi(X7), 4)

mely szerint barmely diszkrét valtozo esetén a Rényi entropia értéke pozitiv,
és nem nagyobb, mint a Shannon-féle entropia.

A valészintiségi valtozdk kiszamithatatlansdgdnak karakterizéldsdra Ré-
nyi- és Shannon-entrépian kiviil tovabbi fiiggvényeket vezettek be a szakiro-
dalomban. Gyakrabban alkalmazott megolddsok a Havrda-Charvat entrépia
(Havrda, 1967), Tsallis entrépia (Tsallis, 1988), a specidlisan pénziigyi prob-
lémakra bevezetett inkrementdlis entrépia (Ou, 2005), illetve fuzzy alapi
entrépia (Li, 2008). Ezen fiiggvények alkalmazdsit jelen dolgozatunk nem
vizsgalja részletesebben. A diszkrét fliggvények bemutatésa az entrépia vi-
ldgosabb megértését szolgalja. A késébbiekben az empirikus vizsgalataink
soran a folytonos alakra koncentralunk majd, melyet differencidlis entrépia
fliggvénynek neveznek a szakirodalomban.

3.2 Differencialis entrdpia fiiggvény

Legyen X egy folytonos valdszintliségi véltozd, mely értékeit a valds szamok
halmazardl (IR) veszi f(x) siirliségfiiggvénnyel. Analég médon az (1) egyen-
lethez, a differencidlis (folytonos) entrépia fiiggvény a kovetkez6 formuldval

definialhato: )

Ha(X) = 1-—a

In / F2)* da (5)

Osszehasonlitva (1) és (5) képleteket, a folytonossédgon kiviil ezek csak a
logaritmus alapjaiban kiilonboznek. Bér az entropia értéke fligg a logarit-
mus alapjatdl, megmutathatd, hogy két kiilonb6z6 alapt logaritmus fliggvény
értéke csak konstans tényezében tér el. Ezen tulajdonsig miatt az entrdpia
alapu kockazati mérték magyarazé erd vizsgalata soran irrelevans, hogy me-
lyik alapot haszndljuk, igy természetes alapi logaritmust vélasztunk a diffe-
renciélis entrépia fiiggvényhez. Folytonos esetben a specidlis esetek (o =1
és a = 2) képlete a kovetkezo:

Hmm=—/ﬂmmﬂmm, (6)

Hy(X)=—In / P (x)dx . (7)
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Fontos kiilonbség a diszkrét és differencidlis entropia fliggvény kozott, hogy
mig diszkrét esetben az entropia nem-negativ értéket vehet fel, addig a dif-
ferencidlis esetben negativ értéket is kaphat, jelolésben

H,(X)eR. (8)

Benavides (2011) szerint Dirac-delta fiiggvény esetén a differencidlis entrépia
—oco-hez tart, illetve teljesen a valdés x tengelyre simulé egyenletes eloszlas
esetén oo-hez.

A gyakorlatban a sztenderd kockézati mértékeket, mint a szérdst és a
CAPM bétét napi vagy havi folytonos, azaz logaritmikus hozam adatok alap-
jan becslik meg. Az entrépia alapi kockdzatbecslé médszer tervezése soran
mi is ezt az elvet kovetjik, igy a mddszerek magyarazé ereje Osszevetheto
lesz. Mivel az értékpapirok napi vagy havi hozama a valds szamok hal-
mazarol veheti fel az értékét, munkank els6sorban a differencialis entrépia
alkalmazhatdsagara osszpontosit. Bar a kockazatbecslési probléma a hozam-
adatok csoportositasaval visszavezethetd diszkrét esetre is, e megkozelitést a
jelen dolgozatunk nem targyalja.

3.3 Entrépia becslése hisztogram-alapti mdédszerrel
Legyen (x1, xa, ..., x,) X folytonos valészintiségi valtozd egy megfigyelésének
sorozata. Becsiiljiik meg f(z) sliriiségfiiggvényt ezen a mintédn, jeloljiik ezt

fn(x)-szel. H,(X) entrépia ,,plug-in” integralbecslése ez alapjin a kovetkezé:

1

Ha,'rL(X) = 1—a

In /A o) e )

ahol A, az integralds tartomdnya, mely kiszliri f,(z) farokrészeit, ahol a
becslés értéke nagyon alacsony. Javasoljuk a tartomany becslését A, =
(min(z), max(x)) formdban. A, plug-in” tipusi médszer azon megkdzelitésen
alapszik, hogy el6szor a striségfiiggvényt becsiiljik meg, majd ezt alkalmaz-
zuk az entropia kiszamitaséra.

A siirtiségfiiggvény egyik legegyszeriibb becslési médszere a hisztogram-
alapi stirtiségfiiggvény becslés. Legyen b, = max(z) — min(x) a tartomény
mérete, amit osszunk fel g darab egyenld szélességii osztélyra (,,bin”-re). Je-
l6ljiik a felosztasi pontokat ¢;-vel, ahol két egymast kovetd vagasi pont kozé
es6 osztdly szélessége konstans: h = b, /g = tj41 — ;. A slirliségfiiggvény
hisztogram-alapu becslése ezek alapjan a kovetkezo:

U

Jule) = 2 (10)

ha x € (tj,t;41), ahol v; azon pontok szdma, melyek a j-edik osztalyba esnek.
A médszer paramétere az osztdlyok szdma (g), melynek meghatarozasira
t6bb mddszer is létezik, példdul négyzetgyok szabdly, Scott-szabdly (Scott,
1979), Feedman-Diaconis szabdly (Freedman, 1981). A becslési mddszerek
hatékonysigat jelen dolgozatban nem vizsgaljuk.
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Az entrépia becslése ,,plug-in” médszerrel nehezen implementalhaté, mivel
integréldsi miiveletet tartalmaz. A hisztogram tulajdonségai, illetve (6),
(7), (9) és (10) egyenletek alapjdn levezetheté a Shannon- és Rényi entrépia
egyszertibben kezelheto, ,,built-in” becslése a

Hy o (X) = —% 7 h(%) (11)
Hyn(X) = —mih(%) (12)

formuldkban. A ,,built-in” mddszer megkozelitése az, hogy a slirliségfiiggvény
becslése és az entrépia kiszamitdsa egy képletben valésul meg. A levezetés
segitségével az integralast Gsszeadassa alakitottuk, mely egyszeriibben imple-
mentalhato.

Munkank soran két tovabbi slriségfiiggvény becslési mddszert is meg-
vizsgaltunk, nevezetesen a magfiiggvény-alapi és ,,sample spacing” alapu
modszereket. Eredményeink alapjan a hisztogram-alapt becslés bizonyult a
legpontosabbnak, igy az egyéb stirtiségfiiggvény becslési médszerek targyalasa
nem képezi szerves részét a kozlemény mondanivaldjanak. A siiriiségfiiggvény
becslési modszerek Osszehasonlitasat az F2 Fiiggelékben részletezztik.

3.4 Kockazatbecslési metédus
Legyen adott D adatsor:
D:{S,R,RJW,RF}, (1

3)
ahol az adatsor Osszetevéi (1) az értékpapirok halmaza S : {Sy,...,S:}, (2)
az ezekhez tartozé empirikus megfigyelések R : {Ry,..., R}, ahol R; =
(rity...,7n), (3) a piaci hozamra vonatkoz6 empirikus hozamadatok Rp; =
(raiy---s7mymn), (4) a kockdzatmentes hozamadatok Rp = (rpi1,...,7Fn),
ahol | az értékpapirok szdma, n a megfigyelések szdma (minta mérete).
Dolgozatunk célja az entrépia, mint kockazati mérték alkalmazasa. Je-
len vizsgédlatban a kockazati mértékeket mint magyarazé valtozét fogjuk al-
kalmazni a kockdzati prémium elérejelzésére. Ahhoz, hogy barmely (jelen
esetben egyvéltozos) kockdzati mérték elérejelzd képességét megmutassuk,
egy altalanos keretet definialunk. Jeloljiink ,-gal egy kockazatbecslési fiigg-
vényt, amely egy adott eszkdzhoz egy olyan értéket rendel, ami a megfigyelt
eszkoz kockazatat karakterizalja. x,. egy absztrakt jelolés, mely nem koveteli
meg annak implementaciéjat, csak arra utal, hogy egy olyan fiiggvényt al-
kalmazunk, mely a pénziigyi kockazat karakterizdlasat hivatott szolgalni. k.
definidlasa a mérési mddszer kovetkezo 1épése, mely sordan megadjuk, mi-
lyen kockazatbecslési médszereket szeretnénk tesztelni. A mdédszert jelezziik
K+ indexében, jeloljik példaul az entrépia alapu kockazati mértéket kp-
val. Legyen az i-edik értékpapirt leiré egyvéltozds kockézati mérték k. (.S;).
Jeloljitk a kockédzat megfigyelés alapjan torténd becslését i.(.S;)-vel.
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Megkozelitésiink szerint az értékpapir hozamadatainak bizonytalansaga,
igy annak entropidja interpretalhaté kockazatként. Minél egyenletesebb a
hozamok eloszlasfliggvénye (vagy més megkozelitésben minél nagyobb azok
szérédasa), anndl magasabb az entrépia értéke. Maésik oldalrél pedig minél
valdsziniibb egy hozam (vagy ahhoz kozeli érték) bekovetkezése, anndl kisebb
az entrépia, igy a kockazat is. Mivel a hozamadatok valés halmazbdl vehetik
fel értékeiket, differencidlis entrépidval modellezziik a kockdzatot. A diffe-
rencidlis entrépia tulajdonsagaibdl belathatd, hogy negativ értéket is felvehet
(8). A jobb értelmezhetdség érdekében a megbecsiilt differenciélis entrépidt
az exponencialis fliggvény kitevéjeként alkalmazzuk, ezzel definidlva sajat
entrépia alapi kockazati mértékiinket a kovetkezd formulaban:

fop(S;) = efln(BimBr) (14)

Mivel a kockazatot magat csak becsiilni tudjuk, ezért x jelolés helyett #-t al-
kalmazunk. Az exponencidlis transzformélds eredményeképpen kg csak nem-
negativ értékeket vehet fel Ky € [0, +00). Konnyen belathatjuk, hogy ameny-
nyiben a hozamok eloszlasa normélis, a Shannon-féle kockazati mértékiink
mindossze egy konstansban tér el a széréstél. Ennek levezetését az F3 Fiig-
gelékben részletezziik. A Ay fiiggvény egyéb tulajdonsigainak elemzésétél e
dolgozatban eltekintiink.

Az éltalunk definidlt entrépia-alapi kockéazati mérték pontossdgat refe-
rencia (in. ,,baseline”) mértékekkel szeretnénk Gsszevetni. A kozgazdasigi
szakirodalomban legszélesebben alkalmazott kockazati mérték a szoras vagy a
variancia (Markowitz, 1952), illetve a t6kepiaci eszk6zarazési modell (CAPM)
(Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) bétéja. Jeloljitk
ezeket ky-val, illetve rg-val. Ezen kockdzati mértékekre vonatkozé becslés
(13) jeloléseit alkalmazva a kdvetkezé:

#0(Si) = o(R: — Ry) (15)

COV(RL' — RF,R]W — RF)
0?(Ry — Rp) ’

Rp(Si) = Bi = (16)
ahol 3 a CAPM béta, o(+) és cov(-) az argumentumban 1év§ valtozdk szérdsa,
valamint kovariancidja. Az empirikus vizsgdlatok sordn ezen két kockézat-
becslési modszert fogjuk az entrépia fliggvényekkel sszevetni.

3.5 Magyarazo- és elorejelz6 képesség

A kockazati mértékek magyardazé erejének vizsgalatara két alapveté megkoze-
litést alkalmazunk: a kockézati mértékek tanité mintan beliili (,,in-sample”)
magyarazo képességét a kockdzati prémiumra vonatkozoan, illetve a tanitd
mintan kiviili (,,out-of-sample”) jovébeli kockdzati prémium eldrejelzé képes-
ségét.
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3.5.1 Mintan beliili magyarazdéképesség

Legyen V egy célviltozé v = (vy,...,v;) megfigyelési vektorral, illetve U egy
magyarazé véltozé u = (uq, . .., u;) vektorral. Ahhoz, hogy meghatarozzuk U
linearis magyarazoképességét V-re vonatkozdan, linedris regressziés becslést
alkalmazunk a megfigyelési vektorokra: V = ag+a1U 4. A modell paramé-
terei (ag és ay) a legkisebb négyzetek mddszerével (,,ordinary least squares”,
OLS) hatdrozhaték meg?. Ezek alapjan a célvéltozé becslése a megfigyelési
pontokban ¥; = ag + aiu;, ahol ag és a1 egytitthaték ag és a; empirikus
becslései. A regresszids becslés pontossdgara (més széval a linedris magyarézé
képességére) vonatkozé leggyakrabban alkalmazott mérték az illeszkedés jé-
séga, vagy mas néven determinéciés egyiitthatd, jelolésben R2.

Arra vagyunk kivancsiak, milyen pontosan képesek a fent tdrgyalt kocks-
zati mértékek megmagyarazni a kockazati prémiumot az alkalmazott adatso-
ron. Jeloljik az adott kockdzati mérték magyardzo erejét n(k)-val. A célunk
ezen értékek becslése és az eredmények Osszevetése. Legyen U magyarazo
valtozo az értékpapirok kockazati mértéke, az [ hosszi megfigyelési mintaval:

e = (K (81), -, Ku(SD)) (17)

ahol x index a kockazati mérték szerinti magyarazé valtozé definiciét hang-
sulyozza, és V célvéltozo az elvart kockazati prémium, szintén [ hosszisagu
megfigyelési mintaval:

v, = (E[R; — Rpl,...,E[R, — Ry]) , (18)

ahol p index a varhaté érték szerinti célvaltozd definiciét hangsilyozza, El-]
az argumentum varhaté értéke. (17) és (18) valtozé definidldssal x kockazati
mérték mintan belili magyarazo képességének empirikus becslése a kovetkezo:

(k) = R (v, ) - (19)

3.5.2 Mintén kiviili el6rejelz6 képesség

Osszuk fel két diszjunkt megfigyelési halmazra (I és O) a (13)-ban definialt
D :{S,R,Ry, Rr } adatsorunkat:

I, I pl  pl o . O PO PO
D '{SaRaRJW)RF}D D {SDR 7RJW7RF}7 (20)
ahol az értékpapirok hozama R! : {RI,....RI}, Rf = (ra,...,rim) és
RO :{RY,....,RP}, R® = (Tim+1,-- - Ti,m+p); & felosztds a piaci hozamokra
vonatkozdan R]Iy[ = (7‘]&[17 v aTAITrL) és R](e[ = (TJW,'rrH-la AR aTAI,TrL+p)> a koc-
kdzatmentes hozamra RL = (rp1,...,7pm) 68 R = (PEumi1s- - s TEmtp)s

2A kés6bbi tesztek soran latszik majd, hogy az adatok nem homoszkedasztikusak. Azaz
vagy Newey és West (1987)-féle korrekciét, vagy kvantilis regressziét kellene futtatnunk,
azonban a sztenderd egyensilyi drazasi modellekben rendre OLS regressziéval taldlkozunk,
ezért mi is ezt a mdédszertant kovettik.
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Az U magyardzé valtozé értékei az értékpapirok D! halmazon becsiilt
kockazati mértékei
Uy = (R (S1), - 2u(S1)) (21)

V célvaltozé az értékpapirok elvart kockdzati prémiuma D adatsoron mért
megfigyelési mintaval
v, = (E[RY = Rg],...,E[R — R)) . (22)
(19), (21) és (22) egyenletek alapjan x kockédzati mérték elérejelzé képessé-
gének becslése
fo(k) = R2(v9,ul) . (23)

o YK

3.5.3 Szignifikancia vizsgalat

,,Bootstrapping” mintagenerdlasi modszerrel megvizsgaltuk, hogy az egyes
kockdzati mértékek (szérds, CAPM béta, Shannon- és Rényi entrépia) mintén
beliili magyarazd, és mintdn kiviili elérejelz6 képessége kozott szignifikans
eltérés mutatkozik-e. A mddszer sordn 1000 iterdciét hajtottunk végre min-
den kockazati mérték parositasra. Egy iterdcié soran a 150 vizsgélt érték-
papirbol 25-6t véletlenszeriien kivettink és a maradék 125-re alkalmaztuk a
kockazatbecslést és R? mérést. Az iteracidk végeredményeképpen 1000 darab
R? értéket kaptunk minden kockdzati mértékre. Két kockdzati mérték pon-
tossaga kozott szignifikdns eltérés mérhetd, ha a t-teszt alapjan az R?-ek
atlaga szignifikansan eltér.

4 Eredmények

Empirikus eredményeinket négy részben mutatjuk be. Elszor megvizsgaljuk,
hogyan viselkednek az egyes kockazati mértékek a portfélié elemszaméanak
novelésével véletlenszertien Osszeallitott portféliok esetén, illetve ez mennyi-
ben egyeztetheto Ossze a klasszikus portfolid-elméletben leirtakkal. Ezutan
Osszehasonlitjuk a széras, a CAPM béta, a Shannon- és Rényi entrépia mintan
beliili magyardzé képességét a teljes adatsoron (hosszi tdvon). A harmadik
alfejezetben megvizsgéljuk, hogyan teljesitenek a kockazati mértékek abban
az esetben, ha emelked6 vagy eso trendet azonositunk. Végiil 6sszehasonlitjuk
a mértékek magyarazd és elorejelzé képességét rovid tavon, illetve megvizs-
galjuk azok idébeli stabilitdasat. A mérésekhez kifejezetten erre a célra, Java
programozasi nyelven fejlesztett, sajat szoftvert hasznalunk.

4.1 Diverzifikacié hatasa az entrépiara

Az entrépia, mint kockédzati mérték vizsgalata soran kivancsiak vagyunk arra,
hogy képes-e a diverzifikdcids hatds kimutatdsara. Ehhez nagysigrendileg
10 millié egyenléen stlyozott, kiillonbozo elemszamui portféliét generaltunk
véletlenszertien vélasztva a 150 darab vizsgalt értékpapirbdl. Az elemszam
alatt jelen esetben a portfélioba helyezett értékpapirok szamat értjik. Egy-



230 Ormos Mihaly — Zibriczky Déavid

és kételemli portfélié esetén minden kombindciét (azaz 150, illetve 22350
darabot), egyébként ketténél magasabb elemszam esetén legfeljebb 100 ezer
véletlenszeri portfdliét generdltunk egészen 100 elemszémig (igy végiil nagy-
jabdl 10 millié kiilénboz6, de minden esetben egyenléen stulyozott portfolio
vizsgdlatét tette lehetévé). Minden egyes portféliéra a napi kockazati pré-
miumok alapjan megbecsiiltiik a kockdzati mértékeket (nevezetesen a szérést,
Shannon- és Rényi entrépiét), majd minden egyes elemszam esetén ezeket At-
lagoltuk. Mindkét entrépia fiiggvény esetén hisztogram-alapui becslési méd-
szert alkalmaztunk, 175 darab osztalyt a Shannon- és 50 darab osztalyt a
Rényi entrépia esetén®. Mivel a CAPM béta a szisztematikus, a piaci portfs-
lidban torténd diverzifikacié utan fennmaradd kockazat modellezésére képes,
ezért a béta kockazati mértéket kihagytuk az elemzés ezen részébdl.
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A portfélié elemszama A portfélié elemszama

1. dbra. Atlagos kockéazat illetve kockazatcsokkenés a portfélié elemszaménak fiiggvényében

Megjegyzés. A Standard & Poor’s 500 részvényindex 150 véletlenszeriien
valasztott értékpapirjaibdl 10 millid, kiilonb6z6 elemszami, egyenlGen silyo-
zott portféliét generdltunk (elemszdmonként legfeljebb 100 ezret, vagy az
Osszes permutdcionak megfelel6t egy- és kételemti portf6lick esetén). A port-
f6lick kockézatét szorassal (sziirke folytonos gorbe), Shannon-féle entrépidval
(fekete folytonos vonal), illetve Rényi entrdpidval (fekete szaggatott gorbe)
becstiltiikk meg a teljes periddus alapjan. Mindkét entrépia alaptu kockazati
mértéket hisztogram-alapu stiriiségfiiggvénnyel becsiiltiink, Shannon-féle ent-
répia esetén 175 darab osztédllyal, Rényi entrépia esetén 50 osztallyal. A bal
oldali abra a portfélick atlagos kockazatat mutatja az elemszam fliggvényé-
ben, a jobb oldali dbra pedig a diverzifikalds hatasara torténd atlagos kocka-
zatcsokkenés mértékét az egyelemi portfolié atlagos kockazatahoz képest.

Az 1. dbra alapjan a diverzifikdciés hatds mind a szérds, mind az entrépia
alapu kockézati mértek alapjan kimutathatd. 10 véletlenszerii elembdl 6ssze-

3(Osszehasonlitottuk a hisztogram-, "sample spacing”- és magfiiggvény-alapi becslési
moédszerek pontossdgdt, eredményeik szerint a hisztogram-alapi becslés bizonyult a
legjobbnak a magyardzo6- és elérejelzé képesség tekintetében. Eredményeinket a Filiggelék
F-3. tabldzatdban részletezziik.



Entrépia mint pénziigyi kockazati mérték 231

allitott portfélié kockdzata dtlagosan nagyjabdl 40%-kal alacsonyabb egy egy-
elemes portfélichoz képest mindharom mérték esetén. Osszességében a di-
verzifikacios hatas karakterizdlasaban az entrépia hasonldan viselkedik, mint
a szorés.

Ugyancsak megvizsgaltuk, hogyan rendezédnek a kiilénb6z6 portfélick a
varhato hozam — kockazat koordinatarendszerben a diverzifikdlas hatdsara.
150 darab egyelem1i, illetve 200-200 darab egyenléen silyozott 2, 5 és 10 elemil
portfoliot generaltunk véletlenszeriien, majd megbecstiltiik ezek kockazatat
szorassal, bétaval, Shannon- és Rényi entropiaval.

A: Szoras B: Béta
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0
-0,02 -0,02
0 2 4 0 0,5 1 1.5 2
Kockazat (o) Kockazat(p)
C: Shannon entroépia D: Rényi entrépia
0,1 01 |[ +t=1 =t=2 o
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L L
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2. dbra. Kiilonb6z6 elemszamu portfélick elhelyezkedése a varhaté kockazati prémium —
kockézat koordindtarendszerben
Megjegyzés. Az egyes panelek a portfélick varhaté kockazati prémiumét
mutatjdk a kiillonbo6z6 kockazati mértékekkel szamitva; a portféliok elemsza-
ma (mérete) — melyet t-vel jeloliink — az abrdkon ldthatd. Az elemzésiinkhoz
hasznélt 150 részvény felhasznalasaval 150 darab egyelemi portféliét készi-
tettunk, illetve 200-200 egyenléen silyozott portféliot generaltunk 2, 5, és
10 véletlenszeriien vélasztott részvény segitségével. A portfélick kockdzatat
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szérassal, CAPM bétaval, Shannon-féle entréopidval, illetve Rényi entrépidval
becstiltiitk meg napi logaritmikus hozamokat felhasznalva az 1987 és 2011
periédusra vonatkozéan. Mindkét entropia alapu kockazati mérték esetén
hisztogram-alapu striségfiiggvény becslést alkalmaztunk, Shannon-féle ent-
répia esetén 175 darab osztallyal, Rényi entrépia esetén 50 osztallyal.

A 2. dbra a varhaté kockdzati prémium és a kockazat viszonyat mutatja
véletlenszertien generalt portfoliok esetén kiilonb6z6 kockazati mértékek sze-
rint. Megfigyelhet6, hogy a szérds és az entrépia alapu kockazati mértékek
karakterisztikdja hasonlé: a portféliok elemszaménak novelésével hiperbola
alakzatban strtsodnek, a Markowitz-féle portfolié-elmélettel egybevagdan
(Markowitz, 1952). A béta esetén viszont més jellegii elhelyezkedés kor-
vonalazdédik, a portfélié elemszamanak novelésével egy kozéppont kortl si-
riisédnek a portfolidkat reprezentdlé pontok.

4.2 Hosszu tavi magyarazé képesség

A: Széras B: Béta
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0 0
-0.,02 -0,02 |
0 5 10 15 0 4 8 12
Kockazat (H;) Kockazat (H;)

3. dbra. A kockdzati mértékek hosszu tdvid magyardzé képessége
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Megjegyzés: A négy panel az egyes kockazati mértékek és a varhaté koc-
kazati prémium kozotti Osszefiiggést dbrazoljak a vizsgalt teljes periddusra.
A Standard & Poor’s 500 részvényindexbél 150 darab értékpapirt vélasztot-
tunk véletlenszertien, melyek forgalomban voltak 1987-t61 kezdve 2011 végéig.
A teljes peridduson megfigyelt napi logaritmikus hozamok alapjan megbe-
csiiltiik az egyes értékpapirok kockézatat szérds, CAPM béta, Shannon- és
Rényi entropia alapu kockdzatbecsléo médszerekkel. Mindkét entrépia alapu
kockézati mérték esetén hisztogram-alapu siirtiségfliggvény becslést alkalmaz-
tunk, Shannon-féle entrépia esetén 175 darab osztéallyal, Rényi entrépia esetén
50 osztallyal. Egy pont egy értékpapir reprezenticidja, a pontokra linedris
regresszios egyenest illesztettiink, majd lemértiik az illeszkedésének jésagat
(R?). A paneleken feltiintettiik a regressziés egyenes képletét, a determindcios
egyltthatot, illetve zardjelben az egyes paraméterekhez tartézéd p-értéket.

Ahhoz, hogy lemérjiik az egyes kockazati mértékek (szérds, CAPM béta,
Shannon- és Rényi entrépia) varhaté kockézati prémiumra vonatkozé ma-
gyarazé képességét, a teljes peridduson (jeldlésben pl) vett napi logaritmikus
hozamokon megbecsiiltiik azok nagysagat. A moddszertanban bemutatott
regressziés egyenes illeszkedésének josagaval (R?) kozelitettilk a kockdzati
mértékek 7(x) magyarazo erejét, ahol U magyardzé valtozénak az értékpapi-
rok kockazati mértékét, V célvaltozonak a varhaté kockazati prémiumot va-
lasztottuk.

A 3. dbra 6sszefoglalja a vizsgalt kockazati mértékek magyarazo képességét,
varhaté napi kockazati prémium — kockdzat koordindtarendszerben. Az illesz-
kedés jésdga alapjan a béta teljesit a leggyengébben, 8,53%-0s R2-tel. Bér a
szords magyarazo ereje (12,10%) magasabb, mint a bétéé, mindkét entrdpia
alapi kockdzati mérték szignifikdnsan* jobban teljesit, Shannon entrépia
esetén 18,71%-kal, Rényi entrépia esetén pedig 23,66%-kal. A linedris reg-
ressziés egyenes egyenlete szerint az atlagos, nem megmagyarazott kockazati
prémium (Y tengelymetszet, vagy Jensen alfa (Jensen, 1968)) abszoltt értéke
az entrépia alapi kockézati mértékek esetén alacsonyabb (0,0007 és 0,0055),
mint a hagyoméanyos kockdzati mértékek esetén (a széras esetén 0,0080, a béta
esetén 0,0150). Megfigyelhetd, hogy az illeszkedés jésdga, illetve a Jensen alfa
abszolut értéke forditottan ardnyosan mozog jelen esetben.

Megmértiik a magyarazo képességet kiillonboz6 elemszamu portfélio esetén
is. Elemszamonként legfeljebb 100-100 ezer, vagy a maximalis permutacionak
megfeleld szamu véletlenszeri portféliot generaltunk, illetve lemértiik eseten-
ként a legfeljebb 100 ezer pontra illesztett regresszios egyenes illeszkedésének
josagat. Az eredményeinket a 4. dbrdn foglaljuk Gssze.

4A | bootstrapping” médszer alapjan az entrépia-alapi kockdzati mértékek szig-
nifikdnsan kiilonboznek a szérastdl és a CAPM bétatdl 1%-os szignifikancia szinten.
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4. abra. A kockdzati mértékek hosszi tavi magyarazé erejének valtozasa
az elemszamok fliggvényében

Megjegyzés: Az dbra Osszehasonlitja a szérds, CAPM béta, Shannon- és
Rényi entrépia magyarazé képességét (R?) a portfélié elemszamdanak fiiggvé-
nyében. A Standard & Poor’s 500 részvényindex 150 véletlenszertien vélasz-
tott értékpapirjaibdl 10 millié, kiilonb6zé elemszami, egyenlGen stlyozott
portféliét generdltunk (elemszémonként legfeljebb 100 ezret). A generdlt
portféliok teljes periéduson vett napi logaritmikus hozama alapjan meg-
becstiltiik a kockazati mértékeket, majd az egyes elemszamokra linearis reg-
resszids egyenest illesztettiik és lemértiik az illeszkedésének jésigat. Az dbran
viladgossziirke gorbe jelzi a szérast, fekete szaggatott gorbe a CAPM bétat,
sziirke folytonos gorbe a Shannon-féle entropiat, illetve fekete gorbe a Rényi
entrépiat.

A 4. &bra illusztrédlja, hogyan véltozik a magyarazé képesség a diverzi-
fikalas hatasara. Megfigyelhet6, hogy mig a szorés és entrépia alapu kockazati
mértékek esetén ez a portfolié elemszamanak novelésével csokken, a béta ese-
tén konstans érték koriill mozog. A karakterisztika magyardzata a kovetkezd.
Egyrészt a béta csak a szisztematikus (nem diverzifikédlhatd) kockdzatot mo-
dellezi, igy a konstans érték indokolt, mésrészt a szoras és entropia alapu
kockazati mértékek a vallalat specifikus kockazatot is képesek mérni, igy
kevésbé jol diverzifikélt (magasabb egyedi kockédzati) portfélidk esetén ezek
tovabbi magyardzé erével birnak. A magyardzé képesség csokkenése ellenére
mindkét entrépia alapu kockazati mérték legalabb olyan jé teljesit, mint a
béta. JAl diverzifikdlt (100 elemil) portflick esetén a Rényi entrépia ma-
gyardzéképessége nagysagrendileg 30%-kal magasabb, mint a CAPM bétaé,
a Shannon entrépia esetén kozel azonosak a teljesitmények.
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4.3 Magyarazoé képesség a piaci trend ismeretében

Az eredeti, 25 éves periédusi, napi logaritmikus hozam adatokat két mintédra
osztottuk fel attdl fiiggéen, hogy emelked§ (,,bika piac”) vagy csokkend (,,med-
ve piac”) trendil periédusban torténtek a megfigyelések.

Ezzel két olyan megfigyelési halmazt kaptunk, amelynek pontjai vagy
emelkedé, vagy csokkend periédusban torténtek. Az emelkedd trend mintét
,,p14+7-val, a csokken6t ,,pl—"-val jeloljiik. A 25 éves peridédus felosztdsat
az F4 Fiiggelékben foglaltuk 6ssze. Ezen két diszjunkt mintan kiilon-kiilon
lefuttattuk a 4.2 fejezetben részletezett hosszu tavi magyarazé képesség
mérésére bemutatott mddszert, ugyanazon paraméterekkel. Az elemzéssel
kapott eredményeinket az 5. és 6. dbra foglalja Gssze.

A: Szoras B: Béta
0,25 0,25
E(r-1¢)=-0,0063+0,0331¢0 E(r-15)=-0,0015+0,0618
02 (0,000) (0,000) 02 (0,000) (0,000)
R2=0,3954 Rz=0,3742

-0,05 -0,05
0 1 2 3 4 5 0 0.5 1 15 2
Kockazat (o) Kockazat (B)
C: Shannon entrépia D: Rényi entrépia
0,25 0.25
E(ry1e) =-0,0217+0,0114H; E(r:-15) =-0,0239+0,0147H,
(0,000) (0,000) (0,000) (0,000)
0.2 0,2
R:=0,4865 R:=0,4934

0 5 10 15
Kockazat (H)) Kockazat (H,)

5. d@bra. A kockazati mértékek magyarazé képessége emelkedd trendidi mintdban
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A: Szoras B: Béta
E(r;-17) = 0,0639 - 0,0436 & E(1;-15) =0,0478 - 0,1171 B
0,15 (0,000 (0,000) 0,15 (0,000) (0,000)
R*=0,3068 R*=03726
0,05
- <
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= - = 005
0,15
025
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C: Shannon entrépia D: Rényi entrépia
E(r;-1:)=0,0711-00136H, E(t;-r:) = 0,0670 - 0,0167 H;
0,15 (0,000) (0,000) 0,15 (0,000) (0,000)
R?=0,3266 R2=03055
*
= _ 0,05 v’y .
li_;. h:_-_ e 0:‘0 o' .t
= &
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. + *e
-025
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6. dbra. A kockazati mértékek magyarazé képessége csokkend trendi mintdban

Megjegyzés: Az 5-6. dbrdkon a négy panel az egyes kockéazati mértékek és
a varhato kockdzati prémium koézotti dsszefiiggést abrézolja emelkedd (illetve
csOkkend) trendli periédusokban. A Standard & Poor’s 500 részvényindex-
b6l 150 darab értékpapirt valasztottunk véletlenszertien, melyek forgalom-
ban voltak 1987-t61 kezdve 2011 végéig. Az azonos trendben (bika illetve
medve piacon) mozgd periédusokon megfigyelt napi logaritmikus hozamok
alapjan megbecsiiltiik az egyes értékpapirok kockazatat szérdas, CAPM béta,
Shannon- és Rényi entrépia alapu kockazatbecslé mddszerekkel. Mindkét
entrépia alapi kockazati mérték esetén hisztogram-alapu stirliségfiiggvény
becslést alkalmaztunk, Shannon-féle entrépia esetén 175, Rényi entrépia ese-
tén 50 osztallyal. Egy pont egy értékpapir reprezentacidja, a pontokra linearis
regresszios egyenest illesztettiink, majd lemértiik az illeszkedésének jésagat
(R?). A paneleken feltiintettiik a regressziés egyenes képletét, a determinéciés
egyttthatot, illetve zardjelben az egyes paraméterekhez tartézéd p-értéket.

A bika és medve piacokra elvégzett kisérleteink eredménye mutatja, hogy
a kiilonb6z6 kockazati mértékek hasonléan viselkednek a kiilonb6z6 piaci
koriilmények kozott: azaz az elméleti modellnek megfeleléen a hozam és
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kockazat kozott pozitiv kapcsolatot latunk emelked6 piaci rezsimben, vi-
szont minden kockazati mérték esetén negativ kapcsolat latszik csokkend
piaci viszonyok kozott. Jelen eredménytink interpretaldsakor vildgosan kell
latni, hogy semmi kiilonoset nem fedeztiink fel, hiszen a jelenség mar eddig
is ismert volt (Silver, 1975; DeBondt és Thaler, 1987; Chawla, 2003), azon-
ban az a tény, hogy az entrdpia is hasonl6 karakterisztikdkat mutat, abbdl
a szempontbdl lehet fontos eredmény, hogy alkalmazésa az eddig megszokot-
taknak megfelel6 értelmezési tartomanyban torténhet meg. Bika piacon min-
den kockazati mértékkel kifejezetten erés magyarazéd képességet mértiink:
39,54% a széras, 37,42% a CAPM béta, 48,65% a Shannon entrépia, valamint
49,34% a Rényi entrépia esetén®. Emelkedd piacon a regresszids egyenes
pozitiv meredekségii, hasonléan a teljes mintara vonatkozd mérésiink soran
tapasztaltakhoz; azaz a magasabb kockazatvallaldsért magasabb hozamra
szamithatunk. FEzzel ellentétben, amikor a piacok esnek, azaz medve piaci
korulmények kozott a magasabb kockazatvéllalast nem jutalmazza a piac
magasabb hozammal, st valéjaban a kockazati prémium a kockazat fligg-
vényében csokken, azaz a regresszids egyenes meredeksége negativva valik.
Meg kell jegyezniink, hogy ezen megfigyelés esetén a béta magyarazé ereje
(37,26%) meghaladja az entrépiaét (Shannon- valamint Rényi entrépia esetén
32,66%, illetve 30,55%). Osszességében azt &llithatjuk, hogy eredményeink
egybevdgnak a sztenderd eszkozarazasi modellek eredményeivel. Amennyi-
ben a rezsim-fiiggdség is jol lathatéva valik, lényegesen pontosabb becslést
kapunk, mint ezen informécié felhasznaldsa nélkiil. Mindazonaltal meg kell
jegyeznunk, hogy a teljes mintara vonatkozé eredmények abbdl a szempontbol
mégis relevansabbak tinnek, mivel a befekteté egy adott pillanatban nem
tudja eldonteni, hogy épp emelkedd, vagy csokkené piacon fektet be, igy an-
nak elorejelzése bizonytalanna valik.

4.4 Rovid tava magyarazo és elorejelz6 képesség

Bér jelent6s eredményeket érhetiink el mintan beliil (példdul tultanuldssal),
ebbdl még nem kovetkezik, hogy a mintan kivil is pontos lesz a modelliink.
Az elbrejelzd képesség mérésére a kovetkezé modszert alkalmaztuk. 1987-
t6l kezdve tizéves periddusokat vettiink 1-1 éves eltolassal egészen 2002-ben
kezd6do 10 éves periddusig bezardlag. Az els6 periddus 1987-t61 1996-ig, az
utolsd 2002-t6l 2011-ig tart, 1 éves eltolasokkal ez a 25 éves teljes adatsoron 16
darab tizéves peridédust jelent. A tizéves periédusokat 5-5 éves tanité és teszt
periédusokra bontottuk fel, melyeket p2i és p20-val jeloliink a tovabbiakban.
Minden tizéves periédusban megbecsiiltiik a kockazati mértékeket az els6 5
éves periéduson (p2i), majd linedris regressziét és R? mérést alkalmaztunk az
azonos (mintdn beliil, p2i), illetve kovetkez6 5 éves periddus (mintdn kiviil,
p20) vérhaté kockdzati prémiumédnak becslésére. A kockdzati mértékek révid
tavi magyardzo és eldrejelzd képessége a vizsgalt periédusok R2-ének 4tlaga
mintén belil és kiviil. Az eredményeket az 1. tdblizatban foglaltuk Gssze, a

5A , bootstrapping” moédszer alapjin az entrépia-alapt kockdzati mértékek szig-
nifikdnsan kiilonboznek a szérastdl és a CAPM bétatdl 1%-os szignifikancia szinten.
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teljesség kedvéért kiegészitve az el6z6 alfejezetekben teljes peridduson, illetve
kiilonboz6 trendeken mért hosszi tavi magyarazo képességgel.

Kockdzati mérték  fp1  fipi+  pi—  Mpoi Ap2e  OR(Ap2i)  OR(Ap20)
%) ) %) (B (%)

Szérés 12,10 39,5 30,7 8,73 9,04 0,59 0,77

CAPM béta 853 374 37,3 13,12 6,54 0,98 1,09

Shannon entrépia 18,71 486 32,7 14,77 9,18 0,60 0,78

Rényi entrépia 23,66 493 30,5 1434 855 0,51 0,76

1. tabldzat. A kockdzati prémiumra vonatkozé magyardzé és eldrejelzd képesség kiilonbozo
mintdkban

Megjegyzés. A tablazat Osszefoglalja a megvizsgdlt kockdzati mértékek
magyardzé (mintdn beliili R?) és elérejelzé (mintan kiviili R?) képességét
kiilénbozé mintdkon mérve. A Standard & Poor’s 500 részvényindexbdl 150
értékpapirt valasztottunk véletlenszertien, melyek forgalomban voltak 1987-
t0l kezdve és 2011 végig. Ezen értékpapirok napi logaritmikus hozaman sz6-
ras, CAPM béta, Shannon- és Rényi entrépia alapi kockézatbecsld madd-
szerekkel megbecsiiltiik azok kockdzatdt: (1) hosszi tdvon, 1987-t61 2011-
ig bezardlag; (2) emelkedd trendben (bika piacon); (3) csokkend trendben
(medve piacon); (4) 16 darab 10-éves periéduson (1987-1996)-t6l kezdve,
(2002-2011)-ig 1-1 éves eltoldssal, felosztva 5-5 éves mintan belili és mintdn
kiviilli mérési mintara. Mindkét entrépia alapti kockazati mérték esetén hisz-
togram-alapu striségfliiggvény becslést alkalmaztunk, Shannon-féle entrépia
esetén 175 osztallyal, Rényi entrdpia esetén 50 osztallyal. 7,1 jeloli az egyes
kockdzati mértékek hosszi tédvi magyardzé képességét, 7,14+ és fp1— jelzi
a magyarazo er0t, amennyiben a trend azonositott, ﬁp% az atlagos mintan
beliili magyarazé képesség a 10 éves rovidebb peridédusok elsé b évében, ZPQO
pedig a mésodik 5 évben mért atlagos eldrejelzd képesség. Az utolsé két osz-
lop a révidebb periédusokon mért teljesitmények relativ szérdsat dsszegzi.

Eredményeink alapjan a szdéras hasonlé pontossaggal magyarazza, illetve
jelzi elére a varhat6 hozamot 5 éves periédusra vonatkozdan (8,73% és 9,04%).
A CAPM béta és az entrépia modellek esetén a révid tdvd mintdn beliili
magyarazé képesség jelentésen magasabb az eldrejelzd képességnél (CAPM
esetén: 13,12% és 6,54%; Shannon entrdpia esetén: 14,77% és 9,18%, mig
Rényi entrépia esetén: 14,34% és 8,55%). A szdérds mintdn beliili pon-
tossaga szignifikdnsan alacsonyabb a t6bbi modellhez képest (8,73% szemben
a 13,12%, 14,77%, 14,34% értékekkel), elbrejelzd képessége viszont meglepden
magas (9,04%, szemben a 6,54%, 9,18%, 8,55% értékekkel). A CAPM béta
esetén a megfigyelés forditott, 5 éves mintan beliil jelentésen magasabb, mint
a teljes mintdn mérve (révid tdvon 13,12%, hosszi tavon 8.53%), elérejelzd
képessége viszont jelentOsen alacsonyabb (6,54%), ami azt sugallja, hogy a
modell nagy valésziniiséggel tiltanult a tanité periéduson. Az entrépia alapi
kockazati mértékek rovid tavia magyarazo-, ill. elérejelzo képessége relative

6A révidebb periédusokra vonatkozé részletes eredményeinket kérésre rendelkezésre
bocséjtjuk.
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magas (Shannon entrépia 14,77% és 9,18%, illetve Rényi entrdpia 14,34% és
8,55%), szemben a szdérdssal: 8,73% és 9,04%, illetve a CAPM bétéaval: 13,12%
és 6,54%). Eredményeink meglepéek abbdl a szempontbél, bar a CAPM béta
egy szisztematikus kockdzati mérték, mégis az entrépia kozel 40%-kal maga-
sabb elérejelzd képességgel rendelkezik (9,18% szemben a 6,54%-kal). Shan-
non entrépia alkalmazasdval medve piacon kiviil minden esetben pontosabb
becsléseket mértiink mind a szérashoz, mind a CAPM bétdhoz képest. A két
entrépia fliggvény koziil hosszu tavon a Rényi entrépia (23,66%), révid tdvon
a Shannon entrépia (14,77% és 9,18%) bizonyult pontosabbnak az empirikus
vizsgalatok alapjan”. Az 5 éves periédusokon mért R? ingadozés (relativ
szérésa) alapjan elmondhaté, hogy a legkevésbé megbizhaté modell a CAPM
béta mintan beliil 0,98-as, illetve mintan kiviil 1,09-es relativ szorassal, ami
40%-kal magasabb az entrdpia alapt kockdzati mértékekhez képest. A szords
és az entrépia alapu kockazati mértékek esetén hasonld ingadozast mértiink,
nagysagrendileg mintan beliil 0,60, illetve mintan kiviil 0,75 koriili értékeket,
legmegbizhatobb rovid tavia modellnek a Rényi entrépia bizonyult. Eredmé-
nyeinket osszefoglalva azt az allitast fogalmazzuk meg, hogy a béta kizarolag
csokkend piacokon alkalmasabb kockadzat mérésre, mint az entrépia alapu
kockazati mértékek. Minden més esetben az entrépia tilszarnyalja a CAPM
bétat és a Markowitz-féle modell varianciajat, igy jobb és megbizhatobb
kockazati mértéknek tinik.

5 (")sszegzés

Az entrépia alapt kockézati mérték 6tvozi a széréds és a CAPM béta kiilonb6zé
mintdkon mért pontossdgat. Ahogyan a széras, az entrépia is képes a diver-
zifikacios hatas kimutatasara, a kockazati prémiumra vonatkozé rovid tava
elérejelzé képessége nagyobb. A bétaval szemben a modell szdmitdsdhoz
nincs szikség a valésagban megragadhatatlan piaci portfélié hozaméanak is-
meretére, a varhato kockazati prémiumra vonatkozé mintan beliili magyarazé
ereje nagyobb, f6leg hosszu tavon, amikor a piaci trend nem beazonositott.
Jegyezzik meg, hogy egy adott pillanatban ez nem is lehetséges, kizarolag
késObbi periédusokban tudjuk megéllapitani, hogy a mult egy adott pillanata
bika vagy medve piachoz tartozott-e. Amennyiben a piaci trend azonosithaté,
az entropia és a béta magyarazé ereje kozott nincs egyértelmi relacié. Pon-
tossag, stabilitds szempontjabdl az entrépia alapi kockazati mérték a legki-
egyensulyozottabb, mivel a rovid tava idéablakokon mért magyarazé és elére-
jelzé képesség relativ szorasa a legalacsonyabb. Az entrépia becslémdédszerek
kozott a hisztogram-alapi megkozelitést talaltuk a legpontosabbnak, igy
bevezettiink egy-egy egyszerli formulat a Shannon- és Rényi entrépia becslé-
sére, elOsegitve ezzel az entropia alapu pénziigyi kockazatbecslés széles korl
alkalmazhatdésagat.

7A ,,bootstrapping” médszer alapjan az entrépia-alapi kockdzati mértékek pontossiga,
amennyiben magasabbak, szignifikdnsan kiilonboznek a szérastdl és a CAPM bétatol 1%-os
szignifikancia szinten.
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Vallalat neve CRSP r —r; Lapos- Ferde- J-B szig. o B Hy Hy
azon. sag ség teszt szint
Honeywell International 10145 0,0344 22,93 0,24 137910,2 *** 213 1,10 7,64 5,94
Beam Inc. 10225 0,0262 7,36 0,28  14278,8 *** 1,75 0,83 6,37 4,91
Archer Daniels Midland Co 10516 0,0375 8,50 -0,03 18964,9 *** 205 0,83 7,24 5,92
Brown Shoe Co Inc. New 10866 0,0161 11,89 0,37 37185,2 *** 282 1,14 9,59 6,96
Brunswick Corp 10874 0,0326 26,59 0,68 185986,0 *** 3,06 1,47 10,35 7,82
Unisys Corp 10890 0,0214 32,22 1,34 274237,1 *** 3,97 1,44 12,38 9,42
DuPont 11703 0,0207 5,05 -0,11 6688,0 *** 184 0,99 6,99 5,50
Eaton Corp 11762 0,0349 14,13 -0,07 52363,9 *** 1,82 0,98 6,71 5,20
General Dynamics Corp 12052 0,0332 10,79 0,06 30522,3 *** 176 0,66 6,35 4,84
Ingersoll Rand Plc 12431 0,0446 9,64 -0,25 24451,7 *** 228 1,21 8,56 6,71
IBM Corp. 12490 0,0309 10,31 -0,02 27881,8 *** 185 0,94 6,76 5,21
ITT Corp. 12570 0,0372 8,80 0,12 20320,8 *** 1,74 0,90 6,51 5,07
N L Industries Inc. 13303 0,0465 6,11 0,42 9965,6 *** 3,22 1,09 11,23 8,68
P G & E Corp 13688 0,0130 63,24 -0,43 1049189,8 *** 196 0,57 5,92 4,73
PepsiCo Inc. 13856 0,0432 6,83 0,32  12346,1 *** 166 0,65 6,13 4,82
ConocoPhillips 13928 0,0440 7,20 0,01 135852 *** 195 0,85 7,28 5,91
Apple Inc. 14593 0,1027 20,06 -0,42 105725,7 *** 3,07 1,25 11,34 8,95
Sunoco Inc. 14656 0,0254 11,21 -0,06 32955,2 *** 218 0,95 7,97 6,33
Foot Locker Inc. 15456 0,0248 7,60 0,38 15308,9 *** 271 1,01 9,70 7,39
RadioShack Corp 15560 0,0196 9,37 -0,02 23013,4 *** 266 1,09 9,70 7,42
Texas Instruments Inc. 15579 0,0641 4,71 0,18 5849,7 *** 2183 1,37 10,87 8,57
Goodyear Tire&Rubber Co 16432 0,0186 7,37 -0,11  14262,6 *** 281 1,36 10,12 7,58
Hershey Co 16600 0,0350 21,66 0,40 123190,7 *** 1,64 0,59 5,96 4,69
Kroger Company 16678 0,0438 139,09 -4,13 5092483,4 *** 228 0,70 7,82 6,54
CVS Caremark Corp 17005 0,0353 11,76 -0,35 36383,2 *** 197 0,75 7,17 5,56
Bassett Furniture Ind. 17137 0,0108 16,95 0,72  75867,9 *** 289 0,60 9,65 7,35
General Mills Inc. 17144 0,0289 6,11 0,18 9816,4 *** 1,33 0,48 5,04 3,98
McGraw Hill Cos Inc. 17478 0,0326 11,75 0,40 36364,0 *** 1,89 0,94 6,73 5,06
Kimberly Clark Corp 17750 0,0297 16,20 -0,52 69119,0 *** 156 0,60 5,74 4,47
United Technologies Corp 17830 0,0411 14,63 -0,58 56472,3 *** 1,77 0,94 6,64 5,25
Procter & Gamble Co 18163 0,0398 48,10 -1,67 609852,2 *** 159 0,66 5,65 4,44
Penney J C Co Inc. 18403 0,0244 5,31 0,39 7553,0 *** 241 1,11 8,96 6,78
Southern Co 18411 0,0216 12,04 0,00 38001,7 *** 131 0,46 4,71 3,97
Caterpillar Inc. 18542 0,0530 5,93 -0,08 9233,8 *** 210 1,09 7,94 6,23
Colgate Palmolive Co 18729 0,0440 12,91 0,07 43712,7 *** 162 0,65 6,00 4,70
F M C Corp 19166 0,0474 15,71 -0,22  64755,9 *** 211 1,06 7,33 5,54
Deere & Co 19350 0,0571 4,59 0,00 5527,4 *** 220 1,05 8,43 6,60
Bristol Myers Squibb Co 19393 0,0219 14,35 -0,46  54208,6 *** 182 0,81 6,65 5,17
Walgreen Co 19502 0,0460 5,35 0,09 7510,2 *** 183 0,78 6,91 5,51
Crane Co 20204 0,0428 5,90 0,04 9135,8 *** 2711 1,03 7,68 6,14
Abbott Laboratories 20482 0,0365 4,82 -0,17 6112,0 *** 169 0,66 6,48 5,18
Dow Chemical Co 20626 0,0197 8,26 -0,17 17941,8 *** 2710 1,09 7,61 5,80
Genesco Inc. 21055 0,0965 10,77 -0,06 30437,5 *** 3,56 1,15 12,03 9,96
Lockheed Martin Corp 21178 0,0281 12,79 -0,09 42907,8 *** 1,83 0,62 6,63 5,17
International Paper Co 21573 0,0173 11,03 0,07 31913,2 *** 224 1,13 8,11 6,29
Pfizer Inc. 21936 0,0359 4,40 -0,15 5098,0 *** 1,84 0,84 7,05 5,57
Cooper Industries Plc 21979 0,0316 16,29 -0,16 69587,8 *** 2,00 1,03 7,23 5,60
Emerson Electric Co 22103 0,0310 6,77 0,056 12034,6 *** 1,78 1,02 6,65 5,21
Johnson & Johnson 22111 0,0403 9,07 -0,23  21637,2 *** 150 0,66 5,70 4,48
PPG Industries Inc. 22509 0,0259 7,30 0,03 13958,1 *** 1,83 1,00 6,87 5,35
3M Co 22592 0,0255 15,79 -0,62 65777,1 *** 158 0,82 5,85 4,51
Merck & Co Inc. New 22752 0,0292 12,79 -0,57 43226,6 *** 1,80 0,79 6,76 5,36
Motorola Solutions Inc. 22779 0,0456 7,07 -0,15 13123,2 *** 273 1,33 10,09 7,74
FirstEnergy Corp 23026 0,0090 12,54 0,22  41267,3 *** 1,48 0,58 4,85 4,23
Heinz H J Co 23077 0,0193 4,35 0,17 4991,5 *** 146 0,55 5,44 4,38
Textron Inc. 23579 0,0295 42,58 0,29 475724,6 *** 248 1,26 8,08 6,10
Public Service EG Inc. 23712 0,0106 10,84 0,13 30819,9 *** 1,51 0,63 5,21 4,30
Entergy Corp New 24010 0,0243 13,40 0,10 47085,0 *** 1,56 0,53 5,47 4,43
NextEra Energy Inc. 24205 0,0156 15,38 0,00 62068,1 *** 1,36 0,54 4,72 3,79
Constellation Energy G. 24221 0,0096 56,57 -2,24 844580,9 *** 1,74 0,61 5,81 4,62
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Villalat neve CRSP r —r; Lapos- Ferde- J-B szig. o B Hy Ho
azon. Sag ség teszt szint

Alcoa Inc. 24643 0,0259 9,44 0,10 23380,0 *** 2,43 1,26 8,88 6,88
Raytheon Co 24942 0,0194 66,16 -1,91 1151917,6 *** 1,85 0,59 6,30 5,06
ONEOK Inc. New 25232 0,0421 24,63 -0,06 159092,7 *** 2,00 0,80 6,83 5,56
Campbell Soup Co 25320 0,0238 7,28 0,36 14044,2 *** 166 0,57 6,10 4,71
Harris Corp 25582 0,0362 8,61 0,11 19457,3 *** 215 0,97 7,87 6,09
Ford Motor Co Del 25785 0,0293 14,31 0,55 54057,6 *** 256 1,16 9,16 7,13
Disney Walt Co 26403 0,0433 13,59 -0,16 48446,9 *** 204 1,12 7,52 5,90
Biglari Holdings Inc. 26607 0,0972 64,45 -0,69 1089956,4 *** 3,39 0,76 11,40 9,06
ASA Gold&Precious M. 26649 0,0207 5,51 0,24 8018,1 *** 219 0,15 8,14 6,25
Kellogg Co 26825 0,0194 22,71 0,06 135320,1 *** 1,60 0,60 5,80 4,56
Ryder Systems Inc. 27633 0,0183 5,12 -0,12  6893,3 *** 218 1,06 8,00 6,39
Baxter International Inc. 27887 0,0323 16,32 -1,03 71001,4 *** 187 0,72 6,86 5,53
Duke Energy Corp New 27959 0,0152 13,84 -0,10 50266,3 *** 147 0,54 5,21 4,03
Xerox Corp 27983 0,0158 20,40 0,29 109275,8 *** 262 1,10 8,76 6,59
Unilever N V 28310 0,0321 69,52 0,16 1267835,1 *** 1,70 0,75 5,92 4,67
Hess Corp 28484 0,0406 10,35 -0,51 28395,1 *** 220 0,98 8,00 6,21
Masco Corp 34032 0,0075 5,90 0,09 9148,4 *** 234 1,13 8,36 6,34
Occidental Petrol. Corp 34833 0,0364 9,43 -0,05 23341,6 *** 204 0,93 7,38 5,96
Sherwin Williams Co 36468 0,0433 9,88 -0,16 25616,3 *** 1,88 0,83 6,93 5,45
Thomas & Betts Corp 38578 0,0210 19,22 -0,89 97748,4 *** 205 1,07 7,33 5,58
RR Donnelley & Sons Co 38682 0,0023 16,56 -0,33 72036,9 *** 190 0,96 6,88 5,39
Skyline Corp 38850 -0,0043 8,00 0,38 16927,6 *** 245 0,90 8,45 6,34
Mattel Inc. 39538 0,0532 12,50 -0,26 41071,9 *** 238 0,87 8,56 6,79
Becton Dickinson & Co 39642 0,0389 12,14 -0,32 38742,3 *** 1,71 0,63 6,29 4,88
Computer Sciences Corp 40125 0,0300 22,40 -1,11 132907,5 *** 224 1,00 7,98 6,12
Cummins Inc. 41080 0,0529 7,40 0,26 14447,6 *** 248 1,21 8,96 6,73
Con Way Inc. 41929 0,0205 4,79 0,12  6027,2 *** 259 1,04 9,34 7,16
Meredith Corp 42796 0,0248 7,07 0,23 13150,1 *** 1,89 0,92 6,80 5,16
Allegheny Technologies 43123 0,0373 6,46 0,39 11096,0 *** 295 1,35 10,51 7,91
Stanley Black & Decker 43350 0,0316 5,18 0,24 7087,0 *** 201 1,01 7,37 5,81
McDonald’s Corp 43449 0,0463 5,49 -0,09 7898,4 *** 167 0,69 6,37 5,12
Supervalu Inc. 44951 0,0005 9,18 -0,61 22470,5 *** 209 0,72 7,35 5,75
Rowan Companies Inc. 45495 0,0684 2,97 0,21  2353,4 *** 321 1,23 11,61 9,78
Clorox Co 46578 0,0355 11,24 -0,26 33192,1 *** 1,62 0,57 5,81 4,45
Genuine Parts Co 46674 0,0207 5,25 0,20 7275,9 *** 147 0,73 5,29 4,07
Bard C R Inc. 46877 0,0389 8,16 0,09 17472,0 *** 192 0,67 7,01 5,43
Rite Aid Corp 46922 0,0229 21,20 0,69 118424,0 *** 3,63 1,10 11,01 7,98
New York Times Co 47466 -0,0026 9,05 0,61 21850,1 *** 227 0,97 8,01 6,10
C N A Financial Corp 47626 0,0161 25,24 -0,03 167044,1 *** 214 1,08 7,01 5,27
JPMorgan Chase & Co 47896 0,0317 12,51 0,46 41257,9 *** 258 1,49 9,00 6,74
Gannett Inc. 47941 0,0054 29,95 0,80 235880,4 *** 225 1,10 7,50 5,72
Lincoln National Corp In 49015 0,0368 46,75 0,94 574264,5 *** 295 1,49 821 6,17
Target Corp 49154 0,0510 13,18 -0,31 45655,7 *** 217 1,09 8,07 6,21
Potlatch Corp New 49744 0,0126 14,15 0,05 52500,8 *** 218 1,15 7,74 5,98
Lilly Eli & Co 50876 0,0260 18,78 -0,74 93119,5 *** 1,85 0,80 6,92 5,49
Tenet Healthcare Corp 52337 0,0251 47,69 0,43 596699,9 *** 299 0,86 9,83 7,70
Pulte Group Inc. 54148 0,0521 4,57 0,42 5646,1 *** 299 1,34 11,00 8,78
S P X Corp 55212 0,0422 12,59 -0,74 42115,5 *** 255 1,09 8,86 6,87
Walmart Stores Inc. 55976 0,0494 3,71 0,17 3629,7 *** 182 0,85 6,80 5,41
Louisiana Pacific Corp 56223 0,0284 9,38 0,06 23057,6 *** 3,04 1,40 10,69 8,10
ConAgra Inc. 56274 0,0215 13,81 -0,61 50389,0 *** 1,66 0,58 6,05 4,69
Ball Corp 57568 0,0372 8,94 0,05 20958,2 *** 187 0,83 6,81 5,40
American Express Co 59176 0,0433 9,44 0,13  23407,2 *** 240 1,45 8,67 6,59
Molson Coors-B Co 59248 0,0326 7,71 -0,20 15650,8 *** 213 0,56 7,41 5,89
Intel Corp 59328 0,0848 6,10 -0,08 9765,4 *** 268 1,40 10,25 8,12
Snap On Inc. 60206 0,0198 7,46 0,13 14626,5 *** 187 0,94 6,72 5,06
Paccar Inc. 60506 0,0592 4,04 0,11  4282,2 *** 236 1,24 8,70 6,64
FedEx Corp 60628 0,0336 4,18 0,14 4596,3 *** 211 0,99 7,97 6,21
Advanced Micro Devices 61241 0,0587 7,73 -0,05 15653,9 *** 392 1,61 14,25 11,13
Lowes Companies Inc. 61399 0,0672 4,53 0,08 5380,9 *** 235 1,10 8,85 7,03
Cigna Corp 64186 0,0398 27,41 -0,79 197707,2 *** 218 0,92 7,42 5,75
Limited Brands Inc. 64282 0,0434 4,65 0,14  5700,5 *** 251 1,18 9,38 7,44
Norfolk Southern Corp 64311 0,0377 5,01 0,05 6572,6 *** 201 0,99 7,61 5,89
Verizon Communications 65875 0,0179 11,90 0,57 37487,6 *** 1,70 0,75 6,34 4,96
AT & T Inc. 66093 0,0191 10,85 0,13 30881,4 *** 1,76 0,81 6,55 5,18

F-1. tdbldzat. Az értékpapirok leird statisztikai
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Megjegyzés. A tablazat 6sszegzi a 150 véletlenszeriien valasztott értékpapir
kockdzatmentes hozammal csokkentett napi hozaméan (kockdzati prémium)
szamitott leird statisztikait és kockazati mértékeit. Mind a kockazatmentes
napi hozam, mind részvények napi hozama esetén logaritmikus (folytonos)
hozamadatokat alkalmaztunk. ;,J-B teszt” jelzi a Jarque-Bera teszt eredmé-
nyét, a ,,szig. szint” jelzi a nem normaélis eloszlasra vonatkozoé legalacsonyabb
szignifikancia szintet, amit 0.01 esetén ***-gal jeloliink. A J-B teszt pon-
tos értéke 9,21 0.01-es szignifikancia szint esetén. Amennyiben a J-B teszt
értéke magasabb, mint a 0.01-es szignifikancia szint hatdra, a normalitas null-
hipotézisét elvetjiik. A tablazat eredményei alapjan a normalitds hipotézise
az Osszes vizsgalt értékpapir esetén elvethetd. Az Gsszegzett kockazati mérté-
kek a széras (o), CAPM béta (3), Shannon entrdpia (Hy) és Rényi entrépia
(Hz2).

F2 Siriségfiiggvény becslési mdédszerek
Az entrépia magfiiggvény-alapt becslése

A stirliségfiiggvény becslésére alkalmazott magfiiggvény-alapi becslés a ko-
vetkezd képlettel irhato le:

= S R(ERE), o

ahol K(-) a magfiiggvény és h a sdvszélesség paramétere. A leggyakrabban
hasznalt magfiiggvényeket az F-2. tablazatban gyijtottik Ossze.

Magfliggvény K(z)
Egyenletes %I{\z\gl}
Gauss —L_—2%/2

27
Epanechnikov ~ 3(1— ) z1<13

Haromszog 1- |Z|)I{\z\S1}
Harmadfokid  22(1 — 22)I; , <1y
Koszinusz 7 cos(52)I{z<1}

F-2. tdbldzat. A leggyakrabban haszndlt magfiiggvények

Megjegyzés. A téablazat Osszegzi a magfiiggvény-alapu stirtiségbecsléshez
leggyakrabban haszndlt fiiggvényeket (Hardle, 2004). I jeloli az indikator
fliggvényt. Az indikdtorfliggvény, vagy més néven karakterisztikus fliggvény,
olyan fiiggvény, amely jelzi, hogy az értelmezési tartomanyanak pontjai ele-
mei-e egy halmaznak. Ertéke 1, ha igaz a kifejezés, maskilonben 0. Ily
médon Iy, <1y értéke 1, ha [z| < 1, egyébként 0. Hérdle (2004) szerint a
magfliggvény-alapu stirtiségbecslés soran a savszélesség helyes megvalasztasa
sokkal fontosabb, mint maga a magfiiggvény kivéilasztasa, igy gyakorlati meg-
fontoldsbdl (pl.: szdmitasi id6 csokkentése) elsGsorban az indikator alapu
magfliggvényeket preferaljuk.
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Szamitasigény szempontjabdl az indikator-alapi Epanechnikov magfligg-
vényt javasoljuk:
3
K(z) = (1= 2)I{z1<1) - (25)

Az egyik leggyakrabban haszndlt mddszer a sidvszélesség becslésére a Silver-
man-féle 6kolszabély (1986):

s . » IQR(X)\ _i/5
hs—l.OGmm{ e 2, T34 }n , (26)

ahol IQR(X) X val6sziniiségi véltozd interkvartilis terjedelme. Bar a formula
normalis eloszlast feltételez, j6 kezdGértéke lehet pontosabb optimalizalé me-
tédusoknak (Turlach, 1993). Dolgozatunkban a savszélesség optimalizélasara
nem térink ki részletesen, ez tovabbi kutatdsi irany lehet az entréopia becslés
mélyebb maédszertani elemzésében.

Az entrépia ,,sample spacing”-alapa becslése

Legyen z,,1 < xp2 < ... < ,,, egy monoton nem-csokkend rendezése x1, 2,
., ¥, mintdnak, ahol x; € R, j = 1,...,n. Nevezziik [Ty, (;—1)m+1> Tn,im+1)
intervallumot az értéktartomdny m-rendii felosztas i-edik osztalyanak. A
felosztas alapjan a kovetkezd siiriségfiiggvény becslést definidlhatjuk (Beir-
lant, 1997):
m 1

fn(-f) = , (27)

N Tnim+1 — -rn,(i—l)'m-‘rl

ha = € [%, (i—1)m+1> Tnim+1). Bzt a becslési médszert egyszerii , sample
spacing”-alapu strtiségbecslésnek nevezziik.

Wachowiak és szerzétarsai (2005) az m-rendti felosztas egy mésik véltozatét
vezették be, melyet ,,Correa” becslésnek neveztek el:

i+m/2 . .
1 0 el — TG )
i+m/2
K ZJ % /rrL/Q( _‘rL)Q

i+m/2
rrL+1 j=i—m/2
paramétere a felosztds m rendje. Gyakorlati okokbdl (példaul kiilénb6z6 men-

nyiségli mintaszdm) javasoljuk, hogy m értéke n fiiggvénye legyen. Jeloljiik
ezt my-nel, amit a kovetkez6 képlettel szamitunk ki:

— [g] : (29)

fulw) = ; (28)

hai:z € [2ni, Tn,it1); T = xzj és 1 < j < n. A mddszer

ahol g a kivant osztalyok szama a felosztas utdn, a zardjelek a fels6 egészrészt
jelentik.

Beirlant és szerz6tarsai (1997) tovabbi entrépiabecslé médszereket foglal-
tak Ossze, példaul behelyettesités (,,resubstitution”), adatfelosztas (,,splitting-
data”) vagy keresztvalidacié alapi (,,cross-validation”) mddszereket.
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Stirtiségfiiggvény becslési mdédszerek 6sszehasonlitasa

Stirtiségfiggvény becslés ip1 Np2i  Mp2o  OR(Mp2i)  TR(Mp20)
) B R
Hisztogram 18,71 14,77 9,18 0,60 0,78
Sample Spacing (egyszeril) 21,10 16,39 8,88 0,56 0,80
Sample Spacing (Correa) 20,49 16,40 8,66 0,57 0,80
Kernel (Egyenletes) 18,92 15,81 8,79 0,58 0,76
Kernel (Gauss) 18,89 14,53 9,11 0,57 0,74
Kernel (Epanechnikov) 19,05 15,81 8,62 0,60 0,77
Kernel (Hiromszog) 18,61 15,80 8,52 0,61 0,78
Kernel (Harmadfoki) 18,45 15,92 8,36 0,61 0,78
Kernel (Koszinusz) 18,89 14,81 9,03 0,58 0,75

F-3. tdblazat. Kiilonbozs slirliségfliiggvény becsldé mdodszerrel szamitott Shannon-
entrépia magyarazé képessége

Megjegyzés. Annak eldéntésére, hogy melyik stirtiségfiiggvény becslé maod-
szert alkalmazzuk az entrépia becsléséhez, osszehasonlitottuk a leggyakrab-
ban alkalmazott mddszereket. A tablazat Osszegzi a megvizsgalt stirtiség-
fliggvény becslé médszer alkalmazasaval kapott Shannon entrépia magyarazo
(mintdn beliili R?) és elérejelzd (mintan kivilli R?) képességét kiilonbozd
mintdkon mérve. A Standard & Poor’s 500 részvényindexbdl 150 darab ér-
tékpapirt valasztottunk véletlenszertien, melyek forgalomban voltak 1987-t61
kezdve 2011 végéig. Ezen értékpapirok napi logaritmikus hozaman kiilonb6z6
strtségfliggvény becslé mddszereket alkalmaztunk a Shannon-féle entrépia
kozelitésére, kiilonb6z6 mintdkon mérve, nevezetesen (1) hosszi tdvon, 1987-
t61 2011-ig bezérdlag; (2) 16 darab 10 éves periéduson (1987-1996)-t61 kezdve,
(2002-2011)-ig 1-1 éves eltoldssal, felosztva 5-5 éves mintdn beliili és mintdn
kiviili mérési mintdra. A hisztogram- és ,,sample spacing”’-alapi stirtiség-
becslés esetén 175 osztalyt alkalmaztunk, a magfiiggvény-alapti maédszerek
esetén a savszélességet ,,Szimplex” keresési médszerrel valasztottuk ki. 7,1
jeloli az egyes kockazati mértékek hosszu tavi magyardzd képességét, Zp?i
az atlagos mintan beliili magyardazé képesség a 10 éves rovidebb periédusok
els6 5 évében, EPQU pedig a masodik 5 évben mért atlagos elorejelzé képesség.
Az utolsé két oszlop a révidebb periédusokon mért teljesitmények relativ
szorasat Osszegzi. Bar mintan belil a ,,sample spacing” modszer teljesit a
legjobban, a hisztogram-alapi becslés Osszességében pontosabb eredményt
ad a magyarazo és elérejelzo képességet tekintve.

F3 A Shannon-féle entrépia normalis eloszlas esetén

Legyen X ~ N(u,0?) normalis eloszlasi folytonos valészinfiségi véltozd u
varhat6 értékkel és o2 szérdsnégyzettel. Norwich (1993) szerint ebben X
valészintiségi valtozé Shannon entrépidja

H (X)= %1n(27re(72) . (30)

Az altalunk definidlt Shannon entrdpia féle kockdzati mérték (14) szerint
ko, (S;) = e (Bi=Er) = Amennyiben az értékpapir kockézati prémiuménak
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R; — Rp eloszldsa normalis, (14) és (30) alapjan a kovetkezd Osszefiiggés
irhat6 fel: . )
"%H1 (SL) — eEln(Qﬂ'eO’ ) ,

mely tovabb egyszeriisitve
R, (S;) = oV2me . (31)

A képletbdl 1atszik, hogy normélis eloszlds esetén az entrépia alapt kockazati
mértékiink a szérastol csak a v/2mwe konstansban tér el.

F4 Piaci rezsimek

Els6 nap Utolsé nap  Piaci trend
1987-01-02  2000-01-31 emelkedd
2000-02-01  2002-08-31 csokkend
2002-09-01  2007-04-30 emelkedd
2007-05-01  2009-01-31 csokkend
2009-02-01  2011-04-30 emelkedd
2011-05-01  2011-08-31 csokkend
2011-09-01  2011-12-31 emelkedd

F-/. tdbldzat. Periédusok cimkézése piaci trend alapjan

Megjegyzés. A tablazat az elemzéshez alkalmazott periédust (1987-2011)
rovidebb trendekre osztja. A trendeket a CRSP adatbédzisaban taldlhatd,
kapitalizacioval stlyozott, osztalékkal korrigdlt piaci index havi logaritmikus
hozama alapjan hataroztuk meg.
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ENTROPY AS FINANCIAL RISK MEASURE

This paper investigates entropy as a novel financial risk measure. We show that
differential entropy of the daily returns of single assets and portfolios can capture
their risk premium. Entropy gains more accurate estimation on expected return
with simpler methodology compared to the Capital Asset Pricing Model (CAPM)
beta. Our analysis show that the diversification effect can be captured in entropy:
increasing number of assets involved into a portfolio decreasing risk; furthermore,
in an entropy — expected return system diversification generates a hyperbolic dispo-
sition of portfolios similarly to variance. In our empirical investigation, we use the
daily log-returns of 150 randomly selected stocks from the Standard & Poor’s 500
index components for a 25 years long period. The regression analysis yields that
entropy as a financial risk measure generates higher explanatory power on expected
returns than variance or CAPM beta.

Keywords: entropy; asset pricing; risk estimation; systematic risk JEL: G12; C58





