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TERVEINKROL

A Gazdasdgmodellezési Téarsasig 2014. szeptember 15-i vezetdségi ilésén don-
tés sziiletett a Szigma folydirat szerkesztési koncepcidéjanak médositasardl, a
hazai szakmai kozosség igényeihez térténd tovabbi kozelités érdekében. En-
nek megfeleléen folydiratunk tovabbra is nyitott az egyes doktori iskolak
hallgatéi dltal irt tanulmanyok megjelentetése irant. Egyuttal felhivjuk a
figyelmet, hogy az MTA Gazdasigtudomanyi Doktori Min6sité Bizottsdga
altal ,,A” kategdridba sorolt laprdl 1évén sz6, a Szigmédban megjelend cikkek
értékelési pontszdma mind az egyetemeken, mind az Akadémidn magas.

Az eddig dltaldnossagban kovetett gyakorlattdl eltéréen a Szigma nagyobb
teret szeretne adni a legfeljebb 5 oldal terjedelemben megirt rovid kozlemé-
nyeknek (short communication). Az 6néllé, 4j tudoméanyos eredmény azon-
ban ebben az esetben is elvaras.

Tovabbi terviink az egyes szaktertileteken az utébbi évek soran bekovet-
kezett fejlédést bemutatd, irodalmi attekintd jellegli cikkek (review paper)
kozlése. Fontosnak tartjuk ugyanis az irodalmi kutatémunka eredményeinek
szakmai kozosségen beliil torténd kozvetlen megosztasat.

A Szigma SzerkesztObizottsaga reméli, hogy e mddositdsok révén folyo-
iratunk még tobb segitséggel tud majd szolgdlni a hazai kutatémunkaban
részt vevoknek. Ehhez varjuk Olvasdink segitségét szerzoként és lektoralasra
felkért szakértéként egyarant.

Bessenyei Istvan
f6szerkeszt6
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AUGUSZTINOVICS MARIA (1930-2014)

Ismét eltavozott koziiliink egy nagy egyéniség. Csak nemrég volt, hogy a
kozgazdasz-szakma bucsuztatta Brédy Andrast, s most ismét egy pétolha-
tatlan veszteség ért benniinket, Augusztinovics Méria, Guszti haldldval. (Az
olvasé ne tekintse a Guszti becenév emlitését sem tiszteletlenségnek, sem
tulzott bizalmaskodasnak, hiszen aki valaha is valamilyen szakmai kapcso-
latba keriilt vele, az megtapasztalhatta, hogy a kdzvetlen kapcsolat kialakitasa
érdekében éppen 6 batoritott mindenkit, hogy hasznilja a becenevét.)

Augusztinovics Méria 1952-ben végzett a Marx Kéroly Kozgazdasagtu-
domanyi Egyetemen, ezt kovetoen el6szor a Pénziigyminisztériumban, majd
pedig az Orszagos Tervhivatalban dolgozott. Kandidatusi értekezését a for-
radalom évében, 1956-ban védte meg. Ezek a szikar tények azt sugallhatjdk
a tajékozatlan olvasé szamadara, hogy bizonyara egy ,,vonalas szocialista ka-
der” bucsiztatasarodl lesz sz6. Akik viszont valamelyest is ismerték Gusztit
és netan talalkoztak is vele, meggy6zodhettek arrdl, hogy a felszines informa-
ciok mennyire csalékak tudnak lenni. Mert aki vele barmilyen kapcsolatba
is keriilt, legalabb harom dologrdl meggyézédhetett: egyrészt a nyitottsaga-
rél és a minden feltétel nélkiili segitOkészségérdl, masrészt a széles szakmai
latokorérdl és harmadrészt pedig a mindség és a szakmai szinvonal iranti
eros elkotelezodésérol. Soha semmilyen koriilmények kozott nem valt semmi-
lyen ideoldgia vagy irdnyzat kiszolgdldjava, egész lényével a tudoményosan
megalapozott és igazolt Gsszefliggéseket kereste. Kisugarzo egyénisége szinte
senkit nem hagyott k6zombosen. Emlékszem, hogy egy-egy konferencia szii-
netében hanyszor alltuk korbe, kivancsian vartuk a véleményét az aktudlis
szakmai problémadakrdl, s még az sem riasztott el benntinket, hogy kozben
nyelniink kellett a cigarettafiistot, mert szenvedélyes dohanyos volt.

Nem kereste az olcsd népszeriiséget, nem allt be egyik politikai szekértabor
szakért6i csapatdaba sem. Talan éppen ennek a hajlithatatlan, elvszerii ma-
gatartdsanak tudhato be, hogy nem kapott annyi hivatalos elismerést, mint
amennyit megérdemelt volna. Kicsit megkésve, nyolcvanéves kordban, 2010-
ben kapta meg a Széchenyi dijat. Jollehet 6t sohasem érdekelték a hiva-
talos elismerések, mégis nagyon f4j6é volt tudomasul venni — no nem neki,
hanem nekiink a tudoméanyos kozosség tagjainak — hogy az 1980-ban meg-
szerzett kozgazdasag-tudomanyok doktora cim megszerzését nem kovette az
MTA tagsdga. A jeles tudoményos tarsasdg nem latta indokoltnak maga
korébe invitdlni Augusztinovics Mariat. Persze értékelhetjiik ezt igy is, hogy
egy valéban autoném egyéniség, aki nem akarja egyik kozgazdasagi iskola
korlatait sem magdara venni, az nem szamithat sok partfogéra. Szerencsére 6t
sokkal jobban érdekelték a tanitvanyok és a tudomanyos mithelyek munkaja,
mint a hivatalos vélekedések. S ezért hatdsa is nagyobb volt, mint némely
akadémikusnak, minden bizonnyal az MTA tagsdg nélkiil is sokan fognak ré
j6 szivvel emlékezni, és a nagyszdmu tanitvanya gyakran hivatkozik majd
tudomanyos elemzéseire.
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Augusztinovics kutatémunkaja két nagy témakorbe sorolhaté. Tudomé-
nyos palyajanak elso felében a pénzelmélettel és a népgazdasigi tervezéssel
foglalkozott. Ennek kapcsan igen sokat tett az input-output modellek hasz-
nalatdnak és elterjesztésének teriiletén. A szocialista gazdasag pénzforgalmi
modellje cimii kandidatusi értekezése nemcsak a maga kordban volt uttord
jellegii, hiszen a szocialista-kommunista felfogasban a pénznek és az ezzel kap-
csolatos modelleknek nem nagy becstilete volt, a naturalis tervezés dominan-
cidja miatt. De még mai szemmel is eléremutatéonak tekinthetd, hiszen olyan
kérdéseket feszegetett, mint a toke- és hitelmérlegek, valamint a stock és a
flow Osszefiiggések kérdéskore. A mai f6iranyd makrookonémia egyik komoly
hidnyossaga éppen az, hogy nem helyez kell6 hangsilyt a stock-flow kapcso-
latokra és tobbek kozott ezért sem tudja megragadni a gazdasdg dinamikus
mozgasanak a lényegét. (A manapsédg oly divatos impulzus-védlasz elemzés,
az egyensulyi palyardl kiils6 sokkok hatdsara vald letérés és visszatérés mo-
dellezése nyilvan nem tekinthet autentikus dinamikus kozelitésmédnak.)

Médszertani szempontbdl is kiemelkedd jelentOségii munkat végzett: a
Pénzforgalmi Kapcsolatok Mérlegének megalkotdsaval ugyanis az input-out-
put technikat alkoté moédon hasznalta a pénziigyi kapcsolatok vizsgalataban.
Matematikai felkésziiltsége alapjan valhatott volna akar mainstream koz-
gazdassza is a rendszervaltozas utan, hiszen a modszertanilag legigényesebb
makro- és mikroteriileteken egyarant helyt tudott volna allni. De 6 nem a
konnyen elérhet6 siker alapjan vélasztotta kutatdsi témait. Szamara a mate-
matikai modellezés és mddszertani kozelitésmdd sohasem volt 6ncél, mindig a
vizsgalandé feladatnak megfeleléen hasznalta ezeket az eszk6zoket, szigorian
csak annyit, amennyi sziikséges volt. Soha sem a matematikai mddszerhez
keresett kozgazdasagi alkalmazasi teriiletet, hanem a szamara fontos kozgaz-
daségi terilet elemzéséhez valasztott adekvat vizsgalati eszkozoket a madd-
szertani arzenalbdl.

Augusztinovics Méria méasik meghatdrozé kutatési teriilete, amellyel f6-
ként 1984 utdn — az MTA Kozgazdasdgtudoméanyi Intézetébe valé kertilése
utdn — foglalkozott, s amely alapjan valt igazan kozismertté, az a nyugdij-
rendszerek vizsgalata, az emberi életpédlya kozgazdasagi modellezése. Tagja
volt a 2007 és 2010 kozott mikédo Nyugdij- és Idoskoru Kerekasztalnak. Ez a
szakértokbol 6sszeallt miihely igen sokat tett annak érdekében, hogy felhivja a
kozvélemény figyelmét a nyugdijrendszeriink anomalidira és hosszi tavon vald
fenntarthatatlansigara. A Kerekasztal arra is jé példat adott, hogy miként
lehet egyma&s mellé letiltetni bal- és jobboldali iranyultsdgi szakértéket egy
koz0s, az egész orszagot érinté probléma megoldasanak keresésére. Talan nem
véletlen, hogy Guszti volt ennek az egész szervez6désnek a motorja, hiszen
az 0 egyéniségébdl aradt a masokra valo figyelés, tolerancia, az egyiittgondol-
kodas, a konstruktiv egyiittmiikodés Oszinte szandéka. Nagy kar, hogy nem
kovették ezt a jo példat mas tertiletek, és hogy mara mar teljesen illuzérikussa
valt ilyen paritasos szakmai miithelyek 1étrehozasa.

A magyar nyugdijrendszer fenntarthatésaga tekintetében nem azt tartot-
ta alapveté probléménak, hogy az eléreged6 tarsadalom miatt egyre kedve-
zOtlenebb lesz a munkaképes koruak és a nyugdijasok aranya, mert valéja-
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ban ez az ardny nem romlott szamottevoen az elmult évtizedekben. Hanem
sokkal inkabb azt, hogy alacsony a foglalkoztatasi rata és a bérjovedelmek
szinvonala. Megallapitasa szerint az adott magyar foglalkoztatési és jovedelmi
viszonyok mellett a mai aktiv kordak nagy részének nagy valdsziniiséggel
nem képzodik elégséges tobbletmegtakaritdsa a nyugdijas évekre. Amennyi-
ben ezek a trendek tartésak maradnak, akkor 2050-re az atlagos nyugdij az
atlagos jovedelemnek csak toredéke, 10-20%-a lesz.

A sulyos problémak megoldasdra Guszti egy hdrom pilléren 4ll6 nyugdij-
rendszert javasolt. Az elsé pillér az adékbdl finanszirozott alapnyugdij, amely
a tarsadalmi szolidaritds alapjén, allampolgéri jogon mindenkinek jarna. A
masodik pillért a kotelez6 munkanyugdij adja, amelyben a jaradék alapjat
szigortan a befizetett jarulék hatérozza meg. Es végiil a harmadik pillér az
onkéntes, magannyugdij, amely az érintett felek megegyezése alapjan alakul.
A javasolt hdarompilléres rendszert lehet és kell is birdlni, de meggy6z&désem
szerint megkeriilni semmiképpen nem lehet. Mert bizonyos, hogy a magyar
tarsadalomnak valamit kell kezdeni azokkal az emberekkel — akiknek a szama
nem szlkiil, hanem inkabb bovil —, akik az életiik soran, ilyen vagy olyan
okok miatt nem tudtak elégséges nyugdijalapot Osszegytjteni. S ugyancsak
rendezni kellene azt az aldatlan dllapotot, hogy a munkanyugdijak tekinteté-
ben a mai rendszerben alig fedezhet6 fel kapcsolat a nyugdijcélu befizetések
és a késébb folyodsitott nyugdij jaradék kozott.

Hetvenedik sziiletésnapjara a tanitvanyai egy emlékkotettel lepték meg,
amelynek cime Racionalitds és méltanyossag (szerk.: Kirdly J., Simonovits A.
és Széz J., Kozgazdasigi Szemle Alapitviany Budapest 2000.) volt. Minden
bizonnyal a kotet névadéi nemcsak, vagy elsdsorban nem a kotet tartalma
alapjan valasztottak a cimet, hanem sokkal inkabb az iinnepelt személy mi-
att. Biztosan nem tévedtek, mert aligha lehetne két széban pontosabban
jellemezni Augusztinovics Maridt és munkassdgat. Jo érzékkel navigilt a
méltanyossag és a racionalitas sziklai kozott és biztos kézzel tartotta a ku-
tatasai korméanyat a kivanatos mix irdnyaba. Tudta ugyanis a nagy titkot,
amely ezt a feloldhatatlannak latszé dilemmat mindig lerendezi, nevezetesen
sohasem lehet egy olyan megoldast raciondlisnak értékelni, amely jelentos
tarsadalmi méltanytalansidgokat idéz eld.

Mellar Tamas
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EPQ MODELLEK VALTOZTATHATO
MINOSEG-ELLENORZESI SEBESSEG ESETEN!

HAUCK ZSUZSANNA
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Jelen munkdban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket
vizsgalunk, melyekben minden egyes terméket atvizsgalnak eladas elétt. A
selejtes termékek az atvizsgalasi periddus végén egyszerre hagyjak el a rend-
szert, ardnyuk valészintiségi valtozo. A termelési rata és a minéség-ellendrzés
sebessége dontési valtozé a vallalat szaméara. A sziik keresztmetszet sebes-
ségének novelése csokkenti a hianybdl adédo koltségeket és a selejtaranytol
fliggden hat a készleten tartdsi, valamint a sorozatkezdési koltségekre. A
sebesség novelésére vonatkozo kilonbozo koltségfiiggvények mellett keressiik
a készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség minimumat. Mindezt megtesszik
Osszefliggd ciklusokra, ahol minden periédusban ugyanannyi a selejtarany,
illetve egymastdl fiiggetlen ciklusokra is, ahol a meghibdsodés szdzaléka pe-
riédusonként véltozik. Eredményeinket az Economic Order Quantity (EOQ)
modell eredményeivel is Osszevetjiik.

Kulcsszavak: EPQ modell, minGség-ellendrzési sebesség, gazdasigos so-
rozatnagysag

1 Bevezetés

A termelés menedzsment szakirodalom egyik alapmiive Harris (1913) Eco-
nomic Order Quantity (EOQ) modellje, melynek lényege, hogy a kereslet, a
fajlagos készletezési koltség, valamint a sorozatkezdési koltség ismeretében
meghatarozza azt a gazdasagos sorozatnagysagot, mely mellett a készletezés-
sel kapcsolatos 6sszkoltség minimélis lesz. Ezt a problémat gondolta tovabb
Taft (1918), feltételezve, hogy a termékek nem a készletezési periédus elején,
egyszerre, hanem folyamatosan érkeznek a raktarba. Jelen munka az erre
a gondolatmenetre felirt Economic Production Quantity (EPQ) modell egy
tovabbfejlesztett valtozata.

Az EOQ és EPQ alapmodellek kimondatlanul ugyan, de feltételezik, hogy
a raktarba érkez6 termékek mindegyike kifogastalan minGségii. Erre a prob-
lémara tobben felhivtak ugyan a figyelmet, de Porteus (1986) volt az elsd,
aki EOQ modellben feltételezte, hogy egy bizonyos valdsziniiség szerint hibas
termékek keletkeznek. Rosenblatt és Lee (1986) a probléma kapcsén arra
a kovetkeztetésre jutott, hogy selejtes termékek el6fordulasa esetén kisebb
sorozatokban célszerii gydrtani. Voros (1999) a Toyota Termelési Rend-
szerbdl kiindulva feltételezte, hogy a termelési ratat csokkenthetik a folya-

IBeérkezett: 2014. augusztus 22. E-mail: hauckzs@ktk.pte.hu.
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mat minéségi problémdi. Ha ugyanis minGségi hibat taldlnak a dolgozdk,
akkor megallithatjak a termelGszalagot. Hidny keletkezését nem megengedd
EPQ modelljében arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a folyamat minGségének
romlasa noveli a gazdasagos sorozatnagysagot és csokkenti az atallas és kész-
lettartas éves koltségeit. Noveli ugyanakkor a javitas koltségeit, igy megha-
tarozhato az optimalis folyamatmindség szintje.

Salameh és Jaber (2000) modelljének alapgondolata, hogy eladéas elStt a
vallalat minden egyes termék mindségét leellendrzi, az atvizsgalasi peridodus
végén pedig a selejtes termékek tdvoznak a rendszerbdl. A téma kiterjesz-
tési irdnyzatait részletesen targyalja Khan et al. (2011). Ezek a modellek
jellemzéen a gazdasdgos sorozatnagysag meghatarozasaval hivatottak mini-
malizdlni a készletezéssel kapcsolatos Gsszkoltséget. Hauck és Voros (2015)
azonban ramutatnak arra, hogy minderre a vallalatnak az atvizsgalasi sebes-
ség valtoztatasanak eszkoze is rendelkezésére all. Jelen munka is ezt a két
dontési valtozot veszi figyelembe, azzal a kiilonbséggel, hogy ha a termelési
rata lassabb a minGség-ellendrzés sebességénél, akkor — mivel ez esetben a ter-
melési rata a szlik keresztmetszet, ezért — az optimalis sebesség a termelésre
vonatkozik.

Papachristos és Konstantaras (2006) felhivjék a figyelmet arra, hogy Sala-
meh és Jaber (2000) modelljének feltevése nem elegendd a hidny elkeriiléséhez.
Voros (2013) megoldja ezt a problémét, és bevezeti az Osszefiiggd, valamint az
egymastol fliggetlen ciklusok fogalmat. Elébbi esetben minden periédusban
ugyanugy viselkedik a rendszer, ahogy az az els6ben kialakult. Utébbiban
minden periédus végén egy a tobbitdl fliggetlen ciklus kezd6dik. Az egymastol
fiiggetlen ciklusokra vonatkoz6 szamitdsok Maddah és Jaber (2008) gondo-
latan alapulnak, akik a ciklusok hosszanak varhaté értékét javasoljak alkal-
mazni.

A kovetkezé szakaszban bemutatjuk a modell alapvetéseit elegendd mér-
tékli j6 mindségii kereslet, illetve hidny keletkezése esetére. A 3. részben ezek
alapjan irjuk fel az 6sszkoltség fliggvényt, melynek minimumat osszefiiggd és
egymastol fliggetlen ciklusok esetére is bemutatjuk. A 4. szakasz 6sszefoglalja
vizsgalodasaink targyat és fobb eredményeit.

2 A modell

A tanulmanyban olyan EPQ modellekkel foglalkozunk, amelyek feltételezik,
hogy értékesités elott minden egyes terméket at kell vizsgalni. Ez jellemzo
gyakorlat példdul az egészségiigy szamdra beszallitott termékek (pl. gydgysze-
rek, gyogydszati segédeszkozok) gyédrtdsa esetén. A keresletet a j6 mindségii
termékekkel elégitik ki. Amennyiben ezekb6l nem &ll rendelkezésre megfeleld
mennyiség, Ugy hatralék keletkezik. Feltételezziik, hogy a ki nem elégitett
kereslet nem veszik el, és a hidnyt minden egyes készletezési ciklus végén
egy 100%-ban j6 mindséget garantald beszallité pdtolja. Ugyanezekben az
idopontokban, egyszerre hagyjak el a raktarhelyiséget a selejtnek bizonyult
termékek.
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A j6 minéségii termékek napi keresletét D-vel jeloljiik és konstansnak
feltételezziik. A selejtardnyt, igy a rendszer mindségét p valdsziniiségi valtozd
irja le. Megmutatja, hogy a vallalat egy megtermelt sorozatnak hany széza-
lékat kényszertil megjavitani, alacsonyabb aron értékesiteni vagy megsem-
misiteni. A modell a harom lehetéséget egy kategériaként kezeli, minden
egyes atvizsgalasi periédus végén a ) mennyiségi termékbdl allé sorozat p
ardnya egyszerre tavozik a rendszerbol. Ezen Qp egység tovabbi sorsanak
jelen optimalizalasi probléma szempontjabol nincs jelentésége.

jelolés  jelentése

D napi kereslet (db/nap)

T a mindség-ellendrzés sebessége (db/nap), dontési valtozéd
o a jelenlegi mindség-ellenérzési sebesség, rg > D

Tmax a legmagasabb elérheté mindség-ellendrzési sebesség

IS

z=D/x, z <1; Zmin = D/Tmax

a mindség-ellenérzés z szintre torténd gyorsitdsdnak napi koltsége
sorozatkezdési koltség (ciklusonként mertiil fel)

egy termék készleten tartdsanak napi koltsége

termékenkénti napi hatralékkoltség

sorozatnagysag (db), dontési véltozd

a selejt termékek ardnya (%), p € [0, 1], valdsziniiségi valtozd

a selejt termékek ardanyanak stirtiségfiiggvénye

a selejt termékek lehetd legmagasabb ardnya (a < 1) egy sorozatban
egy évben ledolgozott munkanapok szama

«Q

—~
N

~

2@2*@@@@%
3

1. tabldazat. A jelolések jegyzéke

A villalatnak naponta x mennyiségii termék atvizsgaldsara van kapacitasa.
Ezt a sebességet akkor tudja elérni, ha minden nap keletkezik is ennyi készter-
mék, azaz ha a termelési rata legalabb akkora, mint a mindség-ellenorzési se-
besség. Amennyiben a véllalat naponta z-nél kevesebb mennyiségii terméket
kiild mindség-ellenérzésre, tigy nincs értelme novelni annak sebességét, hanem
a termelési rata mint sziik keresztmetszet gyorsitasara van sziikség. Ha a ter-
melési rata éppen megegyezik az atvizsgalasi sebességgel, ugy az arra kapott
optimum a termelési ratara is igaz. Utébbi esetekben azonban g(z) fiiggvény-
nek a termelés gyorsitdsanak koltségeit (is) tartalmaznia kell.

Készletszint

) N H Op
0 P

I
0x, O(1-p)’D 1d6

1. dbra. Készletalakuldsi diagram hétralék nélkiili esetben (D < z(1 — p)).
Forrds: Vords (2013) alapjan sajit szerkesztés
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Mivel a selejt el6forduldasanak lehetGségével is szamolunk, ezért naponta
legaldbb annyit kell termelnie és atvizsgdlnia a véllalatnak (x), hogy ki tudja
elégiteni a keresletet, vagyis * > D teljesiiljon. Ez a mennyiség azonban
csak ritkdn elegendd, ugyanis mivel a selejt aranya p szézalék, ezért naponta
valdjaban csak z(1 — p) jé mindségii kindlat keletkezik. Amennyiben ez eléri
a napi kereslet szintjét D < z(1 — p), Ggy nem keletkezik hétralék. Ezt az
esetet illusztralja az 1. dbra.

Az dtvizsgdlasi sebesség kezdeti szintjét jeldli g, melybdl a napi keresletet
kivonva kapjuk, hogy napi zo— D > 0 termék keriil a raktarba (1. dbra). Ez a
mennyiség a napi keresletet meghaladé j6 mindségii napi kindlat (xq(1 —p) —
D), valamint a naponta talélt selejt darabszam (zgp) Osszege. A készletszint
novekedése addig tart, amig a teljes sorozatot, azaz ) db-ot 4t nem vizsgalnak.
Az atvizsgalas tehat @QQ/xo napot vesz igénybe, és ez alatt (xg — D)Q/xo,
azaz (1 — z9)@ készlet halmozédik fel a raktarban, ahol zg = D/xg. Mivel
a sorozatnagysagot Q-val jeloljiik, melynek p szdzaléka selejt, ezért Qp selejt
hagyja el a rendszert a Q)/x¢ id6pontban, vagyis a készletszint (1 — zop — p)Q
értékre csokken. Ezt kovetGen a ciklus végéig mar nem érkezik tobb termék
a raktarba, a megmaradt készlet pedig naponta D mennyiséggel csokken.
Mivel a jé minGségii, azaz értékesithetd6 mennyiség egy készletezési ciklusban
Q(1 — p) darab, gy egy ciklus hossza addig tart, amig ezt a mennyiséget a
kereslet fel nem emészti, vagyis Q(1 — p)/D napig (Vords, 2013).

Készlettartasi koltség annyi termék utan meriil fel, amennyi a készletala-
kuldsi diagram (1. dbra) gorbe alatti teriilete. A fentieknek megfelelen ez
egy ciklusban az (1) egyenlet altal leirt HCC'1 készlettartési koltséget jelent,
melyben nemcsak a sorozatnagysag, hanem az atvizsgalasi sebesség is dontési
valtozo:

Q/x Q(1-p)/D
HCCI(Q,x)zh[/ (x—D)th—/ Q1 —p—2) — Dtdt| =
0 Q/x
2
= hﬁ(2pz+ (1 —p)2 — z) .
M)
Mivel hatralék nélkiili esetben egy periédus hossza Q(1 — p)/D, ezért egy
évben ND/Q(1 —p) pozitiv hosszisdgu ciklus zajlik le. A kapcsol6dé készle-
tezési 0sszkoltség harom elembél all. Az egy ciklusban felmeriilé HCC1(Q, x)
készlettartasi koltséget a ciklusok szamaval felszorozva megkapjuk a vonat-
kozé éves koltséget. Emellett minden ciklus elején sorozatkezdési koltség
mertl fel, melynek egyszeri mértékét s-sel jeloljiik, éves szintjét pedig az
éves ciklusszdmmal tOrténd szorzds adja meg. Az eredeti EPQ modellhez
képest még egy koltségelemmel szamolnunk kell a készletezéssel kapcsolatos
éves 0sszkoltség (TC1(Q, 2), 1d. (2)) meghatdrozdsédhoz, ez pedig a mindség-
ellenérzés gyorsitasabdl adddé napi koltség, melyet g(z) fiiggvénnyel mériink.
Az 4tvizsgalas sebességének novelése torténhet alvillalkozé bevonasival,
tuléraztatassal vagy a technoldgia fejlesztésével. Ha a sebesség éppen annyi,
hogy hibatlan sorozatot feltételezve a vallalat ki tudja elégiteni a keresletet,
akkor x = D, azaz z = 1. Mivel ez a sebesség minimuma, ezért gyorsitas
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nem tortént, emiatt g(1) = 0. Amennyiben gyorsabban kell elvégezni a fel-
adatot, ugy az alvallalkoz6 magasabb aron vallalja azt, vagy a tdlora jar
tobbletkoltséggel. A sebességet novelve g(z) tehdt nd, viszont x és z kozott
fenndll6 reciprok viszony (z = D/x) miatt ez azt jelenti, hogy g(z) szigorian
monoton csokken z-ben. Konvex csokkenést feltételeziink, ami abbdl kovet-
kezik, hogy minél magasabb szintrol noveljiik a sebességet, az annal nagyobb
er6feszitéssel jar. Egy cikluson belil g(z) annyi napon meril fel, amennyin
atvizsgalds folyik, azaz hatralék nélkiili esetben Q(1—p)/D napbdl Q/x ideig,
ami az évi N szdmu munkanap z/(1 — p) hédnyadét jelenti. A hdnyadost nem
kell p = 1-re értelmezniink, mivel ha a teljes sorozat hibas, akkor hatralék
keletkezik. A hatralék nélkiili 6sszkoltség:

ND NhQ

Q0 -—p° T p)

Ahogy azt a (2) kifejezés mutatja, a sorozatnagysig mellett a mindség-ellendr-
zés sebessége is dontési valtozd. El6bbi megszokott az irodalomban, utobbit
viszont Hauck és Voros (2015) vizsgalta elészor EOQ modellekre. A 2. dbra
megmutatja, mi torténik az EPQ modell hatralék nélkiili valtozataban, ha
a mésodik ciklusban megnoveljiik a mindség-ellendrzés sebességét (rg < x1).
Ennek eredményeként a ciklus hossza, igy az évente felmeriilo ciklusok szama,
ebbdl kovetkezoen pedig az éves sorozatkezdési koltség nem viéltozik. Le-
rovidill azonban a mindség-ellendrzési idészak. A selejtes termékek emiatt
hamarabb hagyjak el a raktarhelyiséget, a j6 minOségi napi tobbletkinalat
ugyanakkor korabban kertil be a raktarba, mint az elsé ciklusban.

TOUQ, 2) = (2zp+(1-p)* —2)+

N
) (@)

Készletszint

(x,-D)0x, Op
(X,,—D)Q Xy ,\‘/-D
-D
I 1 i |
0x, (l-p)D 2001-p) D 1d6
Ox,

2. dbra. Készletalakuldsi diagram hatralék nélkiili esetben (D < x(1—p)), a masodik ciklusban
megnovelt atvizsgdlasi sebességgel (zg < x1)
A mindség-ellendrzési sebességet minden hatéron til névelve az atvizsgalds
a ciklus kezdetének pillanataban befejezdédik, amivel tulajdonképpen az EOQ
modellt kapjuk vissza (1d. 3. dbra bal oldala). A mésik véglet, ha a sebesség
annyira lassd, hogy minden nap éppen annyi jé minéségl terméket vizsgalnak
at, amennyi az aznapi kereslet. Ez azt eredményezi, hogy csak a selejtes
termékek keriilnek a raktdrba (I1d. 3. dbra jobb oldala). Az dbrak érzékeltetik,
hogy ha a selejtarany magas, akkor a lehetd leggyorsabb mindség-ellenorzési
sebesség mellett adédik a készlettartdsi koltségek minimuma. Ha ugyanis a
3. abra bal oldalan alacsony lenne a selejtszint, akkor a gorbe alatti tertilet
joval magasabb lenne, ez esetben pedig célszerti megfontolni a jobb oldali
abran bemutatott lassu atvizsgélast.
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Készletszint Készletszint
0
Op
O(l-p) (x-D)Ox x-D =xp
-D < ‘} op
O(1-p)D  1dé Qx=Q(1p)D  1dd

3. dbra. Hatralék nélkiilli EPQ modell készletalakuldsi diagramja minden hataron til névelt,
illetve minimdlis min&ség-ellendrzési sebesség mellett

Konnyen eléfordulhat, hogy — példaul egy gép meghibiasodasa miatt — ma-
gasabb lesz adott sorozatban a selejtarany, melynek kovetkeztében a véllalat
nem tudja kielégiteni a keresletet, azaz D > x(1 — p). Amennyiben a
napi kereslet meghaladja a naponta bevizsgalt jé6 minoségu kinalatot, ugy
hatralék keletkezik. Ennek napi mértéke a két mennyiség kiilonbsége, azaz
D — x(1 — p). Mivel igy nem keletkezik t6bblet j6 mindségii termékbél, ezért
csak a selejt kerill a raktarba. Az atvizsgalas végeztével a ciklus is véget
ér, hiszen a Qp selejt eltavolitasat kévetéen nem marad mas a raktarban.
Egy ciklus hossza tehdt Q/z, és feltételezziik, hogy ebben az idépontban egy
megbizhaté beszallité tokéletesen pétolja az addig felhalmozott hidanyt. A
hatralék keletkezésébdl szarmazd egységenkénti tobbletkoltséget b fejezi ki,
melynek mértékét a hiany potlasanak modja is befolyasolhatja.

Készletszint

Op 7

X, (‘p X 1 4

S S r—
o [)-.\‘](7 ] Id6

)(D/x,+p-1) 7] .
Q([ P b D-xp(l-p)~~_ !

OMDx,+p-1)|

0v,  Ox,
4. dbra. Készletalakuldsi diagram hétralék keletkezése esetén (D > xz(1 — p)),
a masodik ciklusban megnovelt dtvizsgdldsi sebességgel (zg < x1)

A hétralék esetét bemutaté 4. @brdn leolvashatjuk, hogy a minéségellendr-
7és sebességét novelve (mésodik ciklus) az dtlagos készletszint nem véltozik,
ugyanigy @Qp/2 marad. A hétralékot azonban hamarabb sziinteti meg a
beszallitd, {gy annak dtlagos szintje, Q(z + p — 1)/2, ebbdl kifolydlag pedig
az azzal kapcsolatos koltségek is csokkennek. Lerovidiil ugyanakkor a cik-
lushossz, ami évente magasabb ciklusszamot, ezen keresztil pedig a sorozat-
kezdési koltség gyakoribb felmeriilését jelenti. Az egy ciklus sordn felmeriil
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készlettartasi, ill. hatralék koltségeket a (3) és (4) egyenletek irjék le hétralék
keletkezése esetén.

Q/e
HCO2(Q,z) = h[ / apt dt] = h%pz (3)
0

Q/x QQ
BCC2(Q, z) = b[/ (D~ (= p)tdt] =bes (e 20 -p) ()
0

A készletezéssel kapcsolatos éves 6sszkoltség hatralék keletkezése esetén négy
elembé] adddik tehdt dssze, ezek az éves (i) sorozatkezdési, (ii) készlettartdsi,
(iii) hétralékkal kapcsolatos, valamint (iv) mindségellendrzési koltségek. Utdb-
bi minden munkanapon felmertil, hiszen nincsen sziinet az atvizsgalasi perié-
dusok kozott, az egyik ciklus végeztével azonnal Gjabb kezdddik. Hatralé-
kot tartalmazé esetben tehat a ciklusok hossza megegyezik az atvizsgdlasi
periédus hosszdval, igy azok éves szdma @)/x reciproka, szorozva az egy
évben ledolgozott munkanapok szdméval (N). Az egy készletezési periédusra
vonatkozé HCC?2 és BCC2 mennyiségeket a ciklusszammal megszorozva
kapjuk az (5) egyenlet mésodik és harmadik tagjat. A készletezéssel kapcso-
latos koltségeket a 2. tabldzat listazza az EPQ modell hatralékot feltételezd
és nem megengedo esetére.

nem keletkezik hatralék:  keletkezik hatralék:

D<z(1-p) D>=z(1—-p)
egy készletezési ciklus hossza Q1 —-p)/D Q/x
ciklusok szama egy évben ND/Q(1 —p) Nz/Q
éves sorozatkezdési koltség NDs/Q(1 —p) Nzxs/Q
éves készlettartasi koltség % (zipT_pl +1-p w;u
hétralék éves koltsége - NSQ (z4+p—1)
min&ség-ellendrzés éves koltsége g9(2)zN/(1 — p) g(z)N

2. tdbldzat. Készletezéssel kapcsolatos koltségek EPQ modellben

Hatralék keletkezése esetén a készletezéssel kapcsolatos Osszkoltség tehat:

TC2(Q,z) = ]ng-l- N;Qp-l- NSQ (z+p—1)+ Ng(z) . (5)

1. TETEL. A folyamatmindség romldsa hdtralék nélkili esetben noveli, hdt-
ralék keletkezését feltételezo esetben csékkenti a gazdasdgos sorozatnagysdgot.

A (2) Osszefiiggésben definidlt 6sszkoltség fiiggvény minimumét keresve,
hatralék nélkiili esetben a gazdasigos sorozatnagysag

o /205 1
te h\[2zp+(1—p)2—2"~

A Wilson-formula médosité faktoranak nevezdéje p-ben csékkend, ha z <
1 —p, azaz nem keletkezik hatralék. Mivel p a selejtarany, ezért tulajdonkép-
pen a rendszer mindségét irja le. Ha tehat az eléallitasi folyamat mindsége
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romlik, azaz tobb hiba fordul el6 a gyartas soran, akkor a mddosité faktor,
ennek kovetkeztében pedig a sorozatnagysag is novekszik. Ez 6sszhangban
van Voros (1999) megallapitdsaval, aki a Toyota Termelési Rendszer folya-
matmindségét az andon zsinér meghiizasa miatti ledllasok idejével jellemzi.

Az (5) egyenlet alapjan hatralékot feltételezd esetben a gazdasdgos sorozat-
nagysig Q3 = \/2Ds/h-\/1/(hp +b(z + p — 1)). A médosité faktor nevezdje
p-ben novekvo, vagyis hatralék keletkezése esetén a folyamatmindség romlésa
csokkenti a sorozatnagysigot.

3 A minéGség-ellenorzési sebesség novelése EPQ
modellekben

Az el6zbekben lattuk, hogy a napi kereslet, a mindség-ellendrzési sebesség,
valamint a selejtardany mértékétol fliggéen keletkezhet készlettobblet vagy
hétralék. A keresletet konstansnak tekintjiik, a sebességrél a vallalat dont, a
selejtszéazalék pedig valdsziniiségi véltozd. Vords (2013) alapjan két esetet kii-
l6nboztetiink meg, majd hasonlitunk Gssze aszerint, hogy az egymast koveto
ciklusokban véltozhat-e a selejtarany, vagy minden periédusban annyi marad,
ahogy az az els6 ciklusban kialakult. Utobbi esetben Gsszefiiggd, a selejtarany
valtozasat megengedo esetben egymistol fliggetlen ciklusokrdl beszéliink.

3.1 A mindség-ellenOrzési sebesség novelése egymassal
osszefiiggd ciklusokban

A (2) és (b) osszefliggésekkel leirtuk a készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség
alakulasat hatralék nélkiili, majd hatralékot feltételezé esetre. Ezen fliggvé-
nyek fiiggetlen valtozdja @) és z, melyekrdl a szoban forgo véllalat a sorozat-
nagysdg (Q), valamint a mindség-ellendrzési sebesség (r) megvélasztdsdval
dont. Hatralék attol fiiggden keletkezhet, hogy az egy sorozatban jelenlevo
selejt ardnya (p) meghaladja-e az (1 — z) értéket, ahol z a napi kereslet (D)
és az egy nap alatt atvizsgalt termékmennyiség (x) hdnyadosa. Ha ugyanis
nem keletkezik hatralék, akkor D < x(1 — p), melyet dtrendezve p < (1 — 2).
Az 6sszkoltségfiiggvény tehat

_JTC1Q,7), ha0<p<l-—=z
TC(Q’Z)_{TCQ(Q,Z), hal—-z<p<1.

Mivel p valészintiségi valtozd, melynek stirtiségfiiggvénye f(p), ezért az dssz-
koltség varhaté értéke:
1

ETC(Q»Z)Z/O_ZT01(Q>Z)f(p)dp+/ TC2AQ,2)f(p)dp. (6)

11—z
Az alabbi mennyiséget szeretnénk tehdt minimalizalni:

ETC(Q,=?)

N = $5()D/Q+ (H(2) + B(2))Q/2 + G(2) , (7)
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ahol
sG) = [ va-prwas [ apime @
HE =h [ 0= 2 420G dp+EG) ()
BG)=b [ Gtp-1i0)d (79

1

Glz) = / 292/ - D)) dp + / ofwdp  (7d)

1—2
1 2 D/xO = Zmax éS Zmin = D/xmax . (76)
S(z), B(z) és G(z) megegyeznek az EOQ modellben (Hauck és Vorés, 2015)
definidlt osszefliggésekkel, H(z) azonban médosul (1d. Vérds, 2013).

2. TETEL. A 0 < z < 1—a intervallumon H(z) linedris, H(0) = h(1— E(p))
kezdeti értékkel. Az1—a < z <1 intervallumra nézve H(z) fliggvény z = 0.5-
ig konkdv, majd konvex, és H(1) = hE(p)-ben végzddik. Amennyiben a < 0.5,
tgy H(z) konkdv az intervallumon.

A tétel bizonyitasdhoz felhasznaljuk a lenti derivédlasi szabalyt:

— m(x,p)dp =
Az Ji(a)
U(x)ym(x,l(x)) — K (x)m(z, k(x)) + / o m(z,p)dp,
k(z) OT

melybdl H, = hfol_z(—2 + 1Tlp)f(p) dp. H, elbjelét keressiik, hogy meg
tudjuk hatarozni a fliggvény monotonitasat. Ehhez sziikséges tudnunk, hogy
h mindig pozitiv, f(p) pedig pozitiv értéket vesz fel, ha 0 < p < a, egyébként
nulla. Definicié szerint p < a, ezért ha a < 1/2, akkor H, biztosan negativ,
azaz a fliggvény z-ben szigorian monoton csékken. Az a > 1/2 esetben az
eloszlastdl fiigg, hogy névekvd vagy csokkend-e a fiiggvény.

Amennyiben a < 1 — z, ugy H, konstans, ezért H(z) linedris. Mindezt
a masodik derivalt segitségével is igazolhatjuk, hiszen ezen az intervallumon
fl—2)=0:

Ha (1 — 2) < a, akkor f(1 —2) > 0. A madsodik derivélt ezért negativ, ha
z < 1/2, de porzitiv, ha z > 1/2, a z = 1/2 helyen pedig inflexiés pontja
van. Ezek szerint H(z) linedris a 0 < z < 1 — ¢ intervallumon, majd konkév
1—a < z<1/2-g, z = 1/2 helyen inflexiés pontja van, az 1/2-nél magasabb
z-kre pedig konvex. Ezt az esetet mutatja be az 5. dbra. Amennyiben a <
1/2,4gy 1/2 < 1 — a, ami azt jelenti, hogy az 1 — a < z intervallumon H (z)
konvex.
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h(1-E@p))

hE(p) +—

1-a 12 1 z
5. dbra. H(z) egy lehetséges alakja

v

_ H(z) kezdeti értéke H(0) = h[1— E(p)], végs6 értéke pedig H(1) = hE(p).
Osszehasonlitva a két kifejezést, a kezdeti érték a magasabb, ha a selejt-
ardny véarhaté értéke (F(p)) alacsonyabb 50%-ndl. Tegyiik most fel, hogy a
selejtardny egyenletes eloszlast kovet a [0, a] intervallumon, azaz

_J1/a, ha0<p<a
Fp) = {o eayébként (9)

A selejtardny vérhaté értéke ekkor E(p) = a/2. Ezek szerint H(0) > H(1),
ha 1—a/2 > a/2, vagyis 1 > a. Mivel ez definicié szerint teljesill, ezért a
selejtardny egyenletes eloszldsa esetén mindig igaz, hogy H(0) > H(1).

(7b) és (9) miatt az a < 1 — z intervallumon H(z) = h[l — a/2 — 2z —
zIn(1 —a)/a), 1 — 2z < a esetén pedig H(z) = h[(2?> — 2 — zIn2)/a + a/2].
Ezen Gsszefuiggéseket felhasznalva a 6. dbra hat kiillonb6z6 a értékre mutatja
be a gorbe alakjat.

1

09 AN

08

07

06 | ——H (&=01)
...... H (a=0.3)

05 H (a=05)
- = H(a07)

04 ———H (&=08)
——H (a=09)

03

0,2

0,1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 z=D/x

6. dbra. H(z) alakja egyenletes eloszldsra, a kiillonbozé értékei és h = 1 esetén
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Ahogy azt a fentiekben megallapitottuk, a gorbe (1 — a)-ig linedris, z =
1/2-ig konkav, majd konvex. Konkdv intervallum csak abban az esetben
létezik, ha a > 1/2, mivel csak 1 — a < z esetén nem linedris H(z).

Egyenletes eloszlds esetén az els6 derivélt H, = h(—2 — In(1 — a)/a)
az a < 1 — z intervallumon, mely konstans elGjele a-tol fugg. H, pozitiv,
azaz H(z) linedrisan novekszik, ha a > 0.8 (kerekitve). Ellenkezd esetben
ugyanakkor linedrisan csokken a 0 < z < 1 — ¢ intervallumon. 1 — 2z < a
esetén az els6 derivalt H, = h(2z — 2 — Inz)/a, amely akkor pozitiv, azaz
H(z) akkor novekszik, ha z < 0.2 (megkozelité érték). Ennél nagyobb z-kre a
fliggvény csokkend. A fentiekben megallapitottaknak megfeleléen a fiiggvény
z = 0.5-ig konkav, ezt kovetden pedig konvex.

Hauck és Voros (2015) alapjan minden z-re igaz, hogy a (7) modellnek
optimalis sorozatnagysaga

Qopt(2) = V25D\/S(2)/(H(2) + B(2)) , (10)

a készletezéssel kapcsolatos 0sszkoltség varhato értékének minimélis szintje
pedig

min ETC(2)/N = V2sD+\/S(2)/(H(z) + B(2)) + G(2) , (11)
feltéve, hogy Zmax = 2 > Zmin-

3. TETEL. Osszefdggé’ ciklusok esetén az EPQ modellben tobb elembdl dll a
gazdasdgos sorozatnagysdg, mint az EOQ modellben.

A (10) osszefiiggés az EOQ és EPQ modellre egyarént igaz, a kiilonbség
H(z) szintjében van. Mivel H(z) az EPQ modellben kisebb, ezért az EOQ
modellhez képest kisebb a (10) nevezdje, amibdl kévetkezden a hédnyados, igy
a gazdasagos sorozatnagysig nagyobb lesz.

Mivel a célfiiggvény viselkedését az atvizsgalasi sebesség megvalasztasaval
tudjuk befolyasolni, ezért meg kell ismerniink azon kifejezések tulajdonsigait,
melyek fliggnek z-t6l. Ezek K(z) = S(2)(H(z) + B(2)) és G(z).

4. TETEL. Ha a selejtardny eloszldsa egyenletes, akkor a 0 < z < 1—a inter-
vallumon G(z) szigordan monoton névekszik, ha —g(z)/g. > z, és szigorian
monoton csokken, ha —g(z)/g. < z. A figgvény konkdv, ha —z(g../9.) < 2,
és konver, ha —z(g../9.) > 2. Az 1 —a < z < 1 intervallumon G(z)
csokkenésének feltétele a > g(z)Inz/g, + zlnz + 1 — z egyenlbtlenség tel-
jestlése. A fliggvény konvex, haa >2Inzg,/g,. —9(2)/29..+zlnz+1—z.

G(z) els6 és mésodik derivaltjat frjak le a kovetkezd egyenletek:

1

G - / (92) +202) /(1 — p)F(p) dp + / 6 1(p) dp

—Zz

1

Goom [0t 20/t [ et )i~ 2 g1

11—z

Egyenletes eloszlas esetén ezek a derivaltak az alabbi alakot oltik.
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7. dbra. G(z) jellemzd alakja harom kiilénb6zd g(z) és a = 0.5 esetén

Ha 0<z<1-—a, akkor

—In(1 —a)

—In(1 —
GZZT(g(z)+zgz) és GZZ:M

(29: + 29..) -

Mivel —In(1 — a)/a > 0, ezért a monotonitasrdl (g(z) + zg.), a konvexitas-
konkavitdsrdl pedig (2g, + zg..) kifejezés el6jele dont. Mivel g(z) konvex
modon csokken, ezért els6 derivaltja negativ, vagyis g, < 0, a masodik de-
rivalt pedig pozitiv, azaz g,, > 0. G(z) szigortian monoton névekszik ezen
az intervallumon, ha —g(z)/g. > z, de csékken, ha —g(z)/g. < z. Tovabba
konkav, ha —z(g../g.) < 2 és konvex, ha —z(g,./g.) > 2.

Hauck és Voros (2015) alapjén harom lehetséges g(2) fiiggvényt vizsgdlunk
példaként. Amennyiben g(z) = C/z, igy G(z) konstans, mivel g(z)+zg, = 0,
ennek megfeleléen pedig a masodik derivalt is nulla. Konvex cstkkend G(z)-
hez jutunk ugyanakkor, ha g(z) = C/22. Ekkor ugyanis —g(2)/g, = z/2, ami
kisebb z-nél, az elsé derivalt tehdt negativ. A konvexitds abbdl kovetkezik,
hogy —2(9../9.) = 3 > 2. Konkav névekvé G(z), ha példdul g(z) = Ce=.
Ekkor ugyanis —g(z)/g. = 1, mely értéknél z kisebb, ill. lehet vele egyenld,
gy a névekedés z = 1 helyen &1l meg. A konkavitast tekintve —z(g,./g, = 2),
melyre mindig igaz, hogy 2-nél kisebb értéket vesz fel.

1—a<z<1, akkor

1
G, = E(gz(a— 1+z—zlnz)—g(2)lnz),
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G,, = é(gzz(a —14+z—2zInz)—2g,Inz —g(2)/2) .

Az eléz6 intervallumhoz hasonléan, mivel 1/a pozitiv, ezért a zaréjeles kife-
jezések dontenek az elGjelekrdl. Ezek alapjan G(z) csokkend z-ben, ha (a —
1+2)/Inz < z+g(2)/g-, és novekvd, ha az egyenlbtlenség a mdsik irdnyban
teljestil. Mivel 1—a < z, ezért (a—142) nemnegativ, és ezt az értéket egy ne-
gativ szammal kell osztanunk, tekintve ugyanis, hogy 0 < z < 1, In z negativ.
Az egyenlétlenség bal oldala tehdt negativ vagy nulla. Atrendezéssel kapjuk,
hogy a csokkenés feltétele, hogy a > g(z)Inz/g,+2zInz+1—2. A mésodik de-
rivalt pozitiv, azaz G(z) konvex, haa > 2Inz29,/g9..—9(2)/29..+zIn z+1—z.

A miésik intervallumon bemutatott hdrom példat folytatva g(z) = C/z
esetén G(z) csokkend, hiszen z + g(z)/g, = 0. A mésodik derivéltat tekintve
9.» = 0 miatt csak g,(1—21In z) < g(z)/z egyenlétlenség teljesiilését szitkséges
figyelembe venniink. Ez mindig igaz, mivel a bal oldal negativ, mig a jobb
pozitiv. G(z) tehat konkdv.

Ha g(z) = C/2?, akkor z + g(2)/g. = z/2, ami csokkend iranyra utal.
G(z) konvex ezen az intervallumon, ha a fiiggvényre aktualizalt feltétel, a >
zInz/3+2/6 +1 — 2 teljesiil. Atrendezve ez a —1+ z > zInz/3 + z/6, ahol
a—142z > 0. Numerikusan meghatdrozva a jobb oldalon all6 kifejezés értékét
z < 0.7 esetén negativ szamot kapunk, a maximum pedig z = 1 helyen 0.176,
vagyis ennél nagyobb a-kra biztosan konvex G(z). 0.7 < z < 1 esetén pedig
kis a-k mellett lehet konkav.

Végiil g(z) = Ce™* fiiggvénnyel kalkuldlva G(z) csokken, ha a > (Inz —
1)(z —1). Ha z < 0.44, akkor a szorzat értéke meghaladja az 1-et, ezért az
ilyen z-kre G(z) biztosan névekvé. A z =1 helyen van minimuma, melynek
értéke 0. Van tehat csokkend fliggvényrész is, amely a 0.44 < z < 1 szakaszon
kezd6dik. A konkavités feltétele mindig teljesiil, mivel a < 1/z24+1—2z4 (2 —
2)Inz mindig igaz, a kifejezés ugyanis z = 1 helyen, 1 értékkel veszi fel
minimumat, ¢ maximélisan pedig 1 lehet.

5. TETEL. A 0 < 2 < 1—a intervallumon K(z) = S(z)(H(2)+ B(z)) linedris;
z = 1-ben névekvd, ha b/(b+ h) > E(p), és csékkend, ha b/(b+ h) < E(p).

Ahogy a 3. tablazat Osszefoglalja, S(z), H(z) és B(z) tulajdonsigai je-
lent6sen eltérnek egymdstél. Amennyiben 0 < z < 1 — a, ugy B(z) = 0,
ezért K(z) = S(2)H(z). Tekintve, hogy S(z) konstans, H(z) pedig linedris
ezen az intervallumon, ezért K(z) is linedris. A kezdeti érték K (0) = S(0) -
h(1 — E(p)), és H(z) monotonitdsa donti el, hogy cs6kkend vagy névekvé-e
a fliggvény.

0<z<1l-a 1-a<2<1
S(z) konstans pozitiv csokkend; konkav, majd konvexre vélthat
S1)=1

H(z) lineéris; kezd8 értéke  z = 0.5-ig konkdv, majd konvex,
H(0)=h(1-E(p)) H(1)=hE(p)
B(z) nulla konvex novekvd,
B(1) = bE(p)

3. tdbldzat. S(z), H(z) és B(z) tulajdonsdgai az EPQ modellben.
Forrds: Hauck és Vords (2015), H(z) sajat szamitds
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A 0 <z <1 - a intervallumon ennek koévetkeztében vagy a z = 0 vagy a
z =1 —a helyen lesz K(z) minimuma.

A magasabb z-t, azaz lassabb mindség-ellendrzést jelenté 1 —a < z < 1
intervallumon sokkal komplexebb a helyzet. Az elemzéshez sziikségiink van
K (2) kifejezés z szerinti els6 és masodik derivaltjaira, melyek az aldbbiak:

K. =S:.(H(2) + B(2)) + 5(2)(H: + B:) ,

K..= Szz(H(Z) + B(Z)) + 2SZ(HZ + Bz) + S(Z)(sz + Bzz) .

Az eléjelek megallapitdasdhoz ismerniink kell S(z), H(z) és B(z) els§ és ma-
sodik derivaltjait:

1 , b L
Sz=—/1 —fp)dp & Szz=2/1 F/Wdp =71 =2),

L2 s

H.—h /Ol_z(—2+ﬁ)f<p>dp 6 Ho=h2—1/2)f(1-2),

1
B.=b flp)dp és B,,=bf(1-2).
11—z
A lehetd legmagasabb z-hez tartozé K (z) érték K (1) = (h+b)E(p). Ebben a
z = 1 pontban K(z) névekvd, ha K,(1) = —(h+b)E(p) +b > 0, azaz b/(b+
h) > E(p). Utébbi egyenlStlenség bal oldaldn az irodalombdl jél ismert (1d.
Voros, 2010) optimdlis termékelérhet8ségi szint (optimélis fogyaszté-kiszol-
géldsi szint) &ll. Amennyiben ez magasabb a selejtardny varhaté értékénél,
ugy K(z) névekvé z = 1-ben. Nem ebben a pontban van tehat a fiiggvény
minimuma, hanem egy alacsonyabb z-hez, azaz magasabb minéség-ellenorzési
sebességhez tartozd pontban. Mivel a hidny fajlagos koltsége legalabb annyi,
mint a fajlagos készletezési koltség (b > h), ezért b/(b+h) > 1/2. Ha tehét a
selejtardny varhaté értéke nem haladja meg az 50%-ot, akkor K (z) névekvd
z = 1-ben. Egyenletes eloszlas esetén ez mindig teljesiil, ugyanis a selejtardny
vérhaté értékének maximuma 1/2.
Eddigi megallapitasaink alapjan tehat a 0 < z < 1 — a intervallumon
K (2z) linedris, és lehet végig névekvd vagy végig csokkend, z = 1-ben pedig
noévekvd, ha b/(b+h) > E(p), és csokkend, ha b/(b+ h) < E(p). Ez Gsszesen
négy esetet eredményez. A 8. dbra két olyan esetet mutat be egyenletes
eloszldsra, ahol a < 0.8, ezért K (z) szigorian monoton csékken a0 < z < 1—
a intervallumon. Ennél nagyobb z-kre altaldnossdgban annyit allapithatunk
meg, hogy nagyobb b-re a fliggvény hamarabb kezd novekedni, ha egyéltalan
novekszik. Az illusztracié kedvéért egy magas és egy irredlisan alacsony b-t
valasztottunk. Utobbi azt hivatott bemutatni, hogy z = 1 helyen csokkend
a fuggvény, ha b/(b+ h) < E(p). A koltségfiiggvény minimuma ezért z =
1 helyen, azaz az ellendrzés gyorsitdsat nélkiilo6z6 helyen van. Magasabb
fajlagos hianykoltség esetén az 1 —a < z < 1 intervallumon talalhaté a
minimum.
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K(2=3(2(H(29)+B(2)
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8. dbra. K(z)alakja a selejtardny egyenletes eloszlasa, a = 0.5, h = 1 és b két kiilonbo6z6 értéke
esetén
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9. dbra. K(z) alakja a selejtardny egyenletes eloszlasa, a = 0.9, h = 1 és b két kiilonb6z8 értéke
esetén (b/(b+ h) > E(p))

A 9. dbra jéval magasabb maximélis selejtardnyt enged meg (a = 0.9), igy
az els6 intervallumon K(z) szigorian monoton ndvekszik. Ez a monotonités
a masodik intervallum elején folytatédik, majd mindkét esetben csokkenés
utdn valt djra novekedésre. A koltségfiiggvény minimuma ezért vagy ismét
az 1 —a < z < 1 intervallumon van, vagy a z = 0 helyen. Utébbi azt
jelenti, hogy a minGség-ellendrzés sebessége végtelen, azaz nulla idéegységet
vesz igénybe ez a tevékenység. Mivel ez a gyakorlatban nem kivitelezhetd,
ezért feltételezniink kell z-nek egy nullanal nagyobb minimumat, és ezen zpy;iy
mellett fennalld fliggvényértéket kell Gsszevetniink a masik intervallum mini-
mumaval.
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A fenti két dbra segitségével is Osszefoglalhatjuk, hogy mig 0 <z < 1—a
és z = 1 esetére meg tudtunk mondani bizonyos szabdlyszertiségeket, addig
az 1 —a < z < 1 intervallumon a figgvény a paraméterektdl fiiggben sza-
mos kiilonbozo alakot olthet. Ezen tulajdonsdgok nagyban befolyasoljak az
Osszkoltség fiiggvény alakjat. Ezek koziil mutatunk meg tobbet a kovetkezo
harom példaban.

la. példa. Legyen g(z) = Ce *, C =0.1,a = 0,5, h =1,b; =1
és bo = 5. Salameh és Jaber (2000) alapjén s = 100 és D = 137. Az
Osszkoltség figgvény 0 < z < 0.5 intervallumon megegyezik a két b értékre,
magasabb z-kre azonban jelentés eltérés mutatkozik. A hidny alacsonyabb
fajlagos koltsége esetén (by = 1) alacsonyabb a minimum értéke ETCni, =
111.15N, melyet magasabb helyen (z = 0.82) vesz fel. by = 5 esetén ugyanis
z = 0,57-ben van minimum, melynek értéke ETC\,;, = 126.36 N. A hidny
magasabb fajlagos koltsége tehat gyorsabb mindség-ellenOrzésre Gsztonzi a
vallalatot.

210
200 ,
50 ETC (1a. példa) /
170 £

160 ~—_ . /
150 T~ P

140 \\ 77

130 ~<~ <

120

110

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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10. dbra. Az la. példa 6sszkoltség figgvényei (g(z) = Ce” *,C =0.1,a = 0.5, h = 1, s = 100,
D =137)

1b. példa. Tekintsiik az la. példit a = 0.9-re. A 0 < z < 1 — a interval-
lumon ET'C linearis novekvo, melyet 0.1 < z szakaszon némi névekedés utan
csokkenés, majd megint névekedés kovet. Alacsony fajlagos hidnykoltség
esetén az Osszkoltség minimuma a z = 1-hez kozel helyezkedik el, minimalis
sebességnovelésre van tehat sziikkség. Magas b érték esetén azonban épp
z = 0-ban van az elméleti minimum. Attdl fiiggben, hogy hol van z tech-
nikai minimuma, vagy abban a zy;, pontban, vagy a z = 0.29 helyen veszi
fel a legalacsonyabb értékét ETCp—s.
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11. dbra. Az 1b. példa 8sszkoltség fiiggvényei (g(z) = Ce™*,C =0.1,a = 0.9, h = 1, s = 100,
D = 137)

Az eddig bemutatott példdkban z = 1 helyen névekvé volt az 6sszkoltség
fiiggvény, ami annak koszonhetd, hogy K(z) kifejezés nagyobb sillyal szere-
pelt az Osszegben. Ahogy a fentiekben lattuk, G(z) csokkend z = 1-ben, ezért
ennek a tagnak nagyobb silyt adva ETC is csokkenhet z = 1-ben, igy lehet
ezen a helyen a minimum. Az lc. példdban ennek érdekében megnéveltiik a
mindség-ellendrzés gyorsitasanak koltségét.

Ic. példa. Tekintsiik az la. példat a = 0.9, b = 1 és C' = 20 mellett. A
fliggvény menetét tekintve annyi valtozas tortént, hogy z = 1-hez kozeledve
a monotonitas tovabbra is csokken6 marad, igy a minimum z = 1 helyen van.
A mindség-ellendrzés sebességének novelése dragabb tehat anndl, amennyit a
vallalat megtakaritana a gyorsabb munkavégzés kovetkeztében.

ETC (1c. példa)
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12. dbra. Az lc. példa 6sszkoltség fiiggvényei (g(z) = Ce *,C =20,a=0.9,h=1,b =1,
s =100, D = 137)
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Ahogy azt a példdk is érzékeltetik, az 6sszkoltség fiiggvény minimuma a
Zmax = Z 2 Zmin intervallumon elhelyezkedhet zmin, Zmax, 2 = 1 —a helyeken,
illetve & zmax > 2z > 1 — a szakaszon. Amennyiben K(z) és G(z) mono-
tonitdsa ellentétes irdnyu, és G(z) annyira magas, hogy ETC nem linedris a
Zmin < 2 < 1 — a intervallumon, Ugy ezen szakasz belsé pontja is lehet mini-
mumpont. A minimumhely megtaldlasara alkalmazhatjuk az EOQ modellbél
ismert (Hauck és Voros, 2015) algoritmust.

Algoritmus

1. Kiszdmitjuk ETC(zmax) értékét, és legyen L = ETC(zmax), valaming

Ropt = ”Amax-

2. Tekintsitk OETC(z)/0z derivaltat a (7a-e) Osszefliggések érvényessége
mellett az 1 —z < a intervallumon! Megnézziik, hogy OETC(z)/0z =0
elsérendti feltételnek 1étezik-e megolddsa az [1 — a, zmax] intervallumon,
és az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelolje zopi1! Az ETC(2zopi1) érték kiszdmitdsa utdn megvizsgaljuk,
hogy ETC(zopi1) < L teljesiil-e. Ha igen, akkor legyen zopr = Zopi1!
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC'(1—a) értékét
szamitjuk. Ha ETC(1 —a) < L, akkor legyen L = ETC(1 — a) és
Zopt = 1 — a!

3. Tekintsitk OETC(z)/0z derivaltat a (7a-e) Osszefliggések érvényessége
mellett az a < 1—z intervallumon! Megnézziik, hogy az OETC(z)/0z =
0 elsérendii feltételnek 1étezik-e megolddsa a [zmin, 1 — a] intervallumon,
és az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelolje zopa! Az ETC(2opt2) érték kiszamitdsa utdn megvizsgéljuk,
hogy ETC(zopt2) < L teljesiil-e. Ha igen, akkor legyen z,p = zppio-
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC(zpin ) értékét
szamitjuk. Ha ETC(zmin) < L, akkor legyen L = ETC(zpyin) és

Zopt = Zmin!

4. L értéke megmondja az éves készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség mini-
mumét. Az optimalis minéség-ellenérzési sebesség pedig Topr = D/ zopt
Osszefliggésbol adddik. A kapott értéket a (10) Gsszefiiggésbe helyette-
sitve megkapjuk a gazdasigos sorozatnagysag, (Qop: szintjét.

3.2 A mindség-ellenOrzési sebesség novelése egymastol
fiiggetlen ciklusokban

Az eddigiekhez képest ebben a szakaszban arra az esetre terjesztjiik ki vizs-
galédasainkat, hogy mi torténik, ha az egymast kovetd készletezési periédu-
sokban eltérd lehet a selejtarany. Ez olyan ingadozasokhoz is vezethet, hogy
egyes ciklusokban keletkezik hatralék, mig masokban nem.
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13. dbra. Készletalakuldsi diagram egymastdl fliggetlen ciklusokra, a méasodik periédusban
magasabb selejtardnnyal. Forrds: Voros (2013) alapjan sajat szerkesztés

A 13. dbra egy olyan példat szemléltet, ahol az elsé ciklusban még alacso-
nyabb volt a selejtarany, ezért nem fordult el¢ hidany, a masodikban azonban
olyan szinti meghibasodds tortént, hogy jelentés mennyiségii hatralék hal-
mozodott fel. Ennek megfeleléen a masodik periédus csak az atvizsgdlasi
iddszak végéig tart, vagyis rovidebb az elsénél. Az éves készletezési 6sszkolt-
ség meghatarozasahoz tehat a ciklushossz varhaté értékével kell szamolnunk.
Ehhez tudnunk kell, hogy egy periédus Q(1 —p)/D ideig tart, ha nincs hidny,
és @/ x ideig, ha van:

_{Q-p)/D hal<p<l-—z,
CL(Q’Z)_{Q/x hal—z<p<1.
A ciklushossz (CL) varhaté értéke tehdt:
1—-2 1— 1
oo = [ LB rwars [ Liwap-
0 1—2 & (12)

— ([ a- s [ se)an) = 2ste).

Egy évben tehat 1/ECL = D/(QS(z)) peridédust feltételeziink, ha S(z) > 0.
S(z) definicidja alapjan (1d. 7a) E(p) < 1 esetén pozitiv. Mindig teljesiil
tehat a feltétel, mivel ha a selejtardny varhaté értéke 100% lenne (E(p) =

1), akkor a véllalkozds miikddésének nem lenne értelme. A készletezési és
hatralék koltségek varhato Osszege egy ciklusban:

BCCQ,2) = [ HCCUQ, 2)f(p) dp+ /1 (HCC1(Q, 2) + BCC2) f(p) dp —

0
2

—Zz

ahol -
H(z) = / (2p2 + (1—p)* — 2) f(p) dp +

+Z/1 (p+%(z— L+p))f(p)dp .

—Zz
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A fentiekbdl kovetkezden a készletezési 6sszkoltség varhatéd értéke:

ND hQ*H(z)  g(2)2Q
ETCQ.2) = 55 (s+ 5D D )=
_ N (sD hQH (z)

(14a)
so\g "2 * "’g("’)) )

gy a gazdasigos sorozatnagysig minden E(p) < 1-re

Qopt(2 \/287[) \F (14b)

6. TETEL. Egymdstol fiiggetlen ciklusokat feltételezve, az EPQ modellben
tobb elembdl dll a gazdasdgos sorozatnagysdg, mint az EOQ modellben.

H(z)-t &sszehasonlitva az EOQ modellre érvényes értékével, az EPQ-ra
jellemz6 érték z egységgel kevesebb. Ebb6l kovetkezben (14b) miatt a gaz-
dasdgos sorozatnagysag nagyobb az EPQ modellben, ami megfelel a szak-
irodalom minéség-ellenorzés nélkiili EOQ és EPQ modelljeivel kapcsolatos
megallapitasainak.

(14) felhasznalasaval a kovetkezd optimalizaldsi problémdhoz jutunk:
mm ETC(z (V2sDhy/H(z) + 2g9(2))/S(2) (15)

A zg(z) kifejezés z szerinti derivaltja (g(z)+2g. ), ahol mivel g(z) csékkend,
ezért g, eléjele negativ, igy az Osszeg is lehet negativ. A fentiekben vizsgalt
fiiggvények koziil g(z) = C/z esetén a derivalt értéke nulla, ezért zg(z) kons-
tans. Negativ a derivalt elgjele, ha g(z) = C/22, és pozitiv, ha g(z) = Ce™=.
A mésodik derivaltak alapjén el6bbi konvex csokkenést, mig utébbi konkév
novekvést jelent z-ben.

7. TETEL. Figgetlen ciklusok esetén S(z) wviselkedése megegyezik az EOQ
modellben (Hauck és Viéros 2015) leirtakkal, H(z) tulajdonsdgai azonban
eltérnek attol. A kezdeti értékek megegyeznek, a 0 < z < 1 — a interval-
lumon H(z) linedris, de az EOQ modellben névekvd, mig az EPQ) modellben
csokkend. Az1—a < z < 1 intervallumon mindkét esetben konvezx a fliggvény,
EOQ-ra novekvé. A z =1 helyen felvett érték az EOQ modellben egységnyivel
nagyobb, mivel a két figguény értéke kozott z egqységnyi kilonbség van.

0<z<1l—a 1-a<2<1
S(z) konstans pozitiv, konvex novekvd,
értéke 1 — E(p) S(1)=1
H(z) — EOQ modell linedris névekvd, konvex novekvo,

H(0)=E(1-p)* H(1) =1+ E(p)+bE(p)/h
H(z) — EPQ modell linedris cs6kkend, konvex,
HO)=E(1-p? HQ)=E@Q+b/h)

4. tdbldzat. S(z) és H(z) tulajdonsdgai fiiggetlen ciklusok esetén.
Forrds: Hauck és Voros (2015), valamint sajat szamitds
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Mivel
1—-z
o= [ iow s [ 21,

ezért egyenletes eloszlas esetén H(z) linedris cs6kken6 a z < 1 — a interval-
lumon, ugyanis H, = a — 1, ami a < 1 miatt negativ. A fliggvény konvex az
1 —a < z <1 intervallumon, mivel

1
H,.=2z(140b/h)f(1—2)+ (2b/h) f(p)dp>0.
11—z

Nem éllapithatunk meg az egész intervallumra jellemz6 monotonitasi irdanyt,
viszont z = 1-ben a fiiggvény névekvd, mivel H,(1) = E(p)+E(1+p)-b/h > 0.

A 14. dbra egyenletes eloszldsra és két kiilonboz6 a-ra mutatja be H(z)
alakjat. Lathatjuk, hogy a csokkenés a masodik intervallumra érve is foly-
tatédik, majd a minimumot elhagyva konvex médon névekszik.

H@  1a-05 H(2)

0,55 \ 09
0,8

05 \\ / 0,7 \\

0’45 0,6

N\ A —

04 N /o \\

035 \ 03

03 N / 02 ~

" SN’ 0,1

0’25 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 L L 1
Z 010203040506070809 1 z 010203040506070809 1

1-a=0,9

14. dbra. H(z) alakja egyenletes eloszldsra a = 0.5 és a = 0.1 esetén (h =b=1)

8. TETEL. A (15) optimalizdldsi problémdban szereplé \/H (z)/S(z) hinyados
a0 < z < 1—a intervallumon csékkend; z =1 helyen névekvd, hab/(b+h) >
E(p), és csékkend, ha b/(b+ h) < E(p).

A \/H(2)/5(z) tort z szerinti derivaltjanak el6jelét (S(z)H, —2H (2)S,)
el6jele hatdrozza meg. Ha 0 < z < 1 — a, akkor mivel S, =0, S(z) > 0 és
H, < 0, ezért negativ eredményt kapunk, a hanyados tehat z-ben csokken.
A z = 1 helyen tudjuk, hogy S(1) =1, S,(1) =1, H(1) = (1+b/h)E(p)
és H,(1) = E(p) + (b/h)E(1 + p). Ebbol kovetkezoen S(z)H, —2H(2)S, =
—(14b/h)E(p) 4+ b/h, ami pozitiv, tehat a hdnyados novekvo z = 1 helyen,
ha b/(b+ h) > E(p), és negativ, tehdt csokkenést tapasztalhatunk, ha b/(b+
h) < E(p). Ez a tulajdonsig megegyezik az 5. tételben K(z) szorzatra tett
megallapitassal.

9. TETEL. A 0 < z < 1 — a intervallumon ETC(z) ésszkoltség fiigguény
csdkkend, ha g(z) + zg. < 0, és abban a ritka esetben névekvd, ha

—V2sDh - (H,/2VH) < g(2) + zg. .
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A z =1 helyen a fiiggvény csékkend, ha b/(b+ h) < E(p). Ha b/(b+ h) >
E(p), akkor a csokkenés feltétele:

g: < (\/25Dh(E(p)(1 L b/h) — b/h) /2/E(R)(L + b/h) .

Az 6sszkoltség varhaté értékének minimumdt keresve meghatarozzuk (15)
menetét. Az els6 derivalt az aldbbi alakot Olti:

)
5-(ETC/N) = »

(\/2th(SHZ/2\/F — S.VH) + (9(2) + 29.)S — Szzsz(Z))/S2 :

A 8. tétel alapjan a 0 < z < 1 — @ intervallumon az Gsszeg elsé tagja csok-
kend. A mésodik tagban S, = 0és S(z) > 0 miatt g(z)+2g, dont az el6jelrdl,
melynek viselkedését a fentickben mutattuk be. Osszességében megsllapit-
hatjuk, hogy a 0 < z < 1—a intervallumon az 0sszkoltség fiiggvény csokkend,
ha g(z) 4+ zg. < 0. Nem minimum tehat a z = 0 pont, ahol a minéség-ellen-
Orzés sebessége minden hataron tul névelt. Novekedés is elképzelheto ezen
az intervallumon, ha g(z) + zg, > 0 (pl. g(z) = Ce™* fiiggvényt feltételezve)
és \/2sDh rendkiviil alacsony: —v/2sDh(H,/2vVH) < g(2) + 2g..

A z =1 helyen (16) mdsodik tagja mindig negativ, mivel S(z) = S,(z) =
1, amib6l (g(z) + zg.)S — S.zg(z) = g., ami pedig definicié szerint negativ.
(16) elsd tagja a 8. tétel alapjdn szintén csokkend a z = 1 helyen, ha b/(b +
h) < E(p). Ebben az esetben tehdt az 6sszkoltség fliggvény biztosan csokkend
z = l-ben, vagyis lehet minimumhely. Ez azt jelenti, hogy a mindség-
ellenorzés sebessége a napi kereslet iitemével egyezik meg.

(16) elsé tagja pozitiv z = 1-ben, ha b/(b+h) > E(p), ezért az 6sszkoltség
lehet n6vekvo ezen a helyen. Tekintve, hogy a hiany fajlagos koltsége jellem-
z8en magasabb, mint a készlettartdsé, ezért b/(b+ h) > 0.5 redlis feltétele-
zés. Az egyenlétlenség mésik oldalan 4ll6 E(p) a selejtardny vérhaté értéke,
igy jellemzden kevesebb 0.5-nél. Egyenletes eloszlasnal példaul E(p) = a/2
és a < 1 miatt igaz ez az 4llitds. Osszességében tehdt b/(b + h) > E(p)
teljesiilése a valésziniibb. Ebben az esetben (16) csokkend z = 1-ben, ha

9. < (\/25Dh(E(p)(1 +b/h) — b/h) /2/E(p) 1+ 0/h) .

2a. példa. Legyen g(z) = C/2z?, b = 2h és a = 0.5. Salameh és Jaber
(2000) példdjanak megfeleléen v2sDh = 165.53. Az el6z6 egyenlétlenséget
aktualizalva és egyenletes selejteloszlast feltételezve, az 6sszkoltség fliggvény
csokkend z = 1-ben, ha —2C' < —119.5, azaz C > 59.75.
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15. dbra. A 2a. példa sszkéltség fiiggvényei. g(z) = C/22, 9(zmax) = 0, Zmax = 1, Zmin = 1,
a=0.5b=2h,s=100,D = 137

A 15. dbra bemutatja, hogy a mindség-ellenérzés névelésének magas kolt-
sége (C' = 60) mellett a fiiggvény csokkend z = 1-ben, azaz a vallalatnak nem
célszerii gyorsitania az &tvizsgaldsi sebességet. A minimum értéke ETC(1) =
143.4N. Amennyiben azonban olcsébban (C' = 10) tudja megvaldsitani
a gyorsitast, ugy az Osszkoltség minimuma alacsonyabb z, azaz magasabb
atvizsgalasi sebesség mellett all el6. Esetliinkben z = 0.73-ban veszi fel a
minimumot, ETC = 134.8N értékkel.

2b. példa. Legyen g(z) = 5/z, a = 0.5, zmin = 0.1, V2sDh = 165.53,
h =1,b =1és by = 2. A 7. tételnek megfeleléen ETC a 0 < z <
1 — a intervallumon csékkend, z = 1-ben pedig névekvé. A minimum ezért
a 0.5 < z < 1 szakaszon taldlhat6. Ahogy az a 16. dbran is latszik, a
hidny fajlagos koltségének emelése siirgeti a mindségellenorzést, by = 1 esetén
ugyanis z = 0.8, mig by = 2-re z = 0.69 a minimum helye. A minimum értéke
rendre 115.6N és 123.3N.

2¢. példa. Legyen g(z) = 5/2%, a1 = 0.1, ag = 0.8, zmin = 0.1, V2sDh =
16553, h =1és b =5. A 7. tételnek megfeleléen ETC a 0 < z < 1—a
intervallumon csokkend, z = 1-ben pedig névekvé. A minimum ezért az
1 —a < z < 1 szakaszon taldlhat6. Ahogy az a 16. dbran lathatd, a selejt-
arany varhato értékének novekedése gyorsabb minGség-ellendrzésre készteti
a céget, ag = 0.8 esetén ugyanis ETC,p(0.42) = 185.23N, mig a; = 0.1-re
ETC,,,(0.92) = 56.8N.

Az Gsszefiiggd és egymastdl fiiggetlen ciklusok 6sszehasonlitasahoz Hauck
és Voros (2015) EOQ modellekre vonatkozé példéjat oldjuk meg. Ez lehetévé
teszi, hogy nemcsak a két rendszertipust, de az EOQ és az EPQ modellval-
tozatok kiilonbségeit is Ossze tudjuk vetni egyméssal:

3. példa. Legyen g(z) = 5/2%, a = 0.95, zmin = 0.1, V2sDh = 165.53,
h=1b; =16és by =5. A példat a 17. dbra illusztralja.
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17. dbra. A 3. példa 6sszkoltség fliggvényei. g(z) = C’/,227 g(zmax) = 0, zmax = 1, 2y = 0.1,
C=5,a=0.95s5=100,D = 137

Alacsony fajlagos hidnykoltség esetén (by = 1) az Osszefiigg? és a fiiggetlen
ciklusokat bemutaté ET'C gorbék alakja hasonlé. A minimum mindkét eset-
ben z = 1 helyen van, értéke 161.34N. A mindség-ellendrzés sebességét novel-
ve — tehat a gérbén jobbrdl balra haladva — azonban jelentosen magasabb az
Osszefiiggo ciklusokra vonatkozo 6sszkoltség. Ennek oka, hogy a selejt leheto
legmagasabb ardnya magas: a = 0.95.

Amennyiben megnéveljitk a hétralék fajlagos koltségét (be = 5), gy az
optimumban is nagyobb eltérést tapasztalhatunk. Ismét az 6sszefiiggd ciklu-
sokra vonatkozé 0sszkoltség a magasabb ETCipin(0.45) = 24.85N, melynek a
helye az egymastdl fliggetlen ciklusokhoz képest magasabb z helyen van, ami
lassabb minéség-ellendrzést jelent. Ennek minimuma ugyanis ETCy;, (0.36) =
213.07N.

Az EOQ modell ugyanezen példara kapott eredményeit tekintve by = 1
esetén ugyanugy z = 1 helyen van a minimum. Osszefiiggd ciklusokra by = 5
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mellett nem taldltunk nagy kiilénbséget, ugyanis z,,; = 0.53 (vs. 0.45). Egy-
mastol fliggetlen ciklusok esetén jelentGsebb kiilonbség mutatkozik, az Ossz-
koltség fliggvény ugyanis a 2o, = 0.16 (vs. 0.36) helyen, tehét jéval gyorsabb
mindség-ellendrzés mellett (zop = 865 vs. xopr = 304) veszi fel minimumat.
A fentiekben és a szakirodalomban megéllapitottaknak megfeleléen az EPQ
modellben magasabb a gazdasigos sorozatnagysdg. A bs = 5 esetben Ossze-
fliggd ciklusokat feltételezve 219 egység all az EOQ 148 darabos sorozat-
nagysagaval szemben, mig egymastol fliggetlen ciklusokra kisebb a kiilonbség,
252 vs. 232 darab. Ahogy lattuk, nem allapithatunk meg hasonlé szabaly-
szerliséget azonban a mindség-ellenorzés optimalis sebességére vonatkozdan.

4 Kovetkeztetések

A tanulményban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket fr-
tunk fel, melyek figyelembe veszik, hogy eladas el6tt minden egyes terméket at
kell vizsgédlnia a vallalatnak, hogy azok megfelelnek-e a mindségi elvarasoknak
vagy sem. A mindségellendrzés sebessége dontési valtozd, igy a gazdasdgos
sorozatnagysag mellett ennek is kerestiik az optimaélis értékét. Megjegyeztiik,
hogy a sebesség novelésének akkor van értelme, ha az lassabb a termelési ra-
tdndl. Amennyiben a termelési rata a szlik keresztmetszet, gy az optimalis
sebességre tett megallapitasokat a termelés sebességére értelmezhetjiik.

A rendszer viselkedésének két tipusat kiillonboztettiik meg aszerint, hogy
minden keresletet ki tud-e elégiteni a véllalat vagy sem. Amennyiben az adott
napon talalt j6 minGségl termékek szama meghaladja a napi keresletet, ugy
nem keletkezik hiany. Ebben az esetben a mindség-ellenorzés sebességét akkor
lehet érdemes novelni, ha a selejtarany eléri az 6tven szazalékot. Hatralék ke-
letkezése esetén a sebesség novelése csokkenti a hidny atlagos szintjét, a kész-
leten tartasi koltségeket nem befolyédsolja, ugyanakkor noveli a sorozatkezdé-
sek szamat. A selejtardny valésziniiségi valtozo, amely meghatirozé hatédssal
lehet arra, hogy keletkezik-e hatralék. A véllalat ugyanezt a minéség-ellenér-
7ési sebesség (termelési rdta) megfeleld valtoztatdsaval tudja befolydsolni.

Az elemzést Osszefliggh és egymastol fiiggetlen ciklusokra is elvégeztiik.
El6bbi azt jelenti, hogy a rendszer minden egyes periédusban olyan selejt-
aranyt és modelltipust mutat, ahogy az az els6ben kialakult. Osszehasonli-
tottuk ezt azzal az esettel, hogy minden periddus végén az el6z6tol fiiggetlen
allapot all el6. Jelent6s kiilonbségeket akkor tapasztaltunk, amikor magas
fajlagos hianykoltséggel kalkulaltunk.

A problémét a sebességvaltoztatas koltségének harom kiilonbdzé tipusi
fliggvénye mellett vizsgaltuk meg. A készletezéssel kapcsolatos Osszkoltség
minimumat minden esetben a sorozatnagysag és az atvizsgaldsi sebesség
dontési valtozdk mentén hataroztuk meg. Kitértiink arra is, hogyan hatnak
az 0sszkoltség fliggvényre olyan paraméterek, mint a selejtardny maximélisan
elérhetd értéke, valamint a hidny fajlagos koltsége. Ahogy az EOQ modell-
ben, itt is igazolast nyert, hogy a hiany fajlagos koltségének emelése kiilonGsen
slirgeti az atvizsgalast. Az EOQ modellhez képest a gazdasdgos sorozatnagy-
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sdg mind Osszefliggd, mind egymastol fiiggetlen ciklusok esetén magasabb
lett, a mindség-ellendrzési sebesség optimalis szintje azonban hol magasabb,
hol alacsonyabb értéket mutatott.
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EPQ MODELS WITH THE SCREENING SPEED AS DECISION VARIABLE

In this paper, we consider Economic Production Quantity (EPQ) models where
screening of every item is carried out before selling the lot. The proportion of
defective items is random, and imperfect products found leave the system in a
batch at the end of the screening period. Production rate and screening speed
are decision variables. Enhancing speed of the bottleneck makes backlogging costs
decrease and — depending on the proportion of defections — it does also affect
holding and setup costs. Our goal is to find the minimum of the related total cost
for different types of screening accelerating cost functions. Analysis is carried out
for connecting and independent cycles as well, where percentage of defection stays
the same and can change from period to period, respectively. Results are compared
to those of Economic Order Quantity models.

Keywords: EPQ model, screening speed, lot size



Szigma, XLV. (2014) 3-4. 177

AZ ELSO DEMOGRAFIAI OSZTALEK, ES
MAGYARORSZAGI ALAKULASA!

BERDE EVA — KUNCZ IZABELLA
Budapesti Corvinus Egyetem

Cikkiinkben a nemzeti transzferszamlakon alapulé névekedési modellekkel
foglalkozunk, illetve az ilyen tipusi modellek &ltal meghatarozott in. elsé
demografiai osztalékot bontjuk fel OsszetevGire. Megmutatjuk, hogy az elso
demografiai osztalék a korosztalyos népességi szamok alakuldsan kiviil nagy-
ban fiigg a korosztalyos munkajovedelem és fogyasztas adataitdl is. Ezen
értékek téves becslése torzithatja az els6 demografiai osztalékra vonatkozo
szamitdsok eredményeit, akar olyan mértékben is, hogy pozitiv novekedési
faktor helyett negativat mutat ki.

Journal of Economic Literature (JEL) kdd: E24, 049

1 Bevezetés

Cikkiinkben a demografiai atmenetet figyelembe vevs, nemzeti transzfer-
szamlakon alapuld novekedési modellekkel foglalkozunk, illetve az ilyen tipusu
modellek &altal meghatarozott un. elsé demografiai osztalékot bontjuk fel
Osszeteviire. A kozgazdasigtan nagy utat jart be, mig a Harrod [1939] és Do-
mar [1946] tipusi modellektsl Solow [1956] és Swan [1956] modelljén at, majd
a lakossdg inhomogenitdsat is figyelembe vevo egyiittéldo nemzedékeket tar-
talmazé modellek (Samuelson [1958], Diamond [1965]) utén, a Yaari [1965],
Blanchard [1985] valamint a Barro [1991, 1998]-féle modelleken keresztiil elju-
tott a Lee [1980, 1994], Bloom és Williamson [1998], Feyrer [2007], valamint
Mason és Lee [2007] tipusu, kifejezetten a lakossdgi korosztalyok népesség-
szamanak, fogyasztasanak és jovedelmének modosulasan alapulé névekedési
modellekhez.

Ezek a modellek elvetik azt a korabbi implicit feltevést, hogy a népesség
kor szerinti Osszetétele dllandé. A korosztalyos népesség véltozasara épilé
kozgazdasagi gondolkoddsnak két, egymassal Gsszefliggd irdnyzata van: a
megtakaritdsok és beruhdzasok életciklus modellezése (14sd pl. Lee és szer-
z6térsai [2000], Bloom és szerzétarsai [2003], Augusztinovics [1992] valamint
Simonovits [2003]), és a munka termelékenységének korspecifikus véltozdsin
alapul6 novekedési modellezés. Ez utobbi részeként a nemzeti transzferszam-
lakkal (National Transfer Accounts, réviditéssel NTA) foglalkozé irodalmak
(ldsd pl. Dramani és Ndiaye [2012], Mason és Lee [2013], Prskawetz és Sambdt
[2014], G4l és szerzétérsai [2011]) megkisérlik megbecsiilni az in. demogréfiai

1Beérkezett: 2014. oktéber 20. E-mail: eva.berde@uni-corvinus.hu.



178 Berde Eva — Kuncz Izabella

osztalék valamelyik, vagy mindkét elemének (els§ és mdsodik demogréfiai
osztalék, angolul first and second demographic dividend) alakuldsét.

Az els6 demogréfiai osztalék azt mutatja meg, hogy egy sajatos értelmezés
szerint tekintett dolgozdi létszam (munkasok) névekedési liteme (esetenként
ez csokkenést is jelenthet) milyen értékkel tér el egy szintén sajatos értelmezés
szerint tekintett fogyaszt6i 16tszam novekedési iitemétdl (mely utébbi szintén
jelenthet cstkkenést). Amennyiben az eltérés pozitiv, akkor az els6 demogré-
fiai osztalék novekszik, negativ érték esetén pedig csokken. Mind a munkasok,
mind a fogyasztdk szamanak sajatos értelmezése uigy torténik, hogy egy mun-
kasnak, illetve egy fogyaszténak tekintjiik az elore rogzitett korosztalyba tar-
tozd lakosok atlagos jovedelmét termeld, illetve atlagos fogyasztasi értékét
elfogyasztd, adott évben él6 embert. Ezért az id6sebbek és fiatalabbak alta-
ldban kevesebbet ,,érnek” egy munkdasnal, de fogyasztas szempontjabdl egy-
arant jelenthetnek egynél tobb, vagy egynél kevesebb fogyasztot is.

Cikkiinkben egyrészt megmutatjuk azt, hogy az elsé demografiai osztalék
szamszerisitésekor fontos a jovedelmi és fogyasztasi adatok pontos értéke, és
ha kozelitésképpen mas orszag, vagy masik év jovedelmi és fogyasztasi adatait
hasznaljuk, akkor az els6é demografiai osztalék akar a novekedés tendencidjat
tekintve is adhat téves eredményt. Emellett arra is felhivjuk a figyelmet, hogy
az osztalék nagysagat annak a korosztalynak a korhatédra is befolyasolhatja,
akiknek az atlagos jovedelmét és atlagos fogyasztasat tekintjik a viszonyitasi
alapnak. Mig az els6 demografiai osztalék a lakossag jovedelemtermelésétol
és fogyasztasatdl figg, addig a masodik demografiai osztalék a munkaképes
kortak megtakaritdsanak, idésebb koruk megélhetését finanszirozé fizikai és
humaéan tékeberuhédzisainak a fiiggvénye. A maésodik demografiai osztalék
azonban meghaladja a most vizsgalni kivant kérdések témakorét.

A demogréafiai hatdsok legaldbb kozvetett figyelembe vétele a mai no-
vekedési modellekben mar olyannyira altalanos, hogy ha egy szerzé egyéb
irdnyu céljai kovetkeztében mégis eltekint a demografiai valtozasoktol, akkor
ezt altaldban meg is indokolja (ldsd pl. Bessenyei és Horvéath [2012]). Je-
len tanulmanyunkban éppen a demografiai valtozasok noévekedést befolyasold
hatésa a kozéppontba allitott kérdés. A bevezetés utdn, a masodik részben is-
mertetjiik az elsé demografiai osztalék fogalmat, és az osztalék szempontjabol
kulcsfontosségu eltartdsi rata (angolul support ratio) definicidjat. A har-
madik részben a demografiai osztalék magyarorszagi alakuldsat mutatjuk be,
adathidny miatt azzal a téves maddszerrel, amire a méasodik részben hivjuk
fel a figyelmet. Nem tehettiink azonban mést, mert a sziikséges jovedelmi
és fogyasztasi adatok pillanatnyilag csak egyetlen évre vonatkozdan &allnak
rendelkezésre. Rogton meg is mutatjuk, hogy mennyivel més eredményt kap-
tunk volna, ha maés év, vagy mas orszag jovedelemi és fogyasztasi adatait
illesztettik volna a magyar demografiai értékek mellé. Egyel6re azonban a
még frissnek tekintheté nemzetkozi szakirodalom pontosan ezt a mddszert al-
kalmazza, amelynek veszélyeire épp ezekkel, a Magyarorszagra szamszerisitett
kiillonb6z6 osztaléknagysagokkal kivanjuk felhivni a figyelmet. Végezetil,
cikkiink befejezéseként, levonjuk a kovetkeztetéseket, és utalunk a korosztalyi
hatarok megvalasztasanak szerepére is.
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2 Az els6 demografiai osztalék

A tovébbiakban Mason [2005] jeloléseit alkalmazva mutatjuk be azt a ndveke-
dési modellt, melyhez kapcsoléddan definidlhat6 az els6 demografiai osztalék.
A modellben sziikség van a figyelembe vett évek lakossdgi jovedelmére és
fogyasztasdra. A jovedelem a megtermelt munkajovedelmet jelenti, melyet
a statisztikai adatgyijtés soran a netté bérek, valamint a munkavéllalo és
a munkaltaté altal kifizetett adok Osszegeként szamszertisitenek. Emellett
kiilonboz6 moddszerekkel igyekeznek beszamitani a nem dijazott munkate-
vékenységek értékét is, elsGsorban a héztartdson belilli munkavégzést (UN
[2013], Gl et al. [2014]). A modell szdmszertisitésekor fontos szerepet jatszik
a korosztalyok fogyasztdasa is. Ennek az Osszeirdsa a haztartds-statisztikai
felmérések segitségével késziil. Az egyénileg finanszirozott fogyasztdashoz még
hozzdadjak a nemzeti statisztikdkban feltlintetetett kozosségi fogyasztasok
értékét, els6sorban az oktatds és az egészségiigyi ellatas koltségét. A statiszti-
kai részletek elemzése azonban mind a jovedelem, mind a fogyasztds vonatko-
zasaban tulmutat jelenlegi vizsgalatunk témakorén. Cikkiinkben alapvetden
az els6 demogréfiai osztalék modellezésére és meghatarozasara koncentralunk.

Az els6é demogréfiai osztalékot meghatarozé modellben a névekedés mér-
céje az egy effektiv fogyasztora juté megtermelt jovedelem, a modell szohasz-
nalatdval az egy effektiv fogyasztéra juté kibocsatds alakuldsa. Az effektiv
fogyaszté meghatdrozasa az alabbi (1)-es egyenletben egyrészt a lakossag de-
mografiai Osszetételétol, masrészt az egyes korosztalyok relativ fogyasztasatol
fligg.

w
N(t) = a(a,t)P(a,t) (1)
a=0
Az (1) egyenletben N(t) a fogyasztdk effektiv szdma a t-edik évben, w
a maximélis korév, P(a,t) az a életkori populdcié széma a t-edik évben,
és afa,t) = %, korspecifikus fogyasztdsi egytitthaté. A korspecifikus
egylitthatéban c(a,t) az a éves népesség t-edik évi egy fére esdé atlagfo-
gyasztésa, c(b,t) pedig a 30-49 évesek életkoronkénti &tlagfogyasztdsanak
szamtani atlaga szintén a t-edik évben. A 30-49 éveseket a tovabbiakban
béziskorosztalynak nevezziik. Ily médon a fenti (1)-es képlet a tarsadalom
adott évi Osszes effektiv fogyasztdinak a szamat fejezi ki ugy, hogy egy effektiv
fogyaszténak azt a hipotetikus fogyasztét tekinti, akinek a fogyasztdsa meg-
egyezik a bédziskorosztaly atlagos fogyasztasaval. A béziskorosztdly atlagos
fogyasztasa pedig azt mutatja, hogy ha a baziskorosztdly tagjai 30 és 49 éves
koruk kozt minden évben pontosan annyit fogyasztananak, mint a vizsgalat
évében él6 baziskorosztalybeliek életkoronkénti atlaga, akkor 30 és 49 éves
koruk kozt ennyi lenne az atlagos fogyasztasuk. Ez a megkozelités a ha-
landésagot figyelmen kiviil hagyja.
A gazdasig novekedését az egy effektiv fogyasztéra juté kibocsatds (2)-es
egyenlettel definialt értékének a névekedése méri

V0 =5 )
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ahol Y (t) az adott orszag t-edik évi jovedelme. Ertelemszertien a modellben
a gazdasdg novekszik, ha y™(t) értéke t-ben novekvd. Az egy effektiv fogyasz-
téra jutd kibocsédtést felbonthatjuk a (3) egyenletben lathatd tényezékre:

Y(t) _ L(t) Y() )
N() N(t) L(t)’

ahol L(t) a t-edik évben a termel&tevékenységet végzok (dltaldnos széhasz-
nalattal a munkdsok) effektiv szdma. Az effektiv munkdsok szdma azt jelzi,
hogy a t-edik évben a lakosok altal realizélt Gsszes munkajovedelem hanyszo-
rosa a baziskorosztaly atlagos munkajovedelmének.

w

L(t) =Y A(a,t)P(ast) , (4)

a=0

ahol w a maximdlis korév, P(a,t) az a életkort populdcié szdma a t-edik
évben, és y(a,t) = %)2 a korspecifikus jovedelmi egyiitthato. Ez utébbiban
y(a,t) az a éves korosztély t-edik évi atlagos egy fére es6 munkajovedelme,
y(b, t) pedig a 30-49 évesek — ahogy kordbban elneveztiik, a baziskorosztaly —
korosztalyonkénti egy fore jutd jovedelmének szamtani atlaga a t-edik évben.

A (3) egyenlet alapjdn az effektiv fogyasztéra juté kibocsatas novekedési
iitemét az alabbi tényezOkre lehet bontani.

g (t) = L(t) = N (1) + (1) , ()

ahol ¢"(t) az effektiv fogyasztéra juté kibocsatds novekedési iiteme, L(t),
N(t), §(t) pedig rendre az effektiv munkasok, az effektiv fogyasztdk, és az
effektiv. munkdsra juté joévedelem novekedési iiteme. Az (5) egyenletbeli
L(t) — N(t) az elsé demografia osztalék. Ertéke pozitiv, ha az effekt{v mun-
késok szdma jobban névekszik (kevésbé cstkken), mint az effektiv fogyasztdk
szama.

Az elsé demografiai osztalékot elényosen befolyédsolja, ha egy orszdgban a
gyerekek szdma mar nem, az idseké pedig még nem magas. Amikor kordb-
bi nagy létszamu csecsem6 kohorszok ugy érik el a munkaképes kort, hogy
kozben a sziiletendd gyerekek szama csokken, az idoseké pedig még relative
nem magas, akkor pozitiv els6 demografiai osztalék varhaté, azaz a kozé-
pen kidudorodé korfa nagy valdszintiséggel pozitiv demografiai osztalékkal
jar egyutt.

Mason és Kinugasa [2008] szamit4sai szerint Azsidban 1960 és 2000 kozott
az elsé demogréfiai osztalék 12,5%-os effektiv fogyasztéra jutd kibocsdtas-
novekedést eredményezett, mig a vizsgdlt eurdpai orszdgokban ugyanerre az
értékre csupan 6,1%-ot kaptak. Mason [2005] pedig arrdl ir, hogy jelentés
eltérések vannak a kilonbozé régiok els6 demografiai osztalékai kozt, mert
pl. a becslések alapjan 1950 és 2050 kozott az eltartasi rata teljes novekedési
iteme az Egyesilt Arab Emirdtusokban varhatéan 64%, ugyanakkor Svéd-
orszaghan csak 3% lesz.
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Ismét tekintsiik a (3) egyenlet ]{“f—((% tényezojét, melynek a noévekedési
iiteme az elsé demografiai osztalék. Az aldbbiakban ezt a hanyadost D(t)-vel
jeloljiik, és két tényezoére bontjuk.

L) S y@t)Plat) b
PO = R0 = S, c@nP@n s (©)

A (6) egyenlet elsé tényezdjét 3(t)-vel jeldljiik.

X)) Yo yyla,t)P(a,t)
Bt = ct) Yo _gclat)P(a,t)’

ahol X(t) a lakossdg t-edik évi aggregélt munkajovedelme, C(t) pedig a fo-
gyasztdsa. Amennyiben §(t) = 1, akkor az adott évben az adott tédrsadalom
épp a megtermelt jovedelmét fogyasztja el, amennyiben ((t) > 1, akkor a
tarsadalom tartalékokat képez, és ha ((t) < 1, akkor a tdrsadalom kiils§
hitelbol, vagy kordbbi megtakaritasbol finanszirozza a fogyasztas egy részét.
A (6) egyenlet masodik tényez8je, melyre a ((t) = ;(—Z% jelolést alkalmazzuk,
a baziskorosztaly egységnyi atlagjovedelmére juté atlagfogyasztisat mutatja.
Mivel varhatéan a béziskorosztaly finanszirozza a tarsadalom tobbi tagja
szadmara fogyasztésuk jelentds részét (legalabbis az adott évi, generacidk kozti
transzfereket tekintve) ezért a ¢ értéke 1-nél kisebb.

A D(t) novekedési iitemét, amit D(t)-vel jeldliink, két tényezére bonthat-
juk:

D(t) = B(t) +(2) . (7)

ahol ﬂ(t) az aggregalt munkajovedelem és az aggregdalt fogyasztas hanya-
dosdnak novekedési iiteme, C (t) pedig a béziskorosztély egységnyi dtlagos
munkajévedelmére jutd atlagos fogyasztasanak novekedési titeme. Masképp
fogalmazva, a (7) egyenlet alapjin az els§ demogréfiai osztalék egyrészt a
lakossag aggregalt jovedelmének az aggregalt fogyasztasahoz viszonyitott ara-
nyatol, masrészt a baziskorosztaly atlagos fogyasztasanak atlagos jovedelmé-
hez viszonyitott aranyatdél, pontosabban ezen aranyok névekedési titemétol
fligg. Az elsé demogréfia osztalék értéke anndl nagyobb, minél jobban né a
lakossdg munkajovedelme a fogyasztashoz képest, és a baziskorosztély relative
minél inkabb tobbet tud kolteni sajat jovedelmébol sajat fogyasztasara.

A gazdasigi novekedés vizsgdlatakor az els§ demografiai osztalék tar-
talmahoz hasonld, de attdl tobbé-kevésbé eltéro kategdridkat is alkalmaznak.
A demogréfiai osztalék téves értelmezésének elkeriilése érdekében érdemes
Osszefoglalni ezeket a kategéridkat.

Az els6 demogréfia osztalék, ahogy korabban is {rtuk, az eltartdsi rata
novekedési liteme. Az eltartdsi rata, az egy effektiv fogyasztéra jutéd effektiv
termel6k szama annal nagyobb, minél tobben dolgoznak, illetve minél ke-
vesebben fogyasztanak, minden esetben egy effektiv fogyasztot, illetve egy
effektiv termel6t tekintve egy embernek. Hasonl6 mutatot kapunk, ha egy-
szerien a dolgozdk szamat osztjuk el a fogyasztok szamaval, de ebben az
esetben nincs kiilonbség a 80 éves dolgozd ember és a 30 éves dolgozd ember
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kozt, tovabba fogyasztas szempontjabol is ugyaniugy vessziik szamba mindkét
korosztély atlagos tagjat.

Amennyiben a tdrsadalom aggregalt munkajovedelmét osztjuk el a tarsa-
dalom aggregélt fogyasztasi értékével, akkor is az eltartdsi ratdhoz hasonld
jellegi mutatét kapunk. Ez az indikator azt fejezi ki, hogy az adott évben
a tarsadalom Osszes jovedelme a tarsadalom Osszes fogyasztasanak hanyad
részét fedezte, értéke lehet 1-nél nagyobb, illetve kisebb is. Amennyiben 1-
nél nagyobb, akkor a tarsadalom tartalékot képzett, 1-nél kisebb érték esetén
pedig a fogyasztas egy része vagy hitelbol, vagy korabbi tartalékokbdl tortént.
Természetesen ez a megkozelités erOsen leegyszerisiti a valésagot, de ceteris
paribus esetben jol jellemzi az Osszefiiggéseket.

Az aggregalt jovedelem aggregalt fogyasztassal elosztott értéke azonban a
fogyasztast és a jovedelmet nem viszonyitja a béaziskorosztdly fogyasztdsahoz,
ill. jovedelméhez. Osszehasonlithatésaguk érdekében szokds mindkét aggre-
galt kategdridt elosztani a baziskorosztély jovedelmével (14sd pl. Lee és Mason
[2011], United Nations [2013] ), és igy egymé&shoz képest jél viszonyithatd-
va valik az egyes korévekben megtermelt és elfogyasztott jovedelem. Mivel a
korosztalyonkénti jovedelmi és fogyasztasi adatok statisztikai adatforrasokbdl
valé Osszegyujtése és atstrukturalasa, tovabba a fogyasztasi adatokhoz még
sziikséges felmérések elvégzése nehéz és koltséges, ilyen Gsszesitéseket viszony-
lag ritkdn végeznek?. Ezért egy szokdsos technika, hogy egy rogzitett év kor-
osztalyos jovedelmi és fogyasztasi értékeit hasznéljak tobb éven keresztiil, és
igy szamszerisitik az aggregalt jovedelmi és aggregalt fogyasztéasi értékeket,
illetve ezek hényadosét (ldsd pl. Mason és szerzétdrsai [2009]). Ennek a ha-
nyadosnak a novekedési iiteme semmiképp nem egyezik meg az elsé demogra-
fiai osztalékkal, bar esetenként az adatok hidnya, és a korosztalyos jovedelmi
és fogyasztasi értékek feltételezett robusztussaga miatt ezt tekintik elsé de-
mografiai osztaléknak. Tanulmanyunk kovetkezo részében azonban megmu-
tatjuk, hogy ez az értelmezés félrevezetd lehet, mert a korosztélyos jovedelmi
és fogyasztasi adatok valtozdsa mas elsé demografiai osztalékértékeket ered-
ményez, mintha ezektol a valtozasoktdl eltekintenénk.

Az eltartési ratdt Cutler és szerzétarsai [1990] definidlta oly médon, amire
azota is folyamatosan hivatkoznak. Ugyanakkor az eltartdsi rata Cutler és
szerzOtarsai [1990]-t6l eltérd értelmezése az irodalomban mélyebb gyokerekre
nyulik vissza. Az eltartdsi rdata és reciproka, a fligg6ségi rdata, mint ahogy
G4l és Vargha [2014] is Gsszefoglalja, szdmos tanulméany fontos elemét ké-
pezte mar Cutler és szerzitarsai 1990-es cikkének megjelenése elétt is (14sd
pl. Kelley [1973], Ram [1982]), és azéta is gyakran alkalmazzdk, pl. ezt is
hasznélja Lee [2003]). Az eltartési réta, illetve a fligg6ségi réta egyes verzioi
konnyebben, masok nehezebben szamszerlsithetoek, a novekedési modellek
Mason és Lee [2007]-féle megkozelitése azonban egyértelmiien az effektiv

2Az ENSZ égisze alatt zajlé National Transfer Account — réviditve NTA — program
keretében tObb orszidgban egységes mddszertan alapjan (ldsd UN [2013]) mérik fel és
gytljtik Ossze a lakossdgi korosztilyok fogyasztdsi és jovedelmi adatait, az aggregdtumok
kiszdmitdsdhoz haszndlt silyokat. Mi is ezekkel, az NTA honlapjan publikalt adatokkal
dolgoztunk szdmitasaink sordn (lasd UN [2014]).
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jovedelem effektiv fogyasztassal vett hanyadosat tekintik kiindulopontnak.
Az irodalom &ltalaban a fiiggségi rata kiilonb6z6 definicidival foglalkozik,
de mivel az els6 demografiai osztalék értelmezésében az eltartasi ratanak van
kozponti szerepe, ezért az 1. tabldzatban Gsszefoglaljuk az eltartdsi rata lehet-
séges értelmezéseit.®> A tablizatban gyakorlatilag a kiilonboz6 fiiggéségi ratdk
reciprokai szerepelnek, ezért az elnevezéseket is a fiiggdségi rata elnevezései
alapjan hataroztuk meg.
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1. tabldzat. Az eltartdsi rata kiilonboz6 értelmezései

Az 1. tdblazatban jelzett korhatarok szerinti, 1étszam alapjan szamitott
kiillonbozo eltartasi ratakhoz sziikséges demografiai adatokat viszonylag egy-
szeril meghatarozni, az Eurostat adatbazisa pl. 1960-t6l kezdve szamszeri-
sitette ezeket az értékeket. A jovedelmi és fogyasztasi adatok azonban mar
sokkal kritikusabbak. Mint ahogy a bevezetésben is irtuk, a jovedelmi adatok
brutté értelemben tekintett munkajovedelmet jelentenek, beszamitva a héazi

3A korosztéalyi hatérokat az irodalom az ifji korndl leggyakrabban 15, az id6seknél 65
évben rogziti, de mas korhatdrok is alkalmazhatéak. A fligg&ségi ratdk a tdbldzatban
bemutatott eltartdsi ratdk reciprokai. A jelolések értelmezése az eddig hasznalt képletek
magyarazatandal taldlhaté.
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munka értékét is. A fogyasztasi adatok pedig tartalmazzdk mind a magén,
mind a k6z0sségi finanszirozasi fogyasztast (UN [2013], G4l et al. [2014]).

Az 1. tabldzat kiilonbo6z6 eltartdsi ratait haszndlva a demogréfia osztalék
meghatarozasara, a gazdasagi novekedés més és mas aspektusait vizsgalhat-
juk. Ha pl. n6vekszik a 15-64 évesek aranya a 15 évnél fiatalabbak és a 64
évnél oregebbekhez képest, illetve a teljes lakossaghoz képest, ez azt jelenti,
hogy relative a korabbiakndl tobben dolgoznak, ami egyuttal a gazdasagi
boviilés lehetdségét is magaban hordozza. A lehetdség azonban nem azonos
a megvalosult novekedéssel, ehhez az eréforrasok megfelel6 kihasznaldsa is
szilkséges. A 15-64 évesek aranyanak niévekedése a 15 évnél fiatalabbakhoz
képest pedig 6nmagaban még nem is jelenti a munkaképes koriak ardnyanak
emelkedését, mert az idosek szamanak relativ novekedése ellentétes iranyban
hathat. Mindezek az allitdsok akkor is igazak maradnak, ha a kiviilrél
bevitt korhatarokat modositjuk, pl. a 15 év helyett a 20 évet tekintjik a
munkavallalas kezdé életkordnak. A lakossag aggregalt munkajévedelmének
aranya az aggregalt fogyasztasi értékhez képest mar egyértelmien jelzi, hogy
az adott évben a gazdasig relative hogy teljesitett. Ezt az aranyszamot
gyakran hasznaljak a novekedési modellek eltartési rataja helyett, bar, mint
ahogy kordbban is frtuk, a Cutler és szerzétarsai [1990] gondolatai alapjin
szerkesztett eltartasi rata ezt a tortet még megszorozza egy masik torttel, a
béziskorosztaly atlagos fogyasztasanak és atlagos jovedelmének hanyadosaval.
Ezéaltal a baziskorosztaly tevékenysége, mind a munkavégzést, mind a fo-
gyasztast illetGen, kétszer is szerepet kap az eltartasi rataban. Egyszer az
aggregalt jovedelem és aggregalt fogyasztas szamszertsitésekor, egyszer pedig
a baziskorosztalyra vonatkozé értékek meghatarozasakor.

3 Az els6 demografiai osztalék magyarorszagi
alakulasa, és a szamitasnal hasznalt sulyok
szerepe

Magyarorszégra vonatkozdan a Cutler és szerz6tdrsai [1990] gondolatai alap-
jan definialt eltartasi rata szamszertsitéséhez szlikséges jovedelmi és fogyasz-
tasi adatokat mindeziddig csak 2005-re publikéltak egységes rendszerben (Gél
és Vargha [2013]), igy a minden évre rendelkezésre 116 korosztélyos demog-
rafiai adatok mellett az eltartasi rata kiszamitasakor csak ezekre az értékekre
tudtunk tdmaszkodni. Ez egyben azt is jelenti, hogy a magyar osztalékértékek
kiszamitasakor a jovedelmi és fogyasztasi adatok vonatkozdsdban a Gal és
Vargha [2013]-ban publikalt adatokat hasznaltuk.

Az eltartdsi ratat azért kivantuk meghatarozni, hogy végiil elsé demogra-
fiai osztalékot szamoljunk. Az 1. tdbldzat utolsé sordban megadott, effektiv
fogyasztdk és effektiv dolgozok szama alapjan definidlt eltartasi rata szam-
szerusitése helyett, adathiany miatt, csak a kozelito értékek meghatarozasa
jOhet szoba, és emiatt az igy kapott novekedési titem csak tobb-kevesebb
pontossagu becslése az els6 demografiai osztaléknak.
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1. dbra. A magyarorszagi elsé demografiai osztalék multbeli alakuldsa és értékeinek elérebecslése
Forrds: UN [2014], Eurostat [2014], KSH [2014], HMD [2014] adatok alapjin sajit szamitds

Az 1. dbra ennek a becsilt elsé demografiai osztaléknak az idébeli alakulé-
sét mutatja. A jovébeli népességértékek esetében az Eurostat [2014] Europop
elorebecsléseit hasznéltuk. Hasonl6 abra talalhato tobbek kozott a Prskawetz
és Sambdt [2014] és a Mason [2005] tanulmanyokban is.

Az 1. dbra 1961 és 2050 kozt abrazolja az elsé demografiai osztalék alaku-
lasat, azaz az eltartasi rata éves novekedési iitemét, azon feltételezéssel, hogy
2014 és 2050 kozt a népesség az Eurostat becsléseinek megfeleléen alakul.
Mivel mindvégig a 2005-0s év jovedelmi és fogyasztasi adatai segitségével
szamszerisitettik az osztalékértékeket, ezért az 1. abran tulajdonképpen a
kovetkez6, D-vel jelolt mutaté novekedési iitemét lathatjuk:

Ao e _oy(a,2005)P(a,t)
bt) = S, cla, 2005)P(a,t) ’ ®

ahol a jel6lések megegyeznek a (7) egyenlet jeloléseivel. A (7) és a (8) egyenlet
alapjén egyértelmii, hogy a D(t) értékek nem azonosak a D(t) értékekkel.
Ennek megfelel6en az 1. dbran lathato 0,264-es nagysagua 2006-o0s érték is csak
koriilbeliil jelzi azt, hogy 2006-ban az els6 demografiai osztalék onmagaban
0,264%-os effektiv fogyasztora juté kibocsatas-novekedést eredményezett. Igy
is figyelmet érdemel azonban, hogy 1972 és 1983 kozt, valamint 1993 és 2009
kozt pozitiv a mutatd értéke, a tébbi évben viszont negativ.

Az elsé demografiai osztalék fenti médon toérténé kozelitésének pontat-
lansagat jol illusztralja kovetkezo gondolati kisérletiink. Rendre kiszamitottuk
az effektiv fogyasztdéra jutd effektiv dolgozdk szamat tgy, hogy a 2006-os
magyar korosztalyos demografiai adatokat az NTA projektben résztvevo, és
az orszagsulyokat publikalé tobbi eurdpai orszag korosztalyos jovedelmi és
fogyasztasi adataival szoroztuk meg. Megnéztiik, hogy ily médon 2006-ban
2005-hoz képest hany szazalékkal véaltozna az egy effektiv fogyasztéra jutd
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effektiv dolgozok szama, azaz mekkora lenne az elsé demografiai osztalék.
Hangstlyozzuk, hogy mas évek, vagy mas orszagok fogyasztasi és jovedelmi
adatainak haszndlata az els6 demografiai osztalék szamitasakor a nemzetkozi
szakirodalomban elfogadott technika (14sd pl. Mason és Lee [2006]), ezért a
pontatlansdgot tikrozé 2. tdbldzat adatait érdemes alaposabban elemezni.

Jovedelmi és fogyasztési adatok (silyok) felvételének orszéga és éve
Magyar Osztrdak Francia Finn Német Spanyol Svéd
(2005) (2000) (2005) (2004) (2003) (2000) (2003)

Els6 demogréfiai
osztalék (%) 0,264 5,271 -1,855 3,703  -0,980 2,119 1,483

2. tdbldzat. A magyar els6 demografiai osztalék 2006-ban kiilénb6z6 orszagok sulyait hasznalva
Forrds: UN [2014], Eurostat [2014], HMD [2014] adatai alapjdn sajit szdmitds

Azokban az eurdpai orszagokban, melyek részt vettek az NTA projektben,
a fogyasztasi és jovedelmi adatok szamszertisitését 2000 és 2005 kozt, de
nem azonos évben végezték el. Mivel ezen orszdagok lakossagi korosztalyainak
jovedelmi és fogyasztasi adatait csak a gondolatkisérletiinkhoz, a 2006-os ma-
gyar népességadatok fogyasztasi és jovedelmi értékekkel vald Osszeszorzasahoz
hasznéltuk, a felvételi évek kiilonbozdsége nem okozott gondot. Az ered-
ményeket tekintve a 2. tablazatbdl azonnal kitlinik, hogy a becsiilt 2006-o0s
magyar elsé demografiai osztalék a —1,855 és 5,271 kozti intervallumban kii-
16nb6z6 értékeket vett fel, mikozben a 2005-6s magyar siulyokat hasznalva
2006-ban az els6 demogréfia osztalék 0,264% volt.

A 2. tdbldzat osztalékértékei nem csak nagysdgrendileg térnek el egymastol,
hanem abbdl a szempontbdl is, hogy tobbségiik pozitiv osztalékot jelez, ketto
értéke viszont negativ. Azaz négy silyozédsi metddussal névekedési faktort
kaptunk, kettovel pedig csokkenést. Természetesen a kiszamitott osztalékér-
tékeket egyetlen szerzo se tekinti mérnoki pontossagi mutatoknak, és mi sem
tanacsolunk mast, mint hogy az osztalékos idOsorok tendencidjat érdemes
csak irdnyadonak tekinteni. Mégis figyelemre mélténak tartjuk, hogy azonos
népességi adatok esetén, pusztan csak az egyik év silyainak modositasakor az
elsé demogréfiai osztalék ilyen érzékeny reakcidjat tapasztalhatjuk, 5% feletti
pozitiv érték helyett akdr —1,8%-nal kisebb negativ értéket is kaphatunk.

A (6) egyenlet tanulményozédsa magyardzatot ad az eltérd osztalékértékek-
re. A (6) egyenlet alapjin az eltartdsi rata nagysiga ugyanis két tényezétol,
a [(t)-t6l és a ((t)-tdl, illetve ezek novekedésétdl fiigg. A 3. tdbldzatban
feltuntettiik Magyarorszag eredeti 2005-6s sulyaival, és a helyettesito orszagok
sulyaival szamszertsitett 3 és ( értékeket.

B ¢
Magyarorszag 0,8680 0,5814
Ausztria 0,9256 0,5725
Franciaorszag 0,8826  0,5597
Finnorszag 0,8592  0,6075
Németorszag 0,8308 0,5999
Spanyolorszig 0,8778  0,5855
Svédorszag 1,0137  0,5039

3. tdbldzat. A keresztsilyozds eredményei 2006-ra
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,

A béziskorosztdly atlagos fogyasztisdnak novekedése egyrészt noveli a
(t)-t a ((t) novelésével, masrészt hozzdjarul a D(t) csokkenéséhez is, mert
B(t) nevezdjében a baziskorosztély fogyasztési értékeit rendre megszoroz-
zuk a korosztalyos létszamadatokkal, majd ezeket az értékeket Osszegezziik
a nevezében szerepld tobbi részszorzat értékével. A baziskorosztily atlagos
jovedelmének novekedése pedig a D(t) mindkét dsszetevjére épp az elézdvel
ellentétesen hat. A béziskorosztdly atlagos fogyasztasanak és atlagos jovedel-
mének véltozdsa a ((t)-re relative nagyobb hatédst gyakorol, mint a 3(t)-re,
mert a §(t)-ben a béziskorosztdlyon kiviil az dsszes t6bbi korosztély fogyasz-
tasa és jovedelme is szerepet kap.

D
a

A béziskorosztély fogyasztési és jovedelemtermelé magatartasdnak médo-
sulasa kovetkeztében egyszerre névekedhet és csokkenhet az eltartasi rata, il-
letve forditva, egyszerre csokkenhet és nhet is 4. Az azonban soha nem fordul
el6, hogy a baziskorosztily az eltartasi rata mindkét tényezéjét noveli, vagy
csOkkenti. Amennyiben a béziskorosztaly magatartdsa néveli a ((t) nagysa-
gét, akkor a ((t)-re kifejtett csokkentd hatdsat csak az ellenstlyozhatja, ha
a lakossdg t6bbi korosztalya noéveli a munkajovedelmét, és/vagy csokkenti a
fogyasztasat. A 3. tdblazat osztrdk silyokkal szamitott értéke a magyarnal
kisebb (-t ad, ami csokkenti az osztalékot, viszont a magyaréndl jéval maga-
sabb [ jécskdn kiegyensulyozza, illetve feliil is milja ezt a hatast. A francia
sulyok esetében viszont a ( jelentGsebb csokkenése mellett csak viszonylag
kicsit n6 a 3, és mindez az osztalék komolyabb csokkenését eredményezi.
AKkar a 3. tablazat két szélsOséges értékét, akar a kdzbensé adatait tekintjiik,
egyértelmi, hogy az elsé demografiai osztalék alakulasara nagy hatdssal van a
béziskorosztdlyon kiviili népesség fogyasztasa és munkajovedelme. Amennyi-
ben 6k tobb jovedelemre tesznek szert, illetve kevesebbet fogyasztanak, akkor
ezzel el6segitik az els6 demografiai osztalék novekedését.

Miel6tt a fentiekbdl téves kozgazdasagi kovetkeztetést vonnank le, érdemes
végiggondolni, mire is vonatkozik a széban forgd Osszefiiggés. A cikkben
az egy effektiv fogyasztéra jutd kibocsatast vizsgaltuk, és arra jutottunk,
hogy ennek az értéknek a novelését els6sorban azzal tudjuk el6segiteni, ha
a baziskorosztalyon kivili népesség, a 30 évnél fiatalabbak, és a 49 évnél
idosebbek, tobb munkajévedelmet allitanak eld, és kevesebbet fogyasztanak.
Az egy effektiv fogyasztora juté kibocsatds azonban nem azonos az egy em-
berre juté kibocsatdssal. Amennyiben véaltozatlan Osszfogyasztds mellett a
baziskorosztdly fogyasztasa csokken, ez maris megemeli az effektiv fogyasztok
szamat, és valtozatlan jovedelmet feltételezve azt mutatja, mintha csékkenne
az egy fére juté kibocsdtds. A Mason és Lee [2007] névekedési modell vis-
zont mindGssze annyit mond, hogy valtozatlan effektiv fogyasztéi létszam
mellett a fiatalabbak és az idésebbek munkajévedelmének novekedése, illetve
fogyasztasanak csokkenése pozitivan hat a gazdasagi novekedésre.

4A fiiggelékben bebizonyitjuk, hogy egy baziskorosztalybeli kohorsz dtlagos jovedelmé-
nek ceteris paribus névekedése csokkenti, egy azon kiviili kohorsz atlagos jovedelmének
noévekedése pedig noveli az els6 demografiai osztalékot.
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4 (")sszegzés

Cikkiinkben a Mason és Lee [2007]-féle névekedési modellek &ltal definidlt
els6 demografiai osztalék alakulasat vizsgaltuk. Elészor ¢sszefoglaltuk, hogy
a novekedéssel foglalkozo6 irodalom milyen dton jutott el a demografiai oszta-
lékot meghatarozo novekedési modellekhez, majd definidltuk az eltartasi rata
és az els6 demografiai osztalék fogalmét.

Felhivtuk a figyelmet arra, hogy az eltartasi rata pontos szamszerisitése
rendkiviil koltséges, és ezért az ezzel foglalkozé NTA projektben részt vevd
orszagok egyelore csak egy évre vonatkozéan publikaltak adatokat. Ennek
a probléméanak az athidaldsara altalanosan alkalmazott moddszer, hogy az
aktudlis lakossdgi 1étszamadatok mellé egyetlen (mindig ugyanazon) év jove-
delmi és fogyasztasi adatait hasznéljak fel silyozasra. Cikkiinkben azonban
megmutattuk, hogy igy tulajdonképpen egységnyi aggregdlt fogyasztasra jutd
munkajovedelem-novekedést mérnek, ezt is gy, hogy a lakossagi jovedelmi
és fogyasztasi adatokat allanddonak tekintik.

Gondolatkisérletet végeztiink, ahol a tényleges 2005-0s magyarorszagi 1ét-
szam-, fogyasztasi és jovedelemadatok segitségével kiszamitott eltartasi ratat
egy mesterségesen konstrudlt eltartasi ratdhoz hasonlitottuk. FEz utébbit
a magyar 2006-os létszamadatok és masik hat, az NTA projektben részt
vevo eurdpai orszag jovedelmi és fogyasztasi értékei segitségével hataroztuk
meg. A kiilonbo6z6 silyokkal kiilonboz6 eltartdsi ratat kaptunk, és igy a rata
novekedési uiteme viszonylag széles spektrumban mozgott, negativ és pozitiv
értékeket is felvett. Ezzel azt mutattuk meg, hogy a jovedelmi aggregatumok
fogyasztasi aggregatumokhoz valé hasonlitdsa ugyan szamos kozgazdasagi
elemzésnek lehet hasznos eszkoze, de az els6 demografiai osztalék becslésében
téves kovetkeztetéseket is eredményezhet, akar a gazdasagi novekedéshez vald
hozzajarulas eléjelét illetGen is.

Az els6é demografiai osztalék képletének vizsgdlata arra a kovetkeztetésre
vezetett, mely szerint a 30-49-éves, baziskorosztalynak nevezett népesség at-
lagos fogyasztasanak emelkedése egy részrél pozitivan, mas részrél negativan
hat az osztalék novekedésére. A baziskorosztaly dtlagos munkajévedelmének
névekedése pedig épp ezekkel ellentétes iranyu hatést fejt ki. A baziskoroszté-
lyon kiviili lakossag, azaz a fiatalabbak és az 6regebbek munkajovedelmének
novekedése azonban egyértelmiien noveli, fogyasztasanak névekedése pedig
csokkenti az eltartasi rata értékét. Ezzel kapcsolatosan tovabbi kutatési
kérdés, hogy az eltartasi rata mennyire érzékeny a baziskorosztély életkori
hatédrainak valtoztatisira. Az azonban vizsgélatunkbdl egyértelmiien kitiinik,
hogy az elsé demogréfiai osztalék névekedésében vagy csokkenésében a fiata-
labbak és idésebbek jovedelemtermel6 és fogyasztasi szokasai kulcsfontossagu
szerepet kapnak.
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5 Fuggelék

Eltartasi rata:

L S nPla

_ _ a=0 . C bat)
D(t) = NG Zi: e oren V bD) (A1)

Bézis korosztaly (30-49 évesek) dtlagos fogyasztésa és jovedelme:

c(30,t) + ¢(31,¢t) 4+ ... + (49, 1)

= A.2
c(b.1) L (42)
30,t) + y(31,¢) + ... + y(49,t
y(b 1) y(30,1) + y( 22) y(49,1) (A.3)
A jovedelem-viéltozas hatdsa az eltartasi ratara
e #30,31,...49
L)
o(%%) _ Plet) by a
ay(eat) i c(a,t)P(a,t) Yy bat
a=0
e=30,31,...49
L) P(e,t b,t—w a,t)P(a,t)=
o(5) o0~ SuetPenz)
=— 5 .
ay(e,t) Z c(a,t)P(a,t) Y (bat)
a=0

Az (A.4) derivélds eredménye pozitiv, az (A.5) pedig negativ (a bézis-
korosztaly egyetlen korévéhez tartozd Gsszes jovedelménél lényegesen tobb a
negativ elGjeliil jovedelem Gsszegének abszolut értéke), {igy egy bézis korosz-
talybeli lakos jovedelemvéltozasanak hatdsa az eltartdsi ratara negativ, mig
egy nem bézis korosztéalybeli lakosé pozitiv.
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THE FIRST DEMOGRAPHIC DIVIDEND, AND ITS REALIZATION
IN HUNGARY

The paper deals with the types of growth models that are based on National Trans-
fer Accounts. The first demographic dividend, belonging to these models, is broken
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up into components, and it is shown how different levels of these components influ-
ence the value of the dividend. Not only the increase or decrease in the size of the
population of different cohorts has a crucial role on the first demographic dividend,
but changes in income and the consumption values of cohorts could also have an
influence. Incorrect statistics on population income and consumption may result
in a wrong estimate of the first demographic dividend.
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ARFOLYAMINGADOZASOK VIZSGALATA
SZIMMETRIKUS STABIL MODELLBEN!

CSENDES CSILLA
Budapesti Corvinus Egyetem

Dolgozatomban a Budapesti Ertéktézsde vezetd papirjainak arfolyam inga-
dozésait vizsgadlom a naponkénti logaritmikus hozamok eloszldsdnak alapjan.
Vizsgalatomban a napi hozamokat fliggetlennek és szimmetrikus stabil elosz-
lasunak feltételeztem. Bemutatok egy robusztus statisztikai eljarast, amellyel
a stabil paraméterek (alak-, skdla-, és helyparaméter) egyiittesen becsiilhet6k.
Az eljaras j6 statisztikai és numerikus tulajdonsdgokkal rendelkezik, tovabba
kénnyen alkalmazhat6. A szimmetrikus stabil modellbél kiindulva becsiiltem
a hozamok eloszldsanak paramétereit és hipotézis vizsgalattal ellenériztem
az illeszkedést a stabil és a normadlis eloszldshoz. A becsiilt paraméterek
segitségével meghatarozasra keriiltek az arfolyamokra vonatkozé konfidencia
intervallumok.

1 Bevezetés

A stabil eloszldsok csalddjdnak pontos definidlasét Levy (1925) végezte el, aki
fliggetlen, azonos eloszlasi valdszintliségi valtozdk Osszegeit tanulményozta,
és konvergencia tételeket bizonyitott az Osszegekre. Az eloszldscsalad mate-
matikai statisztikai jelentGségét az adja, hogy a centréalis hatareloszlas tétel
altalanositdsaként adédé vonzasi tartomény (domain of attraction) probléma
lehetséges megoldaséat kizardlag ez a csaldd tartalmazhatja. A vonzdsi tar-
tomany problémaban az Gsszegzett valtozok fliggetlenek, azonos eloszlastak,
de a szérdsnégyzetitk nem véges. A stabil eloszldsok tehat az dltalanositott
centrélis hatéareloszlas tétel alapjan a normalis eloszlds altalanositasat adjak
(Uchaikin és Zolotarev (1999), 55. oldal).

1. DEFINICIO. Egy X wvaldszintségi vdltozot stabilnak neveziink, ha minden
n-re léteznek olyan X1, Xo,..., X,, vdltozok, melyeknek kéz0s az eloszldsa és
amely eloszlas megegyezik X eloszlasdval, tovabbd léteznek olyan e(n) és a(n)
konstansok (e(n) centrdld, a(n) skaldzo szerepet tolt be), gy, hogy

Z:L:1 Xi _
a(n)

eloszlasa megegyezik X eloszldsdval.

e(n) (1)

1A kutaté munka a Miskolci Egyetem stratégiai kutatasi teriiletén miiké6dé Mechatro-
nikai és Logisztikai Kivalésagi Kozpont keretében valésult meg. Beérkezett: 2014. oktéber
20. E-mail: csendescsilla@gmail.com.
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Az eloszlascsaldd hasznalatdt a gyakorlati modellezésben megneheziti né-
hany olyan tulajdonsiag, amelyek miatt meroben 1j megkozelitésekre van
sziikség. Habar létezik a stabil eloszlasok siriiség- és eloszlasfiiggvénye, ezek
nem ismertek zart alakban. A fiiggvények az un. integralreprezentaciéban,
illetve sorfejtéssel adottak. Tehat azok a statisztikai mddszerek, amelyek a
striiség- vagy eloszlasfiiggvényre kozvetleniil épiilnek, mint példaul a maxi-
mum likelihood (ML) mddszer, nem alkalmazhatéak. Léteznek numerikus
integraldst tartalmazé kozelitéses eljarasok (ldsd Nolan (2001)), de ezeknek
a szamitasi igénye nagyon jelentos.

A zart alaka stirtiségfiigevény és eloszldsfiiggvény hidnyaban az elosz-
lascsaladot a karakterisztikus fliggvénnyel irjak le, amely az 1. definiciébdl
levezethetd. A karakterisztikus fiiggvény a stirliségfiiggvény Fourier-transz-
formaltja, és a két fliggvény egyértelmiien megfeleltetheté egymasnak. A
stabil karakterisztikus fiiggvény ezért jol definidlja az eloszlascsalad tagjait.
A fliggvény négy paraméter segitségével ir le egy dltalanos stabil eloszlést,
amelyek

e a 0 < a < 2 karakterisztikus kitevé (stabilitdsi index, farokindex),
e a —1 < 3 <1 ferdeségi (aszimmetria) paraméter,

e a v > 0 skalaparaméter,

e és a b € IR helyparaméter.

Legyen X ~ S(a,(3,7,06) stabil eloszldsi valdszintiségi véltozé a fenti
paraméterekkel, ekkor az X valtozé karakterisztikus fiiggvénye:

Eexp (itX) =
_ {GXP(—7“|75|°‘[1 — if(tan (%) (sign(t)) (V) '~ = 1] +i6t), a#1
exp(—[t| [1 — zﬂ% (sign(¢))(In [t| + In 'y)] +idt), a=1

(2)
ahol sign(t) jelenti az eléjel fliggvényt. Ha a (3 és § paraméter értéke nulla,
azaz a val6szinliségi valtozo szimmetrikus nulla koril, akkor a karakteriszti-
kus fiiggvény valds fliggvény, és a

oty =e 1" (3)

egyszertbb alakban all el6.

A normélis eloszlds az a = 2 paraméterii stabil eloszlds. A normalis
eloszlastdl eltekintve a stabil eloszldsok szorasnégyzete nem létezik, ugyanis
a masodik momentumot definidlé integral nem véges. Altalénosségban igaz,
hogy az E|X?| momentumok nem végesek, ha p > «, ahol 0 < a < 2. Ebbdl
kovetkezik, hogy a magasabb rendii momentumok sem végesek. Léteznek
olyan stabil eloszlasok is, amelyeknek a varhaté értéke sem létezik, ilyen
példdul a Cauchy-eloszlds (« = 1). Tehdt a paraméterbecslésre szintén
gyakran hasznalt momentumok médszere sem hasznalhato.
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A stabil eloszlasok részletes lefrasat talalhatjuk tobbek kozott a kbvetkezd
monografidkban: Gnedenko és Kolmogorov (1954), Uchaikin és Zolotarev
(1999), Samorodnitsky és Tagqu (1994).

Az eloszldscsalad adatmodellezésben valé hasznalatdanak legfébb elénye
ugyanakkor a rugalmassag, amelyet a négy paraméterrel torténd illesztés je-
lent. Nyilvdnvald, hogy a normélis eloszldshoz képest (amely esetén csak két
paraméter all rendelkezésre) sokkal pontosabban lefrhatjuk a megfigyeléseket.
Az utébbi idében a szamitégépek névekvd szamitasi kapacitdsai révén egyre
tobb statisztikai, okonometriai eszkozt fejlesztettek ki, amelyekkel egyre in-
kabb lehetévé valik az eloszlascsalad gyakorlati alkalmazasa. A kidolgozott
diagnosztikai eszkozokrdl (stirtiségfiiggvény kozelitése, g-q dbrak, illeszkedés
vizsgdlat) Nolan (2001) ad részletes lefrast.

A statisztikai vizsgalatokhoz elengedhetetlen a megfeleld eloszlasi véletlen
szamok generaldsa. Az a-stabil szimmetrikus Z véaltozé generdlhat6 Zolotarev
(1986) alapjdn a kovetkezd formuldval:

l1—a

0.0) = sin(ag) [cos((1 —a)f)\ =
Z(e:0) (cos§)§< n > ) W

ahol n standard exponencidlis valtozd, £ egyenletes valdszintliségi valtozo a
(—=m/2,7/2) intervallumon. A standardizdlt a-stabil véltozénak az aldbbi
formulaval generalhaté valdszintiiségi valtozét tekintjiik:

Z(a,0)/a*.

A stabil eloszldscsalad haszndlata a pénziigyi modellezésben az 1960-as
évekre nyulik vissza. Az elsé tanulmanyok Mandelbrot (1964), illetve Fama
(1965) nevéhez fiizédnek, akik arfolyamvaltozdsokat vizsgdlva azt tapasztal-
téak, hogy a normadlis modellhez képest a hozamok nagyobb valdsziniiséggel
szorodnak messzebb az atlagtdl, azaz az extrém esetek valészintisége nagyobb,
mint azt a normalis eloszlast feltételezve varnank. Ennek a jelenségnek a
lefrdsara a vastag farku (heavy-tailed) eloszlasokat, koztik a stabil eloszlas-
csalddot kezdték haszndlni. Elméleti szempontbdl ez azért kedvezo, mert a
portfolié feladatban szereplé hozamosszegzéssel parhuzamba éllithatd a sta-
bilitasi tulajdonsag, azaz hogy a stabil eloszlasok zartak az Osszegzésre nézve.

Késébb tjabb és tjabb tanulmanyok, empirikus vizsgédlatok jelentek meg,
és mdara mar széles korben elterjedt a stabil portf6lié modell alkalmazasa. A
témaban megjelent kitetek tobbek kozott Rachev (szerk.) (2003), Rachev és
Mittnik (2000), valamint Adler et al. (szerk.) (1998). A hazai szakirodalom-
ban is szamos tanulmény talalhato, amely stabil eloszlasok pénziigyi teriileten
valé alkalmazdsédval foglalkozik, példdul Lux és Varga (1996), Paldgyi (1999),
Janecské (2000), Paldgyi (2003), valamint Lukdcs (2004).

Dolgozatom témédja részvény arfolyamok vizsgdlata szimmetrikus stabil
modellben. A 2. szakaszban attekintem a stabil portfélié modelleket, a ho-
zamszamitas modelljeit, a stabil eloszlasok ismert paraméterbecslési eljarasait.
A 3. szakaszban bemutatok egy robusztus statisztikai médszert, amely az
M-becslések kozé tartozik, és az a, -, 6 paraméterek egyiittes (egyidejii)
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becslését teszi lehetévé. Az eljards a Probability Integral Transformation
(PIT) technikdn alapszik. Az &rfolyamadatok elemzését a PIT mddszer,
valamint a STABLE program? segitségével a Budapesti Ertéktézsde (BET)
legjelent&sebb, vezeto részvényeinek adatain végeztem el. Becsiiltem a rész-
vényenkénti hozamok eloszlasanak paramétereit és értékelem az illeszkedést
a normalis és becsiilt stabil eloszldsokhoz. A becsiilt paraméterek alapjan
konfidencia intervallumokat készitettem, az eredményeket tartalmazza a dol-
gozat 4. szakasza.

2 Stabil portfélié analizis

A XX. szazadban szamos kozgazdasagtudoményi Nobel-emlék dijjal jutal-
maztdk a portfolio kivilasztas teriiletén alkotott elméleteket, R. Mertont és
M. Scholes-t a derivativak értékének meghatédrozasaért (1997), W. Sharpe-ot
a tékepiaci drfolyamok modelljéért (Capital Asset Pricing Model, CAPM)?
(1990), H. Markowitz-ot portf6lié optimalizaldsi modelljének kidolgozasaért
(1990). Ezen ismert kozgazdasigtani, pénziigyi modellek mindegyikének
létezik stabil eloszlasokra vald kiterjesztése, amelyekrol részletes attekintést
ad Uchaikin és Zolotarev (1999) (17. fejezet). Ezeket a modelleket tekintem
at a kovetkezOkben.

A portfélié optimalizalds klasszikus modelljében a portfélié hozama a
portfélioban taldlhaté eszkozok hozamainak silyozott atlaga, a kockéazatot
pedig a portfélié szérasnégyzetével mérjiik. A modellt H. Markowitz fogal-
mazta meg (1952), amely 4tlag - szérds megkozelités néven valt ismertté a
magyar szakirodalomban.

Legyen n kiilénb6z6 értékpapir, amelyeknek a hozamai X = (X, ..., X,,),
a varhat6 értékik p = (p1,...,un), 2 az X; valtozék kovariancia métrixa,
és az eszkOzok silyait a portféliéban jeldlje w = (ws,...,w,) silyvektor,
w > 0. Ha feltételezziik, hogy X ~ N(u, X) tobbvéltozés normélis eloszlds,
akkor a portfélié hozaménak eloszlésa szintén normalis X, ~ N (11, UZ), ahol
pp = whp és O'Z = w'Sw. A portféli feladat lényege, hogy az optimélis w
sulyvektor meghatarozasaval egy a befektetd altal eloirt A varhaté hozamszint
elérése mellett minimalizaljuk a kockéazatot:

min [szw] ,

whp >\, (5)
wle=1,
ahol T a transzponalast jelenti, e = (1,...,1) az n-dimenzids Gsszegzé vektor.

Az optimalizaldsi probléma célfiiggvénye ekkor kvadratikus fiiggvény, és a
feladat a kvadratikus programozis ismert algoritmusaival megoldhaté. A
portfélio feladat felirhaté a fenti problémaval azonos eredményre vezeto li-
nearis programozasi feladatként is, amelynek egy kvadratikus feltétele van.

2Ingyenesen elérhetd szoftver J. P. Nolan weboldalarél [30].
3A CAPM megalkotéja W. Sharpe mellett J. Lintner
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Ekkor a befektetd a szamdra maximdlisan elviselhetd o2, ., kockazati szint
mellett maximalizalja az elérheté hozamot:

max tp ,
w
2 2
Up < Omax > (6)
T

we=1.

Az optimélis portfélidvektor ekkor kvadratikus programozasi feladatok
sorozatdnak megoldasédval allithaté el. A fenti modellekben a fedezetlen r6-
vidre eladds (short-selling), azaz ha w; < 0, nem engedélyezett. A fedezetlen
rovidre eladas lehetGségét is megengedd nem korlatozott probléma, valamint
tovabbi relaxdlt feltételekkel rendelkez6 problémak részletes leirasa talalhato
példdul Lintner (1965) dolgozataban.

Bér a megkozelitést sok kritika érte (f6ként a normalis eloszlas feltételezése
miatt), a modell jelentésége vitathatatlan. A tapasztalati vizsgdlatok hamar
ramutattak, hogy a normalis eloszldstdl csticsosabb és vastagabb farku (heavy-
tailed) eloszldsok sokkal inkdbb leirjak a hozamokat. A stabil eloszldscsalad
mellett mas vastag farkd eloszlasokat is vizsgaltak, de a stabil eloszlasok
Osszegzési tulajdonsaga, azaz hogy azonos a karakterisztikus kitevovel ren-
delkez6 valtozok Osszegzésével djra a-stabil véaltozdt kapunk, nagy el6nyt
jelent a portfolié analizisben.

A stabil portf6lié feladatban azt feltételezziik, hogy a hozamok tobb-
valtozds szimmetrikus stabil eloszldst kovetnek. A szimmetria feltételezését
egyrészt a tapasztalati megfigyelések tamasztjak ald, masrészt szimmetrikus
eloszlas hasznalataval a pozitiv és negativ valtozasok azonos mértékben su-
lyozhaték. A t6bbvéltozés stabil portfélié modelleket Press (1972) konyve
alapjan mutatom be.

A vizsgélt tobbvéltozds szimmetrikus (5 = 0) eloszldscsaldd log-karakte-
risztikus fliggvénye:

m

In g (t) = iaTt — % 370,12, (7)

j=1

ahol X t6bbvéltozos hozameloszlds, ¢x (t) jeloli az X valtozd karakterisztikus
fiiggvényét, i = /—1. Az aT = (ay,ay,...,a,) vektor az eloszlas helyvek-
tora, o > 1 esetén varhato érték vektora. Az (); szimmetrikus skalamatrixok
a valtozdk fliggési struktirajat irjak le, Vj: Q; > 0. Az 0 < m < oo egész a
tobbvaltozos stabil karakterisztikus fliggvény elobbi reprezentacidjanak eloal-
litdsa sordn bevezetett irdnyok szamét jelenti. Az n véltozds, egység sugari
hipergdmb felszinén értelmezett integralds helyett m diszkrét pont (irdny)
felvételével és irdnyonkénti (j = 1,...,m) Osszegzéssel hatdrozzuk meg az
Osszefliggési strukturat (ldsd Press (1972), 6. fejezet). Feltessziik, hogy

121 Q; >0, azaz nem degenerdlt az eloszlas, és hogy a varhaté érték véges,
azaz 1 < a < 2. A portféliét alkoté részvények silyainak vektorat tovdabbra
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is wl = (w1, wa,...,w,) jeldli. Ekkor a portfélié hozama

n
sz E wiX,-,
=1

a portfélio elvart hozama
E(X,) = ZwiE(X,-) = Zwiai =w'a,
i=1 i=1

ha az X valdszinliségi vektor eloszldsa (7) szerinti. Az X, portfdlié hozam
karakterisztikus fliggvénye:

¢x,(v) = E(e"¥7),

v € IR a karakterisztikus fiiggvény fliged valtozdja. Az X tobbvaltozds hozam
vektor karakterisztikus fliggvénye

ox (1) = B(e' ),

t € IR™ a karakterisztikus fiiggvény fligg6 valtozdja. Legyen ¢ = vw, ekkor

ivwT
ox(t) = ox(vw) = B ¥) = ¢x,(v),
azaz X, log-karakterisztikus fiiggvénye

m

In¢x,(v) =iv(w a) — %|U|°‘ Z(wTQJw)%

j=1
Hasonléan a Markowitz modellhez, a portfélié kockdzatot a hozamok elosz-
ldsanak valamely szérodasi mutatdjaval, stabil eloszldsok esetében a szoras
hidnyaban a skalaparaméterrel mérjik, amely:

m

@) = 5 > (W)t ®

A w portfdli6 vektort a kovetkezé optimalizalasi feladat megoldédsaval kapjuk:
T 1 m TQ o
max [)\a w—§Z(w ﬂu)?},
= 9)
wle=1,
w > 0.

A fenti modellben a részvények hozama kézos o paraméterrel rendelkezik
(Model I). Press (1972) bemutat egy &ltaldnosabb problémat is (Model IT),
amelyben ez a megkotés mar nem szerepel, azaz a részvények kilonbozo
a paraméterti hozameloszlassal rendelkezhetnek. Bizonyos esetben explicit
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megoldas adhaté a feladatokra a Lagrange szorzék modszerével, tovabba
bemutatja az m = 1 specidlis eset megoldasat is. A Press altal definialt
problémaknal altalanosabb leirdst tesz lehet6vé a spektralmérték haszndlata.
A spektralmérték definidlasét Bradley és Taqqu (2003) alapjan mutatom be.

A kovetkez6 tétel az altaldnos stabil véletlen vektort a véges 'y mérték
segitségével definidlja.

1. TETEL. Legyen 0 < a < 2. Fkkor X = (X1, Xs,...,X,,) akkor és csak
akkor stabil véletlen vektor o stabilitdsi indexszel, ha létezik egqy véges T x
mérték az eqységsugard IR™ beli S,, = {s | s € IR", ||s|| =1} hipergémbin
értelmezve, és eqy u € IR™ vektor, hogy X karakterisztikus figguényére tel-
jestljon, hogy

\I/oz(t) =

exp(— fs |(t1s)|*[1 — i(sign((tT's)) tan )T x (ds) + itTn), a#1
exp(— [ [(¢" 1 +i2sign((t"s)) In|(t"s)[|0x (ds) +i(t"w), a=1
(10)

A (Tx,p) pdr egyértelmd.

A T'x mértéket a stabil véletlen vektor spektralmértékének nevezziik. Ez
a mérték lefrja a fiiggdségi struktirat a valtozdk kozott. Ha X szimmetrikus
stabil eloszlast a kitevovel IR™-ben, akkor a karakterisztikus fiiggvény a

wat) = e (= [ 1079 Tx ()
egyszeriibb alakban irhaté fel, ahol I'x az egyértelmii szimmetrikus spektrél-
mérték. Ha X tobbvaltozos stabil eloszlasi 0 < a < 2 stabilitasi indexszel,
akkor X komponenseinek Osszes linearis kombindciéja is stabil eloszlast kovet
ugyanazzal az a-val, azaz a stabilitasi tulajdonsag eszerint a definicié szerint
is igaz. Legyen most X € IR"™ hozamvektor tobbvaltozos stabil eloszlasi
(10) szerint, valamint w € IR" mint kordbban. Ekkor X, = (w?'X) =
i, wiX; stabil eloszldsi Sa(Bp,Vp,6p) paraméterekkel. A (10) karakte-
risztikus fliggvény alapjan a (3, v,, 6, paraméterek meghatarozhatéak.
A skélaparaméter:

1

v = ([ Iwrorrcan)” (1)

Legyen az X1 = (X1, Xy,...,X,,) arfolyamvéltozéas vektor (10) karakte-
risztikus fiiggvényt tobbvaltozds stabil eloszlasi 1 < a < 2 karakterisztikus
kitevével, a jelolések a kordbbiaknak megfeleléek. A skdlaparamétert (11)
szerint definidljuk. A portfélié optimalizalasi probléma ekkor:

1

min [ </S |(wTS)|aFX(dS)>E} :

whp >\,

wle=1,
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ahol e az n dimenzids Osszegzé vektor, A a befekteté altal meghatarozott
elvart hozamszint.

A portfélié modellek célja a portfélibban szerepld részvények silyainak
megvalasztdsa, ezaltal optimaélis befektetési struktira kialakitdsa. A tOkepiaci
arfolyamok modellje (Capital Asset Pricing Model, CAPM, Sharpe (1964) és
Lintner (1965) a részvények elvirt hozamat a piacon elérheté kockazatmentes
befektetés és a piaci portfélio kiillonbségébdl adodéd tébblethozam fliggvényé-
ben vizsgalja. Jelolje X s a piaci portfélio, X; az i-edik részvény hozamat,
és r a kockdzatmentes hozamot. Ekkor a CAPM modell formélisan

E(XL —7‘) ZﬂiE(X]y[ —7‘)

alakban irhaté, ahol
_ COV(X,L', X]y[)

ﬂi n VarX M

A részvényekre jellemz6 ; érték* lefrja a részvény és a piac kapcsolatdt a
piaci valtozasokra adott arfolyamvaltozason keresztill. Ha (; > 1, akkor
az i-edik részvény tartdsa nagyobb hozamot igér, mint a piaci portfélid, ha
0B; < 1, akkor ez a hozam prémium kisebb. Az egyenlet dtalakithat6 a

Xi—r=03i(Xmu—7)+te

alakba, ahol E(e;) = 0 és Cov(e, Xps) = 0. Az egyenletet gyakran a hozamok
egytényezos modelljének nevezik. A részvények kockdzatara

2 _ n2 2 2
IX; = B; Xy T 0¢;s

ahol az els6 tag jelenti a szisztematikus kockazatot, mig a masodik tag a
rezidudlis kockazatot. A portfélié bétajat a részvények bétdjanak silyozott
atlagaval kapjuk, mig a portfolié kockazata hasonléan az egyes részvényekhez

2 _ 2 2 2
IX, = ﬂPO-XIM + Oepo

n
2 _ 2 2
oo, = E w; o,
i=1

ha feltételezziik, hogy a rezidudlisok paronként fliggetlenek.

A fenti modellek k6z6s jellemzbje, hogy a portfélié kockdzatat a portfélié
hozam eloszlasanak valamely szérodasi mutatdjaval, a szérasnégyzettel vagy a
skdlaparaméterrel méri. A kockézatkezelésben alkalmazott mésik megkozeli-
tés szerint a portfoliok tartasabdl eredd kockazatot olyan kockazati mértékkel
kell mérni, amely rendelkezik a (i) monotonitds, (ii) szubadditivitds, (iii)
pozitiv homogenités, (iv) eltolds ekvivariancia tulajdonsdgaival. Ezeknek a
tulajdonsdgoknak a megkovetelése gyakorlati szempontbdl fontos (Gall és
Pap (2004)):

1A B jeldlés itt a szakirodalomban &ltaldnosan hasznalt jeldlés, és nincs Gsszefiiggésben
a stabil § ferdeségi paraméterrel.
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(i) ha egy portféli6 minden esetben tébbet igér egy mdsik portf6lidnal,
akkor annak ne legyen nagyobb a kockézata;

(i) két portfdlidt egybetéve ne ndvekedhessen a kockdzat, azaz a portfélick
kockazatanak Gsszegét nem haladhatjuk meg;

(iii) megtobbszordzve a portféliét, &m megtartva annak Gsszetételét, a koc-
kazatossag a nagysaggal aranyosan valtozzon;

(iv) ha biztosan realizdlunk egy pétllagos adott Gsszegii pénzaramlast, ak-
kor a portfélié kockazatossaga ennek a pénzaramldasnak a nagysagaval
csokkenjen.

Ha egy kockazati mérték teljesiti a feltételeket, akkor koherens mértéknek
nevezzilk. Ezek a feltételek a széras és skdlaparaméter esetében nem tel-
jesiilnek, s6t, a népszeriibb VaR (Value-at-Risk, kockaztatott érték) mutatd
sem koherens, mert nem teljesiti a szubadditivitési feltételt. A VaR helyett
hasznélhaté az Expected Shortfall mutatd, amely koherens kockazati mérték.

A hozamok szédmitdsa az arfolyamvéltozasok alapjéan tobbféle modellben
is lehetséges. A leggyakrabban haszndlt modell a relativ (szézalékban kife-
jezett) hozam

Py

b1

és a folytonosan szamitott (continuously-compounded rate) logaritmikus ho-
zam

Ry

1 (13)

thln(PPt )zln(Rt+1), (14)

1—1
ahol P, és P,_ jelenti a részvény arat az t-edik és t — 1-edik idépillanatban.
Ezt a modellt egy napos (one-day, single-period) modellnek nevezik. Ha R,
értéke kicsi, akkor In(1 + R;) ~ R; a logaritmus fliggvény sorfejtése miatt,
ezért a két modell nagyon hasonlé eredményt ad.

A logaritmikus hozam modell hasznslatanak elénye, hogy az eltelt idére
nézve additiv. A portfélié hozama a logaritmikus modell szerint:

Tpe = 1n (iwié"”), (15)
i=1

ahol w a portfolié vektor, r; jeloli az i-edik részvény hozamat a t-edik
id6pontban.

Elemzésemben a Budapesti Ertéktézsde vezetd részvényeinek r; logaritmi-
kus hozameloszldsanak paramétereit szamitottam ki. A négy stabil paraméter
arfolyamok esetén szemléletes jelentéssel rendelkezik. Az o alakparaméter,
amely talan a négy paraméter koziil a legfontosabb, jellemzi a farkak vastag-
ségat (heaviness) és a csicsossdgot (peakedness). Az drfolyamok esetében
minél alacsonyabb az «a paraméter értéke, annal nagyobb valdsziniiséggel
kovetkezik be extrém aringadozas az adott részvény arfolyamdban, ezért
anndl kockdzatosabbnak tekintheté. A 3 aszimmetria paraméter irja le az el-
oszlas ferdeségét: ha értéke negativ, akkor az eloszlas balra ferde, és nagyobb
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valdszintiséggel csokken az arfolyam, mig ha pozitiv, akkor jobbra ferde, és
emelkedik az arfolyam. A v skdlaparaméter és a 6 helyparaméter a normalis
eloszlds szordsahoz és varhaté értékéhez hasonlé szerepet tolt be. A 6 hely-
paraméter az eloszlas kozéppontjat adja meg, tehat a varhaté hozamot jelenti.
A skdlaparaméter a megfigyelések szérédasat jellemzi, azaz a véltozékonysé-
got (volatilitdst), a kockazatossagot irja le.

A portfélié feladat megoldasiahoz elengedhetetlen a paraméterek megbiz-
haté, pontos becslése. A paraméterek becslésére a szakirodalomban szamos
megkozelités 1étezik. Az ismert eljarasokrdl részletes leirdst ad és 6sszehason-
lité tanulmanyt mutatott be példdul Weron (1995), és Borak et al. (2005).

Az egyik legegyszeriibb megkozelités lényege, hogy log-log skalan abrazol-
juk a megfigyeléseket és a megfigyeléshez tartozo valdszintiségeket, Mandel-
brot (1964). Ekkor ha a minta a-stabil eloszlast, akkor az empirikus eloszlds-
fliggvény pontjai a farkakndl egy —a meredekségii egyeneshez illeszkednek.
Ez az Gsszefiiggés az eloszlas farkanak aszimptotikus Pareto-viselkedésébdl
vezetheto le. Ez a grafikus mddszer nem biztosit megfelelé paraméterbecslési
lehetOséget, mert csak nagy mintdk esetében hasznédlhatd, és csak az alak-
paraméter becslésére. Vizsgalatok azt mutatjak, hogy az dltalanos Pareto-
modell alkalmazasa 1 < a < 2 esetben feliilbecsiili az o paramétert; példaul
egy szimuldlt o = 1.9 paraméterti mintdra N = 10* megfigyelésre 4 koriili a
becslés adédott (Borak et al. (2005)).

Az aszimptotikus Pareto-eloszldsra vonatkozo tulajdonsdgbdl vezethetok
le a farokindex becslések, amelyek az eloszlas parametrikus alakjara nézve
semmilyen feltételezéssel nem élnek. Ezek a becslések csak az aszimptotikus
viselkedés lefrasara hasznalhatok, az egész eloszlas alakjanak vizsgalatéra al-
kalmatlanok. A farokindex becslések sem megbizhatéak, mert erdsen fiigge-
nek attol, hogy melyik empirikus kvantilis utdn tekintjiikk az aszimptotikus
viselkedést. Habar a farokindex becslések 6nmagukban nem megbizhato
becslései a karakterisztikus kitevének, mégis a gyakorlatban egyszeriiségiik
miatt hasznéljdk 6ket. A legelterjedtebb farokindex becslés a Hill-becslés
(Hill (1975)). A Hill-becslésnek szdmos valtozata ismert, amelyekrdl Gssze-
hasonlité kritikai elemzést mutatott be McCulloch (1997).

Kvantiliseken alapul6 becsléseket dolgozott ki Fama és Roll (1971,1968),
illetve McCulloch (1986). Fama és Roll a szimmetrikus esetre adtak kezdet-
leges becslést empirikus megfigyelések alapjan. Becslésiik egyszeriien szamit-
haté, de torzitott. McCulloch kiegészitette Fama és Roll 6tletét az altalanos
esetre, eltiintette a torzitottsagot, és mind a négy paraméterre konzisztens
becslést adott. Ha az adatok stabil eloszlasbol szarmaznak, és a minta kellGen
nagy, akkor ez a mdédszer megbizhaté becslést szolgaltat. A mdédszer jelentés
szamitasi igénnyel rendelkezik, illetve bizonyos segéd konstansokra is sziikség
van, amelyeknek a meghatarozasa nem egyértelmi. Szimulacids vizsgalatok
alapjan a McCulloch becslés pontossdga kielégité (Weron (1995)).

A maximum likelihood (ML) becslés a hagyoményos mdédon nem alkal-
mazhatd, mert a siiriiségfiiggvény nem ismert zart alakban. A ML médszerrel
valé becsléshez Nolan (2001) dolgozott ki numerikus eljérést, amely a Mc-
Culloch altal leirt kvantilis becslést hasznalja kozelito kezdeti értéknek, majd
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feltételes kvazi-Newton moédszerrel maximalizélja a likelihood fiiggvényt. A
ML becslés ismert kedvez6 tulajdonsagai, igymint a konzisztencia és aszimp-
totikus normalitas a stabil eloszldsok esetében is érvényesiilnek. Ellenben
szamitdsokra egydltaldn nem haszndlhato”.

A karakterisztikus fiiggvény kozvetleniil is hasznédlhaté a szimmetrikus
esetben, mert ebben az esetben a fiiggvény valds fliggvény. A karakterisz-
tikus fiiggvény ismert, ezért sok szerz6 hasznalja, kombinalja azt kiilonb6z6
modszerekkel, pl. momentumok médszere, ML mddszer. Az empirikus karak-
terisztikus fliggvényt haszndlja Press (1972) minimélis tdvolsdgon alapuld
becslésekhez. A karakterisztikus fliggvényen alapulé regressziés modszert
mutatott be Koutrouvelis (1980), majd ennek a médszernek a javitasat Ko-
gon és Williams (1998).

A stabil paraméterek becslésére a bemutatott médszereken kiviil még
szamos megkozelités ismert. A kovetkezd szakaszban részletesen ismertetem
a dolgozatomban alkalmazott becslési eljarast, amely szintén sajat eredmény.

3 A PIT paraméterbecslési eljaras

Az M-becslések csoportjaba tartozé robusztus statisztikai technikat mutat-
tam be szimmetrikus stabil eloszlasok paraméterbecslésére, az 1 < a < 2
esetre a Csendes (2013) dolgozatban. A mddszer szimuldcids vizsgdlatok
alapjan hasonlé tulajdonsigokkal (variancia, MSE érték) rendelkezik, mint
a szakirodalomban ismert médszerek, Csendes és Fegyverneki (2014). Hasz-
néalatanak elonye, hogy konnyen implementalhatd, és megbizhaté eredményt
ad, valamint a moédszer futasidoben nem hasznal numerikus integralast, igy
gyorsabb, mint a ML mddszer. Az eljards implementalasdhoz sziikséges Gsszes
fliggvény kozelitése rendelkezésre &ll.

Az M-becslések (maximum likelihood tipusi becslések) a > —log f(x;)
loglikelihood fiiggvény helyett a >~ p(z;) fliggvényt minimalizéljik, ahol p egy
alkalmas fiiggvény, x; mintaelemek. Legyen ¢ (x) = dp(z)/dz fiiggvény a p
fiiggvény derivéltja, ekkor a minimalizélas differencidldssal és az > 1 (z;) =0
egyenlet megolddsaval valésithaté meg. A p illetve 1 fliggvények megvélasz-
tasa kiilonbozd becsléseket eredményez, Huber (1964).

Ismert a paraméter esetén a stabil eloszlasbodl szarmazé minta hely és
skélaparaméterének egyiittes becslésére hasznalhaté a Huber (1981) &ltal de-
finidlt két valtozds M-becslés. A becslési eljarast Fegyverneki (2003) alapjin
mutatom be. Legyenek x1, xs, ..., x, megfigyelések, melyek az F' eloszlasbol
szarmaznak. Legyen Fy((x — T)/S) = F(x), azaz F és Fy azonos tipust,
Fy az eloszlastipus kitilintetett tagja, és az S skala és T helyparamétert Fj-
hoz képest definidljuk. A hely és skdlaparaméter (T, S) egyiittes M-becslése
(T, Sn) a kovetkezd egyenletrendszer megoldésa:

So(F5) -0
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S () <o

ahol ¢ alkalmas sulyfiiggvény, B egy konstanst jel6l, melynek értéke 1/12, ha
a mintaelemek eloszlasa éppen Fy, és

B = D}, (4(9)).

egyébként. A fenti egyenletrendszer felirdsahoz a Probability Integral Trans-
formation (PIT) technikdt és a momentumok mdédszerét hasznaljuk.

Az egyenletrendszer iterativ algoritmussal, az in. ping-pong mddszerrel
oldhaté meg. A mdédositott Newton-mddszer alapjan az aldbbi két egyenletet
felvaltva oldjuk meg: az els6 egyenletbol kapott helyparamétert a masodikba
helyettesitve 1j skalaparaméter értékhez jutunk, aztan ezt felhasznalva ismét
az els6 egyenletet szamitjuk ki. A kivdnt pontossag eléréséig ismételjiik a
lépéseket.

A helyparaméter kozelitése:

(m)

T

T(rn-‘rl) _ T(m) 4= S(m) E w(—”))
SI(L"L)

A skélaparaméter kozelitése:

(m+1)72 _ 2 (1= TN e
[SgmH? = n_IBE:w( o) IS

A 1 sulyfiiggvény:

U(w) = Fo(a) — 5. (16)

A kezdeti értékek:

T = med{z;},

S© =C-MAD,
ahol med{z; } jel6li a medidnt, M AD jeloli a medidn abszolut eltérést M AD =
med{|z; — med{z;}|}, S és T\"™ az S skéla- és T helyparaméter aktudlis
becslései az m-edik iteraciéban. A C konstans értéke C' = F; '(3/4), ame-
lyet a kezdeti becslés torzitatlansidga miatt alkalmazunk (Fj szimmetrikus
eloszlas).

A ping-pong médszer segitségével rogzitett o esetén, azaz ha Fy = Iy, is-
mert, a hely- és skalaparaméter becsiilhetd. Ha az alakparamétert is a minté-
bél becsiiljiik, akkor Fp o nem ismert. A becslési eljarasban az Fp o eloszldsra
a v fliggvény illetve a B fiiggvény szamitdsakor van sziikség. Mivel az Fp o
nem ismert, a stabil eloszldsok csalddjanak két ismert szimmetrikus tagjat,
a normalis eloszldst (o = 2), és a Cauchy-eloszldst (o = 1) hasznaljuk a ¢
fiiggvényben (16) a skdlaparaméter meghatdrozdsihoz. Tehdt, a skdlapara-
méter becslését mind a két ismert eloszlasfiiggvény hasznalataval eloallitjuk.

A B konstans szintén tartalmazza a 1 fiiggvényt, illetve fligg az o pa-
ramétertél az integrandus miatt is, ezért legyen B(a) a tovdbbiakban az «



Arfo]yamingadozeisok vizsgalata szimmetrikus stabil modellben 205

paraméter fiiggvénye. Helyettesitsiikk be a normélis és a Cauchy-eloszlast a
B(a) fiiggvényekbe:

/OO (% arctanx)QdFa = /°° (% arctanx) Qfoz(x) dr = Bi(a),

—c0 —oo

ha Fjy a standard Cauchy eloszlas, és

/OO ((I)(x)—%)QdFa :/_Z (2@) —%)Qfa(x)dxzb’g(a),

— 00

ha Fj standard normadlis. A By és B, fliggvényeket elézetesen raciondlis
tortfliggvénnyel kozelitettem a numerikus integralas elkeriilése, és ezaltal az
algoritmus gyorsitdsa miatt (Csendes (2013)).

A skélaparaméter meghatdrozésa a B(a) fliggvény miatt az ismeretlen
a paramétertd] fligg. Ha tetszbleges « értéket valasztandnk az [1,2] inter-
vallumbdl a v paraméter becsléséhez, akkor a becslés torzitott lenne, mivel
nem a megfeleld Fy -t alkalmaztuk. A minta valédi o paramétere esetén ez
a torzitottsag eltiinik, a B és 1 fliggvényekben 1év6 torzitottsag kiegyenliti
egymast.

A valédi & paraméter becslés meghatarozasidhoz felhasznaljuk a Cauchy
és a normalis eloszldssal szamitott skdlaparaméter becsléseket. Ha a-t foly-
tonosan véltoztatjuk az [1,2] intervallumon (rogzitett Fy . esetén), akkor a
skalaparaméter becslések a monoton novekvo, konkav fiiggvényét adjak. Ha
mind a két ismert eloszlasfiggvény esetén kiszamitjuk a skdlaparamétereket,
akkor két monoton novekvo, konkav gorbét kapunk, melyeknek a metszés-
pontja éppen a minta valédi « paraméterénél van. A metszéspont meghaté-
rozasdhoz valasszuk a kezdeti értékeket a = 1 és a = 2-ként, és hatarozzuk
meg a skalaparaméter értékeket ezekhez a kezdeti o paraméterekhez. Ezutan
intervallumfelezéssel kozelitheto a két gérbe metszéspontja tetszoleges pon-
tossaggal.

A PIT mddszerrel val6 becslés konnyen implementélhatd, és rendelkezik a
robusztus statisztikdban ismert V-robusztus, B-robusztus, kvalitativ robusz-
tus (ldsd Huber (1981)) tulajdonsdgokkal. Kevésbé érzékeny az outlierekre,
és megbizhaté eredményt ad. Vannak azonban korlatai is: csak abban az es-
etben hasznalhaté, amikor a ferdeségi paraméter értéke nulla, mert a skalapa-
raméter kozelitések meghatarozasandl a mddszer az ismert eloszlasfiiggvényi
Cauchy és a normadlis eloszlasra tamaszkodik, amelyek szimmetrikusak. A
modszer csak az 1 < o < 2 paraméter értékekre mikodik, mert az algorit-
musban hasznalt fuggvénykozelitéseket csak erre a paraméter tartomanyra
hataroztam meg. Bar numerikusan a < 1 -re is kiszamithaté lenne a B
fliggvény, ebben az esetben a stabil eloszlds varhaté értéke nem véges. A
portfolié optimalizélasi feladatban a varhaté hozamnak léteznie kell, tehat
gyakorlati szempontbdl az a tartomany kevésbé fontos, amely esetén nem
létezik a varhaté érték.

Ha az a paraméter kozel esik valamelyik végponthoz, és a minta kicsi,
akkor el6fordulhat, hogy a két skalaparaméter gérbének nincsen metszés-
pontja az (1,2) intervallumon. Ennek oka a véletlen mintdk generaldsdndl
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szerepet jatszo véletlen hatas. Ilyenkor a moédszer nem ad érvényes becslést
az alakparaméterre. Szimulacidk alapjan ez 50-100 elemi mintak esetén az
ismétlések 1-6%-dnal, 400 elem{ mintdkndl viszont mér egyaltaldn nem for-
dult elo.

4 Eredmények

A dolgozatomban vizsgdlt adatsorok részvények napi zaréar adatait tartal-
mazzak 2004.01.01 és 2012.12.31 k6zott. Az adatok forrasa a www.portfolio.hu
weboldal. A vizsgalt részvények: OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL,
valamint a BUX Budapesti Ertékt6zsde hivatalos indexe. Abban az esetben,
amikor az adatsorbdl hidnyzott az aznapi zardar, az arfolyamviéltozast az
eléz6 napi meglévé adatbdl szamitottam. Az 1. dbra a napi zéréar adatokat
mutatja.
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1. dbra. A részvények napi zaréarainak alakuldsa a vizsgdlt idészakban

A részvényenkénti adatsorokbdl a (14) formula alapjan meghatéroztam a
napi logaritmikus hozamokat, melyeket a 2. dbra mutat. A hozamok abrajan
megfigyelhet6 a pénziigyi valsag hatasara az in. volatility clustering jelenség,
azaz latszik, hogy a valsag kirobbanasat kovet6 id6ben sokkal volatilisebbek
lettek a részvények, mindegyik részvény ara drasztikus ingadozasnak volt
kitéve.

Feltételeztem, hogy a napi arfolyamadatokbdl képzett minta fliggetlen,
azonos eloszlasbodl szarmazik. A részvényenkénti adatsorokat két valtozéra
bontottam paros-paratlan sorszdm alapjdn, és x? teszttel vizsgaltam a két
valtozé fuggetlenségét. A teszt nmem utasitotta el a fuggetlenséget 95%-o0s
szignifikancia szinten abban az esetben, amikor a felosztas intervallumainak
szama 2-3 volt, de tobb intervallumra osztas esetén mar igen. A fliggetlenséget
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a vizsgalat masodik felében bemutatott mozgdablakok esetén is teszteltem, az
50 elemii ablakokn4l dltaldban teljesiilt a fliggetlenség kritériuma. A vizsgdlat
eredményeit terjedelmi okokbdl nem részleteztem.
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2. dbra. Logaritmikus hozamok

A logaritmikus hozamok eloszldsanak vizsgalatahoz gyakorisdgi hisztogra-
mon (3. dbra) dbrazoltam az adatokat. A hisztogramokon ldthatéak a hozam-
adatokra illesztett normalis eloszldsok gorbéi is. A hisztogramokbdl kitiinik,
hogy a normadlis modell nem illesztheté az adatokra, azok eloszlasa inkabb
heavy-tailed eloszlast kovet.

Meghataroztam a PIT becsléssel a mintédk & alak-, ) hely- és 4 skélapara-
méter becsléseit a szimmetria feltételezése mellett. A szdmitott paraméter-
értékeket mutatja az 1. tdbldzat. Az eredmények szerint az OTP és az Egis
valamivel kockazatosabbnak bizonyult, a Richter, Mol és M. Telekom papirjai
egy kicsivel stabilabbak, kevésbé kockazatosak. A ~ paraméter értéke az OTP
esetében a legmagasabb, v = 0.0211, ami arra utal, hogy a vizsgalt papirok
kozil az OTP-re volt legnagyobb hatasa a pénziigyi valsagnak.
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8. dbra. A részvények hozama logaritmikus modell szerint

Mivel a volatilisebb idészakokban az arfolyam valtozdsok atlaga eltdvo-
lodhat nulldtdl, a logaritmikus hozam és a (13) formula alapjan definialt
szézalékos hozam ebben az idészakban eltérhet. A stabil paramétereket a sz&-
zalékos hozamok esetén is meghataroztam, azonban az eredmények alapjan a
teljes vizsgalt idoszakban megfigyelt eloszlds paramétereiben ez a kiilonbség
nem jelent szdmottevs véltozast. A dolgozat eredményeit a logaritmikus
modellben ismertetem. A (13) formula alapjan szamitott szédzalékos hozamok
eloszlasanak becstilt paramétereit mutatja a 2. tdbldzat.

A STABLE programmal szamitott paraméter becslések eredményeit tar-
talmazza a 8. tabldzat. Az egyes részvények alakparaméterére a két médszer-
rel nagyon hasonlé eredményt kaptam. A STABLE programmal szamitott
a paraméter értékek minden esetben egy kicsivel (kb. 1-2 szdzaddal) ala-
csonyabbak, de kockazatossdg szempontjabdl ugyanaz a sorrend alakul ki.
A 3 ferdeségi paraméter értéke minden részvény esetén nulldhoz kozeli, a
leginkdbb szimmetrikus arfolyamu papir az Egis (6 = —0.0037) és az M.
Telekom (6 = —0.0070). A skéla és helyparaméter becslések is hasonléan
alakultak mindkét modszerrel.

Részvény & 0 [

BUX 1.738710  0.013422  0.000371
EGIS 1.688192  0.016257  0.000356
MOL 1.732882  0.018634  0.000324
MTELEKOM  1.749846 0.013878  -0.000163
OTP 1.701002 0.021068  0.000409
RICHTER 1.764326  0.016072  0.000178

1. tabldzat. A PIT médszerrel szamitott alak- &, hely- 5 és skala- o
paraméter becslések a logaritmikus modell szerint
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Részvény & 0 [

BUX 1.738707 0.013425  0.000418
EGIS 1.688284  0.016265  0.000426
MOL 1.731482  0.018630  0.000414
MTELEKOM  1.749941 0.013877 -0.000114
OTP 1.702944 0.021094  0.000526
RICHTER 1.762995 0.016065  0.000244

2. tdbldzat. A PIT mddszerrel szdmitott alak- &, hely- 5 és skala- o
paraméter becslések a szazalékban kifejezett modell szerint

Részvény & Jé] 0 6

BUX 1.7246  -0.0322  0.00991 0.00043
EGIS 1.6623 -0.0037 0.01212 0.00042
MOL 1.7211 0.0323 0.01376 0.00018
MTELEKOM 1.7359 -0.0070 0.01016 -0.00005
OTP 1.6904 -0.0852 0.01554 0.00080
RICHTER 1.7458 0.0721 0.01184 0.00012

3. tdbldzat. A STABLE programmal szamitott alak- &, ferdeségi- ﬁ,
hely- 6 és skdla- 4 paraméter becslések a logaritmikus modell szerint

Részvény atlag medidn szOTas MAD

BUX 0.000286  0.000531 0.017436  0.012381
EGIS 0.000327  0.000000 0.021753 0.015366
MOL 0.000448  0.000000 0.024080 0.017187
MTELEKOM  -0.000341  0.000000 0.017790 0.012699
OTP 0.000182  0.000160 0.028241  0.019900
RICHTER 0.000171  0.000000 0.019769 0.014426

4. tdbldzat. A hely- és skdlaparaméter robusztus és normélis eloszlas
szerinti becslései a logaritmikus hozamokbdl

A hely és skédlaparaméternek kiszamithaték a robusztus becslései tgy,
mint a medidn és a medidn abszolit eltérés (Median Absolute Deviation,
MAD), illetve a normélis modellbél kiindulva megbecsiilheté az &tlag és
szérés is. Ezeket a becsléseket tartalmazza a 4. tdbldzat. Az OTP és Egis rész-
vényekre a magas skdlaparaméter érték mellett magas szérdst és MAD értéket
kaptam, ami Osszhangban van az alacsonyabb a paraméterrel. Valamint
az alakparaméter alapjan stabilabb, kevésbé kockazatos Richternél és M.
Telekomndl a szérds és MAD is alacsonyabban alakult. A medidn harom
részvénynél (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett, és a tGbbi esetben is nagyon
kozeli a nulldhoz, gy a STABLE program 3 becslésével is Gsszevetve a szim-
metria mellett sz0l6 eredményt kaptam.

A mintdnak a becsiilt stabil paraméterii eloszlashoz valé illeszkedését
Kolmogorov-Smirnov prébéval és x? goodness-of-fit tesztekkel értékeltem. Az
5. tdbldzat a normalitds hipotézise és a becsiilt a-stabil eloszldshoz val6 x?
illeszkedés vizsgalat eredményét mutatja. A prébakat a MATLAB szoftver-
csomag chilgof fiiggvényével végeztem el. A tébldzatban a tesztstatisztika
értékét, a hozza tartozo p-értéket, valamint a szabadségi fokot tlintettem fel.
Az intervallumok szdma mind a két esetben kezdetben 10 volt, de a normaélis
nullhipotézis esetében 6ssze kellett vonni intervallumokat. A normalis eloszlas
esetében a becsiilt paraméterek szama 2, a stabil eloszlas esetében 4, igy a
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kritikus értékek 95%-os megbizhatdsagi szinten y2 = 11.0705, illetve x5 =
7.8147 és x3 = 5.9915. A teszt elvégzéséhez a hipotetikus stabil eloszlasfiigg-
vények értékeit egy tizedenként vett a = 1, = 1.1,..., @ = 2 nagy elem-
szamu véletlen mintdk generdldsaval a mintak percentiliseib6l hataroztam
meg. A x? teszt soran a PIT mddszerrel becsiilt o paramétert kerekitettem
az egy tizedesjegy pontos a értékhez, és ehhez a hipotetikus eloszlashoz képest
vizsgaltam az illeszkedést. Az elvégzett illeszkedés vizsgdlat tesztek alapjan
azt mondhatjuk, hogy a stabil modellt t6bb részvény esetében elfogadhaténak
értékelték a tesztek, mig a normalitast egyértelmien el kell utasitanunk.

Részvény Np : normadlis eloszlas Ny : stabil eloszlas
p-érték  tesztstat. sz. fok p-érték  tesztstat. sz. fok

BUX 0.0000 52.2043 2 0.0259 12.7440 5
EGIS 0.0000 121.2358 2 0.0025 18.3700 5
MOL 0.0000 103.3843 2 0.1052 9.0975 5
MTELEKOM  0.0000 51.7739 2 0.0001 26.9211 5
OTP 0.0000 108.4685 2 0.5204 4.2039 5
RICHTER 0.0000 82.8593 3 0.0001 25.7553 5

5. tdbldzat. A X2 préoba eredményei a logaritmikus hozamokra

Normalis eloszlas Stabil eloszlas
Részvény p-érték  tesztstat. p-érték  tesztstat.
BUX 0.0000 0.0566 0.7804 0.0138
EGIS 0.0000 0.0658 0.2179 0.0221
MOL 0.0000 0.0585 0.8810 0.0123
MTELEKOM  0.0000 0.0563 0.0460 0.0288
OTP 0.0000 0.0641 0.8693 0.0125
RICHTER 0.0002 0.0455 0.2748 0.0209

6. tabldzat. A Kolmogorov-Smirnov préba eredményei a logaritmikus
hozamokra

A 6. tdbldzat tartalmazza az elvégzett Kolmogorov-Smirnov tesztek p-
értékeit és a tesztstatisztika értékeket. A 95%-os megbizhatdsdgi szinthez
tartozé kritikus érték a normalis nullhipotézis esetén 0.00258, mig stabil el-
oszlasti nullhipotézis esetére nem ismert a teszt aszimptotikus viselkedése. A
stabil nullhipotézis esetében a p-értékek a normalis eloszlasra ismert aszimp-
totikus eredmények alapjan keriiltek meghatdarozdsra. A teszteket a MAT-
LAB kstest fiiggvényével végeztem el. Az eredményekbdl kitiinik, hogy a
hipotetikus a-stabil eloszlasoktdl vald eltérés minden esetben kisebb, mint
a normdlis eloszldstdl vald eltérés, és a teszt csak egy esetben (MTelekom)
utasitotta el a stabil nullhipotézist.

A hozamok empirikus eloszlasfliggvényét a normadlis eloszldshoz (4. dbra),
illetve a becsiilt o paramétert stabil eloszlashoz (5. dbra) illesztve tin. g-q
abrédn abrazoltam. A g-q dbra a megfigyelt és az elméleti, hipotetikus per-
centilis értékeket abrazolja. Ha az illeszkedés megfeleld, azaz a hipotézisbeli
és az empirikus eloszlds egyezik, akkor a pontok egy egyeneshez illeszked-
nek. Az elméleti eloszlasokat 10 000 elemii véletlen mintdk generaldasaval
allitottam el6. Az abrakon lathatd, hogy a normalis eloszlds illesztése nem
megfeleld, az eloszlds szélein jelentds eltérések figyelheték meg az egyenestol.
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Az 5. dbran kevesebb pont tér el az egyenestél az eloszlas széleinél, tehat
grafikusan is a varakozasnak megfelel6 eredményt kaptam.
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4. dabra. Q-Q abrék a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a normalis eloszlas kozott
(zérdjelben a generalt minta szdérds és dtlag paraméterei)
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5. dbra. Q-Q dbrik a logaritmikus hozamok empirikus eloszlasa és a becsiilt stabil eloszlas kézott
(zardjelben a generalt minta «, v, § paraméterei)

Elemzésem masodik felében azt vizsgaltam, hogyan alkalmazhaték az
eredmények elérejelzésre. Ehhez valtoztathaté méreti mozgdablakot készi-
tettem, és dbrazoltam, hogyan valtoztak a paraméterek a vizsgélt idoperi-
6dusban. Arra a kérdésre is prébaltam valaszt adni, hogy a 2008-2009-es
pénziigyi valsadg hatasa hogyan mutatkozott meg a hozamok eloszlasaban.
Az elkésziilt abrék koziill a BUX index abrdjat mutatom be.

A 6. d@brdn 50 elemili mozgdablak segitségével becsiiltem a paramétereket,
és abrazoltam a paraméterek valtozasat az idében. Ez az ablakméret megfele-
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16en kicsi ahhoz, hogy a valtozasok gyorsan érvényestiljenek a becslésértékek-
ben. Hatranya viszont, hogy eléfordult olyan eset, amikor a paraméterek nem
voltak meghatarozhaték a PIT becsléssel az alacsony mintaelemszam miatt.
A els dbra mutatja a logaritmikus hozam adatokat, 95%-os konfidencia inter-
vallummal a normélis eloszlds és a becsiilt stabil eloszlas alapjan. A mésodik
abra az o paramétert, a harmadik a skalaparamétert és a szérast, a negyedik
a helyparamétert és az atlagot mutatja.

Logaritmikus hozam és konfidencia intervallumok
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6. dbra. Konfidenciaintervallum normaélis és stabil eloszlds alapjan —n = 50, BUX teljes id&szak

A pénziigyi valsdg hatdsa az dbra kozepén, kb. az 1200. megfigyeléstdl
kezd6dden lathaté. Az « paraméter értéke nagyon meredeken cstkkent: a
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legalacsonyabb értékek 1.3 koriiliek voltak. Hasonléan alakult az OTP és
az Egis hozameloszlasdanak a paramétere, mig a tobbi vizsgdlt papirnél az
alakparaméter nem csokkent kiugréan. Az « paraméter becslése gyorsan
valtozik, ebben kozrejatszhat a becslési eljaras érzékenysége egy-egy nagyon
extrém megfigyelésre, bar ez az érzékenység joval kisebb, mint a hagyomanyos
modszerek esetében.

A vizsgalt idészakban megfigyelhetd volt mindegyik részvénynél a széras
illetve a skalaparaméter novekedése a valsag évében, és ezzel egyidejlileg a
helyparaméter (azaz a hozam vérhaté értékének) csokkenése. A skalaparamé-
ter, illetve széras értékének emelkedése nem volt hosszu tavi, rovid id6 alatt
visszadlltak a 2008 el6tti skala és szoras értékek. A stabil modellel becsiilt
skdlaparaméter altaldban alacsonyabb, mint a normalis eloszlasbdl becsiilt
szoras értéke. Azokban az idészakokban a legjelentésebb az eltérés amikor
az alakparaméter jelentosen csokkent. Tehat minél inkabb kozelitiink a véges
szorésu esethez (o = 2), anndl inkabb érvényes a normélis modell, mig ha az
alakparaméter csokken, ugy valik az arfolyam volatilisebbé, és emelkednek a
szorodast leiré paraméterek értékei.

5 (")sszefoglalés

Dolgozatomban bemutattam a stabil eloszlascsalad legfontosabb tulajdonsa-
gait, az ismert stabil pénziigyi modelleket, és a paraméter becslésére kidol-
gozott eljardsokat. A stabil eloszldsok hasznélata a pénziigyi modellezésben
hosszi multra tekint vissza, és az elméleti megalapozottsaga széles kori, de
az eloszlascsalad gyakorlati problémékban valé alkalmazhatésdgat nagyban
neheziti a zart alakban ismert stirliség- és eloszlasfliggvény hianya, valamint
a roppant szamitdsigényes algoritmusok. Az olyan 1j statisztikai mddszerek
kidolgozasa, melyek egyszertien hasznalhatdak, ezért id6szerl és aktualis fel-
adat.

Az &ltalam kidolgozott PIT becslés szimmetrikus stabil eloszlasok pa-
raméterbecslésére ad megbizhatd, nagy pontossdgi eredményt. A moddszer
a robusztus M-becslések csaladjaba tartozik, és megfelel$ statisztikai tulaj-
donsdgokkal rendelkezik. Az algoritmus és a sziikséges fiiggvénykdzelitések
rendelkezésre allnak, ezért az eljaras kénnyen implementédlhaté. Jelen dolgo-
zatomban igazoltam a PIT becslés gyakorlati feladatokban valé alkalmazha-
tOsagat.

Cikkemben a Budapesti Ertéktézsde legjelent&sebb részvényeinek arfo-
lyamvaltozasait vizsgaltam a 2004-2012 kozotti idészakban a logaritmikus
hozamok eloszldsan keresztiil. A hozameloszlasok paramétereit a PIT becslés-
sel és a STABLE szoftver segitségével szamitottam ki. Vizsgaltam a hozamok
eloszlasanak illeszkedését a normaélis, és a becsiilt paraméteri stabil eloszlas-
hoz. Az elvégzett x? és Kolmogorov-Smirnov tesztek alapjin elutasitottam
a normdlis modell haszndlatdt. A hozamok eloszlasdra konfidencia interval-
lumokat adtam, melyek korlatozott elorejelzési lehetOséget is biztositanak.
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ASSESSING ASSET RETURNS IN THE SYMMETRIC STABLE MODEL

In this study the basic characteristics of the stable distribution family, models of
stable portfolio theory and parameter estimation methods are summarized. Us-
age of heavy-tailed distributions is widely accepted in financial modeling, thus the
theoretical background is satisfactory. The distribution family has some property
which is hard to handle in applications, e.g. the lack of known closed formula of the
density and distribution function. Methods dealing with parameter estimation are
unreliable, difficult to use or computationally very intensive. That’s why research
in that field is still conducive. A parameter estimation method for symmetric sta-
ble distributions is presented, based on Probability Integral Transformation (PIT).
The estimation procedure is a robust M-estimate and it possesses good robust sta-
tistical properties. The method gives accurate and reliable results. The method
is easy to implement, because the algorithm and all necessary function approxi-
mations are available. In the present study it is proven that the method can be
applied in a practical application for real data sets. The logarithmic returns of
some assets of Budapest Stock Exchange between 2004 and 2012 were modeled
with symmetric stable distributions by PIT estimation procedure and STABLE
software. The distribution of logreturns were fitted to normal and stable distribu-
tions. By x? and Kolmogorov-Smirnov goodness-of-fit tests the normal model was
rejected. Confidence intervals for the returns were also given which provide some
sort of prediction.
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PENZ- ES TOKEPIACI SZEREPLOK GAZDASAGI
HATASANAK IGAZOLASA EGY TVP-VAR MODELL
KERETEBEN AZ EGYESULT ALLAMOK PELDAJAN !

ACS ATTILA

Az irds a pénz- és tékepiaci szereplé brokerkereskeddk gazdasagi hatdsat
vizsgalja az Egyestlt Allamok gazdasidgdra egy valtoz6 paraméterezésii VAR
modellnek az alkalmazasaval, és egyben a mddszertan részletes ismertetését
is nyujtja. Az eredmények a brékerkereskeddk statisztikailag szignifikans
hatasat mutatjak nemcsak a redlgazdasédgi kibocsatasra, hanem az inflacio és
a 3 hénapos kotvényhozamok esetében is. Az M2 monetaris aggregatummal
becsiilt VAR modellbél kapott eredményekkel valé 6sszehasonlitds pedig azt
mutatja, hogy a brokerkeresked6knek legalabb akkora hatdsa van a makrogaz-
daségi folyamatokra, mint a nominalisan 6tszor nagyobb M2 monetéris agg-
regatumnak. Az eredmények egyrészt a pénz- és tékepiacok fejlesztésének a
fontossagara hivjak fel a figyelmet, masrészt figyelmeztetésként is szolgalnak,
hogy a monetaris és makroprudencialis dontések sordn nem elégséges csupan
a hagyomanyos makro és pénzintézeti adatokra tamaszkodni, hanem tekintet-
tel kell lenni a pénziigyi innovaciéra fogékonyabb pénz- és tékepiaci szereplok
mérlegadataira is.

Kulesszavak: Bayes-i TVP VAR, brékerkereskedd, Gibbs mintavételezés.
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C11, C32, E51.

Bevezetés

Az Egyesiilt Allamok legf6bb pénz- és tékepiaci szereploi a brokerkereskedd
szervezetek (broker-dealers, innentdl réviden csak brékerkereskedék), amely
szervezetek makrogazdasagi szerepére a 2008-ban kirobbant valsag hivta fel a
figyelmet. Annak fényében, hogy az altaldnosan elfogadott 1ij-keynesi elveken
nyugvo jegybanki makromodellek egydltalan nem tartalmaznak a pénzkiné-
latra vonatkozé valtozét (Komdromi [2008]) — melyek szintén pénzintézeti
mérlegadat jellegli monetéris valtozok (counterparts of monetary aggregates)
— a brékerkereskeddk szerepének mell6zottsége egyaltalan nem meglepd.

A brékerkeresked6k az tin. &rnyék-bankrendszer (shadow banking sys-
tem), vagy piaci-alapti (market-based) bankrendszernek a részei.> Ezek a spe-

1Beérkezett: 2014. november 5. E-mail: acsacsa@gmail.com.

2A piaci-alapt intézetek kozé tartoznak az allam-kozeli iigynokségek (Government
Sponsored Enterprises, GSE), a GSE jelzélog ,,pool”-ok (GSE mortgage pool), pénziigyi
vallalkozdsok (finance company), az eszkozfedezetii értékpapir (Asset Backed Security,
ABS) kibocsatok és a brékerkereskedS8k (broker-dealers) (Adria — Shin [2010]), akiket a
szakirodalom szdmos esetben a befektetési bankokkal (investment bank) azonosit.
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cializalt pénzintézetek lejarati, likviditasi és hitel transzforméciot hajtanak
végre (a kereskedelmi bankokhoz hasonléan) anélkiil, hogy direkt hozzéférésiik
lenne az dllami garancidkhoz (public backstops), a jegybank biztositotta lik-
viditasi forrdsokhoz és garancidkhoz. A befektetési tevékenységiikhoz sziik-
séges pénzigyi forrasokat alapvetGen a pénz- és tokepiacokrdl kolesonzik, be-
téteket nem gytijtenek. Az arnyék-bankrendszer az értékpapirositdsra és az
un. ,,wholesale” (visszavéséarldsi megallapoddsok és pénziigyi kereskedelmi
papirok) finanszirozési forméra épiil, melynek keretében a hitelfolydsités folya-
mata értékpapir alapi kolcsonzések hétlépesds sorozatava alakul (altaldnos-
sédgban). Ebbdl a hét 16pésbdl harom szakasz a brékerkereskedékon keresztiil
torténik (Pozsar et al [2010]).5.

Az értékpapirositds, és a téke- és pénzpiacok biztositotta finanszirozédsra
tamaszkodd pénziigyi rendszer kialakuldsa parhuzamosan tortént az amerikai
lakasfinanszirozasi rendszer atalakuldsaval, amely soran a piaci-alapud intéze-
tek folyamatosan atvették a vezetd szerepet a hagyomanyos betétgylijto ban-
koktol. Az Egyesiilt Allamokban a piaci-alap intézetek 2007-re mintegy 7 000
milliard dollarnyi jelzaloghitelt kezeltek, szemben a hagyomanyos intézetek
3 500 milliardnyijaval, egyesitett mérlegféosszegiik majdnem 17 000 milliard,
mig a hagyomanyos kereskedelmi banki mérlegf66sszeg 13 000 milliard dollart
tett ki, és ezen beliil a brékerkeresked6k mintegy 3 000, mig a kereskedelmi
bankok 10 000 millidrd dolldrnyi eszkozt kezeltek (Adria — Shin [2010]), ill.
lasd Fiiggelék 9. dbra).

A brékerkereskedék miitkodésével Adrian—Shin szdmos tanulményban fog-
lalkozik, és egyik legfontosabb megallapitasuk, hogy egy piaci alapt pénziigyi
rendszerben igenis sziikséges az aktiv pénz- és tOkepiaci szerepet jatszd befek-
tetési bankok és brokerkereskedOk aggregalt mérlegeinek a figyelembevétele,
és a likviditdst a széban forgdé bankok Gsszesitett mérlegf6osszegeinek fliggvé-
nyében kell értelmezni (Adrian—Shin, [2009]). A brékerkeresked6k a moneté-
ris makromodellekben 2013-ban kezdtek szerepet kapni Adrian—Boyarchenko
[2013] és Nufio-Thomas [2013] irdsaiban. A monetdris elemzések masik klasszi-
kus, vektor-autéregressziés (VAR) modelljeiben eddig viszont még nem igazin
tiintek fel.

Korabbi tanulményunkban? egy véltozatlan paraméterezésii VAR modell-
ben mar fogalakoztunk a brékerkereskedokkel, és a kapott impulzus vélasz-
fliggvények Okonometriai igazolasat adtdk a brokerkereskeddk statisztikailag
szignifikdns makrookonémiai szerepérél. Az eredmények értelmében a bréker-
kereskedOk mérlegfGosszege — eltéréen a kereskedelmi bankok és az arnyék-

3 Az arnyék-bankrendszer altal végzett értékpapirositds folyamata a nem-bank pénziigyi
kozvetit6k lancolatdn alapszik és a tradiciondlis banki hitelkzvetités vertikdlis fel-
daraboldsaként lehet elképzelni. Hét lépésre oszthatd: 1) kolesonok keletkeztetése, 2)
kolesonok Gsszegytijtése, 3) kolesonok atstrukturdldsa ABS-ekbe (asset-backed securities,
eszkozfedezetll értékpapir), 4) a keletkeztetett ABS-ek Osszegytijtése (warehousing), 5) az
Osszegylijtott ABS-ek dtstrukturdldsa CDO-kba (collateralised debt obligation, fedezett
addssagkotelezvény), 6) ABS-ek kozvetitése, 7) az el6z6 hat 1épés finanszirozdsa. Ebbdl a
hét 1épésbél a 3), 4) és az 5) szakasz a brékerkeresked6kon keresztiil torténik (Pozsar et al
[2010])

4Acs [2014].
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bankrendszer Osszesitett mérlegf6osszegétol — redl-kibocsatasi szempontbol
nem semleges az Egyesiilt Allamok esetében.

Ugyanakkor a VAR modellekbdl generalt impulzus valaszfiiggvények azt
sejtetik, hogy a brokerkereskedéknek a redlgazdasigra gyakorolt hatasa idé-
ben valtozé. Mindez egy olyan okonometriai modell hasznélatat teszi in-
dokoltta, amely lehetové teszi a modell paramétereinek, és lehetdség szerint
a kozottiik 1évo kapcesolatnak az id6beli valtozasat. Ezeknek megfeleléen Pri-
miceri [2005] Bayes-i megkozelitésii VAR modellje keriil alkalmazésra, amely
a modell paramétereinek és a hibatagok kovarianciamétrixanak a valtozasat,
id6ben valtozé impulzus-vilasz-fiiggvények generalasat, valamint a gazdasag
strukturalis valtozasanak a nyomon kovetését teszi lehetévé. Tovabba, az
id6ében valtozé kovariancia matrix a valtozdk kozotti nem-linedris kapcsola-
tok és a sokkok heteroszkedasztikus tulajdonsdganak a modellezésében segit.

A paraméterek valtozasat lehet6vé tevé modellhasznélatot tdmasztja ala
két tovabbi megfigyelés is. Ha a brékerkereskedok eszkozdllomany-valtozas
és tokeattétel idésoranak az 1968 és 2012 kozotti alakuldsara tekintiink az
1. dbrdn, akkor alapvetéen két dolog tlinik fel. Az egyik, hogy az 1990-es
évek elejétdl a mérlegvaltozas oszcillacidja jelent6s mértékben csokkent, mig a
tokeattétel az 1990-es évektdl dinamikusan novekedett és a korabbi idészakot
nem jellemz6 markédns valtozasok is megfigyelhet6ek valsadgok idején (1994-es
kotvény piaci, a 2001-es ,,dotcom” és a 2008-ban kirobbant valsdg). Tovabbi
érdekes fejlemény, hogy ekkortol honosodott meg a Value-at- Risk alkalmazasa
is a piaci kockazatok kezelésére.

T T T T T T T T T T T
Brokerkereskedk mérleg valtozasa Brokerkereskeddk tokeattételének alakulasa

03k L L L L L L L - L L L L L L L L
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

1. dbra. A brékerkeresked8k mérleg valtozasa és tékeattételének alakuldsa 1968-2013 kozott
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1 Modbdszertani osszefoglalo

Primiceri [2005] Bayes-i megkozelitésii VAR modelljében mind a modell-para-
méterek, mind a hibatagok kovariancia-métrixa idében valtozé. A gazdasigi
tényezék kapcsolatdban bekévetkezd (strukturdlis) véltozdsok modellezésé-
nek elengedhetetlen feltétele, hogy a véltozok hibatagjainak (innovécidinak)
a kovariancia-métrixdban az idébeli valtozasat lehetové tegyiik. fgy nem csak
a valtozok idében valtozd szimultan kapcsolatdnak a leirdsa valik lehetéveé,
hanem a valtozdsokat ért sokkok (innovacidk) heteroszkedasztikus valtozasa
is. A Bayes-i modellek becslésének egyik lehetséges mddja a Gibbs minta-
vételezési eljardas. A mdédszer mind a paraméterek magas dimenziészamaval,
mind pedig a véltozok kozotti lehetséges nem-linearis kapcsolattal sikeresen
birkdzik meg, azaltal, hogy az eredeti becslési feladatot kisebb és egyszeriibb
egységekre bontja fel a valoszinliségfliggvény maximélasa soran.

A Gibbs mintavételezési® eljards egy Markov-lanc Monte Carlo (Markov
chain Monte Carlo (MCMC)) szimuldcids eljards, amely a paraméterek sokdi-
menzids egylittes poszterior eloszlasa helyett egy kevesebb dimenzidszammal
rendelkez6 feltételes eloszlasbdl general véletlen mintat. Az algoritmus az
egylittes és a peremeloszlast, a feltételes eloszlasokbol torténo ismételt minta-
vételezéssel becsiili, mely becslések a minta elemszamanak a névekedésével
exponencidlisan tartanak a valds eloszlds-paraméterekhez (Kim, Nelson [1999],
178-180. o0.). A Bayes-i 6konometria a Gibbs féle szimuldcids eljardsnak
koszonhetéen nemcsak a pontbecslések, hanem a pontbecsléseket Gvezd bi-
zonytalansig megjelenitéséhez is egy hatékony eljaras (Blake — Mumtaz [2012],
43. 0.).

A becsiilni kivant VAR paramétereknek megfelel6 konjugélt prior eloszldst
(a koefficienseknek normél, mig a VAR hibatagok kovariancia-métrixédnak
inverz-Wishart eloszlast) vélasztva ugyan az egyiittes poszterior eloszlds ana-
litikusan nem fejezhetd ki, de a paraméterek feltételes poszterior eloszlasa mar
igen. A mintaelemek generdldsa soran pedig a Gibbs algoritmus felvéltva hiz
VAR koefficienseket és variancidkat a feltételes normélis- és inverz-Wishart
poszterior eloszlasokbdl a Kalméan-szilir6 és a Carter-Kohn algoritmus hasz-
nalatdval. A Kélmén-sziiré alkalmazhatésiganak a feltétele, hogy a modell
egyenletei kifejezhetdek legyenek linedris formaban. A modellezés soran pedig
csak azokat a Gibbs mintavételezéssel szimuldlt mintaelemeket hasznaljuk fel,
melyek a Markov-lanc poszterior egyiittes eloszlashoz torténé konvergédlasa
utdn keriiltek szimuldldsra (Koop, Korobilis [2010]).

Az iras hatralévo részében az idében valtozé paraméterezésii, sztochasz-
tikus VAR modell és becslésének fentebb bemutatott 1épései keriilnek részle-
tesebb ismertetésre, melyet a Fliggelék egészit ki. Az empiriai rész a bréker-
kereskedok realgazdasagi hatdsaval foglalkozik és mutatja be a becsiilt modell
eredményeit.

5A Gibbs mintavételezés kit{iné magyar nyelvii lefrasat adja Varpalotai [2009].
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1.1 A TVP VAR modell

Egy id6ben valtozé paraméterezésii k-ad rendii VAR(k) modell® a kovetke-
z6képpen irhaté

ye=c +Biry—1+ Bayr—2+ ...+ Beay—x +e t=1,....T, (1)

ahol y; a modell véltozdkat tartalmazd (n x 1) vektor, ¢; az idében valtozd
konstansokat tartalmazé (n x 1) vektor, B; 4, i = 1,...,k az idében valtozé
auté-regresszids koefficienseket magdba foglalé (n x n) métrix. Tovédbbd e,
a heteroszkedasztikus sokkokat tartalmazé (n x 1) vektor, E(e;) = 0 és
E(eel) =Q4 ha t = 7 és 0 egyébként.

Az (1) kifejezés jobb oldali (¢, By, - - -, Bi,¢) koefficienseinek n x (1+kn)
méretii B; vektorba, és a jobb oldali modellvaltozdinak X, métrixba vald
rendezésével az id6ben véltozé V AR(k) modell a kévetkezd kompakt forméba
irhaté

Yt = XtIBt =+ Et . (2)

A (2) kifejezésben az y, métrix a modellvéltozék alkotta (tn x 1) vektor,
X, =I1,®[Ly,_y,...,y,_;] a magyardzo véltozok alkotta tn x (1 + kn)n
métrix, ahol y;_; (t xn) métrix, I,, egy (n X n) egységméatrix, ® a Kronecker-
szorzatot jeloli, valamint e; ~ N(0,Q; ® I) (Koop—Korobilis [2010]).

A heteroszkedasztikus sokkok €, idében véaltozé kovariancia matrixdrol
feltétezett, hogy egy (n X n) szimmetrikus, pozitiv definit matrix, ezért a
kovetkez6 médon faktordlhato:

AtQtAi = thi s (3)
ahol A: az aj—1 -1+, 4,5 = 1,...,n elemek alkotta alsé haromszogmatrix,
egyesekkel a f6atloban

1 0 e 0 0
a21,t 1 tee 0 0
A= | as1t asey - : i (4)
; 1 0
Qpi,t An2t  *°° Apn—1,t 1
Yt aoi, t=1,...,n elemek alkotta diagondlis matrix
oy 0 - 0
0 o9t -~ O
X = . S . ' (5)
0 0 Tt Ongt

fgy az id6ben véltoz6 hibatag az €, = A, 1%, u, alakban frhatd, ahol u, vari-
ancidja Var(u;) = I,, (Primiceri [2005]). Az eddigick felhasznélasdval a (2)

6 A modell ismertetése szorosan koveti Primiceri [2005] munké&jat, {gy amennyiben més
hivatkozas nem szerepel az adott bekezdésben, automatikusan az a hivatkozasi forras.
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kifejezés a kovetkezdképpen irhatd:”
yt = X;Bt + At_lEtut 5 (6)

és a modellezési stratégia, hogy a (6) kifejezésben szerepld koefficienseket
jellemzd folyamatokat modellezziik. Az idében véltozé modell-koefficiensek
dinamikajat kifejez6 egyenletek a kévetkezd mdédon irhatdak:

By =Bi_1+v, (7)
o =1+ Gy (8)
logoy =logor—1 +n: (9)

ahol a; az A; matrix egyesekbdl allé f6atloja alatti nem-zérd elemek oszlo-
painak egymads ald rendezett n(n —1)/2 x 1 vektora, o, pedig a ; diagonélis
elemeit tartalmazé vektor. A fentebbi kifejezések értelmében B; és az ay
vektor elemei bolyongdsi folyamatként vannak modellezve. A (9) kifejezés a
sztochasztikus volatilitast modellezi, ahol a standard hibat reprezental6 oy
elemek geometrikus bolyongési folyamatot kovetnek. Mivel a gyakorlatban
véges idotavokban gondolkodunk, ezért a bolyongasi folyamat feltételezése
nem probléma, ugyanakkor lehetévé teszi a paraméterekben bekdvetkezd
strukturalis valtozasok modellezését.®

A modell hibatagjairdl (innovécidirdl) feltételezett azok egyiittesen nor-
malis eloszlasa, amely a kovetkezd kovariancia matrixszal irhato le:

Uy I, 0 0 O

_ vw| [0 @ 0 0
V =Var G = 0 0 S 0 ) (10)

i O 0 0 W

ahol I,, az n-dimenzids egységmatrix és @), S és W pozitiv definit matrixok.
Tovabba S egy blokkdiagondlis matrix, ahol az S; blokkok dimenzidja rendre
(I1x1), (2x2),..., ((n—1)x(n—1)), a (4) kifejezésben megjelenitett szimultdn

7Altaldban a szakirodalomban az et = Put kifejezéssel taldlkozni, ahol P az Q
kovariancia-méatrix Cholesky dekompoziciéjabdl kapott alsé hdromszog métrix, féatléjaban
az ortogonalizdlt v elemek szérdsdval. A (3) kifejezéshez hasonléan, a D12 = %, és
A = A7 helyettesitésekkel, Qs = A; DA} = A,DY/2D'/2' 4} = PP’  amibél a VAR hi-
batagokra az A~"le; = uy métrixegyenlet és a vy = P~ ley = D= 1/2A-1¢, = D=1/24,
Osszefiiggés frhat6 fel. A kifejezésbdl jol 1latszddik, hogy az e; korreldlt hibatagok nem-
csak az A haromszogmatrixszal, hanem a hibatagok szérasaval, a D diagondlis matrixszal
is osztdsra, standardizdlasra keriilnek, és igy v+ diagondlis elemei a VAR hibatagok stan-
dard hibdit tartalmazza. Az impulzusfiiggvények szdmitasa sordn igy az egységnyi stan-
dard hiba nagysagui sokkok hatdsai keriilnek megjelenitésre (Hamilton [1994], 320-323.).
A TVP-VAR-ban azonban ¥ és A maéatrix a modellezés szerves részét képezik, hiszen a
hibatagok variancidja is idében valtozé.

8 Ahogy Koop, Korobilis [2010] megjegyzi, a bolyongasi folyamatként valé modellezés-
nek, avagy az egységnyi nagysagu koefficiensnek feltételezésének az elénye, hogy egysze-
riisiti a becslési folyamatot, hiszen a koefficienseken kiviil a varhaté értéket () sem kell
becsiilni. Ugyanakkor a bolyongasi folyamat tulajdonsigai miatt a szimulaci6 kezdé értékét
nem lehet a varhaté értékre alapozni, hanem szubjektiv vagy ,,gyakorlé” mintdra alapuld
értéket kell neki valasztani.
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kapcsolatoknak megfeleléen. A blokk diagonalitds a becsiilt paraméterek szi-
multan fliggetlenségét is biztositja, amely feltételezés a statisztikai kovetkez-
tetést egyszerisiti, mert lehet6vé teszi, hogy a valtozok szimultan kapcsolatat
leir6 egyenletek paramétereinek Gibbs mintavételezését kiilon-kiilon, egyen-
letenként végezziik (Primiceri [2005]). Az el6z6eknek megfelelen az S kova-
rianciamatrix 4 modellvaltozd esetén a kovetkezo formaban irhato:

S1 Oix2 Oixs
S=Var(¢) = O02x1 S22 Oaxs | (11)
O3x1 O3x2 53

S1 =Var(Cae), Se = Var([Cs1,e,Cs2.4])), S3 = Var([Car,i, Cazt, Casi))-

1.2 A prior eloszlasok és a Kalman-sziir6 kezdo értékei-
nek a meghatarozasa

Primiceri [2005] modelljében koefficiensek és a kovariancidk kezdeti értékeirdl
feltételezett, hogy azok fiiggetlenek egyméstdl.? A (7), (8) és (9) kifejezések-
ben a normaélis eloszlasu vy, (;, n; hibatagok kovarianciamatrixainak prior
eloszldsardl feltételezett, hogy fiiggetlen inverz Wishart eloszldsiak (amit
tobbvaltozds inverz gamma eloszldsként lehet elképzelni), a (10) és (11) kife-
jezés blokkdiagondlis tulajdonsagdval 6sszhangban. Az id6ben véltozé ko-
efficiensek kezdeti értékeirél p(By), a valtozdk szimultdn kapcsolatat leird
A; miétrix p(ag) értékeird]l és a p(logop) logaritmizalt standard hibakrdl
feltételezett, hogy normaélis eloszlast kdvetnek. Ezek a feltételezések a (7), (8)
és (9) kifejezésekkel egyiitt biztositjik, hogy p(By), p(ap), p(logop) a-nak a
Q, W, S kovarianciamatrixra vonatkozoé feltételes eloszldsa a szimulacié soran
végig normalis eloszlst kovet. !0

A prior eloszldsok kalibraldsa, és egyben a Gibbs-mintavételezés soran
hasznalt Kdlman-sziir6 kezdo értékeinek a meghatarozasa, a rendelkezésiinkre
allé adatsor els6 T megfigyelése alkotta mintdbdl szamitott valtozatlan para-
méterezésit VAR modell szolgal:

By ~ N(Bors,4V(Bovs)) ,

Ay~ N(Aors,4V(Aors)) s
10g ap ~ N(log &OLS> 4In) y

9Ennek megfeleléen Koop, Korobilis [2010] a fiiggetlen norm4lis-Wishart prior elneve-
zést hasznélja az egymdstodl figgetlen VAR koefficiensek és VAR hibatagok kovariancia
matrix priorjara.

10Egy regressziés egyenlet esetén a koefficiensek konjugdlt priorja a normdlis eloszlas,
azaz, a prior és a likelihood fiiggvény kombindcidjaként adédé poszterior szintén normalis
eloszlassal rendelkezik (természetes konjugdlt prior esetén a prior eloszlds tipusa megegye-
zik a likelihood eloszldsdval is, és ekkor a poszterior analitikusan kifejezhets). A regresszi-
6s hibatag kovariancidjanak (kovariancia inverzének) konjugélt priorja a gamma (inverz
gamma) eloszlds. A koefficienseknek a hibatag kovariancidjira vonatkozé feltételes posz-
terior eloszldsa tobbvéltozds normdlis eloszldsi, mig a regressziés hibatag variancidjanak
(kovariancia inverzének) a koefficiensekre vonatkozé feltételes poszterior eloszldsa gamma
(inverz gamma) eloszldsi (magyar nyelven ldsd: Vérpalotai [2009]).
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Q~IW(k} - TV(Bors).T)
W ~ IW(kIQ/V : 5In>5) )
S ~ IW(k% - dim(Si=1,2,3) - V(Ai:I,Q,S ors), 1 +dim(Si=1 23)) -

Azaz, a By koefficiens métrix elemeinek a vérhaté értékéke a VAR modellbdl
kapott legkisebb négyzetes (OLS) pontbecslések (Bors), mig variancidja a
VAR koefficiensek variancidjanak a négyszerese.!! A modellvaltozdk szimul-
tdn kapcsolatdt leir6 Ay matrix elemeinek a varhaté értékét a VAR hiba-
tagok kovariancia métrixdanak Cholesky felbontdsdbdl kapott normalizalt!?
alsé haromszogmatrix inverzének, az egységnyi nagysagura normalizalt foat-
16ja alatti elemei adjdk.'® Az Ay métrix elemeinek prior variancidjat pedig a
normalizdlt inverz alsé haromszogmatrix elemei varianciajanak a négyszerese
adja. A variancia prior értékének ilyen médon valé meghatarozdsa onkényes-
nek tiinhet, de biztositja, hogy minden elem jelentdségének megfeleléen legyen
figyelembe véve (Benati, Mumtaz [2006]). Ezek az értékek egyben a Gibbs
mintavételezés kezddértékéiil is szolgalnak. A log oy esetében az eloszlas var-
hat6 értéke a VAR hibatagok kovariancia méatrixdanak Cholesky felbontasabdl
kapott alsé haromszégmatrix diagonalis elemeinek a logaritmusa, mig a vari-
ancia matrix prior értéke az n-dimenzids egységmatrix négyszerese.

A Q, S;, W kovariancia méatrixok paramétereirdl feltételezett azok egy-
mastol valo fiiggetlensége, és prior értékeiknek fiiggetlen inverz Wishart elosz-
ldsa. A @ méatrix esetében a szabadsdgfok egyenld a gyakorlé minta méretével,
mig az S; és W matrixok esetében a modellparaméterek prior eloszlasanak a
szabadsagfoka eggyel nagyobb a megfeleld kovariancia matrixok dimenzidjé-
nal,' azaz 5 a W és 2, 3, 4 az S;—; 2 3 kovariancia métrixok esetében. A skd-
laparaméterek pedig a megfelel legkisebb négyzetes becslési eredményeknek
a szabadsagfokokkal vett tobbszorosei.!?

A kg, kyw és kg értékek a becsiilni kivant paraméterek idébeli valtozasdnak
a mértékérdl fejeznek ki prior feltételezést. Ezek az értékek a kg, kw és
ks esetében sorra 0,05, 0,01 illetve 0,1.16 A VAR modell szempontjabdl a
() matrix prior eloszldsanak a paraméterezése a legmeghatarozébb, hiszen

M Ezeket az értékeket hiperparamétereknek nevezi a szakirodalom.

12A Cholesky felbontédsabdl kapott alsé (felsé) haromszogmétrix normalizdldsa sordn
a hdromszogmétrix oszlopait (sorait) osztjuk a f84tléban taldlhaté értékekkel (VAR hi-
batagok variancidjdval), amely a f8atlébeli elemek egységnyi nagysagat eredményezi.

13Tekintve, hogy 4 valtozénk van, ezért a normalizalt Cholesky felbontds elemeib8l 3
darab (1 x 1), (2 x 2) és (3 x 3) dimenzidjui blokk matrixot képziink. A métrixok elemei
a Cholesky felbontas (2,1) majd (2,1), (3,1), (3,2) és végiil (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2),
(4,3) helyen 4116 elemei, ami egy (8 x 8) blokk-diagondlis matrixot eredményez.

14A szabadséagfokok ilyen médon valé megvélasztésa biztositja, hogy az inverz Wishart
eloszlas megfeleléen definidlt az S;, W matrixok esetében. A @ kovariancia méatrix esetében
pedig egy relativ szorosabb priorra van sziikség, az idében valtozé paraméterek megfelel
médon valé alakuldsdnak a biztositdsdhoz (Primiceri [2005]).

15Mivel az inverz Wishart eloszlds esetén a skdlaparaméter a négyzetes hibatagok Gssze-
geként értelmezhetd (Primiceri [2005]).

16 Az 5sszehasonlitds kedvéért, ezek az értékek Primiceri [2005] 3 valtozés modellje ese-
tében rendre 0,01, 0,01 illetve 0,1, és kiiléndsen a kg-nak tulajdonit kiemelkedd szerepet.
Esetiinkben a kg értéke érdemben nem befolyasolja az eredményeket.
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egyszerre {n(1+nk) x (n(1+4nk)+1)}/2 paraméter viselkedését, és emiatt a
modell id6beli véltozéasat jelentdsen befolyasold tényezd. A kg, kw és kg pri-
orok kapcsdn Primiceri [2005] megemliti, hogy azok nem az id6beli valtozast

parametrizaljak, hanem csupan az idébeli valtozast illeto prior feltételezést
fejezik ki.

1.3 A modell linearis allapotteres felirasa

A kiindulépont tehat a becstilend§ véltozé paraméterezésii k-ad rendti VAR(k)
modell dllapotteres felirdsa, amit a (2) és a (7) egyenlet egyiittesen ad:

v = X{Bi +¢e, (2)

By =B 1+, (7)

ahol F(eel) =Q és E(nvl) = Q hat = 7 és 0 egyébként. A (7) kifejezés
a bolyongasi folyamatot kéveto dllapotvaltozd alakuldsat irja le, és a modell
dtmeneti- vagy dllapotegyenletének (Transition/State Equation) nevezziik.'”
A (2) kifejezés a megfigyelési egyenlet ( Observation/Measurement Equation),
és a rendelkezésiinkre all6, megfigyelt B;_; valtozot koti a nem-megfigyelhetd
B, allapotvaltozéhoz az X matrixon keresztiil.

A kovetkezd linedris Gauss-féle allapotteres egyenletrendszerhez irjuk at
a (6) kifejezést kovetkezd formaba:

Ai(ye — X{By) = Agje = Squy .

Felhasznélva, hogy A; alsé haromszog méatrix egyesekkel az dtldjaban, g; a
kovetkezoé formaba irhato:

Yo = Zyoy + Sy, (12)

ahol 9y = [U1,¢, 2.4, U3t Uae)', Z¢ (nxn(n—1)/2) dimenziéju blokk métrix, és
az ay a (8) kifejezésben definiélt (n(n—1)/2x 1) dimenzidji koefficiens vektor
az A; matrix egyesekbdl ll6 f6atl6ja alatti nem-zérd elemeibdl. Kiegésziilve a
(8) ay = ay—1+¢; kifejezéssel, egylittesen egy nem-linedris dllapotteres egyen-
letrendszert alkotnak. A valtozék szimultdn kapcsolatét leird (4) és (5) kife-
jezés felhasznédlasaval a modell-koefficiensek dinamikajat kifejez6 egyenletek

1"Minthogy B elemeirdl feltételezett, hogy bolyongési folyamatot kiovetnek ezért a
Fiiggelék (17) képletében F = I, egységmétrix (és p = 0), ami a (7) kifejezésben el-
hagyhaté (14sd még 4. labjegyzetet).



226 Acs Attila

az aldbbi forméaba frhatéak:®

Y1t = 01,¢U1¢

Yot = —Q21,tY1,t + O2,¢U2 ¢ , (13)
Y3t = —Q31,Y1,t — A32,tY2,¢ + 03.:U3 ¢ 5
Y4t = —041,Y1,t — Q42,tY2,¢t — Q43,tY3,t + O4tU4 ¢t -

Kiegésziilve a feltételezéssel, hogy az egyes egyenletekhez tartozé a;;: ko-
efficiensek egymadstdl fiiggetlenek, a hibatagok variancidi a (11) kifejezéssel
6sszhangban: VAR(o9us) = S1, VAR(034us ) = S2, VAR(04uay) =
S5, amelybdl kovetkezik, hogy az egyenletek bal oldalan 1év6 3, ; fiiggd valtozo
és az egyenlet jobb oldaldn szerepld a;; ; koefficiensek egyiittesen normalis el-
oszlastuak. Az egyenletek rekurziv rendszere pedig biztositja, hogy az egyen-
letek bal oldalan 1év6 3; ; fiiggd valtozé nem szerepel egyidejiileg a bal oldali
magyardzé valtozok kozott, és g; -t ismertként lehet tekinteni ;11 -t kife-
jezo egyenletben.

A harmadik linedris Gauss-féle dllapotteres egyenletrendszert az idében
valtozd sztochasztikus variancia modellezéséhez hasznaljuk. Tekintsiik ismé-
telten a (6) egyenletet, amely a kévetkezd formaba {rhaté:

At(yt — X;Bt) = y: = Ztut .

A fentebbi egyenlet egy nem-linedris megfigyelési egyenlet, amely kénnyen &t-
irhato linearis forméaba azaltal, hogy az egyenlet mindegyik elemének vessziik
a négyzetét majd logaritmusat. Kiegésziilve a (9) egyenlettel a kovetkezd
allapotteres egyenletrendszert eredményezik:

y:* = 2ht + e, (14)
he =hi—1+n (15)

ahol y3* = log yi2 +¢,'9 ;s = logu?,, hyy =log oy, és mivel e, n;; hibatagok
egymastol fiiggetlenek, ezért korrelalatlanok is. A kapott egyenletrendszer
linedris, de a hibatagok a megfigyelési egyenletben y?(1) eloszlasiak. Kim,
Shephard és Chib [1998] mddszerét hasznédlva a hibatagoknak a x? eloszldsa
normalis eloszlassal kozelithetd.

1.4 A Gibbs mintavételezési eljaras

Az egyenletrendszerek linedris allapotteres atirdsa utdn az ismeretlen para-
méterek a Kalman-sziir6 és a Carter-Kohn algoritmussal becsiilhetdek (14sd

18 A Z; matrix 4 valtozd esetén a kdvetkezéképpen irhaté:

0 0 0 0 0 0

g | v 0 0 0 0 0

K 0 -yt -y O 0 0
0 0 0 —Yi,t —Y2,t —Y3,t

19¢ = 0,001 egy korrekcids tényezs, és szerepe, hogy biztositsa a becslés robosztussigit,

tekintve, hogy (yJ,)? értéke igen kicsi tud lenni.
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a Fiiggelék részt).?0 A Kalman-sziird segitségével a kozvetleniil nem meg-
figyelhet6 allapotvéltozora adunk becslést minden egyes idéponthoz, az ad-
dig rendelkezésre all6 informaciot felhasznalva. Majd a Carter-Kohn algorit-
mus segitségével visszafele iterdlva, az allapotvaltozé eloszlasanak a varhatéd
értékét és variancigjat szamitjuk ki. A B;, A;, X; paramétermatrixok is-
meretében pedig a (10) kifejezésben szereplé @, S;, W kovariancia matrixok
az inverz Wishart eloszlasbol generalhatdak.

A modellezés soran csak azok a szimulalt mintaelemek keriilnek felhaszné-
lasra, melyek a Markov-lancnak a poszterior egytittes eloszlashoz torténé kon-
vergalasa utan keriiltek szimulalasra. Hogy meggy6z6djiink a Markov-lanc-
nak a poszterior eloszlashoz valé konvergaltsagardl, annak a legegyszeriibb
médja, ha a becsiilt paraméterek rekurziv kozépértékét dbrazoljuk. Amennyi-
ben a Markov-lanc tényleg konvergalt, akkor a kozépértékek egy konstans
érték koril alakulnak. Ehhez kapcsolddo eljaras, ha a generalt minta-szek-
vencia autékorrelacidja keriil vizsgalat ald. Ha a Markov-lanc konvergenciaja
megvaldsult, akkor a minta elemszamainak alacsony autdkorrelaciot kell mu-
tatnia, egy konstans érték koriil fluktudlva®! (Blake-Mumtaz [2012]).

2 Eredmények

2.1 A becslési folyamat el6készitése

Az empiria részben a Bayes-i id6sorelemzés ,,klasszikus” haromvaltozés VAR
modellje kertl kiegészitésre a brokerkereskeddk aggregalt mérlegf6osszegének
az id6soraval. A hirom standard idésor: a gazdasdg kamatldb kondiciéit kife-
jezd valtozd, az arvaltozas tlitemét (1982-84=100 bazisidészaki szezonalisan
igazitott fogyaszt6i bazisdrindex) és a redlkibocsétés alakuldsat kifejezd sze-
zondlisan igazitott redl GDP idésor (adatforras: Federal Reserve Bank of St.
Louis). Ehhez tarsul negyedikként a brékerkereskedék szezondlisan igazitat-
lan mérlegadat idésora (adatforrds: Federal Reserve flow-of-funds tablazat).??
Az Egyesiilt Allamok gazdasaganak a kamatlab kondicioit kifejez6 valtozonak
a 3 hénapos allamkétvényhozam (adatforrds: Federal Reserve Bank) keriilt
kivalasztasra, mely sokkal relevansabb gazdasagi szempontbdl, mint példaul
a jegybanki kamat.

Az idésorok az elvégzett tesztek alapjan nagy valésziniiséggel egységgyo-
kot tartalmaznak.?? Egységgyok jelenléte azonban nem jelent problémat a

20 A sztochasztikus volatilitds szimuldcidjdhoz egy mésik alternativa Jacquier és térsai
[2004] mdédszere a fiiggetlen Metropolis Hastings algoritmus hasznélatéval.

21 A konvergencia tesztelésére egy formalisabb megoldast Geweke [1992] adott.

22Egy masik alternativa a brékerkereskedSk szezondlisan igazitatlan mérlegadat id-
soranak a fogyasztéi bazisirindex iddsorral vett hanyadosa. A brékerkereskeddk redl-
mérlegadat idGsérank ily médon valé szdmitdsa azonban adatkezelési aggdlyokat vet
fel, kiilonosen annak tekintetében, hogy egy szezondlisan igazitatlan és egy szezondlisan
igazitott adatsor hanyadosat vessziik. A modelleredmények a brékerkereskedSk redl idé-
soraval is djra lettek futtatva, de azok érdemben nem valtoztak. A témdval kapcsolatban
lésd pl. Peterson—Tomek [2000].

23 A 3 hénapos allamkStvényhozam esetében az egységgydk jelenlétére vonatkozé null-hi-
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Bayes-i megkozelités szaméra, amely a megfigyelt adatok alapjan szamitja a
feltételes eloszlasokat — szemben az aszimptotikus eloszlasra épiil6 klasszikus
Skonometridval (Koop et al. [2007], 297 o.).

Annak érdekében, hogy helyes elképzelésiink legyen a végsé modell impul-
zusfiggvényei reprezentalta modell dinamika mértékérol és iranyarol, elészor
csak a modell koefficiensek idébeli valtozasat lehetévé tevé homoszkedasztikus
(a VAR hibatagok valtozatlan kovariancia matrixdval) két késleltetéses VAR
modell keriil becslésre. Ennek a becslése soran fontos figyelembe veendo
tényezé a VAR paraméterek kezddértékeinek a meghatédrozdasahoz hasznalt
gyakorlé minta hossza, amely fontossdgara Primiceri [2005] Sims [2000] irdsan
keresztiil hivja fel a figyelmet. A brokerkereskedék idésora tébbnyire expo-
nencialisan névekedett, de ez nem igaz az idOsor elsé tiz évére, amely sta-
cionariusnak tiinik, és ezért nem is alkalmas a valés modelldinamika megra-
gaddsara. FErre valé tekintettel a VAR modell a priori paramétereinek a
meghatarozasakor az idGsorok elsé 40 és 80 adatat vettik figyelembe, és a
modellt egy, illetve két késleltetés mellett is megbecsiiltiik. A koefficiensek
idébeli valtozdsat kifejez6 a priori paraméter kg értékének 0,05 lett valasztva
(6sszhangban a kés6bb ismertetendd heteroszkedasztikus VAR modellel).

A 2. dbrdn az egy késleltetéses, az a priori paramétereknek a meghaté-
rozasdhoz az id6sorok elsé 40 adatat felhaszndlé VAR modellbél kapott im-
pulzus vélaszfiiggvények lathatéak. A valaszfiiggvények 12 000 Gibbs iteracid
utolsé 2000 szimuldcidja altal biztositott mintabol keriiltek generdlasra, és az
iteraciébol kapott modellkoefficiensek az autokorrelaciok vizsgalata alapjan
konvergaltnak tlinnek. A vizsgdlt id6horizontra kapott impulzus vélaszfiigg-
vények a bréokerkeresked6k idében jelentés valtozd makrockondémiai szerepé-
rél tantuskodnak. Mindegyik modellvaltozo, de kiilondsen a realkibocsatas
esetében a brokerkereskeddk felol érkezo sokkokra adott reakcidk szamottevd
mértéki valtozasat figyelhetjiik meg.

A brékerkeresked6k VAR egyenletének a hibatagjaban bekovetkezé egy-
ségnyi standard hiba nagysagu sokkra a realkibocsatas negativ kezdeti irany,
de tObbnyire pozitiv reakciét produkal. A fogyasztéi arindex negativ reakcidja
els6 ranézésre zavarba ejtének tinik; a mérlegnévekedés kovetkeztében és a
kamatlabcsokkenés kozepette inkdbb az inflacié megnévekedését valdszinti-
sitenénk. A magyardzat a brékerkereskeddék eléretekinté magatartisa lehet:
helyesen anticipdlva az inflacié csokkenését, kamatcsokkenésre szamitanak és
kamatozé eszkézoket vasarolnak. A 3 hénapos allamkdtvényhozam reakcié-
janak iranya is megfelelének tlinik a negativ tartoményba: a mérlegek no-
vekedésekor a brokerkereskedCk generalta kereslet kovetkeztében csokken az
értékpapirok kamattartalma. A reakciék mértéke a 3 hénapos kétvényhozam
és a fogyasztdi arindex esetében tulzottnak tiinik a 80-as, 90-es években. En-
nek okai valészintileg az Egyestilt Allamokat ez idé tajt ért belso és kiilso

potézist nem lehet a teszteredmények alapjan egyértelmiien elvetni. Chiarella ([2006] 253.
0.) szerint nincs semmilyen gazdasagi ok, ami a kamatldb egységgyOkos voltat aldtdmasz-
tand. A fogyasztéi drindex, 1évén, hogy béazisidészaki adatsor, linearis trendet tartalmaz.
A linedris trend figyelembevételével elvégzett egységgyok teszt alapjan az egységgyok je-
lenléte nem vethetd el. A redlkibocsatas és a brokerkereskedSk esetében az egységgyok
feltételezése teljesen megalapozottnak tiinik.
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sokkok,?* amire a brékerkereskeddk a biztonsagot jelentd allamkotvények in-
tenziv vasarlasival vilaszolhattak. Ami pedig a brékerkeresked6k valaszfiigg-
vényeit illeti, azok a kezdeti sokk utan a 90-es, 2000-es években a végtelenbe
tartanak, aminek oka a mérlegadat exponencidlis alakuldsa (lasd Fiiggelék 9.
abra).

real GDP Inflécié
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2. dbra. 1978 1. és 2013 III. negyedév kozotti idészakara becsiilt homoszkedasztikus TVP-
VAR-b4l kapott medidn impulzus valaszfliggvények

A reakcidk statisztikai szignifikancidjarél a 16 és 84 percentilis Bayes-i
valdszintiségi intervallummal egyiitt abrazolt valaszfiiggvények téjékoztatnak
(nincsenek kozzétéve). A redlkibocsétds esetében a reakcidk statisztikailag
nem szignifikansak, mig a 3 honapos hozam és a fogyasztdi arindex reakcidja
folyamatosan szignifikdnsnak bizonyulnak.2>

2.2 A heteroszkedasztikus VAR modell becslése

Kovetkezéként a dolgozatban ismertetett heteroszkedasztikus VAR modell-
nek a becslésére kertil sor, amely hasznalata kiilonosen indokolt, ha pénziigyi
jellegii véltozdk (hozamok, brékerkeresked6k mérlegadatai) kzotti nem-line-
aris kapcsolatokat illetve a sokkok heteroszkedasztikus tulajdonsidgat akarjuk
figyelembe venni. A prior eloszlasok és a Kalman-sziir§ kezd6 értékeinek a
meghatarozasdhoz a rendelkezésre 4ll6 idésoroknak az els6 tiz évét 1968-t6l
1977-ig vettiik figyelembe. A Gibbs iteraciét 75 000 alkalommal ismételtiik,

24 Az amerikai takarékszdvetkezetek (S&L) valsdga a 80-90-es években, 1982-t8l a latin-
amerikai adéssdg valsag, 1987-es tézsdei panik, 1992-ben az eurépai ERM viélsig, és 1994-
ben a mexikdi valsig.

25()sszességében csak a két késleltetéses, az a priori paramétereknek a meghatirozasshoz
az id8sorok elsé 80 adatat felhaszndlé VAR modell hozott valtozast: a realkibocsétas ese-
tében a reakcidk statisztikailag szignifikdnsa valtak, ugyanakkor a vélaszfliggvények altal
adott reakcidk vesztettek valtozatossdgukbol.
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amelybdl az utolsé 25 000 szimuldciénak csak minden tizedik elemét tar-
tottuk meg, tekintettel a minta elemeinek lehetséges autdkorrelacidjara. A
2500 darabos mintabdl kapott modellkoefficiensek az autdkorreldcidk és a
paraméterek rekurziv kozépértékeinek a vizsgilata alapjin konvergaltnak
tiinnek (Figgelék 10. &bra), amit megerdsitenek a paraméterek Geweke
[1992] diagnosztikai elemzései is.?5

Primiceri [2005] mar a két késleltetéses haromvaltozés modellje esetében
is felhivja a figyelmet arra, hogy a valtozok nagy szdmara vald tekintettel,
a paraméterek idébeli valtozasanak a mértékét kifejez6 a priori paraméterek
meghatarozasakor rendkiviili koriiltekintéssel kell eljarni, ellenkezé esetben
kénnyen ,,rosszul viselkedd” impulzusfiiggvényeket kapunk.2” Ez kiilonosen
igaz kg esetében, amely két késleltetés és négy véltozd esetén 666, mig egy
késleltetés esetén ,,csak” 210 paraméter alakuldsét befolydsolja. Eppen ezen
megfontoldsbdél a VAR modell csak egy késleltetéses valtozata lett becsiilve,?®
és kovetvén a szakirodalmi gyakorlatot, Arratibel-Michaelis [2013], Franta
et al. [2012], kg értékének 0,05 lett vélasztva.?? A paraméter értékének a
meghatarozasakor fontos, hogy a koefficienseknek megfelel6 mértéki idébeli
valtozast engedjink meg, és a modell dinamika keriiljon modellezésre, ne
pedig a véletlen sokkok (outlier-ek).

A valtozo6 paraméterezésii VAR modellbél az 1978 1. és 2013 III. negyedév
kozotti idoszakara kapott median impulzus valaszfiiggvényeket a 3. dbra mu-
tatja, amelyek Osszességében jelentOs hasonlésidgot mutatnak a homoszke-
dasztikus VAR modellbdl kapott védlaszreakciékhoz. A redlkibocséatas ese-
tében (3. dbra bal oldala) az ezredfordulé kornyékén a kezdeti sokk haté-
sa tovabbra is tartdsnak bizonyul, ugyanakkor a modelldinamika nagyobb
véltozatossdgot mutat. Az inflicié és a kotvényhozam (3. 4bra jobb felsd
sarka, ill. bal als6 grafikonja) esetében is a kezdeti egységnyi standard hiba
nagysagu sokk hatédsa tartésnak bizonyul. A brdékerkeresked6k (3. &bra
jobb alsé sarka) a sajat VAR egyenletiik hibatagjdban bekovetkezd sokkra
a 80-as években dtmeneti reakciét mutatnak, amely folyamatosan végtelenbe
tartd, szétrobbano hatassa alakul, koszonhetéen a mérlegadatuk exponencia-
lis alakuldsdnak (Fiiggelék 9. dbra), amely egyben a folyamat hosszi tévi
fenntarthatatlansigardl is drulkodik.?® Az impulzus vélaszfiiggvények eset-

26 A modell becsléséhez Koop, Korobilis Matlab kédjat hasznaltuk, amely figyelembe
veszi Del Negro — Primiceri [2013] mdédszertani észrevételeit. A Geweke [1992] statisztikdk
szdmitdsahoz LeSage [1999] k6djit hasznéltuk.

27TV 4ltozatlan paraméterezésii modell hibatagjai kovariancia-métrixdnak a Cholesky
héromszog dekompozicidja soran a véltozék sorrendiségének nincs kiilonésebb jelentésége,
mert a likelihood gyorsan dominélja a priort (a kovariancia-mdtrix esetében). Id8ben
valtozé paraméterek esetén, azonban nem egyértelmli ez a kapcsolat, igy a modell a
valtozék egy alternativ sorrendje mellett is becslésre keriilt, ahol a brékerkeresked&k
mérlegadata a 3 hénapos kotvényhozammal helyet cserélt. Az eredmények nagyon ha-
sonlitanak a 3. dbran lathatdékhoz.

28 Az eredmények lényegében valtozatlanok 2 késleltetés esetén.

29A modell a kg = 0,01 érték mellett is becslésre keriilt, de a fontosabb eredmények
tekintetében nem hozott érdemi valtozést.

30 A brékerkereskedék real idésordval késziilt VAR modellbdl kapott impulzusfiiggvények
a 90-es, 2000-es években sem tartanak a végtelenbe, bar a reakcié igen tartésnak bizonyul.
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leges rosszul viselkedésének oka, hogy az egyenleteken beliil a koefficiensek
Osszege egy, vagy ahhoz kozeli, ami nem meglepd egységgyokos iddsor-in-
putok esetében. Koop, Korobilis [2010] megjegyzi, hogy még egységgyok
jelenlétének a hidnyaban is konnyen el6fordulhat a jelenség.

A vélaszfiiggvények kapcsan jelentds a parhuzam az 1. dbra kapcséan tett
megallapitassal: 1990-es években a brékerkereskedék miikodésében jelentSs
valtozasok torténtek, és az impulzusfiiggvények forméja alapjan ennek je-
lentés redlgazdasagi hatdsa lehetett. Az dbran egyértelmiien kivehetd, hogy
a brékerkereskedOknek egyarant szerepe volt a gazdasagi fellendiilésben és
a rakovetkezd valsdgban is. Az 1990-es években folyamatosan névekvé volt
a brokerkereskedOk hatdsa a reidlgazdasagi folyamatok alakuldsara, majd a
2008-as vélsag (1dsd a negativ irdnyu vélaszfiiggvényt az abran) kévetkeztében
ez a hatds az 1980-as éveket jellemz6 szintre csokkent. Mindezt megerésiti a
modell koefficienseknek az alakuldsa is (Fiiggelék 11. dbra, 4. oszlopa).?!
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3. abra. 1978 1. és 2013 1II. negyedév kozotti idészakdra becsiilt heteroszkedasztikus TVP-
VAR-bdl kapott medidn impulzus valaszfliggvények

A 4. abrdn a VAR egyenlet hibatagok idében véltozé standard hibdinak
a poszterior varhaté értékeinek az alakuldsa lathaté. A |, great-moderation” a
brékerkereskedok feldl érkezé sokkok esetében is jol megfigyelheté az egyen-
letek hibatagjainak csokkend variancidja révén mind a redl-kibocsétas, a fo-
gyaszt6i drindex és a kotvényhozam esetében is.3?

31 Helytakarékossagi szempontbél nem lettek kozzétéve, a szerzétdl azonban megkapha-
téak.

32 Amely jelenség a brékerkereskedSk redl idSsoraval szémitott modellel az inflacié ese-
tében egyéltaldn nem megfigyelheté meg.
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4. dbra. A TVP-VAR egyenlet (redl-kibocsatds, 3 hénapos kétvényhozam, inflacié, bréker-
kereskeddk) hibatagok idében véltozé standard hibdinak a poszterior vdrhaté értékeinek
alakulasa

Az 5. és 6. dbrdn a vizsgalt id6szak nyolc kivalasztott negyedévének
medidn impulzus valaszfiiggvényeit lathatjuk 16 és 84 percentilis Bayes-i
valdszintiségi intervallumokkal. Az abrdk alapjan a brékerkeresked6knek
nemcsak a 3 hénapos kétvényhozamra és az inflacié alakuldsara volt statisz-
tikailag szignifikdns hatasuk a vizsgalt idGszakban, hanem a redlgazdasagra
is 2000-es évek folyaman.
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5. dbra. 1990, 1995, 2000 és 2005 I. negyedévének a heteroszkedasztikus TVP-VAR-b4] kapott
medidn impulzus valaszfiiggvényei a 16 és 84 percentilis Bayes-i valésziniliségi intervallumokkal

A véltozd kovariancia-méatrixi heteroszkedasztikus VAR modell hasznala-
ta a homoszkedasztikus modellhez képest a valaszfiiggvény reakciok Gsszessé-
gében nem hozott jelent6sebb véltozast. Ugyanakkor szlikebb Bayes-i valdszi-
niségi intervallumokat és ebbdl kifolydlag tobb statisztikailag szignifikans va-
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laszfiiggvényt, és a reakciék nagyobb dinamikai részletességét eredményezte,>>
amely valdszintlileg a pontosabb becslési eredményeknek koszonheto.

A brokerkereskedéknek nagy valészintiséggel nincs olyan mértékii és ne-
gativ hatdsa az inflaciéra, mint amit a valaszfiiggvények alakuldsabdl gondol-
nank. Valdszintileg arrdl lehet sz6, hogy a brokerkereskeddk helyesen jelzik
elore a fogyasztoi arindex és vele egytitt a rakovetkez6 jegybanki kamatlépések
alakulasat, amire alapozva kamatozé eszkozoket vasarolnak, és a 3 hénapos
hozam eroteljes negativ reakcidja is ennek a varkozasok sziilte portfolié at-
rendezés hatésat tiikrozi.?* Hasonlé észrevétel fogalmazhaté meg a redlkibo-
cséatas kapeséan latott reakcidk esetében is. A forrasbevond szektorok névekvé
egylittes kotvény- és részvénykibocsatasi hajlandosaga egyrészt jelzés a bré-
kerkereskedGknek a javuld gazdasdgi konjunktirardl, masrészt a megvaldsuld
kibocsatasok javitjak a brokerkereskeddk jovedelemtermel$ képességét. Mind-
ez a javulé gazdasigi kildtdsokkal egyiitt fokozza a brékerkereskeddk (és
igyfeleik) kockézatvallaldsi kedvét, ktvény- és részvényvasdarlasra sarkalvin
Oket, amely pro ciklikus visszacsatoldssal bir a kibocsatdsokra és a befektetési
eszkozok araira.
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6. dbra. 2007, 2008 III. és 2010, 2013 I. negyedévének heteroszkedasztikus TVP-VAR-bS] kapott
medidn impulzus valaszfiiggvényei a 16 és 84 percentilis Bayes-i valészin{iségi intervallumokkal

2.3 Elgjel korlatozas

Tekintve, hogy a brokerkeresked6k mérlegadataiban bekovetkezé pozitiv sokk
leginkdbb egy monetéris politikai lazitdsra emlékeztet, ezért az el6z6 VAR

33Ennek koszonhetéen a 3. &bran is kivehetd, hogy a 3 hénapos kétvényhozam és az
inflacié esetében a brékerkereskedéknek 1987-ben és 1992-ben volt a legerésebb hatéasa.

34igy egy kovetkezé megoldandd probléma a megfigyelt reakciéknak a dekomponélasa a
brokerkereskedSk aktivabb tevékenysége okozta valds és a varakozasok sziilte eléretekinté
hatéasara.
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modellnek egy eldjel korlatozott valtozatat is megbecsiiltitk a kovetkezo kor-
latozo feltételekkel: feltételezziik, hogy a brékerkeresked6k mérlegadatait ért
pozitiv irdnyu sokk hatdsara adott negyedéven beliil a redlkibocsatéds és az
inflacié pozitiv, mig az 3 honapos kétvényhozam negativ irdnyban reagdl.
Az elbjel-korldtozas megvaldsitdsdhoz Rubio-Ramirez et al. [2010] mddszerét
hasznéltuk.3?

Az impulzusfiiggvények eldjel korldtozdsa sordn egy (n x n) K métrixot
generdlunk standard normélis eloszldsbdl (n a modellvéltozék szdma), aminek
vessziikk a K = QR faktorizacigjat, ahol R egy fels6é hdromszogmatrix pozitiv
elemekkel a f64t16ban% és @ ortonormélt matrix (Q'Q = I). Ezutdn a Q
azon soraban ellendrizziik, hogy az elemek pozitiv vagy negativ volta meg-
felel a megkivant elgjel korlatozasnak, ahdnyadik helyen all a sokkolt valtozd
a VAR modell valtozéinak a sorrendjében.3” Az eléjel megkdtések teljesiilése
esetén vesszik a @ matrix és a VAR hibatagok Q; = C’'C kovarianciam&trix
Cholesky dekompoziciéjanak a QC szorzatét (ellenkezd esetben 1j K matri-
xot generdlunk), amibél az impulzus valaszfiiggvények mar szdmithatdak.
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7. dbra. 1978 1. és 2013 I11. negyedév kozotti iddszakara becsiilt heteroszkedasztikus TVP-VAR-
bél kapott eléjel korlatozott medidn impulzus vilaszfliggvények

A kezdeti reakcidk irdnydban korlatozott median impulzus vélaszfliggvé-
nyeket a 7. abra mutatja az 1978 I. és 2013 III. negyedév kozotti idészakra.
A brékerkereskedék VAR egyenletének a hibatagjdban bekovetkezd egységnyi
standard hiba nagysagu sokkjara adott valaszreakciok jelentés hasonldségot

35 Az eldjel korlatozas programozasahoz Blake-Mumtaz [2010] Matlab kédjit hasznéltuk.

36Ha X invertalhatd, és R diagondlis elemir8l megkoveteljitk, hogy pozitivak legyenek,
akkor a faktorizacié egyértelmi.

37 Jelen esetben a sokkolt brékerkeresked8k a VAR véaltozéinak a sorrendjében a negyedik
helyet foglaljak el, igy a @ matrix negyedik sordban ellendrizziik a megkivant (+ + —+)
eléjel-korlatozas teljesiilését.
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mutatnak az elgjel korlatozas nélkiili esettel. Csupan a realkibocséatas esetében
figyelhet6 meg szamottevo valtozas a vizsgalt idészak elején és a 2008-as
valsdg tovdbbra is egyértelmiien beazonosithaté. A reakcidk megérizték a
kordabban latott statisztikai szignifikancidjukat. A redlkibocsatasnak a sokkra
adott statisztikailag szignifikans vélaszreakcidja a 90-es évek és 2013 esetében
is megfigyelheto egy rovid ideig, sét a 2010-es év esetében az impulzus hor-
izont teljes egészében.?® Az eredmények alapjan az eldjel korldtozas soran
tett feltételezések nem igazolédnak vissza.

2.4 A modell becslése az M2 pénziigyi aggregatummal

Egy alternativ VAR modellt is becsiiltiink az M2 pénziigyi aggregiatummal
annak érdekében, hogy a brékerkereskedore kapott statisztikai eredmények
Osszehasonlithatéva valjanak. Az M2 aggregatum nemcsak édltaldnosan hasz-
nalt makrockonémiai modellvaltozd, hanem a jegybanki célok elérésének is-
mételten az eszkoze, kiilonosen az Egyesiilt Allamokban. Az M2 pénziigyi
aggregdtum szezondlisan igazitott id6sora (adatforrds: Federal Reserve) a
brékerkereskedok idosora helyett szerepel modellvaltozdként, amely a valto-
z0k sorrendiségében a harmadik helyre, a kotvényhozam elé keriilt, tekintve,
hogy az utébbi gyorsabb reagélasu véltozd, mint az M2 (bér a sorrendiségnek
nincs hatdsa az eredményekre). A 8. dbrdn lathaté impulzusfiiggvények altal
megjelenitett reakcidk iranya legalabb az impulzus horizont végén megfelel
az intuicid altal sugallt transzmisszidés mechanizmusoknak a 80-as években:
az M2 pénzaggregatumot ért pozitiv irdnyud sokk — monetaris politikai lazitas
— hatdsara a realkibocséatas és az inflacié pozitiv, mig az 3 hénapos kétvény-
hozam negativ irdnyban alakul. A 90-es évektdl azonban a brékerkereskeddk
esetében is latott reakcidiranyokat lathatjuk viszont, amit a szakirodalom a
,,price puzzle” névvel illet: monetdris politikai lazitdsra az inflacié csékken.3?

A 8. dbran a redlkibocsatds impulzusfiiggvényei az M2 aggregatum VAR
egyenletének a hibatagjaban bekovetkezo egységnyi standard hiba nagysagu
sokkjdra nagysagrendileg a brékerkereskeddk iddsoraval készilt VAR im-
pulzusfiiggvények esetében latott valaszreakcidok nagysagat produkaljak, mig
az inflacié és a kotvényhozamok esetében csupan a toredékét. Mindez azért
kiilonosen érdekes, mert a brokerkereskeddk oOsszesitett mérlegadata az M2
pénzaggregdtum nagysaganak csupan az egyotode (a csics a 2007 mésodik
felében tapasztalt 43%-os érték volt).4? Egy mésik lényeges kiilonbség a

38Helytakarékossagi okokbdl a hasonlé dbrak nem lettek kozzétéve.

39Megjegyezends, hogy a price puzzle a redl M2 (M2 aggregatumnak a fogyasztéi
bézisdrindex idésorral vett hdnyadosa) idésordval késziilt modell esetén nem tapasztal-
haté, az inflaci6 a jé irdnyba reagil, azaz novekszik. Mindez igaz, ha csak nomindlis GDP
és M2 id8sorokat haszndlunk, bar akkor a kétvényhozam mutat tSbbnyire az intuiciéval
ellentétes reakciékat. A price puzzle rejtélyének a megolddsdhoz Castelnuovo—Surico [2009]
az inflaciés varakozdsokat megjelenit idGsor hasznélatat javasolja.

40 A real M2-vel is nagyséagrendileg hasonlé eredményeket kapunk. Ugyanakkor a reakcidk
statisztikai szignifikancidjat illeten jelentds eltéréseket kapunk: a redl M2-t ért pozitiv
irdnyu sokk esetében a reakcidék minden esetben szignifikdnsan nulldtol kiillonbézdek, még a
2013-as évre is (az eredmények a szerz6t6l megkérhetdek). Az eltérések oka a mar emlitett
adatkezelésbél fakadhat, és a nomindlis idGsorral kapott eredményeket kell irdanyadénak
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reakcidk statisztikai szignifikanciajét illeti. Az M2 pénzaggregdatum idésoraval
késziilt modell esetében a redl GDP reakcidja 2008-t6l folyamatosan nullahoz
kozeli, mig nullatdl szignifikansan kiilonb6z6 reakciét a 2005-ig tartd perid-
dusra mutat.*! Az eredmények egyrészt a brokerkereskedSk jelentds gaz-
daségi szerepe mellett szélnak, masrészt jelzik, hogy a brokerkeresked6k mér-
legadata olyan informaciétartammal bir, amely hasznos lehet pontosabb gaz-
daségi elorejelzések készitéséhez.

Real GDP. Inflacio
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8. dbra. 1978 1. és 2013 I1l.negyedév kozotti iddszakara becsiilt heteroszkedasztikus TVP-VAR-
bdl kapott eléjel korlatozott medidn impulzus vilaszfliggvények

3 Osszefoglalas

A brékerkereskeddk Osszesitett mérlegadat idésorat egy idében véltozé para-
méterezésit VAR modellbe dgyazva az 6konometriai evidencidjat kaptuk az
Egyestlt Allomok pénz- és tokepiaci szereplonek a gazdasigi szerepérél. A
VAR modellbdl kapott impulzusfiiggvények a bréokerkereskeddk statisztikailag
szignifikans hatasat mutattak a redlkibocsatasra a 90-es és a 2000-es években,
ugyanakkor mindezzel parhuzamosan az is lathaté volt, ahogy ekdzben a
mérlegadat alakuldsa egy fenntarthatatlan folyamatot kovetetett. Az, hogy
az M2 monetéris aggregatummal becsiilt VAR modellbdl generélt impulzus-
fliggvények altal megjelenitett makrockonémiai hatas mértéke nem volt na-
gyobb, mint a brékerkereskedék mérlegadatéanak az idésoraval becsiilt modell
esetében, a brékerkereskeddk jelentos makrookonémiai szerepérol arulkodik.

tekinteni.

41Az M2 aggregdtummal kozeli kapcsolatban levé kereskedelmi banki Osszesitett
mérlegf6osszeggel, illetve Osszesitett hiteldlloméannyal (adatforrds Federal Reserve flow-of-
funds) késziilt VAR modellek 2010-re mér egy kis szignifikdns pozitiv hatdst mutatnak a
realkibocsatdsra, ugyanakkor a hatas 0,1-es mértéke messze elmarad a brékerkeresked6ké
mogott.
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Az eredmények aldtamasztjak a pénz- és tékepiacok fejlesztésének a fon-
tossagat, hiszen azok a gazdasigi novekedés fontos hajtderoi lehetnek, illetve
felhivjak a figyelmet azok szigoribb feliigyeletének a fontossagara. A meg-
figyelések figyelmeztetésként szolgalnak a dontéshozdknak, hogy a monetdris
politikai és makroprudencialis déntéseik sordan nem elégséges csupan a ha-
gyomanyos makro és pénzintézeti adatokra tdamaszkodni, hanem tekintettel
kell lenniiik a pénziigyi innovaciéra fogékonyabb pénz- és tékepiaci szereplok
mérlegadataira is. Tovabbd az eredmények empiriailag igazoljak egyrészt
Borio és White-nak [2004] a pénziigyi egyensilytalansidgok kialakuldsat fi-
gyelmen kiviil hagyd, kizardlag az inflacids célkovetésre fokuszalé monetaris
politikat ért kritikai észrevételét, masrészt a jegybankok egyre hangsilyosabb
makroprudenciélis figyelmét.

Persze az is lehetséges, hogy a brokerkereskedoknek nincs hatésa az Egye-
siilt Allamok gazdasagi folyamataira, csupan helyesen jelzik el6re annak ala-
kuldsat, és mérlegadataik alakuldsa a gazdasagi fejleményekre adott portfolio
atrendezések hatasat titkkrozi. Ez ellen sz6l azonban az eldjel korlatozassal
becsiilt impulzus valaszfiiggvények statisztikailag szignifikdns volta, amely
a brékerkereskedok reprezentalta likviditasi folyamatoknak a gazdasagi rele-
vancidjardl arulkodik. Akarhogy is legyen, a kapott eredmények alapjin a
brokerkeresked6k aggregalt mérlegadatanak az informaciétartalma relevans
a jovobeli makookonomiai folyamatok elorejelzéshez.

4 Filiggelék

A Kalman-szir6 algoritmus

A Kélmén-sziir egy olyan rekurziv algoritmus, amely az &allapotvéltozok
linedris elérejelzését (projekcidjat) szolgaltatja minden egyen idGpontban, a
becslési idépontig rendelkezésre allé informacidk fliggvényében. A kiinduld
pont a becsiilendé6 VAR modell allapotteres felirdsa, amely dltaldnossagban
a kovetkezé médon frhaté:42

ye = HB + Az + e, (16)

Br=pn+FBi_1+v, (17)

ahol E(eiel) = R* és E(vv)) = Q, hat = 7 és 0 egyébként, e; (n x 1) és
v (k x 1) vektor. Valamint y; a ¢t id6pontban megfigyelt valtozdk (n x 1)
vektora, 0; a nem megfigyelhetd allapotvéltozé (k x 1) vektora, H az y; és
B kozotti kapesolatot kifejezd (n x k) matrix, F' métrix dimenzidja (k x k),
illetve p (k x 1) vektor, x; az exogén véltozdk (r x 1) vektora A (n x r) koef-
ficiens matrixszal. Tovabb4 feltételezett, hogy az F', Q, H, R és A méatrixok

42Tekintettel, hogy a modellezési feltevés szerint B elemei egy bolyongési folyamatot
kovetnek, F' végig elhagyatd az Osszes egyenletbdl, hiszen F' egy egységmatrix és nincs
befolyassal az eredményekre.

43Az 1.3. alfejezet (2) képletében az E(erer) = Q jeldlést hasznaltuk, kovetvén a szak-
irodalmi gyakorlatot.
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értéke ismert. A (16) kifejezést a modell megfigyelési egyenletének (Observa-
tion Equation), mig (17)-et az dtmeneti- vagy allapotegyenletének (Transi-
tion/State Equation) nevezziik, ahol B; az dllapotvéltozé nem-megfigyelhetd
komponense, z; pedig az exogén valtozé a hozzatartozé A koefficiens métrix-
szal. A megfigyelési egyenlet tehat a rendelkezésiinkre all6, megfigyelt valto-
76t koti a nem-megfigyelhetd dllapotvaltozéhoz (Hamilton [1994], 377. o.).

Bije—1 = FBqp—1, (18)

P11 =FP_1p1F' +Q, (19)

Mjt—1 =Yt — Yt—1 = Yt — Hﬂt|t—1 — Az, (20)
Jee—1 ZHPt—1|t—1HI+R> (21)

Ky = Pt|t—1HlftTt1_1§ ) (22)

Beje = Beje—1 + Kingje—1; (23)

Py = Pyjy—1 — KeHPyy—q; (24)

Az elsd két kifejezés a becsld egyenlet, a (20) kifejezés az elérejelzési hiba,
a (21) egyenlet az elérejelzési hiba variancidjat becsli, az (22) egyenlet a
Kalmén ,,nyereség” egyenlet, a (23) és (24) egyenletek pedig az el6rejelzések
frissitésére szolgdlnak a beérkezo 1j adatok fliggvényében.

A Carter-Kohn algoritmus

Altalénosségban a Bayes-i megkozelités kerete kozott a regresszids (3 és o2

paraméterek véletlen valdsziniségi valtozoként vannak kezelve, a hozzdjuk
tartozé prior valészintiségi eloszlasokkal. A prior valészintiségi eloszlasok a
regressziés adatok (X és Y) megfigyelése elétt a 3 és o2 paraméterekrdl
megfogalmazott kutatdi feltételezést fejezik ki. Majd a rendelkezésre alld
adatminta tartalmazta informacié kombindlasra keriil a prior eloszlasokkal a
Bayes-tétel haszndlataval, és eredményezi a 3 és o2 paraméterek eloszldsdnak
a frissitését.

A Bayes-i megkozelitésben a (17) egyenlet dllapotvéltozdjan kiviil az F,
Q, H, R és A métrixok értékei is ismeretlen, véletlen véltozdkként vannak
tekintve. A Bp = [B1,...,Br] allapotvéltozé értékét az F, Q, H, R és A
matrixokkal vett egytittes valoszinliségi eloszlasbdl kapjuk, és nem pedig G-
nek az F', Q, H, R, A métrixokra vonatkozé feltételes eloszldsébdl (ahogy az
a klasszikus id6sor analizis keretein beliil térténne) (b&vebben: Kim, Nelson
[1999], 171-189 o.). 3

Ekkor a Gibbs mintavételezést az teszi lehetové, hogy Br értékein kiviil
az ', H, A paraméter és a @), R kovarianciamatrixok értékeit is hidnyzo
adatként tekintjiik. A mintavételezés aldbbi két 1épése addig keriil ismétlésre,
mig a hidnyzo6 értékek nem konvergalnak valds értékeikhez:

1. 1épés: az F, Q, H, R, A métrixoknak Br-re és a megfigyelt adatokra
vonatkozé feltételes értékeinek a generdlasa inverz Wishart eloszlasbol.
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2. lépés: Br-nek az F, Q, H, R, A matrixokra és a megfigyelt adatokra
vonatkozé feltételes értékeinek a generalasa normal eloszlasbol.

Az elsé 1épés Br ismeretének a fiiggvényében egyszerii, hiszen a (16) és
(17) egyenlet immar két, egymadstdl fliiggetlen linedris regresszié (mivel a hi-
batagjaik eleve fiiggetlenek voltak egymadstdl). A méasodik lépés végrehajtdsa
pedig a Carter-Kohn algoritmus révén lehetséges, amely a teljes fr vektort
ap(Br | F,Q,H,R, A, yr) egylittes poszterior eloszldsbdl generdlja. Elte-
kintve F', Q, H, R, A matrixoktdl, az egyiittes eloszlas a kdvetkezéképpen
faktorizalhat6 (Carter, Kohn [1994]):

p(Br | 1) = p(Br | §r)p(Br-1 | Br r) | (25)

ahol gr = [y1,-..,yr|). Kihaszndlvan  Markov-tulajdonsagat, a (21) kifeje-
zés a kovetkez6képpen frhato:

T-1

p(Br | 1) = p(Br | §r) T] p(B: | Beas ) » (26)

t=1

ahol a jobb oldali szorzat els6 tényezojének eloszlasa

p(Br | §r) ~ N(Brr, Prir) (27)

ahol Bpir = E(Br | §r) és Ppipr = Cov(Br | §r), amely kifejezés révén a
becstilt allapotvaltozdt 6vezd becslési bizonytalansagrdl is tédjékoztat. Mig a
(26) jobb oldalan &ll6 masodik tényezd eloszldsa

P(Bt | Be1,3t) ~ N(Bejt,8er1> Peit,8er) » (28)

ahol ﬁt|t,ﬁt+1 = E(ﬁt | ﬁt+1>37t) = E(ﬁt | ﬁt-s—hﬁﬂt) és Pt|15~,5t+1 = COU(ﬂt |
Bis1,9) = Cov(By | Brsr, Beye)- A (22) kifejezés értelmében fr = B4, ..., Br)’
vektor p(Br | gr) és p(Bt | Bry1,r) feltételes eloszlésokbdl generdlhats. A
(27) kifejezésben Brip és Prip a Kdlman-sziiré (24) és (24) frissit6 egyen-
leteibdl, mig a (28)-ban By 5,,, és Py .., szintén a Kdlman-sziird frissité
egyenleteinek a felhasznéldsaval szarmaztathatéak (Kim—Nelson [1999], 189-
193. 0.):

ﬁt|t,ﬁt+1 = ﬂt|t + Pt|tFI(FPt|tFI + Q)_l(ﬁt—&-l - Fﬁtlt) ) (29)

Pyt g = Pt — Pt|tFI(FPt|tFI =+ Q)_IFPﬂt . (30)

A Carter-Kohn algoritmus a (29) és (30) egyenletek id6ben visszafele torténd
iterdldsa T'—1 periédustdl az elsé periddusig, amely Sr = [0, . . ., Or] elemeit
eredményezi. Ezek utan a Gibbs mintavételezés 1. 1épése keriil ismétlésre,
hiszen a (13) kifejezésbbl a v, hibatagok és @ kovariancia-matrix azonnal
addédnak (gyakorlatban torténd alkalmazasardl és a lépésekrol lasd: Blake,
Mumtaz [2012]).
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A Gibbs mintavételezés lépéseinek Osszefoglalasa

A Gibbs mintavételezés a (2), (7), (12), (13), (14) és (15) kifejezések Aaltal
reprezentalt harom darab allapotteres rendszerrel a kovetkezo 1épéseket fog-
lalja magaba:

0. 1épés. Br, Ar, Xr és V(Q, S, W) métrixok kezd6értékeinek a meghaté-
rozasa.

1. 1épés. Br, Ar, Xp-nek V-re vonatkozé feltételes szimuldcidja (Del Negro
- Primiceri [2013]) p(BT | YT,AT, BT) ZT,V), p(AT | YT,BT, ZT,V),
p(sr | Yo, Ar, 0, V)," p(2r | Y1, A7, Br, V, s),
2. 1épés. Q, S, W-nek Br, Ar, Yp-re vonatkozo feltételes szimuldcidja:
p(Q7 VV? S | YT7 BT7 AT7 ET) = p(Q | YT7 BT7 AT7 ET) X p(W | YT7 BT7 AT7 ET) X
X p(Sl | YT,BT,AT,ET) X ... X p(Sn_l | YT,BT,AT,ET) .

3. 1épés. 1. és 2. 1épés ismétlése.
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9. dbra. A fogyasztéi drindex (bal oldali skdla), a redlkibocsatds, M2 pénzaggregétum és a bréker-
keresked8k mérlegének (jobb oldali skédla) alakuldsa 1968-2013 kozott

44Ahol sT a Kim, Shephard és Chib [1998] médszeréhez hasznélt indikétor métrix, a
(14)-ben az e; hibatag x? eloszlidsdnak normalisis eloszldssal valé kozelitéséhez. Del Negro
— Primiceri [2013] az s és Sp mintavételezésének a helytelen sorrendiségére hivtik a
figyelmet a korabbi szakirodalmi gyakorlatokban.
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Draws
Draws Vectorised parameters Vectorised parameters

alla'

Vectorised parameters

10. dbra. A vektoridlisan rendezett B, «, o VAR paraméterek 2500 iterdciéjdnak hiszasdval
szamitott varhaté értékeinek az alakuldsa (b&vebben Benati-Mumtaz [2012])
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11. dbra. A TVP VAR modell redl GDP, fogyasztéi drindex, 3 hénapos kotvény hozam és bréker-
kereskeddk koefficienseinek alakuldsa 1978-2013 kozott (legfelsd sorban a konstanssal)
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EFFECT OF BROKER-DEALERS TO MACROECONOMIC VARIABLES -

This

THE ROLE OF BROKER-DEALERS IN A TVP VAR SETTING

paper examines broker-dealers effect on the US economy using Primiceri’s

[2005] time-varying parameter Bayesian VAR model and presents in detail the
methodology. The results show that broker-dealers have a statistically significant
effect on the real output. Estimating an alternative model with the M2 monetary
aggregate and comparing the results show that broker-dealers effect on real GDP is
similar in magnitude to that of the M2 monetary aggregate though its balance sheet
is much smaller in size. The outcome highlights the importance of the finance and
capital markets developments and serves as a warning against the sole use of the
classical monetary data in the conduct of monetary and macroprudential policy.



Szigma, XLV. (2014) 3-4. 245

TARSASAGI HIREK

Beszamol6 a GMT szakmai rendezvényérol és a Kreko Béla-dij
atadasaroél

,,Modszertani eszkozok alkalmazasa a magyar gazdasag teljesitményének mé-
résére makrookonémiai, monetaris és vallalatgazdasagi nézépontbdl” cimmel
2014. november 19-én a Corvinus Egyetemen zajlott le az a szakmai konfe-
rencia, ahol az egyes nézépontokat (a cim szerinti sorrendben) Melldr Tamés,
Kirdly Julia és Chikdn Attila képviselte. A GMT tagjaibdl és az dromtelien
nagy szamban megjelent fiatal egyetemi hallgatokbdl, kutatokbdl allé hall-
gatosag ért6 figyelemmel kisérte az eléaddk izgalmas gondolatait.

Mellar Tamaés eloaddsanak elsé részében a fontosabb makromutatokkal és
az univerzalis mutaték elényeinek-hatranyainak bemutatasaval foglalkozott,
majd ratért az output gap meghatarozasanak modszertani kérdéseire, ezt a
témakort a magyar output gap becslésének példdjaval illusztralva. Konkli-
zibja szerint ma még a sok-sok széba joheté makromutaté koziil a GDP és an-
nak novekedése tovabbra is dominans. Nagy a bizonytalansag az output gap
becslése koriil, jéllehet a mddszerek sokat finomodtak. Az eléadds masodik
részében a foglalkoztatds és a termelékenység alakulasat — egy aktudlisan
izgalmas témat — elemzett. Véleménye szerint a foglalkoztatasi statisztika
modszertana nem tartott 1épést a valtozasokkal. Az atlagtermelékenység
csOkkenésének valdszini oka a régi gazdasagi szerkezet dinamizélasa.

Kiraly Julia a magyar monetaris elemzés kozpontjanak a Magyar Nemzeti
Bankot tekinti szinvonalas eseti és rendszeres kiadvanyaival, amelyek nem
kizarélag monetéris modellezés alapjan késziilnek. A makromodellezés valsag-
kritikdja kapcsan két nézetet emlitett meg: a mddszertani tulhajszoltsidgot,
illetve a valésdg nem megfelel6 leképezésébdl adodd hibak lehetoségét. Sajat
valsag-tanulsagait tobb pontban foglalta Gssze, egyrészt a monetaris model-
lezés, masrészt a pénziigyi rendszer modellez6i szaméara. Az eléadds masodik
felében a gazdasagelemzések elrejelzéseit készito szakemberek, illetve a pénz-
igyi piacok, a pénziigyi kozvetitérendszer elemzoi részére fogalmazott meg
modszertani tanacsokat annak érdekében, hogy a modellek végeredményei a
valés folyamatokat jobban tikrozve érdemi lehetGségeket nyujtsanak gazda-
sagpolitikai alternativak kidolgozasara.

Chikéan Attila kiindulépontként a véllalati teljesitmény makrotkonémiai
bedgyazottsagarol beszélt, kiilonbozoé vallalatelméletek, vallalati modellek
mentén definidlva azt, hogy mit tekintiink egyaltalan vallalati teljesitmény-
nek? Kiilon kitért a vallalati teljesitmény mérésének problémaira. A véllalati
szintl jelzéstipusokat vizsgalva megemlitette a konjunktiraindexeket, az 6ko-
nometriai vizsgalatokat, valamint a strukturalis elemzések és a magatartas-
vizsgalatok eredményeit. Mondanival6jat a nemzeti és vallalati versenyku-



246 Tarsasagi hirek

tatds eredményeivel is aldtdmasztotta. Osszegzésében azokat a nehézségeket
emelte ki, amelyek elsésorban a hidnyos elméleti hattérbol, a nehézkes adat-
hozzaférésbol, a szétszort kutatasi kapacitasokbodl adédnak. Véleménye sze-
rint a vizsgalatok, elemzések gyakorlati relevancidja nagyobb, mint amennyi
elméleti érdekességet tarnak fel.

Az érdeklédok az eléadédsokat a www.gazdasagmodellezes.hu honlap ,,Szak
mai mihelyvitak” meniipontjabol tolthetik le.

A hérom el6adés utan keriilt sor a 2014. évi Kreké Béla-dij dtadaséra.
Temesi Jozsef elnok a Tarsasdg nevében bejelentette, hogy 2014-ben a Tér-
sasag dijat az oklevéllel és a névadd arcmdésat tartalmazo plakettel Chikdn
Attila, a Budapesti Corvinus Egyetem professzora kapja. Réviden méltatta
azt a kiemelked6en eredményes tevékenységet, amelyet Chikén Attila az ope-
raciékutatas és a tagabb értelemben vett kozgazdasdgi modellezés teriiletén
kifejtett mind az egyetemi oktatdsban, mind pedig kutatémunkdja soran.
Kiemelte a dijazottnak a Gazdasdgmodellezési Téarsasdghan és annak eléd-
szervezetében évtizedeken keresztil ativeld sikeres és Gnzetlen tevékenységét,
a szakma elismertetésében szerzett érdemeit, és a vezetdi és kutatémunkdja
soran a fiataloknak nyujtott dllandé segitségét, amelyek mind olyan értéket
képviselnek, amelyekre az Elnckség dontése meghozatalakor alapozhatott.

Chikén Attila a dfjjal jaré pénzosszeget gazdasiagmodellezési témakkal
foglalkozé fiatal kutaték konferencia-részvételének tamogatisara ajanlotta
fel.

Temesi Jozsef



