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TERVEINKR}OL

A Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶ag 2014. szeptember 15-i vezet}os¶egi Äul¶es¶en dÄon-
t¶es szÄuletett a Szigma foly¶oirat szerkeszt¶esi koncepci¶oj¶anak m¶odos¶³t¶as¶ar¶ol, a
hazai szakmai kÄozÄoss¶eg ig¶enyeihez tÄort¶en}o tov¶abbi kÄozel¶³t¶es ¶erdek¶eben. En-
nek megfelel}oen foly¶oiratunk tov¶abbra is nyitott az egyes doktori iskol¶ak
hallgat¶oi ¶altal ¶³rt tanulm¶anyok megjelentet¶ese ir¶ant. Egy¶uttal felh¶³vjuk a
¯gyelmet, hogy az MTA Gazdas¶agtudom¶anyi Doktori Min}os¶³t}o Bizotts¶aga
¶altal ,,A" kateg¶ori¶aba sorolt lapr¶ol l¶ev¶en sz¶o, a Szigm¶aban megjelen}o cikkek
¶ert¶ekel¶esi pontsz¶ama mind az egyetemeken, mind az Akad¶emi¶an magas.

Az eddig ¶altal¶anoss¶agban kÄovetett gyakorlatt¶ol elt¶er}oen a Szigma nagyobb
teret szeretne adni a legfeljebb 5 oldal terjedelemben meg¶³rt rÄovid kÄozlem¶e-
nyeknek (short communication). Az Äon¶all¶o, ¶uj tudom¶anyos eredm¶eny azon-
ban ebben az esetben is elv¶ar¶as.

Tov¶abbi tervÄunk az egyes szakterÄuleteken az ut¶obbi ¶evek sor¶an bekÄovet-
kezett fejl}od¶est bemutat¶o, irodalmi ¶attekint}o jelleg}u cikkek (review paper)
kÄozl¶ese. Fontosnak tartjuk ugyanis az irodalmi kutat¶omunka eredm¶enyeinek
szakmai kÄozÄoss¶egen belÄul tÄort¶en}o kÄozvetlen megoszt¶as¶at.

A Szigma Szerkeszt}obizotts¶aga rem¶eli, hogy e m¶odos¶³t¶asok r¶ev¶en foly¶o-
iratunk m¶eg tÄobb seg¶³ts¶eggel tud majd szolg¶alni a hazai kutat¶omunk¶aban
r¶eszt vev}oknek. Ehhez v¶arjuk Olvas¶oink seg¶³ts¶eg¶et szerz}ok¶ent ¶es lektor¶al¶asra
felk¶ert szak¶ert}ok¶ent egyar¶ant.

Bessenyei Istv¶an
f}oszerkeszt}o
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AUGUSZTINOVICS M¶ARIA (1930{2014)

Ism¶et elt¶avozott kÄozÄulÄunk egy nagy egy¶enis¶eg. Csak nemr¶eg volt, hogy a
kÄozgazd¶asz-szakma b¶ucs¶uztatta Br¶ody Andr¶ast, s most ism¶et egy p¶otolha-
tatlan vesztes¶eg ¶ert bennÄunket, Augusztinovics M¶aria, Guszti hal¶al¶aval. (Az
olvas¶o ne tekintse a Guszti becen¶ev eml¶³t¶es¶et sem tiszteletlens¶egnek, sem
t¶ulzott bizalmaskod¶asnak, hiszen aki valaha is valamilyen szakmai kapcso-
latba kerÄult vele, az megtapasztalhatta, hogy a kÄozvetlen kapcsolat kialak¶³t¶asa
¶erdek¶eben ¶eppen }o b¶ator¶³tott mindenkit, hogy haszn¶alja a becenev¶et.)

Augusztinovics M¶aria 1952-ben v¶egzett a Marx K¶aroly KÄozgazdas¶agtu-
dom¶anyi Egyetemen, ezt kÄovet}oen el}oszÄor a P¶enzÄugyminiszt¶eriumban, majd
pedig az Orsz¶agos Tervhivatalban dolgozott. Kandid¶atusi ¶ertekez¶es¶et a for-
radalom ¶ev¶eben, 1956-ban v¶edte meg. Ezek a szik¶ar t¶enyek azt sugallhatj¶ak
a t¶aj¶ekozatlan olvas¶o sz¶am¶ara, hogy bizony¶ara egy ,,vonalas szocialista k¶a-
der" b¶ucs¶uztat¶as¶ar¶ol lesz sz¶o. Akik viszont valamelyest is ismert¶ek Gusztit
¶es net¶an tal¶alkoztak is vele, meggy}oz}odhettek arr¶ol, hogy a felsz¶³nes inform¶a-
ci¶ok mennyire csal¶ok¶ak tudnak lenni. Mert aki vele b¶armilyen kapcsolatba
is kerÄult, legal¶abb h¶arom dologr¶ol meggy}oz}odhetett: egyr¶eszt a nyitotts¶ag¶a-
r¶ol ¶es a minden felt¶etel n¶elkÄuli seg¶³t}ok¶eszs¶eg¶er}ol, m¶asr¶eszt a sz¶eles szakmai
l¶at¶okÄor¶er}ol ¶es harmadr¶eszt pedig a min}os¶eg ¶es a szakmai sz¶³nvonal ir¶anti
er}os elkÄotelez}od¶es¶er}ol. Soha semmilyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott nem v¶alt semmi-
lyen ideol¶ogia vagy ir¶anyzat kiszolg¶al¶oj¶av¶a, eg¶esz l¶eny¶evel a tudom¶anyosan
megalapozott ¶es igazolt ÄosszefÄugg¶eseket kereste. Kisug¶arz¶o egy¶enis¶ege szinte
senkit nem hagyott kÄozÄombÄosen. Eml¶ekszem, hogy egy-egy konferencia szÄu-
net¶eben h¶anyszor ¶alltuk kÄorbe, k¶³v¶ancsian v¶artuk a v¶elem¶eny¶et az aktu¶alis
szakmai probl¶em¶akr¶ol, s m¶eg az sem riasztott el bennÄunket, hogy kÄozben
nyelnÄunk kellett a cigarettafÄustÄot, mert szenved¶elyes doh¶anyos volt.

Nem kereste az olcs¶o n¶epszer}us¶eget, nem ¶allt be egyik politikai szek¶ert¶abor
szak¶ert}oi csapat¶aba sem. Tal¶an ¶eppen ennek a hajl¶³thatatlan, elvszer}u ma-
gatart¶as¶anak tudhat¶o be, hogy nem kapott annyi hivatalos elismer¶est, mint
amennyit meg¶erdemelt volna. Kicsit megk¶esve, nyolcvan¶eves kor¶aban, 2010-
ben kapta meg a Sz¶echenyi d¶³jat. J¶ollehet }ot sohasem ¶erdekelt¶ek a hiva-
talos elismer¶esek, m¶egis nagyon f¶aj¶o volt tudom¶asul venni { no nem neki,
hanem nekÄunk a tudom¶anyos kÄozÄoss¶eg tagjainak { hogy az 1980-ban meg-
szerzett kÄozgazdas¶ag-tudom¶anyok doktora c¶³m megszerz¶es¶et nem kÄovette az
MTA tags¶aga. A jeles tudom¶anyos t¶arsas¶ag nem l¶atta indokoltnak maga
kÄor¶ebe invit¶alni Augusztinovics M¶ari¶at. Persze ¶ert¶ekelhetjÄuk ezt ¶ugy is, hogy
egy val¶oban auton¶om egy¶enis¶eg, aki nem akarja egyik kÄozgazdas¶agi iskola
korl¶atait sem mag¶ara venni, az nem sz¶am¶³that sok p¶artfog¶ora. Szerencs¶ere }ot
sokkal jobban ¶erdekelt¶ek a tan¶³tv¶anyok ¶es a tudom¶anyos m}uhelyek munk¶aja,
mint a hivatalos v¶eleked¶esek. S ez¶ert hat¶asa is nagyobb volt, mint n¶emely
akad¶emikusnak, minden bizonnyal az MTA tags¶ag n¶elkÄul is sokan fognak r¶a
j¶o sz¶³vvel eml¶ekezni, ¶es a nagysz¶am¶u tan¶³tv¶anya gyakran hivatkozik majd
tudom¶anyos elemz¶eseire.
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Augusztinovics kutat¶omunk¶aja k¶et nagy t¶emakÄorbe sorolhat¶o. Tudom¶a-
nyos p¶aly¶aj¶anak els}o fel¶eben a p¶enzelm¶elettel ¶es a n¶epgazdas¶agi tervez¶essel
foglalkozott. Ennek kapcs¶an igen sokat tett az input-output modellek hasz-
n¶alat¶anak ¶es elterjeszt¶es¶enek terÄulet¶en. A szocialista gazdas¶ag p¶enzforgalmi
modellje c¶³m}u kandid¶atusi ¶ertekez¶ese nemcsak a maga kor¶aban volt ¶uttÄor}o
jelleg}u, hiszen a szocialista-kommunista felfog¶asban a p¶enznek ¶es az ezzel kap-
csolatos modelleknek nem nagy becsÄulete volt, a natur¶alis tervez¶es dominan-
ci¶aja miatt. De m¶eg mai szemmel is el}oremutat¶onak tekinthet}o, hiszen olyan
k¶erd¶eseket feszegetett, mint a t}oke- ¶es hitelm¶erlegek, valamint a stock ¶es a
°ow ÄosszefÄugg¶esek k¶erd¶eskÄore. A mai f}oir¶any¶u makroÄokon¶omia egyik komoly
hi¶anyoss¶aga ¶eppen az, hogy nem helyez kell}o hangs¶ulyt a stock-°ow kapcso-
latokra ¶es tÄobbek kÄozÄott ez¶ert sem tudja megragadni a gazdas¶ag dinamikus
mozg¶as¶anak a l¶enyeg¶et. (A manaps¶ag oly divatos impulzus-v¶alasz elemz¶es,
az egyens¶ulyi p¶aly¶ar¶ol kÄuls}o sokkok hat¶as¶ara val¶o let¶er¶es ¶es visszat¶er¶es mo-
dellez¶ese nyilv¶an nem tekinthet}o autentikus dinamikus kÄozel¶³t¶esm¶odnak.)

M¶odszertani szempontb¶ol is kiemelked}o jelent}os¶eg}u munk¶at v¶egzett: a
P¶enzforgalmi Kapcsolatok M¶erleg¶enek megalkot¶as¶aval ugyanis az input-out-
put technik¶at alkot¶o m¶odon haszn¶alta a p¶enzÄugyi kapcsolatok vizsg¶alat¶aban.
Matematikai felk¶eszÄults¶ege alapj¶an v¶alhatott volna ak¶ar mainstream kÄoz-
gazd¶assz¶a is a rendszerv¶altoz¶as ut¶an, hiszen a m¶odszertanilag legig¶enyesebb
makro- ¶es mikroterÄuleteken egyar¶ant helyt tudott volna ¶allni. De }o nem a
kÄonnyen el¶erhet}o siker alapj¶an v¶alasztotta kutat¶asi t¶em¶ait. Sz¶am¶ara a mate-
matikai modellez¶es ¶es m¶odszertani kÄozel¶³t¶esm¶od sohasem volt Äonc¶el, mindig a
vizsg¶aland¶o feladatnak megfelel}oen haszn¶alta ezeket az eszkÄozÄoket, szigor¶uan
csak annyit, amennyi szÄuks¶eges volt. Soha sem a matematikai m¶odszerhez
keresett kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asi terÄuletet, hanem a sz¶am¶ara fontos kÄozgaz-
das¶agi terÄulet elemz¶es¶ehez v¶alasztott adekv¶at vizsg¶alati eszkÄozÄoket a m¶od-
szertani arzen¶alb¶ol.

Augusztinovics M¶aria m¶asik meghat¶aroz¶o kutat¶asi terÄulete, amellyel f}o-
k¶ent 1984 ut¶an { az MTA KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Int¶ezet¶ebe val¶o kerÄul¶ese
ut¶an { foglalkozott, s amely alapj¶an v¶alt igaz¶an kÄozismertt¶e, az a nyugd¶³j-
rendszerek vizsg¶alata, az emberi ¶eletp¶alya kÄozgazdas¶agi modellez¶ese. Tagja
volt a 2007 ¶es 2010 kÄozÄott m}ukÄod}o Nyugd¶³j- ¶es Id}oskor¶u Kerekasztalnak. Ez a
szak¶ert}okb}ol Äossze¶allt m}uhely igen sokat tett annak ¶erdek¶eben, hogy felh¶³vja a
kÄozv¶elem¶eny ¯gyelm¶et a nyugd¶³jrendszerÄunk anom¶ali¶aira ¶es hossz¶u t¶avon val¶o
fenntarthatatlans¶ag¶ara. A Kerekasztal arra is j¶o p¶eld¶at adott, hogy mik¶ent
lehet egym¶as mell¶e leÄultetni bal- ¶es jobboldali ir¶anyults¶ag¶u szak¶ert}oket egy
kÄozÄos, az eg¶esz orsz¶agot ¶erint}o probl¶ema megold¶as¶anak keres¶es¶ere. Tal¶an nem
v¶eletlen, hogy Guszti volt ennek az eg¶esz szervez}od¶esnek a motorja, hiszen
az }o egy¶enis¶eg¶eb}ol ¶aradt a m¶asokra val¶o ¯gyel¶es, tolerancia, az egyÄuttgondol-
kod¶as, a konstrukt¶³v egyÄuttm}ukÄod¶es }oszinte sz¶and¶eka. Nagy k¶ar, hogy nem
kÄovett¶ek ezt a j¶o p¶eld¶at m¶as terÄuletek, ¶es hogy m¶ara m¶ar teljesen illuz¶orikuss¶a
v¶alt ilyen parit¶asos szakmai m}uhelyek l¶etrehoz¶asa.

A magyar nyugd¶³jrendszer fenntarthat¶os¶aga tekintet¶eben nem azt tartot-
ta alapvet}o probl¶em¶anak, hogy az elÄoreged}o t¶arsadalom miatt egyre kedve-
z}otlenebb lesz a munkak¶epes kor¶uak ¶es a nyugd¶³jasok ar¶anya, mert val¶oj¶a-
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ban ez az ar¶any nem romlott sz¶amottev}oen az elm¶ult ¶evtizedekben. Hanem
sokkal ink¶abb azt, hogy alacsony a foglalkoztat¶asi r¶ata ¶es a b¶erjÄovedelmek
sz¶³nvonala. Meg¶allap¶³t¶asa szerint az adott magyar foglalkoztat¶asi ¶es jÄovedelmi
viszonyok mellett a mai akt¶³v kor¶uak nagy r¶esz¶enek nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
nem k¶epz}odik el¶egs¶eges tÄobbletmegtakar¶³t¶asa a nyugd¶³jas ¶evekre. Amennyi-
ben ezek a trendek tart¶osak maradnak, akkor 2050-re az ¶atlagos nyugd¶³j az
¶atlagos jÄovedelemnek csak tÄored¶eke, 10-20%-a lesz.

A s¶ulyos probl¶em¶ak megold¶as¶ara Guszti egy h¶arom pill¶eren ¶all¶o nyugd¶³j-
rendszert javasolt. Az els}o pill¶er az ad¶okb¶ol ¯nansz¶³rozott alapnyugd¶³j, amely
a t¶arsadalmi szolidarit¶as alapj¶an, ¶allampolg¶ari jogon mindenkinek j¶arna. A
m¶asodik pill¶ert a kÄotelez}o munkanyugd¶³j adja, amelyben a j¶arad¶ek alapj¶at
szigor¶uan a be¯zetett j¶arul¶ek hat¶arozza meg. ¶Es v¶egÄul a harmadik pill¶er az
Äonk¶entes, mag¶annyugd¶³j, amely az ¶erintett felek megegyez¶ese alapj¶an alakul.
A javasolt h¶arompill¶eres rendszert lehet ¶es kell is b¶³r¶alni, de meggy}oz}od¶esem
szerint megkerÄulni semmik¶eppen nem lehet. Mert bizonyos, hogy a magyar
t¶arsadalomnak valamit kell kezdeni azokkal az emberekkel { akiknek a sz¶ama
nem sz}ukÄul, hanem ink¶abb b}ovÄul {, akik az ¶eletÄuk sor¶an, ilyen vagy olyan
okok miatt nem tudtak el¶egs¶eges nyugd¶³jalapot Äosszegy}ujteni. S ugyancsak
rendezni kellene azt az ¶aldatlan ¶allapotot, hogy a munkanyugd¶³jak tekintet¶e-
ben a mai rendszerben alig fedezhet}o fel kapcsolat a nyugd¶³jc¶el¶u be¯zet¶esek
¶es a k¶es}obb foly¶os¶³tott nyugd¶³j j¶arad¶ek kÄozÄott.

Hetvenedik szÄulet¶esnapj¶ara a tan¶³tv¶anyai egy eml¶ekkÄotettel lept¶ek meg,
amelynek c¶³me Racionalit¶as ¶es m¶elt¶anyoss¶ag (szerk.: Kir¶aly J., Simonovits A.
¶es Sz¶az J., KÄozgazdas¶agi Szemle Alap¶³tv¶any Budapest 2000.) volt. Minden
bizonnyal a kÄotet n¶evad¶oi nemcsak, vagy els}osorban nem a kÄotet tartalma
alapj¶an v¶alasztott¶ak a c¶³met, hanem sokkal ink¶abb az Äunnepelt szem¶ely mi-
att. Biztosan nem t¶evedtek, mert aligha lehetne k¶et sz¶oban pontosabban
jellemezni Augusztinovics M¶ari¶at ¶es munk¶ass¶ag¶at. J¶o ¶erz¶ekkel navig¶alt a
m¶elt¶anyoss¶ag ¶es a racionalit¶as szikl¶ai kÄozÄott ¶es biztos k¶ezzel tartotta a ku-
tat¶asai korm¶any¶at a k¶³v¶anatos mix ir¶any¶aba. Tudta ugyanis a nagy titkot,
amely ezt a feloldhatatlannak l¶atsz¶o dilemm¶at mindig lerendezi, nevezetesen
sohasem lehet egy olyan megold¶ast racion¶alisnak ¶ert¶ekelni, amely jelent}os
t¶arsadalmi m¶elt¶anytalans¶agokat id¶ez el}o.

Mell¶ar Tam¶as
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EPQ MODELLEK V¶ALTOZTATHAT¶O
MIN}OS¶EG-ELLEN}ORZ¶ESI SEBESS¶EG ESET¶EN1

HAUCK ZSUZSANNA
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Jelen munk¶aban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket
vizsg¶alunk, melyekben minden egyes term¶eket ¶atvizsg¶alnak elad¶as el}ott. A
selejtes term¶ekek az ¶atvizsg¶al¶asi peri¶odus v¶eg¶en egyszerre hagyj¶ak el a rend-
szert, ar¶anyuk val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. A termel¶esi r¶ata ¶es a min}os¶eg-ellen}orz¶es
sebess¶ege dÄont¶esi v¶altoz¶o a v¶allalat sz¶am¶ara. A sz}uk keresztmetszet sebes-
s¶eg¶enek nÄovel¶ese csÄokkenti a hi¶anyb¶ol ad¶od¶o kÄolts¶egeket ¶es a selejtar¶anyt¶ol
fÄugg}oen hat a k¶eszleten tart¶asi, valamint a sorozatkezd¶esi kÄolts¶egekre. A
sebess¶eg nÄovel¶es¶ere vonatkoz¶o kÄulÄonbÄoz}o kÄolts¶egfÄuggv¶enyek mellett keressÄuk
a k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg minimum¶at. Mindezt megtesszÄuk
ÄosszefÄugg}o ciklusokra, ahol minden peri¶odusban ugyanannyi a selejtar¶any,
illetve egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokra is, ahol a meghib¶asod¶as sz¶azal¶eka pe-
ri¶odusonk¶ent v¶altozik. Eredm¶enyeinket az Economic Order Quantity (EOQ)
modell eredm¶enyeivel is ÄosszevetjÄuk.

Kulcsszavak: EPQ modell, min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg, gazdas¶agos so-
rozatnagys¶ag

1 Bevezet¶es

A termel¶es menedzsment szakirodalom egyik alapm}uve Harris (1913) Eco-
nomic Order Quantity (EOQ) modellje, melynek l¶enyege, hogy a kereslet, a
fajlagos k¶eszletez¶esi kÄolts¶eg, valamint a sorozatkezd¶esi kÄolts¶eg ismeret¶eben
meghat¶arozza azt a gazdas¶agos sorozatnagys¶agot, mely mellett a k¶eszletez¶es-
sel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg minim¶alis lesz. Ezt a probl¶em¶at gondolta tov¶abb
Taft (1918), felt¶etelezve, hogy a term¶ekek nem a k¶eszletez¶esi peri¶odus elej¶en,
egyszerre, hanem folyamatosan ¶erkeznek a rakt¶arba. Jelen munka az erre
a gondolatmenetre fel¶³rt Economic Production Quantity (EPQ) modell egy
tov¶abbfejlesztett v¶altozata.

Az EOQ ¶es EPQ alapmodellek kimondatlanul ugyan, de felt¶etelezik, hogy
a rakt¶arba ¶erkez}o term¶ekek mindegyike kifog¶astalan min}os¶eg}u. Erre a prob-
l¶em¶ara tÄobben felh¶³vt¶ak ugyan a ¯gyelmet, de Porteus (1986) volt az els}o,
aki EOQ modellben felt¶etelezte, hogy egy bizonyos val¶osz¶³n}us¶eg szerint hib¶as
term¶ekek keletkeznek. Rosenblatt ¶es Lee (1986) a probl¶ema kapcs¶an arra
a kÄovetkeztet¶esre jutott, hogy selejtes term¶ekek el}ofordul¶asa eset¶en kisebb
sorozatokban c¶elszer}u gy¶artani. VÄorÄos (1999) a Toyota Termel¶esi Rend-
szerb}ol kiindulva felt¶etelezte, hogy a termel¶esi r¶at¶at csÄokkenthetik a folya-

1Be¶erkezett: 2014. augusztus 22. E-mail: hauckzs@ktk.pte.hu.
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mat min}os¶egi probl¶em¶ai. Ha ugyanis min}os¶egi hib¶at tal¶alnak a dolgoz¶ok,
akkor meg¶all¶³thatj¶ak a termel}oszalagot. Hi¶any keletkez¶es¶et nem megenged}o
EPQ modellj¶eben arra a kÄovetkeztet¶esre jutott, hogy a folyamat min}os¶eg¶enek
roml¶asa nÄoveli a gazdas¶agos sorozatnagys¶agot ¶es csÄokkenti az ¶at¶all¶as ¶es k¶esz-
lettart¶as ¶eves kÄolts¶egeit. NÄoveli ugyanakkor a jav¶³t¶as kÄolts¶egeit, ¶³gy megha-
t¶arozhat¶o az optim¶alis folyamatmin}os¶eg szintje.

Salameh ¶es Jaber (2000) modellj¶enek alapgondolata, hogy elad¶as el}ott a
v¶allalat minden egyes term¶ek min}os¶eg¶et leellen}orzi, az ¶atvizsg¶al¶asi peri¶odus
v¶eg¶en pedig a selejtes term¶ekek t¶avoznak a rendszerb}ol. A t¶ema kiterjesz-
t¶esi ir¶anyzatait r¶eszletesen t¶argyalja Khan et al. (2011). Ezek a modellek
jellemz}oen a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag meghat¶aroz¶as¶aval hivatottak mini-
maliz¶alni a k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eget. Hauck ¶es VÄorÄos (2015)
azonban r¶amutatnak arra, hogy minderre a v¶allalatnak az ¶atvizsg¶al¶asi sebes-
s¶eg v¶altoztat¶as¶anak eszkÄoze is rendelkez¶es¶ere ¶all. Jelen munka is ezt a k¶et
dÄont¶esi v¶altoz¶ot veszi ¯gyelembe, azzal a kÄulÄonbs¶eggel, hogy ha a termel¶esi
r¶ata lassabb a min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶eg¶en¶el, akkor { mivel ez esetben a ter-
mel¶esi r¶ata a sz}uk keresztmetszet, ez¶ert { az optim¶alis sebess¶eg a termel¶esre
vonatkozik.

Papachristos ¶es Konstantaras (2006) felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra, hogy Sala-
meh ¶es Jaber (2000) modellj¶enek feltev¶ese nem elegend}o a hi¶any elkerÄul¶es¶ehez.
VÄorÄos (2013) megoldja ezt a probl¶em¶at, ¶es bevezeti az ÄosszefÄugg}o, valamint az
egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusok fogalm¶at. El}obbi esetben minden peri¶odusban
ugyan¶ugy viselkedik a rendszer, ahogy az az els}oben kialakult. Ut¶obbiban
minden peri¶odus v¶eg¶en egy a tÄobbit}ol fÄuggetlen ciklus kezd}odik. Az egym¶ast¶ol
fÄuggetlen ciklusokra vonatkoz¶o sz¶am¶³t¶asok Maddah ¶es Jaber (2008) gondo-
lat¶an alapulnak, akik a ciklusok hossz¶anak v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et javasolj¶ak alkal-
mazni.

A kÄovetkez}o szakaszban bemutatjuk a modell alapvet¶eseit elegend}o m¶er-
t¶ek}u j¶o min}os¶eg}u kereslet, illetve hi¶any keletkez¶ese eset¶ere. A 3. r¶eszben ezek
alapj¶an ¶³rjuk fel az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyt, melynek minimum¶at ÄosszefÄugg}o ¶es
egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusok eset¶ere is bemutatjuk. A 4. szakasz Äosszefoglalja
vizsg¶al¶od¶asaink t¶argy¶at ¶es f}obb eredm¶enyeit.

2 A modell

A tanulm¶anyban olyan EPQ modellekkel foglalkozunk, amelyek felt¶etelezik,
hogy ¶ert¶ekes¶³t¶es el}ott minden egyes term¶eket ¶at kell vizsg¶alni. Ez jellemz}o
gyakorlat p¶eld¶aul az eg¶eszs¶egÄugy sz¶am¶ara besz¶all¶³tott term¶ekek (pl. gy¶ogysze-
rek, gy¶ogy¶aszati seg¶edeszkÄozÄok) gy¶art¶asa eset¶en. A keresletet a j¶o min}os¶eg}u
term¶ekekkel el¶eg¶³tik ki. Amennyiben ezekb}ol nem ¶all rendelkez¶esre megfelel}o
mennyis¶eg, ¶ugy h¶atral¶ek keletkezik. Felt¶etelezzÄuk, hogy a ki nem el¶eg¶³tett
kereslet nem veszik el, ¶es a hi¶anyt minden egyes k¶eszletez¶esi ciklus v¶eg¶en
egy 100%-ban j¶o min}os¶eget garant¶al¶o besz¶all¶³t¶o p¶otolja. Ugyanezekben az
id}opontokban, egyszerre hagyj¶ak el a rakt¶arhelyis¶eget a selejtnek bizonyult
term¶ekek.
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A j¶o min}os¶eg}u term¶ekek napi kereslet¶et D-vel jelÄoljÄuk ¶es konstansnak
felt¶etelezzÄuk. A selejtar¶anyt, ¶³gy a rendszer min}os¶eg¶et p val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
¶³rja le. Megmutatja, hogy a v¶allalat egy megtermelt sorozatnak h¶any sz¶aza-
l¶ek¶at k¶enyszerÄul megjav¶³tani, alacsonyabb ¶aron ¶ert¶ekes¶³teni vagy megsem-
mis¶³teni. A modell a h¶arom lehet}os¶eget egy kateg¶oriak¶ent kezeli, minden
egyes ¶atvizsg¶al¶asi peri¶odus v¶eg¶en a Q mennyis¶eg}u term¶ekb}ol ¶all¶o sorozat p
ar¶anya egyszerre t¶avozik a rendszerb}ol. Ezen Qp egys¶eg tov¶abbi sors¶anak
jelen optimaliz¶al¶asi probl¶ema szempontj¶ab¶ol nincs jelent}os¶ege.

jelÄol¶es jelent¶ese

D napi kereslet (db/nap)
x a min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶ege (db/nap), dÄont¶esi v¶altoz¶o
x0 a jelenlegi min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg, x0 ¸ D
xmax a legmagasabb el¶erhet}o min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg
z z = D=x; z · 1; zmin = D=xmax
g(z) a min}os¶eg-ellen}orz¶es z szintre tÄort¶en}o gyors¶³t¶as¶anak napi kÄolts¶ege
s sorozatkezd¶esi kÄolts¶eg (ciklusonk¶ent merÄul fel)
h egy term¶ek k¶eszleten tart¶as¶anak napi kÄolts¶ege
b term¶ekenk¶enti napi h¶atral¶ekkÄolts¶eg
Q sorozatnagys¶ag (db), dÄont¶esi v¶altoz¶o
p a selejt term¶ekek ar¶anya (%), p 2 [0; 1], val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
f (p) a selejt term¶ekek ar¶any¶anak s}ur}us¶egfÄuggv¶enye
a a selejt term¶ekek lehet}o legmagasabb ar¶anya (a · 1) egy sorozatban
N egy ¶evben ledolgozott munkanapok sz¶ama

1. t¶abl¶azat. A jelÄol¶esek jegyz¶eke

A v¶allalatnak naponta x mennyis¶eg}u term¶ek ¶atvizsg¶al¶as¶ara van kapacit¶asa.
Ezt a sebess¶eget akkor tudja el¶erni, ha minden nap keletkezik is ennyi k¶eszter-
m¶ek, azaz ha a termel¶esi r¶ata legal¶abb akkora, mint a min}os¶eg-ellen}orz¶esi se-
bess¶eg. Amennyiben a v¶allalat naponta x-n¶el kevesebb mennyis¶eg}u term¶eket
kÄuld min}os¶eg-ellen}orz¶esre, ¶ugy nincs ¶ertelme nÄovelni annak sebess¶eg¶et, hanem
a termel¶esi r¶ata mint sz}uk keresztmetszet gyors¶³t¶as¶ara van szÄuks¶eg. Ha a ter-
mel¶esi r¶ata ¶eppen megegyezik az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eggel, ¶ugy az arra kapott
optimum a termel¶esi r¶at¶ara is igaz. Ut¶obbi esetekben azonban g(z) fÄuggv¶eny-
nek a termel¶es gyors¶³t¶as¶anak kÄolts¶egeit (is) tartalmaznia kell.

1. ¶abra. K¶eszletalakul¶asi diagram h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben (D · x(1 ¡ p)).
Forr¶as: VÄorÄos (2013) alapj¶an saj¶at szerkeszt¶es
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Mivel a selejt el}ofordul¶as¶anak lehet}os¶eg¶evel is sz¶amolunk, ez¶ert naponta
legal¶abb annyit kell termelnie ¶es ¶atvizsg¶alnia a v¶allalatnak (x), hogy ki tudja
el¶eg¶³teni a keresletet, vagyis x ¸ D teljesÄuljÄon. Ez a mennyis¶eg azonban
csak ritk¶an elegend}o, ugyanis mivel a selejt ar¶anya p sz¶azal¶ek, ez¶ert naponta
val¶oj¶aban csak x(1 ¡ p) j¶o min}os¶eg}u k¶³n¶alat keletkezik. Amennyiben ez el¶eri
a napi kereslet szintj¶et D · x(1 ¡ p), ¶ugy nem keletkezik h¶atral¶ek. Ezt az
esetet illusztr¶alja az 1. ¶abra .

Az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eg kezdeti szintj¶et jelÄoli x0, melyb}ol a napi keresletet
kivonva kapjuk, hogy napi x0¡D ¸ 0 term¶ek kerÄul a rakt¶arba (1. ¶abra). Ez a
mennyis¶eg a napi keresletet meghalad¶o j¶o min}os¶eg}u napi k¶³n¶alat (x0(1¡p)¡
D), valamint a naponta tal¶alt selejt darabsz¶am (x0p) Äosszege. A k¶eszletszint
nÄoveked¶ese addig tart, am¶³g a teljes sorozatot, azaz Q db-ot ¶at nem vizsg¶alnak.
Az ¶atvizsg¶al¶as teh¶at Q=x0 napot vesz ig¶enybe, ¶es ez alatt (x0 ¡ D)Q=x0,
azaz (1 ¡ z0)Q k¶eszlet halmoz¶odik fel a rakt¶arban, ahol z0 = D=x0. Mivel
a sorozatnagys¶agot Q-val jelÄoljÄuk, melynek p sz¶azal¶eka selejt, ez¶ert Qp selejt
hagyja el a rendszert a Q=x0 id}opontban, vagyis a k¶eszletszint (1 ¡ z0 ¡ p)Q
¶ert¶ekre csÄokken. Ezt kÄovet}oen a ciklus v¶eg¶eig m¶ar nem ¶erkezik tÄobb term¶ek
a rakt¶arba, a megmaradt k¶eszlet pedig naponta D mennyis¶eggel csÄokken.
Mivel a j¶o min}os¶eg}u, azaz ¶ert¶ekes¶³thet}o mennyis¶eg egy k¶eszletez¶esi ciklusban
Q(1 ¡ p) darab, ¶³gy egy ciklus hossza addig tart, am¶³g ezt a mennyis¶eget a
kereslet fel nem em¶eszti, vagyis Q(1 ¡ p)=D napig (VÄorÄos, 2013).

K¶eszlettart¶asi kÄolts¶eg annyi term¶ek ut¶an merÄul fel, amennyi a k¶eszletala-
kul¶asi diagram (1. ¶abra) gÄorbe alatti terÄulete. A fentieknek megfelel}oen ez
egy ciklusban az (1) egyenlet ¶altal le¶³rt HCC1 k¶eszlettart¶asi kÄolts¶eget jelent,
melyben nemcsak a sorozatnagys¶ag, hanem az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eg is dÄont¶esi
v¶altoz¶o:

HCC1(Q; x) = h
hZ Q=x

0

(x ¡ D)t dt +

Z Q(1¡p)=D

Q=x

Q(1 ¡ p ¡ z) ¡ Dtdt
i

=

= h
Q2

2D

¡
2pz + (1 ¡ p)2 ¡ z

¢
:

(1)
Mivel h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben egy peri¶odus hossza Q(1 ¡ p)=D, ez¶ert egy
¶evben ND=Q(1¡p) pozit¶³v hossz¶us¶ag¶u ciklus zajlik le. A kapcsol¶od¶o k¶eszle-
tez¶esi ÄosszkÄolts¶eg h¶arom elemb}ol ¶all. Az egy ciklusban felmerÄul}o HCC1(Q;x)
k¶eszlettart¶asi kÄolts¶eget a ciklusok sz¶am¶aval felszorozva megkapjuk a vonat-
koz¶o ¶eves kÄolts¶eget. Emellett minden ciklus elej¶en sorozatkezd¶esi kÄolts¶eg
merÄul fel, melynek egyszeri m¶ert¶ek¶et s-sel jelÄoljÄuk, ¶eves szintj¶et pedig az
¶eves ciklussz¶ammal tÄort¶en}o szorz¶as adja meg. Az eredeti EPQ modellhez
k¶epest m¶eg egy kÄolts¶egelemmel sz¶amolnunk kell a k¶eszletez¶essel kapcsolatos
¶eves ÄosszkÄolts¶eg (TC1(Q; z), ld. (2)) meghat¶aroz¶as¶ahoz, ez pedig a min}os¶eg-
ellen}orz¶es gyors¶³t¶as¶ab¶ol ad¶od¶o napi kÄolts¶eg, melyet g(z) fÄuggv¶ennyel m¶erÄunk.

Az ¶atvizsg¶al¶as sebess¶eg¶enek nÄovel¶ese tÄort¶enhet alv¶allalkoz¶o bevon¶as¶aval,
t¶ul¶or¶aztat¶assal vagy a technol¶ogia fejleszt¶es¶evel. Ha a sebess¶eg ¶eppen annyi,
hogy hib¶atlan sorozatot felt¶etelezve a v¶allalat ki tudja el¶eg¶³teni a keresletet,
akkor x = D, azaz z = 1. Mivel ez a sebess¶eg minimuma, ez¶ert gyors¶³t¶as
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nem tÄort¶ent, emiatt g(1) = 0. Amennyiben gyorsabban kell elv¶egezni a fel-
adatot, ¶ugy az alv¶allalkoz¶o magasabb ¶aron v¶allalja azt, vagy a t¶ul¶ora j¶ar
tÄobbletkÄolts¶eggel. A sebess¶eget nÄovelve g(z) teh¶at n}o, viszont x ¶es z kÄozÄott
fenn¶all¶o reciprok viszony (z = D=x) miatt ez azt jelenti, hogy g(z) szigor¶uan
monoton csÄokken z-ben. Konvex csÄokken¶est felt¶etelezÄunk, ami abb¶ol kÄovet-
kezik, hogy min¶el magasabb szintr}ol nÄoveljÄuk a sebess¶eget, az ann¶al nagyobb
er}ofesz¶³t¶essel j¶ar. Egy cikluson belÄul g(z) annyi napon merÄul fel, amennyin
¶atvizsg¶al¶as folyik, azaz h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben Q(1¡p)=D napb¶ol Q=x ideig,
ami az ¶evi N sz¶am¶u munkanap z=(1¡p) h¶anyad¶at jelenti. A h¶anyadost nem
kell p = 1-re ¶ertelmeznÄunk, mivel ha a teljes sorozat hib¶as, akkor h¶atral¶ek
keletkezik. A h¶atral¶ek n¶elkÄuli ÄosszkÄolts¶eg:

TC1(Q; z) =
ND

Q(1 ¡ p)
S +

NhQ

2(1 ¡ p)
(2zp + (1 ¡ p)2 ¡ z) +

N

1 ¡ p
zg(z) : (2)

Ahogy azt a (2) kifejez¶es mutatja, a sorozatnagys¶ag mellett a min}os¶eg-ellen}or-
z¶es sebess¶ege is dÄont¶esi v¶altoz¶o. El}obbi megszokott az irodalomban, ut¶obbit
viszont Hauck ¶es VÄorÄos (2015) vizsg¶alta el}oszÄor EOQ modellekre. A 2. ¶abra
megmutatja, mi tÄort¶enik az EPQ modell h¶atral¶ek n¶elkÄuli v¶altozat¶aban, ha
a m¶asodik ciklusban megnÄoveljÄuk a min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶eg¶et (x0 < x1).
Ennek eredm¶enyek¶ent a ciklus hossza, ¶³gy az ¶evente felmerÄul}o ciklusok sz¶ama,
ebb}ol kÄovetkez}oen pedig az ¶eves sorozatkezd¶esi kÄolts¶eg nem v¶altozik. Le-
rÄovidÄul azonban a min}os¶eg-ellen}orz¶esi id}oszak. A selejtes term¶ekek emiatt
hamarabb hagyj¶ak el a rakt¶arhelyis¶eget, a j¶o min}os¶eg}u napi tÄobbletk¶³n¶alat
ugyanakkor kor¶abban kerÄul be a rakt¶arba, mint az els}o ciklusban.

2. ¶abra. K¶eszletalakul¶asi diagram h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben (D · x(1¡p)), a m¶asodik ciklusban
megnÄovelt ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eggel (x0 < x1)

A min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eget minden hat¶aron t¶ul nÄovelve az ¶atvizsg¶al¶as
a ciklus kezdet¶enek pillanat¶aban befejez}odik, amivel tulajdonk¶eppen az EOQ
modellt kapjuk vissza (ld. 3. ¶abra bal oldala). A m¶asik v¶eglet, ha a sebess¶eg
annyira lass¶u, hogy minden nap ¶eppen annyi j¶o min}os¶eg}u term¶eket vizsg¶alnak
¶at, amennyi az aznapi kereslet. Ez azt eredm¶enyezi, hogy csak a selejtes
term¶ekek kerÄulnek a rakt¶arba (ld. 3. ¶abra jobb oldala). Az ¶abr¶ak ¶erz¶ekeltetik,
hogy ha a selejtar¶any magas, akkor a lehet}o leggyorsabb min}os¶eg-ellen}orz¶esi
sebess¶eg mellett ad¶odik a k¶eszlettart¶asi kÄolts¶egek minimuma. Ha ugyanis a
3. ¶abra bal oldal¶an alacsony lenne a selejtszint, akkor a gÄorbe alatti terÄulet
j¶oval magasabb lenne, ez esetben pedig c¶elszer}u megfontolni a jobb oldali
¶abr¶an bemutatott lass¶u ¶atvizsg¶al¶ast.
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3. ¶abra. H¶atral¶ek n¶elkÄuli EPQ modell k¶eszletalakul¶asi diagramja minden hat¶aron t¶ul nÄovelt,
illetve minim¶alis min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg mellett

KÄonnyen el}ofordulhat, hogy { p¶eld¶aul egy g¶ep meghib¶asod¶asa miatt { ma-
gasabb lesz adott sorozatban a selejtar¶any, melynek kÄovetkezt¶eben a v¶allalat
nem tudja kiel¶eg¶³teni a keresletet, azaz D > x(1 ¡ p). Amennyiben a
napi kereslet meghaladja a naponta bevizsg¶alt j¶o min}os¶eg}u k¶³n¶alatot, ¶ugy
h¶atral¶ek keletkezik. Ennek napi m¶ert¶eke a k¶et mennyis¶eg kÄulÄonbs¶ege, azaz
D ¡ x(1 ¡ p). Mivel ¶³gy nem keletkezik tÄobblet j¶o min}os¶eg}u term¶ekb}ol, ez¶ert
csak a selejt kerÄul a rakt¶arba. Az ¶atvizsg¶al¶as v¶egezt¶evel a ciklus is v¶eget
¶er, hiszen a Qp selejt elt¶avol¶³t¶as¶at kÄovet}oen nem marad m¶as a rakt¶arban.
Egy ciklus hossza teh¶at Q=x, ¶es felt¶etelezzÄuk, hogy ebben az id}opontban egy
megb¶³zhat¶o besz¶all¶³t¶o tÄok¶eletesen p¶otolja az addig felhalmozott hi¶anyt. A
h¶atral¶ek keletkez¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o egys¶egenk¶enti tÄobbletkÄolts¶eget b fejezi ki,
melynek m¶ert¶ek¶et a hi¶any p¶otl¶as¶anak m¶odja is befoly¶asolhatja.

4. ¶abra. K¶eszletalakul¶asi diagram h¶atral¶ek keletkez¶ese eset¶en (D > x(1 ¡ p)),
a m¶asodik ciklusban megnÄovelt ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eggel (x0 < x1)

A h¶atral¶ek eset¶et bemutat¶o 4. ¶abr¶an leolvashatjuk, hogy a min}os¶egellen}or-
z¶es sebess¶eg¶et nÄovelve (m¶asodik ciklus) az ¶atlagos k¶eszletszint nem v¶altozik,
ugyan¶ugy Qp=2 marad. A h¶atral¶ekot azonban hamarabb szÄunteti meg a
besz¶all¶³t¶o, ¶³gy annak ¶atlagos szintje, Q(z + p ¡ 1)=2, ebb}ol kifoly¶olag pedig
az azzal kapcsolatos kÄolts¶egek is csÄokkennek. LerÄovidÄul ugyanakkor a cik-
lushossz, ami ¶evente magasabb ciklussz¶amot, ezen keresztÄul pedig a sorozat-
kezd¶esi kÄolts¶eg gyakoribb felmerÄul¶es¶et jelenti. Az egy ciklus sor¶an felmerÄul}o
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k¶eszlettart¶asi, ill. h¶atral¶ek kÄolts¶egeket a (3) ¶es (4) egyenletek¶³rj¶ak le h¶atral¶ek
keletkez¶ese eset¶en.

HCC2(Q;x) = h
hZ Q=x

0

xpt dt
i

= h
Q2

2D
pz (3)

BCC2(Q; x) = b
hZ Q=x

0

(D ¡ x(1 ¡ p))t dt
i

= b
Q2

2D
(z2 ¡ z(1 ¡ p)) (4)

A k¶eszletez¶essel kapcsolatos ¶eves ÄosszkÄolts¶eg h¶atral¶ek keletkez¶ese eset¶en n¶egy
elemb}ol ad¶odik teh¶at Äossze, ezek az ¶eves (i) sorozatkezd¶esi, (ii) k¶eszlettart¶asi,
(iii) h¶atral¶ekkal kapcsolatos, valamint (iv) min}os¶egellen}orz¶esi kÄolts¶egek. Ut¶ob-
bi minden munkanapon felmerÄul, hiszen nincsen szÄunet az ¶atvizsg¶al¶asi peri¶o-
dusok kÄozÄott, az egyik ciklus v¶egezt¶evel azonnal ¶ujabb kezd}odik. H¶atral¶e-
kot tartalmaz¶o esetben teh¶at a ciklusok hossza megegyezik az ¶atvizsg¶al¶asi
peri¶odus hossz¶aval, ¶³gy azok ¶eves sz¶ama Q=x reciproka, szorozva az egy
¶evben ledolgozott munkanapok sz¶am¶aval (N). Az egy k¶eszletez¶esi peri¶odusra
vonatkoz¶o HCC2 ¶es BCC2 mennyis¶egeket a ciklussz¶ammal megszorozva
kapjuk az (5) egyenlet m¶asodik ¶es harmadik tagj¶at. A k¶eszletez¶essel kapcso-
latos kÄolts¶egeket a 2. t¶abl¶azat list¶azza az EPQ modell h¶atral¶ekot felt¶etelez}o
¶es nem megenged}o eset¶ere.

nem keletkezik h¶atral¶ek: keletkezik h¶atral¶ek:
D · x(1 ¡ p) D > x(1 ¡ p)

egy k¶eszletez¶esi ciklus hossza Q(1 ¡ p)=D Q=x
ciklusok sz¶ama egy ¶evben ND=Q(1 ¡ p) Nx=Q
¶eves sorozatkezd¶esi kÄolts¶eg NDs=Q(1¡ p) Nxs=Q

¶eves k¶eszlettart¶asi kÄolts¶eg NhQ
2

¡
z 2p¡1
1¡p + 1 ¡ p

¢
NhQ
2
p

h¶atral¶ek ¶eves kÄolts¶ege { NbQ
2
(z + p¡ 1)

min}os¶eg-ellen}orz¶es ¶eves kÄolts¶ege g(z)zN=(1¡ p) g(z)N

2. t¶abl¶azat. K¶eszletez¶essel kapcsolatos kÄolts¶egek EPQ modellben

H¶atral¶ek keletkez¶ese eset¶en a k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg teh¶at:

TC2(Q; z) =
ND

zQ
S +

NhQ

2
p +

NbQ

2
(z + p ¡ 1) + Ng(z) : (5)

1. T¶etel. A folyamatmin}os¶eg roml¶asa h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben nÄoveli, h¶at-
ral¶ek keletkez¶es¶et felt¶etelez}o esetben csÄokkenti a gazdas¶agos sorozatnagys¶agot.

A (2) ÄosszefÄugg¶esben de¯ni¶alt ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny minimum¶at keresve,
h¶atral¶ek n¶elkÄuli esetben a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag

Q¤
1 =

r
2Ds

h

s
1

2zp + (1 ¡ p)2 ¡ z
:

A Wilson-formula m¶odos¶³t¶o faktor¶anak nevez}oje p-ben csÄokken}o, ha z ·
1¡p, azaz nem keletkezik h¶atral¶ek. Mivel p a selejtar¶any, ez¶ert tulajdonk¶ep-
pen a rendszer min}os¶eg¶et ¶³rja le. Ha teh¶at az el}o¶all¶³t¶asi folyamat min}os¶ege
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romlik, azaz tÄobb hiba fordul el}o a gy¶art¶as sor¶an, akkor a m¶odos¶³t¶o faktor,
ennek kÄovetkezt¶eben pedig a sorozatnagys¶ag is nÄovekszik. Ez Äosszhangban
van VÄorÄos (1999) meg¶allap¶³t¶as¶aval, aki a Toyota Termel¶esi Rendszer folya-
matmin}os¶eg¶et az andon zsin¶or megh¶uz¶asa miatti le¶all¶asok idej¶evel jellemzi.

Az (5) egyenlet alapj¶an h¶atral¶ekot felt¶etelez}o esetben a gazdas¶agos sorozat-
nagys¶ag Q¤

2 =
p

2Ds=h¢
p

1=(hp + b(z + p ¡ 1)). A m¶odos¶³t¶o faktor nevez}oje
p-ben nÄovekv}o, vagyis h¶atral¶ek keletkez¶ese eset¶en a folyamatmin}os¶eg roml¶asa
csÄokkenti a sorozatnagys¶agot.

3 A min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg nÄovel¶ese EPQ
modellekben

Az el}oz}oekben l¶attuk, hogy a napi kereslet, a min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg,
valamint a selejtar¶any m¶ert¶ek¶et}ol fÄugg}oen keletkezhet k¶eszlettÄobblet vagy
h¶atral¶ek. A keresletet konstansnak tekintjÄuk, a sebess¶egr}ol a v¶allalat dÄont, a
selejtsz¶azal¶ek pedig val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. VÄorÄos (2013) alapj¶an k¶et esetet kÄu-
lÄonbÄoztetÄunk meg, majd hasonl¶³tunk Äossze aszerint, hogy az egym¶ast kÄovet}o
ciklusokban v¶altozhat-e a selejtar¶any, vagy minden peri¶odusban annyi marad,
ahogy az az els}o ciklusban kialakult. Ut¶obbi esetben ÄosszefÄugg}o, a selejtar¶any
v¶altoz¶as¶at megenged}o esetben egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokr¶ol besz¶elÄunk.

3.1 A min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg nÄovel¶ese egym¶assal
ÄosszefÄugg}o ciklusokban

A (2) ¶es (5) ÄosszefÄugg¶esekkel le¶³rtuk a k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg
alakul¶as¶at h¶atral¶ek n¶elkÄuli, majd h¶atral¶ekot felt¶etelez}o esetre. Ezen fÄuggv¶e-
nyek fÄuggetlen v¶altoz¶oja Q ¶es z, melyekr}ol a sz¶oban forg¶o v¶allalat a sorozat-
nagys¶ag (Q), valamint a min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg (x) megv¶alaszt¶as¶aval
dÄont. H¶atral¶ek att¶ol fÄugg}oen keletkezhet, hogy az egy sorozatban jelenlev}o
selejt ar¶anya (p) meghaladja-e az (1 ¡ z) ¶ert¶eket, ahol z a napi kereslet (D)
¶es az egy nap alatt ¶atvizsg¶alt term¶ekmennyis¶eg (x) h¶anyadosa. Ha ugyanis
nem keletkezik h¶atral¶ek, akkor D · x(1 ¡ p), melyet ¶atrendezve p · (1 ¡ z).
Az ÄosszkÄolts¶egfÄuggv¶eny teh¶at

TC(Q; z) =

½
TC1(Q; z); ha 0 · p · 1 ¡ z
TC2(Q; z); ha 1 ¡ z < p · 1 .

Mivel p val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, melynek s}ur}us¶egfÄuggv¶enye f(p), ez¶ert az Äossz-
kÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke:

ETC(Q; z) =

Z 1¡z

0

TC1(Q; z)f(p) dp +

Z 1

1¡z

TC2(Q; z)f(p) dp : (6)

Az al¶abbi mennyis¶eget szeretn¶enk teh¶at minimaliz¶alni:

ETC(Q; z)

N
= sS(z)D=Q + (H(z) + B(z))Q=2 + G(z) ; (7)
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ahol

S(z) =

Z 1¡z

0

1=(1 ¡ p)f(p) dp +

Z 1

1¡z

(1=z)f(p) dp (7a)

H(z) = h

Z 1¡z

0

(1 ¡ 2p ¡ 2z + z=(1 ¡ p))f(p) dp + E(p) (7b)

B(z) = b

Z 1

1¡z

(z + p ¡ 1)f(p) dp (7c)

G(z) =

Z 1¡z

0

zg(z)=(1 ¡ p)f(p) dp +

Z 1

1¡z

g(z)f(p) dp (7d)

1 ¸ D=x0 = zmax ¶es zmin = D=xmax : (7e)

S(z), B(z) ¶es G(z) megegyeznek az EOQ modellben (Hauck ¶es VÄorÄos, 2015)
de¯ni¶alt ÄosszefÄugg¶esekkel, H(z) azonban m¶odosul (ld. VÄorÄos, 2013).

2. T¶etel. A 0 · z · 1¡a intervallumon H(z) line¶aris, H(0) = h(1¡E(p))
kezdeti ¶ert¶ekkel. Az 1¡a · z · 1 intervallumra n¶ezve H(z) fÄuggv¶eny z = 0:5-
ig konk¶av, majd konvex, ¶es H(1) = hE(p)-ben v¶egz}odik. Amennyiben a < 0:5,
¶ugy H(z) konk¶av az intervallumon.

A t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz felhaszn¶aljuk a lenti deriv¶al¶asi szab¶alyt:

d

dx

Z l(x)

k(x)

m(x; p) dp =

l0(x)m(x; l(x)) ¡ k0(x)m(x; k(x)) +

Z l(x)

k(x)

@

@x
m(x; p) dp ;

melyb}ol Hz = h
R 1¡z

0
(¡2 + 1

1¡p
)f(p) dp. Hz el}ojel¶et keressÄuk, hogy meg

tudjuk hat¶arozni a fÄuggv¶eny monotonit¶as¶at. Ehhez szÄuks¶eges tudnunk, hogy
h mindig pozit¶³v, f(p) pedig pozit¶³v ¶ert¶eket vesz fel, ha 0 · p · a, egy¶ebk¶ent
nulla. De¯n¶³ci¶o szerint p · a, ez¶ert ha a < 1=2, akkor Hz biztosan negat¶³v,
azaz a fÄuggv¶eny z-ben szigor¶uan monoton csÄokken. Az a ¸ 1=2 esetben az
eloszl¶ast¶ol fÄugg, hogy nÄovekv}o vagy csÄokken}o-e a fÄuggv¶eny.

Amennyiben a < 1 ¡ z, ¶ugy Hz konstans, ez¶ert H(z) line¶aris. Mindezt
a m¶asodik deriv¶alt seg¶³ts¶eg¶evel is igazolhatjuk, hiszen ezen az intervallumon
f(1 ¡ z) = 0:

Hzz = h(2 ¡ 1=z)f(1 ¡ z) : (8)

Ha (1 ¡ z) · a, akkor f(1 ¡ z) > 0. A m¶asodik deriv¶alt ez¶ert negat¶³v, ha
z < 1=2, de pozit¶³v, ha z > 1=2, a z = 1=2 helyen pedig in°exi¶os pontja
van. Ezek szerint H(z) line¶aris a 0 · z · 1 ¡ a intervallumon, majd konk¶av
1 ¡a · z · 1=2-ig, z = 1=2 helyen in°exi¶os pontja van, az 1=2-n¶el magasabb
z-kre pedig konvex. Ezt az esetet mutatja be az 5. ¶abra . Amennyiben a <
1=2, ¶ugy 1=2 < 1 ¡ a, ami azt jelenti, hogy az 1 ¡ a · z intervallumon H(z)
konvex.
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5. ¶abra. H(z) egy lehets¶eges alakja

H(z) kezdeti ¶ert¶eke H(0) = h[1¡E(p)], v¶egs}o ¶ert¶eke pedig H(1) = hE(p).
ÄOsszehasonl¶³tva a k¶et kifejez¶est, a kezdeti ¶ert¶ek a magasabb, ha a selejt-
ar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶eke (E(p)) alacsonyabb 50%-n¶al. TegyÄuk most fel, hogy a
selejtar¶any egyenletes eloszl¶ast kÄovet a [0; a] intervallumon, azaz

f(p) =

½
1=a ; ha 0 · p · a
0 egy¶ebk¶ent .

(9)

A selejtar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶eke ekkor E(p) = a=2. Ezek szerint H(0) ¸ H(1),
ha 1 ¡ a=2 ¸ a=2, vagyis 1 ¸ a. Mivel ez de¯n¶³ci¶o szerint teljesÄul, ez¶ert a
selejtar¶any egyenletes eloszl¶asa eset¶en mindig igaz, hogy H(0) ¸ H(1).

(7b) ¶es (9) miatt az a < 1 ¡ z intervallumon H(z) = h[1 ¡ a=2 ¡ 2z ¡
z ln(1 ¡ a)=a], 1 ¡ z · a eset¶en pedig H(z) = h[(z2 ¡ z ¡ z ln z)=a + a=2].
Ezen ÄosszefÄugg¶eseket felhaszn¶alva a 6. ¶abra hat kÄulÄonbÄoz}o a ¶ert¶ekre mutatja
be a gÄorbe alakj¶at.

6. ¶abra. H(z) alakja egyenletes eloszl¶asra, a kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekei ¶es h = 1 eset¶en

0
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Ahogy azt a fentiekben meg¶allap¶³tottuk, a gÄorbe (1 ¡ a)-ig line¶aris, z =
1=2-ig konk¶av, majd konvex. Konk¶av intervallum csak abban az esetben
l¶etezik, ha a > 1=2, mivel csak 1 ¡ a · z eset¶en nem line¶aris H(z).

Egyenletes eloszl¶as eset¶en az els}o deriv¶alt Hz = h(¡2 ¡ ln(1 ¡ a)=a)
az a < 1 ¡ z intervallumon, mely konstans el}ojele a-t¶ol fÄugg. Hz pozit¶³v,
azaz H(z) line¶arisan nÄovekszik, ha a ¸ 0:8 (kerek¶³tve). Ellenkez}o esetben
ugyanakkor line¶arisan csÄokken a 0 · z < 1 ¡ a intervallumon. 1 ¡ z · a
eset¶en az els}o deriv¶alt Hx = h(2z ¡ 2 ¡ ln z)=a, amely akkor pozit¶³v, azaz
H(z) akkor nÄovekszik, ha z < 0:2 (megkÄozel¶³t}o ¶ert¶ek). Enn¶el nagyobb z-kre a
fÄuggv¶eny csÄokken}o. A fentiekben meg¶allap¶³tottaknak megfelel}oen a fÄuggv¶eny
z = 0:5-ig konk¶av, ezt kÄovet}oen pedig konvex.

Hauck ¶es VÄorÄos (2015) alapj¶an minden z-re igaz, hogy a (7) modellnek
optim¶alis sorozatnagys¶aga

Qopt(z) =
p

2sD
p

S(z)=(H(z) + B(z)) ; (10)

a k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek minim¶alis szintje
pedig

min
z

ETC(z)=N =
p

2sD
p

S(z)=(H(z) + B(z)) + G(z) ; (11)

felt¶eve, hogy zmax ¸ z ¸ zmin.

3. T¶etel. ÄOsszefÄugg}o ciklusok eset¶en az EPQ modellben tÄobb elemb}ol ¶all a
gazdas¶agos sorozatnagys¶ag, mint az EOQ modellben.

A (10) ÄosszefÄugg¶es az EOQ ¶es EPQ modellre egyar¶ant igaz, a kÄulÄonbs¶eg
H(z) szintj¶eben van. Mivel H(z) az EPQ modellben kisebb, ez¶ert az EOQ
modellhez k¶epest kisebb a (10) nevez}oje, amib}ol kÄovetkez}oen a h¶anyados, ¶³gy
a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag nagyobb lesz.

Mivel a c¶elfÄuggv¶eny viselked¶es¶et az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eg megv¶alaszt¶as¶aval
tudjuk befoly¶asolni, ez¶ert meg kell ismernÄunk azon kifejez¶esek tulajdons¶agait,
melyek fÄuggnek z-t}ol. Ezek K(z) = S(z)(H(z) + B(z)) ¶es G(z).

4. T¶etel. Ha a selejtar¶any eloszl¶asa egyenletes, akkor a 0 · z < 1¡a inter-
vallumon G(z) szigor¶uan monoton nÄovekszik, ha ¡g(z)=gz > z, ¶es szigor¶uan
monoton csÄokken, ha ¡g(z)=gz < z. A fÄuggv¶eny konk¶av, ha ¡z(gzz=gz) < 2,
¶es konvex, ha ¡z(gzz=gz) > 2. Az 1 ¡ a · z · 1 intervallumon G(z)
csÄokken¶es¶enek felt¶etele a > g(z) ln z=gz + z ln z + 1 ¡ z egyenl}otlens¶eg tel-
jesÄul¶ese. A fÄuggv¶eny konvex, ha a > 2 ln z gz=gzz ¡g(z)=zgzz +z ln z+1¡z.

G(z) els}o ¶es m¶asodik deriv¶altj¶at ¶³rj¶ak le a kÄovetkez}o egyenletek:

Gz =

Z 1¡z

0

(g(z) + zgz)=(1 ¡ p)f(p) dp +

Z 1

1¡z

gzf(p) dp

Gzz =

Z 1¡z

0

(2gz + zgzz)=(1 ¡ p)f(p) dp +

Z 1

1¡z

gzzf(p) dp ¡ g(z)

z
f(1 ¡ z)

Egyenletes eloszl¶as eset¶en ezek a deriv¶altak az al¶abbi alakot Äoltik.
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7. ¶abra. G(z) jellemz}o alakja h¶arom kÄulÄonbÄoz}o g(z) ¶es a = 0:5 eset¶en

Ha 0 · z < 1 ¡ a, akkor

Gz =
¡ ln(1 ¡ a)

a
(g(z) + zgz) ¶es Gzz =

¡ ln(1 ¡ a)

a
(2gz + zgzz) :

Mivel ¡ ln(1 ¡ a)=a > 0, ez¶ert a monotonit¶asr¶ol (g(z) + zgz), a konvexit¶as-
konkavit¶asr¶ol pedig (2gz + zgzz) kifejez¶es el}ojele dÄont. Mivel g(z) konvex
m¶odon csÄokken, ez¶ert els}o deriv¶altja negat¶³v, vagyis gz < 0, a m¶asodik de-
riv¶alt pedig pozit¶³v, azaz gzz > 0. G(z) szigor¶uan monoton nÄovekszik ezen
az intervallumon, ha ¡g(z)=gz > z, de csÄokken, ha ¡g(z)=gz < z. Tov¶abb¶a
konk¶av, ha ¡z(gzz=gz) < 2 ¶es konvex, ha ¡z(gzz=gz) > 2.

Hauck ¶es VÄorÄos (2015) alapj¶an h¶arom lehets¶eges g(z) fÄuggv¶enyt vizsg¶alunk
p¶eldak¶ent. Amennyiben g(z) = C=z, ¶ugy G(z) konstans, mivel g(z)+zgz = 0,
ennek megfelel}oen pedig a m¶asodik deriv¶alt is nulla. Konvex csÄokken}o G(z)-
hez jutunk ugyanakkor, ha g(z) = C=z2. Ekkor ugyanis ¡g(z)=gz = z=2, ami
kisebb z-n¶el, az els}o deriv¶alt teh¶at negat¶³v. A konvexit¶as abb¶ol kÄovetkezik,
hogy ¡z(gzz=gz) = 3 > 2. Konk¶av nÄovekv}o G(z), ha p¶eld¶aul g(z) = Ce¡z.
Ekkor ugyanis ¡g(z)=gz = 1, mely ¶ert¶ekn¶el z kisebb, ill. lehet vele egyenl}o,
¶³gy a nÄoveked¶es z = 1 helyen ¶all meg. A konkavit¶ast tekintve ¡z(gzz=gz = z),
melyre mindig igaz, hogy 2-n¶el kisebb ¶ert¶eket vesz fel.

1 ¡ a < z · 1, akkor

Gz =
1

a
(gz(a ¡ 1 + z ¡ z ln z) ¡ g(z) ln z) ;
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Gzz =
1

a
(gzz(a ¡ 1 + z ¡ z ln z) ¡ 2gz lnz ¡ g(z)=z) :

Az el}oz}o intervallumhoz hasonl¶oan, mivel 1=a pozit¶³v, ez¶ert a z¶ar¶ojeles kife-
jez¶esek dÄontenek az el}ojelekr}ol. Ezek alapj¶an G(z) csÄokken}o z-ben, ha (a ¡
1 +z)= ln z < z + g(z)=gz, ¶es nÄovekv}o, ha az egyenl}otlens¶eg a m¶asik ir¶anyban
teljesÄul. Mivel 1¡a · z, ez¶ert (a¡1+z) nemnegat¶³v, ¶es ezt az ¶ert¶eket egy ne-
gat¶³v sz¶ammal kell osztanunk, tekintve ugyanis, hogy 0 · z · 1, ln z negat¶³v.
Az egyenl}otlens¶eg bal oldala teh¶at negat¶³v vagy nulla. ¶Atrendez¶essel kapjuk,
hogy a csÄokken¶es felt¶etele, hogy a > g(z) ln z=gz+z ln z+1¡z. A m¶asodik de-
riv¶alt pozit¶³v, azaz G(z) konvex, ha a > 2 ln zgz=gzz¡g(z)=zgzz+z ln z+1¡z.

A m¶asik intervallumon bemutatott h¶arom p¶eld¶at folytatva g(z) = C=z
eset¶en G(z) csÄokken}o, hiszen z + g(z)=gz = 0. A m¶asodik deriv¶altat tekintve
gzz = 0 miatt csak gz(1¡2 ln z) < g(z)=z egyenl}otlens¶eg teljesÄul¶es¶et szÄuks¶eges
¯gyelembe vennÄunk. Ez mindig igaz, mivel a bal oldal negat¶³v, m¶³g a jobb
pozit¶³v. G(z) teh¶at konk¶av.

Ha g(z) = C=z2, akkor z + g(z)=gz = z=2, ami csÄokken}o ir¶anyra utal.
G(z) konvex ezen az intervallumon, ha a fÄuggv¶enyre aktualiz¶alt felt¶etel, a >
z ln z=3 + z=6 + 1 ¡ z teljesÄul. ¶Atrendezve ez a ¡ 1 + z > z ln z=3 + z=6, ahol
a¡1+z ¸ 0. Numerikusan meghat¶arozva a jobb oldalon ¶all¶o kifejez¶es ¶ert¶ek¶et
z · 0:7 eset¶en negat¶³v sz¶amot kapunk, a maximum pedig z = 1 helyen 0.176,
vagyis enn¶el nagyobb a-kra biztosan konvex G(z). 0:7 · z · 1 eset¶en pedig
kis a-k mellett lehet konk¶av.

V¶egÄul g(z) = Ce¡z fÄuggv¶ennyel kalkul¶alva G(z) csÄokken, ha a > (ln z ¡
1)(z ¡ 1). Ha z · 0:44, akkor a szorzat ¶ert¶eke meghaladja az 1-et, ez¶ert az
ilyen z-kre G(z) biztosan nÄovekv}o. A z = 1 helyen van minimuma, melynek
¶ert¶eke 0. Van teh¶at csÄokken}o fÄuggv¶enyr¶esz is, amely a 0:44 < z < 1 szakaszon
kezd}odik. A konkavit¶as felt¶etele mindig teljesÄul, mivel a < 1=z +1 ¡z +(z ¡
2) ln z mindig igaz, a kifejez¶es ugyanis z = 1 helyen, 1 ¶ert¶ekkel veszi fel
minimum¶at, a maxim¶alisan pedig 1 lehet.

5. T¶etel. A 0 · z · 1¡a intervallumon K(z) = S(z)(H(z)+B(z)) line¶aris;
z = 1-ben nÄovekv}o, ha b=(b + h) > E(p), ¶es csÄokken}o, ha b=(b + h) < E(p).

Ahogy a 3. t¶abl¶azat Äosszefoglalja, S(z), H(z) ¶es B(z) tulajdons¶agai je-
lent}osen elt¶ernek egym¶ast¶ol. Amennyiben 0 · z · 1 ¡ a, ¶ugy B(z) = 0,
ez¶ert K(z) = S(z)H(z). Tekintve, hogy S(z) konstans, H(z) pedig line¶aris
ezen az intervallumon, ez¶ert K(z) is line¶aris. A kezdeti ¶ert¶ek K(0) = S(0) ¢
h(1 ¡ E(p)), ¶es H(z) monotonit¶asa dÄonti el, hogy csÄokken}o vagy nÄovekv}o-e
a fÄuggv¶eny.

0 · z < 1 ¡ a 1 ¡ a · z · 1

S(z) konstans pozit¶³v csÄokken}o; konk¶av, majd konvexre v¶althat
S(1) = 1

H(z) line¶aris; kezd}o ¶ert¶eke z = 0:5-ig konk¶av, majd konvex,
H(0) = h(1 ¡ E(p)) H(1) = hE(p)

B(z) nulla konvex nÄovekv}o,
B(1) = bE(p)

3. t¶abl¶azat. S(z), H(z) ¶es B(z) tulajdons¶agai az EPQ modellben.
Forr¶as: Hauck ¶es VÄorÄos (2015), H(z) saj¶at sz¶am¶³t¶as
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A 0 · z · 1 ¡ a intervallumon ennek kÄovetkezt¶eben vagy a z = 0 vagy a
z = 1 ¡ a helyen lesz K(z) minimuma.

A magasabb z-t, azaz lassabb min}os¶eg-ellen}orz¶est jelent}o 1 ¡ a · z · 1
intervallumon sokkal komplexebb a helyzet. Az elemz¶eshez szÄuks¶egÄunk van
K(z) kifejez¶es z szerinti els}o ¶es m¶asodik deriv¶altjaira, melyek az al¶abbiak:

Kz = Sz(H(z) + B(z)) + S(z)(Hz + Bz) ;

Kzz = Szz(H(z) + B(z)) + 2Sz(Hz + Bz) + S(z)(Hzz + Bzz) :

Az el}ojelek meg¶allap¶³t¶as¶ahoz ismernÄunk kell S(z), H(z) ¶es B(z) els}o ¶es m¶a-
sodik deriv¶altjait:

Sz = ¡
Z 1

1¡z

1

z2
f(p) dp ¶es Szz = 2

Z 1

1¡z

1

z3
f(p) dp ¡ 1

z2
f(1 ¡ z) ;

Hz = h

Z 1¡z

0

³
¡2 +

1

1 ¡ p

´
f(p) dp ¶es Hzz = h(2 ¡ 1=z)f(1 ¡ z) ;

Bz = b

Z 1

1¡z

f(p) dp ¶es Bzz = bf(1 ¡ z) :

A lehet}o legmagasabb z-hez tartoz¶o K(z) ¶ert¶ek K(1) = (h+b)E(p). Ebben a
z = 1 pontban K(z) nÄovekv}o, ha Kz(1) = ¡(h + b)E(p) + b > 0, azaz b=(b +
h) > E(p). Ut¶obbi egyenl}otlens¶eg bal oldal¶an az irodalomb¶ol j¶ol ismert (ld.
VÄorÄos, 2010) optim¶alis term¶ekel¶erhet}os¶egi szint (optim¶alis fogyaszt¶o-kiszol-
g¶al¶asi szint) ¶all. Amennyiben ez magasabb a selejtar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶en¶el,
¶ugy K(z) nÄovekv}o z = 1-ben. Nem ebben a pontban van teh¶at a fÄuggv¶eny
minimuma, hanem egy alacsonyabb z-hez, azaz magasabb min}os¶eg-ellen}orz¶esi
sebess¶eghez tartoz¶o pontban. Mivel a hi¶any fajlagos kÄolts¶ege legal¶abb annyi,
mint a fajlagos k¶eszletez¶esi kÄolts¶eg (b ¸ h), ez¶ert b=(b+h) > 1=2. Ha teh¶at a
selejtar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem haladja meg az 50%-ot, akkor K(z) nÄovekv}o
z = 1-ben. Egyenletes eloszl¶as eset¶en ez mindig teljesÄul, ugyanis a selejtar¶any
v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek maximuma 1=2.

Eddigi meg¶allap¶³t¶asaink alapj¶an teh¶at a 0 · z · 1 ¡ a intervallumon
K(z) line¶aris, ¶es lehet v¶egig nÄovekv}o vagy v¶egig csÄokken}o, z = 1-ben pedig
nÄovekv}o, ha b=(b+h) > E(p), ¶es csÄokken}o, ha b=(b+h) < E(p). Ez Äosszesen
n¶egy esetet eredm¶enyez. A 8. ¶abra k¶et olyan esetet mutat be egyenletes
eloszl¶asra, ahol a < 0:8, ez¶ert K(z) szigor¶uan monoton csÄokken a 0 · z · 1¡
a intervallumon. Enn¶el nagyobb z-kre ¶altal¶anoss¶agban annyit ¶allap¶³thatunk
meg, hogy nagyobb b-re a fÄuggv¶eny hamarabb kezd nÄovekedni, ha egy¶altal¶an
nÄovekszik. Az illusztr¶aci¶o kedv¶e¶ert egy magas ¶es egy irre¶alisan alacsony b-t
v¶alasztottunk. Ut¶obbi azt hivatott bemutatni, hogy z = 1 helyen csÄokken}o
a fÄuggv¶eny, ha b=(b + h) < E(p). A kÄolts¶egfÄuggv¶eny minimuma ez¶ert z =
1 helyen, azaz az ellen}orz¶es gyors¶³t¶as¶at n¶elkÄulÄoz}o helyen van. Magasabb
fajlagos hi¶anykÄolts¶eg eset¶en az 1 ¡ a · z < 1 intervallumon tal¶alhat¶o a
minimum.
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8. ¶abra. K(z)alakja a selejtar¶any egyenletes eloszl¶asa, a = 0:5, h = 1 ¶es b k¶et kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eke
eset¶en

9. ¶abra. K(z) alakja a selejtar¶any egyenletes eloszl¶asa, a = 0:9, h = 1 ¶es b k¶et kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eke
eset¶en (b=(b + h) > E(p))

A 9. ¶abra j¶oval magasabb maxim¶alis selejtar¶anyt enged meg (a = 0:9), ¶³gy
az els}o intervallumon K(z) szigor¶uan monoton nÄovekszik. Ez a monotonit¶as
a m¶asodik intervallum elej¶en folytat¶odik, majd mindk¶et esetben csÄokken¶es
ut¶an v¶alt ¶ujra nÄoveked¶esre. A kÄolts¶egfÄuggv¶eny minimuma ez¶ert vagy ism¶et
az 1 ¡ a · z < 1 intervallumon van, vagy a z = 0 helyen. Ut¶obbi azt
jelenti, hogy a min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶ege v¶egtelen, azaz nulla id}oegys¶eget
vesz ig¶enybe ez a tev¶ekenys¶eg. Mivel ez a gyakorlatban nem kivitelezhet}o,
ez¶ert felt¶eteleznÄunk kell z-nek egy null¶an¶al nagyobb minimum¶at, ¶es ezen zmin

mellett fenn¶all¶o fÄuggv¶eny¶ert¶eket kell ÄosszevetnÄunk a m¶asik intervallum mini-
mum¶aval.
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A fenti k¶et ¶abra seg¶³ts¶eg¶evel is Äosszefoglalhatjuk, hogy m¶³g 0 · z < 1 ¡ a
¶es z = 1 eset¶ere meg tudtunk mondani bizonyos szab¶alyszer}us¶egeket, addig
az 1 ¡ a · z < 1 intervallumon a fÄuggv¶eny a param¶eterekt}ol fÄugg}oen sz¶a-
mos kÄulÄonbÄoz}o alakot Äolthet. Ezen tulajdons¶agok nagyban befoly¶asolj¶ak az
ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny alakj¶at. Ezek kÄozÄul mutatunk meg tÄobbet a kÄovetkez}o
h¶arom p¶eld¶aban.

1a. p¶elda. Legyen g(z) = Ce¡z , C = 0:1, a = 0; 5, h = 1, b1 = 1
¶es b2 = 5. Salameh ¶es Jaber (2000) alapj¶an s = 100 ¶es D = 137. Az
ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny 0 · z < 0:5 intervallumon megegyezik a k¶et b ¶ert¶ekre,
magasabb z-kre azonban jelent}os elt¶er¶es mutatkozik. A hi¶any alacsonyabb
fajlagos kÄolts¶ege eset¶en (b1 = 1) alacsonyabb a minimum ¶ert¶eke ETCmin =
111:15N , melyet magasabb helyen (z = 0:82) vesz fel. b2 = 5 eset¶en ugyanis
z = 0; 57-ben van minimum, melynek ¶ert¶eke ETCmin = 126:36N. A hi¶any
magasabb fajlagos kÄolts¶ege teh¶at gyorsabb min}os¶eg-ellen}orz¶esre ÄosztÄonzi a
v¶allalatot.

10. ¶abra. Az 1a. p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei (g(z) = Ce¡z; C = 0:1; a = 0:5; h = 1; s = 100,
D = 137)

1b. p¶elda. TekintsÄuk az 1a. p¶eld¶at a = 0:9-re. A 0 · z < 1 ¡ a interval-
lumon ETC line¶aris nÄovekv}o, melyet 0:1 · z szakaszon n¶emi nÄoveked¶es ut¶an
csÄokken¶es, majd megint nÄoveked¶es kÄovet. Alacsony fajlagos hi¶anykÄolts¶eg
eset¶en az ÄosszkÄolts¶eg minimuma a z = 1-hez kÄozel helyezkedik el, minim¶alis
sebess¶egnÄovel¶esre van teh¶at szÄuks¶eg. Magas b ¶ert¶ek eset¶en azonban ¶epp
z = 0-ban van az elm¶eleti minimum. Att¶ol fÄugg}oen, hogy hol van z tech-
nikai minimuma, vagy abban a zmin pontban, vagy a z = 0:29 helyen veszi
fel a legalacsonyabb ¶ert¶ek¶et ETCb=5.
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11. ¶abra. Az 1b. p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei (g(z) = Ce¡z; C = 0:1; a = 0:9; h = 1; s = 100;
D = 137)

Az eddig bemutatott p¶eld¶akban z = 1 helyen nÄovekv}o volt az ÄosszkÄolts¶eg
fÄuggv¶eny, ami annak kÄoszÄonhet}o, hogy K(z) kifejez¶es nagyobb s¶ullyal szere-
pelt az Äosszegben. Ahogy a fentiekben l¶attuk, G(z) csÄokken}o z = 1-ben, ez¶ert
ennek a tagnak nagyobb s¶ulyt adva ETC is csÄokkenhet z = 1-ben, ¶³gy lehet
ezen a helyen a minimum. Az 1c. p¶eld¶aban ennek ¶erdek¶eben megnÄoveltÄuk a
min}os¶eg-ellen}orz¶es gyors¶³t¶as¶anak kÄolts¶eg¶et.

1c. p¶elda. TekintsÄuk az 1a. p¶eld¶at a = 0:9, b = 1 ¶es C = 20 mellett. A
fÄuggv¶eny menet¶et tekintve annyi v¶altoz¶as tÄort¶ent, hogy z = 1-hez kÄozeledve
a monotonit¶as tov¶abbra is csÄokken}o marad, ¶³gy a minimum z = 1 helyen van.
A min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶eg¶enek nÄovel¶ese dr¶ag¶abb teh¶at ann¶al, amennyit a
v¶allalat megtakar¶³tana a gyorsabb munkav¶egz¶es kÄovetkezt¶eben.

12. ¶abra. Az 1c. p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei (g(z) = Ce¡z; C = 20; a = 0:9; h = 1; b = 1,
s = 100; D = 137)
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Ahogy azt a p¶eld¶ak is ¶erz¶ekeltetik, az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny minimuma a
zmax ¸ z ¸ zmin intervallumon elhelyezkedhet zmin, zmax, z = 1¡a helyeken,
illetve a zmax > z > 1 ¡ a szakaszon. Amennyiben K(z) ¶es G(z) mono-
tonit¶asa ellent¶etes ir¶any¶u, ¶es G(z) annyira magas, hogy ETC nem line¶aris a
zmin · z · 1 ¡ a intervallumon, ¶ugy ezen szakasz bels}o pontja is lehet mini-
mumpont. A minimumhely megtal¶al¶as¶ara alkalmazhatjuk az EOQ modellb}ol
ismert (Hauck ¶es VÄorÄos, 2015) algoritmust.

Algoritmus

1. Kisz¶am¶³tjuk ETC(zmax) ¶ert¶ek¶et, ¶es legyen L = ETC(zmax), valamint
zopt = zmax.

2. TekintsÄuk @ETC(z)=@z deriv¶altat a (7a-e) ÄosszefÄugg¶esek ¶erv¶enyess¶ege
mellett az 1¡z · a intervallumon! Megn¶ezzÄuk, hogy @ETC(z)=@z = 0
els}orend}u felt¶etelnek l¶etezik-e megold¶asa az [1¡a; zmax] intervallumon,
¶es az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelÄolje zopt1! Az ETC(zopt1) ¶ert¶ek kisz¶am¶³t¶asa ut¶an megvizsg¶aljuk,
hogy ETC(zopt1) < L teljesÄul-e. Ha igen, akkor legyen zopt = zopt1!
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC(1¡a) ¶ert¶ek¶et
sz¶am¶³tjuk. Ha ETC(1 ¡ a) < L, akkor legyen L = ETC(1 ¡ a) ¶es
zopt = 1 ¡ a!

3. TekintsÄuk @ETC(z)=@z deriv¶altat a (7a-e) ÄosszefÄugg¶esek ¶erv¶enyess¶ege
mellett az a < 1¡z intervallumon! Megn¶ezzÄuk, hogy az @ETC(z)=@z =
0 els}orend}u felt¶etelnek l¶etezik-e megold¶asa a [zmin; 1¡a] intervallumon,
¶es az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelÄolje zopt2! Az ETC(zopt2) ¶ert¶ek kisz¶am¶³t¶asa ut¶an megvizsg¶aljuk,
hogy ETC(zopt2) < L teljesÄul-e. Ha igen, akkor legyen zopt = zopt2.
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC(zmin) ¶ert¶ek¶et
sz¶am¶³tjuk. Ha ETC(zmin) < L, akkor legyen L = ETC(zmin) ¶es
zopt = zmin!

4. L ¶ert¶eke megmondja az ¶eves k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg mini-
mum¶at. Az optim¶alis min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg pedig xopt = D=zopt

ÄosszefÄugg¶esb}ol ad¶odik. A kapott ¶ert¶eket a (10) ÄosszefÄugg¶esbe helyette-
s¶³tve megkapjuk a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag, Qopt szintj¶et.

3.2 A min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg nÄovel¶ese egym¶ast¶ol
fÄuggetlen ciklusokban

Az eddigiekhez k¶epest ebben a szakaszban arra az esetre terjesztjÄuk ki vizs-
g¶al¶od¶asainkat, hogy mi tÄort¶enik, ha az egym¶ast kÄovet}o k¶eszletez¶esi peri¶odu-
sokban elt¶er}o lehet a selejtar¶any. Ez olyan ingadoz¶asokhoz is vezethet, hogy
egyes ciklusokban keletkezik h¶atral¶ek, m¶³g m¶asokban nem.
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13. ¶abra. K¶eszletalakul¶asi diagram egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokra, a m¶asodik peri¶odusban
magasabb selejtar¶annyal. Forr¶as: VÄorÄos (2013) alapj¶an saj¶at szerkeszt¶es

A 13. ¶abra egy olyan p¶eld¶at szeml¶eltet, ahol az els}o ciklusban m¶eg alacso-
nyabb volt a selejtar¶any, ez¶ert nem fordult el}o hi¶any, a m¶asodikban azonban
olyan szint}u meghib¶asod¶as tÄort¶ent, hogy jelent}os mennyis¶eg}u h¶atral¶ek hal-
moz¶odott fel. Ennek megfelel}oen a m¶asodik peri¶odus csak az ¶atvizsg¶al¶asi
id}oszak v¶eg¶eig tart, vagyis rÄovidebb az els}on¶el. Az ¶eves k¶eszletez¶esi ÄosszkÄolt-
s¶eg meghat¶aroz¶as¶ahoz teh¶at a ciklushossz v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶evel kell sz¶amolnunk.
Ehhez tudnunk kell, hogy egy peri¶odus Q(1¡p)=D ideig tart, ha nincs hi¶any,
¶es Q=x ideig, ha van:

CL(Q; z) =

½
Q(1 ¡ p)=D ha 0 · p · 1 ¡ z ,
Q=x ha 1 ¡ z < p · 1 .

A ciklushossz (CL) v¶arhat¶o ¶ert¶eke teh¶at:

ECL(Q; z) =

Z 1¡z

0

Q(1 ¡ p)

D
f(p) dp +

Z 1

1¡z

Q

x
f(p) dp =

=
Q

D

³Z 1¡z

0

(1 ¡ p)f(p) dp + z

Z 1

1¡z

f(p) dp
´

=
Q

D
S(z) :

(12)

Egy ¶evben teh¶at 1=ECL = D=(QS(z)) peri¶odust felt¶etelezÄunk, ha S(z) > 0.
S(z) de¯n¶³ci¶oja alapj¶an (ld. 7a) E(p) < 1 eset¶en pozit¶³v. Mindig teljesÄul
teh¶at a felt¶etel, mivel ha a selejtar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶eke 100% lenne (E(p) =
1), akkor a v¶allalkoz¶as m}ukÄod¶es¶enek nem lenne ¶ertelme. A k¶eszletez¶esi ¶es
h¶atral¶ek kÄolts¶egek v¶arhat¶o Äosszege egy ciklusban:

ECC(Q; z) =

Z 1¡z

0

HCC1(Q; z)f(p) dp +

Z 1

1¡z

(HCC1(Q; z) + BCC2)f(p) dp =

= h
Q2

2D
H(z) ;

ahol

H(z) =

Z 1¡z

0

(2pz + (1 ¡ p)2 ¡ z)f(p) dp +

+ z

Z 1

1¡z

(p +
b

h
(z ¡ 1 + p))f(p) dp :

(13)
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A fentiekb}ol kÄovetkez}oen a k¶eszletez¶esi ÄosszkÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke:

ETC(Q; z) =
ND

QS(x)

³
s +

hQ2H(z)

2D
+

g(z)zQ

D

´
=

=
N

S(x)

³sD

Q
+

hQH(z)

z
+ zg(z)

´
;

(14a)

¶³gy a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag minden E(p) < 1-re

Qopt(z) =

r
2sD

h

s
1

H(z)
: (14b)

6. T¶etel. Egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokat felt¶etelezve, az EPQ modellben
tÄobb elemb}ol ¶all a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag, mint az EOQ modellben.

H(z)-t Äosszehasonl¶³tva az EOQ modellre ¶erv¶enyes ¶ert¶ek¶evel, az EPQ-ra
jellemz}o ¶ert¶ek z egys¶eggel kevesebb. Ebb}ol kÄovetkez}oen (14b) miatt a gaz-
das¶agos sorozatnagys¶ag nagyobb az EPQ modellben, ami megfelel a szak-
irodalom min}os¶eg-ellen}orz¶es n¶elkÄuli EOQ ¶es EPQ modelljeivel kapcsolatos
meg¶allap¶³t¶asainak.

(14) felhaszn¶al¶as¶aval a kÄovetkez}o optimaliz¶al¶asi probl¶em¶ahoz jutunk:

min
z

ETC(z)=N = (
p

2sDh
p

H(z) + zg(z))=S(z) (15)

A zg(z) kifejez¶es z szerinti deriv¶altja (g(z)+zgz), ahol mivel g(z) csÄokken}o,
ez¶ert gz el}ojele negat¶³v, ¶³gy az Äosszeg is lehet negat¶³v. A fentiekben vizsg¶alt
fÄuggv¶enyek kÄozÄul g(z) = C=z eset¶en a deriv¶alt ¶ert¶eke nulla, ez¶ert zg(z) kons-
tans. Negat¶³v a deriv¶alt el}ojele, ha g(z) = C=z2, ¶es pozit¶³v, ha g(z) = Ce¡z.
A m¶asodik deriv¶altak alapj¶an el}obbi konvex csÄokken¶est, m¶³g ut¶obbi konk¶av
nÄovekv¶est jelent z-ben.

7. T¶etel. FÄuggetlen ciklusok eset¶en S(z) viselked¶ese megegyezik az EOQ
modellben (Hauck ¶es VÄorÄos 2015) le¶³rtakkal, H(z) tulajdons¶agai azonban
elt¶ernek att¶ol. A kezdeti ¶ert¶ekek megegyeznek, a 0 · z < 1 ¡ a interval-
lumon H(z) line¶aris, de az EOQ modellben nÄovekv}o, m¶³g az EPQ modellben
csÄokken}o. Az 1¡a · z · 1 intervallumon mindk¶et esetben konvex a fÄuggv¶eny,
EOQ-ra nÄovekv}o. A z = 1 helyen felvett ¶ert¶ek az EOQ modellben egys¶egnyivel
nagyobb, mivel a k¶et fÄuggv¶eny ¶ert¶eke kÄozÄott z egys¶egnyi kÄulÄonbs¶eg van.

0 · z < 1 ¡ a 1¡ a · z · 1
S(z) konstans pozit¶³v, konvex nÄovekv}o,

¶ert¶eke 1 ¡ E(p) S(1) = 1
H(z) { EOQ modell line¶aris nÄovekv}o, konvex nÄovekv}o,

H(0) = E(1¡ p)2 H(1) = 1 + E(p) + bE(p)=h
H(z) { EPQ modell line¶aris csÄokken}o, konvex,

H(0) = E(1¡ p)2 H(1) = E(p)(1 + b=h)

4. t¶abl¶azat. S(z) ¶es H(z) tulajdons¶agai fÄuggetlen ciklusok eset¶en.
Forr¶as: Hauck ¶es VÄorÄos (2015), valamint saj¶at sz¶am¶³t¶as



EPQ modellek v¶altoztathat¶o min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg eset¶en 171

Mivel

Hz =

Z 1¡z

0

(2p ¡ 1)f(p) dp +

Z 1

1¡z

(p +
b

h
(2z ¡ 1 + p))f(p) dp ;

ez¶ert egyenletes eloszl¶as eset¶en H(z) line¶aris csÄokken}o a z < 1 ¡ a interval-
lumon, ugyanis Hz = a ¡ 1, ami a < 1 miatt negat¶³v. A fÄuggv¶eny konvex az
1 ¡ a · z · 1 intervallumon, mivel

Hzz = z(1 + b=h)f(1 ¡ z) + (2b=h)

Z 1

1¡z

f(p) dp > 0 :

Nem ¶allap¶³thatunk meg az eg¶esz intervallumra jellemz}o monotonit¶asi ir¶anyt,
viszont z = 1-ben a fÄuggv¶eny nÄovekv}o, mivel Hz(1) = E(p)+E(1+p)¢b=h > 0.

A 14. ¶abra egyenletes eloszl¶asra ¶es k¶et kÄulÄonbÄoz}o a-ra mutatja be H(z)
alakj¶at. L¶athatjuk, hogy a csÄokken¶es a m¶asodik intervallumra ¶erve is foly-
tat¶odik, majd a minimumot elhagyva konvex m¶odon nÄovekszik.

14. ¶abra. H(z) alakja egyenletes eloszl¶asra a = 0:5 ¶es a = 0:1 eset¶en (h = b = 1)

8. T¶etel. A (15) optimaliz¶al¶asi probl¶em¶aban szerepl}o
p

H(z)=S(z) h¶anyados
a 0 · z < 1¡a intervallumon csÄokken}o; z = 1 helyen nÄovekv}o, ha b=(b+h) >
E(p), ¶es csÄokken}o, ha b=(b + h) < E(p).

A
p

H(z)=S(z) tÄort z szerinti deriv¶altj¶anak el}ojel¶et (S(z)Hz ¡ 2H(z)Sz)
el}ojele hat¶arozza meg. Ha 0 · z < 1 ¡ a, akkor mivel Sz = 0, S(z) > 0 ¶es
Hz < 0, ez¶ert negat¶³v eredm¶enyt kapunk, a h¶anyados teh¶at z-ben csÄokken.
A z = 1 helyen tudjuk, hogy S(1) = 1, Sz(1) = 1, H(1) = (1 + b=h)E(p)
¶es Hz(1) = E(p) + (b=h)E(1 + p). Ebb}ol kÄovetkez}oen S(z)Hz ¡ 2H(z)Sz =
¡(1 + b=h)E(p) + b=h, ami pozit¶³v, teh¶at a h¶anyados nÄovekv}o z = 1 helyen,
ha b=(b+ h) > E(p), ¶es negat¶³v, teh¶at csÄokken¶est tapasztalhatunk, ha b=(b+
h) < E(p). Ez a tulajdons¶ag megegyezik az 5. t¶etelben K(z) szorzatra tett
meg¶allap¶³t¶assal.

9. T¶etel. A 0 · z < 1 ¡ a intervallumon ETC(z) ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny
csÄokken}o, ha g(z) + zgz < 0, ¶es abban a ritka esetben nÄovekv}o, ha

¡
p

2sDh ¢ (Hz=2
p

H) < g(z) + zgz :
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A z = 1 helyen a fÄuggv¶eny csÄokken}o, ha b=(b + h) < E(p). Ha b=(b + h) >
E(p), akkor a csÄokken¶es felt¶etele:

gz <
³p

2sDh(E(p)(1 + b=h) ¡ b=h
´
=2

p
E(p)(1 + b=h) :

Az ÄosszkÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek minimum¶at keresve meghat¶arozzuk (15)
menet¶et. Az els}o deriv¶alt az al¶abbi alakot Äolti:

@

@z
(ETC=N) =

³p
2sDh(SHz=2

p
H ¡ Sz

p
H) + (g(z) + zgz)S ¡ Szzg(z)

´
=S2 :

(16)

A 8. t¶etel alapj¶an a 0 · z < 1 ¡ a intervallumon az Äosszeg els}o tagja csÄok-
ken}o. A m¶asodik tagban Sz = 0 ¶es S(z) > 0 miatt g(z)+zgz dÄont az el}ojelr}ol,
melynek viselked¶es¶et a fentiekben mutattuk be. ÄOsszess¶eg¶eben meg¶allap¶³t-
hatjuk, hogy a 0 · z < 1¡a intervallumon az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny csÄokken}o,
ha g(z) + zgz < 0. Nem minimum teh¶at a z = 0 pont, ahol a min}os¶eg-ellen-
}orz¶es sebess¶ege minden hat¶aron t¶ul nÄovelt. NÄoveked¶es is elk¶epzelhet}o ezen
az intervallumon, ha g(z) + zgz > 0 (pl. g(z) = Ce¡z fÄuggv¶enyt felt¶etelezve)
¶es

p
2sDh rendk¶³vÄul alacsony: ¡

p
2sDh(Hz=2

p
H) < g(z) + zgz.

A z = 1 helyen (16) m¶asodik tagja mindig negat¶³v, mivel S(z) = Sz(z) =
1, amib}ol (g(z) + zgz)S ¡ Szzg(z) = gz, ami pedig de¯n¶³ci¶o szerint negat¶³v.
(16) els}o tagja a 8. t¶etel alapj¶an szint¶en csÄokken}o a z = 1 helyen, ha b=(b +
h) < E(p). Ebben az esetben teh¶at az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny biztosan csÄokken}o
z = 1-ben, vagyis lehet minimumhely. Ez azt jelenti, hogy a min}os¶eg-
ellen}orz¶es sebess¶ege a napi kereslet Äutem¶evel egyezik meg.

(16) els}o tagja pozit¶³v z = 1-ben, ha b=(b+h) > E(p), ez¶ert az ÄosszkÄolts¶eg
lehet nÄovekv}o ezen a helyen. Tekintve, hogy a hi¶any fajlagos kÄolts¶ege jellem-
z}oen magasabb, mint a k¶eszlettart¶as¶e, ez¶ert b=(b + h) > 0:5 re¶alis felt¶etele-
z¶es. Az egyenl}otlens¶eg m¶asik oldal¶an ¶all¶o E(p) a selejtar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶eke,
¶³gy jellemz}oen kevesebb 0.5-n¶el. Egyenletes eloszl¶asn¶al p¶eld¶aul E(p) = a=2
¶es a < 1 miatt igaz ez az ¶all¶³t¶as. ÄOsszess¶eg¶eben teh¶at b=(b + h) > E(p)
teljesÄul¶ese a val¶osz¶³n}ubb. Ebben az esetben (16) csÄokken}o z = 1-ben, ha

gz <
³p

2sDh(E(p)(1 + b=h) ¡ b=h
´
=2

p
E(p)(1 + b=h) :

2a. p¶elda. Legyen g(z) = C=z2, b = 2h ¶es a = 0:5. Salameh ¶es Jaber
(2000) p¶eld¶aj¶anak megfelel}oen

p
2sDh = 165:53. Az el}oz}o egyenl}otlens¶eget

aktualiz¶alva ¶es egyenletes selejteloszl¶ast felt¶etelezve, az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶eny
csÄokken}o z = 1-ben, ha ¡2C < ¡119:5, azaz C > 59:75.
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15. ¶abra. A 2a. p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei. g(z) = C=z2; g(zmax) = 0; zmax = 1; zmin = 1;
a = 0:5; b = 2h; s = 100; D = 137

A 15. ¶abra bemutatja, hogy a min}os¶eg-ellen}orz¶es nÄovel¶es¶enek magas kÄolt-
s¶ege (C = 60) mellett a fÄuggv¶eny csÄokken}o z = 1-ben, azaz a v¶allalatnak nem
c¶elszer}u gyors¶³tania az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eget. A minimum ¶ert¶eke ETC(1) =
143:4N . Amennyiben azonban olcs¶obban (C = 10) tudja megval¶os¶³tani
a gyors¶³t¶ast, ¶ugy az ÄosszkÄolts¶eg minimuma alacsonyabb z, azaz magasabb
¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eg mellett ¶all el}o. EsetÄunkben z = 0:73-ban veszi fel a
minimumot, ETC = 134:8N ¶ert¶ekkel.

2b. p¶elda. Legyen g(z) = 5=z, a = 0:5, zmin = 0:1,
p

2sDh = 165:53,
h = 1, b1 = 1 ¶es b2 = 2. A 7. t¶etelnek megfelel}oen ETC a 0 · z <
1 ¡ a intervallumon csÄokken}o, z = 1-ben pedig nÄovekv}o. A minimum ez¶ert
a 0:5 · z · 1 szakaszon tal¶alhat¶o. Ahogy az a 16. ¶abr¶an is l¶atszik, a
hi¶any fajlagos kÄolts¶eg¶enek emel¶ese sÄurgeti a min}os¶egellen}orz¶est, b1 = 1 eset¶en
ugyanis z = 0:8, m¶³g b2 = 2-re z = 0:69 a minimum helye. A minimum ¶ert¶eke
rendre 115:6N ¶es 123:3N .

2c. p¶elda. Legyen g(z) = 5=z2, a1 = 0:1, a2 = 0:8, zmin = 0:1,
p

2sDh =
165:53, h = 1 ¶es b = 5. A 7. t¶etelnek megfelel}oen ETC a 0 · z < 1 ¡ a
intervallumon csÄokken}o, z = 1-ben pedig nÄovekv}o. A minimum ez¶ert az
1 ¡ a · z · 1 szakaszon tal¶alhat¶o. Ahogy az a 16. ¶abr¶an l¶athat¶o, a selejt-
ar¶any v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶ese gyorsabb min}os¶eg-ellen}orz¶esre k¶eszteti
a c¶eget, a2 = 0:8 eset¶en ugyanis ETCopt(0:42) = 185:23N , m¶³g a1 = 0:1-re
ETCopt(0:92) = 56:8N .

Az ÄosszefÄugg}o ¶es egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusok Äosszehasonl¶³t¶as¶ahoz Hauck
¶es VÄorÄos (2015) EOQ modellekre vonatkoz¶o p¶eld¶aj¶at oldjuk meg. Ez lehet}ov¶e
teszi, hogy nemcsak a k¶et rendszert¶³pust, de az EOQ ¶es az EPQ modellv¶al-
tozatok kÄulÄonbs¶egeit is Äossze tudjuk vetni egym¶assal:

3. p¶elda. Legyen g(z) = 5=z2, a = 0:95, zmin = 0:1,
p

2sDh = 165:53,
h = 1 b1 = 1 ¶es b2 = 5. A p¶eld¶at a 17. ¶abra illusztr¶alja.
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16. ¶abra. A 2b ¶es 2c p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei

17. ¶abra. A 3. p¶elda ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyei. g(z) = C=z2; g(zmax) = 0; zmax = 1; zmin = 0:1,
C = 5; a = 0:95; s = 100; D = 137

Alacsony fajlagos hi¶anykÄolts¶eg eset¶en (b1 = 1) az ÄosszefÄugg}o ¶es a fÄuggetlen
ciklusokat bemutat¶o ETC gÄorb¶ek alakja hasonl¶o. A minimum mindk¶et eset-
ben z = 1 helyen van, ¶ert¶eke 161:34N . A min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶eg¶et nÄovel-
ve { teh¶at a gÄorb¶en jobbr¶ol balra haladva { azonban jelent}osen magasabb az
ÄosszefÄugg}o ciklusokra vonatkoz¶o ÄosszkÄolts¶eg. Ennek oka, hogy a selejt lehet}o
legmagasabb ar¶anya magas: a = 0:95.

Amennyiben megnÄoveljÄuk a h¶atral¶ek fajlagos kÄolts¶eg¶et (b2 = 5), ¶ugy az
optimumban is nagyobb elt¶er¶est tapasztalhatunk. Ism¶et az ÄosszefÄugg}o ciklu-
sokra vonatkoz¶o ÄosszkÄolts¶eg a magasabb ETCmin(0:45) = 24:85N , melynek a
helye az egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokhoz k¶epest magasabb z helyen van, ami
lassabb min}os¶eg-ellen}orz¶est jelent. Ennek minimuma ugyanis ETCmin(0:36) =
213:07N .

Az EOQ modell ugyanezen p¶eld¶ara kapott eredm¶enyeit tekintve b1 = 1
eset¶en ugyan¶ugy z = 1 helyen van a minimum. ÄOsszefÄugg}o ciklusokra b2 = 5
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mellett nem tal¶altunk nagy kÄulÄonbs¶eget, ugyanis zopt = 0:53 (vs. 0.45). Egy-
m¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusok eset¶en jelent}osebb kÄulÄonbs¶eg mutatkozik, az Äossz-
kÄolts¶eg fÄuggv¶eny ugyanis a zopt = 0:16 (vs. 0.36) helyen, teh¶at j¶oval gyorsabb
min}os¶eg-ellen}orz¶es mellett (xopt = 865 vs. xopt = 304) veszi fel minimum¶at.
A fentiekben ¶es a szakirodalomban meg¶allap¶³tottaknak megfelel}oen az EPQ
modellben magasabb a gazdas¶agos sorozatnagys¶ag. A b2 = 5 esetben Äossze-
fÄugg}o ciklusokat felt¶etelezve 219 egys¶eg ¶all az EOQ 148 darabos sorozat-
nagys¶ag¶aval szemben, m¶³g egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokra kisebb a kÄulÄonbs¶eg,
252 vs. 232 darab. Ahogy l¶attuk, nem ¶allap¶³thatunk meg hasonl¶o szab¶aly-
szer}us¶eget azonban a min}os¶eg-ellen}orz¶es optim¶alis sebess¶eg¶ere vonatkoz¶oan.

4 KÄovetkeztet¶esek

A tanulm¶anyban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket ¶³r-
tunk fel, melyek ¯gyelembe veszik, hogy elad¶as el}ott minden egyes term¶eket ¶at
kell vizsg¶alnia a v¶allalatnak, hogy azok megfelelnek-e a min}os¶egi elv¶ar¶asoknak
vagy sem. A min}os¶egellen}orz¶es sebess¶ege dÄont¶esi v¶altoz¶o, ¶³gy a gazdas¶agos
sorozatnagys¶ag mellett ennek is kerestÄuk az optim¶alis ¶ert¶ek¶et. MegjegyeztÄuk,
hogy a sebess¶eg nÄovel¶es¶enek akkor van ¶ertelme, ha az lassabb a termel¶esi r¶a-
t¶an¶al. Amennyiben a termel¶esi r¶ata a sz}uk keresztmetszet, ¶ugy az optim¶alis
sebess¶egre tett meg¶allap¶³t¶asokat a termel¶es sebess¶eg¶ere ¶ertelmezhetjÄuk.

A rendszer viselked¶es¶enek k¶et t¶³pus¶at kÄulÄonbÄoztettÄuk meg aszerint, hogy
minden keresletet ki tud-e el¶eg¶³teni a v¶allalat vagy sem. Amennyiben az adott
napon tal¶alt j¶o min}os¶eg}u term¶ekek sz¶ama meghaladja a napi keresletet, ¶ugy
nem keletkezik hi¶any. Ebben az esetben a min}os¶eg-ellen}orz¶es sebess¶eg¶et akkor
lehet ¶erdemes nÄovelni, ha a selejtar¶any el¶eri az Äotven sz¶azal¶ekot. H¶atral¶ek ke-
letkez¶ese eset¶en a sebess¶eg nÄovel¶ese csÄokkenti a hi¶any ¶atlagos szintj¶et, a k¶esz-
leten tart¶asi kÄolts¶egeket nem befoly¶asolja, ugyanakkor nÄoveli a sorozatkezd¶e-
sek sz¶am¶at. A selejtar¶any val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, amely meghat¶aroz¶o hat¶assal
lehet arra, hogy keletkezik-e h¶atral¶ek. A v¶allalat ugyanezt a min}os¶eg-ellen}or-
z¶esi sebess¶eg (termel¶esi r¶ata) megfelel}o v¶altoztat¶as¶aval tudja befoly¶asolni.

Az elemz¶est ÄosszefÄugg}o ¶es egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusokra is elv¶egeztÄuk.
El}obbi azt jelenti, hogy a rendszer minden egyes peri¶odusban olyan selejt-
ar¶anyt ¶es modellt¶³pust mutat, ahogy az az els}oben kialakult. ÄOsszehasonl¶³-
tottuk ezt azzal az esettel, hogy minden peri¶odus v¶eg¶en az el}oz}ot}ol fÄuggetlen
¶allapot ¶all el}o. Jelent}os kÄulÄonbs¶egeket akkor tapasztaltunk, amikor magas
fajlagos hi¶anykÄolts¶eggel kalkul¶altunk.

A probl¶em¶at a sebess¶egv¶altoztat¶as kÄolts¶eg¶enek h¶arom kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u
fÄuggv¶enye mellett vizsg¶altuk meg. A k¶eszletez¶essel kapcsolatos ÄosszkÄolts¶eg
minimum¶at minden esetben a sorozatnagys¶ag ¶es az ¶atvizsg¶al¶asi sebess¶eg
dÄont¶esi v¶altoz¶ok ment¶en hat¶aroztuk meg. Kit¶ertÄunk arra is, hogyan hatnak
az ÄosszkÄolts¶eg fÄuggv¶enyre olyan param¶eterek, mint a selejtar¶any maxim¶alisan
el¶erhet}o ¶ert¶eke, valamint a hi¶any fajlagos kÄolts¶ege. Ahogy az EOQ modell-
ben, itt is igazol¶ast nyert, hogy a hi¶any fajlagos kÄolts¶eg¶enek emel¶ese kÄulÄonÄosen
sÄurgeti az ¶atvizsg¶al¶ast. Az EOQ modellhez k¶epest a gazdas¶agos sorozatnagy-
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s¶ag mind ÄosszefÄugg}o, mind egym¶ast¶ol fÄuggetlen ciklusok eset¶en magasabb
lett, a min}os¶eg-ellen}orz¶esi sebess¶eg optim¶alis szintje azonban hol magasabb,
hol alacsonyabb ¶ert¶eket mutatott.
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EPQ MODELS WITH THE SCREENING SPEED AS DECISION VARIABLE

In this paper, we consider Economic Production Quantity (EPQ) models where
screening of every item is carried out before selling the lot. The proportion of
defective items is random, and imperfect products found leave the system in a
batch at the end of the screening period. Production rate and screening speed
are decision variables. Enhancing speed of the bottleneck makes backlogging costs
decrease and { depending on the proportion of defections { it does also a®ect
holding and setup costs. Our goal is to ¯nd the minimum of the related total cost
for di®erent types of screening accelerating cost functions. Analysis is carried out
for connecting and independent cycles as well, where percentage of defection stays
the same and can change from period to period, respectively. Results are compared
to those of Economic Order Quantity models.

Keywords: EPQ model, screening speed, lot size
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AZ ELS}O DEMOGR¶AFIAI OSZTAL¶EK, ¶ES
MAGYARORSZ¶AGI ALAKUL¶ASA1

BERDE ¶EVA { KUNCZ IZABELLA
Budapesti Corvinus Egyetem

CikkÄunkben a nemzeti transzfersz¶aml¶akon alapul¶o nÄoveked¶esi modellekkel
foglalkozunk, illetve az ilyen t¶³pus¶u modellek ¶altal meghat¶arozott ¶un. els}o
demogr¶a¯ai osztal¶ekot bontjuk fel Äosszetev}oire. Megmutatjuk, hogy az els}o
demogr¶a¯ai osztal¶ek a koroszt¶alyos n¶epess¶egi sz¶amok alakul¶as¶an k¶³vÄul nagy-
ban fÄugg a koroszt¶alyos munkajÄovedelem ¶es fogyaszt¶as adatait¶ol is. Ezen
¶ert¶ekek t¶eves becsl¶ese torz¶³thatja az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekra vonatkoz¶o
sz¶am¶³t¶asok eredm¶enyeit, ak¶ar olyan m¶ert¶ekben is, hogy pozit¶³v nÄoveked¶esi
faktor helyett negat¶³vat mutat ki.

Journal of Economic Literature (JEL) k¶od: E24, O49

1 Bevezet¶es

CikkÄunkben a demogr¶a¯ai ¶atmenetet ¯gyelembe vev}o, nemzeti transzfer-
sz¶aml¶akon alapul¶o nÄoveked¶esi modellekkel foglalkozunk, illetve az ilyen t¶³pus¶u
modellek ¶altal meghat¶arozott ¶un. els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekot bontjuk fel
Äosszetev}oire. A kÄozgazdas¶agtan nagy utat j¶art be, m¶³g a Harrod [1939] ¶es Do-
mar [1946] t¶³pus¶u modellekt}ol Solow [1956] ¶es Swan [1956] modellj¶en ¶at, majd
a lakoss¶ag inhomogenit¶as¶at is ¯gyelembe vev}o egyÄutt¶el}o nemzed¶ekeket tar-
talmaz¶o modellek (Samuelson [1958], Diamond [1965]) ut¶an, a Yaari [1965],
Blanchard [1985] valamint a Barro [1991, 1998]-f¶ele modelleken keresztÄul elju-
tott a Lee [1980, 1994], Bloom ¶es Williamson [1998], Feyrer [2007], valamint
Mason ¶es Lee [2007] t¶³pus¶u, kifejezetten a lakoss¶agi koroszt¶alyok n¶epess¶eg-
sz¶am¶anak, fogyaszt¶as¶anak ¶es jÄovedelm¶enek m¶odosul¶as¶an alapul¶o nÄoveked¶esi
modellekhez.

Ezek a modellek elvetik azt a kor¶abbi implicit feltev¶est, hogy a n¶epess¶eg
kor szerinti Äosszet¶etele ¶alland¶o. A koroszt¶alyos n¶epess¶eg v¶altoz¶as¶ara ¶epÄul}o
kÄozgazdas¶agi gondolkod¶asnak k¶et, egym¶assal ÄosszefÄugg}o ir¶anyzata van: a
megtakar¶³t¶asok ¶es beruh¶az¶asok ¶eletciklus modellez¶ese (l¶asd pl. Lee ¶es szer-
z}ot¶arsai [2000], Bloom ¶es szerz}ot¶arsai [2003], Augusztinovics [1992] valamint
Simonovits [2003]), ¶es a munka termel¶ekenys¶eg¶enek korspeci¯kus v¶altoz¶as¶an
alapul¶o nÄoveked¶esi modellez¶es. Ez ut¶obbi r¶eszek¶ent a nemzeti transzfersz¶am-
l¶akkal (National Transfer Accounts, rÄovid¶³t¶essel NTA) foglalkoz¶o irodalmak
(l¶asd pl. Dramani ¶es Ndiaye [2012], Mason ¶es Lee [2013], Prskawetz ¶es Sambdt
[2014], G¶al ¶es szerz}ot¶arsai [2011]) megk¶³s¶erlik megbecsÄulni az ¶un. demogr¶a¯ai

1Be¶erkezett: 2014. okt¶ober 20. E-mail: eva.berde@uni-corvinus.hu.
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osztal¶ek valamelyik, vagy mindk¶et elem¶enek (els}o ¶es m¶asodik demogr¶a¯ai
osztal¶ek, angolul ¯rst and second demographic dividend) alakul¶as¶at.

Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek azt mutatja meg, hogy egy saj¶atos ¶ertelmez¶es
szerint tekintett dolgoz¶oi l¶etsz¶am (munk¶asok) nÄoveked¶esi Äuteme (esetenk¶ent
ez csÄokken¶est is jelenthet) milyen ¶ert¶ekkel t¶er el egy szint¶en saj¶atos ¶ertelmez¶es
szerint tekintett fogyaszt¶oi l¶etsz¶am nÄoveked¶esi Äutem¶et}ol (mely ut¶obbi szint¶en
jelenthet csÄokken¶est). Amennyiben az elt¶er¶es pozit¶³v, akkor az els}o demogr¶a-
¯ai osztal¶ek nÄovekszik, negat¶³v ¶ert¶ek eset¶en pedig csÄokken. Mind a munk¶asok,
mind a fogyaszt¶ok sz¶am¶anak saj¶atos ¶ertelmez¶ese ¶ugy tÄort¶enik, hogy egy mun-
k¶asnak, illetve egy fogyaszt¶onak tekintjÄuk az el}ore rÄogz¶³tett koroszt¶alyba tar-
toz¶o lakosok ¶atlagos jÄovedelm¶et termel}o, illetve ¶atlagos fogyaszt¶asi ¶ert¶ek¶et
elfogyaszt¶o, adott ¶evben ¶el}o embert. Ez¶ert az id}osebbek ¶es ¯atalabbak ¶alta-
l¶aban kevesebbet ,,¶ernek" egy munk¶asn¶al, de fogyaszt¶as szempontj¶ab¶ol egy-
ar¶ant jelenthetnek egyn¶el tÄobb, vagy egyn¶el kevesebb fogyaszt¶ot is.

CikkÄunkben egyr¶eszt megmutatjuk azt, hogy az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek
sz¶amszer}us¶³t¶esekor fontos a jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatok pontos ¶ert¶eke, ¶es
ha kÄozel¶³t¶esk¶eppen m¶as orsz¶ag, vagy m¶asik ¶ev jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatait
haszn¶aljuk, akkor az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek ak¶ar a nÄoveked¶es tendenci¶aj¶at
tekintve is adhat t¶eves eredm¶enyt. Emellett arra is felh¶³vjuk a ¯gyelmet, hogy
az osztal¶ek nagys¶ag¶at annak a koroszt¶alynak a korhat¶ara is befoly¶asolhatja,
akiknek az ¶atlagos jÄovedelm¶et ¶es ¶atlagos fogyaszt¶as¶at tekintjÄuk a viszony¶³t¶asi
alapnak. M¶³g az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek a lakoss¶ag jÄovedelemtermel¶es¶et}ol
¶es fogyaszt¶as¶at¶ol fÄugg, addig a m¶asodik demogr¶a¯ai osztal¶ek a munkak¶epes
kor¶uak megtakar¶³t¶as¶anak, id}osebb koruk meg¶elhet¶es¶et ¯nansz¶³roz¶o ¯zikai ¶es
hum¶an t}okeberuh¶az¶asainak a fÄuggv¶enye. A m¶asodik demogr¶a¯ai osztal¶ek
azonban meghaladja a most vizsg¶alni k¶³v¶ant k¶erd¶esek t¶emakÄor¶et.

A demogr¶a¯ai hat¶asok legal¶abb kÄozvetett ¯gyelembe v¶etele a mai nÄo-
veked¶esi modellekben m¶ar olyannyira ¶altal¶anos, hogy ha egy szerz}o egy¶eb
ir¶any¶u c¶eljai kÄovetkezt¶eben m¶egis eltekint a demogr¶a¯ai v¶altoz¶asokt¶ol, akkor
ezt ¶altal¶aban meg is indokolja (l¶asd pl. Bessenyei ¶es Horv¶ath [2012]). Je-
len tanulm¶anyunkban ¶eppen a demogr¶a¯ai v¶altoz¶asok nÄoveked¶est befoly¶asol¶o
hat¶asa a kÄoz¶eppontba ¶all¶³tott k¶erd¶es. A bevezet¶es ut¶an, a m¶asodik r¶eszben is-
mertetjÄuk az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek fogalm¶at, ¶es az osztal¶ek szempontj¶ab¶ol
kulcsfontoss¶ag¶u eltart¶asi r¶ata (angolul support ratio) de¯n¶³ci¶oj¶at. A har-
madik r¶eszben a demogr¶a¯ai osztal¶ek magyarorsz¶agi alakul¶as¶at mutatjuk be,
adathi¶any miatt azzal a t¶eves m¶odszerrel, amire a m¶asodik r¶eszben h¶³vjuk
fel a ¯gyelmet. Nem tehettÄunk azonban m¶ast, mert a szÄuks¶eges jÄovedelmi
¶es fogyaszt¶asi adatok pillanatnyilag csak egyetlen ¶evre vonatkoz¶oan ¶allnak
rendelkez¶esre. RÄogtÄon meg is mutatjuk, hogy mennyivel m¶as eredm¶enyt kap-
tunk volna, ha m¶as ¶ev, vagy m¶as orsz¶ag jÄovedelemi ¶es fogyaszt¶asi adatait
illesztettÄuk volna a magyar demogr¶a¯ai ¶ert¶ekek mell¶e. Egyel}ore azonban a
m¶eg frissnek tekinthet}o nemzetkÄozi szakirodalom pontosan ezt a m¶odszert al-
kalmazza, amelynek vesz¶elyeire ¶epp ezekkel, a Magyarorsz¶agra sz¶amszer}us¶³tett
kÄulÄonbÄoz}o osztal¶eknagys¶agokkal k¶³v¶anjuk felh¶³vni a ¯gyelmet. V¶egezetÄul,
cikkÄunk befejez¶esek¶ent, levonjuk a kÄovetkeztet¶eseket, ¶es utalunk a koroszt¶alyi
hat¶arok megv¶alaszt¶as¶anak szerep¶ere is.
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2 Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek

A tov¶abbiakban Mason [2005] jelÄol¶eseit alkalmazva mutatjuk be azt a nÄoveke-
d¶esi modellt, melyhez kapcsol¶od¶oan de¯ni¶alhat¶o az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek.
A modellben szÄuks¶eg van a ¯gyelembe vett ¶evek lakoss¶agi jÄovedelm¶ere ¶es
fogyaszt¶as¶ara. A jÄovedelem a megtermelt munkajÄovedelmet jelenti, melyet
a statisztikai adatgy}ujt¶es sor¶an a nett¶o b¶erek, valamint a munkav¶allal¶o ¶es
a munk¶altat¶o ¶altal ki¯zetett ad¶ok Äosszegek¶ent sz¶amszer}us¶³tenek. Emellett
kÄulÄonbÄoz}o m¶odszerekkel igyekeznek besz¶am¶³tani a nem d¶³jazott munkate-
v¶ekenys¶egek ¶ert¶ek¶et is, els}osorban a h¶aztart¶ason belÄuli munkav¶egz¶est (UN
[2013], G¶al et al. [2014]). A modell sz¶amszer}us¶³t¶esekor fontos szerepet j¶atszik
a koroszt¶alyok fogyaszt¶asa is. Ennek az Äossze¶³r¶asa a h¶aztart¶as-statisztikai
felm¶er¶esek seg¶³ts¶eg¶evel k¶eszÄul. Az egy¶enileg ¯nansz¶³rozott fogyaszt¶ashoz m¶eg
hozz¶aadj¶ak a nemzeti statisztik¶akban feltÄuntetetett kÄozÄoss¶egi fogyaszt¶asok
¶ert¶ek¶et, els}osorban az oktat¶as ¶es az eg¶eszs¶egÄugyi ell¶at¶as kÄolts¶eg¶et. A statiszti-
kai r¶eszletek elemz¶ese azonban mind a jÄovedelem, mind a fogyaszt¶as vonatko-
z¶as¶aban t¶ulmutat jelenlegi vizsg¶alatunk t¶emakÄor¶en. CikkÄunkben alapvet}oen
az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek modellez¶es¶ere ¶es meghat¶aroz¶as¶ara koncentr¶alunk.

Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekot meghat¶aroz¶o modellben a nÄoveked¶es m¶er-
c¶eje az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o megtermelt jÄovedelem, a modell sz¶ohasz-
n¶alat¶aval az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as alakul¶asa. Az e®ekt¶³v
fogyaszt¶o meghat¶aroz¶asa az al¶abbi (1)-es egyenletben egyr¶eszt a lakoss¶ag de-
mogr¶a¯ai Äosszet¶etel¶et}ol, m¶asr¶eszt az egyes koroszt¶alyok relat¶³v fogyaszt¶as¶at¶ol
fÄugg.

N(t) =
!X

a=0

®(a; t)P (a; t) (1)

Az (1) egyenletben N(t) a fogyaszt¶ok e®ekt¶³v sz¶ama a t-edik ¶evben, !
a maxim¶alis kor¶ev, P (a; t) az a ¶eletkor¶u popul¶aci¶o sz¶ama a t-edik ¶evben,

¶es ®(a; t) = c(a;t)
c(b;t)

, korspeci¯kus fogyaszt¶asi egyÄutthat¶o. A korspeci¯kus

egyÄutthat¶oban c(a; t) az a ¶eves n¶epess¶eg t-edik ¶evi egy f}ore es}o ¶atlagfo-
gyaszt¶asa, c(b; t) pedig a 30-49 ¶evesek ¶eletkoronk¶enti ¶atlagfogyaszt¶as¶anak
sz¶amtani ¶atlaga szint¶en a t-edik ¶evben. A 30-49 ¶eveseket a tov¶abbiakban
b¶aziskoroszt¶alynak nevezzÄuk. Ily m¶odon a fenti (1)-es k¶eplet a t¶arsadalom
adott ¶evi Äosszes e®ekt¶³v fogyaszt¶oinak a sz¶am¶at fejezi ki ¶ugy, hogy egy e®ekt¶³v
fogyaszt¶onak azt a hipotetikus fogyaszt¶ot tekinti, akinek a fogyaszt¶asa meg-
egyezik a b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos fogyaszt¶as¶aval. A b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos
fogyaszt¶asa pedig azt mutatja, hogy ha a b¶aziskoroszt¶aly tagjai 30 ¶es 49 ¶eves
koruk kÄozt minden ¶evben pontosan annyit fogyasztan¶anak, mint a vizsg¶alat
¶ev¶eben ¶el}o b¶aziskoroszt¶alybeliek ¶eletkoronk¶enti ¶atlaga, akkor 30 ¶es 49 ¶eves
koruk kÄozt ennyi lenne az ¶atlagos fogyaszt¶asuk. Ez a megkÄozel¶³t¶es a ha-
land¶os¶agot ¯gyelmen k¶³vÄul hagyja.

A gazdas¶ag nÄoveked¶es¶et az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as (2)-es
egyenlettel de¯ni¶alt ¶ert¶ek¶enek a nÄoveked¶ese m¶eri

yn(t) =
Y (t)

N(t)
; (2)
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ahol Y (t) az adott orsz¶ag t-edik ¶evi jÄovedelme. ¶Ertelemszer}uen a modellben
a gazdas¶ag nÄovekszik, ha yn(t) ¶ert¶eke t-ben nÄovekv}o. Az egy effekt¶³v fogyasz-
t¶ora jut¶o kibocs¶at¶ast felbonthatjuk a (3) egyenletben l¶athat¶o t¶enyez}okre:

Y (t)

N(t)
=

L(t)

N(t)
¢ Y (t)

L(t)
; (3)

ahol L(t) a t-edik ¶evben a termel}otev¶ekenys¶eget v¶egz}ok (¶altal¶anos sz¶ohasz-
n¶alattal a munk¶asok) e®ekt¶³v sz¶ama. Az e®ekt¶³v munk¶asok sz¶ama azt jelzi,
hogy a t-edik ¶evben a lakosok ¶altal realiz¶alt Äosszes munkajÄovedelem h¶anyszo-
rosa a b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos munkajÄovedelm¶enek.

L(t) =
!X

a=0

°(a; t)P (a; t) ; (4)

ahol ! a maxim¶alis kor¶ev, P (a; t) az a ¶eletkor¶u popul¶aci¶o sz¶ama a t-edik

¶evben, ¶es °(a; t) = y(a;t)
y(b;t)

a korspeci¯kus jÄovedelmi egyÄutthat¶o. Ez ut¶obbiban

y(a; t) az a ¶eves koroszt¶aly t-edik ¶evi ¶atlagos egy f}ore es}o munkajÄovedelme,
y(b; t) pedig a 30-49 ¶evesek { ahogy kor¶abban elneveztÄuk, a b¶aziskoroszt¶aly {
koroszt¶alyonk¶enti egy f}ore jut¶o jÄovedelm¶enek sz¶amtani ¶atlaga a t-edik ¶evben.

A (3) egyenlet alapj¶an az e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as nÄoveked¶esi
Äutem¶et az al¶abbi t¶enyez}okre lehet bontani.

_yn(t) = _L(t) ¡ _N(t) + _y(t) ; (5)

ahol _yn(t) az e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as nÄoveked¶esi Äuteme, _L(t),
_N(t), _y(t) pedig rendre az e®ekt¶³v munk¶asok, az e®ekt¶³v fogyaszt¶ok, ¶es az

e®ekt¶³v munk¶asra jut¶o jÄovedelem nÄoveked¶esi Äuteme. Az (5) egyenletbeli
_L(t) ¡ _N(t) az els}o demogr¶a¯a osztal¶ek. ¶Ert¶eke pozit¶³v, ha az e®ekt¶³v mun-
k¶asok sz¶ama jobban nÄovekszik (kev¶esb¶e csÄokken), mint az e®ekt¶³v fogyaszt¶ok
sz¶ama.

Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekot el}onyÄosen befoly¶asolja, ha egy orsz¶agban a
gyerekek sz¶ama m¶ar nem, az id}osek¶e pedig m¶eg nem magas. Amikor kor¶ab-
bi nagy l¶etsz¶am¶u csecsem}o kohorszok ¶ugy ¶erik el a munkak¶epes kort, hogy
kÄozben a szÄuletend}o gyerekek sz¶ama csÄokken, az id}osek¶e pedig m¶eg relat¶³ve
nem magas, akkor pozit¶³v els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek v¶arhat¶o, azaz a kÄoz¶e-
pen kidudorod¶o korfa nagy val¶osz¶³n}us¶eggel pozit¶³v demogr¶a¯ai osztal¶ekkal
j¶ar egyÄutt.

Mason ¶es Kinugasa [2008] sz¶am¶³t¶asai szerint ¶Azsi¶aban 1960 ¶es 2000 kÄozÄott
az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek 12,5%-os e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as-
nÄoveked¶est eredm¶enyezett, m¶³g a vizsg¶alt eur¶opai orsz¶agokban ugyanerre az
¶ert¶ekre csup¶an 6,1%-ot kaptak. Mason [2005] pedig arr¶ol ¶³r, hogy jelent}os
elt¶er¶esek vannak a kÄulÄonbÄoz}o r¶egi¶ok els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekai kÄozt, mert
pl. a becsl¶esek alapj¶an 1950 ¶es 2050 kÄozÄott az eltart¶asi r¶ata teljes nÄoveked¶esi
Äuteme az EgyesÄult Arab Emir¶atusokban v¶arhat¶oan 64%, ugyanakkor Sv¶ed-
orsz¶agban csak 3% lesz.
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Ism¶et tekintsÄuk a (3) egyenlet L(t)
N(t) t¶enyez}oj¶et, melynek a nÄoveked¶esi

Äuteme az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek. Az al¶abbiakban ezt a h¶anyadost D(t)-vel
jelÄoljÄuk, ¶es k¶et t¶enyez}ore bontjuk.

D(t) =
L(t)

N(t)
=

P!
a=0 y(a; t)P (a; t)P!
a=0 c(a; t)P (a; t)

¢ c(b; t)

y(b; t)
: (6)

A (6) egyenlet els}o t¶enyez}oj¶et ¯(t)-vel jelÄoljÄuk.

¯(t) =
X(t)

C(t)
=

P!
a=0 y(a; t)P (a; t)P!
a=0 c(a; t)P (a; t)

;

ahol X(t) a lakoss¶ag t-edik ¶evi aggreg¶alt munkajÄovedelme, C(t) pedig a fo-
gyaszt¶asa. Amennyiben ¯(t) = 1, akkor az adott ¶evben az adott t¶arsadalom
¶epp a megtermelt jÄovedelm¶et fogyasztja el, amennyiben ¯(t) > 1, akkor a
t¶arsadalom tartal¶ekokat k¶epez, ¶es ha ¯(t) < 1, akkor a t¶arsadalom kÄuls}o
hitelb}ol, vagy kor¶abbi megtakar¶³t¶asb¶ol ¯nansz¶³rozza a fogyaszt¶as egy r¶esz¶et.

A (6) egyenlet m¶asodik t¶enyez}oje, melyre a ³(t) = c(b;t)
y(b;t)

jelÄol¶est alkalmazzuk,

a b¶aziskoroszt¶aly egys¶egnyi ¶atlagjÄovedelm¶ere jut¶o ¶atlagfogyaszt¶as¶at mutatja.
Mivel v¶arhat¶oan a b¶aziskoroszt¶aly ¯nansz¶³rozza a t¶arsadalom tÄobbi tagja
sz¶am¶ara fogyaszt¶asuk jelent}os r¶esz¶et (legal¶abbis az adott ¶evi, gener¶aci¶ok kÄozti
transzfereket tekintve) ez¶ert a ³ ¶ert¶eke 1-n¶el kisebb.

A D(t) nÄoveked¶esi Äutem¶et, amit _D(t)-vel jelÄolÄunk, k¶et t¶enyez}ore bonthat-
juk:

_D(t) = _̄(t) + _³(t) ; (7)

ahol _̄(t) az aggreg¶alt munkajÄovedelem ¶es az aggreg¶alt fogyaszt¶as h¶anya-
dos¶anak nÄoveked¶esi Äuteme, _³(t) pedig a b¶aziskoroszt¶aly egys¶egnyi ¶atlagos
munkajÄovedelm¶ere jut¶o ¶atlagos fogyaszt¶as¶anak nÄoveked¶esi Äuteme. M¶ask¶epp
fogalmazva, a (7) egyenlet alapj¶an az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek egyr¶eszt a
lakoss¶ag aggreg¶alt jÄovedelm¶enek az aggreg¶alt fogyaszt¶as¶ahoz viszony¶³tott ar¶a-
ny¶at¶ol, m¶asr¶eszt a b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos fogyaszt¶as¶anak ¶atlagos jÄovedelm¶e-
hez viszony¶³tott ar¶any¶at¶ol, pontosabban ezen ar¶anyok nÄoveked¶esi Äutem¶et}ol
fÄugg. Az els}o demogr¶a¯a osztal¶ek ¶ert¶eke ann¶al nagyobb, min¶el jobban n}o a
lakoss¶ag munkajÄovedelme a fogyaszt¶ashoz k¶epest, ¶es a b¶aziskoroszt¶aly relat¶³ve
min¶el ink¶abb tÄobbet tud kÄolteni saj¶at jÄovedelm¶eb}ol saj¶at fogyaszt¶as¶ara.

A gazdas¶agi nÄoveked¶es vizsg¶alatakor az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek tar-
talm¶ahoz hasonl¶o, de att¶ol tÄobb¶e-kev¶esb¶e elt¶er}o kateg¶ori¶akat is alkalmaznak.
A demogr¶a¯ai osztal¶ek t¶eves ¶ertelmez¶es¶enek elkerÄul¶ese ¶erdek¶eben ¶erdemes
Äosszefoglalni ezeket a kateg¶ori¶akat.

Az els}o demogr¶a¯a osztal¶ek, ahogy kor¶abban is ¶³rtuk, az eltart¶asi r¶ata
nÄoveked¶esi Äuteme. Az eltart¶asi r¶ata, az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o effekt¶³v
termel}ok sz¶ama ann¶al nagyobb, min¶el tÄobben dolgoznak, illetve min¶el ke-
vesebben fogyasztanak, minden esetben egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ot, illetve egy
e®ekt¶³v termel}ot tekintve egy embernek. Hasonl¶o mutat¶ot kapunk, ha egy-
szer}uen a dolgoz¶ok sz¶am¶at osztjuk el a fogyaszt¶ok sz¶am¶aval, de ebben az
esetben nincs kÄulÄonbs¶eg a 80 ¶eves dolgoz¶o ember ¶es a 30 ¶eves dolgoz¶o ember
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kÄozt, tov¶abb¶a fogyaszt¶as szempontj¶ab¶ol is ugyan¶ugy vesszÄuk sz¶amba mindk¶et
koroszt¶aly ¶atlagos tagj¶at.

Amennyiben a t¶arsadalom aggreg¶alt munkajÄovedelm¶et osztjuk el a t¶arsa-
dalom aggreg¶alt fogyaszt¶asi ¶ert¶ek¶evel, akkor is az eltart¶asi r¶at¶ahoz hasonl¶o
jelleg}u mutat¶ot kapunk. Ez az indik¶ator azt fejezi ki, hogy az adott ¶evben
a t¶arsadalom Äosszes jÄovedelme a t¶arsadalom Äosszes fogyaszt¶as¶anak h¶anyad
r¶esz¶et fedezte, ¶ert¶eke lehet 1-n¶el nagyobb, illetve kisebb is. Amennyiben 1-
n¶el nagyobb, akkor a t¶arsadalom tartal¶ekot k¶epzett, 1-n¶el kisebb ¶ert¶ek eset¶en
pedig a fogyaszt¶as egy r¶esze vagy hitelb}ol, vagy kor¶abbi tartal¶ekokb¶ol tÄort¶ent.
Term¶eszetesen ez a megkÄozel¶³t¶es er}osen leegyszer}us¶³ti a val¶os¶agot, de ceteris
paribus esetben j¶ol jellemzi az ÄosszefÄugg¶eseket.

Az aggreg¶alt jÄovedelem aggreg¶alt fogyaszt¶assal elosztott ¶ert¶eke azonban a
fogyaszt¶ast ¶es a jÄovedelmet nem viszony¶³tja a b¶aziskoroszt¶aly fogyaszt¶as¶ahoz,
ill. jÄovedelm¶ehez. ÄOsszehasonl¶³that¶os¶aguk ¶erdek¶eben szok¶as mindk¶et aggre-
g¶alt kateg¶ori¶at elosztani a b¶aziskoroszt¶aly jÄovedelm¶evel (l¶asd pl. Lee ¶es Mason
[2011], United Nations [2013] ), ¶es ¶³gy egym¶ashoz k¶epest j¶ol viszony¶³that¶o-
v¶a v¶alik az egyes kor¶evekben megtermelt ¶es elfogyasztott jÄovedelem. Mivel a
koroszt¶alyonk¶enti jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatok statisztikai adatforr¶asokb¶ol
val¶o Äosszegy}ujt¶ese ¶es ¶atstruktur¶al¶asa, tov¶abb¶a a fogyaszt¶asi adatokhoz m¶eg
szÄuks¶eges felm¶er¶esek elv¶egz¶ese neh¶ez ¶es kÄolts¶eges, ilyen Äosszes¶³t¶eseket viszony-
lag ritk¶an v¶egeznek2. Ez¶ert egy szok¶asos technika, hogy egy rÄogz¶³tett ¶ev kor-
oszt¶alyos jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi ¶ert¶ekeit haszn¶alj¶ak tÄobb ¶even keresztÄul, ¶es
¶³gy sz¶amszer}us¶³tik az aggreg¶alt jÄovedelmi ¶es aggreg¶alt fogyaszt¶asi ¶ert¶ekeket,
illetve ezek h¶anyados¶at (l¶asd pl. Mason ¶es szerz}ot¶arsai [2009]). Ennek a h¶a-
nyadosnak a nÄoveked¶esi Äuteme semmik¶epp nem egyezik meg az els}o demogr¶a-
¯ai osztal¶ekkal, b¶ar esetenk¶ent az adatok hi¶anya, ¶es a koroszt¶alyos jÄovedelmi
¶es fogyaszt¶asi ¶ert¶ekek felt¶etelezett robusztuss¶aga miatt ezt tekintik els}o de-
mogr¶a¯ai osztal¶eknak. Tanulm¶anyunk kÄovetkez}o r¶esz¶eben azonban megmu-
tatjuk, hogy ez az ¶ertelmez¶es f¶elrevezet}o lehet, mert a koroszt¶alyos jÄovedelmi
¶es fogyaszt¶asi adatok v¶altoz¶asa m¶as els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek¶ert¶ekeket ered-
m¶enyez, mintha ezekt}ol a v¶altoz¶asokt¶ol eltekinten¶enk.

Az eltart¶asi r¶at¶at Cutler ¶es szerz}ot¶arsai [1990] de¯ni¶alta oly m¶odon, amire
az¶ota is folyamatosan hivatkoznak. Ugyanakkor az eltart¶asi r¶ata Cutler ¶es
szerz}ot¶arsai [1990]-t}ol elt¶er}o ¶ertelmez¶ese az irodalomban m¶elyebb gyÄokerekre
ny¶ulik vissza. Az eltart¶asi r¶ata ¶es reciproka, a fÄugg}os¶egi r¶ata, mint ahogy
G¶al ¶es Vargha [2014] is Äosszefoglalja, sz¶amos tanulm¶any fontos elem¶et k¶e-
pezte m¶ar Cutler ¶es szerz}ot¶arsai 1990-es cikk¶enek megjelen¶ese el}ott is (l¶asd
pl. Kelley [1973], Ram [1982]), ¶es az¶ota is gyakran alkalmazz¶ak, pl. ezt is
haszn¶alja Lee [2003]). Az eltart¶asi r¶ata, illetve a fÄugg}os¶egi r¶ata egyes verzi¶oi
kÄonnyebben, m¶asok nehezebben sz¶amszer}us¶³thet}oek, a nÄoveked¶esi modellek
Mason ¶es Lee [2007]-f¶ele megkÄozel¶³t¶ese azonban egy¶ertelm}uen az e®ekt¶³v

2Az ENSZ ¶egisze alatt zajl¶o National Transfer Account { rÄovid¶³tve NTA { program
keret¶eben tÄobb orsz¶agban egys¶eges m¶odszertan alapj¶an (l¶asd UN [2013]) m¶erik fel ¶es
gy}ujtik Äossze a lakoss¶agi koroszt¶alyok fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelmi adatait, az aggreg¶atumok
kisz¶am¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt s¶ulyokat. Mi is ezekkel, az NTA honlapj¶an publik¶alt adatokkal
dolgoztunk sz¶am¶³t¶asaink sor¶an (l¶asd UN [2014]).
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jÄovedelem e®ekt¶³v fogyaszt¶assal vett h¶anyados¶at tekintik kiindul¶opontnak.
Az irodalom ¶altal¶aban a fÄugg}os¶egi r¶ata kÄulÄonbÄoz}o de¯n¶³ci¶oival foglalkozik,
de mivel az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek ¶ertelmez¶es¶eben az eltart¶asi r¶at¶anak van
kÄozponti szerepe, ez¶ert az 1. t¶abl¶azatban Äosszefoglaljuk az eltart¶asi r¶ata lehet-
s¶eges ¶ertelmez¶eseit.3 A t¶abl¶azatban gyakorlatilag a kÄulÄonbÄoz}o fÄugg}os¶egi r¶at¶ak
reciprokai szerepelnek, ez¶ert az elnevez¶eseket is a fÄugg}os¶egi r¶ata elnevez¶esei
alapj¶an hat¶aroztuk meg.

Id}oskori eltart¶asi r¶ata

64P
a=15

P(a;t)

!P
a=65

P(a;t)

Fiatalkori eltart¶asi r¶ata

64P
a=15

P (a;t)

14P
a=0

P (a;t)

Teljes eltart¶asi r¶ata

64P
a=15

P (a;t)

14P
a=0

P (a;t)+

!P
a=65

P (a;t)

Lakoss¶agi l¶etsz¶am ¶es munkak¶epes
kor¶uak sz¶ama alapj¶an

64P
a=15

P (a;t)

!P
a=0

P (a;t)

Lakoss¶agi Äosszes jÄovedelem ¶es Äosszes
fogyaszt¶as alapj¶an

!P
a=0

y(a;t)P(a;t)

!P
a=0

c(a;t)P (a;t)

E®ekt¶³v fogyaszt¶ok ¶es e®ekt¶³v dolgo-
z¶ok sz¶ama alapj¶an

!P
a=0

°(a;t)P (a;t)

!P
a=0

®(a;t)P (a;t)

1. t¶abl¶azat. Az eltart¶asi r¶ata kÄulÄonbÄoz}o ¶ertelmez¶esei

Az 1. t¶abl¶azatban jelzett korhat¶arok szerinti, l¶etsz¶am alapj¶an sz¶am¶³tott
kÄulÄonbÄoz}o eltart¶asi r¶at¶akhoz szÄuks¶eges demogr¶a¯ai adatokat viszonylag egy-
szer}u meghat¶arozni, az Eurostat adatb¶azisa pl. 1960-t¶ol kezdve sz¶amszer}u-
s¶³tette ezeket az ¶ert¶ekeket. A jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatok azonban m¶ar
sokkal kritikusabbak. Mint ahogy a bevezet¶esben is ¶³rtuk, a jÄovedelmi adatok
brutt¶o ¶ertelemben tekintett munkajÄovedelmet jelentenek, besz¶am¶³tva a h¶azi

3A koroszt¶alyi hat¶arokat az irodalom az ifj¶u korn¶al leggyakrabban 15, az id}osekn¶el 65
¶evben rÄogz¶³ti, de m¶as korhat¶arok is alkalmazhat¶oak. A fÄugg}os¶egi r¶at¶ak a t¶abl¶azatban
bemutatott eltart¶asi r¶at¶ak reciprokai. A jelÄol¶esek ¶ertelmez¶ese az eddig haszn¶alt k¶epletek
magyar¶azat¶an¶al tal¶alhat¶o.
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munka ¶ert¶ek¶et is. A fogyaszt¶asi adatok pedig tartalmazz¶ak mind a mag¶an,
mind a kÄozÄoss¶egi ¯nansz¶³roz¶as¶u fogyaszt¶ast (UN [2013], G¶al et al. [2014]).

Az 1. t¶abl¶azat kÄulÄonbÄoz}o eltart¶asi r¶at¶ait haszn¶alva a demogr¶a¯a osztal¶ek
meghat¶aroz¶as¶ara, a gazdas¶agi nÄoveked¶es m¶as ¶es m¶as aspektusait vizsg¶alhat-
juk. Ha pl. nÄovekszik a 15-64 ¶evesek ar¶anya a 15 ¶evn¶el ¯atalabbak ¶es a 64
¶evn¶el Äoregebbekhez k¶epest, illetve a teljes lakoss¶aghoz k¶epest, ez azt jelenti,
hogy relat¶³ve a kor¶abbiakn¶al tÄobben dolgoznak, ami egy¶uttal a gazdas¶agi
b}ovÄul¶es lehet}os¶eg¶et is mag¶aban hordozza. A lehet}os¶eg azonban nem azonos
a megval¶osult nÄoveked¶essel, ehhez az er}oforr¶asok megfelel}o kihaszn¶al¶asa is
szÄuks¶eges. A 15-64 ¶evesek ar¶any¶anak nÄoveked¶ese a 15 ¶evn¶el ¯atalabbakhoz
k¶epest pedig Äonmag¶aban m¶eg nem is jelenti a munkak¶epes kor¶uak ar¶any¶anak
emelked¶es¶et, mert az id}osek sz¶am¶anak relat¶³v nÄoveked¶ese ellent¶etes ir¶anyban
hathat. Mindezek az ¶all¶³t¶asok akkor is igazak maradnak, ha a k¶³vÄulr}ol
bevitt korhat¶arokat m¶odos¶³tjuk, pl. a 15 ¶ev helyett a 20 ¶evet tekintjÄuk a
munkav¶allal¶as kezd}o ¶eletkor¶anak. A lakoss¶ag aggreg¶alt munkajÄovedelm¶enek
ar¶anya az aggreg¶alt fogyaszt¶asi ¶ert¶ekhez k¶epest m¶ar egy¶ertelm}uen jelzi, hogy
az adott ¶evben a gazdas¶ag relat¶³ve hogy teljes¶³tett. Ezt az ar¶anysz¶amot
gyakran haszn¶alj¶ak a nÄoveked¶esi modellek eltart¶asi r¶at¶aja helyett, b¶ar, mint
ahogy kor¶abban is ¶³rtuk, a Cutler ¶es szerz}ot¶arsai [1990] gondolatai alapj¶an
szerkesztett eltart¶asi r¶ata ezt a tÄortet m¶eg megszorozza egy m¶asik tÄorttel, a
b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos fogyaszt¶as¶anak ¶es ¶atlagos jÄovedelm¶enek h¶anyados¶aval.
Ez¶altal a b¶aziskoroszt¶aly tev¶ekenys¶ege, mind a munkav¶egz¶est, mind a fo-
gyaszt¶ast illet}oen, k¶etszer is szerepet kap az eltart¶asi r¶at¶aban. Egyszer az
aggreg¶alt jÄovedelem ¶es aggreg¶alt fogyaszt¶as sz¶amszer}us¶³t¶esekor, egyszer pedig
a b¶aziskoroszt¶alyra vonatkoz¶o ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶asakor.

3 Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek magyarorsz¶agi
alakul¶asa, ¶es a sz¶am¶³t¶asn¶al haszn¶alt s¶ulyok
szerepe

Magyarorsz¶agra vonatkoz¶oan a Cutler ¶es szerz}ot¶arsai [1990] gondolatai alap-
j¶an de¯ni¶alt eltart¶asi r¶ata sz¶amszer}us¶³t¶es¶ehez szÄuks¶eges jÄovedelmi ¶es fogyasz-
t¶asi adatokat mindezid¶aig csak 2005-re publik¶alt¶ak egys¶eges rendszerben (G¶al
¶es Vargha [2013]), ¶³gy a minden ¶evre rendelkez¶esre ¶all¶o koroszt¶alyos demog-
r¶a¯ai adatok mellett az eltart¶asi r¶ata kisz¶am¶³t¶asakor csak ezekre az ¶ert¶ekekre
tudtunk t¶amaszkodni. Ez egyben azt is jelenti, hogy a magyar osztal¶ek¶ert¶ekek
kisz¶am¶³t¶asakor a jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatok vonatkoz¶as¶aban a G¶al ¶es
Vargha [2013]-ban publik¶alt adatokat haszn¶altuk.

Az eltart¶asi r¶at¶at az¶ert k¶³v¶antuk meghat¶arozni, hogy v¶egÄul els}o demogr¶a-
¯ai osztal¶ekot sz¶amoljunk. Az 1. t¶abl¶azat utols¶o sor¶aban megadott, effekt¶³v
fogyaszt¶ok ¶es e®ekt¶³v dolgoz¶ok sz¶ama alapj¶an de¯ni¶alt eltart¶asi r¶ata sz¶am-
szer}us¶³t¶ese helyett, adathi¶any miatt, csak a kÄozel¶³t}o ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶asa
jÄohet sz¶oba, ¶es emiatt az ¶³gy kapott nÄoveked¶esi Äutem csak tÄobb-kevesebb
pontoss¶ag¶u becsl¶ese az els}o demogr¶a¯ai osztal¶eknak.
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1. ¶abra. A magyarorsz¶agi els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek m¶ultbeli alakul¶asa ¶es ¶ert¶ekeinek el}orebecsl¶ese
Forr¶as: UN [2014], Eurostat [2014], KSH [2014], HMD [2014] adatok alapj¶an saj¶at sz¶am¶³t¶as

Az 1. ¶abra ennek a becsÄult els}o demogr¶a¯ai osztal¶eknak az id}obeli alakul¶a-
s¶at mutatja. A jÄov}obeli n¶epess¶eg¶ert¶ekek eset¶eben az Eurostat [2014] Europop
el}orebecsl¶eseit haszn¶altuk. Hasonl¶o ¶abra tal¶alhat¶o tÄobbek kÄozÄott a Prskawetz
¶es Sambdt [2014] ¶es a Mason [2005] tanulm¶anyokban is.

Az 1. ¶abra 1961 ¶es 2050 kÄozt ¶abr¶azolja az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek alaku-
l¶as¶at, azaz az eltart¶asi r¶ata ¶eves nÄoveked¶esi Äutem¶et, azon felt¶etelez¶essel, hogy
2014 ¶es 2050 kÄozt a n¶epess¶eg az Eurostat becsl¶eseinek megfelel}oen alakul.
Mivel mindv¶egig a 2005-Äos ¶ev jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatai seg¶³ts¶eg¶evel
sz¶amszer}us¶³tettÄuk az osztal¶ek¶ert¶ekeket, ez¶ert az 1. ¶abr¶an tulajdonk¶eppen a
kÄovetkez}o, D̂-vel jelÄolt mutat¶o nÄoveked¶esi Äutem¶et l¶athatjuk:

D̂(t) =

P!
a=0 y(a; 2005)P (a; t)P!
a=0 c(a; 2005)P (a; t)

; (8)

ahol a jelÄol¶esek megegyeznek a (7) egyenlet jelÄol¶eseivel. A (7) ¶es a (8) egyenlet
alapj¶an egy¶ertelm}u, hogy a D(t) ¶ert¶ekek nem azonosak a D̂(t) ¶ert¶ekekkel.
Ennek megfelel}oen az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o 0,264-es nagys¶ag¶u 2006-os ¶ert¶ek is csak
kÄorÄulbelÄul jelzi azt, hogy 2006-ban az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek Äonmag¶aban
0,264%-os e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as-nÄoveked¶est eredm¶enyezett. ¶Igy
is ¯gyelmet ¶erdemel azonban, hogy 1972 ¶es 1983 kÄozt, valamint 1993 ¶es 2009
kÄozt pozit¶³v a mutat¶o ¶ert¶eke, a tÄobbi ¶evben viszont negat¶³v.

Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek fenti m¶odon tÄort¶en}o kÄozel¶³t¶es¶enek pontat-
lans¶ag¶at j¶ol illusztr¶alja kÄovetkez}o gondolati k¶³s¶erletÄunk. Rendre kisz¶am¶³tottuk
az e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o e®ekt¶³v dolgoz¶ok sz¶am¶at ¶ugy, hogy a 2006-os
magyar koroszt¶alyos demogr¶a¯ai adatokat az NTA projektben r¶esztvev}o, ¶es
az orsz¶ags¶ulyokat publik¶al¶o tÄobbi eur¶opai orsz¶ag koroszt¶alyos jÄovedelmi ¶es
fogyaszt¶asi adataival szoroztuk meg. Megn¶eztÄuk, hogy ily m¶odon 2006-ban
2005-hÄoz k¶epest h¶any sz¶azal¶ekkal v¶altozna az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o
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e®ekt¶³v dolgoz¶ok sz¶ama, azaz mekkora lenne az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek.
Hangs¶ulyozzuk, hogy m¶as ¶evek, vagy m¶as orsz¶agok fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelmi
adatainak haszn¶alata az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek sz¶am¶³t¶asakor a nemzetkÄozi
szakirodalomban elfogadott technika (l¶asd pl. Mason ¶es Lee [2006]), ez¶ert a
pontatlans¶agot tÄukrÄoz}o 2. t¶abl¶azat adatait ¶erdemes alaposabban elemezni.

JÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatok (s¶ulyok) felv¶etel¶enek orsz¶aga ¶es ¶eve
Magyar Osztr¶ak Francia Finn N¶emet Spanyol Sv¶ed
(2005) (2000) (2005) (2004) (2003) (2000) (2003)

Els}o demogr¶a¯ai
osztal¶ek (%) 0,264 5,271 -1,855 3,703 -0,980 2,119 1,483

2. t¶abl¶azat. A magyar els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek 2006-ban kÄulÄonbÄoz}o orsz¶agok s¶ulyait haszn¶alva
Forr¶as: UN [2014], Eurostat [2014], HMD [2014] adatai alapj¶an saj¶at sz¶am¶³t¶as

Azokban az eur¶opai orsz¶agokban, melyek r¶eszt vettek az NTA projektben,
a fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelmi adatok sz¶amszer}us¶³t¶es¶et 2000 ¶es 2005 kÄozt, de
nem azonos ¶evben v¶egezt¶ek el. Mivel ezen orsz¶agok lakoss¶agi koroszt¶alyainak
jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi adatait csak a gondolatk¶³s¶erletÄunkhÄoz, a 2006-os ma-
gyar n¶epess¶egadatok fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelmi ¶ert¶ekekkel val¶o Äosszeszorz¶as¶ahoz
haszn¶altuk, a felv¶eteli ¶evek kÄulÄonbÄoz}os¶ege nem okozott gondot. Az ered-
m¶enyeket tekintve a 2. t¶abl¶azatb¶ol azonnal kit}unik, hogy a becsÄult 2006-os
magyar els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek a ¡1;855 ¶es 5;271 kÄozti intervallumban kÄu-
lÄonbÄoz}o ¶ert¶ekeket vett fel, mikÄozben a 2005-Äos magyar s¶ulyokat haszn¶alva
2006-ban az els}o demogr¶a¯a osztal¶ek 0,264% volt.

A 2. t¶abl¶azat osztal¶ek¶ert¶ekei nem csak nagys¶agrendileg t¶ernek el egym¶ast¶ol,
hanem abb¶ol a szempontb¶ol is, hogy tÄobbs¶egÄuk pozit¶³v osztal¶ekot jelez, kett}o
¶ert¶eke viszont negat¶³v. Azaz n¶egy s¶ulyoz¶asi met¶odussal nÄoveked¶esi faktort
kaptunk, kett}ovel pedig csÄokken¶est. Term¶eszetesen a kisz¶am¶³tott osztal¶ek¶er-
t¶ekeket egyetlen szerz}o se tekinti m¶ernÄoki pontoss¶ag¶u mutat¶oknak, ¶es mi sem
tan¶acsolunk m¶ast, mint hogy az osztal¶ekos id}osorok tendenci¶aj¶at ¶erdemes
csak ir¶anyad¶onak tekinteni. M¶egis ¯gyelemre m¶elt¶onak tartjuk, hogy azonos
n¶epess¶egi adatok eset¶en, puszt¶an csak az egyik ¶ev s¶ulyainak m¶odos¶³t¶asakor az
els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek ilyen ¶erz¶ekeny reakci¶oj¶at tapasztalhatjuk, 5% feletti
pozit¶³v ¶ert¶ek helyett ak¶ar ¡1;8%-n¶al kisebb negat¶³v ¶ert¶eket is kaphatunk.

A (6) egyenlet tanulm¶anyoz¶asa magyar¶azatot ad az elt¶er}o osztal¶ek¶ert¶ekek-
re. A (6) egyenlet alapj¶an az eltart¶asi r¶ata nagys¶aga ugyanis k¶et t¶enyez}ot}ol,
a ¯(t)-t¶ol ¶es a ³(t)-t¶ol, illetve ezek nÄoveked¶es¶et}ol fÄugg. A 3. t¶abl¶azatban
feltÄuntettÄuk Magyarorsz¶ag eredeti 2005-Äos s¶ulyaival, ¶es a helyettes¶³t}o orsz¶agok
s¶ulyaival sz¶amszer}us¶³tett ¯ ¶es ³ ¶ert¶ekeket.

¯ ³

Magyarorsz¶ag 0,8680 0,5814
Ausztria 0,9256 0,5725
Franciaorsz¶ag 0,8826 0,5597
Finnorsz¶ag 0,8592 0,6075
N¶emetorsz¶ag 0,8308 0,5999
Spanyolorsz¶ag 0,8778 0,5855
Sv¶edorsz¶ag 1,0137 0,5039

3. t¶abl¶azat. A kereszts¶ulyoz¶as eredm¶enyei 2006-ra
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A b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos fogyaszt¶as¶anak nÄoveked¶ese egyr¶eszt nÄoveli a
D(t)-t a ³(t) nÄovel¶es¶evel, m¶asr¶eszt hozz¶aj¶arul a D(t) csÄokken¶es¶ehez is, mert
a ¯(t) nevez}oj¶eben a b¶aziskoroszt¶aly fogyaszt¶asi ¶ert¶ekeit rendre megszoroz-
zuk a koroszt¶alyos l¶etsz¶amadatokkal, majd ezeket az ¶ert¶ekeket ÄosszegezzÄuk
a nevez}oben szerepl}o tÄobbi r¶eszszorzat ¶ert¶ek¶evel. A b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos
jÄovedelm¶enek nÄoveked¶ese pedig a D(t) mindk¶et Äosszetev}oj¶ere ¶epp az el}oz}ovel
ellent¶etesen hat. A b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos fogyaszt¶as¶anak ¶es ¶atlagos jÄovedel-
m¶enek v¶altoz¶asa a ³(t)-re relat¶³ve nagyobb hat¶ast gyakorol, mint a ¯(t)-re,
mert a ¯(t)-ben a b¶aziskoroszt¶alyon k¶³vÄul az Äosszes tÄobbi koroszt¶aly fogyasz-
t¶asa ¶es jÄovedelme is szerepet kap.

A b¶aziskoroszt¶aly fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelemtermel}o magatart¶as¶anak m¶odo-
sul¶asa kÄovetkezt¶eben egyszerre nÄovekedhet ¶es csÄokkenhet az eltart¶asi r¶ata, il-
letve ford¶³tva, egyszerre csÄokkenhet ¶es n}ohet is 4. Az azonban soha nem fordul
el}o, hogy a b¶aziskoroszt¶aly az eltart¶asi r¶ata mindk¶et t¶enyez}oj¶et nÄoveli, vagy
csÄokkenti. Amennyiben a b¶aziskoroszt¶aly magatart¶asa nÄoveli a ³(t) nagys¶a-
g¶at, akkor a ¯(t)-re kifejtett csÄokkent}o hat¶as¶at csak az ellens¶ulyozhatja, ha
a lakoss¶ag tÄobbi koroszt¶alya nÄoveli a munkajÄovedelm¶et, ¶es/vagy csÄokkenti a
fogyaszt¶as¶at. A 3. t¶abl¶azat osztr¶ak s¶ulyokkal sz¶am¶³tott ¶ert¶eke a magyarn¶al
kisebb ³-t ad, ami csÄokkenti az osztal¶ekot, viszont a magyar¶en¶al j¶oval maga-
sabb ¯ j¶ocsk¶an kiegyens¶ulyozza, illetve felÄul is m¶ulja ezt a hat¶ast. A francia
s¶ulyok eset¶eben viszont a ³ jelent}osebb csÄokken¶ese mellett csak viszonylag
kicsit n}o a ¯, ¶es mindez az osztal¶ek komolyabb csÄokken¶es¶et eredm¶enyezi.
Ak¶ar a 3. t¶abl¶azat k¶et sz¶els}os¶eges ¶ert¶ek¶et, ak¶ar a kÄozbens}o adatait tekintjÄuk,
egy¶ertelm}u, hogy az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek alakul¶as¶ara nagy hat¶assal van a
b¶aziskoroszt¶alyon k¶³vÄuli n¶epess¶eg fogyaszt¶asa ¶es munkajÄovedelme. Amennyi-
ben }ok tÄobb jÄovedelemre tesznek szert, illetve kevesebbet fogyasztanak, akkor
ezzel el}oseg¶³tik az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek nÄoveked¶es¶et.

Miel}ott a fentiekb}ol t¶eves kÄozgazdas¶agi kÄovetkeztet¶est vonn¶ank le, ¶erdemes
v¶egiggondolni, mire is vonatkozik a sz¶oban forg¶o ÄosszefÄugg¶es. A cikkben
az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶ast vizsg¶altuk, ¶es arra jutottunk,
hogy ennek az ¶ert¶eknek a nÄovel¶es¶et els}osorban azzal tudjuk el}oseg¶³teni, ha
a b¶aziskoroszt¶alyon k¶³vÄuli n¶epess¶eg, a 30 ¶evn¶el ¯atalabbak, ¶es a 49 ¶evn¶el
id}osebbek, tÄobb munkajÄovedelmet ¶all¶³tanak el}o, ¶es kevesebbet fogyasztanak.
Az egy e®ekt¶³v fogyaszt¶ora jut¶o kibocs¶at¶as azonban nem azonos az egy em-
berre jut¶o kibocs¶at¶assal. Amennyiben v¶altozatlan Äosszfogyaszt¶as mellett a
b¶aziskoroszt¶aly fogyaszt¶asa csÄokken, ez m¶aris megemeli az e®ekt¶³v fogyaszt¶ok
sz¶am¶at, ¶es v¶altozatlan jÄovedelmet felt¶etelezve azt mutatja, mintha csÄokkenne
az egy f}ore jut¶o kibocs¶at¶as. A Mason ¶es Lee [2007] nÄoveked¶esi modell vis-
zont mindÄossze annyit mond, hogy v¶altozatlan e®ekt¶³v fogyaszt¶oi l¶etsz¶am
mellett a ¯atalabbak ¶es az id}osebbek munkajÄovedelm¶enek nÄoveked¶ese, illetve
fogyaszt¶as¶anak csÄokken¶ese pozit¶³van hat a gazdas¶agi nÄoveked¶esre.

4A fÄuggel¶ekben bebizony¶³tjuk, hogy egy b¶aziskoroszt¶alybeli kohorsz ¶atlagos jÄovedelm¶e-
nek ceteris paribus nÄoveked¶ese csÄokkenti, egy azon k¶³vÄuli kohorsz ¶atlagos jÄovedelm¶enek
nÄoveked¶ese pedig nÄoveli az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ekot.
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4 ÄOsszegz¶es

CikkÄunkben a Mason ¶es Lee [2007]-f¶ele nÄoveked¶esi modellek ¶altal de¯ni¶alt
els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek alakul¶as¶at vizsg¶altuk. El}oszÄor Äosszefoglaltuk, hogy
a nÄoveked¶essel foglalkoz¶o irodalom milyen ¶uton jutott el a demogr¶a¯ai oszta-
l¶ekot meghat¶aroz¶o nÄoveked¶esi modellekhez, majd de¯ni¶altuk az eltart¶asi r¶ata
¶es az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek fogalm¶at.

Felh¶³vtuk a ¯gyelmet arra, hogy az eltart¶asi r¶ata pontos sz¶amszer}us¶³t¶ese
rendk¶³vÄul kÄolts¶eges, ¶es ez¶ert az ezzel foglalkoz¶o NTA projektben r¶eszt vev}o
orsz¶agok egyel}ore csak egy ¶evre vonatkoz¶oan publik¶altak adatokat. Ennek
a probl¶em¶anak az ¶athidal¶as¶ara ¶altal¶anosan alkalmazott m¶odszer, hogy az
aktu¶alis lakoss¶agi l¶etsz¶amadatok mell¶e egyetlen (mindig ugyanazon) ¶ev jÄove-
delmi ¶es fogyaszt¶asi adatait haszn¶alj¶ak fel s¶ulyoz¶asra. CikkÄunkben azonban
megmutattuk, hogy¶³gy tulajdonk¶eppen egys¶egnyi aggreg¶alt fogyaszt¶asra jut¶o
munkajÄovedelem-nÄoveked¶est m¶ernek, ezt is ¶ugy, hogy a lakoss¶agi jÄovedelmi
¶es fogyaszt¶asi adatokat ¶alland¶onak tekintik.

Gondolatk¶³s¶erletet v¶egeztÄunk, ahol a t¶enyleges 2005-Äos magyarorsz¶agi l¶et-
sz¶am-, fogyaszt¶asi ¶es jÄovedelemadatok seg¶³ts¶eg¶evel kisz¶am¶³tott eltart¶asi r¶at¶at
egy mesters¶egesen konstru¶alt eltart¶asi r¶at¶ahoz hasonl¶³tottuk. Ez ut¶obbit
a magyar 2006-os l¶etsz¶amadatok ¶es m¶asik hat, az NTA projektben r¶eszt
vev}o eur¶opai orsz¶ag jÄovedelmi ¶es fogyaszt¶asi ¶ert¶ekei seg¶³ts¶eg¶evel hat¶aroztuk
meg. A kÄulÄonbÄoz}o s¶ulyokkal kÄulÄonbÄoz}o eltart¶asi r¶at¶at kaptunk, ¶es ¶³gy a r¶ata
nÄoveked¶esi Äuteme viszonylag sz¶eles spektrumban mozgott, negat¶³v ¶es pozit¶³v
¶ert¶ekeket is felvett. Ezzel azt mutattuk meg, hogy a jÄovedelmi aggreg¶atumok
fogyaszt¶asi aggreg¶atumokhoz val¶o hasonl¶³t¶asa ugyan sz¶amos kÄozgazdas¶agi
elemz¶esnek lehet hasznos eszkÄoze, de az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek becsl¶es¶eben
t¶eves kÄovetkeztet¶eseket is eredm¶enyezhet, ak¶ar a gazdas¶agi nÄoveked¶eshez val¶o
hozz¶aj¶arul¶as el}ojel¶et illet}oen is.

Az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek k¶eplet¶enek vizsg¶alata arra a kÄovetkeztet¶esre
vezetett, mely szerint a 30-49-¶eves, b¶aziskoroszt¶alynak nevezett n¶epess¶eg ¶at-
lagos fogyaszt¶as¶anak emelked¶ese egy r¶eszr}ol pozit¶³van, m¶as r¶eszr}ol negat¶³van
hat az osztal¶ek nÄoveked¶es¶ere. A b¶aziskoroszt¶aly ¶atlagos munkajÄovedelm¶enek
nÄoveked¶ese pedig ¶epp ezekkel ellent¶etes ir¶any¶u hat¶ast fejt ki. A b¶aziskoroszt¶a-
lyon k¶³vÄuli lakoss¶ag, azaz a ¯atalabbak ¶es az Äoregebbek munkajÄovedelm¶enek
nÄoveked¶ese azonban egy¶ertelm}uen nÄoveli, fogyaszt¶as¶anak nÄoveked¶ese pedig
csÄokkenti az eltart¶asi r¶ata ¶ert¶ek¶et. Ezzel kapcsolatosan tov¶abbi kutat¶asi
k¶erd¶es, hogy az eltart¶asi r¶ata mennyire ¶erz¶ekeny a b¶aziskoroszt¶aly ¶eletkori
hat¶arainak v¶altoztat¶as¶ara. Az azonban vizsg¶alatunkb¶ol egy¶ertelm}uen kit}unik,
hogy az els}o demogr¶a¯ai osztal¶ek nÄoveked¶es¶eben vagy csÄokken¶es¶eben a ¯ata-
labbak ¶es id}osebbek jÄovedelemtermel}o ¶es fogyaszt¶asi szok¶asai kulcsfontoss¶ag¶u
szerepet kapnak.
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5 FÄuggel¶ek

Eltart¶asi r¶ata:

D(t) =
L(t)

N(t)
=

!P
a=0

y(a; t)P (a; t)

!P
a=0

c(a; t)P (a; t)
¢ c(b; t)

y(b; t)
(A.1)

B¶azis koroszt¶aly (30-49 ¶evesek) ¶atlagos fogyaszt¶asa ¶es jÄovedelme:

c(b; t) =
c(30; t) + c(31; t) + . . . + c(49; t)

20
(A.2)

y(b; t) =
y(30; t) + y(31; t) + . . . + y(49; t)

20
(A.3)

A jÄovedelem-v¶altoz¶as hat¶asa az eltart¶asi r¶at¶ara
e 6= 30; 31; . . . 49

@
³

L(t)
N(t)

´

@y(e; t)
=

P (e; t)
!P

a=0
c(a; t)P (a; t)

c(b; t)

y(b; t)
(A.4)

e = 30; 31; . . . 49

@
³

L(t)
N(t)

´

@y(e; t)
=

c(b; t)
!P

a=0
c(a; t)P (a; t)

0
BB@

P (e; t)y(b; t) ¡
!P

a=0
y(a; t)P (a; t) 1

20

y2(b; t)

1
CCA (A.5)

Az (A.4) deriv¶al¶as eredm¶enye pozit¶³v, az (A.5) pedig negat¶³v (a b¶azis-
koroszt¶aly egyetlen kor¶ev¶ehez tartoz¶o Äosszes jÄovedelm¶en¶el l¶enyegesen tÄobb a
negat¶³v el}ojel}u jÄovedelem Äosszeg¶enek abszol¶ut ¶ert¶eke), ¶³gy egy b¶azis korosz-
t¶alybeli lakos jÄovedelemv¶altoz¶as¶anak hat¶asa az eltart¶asi r¶at¶ara negat¶³v, m¶³g
egy nem b¶azis koroszt¶alybeli lakos¶e pozit¶³v.
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THE FIRST DEMOGRAPHIC DIVIDEND, AND ITS REALIZATION

IN HUNGARY

The paper deals with the types of growth models that are based on National Trans-
fer Accounts. The ¯rst demographic dividend, belonging to these models, is broken
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up into components, and it is shown how di®erent levels of these components in°u-
ence the value of the dividend. Not only the increase or decrease in the size of the
population of di®erent cohorts has a crucial role on the ¯rst demographic dividend,
but changes in income and the consumption values of cohorts could also have an
in°uence. Incorrect statistics on population income and consumption may result
in a wrong estimate of the ¯rst demographic dividend.
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¶ARFOLYAMINGADOZ¶ASOK VIZSG¶ALATA
SZIMMETRIKUS STABIL MODELLBEN1

CSENDES CSILLA
Budapesti Corvinus Egyetem

Dolgozatomban a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde vezet}o pap¶³rjainak ¶arfolyam inga-
doz¶asait vizsg¶alom a naponk¶enti logaritmikus hozamok eloszl¶as¶anak alapj¶an.
Vizsg¶alatomban a napi hozamokat fÄuggetlennek ¶es szimmetrikus stabil elosz-
l¶as¶unak felt¶eteleztem. Bemutatok egy robusztus statisztikai elj¶ar¶ast, amellyel
a stabil param¶eterek (alak-, sk¶ala-, ¶es helyparam¶eter) egyÄuttesen becsÄulhet}ok.
Az elj¶ar¶as j¶o statisztikai ¶es numerikus tulajdons¶agokkal rendelkezik, tov¶abb¶a
kÄonnyen alkalmazhat¶o. A szimmetrikus stabil modellb}ol kiindulva becsÄultem
a hozamok eloszl¶as¶anak param¶etereit ¶es hipot¶ezis vizsg¶alattal ellen}oriztem
az illeszked¶est a stabil ¶es a norm¶alis eloszl¶ashoz. A becsÄult param¶eterek
seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶aroz¶asra kerÄultek az ¶arfolyamokra vonatkoz¶o kon¯dencia
intervallumok.

1 Bevezet¶es

A stabil eloszl¶asok csal¶adj¶anak pontos de¯ni¶al¶as¶at Levy (1925) v¶egezte el, aki
fÄuggetlen, azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Äosszegeit tanulm¶anyozta,
¶es konvergencia t¶eteleket bizony¶³tott az Äosszegekre. Az eloszl¶ascsal¶ad mate-
matikai statisztikai jelent}os¶eg¶et az adja, hogy a centr¶alis hat¶areloszl¶as t¶etel
¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent ad¶od¶o vonz¶asi tartom¶any (domain of attraction) probl¶ema
lehets¶eges megold¶as¶at kiz¶ar¶olag ez a csal¶ad tartalmazhatja. A vonz¶asi tar-
tom¶any probl¶em¶aban az Äosszegzett v¶altoz¶ok fÄuggetlenek, azonos eloszl¶as¶uak,
de a sz¶or¶asn¶egyzetÄuk nem v¶eges. A stabil eloszl¶asok teh¶at az ¶altal¶anos¶³tott
centr¶alis hat¶areloszl¶as t¶etel alapj¶an a norm¶alis eloszl¶as ¶altal¶anos¶³t¶as¶at adj¶ak
(Uchaikin ¶es Zolotarev (1999), 55. oldal).

1. Defin¶³ci¶o. Egy X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot stabilnak nevezÄunk, ha minden
n-re l¶eteznek olyan X1, X2,. . . , Xn v¶altoz¶ok, melyeknek kÄozÄos az eloszl¶asa ¶es
amely eloszl¶as megegyezik X eloszl¶as¶aval, tov¶abb¶a l¶eteznek olyan e(n) ¶es a(n)
konstansok (e(n) centr¶al¶o, a(n) sk¶al¶az¶o szerepet tÄolt be), ¶ugy, hogy

Pn
i=1 Xi

a(n)
¡ e(n) (1)

eloszl¶asa megegyezik X eloszl¶as¶aval.

1A kutat¶o munka a Miskolci Egyetem strat¶egiai kutat¶asi terÄulet¶en m}ukÄod}o Mechatro-
nikai ¶es Logisztikai Kiv¶al¶os¶agi KÄozpont keret¶eben val¶osult meg. Be¶erkezett: 2014. okt¶ober
20. E-mail: csendescsilla@gmail.com.



194 Csendes Csilla

Az eloszl¶ascsal¶ad haszn¶alat¶at a gyakorlati modellez¶esben megnehez¶³ti n¶e-
h¶any olyan tulajdons¶ag, amelyek miatt mer}oben ¶uj megkÄozel¶³t¶esekre van
szÄuks¶eg. Hab¶ar l¶etezik a stabil eloszl¶asok s}ur}us¶eg- ¶es eloszl¶asfÄuggv¶enye, ezek
nem ismertek z¶art alakban. A fÄuggv¶enyek az ¶un. integr¶alreprezent¶aci¶oban,
illetve sorfejt¶essel adottak. Teh¶at azok a statisztikai m¶odszerek, amelyek a
s}ur}us¶eg- vagy eloszl¶asfÄuggv¶enyre kÄozvetlenÄul ¶epÄulnek, mint p¶eld¶aul a maxi-
mum likelihood (ML) m¶odszer, nem alkalmazhat¶oak. L¶eteznek numerikus
integr¶al¶ast tartalmaz¶o kÄozel¶³t¶eses elj¶ar¶asok (l¶asd Nolan (2001)), de ezeknek
a sz¶am¶³t¶asi ig¶enye nagyon jelent}os.

A z¶art alak¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny ¶es eloszl¶asfÄuggv¶eny hi¶any¶aban az elosz-
l¶ascsal¶adot a karakterisztikus fÄuggv¶ennyel ¶³rj¶ak le, amely az 1. de¯n¶³ci¶ob¶ol
levezethet}o. A karakterisztikus fÄuggv¶eny a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny Fourier-transz-
form¶altja, ¶es a k¶et fÄuggv¶eny egy¶ertelm}uen megfeleltethet}o egym¶asnak. A
stabil karakterisztikus fÄuggv¶eny ez¶ert j¶ol de¯ni¶alja az eloszl¶ascsal¶ad tagjait.
A fÄuggv¶eny n¶egy param¶eter seg¶³ts¶eg¶evel ¶³r le egy ¶altal¶anos stabil eloszl¶ast,
amelyek

² a 0 < ® · 2 karakterisztikus kitev}o (stabilit¶asi index, farokindex),

² a ¡1 · ¯ · 1 ferdes¶egi (aszimmetria) param¶eter,

² a ° > 0 sk¶alaparam¶eter,

² ¶es a ± 2 IR helyparam¶eter.

Legyen X » S(®;¯; °; ±) stabil eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a fenti
param¶eterekkel, ekkor az X v¶altoz¶o karakterisztikus fÄuggv¶enye:

E exp (itX) =

=

½
exp(¡°®jtj®

£
1 ¡ i¯(tan(¼®

2 )(sign(t))((°jtj)1¡® ¡ 1)
¤
+ i±t); ® 6= 1

exp(¡°jtj£1 ¡ i¯ 2
¼
(sign(t))(ln jtj + ln °)

¤
+ i±t); ® = 1

(2)
ahol sign(t) jelenti az el}ojel fÄuggv¶enyt. Ha a ¯ ¶es ± param¶eter ¶ert¶eke nulla,
azaz a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o szimmetrikus nulla kÄorÄul, akkor a karakteriszti-
kus fÄuggv¶eny val¶os fÄuggv¶eny, ¶es a

Á(t) = e¡°®jtj® (3)

egyszer}ubb alakban ¶all el}o.
A norm¶alis eloszl¶as az ® = 2 param¶eter}u stabil eloszl¶as. A norm¶alis

eloszl¶ast¶ol eltekintve a stabil eloszl¶asok sz¶or¶asn¶egyzete nem l¶etezik, ugyanis
a m¶asodik momentumot de¯ni¶al¶o integr¶al nem v¶eges. ¶Altal¶anoss¶agban igaz,
hogy az EjXpj momentumok nem v¶egesek, ha p ¸ ®, ahol 0 < ® < 2. Ebb}ol
kÄovetkezik, hogy a magasabb rend}u momentumok sem v¶egesek. L¶eteznek
olyan stabil eloszl¶asok is, amelyeknek a v¶arhat¶o ¶ert¶eke sem l¶etezik, ilyen
p¶eld¶aul a Cauchy-eloszl¶as (® = 1). Teh¶at a param¶eterbecsl¶esre szint¶en
gyakran haszn¶alt momentumok m¶odszere sem haszn¶alhat¶o.
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A stabil eloszl¶asok r¶eszletes le¶³r¶as¶at tal¶alhatjuk tÄobbek kÄozÄott a kÄovetkez}o
monogr¶a¯¶akban: Gnedenko ¶es Kolmogorov (1954), Uchaikin ¶es Zolotarev
(1999), Samorodnitsky ¶es Taqqu (1994).

Az eloszl¶ascsal¶ad adatmodellez¶esben val¶o haszn¶alat¶anak legf}obb el}onye
ugyanakkor a rugalmass¶ag, amelyet a n¶egy param¶eterrel tÄort¶en}o illeszt¶es je-
lent. Nyilv¶anval¶o, hogy a norm¶alis eloszl¶ashoz k¶epest (amely eset¶en csak k¶et
param¶eter ¶all rendelkez¶esre) sokkal pontosabban le¶³rhatjuk a meg¯gyel¶eseket.
Az ut¶obbi id}oben a sz¶am¶³t¶og¶epek nÄovekv}o sz¶am¶³t¶asi kapacit¶asai r¶ev¶en egyre
tÄobb statisztikai, Äokonometriai eszkÄozt fejlesztettek ki, amelyekkel egyre in-
k¶abb lehet}ov¶e v¶alik az eloszl¶ascsal¶ad gyakorlati alkalmaz¶asa. A kidolgozott
diagnosztikai eszkÄozÄokr}ol (s}ur}us¶egfÄuggv¶eny kÄozel¶³t¶ese, q-q ¶abr¶ak, illeszked¶es
vizsg¶alat) Nolan (2001) ad r¶eszletes le¶³r¶ast.

A statisztikai vizsg¶alatokhoz elengedhetetlen a megfelel}o eloszl¶as¶u v¶eletlen
sz¶amok gener¶al¶asa. Az ®-stabil szimmetrikus Z v¶altoz¶o gener¶alhat¶o Zolotarev
(1986) alapj¶an a kÄovetkez}o formul¶aval:

Z(®; 0) =
sin(®»)¡
cos »)

1
®

µ
cos((1 ¡ ®)»)

´

¶ 1¡®
®

; (4)

ahol ´ standard exponenci¶alis v¶altoz¶o, » egyenletes val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a
(¡¼=2; ¼=2) intervallumon. A standardiz¶alt ®-stabil v¶altoz¶onak az al¶abbi
formul¶aval gener¶alhat¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot tekintjÄuk:

Z(®; 0)=®
1
® :

A stabil eloszl¶ascsal¶ad haszn¶alata a p¶enzÄugyi modellez¶esben az 1960-as
¶evekre ny¶ulik vissza. Az els}o tanulm¶anyok Mandelbrot (1964), illetve Fama
(1965) nev¶ehez f}uz}odnek, akik ¶arfolyamv¶altoz¶asokat vizsg¶alva azt tapasztal-
t¶ak, hogy a norm¶alis modellhez k¶epest a hozamok nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel
sz¶or¶odnak messzebb az ¶atlagt¶ol, azaz az extr¶em esetek val¶osz¶³n}us¶ege nagyobb,
mint azt a norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelezve v¶arn¶ank. Ennek a jelens¶egnek a
le¶³r¶as¶ara a vastag fark¶u (heavy-tailed) eloszl¶asokat, kÄoztÄuk a stabil eloszl¶as-
csal¶adot kezdt¶ek haszn¶alni. Elm¶eleti szempontb¶ol ez az¶ert kedvez}o, mert a
portf¶oli¶o feladatban szerepl}o hozamÄosszegz¶essel p¶arhuzamba ¶all¶³that¶o a sta-
bilit¶asi tulajdons¶ag, azaz hogy a stabil eloszl¶asok z¶artak az Äosszegz¶esre n¶ezve.

K¶es}obb ¶ujabb ¶es ¶ujabb tanulm¶anyok, empirikus vizsg¶alatok jelentek meg,
¶es m¶ara m¶ar sz¶eles kÄorben elterjedt a stabil portf¶oli¶o modell alkalmaz¶asa. A
t¶em¶aban megjelent kÄotetek tÄobbek kÄozÄott Rachev (szerk.) (2003), Rachev ¶es
Mittnik (2000), valamint Adler et al. (szerk.) (1998). A hazai szakirodalom-
ban is sz¶amos tanulm¶any tal¶alhat¶o, amely stabil eloszl¶asok p¶enzÄugyi terÄuleten
val¶o alkalmaz¶as¶aval foglalkozik, p¶eld¶aul Lux ¶es Varga (1996), Pal¶agyi (1999),
Janecsk¶o (2000), Pal¶agyi (2003), valamint Luk¶acs (2004).

Dolgozatom t¶em¶aja r¶eszv¶eny ¶arfolyamok vizsg¶alata szimmetrikus stabil
modellben. A 2. szakaszban ¶attekintem a stabil portf¶oli¶o modelleket, a ho-
zamsz¶am¶³t¶as modelljeit, a stabil eloszl¶asok ismert param¶eterbecsl¶esi elj¶ar¶asait.
A 3. szakaszban bemutatok egy robusztus statisztikai m¶odszert, amely az
M-becsl¶esek kÄoz¶e tartozik, ¶es az ®, °, ± param¶eterek egyÄuttes (egyidej}u)
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becsl¶es¶et teszi lehet}ov¶e. Az elj¶ar¶as a Probability Integral Transformation
(PIT) technik¶an alapszik. Az ¶arfolyamadatok elemz¶es¶et a PIT m¶odszer,
valamint a STABLE program2 seg¶³ts¶eg¶evel a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde (B¶ET)
legjelent}osebb, vezet}o r¶eszv¶enyeinek adatain v¶egeztem el. BecsÄultem a r¶esz-
v¶enyenk¶enti hozamok eloszl¶as¶anak param¶etereit ¶es ¶ert¶ekelem az illeszked¶est
a norm¶alis ¶es becsÄult stabil eloszl¶asokhoz. A becsÄult param¶eterek alapj¶an
kon¯dencia intervallumokat k¶esz¶³tettem, az eredm¶enyeket tartalmazza a dol-
gozat 4. szakasza.

2 Stabil portf¶oli¶o anal¶³zis

A XX. sz¶azadban sz¶amos kÄozgazdas¶agtudom¶anyi Nobel-eml¶ek d¶³jjal jutal-
mazt¶ak a portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶as terÄulet¶en alkotott elm¶eleteket, R. Mertont ¶es
M. Scholes-t a derivat¶³v¶ak ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶a¶ert (1997), W. Sharpe-ot
a t}okepiaci ¶arfolyamok modellj¶e¶ert (Capital Asset Pricing Model, CAPM)3

(1990), H. Markowitz-ot portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi modellj¶enek kidolgoz¶as¶a¶ert
(1990). Ezen ismert kÄozgazdas¶agtani, p¶enzÄugyi modellek mindegyik¶enek
l¶etezik stabil eloszl¶asokra val¶o kiterjeszt¶ese, amelyekr}ol r¶eszletes ¶attekint¶est
ad Uchaikin ¶es Zolotarev (1999) (17. fejezet). Ezeket a modelleket tekintem
¶at a kÄovetkez}okben.

A portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as klasszikus modellj¶eben a portf¶oli¶o hozama a
portf¶oli¶oban tal¶alhat¶o eszkÄozÄok hozamainak s¶ulyozott ¶atlaga, a kock¶azatot
pedig a portf¶oli¶o sz¶or¶asn¶egyzet¶evel m¶erjÄuk. A modellt H. Markowitz fogal-
mazta meg (1952), amely ¶atlag - sz¶or¶as megkÄozel¶³t¶es n¶even v¶alt ismertt¶e a
magyar szakirodalomban.

Legyen n kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekpap¶³r, amelyeknek a hozamai X = (X1; . . . ; Xn),
a v¶arhat¶o ¶ert¶ekÄuk ¹ = (¹1; . . . ; ¹n), § az Xi v¶altoz¶ok kovariancia m¶atrixa,
¶es az eszkÄozÄok s¶ulyait a portf¶oli¶oban jelÄolje w = (w1; . . . ; wn) s¶ulyvektor,
w ¸ 0. Ha felt¶etelezzÄuk, hogy X » N (¹; §) tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as¶u,
akkor a portf¶oli¶o hozam¶anak eloszl¶asa szint¶en norm¶alis Xp » N (¹p; ¾

2
p), ahol

¹p = wT ¹ ¶es ¾2
p = wT §w. A portf¶oli¶o feladat l¶enyege, hogy az optim¶alis w

s¶ulyvektor meghat¶aroz¶as¶aval egy a befektet}o ¶altal el}o¶³rt ¸ v¶arhat¶o hozamszint
el¶er¶ese mellett minimaliz¶aljuk a kock¶azatot:

min
w

h
wT §w

i
;

wT ¹ ¸ ¸ ;

wT e = 1 ;

(5)

ahol T a transzpon¶al¶ast jelenti, e = (1; . . . ; 1) az n-dimenzi¶os Äosszegz}o vektor.
Az optimaliz¶al¶asi probl¶ema c¶elfÄuggv¶enye ekkor kvadratikus fÄuggv¶eny, ¶es a
feladat a kvadratikus programoz¶as ismert algoritmusaival megoldhat¶o. A
portf¶oli¶o feladat fel¶³rhat¶o a fenti probl¶em¶aval azonos eredm¶enyre vezet}o li-
ne¶aris programoz¶asi feladatk¶ent is, amelynek egy kvadratikus felt¶etele van.

2Ingyenesen el¶erhet}o szoftver J. P. Nolan weboldal¶ar¶ol [30].
3A CAPM megalkot¶oja W. Sharpe mellett J. Lintner
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Ekkor a befektet}o a sz¶am¶ara maxim¶alisan elviselhet}o ¾2
max kock¶azati szint

mellett maximaliz¶alja az el¶erhet}o hozamot:

max
w

¹p ;

¾2
p · ¾2

max ;

wT e = 1 :

(6)

Az optim¶alis portf¶oli¶ovektor ekkor kvadratikus programoz¶asi feladatok
sorozat¶anak megold¶as¶aval ¶all¶³that¶o el}o. A fenti modellekben a fedezetlen rÄo-
vidre elad¶as (short-selling), azaz ha wi < 0, nem enged¶elyezett. A fedezetlen
rÄovidre elad¶as lehet}os¶eg¶et is megenged}o nem korl¶atozott probl¶ema, valamint
tov¶abbi relax¶alt felt¶etelekkel rendelkez}o probl¶em¶ak r¶eszletes le¶³r¶asa tal¶alhat¶o
p¶eld¶aul Lintner (1965) dolgozat¶aban.

B¶ar a megkÄozel¶³t¶est sok kritika ¶erte (f}ok¶ent a norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese
miatt), a modell jelent}os¶ege vitathatatlan. A tapasztalati vizsg¶alatok hamar
r¶amutattak, hogy a norm¶alis eloszl¶ast¶ol cs¶ucsosabb ¶es vastagabb fark¶u (heavy-
tailed) eloszl¶asok sokkal ink¶abb le¶³rj¶ak a hozamokat. A stabil eloszl¶ascsal¶ad
mellett m¶as vastag fark¶u eloszl¶asokat is vizsg¶altak, de a stabil eloszl¶asok
Äosszegz¶esi tulajdons¶aga, azaz hogy azonos ® karakterisztikus kitev}ovel ren-
delkez}o v¶altoz¶ok Äosszegz¶es¶evel ¶ujra ®-stabil v¶altoz¶ot kapunk, nagy el}onyt
jelent a portf¶oli¶o anal¶³zisben.

A stabil portf¶oli¶o feladatban azt felt¶etelezzÄuk, hogy a hozamok tÄobb-
v¶altoz¶os szimmetrikus stabil eloszl¶ast kÄovetnek. A szimmetria felt¶etelez¶es¶et
egyr¶eszt a tapasztalati meg¯gyel¶esek t¶amasztj¶ak al¶a, m¶asr¶eszt szimmetrikus
eloszl¶as haszn¶alat¶aval a pozit¶³v ¶es negat¶³v v¶altoz¶asok azonos m¶ert¶ekben s¶u-
lyozhat¶ok. A tÄobbv¶altoz¶os stabil portf¶oli¶o modelleket Press (1972) kÄonyve
alapj¶an mutatom be.

A vizsg¶alt tÄobbv¶altoz¶os szimmetrikus (¯ = 0) eloszl¶ascsal¶ad log-karakte-
risztikus fÄuggv¶enye:

lnÁX(t) = iaT t ¡ 1

2

mX

j=1

(tT jt)
®
2 ; (7)

ahol X tÄobbv¶altoz¶os hozameloszl¶as, ÁX(t) jelÄoli az X v¶altoz¶o karakterisztikus
fÄuggv¶eny¶et, i =

p¡1. Az aT = (a1; a2; . . . ; an) vektor az eloszl¶as helyvek-
tora, ® > 1 eset¶en v¶arhat¶o ¶ert¶ek vektora. Az j szimmetrikus sk¶alam¶atrixok
a v¶altoz¶ok fÄugg¶esi strukt¶ur¶aj¶at ¶³rj¶ak le, 8j : j ¸ 0. Az 0 < m · 1 eg¶esz a
tÄobbv¶altoz¶os stabil karakterisztikus fÄuggv¶eny el}obbi reprezent¶aci¶oj¶anak el}o¶al-
l¶³t¶asa sor¶an bevezetett ir¶anyok sz¶am¶at jelenti. Az n v¶altoz¶os, egys¶eg sugar¶u
hipergÄomb felsz¶³n¶en ¶ertelmezett integr¶al¶as helyett m diszkr¶et pont (ir¶any)
felv¶etel¶evel ¶es ir¶anyonk¶enti (j = 1; . . . ; m) Äosszegz¶essel hat¶arozzuk meg az
ÄosszefÄugg¶esi strukt¶ur¶at (l¶asd Press (1972), 6. fejezet). FeltesszÄuk, hogyPm

j=1 j > 0, azaz nem degener¶alt az eloszl¶as, ¶es hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ek v¶eges,
azaz 1 < ® · 2. A portf¶oli¶ot alkot¶o r¶eszv¶enyek s¶ulyainak vektor¶at tov¶abbra

� 

� 
� 
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is wT = (w1; w2; . . . ; wn) jelÄoli. Ekkor a portf¶oli¶o hozama

Xp =
nX

i=1

wiXi;

a portf¶oli¶o elv¶art hozama

E(Xp) =
nX

i=1

wiE(Xi) =
nX

i=1

wiai = wT a;

ha az X val¶osz¶³n}us¶egi vektor eloszl¶asa (7) szerinti. Az Xp portf¶oli¶o hozam
karakterisztikus fÄuggv¶enye:

ÁXp
(v) = E(eivXp);

v 2 IR a karakterisztikus fÄuggv¶eny fÄugg}o v¶altoz¶oja. Az X tÄobbv¶altoz¶os hozam
vektor karakterisztikus fÄuggv¶enye

ÁX(t) = E(eitT X);

t 2 IRn a karakterisztikus fÄuggv¶eny fÄugg}o v¶altoz¶oja. Legyen t = vw, ekkor

ÁX(t) = ÁX(vw) = E(eivwT X) = ÁXp(v);

azaz Xp log-karakterisztikus fÄuggv¶enye

lnÁXp(v) = iv(wT a) ¡ 1

2
jvj®

mX

j=1

(wT
jw)

®
2 :

Hasonl¶oan a Markowitz modellhez, a portf¶oli¶o kock¶azatot a hozamok elosz-
l¶as¶anak valamely sz¶or¶od¶asi mutat¶oj¶aval, stabil eloszl¶asok eset¶eben a sz¶or¶as
hi¶any¶aban a sk¶alaparam¶eterrel m¶erjÄuk, amely:

°(x) =
1

2

mX

j=1

(wT
jw)

®
2 : (8)

A w portf¶oli¶o vektort a kÄovetkez}o optimaliz¶al¶asi feladat megold¶as¶aval kapjuk:

max
x

h
¸aT w ¡ 1

2

mX

j=1

(wT
jw)

®
2

i
;

wT e = 1;

w ¸ 0:

(9)

A fenti modellben a r¶eszv¶enyek hozama kÄozÄos ® param¶eterrel rendelkezik
(Model I). Press (1972) bemutat egy ¶altal¶anosabb probl¶em¶at is (Model II),
amelyben ez a megkÄot¶es m¶ar nem szerepel, azaz a r¶eszv¶enyek kÄulÄonbÄoz}o
® param¶eter}u hozameloszl¶assal rendelkezhetnek. Bizonyos esetben explicit
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megold¶as adhat¶o a feladatokra a Lagrange szorz¶ok m¶odszer¶evel, tov¶abb¶a
bemutatja az m = 1 speci¶alis eset megold¶as¶at is. A Press ¶altal de¯ni¶alt
probl¶em¶akn¶al ¶altal¶anosabb le¶³r¶ast tesz lehet}ov¶e a spektr¶alm¶ert¶ek haszn¶alata.
A spektr¶alm¶ert¶ek de¯ni¶al¶as¶at Bradley ¶es Taqqu (2003) alapj¶an mutatom be.

A kÄovetkez}o t¶etel az ¶altal¶anos stabil v¶eletlen vektort a v¶eges ¡X m¶ert¶ek
seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶alja.

1. T¶etel. Legyen 0 < ® < 2. Ekkor X = (X1;X2; . . . ;Xn) akkor ¶es csak
akkor stabil v¶eletlen vektor ® stabilit¶asi indexszel, ha l¶etezik egy v¶eges ¡X

m¶ert¶ek az egys¶egsugar¶u IRn beli Sn = fs j s 2 IRn; jjsjj = 1g hipergÄombÄon
¶ertelmezve, ¶es egy ¹ 2 IRn vektor, hogy X karakterisztikus fÄuggv¶eny¶ere tel-
jesÄuljÄon, hogy

ª®(t) =

=

(
exp(¡ R

Sn
j(tT s)j®[1 ¡ i(sign((tT s)) tan ¼®

2
)]¡X(ds) + i(tT ¹)) ; ® 6= 1

exp(¡ R
Sn

j(tT s)j[1 + i 2
¼ sign((tT s)) ln j(tT s)j]¡X(ds) + i(tT ¹)) ; ® = 1

(10)
A (¡X ; ¹) p¶ar egy¶ertelm}u.

A ¡X m¶ert¶eket a stabil v¶eletlen vektor spektr¶alm¶ert¶ek¶enek nevezzÄuk. Ez
a m¶ert¶ek le¶³rja a fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶at a v¶altoz¶ok kÄozÄott. Ha X szimmetrikus
stabil eloszl¶as¶u ® kitev}ovel IRn-ben, akkor a karakterisztikus fÄuggv¶eny a

ª®(t) = exp
³

¡
Z

Sn

j(tT s)j®¡X(ds)
´

egyszer}ubb alakban ¶³rhat¶o fel, ahol ¡X az egy¶ertelm}u szimmetrikus spektr¶al-
m¶ert¶ek. Ha X tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u 0 < ® < 2 stabilit¶asi indexszel,
akkor X komponenseinek Äosszes line¶aris kombin¶aci¶oja is stabil eloszl¶ast kÄovet
ugyanazzal az ®-val, azaz a stabilit¶asi tulajdons¶ag eszerint a de¯n¶³ci¶o szerint
is igaz. Legyen most X 2 IRn hozamvektor tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u
(10) szerint, valamint w 2 IRn mint kor¶abban. Ekkor Xp = (wT X) =Pn

i=1 wiXi stabil eloszl¶as¶u S®(¯p; °p; ±p) param¶eterekkel. A (10) karakte-
risztikus fÄuggv¶eny alapj¶an a ¯p; °p; ±p param¶eterek meghat¶arozhat¶oak.

A sk¶alaparam¶eter:

°Xp
=

µZ

Sn

j(wT s)j®¡X(ds)

¶ 1
®

: (11)

Legyen az XT = (X1; X2; . . . ;Xn) ¶arfolyamv¶altoz¶as vektor (10) karakte-
risztikus fÄuggv¶eny}u tÄobbv¶altoz¶os stabil eloszl¶as¶u 1 < ® < 2 karakterisztikus
kitev}ovel, a jelÄol¶esek a kor¶abbiaknak megfelel}oek. A sk¶alaparam¶etert (11)
szerint de¯ni¶aljuk. A portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi probl¶ema ekkor:

min
w

hµZ

Sn

j(wT s)j®¡X(ds)

¶ 1
® i

;

wT ¹ ¸ ¸ ;

wT e = 1 ;

(12)
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ahol e az n dimenzi¶os Äosszegz}o vektor, ¸ a befektet}o ¶altal meghat¶arozott
elv¶art hozamszint.

A portf¶oli¶o modellek c¶elja a portf¶oli¶oban szerepl}o r¶eszv¶enyek s¶ulyainak
megv¶alaszt¶asa, ez¶altal optim¶alis befektet¶esi strukt¶ura kialak¶³t¶asa. A t}okepiaci
¶arfolyamok modellje (Capital Asset Pricing Model, CAPM, Sharpe (1964) ¶es
Lintner (1965) a r¶eszv¶enyek elv¶art hozam¶at a piacon el¶erhet}o kock¶azatmentes
befektet¶es ¶es a piaci portf¶oli¶o kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol ad¶od¶o tÄobblethozam fÄuggv¶eny¶e-
ben vizsg¶alja. JelÄolje XM a piaci portf¶oli¶o, Xi az i-edik r¶eszv¶eny hozam¶at,
¶es r a kock¶azatmentes hozamot. Ekkor a CAPM modell form¶alisan

E(Xi ¡ r) = ¯iE(XM ¡ r)

alakban ¶³rhat¶o, ahol

¯i =
Cov(Xi; XM )

VarXM
:

A r¶eszv¶enyekre jellemz}o ¯i ¶ert¶ek4 le¶³rja a r¶eszv¶eny ¶es a piac kapcsolat¶at a
piaci v¶altoz¶asokra adott ¶arfolyamv¶altoz¶ason keresztÄul. Ha ¯i > 1, akkor
az i-edik r¶eszv¶eny tart¶asa nagyobb hozamot ¶³g¶er, mint a piaci portf¶oli¶o, ha
¯i < 1, akkor ez a hozam pr¶emium kisebb. Az egyenlet ¶atalak¶³that¶o a

Xi ¡ r = ¯i(XM ¡ r) + ²i

alakba, ahol E(²i) = 0 ¶es Cov(²; XM ) = 0. Az egyenletet gyakran a hozamok
egyt¶enyez}os modellj¶enek nevezik. A r¶eszv¶enyek kock¶azat¶ara

¾2
Xi

= ¯2
i ¾2

XM
+ ¾2

²i
;

ahol az els}o tag jelenti a szisztematikus kock¶azatot, m¶³g a m¶asodik tag a
rezidu¶alis kock¶azatot. A portf¶oli¶o b¶et¶aj¶at a r¶eszv¶enyek b¶et¶aj¶anak s¶ulyozott
¶atlag¶aval kapjuk, m¶³g a portf¶oli¶o kock¶azata hasonl¶oan az egyes r¶eszv¶enyekhez

¾2
Xp

= ¯2
p¾2

XM
+ ¾2

²p
;

¾2
²p

=
nX

i=1

w2
i ¾2

²i
;

ha felt¶etelezzÄuk, hogy a rezidu¶alisok p¶aronk¶ent fÄuggetlenek.
A fenti modellek kÄozÄos jellemz}oje, hogy a portf¶oli¶o kock¶azat¶at a portf¶oli¶o

hozam eloszl¶as¶anak valamely sz¶or¶od¶asi mutat¶oj¶aval, a sz¶or¶asn¶egyzettel vagy a
sk¶alaparam¶eterrel m¶eri. A kock¶azatkezel¶esben alkalmazott m¶asik megkÄozel¶³-
t¶es szerint a portf¶oli¶ok tart¶as¶ab¶ol ered}o kock¶azatot olyan kock¶azati m¶ert¶ekkel
kell m¶erni, amely rendelkezik a (i) monotonit¶as, (ii) szubadditivit¶as, (iii)
pozit¶³v homogenit¶as, (iv) eltol¶as ekvivariancia tulajdons¶agaival. Ezeknek a
tulajdons¶agoknak a megkÄovetel¶ese gyakorlati szempontb¶ol fontos (G¶all ¶es
Pap (2004)):

4A ¯ jelÄol¶es itt a szakirodalomban ¶altal¶anosan haszn¶alt jelÄol¶es, ¶es nincs ÄosszefÄugg¶esben
a stabil ¯ ferdes¶egi param¶eterrel.
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(i) ha egy portf¶oli¶o minden esetben tÄobbet ¶³g¶er egy m¶asik portf¶oli¶on¶al,
akkor annak ne legyen nagyobb a kock¶azata;

(ii) k¶et portf¶oli¶ot egybet¶eve ne nÄovekedhessen a kock¶azat, azaz a portf¶oli¶ok
kock¶azat¶anak Äosszeg¶et nem haladhatjuk meg;

(iii) megtÄobbszÄorÄozve a portf¶oli¶ot, ¶am megtartva annak Äosszet¶etel¶et, a koc-
k¶azatoss¶ag a nagys¶aggal ar¶anyosan v¶altozzon;

(iv) ha biztosan realiz¶alunk egy p¶otl¶olagos adott Äosszeg}u p¶enz¶araml¶ast, ak-
kor a portf¶oli¶o kock¶azatoss¶aga ennek a p¶enz¶araml¶asnak a nagys¶ag¶aval
csÄokkenjen.

Ha egy kock¶azati m¶ert¶ek teljes¶³ti a felt¶eteleket, akkor koherens m¶ert¶eknek
nevezzÄuk. Ezek a felt¶etelek a sz¶or¶as ¶es sk¶alaparam¶eter eset¶eben nem tel-
jesÄulnek, s}ot, a n¶epszer}ubb VaR (Value-at-Risk, kock¶aztatott ¶ert¶ek) mutat¶o
sem koherens, mert nem teljes¶³ti a szubadditivit¶asi felt¶etelt. A VaR helyett
haszn¶alhat¶o az Expected Shortfall mutat¶o, amely koherens kock¶azati m¶ert¶ek.

A hozamok sz¶am¶³t¶asa az ¶arfolyamv¶altoz¶asok alapj¶an tÄobbf¶ele modellben
is lehets¶eges. A leggyakrabban haszn¶alt modell a relat¶³v (sz¶azal¶ekban kife-
jezett) hozam

Rt =
Pt

Pt¡1
¡ 1; (13)

¶es a folytonosan sz¶am¶³tott (continuously-compounded rate) logaritmikus ho-
zam

rt = ln
³ Pt

Pt¡1

´
= ln(Rt + 1); (14)

ahol Pt ¶es Pt¡1 jelenti a r¶eszv¶eny ¶ar¶at az t-edik ¶es t ¡ 1-edik id}opillanatban.
Ezt a modellt egy napos (one-day, single-period) modellnek nevezik. Ha Rt

¶ert¶eke kicsi, akkor ln(1 + Rt) ¼ Rt a logaritmus fÄuggv¶eny sorfejt¶ese miatt,
ez¶ert a k¶et modell nagyon hasonl¶o eredm¶enyt ad.

A logaritmikus hozam modell haszn¶alat¶anak el}onye, hogy az eltelt id}ore
n¶ezve addit¶³v. A portf¶oli¶o hozama a logaritmikus modell szerint:

rpt = ln
³ nX

i=1

wie
rit

´
; (15)

ahol w a portf¶oli¶o vektor, rit jelÄoli az i-edik r¶eszv¶eny hozam¶at a t-edik
id}opontban.

Elemz¶esemben a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde vezet}o r¶eszv¶enyeinek ri logaritmi-
kus hozameloszl¶as¶anak param¶etereit sz¶am¶³tottam ki. A n¶egy stabil param¶eter
¶arfolyamok eset¶en szeml¶eletes jelent¶essel rendelkezik. Az ® alakparam¶eter,
amely tal¶an a n¶egy param¶eter kÄozÄul a legfontosabb, jellemzi a farkak vastag-
s¶ag¶at (heaviness) ¶es a cs¶ucsoss¶agot (peakedness). Az ¶arfolyamok eset¶eben
min¶el alacsonyabb az ® param¶eter ¶ert¶eke, ann¶al nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel
kÄovetkezik be extr¶em ¶aringadoz¶as az adott r¶eszv¶eny ¶arfolyam¶aban, ez¶ert
ann¶al kock¶azatosabbnak tekinthet}o. A ¯ aszimmetria param¶eter ¶³rja le az el-
oszl¶as ferdes¶eg¶et: ha ¶ert¶eke negat¶³v, akkor az eloszl¶as balra ferde, ¶es nagyobb
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val¶osz¶³n}us¶eggel csÄokken az ¶arfolyam, m¶³g ha pozit¶³v, akkor jobbra ferde, ¶es
emelkedik az ¶arfolyam. A ° sk¶alaparam¶eter ¶es a ± helyparam¶eter a norm¶alis
eloszl¶as sz¶or¶as¶ahoz ¶es v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ehez hasonl¶o szerepet tÄolt be. A ± hely-
param¶eter az eloszl¶as kÄoz¶eppontj¶at adja meg, teh¶at a v¶arhat¶o hozamot jelenti.
A sk¶alaparam¶eter a meg¯gyel¶esek sz¶or¶od¶as¶at jellemzi, azaz a v¶altoz¶ekonys¶a-
got (volatilit¶ast), a kock¶azatoss¶agot ¶³rja le.

A portf¶oli¶o feladat megold¶as¶ahoz elengedhetetlen a param¶eterek megb¶³z-
hat¶o, pontos becsl¶ese. A param¶eterek becsl¶es¶ere a szakirodalomban sz¶amos
megkÄozel¶³t¶es l¶etezik. Az ismert elj¶ar¶asokr¶ol r¶eszletes le¶³r¶ast ad ¶es Äosszehason-
l¶³t¶o tanulm¶anyt mutatott be p¶eld¶aul Weron (1995), ¶es Borak et al . (2005).

Az egyik legegyszer}ubb megkÄozel¶³t¶es l¶enyege, hogy log-log sk¶al¶an ¶abr¶azol-
juk a meg¯gyel¶eseket ¶es a meg¯gyel¶eshez tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egeket, Mandel-
brot (1964). Ekkor ha a minta ®-stabil eloszl¶as¶u, akkor az empirikus eloszl¶as-
fÄuggv¶eny pontjai a farkakn¶al egy ¡® meredeks¶eg}u egyeneshez illeszkednek.
Ez az ÄosszefÄugg¶es az eloszl¶as fark¶anak aszimptotikus Pareto-viselked¶es¶eb}ol
vezethet}o le. Ez a gra¯kus m¶odszer nem biztos¶³t megfelel}o param¶eterbecsl¶esi
lehet}os¶eget, mert csak nagy mint¶ak eset¶eben haszn¶alhat¶o, ¶es csak az alak-
param¶eter becsl¶es¶ere. Vizsg¶alatok azt mutatj¶ak, hogy az ¶altal¶anos Pareto-
modell alkalmaz¶asa 1 < ® < 2 esetben felÄulbecsÄuli az ® param¶etert; p¶eld¶aul
egy szimul¶alt ® = 1:9 param¶eter}u mint¶ara N = 104 meg¯gyel¶esre 4 kÄorÄuli ®
becsl¶es ad¶odott (Borak et al. (2005)).

Az aszimptotikus Pareto-eloszl¶asra vonatkoz¶o tulajdons¶agb¶ol vezethet}ok
le a farokindex becsl¶esek, amelyek az eloszl¶as parametrikus alakj¶ara n¶ezve
semmilyen felt¶etelez¶essel nem ¶elnek. Ezek a becsl¶esek csak az aszimptotikus
viselked¶es le¶³r¶as¶ara haszn¶alhat¶ok, az eg¶esz eloszl¶as alakj¶anak vizsg¶alat¶ara al-
kalmatlanok. A farokindex becsl¶esek sem megb¶³zhat¶oak, mert er}osen fÄugge-
nek att¶ol, hogy melyik empirikus kvantilis ut¶an tekintjÄuk az aszimptotikus
viselked¶est. Hab¶ar a farokindex becsl¶esek Äonmagukban nem megb¶³zhat¶o
becsl¶esei a karakterisztikus kitev}onek, m¶egis a gyakorlatban egyszer}us¶egÄuk
miatt haszn¶alj¶ak }oket. A legelterjedtebb farokindex becsl¶es a Hill-becsl¶es
(Hill (1975)). A Hill-becsl¶esnek sz¶amos v¶altozata ismert, amelyekr}ol Äossze-
hasonl¶³t¶o kritikai elemz¶est mutatott be McCulloch (1997).

Kvantiliseken alapul¶o becsl¶eseket dolgozott ki Fama ¶es Roll (1971,1968),
illetve McCulloch (1986). Fama ¶es Roll a szimmetrikus esetre adtak kezdet-
leges becsl¶est empirikus meg¯gyel¶esek alapj¶an. Becsl¶esÄuk egyszer}uen sz¶am¶³t-
hat¶o, de torz¶³tott. McCulloch kieg¶esz¶³tette Fama ¶es Roll Äotlet¶et az ¶altal¶anos
esetre, eltÄuntette a torz¶³totts¶agot, ¶es mind a n¶egy param¶eterre konzisztens
becsl¶est adott. Ha az adatok stabil eloszl¶asb¶ol sz¶armaznak, ¶es a minta kell}oen
nagy, akkor ez a m¶odszer megb¶³zhat¶o becsl¶est szolg¶altat. A m¶odszer jelent}os
sz¶am¶³t¶asi ig¶ennyel rendelkezik, illetve bizonyos seg¶ed konstansokra is szÄuks¶eg
van, amelyeknek a meghat¶aroz¶asa nem egy¶ertelm}u. Szimul¶aci¶os vizsg¶alatok
alapj¶an a McCulloch becsl¶es pontoss¶aga kiel¶eg¶³t}o (Weron (1995)).

A maximum likelihood (ML) becsl¶es a hagyom¶anyos m¶odon nem alkal-
mazhat¶o, mert a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny nem ismert z¶art alakban. A ML m¶odszerrel
val¶o becsl¶eshez Nolan (2001) dolgozott ki numerikus elj¶ar¶ast, amely a Mc-
Culloch ¶altal le¶³rt kvantilis becsl¶est haszn¶alja kÄozel¶³t}o kezdeti ¶ert¶eknek, majd
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felt¶eteles kv¶azi-Newton m¶odszerrel maximaliz¶alja a likelihood fÄuggv¶enyt. A
ML becsl¶es ismert kedvez}o tulajdons¶agai, ¶ugymint a konzisztencia ¶es aszimp-
totikus normalit¶as a stabil eloszl¶asok eset¶eben is ¶erv¶enyesÄulnek. Ellenben
sz¶am¶³t¶asi ig¶enye jelent}os, ahogy Weron (1995) fogalmaz, "online val¶os idej}u
sz¶am¶³t¶asokra egy¶altal¶an nem haszn¶alhat¶o".

A karakterisztikus fÄuggv¶eny kÄozvetlenÄul is haszn¶alhat¶o a szimmetrikus
esetben, mert ebben az esetben a fÄuggv¶eny val¶os fÄuggv¶eny. A karakterisz-
tikus fÄuggv¶eny ismert, ez¶ert sok szerz}o haszn¶alja, kombin¶alja azt kÄulÄonbÄoz}o
m¶odszerekkel, pl. momentumok m¶odszere, ML m¶odszer. Az empirikus karak-
terisztikus fÄuggv¶enyt haszn¶alja Press (1972) minim¶alis t¶avols¶agon alapul¶o
becsl¶esekhez. A karakterisztikus fÄuggv¶enyen alapul¶o regresszi¶os m¶odszert
mutatott be Koutrouvelis (1980), majd ennek a m¶odszernek a jav¶³t¶as¶at Ko-
gon ¶es Williams (1998).

A stabil param¶eterek becsl¶es¶ere a bemutatott m¶odszereken k¶³vÄul m¶eg
sz¶amos megkÄozel¶³t¶es ismert. A kÄovetkez}o szakaszban r¶eszletesen ismertetem
a dolgozatomban alkalmazott becsl¶esi elj¶ar¶ast, amely szint¶en saj¶at eredm¶eny.

3 A PIT param¶eterbecsl¶esi elj¶ar¶as

Az M-becsl¶esek csoportj¶aba tartoz¶o robusztus statisztikai technik¶at mutat-
tam be szimmetrikus stabil eloszl¶asok param¶eterbecsl¶es¶ere, az 1 < ® < 2
esetre a Csendes (2013) dolgozatban. A m¶odszer szimul¶aci¶os vizsg¶alatok
alapj¶an hasonl¶o tulajdons¶agokkal (variancia, MSE ¶ert¶ek) rendelkezik, mint
a szakirodalomban ismert m¶odszerek, Csendes ¶es Fegyverneki (2014). Hasz-
n¶alat¶anak el}onye, hogy kÄonnyen implement¶alhat¶o, ¶es megb¶³zhat¶o eredm¶enyt
ad, valamint a m¶odszer fut¶asid}oben nem haszn¶al numerikus integr¶al¶ast, ¶³gy
gyorsabb, mint a ML m¶odszer. Az elj¶ar¶as implement¶al¶as¶ahoz szÄuks¶eges Äosszes
fÄuggv¶eny kÄozel¶³t¶ese rendelkez¶esre ¶all.

Az M-becsl¶esek (maximum likelihood t¶³pus¶u becsl¶esek) a
P¡ log f(xi)

loglikelihood fÄuggv¶eny helyett a
P

½(xi) fÄuggv¶enyt minimaliz¶alj¶ak, ahol ½ egy
alkalmas fÄuggv¶eny, xi mintaelemek. Legyen Ã(x) = d½(x)=dx fÄuggv¶eny a ½
fÄuggv¶eny deriv¶altja, ekkor a minimaliz¶al¶as di®erenci¶al¶assal ¶es az

P
Ã(xi) = 0

egyenlet megold¶as¶aval val¶os¶³that¶o meg. A ½ illetve Ã fÄuggv¶enyek megv¶alasz-
t¶asa kÄulÄonbÄoz}o becsl¶eseket eredm¶enyez, Huber (1964).

Ismert ® param¶eter eset¶en a stabil eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o minta hely ¶es
sk¶alaparam¶eter¶enek egyÄuttes becsl¶es¶ere haszn¶alhat¶o a Huber (1981) ¶altal de-
¯ni¶alt k¶et v¶altoz¶os M-becsl¶es. A becsl¶esi elj¶ar¶ast Fegyverneki (2003) alapj¶an
mutatom be. Legyenek x1; x2; . . . ; xn meg¯gyel¶esek, melyek az F eloszl¶asb¶ol
sz¶armaznak. Legyen F0((x ¡ T )=S) = F (x), azaz F ¶es F0 azonos t¶³pus¶u,
F0 az eloszl¶ast¶³pus kitÄuntetett tagja, ¶es az S sk¶ala ¶es T helyparam¶etert F0-
hoz k¶epest de¯ni¶aljuk. A hely ¶es sk¶alaparam¶eter (T;S) egyÄuttes M-becsl¶ese
(Tn; Sn) a kÄovetkez}o egyenletrendszer megold¶asa:

X
Ã

³xi ¡ Tn

Sn

´
= 0;
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X
Ã2

³xi ¡ Tn

Sn

´
= (n ¡ 1)B;

ahol Ã alkalmas s¶ulyfÄuggv¶eny, B egy konstanst jelÄol, melynek ¶ert¶eke 1=12, ha
a mintaelemek eloszl¶asa ¶eppen F0, ¶es

B = D2
F»

(Ã(»));

egy¶ebk¶ent. A fenti egyenletrendszer fel¶³r¶as¶ahoz a Probability Integral Trans-
formation (PIT) technik¶at ¶es a momentumok m¶odszer¶et haszn¶aljuk.

Az egyenletrendszer iterat¶³v algoritmussal, az ¶un. ping-pong m¶odszerrel
oldhat¶o meg. A m¶odos¶³tott Newton-m¶odszer alapj¶an az al¶abbi k¶et egyenletet
felv¶altva oldjuk meg: az els}o egyenletb}ol kapott helyparam¶etert a m¶asodikba
helyettes¶³tve ¶uj sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ekhez jutunk, azt¶an ezt felhaszn¶alva ism¶et
az els}o egyenletet sz¶am¶³tjuk ki. A k¶³v¶ant pontoss¶ag el¶er¶es¶eig ism¶eteljÄuk a
l¶ep¶eseket.

A helyparam¶eter kÄozel¶³t¶ese:

T (m+1)
n = T (m)

n +
1

n
S(m)

n

nX

i=1

Ã
³xi ¡ T

(m)
n

S
(m)
n

´
;

A sk¶alaparam¶eter kÄozel¶³t¶ese:

[S(m+1)
n ]2 =

1

(n ¡ 1)B
nX

i=1

Ã2
³xi ¡ T (m+1)

n

S(m)
n

´
[S(m)

n ]2:

A Ã s¶ulyfÄuggv¶eny:

Ã(x) = F0(x) ¡ 1

2
: (16)

A kezdeti ¶ert¶ekek:
T (0)

n = medfxig;

S(0)
n = C ¢ MAD;

ahol medfxig jelÄoli a medi¶ant, MAD jelÄoli a medi¶an abszol¶ut elt¶er¶est MAD =

medfjxi ¡ medfxigjg, S(m)
n ¶es T (m)

n az S sk¶ala- ¶es T helyparam¶eter aktu¶alis
becsl¶esei az m-edik iter¶aci¶oban. A C konstans ¶ert¶eke C = F¡1

0 (3=4), ame-
lyet a kezdeti becsl¶es torz¶³tatlans¶aga miatt alkalmazunk (F0 szimmetrikus
eloszl¶as).

A ping-pong m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel rÄogz¶³tett ® eset¶en, azaz ha F0 = F0;® is-
mert, a hely- ¶es sk¶alaparam¶eter becsÄulhet}o. Ha az alakparam¶etert is a mint¶a-
b¶ol becsÄuljÄuk, akkor F0;® nem ismert. A becsl¶esi elj¶ar¶asban az F0;® eloszl¶asra
a Ã fÄuggv¶eny illetve a B fÄuggv¶eny sz¶am¶³t¶asakor van szÄuks¶eg. Mivel az F0;®

nem ismert, a stabil eloszl¶asok csal¶adj¶anak k¶et ismert szimmetrikus tagj¶at,
a norm¶alis eloszl¶ast (® = 2), ¶es a Cauchy-eloszl¶ast (® = 1) haszn¶aljuk a Ã
fÄuggv¶enyben (16) a sk¶alaparam¶eter meghat¶aroz¶as¶ahoz. Teh¶at, a sk¶alapara-
m¶eter becsl¶es¶et mind a k¶et ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny haszn¶alat¶aval el}o¶all¶³tjuk.

A B konstans szint¶en tartalmazza a Ã fÄuggv¶enyt, illetve fÄugg az ® pa-
ram¶etert}ol az integrandus miatt is, ez¶ert legyen B(®) a tov¶abbiakban az ®
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param¶eter fÄuggv¶enye. Helyettes¶³tsÄuk be a norm¶alis ¶es a Cauchy-eloszl¶ast a
B(®) fÄuggv¶enyekbe:

Z 1

¡1

³ 1

¼
arctanx

´2

dF® =

Z 1

¡1

³ 1

¼
arctanx

´2

f®(x) dx = B1(®);

ha F0 a standard Cauchy eloszl¶as, ¶es
Z 1

¡1

³
©(x) ¡ 1

2

´2

dF® =

Z 1

¡1

³
©(x) ¡ 1

2

´2

f®(x) dx = B2(®);

ha F0 standard norm¶alis. A B1 ¶es B2 fÄuggv¶enyeket el}ozetesen racion¶alis
tÄortfÄuggv¶ennyel kÄozel¶³tettem a numerikus integr¶al¶as elkerÄul¶ese, ¶es ez¶altal az
algoritmus gyors¶³t¶asa miatt (Csendes (2013)).

A sk¶alaparam¶eter meghat¶aroz¶asa a B(®) fÄuggv¶eny miatt az ismeretlen
® param¶etert}ol fÄugg. Ha tetsz}oleges ® ¶ert¶eket v¶alasztan¶ank az [1; 2] inter-
vallumb¶ol a ° param¶eter becsl¶es¶ehez, akkor a becsl¶es torz¶³tott lenne, mivel
nem a megfelel}o F0;®-t alkalmaztuk. A minta val¶odi ® param¶etere eset¶en ez
a torz¶³totts¶ag elt}unik, a B ¶es Ã fÄuggv¶enyekben l¶ev}o torz¶³totts¶ag kiegyenl¶³ti
egym¶ast.

A val¶odi ®̂ param¶eter becsl¶es meghat¶aroz¶as¶ahoz felhaszn¶aljuk a Cauchy
¶es a norm¶alis eloszl¶assal sz¶am¶³tott sk¶alaparam¶eter becsl¶eseket. Ha ®-t foly-
tonosan v¶altoztatjuk az [1; 2] intervallumon (rÄogz¶³tett F0;® eset¶en), akkor a
sk¶alaparam¶eter becsl¶esek ® monoton nÄovekv}o, konk¶av fÄuggv¶eny¶et adj¶ak. Ha
mind a k¶et ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny eset¶en kisz¶am¶³tjuk a sk¶alaparam¶etereket,
akkor k¶et monoton nÄovekv}o, konk¶av gÄorb¶et kapunk, melyeknek a metsz¶es-
pontja ¶eppen a minta val¶odi ® param¶eter¶en¶el van. A metsz¶espont meghat¶a-
roz¶as¶ahoz v¶alasszuk a kezdeti ¶ert¶ekeket ® = 1 ¶es ® = 2-k¶ent, ¶es hat¶arozzuk
meg a sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ekeket ezekhez a kezdeti ® param¶eterekhez. Ezut¶an
intervallumfelez¶essel kÄozel¶³thet}o a k¶et gÄorbe metsz¶espontja tetsz}oleges pon-
toss¶aggal.

A PIT m¶odszerrel val¶o becsl¶es kÄonnyen implement¶alhat¶o, ¶es rendelkezik a
robusztus statisztik¶aban ismert V-robusztus, B-robusztus, kvalitat¶³v robusz-
tus (l¶asd Huber (1981)) tulajdons¶agokkal. Kev¶esb¶e ¶erz¶ekeny az outlierekre,
¶es megb¶³zhat¶o eredm¶enyt ad. Vannak azonban korl¶atai is: csak abban az es-
etben haszn¶alhat¶o, amikor a ferdes¶egi param¶eter ¶ert¶eke nulla, mert a sk¶alapa-
ram¶eter kÄozel¶³t¶esek meghat¶aroz¶as¶an¶al a m¶odszer az ismert eloszl¶asfÄuggv¶eny}u
Cauchy ¶es a norm¶alis eloszl¶asra t¶amaszkodik, amelyek szimmetrikusak. A
m¶odszer csak az 1 < ® < 2 param¶eter ¶ert¶ekekre m}ukÄodik, mert az algorit-
musban haszn¶alt fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶eseket csak erre a param¶eter tartom¶anyra
hat¶aroztam meg. B¶ar numerikusan ® < 1 -re is kisz¶am¶³that¶o lenne a B
fÄuggv¶eny, ebben az esetben a stabil eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem v¶eges. A
portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi feladatban a v¶arhat¶o hozamnak l¶eteznie kell, teh¶at
gyakorlati szempontb¶ol az a tartom¶any kev¶esb¶e fontos, amely eset¶en nem
l¶etezik a v¶arhat¶o ¶ert¶ek.

Ha az ® param¶eter kÄozel esik valamelyik v¶egponthoz, ¶es a minta kicsi,
akkor el}ofordulhat, hogy a k¶et sk¶alaparam¶eter gÄorb¶enek nincsen metsz¶es-
pontja az (1; 2) intervallumon. Ennek oka a v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶an¶al
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szerepet j¶atsz¶o v¶eletlen hat¶as. Ilyenkor a m¶odszer nem ad ¶erv¶enyes becsl¶est
az alakparam¶eterre. Szimul¶aci¶ok alapj¶an ez 50-100 elem}u mint¶ak eset¶en az
ism¶etl¶esek 1-6%-¶an¶al, 400 elem}u mint¶akn¶al viszont m¶ar egy¶altal¶an nem for-
dult el}o.

4 Eredm¶enyek

A dolgozatomban vizsg¶alt adatsorok r¶eszv¶enyek napi z¶ar¶o¶ar adatait tartal-
mazz¶ak 2004.01.01 ¶es 2012.12.31 kÄozÄott. Az adatok forr¶asa a www.portfolio.hu
weboldal. A vizsg¶alt r¶eszv¶enyek: OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL,
valamint a BUX Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde hivatalos indexe. Abban az esetben,
amikor az adatsorb¶ol hi¶anyzott az aznapi z¶ar¶o¶ar, az ¶arfolyamv¶altoz¶ast az
el}oz}o napi megl¶ev}o adatb¶ol sz¶am¶³tottam. Az 1. ¶abra a napi z¶ar¶o¶ar adatokat
mutatja.

1. ¶abra. A r¶eszv¶enyek napi z¶ar¶o¶arainak alakul¶asa a vizsg¶alt id}oszakban

A r¶eszv¶enyenk¶enti adatsorokb¶ol a (14) formula alapj¶an meghat¶aroztam a
napi logaritmikus hozamokat, melyeket a 2. ¶abra mutat. A hozamok ¶abr¶aj¶an
meg¯gyelhet}o a p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶as¶ara az ¶un. volatility clustering jelens¶eg,
azaz l¶atszik, hogy a v¶als¶ag kirobban¶as¶at kÄovet}o id}oben sokkal volatilisebbek
lettek a r¶eszv¶enyek, mindegyik r¶eszv¶eny ¶ara drasztikus ingadoz¶asnak volt
kit¶eve.

Felt¶eteleztem, hogy a napi ¶arfolyamadatokb¶ol k¶epzett minta fÄuggetlen,
azonos eloszl¶asb¶ol sz¶armazik. A r¶eszv¶enyenk¶enti adatsorokat k¶et v¶altoz¶ora
bontottam p¶aros-p¶aratlan sorsz¶am alapj¶an, ¶es Â2 teszttel vizsg¶altam a k¶et
v¶altoz¶o fÄuggetlens¶eg¶et. A teszt nem utas¶³totta el a fÄuggetlens¶eget 95%-os
szigni¯kancia szinten abban az esetben, amikor a feloszt¶as intervallumainak
sz¶ama 2-3 volt, de tÄobb intervallumra oszt¶as eset¶en m¶ar igen. A fÄuggetlens¶eget
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a vizsg¶alat m¶asodik fel¶eben bemutatott mozg¶oablakok eset¶en is teszteltem, az
50 elem}u ablakokn¶al ¶altal¶aban teljesÄult a fÄuggetlens¶eg krit¶eriuma. A vizsg¶alat
eredm¶enyeit terjedelmi okokb¶ol nem r¶eszleteztem.

2. ¶abra. Logaritmikus hozamok

A logaritmikus hozamok eloszl¶as¶anak vizsg¶alat¶ahoz gyakoris¶agi hisztogra-
mon (3. ¶abra) ¶abr¶azoltam az adatokat. A hisztogramokon l¶athat¶oak a hozam-
adatokra illesztett norm¶alis eloszl¶asok gÄorb¶ei is. A hisztogramokb¶ol kit}unik,
hogy a norm¶alis modell nem illeszthet}o az adatokra, azok eloszl¶asa ink¶abb
heavy-tailed eloszl¶ast kÄovet.

Meghat¶aroztam a PIT becsl¶essel a mint¶ak ®̂ alak-, ±̂ hely- ¶es °̂ sk¶alapara-
m¶eter becsl¶eseit a szimmetria felt¶etelez¶ese mellett. A sz¶am¶³tott param¶eter-
¶ert¶ekeket mutatja az 1. t¶abl¶azat . Az eredm¶enyek szerint az OTP ¶es az Egis
valamivel kock¶azatosabbnak bizonyult, a Richter, Mol ¶es M. Telekom pap¶³rjai
egy kicsivel stabilabbak, kev¶esb¶e kock¶azatosak. A ° param¶eter ¶ert¶eke az OTP
eset¶eben a legmagasabb, ° = 0:0211, ami arra utal, hogy a vizsg¶alt pap¶³rok
kÄozÄul az OTP-re volt legnagyobb hat¶asa a p¶enzÄugyi v¶als¶agnak.
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3. ¶abra. A r¶eszv¶enyek hozama logaritmikus modell szerint

Mivel a volatilisebb id}oszakokban az ¶arfolyam v¶altoz¶asok ¶atlaga elt¶avo-
lodhat null¶at¶ol, a logaritmikus hozam ¶es a (13) formula alapj¶an de¯ni¶alt
sz¶azal¶ekos hozam ebben az id}oszakban elt¶erhet. A stabil param¶etereket a sz¶a-
zal¶ekos hozamok eset¶en is meghat¶aroztam, azonban az eredm¶enyek alapj¶an a
teljes vizsg¶alt id}oszakban meg¯gyelt eloszl¶as param¶etereiben ez a kÄulÄonbs¶eg
nem jelent sz¶amottev}o v¶altoz¶ast. A dolgozat eredm¶enyeit a logaritmikus
modellben ismertetem. A (13) formula alapj¶an sz¶am¶³tott sz¶azal¶ekos hozamok
eloszl¶as¶anak becsÄult param¶etereit mutatja a 2. t¶abl¶azat .

A STABLE programmal sz¶am¶³tott param¶eter becsl¶esek eredm¶enyeit tar-
talmazza a 3. t¶abl¶azat. Az egyes r¶eszv¶enyek alakparam¶eter¶ere a k¶et m¶odszer-
rel nagyon hasonl¶o eredm¶enyt kaptam. A STABLE programmal sz¶am¶³tott
® param¶eter ¶ert¶ekek minden esetben egy kicsivel (kb. 1-2 sz¶azaddal) ala-
csonyabbak, de kock¶azatoss¶ag szempontj¶ab¶ol ugyanaz a sorrend alakul ki.
A ¯ ferdes¶egi param¶eter ¶ert¶eke minden r¶eszv¶eny eset¶en null¶ahoz kÄozeli, a
legink¶abb szimmetrikus ¶arfolyam¶u pap¶³r az Egis (¯ = ¡0:0037) ¶es az M.
Telekom (¯ = ¡0:0070). A sk¶ala ¶es helyparam¶eter becsl¶esek is hasonl¶oan
alakultak mindk¶et m¶odszerrel.

R¶eszv¶eny ®̂ °̂ ±̂

BUX 1.738710 0.013422 0.000371
EGIS 1.688192 0.016257 0.000356
MOL 1.732882 0.018634 0.000324
MTELEKOM 1.749846 0.013878 -0.000163
OTP 1.701002 0.021068 0.000409
RICHTER 1.764326 0.016072 0.000178

1. t¶abl¶azat. A PIT m¶odszerrel sz¶am¶³tott alak- ®̂, hely- ±̂ ¶es sk¶ala- °̂
param¶eter becsl¶esek a logaritmikus modell szerint
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R¶eszv¶eny ®̂ °̂ ±̂

BUX 1.738707 0.013425 0.000418
EGIS 1.688284 0.016265 0.000426
MOL 1.731482 0.018630 0.000414
MTELEKOM 1.749941 0.013877 -0.000114
OTP 1.702944 0.021094 0.000526
RICHTER 1.762995 0.016065 0.000244

2. t¶abl¶azat. A PIT m¶odszerrel sz¶am¶³tott alak- ®̂, hely- ±̂ ¶es sk¶ala- °̂
param¶eter becsl¶esek a sz¶azal¶ekban kifejezett modell szerint

R¶eszv¶eny ®̂ ^̄ °̂ ±̂

BUX 1.7246 -0.0322 0.00991 0.00043
EGIS 1.6623 -0.0037 0.01212 0.00042
MOL 1.7211 0.0323 0.01376 0.00018
MTELEKOM 1.7359 -0.0070 0.01016 -0.00005
OTP 1.6904 -0.0852 0.01554 0.00080
RICHTER 1.7458 0.0721 0.01184 0.00012

3. t¶abl¶azat. A STABLE programmal sz¶am¶³tott alak- ®̂, ferdes¶egi- ^̄,

hely- ±̂ ¶es sk¶ala- °̂ param¶eter becsl¶esek a logaritmikus modell szerint

R¶eszv¶eny ¶atlag medi¶an sz¶or¶as MAD

BUX 0.000286 0.000531 0.017436 0.012381
EGIS 0.000327 0.000000 0.021753 0.015366
MOL 0.000448 0.000000 0.024080 0.017187
MTELEKOM -0.000341 0.000000 0.017790 0.012699
OTP 0.000182 0.000160 0.028241 0.019900
RICHTER 0.000171 0.000000 0.019769 0.014426

4. t¶abl¶azat. A hely- ¶es sk¶alaparam¶eter robusztus ¶es norm¶alis eloszl¶as
szerinti becsl¶esei a logaritmikus hozamokb¶ol

A hely ¶es sk¶alaparam¶eternek kisz¶am¶³that¶ok a robusztus becsl¶esei ¶ugy,
mint a medi¶an ¶es a medi¶an abszol¶ut elt¶er¶es (Median Absolute Deviation,
MAD), illetve a norm¶alis modellb}ol kiindulva megbecsÄulhet}o az ¶atlag ¶es
sz¶or¶as is. Ezeket a becsl¶eseket tartalmazza a 4. t¶abl¶azat . Az OTP ¶es Egis r¶esz-
v¶enyekre a magas sk¶alaparam¶eter ¶ert¶ek mellett magas sz¶or¶ast ¶es MAD ¶ert¶eket
kaptam, ami Äosszhangban van az alacsonyabb ® param¶eterrel. Valamint
az alakparam¶eter alapj¶an stabilabb, kev¶esb¶e kock¶azatos Richtern¶el ¶es M.
Telekomn¶al a sz¶or¶as ¶es MAD is alacsonyabban alakult. A medi¶an h¶arom
r¶eszv¶enyn¶el (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett, ¶es a tÄobbi esetben is nagyon
kÄozeli a null¶ahoz, ¶³gy a STABLE program ¯ becsl¶es¶evel is Äosszevetve a szim-
metria mellett sz¶ol¶o eredm¶enyt kaptam.

A mint¶anak a becsÄult stabil param¶eter}u eloszl¶ashoz val¶o illeszked¶es¶et
Kolmogorov-Smirnov pr¶ob¶aval ¶es Â2 goodness-of-¯t tesztekkel ¶ert¶ekeltem. Az
5. t¶abl¶azat a normalit¶as hipot¶ezise ¶es a becsÄult ®-stabil eloszl¶ashoz val¶o Â2

illeszked¶es vizsg¶alat eredm¶eny¶et mutatja. A pr¶ob¶akat a MATLAB szoftver-
csomag chi2gof fÄuggv¶eny¶evel v¶egeztem el. A t¶abl¶azatban a tesztstatisztika
¶ert¶ek¶et, a hozz¶a tartoz¶o p-¶ert¶eket, valamint a szabads¶agi fokot tÄuntettem fel.
Az intervallumok sz¶ama mind a k¶et esetben kezdetben 10 volt, de a norm¶alis
nullhipot¶ezis eset¶eben Äossze kellett vonni intervallumokat. A norm¶alis eloszl¶as
eset¶eben a becsÄult param¶eterek sz¶ama 2, a stabil eloszl¶as eset¶eben 4, ¶³gy a
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kritikus ¶ert¶ekek 95%-os megb¶³zhat¶os¶agi szinten Â2
5 = 11:0705, illetve Â2

3 =
7:8147 ¶es Â2

2 = 5:9915. A teszt elv¶egz¶es¶ehez a hipotetikus stabil eloszl¶asfÄugg-
v¶enyek ¶ert¶ekeit egy tizedenk¶ent vett ® = 1; ® = 1:1; . . . ; ® = 2 nagy elem-
sz¶am¶u v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶aval a mint¶ak percentiliseib}ol hat¶aroztam
meg. A Â2 teszt sor¶an a PIT m¶odszerrel becsÄult ® param¶etert kerek¶³tettem
az egy tizedesjegy pontos ® ¶ert¶ekhez, ¶es ehhez a hipotetikus eloszl¶ashoz k¶epest
vizsg¶altam az illeszked¶est. Az elv¶egzett illeszked¶es vizsg¶alat tesztek alapj¶an
azt mondhatjuk, hogy a stabil modellt tÄobb r¶eszv¶eny eset¶eben elfogadhat¶onak
¶ert¶ekelt¶ek a tesztek, m¶³g a normalit¶ast egy¶ertelm}uen el kell utas¶³tanunk.

R¶eszv¶eny N0 : norm¶alis eloszl¶as N0 : stabil eloszl¶as
p-¶ert¶ek tesztstat. sz. fok p-¶ert¶ek tesztstat. sz. fok

BUX 0.0000 52.2043 2 0.0259 12.7440 5
EGIS 0.0000 121.2358 2 0.0025 18.3700 5
MOL 0.0000 103.3843 2 0.1052 9.0975 5
MTELEKOM 0.0000 51.7739 2 0.0001 26.9211 5
OTP 0.0000 108.4685 2 0.5204 4.2039 5
RICHTER 0.0000 82.8593 3 0.0001 25.7553 5

5. t¶abl¶azat. A Â2 pr¶oba eredm¶enyei a logaritmikus hozamokra

Norm¶alis eloszl¶as Stabil eloszl¶as
R¶eszv¶eny p-¶ert¶ek tesztstat. p-¶ert¶ek tesztstat.

BUX 0.0000 0.0566 0.7804 0.0138
EGIS 0.0000 0.0658 0.2179 0.0221
MOL 0.0000 0.0585 0.8810 0.0123
MTELEKOM 0.0000 0.0563 0.0460 0.0288
OTP 0.0000 0.0641 0.8693 0.0125
RICHTER 0.0002 0.0455 0.2748 0.0209

6. t¶abl¶azat. A Kolmogorov-Smirnov pr¶oba eredm¶enyei a logaritmikus
hozamokra

A 6. t¶abl¶azat tartalmazza az elv¶egzett Kolmogorov-Smirnov tesztek p-
¶ert¶ekeit ¶es a tesztstatisztika ¶ert¶ekeket. A 95%-os megb¶³zhat¶os¶agi szinthez
tartoz¶o kritikus ¶ert¶ek a norm¶alis nullhipot¶ezis eset¶en 0:00258, m¶³g stabil el-
oszl¶as¶u nullhipot¶ezis eset¶ere nem ismert a teszt aszimptotikus viselked¶ese. A
stabil nullhipot¶ezis eset¶eben a p-¶ert¶ekek a norm¶alis eloszl¶asra ismert aszimp-
totikus eredm¶enyek alapj¶an kerÄultek meghat¶aroz¶asra. A teszteket a MAT-
LAB kstest fÄuggv¶eny¶evel v¶egeztem el. Az eredm¶enyekb}ol kit}unik, hogy a
hipotetikus ®-stabil eloszl¶asokt¶ol val¶o elt¶er¶es minden esetben kisebb, mint
a norm¶alis eloszl¶ast¶ol val¶o elt¶er¶es, ¶es a teszt csak egy esetben (MTelekom)
utas¶³totta el a stabil nullhipot¶ezist.

A hozamok empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et a norm¶alis eloszl¶ashoz (4. ¶abra),
illetve a becsÄult ® param¶eter}u stabil eloszl¶ashoz (5. ¶abra) illesztve ¶un. q-q
¶abr¶an ¶abr¶azoltam. A q-q ¶abra a meg¯gyelt ¶es az elm¶eleti, hipotetikus per-
centilis ¶ert¶ekeket ¶abr¶azolja. Ha az illeszked¶es megfelel}o, azaz a hipot¶ezisbeli
¶es az empirikus eloszl¶as egyezik, akkor a pontok egy egyeneshez illeszked-
nek. Az elm¶eleti eloszl¶asokat 10 000 elem}u v¶eletlen mint¶ak gener¶al¶as¶aval
¶all¶³tottam el}o. Az ¶abr¶akon l¶athat¶o, hogy a norm¶alis eloszl¶as illeszt¶ese nem
megfelel}o, az eloszl¶as sz¶elein jelent}os elt¶er¶esek ¯gyelhet}ok meg az egyenest}ol.
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Az 5. ¶abr¶an kevesebb pont t¶er el az egyenest}ol az eloszl¶as sz¶elein¶el, teh¶at
gra¯kusan is a v¶arakoz¶asnak megfelel}o eredm¶enyt kaptam.

4. ¶abra. Q-Q ¶abr¶ak a logaritmikus hozamok empirikus eloszl¶asa ¶es a norm¶alis eloszl¶as kÄozÄott
(z¶ar¶ojelben a gener¶alt minta sz¶or¶as ¶es ¶atlag param¶eterei)

5. ¶abra. Q-Q ¶abr¶ak a logaritmikus hozamok empirikus eloszl¶asa ¶es a becsÄult stabil eloszl¶as kÄozÄott
(z¶ar¶ojelben a gener¶alt minta ®, °, ± param¶eterei)

Elemz¶esem m¶asodik fel¶eben azt vizsg¶altam, hogyan alkalmazhat¶ok az
eredm¶enyek el}orejelz¶esre. Ehhez v¶altoztathat¶o m¶eret}u mozg¶oablakot k¶esz¶³-
tettem, ¶es ¶abr¶azoltam, hogyan v¶altoztak a param¶eterek a vizsg¶alt id}operi-
¶odusban. Arra a k¶erd¶esre is pr¶ob¶altam v¶alaszt adni, hogy a 2008{2009-es
p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶asa hogyan mutatkozott meg a hozamok eloszl¶as¶aban.
Az elk¶eszÄult ¶abr¶ak kÄozÄul a BUX index ¶abr¶aj¶at mutatom be.

A 6. ¶abr¶an 50 elem}u mozg¶oablak seg¶³ts¶eg¶evel becsÄultem a param¶etereket,
¶es ¶abr¶azoltam a param¶eterek v¶altoz¶as¶at az id}oben. Ez az ablakm¶eret megfele-
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l}oen kicsi ahhoz, hogy a v¶altoz¶asok gyorsan ¶erv¶enyesÄuljenek a becsl¶es¶ert¶ekek-
ben. H¶atr¶anya viszont, hogy el}ofordult olyan eset, amikor a param¶eterek nem
voltak meghat¶arozhat¶ok a PIT becsl¶essel az alacsony mintaelemsz¶am miatt.
A els}o ¶abra mutatja a logaritmikus hozam adatokat, 95%-os kon¯dencia inter-
vallummal a norm¶alis eloszl¶as ¶es a becsÄult stabil eloszl¶as alapj¶an. A m¶asodik
¶abra az ® param¶etert, a harmadik a sk¶alaparam¶etert ¶es a sz¶or¶ast, a negyedik
a helyparam¶etert ¶es az ¶atlagot mutatja.

6. ¶abra. Kon¯denciaintervallum norm¶alis ¶es stabil eloszl¶as alapj¶an { n = 50, BUX teljes id}oszak

A p¶enzÄugyi v¶als¶ag hat¶asa az ¶abra kÄozep¶en, kb. az 1200. meg¯gyel¶est}ol
kezd}od}oen l¶athat¶o. Az ® param¶eter ¶ert¶eke nagyon meredeken csÄokkent: a
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legalacsonyabb ¶ert¶ekek 1.3 kÄorÄuliek voltak. Hasonl¶oan alakult az OTP ¶es
az Egis hozameloszl¶as¶anak ® param¶etere, m¶³g a tÄobbi vizsg¶alt pap¶³rn¶al az
alakparam¶eter nem csÄokkent kiugr¶oan. Az ® param¶eter becsl¶ese gyorsan
v¶altozik, ebben kÄozrej¶atszhat a becsl¶esi elj¶ar¶as ¶erz¶ekenys¶ege egy-egy nagyon
extr¶em meg¯gyel¶esre, b¶ar ez az ¶erz¶ekenys¶eg j¶oval kisebb, mint a hagyom¶anyos
m¶odszerek eset¶eben.

A vizsg¶alt id}oszakban meg¯gyelhet}o volt mindegyik r¶eszv¶enyn¶el a sz¶or¶as
illetve a sk¶alaparam¶eter nÄoveked¶ese a v¶als¶ag ¶ev¶eben, ¶es ezzel egyidej}uleg a
helyparam¶eter (azaz a hozam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek) csÄokken¶ese. A sk¶alaparam¶e-
ter, illetve sz¶or¶as ¶ert¶ek¶enek emelked¶ese nem volt hossz¶u t¶av¶u, rÄovid id}o alatt
vissza¶alltak a 2008 el}otti sk¶ala ¶es sz¶or¶as ¶ert¶ekek. A stabil modellel becsÄult
sk¶alaparam¶eter ¶altal¶aban alacsonyabb, mint a norm¶alis eloszl¶asb¶ol becsÄult
sz¶or¶as ¶ert¶eke. Azokban az id}oszakokban a legjelent}osebb az elt¶er¶es amikor
az alakparam¶eter jelent}osen csÄokkent. Teh¶at min¶el ink¶abb kÄozel¶³tÄunk a v¶eges
sz¶or¶as¶u esethez (® = 2), ann¶al ink¶abb ¶erv¶enyes a norm¶alis modell, m¶³g ha az
alakparam¶eter csÄokken, ¶ugy v¶alik az ¶arfolyam volatilisebb¶e, ¶es emelkednek a
sz¶or¶od¶ast le¶³r¶o param¶eterek ¶ert¶ekei.

5 ÄOsszefoglal¶as

Dolgozatomban bemutattam a stabil eloszl¶ascsal¶ad legfontosabb tulajdons¶a-
gait, az ismert stabil p¶enzÄugyi modelleket, ¶es a param¶eter becsl¶es¶ere kidol-
gozott elj¶ar¶asokat. A stabil eloszl¶asok haszn¶alata a p¶enzÄugyi modellez¶esben
hossz¶u m¶ultra tekint vissza, ¶es az elm¶eleti megalapozotts¶aga sz¶eles kÄor}u, de
az eloszl¶ascsal¶ad gyakorlati probl¶em¶akban val¶o alkalmazhat¶os¶ag¶at nagyban
nehez¶³ti a z¶art alakban ismert s}ur}us¶eg- ¶es eloszl¶asfÄuggv¶eny hi¶anya, valamint
a roppant sz¶am¶³t¶asig¶enyes algoritmusok. Az olyan ¶uj statisztikai m¶odszerek
kidolgoz¶asa, melyek egyszer}uen haszn¶alhat¶oak, ez¶ert id}oszer}u ¶es aktu¶alis fel-
adat.

Az ¶altalam kidolgozott PIT becsl¶es szimmetrikus stabil eloszl¶asok pa-
ram¶eterbecsl¶es¶ere ad megb¶³zhat¶o, nagy pontoss¶ag¶u eredm¶enyt. A m¶odszer
a robusztus M-becsl¶esek csal¶adj¶aba tartozik, ¶es megfelel}o statisztikai tulaj-
dons¶agokkal rendelkezik. Az algoritmus ¶es a szÄuks¶eges fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶esek
rendelkez¶esre ¶allnak, ez¶ert az elj¶ar¶as kÄonnyen implement¶alhat¶o. Jelen dolgo-
zatomban igazoltam a PIT becsl¶es gyakorlati feladatokban val¶o alkalmazha-
t¶os¶ag¶at.

Cikkemben a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde legjelent}osebb r¶eszv¶enyeinek ¶arfo-
lyamv¶altoz¶asait vizsg¶altam a 2004-2012 kÄozÄotti id}oszakban a logaritmikus
hozamok eloszl¶as¶an keresztÄul. A hozameloszl¶asok param¶etereit a PIT becsl¶es-
sel ¶es a STABLE szoftver seg¶³ts¶eg¶evel sz¶am¶³tottam ki. Vizsg¶altam a hozamok
eloszl¶as¶anak illeszked¶es¶et a norm¶alis, ¶es a becsÄult param¶eter}u stabil eloszl¶as-
hoz. Az elv¶egzett Â2 ¶es Kolmogorov-Smirnov tesztek alapj¶an elutas¶³tottam
a norm¶alis modell haszn¶alat¶at. A hozamok eloszl¶as¶ara kon¯dencia interval-
lumokat adtam, melyek korl¶atozott el}orejelz¶esi lehet}os¶eget is biztos¶³tanak.
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ASSESSING ASSET RETURNS IN THE SYMMETRIC STABLE MODEL

In this study the basic characteristics of the stable distribution family, models of
stable portfolio theory and parameter estimation methods are summarized. Us-
age of heavy-tailed distributions is widely accepted in ¯nancial modeling, thus the
theoretical background is satisfactory. The distribution family has some property
which is hard to handle in applications, e.g. the lack of known closed formula of the
density and distribution function. Methods dealing with parameter estimation are
unreliable, di±cult to use or computationally very intensive. That's why research
in that ¯eld is still conducive. A parameter estimation method for symmetric sta-
ble distributions is presented, based on Probability Integral Transformation (PIT).
The estimation procedure is a robust M-estimate and it possesses good robust sta-
tistical properties. The method gives accurate and reliable results. The method
is easy to implement, because the algorithm and all necessary function approxi-
mations are available. In the present study it is proven that the method can be
applied in a practical application for real data sets. The logarithmic returns of
some assets of Budapest Stock Exchange between 2004 and 2012 were modeled
with symmetric stable distributions by PIT estimation procedure and STABLE
software. The distribution of logreturns were ¯tted to normal and stable distribu-
tions. By Â2 and Kolmogorov-Smirnov goodness-of-¯t tests the normal model was
rejected. Con¯dence intervals for the returns were also given which provide some
sort of prediction.
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P¶ENZ- ¶ES T}OKEPIACI SZEREPL}OK GAZDAS¶AGI
HAT¶AS¶ANAK IGAZOL¶ASA EGY TVP-VAR MODELL

KERET¶EBEN AZ EGYESÄULT ¶ALLAMOK P¶ELD¶AJ¶AN 1

¶ACS ATTILA

Az ¶³r¶as a p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepl}o br¶okerkeresked}ok gazdas¶agi hat¶as¶at
vizsg¶alja az EgyesÄult ¶Allamok gazdas¶ag¶ara egy v¶altoz¶o param¶eterez¶es}u VAR
modellnek az alkalmaz¶as¶aval, ¶es egyben a m¶odszertan r¶eszletes ismertet¶es¶et
is ny¶ujtja. Az eredm¶enyek a br¶okerkeresked}ok statisztikailag szigni¯k¶ans
hat¶as¶at mutatj¶ak nemcsak a re¶algazdas¶agi kibocs¶at¶asra, hanem az in°¶aci¶o ¶es
a 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozamok eset¶eben is. Az M2 monet¶aris aggreg¶atummal
becsÄult VAR modellb}ol kapott eredm¶enyekkel val¶o Äosszehasonl¶³t¶as pedig azt
mutatja, hogy a br¶okerkeresked}oknek legal¶abb akkora hat¶asa van a makrogaz-
das¶agi folyamatokra, mint a nomin¶alisan ÄotszÄor nagyobb M2 monet¶aris agg-
reg¶atumnak. Az eredm¶enyek egyr¶eszt a p¶enz- ¶es t}okepiacok fejleszt¶es¶enek a
fontoss¶ag¶ara h¶³vj¶ak fel a ¯gyelmet, m¶asr¶eszt ¯gyelmeztet¶esk¶ent is szolg¶alnak,
hogy a monet¶aris ¶es makroprudenci¶alis dÄont¶esek sor¶an nem el¶egs¶eges csup¶an
a hagyom¶anyos makro ¶es p¶enzint¶ezeti adatokra t¶amaszkodni, hanem tekintet-
tel kell lenni a p¶enzÄugyi innov¶aci¶ora fog¶ekonyabb p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepl}ok
m¶erlegadataira is.

Kulcsszavak: Bayes-i TVP VAR, br¶okerkeresked}o, Gibbs mintav¶etelez¶es.
Journal of Economic Literature (JEL) k¶od : C11, C32, E51.

Bevezet¶es

Az EgyesÄult ¶Allamok legf}obb p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepl}oi a br¶okerkeresked}o
szervezetek (broker-dealers, innent}ol rÄoviden csak br¶okerkeresked}ok), amely
szervezetek makrogazdas¶agi szerep¶ere a 2008-ban kirobbant v¶als¶ag h¶³vta fel a
¯gyelmet. Annak f¶eny¶eben, hogy az ¶altal¶anosan elfogadott ¶uj-keynesi elveken
nyugv¶o jegybanki makromodellek egy¶altal¶an nem tartalmaznak a p¶enzk¶³n¶a-
latra vonatkoz¶o v¶altoz¶ot (Kom¶aromi [2008]) { melyek szint¶en p¶enzint¶ezeti
m¶erlegadat jelleg}u monet¶aris v¶altoz¶ok (counterparts of monetary aggregates)
{ a br¶okerkeresked}ok szerep¶enek mell}ozÄotts¶ege egy¶altal¶an nem meglep}o.

A br¶okerkeresked}ok az ¶un. ¶arny¶ek-bankrendszer (shadow banking sys-
tem), vagy piaci-alap¶u (market-based) bankrendszernek a r¶eszei.2 Ezek a spe-

1Be¶erkezett: 2014. november 5. E-mail: acsacsa@gmail.com.
2A piaci-alap¶u int¶ezetek kÄoz¶e tartoznak az ¶allam-kÄozeli ÄugynÄoks¶egek (Government

Sponsored Enterprises, GSE), a GSE jelz¶alog ,,pool"-ok (GSE mortgage pool), p¶enzÄugyi
v¶allalkoz¶asok (¯nance company), az eszkÄozfedezet}u ¶ert¶ekpap¶³r (Asset Backed Security,
ABS) kibocs¶at¶ok ¶es a br¶okerkeresked}ok (broker-dealers) (Adria { Shin [2010]), akiket a
szakirodalom sz¶amos esetben a befektet¶esi bankokkal (investment bank) azonos¶³t.
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cializ¶alt p¶enzint¶ezetek lej¶arati, likvidit¶asi ¶es hitel transzform¶aci¶ot hajtanak
v¶egre (a kereskedelmi bankokhoz hasonl¶oan) an¶elkÄul, hogy direkt hozz¶af¶er¶esÄuk
lenne az ¶allami garanci¶akhoz (public backstops), a jegybank biztos¶³totta lik-
vidit¶asi forr¶asokhoz ¶es garanci¶akhoz. A befektet¶esi tev¶ekenys¶egÄukhÄoz szÄuk-
s¶eges p¶enzÄugyi forr¶asokat alapvet}oen a p¶enz- ¶es t}okepiacokr¶ol kÄolcsÄonzik, be-
t¶eteket nem gy}ujtenek. Az ¶arny¶ek-bankrendszer az ¶ert¶ekpap¶³ros¶³t¶asra ¶es az
¶un. ,,wholesale" (visszav¶as¶arl¶asi meg¶allapod¶asok ¶es p¶enzÄugyi kereskedelmi
pap¶³rok) ¯nansz¶³roz¶asi form¶ara ¶epÄul, melynek keret¶eben a hitelfoly¶os¶³t¶as folya-
mata ¶ert¶ekpap¶³r alap¶u kÄolcsÄonz¶esek h¶etl¶epcs}os sorozat¶av¶a alakul (¶altal¶anos-
s¶agban). Ebb}ol a h¶et l¶ep¶esb}ol h¶arom szakasz a br¶okerkeresked}okÄon keresztÄul
tÄort¶enik (Pozsar et al [2010]).3.

Az ¶ert¶ekpap¶³ros¶³t¶as, ¶es a t}oke- ¶es p¶enzpiacok biztos¶³totta ¯nansz¶³roz¶asra
t¶amaszkod¶o p¶enzÄugyi rendszer kialakul¶asa p¶arhuzamosan tÄort¶ent az amerikai
lak¶as¯nansz¶³roz¶asi rendszer ¶atalakul¶as¶aval, amely sor¶an a piaci-alap¶u int¶eze-
tek folyamatosan ¶atvett¶ek a vezet}o szerepet a hagyom¶anyos bet¶etgy}ujt}o ban-
kokt¶ol. Az EgyesÄult ¶Allamokban a piaci-alap¶u int¶ezetek 2007-re mintegy 7 000
milli¶ard doll¶arnyi jelz¶aloghitelt kezeltek, szemben a hagyom¶anyos int¶ezetek
3 500 milli¶ardnyij¶aval, egyes¶³tett m¶erlegf}oÄosszegÄuk majdnem 17 000 milli¶ard,
m¶³g a hagyom¶anyos kereskedelmi banki m¶erlegf}oÄosszeg 13 000 milli¶ard doll¶art
tett ki, ¶es ezen belÄul a br¶okerkeresked}ok mintegy 3 000, m¶³g a kereskedelmi
bankok 10 000 milli¶ard doll¶arnyi eszkÄozt kezeltek (Adria { Shin [2010]), ill.
l¶asd FÄuggel¶ek 9. ¶abra).

A br¶okerkeresked}ok m}ukÄod¶es¶evel Adrian{Shin sz¶amos tanulm¶anyban fog-
lalkozik, ¶es egyik legfontosabb meg¶allap¶³t¶asuk, hogy egy piaci alap¶u p¶enzÄugyi
rendszerben igenis szÄuks¶eges az akt¶³v p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepet j¶atsz¶o befek-
tet¶esi bankok ¶es br¶okerkeresked}ok aggreg¶alt m¶erlegeinek a ¯gyelembev¶etele,
¶es a likvidit¶ast a sz¶oban forg¶o bankok Äosszes¶³tett m¶erlegf}oÄosszegeinek fÄuggv¶e-
ny¶eben kell ¶ertelmezni (Adrian{Shin, [2009]). A br¶okerkeresked}ok a monet¶a-
ris makromodellekben 2013-ban kezdtek szerepet kapni Adrian{Boyarchenko
[2013] ¶es Nu~no{Thomas [2013]¶³r¶asaiban. A monet¶aris elemz¶esek m¶asik klasszi-
kus, vektor-aut¶oregresszi¶os (VAR) modelljeiben eddig viszont m¶eg nem igaz¶an
t}untek fel.

Kor¶abbi tanulm¶anyunkban4 egy v¶altozatlan param¶eterez¶es}u VAR modell-
ben m¶ar fogalakoztunk a br¶okerkeresked}okkel, ¶es a kapott impulzus v¶alasz-
fÄuggv¶enyek Äokonometriai igazol¶as¶at adt¶ak a br¶okerkeresked}ok statisztikailag
szigni¯k¶ans makroÄokon¶omiai szerep¶er}ol. Az eredm¶enyek ¶ertelm¶eben a br¶oker-
keresked}ok m¶erlegf}oÄosszege { elt¶er}oen a kereskedelmi bankok ¶es az ¶arny¶ek-

3Az ¶arny¶ek-bankrendszer ¶altal v¶egzett ¶ert¶ekpap¶³ros¶³t¶as folyamata a nem-bank p¶enzÄugyi
kÄozvet¶³t}ok l¶ancolat¶an alapszik ¶es a tradicion¶alis banki hitelkÄozvet¶³t¶es vertik¶alis fel-
darabol¶asak¶ent lehet elk¶epzelni. H¶et l¶ep¶esre oszthat¶o: 1) kÄolcsÄonÄok keletkeztet¶ese, 2)
kÄolcsÄonÄok Äosszegy}ujt¶ese, 3) kÄolcsÄonÄok ¶atstruktur¶al¶asa ABS-ekbe (asset-backed securities,
eszkÄozfedezet}u ¶ert¶ekpap¶³r), 4) a keletkeztetett ABS-ek Äosszegy}ujt¶ese (warehousing), 5) az
Äosszegy}ujtÄott ABS-ek ¶atstruktur¶al¶asa CDO-kba (collateralised debt obligation, fedezett
ad¶oss¶agkÄotelezv¶eny), 6) ABS-ek kÄozvet¶³t¶ese, 7) az el}oz}o hat l¶ep¶es ¯nansz¶³roz¶asa. Ebb}ol a
h¶et l¶ep¶esb}ol a 3), 4) ¶es az 5) szakasz a br¶okerkeresked}okÄon keresztÄul tÄort¶enik (Pozsar et al
[2010])

4 ¶Acs [2014].
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bankrendszer Äosszes¶³tett m¶erlegf}oÄosszeg¶et}ol { re¶al-kibocs¶at¶asi szempontb¶ol
nem semleges az EgyesÄult ¶Allamok eset¶eben.

Ugyanakkor a VAR modellekb}ol gener¶alt impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek azt
sejtetik, hogy a br¶okerkeresked}oknek a re¶algazdas¶agra gyakorolt hat¶asa id}o-
ben v¶altoz¶o. Mindez egy olyan Äokonometriai modell haszn¶alat¶at teszi in-
dokoltt¶a, amely lehet}ov¶e teszi a modell param¶etereinek, ¶es lehet}os¶eg szerint
a kÄozÄottÄuk l¶ev}o kapcsolatnak az id}obeli v¶altoz¶as¶at. Ezeknek megfelel}oen Pri-
miceri [2005] Bayes-i megkÄozel¶³t¶es}u VAR modellje kerÄul alkalmaz¶asra, amely
a modell param¶etereinek ¶es a hibatagok kovarianciam¶atrix¶anak a v¶altoz¶as¶at,
id}oben v¶altoz¶o impulzus{v¶alasz-fÄuggv¶enyek gener¶al¶as¶at, valamint a gazdas¶ag
struktur¶alis v¶altoz¶as¶anak a nyomon kÄovet¶es¶et teszi lehet}ov¶e. Tov¶abb¶a, az
id}oben v¶altoz¶o kovariancia m¶atrix a v¶altoz¶ok kÄozÄotti nem-line¶aris kapcsola-
tok ¶es a sokkok heteroszkedasztikus tulajdons¶ag¶anak a modellez¶es¶eben seg¶³t.

A param¶eterek v¶altoz¶as¶at lehet}ov¶e tev}o modellhaszn¶alatot t¶amasztja al¶a
k¶et tov¶abbi meg¯gyel¶es is. Ha a br¶okerkeresked}ok eszkÄoz¶allom¶any-v¶altoz¶as
¶es t}oke¶att¶etel id}osor¶anak az 1968 ¶es 2012 kÄozÄotti alakul¶as¶ara tekintÄunk az
1. ¶abr¶an, akkor alapvet}oen k¶et dolog t}unik fel. Az egyik, hogy az 1990-es
¶evek elej¶et}ol a m¶erlegv¶altoz¶as oszcill¶aci¶oja jelent}os m¶ert¶ekben csÄokkent, m¶³g a
t}oke¶att¶etel az 1990-es ¶evekt}ol dinamikusan nÄovekedett ¶es a kor¶abbi id}oszakot
nem jellemz}o mark¶ans v¶altoz¶asok is meg¯gyelhet}oek v¶als¶agok idej¶en (1994-es
kÄotv¶eny piaci, a 2001-es ,,dotcom" ¶es a 2008-ban kirobbant v¶als¶ag). Tov¶abbi
¶erdekes fejlem¶eny, hogy ekkort¶ol honosodott meg a Value-at-Risk alkalmaz¶asa
is a piaci kock¶azatok kezel¶es¶ere.

1. ¶abra. A br¶okerkeresked}ok m¶erleg v¶altoz¶asa ¶es t}oke¶att¶etel¶enek alakul¶asa 1968-2013 kÄozÄott
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1 M¶odszertani Äosszefoglal¶o

Primiceri [2005] Bayes-i megkÄozel¶³t¶es}u VAR modellj¶eben mind a modell-para-
m¶eterek, mind a hibatagok kovariancia-m¶atrixa id}oben v¶altoz¶o. A gazdas¶agi
t¶enyez}ok kapcsolat¶aban bekÄovetkez}o (struktur¶alis) v¶altoz¶asok modellez¶es¶e-
nek elengedhetetlen felt¶etele, hogy a v¶altoz¶ok hibatagjainak (innov¶aci¶oinak)
a kovariancia-m¶atrix¶aban az id}obeli v¶altoz¶as¶at lehet}ov¶e tegyÄuk. ¶Igy nem csak
a v¶altoz¶ok id}oben v¶altoz¶o szimult¶an kapcsolat¶anak a le¶³r¶asa v¶alik lehet}ov¶e,
hanem a v¶altoz¶asokat ¶ert sokkok (innov¶aci¶ok) heteroszkedasztikus v¶altoz¶asa
is. A Bayes-i modellek becsl¶es¶enek egyik lehets¶eges m¶odja a Gibbs minta-
v¶etelez¶esi elj¶ar¶as. A m¶odszer mind a param¶eterek magas dimenzi¶osz¶am¶aval,
mind pedig a v¶altoz¶ok kÄozÄotti lehets¶eges nem-line¶aris kapcsolattal sikeresen
birk¶ozik meg, az¶altal, hogy az eredeti becsl¶esi feladatot kisebb ¶es egyszer}ubb
egys¶egekre bontja fel a val¶osz¶³n}us¶egfÄuggv¶eny maxim¶al¶asa sor¶an.

A Gibbs mintav¶etelez¶esi5 elj¶ar¶as egy Markov-l¶anc Monte Carlo (Markov
chain Monte Carlo (MCMC)) szimul¶aci¶os elj¶ar¶as, amely a param¶eterek sokdi-
menzi¶os egyÄuttes poszterior eloszl¶asa helyett egy kevesebb dimenzi¶osz¶ammal
rendelkez}o felt¶eteles eloszl¶asb¶ol gener¶al v¶eletlen mint¶at. Az algoritmus az
egyÄuttes ¶es a peremeloszl¶ast, a felt¶eteles eloszl¶asokb¶ol tÄort¶en}o ism¶etelt minta-
v¶etelez¶essel becsÄuli, mely becsl¶esek a minta elemsz¶am¶anak a nÄoveked¶es¶evel
exponenci¶alisan tartanak a val¶os eloszl¶as-param¶eterekhez (Kim, Nelson [1999],
178-180. o.). A Bayes-i Äokonometria a Gibbs f¶ele szimul¶aci¶os elj¶ar¶asnak
kÄoszÄonhet}oen nemcsak a pontbecsl¶esek, hanem a pontbecsl¶eseket Äovez}o bi-
zonytalans¶ag megjelen¶³t¶es¶ehez is egy hat¶ekony elj¶ar¶as (Blake { Mumtaz [2012],
43. o.).

A becsÄulni k¶³v¶ant VAR param¶etereknek megfelel}o konjug¶alt prior eloszl¶ast
(a koe±cienseknek norm¶al, m¶³g a VAR hibatagok kovariancia-m¶atrix¶anak
inverz-Wishart eloszl¶ast) v¶alasztva ugyan az egyÄuttes poszterior eloszl¶as ana-
litikusan nem fejezhet}o ki, de a param¶eterek felt¶eteles poszterior eloszl¶asa m¶ar
igen. A mintaelemek gener¶al¶asa sor¶an pedig a Gibbs algoritmus felv¶altva h¶uz
VAR koe±cienseket ¶es varianci¶akat a felt¶eteles norm¶alis- ¶es inverz-Wishart
poszterior eloszl¶asokb¶ol a K¶alm¶an-sz}ur}o ¶es a Carter-Kohn algoritmus hasz-
n¶alat¶aval. A K¶alm¶an-sz}ur}o alkalmazhat¶os¶ag¶anak a felt¶etele, hogy a modell
egyenletei kifejezhet}oek legyenek line¶aris form¶aban. A modellez¶es sor¶an pedig
csak azokat a Gibbs mintav¶etelez¶essel szimul¶alt mintaelemeket haszn¶aljuk fel,
melyek a Markov-l¶anc poszterior egyÄuttes eloszl¶ashoz tÄort¶en}o konverg¶al¶asa
ut¶an kerÄultek szimul¶al¶asra (Koop, Korobilis [2010]).

Az ¶³r¶as h¶atral¶ev}o r¶esz¶eben az id}oben v¶altoz¶o param¶eterez¶es}u, sztochasz-
tikus VAR modell ¶es becsl¶es¶enek fentebb bemutatott l¶ep¶esei kerÄulnek r¶eszle-
tesebb ismertet¶esre, melyet a FÄuggel¶ek eg¶esz¶³t ki. Az emp¶³riai r¶esz a br¶oker-
keresked}ok re¶algazdas¶agi hat¶as¶aval foglalkozik ¶es mutatja be a becsÄult modell
eredm¶enyeit.

5A Gibbs mintav¶etelez¶es kit}un}o magyar nyelv}u le¶³r¶as¶at adja V¶arpalotai [2009].
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1.1 A TVP VAR modell

Egy id}oben v¶altoz¶o param¶eterez¶es}u k-ad rend}u V AR(k) modell6 a kÄovetke-
z}ok¶eppen ¶³rhat¶o

yt = ct + B1;tyt¡1 + B2;tyt¡2 + . . . + Bk;tyt¡k + "t t = 1; . . . ; T ; (1)

ahol yt a modell v¶altoz¶okat tartalmaz¶o (n £ 1) vektor, ct az id}oben v¶altoz¶o
konstansokat tartalmaz¶o (n £ 1) vektor, Bi;t, i = 1; . . . ; k az id}oben v¶altoz¶o
aut¶o-regresszi¶os koe±cienseket mag¶aba foglal¶o (n £ n) m¶atrix. Tov¶abb¶a "t

a heteroszkedasztikus sokkokat tartalmaz¶o (n £ 1) vektor, E("t) = 0 ¶es
E("t"

0
¿ ) = t ha t = ¿ ¶es 0 egy¶ebk¶ent.

Az (1) kifejez¶es jobb oldali (ct; B1;t; . . . ; Bk;t) koe±cienseinek n£(1+kn)
m¶eret}u Bt vektorba, ¶es a jobb oldali modellv¶altoz¶oinak X0

t m¶atrixba val¶o
rendez¶es¶evel az id}oben v¶altoz¶o V AR(k) modell a kÄovetkez}o kompakt form¶aba
¶³rhat¶o

yt = X 0
tBt + "t : (2)

A (2) kifejez¶esben az yt m¶atrix a modellv¶altoz¶ok alkotta (tn £ 1) vektor,
X 0

t = In
N

[1; y0
t¡1; . . . ; y

0
t¡k] a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok alkotta tn £ (1 + kn)n

m¶atrix, ahol y0
t¡i (t£n) m¶atrix, In egy (n£n) egys¶egm¶atrix,

N
a Kronecker-

szorzatot jelÄoli, valamint "t » N(0; t
N

IT ) (Koop{Korobilis [2010]).
A heteroszkedasztikus sokkok t id}oben v¶altoz¶o kovariancia m¶atrix¶ar¶ol

felt¶etezett, hogy egy (n £ n) szimmetrikus, pozit¶³v de¯nit m¶atrix, ez¶ert a
kÄovetkez}o m¶odon faktor¶alhat¶o:

At tA
0
t = §t§

0
t ; (3)

ahol At az ®i¡1;j¡1;t, i; j = 1; . . . ; n elemek alkotta als¶o h¶aromszÄogm¶atrix,
egyesekkel a f}o¶atl¶oban

At =

0
BBBBBB@

1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a21;t 1 ¢ ¢ ¢ 0 0

a31;t a32;t
. . .

...
...

...
...

. . . 1 0
an1;t an2;t ¢ ¢ ¢ ann¡1;t 1

1
CCCCCCA

; (4)

§t a ¾i;t, i = 1; . . . ; n elemek alkotta diagon¶alis m¶atrix

§t =

0
BB@

¾1;t 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 ¾2;t ¢ ¢ ¢ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¢ ¢ ¢ ¾n;t

1
CCA : (5)

¶Igy az id}oben v¶altoz¶o hibatag az "t = A¡1
t §tut alakban ¶³rhat¶o, ahol ut vari-

anci¶aja V ar(ut) = In (Primiceri [2005]). Az eddigiek felhaszn¶al¶as¶aval a (2)

6A modell ismertet¶ese szorosan kÄoveti Primiceri [2005] munk¶aj¶at, ¶³gy amennyiben m¶as
hivatkoz¶as nem szerepel az adott bekezd¶esben, automatikusan az a hivatkoz¶asi forr¶as.

� 
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kifejez¶es a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:7

yt = X0
tBt + A¡1

t §tut ; (6)

¶es a modellez¶esi strat¶egia, hogy a (6) kifejez¶esben szerepl}o koe±cienseket
jellemz}o folyamatokat modellezzÄuk. Az id}oben v¶altoz¶o modell-koe±ciensek
dinamik¶aj¶at kifejez}o egyenletek a kÄovetkez}o m¶odon ¶³rhat¶oak:

Bt = Bt¡1 + vt ; (7)

®t = ®t¡1 + ³t ; (8)

log ¾t = log ¾t¡1 + ´t ; (9)

ahol ®t az At m¶atrix egyesekb}ol ¶all¶o f}o¶atl¶oja alatti nem-z¶er¶o elemek oszlo-
painak egym¶as al¶a rendezett n(n¡ 1)=2£ 1 vektora, ¾t pedig a §t diagon¶alis
elemeit tartalmaz¶o vektor. A fentebbi kifejez¶esek ¶ertelm¶eben Bt ¶es az ®t

vektor elemei bolyong¶asi folyamatk¶ent vannak modellezve. A (9) kifejez¶es a
sztochasztikus volatilit¶ast modellezi, ahol a standard hib¶at reprezent¶al¶o ¾t

elemek geometrikus bolyong¶asi folyamatot kÄovetnek. Mivel a gyakorlatban
v¶eges id}ot¶avokban gondolkodunk, ez¶ert a bolyong¶asi folyamat felt¶etelez¶ese
nem probl¶ema, ugyanakkor lehet}ov¶e teszi a param¶eterekben bekÄovetkez}o
struktur¶alis v¶altoz¶asok modellez¶es¶et.8

A modell hibatagjair¶ol (innov¶aci¶oir¶ol) felt¶etelezett azok egyÄuttesen nor-
m¶alis eloszl¶asa, amely a kÄovetkez}o kovariancia m¶atrixszal ¶³rhat¶o le:

V = V ar

0
B@

ut

vt

³t

´t

1
CA =

0
B@

In 0 0 0
0 Q 0 0
0 0 S 0
0 0 0 W

1
CA ; (10)

ahol In az n-dimenzi¶os egys¶egm¶atrix ¶es Q, S ¶es W pozit¶³v de¯nit m¶atrixok.
Tov¶abb¶a S egy blokkdiagon¶alis m¶atrix, ahol az Si blokkok dimenzi¶oja rendre
(1£1), (2£2), . . ., ((n¡1)£(n¡1)), a (4) kifejez¶esben megjelen¶³tett szimult¶an

7 ¶Altal¶aban a szakirodalomban az "t = Pvt kifejez¶essel tal¶alkozni, ahol P az
kovariancia-m¶atrix Cholesky dekompoz¶³ci¶oj¶ab¶ol kapott als¶o h¶aromszÄog m¶atrix, f}o¶atl¶oj¶aban
az ortogonaliz¶alt vt elemek sz¶or¶as¶aval. A (3) kifejez¶eshez hasonl¶oan, a D¡1=2 = §t ¶es
A = A¡1 helyettes¶³t¶esekkel, t = AtDA0t = AtD1=2D1=20A0t = PP 0, amib}ol a VAR hi-

batagokra az A¡1"t = ut m¶atrixegyenlet ¶es a vt = P¡1"t = D¡1=2A¡1"t = D¡1=2ut
ÄosszefÄugg¶es ¶³rhat¶o fel. A kifejez¶esb}ol j¶ol l¶atsz¶odik, hogy az "t korrel¶alt hibatagok nem-
csak az A h¶aromszÄogm¶atrixszal, hanem a hibatagok sz¶or¶as¶aval, a D diagon¶alis m¶atrixszal
is oszt¶asra, standardiz¶al¶asra kerÄulnek, ¶es ¶³gy vt diagon¶alis elemei a VAR hibatagok stan-
dard hib¶ait tartalmazza. Az impulzusfÄuggv¶enyek sz¶am¶³t¶asa sor¶an ¶³gy az egys¶egnyi stan-
dard hiba nagys¶ag¶u sokkok hat¶asai kerÄulnek megjelen¶³t¶esre (Hamilton [1994], 320-323.).
A TVP-VAR-ban azonban § ¶es A m¶atrix a modellez¶es szerves r¶esz¶et k¶epezik, hiszen a
hibatagok varianci¶aja is id}oben v¶altoz¶o.

8Ahogy Koop, Korobilis [2010] megjegyzi, a bolyong¶asi folyamatk¶ent val¶o modellez¶es-
nek, avagy az egys¶egnyi nagys¶ag¶u koe±ciensnek felt¶etelez¶es¶enek az el}onye, hogy egysze-
r}us¶³ti a becsl¶esi folyamatot, hiszen a koe±cienseken k¶³vÄul a v¶arhat¶o ¶ert¶eket (¹) sem kell
becsÄulni. Ugyanakkor a bolyong¶asi folyamat tulajdons¶agai miatt a szimul¶aci¶o kezd}o ¶ert¶ek¶et
nem lehet a v¶arhat¶o ¶ert¶ekre alapozni, hanem szubjekt¶³v vagy ,,gyakorl¶o" mint¶ara alapul¶o
¶ert¶eket kell neki v¶alasztani.

� 

� 
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kapcsolatoknak megfelel}oen. A blokk diagon¶alit¶as a becsÄult param¶eterek szi-
mult¶an fÄuggetlens¶eg¶et is biztos¶³tja, amely felt¶etelez¶es a statisztikai kÄovetkez-
tet¶est egyszer}us¶³ti, mert lehet}ov¶e teszi, hogy a v¶altoz¶ok szimult¶an kapcsolat¶at
le¶³r¶o egyenletek param¶etereinek Gibbs mintav¶etelez¶es¶et kÄulÄon-kÄulÄon, egyen-
letenk¶ent v¶egezzÄuk (Primiceri [2005]). Az el}oz}oeknek megfelel}oen az S kova-
rianciam¶atrix 4 modellv¶altoz¶o eset¶en a kÄovetkez}o form¶aban ¶³rhat¶o:

S ´ V ar(³t) =

0
@

S1 01£2 01£3

02£1 S2 02£3

03£1 03£2 S3

1
A ; (11)

S1 ´ V ar(³21;t), S2 ´ V ar([³31;t; ³32;t]0), S3 ´ V ar([³41;t; ³42;t; ³43;t]0).

1.2 A prior eloszl¶asok ¶es a K¶alm¶an-sz}ur}o kezd}o ¶ert¶ekei-
nek a meghat¶aroz¶asa

Primiceri [2005] modellj¶eben koe±ciensek ¶es a kovarianci¶ak kezdeti ¶ert¶ekeir}ol
felt¶etelezett, hogy azok fÄuggetlenek egym¶ast¶ol.9 A (7), (8) ¶es (9) kifejez¶esek-
ben a norm¶alis eloszl¶as¶u vt, ³t, ´t hibatagok kovarianciam¶atrixainak prior
eloszl¶as¶ar¶ol felt¶etelezett, hogy fÄuggetlen inverz Wishart eloszl¶as¶uak (amit
tÄobbv¶altoz¶os inverz gamma eloszl¶ask¶ent lehet elk¶epzelni), a (10) ¶es (11) kife-
jez¶es blokkdiagon¶alis tulajdons¶ag¶aval Äosszhangban. Az id}oben v¶altoz¶o ko-
e±ciensek kezdeti ¶ert¶ekeir}ol p(B0), a v¶altoz¶ok szimult¶an kapcsolat¶at le¶³r¶o
At m¶atrix p(®0) ¶ert¶ekeir}ol ¶es a p(log ¾0) logaritmiz¶alt standard hib¶akr¶ol
felt¶etelezett, hogy norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. Ezek a felt¶etelez¶esek a (7), (8)
¶es (9) kifejez¶esekkel egyÄutt biztos¶³tj¶ak, hogy p(B0), p(®0), p(log ¾0) a-nak a
Q, W , S kovarianciam¶atrixra vonatkoz¶o felt¶eteles eloszl¶asa a szimul¶aci¶o sor¶an
v¶egig norm¶alis eloszl¶ast kÄovet.10

A prior eloszl¶asok kalibr¶al¶asa, ¶es egyben a Gibbs-mintav¶etelez¶es sor¶an
haszn¶alt K¶alm¶an-sz}ur}o kezd}o ¶ert¶ekeinek a meghat¶aroz¶asa, a rendelkez¶esÄunkre
¶all¶o adatsor els}o T meg¯gyel¶ese alkotta mint¶ab¶ol sz¶am¶³tott v¶altozatlan para-
m¶eterez¶es}u VAR modell szolg¶al:

B0 » N(B̂OLS ; 4V (B̂OLS)) ;

A0 » N(ÂOLS ; 4V (ÂOLS)) ;

log ¾0 » N(log ¾̂OLS ; 4In) ;

9Ennek megfelel}oen Koop, Korobilis [2010] a fÄuggetlen norm¶alis-Wishart prior elneve-
z¶est haszn¶alja az egym¶ast¶ol fÄuggetlen VAR koe±ciensek ¶es VAR hibatagok kovariancia
m¶atrix priorj¶ara.
10Egy regresszi¶os egyenlet eset¶en a koe±ciensek konjug¶alt priorja a norm¶alis eloszl¶as,

azaz, a prior ¶es a likelihood fÄuggv¶eny kombin¶aci¶ojak¶ent ad¶od¶o poszterior szint¶en norm¶alis
eloszl¶assal rendelkezik (term¶eszetes konjug¶alt prior eset¶en a prior eloszl¶as t¶³pusa megegye-
zik a likelihood eloszl¶as¶aval is, ¶es ekkor a poszterior analitikusan kifejezhet}o). A regresszi-
¶os hibatag kovarianci¶aj¶anak (kovariancia inverz¶enek) konjug¶alt priorja a gamma (inverz
gamma) eloszl¶as. A koe±cienseknek a hibatag kovarianci¶aj¶ara vonatkoz¶o felt¶eteles posz-
terior eloszl¶asa tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as¶u, m¶³g a regresszi¶os hibatag varianci¶aj¶anak
(kovariancia inverz¶enek) a koe±ciensekre vonatkoz¶o felt¶eteles poszterior eloszl¶asa gamma
(inverz gamma) eloszl¶as¶u (magyar nyelven l¶asd: V¶arpalotai [2009]).
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Q » IW (k2
Q ¢ TV (B̂OLS); T ) ;

W » IW (k2
W ¢ 5In; 5) ;

S » IW (k2
S ¢ dim(Si=1;2;3) ¢ V (Âi=1;2;3 OLS); 1 + dim(Si=1;2;3)) :

Azaz, a B0 koe±ciens m¶atrix elemeinek a v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶eke a VAR modellb}ol
kapott legkisebb n¶egyzetes (OLS) pontbecsl¶esek (B̂OLS), m¶³g varianci¶aja a
VAR koe±ciensek varianci¶aj¶anak a n¶egyszerese.11 A modellv¶altoz¶ok szimul-
t¶an kapcsolat¶at le¶³r¶o A0 m¶atrix elemeinek a v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et a VAR hiba-
tagok kovariancia m¶atrix¶anak Cholesky felbont¶as¶ab¶ol kapott normaliz¶alt12

als¶o h¶aromszÄogm¶atrix inverz¶enek, az egys¶egnyi nagys¶ag¶ura normaliz¶alt f}o¶at-
l¶oja alatti elemei adj¶ak.13 Az A0 m¶atrix elemeinek prior varianci¶aj¶at pedig a
normaliz¶alt inverz als¶o h¶aromszÄogm¶atrix elemei varianci¶aj¶anak a n¶egyszerese
adja. A variancia prior ¶ert¶ek¶enek ilyen m¶odon val¶o meghat¶aroz¶asa Äonk¶enyes-
nek t}unhet, de biztos¶³tja, hogy minden elem jelent}os¶eg¶enek megfelel}oen legyen
¯gyelembe v¶eve (Benati, Mumtaz [2006]). Ezek az ¶ert¶ekek egyben a Gibbs
mintav¶etelez¶es kezd}o¶ert¶ek¶eÄul is szolg¶alnak. A log ¾0 eset¶eben az eloszl¶as v¶ar-
hat¶o ¶ert¶eke a VAR hibatagok kovariancia m¶atrix¶anak Cholesky felbont¶as¶ab¶ol
kapott als¶o h¶aromszÄogm¶atrix diagon¶alis elemeinek a logaritmusa, m¶³g a vari-
ancia m¶atrix prior ¶ert¶eke az n-dimenzi¶os egys¶egm¶atrix n¶egyszerese.

A Q, Si, W kovariancia m¶atrixok param¶etereir}ol felt¶etelezett azok egy-
m¶ast¶ol val¶o fÄuggetlens¶ege, ¶es prior ¶ert¶ekeiknek fÄuggetlen inverz Wishart elosz-
l¶asa. A Q m¶atrix eset¶eben a szabads¶agfok egyenl}o a gyakorl¶o minta m¶eret¶evel,
m¶³g az Si ¶es W m¶atrixok eset¶eben a modellparam¶eterek prior eloszl¶as¶anak a
szabads¶agfoka eggyel nagyobb a megfelel}o kovariancia m¶atrixok dimenzi¶oj¶a-
n¶al,14 azaz 5 a W ¶es 2, 3, 4 az Si=1;2;3 kovariancia m¶atrixok eset¶eben. A sk¶a-
laparam¶eterek pedig a megfelel}o legkisebb n¶egyzetes becsl¶esi eredm¶enyeknek
a szabads¶agfokokkal vett tÄobbszÄorÄosei.15

A kQ, kW ¶es kS ¶ert¶ekek a becsÄulni k¶³v¶ant param¶eterek id}obeli v¶altoz¶as¶anak
a m¶ert¶ek¶er}ol fejeznek ki prior felt¶etelez¶est. Ezek az ¶ert¶ekek a kQ, kW ¶es
kS eset¶eben sorra 0,05, 0,01 illetve 0,1.16 A VAR modell szempontj¶ab¶ol a
Q m¶atrix prior eloszl¶as¶anak a param¶eterez¶ese a legmeghat¶aroz¶obb, hiszen

11Ezeket az ¶ert¶ekeket hiperparam¶etereknek nevezi a szakirodalom.
12A Cholesky felbont¶as¶ab¶ol kapott als¶o (fels}o) h¶aromszÄogm¶atrix normaliz¶al¶asa sor¶an

a h¶aromszÄogm¶atrix oszlopait (sorait) osztjuk a f}o¶atl¶oban tal¶alhat¶o ¶ert¶ekekkel (VAR hi-
batagok varianci¶aj¶aval), amely a f}o¶atl¶obeli elemek egys¶egnyi nagys¶ag¶at eredm¶enyezi.
13Tekintve, hogy 4 v¶altoz¶onk van, ez¶ert a normaliz¶alt Cholesky felbont¶as elemeib}ol 3

darab (1 £ 1), (2 £ 2) ¶es (3 £ 3) dimenzi¶oj¶u blokk m¶atrixot k¶epzÄunk. A m¶atrixok elemei
a Cholesky felbont¶as (2,1) majd (2,1), (3,1), (3,2) ¶es v¶egÄul (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2),
(4,3) helyen ¶all¶o elemei, ami egy (8£ 8) blokk-diagon¶alis m¶atrixot eredm¶enyez.
14A szabads¶agfokok ilyen m¶odon val¶o megv¶alaszt¶asa biztos¶³tja, hogy az inverz Wishart

eloszl¶as megfelel}oen de¯ni¶alt az Si,W m¶atrixok eset¶eben. A Q kovariancia m¶atrix eset¶eben
pedig egy relat¶³v szorosabb priorra van szÄuks¶eg, az id}oben v¶altoz¶o param¶eterek megfelel}o
m¶odon val¶o alakul¶as¶anak a biztos¶³t¶as¶ahoz (Primiceri [2005]).
15Mivel az inverz Wishart eloszl¶as eset¶en a sk¶alaparam¶eter a n¶egyzetes hibatagok Äossze-

gek¶ent ¶ertelmezhet}o (Primiceri [2005]).
16Az Äosszehasonl¶³t¶as kedv¶e¶ert, ezek az ¶ert¶ekek Primiceri [2005] 3 v¶altoz¶os modellje ese-

t¶eben rendre 0,01, 0,01 illetve 0,1, ¶es kÄulÄonÄosen a kQ-nak tulajdon¶³t kiemelked}o szerepet.
EsetÄunkben a kQ ¶ert¶eke ¶erdemben nem befoly¶asolja az eredm¶enyeket.
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egyszerre fn(1+nk)£ (n(1+nk)+1)g=2 param¶eter viselked¶es¶et, ¶es emiatt a
modell id}obeli v¶altoz¶as¶at jelent}osen befoly¶asol¶o t¶enyez}o. A kQ, kW ¶es kS pri-
orok kapcs¶an Primiceri [2005] megeml¶³ti, hogy azok nem az id}obeli v¶altoz¶ast
parametriz¶alj¶ak, hanem csup¶an az id}obeli v¶altoz¶ast illet}o prior felt¶etelez¶est
fejezik ki.

1.3 A modell line¶aris ¶allapotteres fel¶³r¶asa

A kiindul¶opont teh¶at a becsÄulend}o v¶altoz¶o param¶eterez¶es}u k-ad rend}u VAR(k)
modell ¶allapotteres fel¶³r¶asa, amit a (2) ¶es a (7) egyenlet egyÄuttesen ad:

yt = X 0
tBt + "t ; (2)

Bt = Bt¡1 + vt ; (7)

ahol E("t"
0
¿) = ¶es E(vtv

0
¿ ) = Q ha t = ¿ ¶es 0 egy¶ebk¶ent. A (7) kifejez¶es

a bolyong¶asi folyamatot kÄovet}o ¶allapotv¶altoz¶o alakul¶as¶at ¶³rja le, ¶es a modell
¶atmeneti- vagy ¶allapotegyenlet¶enek (Transition/State Equation) nevezzÄuk.17

A (2) kifejez¶es a meg¯gyel¶esi egyenlet (Observation/Measurement Equation),
¶es a rendelkez¶esÄunkre ¶all¶o, meg¯gyelt Bt¡1 v¶altoz¶ot kÄoti a nem-meg¯gyelhet}o
Bt ¶allapotv¶altoz¶ohoz az X 0

t m¶atrixon keresztÄul.

A kÄovetkez}o line¶aris Gauss-f¶ele ¶allapotteres egyenletrendszerhez ¶³rjuk ¶at
a (6) kifejez¶est kÄovetkez}o form¶aba:

At(yt ¡ X0
tBt) ´ Atŷt = §tut :

Felhaszn¶alva, hogy At als¶o h¶aromszÄog m¶atrix egyesekkel az ¶atl¶oj¶aban, ŷt a
kÄovetkez}o form¶aba ¶³rhat¶o:

ŷt = Zt®t + §tut ; (12)

ahol ŷt = [ŷ1;t; ŷ2;t; ŷ3;t; ŷ4;t]0, Zt (n£n(n¡1)=2) dimenzi¶oj¶u blokk m¶atrix, ¶es
az ®t a (8) kifejez¶esben de¯ni¶alt (n(n¡1)=2£1) dimenzi¶oj¶u koe±ciens vektor
az At m¶atrix egyesekb}ol ¶all¶o f}o¶atl¶oja alatti nem-z¶er¶o elemeib}ol. Kieg¶eszÄulve a
(8) ®t = ®t¡1+³t kifejez¶essel, egyÄuttesen egy nem-line¶aris ¶allapotteres egyen-
letrendszert alkotnak. A v¶altoz¶ok szimult¶an kapcsolat¶at le¶³r¶o (4) ¶es (5) kife-
jez¶es felhaszn¶al¶as¶aval a modell-koe±ciensek dinamik¶aj¶at kifejez}o egyenletek

17Minthogy Bt elemeir}ol felt¶etelezett, hogy bolyong¶asi folyamatot kÄovetnek ez¶ert a
FÄuggel¶ek (17) k¶eplet¶eben F = In egys¶egm¶atrix (¶es ¹ = 0), ami a (7) kifejez¶esben el-
hagyhat¶o (l¶asd m¶eg 4. l¶abjegyzetet).

� 
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az al¶abbi form¶aba ¶³rhat¶oak:18

ŷ1;t = ¾1;tu1;t ;

ŷ2;t = ¡a21;tŷ1;t + ¾2;tu2;t ;

ŷ3;t = ¡a31;tŷ1;t ¡ a32;tŷ2;t + ¾3;tu3;t ;

ŷ4;t = ¡a41;tŷ1;t ¡ a42;tŷ2;t ¡ a43;tŷ3;t + ¾4;tu4;t :

(13)

Kieg¶eszÄulve a felt¶etelez¶essel, hogy az egyes egyenletekhez tartoz¶o aij;t ko-
e±ciensek egym¶ast¶ol fÄuggetlenek, a hibatagok varianci¶ai a (11) kifejez¶essel
Äosszhangban: V AR(¾2;tu2;t) = S1, V AR(¾3;tu3;t) = S2, V AR(¾4;tu4;t) =
S3, amelyb}ol kÄovetkezik, hogy az egyenletek bal oldal¶an l¶ev}o ŷi;t fÄugg}o v¶altoz¶o
¶es az egyenlet jobb oldal¶an szerepl}o aij;t koe±ciensek egyÄuttesen norm¶alis el-
oszl¶as¶uak. Az egyenletek rekurz¶³v rendszere pedig biztos¶³tja, hogy az egyen-
letek bal oldal¶an l¶ev}o ŷi;t fÄugg}o v¶altoz¶o nem szerepel egyidej}uleg a bal oldali
magyar¶az¶o v¶altoz¶ok kÄozÄott, ¶es ŷi;t-t ismertk¶ent lehet tekinteni ŷi+1;t-t kife-
jez}o egyenletben.

A harmadik line¶aris Gauss-f¶ele ¶allapotteres egyenletrendszert az id}oben
v¶altoz¶o sztochasztikus variancia modellez¶es¶ehez haszn¶aljuk. TekintsÄuk ism¶e-
telten a (6) egyenletet, amely a kÄovetkez}o form¶aba ¶³rhat¶o:

At(yt ¡ X 0
tBt) ´ y¤

t = §tut :

A fentebbi egyenlet egy nem-line¶aris meg¯gyel¶esi egyenlet, amely kÄonnyen ¶at-
¶³rhat¶o line¶aris form¶aba az¶altal, hogy az egyenlet mindegyik elem¶enek vesszÄuk
a n¶egyzet¶et majd logaritmus¶at. Kieg¶eszÄulve a (9) egyenlettel a kÄovetkez}o
¶allapotteres egyenletrendszert eredm¶enyezik:

y¤¤
t = 2ht + et ; (14)

ht = ht¡1 + ´t ; (15)

ahol y¤¤
it = log y¤2

it + c,19 eit = log u2
it, hit = log ¾it, ¶es mivel eit, ´it hibatagok

egym¶ast¶ol fÄuggetlenek, ez¶ert korrel¶alatlanok is. A kapott egyenletrendszer
line¶aris, de a hibatagok a meg¯gyel¶esi egyenletben Â2(1) eloszl¶as¶uak. Kim,
Shephard ¶es Chib [1998] m¶odszer¶et haszn¶alva a hibatagoknak a Â2 eloszl¶asa
norm¶alis eloszl¶assal kÄozel¶³thet}o.

1.4 A Gibbs mintav¶etelez¶esi elj¶ar¶as

Az egyenletrendszerek line¶aris ¶allapotteres ¶at¶³r¶asa ut¶an az ismeretlen para-
m¶eterek a K¶alm¶an-sz}ur}o ¶es a Carter-Kohn algoritmussal becsÄulhet}oek (l¶asd

18A Zt m¶atrix 4 v¶altoz¶o eset¶en a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:

Zt =

0
@

0 0 0 0 0 0
¡y1;t 0 0 0 0 0
0 ¡y1;t ¡y2;t 0 0 0
0 0 0 ¡y1;t ¡y2;t ¡y3;t

1
A

19c = 0;001 egy korrekci¶os t¶enyez}o, ¶es szerepe, hogy biztos¶³tsa a becsl¶es robosztuss¶ag¶at,
tekintve, hogy (y¤it)

2 ¶ert¶eke igen kicsi tud lenni.
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a FÄuggel¶ek r¶eszt).20 A K¶alm¶an-sz}ur}o seg¶³ts¶eg¶evel a kÄozvetlenÄul nem meg-
¯gyelhet}o ¶allapotv¶altoz¶ora adunk becsl¶est minden egyes id}oponthoz, az ad-
dig rendelkez¶esre ¶all¶o inform¶aci¶ot felhaszn¶alva. Majd a Carter-Kohn algorit-
mus seg¶³ts¶eg¶evel visszafele iter¶alva, az ¶allapotv¶altoz¶o eloszl¶as¶anak a v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶et ¶es varianci¶aj¶at sz¶am¶³tjuk ki. A Bt, At, §t param¶eterm¶atrixok is-
meret¶eben pedig a (10) kifejez¶esben szerepl}o Q, Si, W kovariancia m¶atrixok
az inverz Wishart eloszl¶asb¶ol gener¶alhat¶oak.

A modellez¶es sor¶an csak azok a szimul¶alt mintaelemek kerÄulnek felhaszn¶a-
l¶asra, melyek a Markov-l¶ancnak a poszterior egyÄuttes eloszl¶ashoz tÄort¶en}o kon-
verg¶al¶asa ut¶an kerÄultek szimul¶al¶asra. Hogy meggy}oz}odjÄunk a Markov-l¶anc-
nak a poszterior eloszl¶ashoz val¶o konverg¶alts¶ag¶ar¶ol, annak a legegyszer}ubb
m¶odja, ha a becsÄult param¶eterek rekurz¶³v kÄoz¶ep¶ert¶ek¶et ¶abr¶azoljuk. Amennyi-
ben a Markov-l¶anc t¶enyleg konverg¶alt, akkor a kÄoz¶ep¶ert¶ekek egy konstans
¶ert¶ek kÄorÄul alakulnak. Ehhez kapcsol¶od¶o elj¶ar¶as, ha a gener¶alt minta-szek-
vencia aut¶okorrel¶aci¶oja kerÄul vizsg¶alat al¶a. Ha a Markov-l¶anc konvergenci¶aja
megval¶osult, akkor a minta elemsz¶amainak alacsony aut¶okorrel¶aci¶ot kell mu-
tatnia, egy konstans ¶ert¶ek kÄorÄul °uktu¶alva21 (Blake{Mumtaz [2012]).

2 Eredm¶enyek

2.1 A becsl¶esi folyamat el}ok¶esz¶³t¶ese

Az emp¶³ria r¶eszben a Bayes-i id}osorelemz¶es ,,klasszikus" h¶aromv¶altoz¶os VAR
modellje kerÄul kieg¶esz¶³t¶esre a br¶okerkeresked}ok aggreg¶alt m¶erlegf}oÄosszeg¶enek
az id}osor¶aval. A h¶arom standard id}osor: a gazdas¶ag kamatl¶ab kond¶³ci¶oit kife-
jez}o v¶altoz¶o, az ¶arv¶altoz¶as Äutem¶et (1982{84=100 b¶azisid}oszaki szezon¶alisan
igaz¶³tott fogyaszt¶oi b¶azis¶arindex) ¶es a re¶alkibocs¶at¶as alakul¶as¶at kifejez}o sze-
zon¶alisan igaz¶³tott re¶al GDP id}osor (adatforr¶as: Federal Reserve Bank of St.
Louis). Ehhez t¶arsul negyedikk¶ent a br¶okerkeresked}ok szezon¶alisan igaz¶³tat-
lan m¶erlegadat id}osora (adatforr¶as: Federal Reserve °ow-of-funds t¶abl¶azat).22

Az EgyesÄult ¶Allamok gazdas¶ag¶anak a kamatl¶ab kond¶³ci¶oit kifejez}o v¶altoz¶onak
a 3 h¶onapos ¶allamkÄotv¶enyhozam (adatforr¶as: Federal Reserve Bank) kerÄult
kiv¶alaszt¶asra, mely sokkal relev¶ansabb gazdas¶agi szempontb¶ol, mint p¶eld¶aul
a jegybanki kamat.

Az id}osorok az elv¶egzett tesztek alapj¶an nagy val¶osz¶³n}us¶eggel egys¶eggyÄo-
kÄot tartalmaznak.23 Egys¶eggyÄok jelenl¶ete azonban nem jelent probl¶em¶at a

20A sztochasztikus volatilit¶as szimul¶aci¶oj¶ahoz egy m¶asik alternat¶³va Jacquier ¶es t¶arsai
[2004] m¶odszere a fÄuggetlen Metropolis Hastings algoritmus haszn¶alat¶aval.
21A konvergencia tesztel¶es¶ere egy form¶alisabb megold¶ast Geweke [1992] adott.
22Egy m¶asik alternat¶³va a br¶okerkeresked}ok szezon¶alisan igaz¶³tatlan m¶erlegadat id}o-

sor¶anak a fogyaszt¶oi b¶azis¶arindex id}osorral vett h¶anyadosa. A br¶okerkeresked}ok re¶al-
m¶erlegadat id}os¶or¶ank ily m¶odon val¶o sz¶am¶³t¶asa azonban adatkezel¶esi agg¶alyokat vet
fel, kÄulÄonÄosen annak tekintet¶eben, hogy egy szezon¶alisan igaz¶³tatlan ¶es egy szezon¶alisan
igaz¶³tott adatsor h¶anyados¶at vesszÄuk. A modelleredm¶enyek a br¶okerkeresked}ok re¶al id}o-
sor¶aval is ¶ujra lettek futtatva, de azok ¶erdemben nem v¶altoztak. A t¶em¶aval kapcsolatban
l¶asd pl. Peterson{Tomek [2000].
23A 3 h¶onapos ¶allamkÄotv¶enyhozam eset¶eben az egys¶eggyÄok jelenl¶et¶ere vonatkoz¶o null-hi-
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Bayes-i megkÄozel¶³t¶es sz¶am¶ara, amely a meg¯gyelt adatok alapj¶an sz¶am¶³tja a
felt¶eteles eloszl¶asokat { szemben az aszimptotikus eloszl¶asra ¶epÄul}o klasszikus
Äokonometri¶aval (Koop et al. [2007], 297 o.).

Annak ¶erdek¶eben, hogy helyes elk¶epzel¶esÄunk legyen a v¶egs}o modell impul-
zusfÄuggv¶enyei reprezent¶alta modell dinamika m¶ert¶ek¶er}ol ¶es ir¶any¶ar¶ol, el}oszÄor
csak a modell koe±ciensek id}obeli v¶altoz¶as¶at lehet}ov¶e tev}o homoszkedasztikus
(a VAR hibatagok v¶altozatlan kovariancia m¶atrix¶aval) k¶et k¶esleltet¶eses VAR
modell kerÄul becsl¶esre. Ennek a becsl¶ese sor¶an fontos ¯gyelembe veend}o
t¶enyez}o a VAR param¶eterek kezd}o¶ert¶ekeinek a meghat¶aroz¶as¶ahoz haszn¶alt
gyakorl¶o minta hossza, amely fontoss¶ag¶ara Primiceri [2005] Sims [2000]¶³r¶as¶an
keresztÄul h¶³vja fel a ¯gyelmet. A br¶okerkeresked}ok id}osora tÄobbnyire expo-
nenci¶alisan nÄovekedett, de ez nem igaz az id}osor els}o t¶³z ¶ev¶ere, amely sta-
cion¶ariusnak t}unik, ¶es ez¶ert nem is alkalmas a val¶os modelldinamika megra-
gad¶as¶ara. Erre val¶o tekintettel a VAR modell a priori param¶etereinek a
meghat¶aroz¶asakor az id}osorok els}o 40 ¶es 80 adat¶at vettÄuk ¯gyelembe, ¶es a
modellt egy, illetve k¶et k¶esleltet¶es mellett is megbecsÄultÄuk. A koe±ciensek
id}obeli v¶altoz¶as¶at kifejez}o a priori param¶eter kQ ¶ert¶ek¶enek 0,05 lett v¶alasztva
(Äosszhangban a k¶es}obb ismertetend}o heteroszkedasztikus VAR modellel).

A 2. ¶abr¶an az egy k¶esleltet¶eses, az a priori param¶etereknek a meghat¶a-
roz¶as¶ahoz az id}osorok els}o 40 adat¶at felhaszn¶al¶o VAR modellb}ol kapott im-
pulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek l¶athat¶oak. A v¶alaszfÄuggv¶enyek 12 000 Gibbs iter¶aci¶o
utols¶o 2000 szimul¶aci¶oja ¶altal biztos¶³tott mint¶ab¶ol kerÄultek gener¶al¶asra, ¶es az
iter¶aci¶ob¶ol kapott modellkoe±ciensek az aut¶okorrel¶aci¶ok vizsg¶alata alapj¶an
konverg¶altnak t}unnek. A vizsg¶alt id}ohorizontra kapott impulzus v¶alaszfÄugg-
v¶enyek a br¶okerkeresked}ok id}oben jelent}os v¶altoz¶o makroÄokon¶omiai szerep¶e-
r}ol tan¶uskodnak. Mindegyik modellv¶altoz¶o, de kÄulÄonÄosen a re¶alkibocs¶at¶as
eset¶eben a br¶okerkeresked}ok fel}ol ¶erkez}o sokkokra adott reakci¶ok sz¶amottev}o
m¶ert¶ek}u v¶altoz¶as¶at ¯gyelhetjÄuk meg.

A br¶okerkeresked}ok VAR egyenlet¶enek a hibatagj¶aban bekÄovetkez}o egy-
s¶egnyi standard hiba nagys¶ag¶u sokkra a re¶alkibocs¶at¶as negat¶³v kezdeti ir¶any¶u,
de tÄobbnyire pozit¶³v reakci¶ot produk¶al. A fogyaszt¶oi ¶arindex negat¶³v reakci¶oja
els}o r¶an¶ez¶esre zavarba ejt}onek t}unik; a m¶erlegnÄoveked¶es kÄovetkezt¶eben ¶es a
kamatl¶abcsÄokken¶es kÄozepette ink¶abb az in°¶aci¶o megnÄoveked¶es¶et val¶osz¶³n}u-
s¶³ten¶enk. A magyar¶azat a br¶okerkeresked}ok el}oretekint}o magatart¶asa lehet:
helyesen anticip¶alva az in°¶aci¶o csÄokken¶es¶et, kamatcsÄokken¶esre sz¶am¶³tanak ¶es
kamatoz¶o eszkÄozÄoket v¶as¶arolnak. A 3 h¶onapos ¶allamkÄotv¶enyhozam reakci¶o-
j¶anak ir¶anya is megfelel}onek t}unik a negat¶³v tartom¶anyba: a m¶erlegek nÄo-
veked¶esekor a br¶okerkeresked}ok gener¶alta kereslet kÄovetkezt¶eben csÄokken az
¶ert¶ekpap¶³rok kamattartalma. A reakci¶ok m¶ert¶eke a 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozam
¶es a fogyaszt¶oi ¶arindex eset¶eben t¶ulzottnak t}unik a 80-as, 90-es ¶evekben. En-
nek okai val¶osz¶³n}uleg az EgyesÄult ¶Allamokat ez id}o t¶ajt ¶ert bels}o ¶es kÄuls}o

pot¶ezist nem lehet a teszteredm¶enyek alapj¶an egy¶ertelm}uen elvetni. Chiarella ([2006] 253.
o.) szerint nincs semmilyen gazdas¶agi ok, ami a kamatl¶ab egys¶eggyÄokÄos volt¶at al¶at¶amasz-
tan¶a. A fogyaszt¶oi ¶arindex, l¶ev¶en, hogy b¶azisid}oszaki adatsor, line¶aris trendet tartalmaz.
A line¶aris trend ¯gyelembev¶etel¶evel elv¶egzett egys¶eggyÄok teszt alapj¶an az egys¶eggyÄok je-
lenl¶ete nem vethet}o el. A re¶alkibocs¶at¶as ¶es a br¶okerkeresked}ok eset¶eben az egys¶eggyÄok
felt¶etelez¶ese teljesen megalapozottnak t}unik.
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sokkok,24 amire a br¶okerkeresked}ok a biztons¶agot jelent}o ¶allamkÄotv¶enyek in-
tenz¶³v v¶as¶arl¶as¶aval v¶alaszolhattak. Ami pedig a br¶okerkeresked}ok v¶alaszfÄugg-
v¶enyeit illeti, azok a kezdeti sokk ut¶an a 90-es, 2000-es ¶evekben a v¶egtelenbe
tartanak, aminek oka a m¶erlegadat exponenci¶alis alakul¶asa (l¶asd FÄuggel¶ek 9.
¶abra).

2. ¶abra. 1978 I. ¶es 2013 III. negyed¶ev kÄozÄotti id}oszak¶ara becsÄult homoszkedasztikus TVP-
VAR-b¶ol kapott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek

A reakci¶ok statisztikai szigni¯kanci¶aj¶ar¶ol a 16 ¶es 84 percentilis Bayes-i
val¶osz¶³n}us¶egi intervallummal egyÄutt ¶abr¶azolt v¶alaszfÄuggv¶enyek t¶aj¶ekoztatnak
(nincsenek kÄozz¶et¶eve). A re¶alkibocs¶at¶as eset¶eben a reakci¶ok statisztikailag
nem szigni¯k¶ansak, m¶³g a 3 h¶onapos hozam ¶es a fogyaszt¶oi ¶arindex reakci¶oja
folyamatosan szigni¯k¶ansnak bizonyulnak.25

2.2 A heteroszkedasztikus VAR modell becsl¶ese

KÄovetkez}ok¶ent a dolgozatban ismertetett heteroszkedasztikus VAR modell-
nek a becsl¶es¶ere kerÄul sor, amely haszn¶alata kÄulÄonÄosen indokolt, ha p¶enzÄugyi
jelleg}u v¶altoz¶ok (hozamok, br¶okerkeresked}ok m¶erlegadatai) kÄozÄotti nem-line-
¶aris kapcsolatokat illetve a sokkok heteroszkedasztikus tulajdons¶ag¶at akarjuk
¯gyelembe venni. A prior eloszl¶asok ¶es a K¶alm¶an-sz}ur}o kezd}o ¶ert¶ekeinek a
meghat¶aroz¶as¶ahoz a rendelkez¶esre ¶all¶o id}osoroknak az els}o t¶³z ¶ev¶et 1968-t¶ol
1977-ig vettÄuk ¯gyelembe. A Gibbs iter¶aci¶ot 75 000 alkalommal ism¶eteltÄuk,

24Az amerikai takar¶ekszÄovetkezetek (S&L) v¶als¶aga a 80-90-es ¶evekben, 1982-t}ol a latin-
amerikai ad¶oss¶ag v¶als¶ag, 1987-es t}ozsdei p¶anik, 1992-ben az eur¶opai ERM v¶als¶ag, ¶es 1994-
ben a mexik¶oi v¶als¶ag.
25 ÄOsszess¶eg¶eben csak a k¶et k¶esleltet¶eses, az a priori param¶etereknek a meghat¶aroz¶as¶ahoz

az id}osorok els}o 80 adat¶at felhaszn¶al¶o VAR modell hozott v¶altoz¶ast: a re¶alkibocs¶at¶as ese-
t¶eben a reakci¶ok statisztikailag szigni¯k¶ans¶a v¶altak, ugyanakkor a v¶alaszfÄuggv¶enyek ¶altal
adott reakci¶ok vesztettek v¶altozatoss¶agukb¶ol.
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amelyb}ol az utols¶o 25 000 szimul¶aci¶onak csak minden t¶³zedik elem¶et tar-
tottuk meg, tekintettel a minta elemeinek lehets¶eges aut¶okorrel¶aci¶oj¶ara. A
2500 darabos mint¶ab¶ol kapott modellkoe±ciensek az aut¶okorrel¶aci¶ok ¶es a
param¶eterek rekurz¶³v kÄoz¶ep¶ert¶ekeinek a vizsg¶alata alapj¶an konverg¶altnak
t}unnek (FÄuggel¶ek 10. ¶abra), amit meger}os¶³tenek a param¶eterek Geweke
[1992] diagnosztikai elemz¶esei is.26

Primiceri [2005] m¶ar a k¶et k¶esleltet¶eses h¶aromv¶altoz¶os modellje eset¶eben
is felh¶³vja a ¯gyelmet arra, hogy a v¶altoz¶ok nagy sz¶am¶ara val¶o tekintettel,
a param¶eterek id}obeli v¶altoz¶as¶anak a m¶ert¶ek¶et kifejez}o a priori param¶eterek
meghat¶aroz¶asakor rendk¶³vÄuli kÄorÄultekint¶essel kell elj¶arni, ellenkez}o esetben
kÄonnyen ,,rosszul viselked}o" impulzusfÄuggv¶enyeket kapunk.27 Ez kÄulÄonÄosen
igaz kQ eset¶eben, amely k¶et k¶esleltet¶es ¶es n¶egy v¶altoz¶o eset¶en 666, m¶³g egy

k¶esleltet¶es eset¶en ,,csak" 210 param¶eter alakul¶as¶at befoly¶asolja. ¶Eppen ezen
megfontol¶asb¶ol a VAR modell csak egy k¶esleltet¶eses v¶altozata lett becsÄulve,28

¶es kÄovetv¶en a szakirodalmi gyakorlatot, Arratibel{Michaelis [2013], Franta
et al. [2012], kQ ¶ert¶ek¶enek 0,05 lett v¶alasztva.29 A param¶eter ¶ert¶ek¶enek a
meghat¶aroz¶asakor fontos, hogy a koe±cienseknek megfelel}o m¶ert¶ek}u id}obeli
v¶altoz¶ast engedjÄunk meg, ¶es a modell dinamika kerÄuljÄon modellez¶esre, ne
pedig a v¶eletlen sokkok (outlier -ek).

A v¶altoz¶o param¶eterez¶es}u VAR modellb}ol az 1978 I. ¶es 2013 III. negyed¶ev
kÄozÄotti id}oszak¶ara kapott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyeket a 3. ¶abra mu-
tatja, amelyek Äosszess¶eg¶eben jelent}os hasonl¶os¶agot mutatnak a homoszke-
dasztikus VAR modellb}ol kapott v¶alaszreakci¶okhoz. A re¶alkibocs¶at¶as ese-
t¶eben (3. ¶abra bal oldala) az ezredfordul¶o kÄorny¶ek¶en a kezdeti sokk hat¶a-
sa tov¶abbra is tart¶osnak bizonyul, ugyanakkor a modelldinamika nagyobb
v¶altozatoss¶agot mutat. Az in°¶aci¶o ¶es a kÄotv¶enyhozam (3. ¶abra jobb fels}o
sarka, ill. bal als¶o gra¯konja) eset¶eben is a kezdeti egys¶egnyi standard hiba
nagys¶ag¶u sokk hat¶asa tart¶osnak bizonyul. A br¶okerkeresked}ok (3. ¶abra
jobb als¶o sarka) a saj¶at VAR egyenletÄuk hibatagj¶aban bekÄovetkez}o sokkra
a 80-as ¶evekben ¶atmeneti reakci¶ot mutatnak, amely folyamatosan v¶egtelenbe
tart¶o, sz¶etrobban¶o hat¶ass¶a alakul, kÄoszÄonhet}oen a m¶erlegadatuk exponenci¶a-
lis alakul¶as¶anak (FÄuggel¶ek 9. ¶abra), amely egyben a folyamat hossz¶u t¶av¶u
fenntarthatatlans¶ag¶ar¶ol is ¶arulkodik.30 Az impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek eset-

26A modell becsl¶es¶ehez Koop, Korobilis Matlab k¶odj¶at haszn¶altuk, amely ¯gyelembe
veszi Del Negro { Primiceri [2013] m¶odszertani ¶eszrev¶eteleit. A Geweke [1992] statisztik¶ak
sz¶am¶³t¶as¶ahoz LeSage [1999] k¶odj¶at haszn¶altuk.
27V¶altozatlan param¶eterez¶es}u modell hibatagjai kovariancia-m¶atrix¶anak a Cholesky

h¶aromszÄog dekompoz¶³ci¶oja sor¶an a v¶altoz¶ok sorrendis¶eg¶enek nincs kÄulÄonÄosebb jelent}os¶ege,
mert a likelihood gyorsan domin¶alja a priort (a kovariancia-m¶atrix eset¶eben). Id}oben
v¶altoz¶o param¶eterek eset¶en, azonban nem egy¶ertelm}u ez a kapcsolat, ¶³gy a modell a
v¶altoz¶ok egy alternat¶³v sorrendje mellett is becsl¶esre kerÄult, ahol a br¶okerkeresked}ok
m¶erlegadata a 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozammal helyet cser¶elt. Az eredm¶enyek nagyon ha-
sonl¶³tanak a 3. ¶abr¶an l¶athat¶okhoz.
28Az eredm¶enyek l¶enyeg¶eben v¶altozatlanok 2 k¶esleltet¶es eset¶en.
29A modell a kQ = 0;01 ¶ert¶ek mellett is becsl¶esre kerÄult, de a fontosabb eredm¶enyek

tekintet¶eben nem hozott ¶erdemi v¶altoz¶ast.
30A br¶okerkeresked}ok re¶al id}osor¶aval k¶eszÄult VAR modellb}ol kapott impulzusfÄuggv¶enyek

a 90-es, 2000-es ¶evekben sem tartanak a v¶egtelenbe, b¶ar a reakci¶o igen tart¶osnak bizonyul.
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leges rosszul viselked¶es¶enek oka, hogy az egyenleteken belÄul a koe±ciensek
Äosszege egy, vagy ahhoz kÄozeli, ami nem meglep}o egys¶eggyÄokÄos id}osor-in-
putok eset¶eben. Koop, Korobilis [2010] megjegyzi, hogy m¶eg egys¶eggyÄok
jelenl¶et¶enek a hi¶any¶aban is kÄonnyen el}ofordulhat a jelens¶eg.

A v¶alaszfÄuggv¶enyek kapcs¶an jelent}os a p¶arhuzam az 1. ¶abra kapcs¶an tett
meg¶allap¶³t¶assal: 1990-es ¶evekben a br¶okerkeresked}ok m}ukÄod¶es¶eben jelent}os
v¶altoz¶asok tÄort¶entek, ¶es az impulzusfÄuggv¶enyek form¶aja alapj¶an ennek je-
lent}os re¶algazdas¶agi hat¶asa lehetett. Az ¶abr¶an egy¶ertelm}uen kivehet}o, hogy
a br¶okerkeresked}oknek egyar¶ant szerepe volt a gazdas¶agi fellendÄul¶esben ¶es
a r¶akÄovetkez}o v¶als¶agban is. Az 1990-es ¶evekben folyamatosan nÄovekv}o volt
a br¶okerkeresked}ok hat¶asa a re¶algazdas¶agi folyamatok alakul¶as¶ara, majd a
2008-as v¶als¶ag (l¶asd a negat¶³v ir¶any¶u v¶alaszfÄuggv¶enyt az ¶abr¶an) kÄovetkezt¶eben
ez a hat¶as az 1980-as ¶eveket jellemz}o szintre csÄokkent. Mindezt meger}os¶³ti a
modell koe±cienseknek az alakul¶asa is (FÄuggel¶ek 11. ¶abra, 4. oszlopa).31

3. ¶abra. 1978 I. ¶es 2013 III. negyed¶ev kÄozÄotti id}oszak¶ara becsÄult heteroszkedasztikus TVP-
VAR-b¶ol kapott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek

A 4. ¶abr¶an a VAR egyenlet hibatagok id}oben v¶altoz¶o standard hib¶ainak
a poszterior v¶arhat¶o ¶ert¶ekeinek az alakul¶asa l¶athat¶o. A ,,great-moderation" a
br¶okerkeresked}ok fel}ol ¶erkez}o sokkok eset¶eben is j¶ol meg¯gyelhet}o az egyen-
letek hibatagjainak csÄokken}o varianci¶aja r¶ev¶en mind a re¶al-kibocs¶at¶as, a fo-
gyaszt¶oi ¶arindex ¶es a kÄotv¶enyhozam eset¶eben is.32

31Helytakar¶ekoss¶agi szempontb¶ol nem lettek kÄozz¶et¶eve, a szerz}ot}ol azonban megkapha-
t¶oak.
32Amely jelens¶eg a br¶okerkeresked}ok re¶al id}osor¶aval sz¶am¶³tott modellel az in°¶aci¶o ese-

t¶eben egy¶altal¶an nem meg¯gyelhet}o meg.
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4. ¶abra. A TVP-VAR egyenlet (re¶al-kibocs¶at¶as, 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozam, in°¶aci¶o, br¶oker-
keresked}ok) hibatagok id}oben v¶altoz¶o standard hib¶ainak a poszterior v¶arhat¶o ¶ert¶ekeinek

alakul¶asa

Az 5. ¶es 6. ¶abr¶an a vizsg¶alt id}oszak nyolc kiv¶alasztott negyed¶ev¶enek
medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyeit l¶athatjuk 16 ¶es 84 percentilis Bayes-i
val¶osz¶³n}us¶egi intervallumokkal. Az ¶abr¶ak alapj¶an a br¶okerkeresked}oknek
nemcsak a 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozamra ¶es az in°¶aci¶o alakul¶as¶ara volt statisz-
tikailag szigni¯k¶ans hat¶asuk a vizsg¶alt id}oszakban, hanem a re¶algazdas¶agra
is 2000-es ¶evek folyam¶an.

5. ¶abra. 1990, 1995, 2000 ¶es 2005 I. negyed¶ev¶enek a heteroszkedasztikus TVP-VAR-b¶ol kapott
medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyei a 16 ¶es 84 percentilis Bayes-i val¶osz¶³n}us¶egi intervallumokkal

A v¶altoz¶o kovariancia-m¶atrix¶u heteroszkedasztikus VAR modell haszn¶ala-
ta a homoszkedasztikus modellhez k¶epest a v¶alaszfÄuggv¶eny reakci¶ok Äosszess¶e-
g¶eben nem hozott jelent}osebb v¶altoz¶ast. Ugyanakkor sz}ukebb Bayes-i val¶osz¶³-
n}us¶egi intervallumokat ¶es ebb}ol kifoly¶olag tÄobb statisztikailag szigni¯k¶ans v¶a-
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laszfÄuggv¶enyt, ¶es a reakci¶ok nagyobb dinamikai r¶eszletess¶eg¶et eredm¶enyezte,33

amely val¶osz¶³n}uleg a pontosabb becsl¶esi eredm¶enyeknek kÄoszÄonhet}o.
A br¶okerkeresked}oknek nagy val¶osz¶³n}us¶eggel nincs olyan m¶ert¶ek}u ¶es ne-

gat¶³v hat¶asa az in°¶aci¶ora, mint amit a v¶alaszfÄuggv¶enyek alakul¶as¶ab¶ol gondol-
n¶ank. Val¶osz¶³n}uleg arr¶ol lehet sz¶o, hogy a br¶okerkeresked}ok helyesen jelzik
el}ore a fogyaszt¶oi ¶arindex ¶es vele egyÄutt a r¶akÄovetkez}o jegybanki kamatl¶ep¶esek
alakul¶as¶at, amire alapozva kamatoz¶o eszkÄozÄoket v¶as¶arolnak, ¶es a 3 h¶onapos
hozam er}oteljes negat¶³v reakci¶oja is ennek a v¶arkoz¶asok szÄulte portf¶oli¶o ¶at-
rendez¶es hat¶as¶at tÄukrÄozi.34 Hasonl¶o ¶eszrev¶etel fogalmazhat¶o meg a re¶alkibo-
cs¶at¶as kapcs¶an l¶atott reakci¶ok eset¶eben is. A forr¶asbevon¶o szektorok nÄovekv}o
egyÄuttes kÄotv¶eny- ¶es r¶eszv¶enykibocs¶at¶asi hajland¶os¶aga egyr¶eszt jelz¶es a br¶o-
kerkeresked}oknek a javul¶o gazdas¶agi konjunkt¶ur¶ar¶ol, m¶asr¶eszt a megval¶osul¶o
kibocs¶at¶asok jav¶³tj¶ak a br¶okerkeresked}ok jÄovedelemtermel}o k¶epess¶eg¶et. Mind-
ez a javul¶o gazdas¶agi kil¶at¶asokkal egyÄutt fokozza a br¶okerkeresked}ok (¶es
Äugyfeleik) kock¶azatv¶allal¶asi kedv¶et, kÄotv¶eny- ¶es r¶eszv¶enyv¶as¶arl¶asra sarkalv¶an
}oket, amely pro ciklikus visszacsatol¶assal b¶³r a kibocs¶at¶asokra ¶es a befektet¶esi
eszkÄozÄok ¶araira.

6. ¶abra. 2007, 2008 III. ¶es 2010, 2013 I. negyed¶ev¶enek heteroszkedasztikus TVP-VAR-b¶ol kapott
medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyei a 16 ¶es 84 percentilis Bayes-i val¶osz¶³n}us¶egi intervallumokkal

2.3 El}ojel korl¶atoz¶as

Tekintve, hogy a br¶okerkeresked}ok m¶erlegadataiban bekÄovetkez}o pozit¶³v sokk
legink¶abb egy monet¶aris politikai laz¶³t¶asra eml¶ekeztet, ez¶ert az el}oz}o VAR

33Ennek kÄoszÄonhet}oen a 3. ¶abr¶an is kivehet}o, hogy a 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozam ¶es az
in°¶aci¶o eset¶eben a br¶okerkeresked}oknek 1987-ben ¶es 1992-ben volt a leger}osebb hat¶asa.
34¶Igy egy kÄovetkez}o megoldand¶o probl¶ema a meg¯gyelt reakci¶oknak a dekompon¶al¶asa a

br¶okerkeresked}ok akt¶³vabb tev¶ekenys¶ege okozta val¶os ¶es a v¶arakoz¶asok szÄulte el}oretekint}o
hat¶as¶ara.
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modellnek egy el}ojel korl¶atozott v¶altozat¶at is megbecsÄultÄuk a kÄovetkez}o kor-
l¶atoz¶o felt¶etelekkel: felt¶etelezzÄuk, hogy a br¶okerkeresked}ok m¶erlegadatait ¶ert
pozit¶³v ir¶any¶u sokk hat¶as¶ara adott negyed¶even belÄul a re¶alkibocs¶at¶as ¶es az
in°¶aci¶o pozit¶³v, m¶³g az 3 h¶onapos kÄotv¶enyhozam negat¶³v ir¶anyban reag¶al.
Az el}ojel-korl¶atoz¶as megval¶os¶³t¶as¶ahoz Rubio-Ram¶³rez et al. [2010] m¶odszer¶et
haszn¶altuk.35

Az impulzusfÄuggv¶enyek el}ojel korl¶atoz¶asa sor¶an egy (n £ n) K m¶atrixot
gener¶alunk standard norm¶alis eloszl¶asb¶ol (n a modellv¶altoz¶ok sz¶ama), aminek
vesszÄuk a K = QR faktoriz¶aci¶oj¶at, ahol R egy fels}o h¶aromszÄogm¶atrix pozit¶³v
elemekkel a f}o¶atl¶oban36 ¶es Q ortonorm¶alt m¶atrix (Q0Q = I). Ezut¶an a Q
azon sor¶aban ellen}orizzÄuk, hogy az elemek pozit¶³v vagy negat¶³v volta meg-
felel a megk¶³v¶ant el}ojel korl¶atoz¶asnak, ah¶anyadik helyen ¶all a sokkolt v¶altoz¶o
a VAR modell v¶altoz¶oinak a sorrendj¶eben.37 Az el}ojel megkÄot¶esek teljesÄul¶ese
eset¶en vesszÄuk a Q m¶atrix ¶es a VAR hibatagok t = C 0C kovarianciam¶atrix
Cholesky dekompoz¶³ci¶oj¶anak a QC szorzat¶at (ellenkez}o esetben ¶uj K m¶atri-
xot gener¶alunk), amib}ol az impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek m¶ar sz¶am¶³that¶oak.

7. ¶abra. 1978 I. ¶es 2013 III. negyed¶ev kÄozÄotti id}oszak¶ara becsÄult heteroszkedasztikus TVP-VAR-
b¶ol kapott el}ojel korl¶atozott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek

A kezdeti reakci¶ok ir¶any¶aban korl¶atozott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶e-
nyeket a 7. ¶abra mutatja az 1978 I. ¶es 2013 III. negyed¶ev kÄozÄotti id}oszakra.
A br¶okerkeresked}ok VAR egyenlet¶enek a hibatagj¶aban bekÄovetkez}o egys¶egnyi
standard hiba nagys¶ag¶u sokkj¶ara adott v¶alaszreakci¶ok jelent}os hasonl¶os¶agot

35Az el}ojel korl¶atoz¶as programoz¶as¶ahoz Blake{Mumtaz [2010] Matlab k¶odj¶at haszn¶altuk.
36Ha X invert¶alhat¶o, ¶es R diagon¶alis elemir}ol megkÄoveteljÄuk, hogy pozit¶³vak legyenek,

akkor a faktoriz¶aci¶o egy¶ertelm}u.
37Jelen esetben a sokkolt br¶okerkeresked}ok a VAR v¶altoz¶oinak a sorrendj¶eben a negyedik

helyet foglalj¶ak el, ¶³gy a Q m¶atrix negyedik sor¶aban ellen}orizzÄuk a megk¶³v¶ant (+ + ¡+)
el}ojel-korl¶atoz¶as teljesÄul¶es¶et.
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mutatnak az el}ojel korl¶atoz¶as n¶elkÄuli esettel. Csup¶an a re¶alkibocs¶at¶as eset¶eben
¯gyelhet}o meg sz¶amottev}o v¶altoz¶as a vizsg¶alt id}oszak elej¶en ¶es a 2008-as
v¶als¶ag tov¶abbra is egy¶ertelm}uen beazonos¶³that¶o. A reakci¶ok meg}orizt¶ek a
kor¶abban l¶atott statisztikai szigni¯kanci¶ajukat. A re¶alkibocs¶at¶asnak a sokkra
adott statisztikailag szigni¯k¶ans v¶alaszreakci¶oja a 90-es ¶evek ¶es 2013 eset¶eben
is meg¯gyelhet}o egy rÄovid ideig, s}ot a 2010-es ¶ev eset¶eben az impulzus hor-
izont teljes eg¶esz¶eben.38 Az eredm¶enyek alapj¶an az el}ojel korl¶atoz¶as sor¶an
tett felt¶etelez¶esek nem igazol¶odnak vissza.

2.4 A modell becsl¶ese az M2 p¶enzÄugyi aggreg¶atummal

Egy alternat¶³v VAR modellt is becsÄultÄunk az M2 p¶enzÄugyi aggreg¶atummal
annak ¶erdek¶eben, hogy a br¶okerkeresked}ore kapott statisztikai eredm¶enyek
Äosszehasonl¶³that¶ov¶a v¶aljanak. Az M2 aggreg¶atum nemcsak ¶altal¶anosan hasz-
n¶alt makroÄokon¶omiai modellv¶altoz¶o, hanem a jegybanki c¶elok el¶er¶es¶enek is-
m¶etelten az eszkÄoze, kÄulÄonÄosen az EgyesÄult ¶Allamokban. Az M2 p¶enzÄugyi
aggreg¶atum szezon¶alisan igaz¶³tott id}osora (adatforr¶as: Federal Reserve) a
br¶okerkeresked}ok id}osora helyett szerepel modellv¶altoz¶ok¶ent, amely a v¶alto-
z¶ok sorrendis¶eg¶eben a harmadik helyre, a kÄotv¶enyhozam el¶e kerÄult, tekintve,
hogy az ut¶obbi gyorsabb reag¶al¶as¶u v¶altoz¶o, mint az M2 (b¶ar a sorrendis¶egnek
nincs hat¶asa az eredm¶enyekre). A 8. ¶abr¶an l¶athat¶o impulzusfÄuggv¶enyek ¶altal
megjelen¶³tett reakci¶ok ir¶anya legal¶abb az impulzus horizont v¶eg¶en megfelel
az intu¶³ci¶o ¶altal sugallt transzmisszi¶os mechanizmusoknak a 80-as ¶evekben:
az M2 p¶enzaggreg¶atumot ¶ert pozit¶³v ir¶any¶u sokk { monet¶aris politikai laz¶³t¶as
{ hat¶as¶ara a re¶alkibocs¶at¶as ¶es az in°¶aci¶o pozit¶³v, m¶³g az 3 h¶onapos kÄotv¶eny-
hozam negat¶³v ir¶anyban alakul. A 90-es ¶evekt}ol azonban a br¶okerkeresked}ok
eset¶eben is l¶atott reakci¶oir¶anyokat l¶athatjuk viszont, amit a szakirodalom a
,,price puzzle" n¶evvel illet: monet¶aris politikai laz¶³t¶asra az in°¶aci¶o csÄokken.39

A 8. ¶abr¶an a re¶alkibocs¶at¶as impulzusfÄuggv¶enyei az M2 aggreg¶atum VAR
egyenlet¶enek a hibatagj¶aban bekÄovetkez}o egys¶egnyi standard hiba nagys¶ag¶u
sokkj¶ara nagys¶agrendileg a br¶okerkeresked}ok id}osor¶aval k¶eszÄult VAR im-
pulzusfÄuggv¶enyek eset¶eben l¶atott v¶alaszreakci¶ok nagys¶ag¶at produk¶alj¶ak, m¶³g
az in°¶aci¶o ¶es a kÄotv¶enyhozamok eset¶eben csup¶an a tÄored¶ek¶et. Mindez az¶ert
kÄulÄonÄosen ¶erdekes, mert a br¶okerkeresked}ok Äosszes¶³tett m¶erlegadata az M2
p¶enzaggreg¶atum nagys¶ag¶anak csup¶an az egyÄotÄode (a cs¶ucs a 2007 m¶asodik
fel¶eben tapasztalt 43%-os ¶ert¶ek volt).40 Egy m¶asik l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg a

38Helytakar¶ekoss¶agi okokb¶ol a hasonl¶o ¶abr¶ak nem lettek kÄozz¶et¶eve.
39Megjegyezend}o, hogy a price puzzle a re¶al M2 (M2 aggreg¶atumnak a fogyaszt¶oi

b¶azis¶arindex id}osorral vett h¶anyadosa) id}osor¶aval k¶eszÄult modell eset¶en nem tapasztal-
hat¶o, az in°¶aci¶o a j¶o ir¶anyba reag¶al, azaz nÄovekszik. Mindez igaz, ha csak nomin¶alis GDP
¶es M2 id}osorokat haszn¶alunk, b¶ar akkor a kÄotv¶enyhozam mutat tÄobbnyire az intu¶³ci¶oval
ellent¶etes reakci¶okat. A price puzzle rejt¶ely¶enek a megold¶as¶ahoz Castelnuovo{Surico [2009]
az in°¶aci¶os v¶arakoz¶asokat megjelen¶³t}o id}osor haszn¶alat¶at javasolja.
40A re¶al M2-vel is nagys¶agrendileg hasonl¶o eredm¶enyeket kapunk. Ugyanakkor a reakci¶ok

statisztikai szigni¯kanci¶aj¶at illet}oen jelent}os elt¶er¶eseket kapunk: a re¶al M2-t ¶ert pozit¶³v
ir¶any¶u sokk eset¶eben a reakci¶ok minden esetben szigni¯k¶ansan null¶at¶ol kÄulÄonbÄoz}oek, m¶eg a
2013-as ¶evre is (az eredm¶enyek a szerz}ot}ol megk¶erhet}oek). Az elt¶er¶esek oka a m¶ar eml¶³tett
adatkezel¶esb}ol fakadhat, ¶es a nomin¶alis id}osorral kapott eredm¶enyeket kell ir¶anyad¶onak
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reakci¶ok statisztikai szigni¯kanci¶aj¶at illeti. Az M2 p¶enzaggreg¶atum id}osor¶aval
k¶eszÄult modell eset¶eben a re¶al GDP reakci¶oja 2008-t¶ol folyamatosan null¶ahoz
kÄozeli, m¶³g null¶at¶ol szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoz}o reakci¶ot a 2005-ig tart¶o peri¶o-
dusra mutat.41 Az eredm¶enyek egyr¶eszt a br¶okerkeresked}ok jelent}os gaz-
das¶agi szerepe mellett sz¶olnak, m¶asr¶eszt jelzik, hogy a br¶okerkeresked}ok m¶er-
legadata olyan inform¶aci¶otartammal b¶³r, amely hasznos lehet pontosabb gaz-
das¶agi el}orejelz¶esek k¶esz¶³t¶es¶ehez.

8. ¶abra. 1978 I. ¶es 2013 III.negyed¶ev kÄozÄotti id}oszak¶ara becsÄult heteroszkedasztikus TVP-VAR-
b¶ol kapott el}ojel korl¶atozott medi¶an impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek

3 ÄOsszefoglal¶as

A br¶okerkeresked}ok Äosszes¶³tett m¶erlegadat id}osor¶at egy id}oben v¶altoz¶o para-
m¶eterez¶es}u VAR modellbe ¶agyazva az Äokonometriai evidenci¶aj¶at kaptuk az
EgyesÄult ¶Allomok p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepl}onek a gazdas¶agi szerep¶er}ol. A
VAR modellb}ol kapott impulzusfÄuggv¶enyek a br¶okerkeresked}ok statisztikailag
szigni¯k¶ans hat¶as¶at mutatt¶ak a re¶alkibocs¶at¶asra a 90-es ¶es a 2000-es ¶evekben,
ugyanakkor mindezzel p¶arhuzamosan az is l¶athat¶o volt, ahogy ekÄozben a
m¶erlegadat alakul¶asa egy fenntarthatatlan folyamatot kÄovetetett. Az, hogy
az M2 monet¶aris aggreg¶atummal becsÄult VAR modellb}ol gener¶alt impulzus-
fÄuggv¶enyek ¶altal megjelen¶³tett makroÄokon¶omiai hat¶as m¶ert¶eke nem volt na-
gyobb, mint a br¶okerkeresked}ok m¶erlegadat¶anak az id}osor¶aval becsÄult modell
eset¶eben, a br¶okerkeresked}ok jelent}os makroÄokon¶omiai szerep¶er}ol ¶arulkodik.

tekinteni.
41Az M2 aggreg¶atummal kÄozeli kapcsolatban lev}o kereskedelmi banki Äosszes¶³tett

m¶erlegf}oÄosszeggel, illetve Äosszes¶³tett hitel¶allom¶annyal (adatforr¶as Federal Reserve °ow-of-
funds) k¶eszÄult VAR modellek 2010-re m¶ar egy kis szigni¯k¶ans pozit¶³v hat¶ast mutatnak a
re¶alkibocs¶at¶asra, ugyanakkor a hat¶as 0,1-es m¶ert¶eke messze elmarad a br¶okerkeresked}ok¶e
mÄogÄott.
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Az eredm¶enyek al¶at¶amasztj¶ak a p¶enz- ¶es t}okepiacok fejleszt¶es¶enek a fon-
toss¶ag¶at, hiszen azok a gazdas¶agi nÄoveked¶es fontos hajt¶oer}oi lehetnek, illetve
felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet azok szigor¶ubb felÄugyelet¶enek a fontoss¶ag¶ara. A meg-
¯gyel¶esek ¯gyelmeztet¶esk¶ent szolg¶alnak a dÄont¶eshoz¶oknak, hogy a monet¶aris
politikai ¶es makroprudenci¶alis dÄont¶eseik sor¶an nem el¶egs¶eges csup¶an a ha-
gyom¶anyos makro ¶es p¶enzint¶ezeti adatokra t¶amaszkodni, hanem tekintettel
kell lenniÄuk a p¶enzÄugyi innov¶aci¶ora fog¶ekonyabb p¶enz- ¶es t}okepiaci szerepl}ok
m¶erlegadataira is. Tov¶abb¶a az eredm¶enyek emp¶³riailag igazolj¶ak egyr¶eszt
Borio ¶es White-nak [2004] a p¶enzÄugyi egyens¶ulytalans¶agok kialakul¶as¶at ¯-
gyelmen k¶³vÄul hagy¶o, kiz¶ar¶olag az in°¶aci¶os c¶elkÄovet¶esre f¶okusz¶al¶o monet¶aris
politik¶at ¶ert kritikai ¶eszrev¶etel¶et, m¶asr¶eszt a jegybankok egyre hangs¶ulyosabb
makroprudenci¶alis ¯gyelm¶et.

Persze az is lehets¶eges, hogy a br¶okerkeresked}oknek nincs hat¶asa az Egye-
sÄult ¶Allamok gazdas¶agi folyamataira, csup¶an helyesen jelzik el}ore annak ala-
kul¶as¶at, ¶es m¶erlegadataik alakul¶asa a gazdas¶agi fejlem¶enyekre adott portf¶oli¶o
¶atrendez¶esek hat¶as¶at tÄukrÄozi. Ez ellen sz¶ol azonban az el}ojel korl¶atoz¶assal
becsÄult impulzus v¶alaszfÄuggv¶enyek statisztikailag szigni¯k¶ans volta, amely
a br¶okerkeresked}ok reprezent¶alta likvidit¶asi folyamatoknak a gazdas¶agi rele-
vanci¶aj¶ar¶ol ¶arulkodik. Ak¶arhogy is legyen, a kapott eredm¶enyek alapj¶an a
br¶okerkeresked}ok aggreg¶alt m¶erlegadat¶anak az inform¶aci¶otartalma relev¶ans
a jÄov}obeli makoÄokonomiai folyamatok el}orejelz¶eshez.

4 FÄuggel¶ek

A K¶alm¶an-sz}ur}o algoritmus

A K¶alm¶an-sz}ur}o egy olyan rekurz¶³v algoritmus, amely az ¶allapotv¶altoz¶ok
line¶aris el}orejelz¶es¶et (projekci¶oj¶at) szolg¶altatja minden egyen id}opontban, a
becsl¶esi id}opontig rendelkez¶esre ¶all¶o inform¶aci¶ok fÄuggv¶eny¶eben. A kiindul¶o
pont a becsÄulend}o VAR modell ¶allapotteres fel¶³r¶asa, amely ¶altal¶anoss¶agban
a kÄovetkez}o m¶odon ¶³rhat¶o:42

yt = H¯t + Axt + et ; (16)

¯t = ¹ + F¯t¡1 + vt ; (17)

ahol E(ete0
¿ ) = R43 ¶es E(vtv0

¿ ) = Q, ha t = ¿ ¶es 0 egy¶ebk¶ent, et (n £ 1) ¶es
vt (k £ 1) vektor. Valamint yt a t id}opontban meg¯gyelt v¶altoz¶ok (n £ 1)
vektora, ¯t a nem meg¯gyelhet}o ¶allapotv¶altoz¶o (k £ 1) vektora, H az yt ¶es
¯t kÄozÄotti kapcsolatot kifejez}o (n £ k) m¶atrix, F m¶atrix dimenzi¶oja (k £ k),
illetve ¹ (k £ 1) vektor, xt az exog¶en v¶altoz¶ok (r £ 1) vektora A (n£ r) koef-
¯ciens m¶atrixszal. Tov¶abb¶a felt¶etelezett, hogy az F , Q, H, R ¶es A m¶atrixok

42Tekintettel, hogy a modellez¶esi feltev¶es szerint Bt elemei egy bolyong¶asi folyamatot
kÄovetnek, F v¶egig elhagyat¶o az Äosszes egyenletb}ol, hiszen F egy egys¶egm¶atrix ¶es nincs
befoly¶assal az eredm¶enyekre.
43Az 1.3. alfejezet (2) k¶eplet¶eben az E(etet) = jelÄol¶est haszn¶altuk, kÄovetv¶en a szak-

irodalmi gyakorlatot.
� 
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¶ert¶eke ismert. A (16) kifejez¶est a modell meg¯gyel¶esi egyenlet¶enek (Observa-
tion Equation), m¶³g (17)-et az ¶atmeneti- vagy ¶allapotegyenlet¶enek (Transi-
tion/State Equation) nevezzÄuk, ahol Bt az ¶allapotv¶altoz¶o nem-meg¯gyelhet}o
komponense, zt pedig az exog¶en v¶altoz¶o a hozz¶atartoz¶o A koe±ciens m¶atrix-
szal. A meg¯gyel¶esi egyenlet teh¶at a rendelkez¶esÄunkre ¶all¶o, meg¯gyelt v¶alto-
z¶ot kÄoti a nem-meg¯gyelhet}o ¶allapotv¶altoz¶ohoz (Hamilton [1994], 377. o.).

¯tjt¡1 = F¯t¡1jt¡1 ; (18)

Ptjt¡1 = FPt¡1jt¡1F
0 + Q ; (19)

´tjt¡1 = yt ¡ yt¡1 = yt ¡ H¯tjt¡1 ¡ Axt ; (20)

ftjt¡1 = HPt¡1jt¡1H
0 + R ; (21)

Kt = Ptjt¡1H
0f¡1

tjt¡1
; ; (22)

¯tjt = ¯tjt¡1 + Kt´tjt¡1; ; (23)

Ptjt = Ptjt¡1 ¡ KtHPtjt¡1; : (24)

Az els}o k¶et kifejez¶es a becsl}o egyenlet, a (20) kifejez¶es az el}orejelz¶esi hiba,
a (21) egyenlet az el}orejelz¶esi hiba varianci¶aj¶at becsli, az (22) egyenlet a
K¶alm¶an ,,nyeres¶eg" egyenlet, a (23) ¶es (24) egyenletek pedig az el}orejelz¶esek
friss¶³t¶es¶ere szolg¶alnak a be¶erkez}o ¶uj adatok fÄuggv¶eny¶eben.

A Carter-Kohn algoritmus

¶Altal¶anoss¶agban a Bayes-i megkÄozel¶³t¶es kerete kÄozÄott a regresszi¶os ¯ ¶es ¾2

param¶eterek v¶eletlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok¶ent vannak kezelve, a hozz¶ajuk
tartoz¶o prior val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶asokkal. A prior val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶asok a
regresszi¶os adatok (X ¶es Y ) meg¯gyel¶ese el}ott a ¯ ¶es ¾2 param¶eterekr}ol
megfogalmazott kutat¶oi felt¶etelez¶est fejezik ki. Majd a rendelkez¶esre ¶all¶o
adatminta tartalmazta inform¶aci¶o kombin¶al¶asra kerÄul a prior eloszl¶asokkal a
Bayes-t¶etel haszn¶alat¶aval, ¶es eredm¶enyezi a ¯ ¶es ¾2 param¶eterek eloszl¶as¶anak
a friss¶³t¶es¶et.

A Bayes-i megkÄozel¶³t¶esben a (17) egyenlet ¶allapotv¶altoz¶oj¶an k¶³vÄul az F ,
Q, H, R ¶es A m¶atrixok ¶ert¶ekei is ismeretlen, v¶eletlen v¶altoz¶okk¶ent vannak
tekintve. A ~̄

T = [¯1; . . . ; ¯T ]0 ¶allapotv¶altoz¶o ¶ert¶ek¶et az F , Q, H, R ¶es A
m¶atrixokkal vett egyÄuttes val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶asb¶ol kapjuk, ¶es nem pedig ~̄

T -
nek az F , Q, H, R, A m¶atrixokra vonatkoz¶o felt¶eteles eloszl¶as¶ab¶ol (ahogy az
a klasszikus id}osor anal¶³zis keretein belÄul tÄort¶enne) (b}ovebben: Kim, Nelson
[1999], 171{189 o.).

Ekkor a Gibbs mintav¶etelez¶est az teszi lehet}ov¶e, hogy ~̄
T ¶ert¶ekein k¶³vÄul

az F , H, A param¶eter ¶es a Q, R kovarianciam¶atrixok ¶ert¶ekeit is hi¶anyz¶o
adatk¶ent tekintjÄuk. A mintav¶etelez¶es al¶abbi k¶et l¶ep¶ese addig kerÄul ism¶etl¶esre,
m¶³g a hi¶anyz¶o ¶ert¶ekek nem konverg¶alnak val¶os ¶ert¶ekeikhez:

1. l¶ep¶es: az F , Q, H, R, A m¶atrixoknak ~̄
T -re ¶es a meg¯gyelt adatokra

vonatkoz¶o felt¶eteles ¶ert¶ekeinek a gener¶al¶asa inverz Wishart eloszl¶asb¶ol.
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2. l¶ep¶es: ~̄
T -nek az F , Q, H, R, A m¶atrixokra ¶es a meg¯gyelt adatokra

vonatkoz¶o felt¶eteles ¶ert¶ekeinek a gener¶al¶asa norm¶al eloszl¶asb¶ol.

Az els}o l¶ep¶es ~̄
T ismeret¶enek a fÄuggv¶eny¶eben egyszer}u, hiszen a (16) ¶es

(17) egyenlet imm¶ar k¶et, egym¶ast¶ol fÄuggetlen line¶aris regresszi¶o (mivel a hi-
batagjaik eleve fÄuggetlenek voltak egym¶ast¶ol). A m¶asodik l¶ep¶es v¶egrehajt¶asa
pedig a Carter-Kohn algoritmus r¶ev¶en lehets¶eges, amely a teljes ~̄

T vektort
a p( ~̄

T j F; Q;H;R;A; ~yT ) egyÄuttes poszterior eloszl¶asb¶ol gener¶alja. Elte-
kintve F , Q, H, R, A m¶atrixokt¶ol, az egyÄuttes eloszl¶as a kÄovetkez}ok¶eppen
faktoriz¶alhat¶o (Carter, Kohn [1994]):

p( ~̄
T j ~yT ) = p(¯T j ~yT )p( ~̄

T¡1 j ¯T ; ~yT ) ; (25)

ahol ~yT = [y1; . . . ; yT ]0. Kihaszn¶alv¶an ¯ Markov-tulajdons¶ag¶at, a (21) kifeje-
z¶es a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:

p( ~̄
T j ~yT ) = p(¯T j ~yT )

T¡1Y

t=1

p(¯t j ¯t+1; ~yt) ; (26)

ahol a jobb oldali szorzat els}o t¶enyez}oj¶enek eloszl¶asa

p(¯T j ~yT ) » N(¯T jT ; PT jT ) ; (27)

ahol ¯T jT = E(¯T j ~yT ) ¶es PT jT = Cov(¯T j ~yT ), amely kifejez¶es r¶ev¶en a
becsÄult ¶allapotv¶altoz¶ot Äovez}o becsl¶esi bizonytalans¶agr¶ol is t¶aj¶ekoztat. M¶³g a
(26) jobb oldal¶an ¶all¶o m¶asodik t¶enyez}o eloszl¶asa

p(¯t j ¯t+1; ~yt) » N(¯tjt;¯t+1
; Ptjt;¯t+1

) ; (28)

ahol ¯tjt;¯t+1
= E(¯t j ¯t+1; ~yt) = E(¯t j ¯t+1; ¯tjt) ¶es Ptjt;¯t+1

= Cov(¯t j
¯t+1; ŷt) = Cov(¯t j ¯t+1; ¯tjt). A (22) kifejez¶es ¶ertelm¶eben ~̄

T = [¯1; . . . ; ¯T ]0

vektor p(¯T j ~yT ) ¶es p(¯t j ¯t+1; ~yt) felt¶eteles eloszl¶asokb¶ol gener¶alhat¶o. A
(27) kifejez¶esben ¯T jT ¶es PT jT a K¶alm¶an-sz}ur}o (24) ¶es (24) friss¶³t}o egyen-
leteib}ol, m¶³g a (28)-ban ¯tjt;¯t+1

¶es Ptjt;¯t+1
szint¶en a K¶alm¶an-sz}ur}o friss¶³t}o

egyenleteinek a felhaszn¶al¶as¶aval sz¶armaztathat¶oak (Kim{Nelson [1999], 189-
193. o.):

¯tjt;¯t+1
= ¯tjt + PtjtF

0(FPtjtF
0 + Q)¡1(¯t+1 ¡ F¯tjt) ; (29)

Ptjt;¯t+1
= Ptjt ¡ PtjtF

0(FPtjtF
0 + Q)¡1FPtjt : (30)

A Carter-Kohn algoritmus a (29) ¶es (30) egyenletek id}oben visszafele tÄort¶en}o
iter¶al¶asa T¡1 peri¶odust¶ol az els}o peri¶odusig, amely ~̄

T = [¯1; . . . ; ¯T ]0 elemeit
eredm¶enyezi. Ezek ut¶an a Gibbs mintav¶etelez¶es 1. l¶ep¶ese kerÄul ism¶etl¶esre,
hiszen a (13) kifejez¶esb}ol a vt hibatagok ¶es Q kovariancia-m¶atrix azonnal
ad¶odnak (gyakorlatban tÄort¶en}o alkalmaz¶as¶ar¶ol ¶es a l¶ep¶esekr}ol l¶asd: Blake,
Mumtaz [2012]).
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A Gibbs mintav¶etelez¶es l¶ep¶eseinek Äosszefoglal¶asa

A Gibbs mintav¶etelez¶es a (2), (7), (12), (13), (14) ¶es (15) kifejez¶esek ¶altal
reprezent¶alt h¶arom darab ¶allapotteres rendszerrel a kÄovetkez}o l¶ep¶eseket fog-
lalja mag¶aba:

0. l¶ep¶es. BT , AT , §T ¶es V (Q; S; W ) m¶atrixok kezd}o¶ert¶ekeinek a meghat¶a-
roz¶asa.

1. l¶ep¶es. BT , AT , §T -nek V -re vonatkoz¶o felt¶eteles szimul¶aci¶oja (Del Negro
- Primiceri [2013]): p(BT j YT ;AT ; BT ; §T ; V ), p(AT j YT ;BT ; §T ; V ),
p(sT j YT ;AT ; §T ; V ),44 p(§T j YT ; AT ; BT ; V; s),

2. l¶ep¶es. Q, S, W -nek BT , AT , §T -re vonatkoz¶o felt¶eteles szimul¶aci¶oja:

p(Q;W;S j YT ; BT ; AT ;§T ) = p(Q j YT ; BT ; AT ;§T )£ p(W j YT ; BT ; AT ;§T )£
£ p(S1 j YT ; BT ; AT ;§T )£ . . .£ p(Sn¡1 j YT ; BT ; AT ;§T ) :

3. l¶ep¶es. 1. ¶es 2. l¶ep¶es ism¶etl¶ese.

¶Abr¶ak

9. ¶abra. A fogyaszt¶oi ¶arindex (bal oldali sk¶ala), a re¶alkibocs¶at¶as, M2 p¶enzaggreg¶atum ¶es a br¶oker-
keresked}ok m¶erleg¶enek (jobb oldali sk¶ala) alakul¶asa 1968-2013 kÄozÄott

44Ahol sT a Kim, Shephard ¶es Chib [1998] m¶odszer¶ehez haszn¶alt indik¶ator m¶atrix, a
(14)-ben az et hibatag Â2 eloszl¶as¶anak norm¶alisis eloszl¶assal val¶o kÄozel¶³t¶es¶ehez. Del Negro
{ Primiceri [2013] az sT ¶es §T mintav¶etelez¶es¶enek a helytelen sorrendis¶eg¶ere h¶³vt¶ak a
¯gyelmet a kor¶abbi szakirodalmi gyakorlatokban.
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10. ¶abra. A vektori¶alisan rendezett B, ®, ¾ VAR param¶eterek 2500 iter¶aci¶oj¶anak h¶uszas¶aval
sz¶am¶³tott v¶arhat¶o ¶ert¶ekeinek az alakul¶asa (b}ovebben Benati-Mumtaz [2012])

11. ¶abra. A TVP VAR modell re¶al GDP, fogyaszt¶oi ¶arindex, 3 h¶onapos kÄotv¶eny hozam ¶es br¶oker-
keresked}ok koe±cienseinek alakul¶asa 1978-2013 kÄozÄott (legfels}o sorban a konstanssal)
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EFFECT OF BROKER-DEALERS TO MACROECONOMIC VARIABLES {

THE ROLE OF BROKER-DEALERS IN A TVP VAR SETTING

This paper examines broker-dealers e®ect on the US economy using Primiceri's
[2005] time-varying parameter Bayesian VAR model and presents in detail the
methodology. The results show that broker-dealers have a statistically signi¯cant
e®ect on the real output. Estimating an alternative model with the M2 monetary
aggregate and comparing the results show that broker-dealers e®ect on real GDP is
similar in magnitude to that of the M2 monetary aggregate though its balance sheet
is much smaller in size. The outcome highlights the importance of the ¯nance and
capital markets developments and serves as a warning against the sole use of the
classical monetary data in the conduct of monetary and macroprudential policy.
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Besz¶amol¶o a GMT szakmai rendezv¶eny¶er}ol ¶es a Krek¶o B¶ela-d¶³j
¶atad¶as¶ar¶ol

,,M¶odszertani eszkÄozÄok alkalmaz¶asa a magyar gazdas¶ag teljes¶³tm¶eny¶enek m¶e-
r¶es¶ere makroÄokon¶omiai, monet¶aris ¶es v¶allalatgazdas¶agi n¶ez}opontb¶ol" c¶³mmel
2014. november 19-¶en a Corvinus Egyetemen zajlott le az a szakmai konfe-
rencia, ahol az egyes n¶ez}opontokat (a c¶³m szerinti sorrendben) Mell¶ar Tam¶as,
Kir¶aly J¶ulia ¶es Chik¶an Attila k¶epviselte. A GMT tagjaib¶ol ¶es az ÄorÄomtelien
nagy sz¶amban megjelent ¯atal egyetemi hallgat¶okb¶ol, kutat¶okb¶ol ¶all¶o hall-
gat¶os¶ag ¶ert}o ¯gyelemmel k¶³s¶erte az el}oad¶ok izgalmas gondolatait.

Mell¶ar Tam¶as el}oad¶as¶anak els}o r¶esz¶eben a fontosabb makromutat¶okkal ¶es
az univerz¶alis mutat¶ok el}onyeinek-h¶atr¶anyainak bemutat¶as¶aval foglalkozott,
majd r¶at¶ert az output gap meghat¶aroz¶as¶anak m¶odszertani k¶erd¶eseire, ezt a
t¶emakÄort a magyar output gap becsl¶es¶enek p¶eld¶aj¶aval illusztr¶alva. Konkl¶u-
zi¶oja szerint ma m¶eg a sok-sok sz¶oba jÄohet}o makromutat¶o kÄozÄul a GDP ¶es an-
nak nÄoveked¶ese tov¶abbra is domin¶ans. Nagy a bizonytalans¶ag az output gap
becsl¶ese kÄorÄul, j¶ollehet a m¶odszerek sokat ¯nomodtak. Az el}oad¶as m¶asodik
r¶esz¶eben a foglalkoztat¶as ¶es a termel¶ekenys¶eg alakul¶as¶at { egy aktu¶alisan
izgalmas t¶em¶at { elemzett. V¶elem¶enye szerint a foglalkoztat¶asi statisztika
m¶odszertana nem tartott l¶ep¶est a v¶altoz¶asokkal. Az ¶atlagtermel¶ekenys¶eg
csÄokken¶es¶enek val¶osz¶³n}u oka a r¶egi gazdas¶agi szerkezet dinamiz¶al¶asa.

Kir¶aly J¶ulia a magyar monet¶aris elemz¶es kÄozpontj¶anak a Magyar Nemzeti
Bankot tekinti sz¶³nvonalas eseti ¶es rendszeres kiadv¶anyaival, amelyek nem
kiz¶ar¶olag monet¶aris modellez¶es alapj¶an k¶eszÄulnek. A makromodellez¶es v¶als¶ag-
kritik¶aja kapcs¶an k¶et n¶ezetet eml¶³tett meg: a m¶odszertani t¶ulhajszolts¶agot,
illetve a val¶os¶ag nem megfelel}o lek¶epez¶es¶eb}ol ad¶od¶o hib¶ak lehet}os¶eg¶et. Saj¶at
v¶als¶ag-tanuls¶agait tÄobb pontban foglalta Äossze, egyr¶eszt a monet¶aris model-
lez¶es, m¶asr¶eszt a p¶enzÄugyi rendszer modellez}oi sz¶am¶ara. Az el}oad¶as m¶asodik
fel¶eben a gazdas¶agelemz¶esek el}orejelz¶eseit k¶esz¶³t}o szakemberek, illetve a p¶enz-
Äugyi piacok, a p¶enzÄugyi kÄozvet¶³t}orendszer elemz}oi r¶esz¶ere fogalmazott meg
m¶odszertani tan¶acsokat annak ¶erdek¶eben, hogy a modellek v¶egeredm¶enyei a
val¶os folyamatokat jobban tÄukrÄozve ¶erdemi lehet}os¶egeket ny¶ujtsanak gazda-
s¶agpolitikai alternat¶³v¶ak kidolgoz¶as¶ara.

Chik¶an Attila kiindul¶opontk¶ent a v¶allalati teljes¶³tm¶eny makroÄokon¶omiai
be¶agyazotts¶ag¶ar¶ol besz¶elt, kÄulÄonbÄoz}o v¶allalatelm¶eletek, v¶allalati modellek
ment¶en de¯ni¶alva azt, hogy mit tekintÄunk egy¶altal¶an v¶allalati teljes¶³tm¶eny-
nek? KÄulÄon kit¶ert a v¶allalati teljes¶³tm¶eny m¶er¶es¶enek probl¶em¶aira. A v¶allalati
szint}u jelz¶est¶³pusokat vizsg¶alva megeml¶³tette a konjunkt¶uraindexeket, az Äoko-
nometriai vizsg¶alatokat, valamint a struktur¶alis elemz¶esek ¶es a magatart¶as-
vizsg¶alatok eredm¶enyeit. Mondanival¶oj¶at a nemzeti ¶es v¶allalati versenyku-
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tat¶as eredm¶enyeivel is al¶at¶amasztotta. ÄOsszegz¶es¶eben azokat a neh¶ezs¶egeket
emelte ki, amelyek els}osorban a hi¶anyos elm¶eleti h¶att¶erb}ol, a neh¶ezkes adat-
hozz¶af¶er¶esb}ol, a sz¶etsz¶ort kutat¶asi kapacit¶asokb¶ol ad¶odnak. V¶elem¶enye sze-
rint a vizsg¶alatok, elemz¶esek gyakorlati relevanci¶aja nagyobb, mint amennyi
elm¶eleti ¶erdekess¶eget t¶arnak fel.

Az ¶erdekl}od}ok az el}oad¶asokat a www.gazdasagmodellezes.hu honlap ,,Szak-
mai m}uhelyvit¶ak" menÄupontj¶ab¶ol tÄolthetik le.

A h¶arom el}oad¶as ut¶an kerÄult sor a 2014. ¶evi Krek¶o B¶ela-d¶³j ¶atad¶as¶ara.
Temesi J¶ozsef elnÄok a T¶arsas¶ag nev¶eben bejelentette, hogy 2014-ben a T¶ar-
sas¶ag d¶³j¶at az oklev¶ellel ¶es a n¶evad¶o arcm¶as¶at tartalmaz¶o plakettel Chik¶an
Attila, a Budapesti Corvinus Egyetem professzora kapja. RÄoviden m¶eltatta
azt a kiemelked}oen eredm¶enyes tev¶ekenys¶eget, amelyet Chik¶an Attila az ope-
r¶aci¶okutat¶as ¶es a t¶agabb ¶ertelemben vett kÄozgazdas¶agi modellez¶es terÄulet¶en
kifejtett mind az egyetemi oktat¶asban, mind pedig kutat¶omunk¶aja sor¶an.
Kiemelte a d¶³jazottnak a Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶agban ¶es annak el}od-
szervezet¶eben ¶evtizedeken keresztÄul ¶at¶³vel}o sikeres ¶es Äonzetlen tev¶ekenys¶eg¶et,
a szakma elismertet¶es¶eben szerzett ¶erdemeit, ¶es a vezet}oi ¶es kutat¶omunk¶aja
sor¶an a ¯ataloknak ny¶ujtott ¶alland¶o seg¶³ts¶eg¶et, amelyek mind olyan ¶ert¶eket
k¶epviselnek, amelyekre az ElnÄoks¶eg dÄont¶ese meghozatalakor alapozhatott.

Chik¶an Attila a d¶³jjal j¶ar¶o p¶enzÄosszeget gazdas¶agmodellez¶esi t¶em¶akkal
foglalkoz¶o ¯atal kutat¶ok konferencia-r¶eszv¶etel¶enek t¶amogat¶as¶ara aj¶anlotta
fel.

Temesi J¶ozsef


