PRIMEK, POLIGNAC, POLYMATH

HARCOS GERGELY

1. Halaszéas a primekre

A primszamok rejtélyes viselkedése és a matematikdban betoltott kozponti szerepe
az Okori idék 6ta foglalkoztatja az embereket. Az elmilt 10 évben t6bb rendkiviili
attorést lattunk ezen a teriileten, amik kordbban elérhetetlennek tiintek [10, 8,
32, 14, 6, 15, 7]. Ebben a cikkben az ikerprimsejtés koriili izgalmas fejleményekre
koncentralunk, hangsilyozva a tételek mogotti alapgondolatokat.

Euklidész mér az Elemek cimii miivében (IX. konyv, 20. 4llitds) leirta a mind-
annyiunk altal tanult bizonyitast, miszerint végtelen sok primszam van. A szom-
szédos primszamok kozotti tavolsagok az elsé kiilonbségtdl eltekintve parosak, és
talan mar Euklidész megfigyelte, hogy ez a kiilonbség gyakran 2, legalabbis a soro-
zat elején:

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73), ...

Az ilyen primeket ikerprimeknek nevezziik, és azt sejtjiik, hogy végtelen sok van
beléliik:

Ikerprimsejtés. A p—p' = 2 egyenletnek végtelen sok megolddsa van primekben.

Altalénosabban, Polignac [19] azt sejtette, hogy minden péros szdm végtelen
sokszor el6fordul két szomszédos primszam kozotti tdvolsadgként, ami motivéalja
a kovetkezd fogalmat.

1. definicid. A d pozitiv egészt Polignac-szdmnak nevezziik, ha a p —p’ = d egyen-
letnek végtelen sok megolddsa van primekben. A Polignac-szdmok halmazat je-
16lje 2.

A definiciéban nem kéveteljiik meg, hogy p és p’ szomszédos primszamok
legyenek. Polignac sejtésébil kovetkezik, hogy 2 a pozitiv paros szdmok halmaza,
de egészen tavalyig azt sem tudtuk, hogy 2 nem fires-e.

1. tétel (Zhang [32]). Létezik Polignac-szam, azaz 9 # ).

A tétel bizonyitdasa a probléma egy tujszerii megkozelitésén alapul, amit ere-
detileg Goldston, Pintz, Yildirim [8] fejlesztett ki Heath-Brown [12] egy kordbbi



Otletére alapozva. A klasszikus megkozelitésben egy konkrét d pozitiv paros szam-
6l (pl. d = 2) igyeksziink kimutatni, hogy Polignac-szdm, azaz hogy végtelen sok
n pozitiv egészre az n és az n + d is primszam. Felfoghatjuk ezt egyfajta primhald-
szasnak, amiben két kézzel — amik adott tavolsadgra vannak egymastol — prébalunk
két primet fogni gy, hogy az egész szdmok kiilonbozé helyein prébalkozunk. A [8]
cikk alapdtlete, hogy a primhaldszast ne puszta kézzel, hanem haldszhaléval — egy
JC véges halmaz eltoltjaival — végezziik. Ezaltal jobb esélyiink van arra, hogy két
egyméashoz kozeli primet fogjunk, de cserébe azok tavolsdga méar nem egy konkrét
d lesz, hanem a J#-ban fellépé kiilsnbségek egyike. A [8] cikk kozponti észrevétele,
hogy a primszamoknak bizonyos maradékosztalyokban valé nagyon egyenletes el-
oszldsa mellett a vézolt primhaldszas hatékonnya tehetd. Motohashi és Pintz [16]
a sziikséges hipotézist jelentésen gyengitette, és Zhang [32] ezt bizonyitotta bravi-
rosar.

Az 1. tétel szenzdcids bejelentését kovetéen Terence Tao vezetésével elindult
a Polymath8 elnevezésii internetes kutatési projekt, amibe barki szabadon bekap-
csolédhatott, pl. magyar részrél Pintz Janos mellett a szerzé is részt vett benne.
A projekt célja Yitang Zhang munkajanak megértése, elemzése és a kvantitativ
aspektusainak optimalizdldsa volt — ennek eredményeit a [20] cikk tartalmazza.
Id6kozben — Gjabb dramai fordulatként — Heath-Brown fiatal tanitvanya, James
Maynard tovabbfejlesztette a [8]-ban szerepld szitdt — tehét hogy hol érdemes ki-
vetni a halét —, és ezéltal a [16]-ban megfogalmazott egyenletes eloszldsi hipotézisre
sem volt sziiksége. Ily médon Maynard [14] 1] bizonyitdst adott a Zhang-tételre, st
azt is belatta, hogy kell6en nagy haldszhaloval akarmilyen el6irt véges szamu primet
foghatunk, nem csak kett6t. Hasonld észrevételeket tett a blogjén Tao is [29], majd
a Polymath8 projekt folytatédott a Maynard—Tao-tétel tovabbfejlesztésével [21].

2. Milyen héléval halasszunk?

Az 1. tétel bizonyitdsdnak alapdtlete a [8] cikkben szerepel:

1. otlet. Legyen 5 = {h1,...,hy} egy egész szamokbdl dll6 k elemii halmaz.
Prébéljunk végtelen sok n pozitiv egészt taldlni gy, hogy azn—+ 7 = {n+hy,...,
n+ hy} eltolt halmaz minél tébb primet tartalmazzon.

A szakirodalomban valéban a J7 jelolés terjedt el a fenti halmazra, ezért a ha-
laszhalé metafora tobbszorésen helyénvalonak tiinik. A tovabbiakban az elemeket
nagysagrendi sorrendben szamozzuk: h; < ... < hy. Persze rogton latjuk, hogy nem
minden k elemi halmaz felel meg egyarant a primhaldszas céljara. Pl. a k = 2 eset-
ben 7 = {0, 1} eleve rossz, mert n és n+ 1 koziil az egyik mindig paros, tehét n > 2
esetén csak az egyikiik lehet prim. A # = {0, 2} jobb ebbél a szempontbdl, hiszen
az ikerprimsejtés szerint n és n + 2 egyszerre prim végtelen sok n-re. Hasonldéan,
a k = 3 esetben a 2 és a 3 szerinti maradékokat nézve latjuk, hogy 5 = {0,2,3}
vagy € = {0,2,4} nem kifejezetten jé hél6 gyandnt, hiszen ezek eltoltjaiban legfel-
jebb csak két prim van, ha n > 3. Ellenben a J# = {0, 2,6} eltoltjaira nem tudunk
semmiféle okot, ami megakadalyozna, hogy mindhdrom eleme prim legyen végtelen
sokszor. Ez motivélja az aldbbi fogalmat.



2. definicié. A 7 = {hy,..., hi} egész szamokbdl 4ll6 k elemii halmaz megenge-
dett, ha semmilyen m > 2 egészre nézve nem tartalmaz teljes maradékrendszert.

Persze rogton latjuk, hogy ha egy k elem@i 57 halmaz tartalmaz teljes mara-
dékrendszert valamilyen m > 2 egészre nézve, akkor m < k, vagyis ¢ tartalmaz
teljes maradékrendszert valamilyen p < k primszdmra nézve is — nevezetesen az m
barmely primosztéjara nézve. Tehat a fenti definicioban nem vesztiink semmit, ha
feltessziik, hogy m < k primszam. Ez mutatja, hogy minden k-ra van megengedett
k elemi halmaz, pl. a k utani elsé k darab primszam halmaza.

Az 1. 6tletnek komoly tdmogatdst ad Dickson [2] egy sejtése, illetve annak
Hardytdl és Littlewoodtdl szdrmazé kvantitativ forméja [11]:

Dickson—Hardy—Littlewood-sejtés. Legyen ¢ egy megengedett halmaz. Ek-
kor végtelen sok n pozitiv egészre az n+ € eltolt halmaz minden eleme primszam.

A sejtés persze nem mondja meg, az n-et miként vélasszuk meg, hogy az n+
Osszes eleme, vagy akar csak két eleme prim legyen. A metafordnkkal élve: hidba
van halonk, ha nem tudjuk, hova vessiik ki, tehat hol gazdag halban a viz. Pl. ha
az m-et valamilyen nagy x koriil az egyenletes eloszlas szerint véletlenszertien va-
lasztjuk, akkor az n + J# halmazba dtlagosan csak kb. |77|/loga primszadm fog
esni, mert ebben a tartomanyban atlagosan kb. log z tdvolsadgra vannak a primsza-
mok egymastol. Tehat ha x nagy, akkor ezen a naiv médon atlagosan kozel nulla
darab primet fogunk kihaldszni, nemhogy kettét vagy tobbet. Itt és a tovabbiak-
ban log x a természetes logaritmust jeloli, az analitikus szamelméletben megszokott
moédon. Az n ligyes megvalasztasaval, avagy a rossz n-ek ,kiszitdlasdval” kell ellen-
stulyozni azt a tényt, hogy a primszamok sorozata egyre ritkul. Ennek mddja mar
Goldston, Pintz, Yildirim [8] cikkében szerepel, de Zhang [32] bizonyitotta eldszor,
hogy igy legalabb két primszam garantalhaté egy alkalmas megengedett halmaz
végtelen sok eltoltjaban. Maynard [14] még iigyesebben szitélja az n-et, ami altal
akar szdz primet is tud garantdlni végtelen sok n + 52 alaku eltoltban.

2. tétel (Zhang [32]). Létezik egy k pozitiv egész az aldbbi tulajdonsdggal. Ha 7
egy k elemii megengedett halmaz, akkor végtelen sok n pozitiv egészre az n + €
eltolt halmazba legalabb két primszam esik.

A tételbdl azonnal kovetkezik, hogy ha J = {hq,..., h;} egy megfelel§ hal-
maz, akkor a fellépd h; — h; (i < j) kiilonbségek egyike Polignac-szdm, hiszen n+ h;
és n + h; kiillonbsége h; — h;. Tehat ha az a cél, hogy Z-ben minél kisebb elem 1éte-
zését garantaljuk, akkor a tételbeli -t kell minél kisebb atméréjiinek vélasztani.
Ehhez els6 1épésben a tételbeli k-t kell minimalizélni, majd ahhoz kell megtalalni
a legjobb J7-t. Ilyen tipusu optimalizalassal telt a Polymath8 projekt jelentOs ré-
sze [20, 21]. Az aldbbi tédbldzatban osszefoglaljuk, hogy az 1-2. tételek numerikus
variansai miként fejlodtek.

A téblazat utols6 sora szerint van egy 50 elemil 5 C {0,2,...,246} megen-
gedett halmaz, aminek eltoltjaiban végtelen sokszor taldlhaté két primszam. Az 50
elem részletesen fel van sorolva a [21] cikk 76. oldaldn. Tehdt Z-ben mindenkép-
pen van legfeljebb 246 nagysagu paros szam, de konkrét elemet megnevezni nem



forras k= min 2 <

Zhang [32] 35x 105  7x107
Polymath8a [20] 632 4680
Maynard [14] 105 600
Polymath8b [21] 50 246

tudunk. Ilyen konkrét elem megtalaldsa a jelenlegi mddszerekkel reménytelennek
tlinik: a probléma valdsziniileg az ikerprimsejtéssel megegyezd nehézségii. Mind-
azonaltal a Z-r6l a fenti eredmények jéval tobbet elmondanak, amint az a kbvetkezd
fejezetbol kideriil.

3. A Polignac-szamok siirtisége

Pintz Jénos ismerte fel a 2. tétel azon kovetkezményét, hogy a Polignac-szamok
a természetes szamok egy — csak a k-tol fligg6 — pozitiv hanyadat elfoglaljdk,
tovabbé a szomszédos Polignac-szamok koézotti tavolsdg korlatos. Az eredményt
a kozelmultban finomitotta Granville, Kane, Koukoulopoulos, Lemke Oliver, és mi
ebben a formaban mondjuk ki és bizonyitjuk.

3. tétel (Pintz et al. [18, 9]). Végtelen sok Polignac-szém létezik. Pontosabban:

(a) A 2 C N halmaz aszimptotikus alsé stiriisége

ahol k mint a 2. tételben, és a szorzas a primeken fut végig.
(b) Létezik m € N tigy, hogy mindenn € N esetén 2 N{n,n+1,...,n+m} # (.

Bizonyitas. A jelzett becslés a k csokkentésével er6sodik, ezért feltehetd, hogy k
a legkisebb egész, ami a 2. tételbeli allitast kielégiti. Ekkor persze k > 2, és a feltétel
szerint létezik egy k — 1 elemii J# = {hq,...,hy_1} megengedett halmaz, aminek
n + J eltoltjdban legfeljebb csak egy primszam van, ha n kelléen nagy. Legyen
most h > hy_1 olyan egész, amivel 72U {h} egy k elemli megengedett halmaz, ekkor
végtelen sok n + (7 U {h}) eltoltban taldlhaté két primszdm. A 7 tulajdonsiga
miatt sziikségszer(i, hogy valamilyen 1 < j < k — 1 indexre és végtelen sok n-re
az n+h; és az n+ h egyszerre prim, vagyis h —h; € 4. A h > hj_1 egészre
tett feltevés csak annyi megkotést jelent, hogy ha egy p < k primszamra nézve
€ mod p mar tartalmaz p — 1 kiilonb6z6 maradékot, akkor h mod p is ezen p — 1
maradékok egyike kell, hogy legyen. A kinai maradéktétel alapjan tehat megadhaté
Hpgk(p — 1) darab maradékosztdly modulo Hpgkp dgy, hogy ha h > hy_1 ezek
uniéjabol vald, akkor a h — hy,...,h — hx_1 kiilonbségek egyike Polignac-szam.
Innen mér kénnyli meggondoldssal kvetkezik az (a) és a (b) allitds, pl. az utébbiban
veheté m := hp_1 — h1 + Hp<k p.
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Ahogy a [9] cikk szerzéi is megjegyzik, az (a) allitdsban vehetd a mér igazolt
k = 50 érték [21], és ezzel a d(2) > =i becslést kapjuk a Polignac-szamok aszimp-
totikus alsé stirtiségére. Tehat dtlagosan minden 354 egymads utani szamra jut egy
Polignac-szam, mig az els6é Polignac-szam legfeljebb 246. Ezzel szemben a szom-
szédos Polignac-szamok kozotti legnagyobb tavolsdgra a fentihez hasonlé formalis
érveléssel nem tudunk konkrét értéket szolgdltatni, aminek oka a kovetkezé. Adott
M pozitiv egészre van olyan & C N halmaz, amiben az M végtelen sokszor fellép
két szomszédos elem tavolsdgaként, mikozben barmely megengedett {hq,ha, hs}
hérmas esetén az & tartalmazza a ho — hy, hs — ha, hy — hy kiilonbségek egyikét.
Pl. &-nek vehetjiik azon természetes szamok halmazat, amik modulo 3M kongru-
ensek egy legfeljebb M abszolut értékii egész szammal. Tehat ha a 2. tételbol csak
annyit hasznalunk fel, hogy minden k elemii megengedett ¢ halmazra a & tartal-
mazza két J7-beli elem kiilonbségét, akkor még k = 3 esetén is szoba jon a ¥ = &
lehet8ség, amikor is a (b) allitds csak m > M mellett igaz.

4. A haldszas miivészete

Mint lattuk, a 2. tételbdl kovetkezik az 1. tétel, illetve sok egyéb értékes informacid
a Polignac-szdmok eloszlasdra vonatkozéan. A 2. tétel bizonyitdsanak alapdtlete
szintén a [8] cikkben szerepel, és elnagyoltan annyit tesz, hogy megprébaljuk elére
megtippelni, hogy mely n 4+ J# alaku eltolt halmazokban varhaté az atlagosnal
joval tobb primszam. Ezt jol csinalni egyfajta miivészet, hiszen egyensulyozni kell
akozott, ami igaz és amit bizonyitani tudunk. Ha tul direkt moédon valasztjuk ki
a potencidlisan jo eltoltakat, akkor a varakozasunkat nem fogjuk tudni igazolni, ha
pedig til megenged6ek vagyunk, akkor az eltoltakba nem esik majd elég primszam.
Formalisan az 1. 6tlet egy valésziniiségi finomitasarol van szo:

2. 6tlet. Legyen 52 = {h1,...,hi} egy k elemii megengedett halmaz. Minden elég
nagy x > 0 szamra taldljunk olyan valésziniiségi mértéket az x < n < 2x egészeken,
amire nézve azn+ 5 = {n+hy,...,n+ hy} eltolt halmazba es6 primek szamédnak
varhato értéke egynél nagyobb.

A gyakorlatban ez annyit tesz, hogy olyan v(n) > 0 silyokat keresiink, amikre
bizonyithatéan fennall

k
(1) S v Lunpim > Y i)

z<n<2z r<n<2zx

Vegyiik észre, hogy az egyenlétlenség csak tigy teljesiilhet, ha a jobb oldali Gsszeg
porzitiv, és akkor ezzel az sszeggel leosztva a v(n) stlyok egy valdszintliségi mér-
tékké normalodnak. Az egyenlGtlenségbol kovetkezik, hogy valamilyen z < n < 2z
egészre a bels6 tsszeg egynél nagyobb, tehit az n 4+ 7 eltolt halmazba legaldbb két
primszam esik. Ha ez minden elég nagy x > 0 szamra fennall, akkor a 2. tételbeli
allitds igaz a J-ra.

A silyokat gy érdemes megvdlasztani, hogy v(n) varhatéan akkor legyen
nagy, amikor az n+ hy,...,n+ hi szdmok kozott sok a prim, vagy legalabbis kevés



primosztojuk van egyiittesen. A legnaivabb vélasztdst a mar emlitett Dickson—
Hardy-Littlewood-sejtés adja:

V(n) = 1n+h1,...,n+hk prim-

Ezek a silyok a gyakorlatban nemigen hasznédlhaték, mert ha tudnank, hogy
az (1) jobb oldala minden elég nagy z-re pozitiv, akkor régtén a Dickson-Hardy—
Littlewood-sejtést is igazoltuk volna. Vezessiik be a

Pn):=Mm+hy)...(n+ hg)
jelolést, ekkor a [8]-beli sulyokhoz kozelebb 4116, de még mindig naiv valtozat a

V(?’L) = ]-P(n) primosztéinak szama legfeljebb k + £

ahol 0 < ¢ < k egy szabadon valaszthaté paraméter. Ennek egy analitikus varidnsa

) viyi= Y wldy o™ (),

d|P(n)

ahol a p(d) an. Mdbius-figguény a logikai-szitdbdl j6l ismert +1 siilyok megjelenése
a primszamok elméletében (v5. Eratosztenész-szita):

+1, ha d paros sok kiilénb6z6 primszam szorzata;
u(d) :== ¢ —1, ha d péaratlan sok kiilonb6z8 primszam szorzata;

0, ha d nem négyzetmentes.
Nem trividlis, de a (2)-beli silyokra teljesiil
0 < w(n) < log"** (P(n)).

tovabbd v(n) akkor és csak akkor pozitiv, ha P(n) kiilénb6z6 primosztéinak szdma
legfeljebb k + .

Goldston, Pintz, Yildirim [8] és ezaltal Zhang [32] sikere nagy részben a (2)-beli
naiv sulyok egy megfelel6 finomitdsan mulik, ami lehet&vé teszi az (1) két oldaldnak
aszimptotikusan pontos kiszdmitdsit. A finomitds Selberg [25] Gtt6rd munkdjanak
gyiimolese, amit a [8] mer8ben jszerii médon haszndl, bér a szerzok elismerik,
hogy az 6tlet részben Heath-Browntdl [12] szérmazik. A Selberg-szita abbdl indul
ki, hogy ne az Gsszes, hanem csak a d < R feltételt kielégité négyzetmentes sza-
mokkal szitdljunk, ahol R egy szabadon véalaszthato ,levagasi paraméter”. A d < R
megszoritassal a silyok nemnegativitdsa mar nehezen garantalhato, ezért azokat
még négyzetre is emeljiik. A [8, 32] dolgozatokban konkrétan hasznilt silyfiigg-
vény

2
© v(n) :=< S n(d)logh (5)) ,

d|P(n)



ahol R := 2%/2 valamilyen rogzitett § > 0 mellett. Itt log, t := max(logt,0), tehat
az Osszegben csak a d < R osztdk vesznek részt. Ezeket a stlyokat érdemes megszo-
ritani azokra az n-ekre, amikre P(n) mentes a nagyon kicsi primosztékt6l. Ennek
egyik oka, hogy az ilyen n-ekre az n + hq,...,n + hy tényezck paronként relativ
primek, masrészt igy az (1) két oldaldnak aszimptotikus kiszdmitasaban a kis pri-
mekbél szarmazé un. lokalis faktorok elhagyhaték. Mi a tovabbiakban feltessziik,
hogy P(n) minden primosztdja legaldbb logloglog x, a tobbi n-re a v(n)-t nulldnak
vessziik. A (3)-beli sulyfiiggvény egy ardnyossdgi tényeztdl eltekintve nem més,
mint

logd Bre\ ?
(1) v(n) ::< S () (1—10g R) ) |

d|P(n) *

ahol értelemszertien (1 —t), :=max(1 —,0). Egy fontos altaldnositdst javasolt és
vizsgélt elészor Soundararajan [27, 28):

o log d ’
6 (n) .—< Z)m«z)g(logR)) ,

d|P(n

ahol g : R — R egy kellden sima fiiggvény, ami a [0, 1] intervallumon kiviil nulla.
Ezek az altaldnosabb stlyok lehetévé tették a [8, 32]-beli eredmények jelentds
élesitését [5, 20], és megnyitottak az utat az tjabb felfedezések felé [14, 21].

5. Az atlagos kapas

Egy 4 megengedett halmazra az (1) bal és jobb oldaldnak hdnyadosa adja meg,
hogy az n+ 52 (x < n < 2x) eltoltakba atlagosan hany primszam esik, ha az dtlago-
last a v(n) stlyokkal végezziik. Ez a hanyados hatékonyan kiszamithaté az (5) alakd
sulyokra, feltéve, hogy a primszamok bizonyos maradékosztalyokban kelléen egyen-
letesen oszlanak el. Az egyenletes eloszlds az (1) bal oldaldnak szdmitdsa kozben
meriil fel, mégpedig a kovetkez&képpen. Az (5)-6t hasznédlva az (1) bal oldala

b log d log d’
d dl ]-n i prim,
> > ndu(d)g (IOgR)g<IOgR) ST Lasns
i=1 d,d'<R z<n<2z

[d,d']| P(n)

ahol [d,d'] a d és a d' legkisebb kozds tobbszorose, tehdt a [d,d'] | P(n) reldcié
annyit tesz, hogy d és d’ a P(n) osztdja. Pontosabban itt csalunk egy kicsit, de
ez a lényeget nem érinti: a belsé Osszegben csak azok az n-ek szerepelnek, amikre
P(n) minden primosztéja legaldbb logloglogz. A belsd dsszeg olyan — nagyjabdl x
és 2x kozotti — primek szdmat adja meg, amik modulo ¢ := [d, d'] egy nem til nagy
szami adott maradékosztdlyba esnek. A kiilsé 6sszegzésben a négyzetmentes d, d’ <
R sziamok vesznek részt, ezért ¢ < R? = ¥ is négyzetmentes. A tovabblépéshez
célszerl feltenni, hogy az x és 2x kozotti primszamok maradékai a legtobb széba
jov6 ¢ modulusra nézve nagyon egyenletesen oszlanak el:



EH(0) hipotézis. Minden A > 0 szamhoz taldlhaté egy C' > 0 konstans, hogy
T > 2 esetén

L[> dt
R A DR~ B e
e RGO R ¢(q) J. log log” x
q négyzetmentes p=a (mod q)

Az egyenlGtlenségben szerepld integral az x és 2z kozotti primek szdmat adja
meg jé kozelitéssel, ¢(q) a modulo g redukélt maradékosztalyok szdma. A hipotézist
a 0 < 1/2 értékekre Bombieri és Vinogradov igazolta egymdstdl fiiggetleniil [1, 30],
mig a 6 < 1 értékekre Elliott és Halberstam sejtette [3]. Mindezek utdn elmondhat-
juk a szdmolds végeredményét, amit eredetileg Goldston, Pintz, Yildirim [8] taldlt
ag(t):=01- t)T_[ esetben (vo. (4)) és Soundararajan [27, 28] az 4ltaldnos esetben

(vé. (5)).

4. tétel ([8, 27, 28]). Legyen S egy k elemii megengedett halmaz. Legyen g :
R — R egy k-szor folytonosan differencidlhaté fiiggvény, ami a [0, 1] intervallumon
kiviil nulla. Az EH (0) hipotézis mellett van olyan val6szintiségi mérték az v < n <
2z egészeken, amire nézve az n + S eltolt halmazba esé primek szamanak varhato
értéke

Yoy e
) k/o o0 g
2

T 1 o(1).
/O g(k)(t)det

A tételben gU) a g fiiggvény j. derivaltjat jeloli, mig o(1) egy nulldhoz tarté
mennyiség r — oo mellett. Meglep6 médon a fenti ,,atlagos primkapas” mértéke nem
éri el az egyet, de azt a k novelésével tetszblegesen meg tudja kozeliteni. Ponto-
sabban az EH (6) hipotézist egyelére csak a 6§ < 1/2 értékekre sikeriilt bizonyitani,
mig [5, Theorem 16] szerint a mésodik tort szuprémuma a lehetséges g-k felett
kifejezhetd a Ji_o Bessel-fliggvény els6 pozitiv gyckébsl mint

2
k:/ g* =D ()3 dt
—2)! Ak(k —1 14.8461
sup 20 (k=2 _4k(k—1) 14846

1 k-1 2 ~ 2/3
g / g8 (1) t gt Jk—21 K2/
0 (k—1)

Mindenesetre a fenti tételb8l mar kovetkezik, hogy ha FH(6) fennéll barmilyen
0 > 1/2 értékre, akkor létezik a 2. tételt kielégits k, tehdt létezik Polignac-szdm
is. Példdul a [8] dolgozat fontos megallapitdsa, hogy az Elliott—Halberstam-sejtés
mellett veheté k& = 6, amikor is min & < 16.



6. Hogyan fogjunk t6bb primet?

A 4. tétel a hatdrdn van annak, hogy Polignac-szam létezése kovetkezzék beldle,
ezért a megjelenésekor természetes kérdésként meriilt fel, hogy a benne szereplo
varhat6 érték megnovelhetd-e valamiképpen. A széban forgé vérhaté érték a o(1)
hibatagot leszamitva két pozitiv tényezo6 szorzataként van megadva, ezért — ha kissé
bandlisak akarunk lenni — valamelyik tényez&t kell megnovelni tgy, hogy a masik té-
nyez6 legfeljebb csak keveset valtozzék. A dolog azért bonyolultabb, mint hangzik,
olyannyira, hogy a szakértok korében elterjedt volt a nézet, miszerint a meglévo esz-
kozokkel ilyesfajta javitas nem varhato. Mégis, a kés6bbi fejleményekben pontosan
ez tortént, mégpedig mindkét lehetséges irdnyban. Zhang [32] és Polymath8a [20]
az elsd tényezd megnovelésére koncentralt, mig Maynard [14] és Polymath8b [21]
a masodik tényez6 megnovelésére.

Zhang [32] bizonyitdsa Motohashi és Pintz [16] egy fontos észrevételére épiil:
a 4. tételhez vezetd szdmoldsban nem vesztiink sokat, ha az EH () hipotézist meg-
szoritjuk azokra a négyzetmentes ¢ < x szdmokra, amiknek minden primosztéja
legfeljebb % valamilyen 6 > 0 konstanssal. Az ilyen szamokat x%-simdknak nevez-
ziik, és sok elony6s tulajdonsaguk van, pl. két egymads utani osztdjuknak a hanya-
dosa legfeljebb 2%, tovabbéa barmely osztéjuk maga is 2°-sima. Egy mésik fontos
észrevétel, hogy a szamoldsban csak azok az a mod g maradékosztalyok vesznek
részt, amiket barmilyen p | ¢ primoszté szerint redukédlva a h; — h; mod p (i # j)
maradékosztalyok egyikét kapjuk. Zhang [32] az ily médon gyengitett EH (6, 4)
hipotézist igazolta valamilyen 6 > 1/2 és § > 0 paraméterekkel, és ebbdl adédott
kovetkezésként a 2. tétel. A Polymath8a [20] projekt jelentésen bdvitette a meg-
feleld (#,d) parok halmazgt, minden ilyen pérra csokkentette a megfeleld k érté-
két, és egyszeriisitette a bizonyitdst. Pl. a 6 fels6 hatdra Zhang [32] dolgozatdban
1/2 4+ 1/584, a Polymath8a [20] cikkben 1/2 + 7/300.

Maynard [14] és Tao [29] az (5) helyett a

(6) V(n)::< Y % u(dl)...u(dk)f(ﬁi‘;,...,ﬁﬁ))

dy|n+hy di|n+hy

stilyokat hasznélja, ahol f : R¥ — R egy kelléen sima fiiggvény, ami a
Ap:={(t1,....tx) ERF 1 1, 1, >0ésty +...+tp <1}

szimplexen kiviil nulla. Ez a definici6 jobban megfelel az eredeti célkitiizésnek, mert
az n + J€ elemeirdl kiillon-kiilon prébélja elérni, hogy kevés primosztéjuk legyen,
nem csak a szorzatukat, a P(n)-t tartja szem el6tt. Valdjaban az (5) a (6)-nak azon
specidlis esete, amikor f(t1,...,tx) csak a valtozdk Osszegétdl fiigg, nevezetesen

(7) fltr,ote) =gt + .o+ tg).

Ennek oka, hogy a megéllapodasunk szerint csak olyan n-ekkel dolgozunk, amikre
az n+ hi,...,n+ hg szédmok paronként relativ primek, vagyis a (6)-beli dy, ..., dx
véltozék kolesonosen egyértelmilen meghatdroznak egy d| P(n) osztét a d =



dy ...dy utasitdssal. Ezek utdn kimondhatjuk a 4. tétel megfelel§jét, ami a (6) si-
lyokkal val6 atlagolassal kovetkezik. Eloszor is bevezetiink egy jelolést a Ay szimp-
lex t; = 0 egyenlettel definialt lapjara:

Ak,i::{(tl,...,tk)EAk:tiZO}, i=1,...,k.

5. tétel ([14, 29]). Legyen S egy k elemii megengedett halmaz. Legyen f :
R* — R egy k-szor folytonosan differencidlhaté fiiggvény, ami a Ay szimplexen
kiviil nulla. Az EH () hipotézis mellett van olyan valészintiségi mérték az x < n <
2z egészeken, amire nézve az n + J eltolt halmazba esS primek szamanak varhato

értéke
k oh-1f 2
0 Zl /Ak 5 (8t1 - (’%i,l@tiﬂ - atk)
- = : +o(1

2 8kf 2
L (G l)

A (7) alaku fiiggvényekre a fenti &llitds a 4. tételbe megy at, mert a t; +
tk—l

...+t =t affin hipersik a Ag-t egy = térfogati (k — 1)-szimplexben metszi,

a Ay -t pedig egy % térfogati (k — 2)-szimplexben. Altaldban véve is megmu-
tathaté [21, Lemma 41], hogy a tétel nem gyengiil, ha szimmetrikus f: RF — R
fuggvényekre szoritkozunk: ilyenkor az n + 72 eltolt halmazba esé primek szama-

nak varhato értéke
k—1 2
o G ans)
0 Apk Oty1...0t_1

3 oy 5— +o(1).
/Ak <8t1 .. .atk>
Mindezek fényében kézenfekvonek tiinik egy f szimmetrikus polinomot keresni,
amire a masodik tort 4-nél nagyobb, mert akkor alkalmas 6 < 1/2 értékkel 1j bizo-
nyitast kapunk a 2. tételre. Mas széval, ha M, jeloli a masodik tort szuprémumat

a lehetséges f-ek felett, akkor M > 4 kimutatésa a cél. A gyakorlatban célszeriibb
az f helyett a nevezében szerepld

ok f

F(tl,...,tk) = 78151...(’%,6

parcidlis derivaltat megadni, ami szintén szimmetrikus polinom. Maynard [14] az
elsd két hatvanydsszeg, t; + ...+t és t7 + ...+ t2 polinomjaival kisérletezve ta-
1alt egy 11-edfoku példat, amibol Mygs > 4 kovetkezett. Polymath egy 23-adfokt
F szimmetrikus polinommal demonstralta az My, > 4 egyenl6tlenséget [21, The-
orem 23]. Mésfeldl belathat6 [21, Corollary 37], hogy M}, legfeljebb % log k, ami-
ért Mo < 4. Tehét a 2. tételben mindenképp vehetd k = 54, de a k = 50 értékhez
az 5. tétel nem elegend8. Ugyanakkor az 5. tételnek vannak olyan varidnsai [21,
Theorems 26 & 28], amikben f : R¥ - R a Ay szimplexen kiviil is lehet nulldtél
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kiilonbo6z6: ezek segitségével a 2. tétel allitdsa a k = 50 értékre igazolhatd, és egy
Elliott—Halberstam-tipusu sejtés mellett k& = 3 is megfelels. Tehat bizonyitasunk
van arra, hogy min ¥ < 246, és j6 okunk van hinni abban, hogy min 2 < 6.

Mit ad az 5. tétel nagy k-ra? Mar emlitettiik az M < % log k felsé becs-
1ést. A mdsik irdnyban Maynard [14] igazolta minden elég nagy k-ra, hogy M), >
log k — loglog k — 2. Valgjdban ez az als6 becslés minden k > 2 értékre teljesiil [21,
48. oldal], és a loglog k helyett egy alkalmas abszolit konstanssal is igaz [21, The-
orem 23]. Tehét a Bombieri-Vinogradov-tétel [1, 30] alapjan kb. 1 logk darab pri-
met tudunk garantalni végtelen sok n 4 47 eltoltban, és a Zhang-féle irannyal kom-

157

bindlva az i egyiitthaté javithaté ggi-ra [21, Theorem 6]. Ez a Dickson-Hardy—

Littlewood-sejtés egy gyenge formaja, és igen figyelemre mélté eredmény.

7. Torténeti megjegyzések

A kis primhézagok terén az egyik els6 fontos eredmény Erdés Paltdl [4] szdrmazik:
létezik egy ¢ < 1 konstans dgy, hogy a

0<p—p <clogp

egyenlStlenségnek végtelen sok megolddsa van primekben. A ¢ <1 feltételnek
az a jelentGsége, hogy a primszamtétel szerint az z koriili primszamok atlagosan
log = tavolsdgra vannak egymdstdl, vagyis ¢ > 1 esetén a fenti dllitds egyszerii ko-
vetkezmény, mig ¢ =1 esetén nem tul megleps. A c-re tobben probaltak minél
jobb értéket megadni, de az igazi Attorést Goldston, Pintz, Yildirim [8] érte el,
amikor sikeriilt beldtniuk, hogy minden ¢ > 0 konstans megfelels. A [8]-ban kifej-
lesztett mddszer fontos szerepet jatszott Erdos két masik kedvenc probléméjanak
megoldasaban: van-e tetszélegesen hosszi szamtani sorozat a primek kozott, illetve
megjavithaté-e a nagy primhézagokra vonatkozé Rankin-becslés [23] egy végtelen-
hez tarté faktorral. Az elsére ad valaszt a hires Green—Tao-tétel [10], a mésodikat
pedig néhany honapja oldotta meg egymdstdl fiiggetleniil Ford—Green—Konyagin—
Tao [6] és Maynard [15]. A Rankin-becslés tovébbi javitdsat tartalmazza a napok-
ban megjelent [7] preprint. A primhézagokrdl és a kapcsolédé Landau-problémék
torténetérol részletes dttekintést nyijt a [17] dolgozat.

A Bombieri-Vinogradov-tétel [1, 30] két alappillére a Siegel-Walfisz-tétel [26,
31] és a Linnyik [13] 4ltal felfedezett 1in. nagy szita egy letisztult forméja. A nagy
szita valészinfiségszamitasi jellegét az els6k kozott ismerte fel Rényi Alfréd [24],
és a segitségével attorést ért el az ikerprimsejtés és a hozza szorosan kapcsoldédo
Goldbach-sejtés megkozelitésében. Konnyen lehet, hogy mar a Linnyik—Rényi-féle
els6 verziokbol kovetkezik az EH (0) hipotézis valamilyen pozitiv 6-val, legaldbbis
erre enged kivetkeztetni Bombieri egy megjegyzése [1, (1.12) alatt]. Mindez kiiléno-
sen érdekes az 5. tétel fényében, hiszen az itt szerepl6 varhaté érték barmilyen 6 > 0
mellett tetszéleges naggy4 tehetd a k és az f : R¥ — R alkalmas megvalasztdsaval.

A Polymath projekteket Timothy Gowers kezdeményezte 2009 elején a ma-
tematikai kutatds egy ujfajta formajaként. A kutatds nyilvdnosan, egy internetes
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feliileten keresztiil torténik, és barki kotetleniil — akar névteleniil is — csatlakoz-
hat. A primhézagokra vonatkozé Polymath8 projekt egy intenziv évet 6lelt fel 2013
nyaratdl 2014 nyaraig, és kiilonosen sikeresnek mondhaté. Az Eurépai Matematikai
Térsulat (EMS) felkérésére tobb résztvevd — koztiik a szerzd is — leirta az idevdgo
személyes tapasztalatait, és ezek megjelentek az EMS Newsletter legfrissebb sza-
méban [22].

8. K6szonetnyilvanitas

A cikk a Fazekas Mihaly Gimndziumban, a Kozép-eurépai Egyetemen és a Helvetic
Algebraic Geometry Seminar-on tartott eléaddsaimra épiil. Készonoém a megtiszteld
felkéréseket, ahogyan kiilonb6z6 grantok — OTKA K101855 és K104183, ERC AdG-
228005 és AdG-321104 — tamogatédsat is. Haldval tartozom Pintz Jdnosnak, aki
a kéziratot gondosan atnézte, és értékes megjegyzéseivel ellatta.
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A PROJEKTIV TER REDUKTJAI

BODOR BERTALAN, KALINA KENDE

Jelolje P a megszamldlhatéan végtelen dimenzids alteret valamilyen Fy test folott.
Ebben a dolgozatban belatjuk, hogy ha G egy zart részcsoportja a Sym P szimmetri-
kus csoportnak, ami tartalmazza Aut P-t, akkor G-t tartalmazza a PI'L(P) projektiv
szemilineéris csoport, vagy G = Sym P.

1. Bevezeto

A [4] és [2] cikkekben bizonyitjdk, hogy ha P egy véges dimenzids projektiv tér
valamilyen véges test folott, és G egy részcsoportja Sym(P)-nek (a P elemein
haté teljes szimmetrikus csoportnak), ami tartalmazza P automorfizmuscsoportjét,
akkor G < PI'L(P), G = Sym(P), vagy G = Alt(P) (a P elemein haté alterndl6
csoport). Ezekben a cikkekben a PSL(d, ¢) csoportot tartalmazé csoportokrdl szélé
tételek keriiltek kimondasra, amelyek egyszeri kovetkezménye az elébbi allitas.
Mivel végtelen dimenzié esetén a PSL csoport nem értelmezheto, igy ezen cikkek
eredményeit nem lehet maradéktalanul altalanositani a végtelen dimenziés esetre.
Az [1] cikkben alternativ bizonyitds taldlhaté ugyanezen tételekre.

A [3] cikkben a racionélis szamtest feletti megszamldlhatéan végtelen dimen-
zi6s projektiv tér esetén bizonyitjdk a maximalitast. Ehhez Jordan-csoportokat és
mas nem elemi eszkozoket hasznalnak.

Ebben a dolgozatban elemi eszktzoket haszndlva belatjuk, hogy az allitas
a véges test feletti megszamlalhatéan végtelen dimenzids esetben is igaz. Végtelen
halmaz esetén az alternal6 csoportnak nincs természetes megfelel6je, igy ez esetben
az allitas ugy szdl, hogy ha P egy megszamlalhatéan végtelen dimenzids projektiv
tér egy véges test 16l6tt, és Aut(P) < G < Sym(P) egy zdrt csoport, akkor G <
PT'L(P), vagy G = Sym(P). Itt a zdrtsdgot a pontonkénti konvegencia topoldgidja
szerint, értjiik.

Egy megszdamlalhatéan végtelen dimenziés projektiv tér egy F, véges test fo-
16tt mindig w-kategorikus, azaz az els6rendii elméletének pontosan egy megszam-
lalhaté modellje van izomorfia erejéig. Egy megszamlalhaté w-kategorikus struk-
turandl megadhatd egy természetes bijekcié a struktira automorifizmuscsoportjat
tartalmazo6 zart permutacidcsoportok és az elsérendben definidlhaté reduktjai ko-
z0tt, ahol két reduktot ekvivalensnek tekintiink, ha egymasnak is reduktjai. Ese-
tiinkben az adédik, hogy P-nek pontosan 1+ d(k) reduktja van, ahol ¢ = p¥, és p
prim (d(k) a k szédm osztéinak szamét jeloli).
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1.1. Jelolések. Eloszor bevezetiink néhény jelolést, amit a kés6bbiekben hasznélni
fogunk. Legyen G egy csoport, ami hat az  halmazon. Ekkor egy S C Q esetén
jelolje Gg az S halmaz elemenkénti stabilizatorat. Egy w € () elem esetén jelolje
G(w) az w elemnek a G csoport hatdsa szerinti orbitjét.

Legyen V egy megszamlalhatéan végtelen dimenzidés vektortér I, felett. Ek-
kor a P projektiv tér pontjaira tekinthetiink dgy, mint V' egydimenzids altereire.
Egy v € V'\ 0 vektor esetén jelslje 0 a v vektor &ltal kifeszitett alteret, mint P
elemét. Hasonléan egy X C V halmaz esetén jelslje X az {0:ve X} CP hal-
mazt. A kovetkez6 lemma &llitdsait gyakran fogjuk hasznalni a kés6bbiekben, ezért
ezeket itt kiilon is kimondjuk. Ezen allitdsok kozvetlen kévetkezményei az el6bbi
definiciéknak.

1.1. lemma. Az el6bbi jelbléseket hasznalva a kovetkezbk teljesiilnek:
(1) Gs 2 Gsy-
(2) Ha H < G ésw €1, akkor H(w) C G(w).
(3) Tetszbleges S C P részhalmazra és G > Aut P csoportra a Gg stabilizdtor
tranzitivan hat a P\ (S) halmazon.
(4) Tetszbleges S C Q, g € G és w € Q esetén |Gs(w)| = |Gso(w?)].

2. Az Aut(P) csoport zart szupercsoportjai

Ebben a fejezetben meghatdrozzuk a Sym(P) csoport azon zirt részcsoportjait,
amik tartalmazzdk az Aut(P) projektiv linedris csoportot. A zartsigot itt a pon-
tonkénti konvergencia topoldgidja szerint értjilk. Ekkor egy G < Sym(P) csoport
zértsdga azzal ekvivalens, hogy ha g € Sym(P), és a P projektiv tér tetszdleges
véges F részhalmazahoz létezik olyan h € G, hogy g|r = h|p, akkor g € G. Belat-
juk, hogy ha egy Aut(P) < G < Sym(P) csoport tartalmaz olyan transzforméciot,
ami nem szemiprojektiv transzformdcié (azaz nincs benne PI'L(P)-ben), akkor P
tetsz6leges S véges halmaza atviheté P egy projektiv fiiggetlen elemekbdl all6 rész-
halmazaba egy G-beli elemmel.

2.1. lemma. Tegyiik fel, hogy Aut P < G < Sym P, és a G csoport n-tranzitivan
hat P-n. Legyenek az a1,as,...,an11 € P elemek olyanok, hogy a; ¢ (a; | j # 1)
valamilyen 1 < i < n+ 1 esetén. Ekkor létezik olyan g € G elem, hogy az a{,a$,. ..,
aj | elemek fiiggetlenek.

Bizonyitds. Legyen S :={ai,...,an4+1}. Feltehets, hogy i=mn+1. Legyen
8" := S\ {ans1}. Ekkor a lemma feltétele szerint létezik olyan h € G, hogy az S’
halmaz fiiggetlen. Mivel an41 ¢ (S"), ezért Aut (P)g (ant1) végtelen, és igy
Aut (P)g (ant1) C Gsr(ans1) is végtelen. A 1.1. lemma szerint azonban

|Gslh <GZ+1) | = ‘GS’ (an+1)|a

igy Ggrmn (af{ +1) is végtelen. Ebbél kovetkezik, hogy van olyan k € Gg/ elem, amire
al® ¢ (S'M). Ez azonban azt jelenti, hogy a g = hk vélasztds j6 lesz, hiszen ekkor

S§9 = Mk = "y {ak |}, ami valéban egy fiiggetlen halmaz. M
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2.2. lemma. Tegyiik fel, hogy Aut P < G < Sym P és a G csoport n-tranzitivan hat
P-n. Tegyiik fel tovabbd, hogy S C V, ahol |S| = |S| = n. Ekkor a G g stabilizdtor
vagy tranzitiv a P\ S halmazon, vagy pontosan egy véges orbitja van, aminek
hossza (g —1)"""

Bizonyitas. Mivel a G csoport n-tranzitiv, ezért az allitast elég beldtni fiiggetlen
S C V részhalmazokra. Legyen tehat S = {v1,...,v,}, ahol a vy,..., v, vektorok
(linedrisan) fiiggetlenek. Legyen

A :{Z/\iviMiEIFq\O} és B:=V\(AUS).
=1

Azt allitjuk, hogy ekkor G tranzitivan hat a A és a B halmazon is. EbbSl méar ko-

vetkezik a lemma allitdsa, hiszen AUB = P\ S, |A| = ‘A‘ = (qq_%l)" =(¢—1)"",

és a B halmaz végtelen.

Eloszor belatjuk, hogy G tranzitivan hat A-on. Ehhez elég belatni, hogy tet-
sz6leges u,v € A vektorokhoz létezik olyan I' € Aut(V), hogy v € (v;) minden
1 <i < nesetén, és ul’ = v. Legyenek tehdt u =Y | \v; € Aésv =" v €
A tetszllegesek. Ekkor mivel vy, ..., v, linedrisan fiiggetlenek, ezért 1étezik olyan

[ € Aut(V) linedris transzformdcié, amire v; = g L V5. Azt &llitjuk, hogy ez a I' jé

I' — ». Val6ban, mivel T line4ris, ezert

:<§/\ivi> Z)\v ZMM—U

Most belatjuk, hogy G tranzitivan hat B-on is. Ehhez elég beldtni, hogy ha
a € B, akkor az SU{a} halmaz egy fiiggetlen halmazba képezheté valamilyen G-beli
elemmel. Ebb8]l mér kovetkezik az allitas, hiszen Aut(P) (és igy G is) tranzitivan
hat a projektiv fiiggetlen n-esek halmazan.

Ha a ¢ (S), akkor S U {a} fiiggetlen halmaz, igy az S U {@} halmaz is fiigget-
len. Tegyiik fel most, hogy a € (S). Ekkor a = > | A\;v; valamilyen \; € Fy-k ese-
tén. Mivel a ¢ A, ezért A; = 0 valamilyen 1 < j < n-re. Ekkor v; ¢ (v; | i # j), igy
v; ¢ (9; | i # j). Ekkor azonban az 1.1. lemma szerint az S U {a} halmaz atvihetd
egy fiiggetlen halmazba valamilyen G-beli elemmel, és ezt kellett bizonyitanunk.
|

valasztas, azaz u

2.3. lemma. Tegyiik fel, hogy Aut P < G < SymP, és a G csoport n-tranzitivan
hat P-n. Legyen tovabba k egy olyan egész szam, amire L—- q 1 > n. Ekkor minden

S C P, |S| = n halmazra a Gg stabilizdtor minden P\ S-beli Vegeb orbitja legfeljebb

i

—n elemfi.
qg—1

Bizonyitas. Legyen Q) egy k dimenzids altere P-nek. Ekkor mivel |Q| = qq “l>p=
|S|, és a G csoport n-tranzitiv, ezért feltehetd, hogy S C Q. Haa € P\ Q C P\ (S),
akkor az a elem (GGg szerinti orbitja végtelen. fgy Q tartalmazza Gg minden véges
orbitjadt. Ebbdl kovetkezik, hogy minden P\ S-beli elem Gg szerinti orbitjdnak

. k71
hossza legfeljebb [Q\ S| = |Q] —n = L=
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2.4. lemma. Minden q,n > 3 egészekhez létezik olyan k egész szam, amire

k+1_1
(q—nmi>g——Tf—nzo
-

teljesiil.

Bizonyitas. Ha g = 3,4 és n = 3,4, akkor az egyenlGtlenség teljesiil k = 1 esetén.

Tegyiik fel most, hogy g > 5, vagy ¢ = 3,4 és n > 5. Legyen ekkor k a legkisebb
k+1

olyan egész, amire < ;r_l_ !

felirt egyenlétlenségek.

> n. Azt allitjuk, hogy erre a k-ra teljesiilnek a lemméaban

k
. ’ 3 /1.7 o . s ’ 3 —1 1
Mivel a k szam értékét minimalisnak valasztottuk, ezért qu < n, amibdl

k k+1
-1 -1

= 1= —25,y

q—1 q—1

ng+1>

adédik, igy elég beltni, hogy (ng+ 1) —n < (¢ —1)""". Ezt az allitést n szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk. Han = 5 és ¢ = 3,4, akkor teljesiil az egyenltlenség.
Ha n =3 és ¢ > 5, akkor

(g—1)°>>4(g-1)—1>3(g—1)+1.
Az indukcids 1épéshez tegyiik fel, hogy mar tudjuk, hogy
(n=1g+1)—(n-1)<(¢g—1)"7,
ahol n > 6, vagy n > 4 és q > 5. Ekkor
(@-D"'>@-D((n-D@-1)+1)>20n-1)g-1)+1>n(g-1)+1,
és ezt kellett bizonyitanunk. B

2.5. lemma. Legyen Aut(P) < G Sym(P) egy csoport. Ekkor G < PT'L(P) vagy
G 3-tranzitiv.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G nem 3-tranzitiv. Belatjuk, hogy ekkor G <
PT'L(P). Mivel Aut(P) 2-tranzitiv, ezért G is 2-tranzitiv. Legyenek tehat a,b € P
tetszblegesek. Mivel G nem 3-tranzitiv, ezért a 2.2. lemma szerint a G, stabi-
lizdtornak pontosan egy véges orbitja van V' \ {a,b}-ben, aminek hossza ¢ — 1.
Ha c¢ ¢ (a,b), akkor G, p(c) végtelen, igy ez a véges orbit benne van az (a,b)
projektiv altérben. Mivel azonban |(a, b>’ = q + 1, ezért ez csak ugy lehetséges ha
Gap egyetlen véges orbitja V \ {a,b}-ben (a,b) \ {a,b}. Ebbél kivetkezik, hogy
¢ € {a,b) \ {a,b} pontosan akkor teljesill, ha ¢ # a,b, és a G, (c) orbit véges.

Legyen most g € G tetszdleges. Legyenek tovabba A, B,C' € P hdrom egy egye-
nesre es§ pont. Ekkor C € (A, B) \ {A, B}, és {gy az el6bbiek szerint |G 4,5(C)| <
oo. Ebbdl kovetkezik (a 1.1. lemma szerint), hogy G a¢ pe(CY) is véges. Ez azon-
ban azt jelenti, hogy C9 € (A9, B9) \ {A9, B9}, azaz az A9, BY, CY pontok is egy
egyenesre esnek. Azt kaptuk tehat, hogy a g € G transzformdcié6 kollinedcié (egye-
nestarté bijekcié). Ekkor a projektiv geometria alaptétele szerint g € PTL(P). ®
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Most belatjuk a dolgozat f6 eredményét.

2.6. tétel. Legyen G < Sym(P) egy zart csoport. Ekkor G < PT'L(P) vagy G =
Sym(P).

Bizonyitas. Ennél a bizonyitasnal feltessziik, hogy ¢ > 3. A g = 2 eset kovetkezik
az Fy vektortér reduktjainak a klasszifikaciéjabol. Tegyiik fel, hogy G & PI'L(P).
Ekkor be kell ldtnunk, hogy G = Sym(P). Mivel G < Sym(P) zart, ezért ehhez elég
belatni, hogy G siirii, azaz minden n-re n-tranzitiv. Ezt n szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk.

A 2.5. lemma szerint G 3-tranzitiv. Az indukcids 1épéshez tegyiik fel, hogy a G
csoport n-tranzitiv, de nem (n + 1)-tranzitiv. Ekkor van olyan S C P, |S| = n, hogy
G s-nek legaldbb 2 orbitja van P\ S-en. Ekkor a 2.2. lemma szerint G g-nek pontosan
egy véges orbitja van P\ S-en, és ennek hossza (¢ — 1)"_1. A 2.3. lemma szerint

"1
qg—1

azonban Gg-nek minden V' \ P-beli véges orbitjanak hossza legfeljebb

g —L —n > 0. Tehdt egy ilyen k-ra

—-n

minden olyan k-ra, amire

¢“ —1
q—1
ami ellentmond a 2.4. lemmanak, hiszen n,q > 3. W

(@-1)"' <

)

Legyen ¢ = p* alakd, ahol p prim. Ekkor az Aut(F,) = Gal(F,/F,) csoport
ciklikus, és a o Frobenius-automorfizmus generélja. A PI'L(P) csoport felirhaté
Aut(P) x Gal(F,/F,) alakban. Ebbél kévetkezik, hogy a PT'L(P) projektiv szemili-
nedris csoportnak az Aut(P) csoportot tartalmazo részesoportjai mind PT'L,, (P) :=
Aut(P) x (c™) alaktak valamilyen m|k-ra. A PI'L,,(P) csoportok mind véges sok
Aut(P) szerinti mellékosztaly uniéi PI'L(P)-ben, igy ezek a csoportok is zartak.
Ezeket az észrevételeket haszndlva a 2.6. tétel a kovetkezd formaban is megfogal-
mazhato.

2.7. tétel. Legyen G < Sym(P) egy zdrt csoport. Ekkor G = PT'L,,,(P) valamilyen
m|k-re vagy G = Sym(P).

A 2.7. tétel a kovetezdket jelenti a P struktira reduktjaira vonatkozdan.

2.8. kovetkezmény. P-nek pontosan d(k) + 1 reduktja van, ahol d(k) jeloli a k
szam (pozitiv) osztdinak szdmdt. Specidlisan ha ¢ = p prim, akkor minden redukt
trivialis.
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A7 Fs° VEKTORTER REDUKTJAI

BODOR BERTALAN, KALINA KENDE

Klasszifikdljuk az F5° vektortér 6sszes reduktjat kolcsénos definidlhatésig erejéig.

1. Bevezetés

Az F$° vektortér univerzalis abban az értelemben, hogy minden véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen [Fy feletti vektortér bedgyazhaté F5°-be. Ez a vektortér w-
kategorikus is: egy 2 struktirat w-kategorikusnak neveziink, ha megszamlalhato,
és elméletének minden megszamlalhaté modellje izomorf 2A-val. Az F3° vektortérre
teljesiil, hogy minden F5° két részalgebraja kozott mend ¢ izomorfizmus kiterjed

° egy automorfizmusavé. Ez a tulajdonsidg a homogenitas.

A megszamlalhaté strukturdk koziil a homogén strukturak allnak a legkoze-
lebb a véges struktiurakhoz. A homogén struktirak elméletébdl mi itt csak azokat
az eredményeket ismertetjiikk roviden, amelyek kozvetleniil kapcsolédnak a mun-
kankhoz. Sok és sokféle bnmagaban is érdeklédésre szamot tarté struktira tartozik
kozéjiik: példaul a véletlen graf, a véges testek feletti megszdamlalhatéan végtelen
dimenzidés vektorterek, a raciondlis szamok halmaza a szokdsos rendezési relacié-
val ellatva vagy a megszamldlhatd atommentes Boole-algebra. Kevésbé ismert, de
egyszeruségiik miatt fontos példa a Henson-gréfok csaladja, ezek azok a H,, meg-
szdmldlhaté homogén grafok, amelyek nem tartalmaznak teljes K, részgrafot [8],
tovabba a homogén részbenrendezett halmaz, ami a véletlen grathoz hasonléan
megkaphaté véletlen konstrukeidként is [1]. A homogén struktirdk dltaldnos elmé-
letének kidolgozdsa Fraissé munkdjaval kezdédott [7], a Fraissé-tétel karakterizélja
azokat a véges strukturakbol allé osztdlyokat, amelyek el6allnak, mint valamely
homogén struktira részstrukturainak osztdlya.

Egy struktira egy reduktja alatt a struktira alaphalmazan értelmezett rela-
ciék olyan halmazat értjiik, amelyek mindegyikére igaz, hogy elsérendii formulakkal
definialhaté a strukturaban. A reduktok halmazan értelmezhetd egy kvazirende-
zés: Ry < Ry pontosan akkor, ha R; minden reldcidja definidlhaté Ry feletti el-
sérendii formuldkkal. Két redukt kolecsonosen definidlhaté egymassal, ha Ry < Ro
és Ry < Ry, azaz R; minden reldciéjat definialni lehet Ry feletti els6rendii formu-
lakkal, és Ro minden relaciéjat definialni lehet R feletti elsérendii formulakkal.
Az 1. tétel fontos kovetkezménye, hogy w-kategorikus struktira minden reduktja
is w-kategorikus. Ez nem w-kategorikus strukturdkra még akkor sem feltétlen igaz,
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ha a struktira nyelve véges, és csak reldcidkat tartalmaz. A [14]-ben megtaldlhaté
Lachlan egy ellenpélddjanak leirasa.

Egy redukt automorfizmuscsoportja pontosan azon permutdcidékbdl éll, ame-
lyek megérzik a redukt Osszes reldcidjat, igy specidlisan tartalmazza az eredeti
struktura automorfizmuscsoportjat. Tovabba, egy redukt automorfizmuscsoport-
jéra teljesiil a kovetkezd zdrtsdgi feltétel: ha g1, gs ... € Aut(R) permutédcidk egy
sorozata a redukt automorfizmuscsoportjabdl, amelyekre teljesiil, hogy a struk-
tira minden a elemére van olyan j index és b, elem, hogy minden n > j indexre
gn(a) = b, akkor a g1, gs ... sorozat limesze, a h(z) = b, permuticié is benne van
az automorfizmuscsoportban.

Azonban w-kategorikus struktirak esetén ennél erésebb is igaz: a struktira au-
tomorfizmuscsoportjat tartalmazé zart részcsoportok bijekcidban allnak a reduktok
kolesonos definidlhatésdgra vett ekvivalenciaosztalyaival, igy w-kategorikus struk-
turak esetén a reduktok klasszifikalasa ekvivalens a struktira automorfizmuscso-
portjat tartalmazd zart részcsoportok osztalyozasaval. Mivel a véges testek folotti
legfeljebb megszamlalhatéan végtelen dimenzids vektorterek w-kategorikusak, igy

5 reduktjait vizsgalhatjuk az automorfizmuscsoportjaikon keresztiil.

Szamos w-kategorikus homogén struktiranak sikeriilt osztdlyozni a reduktjait
kolesonos definidlhatésdg erejéig. Kolesonos definidlhatosag erejéig 6t kiilonbozo
reduktja van példdul a raciondlis szdmoknak a szokdsos rendezésiikkel elldtva [6],
a véletlen grafnak [14], a véletlen turnamentnek [2] és a véletlen poszetnek [12].
A Klasszifikéci6 ismert a konstanssal elldtott Henson-grafokra is [13]. A homogén
rendezett grafnak viszont mar tobb mint 40 [3], a raciondlis szdmoknak a rendezés-
sel és egy konstanssal elldtva mar 116 [10], a véletlen grafnak egy konstanssal ellatva
pedig mar t6bb mint 300 reduktja van. Ez utébbira nem is ismert a teljes klasszi-
fikdcié. Ennek alapjan megfogalmazhat6, hogy minél tobb eleme van a nyelvnek,
varhatéan anndl nagyobb lesz a reduktok szdma, és ez egyszeriinek tiiné struktu-
rakra is meglepden nagy tud lenni.

Ezekben az eredményekben az a kozos, hogy a vizsgdalt struktirak nyelve
minden esetben véges, és nem tartalmaz fiiggvényjeleket. A legtobb klasszifikacié ad
hoc szamolasokat haszndl, ijabban Bodirsky és Pinsker munk&ja nyoman Ramsey-
elméleti médszereket alkalmaztak sikerrel [4]. Az altalunk vizsgalt struktirdk ezzel
szemben nem irhatdak le véges relacids nyelven. fgy az eddig ismert mddszerek nem
miikddnek.

Az w-kategorikus strukturak elméletében fontos szerepet tolt be az alabbi tétel:

1. tétel (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius). Egy 2 struktiira pontosan akkor
w-kategorikus, ha Aut(2() oligomorf [9].

Az 1. tétel egyszerli kovetkezménye az aldbbi lemma:
2. lemma. Legyen 2 egy w-kategorikus struktira és R egy olyan relacio 2 alap-

halmazén, amelyet minden Aut(2)-beli permutdcié megériz. Ekkor R definidlhatd
egy U feletti elsérendii formulaval.
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Az Ty folotti vektorterek strukturdja alapvetéen kiilonbozik az F,, folotti vek-
torterekétdl paratlan p primekre. Ez els6sorban amiatt van, mert két nemnulla elem
2 karakterisztikdban mindig fliggetlen. Mashogyan fogalmazva, egy egy elem &ltal
generalt részstruktira az adott elemen kiviil csak a 0-t tartalmazza.

Az F$° vektortér automorfizmuscsoportja a végtelen linedris csoport amit
GL(00, 2)-vel fogunk jelslni. Hasonléan, Aff(oco,2) jeloli az Fa feletti megszamlal-
hatéan végtelen dimenzids affin tér automorfizmuscsoportjat. Az F5° elemein haté
szimmetrikus csoportot Sym(F5°)-nel, a 0 elemnek a Sym(F5°)-beli stabilizatorat
pedig Sym (F5°),-val fogjuk jelolni.

Egy GL(00,2) < G < Sym(F$°) csoport lezartjat a pontonkénti konvergencia
szerinti topolégidban Cl{G)-vel jelsljiik. A CI{(G) csoportba tartozé permutdcidkat
a kovetkez6 modokon lehet karakterizalni:

e A ¢ permutécié akkor és csak akkor eleme Cl(G)-nek, ha F3° minden S
részhalmazéhoz 1étezik olyan g G-beli permutéicié, amelyre ¢ és g meg-
egyeznek az S halmazon.

e A p permutécié akkor és csak akkor eleme Cl{G)-nek, ha létezik G-beli per-
mutaciéknak olyan 1,1 ... sorozata, amelynek hatarértéke ¢. Azaz min-
den a € F5° elemre létezik j kiiszobindex ugy, hogy minden j < k indexre

Yr(a) = p(a).

2. A 0-t meg6rz6 reduktok

A GL(00,2) és a Sym (IF5°), csoport fixalja a 0-t. Ebben az alfejezetben belatjuk,
hogy nincsen més, a 0-t fixdl6 GL(00,2) < G < Sym(F3°) zart csoport. Ekvivalens
atfogalmazéasban: ha egy R redukt reldcidival definidlhaté a 0, akkor az a redukt
vagy csak a 0-bol all, vagy az Gsszes, a vektortér felett definialhaté relacié definidl-
hat6 R reldcidival is.

3. lemma. Legyen g olyan permutdcié, amely nem eleme GL(00, 2)-nek, és fixdlja
a 0-t. Ekkor a <GL(oo,2),g> csoport és igy az 6t tartalmazé Cl (GL(oo,2),g)
csoport is 3-tranzitivan hat az F$° \ {0} halmazon.

Bizonyitas. Legyen a és b két tetszoleges nem nulla eleme F3°-nek. Az a és a b
elemek akkor és csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha a # b. Most legyen ¢, d és e
harom péronként kiilonb6zé nem nulla eleme F5°-nek. Ezek akkor és csak akkor
linearisan fiiggetlenek, ha ¢ + d # e.

Mivel GL(00,2) tranzitivan hat a linedrisan fiiggetlen harmasokon, ezért elég
megmutatnunk, hogy tetszéleges j, k,l € F5° \ {0} paronként kiilénbszd elemekhez
létezik f € Cl(GL(00,2),9) amire f(j), f(k) és f(l) linedrisan fiiggetlenek. Ha
j, k és [ egy linedrisan fiiggetlen rendszer, akkor f-et valaszthatjuk az identitas-
nak. Ha j, k és [ linedrisan Osszefiiggenek, akkor j + k£ =1[. Mivel vannak olyan
a,b € F3 kiilonbozé elemek amikre g(a +b) # g(a) + g(b), és GL(00,2) tranziti-
van hat a F$° \ {0}-beli elemekbd] 4116 linedrisan fiiggetlen pérokon, léteznie kell
olyan h GL(00, 2)-beli permutéciénak amire h(j) = a és h(k) = b. Az f fiiggvényt
valaszthatjuk g o h-nak. W

22



4. lemma. Legyen GL(00,2) < G < Sym (F5°),, tetszéleges, a 0-t fixdld, GL(c0,2)-t
tartalmazd zért csoport. Legyenek tovabbd ay,as . . . ay, €S any1 olyan FS°\ {0}-beli
paronként kiilbnboz6 elemek, amelyekre az a, 11 elemet nem tartalmazza a tobbi al-
tal generdlt {(ay,as . .. a,) altér. Ekkor ha a G csoport n-tranzitivan hat az F3° \ {0}
halmazon, akkor tartalmaz olyan h permutdcict, amelyre a h(ai), h(az)...h(a,),
h(an4+1) elemek linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

Bizonyitds. Mivel a G csoport n-tranzitivan hat az F$° \ {0} halmazon igy va-
laszthatunk olyan G-beli hy permutéciét, amelyre a hi(a1),hi(az2)...hi(a,) ele-
mek linedrisan fiiggetlenek. Jelolje W a <h1 (a1),h1(az) ... hl(an)> generdlt alte-
ret. A hfl(W) halmaz véges, mert egy véges dimenzids altér osképe egy bijekci-
ora nézve, és 2 karakterisztikdban a véges dimenzids alterek végesek. A linedris
leképezések fiiggetlen rendszereken vald el6irhatdsidga alapjin az a,41 elem pa-
lydja az {ai,as...a,} halmaz G-beli pontonkénti stabilizdtordban végtelen elem-
szdm, igy a hy(ay) elem pélydja a {hi(a1), hi(az)...hi(ay)} halmaz G-beli pon-
tonkénti stabilizdtoraban is végtelen elemszamu. Tehat 1étezik olyan hy permuté-
cié az {ay,as . ..a,} halmaz G-beli pontonkénti stabilizdtordban, amelyre ha(an+1)
nem eleme hi ! (W)-nek. Ekkor a hy o hy permutécié megfeleld valasztds lesz h-nak.
|

5. lemma. Legyen GL(00,2) < G < Sym (F5°),, zdrt csoport, amely n-tranzitivan
hat az F$° \ {0} halmazon. Ekkor n > 3 esetén a G csoport hatdsa (n + 1)-tranzitiv
is az F$° \ {0} halmazon.

Bizonyitas. Elég megmutatnunk, hogy tetszoleges a1, as . .. an, any1 paronként kii-
16nb6z6 F3° \ {0}-beli elemekhez létezik olyan h € G permutécidé, amelyre a h(aq),
h(az)...h(an),h(a,+1) elemek linedrisan fiiggetlenek. Ennek bizonyitdsa azért elég-
séges, mert az (n + 1) elem linedrisan fiiggetlen rendszereken a GL(o00,2) csoport
tranzitivan hat, igy az 0t tartalmazé G csoport is. Feltehetjiik, hogy az a1, as .. .a,
elemek linearisan fiiggetlenek, mivel a G csoport n-tranzitiv.

Ha a,+; nem eleme az aj,as...a, elemek altal generdlt altérnek, készen
vagyunk.

Ha a, 41 eleme az a1, as . .. a, elemek altal generdlt altérnek, akkor a, 41 egyér-
telmien irhaté fel néhdny a; 6sszegeként. Ha ap41 # Z;—;l aj, akkor valaszthatunk
olyan aj elemet, amely linedrisan fiiggetlen a tobbi a; elemtdl, igy alkalmazhato
a 4. lemma.

Haa,41 = Z;.l:l a; akkor a csoporthatds n-tranzitivitdsa miatt valaszthatunk
egy hi permuticiot G-bél ugy, hogy a hi(a1), hi(az)...h1(an—1) elemek linedrisan
fiiggetlenek legyenek, tovabbd hi(a,) = Z;L;ll hi(a;) is teljesiiljion. Ha hi(an41)
linearisan fiiggetlen a tobbi elem képétél, akkor tudjuk alkalmazni a 4. lemmat.
Ha pedig nem fiiggetlen, akkor felithatd hi(an+1) = > 7_; €;h1(a;) alakban. Itt
ej €{0,1} és legalabb egy e; = 0, mert hq(ant1) # hi(ay), illetve legaldbb kettd
€; = 1 kell, hogy legyen.

A {hi(a1),h1(a2) ... hi(an—1)} halmaz GL(o0, 2)-beli stabilizétordba esé dsz-
szes permutécié fixdlja az Osszegiiket, azaz a hi(ay) elemet is. Tehdt a hq(an4+1)
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elem palydja a {h1 (a1),hi(as)... hl(an,l)} halmaz stabilizdtorara és nem pon-
tonkénti stabilizatordra nézve az GL(00,2) csoportban véges, mert része egy
véges altérnek, de legalabb két elemet tartalmaz, mert az egyelemii orbitok csak
a {0} és a {h(a,)}. Legyen a hy permutécié a {hi(a1), hi(az)...hi(ay—1)} stabili-
zatordnak olyan eleme, amelyre ho (hl(an_l)) # hy(an—1); ekkor a hl_1 (h2 (hl(aj)))
elemeket a b; szimbdlumokkal jelolve, by, bs .. . by, linedrisan fliggetlenek, és by, 1 #
> j—1 bj. Ezt az esetet mar kordbban beldttuk. m

6. tétel. Legyen g € Sym(FS°) egy olyan permutdcid, amelyik megérzi a 0-t, és
nem eleme GL(c0, 2)-nek. Ekkor Cl (GL(0,2), g) = Sym (F5°),,.

Bizonyitas. Sym (F5°), az egyetlen olyan zart csoport, amely n-tranzitivan
hat az F3°\ {0} halmazon minden n € N-re. A 3. lemmdban beldttuk, hogy
a ClI (GL(oo, 2), g) csoport 3-tranzitiv, a tétel allitasa igy teljes indukciét hasznalva
kovetkezik az 5. lemmabol. B

Ezzel befejeztiik a 0-t megorzé reduktok osztdlyozasat.

3. Az Aff(o0,2) redukt

Most belatjuk, hogy amennyiben egy redukt nem fixalja a 0-t, akkor az csak az af-
fin tér lehet az Aff (oo, 2) automorfizmuscsoporttal, vagy a struktira nélkiili halmaz
a Sym(IF5°) automorfizmuscsoporttal. Mivel kettd karakterisztikaban az affin terek
egyenesel két pontbdl dllnak, igy a tér pontjainak barmely permutédciéja kollined-
cié. Ezért automorfizmus alatt olyan permutacidkat értiink, amelyek a magasabb
dimenzids altereket is a nekik megfelel6 dimenziés alterekbe képezik.

Sziikségiink lesz az eltolasok csoportjara. Minden F§°-beli a vektorhoz definial-
juk az a-val valé eltoldst a kovetkezOképpen: t,(x) = x + a. Az eltoldsok csoportjét
T-vel fogjuk jeldlni.

7. lemma. Legyen f egy olyan Sym(F$°)-beli permutdcié, amelyre igaz, hogy
barmely hdrom a,b,c € F® elemre az f(a+b+ ¢) = f(a) + f(b) + f(c) egyenlbség

teljesiil. Ekkor f = toh alakban eléallithaté, aholt € T egy eltolds, és h € GL (o0, 2)
egy vektortér-automorfizmus.

Bizonyitas. Legyen ¢ a t(z) = x + f(0) eltolds, és h(x) =t(f(x)) = f(z) + f(0).
Ekkor a h permutédcié megdrzi az Gsszeadds miiveletét, és fixdlja a 0-t:

h(0) = £(0) + f(0) = 0,
h(a+b) = fla+b+0)+ f(0) = fa) + f(b) + f(0) + f(0) = f(a) + f(D)-

Tehdt h € GL(00,2) teljesiil. Tovébbé ekkor az f(z)= (f(x)+ f(0)) + f(0) =
t(h(x)) azonosség is teljesiil, azaz f =toh.
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A 7. lemma kimonddséban szerepld f(a+b+c) = f(a)+ f(b) + f(c) képlet
motivalja a kovetkezd négyvaltozds relacié bevezetését:

R(a,b,c,d) & a+b+c=d.

Ez egy szimmetrikus relacié. Geometriai jelentése, hogy négy, paronként kiilonb6z6
elem pontosan akkor &ll relaciéban egymadssal, ha egy kétdimenziés affin alteret
alkotnak.

8. tétel. A Cl(GL(c0,2),T) csoport elemei karakterizalhatéak mint azok a per-
mutdcick, melyek megdrzik az R(a,b, c,d) reldciét. Tehdt f pontosan akkor eleme
a Cl(GL(00,2),T) csoportnak, ha f(a+b+ c) = f(a)+ f(b) + f(c) teljesiil minden
a,b,c € FS° elemre.

Bizonyitas. Ha f eleme a <GL(oo,2),T> csoportnak, akkor f(a+b+c) = f(a) +
f(b) + f(c) teljesiil minden a, b, ¢ F$°-beli elemre, mert mind GL(oc0,2), mind T
elemei megdrzik az R relaciot.

Legyen f tetszoleges Cl(GL(o0,2),T)-beli permutécié. Ekkor f el8all mint
egy g1, go - - . permutacidsorozat limesze a pontonkénti konvergencia topologidjaban,
ahol minden g; egy <GL(oo, 2), T>—beli permutécié. Tehat minden x € F3°-hez léte-
zik olyan n, kiisz6bindex, hogy minden j > n, egészre igaz a g;(z) = f(x) egyenlé-
ség. Legyenek az a, b, c € F° elemek fixek, és legyen ng = min{ng, np, Ne, Natpiets
ekkor f(a+b+c)= f(a)+ f(b) + f(c) ekvivalens azzal, hogy gn,(a+b+c)=
Ino (@) + gno(B) + gno(c). Ez pedig igaz, mert g, € (GL(c0,2),T). Tehat
f € C1(GL(o0,2), T)-bél kivetkezik, hogy minden a, b, ¢ € F5° elemre f(a+b+ c) =
fla) + f(b) + f(c) igaz.

A misik irdnyd tartalmazds kovetkezik a 7. lemmébdl.

Tehdt minden Cl (GL(oo7 2), T)—beli f permutéacié el6dll mint f =t o h, ahol
t € T egy eltolds, és h € GL(00,2) egy vektortér-automorfizmus. Igy belattuk, hogy
Aff(00,2) = C1 (GL(c0,2), T), mivel a Cl (GL(00,2), T)-beli permutécick affin au-
tomorfizmusok, és a 7. lemmabdl kovetkezik, hogy minden affin automorfizmus
eléll f =t o h alakban, ahol t € T és h € GL(00, 2).

9. lemma. Legyen GL(o0,2) < G < Sym(F$°) olyan zdrt csoport, amely nem fixalja
a 0-t. Ekkor a G csoport 3-tranzitivan hat az F$° vektortéren.

Bizonyitas. Elég megmutatnunk, hogy ha a,b,c € F3° paronként kiilonb6zo ele-
mek, akkor létezik olyan G-beli h permutécid, amelyre h(a) = 0. Ez azért elégséges,
mert GL(00,2) tranzitivan hat az olyan (0, z,y) rendezett harmasokon, amelyekre
z #y, és a (h(a), h(b), h(c)) elemek ilyen rendezett hédrmast alkotnak.

Tehat elég belatni, hogy G tranzitiv az F3° vektortéren. A G csoport tartal-
mazza a GL(00,2) csoportot, és a GL(00,2) csoport tranzitivan hat a F3°\ {0}
halmazon. Ezért G-nek legfeljebb két orbitja lehet a F$° vektortéren: a {0} és
a F3° \ {0} halmazok. Igy G tranzitiv kell, hogy legyen, mivel nem fixdlja a O-t. M
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10. lemma. Legyen GL(00,2) < G < Sym(F$°) olyan zirt csoport, amely nem
fixdlja a 0-t. Ekkor a G csoport tranzitivan hat azokon az (a,b,c,d) rendezett
négyeseken, amelyekre az a, b, ¢ és d paronként kiilonbozé elemei a FS° vektortérnek,
tovabbd R(a,b,c,d) is teljesiil.

Bizonyitds. A GL(c0,2) csoport tranzitivan hat azokon az (a, b, ¢, d) négyeseken,
amelyekre a, b, ¢ és d a F3°\ {0} halmaznak pdronként kiilonboz4 elemei, és
a+b+ c+d =0 teljesiil. Ez azért igaz, mert ebben az esetben az {a, b, ¢} elemeknek
linedrisan fiiggetlen rendszert kell alkotniuk. Ugyanis ha linedrisan Gsszefiiggdek
lennének, akkor d=a+b+c=a+b+ (a+b) =0 kellene, hogy legyen, viszont
d #0.

Tovabba a GL(00,2) csoport kiilon-kiilon tranzitivan hat az (a,b, ¢, d) rende-
zett négyesek azon négy részhalmazan, ahol a négy elem koziil pontosan az egyik
a 0, a masik harom pedig kiilonb6z6. Meg fogjuk mutatni, hogy a = 0 esetén
létezik olyan G-beli h permutécié, amelyre 0 ¢ {h(a), h(b), h(c),h(d)}, tovabba
h(a) + h(b) + h(c) + h(d) = 0 teljesiil. Analdg &llitdsok igazak, ha valamelyik mésik
elem 0, ezzel a maradék eseteket is visszavezetjiik az els6 bekezdésben bizonyitottra.

Legyen az (a, b, ¢,d) rendezett négyes olyan, amire a = 0, tovabbd b + ¢ = d.
Mivel a G csoport 3-tranzitiv, a 9. lemma alapjan ezért létezik olyan G-beli g
permutécié, amelyre a g(b), g(c) és g(d) elemek linedrisan fiiggetlen rendszert
alkotnak.

Ha ¢(0) =0, akkor a 6. tétel szerint a O stabilizdtordnak a G csoportban
Go = Sym (F5°),-nak kell lennie. [gy G = Sym (F3°), mivel a G csoport nem fixdlja
a 0-t. Tehat ebben az esetben igaz a lemma allitasa.

Ha g(0) # 0, és g(b) nem eleme a (g(c), g(d),g(0)) generdlt altérnek, akkor
a linearis leképezések fiiggetlen rendszeren vald el6irhatosiga alapjan létezik olyan
GL(00,2)-beli h permutécid, amely stabilizdlja a g(c), g(d) és g(0) elemeket, viszont
h(g(b)) # g(b). Ekkor az f = g~' o ho g olyan permutéci6 lesz, amelyre f(0) =0,
fle)=c és f(d) =d, de f(b) #b. Tehdt az f(b), f(c) és f(d) elemek linedrisan
fiiggetlen rendszert alkotnak. A 6. tétel alapjan ekkor is a 0 stabilizdtora a G cso-
portban G = Sym (F5°), kell, hogy legyen. Igy G = Sym (F5°), mivel a G csoport
nem fixalja a 0-t.

A hétralévé eset az, amikor g(0) # 0, tovabba teljesiil még az aldabbi harom
feltétel is:

g(b) € (g(c), g(d), g(0)),
e g(c) € (g(b), g(d),9(0)),
e g(d) € (g(b),g(c), 9(0)).

Indirekt tegyiik fel, hogy g(b) # g(c) + g(d) + ¢(0). Mivel ¢(b), g(c), g(d)
linedrisan fiiggetlenek, és g(b) € (g(c),g(d),g(0)) is teljesiil, ezért vagy g(b) =
g(c) + g(0), vagy g(b) = g(d) + g(0). Tegyiik fel, hogy g(b) = g(c) + g(0), ekkor
a (g(b),g(c),g(0)) generalt altér a {g(b),g(c),g(0),0} kell, hogy &lljon. Ez ellent-
mond annak, hogy g(d) € (g(b), g(c),g(0)). A g(b) = g(d) + g(0) lehet8ség hason-
l6an zérhaté ki. Igy ellentmondasra jutottunk abbdl a feltevésbl, hogy g(b) #
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g(c) + g(d) + g(0). Tehdt a g(b) + g(c) + g(d) + g(0) = 0 egyenléségnek teljesiilnie
kell. m

11. tétel. Legyen GL(0,2) < G < Sym (F$°) olyan zdrt csoport, amely nem fixdlja
a 0-t, és nem drzi meg az R(a,b, c,d) reldciét sem. Ekkor G = Sym (F$°).

Bizonyitas. Mivel a G csoport nem 0Orzi meg az R reldciot, igy a 10. lemmat
haszndlva kapjuk, hogy a G csoport tranzitivan hat azokon az R-beli rendezett
négyeseken, amelyek négy eleme paronként kiilonbozo. fgy tudunk vélasztani egy
olyan g permutédciét a G csoportbdl és hozzd olyan b és ¢ elemeket az F3° \ {0}
halmazbdl, melyekre g(0) 4+ g(b) + g(c) + g(b+ ¢) # 0 teljesiil.

Ha a 0 eleme a {g(0), g(b), g(c), g(b + c) } halmaznak, akkor a 10. lemma miatt
feltehetjiik, hogy ¢(0) = 0. Ekkor g(b) + g(c) + g(b+ ¢) # 0, vagyis a g(b), g(c) és
g(b+ ¢) elemek linedrisan fiiggetlenek. A 6. tételt haszndlva kapjuk, hogy G =
Sym (F5°),, tehat G = Sym (F5°), mivel a G csoport nem 6rzi meg a 0-t.

Most megvizsgaljuk azt az esetet, mikor 0 nem eleme a {g(0),g(b),g(c),
g(b+ ¢)} halmaznak. Ekkor g(0) + g(b) + g(c) + g(b + ¢) # 0 miatt van legalabb egy
olyan z elem a {0,b,¢,b+ ¢} halmazban, amelyre g(z) nem eleme a <{g(0),g(b),

g(c),g(b+c)}\ {g(aj)}> halmaznak. Mivel a b, ¢ és b+ ¢ elemek szerepe szim-
metrikus, igy feltehetjiik, hogy = = b+ ¢ egy ilyen elem. Ekkor a linedris leké-
pezések linearisan fiiggetlen rendszereken vald eloirhatésaga alapjan létezik olyan
GL(00,2)-beli h permutdci6, melyre h(g(b+c)) # g(b+ ), és az y € {0,b, ¢} ele-
mekre h(g(y)) = g(y) teljesiil. Legyen f =g 'ohog. Ekkor f(0)=0, f(b) =10
és f(c) = c is teljestl, de f(b+c) # b+ c. Haszndlva a 6. tételt a 0 stabilizdto-
ranak a G csoportban Gy = Sym (F5°),-nak kell lennie, amibdl kévetkezik, hogy
G=Sym(([F). m

4. Osszegzés

Ezzel befejeztiik F5° reduktjainak klasszifikalasat kolesonos definidlhatdsag erejéig.

12. tétel. A F3° vektortérnek kolcsénds definidlhatdsag erejéig pontosan a kovet-
kez6 négy reduktja van:

(1) A vektortér F$°, automorfizmuscsoportja GL(c0,2), ez pontosan azokbdl
a permutdciokbdl all, melyek megérzik a 0 konstansot és a + binaris mii-
veletet.

(2) Az affin tér, automorfizmuscsoportja Aff(co,2), ez pontosan azokbdl a per-
mutdciokbdl all, melyek megérzik az R négyvaltozos relaciot, azaz a kétdi-
menzios affin altereket.

(3) A struktira egy 0 konstanssal, automorfizmuscsoportja Sym (F$°),, ez pon-
tosan azokbdl a permutaciokbdl all, melyek megérzik a 0 konstansot.

(4) A struktira nélkiili megszamldlhatéan végtelen halmaz, automorfizmuscso-
portja Sym (F5°), az dsszes permutdcié az adott halmazon.
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AZ F¥ VEKTORTER REDUKTJAI PARATLAN
PRIMEK ESETEN

BODOR BERTALAN, KALINA KENDE

Ebben a dolgozatban leirjuk az F, feletti megszamlalhatéan végtelen dimenzids
vektortér elsérendben definidlhaté reduktjait, ahol p > 3 tetszéleges prim.

1. Bevezeto

Legyen K egy tetszéleges véges test. Jelolje K“ a K test feletti megszamlalha-
téan végtelen dimenzids vektorteret. A linedris leképezésekre vonatkozo kiterjesz-
tési tulajdonsdg miatt igaz az, hogy K“ barmely két véges altere kozti izomor-
fizmus kiterjesztheto a teljes vektortér egy automorfizmusava. Ez a tulajdonsag
a homogenitas. Emellett ez a struktira univerzalis is abban az értelemben, hogy
bérmely véges vagy megszamlalhatéan végtelen K feletti vektortér beigyazhato
K¥-ba. Szintén fontos tulajdonsdga ennek a vektortérnek az w-kategoricitds: egy
strukturat w-kategorikusnak neveziink, ha az elsérendii elméletének pontosan egy
megszamlalhaté modellje van izomorfia erejéig.

A megszamlalhaté, homogén, w-kategorikus struktirdkat azért szoktak gyak-
ran vizsgalni, mert bizonyos értelemben a végtelen strukturdk koziil ezek allnak
legkozelebb a véges strukturakhoz. Ezek kozé tartoznak példaul a véletlen graf,
a raciondlis szamok halmaza a szokdsos rendezési reldcioval ellatva és a megszam-
ldlhaté atommentes Boole-algebra. Egy struktiira megértésénél fontos kérdés lehet,
hogy a strukturanak mik az elsérendben kifejezhet6 reduktjai, azaz milyen, esetleg
gyengébb struktirdk adhatok meg a struktura alaphalmazan elsérendii definicié-
val. Egy megszamldlhato w-kategorikus strukturaval azért kényelmes dolgozni, mert
ezen strukturdkndl a struktira reduktjai egyértelmit médon jellemezhetéek az au-
tomorfizmuscsoportjaikkal.

Maér szamos homogén, megszamlalhatd, w-kategorikus struktirara ismert a re-
duktok teljes klasszifikdcidja. Ezek kozé tartoznak példaul a véletlen graf [12], a vé-
letlen hipergraf [13] és a véletlen részbenrendezett halmaz [10]. Ezekben az ered-
ményekben az a k6z6s, hogy a vizsgdlt struktirdk véges relaciés nyelven homogén
strukturdk. A legtobb klasszifikdcié ad hoc szamolasokat hasznél, ijabban Bodirsky
és Pinsker munkdja nyomén Ramsey-elméleti médszereket alkalmaztak sikerrel [4].

Ebben a dolgozatban a K“ vektortér reduktjait vizsgaljuk abban az esetben,
amikor K =1, ahol p > 3 prim. A K* vektortér az eddig vizsgélt struktirdkkal
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szemben nem irhato le véges reldciés nyelven ugy, hogy homogén legyen, igy ebben
az esetben az eddig ismert médszerek nem miikodnek.

2. Reduktok

Egy 2 struktira reduktja egy olyan B struktira, aminek ugyanaz az alaphal-
maza, mint 2A-nak, és a B struktira minden relacidja és miivelete kifejezhet6 az A
struktura reldciéibdl és miiveleteib6l valamilyen elsérendii formula segitségével. Két
reduktot ekvivalensnek tekintiink, ha egymasnak is reduktjai. Ha 8 reduktja 2A-
nak, akkor Aut(2) C Aut(28) C Sym(2l), tovdbba kénnyen ellenbrizhetd az is, hogy
Aut(®B) mindig zart Sym()-ban. A zértsdgot a pontonkénti konvergencia topolé-
gidja szerint értjiik. Ekkor egy G < Sym(2l) csoport zartsdga azzal ekvivalens, hogy
ha g € Sym(2), és az A struktira alaphalmazénak tetsz6leges véges F' halmazdhoz
létezik olyan h € G, amire g|p = h|y, akkor g € G is teljesiil. Ha az 2 struktira
w-kategorikus, akkor ennek a megforditdsa is igaz:

2.1. tétel. Legyen 2 egy megszamlalhato, w-kategorikus struktira. Ekkor az A
alaphalmazdn haté, Aut()-t tartalmazé zdrt permutdciécsoportok éppen az A
struktira reduktjainak automorfizmuscsoportjai, tovabba két redukt automorfiz-
muscsoportja pontosan akkor egyezik meg, ha ekvivalensek.

Ez azt jelenti, hogy egy w-kategorikus struktira reduktjai megfeleltethetéek
az automorfizmuscsoportjat tartalmazé zart permutdcidcsoportoknak. Egy meg-
szamlalhaté struktira w-kategoricitasa konnyen ellendrizhet6 a struktira automor-
fizmuscsoportja segitségével.

2.2. tétel. Egy megszamlalhato 2 struktiura pontosan akkor w-kategorikus, ha az
automorfizmuscsoportja Aut(2) oligomort, azaz minden n € w esetén véges sok n-
orbitja van 2A-n.

2.3. kovetkezmény. Egy megszamlalhato w-kategorikus struktira redukja is w-
kategorikus.

Bizonyitas. Legyen 2 egy megszamlalhato struktira, és B ennek egy reduktja.
Ekkor Aut(8) D Aut(2), igy az Aut(*B) csoport minden n-orbitja az Aut(2A) cso-
port néhdny n-orbitjanak egyesitése. EbbOl kovetkezik, hogy ha az 2 struktura
automorfizmuscsoportja oligomorf, akkor ez minden reduktjara is igaz. A 2.2. té-
telt hasznalva ebbdl azonnal kovetkezik az allitds. W

2.4. allitas. Legyen V megszamlalhatéan végtelen dimenzids vektortér egy véges
test folott. Ekkor V' w-kategorikus.

Bizonyitas. A V struktira megszamlalhatd, ezért alkalmazhaté a 2.2. tétel. Le-
gyen n € w tetszdleges, és legyen U egy n dimenzids altere V-nek. Legyenek most
U1,. .., Uy tetszéleges elemek. Ekkor dim(vy, ..., v,) < n, igy 1étezik olyan g € Aut V'
linedris leképezés, amire v, ..., v € U. Ez azt jelenti, hogy az U elemeibdl alko-
tott rendezett n-esek reprezentalnak minden n-orbitot. U azonban véges dimenzids
tér egy véges test folott, tehat véges. fgy U™ is véges, tehat az n-orbitok szama is
véges. H
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2. bizonyitas. Ez az allitas kozvetleniil a definiciébdl is bizonyithaté. Jeloljiik
a V-hez tartozo alaptestet K-val. Tegyiik fel most, hogy W egy megszdamlalhatd
modellje V' elméletének. Ekkor mivel V' vektortér, ezért V elmélete tartalmazza
a vektortér axiomakat is. Ekkor azonban W elmélete is tartalmazza a vektortér
axiémakat, igy W is vektortér K folott. Azt kell még beldtnunk, hogy dim W = w.
dim W nem lehet véges, mert ha dim W véges lenne, akkor mivel K véges, ezért
W is véges lenne, ami nem lehet. Tehat dim W végtelen. Ekkor azonban mivel K
véges, ezért w = |W| = dim W, és ezt kellett bizony{tanunk. B

Ebben a dolgozatban azzal az esettel foglalkozunk, amikor az alaptest K = IFp,
ahol p egy paratlan prim. A dolgozat felépitése a kovetkezé: A 3. fejezetben azon
zart szupercsoportokat vizsgaljuk, amik a 0-t fixaljak. Itt definidljuk a ~j ekviva-
lenciareldciokat, amik p — 1/k darab k elemfl részre osztanak minden 1 dimenzids
alteret. Kideriil, hogy a K*“ vektortér automorfizmuscsoportjanak barmely G 0-t
fixal6 zart szupercsoportjahoz van olyan k, hogy G hat a ~-ekvivalenciaosztalyok
halmazén, és ez a hatds vagy (1) a teljes szimmetrikus csoport, vagy (2) a projektiv
linedris csoport (és ekkor k =p —1). A 3.1. alfejezetben megadjuk az (1) esethez
tartozé szupercsoportok teljes klasszifikacigjat. Végiil a 3. fejezet eredményeit hasz-
nélva a 4. fejezetben bebizonyitjuk, hogy a vektortérnek pontosan 2 olyan reduktja
van, ami a 0-t nem fixdlja: ezek a végtelen dimenzids affin tér és a megszamlalha-
téan végtelen halmaz (struktira nélkiil).

3. A vektortér 0-t fixalé reduktjai

Legyen p > 3 prim, és jelolje V' a megszamlalhatoan végtelen dimenziés vektorteret
F, f6lott. Ebben a fejezetben V' automorfizmuscsoportjdnak azon zért Aut(V) <
G < Sym (V) szupercsoportjait vizsgaljuk, amelyek stabilizaljdk a 0-t. Ehhez elészor
szitkségiink lesz néhany definiciéra. Tetszéleges k | p — 1 esetén jelolje I'y az Fp-beli
k-adik egységgyokok altal alkotott részcsoportot: I'y = {g € F, | ¢* = 1}. Nyilvan
Fk S F;; és ‘Fk| =k.

3.1. definicié. Legyen k | p—1, a,b € V'\ 0. Ekkor legyen a ~ b ha a = Ab valamely
A € Iy esetén.

Mivel I'y csoport, ~j ekvivalenciarelacié. Valéban: a ~j a, mert a =1-a.
Ha a ~y, b, akkor a = Ab valamilyen \ € I'y-ra, igy b = A~ 'a, azaz ~}, szimmetrikus.
Haa ~j bés b~y c, akkor a = \b és b = uc valamely A\, p € I'y-ra. Mivel I', csoport,
ezért A\u € 'y, igy a = Auc, tehat a ~p ¢ és igy ~y tranzitiv is. A ~yp relcié
az egydimenzids altereket p — 1/k darab k elemii osztalyra osztja.

3.2. definicié. Legyen G egy tetszOleges csoport, ami hat V'\ 0-n: G < Sym(V) és
a,b €V \ 0. Legyen a ~¢ b, ha (a9) = (b9) minden g € G esetén.

Ekkor ~¢g ekvivalenciareldcié V' \ 0-n. Egy a € V' \ {0} esetén jeldlje ~¢ (a)
az a vektor ~g-osztalyat.
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3.3. allitas. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) tetszbleges csoport. Ekkor ~g=nr,
valamilyen k | p — 1 esetén.

Bizonyitas. Ha Aut(V) < H < G < Sym (V),, akkor ~g (a) C~p (a), igy ~a
(a) C~aur(v) (a) = (a) \ {0} teljesiil. Legyen most H, = {\ € F) | a ~g Aa}. Azt
allitjuk, hogy H, nem fiigg a vélasztasatol, azaz a,b € V' \ {0} esetén H, = Hp. Te-
gyiik fel ugyanis, hogy a ~g Aa, de b =g Ab. Ekkor definicié szerint 1étezik olyan
h € G, hogy (b") # (A\b"). Legyen g € Aut(V) C G egy olyan linedris transzforma-
ci6, amelyre a9 = b. Ekkor a9" = b és (Aa)?" = (AbM), azaz (a9") # (Aa9"), ami
ellentmond annak, hogy a ~g Aa. Jeloljiik ezt a kozos H, halmazt I'-val. Azt allit-
juk, hogy I' részcsoport FS-ben. Mivel ~¢ reflexiv, 1 € I'. A szimmetria miatt ha
A €T, akkor A\a ~g A~1()\a)-bdl kivetkezik, hogy I' zart az inverzképzésre. Végiil
tegyiik fel, hogy p, A €T, és a € V'\ 0 tetszbleges. Ekkor a ~g Aa ~¢ p(Aa), igy
a ~g pAa, igy pA € I'. Tehdt I valéban részcsoportja s -nek, ami ciklikus, ezért ha
IT| = k, akkor k | p — 1 és T" = T'y,. Ebb6l pedig kovetkezik, hogy u ~¢ v pontosan
akkor teljesiil, ha van olyan A € I, hogy uw = \v, azaz pontosan akkor, ha u ~y v,
és ezt kellett bizonyitani. W

A tovébbiakban egy Aut(V) < G < Sym (V) csoport esetén jelolje kg azt
a k| p—1 értéket, amelyre ~g=~. A ~¢g reldcié definici6jdbol lathatd, hogy G
meglrzi a ~¢ relaciot, igy G hat a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazén. Ha kg =
p — 1, azaz a ~g-ekvivalenciaosztilyok V egydimenziés alterei (a 0 nélkiil), akkor
a ~g-elvivalenciaosztalyok egy megszamlalhatéan végtelen dimenziés F, feletti
projektiv teret alkotnak az 6rokolt struktiraban. Most azt fogjuk beldtni, hogy
ha Aut(V) < G < Sym (V) egy zart csoport, akkor G-re az alabbiak valamelyikre
teljesiil:

(1) kg =p—1, és G a P:=(V\0)/ ~g projektiv téren a projektiv linedris
transzformécidk csoportjaként hat,

(2) G a szimmetrikus csoportként hat a ~g-ekvivalenciaosztélyok halmazan.

Ezen éllitas bizonyitasahoz elGszor belatjuk n szerinti indukciéval, hogy ha
egy Aut(V) < G < Sym (V), csoportra nem teljesiil a fenti (1) feltétel, akkor n
tetsz6leges pont beleképezhets egy G-beli elemmel V' egy elég kicsi” alterébe.
Az alabbi észrevételt szdmos alkalommal fogjuk hasznalni.

3.4. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy csoport, és legyen S egy véges
részhalmaza V-nek. Ekkor egy v € V' \ S vektorra az aldbbiak ekvivalensek:

(1) Gg(v) végtelen.

(2) Gg(v) tartalmaz olyan vektort, ami nincs benne az (S) altérben.

(3) Gs(v) DV (S).

Bizonyitas. Az (1) — (2) irdny nyilvanvald, hiszen (S) véges. A (3) — (1) irdny
szintén nyilvanvald, hiszen V' \ (S) végtelen. Tegyiik fel most, hogy v-re teljesiil
(2). Ekkor van olyan u € Gg(v) vektor, amit nem tartalmaz az (S) altér. Ekkor
hasznélva, hogy Gg tranzitiv V' \ (S)-en, (3) adédik. m
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3.5. definicié. A tovabbiakban egy G' < Sym (V') csoport és egy S C V részhal-
maz esetén jelolje AY(S) azon v € V vektorok halmazit, amelyre S U {v} beleké-
pezhet6 egy G-beli elemmel V' egy k dimenzids alterébe.

3.6. lemma. Legyen G < Sym (V), egy csoport, és legyen S CV, |S| =0 egy
tetszbleges részhalmaz. Ekkor az alabbiak valamelyike teljesiil:

o [AF(9)] =0,

o |AG(S)| = p*, és van olyan g € G, amire AF(S)? egy k dimenziés altere V-
nek.

o AC(9)=V.

Bizonyitas. Ha az S halmaz nem képezheté bele egy k dimenzios altérbe egy G-beli
elemmel, akkor definicié szerint A (S) = 0. Tegyiik fel most, hogy nem ez a helyzet,
és legyen ekkor g € G egy olyan transzformacié, amire S9-t tartalmazza V egy 1U
k-dimenziés altere. A definiciébél konnyen ldthaté, hogy AF(S) = (AL(S9))?
igy elég beldtni, hogy ‘Ag(Sg)’ = p* vagy AS(S9) = V. Nyilvdn U C A$(S9). Ha
U = A$(99), akkor készen vagyunk, hiszen |U| = p*, és U egy altér.

Ha nem, akkor Ag(Sg) tartalmaz olyan v vektort, ami nincs benne U-ban,
tehdt (S9)-ben sincs benne. Ekkor a 3.4. lemma szerint

Gso(v) DV \(S) D V\T,

igy AG(S9) D V\U. Azonban lattuk, hogy AS(S9) D U is teljesiil, igy AT (S9) = V.
|

3.7. lemma. Legyen G < Sym (V), egy csoport, és legyen S C V', |S|=n egy
tetszbleges részhalmaz. Tegyiik fel tovabba, hogy egy g € G elemre teljesiil, hogy
S9 C AG(S). Ekkor AS(S) = AS(S)”.

Bizonyités. Ha A$ (S) = () vagy A$(S) = V, akkor az &llitds nyilvanvalé. Ha nem,
akkor a 3.6. lemma szerint |A§ (S)| = p*, és Ag(S)h egy k dimenzids altere V-nek
valamilyen h € G-re. Ez azonban azt jelenti, hogy tetszéleges v € AY(S) esetén

v € AT (A7 (9)) € AF(5%) = AF(S)’,
hiszen S9 C AJ(S). Tehat AL (S) C AZ(S)?, de |AZ(S)]| = |AL(S)?] = pF, fgy
AZ(S) = AF(5)" =

A 3.7. lemmét altaldban abban az esetben fogjuk haszndlni, amikor g egy
linearis transzformacio, és S linearisan fliggetlen elemekbdl all. Ebben az esetben
az allitas az alabbi formaban is igaz.

3.8. kévetkezmény. Legyen Aut(V) < G < Sym (V') egy csoport, és legyen S C
V. Tegyiik fel tovdbbd, hogy x1,...,zm € AZ(S) ésy1,...,ym € AF(S) linedrisan
fiiggetlen rendszerek. Ekkor tetszbleges A1, ..., A, € F,, esetén

Z)‘ixi € AY(S) pontosan akkor, ha Z)\iyi € A7 (S).
i=1 =1
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Bizonyitds. Legyen S := {ai,...,a,}. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil fel-
tehet6, hogy y1 = a1,...,Ym = ap- Mivel x1,...,x,, linedrisan fiiggetlenek, és
dim{ay,...,an, @1, ..., Tym) > n, ezért 1étezik olyan

{im+1a"'7in} - {1723"'777’}3

hogy z1,22,...,2Zm, a4, .,,--.,0;, linedrisan fiiggetlenek. Ekkor létezik olyan g €
Aut(V) C G linedris transzformécié, amire af = x;, ha 1l < j <mésaf = a;;. Ekkor
S9 C AS(S) a feltétel szerint, {gy a 3.7. lemma szerint AZ(S) = A{(S)?. Mivel g
linedris, ezért ekkor >0 | \;a; € AS (S) pontosan akkor teljesiil, ha ( > )\iai>g €
A (S). Ismét a linearitdst haszndlva ez ekvivalens azzal, hogy > A;af € AS(S),
azaz Y o Nz € AY(S), és ezt kellett bizonyftanunk. m

A tovabbiakban tobbszor fogjuk haszndlni az aldbbi affin geometriai tényt,
ezért most kiilon is kimondjuk.

3.9. lemma. Legyen A egy véges dimenzids affin tér egy K test felett, ahol
char K # 2. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a ) # H C A halmazra teljesiil a kovetkezd:
ha x,y € H, akkor L(x,y) C H, ahol L(x,y) jeloli az x és y pontok dltal kifeszitett
egyenest. Ekkor H affin altere A-nak.

Vegyiik észre, hogy a 3.9. lemmaéban tényleg sziikséges a char K # 2 feltétel.
Tegyiik fel ugyanis, hogy K = [y, és legyen A tetszoleges affin altér Fy felett. Ekkor
A tetszbleges részhalmazéara teljesiil a feltétel, hiszen ekkor tetszoleges x,y € A
kiilonboz8 pontok esetén L(z,y) = {z,y}.

3.10. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym(V), egy csoport, és legyen S C V,
|S| = n linedrisan fiiggetlen vektorok halmaza. Ekkor ha A§(S) tartalmaz egy 0-
n nem atmend affin egyenest, akkor |AkG (S)| > p"~1 4 1. Specidlisan k < n esetén
AG(S)=V.

Bizonyitas. Legyen S = {ay,...,a,}, és legyen L egy affin egyenes, ami nem megy
at a 0-n, és L C AF(S). Legyen u, v két tetszdleges (kiilsnbozd) pont L-en, ekkor
L = L(u,v). Mivel az L egyenes nem megy 4t a 0-n, ezért az u és v vekorok
linearisan fiiggetlenek. Legyen most A az aq,...,a, pontok &altal kifeszitett affin
altér V-ben, és legyen H := AN AY(S). Azt allitjuk, hogy a H halmazra teljesiilnek
a 3.9. lemma feltételei. Legyenek ugyanis x,y € H tetszblegesek. Azt kell belatnunk,
hogy L(z,y) C AN AY(S). Az l(zy) C A tartalmazés trividlis, mert A affin altér.
Tehat mér csak azt kell beldtnunk, hogy az L(z,y) egyenest tartalmazza A§(S).

Tegyiik fel elészor, hogy az x és y vektorok linearisan osszefiiggenek. Ekkor
y = Az valamilyen A\ € Fp-re, és igy 0 € L(z,y). Ekkor azonban 0 € A is teljesiil,
mert A affin altér. Ez azonban lehetetlen, hiszen A minden eleme Z?:l Aia; alaku,
ahol >~ \; = 1, ami nem lehet 0, mivel az a4, . . ., a, vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Legyenek most x és y linearisan fiiggetlenek. Azt kell belatnunk, hogy minden
A€ F,te Az + (1 — Ny € AZ(S). A 3.8. kovetkezmény miatt ehhez elég beldtni,
hogy vannak olyan ' és y' linedrisan fiiggetlen elemek A$(S)-ben, amire Az’ +
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(1 - Ny € AZ(S) teljesiil. Mivel L = L(u,v) C A$(S), ezért az 2’ =uédsazy =v
valasztds megfelel.

Ezzel belattuk, hogy a H halmazra teljesiilnek a 3.9. lemma feltételei, igy
a 3.9. lemma szerint H affin altér. Mivel H tartalmazza az ag,...,a, vektorokat,
ezért csak H = A lehetséges. Azt kaptuk tehdt, hogy az aq,...,a, vektorok &altal
kifeszitett affin alteret tartalmazza AY(S). Mivel ezek a vektorok linedrisan fiigget-
lenek, ezért affin fiiggetlenek is, igy ezen altér szamossdga p™ 1. Amint mar lattuk,
ez az altér nem tartalmazza a 0-t. A 0-t azonban mindig tartalmazza A$(S), ha
nem {ires, igy |AkG(S)| > p" 1 4 1. Végiil ha n > k+ 1, akkor |A,§(S)| > pk, és
ekkor a 3.6. lemma szerint csak A$(S) =V lehetséges. ®

A kovetkezé allitas bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi technikai jellegli
lemmara.

3.11. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym(V), egy csoport, és legyen S C V,
|S| = n linedrisan fiiggetlen vektorok halmaza. Tegyiik fel tovabbd, hogy az AZ(S)
halmaz tartalmaz egy

v = Z)\iai S AkG(G)
i=1
alaki vektort valamilyen \;-kre, ahol a \; egytitthatok koziil legalabb 2 nem 0, és
nem mindegyik —1.
Ekkor léteznek olyan by, ..., by, w € A (S) vektorok, amelyekre by, ..., b, li-
nedrisan fiiggetlenek, w ¢ (b1 +ba + ...+ by), és w ¢ (b;,b;) semmilyen i, j-re.

Bizonyitas. Ha a b; = a;, v = w vélasztas jo, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel
ezért, hogy nem ez a helyzet. Ekkor v = A(a; +as + ...+ ay,) valamilyen X # —1-re
vagy v € (a;,a;) valamilyen 1 < ¢ < j < n indexekre. Tegyiik fel eldszor, hogy v =
Aay + a2 + ...+ ay,) valamilyen A # —1-re. Ebben az esetben a1 = %v —ag—...—
Gn, 1gy mivel n > 3 és % # —1, ezért ekkor a by = v,by = ag,..., by, = ap,w = a1
valasztas megfelel a feltételeinknek.

Maradt az az eset, amikor v € (a;,a;) teljesiil valamilyen 1 <37 < j < n-re.
Ebben az esetben v = Aa; + paj alaki, ahol A, 1 # 0. Mivel n > 3, ezért 1étezik egy
1 # 4, j index. Legyen ekkor w = Aa; + pa;. A 3.8. kdvetkezmény szerint w € A,?(S).
Legyen most b; = Aa; + paj, és legyen b, = a,m, ha m # i. Ekkor by,...,b,,w €
AG(S9), és mivel A # 0, ezért a by, ..., b, vektorok linedrisan fiiggetlenek, tovdbba

w = Aa; + pa; = Aa; + paj + pla; — aj) = by + pby — pb;.

Ezt azt jelenti, hogy a by,...,b,, w vektorok ezen valasztdsa megfelel a feltétele-
inknek, hiszen p # 0, és p > 3 miatt 1 = y = —u nem lehetséges. W

Tegyiik fel, hogy G < Sym (V') egy olyan csoport, amire teljesiil, hogy tet-
szOleges a1, ...,a, nem nulla elemek beleképezhetoek egy k dimenziés W altérbe
egy G-beli transzformaciéval valamilyen k-ra. Azt allitjuk, hogy ekkor n < 7"2—;1.
Ekkor ugyanis az aj,...,a, vektorokkal egyiitt a ~¢ (a;) osztdly minden eleme
is beleképzddik az altérbe. Mivel ezen osztélyok diszjunktak, és 0 € W, a ~¢ (a;)
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osztalyok elemszama kg, az nkg + 1 < |W| = p¥ becslés adédik, azaz dtrendezve
n<BE—

Azt kaptuk tehat, hogy pZ—;l egy olyan n lehetséges legnagyobb értéke, amire
minden V-beli n-es beleképezheté V' egy k dimenzids alterébe egy G-beli transz-
formacioval. A tovabbiakban majd belatjuk, hogy bizonyos feltételek mellett ez
az érték ,majdnem” el is érhetd.

3.12. allitas. Legyen Aut(V) < G < Sym(V), egy csoport, amire kg < p —1;
vagy k¢ =p—1 és G hatdsa a P := (V' \ 0)/ ~g projektiv téren nem a projektiv
linedris transzforméciok csoportja. Tegyiik fel tovabbd, hogy az n > 3, és legyen k
pFP—1

tetszbleges S C V, |S| = n halmaz beleképezetS V' egy k dimenzis alterébe egy
G-beli elemmel.

Bizonyitas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Tegyiik fel eloszor,
hogy n = 3. Ekkor elég belatni, hogy 3 linedrisan fiiggetlen elem beleképezheté V
egy 2 dimenzids alterébe egy G-beli elemmel.

1/a eset: n =3 és kg =p — 1. Tekintsiik ekkor G hatdsit a P:= (V' \0)/ ~g
projektiv téren. A feltétel szerint ez nem a projektiv linearis csoport, legyen tehat
g € G egy olyan elem, aminek a hatdsa a P projektiv téren nem projektivitas.
A projektiv geometria alaptétele szerint egy Sym(P)-beli permutdcié pontosan
akkor projektivitas, ha tartja az egyenesket, igy van olyan L C P projektiv egyenes,
amire LY nem projektiv egyenes. Legyen U az L egyeneshez tartozé 2 dimenzids
altér V-ben. Ekkor tehat dim(U9) > 3, {gy vannak olyan a,b,c € U9 C V linedrisan
fiiggetlen elemek, amikre a9 ', b9, ¢ vektorokat tartalmazza az U 2 dimenziés
altér. Mivel Aut(V) (és igy G is) tranzitivan hat a V-beli linedrisan fiiggetlen
héarmasok halmazéan, igy tetszOleges linearis fliggetlen harmas beleképezhet6 egy
2 dimenzids altérbe.

1/b eset: n =3 és kg < p— 1. Ekkor léteznek olyan 0 # a,b € V' elemek, amikre
(a) = (b), de a =g b. Ekkor tehdt a9, b9 linedrisan fiiggetlenek valamilyen g € G
esetén. Legyen c egy az a9 és b9-t6l fiiggetlen vektor V-ben. Ekkor tehat az a9,
b9, c linedrisan fiiggetlen vektorokat a ¢~ € G transzformécié V egy 2 dimenzids
alterébe képezi. Az Aut(V') csoport (és igy G is) azonban tranzitivan hat a V-beli
linedrisan fiiggetlen harmasok halmazan, igy tetszéleges linedris fiiggetlen harmas
beleképezhetd egy 2 dimenzids altérbe.

2. eset: n > 3. Tegyiik fel most, hogy teljestil az allitas n-re. Belatjuk, hogy ekkor

n + 1-re is teljesiil. Legyen k a legkisebb olyan egész, amire k > 2 és n <

Han+4+1>2 k: — 1, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor a legkisebb olyan k’ egész,

amire k' >

hogyn+1<BE——1,azazn < 2 T — 2. Ekkor azt kell belatnunk, hogy tetszoleges
TCV,|T|=n —i— 1 esetén a T’ halmaz beleképezhetd egy k dimenzids altérbe egy
G-beli transzformaciéval.

36



Tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil, és legyen ekkor T olyan ellenpélda, amire
dim(7T") maximélis.

2/a eset: dim(T') < n. Ekkor van olyan v € T, hogy (T'\ {v}) = (T). Az indukciés
feltétel szerint van olyan g € G, hogy (T'\ {v})g—t tartalmazza V' egy k dimenzis
altere. Ekkor azonban v nem lehet benne ebben az altérben, igy v9 ¢ <(T\ {v})g>
amibdl a 3.4. lemma szerint ‘G (T\{v})* | = o0, és igy |GT\{U} | = o0 is tel-

jesiil. Ebbdl kovetkezik szintén a 3.4. lemma szerint, hogy van olyan h € G, ami
stabilizélja a T\ {v} halmazt, de v" ¢ (T'\ {v}). Ez azt jelenti, hogy dim(Th> =
dim(T, v") > dim(T'). Mivel dim(7T) maximélis, ezért létezik olyan h' € G transz-
forméaci6, ami a T" halmazt egy k dimenzids altérbe viszi. Ekkor azonban a hh' € G
transzformacio6 egy legfeljebb k dimezids altérbe viszi T-t, ami ellentmondés.

2/b eset: dim(T) =n+ 1. Legyen most S :=T \ {v} valamilyen v € T-re. Ek-
kor |S| =n, és S linedrisan fiiggetlen rendszer. A feltétel szerint v ¢ AZ(S), igy
AG(S) # V. A 3.6. lemma szerint ekkor A$ (S) < p*. Hau € AZ(S), akkor az AZ(S)
halmaz definfciéja szerint Gg(u) C AY(S), specidlisan Gg(u) véges. Ekkor
a 3.4. lemma szerint u € (S). Tehat AY(S) C (S). Hérom alesetet kiilsnboztetiink
meg.

2/b/1 aleset: Aa; € AG(S) valamilyen \ ¢ Ty, U{0} ési=1,2,...,n esetén. Le-
gyen
Sj =SU {)\a,} \ {aj}

minden j # ¢ esetén. Ekkor minden j # i-re a; ¢ (S;), igy a 3.4. lemma szerint
|Gs, (a;)| = co. Mivel A ¢ Ty, U{0}, ezért 0 # Aa; < a;, azaz étezik olyan g € G
transzformécid, amire af és (Aa;)? linedrisan fiiggetlenek. Vélasszuk meg ezt a g
transzforméciét ugy, hogy dim <(S U {)\ai})g> maximalis legyen. Azt allitjuk, hogy
ekkor dim <(S U {/\ai})g> =n+1, azaz az (S U{\a;})? halmaz elemei linedrisan
fiiggetlenek. Tegyiik fel ugyanis, hogy dim <(S U {)\az})g> <n. Ekkor mivel af és
(Xa;)? linearisan fiiggetlenek, ezért létezik olyan j # i, hogy (S?) = <S U {aj}>
<(SU {Xa;})? > Ebbdl kovetkezik, hogy G5, (a;) = oo, és igy |GSq g )| = oc. Ezért

a 3.4. lemma szerint van olyan h € G, hogy (Sf) =57, de a}} ¢ <Sg> Ebbél
dim <(S U {)\ai})gh> = dim <(S u {)\ai})g> +1

ami ellentmond dim <(S u {)\az})g> maximalitasdnak. Tehdt (SU{Aa;})? elemei li-
nearisan fiiggetlenek. Megint a 3.4. lemmat hasznalva adédik, hogy ‘ng (Na;)? | =

00, igy |Gs(Aa;)| = co. Ez azonban lehetetlen, hiszen Aa; € A§(S), igy Gs(Aa;) C
AkG(S), ami véges.

2/b/2 aleset: v =" | \a; € AS wvalamilyen \;-kre, ahol a \; egyiitthatdk kozil
legaldbb 2 nem 0, és nem mindegyik —1. Ebben az esetben a 3.11. lemma szerint
léteznek olyan by, ..., by, w € Ak(S) elemek, amelyekre by, ..., b, linedrisan fiigget-
lenek, w ¢ (by +ba+...+by,), ésw ¢ (b;,b;) semmilyen ¢, j-re. A 3.8. kovetkezményt
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az ai,as,...,a, €s by, by, ..., b, linearis fliggetlen rendszerekre alkalmazva adodik,
hogy 1étezik olyan w € Ay(S) is, amire w ¢ (by +ba + ...+ by,) és w ¢ (b;,b;). Rog-
zitsiink most egy ilyen tulajdonsdgi w-t. Ekkor w = Y"1 | \;a; alak, ahol a \;
egyiitthatok koziil legalabb 3 nem 0, és nem mindegyik egyforma. Legyen tehat
1 <4< j <n olyan indexek, amire A\; # A;. Legyen A := X; — A; # 0. Legyen to-
vébba a; = a;,a} = a;j és a; = a; minden 4, j # [ index esetén. Ekkor a 3.8. kovetkez-
ményt az aj,ds,...,a, és ay,a,...,al vektorrendszerekre alkalmazva azt kapjuk,
hogy

A,?(S) sw' = Z \ia;, = Z Aia; + Aaj; —a;) = w+ Aa; — a;).
i=1 i=1

A feltevésiink szerint w ¢ (a;,a;), igy w,a;,a; € AG(S) linedrisan fiiggetlenek.
Ekkor persze w' = w + A(a; — a;),a; és a; is linedrisan fiiggetlenek. Alkalmaz-
zuk most a 3.8. kovetkezményt a w,a;,a; és w',a;,a; vektorrendszerekre. Mivel
w+ Aa; + Aa; = w' € AZ(S), ezért ekkor

AL (S) 3w :=w' + Xa; + Aa; = w+ 2\ (a; + a;).

Ezt az eljardst folytatva adédik, hogy w + sA(a; — a;) € AZ(S) minden s € F,
esetén. Mivel \ # 0, ezért ezt azt jelenti, hogy

Li={w+pla; —a;): p € F,} C AF(S).

Mivel azonban w, a1, as linedrisan fiiggetlenek, igy L egy 0-n nem &tmend affin
egyenes, igy a 3.10. lemma szerint |Ak(S)| > p"~! + 1. Azonban mar lattuk, hogy
|Ap(S)] < p*, fgy p" ' <p" ' +1<pF, azaz n— 1 <k. A k szdm a definici6ja

alapjan a legkisebb olyan pozitiv egész, amire kK > 2 és n < pz: — 1 teljestilnek.

Ez azt jelenti, hogy a k' =n — 1 vélasztds ,tul kicsi”, azaz ekkor a k' > 2 és
azn <L kk;l — 1 egyenlétlenségek valamelyike nem teljesiil. Mivel n > 3, {igy a k' =
n — 1 > 2 egyenlotlenség teljesiil. Tehat

K n—1
-1 1
n>"L _1=2 1>
a ka
prt-1 2 n—2
— —1=(1+4p+p°+...4+p" 7)) —-1>

>p+p*(l+p+...+p" ) >3+ (n-3)=n,
hiszen p > 3, ami ellentmondas.

2/b/3 aleset: Minden AS(S)-beli elem vagy v = Aa; alaki valamilyen \ € Ty, és
1<i<n-re, vagy v = Xay +as + ...+ a,) alakd, ahol A € {0,—1}. Ez a feltétel
pontosan azt jelenti, hogy az A{(S) halmazt tartalmazza a

H:={Xa;:1<i<n, AeTy,}U{0,—a; —az—... —an}

38



halmaz. Mivel |T'y.| = kg, ezért a H halmaz szdmossiga nkg + 2. Ekkor az n <

pF-1

Yo T2 egyenlGtlenséget hasznélva

|AG(S)| < |H| =nkg+2<p"—1-2kg+2<p"—1<pF

adédik, ami ellentmondds, hiszen feltettiik, hogy A$(S) = p*.

Tehat minden esetben ellentmondédshoz vezetett a feltevésiink, igy valéban
tetsz6leges T C V, |T| = n + 1 halmaz beleképezhetd egy k dimenzids altérbe egy
G-beli transzformaciéval, és ezt kellett bizonyitanunk. B

3.13. kovetkezmény. Legyen Aut(V) < G < Sym (V), egy csoport, amire kg <
p—1; vagy k¢ = p—1 és G hatdsa a P := (V' \ 0)/ ~g projektiv téren nem a pro-
jektiv linearis transzformaciok csoportja. Legyen tovabba k > 2 tetszéleges egész.
Ekkor tetszbleges S C V, |S| = p;—;l — 1 halmaz beleképezets V' egy k dimenzios
alterébe egy G-beli elemmel.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.12. allitdst n := p’;: — 1 esetén. W

3.14. allitas. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy csoport, amire kg < p—1; vagy
kg =p—16s G hatdsa a P := (V' \ 0)/ ~¢g projektiv téren nem a projektiv linedris
transzformacick csoportja. Ekkor tetszéleges k > 2 pozitiv egészre a G csoport
pZ—: — 1-szeresen tranzitivan hat a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazan.
Bizonyitas. Legyen k > 2 ésn := % — 1. Mivel Aut(V) (és igy G is) tranzitivan
hat a linearisan fliggetlen n-esek halmazén, ezért az allitdshoz elég belatni, hogy
tetszbleges n (kiilonbozd) ekvivalenciaosztdly dtvihetd n fiiggetlen vektorhoz tar-
tozo ekvivalenciaosztdlyba egy G-beli transzformacioval. Ehhez elég belatni, hogy
tetszoleges a1, ..., a, paronként inekvivalens elemek atvihetok n linedrisan fiigget-
len elembe egy G-beli transzformécioval.

Legyenek tehét aq, ..., a, € V'\ 0 paronként inekvivalens elemek, és by,...,b, €
V'\ 0 linedrisan fiiggetlen elemek. A 3.13. kovetkezmény szerint ekkor léteznek olyan
g,h € G transzformécidk, amire az {af,...,a?} és a {bl,... b} halmazt is tar-

talmazza V egy k dimenziés altere. Mivel Aut(V) (és igy G is) tranzitivan hat V
k dimenziés alterein, azért feltehetd, hogy az elébbi két k& dimenzids altér meg-
egyezik. Jeloljiikk ezt az alteret U-val. Minden egydimenziés altér pontosan pk;cl
darab ~g-ekvivalenciaosztély és a {0} unidja, i{gy V minden k dimenzids altere
k k
’;:11 -pk—;l = pk—;l darab ~g-ekvivalenciaosztaly és a {0} unidja. A ~¢ reldcié
definiciéjabdl adédik, hogy az {af,...,ag} és a {b%,...,b"} halmaz elemei p4-
ronként inekvivalensek. Ez azonban azt jelenti, hogy léteznek olyan w,v € U\ 0
vektorok, hogy {af,...,a%,u} és a {bl,... b v} halmazok is az U \ 0 halmaz-
beli ekvivalenciaosztalyok egy teljes reprezentacios rendszerét adjak. Legyen most

v € Aut(V) C G egy olyan linedris transzformécié, ami fixdlja az U alteret, mint

halmazt, és az u” = v. Ekkor azonban az ai”,...,a¥” vektorokhoz tartozé ek-
vivalenciaosztalyok halmaza megegyezik a b¥, ... b vektorokhoz tartozé ekviva-
lenciaosztalyok halmazaval. Ez azt jelenti, hogy létezik az 1,2,...,n indexeknek

egy olyan 7 € S,, permutécidja, amire a!” ~¢ bﬁ(i) minden 1 < i < n-re. Ekkor

39



yh~?

azonban af ~@ br(s)- Specidlisan, 1éteznek olyan A1, ..., A, € F szdmok, hogy

agn’h f o = Aibr(;y minden 1 <7 < n-re. A jobb oldalon &ll6 vektorok azonban line-
arisan fuggetlenek hiszen a feltétel szerint by, ..., b, linedrisan fiiggetlenek. Tehat
a gyh~! € G transzformécié bizonyitja az alhtast. [ |

A fejezet f6tételének bizonyitdsahoz sziikségiink lesz még az aldbbi lemmara.

3.15. lemma. Tegyiik fel, hogy G C Sym(H) egy zért csoport, ahol |H| = w, és
legyen ~ egy ekvivalenciarelacié H-n, amire minden ~-ekvivalenciaosztaly véges.
Tegyiik fel tovabbd, hogy G kompatibilis a ~ ekvivalenciarelacioval, azaz v ~ y
pontosan akkor teljesiil, ha x9 ~ y9. Ekkor G hatdsa a ~-ekvivalenciaosztalyok
halmazan is zart.

Bizonyitas. Legyen g € Sym(H/ ~) tetsz6leges, amire teljesiil, hogy tetsz6leges
F C H/ ~ véges halmaz esetén van olyan h € G, amire h és g hatdsa megegyezik
F-en. Be kell latnunk, hogy ekkor 1étezik olyan a g € G transzformadcié is, amire g
és g hatasa megegyezik az Osszes ~-ekvivalenciaosztalyok halmazan.

Egy F C H/ ~ esetén jeldlje F az F-beli ekvivalenciaosztalyok uniéjat. Ekkor
ha F véges, akkor F' is. Legyen X1, Xs,... a ~¢ ekvivalenciaosztalyok egy felso-
roldsa. Legyen F; := {X;, Xa,..., X, }. Ekkor az F; halmazok végesek, ) = Fy C
FiCF, CFC... és Uy Fi = HJ ~. Mivel g bijekcid, ezért |J;o Ff = H/ ~ is
teljesiil. Ezekbdl kovetkezik az is, hogy

Uxi-Uxr-
i=1 i=1

Definialjuk a T gyokeres fat a kovetkezoképpen. Jelolje T, a T gyokeres fa
n-edik szintjét. Ekkor minden n-re a T),-en 1évé csticsok legyenek az olyan f fiigg-
vények, amikre D(f) = F,, és 1étezik olyan h € G fiiggvény, amire h| 7, = h, tovdbba
h és g hatdsa megegyezik a H/ ~ halmazon. A T grafban az f1 € Tj,_1 és fo € T,
csticsok kozott vezessen él, ha fo] 7, = J1. Ekkor az egyetlen Tp-beli csucs az iires
fliggvény, jeloljiik ezt most fo-lal. Ez lesz a T' gyokeres fa gyokere. A definiciébdl
koénnyen ldthat6, hogy ebben a grafban ha f € V(T,), akkor fp-bdl pontosan egy
ut vezet f-be, nevezetesen

(fo=Fla, Fla- fla,_ 5 F)-

A T gréaf tehat valoban fa. Azt allitjuk, hogy létezik az fy csicsbdl indulé végtelen
at T-ben. Ehhez a Konig-lemma feltételeit fogjuk ellendrizni.

(1) Létezik akdrmilyen hosszi fo-bol induld 1it. Ehhez elég beldtni, hogy T}, nem
iires minden n-re. Legyen tehdt n tetszdleges, és legyen ekkor h egy olyan fiiggvény,
amire h és g hatdsa megegyezik F,-en. A feltételeink szerint 1étezik ilyen h. Legyen
most E‘F} = f. Ekkor T,, definicidja szerint f € V(T,).

(2) Minden T-beli cstics kifoka véges. Ennél tobbet fogunk bizonyitani, beldtjuk
ugyanis, hogy T,, véges minden n-re. Tegyiik fel, hogy f € T,,. Ekkor D(f) = F, =
Ui, X;, és a feltétel szerint

R(f)c|Jx{=Jx¢

=1 i=1
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AzJ!, X; — U, X7 fiiggvények szdma azonban véges, hiszen az X1, ..., X,, X7,

X9 ekvivalenciaosztdlyok végesek, és ekkor az |J;_; X; és |Ji—; X; halmazok is
végesek.

Tehat a T gyokeres fara (ahol fy a gyokér) valéban teljesiilnek a Konig-lemma
feltételei. Ekkor a Konig-lemma szerint 1étezik az fj csﬁcsbél _indul6 végtelen 1t
T-ben. Legyen ez (fo, f1,...). Ekkor f, € T,,, igy D(fn) = F,, és j > i esetén
filg, = fi- EbbSl kovetkezik, hogy U, fi is fiiggvény. Legyen ez f. Ekkor

= UD(fi) = UD(fi) = UXi =H,
i=0 i=0 i=0

R(f) =R =R =JX] =1
i=0 i=0 i=0

Tegyiik fel most, hogy u # v € H. Ekkor van olyan n, hogy u,v € D(f,) = F,.
Legyen most h € G egy olyan fiiggvény, amire h| P, = fn Ekkor mivel h bijekcio,
ezért u # o™, amib6l ufr # vin | és igy uf # vf. Az f fiiggvény tehit egy H — H
bijekcid.

Belatjuk most, hogy f € G. Ehhez G zirtsiga miatt elég beldtni, hogy H
tetszoleges F véges részhalmazdhoz létezik olyan heG fiiggvény, amire h| B =

= f| 7, - Legyen tehdt F' egy tetszOleges véges részhalmaza H-nak. Ekkor van
olyan n, hogy F' C D(fn) = F,, és ekkor az f, fiiggvény definiciéja miatt létezik
h € G fiiggvény, amire h\ i =In=flg -

Azt allitjuk most, hogy a g = f véalasztas j6 lesz, azaz f és g hatdsa megegyezik
a H/ ~ halmazon. Legyen ugyanis X; € H/ ~ tetsz6leges. Ekkor j > i esetén az f;
fiiggvények definiciéja miatt Xifj = X7, és igy Xif =X/ nm

3.16. tétel. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy zdrt csoport. Ekkor az alibbiak
valamelyike teljestil:

(1) ke =p—1, é6s G a P:=(V\0)/ ~c projektiv téren a projektiv linedris
transzformaciok csoportjaként hat,

(2) G teljes szimmetrikus csoportként hat a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazén.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a G csoportra nem teljesiil az (1) feltétel. Be kell
latni, hogy ekkor G szimmetrikus csoportként hat a ~g-ekvivalenciaosztalyok hal-
mazan.

Ha G-re nem teljesiil az (1) feltétel, akkor a 3.7. &llitds szerint a G csoport

k
-1 " . . . . .
% — 1-szeresen tranzitiv a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazan minden k > 2-re.

k
Mivel % — 1 érték tetszoleges nagy lehet, ezért ebbdl kovetkezik az is, hogy
G minden n-re n-tranzitivan hat a ~g-ekvivalenciaosztdlyok halmazén, tehat G
hatdsa siirii a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazan.

Be kell még latnunk, hogy ez a hatas zart is. Ez a 3.15. lemma szerint teljesiil,
hiszen G kompatiblis a ~¢ relaciéval, és minden ~¢ ekvivalenciaosztaly véges. B
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A késébbiekben még sziikségiink lesz a 3.16. tétel allitasiara a kg = 1 esetben,
ezért ezt kiilon is kimondjuk.

3.17. kévetkezmény. Legyen Aut(V) < G < Sym (V), egy zart csoport, amire
ke = 1. Ekkor G = Sym (V).

Bizonyitas. Mivel p > 3, ezért kg = 1 # p — 1, tehat ekkor a G csoportra 3.16. té-
telbeli (2) feltétel teljesiil. kg = 1 esetén definicié szerint a ~¢g ekvivalenciaosz-

talyok egyelemiiek, tehat ekkor G a szimmetrikus csoportként hat V' \ 0-n, azaz
G =Symy(V). m

3.1. Azon zart csoportok leirasa, amik a teljes szimmetrikus csoportként
hatnak a ~g-ekvivalenciaosztilyok halmazan.

Ebben a fejezetben megadjuk a klasszifikécidjat azon Aut(V) < G < Sym (V),, zart
csoportoknak, amikre a 3.16. tétel (2) feltétele teljesiil, azaz amikre G hatésa
a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazan a teljes szimmetrikus csoport. Ezen csoportok
leirasahoz sziikségiink lesz a kdvetkezd definicidkra.

3.18. definicid. Legyen k | p — 1 tetsz6leges. Ekkor egy f: V' \ 0 — T’y fiiggvényt
k-cimkézésnek hivunk, ha tetszéleges u € V'\ 0 és A € T'y, esetén f(Au) = Af(u).

A definiciébdl kénnyen lathatd, hogy a V' \ 0 halmaz k-cimkézései természetes
moédon megfeleltethetéek a ~p-ekvivalenciaosztalyok egy reprezentansrendszerével.
Ebbél specidlisan az is kovetkezik, hogy minden & | p — 1-re van cimkézése V' \ 0-nak.
A megfeleltetés a kovetkezd: ha adott egy f cimkézés, akkor az 1 elem f szerinti s-
képe egy reprezentansrendszer. Megforditva: ha adott egy X reprezentansrendszere
a ~p-ekvivalenciaosztdlyoknak, akkor minden v € V'\ 0 esetén legyen f(v) értéke
az az egyetlen A\, amire v = A\v’ alakd valamilyen v’ € X esetén. A tovdbbiakban
a{veV\0: f(v) =1} halmazt jeldljiik V/-fel.

3.19. definicié. Legyen k | p — 1 tetszlleges, és f egy k-cimkézés V' \ 0-n. Ekkor
egy g € Sym (V'), permutaciorél azt mondjuk, hogy az f k-cimkézéssel kompatibilis,
ha g megdrzi a ~, reldciot, és f(v9) = f(v) minden v € V' \ O-ra.

3.20. definicié. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy csoport, legyen tovédbba f
egy tetszéleges kg-cimkézés V' \ 0-n. Jelolje ekkor G azon g € G elemek részcso-
portjat, amik kompatibilisek f-fel.

3.21. definicié. Legyen k | p — 1 tetszlleges, és f egy k-cimkézés V' \ 0-n. Ekkor
egy g € Sym ((V'\ 0)/ ~, ) elem esetén jeldlje g/ azt az egyértelmi g € Sym (V),
elemet, amire g kompatibilis az f k-cimkézéssel, és g és g hatdsa megegyezik a ~-
ekvivalenciaosztdlyok halmazan.

Egy H < Sym ((V'\ 0)/ ~ ) részcsoport esetén legyen H/ = {g/ : g € H}.
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A 3.22-3.26. lemmékban a cimkézések segitségével leirjuk azon Aut(V) < G <
Sym (V), zart csoportok szerkezetét, amik a szimmetrikus csoportként hatnak
a ~yp,-ekvivalenciaosztdlyok halmazan. Kideriil, hogy minden ilyen G eldall G* -

(Sym ((V \0)/ ~ke )f) alakban, ahol a G* azon G-beli elemek csoportja, amik
minden ~g-ekvivalenciaosztélyt (halmazként) stabilizdlnak.

Ezutan a 3.27-3.34. lemmadkban leirjuk azon csoportokat, amik elédllnak
az el6bbi G* csoportként, és ezzel megkapjuk a teljes klasszifikaciét is. Kideriil
végiil, hogy azon Aut(V) < G < Sym (V) zért csoportok, amik a szimmetrikus cso-
portként hatnak a ~p-ekvivalenciaosztalyok halmazan bijekciéban allnak a k foku
szimmetrikus csoport bizonyos tulajonsagu (N, H) részcsoportparjaival. Ez a bijek-
cié nem fog fiiggeni attol, hogy melyik cimkézést hasznaljuk, azonban a definicio-
jukban, és a késébbi bizonyitasokban végig hasznalni kell valamilyen k-cimkézést.

Els6 lépésként bebizonyitjuk, hogy ha Aut(V) < G < Sym (V) egy zdrt cso-
port, ami a szimmetrikus csoportként hat a ~y-ekvivalenciaosztdlyok halmazan,
akkor Gy = (Sym (V\0)/ ~ig )f.

3.22. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym (V), egy zédrt csoport, és f egy kg
cimkézés. Ekkor Gy is zart.

Bizonyitas. A definiciébdl lathatd, hogy Gy = GN (Sym (V\O)/ ~pe )f, igy elég
belédtni, hogy (Sym ((V \0)/ ~ke )f zart. Tegyiik fel tehdt, hogy g € Sym(V), és

minden F C V véges halmazra van olyan h € (Sym (V\0)/ ~kg )f, hogy g|p =
h|p. Be kell latnunk, hogy ekkor g is kompatibilis f-fel. Tegyiik fel tehdt, hogy
u € V'\0. Legyen ekkor F' = {u}. Erre alkalmazva az el6bbi észrevételt f(u) =
f(u") = f(u9). Mivel ez minden u € V' \ O-ra teljesiil, ezért g kompatibilis f-fel. ®

3.23. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy zart csoport, ami a szimmetri-
kus csoportként hat a ~y-ekvivalenciaosztdlyok halmazan, és f egy kqg-cimkézés.
Tegyiik fel tovabbd, hogy Gy tartalmaz egy olyan g elemet, amire a {v € V'\ 0:
v# 09} NV’ halmaz véges, nem iires, és elemei linedrisan fiiggetlenek. Ekkor

Gy = (Sym ((V\0)/ ~ie )

Bizonyitas. Egy f kg-cimkézéssel kompatibilis permutécié hat a VI = {v € V\0:
f(v) =1} halmazon, tovédbba egy f-fel kompatibilis g permutdciét meghatdroz
a g permutéacionak a ~y-ekvivalenciaoszalyok halmazan valé hatésa, amit viszont
meghataroz g hatdsa az V/ halmazon. Ez ezt jelenti, hogy a lemma &llitdsdhoz
elég beldtni, hogy Gyl,,; = Sym(V/). A 3.22. lemma szerint G zért, igy G|, ; is
zart. Ez azt jelenti, hogy a lemma &llitasahoz elég belatni, hogy a lemma feltételei
mellett Gy hatasa siirii a V/ halmazon. Ehhez azt fogjuk bizonyitani, hogy G ¥
hatdsa a V/ halmazon tartalmaz minden transzpoziciot.

Legyen X egy tetszoleges végtelen, linearis fiiggetlen elemekbdl 4llé halmaz,
ami tartalmazza a {v € V' \ 0: v # v9} N V/ halmazt. Legyen Sym” (X) azon h €
Sym(X) elemek csoportja, amik véges sok kivétellel minden X-beli elemet fixen
hagynak, legyen tovabbs Alt” (X) a paros permutacidk csoportja Sym® (X)-ben.
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Legyen H := Sym”™ (X) N ((Gy) ) |X, azaz azon h € Sym® (X)-ek halmaza, amiket
identitasként kiterjesztve V' \ X-re egy G-beli elemet kapunk. Azt allitjuk, hogy
ekkor a H csoport norméloszté Sym” (Vf)-ben.

Legyen ugyanis h € H, és v € Sym” (X) tetszéleges. Ekkor v kiterjed V egy
automorfizmusava, jeloljiik ezt a kiterjesztést is 7-val. Feltehets, hogy ez a ki-
terjesztés kompatibilis f-fel. Ekkor tehdt - € Aut (V) 7 C Gy. Tekintsiik ekkor

a yhy~! € Sym(X) permutéciét. Ekkor yhy~! € ((Gf)X) ’X,
(Gp)y) |X N Sym? (X) = H. Tehat valéban H < Sym” (X). Ismert, hogy ekkor
H =1 vagy H D Alt"(X). A lemma feltétele szerint a {v € V\0: v #09}NV/ C
X halmaz nem f{ires, igy id # g| € H. Tehat H nem lehet a trividlis csoport.
Azt kaptuk tehdt, hogy H tartalmazza Alt" (X)-et. Ekkor persze (Gp)y) |X
is tartalmazza Alt" (X)-et. Az Alt" (X) alterndlé csoport azonban sfirti Sym(X)-
ben. Azt &llitjuk, hogy ((Gf)X) |X zart is. Ehhez elég belatni, hogy (Gy), zdrt.
Ez teljesiil, hiszen a Gy|,,; csoportrél lattuk, hogy zart, és X C VI, Ebbél ko-

és ekkor yhy~! €

vetkezik, hogy ((Gf)X)|X = Sym(X). Speciélisan ((Gf)X)|X tartalmaz minden
transzpoziciét. Ez azt jelenti, hogy minden u,v € X elemre Gyl ; tartalmazza
az (uv) transzpoziciot. Ekkor persze Gyl,,, barmely u,v € V/ linedrisan fiigget-
len elemekre tartalmazza az u,v € V/ transzpoziciét. Be kell még latnunk, hogy
ez akkor is teljesiil, ha u,v € V/ nem linedrisan fiiggetlenek. Ebben az esetben
legyen w € VI \ (u,v) egy tetszéleges vektor. Ekkor (uw), (vw) € Gy, ;, amibdl
(wv) = (uw)(vw)(uw) € Gyl ¢. A Gyl,,s csoport tehdt valoban tartalmaz minden
transzpozicidt, és ezt kellett bizonyitanunk. B

A kovetkez6 éllitas bizonyitasdhoz sziikségiink lesz az alabbi jelolésre.

3.24. definicié. Legyen k | p — 1, és legyen g € Sym (V') egy tetsz6leges elem, ami
megérzi a ~pg-ekvivalenciarelaciét. Legyen tovabba f egy tetszéleges k-cimkézés
V' \ 0-n. Ekkor egy v € V'\ 0 esetén jeldlje os(g,v) a

A= f((/\f})g) : ch — Iy

leképezést, ahol 0 jeloli az ~¢ (v) ekvivalenciaosztédly egyetlen olyan elemét, amire
fw) =1 (azaz 0 = ﬁ) Amennyiben ez nem okoz félreértést, a o leképezésben
az f cimkézést nem irjuk ki.

A definiciébdl konnyen lathatd, hogy a o(g,v) leképezés mindig bijekcid, és
v ~g v esetén o(g,v) = o(g,v"). Haa g, h € Sym (V) elemek megérzik a ~j, reld-
ciét, akkor tetsz6leges v € V' \ 0 esetén o(gh,v) = o(g,v)o(h,v9).

A kovetkezo allitdsban beldtjuk, hogy a 3.23. lemma feltételei valéjaban auto-
matikusan teljesiilnek minden megfelelé6 G csoportra.

3.25. allitas. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy zdrt csoport, ami a szimmetri-
kus csoportként hat a ~y-ekvivalenciaosztdlyok halmazan, és f egy kg cimkézés.

Ekkor Gy = (Sym (V' \ 0)/ ~, ).
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Bizonyitas. Ezen allitas bizonyitasdhoz a 3.23. lemmat fogjuk haszndlni. Legyenek
ai,az,...,ap € Vy tetszoleges linedrisan fiiggetlen elemek. A bizonyitds tovabbi
részében az indexeket mod p értjitkk. Mivel G a szimmetrikus csoportként hat
a ~p,-ekvivalenciaosztdlyok halmazan, ezért van olyan g € G, amire

(NG (ai))g =~g (ajy1) és b9 =0

minden be (V\0)/ ~g, \{ ~a (a1),~a (az),...,~a (ap)}—re. Legyen o :=
Vi

o(g,a;), és legyen ~; egy olyan linedris transzformécid, amire a;' = aj4; minden j =
1,2,...,p-re. Legyen tovdbba g; := vjlaivi. Ekkor persze az igy kapott g;-kre is tel-
jesiil, hogy (~¢ (aj))% =~¢ (aj41), és b9 = bminden b € (V\0)/ ~ie \{~¢ (a1),
~q (a2),...,~¢ (ap)}, azaz g; és g hatdsa megegyezik (V '\ 0)/ ~g-n. Azt allitjuk,
hogy o(gi,a;) = 0j_;. Valdban mivel ~; linedris, ezért tetszéleges j =1,2,...,p és
A € Ty, esetén
F((Xay)?) = f(Xa') = f(Xajpi) = N,
igy o(vi,a;) = id 'y, amibol
o(gi,a5) = 0(v=ig7i, a;) = o (=i, aj)U(QVu a;H) = 0(9%‘, a;-H) =
= a(gvi, aj—z‘) =o(g, aj—i)U(%, a}i_i) = Ujfio'(’)’iaaj) = 0j—i-

Legyen most ¢’ = gogi, - .-, gke1—1 € G. Az igy kapott ¢’ hatédsa a ~y, ekviva-
lenciaosztéalyok halmazén megegyezik ¢*' hatdsaval, és tetszéleges i = 1,2, ..., p-re

U(glﬂi) = 0(90, ai)U(gl, G?O)U(g%afogl) ~~'J(gka!717 afogl """ gkcl_z)

= 0(90,0:)0(g1, @it1) - - - O(Ghg1—1, Citkgl—1) = U(Q,Gi)ka! =1d Ik,

hiszen | Sym(I'x,,)| = k¢!

Legyen ¢"” =g'*¢'=! € G. Azt &llitjuk, hogy g¢” € Gy, azaz minden u €
Sym ((V'\ 0)/ ~ks esetén o(g,u) =idTy,. Tegyiik fel elészor, hogy u =~¢ (a;)
valamilyen i-re. Ekkor

’ , tkg!—1

U(g”aai) = G(g/aai)a(g/7a’g )U(g y Ay ) =

=0(g,a:)0(g, aisnet) - 0(9 ) it (kor-1)rer) = 1dTg.
Tegyiik fel most, hogy u kiilénbézik minden ~¢ (a;)-t61. Ekkor
oy, u) = o(g wolg' u?) ..o (g u"" ) =
— ol =T

hiszen | Sym(Ix,, )| = ke!.
A ¢" € Gy permutdcié hatdsa a ~g-ekvivalenciaosztélyok halmazdn megegye-
zik ¢’*¢' hatédsdval, ami pedig megegyezik g(’“G!)2 hatasaval. Ebbél kovetkezik, hogy
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af” ~a af(kG!)2 = Q4 (k12 *G i, hiszen az ay, . .., a, elemek pdronként inekviva-
lensek, és kg < p miatt ((kgl)z,p) =1, amibél i #£ i + (kzgl)2 mod p. Specidlisan
al ! # a;. Ha egy v € V' \ 0 elem nincs benne a ~¢ (a;) ekvivalenciaosztélyok egyi-
kében sem, akkor v9" ~¢ v. Ekkor azonban mivel g € Gy, ezért f9") = f(v) is

teljesiil, ami csak v9" = v esetén lehetséges. Tehét a ¢” € Gy permutaciora
fveV\0:v#v9}nVI ={ay,...,a,}.

Ez a halmaz véges és nem iires, igy a 3.23. lemma szerint

Gy = (Sym (V\0)/ ~kg )f. |

3.26. kovetkezmény. Legyen Aut(V) < G < Sym (V), egy zdrt csoport, ami
a szimmetrikus csoportként hat a ~y-ekvivalenciaosztalyok halmazéan, és f egy

kqg-cimkézés. Ekkor G = G* - (Sym (V\O)/ ~ke )f alaku, ahol
G* = {g € G: g identitdsként hat (V \ 0)/ ~p, -n}.

Bizonyitas. A ,,D” tartalmazds kovetkezik a 3.25. allitdsbél. Tegyiik fel most, hogy
g € G. Ekkor a 3.25. allitas szerint van olyan ¢’ € Gy, hogy g és ¢’ hatdsa meg-
egyezik a ~g-ekvivalenciaosztalyok halmazan. Ekkor g* := g¢'~! € G*,és g = g*¢'.
|

A 3.26. kovetkezménybdl kovetkezik az is, hogy a G* csoport mar megha-
tdrozza G-t, igy elég a lehetséges G* csoportokat klasszifikdlni. A bizonyitasbdl

az is konnyen lathatd, hogy a G = G* - (Sym (V\0)/ ~kg )f szorzat valdjdban
egy G = G* x (Sym (V\0)/ ~kq )f szemidirekt szorzat.

Egy k| p— 1 szdm esetén jelsljiik Sym(()k)(V)—vel azon permutdcidk csoportjét,
amik megérzik a ~, relaciét. Ekkor persze Aut(V') < Symék)(V) minden k | p — 1-
re, és egy Aut(V) < G < Sym(V) csoportra pontosan akkor teljesiil kg = k, ha
G < Symék)(V), de G £ Sym(()k )(V) minden k' < k-ra. Legyen

8® = (sym” (v))",
azaz azon permutdciok halmaza, amik minden ~y ekvivalenciaosztalyt 6nmagukra
képeznek. Ekkor egy Aut(V) < G < Sym (V) csoportra G* = G N S*e).

Ha a g, h elemek az S™*) részcsoportban vannak, akkor tetszéleges v € V'\ 0-ra
o(gh,v) = o(g,v)o(h,v). Ezt azt jelenti, hogy a

S§™ — Sym(T'), g — o(g, u)

leképezés egy homomorfizmus minden uw € V'\ 0 esetén. Azt &llitjuk, hogy egy
g € S®) csoportbeli elemet meghataroznak a o(g,u) homomorfizmusnal vett képei.
Valéban ha a o(-,u) homomorfizmusok adottak, akkor egy u € V'\ 0 esetén u9 =

f (u)g(g ’“)%. Ez azt jelenti, hogy az el6bbi G* csoport meghatdrozasahoz elég

meghatdrozni, hogy egy G*-beli elemnek mik lehetnek a képei a o(-,u) : u € V\0
homomorfizmusoknal.
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3.27. definicié. Legyen G < Symék)(V) egy csoport és f egy k-cimkézés. Ekkor
egy v € V'\ 0 elemre legyen

H’U(G) = {a(g,v) g€ G*}

és
Ny (G) :=={o(g,v): g € G*,0(g,u) = id 'y, minden u »}, v-re}.

A definiciébdl lathaté, hogy N, (G) és H,(G) részcsoportjai Sym(I'y)-nak, és
N,(G) C Hy(G).

3.28. lemma. Legyen G < Sym(gk)(V) egy csoport és f egy k-cimkézés. Ekkor ha
G tartalmazza Aut(V)-t, akkor az N,(G) és H,(G) csoportok nem fiiggnek a v
vektor valasztasatol.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy Aut(V) < G. Az allitast nyilvan elég belatni V/-beli
vektorokra. Tegyiik fel tehat, hogy u,v € V/, éslegyen v € Aut(V) < G egy linedris
transzformacié, amire u” = v.

Tegyiik fel most, hogy egy o permutdcié benne van H,(G)-ben. Ekkor van
olyan g € G*, hogy o(g,u) = 0. Ez esetben ay~! € G* permutédciéra o (v 1gy,v) =
o. Tehdt H,(G) C H,(g). Hasonléan H,(G) C H,(G) is teljesiil, igy H,(G) =
H,(G).

Tegyiik fel, hogy o € N,(G). Ekkor van olyan g € G*, hogy o(g,u) = o és
o(g,u') =idT minden u' »=j u esetén. Ez esetben a y~! € G* permuticiéra
o(y Lgy,v) =0 és a(y 1gy,v') =idT minden v’ =} v esetén, igy N, (G) C N,(G).
Hasonléan N,(G) C Ny (G). Tehdt N,(G) = N,(G). m

3.29. lemma. Legyen Aut(V) < G < Symék)(V) egy csoport és f egy k-cimkézés.
Ekkor N(G)< H(G).

Bizonyitas. Legyenek o € N(G),0’ € H(G) tetszlegesek, legyen tovdbbd u €
V'\ 0 tetszéleges. Be kell 1dtnunk, hogy o'~ 1oo’ € N(G). A felirt tartalmazdsok sze-
rint vannak olyan g, h € G*, hogy o(h,u) = o’,0(g,u) = o és o(g,v’') = id(G) min-
den u’ ~ u esetén. Ekkor h=*gh € G* és o(h™'gh,u) = 0’ 'o0’. Ha v’ » u, akkor
o(h™tgh,u) = ¢’71idTvo’ = ¢’~'o’ = idT}. Ez éppen azt jelenti, hogy o’ ~*
N(G). n

oo’ €
A tovébbiakban az N, (G) és H,(G) jeloléseknél néha el fogjuk hagyni az alsé

indexeket, amennyiben G > Aut(V). Ezt a A 3.28. lemma miatt megtehetjiik.

3.30. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym (V') egy zart csoport, ami a szimmet-

rikus csoportként hat a ~y,,-ekvivalenciaosztdlyok halmazdn. Ekkor az N(G) és
H(Q) részcsoportok a cimkézéstdl is fiiggetlenek.
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Bizonyitas. Ebben a bizonyitdsban az N(G) és H(G) csoportoknél felsd indexben
jelezziik, hogy melyik kg-cimkézést hasznaljuk a definiciéjuknal. A S*(&) csoport
nem fiigg a cimkézéstél, igy a G* = G N S((@) csoport sem. Egy rogzitett f kg-
cimkézésre, egy g € G*-beli elemre és egy v € V'\ 0 vektorra pontosan akkor teljesiil
04(g,u) =id Tk, ha g identitdsként hat a ~¢ (v) ekvivalenciaosztalyon. Igy ez
a tény is fliggetlen a cimkézés megvalasztasatol. Ezeket hasznalva a kovetkezd
modon bizonyithaté a lemma.

Legyenek f és f' két tetszdleges kg-cimkézés V' \ 0-n. Legyen most f” egy
olyan cimkézés, amelyik valamelyik kg ekvivalenciaosztalyon megegyezik f-fel és
valamelyik ekvivalenciaosztdlyon megegyezik f’-vel. Legyen u tehdt egy olyan
elem, amire a ~¢g (u) ekvivalenciaosztdlyon f és f” megegyezik. Ekkor egy g € G*
elemre o 4(g,u) = o (g,u). Ebbdl kovetkezik, hogy HY (G) = HI(G) = H}" (G) =
H'(G). Tegyiik fel most, hogy o € N/(G). Ekkor van olyan g € G* transzforma-
cié, amire of(g,u) =0 és o¢(g,u’) = idT'y, minden u’ ~ u-ra. Ebbél kovetkezik
Ok, f(g,0) = opr(g,u) = 0 és opn(g,u') = idT', minden u' » u-ra, hiszen amint
lattuk az, hogy oy = id 'y, teljesiil-e, nem fiigg a cimkézés megvalasztasatol. Tehat
o € N/"(G). Azt kaptuk tehat, hogy N/(G) ¢ N/ (@). Hasonléan adédik a mésik
irdnyd tartalmazas is, igy valéjaban N/(GQ) = N/ (@).

Tehat HY(G)= H"(G) é NI/(G)= N/"(G). Hasonléan bizonyithatéak
a HI'(G) = HI'"(G) és NI (G) = N/ (G) egyenléségek is, igy H/(G) = H!'(G)
és N/(G) =N (G). m

A T csoport hat sajidt magén a balrdl (vagy jobbrdl) szorzdssal. Ez a hatés
hii, igy adédik egy természetes I'y, — Sym(I'y) bedgyazés.

3.31. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym (V) egy zart csoport, ami a szimmetri-
kus csoportként hat a ~y-ekvivalenciaosztdlyok halmazan, és f egy kqg-cimkézés.
Ekkor I'y,, < N(G).

Bizonyitds. Legyenek u,v € V/ u # v tetsz6legesek. Legyen \ € Ty, tetszéleges.
Beldtjuk, hogy A € N(G).

Legyen f’ az a cimkézés, amire f/(u') = f(v') minden u' »g u esetén, és
f'(w') = M/ minden ' ~¢ u esetén. Legyen tovabbd g € Sym ((V \ 0)/ ~y, ) az
a permutacié, ami kicserédli u és v ekvivalenciaosztalyat. Ekkor gf g/ € G a 3.25. 4l-
litds szerint. Nyilvén g/ ¢/ € S(k(G)), igy ¢fg/ e G* =G NSk©@) ig teljesiil. Azt
allitjuk, hogy ekkor U(gfgf/,v) =Aés J(gfgf/,v') = id 'y, minden v’ = v-re. Ezt
elég bizonyitani, hiszen az N(G) csoport definicidja szerint A € N(G).

Tegyiik fel, hogy v' = pv valamilyen p € I'g,,-re. Ekkor

v = () = " = ?83 e %W e

Tegyiik fel most, hogy v’ ~ v. Ebbl 09" e, és gy 09 f’) = (f(v?

f ,
(f(v’gf)g = f(v'). Mivel g/ gf" € G*, ezért 09’9 g s teljesiil, igy N
azaz o(gl g/, v) =idTy,. m
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3.32. definicié. Legyen f egy tetszéleges k-cimkézés valamilyen k | p — 1-ra. Le-
gyenek tovabba I'y, < N < H < Sym(T'y) tetszOleges csoportok.

Ekkor legyen G%}(N,H) azon g € Symg(V) elemek csoportja, ami stabilizdl
minden ~-ekvivalenciaosztélyt, a o7(g,v) : v € V' \ 0 elemek mind elemei H-nak,
és a H/N faktorcsoportban megegyeznek.

Legyen G¢(N, H) := G3(N, H) (Sym (V' \ 0)/ ~ps ).

A 327 és 3.32 definiciékbdl kénnyen ldthaté, hogy ha Aut(V) < G <
Symék)(V) egy csoport, és f egy k-cimkézés, akkor

N(Gy(N,H)) =N é H(G;(N,H)) = H.

Ennek a megallapitdsnak egyszert kovetkezménye, hogy a Gy(N,H) < Gy(N', H')
pontosan akkor teljestil, ha N < N’ é H < H’, tovdbbd hogy G¢(N,H) =
Gf(N',H') esetén N = N’ és H = H' (azaz a G§(N, H) csoportok paronként kii-
lonbozdek).

3.33. lemma. Legyen f egy tetszbleges k-cimkézés valamilyen k | p — 1-ra. Legye-
nek tovabba I'y, < N <H < Sym(I';) tetszéleges csoportok. Ekkor G¢(N, H) tartal-
mazza Aut(V)-t, ko(n gy =k, és Gy(N, H) a teljes szimmetrikus csoportként hat
a ~-ekvivalenciaosztalyok halmazan.

Bizonyitids. A lemméban felsorolt allitdsokbdl csak az nem trividlis, hogy
Aut(V) < Gy(N,H). Mivel T'y, < N, H, ezért G¢(I'y,I'y) < Gf(N, H), igy elég be-
latni, hogy Aut(V) < G¢(I'y,T'). Legyen v € Aut(V) tetszbleges. Ekkor van olyan
g € Sym ((V \0)/ ~ke )f, hogy ¢’ := 7g stabilizdl minden ~j, ekvivalenciaoszélyt.
Mivel v € Aut(V), ezért o(g,u) € Ty, minden u € V' \ O-ra. A g egy f-fel kompati-
bilis permutécié, igy o(g,u) = idT'y. Ebb6l kovetkezik, hogy o(vg,u) € Ty, minden
u € V'\ O-ra. Ez definicié szerint éppen azt jelenti, hogy ¢’ = vg € G}(LI'x, '), ami-
bl ,
v =919 € G3(Tk,Ti) Sym (V\ 0)/ ~ie )| = G4(Th,Th).

Tehat valéban Aut(V) < Gy(T',Tx). W

3.34. tétel. Legyen Aut(V) < G < Sym (V), egy zdrt csoport, ami a szimmetri-
kus csoportként hat a ~y,-ekvivalenciaosztalyok halmazan, és f egy kq-cimkézés.
Ekkor vannak olyan I'y,, < N <H < Sym(I'y) csoportok, hogy G = G¢(N, H).

Bizonyitds. Azt allitjuk az N := N(G) és H := H(G) vélasztas jé lesz. Ekkor
a3.29. és a 3.31. lemmak szerint a 'y, < N<H < Sym(T'y,) tartalmazdsok teljesiil-
nek. A 3.26. kévetkezmény szerint G = G* (Sym (V\0)/ ~kg )f, igy elég belatni,
hogy G* = G}(N, H).

Tegyiik fel, hogy g € G*, és legyen v, w tetszéleges inekvivalens elemei V' \ 0-
nak. Ekkor o(g,v) € H(G) = H. Azt kell még belétni, hogy o(g,v) és o(g,w) képe
megegyezik a H/N faktorcsoportban. Ehhez elég beldtni, hogy 0’(97’())(7(9710)71
€ N. Legyen most ¢t € Sym ((V '\ 0)/ ~, ) az a transzpozici6, ami felcseréli v és
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w ekvivalenciaosztéalyat. Tekintsiik ekkor a h = gt/ g’l(fl)f = gt/ ¢~ 't/ kommu-
tatort. Ez minden ~g-ekvivalenciaosztalyt stabilizdl, és

a(h,v) = o(g,0)(t!,v)o (g™, w)o(t! ,w) = o(g,v)o(g,w) ™",
tovabba minden u ~¢ v, w esetén
o(h,u) = o(g,w)o(t!,w)o(g™t u)o(t! u) = id(Tgg)-

Legyen most v rogzitett és wy,ws,... a V' \ 0 halmaz elemeinek egy felsoroldsa.
Legyen ekkor minden i-re t; € Sym ((V '\ 0)/ ~k, ) az a transzpozicié, ami
-1
felcseréli w és w; ekvivalenciaosztalyat. Tekintsiik ekkor a h; := t/h(t]) " =t/ ht!
permutacidkat. Ekkor h; € G*,

1 -1 _1
a(hi,v) = o(t],v)o(g,v)a(g,w) o (t],v) " =a(g,v)a(g,w) 7,
és minden olyan u-ra, ami nem ekvivalens a v és w; elemek egyikével sem
7 £ .
o(hi,u) = a(t{, u)a(tf, uli )a(t{, u'i) = id(Thg)-

Ekkor a hq, hs, ... sorozat konvergens, és ennek a h hatarértékére h stabilizal min-
den ~g-ekvivalenciaosztélyt, o (h,v) = (g, v)o(g,w)” " és o(h,u) = id(I'y,) min-
den u ¢ v-re. Ebbél kivetkezik, hogy o(g,v)o (g, w)” " € N(H) := N. Ezzel belat-
tuk, hogy G* C G}(N, H).

Most beldtjuk, hogy G}(N, H) C G*. Legyen U egy véges részhalmaza V-nek.
Mivel G zért, ezért az dllitdshoz elég beldtni, hogy G} (N, H)|U C Gy AGYH,
hatdst generdljdk a ¢gn,,: n€ N, u €U és a ¢'(h): h € H elemek megszoritdsai
U-ra, ahol a g, ., és ¢'(h) elemek stabilizdlnak minden ~g-ekvivalenciaosztalyt,
o(g'(h),v) = h minden v € U-ra, o(g(n,v),v) =n és o(g(n,u),v) = id(I'k,) min-
den uw € U\ ~¢ (v)-re. Az N = N(G) csoport definicidjabdl kovetkezik, hogy
a g(n,u)’ o elemeket mind tartalamazza G*[;;, gy elég belatni, hogy tetszdleges
h € H esetén g’(h)|U € G*|;- A H csoport definiciéja miatt van olyan go € G*
elem, amire o(go, v) = h valamilyen v € V'\ O-ra. Lattuk, hogy G* C G}(N, H). Eb-
bél kovetkezik, hogy minden u € V'\ 0 esetén o(go, u) = hn,, valamilyen n, € N-re.
Legyen U’ a V7 egy olyan véges halmaz, amire | J, oy s ~¢ (v) lefedi U-t, és tekint-
siik a g1 = go [[,eu g~ (ny, u) permutaciét. A g(n.,,u) transzformacidk paronként
felcserélhetOek, igy az el6bbi szorzatnal mindegy, hogy milyen sorrendben szorozzuk
Ossze az elemeket. Ekkor tetszéleges u € U esetén

o(g1,u) = a(go,u)a(g_l(nu,u)) =hnyn,' =h=0(g,u),
igy ily =9 (h)|U, és ezt kellett bizony{tanunk.

3.35. kovetkezmény. HaI'y < N < H < Sym (Fk(G)), akkor a G¢(N, H) jelélés
fiiggetlen az f cimkézés megvalasztasatol.

Bizonyitas. Legyen f és f' két tetsz8leges k-cimkézés. Ekkor H (G¢(N,H)) = H és
N(Gy(N,H)) = N. Ekkor azonban a 3.34. tételt alkalmazva a G (N, H) csoportra
és az f' cimkézésre addédik, hogy G;(N,H) =G (N,H). |
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4. A vektortér 0-t nem fixal6é reduktjai

Legyen V tovébbra is egy megszdmlalhatéan végtelen dimenziés vektortér ), f516tt,
ahol p > 3 prim. Ebben a fejezetben belatjuk, hogy ha V' automorfizmuscsoportja-
nak egy zart szupercsoportjanak van olyan eleme, ami nem tartja a 0-t, akkor V'
vagy az affin transzformdcidk csoportja, vagy a teljes szimmetrikus csoport. Ezen
allitas bizonyitasahoz hasznélni fogjuk az el6z6 fejezet eredményeit.

Jelolje Aff(V) az affin transzformdciok csoportjat V-ben. Egy v € V' vektor
esetén jeldlje tr, az u — u+ v eltoldst V-n. Ekkor minden g € Aff(V') egyértelmiien
felirhaté g = go tr,, alakban, ahol gy € AutV és u € V. Mivel Aut(F,) trividlis, és
p > 3, ezért az affin geometria alaptétele szerint egy g € Sym(V') transzformécié
pontosan akkor affin transzformacio, ha kollineacid, azaz g minden affin egyenest
egyenesbe visz. Erre az észrevételre még sziikségiink lesz a késébbiekben.

4.1. lemma. Ha Aut(V) < G < Sym(V) csoport, ami nem tartja a 0-t, akkor G
tranzitivan hat V-n.

Bizonyitds. Aut(V) tranzitivan hat V' \ 0-n, és G-nek van olyan eleme, ami a 0-t
egy V '\ 0-beli vektorba képezi. Ebbdl kovetkezik, hogy G tranzitiv. H

A bizonyitashoz sziitkségiink lesz az alabbi jel6lésre.

4.2. definicié. Legyen G egy csoport, ami hat V-n, és legyenek, a,b € V tetsz6-
legesek. Ekkor jelolje Fg(a,b) az {a,b} halmaz elemenkénti stabilizdtoranak véges
orbitjainak uni6jat.

Ez a jelolés a kovetkezd mddon fiigg Gssze a 3. fejezetbeli ,,~g” jeloléssel.

4.3. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym(V) egy csoport. Ekkor b € F(0,a) pon-
tosan akkor teljesiil, ha b ~qg, a vagy b =0.

Bizonyitas. b = 0 esetén az allitds trividlis, tegyiik fel most, hogy b # 0.

Tegyiik fel el6szor, hogy b ~¢, a. Ekkor definicié szerint minden g € Gy esetén
b9 € (a?), igy minden b € (Gy), esetén b9 € (a). Ekkor mivel (a) véges, igy b orbitja
is véges. Tehdt b € F(0, a).

Tegyiik fel most, hogy b « a. Ekkor van olyan g € Gy, hogy a?,b9 linedrisan
fiiggetlenek. Legyen h € Aut(V) C Gy egy olyan linedris transzformécid, ami a9-t
a-ba viszi. Ekkor gh € (Gp), és b9" ¢ (a). Ekkor a 3.4. lemma szerint (Go),,(b)
végtelen, igy b ¢ F;(0,a). W

4.4. kbvetkezmény. Legyen Aut(V) < G < Sym(V') egy csoport, ami nem tartja
a 0-t. Ekkor tetszéleges u,v € V kiilénbéz6 vektorok esetén |Fg(u,v)| = kg, + 1.

Bizonyitéds. A 4.1. lemma szerint G tranzitiv, igy az allitast elég beldtni abban

az esetben, amikor u = 0. A 4.3. lemma szerint azonban ekkor F'(u,v) = F(0,v) =
{weV:w#0,w~g, v} U{0}, specidlisan F(0,v) = kg, +1. |
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4.5. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym(V) egy csoport, ami nem stabilizalja
a 0-t. Ekkor tetszdleges a,b € V,a # b és u,v € Fg(a,b),u # v esetén Fg(u,v) =
Fg(a, b)

Bizonyitas. A 4.1. lemma szerint G tranzitiv, igy feltehet6, hogy a = 0. A 4.3.
lemma szerint ekkor ¢ € F(a,b) pontosan akkor teljesiil, ha ¢ ~¢, b. Tegyiik fel
most, hogy u,v € Fg(a,b),u #v és w ¢ Fg(a,b). Ekkor u ~g, b ~g, v és w =g,
b ~q, u. Ebbdl kovetkezik, hogy létezik olyan g € Gy, hogy w9 és uf linedrisan
fiiggetlenek. A ~¢, relécié definiciéja miatt v9 € (u9), igy w? ¢ (u) = (u9,v9). Igy
a 3.4. lemma szerint (Go),,s o (w?) végtelen. Ekkor (Go),, ,(w) is végtelen, és igy
Gy,v(w) is végtelen. Tehat w ¢ Fg(u,v). Belattuk tehdt, hogy w ¢ Fg(a,b) esetén
w ¢ Fg(u,v). Ez azt jelenti, hogy Fg(u,v) C Fg(a,b). A 4.4. kovetkezmény szerint
azonban ’Fg(a,bﬂ = ’Fg(u,v)‘ =kg, + 1, igy Fo(u,v) = Fg(a,b). W

4.6. lemma. Legyen Aut(V) < G < Sym(V) egy zdrt csoport, ami nem fixdlja
a 0-t. Ekkor kg, =1 vagy kg, =p — 1.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 1 < kg, < p — 1. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan
A eF,\ {0,1}, hogy Av =g, v. Ekkor a 4.3. lemma szerint Av ¢ Fg(0,v). Azt
allitjuk, hogy ekkor 0 ¢ Fg(v, Av). Tegyiik fel ugyanis, hogy 0 € Fg(v, Av). Ebbdl
a 4.5. lemma szerint F'(v, \v) = F(0,v) kovekezik, amibSl v € Fg(0,v), ami nem
lehet. Mivel 1 < kg, ezért a 4.4. kovetkezmény szerint van olyan u € Fg(v, Av),
amire u # v, \v. Az el6bbiek szerint u = 0 nem lehetséges. Mivel u € Fg(v, \v),
ezért Gy o (u) véges, és igy (Go), y,(u) is véges. Ekkor a 3.4. lemma szerint u €
(v, vy = (v). Azt kaptuk tehat, hogy létezik olyan u € F,, \ {0,1, A}, hogy pv =u €
Fe(v, Av).

1. eset: pv g, v €s pv =g, Av. Ebben az esetben v, Av, yv paronként inekviva-
lens vektorok. A Gy = G N Sym (V), csoport zart, és tartalmazza Aut(V)-t, igy
a 3.16. tétel szerint Gy 3-tranzitivan hat a ~¢,-ekvivalenciaosztdlyok halmazan.
Specidlisan létezik olyan g € Gy, amire a v?, (\v)?, (uv)? vektorok linedrisan fiig-
getlenek. Ekkor a 3.4. lemma szerint (Go),s (1,0 (1g) végtelen, és igy (Go), ., (1v)
is végtelen, ami ellentmond annak, hogy uv € Fg(v, Av). Tehdt pv ~g, v vagy
1V ~a, AU.

2. eset: pv ~g, v. Ekkor a 4.4. kovetkezményt haszndlva pv € Fg(v, Av), amibél
A € Fg(v, pv) = F(0,v), ami ellentmondas.

3. eset: pv ~g, \v. Ekkor megint a 4.4. kovetkezményt hasznélva pv € Fg(v, Av),
amibdl v € Fg(Av, pv) = Fg(0, Av) adédik, és igy a 4.3. lemma szerint \v ~g, v,
ami ellentmondas.

Minden esetben ellentmondést kaptunk, tehdt kg, =1 vagy kg, =p—1. ®

A 4.4 és a 4.6. lemmak szerint, ha egy Aut(V) < G < Sym(V') csoport nem
fixdlja a O-t, akkor tetszéleges u,v € V, u # v elemek esetén ’F(u, v)| =2 vagy
|F(u7v)} =p+1. Az elébbi esetben nyilvdn F(u,v) = {u,v}. Beldtjuk, hogy
az utébbi esetben F(u,v) = L(u,v), az u,v vektorokat 6sszekotd affin egyenes. Eh-
hez elGszor sziikségiink lesz az aldbbi lemmaéra.
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4.7. lemma. Legyen U egy 2 dimenziés vektortér F,, felett, és legyen H C U, |H| =
p egy olyan halmaz, amelynek elemei paronként linedrisan fiiggetlenek, és kielégiti
az alabbi feltételt:

(1) Tetszbleges A\, € F, és u,v,u’,v" € H esetén, ha u # v,u’ # v’
és \u+ pv € H, akkor M’ + uv' € H.

Ekkor H egy affin egyenes U-ban.

Bizonyitas. A bizonyitdsban jelsljiik I-vel azon (A, ) € IFIQ, parok halmazat, amire
Au+ pv € H valamelyik (az 6sszes) kiilonbozé elemekbdl allé (u,v) € H? esetén.
Koénnyen lathatd, hogy ekkor (A, u) € I pontosan akkor teljesiil, ha (u, \) € I tel-
jestil.

1. dllitas. Ha (A p) € I, ahol A\, # 0, akkor (u+1,—u) € I. Legyenek ugyanis
a,b € H,a # b tetszOlegesek. Tekintsitk most a kovetkez6 Osszefiiggést.

()\a—i—ub)—%b:aeH.

> =

Mivel p # 0, ezért Aa + ub # b, és igy (%, —%) € I. Hasonléan %a — &b # a, hiszen
u # 0. Ekkor mivel (A, u) € H, ezért

HS)\(i\aib>+ua(u+1)aub.

Ebbél kévetkezik, hogy (n+ 1, —p) € I.

Most beldtjuk a lemma &llitasat. Legyenek megint a,b € H,a # b tetszblege-
sek. Ha p =3 és —a — b € H, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor csak H = {a,b,
—a — b} = L(a,b) lehetséges. Tegyiik fel ezért, hogy p > 3, vagyp=3és —a—b ¢ H.
Mivel |H| = p, ezért mindkét esetben azt kapjuk, hogy van olyan (A, u) € I pér,
amire A # 0, p1 # 0 és a A\, p elemek valamelyike nem —1. Mivel (X, ) € I pontosan
akkor teljesiil, ha (u, \) € I, ezért feltehetd, hogy 1 # —1. Ekkor az el8bbiek szerint
(b+1,—p) el

Legyen most M azon v-k halmaza, amire (v +1,—v) € I teljesiil. Ekkor
0,—1,u € M, és a feltételeink szerint u # 0,—1. Ha (v + 1,—wvb) € I és v # 0, —1,
akkor az 1. allitas szerint <l/+ 2, —(v+ 1)) € I. Ebbdl kovetkezik, hogy p,pu +1,. ..,
p—2€M.Ha (v+1,—v) €1 és v#0,—1, akkor (—v,1+v) € I, és ekkor az 1.
allitds szerint (—v + 1,v) € I és igy (1/, —(v— 1)) € I. Ebbdl kovetkezik, hogy p,
pw—1,...,2€ M. Ez azonban azt jelenti, hogy csak M = [, lehetséges, és ekkor
I>{(v+1,-v): veF,}, amibél

H>{(v+1)a—vb: v€F,} = L(a,b)

adddik. Az L(a,b) egyenes szdmossaga azonban p, igy csak H = L(a,b) lehetséges.
|
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4.8. allitds. Legyen Aut(V) < G < Sym(V) egy zdrt csoport, ami nem fixalja
a 0-t. Ekkor ha k¢, = p— 1, akkor Fg(a,b) = L(a,b) tetszbleges a,b € V kiilénbozé
elemek esetén.

Bizonyitas. Tegyiik fel eloszor, hogy a,b € V linedrisan Gsszefiiggenek. Ekkor ha
v ¢ (a,b), akkor a 3.4. lemma szerint (Go), ,(v) végtelen, és igy G, p(v) is végtelen,
amibdl kovetkezik, hogy v ¢ Fg(a,b). Tehdt Fg(a,b) C (a,b). Ha a,b linedrisan
vsszefiiggenek, akkor |(a, b)‘ = ‘L(a, b)| = p. A 4.4. kévetkezmény szerint az Fe(a, b)
halmaz is p elemii. Ez csak Fg(a,b) = L(a,b) esetén lehetséges.

Tegyiik fel most, hogy a,b € V linedrisan fiiggetlenek. Legyen U = (a, b), ekkor
dim U = 2. Az el8bbiekhez hasonléan v ¢ (a,b) esetén v ¢ Fg(a,b), gy Fg(a,b) C
U. Belatjuk, hogy ekkor az U 2 dimenziés altérre, és a H := Fg(a,b) halmazra
teljesiilnek a 4.7. lemma feltételei. Ez elég, hiszen ekkor a 4.7. lemma szerint H =
Fe(a,b) egyenes, és ekkor ez az egyenes csak L(a,b) lehet, hiszen a,b € Fg(a,b).

A 4.4. kévetkezmény szerint |H| = |Fg(a,b)| = kg, + 1 = p. Beldtjuk most,
hogy H nem tartalmaz két kiilonboz6 linearisan Osszefiiggd vektort. Tegyiik fel
ugyanis, hogy 0 # u, Au € F(a,b), ahol A # 1. Ekkor a 4.5. lemma szerint F(a,b) =
F(u, Au), ami lehetetlen, hiszen az allitdsnak a mér bizonyitott el6z8 esete szerint
F(u, M) = (u), és ekkor F'(u,Au) nem tartalmazhatna két linedrisan fiiggetlen
vektort. Be kell még latni a 4.7. lemma (1) feltételét. Ehhez tegyiik fel, hogy
uw,v,u',v" € H olyan vektorok, hogy u # v, v’ # v/, és legyenek p, A € F,, olyan
egyliitthatok, amelyekre Au + pv € H teljesiil. Be kell latnunk, hogy ekkor Au’ +
wv' € H. A 4.5. lemma szerint F(a,b) = F(u,v) = F(u/,v"), {gy ezen §llitdshoz
elég beldtni, hogy G,/ (A + pv’) véges. Legyen most g € Aut(V) C G egy olyan
linedris transzformdcié, amire (u')? = u és (v')? = v. Ilyen 1étezik, hiszen az u, v és
az u',v’ is linedrisan fiiggetlen parok. Ekkor

|G o (Au+ )| = ‘G(u/)g’(vx)g (M’ + p")?) | = |Guw(Au + )

ami véges, hiszen Au + pv € H = Fg(a,b) = Fg(u,v). &

4.9. tétel. Legyen Aut(V) < G < Sym(V') egy zdrt csoport, ami nem fixdlja a 0-t.
Ekkor G = Aff(V') vagy G = Sym(V).

Bizonyitas. A 4.6. lemma szerint kg, = 1 vagy kg, =p — 1.

1. eset. kg, = 1. A Go = GNSymy (V') csoport zért, igy a 3.17. kovetkezmény szerint
Go = Symy(V). A 4.1. lemma szerint azonban a G csoport tranzitivan hat V-n.
Ez csak G = Sym(V) esetén lehetséges.

2. eset. kg, = p — 1. Ekkor elészor beldtjuk, hogy G < Aff(V'). Ehhez elég belatni,
hogy G minden eleme kollinedcié. Legyen tehdt g € G és L = L(a,b) egy tetszéleges
affin egyenes V-ben. Ekkor a 4.8. §llitds szerint L(a,b) = Fi(a,b). Az Fg(a,b) hal-
maz definici6jabél konnyen lathaté, hogy (Fe(a,b))’ = Fa(a?,b9), igy (L(a,b))’ =
Fe(a%,b9) = L(a%,b9). Tehét g valdban kollineacié. Tehdt G < Aff(V).

Beldtjuk most, hogy valéjaban G = Aff(V'). Tegyiik fel ugyanis, hogy g € G és
g nem fixédlja a 0-t. Ekkor g = go tr,, alakd valamilyen go € Aut(V)-re és v € V' \ 0-
ra. Ekkor gg € Aut(V) C G miatt tr, € G is teljesiil. Beldtjuk, hogy ekkor mér
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G tartalmaz minden eltoldst. Ez elég, hiszen az eltoldsok generdljak Aff(V)-t.
Legyen tehat w € V'\ 0 tetsz6leges. Legyen ekkor h € Aut(V) C G egy olyan linedris
transzformécid, ami v-t w-be képezi. Ekkor tetszéleges u € V esetén

uhfltrvh — (uh*1 +’U>h _ (uhfl)h —l—Uh _ u—l—vh —u+w= utrw’
fgy G h~ltr,h =tr,. W
A 4.9. tétel azonnali kivetkezménye a kovetkez6 tétel.

4.10. tétel. Legyen A a V struktira egy reduktja, amiben a 0 nem definialhato.
Ekkor 21 vagy ekvivalens V -vel, mint egy megszamldlhatéan végtelen dimenzids affin
térrel, vagy ekvivalens a megszamlalhatéan végtelen, struktira nélkiili halmazzal.

Bizonyitas. Legyen G := Aut(2l). Legyen tovabba 2% az a struktira, amit A-bdl
kapunk tgy, hogy hozzavessziik a 0-t, mint konstanst. Mivel a 0 nem definidlhaté
2A-ban, ezért A és A nem ekvivalensek. Ekkor a 2.1. tétel szerint

G = Aut(A) # Aut A’ = G N Sym (V),,.

Specidlisan G £ Sym (V),. A G csoport egy struktira automorfizmuscsoportja,
gy zart. Ekkor a 4.9. tétel szerint G = Aff(V') vagy G = Sym(V'), amibdl szintén
a 2.1. tételt hasznalva addédik a tétel allitasa. W
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BOOLE-ALGEBRAK FUNKCIONALIS
REDUKTJAI

BODOR BERTALAN, KALINA KENDE

Bevezetjiik a funkciondlis redukt fogalmat, mint specidlis reduktokat, illetve meg-
hatarozzuk bizonyos Boole-algebrak tsszes funkcionélis reduktjat.

1. Bevezetés

Jelolje Ba = (B, A,V,0,1,7) a megszamldlhaté atommentes Boole-algebrat. Izo-
morfia erejéig pontosan egy ilyen struktira létezik. Konnyt ellenorizni, hogy Ba
barmely két véges részalgebrdja kozott mend izomorfizmus kiterjed ‘Ba egy au-
tomorfizmusdva, tovabba minden véges vagy megszamlalhatéan végtelen Boole-
algebra bedgyazhaté Ba-ba. Azaz Ba homogén és univerzilis a Boole-algebrak
osztalyaban.

1. definicié. Egy A = (A4, f1,. .., fn) algebra egy funkcionélis reduktjan egy (A, 1,
.., ty) algebrat értiink, ahol a t; kifejezések elédllnak az f;-k iteralt kompozici6i-
ként, azaz a t; miveletek az A algebra kifejezés-fliggvényei.

Példaul (B, A), ahol A a szimmetrikus differenciat jeloli, Ba egy Abel-csoport
reduktja. Ebben a dolgozatban Ba funkciondlis reduktjait klasszifikdljuk. Megmu-
tatjuk, hogy lényegében 13 ilyen funkciondlis redukt létezik, és jellemezziik ezen
funkcionalis reduktokat.

A Ba algera w-kategorikus. Egy 2 strukturat w-kategorikusnak neveziink, ha
megszamlalhatd, és elméletének minden megszamlalhaté modellje izomorf 2A-val.
Azaz, ha egy U struktirdban ugyanazok az elsérendii formuldk igazak, mint Ba-
ban, akkor 2 izomorf kell, hogy legyen Ba-val. A Ba struktira el6all, mint a véges
Boole-algebrék osztalydnak Fraissé-limesze [7]. Sok és sokféle onmagéban is érdek-
16désre szdmot tarté (reldcids) homogén struktira ismert. Kozéjiik tartozik példaul
a véletlen graf, a véges testek feletti megszamlalhatéan végtelen dimenzids vek-
torterek, a racionalis szdmok halmaza a szokdsos rendezési relacioval elldtva vagy
a megszamlalhaté atommentes Boole-algebra. Kevésbé ismert, de egyszertiségiik
miatt fontos példa a Henson-grafok csaladja, ezek azok a H,, megszamlalhaté homo-
gén grafok, amelyek nem tartalmaznak teljes K, részgrafot [8], tovabbd a homogén
részbenrendezett halmaz, ami a véletlen grafhoz hasonléan megkaphaté véletlen
konstrukciként is [1]. A homogén struktirdk altaldnos elméletének kidolgozdsa
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Fraissé munkéjéval kezd6dott [7], a Fraissé-tétel karakterizélja azokat a végesen
generalt strukturdkbol allo osztalyokat, amelyek eléallnak, mint valamely homogén
struktira végesen generalt részstrukturdinak osztalya.

Ebben a dolgozatban egy struktira egy reduktja alatt a struktira alaphalma-
zan értelmezett reldcidk olyan halmazat értjiik, amelyek mindegyikére igaz, hogy
els6rendti formulakkal definidlhaté a struktiraban. A reduktok halmazan értelmez-
heté egy kvazirendezés: R; < Ry pontosan akkor, ha Ry minden reldciéja definidl-
haté R, feletti elsérendli formulakkal. Két redukt kolesonosen definidlhatd egymés-
sal, ha Ry < Ry és Ry < Ry, azaz R; minden reldciéjat definidlni lehet Ro feletti
els6rendli formulakkal, és Ry minden relacidjat definialni lehet R, feletti elsérendii
formulakkal. A 2. tétel fontos kovetkezménye, hogy w-kategorikus struktira min-
den reduktja is w-kategorikus. Ez nem w-kategorikus struktirakra még akkor sem
feltétlen igaz, ha a struktira nyelve véges, és csak relacidkat tartalmaz. A [14]-ben
megtalalhaté Lachlan egy ellenpéldajanak leirasa.

Egy redukt automorfizmuscsoportja pontosan azon permutédciokbdl &all, ame-
lyek megérzik a redukt Osszes relacidjat, igy specidlisan tartalmazza az eredeti
struktira automorfizmuscsoportjat. Tovabba, egy redukt automorfizmuscsoport-
jara teljesiil a kovetkezd zértsdgi feltétel: ha g1, ga, ... € Aut(R) permutaciok egy
sorozata a redukt automorfizmuscsoportjabdl, amelyekre teljesiil, hogy a struk-
tira minden a elemére van olyan j index és b, elem, hogy minden n > j indexre
gn(a) = by, akkor a g1, ga, ... sorozat hatarértéke, a h(x) = b, permutdcié is benne
van az automorfizmuscsoportban.

Azonban w-kategorikus struktirdk esetén ennél erGsebb is igaz: a struktira
automorfizmuscsoportjat tartalmazé zart részcsoportok bijekciéban allnak a re-
duktok kolecsonos definidlhatésagra vett ekvivalenciaosztalyaival, igy w-kategorikus
struktirdk esetén a reduktok klasszifikalasa ekvivalens a struktira automorfizmus-
csoportjat tartalmazd zart részcsoportok osztélyozasaval.

Szamos w-kategorikus homogén struktiranak sikeriilt osztdlyozni a reduktjait
kolesonos definidlhatosdg erejéig. Kolesonos definidlhatosag erejéig 6t kiillonbozo
reduktja van példdul a raciondlis szdmoknak a szokdsos rendezésiikkel ellatva [6],
a véletlen grafnak [14], a véletlen turnamentnek [2] és a véletlen poszetnek [12].
A Kklasszifikdci6 ismert a konstanssal ellatott Henson-gréfokra is [13]. A homogén
rendezett grafnak viszont mar t6bb mint 40 [3], a raciondlis szémoknak a rendezés-
sel és egy konstanssal elldtva mér 116 [10], a véletlen grafnak egy konstanssal ellatva
pedig mar tobb mint 300 reduktja van. Ez utébbira nem is ismert a teljes klasszi-
fikacié. Ennek alapjan megfogalmazhato, hogy minél tobb eleme van a nyelvnek,
varhatéan anndl nagyobb lesz a reduktok szama, és ez egyszeriinek tiing strukti-
rakra is meglepden nagy tud lenni. Mivel a ‘Ba nyelve tobb jelet tartalmaz az itt
felsorolt strukturdk nyelveinél, igy itt is sok reduktra lehet szamitani.

Az eddigi klasszifikdcidkban az a kozds, hogy a vizsgdlt struktirdk nyelve
minden esetben véges, és nem tartalmaz fiiggvényjeleket. A legtobb klasszifikacio ad
hoc szamolédsokat hasznal, ijabban Bodirsky és Pinsker munkaja nyoman Ramsey-
elméleti médszereket alkalmaztak sikerrel [4]. Az dltalunk vizsgdlt strukturdk ezzel
szemben nem irhatéak le véges relacids nyelven. fgy az eddig ismert moédszerek nem
miikddnek.
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Az dltalunk vizsgélt funkciondlis reduktokon hasonléan értelmezhetd egy kvazi-
rendezés: C; < G pontosan akkor, ha C; minden miivelete definidlhaté ©; feletti
els6rendti formuldkkal. Ezekre is igaz, hogy automorfizmuscsoportjuk zart, és w-
kategorikus esetben ha két funkciondlis redukt automorfizmuscsoportja megegyezik,
akkor azok elsérendii formulakkal kolcsonosen definidlhatéak egyméasbdl. Azonban
a funkciondlis reduktok ekvivalenciaosztdlyai nem &llnak bijekciéban a zart cso-
portokkal: létezhetnek olyan zart, a struktira automorfizmuscsoportjat tartalmazo
csoportok, amelyek nem &allnak el6 funkcionalis redukt automorfizmuscsoportja-
ként.

Egy algebra felett el6fordulhat, hogy létezik olyan fiiggvény, amely defini-
alhaté az algebra miiveleteivel elsérend{i formuldkkal, de nem kifejezésfiiggvény.
Ilyenre példa, ha egy halé alaphalmazat tekintjiik, amelyen csak a A miivelet
adott: a V miivelet definidlhaté elsérendii formuldval: a Vb= c < (Vd)((dAa=a
ésdANb=">b) >dNc= c), viszont nem kifejezésfiiggvény. Tehdat két kiilonb6z6 Cq
és Cy funkciondlis reduktnak lehet azonos automorfizmuscsoportja.

Az w-kategorikus struktirdk elméletében fontos szerepet tolt be az aldbbi
tétel [9]:

2. tétel (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius). Egy 2 struktira pontosan akkor
w-kategorikus, ha Aut(2() oligomorf.

A 2. tétel egyszerii kbvetkezményei az aldbbiak:

3. kovetkezmény. Legyen 2 egy w-kategorikus struktira és R egy olyan rela-
ci6 A alaphalmazdn, amelyet minden Aut(2l)-beli permutdcié megdriz. Ekkor R
definialhato egy A feletti elsérendii formulaval.

4. kovetkezmény. Legyen C,Cy,Co, ..., Cr néhany funkciondlis reduktja Ba-nak.
Ekkor a kévetkezé két feltétel ekvivalens:

o Aut(C1) NAut(Cq)...N Aut(Cr) = Aut(C).

e C; UCy...UC, minden miivelete definialhaté C-bél, és € minden miivelete
definidlhaté G U Cqy ... U Cp-bAL

2. A nemlinearis funkcionalis reduktok

A dolgozat tovabbi részében a Ba megszamlalhaté atommentes Boole-algebra funk-
ciondlis reduktjait fogjuk klasszifikalni kolcsonds definialhatésag erejéig. Mivel ez
a sruktira w-kategorikus, igy elegendd azon Aut(Ba) < G < Sym(Ba) csoportokat
meghatdrozni, amelyek el6dllnak valamilyen funkcionalis redukt automorfizmus-
csoportjaként. A struktirdval mint Boole-gyfiriivel fogunk dolgozni; az elsérendii
kolesonos definidlhatésag onmagédban nem lenne elégséges, de a Boole-algebra és
a Boole-gytiri kifejezésfiiggvényei megegyeznek, igy ez megengedett.

Ebben a fejezetben a Ba megszamlilhaté atommentes Boole-algebra nem-
linedris funkciondlis reduktjait klasszifikdljuk. Ehhez meghatérozzuk a Sym(Ba)-
nak az Aut(Ba)-t tartalmazé olyan zdrt részcsoportjait, melyek megdriznek vala-
milyen nemlinedris kifejezésfiiggvényt.

59



Legyen f(z,y) egy kétvaltozds kifejezésfiiggvény. Ekkor f(z,y) felirhaté az 1,
x, Y, xy monomok koziil valahdny 6sszegeként, mivel minden Boole-gy{iri kommu-
tativ, és minden elem idempotens a szorzasra nézve.

5. lemma. Ha Aut(Ba) < G < Sym(Ba) megdriz valamilyen f(z,y) nemlinedris
kétvaltozos kifejezéstiiggvényt, akkor G = Aut(Ba).

Bizonyitas. Ha egy ¢ permutacié megérzi az xy = x Ay vagy az xy+x+y=xVy
miiveletek valamelyikét, akkor ¢ automorfizmus. Ez azért igaz, mert minden halét
meghatiroz 6nmagaban egy is a A és a V miveletek koziil, és egy Boole-algebra
hélé ezekre a miiveletekre.

e Legyen f(z,y) = zy+=, ekkor f(z, f(z,y)) = #(zy + x) + = = zy miatt min-
den f-et megOrzé permuticiéo automorfizmus, ugyanez igaz az xy + y mive-
letre is.

e Legyen g(z,y) = zy + = + 1, ekkor g(g(z,y),y) = (zy+x+ )y + (zy + = +
1)+ 1 =2y + x4+ y miatt minden g-t megbrzd permutdcié automorfizmus,
ugyanez igaz az xy + y + 1 miveletre is.

e Legyen h(z,y) = zy + 1, ekkor h(h(z,x),h(y,y)) = (zz+ 1) (yy+ 1)+ 1=
zy + x + y miatt minden A-t megdrzé permutacié automorfizmus.

e Végiil legyen k(z,y) = zy + x +y + 1, ekkor k(k(z,2),k(y,y)) = (z+1)(y +
D+ (x+1)+ (y+1)+ 1 =2y miatt minden k-t megdrz$ permutécié is au-
tomorfizmus.

Ezzel a felsoroldssal az Osszes esetet ellenériztiik. H

Ha f egy tetszOleges Boole-fiiggvény, melynek aritasa k, akkor

k
flz, ... xp) = Z agHmfi

gek2 i=1
alakban is felirhat6, ahol minden oz értéke 0 vagy 1. A tovabbiakban egy €k hosszi
0 — 1 vektorra |£] jelsli Zle g;-t.
Jelolje tovabba fy,o, (z1,...,2k—1) = f(@1,..., 21,2, Tjq1,...,7x) amikor
f-ben xz; helyébe z;-t helyettesitiink. Amennyiben ez nem okoz félreértést, fi, s,
helyett irhatunk f;;-t. Sziikségiink lesz az aldbbi definiciéra is:

6. definicié. A Ba struktira egy c elemével vald eltoldson a t.(a) = a + ¢ permu-
taciét értjiikk. Az dsszes eltolds csoportjat T-vel fogjuk jelolni: T = {t. : ¢ € Ba}.

Most karakterizaljuk a haromvaltozos nemlinearis kifejezésfiiggvények lehetsé-
ges automorfizmuscsoportjait:

7. lemma. Legyen f(x,y,2) = arzyz + agry + asyz + aq2x + azx + aoy + a1 2 + ag
egy nemlinearis haromvaltozos kifejezésfiiggvény. Ekkor minden olyan ¢ permuta-
ciora, amely eleme Aut(f)-nek, a kivetkezs két lehetdség egyike teljesil:

o ¢ eleme Aut(Ba)-nak

o  elball egy Aut(Ba)-beli elemnek és egy nem-identikus eltoldsnak a kompo-
ziciojaként.
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Bizonyitds. Ha az f.y, fy, [ fliggvények legaldbb egyike nemlinedris, akkor
az b. lemma miatt készen vagyunk.

e Ha oy =1 és ag = as akkor f,, nemlinedris. Az as = oy és a oy = a alesetek
hasonldak, és ezek koziil legalabb az egyik fennall.

e Ha ay = 0 és ay, as, ag mindegyike 0, akkor barmely két valtozd azonositasa
nemlinearis fiiggvényt eredményez.

e Ha a7 =0 és ay, as, ag koziil pontosan az egyik 1, feltehetjiik, hogy a4 az,
akkor f,. megfelel.

e Ha a7 =0 és ay, as, ag koziil pontosan az egyik 0, feltehetjiik, hogy a4 az,
akkor f., megfelel.

e Ha a7 =0 és au, as, ag mindegyike 1, dgy f(x,y,2) = zy+yz + 2z + azz +
oy + a1z + ap alakd. Ekkor ha ay, as, as kozott az 1-esek szama 0 vagy 2,
az f(x+c,y+c,z+c¢)=xy+yz+ze+c+azx+azc+ ay+asc+arz+
arc+ ap = f(x,y,2) + (aq + ag + ag + 1)c azonossdg miatt minden ¢ € Ba
elemre a t.(a) = a+ c eltolds meg6rzi f-et. Legyen ¢ tetsz6leges f-et megbrzé
permutdcié. Definidljuk a @ = t, () o ¢ permutaciét (p(z) = () + ¢(0)),
megmutatjuk, hogy @ eleme Aut(Ba)-nak. A ¢ permutdcié megdrzi f-et, és
»(0) =0, igy megérzi a g(x,y) = f(z,y,0) figgvényt is, ami viszont egy nem-
linedris kétvaltozos kifejezésfiiggvény, igy ¢ € Aut(Ba) az 5. lemma miatt.
A t;(lo) o @ = p egy a keresett tipusu felbontdsa ¢-nek.

e Ha pedig a7 =0, és ay, as, ag mindegyike 1, és a1, as, ag kozott paratlan sok
1 van, akkor f(a,a,a) = (fy:),,(a) =0 vagy f(a,a,a) =1 minden a € Ba-
ra, ezért a g(z,y) = f(z,y, f(z,2,z)) fiiggvény egy nemlinedris kétvaltozos
kifejezésfiiggvény, igy minden az f-et, és igy g-t is megorz6 ¢ permutaciéra
» € Aut(Ba) az 5. lemma miatt. MW

Tehét ha f(z,y,2) = 2y + yz + 22 + a3z + a2y + a1z + ap alakd, ahol ay, as,
as kozott az 1-esek szama 0 vagy 2, akkor az alabbi két feltétel ekvivalens:
e Egy  permutacié megorzi az f fiiggvényt.

e Egy ¢ permutécié el6éll ¢ = t o) alakban, ahol ¢ egy eltolds, és ¢ € Aut(Ba).

Jeloljiik M-mel a medidns miiveletét: M (z,y,2) = zy +yz+ zx, tovabbd jelolje
Aut(M) a medidns miiveletét meg6rz6 permutécidk csoportjat.

8. tétel. Aut(M) =T x Aut(Ba)

Bizonyitas. Mivel Aut(M) minden eleme megérzi M (x,y,z) = xy + yz + x2-et,
fgy Aut(M) minden ¢ eleme el8all ¢ =to) alakban (t € T és ¢ € Aut(Ba))
a 7. lemma alapjan. Tovdbba Aut(Ba) és T minden eleme megérzi a medidnst,
fgy Aut(M) = (Aut(Ba),T).

Az Aut(Ba) és T csoportoknak egyetlen kozos eleme van, az identitds, mert
Aut(Ba) minden eleme fixdlja a 0-t, és az identitds az egyetlen 0-t fixdlé eltolds.
Be kell még latnunk, hogy T normélosztd, ehhez elég megmutatni, hogy tetszéleges
te €T és ¢ € Aut(Ba) esetén ¢~ ot.op € T, amit az aldbbi szdmolds bizonyit:
(bt oteop)(@) = (p(a) +¢) = (p7 op)(a) + 97 (c) = tyi(y(2). ®
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A haromnal tobb valtozds nemlinedris kifejezésfiiggvények esetét vissza fogjuk
vezetni a legfeljebb harom valtozos esetre.

9. lemma. Legyen f egy nemlinedris Boole-fiiggvény, amelynek aritasa k, és k
legaldbb 4. Ekkor léteznek olyan 1 < i < j < k indexek melyekre f;; is nemlinearis.

Bizonyitas. Harom alesetre bontunk:

e Ha van olyan £ amelyre 2 <|8] <k —2 és az=1. Ekkor léteznek olyan
1 <4 < j <k indexek, melyekre & = €; = 0. Erre az é-ra az f;; fliggvényben
is teljestil az =1 (igy fi; is nemlinedris), mivel az x;-nek z; helyébe vald
behelyettesitése valtozatlanul hagyja azokat a monomokat, melyek sem x;-t
sem x;-t nem tartalmazzdk, és ilyenck nem képzddnek mdas monomokbdl
a behelyettesités soran.

e Ha az egyetlen legalabb masodfoku tag az Osszes valtozé szorzata, akkor
barmelyik i, j par megfelelo.

e Ha pedig minden legalabb mésodfokid monom foka legalabb k — 1, és van
(k — 1)-ed foki monom, akkor legyen £ egy ilyen (k — 1)-ed fokd monom-
hoz tartozé vektor. Legyenek tovabba 1 <i < j <k olyan indexek, me-
lyekre &; = €; = 1. Ekkor az f-nek é"hez tartozé monomjabdl az f;;-nek egy
(k — 2)-ed foki monomja lesz, amelynek egyiitthat6ja nem lehet 0, mivel a he-
lyettesitéssel csak f-nek a (k — 1)-ed fokd monomjaibdl képzbédhet (k — 2)-ed
foku, és azok koziil is csak a kiindulasibél. m

Ennek alapjan, ha f tetszéleges nemlinearis kifejezésfiiggvény, akkor
a 9. lemma miatt 1étezik olyan g nemlinedris kifejezésfiiggvény, amely legfeljebb ha-
rom valtozos, és Aut(Ba) < Aut(f) < Aut(g), tehdt az 5. és a 7. lemmdk alapjin
Aut(Ba) < Aut(f) < Aut(M). Most megmutatjuk, hogy valamelyik tartalmazds
helyén egyenléségnek kell dllnia.

10. lemma. Legyen f nemlinedris kifejezéstiiggvény. Ekkor Aut(f) = Aut(Ba)
vagy Aut(f) = Aut(M).

Bizonyitds. Legyen G = Aut(f). Mivel Aut(M) =T x Aut(Ba) és Aut(Ba) <
G < Aut(M), ezért G-t egyértelmiien meghatdrozza a T'N G részcsoport. Legyen
¢, d € Ba olyan elemek, amelyek egy orbitra esnek Aut(Ba) szerint. Tegyiik fel,
hogy t. € G, megmutatjuk, hogy ekkor ¢4 € G is fenndll. Legyen ¢ € Aut(Ba) olyan,
hogy (d) =  ckkor: (9! ot 0.) (@) = ¢~ (p(2) +¢) = (g~ 0 )(a) + 9 1(e) =
ta(x). Mivel Ba-nak a nem 0 vagy 1 elemei azonos Aut(Ba) szerinti orbitra esnek,
és t. € TN G egyszerre teljesiil az 6sszes azonos orbiton 16vé cre, igy a TNG
részesoport az aldbbi négy egyike lehet (felhaszndlva, hogy ¢y = id € G):

TNG={t|ce{0}};
TNG={t|ce{0,1}};
TNG={t.|ceBa\{1}};
TNG = {t. | c € Ba}.
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Ezek koziil az elsé a G = Aut(Ba), a negyedik a G = Aut(M) esetnek felel meg,
a masodik és a harmadik lehet6ségrol pedig megmutatjuk, hogy nem allhatnak
fenn.

A harmadik lehet8séget kizdrja, hogy a TNG = {t. | c € Ba\ {1}} halmaz
nem is részcsoport: legyen a € Ba\ {0, 1}, ekkor ¢, és t, 1 is eleme T N G-nek, igy
a kompozicidjuk (t4410%,)(z) =z +a+a+1 = ti(x) is eleme kellene, hogy legyen.

A mésodik lehetdség megad egy 1étezd Aut(Ba) < G < Aut(M) zdrt csopor-
tot, errdl kell belatnunk, hogy nem all el6 funkcionalis redukt automorfizmuscso-
portjaként. Jelolje By a kételemt Boole-algebrat. Legyen f olyan kifejezésfiigg-

vény, melyet megériz a t; permutécié. Ekkor az f(z1+ 1,20+ 1,...,2p,+1) =
flxr,zo,.. . xp)+1ésaz f(x1+0,224+0,...,2,+0) = f(z1,22,...,2x) +0 azonos-
sagok is teljesiilnek f-re, azaz az f(r1+c,x2+¢,...,x+c) = f(a1,29,...,25) +¢

azonossag teljesiil minden ¢ € Bo-re. Tehdt ez az azonossig teljesiil a Bo Altal
generalt varietds minden algebrajéban, fgy Ba-ban is. Igy ha G = Aut(f) vala-
milyen f nemlinedris kifejezésfiiggvényre, akkor t; € Aut(f)-bol kovetkezik, hogy
t. € Aut(f) tetszOleges c-re. W

A 3. kovetkezmény alapjan igy egy f nemlinedris kifejezésfiiggvényre az alabbi
két eset pontosan egyike teljesiil:
e Az f miivelet és a szorzds mivelete kolcsonosen definialhaté egymasbdl.

e Az f miivelet és a medidns miivelete kolcsonosen definidlhaté egymasbol.

Ezzel befejeztiik a nemlinearis kifejezésfiiggvényeket megérz6 permutaciok leirasat.

3. A linedris funkcionalis reduktok

Ebben a fejezetben a linedris funkciondlis reduktokat fogjuk meghatarozni, kolcso-
nos definidlhatosag erejéig.

Minden linedris kifejezésfiiggvény I(z1,22,...,25) =21+ 22+ ...+ 2+
alakid, ahol a = 0 vagy o = 1.

Tekintsiik az aldbbi nyolc kifejezésfiiggvényt:

+o(z,y) =z +y,
+i(z,y) =z +y+1,
N(wy,z) =2 +y+ 2

8) 1(z,y,2) =z+y+z+1

(1)
(2)
(3)
4) ~(z) =z +1,
(5)
(6)
(7)

Ezekre a linedris fliggvényekre mostantél mint kanonikus linedris fiiggvényekre
fogunk hivatkozni, annak ellenére, hogy a konstans 1 fiiggvény nem linedris:
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fla+b)=1#£0= f(a)+ f(b). A tovdbbiakban sziikségiink lesz ezeknek a fiiggvé-
nyeknek az automorfizmuscsoportjaira, most ezek leirdsa kovetkezik.

1. csoport:

Az f =0 esetben Aut(0) a 0 stabilizdtora a Sym(2Ba) csoportban. Mivel Aut(0)-
hoz tetszdleges ¢ ¢ Aut(0) a 0-t nem fixdlé permutédciét generdtorként hozzévéve
mar az egész Sym(Ba)-et kapjuk, {gy ez a csoport maximadlis valédi részcsoportja
Sym(Ba)-nek.

2. csoport:

Az f =1 esetben Aut(l) az 1 stabilizdtora a Sym(Ba) csoportban. Az Aut(0)
csoporthoz hasonléan ez a csoport is maximélis valédi részcsoportja Sym(Ba)-nek.

3. csoport:

Az f(z) = x esetben Aut(x) maga a Sym(Ba) csoport, amely természetesen tar-
talmazza az osszes redukt automorfizmuscsoportjat.

4. csoport:

Az —(x) = 2 4+ 1 esetben tekintsiik Ba egy tetszbleges T maximélis idedljat. Defi-
niadljuk a kovetkezd két csoportot:

Sym 5y (Ba) jelolje a Sym(J) csoportot, annak hatdsdt kiterjesztve J-rél a tel-
jes Ba-ra. Egy ¢ tetszbleges Sym(J)-beli permutédcié hatdsat a kovetkezOképpen
terjessziik ki: p(z) = p(z) ha x € 7, illetve p(x) = p(x+1)+1 ha x ¢ J. Més-
képpen megfogalmazva, Sym {j}(%a) az J idealt mint halmazt fixalé permutédciok
csoportja Sym(Ba)-ban.

Z3 pedig jelolje azt a csoportot, amely pontosan azokbdl a ¢ permutaciokbdl
all, amelyekre teljesiil, hogy minden = € Ba elemre p(z) = z vagy p(z) =z + 1.
Ez a Z3 csoport az J maximalis ideal valasztasatol fiiggetleniil mindig ugyanaz,
mert a definiciéjaban sehol sem szerepel J. A jelolést az indokolja, hogy Z3 termé-
szetes modon izomorf a Zs csoport direkt hatvanyaval, ahol az egyes direkttényezok
J elemeivel vannak indexelve.

Megmutatjuk, hogy Aut(—) = Z3 x Symgyy(Ba).
A Z3 csoport normaloszté lesz Aut(—)-ban: legyen o € Z3 és 1 € Aut(—)
két permutacié, megmutatjuk, hogy ¢~y is eleme Z3-nek. Ez ekvivalens azzal,

hogy minden = € Ba elemre ¥~ Lpi(x) egyenld x-szel vagy (x + 1)-gyel. Két esetre
bontunk:

e Ha o(¢(2)) = ¢ (), akkor ¢~ oip(z) = .
e Ha f(w(x)) =1(z) + 1, akkor v rpy(z) = ¢~ (-wp(z)) = W (¢(z)) =
x + 1.

Tovabbd Z3-nek és Sym (71 (Ba)-nek a metszete csak az identikus permutdcié-

bél &ll, mivel Z3-ben nincs olyan permutécié, amely J valamely elemét egy mésik,
tole kiilonb6z6 J-beli elembe vinné.
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Ahhoz, hogy beldssuk, hogy Aut(—) elsall a Z3 x Sym5y(Ba) szemidirekt
szorzatként, megmutatjuk még, hogy minden ¢ € Aut(—) permutécié el6éll egy
Sym 5 (Ba)-beli és egy Z3-beli permutécié kompoziciéjaként. Legyen ¢ € Aut(-)
tetszoleges permutécid, definidljuk a ¢ permutéciot a kovetkezoképpen:

o Ha z € 7, akkor ¢(z) legyen p(z) és p(x) + 1 koziil az, amelyik J-be esik.
e Ha = ¢ 7, akkor ¢(z) legyen p(z) és p(x) 4+ 1 kozil az, amelyik nem esik

J-be.

Ekkor ¢ € Sym(5,(Ba), és g~ op € 73, és ezek kompozicidjaként ¢ el64ll.

Tehat minden, a komplementer miiveletét tarté permutacié ugy all el6, hogy
az {x,x + 1} parok halmazén tetsz6legesen hat, majd minden paron beliil egyméstal
fliggetleniil vagy megcseréli a két elemet, vagy nem.

5. csoport:

A +o(z,y) = = + y esetben a funkciondlis redukt egy vektortér: F3°. Ennek auto-
morfizmus-csoportja definicié szerint az &ltaldnos linedris csoport: Aut(+g) =
GL(00,2).

6. csoport:

A +1(z,y) = x + y + 1 esetben a redukt szintén egy vektortér, melynek miiveletei
nem azonosak a +o(z,y) = = + y vektortér miiveleteivel (példdul +¢ nulleleme a 0,
+1 nulleleme az 1). Viszont kettejiik kézott megadhaté egy izomorfizmus: a 71 el-
tolds, ugyanis T1(-|—1 (x,y)) =z+y+l+l=c+14+y+1= +0(Tl(x),71(y)) és
! ( +0 (x,y)) =z+y+1l=+4+ (Tfl(:c),Tl_l(y)). Ennek alapjan vezessiik be a ko-
vetkezd jelolést: Aut(+;) = GL' (00, 2). Izomorf struktirak automorfizmuscsoportja
is izomorf, azaz Aut(+;) = GL'(c0,2) = GL(00,2) = Aut(+o).

7. csoport:

A X(z,y,2) = x+y+ 2 esetben a funkciondlis redukt egy affin tér. Legyen x,y, z,v €
Ba négy paronként kiilonbozé elem. Ezekre ¥(z,y, z) = v akkor és csak akkor 4ll
fenn, ha az z,y,z,v elemek egy kétdimenzids affin alteret alkotnak: ¥ (z,y,z) =
v x+y+z=u,tehdt az {x,y, z,v} elemek a {0,y + x, 2 + x,v + 2} kétdimenzids
linearis altér x-szel valé eltoltjat alkotjak.

Y-t megbrzik (az xo miiveletet is megérz8) GL(00, 2)-beli permutdcidk és az el-
toldsok is. Tovdbba a T eltoldsok csoportja norméloszté Aut(X)-ban, T és GL(o0, 2)
egyiitt generdljdk az egész Aut(X)-t, és metszetiik csak az identikus permutécié.
Azaz az Aut(X) automorfizmuscsoport eléall mint a T' x Aut(+¢) szemidirekt szor-
zat. Szimmetriaokokbdl Aut(X) mint a T x Aut(+7) szemidirekt szorzat is felirhaté.
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8. csoport:

Végiil a ¥1(x,y,2) =z +y+ 2z + 1 esetben 3, segitségével definidlhatjuk a —(x)
g(z, 2, x) és a B(x,y,2) = X1 (z,y,~(2)) milveleteket. Masrészt —(z) és X(z,y, 2
segitségével is definidlhatjuk 3 (z,y,2)-t a kovetkezd mddon: ¥i(x,y,z)
Y(z,y,~(z)). Tehat a 4. kovetkezmény alapjan Aut(X;) = Aut(X) N Aut(-).

Mivel az eltoldsok megbrzik ¥1-et, igy T részcsoportja Aut(Xq)-nek. Felhasz-
ndlva, hogy T' < Aut(X), a T csoport norméloszté lesz Aut(X;)-ban is.

~—

Az Aut(+9) = GL(00,2) csoportnak az Aut(X;) csoportba es6 része a komp-
lementert tarté linearis permutaciékbdl all. Belatjuk, hogy ezek pontosan az 1-et
fixalé linedris permutéciok: legyen ¢ € Aut(+) komplementertarté. Mivel ¢ fixélja
a 0-t, igy ¢ fixdlja =0 = 1-et is. Forditva, ha ¢ € Aut(+() megérzi az 1-et, akkor
megérzi a komplementerséget is: p(z 4+ 1) = p(x) + (1) = p(z) + 1. Az 1-et fixald
linedris permutécidk csoportja megegyezik az Aut(+o) N Aut(+7) csoporttal.

Az el6z6ekbél kovetkezik, hogy Aut(E1) = Aut(Z)NAut(—) = (7' x Aut(+o))N
Aut(=) =T x (Aut(+o) NAut(=)) =T x (Aut(+o) N Aut(+1)).

11. lemma. Minden [ linedris kifejezésfiiggvényhez létezik pontosan egy f kano-
nikus linedris fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy | és f koélcséndsen definialhatéak
egymasbdl elsérendii formuldk segitségével.

Bizonyitas. Legyen (21, za,...,25) =21 + 2o+ ... + T + .

El6szor belatjuk olyan f kanonikus linearis fiiggvény létezését, amelyre f és |
kolesonosen definidlhatd egymdésbodl, az egyértelmiiség bizonyitasat késobb végez-
ziik el.

Minden olyan fliggvény, amelyre k < 2, szerepel a listaban, igy vélaszthatjuk
onmagukat a megfelelé f-nek.

Ha k > 1 péros szam, akkor az f(z,y) =  +y+ « j6 vélasztds. Az egyik irdanyd
definidlhatésdgot f(x,y) = l(x,y,vy,...,y) bizonyitja, a mésik irdnyhoz definidljuk
az aldbbi fiiggvényeket rekurzivan: ly = f(x1,22) és j > 2-re lj(z1,22,...,1;) =
f(l(ml,xg, cee ,xj_l),xj). Ekkor [ = lk.

Ha pedig k > 1 paratlan szdm akkor az f(x,y,z) =z +y + z + « j6 valasztés.
Az egyik irdnyu definidlhatésagot f(x,y, z) = l(z,y, 2,2, .. ., z) bizonyitja, a mésik
irdnyhoz definidljuk az alabbi fiiggvényeket rekurzivan: iy = f(z1,z2,23) és j > 3-ra

lj(l‘l, Loy ... ,I2j+1) =
= f(l(z1, @2, .., @2j-1), f(T24, T2j, 25), f(T2j41, T2j41, T2j11))-

Ekkor | = l(kfl)/g.

Be kell latnunk még a megfelelé f egyértelmiiségét. Ha lenne olyan [ linedris
kifejezésfiiggvény, amihez tobb olyan f kanonikus linedris fiiggvény is létezne, hogy
l és f kolesonosen definialhatéak egymasbdl elsérendil formuldk segitségével, ak-
kor ezek az f-ek is kolcsonosen definidlhatéak lennének egymasbdl, igy megegyezne
az automorfizmuscsoportjuk is. Ezért a 3. kovetkezmény alapjan f egyértelmiiségét
bizonyithatjuk 1gy, ha a listdnk minden fiiggvényének meghatarozzuk az automor-
fizmuscsoportjat, és ezek kiillonbozének bizonyulnak.
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A nyolc automorfizmuscsoportot jellemeztiik ennek a lemménak a kimondéasa
elott, és kiilonbozének bizonyultak. A fejezet tovabbi részében pontos tartalmazasi
viszonyaikat is meg fogjuk hatarozni, amibdl szintén kovetkezik, hogy ez a nyolc
csoport paronként kiilonbozo. m

1. dbra. A funkciondlis reduktok hdldja, az automorfizmuscsoportok tartalmazds szerinti
rendezésével

Célunk annak megmutatédsa, hogy a Ba megszamlalhaté atommentes Boole-
algebra funkcionalis reduktjainak automorfizmuscsoportjai az 1. dbréan lathaté hé-
16t alkotjék a tartalmazésra nézve. Emlékezziink rd,hogy ennek ismerete azért lehet
hasznos, mert segitségével Ba feletti kifejezésfliggvények tetszéleges H halmazara
meg tudjuk hatarozni azokat a kifejezésfiiggvényeket, amelyeket ki lehet fejezni
H-beli fiiggvényekkel elsérendii formulak segitségével. Ehhez csak annyit kell ten-
niink, hogy megkeressiik a halé legb&vebb olyan csoportjat, amelynek minden eleme
megOrzi az Osszes H-beli kifejezésfiiggvényt: legyen ez a csoport G. Ekkor H-bdl
pontosan azok a kifejezésfiiggvények fejezhetéek ki elsérendii formuldkkal, amelye-
ket G megdriz. Az egyes csoportok karakterizaciéi alapjan ezek a kifejezésfiiggvé-
nyek egyszertien leirhatdak.

Annak megmutatdsdhoz, hogy a halé tényleg igy néz ki, el6szor bebizonyitjuk
a hélé koatomjairdl, hogy antildncot alkotnak, majd leirjuk a belSliikk metszetkép-
zéssel megkaphaté elemeket. Legvégiil megkeressiik annak a két zart csoportonak
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a helyét a haléban, amelyek nemlinedris fliggvények automorfizmuscsoportjaként
allnak el6.

12. lemma. A kanonikus linedris fiiggvények automorfizmuscsoportjaibol metszet-
képzéssel megkaphaté csoportok az 1. dbrdn ldthaté hdlé [Aut(—i—o,O, 1),Aut((2))]
intervallumat alkotjak a tartalmazdsra, mint rendezésre nézve.

Bizonyitas. El6szor jellemezziik az adott intervallumban szerepld, eddig még nem
leirt harom csoportot:

9. csoport:

Az Aut(0,1) csoport a 0 és 1 elemek pontonkénti stabilizétora. Mivel tetszdleges ¢
az 1-et nem fixdlé permutéciét generdtorelemként hozzavéve mar a teljes Aut(0)-t
kapjuk, {gy Aut(0)-nak maximdlis valédi részcsoportja. Hasonléan maximélis valédi
részcsoportja Aut(1)-nek is.

10. csoport:

Az Aut(—,0,1) csoport értelemszertien az Aut(0), Aut(l) és Aut(—) csoportok
metszete. Hasonléan ahhoz, ahogy Aut(—) el64ll a Z3 x Sym (7} (Ba) szemidirekt
szorzatként, Aut(—,0,1) is felbonthaté: Aut(—,0,1) = (ZS)O X (Sym{;,.}(%a))o. Itt
(Zg)o és (Sym{j}(%a))o a 0 stabilizdtorait jelolik a Z3 és a Symy5;(Ba) csopor-
tokban.

11. csoport:

Az Aut(+0,0,1) csoport mér elSkeriilt Aut(X;) szemidirekt szorzatként vald jel-
lemzésénél. Az 1-et fixalo, vagy ekvivalensen a komplementer miiveletét megérzé
linedris permutaciok csoportja.

Megmutatjuk, hogy az Aut(0), Aut(1), Aut(X) és Aut(—) csoportok antildncot
alkotnak.

e Legyenek a,b € Ba\ {0, 1} tetszbleges elemek, melyek nem egymds komple-
menterei. Ekkor az (a,a + 1,b, 1) ciklus eleme Aut(0)-nak, jeloljik ¢-vel.
Ekkor ¢(1) = a # 1 miatt Aut(0) € Aut(1).
¢o(—a) = b # a = —p(a) miatt Aut(0) € Aut(-).

Hletve  ¢(S(a,a+1,1)) =0#a+b+1=3%(p(a), p(a+1),o(1)) miatt
Aut(0) € Aut(X).

e Hasonl6an bizonyithaté, hogy Aut(1) € Aut(0), Aut(l) € Aut(-) és
Aut(1) € Aut(X).

e Most legyenek a,b € Ba\ {0,1} tetszbleges elemek, melyek nem egymés
komplementerei. Ekkor az (a,b,0,a+ 1,b+ 1, 1) ciklus eleme Aut(—)-nak, je-
16ljiik @-vel. Mivel ¢ sem a 0-t, sem az 1-et nem fixélja, igy Aut(—) € Aut(0)
és Aut(—) € Aut(1). Tovabba

0(2(a,5,0)) = a+b#a+b+1=3(p(a),p(b), p(0))

miatt Aut(—) € Aut(X).
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Legyen 7,(2) = x + a tetsz6leges eltolds. Ekkor 7, megbrzi ¥-t, viszont a # 0
esetén 7, nem fixédlja sem a 0-t, sem az 1-et, igy Aut(X) € Aut(0) és Aut(X) €
Aut(1). Legyen ¢ olyan GL(oc0, 2)-beli permutécid, amely nem fixélja az 1-et,
és igy nem tartja a - miiveletet, mivel GL(c0,2) minden eleme fixélja a 0-t.
Mivel Aut(+¢) = GL(00,2) C Aut(X), igy Aut(X) ¢ Aut(-).

Most az Aut(0), Aut(1), Aut(X), Aut(—) antildnc elemeibél képezhet§ met-
szeteket fogjuk meghatdrozni. A paronkénti metszetek:

Aut0N Aut1 = Aut0, 1 a stabilizatorok definicidja alapjan.

Aut(0) N Aut(X) = Aut(+9) = GL(00,2), a 4. kovetkezményt haszndlva
a +o(z,y) = S(z,y,0), 0= +o(z,2) és X(z,y,2) = +o(z, +o(y,z)) formu-
lak miatt.

Aut(0) N Aut(—) = Aut(—,0,1)

Aut(1) N Aut(X) = Aut(+1) = GL'(00,2) a 4. kivetkezményt hasznalva
az +1(z,y) = S(z,y,1), 1 = +1(z,2) és B(2,y, 2) = +1 (=, +1(y, ) formuldk
miatt.

Aut(0) N Aut(—) = Aut(—,0,1).

Aut(X) N Aut(—) = Aut(X1) a 4. kovetkezményt haszndlva a X(x,y,z) =
31 (as,y, Yi(z, 2, z)), -z =Y (x,x,x) és X1 (x,y,2) = X(x,y, ~z) formuldk mi-
att.

A hirmas metszetek:

Aut(0) N Aut(1) N Aut(X) = Aut(+o,1) a 4. kovetkezményt hasznélva a 0 =
+o(z,x), 1 =1, X(z,y,2) = 4o (a:,—i—o(yw)), illetve +¢(x,y) = X(z,y,0) és
1 =1 formulak miatt.

Aut(0) N Aut(1) N Aut(—) = Aut(-,0,1).

Aut(0) N Aut(X) N Aut(—=) = Aut(+9,1) a 4. kovetkezményt haszndlva
al= +0(£C,£L’), E(x7yvz) = +o ($,+O(y,$)), T = +0(£B, ]-)> illetve +0(£L’,y) =
Y(z,y,0) és =0 = 1 formuldk miatt.

Aut(1) N Aut(X) NAut(—) = Aut(+o,1) a 4. kovetkezményt haszndlva
az 1=1, X(z,y,2) = +o (:v,—i—o(y,x)), -z = +o(z,1), illetve +o(z,y) =
Y(z,y,—1) és 1 =1 formuldk miatt.

Végiil az antilanc mind a négy elemének metszete:

Aut(0) N Aut(1) N Aut(X) N Aut(—) = Aut(+o,1) a 4. kovetkezményt hasz-
nilva a 0 = +o(z,z), 1 =1, X(z,y,2) = +0(Jc, +0(y,m)), -z = +o(z, 1), il-
letve +o(z,y) = X(z,y,0) és =0 = 1 formuldk miatt.

Ennek alapjan minden kanonikus linedris fliggvény automorfizmuscsoportja
eldéll, mint az Aut(0), Aut(1), Aut(X), Aut(—) antildnc valahdny elemének met-

szete.

Az Aut(xz) = Sym(*Ba) szimmetrikus csoport az iires metszetnek felel meg.

A kanonikus linearis fliggvények automorfizmuscsoportjain kiviil még harom
csoport kaphatd meg metszetként. Ezek Aut(0,1) = Sym g 1)(Ba), ami a {0,1} hal-
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maz pontonkénti stabilizdtora a Sym(Ba) csoportban, az Aut(—,0,1) csoport, il-
letve Aut(+o, 1), ami az egy konstanssal elldtott vektortér automorfizmuscsoportja:
GL(00,2) N Sym(Ba), (Ba). Ezek felsorolasunkban a 9., 10. és 11. csoportok. M

4. A megszamlilhaté atommentes Boole-algebra funkciondlis reduktjai

Ebben a fejezetben befejezziik a funkciondlis reduktok kolcsonds definidlhatéség
erejéig valé klasszifikaldsat.

Az el6z6 fejezetben meghatdroztuk, hogy valahdny Iy, [, ... linedris kifejezés-
fliggvényt megdrzé permutaciok milyen zéart részcsoportokat alkothatnak, ezek a
zért részcsoportok az 1. dbrén lathaté halé [{+,0,1},0] intervallumét alkotjék
a tartalmazédsra mint rendezésre nézve. Ezt a halot fogjuk most kiegésziteni a nem-
linedris kifejezésfiiggvények altal meghatarozott lehetséges automorfizmusokkal.

13. tétel. A Ba funkciondlis reduktjai az 1. dbran lathaté halét alkotjak, ahol
a rendezés az automorfizmuscsoportok tartalmazasa.

Bizonyitds. A 10. lemma alapjan egy f nemlinedris kifejezésfiiggvényre vagy
Aut(f) = Aut(Ba), vagy Aut(f) = Aut(M). Mivel tudjuk, hogy Aut(Ba) a hil6
minimdlis eleme, igy csak Aut(M) helyét kell meghatdroznunk a héléban. T <
Aut(M) miatt Aut(M) € Aut(0) és Aut(M) ¢ Aut(1), igy annyit kell még beldt-
nunk, hogy Aut(M) < Aut(3).

A 8. tétel miatt Aut(M) < Aut(3;) bizonyitdsdhoz elég beldtnunk, hogy az el-
toldsok megérzik Yi-et. Legyen 7,(z) = = + a tetszbleges eltolds, ekkor

Ta(Zl(x,y,z)) =z+y+z+l+a=xz+a+y+tat+z+a+l=
= El(Ta(x)7Ta(y)7Ta(z))a

tehdt az eltolasok megorzik a ¥ miiveletet.

A szigoru tartalmazds beldtdsahoz kell mutatnunk olyan permutdciét, amely
meglrzi a Y1 miveletet, de nem tartja a medidnst. Ehhez elég mutatni olyan
permutéaciét, ami fixalja a 0-t és az 1-et, tovabba tartja a +¢ miiveletét, viszont nem
Boole-algebra automorfizmus. Ilyen tulajdonsagi permutéacié létezik: ha a,b € Ba
olyan elemek, melyekre a < b, akkor a, b, 1 linedrisan fiiggetlen elemek, igy van olyan
permutdcié a linearis csoportban, amely a-t és b-t megcseréli, az 1-et pedig fixalja.
|

Tehat tudjuk, hogy a Ba funkcionalis reduktjai az 1. abran lathaté halot
alkotjak, ahol a rendezés az automorfizmuscsoportok tartalmazésa. Ennél azonban
tobb is igaz:

14. tétel. Az 1. 4brédn lathaté halo részhdléja Sym(Ba) részcsoporthéléjanak, azaz
zdrt részcsoportok haldbeli egyesitése Sym(Ba) dltaluk generdlt részcsoportjanak
felel meg.
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A 14. tétel nem teljesiil minden homogén w-kategorikus algebrai struktirara.

Felmeriil a kérdés, hogy tetszéleges Boole-algebranak mik a funkciondlis re-
duktjai kolesonos definialhatosag erejéig.

Probléma. Legyen 9B tetsz6leges Boole-algebra. Ha $B-nek legaldbb 16 eleme van,
akkor ugyanazok a funkcionalis reduktjai, mint a Ba megszamlilhatd atommentes
Boole-algebranak.

Ha a B Boole-algebranak kevés eleme van, akkor olyan funkciondlis reduktok
is kolesonosen definidlhatéak lehetnek egymasbol, amelyek a Ba megszamlalhato
atommentes Boole-algebra esetén nem. Példaul ha B, a kételemli Boole-algebra,
akkor csak a 0 konstans segitségével definidlhaté az 1: (z = 1) & (x # 0).

Amennyiben a fenti problémara a valasz igenld, igy annak bizonyitdsaban jéval
kisebb szerepet kell kapniuk az automorfizmuscsoportokat hasznal6 technikdknak.
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Bertalan Bodor, Kende Kalina: Functional reducts of the countable

homogeneous Boolean algebra

Let A = (A, f1,. .. fn) be an algebra on the set A with operations f1,..., f,. A func-
tional reduct of 2 is a structure B = (A, t1,...,t;) on the same set A and with
operations t1,...,t; such that every ¢; is a term function of 2. In this paper we
classify the functional reducts of the homogeneous countable Boolean algebra. We
show that there are 13 such reducts.
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