BIGFIVE90

Mélyen tisztelt Elnck er, kedves Kollegak!

Legyen szabad megk&szonném BIGFIVEreim nevében is a benniinket ért nagy
megtiszteltetést, hogy a Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai Osztalya ezt
az innepi rendezvényt szervezte 90-ik sziiletésnapjaink alkalmabdl. Nagy érommel
és haldval tolt el benniinket ez a rendkiviili megtiszteltetés. Mély halaval tartozunk
Lovasz elnok drnak, Palfy akadémikusnak, valamint az eléad6 kollégaknak.

Mind az 6ten majdnem 70 évvel ezelott kezdtiik el a kutatomunkat, és a ma-
tematikanak szenteltitk egész életiinket. Nem kutattunk kozosen: a matematika
kiilonbo6z6 agait miveltiik, s ki-ki a maga teriiletén igyekezett megoldani a fontos
és érdekes problémakat. Hogy milyen mértékben sikeriilt nekiink hozzéajarulni tudo-
manyunk fejlédéséhez, az majd id6vel elvélik, de ugy vélem, hogy munkédssdgunk-
kal nemcsak a matematikai tudoméanyt szolgaltuk, de a magyar matematikat is.
A magyar matematikai iskola tanitvdnyai vagyunk, ennek az iskoldnak a tradicioit
igyekeztiink elsajatitani s folytatni. Es ennek a vilaghiri iskoldnak képvisel6iként
is tekintettek benniinket, valahanyszor eléadtunk 6t vildgrész szamos egyetemén.

Rendkiviil héldsak vagyunk az Akadémidnak, hogy ilyen megtisztel6 mdédon
emlékezik meg életiink e mérfoldkovérdl. Igaz 6rommel t6lt el benniinket az is,
hogy itt kollégdink elismeréssel széltak munkankrdl.

Engedtessék meg, hogy roviden felidézzem csoportunk sziiletésének és miiko-
désének koriilményeit.

Kezdem 1945-ben, amikor a budapesti egyetemen harom matematikai tanszék
volt, de csak két professzor. Fejér Lipdt 65 éves volt, 6t a hdbori alatti szenvedés
nagyon megviselte, és mar nem volt oly aktiv. Kerékjarté6 Béla méar silyos beteg
volt, és meghalt, mielott eladhatott volna a habortd utdan. A harmadik tanszék iires
volt, csak 1946-ban toltotték be Riesz Frigyessel, mikor mar négyen abszolvaltunk.
Szasz Pal docens volt az egyetlen, akitol komolyan tanulhattunk; az 6 el6addsai
tokéletesen el6készitett, rendkiviil preciz, komoly mennyiségli anyagot Oleltek fel.
Fejes-Téth Laszlé geometriai, majd késébb Turan P&l szdmelméleti magantanari
elbadasai féként kezdGknek szdltak. A Matematikai és Fizikai Tarsulat nem szer-
vezett matematikai el6adasokat, mert valami vita volt a szétvalassal kapcsolatban,
és a Bolyai Tarsulat csak késobb alakult meg. Bar a matematikai atmoszféra ki-
tlind volt az egyetemen, ez nem elégitett ki benniinket, mi tobbre vagytunk, hogy
tanulhassunk.

G4l Pista otlete volt, hogy szervezziink magunknak egy féorumot, ahol tanulha-
tunk up-to-date matematikat, és vitatkozhatunk. Oten jottiink Gssze 1945 nyarén,
majd hetenként talalkoztunk. Minden alkalommal egyikiink beszamolt arrél, hogy



mit olvasott, s mit tett hozza. Iratlan szabdly volt, hogy az el6éadénak valami 0jat is
kellett hozzdadni: altalanositast vagy érdekes kovetkezményt. Fejér Lipot tandcsat
kovettiik: olvassunk, eressziik mélyre a szondét, és tegyiink fel kérdést magunknak.

Az 1946 /47-es tanévben mindnydjan rendkiviil intenziven dolgoztunk. Az el6-
addsok témdja megvéltozott: mar nem olvasott anyagrél szamoltunk be, hanem
1j eredményeinket ismertettiik. Késziilé disszertacidéink tételei itt keriiltek tiize-
tes megvitatasra. Ebben a tanévben mindegyikiink ledoktorélt, s hangsilyozom:
egyikiinknek sem volt témavezet&je vagy tandcsaddja!l Sokat tanultunk abban is,
hogy miként kell el6adni. A tanév végén eléado iilést tartottunk, amelyen 6t rovid
el6adas hangzott el kutatasi eredményeinkrél. A meghivohoz mellékelve volt egy
4 oldalas ismertet6 a mar megjelent vagy sajto alatt levé cikkekrol a Mathematical
Reviews stilusdban.

A 47/48-as tanévben kibéviiltiink: Fenyé Istvant és Rényi Alfrédot ,leveledzs”
(riigyezd) taggd valasztottuk. Mintegy 30 el6addst tartottunk az év folyamén.
A tanév végén sokszorositott tajékoztatd vagy 30 dolgozatot ismertet 7 szerzétol.

Néhany sz6t arrél, hogy miként miikodiink. Osszejoveteleink nemcsak abban
kiilonboztek kozonséges szeminariumi eldadasoktoél, hogy allanddéan kozbevagtunk
kérdésekkel, hanem abban is, hogy szinte megdllas nélkiil nevettiink, tréfaltunk.
Aczél Janos volt a legtobb vice szerzéje, de a tréfdlkoddsban mindegyikiink nagyon
is aktiv volt. A tréfa tdrgya tobbnyire a targyalt téma vagy annak télaldsi médja
volt. Csodalatos, hogy a sok tréfa mellett komoly matematikat tudtunk tanulni.

Talan a legjellegzetesebb tevékenységiink a plakatkészités volt. Szamos Gssze-
jovetel utan a legviccesebb helyzeteket rogzitettiik plakat forméajaban. A plakat
meghivé formajaban késziilt, megbizdként a lezajlott eléadasra, mintha elére tud-
tuk volna a vicces eseményeket. Az el6addsok helyét mindenkor ,,Lip6t-mezd”-ként
jeleztiik, hivatkozassal Lipi bécsira és a kozismert Lipét-mezei elmebeteg gyogyinté-
zetre. Mindegyikiinknek mas neve lett, pl. G4l Pista Log-log Pista néven szerepelt.
A plakétszerkesztéshez mindegyikiink hozzdjarult otleteivel, és az én feladatom
volt a végleges forma megszerkesztése Aczél Janos aktiv kozremiikodésével. Ezek
a plakatok ma mar nem sokat jelentenek, mert az akkori helyzetre valé utalasokat
lehetetlen ma értékelni.

Az 1948/49-es tanévben méar kevésbé tevékenykedtiink egyiitt. Gl és Hor-
vath Périzsba tédvozott, Aczél a szegedi, majd miskolci egyetemre keriilt, Csészar
a Miegyetemen adott eld, én tanitoképzd-intézeti tanari tevékenység utan az Eot-
vOs egyetemen dolgoztam. Elszakadtunk egymastél, de a baratsidg és a kozos cél,
a matematika iranti odaadé szeretet Osszekapcsolt benniinket a vilag 5 kiilonb6zé
varosabdl. Ritkdn volt alkalmunk 6sszejonni, toébbnyire nemzetkozi konferencid-
kon taldlkoztunk. Utoljara a 80 éves akadémiai rendezvényen voltunk egyiitt mind
az Oten, most is itt 6tiinkre szamitottunk, de csak ketten jottiink el.

Tisztaban vagyunk azzal, hogy 90 éviinkkel a jovoben mar nem fogunk tudni
sokat tenni tudomanyunkért, de a matematika tovabbra is sziviinkben marad.

Még egyszer koszonjitkk a szamunkra oly sokat jelenté iinneplést, koszonet
mindenkinek, aki eljott ide minket koszonteni. Legyen szabad remélnem, hogy 10 év
miulva mind az 6ten taldlkozhatunk majd.

Fuchs Laszlo



BEVEZETES A HOMOGEN STRUKTURAKROL
SZOLO CIKKSOROZATHOY

SZABO CSABA

A homogén struktirdk elméletének kutatdsa tjraéledt az utébbi néhany évben.
A legismertebb homogén struktirdk a megszamldlhatéan végtelen dimenzids vek-
torterek. Ilyen még a racionalis szamok a < rendezéssel, azaz ha elfelejtjiitk az Gssze-
adast és a szorzast, akkor egy stiri, végpont nélkiili rendezett halmazunk marad.
Es idetartozik tébbek kozt a véletlen graf is, amelyet Ugy kapunk, hogy vesziink
megszamlalhaté sok cstcsot, és barmely két csics kozt pénzfeldobassal eldontjiik,
hogy van-e él kozottiik.

Egy A algebrai- vagy relacids struktirat homogénnek neveziink, ha akiarmelyik
A, B < A véges részstrukturdk esetén, amennyiben van egy ¢ : A — B izomorfiz-
mus, akkor ¢ kiterjesztheté A egy automorfizmusava. Hogy ez a fogalom mennyire
nem bonyolult, az abbdl is latszik, hogy ha V egy megszamlalhatéan végtelen dimen-
zi6s vektortér, akkor a homogenitas elemi linearis algebrai eszkozokkel mutathato
meg. Ekkor ugyanis A és B két egyforma (véges) dimenziés altér kell, hogy legyen.
Ha az aj,as, ..., a, vektorok A egy bazisit alkotjak, akkor a p(a1),¢(az),...,p(an)
a bijektivitas miatt B egy bazisa lesz. Ha mindkét bézist kiegészitjiikk V egy-egy
béazisava, akkor egy bijkekcié a két bazis kozt, amelyik -t megorzi, a linearis le-
képezések eldirhatdsagi tétele alapjan kiterjed V' egy linearis transzformécidjava.
Ez pedig éppen V egy automorfizmusa.

A definici6bdl 1lathatd, hogy a homogén struktirdk elmélete szoros kapcso-
latban &ll a végtelen permutaciécsoportok elméletével. Az id6k sordn azonban az
ilyen irdnyu kutatdsok megtorpantak. A 2000-es évek elején ezek a kutatdsok len-
diiletre kaptak egy M. Bodirsky és M. Pinsker altal kifejlesztett elmélettdl, amely
a Ramsey-tételek segitségével j megvilagitasba helyezi a témakort. Véges nyel-
vek (reldciok) felett mddszert adnak arra, hogy hogyan kell vizsgdlni egy homo-
gén struktira reduktjait. Ehhez a kutatécsoporthoz csatlakozott Pongracz Andras,
akinek részvétele, majd irdnyitdsa mellett szdmos 0j eredmény sziiletett. Az 6 ve-
zényletével tobbek kozt csoportunk, Pach Péter P&al, Pluhar Gabriella, Michael
Pinsker és én felsoroltuk a véletlen részbenrendezett halmaz reduktjait, munkank
lényegében az elsé olyan atfogé munka volt, amely ezen 1Gj elméleten alapul. A ko-
vetkezd cikkben Pongracz Andrés irja le a homogén struktirak elméletének alapjait
és a legfrissebb kutatdsi irdnyokat. A cikkben nemcsak felsorolja a definicidkat és
tételeket, hanem kitér benne a legfontosabb fogalmak szemléltetésére és magyara-
zatara, érthetové téve azt egy kiilsé érdekl6do szamara is. Ezutan elhelyezi a témat



a matematika tobbi teriiletén beliil is, mint példdul a bonyolultsagelmélet vagy
a végtelen permutaciécsoportok teriilete.

A Bodirsky—Pinsker-féle elmélet nem alkalmazhaté azokra az esetekre, amikor
a nyelv nem véges. Ez azt jelenti, hogy a struktirank nem irhaté le modellelméleti
szempontbdl véges sok relacioval. Ilyen strukturdk példaul a véges test f6lotti vég-
telen dimenziés projektiv-, illetve vektorterek vagy a megszamlalhatéan végtelen
dimenziés atommentes Boole-algebra. Ezen strukturdk vizsgalatara nincsenek alta-
ldnos médszerek, jél bevalt tritkkok. Ezt a témét kezdtiik el kutatni a mar emlitett
Michael Pinskerrel, valamint Bodor Bertalannal és Kalina Kendével, akik matema-
tikus MSc-s hallgaték az Eotvos Lorand Tudomanyegyetemen. A két fiatal eddig
négy jol osszefoglalhaté eredmény kitaldldja, ezeket az eredményeket olvashatjuk
ebben és a kovetkez& szamban az 6 talaldsukban. Az els6 két eredményiik bizonyi-
tésait, amely a projektiv terekrodl és a kételemil test folotti vektortérrdl szélnak,
sikeriilt annyira megérteni, hogy csak els6éves linedris algebrai és elemi csoportel-
méleti eszkozoket hasznalnak. A mésik két munka olvasasa sem igényel komolyabb
elozetes tudast, de a paratlan prim elemi testek folotti vektorteres dolgozatban
komoly szerepet jatszik a pontonkénti konvergencia, illetve az orbit és a stabili-
zator fogalma, a Boole-algebras cikkben pedig szerepel egy-két riaszténak kinézd
definicid, illetve jelslés, mint példdul (rész)csoportok szorzata és generdtuma.

A kutatdsoknak még csak az elején tartunk. Alig van olyan struktira, amelyre
ismert valamilyen teljes leirds, az altalanos osszefiiggések pedig — egyelore — legin-
kabb sejtések formajaban léteznek. Eppen ezért a kérdéskor var minden érdeklédé
kutatot.

Szabé Csaba

Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem
Algebra és Szamelmélet Tanszék
1117 Budapest, Pdzmény Péter sétany 1/c

csaba@cs.elte.hu



OMEGA-KATEGORIKUS STRUKTURAK ES
ALGEBRAI INVARIANSAIK*

PONGRACZ ANDRAS

Az w-kategorikus strukturdk elméletében nagyon hasznos eszkdz azok algebrai in-
varidnsainak — pl. automorfizmuscsoport vagy polimorfizmusklén — vizsgalata. Maga
az w-kategoricitds is leolvashaté az automorfizmuscsoportbél. Ebben a cikkben Ossze-
foglalunk néhéany, az w-kategorikus struktirdk reduktjaival, algebrai invaridnsaival és
azok kozotti homomorfizmusokkal kapcsolatos fontos eredményt, illetve ezek alkalmaza-
sait elméleti szamitastudoméanyban.

1. Bevezetés

1.1. Rovid attekintés. A legfontosabb definicidk tisztdzasa utan néhany olyan,
egymadssal szorosan Osszefiiggd kérdéskort targyalunk w-kategorikus strukturakkal
kapcsolatban, amikben ma is aktiv kutatas folyik. A 2. fejezetben bevezetjiik a re-
dukt fogalmat, és attekintjiik a legfrissebb eredményeket, amik w-kategorikus struk-
tardk reduktjait {rjdk le valamilyen médon. A téma alapkérdése az a modellelméleti
probléma, hogy milyen struktirdkat tudunk egy adott struktirabdl elsérendii for-
muldk segitségével definidlni. A 3. fejezetben bemutatjuk, hogy az egyes algebrai
invaridnsok milyen informadciét tarolnak el a struktirardl. Bevezetiink egy termé-
szetes topologiat az automorfizmuscsoporton, az endomorfizmusmonoidon és a po-
limorfizmusklénon, majd megvizsgaljuk, hogy a csoport (monoid, klén) algebrai
struktirdja mikor hatdrozza meg egyértelmiien a topologikus struktirat. A 4. feje-
zetben kitériink az eredmények alkalmazasara elméleti szamitastudomanyban, azon
beliil a ,Constraint Satisfaction Problems” (CSP) témakorben. Az itt bemutatott
modszer lehetGséget ad arra, hogy tagsagi problémék széles osztalyara igazoljuk
a dichotémiasejtést, vagyis azt, hogy az adott osztalyban minden probléméra igaz,
hogy vagy létezik egy azt polinomidében megoldé algoritmus, vagy NP-teljes. Végiil
az b. fejezetben roviden bemutatjuk az w-kategorikus struktirak automorfizmuscso-
portjainak folyamairdl szolé legfrissebb eredményeket. Ez a téma napjainkban igen
népszerii, mert kapcsolatot teremtett a modellelmélet, a végtelen permutéciécsopor-
tok és a dinamikai rendszerek elmélete kozott. A fejezeteket nyitott problémakkal
zarjuk.

*A szerzét az EPSRC tamogatta az Infinite-domain Constraint Satisfaction Problems, grant
no. EP/L005654/1 projekt keretében.



1.2. w-kategorikus struktirak. A véges struktirakat izomorfizmus erejéig egy-
értelmiien lefrja az elsérendli elméletiik, vagyis azon elsérendd formuldk halmaza,
melyek igazak a struktiraban. Mar Cantor is tudta, hogy a megszdmlalhaté struk-
turdk korében a raciondlis szémok (Q, <) teljes rendezésére ez szintén igaz, sét
elegendo egyetlen axiémat felirni, ami azt mondja ki, hogy a kétvaltozds relacié
egy teljes rendezés, ami végpontnélkiili és siiri. Ha egy megszamlalhaté A struk-
turara fennéll, hogy A 2 I' minden olyan megszamldlhato I' struktirara, amiben
ugyanazok az elsérendii formuldk igazak, mint A-ban, akkor A egy w-kategorikus
struktura. Eszerint a véges strukturdk és (Q, <) egyardnt w-kategorikusak.

Utébbi 4llitds egy egyszerii, az irodalomban ,back-and-forth” (vagyis ,,oda-
vissza”) algoritmusnak nevezett médszerrel lathaté be. Ennek lényege, hogy rog-
zitiink egy-egy sorozatot, amelyek felsoroljak Q és az adott végpontnélkiili siiri
rendezés, I' elemeit, majd az izomorfizmust szisztematikusan épitjiik fel (Q, <) és
T kozott. Egy altalanos 1épésben felvéltva definidlunk képet (Q, <) soron kovetkezd
elemének, illetve 6sképet I' soron kovetkezd elemének (feltéve, hogy még nincs neki).
Vagyis a paratlan sorszamu lépésekben egy I'-beli elemet rendeliink (Q, <) legki-
sebb indexii eleméhez, aminek még nincs képe, a paros sorszamu lépésekben pedig
keresiink egy alkalmas elemet a (Q, <) struktdrdban, amihez T' legkisebb indexi{i
kimaradt elemét rendelve tovabbra is izomorfizmust kapunk. Azt, hogy egy adott
koztes allapotbdl ez az algoritmus minden esetben folytathatd, éppen az garantalja,
hogy mindkét teljes rendezés végpontnélkiili és stirii. Ezt részletesen abban az eset-
ben indokoljuk, amikor (Q, <) soron kiévetkezd elemének definidlunk képet, a mésik
eset teljesen hasonldéan miikodik. Legyen az adott koztes allapotban a mér felépi-
tett izomorfizmus a1 — by, ..., ag — by, és tegyiik fel, hogy az u € (Q, <) elemnek
kell képet talalnunk I'-ban. Ha w < a;, akkor barmilyen v < b; megfeleld: ilyen v
létezik, hiszen I'-nak nincs legkisebb eleme. Hasonléan jarunk el, ha u > ag. Vé-
giil ha a; < u < a;41, akkor tetszOleges v megfelel u képének, amire b; < v < b;41:
ilyen elem azért 1étezik, mert I' stirti. Mivel Q minden eleme sorra kertil egyszer Os-
képként, és I minden eleme sorra keriil egyszer képként, igy végtelen sok 1épésben
az algoritmus valéban izomorfizmust ad meg (Q, <) és T kozott.

Altaldban természetesen nem varhatjuk, hogy egy végtelen w-kategorikus
strukturat egyetlen axiéoma irjon le izomorfizmus erejéig, ehhez tipikusan végte-
len sok elsérendil formuldra van sziikség a struktira elméletébdl.

Ryll-Nardzewski, Engeler és Svenonius egyméstol fiiggetleniil karakterizalta
az w-kategorikus struktirdkat. A hdrom szerzé tobb ekvivalens karakterizicidt is
adott, mi részletesen csak Ryll-Nardzewski eredményét targyaljuk. Egy A struk-
tira automorfizmuscsoportja természetes médon hat A minden hatvéanyédn: az o €
Aut(A) permutdciét — mint fiiggvényt — koordindtanként alkalmazhatjuk A™ ele-
meire, vagyis (a1, . .., a,) = (a(a1),...,a(a,)). Ryll-Nardzewski tétele szerint egy
megszamlalhaté A struktira pontosan akkor w-kategorikus, ha Aut(A) oligomorf,
vagyis minden igy kapott csoporthatdsnak csak véges sok orbitja van. Ez alap-
jdn nagyon kénny(i 1j bizonyitdst adni arra, hogy (Q,<) w-kategorikus. Nyil-
vanvalé ugyanis, hogy egy (t1,...,t,) € (Q,<)" n-es orbitjaban pontosan azok
az (s1,...,8n) € (Q,<)" n-esek vannak, amikre a t; — s; fiiggvény rendezéstarto.
(Minden ilyen hozzérendelés kiterjeszthetd (Q, <)-re egy szigorian monoton nové,



szakaszonként linedris fiiggvénnyé, ami (Q, <)-nek automorfizmusa.) Vagyis egy
(t1,...,tn) € (Q,<)" orbitjit egyértelmiien meghatarozza az, hogy a ti,...,t, ele-
mek hogyan vannak rendezve. Mivel n elemet csak véges sok médon lehet rendezni,
igy Aut(Q, <) oligomort, vagyis (Q, <) w-kategorikus. Ez a gondolatmenet vezet el
a homogén struktira definicidjahoz.

1.3. Homogén struktirdk. Amint arra az el6z6 levezetésben utaltunk, egy
(t1,...,tn) € (Q,<)" orbitjat egyértelmiien meghatarozza, hogy a benne szerepld
elempérokra a <, > és = relacidk koziil melyik &ll fenn. Vagyis ha két n-es loka-
lisan ,ugyaniugy néz ki”, akkor nem lehet koztiik semmilyen médon kiilénbséget
tenni a struktdran beliil. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy a struktira homogén.
Precizen, egy megszamlalhaté A struktira homogén, ha tetszlleges A, B vége-
sen generdlt részstrukturakra és ¢ : A — B izomorfizmusra létezik a struktirdnak
egy a € Aut(A) automorfizmusa, amire a [4= . A végesen generdlt részstruk-
turak kozotti izomorfizmusokat a struktira parcidlis izomorfizmusainak nevezziik.
Ez alapjan tgy fogalmazhatunk, hogy egy megszamldlhaté struktira akkor homo-
gén, ha minden parcialis izomorfizmusa kiterjed automorfizmussa. A homogenitas
definiciéjara gy is gondolhatunk, mint az a feltétel, ami garantalja, hogy az oda-
vissza algoritmus minden koztes dllapotbdl folytathaté. A (Q, <) struktira tehdt
homogén. Megjegyezziik, hogy a legtobb struktira nyelve, amivel foglalkozunk, nem
tartalmaz fiiggvényjeleket, s6t dltaldban konstansokat sem. Vagyis a legtobb struk-
tura ebben a cikkben reldcids struktira, azaz nyelviik csupan relaciokbdl all. Ilyen
esetben a homogenitas definiciéjaban szerepld ,,végesen generalt” kifejezés lecserél-
het6 a ,,véges” szora, hiszen relacids strukturakban minden részhalmaz sajat magat
generalja.

A homogén struktirdkat Fraissé vizsgilta el6szor atfogéan. A mar emlitett
»oda-vissza” algoritmus segitségével beldtta, hogy a homogén struktirakat izomor-
fizmus erejéig egyértelmiien meghatarozza a véges nyomuk. Egy megszdmlalhato
A struktiura véges nyoma azokbdl a végesen generalt struktirakbdl all, amik be-
agyazhatdk A-ba, és ezt az osztalyt Age(A) jeloli. Fraissé karakterizalta azokat
az osztalyokat, amik megegyeznek valamely homogén struktira véges nyomaval.
Eszerint egy adott megszamlalhaté nyelv feletti végesen generalt struktirdkbol allé
IC osztaly pontosan akkor véges nyoma egy homogén struktiranak, ha a kévetkezd
egyszeri feltételek fenndllnak.

e [zomorfizmus erejéig K-ban megszamlalhato sok struktira van.

o K lefelé zart, vagyis ha B € K és A bedgyazhaté B-be, akkor A € K. (Kovet-
kezésképpen K izomorfizmusra zart.)

o Koz0s kiterjeszthetdség tulajdonsdga: minden Bi, By € K esetén létezik
C € K, amibe Bj és Bs is beagyazhato.

o Vegyitési tulajdonsdg: ha A, B, By € K és p1: A — Bi, p3: A— By be-
agyazasok, akkor 1étezik egy C € K és ¢1 : By — C, 199 : By — C bedgya-
zasok, amikre 11 o 1 = 1 0 3.



Megjegyezziik, hogy altaldban a vegyitési tulajdonsdgbol nem kovetkezik a ko-
z0s kiterjeszthetGség. Egy egyszerti példa, amit [33] is emlit, az Gsszes véges test
osztalya. Erre nem teljesiil a kozos kiterjeszthet6ség, hiszen ha By és By karakterisz-
tikdja kiilonboz6, akkor lehetetlen ezeket ugyanabba a testbe dgyazni. A vegyitési
tulajdonsag ellenérzése azonban rutin feladat. Ott ugyanez a probléma nem léphet
fel, hiszen ha egy A véges testet be tudunk agyazni Bi-be és By-be, akkor mindhé-
rom test karakterisztikdja megegyezik. Ha a nyelv nem tartalmaz fiiggvényjeleket
és konstansokat, csak relacidkat, akkor a vegyitési tulajdonsagbdl és a lefelé zart-
ségbdl kivetkezik az egyiittes kiterjeszthetéség tulajdonsdga (A = @) vélasztéssal),
igy ilyenkor elég el6bbieket leellendrizni.

Ha egy végesen generalt strukturdkbdl allé K osztalyra fennallnak a fenti fel-
soroldsban szerepl6 tulajdonsagok, akkor I egy Fraissé-osztaly. A tovabbiakban
Flim(K) jeloli azt az (izomorfizmus erejéig) egyértelmii struktirat, aminek I a vé-
ges nyoma, feltéve, hogy ilyen létezik. Ez a Fraissé-osztdly Fraissé-limesze. Ha KC
az Osszes véges teljes rendezés osztélya, akkor Flim(K) = (Q, <). Ha K az Gsszes
véges graf osztdlya, akkor Flim(K) az Erdds—Rényi-féle véletlen graf. Ez az a graf,
amit 1 valészintliséggel megkapunk (izomorfizmus erejéig) ha egy megszamlalhaté
alaphalmazba minden élet egymadstdl fiiggetleniil 1/2 valdsziniiséggel hiizunk be.
Teljesen hasonléan definidlhaték a véletlen k-uniform hipergrafok minden k > 2-re,
és a véletlen turnament is. Ezeket a struktirdkat a legegyszeriibben Fraissé fel-
épitésében lehet targyalni: mind Flim(K) alakban dllnak eld, elébbiek esetében K
az Osszes véges k-uniform hipergraf, utobbi esetben az dsszes véges turnament osz-
talya. Az, hogy ezen osztalyok mindegyike Fraissé-osztaly, egyszertien igazolhato.
Az egyetlen nemtrividlis 1épés a vegyitési tulajdonsag ellenérzése, melyet a véges
grafok osztélyaval illusztralunk. Adott @1 : A — By, @2 1 A — Bj esetén legyen C
az a struktura, amit By és By diszjunkt uniéjabdl kapunk az A-beli elemek képei-
nek azonositasdval. Ez alatt azt értjiik, hogy a diszjunkt uniét lefaktorizaljuk azzal
az ekvivalenciareldciéval, ami azonositja a (¢1(a),p2(a)) alaki parokat minden
a € A-ra. Az ekvivalenciaosztalyok halmazdn azok a parok lesznek élek, amelyek
Bj-beli vagy Ba-beli reprezentansai élt alkotnak. Ekkor azt mondjuk, hogy 6sszera-
gasztjuk Bi-et és Bo-t A mentén. A véletlen turnament esetén ugyanez a konstruk-
ci6 dltaldban nem képez turnamentet, hiszen By \ ¢1(A) és By \ p2(A) kézott nem
definialtunk éleket. Ha azonban minden ilyen pontparra tetszélegesen véalasztunk
egyet a két lehetséges iranyitott él koziil, akkor a kapott C' turnament megfelel
a vegyitési tulajdonsag feltételének.

Ryll-Nardzewski tételébdl kozvetleniil adédik, hogy minden véges relacids
nyelv feletti homogén struktira w-kategorikus, igy az Osszes fentebb emlitett
példa is.

Megemlitiink két példdt, amikben konstansok és fiiggvényjelek is vannak. Ha
F, a g-elemli véges test, akkor az Osszes F, feletti véges dimenzids vektortér
egy Fraissé-osztaly. Ennek Fraissé-limesze az I, feletti megszdmldlhatéan végte-
len dimenziés vektortér. Ha pedig K az sszes véges Boole-algebrabdl all, akkor
Flim(K) a megszamldlhaté atommentes Boole-algebra. Ezek a strukturdk szintén
w-kategorikusak.



Henson vette észre [31], hogy az dsszes K,-mentes véges graf szintén Fraissé-
osztalyt alkot. Adott n > 3 esetén ennek az osztdlynak a Fraissé-limeszét az n-edik
Henson-grafnak hivjuk, és (H,, E)-vel jeloljiik. Lachlan és Woodrow belatték [39],
hogy trividlis példédktol eltekintve nincs mas megszamlalhatéan végtelen homo-
gén graf, mint a véletlen graf, a Henson grafok és azok komplementerei. Lachlan
karakterizélta a homogén turnamenteket [38], Schmerl pedig a homogén részben-
rendezéseket [54]. Cherlin adott &ttekinthetd leirdst az dsszes homogén irdnyitott
grafra, amikben két elem kozott legfeljebb egy irdnyitott €l fut [24]. Ez az eredmény
azért is figyelemre mélto, mert ilyen grafbol kontinuum sok van, és mert egyszerre
altalanositja Lachlan és Schmerl tételeit.

A legérdekesebb homogén részbenrendezés az Gsszes véges részbenrendezett
halmaz Fraissé-limeszeként el6alld generikus részbenrendezés, vagy mas néven vé-
letlen részbenrendezés. Erre az osztalyra is fenndll a vegyitési tulajdonsag, am en-
nek igazolasa a kordbbi esetekhez képest nagyobb dvatossdgot igényel. Ha ugyanis
Osszeragasztjuk a By és Bs részbenrendezett halmazokat A mentén, akkor dltald-
ban nem kapunk részbenrendezést, hiszen a tranzitivitas sériilhet. fgy az Osszera-
gasztott struktira tranzitiv lezartjat érdemes C-nek valasztani. Vagyis a véletlen
hipergrafokhoz és a véletlen turnamenthez hasonléan itt is igaz, hogy minden vegyi-
tés elvégezhetd gy, hogy C-ben Bj és By bedgyazott példanyai éppen A képében
messék egymast. Ekkor azt mondjuk, hogy az osztalyra teljesiil az erds vegyitési
tulajdonsdg. Konnyl meggondolni, hogy relaciés nyelvek feletti osztélyokra ez azzal
ekvivalens, hogy az osztdly A Fraissé-limeszének automorfizmuscsoportjaban min-
den véges H C A halmaz stabilizdtora pontosan H elemeit stabilizélja. Ekkor azt
mondjuk, hogy A-ban nincs algebraicitds.

Megjegyezziik, hogy a generikus részbenrendezésnek valéban van egy a véletlen
grafthoz hasonlé véletlen konstrukcidja. Ez a fogalom precizen definidlhatd, és Ac-
kerman, Freer és Patel [1, Theorem 1.1] meghokkenté eredménye szerint a véletlen
konstrukcio 1étezése ekvivalens azzal, hogy a struktiraban nincs algebraicitas. Mint
azt fentebb megmutattuk, ez a tulajdonsdg a generikus részbenrendezésre fennall,
ezért indokolt a véletlen részbenrendezés elnevezés.

Csak a véletlen grafrdl rengeteg cikk és Osszefoglalds jelent meg. A teljesség
igénye nélkiil az olvasé figyelmébe ajanljuk Cameron cikkét [22], melyben tobbek
kozott igazolja az er6s kis index tulajdonsdgot a véletlen grafra, Fagin nulla-egy
torvényét [27], ami kapcsolatot teremt véges véletlen grafok és a végtelen vélet-
len graf elmélete kozott, illetve Truss eredményét, miszerint a véletlen graf auto-
morfizmuscsoportja egyszer(i [59]. Homogén struktirakrdl két kivalé angol nyelvii
osszefoglal6t ajénlhatunk [42, 23], elébbinek egy bévitett véltozata is elérhetd [41].
Altalaban w-kategorikus struktirakrol, Ryll-Nardzewski, Engeler és Svenonius té-
teleirdl és Fraissé felépitésérdl Hodges konyvében [33] olvashatunk.

2. Reduktok

2.1. Definialhat6 strukturak. Egy A struktura reduktjai alatt azokat a I' re-
lacids struktarakat értjiik, amelyek alaphalmaza megegyezik A alaphalmazaval, és



amiknek minden relaciéja elsérendben definidlhaté A-ban. Két relaciés struktira
elsdrendben dtdefinidlhato, ha egymas reduktjai, vagyis mindkett6 relacioi elsérend-
ben definialhatok a masik struktiraban.

2.1. példa. A (Q, <) struktiranak reduktjai a (Q,Betw) és a (Q,>) struktirsk,
ahol a Betw hdromvaltozds reldcié a kovetkezd formuldval adhaté meg: (x,y,z) €
Betw & (z <yAy<2z)V(z<yAy<z). Teljesen vildgos, hogy (Q, <) és (Q,>)
elsorendben atdefinidlhatok, hiszen z < y & y > =.

Bar ezek a fogalmak tokéletesen értelmesek barmilyen struktirara, mi csak azt
az esetet vizsgaljuk, amikor A w-kategorikus. A legtobb konkrét eredmény véges
relaciés nyelv feletti homogén struktirarodl szél. Fontos, hogy Ryll-Nardzewski té-
telébdl kozvetleniil kovetkezik, hogy egy w-kategorikus struktira minden reduktja
w-kategorikus. Erdekes médon hasonld eredmény nem igaz a véges relaciés nyel-
vek feletti homogén struktirakra. Lachlan mutatott példat egy olyan véges relacids
nyelv feletti homogén strukturara, aminek egy reduktja semmilyen véges nyelv fe-
lett nem homogén, vagyis nem elsérendben atdefinialhaté egy véges nyelv feletti
homogén strukturaval. Eredményét sajnos nem publikalta, egy rovid osszefogla-
14s a tételrdl és bizonyitdsardl [56]-ban taldlhatd. Megjegyezziik, hogy minden w-
kategorikus struktira homogén egy megszamldlhato reldcids nyelv felett: ha ugyanis
minden elsérendben definidlhaté relaciét bevesziink a nyelvbe, akkor az eredetivel
elsérendben atdefinialhaté homogén struktirat kapunk.

Ha A egy tetszéleges struktira, és az R relicié egy elsérendii ¢ formulé-
val definidlhaté A-ban, akkor a ¢ hossza szerinti indukciéval kénnyen igazolhato,
hogy A minden automorfizmusa megérzi R-et. Eszerint ha I' reduktja A-nak, ak-
kor Aut(A) C Aut(T). A megforditds nem igaz teljes dltaldnosségban, de Ryll-
Nardzewski tételének egy kovetkezménye szerint igaz w-kategorikus strukturakra.
Vagyis ha A w-kategorikus, akkor egy I' struktira pontosan akkor reduktja A-nak,
ha Aut(A) C Aut(I"). Ennek kovetkezménye, hogy két redukt (vagy altaldban két
w-kategorikus struktira), I'; és I's pontosan akkor elsérendben &dtdefinidlhat6, ha
Aut(T';) = Aut(I'y). Igy ha meg szeretnénk érteni A reduktjait elsérend(i atdefi-
nidlhatdsdg erejéig, akkor elég karakterizdlni azokat az Aut(A)-t tartalmazé cso-
portokat, amik el8éllnak Aut(I") alakban. Ebb6l az észrevételbdl kovetkezik, hogy
a 2.1. példéban emlitett (Q, <) és (Q, Betw) struktirdk nem elsérendben 4tdefini-
alhatdk, hiszen (Q, Betw)-nek minden rendezésfordité permutdcié automorfizmusa.
Vagyis (Q, Betw) valédi reduktja (Q, <)-nek.

2.2. Zart csoportok. A tovabbiakban rogzitiink egy w-kategorikus A reldcids
strukturat, és annak alaphalmazat D fogja jelolni. Jeloljiikk Sym(D)-vel azt a per-
mutacidcsoportot, ami a D halmaz Osszes permutacidjabol all. Ezen a csoporton a
kovetkezOképpen adhaté meg egy topoldgia. (A topoldgidt a lezdrdsi operdtordval
adjuk meg.) Ha S C Sym(D), akkor S lezdrtja azokbdl a 8 permutdciékbdl 4ll, amik
D minden véges részhalmazan interpolalhaték S valamely elemével, vagyis minden
véges F' C D esetén létezik egy a € S, amire o [p= f [p. Az igy definidlt topo-
l6gidval Sym(D) egy topologikus csoport, vagyis egyszerre csoport és topologikus
tér gy, hogy a szorzas és az inverzképzés folytonos miveletek. Konnyi belatni,
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hogy Sym(D) egy részcsoportja pontosan akkor 4ll el6 Aut(I") alakban, ha zdrt.
Igy A reduktjai egy-egyértelmii megfeleltetésben allnak Sym(D)-nek az Aut(A)-t
tartalmazé zart részcsoportjaival.

Ryll-Nardzewski tételének legerésebb forméaja azt mondja ki, hogy Galois-
kapcsolat 8ll fenn A reduktjai és az Aut(A)-t tartalmazd permutdcidcsoportok
kozott. A Galois-kapcsolat az Aut és az Inv operatorokkal adhaté meg. Az Aut
operator minden redukthoz annak automorfizmuscsoportjat rendeli, mig Inv az
Aut(A)-t tartalmazé permutédciéesoportokhoz rendeli A-nak azt a reduktjat, ami
az Osszes olyan D-n értelmezett relaciot tartalmazza, melyeket az adott csoport
megériz. Mint minden Galois-kapcsolat, ez is megad egy lezdrasi operatort a cso-
portokon: egy G csoport lezartja Aut (InV(G)). Megmutathatd, hogy ez a lezarasi
operator egybeesik a fent definidlttal. Ahhoz, hogy Galois-kapcsolatrol beszélhes-
siink, meg kell adnunk egy-egy kvézirendezést az Aut(A)-t tartalmazé részcsopor-
tokon és A reduktjain. A csoportokon G; < G2 pontosan akkor, ha G lezartja
tartalmazza G1-et, mig két reduktra I'; < I'y akkor és csak akkor, ha I'y reduktja
I's-nek. Ez utébbi kompatibilis az elsérendii dtdefinidlhatésdggal, vagyis ha r jeloli
a I' ekvivalenciaosztédlyat, akkor joldefinidlt gy megadni egy részbenrendezést a re-
duktok ekvivalenciaosztalyain, hogy 'y < T'y akkor és csak akkor, ha I'; reduktja
T's-nek. Ezek alapjan a kovetkezo6 tétel fogalmazhaté meg.

2.1. tétel (Ryll-Nardzewski). Legyen A egy w-kategorikus reldcids struktira,
melynek D az alaphalmaza. Ekkor az Aut és Inv operatorok rendezésfordité Galois-
kapcesolatot teremtenek Sym(D)-nek az Aut(A)-t tartalmazé részcsoportjai és A
reduktjai kozott. Ez a Galois-kapcsolat egy rendezésfordito, egy-egyértelmii meg-
feleltetést ad meg a zart részcsoportok és a reduktok elsérendii atdefinialhatdsag
erejéig vett ekvivalenciaosztalyai kozott.

Vagyis az Aut(A)-t tartalmazé zért részcsoportok karakterizaldsdval nemcsak
A reduktjait érthetjiik meg, de még az is leolvashaté beldle, hogy az egyes reduk-
tokbdl mely reduktokat lehet elsérendben definidlni. Trividlis specidlis esetként ér-
demes megjegyezni, hogy egy w-kategorikus A struktiraban egy R relacié pontosan
akkor elsérendben definidlhaté, ha R-et minden Aut(A)-beli permutacié megériz.
Vagyis a A-ban elsérendben definidlhaté n-véltozds relacidk éppen azok a halmazok
A™-ben, amelyek eléallnak Aut(A)-orbitok uniéjaként. Igy minden n > 1-re A-ban
csak véges sok els6rendben definidlhaté n-valtozoés reldcié van. Ez a tulajdonsdg
a megszamlalhaté struktirdk korében ekvivalens az w-kategoricitdssal [33].

A 2.1. tétel segitségével szdmos konkrét esetben sikeriilt karakterizélni w-
kategorikus strukturak reduktjait elsérend dtdefinidlhatosag erejéig. Cameron iga-
zolta, hogy pontosan 5 zért csoport van Sym(Q)-ban, ami tartalmazza Aut(Q, <)-

t [21]. A véletlen graf és a véletlen turnament automorfizmuscsoportjara érdekes
médon ugyanez igaz, elébbi Thomas [56], utébbi Bennett [6] eredménye. Thomas
megmutatta, hogy a trividlis (H,, =) reduktot leszdmitva a (H,,, E) Henson-gréfnak
nines valédi reduktja [56], a véletlen k-uniform hipergrafoknak pedig 2% + 1 redukt-
juk van elsérendli dtdefinidlhat6ség erejéig [57]. Junker és Ziegler dltaldnositottdk
Cameron eredményét, karakterizalva ezzel (Q, <,0) reduktjait [36]. Megmutattsk,
hogy Aut(Q, <)-ben minden véges halmaz pontonkénti stabilizdtorat csak véges
sok zart csoport tartalmazza.
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Jelen cikk szerzdje beldtta [51], hogy a Henson-grafokbdl egy konstans felvé-
telével kapott (H,, E,0) struktirdanak elsérendii dtdefinidlhatésdg erejéig 16 re-
duktja van n > 4-re, és csupan 13, ha n = 3. T6bb tarsszerzdvel kozésen megmu-
tattuk, hogy a véletlen részbenrendezés automorfizmuscsoportjat 5 zart csoport
tartalmazza [49]. Egy mdésik tébbszerzés cikk eredményeként megkaptuk a véletlen
rendezett graf reduktjait is [14]. Ez a struktira az 6sszes véges rendezett graf osz-
talyanak Fraissé-limesze. Mivel ennek egyarant reduktja a véletlen grif, (Q, <) és
a véletlen turnament is, igy az eredmény felfoghaté Thomas, Cameron és Bennett
korabbi tételeinek a kozos altalanositasaként.

A fenti eredmények bizonyitdsanak legfontosabb kozos pontja a struktura-
lis Ramsey-elmélet alkalmazdsa, aminek részleteire kés6bb tériink ki. Akiknek ez
a téma felkeltette az érdeklédését, azok tovabbi részletekért olvassdk el Bodirsky
és Pinsker osszefoglaldjat [11].

2.3. Zart monoidok. A A struktira endomorfizmusmonoidja azokbdl az f :
D — D fiiggvényekbél &ll, amelyek megbrzik A 6sszes reldcidjat. Az End(A) hal-
maz valéban monoid, melyben az egységelem az identitasfiiggvény, a szorzas pedig
a kompozicié. Az endomorfizmusmonoidon beliil kénnyedén felismerheték az au-
tomorfizmuscsoport elemei. FEzek éppen azok az invertdlhaté elemek, amelyek-
nek az inverze is az endomorfizmusmonoidban van. Igy End(A) tébb informé-
ciét tarol el a A struktirardl, mint Aut(A). Ennek fényében nem meglepd, hogy
az el6bb targyalt Galois-kapcsolat kiterjesztheté az endomorfizmusmonoidokra,
és az a reduktokat egy olyan ekvivalenciarelacié erejéig karakterizélja, ami fino-
mabb az elsérendil atdefinidlhatésagnal. Egy formula egzisztencidlis pozitiv, ha
egzisztencidlis kvantorokkal kezdédik (vagy kvantormentes), és az ezeket kovetd
kvantormentes formuldban negdcié nem szerepel. Példdul a véletlen graf feletti
Jz3y(E(z,z) NE(y,2)) V (z = y) egy egzisztencidlis pozitiv formula. Két reldcios
struktura, I'y és I'a, e.p.-dtdefinidlhato, ha I's relaciél egzisztencialis pozitiv formu-
lakkal definidlhatok I'y reldciéibol, és viszont. Konnyen meggondolhaté a ¢ hossza
szerinti indukciéval, hogy ha az R relécid egy egzisztencialis pozitiv ¢ formulaval de-
finidlhaté A-ban, akkor A minden endomorfizmusa megérzi R-et. Ha Mon(D) jeloli
az Osszes D-b6l D-be képezd fliggvény monoidjat, akkor ezen a halmazon teljesen
hasonléan definidlhaté egy lezdrdsi operdtor, mint Sym(D) esetében.! Itt is igaz,
hogy egy monoid pontosan akkor zirt Mon(D)-ben, ha valamely struktirdnak en-
domorfizmusmonoidja. Ekkor a fentebb emlitett Galois-kapcsolat mintajara megad-
haté egy Galois-kapcsolat az End(D)-t tartalmazé zart monoidok és A reduktjainak
ekvivalenciaosztalyai kozott, ahol az ekvivalenciarelacié az e.p.-atdefinidlhatosag.
Vagyis A reduktjai egzisztencialis pozitiv dtdefinidlhatésag erejéig egy-egyértelmi
megfeleltetésben éllnak az End(D)-t tartalmazé zért monoidokkal. A kovetkezd
tétel foglalja Ossze ezeket az allitasokat.

1Ezen a ponton évatosnak kell lenniink, ha egy permuticiécsoport lezartjarél beszéliink,
ugyanis nem mindegy, hogy az el6z6 alfejezet szerint targyalt médon, Sym(D)-ben, vagy Mon(D)-
ben zérjuk le a halmazt. Egy zart csoport Mon(D)-ben jellemz8en nem zért. Pl. a véletlen graf
automorfizmuscsoportjanak monoid-lezartja a véletlen graf onbedgyazdsaibdl 4ll, vagyis azokbdl
az injektiv endomorfizmusokbdl, amik a nem-él relaciét is megdrzik.
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2.2. tétel. Legyen A egy w-kategorikus relaciés struktira, melynek D az alaphal-
maza. Ekkor az End és Inv operatorok rendezésfordité Galois-kapcsolatot teremte-
nek Mon(D)-nek az End(A)-t tartalmazé részmonoidjai és A reduktjai kozétt. Ez
a Galois-kapcsolat egy rendezésfordito, egy-egyértelmi megfeleltetést ad meg a zart
részmonoidok és a reduktok e.p.-dtdefinialhatosag erejéig vett ekvivalenciaosztalyai
kozott.

2.4. Zart klénok. Egy k-véltozés f: AF — A fiiggvény a A struktirdnak ak-
kor polimorfizmusa, ha megérzi A minden relaciéjat. Ez alatt azt értjiik, hogy
A tetszdleges n-valtozés R reldcigjara fennéll, hogy amennyiben az (ai,...,al),
..., (a},... %) mindegyike R-beli, akkor (f(ai,...,a}),...,f(ak,...,ak)) € R.
A polimorfizmus tehdt az endomorfizmus tobbvaltozés dltaldnositdsa. Példakép-
pen érdemes megjegyezni, hogy egy egyvaltozés fiiggvény pontosan akkor injektiv,
ha megérzi a # relaciét. Egy tobbvaltozos fliggvényre azonban ez nem igaz. Pl.
egy kétvaltozos fiiggvény definicié szerint akkor érzi meg a # reldciét, ha minden
olyan esetben, amikor a; # by és ay # bo, fennéll az f(a1,as) # f(b1,bs) Osszefiig-
gés. Ettél még a fiiggvény rendelhet azonos értéket olyan pontparhoz, amiknek
megegyezik az els6 (vagy a mésodik) koordindtdja. Hogy ez nem csak elvi leheté-
ség, azt mutatja az az egyszeru tény is, hogy egy projekcidfiiggvény minden relaciét
megdriz. A k-véaltozés i-edik projekcidfiiggvény az a nF : AF — A fiiggvény, amire
7¥(ay,...,ar) = a;. A A struktira dsszes polimorfizmusinak halmazat Pol(A) je-
161i.

2.3. allitas. Legyen A egy tetszéleges struktiura. Legyen n,k > 1, és legyen f €
Pol(A) n-véltozés fiiggvény, valamint gi,...,g, € Pol(A) k-vdltozds fiiggvények.
Ekkor fo (g1,...,gn), vagyis az (z1,...,x) € AF-hoz

f(gl(acl, ey Th)y ey Gn(T, . ,xk))
értéket rendeld fiiggvény szintén Pol(A)-ban van.

Bizonyitas. Adott a A egy m-véltozés R reldcidja és az

(ai,...,al),...,(ak,... a")

m-esek R-ben. Ekkor minden 1 <7 < n esetén

ti = (gi(a%,...,a’f),...,gi(a#,...,aﬁl)) €R,

hiszen g; tartja az R relaciét. Mivel f is tartja az R relaciét, igy
((fO (gla"'agn))(a’%w"?alf)?"' ) (fO (gla'"agn))(a’}n?"'?afn)) =
= f(t1,...,ty,) ER. W

A 2.3. 4llitas szerint tehdt Pol(A) zart a tobbvaltozds fiiggvénykompozicidra,
és emellett tartalmazza az Gsszes projekciofiiggvényt. Az ilyen tulajdonsigoknak
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eleget tevd halmazokat kldnoknak nevezziik, Pol(A)-t pedig A polimorfizmusklén-
janak hivjuk. A kordbban definidlt topolégiat k-véaltozds fiiggvényekre is értelmez-
hetjiik. Vagyis ha S a D-n értelmezett k-valtozds fiiggvények egy részhalmaza,
akkor S lezdrtja azokbodl az f : D¥ — D fiiggvényekbdl 4ll, amik D* minden véges
részhalmazan interpolalhaték S valamely elemével, vagyis minden véges F C D*
esetén létezik egy g € S, amire g [p= f [p. Az Gsszes D-n értelmezett tobbvéltozds
filggvény halmazéat Clo(D)-vel jeloljiik. Vegyiik észre, hogy Mon(D) topologikus
altere Clo(D)-nek. Tovdbb4 minden k-ra a Clo(D)-beli k-véltozds fliggvények a
Clo(D)-nek egy nyilt-zart részhalmazdt alkotjak.

Ahhoz, hogy kimondhassuk Ryll-Nardzewski tételének &ltalanositasat klo-
nokra, be kell vezetniink a primitiv pozitiv formula fogalmat. Egy formula primitiv
porzitiv, ha egzisztencidlis kvantorokkal kezd6dik (vagy kvantormentes), és az ezeket
kovetd kvantormentes formulaban sem negécid, sem a ,vagy” logikai két6szé nem
szerepel, azaz csupan primformulék ,és” kotoszéval vald Gsszekapesoldsa megenge-
dett. Példaul a véletlen graf feletti 3z IyE(x,2) A E(y,2) A (x = z) egy primitiv
pozitiv formula.

2.4. tétel. Legyen A egy w-kategorikus reldcios struktira, melynek D az alaphal-
maza. Ekkor a Pol és Inv operdtorok rendezésfordité Galois-kapcsolatot teremtenek
Clo(D)-nek a Pol(A)-t tartalmazé részklonjai és A reduktjai kozott. Ez a Galois-
kapcsolat egy rendezésfordito, egy-egyértelmii megfeleltetést ad meg a zart klénok
és a reduktok primitiv pozitiv atdefinialhatésag erejéig vett ekvivalenciaosztalyai
kozott.

2.5. Ramsey-elmélet. Tetszbleges A, B azonos nyelv feletti struktirakra (f)
jeloli a B struktura A-val izomorf részstrukturainak halmazat. Fouché vezette be
a strukturdk Ramsey-fokdnak fogalmat [28]. Legyen K egy adott nyelv feletti véges
strukturakbol allo osztdly. Ekkor A € I Ramsey-foka az a legkisebb d pozitiv egész
szam, amire a kovetkez6 tulajdonsig fenndll: minden r € N és B € K esetén 1étezik
C € K gy, hogy barhogyan szinezziik a (i) halmazt r szinnel, taldlhaté6 C-ben
a B-nek egy legfeljebb d-szinfi példanya, azaz B’ € (g), hogy (i/)—ban legfeljebb
d szin fordul el. Ha nem létezik ilyen tulajdonsigu d € N, akkor a Ramsey-fokot
végtelennek definidljuk. A K osztily Ramsey-foka a benne 1év6 strukturak fokai-
nak supremuma. Végiil egy megszdmldlhaté A struktira Ramsey-foka az Age(A)
osztaly Ramsey-foka. Egy megszdamlalhaté A struktira Ramsey, ha Ramsey-foka 1.

2.5. definicié. Egy megszamldlhato A strukturara teljesiil a Ramsey-tulajdonséag,
ha tetsz6leges r > 2, A, B € Age(A) esetén létezik egy C € Age(A), hogy bérhogyan
szinezziik is A példényait C-ben r szinnel, mindig lesz C-ben egy B-vel izomor{ B’
részstruktira, amiben A minden példanya azonos szint.

Miel6tt Osszefoglalnank a legfontosabb eredményeket Ramsey-strukturakkal
kapcsolatban, j6jjon néhany egyszeri észrevétel a definiciordl.

2.6. allitdas. A kovetkez6 allitasok ekvivalensek tetszbleges megszamlalhato A
struktirara.

14



(1) A Ramsey-tulajdonsédgu.
(2) Minden A, B € Age(A) esetén létezik egy C € Age(A), hogy tetszbleges x :
(g) — {0,1} esetén létezik egy B’ € (g) gy, hogy x [(B/) konstans.
A

(3) Minden A,B € Age(A), r €N és x: (j) —{0,1,...,r — 1} esetén létezik
egy B’ € (g) ugy, hogy x [(B/) konstans.
A

(4) Minden A, B € Age(A)-ra és x: (3) = {0,1} fiiggvényre Iétezik egy
B’ e (g) tigy, hogy x r(B’) konstans.
A

Bizonyitds. Mindegyik feltétel trividlisan teljesiil, ha A ¢ Age(B) vagy r < 1. Igy
a tovabbiakban feltessziik, hogy A € Age(B) és r > 2.

(2) = (1). Vezessiik be a Cy = A és Cy; = B jelolést. Minden ¢ > O-ra legyen
Cit2 € Age(A) egy struktira, aminek a létezését a (2) pontbeli feltétel garantélja
a C;,Ci41 parra. Az r szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy C, = C megfeleld
valasztés az A, B parra a Ramsey-tulajdonsdg definici¢jaban. Ha r = 2, akkor Cs
definicié szerint megfeleld. Legyen r > 3, és tegyiik fel, hogy (C;() r-szinezett. Legyen
X : (C;() — {0, 1} az a fiiggvény, ami A egy példdnydhoz pontosan akkor rendel 1-
et, ha az az r-edik szint kapta. Ekkor 1étezik C)._1-nek egy C’_; példdnya C,-ben,
amire megszoritva a x fliggvény konstans. Ha ez a konstans 0, akkor az indukcids
feltevés miatt vagyunk készen, ha pedig 1, akkor barmely C/._;-beli példdnya B-nek
monokromatikus (az r-edik szinnel).

(1) = (3). Legyen C € Age(A) egy struktira, aminek a 1étezésést a Ramsey-
tulajdonsdg garantélja az A, B € Age(A) és r € N esetben. Legyen C' C A ennek
a C-nek egy példdnya. Ekkor létezik egy a feltételeknek eleget tevé B’ a C’ rész-
struktirdban.

(3) = (4) specidlis eset r = 2 vélasztédssal.

(4) = (2). Tételezziik fel, hogy (2) nem teljesiil valamely A, B € Age(A)-ra.
Eszerint minden C € Age(A) struktira 2-szinezhet6 gy, hogy abban nincs B-nek
monokromatikus példanya. Legyen Cy C Co C ... a A véges részstruktirdinak egy
sorozata ugy, hogy UC; = A. Minden i > 1-re alljon a H; halmaz a C; Gsszes olyan
2-szinezésébdl, amiben B-nek nincs monokromatikus példanya. Minden ¢ > 1-re
kossiik Ossze azokat a H; x H;11-beli parokat éllel, amiknek a H;-beli eleme a H;1-
beli elem megszoritasa. Erre a grafra fennallnak a K6nig-lemma feltételei, igy van
benne egy végtelen ut. Egy ilyen végtelen it megad egy 2-szinezést (ﬁ)—ra, amiben
nincs B-nek monokromatikus példanya. B

A Ramsey-tulajdonsagot részstrukturakra definialtuk, de gyakran kényelme-
sebb bedgyazdsokkal dolgozni. Egy megszamlalhaté A struktirdra teljesiil a
Ramsey-tulajdonsdg a bedgyazdsokra, ha tetsz8leges r > 2, A, B € Age(A) esetén
létezik egy C € Age(A), hogy barhogyan szinezziik is A bedgyazésait C-be r szin-
nel, mindig létezik B-nek egy ¢ bedgyazasa C-be ugy, hogy minden f: A — B
bedgyazasra go f azonos szinti. Természetesen a Ramsey-fokot is lehet bedgya-
zdsokra definidlni. A két fogalom kapcsolatérdl b&vebben [44]-ben olvashatunk.
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Az nyilvanvald, hogy a két fogalom ekvivalens, ha minden A € K struktira me-
rev, azaz egyetlen automorfizmusa az identitas. Ilyen esetben ugyanis a bedgyaza-
sok egyértelmiien megadhatdk a képiikkel. Egy A struktira rendezett, ha létezik
az alaphalmazdn egy olyan teljes rendezés, amelyet Aut(A) minden eleme megériz.
Ryll-Nardzewski tétele alapjan w-kategorikus struktirak esetén ez azzal ekvivalens,
hogy A-ban elsérendben definidlhaté egy teljes rendezés. Ha egy megszamlalhato
homogén A struktira rendezett, akkor minden A € Age(A) merev.

Nesetiil vette észre [47], hogy lényegében nem veszitiink azzal, ha a Ramsey-
tulajdonsagot csak homogén struktirakra vizsgaljuk.

2.7. tétel. Legyen K egy adott nyelv feletti véges struktirdakbol allo, lefelé zart
osztaly a kozds kiterjeszthetGség tulajdonsagaval. Ha KC-ra teljesiil a Ramsey-
tulajdonsédg, akkor a vegyitési tulajdonsag is fenndll rd. Vagyis ha K = Age(A)
valamely megszamldlhaté A Ramsey-struktirara, akkor K = Age(T") alkalmas T
megszamlalhaté, homogén Ramsey-strukturara.

Ezzel az észrevétellel vette kezdetét a Ramsey-osztalyok szisztematikus vizs-
galata és karakterizdlasa. Tobb konkrét nyelv felett meghataroztak mér a homogén
Ramsey-struktirakat. Egy effajta vizsgdlat nagyban épithet arra, ha az adott nyelv
feletti homogén struktirdkat méar korabban karakterizaltak. A strukturdlis Ramsey-
elmélet egyik legkiemelkedébb eredményét Nesetiil és Rodl bizonyitotta [45, 48],
belatva ezzel struktirdknak egy igen gazdag osztalyara a Ramsey-tulajdonsdgot.
Egy A struktira irreducibilis, ha minden x,y € A-ra létezik egy n-valtozds R relécid
a struktira nyelvében és (x1,...,z,) € R Ugy, hogy x és y is szerepel az x1,...,x,
elemek kozott. Legyen K véges struktirak egy halmaza egy adott nyelv felett. Ek-
kor Forb(K) jeloli az adott nyelv felett az Gsszes olyan véges struktira osztélyat,
amibe nem képezheté6 homomorfizmussal a L halmaz egyetlen eleme sem.

2.8. tétel (Nesetiil-Rodl). Legyen K véges irreducibilis struktirdk egy halmaza.
Bévitsiik ki a nyelvet egy < szimbélummal, és legyen K az dsszes véges struktiira
osztalya a kibévitett nyelv felett, amiben < interpretacidja egy teljes rendezés,
az eredeti nyelv feletti redukt pedig Forb(K)-beli. Ekkor K egyszerre Fraissé-osztély
és Ramsey-osztaly.

Ennek bizonyitdsa megtaldlhaté egy friss dsszefoglald cikkben [7]. A tétel leg-
fontosabb koévetkezménye, hogy bar a Ramsey-tulajdonsag ritka és nagyon erés
kombinatorikai feltétel, sok homogén struktira legalabbis reduktja egy Ramsey-
strukturanak. Ez az eredmény is motivalja a Bodirky—Pinsker-sejtést. Ramsey-
elméletrdl a [29, 46] dsszefoglaldkat ajanljuk. Ramsey-fokokrdl a [28, 35] cikkekben
olvashatunk.

2.6. Kanonikus fiiggvények. Egy A struktira a = (aq,...,a,) € A™ n-esének
tipusa az Osszes olyan n szabad valtozoval rendelkezo elsérendii formulabdl all, ami
teljesiil a-ra. A egy n-tipusa alatt valamely n-esének tipusédt értjiik. Ezeket a fo-
galmakat sok forrds mésféleképpen nevezi, pl. [33]-ban teljes tipusnak hivjdk azt,
amit mi tipusnak definidltunk. Ryll-Nardzewski, Engeler és Svenonius ekvivalens
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karakterizdcidinak egyike szerint egy megszamldlhaté A struktira pontosan akkor
w-kategorikus, ha minden n-re véges sok n-tipusa van. Ekkor az n-tipusok megfelel-
tethet&k Aut(A) orbitjainak a A™-en vett koordindtankénti hatdsira nézve: vagyis
két n-es pontosan akkor van ugyanabban az orbitban, ha megegyezik a tipusuk.
A n-tipusainak halmazét S, (A) jeloli. Ez A n-edik Stone-tere.

2.9. definicié. Egy ¢g: I' — A fiiggvény kanonikus, ha tetszdleges a,b € I'-re
fenndll, hogy amennyiben a és b tipusa megegyezik I'-ban, gy g(a) és ¢g(b) tipusa
megegyezik A-ban. Ha g egy kanonikus fiiggvény, akkor g viselkedése alatt az 6sszes
olyan (s,t) alaki tipusfeltételt értjiik, amire s € S, ('), t € S,,(A), és minden s-
tipusi a € I'™-re g(a)-nak ¢ a tipusa.

2.10. megjegyzés. Ha A homogén egy m-valtozos relaciés nyelv felett, akkor egy
a € A" tipusat egyértelmiien meghatiarozza az, hogy A egyes relaciéi mely m-esekre
4llnak fenn a-ban.

2.11. megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy ha A homogén egy m-valtozds
reldciés nyelv felett, és a ci1,...,c, € A elemeket konstansként hozzavessziik A
nyelvéhez, akkor az igy kapott (A, cy,...,cp,) struktira szintén homogén egy m-
valtozés reldcids nyelv felett. Ha ugyanis ezt a struktirat mint relaciés struktu-
rat tekintjiikk azon nyelv folott, ami az Osszes legfeljebb m-valtozds, elsérendben
definialhaté relaciobdl all, akkor egy olyan I' homogén strukturat kapunk, amire
Aut(T") = Aut(A,cq,. .., c,), vagyis ami elsérendben atdefinidlhaté a (A, cq,...,¢n)
strukturaval.

fgy a tovdbbiakban minden ilyen esetben gy gondolunk a (A, cy,. . ., ¢,) struk-
turara, mint a 2.11. megjegyzésben definidlt homogén reldcids struktiarara. Fontos
észrevétel, hogy rendezett strukturak korében a Ramsey-tulajdonsiag megorzodik,
ha véges sok konstanst hozzdadunk a nyelvhez [17].

2.12. lemma (Borirsky, Pinsker, Tsankov). Legyen A egy megszamldlhato, ho-
mogén, rendezett Ramsey-struktira, és legyen ¢y, . ..,c, € A. Ekkor (A c1,...,¢p)
Ramsey.

2.13. megjegyzés. A 2.12. lemm&bdl nem hagyhato el a rendezettség feltétele. Le-
gyen A = (Q, Betw). Ramsey tételébdl kovetkezik, hogy ez egy Ramsey-struktira.
Vegyiik hozza a 0 elemet konstansként a nyelvhez. Legyen A egy nullatél kiillonbozo
elem, B pedig az a struktira, ami egy pozitiv és egy negativ elembdl all. (Koénnyen
meggondolhatd, hogy ezek a megfogalmazéasok valéban részstruktirak izomorfiati-
pusait jelolik ki (Q, Betw, 0)-ban.) A negativ raciondlis szdmokat pirosra, a poziti-
vakat kékre festve B-nek nem létezik olyan példanya, amiben A minden példanya
azonos szintl.

2.14. allitas. Legyen A egy véges relacios nyelv feletti homogén, rendezett Ramsey-
struktira. Legyen c¢i,...,c, € A, és jeloljiik T-val a (A,cq,...,¢,) struktirat.
Adott egy f: A — A injektiv fiiggvény. Ekkor létezik egy g : I' — A kanonikus, in-
jektiv fiiggvény, amire g € {a ofof|acAut(A),p e Aut(I‘)}, 6 f Icrreny=
g F{cl,...,cn}'
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Bizonyitas. Legyen A; C Ay C ... véges részstruktirdknak egy felszallé lanca
(A, eq,. .., cp)-ben ugy, hogy UA; = D, ahol D a A struktiira alaphalmaza. Legyen
S1,. .., Sk az Osszes legfeljebb m-elemii részstruktirdnak egy-egy példanya Age(T')-
ban, ahol m a legnagyobb fellépé aritds A (és egyuttal T') nyelvében. I'-ra végig
reldciés struktdraként gondolunk, ahogy azt a 2.11. megjegyzésben definidltuk.
Szinezziik I'-ban Si,...,S; példdnyait az f-képiik izomorfiatipusaval. Mivel A
homogén egy véges reldcids nyelv felett, igy ehhez csak véges sok szint hasznalunk.
A 2.12. lemma alapjén I" Ramsey, {gy minden A;-nek létezik egy A, példanya I'-
ban, amire tetszdleges 1 < j < k esetén az (‘;j) halmaz monokromatikus. Rogzitsiik
A;-nek egy ilyen A} példanyat.

Tekintsiik minden i-re az f | Al fliggvény viselkedését. Mivel csak véges sok
lehetséges viselkedés van, igy valamely b viselkedés végtelen sokszor ismétlodik.
Elhagyva az (A;);cy sorozatbdl azokat az elemeket, amikre nem ezt a viselke-
dést kaptuk, feltehetd, hogy minden i >1 esetén f [4; viselkedése b. Minden
i > l-re rogzitsiink egy a; € Aut(I") permutéciét, amire a;(A4;) = AL. Ekkor (f o
a;) 4, éppen b-nek megfeleléen moédositja az A;-beli tipusokat. Vagyis ¢ < j ese-
tén (foaj)o(fo ai)71 [(foa:)(A,) tartja I' tipusait, igy kiterjed egy f; ; € Aut(I")
permutéciéva. A h; := 51_% 0...0 j_,j1+1 o(foajy1) fiiggvénysorozat konvergens
Mon(D)-ben a pontonkénti konvergencia topoldgidjaval. Legyen h a hatdrértéke.

Ekkor ho f~1 {{f(q) .... f(cn)} tartja ' tipusait, igy kiterjed egy 8 € Aut(T") per-

mutéciévi. Ekkor a g = 87! o h fiiggvény megfelel az eldirt feltételeknek, hiszen
a konstansokhoz ez ugyanazt az értéket rendeli, mint f, és el6all mint a g; :=
5*151_7% 0...0 j_,le o f o a4 fliggvénysorozat hatérértéke Mon(D)-ben. W

2.15. kdvetkezmény (Bodirski, Pinsker, Tsankov [17]). Legyen I' egy véges re-
lacios nyelv feletti megszamlalhaté struktira. Tegyiik fel, hogy létezik egy meg-
szamlalhaté A struktira, ami homogén egy véges relacios nyelv felett, rendezett,
Ramsey, és aminek A reduktja. Ekkor létezik az End(I")-t szigori értelemben tar-
talmazé zdrt monoidoknak egy véges {My, ..., M,} halmaza, amire fennéll, hogy
tetszéleges End(I') C M zart monoidra M; C M valamely 1 < i < n indexre.

Bizonyitas. Legyen End(I") C M egy zart monoid, és legyen f € M \ End(T"). Ek-
kor f megsérti I' valamely R reldci6jét, vagyis létezik ¢ = (c1,...,¢;) € R amire
f(c) ¢ R. A 2.14. &llités szerint ekkor létezik egy g : (A,c¢) — A kanonikus fiigg-
vény, amire f(c) = g(c), és g € M. Vegyiik észre, hogy ¢ tipusa I'-ban és g visel-
kedése egyiittesen egyértelmiien meghatdrozza az End(T") U {g} &ltal generdlt zart
monoidot, amit persze g € M miatt az M monoid tartalmaz. Mivel csak véges sok
relacié van I' nyelvében, igy csak véges sok kiilonboz6 tipusi ¢ és viselkedés van,
vagyis az {gy el8allé, End(T') U{g} &ltal generdlt zart monoidokbdl is csak véges sok
van. A fenti gondolatmenet szerint minden End(T") C M zart monoid tartalmazza
ezek valamelyikét. ®

A 2.15. kovetkezmény gondolatmenete kiterjeszthetd zart klénokra is. A tech-
nikai részleteket mell6zziik, azok megtaldlhaték [11]-ben.
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2.16. kovetkezmény (Bodirski, Pinsker, Tsankov [17]). Legyen I egy véges reld-
cios nyelv feletti megszamlalhato struktira. Tegyiik fel, hogy létezik egy megszam-
lalhaté A struktira, ami homogén egy véges reldaciés nyelv felett, rendezett, Ram-
sey, és aminek A reduktja. Ekkor Iétezik a Pol(T")-t szigord értelemben tartalmazo
zart klonoknak egy véges {Ci,...,Cy} halmaza, amire fenndll, hogy tetszbleges
Pol(T") € C zért klénra C; C C valamely 1 < i < n indexre.

Ugyanez az alapotlet segithet az Aut(T") feletti zart csoportok karakterizaldsa-
ban is. Ehhez elészér meg kell keresniink az Aut(I") feletti minimélis zart csopor-
tokat, amik Aut(I'),...,Aut(I',,) alakiak, majd folytatni az eljardst az Aut(I;)
feletti minimalis zart csoportok felkutatasaval, és igy tovabb. Mindez a gyakorlat-
ban remekiil mtikodik: az Osszes eredmény, amit a 2.2. alfejezet végén emlitettiink,
belathatd ezzel a mdédszerrel. Teljes korii elméleti magyarazat azonban nincs arra,
hogy ez az eljards mindig feltarja az 6sszes Aut(T") feletti zart csoportot. A 2.15. és
2.16. kovetkezmények és a gyakorlati példak egyértelmiien ramutattak arra, hogy
erds osszefiiggés van a kanonikus fiiggvények és az Aut(T") feletti zart csoportok
kozott. Sajnos egyelére ez a gondolat nem vihet6 tovabb, amint azt a 3. probléma
és annak magyarazata mutatja a kovetkezo alfejezetben.

2.7. Nyitott probléméak zart csoportokrdél. A reduktok karakterizéldséra
vonatkozé legfontosabb sejtést Simon Thomas fogalmazta meg.

1. probléma (Thomas-sejtés). Minden véges reldcids nyelv feletti megszdmlalhaté
homogén strukturanak véges sok reduktja van elsérendii atdefinialhatésag erejéig.

Errél a sejtésrol nagyon keveset tudunk, bar sok konkrét esetben mar sikeriilt
igazolni. A gyakorlati példdkbdl kiindulva kijelenthetjiik, hogy a Thomas-sejtésben
komoly elérelépést jelentene, ha a kovetkez6 sejtést igazolnank.

2. probléma (Bodirsky—Pinsker-sejtés). Minden véges reldciés nyelv feletti meg-
szamlalhaté homogén A struktiira esetén létezik egy ugyanilyen feltételeknek eleget
tevo I struktira, ami rendezett, és rendelkezik a Ramsey-tulajdonsaggal, és aminek
A reduktja.

A Bodirsky—Pinsker-sejtés jelenleg egyértelmiien a legfontosabb nyitott prob-
léma a homogén struktirdk elméletében. Pozitiv valasz esetén nem csak a Thomas-
sejtésben lenne nagy jelentdsége, de az Osszes késobbi fejezetben emlitett témaban
is komoly részeredményeket lehetne vele elérni.

A Thomas-sejtés bizonyitasaban komoly elérelépést jelentene a kovetkezd &l-
lités igazoldsa, ami a 2.15. és 2.16. kovetkezmények kozvetlen atfogalmazasa cso-
portokra.

3. probléma. Legyen A egy véges relicios nyelv feletti megszamlalhaté homogén
struktira. Tegyiik fel, hogy létezik egy ugyanilyen feltételeknek eleget tevé struk-
tira, ami rendezett, és rendelkezik a Ramsey-tulajdonsdggal, és aminek A reduktja.
Bizonyitsuk be, hogy létezik Aut(A)-t szigori értelemben tartalmazé zart csopor-
toknak egy véges {G1,...,Gy} halmaza tigy, hogy minden Aut(A) C G C Sym(D)
zart csoport tartalmazza G+, ..., G, valamelyikét.
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Sajnos a 2.15. és 2.16. kovetkezmények bizonyitasa nem miikodik ebben az eset-
ben, aminek az az oka, hogy kanonikus fliggvények generdldsa soran a sziirjektivi-
tés tulajdonsaga sériilhet. Vagyis a 2.14. allitasban akkor sem tudjuk a ¢ fiiggvény
sziirjektivitasat garantalni, ha f egy permutacié. Konkrét ellenpéldaként tekintsiik
azt a Cycl hdromvaltozds relaciét, amit (Q, <)-ben a kovetkezd formula definidl:
(,y,2) ECycl ez <y<zVy<z<zVz<z<y. Aut(Q,Cycl) egyike a Came-
ron karakterizdcidjaban szereplé 6t zdrt csoportnak, amik tartalmazzak Aut(Q, <)-
et, mégpedig az Aut(Q, Betw) csoporttal ezek éppen a minimdlis zért csoportok
Aut(Q, <) felett. Az Aut(Q, Cycl) csoport azokbdl az o permutdciokbdl all, ame-
lyekhez 1étezik olyan irraciondlis ¢ szdm (vagy ¢ = o), hogy minden z,y € Q-ra

o & <t<yesetén a(r) > ay),
o r <y <tesetén a(r) < aly), és
o { <x <yesetén alr) < ay).

Ha a € Aut(Q, Cycl) \ Aut(Q, <), vagyis t ténylegesen egy irraciondlis szdm, akkor
a nem kanonikus mint (Q, <, ¢y, ...,cx) = (Q, <) fiiggvény semmilyen ¢y, ..., cx €
Q@ konstansokra. Valdban, ha bevezetjitk a cg = —00, c+1 = 00 jeloléseket, és t €
[¢i, cit1], akkor a [¢;, ¢i41] intervallumon « némely elemekpérokra megtartja, méa-
sokra viszont megforditja a rendezést.

Természetes gondolat, hogy ne a minimalis, hanem inkdbb a maximdélis zart
csoportok meghatarozasaval pébaljuk megoldani a Thomas-sejtést, vagy legalabbis
részeredményt elérni benne. Ehhez fontos lenne tisztdzni a kévetkez6 kérdést.

4. probléma. Tetszbleges A véges reldcics nyelv feletti struktirdra jeloljiik m(A)-
val a legnagyobb fellépé aritdst A nyelvében. Igaz-e, hogy létezik egy csakis m(A)-
tol fiiggd k € N szam, amire fennall, hogy minden A véges reldciés nyelv feletti meg-
szamldlhaté homogén struktira esetén, ha Aut(A) C G C Sym(D) egy k-tranzitiv
zart csoport, akkor G = Sym(D)? (D jeloli A alaphalmazét.)

A 4. problémébdl — pozitiv valasz esetén — kovetkezne, hogy minden A véges
reldciés nyelv feletti strukturdra 1étezik zart csoportoknak egy véges {G1,...,G,}
halmaza 4gy, hogy minden 1 <14 <n esetén Aut(A) C G; C Sym(D), és minden
Aut(A) C G € Sym(D) zért csoportot tartalmazza a Gy, ..., G, csoportok vala-
melyike. Ha a 4. probléma igaz, akkor minden Aut(A) C G C Sym(D) zart csoport
meglriz egy legfeljebb (k — 1)-valtozos relacidt, ami elsérendben definidlhat6 I'-ban.
Tlyenbdl csak véges sok van, jeloljiik ezeket Ry, ..., Ry,-mel. Ekkor a {G1,...,G,}
halmaz pontosan azokbdl a csoportokbdl all, amelyek tartalmazasra nézve maxi-
malisak az { Aut(D, Ry),...,Aut(D, R,,)} halmazban.

3. Automatikus folytonossag

3.1. Interpretalhatdsag. A 2. fejezetben lattuk, hogy az automorfizmuscsoport
mint permutaciocsoport egyértelmiien meghataroz egy w-kategorikus strukturat
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els6rendii atdefinidlhatdsdg erejéig. Felmeriil a kérdés, hogy vajon mennyi infor-
maciét tarol el egy w-kategorikus A struktirarél az automorfizuscsoportja mint
topologikus csoport, illetve mint absztrakt csoport. Mivel a permutaciécsoportbol
egyértelmiien leolvashato a topologikus csoportstruktira, és abbdl az absztrakt cso-
portstruktira, igy nyilvdanvald, hogy ezek az invaridnsok egyre kevesebb (legaldbbis
nem t6bb) informdciét tarolnak el a A struktirardl.

Hogy megvalaszolhassuk ezeket a kérdéseket, fel kell eleveniteniink egy alap-
vet& modellelméleti fogalom, az interpretalhatdsag definiciéjat. Ismét megjegyez-
ziik, hogy a fogalomnak tetszoleges struktirapdrra van értelme, mi azonban a bo-
nyodalmak elkeriilése érdekében csak reldcids struktirdkra definidljuk. (Akit ér-
dekel az &ltaldnos eset, az megtaldlja ennek leirdsét pl. [33]-ban.) Legyen adott
két relacios struktira, A és I', nem feltétleniil azonos nyelv felett. Ahhoz, hogy
a I' strukturat interpretdaljuk A-ban, feltéve hogy ez egyéltalan lehetséges, hé-
rom dolgot kell megadnunk: egy n természetes szamot, egy n szabad valtozdval
rendelkez6 0 formulat, és egy f: A™ — I fiiggvényt. Feltétel, hogy f értelmezési
tartoméanya pontosan azokbdl a A"-beli n-esekbdl alljon, amelyekre a 0 formula
igaz, értékkészlete pedig I' legyen. Ezen feliill I' minden definidlhaté relaciéjanak
f-6sképe definidlhaté kell, hogy legyen A-ban, azaz ha ¢ egy formula A felett
k szabad valtozéval, akkor 1étezik egy ¢ formula A felett kn szabad valtozéval
gy, hogy minden t1,...,t; € Dom(f) esetén I' = o(f(t1), ..., f(tr)) akkor és csak
akkor ha A |= @y (t1,...,tg). Mivel f egyértelmiien meghatarozza n-et és az értel-
mezési tartomanyat, igy egyes forrdsok csak f megadasat kovetelik meg az inter-
pretacié definidldsahoz. Ha létezik a fentebb megadott feltételeknek eleget tevd f,
akkor az I' egy n-dimenzids interpretacidja A-ban. Tomor ekvivalens megfogalma-
zéssal egy f: A™ D S — T sziirjektiv fiiggvény I' egy n-dimenzids interpretdcidja
A-ban, ha " minden reldciéjdnak f-&sképe elsérendben definidlhaté A-ban. PlL. ha
I' reduktja A-nak, I'-nak létezik egydimenzids interpretacidja A-ban: f ekkor vé-
laszthaté az identitdsfiiggvénynek A-n.

Ha f a I'-nak egy n-dimenziés interpretacidéja A-ban, g pedig a A-nak egy
m~dimenziés interpretdacidéja A-ban, akkor ez a két interpretdcié természetes mo-
don komponalhatd. A kompozicié, amit fg jelol, ['-nak egy nm-dimenzids interpre-
tacidja A-ban. Ennek alaphalmaza azon a = (@1,1,---,m1,--+, @1 ny-- - Am,n) €
Dom ()" elemekbél &ll, amikre (g(a1,1,-..,@m,1)s---,9(@1,n,.-.,amn)) € Dom(f),
és fgla) = f(g(am, cesm1)s s g(ainy . amyn)). A specidlis eset, amikor
I' = A, lehet&séget ad arra, hogy definidljuk két struktira bi-interpretdlhatdsdgdt.
Ha létezik I'-nak egy n-dimenziés f interpretacidja A-ban, és A-nak egy m-
dimenzidés ¢ interpretdcidja I'-ban, tovdbbd az fg interpretécié (mint fiiggvény)
grafja definidlhaté T-ban és gf grifja definidlhaté A-ban, akkor T és A (elsérend-
ben) bi-interpretdlhatd.

Ahlbrandt és Ziegler [3] a kovetkez6t bizonyitottdk.
3.1. tétel (Ahlbrandt—Ziegler). Legyen A w-kategorikus, és legyen I' egy tetszdle-
ges megszamlalhato struktira. A és I' pontosan akkor elsérendben bi-interpretal-

hatd, ha Aut(A) és Aut(T') izomorfak mint topologikus csoportok, vagyis létezik
koztiik olyan csoportizomorfizmus, ami egyben homeomorfizmus is.
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Vagyis ha A w-kategorikus, akkor Aut(A) topologikus csoportstruktiirdjabdl
bi-interpretalhatosag erejéig egyértelmiien rekonstrudlhaté a A struktura.

A kovetkezd alfejezet célja annak igazoldsa, hogy sok esetben — s6t a halmazel-
mélet egy megfeleld modelljében mindig — Aut(A) absztrakt csoportstruktirajabdl
szintén egyértelmilen rekonstrudlhaté a A struktira bi-interpretalhatésag erejéig.
Mindehhez természetesen elegend6 annak beldtdsa, hogy Aut(A) topologikus cso-
portstruktirdja rekonstrualhaté annak absztrak csoportstrukturdjabol.

3.2. Csoporthomomorfizmusok automatikus folytonossiaga. Legyen G C
Sym(D) egy zart csoport. Itt D egy megszdmldlhatéan végtelen alaphalmaz, a topo-
logia pedig a pontonkénti konvergencia topolégidja, ahogyan azt a 2. fejezet 2.2. al-
fejezetében definidltuk. Azt mondjuk, hogy G-re fenndll az automatikus folytonos-
sdg, ha tetsz6leges H C Sym(D) zért csoportra minden ® : G — H homomorfizmus
folytonos. Tovabba G rekonstrudlhatd, ha fennall, hogy minden H C Sym(D) zart
csoport esetén, amire G = H, 1étezik G és H kozott egy olyan izomorfizmus, ami
homeomorfizmus is. Vagyis G akkor rekonstrudlhato, ha fennall, hogy amennyiben
G izomorf Sym(D) egy zért részcsoportjiaval mint absztrakt csoport, akkor izomorf
vele mint topologikus csoport. Maga az elnevezés is erre utal, hiszen ilyen esetben
a topologikus csoportstruktira rekonstrualhaté az absztrakt csoportstruktirabdl.
Erdemes Gsszevetni ezt a két fogalmat. Mig az automatikus folytonossig esetén
megkoveteljitk, hogy maga a homomorfizmus legyen folytonos, addig a rekonst-
rudlhatésdg esetében csak annyi a kovetelmény, hogy létezzen folytonos és nyilt
izomorfizmus, vagyis fennall a lehet6sége, hogy néhény izomorfizmus nem ilyen.?

Egy G C Sym(D) zért csoportra fenndll a kis index tulajdonsdg, ha minden
megszamlalhaté indexli részcsoportja nyilt. Ez a tulajdonsdg ekvivalens az auto-
matikus folytonossaggal.

3.2. tétel. Legyen G C Sym(D) egy zdrt csoport. A kévetkez6 allitdsok ekvivalen-
sek.

(1) G-re fenndll az automatikus folytonossdg.
(2) G-re teljesiil a kis index tulajdonsdg.
(3) G-ben minden megszamlalhaté indexii részcsoport zart.

(4) Minden ® : G — Sym(D) homomorfizmus folytonos.

Bizonyitas. (4) = (2). Legyen H C G egy megszamlalhaté indexii részcsoport.
Ekkor G hat H bal oldali mellékosztélyain a balrdl szorzassal. Mivel H-nak meg-
szamlalhaté sok bal oldali mellékosztalya van, igy létezik egy f egy-egyértelmii
fiiggvény a mellékosztdlyok halmazabdl D-be. Ez megad egy homomorfizmust G-
b8l Sym(D)-be. Mivel ez a homomorfizmus sziikségképpen folytonos, igy az f(H)
elemet fixdlé permutaciok Osképe, vagyis H, egy nyilt halmaz.

(2) = (1). Legyen adott egy H C Sym(D) zart csoport és egy ® : G — H ho-
momorfizmus. Legyen U C H egy bézis nyilt halmaz, vagyis valamilyen aq,...,ax €

2 Angolul ,automatic homeomorphicity”ként hivatkozunk arra a tulajdonsigra, ami azt fejezi
ki, hogy minden izomorfizmus G és valamely H C Sym(D) zart csoport kozott homeomorfizmus.
Ennek a terminolégidnak a magyarra forditdsa embert prébalé feladat volna.
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D ésby,..., by € D elemekre U az 6sszes olyan H-beli a permutdcié halmaza, amire
a(a;) = b; minden 1 < i < k-ra. Ha U nem metsz bele ® képébe, akkor ®~1(U) iires,
{gy nyilt. Feltehet6 tehat, hogy U N ®(G) # 0. Ekkor U N ®(G) az {ay,...,ar} vé-
ges halmaz S pontonkénti stabilizdtordnak egy mellékosztdlya ®(G)-ben. Mivel
a stabilizator indexe az orbit elemszama, igy |(I>(G) 2 S ‘ megszamlalhato, vagyis
|G : @71(9)| is az. A feltétel szerint tehat ®~1(S) nyilt G-ben. A ®~!(U) halmaz
eltoltja ®~1(S)-nek, vagyis 1étezik g € G, amire ®~1(U) = g&~1(9), fgy =1 (V) is
nyilt.

(1) = (4) az automatikus folytonossédg definiciéja alapjdn nyilvénvald, igy be-
lattuk az (1), (2) és (4) &llitdsok ekvivalencidjat.

(2) = (3) trividlis kovetkezménye Lagrange tételének, hiszen egy nyilt részcso-
port bal oldali mellékosztdlyai nyilt halmazokra particionédljak a csoportot. Vagyis
egy topologikus csoportban minden nyilt részcsoport komplementere nyilt, és igy
minden nyilt részcsoport zart.

(3) = (2). Megtalalhaté itt [33, Theorem 4.1.3]. ®

Ez az észrevétel alapvet6 eszkoze az automatikus folytonossag bizonyitasanak.
Shelah megmutatta, hogy létezik a halmazelméletnek egy olyan modellje, amiben
minden fiiggvény Baire-fiiggvény. A topologikus csoportok elméletében jol ismert
tény, hogy topologikus csoportok kozott minden Baire-homomorfizmus folytonos.
Igy a halmazelmélet Shelah 4ltal konstruslt modelljében minden G C Sym(D) zért
csoportra fennall az automatikus folytonossag. Megjegyezziik, hogy Cherlin és Hru-
shovski konstrudltak egy w-kategorikus struktirat, aminek az automorfizmuscso-
portjara nem &ll fenn az automatikus folytonossdg. A latszdlagos ellentmondést
az oldja fel, hogy a konstrukciéjukhoz elengedhetetleniil sziikséges feltétel nem-
principélis ultrafilterek létezése megszamlalhaté halmazokon, ami természetesen
nem teljesiil a halmazelmélet azon modelljében, amelyet Shelah definidlt. A konst-
rukcié és az eredmény magyardzata megtalalhaté [40]-ben.

Szamos konkrét esetben mindenféle halmazelméleti feltétel nélkiil is sikertilt
igazolni a kis index tulajdonsigot. Ezek kozott van a Sym(D) teljes szimmetrikus
csoport [55, 25], a véges testek feletti megszdmldlhatéan végtelen dimenzids vektor-
terek automorfizmuscsoportja [26], tovdbbd a (Q, <) teljes rendezés [58], a véletlen
graf [34] és a Henson-grafok automorfizmuscsoportja is [32].

A kovetkezd tétel [40, Corollaire 2.8.]-ban taldlhaté.

3.3. tétel (Lascar). Legyen ® : G — H folytonos csoportizomorfizmus Sym(D) két
zart részcsoportja kozott, ahol D egy megszamlalhatéan végtelen halmaz. Ekkor ®
homeomorfizmus.

Tehat Sym(D) zart részcsoportjaira az automatikus folytonossagbdl kvetkezik
a rekonstrualhatdsag. fgy a fent emlitett példdk mindegyikére igaz (a halmazelmélet
megfelel§ modelljében pedig minden w-kategorikus A struktirdra fennéll), hogy
a struktidra pontosan azokkal a megszamlalhaté struktiurdkkal bi-interpretalhato,
amik automorfizmuscsoportja mint absztrakt csoport izomorf Aut(A)-val.

Rubin [52] kidolgozott egy mddszert, amivel egy zért oligomorf csoport re-
konstrualhatésaga kozvetleniil, a kis index tulajdonsag igazolasa nélkiil is belathato.
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Ennek térgyaldsa meghaladja a jelen cikk kereteit, az olvasé bévebben a [41, 52]
cikkekbol tajékozédhat a témardl. Rubin tobbek kozott belatta, hogy a véletlen
turnament és a véletlen részbenrendezés automorfizmuscsoportja rekonstrudlhaté.

3.3. Primitiv pozitiv interpretdciék. Egy f: A" — I sziirjektiv fliggvény I’
egy n-dimenzids egzisztencidlis pozitiv interpretdcidja A-ban, ha I' minden reléci-
djanak f-Gsképe egzisztencialis pozitiv formuldval definidlhaté A-ban. Ha létezik
I'-nak egy n-dimenziés [ egzisztencidlis pozitiv interpretacidja A-ban, és A-nak egy
m~dimenziés g egzisztencidlis pozitiv interpretdcidja I'-ban, tovabba az fg inter-
pretécié (mint fiiggvény) grafja e.p. definidlhaté T-ban és gf grifja e.p. definidl-
haté A-ban, akkor I' és A egzisztencidlis pozitiv bi-interpretalhaté. Teljesen analdg
modon definidlhatjuk a primitiv pozitiv interpretalhatésdgot és bi-interpretdlhato-
sagot is.

3.4. Monoidok és klénok. Amikor korabban automorfizmuscsoportokrol beszél-
tiink, mindig hangsilyoznunk kellett, hogy arra mint permutéciécsoportra, topo-
logikus csoportra vagy absztrakt csoportra gondolunk. Hasonlé megkiilénboztetést
tehetiink monoidok és klénok esetén is. Egy M = End(A) monoidra tekinthetiink
Ggy, mint az endomorfizmusok halmazéra, ilyenkor M-re mint transzformdciomono-
tdra gondolunk. Egy M topologikus monoid egyszerre rendelkezik egy monoidstruk-
turaval, és egy topologikus struktiraval, és a szorzas folytonos mint M x M — M
fiiggvény. Az egységelem egy specidlis elem, vagyis ha ® : M; — M, egy (topolo-
gikus) monoidhomomorfizmus, akkor ® az M; egységelemét az My egységelemébe
képzi. Minden M = End(A) monoidra tekinthetiink gy, mint topologikus mono-
idra. Végiil End(A)-ra gondolhatunk gy is, mint absztrakt monoidra. Ertelem-
szerfien ekkor csak End(A) absztrakt algebrai struktirdjat tartjuk szdmon, vagyis
a szorzast és az egységelemet.

Mindhédrom fogalom analég médon definialhaté klénokra, ekkor rendre fiigg-
vényklonrdl, topologikus klonrdl és absztrakt klonrdl beszéliink. Egy C' absztrakt
klén esetén adott C-nek egy particidja, C = Joo, C™. C(™ elemeire a C klén
n-vdltozos elemeiként hivatkozunk. Ne felejtsiik el, hogy ennek nincs valds tar-
talma, hiszen C' elemei pusztidn absztrakt szimbélumok, nem pedig fiiggvények.
Az absztrakt klénok struktirdjédban minden n > 1 és 1 <i <n esetén van egy
specidlis 7}* elem, az i-edik n-valtozds projekcié. Emellett minden n,m > 1 parra
van egy (n+ 1)-valtozés comp”, : C(™) x (C(m))n — O™ miivelet. Formailag gon-
dolhatunk erre dgy, mint egy parcidlis miveletre. Egy absztrakt klénok kozti @ :
C7 — (5 homomorfizmusndl a Ci-beli n-valtozds elemek képei n-véltozos elemek
Cs-ben minden n > 1-re, a C1-beli i-edik n-véaltozds projekcié képe a Ca-beli i-edik
n-valtozés projekcié minden n > 1 és 1 < i <n esetén, tovabba ® kompatibilis
a compj,, miveletekkel minden n, m > 1 szdmparra. Topologikus klénrél akkor be-
szélhetiink, ha adott egy absztrakt klén, ami egyben topologikus tér is, és a comp}),
miiveletek minden n,m > 1 esetén folytonosak. Természetesen tetszoleges meg-
szamldlhaté A struktirdra az End(A) monoid és a Pol(A) klén rendre topologikus
monoid és topologikus klén a korabban definidlt pontonkénti konvergencia topolégi-
ajaval, ha comp), az az operacid, ami egy n-véltozos fliggvényt n darab m-valtozds
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fliggvénnyel komponal. Cayley reprezentacids tétele kiterjesztheté6 monoidokra és
klénokra is, vagyis minden absztrakt monoid reprezentalhaté transzforméciémono-
idként, és minden absztrakt klén eldall fiiggvénykléonként.

Bodirsky és Pinsker [13] egy friss eredménye az Ahlbrandt-Ziegler-tétel analé-
gidjaként foghatd fel.

3.4. tétel (Bodirsky—Pinsker). Legyen A ésT' két w-kategorikus struktira. A és T’
pontosan akkor primitiv pozitiv bi-interpretalhatd, ha Pol(A) és Pol(I") izomorfak
mint topologikus klénok, vagyis létezik koztiik olyan klénizomorfizmus, ami egyben
homeomorfizmus is.

Megjegyezziik, hogy hasonlé osszefiiggés all fenn struktirak egzisztencidlis po-
zitiv bi-interpretdlhatdésdga és az endomorfizmusmonoidok (mint topologikus mo-
noidok) izomorfizmusa kozott, bar az nem igaz teljes altaldnossdgban minden w-
kategorikus struktuirara [8].

Monoidokra és klénokra is kiterjeszthet6 az automatikus folytonossdg és a re-
konstrualhatésag definicidja, teljesen hasonlé médon, mint ahogyan azt csopor-
tokra definialtuk. Ezen fogalmak vizsgalatat a 3.4. tétel is motivalja: ha egy A
w-kategorikus struktirdra a Pol(A) klén rekonstruédlhatd, akkor tetszéleges I' w-
kategorikus strukturdra A és I'" pontosan akkor primitiv pozitiv bi-interpretélhatd,
ha Pol(A) és Pol(T") izomorfak mint absztrakt klénok.

Mig csoportok esetén az automatikus folytonossig nagyon érdekes fogalom,
és erGsebb a rekonstrudlhatosagnal, addig monoidok és klonok esetén ezek egyike
sem igaz. Val6jdban egyetlen érdekes End(A) transzforméciémonoidra és Pol(A)
fiiggvényklénra sem teljesiil az automatikus folytonossig [16]. fgy ezt a fogalmat
legfeljebb gy érdemes vizsgdlni, ha lesziikitjiik azon monoidok vagy klénok korét,
ahova a homomorfizmus End(A)-t, illetve Pol(A)-t képezheti. Erre a 4. fejezetben
lathatunk egy példat, ami alkalmazasi lehet&séget biztosit elméleti szamitastudo-
manyban. Fontos, hogy a 3.2. és 3.3. tételek egyike sem altalanosithaté monoidokra
vagy klonokra, mert ezek bizonyitasa nagyban kihasznélja a csoportok szerkezetét
és az inverz létezését.

Manuel Bodirskyvel és Michael Pinskerrel kézosen inditottuk el a monoidok és
klénok rekonstrudlhatésigénak atfogd vizsgdlatat [16]. Amint lattuk, rengeteg cso-
portrél tudjuk, hogy rekonstrudlhatd, és a halmazelmélet megfelel6 modelljében ez
Sym(D) minden zart részcsoportjira igaz. fgy természetes gondolat megprébalni
az automorfizmuscsoport rekonstrualhatésagat kiterjeszteni az endomorfizmusmo-
noidra, illetve a polimorfizmusklénra [16, Proposition 11].

3.5. allitas. Legyen D egy megszamlalhatéan végtelen halmaz, és legyen M és M’
két zdrt monoid Mon(D)-ben. Tegyiik fel, hogy az invertalhaté elemek halmaza
stirti M-ben és M’-ben, és jelolje ezeket a halmazokat rendre G és G'. Legyen & :
G — @ egy folytonos homomorfizmus. Ekkor:

o ¢ egyértelmiien kiterjed egy &€ : M — M’ folytonos homomorfizmussa.

e Ha ¢ izomorfizmus, akkor ¢ izomorfizmus és homeomorfizmus.
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3.6. kbvetkezmény. Legyen D egy megszamlalhatoan végtelen halmaz, és legyen
M C Mon(D) egy zdrt monoid. Jelélje G az invertalhaté elemek halmazdt M-ben.
Tegyiik fel, hogy

(1) G siirii M-ben,
(2) minden izomorfizmus G és Sym(D) egy zdrt részcsoportja kézott homeomor-
fizmus, és

(3) az identitds az egyetlen injektiv endomorfizmusa M-nek, ami G minden
elemét stabilizalja.

Ekkor M rekonstrualhato.

Ez az allitds és bizonyitasa [16, Lemma 12.]-ben taldlhat6. Az els6 két feltétel
nagyon sok endomorfizmusmonoidra teljesiil, a nehézséget altalaban a harmadik
feltétel bizonyitasa jelenti. Vegyiik észre, hogy ez mar egy tisztan algebrai felté-
tel, ebben mar a topolégia nem jatszik semmilyen szerepet. Ahhoz, hogy ki tud-
juk mondani a leger&sebb pozitiv eredményt monoidok rekonstrualhat6sdgérdl [16,
Theorem 21.], be kell vezetniink egy 4j fogalmat.

3.7. definicié. Egy megszdmlalhaté A strukturara fennall a kozos kib&vithe-
t6ség tulajdonsiga, ha tetszOleges ai,as parcidlis izomorfizmusokra, amelyekre
Dom(a;) = Dom(ay) és a;*(z) = ay ' (z) minden = € Im(a;) NIm(ay)-re, és min-
den u € A\ Dom(ay) esetén léteznek a; C a) és az C a), parcidlis izomorfizmusok,
amikre af (u) = ab(u).

A véletlen gréafra és a véletlen turnamentre példaul fenndll ez a tulajdonsag,
a Henson-gréafokra, (Q, <)-re és a véletlen részbenrendezésre azonban nem.

3.8. tétel. Legyen A egy megszamlalhaté homogén reldcids struktira. Tegyiik fel,
hogy

Aut(A) stirti End(A)-ban,

e minden izomorfizmus Aut(A) és Sym(D) egy zért részcsoportja kézétt ho-
meomorfizmus,

e A-ban nincs algebraicitds, és

e A-ra fennall a kézos kib6vithetGség tulajdonsaga.
Ekkor End(A) rekonstrudlhatd.

A tétel alapjan a véletlen graf és a véletlen turnament endomorfizmusmonoidja
rekonstrualhaté. Ennek segitségével belattuk, hogy a véletlen graf polimorfizmus-
klénja is rekonstrudlhaté [16, Theorem 50.]. Tovabbi eredmények és ellenpélddk
[16]-ban talalhatdk.

3.5. Nyitott problémak. Rubin tétele alapjan a véletlen turnament és a véletlen
részbenrendezés automorfizmuscsoportja rekonstrudlhaté [52]. Azonban a kis index
tulajdonsag bizonyitasara kidolgozott mdédszerek mindegyike cs6dét mond ezekre
a csoportokra. Pozitiv valasz igazoldsdhoz egyértelmiien 1j Gtletre van sziikség.

26



5. probléma. Fennall-e a véletlen turnament, illetve a véletlen részbenrendezés
automorfizmuscsoportjara az automatikus folytonossag?

A kovetkezd két kérdést [16]-ban fogalmaztuk meg. Ebben a cikkben konstru-
altunk egy olyan w-kategorikus struktirat, amely M endomorfizmusmonoidjanak
létezik olyan « € Aut(M) automorfizmusa, ami nem folytonos. Ugyanez igaz az M
altal generdlt klénra is, ami szintén egy w-kategorikus struktira polimorfizmus-
klénja. Ez a monoid (klén) rekonstrualhatésdgat nem céfolja, hiszen az identités-
fliggvény egy folytonos M — M izomorfizmus.

6. probléma. Van-e olyan w-kategorikus sruktira, amelynek a polimorfizmusklénja
nem rekonstrualhat?

Truss és Vargas-Garcia belattdk, hogy End(Q; <) rekonstrudlhaté. Mivel a
(Q, <) struktirara nem 4&ll fenn a kozos kib6vithetéség tulajdonsiga, igy ennek
igazolasdban nem tudjuk a 3.8. tételt alkalmazni.

7. probléma. Rekonstrudlhaté-e a Pol(Q, <) klén?

4. CSP

4.1. Homomorfizmusok. Legyen A egy w-kategorikus reldciés struktira egy
véges 7 nyelv felett. Az elméleti szdmitdstudomanyban CSP(A) az a szadmitdsi
probléma, melynek inputja egy véges A struktira a 7 nyelv felett, a megvalaszo-
landé kérdés pedig az, hogy van-e homomorfizmus A-bél A-ba.? A legismertebb pél-
dak kozé tartozik a grafok k-szinezhetOségének problémaja, melyet tigy kaphatunk
meg CSP-ként, ha A-nak a k-pontu teljes grafot védlasztjuk. Ugyancsak felirhaté
CSP-ként a kozismert NP-teljes probléma, a 3-SAT. Ehhez A-nak ismét egy véges
strukturat valasztunk, aminek alaphalmaza {0,1}, nyelve pedig négy 3 véltozds
reldciébdl all. Jelolje ezeket Ry, Ro, Rz és R4. A-ban ezeket rendre a kovetkezo-
képpen interpretaljuk: {0,1}*\ {(0,0,0)}, {0,1}*\ {(0,0,1)}, {0,1}*\ {(0,1,1)} és
{0, 1}3 \ {(1, 1, 1)} A klasszikus megfogalmazds szerint a 3-SAT lehetséges bemene-
tei olyan formuldk, amikben A; V As V A3 alakid klézokat kapcsolunk ossze az ,,és”
kotészoval, ahol Ay, As és Az egy-egy valtozé vagy annak negaltja. A valtozok
egy elbre rogzitett {x1,...,x,} halmazbdl keriilnek ki. Ehelyett mi ugy fogjuk fel
az inputot, mint egy strukturat az { Ry, Rg, R3, R4} relaciés nyelv felett {z1,...,z,}
alaphalmazzal. Ha egy kl6zban ¢ db negalt valtozd van, akkor az R; 1 reldcid inter-
pretacidja tartalmazza az Gsszes olyan elemharmast, aminek utolso6 i eleme a kléz
negalt véltozoinak felsorolasa, az ezeket megel6z6 elemek pedig a kloz fennmarado
valtozodi.

Ennél kevésbé nyilvanvalé példa az aciklikus gréafok problémaéja. Ebben a be-
menet egy véges iranyitott graf, a feladat pedig annak eldontése, hogy vajon a graf

3A CSP rovidités az angol ,Constraint Satisfaction Problem”-bél szarmazik, ami arra utal,
hogy gy keresiink a valtozoknak értékeket egy célstruktiraban, hogy az a behelyettesités eleget
tegyen bizonyos megkotéseknek.
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tartalmaz-e irdanyitott kort. Ez a probléma nem fejezhet6 ki olyan CSP-ként, mely-
ben a A célstruktira véges. Azonban A = (Q, <) vélasztassal éppen az emlitett
szamitasi problémat kapjuk meg. Ez a példa is azt igazolja, hogy nem érdemes
pusztan a véges célstrukturaji CSP-kre szoritani a vizsgalatainkat, mert a vég-
telen, w-kategorikus célstruktirdkkal megadott CSP-k kozott is vannak érdekes
problémak.

A téma legfontosabb kérdése a dichotémiasejtés, amelyet Feder és Vardi fogal-
mazott meg elészor véges A-kra.

4.1. sejtés (Feder—Vardi). Minden véges A reldcids struktirdra CSP(A) P-beli
vagy NP-teljes.

4.2. Primitiv pozitiv formulik. A CSP-ket sokféleképpen definidlhatjuk. Egy
alternativ megfogalmazds szerint az input egy ¢ primitiv pozitiv formula a 7 nyelv
felett, a kérdés pedig az, hogy ez a formula igaz-e a A struktiraban. A két defi-
nicié ekvivalenciaja teljesen vildgos. Egy ¢ primitiv pozitiv formuldhoz a A nyelve
felett azt az A strukturat rendeljiik, aminek alaphalmaza ¢ valtozo6ibdl éll, és egy
R reléci6 pontosan akkor teljesiil az (x;,,...,z;, ) k-asra, ha R(x;,,...,x;, ) szere-
pel ¢-ben. Egyetlen apré technikai problémaként megemlitjiik, hogy ¢-ben x; = x;
alakd formuldk is eléfordulhatnak, hiszen primitiv pozitiv formuldkban ez meg-
engedett. Iyenkor egyszeriien bevezetiink az azonositott valtozok helyébe egy 1j
valtozdt, és azok el6forduldsat ¢-ben mindeniitt ezzel helyettesitjiik. Konnyi meg-
gondolni, hogy ha az = nem is volt benne A nyelvében, az az extra lehetdség,
hogy az = jelet is hasznalhatjuk, nem valtoztat a probléma bonyolultsagan. Valo-
jédban a fent leirt egyszerii eljards egy polinomidlis visszavezetés a két CSP kozott,
ami megmutatja, hogy a két probléma — az egyenlOség relacié hasznalataval, il-
letve anélkiil — polinomidlisan ekvivalens (a mésik irdnyd visszavezetés trividlis).
A modellelmélészek szempontjabol ez a technikai probléma nem is létezik, hiszen
agy tekintik, hogy az = relacié minden nyelvben benne van. Mi is ezt a konvencidt
kovetjiik; ekkor a fenti gondolatmenetre gy tekinthetiink, mint ami megmutatja,
hogy ezzel semmit sem veszitiink, hiszen polinomidlis ekvivalencia erejéig minden
CSP-t megkapunk.

A CSP-kre adott 4j definicié azért érdekes, mert réirdnyitja a figyelmet a pri-
mitiv pozitiv formuldk jelentéségére. Véges célstrukturaju CSP-kre elészor Jeavons
vette észre, hogy a probléma lényegében nem vdltozik (polinomiélis ekvivalencia
erejéig), ha a A célstruktirahoz olyan reldciékat (vagyis 4j megkotéseket) vesziink
hozzd, amelyek a kordbbiakbdl primitiv pozitiv formuldkkal definidlhatdk [19].

4.2. tétel (Jeavons). Legyen A és I' két véges reldcids struktira. Tegyiik fel, hogy
I’ primitiv pozitiv reduktja A-nak. Ekkor CSP(I") polinomid&ben visszavezethetd
CSP(A)-ra.

Bizonyitas. Célunk egy gyors algoritmust konstrualni, ami tetszoleges ¢ primi-
tiv pozitiv formuldra I' nyelvében legyért egy olyan v primitiv pozitiv formuldt A
nyelvében, amire I' |= ¢ pontosan akkor teljesiil, ha A |= 9. Legyen adott egy ¢ pri-
mitiv pozitiv formula I' nyelvében. Helyettesitsiink ebben minden relaciét a A-beli
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primitiv pozitiv definici¢jdval igy, hogy minden R(x;,,...,x;, ) alakd primformu-
lara ¢-ben a definici6jaban 1évo egzisztencidlis kvantorral ellatott valtozdkat min-
den esetben 14j szimbolummal helyettesitjiik. Ezt koveten egyszertien gytujtsiik ki
az egzisztencidlis kvantorokat a hozzajuk tartozo véaltozoval egyiitt a formula ele-
jére. Ez az algoritmus linedris futasidejii, és a legyartott ¢ formula hossza is linedris
¢ hosszaban, vagyis az eredeti probléma inputjanak méretében. H

Ez az észrevétel vezetett a véges CSP-k vizsgalatanak legalapvetobb mddsze-
réhez, az tigynevezett univerzalis algebrai megkozelitéshez.

4.3. tétel (Jeavons). Legyenek A és T véges struktirdk, amikre Pol(A) C Pol(T).
Ekkor CSP(T") polinomidében visszavezetheté a CSP(A) problémédra. Ha Pol(A) =
Pol(T"), akkor CSP(A) és CSP(I") polinomiélisan ekvivalensek.

A véges célstrukturdju CSP-krol rengeteget tudunk, elsésorban ennek az uni-
verzalis algebrai megkozelitésnek koszonhetéen. A tétel 1ényegében azt allitja, hogy
CSP(A) bonyolultsdga csak A polimorfizmusklénjétdl fiigg. Ennek az észrevételnek
a hatdsara felélénkiilt a véges alaphalmazon haté fiiggvényklénok (a tovdbbiakban
csak ,véges klénok”) vizsgélata, és szamtalan eredmény sziiletett, ami kapcsola-
tot teremt véges klénok és tagsdgi problémédk bonyolultsdga kozott. Schaefer [53]
igazolta a dichotémiasejtést minden legfeljebb 2 elem{i A-ra, amelyet Bulatov [18]
altaldnositott minden legfeljebb 3 elemii A-ra. Barto és Kozik [5] megmutatték,
hogy ha Pol(A)-ban taldlhaté Jénsson-termeknek egy sorozata, akkor CSP(A) P-
beli. A témét [20]-ban foglaltdk ossze.

Jeavons tétele ltaldnosithaté w-kategorikus struktirdkra [10].

4.4. tétel (Bodirsky, Nesettil). Legyenek A és ' w-kategorikus struktirdk, amikre
Pol(A) C Pol(T"). Ekkor CSP(I") polinomidében visszavezetheté a CSP(A) problé-
mdra. Ha Pol(A) = Pol(T"), akkor CSP(A) és CSP(I") polinomialisan ekvivalensek.

A 4.4. tétel a legaltaldnosabb formaja a CSP-k univerzilis algebrai megkozeli-
tésének. A 4.4. tétel segitségével és a kanonikus fiiggvények szisztematikus vizsgala-
tdval Bodirsky és Kéra belattak a dichotémiasejtést az 6sszes olyan CSP(A) alakui
probléméra, amire A a (Q, <) struktira reduktja. Ez az osztdly szdmos olyan szé-
mitasi problémat tartalmaz, amit korabban intenziven vizsgaltak. Bodirsky és Kara
eredménye [9, Theorem 50.] éles hatdrvonalat hiiz a P-beli és NP-teljes problémak
kozott az adott osztdlyban: ha Pol(A) tartalmaz egyet 9 j6l meghatdrozott klén
koziil, akkor CSP(A) polinomidében megoldhatd. Ellenkezé esetben Pol(A) rész-
klénja 6 zart klén egyikének [9, Corollary 51.], és ekkor CSP(A) NP-teljes. Ezzel
nemcsak a dichotémiasejtés egy specidlis esetét oldottak meg, de effektiv algorit-
must adtak, ami eldonti, hogy (Q, <) egy adott A reduktjara CSP(A) P-beli vagy
NP-teljes. El6bbi pontosan akkor &ll fenn, ha A minden reldciéjat megdrzi a [9,
Theorem 50.]-ben megadott 9 (legfeljebb kétvaltozos) fiiggvény valamelyike. Bo-
dirsky és Pinsker hasonlé eredményt bizonyitott a véletlen graf reduktjairdl is [12].

Ha létezik folytonos homomorfizmus Pol(A)-bél a trividlis klénba, vagyis abba
a klénba, ami csak a projekcidkat tartalmazza, akkor CSP(A) NP-teljes. Minden
ismert esetben igaz, hogy egy w-kategorikus A struktirdra CSP(A) vagy P-beli,
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vagy pedig néhany egyszerii, a CSP bonyolultsagit nem érinté operacidval el tu-
dunk jutni egy olyan I" struktirahoz A-bél, amire 1étezik folytonos homomorfizmus
Pol(T")-bdl a trividlis klénba. Utébbi esetben tehdt CSP(A) maga is NP-teljes. Ez
az észrevétel indokolja a trividlis klonra képez6 klénhomomorfizmusok automatikus
folytonossdganak vizsgdlatat, amelyet [15]-ben kezdeményeztiink.

4.3. Nyitott problémdk. A kovetkezd kérdéseket [15]-ben vetettiik fel.

8. probléma. Létezik-e olyan zart C fiiggvényklon, ami a trividlis klonra képezhetd
homomorfizmussal, de folytonos homomorfizmussal nem?

A zart csoportokra tett megfigyelések alapjén érdekes lehet halmazelméleti
feltételek mellett vizsgalni klonhomomorfizmusok automatikus folytonossagat.

9. probléma. Létezik-e a halmazelméletnek olyan modellje, amiben igaz, hogy
minden zart fiiggvényklonbdl a trivialis klonra képezé homomorfizmus folytonos?

5. Dinamikai rendszerek

5.1. Folyamok. A dinamikai rendszerek elméletében egy folyam egy G ~ X cso-
porthatassal adhaté meg, ahol G egy topologikus csoport, ami folytonosan hat
az X kompakt Hausdorfl-téren, vagyis a G x X — X, (g, z) — gz fiiggvény folyto-
nos. Egy G-folyam minimdlis, ha nincs valédi részfolyama.

5.1. lemma. Az aldbbi allitasok ekvivalensek egy G ~ X folyamra.
(1) G ~ X minimalis.
(2) Nincs X-ben G-invaridns, zart, valédi részhalmaz.
(3) X-ben minden G-orbit stirt.

Bizonyitas. Egy kompakt Hausdorff-térben a kompakt részhalmazok éppen a tér
zért halmazai. Igy (1) & (2) nyivdnvalé. Megmutatjuk, hogy minden G-orbit le-
zartja G-invaridns (és persze zart), ebbdl kozvetleniil adédik (2) < (3).

Legyen S egy G-invaridns halmaz, és legyen g € G tetszéleges. A g-vel vald
szorzas X-en, vagyis az X — X, v — gz fliggvény X-nek egy folytonos permutaci-
6ja, aminek inverze, a g~ '-zel vald szorzés szintén folytonos. fgy a g-vel valo szorzas

X-nek egy homeomorfimusa. Tehat g(S) =g(S)=S5.

A minimalis folyamok tobbek kozott azért is nagyon fontosak a folyamok
elméletében, mert minden folyamnak van minimélis részfolyama. Ez a Zorn-lemma
egy trivialis kovetkezménye.

Tetszoleges G topologikus csoportnak van egy wuniverzdlis minimdlis folyama,
vagyis egy olyan G ~ M(G) folyam, aminek minden G-folyam képe. Ez azt je-
lenti, hogy tetszoleges G ~ X folyam esetén létezik egy folytonos, sziirjektiv,
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G-ekvivarians f: M(G) — X fiiggvény, azaz Vg € G,y € M(G) esetén f(gy) =
9f(y). Ez a folyam izomorfizmus erejéig egyértelmi, tehdt ha G ~ X7 és G ~ X
univerzalis minimalis folyamok, akkor létezik egy G-ekvivarians f: X; — X5 ho-
meomorfizmus.

Az altalanos konstrukcid, ami megmutatja az univerzalis minimalis folyam
létezését, igen komplikalt, és nehezen alkalmazhaté. Ezért altalanos torekvés a di-
namikai rendszerek vizsgdlataban az univerzdlis minimélis folyam kezelheto leirasa
bizonyos specidlis esetekben. Egy egyszerti példaként megjegyezziik, hogy ha G egy
kompakt Hausdorff-csoport, akkor M (G) = G, és a hatds a balrdl szorzas. Ha azon-
ban G nem kompakt, de lokélisan kompakt topologikus csoport, akkor M (G) igen
bonyolult; pl. tudjuk, hogy ilyen esetben M (G) nem metrizdlhaté [37, Theorem
A2.2].

Egy G topologikus csoportot amendbilisnak neveziink, ha létezik M(G)-n egy
G-invarians Borel val6szintiségi mérték.

5.2. lemma. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek egy G topologikus csoportra.
(1) G amendabilis.
(2) Minden minimélis G-folyamon van G-invaridns Borel valdszintiségi mérték.

(3) Minden G-folyamon van G-invarigns Borel valészintiségi mérték.

Bizonyités. (3) = (2) = (1) nyilvdnvald.

(1) = (3). Legyen G ~ X egy tetszileges folyam, és legyen G ~ Y egy mi-
nimélis részfolyama. Ekkor G ~Y képe a G ~ M(G) univerzalis minimdlis fo-
lyamnak. Legyen f: M(G) — Y egy folytonos, sziirjektiv, G-ekvivaridns fiiggvény.
Legyen p egy G-invaridns Borel val6szin(iségi mérték M (G)-n. Ekkor az X Borel-
halmazain értelmezett v(A) := pu(f~'(ANY)) egy G-invaridns Borel valészintiségi
mérték X-en. H

Az amenabilitdsnak egy extrém véltozata, ha |M (G)| = 1. Ez azzal ekvivalens,
hogy minden G-folyamnak van fixpontja. Az ilyen csoportokrél néhany éve igen
keveset tudtunk, csak egy-egy konkrét esetben sikeriilt ezt a tulajdonsagot igazolni.

5.2. A Kechris—Pestov—Todorcevic-tétel. A kivetkezd tétel emiatt is kiemelt
jelent6ségli, és méra a téma alaptételévé valt.

5.3. tétel (Kechris—Pestov—Todorcevic). Legyen A egy megszamldlhaté homogén
struktira egy megszamlalhato nyelv felett. Az alabbi allitdsok ekvivalensek.

(1) Minden Aut(A)-folyamnak van fixpontja.

(2) A egy rendezett Ramsey-struktiira.

(3) A egy Ramsey-struktira, és minden A € Age(A) merev.

(1) = (2) bizonyitdsa. Jelolje LO az 6sszes teljes rendezést A alaphalmazén.

Ekkor LO C 227 zirt. Tyihonov tétele szerint 24 egy kompakt, Hausdorfl-tér, igy
LO is az. Az LO halmazon Aut(A)-nak értelmezhetd egy folytonos csoporthatésa,
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az tgynevezett logikai hatds. Ha o € Aut(A) és R € LO, akkor a(R) € LO az a teljes
rendezés, amire (u,v) € a(R) < (o !(u),a”(v)) € R. Ennek az Aut(A)-folyam-
nak tehat van egy fixpontja, legyen ez Ry € LO. Az Ry teljes rendezést ekkor A

minden automorfizmusa megdrzi.

A Ramsey-tulajdonsig bizonyitisahoz legyenek A, B € Age(A) és y: () —

{0,1} adottak. Legyen X = {0,1}@). Tyihonov tétele szerint X egy kompakt,
Hausdorff-tér. Ezen a téren is értelmezheté Aut(A)-nak egy folytonos csoport-
hatdsa. Ha o € Aut(A) és v € X, akkor a(v) az a szinezés, amire A tetszéleges
A" példénydra A-ban a(v)(A') =v(a~(A’)). Legyen Y := Aut(A) - x. A feltétel
szerint ennek az Aut(A)-folyamnak tehdt van egy fixpontja, legyen ez € Y. Ha
A1, Ay C A az A-nak két példanya, akkor létezik 8 € Aut(A), amire 5(A41) = As.
Mivel o fixpontja Aut(A)-nak, fgy wn(As2) = B(p)(A2) = pn(B71(A2)) = p(Ar).
Vagyis i : (ﬁ) — {0, 1} konstans. Legyen B’ C A egy tetsz6leges példdnya B-nek,
és jeloljiik Af,. .., Al -vel az A példényait B’-ben. Ekkor u € Aut(A) - x miatt 1éte-
zik v € Aut(A), hogy v(x) l{ar,...a 3= [{ar,...ary, vagyls x(y7H(4))) =... =
x(Y71(A})). Vegyiik észre, hogy v~ *(B’)-ben A példanyai éppen v~ *(AY}),...,
y~1(AL), gy v~ 1(B’) egy monokromatikus példdnya B-nek. W

Az 5.3. tételben a (2) = (3) irdny trividlis, a (3) = (1) irdny viszont komo-
lyabb elméleti megalapozast igényel. A tétel fontos eszkozévé valt az w-kategorikus
strukturak vizsgalatanak, azonban igazi jelentosége a dinamikai rendszerek elmé-
letében van. A strukturalis Ramsey-elmélet elérehaladott eredményeit hasznélva
ezzel rengeteg olyan végtelen permutaciécsoportra lehet példat adni, aminek uni-
verzalis minimdlis folyama trividlis. Kordbban csak néhany sporadikus példa volt
ismert, {gy a szepardbilis Hilbert-terek unitér transzformdciéinak csoportja [30] és
Aut(Q, <) [50]. Ezek mindegyikére kiilon &tletet igényelt annak bizonyitdsa, hogy
az univerzalis minimélis folyam trividlis.

Az 5.3. tétel csak specidlis esete annak, amit Kechris, Pestov és Todorcevic bi-
zonyitottak [37]-ben. A tétel dltaldnos formdja lehetéséget ad arra, hogy &tlathaté
leirast adjunk M (Aut(A))—ra, ha A reduktja egy rendezett Ramsey-struktiranak.
Sokan gondoljak dgy, hogy ez minden w-kategorikus struktirdra igaz, és szamos
konkrét esetben ez igazolhaté is, igy a Kechris—Pestov—Todorcevic-tétel topologi-
kus csoportok egy széles osztalyara irja le azok univerzélis minimalis folyamét. P1.
M ( Aut(Q, Cycl)) a Dedekind-szeletek tere, vagyis az a tér, ami a racionélis szamok
halmazénak leszall6 részhalmazaibdl &ll (ebben az esetben azonositanunk kell az
és a Q Dedekind-szeleteket). Ez a tér ,majdnem” az S! kérvonal, annyi a kiilonb-
ség, hogy a korvonal racionélis pontjait meg kell duplaznunk — ezek a duplazott
raciondlis pontok az {r € Q| z < q} és {x € Q| x < q} szeleteknek felelnek meg
adott ¢ € Q-ra.

Jelen cikk szerzoje Moritz Miillerrel kézosen egy az 5.3. tételhez hasonld karak-
terizdciét adott azokra a struktirdkra, amik automorfizmuscsoportjanak univerzalis
minim4lis folyama véges [44]. Azt is megmutattuk, hogy minden Ramsey-struktiira
reduktja egy rendezett Ramsey-struktiranak. fgy minden esetben, amikor arrdl
beszéliink, hogy egy struktira reduktja egy rendezett Ramsey-struktiranak, valé-
jaban a rendezettség feltétele elhagyhaté. Tovabba belattuk, hogy amennyiben egy
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Ramsey-tulajdonsagu relacios struktira automorfizmuscsoportja amendbilis, akkor
az invarians Borel valdszinliségi mérték egyértelmi a csoport univerzalis minimalis
folyamdn, és az egy generikus orbiton koncentralédik. (Egy halmaz generikus, ha
komplementere el6dll megszamlalhatéan sok sehol sem siird, zart halmaz unidja-
ként.) Zucker megmutatta [60], hogy hasonlé eredmény nem igaz, ha fiiggvényje-
leket is megengediink a struktira nyelvében. A kételemil test feletti megszamldl-
hatéan végtelen dimenzids vektortér automorfizmuscsoportjanak univerzélis mini-
malis folyamén az egyetlen invaridns Borel valdsziniliségi mérték 0-nak méri a ge-
nerikus orbitot. A [37]-beli eredményeket Angels, Kechris és Lyons [4] cikke vitte
tovdbb, amiben a fentebb definidlt fogalmakat és az ezekkel kapcsolatos kérdéseket
targyaljak. Megmutattak példaul, hogy a véletlen graf automorfizmuscsoportjanak
univerzalis minimalis folyaman egyetlen invaridns Borel valésziniiségi mérték van.

5.3. Nyitott problémak. A kovetkezd problémérdl és annak jelentéségérdl a [4,
61, 43] cikkekben olvashatunk.

10. probléma. Igaz-e, hogy tetszlleges w-kategorikus A struktirdra az Aut(A)
topologikus csoport univerzalis minimalis folyama metrizalhato?

Zucker megmutatta [61], hogy ha Sym(D) egy zart G részcsoportjira M (G)
metrizalhatd, akkor G-nek van egy (egyértelmii) generikus orbitja M (G)-ben. Ez
alapjén Melleray, Nguyen van Thé és Tsankov beldttak [43], hogy w-kategorikus A
esetén M ( Aut(A)) pontosan akkor metrizalhatd, ha létezik egy w-kategorikus T,
ami rendezett, Ramsey, és aminek A reduktja. Eszerint a 10. probléma ekvivalens
a Bodirsky—Pinsker-sejtés alabbi valtozatdval, amit ebben a formdban [17, Problem
28.]-ban vetettek fel.

11. probléma. Igaz-e, hogy minden w-kategorikus struktira reduktja egy w-
kategorikus (rendezett) Ramsey-strukturdnak?

A kérdésben a rendezett sz6 elhagyhatd, hiszen minden w-kategorikus Ramsey-
struktura reduktja egy w-kategorikus rendezett Ramsey-struktirdnak [44].

A kovetkez6 kérdéssel felvazolunk egy igéretes stratégiat a 11. probléma eset-
leges cafolatara.

12. probléma. Van-e tetszélegesen nagy n-re olyan w-kategorikus A,, struktira,
amire Aut(A,,) n-tranzitiv és Aut(A)-nak létezik valédi részfolyama LO-ban, azaz
a A-n értelmezett teljes rendezések terén?

Ha a 12. problémara pozitiv vdlasz adhatd, akkor az igy kapott A,, struktirdk
vegyitésével kapott A struktira is w-kategorikus. Valéban, minden n-re egy n-es
tipusa A-ban csak annak Ag-beli tipusaitdl fiigg, ahol 1 <k <n —1, és ilyenbdl
csak véges sok van. Ha ez a a vegyités elvégezhet6 tdgy, hogy az Aut(A,) cso-
portok LO-beli folyamai diszjunktak (mint a lentebb bemutatott példdkban is),
akkor A ellenpéldat ad a 11. probléméra. Ha ugyanis létezne egy I w-kategorikus,
rendezett Ramsey-struktira, aminek A reduktja, akkor Aut(I') hatna minden n-
re az Aut(A,,) LO-beli valodi részfolyamén, gy a Kechris—Pestov—Todorcevic-tétel
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miatt minden ilyen részfolyamban lenne Aut(I')-nak egy fixpontja. Ekkor I'-ban
végtelen sok teljes rendezést tudnank elsérendben definialni, ami ellentmond az w-
kategoricitasnak. Kis n-ekre tobb ismert példa is van, ami megfelel a A,,-nel szem-
ben tamasztott kovetelményeknek, és ezek vegyitésével az automorfizmuscsoport-
nak valéban diszjunkt részfolyamait kapjuk LO-ban. Pl. n = 1-re a generikus rész-
benrendezés megfeleld, az LO-beli részfolyam azokbdl a teljes rendezésekbdl &ll,
amik kiterjesztik a részbenrendezést. Az n = 2 esetben j6 vélasztds a (Q, Cycl)
struktira, n = 3-ra pedig a véletlen D-reldcié (a definicié pl. [2]-ben taldlhatd).

A kovetkez6 probléma énmagédban is érdekes, de féként azért fontos, mert
a benne foglalt allitds [44] alapjan erésebb a 12. probléméndl.

13. probléma. Van-e tetszblegesen nagy n-re olyan w-kategorikus A, Ramsey-
struktiira, amire Aut(A,,) n-tranzitiv és nem (n + 1)-tranzitiv?
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TARSULATI ELET — 2013

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga a 2013.
évi érmet Sz6nyi Tamasnak itélte oda.

Indoklas: Szényi Tamds nemzetkozileg elismert, jelent6s hatasu kutatd, ki-
vald ifji matematikusok generdcidit kineveld oktatd, aki dldozatos munkdjaval je-
lentOs részt véllalt a hazai matematikai kozélet szervezési feladataibdl is.

A véges testekre épitett terek kombinatorikus és geometriai elméletének egyik
vezet6 kutatdja, az un. polinomos médszerek kifejlesztéje. A témakor kozponti kér-
déseit (lefogé ponthalmazok, fvek, magpontok, unitdlok, szemiovalisok, siivegek)
vizsgalta, és mindegyik témaéaban jelent&s, sokat idézett eredményeket ért el. Nem-
csak fontos tételeket bizonyitott, hanem 0j modszereket is kidolgozott, melyeket
azota is sokan alkalmaznak. 77 dolgozata jelent meg, nagy résziik a témakor vezetd
folyéirataiban. Ezeken kiviil egy konyvet, tébb konyvfejezetet és 6t ismeretterjesztd
cikket is publikélt. Dolgozataira kozel 500 fliggetlen hivatkozédst kapott.

1997-ben az MTA Matematikai Osztalya altal adomanyozott Erdés Pél-dijban
részesiilt. 1997-t61 2001-ig Széchenyi professzori 6sztondijas volt, 2001-ben pedig
Bolyai Farkas-6sztondijat kapott. 2012-ben a Magyar Erdemrend Tisztikeresztjével
tiintették ki.

Szényi Tamds magaval ragadé kivéls stilusi tandr-egyéniség. Az alapképzés
mellett rendszeresen tart szemindriumokat és specidleléadasokat a véges geomet-
ridk és a szimmetrikus kombinatorikus strukturak téméjaban, valamint el6adaso-
kat a blokkrendszerek, leszamlalé kombinatorika, kédelmélet, véges matematika
témakorébol. Oktatasi tevékenysége, tehetséges fiatalokkal valo foglalkozasa, azok
irdnyitésa egészen kiemelked6 szinvonali. Ennek elismeréseként 1995-ben az Orsza-
gos Tudomanyos Didkkoéri Tandcs témavezetd mester dijat (késébbi nevén ,mester-
tandr”) kapta.

KiemelkedGen sikeres iskolat alakitott ki a véges geometridk témakorében. Ta-
nitvanyai koziil Gdcs Andréds (1997-ben doktordlt) és Sziklai Péter (1998-ban kan-
didalt) is az ELTE docensei lettek (és maguk is sikeres doktoranduszokat vezettek).
Nagy Géabor (1999-ben doktoralt) docens a Szegedi Tudoméanyegyetemen. Hadnagy
Eva 2002-ben megvédte doktori értekezését a BME-n, Weiner Zsuzsa 2003-ban, il-
letve Csikvari Péter 2012-ben az ELTE-n, Kovécs Istvan pedig 2003-ban Szegeden
védett. Jelenleg is t6bb aktiv doktorandusza van. Tanitvanyai koziil hdrman meg-
kaptak a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Griinwald Géza-emlékdijat, négyen
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Magyary Zoltén Posztdoktori Oszténdijat, harman pedig Bolyai Janos Kutatéi
Osztondijat nyertek.

2013-ban a Magyar Tudoményos Akadémia altal kiirt palydzat nyerteseként
megalakitotta az MTA-ELTE Geometriai és Algebrai Kombinatorika kutatécsopor-
tot, amellyel a fiatalokkal val6 foglalkozas egy tjabb lehet&sége nyilt meg szamara.

Rendkiviil lelkiismeretes, nagy munkabirdsi, kiemelkedd kutato- és oktatd-
munkaja mellett széles korli szakmai-kozéleti tevékenységet is folytat, rendszeresen
szerkeszt neves szakmai folyoiratokat, és szervez nemzetkozi konferencidkat.

Beke Mano-emlékdij

A Matematikai Lapok 2013/1. szdméban a 2013. évi Beke Mand-emlékd{j beszé-
moldja jelent meg, igy a 2012. évit még nem tettitk kozzé, aldbbiakban pdétoljuk
ezt.

A 2012. évi Beke Mané-emlékdij bizottsag koriiltekinté mérlegelés utan
az alabbi hatarozatot hozta: a Beke Mano-dij masodik fokozataban részesiil Csa-
tar Katalin, dr. Kiss Géza, Nagy Tibor, Németh Julianna, Polcz Katalin,
Szabé Matiuz Magdolna és Szamosfalvy Janosné.

Csatdr Katalin az Eotvos Lorand Tudoményegyetemen kitiintetéssel szer-
zett matematika—fizika szakos tandari diplomét, majd az ELTE Radnéti Miklds
Gyakorldiskoldban kezdett el tanitani, ahol azdéta is dolgozik. Tudasat, embersé-
gét és korrekt itéleteit kollégdi is elismerik és elfogadjdk, ezért bizalmukat élvezve
1979-2003 k6z6tt a 12 tagi matematika munkakozosség vezetéje volt. Szakmai mun-
kajat az igényesség, a pontossag és a sokszinliség jellemzi. A matematikat gy tudja
oktatni, hogy az a gyerekeknek élményt nyujtson, a kevésbé tehetségesek figyelmét
is felkeltse.

Kival6 diakokat nevelt, akik a tanulmanyi versenyeken szép eredményeket ér-
tek el, tobbek kozott az OKTV-n, az Arany Déniel, a Kalmar Lészl6 és a Zrinyi
Tlona versenyeken, s a felvételi vizsgakon kivétel nélkiil sikeresen szerepeltek. A Rad-
no6ti Miklés Gyakorldiskola tehetségnevelést biztosité matematika tantervének egyik
kidolgozdja. Tobb tankonyvesalad szerzoje és szerkesztoje, kollégaival és tanitva-
nyaival egyiitt irtdk meg a nyolc évfolyamos gimnézium tankonyveit, kidolgoztdk
a Suli Nova kiaddsdban megjelent kozépiskolai tankonyveket. Jelenleg az Apéczai
Kiadé altal gondozott gimnéziumi tankonyvesaldd utolsé kotetén dolgoznak. Eve-
ken keresztiil oktatoként dolgozott a felsGoktatdsban magyar és angol nyelven. Szak-
mai tandcskozasoknak, konferencidknak, tanari ankétoknak meghatarozé személyi-
sége. Tankonyv- és tanterviréként orszéagosan ismert szakmai koérokben, tovabb-
képzéseket is tart. Publikdcidival a matematika népszertisitését szolgalja. Erettségi
elnokként, majd késébb kozoktatasi szakértoként sok iskola munkajanak részese.
A tanulményi versenyek versenybizottsdgdban az orszagos feladatokbdl is kiveszi
részét. Munkéassaga komoly hatdssal van a magyar matematikaoktatds modszer-
tanara. Sok tanitvanya lett matematikatanar. 2002-ben Graphisoft- és 2007-ben
Ericsson-dijjal is jutalmaztédk.
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dr. Kiss Géza palyafutdasat a Kunhegyesi Gimnazium és Hiradastechnikai Szak-
kozépiskolaban kezdte, a kistjszallasi Moéricz Zsigmond Gimnazium és Kozgazda-
sagi Szakkozépiskoldban folytatta, ahol igazgatdként is tevékenykedett. 2003-t61
az ELTE Apéaczai Csere Janos Gyakorlégimnazium tanara volt. Jelenleg a Févé-
rosi Fazekas Mihély Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimndzium vezetotanara, ahol kii-
16nb6z6 versenyek szervezésével motivalja a tanuldkat. Rendszeresen képzi magéat,
PhD fokozatat a Debreceni Egyetemen szerezte. Tanarként részt vesz a Matema-
tika Tanitasa folydirat feladatmegoldé rovatdnak versenyében. Hosszu idén at vett
részt a Matematika OKTV III. bizottsdganak munkéjaban, érdekes feladatjavasla-
tai rendszeresen kittizésre keriiltek. Tobb eléadast tartott a matematika tanarok
Rétz Laszl6 Vandorgytilésén. Rendszeres el6addja a Rév-Komaromban rendezett
Nagy Karoly Matematikai Didktaldlkozénak, a Nagykanizsan kétévente megren-
dezett konferencidanak, és a zalai nyéri tdborokon foglalkozdsokat vezet. Az Erdés
P4l Matematikai Tehetséggondozo iskolaban is tanit. 2007-t6l a KoMaL feliigye-
16bizottsaganak, majd késébb szerkesztébizottsaganak tagja. Didkjainak eredmé-
nyei kimagasléak, és nem egyetlen iskolahoz kothetoek; rendszeresen szerepelnek
az Arany Daéniel és az OKTV dijazottjai, illetve elsé 10 helyezettje kozott. Tobb
tudomanyos publikicidja jelent meg angolul és magyarul a Frobeniusz probléma-
rol. 2011-t61 a Magyar Matematikai Tehetségsegito Tandcs elndke. 1992-ben Kivald
Munkaért dijjal, 2006-ban Graphisoft-dijjal jutalmaztak munkassagaért.

Nagy Tibor Szegeden, a Juhdsz Gyula Tandrképz6 Féiskolan szerzett matema-
tika—szamitastechnika—technika szakos tanéari diplomét, majd a debreceni Kossuth
Lajos Tudomanyegyetemen végezte el a kozépiskolai szamitdstechnika tanari szakot
is. A kecskeméti Zrinyi Ilona Altalanos Iskoldban kezdte el tandri palyajat, majd
a Kodaly Zoltan Altaldnos Iskola, Gimnazium és Zenemiivészeti Szakkozépiskola
informatikatandra lett. 2003-t6] a Kecskeméti Reformétus Altalanos Iskoldban ta-
nit matematikat. Munkéjiat nagy odaadassal, szakmai hozzaértéssel végzi. Evek
Ota a kecskeméti varosi matematika szakkor vezetGje. Tanitvanyai rendszeres részt-
vevOi a Varga Tamds, Zrinyi Ilona, Kenguru, Bataszéki matematikaversenyeknek,
ahol tobbszor végeztek az elsé harom hely valamelyikén. T6bb tanitvanya ered-
ményesen vett részt az Abacus matematikai lapok pontversenyén. Mér f&iskolas
koraban bekapcsolédott az akkor indulé Zrinyi Ilona Matematikaverseny szerve-
zésébe. Az orszdgos forduld szervezését segiti, 1993-t6l a verseny feladatsoranak
egyik Osszeallitdja. 1994-t6] a verseny utdn minden évben megjelené feladatgytij-
temény szerzGje és szerkesztéje. A Gordiusz verseny megyei bizottsag elncke és
szervezi az orszagos dontét. 2000-t6]l a Matematikaban Tehetséges Gyermekekért
Alapitvany Kuratériuménak tagja. Kezdetektol aktivan részt vesz az Abacus ma-
tematikai lapok szerkesztésében. Az idei tanévtsl a Varga Tamds Matematikaver-
seny szervezObizottsdganak elnoke. KezdeményezGje és tobb kotet tarsszerzoje volt
a 2005-ben elinditott Kecskeméti Matematikai Fiizetek konyvsorozatnak. Rendsze-
res latogatdja a Ratz Laszlo Vandorgytilésnek, 2010-ben a kecskeméti vandorgytilés
szervezésében komoly részt vallalt. A tanarok versenyében az altaldnos iskolai ka-
tegéria haromszoros gy&ztese. 2007-ben Ericsson-dijban részesiilt.

Németh Julianna 1982 6ta az Aldds Utcai Altaldnos Iskola tanitéja. Dinami-
kus, hatarozott egyénisége pozitivan hat az alsé tagozatos munkakozosség mun-
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kajara. Az iskolai pedagdgiai munkédban a tervezéstol a feladatok megvaldsitasaig
minden szinten aktiv résztvevd. Komoly hivatdstudattal és szeretettel foglalkozik
tanitvanyaival. 2000-t6l a Tanitéképzd Fdéiskola szakvezeté tanara. Rendszeresen
szervezi a csoport el6tti tanitasi és a 10 hetes gyakorlatokat. A f6iskola felkérésére
3. éve részt vesz a hallgaték allamvizsgaztatasdban.

2009-ben elnyerte a ,kivald szakvezets” elismerést. A tehetséggondozasban és
versenyeztetésben is aktiv szerepet vallal, didkjai kiilonb6z6 tantargyakhoz kap-
csol6dé versenyeken érnek el kiemelked6 eredményeket. Pl. vers- és prézamondd
verseny, fovarosi mesemondo verseny, a Bolyai magyar és matematika csapatver-
seny teriileti forduldja, Zrinyi llona Matematikaverseny orszégos forduldja. 2004 éta
keriileti munkakozosség-vezetd. Egyéni otletei, modszertani javaslatai felfrissitették
a keriilet szakmai életét. Nagyon j6 kapcsolatot alakitott ki a keriileti PSZK-val,
akik minden évben elismerden nyilatkoznak munk&jarél. Masodik éve a tehetség-
tanacs aktiv tagja. 2007-ben az iskola javaslatara polgarmesteri dicséretben része-
stilt.

Polcz Katalin 1973-t6l 1994-ig a Pécsi Nagy Lajos Gimndziumban (ma Cisz-
terci Rend Nagy Lajos Gimndziuma), 1994-t61 1997-ig az Apdczai Nevelési Koz-
pontban, 1997-t6] a Janus Pannonius Gimnaziumban tanit matematikat. 39 éves
palyafutasat igényes és magas szakmai szinvonal, lelkiismeretesség, precizitas, az Gj
dolgok iranti fogékonysag jellemzi. Kozépiskolai tanarként sokat tett a tehetséges
tanuldk fejlesztéséért, versenyeztetéséért. Tagja volt annak a csoportnak, amely
Magyarorszagon elinditotta, és éveken keresztiil szervezte a Gordiusz Matematika
Versenyt. Nemcsak szervezéként, hanem feladatkitiizéként és lektorként is részt
vett a munkaban. Kollégdival és tanitvanyaival j6 a kapcsolata, segitokész, ezért
szakmai témaban sokszor kérnek téle tandcsot.

A matematika tagozatos osztdly osztalyfénokeként komoly mentori munkét
végzett. Nemcsak a tehetséges, de az atlagos képességii tanuldkkal is képes megsze-
rettetni tantargyat. Tanitvanyai rendszeresen szerepeltek a KoMal feladatmegoldé
versenyén, valamint orszagos és megyei matematikaversenyeken sokszor az élme-
z6nyben végeztek. Kiemelkedd eredményeket értek el az Arany Déniel, a Gordiusz,
a Kenguru, a Zrinyi llona orszdgos, a Baranya-Tolna-Somogy teriileti, illetve a Fejér
Lipét, és Zipernowsky megyei matematikaversenyeken. 2000-ben Ericsson-dijban
részesiilt.

Szabo Matuz Magdolna az Ujvidéki Egyetem Természettudomanyi Matema-
tikai Karan matematikus diploméat szerzett. Palyafutdsidt a Zentai Miszaki Ko-
zépiskoldban kezdte, a Szabadkai Matematikai és Nyelvi Gimnaziumban folytatta,
végiil a Szabadkai Szvetozar Markovity Gimnaziumban tevékenykedett nyugdija-
zasaig. Tobb didkja is eljutott az Orszdgos Matematikaversenyre, s ott jé helyezést
ért el. Egyik alapitéja és elnokségi tagja volt az Eszak-bécskai Magyar Pedagogus
Egyesiiletnek. Az egyesiilet keretein beliil m{ikodé Cofman Judit Tehetségfejleszt6
Kozpontnak f6 szervezdje, amit 2011-ben a Nemzeti Tehetségsegité Tandcs Akkredi-
talt Kivalé Tehetségpontta nyilvanitott. A kezdetektol egyik szervezije a szabadkai
Nyari Akadémia néven ismertté valt tanitéi és tanari tovabbképzésnek. A Nemzet-
kozi Magyar Matematikaversenyek allandé résztvevije és délvidéki régidvezetoje.
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Oszténzéen és kreativan hatott a 2004-ben el8szor megrendezett Fekete Mihély Em-
lékversenyre, amely a vajdasagi magyar ajku kozépiskolas tanuldk valogatdversenye
a NMMV-re. A versenynek azdta is szervezdje. Nyugdijasként napjainkig a zentai
Bolyai Tehetséggondozé Gimnéazium és Kollégium tanara. Tobb mint 20 éve rend-
szeres latogatdja a Ratz Laszlé Vandorgyiilésnek, s azéta sok mas fiatal és idésebb
kollégdt is 6sztonzott a vandorgyilés latogatasanak fontossagara.

Szamosfalvy Jdnosné 1991-t6l a Herman Otté Gimndzium tandra, 1995-t61
nyugdijba vonuldsaig pedig a gimnazium els6 szamu vezetGje volt. Vezet6i mun-
kajaban a demokratikus, kollegidlis stilust képviselte. Megyei szakfeliigyel6ként
és szaktanacsaddként sok éven at segitette a kozépiskoldk matematikatandarait.
OKTYV bizottsagi tagként versenyek feladatlapjait allitotta Gssze, és javitotta a ko-
zépdontck és a dontok dolgozatait. Orszagos alkoté munkakozosség vezetGjeként
NAT-kompatibilis matematika-tantervet készitett a kozépiskolak szamadra. 2004-
ig szakértOként sok orszdgos mérés mérdlapjainak elkészitésében és értékelésében
vett részt. Haromf{Gs bizottsag tagjaként kozponti irasbeli feladatsorokat készitett
a nyolc évfolyamos gimnaziumba jelentkezok mérésére, 2005 és 2007 kozott ezek
lektoralasat végezte az OKEV felkérésére. A Miskolci Egyetem Matematika Tan-
székének tamogatasival tehetséges tanuldk onképzokorét vezette, felkészitette Gket
nemzetkozi konferencidkra. A Bolyai Janos Matematika Tarsulat megyei tagozaté-
nak alelnckeként Eurépai Matematika Kongresszusokat szervezett. Mindségbiztosi-
tasi szakértoként miskolci iskoldkban koordinalta partnerkézpontu miikodés kiala-
kitasat. A miskolci Szakérték Regiondlis Egyesiiletének alelndke. A Borsodi tagozat
Oktatédsi Bizottsdganak elndkeként Ifjisdgi Matematikai Kongresszusokat szervez.
A 2001. évi miskolci Rétz Lészlé6 Vandorgytilés szervezésében komoly szerepet vél-
lalt.

Griinwald Géza-emlékérem

2013-ban a Griinwald Géza-emlékéremre tiz jelolés érkezett. A bizottsag idén is
orommel allapitotta meg, hogy a jeloltek igen magas tudomanyos szinvonalat kép-
viselnek, ami jelzi a Griinwald-emlékérem tarsadalmi és tudoményos elismertségét.
A Bolyai Térsulat évente legfeljebb négy dijat adhat ki, ezért a bizottsagnak kii-
16nosen nehéz feladat volt a sok érdemes jelolt koziil a dijazottakat kivalasztani.
Hangstlyozzuk, hogy eredményeik alapjan a dijra négynél tobben is érdemesek let-
tek volna. Végiil a bizottsag szavazatai alapjan az idei a dijazottak a kovetkezdk:
Harangi Viktor, Maké Judit, Pach-Pluhar Gabriella és Vas Gabriella.

Indoklas: Harangi Viktor 1983-ban sziiletett, 2007-ben szerzett matematikus
diplomat az Eotvos Lorand Tudomanyegyetemen, majd 2011-ben PhD fokozatot
ugyanott Keleti Tamdas témavezetésével. Jelenleg a University of Toronto posztdok-
tori 6sztondijasa.

Harangi Viktornak 8 tudoméanyos publikaciéja van, koztiik szamos rangos nem-
zetkozi folydiratban, valamint tovdbbi két dolgozata van jelenleg elbirdlas alatt.
Nagyon sokoldaltt matematikus, igy tobb teriileten kutatott mar, remekiil tudja
Otvozni a matematika kiilonbozé dgainak (valds fiiggvénytan, geometriai mérték-
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elmélet, kombinatorika, valészinliség-szdmitds, geometria, csoportelmélet) médsze-
reit. Carbery egy kérdését megvalaszolva megmutatja, hogy a von Koch-féle ho-
pehelygorbe tubus-nulla, azaz tetszoleges kis Ossz-szélességli savrendszerrel lefed-
heté. Becslést ad arra, hogy hany pontot lehet megadni R%ben tigy, hogy barmely
héarom pont hegyesszogii haromszoget hatarozzon meg, megjavitva ezzel Erdos és
Fiiredi egy régi eredményét minden d > 3-ra. Becslést ad arra, hogy milyen nagy
lehet R%ben egy olyan mérheté halmaz Hausdorff-dimenziéja, amely nem tartal-
maz adott szoget vagy adott szoghoz kozeli szoget. Legujabb kutatasai egyikében
azt vizsgéalja, hogy milyen nagy fiiggetlen halmaz van egy nagy véletlen 3 regu-
laris grafban? Az eddigi alsé korldtok a mohé algoritmus kiilonb6z6 véltozatain
multak. Térsszerzéivel megjavitjak ezeket a becsléseket, egy teljesen 1ij, véletlen
spektralis mddszerrel. Publikaciéinak mélysége mellett tehat azoknak soksziniisége
is figyelemremélto.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Harangi Viktor a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Maké Judit 1983-ban sziiletett, 2007-ben szerzett matematikus diplomat
a Debreceni Egyetemen, majd 2013-ban PhD fokozatot ugyanott Pales Zsolt té-
mavezetésével. Jelenleg tanarsegéd a Miskolci Egyetemen.

Maké Juditnak 8 publikacidja van, koztiik szamos rangos nemzetkozi folyd-
iratban, valamint tovabbi egy dolgozata van jelenleg elbiralas alatt. Tudomanyos
kutatémunkajat a fliggvényegyenl6tlenségek témakorében végzi. 2010-ben a Takagi-
tipusu fiiggvények approximativ konvexitdsdval kapcsolatban Pales Zsolttal kozo-
sen egy 10 éve megoldatlan extremalitasi probléméat oldott meg, amely jelentés nem-
zetkozi érdeklédést keltett. A Takagi-tipusu fliggvények egy dltaldnos osztdlydra
kapott eredményiik pedig a Berstein—Doetsch-tételt altalanositja. Tovabbi kutatéa-
saikban az erds és az approximativ konvexitds hibatagjanak javitdsara vonatkozd
nem-trividlis eredményeket bizonyitanak. Tovdbbi 3 dolgozataban az approximativ
konvexitas és az approximativ alsé és fels§ Hermite-Hadamard-féle egyenl6tlenség
kapcsolatat vizsgalja, és bizonyit értékes eredményeket.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Maké Judit a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Pach-Pluhdr Gabriella 1984-ben sziiletett, 2009-ben diplomézott angol-mate-
matika szakon az ELTE-n, majd 2012-ben szerzett matematika PhD fokozatot
Szabd Csaba témavezetésével ugyanott. Jelenleg a Budapesti Fazekas Mihaly Al
taldnos Iskola és Gimnazium tanara, 2013 juniusatol sziilési szabadsdgon van.

Pach-Pluhar Gabriellanak 9 tudoméanyos publikacidja van, koztiik szdmos ran-
gos nemzetkozi algebrai szakfolyéiratban. Tovabbi két tudomanyos dolgozata van
elbirdlas alatt, valamint 3 moédszertani cikknek is tarszerzije a matematikaokta-
tas témajaban. Kutatdsainak f6 iranya a félcsoportelmélet és az univerzalis algebra
hatarteriilete, de bekapcsolédott diszkrét geometriai kutatasokba is. Eredménye-
inek nemzetkozi elismerését a cikkeire tortént szamos hivatkozas is jol jelzi. Els6
eredményei a kotegvarietasok szabad spektrumét jellemzik: Japheth Wood amerikai
kutatéval kozosen a valddi kdtegvarietdsok spektruménak logaritmusara ad aszimp-
totikus becslést. Masodik cikkét Szabd Csabaval kozosen irta, ebben az 6sszes ko-
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teg varietdsdnak szabad spektrumadra adnak aszimptotikus becslést. A fenti ered-
mények nyomdn eltérbe keriilt a félcsoportvarietdsok szisztematikus vizsgédlata
a szabad spektrumot illetGen. Pach-Pluhar Gabriella ezt néhany fontos félcsoport-
osztaly esetében sikerrel el is végezte. Egy tovabbi cikkében Pach-Pluhar Gabriella
tarsszerzokkel félhalok iteralt szemidirekt szorzatai dltal generalt varietasok szabad
spektrumat vizsgédlja. Pach-Pluhdr Gabriella bekapcsolédott a Szegedi Tudomény-
egyetem diszkrét geometriai témaja kutatasaiba is. E munkéaja alapjan harom cikke
sziiletett, a témaban legismertebb eredménye Czédli Gabor egy kétdimenziés ered-
ményét dltaldnositja tetszoleges magasabb dimenzidra.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Pach-Pluhar Gabriella a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Vas Gabriella 1983-ban sziiletett, 2006-ban szerzett matematikus diplomét
a Szegedi Tudomanyegyetem, majd 2011-ben PhD fokozatot ugyanott Krisztin
Tibor témavezetésével. Jelenleg az MTA-SZTE Analizis és Sztochasztika Kuta-
técsoportban tudoményos munkatars.

Vas Gabriellanak 5 tudoményos publikaciéja van, koztiik egy kiilonosen nagy
terjedelmii egy rangos nemzetkozi folydiratban. Tovabbi egy dolgozata van elbirdlas
alatt. Vas Gabriella kutatasi teriilete a differencidlegyenletek, dinamikus rendsze-
rek elmélete. Egyik cikkében azt mutatja meg, hogy egy késleltetett negativ vissza-
csatolast modellez6 egyenlet dinamikaja igen bonyolult lehet. Hans-Otto Walther
egy 2001-es konstrukcigjat otletes technikdval mddositva megmutatja, hogy van
olyan nem-linearitds, amellyel az egyenletnek végtelen sok periodikus palyaja lesz.
Eredményeibol a kapott periodikus palyak hiperbolicitésa és orbitalis aszimptotikus
stabilitasa is kovetkezik. Egy masik dolgozataban egy linedris késleltetett argumen-
tumt differencidlegyenlet fundamentalis megoldasa abszolit értékének az integral-
jat vizsgalja. A linedris, szemilinearis egyenletek vizsgalataban a konstans-varidciés
formula alkalmazdsa sordn a vizsgalt integral fontos szerepet jatszik stabil egyen-
sulyi helyzetek vonzési tartoményanak becslésében. A kapott eredmények a kri-
tikus paraméterérték kozelében élesek. Legnagyobb visszhangot kivalté munkaja-
ban Krisztin Tiborral kézosen olyan idegsejthalézatok modellezésében is elforduld
egyenletet vizsgal, amelynek 6t egyensilyi helyzete van. A legkisebb, kozéps6 és
legnagyobb egyenstilyi helyzet lokalisan aszimptotikusan stabil, a masik kett6 in-
stabil. A cikk {6 eredménye az, hogy az 6t egyensilyi helyzet esetében a globalis
attraktor bonyolultabb lehet, mint egy mar korabbrodl az irodalombdl ismert két
orsoszerl objektum egyesitése. A dolgozat eredményei komoly nemzetkozi érdeklo-
dést valtottak ki.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Vas Gabriella a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij

A bizottsag a beérkezett javaslatok alapjan 2013-ban hiarom Farkas Gyula-emlék-
dijat adoményoz. A dijazottak: Buza Krisztidan, Domokos Csaba és Hulman-
Knipl Diana.
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Indoklas: Buza Krisztian kozépiskolai tanulményait a dunatjvarosi Széche-
nyi Istvan Gimnaziumban végezte. Egyetemi diploméjat a BME informatika szakan
szerezte 2007-ben. 2007-t61 Németorszdgban, a Hildesheim Egyetemen PhD képzés-
ben vett részt, mikézben az egyetem kutatdsi asszisztensként alkalmazta. A PhD
fokozatot 2011-ben szerezte meg summa cum laude minésitéssel. 2011-t6] tanarse-
géd, majd adjunktus a BME Szamitdstudomanyi és Informéciéelméleti Tanszékén.

Buza Krisztian kutatasi teriilete az adatbanyészat elmélete és gyakorlati al-
kalmazésai. Ezen beliil f6ként idGsorok elemzésével foglalkozott a legtébbet, tobb
publikacidja jelent meg idOsorok osztilyozasara adott 1j mddszerekrdl. Foglalko-
zott ezen kiviil web adatok elemzésével, ontolégia tanulassal, szovegbanyaszattal
és szocialis halé banyaszataval is. Publikaciés tevékenysége igen aktiv: 28 kozlemé-
nye van, melyekre 58 fiiggetlen hivatkozas tortént. Egyik cikke 2010-ben elnyerte
az IEEE Computational Science and Engineering Conference ,,Legjobb cikk” dijat,
egy mésikat hasonlé dijra jeloltek 2012-ben. Az eredményei nagy részét kiilonbozé
kutatéasi projektek és ipari meghizasok soran gyakorlatban is sikerrel felhasznalta.

Domokos Csaba 1981-ben sziiletett Békéscsaban. 2006-ban programtervezd
matematikus és informatikatanari, 2010-ben matematikatanari diploméat szerzett
a Szegedi Tudomanyegyetemen. Ezt kivetSen nappali tagozatos PhD hallgatéként
folytatta tanulményait az SZTE Informatika Doktori Iskoldjaban. A PhD tudoma-
nyos fokozatot 2011-ben summa cum laude minésitéssel szerezte meg. Témavezetdje
Katé Zoltan volt. Jelenleg posztdoktori 6sztondijas a National University of Singa-
pore egyetemen.

Kutatési teriilete a digitalis képfeldolgozas és szamitogépes latas témakorén
beliil a képregisztracio, alakzatok illesztése, szemantikus képszegmentalds, sztered
képek illesztése, illetve matrixok alacsony rangu kozelitése. Doktori disszertacié-
janak témadja alakzatok affin transzforméacionak paraméterbecslése megfeleltetések
nélkiil. Ehhez kapcsolédéan tobb kiilonb6z6 mddszert dolgozott ki, melyekkel ha-
tékonyan megoldhaté a bindris képek affin regisztracidjanak probléméja, tovabba
a deformalt objektumdarabok helyreallitdsanak probléméja is. A disszertéciéjdban
leirt algoritmusok &ltaldnositasaként, kidolgozott egy 1ij moédszert, mellyel tetszo-
leges diffeomorfizmus altal torzult bindris alakzatok regisztracidja is hatékonyan
megoldhato.

Eddig 12 publikaciéja jelent meg tobbek kozott olyan rangos folydiratokban,
mint a Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence és a Pattern
Recognition, illetve vezeté konferencidkon, mint példaul a European Conference
on Computer Vision és az International Conference on Computer Vision. 2011-ben
elnyerte a Képfeldolgozok és Alakfelismerék Térsasaga altal odaitélt Kuba Attila-
dijat.

Hulmdn-Knipl Didna 1986-ban sziiletett Pécsett. 2010-ben diplomézott a Sze-
gedi Tudomanyegyetem alkalmazott matematikus szakan, ugyanezen év szeptem-
berében kezdte meg PhD tanulményait az SZTE Matematika- és Szamitastudoma-
nyok Doktori Iskoldjaban Dr. Rost Gergely témavezetése alatt. 2012 6ta az MTA-
SZTE Analizis és Sztochasztika Kutatécsoport tudomanyos segédmunkatarsa, je-
lenleg a doktori fokozat megszerzése elétt all.
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Kutatasi teriilete a matematikai biolégia, ezen beliil leginkabb differencial-
egyenletes jarvanyterjedési modellekkel foglalkozik. Az influenzajarvany modelle-
zésével kapcsolatos munkdi nagy hazai és nemzetkozi visszhangot valtottak ki.
A 2009-es HIN1 pandémia altal motivilva témavezet&jével és az Orszagos Epi-
demiolégiai Kozponttal egyiittmiikodésben kidolgozott egy korcsoportos modellt
a jarvannyal parhuzamosan futé véddoltasi kampéany optimalizdlaséra. Legutébbi
projektjiitkben, mely k6zos a torontéi York Egyetem Centre for Disease Modeling
csoportjaval, fertéz6 betegségek tavoli régidk kozotti terjedését vizsgaltak valds
légikozlekedési adatok felhasznalasaval.

Ot tudoményos publikiciét jegyez, munkai tobbek kozott olyan rangos nem-
zetkozi folydiratokban jelentek meg, mint a Mathematical Biosciences and Engine-
ering és a STAM Journal on Applied Dynamical Systems. Ezen kiviil egy interaktiv
demonstracié és egy elektronikus konyvfejezet is a nevéhez fiiz6dik. 2012-ben el-
nyerte a 6. Eurépai Matematikai Kongresszus legjobb poszterének jaré dijat, 2013-
ban pedig sikerrel pédlyazott a Nemzeti Kivaldsdgi Program Apéczai- és Jedlik-
Osztondijaira.

Rényi Katé-emlékdij

A Rényi Katé-emlékdij elsé fokozatéban részesiil Kunos Adam, a Szegedi Tudo-
manyegyetem matematikus mesterszakos hallgatdja és Szikszai Marton, a Deb-
receni Egyetem Matematikai és Szdmitastechnikai Doktori Iskoldjanak hallgatdja.
A Rényi Katé-emlékdij masodik fokozataban részesiil Vizi Zsolt, a Szegedi Tudo-
manyegyetem Matematikai Doktori Iskoldjanak hallgatoja.

Kunos Addm [1] dolgozataban azt a (D, <) részbenrendezett halmazt vizs-
galja, amelynek elemei a véges irdanyitott grafok, és A < B akkor teljesiil, ha A
bedgyazhaté B-be. Az élek megforditdsa (transzpozicié) nyilvdnvaléan (D, <) au-
tomorfizmusat adja. Kunos megmutatja, hogy mas automorfizmus nincs. Tovabba
igazolja azt a meglep6 tényt, hogy transzponalt erejéig minden véges irdnyitott graf
definidlhaté (D, <)-ben.

Czédli és Kunos [2] dolgozatukban azt igazoljdk, hogy péros n > 4 esetén pon-
tosan akkor szerkeszthet6 n-oldali hursokszog az oldalhosszakbdl, ha n = 4. Parat-
lan n-re a megfelel§ allitdst n < 769-re igazoltdk. A tétel érdekessége, hogy 1993-
ban Schreiber mar publikélta, azonban, mint Czédli és Kunos ramutat, bizonyitasa
hibés.

Kunos Addm publikdcidi

(1] A. Kunos: Definability in the embedding ordering of finite directed graphs, Order,
elbirdlas alatt.

[2] G. Czédli, A. Kunos: On the geometric constructibility of cyclic polygons with an
even number of vertices, Proc. Amer. Math. Soc., elbiralas alatt.

[3] Kunos A.: Amit érdemes altalanositani, Polygon, XX (2012), 33-48.

[4] Danka T., Kunos A.: Valés fliggvények eldallitdsa kompoziciéként, Polygon, elbiralds
alatt.
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Szikszai Mdrton Hajdu Lajossal kozos [1] dolgozatdban Pillai nevezetes prob-
lémé&jat terjeszti ki linedrisan rekurziv sorozatokra, megmutatva, hogy elég nagy
k esetén mindig van k egymas utani tag, hogy egyikiik sem relativ prim a tobbi
szorzatahoz. (A Fibonacci-sorozat esetén k = 25 a legkisebb ilyen érték.) [2] dolgo-
zatukban ezt a tulajdonsagot elliptikus gorbékbél definidlt sorozatokra igazoljék,
és jelenleg publikdlatlan munkaban Szikszai ezt tovabbi sorozattipusokra is kiter-
jesztette.

Szikszai Marton publikdcioi
[1] L. Hajdu, M. Szikszai: On the GCD-s of k consecutive terms of Lucas sequences,
Journ. Number Th., 132(2012), 3056-3069.

[2] L. Hajdu, M. Szikszai: On common factors within a series of consecutive terms of an
elliptic divisibility sequence, Publ. Math. Debrecen, megjelenés alatt.

Vizi Zsolt dolgozataban olyan jarvanyterjedési modelleket vizsgdl, amelyekben
nem folyamatos, hanem impulziv, azaz diszkrét, kampanyszert vakcinacié folyik.
A cikk teljes bifurkéciés analizist végez, és explicit, sziikséges és elégséges feltételt
ad arra, mikor lesz backward bifurkacié, azaz szubkritikus endemikus periodikus
megoldasok. A tétel technikai és hosszadalmas bizonyitdsanak f6 eleme a Ljapunov—
Schmidt-féle redukcids eljards. Ez az elsé eredmény a szakirodalomban, amely
impulziv vakcindcié mellett backward bifurkaciot igazol.

Vizi Zsolt publikdcicja
[1] G. Rést, Zs. Vizi: Backward bifurcation for pulse vaccination, Nonlinear Analysis,
elbiralas alatt.

Patai Laszlé Alapitvany dija

A bizottsag a ,Patai Laszlé Alapitvany” dijat 2013-ban Gosztonyi Katalinnak
itéli oda.

Indoklas: Gosztonyi Katalin kutatisai Varga Tamaésnak, a XX. szazad nem-
zetkozi mércével mérve is egyik legnagyobb hatdsi matematika didaktikusanak
munkassagahoz kapcsolodnak. Ezen matematikatorténeti és matematikadidaktikai
kutatdsokat Alian Kuzniak professzor és Kosztolinyi Jozsef irdnyitasaval végzi.
Az elbzetes tervek szerint Gosztonyi Katalin 2015-re elkésziilé doktori értekezé-
sét mindkét egyetemen — az SZTE és az Université Paris 7 — be fogja nyujtani, és
a vélhetGen sikeres parizsi védést kovetéen PhD fokozatat a két egyetemtol kozosen
kapja meg.

Kutatdsainak 6 kérdése az, hogy Varga Tamdas matematikatanitasi kisérletei,
kutatédsai, reformjai (komplex matematikatanitds) milyen hazai és nemzetkozi kul-
turalis és tudomanyos gyokerekbdl taplalkoztak, és milyen konkrét hatéssal voltak a
magyarorszagi és kiilfoldi matematikatanitasi gyakorlatra. Ezek a kutatasok atfogé
jellegiiknél fogva uttoréjellegliek. Ennek oka, hogy bar jelentek meg tanulmanyok
hazai és kiilfoldi szerzoktol is a témédhoz kapcsolodéan, ezek vagy egy specialis terii-
leten vizsgéltak Varga Tamas munkassaganak hatasat, vagy kifejezetten vazlatos,
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kronoldgiai jellegii 6sszefoglalasat adtédk a kor kutatdsainak, reformjainak. Goszto-
nyi Katalin kutatésai fontosak abbdl a szempontbdl is, hogy folytathatok. Ez két
dolgot jelent: egyrészt a jelolt tudoményos fokozatanak megszerzése utén is kutat-
hat ezen a teriileten, mésrészt témat, kutatasi lehet6séget biztosit masoknak is.

Gosztonyi Katalin okos, tajékozott, igen jelentos enciklopédikus tudasat kre-
ativ médon mobilizalni képes doktorjelolt. Mindehhez pératlan szorgalom, tanul-
manyi és kutatasi munkdjaban szinte karizmatikus elszantsdg parosul. Emellett
kivaléak a kommunikaciés képességei (beszél francidul és angolul), és mar most
jelentés tudoméanyos kapcsolatrendszerrel rendelkezik hazai és nemzetkozi szinten
egyarant.

Gosztonyi Katalin fiatal kora ellenére jelentés oktatasi tapasztalattal rendel-
kezik mind a kozoktatasban, mind a felsdoktatdsban. J6 tandr, tudasat érdekesen,
strukturédltan és a hallgatésagra maximalisan odafigyelve képes atadni.
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JELENTES A 2013. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2013. oktéber 25. és november 4. k6zott
rendezte meg a 2013. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A verse-
nyen kozépiskolai tanuldk, egyetemi és f6iskolai hallgatok, valamint 2013-ban egye-
temet vagy fGiskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat a verseny megrendezésére a kovetkezd
bizottsdgot kérte fel: Pethd Attila (elndk), Figula Agota és Gselmann Eszter (tit-
kérok), Baran Sdndor, Bérczes Attila, Bessenyei Mihdly, Bédi Béla, Boros Zoltdn,
Daréczy Zoltan, Fazekas Istvdn, Gadl Istvdn, Gydéry Kalmdn, Hajdu Lajos, Hor-
vath Gdbor, Kozma Ldszld, Losonczi Ldszlo, Lovas Rezsé, Maksa Gyula, Molndr
Lajos, Muzsnay Zoltin, Nagy Péter Tibor, Pdles Zsolt, Pintér Akos, Szilasi Jozsef,
Sztrik Janos, Tamdssy Lajos, Tengely Szabolcs, Terdik Gyorgy.

A versenybizottsdg 12 feladatot tlizott ki. A feladatokat sorrendben Balog
Antal, Pink Istvdan, Pdlfy Péter Pdl, Halasi Zoltin, Nagy Péter Tibor, Molndr
Lajos, Boros Zoltdn, Daréczy Zoltain, Maksa Gyula és Pdles Zsolt, Tamdssy Lajos
és Kertész David, Tran Quoc Binh, valamint Méri Tamds bocsétotta a bizottsag
rendelkezésére.

A versenyre 13 versenyz6 53 megoldast nyujtott be, melyek koziil 31 volt
hibatlan. Az aldbbi tdblazatban pontok jelzik, hogy a versenyzdk mely feladatokra
nyujtottak be megolddsokat.

y [1[2[3]4]5]6]7[8[9]10]11]12]

Agoston Tamas o | o °

Bodor Bertalan ° o | o ° °
Csizmadia Gébor Béla | e | e o | o ° .

Kiss Melinda Flora oo

Kutas Péter °

Mészaros Andras ° ° °

Mészaros Szabolcs o | e ° o | o | o °
Nagy Donét ° °

Nagy Janos oo e |0 e o | e | o °
Szildgyi Gergely Bence °

Ta The Anh o | o ° °

Virosztek Déaniel ° ° °
Weisz Agoston °
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A megoldasok értékelése utan a versenybizottsag a kovetkezd dontést hozta.

I. dijban részesiil Nagy Janos, az ELTE harmadéves Matematika BSc hall-
gatédja.

II. dijban részesiil Bodor Bertalan, az ELTE els6 éves Matematika MSc
hallgatéja, Mészaros Andras, az ELTE els6 éves Matematika MSc hallgatdja és
Mészaros Szabolcs, az ELTE masodéves Matematika MSc hallgatdja.

ITI. dijban részesiil Ta The Anh, az ELTE harmadéves Matematika BSc
hallgatéja.

Dicséretben részesiil Agoston Tamés, az ELTE mésodéves Matematika
BSc hallgatéja, Nagy Donat, ELTE harmadéves Matematika BSc hallgatéja és
Virosztek Daniel, a BME 2013-ban végzett masodéves Matematika MSc hallga-
téja.

Indoklas

Nagy Janos 10 feladatra nyudjtott be megoldast; a 2., 4., 7., 8., 10. és 11. fel-
adatokra adott megoldasa teljes; a 3. és az 5. feladatra adott megoldasa hidnyos, de
javithato; a 9. feladat masodik részét lényegében jol oldotta meg, az 1. feladattal
kapcsolatban részeredményeket ért el.

Bodor Bertalan 5 feladatra nyujtott be megoldést; a 3., 8. és 12. feladatokra
adott megoldasa teljes; az 1. feladatra lényegében jé megoldast adott, a 4. feladatra
adott megoldédsa hidnyos.

Mészaros Andras 5 feladatra nyujtott be megoldast; a 2., 4., 10. és 12. felada-
tokra adott megoldasa teljes; a 8. feladatban egy kicsit gyengébb allitast bizonyit
a kitiizottnél.

Mészaros Szabolcs 8 feladatra nytujtott be megoldést; a 3., 8., 10. és 11. fel-
adatokra adott megoldasa teljes; a 9. feladat masodik részét jol oldotta meg, és az
els6 rész megoldasa is tartalmaz jé gondolatokat.

Ta The Anh 5 feladatra nyujtott be megoldast; a 2., 6. feladatokra adott
megoldasa kiemelkedo, és jol oldotta meg a 8. feladatot is.

Agoston Tamas 3 feladatra nyuijtott be megoldéast; a 3. és 8. feladatokra
adott megolddsa teljes.

Nagy Donat a 8. és a 10. feladatra nyujtott be jé megoldast.

Virosztek Daniel 3 feladatra nyujtott be megoldast; a 12. feladatra adott
megoldasa kiemelkedd, jol oldotta meg a 10. feladatot, a 11. feladatra benyujtott
megoldésa hidnyos.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Balog Antal). Legyen q > 1 egész szam. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan C, egész szam, hogy minden egész szamokbdl allé véges A halmazra

(1) |A+q- Al > (¢+1)|A] - Cy.
(A+q- A azon egész szamokbdl &ll, melyek felirhaték a + ga’ alakban a,a’ € A-val.)
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Megoldas (Balog Antal). Az itt lefrt bizonyitasbél C, = ¢?2(4=2)(a+1) adédik,
ami messze van az optimalistol. A, B végig egész szamok véges nem iires halmazat
jelslik, de megjegyezziik, hogy az elsd két dllitds valds szdmokra is igaz (azonos
bizonyitdssal). A megoldds sordn semmilyen ismert vagy ismeretlen eredményre
nem hivatkozunk. Illetve egyre mégis. Ha lnko(ds,...,dy,q) = 1, akkor modulo ¢
minden maradékosztdly kifejezhetd ding + ...+ dgng alakban. (Inko a legkisebb
kozos osztot jeldli.)

1.1. Allités.
(2) |A+ B| > |A[ +[B| - 1.
Bizonyitds. Legyenek A ={a1 <as<...<an} és B={b <by<...<by,}.
A kovetkezo felsorolas m +n — 1 elemet tartalmaz A + B-bél.

a1+ <ar+by<...<ar+b,<ar+b,<az+b,<...<ay;+b, A
1.2. allitas. Minden q > 2 esetén
(3) |A+q- Al > 3]A] -2

Bizonyitas. Legyen A = {a; < as < ... < an,}. A kovetkezd felsorolds 3m — 2 ele-
met tartalmaz A + ¢ - A-bol.

a1 +qa; < az+qa; <ay+qas < as+qaz < as+ qaz < az +qaz <
<...<apy+qa, N

Feltehetjiik, hogy g > 3, mert az 1. és 2. dllitasok megoldjék a feladatot ¢ =1
és q = 2 esetben, tovabbd C7 =1 és Cy = 2. Konnyli példat mutatni arra, hogy
ezek az értékek optimadlisak, de nagyobb ¢-ra mar nem sikeriil az optimalis Cy-t
megtalalni a jelen médszerrel.

Jegyezziik meg, hogy az A halmaz elemeire alkalmazott linedris transzformacié
sem A, sem A + q- A méretét nem befolyasolja. Osszuk fel A-t g szerinti maradék-
osztalyokra, azaz

-
(4) A:UAj, Aj:aj+q~Bj, 0§(1j<q, Bj?ém,
j=1
ahol az unié diszjunkt, és az a; egészek kiilonbozéek. Nyilvdn 1 < r < ¢. Ha vala-
milyen 1 < 5 < r esetén

(5) lnko(a1—aj,ag—aj,---ﬂr—ajﬂ):l

nem teljesiil, akkor A-t eltoljuk a;-vel (balra), és leosztjuk a fenti Inko-val, igy ka-
punk egy 1j A halmazt (ami természetesen mds maradékosztalyokban oszolhat el).
Ha ez az 1) rendszer sem teljesiti (5)-6t minden j-re, akkor ismét tolunk és osztunk.
Mivel minden osztds csokkenti A legnagyobb és legkisebb elemei kozti kiilonbséget
(A 4tmérijét), elébb-utébb (5)-nek minden j-re igaznak kell lenni. Ekkor mondjuk
azt, hogy A redukélt. Ha A redukdlt, akkor 2 < r < g, hiszen lnko(a; — a1,¢q) = q.
Ha r = ¢, azaz A modulo ¢ minden maradékosztalyba belemetsz, akkor azt mond-
juk, hogy A teljesen szétosztott modulo q, réviden A telosz mod q.

51



1.3. allitds. Ha A (4) szerkezetii mod ¢, akkor
|[A+q-Al > (r+1)|A| —r
Bizonyitas. Nyilvdn minden k # j-re

[Aj +q- Al > [A; +q- Ajl + [(Aj + - Ax) \ (45 +q- 4))

)

és vegyiik észre, hogy (eltolva (q + 1)a,-val balra, majd leosztva g-val)
[(4j+q- Ap) \ (4 +q- 4)| =
=|(aj+q-ar+q-Bj+¢ - Bp)\ (a;+q-a;+q-Bj+q¢* Bj)| =
=|(ar —a; + B; +q- B) \ (B; +q- Bj)|.

Indirekt érveléshez tegyiik fel, hogy ez utébbi < |Ay| = |By|. Ekkor minden by € Bj;-
hez van b’ € By, gy, hogy ay — aj +bo + ¢b' € B; + ¢ B;, azaz minden by € Bj-hez
van by € B; 1gy, hogy

arp —aj +by =by (mod q).

Megismételve az eljardst by € Bj-vel, és igy tovabb n-szer, azt kapjuk, hogy van
olyan b, € B;, hogy n(ar — a;) + by = b, (mod g). S6t, megismételve az eljarast
minden k # j-vel végil azt kapjuk, hogy minden by € B; és n,, egészekhez van
olyan b € Bj, hogy ni(a1 —a;)+ ...+ n.(ar —a;j) + by = b (mod ¢q). Ez viszont azt
jelenti, hogy B; telosz mod g, hiszen feltettiik, hogy (5) teljesiil. ®

1.4. allitas. Legyen q > 3 rogzitett. Minden 3(q+ 1) < m < (¢+ 1)* és minden
nem iires véges A esetén

m .
5 A+q-Al > ——|A] — gZam—3atD),
(5) Adq A2 1Al =g

Bizonyitas. A bizonyitds m szerinti teljes indukcidval torténik. m = 3(q + 1) estén
kovetkezik az 1.2. &llitdsbdl. Tegyiik fel, hogy az 1.5. allitds igaz 3(q+1) < m <
(¢+ 1)2 esetén, és mutassuk meg, hogy akkor igaz m + 1-re is. A révidebb irdsméd
érdekében jeloljiik
Con = q22m—3(q+1).

Legyen A egy tetszéleges nem iires, véges, egész szamokbdl 4116 halmaz. Feltehetjiik,
hogy A (4) szerkezetli és redukélt, azaz teljesiti (5)-6t. 1.1. llitds és az indukcids
feltevés miatt minden 1 < k < r-re

[A+q Al > A +q- A+ |(A\ Ap) +q- (A\ Ap)| >

m m+1
> Akl + A -1+ —— A\ Ak| —em > Al — emt1,
> [Ag| + |A] a1 AN A z 1A emn
amennyiben
m
Al + A — ——|Ak| > ——|4],
A+ 141 = 1A = 14
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ami biztosan teljesiil, ha
1
| A < —|A].
qg+1
Maradnak azok az esetek, amikor minden Ay nagy, azaz

. 1

Ha van olyan j, hogy B; nem telosz modulo ¢, akkor az 1.4. allitas, (9) és az in-
dukcids feltevés miatt

A q- Al 2 [A; +q- Ayl +min Al +(A\ 4) + - (A\ 4)] 2

1 m m—+1
Al —cpm + —— A+ ——|A\ Al — ¢, = —|A] — ct1-
451 = em + A1+ 1A\ 4 e LI

Végiil, ha minden B; telosz mod g, akkor az 1.3. 4llitds szerint

[A+q-A[ > |Aj+q-Aj| =) IBj+q-Bj| >
j=1 j=1

m+1
q+]_ ‘A|—Cm+1. | ]

>3 ((a+ )l =) = (g + DIA] - rg >

Megjegyezziik, hogy ez az utolsé becslés az, ahol lényeges, hogy m + 1 <
(¢g+ 1)27 azaz, ez akaddlyoz meg minket abban, hogy (¢ + 1)|A| — C-ndl jobb alsé
becslést adjunk, ami természetesen nem is lenne igaz.

A feladatot lényegében jol oldotta meg Bodor Bertalan. Nagy Jdnos részered-
ményeket ért el.

2. feladat (Pink Istvdn). Mutassuk meg, hogy létezik olyan ko konstans, hogy az
(1) a®™ 4+ b3 4+ 2013 = ka"b*"
egyenletnek k > kg esetén nincs pozitiv egész a, b, n megolddsa.

Megoldas (Ta The Anh). Az a™ =z, b>" = y helyettesitéssel az (1) egyenletbsl
az

(2) z? + y? 42013 = kay
diophantoszi egyenletet kapjuk. El6szér megmutatjuk a kovetkezét:

2.1. allitas. Ha a (2) egyenletnek van z, y pozitiv egész megolddsa, akkor k <
2-2013% + 2013.
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Bizonyités. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy 0 < z < y. A (2)
egyenletet atrendezve azt nyerjiik, hogy

(kx — )y = 2 4 2013,
amibdl, egyrészt adédik, hogy
kx —y >0,

masrészt 0 < x < y miatt azt kapjuk, hogy (kx —y)y = 22 +2013 < 2y +2013. Ezért
nyilvan
2013
kr—y<z+—.
Y

is teljesiil.

1. eset. Ha y > 2013, akkor
2013
kr—y<z+—<z+1,
Y

és ezért
O<kr—y<z<y.
Vegyiik észre, hogy ha (z,y) megolddsa (2)-nek, akkor (kx — y, z) is az.
Ebbdl az adodik, hogy
(a) vagy kz —y =z,
(b) vagy min(x,y) csokken, ha y > 2013.
Az (a) esetben nyilvén

teljesiil, és igy
2013
L P
x xr
is fennall. Ezért
2013
P B < 2015 < 220132 + 2013.

T T 2 =

A (b) esetben, azaz, ha y > 2013 esetén a min(z,y) cstkkent, akkor folytatjuk
a fent leirt (z,y) — (kx —y, z) 1épést addig, amig y < 2013 vagy kz —y = x teljesiil.

2. eset. Most tegyiik fel, hogy y < 2013. Ekkor 0 < 1 <z <y < 2013, igy

22 4+ 4% + 2013 < 20132 + 20132 + 2013
Ty - 1-1

k=

teljestil.

Tehat mindkét esetben fennall, hogy k < 2-2013% 4+ 2013. Valasszuk a kg kons-
tanst 2-2013% + 2013+ 1-nek. A 2.1. 4llitds miatt, ha k > ko, akkor a (2) egyenletnek
nincsen pozitiv egész x,y megoldasa. fgy az eredeti (1) egyenletnek sincsen pozitiv
egész megoldasa. Ellenkezd esetben ugyanis # = a”, y = b?" a (2) egyenlet pozitiv
egész megoldasat szolgaltatna.
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A feladatra Kiss Melinda, Mészdros Andrds, Nagy Janos és Ta The Anh adtak
helyes megolddst. Csizmadia Gabor Béla és Agoston Tamds megolddsa hidnyos.

3. feladat (Pélfy Péter Pal). Melyek azok az n szamok, melyekre az A,, alterndlé
csoportban van olyan permutacié, amelyet A,-nek pontosan egy 2-Sylow rész-
csoportja tartalmaz?

Megoldas (Palfy Péter Pal). Ha n <4, akkor A,-nek egyetlen 2-Sylow rész-
csoportja van. Az n =5 esetben barmely két 2-Sylow részcsoport metszete csak
az egységelemet tartalmazza. A tovébbiakban feltessziik, hogy n > 6. Legyen n
felirasa 2-hatvanyok Osszegeként

(1) n=2" 4 . 42Tk, my <...<my.

Elészor az S,, szimmetrikus csoport 2-Sylow részcsoportjit vizsgdljuk. Vildgos/jol
ismert, hogy ez el6all az Som; csoportok 2-Sylow részcsoportjainak direkt szorzata-
ként, tovabba Som 2-Sylow részcsoportja nem més, mint az m mélységii gyokeres
bindris fa automorfizmuscsoportjanak hatdsa a fa levelein. (A fa csicsa a legfel-
jebb m hosszisdgi 0 — 1 sorozatok, a 0 hosszisdgu (iires) sorozat a fa gyokere,
az m hosszisigiak a levelek, és minden j hosszisagu (5 =0,...,m — 1) sorozatot
osszekotiink azzal a két j hosszuisdguval, amelyeket az adott sorozat végére irt 0-val
és 1-gyel kapunk.)

3.1. allitds. Han > 6, akkor A,, minden 2-Sylow részcsoportjat S,-nek pontosan
egy 2-Sylow részcsoportja tartalmazza.

Bizonyitéds. Ha adott az A,-ben egy 2-Sylow részcsoport, akkor azt Sylow téte-
lei kovetkeztében tartalmazza legalibb egy P 2-Sylow részcsoportja S,-nek. Azt
kell beldtnunk, hogy PN A, egyértelmiien meghatdrozza P-t. Ha az (1) felbon-
tasban legaldbb két 1-nél nagyobb tag van, akkor P N A,, és P orbitjai, valamint
az orbitokon valé hatdsuk megegyezik, igy a fak P N A,-t felhaszndlva egyértel-
miien rekonstrudlhatéak. Ha n = 2™ vagy n = 2™ + 1, akkor m > 3, és igy csak
a P-beli paros permutaciok kozott is van olyan részcsoport, ami a fa egyik agén
minden pontot fixen hagy, a masik ag levelein viszont tranzitiv, ennélfogva a fa
ebben az esetben is egyértelmiien rekonstrualhaté P N A,-bél kiindulva.

3.2. allitas. Ha egy permutéci6 ciklusai kiilbnbézé 2 hatvany hosszusagiak, akkor
azt Sy,-nek egyetlen 2-Sylow részcsoportja tartalmazza.

Bizonyitas. A ciklusok csak az (1) szerintiek lehetnek. Egy 2™ hosszisagu ciklus
egyetlen m mélységli gyOkeres binaris fanak automorfizmusa.

3.3. allitas. Ha egy permutaciénak két fixpontja van, és az egynél hosszabb
ciklusai kiilonb6zé 2 hatvany hosszusaguak, akkor azt S,-nek egyetlen 2-Sylow
részcsoportja tartalmazza.

Bizonyitas. A ciklushosszak ekkor a kévetkez8k: 1,1,2,4,...,2™ 1 amz_  omi,
Ebben az esetben a 2™ levelli fa is egyértelmiien meghatarozott, hiszen a két fix-
pont ugyanannak a pontnak a két leszarmazottja kell legyen, a 4 levelet tartalmazé
ag masik két pontjat a 2-ciklus szolgaltatja stb. A ciklusok pedig az dgakon beliil
meghatdrozzak a fa struktirajat.
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3.4. allitas. Ha egy permutdcio minden ciklushossza 2-hatvany, és van kozottiik
két egyenls, ami 1-nél nagyobb, akkor ezt a permutaciot S, -nek egynél t6bb 2-Sylow
részcsoportja is tartalmazza.

Bizonyitas. Abban az esetben, amikor n = 2™ > 4, és a permutécié két 2m~!
hosszusagu diszjunkt ciklus szorzata, akkor a kovetkezOképpen készithetiink két
kiilonbozo fat, aminek ez a permutacié automorfizmusa. Eloszor a fa két f6 dga
alljon egy-egy ciklus pontjaibol. Masodszor viszont vegyiink egy olyan automor-
fizmust, ami m — 1 mélységii pontokat egy teljes ciklusban permutélja, mindegyik
m— 1 mélységli pontnak tegyiik az egyik leszarmazottjat az egyik, a masikat a masik
ciklusba. Az éltalanos eset ebbdl az esetbdl egyszerti indukcids érveléssel kaphato.

A 3.1. allitdsra tekintettel azt kell méar csak megnézniink, hogy a 3.2. és
3.3. allitasban szereplé permutacick kozott van-e A,-beli, azaz paros permutécio.
Ha n paratlan, akkor csak a 3.2. &llitds szerinti permutacié lehetséges, és ekkor
k-nak, az n kettes szamrendszerbeli felirdsaban az 1-esek szdménak, paratlannak
kell lennie. Ha n péros, akkor a 3.2. allitasban szereplé permutéacié akkor péros,
ha k pédros. A 3.3. allitdsban szereplé permutdcié paros hosszisdgu ciklusainak
szdma (mq1 — 1) + (k — 1), tehdt paratlan k esetén ez a permutécié akkor paros, ha
my pératlan. Tehdt pontosan a kovetkezd esetek jok: (a) n pédratlan, k pératlan;
(b) n péros, k paros; (c) (n paros), k paratlan, m; paratlan; (d) n <5.

Hasonlo gondolatmenetet kévetve oldotta meg a feladatot Agoston Tamds, Bo-
dor Bertalan és Mészdros Szabolcs. Részeredményeket ért el Nagy Jdnos.

4. feladat (Halasi Zoltdn). Legyen A egy n elemii Abel-csoport. Igazoljuk, hogy
létezik két, Sy,-nel izomorf részcsoport GL(n,C)-ben, melyek metszete izomorf A
automorfizmuscsoportjaval.

Megoldas (Mészaros Andrés). Tekintsiik az A véges n elem{i Abel-csoport linedris
karaktereit, ezek éppen az A — C* homomorfizmusok. Ezekbdl éppen n darab van.
Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara:

4.1. lemma. Egy 7 : A — A permutacié akkor és csak akkor homomorfizmus, ha
minden x karakterére A-nak a x o leképezés is karaktere A-nak. (Ha m homomor-
fizmus, akkor persze automorfizmus is automatikusan.)

Bizonyitas. Egyik irdny: Legyen 7 egy homorfizmus, ekkor minden y karakterre
x o7 is egy A — C* homomorfizmus lesz, hiszen két homomorfizmus kompozicidja.

Misik irdny: Be szeretnénk latni, hogy 7(g1 + g2) = 7(g1) + 7(g=2) teljesiil min-
den g1 és go elemére A-nak. Vegyiink egy tetszéleges x : A — C* karaktert. Felhasz-
nélva, hogy x o és x homomorfizmusok: X(ﬂ'(gl +g2)) = X(w(gl)) 'X(’/T(gg)) =
X(ﬂ'(gl) +7r(gg)), amibdl azt kapjuk, hogy minden x karakterre X(?T(g1 +92) —
m(g1) — w(gg)) = 1. De 0 € A az egyetlen eleme A-nak, mely az A minden karakte-
rének magjéban benne van, amibdl kovetkezik az allitas.

Legyenek az A csoport elemei g1, gs, ..., gn, karakterei x1, xo, ..., Xn. Legyen
K egy n x n-es matrix, melynek elemei k;; = x;(g;). Ekkor a karakterek ortogona-

litasabdl KK* =nl. Azaz U = ﬁK egy unitér matrix.
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Legyen G az n X n-es permutaciomatrixok csoportja, ez nyilvan izomorf
S,-nel. Legyen Gy = U~'G1U, azaz G5 a G, csoport egy konjugéltja, igy Gs is
izomorf S,-nel. Azt szeretnénk belédtni, hogy e két csoport metszete izomorf lesz
A automorfizmuscsoportjaval. Egy P € GG permutdciématrix pontosan akkor lesz
benne Gs-ben is, ha létezik olyan ) permutdciématrix, amire P = U~ 'QU, azaz
ha UPU~! is egy permutaciomatrix.

Mivel rogzitettiik az A csoport elemeinek egy indexelését, egy P permutacié-
matrix meghatarozza az A elemeinek egy m permutdcidjat.

Tehdt azt kell belatnuk, hogy egy P permuticiémétrixra UPU~! ponto-
san akkor lesz permuticiémétrix, ha m automorfizmus. Az UP métrix elemei
bij = ﬁXi (ﬂ(gj)) lesznek. Tovabba UP is egy unitér matrix lesz. Két Uy és U,
unitér matrixra U; U5 pontosan akkor lesz permutdciématrix, ha U; megkaphatd
Us-bél gy, hogy a sorait permutaljuk. (Hiszen U1Us = @ pontosan akkor permu-
taciématrix, ha U; = QUs valamely @ permutdciématrixra.) Vagyis (UP)U* pon-
tosan akkor lesz permutéciématrix, ha U P sorai pontosan ugyanazok, mint U sorai.
Ez éppen azt jelenti, hogy x o w egy karakter minden y karakterre. Ez, mint azt
mar lattuk a korabbi lemmaban, pontosan akkor teljesiil, ha 7w egy automorfizmusa
A-nak.

A feladatot Mészaros Andrds és Nagy Janos oldottdk meg helyesen. Részered-
ményt ért el Bodor Bertalan.

5. feladat (Nagy Péter Tibor). A g Lie-algebra b részalgebrdjdt egy g-n meg-
adott (.,.) skaldrszorzatra vonatkozdan ~y-tulajdonsdginak mondjuk, ha X € h-bdl
kovetkezik ([X,Y],X) =0 minden Y € g elemre. Igazoljuk, hogy egy két lépés-
ben nilpotens Lie-algebran megadott skalarszorzatra vonatkozoéan ~y-tulajdonsagu
részalgebrak dimenzidjanak maximuma nem fiigg a skalarszorzat megvalasztasatol

Megoldas (Nagy Péter Tibor). A g Lie-algebra két lépésben nilpotens, azaz g
nemnulla kommutatorat tartalmazza a 3 centruma. Legyen adott két kiillonbozo
(.,.) és (.,.) skaldrszorzat g-n. Jelolje a, illetve a’ a 3 centrum ortogonélis komp-
lementerét (.,.)-ra és (.,.)'-ra vonatkozéan. Ekkor {0} # [g,9] = [0, a] = [d/,d] C 3.
Egy b részalgebra (., .)-ra vonatkozéan y-tulajdonsdgd, ha h minden A+ Z € h alak-
ban megadott elemére, ahol A € a, Z € 3, az ([A,a],Z) = {0} egyenldség teljesiil.
A ~-tulajdonsag (.,.)'-ra vonatkozéan analég médon fogalmazhaté meg. Megmu-
tatjuk, ha a b részalgebra (.,.)-ra vonatkozdan v-tulajdonsigu, akkor taldlhaté egy
vele izomorf (., .>'—ra vonatkozéan y-tulajdonsdgu b’ részalgebra.

Legyen T : g — g olyan szimmetrikus invertalhaté linearis leképezés, amelyre
minden X,Y € g esetén fennall (X,Y)" = (TX,Y). Jellje 7, : g — 3 a 3-re vald
merd&leges vetitést a (.,.) skaldrszorzatra vonatkozdéan. Legyenek <.,.>(3), illetve
(. .)23) a 3 altéren indukalt skaldrszorzatok. Az S = m; o T| ;¢ 3 =3 szimmetrikus
linedris leképezésre teljesiil (U, V)l(‘,’) = (SU, V>(3) minden U,V € j esetén, ezért
S=m;oT| : 53—} invertdlhaté. Legyen R =m0 T[, : a — 3.

Definidljuk a ® : g — g leképezést a ®(A+U) = A+ S~ (U — R(A)) sszefiig-
géssel, ahol A € a, U € 3. A ® leképezés A + U-nak csak a centrélis komponensét
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valtoztatja meg, és létezik a @1(A+U) = A+ S(U) + R(A) inverze, ezért ® auto-
morfizmusa g-nek. A 3 centrum ortogonalis komplementuma (.,.)'-re vonatkozéan
o ={A—S7IR(A); A € a} alakd, mivel

(A—S7'R(A), 2)' = (T(A- S'R(A)),2) = (n,T(A— ST R(4)),Z) =

= (R(A) — SST'R(A),Z) =0

teljesiil tetszdleges Z € 3 esetén. Az <[A, al, Z>l = {0} reldci6 az A € a, U € 3 vek-
torokra akkor és csak akkor teljesiil, ha igaz ([4,a],Z) = {0}, mert tetsz8leges
X —-S7IR(X) e d, X €a, Z € ; vektorokra érvényes

/

([A-ST'R(A), X - ST'R(X)],S71(2)) =

= (574(2),[A~ S'R(4), X — 5T'R(X)] >’(3)
Ezért b a (.,.)-ra vonatkozdéan v-tulajdonsigi akkor és csak akkor, ha a & Lie-
algebra automorfizmussal vett ®(h) képe a (.,.)"-ra vonatkozéan -tulajdonsagn.
Ebbol kovetkezik a feladat allitasa.

= <Z» [A7X]>(3).

Nagy Jdnos részeredményeket ért el a feladat megolddsaban, gondolatmenete
jo, de hidnyos. Megolddsa tartalmaz eqy kiegészitést, amiben a végtelen dimenzids
esetben a feladat dllitdsat cafold konstrukcid gondolatmenetét vdzolja.

6. feladat (Molnar Lajos). Legyen A egy egységelemes C*-algebra, és jelolje
A, az A pozitiv elemeinek a kiipjat (ez azon A-beli énadjungdlt elemek halmaza,
melyek spektruma benne van a [0, +oo[ halmazban). Tekintsiik A -on az aldbbi o
miiveletet:

(1) roy=vVryJr (v,y€ Ay).

Igazoljuk, hogy ha minden z,y € A4 esetén

(2) (xoy)oy==zo(yoy),
akkor A kommutativ.

Megoldas (Ta The Anh megolddsa alapjén). Jelolje A" az A pozitiv invertalhaté
elemeinek a halmazat. Ha x € A tetszéleges, akkor eldll x = h + ik alakban, ahol
h, k € A 6nadjungalt. Tovabbd minden 6nadjungélt elem elSallithaté két AI_l—beli
elem kiilonbségeként. Mindezek alapjan elegend6 belatni, hogy a szorzéas Ajrl—re
vald leszlikitése kommutativ.

Eloszor azt latjuk be, hogy a o miivelet kommutativ az .A_T_l halmazon. Legyen
z,y € A7'. Ekkor v oy = Ty /2, yoy = VIYVY = Y2, igy (2)-bél az kivetkezik,
hogy

(3) (woy)oy=\/ﬁy\/ﬂ?y\/ﬁyﬁzxowoy)=\/§y2ﬁ-
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(3)-ban frjunk z helyére x~1-et és y helyére \/z y\/z-et:

Vel (Vo Vo (Vagya ) Va T (Ve /) Vol =

Vo T (VagE) VT,
tehat
(4) VY VT Yy = yay.
Mindkét oldalrol \/F—gyel szorozva azt kapjuk, hogy
Veyvr = yzyy,
vagyis

roy=youw
tetszbleges x,y € Ajrl esetén.

Most ratériink a szorzas kommutativitasanak igazoldsara. Ehhez tekintsiik az

(1+tx) oy =yo (1+tx)? (teR,t>0;z,y € Ajrl)
azonossagot. Ebbol

y+try +yz) + tayr =y + 26y /Y + 2y 2>\ /Y.
A két oldal csak tgy lehet egyenlé minden nemnegativ t-re, ha
(5) Yy + yr = 2,/y /Y.
Ha (4)-ben x helyére x%-et frunk, akkor

ya®y = VIVaPyVa? i = yaya i = (Viai)©,
igy
(29)? + (y2)* + e+ yay = (oy +y2)* D 4(VGayG)® = dyay =
= 2yz’y + 2% o 2? = 2’y + 222 o y? = 2ya’y + 2z’
Egy oldalra rendezve azt kapjuk, hogy
(2y)* + (y2)* — wy’x — ya®y = (zy —y2)* = 0.
Mivel (zy — yx)* = —(zy — yx), igy ebbdl (xy — yx)* (zy — yx) = 0, és
lzy = yl|* = || (zy — ya)" (xy — ya)| =0,

tehdt xy = yx minden z,y € .Ajrl esetén.
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A feladatra egyediil Ta The Anh adott be helyes megolddst. Az é megolddsdanak
az a szépsége, hogy nagyrészt elemi algebrai uton igazolta az dllitdst. A kitilizd eredeti
megolddsa rovidebdb, de joval haladottabb eszkizdoket haszndl.

7. feladat (Boros Zoltén). Tegyiik fel, hogy f: R — R additiv fiiggvény (azaz,
minden x,y € R esetén f(x+y) = f(x) + f(y) teljesiil), amelyre az

xb—)f(z)f(\/l—xQ)

leképezés korldtos a ]0,1[ intervallum valamely nem iires nyilt részintervalluman.
Igazoljuk, hogy f folytonos!

Megoldas (Kutas Péter megolddsa alapjdn a kitiz6 médositasaival). Elészér ro-
viden Osszefoglaljuk az additiv fiiggvényekkel kapcsolatos sziikséges eléismereteket.
Viszonylag egyszertien igazolhatd, hogy minden f : R — R additiv fiiggvényre tet-
sz6leges x valds és r raciondlis szdm esetén f(rz) = rf(x) teljesiil (a levezetés tobb
lépésben torténik, pozitiv egész r esetén teljes indukciéval, majd ezt kihasznalva
z helyett a/r helyettesitésével kapjuk ilyenek reciprokaira, illetve az additivités-
bél egyszeriien adédik f paratlan volta stb.). Tehat val6jdban minden f: R — R
additiv fiiggvény linedris a raciondlis szamok Q teste felett. Ha f a valds szam-
test felett is linedris, akkor f(z) = cx (z € R) alakd, ahol ¢ = f(1). Ha f nem ilyen
alaku, akkor van olyan ¢ valds szém, amelyre f(t) # ¢f(1), tehdt az (1, f(1)) és
(t, f(t)) vektorok R felett linedrisan fiiggetlenek, igy az R? tér egy bazisat alkot-
jak a valds szamtest felett. Kihaszndlva f linearitasat Q felett, valamint azt, hogy
Q siiri R-ben, kapjuk, hogy tetszéleges R2-beli pont el8éll az (1, f(l)) és (t, f(t))
vektorok raciondlis linedris kombindcidinak (azaz f grafja pontjainak) hatdrérté-
keként. Tehat f grafja sird a sikban. Ennek kovetkezménye, hogy ha egy additiv
fliggvény feltilrél korldtos egy nem tires nyilt intervallumon, akkor sziikségképpen
linedris (tehat folytonos).
Jelolje I azt a nyilt intervallumot, amelyen a feladat feltevése szerint az

x»—)f(m)f(\/l—xg)

leképezés korldtos. Legyen J nem iires nyilt intervallum az I belsejében (tehét
feltessziik, hogy J lezértja is része I-nek). Ekkor az origd kézépponti egységkor

H={(z.vV/1-22) |z eI}
KE={(z.vV/1-22)|zeJ}

iv minden olyan ¢(K) elforgatottjit, amelyre a ¢ forgatds elegendéen kozel van
az identitashoz.

ive tartalmazza a

Ha f feliilrél korldtos a J intervallumon, akkor a fentiek szerint folytonos.
A tovébbiakban (indirekt médon) feltehetjiik, hogy ez nem teljesiil, tehdt minden
n pozitiv egészhez létezik z,, € J tgy, hogy f(x,) > n. Minden n pozitiv egész

esetén legyen y, = /1 — 22, valamint
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Ekkor (2,,,9n) € K, an, B, € [0,1], a2 + B2 = 1, tovdbba

lim a, =1 és lim B, =0.
n—oo n—oo

7% 6n
An - (_Bn an)

matrix felhaszndlasaval definialt

bn(z,y) = Ay (Z) ((z,y) € R?)

Ezért az

forgatds tetszélegesen kozel keriil az identitdshoz, ha n elegendéen nagy. Tehat van
olyan ng € N, hogy minden n > ng természetes szamra ¢, (K) C H, ezért az

sorozat a feltevés szerint korlatos. Viszont

f(anxn + Bnyn)f(_ﬂnzn + anyn)
2

— —an B (f(20))” + (02 = B2) F(@n) f(yn) + B (f(yn))’.

A feltevés szerint (f(x,,)f(yn)) korldtos, tovabbd f(z,) > n miatt lim, o f(x,) =
400, ezért
n—oo

Tehat a fenti 6sszeg utolsé tagja nullsorozat, kozépso tagja korlatos, az els6 tagjanak
ellentettjére pedig
n?—1 2n 9

2 n

nH~n n Z Y5 4 T 5 1" > o
nn(F@n))" 2 Ly 7 g
teljesiil (ha n > 2), tehdt az els6 tag — és vele egyiitt az Osszeg — tart (—oo)-hez,
ellentétben a vele egyenlé (bal oldali) szorzat korldtossdgdval. Eszerint az indirekt
feltevés hamis.

7.1. megjegyzés. Konnyen ellendrizhets, hogy ha f: R — R egy (nem azonosan
nulla) derivécid, akkor minden x € )0, 1] esetén f(a:)f(\/ 1— 22 ) < 0 teljestil, tehat
a feladat szovegében ezen szorzat lokalis korlatossaga nem gyengithets ugy, hogy
lokalisan feliilrél korlatos.

A feladatra Kutas Péter és Nagy Jdnos adtak teljes megolddst.

8. feladat (Daréczy Zoltan). Legyen f: R — R folytonos és szigorian monoton
fiiggvény, amelyre

(*) I (W) (f@) + W) = (@ +u)f (:v;«,)

teljesiil minden x,y € R-re (f~! az f inverzét jeloli). Bizonyitsuk be, hogy ekkor
léteznek olyan a # 0 és b valds konstansok, amelyekkel f(x) = ax+b minden x € R-
re.
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Megoldas (Agoston Tamds megolddsa alapjan). Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy
ha f teljesiti a (x) egyenl8séget, akkor az x — f(—x) és © — —f(x) fiiggvények
is teljesitik, {gy az dltaldnossdg korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy f (és igy sziik-
ségképpen f~1 is) szigorian monoton névekvd, és f(0) > 0. Ekkor minden x > 0-ra

flx) >0.

Be fogjuk 14tni, hogy f Jensen-affin a [0, oo intervallumon, azaz minden 0 <

e (z22) Lt 1
p(ety) _ f@+ i

2 2

teljesiil. Eloszor tegyiik fel indirekt médon, hogy valamely 0 < x < y-ra f (%ﬂ) <
f(z)';f(y) Ekkor

5! (M) (f)+ £ ) > £ (f (x -~ y)) (f@) + ) =

2
DI L oy (210,

Itt mindkét helyen szigori egyenlétlenség all, mert y > x > 0 miatt z +y > 2x > 0,
és f(z)+ f(y) > 2f(x) > 0. Ez viszont ellentmond (x)-nak. Hasonldképpen, ha

valamely 0 < z < y-ra f (%) > w lenne, akkor

7 (PO (1) 1) < 5 (1 (542)) (160 + 10) =

2
O oy (210)

allna fenn, ami szintén ellentmondana (*)-nak. Ezzel tehat belattuk, hogy f Jensen-
affin [0, oo[ 6l6tt, amibdl, a folytonossdggal egyiitt, j6l ismert médon kovetkezik,
hogy f affin a [0, oo[ intervallumon, vagyis vannak olyan a > 0 és b € R konstansok,
hogy f(x) = ax + b minden = > 0 esetén.

Végiil belatjuk, hogy f az egész R-en affin. Helyettesitsiink a (x) egyenldségbe
y = —x-et:

! (JW

5 )(f(a:) + f(=2)) = (z + (—2)) f(0) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy minden x € R-re vagy f(z) + f(—z) = 0, vagy

P (LI

azaz f(x)+ f(—z)=2f(0). Mivel f folytonos, igy az x+— f(z)+ f(—=z) fiigg-
vény is az, vagyis ha f(x)+ f(—=z) legfeljebb két lehetséges értéket vehet fel,
akkor valéjdban konstans. Ha x = 0-t helyettesitiink, akkor f(0)+ f(0) =2f(0),
igy minden z € R-re f(z)+ f(—z) = 2f(0) = 2b. Igy végiil minden z < O-ra is
f(x) =2b— f(—z) =20 — (a(—x) + b) = ax + b teljesiil.
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A feladatra Agoston Tamds, Bodor Bertalan, Mészdros Szabolcs, Nagy Dondt,
Nagy Jdnos és Ta The Anh adtak teljes megolddst. Mészdaros Andras egy kissé
gyengébb dllitast bizonyitott be, Weisz Agoston megolddsa pedig hianyos.

9. feladat (Maksa Gyula és Pales Zsolt). Bizonyitsuk be, hogy van olyan sehol
sem folytonos f : ]0,+o0[ — ]0,+o0[ fiiggvény, amelyre minden z,y € ]0,+o00[ és
minden pozitiv raciondlis o szam esetén fennall, hogy

n f<<x;y)> S (f(x)a;ﬂy)“)i_

Van-e olyan sehol sem folytonos f : ]0,+oo[ — ]0, +oo] fiiggvény, amely eleget tesz
a fenti egyenlétlenségnek minden x,y € ]0,4o00[ és minden pozitiv irraciondlis «
esetén?

Megoldas (Maksa Gyula és Péles Zsolt). Jelolje R a valés, Q pedig a raciondlis
szamok halmazat.

Eloszor azt mutatjuk meg, hogy létezik olyan nem Lebesgue-mérhetd f fiigg-
vény, amelyre (1) minden pozitiv raciondlis « esetén fenndall. Legyen d : R — R egy
nem azonosan zér6 derivacio, azaz egy olyan nem azonosan zéré fiiggvény, amelyre
egyidejiileg teljesiil, hogy

dxz +y) =d(z)+d(y) é d(zy)=2d(y)+yd(r) (z,y€R).

Ilyen d fliggvény létezése ismert, tovabba az is ismert, hogy egy ilyen fiiggvény nem
lehet Lebesgue-mérheto, de a definiciéjabdl kovetkezik, hogy

d(z") = ra"td(x) (z €]0,+0[, 0<r€Q).
(Lésd péld4ul [1]-et.) Definidljuk ezek utdn az f : |0, +oo[ — 0, +-o0] fiiggvényt az
f(z) = zexp (z7'd(z)) (z €]0,400[)
képlettel. Vilagos, hogy f nem Lebesgue-mérhets. Az alabbiakban igazoljuk, hogy
f(Ma(z,y)) < Ma(f(2), f(y))
mégis teljesiil, ahol

5 )a (z,y,a €]0,+0[, a € Q).

Mo (z,y) = (

Valéban, — felhasznalva a d derivacié fenti tulajdonsagait — kapjuk, hogy

d(M(z,y)) d<<xa;rya);> _ é (W)iléd(za+ya) -

1 Ma(z, y)a(z®d(x) +y*~'d(y))
a T+ ya :
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fgy
d(Ma(@,y)) _ z"ld(z) +y*'d(y) 2 d(@) |y dy)

Mo (z,y) T+ y© ¥ +y* T T4y oy
adédik, ahonnan — f definiciéjat figyelembe véve —

f(Mq(z,y)) = Mq(z,y) (w‘lf(x))% (y_lf(y))%

kovetkezik. Felhasznalva itt a silyozott mértani és szamtani kozép kozotti egyen-
16tlenség

u)\vlf)\ S ()\UOC + (]_ _ )\)va)% (u,’l},Oé S }O, +OO[7 A S [07 1])

kovetkezményét, azt kapjuk, hogy

Q=

f(Ma(xay))<Ma(x,y)( 2 @)y f(y)“)

_ (f<x>+f<y>> "= Mo (f@), ().

2

A megoldéds mésodik felében megmutatjuk, hogy ha (1) minden pozitiv irra-
ciondlis « esetén fenndll, akkor folytonos (tehdt nem lehet nem mérhets). A hat-
vanykozepek kozépérték tulajdonsdga miatt

o ()] < (B <o s

ha « pozitiv irraciondlis szam. A hatvdnykozepek Osszehasonlitdsi tétele miatt,

T # y esetén az
1
a—s (""”?) (a>0)

figgvény szigortian monoton névo és folytonos, és igy értékkészlete a

] Vzy, max(z, y) [

nyilt intervallum. Ezzel a leképezéssel a pozitiv irraciondlis szamok halmazénak
képe |/zy, max(z,y)|\ C(z,y) alaki, ahol C(z,y) egy megszdmlélhaté halmaz.
Tehat (2) szerint f korldtos a

|vzy, max(z,y) [\ C(z,y)

halmazon, ami pozitiv Lebesgue-mértékti. Masrészt, egy rogzitett « irraciondlis
szdm esetén (1) szerint az f,(z) := (f(ml/‘)‘))a képlettel definidlt f, fiiggvény
Jensen-konvex, és emellett korldtos a | ,/zy®, max (z,y)" [\ C(z,y)" halmazon, ami
szintén pozitiv mértéki. Ezért a Bernstein—Doetsch-tétel Sierpinski-féle altalanosi-
tasa szerint (1d. [1]) fa konvex, tehat folytonos. Igy f is folytonos kell legyen.

Q
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Mészdros Szabolcs jol oldotta meg a feladat mdsodik részét és a megolddsa
az elsd résszel kapcsolatban is tartalmazott jo gondolatmenetet. Nagy Janos helyesen
oldotta meg a feladat mdsodik részét.

10. feladat (Tamdssy Lajos és Kertész David). Legyen adva az R™ valds vektor-
téren egy Riemann-metrika, amelyre nézve barmely két a és b pont kézott egyetlen
g(a,b) tdvolsdgminimalizalé geodetikus szakasz létezik. Tegyiik fel, hogy minden
a € R™ esetén a téle vett Riemann-tavolsagot méré g, : R™ — R fiiggvény konvex,
és differencialhatoé az a-n kiviil. Mutassuk meg, hogy ha egy x # a,b pontra

81'911(55) = - in(x)a 1=1,...,n
teljesiil, akkor x a g(a,b) egy pontja, és forditva.

Megoldas (Mészéros Szabolcs megoldédsa alapjan, kis kiegészitéssel). Legyenek
a,b € R™ régzitett pontok, d := d(a,b), és jelolje v : [0,d] = R™ a g(a,b) geodetikus
ivhossz szerinti paraméterezését. Atfogalmazva a feladatot, azt kell megmutatni,
hogy a 0, + 05 : R™ \ {a,b} — R fiiggvény gradiense pontosan azokban az z pon-
tokban tlinik el, amelyek elemei a vy geodetikus képhalmazanak. Vizsgédljuk meg
tehat az f := o, + 0p fliggvényt:

Egyrészt f(a) = f(b) = d, mésrészt barmely x € R"-re f > d, hiszen f(x) =
d(a,z)+d(b,z) < d(a,b) ellentmondana a hdromszog-egyenlStlenségnek. Emellett f
konvex, mivel konvex fliggvények 6sszege. Ebbol mar kovetkezik az allitds konnyeb-
bik irdnya: ha z = y(t) valamely t-re (és a # x #b), akkor g,(x) < t, hiszen =
egy t hosszisdgu Osszekotd gorbe a és x kozott. Hasonldan, gp(z) < d — ¢, mert
egy d — t hosszisagi gorbe x és b kozott. Ebbol d < f(x) <t + (d —t) = d, vagyis
f(z) = d kovetkezik. A feltételek szerint f differencidlhaté a-n és b-n kiviil, ezért
egy globalis minimumhelyen, mint amilyen x, a gradiense eltiinik.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f gradiense z-ben 0 (a # = # b). Ekkor sziik-
ségképpen f(z) = d kell, hogy teljesiiljon. Tekintsiik ugyanis az [a, x| szakasz altal
meghatdrozott egyenest R"-ben és f lesziikitését erre, jelolje ezt f. Ekkor f kon-
vex, egyparaméteres fliggvény, a-n kiviil derivalhato, igy folytonosan derivalhato
is, és a derivéltja z-ben eltlinik. Ez csak gy torténhet, ha x lokalis minimumbhely,
amely konvex fiiggvény esetén globélis minimumbhely is, igy f(z) = d. Ekkor viszont
a feladat feltételei szerint létezik (egyetlen) g(a,z) geodetikus, d(a,x) hosszal, és
hasonléan 1étezik g(z,b) geodetikus d(x,b) hosszal. Ezt a két gorbét dsszeflizve, egy
d(a,b) hosszisdgi gorbét kapunk a és b kozott, amely — mivel minimélis hosszi-
sagi — kénytelen geodetikus lenni (1d. pl. P. Petersen, Riemannian Geometry 2nd
ed., 128. oldal, Theorem 13). A g(a,b) geodetikus azonban egyértelm, igy « benne
van v képhalmazaban.

A feladatra Csizmadia Gdbor Béla, Mészdros Andras, Mészdros Szabolcs, Nagy
Dondt, Nagy Janos és Virosztek Ddniel helyes megolddst nyujtott be.
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11. feladat (Tran Quoc Binh). (A) Adva van egy ellipszis a sikban. Bizonyitsuk
be, hogy létezik olyan Riemann-metrika, amely az egész sikon értelmezve van, és
amelyre nézve az adott ellipszis geodetikus. Igazoljuk, hogy minden ilyen Riemann-
metrika Gauss-gorbiilete felvesz pozitiv értéket is.

(B) Legyen adva két, egymadst nem metszd, egyszerti, sima, zart gorbe a sikban.
Mutassuk meg, hogy ha egy, az egész sikon értelmezett teljes Riemann-metrikanak
a két adott gorbe geodetikusa, akkor a metrika Gauss-gorbiilete valahol eltiinik.

Megoldas (Tran Quoc Binh). (a) 1. Alkalmas koordindtarendszer bevezetésével
2

az adott ellipszis egyenlete ‘Z’—; + % =1 alaki. Tekintsiik az f : R* — R?;

x y
@ (53)
ésag: R? = S2\{(0,0,1)},

(z,y) — (22,2y, —1 + 2% +y°)

1+ 22 + y?

fliggvényeket.

Konnyen belathatd, hogy f és ¢ is diffeomorfizmus. f az adott ellipszist az egy-
ségkorbe viszi, g pedig nem mas, mint az egységgémb északi polusabdl torténd stan-
dard sztereografikus projekciénak az inverze, mely az ujonnan kapott egységkort
viszi at az egységgomb , vizszintes” fokorébe.

Tekintsiik most az S? egységgombon az R? euklideszi térbdl 6rokolt kanonikus
metrikdt. Ekkor S? minden f8kére geodetikus. fgy a ,,vizszintes” fokore geodetikusa
lesz a S?\{(0,0,1)} lyukas gombnek.

Az f~log™! diffeomorfizmus visszahizza a gémbi metrikdt a stkra. fog
és inverze is izometria. Mivel az izometria geodetikus gorbét geodetikus gorbébe
visz at, az adott ellipszis geodetikusa a ,,visszahtizott” metrikdnak.

2. Vegyilink most egy tetszoleges Riemann-metrikadt a sikban, melyre nézve
az adott ellipszis geodetikus. Alkalmazzuk a Gauss—Bonnet-tételt az adott ellip-
szis altal hatédrolt M tartoményra. Mivel az adott ellipszis geodetikus, | v KdA =
2w x (M), ahol x(M) az M tartomany Euler-karakterisztikdja. Kénnyen beldthatd,
hogy az ellipszis altal hatérolt sikbeli tartomény Euler-karakterisztikdja 1. Igy
f y KdA =271 >0, amibdl kévetkezik, hogy a Gauss-gorbiilet biztosan felvesz po-
zitiv értéket is az ellipszis altal hatarolt tartomanyon beliil.

(B) A feladat (A) részébél tudjuk, hogy a sikban minden olyan Riemann-
metrikdnak, melyre nézve az adott egyszeri, sima goérbék geodetikusok, a Gauss-
gorbiilete pozitiv értéket is felvesz legalabb a gorbék &ltal hatarolt tartoméanyok-
ban. Elegendo tehat belatnunk, hogy nem létezhet olyan teljes, pozitiv gorbiilett
Riemann-metrika az egész sikban, melynek a két adott egyszert, zart és sima gorbe
geodetikusai. Ezt indirekt médon latjuk be.

Tegyiik fel, hogy létezik teljes, pozitiv gorbiileti Riemann-metrika, melyre
nézve a két adott zart gérbe geodetikus. Jeloljiik a két adott zart gorbét C, illetve
Cy-vel. Tetszbleges (z,y) € Cy x Cy pontparhoz rendeljiik hozza az &ket sszekotd
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legrévidebb geodetikus gorbe hosszat. Ezt mindig megtehetjiik, hiszen a metrika
teljes. Kénnyen beldthato, hogy az igy definialt fiiggvény folytonos. Mivel mindkét
zart gorbe kompakt halmaz, a direkt szorzatuk is az, kovetkezésképpen a rajta
definidlt folytonos fiiggvény felveszi a minimum értékét is. A mi esetiinkben azt
kapjuk, hogy 1étezik egy legrévidebb gorbe, mely 6sszekoti a két adott zart gorbét.
Jeloljiik ezt a gorbét v-val és a hosszat [-el. Tekintsiik + {vhossz-paraméterezését:
v : [0,1] — R2. Tegyiik fel, hogy v(0) =p € Cy, y(I) = ¢ € Ca. Az els6 variacids
formuldbdl tudjuk, hogy v merdleges Ci-re, illetve Cy-re.

Legyen V(0) € T,,R? olyan egységvektor, mely merSleges a +(0)-ra, tehdt
egység érinté vektora C1-nek az xg pontban. Toljuk el parhuzamosan a V' (0) vektort
~(s) mentén. Igy kapjuk a V (s) parhuzamos vektormezét a  gérbe mentén. Nyilvan
V(1) egység érint vektora Cy-nek az yo pontban. Legyen

Q:[0,1] x (—e,6) = R, (s,t) = Q(s,t) := eXP. (5) (tV(s)),
o1(t) :== Q(0,1), oa(t) == Q(1,t).
Ekkor Q(s,t) olyan varidcidja a ~y(s) gorbének, melyre megfelels kicsi e esetén
0(0,t) = o1(t) € C1, Q(I,t) = 02(t) € Ca, mivel a Cy és a Co gorbék geodetikusok,

és minden pontbdl minden irdnyba lokélisan egyetlen geodetikus indul ki. Az (s, t)
megaddsédbdl azt is kapjuk, hogy Q(s,0) = y(s) és V(s) = BQ (s t) li=o.-

Legyen tovabba
/ \/ 00(s, 1) 769(s,t)>d5.
ot

Ekkor L(t) az €(s,t) gorbe hossza rogzitett ¢ esetén, mely Osszekoti a o1(t) € Cy
pontot a oz(t) € Cy ponttal. Mivel Q(s,0) = v(s), L(t) minimum értéket vesz fel

_ ¢ OL
a t = 0-ban, igy 57 [o= 0 és at L o> 0.
A maésodik varidciés formula szerint:

9L s .

Gty = | TV~ (RO V) ds ¢
at 0 0

+ <V&2<'72ﬁ(1)>|t:0 - <Vd1<'717"7(0)>|t20~

Mivel V' parhuzamos vektormez6 v mentén, V5V = 0. Tovabba C és Cy geodeti-
kus, V4,01 = V4,02 = 0. Igy azt kapjuk, hogy

/<R V)ds <0,

hiszen a gorbiilet pozitiv. Ez ellentmondas.
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A feladatra adott megolddsok kézil Nagy Jdnos és Mészdros Szabolcs megol-
ddsa jo. Virosztek Ddniel a feladat (A) részét helyesen megoldotta, a (B) részének
csak eqy specidlis esetét tudta beldtni.
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12. feladat (Mori Tamds). Egy zsdkban n golyd van, ezek kéziil néhany (legaldbb
egy, de nem mind) fehér, a tébbi fekete. A zsdkbdl egymds utan, visszatevés nélkiil
véletlenszertien kihiizzuk az Gsszes golyot. Jelolje X; a fehér golydk szamanak
aranyat a zsakban az i-edik hiizas elétt, és legyen

T:max{\Xi—Xﬂ 1<i<y §n}.
Bizonyitsuk be, hogy E(T) < H(E(X1)), ahol H(z) = —zInz — (1 — z)In(1 — ).

Megoldas (Virosztek Déaniel). Legyen n tetsz6leges, fix. Elég beldtni, hogy

(xt)<n(t)

ha k € {1,...,n — 1}, mert a toronyszabdly és a H fiiggvény konkavitdsa (Jensen-
egyenl6tlenség) miatt ez esetben

2) E(Tt) = E(E(T | Xy)) = S (T ‘ X, = i) p (X1 _ k) <

n
k=1

<y (7’3) P <X1 _ D _E(H(X1)) < H(E(X:1)).

Az {X;}_, sztochasztikus folyamat martingal, mert ha X; = -f— valamely
ke{0,...,n+1—j} szdmra, akkor
P (a j. huzaskor fekete golyét hizunk) =P ( X411 = —— | =1 - ———
n—j n+1l—j
és
PP (a j. hiizaskor fehér golyét hizunk) = P | X kol i
. htizaskor T zunk) = = = .
j. hiizds golyét hiizu e RS Rl
fgy
k k k-1 k
(3) B(Xj [ Xj) = ——(1- — — =
n—7J n+l—y n—jn+1—y
k n+l—j5—-k k-1 k
= - ] + -] = - = Xj.
n+l—yj n—7j n—7j n+l—yj
T definiciéjabdl latszik, hogy
(4) T= sup X;— inf X;= sup X;— (1— sup (1—Xj)>.
1<j<n l<jsn 1<j<n 1<j<n

Behelyettesitéssel adodik, hogy T =supi<;<,X;, ha X, =0, é T =
sup; <<, (1 — Xj), ha X, = 1. (Nyilvdn mindig X,, € {0,1}.)

68



Vagyis

(5) T = ( sup Xj)]I{ano} + ( sup (1-— Xj)>]I{Xn:1} =

1<j<n 1<j<n

= sup X;+ sup (l—Xj)—( sup Xj>]I{Xn:1}—< sup (1—Xj))H{Xn:0}:

1<j<n 1<j<n 1<j<n 1<j<n

= sup X;+ sup (1—-X;)—1,
1<j<n 1<j<n
hiszen X, =1 = sup;;<, X; =1, X;, =0 = supy <, (1 = X)) = 1 és [y, 1) +
H{ano} =1.
Vildgos, hogy {X; }?:1 és {1 - X; }?:1 is nemnegativ értékii martingalok, igy
a Doob-féle martingalegyenlétlenség szerint

1
(6) IP’( sup X; > t1> < ZE(Xnt)Vi >0,
1<j<n bt
és
1
(7) ]P’( sup (1—X;) > tg) < ZE(1 — Xpt)Vts > 0.
1<j<n 12

Az els6 megjegyzésiink értelmében feltehetjiik, hogy X; = % (ke{l,...,n—1}),
ebben az esetben {X;}7_, martingdlsiga miatt E(X,t) = ¥ ¢s E(1 - X,t) =1 - .

Ha Y egy nemnegativ, integralhaté valdszintiségi valtozo, akkor
o0
(8) E(Vt) = / P(Y > 1) dt.
0
Tehét (6) és (8) alapjén

9) E( sup Xj) Z/OOIP’( sup X, Ztl) dty =
0

1<j<n 1<j<n
/0

3=

1
IP( sup Xj Ztl) dt1+/ ]P( sup Xj Zt1> dt1+
k

1<j<n 1<j<n

+/ IP)( sup Xj Zt1> dtl S
1

1<j<n

k 1 E k k
§7+/ E(Xnt)dt1+01n(>,
n k1 n o n n

n

mert P(suplgjgn X; > tl) =1,hat; < %, és P(suplgjgn X; > t1) =0,hat; > 1.
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Teljesen hasonl6éan

1<j<n )

-2 )

Vagyis (5), (9) és (10) alapjén, feltéve, hogy X; = £,

1-£ 1
h 1
(10) E( sup (1—Xj)) g/ 1dt2+/ CE(1 - Xt)dty +0 =
0 1-£

(11) E(Tt):E( sup Xj)—l—E( sup (1—Xj)) -1<

1<j<n 1<j<n

() B (Y E) e (4),
n o n n n n n n
ezzel a bizonyitas kész.

Virosztek Ddniel megolddsa kiemelkedd, nagyon szépen kidolgozott. Mészd-
ros Andrds megolddsa helyes, jol kovethets. Bodor Bertalan megolddsa helyes, de
az egyes lépések joval bévebb magyardzatot igényelnének, a megolddsdaban nem hasz-
ndl martingdlokat, elemi eszkozokkel bizonyit.
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